Umiejetnosci

1
Po szkole podstawowej uczen:
® znajduje wspélrzedne danych
(na rysunku) punktow
kratowych w uktadzie
kW a d rat O W a wspolrzednych na plaszczyznie,
® rysuje w ukladzie wspolrzednych
" na plaszczyznie punkty kratowe
o danych wspdtrzednych
catkowitych (dowolnego znaku),
¢ interpretuje dane przedstawione
za pomocg wykresow w ukladzie
wspolrzednych,
® tworzy wykresy liniowe na
podstawie danych zebranych
samodzielnie lub pochodzacych
z r6znych zrodel.

Po tym dziale uczen:

* rysuje wykres funkeji f(x) = ax” i podaje jej wlasnosci,

e interpretuje wspétczynnik a funkgji y = ax?,

® interpretuje wspolczynniki wystepujace we wzorze funkeji kwadratowej w postaci
kanonicznej i ogélnej,

® rysuje wykres funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej,

® okresla wlasnosci (zbior wartosci, przedzialy monotonicznosci, warto$¢ ekstremalng) funkeji
kwadratowej na podstawie jej postaci kanonicznej,

® podaje wzor funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej lub ogdlnej na podstawie informacji
o jej wykresie,

® przeksztalca wzoér funkcji kwadratowej z postaci kanonicznej do postaci ogélnej i odwrotnie,

oblicza wspotrzedne wierzchotka paraboli.
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Uwagi metodyczne

Omawiajac wlasnosci funkcji

y= ax’, koniecznie Zwréémy
uwage na to, ze jej dziedzing jest
zbidr R, zatem kazda pionowa
prosta przecina parabole w jednym
punkcie. Powinno to zapobiec
takiemu rysowaniu paraboli,

jak gdyby miala ona asymptoty
pionowe (czesty blad w zeszytach
uczniéw).

W podreczniku ograniczamy

sie do odczytania przedzialow
monotonicznosci na podstawie
wykresu. W zdolniejszych klasach
warto te monotonicznos¢ wykaza¢
(np. w formie zamieszczonego
nizej twierdzenia).

Twierdzenie

Funkcja f(x) = ax” dla a > 0
jest rosnaca w przedziale (0; oo)

i malejgca w przedziale (—oo; 0).
Dowod

Zakladamy, ze x; > x, > 0

i sprawdzamy znak réznicy
fGe)=f (x2): f ()= (x2)=
=axi—axi=a(x,-x,) (%, +x,).
Jezeli a > 0, to mamy iloczyn
trzech dodatnich czynnikéw,
zatem f (x;)-f (x,)>0, wiec dla
x > 0 funkcja jest rosnaca.

W podobny sposob pokazujemy,
ze dla x <0 funkcja (przy a > 0)
jest malejaca.

Bez wzgledu na to, czy formalny
dowod monotonicznosci tej
funkgji zostanie, czy nie zostanie
w klasie przeprowadzony, warto
poprosi¢ uczniéw o uzasadnienie,
dlaczego omawiana funkcja nie jest
monotoniczna w zbiorze R. Jest to
dobry moment na:

1. pokazanie (intuicyjnie) réznicy
miedzy kwantyfikatorami ogélnym
i szczegélowym,

2. zastosowanie kontrprzykladow.

-

Ltemat 71 J

Multitea

e Postac ogdlna funkcii
kwadratowej
e Wykres funkcji kwadratowej

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 5.1

G Generator

testow i sprawdzianow

1. Funkcja kwadratowa
f(x)=ax?

Umiejetnosci:
* interpretowanie wspoétczynnika a wystepujgcego we wzorze funkcji
o szkicowanie wykresdw i okreslanie wiasnosci funkgji f(x) = ax?

W poprzednim rozdziale omawialiSmy wlasnosci funkcji f(x) = ax + b, x € R. Jej
wykresem jest prosta. Teraz zajmiemy sie badaniem funkcji o wzorze f(x) = ax’,

gdzie x € R. Wspdlczynnik a jest ustalong, rozng od zera liczbg rzeczywista.

Zaczniemy od rozwazenia sytuacji, gdy a > 0. Ulozymy czesciowa tabele i naszki-
cujemy wykres takiej funkcji dla a = 1. Woéwczas f(x) = x°.

PO S ISR UCE N R T A B B T R A R -
3 2 4 2 2 4
f)=x 5 a4 |22 1 2 Lo 2 kg st
9 4 16 4 4 16 4

Punkty o wspétrzednych zapisanych w tabeli naleza do krzywej przedstawionej na
ponizszym rysunku. Mozna wykaza¢, ze ta krzywa — nazywana parabola - jest wy-
kresem funkgji f(x) = x°.

Z wykresu odczytujemy wlasnosci funkgji f:
° zbiorem wartosci jest przedzial (0; o),
e funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejszg réwng 0
dla x = 0 inie przyjmuje warto$ci najwiekszej,
° miejscem zerowym jest x = 0, \ /
* f(x) >0 dla x # 0, wiec wykres znajduje sie \ /
w I oraz II ¢wiartce ukladu wspotrzednych, L}
° w przedziale (—oo; 0) funkcja jest malejaca,
w przedziale (0; oo) funkcja jest rosnaca,
zatem funkcja nie jest monotoniczna, N 4
° osig symetrii wykresu jest o$ y,
e réwnanie f(x)=m:
dla m < 0 nie ma rozwigzan,
dla m = 0 ma jedno rozwigzanie,
dla m > 0 ma dwa rozwigzania.

v A

[ —

|

~
T

-

=Y
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Parabolao réwnaniu y = x° jestwykresem funkgji f(x) = x°. Uwagi metodyczne
W dalszych rozwazaniach nie bedziemy na ogét tych zapisow

rozrozniac.

Wtasnosci ogniskowe paraboli
mozna zademonstrowa¢ za
pomoca samochodowego
reflektora i zardwki umieszczanej
w réznych punktach albo latarki
7 z réznymi ustawieniami §wiecenia.
Pamietajmy jednak, ze parabola
jest przekrdj osiowy takiego
modelu - paraboloidy.

Latwo mozna sprawdzi¢ (jest

to zadanie wykraczajace poza
program), ze kazdy punkt paraboli

os symetrii

Vez; ’711.?

W paraboli wyrézniamy dwa ramiona oraz wierzcholek,
czyli punkt przecigcia paraboli z jej osig symetrii (na rysunku
oznaczony literg W).

Parabola jest w geometrii definiowana jako zbidr punktéw réwno
oddalonych od pewnego punktu A — nazywanego ogniskiem, i od pewnej
prostej k — nazywanej kierownicg paraboli (zakladamy, Ze punkt A nie
nalezy do prostej k).

|PA| = |PP'| dla kazdego punktu P lezacego na paraboli. 5
y = x" jest tak samo oddalony

od ogniska, A = (0, i), iod

kierownicy, k: y = —i.

Dla wykresu funkeji f(x) = X ogniskiem jest punkt (0, i),

. . 1
a kierownicg - prosta y = T

Zaczynamy od starannego
wykonania rysunku paraboli

VAl (patrz rys. 1 ponizej) i zaznaczenia

. s . . \ na nim kilku punktéw,

Kazdy promien $wietlny wychodzacy z ogniska paraboli np.dla P, = (1, 1) mamy:

po odbiciu sie od niej jest réwnolegly do osi symetrii |F--$t---moomoemeemo- i P }II 5 .
paraboli. / |PA| = \](1 -0+ (1 - Z) =v
\ a odleglos¢ punktu P, od prostej k

\ jestréowna 1 + L §;

4 4

dla P, = (<2, 4): |P,A| =

(1= 2 s

a odleglos¢ punktu P, od prostej k

((( ))) ((( )))

5 2 1 1.
> jestrowna 4 + - = 4- itd.
4 4

Mniej zaawansowanych uczniéow
mozna poprosi¢ o sprawdzenie

(w kilku grupach) jeszcze

innych punktéw paraboli,

a pozostalym zaproponowac probe
udowodnienia podanej wlasnosci.

Zjawisko odbicia wykorzystywane jest np.
w parabolicznym reflektorze lustrzanym -
zaréwka umieszczona jest w jego ognisku.

Anteny satelitarne wykorzystuja natomiast
zjawisko odwrotne - w jednym punkcie
skupiaja biegnace rownolegle fale radiowe.

P YA
\ /1,
\ P(m,jm)
\ /
\ |
Y £
Rys. 1

Zaczynamy od okreslenia
wspotrzednych punktu lezacego na
paraboli, np. P = (m, m2).

2
Odleglos¢ [PA| = m2+(m2—}1) _

=m’+ i, odleglos¢ punktu P od

7 7 1
prostej k jest rowna m” + n (wtym

przypadku nie jest potrzebny wzor
na odlegto$¢ punktu od prostej, bo
mozna skorzysta¢ z rysunku),
zatem kazdy punkt paraboli ma
zadang wlasno$¢.

Trzeba uczniom wyjasni¢, ze zaden
inny punkt pfaszczyzny takiej
wlasnoéci nie ma, a dowdd na to
radzimy poming¢, bo pojeciowo
jest juz na tym etapie nauki za
trudny.
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Narysujmy w jednym ukfadzie wspdtrzednych wykresy funkcji:

2 a2 a2 12
y—x,y—2x,y—5x,y—3x,y—;1x

74 [y 3¢
x 2 -1 0 1 2 \\\ / ST
y=x | 4 1 0 1 |4 \\ / e
\\ /]
y=2x| 8 |2 0 2 |8 [\ 1] Vel
1 2 1 1 \ \\ // /
==X 2 = 0 s 2
— : : N
y=32 12 3 0 3 12 \\ N/
)’=ix2 1 i 0 i 1 > -

Kazda z tych funkcji ma takie same wiasnosci (opisane wezesniej) jak funkcja y = x°.

Whniosek ten mozemy uogélni¢ (dowod tego twierdzenia pominiemy) na kazda funk-

cje postaci f(x) = ax®, oile a > 0.

Wykres funkcji y = —ax” jest symetrycz- i

ny do wykresu funkcji y = ax® wzgledem
0si x. /] -1 \\

Mozemy zatem tatwo narysowaé wykresy /] A M=%
funkgji: / \

2 _ 2 12 //
y——x,y——Zx,y——Ex, //I

1 2

| —
|~

e L
|

= 3x% y=—-
y=-3, y=—ix

|
|
Opis whasnosci funkcji f(x) = ax® dla Il]
a <0 pozostawiamy do samodzielnego II
wykonania.

2

Wierzchotkiem kazdej paraboli o réwnaniu y = ax”, a # 0 jest poczatek uktadu

wspolrzednych.

Zamiast precyzyjnego okredlenia: ,parabola o réwnaniu y = ax’, w ktérym wspdtczynnik przy ((( )))
x jest dodatni”, powszechnie uzywany jest zwrot parabola o ramionach skierowanych do gory

(dla ujemnego wspélczynnika przy x* - w dot).
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Przyktad o zad. 1.11 41.11. Dla jakich wartosci

wspdlczynnika a do wykresu
Wyznaczymy taka wartoé¢ wspotezynnika a, aby parabola o rownaniu y = ax” prze- poeey w

Ermlkes — 2 lez
chodzita przez punkt P = (-4, 100). unkeji f(x) = ax" nalezy

punkt P?
Rozwigzanie a) P=(1, 2)
Punkt P lezy na paraboli, wiec jego wspdlrzedne spelniajg jej rbwnanie: b) P = (2, -4)
_ 2 ~ (-1 %)
100 = a(-4) oF ( 33
100 2
e - 0 - (203
atem a T d) P 3 0,36
Odp.:azé Odp.:a)a=2 b)a=-1
4 c)a=6 d)a=0,81
Przyktad e zad. 1.12 41.12. Sporzadz wykres funkeji
Narysujem kres funkeji f(x) = X’ dla x <2 \ e f(x) =+ —x* dla x <0
yememywy J x—-2 dlax>2 \ x> dla x>0
i na jego podstawie okreslimy monotoniczno$¢ funkgji f. \ yEflx) Podaj zbi6r wartosci funkcji
R . . i okresl jej monotonicznosé.
ozwigzanie
Funkcja nie jest monotoniczna. W przedziale (—oo; 0) jest \ / 2lps A
malejaca, w przedziale (0; 2) jest rosnaca oraz w przedzia- yEfA) |/
le (2; co) jest rosnaca. Zwrdémy uwage, ze funkcja nie jest . . W
rosngca w przedziale (0; o). 0 x E3
Przyktad @) « zad. 1.16 f
Wrykres jest suma fragmentow paraboli i proste;j. vk 2 =3, e T
Podamy wzdr funkgeji f przedstawionej na tym wykresie. \
) ) \ 41.16. Wykres jest sumg
Rozwigzanie , .
) ) 2 ) fragmentow paraboli i prostych.
Parabola o réwnaniu y = ax”, a # 0 przechodzi przez \ v Ef(x) Podaj wzor funkeji przedstawionej
punkty (-2, 2), (0, 0) i dochodzi do punktu (2, 2). Zatem na wykresie.
wspodlczynnik a spelnia réwnanie: 1 /| a) i
. y
2=a-4, czylia:% 0 x \
Dla x > 2 wykresem jest czes¢ prostej y = 1. Wzor funkcji ma zatem postac: . _
0 x
12
-x" dla x<2
fo=12
1 dla x > 2
b) vk
12
= 1 2
Odp.: fx) = | 2% dlax< ,
1 dla x >2 ) ~
0 5
Odp.:

x dla x <0

a)f(x)=<l_lx dla x>0

2
-x—4 dla x<-2

b) f(x) = —%xz dla 2<x<2
-2 dla x >2
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41.18. Korzystajac z definicji,
udowodnij, ze funkcja f(x) = —x*
jest malejaca w przedziale (0; o).
Odp.: Niech x;, x, € (0; c0)

ix; <x,. Wtedy

)= f(x)= —xf - (—x%) =
= x3-x1 = (%, - %;) (%, + 1) > 0,
bo x, —x;, >0 1 x, +x; > 0.
Zatem f (x;) > f(x,), co
oznacza, ze funkcja f jest malejaca
w przedziale (0; o).

Odpowiedzi i rozwigzania
11.D

©

Przyktad o zad. 1.18

Korzystajac z definicji, udowodnimy, ze funkcja f(x) = —2x> jest rosnaca w prze-
dziale (—o0; 0).

Rozwigzanie

Zgodnie z definicja funkcji rosnacej (zob. s. 249) mamy wykazad, ze jesli wezmie-
my dwa dowolne argumenty z przedziatu (—oo; 0), to wiekszemu z nich odpowiada
wieksza warto$¢ funkcji.

Zatozenie

f(x) = —2x7
X1, X, € (—o00; 0) «— tak oznaczamy dwa dowolne argumenty z przedziatu (—oo; 0)

X1 < Xy «— zakfadamy, ze wigkszy z nich nazywa si¢ x,

Teza
f(x1) < f(x3)

Dowdd

Aby wykazaé, ze f(x;) < f(x,), wystarczy udowodni¢, ze f(x;) — f(x;) <O0.
Fw) =22, flxy) = 22

flx) = f(x,) = —ZX% - (—ng) = —— wylaczamy -2 przed nawias
= —Z(x% - xﬁ) = _Z(xl - xz) (%, +x,) — rozktadamy na czynniki, stosujac wzor
na réznice kwadratéow
Zapisali$my roznice f(x;)— f(x,) w postaci iloczynu trzech czynnikéw, z ktorych:
-2<0
X; — x5 < 0, bo zalozylismy, ze x; < x,
X1 + X, < 0, bo obydwie liczby sa ujemne (x;, x, € (—o0; 0))
Iloczyn trzech ujemnych czynnikow jest ujemny, zatem f(x;) — f(x,) < 0, czyli
funkcja f jest rosngca w danym przedziale.

Koniec dowodu

W kazdym z zadan 1.1-1.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

1.1. Wskaz warto$¢ a, dla ktérej punkt P = (-1, 4 — a) nalezy do wykresu funkeji

y= —2x°.

A.a=-3 B.a=-1 C.a=3 D.a=6



1.2. Wskaz wzor, ktory ma funkcja przedstawiona na wykresie.

2 2
dla x <1 x dla x <1
A f(x)=47% C. xz{ =
fl) {x dla x> 1 @) —x+1 dla x>1

2 2
dla x<1 x dla x <1

B. (x):{x S D. (x):{ S
f -x dla x>1 f 2—-x dlax>1

2
1.3. Dana jest funkcja f(x) = {—x dla x <1 ykaz liczbe rozwigzan réwna-
x=2 dlax>1

nia f(x)=-1.
A. 0 B. 1 C.2 D.3

1.4. Podaj wzor funkeji y = f(x), jezeli

a) x jest dlugo$cia boku kwadratu, a y polem tego kwadratu.

b) x jest dlugoscia boku kwadratu, a y potows pola tego kwadratu.

¢) x jest dlugo$cia krawedzi szeScianu, a y polem powierzchni tego sze$cianu.

d) x jest dtugoscia krawedzi szeScianu, a y potrojonym polem powierzchni tego sze-
$cianu.

e) x jest promieniem kota, a y polem tego kota.

f) x jest promieniem kota, a y polem kota o promieniu dwa razy wiekszym.

1.5. Narysuj wykres funkcji o podanym wzorze.

3 1
a) f(x)=-3x" 0 flx)=3x’ e) flx)=-zx’
1 2
b) f(x) =% d) flx) =32 f) f(x)=5x"
1.6. Narysuj wykres funkeji f i odczytaj z wykresu, dla jakich warto$ci m réwnanie
f(x)=m:
I. ma dwarozwigzania, II. nie ma rozwigzan, III. ma jedno rozwigzanie.
2 4
a) f(x)=2x" b) f)=3x" o f=-4" ) flx)=-2x

1.7. Wykresy funkcji y = ax® dla a # 0 tworza pewng rodzine parabol. Wyznacz a
tak, aby

a) wykres przechodzil przez punkt (2, 2).

b) wykres przechodzil przez punkt (3, -9).

c) wykres przechodzit przez punkt <§, 0,16>.

d) ramiona parabol byly skierowane w dét.

1.6.

a) I.m € (0; c0) I.m € (—o0; 0)
II. m € (—o0; 0) II. m € (0; o0)
IL.m=0 I.m=0
I.m € (0; c0) I.m € (—o0; 0)
II. m € (—o0; 0) II. m € (0; c0)
ILm=0 Y HLm=0

1. Funkcja kwadratowa f(x) = ax

2

1.2. D
1.3. C
14.2) y=x
b) y = %xz
<) y = 6x°
d) y = 18x*
e) y=mx

f) y = 4nx’

1.7.a)a=% b)a=-1

Qa=1

d)a<0
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1.8.
a) d)
)i A
\ _ -
\ 0 E3
\ -
y=x* \y: 2
\ \\
Ny |
o] 1 Tx
b) e)
b7 WP WY
o -
\ |/ 4
= (WA
0 x \
\
\
<) f)
b7\ Ay
\y=> £
\ [
[ |y=F5x
\ |
o 1 %
1.9. B,C,D
110.a) m=5 b)ym=1
om=1 d)ym=-1

111.a)a=2 b)a=-1
ca=6 d)a=0,81

1.12. YA
yEf [/

1
I

=Y

ZW = R, funkcja rosngca

1.8. Sporzadz wykres funkgji f, ktérej dziedzing jest zbidr D.

a) f(x)=x D = (—o0; 1) d) f(x)=-2x> D=(1; o)
b) f(x) = 3x° D= (-1;1) ¢) flx)= —gxz D = (0; o)
) f(x)=3x  D=(-42) f f(x)=-5 D={(-1;0)

1.9. Sprawdz, ktére z punktow A = (-1, 3), B = (\5, —4), C= (—\/5, —6),

D = (2, —8) naleza do paraboli o réwnaniu y = —2x°.

1.10. Dla jakich wartoéci m do wykresu funkcji y = f(x) nalezy punkt P?

a) f(x)=3x2 P=(1,m-2) c) f(x)=—§x2 pP= (3m—1,3%—6m2)
b) f)=x*  P=(m-2m") d)y= —%xz P=(-23m+1)

1.11. Dla jakich wartosci wspétczynnika a do wykresu funkeji f(x) = ax® nalezy
punkt P?

9 P=(L2)  BP=G-4 9P=(-33) &P=(3 03%)

-x* dla x<0

x? dla x>0'

Podaj zbiér wartosci funkcji i okresl jej monotoniczno$¢.

1.12. Sporzadz wykres funkeji f(x) = {

2 dla x>1
Podaj jej warto$¢ najmniejsza oraz jej warto$¢ najwicksza w przedziale (-2; 1).

2
1.13. Sporzadz wykres funkcji f(x) = {Zx dla x <1

(1,

7% dla x € (—o0; -2)
1.14. Sporzadz wykres funkcji f(x) =19 25y _2 dla x ¢ (=25 1)
| —4x? dla x € (1; o0)

Dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosci ujemne?

(3 dla x € (—o0; =3)
dla x € (-3;0)

| x dla x € (0; o0)

1.15. Sporzadz wykres funkeji f(x) = 1 %xz

Dla jakich wartosci m rownanie f(x) = m ma dwa rozwigzania?

1.13. 7% 1.14. 57 1.15. 57\
8 \ =f%)
=A%) ! -
\ o 0 X
\ HEE m e (0 3)
1 = f( )
2 10 % \\
warto$¢ najwieksza: 8 dla x = -2, |
warto$¢ najmniejsza: 0 dla x = 0 \‘

x> -1
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1.16. Wykres jest sumag fragmentéw paraboli i prostych. Podaj wzdr funkgeji przed-
stawionej na wykresie.

a) vk b) vhk

-
-

=Y
=Y

1.17. Przez ktére punkty plaszczyzny kartezjanskiej nie przechodzi zadna z parabol
y=ax’ (a#0)?

1.18. Korzystajac z definicji, udowodnij, ze funkcja f(x) = —x’
w przedziale (0; o).

jest malejaca

1.19. Korzystajac z definicji, udowodnij, ze funkcja f(x) = 3x° jest malejaca
w przedziale (—oo; 0).

x dlax<0

2

1. Funkcja f jest okre§lona wzorem f(x) = .
jaf] fx) {—x dla x>0

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Funkcja f ma jedno miejsce zerowe.
B. Funkcja f jest malejaca.
C. Funkgja f jest monotoniczna.

2. Sporzadz wykres funkcji f(x) = éxz, ktérej dziedzing jest przedzial (—5; 3).
Podaj wartos¢ najwieksza i warto$¢ najmniejsza (o ile funkcja je przyjmuje) oraz ar-
gumenty, dla ktérych funkcja je przyjmuje.

3. Dla jakich warto$ci parametru m do wykresu funkeji f(x) = §x2 nalezy punkt

P= <m, Zém2 +m— 2)?
-2x-8 dla x<-2
4. Sporzadz wykres funkcji f(x) = { —x* dla 2<x<1
5E=2 dla x>1
i na jego podstawie odpowiedz, dla jakich wartosci m réwnanie f(x) = m ma trzy
rozwigzania.

5. Korzystajac z definicji, udowodnij, ze funkcja f(x) = —x° jest rosngca w prze-
dziale (—o0; 0).

5. Niech x;, x, € (005 0) i x; < x,.

Wtedy f(x;) - f(x;) = —xt - (—x%) =x-x] = (33 —x1) (%, +x;) <0, bo x, —x; >0

ix,+x;<0.
Zatem f (x;) < f(x,), co oznacza, ze funkcja f jest rosnaca w przedziale (—oo; 0).

1. Funkcja kwadratowa f(x) = ax

1.16.

X2 dla x<0

a) f(x) = {_lx dla x>0
2

-x—-4 dla x< -2

1
b) f(x) = —Exz
-2 dla x>2

1.17. Parabole nie przechodza
przez punkty lezace na osiach
ukladu wspoétrzednych rézne od
punktu (0, 0).
1.18. Patrz s. 406.
1.19. Niech x;,x, € (—o0; 0)
i x; <x,. Wtedy

2 2
f () = f (%) = 3x1 - 3x; =
=3(x; —x,) (%7 +x,) >0, bo
X =%, <01 x;+x,<0.

Zatem f(x;) > f(x,), co
oznacza, ze funkcja f jest malejaca

w przedziale (—oo; 0).

Prosto do matury

1. P,P,P
2 57
N
N "
0 X

warto$¢ najmniejsza: 0 dla x = 0,
brak warto$ci najwiekszej

3. m=2
4. m=-11lub m=0

2409 I

dla 2<x<2
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Dziat 5. Funkcja kwadratowa

Uwagi metodyczne

Weczeéniej dokladnie oméwilismy
przesuwanie wykresow funkcji
(dziat 3.), wiec bez specjalnego
wstepu wykorzystujemy
umiejetnosci uczniéw nabyte
podczas wprowadzania funkcji

kwadratowej y = x°. Jak

zwykle zaczynamy od wykresow.
Nastepnie zapisujemy wzor funkeji
f(x) = a(x - p)* +q. Zwracamy
uwage uczniow (nie musimy im
tego mowic wprost) na to, ze

z postaci kanonicznej funkcji
kwadratowej mozna odczytaé
wszystkie podstawowe wlasnosci
funkcji kwadratowej, dlatego warto
tej postaci poswieci¢ wiecej czasu.

tematy 7.2, 7.3

Multite4a

e Posta¢ kanoniczna funkgii
kwadratowej
¢ Wykres funkcji kwadratowej

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 5.2

G Generator

testéw i sprawdzianow

.

J

2. Posta¢ kanoniczna funkcji
kwadratowej

Umiejetnosci:

¢ interpretowanie wspotczynnikdw wystepujacych we wzorze funkcji kwadratowe;j
w postaci kanonicznej

e szkicowanie wykresu funkcji kwadratowej na podstawie jej postaci kanonicznej

Bedziemy teraz bada¢, w jaki sposéb zmieniaja sie:

* polozenie wierzchotka paraboli,

* zbidr wartosci, liczba miejsc zerowych oraz przedzialy monotonicznosci
funkcji kwadratowej w zalezno$ci od przesuniecia jej wykresu.

Przykiad €)
Dana jest funkcja f(x) = 2x*. Narysujemy wykres funkgji g(x) = f(x —2) - 3
i opiszemy jej wlasnosci.

Rozwiazanie
Wrykres funkcji g powstaje przez przesuniecie wykresu funkcji f o wektor [2, —3].

Funkcja g jest wyrazona wzorem g(x) = 2(x — 2)2 - 3.

Wriasnosci funkgji g: vk
o ZW = (=3; o0), \
 wierzcholkiem paraboli jest punkt Y3
W= (2, -3),
o funkcja osiaga warto$¢ najmniejsza réwna —3
dla x =2, ~
e funkcja ma dwa miejsca zerowe, JAM
° osia symetrii wykresu jest prosta x = 2,
° w przedziale (—oo; 2) funkcja jest malejaca,
w przedziale (2; oo) jest rosnaca,
° réwnanie g(x) = m:
dla m < —3 nie ma rozwigzan,
dla m = -3 ma jedno rozwigzanie,
dla m > —3 ma dwa rozwigzania.

-

T
3
=

5]

—

J

Jezeli przesuniemy parabole o réwnaniu y = axz, a # 0 owektor [p, q], otrzymamy

parabole o réwnaniu y = a(x — p)> +q.

42.13. Wykonaj odpowiedni wykres i na jego podstawie podaj liczbe rozwigzan réwnania
w zaleznosci od wartoéci parametru .

a) —(x+2)2+5=m

b) l(96—3)2—2:1%—2
2 2

Odp.: a) 0 rozwigzan dla m € (5; o), 1 rozwigzanie dla m = 5, 2 rozwigzania dla m € (—o0; 5)

b) 0 rozwigzan dla m € (—o0; 0), 1 rozwigzanie dla m = 0, 2 rozwigzania dla m € (0; o)

¢) 0 rozwigzan dla m € (—oo; 0), 2 rozwigzania dla m € {0} U (2; o0), 3 rozwigzania dla m = 2, 4 rozwigzania dla m € (0; 2)

d) 0 rozwigzan dla m € (—o0; 0), 2 rozwigzania dla m € {0} U (1; o0), 3 rozwigzania dla m = 1, 4 rozwigzania dla m € (0; 1)

e) 0 rozwigzan dla m € (—oo0; —1), 2 rozwigzania dla m € {—1} U (4; o0), 3 rozwigzania dla m = 4, 4 rozwigzania dla m € (-1;

f) 0 rozwigzan dla m € (—oo0; —2), 2 rozwiazania dla m € {2} U (2; o0), 3 rozwigzania dla m = 2, 4 rozwigzania dla m € (-2;

c)‘x2—2|:m e)|x2—5|—1:m

d)‘(x+3)2—1‘=m f)|(x—3)2—4|—2:m

4)
2)



2. Postac kanoniczna funkcji kwadratowej

Wierzchotkiem paraboli o rownaniu y = a(x — P’ +q a# 0 jest punkt
W =(p: 9.

Przykiad @ < zad. 2.12
Jaka wartos$¢ najwieksza (lub najmniejsza) i dla jakiego argumentu przyjmuje funk-
gja f?

a) f(x)=-3(x+17>+5

Rozwigzanie

b) f(x) = Va(x-6)*-3

a) Parabola y = —3x” ma ramiona skierowane do dohu. Wykres funkji f otrzyma-
my po przesunieciu tej paraboli o wektor [-1, 5]. Zatem wierzcholek otrzymanej
paraboli ma wspétrzedne (1, 5). Funkcja f(x) = —3(x+1)*+5 przyjmuje wiec
warto$¢ najwicksza rowng 5 dla x = 1.

b) Parabola y = v2x* ma ramiona skierowane do géry. Wykres funkgji f otrzyma-
my po przesunieciu tej paraboli o wektor [6, —3]. Zatem wierzcholek otrzymanej
paraboli ma wspdtrzedne (6, —3). Funkcja f(x) = V2(x-6)* -3 przyjmuje wiec
warto$¢ najmniejsza rowna -3 dla x = 6.

Funkcje f(x) = a(x — p)* + g, gdzie a # 0 i x € R, nazywamy funkcja
kwadratowg zmiennej x w postaci kanonicznej.

Znajac posta¢ kanoniczng funkcji kwadratowej, mozna okresli¢ jej podstawowe wla-
snosci, gdyz dane s wowczas trzy liczby:

° a - wspdlczynnik, ktory okresla, czy ramiona paraboli skierowane sg do gory czy
w dét,

° p,q - wspolrzedne wierzchotka paraboli.

Przyktad @) « zad.2.13

Wyznaczymy liczbe rozwigzan réwnania _E(X +3)* +4 =m wzaleznosci od m.

Rozwiagzanie I
Rozwazmy funkcje f(x) = —E(x + 3)2 + 4. Jest to funkcja kwadratowa w postaci

kanonicznej f(x) = a(x - p)2 +q, przy czym a = —%, p=-3 oraz q=4.

42.12. Podaj zbior wartosci
funkgji f. Dla jakiego argumentu
funkcja przyjmuje warto$¢
najwieksza lub wartos¢
najmniejszg?

a) f(x)=-2(x+1)°+5

b) f(x) =3(x-1)*-7

o flx) = %(x—n)2+2

d) f(x) = 2V7(x+3)° -1
1 2

¢) f(x):—4(x+§> 3

f) f(x) =02(x-2)*

Odp.:a) ZW = (—o0; 5),

warto$¢ najwieksza: 5dla x = -1
warto$¢ najmniejsza: =7 dla x =1
c) ZW = (2; o0),

warto$¢ najmniejsza: 2 dla x = n
d) ZW = (-o0; -1),

warto$¢ najwieksza: —1 dla x = -3
e) ZW = (—OO, _3>’

warto$¢ najwieksza: -3 dla x = —%
f) ZW = (0; o0),

warto$¢ najmniejsza: 0 dla x =2

2.13. Odp.:
2
a)y:—(x+2)2+5 b)yz%(x—%) -2 c)y:|x2_2‘ d)y:|(x—3)2_1| e)y:‘x2—5|—l f)y:|(x—3)2_4|—2
A \[ 7k / (WIEZ WN L 1Y 1 T 17k | W |
\\ Il \ / \ / \ /
/ \
AN \, / 1 G N /
| oVt Tx 7 > 0 " o 1= 0 Y o[\t/ \WAE

411 I
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42.14. Przedstaw wzor funkgji
kwadratowej w postaci
kanonicznej, wiedzac, ze

jej wykresem jest parabola

o wierzchotku W przechodzaca
przez punkt P.

a) W=(-1,0), P=(3, 8)

b) W =(0,5), P=(-3,2)

) W=(-1,-2), P=(1, 10)
dw=@3,-1), P=(5,7)

e) W=(2,6), P=(1,1)

) W=(-3,-2), P=(-1,2)

Odp.:a) y = %(x+1)2
b)y=—§x2+5

€) y=3(x+1)7>-2
d) y=2(x-37"-1
e)y=—5(x—2)2+6
f) y=(x+3)°-2

Zatem jej wykresem jest parabola o ramionach yh
skierowanych w doél i wierzchotku w punkcie \
W = (_3, 4). B

p . 1
Réwnanie —z(x + 3)2 +4 =m:

\&

e dla m € (—oo0; 4) ma dwa rozwigzania,
e dla m =4 ma jedno rozwiazanie,
e dla m € (4; o) nie ma rozwigzan.

-

Przykiad @) « zad. 2.14 yE3
Parabola y = a(x — p)* + g ma wierzchotek \
w punkcie W = (1, -2) i przechodzi przez punkt

A = (2, -5). Napiszemy réwnanie tej paraboli.

Rozwigzanie
y:a(x—1)2—2 —p=1,g9=-2
-5=a(2- 1)2 -2 — podstawiamy wspotrzedne punktu A
a=-3, awiec y=-3(x— 1)2—2

Odp.: Réwnanie paraboli to y = —3(x — 1)* - 2.

Przykiad @) « zad. 2.18

Narysujemy wykres funkcji f(x) = ‘(x —4)" - 2‘ + 1.

Rozwiazanie

Na kolejnych rysunkach pokazujemy, jak otrzyma¢ szukany wykres.

Krok 1: Przesuwamy parabole y = x> o wektor [4, —2] i dostajemy parabole
y=(x- 4)2 —2 (zob. rys. 1).

Krok 2: Odbijamy symetrycznie wzgledem osi x punkty poprzedniego wykresu le-
Zace ponizej tej osi oraz bierzemy wszystkie punkty poprzedniego wykresu
lezace powyzej osi x — dostajemy krzywa y = ‘(x —4)° - 2| (zob. rys. 2).

Krok 3: Przesuwamy ostatnio narysowany wykres o wektor [0, 1] i otrzymujemy szu-
kany wykres funkcji f(x) = ‘(x - 4)2 - 2’ + 1 (zob. rys. 3).

7d 1\ 4/ 7h 1\ / 7k [\ i
< I A1\12f | 2,
42.18. Sporzadz wykres funkgji. \L = / \ly SEEY /- 2| ——%Lﬂ;ﬁ{&lﬂ
a) f(x) = |(x—4)2—2|+1 “’ ; }
b) ) = ~[ox’ -2 +5 A ARG 3 LY/ Vi
A &) = [ -1] -3 g -
d) f(x) = H%(x+ 2’ - 2’ - 6’ Rys. 1. Rys. 2. Rys. 3.
Odp.:
a) [ ) [ b [T ) A a1 A /
W= [/ =[f(x) \ [
\ [ [\ \ [ \ |
/ \ \ [ / \
[T \[L L\ = 76
N | | = \ [/l = Ax \[/
- 0 X 0 x \l/ ) U/
0 X
0 X
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Przyktad G zad. 2.19, 2.20 42.20. Przeksztal¢ parabole
Przeksztalcimy parabole o réwnaniu y = —(x + 1)2 + 3 przez symetrie wzgledem o réwnaniu y = -2(x + 1)?+3
przez symetri¢ wzgledem prostej k,
a nastepnie wyznacz réwnanie
otrzymanej paraboli.

prostej [, a nastepnie napiszemy réwnanie otrzymanej paraboli.
a) L y=1 b) I x=2

Rozwigzanie vl a) k: x=0
Z poréwnania zapisu danej paraboli y = —(x + 1)* + 3 b) k: x =2
z 0gblnym zapisem funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej ;))’;C X = _23
f(x) = a(x — p)* + g odczytujemy: ARBAE od ..x -
° wspolrzedne wierzchotka paraboli W = (-1, 3), ] -
- a) 7k
° wspolczynnik a = -1. /: \ - =
+ it
Zatem parabola ma ramiona skierowane w dot i powstata w wy- [+ \ o Su.
niku przesuniecia paraboli y = —x* o wektor [~1, 3]. / \ :II ?\\ \\ -
Jej osig symetrii jest prosta x = —1. A ;/l II II \\ \\;
a) Aby przeksztakcic parabole y = —(x + 1)* + 3 przez symetrie LN ’ k
wzgledem prostej I: y = 1, wykonujemy kolejne kroki. \ 7/ ) b/ 1 A
Krok 1: Odbijamy symetrycznie wierzchotek W = (-1, 3) \ =/ oy A
i otrzymujemy wierzcholek nowej paraboli l e T
W' = (-1, -1). )’:V 1 v TII \\ \’//I \\
Krok 2: Rysujemy nowg parabole w ksztalcie danej, /p} - | L \
o wierzchotku W', przechodzaca przez punkty state sy- /,* \
. . o . . = ) ki vk
metrii, czyli punkty przecigcia danej paraboli z prosta 1. Jin \ Gi
Krok 3: Odczytujemy z wykresu réwnanie otrzymanej /Q‘ \\ o Y WEL
li y=(x+1°-1L ' PO
paraboli: y = (x + 1) ! \// ‘\S/ \\ \\
b) Aby przeksztalci¢ parabole y = —(x + 1)* + 3 A JEIAR A
przez symetrie wzgledem prostej I: x = 2, wy- 4 d)
. . . u ki |k
konujemy kolejne kroki. B a
Krok 1: Odbijamy symetrycznie wierzchotek JAREA / \| ~ SE: E
W = (-1, 3) iotrzymujemy wierzchotek - |0 = x i [ [N
. . ! + + N \ = \
nowej paraboli W' = (5, 3). i \ /m \ A TGN A
Krok 2: Rysujemy nowg parabole w ksztalcie da- / - \[/ \ | ¥ A \
nej, o wierzchotku W', przechodzaca |/ v "~ \
przez punkt (2, —6) przecigcia danej pa- Il 4
raboli z prosta I. A

Krok 3: Odczytujemy z wykresu réwnanie otrzymanej paraboli: y = —(x — 5)° + 3.

Odp.:a) y=(x+1)°-1 b) y=—(x-5)"+3

42.19. Przeksztalé parabole o réwnaniu y = 2(x — 2)> — 4 przez symetrie wzgledem
prostej [, a nastepnie wyznacz rdwnanie otrzymanej paraboli.

a)l: y=-2 b)l: y=-1 ol:y=2 d)I: y=-4
Odp.: a) y .| b y ¥ © \\U’ ’Ijr d) [y IT
Pl N \ |3 B [
I3 II.! | | o[ \ [ Tx

A |5 A [ [ \ S 2

\ [ \ [y | \[ Il

ol /NI Tx [ NES l N l A

I T R jl

o/ \ \ Il =

[IN/1\ ll \ of \ [1Tx !

= [\ N | IS [ \ b

[l \ ! | |% [ \&

& \ £ | ] | \

9 | | | | = =

Il [N | | [+ A

a Y| | | |E2 5
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Odpowiedzi i rozwigzania
2.1. B

22.D

23. C

24. a) f(x) = 2(x - 14)* +8,
W = (14, 8)

b) f(x) = 2(x +5)%, W = (=5, 0)
o) f(x)= Z(x— \/5)2 + 6,

W = (V3, 6)

d) f(x) = 2(x +5)* + 24,
W = (=5, 24)

25. a) [0, 14] b) [14, -3]

o) [-4,22] d) [-V3, 13- V3]
2.6.

O RRVAVEZ WA

=Y

b) 57

=Y

9) 57

=Y

— <
oq T~~~

d) 7h

=Y

W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie.

2.1, Wskaz réwnanie osi symetrii paraboli bedacej wykresem funkcji
f(x) = =V3(x +8)* - 3.

A x=-3 B. x=-8 C.y=3 D.y=-3

2.2. Wskaz wspolrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji
flx)=—(x+2)*-3.

A. (2,3) B. (-2, 3) C. (2,-3) D. (-2, -3)
2.3. Ktora funkcja jest malejaca w przedziale (—1; 00)?

A f(x)=(x+1) C. f(x)=—-(x+1)

B. f(x)=(x—-1)° D. f(x) = —(x - 1)?

2.4. Parabolaordéwnaniu y = f(x) powstala przez przesuniecie paraboli o rOwnaniu
y = g(x) o wektor &i = [p, q]. Podaj wzdr funkeji f i wspolrzedne wierzchotka jej
wykresu.

a) g(x) =2(x-7)" +4 i=1[7,4]
b) g(x) = 2(x +3)° ii=[-2,0]
¢) g(x) =2(x-V3)*+9 i=1[0,-3]
d) g(x) =2(x-1)*+13 i = [-6, 11]

2.5. Parabola o réwnaniu y = f(x) powstala przez przesunigcie paraboli o réwna-
niu y = g(x) owektor i = [p, q]. Podaj wspdlrzedne wektora ii.

a) f(x)=(m-3)x g(x) = (m-3)x" - 14

b) f(x) = (x-3)° g(x) = (x +11)* +3

Q) f(x)=(x+2)*+12 g(x) = (x-2)*-10

d) fx)=2(x+7+V3) -3 g(x) =2(x +7)" - 13

2.6. Narysuj wykres funkcji y = f(x), a nastepnie, wykonujac odpowiednie prze-
suniecie, wykres funkcji y = g(x).

a) f(x)= X glx) = (x - 1)? o) f(x)= 2x° glx) = 2x* -6
b) f(x) = -3 g(x)=-3(x+2° d) f(x)= —ixz g(x) = —i(x +3)7 -2
27. [\ Uk [T/ ]/] ac=-3
?\- . - b)c=-21lub c=2
\ /N NJLLS
0 =
y=x+q)
28. [\ \h A a)e=4
NN b) c=-2
W / c)c=-4
N, 1 7/

=Y
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2.7. Wykresy funkcji y = (x+c¢)® przedstawiaja pewng rodzine parabol. Naszkicuj
kilka z nich. Wyznacz taki wspdtczynnik c, aby

a) wierzcholek paraboli lezat na prostej x = 3.

b) wykres funkcji przechodzit przez punkt (0, 4).

2.8. Wykresy funkcji y = x° + ¢ przedstawiaja pewna rodzine parabol. Naszkicuj
kilka z nich. Wyznacz taki wspdtczynnik c, aby

a) wierzcholek paraboli lezal na prostej y = 4.

b) wykres funkcji przechodzit przez punkt (2, 2).

¢) miejscami zerowymi funkcji byty liczby 21 2.

2.9. Sporzadz wykres funkgeji f i odczytaj z wykresu jej miejsca zerowe.

a) f(x)=(x-17°-1 ) flx) = —%(x —57%+3

b) f(x)=2(x+3)"-8 d) f(x)=4(x-1)>-4
2.10. Wyznacz réwnanie osi symetrii paraboli.

a)y=3(x+4)2—1 c)y=(x—\/§+1)2—3
b) y=-2(x+1)>+5 d) y=—(x+3-V5)" -7
2.11. Okresl przedzialy monotonicznosci funkgji f.

2) f(x)=3(x-2)+1 d) f(x)=5(x+V3) -3
b) f(x) = -5(x+7)* -2 e) f(x)=—(x-3)7+2vV7
) f(x)=V2(x-1)+ 3 D f(x)=10°(x+ Vi0)’

2.12. Podaj zbidr wartoéci funkgji f. Dla jakiego argumentu funkcja przyjmuje war-
to$¢ najwiekszg lub warto$¢ najmniejsza?

a) f(x)=-2(x+1>+5 d) f(x)=-2V7(x+3) -1
b) f(x) =3(x—1)* 7 e) flx)= —4<x N %)2 _3
0 flx) = %(x —)’ 42 B f(x)=02(x—2)°

2.13. Wykonaj odpowiedni wykres i na jego podstawie podaj liczbe rozwigzan row-
nania w zaleznosci od warto$ci parametru .

a) —(x+2)2+5:m c) ‘xz—Z‘:m e) ‘xz—S‘—lzm

b)%(x—%)z—sz—Z O |32 -1|=m 0 |x-3P-4-2=m

2.11. a) malejaca w przedziale (—oo; 2), rosnaca w przedziale (2; co)

b) rosngca w przedziale (—oo; —7), malejaca w przedziale (-7; oo)

c) malejaca w przedziale (—oo; 1), rosngca w przedziale (1; co)

d) malejaca w przedziale (—oo; -3 >, rosngca w przedziale <— V3; oo)
e) rosngca w przedziale (—oo; 3), malejaca w przedziale (3; co)

f) malejaca w przedziale (—oo; —\/E>, rosngca w przedziale <—\/E; oo)
2.12. a) ZW = (—o0; 5), warto$¢ najwieksza: 5dla x = -1

b) ZW = (-7; oo), warto$¢ najmniejsza: =7 dla x =1

c) ZW = (2; 00), warto$¢ najmniejsza: 2dla x =

d) ZW = (—o0; —1), warto$¢ najwieksza: -1 dla x = -3

e) ZW = (—oo; —3), warto$¢ najwieksza: —3 dla x = —%

f) ZW = (0; oo), warto$¢ najmniejsza: 0 dla x =2

x=0Ilub x=2

210.a) x =-4 b) x=-1
Ox=v2-1 d)x=-3+15

2.13. Patrzs. 410, 411.
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2.14. Patrzs. 412. 2.14. Przedstaw wzdr funkeji kwadratowej w postaci kanonicznej, wiedzac, ze jej
wykresem jest parabola o wierzchotku W przechodzaca przez punkt P.
a) W=(-1,0) P=(318) d) wW=3,-1) P=(57)
b) W = (0, 5) P=(-32) e) W=(2,6) P=(1,1)
c) W=(-1,-2) P=(1,10) f) W=(-3,-2) P=(-1,2)
, N Jx+2*-1 dlax<o
2.15. 57 2.15. Sporzadz wykres funkcji f(x) = { T 1+ 4 dlaxs0

Podaj przedzialy monotonicznosci funkcji.

=¥

2(x+1)* -2 dla x € (~o0; 1)
2.16. Sporzadz wykres funkcji f(x) = sz +8 dla x € (1; 5)
E(X—S)Z—Z dla x € (5; 00)

Dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosci nieujemne?

\
=[fx) \
\

malejaca w kazdym z przedziatow
(=005 =2) i (1; 00),

rosngca w przedziale (-2; 1)

1

2.16. | | [y (x-2)*-4 dla x € (—o0; 0) U (6; 00)
2.17. Sporzadz wykres funkcji f(x) = 41 .
ENErASEEEES m ~;(@ -4+ 1dla x € (0; 6)
\\ / VE fx / Dla jakich wartosci m rownanie f(x) = m ma cztery rozwigzania?
- 1 L 2.18. Sporzadz wykres funkgji.
— — 2 — — 2 — —_
x € (~o03 ~2) U {0; 4) U (7; o) ) f0) =[x =472 +1 ) ) =|} -1 -3
247\ ) / b) fx)= -~ 2| +5 d) flx) = H%(x+2)2—2‘—6‘
= flx) /
10 - 2.19. Przeksztalé parabole o rownaniu y = 2(x — 2)* — 4 przez symetrie wzgledem
prostej [, a nastepnie wyznacz rownanie otrzymanej paraboli.
a) I y=-2 b) I y=-1 o) ly=2 d) I y=—4
m € (0; 1)

2.20. Przeksztal¢ parabole o rownaniu y = —2(x+1)*+3 przez symetrie wzgledem
prostej k, a nastepnie wyznacz réwnanie otrzymanej paraboli.
2.19. Patrzs. 413. a) k: x=0 b) k: x =2 ) ki x=-2 d) k: x = -3

2.18. Patrzs. 412.

2.21. Sporzadz wykres funkcji y = f(x).

1
a) f(x) = (x| -2)’ ) fx) =7 (xl-4)" -1
1
b) f(x) = (Ix| +1)* d) f(x)=—§(|x|+3)2+3
2.20.
a) AL b) vk Tk (9) Ik d) T]T& b7
VY I N A + /2
3 IS e I S T NS PR TN T o
FMINE ST IR SR
i nn e sy ammn Lty an s m A AmmR 7
SEEEAEENE SNEEEE L EEEEE oY B A . S A O
2.21.
a) |\ A /1 b) \\ by // 9) A d) A
=% :
TN/ =I5 [ |/, /N
/ \|/ ! ; =0/ [\
- — 1 :f( ) 0 X
0 5% B - / \
0 X
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2.22. Podaj przyktad funkcji kwadratowej f, ktdra spetnia podany warunek.

a) Zbiorem wartoéci f jest przedzial (—oo; 3).

b) Zbiorem wartoéci f jest przedziat (—1; oo).

c) Wykres f ma wierzcholek w punkcie W = (—\/5, 7).

d) Prosta x = —V/3 jest osig symetrii wykresu funkcji f, a zbiorem wartosci f jest
przedzial (-2; oo).

e) W przedziale (—oo; -2) funkcja f jest rosnaca, a w przedziale (=V/2; o0) jest
malejgca.

f) Zbiorem wartoéci f jest przedzial (1; o), a osia symetrii jej wykresu — prosta
o rownaniu x = —3.

2.23. Naszkicuj kilka parabol nalezacych do podanej rodziny. Okresl, jaka figure
tworzg wierzcholki parabol z tej rodziny dla m € R.

a)y:x2+m c)y:(x—4)2+m
b)y:(x—m)2 d)y:(x—m)2+m

1. Funkcja kwadratowa jest okreslona wzorem f(x) = —3(x + 5)2 + 4.
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. W przedziale (—oo; 4) funkcja jest rosnaca.

B. Osig symetrii wykresu funkgji f jest prosta x = 5.

C. Rownanie f(x) = —4 ma jedno rozwiazanie.

2. Podaj zbidr wartosci i przedzialy monotonicznosci funkeji f(x) = %(x =7 =11,

3. Sporzadz wykres funkcji f(x) = —2(x + 1)°. Dla jakich argument6w funkcja
przyjmuje warto$ci ujemne?

4. Sporzadz wykres funkcji f(x) = |—(x +2)* + 3|. Odczytaj z wykresu liczbe roz-

wigzan rownania f(x) = m w zaleznosci od warto$ci parametru m.

5. Podaj rownanie paraboli otrzymanej w wyniku przeksztatcenia paraboli o rowna-
niu y = -3(x + 4)> + 2 przez symetrie wzgledem prostej I y = —1.

2.23. Wierzchotki parabol tworza:
a) o y. b) o$ x.
b

2.22. Przykladowe funkcje
a) f(x) = —ﬂ(x+ \/5)2 +3
b) f(x) = V2(x—m)’ -1

¢) f(x) = 2019 (x + V2)’ +7
d) f(x) = (x+V3)' -2

e) f(x)=—(x+v2)’ +1

0 f00) = 3(x+3)7 +1

Prosto do matury
1. L E F

2. ZW = (—11; o0),
malejaca w przedziale (—oo; 7),
rosngca w przedziale (7; o).

3. A

0 rozwigzan dla m € (—oo; 0),

2 rozwigzania dla m € {0} U (3; oo0),
3 rozwigzania dla m = 3,

4 rozwigzania dla m € (0; 3)

5. y=3(x+4)° -4
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43.8. Przedstaw wzér funkcji
kwadratowej w postaci ogdlne;.

a) f(x)=—2(x-3)7>+1
b) f(x) = J(x+2) -3
€) f(x) = -3(x +5)* +25
d) f(x) = Z(x — 472

Odp.: a) y=—2x2+12x—17
b)y=%x2+2x—l

) y = —3x” - 30x — 50
d)y=ix2—6x+10

43.9. Podaj wzér funkgji

w postaci y = ax’+ bx +c.
Wypisz wspotczynnikia, bi c.

a) y=2x-5+v2-3x

b) y = 3x* — 2x + V3x — V5x* +4
Odp.:a) y = -3x> +2x -5+ V2,
a=-3,b=2c=-5+2

b) y = (3 - \/g)x2+(\/§—2)x+4,
a=3-50b=+3-2,c=4

temat 7.3

MultiteZa

e Postac ogdlna funkcii
kwadratowej
e Wykres funkcji kwadratowej

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 5.3

G Generator

testéw i sprawdzianow

3. Posta¢ ogolna funkcji
kwadratowej

Umiejetnosci:

* interpretowanie wspodtczynnikdw wystepujacych we wzorze funkcji kwadratowej
w postaci ogdlne;

* przeksztatcanie wzoru funkcji kwadratowej z postaci kanonicznej do postaci ogdlnej
i na odwrot

Sume algebraiczng ax” + bx + ¢ (a # 0) nazywamy tréjmianem kwadratowym.

Przeksztalcimy funkcje f dang w postaci kanonicznej f(x) = a(x — p)°+ g w taki
sposdb, aby po prawej stronie otrzymac tréjmian kwadratowy. Pokazemy to na przy-
ktadzie.

Przykiad €) « zad. 3.8

Wzér funkeji f(x) = 2(x — 1)* — 3 zapiszemy w postaci tréjmianu kwadratowego.
Rozwiazanie
f(x) =2(x - 1)2 -3 «— stosujemy wzor na kwadrat réznicy
flx) = 2(x2 -2x+1)-3 —— porzadkujemy wyrazy
Odp.: f(x) = 2xF —dx -1

Funkcje f(x) = ax” + bx + ¢, gdzie a # 0 i x € R, nazywamy funkcja
kwadratowg zmiennej x w postaci ogolne;j.

Przyktad e zad. 3.9
Zapiszemy funkcje y = 7x> — V6 + V2x — 4x — V3x* =9 wpostaci y = ax’ +bx +c¢
oraz wypiszemy wspotczynnikia, b i c.
Rozwigzanie
y= 7x = V6 + V2x — 4x — V3x* -9 —— grupujemy wyrazy
y= 7x* = \V3x® + V2x —4x -9 - V6 —— wylaczamy wsp6lne czynniki poza nawias
y= (7— \/g)x2+(\/§—4)x—9— V6
Z otrzymanej postaci ogélnej funkeji odczytujemy wspolczynniki.

Odp.:y:(7—\/§)x2+(\/§—4)x—9—\/€, a=7-V3,b=V2-4, c=-9-6



Przeksztalcenie wzoru funkeji kwadratowej z postaci kanonicznej do postaci ogol-
nej polega na wykonaniu prostych przeksztalcen algebraicznych. Teraz zajmiemy sie
zadaniem odwrotnym.

Przyktad e
Zapiszemy dang funkcje f w postaci kanonicznej f(x) = a(x — p)* +q.

zad. 3.11

Rozwigzanie
a) f(x)=x"-1l4x+1
W postaci kanonicznej wystepuje kwadrat réznicy (x — p)*, dlatego zaczniemy od
dopasowania do tego wzoru przynajmniej czg$ci wzoru podanej funkgji.
Sktadniki x” - 14x traktujemy jako pierwsze dwa wyrazy rozwiniecia x> —2px + p°
kwadratu réznicy. Mamy wiec: 2p = 14, czyli p =7.
Do pelnego kwadratu réznicy brakuje wyrazu p* = 49.
f(x) = x> - 14x+49 - 49 + 1
f) = (&~ 14x + 49) - 48
Odp.: f(x) = (x - 7)* — 48

«— dodajemy i odejmujemy 49

b) f(x)=2x"—4x+9

f(x) =2(x* = 2x)+9

f(x) =2(*-2x+1-1)+9

f(x)=2(x*-2x+1)-2+9

Odp.: f(x) =2(x-1)*+7

Metoda zastosowana w przyktadzie nosi nazwe dopelniania do kwadratu.

Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Postacig kanoniczng funkcji f(x) = ax’ + bx + ¢, gdzie a # 0, jest:
—b\?
f(x) = a(x - Z) +

Wyrazenie A = b® — 4ac nazywamy wyréinikiem funkcji kwadratowej.

-A
4a

Wierzcholek paraboli o réwnaniu y = ax” + bx + ¢, gdzie a # 0,

ma wspolrzedne: b

— A 0
Y 2a

e

Yw = 2

A - wielka litera alfabetu greckiego, ktorg czytamy: delta.

3. Posta¢ ogdlna funkcji kwadratowe;j

43.11. Podaj wzor funkgji

419 IS

w postaci kanonicznej i sporzadz

wykres tej funkcji.

a) f(x) =xl+6x+9
b) f(x) = 3x" —6x +3
c) f(x) = —x*—dx+1
d) f(x) = %xz +2x

e) f(x) = —2x* —4x-9

f) f(x) = —%xz - 3x - 2%
Odp.:a) y = (x + 3)2
b) y = 3(x - 1)?

c)y=—(x+2)2+5

d)y:%(x+3)2—3
e)y=—2(x+1)2—7
f)y:—%(x+3)2+2
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Uwagi metodyczne

Przejscie od postaci ogélnej do
postaci kanonicznej funkeji
kwadratowej pokazujemy,
poréwnujac w dwdch kolumnach
tabeli przeksztatcenia konkretnej
funkgji, a obok - takie same
przeksztalcenia na symbolach.
Taki sposdb prezentacji jest takze
doskonatym ¢wiczeniem przed
zastosowaniem identycznej
metody podczas wyprowadzania
wzoréw na pierwiastki funkeji
kwadratowe;j.

Udowodnimy twierdzenie, stosujagc metode dopetniania do kwadratu. Dla ulatwienia
zrobimy to w tabeli, w dwdch kolumnach. W pierwszej z nich bedziemy przeksztat-
ca¢ konkretny przyktad, w drugiej rownolegle te same przeksztalcenia wykonamy na
symbolach.

Przeksztalcamy wzér f(x)=3x"+7x+5 ‘ Przeksztalcamy wzér f(x) =ax” +bx +c
do postaci f(x)=a(x- p)2 +q do postaci f(x)=a(x - p)2 +q

Laczymy nawiasem pierwsze dwa sktadniki i wylaczamy przed niego
wsp6tezynnik przy x°.

f(x):3<x2+§x)+5 f(x):a<x2+gx)+c

Wyrazenie éx traktujemy jako podwojony iloczyn i dopetniamy do kwadratu.
a

2 2 2 5
o=s( S () () ) | sl o bee (2] -(2) )

Zostawiamy w nawiasie te wyrazy, ktore s3 rozwinigciem wzoru na kwadrat sumy.

pores( e () () s ool (5 ) () o

7\ 49 b\* b
f(x)—3<x+§> —B+5 f(x)—a<x+z> _E+C
-7\> -49+4.3.5 2 b +dac
fe=3(x-5) + 0 f(x)—“<"‘z—> 1a
Wprowadzamy oznaczenie: A = b* - 4ac.
A=49-4.3.5=-11 A=b*—4ac

Zapisujemy funkcje w postaci f(x) =a(x - p)* +¢.

-b

2
-7 11 -7 11

—- X)=alx—— | +—, p=—, g=—
f&) < 2(1) 4a p 2a a 4a

f(x)=3<x—ﬁ>2+ﬁ, p=2ra=g

° Druga wspdlrzedna y,, wierzcholka paraboli jest wartoscig funkcji f dla jego
pierwszej wspélrzednej: y,, = f(x,), wiec ze wzoru na y, podanego w twier-
dzeniu korzysta sie rzadko.

o Osig symetrii paraboli o rownaniu y = ax” +bx + ¢ (a # 0) jest prosta x = PP
a
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Przyktad o zad. 3.12

Zastosujemy udowodnione twierdzenie do zapisania w postaci kanonicznej funkcji
f(x)=3x* = 11x+7.

Rozwigzanie
Wspdtczynniki tréjmianu ax® + bx + ¢ saréwne: a =3, b= —11, ¢ = 7. Zatem:

A=t?—dac=121-4.3.7=37, p=-L U - & _ ¥
2a 6 4a 12

, . 11\2 37

Odp.: Szukana posta¢ kanoniczna to f(x) = 3( x — <) 1

Przyktad ©

Wyznaczymy przedzialy monotonicznosci funkcji f(x) = —%xz +4x - 5.

zad. 3.13

Rozwigzanie )
Wspélczynniki tréjmianu ax? +bx +c sg rowne: a = > b=4, c=-5.
Do rozwigzania zadania potrzebna jest tylko pierwsza wspdtrzedna p wierzchotka

paraboli:
b 4

"2 1
a=-5< 0, zatem ramiona paraboli sg skierowane w dot, czyli funkcja f jest rosnaca

w przedziale (—oo; 4) i malejgca w przedziale (4; o).
Odp.: Funkgja f jest rosngca w przedziale (—oo; 4) i malejaca w przedziale (4; o).

Przyktad ©

Okreslimy zbiér wartosci funkeji f(x) = 2x% - 12x + 18.

zad. 3.15

Rozwiagzanie
Wsp6lczynniki tréjmianu ax’ +bx +c sgréwne: a =2, b=-12, ¢ = 18.
Do rozwigzania zadania potrzebna jest druga wspétrzedna g wierzchotka paraboli:

A b -4ac  144-4.2-18
q = —-— = — = — — 0
4a 4a 4-2
a > 0, a wiec ramiona paraboli s3 skierowane do
gory, zatem zbiorem wartosci jest przedzial (0; co).

Odp.: {(0; o0)
Przyktad @

Wrykres funkeji f(x) = %x2+bx+c przechodzi przez punkt A = (-2, 12), aliczba 2

Jesli a >0, to ZW = {(g; o). ()
Jesli a <0, to ZW = (—o0; g).

zad. 3.18

jest jednym z jej miejsc zerowych. Wyznaczymy wzor tej funkcji w postaci ogdlnej.

43.15. Podaj zbidr wartoéci funkgji.
a) f(x)=—x"+5

b) f(x) = 4x* —4x + 1
Odp.:a) ZW = (o0, 5)

c) f(x) = —:llxz +x-1

d) f(x) = 2x% - 12x + 18
b) ZW = (0; c0) ¢) ZW = (=00, 0) d) ZW = (0; o0)
43.18. Osig symetrii paraboli y = ax® +bx - 4, przechodzacej przez punkt A = (-2, 4),
jest prosta x = —3. Znajdz wspoltczynniki a i b.
Odp.:a=-1, b=-6

43.12. Podaj wzor funkgji
kwadratowej w postaci
kanoniczne;j.
a) y=x"-2x+3
b) y = —2x* — 12x - 20
1
c)y= Exz +x
d) y=3x>—18x+15
3

2
e)y=—§x2—2x—5

f) y = -0,5x> - 0,2x - 0,02

Odp.:a) y = (x — 1)2 +2

b)y=—2(x+3)2—2

c)y= %(x+1)2—%

d) y=3(x-3)7>-12

e) y= 2 (x + 2)2
r=73 2

f) y=-0,5(x + 0,2)

43.13. Wyznacz przedziaty

monotonicznosci funkgji.

a) f(x) =x’+4x+5

b) f(x) = —2x" +4x +1

) f(x) = —2x* - 12x - 20

d) f(x) = %xz rx

e) f(x) = —%xz +2x -2

) f(x) = V2x* +4x +2V2 -

421 I

4

Odp.: a) malejaca w przedziale

(=005 =2),

rosngca w przedziale (—2; oo)

b) rosnaca w przedziale (—oo; 1),

malejgca w przedziale (1; oo)
¢) rosngca w przedziale (—oo;

-3)

malejaca w przedziale (—3; o)

d) malejaca w przedziale
(—00;5 1),

rosngca w przedziale (—1; oo)

e) rosngca w przedziale (—oo; 3),

malejaca w przedziale (3; oo)

f) malejaca w przedziale

(~o0: ~VE),

rosngca w przedziale <— V2; oo)
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Rozwigzanie

12 = % . (—2)2 +b-(-2)+c —— wspo6lrzedne punktu A spetniaja réwnanie paraboli
0= % 2" +b-2+¢ — liczba 2 jest miejscem zerowym funkcji

Rozwigzujemy zatem uklad dwdch rownan z dwiema niewiadomymi.
Lo {2

. . . 1
€3.24. Wykonaj odpowiedni Odp.: Wzér tej funkcjito f(x) = Exz -3x+4.

wykres i na jego podstawie podaj Przyktad o sad. 3.04
liczbe rozwigzan rownania
w zaleznosci od wartosci
parametru .

Naszkicujemy wykres funkeji f(x) = ’xz -2x - 3| i na jego podstawie odczytamy

. . Lo . 2 . ;. o
liczbe rozwigzan réwnania |x -2x - 3| = m w zaleznoéci od wartosci parametru m.

a)|x2—10x+6‘:m . .
Rozwiazanie \l [rd [ &

2 _
b) |x —8x - 1| =m+1 Wierzchotek paraboli o réwnaniu y = x*—2x-3 ma

9) |3x2 - 12x - 7| —1=m wspolrzedne (1, —4).
Rysujemy wykres funkeji f(x) = |x2 - 2x - 3|.

~

frs

2

—~—

—T
L —

d) |—5x2 +30x—43| “2=m

el | 2 1o 6| Odp.: Réwnanie ’xz -2x — 3| = m nie ma rozwigzan dla /x \ /E
f" VI=P X m < 0, ma dwa rozwigzania dla m = 0 lubm > 4, 0 .
trzy rozwigzania dla m = 4 oraz cztery rozwigzania dla \ /
/ \ m € (0; 4).
| | :
I / \ | Zadania
(B R
| | W kazdym z zadan 3.1-3.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
| | i
] il W zeszycie.
/ \\ 3.1. Wskaz funkgje, ktdrej zbiorem wartosci jest przedzial (3; oo).
/ \\ A. f(x) =05x" —2x+5 C. f(x) =0,5x* —2x+7
\ | B. f(x) = 0,5x" —2x +6 D. f(x) = 0,5x" +2x +7
Ul \l
;) | Vi 3.2. Wskaz wspotrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkeji
0 rozwigzan dla m € (—oo; 0), fx) = 22" —x -3,
2 rozwigzania dla A. <l, _§> B. <_l, _§> C. <l, _é) D. <_l’ _§>
m € {0} U (19; o), 4 8 4 8 4 8 4 8
3 rozwigzania dla m = 19, 3.3. Wskaz funkgje, ktérej wykres ma te sama o symetrii co wykres funkcji
4 rozwigzania dla m € (0; 19) flx) = 232+ 6x -5
— a2 8y —1]| -
b)}%/—|x 8x 1‘ ! A.y=-2x"-5 B.y=x"+3x-1 C.y:%xz—gx D.y=-6x"+2x-5
\ |
J‘r VAR 7,1 c)y=|3x2—12x—7—1 d)y=—5x2+30x—43 -2
‘\ / \ 1’ 87 | A T
i (! l l 1y
[l | % [T\ ; I
l | ) 0 rozwigzan dla m € (—oo; —2),
| \ ll I/ \\ ,l ; » 2 rozwigzania dla m € {2} U (0; o),
\\ / \\ ,’ | | ViV 3 rozwigzania dla m = 0,
\\ | \\ Il ’I \\ 4 rozwigzania dlam € (=2; 0)
: |
\ : | -
0 rozw%q,zar'l.dla m € (—oo0; —1), Odpowiedzi i rozwigzania
(zilzoi;zv?z{inllfu (16, o) 1l 1l 0 rozwigzan dla m € (—oo0; —1), 31. A
3 rozwigzania dla r’n = i6 lll’ ! \ll, 2rozwigzartia dlamic 30185 o), 3.2.C
4 rozwigzania dla m € (—1’~ 16) [o [T 3 rozwigzania dla m = 18, N
’ 4 rozwigzania dlam € (-1; 18) 3.3.C




3. Posta¢ ogdlna funkcji kwadratowe;j

3.4. Dana jest funkcja kwadratowa f(x) = %xz — 4x. Ocen prawdziwos¢ zdan. 3.4.F,P,F
A. Wyréznik tej funkeji jest rowny 14.

B. Wyrdznik tej funkcji jest rowny 16.

C. Najmniejsza warto$cig tej funkcji jest —4.

8.5. Ocen prawdziwos¢ zdan. Do zbioru wartosci funkcji f(x) = 2x* — x + 1 3.5.F,P,P

A. nalezy liczba %

B. nalezy liczba g

C. nalezg wszystkie dodatnie liczby naturalne.

3.6. Dana jest parabola o réwnaniu y = —x* — 4x — 2. Oceri prawdziwo$¢ zdar. 3.6. P,P,F
A. Prosta y =2 przechodzi przez wierzchotek tej paraboli.

B Prosta x = -2 jest osig symetrii tej paraboli.

C. Prosta x =2 nie ma z tg parabola punktéw wspélnych.

8.7. Dana jest funkcja f(x) = x> + x — 3. Ocen prawdziwo$¢ zdan. 3.7. P,P,P
A. Zbiorem wartosci funkgji f jest przedzial (-3,25; o).

B. Funkcja f ma dwa miejsca zerowe.

C. Wierzcholek paraboli o réwnaniu y = f(x) lezy w trzeciej ¢wiartce ukladu

wspolrzednych.
3.8. Przedstaw wzdr funkcji kwadratowej w postaci ogdlne;j. 3.8.a) y=-2x"+12x-17
a) f(x)=-2(x-3)"+1 ©) f(x)=-3(x+5)>+25 b) y= %xz +2x—1
b) f(x) = 5(x+2) -3 d) f(x) = 2(x -4y -2 ¢) y = —3x> - 30x - 50
32
d) y=-x"-6x+10
8.9. Podaj wzor funkeji w postaci y = ax’+ bx + c. Wypisz wsp6tczynnikia, bi c. 4 i
a)y=2x—5+\/§—3x2 b)y=3x2—2x+\/§x—\/§x2+4 39.a) y= -3x"+2x -5+ 2,
3.10. Wykresem funkcji kwadratowe;j jest parabola o wierzchotku W przechodzaca a=-3,b=2c o -5+ 2
przez punkt P. Przedstaw wzor tej funkcji w postaci ogdlne;. b) y = (3 - \/5) X+ ( V3 - 2) x+4,
a) W=(-1,-2) P=(1,10) ) W=(2,6) P=(1,1) a=3-V5b=V3-2,c=4
b) W=(3, -1) P=(57) d W=(-3,-2) P=(-12) 310, 2) y = 35>+ 6x+ 1
3.11. Podaj wzdr funkeji w postaci kanonicznej i sporzadz wykres tej funkcji. b) y = 2x’ - 12x+17
a) f(x):x2+6x+9 c) f(x):—x2—4x+1 e) f(x):—2x2—4x—9 c)y:—5x2+20x—14
2

b) f(x)=3x’—6x+3 d) f(x)=§x2+2x ) f(x):—%xz—Sx—Z% W)y Gy

_ 2
3.12. Podaj wzér funkeji kwadratowej w postaci kanonicznej. i; 1.2) (y - ())C; 3

2 12 22 3 y=3x-1

a) y=x -2x+3 c)y—zx +x e)y——gx —2x—z c)y:—(x+2)2+5
b) y=-2x"-12x-20 d) y=3x"-18x+15 ) y=-0,5x"-0,2x — 0,02 d)y:%(x+3)2_3

e)y=—2(x+1)2—7
f)y:—%(x+3)2+2

342.2) y=(x-1)°+2
b) y = -2(x+3)* -2

_ L 2_1
c)y—z(x+1) 5
d) y=3(x-3)7>-12

e) ——z<x+§>2
Y=73 2
f) y= —0,5(x+0,2)2



Dziat 5. Funkcja kwadratowa

3.13. a) malejaca w przedziale
(=005 =2),

rosngca w przedziale (—2; oo)

b) rosnaca w przedziale (—oo; 1),
malejaca w przedziale (1; oo)

¢) rosngca w przedziale (—oo; —3),
malejaca w przedziale (—3; o)
d) malejaca w przedziale

(=003 1),

rosngca w przedziale (—1; oo)

e) rosngca w przedziale (—oo; 3),
malejaca w przedziale (3; o)

f) malejaca w przedziale

(~oo; ~V2),
rosngca w przedziale <— V2; oo)

3.14. a) (0, -3) b) (-2, 0)
c) (-1, -2) d) (-5 -1)

) (2, -12) ) (% z)
3.15. a) ZW = (<00, 5)
b) ZW = (0; o)

c) ZW = (—o0, 0)
d) ZW = (0; o)

316.a)b=4,c=2
b)b=4,c=41lubb=-4c=4
c)b=-6,c=6
3.17.b=-8,c=2

3.18.a=-1, b=-6

319.a=2,b=1,c=-1

3.21. of symetrii: x =1

3.13. Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkgji.
a) f(x)=x*+4x+5 d) f(x)=%x2+x

b) f(x)=—2x2+4x+1 e) f(x)=—%x2+2x—2

0 f(x)=-2x"-12x-20 ) f(x)=V2x* +4x+2V2 -4

3.14. Wyznacz wspolrzedne wierzcholka paraboli o podanym réwnaniu.
2 2
) y=—-x"-2x-3 e) y=3x"-12x

d) y =2x" +20x + 49

a) y=2x"-3

b) y=x>+4x+4 ) y=—4x’+4x+1

3.15. Podaj zbiér wartosci funkcji.

a) f(x):—x2+5 c) f(x):—ix2+x—1

b) f(x)=4x2—4x+1 d) f(x)=2x2—12x+18

8.16. Wyznacz wspétczynniki funkcji f(x) = x* + bx + ¢, wiedzac, ze

a) wierzchotek paraboli y = x* + bx + ¢ ma wspéhrzedne (-2, —2).

b) parabola y = x> + bx + ¢ ma dokladnie jeden punkt wspélny z osia x i przecina
0§ y w punkcie (0, 4).

c) zbiorem wartosci funkeji f jest przedziat (—3; oo), a osig symetrii paraboli
y = x> +bx +c jest prosta x = 3.

8.17. Wyznacz brakujgce wspétczynniki funkcji kwadratowej y = 4x” + bx + ¢,
wiedzac, ze jej wykresem jest parabola przechodzaca przez punkty A = (0, 2),
B=(-1, 14).

3.18. Osig symetrii paraboli y = ax® + bx — 4, przechodzacej przez punkt
A = (-2, 4), jest prosta x = —3. Znajdz wspélczynnikia ib.

3.19. Do wykresu funkcji kwadratowej y = ax” + bx + ¢ nalezg punkty
A=(-1,0), B=(1,2) i C=(-2,5). Wyznacz wspotczynnikia, bic.

3.20. Dla jakich warto$ci m prosta o réwnaniu y = m ma dokladnie jeden punkt
wspolny z parabolg o podanym réwnaniu?

a) y=-x"+14x - 37 b) y = x” +10x + 21 Q) y=-3x"-4V2+1
8.21. Wykresy funkgji y = x° —2x+c przedstawiaja pewna rodzine parabol. Nary-
suj kilka z nich. Napisz réwnanie osi symetrii tych parabol.

3.20. Parabola y = a(x — p)* +q iprosta y = m maja doktadnie jeden punkt wspélny
wtedy i tylko wtedy, gdy m = q.

a) y=—x"+14x-37 = - (x2 - 14x+49) +49-37 = —(x-7)* + 12, czyli q = 12, wiec
m=12.

b) y=x"+10x+21 = (x* + 10x + 25)—25+21 = (x+5)°—4, czyli g = -4, wiec m = —4.

c)y=—3x2—4\/§+1, czyli q:1—4\/§, wiec m=1-42.



8.22. Wykresy funkcji y = x° + bx przedstawiaja pewng rodzine parabol. Narysuj
kilka z nich. Ustal wspétczynnik b tak, aby prosta y = —9 mialta dokladnie jeden
punkt wspolny z parabola.

3.23. Wyznacz wzor funkgji, ktorej wykresem jest parabola symetryczna do paraboli
y = x* — 4x + 2 wzgledem podanej prostej.

a) x=4 b) y=-2 ) x=-1 d y=1

3.24. Wykonaj odpowiedni wykres i na jego podstawie podaj liczbe rozwigzan réw-
nania w zaleznosci od warto$ci parametru .

a) ‘x2—10x+6|=m ) ‘3x2—12x—7‘—1=m

b) ‘xz—Sx—l‘:m+l d) ‘—5x2+30x—43|—2:m
8.25. Korzystajac z definicji, udowodnij, ze funkcja f(x) = 2x*—8x+1 jest rosngca
w przedziale (2; oo).

1. Funkcja kwadratowa jest okreslona wzorem f(x) = 2x* — 8x + 5.
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Zbiorem wartosci funkgji f jest przedziat (5; co).

B. Osia symetrii wykresu funkgji f jest prosta x = 4.

C. Réwnanie f(x) = -2 ma dwa rozwigzania.

2. Wyznacz przedzialy monotoniczno$ci funkgji f.

flx) = (2 - \/g)x2 + (2+ \/g)x— \5
3. Sporzadz wykres funkcji f(x) = —ixz +x — 1, napisz réwnanie jego osi symetrii
i podaj warto$¢ m, dla ktérej rownanie _lex2 + x — 1 = m ma jedno rozwigzanie.

4. Wyréznik funkcji kwadratowej f(x) = 2x° + 4x + k jest réwny 0. Wyznacz k
i narysuj wykres funkcji f w przedziale (-2; 2).

5. Dla jakiej warto$ci parametru m zbiorem wartoéci funkcji f(x) = 3x” + 15x + m
jest przedzial (—10; c0)?

3.25. Niech x,, x, € (2; 00) i x; < x,. Wtedy

f(50) = f (%) = 2x7 — 8%, + 1 —(2x§—8x2+ 1) =2(x; —x,) (% +x,-4) <0,
bo x; —x, <01 x; +x,-4>0.

Zatem f (x;) < f(x,), co oznacza, ze funkcja f jest rosnaca w przedziale (2; o).

3. Postac ogdlna funkcji kwadratowej

3.22. Rzedna wierzchotka
2

paraboli jest rowna - wiec

prosta y = —9 ma dokladnie jeden

punkt wspolny z parabola, gdy
2
—l’z =9, czyli b=—6 lub b=6.

3.23. a) y:x2—12x+34
b) y= x> +4x-6

€) y=x"+8x+14

d) y= —x* +4x

3.24. Patrzs. 422.

Prosto do matury
1. F,F,P

2. rosngca w przedziale
(—oo; 4% + 2\/§>, malejaca
w przedziale <4% +24/5; oo)
3. x=2,m=0

4. k=2
b7
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Parabola a krzywa tancuchowa

Prawie do korica XVII wieku uwazano, ze tarncuch zawieszony
za konce przyjmuje ksztatt paraboli. Jest to jednak inna krzywa,

tzw. krzywa faricuchowa.

Zawieszony tancuch

Krzywa faricuchowa tatwo dostrzec na co
dzien, jej ksztatt przyjmuja bowiem wszystkie
gietkie sznury, tanicuchy, kable itp., zawie-
szone za konce i poddane wytgcznie sile
grawitacji.

Roéwnanie tej krzywej wykorzystuje sie m.in.
przy projektowaniu napowietrznych linii elek-
troenergetycznych. Uwzglednia si¢ woéwczas
obcigzenie przewodow, np. przez szadz lub
siadajace na nich ptaki.

Na zdjeciu pokazano most wiszacy na rzece
Avon w Bristolu. Projektant i gtéwny inzynier
tego mostu I. K. Brunel zajat drugie miejsce
w plebiscycie telewizji BBC na 100 najwybit-
niejszych Brytyjczykéw w historii.

Krzywa
tancuchowa

Parabola

<y

Ztudne podobienstwo

Rysunek przedstawia obie krzywe.
Podobienstwo jest pozorne — nie mozna tak
dobra¢ wspétczynnikéw funkcji kwadratowej,
aby jej wykres miat ksztatt krzywej fancucho-
wej. Tak naprawde krzywa taricuchowa nie
jest wykresem zadnego wielomianu.




-4)

Most wiszacy

Bywaja jednak sytuacje, w ktérych podwieszona
lina przyjmuje ksztatt paraboli.

Przyjrzyjmy sie mostom wiszgcym. Ich przesta sg
utrzymywane we wtasciwym potozeniu przez liny
(w mostach starszego typu - tancuchy) podwie-
szone do pylonéw. Gtéwna lina mostu przyjmuje
ksztatt paraboli.

Co rézni te krzywe

Dlaczego lina wiszaca swobodnie i lina dzwigajaca
przesto mostu przybierajg odmienne ksztatty?

Lina zawieszona za konce dzwiga tylko wiasny
ciezar, roztozony wzdtuz niej rownomiernie. Jesli
podzielimy line na odcinki w taki sposéb, aby
odpowiadajgce im odcinki poziome byty rownej
dtugosci (zob. rysunek), sita ciezkosci dziatajaca
na odcinek liny bedzie zalezata od jego potozenia.
Otrzymamy ksztatt krzywej faricuchowe;j.

W moscie wiszagcym najciezszym elementem
konstrukcji sa poziome przesta. Ciezar podtrzymu-
jacych je lin jest nieporéwnywalnie mniejszy. Na
kazdy z odcinkéw gtéwnej liny dziata taka sama sita
ciezkosci. Otrzymujemy ksztatt paraboli.

A B c D
Podwieszona lina dzwigajaca tylko
wiasny ciezar. Sity ciezkosci dziatajace
na odcinki A’B’ i C’'D’ sa r6zne. Lina
przybiera ksztatt krzywej taricuchowe;.

Schemat mostu wiszgcego - lina
dzwiga ciezkie poziome przesto. Odcinki
A’B’ i C’D’ podtrzymuja jednakowe
fragmenty przesta.

427 I
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4. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-15 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

Odpowiedzi i rozwigzania W Zeszycie.
1. B 1. Wskaz punkt, ktéry nalezy do wykresu funkcji f(x) = x* + 2x — 3.
A. (=2, 5) B. (-2, -3) (€5 (7 &) D. (-2, 1)
2.D 2. Wskaz wspétrzedne wierzchotka paraboli o rownaniu y = 2x” — 12x + 19.
A. (6, -1) B. (-6, 1) C. (3, -1) D. (3, 1)
3. A 3. Wskaz warto$¢ m, dla ktorej punkt P = (-1, 4 — m) nalezy do wykresu funkcji
f(x) = —2x°.
A.m=6 B.m=-1 C.m=3 D.m=-3
4.C 4. Na ktérym rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f(x) = (x + 2)> — 42
A. B. C. D.
\4y / A \ v/ y A\ /
\ i \ il
0 x -
\ / / A \ /
ol 1 ! N
/ \ 0 X
5. A 5. Wskaz zbiér wartosci funkgji f(x) = —2x% +12x + 1.
A. (—o0; 19) B. (—o0; 1) C.R D. (1; o)
6. B 6. Parabola o rownaniu y = x* +bx ma tylko jeden punkt wspolny z osig x. Wskaz
warto$¢ wspoétczynnika b w tym réwnaniu.
A. -1 C.1
B. 0 D. Nie istnieje takie b.
7. A 7. Do wykresu funkcji f(x) = —2x” + mx + n nalezg punkty A = (0, —2)
i B= (-3, 4). Ile sa rowne wspotczynniki m i n?
Am=-8 n=-2 Cm=8 n=2
B.m=8, n=-2 D.m=-8 n=2
8.C 8. Wykresy funkcji f(x) = x* + 4x + k przedstawiaja pewng rodzine parabol.
Wskaz prosta, ktora jest osig symetrii kazdej z tych parabol.
A. Nie ma takiej proste;j. C.x=-2
B.y=4 D.x=-4

dlanauczyciela.pl | Klaséwka 5

G Generator

testow i sprawdzianow




9. Wskaz wzor, ktérym mozna okresli¢ funkcje o zbiorze wartosci (—oo; —6).

A.y:(x+3)2—6 C.y:—(x—2)2—6

B. y=—(x-3)° D.y=-x"+2

10. Wskaz wzor funkgji, ktorej wykres jest przedstawiony na | y |

rysunku. y £ %)
A.f(x)=x2—2x+3 C.f(x)=—2x2+x—1 1/ \

B. f(x) = -x*+4x-1 D. f(x) = x> —4x -1 0 g

11. Wskaz réwnanie paraboli symetrycznej do paraboli y = 3x* — x — 1 wzgledem
osi y.

A.y:3x2+x—l C.y:3x2—x+1

B.y=—3x2+x+1 D.y=—3x2—x—1

12. Funkcja kwadratowa okreslona jest wzorem f(x) = 2x> —3x+c oraz f(2)=3.
Wskaz prawdziwg zalezno$¢.

A. f(1)=-6 B. f(1)=0 C. f(1)=15 D. f(1)=-5

13. Wskaz réwnanie osi symetrii paraboli y = 2(x + 5)* — 4.

A . x=-5 B. x=5 C.y=-4 D.y=x

14. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji v

f(x) = ax” + bx + c. Co mozna stwierdzi¢ o znakach wspot- \ [ V=[] ]
czynnikow tej funkcji? \ /
A.a>0,b>0ic>0 C.a>0,b>01ic<0 E
B.a>0,b<0ic>0 D.a>0,b<0ic<0 0 x

15. Wskaz warto$¢ wspStczynnika a w réwnaniu paraboli y = ax” — 1, wiedzac, ze
przechodzi ona przez punkt P = (-3, 5).

Al S
3 3
B.0 D. Nie istnieje takie a.

W zadaniach 16-21 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

16. Na plaszczyznie dane sa punkty A = (-2, 2), B= (3, 4), C = (2, 6) iparabola
y =%

A. Odcinek AB ma z parabolg dwa punkty wspoélne.

B. Odcinek AC przecina parabole.

C. Odcinek BC przecina parabole.

9.C

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

P,P,P

4. Powtdrzenie 429 s
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17. F, P, P

18. F, F, P

19. P,P, P

20. F,F, P

21.F,P,P

22.2) W = (1, 0)
B)W=(-35 W= (% -1)
d) W = (=6, -9)

23. 2) ZW = (—o0; —V2)
b) ZW = (5; o)

¢) ZW = (—o0; —1)

d) ZW = (0; o0)

24. a) np. y = x” — 10x
b) np. y = —x” + 3x
<) np.y:2x2—4x+4

25.y=%(x+3)2—7

17. Dana jest funkcja f(x) = x* + 2x — V2.

A. Funkgja f przyporzadkowuje kazdej liczbie niewymiernej liczbe niewymierna.
B. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie wymiernej liczbe niewymierna.

C. Liczba -1 nalezy do zbioru wartosci funkgji f.

18. Funkgja, ktorej wykresem jest parabola o wierzchotku w punkcie (-2, 3), moze
by¢ opisana za pomocg wzoru

A y=3(x-2)+3. B. y = 3[(x+2)2 +3]. C.y= 3[(x+2)2 + 1].
19. Funkgja f(x) = (x - 12)* +6

A. w przedziale (—oo; —12) jest malejaca.

B. w przedziale (—oo; 12) jest malejgca.

C. w przedziale (—oo; 12) jest malejaca.

20. Wykresem funkcji kwadratowej f jest parabola o wierzchotku W = (3, -5).
Woéwczas
A. f(=1) = f(4).

B. f(-1) = £(5). C. f(-1) = £(7).

21. Wykresy funkcji f(x) = x> =1 i g(x) = —x* + 1 dzielg plaszczyzne na pie¢
czesci. Pole czesci zawierajacej poczatek uktadu wspdtrzednych jest
A. mniejsze od 1. B. wigksze od 2. C. mniejsze od 4.

Zadania otwarte krétkiej odpowiedzi

22. Wyznacz wspolrzedne wierzchotka paraboli o podanym réwnaniu.
a) y=-2x"+4x-2 €) y=4x"-12x+38

b) y=-x"—6x-4 d)y:§x2+4x+3

23. Podaj zbiér wartosci funkcji.
a) f(x)=-V3x" -2
b) f(x) =3x* - 18x + 32

2 2 8 11
c) f(x)= X x-S
d) f(x)=02x*+2x+5
24. Podaj réwnanie przyktadowej paraboli, ktéra z parabolg o réwnaniu y = x*—3x
a) ma dokladnie jeden punkt wspélny.
b) ma dokladnie dwa punkty wspolne.
¢) nie ma punktéw wspdlnych.

25. Napisz rownanie paraboli, ktorej wierzchotkiem jest punkt W = (=3, —7) ikto-
ra przechodzi przez punkt P = (1, -5).



26. Wyréznik funkcji kwadratowej f(x) = kx*+6x+10 jest réwny 16. Wyznacz k.

27. Wyznacz rownanie osi symetrii paraboli o réwnaniu y = f(x) i okresl prze-
dzialy monotoniczno$ci funkgji f.

a) f(x)=3(x+4)>-1
b) f(x)=-2(x+1)*+5

) f(x)=(x—\/§+1)2—3
d) f(x) = (x+2V2+1)" +2

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

28. Dziedzing funkeji kwadratowej y = f(x) jest przedzial (-3; 0). Wykresem
tej funkcji jest czg$¢ paraboli o wierzchotku (-2, —6) przechodzacej przez punkt
o wspdtrzednych (-1, —4). Wyznacz wzdr funkcji w postaci kanonicznej, naszkicuj
jej wykres i podaj zbior wartosci.

29. Dana jest funkcja okreslona wzorem f(x) = (1 —x)(x+ 1) +2x. Wyznacz zbidr
wartosci tej funkeji.

30. Funkgja f przyporzadkowuje kazdej liczbie rzeczywistej x z przedziatu (—6; —3)
trzecia cze$¢ kwadratu tej liczby pomniejszong o 6.

a) Podaj wzor tej funkcji.

b) Wyznacz najwigksza warto$¢ funkcji f w podanym przedziale.

31. Sporzadz wykres funkeji f(x) = %(x - 2)2 + 3. Dla jakich wartosci m rownanie

1 . .
E(x - 2)2 + 3 = m ma dwa rozwigzania?

82. Dana jest funkcja f(x) = —x* + 4x — 2.

a) Wyznacz wzor funkcji f w postaci kanoniczne;.

b) Naszkicuj wykres funkgji f.

c) Podaj przedzialy monotonicznosci funkeji f(x —3) + 7.

33. Przez punkty A = (-6, 4) i B = (2, —4) przechodzi parabola, ktérej wierzcho-
tek lezy na osi y. Wyznacz rownanie tej paraboli.

34. Wykresem funkcji kwadratowej f(x) = -3x” + bx + ¢ _jest parabola, ktérej
wierzchotkiem jest punkt W = (1, 5). Oblicz wartosci wspotczynnikow bi c.

35. Funkcja kwadratowa f(x) = —%xz + bx + ¢ przyjmuje jednakowe wartosci dla
argumentow 1 i 5. Do wykresu tej funkeji nalezy poczatek uktadu wspolrzednych.
a) Wyznacz wartosci wspotczynnikow b i c.

b) Dla wyznaczonych warto$ci wspdtczynnikow b i ¢ naszkicuj wykres funkeji f.

1
33.y=2x2—5
34.b=6,c=2
35.a)b=3,¢c=0
b) vk

f
/ \
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26. k=1
2

27. a) o§ symetrii: x = —4;
malejaca w przedziale (—oo; —4),
rosngca w przedziale (—4; o)

b) o symetrii: x = —1;

rosngca w przedziale (—oo; —1),
malejaca w przedziale (—1; o)
c) o$ symetrii: x = V2 -1;
malejagca w przedziale

(—00; V2 - 1>,

rosngca w przedziale <\/§ -1 oo)
d) o$ symetrii: x = —2V2 - 1;
malejgca w przedziale

(—oo; —2\/5 — 1>,

rosngca w przedziale

(-2v2-1; )

28. f(x) =2(x+2)-6
JA

=

=
ft
)
tad
Tl

ZW = (-6; 2)
29. ZW = (=005 2)

30. a) f(x) = %xz 6

b) 6
31. y‘
\| y=Ax)/
0 £l
m € (3; o0)

32.2) f(x) = —(x-2)"+2

b) [y} _
X 7
o[/ T
/ \
[ \

¢) rosngca w przedziale (—oo; 5),
malejaca w przedziale (5; oo)
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36.a=2

37. f(x) = —x" +2x + 1.
Wskazowka: Osia symetrii paraboli
jest prosta x = 1.

38. f(x) = —2x” + 8x — 6, rosngca
w przedziale (—oo; 2), malejaca
w przedziale (2; oo)

39. 7
¥ =[f%)
AREE NN
0 X

1 rozwigzanie dla

m € (—o0; 2) U (3; o0),

2 rozwigzania dla m € {2, 3},
3 rozwigzania dla m € (2; 3)

40 vh
=f(x)
) \
\
\Tx
\
(=2; 3)
42. 2) | ]
\ /
\ /
\VARBAY/
0 ~
b) [ [y
\
|
|
|
NIVEAY.
v -
0 X
)\ by |
\ |
119 [Tx
\|/ \I/
d) YA
0 3
43. j7%
N AN T
TN[/0 [\ >
[T\l/ \I/
| \
| \
y|=flx)

m e {-3}U(1; 2)

36. Funkcja kwadratowa f jest okreslona dla wszystkich liczb rzeczywistych x wzo-

rem f(x) = ax’ + bx + c. Najmniejsza warto$¢ funkgji f jest réwna —2 oraz
f(0) = f(4) = 6. Oblicz warto$¢ wspolczynnika a.

87. Wyznacz wzor funkeji kwadratowej f(x) = ax” + bx + ¢, wiedzac, ze f(1) = 2,

f2) =11 f(-2019) = £(2021).

88. Wyznacz wzér funkcji kwadratowej f(x) = ax” + bx + ¢ i podaj przedzialy jej
monotonicznosci, wiedzac, ze f(0) = —6, f(1) =0 oraz f(2) = 2.

~(x+2)*+3 dla x € (-4 -1)
x+3 dla x € (~o0; —4) U (=1; o0)’
Odczytaj z wykresu liczbe rozwigzan réwnania f(x) = m w zaleznosci od wartosci m.

39. Sporzadzwykres funkcji f(x) = {

1 2
40. Sporzadz wykres funkcji f(x) = il
~2x" +12x-13 dla x>2

Podaj maksymalny przedzial, w ktérym funkcja jest rosnaca.

dla x <2

41. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkgji ztozony z fragmentu paraboli
i potprostych. Podaj wzor, ktérym mozna opisac te funkgje.

a) 7A c) yA
y = fx)

y =+ flx)

1
I

=Y

0

b) ' [yi d) v
yENx) yefD| |,
TN /
0 X

42. Sporzadz wykres funkgji.
a)y=’x2+2x—3| c)y=’x2—4x‘—3

2

b)y=|2x2—7x+3| d)y=’—‘—11x +x’+1

43. Sporzadz wykres funkcji f(x) =2 -

‘xz - 4‘ - 5‘. Dla jakich warto$ci

parametru m rownanie f(x) = m ma 4 rozwigzania?

—2x—4 dla x € (—oo0; —1)

41.2) f(x) =1 -2x* dla xe(-1;1)
2x—4 dla x € (1; 00)
|- dla x € (—o0; 0) U (4; o0)
B) S0 = {—x2+4x—1 dla x € (0; 4)
lx +2 dla x € (—o0; —4)

2x -1 dla x € (—o0; 0) %
c) f(x)= 2x° —4x—1 dla x € (0; 2) d) f(x)= Exz +2x dla x € (-4; 0)

x-3 dla x € (2; ) 1

—3% dla x € (0; o0)



