Umiejetnosci

1
Po szkole podstawowej uczen:
® rozpoznaje katy: proste, ostre,
rozwarte, wierzchotkowe
i przylegle oraz korzysta z ich
wiasnosci,
® rozpoznaje i nazywa trojkaty:
ostrokatne, prostokatne,
rozwartokgtne, rbwnoboczne
i réwnoramienne,
® konstruuje tréjkat o danych
trzech bokach i ustala mozliwos¢
zbudowania trojkata na
podstawie nieréwnoéci trdjkata,
® stosuje twierdzenie o sumie
katow wewnetrznych tréjkata,
® stosuje wlasnosci kwadratu,
prostokata, rombu,
réwnolegtoboku i trapezu,
® rozpoznaje figury
osiowosymetryczne i wskazuje
osie symetrii figur,
® korzysta z wlasnosci
prostych réwnolegtych,
w szczegolnosci stosuje rownosé
katow odpowiadajacych
i naprzemianlegtych,
® stosuje cechy przystawania
trojkatow,
® stosuje w sytuacjach
praktycznych twierdzenie
Pitagorasa (bez twierdzenia
odwrotnego),
® przeprowadza proste dowody
geometryczne,
® rozréznia wielokaty foremne
wsrod innych wielokatow,
® stosuje wzory na pole: trojkata,
prostokata, kwadratu,
réwnolegtoboku, rombu,
trapezu, takze do wyznaczania
dlugosci odcinkdw.

Po tym dziale uczen:

® odroznia figury wypukte od figur niewypuktych,

® stosuje w zadaniach: twierdzenie o liczbie przekatnych w wielokacie, wlasnosci katow
w trojkacie i wielokacie, nierowno$¢ trojkata,

® wskazuje figury przystajace,

® dowodzi przystawania dwdch tréjkatow na podstawie odpowiedniej cechy.
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Uwagi metodyczne

Na poprzednich etapach nauki
uczniowie zajmowali si¢ geometrig
wielokrotnie, wiec zazwyczaj
swobodnie operujg pojeciami z tej
dziedziny.

1. Warto powtorzy¢ - katy
I ich wiasnosci

Katy, ktére maja rdwne miary, nazywamy katami rownymi. Najczesciej zamiast pi-
sa¢ ,kat o mierze «”, bedziemy uzywac krotszej formy ,,kat rowny o”.

Para przecinajacych sie prostych wyznacza cztery »0
katy wypukle, na rysunku oznaczone: «, f3, y, 6. oQ

Wiréd tych czterech katéw wyrdzniamy pary katéw o szczegdlnych wlasnosciach.

 Pary katow przyleglych, czyli takich, ktére majg jedno ramie wspolne.

g

Katy przylegte tworza razem kat potpelny.

° Pary katow wierzcholkowych, czyli takich, ktore majg wspolny tylko wierzchotek.

e
Katy wierzchotkowe sg réwne.

Jezeli prosta k przecina proste [ i m, to mozna moéwic tez o innych parach katow.

° Katy1i5,2i6,317,41i8 nazywane sg katami
odpowiadajacymi (zaznaczono je na rysunku
tymi samymi kolorami).

Katy odpowiadajace leza po tej samej stronie
prostej k.

e Katy1i7,218,315,41i6 nazywane s katami
naprzemianleglymi (zaznaczono je na rysunku
tymi samymi kolorami).

Katy naprzemianlegte leza po przeciwnych
stronach prostej k.
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Jezeli prosta k przecina pare rownoleglych prostych »\
1im, to utworzone w ten sposob katy odpowiadajace
V\A "

sg rdwne i katy naprzemianlegte sa rowne.

katy odpowiadajace lub naprzemianlegle, to proste
1im sa réwnolegte.

Jezeli prosta k wyznacza z prostymi [ i m jednakowe
\&k

W kazdym z zadan 1.1-1.4 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie.

1.1. Trzy proste przecinaja sie w jednym punkcie
w taki sposob, ze 42 = 44, tak jak na rysunku. Ile
wynosi suma miar katow 41 + <3 + 44?2

A. Nie mozna tego stwierdzié. C. 120°

B. 180° D. 90°

7

1.2. Kat « jest cztery razy mniejszy od kata do niego przyleglego. Wskaz miare ka-
ta o,
A. 76° B. 45° C. 36° D. 30°

1.3. Polowa kata « jest rowna 15°. Wskaz miare kata przylegtego do kata «.
A.7,5° B. 30° C. 75° D. 150°

1.4. Wskaz miare kata y na podstawie informacji

podanych na rysunku obok. d/

A. 30° B. 15° C. 20° D. 10° M

1.5. Wyznacz katy «, Biy.

k

a) b) 110° k c) @//
G P
%) //C "
m|n

LS5

/
=

S

=

Odpowiedzi i rozwigzania

11.B

1.2.C

13.D

14.C

1.5. a) a = 43°, f=137° y = 43°
b) &= 110°, f=70° ¢) & =105°
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1.6. a) « = 80° b) a = 120° 1.6. Wyznacz kat «, wiedzac, ze a || b.

D .\ &
¥ . XA

BN/ B
185 \ /\
1.7 1.7. Wykaz, ze katy wierzcholkowe sa réwne.
WQ Q E F B
1.8. Wyznacz kat « polozony jak na rysunku. Zakta-
Niech a, 8 beda katami damy, ze poétprosta AE jest dwusieczng kata CAB oraz
wierzchotkowymi. Wtedy a) kat CAB jest 0 60° wigkszy od kata BAD.
a+y=180°=B+y, wiec a =p. b) kat CAB jest 5 razy wiekszy od kata BAD. C A D
18.2)a=30" ba=15 1.9. Na rysunku obok kat CAB jest o 40° wigkszy od ~_E Ft 78
1.9. 41 =43 =20° 92 =94 =70° kata BAD, AF 1 AD oraz AE 1 AB. Wyznacz wszystkie ; 7
katy zaznaczone na rysunku. € A D
1.10. a) a = 41 300 = 1350 1.10. Jaki kat wypukly tworza wskazowki zegara o podanej godzinie?
2 a) 1330 b) 1420 c) 5% d) 710

b) & = 12 - 30° = 50°

3 Q 1.11. Wykaz, ze dwusieczne katow przyleglych sa prostopadte.

1 o _ o
€) o = 45307 =125 1.12. Dwa katy przylegle réznia sie o 120°. Ile razy miara jednego jest wieksza od
d) a= 51300 = 1550 miary drugiego z tych katow?

6
1.11. \p B 1.13. Jeden z katéw wierzchotkowych jest o 12° wigkszy od sumy dwoch katéw przy-

F legtych do drugiego z nich. Wyznacz ten kat.

Q 1.14. Czy proste k il sa réwnolegte? Odpowiedz uzasadnij.

A B C
Zalozmy, ze katy ABE i EBC sa
przylegte, a potproste BD i BF to
ich dwusieczne. Wtedy:
<4DBF =<4DBE +<EBF =

- %<IABE + %<IEBC -

= % (AABE +<4EBC) =

= % - 180° = 90°, wiec pdtproste
BD i BF s3 prostopadte.

1.12. 5razy

1.13. 124°

1.14. a) tak b) nie ¢) nie
d) tak
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2. Wielokaty i ich wtasnosci

Umiejetnosci:

e odrdznianie figur wypuktych od niewypuktych

* stosowanie twierdzenia o liczbie przekatnych w wielokgcie
* stosowanie twierdzenia o kagtach w trojkacie i wielokacie

Figure nazywamy wypukla wtedy, gdy kazde dwa punkty nalezace do niej taczy
odcinek zawierajacy sie calkowicie w tej figurze.

Przyklady figur wypuktych.

044 A

Figurami wypuklymi s katy o takiej mierze o, ze 0° < o < 180° lub « = 360°.

Figura jest niewypukla, gdy istniejg takie punkty A i B nalezace do niej, ze odcinek
AB nie zawiera sie w tej figurze.

Przyklady figur niewypuktych.

CAD vk

Miara « kata niewypuktego (inaczej: wklestego) spetnia nieréwnos¢ 180° < o < 360°.

Brzeg wielokata wypuklego jest suma skonczonej liczby odcinkéw, tzw. bokow wie-
lokata, z ktorych zadne dwa nie sg zawarte w jednej prostej. Konice bokéw nazywamy
wierzchotkami wielokata.

Kazdy wielokat ma tyle samo bokow co wierzchotkéw. Jezeli wielokat ma n wierz- m

chotkéw, to nazywamy go n-katem. Lt t6.1 J
emat 6.

MultiteZa

* Rodzaje katow

e Katy odpowiadajgce i katy
naprzemianlegte

e Suma miar katow wewnetrznych
trojkata

® Katy wierzchotkowe i katy
przylegte

e Suma miar katéw wewnetrznych
w wielokacie

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 6.2

G Generator

testéw i sprawdzianéw




I 438 Dziat 6. Figury na ptaszczyznie

42.10. Oblicz liczbe przekatnych
wypuktego wielokata o n

wierzchotkach.
a)n=7

b) n=10
¢)n=15

d) n =100

Odp.:a) 14 b) 35 ¢) 90
d) 4850

Przypomnijmy niektdre ze znanych wielokatéw wypuktych.

A P

trojkat czworokat kwadrat prostokat

LT LT L) <D

romb réwnolegtobok trapez deltoid

2 @ O

pieciokat sze$ciokat o$miokat

Przekatna wielokata nazywamy odcinek faczacy dwa
wierzchotki niebedgce koncami jednego boku.

Na rysunku zaznaczono wszystkie przekatne oraz
katy wewnetrzne pieciokata wypuklego.

Katem zewnetrznym wielokata wypuklego Zamiast , kat wewnetrzny” wielo- (1)

nazywamy kat przylegly do kata wewnetrznego. kata wypuklego méwimy krétko:
~kat” wielokata wypuklego.

kat
kqt zewnetrzny

wewnetrzny

kat
zewnetrzny

Przykiad @) « zad.2.10

Obliczymy, ile przekatnych ma:

a) pieciokat wypukty. b) dwudziestokat wypukty. c) n-kat wypukly.
Rozwigzanie

a) Wszystkie przekatne pigeciokata zostaly zaznaczone na jednym z poprzednich ry-
sunkéw i mozna je policzy¢. Pieciokat wypukly ma 5 przekatnych.



b) Liczenie przekatnych na rysunku w przypadku dwu-

c)

dziestokata bytoby bardzo Zzmudnym i czasochton-
nym zajeciem. Zastanéwmy sie nad inng metoda
rozwigzania zadania. Jezeli ponumerujemy wierz-
chotki dwudziestokata, to:
- z wierzchotka o numerze 1 poprowadzimy
20-3 = 17 przekatnych, poniewaz nie pofagczymy
go przekatng z wierzchotkami o numerach

1, 2 oraz 20,
- zwierzchotka o numerze 2 poprowadzimy 20-3 = 17 przekgtnych, poniewaz

nie polaczymy go przekatng z wierzcholkami o numerach 2, 3 oraz 1,

- podobnie - z kazdego nastepnego wierzchotka poprowadzimy 20 -3 = 17
przekatnych.

Wierzchotkow jest 20, zatem 17 - 20 jest liczbg poprowadzonych przekatnych,

a poniewaz w ten sposob kazda z nich liczymy dwukrotnie (raz z jednego i raz

z drugiego jej konca), wiec liczba wszystkich przekatnych dwudziestokata wypu-

17-20 —170.

ktego jest rowna

Powyzsze rozumowanie uogélniamy dla dowolnego #-kata wypuklego:

liczba przekatnych jest réwna w

Przyktad 9 zad. 2.12

W pewnym wielokacie wypuklym liczba przekatnych jest 4 razy wieksza od liczby
bokdw. Jaki to wielokat?

Rozwigzanie
Jezeli przyjmiemy, ze szukany wielokat ma n wierzcholkéw, to po wykorzystaniu
wzoru z poprzedniego przyktadu otrzymamy réwnanie:

(n-3)-n _ in
2
(n-3)-n=8n |:n «—— n jest liczbg naturalng wieksza od 2

n-3=8, czyli n=11

Odp.: Jedenastokat wypukly.

Trojkaty

Wielokatem wypuktym o najmniejszej liczbie wierzchotkéw
jest trojkat. Zauwazmy, ze kazdy wielokat mozemy rozcigé
na trojkaty, np. prowadzac z jednego wierzchotka wszystkie
mozliwe przekatne.

2. Wielokaty iich wiasnodci 439 s

42.12. W ktérym wielokacie
przekatnych jest

a) dwa razy wiecej niz bokow?
b) trzy razy wiecej niz bokow?
c) piec¢ razy wiecej niz bokow?
Odp.: a) w siedmiokgcie

b) w dziewieciokacie

¢) w trzynastokacie
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42.14. Zbadaj, czy mozna Przyktad o zad. 2.14
zbudowac tréjkat z odcinko

o Ja W Zbadamy, czy mozna zbudowac trojkat z odcinkéw o diugosci 1,4 cm, 2,7 cm
o podanych dlugosciach. .
a) 37cm, 19cm i 22 cm i4,4cm.
b) \/gcm, \/1_8cm i \/3_2cm Rozwiqzanie
<) (1+\/§) cm, 4cm i (3—\/5) cm Dtlugosci odcinkéw, z ktérych mamy zbudo- Nieréwnos¢ tréjkata (@)
d) 2 cm, Lo i 2 e wacé trojkat, musza spelni¢ nieréwno$¢ troj- W tréjkacie suma dlugosci kazdych

3 kata. Znamy dlugoéci wszystkich trzech od- dwoch bokow jest wigksza od

Odp.: a) tak b) tak ¢) nie
d) nie

. 1y . dlugosci trzeciego boku.
cinkéw, zatem wystarczy sprawdzié, czy suma & &

dwoch krotszych jest wieksza od najdluzszego.
1,4+2,7=41<44
Warunek trojkata nie jest spetniony.

Odp.: Z odcinkéw o podanych dtugosciach nie mozna zbudowac¢ tréjkata.

J

Przypomnijmy najwazniejsze pojecia zwigzane z trojkatami, wprowadzone w szkole
podstawowe;.

trojkat ostrokatny trojkat prostokatny trojkat rozwartokatny
wszystkie katy ostre jeden kat prosty jeden kat rozwarty

Symetralna boku tréjkata jest prosta prostopadla do tego boku, przechodzaca przez
jego $rodek.

Dwusieczna kata w tréjkacie jest polprostg o poczatku w wierzchotku tego kata, dzie-
laca ten kat na réwne katy.

Wysokos¢ trojkata to odcinek prostopadty do boku trojkata, taczacy ten bok lub jego
przediuzenie z przeciwleglym wierzchotkiem.

Wprowadzimy jeszcze jedna definicje.

Srodkowa boku tréjkata nazywamy odcinek taczacy $rodek boku z przeciw-
legtym wierzchotkiem.




2. Wielokaty i ich wtasnosci

Na rysunku prezentujemy wymienione pojecia oraz pokazujemy sposéb oznacza-
nia wierzchotkéw, bokdéw i katdw tréjkata, z ktdrego najczesciej bedziemy korzystaé
w tym podreczniku.

C

Uzywamy w tym podreczniku zwro-  (((4))
tow: ,,dwusieczna jest réwna 5” zamiast
»dlugos¢ odcinka wycigtego z dwusiecz-
a nej przez brzeg tréjkata jest réwna 57,
podobnie ,,wysokos§¢ rowna 37, a nie
»dlugos¢ wysokosci rowna 37, tréjkaty
maja ,réwne srodkowe” zamiast trojkaty
maja ,$rodkowe réwnej dlugosci” itd.

N wysoko$¢

1/ symetralna

Jedno z podstawowych twierdzen o trdjkatach wraz z dowodem poznaliscie podczas
nauki w szkole podstawowej. Przypomnijmy je.

Suma miar katéw trojkata wynosi 180°.

Poprowadzmy przez wierzcholek C prosta rownolegta do boku AB.
Suma katow <ACM, 4BCN i y jest réwna 180°.

M NG/ N M ~NC/ N

/A B

Poniewaz
JACM =<9CAB=«
4BCN =<4CBA = /3}
wiec o+ f3+y = 180°.

«—— s3 to pary katow naprzemianleglych

441
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42.17. Wyznacz kat «.

a = Q
b) @
4
B
0 ~u g
Aﬁk
d) ‘@1

60° 20°
Odp.:a) a = 40° b) a = 65°
¢) a =90° d) a=50°

Odpowiedzi i rozwigzania
21.D

22. B

23. C

24. P, E F

Przyktad o zad. 2.17

Wyznaczymy kat o.
Rozwiazanie
a) Kat « jest trzecim katem tréjkata o pozostalych
katach 35°140°. Zatem jest rowny
180° — 35° — 40° = 105°. 35 407
b) Kat przylegly od kata « ma 180° — 50° — 80° = 50°.

Zatem kat o ma 180° — 50° = 130°. 80°
50° o
¢) Wyznaczmy najpierw katy $1y. Kat 8 jest przylegly
do kata 80°, ma wigc 100°. Kat y jest trzecim katem @
trojkata o katach 40° i 100°, zatem jest rowny
180° — 40° — 100° = 40°.
40° PN

Kat « jest przylegly do kata 40°, wiec ma 140°.

Obliczenia z punktu b w powyzszym przykladzie mozna tatwo uogélnié.

Kat zewnetrzny trdjkata jest rowny sumie nieprzylegtych do niego katow
trojkata.

W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

2.1. Wskaz liczbe przekatnych dziewietnastokata wypuktego.

A. 74 B. 190 C. 304 D. 152
2.2. Wskaz miare kata «.

A. 100° C. 120°

B. 110° D. 130°

2.3. Wskaz liczbe bokéw wielokata, ktory ma 27 przekatnych.
A.7 B. 8 C.9 D. 10

2.4. Z kota usunieto punkt nalezacy do jego brzegu (okregu).

Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Otrzymana figura jest wypukfa.

B. Otrzymana figura jest niewypukta.

C. Nie mozna stwierdzi¢, czy otrzymana figura jest wypukta czy niewypukla.



2.5. Wskaz figury wypukle
N @ e
2.6. Z kofa usunieto §rodek. Czy otrzymana figura jest wypukla?

2.7. Z czworokata wypuklego usun jeden punkt, tak aby otrzymana figura byla nadal
wypukla. Ile jest mozliwo$ci rozwigzania zadania?

2.8. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
Prosta moze mie¢ z pigciokagtem wypuklym
A. doktadnie jeden punkt wspdlny.

B. dokladnie dwa punkty wspdlne.

C. nieskonczenie wiele punktéw wspdlnych.

2.9. Zaznacz katy zewnetrzne wielokata i oblicz ich miary.

a) W ‘ Odcinki rowne czesto  (((+)

oznaczamy na rysunku
malymi kreseczkami.

<] 30°

150°  b) trapez

2.10. Oblicz liczbe przekatnych wypuklego wielokata o n wierzchotkach.
a)n=7 b) n=10 c) n=15 d) n =100

2.11. Ktére wielokaty majg tyle samo przekatnych co bokow?

2.12. W ktérym wielokacie przekatnych jest
a) dwa razy wigcej niz bokow?
b) trzy razy wiecej niz bokdw?
) piec razy wigcej niz bokow?

2.13. Na plaszczyznie dane sg cztery rozne punkty. Ile mozna zbudowac¢ tréjkatow
o wierzchotkach w tych punktach? Rozwaz rézne przypadki.

2. Wielokaty i ich wtasnosci

25. A,D

2.6. nie

2.7. 4

28. P,E P

2.9. a) 90°, 60°, 30°, 100°, 80°
b) 150°, 150°, 30°, 30°

2.10.a) 14 b) 35 ¢) 90
d) 4850

2.11. pieciokaty

2.12. a) w siedmiokacie
b) w dziewieciokacie
) w trzynastokacie

2.13. 0,3 lub 4



Dziat 6. Figury na ptaszczyznie

2.14. a) tak b) tak ¢) nie
d) nie

2.15. a) |BC| =2 lub |BC| =3
b) |BC| =5

2.16. o+ B + 8, = 180° - suma ()
katow trojkata ABD

y + B, + 8, = 180° — suma katow
trojkata BCD

Zatem suma katéw czworokata
ABCD jest rowna

at (fr+f) ty+ (8 +6;)=

=(a+ By +8;)+(y+pr+8;) =
= 180° + 180° = 360°.

2.17. a) a« = 40° b) a = 65°
¢)a=90° d) a=50°

2.18. a) a = 20° b) a = 35°
¢)a=110° d) a =31°

2.19. 60°, 80°
2.20. 40°, 70°, 70°

2.21. 135°

2.14. Zbadaj, czy mozna zbudowac trojkat z odcinkéw o podanych dlugosciach.

a) 37cm, 19cm i 22cm c) (1+\/§) cm, 4cm i (3—\/?) cm
b) V8cm, V18cm i V32 cm d)écm,écmiécm

2.15. W troéjkacie rownoramiennym dane sa dtugosci bokéw AB i AC. Wyznacz
dlugos¢ trzeciego boku. Rozpatrz rézne przypadki.
a) |AB| =2, |AC| =3 b) |AB| =2, |AC| =5

2.16. Korzystajac z rysunku, wykaz, ze suma katow B

czworokata wypuklego jest rdwna 360°. m N7 c

()
A @ 1 D

2.17. Wyznacz kat a.

a) 50 <) <@
—& A@\
b)

d) wy
<&
\si>

2.18. Wyznacz kat a.

c) trapez d)

/KP\ y\V\M

2.19. Jeden z katéw trojkata ma 40°, a miary dwoch pozostalych sg w stosunku 3: 4.
Wyznacz te katy.

2.20. Jeden z katow zewnetrznych trdjkata ma 140°, a dwa katy wewnetrzne nie-
przylegte do niego sg réwne. Wyznacz katy tréjkata.

2.21. Katy ai S wtrojkacie (zob. rysunek) spetniajg warunek
o — 8 = 40°. Wyznacz miarg kata przylegtego do S.




2.22. ‘W czworokacie wypuktym ABCD kat A ma miare 60°,
a 4B :<4C: 4D =1:2:3. Wyznacz katy tego czworokata.

2.28. Wyznacz liczbe bokow wielokata wypuktego, jezeli suma miar jego katow jest
réwna
a) 540° b) 720°. c) 1080°. d) 2160°.

2.24. W wypuklym pieciokacie miary trzech katéw pozostaja w stosunku 5:6:7,

asuma dwoch pozostatych katdw jest réGwna 90°. Oblicz miare najwiekszego kata tego

pieciokata. A

2.26. Ile jest rowna suma miar katow zaznaczonych na rysunku?

a) ‘ ' b)

2.25, Ile jest rowna suma miar katéw zaznaczonych na
rysunku?

1. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.

A. Istnieje trojkat, ktorego najwiekszy kat ma miare 70°.

B. Istnieje trojkat, ktorego najmniejszy kat ma miare 65°.

C. Istnieje tréjkat, wktorym suma miar najwiekszego i najmniejszego kata wynosi 80°

2. Jeden z katow trojkata ma miare o 25° mniejsza od miary drugiego kata i dwu-
krotnie wigkszg od miary trzeciego kata. Wyznacz miary katow tego trojkata.

3. Suma miar dwoch katéw czworokata wypuktego jest rowna 100°, a réznica dwoch
pozostatych 20°. Jakg miare ma najwiekszy kat tego czworokata?

4. Ile przekatnych ma wielokat wypukly, jezeli suma jego katow jest rowna 900°?

5. Dla jakich wartosci m z odcinkow o dlugosciach m — 2, 2m — 1, 10 — m mozna
zbudowac¢ trdjkat?

Prosto do matury
Uo 19, 18, 18

2. 62°, 87°, 31°

3. 140°

4. 14

5. Dlugo$¢ odcinka jest liczbg dodatnia, wiec m € (2; 10). Stosujemy nieréwno$c¢ trojkata
i otrzymujemy uktad nieréwnosci

m-2+2m—-1>10-m m>3l
m-2+10-m>2m-1, czyli
2m—-1+10-m>m—2 S A

Zatem tréjkat mozna zbudowac wtedy, gdy m € (3}1; 4% )

2. Wielokaty iich wlasnodci 445 s

2.22. 60°, 50°, 100°, 150°

223.a)5 b)6 ¢)8 d) 14
2.24. 175°

2.25. Na rysunku takg samag litera
oznaczylismy katy wierzchotkowe,
ktore sg rowne.

e

XyZ

2(x + y +z) = 360°,

wiec x + y +z = 180°. Szukana
suma to suma miar katow
trzech trojkatow zmniejszona

0 X+ y+z. Jest ona rowna
3-180° - 180° = 360°.

2.26.a) x+y =

= 180° — (30° + 50°) = 100°,
wiec szukana suma jest réwna
2-180° — (x + y) = 260°.

b) z + 130° = 180°, wiec z = 50°.
x+y=180°—-(80°+z) =

= 180° — (80° + 50°) = 50°,

wiec szukana suma jest rowna
2-180° - (x + y) = 310°.

%{OX
z Y
3
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Wielokaty foremne

Wielokatoéw foremnych nie odkryt matematyk, zrobita to natura — przyjrzyj sie
chociazby plastrowi miodu czy ptatkom $niegu. Matematyk moze jednak
poszukac praktycznego zastosowania wiasnosci tych figur w rozmaitych
dziedzinach zycia codziennego, rzemiosta, sztuki, techniki.

Matematyka i sadzenie ziemniakéw

Wykorzystajmy wiedze matematyczng do sadzenia
roslin, np. ziemniakéw. Zatézmy, ze gtéwnym warunkiem
jest posadzenie ich w réwnej odlegtosci od siebie,

np. co 50 cm. Na danej powierzchni chcemy posadzic¢
jak najwiecej ziemniakow. Jak to zrobic?

Jedynymi wielokatami foremnymi, na ktére mozna
podzieli¢ ptaszczyzne bez strat, sg tréjkat foremny,
kwadrat i szesciokat foremny. Wszystkie rosliny maja
miec tyle samo miejsca wokoto, wiec posadzmy je

w wierzchotkach tych figur.

Oto co otrzymamy.

50 cm

Na zielono zaznaczono

-1 pole przypadajace na jednag
roslinke. Jesli posadzimy
| ziemniaki w wierzchotkach
tréjkata, pole to bedzie
réwne 125043 cm2.

Srodek
ozaglowania

50 cm
—
Jesli zastosujemy kwa-
| drat, do dyspozycji po-
J jedynczej roslinki bedzie
kwadrat o polu 2500 cm?.
Srodek ozaglowania
50 cm Czy wiesz, ze zagléwka moze sie
— W przypadku szesciokata poruszaé¢ w dowolnym kierunku
jest to tréjkat réwnoboczny z wyjatkiem kierunku pod wiatr
o polu 1875y3 cm2. lub prawie pod wiatr? W teorii

zeglowania jednym z elementow
zwigzanych z tym zjawiskiem jest
$rodek ozaglowania. Jezeli zagiel
ma ksztatt trojkata, to srodek oza-
glowania jest punktem przeciecia
W ktérym uktadzie najlepiej sadzi¢ ziemniaki? srodkowych tego trojkata.




Wielokaty foremne w przyrodzie

Ksztatfty wielokata foremnego fatwo odnalez¢
w tworach i zjawiskach przyrodniczych.

Trzykrotka Andersona (troj-
ptatkowa) - tréjkat foremny.

Ptatki $niegu — najrozmaitsze
szesciokaty foremne.

Rozgwiazda -
pieciokat foremny.

Pszczoty gromadza miéd w plastrach zbudowanych z szesciokatnych
komodrek woskowych. Taki ich ksztalt pozwala na optymalne wyko-
rzystanie przestrzeni ula. Szesciokat foremny ma mniejszy obwaod niz
obwdéd kwadratu i tréjkata rownobocznego o tym samym polu, dzieki
czemu pszczoty zuzywaja mniej wosku na budowe plastra.

447 IS
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3. Figury przystajace

Umiejetnosci:

e odrdznianie figur przystajacych

e stosowanie cech przystawania figur
e dowodzenie przystawania trojkatow

O przystawaniu figur uczyliscie sie w szkole podstawowej. Przypomnijmy, Ze jezeli na
plaszczyznie mamy dwie figury, to méwimy, Ze sg one przystajace, gdy jedng z nich
mozemy natozy¢ na druga.

Czynno$¢ nakladania mozna wykonac¢ za pomoca kalki.

Nakladamy kalke na figure F,, dokladnie ja przerysowuje-
my, a nastepnie przekalkowany obraz przyktadamy do fi-
gury F,. Jezeli wszystkie punkty figury F, i kalki figury F,

sie pokrywaja, to F; i F, s przystajace.

Zauwazmy jeszcze, ze obrazek na kalce mozemy przesuwac

na plaszczyznie oraz odwraca¢ na drugg strone.

Przykiad €)

a) Dwie litery ,a” w wyrazie ,, przystawanie” sg przystajace.

b) Napisy bo i od s3 przystajace.

c) Jezeli spojrzymy w lustrze na zegarek elektro-
niczny wskazujacy godzine 20:28, to odczytamy
dos¢ nietypowa godzine:

Te cyfry iich lustrzane odbicie to figury przystajace.

Jezeli figura F jest przystajaca do figury F,, to fakt ten zapisujemy: F, = F,.
Zauwazmy, ze figury przystajace majg nastepujace wlasnosci:

e FI=F, «—— kazda figura przystaje do siebie samej

e Jezeli F, =F,, to F, =F,. — jezeli F, przystaje do F,, to F, przystaje do F,

o Jezeli Fy=F, i F,=F;, to F; = F;. «— jezeli F, przystaje do F, i F, przystaje do F;,
to F, przystaje do F;

Ostatnia wlasnos¢, wazna ze wzgledu na zastosowania praktyczne, nazywana jest

przechodnioscia.

temat 6.2

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 6.3

Generator

testéw i sprawdzianéw




Nakladanie jednej figury na drugg jest zadaniem dosy¢ )
. . . O figurach przystaja- (+))
skomplikowanym. W praktyce aby stwierdzi¢, czy figury cych czesto méwimy,
sg przystajace, postugujemy si¢ pewnymi twierdzeniami, ze s3 rtéwne.
zwanymi cechami przystawania figur. Oto kilka z nich:

° Dwa odcinki sa przystajace wtedy i tylko wtedy, .
gdy majg te samg dlugo$c. ’\b(
b

° Dwa kwadraty sg przystajace wtedy i tylko wtedy, a
gdy bok jednego jest rowny bokowi drugiego. @
a=b

° Dwa okregi sa przystajace wtedy i tylko wtedy,
gdy maja réwne promienie.

* Dwa kola sg przystajace wtedy i tylko wtedy, gdy
maja réwne promienie.
rn=r,

e Dwa katy sg przystajace wtedy i tylko wtedy, gdy
majg réwne miary (rozwartos$c¢).

Cechy przystawania tréjkatow

Cechy przystawania trojkatow wyrdznimy w postaci oddzielnego twierdzenia, ktore-
go dowdd pominiemy.

Cechy przystawania tréjkatow

I. Jezeli dwa tréjkaty maja boki odpowiednio réwne, to sa przystajace.

II. Jezeli dwa trojkaty maja dwa boki i kat miedzy nimi zawarty odpowiednio
réwne, to sa przystajace.

III. Jezeli dwa tréjkaty maja bok i dwa katy do niego przylegajace odpowiednio
roéwne, to sg przystajace.

3. Figury przystajace
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43.8. Ktore boki narysowanego
wielokata s3 rowne?

G 1B

B C

Odp.: |AB| = |CD| = |EF| = |GH|,
|BC| = |DE| = |FG| = [HA|

Tradycyjnie oznacza¢ bedziemy kolejne cechy przystawania tréjkatow:

* bbb - trzy boki odpowiednio réwne,

4
4
6 5
6
5

* bkb - dwa boki i kgt miedzy nimi zawarty odpowiednio réwne,

7

5 74

4

e kbk - bok i dwa katy do niego przylegajace odpowiednio réwne.
5

70° 30°

30° 70°
5

Przyktad @) « zad. 38 D b c

Przekatna dzieli prostokat na dwa trdjkaty przystajace:
AADC = ACBA.

Mozna to stwierdzi¢, zauwazajac na przyktad, ze trojkaty
te maja trzy pary rownych bokow.

Przyktad @) « zad. 3.15

Wykazemy, ze wysoko$¢ opuszczona na podstawe trojkata rownoramiennego dzieli
go na dwa trojkaty przystajace.

C
Dowdd
|AC| = |BC| «—— tréjkat jest rownoramienny
IDAC =<4DBC  «—— katy przy podstawie w tréjkacie rownoramiennym
JACD =<4DCB < jako dopelnienie do 180°
Zatem na mocy cechy kbk AADC = ABDC. N > B

Koniec dowodu

43.15. Z wierzchotka kata rozwartego rombu poprowadzono dwie wysokoséci. Wykaz, ze
otrzymane trdjkaty sa przystajace.
Odp.: D

F E
B
Zaktadamy, ze |AB| = |BC| = |CD| = |DA|, 4ADC > 90°, DF L AB i DE 1 BC.
IDAF = <4DCE - jako przeciwlegte katy rombu.
JADF = 90° —4DAF = 90° —4DCE = 4CDE
|AB| = |CD|
Zatem - na mocy cechy kbk - tréjkaty AFD i CED sa przystajace.



W tréjkacie rownoramiennym, w ktérym |AC| = |BC|, dwusieczna kata C oraz
$rodkowa i wysokos$¢ poprowadzone z wierzchotka C zawieraja sie w jednej pro-
stej, bedacej osig symetrii podstawy, inaczej — w symetralnej boku AB.

Przyktad @ < zad.3.17 <
W tréjkacie rownoramiennym, w ktérym |AC| = |BC]|,
poprowadzono (tak jak na rysunku) $rodkowe AD i BE. E D
Udowodnimy, ze AABE = ABAD.
Dowod A B
E jest srodkiem boku AC, D jest $rodkiem boku BC.

|AE| = |BD| «—— potowy réwnych bokéw tréjkata réwnoramiennego

4CAB =<4CBA —— rowne katy przy podstawie trojkata réwnoramiennego

AB —— wsp6lny bok tych tréjkatéw

Troéjkaty ABE i BAD maja rowne dwie pary bokow i réwne katy miedzy nimi zawarte.
Sa wiec przystajace na mocy cechy bkb.

Koniec dowodu

Przyktad @ « zad. 3.19

W tréjkatach ABC oraz A'B'C’ poprowadzono dwusieczne AD i A'D’. Wiemy, ze
|AD| = |A/D’|, JA=<A',9ADB=<A'D'B’. Udowodnimy, ze tréjkaty ABC oraz
A'B'C s3 przystajace.

Dowdd

A B B’ A’

Wykazemy najpierw, ze przystajace sa tréjkaty ABD i A'B'D’. Wykorzystamy na-
stepnie rownoséci miedzy bokami i katami tych tréjkatow do osiggniecia celu, czyli
udowodnienia przystawania duzych tréjkatow.

3. Figury przystajgce 4571

43.17. W trojkatach ABC oraz
A'B'C’ poprowadzono srodkowe
AD i A'D'. Wiadomo, ze

IBC| = |B'C'|, 1AD| = |A'D'|

i 9ADB = 4A'D'B'. Udowodnij,
ze tréjkaty ABC oraz A'B'C' s3
przystajace.

Odp.: C C’

D D’
A B A B’
|AD| = |A'D'|, 4ADB =4A'D'B’

i IBD| = 2|BCI = = |B'C'| = |B'D'|,
2 2

wiec — na mocy cechy bkb -

tréjkaty ABD i A'B'D' sq

przystajace. Wynika z tego, ze

|AB| = |A'B'| i 4B =4B'. Poza

tym |BC| = |B'C'|, wiec — na

mocy cechy bkb - tréjkaty ABC

iA'B'C’ s3 przystajace.

43.19. W tréjkatach ABC

oraz A'B'C’, w ktérych

|AC| = |A'C'| oraz |BC| = |B'C]|
poprowadzono do bokéw BC

i B'C' odcinki ADiA'D'.
Wiadomo, ze |AD| = |A'D'| oraz
IBD| = |B'D'|. Udowodnij, ze
tréjkaty ABC oraz A'B'C' sq
przystajace.

Odp.: C C'

D D’
A B A B’
Zalozenia: (1) |AC| = |A’C' ,
(2) 1BC| = [B'C'|,
(3)14D| = |A'D'|, |BD| = |B'D'|.
Z réwnosci

|CD| = |BC| - |BD| =

- |gc!|-[p'D'| = [c'p
oraz z (1) i (3), na mocy cechy
bbb, tréjkaty ADCi A'D'C’ sq
przystajace. Zatem 4C = 4C'.
Ponadto |AC| = |A'C]|

i [BC|=|B'C’
cechy bkb - tréjkaty ABCi A'B'C’
s przystajace.

, wiec — na mocy
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Odpowiedzi i rozwigzania
3.1. C

3.2. A

3.3. C

34. FFP

Z zalozen w tresci zadania wiemy, ze: |AD| = |A'D’|, 9ADB = 9A'D'B’. Poniewai
ADi A'D' s3 dwusiecznymi katéw oraz 4A = 4A’, wiec 4DAB =<4D'A’'B’ jako
potéwki katéw réwnych. Tréjkaty ABD i A'B'D' maja odpowiednio réwne — bok
i dwa katy do niego przylegajace, sa wiec przystajace na mocy cechy kbk.

Przyjrzyjmy si¢ teraz tréjkatom ABC oraz A'B'C’.

qA =4A «— zalozenia zadania

4B =4B «— jako odpowiednie katy w przystajacych trojkatach ABD i A'B'D'’

AB| = |A'B «— jako odpowiednie boki w przystajacych tréjkatach ABD i A'B'D’
) p przystajacy kg

Tréjkaty ABC i A'B'C’ maja wiec odpowiednio réwne - bok i dwa katy do niego
przylegajace, a zatem na mocy cechy kbk sa przystajace.

W kazdym z zadan 3.1-3.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

D
3.1. Na rysunku zaznaczono odcinki tej samej dlugosci.

Wskaz liczbe par odcinkéw rownych, ktorych koncami sg
zaznaczone punkty. B
A5 B. 6 C.7 D. 8 N

3.2. W szesciokgcie foremnym ABCDEF poprowadzono wszystkie przekatne
zwierzcholka A oraz przekatng BF. Ile par trojkatow przystajacych otrzymano? Roz-
wazamy wszystkie trojkaty, w ktorych przynajmniej jednym bokiem jest przekatna.
A 4 B. 6 C.7 D.8

3.3. W réwnolegloboku poprowadzono odcinki laczace
$rodki jego przeciwleglych bokéw. Wskaz liczbe par row-
nolegtobokéw przystajacych.

A 4 B. 6 C.8 D. 10

3.4. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Dwa czworokaty wypukle sa przystajace, kiedy maja boki odpowiednio réowne.
B. Dwa trojkaty sg przystajace, kiedy maja dwa boki i jeden kat odpowiednio réwne.
C. Dwa trojkaty prostokatne sa przystajace, kiedy maja odpowiednie przyprostokat-

ne rowne.
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3.5. W trapezie rownoramiennym poprowadzono przekatne. Wéroéd powstalych 35. D €
trojkatow wskaz trojkaty przystajace. @

3.6. Na ktorych rysunkach sq przedstawione tréjkaty przystajace? AABC = ABAD,

& M

3.7. Czyfigury AiBsa przystajqce? 3.7. a)-d) - tak, e), f) - nie
Q B A B
v
/) :
),

3.8. Ktore boki narysowanego obok wielokata sg rowne? G F 3.8. |AB| = |CD| = |EF| = |GH]|,
|BC| = |DE| = |FG| = |HA]|

3.6. A,B,C,E

P

A
A.A /e

=T
>/

3.9. Kiedy dwa prostokaty sa przystajace? H E 3.9. Kiedy pary bokéw przy
jednym wierzchotku sa
A D odpowiednio réwne.

3.10. Czy podane figury sg przystajace?
a) dwie polproste B C
b) dwie proste

c) dwie polptaszczyzny

3.10. a) tak b) tak ¢) tak
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3.11. a) tak b) nie
8.12. |0A| = [0A'|i|OB| = |OB/|

— jako promienie okregu,

4AOB = 4A'OB' -z zalozenia.
Zatem - na mocy cechy bkb -
tréjkaty AOBi A'O'B' sq
przystajace.

8.13. |0A| = |0A|i|0B| = |OB/|
— jako promienie okregu,

|AB| = |A’B'| - z zalozenia. Zatem
- na mocy cechy bbb - trojkaty
AOBiA'O'B' s3 przystajace.
3.14. ©

E D

A B
Zalozenia: |AC| = |BC|, Q
AD 1 BC i BE 1L AC.
JABD = 4BAE - jako réwne Q
katy przy podstawie trojkata
réwnoramiennego.
4BAD =90° -4 ABD = 0
=90° —4BAE = 4ABE
Bok AB jest wspdlny dla obu
trojkatow. Zatem — na mocy
cechy kbk - tréjkaty ADB i BEA 0

s3 przystajace.

3.15. Patrz s. 450.

3.16. ¢ o Q
D D’

A B A B’

|AD| = |A'D|, (D

ADAB = 44 = 294’ =
=<4D'A'B' i |AB| = |A'B'|,
wiec AADB = AA'D'B
(cecha bkb). Wynika z tego,

ze 4B = 4B'. Ponadto

|AB| = |A'B'| i 94 =<4A', wiec
AABC = AA'B'C’ (cecha kbk).

3.17. Patrzs. 451.
3.19. Patrzs. 451.

3.11. Czy figury F, i F, sa przystajace?

D

3.12. Punkt O jest $rodkiem okregu na rysunku 1. Wykaz, ze tréjkaty AOB oraz
A'OB' sg przystajace.

3.13. Punkt O jest $rodkiem okregu na rysunku 2. Wiemy, ze |AB| = |A'B'|.
Wykaz, ze tréjkaty AOB oraz A'OB' sg przystajace.

B

Rys. 1. Rys. 2.

3.14. W tréjkacie réwnoramiennym ABC, w ktérym |AC| = |BC|, poprowadzono
wysokos$ci AD i BE. Wykaz, ze trojkaty ADB i BEA sg przystajace.

3.15. Z wierzchotka kata rozwartego rombu poprowadzono dwie wysokosci. Wy-
kaz, ze otrzymane trdjkaty sg przystajace.

8.16. W trojkatach ABC oraz A'B'C’ poprowadzono dwusieczne ADi A'D'. Wia-

domo, ze |AB| = |A'B'|, 9A=<A" i |AD| = |A'D'|. Udowodnij, ze tréjkaty ABC
oraz A'B'C’ s3 przystajace.

3.17. W tréjkatach ABC oraz A'B'C’ poprowadzono srodkowe ADi A'D’. Wiado-
mo, ze |BC| = |B'C'|, |AD| = |A'D'| i 4ADB = 4A'D'B'. Udowodnij, ze tréjkaty
ABC oraz A'B'C’ sg przystajace.

3.18. W tréjkatach ABC oraz A'B'C' poprowadzono érodkowe AD i A'D'. Wia-
domo, ze |AB| = |A'B'|, 4DAB = <D'A'B' i 4ADB = 4A'D'B’. Udowodnij, ze
trojkaty ABC oraz A'B'C’ s3 przystajace.

3.19. W tréjkatach ABC orazA'B’C',wktc')rych |AC| = |A'C'| oraz |BC| = |B'C’|
poprowadzono do bokéw BCiB'C’ odcinki ADiA'D'. Wiadomo, ze |[AD| = |A'D|
oraz |BD| = |B'D'|. Udowodnij, ze tréjkaty ABC oraz A'B'C’ sa przystajace.

Zalozenia: (1) |BC| = |B'C'|, (2) |AD| = |A'D'],

3.18. C C”
(3)9ADB = 4A'D'B', AD, A'D' - érodkowe
= D' . 2. 1 1,0 1 ot
Z réwnosci |BD| = 5'BC| o |B C | = |B D |
A f B A f B’

oraz zatozen (2) i (3) wnioskujemy, na mocy cechy bkb,
ze trojkaty ABD i A'B' D' sg przystajace. Wynika z tego, ze |AB| = |A'B'| i 4B=<4B'. Ztych

réwnosci i zatozenia (1) wynika, na mocy cechy bkb, ze tréjkaty ABC i A'B'C' sg przystajace.
3.20. ¢ ¢ Zatozenia: (1) |AD| = [A'D'|, (2) 4ADC =<A'D'C/,

(3)9A =<A’, AD, A'D' - dwusieczne
& DY 7 téwnosel GCADI= %<IA - %<IA' =4C'A'D' oraz
A B A B’

zalozen (1) i (2) wnioskujemy, na mocy cechy bkb,
ze tréjkaty ADC i A'D'C’ sq przystajace. Z tego wynika, ze |AC| = |A'C/| i4C = 4C'. Ztych

réwnoéci i zatozenia (3) wynika, na mocy cechy kbk, ze trojkaty ABC i A'B'C' sg przystajace.



8.20. W tréjkatach ABC oraz A'B'C’ poprowadzono dwusieczne AD i A'D’. Wia-
domo, ze |AD| = |A'D'|, 9ADC = 4A'D'C’ i 4A = 9A’. Udowodnij, ze tréjkaty
ABCoraz A'B'C’ s przystajace.

3.21. Podziel figure pokazang na rysunku obok na cztery figury
przystajace.

8.22. W tréjkatach ABC oraz A'B'C’ poprowadzono $rodkowe
ADiA'D'. Wiadomo, ze |AB| = |A'B'|, |AC| = |A'C|

i |AD| = |A'D'|. Udowodnij, ze tréjkaty ABC oraz A'B'C

s przystajace.

1. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Dwa trapezy sa przystajace, kiedy majg boki odpowiednio réwne.

B. Dwa szesciokaty foremne sg przystajace, kiedy maja réwne boki.

C. Dwa pieciokaty wypukle s przystajace, kiedy maja boki odpowiednio réwne.

2. W rombie ABCD polaczono wierzchotek B ze $rodkiem P boku AD oraz ze $rod-
kiem Q boku DC. Wykaz, ze tréjkaty ABP oraz BCQ sg przystajace.

3. Kazdy z bokow trojkata rownobocznego ABC podzielo-
no na 5 réwnych czesci, jak na rysunku. Wykaz, ze trojkat
KMN jest rownoboczny.

A K B

4. W tréjkatach ABC oraz A'B'C' poprowadzono érodkowe AD i A'D’. Wiadomo,
ze |CD| = |C'D'|, 4C = 4C" oraz 4ADB = 4A'D'B’. Udowodnij, ze trojkaty ABC
oraz A'B'C’ s3 przystajace.

5. Trojkaty ABC i DEC s3 rbwnoramienne oraz
JACB = 4DCE. Wykaz, ze |AD| = |EB|.

3.22. ¢ E E' Napélprostych ADi A'D' obieramy punkty E
D D, i E' takie, ze |AD| = |DE| i |A'D'| = ID'E'|.

|IDB| = |DC|, <BDE = 4CDA (katy

A B oA B wierzchotkowe) i |DE| = |DA|, wiec

ABDE = ACDA (cecha bkb), a z tego wynika,
ze 4BED = 4CAD i |BE| = |CA|. Analogicznie pokazujemy, ze 4B'E'D' = 4C'A'D’
i |B'E'| = |C'A'|. |AE| = 2|AD| = 2|A'D'| = |A"E'|, |BE| = |CA| = |C'A'| = |IB'E'|,
|AB| = |A'B'|, wiec AABE = AA'B'E" (cecha bbb).
Z tego wynika, ze <BAE =<B'A'E', 4BED =4B'E'D’,
wiec 4CAD =<4BED =<4B'E'D' =4C'A'D'.
Zatem 4BAC = 4BAE +4CAD = 4B'A'E' +4C'A'D' = 4B'A'C’. Z tego oraz
zréwnoéci |AB| = |A'B'| i |AC| = |A'C'| wynika, ze AABC = AA'B'C" (cecha bkb).

3. Figury przystajgce 455

3.21.

fs

Prosto do matury

1. P,P,F
2 D Q C
AN
A B

|AB| = [CB|, 4BAP = 4BCQ -
jako przeciwlegte katy rombu,

1 1
|AP| = 2]AD| = Z|CD| = CQl.
Zatem - na mocy cechy bkb -
trojkaty ABP oraz BCQ sa
przystajace.

3. |AK] = |BM] = [CN]| = 2|AB],
INAK =<KBM =<4MCN = 60°,
|AN| = |BK| = |[CM]|

Zatem - na mocy cechy bkb -
trojkaty NAK, KBM i MCN s3
przystajace. Z tego wynika, ze
INK]| = |[KM| = |[MN|,

co oznacza, ze trojkat NKM jest
réwnoboczny.

4, C C'

D D’

A B A B’
Zalozenia: (1) |[CD| = |C,D/|,
(2)4C =4C', (3)9ADB=<4A'D'B/,
AD, A'D' - érodkowe. Z réwnosci
JADC = 180° —4ADB =
=180°-4A'D'B' =4A'D'C’
oraz zalozen (1) i (2)
wnioskujemy, na mocy cechy kbk,
ze tréjkaty ADC i A'D'C’ sg
przystajace. Wynika z tego, ze
|AC| = |A'C'|. Z (1) wynika, ze
ICB| = 2|cD| =2|C'D'| = [C'B/|.
Z tych réwnoéci i zatozenia (2)
wynika, na mocy cechy bkb, ze
tréjkaty ABC i A'B'C' sg przystajace.

5. Zatozenia: |AC| = |BC|

i [DC| = |EC|, 4ACB = <DCE.
JACD =<4ACB -<4DCB =
=<4DCE - 4DCB = 4BCE

Zatem - na mocy cechy bkb -
tréjkaty ACD i BCE sg przystajace,
a z tego wynika, ze |AD| = |BE]|.
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Odpowiedzi i rozwigzania
1. D

dlanauczyciela.pl | Klaséwka 6

(‘ Generator

testéw i sprawdzianow

4. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-24 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

1.

W tréjkacie ABC kat zewnetrzny przy wierzchotku B jest rowny 150°, a stosunek

miar katow wewnetrznych do niego nieprzyleglych wynosi 1 : 2. Trdojkat ABC jest

A.
2.
A
B
C
D.
3.
A
4
A
B
5.

rownoramienny.  B. rownoboczny.  C. prostokatny.  D. rozwartokatny.
Poréwnaj katy BDA i BAD, wiedzac, ze |AC| = |DC].

. 4BDA > 4BAD D

. 4BDA = 4BAD ; C

. IBDA < 4BAD B
Nie mozna poréwnac katow BDA i BAD. A

Wskaz miare kata wewnetrznego wielokata foremnego, ktory ma 9 przekatnych.

. 60° B. 108° C. 120° D. 140°

105°

. Wskaz miare kata . Skorzystaj z rysunku.
. Jest za malo danych, zZeby poda¢ miare kata .
. 30° C. 45° D. 75° @

Kajtki lezg 70 km od Maniek. Grajki sa oddalone od Maniek o 40 km. Wskaz

najkroétsza z mozliwych odleglosci miedzy Kajtkami a Grajkami.

A. 110 km B. 30 km C. V70% + 40% km D. 10 km
6. Wskaz miare kata «. Skorzystaj z rysunku obok.

A. 70° B. 80° C. 90° D. 100° w

7. Ile jest rowny kat wypukly utworzony przez wskazowki L10° @
zegara o godzinie 1020?

A. 170° B. 165° C. 150° D. 180° ™ 4

8. Jaka zalezno$¢ zachodzi miedzy katami & i o + 32

A.d>a+f

B.d=a+p

Céd<a+p A 3
D. Jest za mato danych, zeby poréwnac katy 6 i « + 8.

9. Kat « jest trzy razy wiekszy od kata do niego przylegtego. Wskaz miare kata «.
A. 76° B. 45° C. 135° D. 120°



10. W szesciokacie wypuklym jeden z katéw wewnetrznych ma 120°. Ile jest rowna

suma miar pozostalych pieciu katow wewnetrznych tego szesciokata?
C. 600°
D. Nie mozna tego obliczyc¢.

A. 820°
B. 580°

11. Poréwnaj miary katéw « i f zaznaczonych na rysunku.

A.a>p
B.a=p
C.a<p

D. Jest za mato danych, zeby poréwna¢ miary tych katow.

12. W trojkacie ABC mamy <C = 70°, a dwusieczne katow A i B przecinajg sie

w punkcie P. Jakg miare ma kat APB?

A. 130° B. 120°

13. Trzy punkty lezace na jednej prostej wyznaczaja na niej

A. 2 odcinki i 6 polprostych.
B. 3 odcinki i 6 pdtprostych.

14. Polowa miary kata przyleglego do kata « jest rwna 15°. Wskaz miare kata «.

A. 7,5° B. 30°

15. Wspolna czes¢ dwoch trojkatéw nie moze by¢
A. siedmiokatem. B. szesciokatem.

16. W trojkacie ABC kat A jest réowny 32°, kat C — 80°. Dwusieczna kata B przecina

C. 110°

D. 125°

C. 3 odcinki i 2 potproste.
D. 3 odcinki i 9 pétprostych.

C. 75°

bok CA w punkcie D. Wskaz miare kata BDA.
C. 114°

A. 110° B. 112°

17. W trapezie ABCD (AB || CD) kat DAB jest rowny 72°. Wskaz miare kata DCA.

A. 72°
B. 108°

18. W trojkacie ABC punkt D lezy na boku AC, punkt E - na boku BC tak, ze
IDC| = |BE| oraz |AD| > |CE|. Ktéra z wymienionych ponizej nieréwnosci jest

zawsze prawdziwa?
A. |DC| < |DB| B. |BC| > |AC]|

19. W trojkacie ABC prawdziwe sa nieréwnosci:

«>7v i §<y. Wynika stad, ze
A. B> a.
B. B=a+y.

C. 126°

D. Jest za mato danych, zeby to obliczy¢.

C. pieciokgtem.

C. |BC| < |CA]|

Cy=a-
D. <.

B.

C

D. 150°

D. trojkatem.

D. 116°

D. |AB| < |AC]|

11.

12,

13.

15.

17.

18.

19.

4. Powtdrzenie
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20.

21,

22,

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

P,P,F

F,P,P

F,P,F

P,EF

F,P,F

20. W trojkacie ABC, w ktorym |CA| = |CB|, wybrano punkt D na ramieniu AC
i punkt E na ramieniu BC tak, ze |CE| > |DC|. Wynika stad, ze
A. |AE| = |DE|. B. |AD| > |AB]. C. |EB| < |[DA]. D. |BE| < |DC]|.

21. W czworokacie ABCD dane sg miary katow: <B = 90° i <D = 100°. Zatem
A. 4A <<C. C. gA =4C.
B. 4A > 4C. D. jest za malo danych, zeby poréwnaé miary katow A i C.

22. W trojkacie ABC, w ktorym |CA| = |CB|, punkt D lezy na przedtuzeniu pod-
stawy AB tak, ze |AD| = |AB| + |BD|. Wynika stad, ze
A. |CD| > |AC|. B.|BD|>|CD|. C.|AB|> |BD|. D. |BC| > |DC|.

23. Siedem identycznych kwadratow ustawionych jeden obok drugiego tworzy pro-
stokat o obwodzie 96 cm. Wskaz obwdd jednego kwadratu.

A. 13; cm B. 27; cm C. 31 cm D. 24 cm

24. Punkt C lezy na odcinku AB. Ktéry z wymienionych warunkow nigdy nie jest
spelniony?

A. |AC| > |BC]| C. |AC| + |CB| > |AB|

B. |BC| > |AC]| D. |BC| - |AC| > 0

W zadaniach 25-30 ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

25. Trojkat mozna zbudowa¢ z odcinkéw o dlugosciach
A. 8,6, 4. B. 11,7, 6. C. 12,17,5.

26. W trojkacie ABC kat A jest rowny katowi B. Punkt P jest r6znym od koncow
punktem odcinka AB. Wynika stad, ze
A. |AC| > |AB|. B. |AC| > |CP|. C. |AP| + |PC| = |AC].

27. n-kat wypukly ma 12 przekatnych. Wynika stad, ze
A.n=6. B. taki wielokat nie istnieje. C.n=8.

28. Suma miar trzech sposrod czterech katow utworzonych przez dwie przecinajace
sie proste jest rowna 310°.

A. Katy utworzone przez te proste maja miary 50°, 130°, 50°, 130°.

B. Katy utworzone przez te proste maja miary 70°, 170°, 70°, 170°.

C. Nie mozna wyznaczy¢ katéw utworzonych przez te proste.

29. Narysunku zaznaczone sa katy v i 3 oraz kat prosty. [>
A. o+ f3<90° B. o+ f3=90° C.a+f>90° Pﬂ



30. Narysowanym czworokatem jest 20° 10°
réwnoleglobok. )
A a=30° f=120° (B

B. Nie mozna obliczy¢ miar katow « i f3.
C. & =30° f=150°

Zadania otwarte kroétkiej odpowiedzi

31. Wyznacz miare kata x, wiedzac, Ze proste k i [ sg réwnolegte.
) I

117° b
i 110°

b) I d)
% k
k

32. Stosunek miar katow przylegtych wynosi 2 : 3. Oblicz te katy.

33. Kat o jest siedem razy wiekszy od kata do niego przylegtego. Oblicz kat .

34. Oblicz liczbe bokéw wielokata foremnego o podanym kacie wewnetrznym «.
a) a=156° b) « = 168°

35. Dwa boki tréjkata sg rowne 2 cm i 5 cm. Ile jest takich trojkatow, w ktorych
dlugos¢ trzeciego boku wyraza sie rdwniez catkowita liczba centymetrow?

16 17
o2

86. Sprawdz, czy z odcinkéw o diugoéciach 2'%, 2 mozna zbudowac trojkat.

37. Wyznacz miare kata a.

a) b) c) romb d)

30° 55° 55°

4. Powtérzenie 459 s

30. F,F, P

31.a) 45° b) 18°
¢) Przyjmijmy oznaczenia jak na
rysunku.

Z wlasnoéci kata zewnetrznego
trojkata mamy 117° = 38° + 2,
wiec z = 79°. Proste kils3
réwnolegte, wiec z + x = 110°
(katy naprzemianlegle), zatem

x =110° -z = 31°.

d) Przyjmijmy oznaczenia jak na
rysunku.

Proste k i I sa rownolegte, wiec
z = y (katy naprzemianlegle),
czyli z = 90° - 32° = 58°.

Z wlasnodci kata zewnetrznego
trojkata mamy 101° = x + 2,
wiec x = 101° — z = 43°.

32. 72°,108°

33. a = 157,5°

34.a) 15 b) 30

35. 3

36. Nie mozna.

37.a) 25° b)50° c) 55°
d) 30°
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38. 20°, 60°, 100°
39. Rozpatrzmy dwa przypadki.

L C
A4
A B
2x + x = 75° wiec 2x = 50°,
4C =180° -2 -50° = 80°.

IIL. C

N

A AN 5

2x+x = 180°—75°, wiec 2x = 70°,
J4C =180° -2 - 70° = 40°.

Zatem trojkat ABC ma katy:

50°, 50°, 80° lub 70°, 70°, 40°.

40. 58°, 87°

41. 80°

42. 70°,70°, 40°

43. 18°,72°

44. 22,5°, 67,5°

45. 60° 120°

46. <A = 65°, 4B = 30°,
4C =150° 4D = 115°
47. tak

48. Zaldzmy, ze w czworokacie
ABCD mamy: |AD| = |DC| = |CB|
i |AB| = |AC| = |BD|. Oznaczmy:
x =<4CAD, y =<4CAB.

Trojkaty DCB i ADC s3
réwnoramienne i przystajace
(cecha bbb), wiec

4DBC =<4BDC = 4ACD =
=<4CAD = x. Trojkaty ABD

i BAC s3 rownoramienne

i przystajace (cecha bbb), wigc
JABD =<4BAC = y

i 9ABC =4ACB =<4BDA =
=<4BAD =x+y.

JAAEB = 4DEC (katy wierzchotkowe),

czyli 180° -2y = 180° — 2x, wiec
y = x. Suma katow trdjkata ABC
jestrowna 2x + 3y = 5x = 180°,
wiec x = 36°. Stad mamy

IDAB =4ABC = x + y = 2x = 72°,

4BCD =4CDA =2x+y =3x=
= 108°, czyli miary katéw danego
czworokata sg réwne: 72°, 72°,
108°, 108°.

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

38. Miara jednego z katow trojkata jest trzy razy wieksza od miary drugiego, a ich
suma jest o 20° mniejsza od miary trzeciego. Oblicz miary katow tego trdjkata.

39. W trojkacie réwnoramiennym ABC (|AC| = |BC|) dwusieczna kata B tworzy
z bokiem AC kat 75°. Oblicz miary katow tego trdjkata.

40. Jeden z katow trojkata ma 35°, a miary dwoch pozostatych sg w stosunku 2 : 3.
Wyznacz miary tych katow.

41. Dwusieczne katéw A i B trojkata ABC przecinajg si¢ w punkcie P. Kat APB ma
miare 130°. Oblicz miare kata C tréjkata ABC.

42. Jeden z katow zewnetrznych trojkata ma 140°, a dwa katy wewnetrzne nieprzy-
legte do niego sa rowne. Wyznacz miary katow trojkata.

43. W trojkacie prostokatnym jeden z katow ostrych jest cztery razy wiekszy od dru-
giego. Wyznacz miary katéw ostrych tego tréjkata.

44. W trojkacie prostokatnym ABC, w ktérym <C = 90°, poprowadzono dwusiecz-
ng CD. Oblicz miary katéw ostrych trojkata ABC, jezeli wiadomo, ze |CD| = |AC|.

45. Oblicz miary katow utworzonych przez dwie srodkowe tréjkata rownobocznego.

46. W trapezie ABCD (AB || DC) kat przy wierzcholku D ma miare o 50° wigksza
od miary kata przy wierzchotku A, a stosunek miar katéw przy wierzchotkach BiC
wynosi 1:5. Oblicz miary katow trapezu.

47. W wielokacie wypuklym ABCDEF miary katéw s3 kolejno réwne: 125°, 139°,
120°,101°, 112°, 123°. Sprawdz, czy istnieje para bokéw rownoleglych tego wielokata.

48. W czworokacie wypuklym trzy boki sa rowne, a czwarty bok jest rowny kazdej
z przekatnych figury. Oblicz miary katéw tego czworokata.

49. Wykaz, ze kat zewnetrzny trdjkata jest wiekszy od kazdego z katow wewnetrz-
nych do niego nieprzylegtych.

50. W réwnolegtoboku ABCD poprowadzono dwusieczne katow A i B. Wykaz, ze
dwusieczne te sg prostopadte.

51. Dany jest kwadrat ABCD o boku 7. Na bokach AB, BC, CD i DA wybrano takie
punkty P,Q, R, S, ze |AP| = |BQ| = |CR| = |DS| = V13. Wykaz, ze czworokat PQRS
jest kwadratem.

49,
a, 3 - katy wewnetrzne, y - kat zewnetrzny trojkata. Z réwnosci

y=a+f3 wynika,ze y>a iy>pf, bo a>0°1 >0°

s
5\

50. c AE, BE - dwusieczne katéw A i B, wiegc 4EAB + 4EBA =

= %QBAD + %QABC = % (*BAD +<4ABC) = % - 180° = 90°,

bo AD || BC. Stad mamy: 4AEB = 180° — (QEAB +JEBA) =
=180° - 90° = 90°, co oznacza, ze AE | BE.

51. |[AP| = |BQ| = |CR| = |DS| = V13, 4SAP = 4PBQ = 4QCR = 4RDS = 90°,

|SA| = |PB| = |QC| = |[RD| = 7 - V13, wiec na mocy cechy bkb tréjkaty SAP, PBQ, QCR
i RDS sa przystajace. Z tego wynika, ze |SP| = |[PQ| = |QR| = |RS| oraz 4BPQ = 4ASP.
Zatem <4SPQ = 180° — (4APS + 4BPQ) = 180° — (AAPS + < ASP) = 180° — 90° = 90°.
Czworokat PQRS jest wiec rombem o jednym kacie prostym, a zatem jest kwadratem.

A D



Skorowidz

Argument funkcji 200

Cechy podzielnosci 32
— przystawania trojkatow 449, 450

Dlugos¢ wektora 294, 311
dzialania na potegach 60, 78
dziedzina funkcji 200

Funkcja 200

— liniowa 344

— malejaca 249

— monotoniczna 250
— niemalejaca 249
— nierosnaca 250

— rosnaca 249
Hiperbola 263
Tloczyn (czg$¢ wspdlna) zbiorow 121

Liczba pierwsza 32

— zlozona 32

liczby wzglednie pierwsze 36
logarytm 86

— dziesigtny 89

Metoda podstawiania 173
— przeciwnych wspétczynnikow 175

miejsce zerowe funkcji 239

Parabola 402
podzbior 11, 115

pojecie pierwotne 8

posta¢ kanoniczna funkcji kwadratowej 411, 419

— ogolna funkcji kwadratowej 418
przedzialy liczbowe 115, 116
przyblizenie z nadmiarem 46

— z niedomiarem 46

Rozkladanie wektora na sktadowe 299
réwnanie kierunkowe prostej 355, 373

— ogolne prostej 373

réznica zbiorow 124

Sposoby okreslania funkcji 201-203

suma zbioréw 123
Srodkowa boku trojkata 440

Teza9
tréjmian kwadratowy 418

Uklad réwnan liniowych 169
— — — nieoznaczony 179, 381
— — — oznaczony 179, 381

— — — sprzeczny 179, 381

Warto$¢ bezwzgledna liczby 128, 129
— funkcji 200

wektor 294

— jednostkowy 303

— przeciwny 294

— swobodny 295

— zaczepiony (zwigzany) 295
wektory réwnolegle 294, 296
wielko$ci odwrotnie proporcjonalne 258
— wprost proporcjonalne 334
wierzcholek paraboli 403, 411, 419
wiasnoéci dziatan na wektorach 298
— logarytmu 88

wspolczynnik kierunkowy 337, 357
— proporcjonalnosci 335
wspolrzedne wektora 303, 306
wyroznik funkgji kwadratowej 419

wzory skroconego mnozenia 21-24

Zatozenie 9

zbidr 9

— liczb calkowitych 13
— — naturalnych 12
— nieskonczony 10

— pusty 11

— skonczony 10

— wartosci funkeji 213
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