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Wstep

Podrecznik Prosto do matury dla klasy drugiej jest dostosowany do podstawy pro-
gramowej obowiazujacej w liccum od wrzes$nia 2019 r. i obejmuje tresci z zakresu
podstawowego oraz rozszerzonego.

Ksigzka zawiera ponad poéttora tysigca zadan do samodzielnego rozwigzania. To wy-
starczy do gruntownego przeéwiczenia umiejetnosci nabytych podczas lekcji. Zada-

nia trudniejsze oznaczone sg * lub 7, zadania typu ,,Wykaz...” poprzedzono zna-
kiem (%)), natomiast te zadania, do ktérych rozwiazania przydatny jest kalkulator —
znakiem

Podrecznik dostosowany jest do samodzielnej nauki, co moze by¢ cenne na przy-
ktad w razie nieobecno$ci w szkole. Wprowadzane pojecia ilustrujemy przyktada-
mi rozwigzanych zadan. W zrozumieniu materialu bardzo pomoga kolorowe rysun-
ki merytoryczne. Wybrane rozwigzane zadania typu maturalnego zostaly oznaczone
znakiem

Rézowym paskiem na marginesie oznaczono material realizowany w zakresie roz-
szerzonym.

Po kazdym rozdziale proponujemy zestaw pigciu zadan zatytutowanych Prosto do
matury. Warto, by po oméwieniu kazdego rozdzialu uczniowie probowali rozwigzy-
wacd je samodzielnie. Bedzie to sprawdzianem umiejetnosci potrzebnych na maturze.

Odpowiedzi do pytan, polecen, rozwigzan zadan nie nalezy zapisywaé¢ w podrecz-
niku.

Autorzy



Wykaz uzywanych
oznaczen matematycznych

x € A; x ¢ A xnalezy do zbioru A; x nie nalezy do zbioru A

{a, b, ¢} zbi6r, ktdrego elementami sa a, b, ¢

N,Z, QR zbidr liczb naturalnych, calkowitych, wymiernych, rzeczywistych
0 zbiér pusty

ACB zbiér A jest podzbiorem zbioru B

ANB cze$¢ wspolna (iloczyn) zbioréw A i B

AUB suma zbioré6w A i B

A-B roznica zbioréw A i B

a pierwiastek stopnia n z liczby a

log ,b logarytm przy podstawie a liczby b

log b logarytm przy podstawie 10 liczby b

a<b (a>0b) liczba ajest mniejsza (wigksza) od liczby b

as<b liczba a jest nie wigksza, tzn. rowna lub mniejsza od liczby b
azb liczba a jest nie mniejsza, tzn. rowna lub wigksza od liczby b
(a; b) przedziat otwarty, zbiér liczb wigkszych od a i mniejszych od b
{a; b) przedzial domkniety (zamkniety)

(a; b) przedziat lewostronnie domkniety

(a; b) przedziat prawostronnie domkniety

|al wartos$¢ bezwzgledna liczby a

f(x) warto$¢ funkgji f dla argumentu x

D dziedzina funkcji

VAL zbidr wartosci funkeji

o(S, r) okrag o srodku S i promieniu r

k(S, r) koto o srodku S i promieniu r

P pole figury

obw obwad figury

A=(ab) punkt A o wspélrzednych a (tzw. odcigta) i b (tzw. rzedna)
AB odcinek o konicach Ai B

|AB| dlugos¢ odcinka AB

i = [a, b] wektor i o wspdtrzednych aib

allb prosta a jest rownolegla do prostej b

alb prosta a jest prostopadla do prostej b

J4ABC kat o wierzcholku B i ramionach: pétprostej BA i pélprostej BC
AABC trojkat ABC

A delta; wyrdznik tréjmianu kwadratowego

sin« sinus kata o

cosa cosinus kata «

tga tangens kata o

F,=F, figura F, jest przystajaca do figury F,

F, ~F, figura F, jest podobna do figury F,



Umiejetnosci

Po Kklasie pierwszej szkoly

Zastosowania

funkcji kwadratowe]

® rysuje wykres funkcji
f(x) = ax* i podaje jej
wiasnosci,

® interpretuje wspolczynnik a
funkgji y = ax?,

® rysuje wykres funkgji
kwadratowej zapisanej
w postaci kanonicznej,

® okreéla wlasnosci (zbior
wartosci, przedzialy
monotonicznosci, warto$é
ekstremalng) funkcji
kwadratowej na podstawie jej
postaci kanonicznej,

® podaje wzoér funkgji
kwadratowej w postaci
kanonicznej na podstawie
informacji o jej wykresie,

® przeksztalca wzor funkeji
kwadratowej z postaci
kanonicznej do ogélnej,
i odwrotnie,

® interpretuje wspolczynniki
wystepujace we wzorze funkgji
kwadratowej w postaci ogolnej,

® oblicza wspolrzedne wierzchotka
paraboli,

® podaje wzor funkgji
kwadratowej w postaci ogdlnej
na podstawie informacji o jej
wykresie.

i

2

Po tym dziale uczen:

okresla liczbe pierwiastkow rownania kwadratowego na podstawie znaku wyroznika,
wyznacza wzor funkeji kwadratowej na podstawie réznych informacji o jej wlasnosciach,
rozwigzuje réwnania kwadratowe (w tym z wartoscig bezwzgledna), stosujac wzory Viete’a,
rozwigzuje nieréwnosci kwadratowe (w tym z wartoscig bezwzgledna) zapisane w postaci
iloczynowej i ogdlnej,

rozwiazuje graficznie i rachunkowo uklady réwnan prowadzace do rownan kwadratowych
(w tym z wartoscig bezwzgledng),

® wyznacza punkty wspolne paraboli i prostej,

rysuje wykresy funkcji kwadratowych (w tym z warto$cig bezwzgledna) i opisuje ich wlasnosci,
analizuje réwnania i nieréwnoéci kwadratowe z parametrami: wyznacza rozwigzania

w zalezno$ci od parametréw, okresla warunki, dla ktorych rozwiazania maja zadang wtasnos¢,
rozwiazuje zadania tekstowe prowadzace do szukania wartosci ekstremalnych funkgji
kwadratowe;j.



8 Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

Uwagi metodyczne 1 ) War‘to pOWtérzyé — W’I'asnOéCi

Tematy ,,Warto powtdrzy¢” . .
obejmuy treic zavarte funkcji, funkcja kwadratowa
w programie pierwszej klasy szkoly )

ponadpodstawowej, ktorych
powtorzenie jest niezbedne do
opanowania omawianych
zagadnien. To od nauczyciela
zalezy, czy przeznaczy na te tresci

Parabola o réwnaniu y = x* jest wykresem funkcji

f(x) = x*. W dalszych rozwazaniach tych zapiséw na og6t
nie bedziemy rozrdznial.

0§ symetrii

)
Mg
oddzielne lekcje, omoéwi je Parabola ma dwa ramiona oraz wierzcholek, czyli punkt

z grupg uczniéw na zajeciach przeciecia paraboli z jej osig symetrii (na rysunku oznaczony %
wyréwnawczych, czy zada je jako litera W) i

prace domowa.

Wiasnosci funkgji f(x) = ax® dla a > 0: yA
° zbiorem wartoéci jest przedziat (0; o),
 funkcja ma warto$¢ najmniejsza réwna 0 \
dla x =0,
funkcja nie ma wartosci najwiekszej,

° miejscem zerowym jest x = 0, \

° f(x) >0 dla x # 0, wigc wykres znajduje \
sie w I oraz II ¢wiartce ukladu wspdtrzed- \
nych,

° w przedziale (—oo; 0) funkcja jest maleja-
ca, w przedziale (0; o) jest rosnaca,
zatem funkcja nie jest monotoniczna,

° osig symetrii wykresu jest o$ y,

° rownanie f(x) = m:
dla m < 0 nie ma rozwigzan,
dla m = 0 ma jedno rozwigzanie,
dla m > 0 ma dwa rozwigzania.

—
|

—
LT

—

N

=y

Wykres funkcji y = —ax” jest symetryczny do wykresu funkcji y = ax” wzgledem

osi x.
Wierzchotkiem kazdej paraboli o réwnaniu y = ax’, a # 0, jest poczatek uktadu
wspotrzednych.

Funkcje f(x) =a(x—p)°+g, a+0 i x € R, nazywamy funkcja kwadratows
zmiennej x w postaci kanoniczne;j.




1. Warto powtérzy¢ — wiasnosci funkgiji, funkcja kwadratowa 9 I

Parabola o réwnaniu y = a(x — p)* + ¢, a # 0, ma taki sam ksztalt jak parabola

y = ax’, a jej wierzchotkiem jest punkt W = (p, q).

Przyktad €)
Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola o wierzchotku W = (3, —1) przecho-

dzgca przez punkt P = (1, 7). Napiszemy wzor tej funkeji w postaci kanonicznej.

Rozwiagzanie
Wiemy, ze W = (3, —1), zatem do postaci kanonicznej f(x) = a(x — p)2 +q
podstawiamy p =3, g = —-1.

f(x) =a(x-3)*-1

7=a(l- 3)2 -1 —— punkt P nalezy do wykresu funkgji

8 =4a, wiec a =2

Odp.: f(x) =2(x-3)* -1

Funkcje f(x) = ax* +bx+c, a#0 i x € R, nazywamy funkcja kwadratows
zmiennej x w postaci ogélne;j.

Postacia kanoniczna funkcji f(x) = ax> +bx+c, a0, jest:
b\’ -A
f(x) = a(x— 5) 0w

Wyrazenie A = b® — 4ac nazywamy wyréznikiem funkcji kwadratowej.
Wierzcholek paraboli o réwnaniu y = ax®+bx+c, a # 0, ma wspolrzedne:

-b -A
xw=5’ }Vw=g

Przyktad @

Wyznaczymy wspolrzedne wierzchotka oraz réwnanie osi symetrii wykresu funkcji
f(x) = 3x% + 30x + 73.

Rozwigzanie

Wykresem funkgji jest parabola. Aby rozwigzac zadanie, przeksztalcimy wzér funkcji
dany w postaci ogélnej f(x) = 3x” + 30x + 73 do postaci kanonicznej.
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Uwagi metodyczne

Zadania z tematu ,,Warto
powtorzy¢” pozwalajg utrwalié
umiejetno$¢ odczytywania
wlasnosci funkcji na podstawie

jej wykresu oraz wzoru. Dzieki
temu uczniowie beda mogli sobie
przypomnie¢ takie pojecia jak:
dziedzina, zbidr wartoéci, warto$¢
najwieksza i warto$¢ najmniejsza,
miejsca zerowe, zbiory rozwiazan
nieréwnoséci f(x) >0 i f(x) <0,
przedzialy monotonicznosci oraz
liczba rozwigzan réwnania

f(x) = m wzaleznosci od warto$ci
parametru m. Jezeli uczniowie

nie pamietaja potrzebnych
definicji ani ich geometryczne;j
interpretacji, poleémy im, aby

w domu samodzielnie powtorzyli
material z odpowiednich
fragmentéw podrecznika. Nie
uczmy wszystkiego od poczatku
(nawet w bardzo stabej klasie)! Jest
to generalna uwaga, poniewaz
czesto uczniowie oczekuja lub
wrecz sie domagajg ponownego
wykfadu na temat tresci, ktére

juz dawno powinni opanowac.
Jezeli bedziemy ulega¢ takim
zadaniom, nie wdrozymy uczniéw
do samodzielnej pracy.

Odpowiedzi i rozwigzania

14, f(-1) = % £(0) =0,

3 6
(5)=-
1.2. D= (-6;7), ZW = (=2; 4);
warto$¢ najwieksza: 4 dla x =7,
brak wartosci najmniejszej;
miejsca zerowe: —4, 2, 6;
f(x)>0 dla x € (-4 2) U (6; 7),
f(x) <0 dla x € (-6; —4) U (2; 6);
funkcja rosngca w kazdym
z przedziatow (—6; -2) i (4; 7),
malejaca w przedziale (—2; 4);
f(x) =m ma:
0 rozwigzan dla
m € (—oo; —2) U (4; o0),
1 rozwigzanie dla
me (=2; -1) U (2; 4),
2 rozwigzania dla m € {-1, 2},
3 rozwigzania dla m € (-1; 2)

1.3. D = (2; 12), ZW = (—4; 4)

1.4. warto$¢ najwieksza: 7 dla
x = —2, warto$¢ najmniejsza: —8
dla x =-11

Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

I sposéb
Stosujemy metode nazywana dopelnianiem do kwadratu.

3x2+30x+73:3(x2+10x)+73=3[(x2+2-5x+25)—25]+73=
:3[(x+5)2—25]+73:3(x+5)2—75+73:3(x+5)2—2

Zatem f(x)=3(x+ 5)2 -2,
czyli x,, = -5, y,, = —2, a osig symetrii wykresu jest prosta x = —5.

1T sposéb
Korzystamy ze wzordéw podanych w twierdzeniu. Mamy a = 3, b =30, ¢ = 73.
-b 30
Xy=3 == =5
Aby obliczy¢ y,, albo wyznaczamy wartoé¢ A = b® — 4ac = 900 — 12 - 73 = 24
iwdéwczas y,, = el P .
4a 4-3

albo znajdujemy y,, = f(x,) = f(=5) =3:25-150 + 73 = -2.

Odp.: Osig symetrii paraboli, ktora jest wykresem tej funkgji, jest prosta x = -5,
wierzchotek paraboli ma wspotrzedne (-5, —2).

1.1. Dane sg zbiéor A = {—1, 0, %, S} i funkcja f(x) = % Oblicz wartos¢
funkgji f dla tych liczb ze zbioru A, ktére nalezg do dziedziny funkgji f.

1.2. Odczytaj z wykresu funkgji f: v
e dziedzing D i zbidr wartosci ZW,
e wartosci najwigksza i najmniejsza, |
° miejsca zerowe, T
° przedzialy monotonicznosci, 0
° zbiory rozwiazan nieréwnosci

) >0 i f(x)<0, T
e liczbe rozwigzan réwnania f(x) = m

w zaleznosci od wartoéci m.

=y

1.3. Dziedzing funkeji y = f(x) jest przedzial (0; 10), a zbiorem wartosci przedziat
(=3; 5). Podaj dziedzing i zbior wartosci funkcji y = f(x -2) - L.

1.4. Funkcja y = f(x) przyjmuje warto$¢ najwieksza rowna 4 dla x = 3 iprzyjmuje
warto$¢ najmniejsza rowng —11 dla x = —6. Podaj wartos¢ najwieksza oraz wartos¢
najmniejszg funkcji f(x +5) + 3 oraz argumenty, dla ktérych funkgja je przyjmuje.

115. me (-1; 1) 1.16. ZW = (—o0; 4),
7 rosnaca w kazdym z przedzialéw (—oo; 0) i (4; 8),
malejaca w kazdym z przedzialéw (0; 4) i (8; oo)

/ Ji

<Y

[~
i
|~
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1.5. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji v
y = f(x). Sporzadz wykres funkcji y = g(x). y EA%)
a) g(x) = —f(x) d) g(x) = f(x—-3)+2
b) g(x) = f(x) -1 ) g(x) = f(-x) -

A gx) =|f(x+4)] H g(x)=|f(x)-2| 0

1.6. Przedstaw podane wyrazenie w postaci iloczy-
nu. Wykorzystaj wzory skréconego mnozenia.

.

=y

a) (b-3)7-1 b) pP—4p+4-s ©) w' -4z +12z-9
1.7. Wyznacz dziedzine funkcji f.
3 V2x +4
=V3x -6 b = =
a) f(x)=V3x ) f(x) T o f(x) Ve
1.8. Podaj zbior wartoéci i okresl przedziaty monotonicznosci funkgji f.
2) f)=—(x+12-11 b) f(x)= <x—%> +2 9 fl0=-V5(x+V3)

1.9. Wykresem funkcji kwadratowej y = f(x) jest parabola o wierzchotku w punk-
cie W = (-3, 1) przechodzaca przez punkt A = (1, 5). Napisz wzor funkeji f
w postaci kanonicznej i w postaci ogélne;j.

1.10. Podaj wspélrze;dne wierzcholka paraboli bedacej wykresem funkcji f.
a) f(x)= —xt - x b) f(x)= -9x% —6x +2 c) f(x)= 0,25x> + 0,5x + 0,75

1.11. O funkgji kwadratowej f wiadomo, Ze: jej zbiorem wartosci jest przedziat
(—o0; 3), osig symetrii wykresu jest prosta o rownaniu x = 2, wykres przecina o$
rzednych w punkcie (0, 1). Napisz wzor tej funkcji w postaci ogélne;j.

1.12. Narysuj wykres funkgji.

a) f(x)= ——x +2 b) f(x)=2(x—1)2—4 o) f(x)= —x +3x+§

1.13. Dla jakiej wartosci m rdwnanie ma jedno rozwigzanie?
a) 57x>—11=m b) 7(x+11)2+32:m Q) -3x’-x+1=m

1.14. Do wykresu funkcji kwadratowej f(x) = —x + bx + ¢ nalezg punkty
K = (-3, -8) oraz M = (6, 19). Wyznacz wspolczynmklblc

1.15. Narysuj wykres funkcji f(x) = ’ (x—2)*— 2| — 1. Dla jakich wartosci m

réwnanie ‘ (x - 2) - 2| — 1 =m ma 4 rozwigzania?

1.16. Narysuj wykres funkcji f(x) = 4 — | x* - Zx‘ Podaj zbior wartosci i prze-
dzialy monotonicznoéci tej funkgji.

110.2) W = (-% i) b) W = <_§ 3) QW = (_1’ %>

1.11. f(x) = ——x +2x+1

1.12. a) 7k b) [ 1y <) §7 \
X f 7 ,
0 £ \\ [I :) £
T JAREAY
al 1 [T }
113.2) m=—11 b) m =32 I AmE
13 l \
oom=—
12

1.5.
a) vk
0 >
yi=lg()
b) b7
y = lel(k)
0 £
o b7
= 4 ;
0 ™
d) b7
y =¥
0 ™
e) 7
NEBEE)
0 E;
f) 7
J V=g
0 >

1.6.a) (b—-4)(b-2)
b) (p-s-2)(p+s-2)
¢) (w-2z+3)(w+2z-3)

1.7. a) D = (2; o0)
b) D = (o003 1)
¢) D=(-2;3)

1.8. a) ZW = (—o0; —11),
rosngca w przedziale (—oo; —1),
malejaca w przedziale (—1; o)

S (5)
malejaca w przedziale <—00; %>,

rosngca w przedziale <%, oo)

€) ZW = (~o0; 0},

rosnaca w przedziale (—oo; - \/§>,
malejaca w przedziale <— V35 oo)

1.9. f(x) = 1(x+ 3241 =

1 3 13
= x4 ix+ —
4 2 4
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Uwagi metodyczne

Proponujemy przeznaczy¢ az
cztery godziny lekcyjne na
szukanie wartosci najwiekszej

i wartosci najmniejszej funkcji
kwadratowej, czyli tzw. wielkosci
ekstremalnych. Ten temat jest
wazny ze wzgledu na szerokie
zastosowanie praktyczne, co
pokazujemy w przyktadach

i zadaniach.

42.5. Oblicz, na jaka wysoko$¢
wzniesie sie pilka tenisowa odbita
rakieta pionowo z wysokosci 1 m,
z predkoscia poczatkowa 20 m/s.
Skorzystaj ze wzoru podanego

w przykladzie 1.

Odp.: 21 m

tematy 1.8, 1.9

MultiteZa

e Problem optymalizacyjny —
powierzchnia boczna pudetka

e Problem optymalizacyjny —
powierzchnia prostopadtoscianu

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 1.2

G Generator

testéw i sprawdzianow

2. Wartosc¢ najwieksza
| wartos¢ najmniejsza
funkcji kwadratowej

Umiejetnosci:
e odczytywanie wartosci najwiekszej i wartosci najmniejszej funkcji kwadratowe;
okreslonej w przedziale domknigtym

Przyktad @) « zad. 25

Kowboje na Dzikim Zachodzie popisywali si¢ strzelaniem do rzuconej pionowo w go-
re monety. Sekret tej sztuki polegat na tym, by trafi¢ monete w momencie, gdy byla
w najwyzszym punkcie i przez chwile jak gdyby zatrzymywata si¢ w powietrzu.
Z fizyki wiadomo, ze ruch monety w gore jest jednostajnie opdzniony, a osiggana
przez nig wysoko$¢ (jesli pominiemy opdr powietrza) obliczymy ze wzoru:
2
t
h(t) =ho+vo-t—g7
Przyjmijmy, ze: hy = 1m - wysokos¢, z jakiej wyrzucona byta moneta,
vy = 6m/s - predkos¢ poczatkowa monety,
g = 10m/s” - przyspieszenie ziemskie.
Wtedy, po podstawieniu danych i uporzadkowaniu wzoru, mamy:

h(t) = -5¢* + 6t + 1

Obliczymy, po jakim czasie moneta osiggnie najwieksza Zﬁ__ ]
wysoko$¢ i jaka ona bedzie. i
Dziedzing funkcji jest (mierzony w sekundach) czas trwa- HA
nia eksperymentu, czyli przedziatod t =0 do t =1, / i
— chwili, w ktérej moneta znajdzie si¢ na ziemi. [ i \
Wrykresem funkcji jest parabola skierowana ramionami / | \
do dotu. " E \
Znajdzmy wsp6trzedne (t,,, h,,) wierzcholka. E
-6 ;
ty = =75 = 06 | \\ -
h, = h(t,) = h(0,6) = —=5(0,6)* +6-0,6 + 1 = 2,8 0 0,6 bt

Moneta osiagnie najwyzsze polozenie roéwne 2,8 m po uptywie 0,6 s.
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Istotnym zastosowaniem matematyki jest rozwiazywanie probleméw dotyczacych
optymalizacji. Funkcje opisujgce rzeczywisto$¢ sg na ogot bardzo skomplikowane,
ale sprobujemy zilustrowac¢ to zagadnienie za pomoca uproszczonego modelu.

Jednym z zadan konstruktora mostu jest pogodzenie sprzecznych warunkéw - jak
najlepszej jakosci materialéw i jak najnizszych kosztéw budowy. Ponadto przyszli
uzytkownicy chcg, aby most si¢ nie zawalit i stal wiele lat. Wszystkie te uwarunkowa-
nia sg powigzane. Zal6zmy, ze konstruktorowi udato si¢ przedstawi¢ koszty budowy
jako funkcje rodzaju materialéw. Aby wyznaczy¢ dziedzine, musial uwzgledni¢ za-
dang wytrzymalos$¢ planowanego mostu. Teraz powinien znalez¢ argument, dla kté-
rego funkcja osigga warto$¢ najmniejszg. Jesli natomiast wyznaczyl funkcje opisujaca
wytrzymalos¢ w zaleznosci od materialéw, to w dziedzinie uzaleznionej od kosztow
musi szuka¢ argumentu, dla ktérego wartos¢ jest najwieksza.

Funkcja kwadratowa jest jedna z tych funkgji, dla ktérych zadanie wyznaczenia war-
tosci najwiekszej lub najmniejszej (tzw. wielkosci ekstremalnych) przy ustalonej
dziedzinie jest proste.

Kowboje, rzecz jasna, nie wykonywali takich obliczen jak w przykladzie 1 - swoje
umiejetnosci nabywali dzieki praktyce. Réwniez starozytni Rzymianie, ktérzy zbudo-
wali jedne z najdluzej istniejgcych mostdw, nie potrzebowali do tego badania funkgcji.
My jednak, zeby cho¢ troche zblizy¢ sie do aktualnych zastosowan matematyki, zaj-
miemy sie znajdowaniem wartosci ekstremalnych réznych funkcji kwadratowych.

Przyktad @) < zad. 2.6

Poszukamy wartosci najwiekszej i warto$ci najmniejszej funkcji f(x) = x* — 4x + 5
okreslonej w réznych dziedzinach D oraz wskazemy argumenty, dla ktorych te war-
tosci s3 przyjmowane.

Rozwiagzanie

a) D=(1;4)
Wykres funkeji jest fragmentem paraboli o wierzchotku
(Xw> Yw)- Wartosci ekstremalne funkcja moze przyja¢ albo
dla argumentu x,,, albo na koncach przedziatu (1; 4). Wspol-
rzedne wierzchotka to x, =2 i y, = f(2) = 1. Natomiast
f(1) =21 f(4) =5. Zatem najmniejsza warto$¢ funkcji to 1,
dla x = 2; najwigksza warto$¢ funkcji to 5, dla x = 4.

b) D =(1; 3)
Dla takiej dziedziny x, € D oraz f(1)=21i f(3) =2.
Najmniejszg warto$cia funkgji jest liczba 1, przyjmowana dla
x = 2. Natomiast warto$¢ najwieksza, rowng 2, funkcja przyj-
muje dla dwdch argumentéw: x = 1 oraz x = 3.

VA

1..
—_—tt—
0

42.6. Wyznacz warto$¢
najmniejsza i warto$¢ najwieksza
funkcji w podanym przedziale.
Podaj argumenty, dla ktorych te
wartosci sg przyjmowane.

a) f(x) = 2x* — 16x + 25, (2; 5)
b) f(x) = -3x" +6x+6, (~1; 2)
o) f(x) = %xz +4x+7, (~8; —6)

d) f(x) = -x*+4x-9, (-1; 3)
e) f(x) =x>—6x+8, (I;5)

) f(x) = —x" - 2x+2, (~3; o)
Odp.: a) wartos¢ najmniejsza: —7
dla x =4,

warto$¢ najwieksza: 1 dla x =2
b) wartos¢ najmniejsza: —3 dla
x=-1,

warto$¢ najwieksza: 9 dla x = 1
c) wartos¢ najmniejsza: 1 dla

x = —6,

warto$¢ najwieksza: 7 dla x = -8
d) warto$¢ najmniejsza: —14 dla
x=-1,

warto$¢ najwieksza: -5 dla x = 2
e) wartos¢ najmniejsza: —1 dla

x =3,

warto$¢ najwieksza: 3dla x =1
lub x =5

f) brak wartosci najmniejszej,
warto$¢ najwigksza: 3 dla x = -1
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c) D=(-1;1) Ay
Teraz x,, ¢ D.
Obliczymy wartosci funkcji na koncach dziedziny. \\
f(-1)=10 \
f=2

Najmniejsza wartoscia funkgji jest liczba 2, przyjmowana dla
argumentu x = 1.
Najwigkszg warto$¢, réwna 10, funkcja przyjmuje dla x = —1.

N

-

0 x

J

Jezeli ograniczymy dziedzine funkcji kwadratowej y = f(x) do przedzialu domknie-
tego (a; b), to przyjmie ona swoje wartosci — najwigksza i najmniejsza — albo na kon-
cach przedzialu, albo dla x,,. Metode znajdowania tych warto$ci mozna przedstawié
w postaci schematu.

Oblicz

f(xw)’ f(a)> f(b)

T TAK

Oblicz Cay Spos:‘(t)d,oibhci(i)nr);ch
X, x, € (a; b)? Wartosel wybie

najmniejsza i najwiekszg.
l NIE

Oblicz
f(@a), £(b).

Przykiad @) « zad. 2.7

Znajdziemy wartoé¢ najwieksza i wartoé¢ najmniejsza funkcji g(x) = x° — 6x + 5
o dziedzinie D = (1; 4).

Rozwigzanie v A
Parabola y = x” — 6x + 5 ma wierzchotek w punkcie (x,, ¥,,)- i

x, =3 €D, zatem y, =g(3) = -4 of 1 y
Punkty (1, 0) i (4, —3) nie naleza do wykresu funkcji, poniewaz \
1 ¢ Di4 ¢ D. Funkcjamaleje w przedziale (1; 3) irosnie w prze- —|
dziale (3; 4), wiec y = —4 jest najmniejsza wartoscia funkcji.

Odp.: Najmniejsza warto$é: —4, dla x = 3. Warto$ci najwickszej funkcja nie ma.

42.7. Wyznacz warto$¢ najwieksza i warto$¢ najmniejsza funkcji y = f(x) w podanej
dziedzinie D, o ile funkcja przyjmuje te wartosci.

a) f(x)=x"—6x+3 D=(-2;1)
b) f(x) = —x* —6x+5 D= (-4 1)
o) f(x) = 3x2+ 12x -7 D =(-4; 0)
d) f(x) = —x* +4x + 122 D = (-5; 2)

Odp.: a) brak wartosci najwiekszej i wartosci najmniejszej

b) wartos¢ najwigksza: 14 dla x = —3, brak wartosci najmniejszej
c) warto$¢ najmniejsza: —19 dla x = -2, brak wartosci najwiekszej
d) brak wartosci najwiekszej i wartosci najmniejszej
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Przyktad o zad. 2.20 42.20. Prostokat ma boki
diugosci 16 cm i 10 cm. Dluzszy
bok zmniejszamy o x cm, a krotszy
zwigkszamy o x cm. Dla jakiej

Z drutu dtugosci 20 cm budujemy prostokatng ramke. Zbadamy pole tworzonego
prostokata jako funkcje dlugosci jednego z jego bokéw. Sprawdzimy, czy wsrod tak

powstajacych prostokatdw jest taki, ktéry ma najwieksze pole. wartosci x pole nowego prostokata
bedzie najwieksze?
b Odp.:x =3

Rozwiagzanie

Pole prostokata o bokach a, b wyraza si¢ wzorem P = a - b, zatem zalezy od dwéch
zmiennych - dlugosci dwdch sasiednich bokow.

Z tresci zadania wiemy jednak, ze 2a + 2b = 20. Mozemy wiec uzalezni¢ jedna
zmienng od drugiej, np. a = 10 - b.

Woéwczas, po podstawieniu ostatniej rownosci do wzoru na pole prostokata, otrzy-
mamy zalezno$¢ pola tylko od jednej zmienne;j.

P(b) = (10-b) - b &

P(b) = -b” + 10b T -
ZastanOdwmy sie, jaka jest dziedzina tej funkgji. E
Dlugosci obydwu bokéw musza by¢ liczbami dodatnimi: / E \\

b>0ia=10-b>0 |
Zatem b € (0; 10) i ten przedzial jest dziedzing D. | ; \
Oznaczmy jako b, pierwsza wspotrzedng wierzchotka NYIBHE
paraboli bedacej wykresem funkcji P. S

b, =5 € (0; 10) / ; \\

P(5) = -25+50 =25 | : |
Funkcja P ma warto$¢ najwieksza, gdy b = 5. ! -
Woéwczas a =10-5=5. ol > o [b

Punkty (0, 0) oraz (10, 0) nie naleza do wykresu, poniewaz 0 oraz 10 nie naleza do dziedziny ((( )))
funkgji. Interpretacja geometryczna tego faktu jest nastgpujaca: gdyby b bylo réwne 0, to

zamiast prostokatnej ramki mieliby$my dwa ,,sklejone” odcinki, kazdy dtugosci 10; jezeli z kolei
mieliby$my b = 10, to sytuacja bylaby analogiczna - odcinek a mialby diugo$¢ 0 i znow

z prostokata zrobilby si¢ odcinek. W jednym i drugim wypadku pole takiej ,ramki” jest rowne 0.

Odp.: Ze wszystkich prostokatow o obwodzie 20 cm najwigksze pole ma kwadrat
o boku 5 cm.

Uwagi metodyczne

Bardzo proste zadanie z przykladu 4. warto wykorzysta¢ do przedstawienia problemu

w praktyce, zwlaszcza do wyznaczenia dziedziny badanej funkcji. Mozna poprosi¢ uczniow
o przyniesienie gietkiego drutu dtugosci 20 cm, aby mogli na lekcji tworzy¢ z niego rézne
prostokaty. Odpowiedz na pytanie o zakres zmiennosci jednego z bokéw powinna by¢
wowczas duzo tatwiejsza. Tu mata dygresja. Mamy by¢ moze inne (niz wigkszos$¢ autorow)
zdanie na temat pokazywania zastosowan matematyki w szkolnych podrecznikach.
Starannie wystrzegamy si¢ podawania wymyslonych, sztucznych przyktadéw. Wolimy
obejs¢ sie bez nich i na przyklad ekstrema bada¢ na mniejszej liczbie zadan tekstowych.
Autentyczne zastosowania matematyki wydaja sie¢ nam o wiele za trudne, aby ¢wiczy¢ je

w szkole, nawet ponadpodstawowe;.
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42.21. Bilet wstepu do muzeum
kosztuje 20 zt. Przygotowano
specjalng oferte dla grup liczacych
powyzej 15 oséb. Grupa
16-osobowa placi 19,50 zt za jeden
bilet, grupa 17-osobowa placi 19 zt
za jeden bilet, grupa 18-osobowa
placi 18,50 zt za jeden bilet itd.
Grupy nie moga by¢ liczniejsze niz
35 0s6b. Jak liczna grupa zaptaci
najwiecej za bilety?

Odp.: 27 lub 28 0s6b

42.22. Fotograf zrobit zdjecie
Kklasie liczacej 33 uczniéw. Cene
zdjecia okreslil nastepujaco: jezeli
odbitke zamoéwi nie wiecej niz 10
0s0b, to cena bedzie réwna 8 zl.
Zamowienie zdjecia przez kazda
nastepng osobe spowoduje, ze
kazdy zamawiajacy bedzie placi¢
0 10 groszy mniej. Zakladajac,

ze zrobienie odbitki kosztuje
fotografa 1 zl, oblicz, przy jakiej
liczbie zamoéwien jego zysk bedzie
najwiekszy. Ile ten zysk bedzie
rowny?

Odp.: Zysk bedzie najwickszy, gdy
wszyscy zamOwig zdjecia; wyniesie
155 z1 10 gr.

Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

Przyktad @ < zad. 2.21,2.22

Grupa studentdéw planuje wyjazd do Francji na narty. Autokar, ktdry chca wynajaé,
zabiera maksymalnie 40 pasazeréw. Najwyzsza cena, jaka kazdy z uczestnikéw moze
zaplaci¢ za przejazd, jest 450 zt. Wiascicielka autokaru zgadza si¢ go wynajaé po 450 zt
od osoby, jezeli pojedzie co najmniej 20 oséb. Przedstawiciel grupy uzgadnia z nig,
ze jezeli zbierze wigcej niz 20 chetnych na wyjazd, to przy kazdej kolejnej osobie cena
wynajmu bedzie mniejsza o 10 zt dla kazdego uczestnika. Zatem, jezeli pojedzie tylko
20 osdb, to wlascicielka autokaru otrzyma:

20 - 450 zt = 9000 zt, jezeli 21 osdb, to 21 - 440 zt = 9240 z1 itd.

Jezeli x oznacza liczbe uczestnikow, o ktdéra zwigkszy sie 20-osobowa grupa, to:

20 + x jest liczba wyjezdzajacych studentow,
450 — 10x jest ceng przejazdu dla kazdego z nich,

a wlascicielka autokaru otrzyma:
(20 + x)(450 — 10x) zt za jego wynajecie.
Przyjmijmy, ze f(x) = (20 + x)(450 — 10x), gdzie x € {0, 1, 2, ..., 20}, i poszu-
kajmy odpowiedzi na nastepujace pytania:
e Jaka liczba uczestnikéw wyjazdu zapewni wlascicielce autokaru najwyzsza kwote?

e Jakg maksymalng kwote moze otrzymac?
° Czy umowa ze studentami jest dla wlascicielki korzystna?

Narysujmy wykres funkgji f.

o
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2. Wartos¢ najwieksza i wartos¢ najmniejsza funkcji kwadratowe;j

Warto$¢ najwieksza funkcja f osiaga dla x,, = 12,5. Taliczba nie nalezy do dziedzi-
ny, wiec na pierwsze pytanie otrzymujemy dwie odpowiedzi.

Whascicielka autokaru otrzyma najwiecej pieniedzy dla x = 12 lub x = 13, czyli
gdy autokarem bedzie jechato 32 lub 33 uczestnikéw.

Ta maksymalna kwota to: 32 -330 zt = 10560 zi (albo 33 - 320 zt = 10 560 z1).
Zauwazmy, ze f(0) = 9000, a f(20) = 40250 = 10000.

Zatem umowa ze studentami jest dla wlascicielki korzystna niezaleznie od liczby do-
datkowych pasazeréw.

Przyktad @)

Kajetan, kierownik wyprawy w Himala- ——
je, zatrudnial tragarzy do niesienia bagazu.
Umowit sie z 10 osobami, ze kazda z nich
otrzyma 800 dolaréw za wykonang prace.
Ladunek okazat sie na tyle cigzki, ze traga-
rze zaprotestowali. Trzeba bylo zatrudni¢
dodatkowe osoby. Wedlug nowej umowy
kazdy tragarz mial otrzymywac o 40 do-
laréw mniej przy zwiekszanej o kazdg na-
stepna osobe liczbie zatrudnionych. Ostatecznie okazalo sig, ze trzeba byto zaptaci¢
najmniej korzystng dla wyprawy kwote. Jaka faczna liczbe tragarzy przyjal Kajetan?

Rozwigzanie
Jezeli przez x oznaczymy liczbe dodatkowo zatrudnionych tragarzy, to:

10 + x jest liczba wszystkich zatrudnionych,
800 — 40x jest zarobkiem kazdego z nich.

Koszt wynajecia tragarzy jest wiec rowny (10 + x)(800 — 40x) dolaréw. Zmienna x
musi spetnia¢ dwa warunki:
°x20
° 800-40x>0 — zarobek kazdego tragarza musi by¢ wiekszy od zera
Zatem dziedzing funkcji f(x) = 40(10 + x)(20 — x) jest zbidr liczb naturalnych
z przedziatu (0; 20).
Wartos$¢ najwieksza funkcja f przyjmuje dla:

X, =5
Koszt niesienia bagazu byl najwyzszy przy pieciu dodatkowo przyjetych tragarzach,
czyli Kajetan zatrudnil ich w sumie pietnastu i zaplacit:

£(15) = 15 - 600 = 9000 (dolar6w)
Odp.: 15 tragarzy.
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Odpowiedzi i rozwigzania
2.1. E EP

22.F,P,P

23. P,P,P

24.F P, F

25.21m

2.6. a) warto$¢ najmniejsza: —7
dla x =4,

warto$¢ najwieksza: 1 dla x =2
b) warto$¢ najmniejsza: -3 dla
x=-1,

warto$¢ najwieksza: 9 dla x = 1
) wartos¢ najmniejsza: 1 dla

x =—6,

warto$¢ najwieksza: 7 dla x = -8
d) warto$¢ najmniejsza: —14 dla
x=-1,

warto$¢ najwieksza: —5 dla x =2
e) warto$¢ najmniejsza: —1 dla

x =3,

warto$¢ najwieksza: 3dla x =1
lub x =5

f) brak warto$ci najmniejszej,
warto$¢ najwieksza: 3 dla x = -1

2.7. a) brak wartosci najwigkszej
i warto$ci najmniejszej

b) wartos¢ najwieksza: 14 dla
x=-3

brak warto$ci najmniejszej

c) warto$¢ najmniejsza: —19 dla
x=-2,

brak wartosci najwiekszej

d) brak wartosci najwiekszej

i wartosci najmniejszej

I 18 Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

W kazdym z zadan 2.1-2.4 ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

2.1. Dana jest funkcja f(x) = 4x” + 5x — 3. Funkcja f ma warto$¢ najwicksza
w dziedzinie D, gdy
A. D= (0; 1).

B. D = (-3; -2). C. D =(2; 3).

2.2. Funkcja kwadratowa okreslona jest wzorem f(x) = %xz + %x + 1.

A. W przedziale (-3; 0) funkcja f ma warto$¢ najmniejsza réwna 1.
B. W przedziale (0; 3) funkcja f ma warto$¢ najmniejszg rowng 1.

C. W przedziale (-3; 3) funkcja f ma warto$¢ najmniejsza rowna %

2.3. Funkcja kwadratowa okres§lona wzorem f(x) = kx* - 2kx
A. dla k =3 ma warto$¢ najmniejszg réwnag —3.

B. dla k = -7 ma warto$¢ najwigkszg réwna 7.

C. dlakazdego k > 0 ma warto$¢ najmniejszg réwna —k.

2.4. Suma liczb a i b jest réwna 24. Iloczyn tych liczb
A. nie przekracza 120.

B. jest najwickszy, gdy a = b.

C. jest najmniejszy, gdy a = b.

2.5. Oblicz, na jaka wysokos$¢ wzniesie sie pilka tenisowa odbita rakieta pionowo
z wysokos$ci 1 m, z predkoscig poczatkowa 20 m/s. Skorzystaj ze wzoru podanego
w przykladzie 1.

2.6. Wyznacz warto$¢ najmniejszg i warto$¢ najwieksza funkcji w podanym prze-
dziale. Podaj argumenty, dla ktorych te wartosci sa przyjmowane.

a) f(x)=2x>—16x+25 (2 5) d) f(x)=-x*+4x-9 (-1;3)

b) f(x)=-3x"+6x+6  {(-1;2) e f(x)=x"—-6x+8  (1;5)

o) f(x)= %xz +4x+7 (-8 -6) ) f(x)= —x*—2x+2  (-3; 00)

2.7. Wyznacz warto$¢ najwieksza i warto$¢ najmniejsza funkcji y = f(x) wpodanej
dziedzinie D, o ile funkcja przyjmuje te warto$ci.

a) fx)=x"-6x+3 D=(-21) ¢ f(x)=3x"+12x-7 D= (-40)
b) f(x)=-x"—6x+5 D=(-41) d) flx)=-x"+4x+122 D=(-5;2)
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|x + 3| dla x<3
~x*+10x-15 dla x>3
najmniejsza i warto$¢ najwiekszg tej funkcji oraz argumenty, dla ktorych sg one przyj-
mowane w podanym zbiorze D.

a) D=(-13;7) b) D=N

2.8. Dana jest funkcja f(x) = { . Wyznacz wartos¢

c) D=(-2;8) d) D= (7;8)
2.9. Wyznacz wsp6tczynniki a, b, ¢ funkcji kwadratowej y = ax” + bx + ¢, ktéra
przyjmuje warto$¢ najmniejsza réwng —7 dla x = 4, a jej wykres przecina 0§ y
w punkcie (0, 25).

2.10. Wykresem funkecji kwadratowej y = %xz +bx +c jest parabola o wierzchotku
W = (-4, -1). Obliczbic.

2.11. Wykresem funkcji kwadratowej y = ax” + bx + ¢ jest parabola przechodzaca
przez punkty (-3, —3) (0, —9). Wierzcholek paraboli jest punktem, ktérego pierwsza
wspolrzedna jest rowna —2. Wyznacz wspotczynnikia, b i c.

2.12. Liczbe 100 przedstaw w postaci sumy dwoch takich skladnikéw, ktérych ilo-
czyn jest najwiekszy.

2.13. Liczbe 30 rozt6z na sume takich dwoch sktadnikéw, ktorych suma kwadratow
jest najmniejsza.

2.14. Oblicz najwiekszy iloczyn takich dwoch liczb, ktérych suma jest rowna
a) 22. b) 50. c) m.

2.15. Jaka najmniejsza warto$¢ moze przyjac iloczyn dwoéch liczb rzeczywistych roz-
nigcych si¢ 0 10?

2.16. Liczbe 6 roztéz na sume takich trzech skladnikow, by pierwszy byl dwa razy
wigkszy od drugiego i by suma kwadratéw wszystkich trzech sktadnikéw byta moz-
liwie najmniejsza.

2.17. Liczbe 24 rozt6z na sume takich czterech sktadnikéw, by pierwszy byl wiekszy
od drugiego o 1, drugi byt wiekszy od trzeciego o 1 i by suma kwadratéw wszystkich
czterech sktadnikow byla mozliwie najmniejsza.

2.18. Liczbe a roz16z na sume takich dwoch skfadnikéw, aby suma kwadratu pierw-
szego sktadnika i potowy kwadratu drugiego skladnika byla mozliwie najmniejsza.

2.8. a) warto$¢ najmniejsza: 0
dla x = -3,

warto$¢ najwigksza: 10

dla x=-13 lub x=5

b) brak warto$ci najmniejszej,
warto$¢ najwieksza: 10 dla x =5
¢) warto$¢ najmniejsza: 1

dla x = -2,

warto$¢ najwieksza: 10 dla x =5
d) warto$¢ najmniejsza: 1

dla x =38,

warto$¢ najwieksza: 6 dla x =7

29.a=2,b=-16, c=25
210.b=4,c=7
211.a=-2,b=-8, c=-9

2.12. 100 = 50 + 50

2.13. 30 =15+ 15

2.14.a) 121 b) 625 ¢) }1’”2
2.15. 25
2.16.6:1—8+2+E

7 7 7

217.24=7+6+5+6

218.a=-a+ za
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2.19. Niech a + b = 8. Wtedy
b=8-a.

f(a) =ab=a(8-a) =-a’+8a=
=—(a*-8a+16)+16 =
=—(a-4)*+ 16,

wiec najwieksza wartoscia f(a)
jest 16.

2.20. x =3

2.21. 27 lub 28 0s6b

2.22, Zysk bedzie najwickszy, gdy
wszyscy zamowia zdjecia; wyniesie
155 z1 10 gr.

2.23. 35 autokarow

2.24. 12 z}; 72 0s6b

2.25. boisko o wymiarach
10 m x 15 m podzielone w potowie
dluzszego boku

2.26.
b
a
a 2b
4a + 6b = 12, wiec
g l2-6b . 3,
4 2

12 -6b >0, wiec b <2
P(b) - suma pdl, b € (0; 2)

2
P(b) = a*+2b* = (3 - %b) +2b% =
= 9_9b+zb2+252 = %b2—9b+9

A=81—4.¥-9:—72

oo A 72

= — = =

4.£ 17
4

Odp.: Najwicksza mozliwa suma

, 72
O0lto —=.
p 17

2.19. Wykaz, ze 16 jest najwieksza wartoscig iloczynu dwdch liczb, ktérych suma
wynosi 8.

2.20. Prostokat ma boki dtugosci 16 cm i 10 cm. Dluzszy bok zmniejszamy o x cm,
a krétszy zwiekszamy o x cm. Dla jakiej warto$ci x pole nowego prostokata bedzie
najwieksze?

2.21. Bilet wstepu do muzeum kosztuje 20 zt. Przygotowano specjalng oferte dla
grup liczacych powyzej 15 0sdb. Grupa 16-osobowa placi 19,50 zt za jeden bilet, grupa
17-osobowa placi 19 zt za jeden bilet, grupa 18-osobowa ptaci 18,50 zl za jeden bilet
itd. Grupy nie moga by¢ liczniejsze niz 35 oséb. Jak liczna grupa zaplaci najwigcej za
bilety?

2.22, Fotograf zrobit zdjecie klasie liczacej 33 uczniéw. Ceng zdjecia okreslil na-
stepujaco: jezeli odbitke zamdwi nie wiecej niz 10 oséb, to cena bedzie réwna 8 zi.
Zamowienie zdjecia przez kazda nastepng osobe spowoduje, ze kazdy zamawiajacy
bedzie ptaci¢ o 10 groszy mniej. Zakladajac, ze zrobienie odbitki kosztuje fotogra-
fa 1 z1, oblicz, przy jakiej liczbie zamoéwien jego zysk bedzie najwiekszy. Ile ten zysk
bedzie réwny?

2.23. Autokary wycieczkowe pokonuja trase z Luksoru do Hurghady w strzezonym
przez wojsko konwoju, w ktérym nie moze by¢ wiecej niz 40 pojazdéw. Najmniejsza
taczna kwota, ktdra wszyscy jadacy musza zaplacié, jest rowna 6000 $. Jezeli konwoj
jest ztozony z 30 autokardw, to przejazd kosztuje po 200 $ od jednego pojazdu. Z kaz-
dym dofgczonym autokarem cena spada o 5 $ od jednego pojazdu. Jak liczna grupa
autokarow jest dla konwojentéw najkorzystniejsza?

2.24. Samorzad szkolny postanowil zorganizowaé dyskoteke dla ucznidéw szesciu
klas. Na podstawie przeprowadzonej ankiety organizatorzy oszacowali, zZe przy cenie
biletu wynoszacej 9 zt z kazdej klasy przyjdzie 15 oséb. Kazdorazowe zwigkszenie
ceny biletu o ztotéwke spowoduje, ze z kazdej klasy przyjdzie o 1 osobe mniej. Jaka
cene powinni ustali¢, aby suma ze sprzedazy biletéw byta najwieksza? Ilu 0séb nalezy
sie wowczas spodziewac?

2.25. Dysponujemy farbg w ilo$ci wystarczajacej do namalowania na placu 60 m
linii. Za pomoca tej linii mamy wyznaczy¢ prostokatne, przedzielone na potowy bo-
isko. Jaka dlugos¢ i szeroko$¢ powinno mie¢ to boisko, aby jego powierzchnia byta
mozliwie najwicksza? W obliczeniach pomin wymiary malowanej linii.

2.26. Suma obwodéw kwadratu i prostokata o stosunku bokéw 2: 1 wynosi 12. Jaka
najmniejsza warto$¢ moze przyja¢ suma pol tych figur?

2.27. Przedstawmy tre$¢ zadania na rysunkach. Niech h = |AE|:

D C D IL @
N V2<h<2V2=
0<h<v2 LR\ = |EC| = |EK| = |EL| =
2 4 2 lub 2
PaakL =h 3 & K =2V2-h
ENGE Paaxs = h(2V2-h)

A K B A B
P(h) - funkcja przedstawiajaca pole AAKL
w zaleznosci od h
P(h) = { 22 sy e (02)
—h* +2\2h gdy he (V2,2V2)

Najwigksze pole
jestdla h = V2.




2. Wartos¢ najwieksza i wartos¢ najmniejsza funkcji kwadratowe;j

2.27. W kwadrat ABCD o boku 2 wpisano trojkat réwnoramienny AK L w taki spo-
sOb, ze wysokos¢ trojkata zawarta jest w przekatnej AC. Zapisz pole tego trdjkata ja-
ko funkcje jego wysokosci h. Narysuj wykres tej funkcji. Wyznacz wysokos¢ trojkata
o najwiekszym polu.

2.28. Suma obwodéw kwadratu i tréjkata rownobocznego wynosi 1. Jakie dtugosci
powinny mie¢ boki tych figur, aby suma ich pol byla najmniejsza?

1. Funkcja kwadratowa okreslona jest wzorem f(x) = —3x” + 12x — 5.
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. W przedziale (0; 3) funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejsza rowng —5.
B. W przedziale (1; 10) funkcja f przyjmuje warto$¢ najwigksza rowna 4.
C. W przedziale (-1; 5) funkcja f przyjmuje warto$¢ najwieksza réwna 7.

2. Wyznacz warto$ci: najmniejszg oraz najwieksza funkcji f(x) = %xz -8x+2
w przedziale (0; 10).

3. Jaka najmniejszg warto$¢ moze przyjac iloczyn dwdch liczb rzeczywistych nale-
zacych do przedziatu (—40; 40) i rézniacych sie o 12?

4. Prostokat ABCD ma boki dltugosci 5 M
|AB| =36 cm i |BC| = 16 cm. Punkty K, L, M, N

potozone sg na bokach prostokgta ABCD w taki

sposdb, ze |AK| = |BL| = |CM| = |DN| = a cm. L
Dla jakiej wartosci a pole czworokgta KLMN jest 5
najmniejsze? K

5. Zalozenie sieci monitoringowej w osiedlu doméw jednorodzinnych kosztuje
240 zt od kazdego abonenta, pod warunkiem, ze umowe z operatorem podpisze co
najmniej pieciu chetnych. Z kazdym dodatkowo wiaczonym w sie¢ domem cena za-
instalowania maleje o 20 zt. Jaka liczba doméw, w ktorych zaktadany bedzie moni-
toring, jest najbardziej korzystna dla operatora? Jaka najnizsza opfate moga uisci¢
abonenci przy maksymalnym zysku operatora?

Prosto do matury

1. P,EFP

2. warto$¢ najmniejsza: —22 dla x = 6, warto$¢ najwieksza: 2 dla x =0
3. -36

4.a=13

5. 8 lub 9 doméw, w przypadku 9 domoéw po 160 zt od abonenta

2.27. Patrz s. 20.

2.28. b - dtugos¢ boku kwadratu

3a+4b=1,

wiec bz%, 1-3a>0

P(a) - suma pdl, a € (0; %)
2
P(a) = %g +b =
a*\3 <1—3a)2
= + =
4 4

_az\/§+1—6a+9u2_
T4 16 B

_ 1 2
—E[(4\/§+9)a —6a+1]

P(a) jest najmniejsze, gdy

—_ 6 =
T 23 +9)
3(9-4V3)

(9+4v3)(9-4V3)
_3(0-4v3) _3(9-4V3) _

81-48 33
_9-4\3
T

1_3.9°4V3

Wiedy b= —— 1L -
_11-27+12V3  12V3-16
B 44 T o4
_3V3-4
T
Odp.: Bok kwadratu: 3V3-4
bok tréjkata: 9_141\/5.
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22 Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

Uwagi metodyczne

Bardzo wazng umiejetnoscia jest
odczytywanie miejsc zerowych

z postaci iloczynowej wielomianu,
dlatego radzimy przeéwiczy¢

je na réznych przyktadach, od
tréjmianu (x — 3)(x +2) po
-3(2x +1) (V3 - 5x).

Od razu warto pokaza¢ uczniom,
jak sie okresla znak wspdlczynnika
przy najwyzszej potedze x. Bedzie
to pdzniej bardzo pomocne przy
rozwigzywaniu nierdéwnosci.
Unikniemy w ten sposob sytuacji,
w ktorej uczniowie rozwigzywaliby
nieréwnosci kwadratowe ,,na
okragto”, tzn. przeksztatcali
tréjmian z postaci iloczynowej do
ogolnej po to, aby zastosowaé
wzory na pierwiastki.
Konsekwentnie trzymamy sie
definicji dotyczacej liczby
pierwiastkow — funkcja
kwadratowa ma albo dwa miejsca
zerowe, albo jedno miejsce zerowe,
albo nie ma miejsc zerowych.

Nie wprowadzamy pojecia ,,dwa
identyczne” (przy wyrézniku
réwnym zero).

temat 1.1

Multite4a

e Wykres funkcji kwadratowe;j

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 1.3

G Generator

testéw i sprawdzianéw

3. Miejsca zerowe funkcji
kwadratowej

Umiejetnosci:
° rozwigzywanie rownan kwadratowych z jedng niewiadomg
e zapisywanie funkcji kwadratowej w postaci iloczynowej

Zajmiemy sie teraz wyznaczaniem miejsc zerowych funkcji kwadratowe;.
Zauwazmy, ze czynnos¢ ta to nic innego jak rozwigzywanie r6wnania kwadratowego
ax® + bx + ¢ = 0. Rozwigzania rownania kwadratowego ax’ + bx +c = 0, a # 0,
nazywamy pierwiastkami tego réwnania.

Przyktad o
Rozwigzemy podane réwnanie.
a) x2-3x=0

b) x*—6x+9=0

zad. 3.6

) (x+2)2—7:0
d) (x+57°%+3=0

Rozwigzanie
a) Lewa strone rownania mozemy roztozy¢
na czynniki: x(x —3) = 0.
Mamy wiec x =0 lub x -3 =0.
Odp.:x=0lub x=3

a-b =0 wtedy i tylko wtedy, gdy ((( )))
a=01lub b=0.

b) Mozemy skorzystac ze wzoru skré-
conego mnozenia i zapisa¢ podane

Wzory skréconego mnozenia: ((( )))
a-v = (a—Db)(a+b) rbznica kwadratow
a’ -2ab+b’ = (a- b)2 kwadrat réznicy

a’ +2ab+ b = (a+ b)2 kwadrat sumy

. . . 2
rownanie w postaci (x —3)” = 0.
Jedynym pierwiastkiem rdéwnania
jest wiec liczba 3.

Odp.:x=3

0 (x+2°-(V7) =0
[(x+2) = V7] - [(x+2)+ V7] =0
x+2-V7=01lub x+2++V7=0

Odp.ix=-2++7 lub x = -2 -7

d) W réwnaniu (x+5)%+3 = 0 wartoé¢ wyrazenia po lewej stronie znaku réwnosci
jest dodatnia dla kazdego x € R.

Odp.: Réwnanie nie ma pierwiastkow.

43.6. Rozl6z lewa strong rownania na czynniki i rozwiaz to rownanie.
a)ix2—2x+4=0 c)2x2—2\/§x+1=0

b) 25x> —20x+4 =0 d) 6x*+7x=0

Odp.:a) x =4 b)x=§ c)x=§ d)x=01ubx=£
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Funkcja kwadratowa moze nie mie¢ miejsc zerowych, mie¢ jedno miejsce zerowe lub
dwa miejsca zerowe. Zbadamy, od czego zalezy wystapienie kazdej z tych sytuacji oraz
wyprowadzimy wzory pozwalajace obliczy¢ miejsca zerowe. W tym celu zapiszemy
funkcje kwadratowa f(x) = ax’ + bx + ¢ (a # 0) w postaci iloczynu. Najpierw
sprowadzamy funkcje¢ do postaci kanonicznej i wylaczamy a przed nawias:

b\*  -A
flx) = a[(x— Z) + @]
Dalsze postepowanie uzalezniamy od znaku A - wyrdznika tréjmianu kwadratowego.

I Jezeli A > 0, to istnieje VA, wiec wyrazenie w nawiasie kwadratowym mozemy
zapisa¢ jako réznice kwadratow i rozlozy¢ na czynniki (zob. przyklad 1c).

Fx) = a:<x— ;—2)2 - (j—fﬂ

f(x):a:<x—_—b>—\/—ZH<x—_—b>+\/—Z] —a -V =(a-b)a+b)

2a 2a 2a 2a

B -b VA b VA
flxy=a _Z_EH "2 z]

_ -b+ VA -b- VA
S a< 2 )( 2a )

B b+ VA _ -b- VA _ -
f(x)=0 gdy x - » =0 lub x- » =0, czyli dla:

-b+ VA -b- VA
= lub x=

2a a

2
II. Jezeli A =0, to f(x) = a(x - ;—f:) , zatem jedynym miejscem zerowym funkeji
jest x = ;—b (zob. przyklad 1b).
a

2
IIL. Jezeli A < 0, to _—Az jest liczbg dodatnig. Wyrazenie (x - _—b> M jest do-
4a 2a 4a

datnie dla kazdej wartosci x (zob. przyktad 1d). Funkcja nie ma miejsc zerowych.

Rozwazymy teraz, w jaki sposob liczba miejsc zerowych funkcji kwadratowej wplywa
na znak A.

Z postaci kanonicznej wynika, ze A = —4aq, gdzie g jest druga wspolrzedng wierz-
chotka paraboli y = ax” + bx +c.



43.10. Rozwiaz rownanie.
a) X +8x+7=0

b) x* -~ 10x+21 =0

) 16x* +24x+9=0
d)3x>+x-4=0

e) Z+x-1=0
f)x2—4x—1=0

Odp.:a) x = -7 lub x = -1
b) x=31ub x=7

3
C)x——z
4
d)x=—-—1Iub x=1
¢ x = 1—\/§lub _—1+\/§
2 2

f)x=2-51lub x=2+ 5

43.11. Rozwiaz rownanie.
a) —6x*+x-2=0

b) x> —4x+7=0

€) 6x*—5x+1=0
d)2x*+3x-2=0

e 4x’—12x+1=0

f) —4x* +9x-9=0
Odp.: a) brak rozwigzan
b) brak rozwigzan

c)lelub le
3 2

) lubx:%

e)xz%ﬁlubx

f) brak rozwigzan

3422
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Na rysunkach przedstawione sg mozliwe polozenia paraboli wzgledem osi x w zalez-
nosci od liczby miejsc zerowych funkcji f(x) = ax” + bx + c.

Brak miejsc zerowych Jedno miejsce zerowe Dwa miejsca zerowe

a>0 a>0 a>0
q>0 q=0 qg<o0
wiec wiec wiec
et A<O ~ A=0 x A>0
a<0 a<0 a<0
x qg<o0 x q=0 x q>0
wiec wiec wiec
A<O A=0 A>0
Udowodnili$my w ten sposdb nastepujace twierdzenie.
Réwnanie ax’ +bx + ¢ = 0, a#0:
nie ma pierwiastkow wtedy i tylko wtedy, gdy A <0,
-b

ma jeden pierwiastek wtedy i tylko wtedy, gdy A = 0; wowczas x, = %0
ma dwa pierwiastki wtedy i tylko wtedy, gdy A > 0; wowczas

-b- A b+ VA
X = » oraz x, = P

W dalszych przykladach i zadaniach stosujemy oznaczenia wspoélczynnikéw przyjete
w tresci twierdzenia.

Przyktad @) < zad. 3.10,3.11

Rozwigzemy podane réwnanie.

Rozwigzanie

a) 2x* —x+1=0
Wspdlczynniki tréjmianu po lewej stronieto a =2, b=-1, c = 1.
A=b"—4dac=(-1)"-4-2-1=-7
Poniewaz A < 0, rownanie nie ma rozwigzan.

b) 3x> +2/15x = -5 «—— porzadkujemy réwnanie
3x7 +2VI5x+5=0 —a=3,b=2V15c=5
A=b—dac=(2V15)" -4-3-5=4-15-4-15=0
Poniewaz A =0, jedynym rozwigzaniem réwna- Zauwazmy, e jezeli A = 0, (1)

o b -215 V15 b
nia jest liczba x, = w23 -3 to X =X =X =
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o) x*+3x-10=0
A=9-4-1-(-10) =49

Poniewaz A > 0, réwnanie Sposdb oznaczania pierwiastkéw réwnania (@)
ma dwa rozwigzania: ax® +bx+c=0 (a # 0) symbolami x, oraz x, jest
b—-+vA -3-7 tradycyjnie przyjety. Nieistotne jest, czy oznaczymy
xl = = = —5 -b- \/Z B
2a 2 a symbolem x; czy x, (czy wprowadzimy
X = b+ VA _ -3+7 _ ) jeszcze inne oznaczenie).
, = = =

2a 2
J

Z wyprowadzenia wzordéw na pierwiastki rownania kwadratowego wynika ponizszy
wniosek.

Funkcje f(x) = ax® + bx + ¢, a # 0, mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej,
gdy A >0, a mianowicie:

jezeli A=0, to f(x)=a(x - x0) i xp = _zﬁ,
a
jezeli A >0, to f(x) =alx—x)(x—x,) i x; = = ;a\/Z, x, = _b;a\/z_

Przyktad @) « zad. 3.13
Zapiszemy podang funkcje w postaci iloczynowej (jezeli to mozliwe).
Rozwigzanie
a) f(x)= “3xtrx+2
A=1-4-(-3)-2=25

-b+VA _-1+5 2 -b-VA _-1-5
xl = = = -, xz = = = 1
2a -6 3 2a -6
2
Odp.: f(x) = _3<x + 3) (x—1) Podczas sprowadzania wzoru funkgji kwadra- ()
towej do postaci iloczynowej nalezy pamietaé
b) f(x)=2 X x+4 o zapisaniu wspoltczynnika a przed nawiasami.

A=1-4-2-4=-31<0

Odp.: Funkcja f nie ma postaci iloczynowe;.

¢ flx)= 3x? - 26x +2

A=24-24=0, xo:—_b:\/_E
2a 3

2

Odp.: f(x):3<x—\/?g>

25 I

43.13. Jezeli to mozliwe, zapisz
funkcje f w postaci iloczynowe;.

a) f(x)=—x2+3x+3
b) f(x) =2x" +3x+1
[9) f(x)=—6x2+x+2

d) f(x)=12x" - 12x +3

Odp.:a) f(x) =

:_(x_“z@)(x

b) f(x) = 2(x + 1) (x N %)

o w=-o-2)
d) f(x) = 12(x - %)2

1
X+ =
2

2

_3—@)

)
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43.18. Rozwiaz rownanie.
a)x2—2|x|+1:0

b) x* = |x-3|-1

9) x2+|2x—2|=1

d) x* —|5x - 10| = 4
e)x2+|x—3|=9

f) xX—2x-6]=2
Odp.:a) x=-1 lub x =1
b) x=-21lub x=1
cx=1

d) x=-71lub x=21Iub x=3

e)x=-21lub x=3
f) x=-41ub x=2

Odpowiedzi i rozwigzania
3.1. P,E, P

3.2. F,FP

Przyktad Q z.3.18
Rozwigzemy réwnanie x° +3 = [2x + 1| + x.
Rozwiazanie

1
2x +1 dla x>--

— N

Zauwazmy, ze [2x + 1| =
-2x-1 dla x< B

Rownanie x> +3 = |2x + 1| + x rozwigzemy wiec oddzielnie w dwéch przedziatach.

I xe€ (—oo; —l>
2

43=-2x-1+x
X +x+4=0

. 1 , . . ,
A=1-16<0, zatem w przedziale (—oo; —5) rownanie nie ma rozwigzan.

II. x € <—l; oo)
2

X +3=2x+1+x
2 -3x+2=0
A=9-8=1

xlz_b_\/zzﬂzlile<—%;oo)

2a
1:212~E<—l; >
2

-b+ VA _
2a B

Odp.:x=11lub x =2

W kazdym z zadan 3.1-3.4 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

Xy =

N‘+ S

3.1. Pierwiastkami réwnania —x” +4x +3 = 0 sa
A. dwie liczby niewymierne.

B. dwie liczby dodatnie.

C. liczby 2 -7 i 2+ /7.

8.2. Réwnanie 3x* —2x-1=0

A. nie ma pierwiastkow.

B. ma dwa pierwiastki catkowite.

C. ma dwa pierwiastki o réznych znakach.
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3.3. Rownanie x* +4x -k =0 3.3.P,FP
A. dla k = -5 nie ma pierwiastkow.

B. dla k =4 ma jeden pierwiastek.

C. dla k = V2 ma dwa pierwiastki.

8.4. Liczba 3 jest pierwiastkiem rownania x° + bx + ¢ = 0. Wynika stad, ze 3.4.FP,P

A. cjest liczbg calkowitg podzielng przez 3.
B. b” > 4c.
C. Liczba % tez jest pierwiastkiem tego réwnania.

3.5. Jaka liczbe nalezy wpisa¢ w miejsce |2, aby podane rdwnanie mialo tylko jedno
rozwigzanie?

a) - [fx+81=0
b) xt—6x+ 7 =0

c) —9x* +x+ (2 =0
R x*-x+16=0

3.5. a) 18lub-18 b) 9

o-L @ Libo
36 64

3.6. Rozldz lews strone réwnania na czynniki i rozwigz to réwnanie. 36.a) x=4
2

a) ix2—2x+4=0 Q) 2x*-2V2x+1=0 b)x:;

b) 25x* —20x+4 =0 d) —6x%+7x =0 C)x:g

3.7. Wykorzystaj posta¢ iloczynowa réwnania i odczytaj jego pierwiastki.
a) 3<x—%>(x+n)=0 ) —2<x—§>(x+3)=0

1
b) —4x(x+3v2) =0 d) 3<x—§)(x+ V2) =0

8.8. Wspolczynniki a, pigqfunkcji f(x) = a(x— p)* +q spelniaja podane warunki.
Podaj liczbe miejsc zerowych tej funkcji.
a) a>0,g=0, peR
b)a>0,g>0, peR

c)a<0,g>0, peR
d)a<0, p>0,g€eR

3.9. Bez rozwiazywania rownania podaj liczbe jego pierwiastkow.
a) x2-2V3x+3=0 c) 5 +x-1=0
b) 7x* - 3x+10=0 d) —4x* +20x - 25=0

3.10. Rozwigz réwnanie.

a) X +8x+7=0 d)3x2+x—4=0

d)x=olubx=§

3.7.a) x = -7 lub x:%
b) x=-3V2 lub x =0

¢)x=-31ub x =

N »

i) e 21ubx=§

3.8. a) jedno b) zero

c) dwa d) zero lub jedno lub dwa

3.9. a) jeden b) zero
c) dwa d) jeden

3.10. a) x =-7 lub x = -1
b)x=31ub x=7

3
b) x* - 10x +21 =0 e) x> +x-1=0 Qx=-1
¢) 16x* +24x +9=0 f) ¥ —4x—-1=0 d)xz_gluble
e)xz_l_\/g lub x:_lz\@

) x=2-51ub x =2+ 5
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3.11. a) brak rozwigzan
b) brak rozwigzan

N | —

c)lelub x==
3

) lubx:%

_3-2V2 3422
2

e) x lub x =

f) brak rozwigzan

3.12.a)x=§ lub x =1
b)x=1 1ubx=z§
c)x:1§ Iub x =2
d)x=-1 lubx:2§

3.13. a) f(x) =

B < 3+\m>< 3—\5)
=—(x- x-
2 2

b) f(x) = 2(x + 1) (x+ %)
o) f(x) = —6<x— %) <x+ %)

1 2
d) f(x) = 12<x— z)
3.14. a) f(x) = X2+ 7x - 18
b) f(x) = -2x"+6
o f(x) = (3 —2\/§)x2 +
2(3—2\/5) 3—22
+ X+
5 25
d) f(x)=x*-2x-6

3.16. b=7,¢c=5

3.17.a) x =7 lub x = -1
lub x =1 lub x = V7

b) x=—-V2 lub x = -1

lub x=1 lub x = V2
¢)x=-11lub x=2

lub x =3 Iub x=6
d)x=-1lubx=>
e)x=-41lubx=-21ub x=0
f)x=-31ub x=2

3.11. Rozwigz réwnanie.

a) —6x*+x-2=0 d) 2x* +3x-2=0
b) x’—4x+7=0 e) 4x> - 12x+1=0
Q) 6x*=5x+1=0 f) —4x*+9x-9=0

3.12. Rozwiaz réwnanie.
a) Bx-5)(Q2x+1)+(7x-5)*=-2
b) (1-5x)(x—2) - (2 +3x)(2 - 3x) = 7(2x — 3)* + 2x

2

o) 4(% - x) ~3(x-2)(B3x+2) = (7-x)° - 16

d) 11(3x2 + 3) 11 = 4(x +5)% = (1 -2x)°

3.13. Jezeli to mozliwe, zapisz funkcje f w postaci iloczynowe;.

a) f(x)=—x2+3x+3 ) f(x)=—6x2+x+2
b) f(x) =2x"+3x+1 d) f(x)=12x*—12x+3

3.14. Dane sg miejsca zerowe funkcji kwadratowej f orazjej wspdtczynnik a. Zapisz

te funkcje w postaci f(x) = ax® +bx +c.

a)a=1 x;=-9 X, =2

b) a=-2 x;=-V3 x,= V3
) a=3-2V2 xo =-0,2

d)a=1 x;=1-v7 x,=1+7

3.15. Dany jest wzor funkcji kwadratowej f. Wyznacz miejsca zerowe tej funkeji.
Oblicz wspoélrzedne wierzchotka W paraboli bedacej wykresem funkeji f oraz punk-
tu P przeciecia paraboli z osig y. Naszkicuj ten wykres.

a) f(x):ixz—Zx c) f(x):—2x2—4x+6
b) f(x):%x2—2x+5 d) f(x):—xz—x+1745

38.16. Pierwiastkami réwnania kwadratowego x” + bx + ¢ = 0 sa liczby przeciwne

do pierwiastkéw rownania x° — 7x + 5 = 0. Wyznaczbic.

3.17. Rozwigz réwnanie.

a) | -4 =3 d) 27 + x| =1

b) ‘3—2x2’=1 e) ‘x2+4x+2‘=2

c) |x2—5x|:6 f) |x2+x—2|:4

3.15. a) miejsca zerowe: 0, 8; b) brak miejsc zerowych; ¢) miejsca zerowe: -3, 1;

W= (4, -4), P=(0, 0) W =(2,3), P=(0,5) W =(-1,8), P=(0, 6)

% f/ y ; b7\
il - f

.. 5 3
d) miejsca zerowe: > o

W = (—1, 4), p- <o, 3§>
2 4
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3.18. Rozwigz rownanie.

a) x> =2lx|+1=0 d) x> —|5x - 10| = 4
b) x* =|x-3|-1 e) X’ +|x-3]=9
O xr+2x-2=1 ) x*—|2x-6/=2

3.19. Rozwiaz rownanie.

a) sz—Z‘—3‘=4 ) Hx2—7x‘—2|=4
b) Hx2—7‘—6‘=3 d) Hx2+4x‘—2‘=2

3.20. Wyznacz dziedzing funkgji.

5 3
Ay P S0 = s
3.21. Wyznacz dziedzing funkgji.

x—4 3
2) f(x)_x2+10|x|—6 b) f(x)_|x2—x|—30

1. Jedynym miejscem zerowym funkcji kwadratowej f jestliczba 2. Wykres tej funk-
cji przechodzi przez punkt (1, 2).

Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Wyréznik funkgji f jest rowny 0.

B. Funkcje f mozna zapisaé w postaci iloczynowej f(x) = (x — 2)°.

C. Wykres funkgji f przecina o§ y w punkcie o wspotrzednej 4.

2. Rozwigz réwnanie (2x — 1)2 - (Bx - 5)2 =(x+1)(5B-x)+1.

8. Zapisz funkcje f(x) = 2x° — 6x — 8 w postaciach: kanonicznej oraz iloczynowej.

x—4
x2 —4|x| -5

4. Wyznacz dziedzine funkeji f(x) =

5. Pierwiastkami rownania x° + bx +c = 0 sa liczby

2-V3  2+V3
4 4
Wyznacz bic.

3.18.a) x=-11ub x=1

b) x=-21lub x=1

ox=1

d) x=-71lub x=21ub x=3
e)x=-21lub x=3

f) x=-41lub x=2

3.19. a) x € {-3, 3}
b)xe{—4,—x/ﬁ, -2, 2, V10, 4}

{7—@ 7+\/ﬁ}
c) x € ;1

)6)
2 2

d) x e {—2(1+ V2), 4, -2, 0,

-2(1- \/5)}

3.20.2) D=R-{-3, 1}
b) D =R

3.21.

a) D=R-{5- V31, -5+ V31}
b) D =R - {-5, 6}

Prosto do matury
1. P,F F

2.x:2% lub x =3

3N\28 905
3. f(x)=2<x—£) -
f(x) =2(x+1)(x—4)

4. D=R-{-5, 5}

5.I9=—1,c=L
16

290 I
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4. Wzory Viete’a

Umiejetnosci:
e stosowanie wzordow Viete’a

Podamy teraz pewne zaleznosci miedzy pierwiastkami réwnania kwadratowego
a wspotczynnikami funkeji kwadratowej. Zaleznosci te nosza nazwe wzorow Viéte’a.

Frangois Viéte (1540-1603) - francuski prawnik i matematyk, jest uzna-
wany za ojca wspolczesnej algebry. Jako pierwszy uzywat w swoich pracach
liter do oznaczania wspdlczynnikéw réwnan, wprowadzit tez symbole +1i —.
Podczas wojny francusko-hiszpanskiej znalazt klucz do szyfru uzywanego
w listach przez krola hiszpanskiego Filipa IL

Wzory Viete’a
Rownanie ax” +bx +¢ =0, a # 0, ma pierwiastki x,, x, wtedy i tylko wtedy,

gdy: b
x1+X2=_;, xl'x2=

C
a
Zwrot ,wtedy i tylko wtedy” oznacza, ze prawdziwe sa dwa twierdzenia:
L1 . 2 L . b c
L. Jezeli rbwnanie ax”+bx+c = 0 ma pierwiastki x;, x,,t0 x;+x, = ——, x;-x, = —.
a a
s - b . c
II. Jezeli liczby x,, x, spetniajg warunek x; + x, = —ixxn=-,a #0, tosa
N L . 2
one pierwiastkami rownania ax” + bx + ¢ = 0.

Udowodnimy obydwa twierdzenia.

Dowdd |
Rownanie ax” +bx +c =0, a # 0, ma pierwiastki, o ile A > 0. Wtedy:

_ b+ VA . _-b-+A

1 2a 2 2a
Zatem:
b+VA -b-VA -2b b
X, +x, = + =— =—
2a 2a 2a a
X x _-b+ VA —b—\/Z_bZ—A_bZ—b2+4ac_4£_£
L2 2a 2a 4qa? 4q? 4a> a

temat 1.6

MultiteZa

e Jak wprowadzano symbole
w matematyce
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Dowad I
Jezeliliczby x,, x, spelniajg warunek x; +x, = %b ix;-xy= 2, to b=-a(x; +x,)
oraz ¢ = a(x, - x,). Zatem réwnanie ax’ + bx + ¢ = 0 ma posta
ax’ —a(x; +x,)x+a(x, - x,) =0
Oznaczmy wyrazenie po lewej stronie tego rownania przez f(x). Wowczas
f (%)) = axi —a(x, +x,) %, +a(x, -x,) =0 oraz
f(x,) =ax; —a(x;+x,)x, +a(x, - x,) = 0, czyli liczby x, i x, s pierwiastkami
badanego réwnania.
Koniec dowodu
Uwaga: Dla kazdego tréjmianu kwadratowego mozna zapisa¢ ilorazy —Z i 2, ale

wyrazaja one sume i iloczyn pierwiastkéw réwnania wtedy i tylko wtedy, gdy A > 0.

Wzoréw Viete’a mozemy uzywaé do rozwiazywania w pamieci niektdrych réwnan
kwadratowych.

Przyktad €)

Rozwigzemy podane réwnanie.

zad. 4.5

Rozwigzanie
a) x%+ 152x + 300 = 0
Poszukujemy liczb x;, x,, ktore spetniaja podany ukltad réwnan.

X, +x,=-152 x, =-2
X1 - x5 =300 x, = —150
Odp.: x = -2 lub x = -150
b) X2 -3x+5=0
A=9-20<0 «—— w tym wypadku szybciej wykazemy brak
Odp.: Réwnanie nie ma rozwigzan. pierwiastkow, gdy zbadamy znak A
Przyktad @) « zad. 4.7

Bez obliczania pierwiastkéw podanego réwnania okreslimy ich znaki.

Rozwiagzanie

a) ¥’ +37x-5=0
A=37"+20>0

Liczby p i q maja rézne znaki wtedy i tylko wtedy, gdy: ()
pP-q9<0
Liczby p i g sa dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy:

Zatem réwnanie ma dwa { p-q>0
pierwiastki. p+q>0
X, Xy, =-5<0 Liczby piq sg ujemne wtedy i tylko wtedy, gdy:
p-a>
Odp.: Pierwiastki réwnania { p+q<0

maja rézne znaki.

4. Wzory Viete'a 31

44.5. Rozwigz réwnanie.
Skorzystaj ze wzoréw Viete’a
i postaraj si¢ odgadna¢
rozwigzania.

a) x>~ 7x+6=0

b) x* - 12x+20=0

) x* +40x +300 =0

d) x> —4x-21=0
Odp.:a) x=1 lub x =6
b) x =2 lub x =10

¢) x=-30 lub x =-10
d)x=-31lub x=7

44.7. Sprawdz, czy rownanie ma
pierwiastki. Jezeli ma, ustal ich
znaki.
a) 3x2-x-7=0
b) —x>—5x+20=0

16

[9) —x*+x+1=0

d) -3x* - 50x -1 =0

Odp.: a) pierwiastki o réznych
znakach

b) dwa pierwiastki dodatnie

c) pierwiastki o réznych znakach
d) dwa pierwiastki ujemne
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44.12. Funkcja kwadratowa f(x)
ma dwa miejsca zerowe x;, X,
takie, ze

X1 +Xx, = 21 Oraz X, X, = 11
1 » = =47 1742 = 745
2 2

Wrykres tej funkcji przechodzi
przez punkt P = (1, 4). Wyznacz
wzor funkeji f w postaci ogolne;.

Odp.: f(x) = 2x* +5x -3

b) x* ~131x+47 =0
A=131"-4-47>0
X%, =47>0 «—— oba pierwiastki s3 tego samego znaku
X, +x,=131>0

Odp.: Pierwiastki rownania s3 dodatnie.

) x>+ V126x+13 =0
A=126-52>0
X, x,=13>0 «—— oba pierwiastki s3 tego samego znaku
X, +x, = V126 <0

Odp.: Pierwiastki rownania sg ujemne.

Podsumujmy:

jezeli w réwnaniu ax® +bx +¢ =0, wktorym a # 0 i A > 0, iloczyn pierwiastkéw

jest:

° ujemny, to pierwiastki sg przeciwnych znakow,

* dodatni, to pierwiastki sg tego samego znaku i wowczas, aby odpowiedzie¢ na py-
tanie, czy obydwa sg dodatnie czy ujemne, badamy znak ich sumy.

Przyktad e zad. 4.12

Funkcja kwadratowa f(x) = ax”+bx+c ma dwa miejsca zerowe x,, x,. Suma miejsc
zerowych jest rdwna 4, a ich iloczyn wynosi —5. Do wykresu funkcji f nalezy punkt
A = (3, -8). Napiszemy wzor funkgji f w postaci ogdlne;.

Rozwigzanie

I sposéb
Obliczamy miejsca zerowe.
X tx,=4
{xl cXxy =5

Ten uklad réwnan mozna rozwigza¢ w pamieci.
x; =5, x,=-1
Korzystamy z postaci iloczynowej funkcji kwadratowej:
fx) = a(x—x) (x - x,)
f(x)=alx-5)(x+1)
-8=a(3-5)3+1) —— punkt A = (3, —8) nalezy do wykresu funkcji
a=1
fx)=(x=5)(x+1)
f(x) =x’—4x-5



IT sposéb
Zapisujemy wszystkie informacje o funkcji f(x) = ax” + bx + ¢, a # 0, w postaci
ukladu réwnan. Korzystamy ze wzoréw Viéte’a.

-b

—=4 —x+x, = b

a a

¢ __ R—

a > TRy

-8=9a+3b+c «—— punkt A = (3, -8) nalezy do wykresu funkgji

Wyznaczamy z drugiego réwnania np. ¢ = —5a i podstawiamy je do trzeciego. Otrzy-
mujemy uklad dwéch réwnan z dwiema niewiadomymi.

=1
a b— b:—4
9a +3b—5a = -8 42 +3b=-8 c=-5
Odp.: f(x) =x’—4x-5
Przyktad @) < zad. 4.18, 4.19

Réwnanie x° —3x — 7 = 0 ma dwa rézne pierwiastki (A > 0). Obliczymy sume
odwrotnosci tych pierwiastkow.

Rozwiagzanie
1 1 X, + X
— =277
X X X1%,

X, +x,=3, x;x,=-7

«— korzystamy ze wzoréw Viete’a

W kazdym z zadan 4.1-4.4 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

4.1. Pierwiastki réwnania x° +bx +c = 0 sg liczbami ujemnymi. Wynika z tego, ze
A.b<O. B. b<0. C.c<0.

4.2. Pierwiastki réwnania ax” + bx + ¢ = 0 sa liczbami dodatnimi. Zatem
A.a<0. B.b>0. C.c>0.

4.3. Dane jest rownanie 3x” + x — 11 = 0.

A. Suma pierwiastkow tego réwnania jest réwna -3

B. Pierwiastki tego rdwnania sg liczbami wymiernymi.
C. Pierwiastki tego rownania sg liczbami o przeciwnych znakach.

Odpowiedzi i rozwigzania
41. F, EF
42. F,EF
43. P,F, P

4. Wzory Viete'a

44.18. Dane jest rdwnanie

ax® +bx + ¢ = 0, w ktérym

a# 0, A>0. Liczby x;, x, sa
pierwiastkami tego rownania.
Wyraz podang wielkos¢

w zalezno$ci od wspotczynnikow

a,bic.

1 . 1
2 T2
&%
X1

a)
b) 2+
X1 X
€) (x; - xz)z

d) (x, + \/5)2 + (%, + \/5)2

2
b C22ac’ c40

Odp.: a)

2
b)b _Zac,c¢0

ac
b* - 4ac

[9)

d)

a?

b* - 2ac — 2~/3ab + 64
2

a

44.19. Jezeli istniejy pierwiastki
X1, X, podanego réownania, oblicz

wartosc t.
2 1 1
a)x —1lx+7=0,t=—+—
X1 X
b) x* -x-10=0, t = (x, - x,)°
Ox+13x+3=0,t=24+3
X1 X
d)x2—4x+5=0,

t=(x,-3)" + (x, - 3)°
9
Odp a) t= 2@
b) t =41
o t=54l
3
d) Nie istniejg pierwiastki.

33 I
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4.4. P,P,P

45.a) x=11ub x=6
b) x=2 lub x =10
¢) x=-30 lub x =-10
d) x=-31lub x=7

4.6.a) np.x° —5x-24=0
b) np. 18x* —=27x +10=0
) np. x> +2V3x-9=0
d) np. 2x* - 2V7x+3=0

4.7. a) pierwiastki o réznych
znakach

b) dwa pierwiastki dodatnie

c) pierwiastki o réznych znakach
d) dwa pierwiastki ujemne
48.a)a>0,b<0
b)a>0,b>0

c)a<0,b>0

d)a<0,b<0

4.9.a)np.b=-3, c=—4
b) Nie ma takich liczb.
cnp.b=3,c=1

410. x, =1, x, =7, b=-32
lub x;, =-1, x, =-7, b=32

4.11. a) nie
b) np. x> +8x-33=0

412, f(x)=2x"+5x-3

4.4. Dane jest rtownanie x° + 7x + 8 = 0.

A. Tloczyn pierwiastkow tego rownania jest réwny 8.

B. Suma kwadratéw pierwiastkéw tego réwnania jest réwna 33.
C. Pierwiastki tego réwnania sg liczbami niewymiernymi.

4.5. Rozwigz réwnanie. Skorzystaj ze wzorow Viéte’a i postaraj sie odgadna¢ roz-
wigzania.

a) X -7x+6=0
b) x*-12x+20=0

¢) x*+40x +300 =0
d) x*—4x-21=0

4.6. Podaj przyktad réwnania postaci ax” + bx + ¢ = 0, ktére ma dane pierwiastki.
¢) x;,=V3, x,=-3\3
V7 -1 _V7+1

d) x, = T % 5

a) x;,=8, x,=-3

2
b)xlzg, X, =

(o9,

4.7. Sprawdz, czy réwnanie ma pierwiastki. Jezeli ma, ustal ich znaki.
2
a) 3x"—x-7=0
b) —x% —5x+20=0
16

c) X +x+1=0
d) -3x*—50x-1=0

4.8. Liczby x,, x, sa pierwiastkami rownania kwadratowego ax”+bx+c = 0. Znaki
pierwiastkéw oraz wspdélczynnika ¢ sg podane. Ustal znaki wspétczynnikéw a i b.

a) x;,>0, x,>01¢>0 ) x,>0, x,>01¢<0

b) x;, <0, x,<0ic>0 d) x;, <0, x,<0ic<0

4.9. Podaj, o ile istnieje, przyktad takich liczb b i ¢, aby bc > 0 oraz réwnanie
x>+ bx + ¢ = 0 miafo dwa rozne pierwiastki

a) roznych znakdow. b) dodatnie. ) ujemne.

4.10. Pierwiastkami rownania 4x”+bx+28 = 0 sg dwie liczby catkowite. Wyznacz
te pierwiastki oraz wspdtczynnik b.

4.11. Czy istnieje rownanie kwadratowe, ktorego pierwiastkami sa liczby x;, x,
spelniajace podane warunki? Jezeli tak, podaj przyklad takiego réwnania.
a) x;-x,=5 X, +x,=3 b) x;-x, =-33 X +x,=-8

4.12. Funkcja kwadratowa f(x) ma dwa miejsca zerowe x|, x, takie, ze
X +x, = —2% oraz x, - x, = —1%. Wrykres tej funkeji przechodzi przez punkt

P = (1, 4). Wyznacz wzor funkeji f w postaci ogolne;j.



4.13. Funkcja kwadratowa y = f(x) jest rosnaca w przedziale (—oo; §>, malejaca

w przedziale <E’ oo) i ma dwa miejsca zerowe x,, x,, ktérych iloczyn jest réwny 2.

Wrykres funkeji przecina o y w punkcie (0, —2). Wyznacz wzor funkcji f w postaci
ogolne;j.

4.14. Funkcja kwadratowa y = f(x) ma dwa miejsca zerowe x,, x, i spelnia naste-
pujace warunki: suma pierwiastkdéw jest rowna —6, suma odwrotnosci pierwiastkow

jest réwna i warto$¢ funkcji dla argumentu 2 jest rowna 12. Wyznacz wz6r funk-

cji f w postaci ogdlnej.

4.15. Zbiorem wartosci funkcji kwadratowej y = f(x) jest przedziat (-2; o0). Wia-
domo, ze funkcja ma dwa miejsca zerowe x,, x, takie, ze x; +x, =2 i x;-x, = 0.
Wyznacz wzoér funkcji f w postaci ogdlnej.

4.16. Do wykresu funkcji kwadratowej f nalezy punkt Q = (-1, —6). Funkgcja ta

.. L 1 1 1 2
ma dwa miejsca zerowe x,, x, takie, ze x;-x, = -2 oraz — + — = — — .
x{ x5 4 X%,

Wyznacz wzdr funkeji f w postaci ogdlne;.

4.17. Funkcja kwadratowa f ma dwa miejsca zerowe x;, x,, ktérych suma jest réw-
na 1, a suma ich sze$ciandéw wynosi 61. Wykresem tej funkcji jest parabola o wierz-

chotku w punkcie W = (%, —20&). Wyznacz wzdr funkgji f.

4.18. Dane jest réwnanie ax” + bx +c = 0, wktérym a # 0, A > 0. Liczby x,,
X, s3 pierwiastkami tego rownania. Wyraz podang wielko§¢ w zaleznosci od wspot-
czynnikéw a, bic.

a) % + % b) % + % ) (x, - x,) d) (xl + \/5)2 + (xz + \/3)2
1 2 1 2

4.19. Jezeli istniejg pierwiastki x;, x, podanego réwnania, oblicz wartos¢ ¢.

a) X-1lx+7=0 t=i2 iz
Xy X3

t:(xl—xz)z
a2t

b) x’-x-10=0
O x>+ 13x+3=0 t=
X1 X

d) x> —4x+5=0 t=(x;-3)"+ (x, - 3)

4. Wzory Viete'a

4.13. f(x) = —x* +3x-2

4.14. f(x) = %xz +3x+4

4.15. f(x) = 2x% — dx

4.16. f(x) = 3x* +3x -6

4.17. f(x) = x* —x-20

2
4.18.2) T2 40
@
2

b) b —2ac’ c40

ac

b* - 4ac

2

)

d)

a
b* — 2ac — 2~/3ab + 64>
2
a

419.a)t =2
49
b) t = 41
1
C) t= 545
d) Nie istniejg pierwiastki.
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20 . . . . < . . 1
4.20. T 4.20. Liczby x, i x, s3 pierwiastkami réwnania 3x* — 7x — 9 = 0. Oblicz warto$¢
.. 3xf +7x1%5 + 3x§
wyrazenia ———————
2x1x5 +2x7%,
. . . . . . 2 _ . 2 2
4.21. Z zalozenia mamy: Q 4.21. Liczby x,, x, s pierwiastkami réwnania x” — bx + ¢ = 0, aliczby x7, x3 sa
xp+x=b xx;=c pierwiastkami réwnania x° — dx + e = 0. Wykaz, ze
2, 2 2 2
X1 +x5=d, xjx;=e a) e=ch b) d = 2c.

a) e = (x,x,)" = ¢
2 2,0
b) d = (x; +x,)" —2x,x, =b"—2c
Poniewaz pierwsze rdwnanie ma

4.22. Liczby x,, x, s3 réznymi pierwiastkami réwnania x” + kx + 1 = 0. Wykaz, ze
() +x,)° > 4.

o 2
PlerWlaSZtkl’ A=b"-4c>0, Q 4.23. Wykaz, ze jezeli liczby x,, x, s3 r6znymi pierwiastkami réwnania
astad b” > 4c. . X —12x+m=0, to m<36ix +x>=144 - 2m.
Zatem d > 4c —2c, czyli d > 2c.

4.22. x, +x, = -k 4.24. Wykaz, ze dla kazdego m € R suma kwadratéw pierwiastkéw réwnania

2 . .
X1, X, s3 r6znymi pierwiastkami x“+mx—1=0 jest wigksza od 1.
danego réwnania, wiec A > 0, , 5 .
czylic Q 4.25. Wspotczynnikia, bic funkcji f(x) = ax”+bx+c sardzne od zera i wszystkie
E—450 maja ten sam znak. Wykaz, ze jesli funkcja f ma miejsca zerowe, to sg one ujemne.
(-k)* >4

(x,+x,)° >4

Udowodniliémy nawet mocniejsza
nier6wnos¢. . . e o
1. Dane jest rwnanie x” + 7x + k = 0 z parametrem k.

Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Dla k = 13 iloczyn pierwiastkow tego rownania jest rowny 13.
B. Dla k = -5 pierwiastki tego rownania s przeciwnych znakow.
C. Dla k = 10 pierwiastki tego rOwnania sa ujemne.

4.23. A=12"—4m >0,
wiec m < 36

X2+ x5 = (x +x,)° - 2%, =
=12*-2m=144-2m

4.24. x| +x, = -m, xx, = —1
Zatem: s
X2+ x5 = (% + x,)F — 2%,%, = nia x° +bx +c=0. Wyznaczbic.
=(m)i-2-(-)=m*+222>1

2. Sumaiiloczyn pierwiastkow réwnania 2x” +3x—7 = 0 sg pierwiastkami réwna-

3. Suma pierwiastkow réwnania x° + bx + ¢ = 0 jest rowna 3, a ich iloczyn jest
4.25. x;, x, - miejsca zerowe réwny 1. Wyznacz te pierwiastki.

-b c
+x,=— <0, ==->0 B 2 T ] 2 ] ]
nrTn=7 %2 =7 4. Suma pierwiastkow tréjmianu kwadratowego jest rowna -5, iloczyn tych pier-

wiastkow jest rowny —14, a dla x = 3 warto$¢ tréjmianu wynosi 50. Wyznacz ten
tréjmian kwadratowy.

Zatem oba pierwiastki s3 ujemne.

5. Dane jest rownanie x* +bx +¢ = 0 zniewiadomg x, ktérego pierwiastkami sg
liczby x,, x,. Napisz réwnanie, ktorego pierwiastkami sg liczby

2 2
a) 5x, oraz 5x,. b) xi oraz x;.

Prosto do matury

1. E,P, P
2.b=5,c:5l
4
3 3-v5 3++5
2 7 2

4. 5x* +25x — 70
5. a) x% + 5bx +25¢ =0 b) xz—(bz—ZC)X+62=0



5. Nierownosci kwadratowe

Umiejetnosci:
° rozwigzywanie nierownosci kwadratowych z jedng niewiadomag

Rozwigzanie nieréwnosci kwadratowej, czyli nieréwnosci postaci ax” +bx +c¢ > 0,
2 2 2 .
ax"+bx+c20, ax"+bx+c <0 lub ax” +bx+c¢ <0, dla a # 0, jest tym samym

zadaniem co odczytanie z wykresu funkcji f(x) = ax® + bx + ¢ zbioru rozwigzan
nieréwnosci f(x) >0, f(x) 20, f(x) <0 lub f(x)<O.

Przykiad @) « zad. 55

Rozwigzemy podang nieréwnos¢. v

Rozwigzanie

a) X+6x<7
XX +6x-7<0
A=36+28 =64
x, =1, x, =-7

-
)
—

=Y

«— porzadkujemy nieréwnosé¢ i

-
|

(=]
—

«— obliczamy pierwiastki

Rysujemy parabole y = x”+6x—7 iodczytujemy
rozwigzanie nieréwnosci.

—

//

T~
~——

Y

Odp.: x+6x-6<7 dla x¢ (-7; 1)

b) 2x -6 > x? A
~x*+2x-6>0 2
A=4-24=-20 0 x
A <0, wiec funkcja f(x) = —x* +2x - 6
nie ma miejsc zerowych. Poza tym parabola
y= —x” +2x — 6 ma ramiona skierowane JAA
do dotu, zatem cala znajduje sie ponizej osi x. / \

Odp.: Nieréwno$¢ 2x — 6 > x~ nie ma rozwigzan.

) X +6x+9>0

(x+3)*>0

Odp.:x*+6x+9>0 dla x e R—{-3}

-

=Y

5.5. Odp.:
c) f(x) >0 dla x € (-2; 6), d) f(x) >0 dla x € (—o0; —1) U (3; o0),
f(x) <0 dla x € (—o0; —2) U (65 00) f(x) <0 dla x € (-1; 3)

b7 (B2 Y |
y = (%)
0 X
/ \ \\ fi II
= f(x
\ |
/ \ \ /
/1, \
0 3

5. Nieréwnosci kwadratowe

Uwagi metodyczne

Radzimy rozwigzywa¢ nieréwnosci
za pomoca wykresu. Cwiczylismy
wcze$niej przez tyle czasu
odczytywanie znaku wartosci
funkgji z jej wykresu po to, aby
obecnie mdc te umiejetnos$é
wykorzysta¢. Oczywiscie do
rozwigzania nierdwnosci
potrzebny jest tylko szkic wykresu,
wiec nie traémy czasu na dokladne

rysunki.

45.5. Naszkicuj wykres funkgji

y = f(x) iodczytaj z niego, dla
jakich x spelniona jest nieréwnoé¢
f(x) >0, adlajakich f(x)<O0.
a) f(x) = x% + 4x

b) f(x) = —x* + 10x — 25

o) f(x) = —%xz +2x+6
d) f(x) = 2x% —4x -6
Odp.:

a) f(x)>0

dla x € (—o0; —4) U (0; c0),
f(x) <0 dla x € (—4; 0)
\ y

X

0
\ /

V=)
b) nier6wnos¢ f(x) > 0
nie ma rozwigzan,

f(x) <0 dla x € R-{5}

A b
1 Y=

x

0
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45.15. Wyznacz dziedzine
funkgji f.

a) f(x) = Vx> -1

b) f(x)= V3x?+4x+1

Q) f(x)=VI5+2x-x*+VI-x
d) f(x) = Va2 - 1- Va2 -2x

Odp.:
o (wi-1)u(l)
b) D = (-o0; ~1) U {3 o)

¢)D=(-3;1)
d) D = (—o00; —1) U (2; o0)

Zauwazmy, ze nie musimy doktadnie rysowaé paraboli, aby rozwigza¢ nieréwno$¢ kwadratows. (1)
Aby zrobi¢ szkic rysunku, z ktdrego odczytamy zbidr rozwigzan, wystarczy zaznaczenie miejsc
zerowych na osi x oraz informacja o zwrocie ramion paraboli. W szczegélnoéci nie ma potrzeby
znajdowania wspétrzednych wierzchotka.

d) 2-3x)(x+3)>0

Z postaci iloczynowej odczytujemy pierwiastki: /

2 1 2
*1=73 X =3 . \

Wspbtczynnik przy x* jest réwny —3, zatem ramiona /
paraboli sg skierowane do dotu. / \

=Y

Odp.: (2-3x)(x+3)>0 dla x € <—3; %)

Przyktad @) < zad. 5.15
Wyznaczymy dziedzine funkcji f(x) = Va2 +2x -3+ V42 —x — x> = 3x + 7.

Rozwiazanie
Argumenty funkcji f spetniaja dwa warunki:

2 . 2 L . . . P
X" +2x-320142-x-x"20 —— wyrazenia pod pierwiastkami sg nieujemne

Rozwigzemy kazda z nier6wnosci oddzielnie, czes¢ wspdlna obydwu zbioréw roz-
wigzan jest szukang dziedzing funkgji.

e X*+2x-320
-2-4 -2+4

A=4+12=16 2= —— =3, x, = —

«— pierwiastki tréjmianu: -3, 1, ramiona paraboli skierowane w gore

1

(x+3)(x-1)=0
x € (—o0; =3) U (1; o0)

2

42 -x-x"20
1-13 1+13
A=1+168=169,x1=—2=6,x2= 5 =-7
—(x-6)(x+7)=0 —— pierwiastki tréjmianu: 6, -7, ramiona paraboli skierowane w d6t
x € (-7; 6)
U BB N\ } N I m
-7 -3 0 1 6 x

Odczytujemy cze$¢ wspdlng obu zbioréw rozwigzan: x € (=7;-3) U (1; 6).

Odp.: Dziedzing funkgji f jest zbior (-7;-3) U (1; 6).



Przyktad e zad. 517

Rozwigzemy nier6wnosc¢ ’xz - 3x‘ -x*+2>0.
Rozwigzanie

Zauwazmy, ze:

x> =3x >0 dla x € (—o0; 0) U (3; 00)
x> —3x <0 dla x € (0; 3)

o 2 2 . o , .y
Nieré6wnos¢ |x” —3x|—x"+2 > 0 rozwigzemy zatem oddzielnie dla dwoch zbiorow.

° Dla x € (—o0; 0) U (3; c0) mamy:
x*=3x-x"+2>0
-3x > -2, czyli x € (—oo; %)
Uwzgledniamy warunek x € (—oo; 0) U (3; 00) iotrzymujemy x € (—oo; 0).
° Dla x € (0; 3) mamy:
X +3x-x"+2>0, czyli 2x” +3x+2>0
1

A=9+16=25 x=2, x=—

Zatem —2x>+3x+2>0 dla x € (—%; 2).

Uwzgledniamy warunek x € (0; 3) iotrzymujemy x € (0; 2).
Koncowe rozwigzanie otrzymujemy po zsumowaniu obu otrzymanych zbioréw:
(=003 0) U (0; 2) = (—o00; 2)

Odp.: x € (—o0; 2)

W kazdym z zadan 5.1-5.4 ocent prawdziwos¢ podanych zdan.

5.1. Przedzial (-3; 1) jest zbiorem rozwigzan nieréwnosci

A —(x-3)(x+1)=0. B. (—x-3)(x-1)=0. C. (x+3)2x-2)<0.
5.2. Zbioér rozwigzan nierdéwnosci

A. 6x” <0 jest jednoelementowy.

B. —6x” +2V6 -1 > 0 jest jednoelementowy.

C. 6x* —4\3x +2 <0 jest jednoelementowy.

5.3. Nier6wnos¢ 3x° —6x +k > 0
A. dla k = -3 nie ma rozwigzan.
B. dla k = 3 nie ma rozwigzan.

C. dla k = 6 nie ma rozwigzan.
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45.17. Rozwigz nieréwnos¢.
a) x2—5|x|+4>0

b) x* +7|x| +10 < 0

) xl—4dx+2lx-2[+1>0
d) |x2 + 2x| > (x + 2)2

e) [2x — 1| <x*-3x+5
f)2x+1=x"-x+3
Odp.:

a) x € (—oo; —4) U (=1; 1) U (4; o0)
b) brak rozwigzan

c) x € (—o00; 1) U (3; 00)

d) x € (—o0; —2) U (=25 —1)
e) x € (—o00; 2) U (3; o0)

f) x € (1; 2)

Odpowiedzi i rozwigzania
5.1. F,P,P

5.2. P,F, P

53. F, FF
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54. P,P,P 5.4. Przedzial (-3; 1) jest zawarty w zbiorze rozwigzan nieréwnosci
5.5. ) f(x) >0 dla A. x> +x-12<0. B. -x* +3x-2<0. C.x*—x+3>0.

x € (—00; —4) U (05 o0),

f(x) <0 dla x € (—4; 0) 5.5. Naszkicuj wykres funkcji y = f(x) iodczytaj z niego, dla jakich x spelniona
b) nieréwnos¢ f(x) > 0 nie jest nieréwnos¢ f(x) > 0, adlajakich f(x) < 0.

mz TI;)ZV‘?SQ}ZE‘@ f(x) <0 dla a) f(x) = x” +4x c) flx)= —%xz +2x+6

P _

) f(x) >0 dla x € (-2; 6), b) f(x) = —x"+10x - 25 d) f(x)=2x"-4x-6

f(x) <0 dla

x € (—o0; =2) U (6; o0) 5.6. Rozwiaz nier6wnos¢.

d) f(x) >0 dla a) 3-2x)(x+5)<0 ) B-x)2-x)<0 e) (x-2)*>4
x € (=005 ~1) U (3; c0), b) (V2-x)(x+7)>0 d) (3x-2V2) (x +5) 2 0 ) (x-3)°<1

f(x) <0 dla x € (-1; 3)

3 5.7. Rozwiaz nier6wnos¢.
5.6. a) x € (—oo0; —5) U <E’ oo)

a) X< 2x e) 4 +2x+1>0
b) x € (-7; V2) b) x* < 4 ) -x*+2x-1>0
) x € (2; 3) Q) 4x > x> +4 g) 2x*+5x-3<0
d)xe(—oo;—5>u<23—ﬁ;oo) d) -3x* +8x-420 h) 55" +2x-3>0
e) x € (=005 0) U (4; o) 5.8. RozwigZ nieréwnos¢.
DreZd 2) 20x+1)2 = (x—37 > 1lx— 1 &) (x—4)(2x+5) < (x— 4)(2 - x)
5.7. a) x € (0; 2) b) (x-2)*+5<502x—8) f) Bx+2)5x-1)> (11x—-7)(6x +4)
b) x € (-2; 2) ) (x+3)3-x)>3(x-2)>%+5 g) (8x—17)* < 8x—17
c) brak rozwigzan x—4\2 6— x\2 5 5
d)xe<§; 2> d) <T> "(T) > (x=3) h) (5x—6)> > (6 - 5x)(5 + 6x)
e) x eR . . . c a2
f)x=1 5.9. Wyznacz wszystkie calkowite rozwigzania nieréwnosci 3x” —9x —2 < 0.
1
g x ¢ <_3; §> 5.10. Dane s3 funkcje y = f(x) i y = g(x). Sporzadz wykresy obu funkeji w jed-
h) x € (—o00; —1) U ( g . Oo) nym ukladzie wspolrzednych i odczytaj rozwigzania nieréwnosci lub réwnania:

L f(x)>g(x), II. f(x) < g(x), I f(x) = g(x).

Sth ) 2 € (e —2) U ) o) Rozwiaz nierdéwno$¢ f(x) > g(x) sposobem rachunkowym.

b)x=7
c) x€(1;2) a) f(x)=x2—4 gx)=x-2
d) brak rozwigzan b) f(x)=3-2x- x2 g(x) =3 -2x
e) x €(-1; 4) 1 1
pre(: D) O f()= 3 ~5x+9] o) =1
> 197> d) f(x)=-2x"—4x+2 g(x) = -2x-2
g x€( =~
84 1 6 5.11. Wyznacz dodatnie wartosci zmiennej x, dla ktérych wartosci funkeji
h) x e <_oo; ﬁ) v (3; ) g(x) = 3x* — 6 sg nie wicksze od wartoéci funkcji f(x) = 2x* + 3.

5.9. x € {0, 1, 2, 3}
5.11. x € (0; 3)
5.10. a) L. x € (—o0; —1) U(2; o0) b) L brak rozwigzan ¢) L. x € (—c0; 3) U (7; 00) d) L x € (-2; 1)

IL x € (-1; 2) IL x € R - {0} IL x € (3; 7) IL x € (—o0; —2) U (1; o0)
I x € {~1, 2} ILx=0 1L x € {3, 7} I x € {2, 1}

JA
f
1..
A 71




6.12. Wyznacz zbiory AUB, ANB, A—-B, B- A, jezeli
A={xeR: x2+4x—5>0} i Bz{xeR: —3x2+7x>o}.

5.13. Dla jakich wartosci parametru m druga wspolrzedna wierzchotka paraboli
y=x"—(m+2)x+m+3 jest wicksza od drugiej wspolrzednej wierzchotka para-

boli y = x” - 3x +m + 3?

5.14. Rozwiaz uklad nieréwnosci.

2) {x2+x2—6<0 0 {x22+11x+18<0
3x > x 4x° > 81

b) {2x2—13x+6<0 d {(llx—S)(17x—4)>0
3x% - 16x +20 > 0 (3x-2)(2x+3) <5

5.15. Wyznacz dziedzing funkgji f.
a) f(x)=VIx?-1
b) f(x) = V3x?+4x+1

¢) f(x)=V15+2x-x2+V1-x
B f) = V1 VE 2

5.16. Wyznacz dziedzing funkgji f.

_ X _ 3x+1 _ 2 B 2
a) f(x)_\/|x2_4|_5 V7 -x b) f(x) \/|x ||| 6+\/m

5.17. Rozwigz nieréwnos¢.
a) x> —5|x|+4>0 d) [ +2x] > (x +2)?
e) 2x-1| < x*-3x+5

) 2x+12x"—x+3

b) x>+ 7|x| +10 < 0

Q) x*—4dx+2|x-2|+1>0
5.18. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = ‘sz - x| +3x°,

4-x* dla x<0

5.19. Dana jest funkcja f(x) = <l |1 —x2| dla x>0

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie f(x) = m ma trzy rozwiazania?

5x% — x dla x € (—oo; 0)U<l; oo) ] =
5.18. Wskazéwka: f(x) = 2 7[

iR

]

X+ x dlaxe(O; %)

=1
=Y

5.19. m € (0; 1). Wskazéwka: Naszkicuj wykres funkgji f.
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5.12. AU B = (—o00; —5) U (0; 00),

ANB= (1; 2§>
A-B=(-00; -5)U <2§; 00),
B-A=0; 1)

5.13. m € (-5; 1)

5.14. a) x € (0; 2)

b) x € <% 2) U (3%; 6>
C)xe€ (—9; _§>

d) x € <—%; %>u<1—51; 1
5.15.

0 (o)
b) D = (~00; 1) U <_§; oo)

¢)D=(-3;1)
d) D = (—o0; —1) U (2; o)

5.16. a) D = (—o0; —3) U (3; 7)
b) D = (-6; —=3) U (3; o0)

5.17.

a) x € (—oo; —4) U (—1; 1) U (4; o0)
b) brak rozwigzan

¢) x € (—o00; 1) U (3; o0)

d) x € (—o0; =2) U (<25 -1)

e) x € (—oo0; 2) U (3; 00)

f) x € (1; 2)
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5.20. m = 13. Wskazéwka:
Rozpatrz cztery przypadki:

L% =920
‘] 2
X" —420
2
2.‘x2—9>0
x —-4<0
2
3.‘x2—9<0
x —-4=20
2
4.‘x2—9<0
x"—4<0
| b7 |
| |
| ]
| |
|1 \[
1 \[]
I \[L Il
| \
y = f(%)
0 >~

5.21. ZW = (-3; o)
522. m=4lub m=5
5.23. m € (—o0; 1) U (2; o0)

5.24. m ¢ (—3; 3)
2 3

5.20. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = ‘xz - 9| + ‘xz - 4‘. Dla jakich wartosci

parametru m réwnanie ‘xz - 9‘ + ‘xz - 4‘ = m ma trzy rozwigzania?
5.21. Wyznacz zbiér wartoséci funkeji f(x) = ‘xz -2x - 3‘ +2x -1

5.22. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie ‘xz - 4‘ — 2x = m ma trzy roz-

wigzania?

5.28. Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie 3x +m” —3m+2 = 0 ma rozwig-
zanie ujemne?

5.24. Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie |x — 1| = —6m° — 5m + 6 ma dwa
rozwigzania?

. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
. Nieréwnos¢ 3x* —5x +4 > 0 jest prawdziwa dla x € R.
. Nieréwno$¢ —100x> — 60x — 9 < 0 jest prawdziwa dla x € R.

0O = » =

. Dokladnie jedna liczba rzeczywista spetnia nieréwnos¢ sz +1<x.

N

G e mcnf r 2
. Rozwiaz nieré6wnos¢ 2x” —x +1 > 0.

3. Rozwigz nieréwnosé¢ (3 — ) (2x — 3) (\/E + x) < 0.

4. Dana jest funkcja f(x) = %xz — 2x + 1. Wyznacz zbiér tych argumentdéw, dla

ktdrych warto$¢ funkcji jest mniejsza od 2.

5. Naszkicuj wykres funkgji f(x) = x* — |x2 = 2x| i na jego podstawie podaj liczbe

rozwigzan rownania f(x) = m w zaleznosci od warto$ci parametru .

Prosto do matury
1. P,E P

2. xR
3. x € (—oo; —\/E)U(l%; oo)
4_x6<2—\/ﬁ_ 2+m>

>

3 3

S. 7

1 rozwigzanie dla m € (—oo; —%) U (05 00),
, 0},
g 0)

2 rozwigzania dla m € {—

~_|

N

N = N

- )x 3 rozwigzania dla m € (—
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6. Zadania prowadzace do
rownan kwadratowych

Umiejetnosci:

e rozwigzywanie uktadow rownan prowadzgcych do réwnan kwadratowych

* wykorzystywanie wtasnosci funkcji kwadratowej do interpretacji zagadnien
geometrycznych, fizycznych itp. (takze osadzonych w kontekscie praktycznym)

Punkty przeciecia paraboli i prostej

Wykresem réwnania y = ax” + bx + ¢ (jezeli a # 0) jest parabola. Wykresem
réwnania a;x +b;y + ¢, =0 (jezeli g, i b, nie sg jednoczesnie réwne 0) jest prosta.
Ile punktéw wspolnych moga mie¢ prosta i parabola? Z wlasnosci geometrycznych
tych figur wynika, Ze sa trzy mozliwosci.

I. Prosta nie ma punktow wspdlnych z parabolg, np.:

vk I\ / v 7'l
1 1 \ A
0 3 0 3 0 3
™~ /TN
N

II. Prosta ma jeden punkt wspdlny z parabolg, np.:

7h \ 7h / 71
\
) 1 1 .
: > \ : / > 1 >
JARKIA x \ o i/ x o x
AN

III. Prosta ma dwa punkty wspoélne z parabola, np.:

\| 1y [ v4 \ 174 /
\ / u \ /
\ T iNEAVER .
T 0 / X 0 X \0 J x
AN / \
tematy 1.4, 1.8, 1.9
Multite4a

e Uktady rownan

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 1.6

G Generator

testéw i sprawdzianéw
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46.6. Rozwiaz algebraicznie
uktad réwnan. Przedstaw ilustracje
graficzng rozwigzania.

a) {y=x2—2x—3

y=-3x-5
b) 1y:—2x2—1
y=4x+1

=Ll g
5 y=—3% +4x -6
y=x-06

d) {y=—2x2+8x—4
y=2

Odp.: a) brak rozwigzan

b)x=-1, y=-3

c)x=0, y=—61lubx=6, y=0

d)x=1, y=21lubx=3, y=2

Przyktad o zad. 6.6

Wyznaczymy wspolrzedne punktéw przeciecia paraboli i prostej, rozwigzujac ra-
chunkowo ukfad réwnan, a nastepnie przedstawimy ilustracje geometryczng zadania.

Rozwigzanie

x-y+2=0
a) 2

y=x
{ y=x+2 { y=x+2
x+2=x" X -x-2=0
Rownanie x* —x -2 =0 jest réwnaniem kwadrato- \[ 7k / '
wym, ktére ma dwa pierwiastki (A = 9): \ / :
x;=-1oraz x, =2 | 3
Zatem rozwigzaniem ukfadu sg dwie pary liczb: “\ /
x=-1 x=2 1
{ lub { _
y=1 y=4 0 x

Kazda z nich jest parg wspotrzednych punktu
przeciecia prostej y = x +2 z parabolg y = X,
Mamy zatem dwa takie punkty: (-1, 1) oraz (2, 4).

){y=x2+1 \| 74 /
4x+y+3=0 \ [
y=-4x-3
{x2+4x+4:0 vi\ [
y=—-4x-3 da
{u+2f=o LY

Xy
X

|
=y

Réwnanie kwadratowe ma jeden pierwiastek x = -2,
wiec rozwigzaniem ukladu jest jedna para liczb. \

x=-2
y=>5

Prosta i parabola maja jeden punkt wspdlny: (-2, 5).

J

Uktlad réwnan, z ktérych jedno jest rownaniem prostej, a drugie — paraboli, zawsze
mozemy przeksztalci¢ do ukladu skfadajacego si¢ z réwnania liniowego z dwiema
niewiadomymi i réwnania kwadratowego z jedna niewiadoma. W konsekwencji dany
uklad réwnan moze mie¢ dwa rozwigzania albo jedno rozwiazanie, albo moze nie
mie¢ rozwigzan — w zaleznosci od liczby pierwiastkéw réwnania kwadratowego.
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Zadania tekstowe prowadzgce do rownan kwadratowych

Wiele zadan tekstowych prowadzi do réwnan kwadratowych lub opisanych wyzej
uktadéw réwnan, z ktérych jedno jest liniowe, a drugie kwadratowe. Taka sytuacja
wystepuje tez czesto w zagadnieniach z fizyki.

Przykiad @)

Suma kwadratéw trzech kolejnych liczb nieparzystych wynosi 371. Wyznaczymy te
liczby.

zad. 6.14

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze trzy kolejne liczby nieparzyste mozemy zapisa¢ jako 2n + 1, 2n + 3
i 2n+ 5, gdzie n € Z. Otrzymujemy zatem réwnanie:

@2n+1)°+(@2n+3)° +(2n+5) =371
40’ +4n+ 1 +4n’ +12n+ 9 + 4n” +20n + 25 = 371
12n° +36n - 336 = 0, czyli n* +31-28=0
A=121, ny =-7, n,=4
Oba rozwigzania sg liczbami catkowitymi, wiec zadanie ma dwa rozwigzania. Po pod-

stawieniu —7 oraz 4 w miejsce n otrzymujemy dwa zestawy liczb.
Odp.: Szukane liczby to: =13, =111 -9 lub 9,111 13.

Przykfad 9 o -
Na dziedzincu zamku w Niedzicy znajduje si¢
studnia o gtebokoséci 60 m, wykuta w litej skale.
Obliczymy, ile czasu spada kamien wrzucony do
tej studni z predkos$cia poczatkowa 10 m/s. Wy-
nik podamy z doktadnoscia do 0,1 s.

zad. 6.22

Rozwigzanie b

Uzyjemy wzoru na droge przebyta przez cialo w ruchu jednostajnie przyspieszonym:

gt’
S(t) = Uot + 7

& b

soznacza droge przebyta przez kamien (w metrach), t - czas spadania (w sekundach),
1y , 2 . . . .
v, — predko$¢ poczatkows (w m/s), za$ g = 10 m/s” to przyspieszenie ziemskie.
Otrzymujemy réwnanie: 10¢ + 5t° = 60, dla ¢ > 0.
56 + 10t — 60 = 0, czyli t* +2t—12=0

VA=VEZ=oVTs, = 222VB 5 - o143

2
Tylko druga liczba jest dodatnia, zatem rozwigzaniem zadania jest —1 + V13 = 2,6.

Odp.: Kamien spada 2,6 sekundy.

46.14. Suma kwadratéw trzech
kolejnych liczb parzystych jest
réwna 56. Wyznacz te liczby.
Odp.: 2,4, 6 lub -6, —4, 2.
Wskazéwka: Oznacz szukane
liczby: 2(a — 1), 2a, 2(a + 1).

46.22. Do studni opuszczono
kamien i po uplywie 3,5 s
ustyszano plusk. Oblicz
przyblizong gltebokos¢ studni.
Przyjmij, ze predko$¢ dzwieku
w powietrzu wynosi 340 m/s.
Odp.: ok. 56 m

45 IS
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W kazdym z zadan 6.1-6.4 jest tylko jedna poprawna od- v
Odpowiedzi i rozwiazania powiedz. Wybierz jg i zapisz w zeszycie.
6.1. D 6.1. Na rysunku przedstawiona jest graficzna ilustracja / \
6.2. C uktadu réwnan. Ktéry to uktad?
6.3. B A{y:—x2—2X+5 C {y:x2—4x+5 // ; \\;
) = + 5 ) = x
6.4. D rex X450 / \
B y=x —4x+5 p.lV="% —-2x+5
6.5. e e
y=2x+5 y=2x+5
a)x=11ub x=3
YA y= x*
f 6.2. Dany jest uktad réwnan z parametrem .
\EEY y=x+m
1 N Wskaz zdanie prawdziwe.
0 x A. Dla m = 10 ukfad ma jedno rozwigzanie.
b) x=-11ub x =1 B. Dla m =0 ukfad ma jedno rozwigzanie.
157 C. Dla m = -10 uklad nie ma rozwigzan.
2 D. Dla m = —1 uklad ma dwa rozwigzania.
fI\]/
= x” —4x
1 6.3. Dany jest uktad rownan 4 . Wskaz zdanie prawdziwe.
- ~ I9Ix+2y-3=0
X
A. Ten ukfad réwnan nie ma rozwigzan.
¢)x=11Iubx=2 . , o . .
B. Ten uktad réwnan ma co najmniej jedno rozwigzanie.
L' Vil . o . . .
C. Rozwigzaniami tego ukladu rownan sg pary liczb naturalnych.
: . o [x=l o [x=3
D. Rozwigzaniem tego ukladu réwnan jest lub .
y=5 y=-3
3 6.4. Suma dwoch liczb jest rowna 1, a suma kwadratéw tych liczb pomniejszonych
d)x=01lub x=-6 0 3 wynosi 5. Ktory uktad réwnan opisuje te sytuacje?
7 a+b=1 a+b=1
A. C.
\ g / {a2+b2—3:5 {(a—3+b—3)2=5
\ i B {a+b:1 D{a+b:1
\ o[ /I % “l@+b-3)=5 “la@-3?+®-37%=5
6.5. Sporzadz wykresy funkcji y = f(x) i y = g(x) wjednym uktadzie wspdtrzed-
nych i odczytaj z rysunku rozwiazanie réwnania f(x) = g(x).
a) f(x) =x*—6x+9 glx)=-2x+6 ¢ f(x) =2x*—4x+5 glx)=2x+1
b) f(x)=3+2  gx)=5 d) flx) = %xz 12x-2 glx) = —x—2
6.8.a) x=-3, y=21lub b)x=-2, y=5lub ¢)x=-6 y=5Ilubx=-1, d)x=-3, y=5Ilub
x=-2,y=4 x=0, y=1lub y=01lub x=1, y=0 lub x=-1, y=31lub
Ay x=2,y=5 x=6, y=5 x=2,y=0
] V7 W \ 7 1 T AT L]
~f
S 7 ]
¢ 1\ / \ NA | L S
(L / \/ /LT \ [N [T+ | ’
[] TR T o N UE: WARNAYY,
o L \ \ JT T 1\ ik g
[ \ / 0 x
/ g 2
B




6. Zadania prowadzace do rownan kwadratowych

6.6. Rozwiaz algebraicznie uktad réwnan. Przedstaw ilustracje graficzng
rozwigzania.

oy =l
a){y—x 2x -3 o) y=-5% +4x -6
y=-3x-5 y=x-6
b) y:—2x2—1 d) y:—2x2+8x—4
y=4x+1 y=2

6.7. Rozwiaz graficznie uktad réwnan. Otrzymane wyniki sprawdz metoda
rachunkowa.

— 2_ = 2_
a){y— 2% —dx+2 d){y X —4x+3

2x+y+2=0 y=-3x"+12x-9
y=—x"+4x-2 y=4x —8x+2
b) e) 5
y+7=0 y=x —2x -1
_1 2
9 y=x"—6x+9 f y=5x —4x+6
2x-y-3=0 __Ll.
y=-3% +2x-2

6.8. Rozwigz algebraicznie uklad réwnan. Przedstaw ilustracje graficzna
rozwigzania.

2) y=—2x2—8x—4 9 y=x2—6|x|+5
y =2|x + 4| y=|x|-1
_ 2 2

b) y = ;c+4|x|+1 d) y—’x 4’
y=x +1 y:|2—x|

6.9. W ukladzie wspdlrzednych narysowane sa parabola i prosta. Napisz uktad réw-

nan, ktorego ilustracja jest przedstawiony rysunek.

6.6. a) brak rozwigzan

A

6.8. Patrz s. 46.

47 IS

\[\ 74 I1..

\l, /

E S .
ANl 1 T Y Tx]
N\ T TA7]
(O3
\
o
b)x=-1, y=-3
J

=9 1 Ix

+ A

Sj A}

[T\

/ \ I\

I \[=
c)x=0, y=-6Iub x=6, y=0
)4
0 £

/ AY
B
/ € \
[ s =\
Y

1 o
d)x=1, y=21lubx=3, y=2

b7\
TERYTT

T

0 AL\ [x

At

a) b) c) d) y=x
\ 7k / b1/ Ay A ik ) T2, {y =x+2
\ / / T4 L
0 X y==-x"+2x+2
L b)np 2
7Y77 [ | | N N N N A A% L N T W — y= =50 =)
1 [N = x’—4x-5
1 - e / \ | \ ¢) np. y:xx—l *
0 * o 1 I \ J :
/ \ d)np.{y=—2x —4x+2
y=-2x-2
6.7.a) x=-2, y=2 b)x=-1, y=-7 ¢)x=2, y=1 d)x=1y=0 e)x=1, flx=2, y=0
lubx=1, y=-4 lubx=5 y=-7 lubx=6 y=9 lubx=3, y=0 y=-2 lub x =4, y=-2
7\ 7\ i S \by [I™ |4y 4] 57 b
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Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

6.10 y=x2—2x—1
.10. np. — 4x—10
y=4x

6.11.
y:——x2+éx+2—
a) np. 3 3 3
y=-2x+5
b) y=x"+10x+22 o
& y=2x+6
{y:x2—18
x=-4

6.12. a) (—2, %) ©, 0), (4, 2)

b) 3
6.13. p=3, g=-1 lub
p=-1,q=3

6.14. 2,4,6 lub -6, —4, -2.
Wskazéwka: Oznacz szukane
liczby: 2(a - 1), 2a, 2(a + 1).
6.15. 17, 18,19

6.16. 12i4

6.17. 8 cm, 5cm, 5 cm

6.18. 52 cmi 3,4 cm

6.19. 40 cm i 42 cm

6.20. 84 cm

6.21. 6i9 lub -10i-7

6.10. W ukladzie wspoétrzednych narysowane sg parabola yh
i prosta. Napisz uklad réwnan, ktérego ilustracja jest przed-
stawiony obok rysunek. Sprawdz rachunkowo, ze ten uktad
ma tylko jedno rozwigzanie.

="
1

1

6.11. Podaj przyklad ukladu réwnan, ktéry opisuje parabo-
le i prosta

a) o dwodch wspoélnych punktach (1, 3) i (4, -3).

b) o jednym wspolnym punkcie (-4, -2).

\i// ]

6.12. Trojkat wpisano w parabole y = éxz w ten sposob, ze jeden z jego wierzchot-
kow jest wierzcholkiem paraboli, a dwa pozostate wierzcholki sg punktami przeciecia
tej paraboli prostg y = ix + 1.

a) Wyznacz wierzchotki tréjkata. b) Oblicz pole trdjkata.

6.13. Liczby x; =5+ V23 i x, = 5— V23 sg pierwiastkami réwnania

x* - (pz + qz)x + p+9 =0 zniewiadoma x. Wyznacz pigq.

6.14. Suma kwadratow trzech kolejnych liczb parzystych jest rowna 56. Wyznacz te
liczby.

6.15. Suma kwadratéw trzech kolejnych liczb naturalnych jest rowna 974. Wyznacz
te liczby.

6.16. Suma dwdch liczb jest dwa razy wieksza od warto$ci bezwzglednej ich réznicy,
a suma kwadratéw tych liczb wynosi 160. Wyznacz te liczby.

6.17. W trojkacie rownoramiennym wysoko$¢ poprowadzona do podstawy jest
réwna 3 cm. Obwod tréjkata wynosi 18 cm. Oblicz dlugosci bokow tego tréjkata.

6.18. Pole prostokata jest réwne 17,68 cm”, a réznica dtugosci jego bokéw wynosi
1,8 cm. Wyznacz dlugosci bokéw tego prostokata.

6.19. Obwod rombu jest réwny 116 cm, a rdznica dlugosci jego przekatnych réwna
sie 2 cm. Oblicz dlugosci przekatnych rombu.

6.20. Przeciwprostokatna pewnego trdjkata prostokatnego jest dluzsza od jednej
przyprostokatnej o 2 cm, a od drugiej o 25 cm. Wyznacz obwod tego trdjkata.

6.21. Jezeli do iloczynu dwdch liczb dodamy mniejszg z liczb, to otrzymamy 60.
Jezeli do tego iloczynu dodamy wieksza z nich, to otrzymamy 63. Jakie to liczby?



6. Zadania prowadzace do rownan kwadratowych

6.22. Do studni opuszczono kamien i po uplywie 3,5 s ustyszano plusk. Oblicz
przyblizong glebokos¢ studni. Przyjmij, ze predkos¢ dzwieku w powietrzu wynosi
340 m/s.

6.23. Ile bokéw ma wielokat wypukly, ktéry ma 90 przekatnych?

6.24. Dwa wielokaty wypukle maja razem 28 bokéw i 158 przekatnych. Ile bokéw
ma kazdy z tych wielokatow?

6.25. Suma kwadratow trzech kolejnych liczb parzystych niepodzielnych przez 4
wynosi 1004. Wyznacz te liczby.

6.26. Suma kwadratu wieku ojca i kwadratu wieku syna wynosi 2570. Za 4 lata ilo-
czyn wieku ojca i wieku syna bedzie o 280 wigkszy niz jest obecnie. Ile lat ma teraz
ojciec, a ile syn?

1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
y= x> —4x -1
y=2x+38

A. ma doktadnie jedno rozwigzanie.

B. ma dokladnie dwa rozwigzania.

C. jest spelniony przez pare liczb (=3, 2).

Uktad rownan {

= lx2 —4x+7
2. Rozwigz uklad réwnan { 7~ % .
y=-x+2

Przedstaw interpretacje graficzng rozwigzania.

3. Podaj przykiad ukladu réownan, ktéry opisuje parabole i prosta o dwdch wspdl-
nych punktach: (-4, 4) i (0, -2).

4. W liczbie dwucyfrowej cyfra dziesiatek jest o 3 wieksza od cyfry jednosci. Iloczyn
tej liczby i sumy jej cyfr jest rbwny 364. Jaka to liczba?

5. Suma kwadratow trzech kolejnych liczb catkowitych nieparzystych wynosi 1883.
Wyznacz te liczby.

6.26. x — obecny wiek syna (w latach)
y — obecny wiek ojca (wlatach), x < y; x, y € N,
(1) x*+y*=2570
(x +4) — wiek syna za 4 lata (w latach), (y + 4) — wiek ojca za 4 lata (w latach)
(2) (x+4)(y+4)=280+xy
16+xy+4x+4y=280+xy © dx +4y =264 |: 4
X+ y=66 2) y=66—x
{ K +y*=2570 (1) { x> + (66 — x)* = 2570
x>0166-x>x, stad x>0 i x<33. Zatem D = (0; 33) N N.
(1) 2x*-132x+66"-2570=0 |:2
x>~ 66x +893 =0
A=66"-4-893=4-33-4-893=4-(1089-893) =4-196, VA =2-14=28
x =872 B 19 =8B _N_ 7D x=195y=47
2 2 2 2
Odp.: Obecnie syn ma 19 lat, a ojciec 47 lat.

6.22. ok. 56 m

6.23. 15
6.24. 12i 16

6.25. Liczba parzysta niepodzielna

przez 4 ma postaé 2 - (2k + 1),

gdzie k € Z.

Trzy kolejne liczby parzyste

niepodzielne przez 4 to: 2(2k — 1),

2(2k + 1), 2(2k +3).

Stad otrzymujemy réwnanie:

42k - 1)*+4(2k + 1)*+ 4(2k + 3)* = 1004
_-1-9 149 _,

k, = =5k, =
1 2 2 2

k=-5=202k-1)=-22,

202k +1) = 18, 2(2k +3) = -14
k=4=202k-1) =14,

202k +1) = 18, 2(2k +3) = 22

Odp.: Szukane liczby to: —22, -18, —14
lub 14, 18, 22.

Prosto do matury
1. P,F, P

2.x=2,y=0
lub x =10, y = -8

4. 52
5. 23,25,27 lub -27,-25,-23
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47.5. Rozwigz réwnanie

z niewiadoma x i parametrem .

a) X’ —2m+3)x+m’+6=0
b) 4 2mx+m?-9=0
) (m—l)x2+2mx+m+5=0

d)( m+2)x -3mx+9Im =0

e) 4m 2l +dmx +1=0
f)m2x2—3mx+2m+3=0
5 11

Odp.:a) dla m = TX=
dla m > E:
4

\/12m—1

_ 2m+3+\/12m—15
2 bl

dla m < %: brak rozwigzan
b)dla meR: x=-m—3 lub

x=-m+3

c¢)dla m=1: x =-3,
dla m—E
4
dla m<§ im#1:

2m+3

X = -5,

5—4m
m—1
-m+ V5 —4m

- >

m—1
5 c ,
dla m > E brak rozwigzan

d) dla m=-8: x=-3,
dla m=0: x=0,
dla m<0im+-8:
_ 6m—12V—2m 1ub
m+8

6m + 12\/—2

 m+8
dla m > 0: brak rozwiqzar'l
e) dla m # 0: x=—i,
2m
dla m = 0: brak rozwigzan

3
f) dla m=—§: x = —4,
3—-V-8m-3

2m

lub

3
dlam<—§:x=

3+V-8m-3
lub x = ——,

2m

3 . ,
dla m > e brak rozwigzan

-

Ltemat 1.7

Multitea

* Réwnanie kwadratowe
z parametrem

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.7

(" Generator

testow i sprawdzianow

7. Rownania kwadratowe
Z parametrem

Umiejetnosci:
° rozwigzywanie rownan kwadratowych z parametrem
e zastosowanie wzorow Viete'a

Rozwigzywanie réwnania z parametrem polega na wyznaczaniu liczby oraz postaci
pierwiastkdw tego réwnania w zaleznosci od warto$ci parametru.

We wszystkich omawianych przykladach i zadaniach x oznacza niewiadomg, a po-
zostale litery to parametry.

Przyktad @) « zad. 7.5

Rozwigzemy rownanie kx® - Rk-1)x+k-3=0.
Rozwiazanie
I. Dla k =0 otrzymujemy rownanie pierwszego stopnia:
x-3=0
ktérego rozwigzaniem jest x = 3.

II. Dla k # 0 mamy do rozwigzania réwnanie kwadratowe, w ktérym liczba rozwia-
zan zalezy od wyroznika A.
A= (2k-1)* - 4k(k - 3) = 8k + 1
e A<o0dlak< —%

e A=0dlak=-1
8

«— brak pierwiastkow

«—— jeden pierwiastek

X 2k -1
07 2k
e A>0dlak+0i k>—é «—— dwa pierwiastki
2k-1+ V8k+1 2k-1-V8k+1
1:—, xzz—
2k 2k
Odp.: ]eielik 0, to x = 3.
Jezeli k——8 to x =5.

Jegeli k ¢ (_%; 0>U(O; 00), to x = 2k—1+2—k VEk+1 b k= w

Dla k € (—

1 , L . ,
[e e —g) rownanie ni€ ma rozwigzan.
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Przyktad e

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie mx® +6mx +3 =0 nie ma rozwigzan?
Rozwigzanie
I. Dla m =0 réwnanie ma postaé 0x” + 0x +3 = 0, czyli 3 = 0. Jest to rownanie
sprzeczne, czyli nie ma rozwiazan, zatem m = 0 spelnia warunki zadania.
II. Dla m # 0 réwnanie jest kwadratowe i nie ma rozwigzan
wtedy i tylko wtedy, gdy jego wyréznik jest ujemny.
A=(6m)’ —4-m-3=36m" - 12m
36m” —12m < 0 o
3m<m— %) <0, czyli m € <0; %)

. . . . o 1
Podsumowujac, réwnanie mx” +6mx +3 = 0 nie ma rozwigzan, gdy m € <0; 5)

Odp.:m € <0; %)

O~

Zastosowanie wzorow Viete’a

Wzory Viete’a s3 wygodnym narzedziem stuzacym do badania znakow pierwiastkow
oraz wlasnosci réznych wyrazen, ktére mozna zapisac za pomoca sumy lub iloczynu
pierwiastkdw danego rownania kwadratowego.

Przyktad @) < zad. 7.15

Dla jakich wartosci parametru k réwnanie x* + (2k + 1)x + k— 2 = 0 ma dwa rézne
pierwiastki ujemne?

Rozwigzanie

Rownanie x”+(2k+1)x+k—2 = 0 dla kazdej wartoéci parametru k jest rownaniem
kwadratowym. Aby mialo dwa rézne pierwiastki, jego wyrdznik musi by¢ dodatni.
Pierwiastki te beda liczbami ujemnymi wtedy i tylko wtedy, gdy ich iloczyn bedzie
dodatni i suma ujemna. Skorzystamy ze wzoréw Viete’a, aby zapisa¢ te warunki.

A>Oi£>Oi—é<0 —a=1,b=2k+1, c=k-2
a a
Po podstawieniu warto$ci wspdtczynnikéw otrzymujemy uktad nieréwnosci.
2
4Kk* + 4k +1 -4k +8>0 4k"+9>0
k-2>0 k>2
~2k+1) <0 k>—5

Pierwsza z nieréwnosci ukfadu jest spelniona przez kazdg liczbe rzeczywistg. Dane
réwnanie ma zatem dwa rézne rozwigzania ujemne dla k € (2; oo).

Odp.: k € (25 o0)

47.15. Dla jakich wartosci
parametru m réwnanie
-Cm+Dx+mr+2m-3=0
ma dwa rézne pierwiastki ujemne?
Odp.: m € (—o0; —3)
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47.21. Dla jakich wartosci
parametru ¢ suma kwadratow
dwoch réznych pierwiastkow
rownania x* +2tx+t° —t-2=0
jest najmniejsza?

1
Odp.: t = N

Przyktad o zad. 7.21

Wyznaczymy takg warto$¢ parametru m, aby suma kwadratéw dwéch réznych pier-
wiastkéw réwnania x” — (m — 2)x — 3 —m = 0 byla najmniejsza.

Rozwiazanie

Wspolczynniki tego rownania muszg spelni¢ dwa warunki:

. A>0 «—— warunek istnienia dwéch réznych pierwiastkéw

IL x} +x; ma przyjmowac warto$¢ najmniejsza.
A=(m- 2)2 —4(-3-m) = m?+16 — wyréznik dodatni dla kazdego m € R

. 22 . q 2
Wyrazimy zaleznoé¢ x7 +x; od wspotczynnikow tréjmianu ax”+bx +c. Skorzysta-
my ze wzordw Viete’a.

b 2c b -2ac

2
2 2 2
X1+x, =(x;+x,) —2x;x, = —— =
1 2(1 2) 12((1) 2 2

xf+x§:(m—2)2—2(—3—m) —a=1,b=-(m-2),c=-3-m

xf+x§ =m’ - 2m+ 10
Suma kwadratéw pierwiastkow jest wiec funkcja kwadratowg zmiennej m. Wykre-
sem tej funkcji jest parabola skierowana ramionami do géry. Funkcja przyjmuje war-
to$¢ najmniejsza dla m = 1.
Odp.:m =1

J

Rozwazanie zagadnien z parametrem czgsto wiaze si¢ z rozwigzywaniem nieréwno-
$ci. Jedna ze stosowanych wowczas metod jest podniesienie obydwu stron nieréw-
nosci do kwadratu. Nie mozna tej operacji wykonywa¢ bez pewnych zalozen, bo na
przyklad —5 < 3, ale 25 > 9. W jakiej sytuacji mozemy zatem obie strony nieréwno-
$ci podnie$¢ do kwadratu bez zmiany jej zwrotu, jezeli chcemy otrzymac nieréwnosé
réwnowazng? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, wykorzystamy informacje o mono-

tonicznoéci funkcji kwadratowej f(x) = x°. Jak wiemy, w przedziale (0; oo) funkcja
f jest rosnaca, a w przedziale (—oo; 0) — malejaca. Oznacza to, ze:

e dlaa>01ib >0 nieréwnos¢ a > b zachodzi wtedy v

i tylko wtedy, gdy rownoczesnie a” > b,

e dlac<0id <0 nieréwno$¢ ¢ > d zachodzi wtedy

i tylko wtedy, gdy réownoczesnie ¢ < d’.

Natomiast niczego nie mozna wywnioskowac na te-
mat zalezno$ci miedzy kwadratamiliczb o przeciwnych
znakach.

vF=A

R e) St et St bt S e
|
|
T
|
|
1
Q)
12

=Y
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Jezeli obydwie strony nieréwnosci sa nieujemne, to mozemy podnies$¢ je do
kwadratu bez zmiany zwrotu tej nieréwnosci i otrzymamy w ten sposob nie-
rownos¢ rownowazna.

Przyktad e zad. 7.26

Wykazemy, ze dla kazdej wartosci parametru m € R réwnanie
2+ (6 —m)x +2(3—m) = 0 ma dwa rdzne rozwiazania x, i x, oraz wyznaczymy te
warto$ci m, dla ktérych pierwiastki réwnania spetniaja warunek |x; — x,| < 3.

Rozwiagzanie
X+ (6-mx+23-m) =0 (1)
A=6-mP-4-23-m)=m>—4m+ 12 — A, =16-48 =32
Wyréznik A, trojmianu m” —4m+ 12 jest ujemny, zatem dla kazdego m € R praw-
dziwa jest nieréwno$¢ A > 0. Oznacza to, Ze rownanie (1) ma dwa rézne pierwiastki
niezaleznie od wartosci parametru m.
Nieréwno$¢ |x; — x,| < 3 zapiszemy w réwnowaznej postaci, aby skorzystac ze
wzoréw Viete'a. Obie strony nieréwnosci sa dodatnie — podnosimy je do kwadratu:

|x, — x,| < 3 wtedy i tylko wtedy, gdy (x, — x,)* <9

xf = 2x1%, + x% <9 «— przeksztalcamy tak, aby otrzymaé (x; + x;, )
xf +2x1%, + x% —4x,x, <9
(xl + x2)2 —4x;%, <9 «—— stosujemy wzory Viéte’a
(6—m)2—8(3—m)<9 —a=1,b=6-m, c=2(3-m)
m* —4m+3 <0, czyli m € (1; 3)

Odp.:m € (1; 3)

W zadaniach 7.1-7.4 ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

7.1. Réwnanie x* —kx =0

A. dla pewnej wartosci k nie ma pierwiastkow.

B. dla pewnej wartosci k ma dokladnie jeden pierwiastek.
C. dla dowolnej wartosci k € R ma dwa rozne pierwiastki.

7.2. Réwnanie ax” + bx +3 = 0 ma dwa rézne pierwiastki dodatnie. Zatem
AV~ 12a> 0. B. a > 0. C.b>0.

Odpowiedzi i rozwiazania
71. F, P, F
7.2. P,P,F

47.26. Dany jest
tréjmian kwadratowy

%xz - (m+1)x + 3 —m. Wyznacz

wszystkie warto$ci parametru m,
dla ktérych ten tréjmian ma dwa
rozne pierwiastki x; i x, tego
samego znaku, spelniajace
warunek |x; — x,| < 4.

Odp.: %xz—(m+1)'x+3—m:0

A>0 (1)
[x; —x,] <4 (2)
x1%, >0 (3)

(1) A=m’ +4m -5
A, =16+20=36, \/A, =6
—4-6

ml = _5)
2
-4+6
m, = =1
2

m € (—o0;=5) U (1; 00)
Q) (x,-x,)* <16

(5, +x,)° —4%x,%, < 16
2

m+ 1

—4-3_1m<16 |:4

2

(SR S

M2 +2m+1—6+2m< 4
m +4m-9 <0,
A,, =16 +36 =52, \/A,, = 2V13

mo= 422V g

1 _
2
mzzﬂ:_um

\ /
m\/;nz "
me(—Z—\/E; —2+\/§)

3) 3_Tm>0, stad m < 3
2
Zatem:
m € (—oo0; —=5) U (1; o0)
€ (-2- V13 -2+ V13)
m<3

me(—2—\/l_; —S)U(l; =24 \/ﬁ)




Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

7.3. P,P,F 7.3. Réwnanie mx* +x—1=0
7.4.P,F,P A. dla m = 0 ma jedno rozwigzanie.
B. dla m = - majedno rozwigzanie
7.5. a) dla m:f—lzx:%, ) 4 ) '
5 C. dla m = V2 nie ma rozwigzan.

dla m > ¥
oo 2m3-Vm-15 7.4. Wspolezynnik m jest taka liczba, dla ktérej rownanie x* — mx + m = 0 ma

2 doktadnie jeden pierwiastek x,. Wynika stad, ze
lub x = % vi2m-15 A. x, € Z B. x, < 0. C. x, jest liczbg parzysta.

5 : 2

dla m < 1 brak rozwigzan 7.5. Rozwigz réwnanie z niewiadomag x i parametrem .
) dlle g € L o5 = = =2 a) X’ —Cm+3)x+m*+6=0 d) <lm+2>x2—3mx+9m:0
lub x =-m+3 4
odlam=1: x=-3, b) X’ +2mx+m>—9=0 e) 4m’x’> +4mx+1=0
dlam:s-x:—S, ) m-Dx>+2mx+m+5=0 ) m’x*—3mx+2m+3=0

Z.
da m<2im # 1:

4 ’ 7.6. Zbadaj liczbe rozwigzan réwnania (m2 - l)x2 -2m-1)x-1=0
-m—V5—4m

X= w zalezno$ci od wartosci parametru m.
——
[ils o AT WD adn o - . . 2
U -1 7.7. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie (m+2)x" +6mx +4m—-1=0 ma

5 . fa i s
dla m > 2. brak rozwigzan dwa rézne pierwiastki?

d) dla m=-8: x=3,
dla m=0: x=0,
dla m <0 im+-8:

7.8. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie ma jedno rozwigzanie? Dla znale-
zionych warto$ci m oblicz pierwiastki danego réwnania.

x_6m—12\/—2m a) X -2mx+2m’ +m-6=0 b) (m—l)xz—(m2—1)x+m2+m:0
- m+38

Il oo B T I e 7.9. Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie ma co najmniej jedno rozwigzanie?

m+8
dla m > 0: brak rozwiazan a) x> —(m-1x+m*—1=0 b) mx* —4m-Dx+m=0

1

) G835 05 225 om’ Q 7.10. Wykaz, ze dla dowolnej wartosci parametru m réwnanie
dla m = 0: bgak LOZWI9Za0 a) x> - (2m—1)x +m -3 = 0 ma dwa roine pierwiastki.
fdla m=-2: x=-4, b) mx® — (m + 5)x + 5 = 0 ma co najmniej jeden pierwiastek.

8 ) 7] P
dla m < =3 xo 3= V8m=3 ¢) x> —4mx +4m*> =0 ma jeden pierwiastek.

8 T 2m

lub x = W, 7.11. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie x> =2(m+ Dx+m+ Z =0 ma

dla s = g : brak rozwiazan dwa rézne pierwiastki x;, x, spelniajace warunek x; + x, > 0?

7.6. 0 rozwigzan dla m € (0; 1), 7.12. Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie —x° +mx —m’ +2m—1=0 ma
1 rozwigzanie dla m € {-1, O}, dwa rézne pierwiastki x;, x, spelniajgce warunek x, + x, = x;x, + 1?

2 rozwigzania dla

m € (—oo; —1) U (=15 0) U (1; o0)

7.7. 7.10. a)xz—(2m—1)-x+m—3:0
e —z)u(—z; %)u(l; 00) A=@m-172-4(m-3)=4m—-1)>+9>0 dla m e R
> b)mxz—(m+5)-x+5=0
7.8. a)dla m=-3: x = -3, Dla m = 0 mamy réwnanie —5x + 5 = 0, ktore ma jedno rozwigzanie.

dlam=2: x=2

b) dla m =1 x =0, Dla m # 0 mamy A= (m+5)*-20m=(m-5)*>0.

Zatem réwnanie ma co najmniej jedno rozwiazanie dla m € R.

- V5
dlam=2-+5: x= 2\F, c)x2—4mx+4m2=0
3+4/5 I sposéb: x% — dmx + 4m* = (x — 2m)*
dla m=2++5 x= . 2 2 S o . . . .
2 II sposdb: A = 16m” — 16m” = 0, wiec rownanie ma jedno rozwigzanie.
79.a)me <—1§; 1> 7.11. me(l; oo)
2

2
b) m € (—00; §> U (25 o0) 712. m=1



7. Réwnania kwadratowe z parametrem

7.13. Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie X - 22m-3)x+m—-1=0 ma
dwa rézne pierwiastki tego samego znaku?

7.14. Dlajakich wartoéci parametru mm dane réwnanie ma dwa pierwiastki o réznych
znakach?

a) x2+(m—5)x+m2+m+i=0 b) 2+ Cm-Dx+m*—3m+2=0

7.15. Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie Xt - 2m+1)x+ m +2m-3=0
ma dwa rézne pierwiastki ujemne?

7.16. Dla jakich wartosci parametru m rownanie x> —mx+m+3 = 0 ma dwa rozne
pierwiastki dodatnie?

7.17. Dla jakich warto$ci parametru m wykresy funkcji

f(x) = mx* +2m-Dx+m+2 i glx) = Xt —mx -1 przecinaja sie w dwoch
punktach? Czy istnieje taka warto$¢ m, dla ktérej punkty przeciecia wykreséw tych
funkcji sg polozone symetrycznie wzgledem osi rzednych?

7.18. Dla jakich wartosci parametru m wykresy funkcji f(x) = 2x* + x — m
igx) = mx® — 2mx + 3 przecinajg si¢ w dwoch punktach, ktérych odciete maja
rézne znaki?

7.19. Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie Xt - (m—-4)x+ m—Tm+12=0
ma dwa rézne pierwiastki, ktérych iloczyn jest réwny potowie ich sumy?

7.20. Dla jakich wartosci parametru m suma dwdch réznych pierwiastkéw réwna-

nia x>+ (2m - 3)x +m’> —2m -3 = 0 jest mniejsza od iloczynu tych pierwiastkéw?

7.21. Dla jakich warto$ci parametru ¢ suma kwadratéw dwoch réznych pierwiast-
kow rownania x>+ 2tx +t*—t—2=0 jest najmniejsza?

7.22. Dla jakich warto$ci parametru m suma kwadratéw dwoéch réznych pierwiast-

kéw réwnania x* — (B3m—-2)x + 2m* +1=0 jest rowna 197

7.23. Dla jakich warto$ci parametru m suma kwadratéw dwoch réznych pierwiast-
kéw réwnania x* — (m-5)x+ m—6m+5=0 jest wieksza od 77

7.24. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych réwnanie

3x% + (1 - 3m)x + m — 2 = 0 ma dwa rézne pierwiastki x, i x, takie, ze

7.13.

7.14.

m e (1; 1}1>U(2; 00)

a) Nie ma takiego m.

b) m € (1; 2)

7.15.

7.16.

7.17.

U(l;

7.18.

7.19.
7.20.
7.21.
7.22.
7.23.

7.24.

m € (—oo; —3)
m € (6; o0)

nie; m € (—oo0; 1)U

2—2L/§>U<2+&§;oo)
5 5

m e (=3;2)

m = 3,5

m e (—oo; —\/5)U<\/8; 5}1>



Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

7.25. m e (-V2; -1)
7.26. Patrz s. 53.
7.27. Patrz zad. 7.26.

7.28. x2+(2m—2)x+m—2=0
A>0 (1)
{|x1|+|x2| <2 (2)
(1) A=(C2m-2*-4(m-2) =
=4m* —8m+4—4m+8 =
=4m’ - 12m+12 =
=4(m2—3m+3)
A,=9-12<0

%

A>0dlameR
@) (Ix] +1x,1)* < 4

X3+ x5+ 2|x, | |x,] < 4

3y

() + %,)° = 25,5, + 2|x,%,| < 4

@em-2)*-2(m-2)+2m-2| < 4
dm* - 8m+4-2m+4+2m-2| < 4
4m* —10m+4+2m-2|<0 |:2

2m* —5m+2+|m-2/<0

I przypadek
m € (—oo; 2)
2m* —5m+2+42-m<0
2m* —6m+4<0 |:2
mt—3m+2<0
A=1

3-1 3+1

m1:—2 :1, m2:—2 :2

-

1

m € (1; 2)

II przypadek

m € (2; 00)
2m*—5m+2+m-2<0
2m* —4m <0
2m-(m—-2) <0

\ _/
N

m € (0; 2)
brak rozwigzan

Odp.:m € (1; 2)

3Y

7.25. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie
2 2 . o .
x" =2mx +m” +m+ 1 =0 ma dwa rézne pierwiastki x; i x, spelniajace warunek

2, .2
XXy M+ 3 < X]+ X5,

7.26. Dany jest trojmian kwadratowy %xz — (m+ 1)x + 3 — m. Wyznacz wszystkie

warto$ci parametru m, dla ktérych ten tréjmian ma dwa rézne pierwiastki x; i x,
tego samego znaku, spelniajace warunek |x; — x,| < 4.

7.27. Dany jest trojmian kwadratowy x*+ (m—3)x—m”+2m+3. Wyznacz wszyst-
kie wartoéci parametru m, dla ktérych ten tréjmian ma dwa rézne pierwiastki x, i x,
tego samego znaku, spelniajace warunek |x; — x,| > 4.

7.28. Dla jakich wartosci parametru m roéwnanie X+ 2m-2)x+m-2=0 ma
dwa rdzne pierwiastki x; i x, spelniajace warunek |x;| + |x,| < 22

1. Funkcja y = f(k) okresla iloczyn dwoch réznych pierwiastkéw réwnania
x* — kx — k> =10k = 0 w zaleinosci od wartoéci parametru k.

Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Dziedzing funkdji f jest zbior liczb rzeczywistych.

B. Funkcja f ma dwa miejsca zerowe.

C. Funkgcja f osiaga warto$¢ najwieksza dla k = —5.

o e o ’ . 2 7
2. Dla jakich warto$ci parametru m rownanie x~ —x +m — 3 = 0 ma dwa rézne
pierwiastki?

3. Dla jakich wartosci parametru k réwnanie (k + 1)x* — 4kx + k+ 1 = 0 ma jeden
pierwiastek?

4. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie x+ 2m-3)x+2m+5 =0 madwa
rézne pierwiastki ujemne?

5. Dla jakich warto$ci parametru m suma kwadratéw dwoch réznych pierwiastkow

: o o . L
réwnania x~ + (m — 6)x + m — 7 = 0 jest najmniejsza?

Prosto do matury
1. EEF

2. me (—oo; 31)
4
3. ke {—1, -1 1}
3
1
4. m € <5—; oo)
2

5. m=7



8. Nieréwnosci kwadratowe z parametrem

8. Nierdwnosci kwadratowe
Z parametrem

Umiejetnosci:
° rozwigzywanie nieréwnosci kwadratowych z parametrem

Przyktad @) « zad. 8.7

Dla jakich wartosci parametru m nieréwno$¢ mx> — (2m — 1)x +2m -1 > 0 jest
prawdziwa dla wszystkich x € R?

Rozwigzanie

Wprowadzmy oznaczenia:
a=m, b=-2m-1), c=2m-1

Nier6wno$¢ ax” + bx + ¢ > 0 jest spetniona przez dowolng liczbe rzeczywista x

w dwoch przypadkach.

L. a=0ib=01ic¢c>0

La>0iA<0

—0-x"+0-x+c>0
«— ramiona paraboli skierowane do gory i brak pierwiastkow

Zauwazmy, ze a = 0 dla m = 0, ale wowczas b # 0, czyli pierwszy przypadek nie jest
mozliwy. Rozwazmy druga mozliwos¢.

Rozwigzemy uktad nier6wnosci:
{a >0
A<O

m>0
{(2m—1)2—4m(2m—1) <0

«—— wylaczamy wspolny czynnik (2m — 1) przed nawias
Ajest tréjmianem kwadratowym zmiennej 1, zatem, aby rozwigzac nieréwnos¢ A <0,
musimy znalez¢ miejsca zerowe i odczytaé rozwigzanie z odpowiedniego wykresu.

m>0
{(2m— (-2m-1)<0

m>0
(- =3) v (5 )
me|—oo; —— JU| —=; 00
2 2

Odp.: Podana nieréwnos¢ jest prawdziwa dla wszystkich

x eR, gdy m e (%, oo).

57 I

48.7. Dla jakich wartoéci
parametru m podana

nieréwnos¢ jest prawdziwa dla
wszystkich wartosci x € R?

a) 332 +2x-m >0

b) mx2+(m— Dx+m-1<0
Jm-Dx*+m-Dx+m>0
d) (2m—3)x2+4mx+m—l <0
e) X+ 2mx+2m° +8m+7>0
f) (m+3)x2+2(m+1)x+4(m+1) <0

Odp.:a) m € (—oo; —%)

ome (i)
¢) m € (1; 00)
dme(-373)
e) m € (—oo; =7) U (=1; oo0)
(-5

temat 1.7 J

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 1.8

G Generator

testow i sprawdzianéw




B 58 Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

48.13. Dla jakich wartosci
parametru k nieréwnos¢
(x=3)(x-k)<O0

jest prawdziwa dla wszystkich liczb
z przedziatu (-1; 2)?

Odp.: k € (—o0; —1)

Przyktad e zad. 8.13

Dla jakich warto$ci parametru m nier6wnos¢ (x+3m)(x—m—2) < 0 jest prawdziwa
dla kazdej liczby z przedziatu (1; 5)?

Rozwigzanie
Zauwazmy, Ze po lewej stronie nieréwnos$ci mamy tréjmian kwadratowy zmiennej x
w postaci iloczynowej, czyli dla kazdej wartoséci m tréjmian ten ma miejsca zerowe.

Oznaczmy f(x) = (x + 3m)(x —m —2).

VA

Wspolczynnik przy x* jest dodatni, zatem warunek \
zadania bedzie spetniony, gdydla x =1 oraz x =5 \ /
wartosci funkgji f beda ujemne. 1 /

f(1)<o0 {(1+3m)(—m—1)<0 of\ x

1(5) <0 (5+3m)(3—m) < 0 \ /

m € (—oo; —1) U (—1; oo) \

3 \
me(—oo; —§>u(3; 00) N =%

Obydwa warunki sg spetnione dla m € (—oo; _§> U (3; o0).

Odp.: Nieréwnos$¢ (x + 3m)(x —m —2) < 0 jest prawdziwa dla kazdej liczby z prze-

dziatu (1; 5), gdy m € <—oo; —g) U (3; 0o).

Przyktad @) < zad. 8.19

Wyznaczymy zbiér rozwigzan nieréwnosci (m—2)x"-2mx+m+1 > 0 wzaleznosci
od parametru m.

Rozwiazanie
I. m=2
Nieré6wnos¢ ma wowczas postaé —4x + 3 > 0, czyli x € (—oo;

1w

IL.m#2
Nierdwnos¢ jest kwadratowa i zbidr jej rozwigzan zalezy od znaku wspotczynnika

przy x° oraz od znaku wyréznika.
A= (=2m)’ —4(m —2)(m + 1) = 4m* — 4(m2 —m— 2) = 4(m +2)
Zatem wspotczynnik przy x* zmienia znak w m = 2, a wyréznik w m = 2.

Zaznaczymy na osi m przedzialy, w ktorych nalezy rozwazy¢ rozwigzanie nieréwno-

Sci (m—2)x2—2mx+m+1>0.

48.19. Okreél zbior rozwigzan nierdwnosci mx® — 2(m+1)x+m—1 < 0 wzalezno$ci od
wartosci parametru .

Odp.:dla m € (—oo; —%): x €R,

dla m=—§: x e R-{-2},
i m€<—§; 0>: ve (_oo; m+1+\/3m+1)u(m+l B oo))
m

m
1

dla m = 0: xe(—z; >,

m—-1-V3m+1 m+1+\/3m+1>

m m

dlame(O;oo):xE(



8. Nieréwnosci kwadratowe z parametrem

DOTI bt (2% o= {220

N\ N N N \ N
t

AT RS

* Dla m € (—o0; —2) nier6wno$¢ nie ma rozwigzan.

e Dla m € (-2; 2) rozwigzania nieréwnosci tworza przedzial pomiedzy miejscami

zerowymi tréjmianu.

_2m=-2Vm+2 m-Vm+2 X _m+Vm+2

>

X, = = =
1 2(m - 2) m—2 2 m—2

Zeby zapisaé rozwigzanie nieréwnosci danej w zadaniu, musimy stwierdzié, ktéry

z pierwiastkow x,, x, jest wigkszy. W tym celu zbadamy znak roznicy x; — x,.
m-Vm+2 m+Vm+2  2Vm+2
m-—2 m-—2  om-2

Mianownik m — 2 jest ujemny, czyli x; > x,.

X=Xy =

Zbiorem rozwigzan nieréwnoséci (m—2)x"—-2mx+m+1 >0

m+\Vm+2 m—-m+2
m-2 m-2 '

jest wiec przedzial (

e Dla m € (2; oo) rozwigzania nieréwnosci tworza sume prze-
dziatéw. Zauwazmy, ze tym razem x; < x,. Zatem:

< m—\/m+2> (m+\/m+2 >
x€| —o0 — |U| ————; o©

m-2

m-—2
Odp.: Dla m € (—o0; —2) nieréwno$¢ nie ma rozwigzan. Jezeli m € (-2; 2), to

<m+ Vm+2 m—-Vm+2
X € 5

m-2 m-—2

.. 3
). Jezeli m =2, to x € <—oo; Z)
m—\/m+2>u<m+\/m+2. )

Jezeli m € (2; 00), to x € | —oo; ;
m-—2 m—2

W zadaniach 8.1-8.4 ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

.y 2
8.1. Nieréwnoé¢ mx” +mx+1 20

A. dla m =0 nie ma rozwigzan. C. dla m = -1 nie ma rozwigzan.
B. dla m =1 ma jedno rozwigzanie. D. dla m =5 nie ma rozwigzan.

Odpowiedzi i rozwigzania
8.1. F,F, EF

50 I



Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

82.F,FFP 8.2. Zbiorem rozwigzan nieréwnosci kx* + kx > 0
A. dla k =0 jest zbior liczb rzeczywistych. C. dla k > 0 jest przedziat (—1; 0).
B. dla k < 0 jest przedzial (—oo; 0). D. dla k = -1 jest przedzial (-1; 0).
8.3. P,F, P 8.3. Zbiorem rozwigzan nieréwnoéci m(x + 3)(x —m) < 0

A. dla m > 0 jest zbior (=3; m).
B. dla m < 0 jest zbidr (-3; m).
C. dla m < -3 jest zbior (—oo; m) U (=3; o).

84.F,P,F 8.4. Nieréwnos¢ kx* + x + k > 0 nie ma rozwigzan

8.5. dla m < 0: A dla ke (l; oo). B. dla k ¢ <—oo; —l). C.dla ke (—1; o).
x € (—00; 2m) U (=2m; o0), 2 2 2
dla m =0: x € R-{0},
dla m > 0:

x € (—o00; —2m) U (2m; o)

. .z : Lo ;s 2 2 . I ;.
8.5. Podaj zbidr rozwigzan nieréwnosci x” —4m” > 0 w zaleznosci od wartosci
parametru m1.

8.6. dla k> 0: x € (-1; 1), 8.6. Podaj zbidér rozwigzan nieréwnosci kx® — k <0 wzaleznosci od wartosci
dla k=0: x €R, parametru k.
dla k< 0: x € (—o0; —1) U (1; 00)
8.7. Dlajakich wartosci parametru m podana nier6wno$¢ jest prawdziwa dla wszyst-

8.7.a)me (“X’; _§> kich wartosci x € R?
b)me(—w_l) a) 3x>+2x-m >0 d) Cm-3)x>+4dmx+m—-1<0
T3 b) mxl+(m-Dx+m-1<0 e) x> +2mx+2m* +8m+7>0
::me(l;oo)l ) (m—l)x2+(m—1)x+m>0 f) (m+3)x2+2(m+1)x+4(m+1)<0
m € (=35 —)
e)) me (<_Oo; 2_7) U (=1; o0) 8.8.2Dla jakich ‘zvartos’ci parametru m 1.1ier<')wnoéc’. ,
f) m e (_oo; _3§) (3m +m— Z)x + (m+ 1)x + 2 < 0 nie ma rozwigzan?

8.9. Dla jakich wartosci parametru m nieréwnos$¢ (x — 2)(x + m) > 3m jest spel-

8.8. m € (—o0; ~1) U { =7,
S oo e niona dla wszystkich wartosci x € R?

89.me (—8 -2V15 -8 + ZVE) 8.10. Dla jakich warto$ci parametru m nieréwno$¢ (mx — 3)(x — 2) < —m nie ma

3 rozwigzan?
8.10. m € <Z, OO)

8.11. Danajest funkcja f(x) = Vx? + (m — 3)x + m? — 2m + 2. Dla jakich wartosci
811. me (—oo; —§> U (1; o0) parametru m dziedzing tej funkcji jest zbior liczb rzeczywistych?

8.12. m € (0; o) 8.12. Dlajakich warto$ci parametru m dziedzing funkcji f(x) = =
Vmx? + mx +m+2
8.13. k € (~oo0; 1)

jest zbior liczb rzeczywistych?

2
bl e = Al - l)x.+ m - 1,<, L 8.13. Dla jakich wartosci parametru k nieréwno$¢ (x — 3)(x — k) < 0 jest praw-
* Dla m =0 mamy nieréwnos¢ dziwa dla wszystkich liczb z przedzialu (-1; 2)?

-2x-1<0, stad x € (—%; oo).

° Dlam#()znieréwnos’c’jestkwadratowa. (3a) me(—l; 0). Weedy m <0, A > 0. /_\
A=4m+1)"—4mim—1) = 4Bm + 1) 3 -

1 _2m+1)-2Bm+1 _m+1-Bm+1 /x a2
A <0 dla m< =3 (1) = o = - >

3 1 _2m+1)+2V3m+1 _ m+1+V3m+1

A =0 dla m=—2 (2) 55 = g = -

1. -
A>0dlam>-3im#0 (3) xl—x2:$>0,wiqcxl>x2

+1+V3m+1 +1-+V3m+1

(1)me(—oo;—g).Wtedym<OiA<0. X€<—00;m mm >U<m mm ;00>

=Y

xe€R
/\ (3b) m € (05 o). Wiedy m >0, A > 0.
1 X1, X, jak w punkcie (3a), ale x; < x,. \ /
2 =—-. Wted <0, A=0.
) m 3 edy m < m+1-— 3m+1> <m+1+\/3m+1
X €| —o0; U 3 00
m m

x0:m+1:—2 /é\
m
x € R—{-2}

=y

N———
=
N<
B3 ]




8. Nieréwnosci kwadratowe z parametrem

8.14. Dla jakich wartoéci parametru m nieréwno$é¢ x> + (m — 1)x —m > 0 jest
prawdziwa dla wszystkich liczb ze zbioru (—oo; —2) U (5; o0)?

8.15. Dla jakich wartosci parametru k nieréwnoéé¢ 3x” + 13x — 10 > 0 jest praw-
dziwa dla wszystkich liczb z przedzialu (3k; 3k + 10)?

8.16. Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdej liczby rzeczywistej m
prawdziwa jest nierdéwnos¢ 4x* + (12 - 4m)x + m* — 6m + 10 > 0.

8.17. Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej a i dla kazdej liczby rzeczywistej b
prawdziwa jest nierownos¢ a” + 5b> — 4ab — 6b + 9 > 0.

8.18. Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdej dodatniej liczby k praw-
dziwa jest nier6wnos¢ 5x% - 4k+1)x+(k+1)(k+4)>0.

8.19. Okredl zbidr rozwigzan nieréwnoséci mx™—2(m+1)x+m—1 < 0 w zaleznosci
od warto$ci parametru .

1. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci mx® — m’x < 0
A. dla m > 0 jest przedzial (0; m).

B. dla m < 0 jest zbiér (—oo; 0) U (m; o).

C. dla m < 0 jest zbiér (—oo; m) U (0; o).

2. Dla jakich warto$ci parametru m nieréwnoéé¢ 3x” +mx + 1 > 0 jest prawdziwa
dla wszystkich x € R?

3. Dla jakich wartosci parametru k nierdwnos¢ (k2 k- 6)x2 +3k+2)x+1>0
jest prawdziwa dla wszystkich x € R?

4. Dla jakich warto$ci parametru m nieréwno$¢ (x — 2m)(x —m — 3) > 0 jest
prawdziwa dla wszystkich liczb z przedziatu (0; 4)?

5. Wykaz, ze dla kazdego m € R funkcja f(x) = x* + (m — 2)x + m* — 2m + 2
przyjmuje dla wszystkich argumentéw x € R tylko warto$ci dodatnie.

Prosto do matury

1. P,F, P
2. me (—2\/5; 2\/5)
3. ke (-6; -2)

4. m € (—o0; —3) U (2; 00)

5. f(x):x2+(m—2)x+m2—2m+2
A:(m—2)2—4(m2—2m+2):m2—4m+4—4m2+8m—8=—3m2+4m—4

A, =16-48 <0

Y

Zatem A <0 dla m € R.
Oznacza to,ze f(x) >0 dlameR i x €R.

8.14. m € (-5; 2)
2
8.15. k € (—o0; —5) U (5, oo)

8.16. Niech

f(x) = 4x*+ (12 — 4m)x + m"— 6m +10.
A=(12-4m)*-4-4-(m’ - 6m+10) =

=-16 <0, wiec f(x)>0 dla xeR

8.17. a> +5b* —dab-6b+9 =
=(a’—4ab+4b*) + (b* - 6b+9) =
=@-2b*+®-3°>0

dla a, b € R

8.18. Niech

f(x) = 55 —a(k+1)x+(k+1) (k+4).
A = 16(k + 1)* = 20(k + 1)(k + 4)
= 4(k +1) [4k + 1) = 5(k + 4)] =
=4(k + 1) [4k + 4 — 5k - 20] =
=4(k + 1)(-k — 16) =

=—4(k + 1)(k + 16)

Jezeli k > 0, to A < 0.

Zatem f(x) >0 dla x e R.

8.19. Patrz s. 60.
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49.1. Sporzadz wykres funkgji f
i opisz jej wlasno$ci: dziedzine,
zbidr wartosci, miejsca zerowe,
przedzialy, w ktorych funkcja
ma staly znak, przedziaty
monotoniczno$ci, wartosci
najwieksze (najmniejsze) funkeji
i argumenty, dla ktérych funkgja je
przyjmuje, oraz liczbe rozwigzan
réwnania f(x) = m w zaleznosci
od wartosci .
a) f(x) = 2x° — dx
b) f(x) = —x*+4x-5
o) f(x)= %xz +2x -6

1 2 3 9
d) f(x) = —Zx - EX— 4_1
Odp.: Patrz s. 71.

temat 1.5

MultiteZa

o Uktady réwnan

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 1.9

G Generator

testéw i sprawdzianéw

9. Witasnosci funkciji
kwadratowej -
podsumowanie

Umiejetnosci:

e szkicowanie wykresu funkcji kwadratowej na podstawie jej wzoru

* wyznaczanie wzoru funkcji kwadratowej na podstawie jej wtasnosci lub wykresu
e szkicowanie wykresu funkcji okreslonej w réznych przedziatach réznymi wzorami
* odczytywanie wtasnosci funkciji z jej wykresu

Przypomnijmy - jezeli f(x) = ax’> +bx +c i a # 0, to: b2 SR iy
I &
Xy, = o «— pierwsza wspotrzedna wierzchotka I f
a paraboli ® N,
b Q
° X = ~a «— réwnanie osi symetrii paraboli U
a b =
o
Jezeli ponadto A > 0, to mozna pokazad, ze: . ¥ AN >
1 2 X
x +x, b L - \
¢ ——= = ——  «— {rednia arytmetyczna miejsc zerowych N
2o W=(-5 1)

Przyktad @) < zad. 9.1

Narysujemy wykres i opiszemy wlasnosci funkeji f(x) = x* +4x + 3.
Rozwiazanie

Najpierw obliczamy wielko$ci przydatne przy rysowaniu wykresu:

° miejsca zerowe funkgeji,

* wspdlrzedne (x,,, y,,) wierzchotka paraboli,

° wspolrzedne punktu przeciecia paraboli z osig y.

A=16-12=4

x;=-1, x,=-3

xy= 2=t oy = fxy) = f(-2)=4-8+3=-1

w 2[1 2 b4 w w

Parabola bedaca wykresem funkcji f przeci-
na o$ y w punkcie (0, 3), ma ramiona skiero- Jezeli 0 € D, to punkt (0, £(0)) (1)
wane do géry oraz ksztalt taki, jak parabola nalezy do wykresu funkeji y = f(x).
Dla funkeji f(x) = ax* +bx +c

. . 2 ..
o réwnaniu y = x~ (bo we wzorze funkcji .
jest to punkt (0, c).

wspGtezynnik przy x” jest rowny 1).
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Na podstawie narysowanego wykresu opisujemy wlasnosci \ vA/
funkgji f:
e dziedzing jest zbidér R, \ /

° zbiorem wartosci jest przedzial (—1; o),

=y

* funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejsza rowng —1

fli) = 2 H4x+ 8
dla x = -2 i nie przyjmuje warto$ci najwiekszej,

° miejscami zerowymi funkgji sg argumenty
x; =-1, x, = -3,

° f(x)>0 dla x € (—oo0; =3) U (-1; o0),
f(x) <0 dla x € (-3; -1),

° osig symetrii wykresu jest prosta x = -2,

¢ funkcja nie jest monotoniczna, natomiast:
w przedziale (—oo; —2) funkcja jest malejaca,
w przedziale (—2; oo) funkcja jest rosnaca,

° réwnanie f(x)=m:
dla m < —1 nie ma rozwigzan,
dla m = -1 ma jedno rozwiazanie,
dla m > —1 ma dwa rozwigzania.

Przyktad e zad. 9.2a,b 49.2. Sporzadz wykres funkgji f
i opisz jej wlasnoéci: dziedzine,
zbidr wartosci, miejsca zerowe,
x*—4 dla x € (—o0;2) przedzialy, w ktérych funkcja

ma staly znak, przedzialy
monotoniczno$ci, wartosci
najwicksze (najmniejsze) funkcji

i argumenty, dla ktorych funkgja je
przyjmuje, oraz liczbe rozwigzan

Narysujemy wykres i opiszemy wilasnosci funkeji

X)) =
fx) —%x2+4x—6 dla xe€(2;7)
Rozwigzanie
Wrykres funkcji f jest sumg fragmentéw dwodch parabol.

Pierwsza z nich, o réwnaniu y = xt - 4, ma wierzchotek o wspétrzednych (0, —4) réwnania, f(x) = m wzaleznosci
i przecina o$ x w punktach o pierwszych wspétrzednych x = -2 oraz x = 2. od wartosci .

Do wykresu funkcji f wybieramy te punkty pierwszej paraboli, ktorych pierwsze a) f(x) = {xz -4 dlax<2
wspolrzedne spelniajg warunek x € (—oo; 2), w tym punkt (2, 0). —x+2 dla x>2

b) f(x):{—x2—2x+2 dla x <1

Druga parabola, o réwnaniu y = —%xz + 4x — 6, ma wierzcholek o wspétrzednych 2 ox il sl

(4, 2). Pierwsze wspolrzedne punktow przeciecia tej paraboli z osig x sa rozwigzania-
mi réwnania —~x + 4x — 6 = 0. Sa to liczby x, =2 oraz x, = 6.

2
Do wykresu funkgji f wybieramy te punkty drugiej paraboli, ktérych pierwsze wspot-
rzedne spelniajg warunek x € (2; 7).

9.2. Odp.:
a) [ \[ ik D =R, ZW = R; miejsca zerowe: =2, 2; f(x) >0 dla x € (—o0; -2),
\ " f(x) <0 dla x € (-2; 2) U (2; o0); funkcja malejaca w kazdym
0 > z przedziatow (—oo; 0) i (2; c0), rosngca w przedziale (0; 2); brak

\ / wartosci najmniejszej i wartosci najwiekszej; f(x) = m ma:
1 rozwigzanie dla m € (—oo0; —4) U (0; c0), 2 rozwigzania dla
m € {—4, 0}, 3 rozwigzania dla m € (—4; 0)

DT T[] D =R, ZW = R; miejsca zerowe: —1 — V3, -1+ V3, 2;
7 fx)>0 dla x € (-1-V3-1+V3)U(2 ), f(x)<0 dla
/ \ / x € (—oo; == \/5) U (—1 +/3; 2); funkcja rosngca w kazdym
0 = z przedzialéw (—oo; —1) i (1; o), malejaca w przedziale (~1; 1);

brak wartosci najmniejszej i wartosci najwigkszej; f(x) = m ma:
1 rozwigzanie dla m € (—oo; —1) U (35 00), 2 rozwigzania dla
m € {-1, 3}, 3 rozwigzania dla m € (-1; 3)

r—
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Warto$¢ wyrazenia —%xz +4x -6 dla x =2 jest réwna 0, czyli jest rowna wartosci
funkgji f w punkcie 2. Zatem w punkcie o wspdtrzednych (2, 0) fragment wykresu

funkcji y = x° — 4 przechodzi we fragment wykresu funkcji y = —%xz +4x - 6.
Obliczamy jeszcze warto$¢ wyrazenia —%xz +4x -6 dla x=7.
L7622 -5k
2 2 2

Skoro 7 ¢ D, to punkt (7 , —2%) bedzie na wykresie zaznaczony pustym kéteczkiem.

Odczytujemy z wykresu wlasnosci funkgji: \ vl
e dziedzing jest zbior (—oo; 7), \\
° zbiorem wartosci jest przedzial (—4; o), ; -
X
e funkcja ma warto$¢ najmniejsza réwng —4 \ / \
dla x = 0 i nie ma wartoéci najwigkszej, = f(%)
° miejscami zerowymi funkcji sg argumenty:
x=-2,x=2, x=6,
° f(x)>0 dla x € (—o0; =2) U (2; 6),
f(x) <0 dla x € (-2; 2) U (65 7),
49.2. Sporzads wykres funkcji f e funkcja nie jest monotoniczna, natomiast:
i opisz jej wlasnosci: dziedzine, . P .
-l A w przedziale (—oo; 0) jest malejaca,
zbidr wartoéci, miejsca zerowe, dziale (0; 4) jest
przedzialy, w ktorych funkcja wprze Z%a € J es rosné.;ca,
ma staly znak, przedziaty w przedziale (4; 7) jest malejaca,
mgnf)toniczno.s'ci, \.Nz.;lrtoéci ) e réwnanie f(x) = m:
.na]wu;ksze (najmnlf:]sze) funkc.]1. dla m < —4 nie ma rozwiazafi,
i argumenty, dla ktorych funkgja je . . .
.. . ., dla m = —4 orazdla m > 2 ma jedno rozwiazanie,
przyjmuje, oraz liczbe rozwigzan 1
réwnania f(x) = m w zaleznosci dla m € <—4; —25> U {2} ma dwa rozwigzania,
od wartoéci m. 1
o) flx) = dla m € <—25; 2) ma trzy rozwigzania.
x> +6x+7 dla x<-1
=1x+3 dla -1<x<2 Przyktad e zad. 9.2 ¢, d
2
—x“+6x-3 dla x>2 . L - .
Narysujemy wykres i opiszemy wlasnosci funkeji
d) f(x) =
2x + 4 dla «x <-1 2X2 -1 dla X € (—OO; —1)
={x2—2x—1 dla -1<x<3 fx) =1 -« dla xe(-1;1)
-2x+8 dla x>3 —x*-1 dla x € (1; 00)
9.2. Odp.:
c) 57 D =R, ZW = R; miejsca zerowe: -3 — V2, -3+ V2, 3+ V6 f(x) >0 dla
x € (=005 =3-V2)U(-3+ V2 3+6), f(x) <0 dla x € (-3-v2 -3+ v2)U(3+ V6 o0);
\ funkcja malejaca w kazdym z przedzialow (—oo; —3) i (3; o), rosnaca w przedziale (-3; 3); brak
f warto$ci najmniejszej i warto$ci najwiekszej; f(x) = m ma: 1 rozwigzanie dla m € (—oo0; —2) U (6; o0),
\ / I \ | 2rozwigzania dla m € {-2, 6}, 3 rozwigzania dla m € (-2; 6)
0 \[x
\
d) 571 D =R, ZW = (-o0; 2); miejsca zerowe: -2, 1 - V2, 1+ V2, 4 f(x) >0 dla
xe(-21-v2)u(1+V24), f(x) <0 dla x €(-00; -2) U (1= VZ 1+ V2) U (4 o0); funkgja
i / o rosngca w kazdym z przedziatow (—oo; —1) i (1; 3), malejaca w kazdym z przedzialow (-1; 1) i (3; o0);
= brak warto$ci najmniejszej, wartos¢ najwieksza: 2dla x = -1 i x = 3; f(x) = m ma: 0 rozwigzan dla
m € (2; 00), 2 rozwigzania dla m € (—oo; —2) U {2}, 3 rozwigzania dla m = -2, 4 rozwiazania dla
m € (=25 2)
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Rozwigzanie
Z trzech wykresow poszczegolnych funkeji wybieramy odpowiednie fragmenty.

\ v A / v |ly
\ in _ .

1
\ \ 0

T
2
X
/
®

0

®
£

,..
V=

Po

=
Vi
T~
|~

-

Rysujemy wykres funkcji f (obrazowo moéwiac, sklejony z wybranych fragmentéw)
i na jego podstawie opisujemy wtasnosci funkgji:

° dziedzing jest zbior R, \ [y

° zbiorem wartosci jest zbidr (—oo; —2) U (=1; 00), \

* funkcja nie ma wartosci najmniejszej i nie ma wartosci
najwiekszej,

[N

wy

° miejscem zerowym funkgji jest argument x = 0,
° f(x)>0 dla x € (—o0; 0),
f(x) <0 dla x € (0; o), \

e funkcja jest malejaca,

° réwnanie f(x) = m:
dla m € (—o0;-2) U (—1; c0) ma jedno rozwigzanie,
dla m € (-2;-1) nie ma rozwigzan.

Przyktad o zad. 9.11
Wykres funkcji f(x) = ax® + bx + ¢ jest parabolg o wierzchotku W = (-2, 4)
przechodzaca przez punkt P = (=3, 3). Wyznaczymy wzdr tej funkcji.

Rozwigzanie

I sposob
Najpierw wyznaczamy posta¢ kanoniczng danej funkgji. Znamy wspolrzedne wierz-

chotka paraboli, wiec do obliczenia pozostaje tylko wspdtczynnik a.
f(x)=alx+ 2)2 +4

Podstawiamy do wzoru wspétrzedne punktu P = (-3, 3).
3 =a(—3+2)2+4

Zatem a=-11i f(x)=—(x+2)* +4.

Przeksztalcamy wzor funkcji do postaci ogolnej: f(x) = —x” — 4x.

€9.11. Parabola y = ax’ + bx +c¢
ma wierzcholek w punkcie (4, 6)

i przechodzi przez punkt (1, 3).
Wyznacz wspdtczynniki a, b, c.

2

Odp.:a:—l, b:§, c==
3 3 3



49.15. Wykres funkcji

f(x) = ax® +bx +c przechodzi
przez punkty A, B, C. Wyznacz
wspolczynniki a, b, c.

a) A=(0,1), B=(-1, -1),

C=(211)
b) A = (1, -4), B= (2, -3),
C=(-1,0)

c) A=(-2,-3), B=(-1, -1),
C=(1,3)
Odp.:a)a=1,b=3,c=1
b)a=1,b=-2 c=-3
)a=0,b=2,c=1

I 66 Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

IT sposéb
Podane wlasnoéci funkcji mozemy zapisaé

w postaci ukladu réwnan.

Jezeli wykres funkcji y = ax® +bx+c ()
jest parabola, to a # 0.

b
“a =-2 «—— pierwsza wspolrzedna wierzchotka W
a
f(—2) =4 «— druga wspoélrzedna wierzchotka W
f(-3)=3 — punkt P = (-3, 3) nalezy do wykresu f
b=4a
4a-2b+c=4
9a-3b+c=3
b=4a

4a—-8a+c=4
9a—-12a+c=3

«— podstawiamy 4a w miejsce b w drugim i trzecim réwnaniu

b=4a
—-4da+c=4
-3a+c=3

Ostatnie dwa réwnania tworzg uktad dwoch rownan z dwiema niewiadomymi. Po
rozwigzaniu tego ukladu (np. metoda przeciwnych wspétczynnikdéw) otrzymujemy
a=-11ic=0. Zatem b = —4, a wzér funkcji ma postaé f(x) = —x* — 4x.

Odp.: f(x) = —x? —4x

Przyktad @ « zad. 9.15

Wykres funkcji kwadratowej f(x) = ax” + bx + ¢ przechodzi przez punkty
A=(1,-2), B=(0,-5) i C=(-2,-5). Wyznaczymy wzor tej funkcji.

Rozwigzanie

—2=a+b+c
-5=¢ «— punkty A, B, C naleza do wykresu funkeji f(x) = ax® +bx +c
-5=4a-2b+c
Uktad trzech réwnan z trzema niewiadomymi rozwigzemy metodg podstawiania.
c=-5
a+b-5=-2
4a-2b-5=-5
c=-5
a+b=3
4a-2b=0

Stada=11b=2.
Odp.: f(x) =x>+2x-5
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Przyktad 0 zad. 9.20

Wyznaczymy takie wartoséci parametru m, aby funkcja
f(x)=x*+22m-3)x+m—-1

miata dwa miejsca zerowe x,, x, spelniajace warunek x; < 2 < x,.

Rozwiagzanie

Zastanowmy sie, jakie polozenie paraboli gwarantuje spelnienie warunkéw zadania.

Poniewaz ramiona paraboli sa skierowane do gory, to gdy A > 0, mozemy utworzy¢
trzy nierdéwnoéci z pierwiastkami x; < x, iliczbg 2.

\y / y \ / | \ /
k2 % > k% évz?
X <x,<2 X, <2< x, 2<% <%,

Jesli x; < x, <2 lub 2 < x| < x5, to f(2) > 0. Natomiast w przypadku x; < 2 < x,
spelniona jest nierdéwnos$¢ f(2) < 0.

Istnieje nieskoniczenie wiele parabol przechodzacych przez przykltadowy punkt
(2, f(2)), gdzie f(2) < 0. Popatrzmy na kilka z nich.

4y

14

o
S}
=

Warunek f(2) <0 wystarczy do rozwigzania zadania, poniewaz wynika z niego:
e istnienie dwoch pierwiastkow (nie ma potrzeby badania znaku A),
° polozenie tych pierwiastkdw na osi x po dwoch stronach liczby 2.
Zatem dana funkcja ma dwa miejsca zerowe x;, x, takie, Ze x; < 2 < x, wtedy
i tylko wtedy, gdy f(2) < 0.
f2)=4+42m-3)+m-1=9m-9
f(2) <0 dla m € (—o0; 1)

Odp.:m € (—o0; 1)

49.20. Dla jakich wartosci
parametru m funkcja

flx) = mx® — 2(m—-3)x +6m—18
ma dwa rézne miejsca zerowe

X1, X, spelniajace nier6wnos¢

X < =2 < x,°

Odp.:m € (0; g)



B 68 Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

49.24. Zaznacz na plaszczyznie
kartezjanskiej zbiér punktow,
ktérych wspélrzedne (x, y)
spelniajg podang nieréwnos¢.

2
a) y < 2x

b)y?%x2—2x+2

Odp.:
a) I 7 1]
IUNEN
\[ ]
\[_ |7}
0 >
b) [\Iyk /
\ /'\1
; ™
INIAT L
0 Sy X
/
v\

Nieréwnosc¢ y > f(x)

Wrykresem funkgji y = f(x) na ptaszczyznie kar- vk

tezjanskiej jest zbidr punktéw o wspdlrzednych \

(x, f(x)), gdzie x jest argumentem funkgji f.
Na rysunku mamy wykres pewnej funkcji

y = f(x). Jezeli przez punkt P = (x,, ¥,) tego

wykresu poprowadzimy pionowg prostg, to jej s P = (xy

punkty lezace powyzej P majg druga wspotrzed-

-

na wieksza od y,, a punkty lezace ponizej P maja

i J

druga wspoéltrzedng mniejsza od y,. To samo ro- \

zumowanie mozemy przeprowadzi¢ dla dowolne-

go punktu nalezgcego do wykresu funkgji.

yA
Jezeli na plaszczyznie kartezjanskiej narysowany jest 3 fx)
wykres funkcji y = f(x), x € D, to punkty lezace 2.4 0 \ /
powyzej tego wykresu tworzg zbidr opisany za pomocg 7 5 \ >
nieréwnosci y > f(x), a punkty lezace ponizej wykresu ) 7
— zbidr opisany za pomoca nieréwnosci y < f(x).
Przyktad @) < zad. 9.24
Zaznaczymy na plaszczyznie kartezjanskiej zbior vl
A:{(x,y):x,yERin\/x+1}. A -
Rozwigzanie el

Dziedzing funkcji y = Vx+1 jest zbior (—1; o), za-

tem do szukanego zbioru moga naleze¢ tylko takie punk-

=

ty, ktérych odcieta x > —1.

Parabola o réwnaniu y = ax” +bx + ¢ (a # 0) jest wspélnym brzegiem dwéch
czeséci plaszczyzny kartezjanskiej. Jedng z nich, utworzong przez punkty lezace
na paraboli i powyzej niej opisuje nieréwnos¢ y > ax’ + bx + ¢, a druga,
utworzong przez punkty lezace na paraboli i ponizej niej opisuje nieréwnoéé
y<ax’ +bx+c.




9. Wiasnosci funkcji kwadratowej — podsumowanie 69 I

Przyktad @) < zad. 9.24,9.25 49.24. Patrzs. 68,
Zaznaczymy na plaszczyznie kartezjanskiej zbior punktow, ktorych wspotrzedne 49.25. Zaznacz na plaszczyzinie
(x, y) spelniaja nieréwnos¢ lub uktad nieréwnosci. kartezjaniskiej zbidr opisany za
a) y> 24 Q) 2x* —4x—-1< y<2x-1 pomoca ukladu nieréwnosci.
\\‘ vk I Y V a) y < x2+ 2
o | L ~ )P
TR I
v 107 \[ V1] y22
) L i AU y=x
dial 0 x ° Y < x> 42
d y <3 - |x
y = x* -9
b) y<—x’+2x+5 d3<y<i(x-17+1 O
2 a) [\ k|
)" \\ vh A II W
w0 \ 4
! at WA/
) / \ k / $ N -
% \\ /fi / 0 &
! N=3 . b) )
'\/ 5 \\ > L VE[C2 8 &
0 x S
TN .
Przyktad @) « zad. 9.27 s -
Dane sg zbiory: I \
C
Az{(x,y):x,yeRix2—4<y<—x2+4}, ) my“**
B={(x, y): x, ye R i y<Ix|}. w1 -
Narysujemy na plaszczyznie zbiory: A, B, AN B oraz A - B. / HE:
Rozwiazanie / \
7 yh v v d ) 57} [
\ / \ /
\ / VN
WAREAY , , ‘ AN
_ T _ I _ { / _ \ I
0 x 0 x 0 x 0 X \\ / 2
[\ / 1\ \ / \ / ]
// \\ \ |/
A B ANB A-B

49.27. Dane sg zbiory:
Az{(x,y): x, yeR i y2x2+4x+2} i B={(x, y): x, yeRiy<2-|x|}
Narysuj na plaszczyznie kartezjanskiej zbiory: A, B, AN B oraz A - B.

Odp.:
\ 7Y 7h \ JA[ \ b7
\ / \ / \ /
A ANk A—B
\NEEF . ! N \ N b N
X 0 aE 0 5 l, 0 X
i \
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Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

Przyktad @ zad. 9.29

Funkcja f przyporzadkowuje kazdej wartosci m liczbe rozwigzan réwnania

(m+2)x* + 6mx + 4m — 1 = 0 z niewiadoma x. Napiszemy wz6r funkgji f i naszki-
cujemy jej wykres.

Rozwiazanie

L

IL.

Jezeli m + 2 = 0, to réwnanie nie jest rdwnaniem kwadratowym.
Dla m = -2 mamy:
-12x-9=0 «—— rownanie liniowe, ktére ma jedno rozwigzanie

Zatem f(-2)=1.

Jezeli m + 2 # 0, to réwnanie jest rownaniem kwadratowym i liczba jego roz-
wigzan zalezy od znaku A. Zakladamy, ze m # 2.
A =36m" —4(m+2)(dm - 1)

A =20m" - 28m + 8

A:4(5m2—7m+2> <—m1:1,m2:§

A=20(m—1)<m—§>

Z wykresu odczytujemy:
2
A>0 dla me (—oc0; —2)U (—2; —) U (1; 00) «— réwnanie kwadratowe, ktore ma
5 dwa rozwiazania
2
A<0 dlame <—; 1) «—— réwnanie kwadratowe, ktdre nie ma
5 rozwigzan
2
A=0dla m= g lubm=1 «—— réwnanie kwadratowe, ktére ma

jedno rozwigzanie
Zatem:

0 dla me(g;1>
5
fomy=11 da m:—Zlubnglubm:I

2 dla me (—oo0; —2)U (—2; %) U (1; o0)

A f(m)

O—C

|

(=]
[5{INYe}

Iy

49.29. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej wartosci parametru m liczbe rozwigzan

roéwnania (m + 3)x” + (m + 3)x + m = 0. Wyznacz wzér funkgji f i naszkicuj jej wykres.

Odp.: f(m) = <| 1 dlam=1 B

0 dla m € (—oo0; —=3) U (1; o0) [ el

2 dlame(-3;1)

o = oS

Y

e
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9.1. Sporzadz wykres funkeji f i opisz jej wlasnosci: dziedzine, zbior wartoéci, miej-
scazerowe, przedzialy, w ktorych funkcja ma staly znak, przedzialty monotonicznosci,
wartosci najwieksze (najmniejsze) funkcji i argumenty, dla ktérych funkeja je przyj-
muje, oraz liczbe rozwiazan réwnania f(x)

a) f(x)= 2x* — 4x c) f(x)
b) f(x)=-x*+4x-5 d) f(x)

=m w zalezno$ci od wartosci m.

:—x +2x—-6

3 9
=——x —=Xx--
2 4

9.2. Sporzadz wykres funkcji f i opisz jej wlasnosci: dziedzine, zbior wartosci, miej-
scazerowe, przedzialy, w ktorych funkcja ma staly znak, przedzialy monotonicznosci,
wartosci najwieksze (najmniejsze) funkcji i argumenty, dla ktérych funkeja je przyj-

muje, oraz liczbe rozwigzan réwnania f(x) = m w zaleznosci od wartosci m.

2
x"—-4 dla x<2
2) f(x)_{—x+2 dla x>2
2
-x"-2x+2 dla x<1
b ={77
) &) {x2—2x dla x>1
r6x+7 dla x<-1
c) flx)=9x+3 dla -1<x<2
—x*+6x-3 dla x>2
2x +4 dla x<-1
d fx)=4x*-2x-1 dla -1<x<3

-2x+8 dla x>3

9.3. Sporzadz wykres funkcjiiodczytaj z wykresu rozwiagzanie podanej nierdéwnosci.

2
x“—4x+3 dla x<1
® f=) { da x3>1 Jees
2x*+8x—-4 dla x<3
X < 2
) glx) = { dla x>3 9>
O hx) = -2x+1 dla x € (—o0; 0) U (4; o) h(x) <7
—2x +8x+1 dla x e (0;4)
&) kx 2x +8x+4 dla x>0 -4 <k(x) <4
—x*+2x+4 dla x<0

9.1. d) I%s D =R, ZW = (—o0; 0); miejsce zerowe: —=3; f(x) <0 dla

x € R —{-3}; funkcja rosngca w przedziale (-

ol
=Y

1 rozwigzanie dla m = 0, 2 rozwigzania dla m < 0

93.a)xe(-1;9) Db)xe(l;3)U(B3;00) ¢)xe(-21)U(36) d)xe(-2;0)

\hy 57 7A 7V
\ |
g h |
f |
A\ \ [ \[ [/
= 7 \ | \[
0 % / ~ | \ k
0 II x \ |/ \/ /
0 X ITo X
/
/

oo; —3), malejaca
w przedziale (—3; co); warto$¢ najwieksza: 0 dla x = -3, brak
y[=[flx) warto$ci najmniejszej; f(x) = m ma: 0 rozwigzan dla m > 0,

Odpowiedzi i rozwigzania

9.1. a) ] 1]
\ |
1 I

0 £

YI=lk)

D =R, ZW = (-2; c0); miejsca
zerowe: 0, 2; f(x) > 0 dla

x € (=003 0) U (25 00), f(x)<0
dla x € (0; 2); funkcja malejaca
w przedziale (—oo; 1), rosnaca
w przedziale (1; oo); wartos¢
najmniejsza: —2 dla x = 1, brak
wartos$ci najwiekszej;

f(x) =m ma:

0 rozwigzan dla m < -2,

1 rozwigzanie dla m = -2,

2 rozwigzania dla m > -2

b) Ny
0 £l
/ \
YVI=UK)

D =R, ZW = (-o0; —1); brak
miejsc zerowych; f(x) < 0
dla x € R; funkcja rosnaca

w przedziale (—oo; 2), malejaca
w przedziale (2; o0); wartos¢
najwigksza: -1 dla x = 2, brak
wartosci najmniejszej;

f(x) =m ma:

0 rozwigzan dla m > -1,

1 rozwigzanie dla m = -1,

2 rozwigzania dla m < -1

o\

V]

X

ol =

//
T~

D =R, ZW = (-8; c0); miejsca
zerowe: —6,2; f(x) >0 dla

x € (~003 —6) U (25 00), f(x) <0
dla x € (=6; 2); funkcja malejaca
w przedziale (—oo; —2), rosngca
w przedziale (—2; oo); warto$¢
najmniejsza: —8 dla x = -2, brak
wartosci najwiekszej;

f(x) =m ma:

0 rozwigzan dla m < -8,

1 rozwigzanie dla m = -8,

2 rozwigzania dla m > -8

9.2. Patrz s. 63, 64.
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9.5.
a) [\ |y
\

1

=Y

0
0 rozwigzan dla m € (—oo; 0),

2 rozwigzania dla m € (2; co) U {0},
4 rozwigzania dla m € (0; 1) U {2},
5 rozwigzan dla m = 1,

6 rozwigzan dla m € (1; 2)

b) [\ iy
\

il

[
i
|

——

1
T

4

0
0 rozwigzan dla m € (—oo; 0),

1 rozwigzanie dla m = 0,

2 rozwigzania dla m € (0; 4) U (5; o0),
3 rozwigzania dla m € {4, 5},

4 rozwigzania dla m € (4; 5)

9.6. [\ 7k ]
\ 5691

1
I

=Y

0 rozwigzan dla m € (—oo0; —4),

2 rozwigzania dla m € (0; oo) U {-4},
3 rozwigzania dla m = 0,

4 rozwigzania dla m € (—4; 0)

9.7.b=-8,c=2
98.a=-1,b=-6
99.b=6, c=-3
9.10. y=%x2—1

911, a=-1 p=% -2
3 3 3

912.a=1,b=-4,c=6

Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

9.4. Sporzadz wykres funkcji y = f(x). Odczytaj z wykresu liczbe rozwigzan réw-
nania f(x) = m w zalezno$ci od wartoéci parametru m.

2
| x"+4x+2 dla x<0
? f(x)_{—x2+4x dla x>0

“3x*-18x-21 dla

b) f(x):{lx+4 dla
2

X< -2

x> -2

2 . .
o f(x)z{Zx 24x+4 dla  x € (=003 0) U (2; 00)
-2x"+4x+4 dla x € (0;2)

—x?—4x-3 dla x<-1
d) f(x)=12x+2 da -1<x<1
3xP - 12x+13 dla x>1

9.5. Sporzadz wykres funkcji y = |f(x)|. Odczytaj z wykresu liczbe rozwigzan
réwnania |f(x)| = m w zaleznosci od wartoci parametru m.

a) f(x) ={ b) f(x) :{

dla x<1
dla x>1

X2 —2x+5
X" +4x+1

~x*+2x+1 dla x<3
~x*+8x-17 dla x>3

9.6. Sporzadz wykres funkgji f(x) = x°—4|x|. Odczytaj z wykresu liczbe rozwigzan
réwnania f(x) = m w zalezno$ci od wartosci parametru .

9.7. Wykresem funkcji kwadratowej f(x) = 4x°+bx-+c jest parabola przechodzaca
przez punkty A = (0, 2) i B = (-1, 14). Wyznacz wspdtczynniki b i ¢ w réwnaniu
paraboli.

9.8. Osig symetrii paraboli y = ax’+bx—4 przechodzacej przez punkt A = (-2, 4)
jest prosta x = —3. Wyznacz wspélczynniki a i b w réwnaniu paraboli.

9.9. Wierzcholkiem paraboli y = —3x” + bx + ¢ jest punkt B = (1, 0). Wyznacz
wspotczynniki b i ¢ w réwnaniu paraboli.

9.10. Parabola, ktorej wierzcholek lezy na osi y, przechodzi przez punkty A = (2, 1)
i B= (-4, 7). Wyznacz réwnanie tej paraboli.

9.11. Parabola y = ax’+bx+c ma wierzchotek w punkcie (4, 6) i przechodzi przez
punkt (1, 3). Wyznacz wspoétczynniki a, b, c.

9.12. Funkcja f(x) = ax® + bx + ¢ przyjmuje wartoé¢ najmniejsza rowna 2 dla
x = 2. Wykres tej funkcji przechodzi przez punkt (4, 6). Wyznacz wspoélczynniki
a, b, c.

9.4. a) b) <) d)
7A 7h VA 1] b7 |
\\ =[fx) [T\ \\ /I
VT CTONANN
= flx) :
, \ P Y= 1) T
\ - | - — 1 0 X
0 X | 0 % B - /
\ | 0 x
\
Liczba rozwigzan rownania
Zero jedno dwa trzy cztery
a) - m € (—oo; —2) U (4; 00) m € {2, 4} me (=2;0)U(2;4) |me (0; 2)
b) - m € (—oo; 3) U (6; o0) m € {3, 6} m € (3; 6) -
c) | m € (—oo; 4) - m € (6; co) U {4} m=6 m € (4; 6)
d) - m € (—o0; 0) U (4; o0) m € {0, 4} m € (0; 4) -
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9.13. Parabola y = ax® +bx + ¢ przechodzi przez punkty (1, —2) i (0, 1). Jej osia
symetrii jest prosta x = 2. Wyznacz wspoélczynniki g, b, c.

9.14. Podaj wzdér funkeji kwadratowej f, ktérej wykres przedstawiono na rysunku.

a) v c) yA e) }“3’\ /
0 \ Jik3
/ \ / \
/ VT i N3
b) &\ d) \\ / v f) yA
T\ / A B
/ o 1\~

9.15. Wykres funkgji f(x) = ax’+bx+c przechodzi przez punkty A, B, C. Wyznacz
wspdlczynniki a, b, c.

a) A=(0,1) B=(-1,-1) C=(211)
b) A=(1, -4)  B=(2, -3) C=(-1,0)
Q) A=(=2,-3) B=(-1,-1) C=(1,3)

9.16. Wyznacz wspotczynniki b i ¢ funkeji f(x) = x* +bx + ¢ o podanych wtasno-
$ciach.

a) Jej miejscami zerowymi sg liczby —31i 1.

b) Jej wykres przecina 0§ y w punkcie (0, 5), a liczba 5 jest miejscem zerowym.

9.17. Na rysunku przedstawiono wykres funkeji

f(x) = ax® + bx + c. Wyznacz wspStezynniki a, b, c. \

-

=y T

9.18. Wykaz, ze funkcja kwadratowa, ktorej wykres \y = fx) /
przechodzi przez punkty K = (-5, 10), L = (-3, 5),
M = (3, 2), nie ma miejsc zerowych.

9.19. Dla jakich wartosci parametru m funkcja
f(x) = x> — 2mx + m* — 1 ma dwa rézne miejsca
zerowe nalezace do przedziatu (-2; 4)?

f>0 )
f4)>0 (2)
A>0 (3)

—2<x,<4 (4)

9.19.

f(x):x2—2mx+m2—1

(1) f(-2)=4+4m+m’ —1=m" +4m+3
A=16-12=4, VA=2
—4+2
=1 \_/

—-4-2
: A

(2) f(4)=16-8m+m’—1=m"—8m+15
A=64-60=4 m="2-3m=5"2_5
2

m € (—oo0; 3) U (5; 00)

m; = = =3} m, =

3Y

m € (—oo0; —=3) U (—1; o0)

w
g
3Y

9.13.a=1,b=-4,c=1

9.14. a) f(x) = —(x+2)> +4
b) f(x) = %(x —4?-3
O flx)=—~(x-2)"+5
d) f(x)=2(x+3)°-3
&) f(x) = 5(x-5) -4

1 2 4 2
P —_— - + -
f) f(x)— 3x 3X 23

9.15.a)a=1,b=3,c=1
b)a=1,b=-2,c=-3
)a=0,b=2,c=1

9.16. a) b=2, c=-3
b)b=-6,c=5

9.18. Wskazéwka:

1 1 5
flx) = Sxt - x4 2
4 2 4

(3) A=dm’-4(m*-1)=4>0
2m
(4) xw:7=m, -2<m<4

m € (—oo; =3) U (—=1; o0)
{m € (—o00; 3) U (5; o0)

m € (=2; 4)
-3 -2 -1 3 4 5 m

Odp.:m € (-1; 3)

73 I
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9.21. f(x) = x* + (2k+4)x+6k+3

A>0 (1)

{xw<1 (2)

f>o0 (3)
(1) A = (2k +4)* — 4(6k + 3) =
=4(k-1)°

A>0dla k+1
Q) - 2k+4

3) f(1)=1+2k+4+6k+3:
=8k+8=8(k+1)
f(1)>0dla k>-1

k+1ik>-31ik>-1
Odp.:k € (=1; 1) U (1; o0)

<1, stad k> -3

9.22. m € (~o0; 4) U (4; 4%)

(rozwiazanie - patrz zad. 9.21)

9.23.
f(x)=—2x2+3mx+m2—m+5
f(l):—2+3m+m2—m+5=

(0

2
=m2+m+3:<m+%> +2§>0

dla m € R

Poniewaz wspétczynnik przy x*
jestujemnyi f(1) > 0, funkcja f
ma dwa rozne miejsca zerowe x,
x, takie, ze x; <1 < x,.

9.24. Patrzs. 68.
9.25. Patrz s. 69.

y =z x°
9.26. a)
y<3

b){ygz_’c2
yzx

y>x2+4x+2
(9)
-2x+1

12
S —-X
Y 2

y>-1
<leid
4 3 3

y>x2—2x—2

d)

Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

9.20. Dla jakich wartosci parametru m funkcja f(x) = mx® —2(m—3)x + 6m — 18
ma dwa rézne miejsca zerowe x;, x, spelniajace nieréwnos¢ x; < -2 < x,?

9.21. Dla jakich wartoéci parametru k funkcja f(x) = X+ 2k +4)x + 6k + 3 ma
dwa rozne miejsca zerowe mniejsze od 1?

9.22. Dla jakich warto$ci parametru m funkcja f(x) = X - 2m-1)x+ m* —4 ma
dwa rézne miejsca zerowe mniejsze od 4?

9.23. Wykaz, ze dla kazdej wartosci parametru m funkcja

Jx)=

nieré6wno$¢ x; < 1 < x,.

2 2 . - .
-2x" + 3mx + m" —m+ 5 ma dwa rézne miejsca zerowe x;, x, spelniajace

9.24. Zaznacz na plaszczyznie kartezjanskiej zbior punktow, ktérych wspétrzedne
(x, y) spelniaja podang nieréwnos$¢.

a) y<2x’ 1 oax+2

b) y>

[\

9.25. Zaznacz na plaszczyznie kartezjanskiej zbior opisany za pomocy ukladu nie-
x - |x]

ro'wnos'ci
2
— y Yy <
) C){y P d){yB 2_g

9.26. Na rysunku przedstawione sg fragmenty parabol lub prostych. Opisz za po-
mocg ukladu nieréwnosci zbidr zaznaczony kolorem.

a) |\ ! [ o 1\ A/
N/ ]

//\ \Y

u

o
=Y

T~

L

b) i

-

=y

il |

9.20.
flx) = mx? - 2(m—3)x +6m—18
f(=2)=4m—-2(m—-3)-(-2) + 6m — 18 = 14m — 30

\ / fo 2w\ ¥

N2 /%,

=y

lub
m>0 m<0
{f(—2)<0 {f(—2)>0
m>0 m<0
{14m—30<0 {14m—30>0
m >0 m<0
{m< 1_75 {m> g (sprzecznosé)



9. Wiasnosci funkcji kwadratowej — podsumowanie

9.27. Dane s3 zbiory:
A:{(x,y): x, yeR i y>x2+4x+2} iB={(x, y): x, yeRi y<2—|x[}.
Narysuj na plaszczyznie kartezjanskiej zbiory: A, B, AN B oraz A - B.

9.28. Funkcja y = f(m) przyporzadkowuje sume kwadratéw pierwiastkow row-

nania x> —mx +m’ —2m+ 1 = 0 kaidej wartoéci parametru m, dla kt6rej istnieja
dwa rézne pierwiastki tego réwnania. Wyznacz wzor funkgji f i naszkicuj jej wykres.

9.29. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej wartosci parametru m liczbe rozwigzan
réwnania (m + 3)x2 + (m + 3)x + m = 0. Wyznacz wzér funkgji f i naszkicuj jej
wykres.

3 - x| dla x<3
~x*+8x—-15 dla x>3

Okresl liczbe pierwiastkow rownania f(x) = m w zaleznosci od wartosci parametru

m. Narysuj wykres funkcji g(m) = k, gdzie k oznacza liczbe pierwiastkdw réwnania
f(x)=m, meR.

9.30. Sporzadz wykres funkcji f(x) = {

1. Dana jest funkcja f(x) = x* — x + 1. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
A. Funkcja g(x) = |f(x)| przyjmuje tylko wartosci dodatnie.

B. Funkcja h(x) = | f(x) — 1| przyjmuje tylko wartosci dodatnie.

C. Réwnanie |f(x)—2| =1 ma trzy rozwigzania.

; e —x*—6x-4 dla x<-2

- N j 11 = .

arysuj wykres funkcji f(x) }sz il da x>z

Odczytaj z wykresu liczbe rozwigzan réwnania f(x) = m w zaleznosci od wartosci
parametru .

3. Do wykresu funkcji kwadratowej y = f(x) naleza punkty: (-1, 5), (3, 1) i (5, 2).
Wyznacz wzdr tej funkcji.

4. Zbiorem wartosci funkcji kwadratowej f jest przedziat (—2; oo). Osig symetrii jej
wykresu jest prosta x = 3. Wykres przecina 0§ y w punkcie o drugiej wspdtrzednej 1.
Zapisz wzor tej funkcji w postaci ogolne;.

5. Miejscami zerowymi funkeji kwadratowej sg liczby —4 i 2, a jej wykres przecina
o$ y w punkcie o drugiej wspotrzednej —1. Wyznacz zbidr wartosci tej funkgji.

9.30. VA (k|
y|=[f(x) ﬁ_
' oot 1 _T
0 x L
\ 0 ‘T m

0 pierwiastkow dla m € (3; o0),

1 pierwiastek dla m = 3,

2 pierwiastki dla m € (—oo0; 0) U (1; 3),
3 pierwiastki dla m € {0, 1},

4 pierwiastki dla m € (0; 1)

9.27. Patrz s. 69.

9.28. f(m) = —(m—2)"+2
2
dla m € (3; 2)

Af

m

A

b

1
I

0

Y

wliotod

9.29. Patrzs. 70.

Prosto do matury

75 I

1. P,E F
2. 57
/ Y=
] 0 ™
|

1 rozwigzanie dla m € (—o0; 0) U (5; o0),

2 rozwigzania dla m € {0, 5},
3 rozwigzania dla m € (0; 5)

3. f(x) = ixz - 1%x+ 3:11

4. f(x) = %xz “ox+1

5.ZW = <—1%; oo)
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Odpowiedzi i rozwigzania
1. B

dlanauczyciela.pl | Klasdéwka 1

G Generator

testow i sprawdzianow

10. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-18 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

. Wskaz posta¢ iloczynowa tréjmianu kwadratowego —9 + 6x — £
(=3 +x)?

~(x-3)°

. —(x+3)?

. Ten tréjmian nie ma postaci iloczynowe;.

9O W =

2. Wskaz miejsca zerowe funkcji f(x) = \/E(x - \/5) (x+1).

A.2,-\V2 B. V2, -1 C.-V2,1 D. 2,1

3. Dla jakiego argumentu funkcja f(x) = x* + 2x przyjmuje w przedziale (—4; 1)
najwieksza warto$c¢?

A x=-1 B. x =4 C.x=1 D.x=11lub x=-3

4. Jakie warto$ci moze przyjmowac wspdtczynnik k w rownaniu paraboli
y = x* — kx, aby nie miata ona punktéw wspélnych z osig x?

A k<O C.k>1

B. k=0 D. Nie istnieje takie k.

5. Dana jest funkcja f(x) = —x” +4x o dziedzinie D = (1; 4) i cztery zdania doty-
czgce tej funkeji.

I. Funkcja f przyjmuje warto$¢ najwieksza dla x = 2.

II. Funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejszg dla x = 4.

III. Funkcja f nie przyjmuje wartosci najwiekszej.

IV. Funkgcja f nie przyjmuje wartosci najmniejszej.

Ktodre zdania sg prawdziwe?

A. tylko TiIV B. tylko I'ilI

C. tylko ITiIII D. tylko IITi IV

. Réwnanie x* +5 =9

. nie ma pierwiastkow.

. ma dwa dodatnie pierwiastki.

. ma dwa ujemne pierwiastki.

. ma dwa pierwiastki o przeciwnych znakach.

OO %W p O



7. Wskaz posta¢ iloczynowa funkeji f(x) = —(x — 372+ 1.
A. f(x) =(x+2)(x+4) C. f(x)=(x-2)(x—4)
B. f(x)=—(x-2)(x—4) D. Ta funkcja nie ma postaci iloczynowe;j.

8. Posta¢ iloczynowa funkcji f(x) = V2x* —3x - 22 to
A. f(x) = (V2x - 4) <x+ V;)

B. f(x) = (\/Ex —4) (\/§x+ 1).

C. f(x) = V2(x - 2)(x + 1).

D. f(x) = Va(x - v2) (x- 3).

2

9. Miejscami zerowymi funkcji f(x) = ax’ + bx +§ sg liczby x = -1 oraz x = —5.
Ile s rowne wspotczynniki tej funkeji?

A.a=1 b=-4

B.a=-2, b=

NN
v
AN

I

10. Wskaz nieréwnos¢ prawdziwa dla kazdej liczby x € R.
A 3(x-2°-1<0 C. -04(x +3)*-05<0
B. —5(x+2)*+3>0 D.7(x-11)*+2<0

11. Wskaz zbi6r rozwiazan nieréwnosci 3x” + 5x — 2 < 0.
A.R C. <_2; 1)

3
B. Ta nieréwno$¢ nie ma rozwigzan. D. <—2; =
ey q & 8ok g O 2 3
12. Wskaz zbidr rozwigzan nieréwnosci —S\xt3)x-3)> 0.

n (53 e (- -2u(lie)
s (53 o (- -2)ulise)

13. O funkcji kwadratowej f(x) = ax”+bx+c wiadomo, ze ma dwa ujemne miejsca
zerowe oraz ze f(0) = —1. Jakie znaki majg wspolczynnikia, bic?

A. Jest za malo danych, Zeby to okreslic.

B.a<0ib<0ic<0

C.a>0ib>01ic<0

D.a<0ib<0ic>0

10. C

11. D

12. B

13. B

10. Powtdrzenie

77
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14. C 14. Parabola y = m — x° przecina o§ x w punktach x = 2 oraz x = —2. Jakg
warto$¢ ma wspotczynnik m?
A.m=2 B.m=1 C.m=4  D. Nie istnieje takie .

15. D 15. Wskaz uklad réwnan, ktéry ma dwa rozwigzania.
y=1 y=-3
A-{y:_(x_2)2_3 C‘{yz(x+5)2—3
y=x y=x
B.{;V:(x+2)2+3 D'{yz—(x+1)2—1
16. B 16. Wskaz uktad rownan, ktéry ma jedno rozwigzanie.
y=-2x-2 y=-2x
AO{)’=(X—1)2—2 C°{y=(x—1)2—2
y=-2x-1 D y=-2x+1
y=@x-17°-2 Ny=(x-172-2
17. C 17. Ile rozwigzan ma rownanie [x| + x% =42
A0 B. 1 G 2 D. 4
18. A 18. Wskaz wykres bedacy ilustracjg zbioru rozwiazan uktadu nieréwnosci
1 2 3
2 = = =
yzoxitx-o
x-y+320
A vk C vk

a
a

=y
=y

N
B v D. A
\ /
\ / A
\ Vi / A\
0 = 0 x




W zadaniach 19-33 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

19. Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f(x) = a(x — p)* +q saliczby 3i7.
Wynika z tego, ze
A.a>0. B. p=5. C.q=-4

20. Jednym z miejsc zerowych funkcji kwadratowej f(x) = ax”+bx+c jestliczba 2.
Wierzchotek paraboli bedacej wykresem tej funkcji ma wspétrzedne (5, 3). Wynika
z tego, ze

A. drugim miejscem zerowym funkgji f jest liczba 8.

B. a<0.

C.c<0.

3
21. Funkcia f(x)=4 X —2% dla x<0
ja f(x) <lx2—2x da x>0

A. jest rosnaca.
B. ma trzy miejsca zerowe.
C. przyjmuje warto$¢ najmniejsza dla x = 1.

22. Parabola bedaca wykresem funkcji kwadratowej f(x) = ax® + bx + ¢ przecina
o$ y w punkcie (0, —6), a jej wierzcholek ma wspolrzedne (-2, 7). Wynika z tego, ze

A.a<0. B.b<0. C. A<O.
23. Funkcja f(x) = ax’ + bx + ¢, ktorej wykres jest 74 ‘
dany na rysunku obok, ma miejsca zerowe x;, x,. Na 2/%)

podstawie wykresu mozna wywnioskowac, ze
A.a<0ic>01ix;-x,<0.
B.a<0ib>0.

C.b>0ic>0iA20.

S
|
=y

24. Dana jest funkcja f(x) = —2(x + 7)* + 3.

A. W przedziale (—oo; 7) funkcja f jest rosnaca.

B. W przedziale (7; oo) funkcja f jest malejaca.

C. Prosta x = —7 jest osig symetrii wykresu funkgji f.

=3¢ dla x<-1

2-x* dla x>-1

A. Réwnanie f(x) = m ma dla dowolnej warto$ci m co najmniej jedno rozwigzanie.
B. Dla m € (1; 2) réwnanie f(x)=m ma trzy rozwigzania.

C. Réwnanie f(x) = m ma dwa rozwigzania tylko dla m = 1.

25. Dana jest funkcja f(x) = {

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

F,P,F

P,P,P

F,P,F

P,P,F

P,P,P

F,P,P

P,P,F

10. Powtdrzenie
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

F,P,P

F,P,P

F,P,F

P,P,P

P,P,F

F,P,P

F,F P

P,F,F

26. Dana jest funkcja f(x) = |(x —3)(x + 1)|.

A. Dla pewnej wartosci m rownanie f(x) = m ma jedno rozwigzanie.
B. Réwnanie f(x) =m ma dwa rozwiazaniadla m > 4 lub m = 0.
C. Dla pewnej wartos$ci m réwnanie f(x) = m ma trzy rozwigzania.

27. Dane jest rownanie X - 2|x| = m z parametrem m.

A. Dla pewnej wartosci m rownanie to ma dokladnie jedno rozwiazanie.

B. Dla pewnej warto$ci m rownanie to ma dokladnie trzy rozwigzania.

C. Dla nieskonczenie wielu wartosci 7 réwnanie to ma dokladnie cztery
rozwigzania.

28. Funkcjakwadratowa f(x) = ax®+bx+c ma wszystkie wspStezynniki dodatnie.

Wrynika stad, ze

A. funkcja f ma dwa miejsca zerowe tego samego znaku.

B. funkcja f nie ma dodatnich miejsc zerowych.

C. wierzchotek paraboli bedacej wykresem funkgji f nalezy do pétplaszczyzny opi-
sanej nieréwnoscig y < 0.

29. Suma kwadratow pierwiastkéw rownania x>+ x —4 = 0 jest
A. wigksza od 2V17.
B. kwadratem liczby catkowitej.

C. pierwiastkiem réwnania x* - 7x—-18=0.

30. Funkcje f(x) = x"+3x+m i g(x) = 3x+m maja wspélne miejsce zerowe x,.
Wynika stad, ze

A. x,=0.

B. m = 0.

C. nieskonczenie wiele wartosci wspotczynnika m spetnia warunek zadania.

31. W tr6jmianie x* + px + q wspdtczynniki p i g sa przeciwnymi liczbami catko-
witymi. Wynika stad, ze

A. tréjmian ten ma dwa pierwiastki.

B. tréjmian ten moze mie¢ jeden pierwiastek.

C. tréjmian ten moze nie mie¢ pierwiastkow.

82. Jedno z miejsc zerowych funkcji f(x) = —x*+bx +¢ jest wieksze od 5, a drugie
jest mniejsze od 2. Wynika stad, ze
A. f(5)>01i f(2)<0. B. f(5)<01i f(2)<0. C. f(5>01 f(2)>0.

33. Sume odwrotnosci rozwigzan rdwnania x~ + kx — 5 = 0 okre$la wyrazenie

5 1
A. B. -. o ==%
k c k

v | X



Zadania otwarte krétkiej odpowiedzi

34. Wyznacz warto$¢ najmniejszg i warto$¢ najwieksza funkeji f w podanym prze-
dziale i podaj argumenty, dla ktérych te wartosci sg przyjmowane.

a) fx)—x2—10x+22 (3; 6)
b) f(x) = ——x +2x+6 (—4; 0)
c) fx)=3x +x-2 <—i,é>
d) f(x)= V2x* —x+3 (=2; -1)

35. Jezeli to mozliwe, zapisz funkcje f w postaci iloczynowe;j.

a) f(x)=25x" -1 d) f(x)=x"-4x-1
b) f(x):9x2+x e) f(x):—x2+5x—7
) f(x)=9x2+4 f) f(x)=3x2—7x+2

36. Funkcje kwadratowa f dana w postaci ogdlnej, kanonicznej lub iloczynowej za-
pisz w pozostalych mozliwych postaciach.
a) f(x)=2x"+12x+10

b) f(0) = —5(x=6)" -1

o) flx)=-3(x-2)(x+1)
d) f(x) = 5x> - 15x

37. Rozwiaz rownanie.
a) 3x* - 5x+2=0

b) —2x° —4x+3=0

) 9x* —12V5x +20 =0

d x*-3-2"%+2¥ =0

e) 2!'x* - 3x+27 =0
= (3+1)x+3"=0
38. Rozwiaz nierownos¢.

a) x> < 81
b) x*+x>0

c) — x+4)(x— ) 0
d) x> -2V2x+2<0

e) x’—11x+24<0
) x+6<2x

g) —8x*+13x-6<0
h) —3x* - 6V2x+90 <0

39. Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej sa liczby 2 i 8, a wykres tej funkcji
przechodzi przez punkt (-1, 3). Wyznacz wzor tej funkeji w postaci iloczynowej.

40. Funkgja f przyporzadkowuje kazdej liczbie rzeczywistej iloczyn tej liczby i licz-
by o 3 od niej mniejszej.

a) Podaj wzor funkgji f.

b) Zbadaj, ile rozwiagzan ma rdwnanie f(x)+3 =0.

34. Wartos$¢ najwicksza = Warto$¢ najmniejsza
a) l1dla x=3 -3dla x=5
b) 6dla x=0 -10dla x = -4
| -Zdlax=1: 2 g x=-1
4 6 12 6
d) | 4-+V2dla x=-1 | 5-4V2dla x=-2

10. Powtdrzenie 81

1 1
35. a) f(x) = 25(x— E) (x + E)
b) f(x) = x(9x +1)
c) brak postaci iloczynowej
d) f(x) =
(x=2-+5)(x-2+5)

e) brak postaci iloczynowej
f) f(x) = 3(x— %)(x—Z)
36. a) f(x) = 2(x+3)* -8,
flx)=2(x+ 5)(x +1)

b) f(x) =

brak postaci 1loczynowe)

o flx) =
2

f(x):—3<x—%> +62

a) f) = 5(x- %)2 -n},

f(x) =5x(x-3)

——x +6x — 19,

-3x% + 3x + 6,

37. a)nglub x=1

b) x = -2 v lub x -2 +/10
2 2
2+/5
) x=""Ho
3

d) x = 21 lub x =2Y

e) brak rozwigzan

f) x=1 lub x = 3%
38.a) x € (-9;9)

b) x € (—oo0; —1) U (05 00)

c)xe<—4;%>

d) x =2

e) x €(3;8)

f)xE(—oo; —%>U(2; 00)
g) xeR

h) x € (—oo; —5\/5) U (3\/5; oo)

39. f(x) = %(x ~2)(x-8)

40. a) f(x) = x* - 3x
b) brak rozwigzan



41. a) x € (—o0; 0) U (2; o0)

b) wartos¢ najwigksza: 4 dla x =1,

warto$¢ najmniejsza: 0 dla x = 3

o) f(x)=—-(x+1)(x-3)

42. a) f(x) = —(x—2)* +2
¢) x € (—o0; =2) U (65 c0)
d) f(x) =
—(x—2—\/§)(x—2+\/§)

43. f(x) = —%xz 243

44. a) miejsca zerowe: =5, —1;
W= (_3: 4): P= (0) _5)
b) miejsca zerowe: 1, 5;

W=, -2), P= (0, g)

45. 11 =3+ =+

N | ©o
NN

5 1 1
46.p—ﬁp+zp+§p

47. 115zt

48.x=ucm

B 82 Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

41. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkeji kwadra- yh

towej f. Na podstawie tego wykresu y £ %)

a) rozwigz nierownos¢ f(x) < 3.

b) podaj wartosci: najwieksza i najmniejsza funkcji f
w przedziale (0; 3). 0

c) wyznacz wzor funkcji f w postaci iloczynowej. / \

=y

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

42. Dana jest funkcja f(x) = —x* + 4x — 2.

a) Przedstaw funkcje f w postaci kanoniczne;j.

b) Naszkicuj wykres funkcji f.

c) Okresl, dla jakich argumentow warto$ci funkcji sa mniejsze od —14.
d) Przedstaw funkcje f w postaci iloczynowe;.

43. Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f sa liczby -2 i 4, a zbiorem wartosci
tej funkgji jest przedzial (—oo; 3). Wyznacz wzor funkcji f w postaci ogélne;.

44. Wyznacz miejsca zerowe funkcji kwadratowej f. Oblicz wspdtrzedne wierzchot-
ka paraboli bedacej wykresem tej funkcji oraz punktu P przecigcia paraboli z osig y.
Naszkicuj ten wykres.

a) f(x)z—x2—6x—5 >

b) f(x) = %xz -3+

45. Roz16z liczbe 11 na sume takich trzech skladnikow, ze drugi jest o 3 wigkszy od
polowy pierwszego, a suma kwadratow wszystkich trzech sktadnikéw jest mozliwie
najmniejsza.

46. Rozloz liczbe p na sume takich trzech skladnikéw, by pierwszy byt wiekszy od

drugiego o % i by suma kwadratdéw wszystkich trzech sktadnikéw byta najmniejsza.

47. Sklep kupuje w hurtowni buty po 80 zt za pare i sprzedaje srednio 30 par mie-
siecznie po 120 zI za pare. Zaobserwowano, ze kazda kolejna obnizka ceny pary bu-
tow o 1 zI zwieksza sprzedaz miesigczng o 1 pare. Jaka cene butéw powinien ustali¢
sprzedawca, aby jego zysk miesieczny byl najwiekszy?

48. W prostokacie o wymiarach a cm x b cm jeden bok zwigkszono o x cm, a dru-
gi zmniejszono o x cm. Dla jakiej wartosci x pole otrzymanego prostokata bedzie
najwieksze?



49. Suma diugosci boku tréjkata i wysokosci opuszczonej na ten bok wynosi 10 cm.
Ile centymetréw powinien mierzy¢ bok, a ile wysokos¢, aby pole takiego trojkata byto
najwieksze?

50. Bok kwadratu ABCD jest rowny a. Na kazdym 0 = ©
z bokdéw tego kwadratu odlozono odcinek o dlugosci x
(jak na rysunku). Wykaz, ze pole pokolorowanego ob-

szaru jest najmniejsze, gdy x = g.

51. Grupa uczniéw zorganizowala turniej. Kazdy
z uczestnikow rozegrat z kazdym z pozostatych uczest-
nikéw 2 partie. Rozegrano 72 partie. Ilu uczniow wzigto
udziat w turnieju?

52. Dane s3 trzy liczby naturalne takie, ze najwieksza z nich stanowi 150% najmniej-
szej, a trzecia liczba jest o 2 wieksza od najmniejszej. Suma kwadratow wszystkich
trzech liczb jest rowna 2149. Wyznacz te liczby.

63. Jesli liczbe a zmniejszymy o a%, otrzymamy 16. Wyznacz liczbe a.
54. Rozwigz rownanie.

a) ‘5x2—12x|:9 ) |x—1|+|x+1|:x2—3x
b) ‘3x2—2x—2|:1 d) |‘x2—5x‘—2|:4

55. Rozwigz nieréwnos¢.

a) ‘x2+x—3|<3 o lx-3|-|x| <x*-5

b) ‘x2—4‘>3x d) Hx2+x|—1’<1

56. Dla jakiej wartosci m zbiorem wartoéci funkcji f(x) = 3x> + 15x + m jest
przedzial (—10; c0)?

57. Funkcja f(x) = 2(x — p)* +q przyjmuje wartosci ujemne tylko dla x € (1; 3).
Wyznacz pigq.

58. Utéz réwnanie kwadratowe o catkowitych wspolczynnikach, ktorego jednym
z pierwiastkow jest podana liczba.

a) 1-V2 b) 3+ 7

10. Powtdrzenie 83 I

49. bok: 5 cm, wysoko$¢: 5 cm

50. P(x) = a—4- %x(a - X),

D =(0; a)

P =P(x) =a’—2ax +2x* =

=2x* —2ax +a’

Pole obszaru P jest najmniejsze,

gdy funkcja P(x) przyjmuje

najmniejszg warto$¢, czyli gdy
_2a_a

4 27

51. 9 ucznidw

52. 22,24, 33

53. a =80 lub a =20

54. a)xz—g lub x =3

b)x:—% lub x =1

b x = 2210 g« = “3“
¢) x =5 lub x=372\m

d) x=-11lub x=21lub x=3
lub x =6

55. a) x € (-3; —1) U (0; 2)
b) x € (—o0; 1) U (4; o0)

c)x € (—oo; —2\/§> U (2; o0)
d) x e (-2;1)

56. m = 8°
4
57. p=2,q=-2

58. a) np.x’ —2x—1=0
b) np. x* —6x+2=0



I 84 Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

59. b=-16 lub b=16, c =12

60.2) -1, 1,3
b) brak

61.
a) y

| —
-

o
=Y

I.x € (-5 -2)
IL. x € (—o0; —=5) U (=25 00)
1L x € {-5, -2}

b) | yA/é

A
0

=Y

f

ILxe(-4-2)
II. x € (—o0; —4) U (=25 00)
1L x € {~4, —2}

62. VA

™~~~
-

=Y

1 rozwigzanie dla

m € (—o0; 2) U (3; o0),

2 rozwigzania dla m =2

lub m = 3,

3 rozwigzania dla m € (2; 3)

59. Funkcja kwadratowa f(x) = 2x” + bx + ¢ ma dwa pierwiastki spetniajace na-
stepujace warunki: ich iloczyn jest rowny 6, a suma ich kwadratéw jest rowna 52.
Wyznacz bi c.

60. Wyznacz (jesli istnieja) miejsca zerowe funkcji.

2
-1 dla x<1
) f0)= 1% <
f X’ +4x-3 dla x>1
267 +12x+19 dla x< -2
b) f(x) =9 -x*-2x+3 dla -2<x<0
2x° + 4x + 3 dla x>0

61. Danesg funkcje y = f(x) i y = g(x). Sporzadz wykresy obu funkcji w jednym
ukladzie wspotrzednych i odczytaj z rysunku rozwigzania nierdéwnosci lub rownania:

L f(x) > g(x), II. f(x) < g(x), 1. f(x) = g(x).
Rozwigz nieréwnos¢ f(x) > g(x) sposobem rachunkowym.

a) f(x)= —2x* —12x - 12 g(x) =2x+8

b) f(x)=-x-2 g(x):%x2+2x+2

62. Narysuj wykres funkcji
2 L
fx) = —(x+2)"+3 dla xe€ (-4 -1)
x+3 dla x € (—o0; —4) U (-1; o0)
Odczytaj z wykresu liczbe rozwigzan rownania f(x) = m w zaleznosci od warto-
$cim.

63. Rozwigz uktad réwnan. Przedstaw ilustracje graficzng rozwigzania.

_ 2 =LA L
a){y:;c+4x b) J=E —E S
y=2x+3 y=2x-5

g / g 2 5 . s 7
64. Dane jest rownanie kwadratowe x”+bx + ¢ = 0. Suma pierwiastkow tego réw-
nania jest rowna 4, za$ suma kwadratow pierwiastkow tego réwnania jest rowna 14.
Wyznacz sume szeSciandw pierwiastkéw tego réwnania.

65. Funkcja kwadratowa f(x) = —%x2+bx+c o wspdtczynniku b < 0 ma dwardz-
ne miejsca zerowe, ktorych iloczyn jest rowny —8. Funkgja ta przyjmuje najwieksza
warto$¢ rowng 4%. Wyznacz

a) wspolczynnikibic. b) miejsca zerowe funkgji f.

63.a) x=-3, y=-3lubx=1 y=5 b)x=3 y=1
vA h7

\
\ [ '
\ |
\

0

=¥

=Y

|
~c| —

64. 52
65.a) b=-1,c=4 b)-4,2



66. Narysuj wykres funkgji.

a)y:|x2+2x—3| c)y:|x2—4x‘—3

b)y=|2x2—7x+3‘ d)y=’—ix2+x|+1
67. Dla jakich warto$ci parametru m roéwnanie ma jedno rozwigzanie?
a) XX +22m-3)x+m-1=0 b) @m-1)x* - (5m—-2)x+2m =0

68. Dla jakich wartosci parametru m funkcja f ma dwa rézne miejsca zerowe?
a) f(x)=(m+ Dx* — dmx +2m + 3 b) f(x)=(m+ Dx? — dmx +m + 1

69. Wykaz, ze réwnanie x> — (k- 1)x — 4 —k = 0 dla kazdej wartoéci parametru k
ma dwa rozne pierwiastki.

70. Dla jakiej wartosci parametru k rownanie (2k — l)x2 +(k+1)x+k—-4=0 ma
jeden pierwiastek?

71. Dlajakich wartoéci m jednym z miejsc zerowych funkcji f(x) = 3x*—5x+m’—4
jest zero?

72. Narysuj wykres funkgji f, ktéra kazdej warto$ci m przyporzadkowuje liczbe roz-
wigzan podanego réwnania.

Q) X’ —Q2m-1Dx+m’ —4=0 b) mx’ +(m-3)x+2-m=0

73. Dla jakich wartosci parametru m rdwnanie

a) X - 2(2m - 5)x + m — 2 = 0 ma dwa rézne pierwiastki tego samego znaku?
b) X - 2(2m - 1)x + 3m + 11 = 0 ma dwa pierwiastki o réznych znakach?

¢) x> —2mx+m’ —4 =0 ma dwa rézne pierwiastki dodatnie?

d) 2x° + (Bm—1)x + m? - 5m +4 =0 ma dwa rézne pierwiastki ujemne?

74. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie x*+mx+2 = 0
ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste takie, ze suma ich kwadratow jest wieksza od

2m’ —13.

75. Funkcja y = f(m) przyporzadkowuje wartosci m iloczyn réznych pierwiastkow
réwnania x° — (m — 4)x + m> = 7m + 12 = 0, a funkcja y = g(m) - sume tych
pierwiastkow.

a) Okredl dziedziny funkeji f i g.

b) Naszkicuj w jednym ukfadzie wspotrzednych wykresy funkeji f i g.

c) Dla jakiej wartosci m zachodzi rownos¢ g(m) = f(m)?

66. a) [| A= B[

5 o) [\1yk |
\ | | 1! \ [’
i | & .
N I/ 1 ~
\ | | \ [
\ 1= | D % [
\l/ 1\l_/ Y \[ \l/ \I/
0 x 0 ] ~ 1
d) vk
v I+ &A1
I 4 /
0 ]

10. Powtdrzenie

67. a)mzli lub m =2

b)m=1lubm=2
2 3

68.

a) m e (—oo; —1)U (—1; —%) U (3; o0)

b) m € (—o0; —1) U (—1; —%) U (1; o0)

69. x’— (k—-1)x-4-k=0
A=(k-1)*+4(4+k) =
=k*-2k+1+16+4k=

=K +2k+1+16=
=(k+1)*+16>0 dla k €R,
wigc dla dowolnej wartosci
parametru k rownanie ma
dwa pierwiastki.

7o.ke{3,1, 5}
7 2
71. m=-2lub m=2
72.a) A f(m
2
0 T
4
b) A fim
2
0 ‘18 71

73.2) m € (2; z) U (3; 00)

b) m € (—oo; —3%)
¢) me€ (2; o0)
d) m e (=17 +8V5 1) U (4; 00)

74. m e (-3; 2v2) U (2V2; 3)
75.2) D, = D, = (2%; 4)

b) )
! ]

)
-
m

=i

0 52

yI=[fm)

¢) Nie ma takiego m.

85 I
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76.a) m=7 b)ym=1

77. m € (—6; 3). Wskazéwka:
Zauwaz, ze x, =m+3
ix,=m+7.

78. k € (—oo0; —=7) U (15 o0)

79.

f(x) = (k=2)x* +2(1-k)x +k-2
) = (k-2)-2°+2(1-k)-2+k-2 =
=4k-8+4-4k+k-2=k-6

I przypadek

.,/

=

<

X
=y

BN
[3S]
=

y
=

k-2<0
{_f(z) >0
{k—2<0
k-6>0
{k<2
k>6

Odp.: k € (2; 6)

(sprzecznosé)

80. m € (—o0; —3) U (;, oo)

81. m € (3; o0)
82. m e <—oo; i*)
5
83. k=2
3
84. miejsca zerowe: —4, 0, 6;
dla m € {-4, 0}
\ 57} |
1, f
£
\ /
\ /
\[y[= )]/
\ /
Wskazéwka:
2
_Jx"+4x dla x<0
f@&) x*—6x dlax>0

85. m=-2

Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

76. Dla jakich warto$ci parametru m suma kwadratéw pierwiastkow rownania jest
najmniejsza?

a) x>+ (m-6)x+m—7=0 b) X+ (2-mx-m-3=0

77. Dla jakich wartosci parametru m rozwigzania rownania
2 =2m+5)x+m’+10m+21=0 naleza do przedziatu (-3; 10)?

78. Dla jakich warto$ci parametru k liczba 2 lezy miedzy pierwiastkami rownania
—x* +3kx +k* -3 =07

79. Dla jakich wartosci parametru k funkcja f(x) = (k — )x* +2(1-k)x+ k-2
ma dwa miejsca zerowe x;, x, spelniajace warunek x; < 2 < x,?

80. Dla jakich warto$ci parametru m nieréwnos¢ (m2 + 3m)x2 -(m+3)x+2>0

jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej?

81. Dlajakich wartosci parametru m nieréwno$¢ (m— Z)x2 +2(2m-3)x+5m—-6 > 0
jest prawdziwa dla wszystkich x € R?

82. Dlajakich warto$ci parametrum nieréwnos¢ ( 3m—5)x2 -2m+1)x+ }L (3m-5)<0

jest prawdziwa dla wszystkich x € R?

83. Dla jakich warto$ci parametru k nieréwno$¢ (x+5)(3k —x) < 0 jest prawdziwa
dla wszystkich x € R?

84. Wyznacz miejsca zerowe i naszkicuj wykres funkcji f(x) = x* - x — 5|x|. Dla
jakich warto$ci parametru m réwnanie f(x) = m ma trzy rozwigzania?

85. Dlajakich warto$ci parametru m funkcja f(x) = (4 - mz)x2 +(1-m)x+3m-5

jest rosnaca?
86. Narysuj na plaszczyznie kartezjanskiej zbiory A, B, An B.
B={(x, y): x, ye R i y<|x[}

b) A={x y): x yeRiy>(x+2’-3},
B

={(x,y): x, yeR1i y< %(x+2)2_1H

a) A={(x,y): x,yeRiyZ‘x2—4

86. a) 57 7 b7
A ANB
\ | \ |
\ /
\/ 0\ = p WX
0 > 0 5] 0 K3
b) 7\ 7Vl 57\ \ 7Vl
\[ A \ / \ ANB |/}
Mo T X
\ 0l 1 - \ 0l 1
B




