Planimetria

Po tym dziale uczen:

® wykonuje elementarne konstrukcje geometryczne,

® okresla wzajemne pofozenie dwoch okregdw oraz prostej i okregu,
® oblicza pola wycinkéw kotowych,

® korzysta z wlasnosci: stycznej do okregu, okregdw stycznych, tréjkatéw podobnych,

$rodkowych trdjkata, okregu wpisanego w trdjkat i opisanego na tréjkacie
oraz wielokatow wpisanych w okrag i opisanych na okregu,
® stosuje w zadaniach twierdzenia:
— o zaleznosci miedzy katem srodkowym a katem wpisanym,
- o réwnosci katéw wpisanych opartych na tym samym fuku,
- o kacie wpisanym opartym na $rednicy,
o odcinkach stycznych do okregu,
odwrotne do twierdzenia Pitagorasa,
— Talesa i twierdzenie do niego odwrotne,
o kacie miedzy styczng a cieciwg.

Umiejetnosci
Po klasie pierwszej szkoly
ponadpodstawowej uczen:
® odroznia figury wypukte
od figur niewypuklych,
® stosuje w zadaniach:
— twierdzenie o liczbie
przekatnych w wielokacie,
— wlasnosci katow w trojkacie
i wielokacie,
- nieréwno$¢ trdjkata,
— twierdzenie Pitagorasa,
- wlasnos¢ symetralnej odcinka,
— wlasno$¢ dwusiecznej kata;
® wskazuje figury przystajace,
® dowodzi przystawania dwéch
trojkatow na podstawie
odpowiedniej cechy,
® oblicza pola pierscieni kotowych.
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Uwagi metodyczne

Uczniowie zajmowali si¢ geometrig
wielokrotnie w poprzednich latach
nauki i na 0gét swobodnie operuja
zwigzanymi z nig pojeciami.
Jednakze zagadnienia, ktdre
uczniowie bedg obecnie
poznawac, s3 dosy¢ trudne.
Rozpoczynamy od przypomnienia
wiadomo$ci o nierdéwnosci
trojkata, twierdzeniu Pitagorasa

i wlasnosci symetralnej odcinka
oraz dwusiecznej kata.

temat 4.1

Multite4a

e Konstrukcja symetralnej odcinka
e Konstrukcja dwusiecznej kata

o Konstrukcja kata o mierze 30°

e Grecy i dowodzenie

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 3.1

G Generator

testéw i sprawdzianow

1. Wstep do planimetrii

Umiejetnosci:

e korzystanie z nierdwnosci trojkata

e korzystanie z twierdzenia Pitagorasa i twierdzenia odwrotnego do niego
e korzystanie z wtasnosci symetralnej odcinka i dwusiecznej kata

* wykonywanie podstawowych konstrukcji geometrycznych

Nierownos¢ trojkata

Z trzech odcinkéw o dlugosciach a, b, c mozna zbudowac tréjkat wtedy i tylko wtedy,
gdy te dlugosci spelniaja nierownos¢ trojkata, czyli suma dowolnych dwéch z nich

jest wieksza od trzeciej:

a+b>c
b+c>a b a
at+tc>b

Ten uktad nieréwnosci mozna zapisa¢ krdce;.

Z kazdej nieréwnosci wyznaczamy jedng zmienng, np. c:
c<a+b
c>a-b «— ostatnie dwie nieréwnosci oznaczaja, ze ¢ > |a — b|
c>-a+b

Czyli dany ukfad nieréwnosci mozna zastapi¢ nierdéwnoscig podwdjna:

la-bl<c<a+b

Podsumujmy: z trzech odcinkdw o dtugosciach a, bic mozna zbudowac trojkat wtedy

i tylko wtedy, gdy la-b| <c<a+b.

Zatem dla dowolnych réznych punktéw A, B, C na plaszczyznie prawdziwa jest

nierdwnosc:
|AB| + |BC| = |AC|

przy czym punkt B nalezy do odcinka AC wtedy i tylko wtedy, gdy:
|AB| + |BC| = |AC|

A B C

Przypominamy: uzywamy w podreczniku zwrotéw ,bok a tréjkata” zamiast ,bok trojkata
o dlugosci a”, podobnie ,,wysoko$¢ réwna 3”, a nie ,,dlugos¢ wysokosci réwna 37, ,trojkaty maja
réwne przeciwprostokatne” zamiast ,,trojkaty maja przeciwprostokatne rownej dtugosci” itp.

Q)



1. Wstep do planimetrii

Twierdzenie Pitagorasa i twierdzenie odwrotne do niego

Twierdzenie Pitagorasa

W tréjkacie prostokatnym suma kwadratéw dlugosci przyprostokatnych jest
réwna kwadratowi dlugosci przeciwprostokatne;.

g 2.
g & 2 2
g %’od, a + b =
< o4 b
2 %,
2
A
przyprostokatna a

W trojkacie prostokatnym o przyprostokatnych a, b i przeciwprostokatnej ¢
(zob. rysunek powyzej):
c=Va?+b% a=Vc2-b:, b=+c?-a?

najdtuzszym bokiem jest przeciwprostokatna: ¢ > a i ¢ > b.

Dzigki twierdzeniu Pitagorasa znamy zaleznos¢ miedzy dlugos$ciami bokéw tréjkata
prostokatnego. Okazuje sig, ze jesli w pewnym trdjkacie zachodzi ta zaleznos¢, tzn.
gdy dtugoséci bokéw a, b, ¢ spelniajg warunek a” +b” = ¢%, to jest to trojkat prosto-
katny o przeciwprostokatnej dtugosci c.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Jezeli w trdjkacie kwadrat dlugosci najdluzszego boku jest rowny sumie kwa-
dratow dlugosci dwoch pozostatych bokdw, to ten tréjkat jest prostokatny.

Dowdd tego twierdzenia poznacie

odczas dalszej nauki matematyki.
p ] ty @+ b= .

209 I



s 210 Dziat 3. Planimetria

41.4. Sprawdz, czy z odcinkow
o podanych dlugosciach mozna
zbudowac tréjkat prostokatny.

a) 8, 15, 17

b) 23, V30, 312
)33, 8,2

d) 7,7, 7V2

e) 5, 25, V15
)2+ V2 2\2+ V2, V2
Odp.: a) tak

b) tak

¢) nie

d) tak

e) nie

f) tak

Przyktad o zad. 1.4

Sprawdzimy, czy z odcinkdéw o podanych dlugoéciach mozna zbudowac¢ tréjkat pro-
stokatny.
a) 10,24,26 b) 7, /53,2 c) 6,8,9 d) 3,4,7

Rozwiazanie

a) 26° = 676, 10° + 24* = 100 + 576 = 676 = 26°

b) 7 +2* =49 +4 = 53 = (V53)

) 6°+8° =36+64=100%9" =81

d) 3+4 =7, zatem z tych odcinkéw nie mozna zbudowa¢ tréjkata.

Odp.: a), b) - tak, ¢), d) - nie

Symetralna odcinka i jej wtasnosci

Symetralna odcinka to prosta prostopadla do tego odcinka i przechodzaca
przez jego srodek.

Odcinek ma dwie osie symetrii. Jedng z nich jest jego symetralna, a drugg - prosta,
w ktdrej ten odcinek si¢ zawiera.

Jezeli punkt P lezy na symetralnej odcinka AB, to jego odlegtosci od punktow
A i B sg jednakowe:

|AP| = |PB]
I odwrotnie:
Jezeli odlegltoéci punktu P od punktéw A i B s3 jednakowe, to punkt P lezy na
symetralnej odcinka AB.

Jezeli odleglosci punktu R od koncédw odcinka AB s rozne, to punkt R nie lezy
na symetralnej odcinka AB.



Punkt P lezy na symetralnej Punkt R nie lezy na symetralnej
odcinka AB. odcinka AB.
P R
A" f S “ f 'B AT f S “ f d B
|AS| = |SB|, |AP| = |PB| |AS| = |SB|, |AR| # |RB|

Dwusieczna kata i jej wiasnosci

Dwusieczna kata to pdtprosta o poczatku w wierzchotku kata, dzielaca ten kat
na dwa katy przystajace.

* Katy, ktére maja réwne miary, (1))
nazywamy katami réwnymi.

® Roéwne katy, podobnie jak
réwne odcinki, zaznaczamy
w ten sam sposob.

Kazdy kat ma jedng o$ symetrii. Dwusieczna kata zawiera si¢ w jego osi symetrii.

Jezeli punkt P lezy na dwusiecznej kata o mierze mniejszej od 180°, to jest jed-
nakowo oddalony od ramion tego kata.

I odwrotnie:

Jezeli punkt P polozony wewnatrz kata o mierze mniejszej od 180° jest jedna-
kowo oddalony od jego ramion, to P lezy na dwusiecznej tego kata.

Jezeli punkt R jest potozony wewnatrz kata o mierze mniejszej od 180° i jego
odleglosci od ramion kata sg rézne, to R nie lezy na dwusiecznej tego kata.

1. Wstep do planimetrii

211 I
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41.21. Dany odcinek podziel
konstrukcyjnie na cztery rowne
czesci.

Punkt P lezy na dwusiecznej Punkt R nie lezy na dwusiecznej
kata P,OP,. kata R,OR,.

|PP1|:|PP2| |RR1|¢|RR2|

Konstrukcje geometryczne

Zadanie konstrukcyjne polega na zbudowaniu figury o zadanych wtasnosciach.

Do wykonania konstrukeji metodg klasyczng uzywamy tylko dwdch przyrzadow:

e linijki bez podzialki, ktéra stuzy do wykreslania linii prostej (korzystamy z wta-
snosci: przez dwa punkty plaszczyzny przechodzi dokladnie jedna prosta),

e cyrkla - do odmierzania (odkladania) odcinkéw réwnych danemu odcinkowi (ko-
rzystamy z wlasnosci: punkty ptaszczyzny potozone w danej odlegtosci r od danego
punktu S lezg na okregu o srodku w punkcie S i promieniu r).

W szkole podstawowej poznaliscie jedng konstrukeje: trojkata o trzech danych bo-
kach. Teraz przedstawimy dwie kolejne: symetralnej danego odcinka oraz dwusiecz-
nej danego kata. Ich znajomos¢ pozwala na rozwigzywanie réznorodnych zadan.

Przyktad e zad. 1.21

Skonstruujemy symetralng danego odcinka AB.
Analiza

Symetralna jest prosta. Zatem do jej wykre-
$lenia potrzebne sg dwa rdzne punkty. Wie-
my, ze do symetralnej odcinka naleza wylacz-
nie punkty réwno oddalone od koncéw tego
odcinka. Najprostszg konstrukcje pokazuje-
my na rysunku.

Opis konstrukciji

Wykonywana czynnos$é Otrzymana figura
Z punktéw A i B zataczamy okregi punkty przeciecia okregéw — oznaczone
o promieniu r > 0,5 - |AB]. na rysunku literami M i N

Prowadzimy prostg MN. prosta M N - szukana symetralna




Dowod poprawnosci konstrukcii

|AM| = |BM| «—— réwne promienie zataczanych okregéw
Zatem M nalezy do symetralnej odcinka AB.
|AN| = |BN| «—— réwne promienie zataczanych okregdw

Zatem N nalezy do symetralnej odcinka AB.

Koniec dowodu

Zauwazmy, ze rozwartos¢ cyrkla (czyli r) musi spetniac
warunek r > 0,5 [AB|, aby wykreslane okregi si¢ przeciely.
Przy kresleniu symetralnej nie bedziemy w przysztosci rysowac M
pelnych okregéw — do wyznaczenia potrzebnych punktow wy-
starczy poprowadzenie odpowiednich tukow. Zatem konstruk- 4
cja bedzie wygladac jak na rysunku obok. N
Twierdzenie o symetralnej gwarantuje istnienie dokladnie jed-
nego rozwigzania zadania.

J

Konstrukcja symetralnej odcinka umozliwia rozwigzanie kolejnych zadan konstruk-

cyjnych, takich jak np.:
° podzial odcinka na potowy,
* konstrukcja prostej prostopadlej do danej prostej w punkcie nalezagcym do niej,

e konstrukcja prostej prostopadlej do danej prostej z punktu do niej nienalezacego.
W takich sytuacjach nie rozpisujemy konstrukeji symetralnej na poszczegdlne etapy,

tylko piszemy krétko: prowadzimy symetralng odcinka.

Przyktad @)

Skonstruujemy dwusieczng danego kata oo 0 mierze mniejszej od 180°.

zad. 1.24

Analiza

Szukana dwusieczna jest polprostg o poczatku
w wierzchotku kata. Zatem do jej wykreslenia
potrzebny jest jeszcze jeden punkt.
Najprostszg konstrukcje pokazujemy na rysunku. “

P
Opis konstrukcji N

Wykonywana czynnos$é Otrzymana figura

Z wierzchotka P kata « odmierzamy na obu
jego ramionach réwne odcinki.

punkty M i N

Zataczamy tuki okregéw o(M, r) i o(N, r) | punkt T

tak, by przeciely sie wewnatrz kata .

Prowadzimy pétprosta PT. potprosta PT - szukana dwusieczna kata «

1. Wstep do planimetrii = 213 I

41.24. Skonstruuj kat o podanej
mierze.

a) 45°

b) 22,5°
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Odpowiedzi i rozwigzania
1.1. a) tak b) nie

1.2. Punkty A, BiC s3
wspolliniowe, punkt A lezy
miedzy punktami B i C.

Dowod poprawnosci konstrukcii
® Okrag o $rodku A i promie- ((( )))

|PM| = |PN| «—— odlozone réwne odcinki niu r oznaczamy o(A, r).

® Zamiast pisaé ,kat ABC
0 mierze «” uzywamy tez
formy ,kat ABC réwny «”
lub ,9ABC = «”.

|IMT| = |NT]| «— réwne promienie zataczanych
okregow
APMT = APNT  «— cecha bbb przystawania tréj-
katéow (PT - wspolny bok)
Zatem <MPT =<4NPT, czyli punkt T nalezy do dwusiecznej kata «.

Koniec dowodu

Obok przedstawiamy rysunek konstrukeji w wersji

Uproszczonej. M W{
Twierdzenie o dwusiecznej gwarantuje istnienie do-
kiadnie jednego rozwigzania zadania. P %

N
Przyktad 0

Omowimy jeden ze sposobow konstrukceyjnego wyznaczenia katow o mierze 30°160°.

Rozwigzanie

Oto etapy konstrukeji. C

* Na plaszczyznie rysujemy odcinek AB o pewnej
dtugosci a. -~

* Prowadzimy okregi o(A, a) i o(B, a) a a
i otrzymujemy punkty ich przecigcia: C i D.

e Prowadzimy prosta CD, bedaca symetralng 600 L [60°
odcinka AB. A s E B

* Laczymy odcinkami punkt C z punktami A oraz B -
otrzymujemy trojkat rownoboczny ABC.

Kazdy z katéw tréjkata réwnobocznego ma miare réwng
60°. Prosta CD jest osig symetrii tego trojkata, zatem kat
BCD, podobnie jak kat ACD, ma miare 30°. D

1.1. Czy mozna zbudowac tréjkat o bokach podanej dtugosci?
a) 3,1 cm,4,5cm, 2,7 cm b) 2,1 cm, 5,7 cm, 3,3 cm

1.2. Dane sg dlugosci odcinkow: |AB| = 6, |BC| = 17, |CA| = 11. Zbadaj, a na-
stepnie zilustruj wzajemne potozenie punktéw A, Bi C.



1.3. Ilejest trojkatow o bokach rownych 1 cm, 3 cm, 4 cm lub 7 cm? Rozwaz wszyst-
kie mozliwosci.

1.4. Sprawdz, czy z odcinkéw o podanych dlugosciach mozna zbudowac tréjkat pro-
stokatny.

a) 8, 15, 17 c) 33, 8, 2 e) 5, 245, V15
b) 23, V30, 3V2 d) 7, 7, 7V2 ) 2+ 2, 2\2+ V2, V2

1.5. Przekatne réwnolegtoboku, ktérego jeden z bokéw ma dlugo$¢ 10 cm, sg réwne
12 cm i 16 cm. Wykaz, ze ten réwnolegtobok jest rombem.

1.6. Oblicz obwod trdjkata prostokatnego o przeciwprostokatnej dtugosci 13 i jed-
nej przyprostokatnej dtugosci 5.

1.7. Oblicz pole trojkata prostokatnego o przeciwprostokatnej dlugosci 29 i jednej
przyprostokatnej dlugosci 21.

1.8. Oblicz dlugos¢ boku

a) kwadratu o przekatnej dlugosci 3. b) tréjkata rownobocznego o polu 9v/3.

1.9. Przekatne rombu maja dtugosci 14 i 48. Oblicz obwdd tego rombu.

1.10. Tréjkat réwnoramienny o podstawie dlugo$ci 40 ma ramie dlugosci m. Jakie
warto$ci moze przyjmowac m?

1.11. Tréjkat rbwnoramienny o ramieniu dlugosci 20 ma podstawe dlugosci m. Ja-
kie warto$ci moze przyjmowacé m?

1.12. Podaj przyklady wielokatéw, w ktérych symetralna jednego z bokéw zawiera
dwusieczng jednego z katéw wewnetrznych.

1.13. Ile osi symetrii ma podana figura?

a) trdjkat réwnoboczny

b) tréjkat rownoramienny i nieréwnoboczny

¢) kwadrat

d) prostokat niebedacy kwadratem

e) romb niebedacy kwadratem

f) trapez réwnoramienny niebedacy réwnoleglobokiem
g) szesciokat foremny

h) pieciokat foremny

1.14. Ktdre figury sposrod wymienionych w zadaniu 1.13 maja $rodek symetrii?

1. Wstep do planimetrii

1.3. 12 (4 réwnoboczne,
8 rownoramiennych)

1.4. a) tak
b) tak
¢) nie
d) tak
e) nie

f) tak
15. D C

Dane: |BS| = |DS| = 6 cm,

AB || CD, |AS| = |CS| = 8 cm,
BC || AD, |BC| =10 cm.
Poniewaz |BS|* +|CS|* = [BC[?, to
4BSC =90° (na mocy twierdzenia
odwrotnego do twierdzenia
Pitagorasa).

Réwnoleglobok o prostopadtych
przekatnych jest rombem.

1.6. 30
1.7. 210

1.8. a) %5

b) 6

1.9. 100

1.10. m € (20; co)
1.11. m € (0; 40)

1.12. np. trojkat rGwnoramienny,
pieciokat foremny

113.a)3 b)1 ¢)4 d)2
e)2 f)1 g6 h)5

1.14. ¢),d), e), g)
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1.15. 4

1.16. nie

1.17. Musza spelnia¢ nierdwno$é
trojkata.

1.19. a) dwa
b) jedno

1.20. Wskazowka: W danym
czworokacie dorysuj przekatna.

1.26. Wskazowka: Skorzystaj
z wlasnosci przekatnych rombu.

1.15. Tréjkat ABC jest rbwnoboczny (zob. rysunek). C
Jego pole jest rébwne 9. Zaznaczone odcinki majg te
samg dlugo$¢. Ile wynosi pole czworokata PIES? S E

1.16. Narysuj szeéciokat foremny. Czy z faktu, ze ja-
ki szesciokat ma wszystkie katy réwne wynika, ze jest
on foremny?

1.17. Narysuyj trzy odcinki. Skonstruuj trojkat o bokach réwnych tym odcinkom.
Jaki warunek muszg spelnia¢ narysowane odcinki?

1.18. Narysuj podany wielokat, a nastepnie poprowadz konstrukcyjnie jego wszyst-
kie osie symetrii.

a) trapez réwnoramienny o podstawach dtugosci 10 cm, 8 cm i wysokosci 4 cm

b) tréjkat rownoramienny o ramionach dwa razy dtuzszych od podstawy

c) prostokat, ktérego dtugosci bokow sg w stosunku 2: 3

1.19. Skonstruuj tréjkat réwnoramienny o bokach podanej dtugosci. Ile rozwigzan
ma to zadanie?

a) 5cmi6cm b) 5cmi2cm

1.20. Narysuj dowolny czworokat. Skonstruuj czworokat przystajacy do niego.

1.21. Dany odcinek podziel konstrukcyjnie na cztery réwne czeéci.

1.22. Narysuj dowolny odcinek AB. Skonstruuj odcinek 2,5 razy dtuzszy od
odcinka AB.

1.23. Narysuj dowolny odcinek AB. Skonstruuj kwadrat o boku AB.

1.24. Skonstruuj kat o podanej mierze.
a) 45° b) 22,5°

1.25. Skonstruuj romb o kgcie ostrym 45° i danym boku a.
1.26. Narysuj odcinki a i b roznej dtugosci. Skonstruuj romb o przekatnych aib.
1.27. Narysuj prostg k. Skonstruuj prosta prostopadty do k przechodzaca przez wy-

brany punkt A
a) lezacy na prostej k. b) lezacy poza prosta k.



2. Okregi i proste

Umiejetnosci:

e Kkorzystanie z wtasnosci stycznej do okregu

e korzystanie z wtasnosci okregow stycznych

* stosowanie wtasnosci dwusiecznej kata przy wpisywaniu okregu w trojkat

¢ stosowanie wtasnosci symetralnej odcinka przy opisywaniu okregu na trojkacie

Okrag i koto

Przypomnijmy znane ze szkoly podstawowej definicje: okregu i kota.

Okregiem o srodku w punkcie S i promieniu # (r > 0) nazy-
wamy zbiér wszystkich punktéw plaszczyzny oddalonych o r od
punktu S i oznaczamy go o(S, ).

Okreslenia promien okregu bedziemy w tym podreczniku ((( ))) Odleglos¢ geome- ((( )))

uzywa¢ w dwdch znaczeniach: odcinka faczacego punkt okregu tryczna nalezy do
z jego $rodkiem albo liczby bedacej dlugoscia tego odcinka. poje¢ pierwotnych
Z kontekstu powinno jasno wynika¢, o ktdre ze znaczen chodzi. geometrii.

Sieczng okregu nazywamy prostg przechodzaca przez dwa punkty okregu, a cigciwg
nazywamy odcinek siecznej wyznaczony na niej przez punkty okregu.

Srednicg okregu nazywamy cieciwe przechodzaca przez $rodek okregu.

Lukiem okregu nazywamy kazda z dwdch czeéci okregu wyznaczong przez dwa
punkty okregu tacznie z tymi punktami. Jezeli chcemy wskaza¢ konkretny tuk, to
na ogét podajemy jeszcze jeden punkt do niego nalezacy, np. tuk AMB.

Polokregiem nazywamy kazdy z dwoch tukéw wyznaczony przez konce $rednicy
okregu.

Siee.
Zng

B tuk AMB

2. Okregiiproste 217

tematy 5.1, 5.3, 5.5, 5.6 J

Multite4a

e \Wzajemne potozenie okregow
e Prosta i okrag

e Okrag wpisany w trojkat

e Okrag opisany na trojkacie

e Okrag i trojkat

e Diugosc okregu

e Okregi i katedra w Chartres

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 3.2
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Uwagi metodyczne m

Podczas omawiania wzajemnego
potozenia dwoch okregéw
uczniowie powinni korzysta¢

Kotem o srodku w punkcie S i promieniu r (r > 0) nazywa-
my zbidr wszystkich punktéw plaszczyzny, ktore sa oddalone

z (przygotowanych wezeéniej od $rodka S co najwyzej o r, i oznaczamy k(S, ). Punkty kofa,
w domu) dwoch két wycietych ktére nie lezg na jego brzegu, czyli na okregu o(S, r), nazywaé
z kartki, najlepiej lekko bedziemy punktami wewnetrznymi, a zbior wszystkich takich
przezroczystej, z wyraznie punktéw — wnetrzem kola.

zaznaczonymi $rodkami

i promieniami. Narzu¢my
wielkosci tych kdt (na przyktad
$rednice 16 cm i 6 cm). Dzieki Dwa okregi
temu wszystkie mozliwosci beda
bardziej czytelne, a w wyniku
zblizania do siebie srodkow
okregéw uwidocznig si¢

poszczegolne warunki. 1. |AB|>r, +1, 2. |ABl =71, +1,

Sieczna, cieciwg i §rednica kota nazywamy sieczna, cigciwe i $rednice jego brzegu.

Omoéwimy wzajemne polozenie dwdch okregdw: o(A, r1) i o(B, r,) wzaleznosci od
ich promieni i odleglosci miedzy srodkami. Wprowadzimy tez odpowiednie nazwy.
Przyjmijmy, ze r| 2 r,.

&

Okregi wzajemnie zewnetrzne Okregi zewnetrznie styczne
(lub roztaczne zewnetrznie) maja jeden punkt wspolny.
nie maja punktéw wspdlnych.

3. ry—ry, <|AB| <r +7
! 2 < |AB| ! 2 Jezeli nie jest spetniony warunek |AB| > r| —r,, to: ((( )))

albo |AB| = r, — r, izachodzi warunek z p. 4,
albo |AB| < r, — r, izachodzi warunek z p. 5.

9

Okregi przecinajace si¢ maja dwa punkty wspolne.

4. |AB|=r,-1r,>0 5 |AB|<r,—r,ir,—1,>0
Okregi wewnetrznie styczne Okregi rozlaczne wewnetrznie

maja jeden punkt wspolny. nie maja punktéw wspolnych.



6. |AB|=0ir,—r,>0

Okregi wspolsrodkowe
nie maja punktéw wspdlnych.

7. |AB|=01ir =r,

Okregi identyczne (pokrywajace si¢)
maja wszystkie punkty wspodlne.

Jesli dwa okregi sa styczne, to punkt stycznosci oraz srodki tych okregdw leza
na jednej proste;j.

Przyktad €) < zad. 2.4

Sprawdzimy, jak sa potozone wzgledem siebie okregi o(A, 1), o(B, 3) i o(C, 7),
jezeli |AB| =4, |BC| =10 i |AC| = 8.

Rozwigzanie

Odlegtosci miedzy danymi srodkami sg rowne sumom odpowiednich promieni
(4=1+3,10=3+7, 8=1+7), wiec te okregi sa parami styczne zewnetrznie.

Przyktad @) < zad. 25
Okreslimy, jaka powinna by¢ odleglo$¢ miedzy punktami A i B, aby okregi o(A, 2)
i o(B, 5) byly

a) styczne wewnetrznie. b) wzajemnie zewnetrzne.

Rozwiagzanie
a) Roéznica promieni wynosi 3, jezeli zatem |AB| = 3, to okrag o(A, 2) jest styczny
wewnetrznie do okregu o(B, 5).

b) Okregi beda wzajemnie zewnetrzne, jezeli odlegto$¢ miedzy ich $rodkami bedzie
wigksza od sumy promieni, réwnej 7.
Prosta i okrag

Przypomnijmy znang ze szkoly podstawowej definicje.

Dlugo$¢ najkrétszego odcinka faczacego punkt P z prosta [
to odlegtos¢ punktu P od prostej I.

AR
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42.4. Okresl na podstawie danych
wzajemne polozenie okregow
o(A, rp) i o(B, 1,).

a) |AB| =8, r,=5,7r,=3
b) |AB| =10, r; =4, r, =5
c)|AB| =15, r, =9, r, =24
d) |AB| =12, r; =8, 1,=6
e) |[AB| =0, r, =5 1,=9
f)|AB| =11, r, =16, r, = 4
Odp.: a) styczne zewnetrznie
b) roztaczne zewnetrznie

c) styczne wewnetrznie

d) przecinajace si¢

e) wspotsrodkowe

f) roztaczne wewnetrznie

42.5. Okresl odlegtos¢ miedzy
punktami A i B tak, aby okregi
o(A, 1) i o(B, ;) byly

a) styczne zewnetrznie, jezeli
ri=5ir,=9.

b) styczne wewnetrznie, jezeli
r=2ir,=8.

¢) przecinajace sie, jezeli r; = 10
i r,=20.

Odp.: a) |AB| = 14

b) |[AB| =6

¢) 10 < |AB| < 30
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Udowodnimy, ze jezeli P ¢ I, to najkrdtszy odcinek taczacy ten punkt z prostg [
jest do niej prostopadly. Niech K oznacza koniec odcinka prostopadtego do prostej /
taczacego te prosta z punktem P.

P

K T
Wybieramy dowolny punkt na prostej I rézny od punktu K i oznaczamy go T'. Odci-
nek TP jest przeciwprostokatng w trdjkacie prostokatnym PKT. Z wniosku z twier-
dzenia Pitagorasa wynika, ze |PT| > |PK|. Zatem odcinek PK jest najkrotszym
odcinkiem taczacym punkt P z prosta L.

Jezeli punkt P € I, to odleglo$¢ punktu P od prostej [ jest réwna 0.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunkach ponize;j:

K to koniec odcinka prostopadtego do prostej I taczacego te prosta ze srodkiem okre-
gu o(S, 1),

d to odlegto$¢ srodka S okregu od prostej I (czyli d = |SK]).

& &

Rys. 1 Rys. 2 Rys. 3

Zauwazmy, ze jesli:
I. d < r, toprostal ma dwa punkty wspdlne z okregiem, bo K jest punktem we-
wnetrznym kota k(S, r) (rys. 1).

II. d = r, to punkt K jest jedynym punktem wspolnym prostej [ i okregu — kazdy
inny punkt prostej [, np. T, wyznacza odcinek T'S, ktéry jest przeciwprostokatna
w tréjkacie STK, czyli [TS| > d =r (rys. 2).

III. d > r, to prosta [ nie ma zadnego punktu wspdlnego z okregiem - kazdy in-
ny punkt prostej [, np. T, wyznacza odcinek T'S, ktory jest przeciwprostokatna
w tréjkacie STK, czyli [TS| > d > r (rys. 3).
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Prosta, ktéra ma dokladnie jeden punkt wspdlny z okregiem, nazywamy styczna
do okregu. Punkt wspdlny stycznej i okregu nazywamy punktem stycznosci.

Z poprzednich rozwazan wynika nastepujacy wazny wniosek.

QUL punkt
2,3 stycznosci

Styczna do okregu jest prostopadla do odcinka
taczacego punkt stycznosci ze $rodkiem tego okregu.

Potozenie prostej wzgledem okregu wiaze si¢ z liczbg wspélnych punktéw obu figur.

Rysunek Liczba punktéw wspdinych Prosta
Q 0 zewnetrzna wzgledem okregu
1 styczna do okregu
2 sieczna - przecina okrag
Przyktad e zad. 2.9 42.9. Okregl, ile punktow

wspdlnych z okregiem

Dane s3: okrag o $rodku w punkcie S i promieniu r = 3 cm oraz dwie proste - [, DG e e ealle)

oddalona od punktu S 0 5 cm, i k, oddalona od punktu S 0 2 cm.

od $rodka okregu o d.
Prosta [ nie ma z okregiem Zadnego punktu wspdlnego, a prosta k przecina ten okrag ;)) : B 61’1 d d:—uil
w dwoch punktach. r=8 d - 10
d)r=7,d=2
e r=15 d=15
f)r=7,d=5

Odp.:a)0 b)1 ¢)0 d)2
el f)2
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42.10. Odleglos¢ srodka okregu
od prostej zawierajacej cieciwe AB
jest réwna 3 cm. Promien okregu
jest rowny 6 cm. Oblicz diugos¢
cieciwy AB.

Odp.: 63 cm

Uwagi metodyczne

Zwroémy uwage na proste do
udowodnienia twierdzenie

o odcinkach stycznych.
Zastosowanie tego twierdzenia
czesto wydatnie skraca zapis
rozwigzania zadania.

Przyktad o zad. 2.10

Prosta zawierajgca cigciwe M N okregu o(S, 5) jest oddalona od punktu S o 4.
Obliczymy diugos¢ cieciwy MN.

Rozwigzanie
Popatrzmy na rysunek obok. Odleglos¢ $rodka okregu A
od prostej zawierajacej cieciwe jest rGwna wysokoéci SD ‘
poprowadzonej w tréjkacie réwnoramiennym MNS N
o podstawie M N.

|IDN |2 =52 -4°=9 — twierdzenie Pitagorasa w ASDN

IDN| =3

IMN|=2-|DN|=6 «—— tréjkat M NS jest réwnoramienny
Odp.: [MN| =6

J
X . Literg S oznaczamy na rysunkach ((( )))
De.me_ sg: punkt P i okrag o(S, r). $rodek okregu (chyba ze z kontekstu
Jezeli: wynika co innego). Czasem, aby rysunek
C e byt bardziej przejrzysty, srodek okregu
* |SP| < r, to nie istnieje styczna do ;
zaznaczony jest tylko kropka.

okregu przechodzaca przez P,
* |SP| = r, to istnieje jedna styczna do okregu przechodzaca przez P,
* |SP| > r, to istniejg dwie styczne do okregu przechodzace przez P.

P
P
|SP| < r |SP| =r |SP| > r

Przykiad @
Skonstruujemy styczng do okregu w punkcie P nalezacym do tego okregu.

Rozwigzanie
Styczna jest prostopadta do promienia poprowadzonego do punktu stycznosci, wiec:

Krok 1: Przez punkt P i $rodek S okregu prowadzimy prosta k.
Krok 2: Przez punkt P prowadzimy prosta [ prostopadta do k.
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)
Konstrukcyjnym wyznaczeniem stycznych przechodzacych przez dany punkt P nie-
nalezgcy do okregu zajmiemy sie w nastepnym temacie.

Twierdzenie o odcinkach stycznych

Jezeli z punktu P lezacego poza okregiem poprowadzimy dwie proste styczne
do tego okregu w punktach A i B, to |PA| = |PB|.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ponizej.
B
O
W P
r

A

Punkt S jest jednakowo (o promien) oddalony od obydwu stycznych. Zatem:

4SPA =<4SPB —— polprosta PS jest dwusieczna kata APB
J4SAP =4SBP = 90° «— kat miedzy styczng i promieniem
JLASP = 4BSP «—— suma katéw w tréjkacie jest réwna 180°
|AS| = |BS|
Stad ASPA = ASPB, «— cecha kbk przystawania tréjkatow
czyli |[PA| = |PB|.

O okregu potozonym jak na rysunku w powyzszym )
. s L. . Srodek okregu wpisanego (@)
dowodzie méwimy, ze jest wpisany w kat APB. Od- . . .
w kat lezy na dwusiecznej
cinki PA i PB nazywamy odcinkami stycznymi, tego kata.
a kat APB o mierze mniejszej od 180° - katem mie-
dzy stycznymi.
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Przyktad 0

W okregu o srodku S kat miedzy promieniami SA i SB jest réwny 140°. Wyznaczymy

miare kata miedzy stycznymi do okregu poprowadzonymi w punktach A i B.
B
Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok.
P jest punktem przeciecia stycznych. Aby zna- 70 P
lez¢ miare kata APB, mozna skorzystaé z fak- /0
tu, ze suma katéw czworokata jest réwna 360°:

<JAPB = 360° — 90° — 140° — 90° = 40° A
Inaczej: ASAP = ASBP, zatem JAPB =2-<4SPB =2 (180° - 70° - 90°) = 40°.
Odp.: 4APB = 40°

Okrag wpisany w trojkat

W kazdym trojkacie dwusieczne katéw wewnetrznych przecinajg sie w jednym
punkcie.

Dowdd

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Kazdy kat tréojkata jest mniejszy od 180°. Zatem
dla kazdego z tych katéw punkty na jego dwu-
siecznej leza w réwnej odleglosci od ramion kata,
czyli bokéw tréjkata. Dwie dwusieczne, np. kata
CAB ikata CBA, muszg si¢ przecig¢ — punkt ich
przeciecia oznaczmy litera S.

Zgodnie z rysunkiem, jesli A', B', C' oznaczaja odpowiednie konce odcinkéw pro-
stopadlych do bokéw, poprowadzonych z punktu §, to:

|SC ! | = |SB ! | «— punkt S lezy na dwusiecznej kata CAB

|SC ! | = |SA’ | «— punkt S lezy na dwusiecznej kata CBA
Zatem |SB'| = |SA'| i stad wniosek, ze punkt S lezy na dwusiecznej kata ACB.
Koniec dowodu
Okrag wpisany w trojkat to okrag styczny do wszystkich bo-
kow trdjkata. Inaczej mowiac, jest on wpisany we wszystkie
trzy katy tego trojkata, zatem jego $rodek jest punktem prze-
ciecia dwusiecznych katéw. Promien okregu wpisanego jest
réwny odleglosci srodka okregu od kazdego zbokow trojkata.




W kazdy tréjkat mozna wpisa¢ okrag.

Przyktad @) < zad.2.13

W tréjkat ABC wpisano okrag. Punkty stycznosci oznaczono literami K, L, M jak na
rysunku. Dane sg dtugosci odcinkéw: [AL| = 3, |[LB| =7, |AC| = 5. Obliczymy ob-
wad tréojkata ABC.

Rozwiazanie
|AL| = |AK| c

IKC|=5-3=2=|CM| /
|MB| = |LB| =7 «— odcinki styczne 5/ M
IBC| = [CM| + [MB|=2+7=9 /

Zatem obwod tréjkata ABC jest rowny:

A
|AB| + |BC| + |CA| =10+ 9+5=24
Odp.: 24

«— odcinki styczne

Przyktad @) « zad.2.25
Dwa okregi o réwnych promieniach R sg styczne ze-

L
3 7 B
wnetrznie w punkcie S. Kazdy z nich jest styczny we-
wnetrznie do okregu o $rodku S. Okrag o promieniu r R R
i srodku M ma dokfadnie jeden punkt wspolny z kaz- j2 S Q
dym z wymienionych okregdw (zob. rysunek).
Wykazemy, ze r = %
Dowdd
B
R
R R
\ P o

Uzupelnijmy rysunek o dwa odcinki: BS i MQ.
W prostokatnym tréjkacie MSQ mamy:
|MS| =|SB| - |MB| =2R —r oraz |QM|=R+r

Zatem na mocy twierdzenia Pitagorasa:

QR-r)’+R = (R+71)’
4R* —4Rr +7r* + R* =R+ 2Rr +1°
4R* — 6Rr = 0, czyli 2RQR - 3r) = 0

Wrynika stad, ze r = %, bo R > 0.

Koniec dowodu

2. Okregiiproste 225

42.13. C
R
A
Q
2
B
W tréjkat ABC wpisano

okrag. Punkty stycznosci
oznaczono P, Q, R jak na rysunku.
Wiadomo, ze

[BQ| =4 i |AC| = 11.

Oblicz obwod tréjkata ABC.

Odp.: 30

42.25. Trzy okregi o promieniach
réwnych 3 cm s parami styczne
zewnetrznie. Oblicz promien
okregu stycznego wewnetrznie do
kazdego z tych trzech okregdow.

Odp.: (2\/5 + 3) cm
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Okrag opisany na tréjkacie

W kazdym trojkacie symetralne bokow przecinajg si¢ w jednym punkcie.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
Punkty nalezace do symetralnej boku leza
w réwnej odleglosci od koncow tego boku, czy-
li wierzchotkéw trojkata. Dwie symetralne, np.
boku ABiboku AC, muszg si¢ przecigé — punkt
ich przeciecia oznaczmy literg S.

SA| =|SB «— punkt S lezy na symetralnej boku AB
p y nasy ]
|SA| = |SC| «— punkt S lezy na symetralnej boku CA

Zatem |SB| = [SC]|, czyli punkt S lezy na symetralnej boku BC. Symetralna boku BC
przechodzi wiec przez S, jako punkt réwno oddalony od konicéw odcinka BC.

Okrag opisany na tréjkacie to okrag przechodzacy przez
wszystkie wierzchotki trdjkata. Inaczej méwigc, srodek tego
okregu jest jednakowo oddalony od wszystkich wierzchotkow
tréjkata, czyli jest punktem przecigcia symetralnych bokéow.
Promien okregu opisanego jest rowny odlegtosci srodka okre-
gu od kazdego z wierzchotkow tréjkata.

Na kazdym tréjkacie mozna opisac okrag.

Twierdzenie o symetralnych bokow tréjkata stosuje si¢ rowniez w dowodzie naste-
pujacego twierdzenia o istnieniu innego waznego punktu - tzw. ortocentrum, czyli
punktu przeciecia prostych zawierajacych wysokosci trojkata.

Proste zawierajace wysokosci tréjkata przecinaja sie¢ w jednym punkcie.



Dowdd tego twierdzenia pozostawiamy jako ¢wiczenie do samodzielnego wykonania.
Wskazéwka: Przez wierzcholki rozwa-
zanego trojkata ABC poprowadz pro- B’
ste rownolegte do jego przeciwleglych
bokéw i wykaz, ze w nowo powsta-

tym trojkacie A'B'C’ proste zawiera-
jace wysokosci trojkata ABC sg syme-
tralnymi bokéw (zob. rysunek).

W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

Lo,

2.1. Okregi o(A,%) oraz o(B, 7) sa polozone tak, ze |AB| = % Ile punktow

wspdlnych maja te okregi?

A. 0 B. 1 C.2 D. nieskonczenie wiele

2.2. Wskaz najwiekszg mozliwg liczbe punktow przeciecia brzegu prostokata z okre-
giem.
A 4 B. 6 C.38 D. 12

2.3. Przez punkty M, N i K poprowadzono styczne do okre-
gu o $rodku S. Punkty przeciecia stycznych sa wierzchotkami
pewnego trojkata. Jakie katy ma ten trojkat? Q

A. 45°, 60°, 75° C. 90, 60°, 30° % .

B. 90°, 45°, 45° D. 90°, 60°, 75°
2.4. Okresl na podstawie danych wzajemne polozenie okregow o(A, ;) i o(B, 7).

a) |AB|=8 r; =5 r,=3 d) |[AB|=12 r, =8 r,=6
b) |AB|=10 r,=4 r,=5 e) |AB|=0 r; =5 r,=9
c) |AB|=15 r =9 r,=24 f) |AB|=11 r =16 r,=4

2.5. Okresl odlegtos¢ miedzy punktami A i B tak, aby okregi o(A, r,) i o(B, r,) byly
a) styczne zewnetrznie, jezeli r{ =51 r, =9.

b) styczne wewnetrznie, jezeli r| =2 i r, = 8.

) przecinajace sie, jezeli r; =10 i r, = 20.

2. Okregi i proste

Odpowiedzi i rozwigzania
21. B

22.C

23. C

2.4. a) styczne zewnetrznie
b) rozlaczne zewnetrznie
¢) styczne wewnetrznie

d) przecinajace sie

e) wspotsrodkowe

f) rozlaczne wewnetrznie

2.5. a) |AB| = 14
b) |[AB| =6
¢) 10 < |AB| < 30

227 IS
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2.6. W pierwszym wierszu

|AB| = 10, w kazdym

z pozostatych wierszy jest
nieskonczenie wiele mozliwosci.

2.7.2,4,8

2.8. Boki trojkata ABC maja Q
dlugosci 3, 4 i 5, zatem trdjkat

ABC jest prostokatny.

(32 +4*=5%

29.a)0 b)1 ¢)0 d)2 el

f) 2

2.10. 63 cm

2.11. 415

2.12. |PA| = |PB|, |CB| = |CE|,
|DE| = |DA|

2.6. Przerysuj tabele i uzupelnij jg. Jezeli w ktoryms$ wierszu jest wiecej niz jedno
rozwigzanie, podaj trzy przyklady spelniajace podane warunki.

Okregi o(A, ry) i o(B, r) |AB| ry ry
styczne zewnetrznie 3 7
wzajemnie zewnetrzne 20 15
przecinaja sie 5 2
styczne wewnetrznie 4
o(A, ry) zawiera sie w k(B, r,) 8 10

2.7. Srodki trzech okregéw parami zewnetrznie stycz-

nych sg wierzchotkami tréjkata o bokach dlugosci 10, 12
i 6. Oblicz promienie tych okregow. @A

2.8. Trzy okregi o srodkach A, B, C i promieniach od- '
powiednio 1, 2 i 3 s3 parami styczne zewnetrznie jak na
rysunku. Wykaz, ze tréjkat ABC jest prostokatny.

2.9. Okredl, ile punktéw wspdlnych z okregiem o promieniu r ma prosta oddalona

od $rodka okregu o d.
a) r=6 d=18 c)r=38 d=10 e)r=15 d=15
b) r=11 d=11 d)r=7 d=2 f) r=7 d=5

2.10. Odlegtos¢ srodka okregu od prostej zawierajacej cigciwe AB jest rowna 3 cm.
Promien okregu jest réwny 6 cm. Oblicz dlugo$¢ cieciwy AB.

2.11. Z punktu P poprowadzono styczng do okregu w punkcie A (rys. 1). Odci-
nek SB jest srodkowa w trdjkacie SPA. Promien okregu jest rowny 4 oraz « = f.
Oblicz dtugos¢ odcinka SP.

2.12. Dany jest okrag o $rodku S i trzy proste styczne do niego, polozone jak na
rysunku 2. Punkty A, B, E sa punktami styczno$ci odpowiednich prostych. Wypisz
pary odcinkéw réwnych.

o

Rys. 1 Rys. 2



2.13. W trojkat ABC wpisano okrag. Punkty stycznosci C
oznaczono P, Q, R jak na rysunku. Wiadomo, ze R

|IBQ| =4 i |AC| = 11. Oblicz obwdd tréjkata ABC. A

2.14. Skonstruuyj tréjkat o bokach 5 cm, 6 cm i 8 cm, Q

a nastepnie skonstruuj okrag P

a) opisany na tym trojkacie. b) wpisany w ten trojkat. B

2.15. Promien okregu wpisanego w tréjkat prostokatny jest rdwny 2 cm, a jedna
z przyprostokatnych tego trojkata ma dlugos$¢ 12 cm. Oblicz dtugosci pozostatych
bokéw trojkata.

2.16. Ile punktéw wspdlnych moze mie¢ brzeg kwadratu z okregiem, ktérego srodek
nalezy do prostej zawierajacej przekatng kwadratu? Wykonaj odpowiednie rysunki.

2.17. W tréjkat o katach 34°, 70°, 76° wpisano okrag. Oblicz miary katow trdjkata,
ktérego wierzchotkami sg punkty stycznosci tego okregu z bokami danego trdjkata.

2.18. Obwdd trojkata prostokatnego jest rowny 360 cm, a promien okregu wpisa-
nego w ten trojkat wynosi 16 cm. Oblicz pole tego trdjkata.

2.19. Punkty A i B naleza do okregu o $rodku S. Styczna do tego okregu w punkcie
B oraz prosta AS przecinajg sie w punkcie C i tworza kgt o mierze 26°. Oblicz miare
kata CAB. Rozwaz dwa przypadki.

2.20. Punkty A i B dzielg okrag na dwa tuki réznej dlugosci. Na krétszym z tych
tukéw obrano punkt C, a nastepnie w punktach A, B i C poprowadzono trzy styczne
do okregu: odpowiednio [, k, p. Proste [ i k przecinajg si¢ w punkcie M, a prosta p
przecina proste ik odpowiednio w punktach N iT. Obwdd tréjkata MNT jest rowny
2a. Oblicz dtugos¢ odcinka M A.

2.21. Punkt stycznosci okregu wpisanego w trdjkat prostokatny dzieli przeciwpro-
stokatng na odcinki o dlugosciach a i b. Wykaz, ze pole tego trojkata jest réwne a - b.

2.22. W kat prosty wpisano dwa okregi styczne zewnetrznie. Promien wiekszego
z nich jest réwny 6 cm. Oblicz promient mniejszego okregu.

2.23. Dwa okregi o srodkach Ai B oraz réznych promieniach sg styczne zewnetrznie
i réwnoczesnie styczne wewnetrznie do okregu o $rodku w punkcie C i promieniu r.
Wiadomo, ze punkty A, B i C nie sg wspotliniowe. Wykaz, ze obwdd trojkata ABC
jest réwny 2r.

2.16. od 0 do 8 punktéw wspdlnych (zob. rysunek)

2. Okregi i proste

2.13. 30

2.15. 5cmil3 cm
2.17. 52°, 55°, 73°
2.18. 2880 cm’
2.19. 32° lub 122°

Dane: Ly;n7 = 2a

Oznaczenia:
b = |BT| = |CT|
¢ =|CN| = |AN]|
x = |MA| = |MB]
Wowczas:
IMN|=x-c¢
{ INT|=c+b
ISM|=x-b
wiec

Lyt = IMN| + |NT| + |TM| = 2x

Roéwnowaznie Lyt = 24,
stad x = a.

Odp.: |[MA| =a
2.21.
b

b 3

r r a
r r

r a
Z twierdzenia Pitagorasa
otrzymujemy:

(@a+7) +{B+r)’ = (a+b)
a+2ar+r*+ b +2br+1% =
=a® + 2ab + b
2ar+2br+2r2=2ab|:2
ar+br+r’=ab
P=%(a+r)(b+r)=

:l( b+ar+br+r2):

—_ N

= = (ab + ab) = ab

(3]

2.22, 6(3 = 2\/5) cm. Wskazéwka:
Narysuj odcinek taczacy
wierzchotek kata ze $rodkiem
wiekszego okregu i oblicz dlugos¢
tego odcinka.

2.23. Wskazéwka: Oblicz dtugosci
bokoéw trdjkata ABC.




Dziat 3. Planimetria

2.24, 4(2\/§ = 3) cm. Wskazéwka: 2.24. Trzy okregi o promieniach réwnych 6 cm sg parami styczne zewnetrznie. Wy-
Srodki danych okregéw sa znacz $rednice okregu stycznego zewnetrznie do kazdego z tych trzech okregow.
wierzchotkami trojkata
réwnobocznego. Oblicz wysokos¢ 2.25. Trzy okregi o promieniach réwnych 3 cm s3 parami styczne zewnetrznie. Ob-
tego tréjkata. licz promien okregu stycznego wewnetrznie do kazdego z tych trzech okregow.
2.26. Z tektury w ksztalcie prostokata wycieto dwa
potkola o promieniach 13 ¢m jak na rysunku. Ob- \ /
licz wymiary tego prostokata. Wynik zaokraglij do
pelnych centymetréw.

r=3cm
R - promien duzego okregu 1. Prosta/jest styczna do okregu o(S, 5).
R = |AS| = |AO| + 0S| = Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
. 2rv3 _2V3+3 - A. Istniejg dokladnie trzy okregi o promieniu 3 styczne zewnetrznie réwnoczesnie
A 3 3 do prostej [ i do okregu o(S, 5).
2 33+ 3.3-2v3+3 B. Istnieja cztery okregi o promieniu 3 styczne rownocze$nie do prostej ! i do okregu
Odp.: (2V3 +3 o 2
- ( i ) cm C. Nieskonczenie wiele okregéw jest stycznych réwnoczesnie do prostej /i do okregu
2.26. 13cmi49 cm o(S, 5).
Prosto do matury 2. Troéjkat ABC ma boki o dtugosciach |AB| = 8 cm, |[BC| =9 cm i |AC| = 6 cm.
1. P,P,P Narysowano trzy okregi o promieniach 3 cm i o $rodkach w wierzchotkach trojkata.

2. o(4, 3) i o(C, 3) styczne Okresl wzajemne polozenie tych okregow.

zewnetrznie,

o(A, 3) i o(B, 3) rozlgczne 3. Dane sa dwa okregi wspoétsrodkowe o promieniach réwnych 25 cm i 7 cm. Oblicz
zewnetrznie, dlugos¢ tej cieciwy wiekszego okregu, ktdra jest styczna do mniejszego okregu.

o(B, 3) i o(C, 3) roztaczne

SIS 4. Proste AK, AL i BC sg styczne do okregu (zob.

3. 48 cm. Wskazdwka: rysunek). Obwod tréjkata ABC jest réwny 30.

Wykorzystaj twierdzenie Wyznacz dlugos¢ odcinka AK.

o odcinkach stycznych.

4.15 Q 5. Wykaz, ze w tréjkacie prostokatnym o przy-
prostokatnych a i b oraz przeciwprostokatnej ¢
zachodzi zwigzek a +b — ¢ = 2r, gdzie r jest
promieniem okregu wpisanego w ten trojkat.

T
D
r r
C%KE A
Niech a = |BC|, b= |AC|, c = |AB|
|AE| = |AC| - |CE|=b-r, |BD|=|BC|-|DC|l=a-r
Z twierdzenia o stycznych otrzymujemy:
¢ =|AB| = |BF| + |AF| = |BD| + |AE|=a-r+b-r=a+b-2r, wiec 2r=a+b-c




3. Katy w kole

Umiejetnosci:
* stosowanie zaleznosci miedzy katem Srodkowym i kgtem wpisanym
e Kkorzystanie z wtasnosci stycznej do okregu

Kat Srodkowy

Dwie polproste o wspdlnym poczatku wyznaczajg na plaszczyznie dwa katy. Jezeli

zakreslimy okrag o srodku wwierzchotku tych katéw, toich ramiona podzielg okrag na

dwatuki. Abyjednoznacznie wskazaéjedenz nich, wprowadzimy oznaczenialiterowe.
R

B B
A M A

Luk AMBokoncach AiB  Luk BRA o koncach AiB
przechodzi przez punkt M.  przechodzi przez punkt R.

Kat, ktorego wierzcholek jest srodkiem okregu, nazywamy katem $rodkowym
w tym okregu.

Moéwimy, ze kat srodkowy jest wyznaczony przez odpowiedni luk okregu (albo jest
oparty na odpowiednim luku okregu). Oznacza to, ze konce tuku lezg na ramionach
kata, a pozostale punkty fuku sa punktami wewnetrznymi kata.

Przykiad €)
W zapisie literowym tuk AMB i tuk BM A oznaczaja to samo, ale zgodnie z czesto
przyjmowang przez matematykow zasada, bedziemy wymienia¢ punkty w kolejnosci
przeciwnej do ruchu wskazdwek zegara.

() o
(R
AV
P
B
Y, R

Kat « jest wyznaczony Kat y jest wyznaczony Kat ¢ jest wyznaczony

przez tuk AMB. przez tuk TKW. przez tuk RQP.

3. Katy w kole

Uwagi metodyczne

Podczas definiowania katow
$rodkowych i wpisanych zamiast
wyrazenia ,oparte na cieciwie”
warto uzywac okreslenia ,,oparte
na tuku”. Nalezy takze wyraznie
zaznaczac tuk zawarty w obszarze
kata, przedluzajac ramiona kata
poza kolo.
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43.4. Na okregu odmierzono
kolejno tuki AB, BC i CA, ktérych
dlugosci sg w stosunku 1:7: 10.
Wyznacz miary katéw srodkowych
opartych na tych tukach.

Odp.: 20°, 140°, 200°
43.5. 5%

Dany jest diagram kotowy. Oblicz
miary katow zaznaczonych
kolorami wycinkéw kotowych.

Odp.: 5% na diagramie odpowiada
katowi o mierze 18°,

10% - 36°,

20% - 72°,

25% - 90°,

30% — 108°.

Czasem, gdy kat srodkowy jest wypukty, wygodnie jest wyko-
rzysta¢ cieciwe taczaca konce promieni i powiedzie¢, ze kat jest
wyznaczony przez te cieciwe.

Na przyktad kat « na rysunku obok jest wyznaczony przez cie-
ciwe AB.

2y

J

Jezeli kat srodkowy wyznaczony przez luk AMB jest rowny «, to kat srodkowy wy-
znaczony przez tuk BRA jest rdwny 360° — «. Jedyna sytuacja, w ktorej oba takie katy
sa wypukle, zachodzi wowczas, gdy oba uki s potokregami.

Kat srodkowy oparty na potokregu jest katem polpetnym.
Miara kata srodkowego zalezy od dtugosci tuku, ktéry ten kat wyznacza.
1
Przypomnijmy: 1° to miara % kata prostego.

Przyktad @)

° 90° to miara kata prostego, czyli kata srodkowego wyznaczonego przez tuk réwny

zad. 3.4, 3.5

le okregu,
* 60° to miara kata srodkowego wyznaczonego przez tuk rowny é okregu,
° 150° to miara kata §rodkowego wyznaczonego przez tuk réwny % okregu itd.
Obliczymy, przez jaki kat srodkowy jest wyznaczony tuk o dlugosci % okregu:

- 360° = 240°
Jest to kat srodkowy o mierze 240°.

Dwa katy srodkowe w tym samym okregu sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy
opieraja si¢ na réwnych tukach.



Przyktad e

Okregi o $rodkach S, i S, sa styczne zewnetrznie. !
Prosta I przechodzi przez punkt stycznosci M i prze-

cina okregi w punktach A i B tak jak na rysunku. S,
Wykazemy, ze wypukte katy srodkowe wyznaczone s, M
przez cieciwy M A i M B sa rowne.

Dowdd

Trojkaty AS; M i BS, M sg réwnoramienne (w kazdym z nich ramionami sg promie-
nie), zatem kazdy z nich ma przy podstawie réwne katy. Punkty S,, M, S, sa wspot-
liniowe. Katy S; M A i S, M B s3 wierzchotkowe, czyli réwne, wigc wszystkie katy przy
podstawach obu trojkatow sa rowne. Katy AS; M i BS, M sa wigc réwne jako dopel-
nienie do 180°.

Koniec dowodu

Czesci kota

Z katem $rodkowym zwigzana jest cze$¢ kota nazywana wycinkiem.

Wycinkiem kolowym nazywamy kazdg z dwoéch czesci, na ktére dzielg koto
dwa niepokrywajace si¢ promienie.

o 2
Pole kola o promieniu 7 jest rowne: P = mir”.

Pole wycinka kolowego zalezy od miary kata srodkowego wy-
znaczajacego ten wycinek lub inaczej — od dlugosci tuku, ktory B
ten wycinek ogranicza. Na przyklad jesli tuk AB bedacy brze-
giem wycinka kotowego (na rysunku zaznaczony kolorem po-

maranczowym) ma dtugo$¢ réwna é dlugosci okregu, to pole:

.. . . . 1
* z06ltego wycinka kolowego jest rowne: P, = thrz,

C e g . . . 4
° niebieskiego wycinka jest réwne: P, = gnrz.

Zauwazmy, ze dwa wycinki kotowe koét o réwnych promieniach sg przystajace wtedy
i tylko wtedy, gdy tuki wyznaczajace te wycinki sa tej samej dlugosci, czyli wtedy
i tylko wtedy, gdy katy $srodkowe wyznaczajace te wycinki majg t¢ samg miare.

Przypomnijmy jeszcze pojecie piericienia kotowego znane ze szkoly podstawowe;j.

3. Katy w kole
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Dziat 3. Planimetria

Piers$cieniem kolowym o szerokosci R—r, gdzie R > r,
nazywamy zbiér wszystkich punktéw plaszczyzny, kto-
rych odlegto$¢ d od ustalonego punktu S spetnia warunek
r<d<R

Pole pierscienia kotlowego jest réwne: P = n(R2 - rz).

Kat wpisany

Katem wpisanym w okrag nazywamy kat wypukty, ktérego wierzcholek lezy na
okregu, a kazde ramie¢ kata ma z tym okregiem jeszcze jeden punkt wspoélny.

Na rysunku 1 zaznaczono kilka katéw wpisanych w okrag.

Ramiona kata wpisanego dzielg okrag na dwa tuki (rys. 2). Luk, do ktérego nie nalezy
wierzchotek kata, nazywamy tukiem wyznaczonym przez kat. Méwimy réwniez, ze
kat wpisany jest oparty na tym fuku.

Zwroémy uwage na to, ze na jednym tuku jest opartych nieskonczenie wiele katow
wpisanych (rys. 3).

YO8

Rys. 1. Rys. 2. Rys. 3.

=

Przykiad @)
Wszystkie wierzchotki czworokata ABCD leza na okregu tak

jak na rysunku. Zaznaczymy wszystkie katy wpisane o wierz- ¢
chotkach bedacych wierzchotkami tego czworokata i oparte

na fuku B
a) AB nieprzechodzacym przez C.

b) BC nieprzechodzacym przez D. A

c) ABC.



Rozwigzanie

a) Natuku AB b) Na tuku BC ¢) Natuku ABC oparty

nieprzechodzacym nieprzechodzacym jest SADC.

przez C oparte sg: przez D oparte sa:

JACB i 9ADB. 4BAC i 4BDC.

C C C
D D D
B B B
A A A

Przyktad @)
W okregu o promieniu 2 cm poprowadzimy cieciwe o dlugosci
a) a=2cm. b) a=3cm.

Dla kazdego z tukéw wyznaczonych przez poprowadzong cigciwe narysujemy kat
$rodkowy i dwa katy wpisane oparte na tym tuku.

Rozwiagzanie

Aby rysunki byly bardziej czytelne, zaznaczymy oddzielnie rozwiazanie dla tuku
mniejszego od pétokregu (w tym przypadku kat srodkowy oznaczyliSmy «) oraz roz-
wigzanie dla tuku wiekszego od poélokregu (kat srodkowy oznaczylismy f3).

a) a=2cm

&» £

b) a=3cm

3. Katy w kole
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Miedzy katem wpisanym i katem $rodkowym opartymi na tym samym tuku zachodzi
zalezno$¢ wyrazona w ponizszym twierdzeniu.

Kat wpisany réwny jest polowie kata srodkowego opartego na tym samym tuku.

Oznaczmy pare katow, o ktdrych jest mowa w twierdzeniu: b
o - kat srodkowy
B - kat wpisany, oparty na tym samym tuku co kat «

Mamy wykazaé, ze « = 2f3.

Katy wpisane moga by¢ réznie potozone, co wida¢ np. na rysunkach z przyktadu 5.
Dowdd twierdzenia przeprowadzimy w trzech przypadkach, ktére wyczerpia wszyst-
kie mozliwosci.
I. Ramie kata wpisanego przechodzi przez srodek okregu.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

JACBS =8 «—— trojkat CBS jest rOwnoramienny

JACSB = 180° - 2f3  «— suma katéw w tréjkacie

JCSB = 180° — « «—— kat CSB jest katem przylegtym do kata «

a=243

I1. Srodek okregu jest punktem wewnetrznym kata wpisanego.
Prowadzimy pétprosta CS. C
Pétprosta CS dzieli kat Srodkowy o na katy «; i «,, a kat wpi-

sany 3 na katy B, i 3, jak na rysunku obok.

Mozemy dla tych katow zastosowaé zwigzek udowodniony

w punkcie 1.

a, =2 [32 «— po zaslonieciu czesci rysunku na lewo B
od prostej CS

o, =2 ﬁ 1 «— po zaslonieciu czeéci rysunku na prawo
od prostej CS

a=oy oy =2B+20,=2(B +B,) =2p



IIL. Srodek okregu lezy poza katem wpisanym.
Ponownie prowadzimy pétprosta CS i oznaczamy katy «,, 3; jak na rysunku.

a =2p «— kat srodkowy i kat wpisany oparte na tuku BD
oa+ oy = 2( ﬁ + ﬁl) «— kat srodkowy i kat wpisany oparte na tuku AD
a+2B,=2(8+p) «—— podstawiamy do drugiego réwnania a; = 23
a+2B, =2+2p

a=243

Przyktad @) < zad. 3.18
Punkt S jest srodkiem okregu. Wyznaczymy miary katoéw « i f3.

Rozwiagzanie éﬁ

ajest katem srodkowym opartym na tym samym tuku co wpi- ‘
sany kat o mierze 40°. Zatem o = 80°.
Kat 8 ma miare 40°, jako drugi kat przy podstawie tréjkata q
réwnoramiennego.

J

W okregu wszystkie katy wpisane oparte na tym samym tuku sa réwne polowie tego
samego kata srodkowego, wiec na mocy udowodnionego twierdzenia mamy naste-
pujacy wniosek.

Wszystkie katy wpisane w dany okrag i oparte na tym
samym tuku sa réwne.

3. Katy wkole 237

43.18. Wyznacz miare kata «.

d)

Odp.: a) 120°
d) 70°

b) 80°

¢) 125°
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Po potaczeniu wniosku 2 (s. 232) i wniosku 3 otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

Jezeli dwa katy sa wpisane w ten sam okrag, to sa one réwne wtedy i tylko wtedy,
gdy sg oparte na rownych tukach.

Punkty A, Bi P sg niewspdlliniowe. Kat APB nazywamy

katem, pod ktérym widac odcinek AB z punktu P.
A B

Ograniczmy rozwazania do podlplaszczyzny wyznaczonej ' U
przez punkty AMB (rys. obok). ‘

Woéwczas, zgodnie z ostatnim wnioskiem, z kazdego punktu ‘

tuku AM B wida¢ odcinek AB pod katem f3. Wykazemy, ze \V \’7
zaden inny punkt tej potptaszczyzny takiego warunku nie ' \
spelnia. A B

Jezeli punkt potplaszczyzny nie nalezy do tuku AMB, to lezy albo wewnatrz czesci
kola ograniczonej tym tukiem, jak np. punkt P, albo na zewnatrz tej czeéci, jak np.
punkt P, (rys. 1).

W pierwszym przypadku (rys. 2) mamy <AP,B > f3 jako kat zewnetrzny tréjkata
PP, B nieprzylegajacy do wewnetrznego kata 3 — udowodnienie tego faktu zostawia-

my do samodzielnego przeprowadzenia.
Czyli z punktu P, wida¢ odcinek AB pod katem wiekszym niz f3.

W drugim przypadku (rys. 3) mamy 8 > 4AP,B jako kat zewnetrzny tréjkata PP, B
nieprzylegajacy do wewnetrznego kata PP, B.
Czyli z punktu P, wida¢ odcinek AB pod katem mniejszym niz .

2 | % 2
> & )
A B A B A B

Rys. 1 Rys. 2 Rys. 3




Oczywiscie aby otrzyma¢ zbidr wszystkich punktéw, z ktérych odcinek AB widaé
pod katem f3, nalezy uzupelni¢ tuk AMB o tuk symetryczny do niego wzgledem pro-
stej AB. Zwro¢émy uwage, ze punkty A i B nie nalezg do tego zbioru.

Ostatecznie — zbiér wszystkich punktéw plaszczyzny, z ktorych odcinek AB widac

pod danym katem f3, ma, w zaleznosci od rozwartosci kata, nastepujacy ksztatt:

B jest katem ostrym B jest katem prostym B jest katem rozwartym

Kat wpisany oparty na potokregu jest prosty. ,‘\
&
Przyktad @)

Wyznaczymy konstrukcyjnie $rodek okregu opisanego na danym tréjkacie.

Rozwigzanie

Aby znalez¢ $rodek okregu opisanego na tréjkacie, wystarczy wyznaczy¢ punkt prze-
ciecia symetralnych dwoch bokow tego tréjkata. Na rysunkach przedstawiono roz-
wigzanie zadania.

3. Katy w kole
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Zauwazmy, ze $rodek okregu opisanego lezy:

° wewnatrz tréjkata ostrokatnego,

° na przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego,
° nazewnatrz tréjkata rozwartokatnego.

Wiynika to bezpo$rednio z powyzszych rozwazan o zbiorach punktéw, z ktérych dany
odcinek wida¢ pod danym katem.

Przyktad ©

Dany jest okrag o $rodku S i promieniu r oraz punkt P op
(IPS| > r). Skonstruujemy styczna do tego okregu prze-

chodzacg przez punkt P.

Rozwigzanie

Do narysowania szukanej prostej potrzebny jest dru- A

gi punkt. Przeanalizujmy sposdb wyznaczenia takiego

punktu. p

Przypusémy, ze prosta AP jest styczna do danego okregu
w punkcie A. Wiemy, ze promien okregu poprowadzo-
ny z punktu stycznosci jest prostopadly do stycznej. Kat
SAP jest prosty, wiec jest katem wpisanym opartym na
potokregu o $rednicy SP.

Zatem przeciecie danego okregu z okregiem o $rednicy SP wyznacza drugi punkt
potrzebny do narysowania prostej stycznej.

Oto kolejne etapy konstrukgji.

* Prowadzimy symetralna odcinka SP, aby wyznaczy¢ jego $rodek — punkt O.

* Rysujemy okrag o(O, |OS|) - w przecieciu tego okregu z danym okregiem otrzy-
mujemy punkty A i B.

* Prowadzimy proste PA i PB, ktére sg szukanymi stycznymi.

Zadanie ma dwa rozwigzania - z punktu P mozemy poprowadzi¢ dwie styczne.



Kat miedzy styczng a cieciwa

Dane sg okrag oraz styczna do tego okregu. Katem miedzy styczng a cieciwa
nazywamy kat o wierzchotku w punkcie stycznosci, ktérego jedno ramie jest za-
warte w stycznej, a drugie ramie¢ zawiera cigciwe okregu poprowadzong z punk-
tu stycznosci.

Kat miedzy styczna a cieciwg moze by¢ katem ostrym, prostym lub rozwartym, co
zostalo zilustrowane na rysunkach ponizej. Zauwazmy, ze kat przylegly do kata o
jest rowniez katem miedzy styczng a cigciwg.

Y

0° < ax < 90° o =90° 90° < « < 180°

Twierdzenie o kacie miedzy styczna a cieciwg

Kat o miedzy styczng a cieciwa okregu poprowadzong z punktu stycznosci
jest rowny katowi wpisanemu opartemu na tuku zawartym miedzy ramionami
kata a.

Dowdd
Oznaczmy: m
A - punkt stycznosci C A

AB - cieciwa S, 4‘

a - kat miedzy styczng a cieciwg

Kolorem zaznaczamy tuk okregu, o ktérym moéwi twier- M
dzenie, czyli fuk zawarty w obszarze kata a. B

3. Katy w kole
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Dziat 3. Planimetria

Kat & moze by¢ ostry, prosty lub rozwarty. Dowdd twierdzenia przeprowadzimy za-
tem w trzech przypadkach.

I. Kat « jest ostry.
Jezeli o jest katem ostrym, to po zaznaczeniu §rednicy AC
otrzymamy tréjkat ABC jak na rysunku.

Katem wpisanym opartym na tuku zawartym w obszarze A
kata « jest kat BCA. M‘
Wystarczy zatem udowodnié, ze o = <BCA, bo kazdy ¢ q
inny kat wpisany na mocy wniosku 3 jest réwny katowi \

L
BCA. B

JCBA =90° «—— kat wpisany oparty na $rednicy
4BAC =90° -« «—— styczna jest prostopadta do promienia

4BCA =« —— wlasnoé¢ sumy katéw w tréjkacie

II. Kat « jest prosty.

Jezeli « jest katem prostym, to tuk zawarty w jego obszarze
jest potokregiem, a kazdy kat wpisany oparty na pétokregu
jest katem prostym.

III. Kat « jest rozwarty.

Jezeli o jest katem rozwartym, to przylegly do niego kat 3
jest ostry. Kat $rodkowy wyznaczony przez luk BMA
oznaczyliémy 6.

Prawdziwos¢ tezy dla kata 5 zostala udowodniona, co
oznacza, ze kat wpisany oparty na tuku ANB ma miare f3.
Zatem w trojkacie ASB kat ASB ma miare 23.

B=180°-« — kat przylegly
6 =360° -2 =360°—-2(180° — ) = 2«

Skoro kat srodkowy oparty na luku BM A ma miare 2«, to
kat wpisany oparty na tym fuku ma miare a.



Przyktad 9 zad. 3.29

Prosta [ jest styczna do okregu w punkcie B i tworzy z cig-
ciwami AB i BC odpowiednio katy 40° i 80° jak na rysunku.
Wyznaczymy miary katow trojkata ABC.
Rozwigzanie

JABC = 180° - 80° — 40° = 60°
JBCA jest katem wpisanym opartym na tuku AB, czyli jest
réwny katowi miedzy styczna a cieciwa zawierajacy ten tuk.
Zatem:

JIBCA = 40°

Kat CAB wyznaczamy podobnie (albo korzystamy z twierdzenia o sumie katow
w tréjkacie) i otrzymujemy:
J4CAB = 80°

Odp.: 9A = 80°, 4B = 60° 4C = 40°

W kazdym z zadan 3.1-3.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

3.1. Wyznacz miare kata a.
A. 130° B. 100° C. 50° D. 45°

‘\%

3.2. Jaka miare ma kat wpisany oparty na tuku o dtugosci
réwnej g obwodu kota?

A. 20° B. 40° C. 80° D. 160°

3.3. Punkty A, B, C lezg na okregu o $rodku S jak na rysunku.

C
Wyznacz miare kata a. A \ B
A. 100° C. 115° Q30>
B. 110° D. 125°

3.4. Na okregu odmierzono kolejno tuki AB, BC i CA, ktérych diugosci sg w sto-
sunku 1:7:10. Wyznacz miary katéw srodkowych opartych na tych tukach.

3. Katy wkole 243

Prosta AC jest styczna do okregu
o $rodku S. Wyznacz miary katéw
trojkata ABC przedstawionego na
rysunku.

Odp.: <A = 45°, 4B = 105°,

4C = 30°

Odpowiedzi i rozwigzania

3.1.C

3.2. C

3.3. C

3.4. 20°, 140°, 200°



Dziat 3. Planimetria

3.5. 5% na diagramie odpowiada 3.5. Dany jest diagram kotowy. Oblicz miary katéw zazna- 5%

katowi o mierze 18°, czonych kolorami wycinkéw kotowych.

10% - 36°,

20% - 72°, 3.6. Oblicz pole wycinka kolowego o promieniu r i kacie

25 z/" - 900’0 $rodkowym o wyznaczajacym ten wycinek.

30% — 108°. a) r=12, a =60° c) r=2V3, a=330°

3.6. a) 247 b) r=1, a=12° d) r=8, a=50°

b) 3—101'(

o 1in 3.7. Pole wycinka kolowego o promieniu 15 jest rowne 45m.

d 80 Oblicz miare kata srodkowego wyznaczajacego ten wycinek.
9

3.7. 70° 3.8. Przyjmijmy, ze kawalki pizzy sa wycinkami kolowymi.

Ktoéry z dwoch kawatkéw ma wigksza powierzchnie: kawatek
pizzy duzej o $rednicy 42 cm i kacie srodkowym 30° czy ka-
walek pizzy $redniej o §rednicy 32 cm i kacie sSrodkowym 45°2

3.8. kawalek pizzy duzej

M
3.9. 161 3.9. W pierscieniu kolowym przedstawionym na rysunku
obok |SK| =3 i |[KM| = 2. Oblicz pole tego piericienia.
a10. U 3.10. Dlugosci okregéw ograniczajacych pierscien kotowy
" sg réwne 10 i 12. Oblicz pole tego pierscienia. A B
3.11. 81n. Wskazéwka: Zauwaz, 3.11. Dany jest pierscien kolowy o $rodku S. Cieciwa AB
ze pole tego pierscienia mozna zewnetrznego okregu jest styczna do wewnetrznego okregu
wyrazi¢ bez wyznaczania promieni i ma dlugos¢ 18 (zob. rysunek). Oblicz pole tego pierécienia.
ograniczajacych go okregow.
3.12. 80° 3.12. Cieciwy AB i BC okregu sa rownej dlugosci i tworza kat ABC o mierze 100°.
Oblicz miare wypuklego kata srodkowego wyznaczonego przez cieciwe AB.
3.13. 50°, 100° 3.13. Kat wpisany jest o 50° mniejszy od kata srodkowego opartego na tym samym
tuku. Oblicz miary obydwu katow.
3.14. AASB: 4A = 4B = 20°, 3.14. Kat miedzy $rednica AC i cigciwg AB okregu o $rodku S ma miare 20°. Wy-
48 = 140% znacz miary katéw wewnetrznych w tréjkatach ASB i ACB.
AACB: 4A =20° <4B =90°
4C =70° 3.15. Na okregu zaznaczono kolejno punkty A, B, C, D, E i F w taki sposob, ze tuki
3.15. a) 9A = 4D = 120°, AB, BC i CD sg jednakowej dlugosci, a kazdy z tukéw DE, EF i FA jest dwa razy
4B =<4C = 140°, 4E = 4F = 100° diuzszy od tuku AB.
b) po 120° a) Wyznacz miary katow szesciokata ABCDEF.

b) Jakie katy miatby taki sze$ciokat, gdyby tuki byly ustawione na przemian: diuzszy,
krotszy, dtuzszy itd.?



3.16. W kat a = 50° wpisano okrag, ktéry jest styczny do ramion kata w punktach
A i B. Na krétszym tuku AB okregu wybrano punkt M. Oblicz miare kata AMB.

3.17. Wyznacz miary ka}to'w trojkata ABC.
a)

@@

,‘7,

/
£

%

9

AB - styczna

@ %
g

3.18. Wyznacz miare kata «.

Z
Ay
(oW
~

S )
s

&

0

3.19. Katy « i y sg katami wpisanymi, a kat 3 jest katem $rod-

Gl

kowym - jak na rysunku. Wykaz, ze « + 'l; +y =90°

57

\y

3.20. Dwa okregi o srodkach O i S s3 styczne zewnetrznie
w punkcie P. Przez punkt P poprowadzono prostg przecinajg-
ca te okregi odpowiednio w punktach A i B tak, ze kat srodkowy
AOP ma miare réwng 100°. Wyznacz katy tréjkata PBS.

3. Katy wkole 245

3.16. 115°

3.17.

a) 4A =40° <B = 80° <C = 60°
b) <A = 15° 4B = 75° <4C = 90°
c) 4A = 60° 4B =50° <4C = 70°
d) <A = 40° 4B = 120° <4C = 20°
e) 4A = 40° 4B =50° 4C = 90°
f) 4A = 20° 4B =90° «C = 70°

3.18. a) 120° b) 80° «¢) 125°
d) 70°

3.19. 2o + 3 + 2y = 180°
(kat potpelny o wierzchotku S),
B

wiec oc+z+y:90°

3.20. <P =<4B =40° <S =100°



Dziat 3. Planimetria

3.21. <A = 120° <B = 70°,
JIC = 60° <D =110°

3.22. 4A = 50°, 4B = 105°,
4C = 130° <D = 75°% kat ostry
miedzy przekatnymi: 85°.
Wskazéwka: Niech P oznacza
punkt przecigcia przekatnych.
Wyznacz katy wpisane BAC

i ABD, a nastepnie zastosuj
twierdzenie o sumie katow

w tréjkacie ABP.

3.23. Wskazéwka: Punkty D i F
leza na okregu o $rednicy AB.

3.25. Wskazowka: Jezeli
oznaczymy dane punkty
literami A i B, to wierzchotek
kata prostego szukanego trojkata
bedzie lezat na okregu o $rednicy
AB. W zaleznosci od liczby
punktow przeciecia tego okregu
z brzegiem danego kota zadanie
ma: 2 rozwigzania, 1 rozwiazanie
lub 0 rozwigzan.

3.27. 80°
3.28. o = 28°, f3 = 98°

3.29. 4 A = 45°, 4B = 105°,
4C = 30°

3.30. Wskazéwka: Zob. rysunek.

3.21. Wszystkie wierzchotki czworokata ABCD lezg na
okregu jak na rysunku obok. Wyznacz miary katéw tego
czworokata.

3.22. Na okregu odmierzamy kolejno tuki AB, BC i CD
odpowiadajace katom $rodkowym 120°, 30° i 70°. Wy-
znacz miary katéw czworokata ABCD oraz kata, pod ja-
kim przecinajg si¢ jego przekatne.

3.23. Skonstruuj trojkat ABC, w ktérym dane sg: bok AB oraz wysoko$ci AD i BF.

3.24. Skonstruuj tréjkat rownoramienny ABC, w ktérym |AC| = |BC| i dane sa:
bok AB oraz wysoko$¢ AD, przy zatozeniu, ze |AD| < |AB].

3.25. Wpisz konstrukcyjnie w dane kolo tréjkat prostokatny tak, aby jego przypro-
stokatne przechodzily przez dwa dane punkty wewnetrzne tego kota.

3.26. W trojkacie ABC katy przy wierzchotkach A i B sg ostre. Boki AC i BC sa
$rednicami dwdch okregéw. Wykaz, ze drugi punkt przeciecia tych okregoéw lezy na
boku AB.

3.27. Kat miedzy cieciwami AB i AC w okregu ma mia-
re 40°. Wyznacz miare kata ostrego miedzy stycznymi do
tego okregu poprowadzonymi w punktach BiC.

3.28. W trojkacie ABC dane s 4ABC = 28°,

JBAC = 54°. Wyznacz miary katéw « i 3, jakie tworza
boki trojkata ze stycznymi k i I poprowadzonymi do okre-
gu opisanego na trdjkacie ABC (zob. rysunek).

3.29. Prosta AC jest styczna do okregu C
o $rodku S. Wyznacz miary katow trojkata

A
Ve
ABC przedstawionego na rysunku. @W

B

3.30. Dane sg odcinek AB oraz kat ostry . Wyznacz konstrukcyjnie zbi6r punktow
plaszczyzny, z ktérych odcinek AB wida¢ pod katem «.

3.26. ©

N

A B
D
Niech punkt D bedzie spodkiem wysokosci opuszczonej z punktu C. Punkt D lezy na

odcinku AB, <ADC = 90°, wiec punkt D lezy na okregu o $rednicy BC. Oznacza to,
ze punkt D jest punktem wspolnym okregdéw o srednicach AC i BC.



3.31. Dany jest okrag o $rodku S. Prosta PM K
zawiera jego §rednice, a punkty K i L na okregu

sg takie, ze |KS| = |LM| oraz 4<SKM = «

(zob. rysunek). Wyznacz miare kata PSK. P M

3.33. Wykaz, ze dla kazdego tréjkata ABC okrag o $rednicy AB przecina okrag
o $rednicy BC w punkcie M nalezacym do prostej AC.

3.32. Okregi o $rodkach S, i S, sa styczne ze-
wnetrznie w punkcie M. Prosta [ jest styczna do
obu okregéw odpowiednio w punktach P i K
jak na rysunku. Wykaz, ze kat PMK jest prosty.

1. Srodek okregu opisanego na tréjkacie ABC lezy na boku AB.
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Tréjkat ABC jest rtOwnoramienny.

B. <ACB = 90°

C. AB jest najdtuzszym bokiem trojkata ABC.

2. Na okregu odmierzamy kolejno tuki AB i BC odpowiadajace katom $rodkowym
55°1125°. Wyznacz miary katéw trojkata ABC.

3. W kat o mierze 20° wpisano okrag. Punkty stycznosci ramion kata z okregiem
polaczono cieciwami z pewnym punktem okregu. Wyznacz miare kata miedzy tymi
cieciwami. Rozpatrz dwa przypadki.

4. Z punktu A lezacego na okregu poprowadzono cieci-
we AC o dlugosci réwnej promieniowi okregu oraz $red- A
nice AB. Wyznacz miary katéw tréjkata ABC.

5. Przez punkt stycznos$ci M dwoch okregdw poprowa-
dzono prosta przecinajacg je w punktach A i B jak na ry-
sunku obok. Wykaz, ze styczne poprowadzone do okre-
géw odpowiednio w punktach A i B sa réwnolegle. B

Prosto do matury
1. E,P, P

2. 94A =62,5° 4B =90° 4C = 27,5°
3. 80° lub 100°
4. 4A =60° B = 30° 4C =90°

Trojkaty ASM i BOM sa rownoramienne (i podobne),
JISAM 1 <OBM s3 katami naprzemianlegtymi
wewnetrznymi, zatem proste AS i OB sa rownolegte.

pLAS, q1L OB, AS || OB, wiec p || g.

Proste p oraz g sa stycznymi do o(4, |AS]) i o(O,|OB).

3. Katy wkole 247

3.31. |SL| = |SK| i |LM] = |SK],
wiec [SL| = |[ML|.

W AKSL mamy:

JIKLS = «, IKSL = 180° — 2«

W ASLM mamy:

JISLM = 180° — < KLS = 180° — «
JILSM =<4LMS =

- %(180" ~4SLM) =

- %(180“ — (180° — ) = %oc
4PSK = 180° — (AKSL +4LSM) =
= 180° — (180° - 2a + loc) = goc
2 2
3
Odp.:4PSK = Eoc

3.32.

4IPS M = 180° - 2«

JKS,M =180° - 2p

W czworokacie PKS,S; mamy:

90° +90° + 180° — 23 + 180° — 2xx =
= 360°

20+ 23=180°|:2

a+ f3=90°

IPMK =180° - (a + fB) =

=180° - 90° = 90°

3.33.
B

M A c
Punkt M - spodek wysokosci
trojkata ABC opuszczonej
z punktu B.
J4ADB = 90°, wiec punkt D lezy na
okregu o $rednicy AB.
JCDB = 90°, wiec punkt D lezy na
okregu o $rednicy BC.
Zatem punkt D jest punktem
wspllnym tych okregéw i lezy na
prostej AC.
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44.4. Symetralne trzech bokéw
pewnego czworokata wypuklego

przecinajg si¢ w jednym punkcie.

Czy na tym czworokacie mozna
opisa¢ okrag?
Odp.: tak

4. Wielokat wpisany w okrag

Umiejetnosci:
¢ stosowanie twierdzen charakteryzujgcych czworokaty wpisane w okrag

Okrag, ktéry przechodzi przez wszystkie wierzchotki wielokata, nazywamy okregiem
opisanym na tym wielokacie.
W takiej sytuacji mowimy rowniez, ze dany wielokat jest wpisany w okrag.

Jezeli wielokat jest wpisany w okrag, to ((( )))
jest on wielokatem wypuktym.

Srodek okregu opisanego na wielokacie jest oddalony o promien od kazdego z je-
go wierzchotkéw. Inaczej méwigc, srodek takiego okregu jest rowno oddalony od
wszystkich wierzchotkéw. Lezy wiec na symetralnej kazdego boku takiego wielokata.

0

TN
N

Symetralna odcinka jest zbiorem punk- (7))
tow plaszczyzny rowno oddalonych od
koncow tego odcinka.

P —

Przykiad €) « zad. 4.4

Wielokat na ktérym
mozna opisa¢ okrag

Wielokat na ktérym nie
mozna opisa¢ okregu

czworokat

(b

pieciokat

temat 5.7

MultiteZa

e Okrag opisany na czworokacie
e Okrag i czworokat

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 3.4

G Generator

testow i sprawdziandw




4. Wielokat wpisany w okrag

Na wielokacie mozna opisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy symetralne wszyst-
kich bokdéw tego wielokata przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Wiemy juz, ze na kazdym tréjkacie mozna Na kazdym wielokacie foremnym (1))
opisa¢ okrag. Sprawdzenie, czy na wielokacie, mozna opisac okrag.

ktory nie jest tréjkatem, mozna opisaé okrag,

jest zadaniem na og6t bardzo trudnym, czesto wrecz niewykonalnym. Jednak dla
czworokatéw mamy proste kryterium pozwalajace rozstrzygnaé, czy mozna opisaé
okrag na danym czworokacie.

Na czworokacie mozna opisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy miar prze-
ciwlegtych katow tego czworokata sg réwne i kazda z nich wynosi 180°.

Udowodnimy dwa twierdzenia:

e Jezeliczworokatjest wpisany w okrag, to sumy miar przeciwlegtych katéw sa rowne.

* Jezeli sumy miar przeciwleglych katow czworokata sg rowne, to na tym czworoka-
cie mozna opisa¢ okrag.

Czworokat ABCD jest wpisany w okrag.

Sumy miar przeciwlegtych katow tego czworokata s rowne.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
D

«— kat $rodkowy oparty na tuku BCD jest dwa razy wiekszy
od kata wpisanego opartego na tym samym tuku,
A czyli kata DAB czworokata

«— kat $rodkowy oparty na tuku DAB jest dwa razy wigkszy
od kata wpisanego opartego na tym samym tuku,

czyli kata BCD czworokata
B

o+ 7y =180° — 2a+ 2y = 360°
4D +<B = 180° «—— suma wszystkich katow czworokata jest réwna 360°

Pokazalismy wigc, ze sumy przeciwlegtych katow takiego czworokata sg réwne.
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Sumy miar przeciwlegtych katow czworokata ABCD sg rowne.
Czworokat ABCD mozna wpisa¢ w okrag.

Na dowolnie wybranym troéjkacie, ktérego wierzchotkami s wierzchotki czworokata
ABCD, mozna opisa¢ okrag. Na przyklad opiszmy okrag na tréjkacie ABD i zbadaj-
my, jakie jest mozliwe polozenie punktu C.

Niech 4A =a, 4C =y i a+y = 180°.

Gdyby punkt C nie lezat na okregu opisanym na tréjkacie ABD, to zachodzitaby jedna
z dwdch sytuacji pokazanych na rysunkach ponizej.

D D
A A
C
G
B C, B

Wtedy na podstawie pierwszej czesci twierdzenia wiemy, ze:
4BC,D=180°~«a =7y
Zatem <C # y, co jest niezgodne z zalozeniem.
Udowodnienie tego, ze <C # y pozostawiamy jako ¢wiczenie do samodzielnego
wykonania; Wskazowka: Zbadaj miary katow tréjkatéow CBC, i CDC;.

Na kazdym prostokacie mozna opisa¢ okrag. Srodek okregu opisanego na
prostokacie jest punktem przeciecia jego przekatnych (rys. 1).

Na réwnolegloboku, ktéry nie jest prostokatem, nie mozna opisa¢ okregu
(rys. 2).

Rys. 1. Rys. 2.



Na trapezie rownoramiennym réznym od réwnolegloboku mozna opisa¢
okrag (rys. 3).

Na trapezie nieréwnoramiennym nie mozna opisa¢ okregu (rys. 4).
[3] \8

DA

Rys. 3. Rys. 4.

Przyktad @) « zad. 4.5

Zbadamy, czy na czworokacie o danych miarach katéw mozna opisa¢ okrag.

a) czworokat ABCD: 4A =50° 4B =110° 4C = 130°

b) czworokat KLMN: 4K = 60°, <L = 90°, <M = 100°

Rozwigzanie

a) 4A+<C =50°+130° = 180°, zatem na czworokacie ABCD mozna opisaé okrag.

b) 4K +<4M = 60° + 100° = 160°, zatem na czworokacie KLMN nie mozna opisa¢
okregu.

Przyktad e zad. 4.7

W czworokacie ABCD wpisanym w okrag zachodzi zaleznos¢:
JA:4B:qC=4:1:2
Obliczymy miary katéw tego czworokata.
Rozwigzanie
Podang proporcje miar katéw mozemy zapisa¢ w postaci:
JA=4x, 4B=x, 4C=2x
JA+<9C =180° i «B+<4D = 180° — na czworokacie ABCD mozna opisac okrag
4x + 2x = 180°, stad x = 30°
JA =4x =120° <4B=x=30° <C=2x=060°
4D = 180° —<4B = 180° — 30° = 150°
Do obliczenia miary kata D mozna réwniez skorzysta¢ z rownosci <D = 5x, wyni-
kajacej z warunku: 4A +<C = 4B +<D.

Odp.: 9A = 120° <B = 30° <C = 60°, 4D = 150°

4.7. Dany jest stosunek miar trzech katow czworokata ABCD wpisanego w okrag.
Oblicz miary katéw tego czworokata.

a) JA:4B:C=5:3:4

b) 4A:<4B:94C=3:4:2

Odp.: a) 4A = 100°, 4B = 60°, 4C = 80°, 4D = 120°

b) <A = 108°, 4B = 144°, 4C = 72°, 4D = 36°

4. Wielokat wpisany w okrag 251 s

44.5. Na ktérych z narysowanych
czworokatow mozna opisac okrag?

A.

NGO

80°

Odp.: A, D
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Odpowiedzi i rozwigzania
41. C

4.2. C

4.3. C

4.4. tak

4.5. A,D

4.6. a) A = <4B = 125°,

4C =<4D =55°

b) <A = 75° 4B = 80°,

4C =105°% <D = 100°

¢) 4A = 85° 4B =70° <4C = 95°,
4D = 110°

4.7. a) 9A = 100°, 4B = 60°,
4C = 80°, 4D = 120°

b) 4A = 108°, 4B = 144°,
4C =72°, 4D = 36°

W kazdym z zadan 4.1-4.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

4.1. Miary trzech kolejnych katéw czworokata wpisanego w okrag maja si¢ do siebie
jak 6:5:4. Wskaz miare czwartego kata tego czworokata.

A.72° B. 80° C. 90° D. 100°

4.2. Dwa najwieksze katy czworokata wpisanego w okrag mogg mie¢ miary
A. 60°190°. B. 85°i95° C. 95°i105°. D. 100°i 190°.

4.3. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag i AD jest $rednicg tego okregu. Wiado-
mo, ze JACB = 30°. Jakg miare ma kat BAD?

A. 40° B. 50° C. 60° D. Nie mozna tego obliczy¢.

4.4. Symetralne trzech bokéw pewnego czworokata wypuklego przecinajg sie w jed-
nym punkcie. Czy na tym czworokacie mozna opisa¢ okrag?

4.5. Na ktorych z narysowanych czworokatéw mozna opisa¢ okrag?

L
£

4.6. Oblicz miary katéw czworokata ABCD.

. wleo D TN

A
m N ) /

N
N ¢ /S ‘ o
7"
A B B A

4.7. Dany jest stosunek miar trzech katéw czworokata ABCD wpisanego w okrag.
Oblicz miary katow tego czworokata.

a) 4JA:4B:9C=5:3:4

b) 4A:<4B:94C=3:4:2



4.8. Oblicz miary zaznaczonych katow.

) ,ﬂ b) ,®>
&
N\

4.9. Skorzystaj z podanych informacji i wyznacz miary katow czworokata ABCD
wpisanego w okrag.

a) <A =10° «B—-<4D =70°
b) 4A = 44B, <C = 54B

c) 4A+<4B=113°% 4A +<4D =177°
d) <D —<4B =120° aC —<4B =90°

4.10. Zbadaj, czy istnieje czworokat, na ktérym mozna opisa¢ okrag i ktérego katy
majg podane miary.
a) 45°,48°, 135°, 145°
b) 85°, 85°,95°, 95°

c) 39°52°,128° 141°
d) 15° 76°, 104°, 165°

4.11. Czy mozna opisa¢ okrag na czworokacie, w ktérym miary kolejnych katéw sa
w podanym stosunku?
a) 3:4:3:4 b)1:2:2:1

c) 5:5:4:4 d) 1:2:5:4

4.12. Oblicz miary katow i f3.

b
N ' R
4.13. Jedna z podstaw trapezu jest jednocze$nie $rednica okregu opisanego na tym

trapezie. Promien okregu jest rdwny 5, a przekatna trapezu ma diugos¢ 8. Oblicz
dlugos¢ ramienia trapezu.

4.14. Dwa odcinki réwnej dltugosci AB i KM przecinajg sie¢ w punkcie P takim, ze
|PA| = [PM]. Udowodnij, ze na czworokacie AMBK mozna opisac¢ okrag.

4.15. Kat A w trojkacie ABC ma miare 60°. Dwusieczne BF i CD przecinajg sie
w punkcie M. Wykaz, ze

a) na czworokacie ADMF mozna opisa¢ okrag. b) |MD| = |MF|.

4.16. Skonstruuj deltoid, ktory mozna wpisa¢ w okrag, majac dane jego obydwie
przekatne.

4. Wielokat wpisany w okrag

4.8. a) = 5 = 130° y = 40°
b) a = 70°, B = 60°

4.9. a) <A = 10° <B = 125°,

4C =170° 4D = 55°

b) <A = 80° <B = 20°,

4C =100° <D = 160°

¢) 4A = 55° 4B = 58° 4C = 125°,
4D = 122°

d) <A = 60°, 4B = 30°,

JC =120° <D = 150°

4.10. a) nie b), ¢), d) tak
4.11. a) nie b), ¢), d) tak

4.12. a) a = 70°, f3 = 20°
b) a = = 40°
c) a =50° f3=280°

4.13. 6

4.14. Wskazowka: Wykaz, ze
czworokat AMBK jest trapezem
réwnoramiennym.

4.15. a) Wskazowka: Wykaz, ze
IFMD = 120°.

b) Wskazéwka:

AM jest dwusieczng kata A
czworokata ADMF wpisanego
w okrag,

wiec IMFD = 4MAD = 30°
oraz IMDF = 4MAF = 30°
(katy wpisane oparte na tych
samych tukach).

4.16. Wskazowka: Dluzsza
przekatna deltoidu jest $rednica
okregu opisanego na tym
deltoidzie.
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Prosto do matury
1. P,P,F

2. a) a =70° =130°
b) a =50°, =80°

3. 4A = 115°, 4B = 95°,
4C =65°% 4D = 85°

4. a) nie b) tak

5. Wskazéwka: Zauwaz, ze dwa Q
przeciwlegle katy tego czworokata
sg proste.

4.17. Skonstruuj czworokat ABCD, ktéry mozna wpisaé w okrag, majac dane: bok
AB, bok BC oraz kat B i kat C tego czworokata.

4.18. Skonstruuj czworokat ABCD, ktory mozna wpisa¢ w okrag, majac dane:
bok AB, bok AD, przekatng AC oraz kat B tego czworokata.

1. Deltoid jest wpisany w okrag.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Co najmniej dwa z katow deltoidu s3 proste.

B. Srednica okregu opisanego na deltoidzie jest rowna jednej z przekatnych deltoidu.
C. Deltoid jest kwadratem.

2. Punkt S jest srodkiem okregu. Oblicz miary katow « i 3.
b)

3. Wyznacz miary katéw wpisanego w okrag

czworokata ABCD (zob. rysunek), o ktorym

wiadomo, Ze:

° JCKB = 20° iramiona tego kata przechodza
przez punkty D i A,

° IDMC = 30° i ramiona tego kata przechodza
przez punkty A i B.

4. Miary katéw A, B, C i D czworokata ABCD s3 w podanym stosunku. Czy na tym
czworokacie mozna opisac okrag?
a) 3:4:5:6 b) 3:4:6:5

5. Czworokat zaznaczony na rysunku jest wyzna- D C
czony przez dwusieczne katow trapezu ABCD.
Wykaz, ze mozna na nim opisa¢ okrag.

4.17. Wskazéwka: Skonstruuj trojkat ABC i opisz na nim okrag. Punkt D jest punktem
przeciecia tego okregu i drugiego ramienia kata C. Zadanie ma 1 rozwigzanie lub
0 rozwigzan.

4.18.

Wskazowka: Skonstruuj najpierw zbior punktéw, z ktorych odcinek AC wida¢ pod
katem B. Zadanie ma 0 rozwigzan, 1 rozwigzanie lub 2 rozwigzania. Rysunek jest ilustracja
konstrukeji, gdy istnieja dwa rozwigzania.



5. Wielokat opisany na okregu

5. Wielokat opisany na okregu

Umiejetnosci:
e stosowanie twierdzen charakteryzujgcych czworokaty opisane na okregu

Okrag, ktory jest styczny do kazdego boku wielokata, nazywamy okregiem wpisa-
nym w ten wielokat.
W takiej sytuacji mowimy rowniez, ze wielokat jest opisany na okregu.

Jezeli wielokat jest opisany na okregu, to ((( )))
jest wielokatem wypuklym.

Srodek okregu wpisanego w wielokat jest oddalony o promieti od kazdego boku tego
wielokata. Inaczej mowiac, $rodek takiego okregu jest oddalony o promien od ra-
mion kazdego z katéw wewnetrznych tego wielokata, czyli jest punktem wspolnym
wszystkich dwusiecznych katéw tego wielokata.

T
<§')

Zbiorem punktéw nalezacych do kata (1))
wypuktego i réwno oddalonych od jego
ramion jest dwusieczna tego kata.

zad. 5.4

255 I

Przykiad €)

Wielokat w kiéry
mozna wpisaé okrag

Wielokat w ktéry nie
mozna wpisa¢ okregu

czworokat

pieciokat

45.4. Dwusieczne trzech katow
pewnego czworokata wypuklego
przecinaja sie w jednym punkcie.
Czy w ten czworokat mozna
wpisac okrag?

Odp.: tak

temat 5.8

Multitefa

e Okrag wpisany w czworokat
e Okrag i czworokat

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 3.5

G Generator

testow i sprawdziandw
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W wielokat mozna wpisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy dwusieczne wszyst-
kich katéw wewnetrznych tego wielokata przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

Wiemy, ze w kazdy trojkat mozna wpisa¢ okrag. Podobnie jak w wypadku okregu opi-
sanego na wielokacie, sprawdzenie, czy w dany wielokat mozna wpisa¢ okrag, moze
by¢ zadaniem niewykonalnym. Réwniez i tu dysponujemy kryterium pozwalajacym
rozstrzygna¢ ten problem dla czworokatow.

Czworokat wypukly mozna opisa¢ na okregu wtedy i tylko wtedy, gdy sumy
dlugosci przeciwlegtych bokdéw tego czworokata sg rowne.

Udowodnimy dwa twierdzenia:

e Jezeli czworokat wypukly jest opisany na okregu, to sumy dlugosci przeciwleglych
bokéw tego czworokata sg rowne.

* Jezeli sumy dlugosci przeciwleglych bokéw czworokata wypuklego sa réowne, to
w ten czworokat mozna wpisac okrag.

Wypukly czworokat ABCD jest opisany na okregu.
Sumy dlugosci przeciwlegtych bokéw tego czworokata sg rowne.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

B

c

c b

b / c «— odcinki faczace wierzchotki czworokata z odpowiednimi
punktami stycznosci s réwne (zaznaczono je tym
samym kolorem i podpisano ta sama litera)
a d
D ) p A

|AB|=d +¢, |IDC|=a+b, |AD|=d+a, |BC|=c+b
Mamy zatem:
|AB|+ |DC|=a+b+c+d=|AD| + |BC|



5. Wielokat opisany na okregu

Sumy dlugosci przeciwlegtych bokéw wypuktego czworokata ABCD sg réwne.

Czworokat ABCD mozna opisa¢ na okregu.

Narysujmy okrag styczny do trzech bokéw czworokata: AD, DC i CB. Taki okrag na
pewno istnieje, bo katy D i C s mniejsze od katéw pdtpelnych, czyli ich dwusieczne
przetna si¢ wewnatrz rozpatrywanego obszaru (rys. 1).

C C C

D A D
Rys. 1. Rys. 2. Rys. 3.

M A

Wykazemy, ze czwarty bok czworokata, czyli odcinek AB, jest styczny do tego okregu.
Gdyby nie by, to zaszlaby jedna z dwoch sytuacji przedstawionych na rysunkach 21i 3.
Wetedy styczna do okregu poprowadzona np. z wierzchotka B przecietaby prosta za-
wierajaca bok DA w punkcie M réznym od punktu A i na okregu opisany bylby czwo-
rokat MBCD. Zgodnie z udowodnionym poprzednio twierdzeniem byloby wiec:
IDM| + |BC| = [MB| + |DC]|
Rownoczesnie zgodnie z zatozeniem zachodzi réwnos¢:
|IDA| + |BC| = |AB| + |DC]|
Jezeli odejmiemy od pierwszej réwnosci druga, to otrzymamy:
IDM| - |DA| = [MB| - |AB|
W pierwszym przypadku (rys. 2), wykorzystujgc otrzymana réwnosé, mamy:
|AM| = |[MB| - |AB|, czyli |AM| + |AB| = |[MB|
Jest to sprzeczne z nieréwnoscia trojkata — zatem taka sytuacja zaj$¢ nie moze.
W drugim przypadku (rys. 3) rownos¢ |DM| — |DA| = |[MB| — |AB| oznacza, ze:
|AM| = |AB| — |MB|, czyli |AM| + |MB| = |AB|
Tu réwniez mamy sprzeczno$¢ z nieréwnoscia trojkata.
Tym samym wykazali§my, ze czwarty bok czworokata, czyli odcinek AB, jest styczny
do rozwazanego okregu.

257 IS
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45.5. Sprawdz, czy z odcinkow

o podanych dlugo$ciach mozna
zbudowaé czworokat, w ktory da
sie wpisac okrag.

a) 5cm, 8cm, 9cm, 12cm

b) 4,7 cm, 6,3 cm, 6,8 cm, 8,5cm
¢) 11,2 cm, 13,3 cm, 15,2 cm,
17,3 cm

d) V2 cm, 2V3 cm, 3V3 cm,
(5\/_ = \/E) cm

Odp.: a) tak b) nie ¢) tak
d) tak

45.6. Trapez rbwnoramienny,
ktérego podstawy sa rowne

15,8 cm i 8,2 cm, jest opisany na
okregu. Oblicz dlugo$¢ ramienia
tego trapezu.

Odp.: 12 cm

W kwadrat mozna wpisa¢ okrag (rys. 1).
W romb mozna wpisa¢ okrag (rys. 2).
W deltoid mozna wpisac okrag (rys. 3).
& a
5 L
a a a a
\_ <~
a a

ata=a+a ata=a+a
Rys. 1. Rys. 2. Rys. 3.

Przyktad 9 zad. 5.5

Sprawdzimy, czy w czworokat wypukly ABCD o podanych dtugosciach bokéw moz-

na wpisac okrag.

a) |AB| =3, |BC| =4, |CD| =6, |DA| =2
|[AB|+|CD|=3+6=9
|[BC|+|DA|=4+2=6
|AB| + |CD| # |BC| + |DA|
W ten czworokat nie mozna wpisa¢ okregu.

b) |AB| =3, |BC| =4, |CD| =6, |[DA| =5
|[AB|+|CD|=3+6=9
|IBC|+ |DA|=4+5=9
|AB| + |CD| = |BC| + |DA]|
W ten czworokat mozna wpisac okrag.

Przyktad @) « zad. 5.6
a) 5 b)

10 8
10+5=8+7 8+2+9+6
W ten trapez mozna wpisac okrag. W ten trapez nie mozna wpisa¢ okregu.



Przyktad o

W kazdy wielokat foremny mozna wpisa¢ okrag. Srodek okregu wpisanego w wielo-
kat foremny jest rowniez srodkiem okregu opisanego na tym wielokacie. Zilustruje-
my to na przyktadach (R oznacza promien okregu opisanego, a r — wpisanego).

a) trojkat rownoboczny  b) kwadrat c) szesciokat foremny

SN

Przyktad e zad. 5.9

Ramie trapezu réwnoramiennego opisanego na okregu ma diugos¢ 4, a przekatna
trapezu ma dlugo$¢ 5. Wyznaczymy promien okregu wpisanego w ten trapez.

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Promien okregu wpisanego w trapez jest polowsq je-
go wysokosci. Jezeli poprowadzimy wysokosci tra-
pezu z punktéow D i C, to powstanie prostokat
EFCD.

Oznaczmy |EF| = |DC| = a.

|AB| + |DC| = |AD| + |BC| = 8
|AE|+a+ |FB|+a=8

«—— sumy dlugosci przeciwlegtych bokow sg rowne

2|AE| +2a =8 — |AE| = |FB|

|AE| +a =4

|AF| =4 «—— |AE| + a = |AF|

|FC| =3 «— na mocy twierdzenia Pitagorasa dla trojkata

prostokatnego AFC
Szukany promien jest wiec rowny >

3
Odp.: =
P 2

5. Wielokat opisany na okregu 259

45.9. W trapez rownoramienny
wpisany jest okrag. Punkt
stycznosci dzieli ramie trapezu na
odcinki o dltugosciach 4 cm i 6 cm.
Oblicz promien okregu.

Odp.: 246 cm
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Odpowiedzi i rozwigzania
5.1. B

5.2. D

5.3. D

5.4. tak

5.5. a) tak b) nie ¢) tak
d) tak

5.6. 12 cm

5.7. a) 30cm b) 28 cm
¢)50cm d) 54 cm

W kazdym z zadan 5.1-5.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

5.1. W czworokacie ABCD opisanym na okregu dane sg dtugosci bokéw: |AB| = 12,
|BC| = 15, |CD| = 18. Dlugos¢ boku |[DA|

A. jest rowna 12. C. jest réwna 18.

B. jest réwna 15. D. zalezy od katow czworokata.

5.2. W czworokacie ABCD opisanym na okregu dane sg dtugo$ci bokéow: |AB| = 4,
|BC| =5, |CD| = 4. Zatem promien okregu wpisanego w ten czworokat

A. jest rowny 1,5. C. jest réwny 2,5.

B. jest rowny 2. D. zalezy od katéw czworokata.

5.3. Ramig trapezu réwnoramiennego opisanego na okregu ma diugos¢ 36. Zatem
zadna z podstaw tego trapezu nie moze mie¢ dltugosci réwnej

A. 1. B. V2. C. 70. D. 80.

5.4. Dwusieczne trzech katéw pewnego czworokata wypuklego przecinajg si¢ w jed-
nym punkcie. Czy w ten czworokat mozna wpisac okrag?

5.5. Sprawdz, czy z odcinkéw o podanych dtugo$ciach mozna zbudowacé czworokat,
w ktory da sie wpisac okrag.

a) 5cm, 8cm, 9cm, 12 cm

b) 4,7 cm, 6,3 cm, 6,8 cm, 8,5cm

c) 11,2cm, 13,3cm, 15,2cm, 17,3 cm

d) V2 cm, 23 cm, 3V3 cm, (5\/5— \/5) cm

5.6. Trapez rownoramienny, ktérego podstawy sg réwne 15,8 cm i 8,2 cm, jest opi-
sany na okregu. Oblicz dlugos¢ ramienia tego trapezu.

5.7. Oblicz obwdd czworokata opisanego na okregu, w ktérym

a) przeciwlegte boki maja dlugosci 7 cm i 8 cm.

b) stosunek dtugosci trzech kolejnych bokow jest réwny 2:4:5, a czwarty bok ma
dlugo$¢ 6 cm.

¢) réznica dlugosci przeciwleglych bokdw jest réwna 15 cm, a ich stosunek wynosi
1:4.

d) stosunek dtugosci trzech kolejnych bokéw wynosi 3:5:6, a suma tych dlugosci
jest rowna 42 cm.

5.18.
D C
r
A —% B
|AB| =a, CD|=b, a>b
|AD| = |BC| i |AD| + |BC| = a + b, wiec |BC| = “;b, BE| = “=°
ICE| = |BC|2—|BE|2— a+b 2_ a-b 2_\]a+b+a—b_a+b—u+b_@
B B 2 2 B 2 2 B

r==|CE| = \/T;b (ten sam wynik otrzymamy, gdy a < b)



5.8. Jedna podstawa trapezu ma 6 cm, druga 3 cm, a jedno ramie ma 4 cm. Wiado-
mo, ze w trapez ten mozna wpisa¢ okrag.

a) Jaka dlugos¢ ma drugie ramie trapezu?

b) Skonstruuj trapez spetniajacy warunki zadania i wpisz w niego okrag.

5.9. W trapez réwnoramienny wpisany jest okrag. Punkt stycznosci dzieli ramie tra-
pezu na odcinki o dlugosciach 4 cm i 6 cm. Oblicz promien okregu.

5.10. Trapez réwnoramienny ABCD o ramionach AD i BC opisano na okregu
o promieniu 15. Punkt stycznosci P dzieli rami¢ AD na odcinki, ktérych dtugosci
sg w stosunku 3:4. Wyznacz dlugosci bokdw trapezu.

5.11. Bokrombu ma 10 cm, a jego dtuzsza przekatna 16 cm. Oblicz promien okregu
wpisanego w ten romb.

5.12. Jakim procentem pola kota opisanego na sze$ciokacie foremnym jest pole kota
wpisanego w ten sze$ciokat?

5.13. Srodek okregu wpisanego w czworokat ABCD jest rdwnocze$nie punktem
przecigcia jego przekatnych. Udowodnij, ze czworokat ABCD jest rombem.

5.14. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Z punktu P przeciecia przekatnych
tego czworokata poprowadzono wysokosci PK, PL, PM, PN odpowiednio w trdjka-
tach ABP, BCP, CDP oraz DAP. Udowodnij, ze w czworokat KLM N mozna wpisaé
okrag.

5.15. W trapez o polu 168 i ramionach diugosci 13 i 15 mozna wpisa¢ okrag. Oblicz
dlugosci podstaw tego trapezu.

5.16. W trapez réwnoramienny o obwodzie réwnym 20 i przekatnej V41 mozna
wpisac okrag. Oblicz promien tego okregu.

5.17. Srodek okregu wpisanego w trapez prostokatny znajduje si¢ w odlegtosciach
1 cm i 2 cm od koncdw dluzszego ramienia tego trapezu. Oblicz pole trapezu.

5.18. Na okregu o promieniu r opisany jest trapez rownoramienny o podstawach

aib. Wykaz, ze r = aT-b.

5.15. 2117 lub 16 i 12. Wskazowka: Rozpatrz dwa przypadki (zob. rysunek).

7 12
13/ |12 15 43 X
DD DD
21 16
5.16. 2

5.17. 3,6 cm>

5. Wielokat opisany na okregu

5.8. a) 5cm b)) Wskazéwka:
Zauwaz, ze trapez jest prostokatny.

5.9. 2+/6 cm

5.10. |AB| = 203,

1BC1 = 14D| = 22,
|DC| = 153

5.11. 4,8 cm

5.12. 75%

5.13. Wskazéwka: Wykaz,
ze NABC = AADC oraz
NAABD = ACBD.

5.14. Zauwaz, ze:

1. Na czworokacie AKPN mozna
opisa¢ okrag (przeciwlegte

katy K i N sa proste), zatem
JIKAP = KNP = « (katy
wpisane oparte na tym samym
tuku).

2. Podobnie na czworokacie
DNPM mozna opisa¢ okrag,
zatem <PNM =<4PDM = .
3.9BAC = 4BDC jako katy
wpisane oparte na tym samym
tuku.

4.4BAC = « i 4BDC = ,
wiec « = . Oznacza to, ze

w czworokacie KLMN punkt P
nalezy do dwusiecznej kata N.

5. Analogicznie wykazujemy, ze
punkt P nalezy do dwusiecznych
pozostatych katow czworokata
KLMN. Zatem wszystkie
dwusieczne przecinajg sie

w punkcie P, ktdry jest srodkiem
okregu wpisanego w czworokat
KLMN.
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Trojkaty rGwnoramienne

o wierzchotku S i podstawie
oznaczonej kolorem czerwonym sa
przystajace (cecha bbb), wiec ich
wysokosci opuszczone z punktu S
s3 rowne. Oznacza to, ze punkt S
jest rowno oddalony od bokow
czworokata ABCD, zatem jest
$rodkiem okregu wpisanego

w czworokat ABCD.

5.19. Okrag o $rodku S przecina wszystkie boki czworo- A D
kata ABCD i wycina z nich odcinki réwnej dtugosci (zob.
rysunek). Wykaz, ze w czworokat ABCD mozna wpisa¢
okrag.

1. Dany jest trapez rOwnoramienny o ramionach dlugosci 5 cm.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Jezeli w ten trapez jest wpisany okrag, to podstawy trapezu sa rowne.

B. Jezeli w ten trapez jest wpisany okrag, to podstawy trapezu mogg by¢ réwne.
C. Jezeli ten trapez jest opisany na okregu, to obwdd trapezu jest rowny 20 cm.

2. Czy w czworokat ABCD o podanych dlugosciach bokéw mozna wpisa¢ okrag?
a) |AB| =5, |[BC| =6, |[CD| =7, |IDA| =8
b) |AB| =6, |[BC| =5, |[CD| =7, |[DA| =8

3. W czworokat ABCD wpisano okrag. Punkty stycznosci tego okregu z bokami AB,
BC, CD i DA oznaczono odpowiednio literami E, F, G i H. Dane s dlugosci odcin-
kow |AE| =4 cm, |FB| =5cm, |GC| =2cm i |DH| =1 cm. Oblicz obwéd czwo-
rokata ABCD.

4. Na okregu o promieniu r opisano trapez prostokatny, ktorego najkrotszy bok ma

diugos¢ %r. Oblicz pole tego trapezu.

5. W czworokacie ABCD boki BC i AD sa réwne, a punkty E i F s3 odpowiednio
$rodkami tych bokow. Wykaz, ze jezeli w kazdy z czworokatéw ABEF i FECD mozna
wpisac okrag, to czworokat ABCD jest rGwnolegtobokiem.

Prosto do matury
1. E,P, P

2. a) nie b) tak
3. 24 cm
4. 411’2

2

5. Wskazowka: Wykaz, ze |AB| = |[DC|, korzystajac z rownosci sum dlugosci
przeciwlegtych bokoéw czworokatow ABEF i FECD.
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6. Twierdzenie Talesa

Umiejetnosci:

e stosowanie twierdzenia Talesa do obliczania dtugosci odcinkéw

¢ stosowanie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa do badania
rownolegtosci prostych

Zbadajmy zaleznoéci miedzy polami tréjkatdéw
i pewnymi odcinkami w tych tréjkatach.
Rozpatrzmy dwa tréjkaty o rownych podstawach a H
i wysokosciach h oraz H. Obliczmy stosunek pdl h
P, i P, tych tréjkatéw. N 5
a a

h H
p =2 p =2

2 2
P, h Przypomnijmy - stosunkiem odcinkow ((( )))
ITz “H nazywamy stosunek dlugosci tych odcinkéw.

Stosunek pol takich trdjkatow jest rowny stosunkowi ich wysokosci.

Podobng sytuacje mamy w przypadku dwoch tréjkatéw o rownych wysokosciach.

p =4l p _ah
2 2
Pl_al h h
Pz_a2 2 )
al aZ

Stosunek pol takich tréjkatow jest réwny stosunkowi ich podstaw.

Omowione wyzej zaleznosci beda przydatne do udowodnienia twierdzenia Talesa.

Tales z Miletu (ok. 620 — ok. 540 p.n.e.), grecki filozof i matematyk, sformutowat kilka
waznych twierdzen geometrycznych. Najbardziej znane dotyczy réwnosci stosunkow
odcinkow otrzymanych przy podziale ramion kata prostymi rownoleglymi.

Twierdzenie Talesa

Jezeli ramiona kata sg przeciete dwiema prostymi réwnolegtymi, to odcinki wy-
znaczone przez te proste na jednym ramieniu kata sa proporcjonalne do odpo-
wiednich odcinkéw wyznaczonych przez te proste na drugim ramieniu kata.

temat 6.3 (klasa 1) J

Multite4a

e Dowdd twierdzenia Talesa
z wykorzystaniem padl tréjkatow
e Dowdd twierdzenia odwrotnego
do twierdzenia Talesa

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 3.6

G Generator

testow i sprawdzianow
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46.4. Proste kil sa rownolegte.
Oblicz x.

Przyjmijmy oznaczenia zgodne z rysunkiem.

Zatozenie
a) ! ! !
k AA' || BB
Teza
4 l0A]  |OA'|
|AB| ~ |A'B'|
6 2 Dowdd

Trojkaty 0AA"i ABA' maja rézne podstawy
OA i AB oraz wspdlna wysokos¢ poprowadzong
z wierzchotka A’, zatem:

|0A] _ Paoaa’

|ABl  Paapar

AA" || BB', zatem tréjkaty ABA' i AB' A’ maja
wspolng podstawe AA’ oraz réwne wysokosci

k
10 l poprowadzone z wierzchotkéw B oraz B', czyli:
d PAapa’ = Paapar
k 3 Po podstawieniu do poprzedniej réwno$ci mamy:
B IOAl _ Ppaoan’
4 [AB]  Paapar
P Al
l Lo’ M — tréjkaty OAA” i AB' A’ maja wspolng wysokos¢
9 Ppapa |A'B poprowadzong z wierzchotka A
1 Zatem:
Odp.:a) 1- b) 125 ¢)7 d)2 , ,
3 IOAl _ Ppoaar _ |OAT] el |OA] _ |0A']
<46.5. |AB|  Paagar  |A'B' YU aB T 1a'B|

Koniec dowodu

Przyktad €) < zad. 6.4, 65

Proste k i1 sg réwnolegte. Obliczymy dlugos¢ odcinka x.

b)

Proste a i b na rysunku sg
réwnolegte. Oblicz

a) [NE|, jezeli [NS| = 33,
INO| = 16, INC| = 44.

b) |CO|, jezeli INC| = 3,
INS| =18, |ES| = 0,6. x 5 15 37 . 14
c) |EO, jezeli |SN| = 14, |SE| = 8, 3= 5 T WeC X =
ISC| = 35.

d) |SC|, jezeli |[EO| = 3,

|EN| = 1,5, |SE| = 2.

e) INC|, jezeli |INO| = 4,

ISE| = 1,2, |SN| = 1,8.

f) |[EO|, jezeli |SE|:|EN|=2:5,

ISC| = 14.

Odp.:a) 12 b) 0,1 ¢) 15 d)7

e) 12 ) 10

|

|

- |
z.
D
o
®
I

|
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Zachodzi réwniez twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa

Jezeli ramiona kata COA sa przecigte dwiema D
prostymi AC i BD w taki sposéb, ze odcinki OA
i AB lezace na jednym ramieniu kata sa pro-
porcjonalne do odcinkéw OC i CD wyznaczo- O " =

nych przez te proste na drugim ramieniu kata:

lﬁg: _ —:812: , to proste AC i BD sg réwnolegle.

Dowdd tego twierdzenia pominiemy.

Przyktad @

IAB|_ 3 oraz 14D _ 5, wiec prosta DB

|BC| 3 |DE| 3 A +—t——+ +—t

jest rownolegta do prostej EC. EANECN

Na podstawie twierdzenia Talesa mozna zapisa¢ proporcje innych odcinkéw.

Jezeli proste AD i BC sa rownolegle jak na rysunku ponizej, to:

(1) 1PAl _ IPDI

PB| ~ [PC| D

|PA| _ |PD] C
@) o=

|BA] ~ ICDI

p

(3 14D _ 14| 7 ]

BC| ~ |BP|

Do udowodnienia réwnosci (1) wystarczy zauwazy¢, ze:
|[PA| _ |PB|+|BA| _ |PB| & |BA| _ + |BA|

IPBl ~ |PBl  |PB| [PB| ~  |PB|
. . BA CD . L . .
Na mocy twierdzenia Talesa IBAI_ u, wiec prawdziwa jest rownos$¢:
|PB|  |PC]
|[BA| 14 |CD| _ |PC|+|CD| _ |PD]|
|PB] |PC| |PC| |PC|
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Proste a i b przeciely ramiona
kata o wierzchotku L tak, ze na
jednym ramieniu powstaly odcinki
LO 10K, anadrugim LA i AS
(zob. rysunek). Skorzystaj

z podanych informagcji i sprawdz,
czy proste a i b s3 rownolegle.

a) |[LO|: |LK| =2:3, |LA| = 4,
|AS| =6

b) [LO|: |LK| = 1:8, |OA]| = 2,
IKS| = 16

o) |LK| = V2 +1, |OK| =1,
ILA|: |AS| = V2

d) |LO| = 3V2, |OK| = 2V2 -1,
|OA|: |KS| =2+ V2

Odp.: a) nie b) za malo danych,
zeby to stwierdzi¢ ¢) tak d) nie

Analogicznie udowadniamy réwnos$¢ (2).

Do udowodnienia réwnoéci (3) uzupetnimy rysu- D
nek prostag BK réwnolegla do prostej PD po to,
aby zastosowad wzdr (2) do kata DAP przeciete-
go rownolegtymi prostymi BK i PD. A B

Mamy wiec réwnos¢:
|AD| _ |AP|
IKD| ~ 1BP|
w ktorej zamiast |KD| mozemy podstawi¢ |BC|, bo czworokat BCDK jest réwnoleg-

lobokiem.
Zatem 1AD| = @
|BC|  |BP|

Zauwazmy tez, ze rownosci podane w twierdze- Zakoimy, ze a, b, ¢, d sarézne od 0. (+)

niu Talesa oraz we wniosku mozemy przedsta- Jezeli Z = 2, to:

wia¢ w réznych postaciach, zgodnie z zasadami e a-d=b-c

dziatan na utamkach (zob. ramka obok). . b_d , a_b
a ¢ c d

Przyktad @) « zad. 6.6

Dwie proste przecinajg ramiona kata o wierzchotku P tak, ze na jednym ramieniu
powstaly odcinki PB i PA (B lezy miedzy P i A), na drugim PC i PD (C lezy miedzy
PiD)oraz ||2_g|| = % Sprawdzimy, czy na podstawie podanych informacji mozna
stwierdzi¢, ze proste BC i AD sa rownolegte.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze jesli proste BC i AD s réwnolegle,
to rownos¢ podana w zalozeniach jest prawdziwa
na mocy powyzszego wniosku - punkt (3). Mozna
podac jednak przyklad pokazujacy, ze wnioskowa-
nie w drugg strone nie jest prawdziwe. Popatrzmy
na rysunek.

Odcinki AD i AD' sg tej samej dtugosci, czyli punkt D spetnia zalozenia zadania —
!
w szczegolnosci D] _ @, natomiast proste BC i AD' nie s3 réwnolegle.
[BC|  [BP
Odp.: Na podstawie podanych informacji nie mozna stwierdzi¢, czy proste BC i AD
sa rdwnolegte.



Przyktad o zad. 6.7
Proste k il sa rownolegte. Obliczymy diugos¢ odcinka x.

a) 6

15

x_ 15 5
6 4+6 8

10x =156, czyli x =9

8+x
508 +x) =72, czyli x =64

Jezeli mamy podany odcinek jednostkowy, to mozemy konstruowa¢ odcinki o dtu-
gosci bedacej iloczynem lub ilorazem dlugosci danych odcinkéw.

Przyktad @) < zad. 6.9

Dane sg odcinki o dtugo$ciach a i b oraz odcinek jednostkowy. Zbu- b
dujemy odcinek o dlugosci ab. -1

Rozwigzanie

Oznaczmy iloczyn ab litera x. Wéwczas:
x=ab, czyli x-1=ab

Te réwnos¢ zapisujemy w postaci proporcji, np.:
1 b

a X

Kolejne etapy konstrukeji odcinka o dlugosci ab opiszemy w tabeli.

Wykonywana czynnos$é Otrzymana figura

Rysujemy kat o wierzchotku O i na
jednym jego ramieniu odktadamy kolejno:
odcinek jednostkowy OA i taki odcinek
AB, 7e |AB| = b.

punkty AiB

Na drugim ramieniu kata odkltadamy taki
odcinek OC, ze |OC| = a.

punkt C

Prowadzimy prosta AC, a nastepnie przez
punkt B réwnolegta do niej prosta BD.

* punkt D, jako punkt przeciecia prostej
réwnoleglej do AC z drugim ramieniem
kata

¢ szukany odcinek CD - zgodnie

z twierdzeniem Talesa mamy |CD| = ab

Poprawno$¢ konstrukeji wynika z twierdzenia Talesa.
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46.7. ©

A D B B

W tréjkacie ABC poprowadzono
odcinki DF i EG tak, ze DF || AC
i EG || BC (zob. rysunek). Oblicz
dlugosci bokdéw tréjkata ABC.
Odp.: |AB| = 42, |BC| = 28,

|AC| = 35

46.9. Narysuj odcinek
jednostkowy oraz odcinki
o dlugosciach a i b, a nastepnie
skonstruuj odcinek o podanej
dhugosci.
a) 2

b
b) -

Z +b
©) a-b
Odp.: Wskazéwka: Przeanalizuj
przyktad 5 ze s. 267.
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Z wyprowadzonych wzoréw wynika, Ze jesli przetniemy ramiona kata dowolnie wie-
loma prostymi réwnoleglymi, to odcinki wyznaczone na jednym ramieniu sg pro-
porcjonalne do odpowiednich odcinkéw wyznaczonych przez te proste na drugim
ramieniu kata. Ten fakt wykorzystujemy przy konstrukcyjnym podziale odcinka na
n réwnych czesci.

Przykiad ©)

Podzielimy dany odcinek AB na pie¢ rownych czesci.

Rozwigzanie

e Zpunktu A prowadzimy pélprosta k i odkladamy na niej pig¢ réwnych odcinkow
tak, ze koniec jednego jest poczatkiem nastepnego odcinka.

* Przez koniec ostatniego odcinka i punkt B prowadzimy prosta I.

* Prowadzimy proste rownolegle do I przez konce odlozonych na pélprostej k od-
cinkéw - dzielg one odcinek AB w zadany sposéb.

k

A N
!
46.13, L Przykiad @ < zad.6.13

Na jeziorze umocowana jest boja (oznaczona na
M rysunku literg K). Podamy sposdb obliczenia jej K D
odlegtosci od punktu D znajdujacego si¢ na brzegu.

D, D K Rozwigzanie
\\\\ ’ Wytyczamy na brzegu dwa punkty A i B oraz na linii

A
C /
. , ., brzegu punkt C w taki sposéb, ze odcinki ABi CD
Chcemy zmierzy¢ odleglos¢ h leol ktv K. DiB Hini
miedzy drzewami D, i D,, ale nie 53 rownolegle, punkty &, 215 s3 wspolliniowe oraz K / 5 B

mozemy zrobié tego bezposrednio, punkty K, C i A sg wspotliniowe. Mierzymy diugo-

bo rozdziela je rzeka. Na podstawie sci |DB|, |AB|i|CD].
ryst.lnku DRIz SP(?SOb’ &/ )akl, ) IKD}_ |CDJ «— na mocy wniosku z twierdzenia Talesa
mozna wyznaczy¢ te odlegtos¢. |[KB| |AB|
Oblicz |D,D,|, gdy |D,M|=4m, |KD| _[cD| KBl KD|+ DB
|D,K|=12m i |[KL| = 10 m. IKD| + |DB| _ |AB| «— |KB| = |KD| + | DB
O] 5 IKD| - |AB| = [CD| - (IKD| + |DB])
Z tego réwnania obliczamy niewiadomg wielkos¢ |[KD].
Odp.: |KD| = 1CPLIDBL

|AB| - |CD|
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W kazdym z zadan 6.1-6.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

W zeszycie. L . .
Y Odpowiedzi i rozwigzania

6.1. W trapezie ABCD, w ktérym AB || DC, stosunek dlugosci podstaw 6.1. A
|IDC|: |AB| = 1: 3, a proste zawierajace nieréwnolegte boki AD i BC przecinajg si¢
w punkcie S. Zatem stosunek dlugosci [SD| : [SA]

A. jestréwny 1:3. C. jestréwny 1:4.
B. jest rowny 2: 3. D. jest niemozliwy do okreslenia, bo jest za mato danych.
C
6.2. W trojkacie ABC poprowadzono odcinek MN jak 6.2. D
na rysunku. Jezeli MN || AB, |[BN| =5, [NC| =10
oraz |AC| =12, to M N
A. |AM| =4, |MC| =8 i |[MN| = 14.
B. |[AM| =8, [MC| =4 i |MN| = 14. A B
C. |AM| =5, IMC| =7 ijest za mato danych do obliczenia |[MN]|.
D. |AM| =4, [MC]| = 8 ijest za mato danych do obliczenia |[MN]|.
6.3. W trojkacie ABC punkt M lezy na boku AC, a punkt N - na boku BC. Ktére 6.3. B

z ponizszych danych wykluczajg réwnolegltos¢ odcinkow AB i MN?
A. |[MC| =3, |AM| =12, |CN| =13

B. |[MC]| = 3, |AC| = 15, |AB| = 20, [MN| = 5

C. |[MC| =3, |AC| =15, ICN| =5, [MN| =5

D. |BC| = 20, |AC| = 15, |AB| = 25, [MN| =5

6.4. Proste k il sg rownolegte. Oblicz x. 6.4. a) 1% b) 12,5 ¢)7 d)2

a) ! c) 7
k

d) K 3




Dziat 3. Planimetria

6.5.2) 12 b) 0,1 ¢ 15 d)7
e)12 f) 10

6.6. a) nie

b) za malo danych, zeby to
stwierdzi¢

¢) tak

d) nie

6.7. |AB| = 42, |BC| = 28,
|AC| = 35

6.8. a) 4% b) 5

6.9. Wskazowka: Przeanalizuj
przyklad 5 ze s. 267.

6.10. a) Wskazéwka: Zauwaz, ze
podany warunek jest rOwnowazny

.a+b a
warunkowi =—
X
2 2
b) Wskazéwka: @b
a+b
2
(a+b)” —2ab —(a+b)- 2ab
a+b a+b

6.11. Wskazéwka: Przeanalizuj
przyklad 6 ze s. 268.

a) Wskazéwka: Odloz na
potprostej odcinki o dtugosciach
2i5.

b) Wskazéwka: Zauwaz, ze
odcinek o dtugosci V2 jest
przekatna kwadratu o boku 1.

6.5. Proste a ib na rysunku sg réwnolegle. Oblicz
a) |NE|, jezeli INS| =33, INO| =16, [NC| = 44.
b) |CO, jezeli [NC| =3, |NS| = 18, |ES| = 0,6.
c) |EO], jezeli |SN| =14, |SE| =38, [SC| = 35.

d) ISC|, jezeli |[EO| =3, |[EN| = 1,5, |SE| = 2.

e) |[NC|, jezeli INO| =4, |SE| = 1,2, |SN|=1,8.
f) |EOI, jezeli |SE|:|EN|=2:5, |SC| = 14.

6.6. Prosteaib przeciely ramionakata o wierzchot- b

ku L tak, ze na jednym ramieniu powstaly odcinki a S
LOiOK, anadrugim LA i AS (zob. rysunek). Sko- A

rzystaj z podanych informacji i sprawdz, czy proste

aib sg rownolegle. L 0 K

a) |LO|:|LK|=2:3, |LA| =4, |AS|=6
b) |LO|:|LK| =1:8, |OA| =2, |KS| = 16

o) |LK|=+V2+1, |OK| =1, |LA|:|AS| = V2

d) |LO| = 3V2, |OK| =2V2 -1, |OA|: |KS| =2+ V2

6.7. W trdjkacie ABC poprowadzono odcinki
DF i EG tak, ze DF || AC i EG || BC (zob.
rysunek). Oblicz dtugosci bokow trdjkata ABC.

6.8. Naprostejlezg kolejno punkty A, B, C, D tak,
. . . |AB| _ |BD| .
ze zachodzi proporcja 7— = ——. Oblicz
[BC|  |CD|
a) |AB|, jezeli |BC| =3, |CD|=7.

b) |BC|, jezeli |CD| =5, |AB| = 10.

6.9. Narysuj odcinek jednostkowy oraz odcinki o diugoséciach a i b, a nastepnie
skonstruuj odcinek o podanej dtugosci.

a 1 a+b
V5 by )b
6.10. Narysuj odcinki o dtugo$ciach a i b, a nastepnie skonstruuj odcinek x taki, ze
2 2 g2
a a +b
a)x_a+b' b) x = a+b’

6.11. Dany odcinek a podziel konstrukcyjnie w podanym stosunku.

a) 2:5 b) 3:22 c) 2:3 d) V2:3 e) V5:2

6.12. Dany jest odcinek o dlugosci m. Skonstruuj kwadrat, tréjkat réwnoboczny
i szeSciokat foremny takie, ze obwdd kazdej z tych figur jest rowny m.



6.13. Chcemy zmierzy¢ odlegtoé¢ migdzy drze- L
wami D, i D,, ale nie mozemy zrobié tego bezpo-
$rednio, bo rozdziela je rzeka. Na podstawie ry-
sunku opisz sposob, w jaki mozna wyznaczy¢ te
odleglos¢. Oblicz |D,D,|, gdy |D,M| =4 m,
|ID,K| =12m i |KL| = 10 m.

D, \\\32 K

6.14. Przez punkt R nalezacy do boku AB tréjkata ABC poprowadzono prostg row-
nolegla do boku AC, ktéra przecigta bok BC w punkcie S. Kat CAB ma miare 60°,

|AR| =3 cm, |RS|=15cm i IRBl _ 5
|AB| 6

. Wyznacz dtugosci bokow tréjkata ABC.
6.15. W trapezie ABCD, w ktérym: AB || CD, |BC| =12 cm, |[CD| = 4,5 cm,
|AD| = 15 cm, przedtuzono nieréwnolegte boki do przecigcia w punkcie S.

Wiadomo, ze % = i Oblicz obwdd tréjkata ABS.

6.16. Stosunek dwoch odcinkéw jest rowny 5:4. Jeden z tych odcinkéw jest o 2 cm
krotszy od drugiego. Oblicz ich dtugosci.

6.17. W tréjkacie ABC wysoko$¢ CD dzieli bok AB na odcinki o dlugosciach
|AD| = 43£ i |DB| = 4V3. Na jakie czesci zostanie podzielony bok BC dtugo-
$ci 8 symetralng boku AB?

6.18. Stosunek dlugo$ci podstaw trapezu jest réwny 1 : 3. Oblicz, o ile centymetrow
nalezy przedtuzy¢ ramie trapezu dtugoséci 22 cm, aby przeciglo prosta zawierajaca
drugie ramie tego trapezu.

6.19. Okregi o promieniach 3 cm i 4,5 cm s3 styczne zewnetrznie w punkcie P.
Odlegtos¢ punktu P od prostej stycznej do obu okregdw jest rGwna d. Wyznacz d.

6.20. W rombie ABCD wierzcholek D kata rozwartego polaczono ze srodkami
K i L bokéw AB i BC. Pole trojkata DKL jest réwne 36 cm®. Oblicz pole rombu.

6.21. Na jednym ramieniu kata o wierzchotku O obrano punkty K i L, a na drugim
M iN tak, ze |OK]| = 16, |OL| = 52, |OM| = 4, |[MN| = 3m - 2. Dla jakiej wartosci
m proste zawierajace odcinki KM i LN s3 réwnolegle?

6. Twierdzenie Talesa

6.13. 8 m

6.14. Trojkat ABC jest
réwnoboczny o boku 18 cm.

6.15. 54 cm
6.16. 10 cm, 8 cm

6.17. 22 i5%
3 3

6.18. 0 V2 cm
6.19.

A

Oznaczenia: d = |PK|; x = |OA|,
gdzie A to punkt przecigcia prostej

OS z prostg s.

7 twierdzenia Talesa:

3 4,5 3 X

2o =2 o 2 o 1=

x  x+|0S| 45 x+7,5

o2 X L ox+15=3«
3 x+75

x =15

3__d L1 4,536

x x+|OP| 5 18

Odp.:d = 3,6 cm

6.20. D C

%

Dane: |AK| = |KB| = |BL| = |LC]|
AC L BD, Ppg; = 36 cm®
Z twierdzenia Talesa:

IKL| = 31ACl,
|EB| = |ES| = iIBDI, wiec
|DE| = §|BD|.
Pypcp = %|AC| -|BD|
Ppki = 5IKLI - IDE| =

1

L1acl-2iBD| =
2 4

1 3
(51401 1BD1) = 2Payep,

ool Wi

stad
8 8
Pypep = gpADKL = 3" 36 =96

Odp.: Pole rombu jest rowne 96 cm”.

6.21. m = 32
3
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A B
|AB| = 36, |BC| = 24, |AC| = 18
|AD| + |CE| = 20

Niech |AD| = x.

|CE| =20 - x 0
IBE| = |BC| - |CE| =
=24-(20-x)=x+4

|AD|  |BE| . X x+4
jacl ~ ol Y 8T e
24x = 18x + 18 -4
6x=18-4|:6
x=12,|CD|=18-12=6
IDE| _ [CD| _ 6 _ 1

|[AB| |CA] 18 3

IDE| = 14B) = L .36 = 12
3 3

Odp.: |DE| = 12

6.23.

Oznaczamy d = |CD|.
Prowadzimy BE || CD, zatem:
JCBE =<4BCD = 60°

(katy naprzemianlegle)

oraz 4BEC = JACD = 60°

(katy odpowiadajace).

ABCE jest rownoboczny o boku a.
Z twierdzenia Talesa:

|AC| _ |CD| N b _d
|AE|  |BE| a+b a’
zatem d = Gl .

a+b

6.24. Wskazowka: Poprowadz
prosta DM do przecigcia

z przedluzeniem boku AB

w punkcie K i udowodnij, ze
trojkat BKM jest przystajacy do
trojkata CDM.

6.22. Boki tréjkata ABC majg dlugosci |AB| = 36, |BC| = 24 i |AC| = 18. Przez
pewien punkt D na boku AC poprowadzono prosta réwnolegta do AB przecinajaca
bok BC w punkcie E takim, ze |AD| + |CE| = 20. Oblicz dlugo$¢ odcinka DE.

6.23. W tréjkacie ABC kat przy wierzchotku C ma miare 120°, |AC| =b i |BC| = a.
Wyznacz dlugos¢ dwusiecznej CD.

6.24. Dany jest trapez ABCD, w ktérym AB || DC. Punkty M i N sa odpowiednio
|AB| + |DC|
—

$rodkami bokéw BC i AD. Wykaz, ze MN || AB oraz [MN| =

1. Proste AC i BD na rysunku obok sg rdwnolegte.

Ocen prawdziwos$¢ podanych proporcji.

loD| _ |OB] g, IDBI _ IDC] IDB| _ [CA|
" locl  |oD| " |cAl - [col " |0B|  |0A]|
2. Przedstawione na rysunku proste a i b sa A s M b
réwnolegle. Oblicz [ST|, jezeli |[TO| = 12 cm,
|AM| = 16 cm, [SA| = 24 cm.
T
(0]

3. Prosteaib przecinajg ramiona kata o wierzchol-

ku O w punktach A, B oraz C, D jak na rysunku.

Skorzystaj z podanych informagcji i sprawdz, czy te

proste sa rownolegle.

a) |OA| = 2,5cm, |AB| = 1,5cm, |AC| = 0,5 dm,
IDB| = 0,8 dm 0

b) [OA| = 5,1 cm, [OB| = 6,8 cm, 12¢! _
ICD|

¢) |OA| =26cm, |AB| =4 cm, |OC| =13 cm, |OD| = 16 cm

4. W trojkacie ABC na boku AC obrano punkt P, przez ktéry poprowadzono pro-
sta k rownoleglta do boku AB. Prosta k przecieta bok BC w punkcie Q. Wiadomo, ze
|[AB| =15cm i |AP|:|PC| =2:3. Oblicz dlugo$¢ odcinka PQ.

5. Dwa okregi o promieniach 9115 s B
styczne zewnetrznie w punkcie F i styczne

do prostej CE jak na rysunku. Oblicz dtu-

go$¢ odcinka AC. € D E

Prosto do matury
1. EF P

2. 18 cm
3. a) tak b) tak ¢) nie
4. 9cm

5. 36. Wskazéwka: Poprowadz promienie AD i BE.



7. Podobienstwo

Umiejetnosci:

* rozpoznawanie figur podobnych

* wykorzystywanie zaleznosci miedzy polami figur podobnych

* wykorzystywanie (takze w praktyce) wtasnosci figur podobnych

Symetrie osiowg oraz symetri¢ srodkowa cechuje zachowanie odleglo$ci. Oznacza
to, ze dla dowolnych punktéow A, B odleglos¢ miedzy A i Bjest taka sama jak odleglos¢
miedzy ich obrazami A" i B' w tych przeksztatceniach, czyli:

|AB| = |A'B'|

Jezeli figura F' powstaje z figury F w wyniku przeksztalcenia zachowujacego odleg-
tosci, to F' i F nazywamy figurami przystajacymi.

Teraz zajmiemy si¢ podobienstwem figur. Tego typu przeksztalcenia na ogé6t odle-
glodci nie zachowuja, tylko je zwigkszaja albo zmniejszaja.

Jezeli dana jest pewna liczba dodatnia k, to podobienstwem o skali k nazywamy
kazde takie przeksztalcenie ptaszczyzny, w ktérym dla dowolnych punktéw A, B

. ’ ! ! .o Iy
plaszczyzny oraz ich obrazéow A', B' zachodzi réwnos¢:

|A'B'| = k- |AB]|
Dwie figury nazywamy podobnymi, jesli ist- O figurach przystajacych méwimy (1))
nieje podobienstwo przeksztalcajace jedna potocznie, ze s3 réwne (lub: iden-

tyczne), o figurach podobnych - ze

z nich na drugg. Fakt, ze figura F| jest podobna maja ten sam ksztatt,

do figury F,, zapisujemy symbolicznie F| ~ F,.

7. Podobienstwo 273 I

tematy 6.4, 6.6 (klasa 1) J

Multitefa

e Historia ztotej proporcji
e Mona Lisa i ztota proporcja

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.7

G Generator

testow i sprawdzianéw
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Powiemy, ze figury F, oraz F, sa podobne w skali k, jezeli figura F, jest obrazem
figury F; w podobienstwie o skali k. Zauwazmy, ze jezeli figury F, oraz F, sa podobne

w skali k, to figury F, oraz F, s3 podobne w skali %
Przyjrzyjmy sie rysunkowi.

Boki trdjkata T, sa réwnolegle do bo-
kow trojkata T',, wiec (zgodnie z twierdze-
niem Talesa) boki T'; sa proporcjonalne do
odpowiednich bokéw T',. Trojkat T jest
przystajacy do trdjkata T,, wiec boki T
sg proporcjonalne takze do odpowiednich
bokéw T'5. Zatem:

e trojkaty T, i T, maja odpowiednie boki proporcjonalne,
e trojkaty T, i T majg odpowiednie boki proporcjonalne,
e trojkaty T, i T3 maja odpowiednie boki réwne, wiec proporcjonalne.

Trojkaty T';, T, i T'; maja ten sam ksztalt. Udowodnieniem, Ze s3 podobne, zajmiemy
si¢ w nastepnym temacie.

Przykiad €)

a) Dowolne dwa odcinki sg podobne.
Skala podobienstwa jest stosunek dlugosci
tych odcinkdow.
F~F
G=F, wiec G ~ F'
F~G
b) Dwa wielokaty foremne o tej samej liczbie

bokéw sg podobne.
F~G

Dwa wielokaty sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiednie boki tych wie-
lokatéw sa proporcjonalne i odpowiednie katy sa réwne.

Twierdzenie podajemy bez dowodu, pokazemy tylko na przykladzie, ze sama propor-
cjonalnos¢ bokéw albo sama réwnos¢ katow nie wystarczy, by np. czworokaty byty
podobne.



Przyktad e zad. 7.8

Dwa czworokaty narysowane ponizej majg odpowiednie boki proporcjonalne.

D’

/>
A A B c

B
Mozna sprawdzi¢, ze:
|A'B'| = 2|AB|, |B'C'| = 2|BC|, |C'D'| = 2|CD| oraz |D'A’| = 2|DA|

Czworokaty te nie s3 jednak podobne, poniewaz majg rézne katy wewnetrzne,
np. 4ABC +4A'B'C’.

Przyktad €)
a) Dwaromby sa podobne wtedyitylko b) Prostokat o wymiarach 3 x5 nie jest
wtedy, gdy maja takie same katy. podobny do prostokata o wymiarach

3 5
6 X9, poniewaz — # —.
P 6 * 9

> 9

J

Z podobienstwem (proporcjonalnym powiekszaniem lub zmniejszaniem obiektow)
mamy do czynienia na co dzien.

* Gdy chcemy zwiekszy¢ litery na ekranie monitora, klikamy na odpowiednia skale
i komputer zgodnie z nig zwigksza obraz.

Style Edytowanie

Nowa Era |

,
HE = - ] +G@D El 1+

47.8. Ktore z narysowanych figur sa podobne?

B C D F
Odp.:AiD, GiE

7. Podobieristwo

275 I



w276 Dziat 3. Planimetria

47.15. e Jezeli wykonujemy odbitki zdje¢, to czasami robimy je w réznych wymiarach. Sfo-
tografowany obiekt jest na wszystkich takich odbitkach podobny do obrazu, jaki
mamy w pierwotnym zapisie.

) ~—

87 ﬂ"}n

=il

=
\ ¢ L i"—t'

Na podstawie fragmentu mapy

wskali 1:75000 oblicz o Arkusze papieru produkuje sie na ogét w ksztalcie prosto-
przyblizona dugos¢ drogi ze stacji kata o takich bokach, ze po rozcieciu go na potowy réwno-
PKP w Leluchowie na szczyt legle do krotszego boku otrzymuje si¢ dwa mniejsze pro-
Dubne niebieskim szlakiem. stokaty podobne do prostokata wyjsciowego.
Odp.: ok. 5 km Jezeli boki duzego prostokata oznaczymy a, b (a > b), to
47.16. mniejszy prostokat ma boki %a, b i zachodzi proporcja

b:a= la:b. Stad b = l(12, czyli b = \/—E

2 2 a 2
Prostokat o opisanej wlasnosci ma wiec boki pozostajace

. V2
w stosunku réwnym X

Podobienstwo znajduje zastosowanie np.
przy wykonywaniu wszelkiego rodzaju map.
Podana na nich skala zapisywana jest najcze-
$ciej wpostaci 1:k, co oznacza, ze rzeczywiste
wymiary w terenie s k razy wigksze od zmie-
rzonych na mapie.

Przyktad @) < zad.7.15,7.16

Na mapie w skali 1:250000 dtugos¢ drogi
kolejowej z Uhowa do Klepaczy ma 6,2 cm.
Zatem w rzeczywistosci odleglos¢ miedzy ty-
mi miejscowosciami jest rowna:

6,2 cm - 250000 = 15,5 km

Odleglos¢ z Leby do Leborka
wynosi okoto 30 km. Oblicz
przyblizong skale zamieszczonej

powyzej mapy.

Odp.: 1:375000



Jezeli odcinki o diugosciach a i b prze-
ksztalcono przez podobienstwo w ska-
li k, to ich obrazy majg dtugosci odpo-
wiednio ka i kb. Zatem stosunek odcin-
kéw po przeksztalceniu jest taki sam jak
przed przeksztalceniem. Méwimy, ze po-
dobienstwo zachowuje stosunek dlugo-
$ci. Z tego faktu wynika na przyklad staly
stosunek dlugosci okregu do jego $redni-
cy (bo kazde dwa okregi sa podobne).

Zbadajmy zalezno$¢ miedzy polami pewnych

7. Podobieristwo

* Stosunek obwodu kota do jego srednicy (1))

jest staly, rowny liczbie niewymiernej

obwyo,) 2nr
2r 2r

© Stosunek pola kota do kwadratu jego

promienia jest staly, rdwny tej samej
liczbie m:

Pon _ mr’

r? 2
Obydwa te fakty zauwazyt i udowodnit
zyjacy w III w. p.n.e. Archimedes z Syrakuz.

figur G i F podobnych w skali k.

Figura F Pole P, Figura G Pole Pg %
-
kwadrat
p 2 ka — (k- a) = K2 Ps .2
. F=a Po=(k-a)"=ka ==k
PF
a ka
prostokat
Py =ab Kb | p = (ka)(kb) = Kab | 26 = 2
p| Pp=a ¢ = (ka)(kb) = k"a P =
F
a ka
trojkat
2
P
PF_@ kh pG:M:M G _ 2
2 2 2 | P,
a : ka
koto p
Pp=mr’ k| Pg = n(kr)? = K*nr? P—G = Kk
F

Powyzsze obserwacje sg ilustracja twierdzenia, ktérego dowdd pominiemy.

Stosunek pol figur podobnych jest réwny kwadratowi skali podobienstwa.

277 I
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47.18. Gorczanski Park
Narodowy zajmuje okoto 7000 ha.
Jaka powierzchni¢ bedzie miat jego
obraz na mapie w skali 1:50000?
Wynik podaj w dm” i zaokraglij do
jednego miejsca po przecinku.

Odp.: 2,8 dm*

Odpowiedzi i rozwigzania
sl ©

7.2. A

7.3. A

74. P,P,F

7.5. a) 4 x 10

2 5
b) = x =
3 3
3 15
c) = x —
4 8

Przyktad e zad.7.18

Morze Czarne (acznie z Morzem Azowskim) ma powierzchnie 460 000 km”.
Obliczymy, jaki obszar zajmie obraz tego morza na mapie w podanej skali.
a) 1:1000000

Bedzie to powierzchnia o polu 1000 000 razy mniejszym, czyli:

460 000 460 000 000000 46 460 000
km? 2 - 2= cm’ = 4600 cm?

—_—_—mm = ;M = — I
1000 000 000 000 1000 000 000 000 100 100
b) 1:40000000
460000 , 46-10%-10° 5, 46-10"° 5 46-10% 2
> = S—m” = - m° = - cm =~ 2,9 cm
40000 000 (4-107) 16 - 10 16-10

W kazdym z zadan 7.1-7.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

7.1. Obwod tréjkata ABC jest rowny 18, a jego pole 15. Jaki jest obwdd tréjkata
o polu réwnym 60, podobnego do tréjkata ABC?
A.9 B. 72 C. 36 D. Jest za malo danych, aby to obliczy¢.

7.2. Trojkat przeksztalcono przez podobienstwo w takiej skali, ze jego obwod zwiek-
szyl sie 0 30%. O ile procent wzrosto pole tréjkata?

A. 069% B. 090% C. 0300% D. 0900%

7.3. Jakg trzeba przyja¢ skale, zeby obrazem kwadratu o polu 84 km” byl na mapie
2

kwadrat o polu 84 mm®?

A. 1:1000000 B. 1:10000000

C. 1:1000 D.1:10"

7.4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Kazda symetria jest podobienistwem.

B. Dowolne dwa kwadraty sa podobne.

C. Pole powierzchni sali na planie w skali 1:500 jest 25000 razy mniejsze niz w rze-
czywistosci.

7.5. Prostokat o wymiarach 2 x 5 przeksztalcono przez podobienstwo o podanej

skali k. Jakie s3 wymiary obrazu prostokata?

1 3
a) k=2 b)k—g c)k—g

7.6. Podstawy trapezu prostokatnego maja dlugosci 6 cm i 4 cm, a jego wysokos¢

jest réwna 3 cm. Narysuj trapez podobny do danego w skali k = %



7.7. Podaj skale, w jakiej przeksztalcono

a) prostokat o wymiarach 2 x 5 na prostokat o wymiarach 6 x 15.
b) romb o boku 3 i kacie 80° na romb o boku 2 i kacie 80°.

¢) koto o promieniu 3,4 na koto o promieniu 17.

d) kwadrat o boku 3 na kwadrat o przekatnej 6.

7.8. Ktore z narysowanych figur sag podobne?

B C D F

7.9. Czypodane figury sa podobne? Dla figur podobnych podaj skale podobienstwa.
a) trdjkat rbwnoboczny o boku 3,7 cm i tréjkat réwnoboczny o boku 18,5 cm

b) prostokat o wymiarach 21 x 8 i prostokat o wymiarach 3% X 1%

c) tréjkat réwnoramienny o podstawie 12 cm i ramieniu 10 cm i tréjkat réwno-
ramienny o ramieniu 30 cm i wysokosci opuszczonej na postawe réwnej 24 cm

d) réwnoleglobok o bokach 7 i 8 oraz réwnolegtobok o bokach 3 i 4

e) trapez prostokatny o podstawach 6 i 10 oraz wysokosci 7 i trapez prostokatny
o podstawach 3 i 5 oraz polu 12

f) kolo o obwodzie 37 i koto o polu 3n

7.10. Wyznacz skale, w jakiej nalezy przeksztalci¢ prostokgt o podanych wymiarach,
aby otrzymac prostokat o obwodzie 12 cm.

a) 2cmx5cm b) 6cmx3cm ¢) 15mmx15mm d) 1cmx1,1dm

7.11. Prostokat ABCD jest podobny do prostokata A'B'C' D’ w skali k = g Oblicz
obwody tych prostokatow, jezeli |[AB| =12 cm i |A'C'| = 26 cm.

7.12. W jakiej skali nalezy przeksztalci¢ prostokat o przekatnych dtugosci 20 cm
i kacie miedzy nimi 60°, aby otrzyma¢ podobny prostokat o danym obwodzie lub
polu?

a) obw = 5(1 + \/5) cm

b) obw =10 cm c) P= V3 cm?

7.13. Czworokat C; o kolejnych bokach dlugosci 1, 3, 51 7 jest podobny do czwo-
rokata C,, w ktérym suma dlugosci najdiuzszego i najkrétszego boku jest rowna 16.
Oblicz stosunek obwodu czworokata C; do obwodu czworokata C,.

7. Podobieristwo

7.7.a) k=3
2

b) k=3

k=5

d) k=12

78. AiD, GiE

7.9. a) tak, k=5
b) tak, k = 1
6

c) tak, k=3
d) nie
e) nie

ﬂmkk=%?

7.10.a) k=2
7

2
b)k_g
k=2

1
d)k—z

7.11. obwABCD = 81,6 cm,
obwA'B'C'D’ = 68 cm
742, a) k=1
4
V3-1
4

1

C) k = E

b) k =

713.1:2
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714. 4 cm

7.15. ok. 5 km

7.16. 1:375000

7.17. podobienstwo o skali
k=21
2

7.18. 2,8 dm’

7.19. k=14

7.20. 20 cm

7.21.11:5

7.14. W réwnolegloboku ABCD mamy
|[AB| = 6 cm i |BC| = 9 cm. Przez punkt
M lezgcy na boku AD poprowadzono pro-
sta rownoleglta do AB i odcinajacg réwno-
legtobok ABNM podobny do réwnolegtobo-
ku ABCD. Ile wynosi odlegto$¢ punktu M od
punktu A?

7.15. Na podstawie podanego obok frag-
mentu mapy w skali 1:75000 oblicz przybli-
zong dlugos¢ drogi ze stacji PKP w Lelucho-

wie na szczyt Dubne niebieskim szlakiem.

7.16. Odleglos¢ z Leby do Leborka wyno-
si okoto 30 km. Oblicz przyblizong skale za-
mieszczonej obok mapy.

7.17. Julka ma kawalek mapy terenowe;j

mie¢ potrzebny fragment w skali 1 :2000.
Przez jakie podobienstwo powinna prze-
ksztalci¢ wybrany fragment mapy?

7.18. Gorczanski Park Narodowy zajmuje
okoto 7000 ha. Jaka powierzchnie bedzie miat
jego obraz na mapie w skali 1:50 000? Wynik
podaj w dm” i zaokraglij do jednego miejsca
po przecinku.

7.19. Wielokat przeksztatcono przez podo-
bienstwo tak, Ze jego pole zwigkszyto sie

zczenysze a\

~ Roszezyce//
\ o4 40

w skali 1:5000. Chce ja powiekszy¢ tak, aby i © : &

p mze)qﬁu - =
/>3 Kapaniewo
3 _

b =
"NLedziéchowo SR

t\'g
\7%[

oal  Lebiel

0 96%. Jaka byla skala tego podobienstwa?

7.20. Pola dwoch wielokatéw podobnych wynosza 75 cm” i 48 cm”. Obwéd mniej-

szego wielokata jest rowny 16 cm. Wyznacz obwdd wiekszej figury.

7.21. Narysunku przedstawiono dwa romby o wspélnym
$rodku symetrii i bokach odpowiednio réwnolegtych. Sto-

sunek pola figury niebieskiej do pola figury zoltej jest row-
ny 96:25. Oblicz stosunek obwodéw tych rombow.

7.25. ©

M
A B

1
Dane: MN || AB, Pacyn = EPAABC

ACMN ~ AABC wskali k = \jg = \/72,

IMC| V2 1 |AC|
stad —=—=—6 —=V2&
. |AC| 2 V2 T IMC|

|[AM|

P e |

|MC]| o2

AMI+IMC| _ 5 1AM]
|MC] [MC|

-2



7.22. Podzial odcinka na takie dwie czgéci, ze stosunek dluzszej czesci do krétszej jest
réwny stosunkowi catego odcinka do dluzszej czesci, nazywamy ztotym podzialem
odcinka. Oblicz, na jakie czgéci podzielimy w opisany sposob odcinek o dlugosci 1.

7.23. W prostokacie ABCD poprowadzono odcinek KL, b T ¢

ktéry podzielit prostokat na kwadrat AKLD i prostokat

KBCL (zob. rysunek). Prostokat KBCL jest podobny do

prostokata ABCD. Wyznacz skale tego podobienstwa. A 5
K

7.24. Pole tréjkata jest rowne 36. Poprowadzono dwa odcin-
ki réwnolegle do jednego boku tréjkata, ktére podzielity kazdy
z pozostalych dwdch bokéw na trzy réwne czedci (zob. rysu-
nek). Oblicz pole trapezu, ktérego podstawami sg te odcinki.

7.25. Przez punkt M lezacy na boku AC tréjkata ABC poprowadzono prosta réw-
nolegltg do boku AB, ktéra podzielifa ten tréjkat na dwa wielokaty o réwnych polach.
W jakim stosunku punkt M dzieli odcinek AC?

1. Wielokat o obwodzie 24 cm i polu 9 cm? przeksztalcono przez podobiefistwo

o skali 3. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.

A. Obwod wielokgta wzrést o 72 cm.

B. Pole wielokata wzrosto do 27 cm?.

C. Stosunek dlugosci najdtuzszego boku wielokata do najkrétszego boku wielokata
wzrost trzykrotnie.

2. Wielokat o polu 750 cm” przeksztatcono przez podobiefistwo tak, ze pole jego
obrazu jest mniejsze 0 630 cm®. Ile wynosi skala podobieristwa?

3. Dany jest trapez rownoramienny ABCD. Punkty K i L s3 odpowiednio $rodkami
ramion BC i AD. Wykaz, ze czworokaty ABKL i KCDL sa trapezami rOwnoramien-
nymi i ze zaden z nich nie jest podobny do trapezu ABCD.

4. Jezioro Sniardwy ma 113,8 km” powierzchni. Jaka powierzchnie zajmie jego obraz
na mapie w skali 1 : 80 0002 Wynik podaj w cm” i zaokraglij do jednego miejsca po
przecinku.

5. Bok AD réwnolegloboku ABCD ma dlugos¢ a. Trzy proste rownolegte do tego
boku podzielity réwnoleglobok na cztery przystajace roéwnolegloboki podobne do
réwnolegloboku ABCD. Wyznacz dlugos¢ boku AB.

Prosto do matury

T IRL JRL IR
2. k=04
3. D C Wiadomo, ze KL || AB || CD
i 7 (rozwigzanie zadania 6.24)
Zatem czworokaty ABKL i KCDL sa
A B trapezami réwnoramiennymi, poniewaz
|AL| = |LD| = 3|AD = 3|BC| = |BK| = IKC].
Natomiast IAL| < 14D| L] < IDA|

1aB| ~ 4B °™* |pc| ~ \pCr’
wiec te trapezy nie sa podobne do trapezu ABCD.

4. 177,8 cm?
5. 2a

7. Podobieristwo

X

—=——,x€e(0;1
1-—x 1 * ( )
x:(l—x)2
xX-3x+1=0, A=5
3-45 3+4/5
5% = ) Xy = ¢ (0; 1),
2 2
. 3-+/5
wigc x = ——,
3-v5  5-1
l-x=1- =
2 2

Odp.: Krotsza cze$¢ ma dlugosé

P=5 . 0 ,,
, dluzsza cze$¢ ma diugosé

V5 -1

X X
A X K ¥ B
k - skala podobienstwa
k=2=_*

x x+y

Y +xy=x

Y rxy-x"=0]:x
2

(Z) +2-1=0

X X
K+k-1=0,A=1+4=5
klz_l;\@<0, k2:—1;\/§’
czyli k = \62_1

Odp.: Skala podobienistwa to
Va1

k=
7
7.24. C
D
G E
A F

Dane: |AG| = |GD| = |DC]|

|BF| = |FE| = |EC]

Rozwigzanie:

PAapc =36

ACGF ~ AABC wskali k, = %

wiec PAcgr = g .36 =16
ACDE ~ ACGF w skali ky = 3,

. 1
wiec PAcpr = n 16 = 4, zatem

Pperc = PAccr = PAcpe = 12
Odp.: Trapez ma pole rowne 12.
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Na greckiej wyspie Samos zachowata sie budowla sprzed 2500 lat,
ktéra do dzisiaj zachwyca inzynieréw i naukowcow.

Eupalinos z Megary

W VI w. p.n.e., na polecenie tyrana Polikratesa,

Eupalinos z Megary wybudowat na Samos podziemny
akwedukt doprowadzajgcy wode do miasta Tigani

(obecnie Pythagorion). Najdtuzsza czescia tej budowli

jest tunel o dtugosci 1036 m, wydrazony we wnetrzu R
gory Kastro. Chociaz prace gérnicze prowadzity dwie & .
ekipy, z obu stron goéry jednoczesnie, powstat tunel
biegnacy w linii proste;.

Metoda Eupalinosa ——

Nie zachowaly sie zapiski z tamtych czaséw,

wiec nie wiemy na pewno, jak rozumowat Eupalinos.
Przyjmuje sie jednak, ze wykorzystat t¢ sama metode,
ktéra 500 lat pézniej opisat w swoim dziele Heron

z Aleksandrii. Oto jej kolejne etapy.

gora Kastro

Tigani

zrédto
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o Wyznaczenie koncéw tunelu
Poczawszy od miejsca, gdzie miat sie znajdowac @
wlot tunelu, Eupalinos wyznaczat kolejno odcinki

wzajemnie do siebie prostopadte (na rysunku

kolor czerwony). Kontynuowat to tak dtugo, az

doszedt do miejsca, w ktérym najdogodniej byto N

zrobi¢ wylot tunelu. Wszystkie pomiary musiat
wykonaé na tej samej wysokosci nad poziomem

morza. \
n
n
[ ]

A

@ Wyznaczenie przebiegu tunelu

Na podstawie swoich pomiaréw Eupalinos
obliczyt dtugosci b — a oraz ¢ (zob. rysunek).
W ten sposéb wyznaczyt dtugosci przypro-
stokatnych tréjkata prostokatnego, ktérego
przeciwprostokatna lezy wzdtuz szukanego
tunelu. -

c

A

@ Wskazanie kierunku drgzenia

Na koniec Eupalinos przygotowat modele mniej-
szych tréjkatow, podobnych do wyznaczonego.
Umiescit je poziomo u wylotéw tunelu tak, by

ich przeciwprostokatne lezaty na przedtuzeniu
przeciwprostokatnej trojkata wyznaczonego we
wnetrzu gory. Pracujgcy goérnicy mieli drazyc¢ tunel
w kierunku wskazanym przez te przeciwprostokat-
ne. Modele tréjkatow byty stale umieszczone przed
wejsciem do tunelu, by podczas pracy mozna byto
weryfikowaé kierunek drazenia.




I 284

Dziat 3. Planimetria

Uwagi metodyczne

Ostatnim tematem z tej serii s3
trojkaty podobne. Uczniowie
znaja juz pojecie podobienstwa,
ale nowoscia sa dla nich cechy
podobienstwa trojkatéw. Przy
okazji wyprowadzamy tez
zagadnienie zwigzkéw miarowych
w tréjkacie prostokatnym, a jako
ciekawostke podajemy wniosek
dotyczacy nieréwnosci pomiedzy
$rednimi liczb - geometryczna
iarytmetyczna.

temat 6.5 (klasa 1)

Multite4a

® Tunel na wyspie Samos

* \Wyznaczanie wysokosci
budynkdéw z wykorzystaniem
podobienstwa tréjkatow

o Fraktale

e Ptatek $niegu Kocha

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 3.8

G Generator

testow i sprawdzianow

8. Trdjkaty podobne

Umiejetnosci:

® rozpoznawanie tréjkatow podobnych

e wykorzystywanie cech podobienstwa trojkgtow

* wykorzystywanie wtasnosci srodkowych trojkata

* wykorzystywanie (takze w praktyce) wtasnosci tréjkgtow podobnych

Cechy podobienstwa tréjkatow

* Jesli dwa trdjkaty sa podobne, to ich odpowiednie boki sa proporcjonalne i odpo-
wiednie katy sg rowne.

o Jesli w dwoch tréjkatach odpowiednie boki sa proporcjonalne i odpowiednie katy
sg rdwne, to te trojkaty sa podobne.

Kazde z powyzszych zdan jest prawdziwe na mocy twierdzenia ze s. 274.

Okazuje sie, ze nie musimy bada¢ proporcjonalnosci wszystkich bokéw i réwnosci
wszystkich katéw, aby wykaza¢, ze dwa trdjkaty sa podobne. Prostsza metode uza-
sadnienia zapewnia kazde z trzech ponizszych twierdzen, nazywanych cechami po-
dobienstwa tréjkatow.

Cecha bok-bok-bok podobienstwa trojkatow (bbb)

Jezeli trzy boki pewnego tréjkata sa proporcjonalne do odpowiednich bokéw
drugiego trdjkata, to te tréjkaty sa podobne.

C B Proporcjonalno$¢ odpowiednich ((( )))
bokoéw oznacza tez, ze
A odpowiednie katy sg rowne.
CY < T
A
B ’

Dla tréjkatéw ABC i A'B'C' moina te ceche zapisa¢ symbolicznie:
|[AB| _ |AC| _ |BC]|
|AIBI| - |Alcl| - |Blcl|

to AABC ~ AA'B'C

Zapis p =q =t oznacza, ze ((( )))
prawdziwe sg trzy rownosci:
p=q9 q=tip=t.

jezeli
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Zauwazmy, ze analogiczne twierdzenie dla czworokatéw nie zachodzi — zobacz przy-
ktad 2 s. 275.

Cecha bok-kat-bok podobienstwa trojkatow (bkb)

Jezeli dwa boki pewnego tréjkata sa proporcjonalne do odpowiednich dwéch
bokoéw innego trdjkata oraz katy miedzy tymi bokami sg rowne, to tréjkaty te sa

podobne.
C B . iz .
Proporcjonalnoé¢ par bokow (@)
i réowno$¢ katow miedzy nimi
, A oznacza tez proporcjonalnos¢
¢ pozostatych bokéw i rownoé¢
\ A pozostalych katow.

Dla tréjkatéow ABC i A'B'C' moina te ceche zapisa¢ symbolicznie:
|AB| _ |AC]
|AIB!| - |Alcl|
to AABC ~ AA'B'C’

jezeli i «CAB=4C'A'B'

Cecha kat-kat podobienstwa trojkatow (kk)
Jezeli dwa katy jednego trojkata sa rowne dwom katom innego tréjkata, to troj-

katy te s3 podobne.

C B e o .
Réwno$¢ odpowiednich katow ()
oznacza tez, ze odpowiednie

A . .
C i boki sg proporcjonalne.
A
B/

Dla tréjkatéw ABC i A'B'C' moina te ceche zapisa¢ symbolicznie:
jezeli SCAB =<4C'A'B' i <CBA =<C'B'A’
to AABC ~ AA'B'C’

Zauwazmy, ze analogiczne twierdzenie dla czworokatoéw nie zachodzi — zobacz przy-
ktad 3b s. 275.
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48.6. Sprawdz, czy trojkaty ABC

i PQR s3 podobne.
a) 10 P
R
c 6 12
: 15 Q
B 13 A
b) ¢ R
6
5 [ 4
P
> Q
A 6 B
) R
12
S2
C
8
6
/50 ’
B 9 A
d) C P
A R
S\ Q.

Odp.: a) tak b) nie
d) tak

¢) tak

Przyktad o zad. 8.6

Zbadamy podobienstwo trojkatow przedstawio-
nych na rysunku.
a) Odpowiednie boki tréjkatéow sg proporcjo-

6 7 9 . i’
nalne: TREVIRETIAL & trojkaty o bokach
tej dlugosci sa podobne.

b) Dwa boki pierwszego tréjkata sg proporcjo-
nalne do dwdéch bokéw drugiego tréjkata:

g = % i katy miedzy tymi bokami sg réwne

40°, zatem te trojkaty s podobne.

¢) Katy obu tréjkatow sa odpowiednio rowne
(trzeci - jako dopelnienie do 180°), wigc te
tréjkaty sa podobne.

BN

d) Dwa boki pierwszego tréjkata sa proporcjonalne

12’
ale katy miedzy tymi bokami nie sg rowne:

do dwoéch bokéw drugiego trojkata: g =2

40° # 70°. Zadna z cech przystawania nie opi-
suje takiej sytuacji. Zauwazmy jednak, ze gdy-
by te trojkaty miaty by¢ podobne, musialyby by¢
trojkatami o katach 40°, 70°, 70°, czyli réwnora-

miennymi o kacie 40° migedzy ramionami. Zatem mniejszy z podanych tréjka-
tow nie mégltby mie¢ bokéw o dtugosciach 6 19 zawartych w ramionach kata 40°.

Oznacza to, ze te trojkaty nie sa podobne.

Przyktad @)

Dane sg miary niektérych katow w trdjkatach ABC i DEF: 4A = 38°, 4B = 96°,
4D = 96°, JE = 48°. Sprawdzimy, czy te trojkaty sa podobne.

Rozwiazanie

Katy B i D sg rowne. Poniewaz 4A # JE, rozpatrywane tréjkaty sa podobne tylko
wtedy, gdy kat C tréjkata ABC jest réwny katowi E w tréjkacie DEF.

JAC = 180° — (38° + 96°) = 180° — 134° = 46°

Sprawdziliémy, ze <C # < E, wiec rozpatrywane trdjkaty nie sag podobne.
Odp.: Trojkaty ABC i DEF nie s podobne.



Przyktad e zad. 8.7

Boki trojkata T maja dlugosci 3 cm, 6 cm i 8 cm. Najkrotszy bok w trojkacie T,
podobnym do T, ma 21 cm. Znajdziemy dtugosci pozostatych bokéw tego trojkata.
Rozwigzanie

Podobienstwo zachowuje stosunki odcinkéw, wiec obrazem najkroétszego boku w T';

jest najkrotszy bok w T,. Zatem skalg podobienistwa jest w tym wypadku liczba

23—1 =7, a pozostale boki majg dlugosci 7-6 cm = 42 cm oraz 7-8 cm = 56 cm.

Odp.: Pozostate boki majg diugosci 42 cm i 56 cm.

Jezeli mamy dwa trojkaty podobne, to
wazng umiejetnoscia jest poprawne usta-
lenie proporcji ich bokéw. Mozemy po-
stepowaé wedlug podanych nizej zasad.
° Oznaczamy réwne katy w obu tréjka-
tach tymi samymi symbolami.
° W mianownikach trzech ulamkéw
wpisujemy boki jednego trojkata.
T_E_E
a b ¢
e Sprawdzamy, ktore boki drugiego trojkata leza naprzeciwko réwnych (odpowied-
nio) katow.

AABC ~ ANMR

n ? ?
-=—== «— w trdjkacie ABC bok a lezy naprzeciwko kata «, a w trojkacie NMR
a ¢ naprzeciwko kata « lezy bok n, zatem w pierwszym liczniku wpisujemy n
- = E == «— bok b lezy naprzeciwko kata 3, zatem w drugim liczniku wpisujemy m
a c
n m r
- = N =- «—— bok c lezy naprzeciwko kata y, zatem w trzecim liczniku wpisujemy r
a c
Przyktad @) ¢

Prostokatne trojkaty ABC i EDC, takie jak na rysunku obok, maja
réwne katy: kat prosty i wspdlny kat przy wierzchotku C, wigc
réwniez kat B jest rowny katowi D. Zatem tréjkaty te sa podobne:

AABC ~ AEDC. Zapiszemy, ktdre z bokéw sg proporcjonalne. £
DE ? ?
u = = «— bok DE lezy naprzeciwko kata C
|AB|  |BC|  |AC] b
DE DC ?
u = u = «— bok DC lezy naprzeciwko kata prostego e B

|AB|  |BC|  |AC
IDE| _ |DC| _ |EC|

= = «—— bok EC lezy naprzeciwko kata D, ktory jest rowny katowi B
|AB| 1BC| |AC| y nap 3 ry) Y kg

48.7. Trojkat o bokach a, b, ¢ jest podobny do tréjkata o bokach a,, by, ¢, tak, ze boki
a, b, ¢ s proporcjonalne odpowiednio do bokéw ay, by, c;. Przerysuj tabele do zeszytu
i uzupelnij ja.

a b c a, b, G

a) 12 3 11 7§
? 1 ? u d

? / > 4 4

Odp.:a) a, =8, b, =2 b)b:S%, a1:3%

8. Trojkaty podobne 287 s

Uwagi metodyczne

Uczniowie bardzo czesto maja
trudnosci z prawidlowym
zapisaniem proporcji bokow
tréjkatow podobnych.
Nieprawidtowy zapis w zasadzie
dyskwalifikuje dalsze rozwiazanie
zadania. W przykladach 3 i 4
starannie ttumaczymy, w jaki
sposob mozna zapisaé takie
proporcje. Bez odwolywania

sie do rysunku mozna ten
problem rozwiaza¢, wymieniajac
wierzchotki obu podobnych
tréjkatow w kolejnosci
odpowiadajacej rownym katom.
Warto rozwigzac na tablicy jeszcze
kilka podobnych przyktadow.
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Wiasnosci trojkatow podobnych

Do wykazywania podobienstwa figur uzyteczne jest nastepujace twierdzenie.

Jezeli figura F; jest podobna do figury F, i figura F, jest podobna do figury F;,
to F, jest podobna do Fj.

48.8. W trojkacie ostrokatnym Przyktad e zad. 8.8
ABC poprowadzono wysokosci
AK, BL i CM. Punkt przeciecia
wysokosci oznaczono H. Znajdz

W tréjkacie ABC poprowadzono wysokosci AE, BF i CD. Wskazemy trdjkaty po-
dobne do tréjkata ADC i wypiszemy odpowiednie proporcje bokow.

trojkaty podobne do podanego Rozwiazanie
trojkata. Bedziemy korzysta¢ z réwnosci katow (nie ma-
;)) ’éﬁc my zadnych informacji o dlugosciach bokéw).
¢) CHK Jesli kat CAD oznaczymy literg o, a kat ACD -
Odp.: a) AALB, AHLC, AHMB mera} B, to w trgkqae ADC mamy f=90°-«
b) AHKB, ACKA, AHLA jako dopetlnienie do 180°.
o) AAHM, ACBM, AABK Zatem:
° w prostokatnym tréjkacie HFC:
4FHC = «
* w prostokatnym tréjkgcie HDB:
4DHB =« — kat wierzcholkowy do kata FHC
4DBH = f «—— jako dopetnienie do 180°

Katy «, 90° i 3 ma réwniez trojkat AFB.

Mamy zatem rodzing tréjkatéw podobnych:
NADC ~ AHFC ~ AHDB ~ AAFB

Wypiszemy proporcje bokdw par trojkatéw podobnych, z ktorych jeden jest

trojkatem ADC.
|HF| _ |FC| _ |HC|
|[AD| |DC| |AC|
|[HD|  |DB|  |HB|
|AD| — |DC|  |AC|
|AF| _ |FB| _ |AB|
|AD| ~ |DC|  |AC|

«— z podobienstwa tréjkatéw ADC i HFC

«— z podobienstwa tréjkatéw ADC i HDB

«— z podobienstwa tréjkatéw ADC i AFB

Analogicznie mozemy zapisa¢ proporcje dla pozostatych par trojkatow podobnych:
HFCiHDB, HFCi AFB, HDBi AFB.
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Przyktad o zad. 8.10 48.10. Boki trojkata ABC s
Tréikat ku obok rowne 8 cm, 10 cm i 11 cm.
roJkaty narysuniu 0bo 3cm Najdluzszy bok trojkata PQR,

s3 podobne. Wyznaczymy x. podobnego do tréjkata ABC, ma

Rozwigzanie 33 cm. Wyznacz pozostale boki

Boki s proporcjonalne, zatem: > om 5 om tréjkata PQR.
x 2 6 Odp.: 24 cm, 30 cm
===, stad x ==
3 5 5
Odp.: x=1,2cm
Przyktad @) < zad. 8.11 c €811, M
Odcinek MN jest rownolegty do AB 6
(zob. rysunek). Wyznaczymy x.
M N
Rozwigzanie / 10 X b c
A B
JCMN =<4CAB —— katy odpowiadajace 14 / 22
IMNC =<ABC — katy odpowiadajace A B
AMNC ~ AABC  «— cecha kk podobienistwa trojkatéw Stosunek podstaw w trapezie
|AB| _ |BC]| . o ) ABCD przedstawionym
W = m «— z podobienstwa tréjkatow ABC i MNC na rysunku jest rowny
14 x+6 |AB|:|CD| = 7:5. Rami¢ BC ma
0 , stad 10(x +6) = 6- 14 dlugoé¢ 22 cm. Oblicz dtugosé
dcinka CM.
Odp.: x = 2,4 odeinta
Y, Odp.: 55 cm

Jezeli w tréjkacie prostokgtnym poprowadzi-
my wysoko$¢ z wierzchotka kata prostego, to
z rownosci katéw wynika, ze kazdy z dwoch
matych tréjkatow jest podobny do duzego.
Mamy zatem:

AACB ~ AADC ~ ACDB

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
Mozemy zapisa¢ nastepujace proporcje:

«— z podobienstwa tréjkatow DAC i CAB

«— z podobienstwa tréjkatéow DCB i CAB

°

SR ol ols
I

R SN BN
I

DT SIS Sl

«— z podobienstwa tréjkatow DCB i DAC

Zauwazmy, Ze Z proporcji % = % wynika rownosé¢ h* = pq.
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Udowodnili$my w ten sposdb nastepujace twierdzenie.

W trojkacie prostokatnym kwadrat wysokosci poprowadzonej z wierzchotka
kata prostego jest rowny iloczynowi dlugosci odcinkéw, na ktére ta wysokosé
podzielila przeciwprostokatng.

Jezeliw > 0iz = 0, to liczbe m = v/w - z nazywamy s$rednia geometryczng liczb w i z. Dlatego (@)
moéwimy, ze w trojkacie prostokatnym wysoko$¢ poprowadzona z wierzchotka kata prostego
jest srednia geometryczng diugoséci odcinkow, na ktdre ta wysoko$¢ dzieli przeciwprostokatna:

h=vpd.
48.14. W trojkacie prostokatnym Przyktad o zad. 8.14

wysokos¢ poprowadzona
z wierzchotka kata prostego
ma 36 cm. Dzieli ona

Przyprostokatne tréjkata prostokatnego maja dfugosci a=3cm i b =4 cm.
Obliczymy wysoko$¢ h poprowadzong z wierzcholka kata prostego.

przeciwprostokatng na dwa Rozwigzanie
odcinki w stosunku 4 :9. Oblicz Skorzystamy z wyprowadzonej wyzej proporcji dla tréjkata prostokatnego ABC:
dtugosci bokdéw tego tréjkata. b_h
Odp.: 18v13 cm, 1213 cm, c
78 cm w ktorym ¢ = Va? + b?. Zatem:
3-4 12
h=—=_==-24
iiE 5
Odp.: Wysoko$¢ ma 2,4 cm.
Przykiad ©)

Wysokos¢ poprowadzona z wierzcholka kata prostego dzieli przeciwprostokatng na
odcinki dlugosci 2 cm i 4 cm. Skonstruujemy taki tréjkat.

Rozwiazanie
Pokazemy dwa sposoby rozwigzania zadania.

I sposéb
Mozemy skorzysta¢ z wyprowadzonego zwiazku i obliczy¢ wysoko$¢:

h=+2-4=22[cm]
a nastepnie skonstruowaé odcinek h (np. jako przekatng kwadratu o boku 2 cm).
Dalsze rozwiazanie pozostawiamy jako ¢wiczenie do samodzielnego wykonania.

II sposéb

Wiemy, ze kat wpisany oparty na potokregu jest prosty. Jezeli narysujemy okrag, kto-
rego Srednicg jest przeciwprostokatna (jej dlugos¢ to 2 cm + 4 cm = 6 cm), to szu-
kany wierzcholek kata prostego bedzie lezal na tym okregu.



Oto etapy konstrukgji.

* Na prostej odmierzamy kolejno dwa dane odcinki (|JAD| =2 cm i |[DB| =4 cm),

ich suma jest przeciwprostokatng szukanego trojkata.

° Znajdujemy $rodek S przeciwprostokatne;j.

* Rysujemy potokrag o rodku w punkcie S i promieniu r = [SA].

e Z punktu D wystawiamy prostopadia do AB. Jej punkt przeciecia z pétokregiem

jest szukanym wierzchotkiem C trdjkata.

* Rysujemy boki AC i BC szukanego tréjkata.

C

Al D S |B

Do wykonania konstrukcji druga metoda nie musimy oblicza¢ wysokosci trojkata.

Przyktad @ zad. 8.23

Dwie cieciwy okregu przecinajg si¢ w punkcie, ktory dzieli
kazda z nich na odcinki o dlugosciach podanych na rysunku.
Obliczymy x.

Rozwigzanie

Uzupelniamy rysunek takimi dwoma odcinkami, aby wyste-
pujace w tresci zadania czesci cieciw byly bokami pewnych
trojkatow.

Wprowadzamy oznaczenia literowe wierzchotkéw tych
trojkatow.

JAMB =<4CMD —— katy wierzchotkowe

JIBAC =<4BDC «—— katy wpisane oparte na tuku BC
ANABM ~ ADCM «— cecha kk podobienistwa tréjkatéw
x 9

=— «—— z podobienstwa tréjkatow ABM i DCM
x

2
x2=9-2 (i x>0)

Odp.: x = 3v2

B

D

X
Mx;c

B

8. Trojkaty podobne 2971 I

48.23.

3

Dane sg okrag i jego dwie cigciwy
jak na rysunku. Oblicz x.

Odp.: x = 4,8. Wskazéwka:
Skorzystaj z réwnosci
odpowiednich katow wpisanych.
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Srodek ciezkosci trojkata
Zanim wprowadzimy pojecie $rodka ciezkosci tréjkata, udowodnimy pomocnicze
twierdzenie o odcinku taczacym srodki bokéw w trojkacie.

Twierdzenie o odcinku laczacym srodki bokow w trojkacie

Odcinek taczacy srodki dwoch bokow trojkata jest rownolegly do trzeciego bo-
ku, a jego dlugos¢ jest rowna polowie dlugosci trzeciego boku.

Trojkat ABC jest dowolny.

* Odcinek taczacy $rodki dwdch bokow trojkata jest rownolegly do trzeciego boku.

* Dlugo$¢ tego odcinka jest rowna polowie dlugosci trzeciego boku.
C

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Punkty E i F s srodkami bokéw BC i AC tréjkata, wiec F e
|BE| |AF| . .

— =1 = ——. Zatem na mocy twierdzenia odwrotnego

|EC| |FC|

do twierdzenia Talesa FE || AB, czyli pierwszy punkt tezy A B

zostal udowodniony. H

Teraz przez punkt E prowadzimy prostg rownolegla do boku AC - przecina ona bok
AB w punkcie oznaczonym literg H. Skoro E jest srodkiem BC, to na mocy twierdze-
nia Talesa punkt H jest srodkiem AB, a ponadto czworokat AHEF jest réwnoleglo-
bokiem. Zatem:

|EF| = |AH| = 3| AB|

Przypomnijmy, Ze srodkowa tréjkata jest odcinkiem taczacym wierzcholek tréjkata
ze $rodkiem przeciwleglego boku.

Twierdzenie o sSrodkowych w trojkacie

Trzy $rodkowe trojkata przecinaja si¢ w jednym punkcie. Punkt ten, nazywany
srodkiem ciezkosci tréjkata, dzieli kazdg ze srodkowych w stosunku 2: 1 (liczac
od wierzchotka).



8. Trojkaty podobne

Trojkat ABC jest dowolny.

* Trzy srodkowe tréjkata ABC przecinajg si¢ w jednym punkcie.
* Punkt ten dzieli kazda ze srodkowych w stosunku 2: 1, liczac od wierzchotka.

Poprowadzmy w trojkacie ABC dwie srodkowe np. z wierzchotkéw A i B, oraz
oznaczmy ich punkt przeciecia litera M. Pokazemy, ze punkt M spelnia wymagania

tezy.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. C
Punkty E i F s3 odpowiednio §rodkami odcinkéw BCi AC,
zatem na mocy twierdzenia o odcinku tgczacym $rodki bo-
koéw tréjkata mamy:
F

EF || AB oraz |EF| = 5 |AB] T

Jesli Li K oznaczaja odpowiednio $rodki bokéw BM i AM KA AL
X %

w trojkacie ABM, to na mocy tego samego twierdzenia

mamy:

LK || AB oraz |LK| = %lABI

czyli
LK || EF oraz |LK| = |EF|
IMKL =<MEF «—— katy naprzemianlegte
IKLM =<4MFE —— katy naprzemianlegte

Zatem AMKL = AMEF na mocy cechy kbk przystawania trojkatow.
Stad |FM]| = [ML| = %lMBl oraz |EM| = |MK| = %IMAl.

Srodkowe AE i BF podzielily si¢ zatem w zadanej proporcji 2: 1.

Identyczny dowdd mozemy przeprowadzi¢ dla innej pary srodkowych, np. AEiCD.
Whiosek bedzie taki sam — obydwie srodkowe dzielg sie w proporcji 2: 1. Oznacza
to, ze srodkowa CD przetnie AE w wyznaczonym poprzednio punkcie M.

Zatem punkt M spelnia wszystkie warunki tezy, czyli jest srodkiem cigzkosci tréjkata
ABC.

293 I
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Zgodnie z podanym twierdzeniem $rodek ciezkosci M C
tréjkata ABC dzieli jego srodkowe AE, BF i CD w taki
sposab, ze:
|AM| =2 - IME]| b £
|BM| =2 |MF|
|ICM| =2 |MD| A

Srodek cigzkosci tréjkata ma ciekawg interpretacje fizyczng. Zalézmy, ze figura w ksztalcie (@)
trojkata jest wykonana z jednorodnego materiatu. Jesli potozymy ja na ostrej podporce ustawionej
pod srodkiem ciezkosci, to ptaszczyzna trojkata pozostanie pozioma.

Z twierdzenia o srodkowych wynikaja istotne zaleznosci miarowe w trdjkacie réwno-
bocznym.

W tréjkacie rownobocznym o boku dlugosci a:

- . A av3
promien okregu wpisanego w ten trojkat jest rowny r = e

promien okregu opisanego na tym trdjkacie jest réwny R = %3'

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. C
Osie symetrii tréjkata réwnobocznego pokrywaja si¢

z symetralnymi bokéw tego tréjkata i zawieraja jego

$rodkowe, dwusieczne katéw oraz wysokosci. /

Zatem s$rodek cigzkosci S trojkata rownobocznego jest

réwniez $rodkiem okregu wpisanego (punkt przecie- Q
cia dwusiecznych), srodkiem okregu opisanego (punkt

przeciecia symetralnych) oraz ortocentrum (punkt A 5 D3 B
przeciecia wysokosci).

|DC| = %/5 «—— wysoko$¢ trojkata réwnobocznego

r=|DS| = §|DC| = %/5 «—— twierdzenie o srodkowych

R=|SC| = §|DC| = # «—— twierdzenie o srodkowych



Przyktad 0 zad. 8.33

W tréjkacie ABC srodkowa AE przecina pod katem prostym srodkowg BF w punk-
cie M. Wiemy, ze |AE| = 9 oraz |BF| = 12. Wyznaczymy dlugo$¢ trzeciej $rod-
kowej.

Rozwigzanie
Kat AMB jest prosty, zatem AB jest $rednicg potokregu, do  C
ktérego nalezy punkt M (zob. rysunek).

Na mocy twierdzenia o $rodkowych w trojkacie wiemy, ze
srodkowa CD taczgca wierzchotek C ze srodkiem D boku AB

zawiera punkt M. Zatem odcinek DM ma dtugos¢ réwna pro-  F E
mieniowi pétokregu.

|AM| = z|AE |=6 «—— twierdzenie o $rodkowych

23 A b B

|BM| = §|BF | =8 «—— twierdzenie o $rodkowych

|AB| = V|BM|? + |AM|? = «— twierdzenie Pitagorasa

= V64 +36 =10

|DM| = %|AB| =5 «—— promien pélokregu

|DC| =3-|DM]| =15 «—— twierdzenie o $rodkowych
Odp.: |DC| = 15

W kazdym z zadan 8.1-8.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

8.1. Wskaz dlugosci bokéw trdjkata podobnego do tréjkata o bokach 14 cm, 10 cm
il12 cm.

A. 28 cm, 20 cm, 22 cm C.7cm, 5cm, 6 cm

B. 12cm, 8cm, 10 cm D. 17 cm, 13 cm, 15cm

8.2. W trojkacie ABC poprowadzono odcinek DE tak, ze punkt D lezy na boku AC,
a punkt E - na boku AB. Odcinek DE jest rownolegly do BC. Wiadomo, ze
|IDC| = 14, |AC| =22 i |BC| = 31. Wskaz dlugo$¢ odcinka DE.

A. 19,8 B. 11,3 C. 195 D. 11>
11 11

8. Trojkaty podobne 295 s

48.33. Srodkowe trojkata
réwnoramiennego majg dlugosci
120, 87, 87. Oblicz dtugoscé
podstawy tego trojkata.

Odp.: 84

Odpowiedzi i rozwigzania
8.1.C

8.2. D
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8.3. A

84. F,P,F

8.5. a) nie b) tak

8.6. a) tak b) nie ¢) tak
d) tak

8.7.a)a, =8, b, =2
1 1
b)b:55, 611:35

8.3. W dwdch trdjkatach réwnoramiennych katy miedzy ramionami s réwne. Pod-
stawa i opuszczona na nig wysokos¢ jednego trojkata majg odpowiednio 4 dmi7 dm,
a podstawa drugiego trojkata ma dlugos¢ 8 dm. Ile wynosi pole drugiego trojkata?
A. 56 dm’ B. 7 dm’ C. 16 dm’ D. 28 dm’

8.4. W trojkacie ABC poprowadzono odcinek DE réwnolegle do boku AB. Punkt
D lezy na boku AC, a punkt E - na boku BC. Wiadomo, ze |AB| =9, |DE| = 3,
|BE| = 4.

Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A.|CE|=7

B. |CE| =2

C. Jest za mato danych, aby wyznaczy¢ dlugo$¢ boku CE.

8.5. Sprawdz, czy trdjkat o bokach a, b, ¢ jest podobny do tréjkata o bokache, f, g.

a)a=4,b=3,c=5 b)a=15b=20,c=7

e=3, f=15 g=2 e=10, f=35, g=75
8.6. Sprawdz, czy trdjkaty ABC i PQR sg podobne.
a) 10 P c) R

R 12
C 6 12 @ Q
Q % 8
15
Y 6
/o) ’

B 13 A B 5 A

b) ¢ R d) C P
: o, o\
A 6 B ¢ A B Q

8.7. Trojkat o bokach a, b, c jest podobny do tréjkata o bokach a;, by, ¢, tak, ze boki
a, b, ¢ sa proporcjonalne odpowiednio do bokéw a;, by, c,. Przerysuj tabele do zeszytu
i uzupelnij ja.

a b c a, b, ¢

a) 12 3 11 ? ? 7%
b) 7 ? 2= ? 11 Bl
2 4 4



8.8. W trdjkacie ostrokatnym ABC poprowadzono wysokosci AK, BL i CM. Punkt
przeciecia wysokos$ci oznaczono H. Znajdz trojkaty podobne do podanego trojkata.
a) AMC b) CLB ¢) CHK

8.9. Drzewo rzuca cien 6 razy dluzszy od cienia Wojtka mierzacego 172 cm wyso-
kosci. Jaka jest wysokos$¢ drzewa?

8.10. Boki trojkata ABC s3 rowne 8 cm, 10 cm i 11 cm. M
Najdluzszy bok tréjkata PQR, podobnego do tréjkata
ABC, ma 33 cm. Wyznacz pozostate boki trojkata PQR.

8.11. Stosunek podstaw w trapezie ABCD przedstawio-  p C
nym na rysunku jest réwny |AB|:|CD| = 7:5. Ramie BC / 22
ma dlugo$¢ 22 cm. Oblicz dlugos¢ odcinka CM. A B

8.12. Trojkat prostokatny ABC o przyprostokatnych |AC| = 8 i |BC| = 6 jest
podobny do tréjkata, ktérego jeden z bokéw ma dlugos¢ réwna 6. Wyznacz dtugosci
pozostatych bokow tego trojkata.

8.13. W trojkacie ABC poprowadzono réwnolegle do boku AB odcinek DE tak, ze
punkt D lezy na boku AC, a punkt E - na boku BC. Wyznacz x.

a) |AC| =10, |DC| =4, |DE| =5, |AB| = x

b) |AB| =10, |DE| =5, |DC| =7, |AD| = x

8.14. W tréjkacie prostokatnym wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka kata pro-
stego ma 36 cm. Dzieli ona przeciwprostokatng na dwa odcinki w stosunku 4 : 9.
Oblicz dtugosci bokow tego trojkata.

8.15. Podziel prostokat dwoma odcinkami na
trzy trojkaty podobne. A

8.16. W trojkat ABC wpisany jest romb
AMNP jak na rysunku. Wykaz, ze

|AM| = \|MB| - [CP]. B N ¢

8.17. W trojkat rownoboczny o boku 12 cm wpisano kwadrat
jak na rysunku. Wyznacz dtugos¢ boku kwadratu.

8.18. Trojkat T, jest podobny do tréjkata T, w skali k, a tréjkat
T, jest podobny do trojkata T'| w skali 4k. Ile wynosi k?

8.19. W réwnoramiennym trdjkgcie ABC podstawa ABjest réwna 12 cm, aramiona
AC i BC maja po 10 cm. Oblicz dlugos¢ odcinka taczacego punkty stycznoéci okregu
wpisanego w ten trojkat z ramionami trdjkata.

8.18. T, ~T, wskali k& T, ~ T, wskali %, jednoczes$nie T, ~ T, w skali 4k.

Zatem i=4k<:>4k2=1<:>k2=;11<:>k=%, bo k > 0.

8.19. ©

(0}

AT D ¢ B
O - $rodek okregu wpisanego w AABC, |AC| = |BC| = 10
Z twierdzenia o odcinkach stycznych: |BF| = |BD| = 6, wiec |CF| = 4;

2 2
= stad |EF| = §|AB| =

zatem ACEF ~ AABC (kkk) w skali k = % _2 24

-12=— =438.
5

(SR ]

Odp.: Szukany odcinek ma dlugos¢ 4,8 cm.

8. Trojkaty podobne

8.8. a) AALB, AHLC, AHMB
b) AHKB, ACKA, AHLA
¢) AAHM, NCBM, NABK

8.9. 10,32 m

8.10. 24 cm, 30 cm

8.11. 55 cm

8.12. 8,10 lub 4,71
2 2

lub 32, 42
5 5

8.13. a) x = 12,5
b) x=7

8.14. 18V13 cm, 1213 cm, 78 cm

8.15.

8.16. Zalozenie:

|AM| = |MN| = |[NP| = |AP|
Teza: |AM| = \/|MB| - |CP|
Dowéd:

Z twierdzenia Talesa: (MN || AC):

BM BN
1BM] _ IBNI oraz (PN || AB):
[AM|  NC|
INC| _|CP| [BM| _ |AP|
IBN|  |AP| |AM| |CP|’
Ponadto |AP| = |AM|,
. |MB| |[AM|
wiec —— = ——
|AM]| |CP|

& |AM)? = [MB| - |CP| &
& |AM| = \[MB| - |CP|.

8.17. (24V3 - 36) em.

Wskazéwka: Wysokos¢ trojkata

jest réwna 63 cm. Niech

x oznacza bok kwadratu.

Z podobienstwa odpowiednich

tréjkatow wynika np. proporcja
5 6 —0,5x

63 6
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820. B (D)

a

C 24 A
Dane: BC 1L AC, |AC| = 2|BC|
(oznaczamy |BC| = a, |AC| = 2a)
Zatem ABCD ~ AACD (kk)
wskali k = %,

80| [ _ 1

ICD| ~ |AD| 2
= |AD| = 2/CD| i |BD| = %ICDl,

1
BD| _ 3lCPI

wiec = =-=1:4.

|AD| ~ 2|CD| 4
8.21. 212 cm Q
8.22, B

C VIA\ D

A

x > 0, oznaczamy |AS| = x,

|BS| = 3x

Dane: |AS| = 6 cm, |BS| = 8 cm,
|ICS|:|SD|=1:3

Rozwigzanie: AACS ~ ADBS (kkk)
fcs _IBsl _ x_ 8

|AS| _IDS| 6 3x

3x =48 & x* = 16 (D)

x=4 (bo x> 0).
Odp.: Odcinki drugiej cieciwy
majg dlugosci4 cmi 12 cm.

8.23.§:§@5x:24<:>x:4,8

Odp.: x = 4,8 Q

8.24.
k A B

Le

AABP ~ ACAP (cecha kk),
poniewaz 4APB = JCPA (ten
sam kat) i 4BAP = JACP
(twierdzenie o kacie

miedzy styczng a cieciwa).

|[PA| _ |PB|
IPCl — [PAI’
|PAJ® = |PB| - |PC].

8.25. x = 3,8. Wskazdwka: Polacz

konce cieciwy o dlugosci x

z koncami cieciwy o dtugosci 7 tak,

aby powstaly dwa tréojkaty. Wykaz

ich podobienstwo i wykorzystaj
+=5 4

. i X
rownos¢c —— = —.
11 5

Zatem wiec

8.20. W trojkacie prostokatnym jedna z przyprostokatnych jest dwa razy diuzsza
od drugiej. Wykaz, ze wysoko§¢ poprowadzona z wierzchotka kata prostego w tym
tréjkacie dzieli przeciwprostokatng w stosunku 1 : 4.

8.21. W trojkacie prostokatnym ABC dane sg dtugoéci przyprostokatnych
|AB| =12 cm i |BC| = 4 cm. Prosta prostopadta do boku AB rozcina trojkat ABC
na dwie figury o réwnych polach. Oblicz diugos¢ wspolnego boku tych figur.

8.22. Dwie cieciwy przecinajg sie wewnatrz kota tak, ze
odcinki jednej z nich majg dtugosci 8 cm i 6 cm, a odcinki
drugiej pozostaja w stosunku 1:3. Oblicz dtugo$ci odcin-
kow drugiej cieciwy.

8.23. Dane s3 okrag i jego dwie cieciwy jak na rysunku.
Oblicz x.

8.24. Z punktu P lezacego poza okregiem poprowadzo-

no prosta k styczng do tego okregu w punkcie A i prostg [

przecinajacg okrag w punktach BiC. \
Wykaz, ze |PA|* = |PB| - |PC|.

8.25. Dane sg okrag i dwa odcinki o wspdlnym koncu jak
na rysunku. Oblicz x.

8.26. Odcinek AB jest $rednicg okregu o $rodku S, jak na C
rysunku. Punkty E i F sg punktami przecigcia okregu od-

powiednio z odcinkami AC i BC. Wykaz, ze trdjkat FEC

jest podobny do tréjkata ABC. E

8.27. Wykaz, ze jezeli dwa trojkaty wpisane w ten sam
okrag sa podobne, to sg przystajace. A S B

8.28. Na okregu o promieniu 15+/5 opisano kwadrat ABCD. Srodek E boku DC
potaczono z wierzchotkiem A odcinkiem, ktory przecina okrag w punkcie M. Oblicz
dtugo$¢ odcinka EM.

8.29. Przez wierzcholek A réwnolegloboku ABCD poprowadzono prosta, ktéra
przecieta przekatng BD w punkcie K, prosta DC w punkcie M oraz prosta BC
w punkcie P. Udowodnij, ze |AK|2 = |KP| - |[KM]|.

8.30. Na plaszczyznie dane sg trzy niewspodlliniowe punkty. Skonstruuj trojkat,
w ktorym te trzy punkty sg srodkami bokow.

8.26. Wskazéwka: 4AEB = 4AFB = 90°, $ABE = 4AFE jako katy wpisane oparte na
tym samym tuku, SEFC = 180° — 90° — 4ABE = 90° — <ABE = JEAB.

8.27.
Jezeli katy wpisane w dany okrag sa rowne, to cieciwy,
na ktorych sg oparte te katy, takze sa rowne. Zatem jesli
dwa trdjkaty wpisane w ten sam okrag sa podobne, to
maja one rowne odpowiednie katy, a poniewaz maja tez
réwne odpowiednie boki, wigc na mocy cechy bbb sa
przystajace.

o =a a,=a
Bi=B={b=b = AABC, = AABC
Yi=Y G =c



8.31. W tréjkacie ABC kat przy wierzchotku B jest prosty. Srodkowa BD o dtugosci
6 cm dzieli ten kat tak, ze <DBA :4CBD = 2: 1. Oblicz miary katéw, dtugosci bo-
kéw i pole tego trojkata.

8.32. Podstawa trojkata rownoramiennego ma dtugos¢ 16, a kazde z ramion ma dtu-
gos¢ 17. Oblicz dlugosci srodkowych tego tréjkata.

8.33. Srodkowe tréjkata réwnoramiennego maja dtugosci 120, 87, 87. Oblicz dtu-
go$¢ podstawy tego tréjkata.

8.34. W trojkacie ABC srodkowa CD jest rowna potowie boku AB. Wykaz, ze tréj-
kat ABC jest prostokatny.

1. W tréjkacie ABC dane sg punkty D i E jak na rysunku. ‘ C
Ocen prawdziwo$¢ podanych zalezno$ci. :
|AD| _ |AC] |AE| _ |AB| |AD| _ |AE|
"IDEl IcBl T 1aD|  laCl " IDB|  EC|
A D B

2. W trojkacie ABC kat ACB jest prosty. Na przyprostokatnych AC i BC tego troj-
kata obrano odpowiednio punkty Q i P. Na boku AB wyznaczono punkty R i S takie,
ze odcinki QR i PS sg prostopadle do przeciwprostokatnej. Udowodnij, ze tréjkaty
ARQ i PSB s3 podobne.

3. W tréjkat rownoramienny o podstawie 12 cm i wysokosci 8 cm wpisano okrag
i poprowadzono styczna do niego réwnolegta do podstawy trojkata. Oblicz promien
okregu i dfugos$¢ odcinka stycznej zawartego w trdjkacie.

4. W trapezie ABCD dlugo$¢ podstawy CD jest row- D €
na 18, a dtugosci ramion AD i BC s3 odpowiednio
rowne 25i15. Katy ADBi DCB, zaznaczone na rysun-
ku, majg réwne miary. Oblicz obwod tego trapezu.

5. Cieciwy AB i CD w okregu przecinajg sie
w punkcie M jak na rysunku. Wykaz, ze: A C
|MD]| - IMC| = [MA| - IMB]|

8.28.

15
/ \ IDE| = r = 15+/5, |AD| = 2r
E / |AE| = V|AD® + |DEP = \|(2r)? + 12 =
M

=7-v5=15v5-+5=75

A B
Z zadania 8.24 wynika, ze |AF|2 =|AM]| - |AE|, czyli:
(15v5)* = (75 - [EM]) - 75| : 75
75— |EM| = 15, |EM| = 60
Odp.: |[EM| = 60
8.29. Wskazéwka: Skorzystaj z podobienstwa tréjkatow ABK i MDK oraz BPK i DAK.

8.30. Wskazéwka: Skorzystaj z twierdzenia o odcinku taczacym srodki bokéw w trojkacie.
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8.31. 4A = 60°, <B = 90°,
4C = 30°% |AB| = 6 cm,

|BC| = 63 cm, |AC| = 12 cm;
P =183 cm’

8.32. 15, %x/@, %\/@

8.33. 84
8.34. B

PN

C A
Zalozenie: |DA| = |DB| = |DC]|
Teza: AABC jest prostokatny.
Dowod: Z zalozenia wynika, ze
D jest srodkiem okregu opisanego
na AABC, zatem AB jest
przeciwprostokatng trdjkata, wiec
JACB = 90°.

Prosto do matury
1. P,P,F
2. B

Zaltozenie: PS I AB; QR 1 AB;
PeBC; Qe AC; R, S € AB
Teza: AARQ ~ APSB

Dowdd:

AARQ ~ AABC

oraz APSB ~ AABC, bo sg to
trojkaty prostokgtne o wspolnym
kacie ostrym (o dla AARQ

i AABC, Bdla APSB i AABC).
Zatem AARQ ~ AABC ~ APSB,
stad AARQ ~ APSB.

3. promien: 3 cm, odcinek
stycznej: 3 cm

4. 108
5. C
A
A D\
B

%

Zalozenie: na rysunku

Teza: |MD| - |MC| = |[MA| - |MB|
Dowod:

AADM ~ ABcm

IMA| _ |MC]|

—— - s

|MD|  [MB|

& |MD| - [MC| = |MA| - |IMB|

Zatem
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9. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-22 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

Odpowiedzi i rozwigzania

1. C 1. W tréjkacie rownoramiennym ABC, w ktérym |AC| = |BC|, miara kata CAB
wynosi 70°. Odcinek BD zawiera sie w dwusiecznej kata ABC. Odcinek BE jest wy-
sokoscig opuszczong z wierzchotka B. Wskaz miare kata EBD.

A. 20° B. 18° C. 15° D. 10,1°
2.D 2. Z odcinkéw o dlugosciach: 1, m+4, 2m+ 1 mozna zbudowac tréjkat rownora-
mienny. Wynika stad, ze
A.m=-3. B. m = 0. C.m=1. D.m = 3.
3.C 3. Pieciokat ABCDE jest foremny. Wskaz tréjkat przystajacy do trojkata ACE.
A. AECD B. ABCD C. ABCE D. AABC
4. B 4. Okregi o srodkach S i S, oraz promieniach

odpowiednio 3 i 1 sg styczne zewnetrznie. Prosta
styczna do mniejszego okregu w punkcie P prze-
chodzi przez $rodek S; wiekszego okregu (zob.
rysunek). Wskaz obwod trojkata S, S, P.

\ P
A. 838 C. 5V15 a

B. 5+ V15 D.15+ 5

5B 5. Ile wynosi promien okregu opisanego na trojkacie prostokatnym o przyprosto-
katnych dlugosci 10 cm i 24 cm?
A. 17 cm B. 13 cm C. 12cm D.5cm

6. D 6. Kat wpisany w okrag jest o 70° mniejszy od kata srodkowego opartego na tym
samym tuku. Jaka jest miara kata srodkowego?
A. 35° B. 70° C. 110° D. 140°

7.C 7. Jaka miare ma kgt wypukly utworzony przez wskazéwki zegara o godzinie 10°°2
A. 150° B. 165° C. 170° D. 180°

dlanauczyciela.pl | Klaséwka 3 Uwagi metodyczne

Zadania z geometrii s3 na ogét dla uczniéw dosy¢ trudne. Czesto wlasnie podczas
G SSSH S!ﬁfa?oﬂ omawiania tych zagadnien po raz pierwszy stykaja si¢ oni z prawdziwymi zadaniami na
dowodzenie. Rozwigzanie zadania wymaga dostrzezenia czegos na rysunku lub nawet
dorysowania na nim jakiegos elementu. Niekiedy skutecznym sposobem osiggniecia
celu jest szukanie rozwigzania metoda prob i bledow, ale jeszcze czesciej pomocny jest
starannie wykonany kolorowy rysunek (taki, na ktérym wszystko wida¢). Dotyczy to raczej
trudniejszych zadan, w ktérych zaleznoéci geometryczne nie sg oczywiste, ale z pewnosciag
moze rowniez pomoc stabszym uczniom w pokonywaniu trudnoséci nawet przy pozornie
tatwych zadaniach. Podrecznik obfituje w zadania elementarne, ale jest tez w nim duzo
zadan z gwiazdka. Radzimy dozowac je ostroznie, zeby nie wywota¢ w uczniach poczucia,
ze ,geometrie w szkole $redniej trzeba po prostu przeczekac”.
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8. Na rysunku 1 punkt S jest srodkiem okregu. Ile stopni ma kat or? 8.D
A. 29° B. 30° C. 31° D. 32°
9. Na rysunku 2 punkt S jest srodkiem okregu. Ile stopni ma kat or? 9.D
A. 114° B. 118° C. 122° D. 124°
10. Na rysunku 3 punkt S jest srodkiem okregu. Ile stopni ma kat «? 10. D
A. 25° B. 30° C. 40° D. 50°
C @
“A B ﬂ’ ’
A
A
Rys. 1 Rys. 2 Rys. 3
11. Punkt A lezacy na okregu o $rodku S jest koncem cieciwy AB oraz punktem 11.D

stycznosci okregu z prosta . Jeden z dwdch katéw miedzy cieciwa AB a prostg [ ma
miare 36°. Jaka jest miara wypuklego kata srodkowego ASB?
A. 18° B. 36° C. 45° D. 72°

12. Cieciwy ABiCD okregu o $rodku S przecinajg si¢ w punkcie P. Ktory z wymie- 12. D
nionych warunkow jest prawdziwy?

A.4BAD = %<IBPD C. 294ABD =<4APD
B. 9ASD = 29APD D.aDCB = 4PAD

13. Okregi 0,(A, r;) i 0,(B, r,) sa styczne zewnetrznie w punkcie C. Przez punkt 13. C
C poprowadzono prosta przecinajaca okrag o, w punkcie K, a okrag o, w punkcie L.

Kat AKC ma miare 46°. Jaka miare ma kgt LBC? C

A. 44° B. 46° C. 88° D. 134°

14. W okrag o $rodku S wpisano trojkat rownoboczny ABC. 14. C
Wskaz miare zaznaczonego na rysunku kata srodkowego ASB.
A. 160° B. 140° C. 120° D. 30°

15. Punkty A, B, C naleza do okregu o srodku w punkcie S. Kat ABC ma miare 112°. 15. C
Jaka jest miara kata ASC w czworokacie ABCS?
A. 68° B. 112° C. 136° D. 224°
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16. B

17. B

18. B

19. B

20. C

21.B

22. B

Dziat 3. Planimetria

16. Dane s trzy kota parami styczne zewnetrznie. Pola tych kot s rowne 4m, 9n
i 167. Ile wynosi obwod tréjkata, ktorego wierzchotkami sg srodki tych kot?
A. 15 B. 18 C. 20 D. 25

17. Ktére z podanych zdan jest prawdziwe?
I. Kazde dwa prostokaty sa podobne.

II. Kazde dwa okregi sa podobne.

III. Dwa trojkaty o rownym polu sa podobne.

A. tylko I B. tylko II C. tylko III D. zadne

18. Okrag o promieniu r = 5 jest styczny wewnetrznie do
okregu o promieniu R = 15 jak na rysunku obok.

Wiadomo, ze |BC| = 8. Jakg dtugos¢ ma cieciwa AC? n .
A. 16 C. 20 V/
B. 24 D. Jest za mato danych, aby to obliczy¢. I
A
19. W trojkacie ABC poprowadzono wysokosci AK i CM C
jak na rysunku. Ktore z ponizszych zdan jest fatszywe? K
EC | o, Ll Ol
"|AB|  |KB| " JAK|  |CM]
|BK| _ |AB] . _ . 3
* 1Bl M| D. [MB| - |AK| = |BK| - |CM| 4 - B

20. Dwie proste rownolegle przecinajg ramiona kata o wierzchotku w punkcie O.
Na jednym ramieniu tego kata powstaly odcinki OA i AB réwnej dlugosci, a na dru-
gim odcinki OC i CD (punkt C lezy miedzy punktami O i D). Odcinek BD ma dlu-

gos¢é 12§. Wiskaz dlugos¢ odcinka AC.
A 121 C. 6=
3 6

B. 6% D. Jest za malo danych, aby to obliczy¢.

21. Tréjkat o bokach dtugosci V27, V48, V75 jest podobny do tréjkata, ktérego
boki majg dlugosci
A. 27,48,75. B. 9,12, 15. C. V3,V4,V5.  D.2v3,3V3,4V3.

22. Tréjkaty ABC i A'B'C' s3 podobne i majg pola odpowiednio réwne 36 cm®
i 80 cm”. Wskaz skale podobienistwa tréjkata A'B'C’ do trojkata ABC.

NG g, 25 )

2
5 C. 2- o=
10 3 9 20



W zadaniach 23-32 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

23. Na pewnym czworokacie mozna opisa¢ okrag. Zatem

A. suma przeciwleglych katéw tego czworokata wynosi 180°.

B. sumy dlugosci przeciwleglych bokéw tego czworokata sa réwne.
C. przekatne tego czworokata sa rowne.

24. W czworokacie wypuklym poprowadzono dwusieczne czterech katow we-
wnetrznych. Wynika stad, ze

A. dwusieczne te przecinaja si¢ w jednym punkcie.

B. dwusieczne dokladnie trzech katow moga przeciag¢ sie w jednym punkcie.

C. dwusieczne te moga nie przecinac si¢ w jednym punkcie.

25. Dane sg dwa przystajace trojkaty prostokatne. W pierwszym z nich poprowadzo-
no symetralng krétszej przyprostokatnej, a w drugim dtuzszej. Symetralne podzielity
kazdg z figur na tréjkat i czworokat. Wynika stad, ze

A. pola otrzymanych czworokatow sg réwne.

B. obwody otrzymanych czworokatow sa rowne.

C. oba czworokaty sa przystajace.

26. W pewnym czworokacie $rodek okregu wpisanego pokrywa si¢ z punktem prze-
ciecia przekatnych. Zatem

A. czworokat ten musi by¢ rombem.

B. czworokat ten musi by¢ prostokatem.

C. czworokat ten musi mie¢ $rodek symetrii.

27. W trojkacie ABC wysokosci poprowadzone z wierzchotkéw A i C s réwne. Wy-

nika stad, ze

A. $rodek okregu wpisanego w trojkat ABC lezy na wysokosci poprowadzonej
z wierzchotka B.

B. wszystkie wysokosci trojkata ABC sa rowne.

C. trojkat ABC jest ostrokatny.

28. Boki czworokata wypuktego majg kolejno dlugosci 1, 2, 4, 3. Zatem
A. na tym czworokacie mozna opisa¢ okrag.

B. w ten czworokat mozna wpisac okrag.

C. jeden z katow tego czworokata jest prosty.

29. W czworokacie wypuklym ABCD litera M oznaczono punkt przeciecia przekat-
nych. Wiadomo, ze |MA|-|MB| = |MC| - |MD|. Zatem

A. czworokat ABCD ma co najmniej jedng pare bokéw rownoleglych.

B. na czworokacie ABCD mozna opisa¢ okrag.

C. pola tréjkatéw MAB i MCD sa réwne.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

P,E F

F,E P

P,EF

P,E, P

P,EF

F,P,F

P,E P

9. Powtdrzenie

303 I
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30. F, P, P

31. P,E F

32. P,P,F

33. 40°, 140°

34. a) rozlaczne zewnetrznie
b) wewnetrznie styczne

c) roztaczne wewnetrznie

d) przecinajace si¢

35. a = =75 y=150°

36. o(A, 6)

37. o(A, 4)

38. o(4, 7)

39. 152°

30. Obwod pierwszego prostokata jest rowny 100 cm, a obwod drugiego prostokata
jest 0 100 cm wiekszy niz pierwszego. Wynika stad, ze

A. pole drugiego prostokata jest zawsze wieksze od pola pierwszego prostokata.

B. pola obu prostokatéw moga by¢ takie same.

C. pole drugiego prostokata moze by¢ mniejsze od pola pierwszego prostokata.

31. Czworokat przeksztalcono przez podobienstwo, w wyniku czego jego pole wzro-
sto 0 44%. Zatem

A. obwdd tego czworokata wzrdst o 20%.

B. obwdd tego czworokata wzrdst o 22%.

C. skala tego podobienistwa byta réwna +/0,44.

32. Dwie cieciwy ABiCD jednego okregu przecinaja si¢ w punkcie P.
A. Trojkat ACP jest podobny do trojkata DBP.
B. Tréjkat ADP jest podobny do tréjkata CBP.
C. Trojkat ACP jest podobny do trojkata ADP.

Zadania otwarte krétkiej odpowiedzi

33. Kat ostry rownolegtoboku ma miare 40°. Wyznacz miary katéw utworzonych
przez dwie rézne wysokosci tego réwnolegloboku poprowadzone z jednego wierz-
chotka.

34. Okre$l wzajemne potozenie okregéw 0,(A, r1) i 0,(B, r5).

a) |AB[=12 r, =8 r,=3 ¢ |AB|=1 r, =3 1r,=5

b) |AB| =8 =0 =2 d) |AB|=6 r, =5 1r,=4

35. Czworokat ABCD jest kwadratem, a trojkat ABM D = C
tréjkatem rownobocznym (zob. rysunek). Wyznacz miary G\

katow o, B, y. al

36. Jaka figure tworza $rodki wszystkich okregéw o pro-
mieniu r = 4 stycznych zewnetrznie do okregu o(4, 2)?

37. Jaka figure tworza $rodki wszystkich okregéw o pro-
mieniu r = 3 stycznych wewnetrznie do okregu o(A4, 7)?

38. Dane sa dwa okregi 0,(A, 9) i 0,(A, 5). Jaka figure tworza $rodki wszystkich
okregdw stycznych réwnoczesnie do obydwu tych okregdéw?

39. Na tréjkacie rownoramiennym ABC, w ktérym |[AC| = |CB|, a kat miedzy
ramieniem i podstawa ma 52°, opisano okrag o srodku S. Wyznacz miare wypuklego
kata srodkowego ASB.



40. Ktore z narysowanych figur s3 podobne?

AT

NIR
@A @CB

41. Prostokato wymiarach 18 cm X 15 cm jest podobny do prostokata, ktérego jeden
z bokéw ma diugos¢ 6 cm. Oblicz skale podobienstwa i obwdd drugiego prostokata.

42. Obwody dwoch wielokatéw podobnych sa réwne 80 cm i 60 cm. Dlugosci naj-
krotszych bokow tych wielokgtow roznia sie o 5 cm. Oblicz te dlugosci.

43. Sprawdz, czy trojkat o bokach a, b, ¢ jest podobny do tréjkata o bokachee, f, g.

a) a=2v2, b=3+2 c=6—2 b)a=8§,b=9,1,c=17§

e=2, f=15V2+1, g=3v2-1 e=1%,f=2,4,g=2§

44. W trapezie ABCD, w ktérym AB || DC, punkt K jest srodkiem boku AD. Oblicz
stosunek pola tréjkata CKB do pola trapezu ABCD.

45. Wielokat o polu 60 cm” przeksztatcono przez podobienistwo tak, ze pole jego

obrazu jest o 75 cm” wigksze od pola poczatkowego wielokata. Oblicz skale tego po-
dobienstwa.

46. Boki trojkata majg dlugosci 12, 14 i 18. Wyznacz stosunek odpowiednich wyso-
kosci opuszczonych na te boki.

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

47. Udowodnij, Ze suma miar katéw n-kata wypuklego jest réwna (n —2) - 180°.

48. Odleglos¢ srodka okregu od prostej zawierajacej cieciwe o dlugosci 18 cm jest
réwna 12 cm. Wykaz, ze §rednica tego okregu wynosi 30 cm.

Zalozenie: wielokat A;A,A;... A, jest wypukly.
Teza: oy +ay + o3+ ... + o0, = (n —2) - 180°
Dowdd:

I sposob

czyli (n—2)-180° = ot + oy + 043 + ... + .

9. Powtdrzenie 305 Hmmmmms

40. AiC, AiE, CiE, Bil,
GiJ], HiK

M. k= % obw =22 cm
lub k = % obw = 26,4 cm

42, 20cmil5cm

43. a) tak b) nie
1

44, -
2
45. k=2
2
46. 21:18: 14
48. ,
4 lc N\
:j
i
D

Zalozenie: |AB| = 8 cm,

|CS| =12 cm

Teza: |[BD| = 30 cm

Dowdd:

AABS jest rownoramienny
(1AS| = |BS).

Zatem CS jest wysokoscia

tego trojkata dzielacg bok AB
na dwa réwne odcinki

(JAC| = |BC| = 9 cm),

stad (w ABCS): |BS|” =

= 12>+ 9> = 144 + 81 = 225 = 157,
wiec |BS| = 15 cm

- promien okregu.

Zatem |BD| =2 - |BS| = 30 cm.

Dzielimy n-kat wypukly na (n —2) trojkatow roztacznych, prowadzac wszystkie przekatne
z wierzchotka A; (lub jakiegokolwiek innego), czyli prowadzac przekatne A;A;, AjA,, AAs, ...,
A A, _,. Wowczas suma miar katow tych (n—2) trojkatow jest rowna sumie «; + o, + o3 + ... + ot

II sposéb
Niech P bedzie punktem wewnetrznym wielokata. Punkty A; A, A;... A, (wierzcholki n-kata wypuklego) taczymy z punktem P,

dzielac wielokat A; A,A;... A, nan tréjkatéw: A A,P, A,A3P, A;A,P, ..., A A P.

Suma miar katow wewnetrznych tych tréjkatow jest rowna sumie miar katow n-kata A A,A;... A, zwiekszonej o kat pelny
wierzchotka P. Zatem n-180° = o) + &, + ¢35 + ... + a,, + 360°,

stad o + &y + a3 + ... + o, = - 180° — 360° = (n — 2) - 180°.
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49. 15(2\/5 + 3) cm

50. 20°, 60°, 100°

51. 4A =4B =55°% 4C =70°
lub ¢<A =<4B =35° 4C = 110°

52. |AB| = 30, |BC| = |AC| = 25;
pozostate wysokosci: 24

53. 4A = 60° <B = 110°

1C =70° 4D = 120°

54. 163 +

55. 26 cm lub 52 cm lub 39 cm

56. 1441 cm?

57. 432 cm?

58. a) 12ncm  b) 6 cm

49. Maszyna wycina kotka z prostokatnych kawatkow \
blachy wedtug wzoru pokazanego na rysunku. Krétszy bok /

kawatka blachy potrzebnego do wyciecia takich kotek ma

diugos¢ 60 cm. Oblicz dtugos¢ dluzszego boku tego pro-
stokata.

/

50. Trdjkat ABC o katach 40°, 60°, 80° wpisano w okrag, a nastepnie poprowadzono
styczne do tego okregu odpowiednio w punktach A, B, C. Wyznacz katy tréjkata
utworzonego przez te styczne.

51. Trojkat rownoramienny ABC, w ktérym [|AC| = |BC|, wpisany jest w okrag
o $rodku S. Wiadomo, ze 4BAS = 20°. Wyznacz miary katéw trojkata ABC.

52. Na okregu o promieniu 7,5 opisany jest trojkat ABC, w ktorym |AC| = |BC]|.
Wysokos¢ tego trojkata poprowadzona z wierzchotka C jest rowna 20. Oblicz dlugo-
$ci bokow i pozostate wysokosci tego trojkata.

53. Dwusieczna kata A w trojkacie ABC przecina opisany na nim okrag w punkcie
D. Wiadomo, ze 4BAC = 60°i4ABC = 80°. Oblicz miary katow czworokata ABDC.

54. W kole o $rodku S i $rednicy 16 poprowadzono cieciwe CD réwnolegta do sred-
nicy AB. Kat CSD ma miare 120°. Oblicz pole czesci kota miedzy cieciwg CD i $red-
nica AB.

55. Dlugosci bokow trojkata ABC wynosza 6 cm, 8 cm i 12 cm. Wyznacz obwod
tréjkata podobnego do trojkata ABC, w ktérym jeden z bokéw ma dlugosé 12 cm.

56. Jedna z przyprostokatnych trdjkata prostokatnego o polu 324 cm’® ma dlugos¢
36 cm. Oblicz pole kota stycznego do przyprostokatnych, ktorego srodek lezy na prze-
ciwprostokatne;.

57. W trdjkacie rownoramiennym wysokos$¢ opuszczona na podstawe ma 24 cm.
Promien okregu wpisanego w ten tréjkat jest rowny 9 cm. Oblicz pole tréjkata.

58. W trdjkat réwnoramienny o ramieniu dtugosci 20 cm i wysokosci opuszczo-
nej na podstawe rownej 16 cm wpisano okrag. Nastepnie poprowadzono styczna do
okregu réwnoleglta do podstawy tréjkata. Oblicz

a) dlugos¢ wpisanego okregu.

b) diugos¢ odcinka stycznej zawartego w tréojkacie.

60. , C Dane: |AD| =36 cm, |DB| =14 cm, EF 1 AB, CD 1 AB,
Em \ P A apr = Ppcpr
Szukane: |AF|, |FB|
s A B Oznaczamy: h = |CD|, h > 0;
Fi D |AB| = 50 cm

Pole trojkata ABC jest réwne %IABI -|CD| = 25h.

Zatem pole trojkata AEF = % -25h = 12,5h oraz pole trojkata AEF = %IAFI - |EF|,

wiec |AF| - |EF| = 25h. Z twierdzenia Talesa (z podobienistwa trojkatéow AEF i ACD):
|AFI _ IEEL | JAF| _ EF| _\pp _ JAFLE

|AD| |CD| 36 h 36

Podstawiajac |EF| z (*) do rownosci |AF| - |[EF| = 25h, otrzymujemy:
|AF]| - % = 25h, wiec |AF|* = 36- 25, stad |AF| =6-5 =30, |FB| = |AB| - |AF| = 20.
Odp.: 30 cm i 20 cm
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59. W trojkacie ABC poprowadzono wysokos¢ CD C
jak na rysunku. Wiadomo, ze |AB| = 12, |CD| = 6, Q P
[MN| = 3. Oblicz pole prostokata MNPQ.
B
A7"MD N B

60. Wysokos¢ CD dzieli bok AB tréjkata ABC na dwa odcinki o dtugoéciach 36 cm
i 14 cm. Prostopadle do boku AB poprowadzono prosta, ktéra dzieli trojkat na dwie
czesci o rownych polach. Jakie s dlugosci odcinkéw, na ktdre ta prosta dzieli bok AB
trojkata?

61. Udowodnij, ze jezeli czworokat wypukly ma o$ symetrii, to mozna na nim opisa¢
okrag lub mozna wpisa¢ w niego okrag.

62. Punkt S jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat. Wykaz, ze katy, pod ktorymi
wida¢ boki tego tréjkata z punktu S, sa rozwarte.

63. Punkt S jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie ostrokatnym ABC. Popro-
wadzono wysokos¢ CD tego trojkata. Wykaz, ze kat ACD jest rowny katowi SCB.

64. W trapezie ABCD, w ktorym AB || CD, przekatne AC i BD przecinajg sie
w punkcie S. Wykaz, ze pola trojkatow ASD i BSC sa rowne.

65. W trapezie ABCD, w ktorym AB || CD, przekatne AC i BD przecinaja sie
w punkcie S. Punkt S dzieli odcinek AC tak, ze |CS|: [SA| = 2: 3, a pole trdjka-
ta BCS jest rowne 12. Oblicz pole trapezu.

66. W trapezie rownoramiennym o polu 135 jedna podstawa jest dwa razy diuzsza
od drugiej. Oblicz pola tréjkatéw, na jakie dziela trapez jego przekatne.

67. Pola trzech wielokatéw podobnych sa réwne 80 cm?, 180 cm? i 245 cm®, a suma
obwodow tych figur jest rowna 1,7 m. Oblicz obwdd najmniejszego wielokata.

68. Piotr chce narysowac na kartce formatu A4 (21 cm x 29,7 cm) mozliwie duzy
plan swojego pokoju, ktéry ma wymiary 2,8 m x 3,6 m. Jaka skale powinien przyjaé?

69. Proste PK i M P s3 rownolegle do odpowiednich bo- K_B
kow trojkata ABC jak na rysunku. Wiadomo, ze |[AM| = 4
|AP| = 5, |PC| = 15, |BK| = 6. Oblicz obwod trojkata
ABC. M
p
A

70. Przekatne trapezu ABCD, w ktérym AB || CD, przecinaja sie w punkcie P.
Prosta réwnolegla do podstaw i przechodzaca przez punkt P przecina ramiona tra-
pezu w punktach M i N. Udowodnij, ze punkt P jest Srodkiem odcinka MN.

C

61. Nalezy rozpatrze¢ dwa przypadki.

I k Zaden wierzchotek czworokata nie lezy na osi symetrii.
D F ¢ <4BAD =<4ABC i 4DCB =<4CDA,
: wiec <BAD +<4DCB = 4ABC +<4CDA.
Zatem na czworokacie ABCD mozna opisa¢ okrag
A . - 3 (ABCD to trapez réwnoramienny).
II. Dwa wierzchotki czworokata lezg na osi symetrii.
b |AB| = |CB| i |AD| = |CD|,
wiec |AB| + |CD| = |CB| + |AD|.
A ¢ Zatem jezeli czworokat jest wypukly, to mozna w niego
wpisac¢ okrag (ABCD to deltoid).
B
k

9. Powtdrzenie

59. 131
2

Punkt S jest punktem
wspdlnym dwusiecznych katow
wewnetrznych.

JASB = 180° — (9 + E) -
2 2

=180° - 180y =90°+ = > 90°

4BSC = 180° - ( >

— 1800 - B2 _ 9504 & 5 g
2 2
4CSA = 180°—<5+1) -
2 2
180° —
=180°—8()Tﬁ=90°+§>90°

63. Wskazéwka: Przedtuz
promien CS do $rednicy CM
i rozwaz katy trojkata MBC.

65.

}
I
I
I
oy
F

Zalozenie: AB || CD ina rysunku

Teza: PAasp = PAgsc
Dowdd:

1
Paapp = ElABl -|DE| =

B

1
= E|AB| -|CF| = PA apc

Zatem P A o5p = P Apsc:
66. 60, 30, 15, 30
67. 40 cm

68. 1:131
3

69. 60

70. Wskazéwka: Niech punkt M
nalezy do boku AD, a punkt N
do BC. Z podobienstwa trojkatow

CDP i ABP wynika réwnos¢:
IPD}_ [Pl Skorzystaj
|BP| |AP|’

z podobienstwa trojkatow

AMP i ADC oraz trojkatow

BNP i BCD, aby zbada¢ proporcje
|DC| |DC|

—— oraz ———.

|MP| |PN|

307 I
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71. Wskazéwka: Poprowadz
prosta, ktdra jest réwnolegta do
podstaw trapezu i przechodzi przez
punkt przecigcia przekatnych.
Skorzystaj z zadania 70.

73. Wskazéwka: Poprowadz
odcinek MF (punkt F lezy na boku
AC) réwnolegle do boku BC

i rozwaz tréjkat AMF.

74. 4A =<4B =70° 4C = 40°
lub 4A =<4B = 20° 4C = 140°

75. 20,5
76. (3 +3V3) cm

77. 53

78. 8. Wskazéwka: Zauwaz,

ze kat miedzy dwoma
promieniami okregu opisanego
poprowadzonymi do koncow
jednego z ramion trojkata jest
réwny 30°.

79. 4,5 cm 0

Zalozenie: |AC| = |BC|, AC L BC,
|AB| = ¢, D - $rodek okregu
opisanego na tréjkacie ABC,

S - $rodek ciezkosci

Teza: |DS| = %c

Dowdd:

CD, BE - $rodkowe trojkata ABC,
wiec |CS|:[SD| = |BS|:[SE| =2:1.
Zatem

|SD|=§|CD|: e=1l.g

6

N | =

1
3
co konczy dowdd.

81. 1
3

71. Proste KM i NL sa réwnolegle do odpowied- D N M ¢
nich bokéw trapezu ABCD jak na rysunku. Wykaz,

ze |AK| = |LB|.

72. Wykaz, ze w tréjkacie prostokatnym ABC kat
pomiedzy wysokoscig a $rodkowa poprowadzony-
mi z wierzchotka kata prostego jest réwny réznicy
katow ostrych tréjkata ABC.

73. W réwnoramiennym tréjkacie ABC, w ktérym
|AC| = |CB|, z dowolnie wybranego punktu M
podstawy AB poprowadzono odcinki M N oraz M P
prostopadle do ramion BC i AC tréjkata (zob. rysu-
nek). Wykaz, ze [MN|+|MP| = |AA'|, gdzie AA
jest wysokoscig poprowadzong z wierzchotka A.

74. Na trojkacie rGwnoramiennym ABC, w ktérym |AC| = |CB|, opisano okrag
o srodku S. Wiadomo, ze <ASB = 80°. Wyznacz miary katow trojkata ABC.

75. Oblicz promien okregu opisanego na trdjkacie prostokatnym o przyprosto-
katnych 9 i 40.

76. Promien okregu opisanego na trojkacie rownobocznym jest o 6 cm krotszy od
boku tréjkata. Wyznacz ten promien.

77. Dany jestromb ABCD o boku 15 i kacie przy wierzchotku A rownym 60°. Okrag
opisany na trdjkacie ABD przecina przekatng AC w punkcie P. Wyznacz dlugosé
odcinka PD.

78. Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie rownoramiennym o podstawie 8
i kacie miedzy ramionami 150°.

79. Oblicz promien okregu wpisanego w trdjkat rownoramienny o bokach 18 cm,
15 cm, 15 cm.

80. Dany jest trojkat prostokatny rownoramienny o przeciwprostokatnej c. Wykaz,
ze odleglos¢ srodka ciezkosci tego trojkata od srodka okregu opisanego na tym troj-
kacie jest rGwna éc.

81. Punkt D jest $rodkiem $rodkowej AM tréjkata ABC. Punkt F jest takim punk-

tem na boku AB, ze odcinek DF jest rownolegly do boku AC. Wyznacz stosunek
|AF| : |FB.

Zalozenie: |BD| = |AD|, CE L AB

Teza: <DCE = 4ABC —4BAC

Dowdd:

Oznaczamy JABC = f3, 4BAC = «

Punkt D jest srodkiem okregu opisanego na AABC, wiec |DA| = |DB| = |DC|,
stad trojkaty ACD i BCD s3 réwnoramienne.

ABCE ~ AABC, wiec 4BCE = «
{|DB|:|DC|’ wiee 4BCD = g = 9DCE = = a = 4ABC - 4BAC



