Umiejetnosci

[
Po klasie pierwszej szkoly
u n CJ e ponadpodstawowej uczen:
® oblicza dtugo$¢ okregu i tuku
okregu,
t ryg onom e't ryC zNne e oblicza pola i obwody:
: - trojkatow,
_ e : - czworokatow,
s ' - kot,
- pierécieni kotowych,
® zamienia jednostki pola,
® stosuje w zadaniach twierdzenie
Pitagorasa,
® korzysta z wlasnosci trojkatow
i czworokatow.

Po tym dziale uczen:

® wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych (sinus, cosinus, tangens) w trojkacie prostokatnym o danych bokach,

® oblicza dlugosci bokow i miary katdw trojkata prostokatnego, gdy dane sa dtugos¢ jednego boku tréjkata i wartos¢ dowolnej
funkcji trygonometrycznej jednego z jego katoéw ostrych,

® korzysta z przyblizonych wartosci funkgji trygonometrycznych (odczytanych z tablic lub obliczonych za pomoca kalkulatora),

® stosuje w zadaniach na dowodzenie podstawowe zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi kata ostrego i rozwartego,

® wykorzystuje funkcje trygonometryczne do obliczania pol i obwodow trojkatow i czworokatow,

® oblicza warto$ci funkgji trygonometrycznych katéw wypukltych umieszczonych w ukladzie wspétrzednych,

® konstruuje katy w uktadzie wspotrzednych, gdy dana jest warto$¢ jednej z funkgji trygonometrycznych tych katéw,

® udowadnia proste tozsamosci trygonometryczne i podaje zatozenia dotyczace tych tozsamosci,

® stosuje wzory redukcyjne do obliczania funkgji trygonometrycznych katéw rozwartych.



310  Dziat 4. Funkcje trygonometryczne

Uwagi metodyczne

Na poczatku definiujemy tangens
kata ostrego jako funkgje, ktorej
zastosowania w planimetrii sg
tatwe do pokazania.
Podkre$lamy, ze jest to funkcja
zalezna tylko od miary kata, a nie
od dlugosci bokéw trojkata.
Nastepnie definiujemy funkcje
sinus i cosinus.

-

temat 4.2

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 4.1

Generator

testéw i sprawdzianéw

N

1. Funkcje trygonometryczne
kata ostrego

Umiejetnosci:

* wyznaczanie wartosci funkciji sinus, cosinus i tangens katow ostrych w tréjkgcie
prostokatnym

e korzystanie z przyblizonych wartosci funkcji trygonometrycznych

e obliczanie miary kata ostrego, dla ktdrej funkcja trygonometryczna przyjmuje dang
wartosc

Popatrzmy na rysunek. Jezeli « jest katem g
ostrym w tréjkacie prostokatnym, to jedno ol .
<
z ramion kata « jest przyprostokatna (przy- =)
legta do kata o), a drugie przeciwprostokat- é ”g
ng. Naprzeciwko kata « lezy druga przypro- g: g
stokgtna. S
S . . ARSI
Podanie miary jednego z katow ostrych jed- przyprostokatna przylegla
noznacznie okredla drugi kat ostry w tym do kata

tréjkacie: jezeli dany jest kat «, to drugi kat

ma miare 90° — «.

Zeby jednoznacznie wyznaczy¢ tréjkat prostokatny, wystarczy znaé jeden z jego ka-
tow ostrych i jeden z jego bokow.

Przyktad €)

Skonstruujemy tréjkat ABC, w ktérym < B = 90° oraz dane
sq: |AB] =¢c i 4C=a (a < 90°).

Rozwigzanie

Oto przykladowa konstrukgeja:

 na prostej odktadamy odcinek AB,

 z punktu B prowadzimy prostg k prostopadla do AB,

e zpunktu A prowadzimy pétprosty I prostopadly do !
AB,

* odkladamy kat « w taki sposéb, ze punkt A jest jego
wierzchotkiem, a pétprosta [ — ramieniem,

e punkt przeciecia drugiego ramienia odlozonego kg-
ta o z prosta k jest szukanym wierzchotkiem C. )

Zadanie ma zawsze jedno rozwigzanie.
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Przyktad e

Chcemy oszacowaé wysoko$¢ drzewa. Mamy wyniki nastepujacych pomiaréw:

° 32 m - odleglo$¢ obserwatora od drzewa,

e 12° - kat, pod ktérym obserwator widzi wierzchotek drzewa (jak na rysunku),
° 1,6 m - wysokos¢ oczu obserwatora nad ziemia.

-
pes
T -4

32m

Rozwigzanie

Do rozwigzania problemu powinni$my wyznaczy¢ wielkos¢ h. Odcinek oznaczony na
rysunku literg a zostal poprowadzony z pewnego przypadkowo wybranego punktu
na przeciwprostokatnej. Otrzymalismy w ten sposéb dwa tréjkaty podobne, zatem:

12°

32m
Stosunek g nie zalezy od wielkosci tréjkata, tylko od miary kata i mozemy go obliczy¢

(z zadang dokladnoscia), jesli znamy dlugoscia i b.

32m
Dla kata 12° stosunek g ~ 0,213, a poniewaz h = g - 32, wiec h = 6,816 m.

Aby otrzyma¢ odpowiedz na postawione na poczatku pytanie, do wielkosci h trzeba
jeszcze doda¢ 1,6 m.

Odp.: Drzewo ma ok. 8,4 m wysokosci.

311 I
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Stosunek diugosci dwdch przyprostokatnych tréjkata prostokatnego jest wielkoscia
tak wazng, ze na jego okreslenie wprowadzono specjalng nazwe.

W tréjkacie prostokatnym, w ktérym o jest katem ostrym, B

stosunek dtugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko a
kata o do dlugosci przyprostokatnej przylegtej do kata « B [~

A
nazywamy tangensem kata « i oznaczamy tga. ¢ b
a
tgoc = E
Przykiad @)
Skorzystamy z danych na rysunku i obliczymy tg «.
a) b) <)
3 5
«
3 4
V3
tga = —
(¢4 4 2
5
3 tga = . 2,5
tga=2=06 2
J

Przyjrzyjmy sie rysunkowi. Tréjkaty ABCi AB,C; B
sg podobne, wiec prawdziwa jest réwno$¢:

|BC| _ |B,C,|
IAC| ~ JAC|

Warto$¢ tangensa zalezy tylko od miary kata, a nie od dtugosci bokow trojkata
prostokatnego.

Kazdemu katowi ostremu zostala w opisany wyzej sposdb przyporzadkowana pewna
liczba, nazywana jego tangensem. Zatem okre$lona zostata funkcja, ktorej dziedzina
jest zbidr katow ostrych, a zbiorem wartosci - zbidr dodatnich liczb rzeczywistych.
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Podobnie definiujemy nastepne funkgje.

Uwagi metodyczne

® Funkgji cotangens nie ma

313 I

W tréjkacie prostokatnym, w ktérym o jest katem ostrym:

e stosunek dtugo$ci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko tego kata do dtugo-
$ci przeciwprostokatnej nazywamy sinusem kata « i oznaczamy sin «,

¢ stosunek dlugos$ci przyprostokatnej przylegtej do kata o do dtugosci przeciw-
prostokatnej nazywamy cosinusem kata « i oznaczamy cos .

. a
Sinx =

CoS«x =

ol ol
S
'

Funkcje tg a, sin &, cos « nazywamy funkcjami trygonometrycznymi, a dzial mate-
matyki zajmujacy si¢ badaniem ich wlasnosci - trygonometria.

Stosunek dtugosci przyprostokatnej przyleglej do kata & do dtugosci przyprostokatnej lezacej  ((+))
naprzeciwko tego kata nazywamy cotangensem kata « i oznaczamy ctga. Z tej funkeji nie
bedziemy korzysta¢, poniewaz fatwo mozna ja zastapi¢ tangensem. Bezposrednio z definicji obu
funkcji wynika bowiem réwno$¢:

1
ctga = —
& tga

Na konicu podrecznika znajduja sie tablice wartoéci funkgji trygonometrycznych (za-
okraglonych do czwartego miejsca po przecinku) dla wszystkich katéw ostrych od 1°
do 89° rézniacych si¢ kolejno o 1°. Mozna z nich korzysta¢ w dwie strony:

e dla danego kata odczyta¢ wartoéci jego trzech funkeji trygonometrycznych,

* majgc danag warto$¢ funkeji trygonometrycznej pewnego kata, odczytad jego miare.

® Poczatki trygonometrii siggaja czaséw starozytnych i sg $cisle zwigzane z rozwojem astro- ((( )))
nomii, np. z szukaniem metod orientacji na otwartym morzu wedtug widocznych cial
niebieskich oraz tworzeniem map.
Definicje, ktore zostaly tutaj przytoczone, wprowadzono w XVI w.

® Wartosci (w systemie dziesietnym) funkeji trygonometrycznych dla katow ostrych zostaty
obliczone z duza dokladnoscig i spisane w tablicach w XV w. przez Johannesa Miillera
z Krélewca. Korzystano z nich przy rozwigzywaniu probleméw zwiazanych z réznego typu
pomiarami - przede wszystkim geodezyjnymi. UsciSlona w XVII w. metoda pomiaréw
terenowych na podstawie tzw. triangulacji (podzialu danego obszaru na tréjkaty) polegata
na zastgpieniu pomiaréw odlegtosciowych - katowymi, a nastepnie wyznaczaniu odlegtoéci
z uzyciem rachunku trygonometrycznego.

w podstawie programowej,
dlatego ograniczamy sie do
podania krotkiej informacji

na jej temat.

Zapoznajemy uczniow

z tablicami wartosci funkeji
trygonometrycznych

i akcentujemy ich
niewymierno$¢. Warto od
poczatku podkresla¢ roznice
miedzy zadaniami, w ktérych
otrzymujemy dokladny (cho¢
czesto niewymierny) wynik,

a zadaniami, w ktérych

wynik jest przyblizony. To
réwniez kolejna okazja do
przypomnienia pojecia
przyblizenia. Trzeba
uswiadomi¢ uczniom, ze jezeli
na przykiad majg poda¢ obwod
trojkata z doktadnoscia do
jednego miejsca po przecinku,
to wczesniejsze obliczenia
musza wykonywa¢ z wigksza
doktadnoscig. Nalezy uczuli¢
ucznidéw na to, Ze nie wystarczy
odczytanie z tablic wartosci
funkgji z tak niewielka
doktadnoscig. Warto zilustrowaé
to stosownym przyktadem.



I 314 Dziat 4. Funkcje trygonometryczne

41.6. Odczytaj z tablic
wartosci podanych funkcji
trygonometrycznych.

a) sin 15°, sin 32°, cos 18°

b) cos37° cos41° sin52°

¢) sin72°, sin 81°, cos79°

d) tg17°, tg81°, tg63°, tg22°
Odp.: a) 0,2588, 0,5299, 0,9511
b) 0,7986, 0,7547, 0,7880

¢) 0,9511, 0,9877, 0,1908

d) 0,3057, 6,3138, 1,9626, 0,4040

41.11. Wyznacz kat ostry «, dla
ktdrego prawdziwa jest podana
réwnosc.
a)3tga =3
+V3

2

) %(3+tgoc)=1

b) 1+cosoc:2

1
3
Odp.: a) o = 30°

b) a = 30°

C) o = 45°

Przyktad o
Odczytamy z tablic przyblizone miary katow rozwazanych w przyktadzie 3.

Rozwiazanie

a) Jezeli tgax = 0,6, to a = 31°.

b) Jezeli tga = \/75 = 0,43, to o = 23°.
c) Jezeli tgax = 2,5, to a = 68°.

Przyktad @) « zad. 1.6
Odczytamy z tablic przyblizone wartosci funkeji trygonometrycznych katow 87°
il4°.
Rozwiazanie
sin 87° = 0,9986
cos 87° = 0,0523
tg87° = 19,0811

Przyktad ©
Wyznaczymy wartosci funkeji trygonometrycznych katow 30°, 45° 1 60°.

sin 14° = 0,2419
cos 14° = 0,9703
tg 14° = 0,2493

Rozwiazanie

Jezeli narysujemy potowe kwadratu i potowe tréjkata réwnobocznego o odpowiednio
dobranych bokach, to wartosci funkeji trygonometrycznych wymienionych katow
odczytamy bezposrednio z rysunku. Zestawiamy je w tabeli.

o 30° 45° 60°
. 1 V2 V3
sin « = — —
@ 2 2 2
V3 V2 1
2 1 1 \/2 cos & 7 7 5
V3
o . : 159 tga 5 1 V3
\3 1

Przyktad o zad. 1.11
Znajdziemy kat ostry e, dla ktorego zachodzi rownosé¢ 2(1 + cosa) = V2 + 2.

Rozwiazanie
Rozwigzujemy réwnanie, w ktérym niewiadoma jest cosa.
2(1+cosa) = V2 +2

«— dzielimy obie strony réwnania przez 2

2
1+cosa = \/7_ +1 —— od obu stron réwnania odejmujemy 1
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2
cosa = —
2

Skoro cosa = \/75, to szukany kat ostry ma miare 45° - zob. przyklad 6.

Odp.: a = 45°

J
Zadanie polegajace na obliczeniu wszystkich niezna- Uwaga: Wartosci funkcji (1)
nych dlugosci bokdéw oraz miar katéw w dowolnym trygonometrycznych moz-

na odczytywa¢ rowniez

trojkacie nazywa si¢ rozwigzywaniem trojkatow. 2 kalkulatorw naukowych.

W tym podreczniku ograniczymy si¢ do tréjkatow
prostokatnych albo takich, ktére bedzie mozna roz-
wigza¢ za pomocg trojkatéw prostokatnych.

Przyktad o zad. 1.15 41.15. Wyznacz boki (wyniki
W tréjkacie prostokatnym MRS dane sg niekto- S ZaOqugh,J io P }eiiwszeg’(?kmle) sea

ielkosci h na rysunku literami po przecinku) i katy trojkata
re z wielko$ci oznaczonyc ry . s VS0, 7
Wyznaczymy pozostate boki i katy tego trojkata. . m kat C jest prosty oraz
Wiyniki zaokraglimy: katy — do 1 stopnia, dtugosci a) 4A = 48°, |AC| = 11.
bokéw - do dwdch miejsc po przecinku. o a s b) 4B = 52°, |AC| = 18.

N

¢) 4A =27°, |BC| = 12.

Rozwigzanie d) <B =19°, |AB| =6,8.

a) «=37°r=5

¢) A = 2 4B, |AB| = 44.
sin37°=m sina=2 3
5 r f) 4B —-<4A =40° |BC|=7.
m = 5sin 37°, wiec m = 3,01 «—— z tablic matematycznych: sin37° = 0,6018 Odp.: a) 4B = 42°, |AB| = 16,4,
cos37° =23 — cosa=* IBC| = 12,2
r b) <A = 38°, |AB| = 22,8,
s =5c0s37° = 3,99 «— 7z tablic matematycznych: cos37° = 0,7986 |BC| = 14,1
IMSR = 90° — « = 53° c) 4B = 63°, |AB| = 26,4,
|AC| = 23,6
Odp.: <MSR = 53°, m = 3,01, s = 3,99 d) 9A = 71°, |BC| = 6,4,
AC| =22
b) a =70° m =12 | :
e TZ e) 4A = 36°, 4B = 54°,
sin70° = = —sina="2 |AC| = 35,6, |BC| = 25,9
21w ' f) 9A = 25°, 4B = 65°,
r=——= = 12,77 «—— sin 70° = 0,9397 |AC| = 15,0, |AB| = 16,6
sin70°  0,9397 > >
12 12
s= = =~ 4,37 —tga=" i tg70° ~ 2,7475
tg70°  2,7475 $

JIMSR =90° — ax = 20°
Odp.: SMSR = 20°, r = 12,77, s = 4,37
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41.19. Dana jest warto$¢ jednej
z funkgji trygonometrycznych kata
ostrego «. Skonstruuj ten kat.

a)toc—l
8% =3

b) sina =

N = WIN

C) cosa =

d) tga =3
Odp.: Wskazéwka: Przeanalizuj
przyklad 9 ze s. 316.

41.22. Oblicz sinus i cosinus kata
ostrego «, ktory prosta KL tworzy
Z 08ig X.

a) K=(0,0), L=(1,2)

b) K=(0,-1), L=(3,2)

) K=(3,0), L=(1,-3)

d) K = (5,0), L=(0, -2V6)

. 2V5 5
Odp.: a) sina = %» cosa = \g
. V2 V2
b) sina = —, cosa = —
2 2
. 3vV13 2V13
C) sink = ——, cosqx = ——
13 13

. 26 5
d) sina = — cosa = =

Dziat 4. Funkcje trygonometryczne

Przyktad e zad. 1.19

Dana jest warto$¢ jednej z funkcji trygonometrycznych kata ostrego «. Skonstruuje-

my ten kat.
Rozwigzanie
4
a) tga = :
Szukany kat mozemy traktowac¢ jak jeden z katow
ostrych w tréjkacie prostokatnym. Konstruujemy wiec
taki trojkat, w ktérym przyprostokatna lezaca naprze-
ciwko kata « ma 4 jednostki, a przyprostokatna przyle- z

gla do tego kata - 5 jednostek.

. 3
b) sina = =
7

«a jest katem ostrym w tréjkacie prostokatnym, w kto-
rym przyprostokatna lezaca naprzeciwko kata « ma
3 jednostki, a przeciwprostokatna 7 jednostek. Kon-

struujemy zatem dwie proste prostopadfe. Na jednej
odmierzamy przyprostokatna o dtugoséci 3 jednostek
i z koncowego jej punktu prowadzimy okrag o pro-
mieniu réwnym 7 jednostek do przecigcia z druga.

c) tga=2
«a jest katem ostrym w trdjkacie prostokatnym, w ktérym przypro-
stokatna lezaca naprzeciwko kata o ma 2 jednostki, a przyprosto-
katna przylegla do tego kata — 1 jednostke. Konstruujemy wiec taki

trojkat, w ktorym stosunek odpowiednich przyprostokatnych wy-

. . . . - 2_4
nosi 2 (mozemy przy tym skorzysta¢ np. z réwnosci 2 = 1= E)

Przyktad (@) « zad. 1.22
Prosta przechodzaca przez punkty P = (1, 2) i M = (3, 8)
tworzy z osig x kat ostry «. Wyznaczymy ten kat. v

Rozwigzanie

Rysujemy pomocniczy trdjkat prostokatny PQM, w ktorym
IMPQ = a. Punkt Q = (3, 2), zatem w trojkacie PQM
dlugosci przyprostokatnych wynosza |PQ| =2 i [QM]| = 6.

LY A

2

QM|
tga=—"—=3
NTZe]
Z tablic odczytujemy miare szukanego kata. H
Odp.: a = 72° 0

=y
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W kazdym z zadan 1.1-1.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie. Odpowiedzi i rozwigzania
4sin 30° + 2tg45°
1.1. Wartos¢ wyrazenia canT o8t jest rowna 11.B
V3 - tg60°
Al B. 1. C. V3. D.2.
1.2. Kat ajest ostryi V3 - tgaw = 1. Jakg miare ma kat oc? 1.2. C
A. 60° B. 45° C. 30° D. 15°
1.3. W trojkacie prostokatnym jedna z przyprostokatnych ma dtugos¢ 8 cm, a tan- 1.3. C
gens kata przyleglego do niej jest rowny Z Jaka diugo$¢ ma przeciwprostokatna
w tym tréjkacie?
A. 13cm B. 12cm C. 10 cm D. 10V2 cm
. . ., . _|AC| |BC|
1.4. Na podstawie rysunku mozemy zapisa¢, ze np. sin<B = 1A 1.4. a) tg9A = TAC]
a5~ 12
Stosujemy uproszczony zapis katow wewnetrznych tréjkata o podanych wierzchotkach. (@) cos<b = |AB|
Na przyklad w tréjkacie ABC zamiast 4BAC piszemy krétko <A, w tréjkacie MPR zamiast . _|HIl . _ |DE|
4MRP piszemy <R itd. b) sin<G =1 om sindF = o
LY - el
o 3 F E v ¢) cos<K = Tk tg<H = ]
" _ |OM]|
! d) singN = INMI
L cosdIM = lom|
INM|
. SR| [WT|
A z X p= SR - ]
. . e) tgd RP) cosqW WUl
’ P f) tgaZ = 2 ginqy = 221
R 834 = 17X’ = 2y
U
N
w
O J /
P M K
Zapisz podobnie
a) tg4A,  cos<B. c) cos<qK, tg4H. e) tg4P, cosqW.
b) sindG, sin<dF. d) sindN, cos<dM. f) tgaZ, sin4Y.
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|BC

1.5. — =sindA = cos<dB,
|AB|
|FE| .
—— =sin<4D = cos<4F,
FD in< Jd
IH
HH| = sin<G = cos<4H,
|GH]|
IJK|
— =tglL,
g -8
|OM]|
—— =tg<4N,
loN| ~ 8
|RS| .
— =sin<4P = cos<S,
|PS|
T
M =sinqU = cos<4W,
(WU
| XY .
—— =sindZ = cosqY
YZ| X <

1.6. a) 0,2588, 0,5299, 0,9511

b) 0,7986, 0,7547, 0,7880

¢) 0,9511, 0,9877, 0,1908

d) 0,3057, 6,3138, 1,9626, 0,4040

1.7.2) 27° b) 47° ¢) 57°
d) 68°

1.8. a) 78° b) 69° ¢) 58°
d) 23°

1.9.2) 8° b) 14° ¢) 78° d) 89°

110.2) -1 ) 23
2 3
) 13-4V3 d)3
1.11. a) a = 30°
b) o = 30°
C) o = 45°
1.12. a) sina = é, cosa = A—L,
5 5

toc—é
84 =4

b) sina = &, cosa = l,
3 3
tg(x=2\/§

. 12 5
¢) sina = —, cosa = —,
13 13

tga = —
& 5

. 2+/5 5
d) sina = = cos = -

tga =2

1.5. Na podstawie poprzedniego zadania zapisz kazdy z podanych utamkéw jako

funkcje trygonometryczng wybranego kata ostrego.
IBC| * [FEI ~ [IH] ~JK] “|OM] " IRS| © [WT] = |XY]
|AB|” |FDI’ |GH|" |JLI” |ON|" |PS|” WU|’ |YZ]
1.6. Odczytaj z tablic wartosci podanych funkgji trygonometrycznych.
a) sin 15°, sin 32° cos18° ¢) sin72° sin81°, cos79°
b) cos37°, cos41°, sin52° d) tg17°, tg81°, tg63°, tg22°

1.7. Dana jest warto$¢ sin a. Odczytaj z tablic miare kata « z doktadnoscig do 1°.
a) 0,4555 b) 0,7349 c) 0,8415 d) 0,9291

1.8. Dana jest warto$¢ cos ov. Odczytaj z tablic miare kata o z doktadnoscia do 1°.
a) 0,2079 b) 0,3584 ¢) 0,5299 d) 0,9205

1.9. Dana jest warto$¢ tg a. Odczytaj z tablic miare kata « z doktadnoscia do 1°.
a) 0,141 b) 0,249 c) 4,705 d) 57,290

1.10. Oblicz doktadng warto$¢ wyrazenia. Zapis sin” « oznacza (sin a)”.
( tg60°  sin45° )2

cos60°  cos45°
sin® 45° + cos 60° d sin 30° - tg 60° + cos 30°
sin 30° - cos 30° tg30°

a) 2sin60° - cos 30° — 2tg45°

1.11. Wyznacz kat ostry «, dla ktérego prawdziwa jest podana réwnos¢.

a) 3tga =3 2+2\/§

b) 1+ cosa = ) %(3+tga)=1§

1.12. Na podstawie informacji podanych na rysunku wyznacz wartosci funkgji try-

gonometrycznych kata a.

a) C o ¢ 36 B
39
9 @]
A
d) c
a .
A 5 B
b) B s
24
1
1,2
«
¢ 3 A B
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1.13. W tréjkacie prostokatnym ABC, w ktoérym kat C jest prosty, dane sg dltugosci
dwdch bokow. Odczytaj z tablic przyblizong (z dokladnoscig do 1°) miare kata A.

a) |AC| =2, |AB| =3 d) |AC| =6, |AB| =10
b) |BC| =5, |AB| =7 e) |BC| =25, |AB| =4,7
c) |AC| =9, |BC| =4 f) |AC| =0,3, |BC| = 8,6

1.14. W tréjkacie prostokgtnym ABC, w ktorym kat C jest prosty, dane sa dlugosci
dwdch bokéw. Oblicz wartosci funkgji trygonometrycznych kata A.

a) |AC| =4, |AB|=5 d) |BC| = 10, |AB| =55
b) |AC| = |BC| = 7 e) |BC| =15, |AC| =8
c) |AC|=2v2, |AB| =3 f) |BC|=6, |AB| =7

1.15. Wyznacz boki (wyniki zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku) i katy
tréjkata prostokatnego ABC, w ktérym kat C jest prosty oraz

a) <A = 48°, |AC| = 11. d) 4B = 19°, |AB| = 6,8.
b) 4B = 52°, |AC| = 18. e) 4A = %43, |AB| = 44.
) 4A =27°, |BC| = 12, f) 4B—4A = 40°, |BC| = 7.

1.16. W trojkacie ABC, w ktérym |AC| = 10, |AB| = |BC| = 13, poprowadzono
wysoko$¢ BD. Wyznacz wartosci funkgji trygonometrycznych kata CBD.

1.17. Wszystkie wierzcholki prostokata ABCD lezg na
okregu o $rodku S (zob. rysunek). Bok KS trojkata KLS jest D C
réwnolegly do AB, abok LS tego trojkata jest rownolegly do

sina + cos N

AD. Skorzystaj z danych na rysunku i oblicz

sina — cos o

@
1.18. W prostokacie ABCD, w ktérym stosunek bokéw 4 L B
|AB|: |BC| = 2: 3, poprowadzono przekatnag AC. Wyznacz
wartosci funkgji trygonometrycznych katéw CAB i CAD.

1.19. Dana jest wartos$¢ jednej z funkgeji trygonometrycznych kata ostrego a. Skon-
struuj ten kat.

a) tgoczé b) sinoc=§ c) cosoczé d) tgoc=\/§

1.20. Oblicz tangens kata ostrego «, ktéry prosta przechodzaca przez poczatek ukta-
du wspotrzednych i punkt M tworzy z osig x.

a) M=(2,1) b) M = (5, 3) c) M= (\/Z 1) d) M = (2\/5’ \/5)

1.21. Oblicz sinus i cosinus kata «, ktérego jedno ramie pokrywa si¢ z dodatnia pét-
osig osi x, a drugie przechodzi przez punkt A.

a) A=(1,3) b) A=(12,5 o A=(V52) 4 A=(2V21)

1.19. Wskazowka: Przeanalizuj przyktad 9 ze s. 316.

12000 b2 92 ¢!
2 5 2 2
1.21. a) sina = 10, cosoc:—10 b) sinrx—i, cosa = —
0 1 13 13
) 2V2
¢)sina==, cosa = — d)sina=-, cosa = ——

1.13. a) 48° b) 46° «¢) 24°
d) 53° e)32° f)88°

1.14. a) sin4A = g COSJA = g

tgIA = %
b) singA = cos<4A = \/TE’
tgdA =1
¢) singA = %, COSJA = %ﬁ,
tgdA = %

2+/5 \5

d) sindA = T, COSJA = ?,

tgaA =2

e) singA = E, COSJA = i,
17 17

15
tggA = —
gd 3
. 1
f) sindA = g, COSYA = \/773,
6V13
tgIA = \1/—;

1.15. a) 4B = 42°, |AB| = 16,4,
|BC| = 12,2

b) <A = 38°, |AB| = 22,8,
|BC| = 14,1

c) 4B = 63° |AB| = 26,4,
|AC| = 23,6

d) <A = 71° |BC| = 6,4,
|AC| = 2,2

e) 4A = 36° <B = 54°,
|AC| = 35,6, |BC| = 25,9
f) <A = 25°, 4B = 65°,
|AC| = 15,0, |AB| = 16,6

1.16. sin<gCBD = %>
12 5

BD = —, t BD = —
cos4C @ gaC T
1.17. 7
1.18.
sindCAB = cos<ICAD = %3173,
tg4CAB = %
c0sICAB = sindCAD = %,

tg4CAD = §
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1.22. a) sina = ZL@) ERG = V5 1.22. Oblicz sinus i cosinus kata ostrego «, ktory prosta KL tworzy z osig x.
> a) K=(0,0), L=(1,2) ) K=(3,0), L=(1, -3)
. V2 V2

b) sina = —=, cosav = —~ b) K = (0, -1), L = (3, 2) d) K = (5, 0), L=(o, _2\/8)
) sina = 3v13 _2V13
) SN =TT CSH = T3 1.23. Wyznacz miare kata ostrego (z dokladnoscia do 1°), ktéry prosta PQ tworzy
d) sina = &g, cosa = 2 z 0sig x.

/ / a) P=(6,2), Q=(3, -1) ¢ P=(3,-2),Q=(65)
1.23. a) 45° b) 18° «¢) 67° b) P=(-1,1), Q=(2,2) d) P=(-2,-3), Q=(2, -1)
d) 27°
1.24. % 1.24. Dany jest trojkat prostokatny ABC o przeciwprostokatnej AB, w ktorym

|AC| = 24, |BC| = 10. Niech ¥BAC = «a, 4ABC = . Oblicz warto$¢ wyrazenia

sina+cosfB lm+ s?n(x . cos[3.
5 6 sin 8- cos e
1
Q 1.25. Wykorzystaj podany rysunek i wykaz, ze ‘K
tg22,5°= V2 - 1. - m
1

Prosto do matury

1. P, F P 1. Dany jest trojkat prostokatny jak na rysunku obok.
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan. o
4 7 4
A.sina = — B. cosa = - C.tga= -
Ves 4 8%=7 ;
2, b 0 2. W trojkacie prostokatnym jedna z przyprostokat-
0,6a ! nych stanowi 60% drugiej. Wykaz, ze suma tangensow
L katow ostrych tego trdjkata wynosi i—;l 4
tgoc+tg[3:0,6+0—)6 =ct+3=
_ 2+ 3. Na podstawie informacji podanych na rysunku
15 15 ) ., . . tga+cosf
12 oblicz warto$¢ wyrazenia =—— .
3. 1— tga
13
4. sinqgA = %, COS4A = g, 4. Wyznacz wartosci funkgji trygonometrycznych kata A w trdjkacie ABC, ktorego
g4 = 4 wierzchotkami sg punkty A = (2, 3), B= (5, 3), C = (5, 7).
3
5. Wskazéwka: Przeanalizuj 5. Kat ostry « spefnia warunek tga = % Skonstruuj ten kat.
przyktad 9 ze s. 316. >

Odcinek o dtugosci V5 jest
przeciwprostokatng trojkata

o przyprostokatnych 11 2. 1.25. Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku.

B

JCAD = <4BAD = 22,5°, |AB| = V2, |AC| = |AE| = 1, |BE| = |ED| = |[DC| = V2 - 1.

Zatem tg<CAD = tg22,5° = ﬁl_l =V2-1
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2. Zwiazki miedzy funkcjami
trygonometrycznymi kata
ostrego

Umiejetnosci:

e stosowanie zaleznosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi

° wyznaczanie wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych, jesli znana jest
wartosc¢ jednej z funkcji

Skorzystamy ze znanych zwigzkéw miedzy katami i bokami w trdjkacie prostokat-
nym. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Wowczas:

° 4C =90° B
° f=90°-«
s a=90°-f a <
e dt+bt=¢" (twierdzenie Pitagorasa) »
o sina=2 cosoc—btoc—a ¢ b A
¢’ c’ & b
. b a b
e sinp=-,cosp=-,1t = -
p=b cosp=2 gp="
. .2 2 2 . < ;.
Poniewaz a” + b” = ¢, prawdziwe sg nieréwnosci:
0O<a<coraz0<b<c «—— przyprostokatna jest krotsza od przeciwprostokatnej
a
0<-<1loraz 0<-<1 «—— po podzieleniu poprzednich nieréwnosci stronami
c c

przez c
. - . b
0<sina<1 oraz 0 < cosa <1 «— zdefinicji: £ =sina, - = cosa
Cc Cc

Dla kazdego kata ostrego o prawdziwe s3 nastepujace nieréwnosci:
0<sina<1
0<cosa<1

Tangens kata ostrego jest ilorazem dlugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatne-
go, zatem funkcja tangens przyjmuje wartoéci dodatnie. Ponadto kazda liczba dodat-
nia jest tangensem pewnego kata ostrego: jesli a > 0, to a jest tangensem odpowied-
niego kata ostrego np. w tréjkacie prostokatnym o przyprostokatnych dtugoséci 1ia.

temat 4.5 J

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 4.2

G Generator

testow i sprawdzianéw
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42.5. Sprawdz, czy istnieje kat
ostry « spelniajacy podany
warunek.

a) cosa =7—-11cosa

b) 5+ 2sina =4

¢) V7 -2sina+3=9sina

d) 4+ V3cosa = (7+ \/g)cosoc

Odp.: Wskazéwka: Oblicz wartosé
danej funkgji trygonometrycznej

i oszacuj, czy jest dodatnia

i mniejsza od 1.

a) tak b) nie c¢) tak d) tak

Z kolei jesli a jest liczbg spelniajaca warunek 0 < a < 1, to istnieje tréjkat prosto-
katny o jednej przyprostokatnej dlugosci a i przeciwprostokatnej dtugosci 1. Sinus
odpowiedniego kata ostrego w tym trojkacie jest rowny a. Podobnie jest dla cosinusa.

Podsumujmy:
* zbiorem wartosci funkeji tangens jest przedziat (0; co),
 zbiorem wartosci funkgeji sinus oraz cosinus jest przedziat (0; 1).

Przyktad o zad. 2.5

Sprawdzimy, czy istnieje taki kat ostry «, dla ktorego
a) 3cosa—5=cosa— V3. b) 3sina = V2 - 2sina.

Rozwigzanie
a) 3cosa—5=cosa— 3
3cosa—cosax =5— 3
2cosa=5-13
5-43
2

cCosx =

5—

Odp.: N 1, wiec nie istnieje kat « spelniajacy podany warunek.

b) 3sina = V2 -2sina
5sina = V2

. 2
sin = —
5

Odp.: g < 1, zatem istnieje kat « spelniajacy podany warunek. Mozemy taki kat
skonstruowac jako jeden z katow ostrych w trojkacie prostokatnym o przyprostokat-
nej dtugosci V2 i przeciwprostokatnej dlugosci 5.

J
Zauwazmy, ze:
o sina=2= cos f3 = cos(90° — «)
C
b . . °
° cosa == =sinff = sin(90° — «)
c

Jezeli o jest katem ostrym, to prawdziwe s3 nastepujace rownosci:
sin o = cos(90° — «)
cosa = sin(90° — «)
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Przyktad e
a) sin40° =~ 0,6428, zatem cos 50° = cos(90° — 40°) =~ 0,6428
b) cos12° = 0,9781, zatem sin 78° = sin(90° — 12°) = 0,9781

J
. a . b
Skoro sina == i cosa = -, to:
C C
sinoc_g_é_g_t o
cosa cec b
Jezeli o jest katem ostrym, to prawdziwa jest nastepujaca rownosc:
A sin o
g cos &
Przyktad @) « zad. 2.6
Uproscim razenie cosatisina 3tga
p ywy cosa ga.
Rozwigzanie
+ 3si 3si
osar oS 3tga = L L 3tga=1+3tga—-3tga=1
cos cos Cos & j

Wazny zwigzek miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata wyraza
twierdzenie nazywane jedynka trygonometryczna.

Dla dowolnego kata ostrego « prawdziwa jest rownos¢:
sin® & + cos”a = 1

Dowdd
Rozwazamy trdjkat prostokatny ABC o jednym B
z katoéw ostrych a. Przyjmujemy takie same ozna-

czenia jak na poczatku tego tematu. Wowczas: . ¢
. a b
sina = —, cosx = =
c c 3 @
Zatem: N b 4

5 2 2 42 2
.2 2 a b a +b c
sin” o + cos oc=(—> +<—> =——=5=1 —at+b=¢
c

Koniec dowodu

42.6. Kat « jest ostry. Upro$¢
wyrazenie.

a) tgor - cos & — cos(90° — «)
sin(90° — «)

c0s(90° — «)

Odp.:a) 0 b) 1

b) tgo -
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42.7. Oblicz warto$¢ wyrazenia Przyktad o zad. 2.7
bez korzystania z tablic
i kalkulatora.

sin? 73° + cos? 73° — 3 a) sin’ 35° + sin” 55° = sin® 35° + sin® (90° — 35°) = sin® 35° + cos” 35° = 1
) sin? 26° + cos? 26° — 2
b) sin® 20° + sin 70°
9] cos® 1° + cos” 89°
d) 2sin 10° cos 80° +
+ 2 sin 80° cos 10°
€) —sin 44° cos 46° — sin 46° cos 44° Dany jest kat ostry « taki, ze sina = 2 Wyznaczymy wartosci pozostalych funkgji
f) tg44° - tg45° - tg 46° >
Odp.:a)2 b))l ¢)1 d)2

Obliczymy warto$¢ podanego wyrazenia.

. 2 . 2
b) (sina + cosa)” + (sinax — cosax)” =
.2 . 2 .2 . 2
=sin"a+2sinacosa +cos” &+ sin" « —2sinxcosx + cos” o = 2

Przyktad @ « zad. 2.11

trygonometrycznych tego kata.

e)-1 f)1 Rozwigzanie
. - I sposéb
42.11. Oblicz wartosci _p_2 )
pozostalych funkcji sin“a+cos" =1 «—— korzystamy z jedynki trygonometrycznej
trygonometrycznych kata 2 rcosta=1
ostrego «. 9 16 Jezeli p > 0, to rownanie x = p ma ((( )))
a) sina = cos’a=1-—, czyli cos’ax = — dwa rozwigzania: x = /p lub x = —/p.
3 25 25
2
b) cosa = 5 cosa = — «—— funkcje trygonometryczne kata ostrego
2 > przyjmuja tylko wartosci dodatnie
<) sin(sz toa 3 4 ) sina
= - == - — o =
\/g g 5 5 4 & cos«
d) cosa = — .
2 II sposéb
Odp.: a) cosa = 2v2 Stosujemy oznaczenia jak na rysunku. B
3’
. A 3
V2 sm(x:glsmoc:—
tga = vy c 5 c
b sin o — N Mozemy przyjaé, ze przyprostokatna przeciwlegta
) sina = —, do kata « ma dlugo$¢ a = 3, a przeciwprostokatna . D
V21 ma diugos¢ ¢ = 5. ¢ b A
o=
) b=Vc*-a?>=+v25-9=16=4 — twierdzenie Pitagorasa
c) cosx = —,
Jid cosx = — = 5 «— definicja cosinusa
c
t = ——
g 7 a 3 ..
d) si tga = b = p «— definicja tangensa
sina = —,
V3 Od 'coscx:étazé
tga= 2 p- o g =

Zauwazmy, ze podanie warto$ci jednej funkcji trygonometrycznej kata ostrego wyznacza tréjkat ()
prostokatny z dokladnoscig do podobienstwa. Inaczej mowiac, wszystkie trojkaty prostokatne,
w ktérych np. sina = p, sa podobne.
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Przyktad 0 zad. 2.12

Dany jest kat ostry « taki, ze tga = 3. Wyznaczymy wartosci pozostalych funkcji
trygonometrycznych tego kata.

Rozwigzanie
Przyjmujemy, ze przyprostokatna przeciwlegla do kata « ma dlugo$¢ a = 3, a przy-
prostokatna przylegla do kata « ma diugos¢ b = 1.

c=Va2+b*=9+1=1+10

«— twierdzenie Pitagorasa

. a 3 3vV10 .
sing=-=—=—— «— definicja sinusa
c V10 10
b 1 V10 . .
oS =—-—=—=— «— definicja cosinusa
c V10 10
. 3v10 V10
Odp.:sina = 0 cosa = T

W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.
sinl7°  cos37°,

cos73°  sin53°°

C. ok. 1,27 D.2

2.1. Jaka warto$¢ ma wyrazenie

Al B. 0

2.2. Tle jest rowna liczba sin 20° cos 70° + sin 70° cos 20°?
A. 90 B. 0,5 C. 1 D.o

2.3. Wiadomo, ze sina = cos27° i« jest katem ostrym. Jaka miare ma kat o?
A. 27° B. 33° C. 153° D. 63°

2.4. Katy ostre trojkata prostokatnego maja miary « i 8. Sprawdz, czy podana zalez-
nos¢ jest prawdziwa.
a) sina = cosa - tg« c) cosa—sinf3=0

b) sina +cosa =1 d) coszoc+coszﬁ=1

2.5. Sprawdyz, czy istnieje kat ostry « spelniajacy podany warunek.
¢) V7-2sina+3=9sina
d) 4+ V3cosa = (7 + \/3) cos«

a) cosaoe =7 —11cosx
b) 5+ 2sina =4

2.6. Kat « jest ostry. Upros¢ wyrazenie.
sin(90° — «)

a) tgo- cosa — cos(90° — «) b) tga- 0300 —a)

42.12. Oblicz wartosci
pozostatych funkcji

trygonometrycznych kata
ostrego «.
a)tga =3
1
b) tga = -
) tga= 7
¢) tga = 50
d) tga = V2
Odp.: a) sina = @,
10
10
cosqx = —
10
. 17 417
b) sina = —, cosa = ——
17 17
. 50v2501 V2501
¢) sino = , COSK =
2501 2501

. V6 3
d) sina = R cosa = =

Odpowiedzi i rozwigzania
21.D

22.C
23.D

2.4. a) Tak. Wskazéwka:
Przedstaw tgo za pomoca sina,
cos a.

b) Nie. Wskazéwka: Podnies$
rowno$¢ obustronnie do kwadratu.
¢), d) Tak. Wskazéwka: Zauwaz,
ze =90°—a.

2.5. Wskazowka: Oblicz wartos¢
danej funkgji trygonometrycznej
i oszacuj, czy jest dodatnia

i mniejsza od 1.

a) tak b) nie ¢)tak d) tak
26.a)0 b)1

325 I
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27.a)2 b)1 ¢)1 d)2
e -1 )1
2.8. 21
2
29.a)-1 b)0 ¢ -4 d)oO
2.10. a) 4sina cos o
b) cos’ a
1
d) 1
2.11. a) cosa = 2\75, tgo = %
b) sina = g, tga = %
V7 V14
c) cosaw = —, tgax = —
3 7
d) sina = -, tga = ?
2.12. a) sina = 31—?,
V10
cosa = —
10
. V17 4V17
b) sina = —, cosa = ——~
17 17
. 5012501 V2501
¢) sina = , COSQ =
2501 2501

. 6 3
d) sina = %, cosa = 5

2.14.

2.15.

2.16.

4+/7

3
2+/5

9
23

25

1
3

2.7. Oblicz warto$¢ wyrazenia bez korzystania z tablic i kalkulatora.
sin® 73° + cos” 73° - 3
sin? 26° + cos? 26° — 2

b) sin®20° + sin® 70°

d) 2sin 10° cos 80° + 2 sin 80° cos 10°

e) —sin44°cos46° — sin 46° cos 44°

¢) cos’1° + cos” 89° f) tg44°-tg45° - tg46°

(sin2 60° + cos’ 30")2 — sin” 15° - cos” 15°
sin 45° - cos 45°
Nie korzystaj z tablic trygonometrycznych.

2.8. Oblicz

2.9. Kat « jest ostry. Upros¢ wyrazenie.

a) sin®a -2+ cos” & c) (1+tg20c)-coszoc—5

b) tga - cosa —sina d) (1-cosa)(1+ cosa) —sin®«

2.10. Kat « jest ostry. Upro$¢ wyrazenie.

. . sin« + 3 cos 3
a) (sina + cos oc)2 — (sina — cos oc)2 c) SmaTocosa

sina tga
1

4 . 4 )
— d) cos” a —sin” o + 2sin” «
1 +tg°a

b)

2.11. Oblicz wartosci pozostatych funkgeji trygonometrycznych kata ostrego .

V3

. 1 2 . 2
a) sina = - b) cosa = = ¢) sina = — d) cosa = —
3 5 3 2

2.12. Oblicz wartosci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata ostrego «.

a) tga =3 b) tg(x:i c) tga =50 d) tga = V2
. . V7 . ‘1 .o sin
2.13. Katajestostryi sina = i Oblicz warto$¢ wyrazenia tgo + T cosa”

Nie korzystaj z tablic trygonometrycznych.

2.14. Kat arjest ostry i sina = 3 Oblicz warto$¢ wyrazenia sin o - cosa.

Nie korzystaj z tablic trygonometrycznych.

2.15. Kat o jest ostryi cosa = z Oblicz wartoé¢ wyrazenia sin” & — cos” a.

Nie korzystaj z tablic trygonometrycznych.

1 cosx —2sina
2.16. Kat « jest ostryi tgx = =. Oblicz warto$¢ wyrazenia ———.
aa) yiig 7 Wy 2cosa + sina

Nie korzystaj z tablic trygonometrycznych.
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3
cosa

2 2
2.17. Kat v jest ostry i (i) + < ) = 36. Oblicz warto$¢ wyrazenia

sina

1 .
Zsmoc-cosoc.

2.18. Katajestostryi 7 —5tga = 3. Oblicz warto$¢ wyrazenia sin« - cos .

2.19. W trojkacie prostokatnym stosunek cosinusa kata ostrego « do tangensa kata

ostrego f jest rowny \/75 Wyznacz miary katéw « i 3 z dokladnoscia do 1°.

V3
7.
Przeciwprostokatna tego tréjkata ma dtugoé¢ 12V3. Wyznacz dtugosci przyprosto-
katnych i miary katow « i 3 tego trojkata.

2.20. Katy ostre « i 3 trojkata prostokatnego spelniaja warunek sina - tgff =

2.21. Wykaz, ze nie istnieje kat ostry o taki, ze Stlﬂ +cosa = 3.
ga

2.22. Wykaz, ze odwrotnos$¢ sumy tangensdéw katow ostrych w tréjkacie prostokat-
nym jest rowna iloczynowi sinuséw tych katow.

1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
W tréjkacie prostokatnym katy ¢ i § sa ostre oraz ¢ > . Wynika stad, ze
A. sing < sind. B. sing < cosé. C. cos ¢ < cosd.

2. Katajestostryi tga = % Wyznacz cos«.

3. W pewnym trdjkacie prostokatnym iloczyn sinuséw katéw ostrych jest rowny

V3-1

. Wykaz, ze iloczyn odwrotnosci cosinusow katow ostrych tego trdjkata jest

2
réowny V3 + 1.
. . 3 . 0 .. V2cos® & —sin®
4. Katajest ostryi cosa = X Oblicz wartos¢ wyrazenia Costa e
ga
2
CoS «

5. Kat « jest ostryi tg o = 3. Oblicz warto$¢ wyrazenia .
o) yiis Wy 5sin « - cos & — sin? o

2.21. Zalozenie: « € (0°, 90°)
Teza: 22 4 cosa #* 3
tgx

sin
sina

. sin & . cosa
Dowo6d: —— + cosa = +cosax =sina- —— +cosax =2-cosa
tga sin o

cosa

cosa € (0; 1) © 2-cosa € (0; 2). Zatem nie istnieje kat o taki, ze Stlﬂ +cosa = 3.
g(X

2.22. Zalozenie: o + = 90°% «, 5 € (0° 90°)

1 5 ]
Teza: ———— =sina -sinf
tga +tg B

. =i . . =
, 1 i sin SN & COS B + COS & SIn
Dowod:Lz——<Sln“+ ﬁ) :< p ’B) =

tga+tgf \ cosa  cosf cos o cos f3

. . =1l . .
_ ( sinasina + cos a cos o _ sinasinf
sin Bsin &

= =sinasin 3 =P
sin? « + cos? f3 P

217. 1
8

2.18. 2
41

2.19. a = 35°, ff = 55°

2.20. przyprostokatne: 63, 18;
a=30° B =60°

Prosto do matury

U BB
2V13
13
3. b
_m
Zalozenie: sina -sin f3 = \52— 1

Teza: L1 =vV3+1

cosa  cosf

Dowdd:
sin(x~sin/3:cosﬁ-cosa:\/gz_lz
L1 2
cosfB-cosa  AB-1
2(V3+1)  2(V3+1
A6 _A0Ee)
(B - 3-1
4. 22
20
5 1
6
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Uwagi metodyczne

Zanim przejdziemy do zadan
dotyczacych zastosowania
funkgji trygonometrycznych do
wyznaczania obwoddéw i pol figur
plaskich, warto przypomniec¢
wzory na pola i obwody figur.

3. Warto powtorzyc¢ - pola

| obwody figur

Zamiana jednostek pola.
1em? = 10 mm - 10 mm = 100 mm

2

1 dm? = 100 cm? = 10000 mm? = 10* mm?
1 m? = 100 dm” = 10000 cm* = 10* cm?

1 km? = 1000000 m* = 100 000 000 dm?* = 10°® dm?

1 ar zapisujemy 1 a, jest to pole kwadratu o boku 10 m.

la=100m>

1 hektar zapisujemy 1 ha, jest to pole kwadratu o boku 100 m.

1 ha = 10 000 m>

W tym podreczniku pole figury oznaczamy literg P, a obwdd figury skrotem obw.

Figura Oznaczenia Pole Obwod
prostokat
a a, b - boki prostokata P=ab obw =2a+2b
b
kwadrat
a - bok kwadratu P=d’ S
al % d - przekatna kwadratu P= %dz B
réwnolegtobok a, b - boki nieréwnolegte
réwnoleglobokru. P—ah
h h, H - wysokosci P bl obw =2a+2b
réwnolegtoboku wychodzace
7 z jednego wierzchotka
romb
ﬁl d a - bok rombu P ldldz .
; d,, d, - przekatne rombu 2
2
a




3. Warto powtdérzy¢ — pola i obwody figur

Figura Oznaczenia Pole Obwaéd
tréjkat
a, b, ¢ - boki tréjkata .
. |n b h - wysokos¢ trojkata P= Eah obw=a+b+c
opuszczona na bok a
a
trojkat prostokatny a, b - przyprostokatne
trojkata
@ 3 ¢ - przeciwprostokatna P= 1 dh
h tréjkata z obw=a+b+c
b h — wysokos¢ trojkata P= Eab
opuszczona z wierzchotka
kata prostego
tréjkat rownoboczny
i j 2
a a a - bok tréjkata p="2 4\/3 obw =3a
a
trapez
‘ b a, b - réwnolegte boki .
b (podstawy) trapezu P= E(a +b)h
h — wysokos¢ trapezu
a
a
koto
@ r — promien kota P=nr obw = 2nr

Kazdy wielokat mozemy podzieli¢ na trojkaty, ktore sa
albo roztaczne, albo maja co najwyzej wspolny odcinek.
Sposobdw podziatu jest wiele. Pole wielokata jest suma pdl

utworzonych tréjkatow.

P=P +P,+ P+ P,+P;
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Z tej metody korzystamy podczas obliczania pola szesciokata
foremnego o boku a. Taki szesciokat jest suma szesciu trojkatow
réwnobocznych o boku a, wiec jego pole P wyraza sie wzorem:
a’V3 _ 3a°V3

4 2

P=6-

a

Zauwazmy, ze kazdy n-kat wypukly mozna podzieli¢ na n — 2 tréjkatow, ktérych wierzchotki ()
pokrywaja sie z wierzchotkami n-kata. Zatem suma katéw n-kata wypuklego jest rowna
(n—2)-180°.

Przykiad €)

Krétsza przekatna rombu ma dtugo$¢ 8v/3 cm i dzieli romb na dwa tréjkaty rowno-
boczne. Obliczymy pole tego rombu.

Rozwiazanie
Pole rombu jest suma pdl dwoch trojkatéw row- W
nobocznych o bokach réwnych 8+/3 cm. Zatem:

(8V3)°

P=2-T3-\/_=96\/§[cm2] @ @

Odp.: Pole rombu jest réwne 963 cm’.

Przyktad e

Pole tréjkata rownoramiennego jest réwne 33 cm’. Podstawa tworzy z ramieniem
kat 30°. Obliczymy diugos¢ podstawy tego trojkata. .
Rozwigzanie

Jezeli odetniemy potowe trojkata wzdluz

wysokoséci CD i dokleimy odcieta czg$¢ do

60°

30° a

potowy AD podstawy tak jak na rysunku, 4 \\307 D E
to otrzymamy réwnoboczny tréjkat AEC ) L
o polu takim samym jak pole danego trdj- \‘(9"
kata, czyli 33 cm®. Bok a trojkata AEC E
obliczymy z réwnania:
a3

Y 343, czyli a = 24/3 cm
W tréjkacie AEC odcinek AD jest wysokoscia, zatem Wysokos¢ tréjkata Q)

a3 réwnobocznego o boku a
|AD| = - = 3 cm. Odcinek AD jest réwniez polowa
szukanej podstawy, wiec |AB| = 6 cm.

jestrowna h = aT'

Odp.: Podstawa trojkata rownoramiennego ma dtugos¢ 6 cm.



3. Warto powtdérzy¢ — pola i obwody figur

Przyktad e

Obwdd réwnolegloboku jest rowny 12 cm, roznica dlugosci sasiednich bokéw wynosi
4 cm, a kat ostry réwnolegtoboku ma 45°. Obliczymy pole tego czworokata.

Rozwigzanie
Jezeli dlugo$¢ dluzszego boku réwnoleglo- &
boku oznaczymy literg x, to krotszy ma dtu- B h y

gos$¢ rowng (x —4) cm, przy czym x > 4.
Potowa obwodu to 6 cm, zatem:
x+x—-4=6, stad x =5
Rownolegtobok ma boki réowne 5 cmi 1 cm.
Wysoko$¢ h poprowadzona z wierzchotka kata rozwartego na diuzszy bok jest bo-
kiem kwadratu o przekatnej 1 cm (zob. rysunek), wiec:
hV2 =1, czyli h = g cm

52 5
=

P=x-h

Odp.: Pole réwnolegtoboku jest rowne %E cm’,

3.1. W tréjkacie jeden z bokéw zmniejszono cztery razy. Jak nalezy zmieni¢ wyso- 3.1. Zwiekszy¢ cztery razy.
kos¢ tréjkata poprowadzona do tego boku, aby pole nie ulegto zmianie?

Odpowiedzi i rozwigzania

3.2. Przekatnakwadratujest o 2 cm diuzsza od jego boku. Oblicz pole tego kwadratu. 3.2, 4(3 +2 \/5) cm?

3.3. Prosta poprowadzona przez wierzcholek kwadratu podzielita go na tréjkat o po- 3.3. 3(5 + \/3)
lu réwnym 9 i trapez o polu réwnym 27. Oblicz obwod trapezu.

3.4. Przekatna prostokata ma diugos¢ 6 cm i tworzy z jego bokiem kat 60°. Oblicz 3.4. 6(1 + \/§) cm
obwdd tego prostokata.

3.5. Przekatne rombu maja dtugosci 24 cm i 18 cm. Oblicz wysokos$¢ rombu. 3.5. 144 cm

3.6. Réwnoleglobok ma boki o dlugosciach 12 cm i 15 cm. Wysoko$¢ opuszczona 3.6. 8cm

na krotszy bok jest réwna 10 cm. Oblicz wysokos$¢ opuszczong na diuzszy bok.
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3.7. 27V/3 cm’ 3.7. Przekatne trapezu réwnoramiennego przecinajg sie pod katem 120° i sg dwu-
siecznymi katow przy podstawie, a ramiona trapezu maja dlugos¢ 6 cm. Oblicz pole
tego czworokata.

3.8. boki: 23 cm, 6 cm, 4 cm, 3.8. W trapezie prostokatnym krdtsza podstawa ma dlugo$¢ 4 cm, a kat rozwarty
P =103 cm’, trapezu ma 120°. Dluzsza przekatna trapezu tworzy z dluzszym ramieniem kat 30°.
obw = 2(7 + \/5) cm Oblicz dtugosci pozostatych bokéw, pole i obwdd trapezu.

3.9. P =630, d =25 3.9. Podstawy trapezu prostokatnego maja dlugosci 48 i 15, a diuzsza przekatna ma

dlugos¢ 52. Oblicz pole trapezu i dlugos¢ d jego krotszej przekatne;.

3.10. 18,5mm’ 3.10. Do $rodka diuzszej $ciany szopy o podto- » koza
dze w ksztalcie prostokata 10 m x 4 m przywia- ‘o&f/
zana jest koza. Sznurek, na ktorym jest uwigzana, 4
ma dlugo$¢ 6 m (zob. rysunek). Oblicz, na jakiej E -
powierzchni koza moze sie pasé. 10 m
3.11. najwieksze: koto, 3.11. Kazda z trzech figur - kolo, kwadrat i tréjkat rGwnoboczny — ma taki sam
najmniejsze: tréjkat obwéd, réwny 10 dm. Ktéra z tych figur ma najwieksze pole, a ktéra najmniejsze?
3.12. a) 39 3.12. Oblicz pole zamalowanej figury.
b) 29 ) )
a c
9) 4%7[ +17 1 )
d) 342
2

—~ C) —~
=Y

b) Ly d) y

=Y

[ o —~
=y




3. Warto powtdérzy¢ — pola i obwody figur

3.13. Punkty BiC dzielg odcinek AD na trzy réwne cze-
$ci, kazda o dlugosci 6 cm (zob. rysunek). Odcinek AD jest
$rednicg wiekszego z narysowanych okregéw, a odcinek m
B C
BC - $rednicg mniejszego z nich. Oblicz pole zamalowa- 4 NG D
nej figury.

3.14. Pole trojkata o katach 30° i 60° jest rowne ¥ Oblicz dlugosci bokow tego
tréjkata.

3.15. Dlugosé¢ jednego boku prostokata zwiekszono o 10%, a dlugos¢ drugiego
zmniejszono o 10%. O ile procent zmienilo si¢ pole prostokata?

3.16. W kole poprowadzono cieciwe dtugosci 9 cm. Odleglo$¢ prostej zawierajacej
te cieciwe od $rodka kofa jest rowna 5 cm. Oblicz promien, pole i obwdd kota.

3.17. Oblicz pole trapezu o podstawach dlugosci 6 i 13 oraz ramionach dlugo-
§ci5i 4V2.

3.18. Wedlug rzymskiej legendy, krélewna fenicka Dydona uciekla ze swoimi pod-
danymi do Afryki. Tam kupita od kréla Jorbasa tylko tyle ziemi, ile udato si¢ nakry¢
wolowa skéra. Dydona pocieta skore na waskie paski, zwigzala je i objeta nimi okragle
miejsce, na ktérym zatozono potem Kartagine. Przyjmij, ze dlugo$¢ sznura ze zwiaza-
nych paskdw byta réwna 200 m i oblicz powierzchnie tego obszaru. Zaokraglij wynik
do 1 m”. Przyjmij 7t = 3,14.

3.19. Zamalowana figura jest ograniczona tukami okregéw o srodkach w wierzchol-
kach danego wielokgta foremnego. Oblicz jej pole.

a) b) <)

3.19. a) Zacieniowana figura jest réznica kwadratu o boku a i kota o promieniu e

2
P=a —n(g) PR P l(12(4—71)
2 4 4
b)
Pole zacieniowanej figury jest rowne rdéznicy pol i kota
o promieniu a i tréjkata prostokatnego o przyprostokatnej

dlugosci a. Jest to polowa figury, ktérej pole nalezy obliczy¢. Zatem:

1 1 1
P= 2[—71:1 - -a ] = na’ -a’ = —a*(n-2)
4 2 2

a3 L (a\ _1oag 12 1an s i
c) Pole figury P = 2 271(2) —4a\/§ g = g4 (2\/§ T[), bo figura jest

réznicy trojkata réwnobocznego o boku a i potowy (3 . é) kota o promieniu %a.

3.13. 721 cm?

3.14. 3, 31/3, 6

3.15. Zmniejszylo si¢ o 1%.

3.16. promien:

P = %7‘[ cmz, obw = V181 cm

cm,

3.17. D C

5/ | \dV2

A ExF7-x58
Dane: DC || AB, AD || CE,
|AD| =5, |AB| = 13, |BC| = 4V2,
ICD| =6
Czworokat AECD to
réwnolegtobok, wiec boki tréjkata
BCE maja dlugosci: |EB| = 7,
|BC| = 4V2, |CE| = 5.
Prowadzimy wysoko$¢ trapezu
h = CF ioznaczamy |EF| = x,
|BF| = 7 - x.

Z twierdzenia Pitagorasa:

w trojkacie CEF: W =25- xz,
w trojkacie BCF:

W =(4v2) - (7 - x)%,

stad 25— x° = 32— (7 - x)°
25— x% =32 - 49 + 14x — x°
l4x=42 o x=3>h=4
P=2(6+13)-4=38

Odp.: P = 38
3.18. 3185 m>
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Fala sinusoidalna

Dzieki odpowiedniej aplikacji (np. phyphox) smartfon moze petnic¢ funkcje
oscyloskopu. Na ekranie telefonu wida¢ wtedy rézne krzywe, ktére sg obrazami
rejestrowanych fal dzwiekowych. W przypadku tzw. tonéw czystych na ekranie
zobaczymy krzywa zwang sinusoida.

Kazda taka sinusoidalng krzywa mozna opisac jako funkcje czasu wzorem:
x(t) = Asin(2nft), gdzie A (amplituda) i f (czestotliwosg) to wielkosci
charakteryzujace dana fale dzwiekowa.

A jak amplituda

Amplituda A to maksymalna odlegtos$¢ Jezeli podwoimy amplitude, sinusoida
od poziomej osi do grzbietu fali. bedzie dwukrotnie wyzsza. Otrzymamy
glosniejszy dzwiek.

grzbiet fali

AN N AN A
AR ENRVA'RY

x(t) = Asin(2nft) = 2Asin(2nft)

Niemal wszystkie dzwieki, jakie styszymy,
w tym dzwieki instrumentoéw muzycznych,
sktadajg sie z wielu tondéw czystych.




Nie tak tatwo zobaczy¢ na ekranie ksztatt
sinusoidy. Tony czyste mozemy ustyszec
w muzyce wytwarzanej elektronicznie.
Dzwiek bardzo do nich zblizony mozna
wydoby¢ z kamertonu.

Jezeli amplitude dwukrotnie zmniejszymy,
sinusoida bedzie o potowe nizsza, a dzwigk
cichszy.

N

:
AT\,

NOZEE N

NI

x(t) = 1Asin(2nft)

f, czyli czestotliwoscé

Czestotliwos¢ f opisuije, jak blisko siebie
na ekranie oscyloskopu sa kolejne grzbiety
fali, czyli ile cykléw fali dociera do naszego
ucha w 1 sekundzie. Odbieramy to jako
wysokosé dzwieku.

A AR
VY

x(t) = Asin(2mn-f-t)

Zwiekszenie czestotliwosci oznacza
wyzszy dzwiek.

czestotliwosé
dwa razy wieksza

AWAWAWARAWARA
VAVAVAVAVAVAY

x(t) = Asin(2m-2f-1)

Zmniejszenie czestotliwosci sprawia,
ze dzwigk jest nizszy.

czestotliwo$é
dwa razy mniejsza

TN
N

x(t) = Asin(2m-3f-t)
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44.4. Wyznacz z doktadnoscia
do 1° katy miedzy przekatnymi
prostokata, ktorego obwdd jest
réwny 112, a réznica miedzy
dlugosciami bokow wynosi 8.
Odp.: 74°, 106°

tematy 4.3, 4.7

MultiteZa

e Zastosowanie trygonometrii
— wyznaczanie potozenia statku
e Zastosowanie trygonometrii
— wyznaczanie wWysokosci
obiektow
e Jak duza jest Ziemia
e Zjawisko paralaksy

dlanauczyciela.pl | Kartkowka 4.4

G Generator

testéw i sprawdzianéw

4. Zastosowania funkcji
trygonometrycznych

Umiejetnosci:

e Kkorzystanie z wiasnosci funkciji trygonometrycznych w obliczeniach
geometrycznych

e korzystanie ze wzoru na pole tréjkata ostrokatnego o danych dwdch bokach i kacie
miedzy nimi

Przyktad o zad. 4.4

Boki prostokata majg dtugosci 10 i 4. Wyznaczymy z doktadnoscig do 1° miare kata
ostrego «, pod jakim przecinajg si¢ przekatne tego prostokata.

Rozwigzanie D C
Wprowadzamy oznaczenia jak na rysunku. 4 M Ak
MK jest odcinkiem prostopadlym do boku BC. 3

Kat KM B ma miare %. 4 10 B

[BK| =21 |[MK|=5

«— przekatne prostokata przecinaja si¢ w potowie dtugosci

a2
tg 3 = 3 =04 «— definicja tangensa w trdjkacie prostokatnym BKM

£ x0220 «— z tablic trygonometrycznych
4BMC = « = 44°

Odp.: Przekatne tego prostokata przecinajg sie pod katem okoto 44°.

Przyklad @) « zad. 45

W tréjkacie ABC dane sa: |AB| = 8, |AC| = 6 oraz 4CAB = 50°. Obliczymy pole P
tego trdjkata, wynik zaokraglimy do drugiego miejsca po przecinku.

Rozwigzanie C
Prowadzimy wysoko$¢ CD z wierzchotka C.
Woéwczas:
. 6
p_ |4BI-(CDI
2
Wyznaczamy wysokos$¢ w tréojkacie prostokgtnym ADC.
A - B
€Dl _ sing A D
|AC| 8

|CD| = |AC| - singA

44.5. Oblicz pole trojkata z doktadnoscig do 0,1.

%) b) 12 V

76°

7
Odp.:a) 20,4 b) 29,4
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Zatem:
p- |AB| - |AC| - sing A
2
_ 8:6-sin50°
- 2

p = 24-0,7660 = 18,384 = 18,38

Odp.: Pole trojkata jest réwne okoto 18,38 cm’.

Na podstawie rozwigzania przykladu 2 mozemy sformulowa¢ twierdzenie.

Jezeli kat ostry o w trdjkacie jest zawarty miedzy
bokami o dlugosciach b i ¢, to pole P tego trojkata
jest rdGwne:

1 .
pP= Ebcsmoc c

Przyktad o zad. 4.15 44.15. Kat ostry trapezu

. . . réwnoramiennego ma miare 52°,
Kat ostry trapezu rownoramiennego ma mia- D 8 cm C . P
dtuzsza podstawa ma dtugo$¢

re 78°, krotsza podstawa ma dlugos¢ 8 cm, a ra- 20 cm, a ramie 12 cm. Oblicz pole
mie 6 cm. Obliczymy pole i obwdd trapezu, 6o tego trapezu. Wynik zaokraglij do
wyniki zaokraglimy do pierwszego miejsca po pierwszego miejsca po przecinku.
przecinku. Odp.: 119,3 cm?

Rozwigzanie A 78%; D g
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
DE jest wysoko$cig trapezu.
|DE|
4D
|AE| o o o
m =cos78 «— definicja cosinusa w trdjkacie prostokatnym AED
|DE| = 60,9781 = 5,8686
|AE| = 60,2079 = 1,2474
|AB| = |DC| + 2 - |AE| —— trapez réwnoramienny
obw=2-8+2-12474+2-6 = 30,5 [cm]

P~ w .5,8686 ~ 54,3 [cm’]

=sin78° «—— definicja sinusa w trojkacie prostokatnym AED

Odp.: Obwdd trapezu jest rowny okoto 30,5 cm, a jego pole okoto 54,3 cm’.
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44.18. Kat wpisany w koto Przyktad o zad. 4.18
0 promieniu 10 cm jest oparty na
tuku AB i ma miare 35°. Oblicz
dtugos¢ cieciwy AB. Wynik
zaokraglij do drugiego miejsca po AB z doktadnoscig do 1 mm.
przecinku.

W koto o promieniu 17 cm wpisano kat o mierze 27°. Kat
ten jest oparty na tuku AB. Obliczymy dlugos¢ cieciwy

Rozwiazanie

Odp.: 11,47 cm Whisany kat jest ostry, wiec tuk AB jest mniejszy od pot-
okregu. Rysujemy okrag i wpisujemy w niego kat BCA
o mierze 27°.

Prowadzimy érednice AC'.

4BC ’A’ =<4BCA =27° «—— katy wpisane oparte na tym samym tuku
<IAB’C =90° —— kat wpisany oparty na $rednicy
|AC'| = 34 cm —— z danych w treéci zadania
AB .
ﬁ =sin27° «— definicja sinusa w tréjkacie prostokatnym ABC'

|AB| = 34 - sin 27°
|AB| = 34 - 0,4540 = 15,436 = 15,4 [cm]

Odp.: Cieciwa AB ma okolo 15,4 cm dlugosci.

44.24. Drabina ma 6 m Przyktad e zad. 4.24
diugosci. Aby stabilnie stafa,

jej kat nachylenia do podloza
nie powinien przekraczaé 65°.

Trygonometria moze si¢ réwniez przydac, jezeli chcemy oszacowaé wysokos¢, np.
budynku. Wykonujemy trzy pomiary - zaznaczonych na rysunku katéw i odlegtosci

Czy korzystajac z tej drabiny, miedzy ich wierzchotkami. Literami x i y oznaczamy odpowiednio szukang wysokos¢
mozna wej$¢ na balkon drugiego i odlegtos$¢ budynku od wierzchotka wiekszego z mierzonych katow.
pietra budynku, w ktérym jedna Otrzymujemy ukfad réwnan.
kondygnacja ma ok. 2,8 m (X o
wysol)gis’ci?J ; = g3>
- 1 X o
Odp.: nie | 5+ 100 = tg20 X
x = y-tg35° 20° 35°
1 x = (v +100) - tg 20° 100m 4
x = ytg35°
| ytg35° = ytg20° + 100 tg 20°

Do drugiego rownania podstawiamy wartosci tangensow i obliczamy niewiadomg y.
y = 108,27
Po podstawieniu do pierwszego réwnania otrzymujemy:

=~ 108,27 - tg 35° = 108,27 - 0,7002 = 75,8

Odp.: Budynek ma okoto 76 m wysokosci.
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W kazdym z zadan 4.1-4.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie.

4.1. Dwa boki trojkata majg dlugosci 5 cm i 8 cm, a kgt miedzy nimi zawarty ma
miare 60°. Ile jest rwne pole trojkata?
A. 20 cm® B. 203 cm’ C. 10V3 cm® D. 10 cm®

4.2. Ile wynosi pole rownolegloboku o kacie ostrym 30° oraz bokach o dlugosciach

7cmil0cm?

A. 17,5 cm’ B. 353 cm’ C. 703 cm’ D. 35 cm’
4.3. Wskaz tangens kata o zaznaczonego na rysunku.

1 1
A3 B. 33 C. v; D. V6

4.4. Wyznacz z doktadnoscig do 1° katy miedzy przekatnymi prostokata, ktérego
obwdd jest rowny 112, a réznica miedzy dtugosciami bokéw wynosi 8.

4.5. Oblicz pole trojkata z dokladnoscia do 0,1.

! ! 74
12
o 9
76°
7

4.6. Oblicz obwdd i pole trojkata z doktadnoscig do 0,1.

a) c)
4
B\ a8
65°

5
5 40°

b) : 20° d)
&

N
S,

Odpowiedzi i rozwiazania
4.1. C

4.2. D

43. B

4.4. 74°,106°

4.5.2) 204 b) 294

4.6. a) obw = 21,6, P = 20,7
b) obw = 20,5, P = 11,5
c) obw =18,6, P=11,3
d) obw = 38,7, P = 60,0
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4.7. 62°, 118°, 62°, 118°

4.8. 60° 120°, 60°, 120°
4.9. |AB| = 20,2 cm,
|AC| = |BC| = 18,1 cm

4.10. obw = 42,71 cm,
dlugos¢ przekatnej: 15,97 cm

4.11. 35,5 cm’

4.12. 60°, 120°, 60°, 120°,
P =723 cm’

4.13. 177,3

4.14. 192,2 cm?

4.15. 119,3 cm?

4.16. |AB| = 5,7 cm,

|AC| = |BC| = 8,4 cm

4.17. P = 422,0, obw = 120,1,

wysokosci: 21,6, 33,7, 15,1

4.18. 11,47 cm

4.7. Wyznacz z doktadnoscig do 1° katy réwnolegtoboku, w ktérym dlugosé jednego
z bokow jest rowna 34 cm, a wysokos¢ opuszczona na drugi bok ma 30 cm.

4.8. Bok rombu stanowi \/T§ jego przekatnej. Wyznacz katy tego rombu.

4.9. W réwnoramiennym trojkacie ABC, w ktérym |AC| = |BC|, kat przy wierz-
chotku C ma 68°, a wysokos$¢ |CD| = 15 cm. Wyznacz diugosci bokow tego trojkata.
Wiyniki zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

4.10. W prostokacie, ktorego krotszy bok jest rowny 7 cm, przekgtna tworzy z dtuz-
szym bokiem kat « = 26°. Oblicz obwdd prostokata i dtugo$¢ jego przekatnej. Wynik
podaj z doktadnosciag do 0,01 cm.

4.11. Oblicz pole rombu o boku 6 cm i kacie ostrym 80°. Wynik zaokraglij do pierw-
szego miejsca po przecinku.

4.12. W rombie o boku 12 cm stosunek dtugosci przekatnych jest réwny ? Wy-

znacz katy tego rombu i oblicz jego pole.

4.13. W réwnolegtoboku o bokach 12 i 15 stosunek miar sasiednich katow jest taki
sam jak stosunek dlugosci sasiednich bokéw. Oblicz pole réwnolegtoboku. Wynik
zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

4.14. W trapezie rownoramiennym kat ostry ma miare 53°, a przekatna dlugosci
20 cm jest prostopadta do ramienia. Oblicz pole trapezu. Wynik zaokraglij do pierw-
szego miejsca po przecinku.

4.15. Kat ostry trapezu réwnoramiennego ma miare 52°, dluzsza podstawa ma dlu-
go$¢ 20 cm, a ramig 12 cm. Oblicz pole tego trapezu. Wynik zaokraglij do pierwszego
miejsca po przecinku.

4.16. W réwnoramiennym tréjkacie ABC (|JAC| = |BC|) katy przy podstawie maja
po 70°, a promien okregu wpisanego w ten tréjkat jest réwny 2 cm. Wyznacz dlugosci
bokoéw tego trojkata. Wyniki zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

4.17. W tréjkacie ABC kat BAC jest réwny 37°, |AB| = 56. Wysoko$¢ CD dzieli
bok AB tak, ze % = g Oblicz pole, obwdd oraz wysokosci trojkata ABC. Wyniki

zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

4.18. Kat wpisany w kolo o promieniu 10 cm jest oparty na tuku AB i ma miare 35°.
Oblicz dtugos¢ cieciwy AB. Wynik zaokraglij do drugiego miejsca po przecinku.
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4.19. Na trojkacie rGwnoramiennym ABC
opisano okrag o $rodku O. Podstawa AB
tego trdjkata tworzy kat « z promieniem
OA okregu, |OA| = 30 i cosa = 0,6.
Oblicz pole i obwdd tréjkata. Rozwaz dwa
przypadki.

4.20. Na jeziorze, dokladnie na pétnoc od
przystani, Piotrek zobaczyl niewielka wy-
spe. Po przejsciu 100 metréw na zachéd, wi-
dziat jg w kierunku odchylonym od pétnocy
o0 12°. Jak daleko od przystani lezy wyspa?

4.21. Nardwni pochylej o kacie nachylenia do poziomu réwnym « znajduje sie ciato

o ciezarze F. Dziala na nie sita o wartosci F - sin @ powodujaca zsuwanie sie ciala po

réwni oraz sifa F - cos @ wywolujaca nacisk ciata na réwnie.

a) Oblicz sile, z jakg naciska na réwnie cialo o ciezarze 1200 N lezace na réwni na-
chylonej do poziomu pod katem 20°.

b) Cialo o ci¢zarze 300 N zsuwa sie z rowni pod wplywem sity o wartosci 120 N. Jaki
jest kat nachylenia tej réwni do poziomu?

4.22. W chwili gdy helikopter przelatywal nad glows Jurka, oddalony od Jurka
0 200 m Wojtek widzial ten helikopter pod katem 35° do poziomu. Na jakiej wy-
sokosci lecial helikopter?

4.23. Ladujacy samolot minal poczatek pasa startowego na wysokosci 90 m. Pilot
widzial wtedy koniec pasa pod kgtem 2° do poziomu. Jakg dlugos¢ ma pas startowy?

4.24. Drabina ma 6 m diugosci. Aby stabilnie stala, jej kat nachylenia do podtoza
nie powinien przekracza¢ 65°. Czy korzystajac z tej drabiny, mozna wej$¢ na balkon
drugiego pietra budynku, w ktérym jedna kondygnacja ma ok. 2,8 m wysoko$ci?

4.25. Panstwo Mamutowie jechali na wakacje szosg, ktora przez dluzszy odcinek
biegnie prosto bez zadnych zakretéw. W pewnej chwili spostrzegli po prawej stronie
szosy pod katem 20° do kierunku jazdy ruiny zamku, ktére zamierzali zwiedzi¢. Po
przejechaniu 2 km ruiny staly si¢ widoczne pod katem 50° do kierunku jazdy. Pro-
stopadle do szosy prowadzi droga dojazdowa do zabytku. Ile jeszcze metréw mieli do
skrzyzowania z tg droga? Jaka jest dlugo$¢ drogi dojazdowej?

4.19. |OA| = 30, cosa = 0,6, |OA| = |OB| = |OC]|
©

|AD|
I przypadek _IOAI

Z twierdzenia Pitagorasa: |OD| = V30% - 18% = V576 = 24
ICD| = |OD| + |OC| = 24 + 30 = 54

=cosa & |AD| =30-0,6 = 18, wiec |AB| = 36

|CD| = |OC| - |OD| =30-24=6

|AC|* = |AD]* + |CD|* = 18* + 6> = (3-6)* + 6° = 10 - 6%, stad |AC| = 610
Pige = %lAB| -|CD| = % 1366 = 108, obw,gc = |AB]| +2|AC| = 36 + 12v10 = 12(3 + VI0)

Odp.: P = 972, obw = 36 (1 + V10) lub P = 108, obw = 12(3 + V10)

4.20. 470 m

4.21.a) 1127,6 N b) 24°

4.22. ok. 140 m

4.23. prawie 2580 m

4.24. nie

4.25. 880 m, 1050 m

|AC|* = |AD|* + |CD|* = 18* + 54° = 18* + (3-18)* = 10 - 187, stad |AC| = 18V10
Pigc = %lAB| -|CD| = % 3654 = 972, obw,c = |AB| +2JAC| = 36 + 36 V10 = 36 (1 + V10)

I przypadek |AD| =18, |AB| = 36, |OD| = 24 (obliczenia jak w I przypadku)
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4.26. p, F C, 4.26. Cicciwa AB okregu o promieniu r = 25 jest bokiem prostokata ABCD. Bok
\ DC jest styczny do tego okregu, a kat sSrodkowy oparty na cieciwie AB ma miare 148°.
148° o Oblicz obwdd prostokata. Wynik zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.
25
A E B 0 4.27. Dluzsza podstawa trapezu prostokgtnego ma dlugos¢ a, krétsza podstawa —
2 42
D, G C dlugo$¢ b, a kat ostry ma miare . Wykaz, ze pole tego trapezu jest rowne 2 tga.

|AO| = |BO| = |FO| = |GO| = r = 25
Zadanie ma dwa rozwigzania: () * 4.28. Krotsza przekatna trapezu prostokatnego ma dhugosc d i jest prostopadta do
prostokaty ABC, D, oraz ABC,D,. dtuzszego ramienia. Kgt ostry trapezu ma miare a. Wykaz, ze obwdd trapezu jest

|AE| . _ .

—— =sin74 B . 1 1

|AO| réwny d{ sina + cosax + — + — |.

|AE| = 25 - 0,9613 ~ 24,0325 sina tga

|AB| = 48,065 ~ 48,07

|OE| = |AO| - cos 74° = () * 4.29. Katy ostre przy dtuiszej podstawie trapezu majg miary & i f, za$ podstawy

= 25-0,2756 = 6,89 a-b tga-tgp

ABC,D;: |EG| = |OG| - |OE| = maja dlugosciaib (a > b). Wykaz, ze pole trapezu jest rowne T wait B
gatlg

=25-6,89 = 18,11 = |BC,|

0bw apc,p, = 2|AB| +2|BC,| =

= 2(48,07+18,11) = 132,36 = 132,4
ABC,D,: |EF| = |OF| + |OE| =
=25+6,89 = 31,89 = |BG,|

0bW apc,p, = 2|AB| +2|BC,| = 1. Podstawy trapezu réwnoramiennego ABCD maja dtugosci |AB| = 12, |CD| = 8,
= 2(48,07 + 31,89) = 159,92 ~ 159,9 a ramiona majg dlugosc¢ 6. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

Odp.: 132,4 lub 159.9 A. sin4 ABC = %5 B. cos<ABC = % C. g9 ABC = %ﬁ

429. , b ¢

2. Wyznacz x i y z doktadnoscig do drugiego miejsca po prze-

h cinku. Skorzystaj z informacji podanych na rysunku obok.

a\ [ fa\[ B
A EXFa-b-x B
Zalozenie: a, b — podstawy
trapezu; a > b; a, b - katy ostre

trapezu ) 3. Wierzcholek 70-metrowego komina elektrocieptowni stojacej na ptaskim terenie

Teza: P = a-b tga-tgp wida¢ z pewnego miejsca w okolicy pod katem 8° do poziomu. Jaka jest odleglos¢
2 gattgf z tego miejsca do podstawy komina? Wynik podaj z doktadnosciag do 10 m.

Dowod: Prowadzimy CE || AD;

zatem |BE| =a ~b. 4. Pole rombu jest rowne 40, a jego kat ostry ma miare 50°. Oblicz dlugosci przekat-

W tréjkacie BCE prowadzimy
wysokos¢ CF i oznaczamy:
|CF| = h, |EF| = x,

nych rombu z doktadnoscia do jednego miejsca po przecinku.

|BF|=a—-b-x. Q 5. W trapezie rownoramiennym przekatna o diugosci d tworzy z dtuzsza podstawa
Wyznaczamy h z tréjkatow BCF kat «. Wykaz, ze pole trapezu jest rdwne d* sina cos av.
i CEF.
ABCF:h=(a-b-x)tgf3
ACEF:h = xtgo - Prosto do matury
= (a-b-x)tgf=xtga 1. P,EF 5. D C
(a-b)tgp = x(tgo + tg f) [7
x_(a—b)tgﬂ 2. x = 2,11, y = 4,53 d
tga+tgp 3. 500 m P BN
o @-bgatgp : E
T e Gl Zalozenie: CD || AB, |AD| = |BC|, d = |AC|, 4BAC = a
1 Teza: P, = d*sinacos
p =—(a+b)-h= ABCD
apcp = 5@ +5) Dowod: ABCE = AADF,
_(a+b(a-b)tgatgf _ wiec Pypep = Pagcr = |AE] - |EC]|
Z(tg"“rtgﬁ) |AE| = dcosa, |CE| =dsina,
_a-v tga-tgp stad Pypop = dcosa - dsina = d” sin o cos

2 tga +tg
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9. Funkcje trygonometryczne i

Podczas omawiania funkcji

kata rozwartego tygonometrycznych kita

rozwartego umieszczamy kat
w ukfadzie wspotrzednych

Umiejetnosci: i wprowadzamy tradycyjne
* wykorzystywanie definicji i wyznaczanie wartosci funkcji sinus, cosinus i tangens pojecia, takie jak: ramie
katow o miarach od 0° do 180° poczatkowe i koricowe kata oraz
* stosowanie zaleznosci migdzy funkcjami trygonometrycznymi promien wodzacy punktu na
e korzystanie z przyblizonych wartosci funkcji trygonometrycznych ramieniu koficowym. Dzieki
takiemu ujeciu uzmystowimy
Funkgji trygonometrycznych uzywamy czesto podczas obliczania pdl trojkatow uczniom, ze ograniczenie sie
1 . &k feed
(a wiec i pol wielokatéw). Z wygodnego wzoru P = Ebc sina korzystalismy do- do pierwszych dwéch cwiartek

. . . ukladu jest dosy¢ sztuczne. Przy
tad tylko wtedy, gdy kat zawarty miedzy danymi bokami tréjkata byl ostry. A prze- okazji powtarzamy zwigzki migdzy

ciez tréjkat ma jednoznacznie okreslone pole réwniez wtedy, gdy kat miedzy takimi funkcjami trygonometrycznymi.
bokami jest prosty lub rozwarty. Rozsze-
rzymy zatem definicje funkcji trygonome-
trycznych tak, aby dotyczyty katéw o mia-

W bardziej zaawansowanej matematyce ((+))
definiuje si¢ funkcje trygonometryczne

dla dowolnego kata.
rach od 0° do 180°.
W tym celu umiescimy katy w ukladzie wspotrzed- 7k
nych. Przyjmiemy przy tym kilka regut. 5

° Wierzchotek kata o (0° < o < 180°) jest poczat-

kiem ukladu wspotrzednych.
(0%
* Jedno z ramion (tzw. ramie poczatkowe) kata o [ . N
pokrywa si¢ z dodatnig polosig x. Drugie, kon- ol 1 x

cowe ramie, ktore bedziemy rowniez nazywac ra-
mieniem wodzacym kata «, jest odtozone w kie-

runku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara. Mozina sobie wyobrazi¢,  ((¢)

seli bi .. d k. ze ramie poczatkowe jest
L]
]eze 1 wyD1erzemy na ramieniu wodzacym qta [0 nieruchome, a koncowe za-

punkt P rézny od poczatku uktadu O, to odcinek tacza potokrag, wyznaczajac
OP nazywaé bedziemy promieniem wodzacym po drodze wszystkie katy
punktu P. Tak samo bedziemy nazywa¢ dtugosé °1d 0°do 1?0' Stad w nazwie
odcinka OP. Zatem liczba r = |OP| jest réwniez SIOWO »WOTACY -
promieniem wodzgcym punktu P.

Uwaga: Slowa ,,promien”, podobnie jak w definicji okregu, uzywamy tu w dwdch
znaczeniach: odcinek albo jego dlugoé¢. Nie prowadzi to do nieporozumien, ponie-

waz z kontekstu wynika, o ktére znaczenie chodzi. p 3
4.27. Zalozenie: a, b — podstawy trapezu prostokatnego, temat 4.6 J
b a > b, a - kat ostry trapezu
Teza: P = l(az - bz) tgo Multlle%a
h = 2 2 e Funkcje trygonometryczne kata
B il (o Dowéd: h=(a-b)tga, P = l(a +b)-h= (“ B ) tga w uktadzie wspétrzednych (1)
b a-b 2 2 ¢ Funkcje trygonometryczne kata
w ukfadzie wspdtrzednych (2)
4.28. Zalozenie: ABCD - trapez prostokatny, |AC| = d, AC L BC, * Funkgje trygonometryczne kata
D C « — kat ostry w uktadzie wspdtrzednych (3)
@ 1 1 e \Wzory redukcyjne
3 Teza: obwdd = d| sina + cosa + —— + Py
11 (04
A A B Dowéd: AACD ~ AABC (kkk) N & dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 4.5
owdd: ~
d d .
|AB| = —, |BC| = —, |AD| =dcosa, |CD| = dsina. (> Generator
SIn & tg(x NH  testow i sprawdzianow
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[0}

Rozszerzenie pojecia funkcji trygonometrycznych v
nie powinno zmienia¢ ich wczesniejszych definicji.
Kiedy umiescimy trojkat prostokatny tak jak na ry- b
sunku, otrzymamy:
P=(a, b)
r=|OP|=c
0

Wspolrzedne punktu P sg rGwnoczesnie dlugoscia-
mi przyprostokatnych, zatem zgodnie z przyjetymi
definicjami:

. b a b
sine=-, cosa=-—, tga=-—
c C a

Ponizsze definicje sg naturalnym rozszerzeniem tych zwiazkow.

tego punktu.

cego tego punktu.

tu, przy zalozeniu, Ze ta odcigta jest rézna od zera.

Sinusem kata oo nazywamy stosunek rzednej dowolnego (réznego od wierzchot-
ka) punktu wybranego na ramieniu wodzacym kata do promienia wodzacego

Cosinusem kata oo nazywamy stosunek odcietej dowolnego (réznego od wierz-
chotka) punktu wybranego na ramieniu wodzacym kata do promienia wodza-

Tangensem kata o nazywamy stosunek rzednej dowolnego (réznego od wierz-
chotka) punktu wybranego na ramieniu wodzacym kata do odcietej tego punk-

Jezeli punkt P = (xp, ¥p) lezy na ramieniu wodzg-
cym kata o, a r jest promieniem wodzacym tego
punktu, to:

sina = 4
-

Xp

,\

=

=
St

Ve

CoOsSx = —
r

Yp
tga = 22
g Xp

Ponadto, skoro P = (xp, yp), to:

r= \[x%, + y%) «— twierdzenie Pitagorasa

Sl e
(=}

S ]
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Przykfad o zad. 5.6 45.6. Wyznacz wartoéci funkeji
trygonometrycznych kata o,

Obliczymy wartosci funkeji trygonometrycznych zaznaczonego kata. tote g i s A

Rozwiagzanie przez podany punkt.
a) P=(2,5) v a) (3, 4)
. - P b) (-1, 3)
Obliczamy promien wodzacy punktu P: % 4’ )
C -
r= VAT = VD Y
Zatem: . e) (-1, 4)
sina = ——, cosa=—, tga=-> ' v f) 2,9)
VT BRVC o 1 x 8 (-4, 1)
h) (-5, V7)
b) P=(-3,4) v 4 3
rzm:\/Z—:5 P Odp.:a)smoczg, cosoc:g,
4
Zatem: tgo = -
. 4 3 4 8 3 Jis Vis
sm/3=g, Cos/3=—g, tgﬁ=—§ H . N b) sina = 31010, cosaz—%,
0] 1 x tga=-3
J 2V5
c) sinad = —, cosa = s
1
Zdefiniowali$my funkcje trygonometryczne za pomoca stosunkow liczb zwiazanych Ba="3
z punktem wybranym na ramieniu wodzacym. Podobnie jak w przypadku tréjkata d) sina = %, cosa = %,
prostokatnego wykazuje sie, ze wartosci tych stosunkéw nie zalezg od wyboru punktu o
(dowdd tego faktu pominiemy). Czasem wygodnie jest wybra¢ punkt P tak, aby: 8~ 12
|OP|=r=1 e) sinaziﬁ, cosaz—g,
Wowezas: Jezeli promieri wodzacy ((4)) tgo= =4
sinax = yp i cosa = xp punktu P jest rowny I, to f) sino = @’ cos o = _@’
P = (cosa, sina). 29 29
tga = 2
2
Przyktad @) . V17 W17
g) sina = —, cosa = ——,
Niech P = (xp, yp) oznacza punkt lezacy na ramieniu wodzacym kata « oraz 17
r = |OP| = 1. Obliczymy wartosci funkgji sina, cosa i tga, gdy g =—7
a) a=0° b) « =90°. c) «=180°. . V14 _ 5V2
h) sina = —, cosa = 8’
Rozwigzanie \7
a) a=0° y tga = _?
Ramie wodzgce kata pokrywa sie z dodatnia
poétosig x, wiec yp =0, xp = 1. 4

IR
=Y

Zatem:
sin0°=0, cos0°=1, tg0°=0
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b) a =90° v
Ramie wodzace kata pokrywa sie z dodatnia
poétosig y, zatem yp = 1, xp = 0. Nie istnieje 142
tangens kata 90° (nie jest wykonalne dzielenie
przez 0), natomiast:
sin90° =1, co0s90°=0 -
0 1 X
c) a=180° A
Ramie wodzace kata pokrywa si¢ z ujemna N
potosia x, wiec yp =0, xp = -1.
180°
Zatem:
sin180° =0, cos180°= -1, tgl180°=0 P N
-1 0 1x
J
Podsumujmy:
o 0° 90° 180°
sin o 0 1 0
cos« 1 0 -1
tga 0 nie istnieje 0

Bezposrednio z definicji wynika, ze dla katéw rozwartych wartosci tangensa i cosi-

nusa s3 ujemne (bo xp < 0).

[64 0° < a < 90° 90° < o < 180°
sin + +
cosa + -
tga + -

Y

=Y

1

Wartosci funkgji trygonometrycznych dowolnego kata rozwartego mozna obliczy¢
za pomocg warto$ci odpowiednich funkgji trygonometrycznych kata ostrego. Stuza
do tego tzw. wzory redukcyjne. Wyprowadzimy niektdre z nich.

Kazdy kat rozwarty mozemy zapisa¢ w postaci 180° — «, gdzie « jest katem ostrym.

Na przyklad:
° 140° = 180° - 40°, « =40°
° 100° = 180° - 80°, o = 80°

° 175°=180°-5° «a=5°
° 97°=180°-83° «=83°



Jezeli narysujemy katy 180° — « oraz « v
w ukfadzie wspolrzednych, to ich ramiona

wodzace beda symetryczne wzgledem osi y. N2
Wrynika to od razu z przystawania odpo-
wiednich trojkatow prostokatnych.
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N>>-______

Wrystarczy wybra¢ punkty P, i P, tak, aby
|OPy| = |OP,|.

Woéwczas AOA, P, = AOA,P, namocy cechy kbk (14,0P, = ).

Jezeli przyjmiemy, ze P, = (a, b), to P, = (—a, b). |OP,| = |OP,| = r, wiec:

sin (180° — &) = b =sina
r

cos (180° — &) = 2-_%- _cosa
r r
b

tg (180° — ) = b_bl -tga
—a a

Udowodnili$my zatem nastepujgce twierdzenie.

Jezeli o jest katem ostrym, to:
sin (180° — &) = sin«
cos (180° — @) = —cos«
tg (180° — @) = —tg«x

Przyktad @) < zad. 5.7
Obliczymy wartosci funkeji trygonometrycznych katow 120° i 150°.

Rozwigzanie

° 1200 — 1800 _ 600
sin 120° = sin (180° — 60°) = sin 60° = ?
€0s 120° = cos (180° — 60°) = — cos 60° = —%
tg 120° = tg (180° — 60°) = —tg 60° = =3

e 150° = 180° - 30°
sin 150° = sin (180° — 30°) = sin 30° =

|

cos 150° = cos (180° — 30°) = — cos 30° —?

oz !

tg 150° = tg (180° — 30°) = — tg30° = —

D

=¥

45.7. Oblicz doktadne wartosci
funkgji trygonometrycznych kata
135°. Nie korzystaj z tablic ani

kalkulatora.
Odp.: sin 135° = %,
cos 135° = —g, tg135° = —1
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45.10. Dany jest tangens Przyktad o zad. 5.10
kata wypuktego o«. Wyznacz
miare tego kata z dokladnosciag
do 1°. Skorzystaj z tablic

Wiemy, ze tga = —5,0067. Wyznaczymy miare kata « z doktadnosciag do 1°.

Rozwiazanie

trygonometrycznych lub tg = 5,0067 «— B - pomocniczy kat ostry

kalkulatora. B =79 «—— warto$¢ kata 8 odczytana z tablic

a) tga = —0,9325 o = 1800—/3 —tga=-tgf

b) tga = —0,1405 a=101°

) tgar = —1,43 J

d) tga = —4,6 W przykladzie 2 przyjmowali$my, ze punkt wybierany na ramieniu wodzacym kata

do)dp-i a) 137° b) 172° ¢) 125° jest oddalony o 1 od jego wierzchotka (r = 1). Czasami warto postapi¢ inaczej.
102°

Przyktad d.5.12,5.13
45.12. Skonstruuj kat rozwarty « y e #

o podanej wartoci sinusa lub Znamy warto$¢ jednej z funkcji trygonometrycznych kata wypuktego «. Skonstru-
cosinusa. ujemy ten kat.
. 3
a) sina = " Rozwiazanie
. 3
b) sinoczg a) sio =~
C) cosa = —;-1 Z definicji sin o = %. Przyjmujemy yp =3, r =5 iwykonujemy konstrukcje:
1 ° rysujemy nad osig x pélokrag o $srodku v
d) cosa = —= . . ..
2 w punkcie (0, 0) i promieniu r = 5,
Odp.: Wskazéwka: Przeanalizuj ° rysujemy prostg [ rownolegla do osi x, prze-
przyktad 5 ze s. 348. chodzjca przez punkt (0, 3), 3 l
45.13. Skonstruuj kat wypukty o ¢ zpunktu (0, 0) prowadzimy pdtprostg przez . -az
o podanej wartosci tangensa. punkt przeciecia prostej I z pétokregiem - o _
o) e = = 3 jest ona drugim ramieniem kata (pierwszym 2 op 1 > X
U jest dodatnia p6tos x).

b) tga =-3

) tgor = 1 Prosta [ przecina potokrag w dwdch punktach, wiec otrzymujemy dwa rozwigzania
BE="3 zadania: kat «; oraz kat «,.
d) tga=-5 5
Odp.: Wskazéwka: Przeanalizuj b) cosa = 3

przyklad 5 ze s. 348. Xp . o .
cosa = —, wiec przyjmujemy xp = -2 i r = 3, zatem:
r

 rysujemy nad osig x polokrag o $rodku k|
w punkcie (0, 0) i promieniu r = 3,

* rysujemy prostg k réGwnolegta do osi y, @
przechodzacg przez punkt (-2, 0),

|
@

|
Do

<]

—
o
=Y

e z punktu (0, 0) prowadzimy pétprosta przez |
punkt przeciecia prostej k z potokregiem.

Jedynym rozwigzaniem zadania jest kat c.
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3
c) tga = B
Jezeli skorzystamy z definicji tangensa (tg a= iﬁ ), to

P

zauwazymy, ze zgdang rowno$¢ spetniajg albo dwielicz-
by dodatnie, albo dwie ujemne. Dla kata 0° < « < 180° 11
tylko pierwszy warunek moze by¢ spelniony, zatem
otrzymamy jeden kat & z ramieniem wodzacym popro-

wadzonym przez punkt o wspolrzednych (5, 3).

vk

=y

3
=-= v
d) tga 2

Teraz jedna ze wspdlrzednych musi by¢ dodatnia, 3
a druga ujemna. Jedynym rozwigzaniem jest kat « }
z ramieniem wodzgcym poprowadzonym przez punkt | , -

. -4 of 1 X
o wspdtrzednych (-4, 3).

=

J

Na podstawie rozwazan dotyczacych wartosci funkeji trygonometrycznych ka-

tow ostrych (s.321-322) oraz przykladu 5 sformutujemy wniosek, ktérego dowod
pomijamy.

Niech « € (0% 180°). Wtedy:
dla kazdego a € R — {0} istnieje jeden kat « taki, ze tga = a;
tga =0 dla & =0° lub & = 180%
dla kazdego a € (-1; 1) istnieje jeden kat « taki, Ze cosa = a;
dla kazdego a € (0; 1) istnieja dwa katy o}, «, takie, ze sin; = sina, = ag;
sina =1 dla o =90°.

Wréémy do problemu wskazanego na poczatku tematu. Chcemy obliczy¢ pole tréj-
kata o znanych dlugosciach dwoch bokéw i mierze kata miedzy tymi bokami.
Oznaczmy dane boki literami a i b oraz kat miedzy nimi literg y.

Prowadzimy wysoko$¢ h z wierzchotka réznego od wierzchotka kata y.

Jezeli y jest katem ostrym, to h = b - siny.
Jezeli y jest katem rozwartym, to h = b - sin (180° —y) = b -siny.
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45.14. Oblicz (z dokladnoscig do
drugiego miejsca po przecinku)
pole tréjkata ABC, w ktérym

a) |AB| = 16, |AC| = 22,

JCAB = 140°.

b) |BC| =9, |AC|
4BCA = 127°.

c) |AB| =9, |BC|
JABC = 100°.

d) |BC| = |AC| = 16,
JIBCA = 144°.

Odp.: a) 113,13 b) 43,12
) 53,18 d) 7524

12,

12,

Odpowiedzi i rozwigzania
5.1. D

5.2. A

53. D

Po podstawieniu obliczonej wysoko$ci do wzoru na pole trdjkata otrzymujemy:
P=ta.n-= la-b-siny
2 2

czyli prawdziwy jest wzér P = %a -b-siny.
Powiemy, ze pole trdjkata jest rowne polowie iloczynu jego bokow przez sinus kata
zawartego miedzy tymi bokami.

Przyktad @ < zad. 5.14

Obliczymy pole trojkata ABC, w ktérym |AB| = 3, |BC| =5 i 4ABC = 133°. Wynik
zaokraglimy do drugiego miejsca po przecinku.
Rozwiazanie

133° = 180° — 47°

sin 133° = sin(180° — 47°) = sin47° = 0,7314

p= %lABl -|BC| - sin 4 ABC = %-3-5-sin 133° = 12—5-sin47° ~ 12—5~0,7314 ~ 5,49

Odp.: Trojkat ABC ma pole rowne okoto 5,49.

W kazdym z zadan 5.1-5.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

5.1. Ilejest rowny cos 150°?

1

B. —- C. V3
2

D.——
2

A

SE

1
)

5.2. Kat « jest wypukly, jego rami¢ wodzace przechodzi przez punkt Pi tg« = —1—71.

Ktore z podanych wspolrzednych moze mie¢ punkt P?
A. (-11,7) B. (-11, -7) C. (-7,11) D. (7, -11)

5.3. Wskaz liczbe réwng cos 147°.
A. sin33° B. cos33° C. —sin33° D. —cos33°

5.4. Narysuj w ukladzie wspolrzednych za pomocy katomierza katy: 70°, 120°, 150°,
175°, przy zachowaniu regut ze s. 343.

5.5. Narysuj w ukladzie wspotrzednych kat, ktorego ramie wodzace przechodzi
przez podany punkt. Odczytaj przy uzyciu katomierza miare tego kata.
a) A=(2,3) b) B=(-3, 3) c) C=(-1,5) d) D=(4, 3)



5. Funkcje trygonometryczne kata rozwartego

5.6. Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych kata o, ktoérego rami¢ wodzace
przechodzi przez podany punkt.

a) (3, 4) o (-4, 2) e) (-1, 4) g (-4 1)

b) (-1, 3) d) (12, 5) f) (-2, 5) h) (=5, V7)

5.7. Oblicz dokladne wartosci funkeji trygonometrycznych kata 135°. Nie korzystaj
z tablic ani kalkulatora.

5.8. Wyznacz podana liczbe. Skorzystaj z tablic trygonometrycznych.
a) sin110° ¢) cos172° e) sin129° g) cos 160°
b) tg98° d) tg116° f) tg153° h) tg172°

5.9. Dany jest cosinus kata wypuklego a. Wyznacz miare tego kata z doktadnoscia
do 1°. Skorzystaj z tablic trygonometrycznych lub kalkulatora.

a) cosa = —0,2079 ¢) cosa = —0,89

b) cosa = -0,9272 d) cosa = -0,05

5.10. Dany jest tangens kata wypuklego o. Wyznacz miare tego kata z doktadnoscia
do 1°. Skorzystaj z tablic trygonometrycznych lub kalkulatora.
a) tga=-0,9325 b) tga =-0,1405 ¢) tga =-1,43 d) tga = —-4,6

5.11. Dany jest sinus kata wypuklego «. Wyznacz miare tego kata z doktadnoscia
do 1°. Skorzystaj z tablic trygonometrycznych lub kalkulatora.
a) sina = 0,6428 b) sina =0,9877 ¢) sina = 0,85 d) sina = 0,8

5.12. Skonstruuj kat rozwarty « o podanej wartosci sinusa lub cosinusa.

. 3 . 5 4 1
a) sina == b) sina = = C) cosa = —— d) cosa = —=
4 7 5 2

5.13. Skonstruuj kat wypukty & o podanej wartosci tangensa.

a) tgocz—; b) tga =-3 o) tgoc:—% d) tga=-5

5.14. Oblicz (z doktadnoscia do drugiego miejsca po przecinku) pole tréjkata ABC,

w ktérym

a) |AB| = 16, |JAC| =22,  4CAB = 140°.
b) |BC| =9, |AC| = 12, 4BCA = 127°.
¢) |AB| =9, IBC| =12,  4ABC = 100°.
d) |BC| = |AC| = 16, JBCA = 144°.

5.15. Oblicz pole réwnolegloboku o przekatnych dtugosci 10 i 6 oraz kacie miedzy
nimi réwnym 140°. Wynik zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

5.6. Patrz s. 345.

5.7. sin 135° = \/75,
cos 135° = —g, tg135° = —1

5.8. a) 0,9397 b) —7,1154
) —0,9903 d) —2,0503

e) 0,7771 f) —0,5095

g) —0,9397 h) —0,1405

5.9. a) 102° b) 158° c¢) 153°
d) 93°

5.10. a) 137° b) 172° «¢) 125°
d) 102°

5.11. a) 40° lub 140°
b) 81°lub 99°

¢) 58°lub 122°

d) 53°lub 127°

5.12. Wskazéwka: Przeanalizuj
przyklad 5 ze s. 348.

5.13. Wskazéwka: Przeanalizuj
przyklad 5 ze s. 348.

5.14. a) 113,13 b) 43,12
¢) 53,18 d) 7524

5.15. 19,3
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5.16. 150° 5.16. Dlugosci bokow trojkata ABC sg rowne |AB| = 18 i |AC| = 14, a jego pole
wynosi 63. Kat CAB jest rozwarty. Oblicz miare tego kata.

5.17. 60° lub 120° 5.17. Ramig trojkata rGwnoramiennego ABC ma dlugo$¢ 24, a jego pole jest rowne
144+/3. Oblicz miare kata miedzy ramionami tréjkata.

0 5.18. Wykaz, ze przekatne réwnolegloboku dzielg ten réwnoleglobok na cztery cze-
$ci o rownych polach.

5.19. P = 119 cm’, 5.19. W trapezie prostokatnym o podstawach dlugosci
obw = (31 + 7\/3) cm 5cmi 12 cm tangens kata rozwartego jest rowny —2. Ob-
licz pole i obwod tego trapezu.

5.20. 12(57 - 3) cm® 5.20. Promien okregu o $rodku S jest réwny 12 cm
(zob. rysunek). Oblicz pole zamalowanego obszaru.

5.21. Patrzs. 353. Q 5.21. Wykorzystaj podany rysunek i wykaz, ze @ 2
sin 105° = Yo+ 2, !

4 .
1

Prosto do matury

1. P,P,P 1. Ramie wodzace kata o przechodzi przez punkt (—24, 10).
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A sina == B. cosa = —-= C. tgoc:—i

13 13 12

2. sina = %3173 cosa = —%{3, 2. Wyznacz wartosci funkgji trygonometrycznych kata «, ktorego ramie wodzace

o 2 przechodzi przez punkt (-2, 3).

ga=—3

3. 35° lub 145° 3. Kat a jest wypukly i cos” a = % Wyznacz za pomocg tablic trygonometrycznych
lub kalkulatora miare tego kata z doktadnoscia do 1°.

4. 22,54 4. Oblicz pole trojkata ABC, w ktérym [AB| = 8, |[BC| = 12 i SABC = 152°. Wynik
zaokraglij do drugiego miejsca po przecinku.

i °. °— P in 120° - tg 135° — 180° -
5, Sn120° tg135 - cos 180° _ 0 5. Wykaz, 7e sin slige e _3-2V3 ‘
c0s 150° - sin 90° cos 150° - sin 90° 3
B -1
—? -1 5.18. 180°-« Zalozenie: na rysunku
N 5 5 € Teza: Pyps = Ppcs = Peps = Paps
=<1—7><—7>= DOWéd:
. |AS| = |CS], |BS| = |DS|, sin(180° — a) = sin e
_V3-2 V3 _3-2V3 A B Oznaczamy: e = |AS| = |CS|, f = |BS| = |DS|
Vi V3 3

Py = %IASI - |BS| sin(180° — ) = %ef sina

1 . 1.
Pps = SICSI - IBS| sina = Zef sina

PCDS = %|CS| o |DS| sin(180° = 0() = %ef sin o
Pyps = %|AS| -|DS| sinax = %efsin(x

1 .
Zatem PABS = PBCS = PCDS = PADS = Eef SIN &.
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6. Witasnosci funkciji
trygonometrycznych

Umiejetnosci:
e wykorzystywanie zaleznosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi
e korzystanie z przyblizonych wartosci funkcji trygonometrycznych

Oméwimy teraz podstawowe wlasnoéci funkeji vk
trygonometrycznych katéw wypuklych.
Niech P = (xp, yp) oznacza punkt lezagcy nara- — go--— e
mieniu wodzacym kata & oraz r = |OP| = 1.
Woéwczas P = (cosa, sina). Zauwazmy, ze dla
wszystkich katow 0° < « < 180° spelnione sg »
zaleznosci -1 < xp <1 oraz 0< yp < L.

oY I
(=
—
®

Dla kazdego kata o takiego, ze 0° < « < 180° prawdziwe s3 nieréwnosci:
0<ssina<1
—-1<cosa<l1

Przykiad €) « zad. 6.4

Sprawdzimy, czy istnieje kat « spelniajacy warunek 0° < o < 180° taki, ze
27(cos oc)3 +8=0.

Rozwigzanie

27(cos oc)3 +8 =0, wigc (cos oc)3 = —2%, stad cosa = —g

Odp.: Poniewaz —1 < —% < 1, istnieje kat « spelniajacy podany warunek (s. 349). )

Nastepne wlasnosci funkeji trygonometrycznych kata wypuklego sa takie same jak
poznane wczesniej wlasnosci funkeji trygonometrycznych kata ostrego.

Jedynka trygonometryczna
Dla kazdego kata & (0° < o < 180°) prawdziwa jest rowno$¢:
sin® o + cos”a = 1

5.21. © a = 105°
5 Zalozenie: na rysunku
1 Teza: sin 105° = e
45\ | 30° 4
A 1 D B

Dowdd: Wykorzystujemy dwa rézne wzory na pole tréjkata ABC:
(1) Pangc = %|AB| -|CD oraz (2) P apc = %|AC| -|BC| sin 105°
IBD| = V3, |AC| = V2
(1) PAasc = (1 +v3)-1
@) Bpue = E\/_'2-51n105° = V2 -5in 105°

d\/§+1 V3+1 .. o \/5(\/3+1) V6 + V2
= , wiec sin 105° = = .
2 242 4 4

\/—+1
2

= /2 -sin105° & sin 105° =

46.4. Sprawdz, czy istnieje kat
wypukly « spetniajacy podany
warunek.

a) 3cosa+2v2=0

b) 5sina = V3 -2

¢) sina + cosa = 2

d) sina - cosa = V3

e) sina-cosax =0

1
f) tgaxcosa = -3

Odp.: a) tak b) nie ¢) nie
d) nie e) tak f) nie

temat 4.6 J

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 4.6

(‘ Generator

testéw i sprawdzianéw
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46.8. Kat « jest wypukly

1
i cosa = ———. Oblicz sina
V17
itga.
Odp.: sina = %7177, tga = —4

46.9. Kat « jest wypukly
itga = —i. Oblicz sine i cosa.

24

. 7
Odp.:sina = —, cosax = ——
25 25

46.10. Kat « spetnia podane
warunki. Oblicz cosa i tga.

: 9 12
a) o jest rozwarty i sina = 37

b) « jest wypuklyi sina = \/?7
12

35
Odp.:a) cosa = ——,
p-:a) 37 35

tga = —
b) cosa = \/?E, tga = g

|z
S

lub cosa = —\/?E, tgo = —

Dowod
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku oraz zalézmy, ze v
promien wodzacy r punktu P = (xp, yp) jest réwny 1. 1_
Woéwczas yp =sina i xp = cos«. f ______ ¥
I
e Jezeli ramie wodzace kata pokrywa si¢ z jedng z pot- ! o
osi ukladu, to prawdziwos¢ wzoru wynika bezpo- Al .
$rednio z definicji (zob. przyktad 2 ze s. 345). % 0 L x
o Jezeli « jest katem ostrym lub rozwartym:
|OA|2 +|AP |2 = |OP |2 «— twierdzenie Pitagorasa
xpl* + lypl* = 1, wige x + yp =1 — |ml* = m®
.2 2 . .
sin“ax+cos" =1 ——xp=cosa i yp=sina

Koniec dowodu

Uzyjmy ponownie oznaczen przyjetych w definicjach funkcji trygonometrycznych.

yp
Jezeli cosa # 0, to sma = = e _ tga.
cose 2 xp
r
tga = B dla « #90°
cosa

Przyktad @ < zad. 6.8-6.10
Wyznaczymy sinus i cosinus kata o spetniajacego warunki 0° < « < 180° i tgax = —2.

Rozwiazanie
Skoro 0° < v < 180° i tgax < 0, to 90° < ¢ < 180°.  «—tga istnieje, wiec a # 90°

Ye _ -2 «— z definicji tangensa: tga = 2r
Xp Xp
Poniewaz 90° < « < 180°, mozemy przyjac, ze xp = =1 i yp = 2. Zatem ramie
wodzgce kata przechodzi przez punkt P = (-1, 2).
Obliczamy promien wodzacy punktu P.
P =(-1)*+2*=5r=15
Zatem sina = 22 = 2 2v5 i cosa =22 = L. —\/—g.
r \/5 5 r \/5 5
. 2V5 5
Odp.:sina = i, cosa = —\/——
5 5
46.15. Udowodnij tozsamos¢. Tam, gdzie to konieczne, podaj zatozenia.
a) (sin(x+cos¢x)2=1+25incxcoscx ) —; —I:tgzoc
Cos” &
b) sin® & — cos* & = sin® & — cos’ d) 2sina—3cos’a+3 =5sin"a

Odp.:a)L=(sinoc+cosoc)2=sin2a+coszcx+251noccosoc=1+251n(xcosoc=P
. 4 4 . 2 2 . 2 2 . 2 2
b) L = sin” o — cos oc=(s1n o + Cos a)(sm o — COS oc)=sm a—cos a=P
) a € (0% 90°) U (90° 180°)
L= 1 1= l—coszoc_ sin” « —tla =P
cos? ot cos? o cos? o 8
d)L=281n206—3C08206+3:ZSinzoc—3C08206+3Sin206+3COSZOC=5Sin2062P
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Przyktad @) < zad. 6.12,6.13

. . V5 . .
Kat wypukly « spetnia warunek sino + cosa = 5 Obliczymy sin« - cos .
Rozwigzanie
Zauwazmy, ze:
. 2 .2 . 2 :
(sino + cosa)” = sin” & + 2sinx cosa + cos” & = 1 + 2 sin & cos &
Zatem:

. . 2
2sinacosa = (sina + cosa)” — 1

(sina + cosa)® — 1 ) \5
f <—smoc+cosoc:T

2
(5
N>/ 9

5 , czyli sinacosa =

sinacosa =

sinacosa =

2

. 2
SIN X COSX = _5

. 2
Odp.: sinxcosa = -5

J

Wymienione wczesniej zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi sg spelnione
dla wszystkich katow wypuklych «, dla ktorych te funkcje sg okreslone. Mowimy,
ze te zwiazki sg tozsamos$ciami trygonometrycznymi. Korzystajac z nich, mozna
udowadnia¢ inne tozsamosci.

Przyktad @) « zad. 6.15,6.16

Udowodnimy podang tozsamos$c¢.
1 1 2
a) =

1-sina
Dowdd

1+sina cos?a

Zastanéwmy sie najpierw, jakie warunki musi spetnia¢ kat «, zeby wszystkie wyraze-

nia podane w tresci zadania byly poprawnie okreslone. Wypiszmy zalozenia.
1-sina#0
1+sina#0
cos’a # 0

«—— mianowniki wyrazen rézne od zera

sina # 1
sina # —1
cosa #+0

czyli

W tym wypadku mozemy dokfadnie okresli¢ kat wypukly, ktéry powyzszych warun-
kéw nie spelnia — jest nim o = 90°.
Zatem dowodzimy tozsamosci dla wszystkich katéw wypuktych z wyjatkiem kata 90°.

_ (I +cosa) + (1 —cosax) 2

6.16. Odp.ia) a € (0% 180°), L= —1 41 _ .
l1-cosae 1+cosa 1-cos?a sin? «

l1+cosa 1l-cosa (1+cosoc)2—(1—cosoc)2 _

355 I

46.12. Kat wypukly « spelnia
podany warunek.
Oblicz sina - cosa.

1
tga+ — =3
a) g¢x+tg‘x

. 4
b)smrx+cosoc=§
1 7

Odp.:a) - b) —
P a)3 )18

46.13. Kat wypukly « spelnia

. 1
warunek sino + cosa = —5.

. . 3 3
Oblicz sin” & + cos” a.

Odp.: sina + cosa = —%

i a € (90°% 180°)

sin® o + cos® o = (sina + cos ) -
. (sin2 o« — sin o cos & + cos’ oc) =

1 .
= —5(1 —sinacosa) =

1( 4) 13
=—(1+2)=-2,
3 9 27

. 2_1 .2
bo: (sinx + cosa)” = 5 sin o+

2 . 1
+cos” a+2sinxcosa = 5 S
& 1+ 2sinacosa =

1, . 8
= -2sinxcosax = —— &
9 9

. 4

& sinacosa = =5
.3 3 13
sin" @ +cos" o = ——
27

46.15. Patrzs. 354.

46.16. Udowodnij tozsamos¢.
Tam, gdzie to konieczne, podaj

zalozenia.
1 2
l-cosa l+cosa sina
b)1+cosoc_l—cosoc_ 4
l1-cosax 1+cosax sina-tga
sinad  cosa 1
<) t— =
cosx sina  cos*a-tga
1 1
—+ =
tga—1 tga+1

2sina - cosa

" (sino + cos o)(sin o — cos &)

b) « € (0°% 90°) U (90°; 180°), L= 7
1-cosa 1+cosax 1 - cos*a
_ (I+cosa+1—-cosa)(1+cosae—1+cosax) 4cosa 4 cosa 4  sina _ 4 _
sin? sinff sina sina  sina cosa  sinatga
o ° o o sina cosa  sin’a+ cos’ 1 1 1
c) a € (0% 90°) U (90°% 180°), L= 8= = — == ==
cosa  sina sina - cos sine-cosa  SINX | o costa-tga

cos
d) a € (0° 180°) — {45°, 90°, 135°}, czyli o # 45°, o # 90°, « # 135°

1 1 1 1 cos o cos«

_ cosx (sina + cos ) + cos & (sina — cosx)

tgo—1 sina sina sina + cos

tga+1 +1 " sina - cosa

cosx
. 2 : 2
_ Cosa-sina+Cos o+ Cos-sIno —Cos o

cos
2sina - cosa

(sin & — cos &) (sin ¢ + cos &) " (sina - cosa) (sina + cosa)

(sin @ — cos @) (sin & + cos &)



I 356 Dziat 4. Funkcje trygonometryczne

Przeksztalcamy lewg strone rownosci.
1 1

1-sinae 1+sina
l+sina+1-sinx

T (1-sina)(1+sina)

«— sprowadzamy ulamki do wspoélnego mianownika

2
= —— = «— wykonujemy dziatania i stosujemy jedynke
I -sin“« trygonometryczng
2
= T = P «— otrzymujemy prawg strone rownosci
cos” o

Koniec dowodu

2
b) 4 \/1+cosa_\/1—cosoc
tg? o 1-cosa 1+ cosa

Dowdd

Funkcja tangens musi by¢ okreslona i nie moze przyjmowac wartosci 0, zatem
0° < o < 180° i o # 90°. Przy takich zalozeniach réwniez oba wyrazenia pod-
pierwiastkowe sg dodatnie. Tym razem przeksztalcamy prawg strone réwnosci.

2
p- \/1+c0soc_\/1—cosoc _
1-cosa 1+ cosa
_1+cosoc_2\/1+cosoc l—cosoc+1—cosoc
1-cosa

l-cosa 1+cosa 1+cosa

1-cosax 1+ cosa (1 -cosa)(1 + cosa)

1+ cosax s 1-cosa (1+cosoc)2—2(1 —cosoc)(1+cosoc)+(1—cosoc)2 _

2 2 2
1+ 2cosa+ cos oc—2(1—c0s oc)+1—2cosoc+cos o
2

1-cos”«
2+2coszoc—2(1—coszoc) 4cos o 4 4 L
a sin? o ©osinfa sinfa tgla

. cos? «
Koniec dowodu

W kazdym z zadan 6.1-6.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

Odpowiedzi i rozwigzania wzeszycie.
. . 1 L, .
6.1. D 6.1. Kat « jest rozwarty i cosa = -3 Jakg warto$¢ ma sin «?
A. —& B. 2 C 2 D. &

3 3 ‘3 3



6. Wiasnosci funkcji trygonometrycznych

6.2. Wskaz liczbe, ktdra nie moze by¢ cosinusem kata wypuklego.

1 1
A2 B. (-2)"! C. 22 D.(5)?
6.3. Kat « jest wypuklyi sina = % Ile wynosi cos «?
A. % B. g C. —g D. Nie mozna tego jednoznacznie okresli¢.

6.4. Sprawdz, czy istnieje kat wypukly « spelniajacy podany warunek.
a) 3cosa+2V2=0
b) 5sina = V3-2

¢) sina+cosa =2 e) sina-cosa =0

d) sina-cosa = V3 f) tg(xcosa:—%

6.5. Sprawdz, czy istnieja katy przylegte i 8 spelniajace podany warunek.
a) sina =sinf b) cosa = cos f3 c) tga=tgf

6.6. Oblicz warto$¢ wyrazenia bez korzystania z tablic i kalkulatora.

a) sin® 160° + sin” 70° d) sin115° - sin 65° — cos 115° - cos 65°
b) cos® 15° + cos® 105° e) cos101°-tg79° +sin 101°

c) tg80°-tg170° f) tg35°-tg65° - tg125° - tg 155°

6.7. Uproé¢ podane wyrazenie.

a) sin(180° — «) + cos(180° — «x) - tg

b) sin(180° — &) - cos(90° — &) — cos(180° — «) - sin(90° — «x)
) sin3(180° -a)+ cosz(180° —a)-sina

d) tg(180° — «) - tg(90° — &)

6.8. Kat o jest wypuklyi cosa = —\/%. Oblicz sin«x i tga.

6.9. Kat a jest wypuklyi tga = —2—74. Oblicz sine i cosa.

6.10. Kat o spetnia podane warunki. Oblicz cosa i tga.

. .o 12
a) «jestrozwartyi sina = 3

b) «jest wypuklyi sina = ?

6.11. Kat rozwarty « spetnia warunek 5(1 + cos«)(1 — cosa) + 2sinacosa = 0.

a) Oblicz tga.

b) Zaznacz w ukladzie wspdtrzednych kat « i podaj wspétrzedne dowolnego punktu,
ktdry jest rozny od poczatku ukladu wspolrzednych i ktdry lezy na konicowym
ramieniu tego kata.

6.12. Kat wypukly « spelnia podany warunek. Oblicz sin« - cos .

a) tgoc+L:3

. 4
b) sina + cosa = =
tga 3

6.2. C

6.3. D

6.4. a) tak b) nie ¢) nie
d) nie e) tak f) nie

6.5. a) tak b) tak c) nie

6.6.a)1 b)1 ¢)-1 d)1
e)0 )1

6.7.a)0 b)1 ¢)sina d) -1

. 417
6.8. sina = ——, tga = —4
17
. 7 24
6.9. sina = —, cosax = ——
25 25

35 12
6.10. a) cosa = ——, tgax = ——
37 35

b) cosa = g, tga = —

V14

lub cosa = —ﬁ, tgo = ———
3 2

6.11. a) —% b) np. (=5, 2)

6.12.2) 1 b) L
3 18
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. . 1 . .
AL B e 6.13. Kat wypukly « spelnia warunek sina + cosa = -3 Oblicz sin® & + cos’ a.

6.14. sina + cosa =m, m > 0, Q 6.14. O kacie wypuklym o wiadomo, Ze sin« + cosa = m. Wykaz, ze

o - kat wypukly ) w1
.2 2 . 2 sine - cosa = .
sin” o + cos” a + 2 sina cos & = m 2
g 2
2sinaxcosa=m" -1 & ey 1 . . . .o
A 0 6.15. Udowodnij tozsamos¢. Tam, gdzie to konieczne, podaj zatozenia.
& sinacosa = X 2 . 1 P
2 a) (sina+cosa) =1+ 2sinacosa c) —-1=tg"a
Cos“ @
L B G Sl b) sin® & — cos® & = sin® & — cos’ « d) 2sin”a — 3cos* & + 3 = 5sin’
6.16. Patrzs. 355. o 1 . . . Lo
Q 6.16. Udowodnij tozsamos¢. Tam, gdzie to konieczne, podaj zalozenia.
6.17. « € (90° 180°) 2 1,12
sine - V1 — cos? o + l-cosa 1+cosa sina
—cosa- V1 —sin®a = b) l+cosa 1-cosa _ 4
= sina- VsinZ «a — cos o - Vcos2 o = l-cosa 1+cosa sina-tga
=sina - |sina| — cosa - |cosal = c sincx+cosoc_ 1
=sina — cosa - (- cosa) = cosa  sina  costa-tgo
=sin’a + cos®a = 1 1 1 2sina - cosa

+ =
) 7 tga—1 tga+1 (sina+ cosa)(sina — cosa)
6.18. sinx + cosa = E’

. ' 2 (7V Q 6.17. Wykaz, ze jesli « jest katem rozwartym, to
wiee (sina +cosa)” = (g> sina - V1 —cos?a — cosa - V1 —sin®a = 1.

. 2 2 . 49
sin“ o + cos” o + 2sinax coso = — . . 7 . .
36 6.18. Kat wypukly « spelnia warunek sina + cosa = g. Oblicz |sina — cos «.

. 13
2sinxcosa = —
36

| sina — cosal| =

= \/(Isina - cos«])* =
_ (sina— cosa)? = 1. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.

Istnieje kat rozwarty o taki, ze

= Vsin2 & + cos? a — 2 sina cos o = A Sin(x:—ﬁ 5 cosa:—ﬁ i a:_\/_g
_3 _ g _ \/Tzi . 5 . . > . . g \/5
V33 2. Oblicz bez korzystania z tablic matematycznych warto$¢ wyrazenia
Odp.: |sinax — cosa| = — . o . o o sin24°
6 sin 24° - sin 156° — cos 24° - .
tg 156°
Prosto do matury 3. Katajest wypukly i sina - cosa = é Oblicz (sin« — cos cx)z.
1. FF P
> by 11 .
0 0 4. Kat o jest wypuklyi tga = —g. Wykaz, ze cosa = —2.
3 2 Q 5. Udowodnij podang tozsamos¢.
3

cos 0° + 2sin*(90° — «) - tg(180° — &) = (cos(180° — «) + cos(90° — oc))2

sino V11

= - . 5
4. COS & 5 & 5sina=—-V1lcosa & cosa = ———sina

Vit

2 2
sin“a+cos"a=1

2

) 5 . ..

sin“a+ | ——=sina ) =11sina>0
< V11 )

. 25 . 36 .
sm20c+ﬁsm2a= 1 @Hsmzoczl

) 11 . V11
sin” o = B stad sina = T’ cosa = —

5
Zatem coso = —

5. L = cos 0° + 2 sin” (90° — &) - tg (180° — ) = 1 + 2cosza(—tg(x) =
sin

2 . o 2 2 :
=1-2cos" =1-2sinacosa =sin”" o+ cos” & — 2sinx cosx =

cosx
= (sina — cos @)” = [cos (90° — @) + cos (180° — a)]* = P



7. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-20 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

1. W trdjkacie prostokatnym ABC przeciwprostokatna AC ma dlugos¢ 39,
a |CB| = 15. Sinus kata BCA jest réwny

L2 B. 2. c. = D. 2.
13 5 13° 12
2. Przeciwprostokatna PQ trdjkata PQS ma diugos¢ 25, a przyprostokatna SQ

o dtugosci 24 lezy naprzeciw kata . Miara kata « spelnia warunek
A. 70°<a<72° B.72°<a<76° C.76°<a<78°. D.65°<a<68.

3. Dany jest trojkat prostokatny ABC, w ktorym kat o wierzchotku A jest prosty,

tga —sina

JABC = « oraz |BC| = V45 i |AB| = V20. Warto$¢ wyrazenia. ———— wynosi
cos«x
55 B. 5 c B D. 25
2 2 4 4

4. Dany jest trojkat prostokatny MLN, w ktérym <MLN = 90°, ILNM = 60°
i IML| = k. Obwod tego trojkata jest rowny

A (V2+V3)k. B (1+\2)k C. (3+V3)k. D. (1+V3)k.

5. W okregu o $rodku Sipromieniu 4 poprowadzono cieciwe M N. Miara kata SNM
jest rowna 43°. Odlegto$¢ cieciwy MN od srodka okregu jest liczbg z przedziatu

A <13 15 B. <E,E ‘ <10 11 D.<2;£
4° 4 4 4

: g . 12
6. Sinus kata rozwartego « jest rowny 'R Wtedy

1 5 1 5
A. cosa = —. B. cosa = —. C. cosa = ——. D. cosa = ——.
13 13 13 13

. " 5 ] 2
7. Kat« jest ostryi cosa = o Zatem tgoa jest rowny

A YD B, 5 ALY p. V14
5 19 14 5

Uwagi metodyczne

Podczas rozwigzywania zadan trygonometrycznych czesto trzeba narysowac trojkaty
prostokatne na tablicy lub w zeszycie. Pamietajmy o tym, aby te trojkaty byly roznie
polozone, a boki - réznie nazywane. Chyba kazdy z nas mial uczniow, ktérzy przed

poprawnym zapisaniem na przyklad sinusa kata alfa musza najpierw nazwac boki trdjkata:

a, bic, a potem ustawic trojkat tak, aby kat ostry znalazt si¢ ,,we wlasciwym miejscu”.
Zadania podsumowujace stuzg wycéwiczeniu przez uczniéw umiejetnosci zastosowania
trygonometrii niezaleznie od polozenia ani nazw wierzchotkow tréjkata.

7. Powtdrzenie

Odpowiedzi i rozwigzania
1. C

350 I

-

Multite4a

e Jednostki miar katow
e Geometria hiperboliczna

dlanauczyciela.pl | Klasdéwka 4

(" Generator

testow i sprawdziandw
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10. D

11. C

12. D

13. B

14. D

15. C

16. B

17. D

Dziat 4. Funkcje trygonometryczne

8. Kat « jest ostry. Wskaz warto$¢ wyrazenia (cos o —sin «)(cos & + sin e) + 2 sin” a.

A. sinx B. 1 C.0 D.2
. . cosa g Lo 5z
9. Katajestostryi tga + —— = 4. Wowczas wyrazenie sine - cos @ ma warto$¢
sSin &
A2 B. 1. c i D. ..
4 2

10. Dwa boki tréjkata majg dtugosci 10 cm i 82 cm. Kat miedzy tymi bokami ma
miare 45°. Ile wynosi pole tego trdojkata?

40;/5 cm? D. 40 cm?

A. 40V6 cm? B. 80 cm? C.

11. Ile wynosi pole réwnolegtoboku o kacie ostrym 60° oraz bokach dlugosci 61117
A. 66 B. 33 C. 333 D. 6613

12. Jaka dtugos$¢ ma bok rombu o wysokosci \/?5 i kacie ostrym 30°?

\3 1
A. = B. V3 C.3V3 D. 7

13. W trapezie ABCD katy przy podstawie AB maja miary odpowiednio 90° i 30°.

Dluzsze ramie trapezu ma dtugo$¢ 4v/3, ajego krétsza podstawa 0,5. Ile wynosi pole
trapezu?
A. 143 B. 7V3 C.7V3+1 D. 14V3 -1

14. W trapezie réwnoramiennym o wysokosci 3 i ramieniu 2V/3 kat ostry ma miare
A. 15°. B. 30°. C. 45° D. 60°.

15. Ktdra z podanych réwnosci nie jest tozsamoscig?
2

. . g«
A.sin®a +cos’a = 1 C.sinfa=1- gz
COS“ @
1 1 . .
B.tga+ — = ——— D. (smoc+cosoc)2:251noccosoc+l

tgax  sinacos«

16. Ramie wodzgce kata o przechodzi przez punkt (-3, 4). Ile wynosi cos o?

A -2 B. > c. 2 D.3
5 5 4 4

17. Jaka warto$¢ ma iloczyn tg32°- tg58°?
A. -1 B. 0 C.

b



18. Ile wynosi promien wodzacy punktu P = (-3, 1)?

A. 10 B. V10 C. -V10 D.2V2
19. Jaka jest miara kata wypuklego, ktéry tworza wskazéwki zegara o godzinie 10'°2
A 23-180 B. 360 C. 110° D. 27 - 180

36 3 36

sin17°  cos 37°?
cos73°  sin53°°
A. 1 B. 0 C. ok. 1,27 D.2

20. Jaka warto$¢ ma wyrazenie

W zadaniach 21-27 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

21. Pole trojkata o bokach 5 i 6 moze by¢ rowne
A V2. B. 15. C. 10V3.

22. Kat « jest rozwarty. Wynika stad, ze
A. sina > 0. B. cosa > 0. C. tga > 0.

23. Ramie wodzace kata « przechodzi przez punkt (12, 9). Zatem

5 3 4 3
A.sinx = —. B. cosa = -. C. tga=—-.
5 5 4

24. Kat « jest rozwarty i sina = m. Zatem
A. sin (180° — &) = m. B. cosa = V1 —m?. C.tga=-

25. Liczba cos150° jest réwna liczbie

A. cos 30°. B. sin 120°. C. % tg 120°.

26. W trojkacie PQR kat Q jest prosty, a katy ostre ¢ i 0 spetniaja nierdéwnos$é¢ ¢ > 6.
Zatem
A. tgp < sing. B. tgd < cos¢. C. sing < cosé.

27. Kat « spetnia warunki: sin« = % i 90° < o < 180°. Zatem

A. |cosa| < |sin «].
B. sina + cos« jest liczbg niewymierna.
C.tga < -1

18.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

B

P,P,F

P,E F

P,E, P

P,E P

F,F,P

F,F,P

F,P,F

7. Powtdrzenie

361 I
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28. a) sina = \/TTS, cosa = i,
tga = V15, o = 76°
b) sina = é, cosa = ﬁ,

4 4

tga:%ﬁ, o =49°

. V10 3v10
¢) sinae = —, cosax = ——,
10 10

tga = %, o =18°
d) Nie istnieje taki trojkat
prostokatny.
1 1
29. a) § b) E

30. a) 31°lub 149°

b) 81° «¢) 132° d) 108°
31. 44°
32. singB = iﬁ,
41
cos<B = iﬁ, tg<B = :
41 5
33. sina = ﬁ, tga = AL
7 2
. 21
34. sina = g coso = ——
11 60
35. cosa = —, tga = —
61 11
11
lub cosa =—-—, tga = 90
61 11
36. 2>
73
37.3+2V3
.2 1
. —t =—+
tg?a+ 1 sma sin’ 0
5 COS™ «x
+sin® o = o8 & +sina =1

sin? & + cos? o
Zatem warto$¢ tego wyrazenia nie
zalezy od miary kata ostrego a.

Dziat 4. Funkcje trygonometryczne

Zadania otwarte krétkiej odpowiedzi

28. W trojkacie prostokatnym ABC, w ktérym kat C jest prosty, dane sa dlugosci
dwoch bokow. Oblicz wartoéci funkgji trygonometrycznych kata BAC = « oraz
odczytaj z tablic miare kata o z doktadnoscia do 1°.

a) |AC| =2, |AB| =8 c) |AC| =9, |BC|=3

b) |BC| =3, |AB| =4 d) |AC| =5, |AB| =4

29. Oblicz warto$¢ wyrazenia.
sin” 45° — tg” 30°
cos 60° + tg45°

sin 120° — cos 135°
cos 0°
sin 135°

b)

- tg 120°

30. Kat « jest wypukly i spetnia podany warunek. Wyznacz za pomoca tablic trygo-
nometrycznych lub kalkulatora miare tego kata z dokladnoscia do 1°.

a) sina = 0,515 b) tga = 6,3 C) cosa = —% d) tga =-3

31. Podstawa trdjkata rownoramiennego ma dlugos$¢ 24 cm, a ramie ma diugos¢
32 cm. Wyznacz z dokladnoscig do 1° miare kata miedzy ramionami tego trdjkata.

32. Wyznacz wartosci funkgji trygonometrycznych kata B w trojkacie ABC, jezeli
A=(=2,1), B=(3, 1), C= (=2, 5).

] ] 2 8.9 :

33. Kat « jest ostry i cosa = = Wyznacz wartoéci sinusa i tangensa kata «.
. g V21 4.8 of N

34. Kat « jest wypuklyi tgo = — Wyznacz wartosci sinusa i cosinusa kata o.
] q 60 gg : g

35. Kat o jest wypuklyi sina = o Wyznacz wartosci cosinusa i tangensa kata «.

86. Na podstawie rysunku wyznacz sin” a—cos” a. 8

. o 3 : ” i 1 1\
37. Katojestostryi sina-cosa = £ Oblicz warto$¢ wyrazenia (— + ) .
3 sind  cosa

38. Wykaz, ze warto$¢ wyrazenia +sin’a jest stala dla kazdego kata

tg?a+ 1
ostrego «.



39. Wyznacz kat, ktorego wierzchotkiem jest poczatek ukladu wspotrzednych, jed-
no ramie pokrywa si¢ z dodatnia pélosia x, a drugie ramie przechodzi przez punkt

(-3V6, 3v2).

40. Oblicz warto$¢ podanego wyrazenia bez korzystania z tablic matematycznych.
a) sin® 13° + sin” 77°

b) 1-1tg36°- tg45° - tg54°

c) sin25° — cos 155° - tg 155°

41. Ramie wodzace kata «),; przechodzi przez punkt M. Zaznacz w uktadzie wspot-
rzednych zbiér wszystkich punktéw M, dla ktérych
a) 75° < oy < 120°. b) 30° < ay < 135°,

42. Podaj zalozenia, jakie musi spetnia¢ kat wypukly « i przeksztat¢ wyrazenie

2
COoS &«

do prostszej postaci.
1-sinx P )P

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

43. Oblicz pole i obwod tréjkata réwnoramiennego, ktérego podstawa ma 24 cm,
a katy ostre przy podstawie maja po 32°. Wyniki podaj z dokladno$cia do pierwszego
miejsca po przecinku.

44. Suma diugosci dwoch bokow trojkata wynosi 30 cm. Jeden z tych bokow jest
0 50% dtuzszy od drugiego, a kat zawarty miedzy nimi ma 77°. Oblicz pole tego troj-
kata z dokladnoscig do pierwszego miejsca po przecinku.

45. Katy przy dluzszej podstawie trapezu maja miary 50° i 80°. Krétsza podstawa
ma dlugos¢ 11 cm, a wysokos¢ trapezu jest rowna 8 cm. Oblicz pole tego czworokata.
Wynik zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

46. Dtluzsza podstawa trapezu prostokatnego ma 15 cm dlugosci, dluzsze ramie ma
9 cm, a miara kata rozwartego wynosi 148°. Oblicz pole trapezu. Wynik zaokraglij do
pierwszego miejsca po przecinku.

47. W trapezie prostokatnym ABCD kat przy wierzchotku D jest rozwarty, a kat
miedzy przekatna DB i dluzsza podstawa AB ma miare 60°. Podstawa AB tego trape-
zu i przekatna DB maja dlugo$ci odpowiednio réwne 11 i 6. Oblicz diugos¢ drugiej
przekatnej trapezu.

. 4 .2 4 2
55. sin o —sin”“ & = cos o — cos” «
.2 .2 .2 2 .2 2
L =sin oc(sm (x—l):sm (x(—cos oc):—sm o-Ccos o
4 2 2 2 2 .2 .2 2
P =cos a—cos” o = cos cx(cos oc—l)zcos oc(—sm oc)z—sm a-cos"a=L

dla « € (0% 180°)

1 1 1 1 4
56. Teza: ( - ) . ( — - - ) =
l1-cosa 1+cosa l1-sinae 1+sina sina - cosa

Zalozenie: o # 0°, « #90°, « + 180°

_l+cosa—(1-cosa) 1+sina—(1-sina)  2cosa 2sind_ 2cosa 2sina

L

7. Powtdrzenie 363 s

39. 150°

40.a)1 b)0 ¢)0

41.

42. 1 +sina, «a # 90°

43. P = 90,0 cm?, obw = 52,3 cm

44. 1052 cm?

45. 120,5 cm®

46. 53,3 cm®

47. 2+/37

T (1-cosa)(1+cosa) (1-sina)(l+sina) 1-cos?a 1-sinfa  sina " osta

sina - cosa



I 364 Dziat 4. Funkcje trygonometryczne

48. 18 cm’ 48. Dany jest okrag o srodku O i promieniu # = 6 cm. Z punktu A lezagcego na tym
77V3 okregu poprowadzono réwnej dtugosci cieciwy AS i AW, ktore utworzyly kat 30°.

49. P = cm’,
Oblicz pole czworokata SOWA.

obw = (7\/§ + 29) cm

50. ¢ 49. Ramiona trapezu o podstawach dlugoséci4 cm i 18 cm tworza z dtuzsza podstawa
katy o miarach 60° i 30°. Oblicz pole i obwod tego trapezu.

E
50. W tréjkacie réwnobocznym ABC punkt D dzieli bok AB na takie odcinki, ze
AT B |AD|: |DB| = 1: 2. Oblicz sinus kata DCB.
Dane: |AB| = |BC| = |AC|,
|AD|:|DB| =1:2 51. Tangens kata zawartego miedzy dluzsza przekatna rombu a jego bokiem jest

Oznaczamy: « = 4DCB,

3
5 =. Obli k pol la kota wpi :
o - bok tréjkata ABC; DE 1 BC, rowny - Oblicz stosunek pola rombu do pola kota wpisanego w ten romb

wiec tgocz@, ina = IPEl
1 |CE1| ICD| ) 52. Na okregu o promieniu r = 4 opisano trapez prostokatny ABCD, ktdrego katy
|EB| = JIBD| = Ja, stad |CE| = Za, przy wierzchotkach A i D s3 proste. Kat ostry trapezu jest rowny 65°. Oblicz obwod
wiec |DE| = [EB|- V3 = a- \/Tg i pole tego czworokata. Wyniki zaokraglij do dwdch miejsc po przecinku.
]
tga = — 3 4. ? . 21 = \/73 53. W rombie opisanym na okregu o promieniu V13 kat rozwarty jest 5 razy wiek-
a

3 szy od kata ostrego. Oblicz pole rombu.
ICDI* = |CE|* + |DEJ* =

d2e L1272 cpl= av7 54. Miara jednego z katéw ostrych w trdjkacie prostokatnym jest réwna a.
9 3 9 3 Okredl K . . sina-tga
oo IDEI _ V3 a7 _ A a) Okresl znak wyrazenia ova
Icol 3 7 3 7 . o . .3 : 2 V3
i b) Oblicz wartos¢ wyrazenia sin” « + sin« - cos” « dla cosa = 5
Odp.: sin4DCB = 71
51. D Q 55. Udowodnij, ze dla kata wypuklego o podana rowno$¢ jest prawdziwa.
%I\ sin® o — sin® & = cos” & — cos® a
A C
\@
E 5 Q 56. Udowodnij tozsamos¢. Dla jakich katow wypuklych tozsamos¢ jest prawdziwa?
1 1 1 1 4
_loBl . |OB 3 < _ )( _ ):
tgICAB = |OA|’W19C OAl ~ 4’ 1-cosa 1+cosax l-sina 1+sin« sina - cos
Mozemy przyjaé, ze |OB| = 3x,

|OA| = 4x.
Zatem |AB| = V(3x)% + (4x)? = 5x.

1
Pypep = 5|AC| -|BD| = |AB|-|DE|

57. Kat « jest wypuklyi sina + cosa = % Oblicz sin’ & + cos’ a.

3
58. Kat « jest uklyi sina - cosa = —=. Oblicz sin « + cosa.
%lACl-lBD| %-Sx-Gx ” qt o jest wypukly 8

|DE| = = =—X
|AB| 5x 5
r — promien kota wpisanego w romb )
1 1 24 12 57. o € (0°% 180°) i sina + cosax = =
r=-|DE|=--=x=—"x 3
2 2 5 5 .3+ 3_(. + )(.z_. + 2)_%(1_. ) (si N )2_
Szukany stosunek pol: sin” o ) cos” & = (sina + cos &) (sin” & — sin & cos & + cos =3 sinacosa) (sina + cosa)” =
2 . 2 . . 4,_ . 4 5 . 5
24X = 25-24 - 2 = (—) sina + 2sinacosa + cos’ o = ~2sinacosa = -~ — 1 = -2 & sinacosa = ——
- ( 12x)2 144n 67 3 9 9 9 18
3 . 2 . 2 5 2 23 23
5 zatem: sin® & + cos® & = =(1 -sinacosx) = —(1 + —) ==.===
od 25 23 3 3 18 3 18 27
P Odp.: —
61 P 27

52. obw = 33,65, P = 67,31 58. « € (0% 180°) i sina - cosa = —g (« € (90° 180°))

53. 104
sine - tga v Nalezy obliczy¢ a = (sin« + cos «)®, a nastepnie uwzgledni¢ dwie odpowiedzi: va i —+/a.
in o —
54. ”W” b)T (sinoc+cosoc)2=sin2(x+251noccosoc+coszoc=1+2<—§>:1—f—1=i
55., 56. Patrz s. 363. Zatem sina + cosa = = lub sina + cosa = -5

1 1
Odp.. —5 lub E



