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Funkcie
wykfadnicze
| logarytmiczne

Po tym dziale uczen:

® sporzadza wykresy i podaje wlasnosci funkcji wyktadniczych i logarytmicznych,

® przeksztalca wykresy funkcji wyktadniczych i logarytmicznych,

® rozwigzuje graficznie uktad dwodch réwnan, z ktorych co najmniej jedno jest rOwnaniem
wykfadniczym lub logarytmicznym,

® rozwigzuje graficznie uklad dwdch nieréwnosci, z ktérych co najmniej jedna jest
nieréwnoscig wykladnicza lub logarytmiczna,

® stosuje w zadaniach wzory na logarytm iloczynu i ilorazu oraz na logarytm potegi,

® rozwigzuje zadania osadzone w kontekscie praktycznym z zastosowaniem funkcji
wykladniczej i logarytmow,

® wykorzystuje wlasnosci logarytmow w zadaniach na dowodzenie,

® wyznacza dziedzing funkcji typu f(x) = log , (g(x)).

Umiejetnosci

Po Kklasie pierwszej szkoly
ponadpodstawowej uczen:

zapisuje iloczyn jednakowych
czynnikdéw w postaci potegi

o wykladniku catkowitym
dodatnim,

mnozy i dzieli potegi

o wykladnikach calkowitych
dodatnich,

mnozy potegi o réznych
podstawach i jednakowych
wykfadnikach,

podnosi potege do potegi,
odczytuje i zapisuje liczby

w notacji wykladniczej a - 10",
gdy 1 <a <10, kjestliczba
catkowita.



I 366 Dziat 5. Funkcje wykfadnicze i logarytmiczne
1. Warto powtorzy¢ - potegi

Przypomnijmy najwazniejsze definicje oraz twierdzenia dotyczace poteg.

o JezeliacR, neNin>0,toa"=a-a-...-a.
n czynnikow

Jezeli :

®a+0,toa’=1. °*a>0,neNin>1, toa" = ¥a.

k
: a1 . k
ca#0ineN,toa"=—. *a>0,keZ neNin>l, toa" = Va-.
a

Jezeli a>0,b>0, pecQireQ, to:

af-a =af"’" iloczyn poteg o tych samych podstawach
P
Z—r =al™’ iloraz poteg o tych samych podstawach
(a") =a"" potega potegi
(a-b)P =a?-bf potega iloczynu
P P
(f) - potega ilorazu
b b

Odpowiedzi i rozwigzania

1.1. a) ? b3 o 1—90 1.1. Oblicz.
8 3 - — _
) e b (22+(3)) () o0 (5)-G)G)
1.2. a)é b) 6 1.2. Oblicz. o o e
c) 280 d)o a) ﬁ b) % <) # d) %
1.3. 2) 24 b)% 1.3. Oblicz. o S .
9 12 d)g R 864- 7.239143 2 % 9 m



1.4. Oblicz.

O RN OO e )

a) =) 1 0 2 <) ] 27-1

0,2_1_<%> 0,171 = 0,39 0,5 [<31> 70_1,25_1,(§> ]
1.5. Oblicz.
2) 2737 5767 0 32715 02°.047°

187> 1073 1672-3% ° 0,42.273

97l.2772.81 2571.0,25-10° 2-[3.3)] 2112 71.32.49]7
b) =2 d) -

92 (57112523 332.107! 0,91

1.6. Przedstaw podang liczbe w postaci potegi liczby 2.
V2 - V4 i/T 6 91 = / V8
a) 7 b) i V32 - o <) 2V2 d) ;5. 3
1.7. Przedstaw podane wyrazenie w postaci potegi liczby a. Zaktadamy, ze a > 0.
3\2 -2 1 1 1
a) <(a2-(l> ) -a_3> c) <l>3<i2>9<%4)6
a a a a
1\4 1\ 2 ( 03 02, 04)5
3\ 6\ a®-a%:a")
() ) NG
a

1.8. Oblicz. 1 N2 , N
a) (3‘1 - 3‘2)_1 b) (5 + 5‘1) (5 - 5‘1) o) <22 + 2_2> d) <33 + 3_3>
1.9. Poréwnaj liczby aib. ]

o
a) a=8" b=4% c) az((é)) 19:625
b) a =3 b =5 d) a=9".6" b =362"

1.10. Ustaw w kolejnoéci rosnacej podane liczby.

2 7
a=92 b=2727, c=(812), d = 243"

1.11. Oblicz.

2\ - LY (L) ()
a) 472'16%'320’4 <) <§_>1 .(3\/5_)42 c) [1(3>3 .<13)2] 0’2(2)1 -1
7 (23) G- 6]+ 6)
b) 64%'(i>2 " 0,167;(5\/?)_2'0,04 p 232\/§~ 3\33
(2v2)° (27x/§)§ 574 6V6

1. Warto powtdrzy¢ — potegi

14.2)7 b)2 ¢ -3

1.5.2) 9 b)%
91 d)4

17

1.6. a) 2%

3

24 d)23

L
b)2 ¢
1

1.7. a) a'® b) at
5

da® d) a®!

1.8.2) 2 b) 1
2 25

045 d) z1§

19.a)a=b b)a>b
ca>b d)ya<b

110. b<d<c<a

1141.a)1 b)4
1

9; 035
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Uwagi metodyczne

Po prze¢wiczeniu dziatan na
potegach wprowadzamy funkcje
wykladniczg; badamy jej wykres

i wlasnosci, podajemy przyktady
prostych réwnan (nieréwnosci)
wykladniczych, ktére uczen moze
rozwigza¢ metoda graficzna,
¢wiczac w tym celu przesuniecia
oraz symetrie wykresow funkcji.

tematy 6.2-6.4

Multite4a

e Wykres funkcji wyktadniczej

® Przeksztalcanie wykresow
funkciji wyktadniczej (1)

o Przeksztatcanie wykresow
funkcji wyktadniczej (2)

e Datowanie radioweglowe

e \Wzrost wyktadniczy w przyrodzie

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 5.2

Generator

testéw i sprawdzianéw

Dziat 5. Funkcje wyktadnicze i logarytmiczne

2. Funkcja wykfadnicza

Umiejetnosci:
e szkicowanie wykresow funkcji wykfadniczych

W poprzednim roku szkolnym zdefiniowali$my potege o wykladniku wymiernym
oraz omowilismy sposob, w jaki mozna oszacowa¢ warto$¢ potegi o dowolnym wy-
kfadniku rzeczywistym. Skoro dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla dowolnej dodat-
niej liczby rzeczywistej a jednoznacznie okreslona jest liczba a*, to mozna rozwazy¢
funkcje, ktéra wyktadnikowi x przyporzadkowuje liczbe a*. W definicji takiej funkcji
pomijamy szczegélny przypadek a = 1, gdyz dla kazdej wartosci x mamy 1* = 1
(otrzymujemy zatem funkecje liniowq stala).

Funkcje okre$long wzorem f(x) = a”, gdzie a > 0 i a # 1, nazywamy funkcja
wykladnicza o podstawie a. Dziedzing tej funkgcji jest zbidr liczb rzeczywistych
(x € R), a jej wykres nazywamy krzywa wykladnicza.

Przyktad €)

Naszkicujemy wykres funkcji f(x) = 2* i podamy
niektore jej wlasnosci.

y |

Rozwigzanie

Na poczatku sporzadzimy cze$ciowy tabele funkcji dla /
tych argumentow, dla ktorych tatwo obliczy¢ wartosci /
funkgji. LT
x -4 | -3 | -2 -1 0 1 2 3 4
LR N N A T — -
16 | 8 | 4 | 2 0 x

Zauwazmy, ze funkcja f(x) = 2° przyjmuje 1 egbami (1)
- . . Jezeli a > 1, w;, w, sgliczbami (1)

tylko .w.art(.)sa dodatnie, czyli jej wykres lezy rreczywistymi oraz @, < ty, 0

powyzej osi X. 2 < g,

Funkcja f(x) = 2" jest rosnaca.

Kazda prosta rownolegta do osi x, lezaca powyzej tej osi, ma z wykresem funkcji

f(x) = 2" dokladnie jeden punkt wspélny. Zatem réwnanie 2 = m ma dla kazdej

dodatniej warto$ci m jedno rozwigzanie.



. C 1\~ .
Zauwazmy, ze jezeli g(x) = (;) , to zgodnie Wykresy funkgji y = f(v) ()

z definicja potegi funkcje g mozna zapisaé w po- Ly = f(=x) s symetryczne
. -x s s . wzgledem osi y.
staci g(x) = a~. Zatem jedli przyjmiemy, Ze

f(x)=a", to g(x) = f(-x).

Wrykresy funkcji f(x) =a* i g(x) = (é)x, dla a>01ia# 1, s symetryczne

wzgledem osi y.

Przyktad @)

Narysujemy w jednym uktadzie wspdtrzednych wykre- vl

sy funkgji f(x) =2" i g(x) = (%)x i podamy niektore \ /
wiasnoéci funkeji g. \ /

Rozwigzanie
Wrykres funkeji g lezy powyzej osi x (funkeja przyjmuje » (x) ="
tylko wartosci dodatnie). Funkcja jest malejaca. Kazda FOTW N
prosta réwnolegta do osi x, lezaca powyzej tej osi, ma

z wykresem dokfadnie jeden punkt wspdlny.

<

0 X
J

Podstawowe wlasnosci funkcji wyktadniczej f(x) = a*, gdzie a >0 i a # 1, wyni-

kajg ze sposobu, w jaki zostala okreslona potega o wykladniku rzeczywistym.

° Dziedzing funkgji f jest zbior R.

 Zbiorem wartosci funkgji f jest zbidr liczb rzeczywistych dodatnich (krzywe wy-
kiadnicze lezg w I oraz II ¢wiartce uktadu wspdtrzednych, o$ x jest asymptota wy-
kresu).

 Kazda krzywa wykladnicza przecina o§ y w punkcie (0, 1), poniewaz dla dowolne;j
podstawy a > 0 mamy f(0) =a’ = 1.

 Funkcja f nie ma miejsc zerowych.

 Funkcja f nie przyjmuje ani wartosci najwiekszej, ani wartosci najmniejszej.

* Funkcja f(x) =a”" jest monotoniczna, przy czym:
dla a > 1 jest rosnaca,
dla 0 <a <1 jest malejaca.

° Rownanie f(x) = m majedno rozwigzanie dla kazdego m > 0 inie marozwigzan
dla m<0.

2. Funkcja wyktadnicza
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42.7. Narysuj wykres funkeji.

Dziat 5. Funkcje wyktadnicze i logarytmiczne

& fo=-(3)
b) f(x) = —2"+3
C) f(x) _ _3x+2

d) f(x)=-2"""-1

o 1) :3_(%)“2

os0--(3
Odp.:
a) 7h
0T 1%
b) 7h
~ : f
0 £
\
\
<) Y]
~~_ |0 ~
f
\
\
\
d) A
0 7
f
\
\
e) 57
f 1
0 3
[
f) Ay
0 £

Jezeli umiescimy w jednym ukladzie wspdtrzednych vl
kilka wykresow funkcji wyktadniczych o podstawach |

wiekszych od 1, to zauwazymy, ze: N s
e dla x > 0 wykres funkcji o wiekszej podstawie, / / N
np. funkgji y = 3%, lezy powyzej wykresu funkcji ]
o mniejszej podstawie, np. funkcji y = 2%, W/
dla x < 0 wykres funkcji o wigkszej podstawie, 1
np. funkcji y = 3%, lezy ponizej wykresu funkgji >
o mniejszej podstawie, np. funkcji y = 2*.

£x
3

(=]
=

Ta sama zasada sprawdza si¢ réwniez dla wykreséw
funkcji wyktadniczych o podstawach mniejszych od 1: YEG
e dla x > 0 wykres funkcji o wiekszej podstawie, np. 1y \

yA

funkeji y = (%)x, lezy powyzej wykresu funkcji \

o mniejszej podstawie, np. funkcji y = <%> , N \

e dla x < 0 wykres funkeji o wiekszej podstawie, —

np. funkeji y = ( % )x, lezy ponizej wykresu funkeji 0 ﬁ
o mniejszej podstawie, np. funkcji y = <§>x

Przyktad @) « zad.2.7,2.8

Dzieki prostym przeksztalceniom wykresow funkeji wyktadniczych mozna otrzymy-
wac wykresy innych funkcji. Sporzadzimy kilka takich wykresow.

Rozwiazanie
1\* -
2 g =(5) -3 b) glx) = 2%~
Wykres powstaje po przesunieciu Wykres powstaje po przesunieciu

wykresu funkcji f(x) = (l)x wykresu funkeji f(x) =27
2 o wektor i = [3, 0].
o wektor i = [0, —3].

y yA ,
\ NIERY
\ | AR

NS SIS
I

0 x
g =33 .
T~ — T

=Y

42.8. Narysuj wykres funkcji y = f(x) dla argumentéw z podanego zbioru. Wyznacz
warto$¢ najmniejszg i wartos¢ najwieksza funkeji przyjmowane w tym zbiorze.

D f@ =l m1] (B3 o )= 1—(%)”4

> (=5 =3)

8 e 1
najmniejsza: 2 o

1\x+3 1\x+2
b) flx) = ‘(5) "2 30 d) feo = ‘_2 - <§> > {=40) najwieksza: 11
Odp.: 97 |
a) najmniejsza: 0, b) najmniejsza: 1, ¢) najmniejsza: 0, d)
najwieksza: 3 najwieksza: 12 najwieksza: 2 7
J Y
Y
f
f ! 1 L’—i
0| 1 X of 1 1+
1
0f 1



¢) h(x)=-9-3* 1yl ]

pES
T —
T —
=3

==

Wzér funkcji przeksztalcamy do postaci h(x) = =3**2. A
Rysujemy kolejne wykresy.

8 (x)
i

Krok 1: wykres funkgji f(x) = 3" 1

\
l
\
=¥

x+2 .. T 0
«—— przesuniecie o wektor

Krok 2: wykres g(x) =3

i =[-2,0]

A\

Krok 3: wykres h(x) = A — symetria wzgledem osi x

Podane przeksztalcenia mozna wykona¢ w odwrotnej \

kolejnosci. \

d) hix)=3"""'+4

<
=3
T—

Rysujemy kolejne wykresy. L /
1.k
Krok1: f(x) = 3" > |
\(x\ ] T
Krok2: g(x) = 3¥! «— przesuniecie o wektor Eo\
=1, 0]
Krok 3: h(x) = 37 1i4g «—— przesuniecie o wektor >
7 = [0, 4] 0 x
Podane przeksztalcenia mozna wykona¢ w odwrotnej
kolejnosci.
1 x+1 \ Ay
&) h(x) = ‘(-) - 2‘
2 NAwE ="
XER
Rysujemy kolejne wykresy. \ NN
e =R T 2
X
Krok 1: f(x)z(%) -
0 X
x+1 [~
Krok 2: g(x) = (l) -2 «— przesuniecie o= (VT L
2 o wektor ST

i=[-1,-2]

1\x+1
Krok 3: h(x) = ‘(5) - 2‘ «—— symetria fragmentu wykresu funkcji g lezacego ponizej

osi x wzgledem tej osi i zachowanie pozostalej czesci
wykresu bez zmian

2. Funkcja wyktadnicza
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42.15. Narysuj wykres funkcji
y = f(x). Odczytaj z wykresu
zbidr rozwigzan nieréwnosci

f(x) <a.
a) f(x) = (%)x a=4

x+1
b) f(x)=—(%> =i
€ fx)=5""2-3,a=-2
d) f(x)=-3"+3,a=0
Odp.:
a) x € (—2; 00)
JA

L

=¥

[=}
I
<Y

d) x € (1; 00)
JA

T~

a=|0 i
0

=Y

—
|t

Dziat 5. Funkcje wyktadnicze i logarytmiczne

Przyktad ° zad. 2.15

+2
Naszkicujemy wykres funkcji f(x) = ( )x

1 . . L/ . ,
3 i odczytamy z niego zbior rozwigzan

xX+2
nieréwnosci <—> > 3.
3 i

Rozwigzanie \
Prosta y = 3 przecina wykres funkcji w punkcie o odcietej 3. \\

@I

JxX)=
Z wykresu odczytujemy, ze funkcja przyjmuje wartosci wieksze \ )

od3dla x < -3. y=3
Odp.: x € (—o0; —3)

zad. 2.16 0

Przyktad ©

Rozwigzemy graficznie podane réwnanie i nieréwno$c:
-1 1\*—2 -1 1\*—2
3 +4 = (g) 5 3 +4 < (g)

Rozwigzanie )

x=2
Przyjmijmy, ze f(x) = 3"~ ' +4 oraz g(x) = <g> . |1 7A

Znajdziemy punkty przeciecia wykresdéw tych funkcji i spraw-
dzimy, czy wspélrzedne x tych punktéow spelniajg réwnanie
f(x) = g(x).

Wykres funkcji f(x) = 3*7' + 4 byt rysowany w przykla-
dzie 3 d. \x-2

Narysowanie wykresu funkcji g(x) = <§) ) polega na prze- |

+4

\ L (x)

(2
SO
T

=12

1)

I e |

(&\3

sunieciu wykresu funkgji h(x) = <é>x o wektor i = [2, 0].

Z rysunku odczytujemy, ze wykresy funkcji f i g maja jeden
punkt wspolny, o wspdtrzednych (1, 5).

Sprawdzamy, czy f(1) = g(1).

-1
f1)=3"+4=5 g(1)= (é) =5
f(1) = g(1), wiec liczba 1 jest rozwigzaniem

réwnania f(x) = g(x).

Po odczytaniu wspélrzednych (xo, y,) ((+))
punktu wspdlnego wykresow funkcji
f i g sprawdzamy rachunkowo, czy

f(x0) = g(x0) = yo-

Punkty wykresu funkgji f lezg ponizej punktéw wykresu funkeji g dla x < 1. Zatem
x-2
zbiorem rozwigzan nieréwnosci 3 r4ag (%) jest przedzial (—oo; 1).

1\*

L ax—1 ([ 1YF 2 1. x—1 -2 .
Odp.:3"" +4= B dla x=1; 3 " +4< s dla x € (—o0; 1)

42.16. W jednym ukladzie wspdtrzednych narysuj wykresy funkcji y = f(x) oraz y = g(x), a nastepnie odczytaj rozwigzanie:

L. réwnania f(x) = g(x),

a) f(x)=2"" g(x) = —2x + 10
b) f(x)=3" glx) = -x+4
Odp.: a) 7
[1f
/
g
| z
Lx=3
II. x € (—o0; 3)

b)

II. nieréwnosci f(x) < g(x).

x+2
<) f(x)=(%> g(x)z%x+2
1\*-
d) f(x)=(5) _3  g@)=5
7h ] <) ! 7h d) 7k .
| \ \
| f i - \

; g f E;
=] 0 =x 0 X ~
I.Lx=1 I.x=-2 IL.x=-2
II. x € (—o0; 1) IL. x € (-2; o0) II. x € (=25 o0)



Za pomoca funkcji wyktadniczej mozna opisaé przebieg wielu proceséw fizycznych.

Przyklad @) « zad. 2.20

Zalezno$¢ masy m izotopu pierwiastka promieniotworczego (ktérego czastki ule-
gaja rozpadowi) od czasu t mozna opisa¢ za pomoca malejacej funkcji wykladni-
czej. Przyjmijmy, ze w chwili poczgtkowej masa substancji wynosita 1 gram. Wykres
przedstawia, ile graméw substancji nie uleglo rozpadowi po okreslonym czasie (jed-
nostka na osi poziomej jest godzina, jednostka na osi pionowej jest gram).

A mg] ‘

\

-

@
N}

@
@

G

D

<>
SIS
O W

@

@
-

—

0 ) 4 7 9 t[h]

Mozna zauwazy¢, ze po 2 godzinach polowa substancji ulegla rozpadowi, po kolej-
nych 2 godzinach znowu polowa pozostatej czesci ulegla rozpadowi itd. Okres (ozna-
czany T'), w ktérym potowa masy ulegla rozpadowi, nazywamy okresem polowicz-
nego rozpadu.

W podanym przykladzie wynosi on 2 godziny (T = 2), a wzor funkcji opisujacej ten
proces to:

()

Podobne zalezno$ci opisujg wiele innych proceséw fizycznych, np. roztadowywanie
kondensatora lub stygniecie ciala w otoczeniu o stalej temperaturze.

2. Funkcja wyktadnicza

42.20. Wykres ilustruje rozpad 10 g masy pewnego pierwiastka promieniotworczego. Odczytaj z wykresu

a) ile wynosi okres T polowicznego rozpadu tego pierwiastka.
b) po jakim czasie masa pierwiastka, ktory nie ulegl jeszcze rozktadowi, osiggneta ok. 1 g.

1n‘ &z [g]
19

9

8

O

5

4

3

T~

: 1 | t [lata]
0 ; 10 15 20 |

Odp.:a) 31lata b) po 10 latach
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I 374 Dziat 5. Funkcje wykfadnicze i logarytmiczne

Odpowiedzi i rozwigzania

21.B
22.C
23. A

2.4.
a) (0, 2)
57

\

[}

b) (0, -2)

¢) (0, 3)
Ji

e) (0, 0)
b7\

Przyktad e i /

Jezeli zatozymy, ze liczebno$¢ populacji pewnego gatun-
ku owadéw zwigksza sie¢ dwukrotnie w ciagu kazdej doby i
i ze na poczatku badanego okresu liczebnos$¢ populacji /!
wynosita N, to liczebnosé¢ po uplywie x dni opisuje funk-
cja o wzorze y(x) = N-2". v

@
(==}

s
<)

5
< D
N

[uin

Na wykresie przedstawiamy liczebno$¢ populacji w ciggu
3dnidla N = 10.

W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

=y

(=]
.

2.1. Wskaz wzor funkcji malejace;.
A f0=(3) Bsw-10 crw-(3)" psw--(%)

2.2. Wskaz wzor funkcji, ktdrej wykres powstanie w wyniku przeksztatcenia wykre-
su funkeji f(x) = (%)x przez symetrie wzgledem osi y.

2 X 2 X 3 X 3 X
ag0=(3) Baw=-(3) cow=(3] Daw=-(3)

2.3. Wskaz wzor funkcji, ktdrej wykres powstanie w wyniku przeksztatcenia wykre-
su funkcji f(x) = 4" — 1 przez symetrie wzgledem osi y.

A. g(x) = (i)x -1 B.gx)=-4"-1 C.g(x)= (}L)x +1 D.g(x)=-4"+1

2.4. Narysuj wykres funkcji y = f(x) dla argumentdéw z podanego zbioru i podaj
wspodlrzedne punktu przecigcia tego wykresu z osia y.

a) f(x)=2"+1 x € (=3;3) d) f(x)=3"-3 x e {(-2;2)
b) f)=2-3  xe(-22) e) f(x)z(%)x—l x€R

O f()=3+2  xef0 1,2 f)f(x)z(%)x+5 x € (~o0; 0)

2.5. Narysuj wykres funkeji y = f(x) dlaargumentéw z podanego zbioru. Wyznacz
warto$¢ najmniejszg i warto$¢ najwieksza funkeji przyjmowane w tym zbiorze.

a) fx)=2""  (-1;3) O f)=3"" (%6
1\x+3 1\x+4
b f=(3) 50 O fe=(3) 53
S 1 S 1 N 1 N 1
2.5. a) najmniejsza: v b) najmniejsza: . ) najmniejsza: 3 d) najmniejsza: 3
najwieksza: 4 najwieksza: 1 najwigksza: 3 najwigksza: 3
Y J J
2 N
1 ! | + > : -
0f 1 X o 1 7x
0] 1 X




2.6. Narysuj wykres funkgji. Podaj jej miejsce zerowe, jesli istnieje.

a) flx)=2""142 O flx)=3"°-3 !

&) f(x) = (E>x+z ,

b) flx) =23 -1 d) flx) =314 ) f(x):(é)x_5+5

N W

2.7. Narysuj wykres funkcji.
1\* x
2 fx)=-(3) 0 fln=-3*"

b) f(x)=-2+3

& f()=3- <%>x+2

1 X

D f=-2-(3)

2.8. Narysuj wykres funkcji y = f(x) dlaargumentéw z podanego zbioru. Wyznacz
warto$¢ najmniejsza i warto$¢ najwieksza funkeji przyjmowane w tym zbiorze.

d) fx)=-2""-1

lxet ~ 1\x+4
) f=pt-l ) o fe=fi-(3)7 s
b e =|(3)"7 -2 x0 d fe=2-(3)" a0

2.9. Punkt P = (-3, 64) nalezy do wykresu funkeji f(x) = a*, a > 0. Wyznacz a.

2.10. Punkt P = (-3, 55) nalezy do wykresu funkeji f(x) = (é)x+k. Wyznacz k.

2.11. Punkt P = (2, é) nalezy do wykresu funkcji f(x) = 3*~™. Wyznacz m.

2 9+19
3)

2-x
2.12. Wykaz, ze punkt < > nalezy do wykresu funkgji f(x)= (1> +1.

3

2.13. Podaj przyktad funkcji okreslonej wzorem f(x) = a” +b, kt6rej wykres prze-
chodzi przez punkt P = (-2, 3) iktora jest

a) rosngca. b) malejaca. 4

2.14. Na rysunku obok przedstawiony jest wykres /

funkeji f(x) =2""“+b. /

a) Wyznacz wartoscia ib. 1

b) Sporzadz wykres funkeji g(x) = f(—x). i -
0 x

2.15. Narysuj wykres funkcji y = f(x). Odczytaj -

z wykresu zbior rozwigzan nieréwnoséci f(x) < a.

1

a) f(x)= <E>x, a=4

1

b) f(x) = - (-)"”, a=-1

2

0 f(x)=5"7"-3a=-2

d) f(x)=-3"+3,a=0

2=37 3
212, f(x) = (%) +1 Nalezy wykaza¢, ze f(%) = 9+9\/§.

14 1\2=# x—2
Dowdd: f(x)=(§) +1=3""+1

9+9 _

5

1
3 3 1_1 3_2
1+\/7§=1+%:1+93 =1+33

Wébwczas teza zachodzi, bo:

2.18. a) np. f(x)=2"+ %

b) np. f(x) = (%)xq
214.a)a=3,b=-2

2.15. Patrzs. 372.

2. Funkcja wyktadnicza

2.6. a) brak miejsc zerowych

y

(=1
—
=

)i
f
it i o e
_—
0 1 X
e) x=-3
A
7
1+
0l 1 x

f) brak miejsc zerowych

JA
7

4
0f 1

=Y

2.7. Patrz s. 370.

2.8. Patrzs. 370.
1

29.a=-

4
2.10. k= -70
211. m=4

375 I
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2.16. Patrzs. 372.
2.17.a) x = -4 lub x = -3

2.16. W jednym uktadzie wspotrzednych narysuj wykresy funkcji y = f(x) oraz
y = g(x), anastepnie odczytaj rozwigzanie:

Tk I. réwnania f(x) = g(x), II. nieréwnosci f(x) < g(x).
V:3x,,1+ # o1 1 x+2 1
j a) flx)=2 gx) = 2x+10 ) f(x)= (5) g0 = 1x+2
1\x-1
b) f(x) =3 g(x) = —x + 4 d) f(x)=(5) 3 g =5
y — 2X+D|
= ; & 2.17. Rozwiaz graficznie rownanie.
b)x=1 a) 2677 =314 d)25-5°-1=3-x
\ [k x-1 1\*¥~1 —x 2
L2 10 b) 2-2 =<5) +1 e) 2 +1=x"+2dlax=20
C /1 x
=t “ €) 16-2°°=9.3""7+1 f) (%) -2=x
~ 2.18. Rozwigz graficznie nieréwnos¢.
0 = 1\* 9 9
3.(=) —2>1 —_2<—=+6
c)x=01lub x=1 2) (3) ) 32-x 3%
77777‘7 [T | xX+2 _ X
y\]h b) 2 >5.5% 1 _4 d)25-(1) N
al F 27 5 16
SEFe 2.19. Rozwigz graficznie uklad réwnan.
U
CEAT y=(l)x_4 y=30" 2y k2=
o a) 2 b) 3 )
d)x=-1 y=x2 y=5x+3 3x+4y-28=0
A
. 2.20. Wykres ilustruje rozpad 10 ¢ masy pewnego pierwiastka promieniotworczego.
Yy jerozp gmasyp gop p g
N Odczytaj z wykresu
< Y= 31— Ix a) ile wynosi okres T' polowicznego rozpadu tego pierwiastka.
ViR b) po jakim czasie masa pierwiastka, ktéry nie ulegt jeszcze rozkladowi, osiggneta
5 - ok.1g.
e) x=0 10“m[g]
b4 § 9
/ ;
= X2
Lo ;
0 £l 4
f) x=-1 j
(TN AT ] | ™~
m\ y =l i ~—1 [lata]
N/ 0 10 15 0 |
2a -
2.18. 2.19.
a) x € (—o0; 0) ¢) x € (—o0; 2) a)x=2 y=4 b)x=-2, y=0 c)x=4, y=4
A 5 | A
3 \ky 149yﬂg \ b7 =k \\ 14 5, |
A UBER \ \ [/ \[
= JEIL \ \ I \ o
e - 11T T Y IV EER 3 .
1o x| PERRTE il : =
\ / \ / = L2 TEY+2=0
1 it ~ & -
ny7 \
= qu 2.20. a) 3lata b) po 10 latach
oL T ? d) X € (—OO; 1)
/
EF 5 &
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=-3%

- 2+l 221. x=0, y=-1

2.21. Rozwigz graficznie uktad réwnan { i

2.22. W jednym uktadzie wspéirzednych naszkicuj wykresy funkcji f(x) = 3* - 1

2x -4
X

oraz h(x) =

‘. Odczytaj z rysunku rozwiazanie rownania f(x) = h(x).

2.23. Narysuj wykres funkcji y = f(x).

a) f(x)= (%)lxl b) f(x)=3"2 o) flx)= V2P d) fx) = 2

2x+3 _

2.24. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie 1| - 2| = m ma dwa i

rozwigzania?

1. Dana jest funkcja f(x) = 0,7" — 1. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
A. Funkgja f jest rosngca.
B. Zbiorem wartosci funkgji f jest (—1; o).

C. Miejscem zerowym funkgji f jest liczba 1. Prosto do matury

2. Sporzadz w jednym uktadzie wspdtrzednych wykresy odpowiednich funkgji i od- 1. E,EF
x—4
czytaj rozwigzanie réwnania 47> — 1 = <%> . 2.x=3 -
IV ~
M /AN
. 41 . N V2 WL
3. Wykaz, ze punkt P = 31 nalezy do wykresu funkeji f(x) = R y =Ty
\3/
: 7+7717<77
4. a) Narysuj wykres funkcji f(x) = |1 -2 | 9 e
b) Dla jakich wartosci m réwnanie |1 = 2x_1| = m ma dwa rozwigzania?
\/E X
1\ b 1€ 3'f(x):(7)
5. Funkcja f(x) =80- (—) +20 100 - .
V2 4\ V2 3.1 bo:
opisuje stygniecie ciata w otoczeniu \ f <§> 1) 7 C:
o stafej temperaturze (rysunek obok). G .
60 4 % 2\ 3
a) Jaka byla poczatkowa temperatura Vs (2 (5.
ciata? 4 22
b) Po ilu minutach ciato ostyglo do ~ , 1
temperatury 60°C? E—— =2 =
c) Ile wynosita temperatura otoczenia? 10 {[min] rttgim e P < %) i) el
0
: = do wykresu funkgji f.
4. a) 7h
) b7
f
\L- —
ol 1 x
14 b) m € (0; 1)
ol 1 %
5. a) 100°C
) ) B b) po 2 minutach
2.24. " fz/ Ly /f1 Rysu]emyxkolejno wykresy funkgji: » ¢) 20°C
/ I fix) =27, folx)=fi(x+3)-1=2"-1,

2x+3 -1

ol f3(x) = |f2(x)| = s fax) = f3(0) -2=
= -1|-2 fe)=1fu0l =

Réwnanie f(x) =m ma 2 rozwigzania dla m € (0; 1) U {2}.

9¥+3 _ 1| _2|
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3. Warto powtorzyc¢ - logarytmy

Gdy liczby a i b sg dodatniei a # 1, to istnieje dokladnie jedna taka liczba c, ze
a“=b.

Logarytmem przy podstawie a (a > 0 i a # 1) liczby b (b > 0) nazywamy
wyktadnik potegi, do ktorej nalezy podnie$¢ liczbe a, aby otrzymac liczbe b.
log,b=c, gdya"=bia>0,a+1,b>0

Liczbe b nazywamy liczba logarytmowana.

Zapisane ponizej wlasnosci wynikaja bezposrednio z definicji logarytmu.

Dla kazdego a >0 i a+# 1 oraz b > 0:

log,1=0
log,a=1
alogab -b

W zapisie logarytmu dziesietnego pomijamy liczbe 10 i np. logarytm przy podsta-
wie 10 liczby 5 zapisujemy: log 5.

Przyktad €)

a) Jezeli 3" =5, to x =log 5. b) Jezeli (\/ﬁ)x =8, to x = log /7 8.
Przyktad @)

a) log,9=2,bo 3°=9 e) log 100 = 2, bo 10” = 100
b)log6%=—2,bo6l_2=% f) log1=0, bo 10° = 1

¢) logg, 9 = % bo 812 =9 g) log 0,01 = ~2, bo 107 = 0,01

1
d) log;5=1, bo 5' =5 h)log\/l_zé,bo 102 = V10



3. Warto powtorzy¢ — logarytmy

Przyktad e
Obliczymy podany logarytm.
3 4
a) log\ﬁ(7\/7) b) log %@(3\/3)
Rozwiagzanie
a) log \7 (7 \3/7 ) =X «—— wprowadzamy zmienng pomocnicza x
( ﬁ)x =7 \3/7 «— korzystamy z definicji logarytmu
lx 1+~
72 =7 —— sprowadzamy potegi do tej samej podstawy
1 4
2 = 3 «— poréwnujemy wykltadniki
8
x ==
3

Odp.: log 7 (7¥7) = 2

b) log 3 (3 \4/3) =X «—— wprowadzamy zmienng pomocnicza x
x
( \3/§> =3 \4/5 «— korzystamy z definicji logarytmu

1\* 1
() a2
1

2 5
Ze g
33 =34 «— sprowadzamy potegi do tej samej podstawy
2 5
3 = 1 «— poréwnujemy wyktadniki
15
x = —
8

Odp.: log 3@(3\4/3) ==

Przyktad o
Wiemy, ze log . x = 3. Wyznaczymy liczbe x.

Rozwigzanie
Zgodnie z definicjg logarytmu liczba 3 jest wykladnikiem potegi, do ktérej nalezy
podnies¢ liczbe 5, zeby otrzymaé x. Zatem x = 5° = 125.

Odp.: x = 125
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31.a)3 b)2

c) -3

d)-3 el ﬂ%

g0 h)-2

4 3
3.2. a) 5 b) Z

1 3
d)g e)—Z
33.a)x=38
b) x =33
) x=1
d)xzﬂ

10
e) x =81
f) x=16
34.a)x=2
b) x =10
cx=9
d) x =64
e)x—i

T3

1
f)x_i
35.a)7 b)2

d) 12 e) 16

3
c) =
2

)
3
D=3

4
<) =
)5

f) 3

Dziat 5. Funkcje wyktadnicze i logarytmiczne

Przyktad e
a) 4log49 =9

b) (\/B)zlogﬁ 10 _ ((\/Ey)l"gls 10 _ 1381310 _ 1

log 5 12 2
Q) glogs12 _ (32)0g3 _ 32log312 _ (3log312) - 12% = 144

3.1. Oblicz.

a) log,8 c) log, % e) log,,27
b) log . % d) log 0,001 f) logs V25
4

3.2. Oblicz.

V6
a) log, 54 c) logég

3
b) log,; 5v5 d) loggg; ~1°
3.3. Oblicz x.
a) log,x=3 c) logx=0
3

b) log,;x =1 d) log x = -0,5
3.4. Oblicz x.
a) log 4=2 c) log ,3=0,5
b) log, 1000 = 3 d) log . 4= 5
3.5. Oblicz.
a) 1Olog 7 ) 22—log25
b) 510g52 d) 31+210g32

g) log,; 1
1
h) log 5 ¢

&
3
f) log 31£

43 8
2

e) log 35
e) log1x=-4
3
f) log,;x=38

1
e) logx6——5
) longZ:—%

e) 9log 34

f) 608369
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4. Wiasnosci logarytmow

Umiejetnosci:
e stosowanie wzoréw na logarytm iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi
¢ stosowanie wzoru na zamiane podstawy logarytmu

Omowimy teraz podstawowe wlasnosci logarytmoéw. Dzieki nim logarytmy niezwy-
kle utatwily wykonywanie skomplikowanych rachunkéw i odegraly olbrzymig role
w zastosowaniach matematyki. Bez przesady mozna stwierdzi¢, ze sposdb rachowa-
nia za pomocg logarytmoéow umozliwil skok cywilizacyjny poréwnywalny z efektem
zastosowania komputerow.

Dla dowolnych liczb x >0, ¥ >0, a> 0, a # 1 prawdziwy jest wzor:
log (x-y)=log,x+log_ y

Dowdd

W dowodzie wykorzystamy wlasnosci dzialan na potegach.
Przyjmijmy oznaczenia:

log,x=u
log,y=t
Zgodnie z definicjg logarytmu otrzymujemy:
x=a"
y=d
X-y= a-a «—— mnozymy obie réwnosci stronami
xX-y= a“tt «— wzor na iloczyn poteg o tych samych podstawach
u+t= logu (x . y) «— korzystamy z definicji logarytmu
log P log Wy = log a(x - y) «— podstawiamy w miejsce u i t odpowiednie logarytmy

Koniec dowodu

Moéwimy: ,logarytm iloczynu jest rowny sumie logarytmow”.
Przykiad @) < zad. 4.4

a) log, 18 +log, 12 = log (18- 12) = log (6-3-2-6) = log, 6° = 3
b) 10g137+log13% =log 4 (7- %) =log,;;1=0

c) log, (3\5/5) =log, 3 +log, B=1+ é = lé

44.4. Oblicz.
2 2 6 1

a) log227+log2§ +log2§ d) log57+log5ﬁ +log58§ tematy 6.7, 6.10 J
3 81 2

b) log34+log3z+log37 e) log634+log6ﬁ+log69 Multiz %a

¢) log V5 +log V2 +log V10 f) log 53 +log s % +log g * Skala logarytmiczna

Odp.:a)2 b)5 o)1 d)2 e2 f)2 dlanauczyciela.pl | Kartkowka 5.4

G Generator
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44.5. Oblicz.
a) log . 150 —log. 3 —log 2

b)log43—log42—log4%

7 1

c)10g62—10g65—10g65
3 1 1
d)10g41E—log43E—log4i
e) log 250 + log 120 —log 0,3
f) log, — +log, = — log, =2
g711 g714 g722
Odp:a)2 b)0 2 d)>

e)5 f)-1

Dziat 5. Funkcje wyktadnicze i logarytmiczne

Dla dowolnych liczb x >0, y >0, a >0, a # 1 prawdziwy jest wzor:
log,, > = log,, x ~log,, y
Y

Dowdd

W dowodzie ponownie wykorzystamy wlasnosci dziatan na potegach.
Przyjmujemy oznaczenia:

log ,x=u
log,y=t
Zgodnie z definicjg logarytmu otrzymujemy:
x=a"
t
y=a
u
x _a
- = «— dzielimy obie réwnosci stronami
y a
X a*~t «— wzor na iloraz poteg o tych samych podstawach
Y
u—t=log a z «— korzystamy z definicji logarytmu

«— podstawiamy w miejsce u i t odpowiednie logarytmy

log,, x ~log,, y = log,, >
y
Koniec dowodu

Moéwimy: ,logarytm ilorazu jest rowny réznicy logarytmow”.

Przyklad @) « zad. 45
a) log, 21 -log,3 =log, % =log,7 =1
b) log 0,05 —log 50 = log % =log 0,001 = -3

9) log3§ =log,;2-log,3=1log,2-1

e 3
d) log, 222 ~log, {125 —log 25 =log . 5" ~2=> -2 =12

25 7 7
J
Zauwazmy, Ze wzor na logarytm iloczynu mozna uogdlni¢ na wieksza liczbe czynni-
kow. W szczegdlnosci, jezeli zalozymy, ze x > 0, a > 0, a # 1, to zgodnie z tym
wzorem prawdziwe sg rOwnosci:

logax2 =log ,(x - x) =log ,x +log  x =2log , x

logax3 :loga(xz-x) :logaxz+logax:2logax+logax: 3log , x itd.



Uogodlnieniem tej obserwacji jest twierdzenie o logarytmie potegi, ktorego dowod
pominiemy.

Dla dowolnych liczb x >0, a >0, a # 1, k € R prawdziwy jest wzor:

logaxk =k-log, x

Przyktad €)

a) log, 137 =2 log ;13 =-2

b) log, (v7)" =2110g7\/7:21~% = 10%
7

c) log, (%) =7log, % =7-(-1)=-7

1

d) logS\/§=log555=%-log55=%

Przyktad @) « zad. 4.6, 4.7
Obliczymy warto$¢ podanego wyrazenia.

Rozwigzanie
1

27~
b) 1+2log,2=1+log,2° =1+log,4=1+1=2

a) 10g23—log230+logZS:10g233;05:log2 1

c) 10g34—410g32+10g3%L :log34—10g324+10g3§ :10g3%+log3§ =

1 4 1
=tog, (5 5) =1ogs 5 =2
J

Do tej pory wszedzie tam, gdzie bylo to mozliwe, zapisywalismy warto$ci logaryt-
mow w postaci liczby wymiernej. Czasem jednak potrzebne jest wykonanie czynno-
$ci odwrotnej, czyli zapisanie liczby w postaci logarytmu przy ustalonej podstawie.
Korzystamy wowczas z definicji logarytmu, np.:

* 3=log,5, czyli 3 =log,125
1

1 -
> =log,32 =log, V3

. 1 1
-4 = log\ﬁ(\ﬁ) fo log\ﬁW = log\ﬁg
7 =1log 10"

2

—% = logﬁ(\/i)_5 =log;—— =

4. Wiasnosci logarytméw 383 s

44.6. Oblicz.

a) 2log 2 +log 15 - log 6

b) log 20 — 3log 2 + log 40

c) 2log, 5 +log, 6 —log, 75

d) log, 15 +log, 45— 2log 5

e) log 18 +3log 2 —log 4

f) 2log.2 +3log. 3 —log. 21,6

Odp.:a)l b)2 ¢)1 d)3

e)2 )1

44.7. Oblicz.

a) 3log 2

log 56 —log 7

log, 2 +log 3

log, 24 —log, 4

10g5673(10g52+10g53)
log ; 6

10g215—3,5(10g23+log25)

log, 45 —log, 3
2log,4-3log, 12
3+log,4
5log ;18 —4log.2—-9log.3
log .18 —log. 3

e)

Odp.:a)l b))l ¢)-2 d)-2,5

e)-1 )1



44.8. Zapisz wyrazenie
W prostszej postaci i oblicz jego
warto$¢ dla podanych wartosci
zmiennych.
a) 2logga+4loggb—log, 50,
a=5b=2
b) 5log,a—2log,5+
—(log3u—210g3b), a=3,b=5
c) 3log, x +5log, y +
—2(2 log, x +log, y) —log, 7,
x=98, y=7
d) log(x + y) + 3log x + 4log y +
-3log(xy), x=3, y=2
a’b*

Odp.: a) log ¢ " 1

a't?
b) 10g3 E, 4

3

r

c) log, o 1

d) log (xy 1F yz), 1

44.9. Przedstaw podang liczbe za
pomocy jednego logarytmu.

a) log 0,2 +1

b) 3 -1log,5

c) 2+log2

d) -1 -log,2

e) % +log 7
f) —% +log, 3
Odp.: a) log 2
b) logzg

c) log . 50

d) log, %

e) log (7\/%)

3
f) logz\s/—éI
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Przyktad e zad. 4.8

Zapiszemy wyrazenie w prostszej postaci i obliczymy jego warto$¢ dla podanych war-
tosci zmiennych.

a) 3loga+2logb-log5 a=2 b=25
b) log3x—210g35—(2—10g3y), x =15 y =405

Rozwigzanie

372
a) 3loga+210gb—log5=loga3+logb2—log5=log%
372 3 2

Jezeli a =2, b =25, to log % = log 2 .525 = log (23 : 53) =log 10° = 3.
b) log3x—210g35—(2—log3y)= —2=log,9

=log3x—log325—log39+log3y:log3%

T _ Xy _ 15-405 _ 3 _
Jezeli x =15, y =405, to 10g3_25-9 log , o log 3" = 3.

Przyktad @) « zad. 4.9

Przedstawimy podang liczbe za pomocg jednego logarytmu.
Rozwiazanie

a) 1+log,5=1log,2+log,5=1log, 10

b) 2 —log 2 =1log 100 —log 2 = log 50

c) ~1-log.11 =log, 57 ~log. 11 =log %

1
d) 3 +log; 8 =log, 3" +log, 8 = log, 83

5.3%.2%

e) log 5—-1log 7 +2log 3 + 4log 2 = log
log®5+2log 5-log 7 +log?7 (log 5+ log 7)2 B
log 35 B log 35 a

f) (loga b)2 = logi b (@)
_log ’35
~ log 35

g) log? 80 —log” 8 = (log 80 — log 8) (log 80 + log 8) = log 10 - log 640 = log 640

=log 35

Przyktad o zad. 4.12

Przyjmijmy, ze log,2 = p. Wyrazimy warto$¢ podanego logarytmu za pomocg p.

Rozwiazanie

a) log,8 = log323 =3log,2=3p

b) log, 18 =log,(2-9) =log;2 +log;9=p+2

c) 10g33g = log, % =log,32-log,9 = log325 -2=5p-2

44.12. Przyjmujemy, ze log, 3 = a. Wyraz warto$¢ podanego logarytmu za pomocg a.
3

e) log, >
1 4

d) log2§ f)logzg

Odp.:a)2a b)a+1 ¢ a+4 d)-2a ea-1 f)2-a

a) log, 9 ¢) log, 48

b) log, 6



Podamy teraz wzdr pozwalajacy zmienia¢ podstawe logarytmu.

Dla dowolnych liczb a >0, a+ 1, b>0, ¢ >0, ¢ # 1 zachodzi réwnos¢:
log b

log.a

Udowodnimy réwnowazng, czesto uzywang posta¢ wzoru: log b =log b -log a.

Przeksztalcamy prawg strone wzoru.

log, b-log_a =log, a8’ —k-log, x =log, x*

log ,b-log a=1log b

(_alogah -b

Przyktad ©)
log, 5
a) 10;;;25=0g—3 c) log,2-log,6=1log,6
log 5 2 |
log, 5 _log,7 1
) log, 10 =log 5 d) logs7 = log, 3 B log, 3

RS, log b - .
W szczegolnodci, jezeli we wzorze log b = e 5 Przyjmiemy c = 10, mozemy
og.a

wyrazi¢ logarytm dowolnej liczby przy dowolnej podstawie jako iloraz logarytmoéw

log 3 2 log 7
g2 108577

og 2 7 log 5
Przyblizone wartosci logarytmoéw dziesietnych mozna odczytac z tablic matematycz-
nych lub kalkulatoréw. Na stronie 455 podajemy tablice wartosci logarytmow dzie-

sietnych liczb od 1 do 9,9 przyblizonych do trzeciego miejsca po przecinku.
0,792

dziesigtnych. Zatem: log, 3 = itd.

Zauwazmy, ze jezeli na przyktad log 6,2 = 0,792, to 10 = 6,2. Z tablicy tej mozna
wiec takze odczytywaé przyblizone wartoéci funkcji y = 10* dla 0 < x < 1.

Przyktad @) « zad. 4.17,4.18
Wyznaczymy przyblizong warto$¢ podanej liczby.

a) log.3 b) V10 c) log 58 d) log 0,46

Rozwigzanie
log 3

log 5°

a) Zgodnie ze wzorem na zamiang podstawy logarytmu mamy log . 3 =

Podstawiamy przyblizone wartosci z tablicy i otrzymujemy

0,477
log.3 ~ —— = 0,682.
%857~ 0699

44.18. Oszacuj warto$¢ wyrazenia. Skorzystaj z tablicy logarytmow.

4 3 100 40
a) V10 b) V100 <) e d) Voo

Odp.:a) 1,7 < V10 < 1,8

b) 4,6 < V100 < 4,7
100
V10

40
d) 8,6 < < 8,7
) V100

c) 63 < < 64

4. Wiasnoséci logarytméw 385 s

44.17. Oblicz przyblizona
warto$¢ podanego logarytmu.
Skorzystaj ze wzoru na zamiane
podstawy logarytmu oraz z tablicy
logarytmow dziesietnych.

a) log, 2

b) log. 7

c) log, 17

d) log ,, 61

Odp.: a) 0,631 b) 1,209
c) 4,086 d) 1,311
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Odpowiedzi i rozwigzania

41.C

4.2. C

4.3. C

44.a)2 b)5 ¢ 1 d)2
e)2 f)2

b) Wiemy, ze V10 = 10%°.Z tablicy mozemy odczyta¢, ze 10241 ~ 3,1,
a 107 = 3,2 Zatem 3,1 < V10 < 3,2.
c) Tablica zawiera logarytmy liczb mniejszych od 10. Musimy wiec przeksztatci¢

log 58 tak, aby skorzysta¢ z tablicy.
log 58 =log (10 - 5,8) = log 10 +log 5,8 =1 +1log 5,8 = 1 + 0,763 = 1,763

d) log 0,46 = log (0,1 - 4,6) = log 0,1 + log 4,6 =~ —1 + 0,663 = —-0,337
J

Korzystajac z podanych wzoréw, mozna zastapi¢ mnozenie, dzielenie i potegowa-
nie liczb duzo prostszymi dzialaniami. Obecnie nie ma to specjalnego znaczenia, po-
niewaz komputery wykonuja blyskawicznie nawet bardzo skomplikowane rachunki,
a do prostszych dzialan wystarczajg kalkulatory. Okazuje si¢ jednak, ze wiele pro-
cesdw fizycznych, biologicznych, a nawet spotecznych ma charakter logarytmiczny.
Z niektérymi praktycznymi zastosowaniami logarytméw zapoznacie si¢ w nastep-
nym temacie.

W kazdym z zadan 4.1-4.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

4.1. Ktoéra rownos¢ jest prawdziwa dla kazdej dodatniej liczby a?

A. log . a +log.(2a) = log.(3a) C. log a +log.(2a) = log . <2a2)
B. log. a-log.(2a) = log.(3a) D. log.a-log.(2a) = log. (2(12)

4.2. Wskaz liczbe, ktora nie jest rowna liczbie log , 64.
A. 2log, 8 B. 3log, 4 C. 4log, 4 D. 6log,2

4.3. Wskaz liczbe, ktora jest rowna liczbie log, 6.

A. 2log, 3 B. log,2-log,3 C.1+log,3 D. 3%
4.4. Oblicz.

2 2 6 1
a) log227+10g2§+log2§ d) log57+log5ﬁ+log58§
b) log34+log3§+log3% e) log634+10g6%+10g69

c) log V5 +log V2 +log V10 f) logys53+1loggs g + logo)sg



4. Wiasnosci logarytmow

4.5. Oblicz. 45.0)2 B0 92 &2
a) log . 150 —log. 3 —log . 2 d) 10g41%—log43%—log49—11 e)5 f)-1
b) 10g43—log42—10g4§ e) log 250 +log 120 —log 0,3
7 1 3 5 15
c) 10g62—log6§—log65 f) 10g7ﬁ+log7ﬁ—log7i
4.6. Oblicz. 46.a)1 b)2 ¢1 d)3
a) 2log 2 +1log 15 -log 6 d) log; 15 + log , 45 — 2log ; 5 e)2 )1
b) log 20 — 3log 2 + log 40 e) log, 18 +3log,2—log 4
c) 2log,5+log,6—-log,75 f) 2log;2+3log.3-log,21,6
4.7. Oblicz. 47.a)1 b)1 ¢)-2 d)-25
3log 2 4 log,15-3,5(log, 3 +log, 5) e)-1 f)1
2) log 56 —log 7 ) log, 45 —log, 3
b) log,2+log,3 ) 2log,4-3log,12
log, 24 -log, 4 ¢ 3+log,4
log56—3(log52+log53) H 5log, 18 —4log,2—9log.3
log ; 6 log .18 —log. 3
214
4.8. Zapisz wyrazenie w prostszej postaci i oblicz jego warto$¢ dla podanych warto- 4.8. a) log, QS—ﬁ, 1
$ci zmiennych. A
a) 2logga+4loggb—logg 50 a=>5 b=2 b) log; =, 4
3
b)510g3a—210g35—(log3a—210g3b) a=3 b=5 C)logzi’_, 1
X
c) 3log2x+510g2y—2(210g2x+10g2y)—log27 x =98 y=7 d) log (xy+y2), 1
d) log (x + y) + 3log x + 4log y — 3log(xy) x=3 y=2
4.9. Przedstaw podang liczbe za pomoca jednego logarytmu. 4.9. a) log 2
1 8
a) log 0,2 +1 c) 2+log.2 e) 5+log7 b) 10gzg
2 ¢) log . 50
b) 3-log,5 d) -1-log,2 f -5 +log,3 952
d) log3g
4.10. Niech a > (2) Zapisz wyrazenie za pomoca jednego logarytmu. o) log (7 \/1—0)
a) log,a—log,a” +log,(3a) 3
f) log, 7

b) log(2a) +log -(3a) — log . (6a2)
4.10. a) log, 3

c) log6(2a2)—10g6 \/f—logw b) log. 1

5
d) 2log,(3a) +log,(9a) — 3log,a c) log (a\/i)
e) 2log,(4a) +log,(8a) —5log,a d) log6 81

3

1
f) 3 (log2(4a) -2log, a) -2 (logz(Za) =5 log, a) e) log, 129

a2
16
f) log, =
a
4.20. a) x° —x~log23—2(log23)2 =0

_log,3-3log,3
S =

_log,3+3log,3

A=10g§3+810g§3:910g§3, VA =3log,3, x; 5

=—log23:log2%, X, =2log, 3

Odp.: x € {— log, 3, 2log, 3}

b) xz—(2+log 5)x +log 25 =0

A= (2+log 5)° —4log 25 =4+4log 5 +log*5—8log 5 =4 —4log 5+log”5 = (2 -log 5)°, VA=|2-log 5| =2-1log 5
2+log5-2+log 5 2+log5+2—log 5

xl:f: :fzz

Odp.: x € {log 5, 2}

log 5, x,
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2.5
Xy

8

4.11. a) x> 0, y > 0; log
X
b) x>0, y>0; logzg

(x+1)
27y

c)x>-1, y>0; log,

xV10
8

e) x> V2; logz%ﬁ
o

flx+y>0 x—y>0;
log (xz—yz)
4.12. a) 2a
b)a+1
c)a+4

d) —2a
e)a-1
f)2-a
4.13. a) 6m
b) 2m -2
¢)3m+1

d) 5m-1

414.2) 12 b) -4
4.15. 3

d) x > 0; log

4.16. 3

4.17. a) 0,631 b) 1,209
c) 4,086 d) 1,311

4.18.2) 1,7 < V10 < 1,8
b) 4,6 < V100 < 4,7

100
C) 63 < — <64
)63 < 3%
40
d) 8,6 < — < 8,7
) /100

4.19. 0
4.20. Patrzs. 387.

Dziat 5. Funkcje wyktadnicze i logarytmiczne

4.11. Przedstaw wyrazenie w postaci jednego logarytmu. Podaj potrzebne zalozenia.

a) 2log x +5log y —log 8 d)%+logx—log8

b) log, x —log, y —log. 25 e) %—logz(x—\/i)+log2\5/§

c) 2log,(x+1)~-log,y—log,8 f) log(x+ y) +log(x—y)
4.12. Przyjmujemy, ze log, 3 = a. Wyraz warto$¢ podanego logarytmu za pomo-
caa.

a) log,9 b)log,6 «¢) log,48 d) logzé e) logzg f) logzgL

4.13. Przyjmujemy, ze log .2 = m. Wyraz warto$¢ podanej sumy za pomocg .

a) log.4+log. 16 c) log.10—log. 6 +log.24

b) log 8 — log; 50 d) 2log, % - log; ; +logs 2

4.14. Oblicz warto$¢ wyrazenia.
1 1 2
a) <log5(25a) —2log (;a)) . <Zlog5 (5\/5) +log (ga >)

b) (log2(4a) —log, 27)2 _ (210g2 (2\/5) -3log, %)

dla log a =2
dla log,a=3

4.15. Liczby a, b i c spelniaja warunek log,(2a) =3 —log,b=1+log,c=1.
Oblicz Va-b-c.

4.16. Liczby a, b i c spelniaja warunek
a- Vb
7
4.17. Oblicz przyblizong warto$¢ podanego logarytmu. Skorzystaj ze wzoru na za-

miane podstawy logarytmu oraz z tablicy logarytméw dziesietnych.
a) log,2 b) log.7 c) log, 17 d) log,, 61

log,a+log,4 =4log,b~-log,9 =log,c+log,16 = 6. Oblicz

4.18. Oszacuj warto$¢ wyrazenia. Skorzystaj z tablicy logarytmoéw.

4 3 100 40
a) V10 b) V100 <) = d) T

4.19. Liczby a ib spelniaja warunki log (10a) =2 i log 1% = 3. Oblicz log(ab).

4.20. Rozwigz rownanie.
a) x2—x-log23—2(log23)2 =0 c) xz—x-log3 10 +log,2-log,5=0

2

b) x* — (2 +log 5) x +log 25 =0 d) x —x-logzg—logz.’):O

4.26. I sposéb: log  x =2, log, x = 3, log_x =4, log ; x = 6. Stad:

1 1 1 1 1 1 1 1
1 - ==, log b= == 1 - ==, log.d= _——
084 log,x 2 OB x log,x 3 08¢ log . x 4 08 x log,x 6
lo x = L = ! = ! =
Babed * = log , abcd - log,a+log, b+log, c+log, d - 1.0, 0.1 -
2 3 4 6

1 12 4

6 4,3 .2 15 5

+—+
12 12 12 12

7 - 2 3 4 6 .
II sposdb: Z zalozenia mamy: a” =x, b” =x, ¢ =x, d = x, wiec:
1 1 4 1 i1 11 4.,8,0,.10 d
a=x2, b=x3 c=x% d=x°% abcd=x% -x3-x%-x5=x23 4 6=x4
4

x = (abed)s, czyli log a0 % = g

4
Odp.:log ;s x = :
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4.21. Wykaz, ze liczby 5°°82° i 3'°62° 3 rowne.

4.22. Wykaz, ze podana réwnos¢ jest prawdziwa.

a) (log54+log45+2) (log54—10g204) -log,5-log 4=1

b) (10g36+log681 +4) (log36—log5436) -log 3 -log,6=2
c) (log34+910g43+6) (10g34—3log1084)-log43—log34 =3

4.23. Wykaz, zedlaliczb a >0, a# 1, b >0, b # 1 prawdziwy jest wzor
loglbzlogaé.

4.24. Przyjmujemy, ze log ;9 = k. Wyraz log ;5 za pomocg k.

4.25. Przyjmujemy, ze log 2 = a i log 3 = b. Wyraz log, 20 za pomocgaib.

4.26. Wiadomo, ze log, x = 2, log, x = 3, log_ x = 4 oraz log; x = 6.
Oblicz log ;. x-

1 1 1
4.27. Wykaz, e jezeli x = 10" ~'°8% oraz y = 10" ~"¥*, to z = 10" %87,

4.28. Wykaz, ze log,2-log,3-log.4-log 5- ... -log,8-log,,9 =log 2.

4.29. Wykaz, zejezeli a>11i b > 1, to log, b+log,a > 2.

1. Wiadomo, ze log, 4 = k. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A.log,2 =k B. 10g32=%k C. 10g92=%k

2. Oblicz log, 6 +log, 18 —2log, 2.

3. Przyjmujemy, ze log,7 = 1,77. Oblicz log, 42 —log, 2.

3log .50 —4log. 10

4. Przyjmujemy, ze log.2 = m. Przedstaw warto$¢ wyrazenia
yymujemy:. 85 wy: log 5 0,008

Za pomocg m.

5. Wykaz, zedlaliczb a >0, a # 1, b > 0 prawdziwy jest wzor log » b = %logu b.

Prosto do matury

Uo 18,18, 18
2.3
3. 2,77
4. M2
3
5. log 2 b= 11(:)gg:; = IOgZ“b = %logab

4. Wiasnosci logarytméw 389 s

4.21. Wskazowka: Wprowadz

. 1
oznaczenia x = 5°%2°

i y=32° 4 nastepnie
obie strony kazdej rownosci
zlogarytmuj przy podstawie 2.

4.22. Wskazéwka: Zapisz
wyrazenie po lewej stronie znaku
réwnosci za pomoca logarytmu
przy podstawie: a) 4, b) 6, ¢) 3.

log b
4.23. log1 b = Og“l =
a loga;
1\! 1
_ loga(g) _ ~log, ¢ _
log ,a™! —log,a
s o
ap l
T _IOg“b
a.24, 22K
2
425, 211
2a+b

1
4.27. x = 10! -logz,

1
wiec log x = log (101‘101%2)

1
1-log z
log x —log x -logz = 1
logx-1 1

log x =

(1)

1 = =1-
08 2 log x log x

Analogicznie z réwnosci
1
y =101-l8* otrzymujemy:

2

logle—logy

Z (1) i(2) mamy:

logz=1- 11 =
g

_ logy  logy-1-logy _
log y—1 log y-1 -

_ =l _ 1

Tlogy-1 1-logy’

1
wiec z = 1087 = 101 -log ¥

4.28. Skorzystamy kilkukrotnie

z réwnosci log b -log a =log b.
log,2-log,3-log.4-log.5-
-log,6-log .7 -log,8-log,,9 =
=log,2-log 4-log,6-log,,8 =
=log,2-log,,6 =log ,2

4.29. Wskazéwka: Zauwaz, ze przy
podanych zalozeniach warto$¢
log ,b > 0, izastosuj wzér na
zamiane podstawy logarytmu.
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Logarytmy - rewolucyjny wynalazek

Sa wynalazki, ktore w swiecie naukowym okazuja sie prawdziwg rewolucja.
Mozna do nich zaliczy¢ logarytmy.

Odkrycie logarytmow

Powazna trudnoscia dla XVIl-wiecznych uczonych byta
konieczno$¢ wykonywania recznych rachunkéw. Wystarczy
pomnozy¢ pisemnie np. 101 247 - 982 073, by zrozumied, e Logamhmmm
jak tatwo o pomytke. \ Canonis deferiptio,

Jedng z osob, ktére poszukiwaty sposobu na uproszczenie
rachunkéw, byt szkocki matematyk John Napier. Opisat on
metode pozwalajgca np. zastgpi¢ mnozenie dwdch liczb
dodawaniem dwdch innych liczb, ktére nazwat logarytmami,
od greckich stéw I6gos - rozumienie i arithmds - liczba.
Przez 20 lat budowat tablice logarytmiczne, ktére wydat

w 1614 r.

Authore ac Inventore,
] RO,

Ogromna przydatnosc¢ tablic Napiera
zostata bardzo szybko zauwazona

i logarytmy zrewolucjonizowaty $wiat
rachunkéw, zwtaszcza w astronomii.
Pisano o nich, ze ,podwoity zycie
astronomoéw”.

Przez prawie 350 lat, az do skontruowania pierwszego kalkulatora
elektronicznego, logarytmy byly podstawa wszystkich obliczen

w Swiecie nauki. Korzystali z nich astronomowie, budowniczowie,
inzynierowie, mechanicy...

1614 ntzz 1675 ok. 1770

= | | !

lerwsze suwAak. odkrycie przydatnosci  powiazanie funkcji
tablice logarytmiczny logarytmiw wykiadnicze]
lagmytmiczne w analizie z ;Zunkcj A lagmytmiczn@

mntemwtycznej



Suwak logarytmiczny

W 1622 r. powstat pierwszy suwak logarytmiczny —
przyrzad, na ktérym mozna byto szybko wykonac¢
dowolne obliczenia algebraiczne.

Aby obliczy¢ iloczyn a - b, wystarczy odpowiednio
przesuwac wzgledem siebie dwie podziatki ze skalg
logarytmiczna. Na podziatce logarytmicznej odlegtos¢
od 1 do dowolnej liczby x odpowiada wartosci log x.
Stad suma odlegtosci od 1 do aiod 1 do b oznacza

log a + log b. log b
Jezeliloga +logb =logc,toa-b=c. < >
K b 1]
‘\1 la c ¢ \10|
[« | \
< log a o a-b=c
W ten sposéb odczytujemy, loga +logb
ze1,7-2,8~4,75.
log 2,8
< -
1 2 3 4 5 6 7 8 910
| 1239466788 189666m] | oo
s aaseres esaserse, L L L LTI
1 2 4 5 6 7 8 9 10
e
N >

log 1,7 + log 2,8

Od praktyki do teorii

Przez wiele lat logarytmy stuzyty wytacznie jako narzedzie rachunkowe. Dopiero w drugiej
potowie XVIII w., po ponad 130 latach od pierwszego wydania tablic Napiera, zauwazono
zwigzek logarytmow z funkcja wyktadnicza i sformutowano definicje logarytmu, ktorej
uzywamy do dzisiaj.

Obecnie, gdy urzadzenia elektroniczne zastapity reczne rachunki,
zaréwno logarytmy, jak i funkcja logarytmiczna i jej wtasnosci

nadal sg szeroko wykorzystywane. Pojawiajg sie np. w prawach
opisujacych $wiat nie tylko we wszystkich naukach Scistych,
lecz takze w ekonomii, socjologii, psychologii czy filozofii.

1960

plerwszy
kalkulator
elektroniczny

391 I
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-

tematy 6.8, 6.9, 6.11

MultiteZa

* Wykres funkcji logarytmicznej

® Przeksztalcanie wykresow
funkciji logarytmicznej (1)

e Przeksztafcanie wykresow
funkciji logarytmicznej (2)

® Trzesienia ziemi i skala Richtera

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 5.5

G Generator

testow i sprawdzianow

N

5. Funkcja logarytmiczna.
Zastosowania logarytmow

Umiejetnosci:
e szkicowanie wykresow funkcji logarytmicznych o réznych podstawach
* stosowanie logarytméw, np. do wyjasniania zjawisk przyrodniczych

Logarytm o podstawie dodatniej i réznej od 1 mozna obliczy¢ dla kazdej liczby do-
datniej. Mozna zatem rozwazy¢ funkcje, ktdra kazdej liczbie dodatniej przyporzad-
kowuje jej logarytm o podstawie a.

Funkcje okreslong wzorem f(x) =log,x, dla a >0 i a # 1, nazywamy
funkcja logarytmiczng o podstawie a. Dziedzing tej funkcji jest zbiér dodatnich
liczb rzeczywistych (x > 0), a jej wykres nazywamy krzywa logarytmiczna.

Przyktad €)

Naszkicujemy wykres funkcji f(x) = log, x ina jego podstawie opiszemy jej
wlasnosci.

Rozwigzanie

Na poczatku sporzgdzamy czesciowy tabele tej funkeji dla argumentéw, dla ktorych
mozna fatwo obliczy¢ wartosci funkgji.

x — 1 2 4 8 16

1yl
16 8 4 2
log,x -4 | -3 -2 -1 0 1 | 2] 3|4

* Dziedzing funkgji jest zbiér dodatnich liczb rze- v
czywistych. f(x) = log,
* Zbiorem wartosci funkgji jest R. ]
* Miejscem zerowym funkgji jest liczba 1. ! N
e f(x)>0dla x>1, f(x)<0 dla x € (0; 1). 0 x

 Funkcja jest rosnaca.

* Funkcja f nie przyjmuje ani wartoéci najwiekszej,
ani warto$ci najmniejszej.

» Kazda prosta rownolegta do osi x ma z wykresem dokladnie jeden punkt wspolny.
Zatem réwnanie log, x = m ma dla kazdej wartosci m jedno rozwigzanie.
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Dla dowolnych liczb x >0, a > 0, a # 1 prawdziwy jest wzér:

log ,x=-log1 x

a

Dowdd
Korzystamy ze wzoru na zamiane podstawy logarytmu.

logix logix

1 = = a :—1

Koniec dowodu

a

Wykresy funkcji
fx)=log,x i g(x)=logix,dlaa>0ia#l,

sg symetryczne wzgledem osi x.

Przyktad @)

Naszkicujemy wykres i opiszemy wlasnosci funkeji g(x) = log 1 x.
2

Rozwigzanie
Jezeli przyjmiemy, ze f(x) =log, x, to g(x) = —f(x), czyli wykresy funkcji

f(x) =log, x i g(x) =log1 x s3 symetryczne wzgledem osi x.
2

Wiasnosci funkcji g(x) = log1 x s3 podobne do odpowiednich wtasnosci funkeji

f(x) =log, x. 2
* Dziedzing funkgji g jest zbiér dodatnich liczb v

rzeczywistych. fx) = 10%
e Zbiorem wartosci funkgji g jest R. \ =

* Miejscem zerowym funkgji g jest liczba 1.
° glx)<0dlax>1, gx)>0 dla x € (0; 1). 0
* Funkgcja g jest malejaca.

=

~

| —
¢ Funkgja g nie przyjmuje ani wartosci najwiekszej, [ | 18 Fioeix
ani wartosci najmniejsze;. |

e Kazda prosta réwnolegta do osi x ma z wykresem doktadnie jeden punkt wspdlny.

Zatem roéwnanie log 1 x = m ma dla kazdej wartosci m jedno rozwigzanie.
2
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Na wykresie obok przedstawiamy krzywe logaryt- [k

miczne o roéznych podstawach wiekszych od 1. o 210gt L

Mozna zaobserwowac, ze wykres funkcji o wiekszej I\J/jﬁ =108:7

. . .. . //W"F logx

podstawielezy dla 0 < x <1 powyzej,adla x >1 o —

ponizej wykresu funkcji o mniejszej podstawie. 0 by

Przyktad €

Przyjrzyjmy si¢ wykresom funkcji f(x) = log, x vk B %

i g(x)=2" ) -

* Do wykresu funkcji f(x) = log, x nalezy punkt / /.
A=(8,3), bo 3=log,8. gal=2"/ A

* Do wykresu funkcji g(x) = 2* nalezy punkt S A
B=(3,8), bo 8 =2 A

Punkty A i B sg symetryczne wzgledem zaznaczonej , - flx) = logyx

na rysunku prostej o rownaniu y = x. 0 - g

<]

Ogodlnie - jezeli punkt (p, q) nalezy do wykresu jednej z tych funkgji, to punkt (g, p)
nalezy do wykresu drugiej. Wykresy funkcji f(x) = log,x i g(x) = 2* sa syme-
tryczne wzgledem prostej o réwnaniu y = x. Rozumowanie to mozna w prosty
sposéb uogolni¢ na kazda pare wykresow funkcji logarytmicznej i wyktadniczej o tej
samej podstawie.

Wykresy funkcji
flx)=log,x i gx)=a",dlaa>0ia#]l,
s3 symetryczne wzgledem prostej o réwnaniu y = x.

Przyktad @) « zad. 5.4

Sporzadzimy wykres podanej funkcji. yh
Rozwigzanie () = 10;;/
a) g(x) =log,(x+2)-3 ]
Zauwazmy, ze dziedzing D funkcji tworzg liczby ! -
spelniajace zatozenie: 0 I x
x+2>0, czyli D = (=2; o) 8(x)|=logj (x|+2) +-3
Jezeli przyjmiemy, ze f(x) =log, x,
to g(x) = f(x+2)-3. [
45.4. Narysuj wykres funkgji.
a) f(x)=logi(x-1) ¢) f(x) =log,(x+3) -1
3
b) f(x) = —log,x +2 d) f(x) =log1(-x)+1
2
Odp.:a) [y} | b) [} <) b7\ d) b4 |
| \ : f
A\ \ L L
1 N 0] X /
of |1 X L J { J )
T 0 S [ | o
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Wrykres funkcji g(x) = log,(x+2)—3 otrzymamy jako wynik przesunigcia wykresu
funkcji f(x) =log, x owektor ii = [-2, -3].

b) h(x) = [log 1 (~x) ¢ m
’ () =log,|(~x)]
Rysujemy kolejne wykresy. I ——— JI\ L sl Etbg
0 x
Krok1: f(x) =log1 x == ~—
3 g(x) og%(ﬁ. )

Krok 2: g(x) = log1(~x)

3

«— symetria wykresu f wzgledem osi y

Krok 3: h(x) = |log1(-x)
3

«— symetria fragmentu wykresu funkcji g lezacego ponizej
osi x wzgledem tej osi

Podane przeksztalcenia mozna wykona¢ w odwrotnej kolejnosci.

Przyktad @) < zad. 5.11

Wyznaczymy dziedzing funkcji f(x) = log1 (—x2 +6x — 8).

2

Rozwigzanie
x> +6x-8>0 — logarytm jest okreslony tylko dla liczb dodatnich
—(x—-2)(x—-4)>0, stad x € (2; 4)

Odp.: Dziedzing funkgji f jest przedzial (2; 4).

Przyktad @) < zad. 5.15

Chory przyjat jednorazowa dawke 50 mg leku. Mase tego leku pozostala w organi-

zmie po czasie t godzin okresla zaleznos¢ M(t) = a - b'. Wiadomo, ze po dziesieciu

godzinach organizm usuwa 40% masy przyjetego leku.

a) Oblicz, ile leku pozostanie w organizmie chorego po uptywie doby.

b) Po jakim czasie od przyjecia dawki leku jego masa w organizmie zmniejszy sie
dziesieciokrotnie?

Rozwiagzanie

Wyznaczymy najpierw wartosci wspotczynnikéw a i b.

Wiemy, ze M(0) = 50.

Skoro po 10 godzinach usuwane jest 40% masy leku, to z dawki 50 mg zostaje wtedy

w organizmie 60% - 50 mg = 30 mg leku. To oznacza, ze M(10) = 30.

Zatem a-b° =50 i a-b"" =30. Stad a =50 i b'° = 0,6 czyli b =0,6"".

W2zér funkcji mozna wigc zapisa¢ w postaci M(t) = 50 - 0,67

45.11. Okresl dziedzine funkgji.
x—-3

a) f(x) = log, o

b) f(x) =log 5 (2x* - 7x +5)

Odp.:a) D = (—o0; 2) U (3; c0)

b) D = (—o0; 1) U (2%; oo)

45.15. Pacjentka przyjeta dawke
radioaktywnego jodu, ktérego
okres potowicznego rozpadu jest
réwny 8 dni. Mase radioaktywnego
jodu pozostalego w organizmie

po czasie t okresla zalezno$¢

M) =a-b.

a) Ile procent substancji
radioaktywnej pozostanie

w organizmie pacjentki po uplywie
30 dni?

b) Po jakim czasie pozostanie

w organizmie 1% dawki?

Przyjmij, ze log, 10 = 3,322.

Odp.: a) 7,4%
b) po 53 dniach
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Odpowiedzi i rozwigzania
5.1. C

5.2. D

5.3. D

5.4. Patrz s. 394.

a) Aby obliczy¢, ile leku pozostanie w organizmie chorego po uplywie doby, podsta-
wiamy do wzoru t = 24.
M(24) = 50 - 0,6>* ~ 14,7 [mg]

b) Aby obliczy¢, po jakim czasie masa leku w organizmie zmniejszy si¢ dziesiecio-
krotnie, rozwigzemy réwnanie:

M(t)=5
50-0,6™"" =5, czyli 0,6 = 0,1, stad 0,1t = log, (0,1
log 0,1 .
t=10-log,,0,1=10- Tow 06~ —— wz6r na zamiane podstawy logarytmu
: 0g 0,
=10 — =45
log6-1

Odp.: a) Po uplywie doby w organizmie pozostanie 14,7 mg leku.
b) Masa leku w organizmie zmniejszy si¢ dziesieciokrotnie po 45 godzinach.

Podany w powyzszym przykladzie wzor f(t) = a- b’ mozna stosowaé, kiedy mamy
do czynienia z procesem, w ktérym pewna wielko$¢ przyrasta lub zmniejsza si¢ przez
caly czas w tym samym tempie.

W kazdym z zadan 5.1-5.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

5.1. Wskaz wzor funkcji malejace;.
A. f(x) =log 12X C. f(x) = log(-x)
B. f(x) =-log gx D. f(x) =log x - 1

5.2. Wskaz wzér funkeji, ktorej wykres nie jest symetryczny do wykresu funkeji
f(x) =log, x wzgledem osi x.

A. g(x) = -log, x B. g(x) =log1 x
3

C. glx) = 10g3i D. g(x) = —log1 x

3
5.3. Wskaz wzdr funkgji, ktdrej wykres przecina o$ y.
A. f(x) =log x -2 C. f(x)=logx+1
B. f(x) =log(x-2) D. f(x) =log(x +1)
5.4. Narysuj wykres funkgji.
a) f(x)=logi(x-1) c) f(x)=log,(x+3)-1

3

b) f(x) =-log, x +2 d) f(x)=logi(-x)+1



5.5. Wyznacz miejsce zerowe funkgcji.

a) f(x)=log.(x~-1)
b) f(x) =-log,x +3
¢) f(x)=logi(x+2)+1

1
3

5.6. Narysuj wykres funkcji.
a) f(x) = |log,(x - 2)|

b) fx)=1-

log 1 x
3

d) f(x)=log(x-3)--
)f(x)=—log1x—%
) f(x)=logl(x+1)+§

) f) = ||log, x| - 1|

d) f(x)= ‘—log 1(=x)

5. Funkcja logarytmiczna. Zastosowania logarytméow 397 s

55.a)2 b)8 ¢)1
d)3+V10 €2 f)V2-1
5.7. Wskazéwka: Funkcje f(x)
mozna przedstawi¢ w postaci:
a) f(x) =x,

i |

J

1
I

<Y

b) f(x)=x1ix>0.

7A

5.7. Narysuj wykres funkgji. 7

log 1 x

1 1
a) f(x) =log, (2* b) f(x :(—) 3 1 -
) f(x) =log, (2) ) f() = (5 - 7
5.8. Narysuj wykres funkcji. 5.8.
a) y
log 1 x + [log 1 x 11 f

a) f(x) =log, x| b) f(x) = ——— ol

5.9. Na rysunku obok przedstawiony jest wykres

funkcji f(x) =log,x +b.
a) Wyznacz wartos$ciaib.
b) Sporzadz wykres funkeji g(x) =

5.10. W jednym ukladzie wspélrzednych narysuj wykresy funkcji y = f(x) oraz
y = g(x), anastepnie odczytaj rozwigzanie nieréwnoéci f(x) < g(x).

a) f(x)=log,(x-1)-1
b) f(x)=-log: x

¢) f(x)=log(x+1)+1
d) f(x) log1x+3)+4

5.11. Okredl dziedzine funkgji.

—flx+1).

=y
=Y

glx) = —x—g

glx)=1- Z(x +1)°
1 X

o= (5)

g(x) =log x+2

59.2)a= % b=-2

b) Wskazéwka:

g(x)=—logi(x+1)+2
57 P

[Py

<Y

5.11. a) D = (—o0; 2) U (3; o0)

x-3
a) f(x) =log; — b) f(x) =logﬁ(2x2—7x+5) b) D = (~oo; 1)u<2%; oo)
5.6. a) b) yi oy d) y
f A _ f
1 Or 1 X 1
ol 1 z of 1 % ol 1%
5.10. a) x € (1; 2) U (5; c0) b) x € (0; 1) ¢) x € (-1; 0) d) x € (15 00)
b7 \ b7 7 \[ VA
g T 14 .
, g - o [N S g
0 £ — N ——
BEPZ\EEE 0 ! 2
f 0 x
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5.12. 3

5.13. 50 dB

5.14. a) 3
b) 20 cm
c) 100 razy

5.15. a) 7,4%
b) po 53 dniach

5.16. a) 0 73%
b) po 1h 16 min

5.21. D = (3; o)

=Y

5.22,

5.12. Skala pH stuzy do badania kwasowosci i zasadowosci wodnych roztwordw
zwigzkéw chemicznych. Wspotczynnik pH definiuje sie jako: pH = —log H”, przy
czym H' oznacza stezenie jonéw wodorowych w molach na litr roztworu. Wyznacz
wspdtczynnik pH octu, dla ktérego stezenie jonéw wodorowych wynosi

0,001 mola/litr.

5.13. Poziom natezenia dzwigku mierzymy w dB
(decybelach). Liczbe decybeli N oblicza sie wedlug

Zwré¢ uwagge, Ze poziom nate-
Zenia dzwieku oraz natezenie

wzoru N = 10log —, gdzie I to nat¢zenie danego diwieku to pojecia opisujace
I, dwie rozne wielkosci (mierzone
dzwieku mierzone w W/ m? (wat na metr kwadra- w réznych jednostkach).

towy), a I to stala réwna natezeniu dzwieku na
progu styszalnosci dla ucha ludzkiego, wynoszacemu 10~> W/m®. Wyznacz licz-
be decybeli zalecanego przez WHO maksymalnego poziomu halasu (w srodowisku)

w porze dziennej. Natezenie dzwieku wynosi w tym wypadku 1077 W/m®.

5.14. Skala Richtera stuzy do okreslenia sily trzesien ziemi. Liczbe stopni w tej skali

opisuje wzor R = log o gdzie A oznacza amplitude trzesienia wyrazona w centy-
0

metrach, natomiast A, = 10~* cm jest staly nazywang amplitudg wzorcowa.

a) Ile stopni w skali Richtera ma trzgsienie ziemi o amplitudzie 0,1 cm?

b) W lipcu 2019 r. w Grecji mialo miejsce trzesienie ziemi o sile 5,3 stopnia w skali
Richtera. Oblicz amplitude tego trzesienia ziemi.

c) Ile razy wieksza jest amplituda trzesienia ziemi o sile 6,7 stopnia w skali Richtera
od amplitudy trzesienia ziemi o sile 4,7 stopnia?

5.15. Pacjentka przyjeta dawke radioaktywnego jodu, ktorego okres potowicznego

rozpadu jest rowny 8 dni. Mase radioaktywnego jodu pozostalego w organizmie po

czasie t okre§la zalezno$é M(t) = a - b'.

a) Ile procent substancji radioaktywnej pozostanie w organizmie pacjentki po upty-
wie 30 dni?

b) Po jakim czasie pozostanie w organizmie 1% dawki?

Przyjmij, ze log, 10 = 3,322.

5.16. Liczba bakterii w badanej probce w ciggu dwdch godzin od poczatku obser-
wagcji zwigkszyla sie trzykrotnie. Zakladamy, Ze tempo przyrostu liczby bakterii jest
stafe.

a) O ile procent zwigkszyla si¢ liczba bakterii po godzinie?

b) Po jakim czasie od poczatku obserwacji liczba bakterii zwiekszyta sie dwukrotnie?
Przyjmij, ze log,2 = 0,63.

f(x) =log1 (x2 —4x+4)

x> —dx+4 >0, czyli (x—2)2 >0, stad x # 2
D=R-{2}
fx) =log 1 (x —2)° = log1 |x —2|* = 2log 1 |x - 2|
2 2 2
Wykres funkcji y = log1 [x| (symetryczny wzgledem osi y) przesuwamy o wektor

2
[2, 0] i ,rozciggamy” dwukrotnie wzdtuz osi y (czyli dla kazdego argumentu bierzemy
podwojong wartosc¢).
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5.17. Dzialka lesna zawierata 2400 m’ masy drzewnej. Po uplywie 8 lat nastapit
przyrost masy 0 900 m”. Zakladamy, ze masa drzewna przyrasta przez caly czas w tym

samym tempie. Oblicz, ile masy drzewnej bedzie zawiera¢ dzialka po uptywie kolej-
nych 5 lat.
5.18. Dla jakiej wartosci parametru m dziedzing funkeji f, okreslonej wzorem

f(x) =log ((9 - 4m2) X +4m + 6), jest zbidr wszystkich liczb rzeczywistych?

5.19. Dla jakich wartosci parametru m dziedzing funkeji f, okreslonej wzorem
f(x) =log ((Zm - 3)x2 - (6-m)x + %(m - 9)), jest zbidr wszystkich liczb rzeczy-
wistych?

5.20. Wyznacz dziedzing i narysuj wykres funkcji f(x) = log, 8 .

x+1
5.21. Wyznacz dziedzing i narysuj wykres funkeji
f(x) =log, (xz - 9) —log,(x - 3).
5.22. Wyznacz dziedzing i narysuj wykres funkcji f(x) = log1 (xz —4x+ 4).
2

. Dana jest funkcja f(x) =log1(x + 3) — 1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
2

. Rownanie f(x)=-100 ma jedno rozwigzanie.

. Miejscem zerowym funkeji h(x) = f(x) + 3 jest L.

. Réwnanie h(x) = | f(x)| ma dwa rozwigzania
ujemne. vk

O®W B =

2. Narysuj wykres funkcji f(x) = -2 - log,(x — 1). ! —

=y

3. Narysunku obok przedstawiony jest wykres funkcji [
f(x) =log ,(x — b). Wyznacz wartoscia i b. |

4. Wykaz, ze dziedzing funkcji f(x) = log, <2x2 - 6x + 5) jest zbior liczb rzeczy-
wistych.
dla x<-2

dla x>-2

log,(—x) -1
3x+2 -1

5. Narysuj wykres funkcji f(x) = {
5.19. f(x) = log ((Zm - 3)x2 - (6-m)x + %(m - 9))
D, =R, gdy (2m—3)x2—(6—m)x+%(m—9) >0 dla x €R.
Tak jest,gdy 2m—-3>0 i A<0.
A:(6—m)2—4(2m—3)~%(m—9) =36—12m+m2—§(2m2— 18m — 3m +27) =
= 2 (252 - 84m + 7m’ — 8m’ + 84m — 108) = —= (m” — 144)
7 7
m>§ i (m<-12 lub m > 12)
Odp.: m € (12; o)
5.20. D = (-1; o). Wskazowka: f(x) = 3 —log,(x +1)

5.17. 4027 m®

5.18. f(x) =
=log ((9—4m2)x+4m+6)
Df:R,
gdy (9—4m2)x+4m+6>0
dla x e R.
Tak jest, gdy 9 —4m’ =0
i4m+6>0.
3 3 . 3
(m:—— lub mz—) im>-=
2 2 2

3
m= =
2

Odp.: Dla m = 1%.

Prosto do matury
1. PP, F

2. )

1
I

o[ 1}\

=Y

3.a=4,b=3

4. f(x) =log, (Zx2 — 6x + 5)
Dy = {x: 2x* - 6x+5 > 0}
A=36-40<0,

wiec g(x) = 2x* — 6x +5
przyjmuje dla kazdego x € R
wartoéci dodatnie.

Zatem D =R

5.

I\

f=

399 I
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6. Rownania i nierownosci
wyktadnicze

Umiejetnosci:
® rozwigzywanie prostych réwnan i nierdwnosci wyktadniczych

Prosta réwnolegta do osi x przecina krzywa wykladnicza w jednym punkcie albo nie
przecina jej wcale. Inaczej méwiac, rownanie

a*=m, gdziea>0ia#1

albo ma dokladnie jedno rozwigzanie, albo nie ma rozwigzania.

Na przyklad:
o réwnanie 4% = 64 ma jedno rozwigzanie x = 3, bo 64 = 4°,
* réwnanie 2" = % ma jedno rozwigzanie x = —1, bo % =27

* réwnanie 3" = -3 nie ma rozwigzan.

Funkcja f(x) =a” dla a > 1 jestrosnaca,adla 0 < a < 1 jest malejagca. Z mono-
tonicznosci funkcji wykladniczej dla a € (0; 1) U (1; co) wynika twierdzenie:

Jezeli a € (0; 1)U (1; 00) ip, g € R, to a’ = a? wtedy i tylko wtedy, gdy p = q.

Przykiad €) « zad. 65
Rozwigzemy podane réwnanie.

Rozwiazanie

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 5.6

a) 1372 =13~

XxX-2=6-x —— poréwnujemy
2x =8 wyktadniki
Odp.:x=14
b) 472 =1

Prawga strone réwnania zapisujemy
W postaci potegi o podstawie 4.

4% 2 _ 40

x-2=0 —— poréwnujemy
Odp.: x = 2 wyktadniki

46.5. Rozwigz réwnanie.

a) 2x+3:% d) 5x—1:(
1 1-x

b(7) -

C) 3x—5:35—x

e)3:3-2=7

f) 25x+2 — 025x+2,5

C) 7x+1 _ 73+x
x+1=3+x — poréwnujemy
1=3 wyktadniki

Odp.: Réwnanie nie ma rozwigzan.
x x-1
o (1) (2) -2
9 8 3
2\ 2% 2 -3(x-1) 2
GG =3

2 2x-3(x—1) 2
( —) = 3 «—— wykonujemy

3 dziatania
2x -3(x-1)=1 na potegach
-x+3=1

Odp.:x=2

e

w(5) (&)

i) 0)12x+3 _ 10Ox—l

Odp.:a) x=-4 b)x=3 ¢)x=5 d)brakrozwigzan e)x=1 flx=-1 g x=1

-
h)x=1 i) x= 1



Przyktad e zad. 6.8

Rozwigzemy réwnanie 4* — 2 = 2.

Rozwiagzanie

Na ogdt warto sprowadza¢ potegi do tej samej podstawy, gdyz mozna wowczas za-

stosowaé metode podstawiania.

() -2"=2
2=t t>0

—t=2

2 —t-2=0

«— wprowadzamy pomocniczg niewiadomga i okreslamy jej dziedzine

«— rozwigzujemy réwnanie kwadratowe

A =9, t, =-1, t, = 2 «— tylko drugie z podanych rozwigzan jest dodatnie

2°=2
2 =2!
Odp.:x=1

«— wracamy do réwnania zmiennej x

«—— poréwnujemy wykladniki

6. Réwnania i nierownosci wyktadnicze

46.8. Rozwigz rdwnanie.
a)4 -12-2+32=0
b) 25* +2.-5 +3=0

€) 36" —2""2.3" =12
d) 27" -3% 13" =9
e)2-49°-13.7° =7
f)o¥+8-3°=9
Odp.:a) x =2 lub x =3
b) brak rozwigzan

c)x=1
d) x=0
e)x=1
f)x=0

J

Wykorzystamy teraz monotoniczno$¢ funkeji wyktadniczej do rozwigzywania nie-

réwnosci wykladniczych.

Z monotonicznoéci funkeji wyktadniczej dla a € (0; 1)U(1; co) wynika twierdzenie:

° Jezeli a € (0;1) i p,g€R, to af <al wtedyi tylko wtedy, gdy p > g.
* Jezeli a € (1; 00) i p, q € R, to a? < a? wtedy i tylko wtedy, gdy p < q.

Przyktad €)

Rozwigzemy podang nieréwnos¢.

zad. 6.9

Rozwiagzanie

a) 2> 8
2% > 2’ «— podstawa potegi
x>3 jest wieksza od 1

Odp.: x € (3; o)
o (3) < (5)
<[]

2\* 2\ 3x+3
( - > < ( - ) «— podstawa potegi

3 3 jest mniejsza od 1

. 3
x> =3x+ 3, czyli x>

Odp.: x € (i, oo)

C) 52x_52x+1+25x+1 <105
1
52’6—52"-5+(52)"+ <105

5% - 5% 5457.25<105
Wrytaczamy wspolny czynnik

46.9. Rozwiaz nieréwnosc.

2 3x 2 2x+4
2(2)">(3)

5 5
b) 3* < 3%

g led

o) (0)”

e) <%>x >7

(53]

przed nawias. f) 3% < 272!
57 (1-5+25) < 105 g) 451> g%
2x
< PR— i 2x-3
57 <5 .podstz'iwa potegi h) (31) S 0,3%+2
2x <1 jest wieksza od 1 3
. 1 Odp.:a) x < 4
Odp.: x € <—oo, §> b) x < 3
¢)x<0
d) x < 1
4
e) x< -1
3
f) X > g
1
g) X > 23
h) x > =

3

401
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Odpowiedzi i rozwigzania
6.1. E,F, P

6.2. F,F, P
6.3. P,F, P
6.4. P,F, P
6.5.a) x =4
b) x=3
¢x=5
d) brak rozwigzan
e)x=1
f) x=-1
g)x=1
h) x=1
i)x——l
T4
6.6.a)x=—l
2
b) x=0
¢) x=-5
d)x=-1
)
1
e)x—lz
1
f) x = 3
1
g x=1c
2
h)x——g
1)x——l

Dziat 5. Funkcje wyktadnicze i logarytmiczne

Przyktad o zad. 6.11

2
- s L 2. +1
Rozwigzemy nieréwno$¢ 0,7 < 0,77,

Rozwiazanie

22> x+1

2x° —x-1>0
2(x—1)(x+%) >0

«— podstawa potegi jest mniejsza od 1

Odp.: x € <—oo; —%) U (1; o0)

W zadaniach 6.1-6.4 ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

6.1. ROwnanie 2
A 2x—l — 22x+1

i . o - (2\2 3\
6.2. Podany zbidr jest zbiorem rozwigzan nieréwnosci (§>2 > (—) .

(3e)

x-1 x+1
=4

B 2x—l — 2x+2

ma ten sam zbidr rozwigzan co réwnanie

C. 2x—l — 24x+8'

2

6.3. Podana nieréwno$¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej x.

A. 37 < 9"

B. 3°* > 9~

6.4. Podane réwnanie nie ma rozwigzan.

A2 +3.242=0

6.5. Rozwigz réwnanie.

a) 2x+3 — l
2

1-x
b) (1> — 49
7
C) 3x—S — 35—x

6.6. Rozwiaz rownanie.

a) 4x—1 X 162x+3 =32

b) 2x+3_23x—1 :4

B 5l-2x 53x+1) _ 1

46.11. Rozwiaz nieréwnosc.

2
2
a)5x+5x>53

2
b) 113x > 11x +2

B.22*-2""141=0

05 (3)

e) 3-3"-2=7

f) 2’5x+2 =0 25x+2,5

d) 87X+2:8X—1 — 1

o (5) () -3

n V=2

2

Sl

2
o) 7% < 49

d) 4—x2+1 N (l)x—l
4

C.3 > -9"

C.2%*-2+1=0

5 x—1 6 x—1
9 (;) =(5)
x-3 2x
h) (E) _ (ﬁ)
8 11
i) 0,17 =100"""
) <L>H‘ 243
g 81 - 3x+3

h) <Z>x+22 <2>1—4x:

1) 0’23x—1 . 5x+2 =1

o(3) <(3)"

1 x*—2x
= =8
0 (5)

Odp.: a) x € (—o0; —3) U (% oo) b)xe(ls2) o xe(-22) d)xe(l)

e)xe(-2;3) fHx=1

4

3



6.7. Rozwiaz réwnanie.

2
a) 25.5° ¥ =251

3 2
b) 3x - _ 92x -2

6.8. Rozwigz rownanie.
a) 4°-12.-2+32=0
b) 25 +2-55+3=0

c) 36" -2"**.3" =12

6.9. Rozwiaz nier6wnos¢.
2\3x 2\2x+4

2 (57> ()
5 5

b) 3* <3°7%

0 557 'g

0"

6.10. Rozwigz nier6wnosc¢.

a) 3% 427" < 84
X x+1
b) (l) +(l) > 56
7 7

6.11. Rozwigz nier6wnos¢.

vl =

2 2
a) 52x +5x > 53

2
b) 113x 2 llx +2

o) 7° <49

i1 1\*—-1 1 x272x
QG 0 (5) e

6. Réwnania i nierownosci wyktadnicze

d) 27%-3%4+3"2 =9
e) 2-49*-13.7=7
f) 9°+8-3=9

e) <l>x>7

7
f) 3x<272x—1
g) 4x—1 >83—x

6.12. Rozwigz réwnanie 2* —5=24-2""

1 1
X+ - x—- X+
6.13. Rozwigz nieréwnos¢ 5 2+5 2>9 2 -3
A2
6.14. Rozwiaz réwnanie 2% 709 4 4 +3l o,

6.15. Wykaz, ze rownanie 4° — k-2 — 3 = 0 ma dla kazdej wartoéci parametru k

doktadnie jedno rozwigzanie.

6.15. 4~ k-2 -3=0 (1)
(2°)*-k-2°-3=0

Niech t =2 > 0.
—kt-3=0 (2)

A = k* + 12 > 0, wiec réwnanie (2) ma 2 pierwiastki ¢, t,. Mozemy przyjaé, ze t, < t,.
t,t, = =3 < 0, wiec dokladnie jeden pierwiastek jest dodatni, czyli ¢, > 0.
Réwnanie 2* = t, ma dokladnie jedno rozwigzanie. Zatem réwnanie (1) ma dokladnie

jedno rozwigzanie.

6.7.a) x=11lub x =4
b)x=-11lub x=11lub x=4
¢)x=-1lub xz%

d x=-11lub x=2

6.8.a) x=21lub x=3
b) brak rozwigzan
¢)x=1
d x=0
e)x=1
f) x=0
6.9.a) x <4
b) x <3
c)x<0

1
d)X<Z
e) x< -1

3
f)x>g

1
g)x>2§

1
> -
h)x/3

6.10. a) x ¢ (—oo; %)
b) x € (—oo0; —2)

c) x € (%, oo)

d) x € (-1; o)

6.11. a) x € (—o00; —3) U (% oo)
b) x € (1; 2)

c) x € (—2; 2)
d) x € (0; 1)
e) x € (-2; 3)
flx=1
6.12. x =3
6.13. x <
2
6.14. x = -3



47.5. Rozwigz rownanie.

a) log,(x +4) =3

b) log,(2x + 1) = log,(3x + 5)

c) log,(x —5) —log,(4x+3) =0
d) log 01(d4x—7) = log0’1(3 - 2x)
e) log, (x2 —3x + 2) =

= log,(2x — 4)

f) log (2x2 = 4x) =

= log (x2+x+6)

g) log (x2 - 12) =log(x—2)+1
h) log ;5 | - 27| ~log , Ix-3| = 1

Odp.:a) x =4

b) brak rozwigzan
c) brak rozwigzan
d) brak rozwigzan

e)x=3
f)x=-11ub x=6
g) x=6

h) x=-41lub x=1

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 5.7
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I 404 Dziat 5. Funkcije wykfadnicze i logarytmiczne

7. Rownania i nierownosci
logarytmiczne

Umiejetnosci:
® rozwigzywanie rownan i nierownosci logarytmicznych

Zatézmy, ze x > 0, a > 0 i a # 1. Funkcja f(x) = log,x dla a > 1 jest

rosnaca, adla 0 < a < 1 jest malejagca. Z monotonicznoséci funkeji logarytmicznej

dla a € (0; 1) U (1; o) wynika twierdzenie:

* Jezeli a € (0; 1) U (1; 00), p >0, g>0, to log, p =log_ q wtedy i tylko wtedy,
gdy p=gq.

* Jezelia€ (0; 1), p>0,q>0, to log, p >log, q wtedyitylko wtedy, gdy p < q.

* Jezelia € (1; o), p >0, q >0, to log , p > log , q wtedyitylko wtedy, gdy p > q.

Przyktad 0 zad. 7.5, 7.6

Rozwigzemy podane réwnanie.

Rozwigzanie
a) log (2 -x) =1log(3x +5)
Wyznaczamy dziedzine D réwnania.

2-x>0 5
| (53
3x+5>0 3
2-x=3x+5 «—— poréwnujemy liczby logarytmowane
3
X = ~a1 €D «— sprawdzamy, czy otrzymana liczba nalezy do dziedziny D
3
Odp.: x = —=
P 4

b) log,(x + 1) +log,(2x - 3) = 1
Wyznaczamy dziedzine D réwnania.

{x+1>0 Dz(ioo)
2x-3>0 2
log, [(x+1)2x-3)] =1
10g3(2x2—x—3):1

«— korzystamy z wlasnosci logarytméow

2x*—x-3=3" — korzystamy z definicji logarytmu
2% —x-6=0
xlz—gqéD, x,=2€D

Odp.:x=2

47.6. Rozwigz rownanie.
a) log,(2x - 3) +log, x =1

b) log,(3x —2) =log,(2x -3) +1

) log.(x +1) +log.(x +2) =log. 6
d) log, x +log (3 — x) = 2log 5 (x — 1)

Odp.:a) x=2 b)x=4 ¢)x=1 d)x=5+4\/ﬁ




7. Réwnania i nieréwnosci logarytmiczne 405 I

c) 2log,(x—1)+2 =log,(11x +9)
Wyznaczamy dziedzine D réwnania.

{x—1>0 D = (1; o)
11x+9>0
logz(x - 1)2 + logz 4 = logz(llx +9) «—— korzystamy z wlasnosci logarytméw

log, [4 c(x— 1)2] =log,(11x +9)
4 (x2 ~2x+ 1) = 11x+9 —— poréwnujemy liczby logarytmowane
4x* ~19x-5=0
x1=—A—IL¢D, x,=5€D
Odp.:x=5
Przyktad 9 zad. 7.7,7.8 47.7. Rozwigz nier6wno$¢.

a) log,(5x - 3) > log,(2x - 6)
b) log 1(x +2) > log 1(6 — x)

4

Rozwigzemy podang nieréwnos¢.

. . 4
Rozwigzanie ¢ log,(x —12) > 2

a) logs(x+3)>-2 d) log (4 - %) > -3
Wyznaczamy dziedzine D nieréwnosci. .
+3>0 D= (_3 ) Odp a) X € (3; OO)
* B b) x € (-2 2)
log 0 5(x +3) > log 0’5(0,5)_2 «—— zapisujemy prawg strone nieréwnosci w postaci c) x € (215 o0)
log ) s(x +3) > log, - 4 logarytmu d) x € (~4; 4)
x+3<4 —— podstawa logarytmu jest mniejsza od 1 47.8. Rozwiaz nieréwnosé.
x<l a) log 1 (x* —2) > 2
2

Wyznaczamy czes¢ wspolng otrzymanego zbioru i dziedziny. b) log. (x — 1) — log (5~ %) > 3
og,(x—1)-log,(5-x) >

x<1 x=2
x € (-3 ) Dl == >
Odp.: x € (-3; 1) d) log(x-1)+log(2x—-1)>1
, e) log0’2(3x -2)+120
b) 10g5<x —x>>10g5(8+x) f) log, (3x* - 2x - 1) +
Wyznaczamy dziedzine D nieréwnosci. +log 1 (2x2 P 5) <0
X —x>0 :
1 Odp.:
8+x>0 3 3
[xe- 1) >0 D xe(5-v2)u(vE3)
L x> -8 b)x€<4g;5
1*€ (‘°_°; 0 U (I; 00) D= (=8 0) U (1; o) ¢) x € (=005 ~1) U (2; o0)
x € (=8; 00) d) x € (3; )

e) x € (z, 21>
37 3

fxe(-2-3)ut3)



I 406 Dziat 5. Funkcije wykfadnicze i logarytmiczne

X —x>8+x «— podstawa logarytmu jest wieksza od 1
x*-2x-8>0
(x+2)(x-4)>0
x € (—00; =2) U (4; o0)
Wyznaczamy cze$¢ wspolng otrzymanego zbioru i dziedziny D.
{x € (=003 =2) U (4; o0)
x € (=8; 0) U (1; o0)
Odp.: x € (-8; =2) U (4; o0)
c) log; i—;i > log 5 x
Wyznaczamy dziedzine D nieréwnosci.
x-5

xX+2
x>0

{(x—S)(x+2)>0
x>0
{xe (—o00; =2) U (5; o0)

>0

— g > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a-b > 0

x € (0; 00) D = (5 o)

<x «— podstawa logarytmu jest mniejsza od 1

5 <0 «—— wyrazenie w liczniku jest zawsze ujemne
X+

x+2>0
x> -2

Wyznaczamy cze$¢ wspolng otrzymanego zbioru i dziedziny.

x € (-2; 00)
x € (5; 00)
Odp.: x € (5; 00)
47.10. Rozwigz réwnanie. Przykfad o zad. 7.10
2
= 1= 1
2) 2(log, x)" ~log;x~1=0 Rozwigzemy réwnanie — > +log, x = 6.
b) 3 O log,x -2
log, (0,25x)  log,(8x)
9] 2 ! =2

logx_ 1-log x

3
d) <log1x) —7log1x+6=0
2

2
Odp.:a)x:\/T§ lub x =3
b)x:% Iub x = 128

¢) x = V10 lub x = 100
I TR L .
4 2



7. Réwnania i nieréwnosci logarytmiczne

Rozwigzanie
Przy wyznaczaniu dziedziny réwnania musimy uwzgledni¢ nastepujace warunki:
{ x>0 —— aby logarytm byt okreslony
log 3 X F2 «— aby wyrazenie w mianowniku nie byto réwne 0
D = (0; o0) — {9}
Zastosujemu metode podstawiania:
log,x =t t+2
Réwnanie przyjmuje postaé t—Lz +t=6.
Po przeksztalceniach otrzymujemy réwnanie t> — 7t + 12 = 0, ktérego rozwigza-
niami sg:
t,=3,t,=4 —— oba rozwigzania naleza do dziedziny
log,x =3 lub log,x =4
x =27 lub x =81

Odp.: x =27 lub x = 81

W zadaniach 7.1-7.4 ocen prawdziwo$¢ podanych zdan. Odpowiedzi i rozwigzania

7.1. Dane jest rownanie log, x +log,(x +2) = 3. 71.FP,P
A. Jednym z rozwigzan réwnania jest liczba —4.

B. Jednym z rozwigzan réwnania jest liczba 2.

C. Réwnanie ma co najmniej jedno rozwigzanie.

7.2. Nieréwnos¢ log, (x —2) > log ;(2x) jest rOwnowazna nieréwnosci 7.2. F,F,P
A x-2<2x

B. x > -2.

C. log,(x - 2) < log,(2x).

7.3. Zbior (1; oo) jest dziedzing nieréwnosci 7.3. P,P,F
A. log(x+2)—log(x—1) <3.
B. log x — log (x> — 1) < 3.
C. log xrl < 3.
x-1
7.4. Rownanie log, (x2 + 2) =m+1 7.4.P,P,P
A. dla m = -1 nie ma rozwigzan.
B. dla m = 0 ma jedno rozwigzanie.
C. dla m =1 ma dwa rozwigzania.

407 IS



Dziat 5. Funkcje wyktadnicze i logarytmiczne

7.5.a) x=4

b) brak rozwigzan
c) brak rozwiazan
d) brak rozwigzan

e)x=3
f)x=-11Iub x=6
g)x=6
h)x=-41lub x=1
7.6.a) x =2
b) x=4
c)x=1
d)x:5+\1ﬁ7

4
7.7. a) x € (3; 00)
b) x € (-2; 2)
¢) x € (21; o0)
d) x € (—4; 4)

7.8.a) x € (_g; —\/§>U (\/Z %)
b) x € (4%; 5)

c) x € (—oo; —1) U (2; o0)
d) x € (3; )

e) x € (2, 21>
37 3

f) x e (-2; —%)u(l; 3)

7.9.a) x € (0; i) U (4; o0)

b) x € (11—96; 2%)
c) x € (—6; 3)U(3; 12)

d) x € (-6; —=2) U (2; 6)

7.10. a)xz\/?5 lub x =3
b)xzé lub x =128
¢) x = V10 lub x = 100

d) == lub x =~ lub x =8
4 2

7.11.
x € (—oo0; =2) U (05 1) U (1; o0)

7.12. D = (-2v2; 0) U (0; 2v2)

7.5. Rozwigz réwnanie.

a) log,(x+4)=3

b) log,(2x + 1) = log ,(3x + 5)

c) log,(x-5)—log,(4x+3)=0
d) log,,(4x - 7) =log, (3 - 2x)

7.6. Rozwiaz réwnanie.
a) log,(2x-3) +log,x =1

b) log,(3x -2) =log,(2x-3) +1

7.7. Rozwigz nieré6wnos¢.
a) log,(5x - 3) > log,(2x - 6)
b) log1(x +2) > log1(6 — x)

4 4

7.8. Rozwiaz nieréwnos¢.
a) logl(x2 -2)>2

e) log, (x2 -3x+ 2) = log,(2x - 4)
f) log (2x2 - 4x) = log (x2 +x+ 6)
g) log, <x2 - 12) =log (x-2)+1

h) log, ‘x3 —27‘ —~log;lx-3|=1

c) log(x+1)+log.(x+2)=1log.6
d) log,x +log,(3 - x) =2log,(x—1)

c) log,(x-12)>2
d) log 0’5(4 -x)=-3

d) log(x-1)+log(2x-1) > 1

2
b) log,(x - 1) —log,(5-x) >3 e) log,,3x-2)+1>0

x—2 s _1

c) log1
3

7.9. Rozwigz nieréwnosc.
a) |log, x| >2

b) <2

log1(2x-3) -1

2

7.10. Rozwiaz réwnanie.
a) 2(log3x)2 —log,x-1=0

3 P S
log , (0,25x) log2(8x)_

b)

f) log3(3x2—2x—1)+logl(2x2—x+5)<0
3

c) logi|x—-3]>-2

3

d) log, (x| -2) <1

C)2 L

logx_ 1-log x

2

3
d) <log1x> -7logix+6=0
2

e iy -1
7.11. Rozwigz nieréwnos$¢ log ’x_‘ < 0.
2x+1

7.12. Wyznacz dziedzine funkeji f(x) =

7.13. Rozwigz réwnanie.
a) log,x+log,x—loggx=5

7.13.
a) log, x +log, x —log, x =5
D = (0; o0)

log,x log,x

1 + =
082% log,4 log,8

log,x log,x

3 5]-6
6log, x +3log, x —2log, x = 30
7log, x = 30

log, x +

lo x—@
g2 -

04 2 ,
x=27 =2 7=2%.27=16-22
Odp.:x =16- /4

\log (9 - x?)

-1

b) log;x +4log, 3 =2log 57

b) log; x + 4log, 3 = 2log .~ 7
D = (0; 1) U (1; o0)

log

log.,x+4 033—2 2|-log,x
CE log,x CE

g3
(log3x)2+4=4log3x
(10g3x)2—4log3x+4= 0
(10g3x—2)2 =0
log,x-2=0

log ; x =2

x =3

Odp.:x =9



8. Powtdrzenie 409 s

8. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-21 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

W zeszycie. Odpowiedzi i rozwigzania
1. Jedna z liczb rézni sie od trzech pozostatych. Ktéra to liczba? 1. C
3 2
A. B B. 3183 V0 C. 2log, 3 D. 3°
3
2. Wskaz liczbe réwng \ V64. 2.C
1 1
A 6432 B. 4 C.2 D. V8
3. Ktoéra nier6wnosc¢ jest fatszywa? 3. A
2 2 4 2 1
A. 33>(§) S B.2V2>23 C. log.3 > log. 1 D.(§)3<(£) ;
4. Na ktérym rysunku naszkicowany jest wykres funkcji f(x) = 2*~ " - 32 4.C
A. yh 1] C. A [
/
/
/
—7 ! .
0 X
1 - T
0 5%
B v | D. v /
/
/
/
! - —1
0 5%
L1+ ! .
0 X
5. Ktora z liczb jest rowna 22 5. A
A. 7log72 B. 7log749 C. 7log27 D. 2log749
Multitea

e Czy podane wyrazenia sa rowne
e Spirale w przyrodzie

dlanauczyciela.pl | Klasdéwka 5

G Generator

testow i sprawdziandéw
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10. B

11. C

12. D

13. B

14. B

Dziat 5. Funkcje wyktadnicze i logarytmiczne

6. Dane sg trzy rownosci.

I 8l0823 _ 77 1L (logs 1)3 =0 III. y/log, 81 = 2

Ktore z nich zachodzg?

A. zadna B. tylko I'iII C. tylko IT i IIT D. wszystkie
7. Ktora z réwnosci nie zachodzi?

B log 15-log 3
A. log 3 +1log 2 +log 7 = log 42 C. T g0 - log 5

log 15 _

B.m—log5 D.log 14 —log 7 +log 5 =1
8. Funkcja f(x) = 2" —2 przyjmuje tylko wartoéci dodatnie dla wszystkich
A x> -1 B. x <2. C.x>1 D. x > 0.
9. Ktore zdanie jest falszywe?
A. log 10 > log 0,1 C. log 100 + log 10 = 3
B. log 0,1 <log 1 D.log2-log5=1

X
10. Dlajakich wartoscim réwnanie (%) -3 = m ma dokladnie jedno rozwiazanie?

A.dla m=-3 C.dlam<-3
B. dla m > -3 D. Nie ma takich wartosci m.

11. Dane s liczby a = —%, b =log164, c =logi 25. Iloczyn abc jest rowny
4 5

A. -9. B. —64. c -1 D. 1.
3 3
12. Wiadomo, ze ¢ = log. 3. Wynika stad, ze
A.c=5. B. ¢’ =3. C.3°=5. D.5=3.

13. Dane sg cztery zaleznosci.

I. log, x+log, y=1log (xy) I log , x —log , y = loga§
log, x
IL. log , x -log , y = log ,(x + y) IV. @ =log ,(x - y)
Ktore z tych zalezno$ci sa prawdziwe dla wszystkich a >0, a # 1, x >0, y > 0?
A. tylko 1111 B. tylko IiIII C. tylkoIlilV  D.tylko IIIiIV

14. Liczby a, b, ¢ s3 wieksze od 1 i liczba a podniesiona do potegi b jest réwna c.
Zatem
A.a=log,c. B. b=log,c. C.c=log,b. D.b =log_a.



o, —
15. Ile wynosi 2 #4167

A. -4 B. 211 C. V2 D. 16

16. Liczba log, 12 nie jest réwna liczbie

A.1+log,6. B. 2 +log, 3. C.3+log2;—1. D.4—log2;—1.

17. Ktéra z wymienionych liczb jest najmniejsza?
A. (2x/§)§ B. (x/i)% C. [(\/E)Z]é p. V223

18. Liczbe \2V2 mozna zapisaé jako
3 5] 1 1

A. 24, B. 22 C. 23, D. 28,

19. Do wykresu funkeji f(x) = a* nalezy punkt o wspétrzednych (x, y). Zatem do
1

a

A. nalezy punkt o wspolrzednych (x, —y).

B. nalezy punkt o wspolrzednych (—x, y).

C. nalezy punkt o wspolrzednych (—x, —y).

D. nie nalezy zaden z punktéw wymienionych w A, B lub C.

20. Dane sg funkcje f(x) = (g) iglx)= (g) .
A. Funkgja f jest rosnaca i funkcja g jest rosnaca.

B. Funkgja f jest rosnaca, a funkcja g jest malejaca.

C. Funkgja f jest malejaca, a funkcja g jest rosnaca.

D. Funkgcja f jest malejaca i funkcja g jest malejaca.

21. Funkcja f(x) =3*

A. przyjmuje warto$¢ 100 w przedziale (3; 4).

B. przyjmuje wartos¢ 100 w przedziale (4; 5).

C. przyjmuje warto$¢ 100 w przedziale (5; 6).

D. nie przyjmuje wartosci 100 dla zadnego argumentu.

wykresu funkeji g(x) = ( )x

W zadaniach 22-39 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

3
22. Liczba 9 4 jest réwna liczbie p, gdy

! 3
A. p=(V3)>. B. p= ?. C.p= ((\/3)@) :

—

15. B

16. C

17. C

18. A

19. B

20. C

21. B

22. F,P,P

8. Powtdrzenie

411 I



I 412 Dziat 5. Funkcije wykfadnicze i logarytmiczne

23. P,F,P 23. Wykresy funkcji y = f(x) 1 y = g(x) sa symetryczne wzgledem jednej z osi
ukladu wspotrzednych. Funkgje te moga by¢ opisane wzorami
A f(X)=3—21i glx) = (%)x 5,
B. f(x)=log,x~-2 i g(x)=log1x—2.

2
C. f(x)=log,x+11i g(x)=log1x—1.
2

24. P,F,F 24. Wykres funkgji f(x) =3 -1 il
nie przecina wykresu funkcji 200
A. g(x) = 3"_3 -1 izg
B. h(x) =3, oL\
C.t(x)=3"-1. 160 \\
150
25.F,P,P 25. Wykres funkeji m(t) przedsta- 140
wia ilo$¢ (w kg) pewnego izotopu BOTY
pierwiastka promieniotworczego, kto- ﬁg \
ra nie ulegla rozpadowi po okreslo- .,
nym czasie. Okres rozpadu polowicz- 90 \
nego tego izotopu wynosi T ED
A. T =300 lat. o
B. Z masy poczatkowej 200 kg tego .,
pierwiastka po 200 latach pozosta- 40
nie 50 kg. 30
C. T =100 lat. " N
26. I, P, P 26. Funkcja RSt zrszczzgs b

A. f(x)=-37" jest malejaca.
B. f(x) =log,(~x) jest malejaca.
C. f(x) = |O,9x‘ jest malejaca.

27.P,P,P 27. Zbior rozwigzan nierdwnosci 97! < 3 jest zawarty w zbiorze rozwigzan nie-
réwnosci
X x 1
A. (1> > L B. 25" > -5, c.(8B) <1k,
4 16 2 4
28. F,P,F 28. Liczba

A. p = 3892 jest wymierna.
B. p = 9837 jest wymierna.

log 5

1
= ~log2
C. p=3? jest wymierna.



29. Liczba log é jest rowna liczbie
3

A. 1 +log B. —log: 6. C. logll—ls—l.

3 3

N | =

1
3
30. Niech log,;3 = a. Wtedy

a
A. 10g53=m. B. log,5=

a

ia C.log;15=1-a.
31. Rownos¢ log(x — 1) + log (x + 1) = log <x2 - 1) zachodzi
A. dla kazdej liczby rzeczywistej x.

B. dla kazdego x € (—oo0; —1) U (1; o0).

C. dla kazdego x € (1; o0).

22
32. Dana jest funkcja f(x) = (%) =k

A. Zbiorem wartosci tej funkgji jest (1; co).
B. Miejscem zerowym funkcji jest —2.
C. f(2020) > f(2021)
33. Dana jest funkcja f(x) = log2(—x).
3

A. Funkgja f nie ma miejsc zerowych.
B. Dziedzing funkgji f jest (—oo; 0).
C. Funkgja f jest rosnaca.

34. Funkcja
A. f(x) =loga(x +7) jest malejaca.

3
B. f(x) =log,;(~x) jest malejaca.
C. f(x) = —log,, x jest malejaca.

35. Wrykresy funkeji y = f(x) i y = g(x) sa symetryczne wzgledem osi x. Funkgje
te moga by¢ opisane wzorami
A. f(x) =log,x i g(x) =log1 x.

B. f(x)=log.x i g(x) = —103ng.
C. f(x) =log x i g(x) = log (~x).

36. Funkcja

A. f(x) =log (xz) nie ma miejsc zerowych.

B. f(x) =log <x2 = 3) nie ma miejsc zerowych.
C. f(x) =log (xz + 3) nie ma miejsc zerowych.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

P,P,P

P,E F

F,F,P

F,p,P

F,P,P

F,P,F

P,P,F

F,F,P

8. Powtdrzenie

413 I



e 414 Dziat 5. Funkcije wykfadnicze i logarytmiczne

37. F,F, P

38. F,P,F

39. F,P,F

41.a)0 b)1 ¢)0 d)1

42.a)3 b)0 ¢)3 d)o0

43. 1

2
44. 2,77

45.2)1 b)-2 o2 d)0

46.2) 18 b)49 o2 d) 1%
e)3 )6

37. Dana jest funkcja f(x) = log1 (xz 1k 2% 4 2).
2

A. Dziedzing funkcji f jest przedziat (0; o).
B. Funkcja f nie ma miejsc zerowych.
C. Funkgja f nie przyjmuje wartosci dodatnich.

88. Zbi6r rozwigzan nieréwnosci 2° < 327! jest zawarty w zbiorze rozwiazan
nieréwnosci

1 1 1\*
A3 <o B. 3% > —-. C. (§> < V27.

39. Zbidr rozwigzan nieréwnosci log 1(3 — x) < log1(x — 1) jest zawarty w zbiorze
e cofyecer Bt 2 2
rozwigzan nieréwnosci

A.log,x <0. B. log,, x <0. C.log, x < 1.

Zadania otwarte kroétkiej odpowiedzi
L N L
40. Wykaz, ze (32 + 22> =32 =27

41. Oblicz.
a) log 10 + log 100 — log 1000

b) 3log,2 +log, 56 - 2log, 8

c) SIOgZ%—ZIOg2 V2 +3log, 4
d) 2log,,2 +log,,3

42. Oblicz.

a) loglé+3log12—log18 c) log 10+%log 100+§log 1000
2 2 2

b) 510g42—210g44+10g4% d) i10g36+%log32—0,2510g324

43. Wiadomo, ze log,x = % Oblicz log V3.

44. Przyjmij, ze log,7 = 1,77 ioblicz log, 42 - log, 2.

45. Oblicz.
a) log,log. 25 c) log ;log, 64

b) logilog, 81 d) log 1 log ;5 Va
2 27

46. Oblicz.

a) 3log318 ) 81—log84 e) 811—10g3%/ﬁ
. - 5 - log, 36

b) 25857 d) 227 logs? f) 216 9




8. Powtdrzenie 415 s

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

47. Przedstaw podane wyrazenie w postaci potegi. 47. 95

2 2 T /1002 2 E
(2%0,25%3/1) :|:(?>5-0,815-\/5100]

48. Wykonaj dzialania. 48. a) _% b1 o % d)2

<7;—9;>(\/7+3) [ ! % 4
o |9i+ L [30’5—(3\/3)_3]

1 1\ 2 _3
(122_32) | 3 2

a)

49. Oblicz. 49.a) -1 b)10 ¢)4 d) -1

1 2
(3log ;+2log 49) log . log , 32 +log, log . 25

log ; /log , 32

log log ,log, 128  log, 18

a) —log 70 )

log 7

b) % log, log, 16 + (log2 4 -log, 0,5)2

log , log - log 18 1
2 %37 log, T
50. Skorzystaj z definicji logarytmu i rozwiagz rownanie. 50. a) x =5
a) log,(3x +1) =2 c) log logz[log5(11x+4)—1] =0 b))le
c)x=11
1
b) log,log,(65 - x) = 3 d) log,;log, [log3(x2—4x+6)+22] =-1 d)x=-3lubx=7
51. Niech a =log, 4. Przedstaw warto$¢ podanego wyrazenia za pomocg a. 51.a)a- 2
log%7+log%7 log%49+log§49 log,, 7 -log, 16 b) 3.,
a) log,28-log,14 b) c 2
log417-log27 logs7—log27 log,, V7 8- 6a
7 7 7 7 ) —
8
52. Ktory ze znakow: <, > czy = nalezy wstawic zamiast 2], aby otrzymac¢ zaleznoé¢ d) P
iwa?
prawdziwg? , 1 52.a)> b)> ¢ = d)>
a) 210g23 410g25+log% 7 o) 6log% £+10g69 (\ﬁ)zlog73+ilog7 16

1
- ilog2 12

_ 5
b) /0,007 [2] (% d) 1071485 7] 2

>log34—10g19
3



53. ZW = (1; o0)
54, x = -1
55.a=1

4

56.
a) i

/
<Y

9) 7k

+1

d) ym‘
yI=l47\ [/
]
LU S BT
\
x=1
57.
a) 7k
J/
N
Ty =R"
0 s
x € (—oo0; —1)
b) [ [y 5
S =
U
R /1
o] ~
x € (—o0; 4)

58.a) x=9 b)x=0
c)x=2 d)x:—g

59. a) x € (—4; o)
b) x € (—o0; -2)
¢) x € (—4; o)

d) x € <—4l; 8)
4
60. a) 272 b) %

e 416 Dziat 5. Funkcije wykfadnicze i logarytmiczne

xX+2

53. Narysuj wykres funkcji f(x) = 3"~ + 1. Podaj zbiér wartosci tej funkeji.

ge=1
54. Narysuj wykres funkcji f(x) = (%) — 4 i odczytaj z wykresu jej miejsca

ZE€rowe.

55. Wykres funkgji f(x) = a* > — 2 przechodzi przez punkt A = (2, 2). Oblicza
i naszkicuj wykres tej funkcji.

56. Rozwiaz graficznie rdwnanie.
a) 2’ =2x-6 o) 2 =2-x

b) (1)x=3“2—1 d 4+ 1=1
2 x

57. Rozwiaz graficznie nieréwnosc.

a) 2"<—%x b) 0,25~2"“<%-2"+6

58. Rozwigz rownanie.

-7 2.
a) 9-3°7 =81 o) 0,4-<3)X - (21) )
5 2
1 x+3 1 1 3 x—2 3
b) 9.(§> - d) (Z-\/§> =232

59. Dana jest funkcja f(x) = 3%, x € R. Rozwigz nier6wnos¢.
2) f(x—l)?f(%x—?:) ¢) 2f(x+5)> (%f(x+3))_l
b) 3f(x+5)<%f(3—x) d) éf(x)<f(\/4x+17)

60. Liczby a, b, c spetniaja warunek

a) log a=2log,b=2+log,c=4. Oblicz \Sl(\/a—b)-c.

b) log ,x =log, x -2 =log x —4 = 2. Oblicz log ;2. x.
61. Wykaz, ze jezeli log,4a = 15 i logzg =12, to ab = 16.

62. Wykaz, ze jezeli a =log 5, to 3 —2a = log 40.

63. Narysuj wykres funkcji.

a) f(x)=log,(x+2)-1 b) f(x) =2-log,(x~-1)

61.4a=215<:>a=i-215=213, 2:212@%:29@»19:2’9, ab=2%.27=2"=16
1000
62.3—2a:3—2~log5:3—log25:log1000—log25:log?:log40
63. a) ;7 b) 4|
H |
. \
x r
| P
0| i1 X
|




64. Fundusz inwestycyjny ,,Ryzyko” obiecuje podwojenie zainwestowanego kapita-
tu w ciagu trzech lat. Zat6zmy, ze taka obietnica bylaby spelniona i ze kapital przyra-
stalby przez caly czas w tym samym tempie.

a) Oile procent zwigkszy sie kapitat po roku?

b) Po ilu miesigcach kapital zwiekszy si¢ 0 10%?

Przyjmij, ze log, 11 = 3,46 i log, 10 = 3,222.

65. Narysuj wykres funkgji.

a) f(x)=

log 1 (~x) b) f(x) = 4"°82%

66. Wyznacz dziedzine funkcji.
a) f(x) =—log1(5x —15)

3

b) f(x) = log, (- - 7x - 10)

o) f(x)=log (2*-1)
d) f(x)=log, (4-x)

67. Dane sg liczby: .
_ = V2+1
a=log_3, b:loglé, c:20’1, d V3-1 e:<§>3, fz(Zﬁfl) ! .

B+l 5
a) Ktora z podanych liczb jest rozwigzaniem rownania (log P x)2 +1,9log,x = 0,22
b) Ktére z podanych liczb sg réwne 1, ktére mniejsze od 1, a ktére wieksze od 1?

68. Rozwigz rownanie.

a) log,(3x+5)-log,(1-x)=1 b) log (x2 - 16) -2 =2log 3 -log (x2 + 16)
. 3t +x—18 . x*+1 e -

69. Dane sg funkcje f(x) = 2 i g(x) = 4" ". Dla jakich x warto$ci

tunkeji f sa nie wigksze od wartosci funkcji g?

70. Rozwigz réwnanie 0,125 - (\/5)8_2" = 2x-1,

71. Rozwigz nieréwnos¢.

1 3=\% 2-x
. 27 .
a) <27 \/5) <27-3

125*

2
b) 5% <
25

72. Rozwiaz nieréwno$é 8% +5-2% > 2 + 4",
73. Rozwigz rownanie log 2 + log (4"72 + 9) =1+log (2"72 + 1).

m2—3m+4_

74. Dla jakich wartosci parametru m rownanie x* - 2x - log, - N 0
! m—
ma dwa rézne dodatnie pierwiastki rzeczywiste?
74. Szukamy m, dla ktérego spelnione sg jednoczesnie trzy warunki:
(1) A>o0, (2) x; +x, >0, (3) x;x,>0
Wyznaczamy dziedzine logarytmu: D,, = (1; o).
2 2
(1) A>0=4+4log, "2 5 0 5 log 2142 S jog, 2 =

-1

2
umlﬂl<2|-(m—l) (meD,)=>m -5m+6<0, stad A, =1,
m—

m; =2, my=3=>me(2;3)
(2) x;,+x,=2>0dlameR

m?—3m+4 m?—3m+4

(3) x1x, >0 = —log; >0=log; <log,s;1=
m2—3m+4 2 d
T>l|~(m—l) (meD,)=m" —4m+5>0, stad A, <0.

Zatem m* —4m+5>0 dla m € R.
Odp.:m € (2; 3)

8. Powtdrzenie

64. a) 026%
b) po 5 miesigcach

65. a) y

=¥

(=}
—

b) |y

1

of 1 x
66. a) D = (3; o0)
b) D = (-5; -2)
¢) D = (0; o0)
d) D=(0; )U(L;4)
67. a) c b) Wigkszeod 1s3ci f,
pozostate liczby sa mniejsze od 1.

68. a)xz—g

b) x = —V34 lub x = V34
69. x € (-5; 4)

70. x =1

71. a) x € (-3; 00)

b) x € (1; 2)

72. 8 +5.2° > 2+ 4!

() -4-(2*)+5-2°-220
t=2">0

-4 +5t-220

417 I

1 -4 5 -2

\1 1 =3 2 o0

t-1)(-3t+2)>0
t-D)(E-1(E=-2)20
(t-1*t-2)>0
t=11lubt=2

2"=11Iub 2" >2
x=01lub x>1

Odp.: x € {0} U (1; o0)

73. log 2 + log (4x72+9) =
1+log (2?+1), D=R

log (2 (4x72+9)) =

log (10 (2*7 +1))
2(477+9)=10(2"2+1) |12
(4"’2+9):5-2"’2+5
47222 _5.22.0%44=0
%-(2")2—§~2"+4=0|-16
()" -20-2"+64 = 0,

A =400 — 256 = 144, VA = 12
20— 12 20+12

=4, 1, =

1
2" =4 lub 2 =16
2% =2% lub 2° =2*
Odp.:x—2 lub x =4
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Skorowidz

Brzeg kota 218

Cechy podobienstwa tréjkatow 284, 285

cigciwa okregu (kota) 217, 218
cosinus kata 313, 344
cotangens kata 313

Dwusieczna kata 211

dziedzina wyrazenia wymiernego 156

Figury podobne 273

— przystajgce 273

funkcja homograficzna 190

— kwadratowa 8

— logarytmiczna 392

— wielomianowa 89

— wykladnicza 368

— wymierna 188

funkcje trygonometryczne 313
— réwne 92

Jednomian stopnia n 90
jednomiany podobne 90
jedynka trygonometryczna 323, 353

Kat $rodkowy 231

— wpisany 234

koto 218

konstrukcje geometryczne 212
krzywa logarytmiczna 392

— wykladnicza 368

Liczba logarytmowana 378
logarytm 378

— dziesigtny 378

— iloczynu 381

— ilorazu 382

— potegi 383

Fuk okregu 217
Nieréwno$¢ kwadratowa 37
— tréjkata 208

— wielomianowa 145

— wymierna 180

Odleglo$¢ punktu od prostej 219
okrag 217

— opisany na tréjkacie 226

— wpisany w trojkat 224

okres polowicznego rozpadu 373
okregi przecinajace si¢ 218

— rozlaczne wewnetrznie 218
— — zewnetrznie 218

— styczne wewnetrznie 218

— — zewnetrznie 218

— wspdtsrodkowe 219
ortocentrum 226

Pierécien kotowy 234

pierwiastek rownania kwadratowego 22

— n-krotny wielomianu 140
— wielomianu 110
podobienstwo o skali k 273
podstawa logarytmu 378
podzielno$¢ wielomianéw 123

postac iloczynowa funkcji kwadratowej 25
— kanoniczna funkcji kwadratowej 8

— ogolna funkcji kwadratowej 9
polokrag 217

promien okregu 217

— wodzacy punktu 343

punkt stycznosci 221

Ramie wodzace kata 343
redukcja wyrazow podobnych 90
rozwigzywanie tréjkata 315
réwnanie kwadratowe 22

— wielomianowe 110

— wymierne 171

réznica wielomianow 97

Siatka znakow 145

schemat Hornera 133

sieczna okregu (kota) 217, 218
sinus kata 313, 344

skracanie wyrazenia wymiernego 157

styczna do okregu 221



suma algebraiczna 88
— wielomianéw 97
symetralna odcinka 210

Srednia geometryczna 290
$rednica okregu (kola) 217, 218
$rodek cigzkosci trojkata 292

Tangens kata 312, 344

tozsamos¢ trygonometryczna 355

twierdzenie Bézouta 127

— o catkowitych pierwiastkach wielomianu 137
— o wymiernych pierwiastkach wielomianu 138
— odwrotne do twierdzenia Pitagorasa 209

— — — Talesa 265

— o odcinkach stycznych 223

— o $rodkowych w tréjkacie 292

— Pitagorasa 209
— Talesa 263

Wielokat opisany na okregu 255
— wpisany w okrag 248
wielomian 88

— zerowy 89

wierzcholek paraboli 8, 9
wnetrze kota 218

wycinek kotowy 233

wyraz wolny wielomianu 91
wyrazenie wymierne 156
wyréznik funkeji kwadratowe;j 9
wzory redukcyjne 346

— Viete’a 30

wzor na zamiane podstawy logarytmu 385

Tablica wartos$ci logarytmow dziesietnych liczb od 1 do 9,9

x 1 1,1 12 1,3 1,4 15 1,6 1,7 1,8 1,9
log x | 0,000 | 0,041 | 0,079 | 0,114 | 0,146 | 0,176 | 0,204 | 0,230 | 0,255 | 0,279
5% 2 2,1 2.7 2,3 2,4 2,5 2,6 2,7 2,8 2,9
log x | 0,301 | 0,322 | 0,342 | 0,362 | 0,380 | 0,398 | 0,415 | 0,431 | 0,447 | 0,462
58 3 3,1 3,2 3,3 34 3,5 3,6 3,7 3,8 3,9
log x 0,477 | 0,491 | 0,505 | 0,519 | 0,531 | 0,544 | 0,556 | 0,568 | 0,580 | 0,591
5% 4 4,1 4,2 4,3 4,4 4,5 4,6 4,7 4,8 4,9
log x | 0,602 | 0,613 | 0,623 | 0,633 | 0,643 | 0,653 | 0,663 | 0,672 | 0,681 | 0,690
58 5 5,1 52 53 5,4 5,5 5,6 57 58 59
log x | 0,699 | 0,708 | 0,716 | 0,724 | 0,732 | 0,740 | 0,748 | 0,756 | 0,763 | 0,771
5% 6 6,1 6,2 6,3 6,4 6,5 6,6 6,7 6,8 6,9
log x | 0,778 | 0,785 | 0,792 | 0,799 | 0,806 | 0,813 | 0,820 | 0,826 | 0,833 | 0,839
58 7 7,1 72 7,3 7,4 7,5 7,6 7,7 7,8 7,9
log x | 0,845 | 0,851 | 0,857 | 0,863 | 0,869 | 0,875 | 0,881 | 0,886 | 0,892 | 0,898
5% 8 8,1 8,2 8,3 8,4 8,5 8,6 8,7 8,8 8,9
log x | 0,903 | 0,908 | 0,914 | 0,919 | 0,924 | 0,929 | 0,934 | 0,940 | 0,944 | 0,949
58 9 91 9,2 9,3 9,4 9,5 9,6 9,7 9,8 9,9
log x | 0,954 | 0,959 | 0,964 | 0,968 | 0,973 | 0,978 | 0,982 | 0,987 | 0,991 | 0,996

419 I



I 420

Tablica wartosci funkcji trygonometrycznych

Miarakataow | sina cosa tga Miarakataor | sina cosa tga
0° 0,0000 | 1,0000 | 0,0000 45° 0,7071 | 0,7071 | 1,0000
1° 0,0175 | 0,9998 | 0,0175 46° 0,7193 | 0,6947 | 1,0355
2° 0,0349 | 0,9994 | 0,0349 47° 0,7314 | 0,6820 | 1,0724
3° 0,0523 | 0,9986 | 0,0524 48° 0,7431 | 0,6691 | 1,1106
4° 0,0698 | 0,9976 | 0,0699 49° 0,7547 | 0,6561 | 1,1504
5° 0,0872 | 0,9962 | 0,0875 50° 0,7660 | 0,6428 | 1,1918
6° 0,1045 | 0,9945 | 0,1051 51° 0,7771 | 0,6293 | 1,2349
7° 0,1219 | 0,9925 | 0,1228 52° 0,7880 | 0,6157 | 1,2799
8° 0,1392 | 0,9903 | 0,1405 53° 0,7986 | 0,6018 | 1,3270
9° 0,1564 | 0,9877 | 0,1584 54° 0,8090 | 0,5878 | 1,3764
10° 0,1736 | 0,9848 | 0,1763 55° 0,8192 | 0,5736 | 1,4281
11° 0,1908 | 0,9816 | 0,1944 56° 0,8290 | 0,5592 | 1,4826
12° 0,2079 | 0,9781 | 0,2126 57° 0,8387 | 0,5446 | 1,5399
13° 0,2250 | 0,9744 | 0,2309 58° 0,8480 | 0,5299 | 1,6003
14° 0,2419 | 0,9703 | 0,2493 59° 0,8572 | 0,5150 | 1,6643
15° 0,2588 | 0,9659 | 0,2679 60° 0,8660 | 0,5000 | 1,7321
16° 0,2756 | 0,9613 | 0,2867 61° 0,8746 | 0,4848 | 1,8040
17° 0,2924 | 0,9563 | 0,3057 62° 0,8829 | 0,4695 | 1,8807
18° 0,3090 | 0,9511 | 0,3249 63° 0,8910 | 0,4540 | 1,9626
19° 0,3256 | 0,9455 | 0,3443 64° 0,8988 | 0,4384 | 2,0503

20° 0,3420 | 0,9397 | 0,3640 65° 0,9063 | 0,4226 | 2,1445

21° 0,3584 | 0,9336 | 0,3839 66° 0,9135 | 0,4067 | 2,2460

22° 0,3746 | 0,9272 | 0,4040 67° 0,9205 | 0,3907 | 2,3559

23° 0,3907 | 0,9205 | 0,4245 68° 0,9272 | 0,3746 | 2,4751

24° 0,4067 | 0,9135 | 0,4452 69° 0,9336 | 0,3584 | 2,6051

25° 0,4226 | 0,9063 | 0,4663 70° 0,9397 | 0,3420 | 2,7475

26° 0,4384 | 0,8988 | 0,4877 71° 0,9455 | 0,3256 | 2,9042

27° 0,4540 | 0,8910 | 0,5095 72° 0,9511 | 0,3090 | 3,0777

28° 0,4695 | 0,8829 | 0,5317 73° 0,9563 | 0,2924 | 3,2709

29° 0,4848 | 0,8746 | 0,5543 74° 0,9613 | 0,2756 | 3,4874

30° 0,5000 | 0,8660 | 0,5774 75° 0,9659 | 0,2588 | 3,7321

31° 0,5150 | 0,8572 | 0,6009 76° 0,9703 | 0,2419 | 4,0108

32° 0,5299 | 0,8480 | 0,6249 77° 0,9744 | 0,2250 | 4,3315

33° 0,5446 | 0,8387 | 0,6494 78° 0,9781 | 0,2079 | 4,7046

34° 0,5592 | 0,8290 | 0,6745 79° 0,9816 | 0,1908 | 5,1446

35° 0,5736 | 0,8192 | 0,7002 80° 0,9848 | 0,1736 | 5,6713

36° 0,5878 | 0,8090 | 0,7265 81° 0,9877 | 0,1564 | 6,3138

37° 0,6018 | 0,7986 | 0,7536 82° 0,9903 | 0,1392 | 7,1154

38° 0,6157 | 0,7880 | 0,7813 83° 0,9925 | 0,1219 | 8,1443

39° 0,6293 | 0,7771 | 0,8098 84° 0,9945 | 0,1045 | 9,5144

40° 0,6428 | 0,7660 | 0,8391 85° 0,9962 | 0,0872 | 11,4301
41° 0,6561 | 0,7547 | 0,8693 86° 0,9976 | 0,0698 | 14,3007
42° 0,6691 | 0,7431 | 0,9004 87° 0,9986 | 0,0523 | 19,0811
43° 0,6820 | 0,7314 | 0,9325 88° 0,9994 | 0,0349 | 28,6363
44° 0,6947 | 0,7193 | 0,9657 89° 0,9998 | 0,0175 | 57,2900
45° 0,7071 | 0,7071 | 1,0000 90° 1,0000 | 0,0000 —




