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Wstep

Podrecznik Prosto do matury dla klasy trzeciej jest dostosowany do podstawy pro-
gramowej obowiazujacej w liccum od wrzes$nia 2019 r. i obejmuje tresci z zakresu
podstawowego oraz rozszerzonego.

Ksigzka zawiera ponad poéttora tysigca zadan do samodzielnego rozwigzania. To wy-
starczy do gruntownego przeéwiczenia umiejetnosci nabytych podczas lekcji. Zada-

nia trudniejsze oznaczone sg * lub 7, zadania typu ,,Wykaz...” poprzedzono zna-
kiem (%)), natomiast te zadania, do ktérych rozwiazania przydatny jest kalkulator —
znakiem

Podrecznik dostosowany jest do samodzielnej nauki, co moze by¢ cenne na przy-
ktad w razie nieobecno$ci w szkole. Wprowadzane pojecia ilustrujemy przyktada-
mi rozwigzanych zadan. W zrozumieniu materialu bardzo pomoga kolorowe rysun-
ki merytoryczne. Wybrane rozwigzane zadania typu maturalnego zostaly oznaczone
znakiem

Rézowym paskiem na marginesie oznaczono material realizowany w zakresie roz-
szerzonym.

Po kazdym rozdziale proponujemy zestaw pigciu zadan zatytutowanych Prosto do
matury. Po omoéwieniu kazdego rozdzialu uczniowie powinni rozwigzywac je samo-
dzielnie. Bedzie to dla nich sprawdzianem umiejetno$ci potrzebnych na maturze.

Odpowiedzi do pytan, polecen, rozwigzan zadan nie nalezy zapisywaé¢ w podrecz-
niku.

Autorzy



Wykaz uzywanych
oznaczen matematycznych

xXe€EA x¢A
{a, b, c};0
N,Z, QR
AcCB

ANB

AUB

A-B

a

log , b (log b)
(a; b)

(a; b)

(a; b); (a; b)
|al

f(x)

D; ZW

o(S, r); k(S, 1)
P; obw

x nalezy do zbioru A; x nie nalezy do zbioru A

zbidr, ktérego elementami sg a, b, c; zbiér pusty

zbidr liczb naturalnych, catkowitych, wymiernych, rzeczywistych
zbidr A jest podzbiorem zbioru B

czg$¢ wspdlna (iloczyn) zbioréw Ai B

suma zbioréw A i B

réznica zbioréw A i B

pierwiastek stopnia 7 z liczby a

logarytm przy podstawie a (10) liczby b

przedzial otwarty, zbior liczb wiekszych od a i mniejszych od b
przedzial domkniety (zamkniety)

przedzial lewostronnie domkniety; przedzial prawostronnie domkniety
warto$¢ bezwzgledna liczby a

warto$¢ funkgji f dla argumentu x

dziedzina funkcji; zbior wartosci funkeji

okrag o srodku S i promieniu r; koo o §rodku S i promieniu r
pole figury; obwdd figury

A=(a,b) punkt A o wspdtrzednych a (tzw. odcieta) i b (tzw. rzedna)
AB; |AB| odcinek o koncach A i B; dlugo$¢ odcinka AB
allb;alb prosta a jest réwnolegta do prostej b; prosta a jest prostopadta do prostej b
J4ABC kat o wierzchotku B i ramionach: polprostej BA i pétprostej BC
AABC trojkat ABC
sin o sinus kata «
cosa cosinus kata «
tgo tangens kata o
(a,); a, ciag; n-ty wyraz ciagu (a,,)
S8 suma n poczagtkowych wyrazéw ciagu; suma szeregu geometrycznego
Jlim a, granica ciagu (a,,)
)CILIQO f(x) granica funkeji f w punkcie x,
lim f(x), lim f(x) granica lewostronna, prawostronna funkcji f w punkcie x,
X=X, x_>x6
Jim f(x), lim f(x) granica funkgji f w —oo0, w o
fl(x) pochodna funkgji f
AB; |AB| wektor o poczatku A i konicu B; dtugos¢ wektora AB
i = [a, b] wektor i o wspotrzednych a, b
(o) zbior zdarzen elementarnych; liczba zdarzen elementarnych w zbiorze Q
A liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A
P(A) prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A
Al zdarzenie przeciwne do zdarzenia A
EX warto$¢ oczekiwana
X; Xy, $rednia wynikéw; $rednia wazona wynikow
o wariancja
o odchylenie standardowe



Umiejetnosci

[
Po klasie drugiej szkoly
ry O n O m rI a ponadpodstawowej uczen:
i e Y ® wyznacza wartoséci funkgji
’ A trygonometrycznych (sinus,
cosinus, tangens) w trojkacie
prostokatnym o danych bokach,
® oblicza dtugosci bokéw i miary
katow trojkata prostokatnego,
jezeli dane s3 jeden bok i warto$¢
funkgji trygonometrycznej
jednego z katow ostrych,
® korzysta z przyblizonych
wartosci funkeji
trygonometrycznych
(odczytanych z tablic lub
obliczonych za pomoca
kalkulatora),
® stosuje w zadaniach podstawowe
zwiazki miedzy funkcjami
trygonometrycznymi kata
ostrego i rozwartego,
® wykorzystuje funkcje
trygonometryczne do obliczania
pol i obwodow trojkatow
i czworokatow,
® korzysta ze wzoru na pole
trojkata ostrokatnego o danych
dwoch bokach i kacie miedzy
nimi,
® oblicza wartosci funkcji
trygonometrycznych katéw
wypuklych umieszczonych
w uktadzie wspoltrzednych,
® konstruuje katy w uktadzie
wspotrzednych, gdy dana jest
wartos¢ jednej z funkcji
trygonometrycznych tych katow,
® udowadnia proste tozsamosci
trygonometryczne i podaje
zalozenia dotyczace tych
tozsamosci,
® stosuje wzory redukcyjne
do obliczania funkgji
trygonometrycznych katow
rozwartych.

Po tym dziale uczen:

® znajduje zwiazki miarowe w figurach plaskich z zastosowaniem twierdzenia sinuséw
i twierdzenia cosinusow,

® korzysta z twierdzenia o dwusiecznej, a takze ze wzoréw na pole trojkata wyrazonych
za pomocg diugosci bokow tréjkata oraz: promienia okregu wpisanego w tréjkat
i promienia okregu opisanego na tréjkacie,

® wykorzystuje definicje i wyznacza wartosci funkgji sinus, cosinus i tangens dowolnego

kata o mierze wyrazonej w stopniach; stosuje wzory redukcyjne dla dowolnego kata,

opisuje wlasnosci funkgji trygonometrycznych, wykorzystuje zalezno$ci miedzy nimi,

stosuje miare tukows, zamienia miare tukowg kata na stopniowsa i odwrotnie,

operuje funkcjami trygonometrycznymi zmiennej rzeczywistej,

rysuje wykresy funkeji sinus, cosinus i tangens oraz przeksztalca te wykresy,

stosuje wzory na sinus, cosinus i tangens sumy i réznicy katow oraz wzory na funkcje

trygonometryczne kata podwojonego,

® rozwigzuje rownania i nieréwnosci trygonometryczne.
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Dziat 1. Trygonometria

temat 5.10 (klasa 2)

MultiteZa
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1. Twierdzenie sinusow

Umiejetnosci:

e znajdowanie zwigzkéw miarowych w figurach ptaskich z zastosowaniem

twierdzenia sinuséw

Zadanie polegajace na wyznaczeniu wszystkich nieznanych diugosci bokéw oraz
miar katéow w tréjkacie nazywamy krétko rozwiazywaniem tréjkata. W kolejnych
tematach zajmiemy sie tym zagadnieniem. W tym celu bedziemy stosowaé zwigzki
miedzy funkcjami trygonometrycznymi zachodzace w trdjkatach.

Pokazemy, ze w kazdym tréjkacie wysokos¢ mozna wyrazi¢ w postaci iloczynu dhu-
gosci boku, na ktdry ta wysokos¢ nie jest opuszczona, i sinusa odpowiedniego kata
tego trdjkata. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunkach.

C
b a b a
WA N, N

Zauwazmy, ze:

* jezeli « jest katem ostrym, to sina = Z, czyli h="b-sina,

° jezeli « jest katem prostym, to h=b, czyli h=bsinw, poniewaz sin90° = 1,

° jezeli « jest katem rozwartym, to sin (180° — &) = %, czyli h =b-sin (180° — a),

wiec h=b-sina.
Niezaleznie od miary kata mamy wiec réwno$¢:
h=b-sina
W identyczny sposéb mozemy poprowadzié ro-
zumowanie dla boku a i kata . Otrzymamy
wowczas rownos¢:

h=a-sinf
Zatem:
b-sina=a-sinf

Réwnosc te mozemy zapisa¢ w postaci:

(1) b a

sin f3 ~ sina

Przypominamy: w tych podrecz- ((( )))
nikach czesto zamiast pisaé ,kat

ABC o mierze «” uzywamy krot-

szej formy ,kat ABC réwny o”

albo ,4ABC = «”. Podobnie —
»wysoko$¢ réwna 57, a nie ,,dtu-

go$¢ wysokosci rowna 57, ,tréjkat

ma réwne przyprostokatne” za-

miast ,tréjkat ma przyprostokatne
réwnej dtugosci” itd.

——sina#01sinf#0



Oznaczmy trzeci bok tréjkata literg ¢ oraz kat lezacy naprzeciwko niego literg y.
Gdy poprowadzimy wysoko$¢ z wierzchotka A i bedziemy rozumowa¢ podobnie jak
wyzej, otrzymamy b -siny = ¢ - sin 3 lub inaczej:

2) b c

sin 8 - siny
Z réwnodci (1) i (2) wynika, ze:

«——siny £ 0

a b c

sina¢  sinf  siny

Otrzymang réwno$¢ nazywamy wzorem sinusow.

Udowodnili$my w ten sposdb nastepujgce twierdzenie.

Wz6ér sinusow
W dowolnym tréjkacie stosunek dtugosci boku do

sinusa kata lezagcego naprzeciwko niego jest staly. b a
a b <
sina  sinf3  siny a B

Twierdzenie to stosujemy na przyklad do obliczania dltugo$ci bokow trojkata, jezeli
dana jest jedna z nich oraz dane sg katy trojkata.

Przyktad €) < zad. 1.5

W tréjkacie ABC dane s3: |AB| = 12, 4ABC = 45°, 4BCA = 30°. Obliczymy
dtugo$¢ boku AC.

Rozwiagzanie
Na mocy twierdzenia sinuséw mamy: C

|ABl _ ]AC]|
singBCA ~ sindABC
12 |AC|
sin30°  sin45°
12 |AC|

: 2 AN

|AC| = 1242

Odp.: Bok AC ma dugos¢ 12V2.

1. Twierdzenie sinuséw

41.5. Katy tréjkata ABC
oznaczono «, f3, , a literami a, b, ¢
- boki odpowiednio przeciwlegte
do tych katow. Oblicz

a) sinB dla a =20, b =24,

o = 45°

b) bdla ¢ =36, a =75° f =45°.
¢)sina dla a=11, c =17,

y =71°.

d) cdla a =16, B =26° y=48"

Odp.: a) %ﬁ b) 126

c) 0,612 d) 12,37



B 10 Dziat 1. Trygonometria

41.6. Trojkat ABC jest
rozwartokatny o kacie rozwartym
przy wierzchotku A. Dane sa:

|AB| = 6, |BC| = 8, sin4CAB = %

Oblicz miare kata ACB.
Odp.: 30°

41.8. Gospodarstwa A, B, C s3
polozone nad stawem, jak na
rysunku ponizej.

Zmierzono, ze |BC| = 300 m,
4C = 35°% 4B = 80°. Wyznacz
odlegto$¢ miedzy gospodarstwami
A i Bz doktadnoscig do 1 metra.

Odp.: 190 m

Przyktad 9 zad. 1.6

Tréjkat KLM jest rozwartokatny o kacie rozwartym przy wierzchotku M. Dane sa:
IKL| = 16, |KM| = 9V2, sin<LMK = g Obliczymy miare kata KLM.

Rozwiazanie
Na mocy twierdzenia sinuséw mamy: M
K1) IKM| 2
sinaLMK  sinaKLM
16 92

8 T sinaKLM
9

IKLM = 45° lub <KLM = 135°

, stad singKLM = —

ol%

«—— sina = sin (180° — «)

Wiemy, ze trojkat KLM jest rozwartokatny o kacie rozwartym przy wierzchotku M,
zatem tylko kat 45° spelnia warunki zadania.

Odp.: Kat KLM ma miare 45°.

Przykiad @) « zad. 1.8

W gérzystym terenie stoja dwie wieze triangulacyjne C
A1B. Odleglos¢ miedzy nimi jest réwna 12,5 km. Naj-
wyzszym w okolicy wierzchotkiem jest Géra Czarow-
nic (oznaczona na rysunku literg C). Geodeta zmierzyt
dwa katy: z wiezy A kat BAC o mierze 26° i z wiezy B
kat ABC o mierze 112°. Obliczymy przyblizone odle-
glosci miedzy Gora Czarownic a wiezami (mierzone
w linii prostej i z doktadnoscia do jednego miejsca po
przecinku).

6o 112°
A 12,5 km B

Rozwigzanie
Zastosujemy dwa razy wzor sinuséw. Miare kata lezacego naprzeciwko boku AB znaj-
dujemy jako dopelnienie do 180°:

y = 180° — 26° — 112° = 42°, zatem lA—Blo = lA—Clo

sin 42 sin 112

12,5-sin112°  12,5-sin (180° — 68°) _12,5-5in68°

sin42° sin 42° © sin42°
Odczytujemy z tablic matematycznych przyblizone warto$ci funkeji trygonome-

|AC| =

trycznych z doktadnoscia do drugiego miejsca po przecinku:
sin 68° = 0,93, sin42° = 0,67

12,5-0,93
Zatem |AC| ~ ————

=~ 17,4.
0,67



Do obliczenia odlegtosci | BC| wybieramy inng proporcje ze wzoru sinusow:
|AB| _ |BC|
sin42°  sin 26°
. 12,5-5in26°  12,5-0,44
czyli |BC| = - ALELNNS = 8,2
sin 42° 0,67

«——sin26° = 0,44

Odp.: Géra Czarownic jest oddalona od wiezy A o ok. 17,4 km, a od wiezy B
o ok. 8,2 km.

Przyktad @) < zad. 1.18
Katy trojkata ABC majg miary 45°, 60°, 75°, a bok BC ma dlugos¢ 2. Skorzystamy

. . . e Ve+n2
ze wzoru sinuséw i wykazemy, ze sin75° = —
Dowdd ¢
Zauwazmy najpierw, ze istnieje dokladnie jeden é
tréjkat spelniajacy warunki zadania — mozemy go
. /s . . 2
skonstruowac, gdy okreslimy odcinek jednostkowy.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Zgodnie
z nimi CD jest wysoko$ciag poprowadzong z wierz- 45° - 60
. A D B
chotka kata o mierze 75°.
|DB| =11 |DC| = V3 —— ADBC jest potowa trojkata rownobocznego o boku 2
|AD| = V3 i |AC| = V6 «— AADC jest potowa kwadratu o boku |DC| = V3
|AB| = V3 +1
|AB| |BC| . e .
-— = «—— twierdzenie sinuséw dla tréjkata ABC
sin75°  sin45°
V2
V3+1l 2 oo 7(\/5'”) V6 + 2
- = —, stad sin75° = =
sin75° V2 2 4
2
Koniec dowodu
Zauwazmy, ze je$li w trdjkacie ABC Spotyka sie rowniez nastepujace zaleznosci: (1)
poprowadzimy wysokos¢ BE z wierz- h v he i
chotka kata o mierze 60°, to mozemy sin15° = - » sin 75° = 5
w podobny sposob wykazac, ze: Za pomocy odpowiednich przeksztalcen
NN mozna wykazad, ze:
sin15° = ———
4 V2-V3  Ve-+v2 \2+V3  \G+2
2 4 24

1. Twierdzenie sinuséw

41.18. Wykai, e
V-2

sin 15° = .
4

Rozwigzanie
©

A
L,

B 1
W tréjkacie BDC: |BC| = 2,
ICD| = V3
W tréjkacie ADC:
|AD| = |CD| = V3
|AB| = |AD| - |BD| = V3 - 1
Z twierdzenia sinusow

w trojkacie ABC:
|AB| _ |BC|
sin15°  sin45°
. AB]| sin 45°
Stad sin 15° = [ABlsin 457 _
[BC]|

\/“
(3-1)F -2
2 4

11
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Wzér sinusdéw stosujemy réwniez do wyznaczania promienia okregu opisanego na
tréjkacie.

Twierdzenie sinuséow

W dowolnym trdjkacie stosunek dltugosci boku do sinusa kata lezacego naprze-
ciwko niego jest rowny dlugosci $rednicy okregu opisanego na tym trojkacie.

Tréjkat ABC jest dowolny.

Stosunek dlugosci boku tréjkata ABC do sinusa kata
lezacego naprzeciwko niego jest rowny dlugosci 2R,
czyli $rednicy okregu opisanego na tym trojkacie.

Zgodnie ze wzorem sinuséw dowdd wystarczy przeprowadzi¢ dla jednego kata. Ktd-
ry$ z katow tréjkata jest katem ostrym; oznaczmy jego wierzcholek literg A. Z innego
wierzchotka (np. B) prowadzimy $rednice BD.

4BDC =<4BAC «—— katy wpisane oparte na tym samym tuku
. BC
sing{BDC = ﬁ «—— tréjkat BDC jest prostokatny
. |BC| . - . I
singBDC = SR —— R jest promieniem okregu opisanego na trojkacie ABC
Po przeksztalceniu tego wzoru otrzymujemy:
|BC|
~ singBDC
|BC| . .
= — «—singBDC = sing4BAC
singBAC
C
Korzystajac z oznaczen przedstawionych na rysunku,
mozemy tre$¢ twierdzenia, tacznie ze wzorem sinuséw,
zapisac krétko: A B

a b c

=2R

sinae  sinff  siny



Przyktad e zad. 1.19

Na tréjkacie, ktérego dwa boki maja dtugosci 9 i 3V6, opisano okrag o promie-

niu 3/3. Obliczymy miary katéw i dtugos¢ trzeciego boku tréjkata.

Rozwigzanie

Oznaczmy:

«, 3, y — katy lezace odpowiednio naprzeciwko bokéw g, b, c tréjkata,
R - promien okregu opisanego na tym tréjkacie.

Przyjmijmy, ze a =9, b = 3/6.

L .9 =6\/§ <—zgodniezewzorem.L=2R
sin sina
sina = 2 - ﬁ

6V3 2
a =60° lub « = 120° «—— sina = sin (180° — &)
sin 8
g 262
6V3 2
B =45°1lub f=135° «— sin B = sin (180° - )

Suma katow tréjkata wynosi 180°, zatem o« + 3 < 180° i p = 180° — (« + f3). Nie
istnieje tréjkat o katach o = 60° i B = 135° ani tréjkat o katach « = 120° i 8 = 135°.

Mozliwe sg wiec dwa rozwigzania:
I. trojkat o katach « = 60°, 8 =45°, y =75°
II. trojkat o katach « = 120°, 8 =45° y = 15°

Dlugos¢ trzeciego boku trdjkata obliczamy ze wzoru < =2R, czyli:
S

my
¢ =2Rsiny
c=613sin75° = 63 - \/81\/5=9\/E;3\/6 —— dlal tréjkata
c=63sin15° = 63 - \/E;\/E:9\/§;3\/6 — dla Il tréjkata
Odp.: = 60°, B=45° y=75°% c= M
_9v2-36

lub o = 120°, f=45° y=15° c = 5

1. Twierdzenie sinuséw 13 I

41.19. Na tréjkacie, ktorego

dwa boki maja 4,2 cm i 6,3 cm,
opisano okrag o promieniu 5 cm.
Oblicz miary katow tego trojkata

z doktadno$cig do 1° i dlugo$¢ jego
trzeciego boku z doktadnoscia

do 1 mm.

Odp.: 25°, 39°, 116° 9,0 cm

lub 25°, 141°, 14°, 2,4 cm
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Odpowiedzi i rozwigzania
1.1. B

1.2.C

13. B

1.4.4(V3-1)

1.5. a) % b) 126

c) 0,612 d) 12,37

1.6. 30°

1.7. a) y = 43°, b =11,45cm,
c=793cm
b) y = 57°, a = 17,57 cm,

¢ = 15,06 cm
¢) « = 33°% a = 13,56 cm,
b =21,56 cm

1.20. I przypadek C

Cl
JAMC, = 90° —IMAC, =
=90°-<4A;AB =4ABA, =4ABC
Analogicznie: 4BMC, = <BAC.
Stad SAMB = 4ABC +4BAC =
= 180° - ¢ ACB.
Zatem singAMB = sin4ACB.
Analogicznie pokazujemy, ze
sin{BMC = sin4{BAC,
singqAMC = sin4ABC.

Al
l 6

W ponizszych zadaniach odczytuj warto$ci funkgji trygonometrycznych z doktadno-
$cig do czwartego miejsca po przecinku, a miary katéw z dokladnoscia do 1°. Mozesz
wykorzystywaé podane w przykltadzie 4 doktadne wartosci sin 75° i sin 15°.

W kazdym z zadan 1.1-1.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

1.1. W tréjkacie ABC dane sg: |AB| = 613, 4<BCA = 120°. Wskaz promien okregu
opisanego na tym troéjkacie.

A. 3V3 B. 6 C. 6V3 D. 12

1.2. W tréjkacie ABC dane sa: |AB| = 24, |BC| = 16, <BCA = 60°. Wskaz warto$¢
singCAB.

1 2 V3
A - B. - . — D.
3 3 c 3 V3
s o V2 .
1.3. W trojkacie ABC dane sg: |BC| = 18, 4CAB = 45°, singBCA = 5 Wskaz
dtugos¢ boku AB.
A. 46 B. 12 C. 12V2 D. 27

1.4. W tréjkacie ABC dane sa: |BC| = 8, SCAB = 45°, 4BCA = 120°. Oblicz
diugos¢ boku AC.

1.5. Katy trdjkata ABC oznaczono «, f3, y, a literami a, b, ¢ — boki odpowiednio
przeciwlegle do tych katéw. Oblicz
a) sinf dla a =20, b =24, a =45°
b) bdla ¢ =36, a =75° f =45

¢) sina dla a=11, c =17, y=71°
d) cdla a=16, f=26° y=48"

1.6. Trojkat ABC jest rozwartokatny o kacie rozwartym przy wierzchotku A. Dane
s3: |AB| =6, |BC| =8, sin<CAB = % Oblicz miare kata ACB.

1.7. Oblicz brakujace miary katow (z doktadnoscia do 1°) i dlugosci bokéw (z do-
kfadnos$cia do drugiego miejsca po przecinku) tréjkata ABC, w ktérym «, f3, y sa
katami wewnetrznymi oraz a, b, ¢ - bokami odpowiednio przeciwlegltymi.

a) a=7cm, a=37° f=100°

b) b=12,7cm, a = 78° f3=45°

c) c=113cm, y=27° fB=120°

II przypadek

JAMB =<AMB, =90° -<IMAB, =4ACB
Analogicznie: $BMC = 4BAC.

Stad <AMC =< ACB +<4BAC = 180° — < ABC.

Zatem sin<AMB = sindACB, sindBMC = sind{BAC,
singAMC = sin<t ABC.

Niech: Ry, R, R;, R — promienie okregdw opisanych
odpowiednio na tréjkatach AMB, BMC, AMC i ABC.
Z twierdzenia sinusow w trojkatach ABM i ABC:
_ABl__,p i MABL__p
sinqAMB sinqACB
Sinusy katéw w réwnosciach powyzej sa rowne, wiec R; = R.
Analogicznie pokazujemy, ze R, =R i R; = R.
Zatem R, =R, = R; =R.




1.8. Gospodarstwa A, B, C s3 polozone nad
stawem, jak na rysunku obok. Zmierzono, ze
IBC| = 300 m, <C = 35°, <B = 80°. c
Wyznacz odlegto$¢ miedzy gospodarstwami

A i Bz dokladnoscig do 1 metra. A

1.9. Przekatna réwnolegloboku ma dlugo$¢ 24 cm i dzieli kat rozwarty réwnoleglo-
boku na katy o miarach 45° i 75°. Oblicz dtugosci bokéw tego réwnolegtoboku.

1.10. W trapezie réwnoramiennym ABCD, w ktérym AB || DC, przekatna AC ma
dlugo$¢ 8 cm, SCAB = 22° i JACB = 113°. Oblicz miary katéw i dlugosci bokow
trapezu z dokladnoscia do dwoch miejsc po przecinku.

1.11. Nabrzegu jeziora znajduja si¢ dwie przystanie, oznaczone jako A i B, oddalone
w linii prostej o 1,6 km. Z kazdej z nich widoczna jest ta sama mata wyspa — oznaczmy
ja W. Za pomoca kompasu zmierzono katy: SWAB = 54° i SABW = 48°. Oblicz
odlegto$¢ wyspy od kazdej z tych przystani (z dokladnosciag do 0,01 km).

1.12. Oblicz promien okregu opisanego na trdjkacie ABC, w ktorym
a) 4A = 14° |BC| =10 cm. b) 4B = 124°, |AC| =9 cm.

1.13. Tréjkat ABC jest wpisany w okrag o §rodku S, |AB| = 8, 4ASC = 140°
i 9CSB = 100°. Oblicz dlugosci bokéw BC oraz AC (z dokladnoscia do 0,01).

1.14. W trojkacie kat o mierze 74° przylega do boku diugosci 10 cm. Promien okregu
opisanego na tym tréjkacie jest rGwny 6 cm. Rozwiaz ten trojkat.

1.15. Oblicz promien okregu opisanego na trdjkacie, w ktérym jeden z bokéw ma
dlugos¢ 7+/3, a katy przylegte do tego boku maja miary 80° i 40°.

1.16. Okrag o promieniu 18 cm jest opisany na tréjkacie, ktérego katy pozostaja
w stosunku 3:4:5. Oblicz dlugosci bokow tego trojkata.

1.17. W trapezie rownoramiennym przekatna o dtugosci 32 tworzy z krétsza pod-
stawg kat 45°, a z ramieniem kat 75°. Oblicz obwdd trapezu oraz dtugos¢ okregu na
nim opisanego.

VG- 3

1.18. Wykaz, ze sin15° = :

1.19. Na trdjkacie, ktorego dwa boki majg 4,2 cm i 6,3 cm, opisano okrag o pro-
mieniu 5 cm. Oblicz miary kgtow tego tréjkata z doktadnoscig do 1° i dlugo$¢ jego
trzeciego boku z doktadnoscig do 1 mm.

|[AB]  |AC]|
sindBCA  sin<ABC’
sin 4 ABC = |AC|singBCA _ 4+/2 - 5in 30° _ ﬁ
|AB| 4 2
Czyli 9ABC = 45° lub 4ABC = 135°.
Stad <BAC = 180° — (30° + 45°) = 180° — 75° lub <BAC = 180° — (30° + 135°) = 15°.
\@Z V2 lub sin<{BAC = sin 15° = \@; ﬁ.
|BC| |AB| 4

7 twierdzenia sinuséw: — = — =—=8.
sindBAC  sin 30°

1.23. Z twierdzenia siunusow:

Zatem sin<BAC = sin 75° =

| =]

|BC| = 8sin4BAC, czyli:

IBC|=8-%Zﬁ:2(x/E+ﬁ) lub |BC| = 8- vg;*5:2(\/3_\/5)

Odp.:2(\/g+ \/5) lub 2(\/3— \/E)

1. Twierdzenie sinuséw

1.8. 190 m

1.9. 4(3\/5+ \/E) cm i 8V6 cm

1.10. A = 4B = 45°,

JIC = 4D = 135°,

|AD| = |BC| = 4,24 cm,

|AB| = 10,41 cm, |CD| = 4,42 cm

1.11. [AW]| = 1,22 km,
|BW| = 1,32 km

1.12. a) ok. 20,7 cm
b) ok. 5,4 cm

1.13. |BC| = 7,08, |AC| = 8,68
lub |BC| = 17,92, |AC| = 21,98

1.14. 11,54 cm, 9,13 cm, 50°, 56°

1.15. 7
1.16. 18V2 cm, 183 cm,
9(\/g+ \/E) cm

1.17. obw = 2(3 +23),
dhugos¢ okregu: 26

1.18. Patrzs. 11.

1.19. 25° 39° 116° 9,0 cm
lub 25°, 141°, 14°, 2,4 cm
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1.20. Patrz s. 14.

1.21. Dana jest rownosc¢:
(1) _MABL_ _ _1BCl
cos<IBCA  cos<dCAB
Z twierdzenia sinusow:
(2) 4B _ _IEC]
sindBCA  sindCAB
Dzielimy réwnosci (1) i (2)
stronami:

singBCA _ sinqCAB
cos<4BCA ~ cos<CAB
tgaBCA = tg4CAB
Zatem <BCA =<4CAB,
czyli trojkat ABC jest
réwnoramienny.

A

a) R =11 tys. km, 4BAC = 57°

|BC| = 2R sin 57° =

= 22000 - 0,8387 = 18,5 tys. [km]

b) Satelita C jest widoczny
z kamery w satelicie B,
gdy |OD| > 6300 km.

loD| = VR2 - [BDP? =

~ V110002 — 92502 ~ 6000 [km]

|OD| < 6300 km, zatem satelita C

nie jest widoczny.

Odp.: a) ok. 18,5 tys. km b) nie

1.23. Patrzs. 15.

Prosto do matury
1. P,FP
2.37
3. 33°
d-sina d-sinf
sin (oc + ﬂ) " sin (oc + ﬁ)
5. Wskazéwka: Skorzystaj ze

4.

1 5
wzoru P = EbC SIn & oraz

z twierdzenia sinuséw.

1.20. Punkt M jest punktem przeciecia prostych zawierajacych wysokosci trojkata
ABC, réznym od jego wierzchotkéw. Udowodnij, ze okregi opisane na trojkatach
ABM, BMC, ACM i ABC maja réwne promienie.

|[AB|  |BC|
cos4BCA  cos4CAB’

1.21. Wykaz, ze jezeli w trojkacie ABC zachodzi zwigzek

to trojkat ABC jest rtOwnoramienny.

1.22. Po tej samej orbicie okotoziemskiej o promieniu 11 tys. km krazg trzy satelity:

A, BiC. Kat BAC ma miare 57°.

a) Wyznacz odleglo$¢ miedzy satelitami B1i C.

b) Sprawdz, czy satelita C jest widoczny z kamery umieszczonej w satelicie B. Przyj-
mij, ze promien Ziemi jest rowny 6300 km.

1.23. W trojkacie ABC dane sa: |AB| = 4, |AC| = 4V2, 4BCA = 30°. Oblicz
dtugo$¢ boku BC.

1.24. W pewnym czworokacie jedna z przekatnych ma dlugo$¢ réwng promienio-
wi okregu opisanego na tym czworokacie. Iloczyn sinuséw wszystkich katéw tego

. . 1 . . .
czworokata jest rowny 5 Oblicz miary katéw czworokata.

1. Niech «, f, y beda katami trojkata ABC, a, b, ¢ — bokami odpowiednio przeciw-
legtymi oraz o = 30°. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
b ﬂ; B, 4. Sy
c siny G 2
C. Dlugos¢ jednego z bokow tréjkata jest rowna promieniowi okregu opisanego na
tym trdjkacie.

2. W trojkacie ABC dane sa: [AB| = 4, 9CAB = 50°, ABC = 75°. Wyznacz
diugos¢ boku BC z dokladnoscig do jednego miejsca po przecinku.

3. W trojkacie ABC dane sa: |AB| = 32, |BC| = 26, <BCA = 42°. Wyznacz miare
kata CAB z dokltadnoscia do 1°.

4. Przekatna rownolegtoboku ma diugos¢ d i dzieli jego kat na dwa katy o miarach «
oraz 3. Wyznacz dtugosci bokéw tego rownolegloboku.

5. Wykaz, ze pole trojkata o katach «, 3, y wpisanego w okrag o promieniu R wyraza

. 2 : .
sie wzorem P = 2R"sin« - sin 8- siny.

1.24. Przyjmujemy, ze 4B <<4D i 4C < 4A.
R - promien okregu opisanego na czworokacie ABCD

N,

Z twierdzenia sinusow w trojkacie ABC:

A
46 _sre R _2ResingB=1
singB sin<gB 2

Zatem <B = 30°, 4D = 180° — 4B = 150°.
sing A = sin (180° — 4C) = sin<4C oraz sin<A - sin<dB-sin<C - singD = é
Stad:
2

sin”<4C - <l) =L & sin®4C = 1 & sindC = ﬁ

2 8 2 2
Zatem <C = 45°, JA = 135°
Odp.: 30°, 45°, 135°, 150°
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2. Twierdzenie cosinusow

Umiejetnosci:
e znajdowanie zwigzkéw miarowych w figurach ptaskich z zastosowaniem
twierdzenia cosinusow

Trojkat jest jednoznacznie okreslony, gdy dane s3 dlugosci jego dwdch bokdow i kat

miedzy nimi zawarty. Aby wyznaczy¢ dlugos¢ trzeciego boku i miary pozostalych
katow, mozemy skorzystaé z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie cosinusow

Dla dowolnego tréjkata o bokach a, b, c i katach «, 3, y lezacych odpowiednio
naprzeciw tych bokéw zachodza réwnosci:

242 2
a =b"+c —2bccosa
2 2. 2

b"=a"+c¢" - 2accosf

 =b* +a* —2bacosy

Zatozenie
Trojkat ABC jest dowolny. Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku w twierdzeniu.
Teza

2 2 2
a”=b"+c" —2bccosa Twierdzenie cosinusOw nazywane jest ((( )))

b2 = a4+t —2accos ﬁ uogolnionym twierdzeniem Pitagorasa.

¢ =b*+a* - 2bacosy
Dowod
Wyznaczymy a w zaleznosci od b, ¢ oraz kata «.

Zauwazmy, ze gdy « jest katem prostym, to teza twierdzenia

wynika wprost z twierdzenia Pitagorasa: a
a’>=b"+c" i cosa=cos90° =0

wiec: : "

242 2
a” =b"+c" —2bccosa

tematy 5.11, 5.12 (klasa 2) J

Multitefa

e Twierdzenie cosinuséw

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 1.2
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Dziat 1. Trygonometria

Rozwazmy pozostale dwie sytuacje — gdy « jest katem ostrym oraz gdy « jest katem

rozwartym.
Prowadzimy wysokos$¢ CD.
(1) at = |CD|2 + |DB|2 —— w ADBC na mocy twierdzenia Pitagorasa
C
C
L h
. kN (8
A D B D Ta B
Jezeli a < 90°, to: Jezeli & > 90°, to:
@:Sinoc lc—bDlzsin(lSOC’—oc):sinoc
M=cosoc M=cos(180°—0¢)=—cosoc
wiec: wiec:
|CD| = bsina |CD| =bsina
|DB| =¢c—-|AD|=c—-bcosa |IDB| =c+|AD| =c—-bcosa

Niezaleznie od rozwartosci kata « mamy wiec:

|CD|2 + |DB|2 = (bsin oc)2 + (c—bcos oc)2 =
= b sin o + 2 — 2bc cos o + b cos’ o =
= b? (sin2 o + cos’ oc) +c* = 2bccosa =
=b*+c* - 2bccosa

Zatem, po podstawieniu do réwnosci (1), mamy:
a’ =b* +c* - 2bccosa

Wyprowadzenie pozostalych dwoch réwnosci przebiega analogicznie.

Jezeli oznaczymy dlugosci bokéw tréjkata a, b, ¢ oraz katy lezace naprzeciwko
nich odpowiednio «, f3, y, to prawdziwe sa wzory:

b+ - a? a® +c - b b +a? - ¢
cosqg = ——— cosfp=—— cosy = ————
2ba

2bc 2ac



Przyktad o zad. 2.5

Dane sg dlugosci dwoch bokow trojkata ABC: |AB| = 6, |BC| = 4 oraz <ABC = 76°.
Obliczymy |AC| z doktadnoscia do drugiego miejsca po przecinku.

Rozwigzanie
|AC|* = 36 + 16 — 48 cos 76° ~ 40,39 b =a®+ - 2accos B
|AC| = /40,39 = 6,36

Odp.: |AC| ~ 6,36

Przyktad @) < zad. 2.8
Wyznaczymy (z dokladnoscia do 1°) katy trdjkata o bokach dtugosci 7, 8 i 3.

Rozwigzanie
Oznaczmy: a=7, b=38, ¢ =3.
2

b+ - 64+9-49 1
cosa = L = -, stad o = 60°
2bc 48 2
A+t -b 49+9-64
cos 3 = = =~ —0,1429
2ac 42

0,1429 = cos 82°

—0,1429 = — cos 82° = cos (180° — 82°)
B~ 180° — 82° = 98°

y = 22°

Odp.: 60°, 98°, 22°

«——cos (180° — @) = —cosa

—a+f+y=180°

Przyktad @) « zad. 2.9
Sprawdzimy, czy tréjkat o bokach dtugosci V2, V2 +2, V2 +3 jest rozwartokatny.

Rozwiagzanie

Najwiekszy kat trdjkata lezy naprzeciwko najdtuzszego boku. Najdtuzszy bok bada-
nego tréjkata to a = V2+3. Niech a oznacza najwiekszy kat trojkata. Zbadamy znak
cosinusa tego kata.

V+ct-a
T) gdZie b=\/§ic=\/§+2
c

Poniewaz 2bc > 0, wystarczy zbada¢ znak wyrazenia w liczniku utamka.
b+ -at=(V2) + (V2 +2) - (V2+3) = -3-2v2<0

Zatem cosa < 0, czyli « jest katem rozwartym.

COS&x =

Odp.: Badany tréjkat jest rozwartokatny.

2. Twierdzenie cosinuséw

42.5. W trojkacie ABC dane sa:
4C = 54°, |BC| = 10, |AC]| = 8.
Oblicz dtugos¢ boku AB

z doktadnos$ciag do dwoch miejsc
po przecinku.

Odp.: 8,36

42.8. Dane sg dtugo$ci bokéw
tréjkata. Oblicz miary jego katéw
z dokladnoscig do 1°.

a) 8,7,10

b) 3,5,6

c) 24,11, 18

d) V5,V7,3

Odp.: a) 53°, 44°, 83°

b) 30°, 56°, 94°

c) 109°, 26°, 45°

d) 46°, 59°, 75°

42.9. Jakim trojkgtem ze wzgledu
na katy jest trojkat o bokach
podanej dlugosci?

a) 5,9,13

b) 8, 15, 17

) 3V2,4,1+2

d) 7,809

Odp.: a) rozwartokatny

b) prostokatny

c) ostrokatny

d) ostrokatny

19 I
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42.11. Patrzs. 21.

42.21. Wyznacz dlugosci
$rodkowych poprowadzonych
w trdjkacie o bokach
dlugosci 10, 12 oraz 9.

Odp.: %\/407, %\/21 ,gx/ﬁ

Przyktad o zad. 2.11
W trojkacie ABC mamy <BAC = 60°. Ponadto zachodza warunki |AB| = 2|AC| -4
i |BC| = |AC| + 4. Wyznaczymy diugosci bokow tego tréjkata.
Rozwigzanie
Przyjmijmy, ze |AC| = x. Wéwczas |AB| = 2x —4 i |BC| = x + 4. Zauwazmy, ze
aby spelniony byt warunek |AB| > 0, musimy zalozy¢, ze x > 2.
Na mocy twierdzenia cosinusow: C

IBC|* = |AC|” +|AB|* -2+ |AC| - |AB]| - cos4BAC

(c+4)’ ="+ Q=4 -2 x-(2x-4) -

X% +8x +16 = x” + 4x” — 16x + 16 — 2x” + 4x \

2x* - 20x =0, stad 2x(x —10) =0 A il B
Po uwzglednieniu warunkéw zadania otrzymujemy x = 10.
Odp.: Boki tréjkata majg dlugosci: |[AC| = 10, |BC| =14 i |AB| = 16.

Przyktad @ « zad. 2.21 A
W tréjkacie ABC dane sa dlugoséci bokéow a, bic.
Wyznaczymy dlugo$¢ srodkowe;j

poprowadzonej z wierzchotka A.

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Punkt D jest srodkiem boku BC. Szukamy x = |AD]|.

2_ 2,4
x“=c +X—ac-cos/3

«— twierdzenie cosinuséw w tréjkacie ABD
2, 2 2
a +c -b

cos 3 = e

«—— twierdzenie cosinuséw w trdjkacie ABC

2 ) a a’+ - b
X' =c+—-ac- —
4 2ac

4x* = 4c® +a* - 2a> -2 + 207
4x* =2 —a + 20
x* = ;11 (Zc2 —at+ 2b2), wiec x = %m
Zauwazmy, ze w podobny sposob mozemy wyznaczy¢ dltugosci pozostatych srodko-

wych. Wynoszg one odpowiednio - dla $rodkowej z wierzchotka B: % 202+ 2¢2 -b?,

a z wierzchotka C: %\/2612 +2b% — 2.

Odp.: Srodkowa poprowadzona z wierzchotka A ma dtugo$é %\/ 20% +2¢% - a?.



W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

2.1. Dwa boki trdjkata majg dtugosci 5 i 4, a kgt miedzy nimi ma miare 120°. Wskaz

dlugos¢ trzeciego boku tego trojkata.
C. \|41-20V3  D.\41+20V3

A. V21 B. V61
C. jest rozwartokatny.

2.2. Tréjkat o bokach V10, V15, V30
A. jest ostrokatny.
B. jest prostokatny. D. nie istnieje.

2.3. Wskaz warto$¢ cosinusa kata miedzy ramionami trojkata réwnoramiennego
o podstawie 4 cm i ramionach 5 cm.
A2 B. £ L p, 2V21
5 5 25 5
2.4. Oblicz cosinusy katow trdjkata o danych dtugosciach bokow.
a) 5,14,15 b) 9, 10,7 c) 7,13,16 d) 1++v2,2V2,2

2.5. W trojkacie ABC dane s3: <C = 54°, |BC| = 10, |AC| = 8. Oblicz dtugos¢
boku AB z dokladnoscig do dwoch miejsc po przecinku.

2.6. W trojkacie ABC dane sa: 4A = 120°, |AC| = 6, |AB| = 12. Oblicz dlugos¢
boku BC oraz miary katow trojkata ABC z dokladnoscia do 1°.

2.7. Dwaboki tréjkata maja dtugosci 7 i 3V/2, a kat miedzy nimi ma miare 45°. Oblicz
dlugo$¢ trzeciego boku i miary pozostatych katéw tréjkata z doktadnoscia do 1°.

2.8. Dane sg dlugosci bokow tréjkata. Oblicz miary jego katéw z doktadnoscig do 1°.
a) 8,7,10 b) 3,5,6 c) 24,11,18 d) V5,7,3

2.9. Jakim tréjkatem ze wzgledu na katy jest tréjkat o bokach podanej dlugosci?
a) 5,9,13 b) 8,15,17 c) 3V2,4,1+\2 d) 7,8,9

2.10. Oblicz miare najwickszego kata w trojkacie, ktdrego boki majg dtugosci
a:(3— \/§)cm, b=2v3cm, c=3V2cm.

2.11. W trojkacie ABC dane s3: cos<BAC = g, |BC| = |AB| -3, |AC| = |AB| - 2.
Wyznacz dlugosci bokow tego trojkata.

2.23. ABC - trojkat rownoramienny o boku 6 cm, C
|AM| = IMN| = [NB|
AAMC = ABNC

(cecha bkb: |AM| = |BN|, IMAC = 60° =<4NBC i |AC| = |BC|)
Zatem o =y i |[MC| = |NC|. ‘
JAMC > IMAC, wiec |AC| > |[MC|.

Z twierdzenia sinuséw w tréjkatach AMC i MNC:
[AM| _  |AC] IMN| _ INC|

sine  sindAMC’ sinf3  singNMC

Dzielimy powyzsze rownosci stronami (korzystamy z réwnoséci |[AM| = [MN]|
i sindAMC = sindNMCQC):

sinff |AC| _ |AC|

sino W - m

Zatem sin 3 > sina, czyli 8> a.

A—™ 3N B

2. Twierdzenie cosinuséw 21

Odpowiedzi i rozwigzania
21.B

2.2. C
23. C
24.0) 3 2 L
35" 25" 35
b) 1_7, i, 11 ) 4_7, E) B
35’ 217 15 52’ 28° 91
a4 9V2-4 5-3v2 10-3V2
16 4 8
2.5. 8,36

2.6. |BC| = 67, 4B = 19°,
4C = 41°

2.7. 5,37°,98°

2.8. a) 53°, 44°, 83°
b) 30°, 56°, 94°

c) 109°, 26°, 45°

d) 46°, 59°, 75°

2.9. a) rozwartokatny
b) prostokatny

c) ostrokatny
d) ostrokatny

2.10. 120°

2.11. |AB| = 8, |BC| =5,
|AC| =6
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2.12. obw = 7(3 + \/3) cm,
R=7cm

2.13. |AB| = 10, |AC| =15

214.a)b=2,c=V3+1, =75
b)a=3-3,c=3+V3, a=15°
) a=+v2, b=3+3 f=120°
d) o = 30° B =45° y=105°

e) b=2V3, a=45, f=60°

f) b=2, a=45° y=30°

2.15. bok: 417 cm,
przekatna: 413 cm,
katy: ok. 79° i ok. 101°

2.16. 45°, 60°, 75°

2.17. 802 — /3 cm,
802 + V3 cm

2.18. 6,2 cm

2.19. \/727

2.20. 77
2.21. % V407, % V218, % V14

2.24, D b C
Lo

Niech: |BD| =d, |AC| =e.

d* =a’ +b* —2abcosa

&t =a*+b* - 2ab cos(180° — «)
cos(180° — &) = — cos &, wiec:
{dl =a*+b* - 2abcosw

e’ =a’ +b° +2abcos«
Dodajemy réwnania stronami.
d* + ¢ = 2a" + 20
d* +¢* - suma kwadratow
dlugosci przekatnych,
2a* +2b° - suma kwadratow
dlugosci wszystkich bokow.
Zatem zachodzi rownos¢, o ktorej
jest mowa w zadaniu.

2.12. Kat tréjkata zawarty miedzy dwoma bokami o dtugo$ciach 14 cmi7+/3 cm ma
miare 30°. Oblicz obwdd tréjkata i promien R okregu opisanego na tym tréjkacie.

2.13. W tréjkacie ABC dane s3: |BC| = 547, 4A = 60° oraz |AC|:|AB| = 3:2.
Oblicz diugosci bokéw AC i AB.

2.14. W tréjkacie ABC boki a, b, ¢ sg przeciwlegle odpowiednio do katéw «, 3, y.
Przerysuj tabele i zastap znaki |?| odpowiednimi warto$ciami.

a b c o B y
a) V6 60° 45°
b) 3V2 60° 105°
<) V6 + 2 15° 45°
d) V8 4 2v3 +2
e) 2V2 V2 + V6 75°
f) | 2v3-2 V6 -2 105°

2.15. W réwnolegltoboku krotsza przekatna i bok o dtugosciach odpowiednio 12 cm
i 8 cm tworza kat 60°. Oblicz dlugos¢ drugiego boku i dluzszej przekatnej oraz miary
katow réwnolegtoboku.

2.16. Dwa boki trojkata ostrokatnego wpisanego w okrag o promieniu r majg dtu-
gosci V3 i rv/2. Oblicz miary katéw tréjkata.

2.17. Romb, ktérego kat rozwarty ma miare 150°, opisany jest na okregu o promie-
niu 20 cm. Oblicz dlugosci przekatnych rombu.

2.18. W czworokacie wypuklym kolejne boki maja dtugoéci: 2 cm, 5 cm, 7 cm

i 213 cm. Jedna z przekatnych ma dlugoé¢ 8 cm. Oblicz dlugos¢ drugiej przekat-
nej tego czworokata z dokladnoscia do 0,1 cm.

2.19. W trojkacie rownobocznym ABC na boku BC wybrano taki punkt M, ze
|BM| = %lMCI. Wyznacz sinus kata CAM.

2.20. Trojkat ABC jest rGwnoramienny, |AC| = |BC| = 14 ikat miedzy ramionami
ma miare 120°. Oblicz dlugo$¢ srodkowej AD tego trdjkata.

2.21. Wyznacz dtugosci $rodkowych poprowadzonych w tréjkacie o bokach dtugo-
$ci 10, 12 oraz 9.

2.28. ABC - trojkat prostokatny, <CAB = 60°, |AD| =3 A
3
4DAS = 24CAB = - - 60° = 30° D,
W trojkacie DSA (polowka trojkata rownobocznego): s E
IDA| = |DS|3, stad |DS| = % = 3.
B Fa—
|AE| = |DA| = 3, |EC| = |SF| = |DS| = V3,

|AC| = |AE| + |[EC| = 3 + V3.
Z twierdzenia cosinusow w trojkacie CAD:

ICDP” = |ADI + |ACP - 2|AD| - |AC| - cos 4CAB = 3> + (3 + V3)’ =23 (3 + V3) -
=9+9+6V3+3-9-3v3=12+33

Odp.: [CD| = \12 + 33

N | —



2.22. Srodkowe AE i BF tréjkata ABC maja dtugo$ci odpowiednio 15 oraz 18 i prze-
cinajg si¢ pod katem 120°. Oblicz dtugos¢ trzeciej srodkowej tego tréjkata.

2.23. W trojkacie réwnobocznym ABC o boku dlugosci
6 cm, bok AB podzielono punktami M i N na trzy réwne
czedci, jak na rysunku. Wykaz, ze 8> a = y.

2.24. Udowodnij, ze suma kwadratéw dlugosci przekat-
nych réwnolegloboku jest réwna sumie kwadratéw diugo- A
$ci wszystkich jego bokow.

i

2.25. Sinusy katéw pewnego trojkata maja si¢ do siebie jak 2 : 3 : 4. Udowodnij, ze
ten trojkat jest rozwartokatny.

2.26. Dwa boki tréjkata wpisanego w okrag o promieniu R maja dlugosci R i %R.
Wyznacz dlugos$¢ trzeciego boku tego tréojkata.

2.27. W trojkacie o katach «, f3, y spelniona jest nieréwnos¢
sin” a + sin® § — sin” y < 0. Wykaz, ze cosy < 0.

2.28. W trojkat prostokatny ABC, w ktorym bok AB jest przeciwprostokatna
i <CAB = 60°, wpisano okrag styczny do przeciwprostokgtnej w punkcie D. Odci-
nek AD ma dtugos¢ 3. Oblicz |CD].

1. W tréjkacie o bokach a, b, ¢ kat « lezacy naprzeciwko boku a jest rozwarty.
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A d?+b* > B. b+ > d C. 2 +a* > b
2. W trdjkacie ABC danesa: |AB| = 5, |BC| = 2, |AC| = 4. Wyznacz z doktadnoscia
do 1° miary katow tego trojkata.

3. Stosunek bokdéw tréjkata wynosi 3 : 5 : 6. Wyznacz cosinus najwiekszego kata
w tym tréjkacie.

4. Punkty K i L dzielg przekatng AC kwadratu ABCD o boku a na trzy réwne czesci.
Oblicz dtugos¢ boku rombu BLDK.

5. Wykaz, ze w réwnoramiennym tréjkacie prostokatnym tangens kata ostrego mie-
dzy $rodkowymi poprowadzonymi z wierzchotkéw katéw ostrych jest réwny 0,75.

5. C
tga = —tgf
Oznaczamy: |AE| = |EC| = |CD| = |DB| =a, a > 0.

A
AN
[T\
AB |AD| = |BE| = Va? + 4a? = a5

Punkt M dzieli kazdg $rodkowg w stosunku 2 : 1, liczac od wierzchotka,
zatem |EM| = %ax/g, |AM]| = %a\/g.
Z twierdzenia cosinuséw w trojkacie AEM: |AE|2 = IEMI2 + |AM|2 —2|EM]| - |AM]| - cos«

2 52 20 > > V5 25 2
a==-a+=—a -2a-— -—.cosa |:a
9 9 3 3
25 20 20 16 4
1==—-="—cosqa, stad — cosax = —, zatem cosa = — (« — kat ostry).
9 9 9 9 5
4 . 3 3
cosx = - = sinax = - = tga = —.
5 5 4

Zatem tga = 0,75.

2. Twierdzenie cosinuséw

2.22. 3131

2.23. Patrzs. 21.
2.24. Patrzs. 22.
2.25,

sina:sinff:siny=2:3:4
7 twierdzenia sinuséw:

sina _ a a 1 . c
— =—,stad —=—, czylia=—
siny ¢ c 2 2
sin b b 3 . 3
,—/3 =—,stad — ==, czyli b=~
siny ¢ c 4 4
Z twierdzenia cosinusdw:
2,12 2
COS')} _ a + = C
2ab
Zatem
2
CZ+ 1% 2 2 %662 2
cosy = = =
2 <. éc ECZ
3 2 4 4
— |
=——=—-<0
3 4
4

Stad y € (90° 180°).
Zatem trojkat jest rozwartokatny.

2.26. 3‘54‘ V7R ub 2 ﬁ: VTR

2.27. Przyjmujemy oznaczenia jak
na rysunku w rozwigzaniu zadania
2.25.
Z twierdzenia cosinusow:
at+b* -
2ab
Zatem cosy < 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy a* +b* - ¢* <0,
czyli a® +b* < &
Z twierdzenia sinusow:
sine _a sinff b
C o

cosy =

- >
siny ¢

sin2a+sin2ﬁ < sinzy
sin o : sin 3 2
( i ) +< i > <1
siny siny

2 2
(E) +<?> <1
© ©

a+b’ <
Zatem cosy < 0.

2.28. Patrzs. 22.

Prosto do matury
1. B,E P

2. JA =23° 4B =49°, 4C = 108°

3 - L
15

4. iga
3

23 I
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tematy 6.7 (klasa 1), 4.7 (klasa 2)
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3. Zwiazki miarowe
w wielokatach

Umiejetnosci:
e znajdowanie zwigzkdw miarowych w wielokgtach z uzyciem trygonometrii

Udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie o dwusiecznej
Dwusieczna kata wewnetrznego w tréjkacie dzieli przeciwlegly bok tréjkata na
odcinki proporcjonalne do bokéw przyleglych do tego kata.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. 9

Zatozenie A»

CD jest dwusieczng kata ACB.

Teza

1AD| _ |AC|

IDB| ~ |CB] ) ]
Dowdd D

iizzz - % — trojkaty ADC i DBC maja wspdlna wysoko$¢

Paapc  |AC|-|DC|-sina  |AC]|
Papsc  ICBI-IDC|-sina  |CB|
|AD| _ |AC]|

DB~ |CBI’

Koniec dowodu

«— pole trojkata jest rowne P = %bc sin«

Zatem

Zachodzi tez twierdzenie o dwusiecznej

kata zewnetrznego, czyli przylegtego do

kata wewnetrznego trojkata. Przyjmijmy

oznaczenia jak na rysunku. Wtedy twier-

dzenie to przyjmuje nastepujacg postacé: A B E

Jezeli prosta zawierajaca dwusieczng kata zewnetrznego przy wierzchotku C tréjkata

ABC przecina prostg AB w punkcie E, to % = %

Dowdd tego twierdzenia pominiemy.



Przyktad o zad. 3.5

Boki trojkata majg dlugoéci |AB| = 6, |BC| = 5,
|AC| = 4. Obliczymy dtugosci odcinkéw, na ktore
dwusieczna AD dzieli bok BC.

Rozwiagzanie
Oznaczmy |BD| = x, |DC| = y.

x _ |AB| ) ) ) )
- = — «—— na mocy twierdzenia o dwusiecznej
y 1AC|
xX+y=5 «— z warunkow zadania
Rozwigzujemy uklad réwnan:
6

z = - X = § y x=3

y 4 2 )

x+y=5 X+y=5 V=

Odp.: |BD| = 3, |DC| =2

Przyktad @

Obwdd trdjkata ABC jest rowny 40, a dwusieczna kata wewnetrznego przy wierz-
chotku C dzieli bok AB na odcinki o dtugosciach |[AD| =6 i |DB| = 10. Obliczymy
dtugosci bokow trojkata ABC.

zad. 3.7

Rozwiagzanie C
|AB| = |AD| + |DB| = 16
|AD| |AC| . . . .
—_ = — «— na mocy twierdzenia o dwusiecznej
|DB| |CB|
Zatem:
|AC| 6 3
— = —, stad |AC| = =|CB
|CB| 10 ad |AC] 5| | A6 D 10 B

16 + |CB| + §|CB| =40 —— obwdd tréjkata ABC jest réwny 40
SicB| = 24
5
5 3
|CB|=§-24=15, |AC|=g~15=9

Odp.: |AB| = 16, |AC| =9, |CB| = 15
J

Wyprowadzimy teraz wzory taczace diugosci bokow tréjkata i jego pole z promienia-
mi okregédw: wpisanego w ten tréjkat i opisanego na nim.
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43.5. Boki trojkata majg dlugosci
|AB| =8, |BC| =7, |AC| = 12.
Oblicz dtugosci odcinkéw, na
ktore kazda z dwusiecznych dzieli
przeciwlegty bok.

Odp.: AB: 238 5L,
19 19

BC:2,814,2,
AC:6,415,6

43.7. W trojkacie ABC dana
jest suma diugosci bokow:

|AB| + |AC| = 33. Dwusieczna
kata wewnetrznego przy
wierzchotku A dzieli bok BC na
odcinki o dtugoéciach |BD| = 12
i |DC| = 10. Oblicz dlugosci
bokéw ABi AC.

Odp.: |AB| = 18, |AC| = 15
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Pole P tréjkata jest réwne iloczynowi potowy obwodu tréjkata i promienia
okregu wpisanego w ten tréjkat:

P=pr
gdzie 2p oznacza obwod trojkata.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Zatozenia

a, b, ¢ s3 dlugo$ciami bokdéw tréjkata,

2p oznacza obwod tréjkata,

r jest promieniem okregu wpisanego w ten trojkat.

Teza
Pole P tréjkata jest rowne P = pr.

Dowaod
Wyznaczymy pole tego trdjkata.
P=Paaps+ PAscs t PAcas

1 1 1
P = ECT‘ + Ear + Ebr «—— r jest wysokoscig kazdego z trojkatow: ABS, BCS, CAS

P=%r(c+a+b)
P=pr

Koniec dowodu

Pole P trdjkata o bokach dtugosci a, b, ¢ jest rowne:
_abc
T 4R
gdzie R oznacza promien okregu opisanego na tym trdjkacie.

Zatozenia

a, b, c sa dlugo$ciami bokéw tréjkata,
R jest promieniem okregu opisanego na tym trojkacie.

Teza

Pole P tréjkata jest rowne P = i—l;c.



Dowdd

Niech o oznacza kat trojkata lezacy naprzeciw boku o dlugoéci a. Mamy:

1 .

P = -bcsina
2

. a . L . a
sin = — «— z twierdzenia sinusow —— = 2R
2R sin o
_abc

4R

Koniec dowodu

Podamy jeszcze wzdr (jego wyprowadzenie pominiemy), za pomocg ktérego mozna
obliczy¢ pole tréjkata, gdy dane sg tylko dlugosci jego bokow.

Wzér Herona
Pole P tréjkata o bokach diugosci a, b, c jest rowne:

P=\p(p-a)p-b)p-o),
gdzie 2p oznacza obwod trojkata.

Zauwazmy, ze w podanym wzorze niezaleznie od rodzaju trdjkata wyrazenie pod
pierwiastkiem jest dodatnie. Liczby g, b, ¢ sg dlugosciami bokow trdjkata, wiec spel-
niaja nieréwnos¢ trdjkata:

a+b>c, a+c>b, b+c>a,
a stad po prostych przeksztalceniach otrzymujemy:
p—-c>0, p-b>0, p-a>0.

Przyktad @) « zad. 3.10, 3.11

Dany jest tréjkat o bokach dtugosci 6, 5 i 7. Obliczymy promien R okregu opisanego
na tym tréjkacie i promien r okregu wpisanego w ten trdjkat.

Rozwigzanie

Niech p oznacza potowe obwodu, a P — pole tego trojkata. Wowczas:

p=9,P=19-3-4.2=66

_abc _6:5-7 _35V6 _P_6V6_2V6
4P 4.6v6 24 p 9 3
2
Odp.:R = —35\/8, r= —\/6
24 3
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43.10. Odcinki o dlugosciach

5 cm, 12 cm, 13 cm s bokami
tréjkata. Oblicz stosunek
promienia okregu opisanego na
tym trojkacie do promienia okregu
wpisanego w ten tréjkat.

1
Odp.: 3—
P33

43.11. Boki tréjkata maja
diugosci 4 cm, 5 cm, 6 cm. Oblicz
promien R okregu opisanego na
tym tréjkacie i promien r okregu
wpisanego w ten tréjkat.

Odp.:R = sxﬁcm, 7= %ﬁcm
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43.15. Dwa boki trojkata maja Q
dlugosci 8 i 15, a kat migdzy nimi

ma miare 60°. Oblicz promien r
okregu wpisanego w ten tréjkat.

Odp.: g\/g

43.23. Czworokat ABCD jest
opisany na okregu oraz |AB| = 6,

|AD| = 4, cos<dBAD = %

i cos4BCD = —%. Oblicz dlugosci

bokéw BC i CD tego czworokata.

Odp.: |BC| = V7 + 1,
|CD| = V7 -1

Przyktad o zad. 3.15 A

W trojkacie prostokatnym o przyprostokatnych a i b D
poprowadzono dwusieczng kata prostego. Wykazemy,
ze zawarty w trojkacie odcinek tej dwusiecznej ma dtu-

ab
¢ ——/2. c B
gos¢ —— V2 a
Dowdd
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
1 . 2 1 . 2
Pgpe = Jarx sin45° = 225 Pipc = Eb - x -sin45° = bx;/_

Pole tréjkata ABC jest sumg pol tréjkatéw BDC i ADC. Zatem:

ab _ axV2 + bxﬁ, czyli 2ab = xV2(a +0b)

2 4
2ab ab
X 2—m, stqu—m\ﬁ

Koniec dowodu

Przyktad @ < zad.3.23

Czworokat ABCD jest opisany na okreguoraz |AB| = 5,

|AD| = 8, 4BAD = 60° i <BCD = 120°. Obliczymy

diugosci bokow BC i CD tego czworokata.

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Czworokat ABCD jest opisany na okregu, wiec:
ICD|+5=x+8, czyli |[CD|=x+3

Stosujemy twierdzenie cosinuséw dla tréjkatow ABD i CBD.
d*>=5+8-2-5-8-cos60° W AABD
d =x2+(x+3)2—2'x-(x+3)'c03120° «—— w ACBD

Zatem:
25+64—80-%:x2+x2+6x+9—2x(x+3)-<—%)
3" +9x-40 =0
A=561, x = -9 —6\/561’ X, = -9 +6\/561
Tylko druga z otrzymanych liczb jest dodatnia, czyli:
|BC|=V561_9, |CD|:\/561—9+3:\/561+9
6 6 6
Odp.: |BC| = _V561‘9) ICD| = Y561 +9

6 6
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Przyktad 0 zad. 3.27 43.27. Bok o$miokata foremnego

Dany jest dwunastokat foremny o boku a. Obliczymy ABCDEFGH ma diugosca
a) promien okregu opisanego na tym dwunastokacie. (zeion Gl
b) dtugos¢ przekatnej BD. ./ &
c) dlugos¢ przekatnej AD. A F
Rozwiagzanie B E
C a D
Wyznacz dlugos¢

a) przekatnej AG.
b) przekatnej AF.
c) przekatnej AE.

Odp.:a) a\2 + V2

b) a(l + \/5)

) a\4+2V2

Rys. 2

a) Zauwazmy, ze $rodek S okregu opisanego na dwunastokacie lezy na symetralnej
boku BC tego wielokata. Niech R bedzie promieniem tego okregu (rys. 1).
Dwunastokat ma wszystkie boki tej samej dlugosci, zatem kat BSC ma miare

3?2 = 30°. Trojkat BCS jest rownoramienny o kacie przy podstawie 75°, wiec:
a
2 - cos75°
R
R:L <—cos75°:sin15°:\£_\/z
2 cos 75° 4
R 2a Za(\/6+\/§) 2a(\/6+\/§) V6 + 2
= = — = a
-2 (Ve-3)(Verva) 1 2
Odp.: R = \/g; V2,

b) Trojkaty BCS i CDS sg przystajace, wiec trdjkat BSD jest rownoboczny (rys. 2)
i [BD| =R, czyli:

BD| = V6 + \/Ea
2
Odp.: |BD| = Y6+ V2,

2
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Odpowiedzi i rozwigzania
3.1. B

32. A

33.C

3.4. 52 42
7 7

35. AB:238 5L,
19 19

BC: 2,814,

AC: 6,4i5,6

3.6. 4 cm

3.7. |AB| = 18, |AC| = 15

3.8. szﬁa

3.22. S3 dwa przypadki: trojkat ABC moze by¢ ostrokatny lub rozwartokatny.
P - pole rombu ABCD, a - dlugos¢ boku rombu

2 .
P=a"sinx

|AC|* = |AB|* + |BC|* - 2| AB| - |BC| - cos4ABC = 2a* (1 - cos<4ABC)
c0s<JABC = cosa lub cos<4ABC = —cosa

Zatem |AC|=aV2-2cosa lub |[AC| =aV2+ 2cosa.

Pypc

c) Tréjkat ASD jest prostokgtnym tréjkatem réwnoramiennym, czyli jest potowa
kwadratu (rys. 3). Zatem:

|AD| = R\V2
|AD| = \/E;r \/Ea\/iz Wmﬁz a(l + \/5)

Odp.: |[AD| = a(1+ V3)

W kazdym z zadan 3.1-3.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie.

3.1. Wskaz promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny o przyprostokatnych
6cmi8cm.
A.3cm B. 2cm C. 4cm D.1cm

3.2. Ile wynosi pole trojkata o bokach 4, 5, 72
A. 4V6 B. 6V6 C. 4 D. 36

3.3. W tréjkacie ABC o boku |AC| = 18 dwusieczna CD dzieli bok AB w stosunku
|[BD|: |DA| = 1:6. Wskaz dtugos¢ boku CB.

Al B.% C.3 D.5

3.4. W trojkacie prostokatnym przyprostokatne majg dtugosci 6 i 8. Oblicz diugosci
odcinkow, na ktore dwusieczna kata prostego podzielita przeciwprostokatna.

3.5. Boki trojkata maja dlugosci |AB| = 8, |BC| = 7, |AC| = 12. Oblicz dtugosci
odcinkéw, na ktére kazda z dwusiecznych dzieli przeciwlegly bok.

3.6. W tréjkacie rownoramiennym ABC podstawa AB ma dlugo$¢ 6 cm, a ramiona
po 12 cm. Dwusieczne katow przy podstawie przecinajg ramiona w punktach M i N.
Oblicz dtugos¢ odcinka MN.

3.7. W trojkacie ABC dana jest suma dtugo$ci bokow: |AB|+|AC| = 33. Dwusiecz-
na kata wewnetrznego przy wierzchotku A dzieli bok BC na odcinki o diugosciach
|IBD| =12 i |DC| = 10. Oblicz dtugosci bokéw ABi AC.

3.8. W trdjkacie ABC dane sa: |AC| = 2a, |BC| =a i 4ACB = 120°. Dwusieczna
kata ACB przecina bok AB w punkcie D. Wyznacz dlugo$¢ odcinka AD.

2 . 3
a sin« asin o

r= = =
0,5(lAB| + [BC| +|AC|)  0,5(2a+|AC|) 2a+|AC| , , ACI
a

2 2
<2+@)r 2+@>r <2+&>
Stad a = 2~ czyli P = — csina= ~——92 2 42
Sin & Sin «
(2+V2-2cosa)’ , (2+V2+2cosa)’ ,
Odp.P=~——— 7" lubP=~—-—"—Z‘7r
SIn o Sin «
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3.9. Oblicz pole trojkata o bokach podanej dltugosci. 3.9.2)3V15 b)8V30 ¢ 57
a) 4,6,8 b) 8, 11,13 ¢) 6,10, 11 d) 4,6,7 3 4
d) V255
3.10. Odcinki o dlugoséciach 5 cm, 12 cm, 13 cm sg bokami trojkata. Oblicz stosunek ]
promienia okregu opisanego na tym trdjkacie do promienia okregu wpisanego w ten 3.10. 37
tréjkat.
3.11. Boki trojkata majg dtugosdci 4 cm, 5 cm, 6 cm. Oblicz promieri R okregu opi- 311.R= 2\/7 cm, r = %\/7 cm

sanego na tym tréjkacie i promien r okregu wpisanego w ten tréjkat.

3.12. Kat miedzy ramionami tréjkata réwnoramiennego ma miare 32°. Oblicz 3.12. 2,50
(z dokladno$cia do drugiego miejsca po przecinku) stosunek promienia okregu opi-
sanego na tym tréjkacie do promienia okregu wpisanego w ten trojkat.

3.13. Naboku BC réwnobocznego tréjkata ABC wybrano taki punkt D, ze stosunek 3.13. g

pola tréjkata ADB do pola tréjkata ADC wynosi 1 : 2. Wyznacz tangens kata DAB.

3.14. Miara kgta migdzy ramionami tréjkata réwnoramiennego o polu V3 jest réw- 3.14. 3n (7 - 4\/3)
na 120°. Oblicz pole kota wpisanego w ten tréjkat.

3.15. Dwa boki tréjkata maja dtugosci 81 15, a kgt miedzy nimi ma miare 60°. Oblicz 3.15. g V3
promien r okregu wpisanego w ten trojkat.

8.16. Dwa boki tréjkata majg dtugoéci 4 cm i 5 cm. Jego pole jest réwne 8 cm”. Oblicz 3.16. x = V17 cm,
dlugos$¢ x trzeciego boku tréjkata oraz promien r okregu wpisanego w ten trojkat. S e V17 cm lub x = V85 cm
3.17. W tréjkacie prostokatnym dwusieczna kata ostrego dzieli bok przeciwlegly r= (9 - \/@) Sl
w stosunku 2 : 3. Oblicz stosunek pola kola opisanego na trdjkacie do pola kota wpi- o(3 + 5)
sanego w ten tréjkat. 3.17. -
3.18. Dany jest trojkat ABC, w ktérym: |AB| =8, |BC| =4 i <ABC = 56°. Oblicz 3.18. 4,71

dlugo$¢ dwusiecznej BD w tym trdjkacie. Wynik podaj z dokladnoscig do drugiego
miejsca po przecinku.

3.19. W tréjkacie ABC dane sg dtugosci bokéw: |AB| = 4 cm, |BC| = V3 cm, 3.19. P = V23 cm?, M
|AC| = 3 cm. Oblicz pole tréojkata ABC oraz stosunek promienia okregu opisanego 2 23
na tym tréojkacie do promienia okregu wpisanego w ten trojkat.

3.20. W trojkacie prostokatnym jeden z katéw ostrych jest dwa razy mniejszy od 3.20. 2n (2 + \/5) cm’
drugiego. Dlugos¢ okregu wpisanego w ten trdjkat wynosi 2m cm. Oblicz pole kota
opisanego na trdjkacie.

3.26. tgaCAB = 198l _ 3 D

l0A| 4
r — promien okregu wpisanego w romb ABCD “
A = c

Przyjmujemy: |OB| = 3x, |OA| = 4x

Papcp = %|AC|’|BD| = %-8)6-6xz24x2 ‘P

|AB| = V|OAJ? + |OBJ? = V(4x)? + (3x)? = 5x
|AB| - 2r = Pypcp, wiec:

_ Pugep _ 24xF 12

= - =2
2|1AB|  2-5x 5
P 24x° 25.24 25
Szukany stosunek: —222 — = =&
nr? (12 ) 144 6m
T ?x

25
Odp.: —
P 67
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3.21.a) r = 2\5@ cm, 3.21. Boki trdjkata ABC maja dlugoéci: |AB| = 4 cm, |AC| = |BC| = 8 cm.

16VT5 ) a) Oblicz promien r okregu wpisanego w trojkat ABC i promien R okregu opisanego
B a2 na tym tréjkacie.
3.22. Patrzs. 30. b) Oblicz stosunek pdl figur, na ktére symetralna boku AC rozcina tréjkat ABC.

3.23. |BC| = V7 + 1,
IBE[[= 7 3.22. Wrombie ABCD dana jest miara o kgta ostrego i promien r okregu wpisanego

ICD| = V7 -1 . :

] w trdjkat ABC. Oblicz pole rombu.
3.24. 35
3.25. cos<CBD = llégﬁ 3.23. Czworokat ABCD jest opisany na okregu oraz |AB| =6, |AD| = 4,

2 I B, LA T

3.96. Patrzs. 31, cos<IBAD = 5 1cos 4BCD = 3 Oblicz dlugosci bokéw BC i CD tego czworokata.
3.27. a) a\2+ V2 3.24. Dlugosci bokéw czworokata ABCD wpisanego w okrag sa rowne: |AB| = 3,
b) a(l " \/5) ) a\4+ 22 |BC| = |CD| =2, |DA| = 4. Oblicz dlugo$¢ przekatnej BD tego czworokata.

3.28. Kazdy kat wewnetrzny
pieciokata foremnego ma miare

108° (g - 180°).
AABC = BCD (bkb)
Stad 4BAC = 4BCA =<4CBD =

3.25. W trapez rownoramienny ABCD, w ktorym |AB| > |DC|, wpisano okrag
o promieniu r. Punkt stycznoéci P dzieli ramie¢ AD na odcinki AP i PD w stosunku
5:1. Oblicz cosinus kata CBD.

3.26. Tangens kata zawartego miedzy dluzszg przekatng rombu a jego bokiem jest

180° — 108°
=4CDB = 36° (——). . 3 . .
N ( 2 ) réwny =. Oblicz stosunek pola rombu do pola kota wpisanego w ten romb.
Zatem w czworokacie APDE: 4
JEAP = JEDP = 108° — 36° = 72° H G

Czworokat APDE jest wiec 3.27. Bok o$miokata foremnego ABCDEFGH ma dlugo$¢ a

deltoidem, ale: (zob. rysunek). Wyznacz dtugos¢ A F
JAPD = 360°-108°-2-72° = 108° a) przekgtnej AG.
Stad SAPD =<9 AED = 108°. b) przekatnej AF. B E
Czworokat APDE jest deltoidem, c) przekatnej AE. C~a D
ktdrego przeciwlegte katy maja
réwne miary, zatem jest rombem. E
Q 3.28. W pieciokacie foremnym ABCDE punkt P jest punktem
3.29. N AN przeciecia przekatnych AC i BD, jak na rysunku. Udowodnij, ze A ’ D
N/ ~ czworokat APDE jest rombem. ‘ 4
7X </
¢ N 0 3.29. W kwadracie o boku dlugosci 1 zawarty jest trojkat. Wy-
= AN kaz, ze pole tego trdjkata nie jest wieksze niz sinus dowolnego
Kazdy bok tréjkata ma dlugos¢ nie jego kata.
wigkszg niz dlugos¢ przekatnej
kwadratu, czyli V2. 3.30. W tréjkacie ABC kat ACB ma miare dwa razy wieksza niz kat CAB. Dane sa
Py= %ab siny = dtugosci dwoch bokow tego trojkata: [BC| =9 i |AC| = 7. Oblicz dlugosé¢ boku AB.
= %bc sina = %ac sin 8
1 1 _ 3.30. CD - dwusieczna kata ACB B D A
S = V22l AABC ~ ACBD g
el fen (cechakk: <BAC = a =<4BCD i 4ABC = <CBD) 5 0
2 2 |AB| _ |BC| % QV
Zatem P, <sina, Zatem 1BC| — 1BD|" *)
P, <sinf, P, <siny. Z twierdzenia o dwusiecznej w trojkacie ABC: ¢
3.31 c IBDI_ 1Bl \gp| = 2)AD| & |BD| = 2 (|AB| - |BDJ) & |BD| = —|AB|
o |AD| — |AC| 7 7 16
A D Podstawiamy wyznaczone |BD| do réwnosci (¥).
|AB| - Z|AB| = |BC]
B 16
JADB = 180° —4ADC = 4DAC + |AB]2 = 28,92 = 144
+<ACD = 4DAB +4ACD > 4DAB o
4ADB > 4DAB, zatem Qo fete] = 12

|AB| > |BD| (naprzeciwko
wiekszego kata lezy wiekszy bok).



3.31. W trojkacie ABC poprowadzono dwusieczng AD. Wykaz, ze |BD| < |AB.

3.32. W trdjkacie prostokatnym ABC wysoko$¢ CD dzieli przeciwprostokatng AB
na odcinki o dtugo$ciach 4 cm i 16 cm. Oblicz promienie okregéw wpisanych w troj-
katy ADC i CDB oraz odlegto$¢ miedzy srodkami tych okregdéw. E

3.33. W pieciokacie foremnym ABCDE o boku 1 przekatne EB
i EC przecinajg przekatng AD odpowiednio w punktach K i M,

jak na rysunku. Wykaz, ze |KM| = & _2\/5. 5 g

A D

3.34. Dwa boki trdjkata o polu P majg dlugosci a i b. Wyznacz promien R okregu
opisanego na tym troéjkacie.

1. W tréjkacie prostokatnym jedna z przyprostokatnych jest dwa razy krotsza od

przeciwprostokatnej. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Jeden z katéw ostrych tego trojkata jest dwa razy mniejszy od drugiego kata
ostrego.

B. Dwusieczna kata prostego dzieli przeciwprostokatng na dwa odcinki, z ktérych
jeden jest dwa razy krotszy od drugiego.

C. Stosunek promienia okregu opisanego na tym trdjkacie do promienia okregu wpi-
sanego w ten tréjkat wynosi 1 + V3.

2. W czworokacie ABCD przedstawionym na rysunku D
obok dane sg: |AB| =5, |BC| =6, |CD| =7, |DA| = 4,
|AC| = 7. Oblicz pole tego czworokata.

3. Dany jest trojkat rownoramienny ABC, w ktéorym A
|AC| = |BC|, |AB| = 1+ V3 i 9ACB = 120°. Oblicz diu-
gosci odcinkéw, na ktére dwusieczna kata przy podstawie
dzieli ramie tego tréjkata.

B
4. Boki prostokata ABCD maja dlugoséci |AB| = 20, |BC| = 25. Oblicz odleglos¢
miedzy srodkami okregéw wpisanych w trojkaty ABC i CDA.

5. W trojkacie prostokgtnym réwnoramiennym przez wierzchotek kata prostego
poprowadzono dwie proste, ktore podzielity ten kat na trzy rowne katy. Wyznacz
dlugosci odcinkéw, na ktére te proste dzielg przeciwprostokatng o dtugosci c.

3.34. i
b a

IRE %absiny, stad siny = %.

Z jedynki trygonometrycznej:

& 2 .2 4p? _ a’b® — 4p?
cos”y =1-sin Y_I_W_W
Va?b? — 4P? —Va?b? — 4P?
Stad cosy = —Q lub cosy = —

Z twierdzenia cosinuséw: ¢* = a” + b’ — 2ab cos y.
Zatem ¢’ = a’ + b’ —2Va?b? — 4P* lub ¢ = a® + b* + 2Va?b? — 4P2,
Korzystamy ze wzoru na pole tréjkata P = i—;c i obliczamy R.

abc ab\/a2+b272\/a2b274P2 lub R ab\/a2+b2+2\/a2b274P2
ub R = .

R=—, czyli R=
4p 4p 4p

3. Zwiazki miarowe w wielokgtach 33

3.31. Patrzs. 32.

B
|CD| = V|AD| - |DB| = 8 [cm]
|AC| = V|CDJ? + |ADJ? = 4+/5 [cm]
|BC| = ICDJ? + |BD|? = 8+/5 [cm]
r — promien okregu wpisanego
w tréjkat ADC
O, S - $rodki okregéw wpisanych
w trojkaty ADC i CDB
P 0,5-4-8

P 05(4+8+4v5)
=2 (3 - \/5) [cm]
ACDB ~ AADC w skali k =2,
wiec promien okregu wpisanego
w trojkat CDB jest rowny

2r = 4(3 - \/E) [cm].

|OS| = \[r? + (3r)? = rV10 =

= 2@(3 = \/5) [cm]
Odp.: 2(3 = \/5) cm,
4(3— \/§) cm, 2\/%(3— \/5) cm

3.33. Kat wewnetrzny pieciokata
ma miare 108°.

JAEB = 0,5(180° — 108°) = 36°
JKEM = 180° -2 -36° = 36°
Zatem EK jest dwusieczng

kata AEM.

JAEM =2-36° = 72°

JAME = 180° — (36° + 72°) = 72°
Stad |AM| = |AE| = 1.

Niech |[KM| = x, x € (0; 1).
Wtedy |AK|=1-x oraz

|[EM| = |AK| = 1 - x.

Z twierdzenia o dwusiecznej

w trojkacie AEM:
MK _JABL 2 3, 41-0
|[KM| |EM]|
3-5 3+45
X1 = —F> x2:_¢(0§1)
2 2
Zatem |[KM| = x = 3_2\6.

Prosto do matury
1. B,E P
2. 6(V5+ V6)

3.1, —
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-

tematy 1.1, 1.2, 1.13

Multite4a

e Funkcje trygonometryczne kata
w uktadzie wspotrzednych (1)

e Funkcje trygonometryczne kata
w ukfadzie wspodtrzednych (2)

e Funkcje trygonometryczne kata
w ukladzie wspdtrzednych (3)

e \Wzory redukcyjne

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 1.4

G

Generator

testéw i sprawdzianéw

N

4. Funkcje trygonometryczne
dowolnego kata

Umiejetnosci:

* wykorzystywanie definicji i wyznaczanie wartosci funkcji sinus, cosinus i tangens
dowolnego kata o mierze wyrazonej w stopniach

e stosowanie wzordw redukcyjnych

Rozszerzymy definicje funkeji trygonometrycznych tak, aby dotyczyly nie tylko ka-
tow wypuktych.

Do tej pory definiowali$my kat jako cze$¢ plaszczyzny wyznaczong przez dwie pot-
proste o wspdlnym poczatku. Zgodnie z taka definicjg miara dowolnego kata « spel-
nia nieréwnos¢ 0° < o < 360°. W niektdrych zastosowaniach matematyki potrzebne
sg jednak katy o miarach wigkszych od 360° oraz katy o ujemnych miarach. Jest tak
na przyktad w sytuacji, w ktorej kat rozumiemy jako miare obrotu. Jezeli na przy-
kfad wykonamy dwa pelne obroty klucza w zamku, to powiemy, ze obrécilismy go
0 720°. W tej sytuacji trzeba jeszcze ustali¢, w ktdrg strone wykonujemy obrét, bo
przekrecenie klucza o 720° w jedna strone przyniesie zupelnie inny efekt niz prze-
krecenie go w drugg strone. Umieszczenie kata w ukladzie wspdtrzednych pozwala
to jednoznacznie okreslic¢:

e katy odkladane przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara maja miare dodatnia,

e katy odkladane zgodnie z ruchem wskazdéwek zegara majg miare ujemna.

wym ramieniem kata 135°.

Przyktad o
A
Narysujemy w uktadzie wspdtrzednych dane katy. z
a) o = 495° |
495° = 360° + 135° ~
Moéwigc obrazowo, konicowe ramie kata zatoczy- o 1 -
fo pelny obroét, a nastepnie pokrylo si¢ z konco- J
A

b) g =-30° v
Kat ujemny odkltadamy w kierunku zgodnym
z ruchem wskazdwek zegara. 1t
Koncowe ramie kata —30° pokrywa sie z konco- 0 -

wym ramieniem kata 330°. Jednak te katy nie sa
réwne. Obrét o0 30° w jedng strone oznacza co in-
nego niz obrét o 330° w druga strone.
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Moéwimy, ze kat o nalezy do I (II, III, IV) ¢wiartki ukladu wspoétrzednych, jezeli
jego ramie wodzace zawiera sie w I (odpowiednio II, III, IV) ¢wiartce ukladu.
Ramiona katéw o miarach bedacych wielokrotnosciami 90° (czyli np. 0°, 90°, 180°,
270°, 360°) pokrywaja si¢ z pdétosiami ukladu, zatem katy te nie naleza do Zadnej
z ¢wiartek ukfadu.

Zauwazmy, Ze po wykonaniu kazdego pelnego obrotu o 360° lub o —360° rami¢ kon-
cowe kata o wrdci do polozenia, w ktérym bylo poprzednio.

Dla kazdego k € Z ramiona koncowe katow v i 3 = a+k-360° pokrywaja sie.

Przyktad @)

Napiszemy, jaki warunek spelniaja katy o € (0°% 360°) nalezace do kolejnych ¢wiar-
tek ukladu wspolrzednych i zaznaczymy po dwa przykladowe katy.

I ¢wiartka ukladu II ¢wiartka uktadu
by VA
o 160°
135°
0] 1 X of 1 X
0° < <90° 90° < o < 180°
III ¢wiartka uktadu IV ¢wiartka ukladu
)4 vy
i % Q ' Y
2509
330°

180° < «x < 270° 270° < « < 360°

35 I
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44.4. Zapisz miare kata w postaci Przyktad e zad. 4.4
k-360° + «, gdzie a € (0% 360°),

k € Z, oraz okredl, do ktorej Obliczymy, do ktérej ¢wiartki ukladu wspoétrzednych naleza podane katy.

¢wiartki nalezy ten kat. Rozwigzanie

a) 966° a) 500°

L)tk S 500° = 360° + 140°

fl)) 11799120 Kat 360° stanowi peten obroét, a kat 140° nalezy do drugiej ¢wiartki.
e) —480° Odp.: Kat 500° nalezy do drugiej ¢wiartki uktadu wspotrzednych.

f =753 b) 2015°

Odp.: a) 2 ° 360'J + 2460 20150 — 5 . 3600 + 2150

b) 3 -360° + 303°
¢) 4-360°+ 351°
d) 5-360° + 118° Odp.: Kat 2015° nalezy do trzeciej ¢wiartki ukladu wspolrzednych.
e) —2-360° + 240°
f) —3-360° + 327°

Kat 5 - 360° stanowi 5 pelnych obrotéw, a kat 215° nalezy do trzeciej ¢wiartki.

c) —1410°
I sposéb
—1410° = -3 - 360° — 330° = -3 - 360° — 270° — 60°
Kat —3-360° stanowi 3 pelne obroty, a kat —270° - 60° (odkladamy go w ujemnym
kierunku) nalezy do pierwszej ¢wiartki.
IT sposéb
—1410° = -4 - 360° + 30°
Kat —4 - 360° stanowi 4 pelne obroty, a kat 30° (odktadamy go w dodatnim kie-
runku) nalezy do pierwszej ¢wiartki.
Odp.: Kat —1410° nalezy do pierwszej ¢wiartki ukladu wspotrzednych. )
Definicje funkgji trygonometrycznych dowolnego kata s takie same jak wprowadzo-
ne wczesniej definicje dla katow wypuktych.

Sinusem kata o nazywamy stosunek rzednej dowolnego (réznego od wierzchol-
ka) punktu wybranego na ramieniu wodzacym kata do promienia wodzacego
tego punktu.

Cosinusem kata « nazywamy stosunek odcietej dowolnego (réznego od wierz-
chotka) punktu wybranego na ramieniu wodzacym kata do promienia wodzg-
cego tego punktu.

Tangensem kata « nazywamy stosunek rzednej dowolnego (réznego od wierz-
chotka) punktu wybranego na ramieniu wodzacym kata do odcietej tego punk-
tu; zakladamy, Ze ta odcieta jest rozna od zera.
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Jezeli punkt P = (xp, yp) lezy na ramieniu wo- 7
dzacym kata «, a 7 jest promieniem wodzacym tego
punktu, to: “
. X 1+
sina =22, cosa =2, tgoczg xp _
r r Xp : 1 X
1
Ponadto, skoro P = (xp, yp), to: \_/
r= \lx%, + yf) «— twierdzenie Pitagorasa i
“““ p
P =/(xp, yp)

Zdefiniowali$my funkcje trygonometryczne za pomoca stosunkéw liczb zwigzanych
z punktem wybranym na ramieniu wodzacym. Wykazemy, ze wartosci tych stosun-
kéw nie zalezg od wyboru punktu.

Jezeli P = (xp, yp) jest punktem na ramieniu wodzacym kata «, a r jest pro-

mieniem wodzacym punktu P, to warto$ci stosunkéw x—P, 2, 4 nie zalezg
ror Xxp
od wyboru punktu P.
vh
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
Niech Py = (x1, y1), P, = (x5, 3,), B = (x,,0), a

—

A= (xz’ 0)’ |OP1| =Ty |OP2| =T

—9
—o

4
:

XN1_X% Nn_J)e Yi_D)2

> >

ry T r 7 X X

.._________
chYu

)

Jezeli miara kata « jest wielokrotnoscig 90°, to:
albo ramie wodzace zawiera sie w osi y i wtedy x; = x, =0, |y1| =7, |y2| =12
albo ramie wodzace zawiera si¢ w osi x iwtedy y; =y, =0, |x;| =7}, |x,| = 1,
W pierwszym przypadku prawdziwe sa pierwsze dwie z powyzszych proporcji, a trze-
cia jest nieokre$lona. W drugim - wszystkie sa prawdziwe.
Zaldzmy, ze miara kata « nie jest wielokrotnoscia 90°. Wtedy BP, || AP,, wigc na
mocy twierdzenia Talesa mamy:

IOBl _ |OAl  |BP| _ |AP,| [BP,| _ |AP,|
|OP,| |OP,|" [OP,| |OP,]" OBl  |OA|
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44.8. Skonstruuj w ukladzie
wspotrzednych kat o spetniajacy
podane warunki.

a)sinaz%i0°$(x<90°

b) cosrxz—i i 180° < a < 270°
0 tgcx:—% i 270° < & < 360°
d) sina = ~0,2 i 270° < & < 360°
e) cosocz—% i 90° <« <180°

f) tgaa = -4 1 90° < & < 180°

Wyrazmy dtugosci odcinkéw za pomocg wspoétrzednych punktow:

|OB| = |x,|, |OA] = |x,|, [BP;| = [y1], [AP,| = |y,]
Zatem: bl _ M, m = M’ m = M
r T r T |x1| |x2|

Niezaleznie od tego, w ktdrej ¢wiartce znajduje si¢ ramie wodzace kata, odpowiednie
wspdlrzedne punktéw P, i P, maja ten sam znak (tzn. ten sam znak maja liczby x;
i x, oraz ten sam znak maja liczby y, i ¥,). W powyzszych proporcjach mozemy wiec
pomina¢ znaki wartosci bezwzglednych:

N_% N N

> >

r r ry L) X1 X

W zaleznosci od znakéw wspoltrzednych punktéw na ramieniu koncowym kata war-
tosci funkeji trygonometrycznych tego kata sa dodatnie lub ujemne.

fo4 0° < < 90° 90° < ¢ < 180° | 180° < ¢ < 270° | 270° < ox < 360°
sin « + + - -
cos « + - - +
tga + - + -

Przykiad @) « zad. 4.8

Dana jest wartos¢ jednej z funkcji trygonometrycznych kata « € (0° 360°). Skon-
struujmy ten kat.

Rozwigzanie

. 2
a) sina=—-=
3

sina = &, wiec przyjmujemy, ze y = -2 i r = 3.
r

Konstrukeja przebiega nastepujgco:
* rysujemy okrag o srodku w punkcie (0, 0)

\
i promieniu r = 3,
° rysujemy prosta k: y = -2, oy \
2 -
N

¥y

z punktu (0,0) prowadzimy polprosta
przez punkt przeciecia prostej k z okre- y=12
giem - jest ona drugim ramieniem kata -2
(pierwszym jest dodatnia potos x).
Prosta k przecina okrag w dwdch punktach, wiec otrzymujemy dwa rozwiazania za-
dania: kat &, oraz kat «,.
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b) tga =-1,2

tga = 2, mozemy zatem przyjac, ze
Xp

P, = (-6, 5) oraz P, = (6, -5).
Zadanie ma dwa rozwigzania: kat «; i kat «,,
a ich ramionami kofcowymi sa odpowied- l'a
nio pétproste OP, i OP,. » 0[N )

Zauwazmy, Ze te polproste uzupelniaja sie
do prostej, a punkty P, i P, sg symetryczne
wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych. j2

Przyktad @ < zad. 4.10
Obliczymy wartosci funkcji trygonometrycznych kata, ktérego drugie ramie prze-
chodzi przez punkt P.
a) P=(-2,-2) b) P =(8, -6)
Rozwiagzanie
a) P=(-2,-2) 7
Obliczamy promien wodzacy punktu P:
r=Vi+4=2V2 ﬁ \
st
Zatem: T -
. 2 1 V2 p
sind=—-———==-——=—-—
V2 V2 2
c0sd = ——2 = _¥2
2v2
-2
tg6 = _—2 =1
VA
b) P =(8, -6) ﬁ \
r=v64+36 = V100 =10 70 ¢ >
63 <
siny =-1,= "%
cosy= = =2
[T
t = _§ = _i P
8Y="37 73

44.10. Wyznacz sinus, cosinus i tangens kata, ktérego rami¢ wodzace przechodzi przez
podany punkt.

a) (6, 8) b) (-2, 6) c) (-4, -2) d) (12, -5) e) (11, 0) f) (8, —15)

4 3 1
Odp.:a) sina = =, cosax ==, tgax = 1=
P ) 5 5 & 3

: 3V10 V10
b) sina = ——, cosa = ——, tga = -3
10 10
. V5 2v5 1
¢) sina=-—, cosa = ——, tga = -
5 5 2
. 5 12 5
d) sina = ——, cosa = —, tga = ——
13 13 12

e)sina =0, cosa = -1, tga =0

f)sinoc——l—5 cosoc—i t oc——lZ
17’ 17’ '8 8
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Przyktad 0

Niech P = (xp, yp) oznacza punkt lezacy na ramie-
niu wodzacym kata o oraz r = |[OP| = 1. Obliczymy
wartosci funkgji trygonometrycznych kata o = 270°.

Jezeli promiert wodzacy (1)
punktu P jest rowny 1, to
P = (cosa, sina).

Rozwigzanie
Ramie wodzace kata pokrywa sie z ujemna potosia y, yh
zatem xp = 0, yp = —1. Nie istnieje tangens kata 270°
(nie jest wykonalne dzielenie przez 0), natomiast:
§in270° = -1, ¢0s270°=0
Podobnie obliczamy wartosci funkcji trygonometrycz-
nych innych katéw bedacych wielokrotno$ciami 90°.
Zauwazmy, ze rami¢ koncowe kata 360°, podobnie jak
kata 0°, pokrywa si¢ z ramieniem poczatkowym. Zatem
sin 360° = sin 0°, cos 360° = cos 0°, tg360° = tg0°.
Wartosci funkgji trygonometrycznych katow bedacych wielokrotnosciami 90°

przedstawiono w tabeli.

a 0° 90° 180° 270° 360°
sinx 0 1 0 -1 0
cos« 1 0 -1 0 1

tga 0 nie istnieje 0 nie istnieje 0

Z wniosku zapisanego na s. 35 wynika prawdziwo$¢ nastepujacego twierdzenia.

Dla dowolnego kata o i dowolnego k € Z prawdziwe sa wzory:
sina = sin (a0 + k - 360°)
cosa = cos (a + k - 360°)
tga = tg(a+k-360°) dla a #90°+n-180°% neZ

Wzory redukcyjne

Wartoéci funkeji trygonometrycznych dowolnego kata mozna obliczy¢ za pomo-
cg wartosci odpowiednich funkgcji trygonometrycznych kata ostrego. Stuza do tego
tzw. wzory redukcyjne. W klasie drugiej poznaliscie takie wzory dla katoéw z drugiej
¢wiartki. Teraz wyprowadzimy analogiczne wzory dla kolejnych ¢wiartek.



4. Funkcje trygonometryczne dowolnego kata 41 IS

III ¢wiartka

Kazdy kat 8 € (180° 270°) mozemy zapi- vk

sa¢ w postaci 180° + «, gdzie « jest katem Pf !
ostrym. 180°|+ o i

Na przyklad: 4, e L,
° 220° = 180° + 40° a = 40° ! 1 A x
* 260° = 180° + 80° a=80° |

° 185°=180°+5° «=5° P,

Ramiona wodzace katow S = 180° + « oraz « tworzg w ukladzie wspotrzednych
prosta (¥A,0OP, = «a, <P,OP, jest katem polpelnym). Punkty P, i P, wybrane
tak, aby |OP,| = |OP,|, sa symetryczne wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych.
Jezeli przyjmiemy, ze P, = (a, b), to P, = (-a, =b). |OP,| = |OP,| = r, zatem:

sin (180° + &) = bl —sina
r r

cos (180° + &) = 2o % osa
r r

tg (180° + @) = :—z = Z =tgux

IV ¢wiartka

Kazdy kat 8 € (270°; 360°) mozemy zapisaé w po- vk

staci 360° — «, gdzie « jest katem ostrym (czyli na- Py
lezacym do pierwszej ¢wiartki). |

Na przyktad: 360° — af L4 EA1 N
* 320° = 360° - 40° o =40° o™ Al x
o 280° = 360° — 80° a = 80° i B

° 355°=360°-5° o =5°

Ramiona wodzace katéw 8 = 360° — « oraz a sa w ukladzie wspolrzednych sy-
metryczne wzgledem osi x. Wynika to z przystawania odpowiednich tréjkatéw pro-
stokatnych. Wystarczy wybra¢ punkty P, i P, tak, aby |OP,| = |OP,|, jak na ry-
sunku. Wtedy AOA,P; = AOA,P, na mocy cechy kbk (4A,OP, = «), a stad
|OA,| = |OA,|. Jezeli przyjmiemy, ze P, = (a, b), to P, = (a, -b).

|OP,| = |OP,| = r, zatem:

sin (360° — «) = ot —sina

r r
cos(360°—cx):g:cosoc

r

-b b
tg(360° —q) = — = —= = —t
g( @) =—=-_=-tga
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Zauwazmy, ze rami¢ wodzace kata 360° — « jest jednocze$nie ramieniem wodzacym
kata —a. Zatem wzory wyprowadzone powyzej mozna zapisaé w postaci:
° sin(—a) = —sin«

* cos(—a) = cosa o tg(-a) = —tga

Wyprowadzone wzory redukcyjne zapiszemy w tabeli.

Il éwiartka | Il éwiartka | IV ¢wiartka
B 180° — « 180° + « 360° — o
sin 8 sin o —sina —sina
cos f3 —cosa —cosa cosa
tg 8 -tga tgo -tgua

44.11. Oblicz. Nie korzystaj
z tablic trygonometrycznych.

a) cos210°
b) sin 135°

c) tg225°

d) sin (-300°)
e) tg (—150°)
f) cos (—315°)

o1

Odp.: a) —\? b) g
Vi VB o
V7 95 0%
44.12. Oblicz. Skorzystaj z tablic
trygonometrycznych.
a) sin 100°
b) cos 325°
c) tg200°

d) sin (—296°)
e) cos (—95°)
) tg(-179°)

Odp.: a) 0,9848 b) 0,8192

c) 0,3640 d) 0,8988
e) —0,0872 f) 0,0175

W przykiadzie 3 (s. 36) pokazali$émy, ze kazdy kat « mozna zapisa¢ w postaci

a =k-360°+ 3, gdzie 0 < 3 < 360° i k € Z. Konncowe ramiona katéow « i 8 pokrywa-
ja sie. Zatem podane wzory redukcyjne umozliwiajg obliczenie wartoéci funkgji try-
gonometrycznych dowolnego kata za pomocag wartoéci funkeji trygonometrycznych
katow ostrych. Tablice z przyblizonymi warto$ciami tych funkcji dla katéw ostrych,
ktérych miara stopniowa jest liczbg calkowita, znajduja si¢ na koncu podrecznika.

Przyktad @ < zad. 4.11, 4.12
Obliczymy wartosci funkcji trygonometrycznych podanych katow.
a) 260° b) 330° c) 945° d) -301°

Rozwigzanie

a) sin 260° = sin (180° + 80°) = —sin 80° ~ —0,9848
€08 260° = cos (180° + 80°) = — cos 80° = —0,1736
tg 260° = tg (180° + 80°) = tg 80° = 5,6713

b) sin 330° = sin (360° — 30°) = —sin 30° = -0,5

«—— 260° = 180° + 80°

«—— 330° = 360° — 30°

€08 330° = cos (360° — 30°) = cos 30° = \/75
tg330° = tg (360° — 30°) = —tg 30° = _V;
i ° i ° o i o 3 o o . o ’\/z
¢) sin945° = sin (2 - 360° + 225°) = sin 225° = sin (180° + 45°) = —sin 45° = -
V2

€08 945° = cos (2 - 360° + 225°) = c0s225° = cos (180° + 45°) = — cos 45° = -
tg 945° = tg (2 - 360° + 225°) = tg 225° = tg (180° + 45°) = tg45° = 1
d) sin(-301)° = —sin 301° = — sin (360° — 59°) = —(— sin 59°) ~ 0,8572
c0s(—301)° = cos 301° = cos (360° — 59°) = cos 59° = 0,515
tg(~301)° = —tg 301° = — tg (360° — 59°) = —(— tg59°) ~ 1,6643



Przyktad 0 zad. 4.14

Wyznaczymy z dokladnoscig do 1° kat 8 (0° < 8 < 360°) spelniajacy podany

warunek.
a) tg B =-0,3839
Rozwigzanie
a) tga =0,3839
a=21°
B =180°—-« lub 3 =360°-«

Odp.: B =159° lub 8 =339°

b) sina = 0,9816
oa=79°
B=180°+« lub B =360°-«

Odp.: = 259° lub B =281°

b) sin 3 = -0,9816

—— a - pomocniczy kat ostry
«—— wartos$¢ kata o odczytana z tablic

—tgf=-tga

«—— a - pomocniczy kat ostry
«—— warto$¢ kata a odczytana z tablic

——sinf = —sin«

4. Funkcje trygonometryczne dowolnego kata

J

Wyprowadzimy jeszcze wzory redukcyjne wigzace sinus z cosinusem. Bedziemy
z nich pézniej korzystaé podczas rysowania wykresow.

Przyjmijmy, Ze « jest katem ostrym
umieszczonym w ukfadzie wspdtrzed-
nych. Rami¢ wodzace kata 90° + «
jest wtedy zawarte w II ¢wiartce ukla-
du. Wprowadzamy oznaczenia jak na
rysunku i wybieramy punkty P, i P,
takie, ze |OP,| = |OP,| = 1.

4A,0OP, = 90°+a, wiec 4B,OP, = a.

I\)> T-T7°7 "L

Prostokatny tréjkat OA, P, jest przystajacy do prostokatnego tréjkata OB, P, (na mo-

cy cechy przystawania kbk), wiec jest réwniez przystajacy do trojkata P, A,0. W ta-

kim razie, jezeli przyjmiemy, ze P, = (a, b), to P, = (-b, a).

|OP,| = |OP,| = 1, zatem:
cosa=a
sin(90°+ &) = a

czyli:

sin (90° + «) = cos«

W taki sam sposéb wykazujemy, ze cos (90° + &) = —sina.

44.14. Wyznacz z dokladnoscia
do 1° miare kata « (0° < « < 360°)
spelniajacego podany warunek.
a) cosa = 0,848

b) sina = —0,9135

c) tgor = 0,404

d) cosa = -0,97

e) sina = 0,6

f) tgax = -14

Odp.:a) « = 32° lub « = 328°
b) o = 246° lub o = 294°

¢) o =22° lub « = 202°

d) a = 166° lub o = 194°

e) o = 37° lub a = 143°

f) o = 94° lub o = 274°
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Odpowiedzi i rozwigzania
4.1. C

4.2. A

43. D

4.4. a) 2 - 360° + 246°
b) 3 - 360° + 303°

€) 4-360° + 351°

d) 5-360° + 118°

€) —2 - 360° + 240°

f) -3 - 360° + 327°

Do wyprowadzenia kazdego z powyzszych wzoréw redukcyjnych zostaly wykorzy-
stane wlasno$ci figur geometrycznych. Istotne znaczenie mialo tu zalozenie, ze o jest
katem ostrym. Tymczasem mozna udowodni¢ (ten dowdd pominiemy), ze podane
wzory redukcyjne s prawdziwe dla dowolnego kata « (jedyne zastrzezenia dotycza
dziedziny tangensa).

Wzory redukcyjne

Dla dowolnego kata o prawdziwe sg nastepujace réwnosci:
sin (90° + &) = cos« sin (—a) = —sin«
cos (90° + ) = —sin« cos (—a) = cosa

tg(—a) = —tgux

sin (180° — &) = sin« sin (180° + @) = —sin «
cos (180° — ) = —cos« cos (180° + &) = —cos
tg (180° — ) = —tgax tg (180° + @) = tg

Mozna réwniez wyprowadzi¢ wzory redukcyjne dla funkeji trygonometrycznych ka-
tow postaci 270°+a (zob. zadanie 4.18 oraz tablice na koncu podrecznika). Poniewaz
jednak kazdy kat III lub IV ¢wiartki mozna zapisa¢ w jednej w wymienionych wyzej
postaci, z tych wzoréw nie bedziemy korzystac.

W kazdym z zadan 4.1-4.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

4.1. Do ktdrej ¢wiartki uktadu wspdtrzednych nalezy kat 625°?
A. do pierwszej B. do drugiej C. do trzeciej D. do czwartej

4.2. Ramie wodzgce kata « przechodzi przez punkt Pi cosa = —%. Jakie wspot-

rzedne moze mie¢ punkt P?

A. (-12,-5) B. (-12,-13) C. (-13,-12) D. (-5,-12)

4.3. Jaka jest warto$¢ cos «, jezeli sina = g?

A. § B. g C. —g D. Nie mozna tego jednoznacznie okresli¢.
4.4, Zapisz miare kata w postaci k - 360° + o, gdzie « € (0% 360°), k € Z, oraz

okresl, do ktdrej ¢wiartki nalezy ten kat.
a) 966° b) 1383°  ¢) 1791°  d) 1918° &) —480°  f) —753°



4. Funkcje trygonometryczne dowolnego kata 45 I

4.5. Wskaz pary katow, ktorych ramiona wodzace przechodzg przez te same punkty. 45. AiK,Bi,CiG Di],EiL,
A. 123° D. 770° G. -108° J. -310° FiH

B. 525° E. 1000° H. -140° K. -597°

C. 612° F. 1300° I. -195° L. -800°

4.6. W tabeli przedstawiono przyblizone czasy obrotu Planeta | Okres obrotu 4.6. Merkuryoo 2°, Jowisz o 864°,
wybranych planet wokdt wlasnej osi. Oblicz, o ile stopni : Neptun o 480
obroci sie kazda z tych planet w ciggu 24 godzin. Merkury 180 dni

Jowisz 10 godzin
4.7. Do ktérej ¢wiartki nalezy konicowe ramie kata o 4.7.a)IV b)III ¢)II

spelniajacego podane warunki? Neptun 18 godzin
a) cosax >0 1isina<0

b) cosa <0 i tgar >0

c) sina>01itga<0

4.8. Skonstruuj w ukfadzie wspdlrzednych kat « spetniajacy podane warunki.

a) sin(x=§ i0°<a<90° d) sina =-0,2 i 270° < « < 360°
b) cosoc:—i i 180° < a0 < 270° e) cosocz—% i90°<«<180°
5) tgaz—%1270°<(x<360° f) tga=—41i90° < a < 180°

4.9. Skonstruujw uktadzie wspotrzednych kata (0° < « < 360°) o podanej wartosci
jednej z jego funkcji trygonometrycznych.

. 3 2
a) sinoc = - ) tgoczg e) cosa = -1

1 o1 _ 1
b) cosoc——z d) sina = 3 f) tga 1

4.10. Wyznacz sinus, cosinus i tangens kata, ktérego ramie¢ wodzace przechodzi
przez podany punkt.
a) (6,8)  b) (-2,6) ¢ (-4 -2) d) (12,-5) ¢) (-11,0) f) (8, -15)

4.11. Oblicz. Nie korzystaj z tablic trygonometrycznych.
a) cos210° b) sin135° c¢) tg225° d) sin(-300°) e) tg(-150°) f) cos(-315°)

4.12. Oblicz. Skorzystaj z tablic trygonometrycznych.
a) sin100° b) cos325° ¢) tg200° d) sin(-296°) e) cos(-95°) f) tg(-179°)

4.13. Wyznacz z dokladnoscig do 1° miare kata o o podanych wlasnosciach. Sko-
rzystaj z tablic trygonometrycznych lub kalkulatora.

a) tga =-0,9325 1 90° < a < 180° d) tga =0,51 i 180° < « < 270°

b) sina = —0,342 i 180° < & < 270° e) sina =-0,809 i 270° < & < 360°

¢) cosa =0,1 i 270° < & < 360° f) cosa=-0,97 i 180° < & < 270°
4.10. a) sinoczil, cosoczz, tgoc=1l b) sina = > 10, cosaz—ﬁ, tga = -3
5 5 3 10 10
: V5 25 1 . 5 12 5
¢)sina =-——, cosa =——, tga= - d)sina=-—, cosa = —, tga=—-—
5 5 2 13 13 12

: . 15 8 7
e)sina =0, cosa=-1, tga=0 f) sina = -, cosa =, tgoc:—lg

4.11. a) —%5 il d)%§ e)\/?g f)\/?i

b) 72 o1
4.12. 2) 0,9848 b) 0,8192 «¢) 0,3640 d) 0,8988 ) —0,0872 f) 0,0175
4.13. a) « = 137° b) a =200° ¢) o =276° d) a =207° e) a=306° f)a=194°
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4.14. a) o = 32° lub o = 328°
b) « = 246° lub o = 294°

¢) o =22° lub a =202°

d) a = 166° lub o = 194°

e) o =37° lub o = 143°

f) a« = 94° lub « = 274°

415.2) 0 b)0 ¢) 0
d)2v/3-3

4.16.a)-3 b)-4 o1 d)2

(D)
(D)

4.18. cos (270° — «) =
= cos (180° + (90° — &)) =
=—-co0s(90° — ) = —sina

Prosto do matury
1. F,P,F

15 8
-—, cosq = ——,
17 17

2. sina =

tga = —
& 8

3. a) o = 148°
b) a = 273°

|OP2| = |OP1
AOA,P, = AOA,P;.
Jezeli Py = (x1, 1), P, = (%2 72),
to Xy = V1 Vo = —Xq.

, wiec

sin (270° + &) = 22 - X cosa
|OP,| ~ |OP|

11 sposdb

sin (270° + ) =

= sin (180° + (90° + @)) =
= —sin(90° + a) = — cos

4.14. Wyznacz z dokladnoscig do 1° miare kata « (0° < « < 360°) spelniajacego
podany warunek.
a) cosa = 0,848
b) sina = —0,9135

c) tga = 0,404
d) cosa = 0,97

e) sina =0,6
f) tga=-14

4.15. Oblicz warto$¢ wyrazenia. Nie korzystaj z tablic trygonometrycznych.
a) sin 150°tg 135° + cos 210° tg 330° ¢) 2sin 120°sin 135° + V2 cos 150° tg 225°
b) sin 90°tg 180° — cos 0° tg 180° d) 2tg240° +9tg150°tg210°

4.16. Oblicz warto$¢ wyrazenia. Nie korzystaj z tablic trygonometrycznych.

2sin 120° cos 135° + 3 sin 150° tg 135°
) cos 135°tg 150° — tg 210° cos 210°

tg 120° cos 120° sin 120° + tg 120° sin 150° cos 210° -
3tg300° (tg210° - tg 150°)
(cos 210° sin 330° — sin 210° cos 315°)*
0,25 (5 sin? 150° + 2 cos 150° sin 225°)
sin 120° cos 135° cos 150° + cos 300° sin 315° sin 330°
tg210°tg 120° cos 315° sin 330°

b)

9)

d)

4.17. Udowodnij, ze liczba sin(—403°) + cos(—503°) — sin 223° + cos 323° jest
catkowita.

4.18. Udowodnij, ze dla dowolnego kata ostrego o prawdziwy jest wzor redukcyjny
cos (270° — ) = —sin «x.

1. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan. Liczba sin 250° réwna jest liczbie
A. sin 70°. B. —sin70°. C. —cos70°.

2. Wyznacz wartosci funkcji sinus, cosinus i tangens kata o, ktérego ramie wodzace
przechodzi przez punkt (-8, —15).

3. Wyznacz z dokladnoscig do 1° miare kata o spelniajacego podane warunki. Sko-
rzystaj z tablic matematycznych.

a) cosa = —0,848 i 90° < « < 180° b) tga =-19 i 270° < a < 360°

4. Oblicz cos (—150°) - tg 330° - sin 585°.

5. Udowodnij, ze dla dowolnego kata ostrego « prawdziwy jest wzér redukcyjny
sin (270° + &) = — cos «x.

4.17. sin (—403°) + cos (—503°) — sin 223° + cos 323° =

= —sin 403° + cos 503° — sin 223° + cos 323° =

= —sin (360° + 43°) + cos (360° + 143°) — sin (180° + 43°) + cos (360° — 37°) =
= —sin43° + cos (180° — 37°) + sin 43° + cos 37° =

= —sin43° — cos37° + sin43° + cos37°=0€ Z



5. Wiasnosci funkgcji trygonometrycznych dowolnego kata

5. Witasnosci funkciji
trygonometrycznych
dowolnego kata

Umiejetnosci:
e opisywanie wiasnosci funkcji trygonometrycznych
* wykorzystywanie zaleznosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi

Funkcje okresowe

Jedna z wazniejszych wilasnoéci funkcji trygonometrycznych jest ich okresowo$c¢,
czyli powtarzalnos¢. Wykres takiej funkcji mozemy podzieli¢ na przystajace frag-
menty, a do opisania jej wlasnosci wystarczy zbadac je w pewnym podzbiorze dzie-
dziny. Przesledzmy to na przykladzie.

Przyktad @) « zad. 5.4

W zbiorze liczb catkowitych mozemy w nastepujacy sposob okresli¢ dzielenie z reszta.

Jezeli liczbe catkowita p podzielimy z resztg przez dodatnig liczbe naturalng n, to
liczbe p mozemy zapisaé w postaci p = k-n+r, gdzie k jest liczbg catkowita, reszta r
- liczbg naturalngi 0 <r < n.

Na przyklad:

10 = 3-3 + 1, zatem reszta z dzielenia liczby 10 przez liczbe 3 jest rowna 1.

-7 = (-3) - 3 + 2, zatem reszta z dzielenia liczby —7 przez liczbe 3 jest rowna 2.

—-27 = (-9) - 3+ 0, zatem reszta z dzielenia liczby —27 przez liczbe 3 jest réwna 0.
Narysujemy wykres funkgji f, ktora kazdej liczbie calkowitej x przyporzadkowuje
reszte z dzielenia liczby x przez 3 i opiszemy wlasnosci tej funkgji.

Rozwigzanie
Sporzadzmy czesciowy tabele funkgji f.

x | 5| -4 -3 =2|-1]0 1 2 3 4|5 6
fx 1 2 0 | 12 01 2,0 1 2/ 0

—

A

45.4. Funkgcja f kazdej liczbie catkowitej x przyporzadkowuje reszte z dzielenia liczby x
przez 5.

a) Narysuj wykres funkgji f dla x € (-8; 8) N Z.

b) Opisz nastepujace wlasnosci funkeji f: dziedzine, zbidr warto$ci, warto$¢ najmniejsza
i wartos$¢ najwiekszg oraz argumenty, dla ktérych funkeja je przyjmuje.

Odp.: a) I3
f

1
I

0

=Y

b)D=Z ZW=1{0, 1, 2, 3, 4};
warto$¢ najmniejsza: 0 dla x =5k, k € Z,
warto$¢ najwieksza: 4 dla x =5k +4, ke Z
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45.5. Patrzs. 54.
45.6. Patrzs. 55.

Wtasnosci funkgji f.

Funkcja jest okreslona dla kazdej liczby catkowitej — jej dziedzing jest zbior Z.
Zbiorem wartosci funkgji jest zbior {0, 1, 2}.

° Wartos$¢ najmniejszg rowna 0 funkcja przyjmuje dla wszystkich liczb podzielnych

przez 3, czylidla x = 3k, k € Z. Sa to jednoczesnie miejsca zerowe tej funkcji.
Wartos$¢ najwieksza rowna 2 funkcja przyjmuje dla x = 3k + 2, k € Z.

Dla argumentéw réznigcych sie o 3 funkcja przyjmuje takie same warto$ci, zatem dla
kazdej liczby catkowitej x prawdziwa jest réwnos¢:

flx+3) = f(x)

Liczbe 3 nazywamy okresem funkgji f. Kazda z wielokrotnosci liczby 3 tez jest okre-
sem tej funkgji, ale 3 jest najmniejszg liczbg dodatnig o tej wlasnoéci. Nazywamy ja
okresem zasadniczym lub podstawowym.

Odpowiadajacy okresowi fragment wykresu powtarza sie wzdtuz osi liczbowej x nie-
skoniczenie wiele razy.

Przykiad @) « zad. 55,56

Funkcja f, ktdrej wykres znajduje sie ponizej, ma okres zasadniczy rowny 5.

vy

N AN N/

/

=

Opiszemy wlasnoéci tej funkgji.

Rozwigzanie

D =R, ZW = (-2; 2)
Warto$¢ najwieksza: 2, dla argumentdw postaci x = 5k, k € Z.
Warto$¢ najmniejsza: —2, dla wszystkich

, . 12 Zapis (5k + 2; 5k + 3), k € Z oznacza
argumentow z przedzialéw

rodzine przedzialow. Jezeli k = 0, mamy
(5k +2; 5k +3), k € Z. przedzial (2; 3), dla k = 1 przedzial
Miejsca zerowe: argumenty postaci (7; 8),dla k = -1 przedziat (-3; -2) itd.

x=5k+11lub x=5k+4, keZ

f(x)>0dla xe(5k-1;5k+1), ke Z.

f(x) <0 dla x e (5k+1; 5k +4), keZ.

Funkcja jest rosnaca w kazdym z przedzialow (5k — 2; 5k), k € Z.

Funkcja jest malejaca w kazdym z przedzialéw (5k; 5k +2), k € Z.
Funkgja jest stata w kazdym z przedziatéw (5k + 2; 5k + 3), k € Z.

Q)



5. Witasnosci funkgcji trygonometrycznych dowolnego kata

Funkcje f okre$long na dziedzinie D nazywamy okresowa, jezeli istnieje taka
liczba T # 0, ze dla kazdej liczby x € D spelnione sa dwa warunki:

e x+TeDix-Te€D,

° fx+T)=f(x).

Kazda z liczb T nazywamy okresem funkcji f, a jezeli wérdd nich istnieje naj-
mniejsza dodatnia liczba T, to nazywamy ja okresem zasadniczym funkgji f.

Przykladem funkcji okresowej, ktora nie ma okresu zasadniczego, jest funkcja stata.
Jej okresem jest kazda liczba rzeczywista rézna od 0.

J

Zalézmy, ze promien wodzacy r punktu v A
P = (xp, yp) jest réwny 1, czyli:

P = (cosa, sinw) ﬁ\

1

®

P =|(cos a, sin )

Wiasnosci funkcji f(a) = sina

Funkgja sinus jest okreslona dla kazdego kata «.

Zatem jej dziedzing jest zbior wszystkich katow.

Zmiana kata o 360° nie zmienia wartosci yp i zaden mniejszy dodatni kat nie ma
tej wlasnosci, zatem funkcja sinus jest okresowa o okresie zasadniczym 360°.

-1 < yp < 1, wigc -1 < sine < 1. Ponadto, kazda liczba z przedziatu (-1; 1)
jest wartoscig yp pewnego punktu P na okregu o srodku O i promieniu 1, zatem
przedzial (—1; 1) jest zbiorem warto$ci funkeji sinus.

Warto$¢ najwieksza rowna 1 funkcja sinus przyjmuje dla katow o = 90°, « = 450°,
a =810°%... oraz o = —-270°, & = —630°, ..., czyli dla katow, ktére mozna zapisaé
w postaci « = 90° + k - 360°, gdzie k € Z.

Warto$¢ najmniejsza: —1, dla katéw « = 270° + k - 360°, k € Z.

sina =0, gdy yp = 0, czyli gdy ramie wodzace kata zawiera sie w osi x. Miejscami
zerowymi funkgji sinus sg zatem katy o = k- 180°, k € Z.

Dla kazdego k € Z mamy:

sina > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy k- 360° < « < 180° + k - 360°,

sina < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 180° + k - 360° < o < 360° + k - 360°.
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Wiasnosci funkcji g(a) =cosa

Wiasnosci funkcji h(a) =tga

Funkgja cosinus jest okreslona dla kazdego kata o. Zatem jej dziedzing jest zbidr
wszystkich katow a.

Zmiana kata o 360° nie zmienia wartosci xp i Zaden mniejszy dodatni kat nie ma
tej wlasnosci — funkcja cosinus jest funkcjg okresowg o okresie zasadniczym 360°.
-1 < xp <1, wiec -1 < cosa < 1. Ponadto, kazda liczba z przedziatu (-1; 1)
jest wartoscia xp pewnego punktu P na okregu o $rodku O i promieniu 1, zatem
przedzial (—1; 1) jest zbiorem wartosci funkcji cosinus.

Warto$¢ najwieksza réwng 1 funkeja cosinus przyjmuje dla katow
a=0°+k-360°% k € Z.

Warto$¢ najmniejsza: —1, dla katéw o = 180° + k - 360°, k € Z.

cosa = 0, gdy xp = 0, czyli gdy ramie wodzace kata zawiera sie w osi y. Miejscami
zerowymi funkcji cosinus sg wigc katy o = 90° + k - 180°, k € Z.

Dla kazdego k € Z mamy:

cosa > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy —90° + k - 360° < « < 90° + k - 360°,

cosa < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 90° + k - 360° < « < 270° + k - 360°.

yA
P

tga = 2P atem funkgcja tangens jest okreslona, \
X
«Q

p
gdy xp # 0, czyli dlakatow « # 90° + k - 180°, k € Z.
Jezeli na ramieniu wodzacym kata « umiescimy punkt
P = (xp, yp), to punkt P' = (—xp, —yp) lezy na ramie- P’
niu wodzacym kata 180° + «. Zgodnie z definicja mamy
tga = A L tg (180° + &) dla « # 90° + k - 180°, k € Z. Katy roznigce sie
Xp —Xp

o0 180° majg takie same tangensy i zaden mniejszy dodatni kgt nie ma tej wlasnosci
- tangens jest funkcja okresowa o okresie zasadniczym 180°.

Jezeli przyjmiemy xp =1, to tga = yp. Dowolna liczba rzeczywista jest wspol-
rzedng yp pewnego punktu P = (1, yp), zatem zbiorem wartosci funkcji tangens
jest zbior liczb rzeczywistych.

tga =0, gdy yp = 0. Miejscami zerowymi funkcji tangens sg wiec katy
a=k-180°% k € Z.

Funkcja tangens przyjmuje wartosci dodatnie, gdy xp oraz y, maja ten sam znak,
awarto$ci ujemne, gdy xp oraz yp majg znaki przeciwne. Dlakazdego k € Z mamy:
tga > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 0°+ k- 180° < a < 90° + k - 180°,

tga < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 90° + k - 180° < « < 180° + k - 180°.
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Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi dowolnego kata sa takie same jak

w przypadku katéw wypuklych.

Jedynka trygonometryczna

Dla kazdego kata o prawdziwa jest rownos$¢:

2

2

sin“a+cos"a =1

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku i zatézmy, ze &
promien wodzacy punktu P = (xp, yp) jest réwny 1. -
Wtedy yp =sina i xp = cosa. o
Jezeli ramie wodzace kata pokrywa si¢ z jedna z pét- —A)TCP—O T
osi ukladu wspolrzednych, to [sine| = 1 i cosa =0 i
lub |cosa| =1 i sina = 0. ‘1;--- Vp
W obu przypadkach sin® o + cos”a = 1.

Jezeli ramie wodzgce kata nie pokrywa sie z zadng z potosi ukladu wspoétrzednych,

to mamy:
|OA|* + |AP* = |OP)?
|xp|2 + |)’P|2 =1
Xp+yp=1

.2 2
sin“ax+cos" =1

«— twierdzenie Pitagorasa

2 2
— |m|"=m

«——Xp=cosa i yp=sina

Wykorzystajmy ponownie oznaczenia przyjete w definicjach funkcji trygonome-

trycznych. Jezeli cos« # 0, to:

»p
sin« r Yp
—_— = —— == =tox
cosa X xp &
r
tga = % dla a # 90° + k - 180°,
cos

gdzie ke Z
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45.10. Oblicz warto$ci
pozostalych funkeji
trygonometrycznych kata «, ktéry
spelnia podane warunki.

a) sinocz% i 90° <« < 180°

b) sina = —g i 270° < o < 360°

V3-2 4 900 < o < 180°

C) cosx =
d) tga =2 i 180° < a < 270°
2\2

Odp.: a) cosa = -

. V6 V3
d) sina = 5 cos o = —

45.11. Dana jest warto$¢ jednej

z funkgji trygonometrycznych
kata or. Oblicz wartosci pozostatych
funkgji trygonometrycznych tego
kata.

a) sina = 0,6

b) cosoc:E
3
) V6
¢) sinoqg = ——
3
d) cosocz—é
7
4 3
Odp.: a) cosa = > tgo = n
lub cosoc:—é, tgocz—2
5 4
b) sina = \/?5) tga = \/75
lub sinaz—ﬁ, tgaz—ﬁ
3 2
C) cosa = —?, tgo = \2
lub cosa = ?, tgo = —V2
. V33 V33
d) SIn«x = T, thC = —T

V33 V33

lub sina = — tga = —

Przyktad e zad. 5.10

Kat « spetnia warunki: 180° < o < 270° i sina = —%. Obliczymy cos «.

Rozwigzanie
I sposéb

2 2
(—§> +cosca=1

4 5
cosa=1- > stad cos® a = 5

To réwnanie ma dwa rozwigzania: cos« = 5 lub cosa = -5

.2 2
«——sin"a+cos a=1

\5

Kat o nalezy do IIT ¢wiartki ukladu wspolrzednych, wiec warto$¢ cosinusa tego kata
jest ujemna. Zatem tylko drugie rozwiazanie spelnia wszystkie warunki zadania.

IT sposéb

Niech P = (x, y) oznacza punkt na ramieniu koncowym kata o, a r - promien

wodzacy tego punktu. Poniewaz sina = —% i o nalezy do IIT ¢wiartki uktadu wspot-

rzednych, mozemy przyjaé, ze y = -2 oraz r = 3. Wtedy:

X +4=9
x> =5, stad x = V5 lub x = /5
P= (45 -2)

V5

COSKX = ———
3

Odp.: cosa = _\/?E

Przyktad @) « zad. 5.11

— x> + y* = #* (twierdzenie Pitagorasa)

«— x < 0, poniewaz P jest punktem III ¢wiartki

X
—— CoOSxX = —
r

: s . . L 1
Obliczymy warto$¢ cosinusa kata o takiego, ze sina = 5

Rozwiazanie

1 2
(—> +c0s2a=1
5

2 1
cossa=1-—
25
2 24
cos"a = —
25

To réwnanie ma dwa rozwigzania:

24 24
cosa = \|— lub cosa = —|=—
25 25

Odp.: cosa = %@ lub cosa = —2%/6

2

.2
«—sin“a+cos" =1
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Przyktad e

. Lo . . . 4
Obliczymy warto$ci sinusa oraz cosinusa kata o takiego, ze tga = 3

Rozwigzanie
Niech P = (x, y) oznacza punkt na ramieniu koncowym kata o, a r - promien
wodzgcy tego punktu.
tga > 0, wiec o jest katem nalezacym do I lub IIT ¢wiartki ukladu wspoltrzednych.
° Dla 0° < & < 90° przyjmujemy, ze x =3 i y = 4. Wtedy:
r* =25 —x+yr=
r=>5 —r>0
. 4 . 3
sina =~ i cosa = -
e Dla 180° < « < 270° przyjmujemy, ze x = -3 i y = —4. Wtedy:
sina = 4 icosa= 22
5 5

. . 4
sina = sine =~
Odp.: Zadanie ma dwa rozwigzania: lub

cos«x =

gilw Uls

CoOSKxx = ——
5

Przyktad @) < zad.5.14

Wykazemy, ze dla kazdego kata 270° < a < 360° prawdziwa jest tozsamos¢:
sina _ cos« _ 1
V1-sin2a V1-cosla Sina-cosa

Dowdd

Sprawdzamy najpierw, czy warunek ograniczajacy miare kata o wystarczy, aby
wszystkie wyrazenia podane w zadaniu byly okreslone. Wypisujemy zalozenia:
1-sina>0 i 1-cos’a>0 i sina#0 i cosa#0

Wszystkie powyzsze warunki sg spetnione dla 270° < o < 360°.
Przeksztalcamy lewg strone podanej réwnosci.

_ sin o cosa
V1-sin2a  VI-cosa
sina cos o . . .
= - = «— korzystamy z jedynki trygonometrycznej
Veos2a  VsinZa
sin o cosa 5
= - = — Vx? = x|
|cosa| |sin ]

sina Ccos o . . . ..
= - = «—— uwzgledniamy znaki funkgji trygonometrycznych w IV ¢wiartce

cosax —sina

.2 2

sin“a+cos"a 1 _
sinx - cos « sina - cos«

Koniec dowodu

45.14. Udowodnij, ze dla kazdego kata 180° < o < 270° podana rownos¢ jest tozsamoscia.

1-VI-sifa 1-cosa _ 4

1-cosa 1+ cosa

sina - \/tg?

Rozwigzanie
Niech 180° < a < 270°. Wtedy cosa < 0 i tga > 0, wiec |cosa| = —cosa i |tga| = tgar.

_ 1 - V1 - sin? 1-cosa 1-Vcos’a 1-cosax _ 1 - |cosa| l-cosa l+cosa 1-cosa

L

1-cosa 1+ cosa 1-cosa 1+ cosa 1-cosa 1+ cosa 1-cosax 1+ cosa
2 2
_ (I+cosa)"—(1-cosa)” (1+cosa+1—cosa)(l+cosaw—1+cosax) 4cosa

(1-cosa) (1 + cosa) 1-cos’a sin? &

p= 4 _ 4 4 _ 4cosa

sina\/tg? sinaltge]  sing-

sinad ~ gin2 o
cos o
L =P, czyli podana réwno$¢ jest tozsamoscia.
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Odpowiedzi i rozwigzania
5.1. D

5.2. C

53. A

5.4. Patrzs. 47.

5.5. ZW = (=2; 4);

warto$¢ najmniejsza: —2

dla x =9k, ke Z,

warto$¢ najwieksza: 4

dla x =9k +6, k€ Z;
miejsca zerowe: x = 9k — 1
lub x =9k-7, ke Z;
fx)>0

dla x € (9k-7;9k - 1), ke Z,
flx) <0

dla x e (9k-1; 9k +2), ke Z

W kazdym z zadan 5.1-5.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

5.1. Liczba 6 jest okresem funkeji f. Wskaz liczbe, ktdra rowniez jest okresem tej
funkcji.
A. 3 B. 9 C. 15 D. 18

5.2. Wiadomo, ze 270° < « < 360° i cosa = % Ile jest rowny tga?

PR B, V5 c. -5 p. -5
2 3 2 3
. LA . L .. tga
5.3. Wskaz wartos¢, ktorej nie moze przyja¢ wyrazenie ——.
SIn «
A3 B. - C1 D. V3

5.4. Funkcja f kazdej liczbie catkowitej x przyporzadkowuje reszte z dzielenia licz-
by x przez 5.
a) Narysuj wykres funkgji f dla x € (-8; 8) N Z.
b) Opisz nastepujace wlasnosci funkgji f:
o dziedzine,
o zbidr wartosci,
° warto$¢ najmniejsza i warto$¢ najwickszg oraz argumenty, dla ktérych funkcja
je przyjmuje.

5.5. Na wykresie przedstawiona jest funkcja okresowa f o dziedzinie R i okresie
zasadniczym réwnym 9.

yA

[=]

\Ve kd N

Na podstawie wykresu opisz nastepujace wlasnosci funkgji f: zbiér wartosci, wartos¢
najmniejsza i warto$¢ najwieksza oraz argumenty, dla ktorych funkeja je przyjmuje,
miejsca zerowe oraz przedzialy, w ktorych funkcja ma staty znak.

5.7. np. b7

=]
=Y

=Y

_(A N
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5.6. Na wykresie przedstawiona jest funkcja okresowa f o dziedzinie R i okresie
zasadniczym réwnym 6.

NN

by

_1:__\
\

Yo SN B

X

0

Na podstawie wykresu opisz nastepujace wlasnosci funkcji f: miejsca zerowe, prze-
dzialy, w ktérych funkcja ma staly znak, oraz przedzialy monotonicznosci.

5.7. Naszkicuj wykres dowolnej funkcji okresowej, ktdrej dziedzing jest zbior liczb
rzeczywistych, zbiorem wartosci jest przedzial (—1; 2), a miejscami zerowymi sa
wszystkie liczby postaci x = 5k + 3, k € Z.

5.8. Naszkicuj wykres dowolnej funkcji okresowej f o nastepujacych wlasnosciach:
o dziedzing f jestzbior {x € R: x # 4k + 1, k € Z},

* zbiorem wartosci jest przedziat (—1; 1),

* fjestrosnaca w kazdym z przedzialow (4k; 4k + 1), k € Z.

5.9. Na podstawie rysunku poréwnaj sinus danego kata z jego cosinusem.

a) v o) v e) i
I 14 e
o 1 x ol 1 x Q i by
b) yh d) y i f) vk
ﬁ\ ‘ R ﬁ\ .
1 x ol 1 x o 1 x

5.15. a) Zalozenia: o« dowolne.
L =sina—2cos’a = sinzoc—Z(l —sinzoc) =sina—2+2sina=3sina—-2=P
Zalozenia do podpunktow b. cid: sinaw# 0 i cose # 0, czyli « # k- 90°, k € Z.

5.6. miejsca zerowe:
x=6k+5, keZ

f(x)>0

dla x € (6k—5;6k—1), k€ Z,
f(x) <0

dla x € (6k—1; 6k + 1), k € Z;
funkcja malejaca w kazdym

z przedziatow (6k — 2; 6k + 1),
keZ,

stala w kazdym z przedzialow
(6k —5; 6k —2), ke Z

5.7. Patrz s. 54.

5.8. Patrz s. 54.

5.9. a) sina > cosa
b) sinéd < cosd

¢) sin § > cos 8

d) sing < cos¢

e) siny < cosy

f) sinv > cosv

] . e . 22
b)P:<__1)(tg“+1):<coso¢_1>(sm(x+1>:cosoc sina sina+cosa _ cos” o —sin”"a

tga sin o cosa

cosa  sina

sine  cosa

1 1 . 1 1-cos’a 1-sin’a cosa  sina
¢)L=(——cosa — —sina | [ — +tga | = - — S+
cosa sin o0 tgx cos sin sinad  cosa

.2 2
sin“o-cos” a1
=L 2 =P

sin? & cos? o

1 1

2 .2
cos” « sin” o
sin « cos o sin « cos sinacosa  sinacosa
.2 2 2 o )
_sin"a cos"a cos"a+sin”«a

cosa  sina sin « cos o

cos o — sin o

1
dL= (sin(x cosoc) <tg(x+ tg_a) -

sin « cos o cosax  sina sin & cos «

. . . .2 2
cosa — sina <sm¢x + cosoc) _ cosa—sina sin”« + cos”
sin « cos o

sin? o cos? o
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5.10. Patrzs. 52. 5.10. Oblicz wartosci pozostatych funkeji trygonometrycznych kata o, ktéry spetnia
podane warunki.
. 1. -2 .
a) sm(x=§ i90°<«a<180° c) cosa = i90° <« < 180°
. 15 . .
b) smoc:—g i 270° < o < 360° d) tgoc:\/il 180° < & < 270°
5.11. Patrzs. 52. 5.11. Dana jest wartoé¢ jednej z funkeji trygonometrycznych kata or. Oblicz wartosci
pozostatych funkcji trygonometrycznych tego kata.
. . 6
a) sinax = 0,6 c) sina = —%
2 4
b) cosa == d) cosa = —=
3 7
. 12 . y . [ .
5.12. a) sina = 1—53, cosa = 7 5.12. Dana jest warto$¢ tangensa kata . Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygo-
nometrycznych tego kata.
lub sinoc=—i, cosoc=—E Y SY goa
813 1513 a) tga = — c) tga=4
b) sina = ——, cosa = — 12
17 17 8 \7
. 8 15 b) tga = —— d) tga=——
lub sina = —, cosa = —— 15 3
17 17
) sina = %7177, cosa = g 5.13. Sprawdz, czy istnieje kat « spelniajacy podane warunki.
. 1. . . 2
. 4V17 V17 a) sine=-1icosa<0 d) sina <0 i cosa=—=
lub sina = -—-=, cosa = -—— 7 5
. V5o V11
A7 3 b) sina-cosa =2 e) cose=— 1isinag=———
d) smoc——T, cosoc—z 4 4
\7 3 ¢) sina+cosa =2 f) tga=-100 i cosax > 0
lub sina = 4 cosa=—2
s . o o . r s .
5.13. a),d), e), f) tak Q 5.14., L_Idowodmj, ze dla kazdego kata 180° < « < 270° podana réwno$¢ jest toz
b), ¢ nie samoscig.
5.14. Patrzs. 53. 1 - V1 -sin*a _1-cosa _ 4
1-cosax 1+ cosa sin o - tgzoc
5.15. Patrzs. 55. Q 5.15. Udowodnij tozsamos¢. Podaj konieczne zalozenia.
.2 2 . 2
a) sin“a—2cos"a=3sin"a—2
i 1
p) o8& _ sina (_ B 1) (tga+1)
sinae cosa tgor
1 1 . 1
o) < —cosoc)( - —smoc)(—+tgoc>:l
cos« sin o tga
d)(,l 1 )(tga+L>:c?sza—sir21a
sina cosa tgo sin? & cos? o
5.16. a) Zalozenia: sina #0 i cosa #0, i 1 -2 sin® o cos® o # 0.
1 - 2sin” acos” & = cos* & + sin* a oraz cosaisina nie mogg by¢ jednoczesnie réwne 0,
wiec 1-2sin*acos’a > 0 dla dowolnego . Zatem « # k - 90°, k € Z.
(1-sina) (1 +sina) (1 —cosa) (1l + cosa) 1 -1 1-sinfa  1-cos’a 1-2sin’acos’a !
L= - + - = -2 = - + . . =
sin? cos? o sin? & cos? o sin? o cos? a sin? & cos? &
. 2 o
_ cos’a  sin’a ) sin” & cos® _ cos’ o + sin* ) sin® o cos® _ (COSZ a+sin® 0‘) - 2sin’ acos’ _1=2 sin” & cos® —1=p
“ \sin?a  cos?a ) 1-2sin?acos’a  sinfacos’a 1-2sin*acos?a 1 -2sin? acos? « © 1-2sinfacos’a

b) Zalozenia: 1+ cosaw# 0 i 1 —cosa # 0, czyli o # k- 180° k € Z.

2
L_<\/1—cosa+\/1+cosa> _ l—cosa+2\jl—cosrx \/1+cosoc+ 1+cosa (1—cosoc)2+2(1+cosoc)(1—cosoc)+(1+coso¢)2 _

1+ cosax 1-cosa 1+ cosa 1+ cosa 1-cosa 1-cosa (1+ cosa) (1 —cosa)

[(1—c050¢)+(1+cosoc)]2 _ 2% 4

1—cos?a 1-cos?ax 1-cos?«x
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Q 5.16. Udowodnij tozsamos¢. Podaj zalozenia. 5.16. Patrzs. 56.
—sina (1+smoc) (1 —cosa) (1 + cosa) 1 -1
a) 2 ) 2 52 =1
sin? cos? sin? a cos?
1—-cosa 1+ cosa 2 4
b) + = 3
1+ cosa 1-cosa 1-cos*a
. . . . . 1 .
5.17. Oblicz sin « + cos® «, wiedzac, ze sina + cosa = 3 5.17. sina + cosa =

—
N————
L=

(sin ¢ + cos oc)2 = <z

.2 2 . 1
sin” & + cos (x+2smoccosoc=z

1

1. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan. sinacosa= 4 = _3
.. .. . 2 8
Istnieje kat « spelniajacy warunki
e Kq 2P )3 Y1 sina + cos* o =
A. sina = 35 icosa = o = (sin2 a + cos’ 04)2 —2sinacos’a =
. 2
B. tgaa = -3 i cosa = sina. :1—2(smoc2cosoc) =
. r . . 5 :1_2(_2):1_2.2:
C.tga=-51icosa=_,1isina=—-. 8 64
7 7 9.
T 32
. 3 o Vi7 "
2. Oblicz warto$¢ tangensa kata «, wiedzac, ze coso = 5 Odp.: =
32

3. Kat « nalezy do III ¢wiartki ukladu wspdtrzednych i tga = ; Oblicz wartos$ci

sinusa i cosinusa kata a.

Q 4. Wykaz, ze podana rdwnosc jest tozsamoscia. S ;
rosto do matury

cosa 1+sina 2
1+sind cosa  cosa 1. EFF
Podaj zalozenia, ktore musi spetnia¢ kat a. 2. tga = 8;/717 lub tga = _S\IT
Q 5. Wykaz, ze dla kazdego kata « # k- 90°, k € Z, podane wyrazenie przyjmuje 2453 5
wartos$¢ catkowita. 3. sina=-=—=, cosa = ——=

(1 + tg2 oc>71 + (1 + tg_2 oc)71

4. Zalozenia: 1 +sina #0 i cosa # 0, czyli o # 90°+ k- 180° k € Z.

. 2 . 2 2 . .2
cos o +1+smoc_cos a+ (1 +sina) _ cos a+1+2sina + sin a

" 1+sina cos a (1 + sin &) cos & (1 + sin &) cos
_ 2(1+sin@) 2

" (1+sina)cosa  cosa
1 1 sin® ! cos’ a !
5. (1+te?a) +(1+tg’a) =(1+ +{ 1+ =
( & oc) ( & “) ( coszoc> ( sin2a>

2 .2 -1 .2 2 -1 _ _
cos” o +sin” « sin” « + cos” « 1 1 1 L 2 .2
= 7 + = = 3 T == =cos"a+sin“a=1¢€Z
COs“ & sin“ o Ccos* « sin” o
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temat 1.3

MultiteZa

e Jednostki miar katéw

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 1.6

G Generator

testow i sprawdzianow

6. Miara tukowa kata

Umiejetnosci:
e stosowanie miary tukowej
* zamiana miary fukowej kata na stopniowg i odwrotnie

e operowanie funkcjami trygonometrycznymi zmiennej rzeczywistej

Wprowadzimy terazinny sposob mierzeniakatéw. Z wielu powodéw miara stopniowa
jest niewygodna. Podzial 1° na 60’ odbiega od powszechnie stosowanego systemu
dziesietnego. Jezeli chcemy zaznacza¢ miary katow na osi liczbowej, to potrzebny jest
przelicznik, pozwalajacy wyrazi¢ np. 137°20’ 15" jedna liczbg rzeczywista.

Przyjrzyjmy sie rysunkowi kata «. Jesli poprowadzi-
my okrag o $rodku w wierzchotku kata, otrzyma-
my figure oznaczong literg F - jest to wycinek kotfa
o promieniu r i dlugosci tuku I.
Jezeli zaznaczymy luki o rdéznych promieniach
i wspdlnym $rodku w wierzchotku kata, to odpo-
wiednie wycinki kotowe sg figurami podobnymi, za-
tem rowne sg stosunki:
h_L_L
nonon

itd.

Kazdemu katowi mozna zatem jednoznacznie przy-
porzadkowa¢ liczbe, ktora jest stosunkiem dlugo-
$ci odpowiedniego tuku do promienia tego tuku. Te
liczbe przyjeto jako miare kata.

Miarg lukowa kata jest stosunek dtugosci zawartego w kacie fuku okregu o $rod-

ku w wierzchotku kata do promienia tego okregu.

Kat, w ktérym tuk ma dtugos¢ réwna promieniowi
(I = r), ma w przyblizeniu 57° 17’ 45" i jest katem
jednostkowym w mierze tukowe;.




Jednostka miary lukowej jest radian. Kat srodkowy w okregu oparty na tuku
o dlugosci promienia tego okregu ma miare 1 radiana.

Miarg tukowg danego kata jest liczba Miara tukowa taczy pomiar rozwartosci (1))
zawartych w nim radianéw. kata z mierzeniem dtugoci.

Podawanie miary stopniowej kata wymaga uzywania zapisu mianowanego, tzn. sym-
boli®, ', " (np. a = 27°13'20"). Nie ma takiej potrzeby przy zapisie miary tukowej,
ktdra jest ilorazem dlugosci, na przyklad ,« = 2 radiany” zapiszemy krétko « = 2.

Przyktad €)

Na osi liczbowej zaznaczone sg liczby: o = 2, = %, 0= ;
N SN S S - .
S ;

Narysujemy katy o tych miarach, odkladajac kat jednostkowy.

a=2 B:%

Przyktad @
Wyznaczymy miary fukowe katow, ktore czesto wystepuja w zadaniach.

Jezeli v =1, to dlugo$¢ okregu jest réwna 2m. Zatem kat pelny ma miare 2m.
z 45°0= T 60° =T 90° == 120° = 2
6 4 3 2 3
o 3 o 5 o o 3 o
135° = 2" 150° = " 180° = 1 270° = 7" 360° = 2m

30° =

Zaznaczymy teraz niektoére z tych miar na osi liczbowej.

Zauwazmy, ze T = 3,14 = 3. ((( )))
Dlatego na osi x bedziemy
zaznacza¢ 180° = m = 3.

(=3
t
=
l

l
S
=
aln
=)
)
e |

6. Miara tukowa kata
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Jezeli @ oznacza miare stopniowg kata, a x - jego miare fukows, to na podstawie

o

.. 18 . . YR .
proporcji =Iw prosty sposéb mozemy zamieni¢ miare stopniowq na tukowa
o X

i na odwrét.

Jezeli « oznacza miare stopniowa kata, a x jest jego miarg fukows, to:

o7 x - 180°
o

x = —_—
180° ¢

Funkcje trygonometryczne zmiennej rzeczywistej

Kazdemu katowi « (0° < o < 360°) odpowiada doktadnie jedna liczba rzeczywista
bedaca jego miarg tukowa i na odwrét — dowolnej liczbie rzeczywistej t € (0; 2m)
mozemy przyporzadkowa¢ kat, ktérego miarg lukowg jest t. Poniewaz przyporzad-
kowanie to jest jednoznaczne, mozemy zdefiniowa¢ funkcje trygonometryczne tak,
aby ich argumentami byty liczby.

Jezeli liczba rzeczywista t € (0; 2m) jest miarg fukowa kata « (0° < & < 360°),
to przyjmujemy, ze:

® sint =sina

° cost=cosa

° tgt=tga dla tqﬁg i t;ﬁ;n

Dowolng liczbe rzeczywista x mozemy zapisa¢ w postaci x =t +n -2,
gdzie t € (0; 2n) i n € Z, wiec:

® sinx = sint

® Cosx = cost

° tgx =tgt dla x¢g+kn, keZ

Poznane wczesniej wzory i zalezno$ci mozemy teraz zapisa¢ dla funkgji trygonome-
trycznych zmiennej rzeczywistej. Na przyklad:

e sin(x+2kn)=sinx dla xeRikeZ

e cos(x+2kn)=cosx dla xeRikeZ

o tg(x+kn) =tgx dla x=ﬁ§+kn ikeZ

sin x

dlaxq&g+knikez

o tox =
g COoS X

o jedynka trygonometryczna: sin”x +cos’x =1 dla x € R
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Przyktad e zad. 6.5 46.5. Zamien miare stopniowg na
miare tukowsa.

Wyznaczymy miare tukowsa albo stopniowa podanego kata. a) 20°, 15°, 42°, 1°

Rozwigzanie b) 630°, 100°, 300°
a) a=37° b) a = 240° ) x=145 Odp.:a) 20° = =, 15° = =,
37°-m 240 -1 14,5 - 180° 7 9 12
7 s0° = T1s0 a=———" q0="" o= T
37 4 n 30 180
2610° 7T 57
X=—T X==-T == = ° b) 630° = —, 100° = —
180 3 a=— 831 ) 5
300° = o

Przyktad @) < zad. 6.7
46.7. Zapisz podang miare kata

Miare x kata podang w radianach zapiszemy w postaci « + k - 360°, gdzie k € Z w postaci a +k - 360°, k € Z

i 0°< o < 360°. i 0° < a < 360°.
33t 51m 1971
Rozwiagzanie a) — *T9 0 g
31 3511 321 5m
a) X =—T I =
) . b) 3° 4
%n—g+5n—g+n+4n Odp.: a)33—"_45°+4 360°,
x = 30° + 180° + 2 - 360° = 210° + 2 - 360° 5;” = 300° + 2 - 360°
83
b) x=-2n B _ 5100+ 360°
4 6
8 3 oon b) —35—“ = 20°— 2- 360°,
4 4 32T[
= —135°— 10 -360° = 225° — 11 - 360° =% = 240°- 6 - 360°,
J 51

—— =135°-360°
4

Wyrazimy poznane wczesniej wzory redukcyjne w mierze tukowe;.

Wzory redukcyjne

Dla dowolnego kata o mierze fukowej x zachodza rownosci:

e sin(m—x) =sinx e sin(m+x)=-sinx e sin(—x) = —sinx
° cos(m—x)=—-cosx ° cos(m+x)=—-cosx * cos(—x) = cosx
° tg(m—x)=—-tgx o tg(m+x)=tgx ° tg(—x) =—-tgx
o sin(——x)zcosx ° sin<g+x):cosx

i 9
© COS( ) sin x ° COS(E-I-X):—SIHX
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Przyktad e zad. 6.10

Skorzystamy ze wzoréw redukeyjnych i obliczymy wartos¢ podanego wyrazenia.

. 3n 11m 131
sin| —— ) -cos — -tg —
4 6 3
2
L
9 18

sin

Rozwigzanie

. 22m . . 22m .
sin” — 4+ sin” — = sin” — + sin
9 18 9

. 3n 1m 131 V2 3
sin () -cos T g T 223 S

2
Iy sin2 21 1 4
9 18

sin?

@) Przyktad @ < zad.6.18

Udowodnimy podang tozsamos¢.
cos (31 + x) - sin <g - x) —cosb5m = tg2 (m+x) - cos” (1 — x)

Rozwiazanie
Zaczynamy od wypisania zalozen.

Wyrazenie tg(m+ x) jest okreslone, jesli m+ x # g +kn, keZ czylix # —g + km,
k € Z. Pozostale wyrazenia sg okreslone dla wszystkich liczb rzeczywistych.
Dowdd

Przeksztalcamy najpierw lewa strone podanej réwnosci.
L= cos(3n+x)-sin<g —x) — cos5m = cos(n+x)-sin<§ —x) — COSTl =

2 .2
=—COSX:-COSX—COSTT=—cCOoS x+ 1 =sin"x

Teraz przeksztalcamy prawg strone podanej réwnosci.

2 .2
+COS X =S8In X

2
P= th (m+x) - cos’ (m—x) = tgzx - (- cosx)2 = stx
COoS™ X
L = P, czyli podana réwnos¢ jest tozsamoscig dla wszystkich x # —g +km, k € Z.

Koniec dowodu

tg (1 — x) - cos (7 + x)

46.10. Oblicz. 46.18. Udowodnij tozsamos¢ - = 1. Podaj konieczne zalozenia.
a) sin 2 cos 2T + tg M o 2" Rozwigzanie €08 (5 N x)
4 4 4 3 0
Zalozenia:
5 4sin 4?“ cos %ﬂ +2cos 17?” ® tg (1 — x) jest okreslony, gdy m— x # g + km, czyli x # g —kn, ke Z,
tg%n—tg%ﬁ ° cos(%t —x) #0, gdy g—xaﬁ §+kn, czyli x # —kn, k € Z.
in 7 4 21 71 Tozsamos¢ jest okreslona dla x # °%, k ¢ Z
2sin Ztg L tg X ozsamo$¢ jest okreSlona dla x + —, k € Z.
<) 6 "3 74 z sinx
cosgcossjsiniﬂ L= tg(m = x) - cos (m + x) = —tgx - (- cosx) = ABX o =1=P
g & o s sin x sin x
e i i B S i A
d) 8 3 5 3 8 4 8 3 & 3
7m 5m 17n 4n

2 sin — cos — — 4 cos — sin —
4 4 6 3

Odp.:a)0 b)l ¢)-8 d)6



Przyktad 0 zad. 6.19
Obliczymy wartoéci pozostatych funkcji trygonometrycznych zmiennej x, wiedzac,
7€ COSX = —% oraz tgx > 0.

Rozwiagzanie

3
T[<x<ETt «——cosx<0itgx>0
. 4
sm2x=1—§ —sin’x+cos’x =1
. V5 ‘
smx=—T «——sinx <0
t X=£ —t x_sinx
J 2 8 " cosx
. 5 5
Odp.: smx:—\/T—, tgng

W kazdym z zadan 6.1-6.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

6.1. Wskaz miare tukowg kata 15°.
A. L= L= g
12 15 24

oA

6.2. Wskaz warto$¢ tg 17?”
A1 B. ? C. —? D. 3

6.3. Do ktorej ¢wiartki uktadu wspétrzednych nalezy kat o mierze 3,52
A. do pierwszej B. do drugiej C. do trzeciej D. do czwartej

6.4. Oblicz.
a) 23°20" + 46° 40’
b) 75°14' — 21°39’

c) 137°27'—15°19’ + 27°52/
d) 89°17' +2-35°14' - 109° 15’

6.5. Zamien miare stopniowg na miare tukowa.
a) 20° 15° 42°,1° b) 630°, 100°, 300°

6. Miara tukowa kata 63

46.19. Oblicz wartosci
pozostatych funkgji
trygonometrycznych zmiennej x
spelniajacej podane warunki.

. V3 .
a) sinx = —= i cosx <0

b) cosxz—% itgx<O0
c)tgx=21sinx<0
d)tgx=-11sinx>0

Odp.: a) cosx = —%, tgx = -3
b) sinx = %Z’ tgx = -2V2
25 V5

¢) sinx = —-—=, cosx = ——
5 5

V2

. 2
d) sinx = i, COSX = ——
2 2

Odpowiedzi i rozwigzania
6.1. B

6.2. C

6.3. C

6.4. a) 70°
b) 53°35'
c) 150°

d) 50°30’

65. ) 20° = 7, 15°= T,
m . e
=5 =5
b) 630° = 2, 100° = 2,
2 9

300° = 2~
3

42°
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6.6. a) X = 30°, 2% = 135°,
6 4

21 _ 2300

18
b) X =200, 2 =720, 19T _ 60e
9 5 3

C)2=<@>, 15:(@),
s T
0,7 = (E)
T
d) 102 = (@) i
T

5= ()75 (2

T
6.7. a) 3%” = 45° 4 4 360°,
517” = 300° + 2 - 360°,
19?" = 210° + 360°
b) —357“ = 20° -2 - 360°,
—327" = 240° - 6 - 360°,
—%” = 135° - 360°

6.8. a) 405° = g +2m,
1020° = 5?”+2-2n, 520° = %’Hzﬂ
b) —405° = %’T _2.om,
300 = UM _op
6
_780° = 5?”—3-211

57 \/§t7n_£
3)

6.10.a) 0 b) 1

6.12. a) a < 3
b) a <
a=p
d)a>p

6.13. a) a < fB
b) a < f

a=p
d)a<p

6.14. o, B, &

6.15. a) kolejno: I, IV, I, IV
b) kolejno: IL, I, IT, I1I

c)-8 d)6

6.6. Zamien miare tukowa na miare stopniowa.
3 23 2 10

a) E) -, b) E) _T[) _T[

6 9" 5

—T c) 2;1,50,7 d) 102;1,25;7,5
4 18 3

6.7. Zapisz podang miare kata w postaci o + k-360° ke Z i 0° < a < 360°.
5 B 5in 1o by B 2 _sm
4 9 6 9 3 4

6.8. Zapisz podang miare kata w postaci x + 2kn, k€ Z i 0 < x < 2m.
a) 405°,1020°, 520° b) —405°, -30°, —=780°

. . 5om 7m 3n
6.9. Oblicz: sin —, tg—, cos —.
3 6 4
6.10. Oblicz.
2 7nt 2nt 7mn
4 5T 7 5m Sin-—1g >t
a) sin — cos — +tg — cos — c) S in
4 4 4 3 COS — COS — sin —
3 3 3
.4 7 17 5 4m\? TN, 4 2m\?
4sin = cos® 2 + 2 cos —~ <tg—ﬂ+tg—ﬂ> —<tg—ntg—n+tg—n)
3 4 6 3 3 4 3 3
b) - d)
I 4n . 7n 5n 17t . 4m
tg— —tg — 2sin — cos — — 4 cos — sin —
3 3 4 4 6 3
5t 2n 7m

6.11. Narysuj w ukfadzie wspétrzednych katy o miarach: m, w36

6.12. Pordwnaj katy o i 8.

a) « B =18° ¢ « B=18°

-
10’
d)azg,[a’:ZO"

-
T 12’
T
b) a=—, B=14°
) o 16/3

6.13. Poréwnaj katy e i S.

a) azg, B = 40° ¢) a=06m =108

b) a= T, B=200° 4 a=2, p=50°

6.14. Ktore z podanych katéw sg ostre: a =1, f=1,5, y =0,6m, § = i—Zn?

6.15. Okredl, do ktorej ¢wiartki ukltadu wspoétrzednych nalezy kat o podanej mierze.

4n 1lm 3nm 1lnm
a) = T o T T
7 7 8 6

1
b) 2_) 0’7) 5_7-[) 9_T[
2 7 8
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6.16. Oblicz miare tukowg kata wypuklego, ktory tworza wskazdéwki zegara o poda- 6.16.2) 1 b) X ¢ 13n
nej godzinie. 3 6 36
a) 600 b) 1300 c) 1610 d) 912 d =

6.17. Uporzadkuj rosnaco podane katy. 6.17. v<gp<d<y<f<a

a:’g‘, B=024, y=10°32, 6=%, v=1°12, ¢=0,13
tg (m — x) - cos (m + x)
(5-%)

COS| —— X
2

6.19. Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych zmiennej x spetnia- 6.19. a) cosx = 1 tgx =3
jacej podane warunki. z

6.18. Udowodnij tozsamos¢ = 1. Podaj konieczne zalozenia. 6.18. Patrzs. 62.

2V2
b) sinx = ==, tgx = 22
a) sinx = ﬁ icosx<0 c) tgx=21isinx<0 ) E1E; 30 8% V2
21 ¢) sinx = —2\—6 cosx = —ﬁ
b)cosx:—gitgx<0 d) tgx=-11sinx>0 - 57 T s

V2

. 2
d) sinx = i, Cosx = ——
2 2

6.20. W kole o promieniu 3,5 cm kat srodkowy oparty jest na fuku dtugosci 2,8 cm.

Oblicz miare stopniowsa tego kata z doktadnoscia do 1°. 6.20. 46°

6.21. Oblicz dltugo$¢ tuku okregu o promieniu 15 cm odpowiadajacego katowi $rod- 6.21. a) 46,5cm b) 36 cm
kowemu o podanej mierze. o1 31 em d) 25m cm

a) 3,1 b) 2,4 ¢) 160° d) 300° ’

Prosto do matury

1. Danesa katy o = 1,75 oraz 3 = 100°. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan. 1. F,P,P
A a<f B.a>f Cazf
2. Podaj miary lukowe katow: 36°, 200°, 280°. 2 36° — g 200° = IOTﬂ’
3. Zapisz kat o mierze —1044° w postaci x + 2km, k€ Z i 0 < x < 27. 280° = 14?“
T
4. Oblicz, korzystajac ze wzoréw redukcyjnych: sin li—n, cos 53?“, tg IOTH 3. g 32
. 16m V3
5. Udowodnij tozsamos¢. Podaj odpowiednie zalozenia. 4. sin ENREE
cos (1T — x) cos (1 + x) — sin (21 — x) sin (2m + x) = tgx-tg(%r —x) coss%7T = —\/75, tglOT7T =13

5. Zalozenia:
® tg x jest okreslony, gdy x # g +kn, keZ,

° tg (g - x) jest okreslony, gdy g —x# g + kmn, czyli x # —kn, k € Z.

Tozsamo$¢ jest okreslona dla x # %, keZ
L = cos(m—x)cos (m+ x)—sin (2 — x) sin (2m+ x) = —cosx - (—cosx) — (—sin x) sin x =

2

2 q
=cos  a+sin"«a =1

T
. i <7—x) .
pztgx.tge_x):%.z_=ﬂ.w=1=L
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Ltematy 1.5-1.10

Multite4a

e Wykres funkgji sinus

e Przeksztatcenia wykresu funkgji
sinus (1)

e Przeksztatcenia wykresu funkgji
sinus (2)

o Wykres funkcji cosinus

e Przeksztatcenia wykresu funkciji
cosinus (1)

e Przeksztatcenia wykresu funkgji
cosinus (2)

* Wykres funkcji tangens

e Przeksztatcenia wykresu funkcji
tangens (1)

e Przeksztatcenia wykresu funkgji
tangens (2)

e Ruch po okregu a sinusoida (1)

e Ruch po okregu a sinusoida (2)

e Ruch po okregu a tangensoida

e \Wykresy funkcji
trygonometrycznych

e Jak brzmi sinusoida?

e Wykres funkgji cotangens

e Przeksztatcenia wykresu funkgii
cotangens (1)

e Przeksztatcenia wykresu funkciji
cotangens (2)

dlanauczyciela.pl | Kartkowka 1.7

G Generator

testow i sprawdziandw

7. Wykresy funkciji

trygonometrycznych

Umiejetnosci:

e rysowanie wykresow funkcji sinus, cosinus i tangens

* przeksztatcanie wykresow funkcji trygonometrycznych

* rozwigzywanie elementarnych réwnan i nierdwnosci trygonometrycznych

Wykres funkcji f(x) = sin (x)

Przyjrzyjmy sie rysunkowi. W ukladzie wspotrzednych x'Oy’ zaznaczamy katy,
a w uktadzie xOy punkty wykresu funkeji f(x) = sin x.

c1is . L 1 3.
Przyjelismy zaokraglenie m = 3, zatem 3 >33 itd
‘A by
? flx) =sinx
1 1 3
=<7 P, = (cos3, sin3) 411 i
AN 2
//\P, = (cosg, sing) 1 A,
2
D\ ey 1
of = = = = T x
12 6 4 3 2
-1 11
T Lo . . . .
Punkt A, = <E’ sin E)’ poniewaz jego druga wspolrzedna jest réwna drugiej

wspolrzednej punktu P, wybranego na ramieniu koncowym kata g (uklad x'Oy',

loP,| = 1).

Podobnie - punkt A, = (g, sin §>’ bo jego druga wspoélrzedna jest réwna drugiej

wspodlrzednej punktu P, wybranego na ramieniu koicowym kata Tgt

Im wiecej katéw odlozymy w ukladzie x'Oy', tym wiecej punktow nalezacych do
wykresu funkeji f(x) = sinx mozna zaznaczy¢ w uktadzie xOy.



7. Wykresy funkcji trygonometrycznych

Ponizej prezentujemy wykres funkcji f(x) = sinx dla katéw z przedziatu (0; 2m).

yrh VA

1 1

¢ % \
=y
5 /
/
™
=y

Funkcja f(x) = sinx (x € R) jest funkcjg okresowg o okresie zasadniczym 21, zatem
narysowany fragment wykresu bedzie si¢ powtarzal nieskonczenie wiele razy.

Krzywa bedacg wykresem funkeji f(x) = sinx

i

f(x) = sin x

1
T

=y

Zamiast zwrotu: krzywa, ktora ((( )))

nazywamy sinusoida. jest wykresem funkcji y = f(x),
czesto uzywamy krotszego:
Opiszemy wlasnoéci funkeji f(x) = sin x. krzywa o réwnaniu y = f(x).

D=R, ZW=(-1; 1)
Funkcja ma warto$¢ najwigcksza rowna 1 dla kazdego x = g +2km, k € Z.

Funkcja ma warto$¢ najmniejsza réwng —1 dla kazdego x = —g +2kn, k e Z.
Miejscami zerowymi sg argumenty postaci x = km, k € Z.

Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla argu-
ment6éw nalezacych do kazdego z przedziatléw Przypomnijmy: (@)
. . Zapis (2km; m+ 2kn), k€ Z
postaci (2km; 7 + 2kmn) oraz ujemne dla argu- . >y
. ) A e oznacza rodzine przedzialow.
mentow nalezacych do kazdego z przedzialow
postaci (m + 2km; 27 + 2kmn), k € Z.

Funkgja nie jest monotoniczna w calej dziedzinie, natomiast jest:
rosngca w kazdym z przedzialéw postaci <—g + 2k g + 2krt>, keZ,
malejgca w kazdym z przedzialéw postaci <g + 2k 3771 + 2kn>, keZ

Réwnanie sin x = m ma nieskoniczenie wiele rozwigzan dla m € (-1; 1),
adla m € (—oo; —1) U (15 c0) nie ma rozwigzan.

67 IS
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Wykres funkcji f(x) = cos(x)

Do narysowania wykresu funkcji f(x) = cos x skorzystamy ze wzoru redukcyjnego:
Cosx = sin (x + g)

Wrykres funkcji f(x) = cos x, tzw. cosinusoide, otrzymamy zatem po przesunieciu

. . . n . -
sinusoidy y = sinx o wektor [_5’ 0|, czylio g w lewo wzdluz osi x.

yA
in S(x) =|cos x

S
[

Na podstawie wykresu funkcji f(x) = cos x opiszemy jej wlasnosci.
e D=R, ZW=(-1; 1)

¢ Funkcja ma warto$¢ najwieksza rowna 1 dla kazdego x = 2km, k € Z.
Funkcja ma warto$¢ najmniejszg rowng —1 dla kazdego x = n + 2km, k € Z.

° Miejscami zerowymi sg argumenty postaci x = g +km, k € Z.

* Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla argumentéw nalezacych do kazdego

z przedziatéw postaci <—g + 2k TE[ + 2th) oraz ujemne dla argumentéw nale-
zacych do kazdego z przedziatéw postaci (g + 2k %ﬂ + 2kn), keZ

* Funkcja nie jest monotoniczna w calej dziedzinie, natomiast jest:
rosnaca w kazdym z przedzialéw postaci (n + 2km; 2 + 2km), k € Z,
malejaca w kazdym z przedziatow postaci (2km; n + 2kn), k € Z.

* Réwnanie cosx = m ma nieskonczenie wiele rozwigzan dla m € (-1; 1), adla
m € (—oo; —1) U (1; c0) nie ma rozwigzan.

Wykres funkcji f(x) = tg(x)

Ponownie umieszczamy obok siebie dwa uktady wspdtrzednych. W uktadzie wspot-
rzednych x'Oy' zaznaczamy katy, a w ukladzie xOy punkty wykresu funkcji
f(x) = tgx. Tym razem skorzystamy z tego, ze jezeli wybierzemy punkt P na ra-
mieniu koncowym kata « tak, aby jego pierwsza wspdtrzedna byta réwna 1, to jego
druga wspolrzedna jest rowna tangensowi kata a.



7. Wykresy funkcji trygonometrycznych 69 I

y'A yA
flx) =tgx

NG Pzz(l’tgg) B,

1 1T
3 // P = (1,tg%) B,

3

B T 0

3 6
0 1 ; 0 TonoT = e
6 4 3 2

Punkt B, = (g, tg g), poniewaz jego druga wspolrzedna jest rowna drugiej wspot-

rzednej punktu P, na ramieniu konicowym kata g Podobnie B, = (g, tg g)

Na rysunku zaznaczylismy kilka punktéw dla katéw z I ¢wiartki. Wartosci tangen-
sa dla coraz wiekszych katow ostrych sa coraz wieksze. Im bardziej do dodatniej
pétosi y' zblizaja sie ramiona wodzace katéw, tym blizej prostej o rownaniu x = g
znajdujg si¢ odpowiadajgce tym katom punkty wykresu. T¢ prosta bedziemy nazywaé
asymptota pionowa wykresu.

Do narysowania nastepnego fragmentu wykresu mozna wykorzysta¢ katy z IV

¢wiartki i fakt, ze katy te sg przyporzadkowane liczbom z przedziatu (—g; 0).

Okresem zasadniczym funkeji f(x) = tgx jestm, zatem otrzymany dla x € (_TE[; g)

wykres powtarzamy w pozostatych przedzialach.

| 7 S | |
/ / / /
fx) =tg

N
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Krzywa bedaca wykresem funkeji f(x) = tgx nazywamy tangensoida.
Opiszemy wilasnosci funkeji f(x) = tgx.

* Dziedzing jest zbior R — {g + kn}, keZ

° Zbiorem wartosci jest zbior R.

e Proste o réwnaniach x = g + km, k € Z, s3 asymptotami pionowymi wykresu.

* Funkcja nie ma warto$ci najwickszej i nie ma wartosci najmniejszej.

° Miejscami zerowymi sa argumenty postaci x = km, k € Z.

* Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla argumentéw nalezacych do kazdego

z przedzialéw postaci <kn; g + kT[), a ujemne dla argumentéw nalezacych do kaz-
dego z przedziatow postaci (g + k1 T+ th), keZ

* Funkcja nie jest monotoniczna w calej dziedzinie, natomiast jest rosnaca w kazdym
z przedziatéw postaci (—g + kg g + kn), keZ.

° Réwnanie tgx =m ma dla dowolnego m € R nieskonczenie wiele rozwigzan.

47.4. Patrzs. 76. Przyktad o zad. 7.4,7.5
47.5. Patrzs.77. Narysujemy wykres funkeji g(x) = sin (x - g) +2.

Rozwigzanie
Wykres funkcji g otrzymamy w wyniku przesuniecia sinusoidy o réwnaniu

. n .om T . o
y =sinx o wektor 3 2] ,czylio 3 Wprawo wzdtuz osi x i 0 2 w gore wzdluz osi y.
vA
/] g(x) |=sin(x +3)| +2
—1
f(x) =|sin x
o _3m _r _T iy T 3m 2 x

Przyktad @) « zad. 7.12

Narysujemy wykres funkeji g(x) = —tg (x + g) i wyznaczymy jej miejsca zerowe

oraz rownania asymptot pionowych wykresu.

47.12. Narysuj wykres funkgji i podaj rdwnania asymptot pionowych wykresu.

a)y=tg<x—§) b)y=—tg(x+g>+3
Odp.:a)x=—§+kn,kez b)x=§+kn,kez
[l [ b7
/ f I \ \ \
/ / = tg (¥/17)
w, = tg(N\ITIH3
_ [0 r [3m 7n] S A% \ \ \ \
[ / [ [ \\ 1 \\ \\ \l
[ [ [ | 4 [lr of [z = |4 e [k
I | | | | |




7. Wykresy funkcji trygonometrycznych

Rozwigzanie
Rozwigzujemy zadanie w dwoch krokach.

Krok 1: Rysujemy wykres funkcji h(x) = —tgx (obraz wykresu funkcji y = tgx

w symetrii wzgledem osi x).

Krok 2: Przesuwamy otrzymany w poprzednim kroku wykres o wektor [—g, O] ,czyli
0 g w lewo wzdluz osi x.

\l= ITRRTNEZ AR VL
= Vo Vo Vo

N NE L NE N /NN JANE
NiamNaNZan
_éjj lr _T ( ki 7r\ ézj
/ \ AR\ AN JAA\EA /N

5
Lo
|

()3 =~

[ W I
VO s D e R

Z wykresu odczytujemy, ze dla funkcji g(x) = —tg (x + g)

° miejscami zerowymi sg liczby postaci —g +kn, keZ,

° asymptoty pionowe wykresu majg réwnania postaci x = L kn, k € Z.

Przyktad @) < zad.7.13
Narysujemy wykres funkcji g(x) =

. 1 ’
sinx — =|.
2
Rozwigzanie
Rysujemy wykres funkcji f(x) = sinx — % Aby otrzymac¢ wykres funkcji
g(x) = | f(x)|, przeksztalcamy przez symetrie wzgledem osi x te fragmenty krzywej

oréwnaniu f(x) = sinx — > ktdre leza ponizej osi x.

b
) =g(¥)
~C T e T
T _T 0 s T 3m f
2
5 flx) =/sinx =2
47.13. Odp.:
a) Ay b) ) B O 20 B N
) y|=[[sin ¥] = [$oF X 15135
r r 2 i )
E _ 2 r |0 T T 4 sm | 9 i
<) [T\ 74 | | d) b7 =11 ldog |
{5\ \ \ \
N\ [ =\tgx 1\ Z
I I I -7 =1 0 r 2 | X
1 I
Vi Vi Y NI
g 3T T 0] || = Sm 3w 2 |X
4 4 All

71

47.13. Narysuj wykres funkcji.

a) y = —|sin x|
T 1
b) y = cos(x—§>+5

o) y=ltgx—1|
d) y=1-|cosx|




72

Dziat 1. Trygonometria

Elementarne réwnania i nieréwnosci trygonometryczne

Réwnanie, w ktérym niewiadoma wystepuje tylko jako argument funkcji trygonome-
trycznej, nazywamy réwnaniem trygonometrycznym. Analogicznie — nieréwnosc,
w ktorej niewiadoma wystepuje tylko jako argument funkgcji trygonometrycznej, na-
zywamy nierdwnoscia trygonometryczna.

Przyktad @)
Odczytamy z wykresu funkeji y = tgx rozwigzania réwnania tgx = 1.

Rozwigzanie

| ] |
/ [ | r+tgx] |

«—— prowadzimy prostg k
oréwnaniu y = 1
— odczytujemy pierwsze
wspolrzedne punktow
-1 przeciecia prostej k
/ / / / z wykresem
/ / / /

[ [ | [

Réwnanie ma nieskoniczenie wiele rozwigzan. Z rysunku mozemy odczytaé trzy

. 3 b1 5
znich: x =—-=m, x = - oraz x = -T.
4 4 4

Funkcja y = tgx jest rosnagca w kazdym z przedzia- Wykres funkeji rosnacej (1))
7 7t (malejacej) moze mie¢
téw postaci (—5 + ks >t kn), gdzie k € Z. Wystar- z prostg réwnolegly do
osi x co najwyzej jeden

czy wiec odczytaé jedno rozwigzanie w ktéryms z tych

T T

punkt wspélny.
przedzialow, np. w przedziale (_E’ 5), bo pozostate

rozwigzania beda sie rdznity o wielokrotnos¢ okresu za-
sadniczego tangensa.

Odp.: Rozwigzaniami réwnania sg liczby postaci x = g +kn, keZ

J

Kazda funkcja trygonometryczna jest okresowa, zatem jezeli ograniczymy sie¢ do roz-
wigzania rownania trygonometrycznego w przedziale o dtugosci okresu zasadnicze-
go, to wyznaczymy réwniez pozostate pierwiastki rownania — beda si¢ one réznily
o wielokrotnos¢ okresu zasadniczego.



7. Wykresy funkcji trygonometrycznych

Rozwigzaniami réwnania tgx = a sa liczby postaci x = x, + kn, gdzie x, jest
jednym z rozwigzan tego réwnaniai k € Z.

Przyktad @)

Odczytamy z wykresu funkecji y = sin x rozwigzania réwnania sin x = R

yA
y V2 ) fx) = sinx
«— prowadzimy prosta
| | - . ) V2
S 1 > o réwnaniu y = —
T ju T 3T 7 3T i X 2
1 4
=1

. T 37 . s S V2 . T 3
W przedziale —55 — ) rozwigzaniami réwnania sinx = —= s liczby 4 oraz o m.

. . . . . . 3
Zatem wszystkie rozwigzania tego réwnania s postaci x = §+2kn lub x = Zn+2kn,
gdzie k € Z.

Odp.: x = g + 2km lub x = f—ln + 2km, gdzie k € Z

J
Podsumujmy:
° Roéwnanie sinx = a ma rozwigzania pod warunkiem, ze -1 <a < 1.
° Rozwigzania rownan: sinx = -1, sinx = 1, sinx = 0 zostaly juz odczytane

wczesniej (odpowiednio: argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci naj-
mniejsze, wartosci najwieksze oraz miejsca zerowe funkgji).

° Dla a € (-1; 1) — {0} réwnanie sinx = a ma w przedziale o dlugo$ci okresu
zasadniczego dwa rozwigzania.

A . - . . 3m
Przyjrzyjmy sie wykresowi sinusa w przedziale ety
yA
; y = din
I y+a

=Y

73 IS
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Dla x € <—g; §> réwnanie sinx = a (gdzie a € (-1; 1)) ma jedno rozwigzanie

n 3n . B ;
> réwniez jedno (sinus

jest w tym przedziale funkcja malejaca). Jezeli pierwsze z tych rozwigzan oznaczymy
X, to drugie jest rowne T — x;,.

(sinus jest w tym przedziale funkcja rosnacy), dla x € <

Rozwigzaniami réwnania sinx = a przy zalozeniu, ze -1 < a < 1, sg liczby
postaci x = x, + 2km oraz x = m— x, + 2km, gdzie x jest jednym z rozwigzan
tego rownaniai k € Z.

Cosinusoide otrzymujemy po przesunieciu sinusoidy w lewo wzdluz osi x o > zatem

rozwigzania réwnania cos x = a odczytamy z przedziatu (-m; m).

Rozwigzaniami rownania cosx = a przy zalozeniu, ze —1 < a < 1, sg liczby
postaci x = x, + 2kn oraz x = —x, + 2km, gdzie x, jest jednym z rozwiazan
tego rownaniai k € Z.

47.21. Rozwiaz réwnanie. Przyktad 0 zad. 7.21
. V3 o . . V3
a) sinx = > Rozwigzemy réwnanie cos x = -

b) cosx = -1 Rozwigzanie
c) tgx = V3

d) 2sinx - vV2=0 8
e)2cosx+1=0
f) 3tgx+V3=0 Gl

Odp.: a) x = g + 2km -7 /T T A

Al

=Y

T
E]

lub x=2§+2kn, kEZ y == V3
b) x=n+2kn, ke Z
¢ x= g +kn, keZ W przedziale (—m; ) rozwigzaniami réwnania sg liczby gn i —gn. Zatem wszystkie

d) x = = 4+ 2kn
4

. . . . . 5 5
rozwigzania tego réwnania sg postaci x = gt 2km lub x = —gTt 2km, k € Z.

3n
lub x = — +2kn, ke Z

4 Odp.: x = §n+2kn lub x=—§n+2kn, keZ
27 6 6
e) x = —?+2kn
lub x:%n+2kn, keZ

t)xz—g+kn,keZ
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Przyktad e zad. 7.22
Rozwigzemy réwnanie sinx = 0,4384.

Rozwiagzanie

0,4384 ~ sin 26° i 26° = =8

90

Odp.: x = 5“ +2km lub x = %n + 2km, gdzie k € Z

Przyktad @) « zad.7.23

Narysujemy wykres funkcji y = sinx w przedziale (0; 2m) i odczytamy z niego,
ktdére argumenty z tego przedzialu spelniajg nieréwno$¢ sinx < 0,5.

Rozwiagzanie

yA
. y = sin x|
y+ 0.5 . ) )
«— prowadzimy prostg o réwnaniu y = 0,5
- «— wyznaczamy rozwigzania rOwnania
0 iy T 5m T 3 g x Wy y q
2 X3 2 {- sinx = 0,5

1

-1

Poprowadzona prosta przecina ten fragment sinusoidy w dwéch punktach - dlax = g

oraz x = %ﬂ Z wykresu odczytujemy, ze sinx < 0,5 dla x € <0; g) U (5?71’ 2T[>.

Odp.: x € <0; E) u (5—71, 2T[>
6 6

Przyktad @) « zad. 7.24

Narysujemy w jednym ukladzie wspotrzednych wykresy funkcji y =sinx i y=cosx.
Odczytamy, ktére argumenty z przedziatu (0;2m) spelniajg nieréwnos¢ cosx > sinx.

Rozwigzanie

Fragmenty cosinusoidy lezace w rozpatry- [ 4 \

wanym przedziale powyzej sinusoidy za- y=sin

N

w

znaczone s3 na rysunku kolorem czerwo-

nym. Na osi x odczytujemy argumenty o

Ll e
=
——0 |
L¥%)
R
®)
=
=y

spelniajace zagdang nierdwnos¢.

cos

Odp.: x € <0; 5) U (5—”; 2n>
4 4

47.24. Narysuj w jednym ukladzie wspdtrzednych wykresy funkcji f(x) = sinx oraz

g(x) = —cosx iodczytaj, dla jakich argumentow z przedziatu (0; 2m) prawdziwa jest
nierdéwnos$¢ sinx + cos x < 0.
Odp.:

vh [

: = sinlx

) 7

i : ~

0 L ‘If 20 =

B 4

B y|=—Icos

<3n 7n

47.22. Rozwiaz rownanie.
a) sin x = 0,829

b) cosx = 0,342

c) tgx = 1,327

d) sin x = —0,6428

e) cosx = —0,515

f) tgx = -11,43

14

Odp.:a) x = En + 2kmt
lub x = —n+2kn, keZ

45
b) x = ln + 2km

18
lub x ~ —%n+2kn, keZ
Ox~Dnikm keZ

180
d) x = —%n + 2kmt
lub x = —§n+2kn, keZ
e) x = £n+2kn lub

180

121

x~—-——mn+2kn, keZ
180

f)x:—grwkn,kez

47.23. Rozwiaz nierdwnoéé
dla x € (—2m; 2m).

a) sinx > 1
2
b) 2cosx < V3
c) V3tgx > 1
d) 6cosx+3V2<0
Odp.:

e (-l ) <ﬂ s

CE DD
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47.25. Rozwigz nieréwnos¢. Przyktad @ zad. 7.25
a)sinx+1>0 R .. ., P V3

< —.
b) V2 cosx < 1 ozwigzemy nieréwnos¢ sinx < —
) tgx > -1 Rozwiazanie
d)2cosx+1>0 vk

1 _L N3

Odp.: yrsin Y= «—— opisujemy najpierw rozwigzania

1
1§

a) x e R- {3_n + 2kt ke Z} nieréwnosci np. w przedziale (0; 2m)
2 lub jakimkolwiek innym przedziale

b) x € <E + 2k In + 2th> T T | g In e | x o dtugosci réwnej okresowi
4 4 ’ 1 1 zasadniczemu funkcji
keZ
C) x € (—T—t+kn- T—[+kn) keZ
4 ) ’ W przedziale (0; 2m) rozwigzaniami nieréwnosci sg wszystkie liczby nalezace do su-
2n 2m
d) x € (—? + 2k 3t 2’“‘)’ my przedzialow <O; g) U (%n; 271). Zatem wszystkie rozwigzania tej nieréwnosci
keZ
mozna zapisa¢ w postaci <2kn; g + 2th) U (%n + 2km; 21 + 2kn>, keZ.
Rozwigzania tej nieréwnosci mozna za- 7
pisa¢ na wiele sposobow. Gdyby$my na = sin} x =3 [
przyklad rozwigzali na poczatku nie- -
réwnos¢ w przedziale <—§n;g>,otrzy— ar dr | R  r %
3
maliby$my rozwiazania zapisane w pos- -1
taci xe<—§n+2kn;§+2kn), keZ. Gl
4 L
Odp.: x € (‘5” + 2km; 3 + an), keZ
W kazdym z zadan 7.1-7.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
Odpowiedzi i rozwigzania W zeszycie.
71.B 7.1. Wskaz funkgje, ktora jest rosngca w przedziale (r; 27).
A. y=sinx C. y =sin(x —m)
B.y:sin(x+g) D. y = sin(x + 2m)
7.2. B 7.2. Wskaz okres zasadniczy funkcji y = |cos x]|.
A. g B. n C. 2n D. 4n
73.C 7.3. Wskaz liczbe rozwigzan réwnania sin (x - g) = % w przedziale (—m; 2m).
Al B.2 C.3 D. 4
7.4. a) b7 [T . b) 7A .
1 MY T 6 1 V= oS X — 5
2m . _ _ 7 0 T i 2 ;
T T (Vs T X 1
<) 571 d) [ 1A |
/ / / | | |
yi=ltglx 11 / [y =t (x £l
FENRENAENE s ok x| [/ d Lalo] fx 4 [ 7ol oy [
B ANAL 4 1
II ‘ II II / [ [
| | | | [ [
[ [ [ |
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7.4. Narysuj wykres funkgcjidla x € (—m; 2m).
a) y=sin(x—£>
6
1
b) y =cosx - 3

c) y=tgx+1
i
@ y=tg(x-3)

7.5. Narysuj wykres funkcji.

c) y=3-cosx

d) y=—tg<x—g)—1

1
a) y=-cosx+ >
b) y=—sin<x+g)

7.6. Wyznacz zbior wartosci funkgji.
a) f(x)=sinx+1
b) f(x) =—sinx

c) f(x)=sin <x+ g)
d) f(x)=sin(x+m) -1

7.7. Funkcjatrygonometryczna przed- vk
stawiona na wykresie ma okres zasad-
niczy 2n. Podaj przykladowy wzor tej
funkgiji.

N

=y

7.8. Na podstawie wykresu funkcji y = f(x) okresl przedzialy monotonicznosci
funkgji f.

a) f(x)=cos<x+ %) b) f(x)=sin<x—§>—l

7.9. Wyznacz warto$¢ najmniejszg i warto$¢ najwiekszg funkcji f w podanym prze-
dziale. Dla ktdrych argumentéw sg przyjmowane te warto$ci?

a) f(x) =sinx X € <0; §n>
b) f(x)=sinx X € <—g; ZT[>
¢) f(x)=rcosx X € <g, §n>

7.10. Wyznacz warto$¢ najwiekszg i warto$¢ najmniejszg funkcji w podanym prze-
dziale. Dla ktdérych argumentéw sg przyjmowane te wartos$ci?

x€<—2;2n>
6
(-5m)
xXeE({—— T
4

a) f(x) = —sinx+%

b) f(x) = sin(x— g) i1

7.5. a) b)
5 ARBERNE fl‘ = Ain(xfg)
2 1
2m - _ _ 0 T N i
_ T 0 T ;
o) A d) I\ 7h I\ I\
\[ y=Ftgld=7)+ \
\; \ \
y+=B - ¢o§x
\ \ \ N
1 R 4 _m O 2r [ Y Sr 5
32 B T
_ _x 0 s 2 £
\ \ \

7.4. Patrzs. 76.

7.6.a) (0;2) b) (-1;1)
c) (-1;1) d)(-2;0)

7.7. np. f(x) = sin (x - %Tt) +1

7.8. a)
maleje w kazdym z przedziatow

<—5—ﬂ + 2k T, 2kn>,
6 6

rosnie w kazdym z przedzialow

<T—r+2kn; 7—n+2kn>, keZ
6 6

) Y= COS{x H=
Y i

RE

1
T

=

Sm T of « T, o I

1
T

b) maleje w kazdym z przedzialow
LI 2km; Hr 2kn>,
6 6

ro$nie w kazdym z przedzialéw

<—E + 2k o + 2kn>, keZ
6 6

JA

=¥

x |_x0 s

%)
3
5

1
S

Wiy

&2 e 3
7.9. a) warto$¢ najmniejsza: _§
4 88 et
dla x = 3 warto$¢ najwieksza: 1
dla x=T
2
b) warto$¢ najmniejsza: —1
3 B e
dla x = 771, warto$¢ najwieksza: 1
dla x=2
2

¢) warto$¢ najmniejsza: —1
dla x = 1, warto$¢ najwieksza: 0

dla x € {E, 3—“}
202

7.10. a) warto$¢ najmniejsza:
1 88 eoire

-3 dla x = g, warto$¢ najwieksza:
1 3

1= dla x= =
2 2

b) warto$¢ najmniejsza: 0 dla x = _TZ[’

B coeeore 3n
warto$¢ najwieksza: 2 dla x = e
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7.11. Patrzs. 79.

7.12. Patrz s. 70.

7.13. Patrzs. 71.

7.15. a), b), ¢), d) dodatni,
e), f) ujemny

7.16. a), ¢) dodatni,
b), d), e), f) ujemny

7.17.

. . .1 .
a) sin5 < sin 3 < sin 3 < sin (—4)

b) cos3 < cos2 < cos(—1) < cos6

7.19. sinx > -1 dla x € R
icosx>-1dla xeR
Poza tym jezeli sinx = -1,
to cosx = 0. Zatem
sinx +cosx > -2 dla x € R,

czyli f(x) >0 dla x € R.

Stad wynika, ze funkcja f nie ma
miejsc zerowych.

7.11. Narysuj wykres funkcji i odczytaj jej miejsca zerowe.
2 T
a)yzcos(x—y‘[) c)y:tg(x+z>
b)y=cosx+% d)y=sin<x+g)—3
7.12. Narysuj wykres funkeji i podaj réwnania asymptot pionowych wykresu.

a)y=tg(x—§> b)y=—tg<x+g>+3

7.13. Narysuj wykres funkcji.

a) y =—|sinx|

T 1
b) y= cos<x—§>+z‘

7.14. Naszkicuj wykres funkeji f(x) =

c) y=ltgx—1|
d) y=1-|cosx]|

2
COS X — [COSX . . .
cos” x  |cos x| w przedziale (—m; 37) i podaj
COoS X

. Lo . , 1
argumenty, dla ktérych wartosci tej funkcji sa réwne 7

7.15. Na podstawie odpowiednich wykresow ustal znak réznicy.
a) sin2,5—sin3 ¢) sin(—4) —sin(-1) e) cos7 — cos (—0,5)
b) cos4 — cos3 d) cos(=5) — cos(-2) f) sin8,5-sinl,5

7.16. Na podstawie odpowiednich wykreséw ustal znak liczby.
a) sin2 — cos4 ¢) cos8 —sin4,5 e) cos(—5) + cos (-2,5)
b) cos(-3) — sin(—4) d) sin 2,5 + cos (—2,5) f) cosl—sin7

7.17. Skorzystaj z odpowiedniego wykresu funkgeji i ustaw podane liczby od naj-
mniejszej do najwiekszej.

a) sin 3, sin(—4), sin>5, sin% b) cos2, cos6, cos3, cos(—1)

7.18. Narysuj wykres funkgji.
a) f(x) _ Sin x

b) f(x) =

(sinx — [sin x|)

| =

|sin x|

720, 2) x ¢ {n 5n} Q 7.19. Czyfunkcja f(x) = sin x+cos x+2 ma miejsca zerowe? Odpowiedz uzasadnij.
e 6 6
b) x € {S_n 7_71} 7.20. Rozwigz réwnanie dla x € (0; 2m).
ﬁ 5: a) sinle c) tgx=1
C) x € {— —} 2
i 47 b) cosx:—ﬁ d) sinx:—ﬁ
d) {—n, f} 2 2
_sinx _[1 dlasinx>0 .. cos” x — cos x
7.18. a) f(x) = sinal {_1 dla sinx < 0 7.14. Jezeli cosx >0, to f(x) = T eosx D Cosx- 1.
_ 2

yi )= flx) Jezeli cosx < 0, to f(x) = COS XHCOSX _ osx +1.

L1y 1 P | COS X
T T 3n 5m
; ; ; - cosx —1 dlaxe(——; —)U(—;—)
X _g 0 %r T w1 x f(x) _ 22 2 2
T T 19 TTTTTTY cosx+1 dla xe <—T[; —%)u(%; %)U(%Tt, 3T[>
b) () = 3 Ginx — fsinal) = {0 G2 o0x>0 ) =l
sinx dla sinx I
& AT N 7T ‘\\
17 — ) | I ! I N WX
A=) o -7 7%’7/’\§%" e ‘%’rc/b\%” 3

-7 _%’ N lzr 7\/7r x i

2n 21 4m 811}
37373

Odp.: f(x) = % dla x € {—?, = = =
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7.21. Rozwigz réwnanie. 7.21. Patrzs. 74.
a) sinx:? ) tgx =13 e) 2cosx+1=0 7.22. Patrzs. 75.
- i — — — 7.23.
b) cosx = -1 d) 2sinx-v2=0 ) 3tgx+\/_—0 a)x€< 111r > <n 5
7.22. Rozwigz réwnanie. 5 .
a) sinx = 0,829 c) tgx =1,327 e) cosx = —0,515 b) x € <—Tﬁ; —g) u (g Tn)
b) cosx = 0,342 d) sinx = -0,6428 f) tgx =-11,43 O xe (_11_1:' _3_,1>
S . . 6 2

7.23. ROZVI’IQZ nierowno$¢ dla x € (=2m; 2m). ( - E) (E. E) (7_11‘ 31)
a) sinx > — b) 2cosx < V3 ) \/5tgx>1 d) 6cosx+3v2<0 6 2 6 2 6’ 2

2 d)x€<_5_n. _31>U<31.51>
7.24. Narysuj wjednym ukladzie wspotrzednych wykresy funkeji f(x) = sinx oraz 4’ 4 4’ 4
g(x) = — cos x iodczytaj, dla jakich argumentow z przedziatu (0; 2n) prawdziwa jest 7.24. Patrzs. 75.

s Lo <
nierownos$¢ sinx + cos x < 0. 7.25. Patrz s. 76.

7.25. Rozwigz nieréwnos¢. 7.26. Najmniejsze dodatnie

a) sinx+1>0 b) V2cosx <1 c) tgx > -1 d) 2cosx+1>0 . L . 1
rozwigzania rownania cosx = —E
. - . . 1 .
7.26. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie cos x = -5 maw przedziale to m— g = 2?” i+ g = 4?“.
(0; m) dokfadnie jedno rozwigzanie? Zatem dane réwnanie ma
w przedziale (0; ) co najmniej
jedno rozwigzanie, gdy m > —
a co najwyzej jedno rozwiazanie,
1. Na rys1.1.nku przedstaw1onY.Jest wy- vk it 0 0 6 e an
kres funkgji trygonometrycznej f o ok- ] 3
resie zasadniczym 2. . Odp.: m € Zil 4")
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan. " 0 1 = ERE
- R : o
Funkcja f moze by¢ opisana za pomoca - Prosto do matury
wzoru 1. P,E, P
. Tr . T _ 7T 1
A. f(x) =sin(x - 3) B. f(x) =sin(x+ 5 ) C. f(x) =cos(x+ <) 2. wartoé¢ najmniejsza: >
f o3
2. Wyznacz warto$¢ najwieksza i wartos¢ najmniejsza funkcji f(x) = —sinx + % el oo = 2, ol naye 2
3n
. . . . ‘. dla x =
w przedziale <7£, 2n>. Podaj argumenty, dla ktorych sa przyjmowane te wartosci. =g
8 x~-Zlub x~ 2T lub x ~
3. Rozwiaz réwnanie tgx = —0,7265 dla x € (-m; 2m). A ‘g LS ub x ==
4. Rozwiaz nier6wno$¢ cosx < —= dla x € (=2m; 2m). 4. x <—4—7I ——> <2n in
5. Rozwigz réwnanie 2 sin x + \/5 =0. 5. x = _g +2km lub x = ?T[ +2km,
keZ
71 0) Sk ke Z b) 2 + 2k lub 5+ 2kn, k € Z 9 2 +kn keZ
VA \ YA | A |
L y/=lcds(k +27) y = Cos X 3 | | | /
{ 57 : / / LLIEE ; /
5m
5 i o/ 3 7! b X T e r r— !
z 0 P An e . 4 NARN
T _4 t 7|0 v fom ﬁ 2 | X
4 B 4 4
d) brak miejsc zerowych 57 / : / /
— — 0 3 i ; I I I
) |
y = sin (x g -3
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8. Funkcje trygonometryczne
sumy i réznicy katow

Umiejetnosci:
* stosowanie wzordw na sinus, cosinus i tangens sumy i roznicy katow
e stosowanie wzoréw na sinus, cosinus i tangens kata podwojonego

Sinus i cosinus sumy i réznicy katow
Wzory podane w twierdzeniu wyrazajg zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycz-
nymi kata o + 8 lub kata « — 3 a funkcjami trygonometrycznymi katow o i .

Dla dowolnych katéow « i f prawdziwe sa wzory:
sin(a + ) = sina cos 3 + cos o sin f3
sin(a — B) = sina cos § — cos o sin 3
cos(a + fB) = cosacos f —sinasin 3
cos(a — B) = cosa cos 3 + sin e sin 3

Dowdd

Wzory redukcyjne umozliwiaja wyrazenie funkcji trygonometrycznych dowolnego
kata za pomoca funkgeji trygonometrycznych odpowiednich katéw ostrych. Wypro-
wadzenie wzoréw podanych w twierdzeniu ograniczymy wiec do sytuacji, w ktdrej
katy a i 3 sg ostre. Ponadto bedziemy korzysta¢ z wlasnosci trojkata na plaszczyznie,
zatem katy « i 8 przedstawimy w mierze stopniowe;j.

Skoro « 1 f3 s katami ostrymi, to « + 8 < 180°. C

Istnieje nieskonczenie wiele tréjkatow,

w ktorych jeden z katéw ma miare o + f. -

Rozwazmy trojkat ABC przedstawiony

na rysunku. Obliczymy jego pole

dwoma sposobami. A - B

(1) Pupe = %lACl -|BC| - sin(a + B)

(2)  Papc = Papc + Popc = %|AD| -|DCI + %|DB| - |DC]
Zauwazmy, ze:

|AD| = |AC]| sin & |DB| = |BC| sin 3

|DC| = |BC]| cos 8 |DC| = |AC| cos

'd N\

temat 1.12

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 1.8

(> Generator

testéw i sprawdzianéw
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Zatem, ze wzoru (2), Pypc = %IACI sina - |BC| cos 3+ %IBCI sin 3-|AC]| cos «. Stad:
(3) Pupc = %IACI - |BC|(sin e cos 8 + cos a sin f3)

Poréwnujemy réwnoéci (1) i (3), i otrzymujemy:
%lACl - |BC| sin(ex + fB) = %IACI - |BC|(sin e cos 8 + cos a sin f3)

czyli
sin(e + ) = sina cos 3 + cos a sin f3

Wyprowadzilismy w ten sposdb wzér na sinus sumy dwoch katéw. Skorzystamy
z niego przy dowodzeniu nastepnych wzordow.

sin(a — ) = sin (a + (=f)) = sina cos(—) + cos a sin(—f) =

= sinacos 3 — cosasin 3 — sin(-p) = —sin B, cos(—p) = cos 8
Zatem:

sin(a — ) = sina cos § — cos asin f3
Otrzymalismy wzor na sinus réznicy dwoch katow.

Podobnie wyprowadzamy wzér na cosinus sumy dwéch katow.

cos(a + f) = sin (90° —(a + ﬂ)) = —sin(90° - y) = cosy
= sin ((90° -a)— ﬁ) = «——sin(6 — B) = sind cos f — cos § sin
= sin(90° — «) cos B — cos(90° — &) sin 8 = —— cos(90° — ) = siny

= cosacos B —sinasin
Zatem:
cos(x + f3) = cosacos 3 —sina sin f3

Wyprowadzenie wzoru na cosinus réznicy dwoch katow pozostawiamy jako zadanie.

Przykfad
Obliczymy warto$ci funkgji sinus oraz cosinus katéw 75°1 15°.
Rozwigzanie
sin 75° = sin(45° + 30°) = sin 45° cos 30° + cos 45° sin 30° =
_M2 V3 V2l VE+V2

2 2 2 2 4
sin 15° = sin(45° — 30°) = sin 45° cos 30° — cos 45° sin 30° =

2 2 2 2 4

Odp.: cos 15° = sin 75° = @, €08 75° = sin 15° = @
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48.5. Katy i 8 spelniaja

warunki:

0° < o < 90°,

90° < 3 < 180°% sina = %,

cosf3 = —

3 . , .
e Oblicz wartosci

sinusa, cosinusa i tangensa
kata o + .

Odp.: sin (a + f3) =

cos (o + ) =

tg (a + B)

-15+ V77
24
—3/11 - 57
24 ’
_ 27V7-20V11
19

48.6. Katy « i f3 spetniaja

warunki:

90° < « < 180°,

270° < B < 360° sina = %,

] 1 c 45 o
sin 8 = -3 Oblicz wartosci sinusa,

cosinusa i tangensa kata o — f3.

Odp.: sin (a — ) = #g,
cos(a—B) = %ﬁ,
tg(a-p)= 2P

2

>

Przyktad 9 zad. 8.5, 8.6

Obliczymy sin (a+p) i cos (a+ ) dlaaiftakich,ze 0° < o < 90°, 180° < 3 < 270°,
P

cosa = i sin 8 = -

Rozwiazanie

Obliczamy wartoéci sin« oraz cos 3 wystepujace w potrzebnych nam wzorach.

o Sinz(x+E=1 —sin®a+cos’a =1
. 15 . V15
sin” & = 6 stad sina = e — 0° < & < 90°, wiec sina > 0

9 2
e —+cos ff=1
25 B

16 4
cos’ = 25 stad cos = o «—180° < 3 < 270°, wigc cos 3 < 0
Zatem:
. . . V15 4\ 1 3 -3 -4+15
sin(x + ) =sinacos B+ cosasinff=—-(—=|+--(-= )= ——
4 5 4 5 20
. . 1 4\ V15 3 -4 +315
cos(a + ) = cosacos f—sinasinff=--(—=|-— (-2 )= ———
4 5 4 5 20
. -3 -4+/15 —4 + 315
Odp.: sin(a + ) = T\/_, cos(a + fB) = T\/_

Tangens sumy i tangens roznicy katow

Korzystajac ze wzoréw na sinus i cosinus sumy i réznicy katéw, mozna wyprowadzié
wzory na tangens sumy i tangens réznicy katow.

Dla dowolnych katéw « i f prawdziwe sa wzory:

_ tga+tgf n n n
tg(‘x+ﬁ)_—1—tg(x-tgﬁ’ 77 5 2+kT[, ﬁ¢2+kn, oc+ﬁq62+kn, keZ

gy _Be-p 7 n _gT
tg ( ﬁ)—1+tg“'tgﬂ,a¢2+kn,[3#:2+krr,oc ﬁ¢2+kn,kez
Udowodnimy pierwszy z tych wzordw.

Dowdd -
Lewa strona wzoru jest okreslona, gdy o + f3 # >t kn, k € Z.

Prawa strona jest okre$lona, gdy o # g +km, §# g t+km,keZil—-tga-tgf+0.

Zastanowmy sie, dla jakich katow spelniony jest ostatni z wymienionych warunkéw.
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Zauwazmy, ze gdy tga =0 lub tgf3 =0, to 1 —tga-tg #0.

Przyjmijmy, ze tgf3 # 0, czyli B # kn, k € Z.

Warunek 1-tga-tg8# 0 mozna teraz zapisaé w postaci tga # L Stad:

tg B

b Cosﬁ, czyli cosacos 3 —sinasin 8 # 0, wiec cos(a+ ) #0

cosa  sinf

Zatem 0c+ﬁ¢g+kn, keZ

Ten warunek zostal juz uwzgledniony jako zalozenie dotyczace lewej strony wzoru.
Ostatecznie wszystkie zatozenia konieczne w tym wzorze tworzg nastepujacy uktad:

oc+ﬁq&g+kn, keZ
ochE+mT[, meZ
[S;Eg+lrt, leZ

Przeksztalcamy lewg strone wzoru.

sin(a+f) sinacosB+cosasinff

«— stosujemy wzory na sinus
i cosinus sumy katow

L=tg(ax+p) =

cos(a+ ) cosacosf—sinasinf

sin« cos f3 N cosasin f3

cosacos B cosacosf

«— cosacos B # 0, wiec dzielimy kazdy sktadnik

cosacosf sinasinf B przez cosacos B

cosacosf3  cosacosf3
sinoc+ﬂ

cosa  cosfp tga+tgf
sing sinf 1 -tga-tgf
cosa  cosf3

Wyprowadzenie wzoru na tangens réznicy dwoch katow pozostawiamy jako zada-
nie do samodzielnego wykonania.

Przyktad e zad. 8.7 48.7. Dane s3: tga = 2
Dane s3 katy « i f3 takie, ze tga = V5 i tg8 = —V2. Obliczymy warto$¢ funkcji °

. _3 ’ ‘e
tangens kata o — . itgp= > Oblicz wartosci

83 IS

tangensa katow « + f oraz o — f3.

Rozwigzanie

o VE-(V2)  sevz (V5+V2)(1+VI0) Odp.: te(a+ B) = 1L
P S () T -0 (L Vo) (1+ vi0) Pl
VB45VE4VI+2VE | 3VE+6VE | V5+2V2 gla-p=-7

1-10 9 3

_\/§+2\/§

Odp.: tg(a— ) = 3
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Funkcje trygonometryczne podwojonego kata

Za pomocg wzoréw na funkgje trygonometryczne sumy katéw mozemy wyprowa-
dzi¢ wzory na funkcje trygonometryczne kata podwojonego.

sin 2« = sin (o + &) = sin cos & + cos a sin & = 2 sin & cos &

. . 2 .2
cos2a = cos (o + &) = cosx cos & — sina sin = cos” « — sin” «
tga+tga  2tga

1-tga-tga  1-tga

tg2a = ,2a¢§+kn,o¢¢g+kn,kel

Dla dowolnego kata o« prawdziwe sa wzory:

sin 2 = 2 sin o cos &

2 .2
cos 2« = cos” o — sin” «

Dla katow «o # g + kg i+ g + knt (k € Z) prawdziwy jest wzor:
2tga

tg2a = —8%_
g 1-tg«a

Mozna skorzysta¢ z jedynki trygonometrycznej i wyrazi¢ cos2a za pomocs jednej
funkcji trygonometrycznej zmiennej a:

2 .2 .2 .2 .2
cos2a=cos a—sin“aa=1-sin"a—sin“a=1-2sin"«
lub
2 .2 2 2 2
cos2a =cos @ —sin“ax=cos"a—1+cos"a=2cos " x—1

48.7. Patrzs. 83. Przyktad o zad. 8.7
Kat o jest ostry i sina = % Obliczymy sin 2« i cos2a.

Rozwiazanie
Obliczamy warto$¢ cos .

49
—+C052cx=1 —sinfa+cosfa=1
625
2 576 24
cos” o= ——, stad cosa = — —cosa>0
625 25
Zatem:
. . 7 24 336
sin2a = 2sinacosa =2 —-— = —
25 25 625

2 .2 576 49 527
cos2a=cos ¢ —sinfqg=— - — = —
625 625 625

527

. 336
Odp.:sin20 = —, cos2a = —
625 625

48.19. Rozwigzanie a) ® 1+ cos2a # 0, czyli cos2a # —1, stad 2o # 7 + 2km, czyli « # g +kn, keZ,

. « o T .
® 1+cosa#0, czyli cosaw # —1, stad « # n+2km, k € Z, ® cos #0, stad 5 # §+kn, czyli o # m+2km, k € Z.
- s "
Zalozenia: o« # — +kn i a # n+2km, ke Z
z 2sin 2 cos & 2sinZcosS  sinZ
_ sin2a cosa  2sinacosa cosax  2sinacosa  cosa  sina SN 5 oS 5 _ 2 2 2 _(o%_p
1+cos2a 1+cosa 1+2cos?a—1 1+ cosa 2cos?« 1+cosa l+cosad 1+2cos?%—1 Va2 Z sl g2
2 2

b) Zalozenia: 1+ cos2a # 0, czyli cos2a # -1, stad 2« # 7+ 2km, czyli « # g +kmn, keZ
sin2a-cosa  2sinacosa - cos« 2 sin & cos”

= = = =sina =P
1 + cos 2« 1+2cos?a—1 2 cos?
in 2o Tt . kn
c) ® cos2a + sin 2 0, czyli o -1, tg2 -1, stad 2 —— + km, czyli —+—, keZ,
) o + sin 2« # ylcosz(x#: g20 # ad 2« # 1 yli o # PR
T N n km . T
® cosa # 0, stad oc#:z+kn, keZ. Zalozenia: (x:#—§+7 i oc:#5+kn, keZ

g .2
Sin & s o

2 2 : 2 q
_ l+2tga—tgia L cosa  cos’q _ COS @+ 2sinacosa—sin” o cos 2« + sin 2« 1

cos 2« + sin 2« cos 2« + sin 2« cos? « (cos 2a + sin 2¢x) cos? « (cos 2 + sin2a)  cos?«
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Przyktad e zad. 8.18
Obliczymy dokladng warto$¢ tangensa kata 22,5°.

Rozwiagzanie
2tg22,5°

Skorzystamy ze wzoru na tangens kata podwojonego: tg (2 -22,5°) = PR
“tg? 22,

Niech tg22,5° = x. Otrzymujemy réwnanie:
stad 1 - x> = 2x
A=8 x=-1-+21Iub x=-1++2

Tangens kata 22,5° jest liczbg dodatnia, wiec rozwigzaniem réwnania jest druga
z otrzymanych liczb.

Odp.: tg22,5° = V2 - 1

X
tg45° = R
8 1-x2

—tg45° =1

X+2x-1=0

Przyktad @) < zad. 8.19

. . iy 1
Udowodnimy tozsamos$¢ 1 +tgx - tg ;—C =

COS X

Dowdd

Zbadamy najpierw, dla jakich argumentéw wyrazenia po obu stronach znaku réw-

nosci majg sens.

Aby okreslone byly funkcje tgx i tg g, musza by¢ spelnione nastepujace warunki:
x¢g+kn, k € Z oraz §¢§+kn, czyli x # n+2kn, ke Z

Aby okreélona byla prawa strona réwnania, nalezy zatozy¢, ze:
cosx # 0, czyli x¢§+kn, keZ

Ostatecznie x # g +knix+n+2kn kel

Przeksztalcamy lewa strone réwnania.

X
. sin =
x sin x i
L=1+tgx-tg==1+ —2 - —tgx= X
2 COSX (os = cos x
2

X . X
€0sx - oS -+ sinx - sin >
= = = —— COS X COS ¥ + sinx sin y = cos (x — y)
COS X * COS =

COS(.X—£> COSx
_ 2) 2 _ 1

COS X * COS g COS X * COS g cos x
Otrzymali$my prawg strone rownania. Zatem dla wszystkich katéw spelniajacych za-

lozenia x # 3 +kmn i x # n+2kn, k € Z, podana r6wnos¢ jest prawdziwa.

Koniec dowodu

48.19. Cigg dalszy. d) Zalozenia: o, f € R

L = cos (a + B) cos (a — B) = (cos a cos 8 — sin asin B) (cos & cos B + sin asin B) = cos”

& cos’ B —sin

48.18. Wykaz, ze

V2- V2

sin 22,5° = .
2

Rozwigzanie
1 — 2sin® 22,5° = cos 45°

S

1 —
. 1- 45°

sin’ 22,5° = cos =

_2-V2

T4

sin 22,5° > 0, wiec sin22,5° =
-2 _\2-V2
4 2

48.19. Wykaz, ze podane

réwnanie jest tozsamoscia. Zapisz

konieczne zalozenia.
sin 2« Cos &

2

(04
:tgz

1+ cos 2« i 1+ cosa
sin 2¢ - COS & .
—— =sina
1+ cos 2«
1+2tgo¢—tg20c_ 1

cos 200 + sin 2o cos? &

d) cos (a + f5) cos (. — ) =
2 .2
=cos"f —sin"«
2« 2sin« — sin 2«
ety —=———
2 2 sin o + sin 2«
2 sin 2« — sin 4« 2
——— =tg«

2 sin 2« + sin 4«

2ocsin2ﬁ:

) 2 ) 2 2 ) 2 ) .2 2 2 )
:(l—sm oc)cos B —sin a(l—cos ﬁ):cos B —sin” acos” 3 —sin” & + sin“ acos” B = cos” f—sin” o = P

e)sin(quOicosaqb—l,icos%qéo, stgda#knia¢n+2kn,i%#g+kn,kel.

Zalozenia: o + km, k € Z -

.2 .
_ 2sina—sin2a _ 2sina—2sinacosa _ 2sina(l —cosa) 1—(1—251n 5) B sin 5
e

2sina +sin2a 2sina+2sinacosa 2sina (1 + cos ) 1+2c052%_1 cos

*_1
2

f) sin2a # 0 i cos2a # —1, i cosa # 0, stad 2a¢kni2aq&n+2kn,iaq&g+kn, czylioc#%iaqﬁg+kn,i(x#g+kn,kel.

E,keZ

Zalozenia: o # 5

o)
_ 2sin2«—sin4oc  2sin2a —2sin2ocos2ec  2sin2a (1 — cos2a) 1—(1—25“1 0‘) _ 2sin” _

" 2sin2a +sinda  2sin2a + 2 sin 20 cos 20 2 sin 2« (1 + cos 2x) T 1+2cos?a—-1  2cosla

ax=P

85 I
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Przyktad 0 zad. 8.20

. .. sin’x-cos’x

Upro$cimy wyrazenie ——
1 —cos4x

Rozwiazanie

Zapiszemy najpierw konieczne zalozenia.

.2 2
Sin X - CoS X

Wyrazenie jest okreslone, gdy 1 — cos4x # 0.
1 —cos4x
.2 2 .2 2
sin” x - cos” x sin” x - cos” x .2
= — = «——cos4x =1—-2sin" 2x

1 —cos4x 1-1+2sin“2x
.2 2 ) 2
sin” x - cos” x sin” x - cos” x 1 . .

= — = — T «—— sin2x = 2 sin x cos x

2sin”“ 2x 2-4sin“x-cos*x 8

Odp.: Dla kazdego kata x spelniajacego zalozenie 1 —cos4x # 0, warto$¢ podanego

L . 1
wyrazenia ]eSt rowna g

W kazdym z zadan 8.1-8.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

W zeszycie.
Odpowiedzi i rozwigzania
8.1.D 8.1. Wiadomo, Ze « jest katem rozwartym i sina = % Wskaz warto$¢ sin 2er.

A2 B. - =y D. -2

13 13 169 169

8.2. B 8.2. Wskaz wartos$¢ tg75°.

A V3-1 B. V3+2 C. \53“ D. \53*3

. o .1 V3.

83.C 8.3. Wskaz wyrazenie rOwne wyrazeniu S cosa— —=sina.

A. sin<E+(x) B. cos(E+(x> C. sin(E—(x) D. cos(z—(x)
6 6 6 6

8.4. _3\6%@ 8.4. Kat « jest rozwarty i cosa = —;. Oblicz sin (120° + ).
8.5. sin(a + f) = %ﬁ, 8.5. Katy «v i f3 spelniajg warunki: 0° < & < 90°, 90° < 3 < 180°, sin« = g,
cos (o + B) = M+5\ﬁ, cos 3 = —Z. Oblicz wartosci sinusa, cosinusa i tangensa kata o + f3.
277 - 20V11
tg(a+p)= 10

4 sin x - COS X - COS 2X

48.20. Upros¢ wyrazenie

(cos 2x — sin 2x)(cos 2x + sin 2x)

Rozwigzanie
4 sin X COS X COS 2X 2sin2xcos2x  sin4x

= = =tgdx
(cos2x — sin 2x) (cos 2x + sin2x)  cos?2x —sin?2x  cos4x 8

cos4x # 0, stad 4x # §+k7'r, czyli x # g + %n,ke Z.



8. Funkcje trygonometryczne sumy i réznicy katow

8.6. Katy o i f8 spelniajg warunki: 90° < & < 180°, 270° < B < 360°, sina = % 8.6. sin (- B) = WT—ﬁ
sinf8 = —%. Oblicz wartosci sinusa, cosinusa i tangensa kata « — f3. cos (o~ B) = %ﬁ,
V2-+5
tgla-p)=—F—

8.7. Danesg:tga = —% itgf= % Oblicz warto$ci tangensa katow a+ f3 oraz a— . I
8.7. tg(a+p) = o

. . . 2 . . tg ((x = /3) = _B
8.8. Katajestostryi sina = 3 Oblicz sin 2a. 4
1 8.. #
8.9. Kat « spelnia warunki: cosa = -3 oraz 180° < & < 270°. Oblicz cos 3ax.
8.9. 2>
27
8.10. Dany jest tga = —2. Oblicz tg4a. 8.10. 2
8.11 . 9 - L . V3 1 V2
.11. Oblicz warto$¢ wyrazenia bez uzycia tablic trygonometrycznych. 8.11. a) > b) 3 <) >
a) sin20°- cos40° + cos 20° - sin 40° V3
b) sin 80° - cos 50° — cos 80° - sin 50° i) 2
¢) cos15°- cos 30° — sin 15° - sin 30°
d) cos70° - cos 40° + sin 70° - sin 40°
8.12 . o L L . V3 1
.12. Oblicz wartos¢ wyrazenia bez uzycia tablic trygonometrycznych. 8.12. a) Y b)2 ¢ B d) -2

28in 75° - cos 75° c sin 44° - cos 44°

cos? 75° — sin? 75° cos (90° — 88°)

cos’ 67°30' — sin” 67°30' ) _Sin® 12° - cos12°

sin 112°30" - cos 112° 30’ sin 12° - sin 78° - tg 66°
8.13. Udowodnij wzér cos (« — ) = cosacos  + sinasin . Skorzystaj ze wzoru
na cosinus sumy katow.

- tga—tgf . . o
8.14. Udowodnij, ze tg(a — ) = ————="—. Zapisz konieczne zalozenia.
l+tga-tgf

Skorzystaj ze wzoru na tangens sumy katow.
8.15. Oblicz warto$¢ wyrazenia. Zapisz konieczne zatozenia. 8.15.0, x €R

1 - 2cos X + cos 2x + 4 cos x - sin’ ;—C
8.16. Oblicz log (cos2x + sin 2x tg x). Podaj konieczne zalozenia. 8.16. 0, x # g tkn, keZ

8.13. cos (a — f3) = cos (& + (=f3)) = cosacos (—f3) — sinarsin () =
= cosacos 3 —sine (—sin ) = cosa cos B + sinasin f3

8.14.a—ﬁ¢§+knia;&g+kn,i/>’¢§+kn,keZ

B ~ tga +tg(-p) _ tga—tgf
tg(a—B) =tg(a+(-p)) = 1—tgcxtg(—/3) T l+tgatgf
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8.17. a) sin (g + oc) 8.17. Zapisz podane wyrazenie w postaci funkgji trygonometrycznej sumy lub réz-
b) si (,T ) nicy katow.
sin| — -«
4 1. V3 V2 V2 .
a) 551n0¢+7cosoc b) — cosa— —=sina

L . \2-V2
8.18. 1 - 2sin222,5° = cos45° &)  8.18. Wykaz, ze sin22,5° = —

V2
.2 1 — cos 45° 1_7 .. , .. . - . . ..
sin® 22,5° = > =— = Q 8.19. Wykaz, ze podane réwnanie jest tozsamoscig. Zapisz konieczne zalozenia.
2-12 sin 2a cosa o 2 . 2
= a . =tg— d) cos(a+ f)cos(ax— ) = cos”f —sin“«
4 1+cos2a 1+cosa 2 ) ( p) ( P) B

sin 22,5° > 0, wiec sin 22,5° = ) sin2e - cosa sino o t a _ 2sine - sin2a

[2_\/5 \2 -2 1+ cos2« J 2 2sina + sin 2«

4 2 c 1+2tgoc—tg2¢x_ 1 2sin2(x—sin4oc_t 2

8.19. Patrz s. 84, 85. cos2a +sin2a  cos?« 2sin 2« + sin 4«

4sin x - coS x - COS 2X

8.20. Patrz s. 86. 8.20. Uprosé wyrazenie .
P wy (cos2x — sin 2x)(cos 2x + sin 2x)

g . 180° 360° 1
Q 8.21. Udowodnij réwnos¢ cos o cos—— =

Prosto do matury

: : : : " . 2. 4 1
1. EEP 1. Wiadomo, ze «v i  s3 katami ostrymi oraz sinx = 3 1sin B = 3
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
. 5+2V2 2V10 +2
A.sin(ax+p) =1 B. cos((x+[5)=¥ C.cos(oc—,B)z\/—T
2. \52;54\/3 2. Dane sa katy v i f3 takie, ze 180° < a < 270°, 90° < 8 < 180°, sina = —0,4,
cos 3 = —0,2. Oblicz cos (a — f3).
; 1 n
3. i lub k5 3. Danyjest cosa = —. Oblicz cos =
3 3 3 2
Q 4. Wykaz, e rownanie sin3a = 3sina — 4sin’ « jest tozsamoscia.
0 5. Udowodnij tozsamo$¢. Zapisz konieczne zatozenia.
3
tg a—-3tga
tg3a - EO318a
3tgea—1
8.21. L = cos 180° . cos 360 — 08 36° - cos 72° = sin 36 C(.)S36 cos 72 _ sm72‘ cos 72 _ Slr% 144 _ sm(lSp - 36°) _ 51T136 _ 1 _p
5 sin 36° 2sin 36° 4 sin 36° 4 sin 36° 4sin36° 4

4. L:sm3¢x:sm(20c+oc)=sm2cxcos¢x+c052¢xsmcx=251n¢xcosoccosoc+(1—2s1n oc)smocz
g o 2 . 3 . .3
=251n(x(1—s1n oc)+smoc—231n o =3sinax—4sin" =P

5. Zalozenia:
m . n  kn
® cos3a # 0, stad 3« # E+krc, czyli o # st keZ,

'tgzcx#%, stad ocqé—g+kniocq&§+kn,k€Z.

Tozsamo$¢ jest okreslona dla « # g + k?n, keZ.

2tga
T, = (i Bt = (i (g ) = tg2a +tga 1—tg2a+tg“ _2tga+tg“(1—tg2“)_3tgoc—tg3oc_tg3oc—3tg¢x_
CEorsls C1-tg2a-tga 218 tgoc_ 1-ta-2t2a  1-3tg2a  3t@a-1

1-tga



9. Réwnania i nieréwnosci trygonometryczne

9. Réwnania i nierdbwnosci
trygonometryczne

Umiejetnosci:
° rozwigzywanie rownan i nierownosci trygonometrycznych

Przykiad €) « zad. 9.4
Narysujemy wykres funkeji f(x) = cos (x - g) w przedziale (0; 27) i odczytamy
V3

z niego, dla jakich x € (0; 2m) spelnione jest rownanie cos (x - g) =

Rozwiazanie

v =
| PW T sl 5)
7 3 . . . V3
A «— prowadzimy prosta k o réwnaniu y = -5
0 i 2 X
-=" — «— odczytujemy pierwsze wspoltrzedne punktow
y=+ ¥ wsp6lnych wykresu funkgji f i prostej k
. . T 3 7 3
Z wykresu odczytujemy, ze cos (x - 5) = —\/7_ dla x = P lub x = P

Odp.: x = ZT[ lub x = én
6 2

Z wlasnosci funkgeji trygonometrycznych wynika, ze:

° sinx = sint wtedy i tylko wtedy, gdy x =t +2kn lub x =n—1t +2kn, k € Z,

° cosx = cost wtedy i tylko wtedy, gdy x =t + 2kn lub x = —t + 2kn, k € Z,

o tgx = tgt wtedyitylko wtedy, gdy x =t + kn, k € Z; zakladamy, ze x i t naleza
do dziedziny funkgji tangens.

Przyktad @) « zad. 9.5
Skorzystamy z powyzszych faktow i rozwigzemy dane réwnanie.

Rozwigzanie

a) sin3x = sin2x
3x = 2x + 2kn lub 3x = - 2x + 2kn, gdzie k€ Z
x =2km lub 5x =n+2kn, ke Z

Odp.: x = 2km lub x = g(zk +1), keZ

49.5. Rozwigz réwnanie.

a) tg(x — 1) = tg2x ¢) sin4x = sin %x

b) cos <x+ g) = cos2x d) sin 3x = cos x
Odp.:a) x=-1+kn, ke Z
b4 b1 2
b) x=-+2kn lub x=—-—+Zkn, ke Z
4 12 3
Q) x=2kn lub x = 2n+ 2kn, ke Z
7 9 9

Ax="4lintubx="rkn keZ
8 2 4

89 IS

49.4. Rozwigz rownanie dla

x € (0; 2m).

ir-2)- 2
b) cos<x+§) |
<) tg(x—g) =-3
gen (i

b 5
Odp.:a) x = 3 lub x = gn

d) x=0 lub x=§n lub x =27

'd N\

Ltematy 1.14-1.16 J

Multite£a

e Réwnania trygonometryczne
— sinus

e Rdéwnania trygonometryczne
— cosinus

e Réwnania trygonometryczne
- tangens

e Nierownosci trygonometryczne
— sinus

e Nieréwnosci trygonometryczne
— cosinus

e Nierdwnosci trygonometryczne
- tangens

dlanauczyciela.pl | Kartkowka 1.9

G Generator

testow i sprawdziandw




Dziat 1. Trygonometria

b) tg(x —2) = tg6x
) 18 )=tg Dziedzing réwnania (nieréwnosci) (1))
To réwnanie wymaga zapisania zalozen nazywamy zbi6r wszystkich liczb, dla
zwigzanych z dziedzing funkeji tangens: ktérych réwnanie (nierownos¢) ma sens.

x—2¢1[+kn x¢§+2+kn
, k € Z, zatem s keZ
6x#2+k7'[ xq!:l+k—n
2 12 6

Teraz rozwigzujemy réwnanie.

x-2=6x+kn, keZ
—5S5x=2+kn, keZ
2k

I
5 5

Sprawdzenie, czy wszystkie znalezione rozwigzania naleza do dziedziny rownania, jest na ogot (1))
skomplikowane, gdyz dotyczy zbioréw liczb. Dlatego pokazemy takie rozumowanie tylko dla
jednego przyktadu. Zastosujemy dowdd nie wprost.
Zalozmy, ze istnieja pewne liczby catkowite k oraz m, dla ktérych prawdziwa jest rownos¢:

2 kn

—7——:E+2+mn, stad S22 E+m7't+k—n, czyli —24 = (5 + 10m + 2k)
5 5 2 5 2 5

Otrzymalismy sprzecznos¢, poniewaz dla dowolnych liczb catkowitych k oraz m prawa strona
réwnosci jest liczbg niewymierna, a lewa liczbg wymierng. Zatem kazde rozwigzanie x, réwnania

spelnia pierwsze zatozenie: x # g +2+km kel

Podobnie mozna wykaza¢, ze otrzymane rozwigzania spetniaja drugie zalozenie.

Odp.:x:—%—k—n,keZ
5 5

3
Korzystamy z odpowiedniego wzoru redukcyjnego i doprowadzamy najpierw
réwnanie do takiej postaci, w ktdrej poréwnywane beda te same funkcje

1 1
c) cos Ex =sin —x

trygonometryczne.
1 (7[ 1 ) . -
COS—X =COS| - — =X <—smt:cos(—ft)
2 2 3 2
Otrzymujemy dwie serie zaleznosci:
1 1 1 1
Sx =t Zx42kmlub cx=-2 4 -x+2km, keZ
2 2 2 3
5

2x == 4 2kn lub lx:—E+2k1'r, keZ
6 2 6 2

Odp.: x = gn + %kn lub x = -3n+ 12kn, ke Z
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Przyktad e zad. 9.6
- , S T 1
Rozwigzemy réwnanie sin <2x - 5) ==

Rozwigzanie

Wprowadzamy pomocnicza niewiadomg ¢ = 2x — g Wtedy réwnanie ma postac:

sint = —-
Z wykresu funkcji y = sint odczytujemy, ze sint = —%, gdy:

t:—g+2kn lub t:—§n+2kn, keZ

Zatem:

- T = T okm lub 2x— N = —2n 4 2km, ke Z
3 6 3 6

2x=-0 2Ty okm lub 2x = —2m+ L4 2km, ke Z
6 3 6 3
2x:g+2kn lub 2x:—g+2kn, keZ

Odp.:x=%+kn lub x=—§+kn, keZ

Przyktad @) < zad. 9.7
Rozwigzemy réwnanie cos <§x + g) = \? w przedziale (—m; 2m).

Rozwiagzanie
Rozwigzemy najpierw to réwnanie w zbiorze liczb rzeczywistych.

. .. 3 i , . ,
Wprowadzamy pomocnicza niewiadomg ¢ = Ex + 3 Wtedy réwnanie ma postac:

V3
Ccost = —
2
t:g+2kn1ubt:—g+2kn,kez
Zatem:
Je+ T =Ty 2kn lub éx+E=—E+2kn,keZ
2 3 6 2 3 6
2 =TT 2kn lub Ex:—E—T—[+2kn,keZ
2 6 3 2 6 3
%x: ~% + 2kn lub x———+2kn,keZ
n 4
x=-2 4 Zknlub x= -2+ knkeZ
9 3 3

49.6. Rozwigz réwnanie.
a) sin5x =0

b) cos <2x— =-1

N———

<) tg(E + E)4= V3

2
d) 2sinX—" +v2=0

Odp.:a) x = gkn, keZ
b)x=§n+kn, kez

c)x=—§+3kn,kez

d) x = 8knt lub x = 67 + 8km,
keZ

49.7. Rozwigz réwnanie
w podanym przedziale.
a) cos3x =0, x € (0; 2m)

b) sin2x = —?, x € (-m; )

[9) tg(%x+ g) =-1, x € (-m; 5m)

d) sin<§x+ E) = ﬁ, x € (0; 2m)
2 4 2
Odp.:
{n n5 7 3 11 }
a) x €1—, =, =T, =T, =M, —T
6 2 6 6 2 6
2 5
b) x € {—E, -Z, cn, —n}
3 6 3 6
{5 17 29 }
¢)x€{=m, —7, —7
6 6 6
4
d) x € {O, E, -, 511}
3°3 3
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Teraz uwzgledniamy fakt, Ze rozwigzania maja naleze¢ do przedzialu (-m; 2m).
Podstawiamy w miejsce k kolejne liczby catkowite.

° Dla k=0 mamy x = —g € (-m; 2m) lub x = —g € (- 2m).

° Dla k=1 mamy x = —g+§ﬂ = %n € (—m; 2m) lub x = —§+§n =7 € (—m 2m).
Mozna sprawdzi¢, ze po podstawieniu w miejsce k innych liczb catkowitych otrzy-
mamy warto$ci x spoza przedziatu (—m; 2m).

Odp.: x € {—E, —E, I, En}
3 9 9

Przyktad @ < zad. 9.8

< ——.

J<-%

.. . o 1 T
Rozwigzemy nierownos¢ sin <§x + 3
Rozwigzanie

. .. 1 b . iy .
Wprowadzamy pomocniczg niewiadoma ¢ = gx + 3 Wtedy nieréwno$¢ ma postac:

V3

sint < ——
2
Z wykresu funkcji y = sint odczytujemy, Ze rozwigzaniami tej nierdéwnosci sa

wszystkie liczby t spelniajace warunek %ﬂ +2kn<t< %ﬂ +2km, k € Z.
Zapisujemy te podwdjna nieréwnos¢ w postaci ukladu.

( 4
t> ?n +2kn
5
t <2 4 2kn
3
Wracamy do naszego podstawienia. Mamy do rozwigzania nastepujacy uktad nie-
réwnosci.
(1 4
Sx+ 25 2y okn
1377373
1 T 5T

-Xx+ - < — +2km
L 3 3 3

(1
§x>n+2kn

1 4
“x < 4 2kn
3 3

) x > 31+ 6kn
X < 4m + 6km

Odp.: x € (37 + 6km; 41 + 6kn), k € Z

49.8. Rozwigz nierdwnos¢.

a)singso c)tg(6x—§>>0

WV

b) cos2x < —% d) 2 cos xtfﬂ V3
Odp.: a) x € (3n + 6km; 61 + 6kn), k € Z
b)xe<§+kn; §n+kn), kez

c)xe<1+ﬁ; i1r+k—ﬁ>,keZ
18 6 36 6

d) x € <—13—1n + 8k —gn + 8kn>, keZ
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Przyktad 0 zad. 9.9

Rozwigzemy réwnanie sin2x — cosx = 0.

Rozwiagzanie
Zapisujemy lewg strone rownania w postaci iloczynu.
2sinxcosx —cosx =0 «—— sin2x = 2sin x cos x
. . 1
cosx (2sinx—1) =0, stad cosx =0 lub sinx = >

Z odpowiednich wykresow odczytujemy rozwigzania rownan.

Odp.:x=g+kn lub x=g+2kn, lub x=5§+2kn, gdzie ke Z

Przyktad @)

. . . . 2 .
Rozwigzemy rownanie cos2x +4sin” x = 3 sin x.

zad. 9.10

Rozwigzanie
Przeksztalcamy rownanie tak, aby wystepowala w nim tylko jedna funkcja trygono-
metryczna.

1-2sin”“x +4sin”x = 3sinx —cos2x=1-2sin’x

2sin*x - 3sinx+1=0
Wprowadzamy pomocniczg niewiadoma t = sinx. Zatem t € (-1; 1).
Wtedy réwnanie ma postac:

20 -3t+1=0, A=1, tlzé, t,=1

. . . . . 1 .
Oba rozwigzania spelniajg warunek ¢ € (~1; 1), zatem sinx = B lub sinx = 1.

Odp.:x:g+2kn lub x:§n+2kn, lub x:§+2kn, keZ

Przyktad @) < zad. 9.12

- . . . . 1
Rozwigzemy rownanie cos10x + 2sin 7xsin 3x = 3

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze jezeli przedstawimy 10x jako 7x +3x iskorzystamy ze wzoru na co-
sinus sumy katow, to otrzymamy wylacznie funkcje trygonometryczne argumentow
7x albo 3x.

. . 1
cos(7x + 3x) + 2sin 7x sin 3x = 3
Ccos 7x cos3x —sin7x sin 3x + 2sin 7x sin 3x = %

. . 1
cos7x cos3x + sin7x sin 3x = 3

49.12. Rozwigz rownanie.

a) sin5x — cos3xsin2x =0 ¢) 4cosxcosdx =2cos5x + 1

b) sin5x+2cos6xsinx=\/7E d) cos9x + 4sin7x sinxcosx = 1
km n 1
Odp.:a) x=— lub x ==+ -kn, ke Z
3 4 2
b) x = —m+ 2kn lub x = 7+ 2km, k€ Z
28 7 28 7

) = ot Dl el e e sy 2 77
9 3 9 3

d)xzékn,kez

49.9. Rozwigz réwnanie.
a)4sin2x—1=0
b)2coszx—1=0

¢) (sinx + 2)2 =1
d)3c052x—6cosx=0

e) 3tg”x—2V3tgx+1=0
f)coszx—sinzxz(sinx—cosx)2
Odp.: a) x = g+2kn

lub x = §n+2kn

lub x:—g+2kn
lubx:£n+2kn,keZ
b)x=—g+zkn lubx:§+2kn
lub x = —Zn+2kn
lubx:3n+2kn,keZ
c)x:§n+2kn,kez
d)x=g+kn,kez
e)x=g+kn,kez

f) x = kn lubx:g+kn,keZ

49.10. Rozwigz réwnanie.

a) 4cos’x—4cosx =3

b) 2sin*x—3sinx+1=0

9] 2cos’ x +5cosx =3

d) 2cos’ x +5cosx = -2

e) sin® x — 6sin’ x — sinx + 6 = 0
f) (sin x—cos x)2+(sin X+cos x)2 =
=2sin’ x

Odp.:a) x = —%7‘[ + 2km

lub x = §n+2kn, keZ

b) x = £+ 2kn lub x = §n+2kn
lub x:§+2kn, keZ

c)x:—§+zkn lub x=§+zkn,
keZ
d)x=—§n+2kn

lub x=§n+2kn, keZ
e)x:§+2kn lub x=§n+2kn,
keZ

h1¢ 3
f)x=5+2kn lub x=5n+2kn,
keZ
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49.26. Dla jakich wartosci
parametru 7 réwnanie ma
rozwigzanie?
a) 2cosx = am’® -2
b) tgx = 5m* — 7m + 11

: 2
¢) sinx =m" —2m

2x=m’—6m+10

d) sin® x — cos
Odp.:a) m € (-1; 1)

b) meR
Jme(1-v21+2)

dm=3

1
cos(7x — 3x) = > «— korzystamy ze wzoru na cosinus réznicy katow

1
cosdx = =

8}

4x:§+2kn lub 4x:—§+2kn, keZ

Odp.:x:1+k—TT lub x:—l+k—n,k€Z
12 2 12 2

Przykiad @) « zad. 9.26
Sprawdzimy, dla jakich wartoéci parametru m rownanie sin x cos x = 2m” — 4m + 2
ma rozwigzanie.
Rozwigzanie
Przeksztalcamy rownanie tak, aby skorzysta¢ ze wzoru na sinus kata podwojonego.
2sin x cos x = 4m” — 8m + 4
sin2x = 4m* — 8m + 4 — sin2x = 2sinx cos x
Wyrazenie po lewej stronie tego réwnania przyjmuje wszystkie wartosci z przedzia-
tu (-1; 1). Zatem dane réwnanie bedzie mialo rozwigzanie, jezeli spetniona bedzie
nieréwno$¢ podwdjna:
~1<4m’ -8m+4<1
ktorg zapiszemy w postaci uktadu nieréwnosci:
4m’ - 8m+4 > -1
4m’ —8m+4<1
Rozwigzujemy kolejno obie powyzsze nierdwnosci.
4m’ - 8m+ 4> -1
4m* —8m+5>0
A=-16

. . 2 . . . . . . e
Wyrazenie 4m” —8m+5 jest zawsze dodatnie, wigc pierwsza nier6wnos¢ jest praw-
dziwa dla kazdej rzeczywistej wartosci m.

A:16, m1: 5 mZZE

c 2z s . 1 3 . 1 3\.
Druga nier6wno$¢ jest prawdziwa dla m € <§; §> Zatem przedziat <5; §> jest

zbiorem rozwigzan ukladu nieréwnosci.

, . . . 1 3
Odp.: Réwnanie ma rozwigzania dla m € <§; §>



W kazdym z zadan 9.1-9.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja
i zapisz w zeszycie.

9.1. Wszystkie rozwiazania rownania th x =1 mozna zapisa¢ w postaci
1
A.x=g+kn,k€Z. C.x=g+5kn,k€Z.

B.x=—§+kn,kez. D.x=§+2kn,kez.

9.2. Wszystkie rozwiazania rownania cos ~x = —1 mozna zapisa¢ w postaci
A.x=g+kn,kez. C. x =2n+4km k € Z.

B.x=Zn+kn,keZ. D.x =3n+4kmn k € Z.

9.3. Wskaz liczbe rozwigzan réwnania sin 2x = % w przedziale (0; 27).
Al B.2 C.3 D. 4

9.4. Rozwigz rownanie dla x € (0; 27).

) in(s-)-2 9 u(s-)--

2
b) cos(x+E>:—1 d) cos(x+f>:
3 4

oo &

9.5. Rozwiaz rownanie.
a) tglx—1) =tg2x ¢) sin4x = sin %x

b) cos (x + 2) = cos2x d) sin3x = cos x

9.6. Rozwiaz réwnanie.

a) sin5x =0 ) tg<§+§>=\/§
b) cos(2x—g)=—1 d)Zsinx;n+\/§=0

9.7. Rozwiaz réwnanie w podanym przedziale.

a) cos3x =0, x € (0; 2m)

. . 2
b) sin2x = —ﬁ, x € (—m; 7) d) sm<§x+ E) = i, x € (0; 2m)
2 2 4 2
9.7.a) x € {—, Z 2n, 771, 2n, Hn}
6 2 6 2 6
b) x € {_E, I En) 3 }
3 6 3 6

{5 17 29 }

¢)x€{=-m —m,
6 6

9. Réwnania i nieréwnosci trygonometryczne

) tg(%x+ g) =-1, x € (-m; 5m)

Odpowiedzi i rozwigzania
9.1. C

9.2. C

9.3. D

9.4.a)x:E lub x:En
2 6
b)x:%n
c)x:E lub x:Zn
6 6
d) x=0 lub x=§n lub x = 2n
95.a)x=-1+kn, keZ
b) x = §+2kn lub
x=—1+zkn,keZ
12 3
c)x:L—lkn lub ngn+ilkn,
7 9 9
keZ
d)x="1+1knlub x= " +kn,
8 2 4
keZ
96. a)xzékn, keZ
b)x=§n+kn,keZ
c)x:—g+3kn,keZ

d) x = 8knt lub x = 6m + 8km,
keZ
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9.10. a) x = —§n+zkn

lub x:§n+2kn, keZ
b)x:g+2kn lub x:§n+2kn
lub x:§+2kn, keZ
c)x=—§+zkn lub x=§+zkn,
keZ

d) x = —§n+2kn

lub x:§n+2kn, keZ

e)x:§+2kn lub x:§n+2kn,
keZ
f)x=§+2kn lub x=§n+2kn,
keZ

9.11.a) x € <O; E>U<En; En>
6 6 6
b) x € <—2n; —Zn> U

m 5 7
U <——; —71> U <—71; 2n>
4" 4 4

¢) x € {-m 0, m, 21}
d) x € (—m; 0) U (113 27)

9.12. a)xzk—n lub x=E+lkTr,
3 4 2

keZ

1 2
b) x = —n+ Zkn lub

28 7
x:in+zkn, keZ

28 7

C) x = lrt+gk7'( lub

9 3

1 2
x=—--m+-kn, ke Z
9 3

d) x = %kn, keZ

9.13. x € {

9.14. x € {E, zn, M, 2T, Zn, §T(}
3°3 3 3

9.15. x € {0, lﬂ, ETt, n}

12 12
9.16. x € {T—r, T—r, En, ZTT, ET[}
62 6 6 6

917. x=kn, ke Z
9.18.x:g+kn, keZ

9.8. Rozwiaz nier6wnos¢.

a) sin§$0 ) tg(6x—g>>0

b) cos2x < —% d) 2cosxz37T >3

9.9. Rozwigz réwnanie.

a) 4sin*x-1=0 d) 3cos’x —6cosx =0
b) 2cos’x—1=0 e) 3tg’x —2V3tgx+1=0
c) (sinx+2)2:1 f) coszx—sinzxz(sinx—cosx)2

9.10. Rozwiaz réwnanie.

a) 4cos’x —4cosx =3 d) 2cos> x +5cosx = —2
b) 2sinx - 3sinx+1=0 e) sin® x — 6sin” x — sinx + 6 = 0
¢) 2cos’x +5cosx =3 ) (sinx - cosx)® + (sinx + cos x)* = 2sin” x

9.11. Rozwigz nieréwno$¢ w podanym przedziale.
a) (1- sinx)2 tcos’x>11ixe€ <O; 2%n>

b) (sinx—cosx)Z—ZSinx(l —cosx) < V2+11ixe(-2m2n)
) 2sinx+cos’x<1ixe (-m; 2m)

d) 2(sinx—cosx)2+sinx(4cosx— 1) >3sinx+2 i x € {(—m; 3m)

9.12. Rozwigz réwnanie.
a) sin5x — cos3xsin2x =0 c) 4cosxcosdx =2cos5x+1

b) sin5x + 2 cos 6x sin x = g d) cos9x +4sin7xsinxcosx =1
9.13. Rozwigz réwnanie sin x - sin2x — cosx = 0, x € (0; 7).

9.14. Rozwigz rownanie 2 cos’x+V3sinx =2, x € (0; 3m).

9.15. Rozwigz réwnanie sin4x + cos2x = 2sin2x + 1, x € (0; 7).

9.16. Rozwigz roéwnanie 4 cos® x — 4 cos” x - sinx + 3sinx = 3, x € (0; 27).

9.17. Rozwigz rownanie

. [ 3m
+tgx +sin| —+x|=0.
cos x 2

9.18. Rozwigz réwnanie sin x - [cos (x - g) + cos (x + g)] = V3 cos x.

T W e Y b)xe(§+kn; §n+kn), keZ

c)xe<1+ﬁ;in+lﬂ>,kez d)x€<—£n+8kn;—zn+8kn>,kEZ
18 6 36 6 3 3

9.9. a)x:g+2kn lub x:§n+2kn lub x:—§+2kn lub x:£n+2kn, keZ
b)x=—§+2kn lub x=§+2kn lub x=—Zn+2kﬂ lub x=§n+2kn, keZ
c)x=%n+2kn,keZ dx=2kn kez

e)x=§+kn,keZ f) x = kn lubx:§+krc,keZ
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9.19. Rozwigz nieréwnoséé¢ 2sin® x +sinx—1<0 dla 0 < x < 7.

9.20. Rozwigz nieréwno$¢ cos” x — 3 sin x + Yie 0 dla 0<x<2m

1-2sinx

9.21. Rozwigz nieréwnos¢ >0dla 0<x<m

Ccos2x

9.22. Wykaz, ie jezeli sin(x — y) = sin” x —sin” y, to albo x — y = kn, k € Z, albo
n
x+y:5+2kn, keZ

9.23. Rozwigz rownanie V2 sing +1=cosx.

e ey . X
9.24. Rozwigz réwnanie sin S teosx = 1.

s . 1 . 1
9.25. Rozwigz rownanie cos2x = — sinx + — cos x.

V2 V2
9.26. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie ma rozwigzanie?
a) 2cosx = 4m* -2 ) sinx = m> - 2m
b) tgx=5m2—7m+11 d) sin® x — cos® x = m* — 6m + 10

1. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.

Do zbioru rozwigzan réwnania 3 tg® (x - g) =1 nalezg liczby postaci

A.x=§+kn,kez. B.x=—§+kn,kez. C.x=kn keZ

2. Rozwigz réwnanie sin (Zx = TZ[) =1 w przedziale (—m; 2m).

T e % 1
3. Rozwigz nieréwnos¢ cos3x < b
S o . 2tg x
4. Rozwiaz réwnanie tg2x = : o
1-tg°x

5. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie cos x = m” +4m+4 ma rozwigzanie?

9.20. x ¢ (0; 5) U (5n; 271)
6 6

9.21. x ¢ <0; E) u (E; En) U (ET[; T[)
6 4 4 6

, B8 S i .2 . .
9.22. Mozna udowodni¢, ze sin” x —sin” y = sin(x + y) sin(x — ).
. . . . .2 2 22
P = (sinx cos y + cos x sin y) (sin x cos y — cos x sin ¥) = sin” x cos” y — cos” x sin” y =
.2 . 2 S 2\ .2 .2 L2 .2 .2 .2 .2
= sin x(l—sm y)—(l—sm x)sm y =sin” x —sin” xsin” y — sin” y + sin” x sin” y =

2 -
x—sin"y=1L

= sin
Zalézmy, ze sin(x — y) = sin” x — sin” y. Stad:
sin(x — y) = sin(x + y) sin(x — y)

sin(x — ) (1 - sin(x + y)) = 0

sin(x — y) =0 lub sin(x + y) =1

x —y =kmn lub x+y=g+2kn,keZ

9.19. x € (0; E)U (En; n)
6 6
9.23. \/ising +1=cosx
\/Esin§+1:1—2sin2§
25in2§+ \/Esing =10

sinf(Zsin)—26+\/§>=0

2
X

sin = =0 lub sinf:—ii

2 2 2
X oknlub Z =T 4 2kn,
2 2 4

lub §:%+2kn,kez

Odp.: x = 2knt lub x = —g + 4k,
lub x:%n+4kn, keZ
9.24. sin > + cosx = 1
sin> +1-2sin” > =1

2 2
sinf(l—zsinf) =0

2 2

. X . X 1
sin= =0 lub sin = =

2
Xk lub Z =24 okn,
2 2 6

b §:%+2kn,kez

Odp.: x = 2km lub x:§+4kn,
lub x:%n+4kn, kez

1 1
9.25. cos2x = —sinx+ — cos x
V2 V2
LT T
cos2x = sin " sin x + cos 7 CoS X
b1
c052x=cos<x—z>
T
2x = x — — + 2km
4
lub 2x=§—x+2kn, keZ

x=—§+2kn lub 3x=£+2kn,
keZ
Odp.: x = _TZ[ + 2kmt

ub x= X~ + 2kn, ke Z
12 3

9.26. a) m € (-1; 1)
b) m e R
c)m6<1—\/§;1+\/§>
dm=3

Prosto do matury
1. L E F

5 3
2. x=->m lub x = =7
8 8

lub x:En
8
3. x¢€ <E+an; Err+2k71>,
9 3 9 3
keZ
4. x =kmn, ke Z
5. me (-3; -1)
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Odpowiedzi i rozwigzania
1. D

-

Multite£a

e Odlegtos¢ Ziemi od Storica
i Ksiezyca

dlanauczyciela.pl | Klaséwka 1

G Generator

testow i sprawdzianow

10. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-12 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

1. Promien okregu opisanego na trdjkacie jest réwny 17. Jeden z katéw trdjkata ma
miare 78°. Do ktorego przedzialu nalezy dtugos¢ boku lezacego naprzeciw tego kata?
A. (30; 31) B. (31; 32) C. (32; 33) D. (33; 34)

2. W trojkacie ABC dane sg: |AB| = 24, <ABC = 45°, SCAB = 75°. Zatem
A. |AC| = 8+/3. B. |AC| = 8+/6. C. |AC| =12V6. D. |AC| = 24V/3.

3. Boki trojkata maja dtugosci 7, 12 i 13. Ile wynosi pole tego trojkata?
A.12V3 B. 2413 C. 4273 D. 8273

4. Przyprostokatne trojkata prostokatnego maja dlugosci 121 16. Ile wynosi promien
okregu wpisanego w ten trojkat?
A3 B. 4 C.5 D.6

5. W trojkacie ABC dane s3 dtugosci bokéw: |AB| = 15, |AC| = 12, |BC| = 18.
Dwusieczna kata CAB przecina bok BC w punkcie D. Wskaz diugos¢ odcinka CD.
A.6 B. 8 C. 10 D. 12

6. Ktory z podanych katow nie jest katem wypuktym?

A. =377T B. B =25 C.y=35 D.8=§
7. Niech « oznacza miare stopniowg kata ZT[. Wskaz prawdziwa zaleznos¢.
A. o < 65° B. 65°<a<67° C.67°<a<68 D.a>68°

8. Ile jest rowna liczba sin 240°?

AL B. -1 C.
2 2

p. -
2

ol3

sin 2x - cos 4x
1-tg2x
V3 3+3

= C.
3 8

9. Dana jest funkcja f(x) = . Ile jest rowna wartos¢ f (%)7

A0 B.

D. % nie nalezy do dziedziny tej funkgji.



1
cosx+z>0

0<x<2n

A. <o; 2—”> <— 2n> B. <0; 5> C. <2” an D.<E;5—7T
3 2 3° 3

11. Dla ktérej z podanych funkgji o$ y nie jest osig symetrii jej wykresu?

10. Wskaz zbidr rozwigzan uktadu nieréwnosci {

A. y =cosx B.y=sin<x+g) C. y =sin(x +m) D.y=sin<g—x)

12. Wskaz najwieksza warto$¢ przyjmowang przez funkcje f(x) =1 —tgx w prze-

dziale <—E 1[>.
6 3

A.1-3 B. —— -1 C. V3+1 D. = +1

o3
|3

W zadaniach 13-27 ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.

13. Boki tréjkata maja sie do siebie jak 3:5:6. Wynika stad, ze
A. tréjkat ten jest rozwartokatny.

B. cosinus najwickszego kata tego trojkata jest rowny —%.

C. cosinus najmniejszego kata tego tréjkata jest rowny %
14. W trojkacie ABC dane sa: |AB| = ¢, |BC| = a, |AC| = b, <ABC = 30°. Zatem
A. pole tego trojkata jest rowne %ac.

B. promien oqugu opisanego na tym tréjkacie jest rowny b.

C. singCAB = 5

b
15. W trojkacie ABC dane sa: |[AB| = V5, |BC| = V6, |AC| = /7. Zatem
V30 3 . Vi3
A. cos<ABC = —. B. cosdCAB = —. C. singABC = —.
15 V35 V15

16. Miara tukowa kata o jest rowna 6.

. 5 c , 1080 : :
A. Miara stopniowa kata « jest rowna —. B. sina <0 C. Kat « jest ostry.
m

17. Do zbioru rozwigzan réwnania cos x = - naleza liczby postaci

A.x=—§+2kn,kez. B.x=—5?n+2kn,kez. C.x=5?n+2kn,keZ.

11.

12

13.

14.

15.

16.

17.

P,P,P

F,P,P

P,P,P

P,P,F

F,FF

10. Powtdrzenie
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18. F,F, P 18. Dla dowolnych katéw « i 8 prawdziwy jest wzor

A.sin(a+ f) =sina+sinf.  B. sin2a =2sina.  C. cos(« — f§) = cos(ff — x).

19. E,E, P 19. Wiadomo, ze kat « jest rozwarty i sina = % Zatem
A. sin2a = %. B. sin2a = % C. cos2a = Z.
3 9 9
20. P,P,F 20. Liczba a ¢ (0; g) spelnia warunek cos2a = i Zatem
A.sinzazé. B.a<?’. C.a=1
8 4 6
21. P,F,P 21. Rownanie sinx = ax moze mie¢ dla pewnej liczby rzeczywistej a

A. doktadnie jedno rozwiazanie.
B. doktadnie dwa rozwigzania.
C. dokfadnie trzy rozwiazania.

22. P,P,F 22. Dla dowolnego kata o prawdziwy jest wzor
A. sin 12« = 2 sin 6¢ cos (—6).
B. sin 12« = sin 4« cos 8« — cos 4o sin (—8«x).
C. sin 12« = sin 3 cos 9« + cos 5« sin 7«x.

. . . 1
23.F,P,P 23. Dany jest taki kat ostry «, ze sina = T Wtedy
A. sin 2« = l. B. cos2« = Z. C. sin 2 cos < = l.
2 8 2 2 8
24. F,pP,P 24. Do zbioru rozwiazan réwnania 2sinx + 1 = 0 naleza liczby postaci

A.x=g+2kn, keZ. B.x=—g+2kn, keZ. C.x=%n+2kn, keZ.

25. F, |, F 25. Zbidr rozwigzan rownania cosx = 0 jest rOwny zbiorowi rozwigzan rownania
1
A. cos2x = 0. B. 2cos = = 0. C.—=0
2 tgx
26. F,P, P 26. Wiszystkie rozwigzania réwnania 2 cos” x = 1 mozna zapisa¢ w postaci

o sr e o e Ty x:Zn+2kn, kel

A s

B, =%+ ke Iub x=Zn+kn, keZ

~

C.x:—+%kn,keZ.

A

36. cos 100°tg 260° sin 80° + cos 440° cos 620° =
= cos (180° — 80°) - tg (180° + 80°) - sin 80° + cos (360° + 80°) - cos (720° — 100°) =
= —¢0s80° - tg 80° - sin 80° + cos 80° - cos 100° =
= —cos 80°- sin80° sin 80° + cos 80° - (— cos 80°) =
0s 80°
= —sin” 80° - cos” 80° = — (sin? 80° + cos’ 80°) = -1 € Z



27. Zbiér rozwigzan nieréwnosci cos3x < 5 mozna zapisal w postaci

A. (m+ 6km; 57+ 6kn), k € Z.

B. (ln + zkrr; En + 2krt), keZ.
9 3 9 3

C. (—ln + zkT(; 17{ + gk1'(), keZ.
9 3 9 3

Zadania otwarte krétkiej odpowiedzi

28. W tréjkacie ABC dane sa: |AB| = 6, 4ABC = 35°, <BCA = 74°. Wyznacz
obwdd tego trojkata z doktadnoscig do jednego miejsca po przecinku.

29. Promien okregu opisanego na trojkacie ABC jest rowny 20, <CAB = 40°
i 9ABC = 22°. Wyznacz obwdd tego tréjkata z doktadnoscia do 0,1.

30. Bok BC tréjkata ABC ma dlugo$¢ 16+/3, a promien okregu opisanego na tym
tréjkacie wynosi 16. Wyznacz miare {CAB.

31. Wyznacz sinus, cosinus i tangens kata, ktdrego ramie wodzace przechodzi przez
punkt (5, —4).

32. Skonstruuj w ukladzie wspotrzednych kat « taki, ze cosa = —; oraz tgo > 0.

33. Oblicz warto$¢ sinusa oraz cosinusa kata o, wiedzac, ze tga = —2,6.

34. Przyporzadkuj podane katy do odpowiednich ¢wiartek ukladu wspotrzednych.
117 In 147 3 147

1299°, —, -1, 2, -541°, ——, 4, —,
7 5 3
35. Oblicz dokladna wartos$¢ wyrazenia.

a) tg210°tg405° + sin (—300°) cos 1080° S 7 o 13T

. 1lm
b) sin — cos — + tg — cos —
6 4 6 3

36. Wykaz, ze warto$¢ wyrazenia cos 100°tg260°sin 80° + cos 440° cos 620° jest
liczbg catkowita.

37. Kat « jest rozwarty i cosa = —g. Oblicz cos2a.

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

38. W trojkacie ABC dane s3: |AB| = 7, |[BC| =9, |CA| = 10. Wyznacz dlugos¢
$rodkowej BD.

43. Z twierdzenia cosinuséw w trojkatach ABC i ADC: D,
2 2 2
coquBC:u:Z—I:l C
2:6-7 84 4 9
2,422
cosAADC = 24 -8 33 11 7
2:9-4 72 24
cosIABC # — cos4ADC, wiec 4ABC +<9ADC # 180°. A 3 B

Zatem na czworokacie ABCD nie mozna opisa¢ okregu.

45. 7 twierdzenia o katach wpisanych opartych na tym samym tuku: 4AKC = 4ABC = 60°,

Zatem cos<IAKC = cos4AKB = %

Z twierdzenia cosinuséw w tréjkacie ACK: |AC|* = |CK|* + |AK|* - 2|CK] - |AK] - % |AC|* = |CK|* + |AK|* - |CK] - |AK].
Z twierdzenia cosinuséw w tréjkacie ABK i |AB| = |AC|: |AC|* = |[KB|* + |AK|* - |KB| - |[KA|.

10. Powtdrzenie

27. F,P,F

28. 15,5

29. 76,0

30. 60° lub 120°

33. sina = -

5V194
194
13V194

lub sina = ,
194

5v194
194

34. kolejno:
II1, IV, 1V, IL 11, L, 111, 11, IIT

53 3v2+243

cosx =

cosx = —

35. a) T b) B
36. Patrz s. 100.
37. ~
18
38. 2V/10

JAKB =<4ACB = 60°.

Poréwnujemy powyzsze roéwnosci i otrzymujemy teze: ICKI2 —|CK]| - |AK]| = IKBI2 —|KB| - |KA|.
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39. |AC| = V97, |BD| = V273 39. W réwnolegloboku ABCD dane s3: |AB| = 11, |BC| = 8, <ABC = 60°. Wy-
40. Przyjmujemy: znacz dlugosci przekatnych tego rownolegtoboku.
a, 3, y - katy tréjkata,

sino = % sin 8 = % siny = ; Q 40. Wykaz, ze nie istnieje trojkat, w ktérym sinusy katéw sa rowne %, ; i ;

a, b, ¢ — dlugosci bokow lezacych

naprzeciwko katow «, f3, . 41. Na boku BC trojkata réwnobocznego ABC obrano taki punkt D, ze

Z twierdzenia sinusow: |CD|:|DB| =2:1. Oblicz

g - % stad b =2a a) miary katow CAD i DAB z dokltadnoscig do 1°.

a_ Zigﬁ 1 stad ¢ = 5 b) stosunek promieni okregéw opisanych na tréjkatach ACD i ABD.

¢ siny 5

Nie istnieje tréjkat o bokach 42. W trojkacie rozwartokatnym ABC o kacie rozwartym przy wierzchotku B dane
dlugosci: a, 2a i 5a, bo sa |AB| = 4V2 i |AC| = 4(1 + \/5) Poprowadzono wysoko$¢ BD i otrzymano

a + 2a < 5a, co jest sprzeczne
z nieréwnoscig trdjkata.

41. a) SCAD = 41°, 4DAB =19°

trojkat rownoramienny ABD. Wyznacz katy trojkata ABC oraz pole P kola opisanego
na tym tréjkacie.

b) 1 Q 43. W czworokacie ABCD dane s3: |AB| = 6, |BC| = 7, |CD| = 4, |[DA| =9,
42. 9A = 45°, 4B = 105°, |AC| = 8. Wykaz, ze na tym czworokacie nie mozna opisa¢ okregu.
4C =30°, P =32n c
43 p o1 44. W trojkacie rownoramiennym ABC miara kata BAC K
- ratrzs. 101 jest rowna 30°, a podstawa AB ma dlugos¢ 8. Oblicz dtu-
44. %ﬁ gos¢ srodkowej AD tego tréjkata.
48. Patrzss. 101. Q 45. Na trdjkacie réwnobocznym ABC opisano okrag. Na
46. |BC| = _7\/;7%, tuku BC obrano punkt K, jak na rysunku obok. Wykaz, ze 4 E
g |CK|* - |CK]| - |AK| = |[KB|* - |KB| - |[KA.

cosdCDB = %

46. Na okregu o promieniu r opisano trapez rownoramienny ABCD o dtuzszej pod-
47. Oznaczamy:
o - kat lezacy Zaprzeciwko stawie AB i krotszej CD. Punkt stycznosci S dzieli ramie BC tak, ze % = % Wy-
boku 2a, znacz dtugo$¢ ramienia tego trapezu. Oblicz cos<CDB.
R - promien okregu opisanego
na tym trojkace. () 47. Boki trojkata majg diugosci 2a, 3a, 4a. Wykaz, ze promien okregu opisanego na
Z twierdzenia cosinusow: 8\/E
cos o = 16a” +9a’ —4a’ _ tym trdjkacie jest rowny 5 %

2-3a-4a
_21d 7
T o422 8 48. Odcinki o dlugo$ciach: 23, 3-1/3, 3\2 sa bokami tréjkata.
Zatem sin g < A1 — (Z )2 _ V15 a) Wyznacz miare najwickszego kata tego trojkata.
8 8 b) Oblicz wysokos$¢ poprowadzong z wierzchotka tego kata.
Z twierdzenia sinuséw —= = 2R. c) Oblicz promien okregu opisanego na tym trdjkacie.
Sin

Stad R= 9 = 34 _ 815,
a4 sina /15 15

o 3v2-6
48. a) 120 b)T 1 \2 sina cosa\? sin” & + cos’ : 1 2
L:(tgoc+tg oc) =\l—+t—) =|— ) = ——— | =
C) \/g cos«x sSin« SIN & COS«x SIn @ COS &
= (sin « cos oc)_2 =P
2 2
52.L=4sin<x+z)-sin<x—z)=4<sinxcosz+cosxsinz)<sinxcosz—cosxsinz)=4 sinx~ig —(cosx-l> e
6 6 6 6 6 6 2 2

2

51. Zalozenia: cosa #0 i sina # 0, stad o # ]% ia# kn, czyli o # %, keZ

3 .2 1 2 .2 2 .2 . 2 .2 2 2 .2 2
=4<Zs1n x—Zcos X )=3sin"x—cos" x =2sin” x +sin” x — cos” x = 2sin x+(1—cos x)—cos x=2sin"x—-2cos"x+1="P

2 2 m B 2 T .o\ T .o
53. f(x) = cos” x + cos X+ 3 ) mcosx-cos(x+ 3 ) =cos’x+{cosxcos T —sinxsin > ) —cosx{cosxcos = —sinxsin 2 ) =

2
2 2 1\2? . 1 V3 ., 2 1. V3 2 1 2 3 .2 1 2
= COS X+COoS Xx- E —251nxc05x~5'7+sm X 7 — COS X'E+SlnxCOSX'7:COS x+ZCOS x+:181n x_ECOS X =

= Z (COs2 X + sin® x) = 3 1= 3 CZYli funkcja fjeSt funkch stala.

4 4



10. Powtdrzenie 103 I

67 9V
57 5

50. 30°, 60°, 90°

49. W trojkacie ABC dane sg: |AB| = 6, |BC| =9, SABC = 60°. Wyznacz dtugosci 49.
odcinkéw, na ktére dwusieczna kata ABC dzieli bok CA.

50. W tréjkacie prostokatnym dwusieczna kata prostego podzielita przeciwprosto- 51. Patrzs. 102.
katng na odcinki o dlugosciach 2 + V3 i 3 +2v/3. Wyznacz miary katéw tréjkata. 52. Patrzs. 102.
L ., 21 \2 ) . ) . ) 53. Patrzs. 102.
51. Wykaz, ze réownos¢ (tgcx +tg cx) = (sina-cosa) “ jest tozsamoscia. Podaj .
T
zalozenia, ktore musi spetniac kat a. 54. D=R- {7, ke Z}
. , , ) f(x):c?sx.tgx:c?sx.sinx -1
52. Udowodnij tozsamo$¢ 4 sin (x + —) - sin (x - —) =2sin" x —2cos” x + 1. smx Smx cosx
6 6 7 WEREY P \
HDEEN! 3 L .
53. Wykaz, ze funkcja f(x) = cos” x + cos (x + g) — COS X - COS (x + g) jest - -
_r x 7 3 |x
funkcja stata.
COoS x 55.
54. Wyznacz dziedzine i narysuj wykres funkgji f(x) = el -E2 Ji
11 X
ST~ |+ | |0 =
55. Narysuj wykres funkcji f(x) = sin (x - g) — 1. Odczytaj z wykresu miejsca : oy _4
X) SN (X — — | — 1
zerowe funkgji f. !

x=2n+2kn keZ
56. Wyznacz dziedzing i narysuj wykres funkcji f(x) = ’tg (x + g)‘ - 2. 4

57. ujemna
57. Ustal znak liczby cos4,5 —cos5 na podstawie odpowiedniego wykresu funkgji. 58. x = >4 Ln
5 5

12
. . 2 . 3 lubx=1n+—kn,keZ
58. Rozwigz réwnanie cos gx = sin Ex. 13 13
59. x € (E + 6k E71 + 6k1'[>,
e, an 1 . 13 2 2
59. Rozwigz nieréwnos$¢ cos gx < sin ?T[. keZ

T
2 ) 60. x = —g + 2km
60. Rozwiaz rownanie (2sinx + 1)” +4cos” x = 3. 7
lub x = gn+2kn, keZ

3 3 5 11
61. x € <——n; —T[> U <—n; —T[>
4 4 4 4

62. a) x ~ —41° + k - 360°

5 5 lub x = 41° + k - 360°

b) 2cos” x +sin” x = 2 cos x lub x = —120° + k - 360°

) (coszx— sin’ x)2 = cos2x lub x =120°+k-360° ke Z
b) x =2kn, ke Z

c)x:§+k7”1ubx=kn,kez

61. Rozwigz nieréwnos$¢ V2cosx + 1 = 0 w przedziale (—7; 3m).

62. Rozwigz rownanie.
a) 4cos2x =2cosx—1

56.D=R—{g+kn, keZ}

JA
[ NI [+ [H]
[ [ [ )
[\ |\ [\ 2r A
5m T o] = T 2w 7m 5 137 |
/3 I\ \ /¢ I\ /

fibo) =gl (xd TV 4 2

o\ 3]




s 104 Dziat 1. Trygonometria

63. x:—%n lub x = zn
3 3

64. x € {—T[, 0,2, gﬂ, T, 27[}
3" 3

65. x € {E, ETr, érc, Zn}
44 4 "4
66. x = —§+2kn lub x = §+2kn,

keZ
67. x == lub xzin
2 6

68.x=—g+krc lub x=—§+kn

lubx:g+kn 1ubx:§+kn,
keZ

69. a) x € (0; g)u(§n; T[)
b)xe(%n;n)
1-2 _1eV2

<Sm <
2 2

70.

71.a) x =0 lub x:%

lub x = 3?“
b) p € (-2; 0)

73. m € <0; %>U(2; 00)
74. « = km, ke Z

75. (x:—g+2kn lub « = §+zkn

lub a:£n+2kn, keZ

63. Rozwigz rownanie 4 sinx+4cosx=1, x € (—m; ).
64. Rozwigz rownanie 2 sin’ x = V/3sin X, x € (—m; 2m).
65. Rozwigz réwnanie sin2x —4cos’x+1 = 0, x € (0; 2m).

66. Rozwiagz réwnanie cos2x + 5 cosx = 2.

67. Rozwiagz rownanie V3sinx = cosx + V3, x € (0; 27).
N . 1 43
68. Rozwigz rownanie |tgx+ —| = i
tgx 3
69. Rozwigz nierownosé¢ dla 0 < x < m.
a) Ccos2x b) 1+.2cosx<0
COS X S x

70. Dla jakich wartoéci parametru m rownanie sinx + cosx = 2m — 1 ma rozwig-
zanie?

71. Dane jest réwnanie postaci (cosx — 1) - (cosx + p+ 1) = 0 z parametrem p.

a) Dla p = —1 wypisz wszystkie rozwiazania tego rownania nalezace do przedziatu
(0; 5).

b) Wyznacz wszystkie warto$ci parametru p, dla ktérych dane réwnanie ma w prze-
dziale (—m; m) trzy rézne rozwigzania.

72. Dana jest funkcja f(x) =1+ Zsin2x +3in 3x.

sin x
a) Wykaz, ze jezeli sinx # 0, to f(x) =2 (6 cos” x + 2 cos x — 1).

b) Znajdz zbiér wartosci funkgji f.

5 0 ;. ’ . 2 g g
73. Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie m” (1 —sinx) —4m + 1 + sinx = 0
ma rozwigzanie?

74. Dla jakich wartosci parametru « suma szescianow pierwiastkéw réwnania

2 g 2 . r
x" —2x-sina—cos o = 0 jest rowna 0?

75. Dla jakich wartosci parametru « najmniejsza warto$¢ funkgji

f(x) = x> = 2x + cos 2 + sina + 3 wynosi 22

79. f(x) — 14 25in2x.+3sin3x
Sin x
a) sin2x = 2sinx cos x
sin 3x = sin(2x + x) = sin 2x cos x + cos 2x sin x = 2sinx cos® x + (2 cos® x — 1)sinx =
= sinx(2c052x+ 2cos’ x — 1) = sinx(4cos2x— 1)
Jezeli sinx # 0, to:

flx)=1+

:2(6coszx+2cosx—1)

2~Zsinxcosx+3sinx(4coszx— 1) 5
=1+4cosx+12cos"x -3 =

sin x

b) ZW = <-z§; 14>



