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Po tym dziale uczen:
® wyznacza wyrazy ciggu okreslonego wzorem ogélnym lub w wzorem rekurencyjnym,

bada wlasnosci ciggu liczbowego (m.in. miejsca zerowe, przedzialy monotonicznosci),
rozpoznaje, czy dany ciag jest arytmetyczny lub geometryczny,

stosuje wzOr na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego i geometrycznego,

oblicza sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego i geometrycznego,
stosuje zalezno$¢ miedzy trzema wyrazami ciagu arytmetycznego i geometrycznego,
wykorzystuje wlasnosci ciggdw, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwigzywania zadan, réwniez osadzonych w kontekscie praktycznym (oblicza: procent
sktadany, podatek, zysk z lokat, wysoko$¢ rat oraz koszt kredytu).

Umiejetnosci

Po klasach pierwszej i drugiej

szkoly ponadpodstawowej uczen:

® podaje na podstawie wykresu
funkgji jej wlasnosci: dziedzine,
zbidr wartosci, miejsca zerowe,
przedzialy monotonicznosci itp.,

® sporzadza wykres funkgji
okreslonej ré6znymi sposobami,

® 7 wykresu funkcji odczytuje
rozwigzania nierdwnosci typu
f(x) < m, dla ustalonej
wartosci m, oraz réwnan
i nieréwnosci typu f(x) = g(x),
f(x) < g(x),

® oblicza miejsca zerowe funkcji
na podstawie jej wzoru,

® rysuje wykresy funkcji, w tym
liniowych i wyktadniczych,

® okresla warto$¢ najmniejsza
i warto$¢ najwieksza funkeji na
podstawie jej wykresu (w calej
dziedzinie albo w pewnym jej
podzbiorze).
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Uwagi metodyczne

Wprawdzie w formalnej definicji
ciggu uzywamy pojecia funkcji,
ale warto od samego poczatku
zwrdci¢ uwage na sposob
numerowania elementow
okreslonego zbioru. Jest to
najczesciej stosowane w zyciu
codziennym stowo odnoszace

sie do ciaggow. Uczniowie
prawdopodobnie bez trudu
podadza odpowiednie przyklady.
Numerowanie elementéw zbiorow
skonczonych jest poza tym dobrym
przygotowaniem do zrozumienia
pojecia ciagu skonczonego. Przed
wprowadzeniem formalnej
definicji ciaggu radzimy pocwiczy¢
odnajdowanie zaleznosci
pomiedzy kolejnymi wyrazami
ciggu. Mozna tu wykorzysta¢
rozmaite testy pozwalajace
odgadna¢ regule tworzenia
nastepnych wyrazéw lub
zaproponowaé uczniom
wymyslenie takich famigtéwek

i wspdlng zabawe.

tematy 3.1-3.5

MultiteZa

® Rekurencja
* Wykresy wybranych ciagéw
e Ciag Fibonacciego

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 3.1

G Generator

testéw i sprawdzianéw

1. Okreslenie i wtasnosci ciggu
liczbowego

Umiejetnosci:

° wyznaczanie wyrazow ciggu okreslonego wzorem ogdlnym lub w wzorem
rekurencyjnym

* badanie wtasnosci ciggu liczbowego

W zyciu codziennym czesto porzadkujemy jakies
zbiory wedlug przyjetych kryteriéw — ustawiamy
sie w kolejki, uktadamy kolejno ksigzki na polce,
siadamy na okreslonym na bilecie miejscu w te-
atrze, rezerwujemy numerek do lekarza itp. Takie
porzadkowanie elementow (ludzi, ksigzek, krzeset
itd.) najczesciej polega na przypisaniu kazdemu
z nich odpowiedniego miejsca, méwigc prosciej —
ponumerowaniu wszystkich elementéw okreslo-
nego zbioru. Ujmujac rzecz matematycznie — okre-
$lamy funkcje przyporzadkowujace kolejnym licz-
bom naturalnym elementy takiego zbioru.

Ciagiem nazywamy funkcje, ktdrej dziedzing jest zbiér dodatnich liczb natural-
nych. Ciag nazywamy liczbowym, gdy jego wartosci sg liczbami rzeczywistymi.

Jezeli dziedzine ciagu ograniczymy do pewnego skonczonego podzbioru zbioru liczb
naturalnych dodatnich, to otrzymamy ciag skonczony. Na przykltad cigg numeréw
domow przy ulicy Grodzkiej w Krakowie jest ciggiem skoniczonym, a ciag kolejnych
naturalnych poteg liczby 3 - ciagiem nieskoniczonym.

Dalej zajmiemy sie wylgcznie ciggami liczbowymi, dlatego najczesciej bedziemy po-
mija¢ okre$lenie ,liczbowy”.

Przyktad €

Oto kilka przyktadow ciagéw:

° 2,3,5,7,11, ... - kolejne liczby pierwsze,

° 3;3,1;3,14; 3,141; 3,1415; ... — coraz dokfadniejsze przyblizenia rozwiniecia dzie-
sietnego liczby m,
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° 100,99, 98,97, 96, ... - liczba dni, ktére pozostaly do matury poczawszy od stud-
niowki,

° 68,24; 82,60; 56,86; 70,85; 64,32; ... — wysokos¢ (w zl) rachunkdow telefonicznych
w kolejnych miesigcach.

Przyktad @)

Narysujemy wykresy trzech funkeji, ktore sg przedstawione ponizej w postaci tabeli.
Dane zostaty zaokraglone do dwdch lub trzech cyfr znaczacych.

[km]4
Francja P
Lotnictwo na liniach pasazerskich 9000+ %~ N i
w wybranych panstwach
Przebyta droga w tys. km
Panstwo
1929r./1934r. 1935r. 1936 r. 1937 r.
Polska 1400 1700 | 1700 | 1700 | 2200 3000 e
01SK3
Belgia 600 1100 | 1300 | 1500 1900 e =
1000 I ---B‘ -
Francja = 9400 | 10000 9700 | 9600 | 10500 — -
o D 40 ok
U T TITO
Zrodo: Maly rocznik statystyczny 1938, GUS, Warszawa > B I R

Rozwiagzanie
W tym przykiadzie argumentami sg liczby naturalne tworzace zbidr

{1929, 1934, 1935, 1936, 1937}.
Wrykres kazdej z tych funkeji sklada si¢ z pieciu punktéw. Przerywane linie (tzw. li-
nie trendu) faczace te punkty stuzg zwigkszeniu czytelnosci wykresu. Latwiej wtedy
zauwazy¢, ze np. funkcja Belgia jest rosngca, funkcja Polska niemalejaca, a Francja -
niemonotoniczna.

J

Kazdy ciag jest funkcja, zatem mozna stosowa¢ do jego opisywania te samg symbo-
like, co przy opisywaniu innych funkgji. Jednak to, ze ciagi majg tak uporzadkowana
budowe, zdecydowalo, ze przyjeto inng terminologie i inny sposéb zapisu.
* Ciagi nazywane s3 zwykle poczatkowymi lub koncowymi literami alfabetu.
e Zamiast ,warto$¢ funkgji dla argumentu n” méwimy ,,n-ty wyraz ciagu”.
* Jezeli warto$¢ ciggu a dla argumentu 1 jest rowna 5, to zamiast zapisu:
a(l) =5 stosujemy zapis a; =5
i czytamy: ,,pierwszy wyraz ciggu a jest rowny 5”.

191 I
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Podczas wypisywania kolejnych wyrazéw ciggu korzystamy z podstawowej wlasnosci
zbioru liczb naturalnych - po kazdej liczbie n nast¢puje bezposrednio liczba » + 1.
Kolejne wyrazy nieskonczonego ciagu

. L e Czasami do dziedziny ciaggu dotaczo- (1)
mozemy zatem symbolicznie zapisaé:

na jest liczba 0 i wowczas pojawia si¢

wyraza .
1> A5 A35 « o5 25 Ay 15 Ay Ay 15 i - - 0

aki ci iemy oznaczac (a, ). Zapis a,, oznacza n- raz ciagu.
Tak bedz znacz n)-Z ,, 0znacza n-t z

O funkgji, ktéra wszystkim argumentom przyporzadkowuje te samg warto$¢é, mo-
wimy - funkcja stata. Réwniez ciag liczbowy, ktorego wszystkie wyrazy sg rowne,
nazywamy ciagiem stalym.

Uwaga: W kazdym zadaniu polegajacym na odgadnieciu reguly tworzenia kolejnych wyrazéw (1))
ciagu tylko na podstawie kilku wyrazéw danych mozliwa jest wiecej niz jedna odpowiedz. Regut
moze by¢ wiele, a do kazdej odpowiedzi mozna wymysli¢ jakas regule. Zadania takie mozemy

wiec traktowa¢ tylko jako zabawe, a ,,poprawna” odpowiedz to odgadniecie, co autor zagadki

mial na mysli.

Wzdér ogolny ciggu liczbowego

Przyktad €

Rozwazamy ciag liczb o danych wlasnosciach. Podamy kilka poczatkowych wyrazow
oraz tzw. wzdr ogolny tego ciagu (inaczej mowiac — wzér funkgji).

a) liczby naturalne parzyste

b) liczby naturalne nieparzyste

¢) naturalne potegi liczby -1

d) liczby naturalne, ktére przy dzieleniu przez 8 daja reszte 3

Rozwigzanie
a) Whszystkie liczby naturalne parzyste tworza ciag: 0, 2, 4, 6 ... Ponadto:
0=2-0, 2=2-1, 4=2-2, 6=2-3 itd.
zatem najprostszym wzorem funkgji jest a,, = 2n. Zauwazmy, Ze w tym ciagu
wystepuje wyraz a,.
b) Ciag: 1,3, 5,7, ... Ponadto:
1=2-1-1, 3=2-2-1, 5=2-3-1, 7=2-4-1 itd
zatem wzor ogdlny tego ciaggu to b, = 2n — 1.
c) Ciag:-1,1,-1,1,-1,1,... Ponadto:
o =-1=(-1" ¢ =1=(-1)% c=-1=(-1)°, ¢, =1=(-1)" itd.

zatem wzOr ogélny tego ciggu to ¢, = (-1)".
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d) Ciag: 3,11, 19,27, 35, ... Ponadto:
dy=3=8-0+3, d; =11=8-1+3, d,=19=8-2+3 itd
zatem mozna opisac ten cigg za pomocg wzoru d, = 8n + 3.

Przyktad @)

(c,,) jest ciagiem odwrotnosci kolejnych liczb nieparzystych:
c—lc—lc—lc—l
1 - 5 2—3, 3—5, 4—7,...

Wyznaczymy setny wyraz tego ciagu.

Rozwigzanie
Jesli chcemy odpowiedzie¢ na pytanie, jaka Nie zawsze mozna poda¢ wzér na (1)
warto$¢ ma setny wyraz tego ciggu, to musimy n-ty wyraz ciagu. Na przyktad nie
1 isad sto koleinvch wvrazéw (zaczvna- ma wzoru pozwalajacego obliczy¢
_a bowypisacstokolejnyc i wyrazow ( a? yna dowolny wyraz ciagu kolejnych liczb
jac od ¢,), albo skorzysta¢ ze wzoru ogdlnego

pierwszych.
tego ciggu.

1
m-1

. . . . . 1 1
Jest to wzor ogolny ciggu ¢, wiec setny wyraz tego ciaggu to ¢;o9 = T 100=1 " 195"

n-tg liczbe nieparzysta mozna zapisa¢ jako 2n — 1, wiec ¢, =

Przyktad @) < zad. 1.5

Ciag (d,,) okreslony jest wzorem ogélnym d,, = é(lO" - 1). Zatem:
~L10t-1)=L.9= ~1102-1) =199
d1-9(10 1)_99_1, d2_9(10 1)_999_11,
= (10°-1) =L 999 = 111 i
dy = 5 (10°-1) = 5999 = 111 itd.

Czyli n-ty wyraz tego ciagu to liczba calkowita zapisana za pomoca dokladnie # je-
dynek.

Przykiad 0 zad. 1.6,1.7
Czesto zamiast ,ciag okreslony ((( )))

. . . 2n - . » o .
Dla ciagu o wyrazie ogélnym a,, = no3 wzorem ogdlnym” méwimy ,cigg
) n+1l o wyrazie ogolnym”.
obliczymy a,, a,4, 4139 Oraz a,,,,
Rozwigzanie
2-10-3 17 2-139-3 275 55
a0~ oL T 1 439~ "o a0 e
10+1 11 139+1 140 28
g _216-3 29 g _Am+2)-3 om+l
107 16+1 17 M2 m+2)+1 m+3

41.5. Wyznacz poczatkowe trzy wyrazy ciaggu o podanym wzorze ogélnym.

a)a,=2n+1 d)d,=n" g g,=\V2n+6

b) b, = 3" & ¢, = 2= h) b, = Va2 + 2n + 1
n

oc,=02n-1) f)f,=6-n i)i,=|n+1|-|n—1|

Odp.:a)a; =3, a,=5 a;=7 b)b, =3,b,=9,b;=27 ¢)c;=1, ¢c; =27, ¢ =125
dd =1,dy=4 d;=27 ee =1, eZ=2§, es=3 0 f,=5 f,=2 f3=-3
8 91=2V2, g,=V10, g5=2V3 h)h =2, hy=3, hy=4 )i =2, iy=2, i3=2

41.6. Wyznacz wyrazy ag, d;;,
s 1> B3> Dk €i3gU 0 podanym
wzorze ogolnym.

_1)“

a) a, = 2n’ c) anz(
n
1 4n-3
b)a, =- d)a,=—-—
) @ n ) @ mAr D

Odp.: a) ag = 162, a;; = 242,
a,y = 2(k +1)%, a3, = 18m’,

Ay = 2(m + k)*

1 1 1
b)as=-,a,,=—, a.,, = —,
) as 9> P17 g kT i
1 1
G3m = 3> Amek = 70
1 1
) ag =5 M=
B (_1)k+1 B (_1)3m
A1 = T 0 > A3y = 3m
k
(_1)m+
am-f—k: m+k
33 41
d) a9=ﬁ, an:E,
4k + 1 12m-3
el = 360 Bm T 35
o Amydk-3
mk e k+5

41.7. Podaj poczatkowe pie¢
wyrazéw ciagu (a,,).
a)a,=(-1)"-2""
b)a,=1"+2"+...+n’

1

11
c)an=1+z+§+...+—
n

da,=1"-2%+... +(-1)"""

Odp.: a) a, :—%, a, =1, a; = -2,
ays =4, a; = -8

b)a, =1, a,=5, a; = 14,

ay, =30, a; =55

ca =1,a,=

= 2 G

YT 122 7T 60

d)a =1, a,=-3 a;=6,
ay =-10, a5 =15

> A3 = —,

|%m|w

N
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Przyktad o
Jezeli chcemy, aby funkcja f(n) = ﬁ byla ciagiem o dziedzinie N — {0}, to

mozemy zapisac jej wzér w inny sposdb.

Kolejne wartosci tej funkcji dla n € N - {0, 2} to: -1, 1,

N
G| =

>

1
3

>

o | =

Wystarczy przyjac, Ze:
1 1 1
by=-Lby=1 b=, by=3 b= ...
i otrzymujemy ciag (b,,) o identycznym zbiorze wartosci co funkcja f, ktérego dzie-
dzina jest zbiér N — {0}.
Ogdlny wzor tego ciagu zapiszemy na przyklad w taki sposéb:

-1 dlan=1
b, = 1 dla n=2
dla n>2

e

W dalszych rozwazaniach w podobnych sytuacjach nie bedziemy zmienia¢ numeracji
wyrazow ciggu — bedziemy uzywaé sformulowania typu ,dany jest ciag o wyrazie

ogolnym a, = n—iz i dziedzinie N — {0, 2}”.
J

Podsumujmy:

o Jezeli cigg jest skonczony i ma k wyrazéw, to mozemy je ponumerowac liczbami
1,2,3,..., k (czyli przyja¢ jako jego dziedzine zbiér {1, 2, 3, ..., k}).

e Jezeli ciag jest nieskonczony, to mozemy kolejne jego wyrazy numerowac kolejny-
mi liczbami naturalnymi tak, aby jego dziedzing byl zbiér N — {0}.

Wzér rekurencyjny ciggu liczbowego

Do okreslenia ciagu moze tez stuzy¢ wzor rekurencyjny (inaczej - indukcyjny), ktdry

ma nastepujaca postac:

° podany jest pierwszy wyraz lub kilka poczatkowych wyrazéw,

° podana jest informacja, w jaki sposob nalezy wyznaczy¢ kolejny wyraz ciagu w za-
leznosci od wyrazow go poprzedzajgcych.

Aby obliczy¢ jakis wyraz ciggu, musimy wiec wyznaczy¢ najpierw wszystkie wyrazy

poprzednie.

Na przyklad definiujemy:

a, =-2
a —2a,+1 dla neN-{0}

n+l =



Zatem:
a,=-2a,+1=-2-(-2)+1=5
a3 =-2a,+1=-2-5+1=-9
a,=-2a;+1=-2-(-9)+1=19 itd.

1. Okreslenie i wlasnosci ciggu liczbowego

Czasem w prosty sposob da sie odgadna¢ wzor rekurencyjny, ktérym mozna zastg-
pi¢ podany wzor ogélny. Na przyktad dla ciagu (d,,) okreslonego w przyktadzie 5 za

pomoca wzoru ogélnego d, = é (10” - 1)
mamy:

d =1
d,, =10d,+1 dla neN-{0}

Przykiad ©)

Jednym z najciekawszych ciggéw opisanych
rekurencyjnie jest ciag Fibonacciego, zde-
finiowany w nastepujacy sposob:

zad. 1.12-1.14

FOZO
F =1
F,=F,,+F,, danz2

Kolejne wyrazy tego ciagu (poza F( i F;) sa
sumg dwdch wyrazéw poprzednich:

Zastapienie wzoru rekurencyjnego
wzorem ogélnym (i na odwrét)
wymaga dowodu. Przeprowadza si¢ go
metoda tzw. indukcji matematycznej,
ktoéra nie wchodzi w zakres aktualnego
programu szkoly sredniej.

Leonardo Fibonacci (ok. 1175-1250)

- wloski matematyk pochodzacy z Pizy,
jeden z najwybitniejszych uczonych
$redniowiecza; wprowadzil do Europy
cyfry arabskie. W 1202 r. wydal
stynna Liber abaci (Ksigga rachunkow),
poswiecona arytmetyce i algebrze,

a w 1220 r. dzieto Practica geometriae
o zastosowaniu algebry do geometrii.

0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, ...

Mozna tez spotka¢ definicje ciggu, w ktorej pominiety jest wyraz F, - wowczas za-

lezno$¢ rekurencyjna jest definiowana dla n > 3:

F =1
F,=1

F,=F,_,+F,_, dlan>3

Q)

Q)

Liczby naturalne tworzace taki ciag, nazywane liczbami Fibonacciego, pojawiaja sie
niezwykle czgsto w przyrodzie - zainteresowanych odsytamy nass. 204 oraz do bogatej

literatury dostepnej np. w internecie.

Wiasnosci ciggow

Ciagi liczbowe mozemy bada¢ tak jak kazdg funkcje liczbowa — sprawdza¢ monoto-
niczno$¢, miejsca zerowe itp. Mozemy réwniez rysowaé na plaszczyznie kartezjan-

skiej ich wykresy.

41.14. Podaj przyklad wzoru rekurencyjnego ciagu na podstawie jego poczatkowych

pieciu wyrazow.
a)a; =2,a,=4,a;=8, a,=16, a; =32, ...

b) b, =5, b, =9, by =17, b, =33, b; =65, ...
c)c; =13, ¢, =-13, ¢3=13, ¢, =13, ¢5 =13, ...
d)d =1,d,=2, dy=6, d, =24, ds =120, ...

a; =2 b, =5
Odp.: a) np. {alﬂ - b) np. {bl =2b 1
n n n+ n
¢ =13 d =1
C) np. {Crﬁ—l = _Cn d) np. {dnﬂ = (n + 1) . dn

41.12. Wyznacz poczatkowe piec
wyrazow ciggu o podanym wzorze
rekurencyjnym.

a){a1=2

Apir = 2a, -1

o [b=s
) {bnﬂ = (bn)_l

=1
C) Cn+l = (Cn)2 - 3Cn +1

d, =2
d) P

Apiy =22 !
Odp.:a) a; =2, a, =3, a; =5,
as =9, a; =17

1 1
b) b, =5, bzzg, by =5, b4:§,
b;=5
cJci=1,¢=-1,¢c3=5, ¢, =11,
c; =389

dd =2dy=2dy=2 d,=2,
ds=2

41.13. Wyznacz poczatkowe
sze$¢ wyrazow ciagu o danym
wzorze rekurencyjnym.

a; =2
a) 14, =3
Apiy = 0y + 0yp
b =1
b)4b,=5
iz = by — by,
=2
c) 3¢, =5
Cnt2 = Cn " Cpal
d =3
ML
dn+2 = %
d

Odp.:a) a; =2, a, =3, a; =5,
ay =38, as =13, ag =21
b)b,=1,b,=5 b;=4, b, =-1,
bs = -5, bg =4

c)c; =2, ¢;,=5, ¢5 =10, ¢, =50,
¢s = 500, ¢ = 25000

d)d =3, dy=5 dy=2,d, =1,

3

W | U

1 3
dy==, dg=>
575 767 ;5
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41.18. Naszkicuj wykres ciagu Przyktad o zad. 1.18,1.19
o podan razie ogolnym. . .
a)pa _ ;’m i gomny Narysujemy wykres ciggu o podanym Wykres dowolnego ciagu: (@)
" n WZOTZe. 1. jest zbiorem izolowanych punktéw,
b)a, =(-1) 1 2 b) b = n+1 2. zawiera sie w polplaszczyznie x > 0.
o) a, = 1 a) p =N ) b, = ”
-2
d)a,= nn Rozwigzanie
ea,=(-1)"n a) Obliczymy kilka poczatkowych wyrazéw ciagu.
+1
f)a, = ()" -2" a1=1—2=—§, a, = -1, a3=—l, a, =0, a5=l, ag=1,
Odp.: 2 2 2 2
a) uj Kolejne wyrazy ciagu pokrywaja siezwar- a4
tosciami funkcji '
1
" f(x)=5x—2dlax€Nix>0.
0 i Na podstawie wlasnoéci tej funkcji moze-  ° t n
b) @ my wnioskowag, ze:
1 o ® ciag ten jest rosnacy,
0 K ° jegojedynym miejscem zerowym jest 4,
¢ tylko poczatkowe trzy wyrazy sg ujemne,
c) @k
° najmniejsza wartoscig jest —;,
* wartosci najwigkszej ciag nie przyjmuje.
. . . . . . 1
b) Wzér ogélny tego ciagu mozna zapisaé w postaci b, =1 + —.
S n
0 " Zatem by =2, by =1, by =12, o
1 2= 15 B3=13
d) a4 2
Vi by=15, bo=1% bo=1L
B o o ® @ 4 5 6 . ] . ° .
0 Z Mozemy wykaza¢, ze: )
° ciag ten jest malejacy, - >
il n
€) @) ° ciag nie ma miejsc zerowych,
° wszystkie wyrazy ciggu sa dodatnie,
. ° najwickszg wartoscig ciagu jest 2,
0 " * warto$ci najmniejszej ciag nie przyjmuje.
J
Przypomnijmy, Ze funkcja jest rosnaca wtedy, gdy dla dowolnych dwéch argumen-

f) [a,} tow wiekszemu z nich przyporzadkowuje wieksza warto$¢. Zatem twierdzenie opisu-
jace warunki, jakie musi spetnia¢ nieskonczony ciag liczbowy, aby byl monotoniczny,
mozemy sformulowa¢ nastepujaco.

41.19. Naszkicuj wykres ciagu o podanym wyrazie ogolnym.

=Y

0
3n-1 dlan=1 2
a)a,=1q2n dlal<n<3 b)an:{’/l o da 1<n<3
n+3 dlan>3 -2n+11 dlan>3
Odp a) a.k b) a,

i

N

M

=Y




1. Okreslenie i wlasnosci ciggu liczbowego

Jezeli dla dowolnego n € N — {0} mamy:
a,.; > a, — to ciag jest rosnacy, a,,1 = a, — to ciag jest niemalejacy,
a

2
a,,; < a, - to ciag jest malejacy, a1 S a, — to ciag jest nierosnacy.

W praktyce, aby zbada¢ monotonicznoé¢ ciagu (a,,), najczesciej badamy znak wyra-

zenia a,,, — a,, a mianowicie, jezeli dla dowolnego #n € N — {0} mamy:
* a,., —a, >0 -to ciag jest rosnacy, ° a,,; —a, >0 -tociag jest niemalejacy,
° a,, —a, <0-tociagjest malejacy, © a,,; —a, <0 - to ciagjest nierosnacy.

Ciag liczbowy, ktory spetnia co najmniej jeden z powyzszych warunkow, jest ciagiem

monotonicznym, pozostate ciagi liczbowe sg niemonotoniczne.

Przyktad €[) « zad. 1.20, 1.21
Zbadamy monotonicznos$¢ podanego ciagu.

Rozwigzanie

n+2
a)a”:n+1
a _(n+1)+2 n+3 wiec
LT e D)+l on+2 ¢
_n+3 n+2 (m+3)n+1)-n+2)(n+2) -1
Apy1 — Ay = -

(n+2)(n+1) C (n+2)(n+1)
Wyrazenie a,,,, —a,, zawsze ma warto$¢ ujemna (dla dowolnej liczby naturalnej n
mianownik tego ulamka jest dodatni, a w liczniku jest liczba ujemna).
Zatem a

n+2 n+l

1 — Gy, < 0, co jest rOwnowazne nieréwnosci a,,; < a,,.

Odp.: (a,) jest ciagiem malejacym.

b) b, = n* — 13n + 40
2 2
b, —b, = [(n+ 1) —13(n+1)+40] —(n —13n+40) —2m—12=2(n-6)
Dla n < 6 rdéznica ma znak ujemny, adla n > 6 dodatni.

Odp.: Ciag (b,) jest niemonotoniczny.

_ | n” dla nnieparzystego
c) ¢, =
4n dla n parzystego
W tym ciagu trudniej jest opisa¢ roznice sgsiednich wyrazéw. Przyjrzyjmy sie kil-
ku poczatkowym wyrazom.

41.21. Wykaz, ze ciag (a,,) jest niemonotoniczny.
a) a, = (-1)"
b)a,=(-1)"n
Rozwigzanie
a) (a,)=(-1,1,-1,1, -1,...)
(a,) jest ciagiem naprzemiennym, wiec nie jest monotoniczny.
b) (a,) = (-1, 2, =3, 4, =5, ...)
a, <a, i a, > as, wiec ciag (a,,) nie jest monotoniczny.
c) (a,) = (—l, LR )
2" 4 8" 16
a, <a, i a, > ay, wiec ciag (a,,) nie jest monotoniczny.
d) (a,)=(9876054321012..)
ag > ay i ayy < ay;, wiec ciag (a,,) nie jest monotoniczny.

41.20. Zbadaj monotoniczno$é
ciagu.
a)a,=n"-1

n-3

b) a, =
) an n+4
o) a _n+5
"on+2

d)a,=-n"+17n-60
e)a, =(-1)"(2-5n)

dla n nieparzystych

f)a,=1"
n+3 dlanparzystych
Odp.: a), b) rosnacy
c) malejacy
d), e), f) niemonotoniczny
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41.22. Wyznacz miejsca zerowe
ciagu.

a)a,=3n-1

b) a, = n* - 11n + 30

) a, =2n"—6n-8
d)a,=Vn?+3n-10 dla n > 1
Odp.: a) brak miejsc zerowych
b)n=5Ilubn==6

on=4

dn=2

41.23. Wyznacz miejsce zerowe
ciagu (a,,) okreslonego podanym
wzorem rekurencyjnym.

a; =10
a,., =a,+n->5
Odp.:n=5 lub n=6.

Wskazéwka: Zbadaj najpierw
monotonicznos¢ ciggu.

41.24. Ktéry wyraz ciagu (a,,) jest
rowny x?

a)a,=5n-3, x=32

b) a, = (-2)", x=-32
c)a,=n(n-4)-20, x=25
d)a, = (n2 - 3) (n2 - 9) (n+5),
x=0

ea,=V2n-1, x=5
f)anzn(nz—3n+2), x=6
Odp.:a) a; b)as; ¢)ay d)as
e a; f)as

41.25. Dany jest ciag, ktorego
wyrazem a,, jest liczba przekatnych
w n-kacie wypuklym. Czy ktorys

z wyrazow tego ciagu jest

réwny 172

Odp.: Nie. Wskazéwka: Liczba
przekatnych n-kata wypuklego

(n = 3) jest réwna nn=3)

Odpowiedz mozna tez uzasadni¢, korzystajac ((4))
z whasnosci wykresu ciagu (c,). Otéz jego
wyrazom o nieparzystych numerach odpowia-

c;=1¢=8,¢=9, ¢, =16,
c5; =25, c5=24,...
Zatem ¢5 > ¢y 1 ¢ < Cs. daja punkty na paraboli y = x%, natomiast
wyrazom o parzystych numerach - punkty na
prostej y = 4x. Wykres ciagu ,,przeskakuje”
wiec z paraboli na prosta i z prostej na parabole.

Odp.: Ciag (c,) jest niemonotoniczny.

Przykiad ()

Znajdziemy miejsca zerowe ciagu o wzorze og6lnym d,, = 3n” — 191 + 6.

zad. 1.22,1.23

Rozwigzanie

W | =

Z rozwigzania réwnania 3 —19n+6=0 dlane N— {0} mamy n=6 lub n =

~—

Tylko pierwsza z tych liczb spelnia warunki zadania (druga nie jest liczbg naturalna

Odp.: Miejscem zerowym tego ciagu jest liczba 6.

Przyktad @B « zad. 1.24,1.25

Sprawdzimy, czy ktéry$ z wyrazow ciagu o wyrazie oglnym a, = n° — 8n + 11 jest
réowny —1.
Rozwiazanie

W —8n+11=-11ineN-{0}, czyli n” ~8n+12=0

n =2, n,=6 —— obydwa pierwiastki sa dodatnimi liczbami naturalnymi

W tym ciggu sg wiec dwa wyrazy réwne —1: drugi i szosty.

Odp.:a, = -1 oraz a5 = -1

J

Jezeli dwa ciagi liczbowe majg te samg dziedzine, to mozemy je, tak jak inne funkcje
liczbowe, dodawa¢, odejmowaé, mnozy¢, mnozy¢ przez liczbe oraz dzieli¢ przy zato-
zeniu, ze wyrazy dzielnika sa rézne od zera. W ten sposéb otrzymujemy nowe ciagi.
Przesledzmy to na przyktadzie.

Przyktad @) « zad. 1.31

Dane sg dwa ciagi o wyrazach ogdlnych a, =n+2 i b, = 1 Weowezas:
n

1
ocn:an+bn:n+2+; Ofn:Z—":(n+2)‘n:n2+2n
n
1 b, 1
odn:an—bn:n-{—Z—; ogn:a—:m
n
. en:an-bn:(n+2)-%:1+% ° h,=-3a,=-3n+2)=-3n-6

1-n

41.31. Zbadaj monotoniczno$¢ kazdego z ciagéw: a,, = ﬂ, b, =
n n

Podaj wz6r na n-ty wyraz ciagu (c,,) i zbadaj monotoniczno$é tego ciagu.

a)c,=a,+b, b)c,=a,-b, c)cn=z— dc,=a,-b,

Odp.: (a,,) - rosnacy, (b,) - malejacy
a) ¢, = 2, staly

b)c,=4- %, rosnacy
l1-n .
)¢, = ol malejacy

d)c,=-3+ 4”n;1

, malejacy



1. Okreslenie i wlasnosci ciggu liczbowego

W kazdym z zadan 1.1-1.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

W zeszycie.

1.1. Liczba ujemnych wyrazéw ciggu okreslonego wzorem a,, = (2n-7)(n +7)
dla n > 1 jest réwna
A. 1. B. 2. C. 3. D. 4.

1.2. Ktory z podanych ciggéw ma wyraz rowny 5?

A.a,=3n-6 C.an=n2—6n+5
2n-5
B.a,=4- D.a, =
“n " =

1.3. Ciag (a,) jest okreslony wzorem a,, = 1°+2°+3°+ ... +n’, gdzie n € N—{0}.

Zatem

A. a, =4 B. a; = 14. C. a; = 25. D. a, = 49.
1.4. Ciag (a,) okreslony jest wzorem a, = 2n* — 4n — 1.

Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Drugi wyraz ciagu (a,,) réwna sie —1.

B. Wszystkie wyrazy ciagu (a,,) sa dodatnie.

C. Istnieje wyraz ciagu (a,,) o wartosci réwne;j 0.

1.5. Wyznacz poczgtkowe trzy wyrazy ciggu o podanym wzorze og6lnym.
a) a,=2n+1 d)d,=n" g) g,=V2n+6
b) b, = 3" ¢) e, = 13 h) h, = i+ 2n+ 1

n+1
c) ¢,=02n- 1)3

f) fn=6_n2

i) i,=n+1]-|n-1|

1.6. Wyznacz wyrazy ag, a1, Gis1> A3 Ak Clagu 0 danym wzorze ogélnym.

a) a, = 21’ b) a, = 1 c) a, = ey d) a,= 4”_:53
n n n

n

1.7. Podaj poczatkowe pie¢ wyrazéw ciagu (a,,).

a) an — (_1)1’! . 2?1*2 1

1 1
=l+-+=-+...+-

<) ay 2 3 n
b) a,=1>+2"+...+n° d)a,=1"-22+ ... +(-1)""’

1.8. W ktérym z podanych ciggéw setny wyraz jest rowny 17
a, = (_1)3n+1 bn _ (_1)2n+1 ¢, = (_1)n72 dn — (_l)n

1
1.7. a) a, =5 a=1,a;=-2,a,=4, a;=-8

b)a, =1, a, =5, a; = 14, a, = 30, a5 =55
c)a—la—éa—ﬂa—éaﬂ

L7227y BT 62 ™M 122 60
d)a, =1, a,=-3, a; =6, a, =-10, a; = 15

1.8. cipp =1, djgp =1

Odpowiedzi i rozwigzania
11.C

1.2. C

13. B

14. P,FF

15.a)a, =3,a,=5,0a;=7
b) b, =3,b,=9, by =27
e =1,¢=27 ¢=125
d)d =1,d,=4,d,=27
e)e =1, eZ:Z%, es=3

) f1=5 f2=2 f3=-3
g) 91 =2V2, g, = V10, g; =23
h) hy =2, h,=3, h; =4

)i =2 i,=2 iy=2

1.6. a) ay = 162, a;, = 242,
ar,; = 2(k +1)%, as, = 18m’,
Ay = 2(m +k)?

1 1 1
b)ay=-,a,,=—, a,, = —,
)89 =5 A= T Fkn T
1 1
u3m:%’ Atk = p—
1 1
C) ag = —5, a; = —H,
B (_1)k+1 3 (_1)3m
ak+1 k+1 > a3m - 3m >
(_1)m+k
Ak = p—
33 41
d) ag = w = 1
4k +1 12m-3
1™ k6 M T 3mts
_ 4m+4k-3
Ak

199 I



Dziat 3. Ciggi

1.9. a) trzy b) trzynascie

c) czternascie d) jeden

e) pie¢ f) pie¢ g) dwanascie
h) k-1 i) k-1

1.10. a) g, +a
a,+a
b) n n+l
2
<) Ay - Opyy  Apio
d) Ay-1t ap

2
App+ 8y + 0, + 0y, + 040
e) -

f) Ap_p t+ap_; +ay

n+1

g) Ap—k+1 * An—k+2 * On—k+3

1.11. 2) g, Gk Fnakiz

b) ay,115 Ganizs Aoy

) A3(n47)+1> B3(na7)+20 F3(ns7)+3
d) a5, 2)115 Gs(n-2)120 Fs(n-2)+3
112.a)a, =2, a,=3, a; =5,
a, =9, as=17

b) b, =5, bzzé, by=5, b, =
b;=5

e =1¢=-1¢=5 ¢ =11,
c; =89

d)d =2,d,=2,d;=2,d,=2,
ds =2

1.13.a)a; =2, a,=3, a; =5,
a, =38, a5 =13, ag =21
b)b,=1,b,=5, b;=4, b, = -1,
bs;=-5, bg=-4

c)c =2, ¢c;=5, ¢3 =10, ¢, =50,
¢s = 500, cs = 25000
dd, =3,d,=5d;=

1
5)

1
Ldy= 3,
473

w |

1 3
ds=2,dg=>
575 767 5

1.9. Wyznacz liczbe wyrazdéw ciagu (a,,) znajdujacych sie pomiedzy podanymi wy-

razami.

a) aziay d)a,,ia, 8) Apaidn,s
b) a3 i‘127 e) an-1 ian+5 h) Ak i a,

€) ay iass f) a,;ia,, D) a,ia,

1.10. Dany jest ciag (a,,) okreslony dla n € N — {0}. Zapisz symbolicznie

a) sume dwoch kolejnych wyrazdw ciagu.

b) $rednia arytmetyczng dwoch kolejnych wyrazéw ciagu.

c) iloczyn trzech kolejnych wyrazow ciagu.

d) $rednig arytmetyczng wyrazu bezpoérednio poprzedzajacego wyraz a,, i wyrazu
nastepnego po wyrazie a,,.

e) $rednig arytmetyczng pieciu kolejnych wyrazéw ciagu, z ktérych srodkowym wy-
razem jest a,,.

f) sume trzech kolejnych wyrazéw ciggu nastepujacych po wyrazie a;_;.

g) iloczyn trzech kolejnych wyrazéw ciagu nastepujacych po wyrazie a,,_j.

1.11. Zapisz symbolicznie kolejne trzy wyrazy ciagu (a,,) wystepujace bezposrednio
po podanym wyrazie.
a) Aptk-1 b) Ao

9 a3(n+7) d) As(n-2)

1.12. Wyznacz poczatkowe pigé wyrazdéw ciagu o podanym wzorze rekurencyjnym.

a) {a1:2 C) {Clzl

2
Apyy =20, -1 Cpi1 = (Cn) -3¢, +1

b){blzs d) d1=2 1
bn+1 = (bn)_l dn+1 = zid"

1.13. Wyznacz poczatkowe sze$¢ wyrazéw ciagu o danym wzorze rekurencyjnym.

a; =2 =2

a) 14, =3 c) 3¢, =5
Aan+2=an+an+l | Sni2 = Cn” Cnl
(b, =1 Zl_i

b) 1b,=5 d {72 d
Abn+2:bn+1_bn dpiy = ;H



1. Okreslenie i wlasnosci ciagu liczbowego

1.14. Podaj przyklad wzoru rekurencyjnego ciggu na podstawie jego poczatkowych 114. ) n { a; =2
pieciu wyrazéw. WS AP a,,, = 2a,
a) a;=2,a,=4,a;=8, a,=16, a; =32, ... (b, =5
B)op- 1y = 2b, -1
b) b1=5, b2=9, b3=17, b4=33, b5=65,... n+l n
c) c;=13,¢,=-13,¢; =13, ¢, =-13, c5 = 13, ... ) i {zl :i3 .
L=-
&) dy=1,d,=2 dy=6,d, =24, ds = 120, ... ;_1 "
L=
D1y, =(n+1)-d,
a, =7
1.15. Dany jest ciag okreslony wzorem rekurencyjnym . _ 9n* L. 1.16. 3
a1 1.17. 0
Wykaz, ze a,; jest liczba calkowita. e
4 =5 a) @A
1.16. Dany jest ciag okreslony wzorem rekurencyjnym { .
Apy1 = |2an - 7|
Wyznacz wyraz a,g; - ! -
0 n
1.17. Dany jest ciag okres] kurencyjnym | % =0 b) P4
.17. Dany jest cigg okreslony wzorem rekurencyjnym a,., = cos (1-a,)’ ) .
1.18. Naszkicuj wykres ciggu o podanym wyrazie ogélnym. <) @i
a) a,=3 ) a,=n’ e) a,=(-1)"-n
b) a, = (-1)" d) a, = "2 0 a,=(-1)" 2"
n
1.19. Naszkicuj wykres ciggu o podanym wyrazie ogélnym.
3n-1 dlan=1 ) dla 1<ne 10 N
— n
a)a,=12n  dlal<ns<3 b)an={” 4 dlal\”\3 4
— a
n+3 dlans3 2n+ 11 an>3 )‘m
= X -
1.20. Zbadaj monotonicznoé¢ ciggu. 0 ;
a) a,=n"—1 d) a, = -n*+17n-60
b) a. = n-3 ¢) a = (-1)"(2 - 51) e) aj
" n+4 ne
n+5 n’ dla » nieparzystych
) a, = f) a,= ]
n+2 n+3 dla nparzystych t C
0 n
1.21. Wykaz, ze ciag (a,) jest niemonotoniczny.
n
D) a, =" bBa=()'n oa,-= (-%) d) a, = In - 10|
f) a
a; =7
1.15. _ Gyt 1.19. a) b)
Apy1 = — -
a, — 1 a.k ey it
a+l 7+1 8 4 0 i
az = = = - = —
a,-1 7-1 6 3
4 1
@+l 370 443 ) »
a3_a2—1_ 4, 4-3 1.20. a), b) rosnacy
3 . ¢) malejacy
7  dlan nieparzystych 0 i d), e), f) niemonotoniczny
Z = .
atem a, ;—1 dla n parzystych 1.21. Patrzs. 197.

W szczegdlnoécia,, =7 € Z.
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Dziat 3. Ciggi

1.22. a) brak miejsc zerowych
b)n=5Ilubn=6

on=4

dn=2

1.28. n=5 lub n=6.
Wskazowka: Zbadaj najpierw
monotonicznos¢ ciagu.

1.24.a)a, b)a; ¢)a,
d)a; ea; f)ag

1.25. Nie. Wskazowka: Liczba
przekatnych n-kata wypuklego

(n = 3) jest rbwna n(nz_ 3).

1.26. a) dwa

b) nieskonczenie wiele

¢) osiem

d) trzysta trzydziesci dziewie¢

1.27. a)a, =1

b) a, = 10

c) brak najwickszego wyrazu
1

d) al = 5

1.28. a) najwickszy: a;, = 102,4,

najmniejszy: a, = a, = 2

b) najwiekszy: a, =1,

najmniejszy: ayo0 = T

c) najwiekszy: aq = 54,

najmniejszy: a, = a, = =2

d) najwigkszy: a; = 1,

najmniejszy: a,, = —224

1.29. najmniejszy wyraz: 1,

brak najwiekszego wyrazu;
nie jest monotoniczny

1.22. Wyznacz miejsca zerowe ciggu.
) a,=2n*—6n-8

d)a,=Vn?+3n-10 dla n>1

1.23. Wyznacz miejsce zerowe ciagu (a,,) okreslonego podanym wzorem rekuren-
cyjnym.

a) a,=3n-1
b) a, =n’> - 11n + 30

a; =10

a,,1 =a,+t+n->5
1.24. Ktéry wyraz ciagu (a,,) jest réwny x?
a) a,=5n-3, x=32 d)anz(n2—3)(n2—9)(n+5), x=0
b) a, =(-2)", x=-32 e) a,=V2n—-1, x=5
c) a,=nn-4)-20, x=25 ) anzn(n2—3n+2>, x=6
1.25. Dany jest ciag, ktorego wyrazem a,, jest liczba przekatnych w n-kacie wypu-
kltym. Czy ktory$ z wyrazéw tego ciagu jest rowny 172

1.26. Ile wyrazow ciagu (a,,) jest mniejszych od m?

a) a,=2n+1)(n-3), m=0 c) a,=+n, m=3

b) a, = -2n" +3n, m=-5 d)a,=Vn+3, m=7

1.27. Wyznacz (o ile istnieje) najwiekszy wyraz ciaggu o podanym wyrazie ogélnym.
3n-1 2n-1

a) a,=3-2vn b)a,=11-n c) 4y =3 — d)a"_4n2—1

1.28. Wyznacz najwigkszy oraz najmniejszy wyraz skoniczonego ciagu (a,,).

a) anz%, nell,2, ..., 10} c) an=n2—3n, nell, 2, ..., 9}

b) a, = l, nef{l, 2, ..., 100} d) a, = -’ 10n-24,n€{l, 2, ..., 20}
n
1.29. Naszkicuj wykres ciggu o podanym wyrazie ogdlnym.
n+1 dla nnieparzystych
a, =
" n—-1 dla nparzystych

Podaj najwiekszy lub najmniejszy wyraz ciagu (o ile istnieje). Czy ten cigg jest mo-
notoniczny?

1.30. Naszkicuj wykres ciggu (a,,), w ktérym wyraz a,, jest n-ta cyfra rozwiniecia
dziesietnego liczby p, tzn. a, to pierwsza cyfra po przecinku, a, - druga itd.

10 2 7
a)P:E b)p=§ c)ng



1. Okreslenie i wlasnosci ciggu liczbowego

1.31. Zbadaj monotonicznos¢ kazdego z ciggow: a,, = 3nn_ 1, b, = l;n. Podaj

wzOr na n-ty wyraz ciagu (c,,) i zbadaj monotonicznos¢ tego ciagu.

b) ¢, =a,-b, o) cﬂzz—" d)c,=a,-b,

n

a) ¢,=a,+b,

1.32. Ciag (a,,) jest rosnacy. Okre$l monotoniczno$¢ ciagu (b,,).

a) b,=a,+1 ¢) b,=a’+3 i wszystkie wyrazy ciagu (a,,) sa dodatnie

b) b, = 3a, d) b, = —ai i wszystkie wyrazy ciagu (a,,) sa ujemne

1.33. Zbadaj monotonicznoé¢ ciagu (c,,), o ktérym wiadomo, ze
a) ¢, =a,+b, orazciagi(a,)i(b,) sa rosnace.

b) ¢, = a, — b, oraz(a,) jest rosnacy i (b,) jest malejacy.

) ¢, =a,—b, oraz(a,) jest malejacy i (b,) jest rosnacy.

1.34. Podaj przyklad takich dwoch nieskoniczonych ciagdw rosnacych (a,,) i (b,),

aby ciag (a, - b,) byt

a) rosnacy. b) malejacy. ¢) niemonotoniczny.

1. Dany jest ciag (a,), w ktorym a; = 2% oraz a,,; =1+ L dlaneNn- {o}.

a}’l
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
A g, = % B. Wszystkie wyrazy ciagu sa dodatnie. C.a,= g

2. Oblicz trzeci wyraz ciggu okreslonego wzorem rekurencyjnym:

alzé i an+1=2_1a dla n € N — {0}.

n

3. Oblicz, ile wyraz6éw ciagu o wzorze ogélnym a, = 2n” — 1, gdzie n € N - {0},
jest mniejszych od 99.

611 = 2
4. Wyznacz czwarty wyraz ciggu o wzorze rekurencyjnym .. = 3a, .
n+l —
a,+2

5. Dany jest ciag kolejnych dodatnich liczb nieparzystych (a,,) oraz ciagi (b,) i (c,,)
okreslone nastepujgco:
bn =0, T4y 6= bn+1 - bn'

Wykaz, ze (c,,) jest ciagiem statym.

5. a, = 2n — 1 - ciag kolejnych dodatnich liczb nieparzystych, n € N — {0}
b,=a,+a,,,=2n-1+2(n+1)-1=4n, n e N- {0}

¢, =b,, —b,=4n+1)-4n=4, ne N - {0}

Zatem (c,,) jest ciagiem statym.

1.31. (a,) - rosnacy,
(b,) - malejaey

a) ¢, = 2, staly
b)c,=4- %, rosnacy

dc, =, malejacy
"o 3n-1

4n—1 .
d)c,=-3+ 7 malejacy
1.32. a), b), ¢), d) rosnacy

1.33. a), b) rosnacy
¢) malejacy

cnp.a,=n-3,b,=n-6

Prosto do matury
1. B,E P

3. siedem
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Ciag Fibonacciego

Leonardo z Pizy (ok. 1180 — ok. 1250), zwany Fibonaccim, to wtoski

matematyk, jeden z najwybitniejszych uczonych sredniowiecza,

ktéry do europejskiej matematyki wprowadzit cyfry arabskie.

W dziele Liber abaci (Ksiega rachunkoéw) z 1202 r. wyjasnit,

jak za ich pomoca zapisywac liczby i wykonywac obliczenia. \\
/

N

Jako prosty sposéb przetestowania wprowadzo-
nego przez siebie systemu liczbowego zamiescit

w Ksiedze m.in. zadanie dotyczace wzrostu po-
pulacji krolikow:

Ile par bedzie liczyta po uptywie roku hodowla wy-
wodzaca sie od jednej pary dorostych krolikdw, przy
zatozeniu, ze kazda para co miesiac wydaje na swiat
nowa pare, a kroliki maja potomstwo po dwdch
miesigcach od wtasnych narodzin?

Rozwigzanie prowadzi do tzw. ciggu Fibonacciego,
ktérego pierwsze dwa wyrazy sg rowne 1, a kazdy
nastepny jest suma dwdéch poprzednich:
1,1,2,3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, ...
Zauwazmy, ze przy rozwigzywaniu zadania opusz-
cza sie pierwszy wyraz tego ciggu. Zatem po roku
hodowla bedzie liczyta 377 par krélikow.
Sekwencje wyrazéw ciggu Fibonacciego niezwykle
czesto pojawiaja sie w przyrodzie.

Spiralne wzory

Nasiona i liscie wielu gatunkéw roslin uktadaja sie
w spiralny wzér, w ktérym tatwo zauwazyc¢ lewo-

i prawoskretne spirale. U wiekszosci roslin liczba
tych spiral jest rowna dwém kolejnym wyrazom cig-
gu Fibonacciego, np. tuski sosnowej szyszki tworza
8 i 13 spiral, a nasiona stonecznika — 21 i 34, 34 i 55
lub 55 i 89 spiral.

W ananasie, ktéry ma szesciokatne tuski,
mozna dostrzec az trzy rodzaje spiral.
Jest ich zwykle 5, 8 13 lub 8, 13 21.



Na zdjeciu pokazano merystem
kalafiora wraz z tworzacymi sie
zawigzkami. Srodek merystemu
oznaczono literg B.

Ztoty kat miedzy zawigzkami

A i C pozwala wywnioskowac,
ze te dwa zawigzki powstawaty
jeden po drugim.

Merystemy a ztota liczba
i ciag Fibonacciego

Rozwdj rosliny jest skutkiem nieustannego
dzielenia sie tzw. merysteméw wierzchotko-
wych, czyli grup komdérek znajdujacych sie na
szczytach pedéw i korzeni. W miare przyby-
wania komérek te najbardziej oddalone od
Srodka merystemu traca zdolno$¢ podziatu

i zaczynaja sig réznicowac w tkanki i orga-
ny, a z niektorych, tzw. komoérek inicjalnych,
powstaja zawiazki lisci i kwiatéw. Okazuje sig,
ze dwa kolejne zawiagzki wraz ze srodkiem
merystemu wyznaczaja ztoty kat.

Zwigzek ztotego kata ze ztotg liczba rozwia-
zuje zagadke popularnosci ciagu Fibonac-
ciego w przyrodzie. llorazy dwdch kolejnych
wyrazow tego ciggu sg bowiem coraz blizsze
ztotej liczby:

=1’

—| =

2_, 3_ 5_ 8 _
T—zy 2 —1:57 3 —1!(6)! 5 —1,6,

Ztotym katem nazywamy kat a, ktory
dzieli kat petny w takim stosunku, ze:

360° 360° -a

3%0°-a a7

gdzie ¢ jest ztota liczba:

- +2\/§ = 1,618033...

360° - a

L)

Ztoty kat jest w przyblizeniu réwny 137,5°.

I
—
re)
¥
&
[

=1,(615384), ...

=[5
—_
w
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tematy 3.6, 3.7

MultiteZa

* \Wykres ciggu arytmetycznego
i geometrycznego

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 3.2

G Generator

testow i sprawdziandw

2. Ciagg arytmetyczny

Umiejetnosci:
° rozpoznawanie, czy dany cigg jest arytmetyczny
¢ stosowanie wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego

Przedstawimy teraz ciagi, w ktérych kolejne wyrazy powstaja przez dodanie do wy-
razu poprzedniego pewnej liczby, stalej dla danego ciggu. Na przyklad:
L £ DE PE S

22 2 2 2
° 10,7,4,1, -2, ...
° 0’ l; z) 1) A_L) e

3°3 3

W kazdym z nich okreslilismy podobng regule wyznaczania nastepnych wyrazow.
W pierwszym réznica miedzy dwoma kolejnymi wyrazami jest réwna 3, czyli na-

stepnymi wyrazami sg 17%, 20%, 23% itd. W drugim od kazdego wyrazu trzeba odej-
mowac 3 (albo dodawa¢ do niego —3), w trzecim przykladzie - do kazdego wyrazu

dodawac liczbe %

Ciagiem arytmetycznym nazywamy ciag o co najmniej trzech wyrazach, w kto-
rym kazdy wyraz, oprocz pierwszego, powstaje w wyniku dodania do wyrazu
poprzedniego stalej liczby r nazywanej réznica ciagu.

Zatem w nieskoriczonym ciagu arytmetycznym (a,,) o danym wyrazie a, i ustalonej
liczbie » € R mamy nastepujaca zaleznos¢ rekurencyjna:

a,,; = a, +r dlakazdego n € N — {0}

Przyktad €)

Sprawdzimy, czy ciag o wzorze ogélnym a, = —4n + 7 jest arytmetyczny.
Rozwiazanie

a,=-4n+7

A =—4n+1)+7=-4n+3

p—a,=(-4n+3)—(-4n+7) =4
Zatem dla kazdego n € N — {0} zachodzi a,., =a, — 4.

«— Wyznaczamy wyraz a,

«— obliczamy réznice a,,, — a,

Odp.: (a,,) jest ciaggiem arytmetycznym o réznicy r = —4.



Przyktad e zad. 2.4

Sprawdzimy, czy ciagg o wzorze ogélnym a,, = n” + 1 jest arytmetyczny.

Rozwigzanie

Badamy réznice sasiednich wyrazéw ciagu.
A, —a, = ((n+ 1%+ 1) —(n2+ 1) =

=t +2m+2-n—1=2n+1

Moina szybciej wykaza, ze ciag (a,,) ((+)
nie jest arytmetyczny:

znajdujemy jego trzy kolejne wyrazy,

np. a; =2, a, =5, a3 = 10,
izauwazamy, ze 5—2 # 10— 5.
Roéznica miedzy sgsiednimi wyrazami nie jest

stala (zalezy od zmiennej 1), wigc badany ciag nie jest arytmetyczny.

Wzdr ogdlny ciggu arytmetycznego

Przyktad €)

O ciggu arytmetycznym (a, ) wiemy, ze: a, = 11, r = 6. Zatem:

zad. 2.8

a,=a,+r=17, az;=a,+r =23, as=a;+r =29 itd.
Ile wynosi as,?
Rozwigzanie
Przyjrzyjmy sie, jak powstaja kolejne wyrazy dowolnego ciggu arytmetycznego.
a=a
a,=a,+r
ag=a,+r=(a,+r)+r=a,+2r
as=as+r=(a; +2r)+r=a, +3r itd.

Piec¢dziesiaty wyraz tego ciagu powstaje wiec przez dodanie do liczby 11 czterdziestu
dziewieciu szostek, czyli as, = 11 +49 -6 = 305.

Odp.: a5y = 305

Rozumowanie z przyktadu uogélnimy i zapiszemy w postaci twierdzenia, ktorego
dowéd pominiemy.

Wz6r ogblny ciggu arytmetycznego (a,,) o pierwszym wyrazie a, i roznicy r
ma postac:
a,=a;+(n—-1)-r

Na przyklad w ciggu arytmetycznym, w ktérym a; = -4 i r = 4_1;’ trzydziesty wyraz
jest rowny: | |
6130=al+29r=—4+29-z:3;L

2. Cigg arytmetyczny

42.4. Ktore z ciaggéw o podanych
wzorach ogolnych to ciagi

arytmetyczne?
a = 3n+2 I 5
" 5 7" 7-a

¢p = (1-2n)? +4(1-n?),
d,=2-3n)+22+n")
Odp.: (a,), (c,)

42.8. Dane sg: pierwszy wyraz a,
irdéznica r ciagu arytmetycznego
(a,). Wyznacz a,,.

a)a; =30, r=-3,n=25

b)alzg,r=§,n=11
3 3

Qa =2,r=vV2-1,n=8
1 1

d)a, ==, r=1-,n=5
2 2

e)a =04, r=01, n=11
f)a, =5 r=+5n=6
Odp.: a) a,; = —42
1
=17=
b) a, 73
ag=7V2-5
1
d) a5—6z
e)a; =14
f) as = 65

207 I
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42.13. Wyznacz ciag
arytmetyczny, w ktorym suma
wyrazow trzeciego i siodmego jest
réwna —10, a suma wyrazow
czwartego i dziewiatego jest
réwna —22.

Odp.: pierwszy wyraz: 11,

réznica: —4

Przyktad o

Sprawdzimy, czy w ciggu arytmetycznym (c,,), w ktérym ¢, =1 i r = 7, wystepuje

liczba 232, a jesli tak, to na ktérym miejscu.

Rozwigzanie

Sprawdzamy, czy istnieje taka naturalna liczba », dla ktérej ¢, = 232.
22=1+(mn-1)-7
7n =238
n=34

Zatem ¢y, = 232.

—c,=c+n-1)-r

Odp.: Liczba 232 wystepuje w tym ciggu na trzydziestym czwartym miejscu.

Przyktad e zad. 2.13

Wyznaczymy cigg arytmetyczny (a,,), w ktorym suma wyrazow trzeciego i jedena-
stego jest rdwna 128, a suma wyrazéw czwartego i 6smego jest réwna 106.

Rozwigzanie

Wyznaczenie ciggu arytmetycz- ((( )))
nego polega na ogét na podaniu
jego pierwszego wyrazu i roznicy.

as+a;; =128

a, +ag = 106 T =mtn=l)r

(a, +2r+a, +10r =128
la, +3r+a; +7r =106

<

a; =-2
r=11
Odp.:a, =-2 oraz r =11

P

Wiasnosci ciggu arytmetycznego

Ciag (a,,) o co najmniej trzech wyrazach jest arytmetyczny wtedy i tylko wtedy,
gdy kazdy jego wyraz, poczawszy od drugiego, jest $rednia arytmetyczna wyra-
zOw z nim sasiadujacych: a, = w.

Zatozenie |
(a,) jest ciggiem arytmetycznym.

Teza l

An1 + A1

Dla kazdego n > 1 prawdziwa jest réwnos$¢: a,, = 5



Dowaod |
Niech r - réznica ciggu arytmetycznego (a,,). Wowczas trzy kolejne wyrazy ciagu:

a Ap> Ayl

n-1>
mozemy zapisa¢ réwniez w postaci: a,, -, a,, a, + 1.
Srednia arytmetyczna wyrazéw a,,_, ia,,, jest rowna:

Au 1ty A, —r+a,+1r 2a,,

2 2 2 n

Zatozenie

. . . 7 Iy an—l + an+1
Dla kazdego n > 1 prawdziwa jest réGwnos$¢: a, = -
Tezalll
(a,) jest ciagiem arytmetycznym.
Dowadd |l

2a,=a,_; +ad,,, «—— z zalozenia

czyli a, —a,_| =a,,, —a,.

To oznacza, ze dla kazdego n > 1 rdznica miedzy kolejnymi wyrazami ciagu jest
stala. Oznaczmy ja r. Zatem dla n > 1 mamy a, = a,_; +r, czyli(a,) jest ciaggiem
arytmetycznym.

Koniec dowodu

Przyktad @) < zad. 2.22,2.23

Dla jakiej wartosci x liczby x + 4, 4x, x” + 8 sa kolejnymi wyrazami ciaggu arytme-

tycznego?

Rozwigzanie

Wyraz srodkowy jest srednig arytmetyczng wyrazéw skrajnych. Otrzymujemy réw-

nanie:
(x+4)+(x2+8)

2
Zatem x +4+x” +8 = 8x, stad x; =4, x, = 3.
Zadanie ma dwa rozwiazania, a odpowiadajace im ciagi to: 8, 16, 24 oraz 7, 12, 17.

Odp.:x=41lub x=3

=4x

J

Zauwazmy, ze jezeli (a,,) jest ciagiem arytmetycznym o rdznicy r, to wyrazy:

ceo Ap3s Gpgs Gpo Gy Gy Gpios Gpi3s -
mozemy inaczej zapisac:

cos an—\3r, an—\Zr, Ay —71, Ay, Ay + 1, an/;er, a,+3r, ...
7

2. Ciag arytmetyczny 209 s

42.22. Wyznacz taky liczbe x,
aby ciag 23, x, 33 byl ciagiem
arytmetycznym.

Odp.: x = 28

42.23. Wyznacz takie x, aby
liczby: 4x* =1, 6x+1, x° +7
byty kolejnymi wyrazami ciagu
arytmetycznego.

Odp.: x = 0,4 lub x =2
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42.27. Podaj réwnanie prostej
zawierajacej wykres ciagu

arytmetycznego (a,,)
a) o wyrazie a; = 1 iroéznicy
r=-3.

b) o wyrazach a; =4 i a5 = 10.

Odp.:a) y = -3x+4
b) y=3x-5

Gdy obliczymy $rednie arytmetyczne dwoch wyrazéw tak samo oddalonych od a,,,
otrzymamy wyraz a,, np.:

(a,-7)+(a,+7r) 2a, (a, —2r) +(a, +2r)
_— = — = an’ = an.
2 2 2
-k k
i ogolnie: (a, = kr) + (a + kr) =a,
2

W ciggu arytmetycznym (a,,) zachodzi zaleznos¢:

a, = Ak T Apikc
2
dla wszystkich k <n i k, n € N - {0}.

Przyktad @
Obliczymy wyrazy x, y i z ciggu arytmetycznego: 215, x, y, z, —11.

Rozwiazanie

215 -
_ 5-11 ~ 102
2
215 + 215+ 102 1 —-11 102 - 11 1
x= Y _ 202 _ 582 =2 =45
2 2 2 2 2 2

Odp.: x = 158%, y=102, z = 45%

Przyktad @) « zad.2.27
Sporzadzimy wykres ciggu arytmetycznego (a,,), w ktérym a, =5, r = %

Rozwiazanie

a,h L

1 1 .
a1:5,a2:55,a3:6,a4:65,a5:71td. .

Punkty wykresu uktadajg si¢ wzdiuz prostej — wykre-
su pewnej funkgji liniowej. Aby znalez¢ jej rownanie,
popatrzmy na wzdr ogélny ciagu:

1
an=5+(n—1)-5

-

=y

. . 1 1
Po przeksztalceniu otrzymujemy a,, = St 45.

Punkty wykresu ciagu (a,,) naleza zatem do prostej o réwnaniu y = %x + 4%.



Powtdérzmy rozumowanie z przyktadu 8 na ogélnych danych.

a,=ay+(n-1)-r, czylia,=a,+n-r—r, stad a,=r-n+(a, -r)
Jak wida¢, ciag arytmetyczny jest $cisle zwigzany z funkejg liniowq. Kazdy ciag aryt-
metyczny jest zatem monotoniczny.

Ciag arytmetyczny o wyrazie ogolnym a,, = a, + (n — 1)r jest:
rosnacy dla r > 0,
malejacy dla r < 0,
staty dla r = 0.

W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

2.1. Ktory z podanych ciggdw nie jest ciggiem arytmetycznym?

A 1518,21,24  B.2,1,2,3 c.23,8 D. 0, v2,2v2,3V2
2 2 33 3

2.2. Sz0sty wyraz pewnego ciaggu arytmetycznego jest rowny 17, a dziesiaty jest row-

ny 29. Wskaz drugi wyraz tego ciagu.

A6 B. -3 C.5 D.2

2.3. Piaty wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny m, a jedenasty n. Jaka posta¢ ma

6smy wyraz tego ciagu?

A. n—m
2

m-—n
3

B. %(m+n) C. i(m+n) D.

2.4. Ktore z ciagéw o podanych wzorach ogolnych to ciagi arytmetyczne?

an:3”5+2, bn:;‘:i, cn:(l—2n)2+4(1—n2), d, =2 -3n)’+202+n)

2.5. Ktore z podanych ciggéw sa ciggami arytmetycznymi?
(a,): 6, 10, 14, 18, 22 (c,): 1, =2, 1, =2, 1
(b,):1, 2, 4, 7, 11, 16 (d):m mmmm

2.6. Dane s3 poczatkowe dwa wyrazy ciggu arytmetycznego. Wyznacz trzy kolejne
wyrazy tego ciagu.

a) 1,5 b) 2, -3 Q) 4, 2% 47,7

2. Cigg arytmetyczny

Odpowiedzi i rozwigzania
21. B

22.C

23. B

2.6.2)9,13,17

b) -8, -13, 18
1

o1, - -2

d)7,7,7
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2.7.2) 7,11, 13
b)1,2,3

<) 3,1;3,6; 4,6
d) -3,-1,1

2.8. a) a,; = —42
1
b =17-
) an 3
o) ag=7v2-5
1
d) as = 65
e)a; =14
f) a, = 615

2.9. a) jedenascie
b) dziewietnascie
¢) czternascie

d) osiem

2.10. a) tak b) nie

2.11.

a)np. V2+1,V2+2,V2+3,...

b) np.5,11,17,23

2.12. 40

2.13. pierwszy wyraz: 11,
roznica: —4

2.14. pierwszy wyraz: 2,
réznica: 3
lub pierwszy wyraz: —16,
réznica: 6

2.15. 30

2.16. 32

2.7. Jakie liczby nalezy wstawi¢ w miejsca|?], aby otrzymany ciag byl arytmetyczny?

a) 3,502, 9,2, 2 c) 2,1; 2,65 12; |2; 4,1; |2
b) 1, [, 12, [, 22, 2, 32
2 2 2

d) -5, 2, 2], 2, 3,5
2

2.8. Dane s3: pierwszy wyraz a, i réznica r ciaggu arytmetycznego (a,,). Wyznacz a,,.

a) a; =30, r=-3, n=25 d)alzé,rzlé,n=5
b)alzg,r=§,n=11 e) a, =04, r=0,1, n=11

c)a1=2,r=\/§—1,n=8 f)a1=\/§,1’=\/§,n=6

2.9. Podaj liczbe wyrazéw skonczonego ciggu arytmetycznego.

a) -1, 6, ..., 69 o 11, L
3’72 2
b) l, ;)_“’5 d 1+\/5’ 1+3x/§)_“’ 1+152
2’ 4 2 2 2

2.10. Sprawdz, czy dla podanej funkcji y = f(x) ciag wartosci f(1), f(2), f(3),
f(4), f(5) jest ciagiem arytmetycznym.
a) f(x)=2x-1 b) f(x)=x*+1
2.11. Podaj przyktad ciggu arytmetycznego

a) nieskonczonego o wszystkich wyrazach niewymiernych.

b) czterowyrazowego, ktérego wyrazy sa liczbami pierwszymi.

2.12. Szoésty wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny 13, a jego dziesigty wyraz jest
réowny 25. Wyznacz pigtnasty wyraz tego ciagu.

2.13. Wyznacz cigg arytmetyczny, w ktérym suma wyrazéw trzeciego i siddmego
jest rowna —10, a suma wyrazdéw czwartego i dziewiatego jest rGwna —22.

2.14. Suma wyrazéw szdstego i 6smego pewnego ciagu arytmetycznego jest réwna
40, a iloczyn wyrazéw drugiego i trzeciego tez jest rdOwny 40. Wyznacz ten ciag.

2.15. Ostatni wyraz 10-wyrazowego rosngcego ciaggu arytmetycznego (a,,) jest row-
ny 37. Réznica wyrazéw piatego i czwartego jest rowna 4. Oblicz a, + as.

2.16. Suma poczatkowych trzech wyrazéw 8-elementowego ciggu arytmetycznego
jest rdwna 18, a ostatnich trzech jest rowna 78. Oblicz sume dwdch srodkowych wy-
razow tego ciagu.
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2.17. W skonczonym ciggu arytmetycznym pierwszy wyraz jest rowny 3, a ostatni 2.17. szes¢
jest od niego sze$¢ razy wiekszy. Roznica ciggu wynosi 3. Ile wyrazéw ma ten ciag?

2.18. Suma pierwszego i pigtego wyrazu ciagu aryt- 218.a4,=-5r=3
metycznego (a,) jest rowna 2, a iloraz szostego

i pierwszego jest rowny —2. Wyznacz ten ciag.

2.19. Rysiek mial ogromne zaleglosci w czytaniu
lektur z jezyka polskiego. Przyrzekt wiec sobie, ze
w klasie maturalnej kazdego dnia poswieci troche
czasu literaturze. Zaczal od poét godziny 1 wrze-
$nia i postanowit kazdego nastepnego dnia czytaé
o 10 minut dluzej niz poprzedniego. Do ilu mi-
nut czytania dziennie doszedlby w tym systemie po
3 miesigcach?

2.19. 930 minut (15,5 godziny)

2.20. Serial Myslenie szkodzi emitowany jest sze$¢ razy w tygodniu. Pan Ferdynand 2.20. nie
Koliberek moze oglada¢ go tylko w soboty. Obejrzal odcinek piecdziesiaty siddmy.
Czy obejrzy odcinek setny?

2.21. Na rysunku przedstawione sg kwadraty o bokach, 2.21. a) tak b) nie
ktérych dlugosci tworzg ciag arytmetyczny.
a) Czy obwody tych kwadratéw tworzg cigg arytmetyczny?

b) Czy pola tych kwadratéw tworzg cigg arytmetyczny? 2

2.22, Wyznacz taka liczbe x, aby ciag 23, x, 33 byt ciagiem 2.22. x =28
arytmetycznym.

2.23. Wyznacz takie x, aby liczby: 4x° — 1, 6x + 1, x* +7 byly kolejnymi wyrazami 2.23. x =04 lub x =2
ciggu arytmetycznego.

2.24. Pan Ignacy handluje uzywanym sprzetem elektronicznym. Co miesigc obniza 2.24. a) 150

cene jednego z modeli komputera o a zt. Jezeli sprzet nie znajdzie nabywcy w cig- b) 1500zt

gu 10 miesiecy, jest oddawany bezptatnie fundacji charytatywnej. Cene poczatkowa ¢) wsiodmym
komputera ustalono na 1800 zt. W ostatnim miesigcu pan Ignacy chcialby sprzeda¢

go za 450 zl.

a) Jaka powinna by¢ wielko$¢ a?
b) Za ile mozna ten komputer kupi¢ w trzecim miesiacu oferty?
c) W ktérym miesigcu cena komputera jest nizsza o 50% od ceny poczatkowej?

. . . 2m+3 2m+5 2m+11Y . I
2.25. Wykaz, ze dla kazdegomaqg( S T3 0 )Jest ciagiem aryt-
metycznym.
295 2m+5_2m+3_2(2m+5)—3(2m+3)_4m+10—6m—9_ 1-2m
" 2 6 - 6 6
2m+11_2m+5_2m+1172(2m+5)_2m+1174m710_172m

3 6 6 6
2m+5_2m+3:2m+11_2m+5 Ak 71 212,

3 2 6 3

wiec dany ciag jest arytmetyczny dla dowolnego m € R.
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2.26. a) 12, 16, 20
b) 9, 12, 15

227.a) y=-3x+4
b) y=3x-5

2.28. tak

2.29. a) tak

b) tak

c) moze by¢ (np. gdy jeden

z ciaggow jest staly), ale nie musi

2.30. a) tak b) tak
¢) nie d) tak

231.a,=a,+(m-1)r
ar=a,+(k-1)r
a,—a,=m-1r—-(k-1r=
=(m-k)r

ag mz - k2

Ay = _

Stad r——m_k =

:(m—k)(m+k):m+k.
m-—k

Odp.:r=m+k

232. g, —a. =(m-Kk)r
_am—ak_k—m:_

Stad T =% 1.

a =a,—-m-1)r=
=k-(m-1)(-1)=k+m-1
ap=a1+(p—1)r=
=k+m-1+(p-1)(-1) =k+m—-p
Odp.:r=-l,a,=k+m-p

2.33. 0

2.34. Jest pie¢ takich ciagow

o roznicach odpowiednio:

1,2, 3, 4, 6. Wskazowka: Roznica
szukanego ciagu jest dzielnikiem
liczby 17 - 5.

2.35. a) tak,np. a, =101 —n
b) Nie, poniewaz ciag
arytmetyczny jest monotoniczny.
Zatem jezeli ma 100 wyrazéow
réwnych zero, to jest ciagiem
stalym i wszystkie jego wyrazy sa
rowne zero.

2.36. -
2

2.26. Dtugosci bokdw tréjkata prostokatnego sg kolejnymi wyrazami ciggu arytme-
tycznego i spelniaja podany warunek. Oblicz dlugosci bokow tego trdjkata.

a) obwod tréjkata jest rowny 48

b) réznica dlugosci przyprostokatnych jest réowna 3

2.27. Podaj réwnanie prostej zawierajacej wykres ciggu arytmetycznego (a,,)
a) owyrazie a; =1 irdznicy r = -3.
b) o wyrazach a; =4 i a5 = 10.

2.28. Dany jest ciag o wyrazie ogolnym a,, = (2 —n)*. Czy ciag ¢, = a,,, — a,, jest
ciggiem arytmetycznym?

2.29. Wiadomo, ze (a,,) i (b,,) sa ciagami arytmetycznymi. Zbadaj, czy ciag o wyrazie
ogélnym c,, jest ciggiem arytmetycznym.

a) ¢,=a,+b, b) ¢, =a,-b, c) ¢,=a,-b,

2.30. Sprawdz, czy ciag o wyrazie ogolnym c, = a,+b,, jestciagiem arytmetycznym.

a) an=(11+1)2 b,=1-n

b) a,=n"+3n-1 b, =(1-n)2+n)
c) an:(n+2)2 bn:n2—2

d) a, =2+ (n+3) b,=2-(n+3)’

2.31. W ciggu arytmetycznym (a,) mamy: a,, = m’ oraz a, = k* dla pewnych
liczb kim (m # k). Oblicz réznice r tego ciagu.

2.32. W ciggu arytmetycznym (a,) mamy: a,, = k oraz a, = m dla pewnych
liczb kim (m # k). Oblicz réznicg r tego ciggu oraz wyraz a,.
2.33. W tréjwyrazowym ciggu arytmetycznym $rodkowy wyraz jest rowny 0. Ile wy-
nosi suma wszystkich wyrazow tego ciggu?

2.34. Wypisz wszystkie skoficzone ciaggi arytmetyczne o wyrazach catkowitych, kto-
rych pierwszym wyrazem jest liczba 5, a ostatnim liczba 17.

2.35. Czy nieskoniczony ciag arytmetyczny moze mie¢
a) dokladnie sto wyrazéw dodatnich?

b) doktadnie sto wyrazéw réwnych zero?

Odpowiedz uzasadnij.

2.36. Wspétczynniki a, b, c rtownania ax” +bx+c = 0 tworza w podanej kolejnosci
ciag arytmetyczny. Suma tych wspdtczynnikow jest rdwna 15. Jednym z rozwigzan
réwnania jest liczba 4. Wyznacz drugie rozwigzanie.



2.37. Trzy liczby wymierne tworzg cigg arytmetyczny. Suma ich kwadratéw jest

. 7 . L . 9 .
réwna 7, a suma ich odwrotnosci jest rGwna 7 Wyznacz te liczby.

2.38. Dla jakich wartosci parametru m cztery rézne pierwiastki réwnania

xt - <m2 + 1) X +m =0 tworza cigg arytmetyczny?

2.39. Ciag(a,) jest nieskoriczonym ciggiem arytmetycznym rosngcym, ktorego wy-
razy sg liczbami naturalnymi. Wykaz, ze zachodzi nieréwno$¢ a, o, + a,q, = 298.

2.40. Dany jest nieskonczony ciag arytmetyczny o wyrazie ogdlnym a, = 51 — 3.
Wykaz, ze zaden z wyrazdw tego ciagu nie jest kwadratem liczby naturalne;.

1. Dany jest nieskoniczony ciagg arytmetyczny (a,,).

Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Zachodzi réwno$¢ 2as, = ay, + .

B. Ciag (b,) o wzorze ogélnym b, = a_, jest arytmetyczny.

C. Ciag (c,) 0 wzorze ogélnym c, = V2a, — /7 jest arytmetyczny.

2. Trzeci wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny 12, a siodmy wyraz jest rowny 32.
Wyznacz piaty wyraz tego ciggu.

3. Wyznacz takg warto$¢ x, aby liczby 84, x, 138 byly kolejnymi wyrazami ciagu
arytmetycznego.

4. W nieskoriczonym ciagu arytmetycznym (a,,) o wyrazach calkowitych pierwszy
wyraz a; = 4, ajeden z wyrazow ciagu jest rowny 16. Ile jest ciagéw o takich wias-
nosciach?

5. Wszystkie wyrazy nieskonczonego ciggu arytmetycznego sa liczbami niewymier-
nymi. Czy z tego wynika, Ze jego roznica jest liczbg niewymierng? Czy iloraz dwéch
dowolnych wyrazow tego ciggu moze by¢ liczba wymierng? Odpowiedz uzasadnij.

2.38. Niech r bedzie najmniejszym dodatnim pierwiastkiem réwnania

x4—(m2+1)x2+m2:0.

Wtedy —r tez jest pierwiastkiem, a poniewaz pierwiastki tworzg ciag arytmetyczny,
pozostatymi pierwiastkami s —3r i 3r. Rdwnanie mozna wigc zapisa¢ w postaci:
(x+3r)(x=-3r)(x+r)(x-1r)=0¢& (xz - 9r2) (xz - rz) =0 x'-10x* +9" =0

Zatem 10r’ =m® +1 i 9r* = m*.
2 2 2
Stad r* = mlgl i9<m +1) =m’.

10
9 (m* +2m* +1) = 100m* & 9m" - 82m° +9=0, t =m’ >0
9 —82t+9=0, A=822—4.92=80% ¢, = 280 _1, _82+80
18 9 18

mzzélub m? =9

Odp.:m = -3 lub mz—é, lub mzé, lub m=3

2. Ciag arytmetyczny 215 s

2.37. -

[SSR I S}
W |~

>

W=

>

239.r=a,-a

a;, a, € N, wiec r € N.

r >0 (bo (a,) rosnacy),
wiec r > 1.

Q100 T G200 =

= (a, +99r) + (a, +199r) =
=2ay +298r > 298 -1 =298

2.40. a, = 5n — 3, wigc cyfra
jednos$ci wyrazéw ciagu jest

2 lub 7. Zadna liczba naturalna
podniesiona do kwadratu nie ma
cyfry jednosci réwnej 2 ani 7, wiec
zaden wyraz ciagu (a,,) nie jest
kwadratem liczby naturalnej.

Prosto do matury

1. P,E P
2. 22
3. x =111

4. sze$¢ (zob. wskazowke
do zadania 2.34)

5. Réznica nie musi by¢ liczba
niewymierna, iloraz moze by¢
liczba wymierna.

Przyklad: cigg staly a, = V2

29 .0 5 a
(réznica r = 0, iloraz L =1).
a
n
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Uwagi metodyczne

Zwracamy uwage na sposob
wyprowadzenia wzoréw na sumy
n poczatkowych wyrazéw
ciggow arytmetycznego (obok)

i geometrycznego (s. 235) —

bez stosowania indukeji
matematycznej.

temat 3.8

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 3.3

G Generator

testéw i sprawdzianéw

3. Suma n poczatkowych
wyrazOow ciggu
arytmetycznego

Umiejetnosci:

* stosowanie wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego

Umiejetno$¢ sumowania wyrazow ciggu jest potrzebna w réznych zadaniach, takze
praktycznych.
Oznaczmy sume n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,,):

S,=a,+ta,+ ... +a,_;+a,
Zatem:

Sl=a1

Sz=a1+a2

Twierdzenie

Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (a,,) wyraza si¢ wzorem:

a; +a
§ =4"% 4
" 2
Zatozenie
(a,) jest ciagiem arytmetycznym o roznicy r oraz S, =a; +a, + ... +a,_; +a,.
Teza
. Lo . iy a, +a,
Dla kazdego n € N — {0} prawdziwa jest réwno$¢: S, = — N
Dowdd
W ciagu arytmetycznym a;, a,, as, ..., G, 5, G,_;»> 4, O roznicy r mamy:
a, a4, a3 ... G eee Qup ... Ou o Gy Gy
r o o o I r
2r 2r
kr kr

a,+a, = (ay+r)+(a,-r)=a, +a,
as+a, ,=(a,+2r)+(a,—2r)=a, +a,



3. Suma n poczatkowych wyrazdw ciggu arytmetycznego

Ogolnie - dla k e N i 1< k <n mamy:

Ay + = (ay +kr) + (a, —kr) =a, +a,
czyli suma wyrazéw jednakowo oddalonych od wyrazu pierwszego i ostatniego jest
stala i rdwna si¢ sumie wyrazu pierwszego i ostatniego.

Zapiszmy na dwa sposoby sume n wyrazow:
S,=a,+ta,+ ... +a,_;+a,
S,=a,+a, ,+ ... +a,+a
Dodajemy stronami obie réwnosci i otrzymujemy:
2-S,=(a;+a,)+(a,+a,1)+ ... +(a,., +a,) +(a,+a,)
Po prawej stronie mamy #n sktadnikéw, z ktérych kazdy jest rtéwny a; + a,,.
Stad:
2-S,=(a,+a,)n
a, +a
S, = i e/

Wzér na sume n poczatkowych wyrazdw ciggu arytmetycznego mozna zapisaé w in-
nej postaci. Korzystamy ze wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego:
a, +a, n_a1+(a1+(n—1)r) _2a;+ (- Dr "
2 N 2 - 2
i otrzymujemy:

20, +(n—-1)r
Sf%-n

Przyktad o zad. 3.5

Obliczymy sume wszystkich liczb naturalnych od 1 do 100.

Rozwiagzanie
Liczby naturalne od 1 do 100 tworzg ciag arytmetyczny (a,,), w ktorym a; = 1,
roznica r =1 oraz a;y, = 100. Zatem:

a; +a 1+ 100

Sio=1+2+3+...+99+100 = -100 = -100 = 5050

Odp.: Szukana suma jest réwna 5050.

Przyktad e

Obliczymy sume wyrazéow a, + ag + ...
w ktorym a; = 14 irdznica r = -3.

zad. 3.7, 3.8

+ a9 + ay, ciggu arytmetycznego (a,),

43.7. W ciggu arytmetycznym (a,,) wyraz a; = —5 irdznica r = 4. Oblicz sume wyrazéw
tego ciagu od jedenastego do trzydziestego wlacznie.

Odp.: 1460
43.8. Dla ciagu arytmetycznego (a,,) o wyrazie a; = 3 irdznicy r = 1 oblicz
a) sume poczatkowych piecdziesieciu wyrazow.

b) sume wyrazéw od a,, do ay.

Odp.:a) 1375 b) 672

43.5. Wyznacz sume n
poczatkowych wyrazow ciggu
arytmetycznego (a,,) o réznicy r.
a)a; =3,r=2,n=8

b) a, =-10, r =3, n =20
) a; =50, rz—%, n=17
d) a;, =435, r=0, n=100
e)a, =35r=-2,n=7
f)a, =V2, r=2V2, n=5
Odp.: a) Sg = 80

b) S, = 370

) S, =782

d) S,q0 = 435

e) S, =203

f) S5 = 252

217 I
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Rozwigzanie
Zauwazmy, Ze:

a7+a8+ eee +a19+a20=820_(a1+a2+ cee +a6)2820_86
Mamy:

Ay =14+19-(-3) =43, ag=14+5-(-3) = -1
Zatem:

szozl“%‘“-zoz—wo, 86:142—_1-6:39

a; +ag+ ... +ay+ay =S, —S¢=-290 -39 =-329

Odp.: Szukana suma jest rowna —329.

Przyktad e

Wypozyczalnia roweréw jest czynna od 9%
do 20%. Wypozyczenie roweru na godzine
kosztuje 3 zl, a kazda nastepna godzina jest
tansza o 20 gr od poprzedniej. Ile kosztuje wy-
pozyczenie roweru na jeden dzien?

Rozwigzanie

0d 9% do 20% jest 11 godzin. Mamy wiec

obliczy¢ sume jedenastu poczatkowych wy-

razéw ciagu arytmetycznego (a,,), w ktérym

a, =3 iroznica r = -0,2.

Najpierw wyznaczamy ostatni sktadnik sumy.
ay=a,+10r=3+10-(-0,2) =1

Oznacza to, ze za jedenasta godzine wypozy-

czenia roweru placimy zlotéwke.

_M.n:%.u:zz

Odp.: Za caly dzien musimy zaplaci¢ 22 zl.

Przyktad o zad. 3.16

Lewa strona réwnania (2x + 3) + (4x +3) + ... + (30x + 3) = 105, x # 0, jest sumag
wszystkich wyrazéw skonczonego ciggu arytmetycznego. Rozwiazemy to réwnanie.

Rozwigzanie
Przyjmujemy, ze a, = 2x + 3, a, = 4x + 3.

r=0“4x+3)-(2x+3)=2x ——réznica r =a, —a,

43.16. Lewa strona rownania jest suma wszystkich wyrazoéw skonczonego ciagu
arytmetycznego. Rozwiaz to réwnanie.

a)x+(x+2)+(x+4)+ ... +(x+24) =143

b) 0,5+ (0,5+ x) + ... +(0,5+ 19x) = —180

Q) 7+9+11+ ... +x=432

d) x+(x+3)+ ... +(x+54) =570

e)-7+1+9+ ... +(x+1)=119

Odp.:a) x=-1 b)x=-1 c¢)x=41 d)x=3 e)x=40



3. Suma n poczatkowych wyrazdw ciggu arytmetycznego

Nalezy teraz obliczy¢, ktérym wyrazem rozpatrywanego ciagu jest ostatni sktadnik
sumy.
30x+3=2x+3+(n—-1)-2x

—a,=a,+n-1r

30x =2x+n-2x—-2x —x+#0
n=15
Lewa strona réwnania jest suma pigtnastu wyrazow ciggu arytmetycznego.
S5 =105
a; +as
——-15=105

(2x +3) + (30x + 3)
2

-15 =105, stad xzi

. . . . . 1
Odp.: Rozwigzaniem tego réwnania jest liczba T

Przyktad @) < zad.3.17,3.18

Dany jest ciag arytmetyczny (a,,) o pierwszym wyrazie a; = 2 ir6znicy r = 3. Ile
poczatkowych wyrazow tego ciagu trzeba doda¢, aby przekroczy¢ 1002

Rozwigzanie
Szukamy odpowiedzi na pytanie, dla jakiej najmniejszej dodatniej liczby naturalnej n
zachodzi nier6wnos¢ S, > 100.

St 2100
Poniewaz a, =a, +(n—-1)r =2+ (n—1)-3 =3n - 1, otrzymujemy:

3n+1' > 100

3n% + 1 —200 > 0

A=1+4-3-200=2401, VA = 49
_-1-49 25 -1+49

n, = , Ny =
! 6 372 6

8

Zatem 3n° +n—200 >0 dla n € (—oo; —2?5> U (8; o0).

Poniewaz n € N — {0}, otrzymujemy rozwigzanie: n € {9, 10, 11, ...}.

Odp.: Trzeba doda¢ co najmniej 9 wyrazdéw.

a, +a,
2

n

.S
-n do postaci o=

Zauwazmy, ze przeksztalcenie wzoru S, =

prowadzi do ponizszego wniosku.

43.17. Dany jest ciag
arytmetyczny (a,,), w ktérym

a, = -10 irodznica r = 3. Zbadaj,
czy istnieje liczba naturalna n
spelniajaca podany warunek. Jesli
tak, to ja podaj.

a) S, =279

b) S, =510

Odp.: a) tak, n =18
b) nie

43.18. W ciagu arytmetycznym

(a,) wyraz a, =5 irdznica r = 2.
Ile poczatkowych wyrazéw tego ciagu
trzeba doda¢, aby otrzymac 1922

Odp.: dwanascie

219 I
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Odpowiedzi i rozwigzania
3.1. C

3.2. C

3.3. D

3.4.P,E P

3.5. a) S5 =80
b) S,, = 370

c) S; =782
d) Syq = 435
e) S, =203

f) S; = 25V2

3.6. a) 3240
b) 5202

¢) —180

d) 2533

Srednia arytmetyczna wszystkich wyrazéw skonczonego n-wyrazowego cig-
gu arytmetycznego jest rOwna $redniej arytmetycznej wyrazow: pierwszego
i ostatniego.

W kazdym z zadan 3.1-3.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

3.1. Wskaz warto$¢ sumy 21 +22 +23 + ... +49.
A. 115 B. 980 C. 1015 D. 1050

3.2. Suma pierwszych siedmiu wyrazéw ciggu arytmetycznego (a,,) jest réwna 35.
Wrynika z tego, ze
A.a, =5 B. a; =5. C.a,=5. D.a, =5.

3.3. Wskaz sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (a,,).

A At d B, it C. Ay +a, p. 2t

2 2 2 2
3.4. Wiadomo, ze dla pewnego ciagu arytmetycznego (a,) suma Sy, = 252, a suma
S5; = 296. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A. a; =44
B. Srednia arytmetyczna poczatkowych trzydziestu wyrazéw tego ciagu wynosi 126.
C. Ciag (a,,) jest ciagiem rosnacym.

3.5. Wyznacz sumen poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (a,,) o réznicy .

a) a; =3 r=2 n==8
b) a, =-10 r=3 n=20
c) a; =50 rz—% n=17
d) a, =435 r=0 n =100
e) a; =35 r=-2 n=7
f) a, =2 r=2\2 n=>5

3.6. Oblicz sume wszystkich wyrazéw skonczonego ciggu arytmetycznego.
1
2

d) V3, 23, 33, ..., 2243

a) 6,9, 12, ..., 138 o 1L 41l sl
2 2 2

b) 2, 6, 10, ..., 202



3. Suma n poczatkowych wyrazdw ciggu arytmetycznego

3.7. W ciggu arytmetycznym (a,) wyraz a, = =5 iroznica r = 4. Oblicz sume
wyrazow tego ciagu od jedenastego do trzydziestego wlacznie.

3.8. Dla ciggu arytmetycznego (a,,) o wyrazie a; = 3 irdznicy r =1 oblicz
a) sume poczatkowych piecdziesieciu wyrazdw.
b) sume wyrazow od a,, do ag.

3.9. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych
a) trzycyfrowych.

b) mniejszych od 100 i podzielnych przez 9.

¢) dwucyfrowych podzielnych przez 4.

3.10. Oblicz $rednig arytmetyczng liczb 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99.
3.11. Oblicz $rednig arytmetyczng wszystkich nieparzystych liczb dwucyfrowych.

3.12. W ciggu arytmetycznym (a,) wyraz a, = 3 irdznica r = 8. Oblicz sume tych
dwunastu sposrdd poczatkowych wyrazéw tego ciagu, ktérych numery sg liczbami
nieparzystymi.

3.13. Wyznacz liczbe n wyrazéw ciggu arytmetycznego (a,,) o roznicy r, w ktérym

a) S, =-5,5, a, =-3, a, =2.
b) S, = 585, a, =57, a, = 33.
c) S, =126, a, =31, r=—4.
d) S, = —228, a, = -18, r=-3.

3.14. W ciggu arytmetycznym (a,,) pigty wyraz jest réwny 17, a wyraz dwudziesty
czwarty jest od niego 4% razy wiekszy. Oblicz sume wyrazéw stojacych miedzy tymi

wyrazami.

3.15. Cigg arytmetyczny (a,,) ma 10 wyrazéw. Suma wyrazéw o numerach parzy-
stych jest rowna 25, a suma wyrazéw o numerach nieparzystych jest réwna 15. Wy-
znacz ten ciag.

3.16. Lewa strona réwnania jest sumg wszystkich wyrazéw skonczonego ciggu aryt-
metycznego. Rozwiaz to rdwnanie.

a) x+(x+2)+(x+4)+ ... +(x+24) =143

b) 0,5+ (0,5+x) + ... +(0,5+ 19x) = —180

Q) 7+9+11+ ... +x=432
d) x+(x+3)+ ... +(x+54) =570
e) 7+1+9+ ... +(x+1)=119

3.7. 1460

3.8. a) 1375
b) 672

3.9. a) 494550
b) 594
c) 1188

3.10. 55
3.11. 55

3.12. 1092

3.13. a) n=11
b) n=13
on==6
dn=38

3.14. 819

3.15.a, = -5,r=2

3.16. a) x = -1
b) x = -1
¢) x =41
d) x=3
e) x =40
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3.17. a) tak,n = 18 b) nie

3.18. dwanascie

3.19. 36, 34, 32, 30, 28;
suma: 224

3.20. osiemnascie

3.21. -2, 1,4 lub 4, 1, -2

3.22.a,=3,n=6

3.23. 26, 22,18, 14, 10

3.24. po 16 dniach

3.25. nie

3.26. tak, po 11 dniach

3.17. Danyjest cigg arytmetyczny (a,,), wktorym a, = —10 irdznica r = 3. Zbadaj,
czy istnieje liczba naturalna n spelniajaca podany warunek. Jesli tak, to ja podaj.
a) S, =279 b) S, =510

3.18. W ciggu arytmetycznym (a,, ) wyraz a, = 5 irdznica r = 2. Ile poczatkowych
wyrazow tego ciagu trzeba doda¢, aby otrzymad 1922

3.19. Miedzy liczby 38 i 26 wstaw pie¢ liczb tak, aby razem z danymi tworzyly ciag
arytmetyczny. Oblicz sume wszystkich siedmiu liczb.

3.20. Ile liczb trzeba wstawi¢ miedzy 6 i —20, aby otrzymac¢ ciag arytmetyczny, dla
ktérego suma wszystkich wyrazow jest rowna —140?

3.21. Suma trzech liczb tworzacych ciag arytmetyczny jest rowna 3, a suma kwadra-
tow liczb skrajnych jest rdwna 20. Wyznacz te liczby.

3.22. Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (a,,) o roznicy r = 4
jest réwna 78, a suma poczatkowych 7 +4 wyrazow tego ciagu jest réowna 210. Wy-
znacz pierwszy wyraz ciggu oraz n.

3.28. W malejacym pieciowyrazowym ciggu arytmetycznym iloczyn wyrazow skraj-
nych jest rowny 260, a suma pozostalych wyrazéw wynosi 54. Wyznacz wszystkie
wyrazy tego ciagu.

3.24. W oblezonym Zbarazu bylo 1000
beczek prochu. Pierwszego dnia zuzyto
ich 100, ale kazdego nastepnego zuzywa-
no o 5 beczek mniej. Po ilu dniach zapas
prochu sie skonczyl?

38.25. Tomek ma pomalowaé 36 m” écia-
ny. Przez pierwsze 15 minut pomalowal
4 m% a potem w czasie kazdego kolej-
nego kwadransa malowat 0 0,2 m® mniej
niz przez poprzedni kwadrans. Czy zdazy
skoniczy¢ prace w ciagu 3 godzin?

3.26. Mateusz uczyl sie stowek z jezyka obcego. Zaczal od 40 i kazdego nastepnego
dnia zmniejszat liczbe stéwek o 2. Czy w ten sposdb opanowal 330 stowek? Jedli tak,
to po ilu dniach?
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3.27. Ola ukiada z patyczkéw domki tak, jak na rysun-
ku. Ile patyczkéw potrzebuje na utozenie ciggu dziesieciu
domkdw? Ile domkoéw tworzacych taki cigg mozna ulozy¢
z 400 patyczkow?

3.28. W poniedzialek kioskarz wzial do sprzedazy 20 egzemplarzy nowego dzienni-
ka. Kazdego nastepnego dnia (poza niedzielg) zwigkszat liczbe egzemplarzy o 5. Po
pewnym czasie rozliczyl sie z siecia kolportazu za pobrane 1470 egzemplarzy gazety.
Po ilu dniach od rozpoczecia sprzedazy nastapito rozliczenie?

3.29. Ciag (a,,) jest ciagiem arytmetycznym a r n  a S,
o réznicy r. Jakimi liczbami nalezy zastapié¢ 2, a)| 7 | =5 10
aby otrzyma¢ prawdziwe zaleznosci? b) 5 S

3.30. Wykaz, ze suma k + 1 poczatkowych ©) 132 |91
wyrazow ciggu arytmetycznego o wyrazie d -5 4 451

e 2 | 2| [ | [z -7

ogélnym a, = 2n -1 jest rowna (k +1)°.

3.31. Dopisz trzy nastepne wyrazy ciggu arytmetycznego i oblicz sume Ss.

1 5
a) \/12+1,2_—\/§ ) ‘1—2\/5,%
2 11
OIS DRV m

3.32. Oblicz 17 =22 +3° - 4% + ... +999% — 1000°.

3.33. Suma n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego jest rowna 2n, a su-
ma 2n poczatkowych wyrazow tego ciagu jest rowna n. Wykaz, ze suma 3n poczat-
kowych wyrazéw tego ciagu jest réwna —3n.

3.34. Wypisujemy kolejne dodatnie liczby naturalne w kolejnych wierszach w na-
stepujacy sposob:

L

2, 3,

4, 5, 6,

7, 8 9, 10,

—

1, 12, 13, 14, 15,

Oblicz sume liczb zapisanych w n-tym wierszu.

3.27. 140 patyczkow, 18 domkow

3.28. po 21 dniach roboczych
i 3 niedzielach, czyli po 24 dniach

3.29. a) a, = -38, S, = -155
b)a, =-3, 8, =84

c)a, =-11,r=3

d) n =115, S, = 25645
e)n=10, a,=-16

3.30.a,=2n-1
a =1 a,=2(k+1)-1=2k+1

+
Skﬂz%.(]“r]):
_1+2k+1

S(k+1) = (k+1)°

3.31.2a) 3, 4- /3, 5-23;

S =15
b) 4+ V2, 6, 8- V2;
S5 =5(4+2)

1,2-5 3-2V5 8=5
d) V3,1, 2-V3; S;=5V3

n(n2 + 1)
2

3.34.

332 1°-22+3% 4%+ ... +999° —1000% = (1 = 2)(1 +2) + 3 =4)(3 +4) + ... + (999 — 1000)(999 + 1000) =

=—3—7—11+...—1999=w'500=—1001-502—500500
Odp.: =500 500
S, =2n 220D = 2 |_E 20, +(n—-1)r=4
3.33. {SZ =n 2a1+(22n71)1‘ § @{2a1+(2n—1)r:1
Z fﬂnzn |:n L

3
Conenyy  1-@a--(-2) e .
—nr=3,stqdr:—éia1=1 2n l)r: n :n+(2n 1) 3:7n 3
n

2 2 2n 2n
7n-3 3
2. +(3n—1)-<—7>
2a,+(3n-1 7n—3-3G3n-1 )
S3n:w.3n: 2n 5 n .3,1:”T(”).3,127”.3
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3.35. Szukana suma jest réwna:

(14+2+3+...+n)+
+2+4+6+...+2n)+
+(3+6+9+...+3n)+...+
+(n+2n+3n+...+n2)=
=(1+2+3+...+n)+
+2(1+2+3+...+n)+
+3(0+2+3+...+n)+...+
+n(l+2+3+...4+n)=

=(1+2+3+...+n)2=
_(n(n+1))2
a 2

Odp.: (”(”2+ D )2

Prosto do matury

1. P,P, P
2. 45
3. x=4

4. A:8rat,980zl, B:12rat, 700 z}

3.35. Wypisujemy liczby naturalne dodatnie w kolejnych wierszach w nastepujacy
sposab:

1) 2> 3, 4, e n
2, 4, 6, 8, ... 2n
3, 6, 9, 12, ... 3n
n, 2n, 3n, 4n, ... n

Oblicz sume wszystkich liczb zapisanych w poczatkowych #n wierszach tej tablicy.

1. Ciag (a,,) jest ciagiem arytmetycznym, w ktérym a, = % isuma S, = 51.
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
A. Réznica tego ciagu jest r = %

B. Srednia arytmetyczna poczatkowych siedemnastu wyrazéw tego ciagu jest liczbg

pierwsza.
17
Cay,=—
17773

2. W ciagu arytmetycznym (a,,) pierwszy wyraz a, = 2 irdznica r = % Oblicz

sume dziewieciu kolejnych wyrazéw tego ciagu, z ktérych pierwszym jest wyraz as.

3. Lewa strona rownania (x —2)+ (x+ 1)+ ... + (x +58) = 12(x + 52) jest suma
wszystkich wyrazéw skonczonego ciagu arytmetycznego. Rozwiaz to réwnanie.

4. Sklep meblowy oferuje zakup mebli na raty za 8400 zt (w te kwote wliczono juz

odsetki). Sptaty rat mozna dokona¢ na dwa sposoby:

e wariant A: pierwsza rata bedzie réwna 1120 z1, a kazda nastepna bedzie o 20 zt
nizsza od poprzedniej,

° wariant B: wszystkie raty beda réwne i wyniosa 8%% ceny 8400 zl.

Ile bedzie rat w przypadku wariantu A i ile wyniesie najmniejsza rata? Ile bedzie réw-

na rata i ile rat trzeba bedzie splaci¢ w przypadku wariantu B?

5. Wykaz, ze ciag (a,,), ktérego suma n poczatkowych wyrazow wyraza sie¢ wzorem
S, = n* + 3n dlakazdego n € N — {0}, jest ciggiem arytmetycznym. Podaj jego
pierwszy wyraz a, i réznice r.

5. Sn=n2+3n dla n € N - {0}

Dla n > 2:

@, =8, =S, = (P +3n) = [(1-17+3(1-1)| =’ +3n -’ +2n-1-3n+3=2n+2
Dla n=1:

ay=a, =8 =12+3-1=4=2-1+2

Zatem a, =2n+2 dla n € N—{0}, czyli ciag (a,) jest arytmetyczny (jako funkcja liniowa
zmiennej n).

r=a,,—a,=2n+1)+2-2n+2)=2 dla n e N-{0}

Odp.:a; =4, r=2



4. Ciag geometryczny

Umiejetnosci:
® rozpoznawanie, czy dany ciag jest geometryczny
¢ stosowanie wzoru na n-ty wyraz ciggu geometrycznego

Kolejne wyrazy ciaggu arytmetycznego powstajg przez dodanie do wyrazu poprzed-
niego pewnej stalej wartosci. Jesli dodawanie zastgpimy mnozeniem, to otrzymamy
drugi charakterystyczny rodzaj ciagu - ciag geometryczny. W tym ciggu zamiast sta-
tej roznicy miedzy wyrazami mamy staty iloraz kolejnych wyrazow.

Ciagiem geometrycznym nazywamy ciag liczbowy o co najmniej trzech wyra-
zach, w ktorym kazdy wyraz, oprocz pierwszego, powstaje w wyniku pomnoze-
nia wyrazu poprzedniego przez stala liczbe g nazywana ilorazem ciagu.

Jezeli (a,,) jest nieskonczonym ciggiem geometrycznym o danym wyrazie a, i usta-
lonej liczbie g € R, to prawdziwa jest nastepujaca zalezno$¢ rekurencyjna:

a,,; = a,-q dlakazdego n € N - {0}
Szczegblnym przypadkiem ciggu geometrycznego jest ciag postaci (a, 0, 0, 0, ...),
czyli taki, w ktérym iloraz g = 0 (a réwniez moze by¢ réwne 0). W dalszych rozwa-
zaniach bedziemy si¢ zajmowali przede wszystkim takimi ciagami geometrycznymi,
w ktérych wszystkie wyrazy sa rézne od zera.

Przykiad @) « zad. 4.6

Wypiszemy sze$¢ kolejnych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,) o danym pierw-
szym wyrazie i ilorazie q.

Rozwiagzanie

=7, =7, =7, =7, =7, =7

2, -6, 18, -54, 162, —486

a) a;=-7,q=1
b) a; =2, q=-3

C) a1:1$q:2 1,2,4,8,16, 32
d) ay =80, q= 5 80,40,20,10,5, >
1 11 1 1 1
=1, q=1 L g o e,
€) a 1=3 39 277 81" 243

44.6. Dane s3 poczatkowe dwa wyrazy ciagu geometrycznego. Wyznacz trzy kolejne
wyrazy tego ciagu.

a) 2,6 b) 5v5,5 ) 4,2 a-22
16 8

. \/5 11 3 1 1
Odp.:a) 18,54,162 b) V5, 1, 5 <) L= d)—4,—2,—3

4. Cigg geometryczny 225 I

tematy 3.9, 3.10 J

Multite4a

* Wykres ciggu arytmetycznego
i geometrycznego

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 3.4

G Generator

testéw i sprawdzianéw
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Przyktad 9

W pewnym doswiadczeniu bakterie podwajaja swoja liczebno$¢ co 3 godziny. Jesli na
poczatku bylo ich k, to po kolejnych trzygodzinnych okresach ich liczebnos$¢ bedzie
réwna:

2k, 4k, 8k, 16k, 32k, 64k, 128k, 256k, ...
Sa to kolejne wyrazy ciggu geometrycznego.

Przykiad @)

Jezeli ograniczmy dziedzine funkcji wyktadniczej f(x) =27 do zbioru liczb natu-
ralnych dodatnich, to otrzymamy ciag o wzorze ogélnym:

a, = 2n—3
Obliczmy jego poczatkowe wyrazy.
1 1
M=y ®=3 az=1, a;=2, a;=4

Jest to ciag geometryczny, ktorego iloraz jest rowny 2.

Wzér ogdlny ciggu geometrycznego
Wzér ogélny ciggu geometrycznego mozna uzyskaé podobnie jak w przypadku ciggu
arytmetycznego.
W ciggu arytmetycznym:
a,=a;+r+r+r+ ... +r=a,+(n-1r
(n—1) sktadnikow

W ciggu geometrycznym:
a; =a;
a,=4a;-q
a3:a2-q:a1‘q-q:al.q2
ay=as-q=a,-q-q-q=a-q
4y =0y 4=a1-q-4-q ... q=ad"

Wz6r ogolny ciagu geometrycznego (a,,) o pierwszym wyrazie a, i ilorazie q

ma postac:

_ n-1
a, =aq
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Na przyklad w ciggu geometrycznym:
* (a,), wktorym a, = 3 iiloraz g = 4:
n)» Wktérym a, iil q
ap=a,-q =3-4 =786432
° , W ktorym =10 iiloraz g = -0,3:
b,), wktorym b, 1 q
b, =bg" =10-(-0,3)"" = -0,0000177147

* (c,), wktérym ¢, = _% iiloraz q =2:

¢ =690 = —% 210 = 512

Przyktad o zad. 4.9 44.9. Dane s3 dwa wyrazy ciggu
. 3 eometrycznego (a,,). Podaj wzér
W ciggu geometrycznym (a,,) dane s razy a, = —3 oraz a; = ——. Wyznaczym & Tycznego \a, )
4gu geometrycznym (a,) dane s3 wyrazy a, 5= g Wyzmaczymy o tego ciagu.
wzor ogdlny tego ciagu. a)a, =3, a; =9
Rozwiagzanie b)a,=1, a, = i
a,=a;-q=-3 c)a; =3, a; =27
- 4_ 3 1 1
A5 =Mq =7y d)ay=-2,a,=—7
Z powyzszych roéwnosci wynika, ze a; - q # 0. Rozwigzujemy uktad réwnan. Odp.:a) a, = 32"
a,-q=-3 b) a, =2°" lub a, = (-2)°"
a - q4 __ 3 «— dzielimy stronami pierwsze réwnanie przez drugie Qa,= 372 Jub a, = (—l)n_l .32
8 d)a,=-2""lub a, = (-2)°™"
1 1
o =38, stad g = > zatem a; = —6.
-1 1 n—1 6
ay=aq  =-6-{7) =-35
6
Odp a, = —F
Przyktad @)

Pewien wirus komputerowy przenosi si¢ za posrednictwem poczty elektroniczne;j.
Jesli przyjmiemy, ze kazdy, kto dostal zainfekowang wiadomos¢, przesle ja swoim
trzem znajomym posiadajacym niezainfekowane komputery, to liczba nowych zara-
zonych komputeréw po kolejnych krokach jest rowna odpowiednio 3, 9, 27, 81, ...
Sa to kolejne wyrazy ciaggu geometrycznego, w ktérym a; = 1 iiloraz g = 3. Obli-
czymy dwudziesty wyraz tego ciagu.

Rozwiagzanie
ay =a;q"” =1-3" = 1,162 - 10

Po dwudziestu krokach jeden komputer mégltby wiec zarazi¢ ponad miliard innych!
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Liczby otrzymane w wyniku takich obliczen moga by¢ zaskakujaco duze. W takich
sytuacjach czesto méwi sie, ze jakie$ zjawisko szerzy sie w postepie geometrycznym.
Nazwa ta wziela si¢ od uzywanego dawniej okreslenia ciagu — ,,postep”.

Przykiad @)

Sporzadzimy wykres ciaggu geometrycznego (a,,), w ktérym a, = 9 iiloraz g = %

Rozwiazanie

1 1.
a2=3,a3=1,a4=§,a5=§1td.

Punkty wykresu ukladajg si¢ wzdluz charakterystycznej
krzywej — wykresu pewnej funkcji wyktadniczej. Aby znalez¢
jej rbwnanie, popatrzmy na wzér ogélny ciagu:

n-1
= (3)
Po przeksztalceniu otrzymujemy:
1\"3
%= (3) :
Ciag geometryczny jest zwigzany z funkcja wyktadnicza, po- ey
dobnie jak ciag arytmetyczny z funkejg liniowa.

=

1)

® O

N W R Gy

sy

=4

Wiasnosci ciggu geometrycznego

Zastanowmy sie, kiedy cigg geometryczny (a,,) o wszystkich wyrazach roznych od
zera jest monotoniczny. Badanie znaku réznicy:

A, —a, = alq” _ alq”—l - alq”—l(q -1) Ciag liczbowy, ktéw.ma na zmiane ()
) ) ) wyrazy dodatnie i ujemne, nazy-
prowadzi do nastepujacego wniosku. wamy ciggiem naprzemiennym.

Dany jest ciag geometryczny o wzorze ogélnym a,, = alq"_l taki, ze a; -q # 0.
Jezeli g > 1, to ciag (a,) jest malejacy dla a; < 0, rosnacy dla a, > 0.
Jezeli 0 < g < 1, to ciag (a,,) jest rosnacy dla a; < 0, malejacy dla a; > 0.
Jezeli g = 1, to (a,,) jest ciagiem stalym, czyli monotonicznym.

Jezeli g < 0, to sasiednie wyrazy ciggu majg rozne znaki i taki ciag jest
niemonotoniczny.
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W ciggu arytmetycznym kazdy wyraz jest $rednia arytmetyczng wyrazéw sgsied-
nich. Charakterystyczna wlasno$¢ majg rowniez wyrazy ciagu geometrycznego. Je-
zeli wszystkie wyrazy geometrycznego ciagu (a,,) sa rézne od zera, to dla dowolnego
n > 1 (poza numerem ostatniego wyrazu w ciagu skonczonym) prawdziwe sg réw-
nosci:
Qi1
an
Zatem:
[
a

=q oraz =q
an-1

n A1
czyli:
2 —_
Ay = 0p1 " Ol
Powyzsza réwnosc jest prawdziwa réwniez w sytuacji, gdy (a,,) jest ciagiem geome-

trycznym o wszystkich (lub o wszystkich poza pierwszym) wyrazach réwnych 0.

Dla trzech kolejnych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,,), n > 1, prawdziwa
jest zaleznos¢:

esli wyrazy ciaggu geometrycznego sa dodatnie, )

J k“f}(’i yagug Y dg d & . . Srednig geometryczng dwéch ((( )))
to kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, jest liczb niejemnych a i b nazywamy
$rednig geometryczng wyrazéw z nim sasiadu- liczbe Vab.

jacych, czyli a,, = \/a

Apt1-

n-1"
Powyzszy wniosek mozna uogdlni¢, postepujac podobnie jak w wypadku $redniej
arytmetycznej w ciggu arytmetycznym. Jezeli wyrazy geometrycznego ciagu (a,,) s3
dodatnie, to a, = \/a,_; - a,,, dlawszystkich k <n i k, n € N—-{0}.
Bezposrednio z definicji wynika réwniez, ze jezeli w zbiorze trzech réznych od 0 liczb
{a, b, ¢} kwadrat jednej z nich jest réwny iloczynowi dwdch pozostatych, to liczby te
tworzg cigg geometryczny, np.:
° jezeli at=b- ¢, to geometryczne sg ciagi b, a, c orazc, a, b,
o jezeli b* = a- ¢, to geometryczne s ciagi a, b, c orazc, b, a itd.
Jesli w ciagu geometrycznym (a,,) wszystkie wyrazy sa rézne od 0 orazjesli k < I, to:
a _ ql—k
Ak
Aby udowodni¢ te zaleznos$¢, mozna skorzystaé ze wzoru ogdlnego ciggu geome-
trycznego.
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44.12. Wstaw miedzy liczbyaib Przyktad o zad. 412, 4.13
taka dodatnig liczbe x, aby ciag

7 i D e, Jaka liczbe nalezy wstawi¢ pomiedzy 3 i 9, aby otrzymac tréjwyrazowy ciag geome-

a)a=5 b=75 tryczny?

b)a=-3 b=-12 Rozwigzanie

a=v2 b=2V2 Oznaczmy szukang liczbe x. Ciagg 3, x, 9 jest geometryczny, gdy:

l(3)dp.:a;x:5\/1_5 2 =3.9

X =

Q) x=2 Zatem x = 3/3 lub x = -3/3.

44.13. Wstaw miedzy liczby aib Odp.: 3V3 lub -3+/3

taka liczbe x, aby ciag a, x, b byl

geometryczny. Przyktad d. 4.14

a)a=3, b=27 y O <z s

b) a = Loy L Wyznaczymy wyrazy ciggu geometrycznego o wyrazach dodatnich: 3, x, y, z, 12.1le
4’ 1z nosi iloraz tego ciggu?

a=1V3 b=3V3 " 8Os

Odp.:a) x =-9 lub x=9 Rozwigzanie
V3 3 Najpierw obliczamy wyraz y.

b) x=—— lub x = —
12 12 y=V3-12=6 = N

c)x=-31Iub x=3 T . ,
eraz mozem znaczy¢ Wyrazy x oraz z.
44.14. Wstaw miedzy liczby —81 oy ye wyrasy

i —16 takie liczby ujemne a, b, c, xX=+3y=V3-6= 3V2

aby ciag —81, a, b, ¢, —16 byt zZ=1y-12= V6-12=6V2

ciggiem geometrycznym. x 33
Odp.:a = —54, b=—36, c = —24 Iloraz tego ciagu jest rowny 33 - V2.

Odp.: wyrazy ciagu: 3, 3V2, 6, 62, 12, iloraz ciggu: V2

44.26. Dany jest ciag 2, x, 18, y. Przykfad o zad. 4.26
Wyznacz x i y tak, aby liczby
2, x, 18 w podanej kolejnosci
tworzyly ciag geometryczny,

Miedzy liczby -5 i 45 wstawimy takie dwie liczby x, y, aby ciag -5, x, y byl ciagiem
arytmetycznym, a cigg x, y, 45 - ciggiem geometrycznym.

a liczby x, 18, y - ciag Rozwiagzanie
arytmetyczny. . . L. _ 5+y
Odp.:x = 6, y = 30 Ciag -5, x, y jest ciagiem arytmetycznym, gdy x = >
lub x =-6, y=42 Ciag x, y, 45 jest ciagiem geometrycznym, gdy yz = 45x.
Rozwigzujemy uklad réwnan.
-5 _ —S5+y
x= > X=—
2, stad
2 2 _ Sty
Yy~ =45x y =45 ——

2



-5
x=—+y
4 2
2y* —45y +225=0 —A=225
-5
x= 21
) 2
15
[ V1= 5 Y2 =15

Odp.: Zadanie ma dwa rozwigzania: x = Z, y = % lub x =5, y =15.

W kazdym z zadan 4.1-4.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

4.1. Dany jest dziewieciowyrazowy ciag geometryczny o dodatnich wyrazach, w kto-
rym pierwszy wyraz jest réowny 2, a ostatni wyraz jest rowny 162. Szésty wyraz tego
ciagu jest rowny
A. 36.

B. 18+/3. C. 54.

4.2. Ktora liczba nie jest wyrazem ciggu geometrycznego o pierwszym wyrazie
a, = 6 iilorazie g = -2?
A. -3 B. 24

D. 364/3.

C. 96 D. -192

4.3. Ktora para liczb wyznacza malejacy cigg geometryczny (a,,)?
A.alz\/z—l,qzz C.alz\/z—l,q:—Z
B.a =1-V2 q=2 D.a;=1-V2,qg=-2

4.4. Dany jest nieskoniczony ciag geometryczny (a,,), w ktérym a; # 0 i iloraz
g < 0. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Dla kazdego n € N — {0} prawdziwa jest nier6wno$¢ a,,,, - a, < 0.

B. Jezeli q < -1, to ciag (a,) jest malejacy.

C. Co najmniej dwa wyrazy tego ciggu sg dodatnie.

4.5. Ktore z podanych ciaggdéw s3 ciggami geometrycznymi?

(a,):1, 2, -4, -8, 16 (c,): V3, 2V3, 343, 43, 513
(b,): 1, -2, 4, -8, 16, —32 (d,): V2, 2, 22, 4, 4V2

4.6. Dane sa poczatkowe dwa wyrazy ciggu geometrycznego. Wyznacz trzy kolejne

wyrazy tego ciagu.

a) 2,6 q =22
16

b) 55,5 -

c) 4,-2

4. Cigg geometryczny

Odpowiedzi i rozwigzania
4.1. B

4.2. A

43. B

44. P,F, P

4.5. (b,), (d,)

4.6. a) 18, 54, 162

b) \/§,1,\/?g

V) 1,—1,l
24
3 1 1
d) -, —-,—-
£ 2 3

231 I
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4.7.2) 8,64 b) 4%, 40%
¢) 25, 8v5 d) 7V7, 49

48.a)a;=-4 b)a,=—
c)a;=-1 d)ag=2000

“l%

49.a)a,=3-2""

b) a, =2*" lub a, = (-2)*™"
a,=3"1uba,=(-1)""3"2
d)a,=-2""lub a, = (-2)""

4.10. a) nie b), ¢), d) tak

4.11. Przyjmujemy: a = 3 + 22,
b=-1-+v2,c=1

Pokazemy, ze b’ = ac.

b =(-1-v2)" 1= (1+V2)’ =
=3+2V2=ac

Zatem podane liczby tworzg ciag
geometryczny. Jego iloraz to:

1
T R

Odp.ig=1-12

4.12. a) x = 5V15
b) x=6
c)x=2

413.a) x=-9 lub x =9

b)x=—ig lub x:\/_§
12 12
¢)x=-31lub x=3

4.14. a = -54, b=-36, c = -24

4.15. x = 64, y = 256

4.16. a, =

N | W

, g =2

w

luba ==, g=-2

[\S)

4.7. Jakie liczby nalezy wstawi¢ w miejsca|? |, aby otrzymany ciag byt geometryczny?
a) 2, 4, 7], 16, 32, [7], 128 c) V5, 2], 4+/5, 2], 16+/5, 3245

b) 11ln, 13%, ?, 121% d) V7, 7, 2, 2], 497

22

4.8. W ciggu geometrycznym (a,,) dane sa: wyraz a,, iloraz q i liczba wyrazow n.
Oblicz a,,.

a) alzg g=-\2 n=6
b) a, =23 q=% n=4
¢) a; =-100 q=0,1 n=3
d)al:\/Tg q—2\/§ n==6

4.9. Dane sg dwa wyrazy ciggu geometrycznego (a,,). Podaj wzér ogélny tego ciagu.

a) a; =3 ag =96 c) a;=3 as =27
1 1 1
b)a2=1 6l4=4—L d)a4=—5 616=_g

4.10. Sprawdz, czy ciag (a,) o podanym wzorze ogélnym jest geometryczny.

c) a, = (\/5)” d) a, = 2::

a) an=%n+1 b) a,=2"

4.11. Wykaz, ze liczby 3 +2V2, -1 — V2, 1 tworzg cigg geometryczny. Wyznacz
iloraz q tego ciagu.

4.12. Wstaw miedzy liczby a i b taka dodatnig liczbe x, aby ciag a, x, b byt geome-
tryczny.

a) a=5, b=75 b) a=-3, b=-12 c) a=+V2, b=2V2
4.13. Wstaw miedzy liczby a i b taka liczbe x, aby ciag a, x, b byl geometryczny.
a) a=3, b=27 ba=-3, b=-—  9a=V3 b=3\3

4.14. Wstaw miedzy liczby —81 i —16 takie liczby ujemne a, b, c, aby ciag
—81, a, b, ¢, —16 byl ciaggiem geometrycznym.

4.15. Wstaw miedzy liczby 16 i 1024 takie liczby x i y, aby ciag 16, x, y, 1024 byt
ciggiem geometrycznym.

4.16. Trzeci wyraz ciggu geometrycznego (a,,) jest réwny 6, a si6dmy 96. Wyznacz
wyraz a, i iloraz q tego ciagu.

4.23. (a, b, c) - cigg geometryczny o wyrazach naturalnych, czyli a € N, b=aq, c=aq” i q = 2 m neN.
n

a+aq+aq2=91®a<1+%+<

)2> =91l & a(m2 +mn+n2) =91’

Zapisujemy rozklady na czynniki pierwsze liczby 91: 1-91=7-13=13-7=91"1.

Liczby n’ oraz m> + mn+n’ sa wzglednie pierwsze, wigc (mz +mn + nz) | 91, czyli m* +mn +n’ € {1, 7, 13, 91}.

o m’ +mn+n’=1: wtedy m=0, n=1, a=91, b=0, c =0. Otrzymujemy ciag: (91, 0, 0).

e m’+mn+n’ =7 wedy m=1, n=2lub m=2, n=1, czyli a =52 lub a = 13. Otrzymujemy ciagi: (52, 26, 13), (13, 26, 52).
o m’ +mn+n’=13: wtedy m=1, n=3 lub m=3, n=1, czyli a =63 lub a = 7. Otrzymujemy ciagi: (63, 21, 7), (7, 21, 63).
o m’ +mn+n’=91: wtedy m=1, n=9lubm=9, n=1,lubm=5 n=6,lubm=6, n=5, czyli a=81 lub a=1,

lub a =36 lub a = 25. Otrzymujemy ciagi: (81, 9, 1), (1, 9, 81), (36, 30, 25), (25, 30, 36).
odp.: (1, 9, 81), (7, 21, 63), (13, 26, 52), (25, 30, 36), (36, 30, 25), (52, 26, 13), (63, 21, 7), (81, 9, 1), (91, 0, 0)



4.17. Piaty wyraz ciagu geometrycznego jest réwny 5, natomiast wyrazy szosty
i siodmy sg rowne. Oblicz dziewiaty wyraz tego ciagu.

4.18. Ile jest liczb trzycyfrowych, ktorych cyfry tworzg ciag geometryczny? Ile jest
liczb czterocyfrowych o tej wlasnosci? Jaka jest odpowiedz na takie pytanie dla liczb
n-cyfrowych, gdy »n > 4?

4.19. Duzy arkusz papieru o grubosci 0,1 mm zostat ztozony na pol, potem jeszcze
raz na pol, ponownie na pét itd. Oblicz hipotetyczng grubo$¢ ztozonego papieru po
30 zlozeniach.

4.20. W salonie samochodowym nowe auto
kosztuje 72 342 zt. Od chwili, gdy samochéd
po zakupie wyjezdza z salonu, jego wartos¢
systematycznie maleje. Po kazdym roku eks-
ploatacji cena spada przecietnie do 80% ceny
poprzedniej. Poilu latach cena tego samocho-
du spadnie o ponad 30 000 zt?

4.21. Ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie q (q # 1). Sprawdz, czy ciagg
o wzorze ogolnym b, = a,,,, —a, jest geometryczny, jezeli tak — wyznacz jego iloraz.

4.22. Ciag(b,)jest ciagiem geometrycznym o wszystkich wyrazach roznych od zera.
Sprawdz, czy (a,,) jest ciagiem geometrycznym.

2
a) a, b
b) a, =3-b’
¢) a,=2b,-1

4.23. Wyznacz wszystkie trojwyrazowe ciagi geometryczne o wyrazach natural-
nych, ktérych suma wyrazéw jest réwna 91.

4.24. Trzy liczby sa kolejnymi wyrazami rosnacego ciggu geometrycznego. Suma
pierwszej i trzeciej z nich jest réwna 20, a kwadrat drugiej jest rowny 36. Wyznacz te
liczby.

4.25. Pierwiastkami réwnania x” — 6x + k = 0 sg liczby x, i x,, a pierwiastkami
rownania x> — 24x + m = 0 sg liczby x; i x,. Liczby x,, x,, X3, Xx, tworza ciag
geometryczny. Wyznacz k i m.

4.26. Dany jest ciag 2, x, 18, y. Wyznacz x i y tak, aby liczby 2, x, 18 w podanej
kolejnosci tworzyly ciag geometryczny, a liczby x, 18, y - ciag arytmetyczny.

4. Cigg geometryczny

4.17. 5

4.18. 26 liczb trzycyfrowych,
20 liczb czterocyfrowych, 18 liczb
n-cyfrowych dla n > 4

4.19. ok. 107 km

4.20. po trzech latach

4.21. (b,) jest ciagiem
geometrycznym o ilorazie q.

4.22, a),b), d) tak
©) nie, jesli (b,,) nie jest staly; tak,
jesdli (b,) jest staty

4.23. Patrzs. 232.

4.24. 2, 6, 18

4.26. x =6, y =30
lub x = -6, y =42

NP Py Gy o P PR )
4.25. x|, x, — pierwiastki rownania x” — 6x + k = 0, x3, x4 — pierwiastki réwnania x” —24x +m =0

(%15 %, X3, X4) — ciag geometryczny, stad x, = a, x, = aq, x; = aq’, x, = aq .

Ze wzorow Viéte’a:

X, +%x,=6 a+aq=6 a(l+4q) =6
x1%, =k a-aq=k aq=k

X3+ x4 =24 aq2+aq3 =24 < aq2(1+q)=24
X3X4 =M aqz-aq3 =m a2q5 =m

Z pierwszego i trzeciego rownania otrzymujemy g = 4, stad g =2 lub g = —2.
® Jesli g =2, to az%zZ. Wowezas k=a’q=8 i m=a’q =128.
q
®Jesli g=-2, to a= % =—6. Wowczas k=-72 i m = —1125.
q

Odp.:k =8, m =128 lub k =-72, m=-1125
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4.27. 17,8,-1 lub 5,8, 11

4.29. 4,12, 36 lub 2,20 100
9 9 9

4.30. Dowolny ciag staly.
Wskazéwka: a, = a,q""; zastosuj
wzOr na $rednig arytmetyczng dla

WYTazZOW a1, G, > 3 1 Wykaz,
ze q=1.

Prosto do matury
1. P,EP
1

16
3.a,=1,9=2
1
lub al—g,q——z

4. 13,13, 13 lub 3,9, 27

5. a, b, ¢ - ciag geometryczny
a>0,b>0,¢c>0

I sposéb

Z wlasnosci ciagu geometrycznego:

b’ =ac

log b* = log (ac)

2log b =log a +log ¢

e o= log a;—log c

Zatem liczby log a, log b, log ¢
tworzg ciag arytmetyczny.

II spos6b

Niech g bedzie ilorazem ciagu
geometrycznego.

Wtedy b = agq, ¢ = aq".

log b = log (aq) = log a +log q
log ¢ =log (aqz) =loga+2logq
Zatem liczby log a, log b, log ¢
tworzg ciag arytmetyczny

o roznicy log q.

4.27. Suma trzech liczb tworzacych ciag arytmetyczny jest rowna 24. Jezeli pierwsza
z nich zmniejszymy o 1, trzecig zwigkszymy o 5, a druga pozostawimy bez zmian, to
otrzymamy ciag geometryczny. Wyznacz te liczby.

4.28. Ciagsklada sie z pigciu liczb dodatnich, ktérych suma jest réwna 33. Poczatko-
we trzy wyrazy tworza cigg arytmetyczny, trzy srodkowe tworzg ciag geometryczny,
a ostatnie trzy - ciag arytmetyczny. Druga liczba jest 4. Wyznacz wyrazy tego ciagu.

4.29. Trzy liczby tworzg ciag geometryczny. Jezeli do drugiej liczby dodamy 8,

to cigg ten zmieni sie w arytmetyczny. Jezeli do ostatniej liczby tego ciggu arytme-
tycznego dodamy 64, to tak otrzymany ciag znowu bedzie geometryczny. Wyznacz
te liczby.

4.30. Wyznacz wszystkie ciggi geometryczne, ktdre sg rownoczesnie ciggami aryt-
metycznymi.

1. Ciag (a,), w ktorym a; = 1 oraz a; = 5 Jest nieskonczonym ciggiem geome-
trycznym o ilorazie g. Ocent prawdziwos¢ podanych zdan.

1
A.l15=a

1
B.g=-
1 3

C. Ciag (a,,) moze by¢ ciagiem naprzemiennym.

2. Drugi wyraz ciggu geometrycznego jest rowny —4, a jego piaty wyraz jest row-
ny —%. Oblicz ésmy wyraz tego ciagu.

3. Czwarty wyraz ciagu geometrycznego (a,,) jest cztery razy wiekszy od wyrazu
drugiego, ktory jest o 2 mniejszy od trzeciego. Wyznacz pierwszy wyraz i iloraz g
tego ciagu.

4. Trzy liczby, ktérych suma jest réwna 39, sg kolejnymi wyrazami ciagu geome-
trycznego. Jezeli pierwsza z nich zwiekszymy trzykrotnie, druga zwigkszymy dwu-
krotnie, a trzecig pozostawimy bez zmian, to otrzymamy ciag arytmetyczny. Wyznacz
te liczby.

5. Wykaz, ze jezeli dodatnie liczby g, b, ¢ sa kolejnymi wyrazami ciggu geometrycz-
nego, to liczby log a, log b, log ¢ sa kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego.

4.28. r, s — roznice ciggéw arytmetycznych
Wyrazy ciagu: 4—r, 4, 4+r, 4+r+s, 4+r+2s

{4—r+4+4+r+4+r+s+4+r+25=33

44+r+s)=(4+71)>

13 -2
P +4r—4. 4

A=20%+12-52=1024, VA =32
20432

L _T20-32_ 26 _ o2
1 6 3 3> 2

13 -2r
2r+3s =13 s= —
C116+4r+4s=16+8r+7% ’
- P+ dr—4s=0

=0 |33 +20r-52=0

2

4+r =4- 8% <0, zatem r =2 (bo wyrazy ciagu s3 dodatnie).

13-2-2
S:
3
Odp.:2,4,6,9,12

= 3, wiec wyrazy szukanego ciagu to: 2, 4, 6, 9, 12.
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5. Suma n poczatkowych
wyrazOow ciggu
geometrycznego

Umiejetnosci:

* stosowanie wzoru na n-ty wyraz ciggu geometrycznego

¢ stosowanie wzoru na sume n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego

Wyprowadzimy teraz wzor na sume # poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego.
Ponownie korzystamy z oznaczenia sumy n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,,):

S,=a;+a,+ ... +a,_ +a,

Twierdzenie

Suma 1 poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie g wyraza

si¢ wzorem:
1_ n
'Sn=a1~1_2 dla g#1 ©§S,=n-a,dlag=1
Zatozenie
(a,) jest ciagiem geometrycznym o ilorazieqoraz S, = a; +a, + ... +a,_, +a,,.
Teza

1 _ n
Dla kazdego n € N — {0} prawdziwa jest réwno$¢: S, = a; - ! _qq

dla g#1

oraz S, =n-a, dla g=1.

Dowdd

o Jezeli q = 1, to (a,) jest ciagiem geometrycznym stalym. Wowczas wszystkie
wyrazy ciggu sa rowne a; i oczywiscie S, =n-a,.

* Jezeli g # 1, to sumy kolejnych wyrazow ciagu (a,,) mozemy (korzystajac ze wzoru
na n-ty wyraz) zapisa¢ w postaci:
Si=a
Sy =a,+aq
S;=ay+aq+aq

S,=a;+a; g+ ... +alq”_2+alqn_1 (1)
tematy 3.11, 3.12 J
Multitea

e Ulubiona gra cesarza

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.5

G Generator

testow i sprawdziandéw
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45.7. Ciag (a,,) jest ciggiem
geometrycznym o ilorazie q.
Wyznacz n.

a) a, =3V3, g =3,
S, =3(40+13v3)

4 1 4
B)a;=34=3 =175
a =6 q="2, a,=24

d)alzé, a; =4, a, =32

Odp.:a)n="7
b)n=7
cn=>5
dn=>5

Obie strony ostatniej réwno$ci mnozymy przez g:
qS, =a,q+ a1q2 + ...+ alqm1 +a,q" (2)

Po odjeciu stronami réwnosci (2) od réwnosci (1) otrzymamy:
Sn - qsn =a; — alqn
S,(1-q) =a,(1-4")

Zalozyliémy, ze q # 1, wiec:

1- q"

l-q

S,=a,

Na przyktad suma pieciu poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,,), w kto-
rym a; =6 iiloraz g = -3, wynosi:

e T

S.=a T L= 1423

1-g 1-(-3) 4
Zkoleisuma 5+5° +5 + ... +5'°, czyli suma 10 poczatkowych wyrazéw ciagu
geometrycznego (a,,), w ktorym a, =5 iiloraz g = 5, jest réwna:
10 10
U Bl N Rt _o=dt -1 ()
Slo—al q—l —5 5_1 —12207030 S"—al'ﬁ_allqj

Przyktad @) « zad.5.7
W ciggu geometrycznym (a,,) o ilorazie g = % wyraz a, = —2, a suma n poczatko-
wych wyrazow S, = —%. Obliczymy n.

Rozwigzanie

Podstawiamy dane do wzoru S, = a, - ! 1.
-9
1\" 1\"
1-(- 1-(=
w_, =G w0 1=0)
5 ) e
27 11 27 2
3 3

@.%=1_<l)"
27 3 3
G)=1-%

3 81

1\" 1

() =&

Odp.:n=4



5. Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego

Przyktad e

Dwaj bracia otworzyli butelke wody mineralnej. Starszy nalal do kubka polowe za-
wartosci butelki i ja wypil, potem miodszy potowe tego, co zostalo, starszy znéw po-
towe tego, co zostalo itd. Kiedy mtodszy brat po raz piaty dostat butelke, wypil juz
wszystko. Jakg cze$¢ wody wypil kazdy z nich?

Rozwiagzanie
Obliczmy, jaka cze$¢ wody wypit kolejno kazdy z braci:
° starszy % wody, ktdra byta w butelce,
11
mlodszy 25

® starsz 11—
Y332

Starszy brat wypit wiec:

1 (1) /1\° (1Y (1} - .
—+(=) +(=) +(=] +(=) zawartosci butelki
2 2 2 2 2
. . , 1
Jest to suma 5 poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego (a,,), w ktorym a, = 3
.. 1
iiloraz g = T Zatem:
1 (1)5 1- L
1 “\12 1 T 1024 2 1023 341
Sg==- 2. - =, - >

2 ;.1 2 3 31024 512
4 4

Poniewaz ?T; = 66,6%, dla mlodszego pozostato ok. 33,4% zawartosci butelki.

Odp.: Starszy brat wypit ok. 66,6% zawarto$ci butelki, a mtodszy reszte,
czyli ok. 33,4% zawarto$ci.

Przyktad €)

Zgodnie z legendg bramin, ktéry wynalazt szachy, za-
zadat od szacha perskiego tyle ziaren pszenicy, ile znaj-
dzie si¢ na szachownicy, je$li zostanie pokryta zgodnie
z zasada: na pierwszym polu jedno ziarno, na drugim
dwa, na trzecim cztery itd., czyli na kazdym nastepnym
dwa razy wiecej niz na poprzednim. Szachownica liczy
64 pola, wiec liczba ziaren jest sumg 64 wyrazdw ciggu
geometrycznego, w ktérym pierwszy wyraz jest réw-
ny 1, ailoraz q = 2.

237 IS
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Zatem:

2% -1 64 18
Przyjmijmy, Ze jedno ziarno ma mase¢ ok. 0,03 g. Zgromadzona pszenica wazylaby
wiec:

0,03-18-10" g = 5,4-10" t = 540 miliardow ton
Na $wiecie zbiera si¢ obecnie co roku ok. 700 milionéw ton pszenicy. Na szachownicy
powinno si¢ w takim razie zmiesci¢ ponad 700 razy wiece;j.

W kazdym z zadan 5.1-5.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz

W zeszycie.
Odpowiedzi i rozwigzania
5.1. A 5.1. Wskaz warto$§¢ sumy 2+4 + 8+ ... + 1024.
A. 2046 B. 2047 C. 2048 D. 2050
5.2.C 5.2. Sume n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego, w ktérym a;, = -2
i g = -4, mozna zapisa¢ w postaci
A 224 g 2-24" c 22w 22 ("
5 5 5 5
2-V2 1
53.C 5.3. Cigg V2-1, =——=, ——
%8 V2 V241
A. jest arytmetyczny i nie jest geometryczny.
B. jest geometryczny i nie jest arytmetyczny.
C. jest arytmetyczny i geometryczny.
D. nie jest ani arytmetyczny, ani geometryczny.
54.2a)S; = —40% 5.4. Oblicz sume n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,) o danym
b) Syp0 = 0 pierwszym wyrazie i ilorazie g.
C)S3=2(3\/§—5) a) a; =-27 q:l n=>5
3
d) S, =2(3-22) 1
b)al=5 q=-1 n =100
c) a;=-2 qg=1-v2 n=3

d)alz% qg=v2-1 n=4



5. Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego

5.5. Oblicz sume wyrazéw skonczonego ciggu geometrycznego.
1 1

a) 3,3%...,3° d =, —,....8

) ) 55

b) 6,3,...,% e) 35,15, ..., 375
c) V3,3,...,27 f) m2m ..., 32%

5.6. Oblicz sume wszystkich dodatnich dzielnikow liczby 1024.

5.7. Ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie g. Wyznacz n.

a) a, =3V3 q9=13 S, =3(40 +13V3)
4 1 4

0V =3 123 = 343

c)a =6 q="2 a,=24

d)al—% a; =4 a, =32

5.8. W ciagu geometrycznym (a,,) o ilorazie g dane s3 trzy sposréd wielkosci: a;, g,
k, S. Oblicz czwarta z nich.

1

a) a; = -3, q:E, k=5 40

c) a;=-1, k=4, 842—5

b) a, =10, q=-2, S, =430 d) q=3 k=5 s5=1;—1
5.9. Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu geometrycznego, ktérego suma n po-

czatkowych wyrazow wyraza si¢ wzorem S, = 42" - 1).

5.10. Samochdd rozpoczat hamowanie. W ciagu pierwszej sekundy przejechat 20 m,
aw ciggu kazdej nastepnej przejezdzat 0,75 odleglosci przebytej w poprzedniej sekun-
dzie. Jaka droge przebyl po 10 sekundach?

5.11. W ciagu pieciu dni rolnik zaoral ~ ST
38,75 ha ziemi. Kazdego dnia oral ka- —
walek 0 50% mniejszy niz powierzchnia
zaorana poprzedniego dnia. Jaka po-
wierzchnie zaoral pierwszego dnia?

5.12. W kazdym z 8 wielkich pudetek
jest 8 duzych pudetek. W kazdym du-
zym pudetku jest 8 $rednich pudetek.
W kazdym s$rednim pudetku jest 8 ma-
tych pudelek, a w kazdym malym pu-
detku jest 8 malutkich pudetek. Ile jest

wszystkich pudetek?
k k
520, 111...1=1+10+10°+... +108" =1. 2 =1 _10 -1
P o 10-1 9
jedynel
1 2 3 n
1+11+111+1111+...+111...1:10 1+10 1+10 1+...+10 L
D nprsl 9 9 9 9
n jedynek
1. 1o"-1
10" 4107 +10°+ ... +10"-n _ P o1 " 10" -10-9n
9 9 81

10" — 10 - 9n

Odp.:
P 81

5.5. a) 1092 b) 11%

31 + 152

0 13(3+3) d) 5

e) 93(5+5) f) 63n

5.6. 2047

5.7.a)n=7
b)n=7
c)n=>5
d)n=5

13
5.8.2) S;= 5.

b) k=7
[9) -1
1=3
1
d)al—i
5.9. 4, 8, 16, 32

5.10. ok. 75,5 m

5.11. 20 ha

5.12. 37448
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5.13. 5625 z1, 4500 z1, 3600 z1,
2880 zt, 2304 zt

514. n=4

5.16. 13657 cm”

5.17. cztery drukarki;
pierwsza: 13 stron, druga: 39,
trzecia: 117, czwarta: 351

5.18. a, = (%)n — dlugos¢ boku

trojkata zamalowanego w n-tym
kroku

1
a)a6=a

b) Po n-tym kroku zostaje
3" niezamalowanych tréjkatow
o boku a,,. Szukane pole:

12.%_36.[<%>6]2.§:

:Vj{l_(é)‘"] -
4 4
V3 (1 729 ) 33673

4 4096/ 4-4096
33673
T 16384
1 33673
Odpia) L by 37¥3
64 16384

5.13. Szef firmy postanowil przyzna¢ premie pieciu najlepszym pracownikom. Wy-
sokos¢ nagrod byta zréznicowana w taki sposdb, ze kazda z nich, poczynajac od dru-
giej, byta réwna 80% poprzedniej. Jaka byta wysokos¢ kazdej z premii, jezeli okazato
sie, ze kwota przeznaczona na wszystkie wyniosta 18 909 zI?

5.14. W réwnaniu x+3x+9x+ ... +3" 'x =120 ko- 4 JR.
lejne wspotczynniki przy niewiadomej x tworzg ciag geo- ot
[ ]
metryczny. Pierwiastkiem réwnania jest 3. Wyznacz n. *
1..
o 1 "

5.15. Na rysunku przedstawione sg fragmenty wykre-
séw dwoch ciggéw: arytmetycznego i geometrycznego.
Podaj wzory na wyraz ogélny i sume n wyrazéw S, kaz-
dego z tych ciggéw. Czy ktdres wyrazy obydwu ciagow sa
réwne?

5.16. Promienie szesciu roztacznych kot tworzg ciag geometryczny o ilorazie 2. Pro-
mien najwiekszego z nich jest réwny 32 cm. Ile jest réwna suma pol tych kot?

5.17. W redakcji gazety pracuje rownocze$nie kilka drukarek. Najmniej wydajna
z nich drukuje 13 stron w ciggu 10 minut, a najbardziej wydajna drukuje w tym sa-
mym czasie 351 stron. Wszystkie razem wydrukowaly 520 stron przez 10 minut. Ile
drukarek pracowalo i ile stron kazda z nich wydrukowata, jezeli okazalo sie, ze liczby
stron wydrukowanych przez poszczegélne drukarki utworzyly ciag geometryczny?

5.18. Dany jest trojkat rownoboczny o boku 1. Po-
taczono $rodki jego bokéw i otrzymano cztery trdjka-
ty réwnoboczne. Srodkowy z nich zostal zamalowany,
akazdy z trzech pozostatych znéw podzielono na cztery
trojkaty. Z kazdej czwdrki zamalowano srodkowy i po-
wtdrzono podzial pozostatych tréjkatéw. Calg operacje
powtorzono 6 razy. Na rysunku przedstawiona jest figu- /@\/@\/@\/@\
ra otrzymana z tréjkatéow zamalowanych w trzech kro-

kach.
a) Wyznacz dlugo$¢ boku tréjkata zamalowanego w szostym kroku.

b) Oblicz pole zamalowanej figury otrzymanej po szeéciu krokach.

5.15. ® (a,) - ciggarytmetyczny, a; = 2, r = %, a,=a,+(n-1)r = 2+(n—1)~% = %n+§

2+1n+é
§=0th, M Ten,,_neD)
e (b,) - ciag geometryczny, by = % q=-2, b,= blq"_l = % (=2t =
_ -l qynl on=l _ g\l on-2 1= 1 1-(=2" _ 1-(-=2
=2 2 = 2 s, =by = e = T

Wszystkie wyrazy ciagu (a,,) sa dodatnie i leza na wykresie funkcji
fx) = %x + %, a dodatnie wyrazy ciagu (b,) maja nieparzyste numery

i lezg na wykresie funkcji g(x) = 2. Dla x > 0 obie funkcje s3 rosnace
i przecinajg sie¢ w jednym punkcie, ktérego wspoétrzedna x nie jest liczba

naturalng. Zatem ciagi (a,,) i (b,,) nie maja réwnych wyrazéw.



5. Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego

5.19. Lewa strona réwnania jest sumg kolejnych wyrazéw ciggu geometrycznego.
Rozwigz to réwnanie.

a)2+1+%+...+x:3§ ¢) 3-6+ ... —x=-63
b)%+1+...+x=127,5 d) 2+2V2+ ... +x=62+30V2
5.20. Obliczsume 1+ 11+111+ 1111+ ... +111...1.

n jedynek

5.21. Suma n poczatkowych wyrazéw pewnego ciggu geometrycznego jest rowna
10, a suma 2n poczatkowych wyrazdw tego ciagu jest rowna 100. Wyznacz sume 3n
poczatkowych wyrazéw tego ciagu.

1. Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego wyraza si¢ wzorem

5n=3‘1_5

. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Pierwszy wyraz tego ciagu jest rowny 3.
B. Iloraz tego ciagu jest rowny 5.

C. Ten ciag jest rosnacy.

2. Oblicz sume dziesigciu poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego, w ktdrym
a,=641q-= —%.

3. Zamieszczenie calostronicowej reklamy w lokalnym tygodniku kosztuje 125 zl.
Za powtdrzenie jej w nastepnym numerze placi sie 80% stawki obowiazujacej w po-
przednim numerze. Ile tacznie kosztuje zamieszczenie takiej reklamy w pieciu kolej-
nych numerach?

4. lloraz ciagu geometrycznego jest rowny 3, a suma czterech poczatkowych wyra-

zOw tego ciagu wynosi 6%. Wyznacz pierwszy wyraz ciagu.

5. Dany jest ciagg geometryczny o wyrazach réznych od zera. Wykaz, ze jezeli podzie-
limy sume jego n poczatkowych wyrazéw o numerach parzystych przez sume n po-
czatkowych wyrazow o numerach nieparzystych, to otrzymamy iloraz tego ciagu.

5. Isposdb

2 4 2n-2
a, ta,+agt ... +ay, _alq(1+q FE 4 000 4R (] )

3 2n-1
_aqtaq +...+aq
- 2n-2

=4
atas+as+...+ay,, atagt...+agq a1(1+q2+q4+...+q2"’2)

IT sposéb

Wyrazy o numerach parzystych tworzg cigg geometryczny o pierwszym wyrazie a,q
i ilorazie qz, a wyrazy o numerach nieparzystych — ciag geometryczny o pierwszym
wyrazie a, i ilorazie qz. Iloraz sum tych ciagéw jest réwny:

1-(a)

a9 1-q

5.19.a)x=i
32

b) x = 64

c) x=96

d) x =32

5.20. Patrzs. 239.

5.21. (a,) - ciag geometryczny
o ilorazie q

S, =10, S,, = 100

1-4"

=10

S,=a,- =g
1_q2n_

Son =4y - 1-g

:al.(l—q)(1+q)=
l-q

Stad 10- (1 +4") = 100.

q'=9

100

Copli - 10 _ 105
1-q 1-¢q" 1-9 4

Zatem S, = 1“_1 (1 - q3”) =

=-2(1-9") —(729;1)'5 = 910,

Odp.: 910

Prosto do matury
1. F,P,F

2. 42>
8
3. 420,20 71

4,

[N
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Uwagi metodyczne

Okazja do doktadnego
powtodrzenia wiadomosci

o0 procentach jest temat zwigzany

z bankowoscig.

W podreczniku bardzo doktadnie

omawiamy pojecie procentu

skladanego oraz jego zastosowanie

do naliczania odsetek oraz rat
kredytow. Zwracamy uwage na:
® zastosowanie wzoru na sume

n poczatkowych wyrazow ciagu

geometrycznego w wypadku
procentu skfadanego przy

liczeniu odsetek od lokat oraz rat

kredytéw bankowych,
® zastosowanie wzoru na sume

n poczatkowych wyrazow ciagu

arytmetycznego w wypadku
splaty kredytu bankowego
w systemie rat malejacych.

Pomineli$my problem
uwzgledniania w obliczeniach

podatku od dochodu, poniewaz
jego wysoko$¢ moze sie zmieniac.

temat 3.13

G

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 3.6

Generator

testéw i sprawdzianéw

6. Oszczedzanie i kredyty
w bankach

Umiejetnosci:

e obliczanie procentu sktadanego

e obliczanie podatku

* obliczanie zysku z lokat

e obliczanie wysokosci rat oraz kosztu kredytu

Procent sktadany

Z wprowadzonym w poprzednich tematach ciggiem geometrycznym $cisle wigze sie
pojecie procentu skladanego, zgodnie z ktérym obliczane jest oprocentowanie lokat
i kredytow w bankach. Przeanalizujemy jego dziatanie na przyktadzie.

Przykiad €)

Pewien bank po kazdym roku oszczedzania dopisuje odsetki w wysokosci 8% ", ob-
liczane od aktualnego na koniec roku stanu konta (tzw. roczna kapitalizacja). Adela
wplacila 10 000 zt na konto w tym banku. Po pierwszym roku oszczedzania bank do-
pisal jej 8% z tej kwoty, czyli 800 zl. Po nastepnym - doliczono kolejne 8%, liczone
juz od kwoty 10 800 zl, czyli 8% - 10 800 = 864 [zl]. Po dwdch latach Adela miata wiec
na koncie 11 664 zI. Bank co roku mnozy jej oszczednosci przez 1,08.
Zatem dla wplaconych 10000 z1 beda to w kolejnych Zauwaimy, e ©)
latach kwoty: a+8%a = a+0,08a = 1,08a
* po pierwszym roku: 10000 - 1,08 = 10800 [z1],
° po drugim roku: 10800 - 1,08 = 10000 - 1,08 - 1,08 = 10000 1,08% = 11 664 [z1],
* po trzecim roku: 11664 - 1,08 = 10000 - 1,08” - 1,08 = 10000 - 1,08 =

=12597,12 [z1] itd.

Sposob obliczania kapitatu po kazdym roku powoduje, ze kolejne liczby tworzg ciag
geometryczny. Latwo wiec mozemy zapisac zalezno$¢ miedzy liczbg lat a stanem kon-
ta Adeli. Ot6z po n latach oszczedzania bedzie to kwota w wysokosci 10000 - 1,08" zt.
Ten system naliczania odsetek nazywamy procentem skladanym.

* Wszystkie dane uzyte w przykladach oraz zadaniach dotyczace wysokosci stop procentowych itp. sa
fikcyjne i stuza wylacznie do ¢wiczen.
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Banki muszg oblicza¢ odsetki za pomocg procentu skladanego. Gdyby zamiast tego
proponowaly stalg wielko$¢ (np. 10% wplaconej kwoty) dopisywana do oszczednosci
po kazdym roku, tylko najbardziej leniwi lub niedouczeni klienci nie ruszaliby swoich
oszczednosci. My$lacy klient podejmowatby kapitat z odsetkami zaraz po ich nalicze-
niu, od razu wplacat powiekszong o odsetki kwote na konto i tym samym wymuszat
na banku procent sktadany! Bankom przybyloby tylko duzo kosztownej pracy.

Przyktad @) < zad. 6.11

Liczebno$¢ populacji pewnego gatunku owadéw zmniejsza si¢ co roku o 5%. Obecnie
populacja ta liczy okoto 500 000 osobnikéw. Obliczymy, ile owadéw tego gatunku
bedzie za 100 lat. Zakltadamy, ze tendencja spadkowa w tym okresie utrzyma sie na

takim samym poziomie.

Rozwiagzanie
Zmniejszenie pewnej wielkosci o 5% oznacza Zauwaimy, 7e: (@)

S —5%a = a—0,05a = 0,95
pomnozenie jej przez 0,95. Zatem: amona=a “ ¢

500000 - 0,95'%° =~ 2960

Przy podanym tempie spadku liczebnosci po 100 latach gatunek tych owadéw prak-
tycznie zaniknie.

Przyktad @)

Gdyby Mieszko I, z my$la o potomkach swoich poddanych, zatozyt fundacje ,,Polska
2000”, przeznaczyl na ten cel 1 grosz i ztozyt go w banku oferujacym 10% rocznie, to
warto$¢ takiej lokaty po 1000 latach bytaby rowna:

1-1,1°%° =~ 2,47 - 10* [gr]

Kazdy z 36 milionéw Polakéw otrzymatby okoto 6,86-10°" zt. Taka kwota wyptaco-
na w banknotach stuztotowych nie zmiescitaby sie w szesciennej paczce o krawedzi
100 000 km.

1000 trzeba zastosowaé logarytmy albo uzy¢ kalkulatora naukowego lub @

Aby obliczy¢ np. 1,1
komputera. Mniejsze potegi, np. 1,08'°, mozna oczywiscie wyznaczy¢ za pomocg najprostszego
kalkulatora, uzywajac kilkakrotnie mnozenia. W wigkszosci modeli da si¢ wykonac¢ taka operacje,

korzystajac wielokrotnie z klawisza ,,=".

Na przyklad tatwo mozna obliczy¢ tym sposobem, ze 1,17 = 10,8 i oszacowaé, ze:
L1 = (1,17)" = 108" > 10"

46.11. Dzialka lesna zawiera
7000 m’ masy drzewne;j.

Z obserwacji wynika, ze roczny
przyrost masy drzewnej jest rowny
przecietnie 2%. Ile m’ masy
drzewnej bedzie zawierala ta
dziatka po uplywie 10 lat?

Odp.: ok. 8533 m’
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Oszczedzanie w bankach

Klient banku spotyka sie z takimi pojeciami jak: stopa procentowa, oprocentowa-
nie stale lub zmienne, oprocentowanie kredytow, lokat — w skali roku lub miesigca.
Wiemy juz, ze oprocentowanie kont i lokat jest w bankach obliczane zgodnie z za-
sadami procentu sktadanego. Na wysoko$¢ oprocentowania, inaczej méwiac — stopy
procentowej, majg wplyw rézne czynniki, np.: sytuacja gospodarcza kraju, poziom
inflacji, stopien zadluzenia panstwa. Ponadto od uzyskanych dochodéw (czyli doli-
czonych do kapitatu odsetek) musimy zwykle zaptaci¢ podatek. W roku 2020 wynosit
on 19%.

Przykiad @)

W styczniu 2012 r. Wanda ulokowata 3000 zt na okres jednego roku w banku, w kto-
rym oprocentowanie takiej lokaty wynosito 2%. Od dopisanych odsetek trzeba bylo
zaplaci¢ 19% podatku. Obliczymy, ile pienigdzy miata Wanda z tej lokaty po uptywie
roku.

Rozwiazanie
Odsetki dopisano jej w wysokosci:
2% - 3000 = 60 [zl]

Podatek od dochodu (najczesciej od razu odprowadzany do urzedu skarbowego
przez bank) byt réwny:

19% - 60 = 11,40 [z}]
Zatem po uplywie roku Wanda podjela z banku kwote w wysokosci:
3000 + 60 — 11,40 = 3048,60 [z1]

Odp.: 3048,60 zt
J

Obciazenie zyskow z lokat podatkiem 19-procentowym oznacza w praktyce, ze tylko
81% odsetek trafia do kieszeni podatnika. Aby zatem obliczy¢ zyski w 2020 r., trze-
ba bylo wszystkie stopy procentowe mnozy¢ przez wspoétczynnik 0,81. W dalszych
rozwazaniach pominiemy zupelnie ten wspdtczynnik - na sposob obliczania kapita-
tu nie ma on Zadnego wplywu. Ponadto przyjmiemy zasade zaokraglania koncowego
wyniku z doktadnoscig do drugiego miejsca po przecinku zgodnie z obowigzujacymi
w matematyce regufami.

Czas, po ktérym doliczane sg odsetki, nosi nazwe okresu rozrachunkowego lub
okresu kapitalizacji. W przyktadzie 4 okres ten byl rowny jeden rok. W praktyce
czesto bywa krotszy.
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Przyktad e

Poréwnajmy trzy rodzaje oszczedzania. Zakladamy w trzech réznych bankach konto
- w kazdym z kwota poczatkowa 1000 zt. Interesuje nas zysk po roku oszczedzania.
W tabeli podajemy dane dotyczace poszczegélnych bankow.

| bank Il bank Il bank
Okres kapitalizacji jeden rok pot roku jeden kwartal
Stopa procentowa 8% 4% 2%

Stan konta po roku (w zt) | 1000 -1,08 =1080 | 1000 - 1,04°=1081,60 | 1000 - 1,02* ~1082,43

Zysk (w zf) 80,00 81,60 82,43

Banki, chcgc zacheci¢ klientéw, oferujg rézne okresy kapitalizacji. Czesto oprocen-
towanie podawane jest w stosunku rocznym z dodatkowg informacja o okresie kapi-
talizacji. Jezeli np. stopa procentowa (w stosunku rocznym) jest rowna 10% i okres
kapitalizacji wynosi 1 kwartal, to bank co kwartat doliczy do oszczedno$ci 2,5% stanu
konta. Trzy warianty z przykladu 5 mozna wigc traktowac jako trzy sposoby nalicza-
nia odsetek przy stopie procentowej 8% w skali roku i trzech réznych okresach kapi-
talizacji (rocznej, potrocznej i kwartalnej). Jak wida¢, przy niskiej stopie procentowe;
réznice nie sg duze.

Przyktad @) < zad. 6.15

Ewa wplacila do banku 5000 zt. Obliczymy, ile bedzie mie¢ pieniedzy na koncie po
trzech latach, przy rocznej stopie procentowej 2% i kapitalizacji kwartalnej (oczywi-
$cie, przy zalozeniu, ze nie dokona w tym czasie zadnych wyptat ani wplat).

Rozwigzanie

Co kwartat zyski wyniosa:
le -2% = 0,5% warto$ci kapitatu

Trzy lata to dwanascie kwartaltéw, wiec stan konta po tym okresie bedzie réwny:
5000 - 1,005"% =~ 5308,39 [z}]

Odp.: 5308,39 zt

W powyzszych przykladach zatozyliémy, ze bank oferuje oprocentowanie state. W praktyce  ((+))
taka sytuacja zachodzi rzadko. Banki zmieniaja wysokos$¢ oprocentowania (oprocentowanie
zmienne) w zaleznosci od wielu czynnikéw — najogdlniej méwiac — w zaleznosci od stanu
gospodarki i kondycji panstwa. Najczesciej podstawa do okreslenia wysoko$ci oprocentowania

sa stopy procentowe oglaszane przez Rade Polityki Pienieznej.

46.15. Cezary wplacit do banku
3000 zt. Oprocentowanie wynosi
1,2% rocznie, a kapitalizacja
odsetek nastepuje co kwartal. Ile
pieniedzy bedzie mial Cezary po
roku oszczedzania?

Odp.: 3036,16 z1
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46.20. Grazyna wplacila na
roczng lokate 5000 zI. Poczatkowo
oprocentowanie lokaty wynosito
1,8% w skali roku, ale po czterech
miesigcach zostalo zmienione na
1,7% w skali roku. Kapitalizacja
odsetek wynosila jeden rok. Jaka
kwote miala Grazyna na swojej
lokacie po uptywie roku?

Odp.: 5086,67 2t

Przyktad o zad. 6.20

Grzegorz wplacit na roczng lokate 4000 zt. Poczatkowo oprocentowanie lokaty wy-
nosito 2% w skali roku, ale po dziewieciu miesigcach wzrosto do 2,5% w skali roku.
Jaka kwote mial Grzegorz na swojej lokacie po uptywie roku?

Rozwiazanie

Po poczatkowych dziewieciu miesigcach, czyli % roku, odsetki wynosity:
= 2% 4000 = 60 [21

Po kolejnych trzech miesigcach odsetki wynosily:
13—2 -2,5% - 4000 = 25 [zt]

Zatem Grzegorz mial facznie 4000 + 60 + 25 = 4085 [z1].

Odp.: 4085 zt
J

Zazwyczaj klienci bankow zakltadaja konta, na ktére moga na biezaco wptacaé pie-
nigdze i w kazdej chwili je wyplacaé. Przy takich rachunkach - platnych na kazde
zadanie (tzw. rachunki a vista) — odsetki naliczane sg za kazdy dzien oszczedzania,
liczac od nastepnego dnia po dokonaniu wplaty do dnia poprzedzajacego wyplate.
Oprocentowanie takich rachunkdw jest z reguly bardzo niskie albo zerowe.

Przykiad ©)

Obliczymy, jaki zysk przyniesie kwota 1000 zt umieszczona przez 20 dni na rachunku
a vista oprocentowanym 0,5% w skali roku.

Rozwiazanie
. 2 .1 .
20 dni to %, czyli T roku bankowego Rok bankowy ma 360 dni. (1)

Zysk bedzie wiec réwny:
0,5% - 1000 - % ~ 0,28 [24], czyli 28 gr

Odp.: 28 gr
J

Lokaty w bankach sg z reguly oprocentowane niezbyt wysoko. Mozna réwniez
oszczedzaé np. w otwartym funduszu emerytalnym. Fundusze takie inwestuja po-
wierzone pienigdze i dlatego zyski z wplaconych pieniedzy moga (ale nie musza!)
by¢ do$¢ wysokie. Zgromadzony kapitat powinien by¢ wyptacany klientowi po osig-
gnieciu wieku emerytalnego w postaci comiesiecznej emerytury. Jej wysoko$¢ zalezy



od wielu czynnikéw - zgromadzonej kwoty, czasu oszczedzania itp., ale i sytuacji go-
spodarczej kraju. Zatem moze si¢ réwniez zdarzy¢, ze zamiast spodziewanego zysku
klient poniesie strate — warto sobie z tego zdawac sprawe.

Oczywiscie trudno jest planowa¢ zyski funduszu na wiele lat do przodu, ale przed za-
warciem umowy klientowi najczeséciej prezentuje sie (przy okreslonych zatozeniach
poczatkowych) rachunek symulacyjny.

Przyktad €) < zad. 6.21

Jezeli zalozymy, Ze pewien fundusz osiaga zysk w wysokosci 5% rocznie, a klient be-
dzie wplacal 100 zt miesiecznie przez 25 lat, to - przyjmujac roczng kapitalizacje -
zgromadzi on na rachunku kwote (w z1):

1200 - 1,05
(1200 - 1,05 + 1200) - 1,05 =
=1200-1,05> + 1200 - 1,05

(1200 -1,05% + 1200 - 1,05 + 1200) 1,05 =

= 1200 - 1,05° + 1200 - 1,05 + 1200 - 1,05

(1200 - 1,05% + 1200 - 1,05% + 1200 - 1,05 + 1200) -1,05 =

= 1200 - 1,05* + 1200 - 1,05° + 1200 - 1,05> + 1200 - 1,05 itd.

po pierwszym roku:

po drugim roku:

po trzecim roku:
po czwartym roku:

Po 25 latach klient zgromadzi na swoim koncie kwote (w zt) réwna:
1200 - 1,05” +1200 - 1,05°* + ... +1200 - 1,05” + 1200 - 1,05
co inaczej mozemy zapisa¢ w postaci:
25 24 2 1-1,057
1200- (1,05 + 1,05™ + ... + 1,057 +1,05) =1200-1,05- ———
1-1,05
Suma ta wystarczy do wyplacania emerytury np. w wysokosci 1000 zt przez 60 mie-
siecy, czyli 5 lat (pomijamy fakt, ze podczas tego okresu do kwoty pozostajacej na
koncie funduszu nadal beda dopisywane odsetki). P,

Inwestujac w fundusze towarzystwa funduszy inwestycyjnych, klient kupuje w biurze
maklerskim tzw. jednostki udziatowe. Sg to umowne ,,cegietki”, stuzace do rozliczen
z funduszem. Podobnie jak w banku, klient otrzymuje (na ogoé! raz w miesigcu) infor-
macje o stanie konta, ale na wyciaggu podane jest saldo jednostek uczestnictwa, a nie
kwota pienig¢zna. Cena jednostki zmienia si¢ w zaleznosci od wielu czynnikow: sy-
tuacji gospodarczej kraju, sytuacji na gieldzie, kondycji finansowej przedsigbiorstw,
w ktore sie zainwestowalo, umiejetnosci oséb zarzadzajacych funduszem itd.

~60136,14 [z}]

Oto przyklad niektérych pozycji na wydruku stanu konta zatozonego w funduszu
inwestycyjnym:

6. Oszczedzanie i kredyty w bankach

46.21. Zaraz po studiach Janusz
podpisal umowe z funduszem
emerytalnym na wplacanie
kwoty a zt miesiecznie. Fundusz
przewiduje, ze jego coroczny zysk
wyniesie p%. Zakladamy, ze Janusz
bedzie systematycznie oszczedzat
przez 40 lat do osiagniecia wieku
emerytalnego. Oblicz, jaka kwote
zgromadzi (przy kapitalizacji
rocznej), gdy

a) a =200, p=3.

b) a =100, p=6.

c)a=50, p=5.

Odp.: a) 186392 zt

b) 196857 zt

¢) 76 104 zt
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Data Transakcja Kwota [zi] Cena [z] Liczba jednostek
2007-02-11 nabycie 50,00 106,56 0,469
2007-03-11 nabycie 100,00 106,99 0,935
2007-07-11 nabycie 50,00 119,47 0,419
2007-08-12 nabycie 50,00 125,42 0,399

STAN KONTA 2,222

11 lutego 2007 r. cena jednostki byta réwna 106,56 zl, wigc za 50 zt klient kupit 0,469
jednostki, a np. 12 sierpnia cena jednostki byla wyzsza, wiec za takg sama kwote 50 zt
klient nabyt juz tylko 0,399 jednostki.

Jezeli klient chce wycofa¢ z funduszu inwestycyjnego pieniadze, wydaje w biurze ma-
klerskim dyspozycje tzw. umorzenia jednostek. Inaczej méwiac, odsprzedaje fundu-
szowi jednostki zgromadzone na koncie (wszystkie albo jakas ich cze$¢), ale po cenie
obowiazujacej w dniu umorzenia. Fundusz inwestycyjny ma na zrealizowanie takiej
transakeji kilka (lub kilkanascie) dni, dlatego klient nie zna ceny jednostki w chwili
sktadania dyspozycji.

Przyktad ()

Feliks zainwestowal w fundusze TFI ,,Zysk do kwadratu” - nabyl 200 jednostek
udziatowych funduszu inwestycyjnego agresywnego w cenie 117,30 zt za jednostke.
Zatem zaplacil za nie 23460 zl. Przez rok nie wykonal zadnych operacji, a po ro-
ku umorzyl swoje jednostki. Obliczymy wysokos¢ jego kapitalu po umorzeniu. Cena
jednostki w dniu umorzenia byta réwna

a) 129,52 7L, b) 103,05 zt.

Rozwigzanie
a) 200 129,52 = 25904 [z1]

b) W tym wypadku Feliks stracil na kazdej jednostce 14,25 z1, a kapital, jakim dys-
ponowat po roku, wynosit 200 - 103,05 = 20610 [z1].

Odp.:a) 25904z b) 20610zt

Oprocentowanie kredytow

Banki stosujg bardzo rézne sposoby oprocentowania kredytéw. Omdéwimy na przy-
ktadach najczgsciej spotykane metody.

Jezeli kwota kredytu jest nieduza, a okres kredytowania niedlugi, bank moze zasto-
sowac uproszczony sposob splaty kredytu.



Przyktad m zad. 6.22

Bank przyznat klientowi kredyt w wysokosci 10 000 zf na jeden rok. Oprocentowanie
w wysokosci 5% pobierane jest od razu przy udzieleniu kredytu. Bank pobral zatem
od razu:

5% - 10000 = 500 [21]
Kredyt ma by¢ sptacony w 12 miesigcznych réwnych ratach. Klient bedzie zatem spta-
cal go w ratach réwnych:

é 10000 ~ 833,33 [z1]

Jezeli okres kredytowania jest dtuzszy niz w przykladzie, to oprocentowanie moze
by¢ wyzsze, ale gérng granice okresla ustawa™”.

J

Zazwyczaj sposob splaty kredytu jest znacznie bardziej skomplikowany. Banki doli-
czaja odsetki zgodnie z zasadg procentu sktadanego. Oprocentowaniu takiemu pod-
lega kazda niesplacona cze$¢ kredytu. Zdarza sie, ze klient chce splaca¢ pozyczke
w rownych ratach kapitalowych. Jak zatem obliczy¢ wysokos¢ takiej raty?

Przesledzmy proces splaty kredytu na prostym przykladzie, w ktérym wszystko moz-
na wyliczy¢ ,,na piechote”. Pdzniej postaramy si¢ nasze rozumowanie uogoélnic.

Przyktad @ zad. 6.23

Karolina zaciggneta kredyt w wysokosci 2000 z1, oprocentowany na 6% w skali roku
z miesieczna kapitalizacjg. Wyznaczymy wysoko$¢ jednej raty i obliczymy kwote, jaka
Karolina odda bankowi, jezeli sptaci kredyt

a) w pieciu miesiecznych rownych ratach.

b) w dziesieciu miesiecznych réwnych ratach.

Rozwiagzanie
a) Gdyby kredyt nie byl oprocentowany, to comiesieczna rata rownataby sie 400 z1.
Bank jednak dolicza odsetki w wysokosci 6% w skali roku z miesieczng kapitalizacja.

Co miesigc niesplacona kwota kredytu zwieksza sie
0 0,5%, jest wiec mnozona przez 1 + 0,005 = 1,005.
Proces naliczania odsetek zaczyna si¢ z chwilg
otrzymania kredytu.

W momencie, gdy Karolina dostata do reki 2000 zt, do sptacenia miata kwote:

2000 - 1,005 [z1]

zwigkszona o p% jest réwna
w+i~w:w(l+i).
100 100

** W Polsce obowigzuje tzw. ustawa antylichwiarska, ktéra uzaleznia wysoko$¢ oprocentowania kredytu
od wysokosci stop procentowych NBP.

6. Oszczedzanie i kredyty w bankach

Przypomnijmy, ze wartos¢ w ((( )))

46.22. W pewnym banku

zasady udzielania kredytow sa

nastepujace:

® oprocentowanie w wysokosci
5,4% kwoty kredytu pobierane
jest od razu,

® kwote kredytu splaca sie
w réwnych ratach miesiecznych.

Oblicz, ile pieniedzy wyptaci bank

oraz jakiej wysokosci bedzie kazda

rata, jezeli zaciggniemy w tym

banku kredyt w wysokosci

a) 6000 zt na okres 1 roku.

b) 8200 zt na okres 2 lat.

¢) 11760 zt na okres 2 lat

i 4 miesiecy.

Odp.: a) 5676 z1, 500 zt

b) 7757,20 zt, 341,17 zt

c) 11 124,96 z1, 420 zt

46.23. Kredyt na mieszkanie

w wysokos$ci 178 000 zt ma by¢
sptacany w réwnych ratach
miesiecznych przez 15 lat

z oprocentowaniem 4,8% w skali
roku w systemie procentu
skladanego. Oblicz wysokos$¢
jednej raty.

Odp.: 1389,14 zt
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Po uplywie miesigca Karolina sptacita pierwszg rate, oznaczmy ja R. Do zwrotu pozo-
stalo jeszcze (2000 - 1,005 — R) [z1]. Do tej kwoty bank znéw doliczyt odsetki w wy-
sokosci 0,5%, zatem diug do zwrotu po splacie pierwszej raty byl rowny:
(2000 - 1,005 — R) - 1,005
Po nastepnym miesigcu sytuacja si¢ powtorzyta. Karolina ptacita kolejne raty, a bank
doliczal odsetki do reszty dtugu.
((2000- 1,005 - R) - 1,005 — R) - 1,005 «—— po splacie 2. raty
(((2000 - 1,005 - R) - 1,005 — R) - 1,005 — R) - 1,005 «—— po splacie 3. raty
((((2000 - 1,005 - R) - 1,005 — R) - 1,005 — R) - 1,005 — R) - 1,005 «— po splacie 4. raty
Po zaplaceniu 5. raty dlug Karoliny byl réwny 0.
((((2000 - 1,005 — R) - 1,005 — R) - 1,005 — R) - 1,005 — R) - 1,005 — R = 0
Z powyzszego rownania wyznaczymy wysokos¢ raty R.
Po wykonaniu kolejnych dziatan otrzymujemy:

2000 - 1,005° — R - 1,005* — R - 1,005° = R - 1,005 = R - 1,005 - R = 0 (1)
2000 - 1,005° = R - (1,0054 +1,005% + 1,005% + 1,005 + 1) @)
5 n
2000 - 1,005° = R- 290> —1 —S,=a- L= pn=s5a,=1,q=1005
1,005 — 1 q-1
Zatem:
5
_ 2000 - 0,005 - 1,005 ~ 406,02 [Zl]

1,005° -1
Karolina odda bankowi 5 - 406,02 = 2030,10 [z1].

Odp.: 2030,10 zt

b) Jesli zwrot kredytu roztozono na 10 réwnych rat, zasada postepowania jest iden-
tyczna, wiec w odpowiedniku réwnania (1) niewiadoma R pojawi sie 10 razy.
Réwnanie (2) bedzie teraz miato postac:

2000 - 1,005° = R - (1,0059 +1,005° + ... +1,005% + 1,005 + 1)
a wyznaczona z niego rata wynosi:

~ 2000 - 0,005 - 1,005
- 1,00510 - 1
Petna kwota sptacona wtedy bankowi to 2055,40 z1.

=~ 205,54 [zl]

Odp.: 2055,40 zt

Uogolnienie przykladéw zapiszemy w postaci wzoru, ktérego pelne wyprowadzenie
pominiemy.



Jezeli kredyt w wysokosci K ztotych ma by¢ sptacany w n réwnych miesiecznych ra-
tach, z oprocentowaniem (w systemie procentu sktadanego) z miesieczng stopg pro-
centowa p%, to jedna rata jest réwna:

k(1 5)
R:

J

Jezeli okres kredytowania jest bardzo diugi, to suma, ktéra trzeba splaci¢, moze sta-
nowi¢ nawet wielokrotno$¢ kwoty pozyczki.

Przyktad @ zad. 6.24

Sabina wzieta z banku kredyt mieszkaniowy w wysokosci 100 000 zt oprocentowany
na 7,5% w skali roku (w systemie procentu sktadanego). Bedzie go sptaca¢ w réwnych
ratach przez 25 lat. Obliczymy wysokos$¢ comiesigcznej raty oraz faczna kwote, jaka
Sabina wptaci do banku przez 25 lat.

Rozwiagzanie
Miesieczna stopa procentowa wynosi:

L .7,5% = 0,625%
12
a liczba wszystkich rat:
n=25-12 =300
Wysokos¢ comiesiecznej raty jest zatem réwna:

0,625  1,00625""

100 1,00625%% — 1
Przez 25 lat Sabina wptaci do banku 300 - 739 = 221700 [zt], czyli ponad 2 razy
wiecej niz wynosi kwota otrzymanego kredytu.

Odp.: 739 z1, 221700 zt

R = 100000 - ~ 739,00 [z1]

Jeszcze inng metoda splacania kredytu sa tzw. raty malejace.

Przyktad @) « zad. 6.25

Jezeli kredyt w wysokosci 15 000 zt, zaciagniety na 4 lata przy oprocentowaniu 13,13%
w skali roku, bedziemy sptacali w réwnych ratach miesigcznych, to wysokos¢ jedne;
raty wyniesie ok. 403 zt. Oddamy zatem bankowi 48 - 403 = 19 344 zl.

Inaczej bedzie przy ratach malejacych. Oto jak oblicza si¢ ich wysokos¢.

1. Dzielgc kwote kredytu przez liczbe rat, otrzymujemy ,,baze” kazdej raty:

1000 _ 31550 (1]
48

6. Oszczedzanie i kredyty w bankach

46.24. Leon uzyskal kredyt
mieszkaniowy w wysokosci
150000 zt oprocentowany na 6%
w skali roku w systemie procentu
sktadanego. Bedzie go splacat

w réwnych ratach kwartalnych
przez 30 lat. Oblicz wysokos¢
kwartalnej raty i calg sume, jaka
Leon odda po trzydziestu latach.

Odp.: rata: 2702,78 zi,
zwrdcona kwota: 324 333,60 zt

46.25. Robert bedzie sptacac
przez 2 lata kredyt w wysokosci
10000 zt w miesiecznych ratach
malejacych. Jezeli pierwsza rata
wyniosta 526 z1, to jakie jest
oprocentowanie kredytu w skali
roku?

Odp.: 13,1%
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2. Obliczamy miesieczng stope procentowa:
13,13%

= 1,094%
Stala wysoko$¢ odsetek od ,,bazy” jest wigc réwna:
1,094% - 312,50 = 3,42 [zl]

3. Ustalamy wysokosci kolejnych rat, mnozac miesieczne odsetki przez liczbe nie-
sptaconych rat i dodajac te kwote do bazy:

3,42 -48 + 312,50 = 164,16 + 312,50 = 476,66 [z}] «—— pierwsza rata
3,42 -47 + 312,50 = 160,74 + 312,50 = 473,24 [z}] «— druga rata

3,42 - 46 + 312,50 = 157,32 + 312,50 = 469,82 [z1] «—— trzecia rata

3,42 -2+ 312,50 = 6,84 + 312,50 = 319,34 [z}] «— przedostatnia rata
3,42 -1+ 312,50 = 315,92 [z}] «— ostatnia rata

Obliczmy kwote wptacong do banku w tym systemie.
Srednia miesigczna doptata do bazy jest réwna
3,42-48+3,42-47 +3,42-46+ ... +3,42-2+342-1 342-(48+47+ ... +2+1)
48 - 48

(148 g

8 = 83,79 [zl] —S, = WTQ” n, n=48, a, =1, a, =48
Srednia miesigczna rata wynosi
312,50 + 83,79 = 396,29 [zl]

ijest nizsza niz rata (403 zI) placona w systemie rat réwnych. W systemie rat malejg-
cych oddamy bankowi w sumie ok. 19021 zl.

3,42

System rat malejacych jest (w ostatecznym rachunku) korzystniejszy dla klienta, pod
warunkiem, Ze moze on sobie pozwoli¢ na — niekiedy duzo wyzsze niz przy ratach
réwnych - raty poczatkowe.

Nie omoéwilismy wszystkich metod, jakie stosujg banki przy splacaniu kredytéw. Po-
dane przyklady powinny zacheci¢ przyszlych kredytobiorcéw do wnikliwego anali-
zowania warunkéw umowy z bankiem przed jej podpisaniem oraz do wybrania naj-
korzystniejszej oferty.

Banki sg ustawowo zobowiazane do podawania oprocentowania realnego (RRSO -
rzeczywista roczna stopa oprocentowania). Na jego wysoko$¢ skladaja sie (oprocz
oprocentowania nominalnego) rézne oplaty, np.: oplata za rozpatrzenie wniosku, za
obstuge kredytu, ubezpieczenie czy prowizja. Jezeli bank nie dopelni tego obowigzku
i w umowie nie bedzie wymaganych informacji, to klient jest zwolniony od ptacenia
wszelkich dodatkowych odsetek i prowizji.



Uwaga: W odpowiedziach do zadan nie uwzgledniamy podatku od odsetek. Wszyst-
kie kwoty sg zaokraglane zgodnie z regutami matematyki.

W kazdym z zadan 6.1-6.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie.

6.1. Ceng telewizora réwna 1200 zt obnizono dwukrotnie, za kazdym razem o 10%.
Ile obecnie kosztuje telewizor?
A. 960 71 B. 972 zt C. 990 zt D. 1180 zt

6.2. Wplacamy do banku 1500 zt. Kapitalizacja odsetek nastepuje co kwartatl, przy
oprocentowaniu 4% w skali roku. Przez trzy lata nie dokonujemy zadnych wplat ani
wypfat. Ile zfotych bedziemy mieli po trzech latach?

A.1500-1,04  B.1500-1,04"  C.1500-1,01"  D.1500-1,01"

6.3. Przez kilka lat produkcja pewnego przedsigbiorstwa systematycznie rosta o 7%
w skali roku. Ile wynidst procentowy wzrost produkcji po trzech latach?
A. 21% B. 20,5% C. 22,5% D. 24%

6.4. Monika wplacita do banku 1500 zI. Kapitalizacja odsetek nastepuje co kwartat
z oprocentowaniem 4% w skali roku. Przez dwa lata Monika nie dokonywata zadnych
wplat ani wyplat. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Po roku Monika miata na koncie 1560,91 zl.

B. Po péttora roku Monika miala na koncie 1592,28 zt.

C. Po dwoch latach Monika miata na koncie 1624,29 zt.

6.5. Liczbe 5 zwiekszono o 20%. Otrzymana liczbe ponownie zwigkszono o 20% itd.
Operacje te wykonano czterokrotnie. Jaka liczbe otrzymano?

6.6. Wplacamy x zt na lokate oprocentowang p% miesiecznie, z miesieczng kapita-
lizacjg odsetek. Jaka kwota bedzie na tej lokacie po uptywie roku?

a) x =100, p=10 c) x=200, p=5

b) x =100, p=5 d) x =300, p=2

6.7. Skfadamy 1000 zt w banku oferujacym 4% rocznie z roczng kapitalizacja. Po ilu
latach kwota oszczednosci przekroczy 2000 zI?

6.8. W pewnym miescie zyje 25 000 mieszkanicéw. Po ilu latach liczba mieszkancow
przekroczy 27 000, jezeli roczny przyrost bedzie przez kilka lat rowny 2,1%?

Uwagi metodyczne

Rozwigzywanie zadan zwigzanych z bankowoscia jest wyjatkowo zmudne i zwykle wymaga
uzycia kalkulatora. Aby jednak zrozumie¢ zasady obliczania odsetek czy wysokosci rat,
trzeba przeliczy¢ samodzielnie kilka przykladow. Rozwiazywanie tych probleméw mozna
réwniez wykorzysta¢ do opracowania odpowiedniego programu komputerowego

w ramach zaje¢ z informatyki.

6. Oszczedzanie i kredyty w bankach

Odpowiedzi i rozwigzania
6.1. B

6.2. D

6.3. C

6.4. P,P,P

6.5. 10,368

6.6. a) 313,84 zt
b) 179,59 zt
¢) 359,17 zt
d) 380,47 zt

6.7. po osiemnastu latach

6.8. po czterech latach
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6.9. o ok. 99,39%

6.10. o ok. 19,25%

6.11. ok. 8533 m’

6.12. 87,5%

6.13. 2024 zt

6.14. a) 4064 zt
b) 4129,02 7t
c) 4330,41 zt

6.15. 3036,16 zt

6.16. 8056 zt, 0 0,7%

6.17. 4274,80 zt

6.9. Po zastosowaniu szczepionki na pewien rodzaj wirusa atakujacego dréb liczba
zachorowan wsrdd kurczat zmalata o 72% rocznie. O ile procent zmaleje zachoro-
walnoé¢ po czterech latach, jesli spadek zachorowalnosci sie nie zmieni?

6.10. Liczba klientéw supermarketu maleje co kwartat o 5%, ale srednia kwota wy-
dawana przez klienta w tym supermarkecie wzrasta co kwartal o 10%. O ile procent
wzrosng wplywy supermarketu po uptywie roku?

6.11. Dzialka lesna zawiera 7000 m’ masy drzewnej. Z obserwacji wynika, ze rocz-

ny przyrost masy drzewnej jest rowny przecietnie 2%. Ile m> masy drzewnej bedzie
zawierala ta dziatka po uplywie 10 lat?

6.12. W serialu Alternatywy 4 kierownik elektrocieplowni otrzymuje informacje,
ze podczas ogrzewania odleglego osiedla traci sie 50% ciepla przy spalaniu wegla,
kolejne 50% przy przesytaniu go nieszczelnymi rurami i wreszcie 50% z powodu nie-
zamieszkatych lokali. Jak wylicza, straty wynosza 150% ciepta, wigc szybko wylacza
ogrzewanie! Zatézmy, ze oszacowanie strat kazdego rodzaju jest poprawne. Oblicz,
ile procent wynoszg rzeczywiste straty ciepla.

6.13. Adam wplacit 2000 zt na roczng lokate oprocentowana w wysokosci 1,2%
w skali roku i z roczng kapitalizacja odsetek. Jaki bedzie stan jego konta po roku?

6.14. Bogumil wptacil 4000 zt na roczng lokate oprocentowang w wysokosci 1,6%
w skali roku i z roczng kapitalizacja odsetek. Oblicz stan jego konta
a) po roku. b) po dwdch latach. ) po pieciu latach.

6.15. Cezary wplacil do banku 3000 zt. Oprocentowanie wynosi 1,2% rocznie, a ka-
pitalizacja odsetek nastepuje co kwartal. Ile pieniedzy bedzie mial Cezary po roku
oszczedzania?

6.16. Jaka kwote otrzymamy po poét roku, jezeli wplacimy 8000 zt na lokate pol-
roczng, ktdrej oprocentowanie wynosi 1,4% w skali roku? O ile procent zwiekszy sie
kwota wplacona na poczatku?

6.17. Danka zalozyla lokate w wysokosci 4000 zt ze zmiennym oprocentowaniem.
Przez pierwsze dwa lata oprocentowanie lokaty byto réwne 1,8%, w trzecim roku
1,6%, a w czwartym 1,5%, z roczng kapitalizacjg odsetek. Ile pieniedzy miata Danka
na tej lokacie po czterech latach?



6.18. Pordwnaj wysokosci odsetek, jakie otrzyma Edward od kwoty 8000 z1 z opro-
centowaniem 1,8% w skali roku i kapitalizacja:
I. raz na miesiac, II. raz na kwartat, III. raz na rok.

6.19. Filip wptaca co miesigc 200 zt na tzw. lokate systematycznego oszczedzania.
Oprocentowanie lokaty jest rowne 1,3% w skali roku, z roczng kapitalizacjg odsetek.
Jaka kwotg bedzie dysponowat Filip

a) po roku?

b) po dwdch latach?

¢) po dwdch latach i czterech miesigcach?

6.20. Grazyna wplacila na roczng lokate 5000 zt. Poczatkowo oprocentowanie loka-
ty wynosito 1,8% w skali roku, ale po czterech miesigcach zostalo zmienione na 1,7%
w skali roku. Kapitalizacja odsetek wynosita jeden rok. Jakg kwote miata Grazyna na
swojej lokacie po uplywie roku?

6.21. Zaraz po studiach Janusz podpisal umowe z funduszem emerytalnym na wpta-
canie kwoty a zI miesiecznie. Fundusz przewiduje, Ze jego coroczny zysk wyniesie p%.
Zakladamy, ze Janusz bedzie systematycznie oszczedzal przez 40 lat do osiagniecia
wieku emerytalnego. Oblicz, jaka kwote zgromadzi (przy kapitalizacji rocznej), gdy

a) a=200, p=3. b) a=100, p=6. c) a=50, p=5.

6.22. W pewnym banku zasady udzielania kredytéw sg nastepujace:

° oprocentowanie w wysokosci 5,4% kwoty kredytu pobierane jest od razu,
 kwote kredytu splaca sie¢ w réwnych ratach miesiecznych.

Oblicz, ile pieniedzy wyptaci bank oraz jakiej wysokosci bedzie kazda rata, jezeli za-
ciggniemy w tym banku kredyt w wysokos$ci

a) 6000 zl na okres 1 roku.

b) 8200 zt na okres 2 lat.

¢) 11760 zt na okres 2 lat i 4 miesiecy.

6.23. Kredyt na mieszkanie w wysokosci 178 000 zt ma by¢ sptacany w réwnych
ratach miesiecznych przez 15 lat z oprocentowaniem 4,8% w skali roku w systemie
procentu skladanego. Oblicz wysoko$¢ jednej raty.

6.24. Leon uzyskat kredyt mieszkaniowy w wysokosci 150 000 zf oprocentowany na
6% w skali roku w systemie procentu sktadanego. Bedzie go sptacat w réwnych ratach
kwartalnych przez 30 lat. Oblicz wysoko$¢ kwartalnej raty i calg sume, jaka Leon odda
po trzydziestu latach.

6. Oszczedzanie i kredyty w bankach

6.18. I. 145,19z,
I1. 144,97 71,

I11. 144 zk;
MM<II<I

6.19. a) 2431,20 zt
b) 4894,01 zt
¢) 5694,01 z1

6.20. 5086,67 zt

6.21. a) 186392 zt
b) 196 857 zt
¢) 76 104 z1

6.22. a) 5676 z1, 500 zt
b) 7757,20 zt, 341,17 zt
¢) 11 124,96 zt, 420 zt

6.23. 1389,14 zt

6.24. rata: 2702,78 zi,
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6.25. 13,1%

6.26. Pawel, 212 zt

6.27. 2,5 roku (30 rat
miesiecznych)

Prosto do matury
1. F,P,P

2. ok. 14,1

3. a) 2400 7t
b) 027,1%

4. 128749 zk;
przez 10 lat i 8 miesiecy

5. 587,76 zt

6.25. Robertbedzie splacac przez 2 lata kredyt w wysokos$ci 10 000 zt w miesiecznych
ratach malejacych. Jezeli pierwsza rata wyniosta 526 zl, to jakie jest oprocentowanie
kredytu w skali roku?

6.26. Pawel byl klientem banku, w ktérym kredyt mozna wzia¢ z oprocentowaniem
9,5% w skali roku i sptaca¢ go w réwnych ratach miesiecznych w systemie procentu
skladanego. Bank Piotra zaproponowat kredyt z oprocentowaniem 10% w skali ro-
ku ze splatg w systemie miesiecznych rat malejacych. Obaj panowie wzieli kredyty
w wysokoséci 100 000 zI na 4 lata. Ktéry z nich ponidst wieksze koszty kredytu? Ile
wynosita réznica? Wynik podaj w zaokragleniu do 1 zt.

6.27. Patrycja wzieta kredyt w wysokosci 16 000 zt i splaca go w miesiecznych ratach
malejacych. Na ile lat zostata rozlozona splata tego kredytu, jezeli wiemy, ze oprocen-
towanie w skali roku jest réowne 10,5%, a ostatnia rata wynosi 538 zI?

1. Zakladamy, ze liczba mieszkancéw pewnego miasta co roku wzrasta o 5%.
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Po trzech latach liczba mieszkancow wzrosnie o 15%.

B. Po dziewieciu latach liczba mieszkaricéw wzroénie o ponad polowe.

C. Po pietnastu latach liczba mieszkancéw wzrosnie o ponad 100%.

2. Liczbe 8 zwigkszono o 12%. Otrzymang liczbe ponownie zwigkszono o 12%. Ope-
racje te wykonano pieciokrotnie. Jakg liczbe otrzymano?

3. Komputer taniat trzykrotnie o 10% i obecnie kosztuje 1749,60 z1.
a) Jaka byla poczatkowa cena komputera?
b) O ile procent tacznie staniat ten komputer?

4. Fundusz emerytalny przewiduje coroczny zysk w wysokosci 4% z kapitalizacja
roczng. Ile oszczednosci zgromadzimy po 38 latach, jesli bedziemy wptaca¢ 120 zt
miesiecznie? Przez ile lat mozna z tych pieniedzy wyptacaé miesi¢cznie kwote 1000 zI?
(Pomijamy fakt, ze podczas tego okresu do kwoty na koncie funduszu nadal beda
dopisywane odsetki.)

5. Agnieszka zaciagneta kredyt w wysokosci 10 000 zt. Bedzie go sptacata w rownych
ratach miesiecznych przez 1,5 roku. Oprocentowanie kredytu wynosi 7,2% w skali
roku (w systemie procentu sktadanego). Oblicz wysokos¢ jednej raty.



7. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-17 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

1. Dany jest ciag (a,), w ktérym a,, = 153_ 2" dla n > 1. Liczba wszystkich nie-
n

ujemnych wyrazéw tego ciagu jest rowna
A. 8. B. 7. C. 6. D. 5.

2. Czwarty wyraz ciagu (a,,), okre§lonego za pomocg uktadu warunkow: a; = 1
1

ia,,= Tra dla n > 1, jest rowny
AL B. = c D. £
4 43 13 13
\/12
3. Dany jest ciag (a,,) okreslony wzorem a, = n;;l dla n > 1. W tym ciagu
n
wyraz a, jest réwny
A B 2 ey p. 2
2 5 5 2

4. Dane s wyrazy: a, = 8 i a, = 13 ciagu arytmetycznego (a,,) okreslonego
dla n > 1. W tym ciggu
A.a, =88. B. a;; = 88. C. a4 = 88. D.a,, = 88.

5. Liczby 5, -2, -9 sa pierwszymi trzema wyrazami ciggu arytmetycznego (a,,) okre-
slonego dla n > 1. Wzér ogdlny tego ciggu ma postacé

A.a,=-7n+12. B.a,=-2n+7. C.a,=7n-12. D.a,=2n-7.

6. Drugi wyraz ciggu arytmetycznego (a,,) okreslonego dla n > 1 jest réwny —13,
a dsmy 5. Pierwszym wyrazem tego ciggu jest

A. 10. B. -10. C. 1e. D. -16.

7. W ciggu arytmetycznym (a,,) okreslonym dla n > 1 prawdziwa jest rownos¢
a, + as + ag = 18V/2. Wynika stad, ze

8 12
A a; =

7 B. a; = oA C. a5 = 5V2. D. a5 = 7V2.

7. Powtdrzenie

Odpowiedzi i rozwigzania
1. B
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10. B

11. B

12. B

13. A

14. A

15. B

Dziat 3. Ciggi

8. Wskaz zalezno$¢ prawdziwa dla kazdego ciggu arytmetycznego.
A.a,+a,=ay C. a, +a; =2ay
B. a, +ag = as; + ag D.ag+a,g=a, +ay,

9. W pieciokacie miary katdw tworzg ciag arytmetyczny o rdznicy 30°. Najwiekszy
kat tego pieciokata ma miare
A. 168°. B. 160°. C. 138°. D. 170°.

10. Dane sg dwa wyrazy ciagu arytmetycznego (a,,) okreslonegodla n > 1: a, =9
i a5 = 0. Suma pierwszych pieciu wyrazéw tego ciagu jest réwna
A. 29. B. 30. C. 12. D. 15.

11. Dany jest szeSciowyrazowy ciag geometryczny o ujemnym ilorazie. Pierwszy
wyraz tego ciagu jest rowny V3, a ostatni jest rowny —27. Trzecim wyrazem tego
ciggu jest

A. =33, B. 3V3. C. -9. D.9.

12. Dany jest ciag geometryczny (a,,) okreslony dla n > 1, w ktérym a; = V5,
a, = 5/5. Wzér na n-ty wyraz tego ciggu ma postaé

(v5)' 5" YEAN "
A'a":T' B.a,=—. C.an:(?). D.an:(\/g).

13. Dany jest cigg geometryczny (a,) o wyrazach dodatnich, w ktérym a5 = 5aj.
Iloraz tego ciagu jest réwny

A. /5. B. V?g C. 5. D.

| =

14. Liczby 2, x -3, % w podanej kolejnosci tworzg cigg geometryczny o wyrazach
dodatnich. Wskaz wartos¢ x.
A 4 B. -4 C.3 D. -1

2(

15. Ciag (a,) okreslony jest wzorem a,, = %2) dla n > 1. Ciag ten jest

A. arytmetyczny i jego réznica wynosi r =

WIN N W

B. arytmetyczny i jego réznica wynosi r =

C. geometryczny i jego iloraz wynosi q =

D. geometryczny i jego iloraz wynosi g =

Wk W[



16. Monika wplacita do banku 1500 zt. Kapitalizacja odsetek nastepuje co kwartat,
a oprocentowanie wynosi 4% w skali roku. Jaka kwota bedzie na koncie Moniki po
dwoch latach?

A. 1624,29 7t B. 1662,59 zt C. 1650 zt D. 1524,30 zt

17. Pozyczka w wysokosci 25000 zI ma by¢ sptacana w rownych ratach miesiecz-
nych przez 5 lat z oprocentowaniem 24% w skali roku w systemie procentu skltada-
nego. Jaki jest koszt tej pozyczki?

A. 18152zt B. 13440 zt C. 19166 zt D. 57025,77 7t

W zadaniach 18-36 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

18. Ciag liczbowy okreslony jest wzorem a, = 3n— 1. W tym ciagu
A a, ,=3n-2. B.a,,=3n+5. C.a,,=3n-4

19. Ciag (a,,) okreslony jest wzorem a, = n° — 101 + 18. Wynika stad, ze
A. (a,) ma doktadnie pig¢ wyrazéw ujemnych.

B. a; = a; oraz a, = a,.

C. (a,) przyjmuje warto$¢ najmniejsza.

20. Ciag liczbowy okreslony jest wzorem a,, = n* — 3n + 2. Wynika stad, ze
A.a,=72.

B. (a,) jest ciagiem rosnacym.

C. (a,,) jest ciaggiem monotonicznym.

21. Ciag liczbowy okreslony jest wzorem a,, = P+2°+3%+ . +nh W tym ciagu
A.a, =28 B. aq = ag + 81. C. ag =90.

22. Ciag (a,,) jest rosnacy. Wynika stad, ze

A. cigg o wyrazie ogolnym b, = —a,, + 15 jest malejacy.
B. ciag o wyrazie ogélnym ¢, = a,, — 2 jest rosnacy.

C. cigg o wyrazie og6lnym d,, = |a,| jest rosnacy.

23. Ciag (a,) okreslony jest wzorem a, = 3'°8°" dla n € N — {0}. Zatem
A. ciag (a,) nie ma miejsc zerowych.

B. ciag (a,,) jest rosnacy.

C. wszystkie wyrazy ciagu (a,,) sa niewymierne.

16.

17.

18.

19.

20.

22.

23.

F,P,P

P,P,P

P,E, P

.FEPF

P,P,F

P,P,F

7. Powtdrzenie
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24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

P,P,P

P,P,F

P,pP,P

P,P,F

P,E, P

P,P,P

P,F, P

E,P,P

P,F, P

24. Liczba r jest réznica ciggu arytmetycznego (a,,). Zatem
A.ag=ay +4r. B. a,, = a¢ + 6r. C.a,;=as+mn-2)r.

25. Ciag (a,,) jest arytmetyczny. Wynika stad, ze

a,t+a,+a,+as
A.a,)—ag=ay,—a,. B ————————==a;. C.a;—a,=

n (ag — ay).

N | —

26. Suma

A. wszystkich parzystych liczb dwucyfrowych jest rowna 2430.

B. wszystkich trzycyfrowych liczb naturalnych mniejszych od 777 jest réwna
296 526.

C.12+14+16+ ... +52 jest réwna 672.

27. Dane sg trzy kolejne wyrazy pewnego ciagu liczbowego: 5p — 1, p* +2p — 3,
2 p2 -p-5.

A. Dla pewnego p € R wyrazy te tworzg ciag arytmetyczny.

B. Dla kazdego p € R wyrazy te tworzg ciag arytmetyczny.

C. Wyrazy te tworza ciag arytmetyczny tylko dla p = 2.

28. Dany jest ciag geometryczny (a,,) o wyrazach roznych od 0 i ilorazie q # 1.
A. Dziesiaty wyraz tego ciagu jest rowny a5q5.
B. Trzynasty wyraz tego ciagu jest rowny a5q7.

19100

g . : . a
C. Trzeci wyraz tego ciggu jest rowny
Aog

29. W ciggu geometrycznym (a,) dane sa wyrazy: a; = 8, a, = 32. W tym ciagu

A.a,=8-4"" B. a, = 2" C.a,=2-4"
30. Dany jest ciag geometryczny (a,,) o wyrazach réznych od 0 i ilorazie g # 1.
W tym ciggu
@y _ @y 2
A —=—. B. a,-as;=a;;—ay. C.ay=a;-as.
@y @i
11 V2-1
31. Liczb y = sa kolejnymi wyrazami ciaggu
VA1 2 a KOl nymI Wy a8
A. arytmetycznego. B. geometrycznego. C. monotonicznego.
1
al = 5
32. Ciag liczbowy (a,,) okreslony jest wzorem rekurencyjnym 1 1
Ao = — + =
W tym ciagu "oa, 2
A.a3:E B. a; =4. C.a,>1.

14°



33. Liczby log a, log b, log ¢, gdzie a, b i c s3 réznymi dodatnimi liczbami rze-
czywistymi, tworza (w podanej kolejnosci) ciag arytmetyczny. Zatem liczby a, bic
tworza (w podanej kolejnosci)

A. ciag arytmetyczny. B. ciag geometryczny. C. ciagg monotoniczny.

34. Liczby log, 4, log, 16, log, 256 s3

A. kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego.
B. kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego.
C. wyrazami pewnego ciggu arytmetycznego.

35. Cene telewizora rowng 1200 zt obnizono najpierw o 20%, a potem o 10%. Zatem
A. cena telewizora po obu obnizkach jest nizsza od poczatkowej o 30%.

B. po obu obnizkach telewizor kosztuje 864 zt.

C. koncowa cena telewizora wynosi ponad 70% ceny poczatkowe;.

36. Michat podjat prace wakacyjna na nastepujacych warunkach: 300 zt za pierwszy
tydzien i podwyzka 5% po kazdym przepracowanym tygodniu.

A. Wynagrodzenie Michata za trzeci tydzien pracy wynosito 330,75 zt.

B. Wynagrodzenie Michata za czwarty tydzien pracy wynosito ponad 350 zt.

C. Po 5 tygodniach pracy Michat zarobit w sumie 1657,69 zl.

Zadania otwarte krétkiej odpowiedzi

37. Podaj przyktad wzoru ogélnego skoriczonego ciagu (a,,) o danych kolejnych wy-
razach.

a) 2,3,4,5,6,7 e) 2,4,6,8,10
b) 1) l) 1) 1) l) l) l) l)l f) _3,_4,_5, _6, —7
23456789
C) 2, é’ A_L’ E, é’ Z’ §, 2) E’E g) 1,2,4,8,16
2345678 9 10
1111 1
d) 1, V2, V3,2, V5, V6, V7 h) -0 0=
) 1,V2,V3,2,V5, V6, V7 ) 32750
/ . . 2n—10
38. Ogolny wyraz ciggu dany jest wzorem a,, = 0
n

a) Ile wyrazow ujemnych ma ten ciag?
b) Ktéry wyraz ciggu jest rowny li?
c) Dla jakich wartosci n wyrazy ciagu sg wieksze od 12

39. Ciag liczbowy (a,,) jest okreslony wzorem a,, = 4 — %, n € N - {0}. Oblicz, ile
wyrazow tego ciagu jest mniejszych od 3,98.

7. Powtdrzenie

33. F,P,P

34. P,E, P

35. F,P, P

36. P,E, P

37.a)np.a,=n+1

1
b) np.a, =~
n+1
c)np.a, = ”
d) np.a, = Vn

e) np.a, =2n
f) np.a,=-n-2

g) np.a, =2""
h) np-a, = 575
38. a) cztery

b) a5

cn>11

39. czterdziesci dziewigd
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40. a) rosnacy

b) rosnacy

) niemonotoniczny
d) niemonotoniczny
e) malejacy

f) malejacy

41. a) staly
b) niemonotoniczny
c) rosnacy

43. a) 5, 7, 100
6 1 1 1 1 1 1
-=-+-+—+_—+—+—,
7 2 6 12 20 30 42
9 11 1 1 1

1 1
Sttt —t—+—+—
10 2 6 12 20 30 42 56
1 1
_+_
72 90

44. a0, =-17,r=3
45.a,=7,r=13
46. 20

47. a) tak, a, =12, g=4
b) nie
c)tak, a; =-m, g=1

d) tak, a, = —%, q= —%

48. Patrzs. 263.

40. Zbadaj monotonicznos¢ ciggu o podanym wzorze ogdlnym.
a) a, = 3n-100 ) a,=(-2)"-n e) a,=2"

b)an=3nn_l d) a,=2+4n—n> f) a,=2+

n+1

41. Zbadaj monotonicznos¢ ciagu o podanym wzorze ogdlnym.
a) a, = sin (nmn) b) a, = cos (nmn) c) a, =n+tg(nmn)

42. Sporzadz wykres ciagu (a,,).
a) a,=2n-3 Q) a,=n"—6n+7

3- 2_1
b i — n n

d) a, =

n+1

43. Dla wszystkich dodatnich liczb naturalnych n prawdziwy jest wzor:
n 1 1 1 1

= —t—t—t+ .. —
n+l 1-2 2-3 3-4 n-(n+1)

Mozna z niego skorzystaé, aby przedstawi¢ utamek postaci % jako sume utamkow,
n
1 1 1

zktérych kazdy ma wliczniku 1, a w mianowniku liczbe naturalng, np. 13_1 =5t = 5

a) Ile skladnikéw ma suma po prawej stronie wzorudla: n =5, n=7, n = 100?
b) Sprawdz prawdziwos¢ wzoru dla n = 5.

c) Przedstaw liczby g oraz % w postaci sumy utamkow, z ktorych kazdy ma w licz-

niku 1, a w mianowniku liczbe naturalng.

44. Dany jest cigg arytmetyczny (a,, ) okre$lony dla n > 1, w ktérym a3 = 19 oraz
a3 = 64. Oblicz pierwszy wyraz a, i roznice r tego ciggu.

45. W pewnym ciggu arytmetycznym wyrazy a,, ds, ds sa odpowiednio rowne licz-
bom 2x —19, 3x — 6, 2x + 33. Oblicz pierwszy wyraz i réznice r tego ciagu.

46. W ciagu arytmetycznym (a,,) okreslonym dla n > 1 danesg a; =5 i Sg = 60.
Oblicz réznice a,, — a,.

47. Skorzystaj z definicji i sprawdz, czy ciag okreslony danym wzorem ogdlnym jest
ciggiem geometrycznym. Jesli tak — podaj jego wyraz a, i iloraz q.

a) a,=3-4" b) a, = n* &

D o= p

c) a,=-7

48. Wykaz, ze liczby a, = 3 —2V2, a, = 10 - 7V2, a5 = 34 — 242 tworzg ciag
geometryczny. Oblicz jego iloraz g.

42,
a) b) 9) d)
a.4 A A a4

Y=

-

=Y

=Y

=Y




Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

49. Dany jest ciag (a,,) okreslony wzorem a,, = %n2+%n dla n > 1. Wykaz, ze suma

kazdych dwdch kolejnych wyrazow tego ciagu jest kwadratem liczby naturalnej.

50. Suma drugiego i szOstego wyrazu ciggu arytmetycznego (a,,) jest réwna 8, a wy-
raz 6smy jest kwadratem wyrazu czwartego. Wyznacz ten ciag.

51. Czwarty wyraz pewnego ciagu arytmetycznego jest rowny —2, a dziesigty —26.
Oblicz sume wyrazow tego ciagu od wyrazu czwartego do dziesiatego wiacznie.

52. W ciagu arytmetycznym (a,) dane s3 wyrazy: a; = 4 i ag = 19. Wyznacz
wszystkie wartosci n, dla ktérych wyrazy ciagu (a,,) sa mniejsze od 200.

53. Ciag liczbowy (a,,) jest okreslony wzorem a, = (n—4)(2 + p), gdzie p € R.
a) Sprawdz, czy dla kazdego p ciag (a,,) jest arytmetyczny.
b) Oblicz sume a4 +a;; +a;g+ ... +ays dla p=3.

54. Roéznicy ciggu arytmetycznego jest liczba r = 3, a $rednia arytmetyczna wy-
razow as, dy, ds, dg, A, dg, dg jest rowna 10. Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu oraz
liczbe k, dla ktorej a; = 28.

55. W ciaggu arytmetycznym (a,,) okreslonym dla n > 1 siédmy wyraz jest rowny
63, a suma jedenastu poczatkowych wyrazéw ciagu jest rowna 308. Oblicz a,.

56. Skladniki po lewej stronie rownania
Rx+1)+Q2x+4)+2x+7)+ ... +(2x+28) =155
sg kolejnymi wyrazami pewnego ciagu arytmetycznego. Rozwiaz to réwnanie.

57. Liczby x, 6, y sa w podanej kolejnosci pierwszymi trzema wyrazami ciggu aryt-
metycznegoi y — x = 18. Oblicz sume Sg tego ciagu.

58. Wyrazami ciggu arytmetycznego (a,,) sa kolejne liczby naturalne, ktore przy
dzieleniu przez 5 daja reszte 2. Ponadto a; = 12. Oblicz a,s.

59. Pierwiastki wielomianu W(x) = x° + ax’ + bx + ¢ tworzg ciag arytmetyczny
o roznicy r = 2. Suma wszystkich wspétczynnikéw tego wielomianu jest réwna 0.
Wyznacz wspoélczynniki a, b, c. Rozwaz wszystkie mozliwe przypadki.

48.a,=3-2V2,a,=10-7V2, a; = 34 - 242
a, _10-7vV2 3+2V2 _ 30+20V2-21V2-28 —2-3

a, 3-2v2 3+2v2 9-8

ay  34-24v2 2(17-12v2) 1047v2  2(170+119v2 - 120V2 - 168) .
a,  10-7V2  10-7vV2  10+7vV2 100 — 98 -

a, _ as

= —=, zatem liczby a,, a,, a; tworza ciag geometryczny.
a4

1 1
49.an=5n2+zn,n>1

a, = %n(n-r 1),a,,, = %(n-r 1)(n+2)

a,+a,, = %n(n+ 1)+ %(n+ D(n+2) = %(n+ DEn+2) = (n+1) dla nz1

Zatem suma kazdych dwdch kolejnych wyrazéw tego ciagu jest kwadratem liczby
naturalnej.

7. Powtdrzenie

50.a,=-5r=3

51. -98

52. n < 66

53. b) 825

54. a, = -5, k=12

55. a, = —147
56. x = %

57. Sg =228
568.a,;=72

589.a=3,b=-1,c=-3
luba=-3,b=-1,c=3
lub a=-9,b=23,¢c=-15

263 I
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60. a) w Supertaxi
b) 5km

61. 222 lub -222

62.a, =-3-,n=27
lub a, =4, n=12

63. ——
16

64. pierwszy wyraz: -3,
iloraz: —2;
nie jest monotoniczny

65. ok. 7,6 razy

66. 20 m

67. 16 z1, 24 7z}, 36 zt

68. 6 cm, 12 cm, 24 cm

60. Za przejazd taksowka firmy Supertaxi placi sie 8 zt oplaty poczatkowej oraz
1,80 zt za kazdy przejechany kilometr. W firmie Extrataxi oplata poczatkowa wynosi
6 zl, a koszt jednego kilometra to 2,20 zt.

a) W ktdrej firmie zaplacimy mniej za przejazd trasg dlugosci 6 km?

b) Przy jakiej liczbie kilometréw w obu firmach zaptacimy tyle samo?

61. Tloczyn pierwszego i trzeciego wyrazu ciggu arytmetycznego wynosi 16, zas ilo-
czyn drugiego i czwartego wyrazu jest rowny 55. Oblicz sume dwunastu poczatko-
wych wyrazow tego ciagu.

62. Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,,) jest réwna 81, a su-
ma n+4 poczatkowych wyrazéw tego ciagu réwna sie 124. Réznicg ciggu jest liczba %

Wyznacz pierwszy wyraz i wartos¢ n.

63. Drugi wyraz ciagu geometrycznego jest rowny —4, a jego piaty wyraz jest row-
ny —%. Oblicz 6smy wyraz tego ciagu.

64. Suma pierwszego i drugiego wyrazu ciggu geometrycznego wynosi 3, a suma
drugiego i trzeciego wyrazu jest rowna —6. Wyznacz ten ciag. Sprawdz, czy jest on
monotoniczny.

65. Liczba mito$nikow tworczosci Euzebiusza Pajaczka zwigksza sie srednio o poto-
we co trzy lata. Ile razy zwigkszy si¢ przez najblizszych 15 lat?

66. Przy kopaniu szybu placi sie 100 zt za pierwszy metr gtebokosci, a za kazdy na-
stepny o 50 zt wiecej niz za poprzedni. Ponadto, jezeli gtebokos¢ szybu przekracza
5 m, ryczaltowo doptaca sie 1000 zt. Konicowy $redni koszt 1 m gtebokosci wykopu
wynidst 625 zt. Oblicz gtebokos¢ szybu.

67. Za trzy ksiazki, ktérych ceny tworza ciag geometryczny, zaplacono 76 zt. Naj-
drozsza z tych ksigzek kosztowata o 4 zt mniej niz dwie pozostate razem. Ile koszto-
wata kazda ksigzka?

68. Na wykonanie modelu prostopadfo$cianu o objetosci 1728 cm” zuzyto

1008 cm” blachy. Dtugosci krawedzi prostopadtoscianu tworzg ciag geometryczny.
Oblicz te diugosci.

69. W rosnacym ciagu geometrycznym (a,,) spelniony jest warunek a,,,, = a,+4a,,,,
dla n € N — {0}. Wyznacz iloraz tego ciagu.



70. Cztery liczby tworza cigg geometryczny. Suma pierwszej i ostatniej z nich jest

a 3 L .. .1 832 o TI8
réwna _IZ’ a suma drugiej i trzeciej wynosi > Znajdz te liczby.

71. Suma dziesieciu wyrazow ciggu arytmetycznego (a,) o wyrazach calkowitych
jest réwna 155. Pierwszy wyraz tego ciagu to iloraz pewnego ciaggu geometrycznego
(b,,) o wyrazach catkowitych, ktdrego pierwszy wyraz jest roznica ciagu (a,,). Suma
pierwszych dwoch wyrazéw ciagu (b,,) jest rowna 9. Wyznacz oba ciagi.

72. W geometrycznym ciagu (a,,) okreslonym dla n > 1 dane sa: wyraz ogélny
a, =5" iiloraz g = 25. Wiadomo, ze x; + X, + ... +x;o = 120. Oblicz x;.

73. Dany jest ciag arytmetyczny (a,,) okreSlony dla n > 1, wktorym a5 = 9, aq = 1.

a) Oblicz pierwszy wyraz a, i réznice r ciagu (a,,).

b) Wykaz, ze ciag o wyrazach as, ag, aq jest ciggiem geometrycznym, i oblicz jego
iloraz q.

¢) Wyznacz n, dla ktorego suma S, ciggu arytmetycznego (a,) ma najwieksza war-
tos¢.

74. Suma dwunastu poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego (a,,) okreslone-
godla n > 1 jest réwna 42. Srednia arytmetyczna wyrazéw: czwartego, 6smego
i dziesigtego jest rowna 6. Wyrazy ag, ag, a; ciagu (a,,) tworza w podanej kolejnosci
tréjwyrazowy cigg geometryczny. Oblicz k.

75. Liczby a, b, ¢ tworza w podanej kolejnosci ciag geometryczny. Suma tych liczb
jest rowna 93. Te same liczby sa odpowiednio pierwszym, drugim i siéddmym wyra-
zem ciggu arytmetycznego. Oblicz a, bi c.

76. Suma pierwszych pieciu wyrazow ciggu arytmetycznego (a,,) jest rowna 10. Wy-
razy: trzeci, piaty i trzynasty tego ciagu tworza w podanej kolejnosci ciag geometrycz-
ny. Wyznacz wzor na n-ty wyraz ciagu (a,,).

77. Trojwyrazowy ciag: x+y, 2x+1, 9 jestarytmetyczny, a ciag: 2, x+1, 4y jest
geometryczny. Wyznacz takie x i y, aby suma wyrazéw ciggu arytmetycznego byla
wieksza od sumy wyrazéw ciagu geometrycznego.

78. Ciag o wyrazach dodatnich a, 4b, 11 jest arytmetyczny, a ciag: b, 8, 6a+b, ¢
jest geometryczny. Oblicz a, b i c.

79. Liczby a, b, ¢ s3 odpowiednio pierwszym, drugim i trzecim wyrazem rosngcego
ciggu geometrycznego. Suma tych liczb jest rowna 52. Ciag o wyrazach a+2, b, c—18
jest arytmetyczny. Wyznacz liczby a, b, c.

7. Powtdrzenie

72. x; =3

73.a)a, =17, r=-2
b)ag=17+7-(-2)=3

9 _ 1 a1 a5 4 _

1

- b - >
as 3 ag 3 a5 ag 3

Zatem ciag (as, ag, ag) jest

265 I

ciggiem geometrycznym o ilorazie

1

=3
on=9
74. k=16

75.a=3,b=15¢c=75
lub a=31, b=31, c=31

76.a,=21lub a,=3n-7

77.x=3, y=2

78.a=5 b=2,c=128

79.a=4,b=12, c=36
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80. x =8, y=4, z=16.
Wskazéwka: Wyznacz x, y iz
w zalezno$ci od réznicy r ciggu

arytmetycznego.
1
81.g=-
1 2
82. 3, 12, 48 lub —, 38 768
257 25" 25

83. 3472,88 z1

84. 20 zt

85. oferta banku B

86. a) 1296 zt
b) 4207,33 zt
c) 18774,58 zt

87. 5432,50 zt

88. 855 zl, 850,63 z1, 846,25 z1,
$rednia rata 804,69 zt

80. Ciag: 4, x, x + y, z jest arytmetyczny, natomiast cigg: y, z, 8x jest geome-
tryczny. Oblicz x, y i z.

81. Ciaga, b, c jest arytmetyczny, natomiast cigg 2 2

, ——, ——— jest geome-
3a. a+c cl+2b+cJ 8

tryczny. Oblicz iloraz q ciagu geometrycznego.

82. Dany jest geometryczny ciag a, b, c. Jezeli od ostatniej liczby odejmiemy 27, to
cigg ten zmieni si¢ w arytmetyczny. A gdy w otrzymanym ciggu arytmetycznym od
drugiej liczby odejmiemy 3 i do trzeciej dodamy 6, to ponownie uzyskamy ciag geo-
metryczny. Wyznacz ciag a, b, c.

83. Skltadamy w banku 3000 zt na lokate ze stalym oprocentowaniem 5% w stosunku
rocznym i roczng kapitalizacjg odsetek. Ile pieniedzy bedziemy miec po trzech latach?

84. Oprocentowanie lokaty trzymiesi¢cznej wynosi 1,6% w skali roku. Ile zyska pani
Anna, ktéra wplacita na takg lokate 5000 zI?

85. Bank A oferuje lokate oprocentowana na 2,3% w skali roku, z kapitalizacjg kwar-
talng, a bank B - lokate oprocentowang na 2,4% w skali roku, z kapitalizacja potrocz-
ng. Ktdra oferta jest korzystniejsza?

86. Marta wptaca co miesiac 100 zI na lokate systematycznego oszczedzania. Opro-
centowanie lokaty wynosi 8% w skali roku. Kapitalizacja odsetek nastepuje po kaz-
dym roku od momentu otworzenia lokaty. Jaka kwote Marta zgromadzi na koncie
po uplywie
a) roku? b) trzech lat? c) dziesieciu lat?

87. Kredyt w wysokosci 60 000 zt uzyskany w banku, w ktérym sptat dokonuje sie
w réwnych ratach kwartalnych z oprocentowaniem 5,2% w skali roku w systemie

procentu skladanego, ma by¢ sptacony w ciagu 3 lat. Oblicz wysoko$¢ raty.

88. W pewnym banku oprocentowanie kredytéw w skali roku wynosi 7%, a ich spla-
ta odbywa sie w miesiecznych ratach malejacych. Antoni wzigt w tym banku kredyt
w wysokosci 18 000 zt i chce go splaci¢ w ciagu dwdch lat. Oblicz wysoko$¢ pierw-
szych trzech rat splaty. Ile wynosi $rednia wszystkich rat wptaconych do banku przez
Antoniego?



