Umiejetnosci

1
Po klasach pierwszej i drugiej
I I a I 2 a szkoly ponadpodstawowej

i dziale ,,3. Ciagi” uczen:
® zna pojecie ciggu, bada
m at e m atyCZ n a wiasnosci ciagu liczbowego:
okresla jego monotonicznos¢,
podaje miejsca zerowe itp.,
® stosuje wzOr na sume #
poczatkowych wyrazow
ciggu arytmetycznego
i geometrycznego,
® podaje na podstawie wykresu
funkgji jej wlasnosci: dziedzine,
zbidr wartosci, miejsca zerowe,
przedzialy monotonicznosci itp.,
® 7 wykresu funkcji odczytuje
rozwigzania nieréwnosci typu
f(x) < m, dla ustalonej
warto$ci m, oraz rownan
i nieréwnosci typu f(x) = g(x),
f(x) < g(x),
® wyznacza dziedzing i zbior
warto$ci funkcji okreslonej

. 1
t : = —,
wzorami typu: f(x) e

B _ 1
£ = g0, £ o

gdzie g(x) jest funkcja liniowa
lub funkcjg liniowa z wartoscia
bezwzgledna,

® oblicza miejsca zerowe funkeji
na podstawie jej wzoru,

® rysuje wykresy funkcji y = ax,
y = |ax + b| i funkdji
liniowej okreslonej w réznych
przedziatach réznymi wzorami
omawia ich wlasnosci,

® okresla warto$¢ najmniejsza
i wartos$¢ najwieksza funkgji na
podstawie jej wykresu (w calej
dziedzinie albo w pewnym jej
podzbiorze),

® wyznacza warto$¢ najwieksza
(najmniejsza) funkcji

Po tym dziale uczen: kwadratowej w przedziale

: G fyasR ; N 11 4, : p
oblicza granice ciaggéw z wykorzystaniem granic ciggow typu o V/a oraz twierdzen

domknietym.

o granicach sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu ciagdw zbieznych,

oblicza granice niewlasciwe ciagéw rozbieznych,

rozpoznaje szeregi geometryczne zbiezne i oblicza ich sumy,

oblicza granice funkcji (w tym granice jednostronne) z wykorzystaniem twierdzen o dzialaniach na granicach,
oblicza granice funkgji i bada ciaglo$¢ funkeji,

stosuje definicje pochodnej funkeji w punkcie; korzysta z geometrycznej i fizycznej interpretacji pochodnej,
stosuje twierdzenia o dziataniach na pochodnych i oblicza pochodne funkcji wymiernych,

wyznacza dziedzing funkcji zfozonej i oblicza pochodne funkgji ztozonych,

korzysta z wlasno$ci pochodnej do znajdowania przedzialdw monotonicznosci funkgji,

wyznacza wartosci ekstremalne funkcji,

wyznacza warto$¢ najwieksza i warto$¢ najmniejsza w przedziale domknietym,

stosuje pochodne do rozwiazywania zagadnien optymalizacyjnych.
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Dziat 4. Analiza matematyczna

Uwagi metodyczne

Pojecie granicy ciagu jest

z jednej strony naturalnym
rozszerzeniem wiedzy o ciggach
przedstawionej w poprzednim
dziale podrecznika, a z drugiej
strony — wprowadzeniem do
zagadnien analizy matematycznej.

Warto pos$wieci¢ sporo czasu na
wyrobienie u uczniow wlasciwych
intuicji zwigzanych z pojeciem
granicy ciggu (wlasciwej

i niewlasciwej), w szczegdlnosci
doktadne zrozumienie okreslenia
»prawie wszystkie wyrazy ciagu”.
Zwracamy uwage na twierdzenie
o trzech ciagach - nowe hasto

w obecnie obowigzujacej
podstawie programowe;.

tematy 3.14-3.17

Multite£a

e Granica ciggu (1)

e Granica ciagu (2)

e Twierdzenie o trzech ciagach (1)
e Twierdzenie o trzech ciagach (2)

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 4.1

G Generator

testéw i sprawdzianéw

1. Granica ciagu

Umiejetnosci:

1

* obliczanie granic ciggdw z wykorzystaniem granic ciggéw typu % =

* stosowanie twierdzen o dziataniach na granicach ciagow

Bedziemy bada¢ nieskoniczone ciagi liczbowe, czyli funkcje, ktorych dziedzing jest
zbior dodatnich liczb naturalnych, a wartosciami sg liczby rzeczywiste.

Ciagi zbiezne do zera

s o 1 -1)"
Przyjrzyjmy sie wykresom trzech ciggéw: a, = . b,=-= oraz ¢, = ( n) .
a, b, c,
1 1 1
R ® e o o o o ? 2 —_—
0 1 n 0 1 o © e o o .}’l 0 l ('Y [ ] n
L 4
L 4
1 2 (="
an = ; bn = —; Cn = "

Jesli odczytujemy wiasnosci tych ciagow tylko z wykresow, mozemy przypuszczad,
ze np. (a,,) jest ciagiem malejacym, (b,,) - rosnacym, (c,,) - niemonotonicznym, (a,,)
ma wszystkie wyrazy dodatnie, (c,) jest ciagiem naprzemiennym itp. Wszystkie trzy
ciagi maja tez wspdlng wlasno$é: w miare wzrostu wartoéci n punkty wykresu kaz-
dego z nich coraz bardziej zblizaja si¢ do osi odcietych - ich wyrazy daza do zera.
Symbolicznie zapisuje si¢ te wlasno$¢ nastepujaco:

lima, =0

n—ooo
i czyta: ,,granicy ciagu (a,) przy n dazacym do nieskoficzonoéci jest zero” lub krdcej
~ciag (a,) dazy do zera” albo ,.ciag (a,,) jest zbiezny do zera”.

Wprowadzimy teraz okreslenia, ktére beda uzyteczne przy definiowaniu pojecia
zbieznosci ciggu do zera.

° Zwrot prawie wszystkie wyrazy ciagu oznacza wszystkie wyrazy nieskonczonego
ciggu liczbowego poza ich skoniczong liczbg. Zauwazmy, ze jezeli skoniczona liczba
wyrazow ciagu (a,,) nie spelnia pewnego warunku, to wérdd nich istnieje wyraz
o najwiekszym numerze. Oznaczmy go k. Zatem wszystkie wyrazy o numerach
wiekszych od k, czyli ay,;, a2 Gpis> --.> juz ten warunek spetniajg.

° Otoczeniem o promieniu € > 0 liczby g na osi nazywamy przedziat (g —¢; g +e¢).
W szczego6lnosci otoczeniem o promieniu € > 0 liczby 0 jest przedzial (—¢; €).



Przyktad o

2
6n—41
nton-% \a
20

osi a,, wybrane zostalo otoczenie liczby 0 o promieniu & = 0,9. W otoczeniu tym
znajduja sie tylko trzy wyrazy ciagu (a,): a3 = 0,7, a, = —0,05 oraz as; = 0,7.
Ciag jest rosnacy i wszystkie wyrazy, poczynajac od szdstego, sa wicksze od liczby
0,9. Z kolei wyrazy a, i a, s3 mniejsze od liczby —0,9. Punkty wykresu, ktére leza
w zaznaczonym kolorem obszarze, nazywanym paskiem epsilonowym, sg graficznym
rozwigzaniem uktadu nieréwnosci -0,9 < ag,, < 0,9.

W ukladzie wspdtrzednych narysowany jest wykres ciagu a, =

a

n

®
kit X
L ]
[ ]
J
o . . . (-1)" . .
Przyjrzyjmy sie ponownie wykresowi ciggu ¢, = — — Z?zaznaczonymi na osic,
dwoma otoczeniami liczby 0 i odpowiednimi paskami w ukltadzie wspétrzednych.
CYL
11
[SH %
& PR R R R SIS AR OB O N 0 SO0 e R DO Y
&, APPSO OLOU RO XY OO OISO DO
—e
L 4
Na wykresie:

° wszystkie wyrazy ciaggu o numerach wiekszych od 1 (czyli c,, ¢;, ¢4, ...) naleza do
otoczenia liczby 0 o promieniu &, (wszystkie punkty wykresu, poczynajac od dru-
giego, mieszcza sie w pasku o szerokosci 2¢,),

 wszystkie wyrazy ciggu o numerach wigkszych od 4 (czyli cs, ¢4, ¢, ...) naleza do
otoczenia liczby 0 o promieniu &, (wszystkie punkty wykresu, poczynajac od pia-
tego, mieszczg si¢ w pasku o szerokosci 2¢,).

1. Granica ciagu
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41.4. Ktére wyrazy ciagu (a,,)
naleza do otoczenia o promieniu
0,0001 liczby 0?

a) "_n+7
4
) "9
1
c)an—;
3
d) a, n+5
Odp.:

a) wyrazy o numerach n > 9993
b) wyrazy o numerach n > 39991
¢) wyrazy o numerach n > 100
d) wyrazy o numerach n > 174

Gdy badamy zbieznos¢ ciagu do 0, interesuje nas odpowiedz na pytanie, gdzie be-
da prawie wszystkie wyrazy ciagu, gdy promien € bedzie coraz mniejszy. Pogladowo
mowigc, granica ciagu jest 0, jezeli w dowolnie matym otoczeniu liczby 0 znajduja sie
prawie wszystkie wyrazy tego ciagu.

Granicg ciagu (a,,) jest liczba 0 wtedy i tylko wtedy, gdy do kazdego otoczenia
liczby 0 nalezg prawie wszystkie wyrazy tego ciagu.

Wyrazy ciggu (a,,) znajduja sie w otoczeniu o promieniu & > 0 liczby 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy naleza do przedziatu (—¢; €), czyli spelniaja podwdéjna nieréwnosé
—& < a, < ¢ albo réwnowazna nier6wnos¢ |a,,| < e.

Przyktad 9 zad. 1.4

Dany jest ciag a, = % Sprawdzimy, ktore wyrazy tego ciggu naleza do otoczenia
liczby 0 o promieniu

a) e=1. b) € =0,1. c) €>0.

Rozwigzanie

<1<:>i<1<:}4<\/ﬁ(=)16<n
n

Vi
W otoczeniu o promieniu 1 liczby 0, czyli w przedziale
(-1; 1), znajduja sie wszystkie wyrazy ciagu (a,,)

o numerach wiekszych niz 16, czyli poczynajac od a,.

Q) lal<e o |2
" Vn

Zwrot ,wtedy i tylko ()
wtedy” zapisujemy za
pomoca symbolu &.

n
W otoczeniu o promieniu 0,1 liczby 0, czyli w przedziale (-0,1; 0,1), znajduja
sie wszystkie wyrazy ciagu (a,,) o numerach wiekszych niz 1600, czyli poczynajac
od a6, -

b) la,l <e & <0,] © 40</n e 1600 <n

4 4 16
—|<e© =<eod4<en & -<Vn o S <n
&€ &

Vn Vn

W otoczeniu o dowolnym promieniu & > 0 liczby 0, czyli w przedziale (-¢; ¢),

Q) |a,| <e &

znajduja sie wszystkie wyrazy ciagu (a,) o numerach wiekszych niz i—f Na ze-

wnatrz tego przedzialu jest ich skonczona liczba. Oznacza to, ze ciag (a,,) jest
zbiezny do 0:



Przyktad e zad. 1.6

Wykazemy, ze lim (_rlz) 0.
Zatozenia
a, = (=D , neN-{0}
n
Teza
lim & — o

n—oo  p
Dowdd
Przyjmijmy & > 0.
"
n

a,| <& & —e>0,n>0
|a,|

1 1
<€ & —<eg = —-<n
n €

Zatem dla dowolnego & > 0 wyrazy o numerach wigkszych od % nalezg do otoczenia

o promieniu ¢ liczby 0.

Koniec dowodu

Wiasnosci ciggow zbieznych do zera
Podamy (bez dowodu) kilka twierdzen o ciggach zbieznych do zera.

* Jezeli lima,=01it€R, to lim(t-a,)=0.

Na przyklad:
( 1" 1004 0, bo lim (=1)"-1004 _ ~ lim (1004 (=D >= 0
A 27n n=co  27n n=oo \ 27 n
* Jezeli lima,=01i limb, =0, to lim (a,-b,) =0
Na przyktad:
JLngo ni =0, lgngo n—71 = 0 i ogdlnie hm n—tk = 0, gdzie t jest ustalong liczba

rzeczywista, k jest ustalong liczbg naturalnq, n, k € N - {0}

1 1
nll_g)lo”—\/ﬁ—o bo llm;—OIVlll_)HoloT—O

* Jezeli lim a, =01 lim b, =0, to lim (a,%b,) =0.

Na przyklad:
lim (l+%>=0, bo lim l=O i lim i=0
n—o00 n n n—o00 n n—o00 n

1. Granicaciggu 2771 I

41.6. Skorzystaj z definicji i wykaz,
ze ciag (a,) jest zbiezny do zera.

a)a, = c)a -5
"+ 10 " 245
7 2

bl e

Rozwigzanie
Niech ¢ bedzie dowolng liczbg
dodatnig.

a) la,|<ee b o
" n+10

<:>n+10>§<:>n>§—10
& &

Zatem dla dowolnego & > 0
wyrazy o numerach wiekszych

od 2 -10 nalezg do otoczenia
€

o promieniu ¢ liczby 0.

Stad wynika, ze r}l)ngo a, =0.

7
b)|ﬂn|<8<:>m<£¢>

n+2 1 7
>-—oent+2>-o
7 e 3
7
en>-—--2

&
Zatem dla dowolnego & > 0

wyrazy o numerach wigkszych
od 222 nalezg do otoczenia
&£

o promieniu ¢ liczby 0.
Stad wynika, ze lim a, = 0.

o |a,|<ee ¢ ‘eo
n n*+5

n+5 1 2 6
—>-—Son +5>-6
6 e 3

en’> o 5
&
Jezeli g —5< 0, towarunek
|a,| < e spelniajg wszystkie wyrazy
ciagu, a jezeli g -520 - wyrazy

6
o numerach n > /- - 5.
&

Zatem dla dowolnego & > 0
wyrazy o numerach wiekszych

od \/— — 5 nalezg do otoczenia

o promieniu ¢ liczby 0.
Stad wynika, ze rlan;o a, = 0.

d) |a,| <ee <eo
2 n+4 1

S <g e >= e
n+4 4 &

on> iz =4
&
Zatem dla dowolnego € > 0
wyrazy o numerach wiekszych
4 5 ]
od =i 4 nalezg do otoczenia

o promieniu ¢ liczby 0.
Stad wynika, ze r}Lngo a, =0.
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41.8. Dla jakich wartosci x

podany nieskonczony ciag

geometryczny jest zbiezny?

a) 1, x, P 2 A

b) 1, -3x, 9x%, —27x7, 81x", ...

)L x+4, (x+4)7 (x+4), ...
x2 X4 x6 Xs

1= T o

e) 1, x|-1, (Ix|-1)%, (Ix|-1), ...

f) 1, xz—l, (xz—l)z, (xz—l)a,
Odp.:a) x € (-1; 1)
1 1
b e (-3 3)
c) x € (=5; -3)
d) x e <—\/§; \/5>
e) x € (<2; 0) U (0; 2)
f) x € (-v2;0) U (0; V2)

Wyréznimy twierdzenie dotyczace ciggu geometrycznego.

Jezeli |q| < 1, to ciag geometryczny o wyrazie ogolnym a, = a,q"" jest
zbiezny do zera.

Przyktad @) « zad. 1.8

Cigg b, = % jest ciagiem geometrycznym, w ktérym b, =5 iiloraz g = -.
55 5 5 5 5

39 27 810 243° 729"
=0.

Wypiszmy kilka kolejnych wyrazow tego ciagu: 5,

lql < 1, wigc ciag (b,,) jest zbiezny do zera: lim =

Ciagi zbiezne

Granica ciagu (a,,) jest liczba g wtedy i tylko wtedy, gdy granica ciagu (a,, — g)
jest liczba 0, czyli:
fima, =g & lim(a,-g)=0

Zauwazmy, ze powyzsza definicje mozna pogladowo interpretowa¢ w nastepujacy
sposaéb:

granicg ciagu jest liczba g, jezeli w dowolnie matym otoczeniu liczby g znajduja sie
prawie wszystkie wyrazy tego ciagu.

Oznacza to, ze dla danego ciggu moze istnie¢ tylko jedna liczba g bedgca granica tego
ciggu.

Kazdy ciag, ktéry ma granice, nazywamy ciagiem zbieznym. Wszystkie pozostale
ciagi nieskonczone nazywamy ciagami rozbieznymi.

Ciagi rozniace si¢ skonczona liczbg wyrazéw sg jednoczesnie zbiezne do tej samej
granicy lub jednoczesnie rozbiezne.

Przykiad ©
n+l
Wykazemy, ze a) nh—>nolo mrl_y b) lim 223 _ g,

n n—oo 3n-1

Rozwiazanie

. 2n+1
a)hmn

n—00 n

. R 2n+1 . 2n+1-2n . 1
=2, poniewaz: lim -2)=lim ——— = lim
n—oo n n—ooo n



b) ’111_{1010 P -9, poniewaz:
) 5_ 3n+1 . 5 3n+l +9 3n—1 ) 5 3n+1 3n+1
lim +9 | = lim = lim = lim
11— 00 3n-1 — 00 3n-1 n1— 00 3n-1 n—oo 3h-1

Twierdzenie o dzialaniach na granicach ciagéw zbieznych

Jezeli lima,=aiteR, to lim (t-a,)=t-a.
n—0o0 n—0oo

Jezeli lim a,=a i lim b, =b, to lim (a,+b,) =axb.
Jezeli lim a,=a i lim b, =b, to lim (a,-b,)=a-b.
3H . . . a4, _a
Jezeli lim a, =a, lim b, =bib+0, to 1111}3019_” =5
Jezeli lim a, = a oraz wszystkie wyrazy ciggu (a,) spelniaja nieréwnoéé

a, >0, to r}i_)nolo\/a_n:\/ﬁ

Dowdd tego twierdzenia pomijamy. Zauwazmy tylko, ze w punkcie dotyczacym

n—oo b

lim 2 nie musimy zaklada¢, ze wszystkie wyrazy ciagu (b,,) s3 rozne od 0. Jesli bo-

wiem lim b, = b # 0, to jedynie skoriczona liczba wyrazow tego ciggu ma warto$c 0.

Te wyrazy nie maja wiec wplywu na istnienie granicy nhlgo %.

Przyktad @) < zad. 1.9

Obliczymy granice ciggu o wyrazie ogélnym a, = —3”2 —2n+1
e FeRe w gomny " 22 +n+2°
Rozwiagzanie

Przeksztalcimy utamek do innej, r6wnowaznej postaci.

2 1
3-—-+—=
30— 2n+ 1 2
lim g, = lim 5 = lim 711 nz «— dzielimy licznik i mianownik
TR ARt ey St utamka przez n*
non p
2 1
3-=-+—=
. 2 1 - 1 2 . . 2 3
lim (3——+—2)=3 i lim <2+—+—2)=2, wigc lim —2—"- = =
n—00 n o n n—00 n o n nooo, 1,2 2
2
n

Odp.: lim a, = %

1. Granica ciagu

41.9. Oblicz granice ciggu (a

273 I

ﬂ)'

2 = 5131
" n+5
n-n’
b)a, =
) an n?+1
Oa 7 4505 -9
n n? + 513
3n° -1
d)a,=—"———
) an n*-5n+75
) _2-n
"2 4505
n4
a,=—
f) a, n?+5—8n*
2n
8 =53
2
—6n+ 100
h) g =" —-on+ W
) an 7n® +5
Da = 15 - 8"
"t P+ 1
7
Odp.:a) 6 b) -1 c)g d) o
1 1 1
e—- f)—-— g0 h)- i) -4
)z D 90 B D
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41.14. Wykaz, ze ciag o wyrazie Q
ogolnym a, = sin nz_n jest
rozbiezny.
Rozwigzanie
. nn
a, = sin — =

{1 dlan=4k+1,keN

-1 dlan=4k+3, keN

0 dla n=2k keN-{0}
Zatem dla dowolnej liczby poza jej
otoczeniem o promieniu 1 jest
nieskoniczenie wiele wyrazow ciagu
(réwnych 1 lub —1), co oznacza, ze
ciag (a,,) jest rozbiezny.

Zauwazmy na koniec, ze granica ciggu zbieznego moze by¢ réwna ktéremus wyra-
zowi tego ciggu. Szczegdlnym przypadkiem jest ciag staly, ktorego wszystkie wyrazy
s3 rowne jego granicy.

Przyktad e zad. 1.14

Wykazemy, ze cigg o wyrazie ogélnym a,, = (=1)" jest rozbiezny.

Dowdd

Wykres ciagu (a,) przedstawiono na rysunku. Nie- (4.4
trudno zauwazy¢, ze w tym ciggu wszystkie wy-
razy o numerach nieparzystych maja warto$¢ -1,
a wszystkie wyrazy o numerach parzystych maja
wartos¢ 1, czyli dla kazdego n € N — {0}:

sy

ay, = (-1)"" =1 oraz a,, ; = (1) = -1
Liczba 1 nie jest granica ciagu (a,,). Jesli bowiem wezmiemy np. otoczenie liczby 1
o promieniu & = 0,5, to poza nim znajduja si¢ wszystkie wyrazy o numerach niepa-
rzystych, a jest ich nieskonczenie wiele.
Analogicznie dowodzimy, ze liczba —1 nie jest granica ciagu (a,,). Podobnie kazda
liczba rzeczywista rézna od 1 i r6zna od —1 nie moze by¢ granicg tego ciggu. Zatem
ciag (a,) nie ma granicy, czyli jest rozbiezny.

Koniec dowodu

Prawdziwe jest nastepujace stwierdzenie: granica ciaggu o prawie wszystkich wy-
razach dodatnich nie moze by¢ liczba ujemna. Pogladowo moéwiac, jezeli prawie
wszystkie punkty wykresu ciagu znajdujg sie powyzej osi x, to najmniejsza grani-
cg takiego ciggu moze by¢ liczba 0. Analogicznie, granica ciagu o prawie wszystkich
wyrazach ujemnych nie moze by¢ liczba dodatnia.

Ciagi rozbiezne do nieskonczonosci

W zbiorze ciagoéw rozbieznych wyréznimy ciagi rozbiezne do nieskonczonosci.

Moéwimy, ze ciag (a,,) jest rozbiezny do nieskoniczonosci wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego M prawie wszystkie wyrazy ciaggu s3 wieksze od M.
Zapisujemy to jako:

lim a, = 0
n—o0

Zapis lim a, = oo czytamy réwniez »ciag (a,) dazy do nieskoficzonosci”.
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Przyktad 0 zad. 1.15 a, 41.15. Skorzystaj z definicji
i wykaz, ze
Wykazemy, ze lim (n° —1) = oco. ’ Lwykaz
Y Y n—o0 ( ) M a) nll_}rglo (n2 = 3) = 0.
Dowod b) ,}Lnolo (1 _ \/ﬁ) —

Mamy wykazac, ze dla dowolnego M prawie wszystkie Remrerae

wyrazy ciagu o wyrazie ogolnym a, = n° — 1 spehniaja a) Przyjmujemy a, = n* - 3
. 4 71 n
nier6wnos¢ a, > M. i M - dowolna liczba.

2
an>M<:>n2—1>M<:>n2>M+1 a,>Men -3>Me

ent>M+3

Zauwazmy, ze jezeli M < —1, to wszystkie wyrazy ciggu
wazmy, ze) wozy wyrazyciag Zauwazmy, ze jezeli M +3 < 0,

spelniaja Zadang nieréwnos¢, bo n* > 0. to a. > M dla wszvstkich
n ystkic
Natomiast je§li M > -1, to zadang nierdwno$é . neN-{0}.
spelniaja wszystkie wyrazy o numerach wigkszych od Natomiast jesli M +3 > 0,
k=VM7+L T to a, > M dla wszystkich
of 1 n n> VM + 3.

Koniec dowodu

Zatem lim a, = co.
b) Przyjmujemy a, =1 - v/n
i M - dowolna liczba.

a,<Mel-\n<Me
Moéwimy, ze ciag (a,,) jest rozbiezny do minus nieskoniczonosci wtedy i tylko ©Vn>1-M
wtedy, gdy dla kazdego M prawie wszystkie wyrazy ciagu s3 mniejsze od M. Zauwazmy, ze jezeli 1 - M <0,
7 anisui to iako: to a, < M dla wszystkich
pisujemy to jako:
lim a, = —oco ne€N-{0}.
n=oo M Natomiast jesli 1 - M > 0,
to a, < M dla wszystkich
Zapis lim a, = —co czytamy réwnieZ ,,ciag (a,) dazy do minus nieskoriczonosci”. n>(1-M):>~.

Zatem lim a, = —co.
n—oo
Przyklady ciggdw rozbieznych do minus nieskonczonosci:
. . n .
o —-n) = —00 ° (— ):—oo ° (— ):—oo
Az (=) i, (=3 Airg, (=
O ciagach rozbieznych do nieskonczonosci lub do minus nieskonczonoséci méwimy

takze, Ze majg granice niewlasciwe réwne odpowiednio nieskonczonos¢ lub minus
nieskonczonos¢.

Przyktad ©)

Rozwazany w przyktadzie 7 rozbiezny ciag a,, = (-1)" nie ma réwniez granicy nie-
wlasciwej.

Podobne wlasnoéci ma ciag o wyrazie ogélnym b, = (-2)". Jego kolejne wyrazy to
-2, 4, -8, 16, —32, 64, —128, .... Ciag (b,) jest naprzemienny, rozbiezny, nie ma
réwniez granicy niewlasciwe;j.
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41.16. Wyznacz granice ciaggu
(@)

a)a,=n"-—nw’ -2n> -6

b) a, = 3n" —2n* —6n’ +2

3—4n’
€) an = n+ n?

4

n +5 2
d)a,= —

ea,=3-2"+3"-5.6"
f)a,=4-7"+5"-5.35"
Odp.:a) oo b) —c0 ¢) —o0
d) o e)-oo f)-c0

Dziat 4. Analiza matematyczna

Twierdzenie o wlasno$ciach granic niewlasciwych ciagéw rozbieznych

Jezeli nli_)rroloan =00 it>0, to nh_r){)lo (t-a,) = ooc.
Jezeli lim a, =00 i t<0, to lim (t-a,)=—o0.
n—00 n—oo

Jezeli lim a, = o0 i lim b, = o0, to lim (a, +b,) = cc.

Jezeli lim a, = —co i lim b, = —oco, to lim (a, +b,) = —co.
n—00 n—00 n—o0

Jezeli lim a, = oo i lim b, = co, to lim (a,-b,) = co.

Jezeli lim a, = oo i lim b, = —oo, to lim (a,-b,) = co.
n— oo n— 00 n— 0o

Jezeli lim a, = oo, lim b, =b i b>0, to lim (a,-b,) = c.

Jezeli lim a, =-oo, lim b, =bib>0, to lim (a,-b,) = —oo.

Jezeli lim a, = oo, lim b, =b i b<0, to lim (a,-b,) = —o0.

Jezeli lim a, = —oo, lim b, =b i b<0, to lim (a,-b,) = co.

Przyktad @ zad. 1.16
Wyznaczymy granice.

Rozwigzanie

. 2 . 2( 1 . 1
a) ,,11_{{,10(1_2”):}1_{20(” <;—2>>:—oo <—'}Lr£10<;—2>=—2

b) nlggo(3"+5”— 15”) =;11Lr§o<15”<5in+%— 1>> = -0

Podamy (bez dowodu) dwa twierdzenia odwolujace sie do intuicyjnego rozumienia
wlasnosci odwrotnosci liczby.

Dany jest ciag (a,,) o wyrazach réznych od zera.

o fq T . 1
Jezeli lim |a,| = oo, to lim — =0.
n—o0 n—oo an
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Przyktad m
a) limE—O bo lim vn= o
n=00 \/p - n—oo o
1 . m e on
b) lim 5 = 0. bo lim [(=2)7] = lim 27 = co.

Jezeli prawie wszystkie wyrazy ciagu (a,,) spelniaja nieréwno$¢ a, > 0

.1 . 1
i lima,=0, to lim — = co.
n—oo

n—o0 an
Jezeli prawie wszystkie wyrazy ciagu (a,,) spelniaja nieréwno$¢ a, < 0

.1 . 1
i lima,=0, to lim — = —oo.

n—oo n—oo an

Pokazemy teraz przyklady obliczania granic ciagdw, w ktorych wyrazy ogélne nalezy
przeksztalci¢, bo zadne z powyzszych twierdzen nie moga by¢ bezposrednio zastoso-
wane.

Przyktad @B « zad. 1.17
Obliczymy podang granice.

a) lim S b) lim (\/n2 -1 —n) c) lim (\/n2 +1- \/ﬁ)
N2 \n243-n n—o0 n—oo

Rozwiagzanie

W kazdym z podanych przykladéw przeksztalcimy ogélny wyraz ciagu do takiej

postaci, w ktérej nie bedzie wystepowal rdéznica dwoch wyrazéw dazacych do

nieskonczonosci.
. 1 . Vi +3+n . Nn? +3+n
a) lim ————— = lim = lim ———— =
"7 N +3-n ”_’°°( n2+3—n)<\/n2+3+n> noe nt+3-n
. n+3+n
=i =
n— 00

(\/nz—l—n)(\/n2—1+n) P

= lim =

o0 V2 -1+n =\ —1+n
. -1

= lim =0
oo 2 “14n

41.17. Oblicz granice ciagu (a,,).

a)a,=Vn+7-Vn+9 d)an:\/3n2+n+5—\/3n2—2n+l
5
b)a:\/3n2+n+1—\/n2+4 ea, =———
" " Nt Tn-n
)a,=Vn*+5-n ) a,=Vn?+2—- Van? - 1

Odp.:a) 0 b) oo )0 d)? gl p_oo

277 I
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(T )T )
\/m+\/_ -

1 1
+——1 n+--1
n+1
— " 7 = |lijm —1

= lim = lim
n— o0 i’l+1+\/_ n— oo +i+\/7 1n—00 1+i+\/7
n n

Na koniec podamy (bez dowodu) dwa twierdzenia. Pierwsze opisuje sytuacje, w kto-
rej znajomos¢ granic dwoch ciagéw pozwala podaé granice trzeciego ciggu.

c) le (\/n2+1— \/ﬁ) = le

Twierdzenie o trzech ciagach

Dane sg trzy ciagi: (a,,), (b,), (c,).

Jezeli prawie wszystkie wyrazy ciagu (b,,) spelniaja nieréwnoé¢ a, < b, < c,,
a ponadto JLngo a,=g i nlg{)lo ¢, =g, to r}an}o b,=g.

Drugie twierdzenie utatwia liczenie granic ciaggéw po- ()
jawiajacych sie, gdy stosujemy twierdzenie o trzech Dla a > 0 mamy {/a = a”.
ciagach.

’}Lngo%:l dlaa>0

41.20. Oblicz granice ciagu (a,,). Przykfad @ zad. 1.20
a)a, = V3"+4"+6" Obliczymy granice ciagu o wyrazie ogélnym d,, = V2" + 4" + 5",
b) a, = V5" + 9" + 13" Rozwigzanie
Qa, =, (%)n + (;)n Skorzystamy z twierdzenia o trzech ciagach.

Zauwazmy, ze dla kazdego n € N spelniona jest nieréwnos¢:
Odp.:a) 6 b) 13 ¢ ; 51 <2 4 5 <5 45"+ 5 czyli 5 < 2"+ 4" 57 < 35"

Zatem réwniez:

Vsm < V2 47+ 57 < V3-57, czyli 5< V2" + 47+ 57 <5-3
Niech k, =5 i u, = 5- V3. Wtedy:

rllLIl;lok =51i hmu —hm(S\/_)—Shm V3=5.-1=5

Na mocy tw1erdzen1a o trzech ciagach rllLr{)lo d,= ﬂh_r)go k, = r}l_)rglo u, = 5.

Odp.: lim V2n 447 457 =5




W kazdym z zadan 1.1-1.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

W zeszycie. )
N N = dla 0<n<100"
1.1. Dany jest ciag o wyrazie ogdlnym a,, = { n
2

dla n > 10010

A. lima, =2 B. lim a, = o C. lima,=0 D. lim a, nie istnieje.
n—0o0 n n—0o0 n n—oo n n—oo n

1.2 ’}ergoanz—w i ,}ij}obnz_Z ib,#0 dlaneN.
A. lim (a, +b,) = o C. lim a,b, = —o0
D. lim 2 = —oo

B. nlglt;lo (an - bn) =% n—oo bn

1.3. Dany jest ciag o wyrazie ogélnym a, = sinn.

A. lim a, = oo B. lim a, =1 C. (a,) jest rozbiezny. D. lim a, =0

1.4. Ktére wyrazy ciagu (a,,) naleza do otoczenia o promieniu 0,0001 liczby 07

1 -4 1 3
Va=rm  PDasg dass D=5

1.5. Czy prawie wszystkie wyrazy ciagu (a,,) znajduja si¢ w otoczeniu o promieniu &
liczby 0% Jezeli tak, podaj numer M wyrazu, od ktérego ten warunek jest spetniony.

1 3 1
a) Ay = € =0,000001 ) ap=—"3 €=
1\" 1\*
b) an=<§> £=0,01 d) an=4-<ﬁ) £=0,01
1.6. Skorzystaj z definicji i wykaz, ze ciag (a,,) jest zbiezny do zera.
3 7 6 2
a) an—m b)an——m C) a, = 2,5 d)an———m
1.7. Dane s3 ciagi geometryczne o nastepujacych wyrazach ogélnych: a, = —=3-2""",
0,2 0,27
b, = (-0,1)"™', ¢, = === orazd, = —=—. Ktére z nich sa zbieine?
n n 0,1" n (m)n 1
1.8. Dla jakich wartosci x podany nieskoniczony cigg geometryczny jest zbiezny?
> 4 6 .8
a) 1L x, x5, %0, xh . d) l)x_’x_,x_’x_)m
24 8 16

b) 1, -3x, 9x%, —27x°, 81x", ...
O L x+4, (x+4)7% (x+4)°, ...

e) 1, x| -1, (|xl - 1)%, (Ix| - 1)*, ...
H1,x% -1, (x2—1)2,(x2—1)3,

1. Granicaciggu 279 s

Odpowiedzi i rozwigzania
1.1. A

1.2. B

13. C

1.4.

a) wyrazy o numerach »n > 9993
b) wyrazy o numerach n > 39991
¢) wyrazy o numerach n > 100
d) wyrazy o numerach »n > 174

1.5. a) M = 999 998

b) M =5
c) M =16
d M=3

1.6. Patrzs. 271.
1.7. (b,), (d,)

18.a) x e (-1; 1)
e

c) x € (=5; =3)

d) x € <—\/§; \/§>

e) x € (-2; 0) U (0; 2)

f) x € <—\/5; O)U (O; \/§>
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19.2)6 b) -1 ¢ g do 1.9. Oblicz granice ciagu (a,,).
1 1 1 3
e)—— f)—— g0 h)- i) -4 :6n—31 d _ 3n” -1 _ 2n
> 8 7 a) @, == e S 8 @ = 5
2 5 2
n-n 2-n n” —6n+ 100
b = ©) In = 2y 5 b) a, = 7n?+5
9 a _7n3+5n2—9 N a = n* D) a = 15 - 8n*
" 4503 " o245 8nt "t nt+1
2
1.10. lim ¢, =7, lim d, =3, 1.10. Dane s3 ciagi (a,,) i (b,) o wyrazach ogélnych a,, = % ib,= #
lim e, = 10, lim f, = g Wyznacz granice ciagdéw o wyrazach ogélnych:
n— o0 n—00 a,
Cn:an+bn’ dn:an_bn’ en:an'bn’ fn:b_
1.11. a) np. a, = i, b, = nil 1.11. Podaj przyklad takich ciagéw (a,,) i (b,). ze lim a, =0, lim b, =0 oraz
1 1 .4, .4, .Gy
Oy = B = S W) Jim pr =1 9 fim 5 = oo ©) Jim = oo,
1 1 n n
S 13 = ;1’ by = n? Jil b) JLIQOZ—: =-2. d) JLIQOZ—: =0. f) nh—>ngo Z—: nie istnieje.
d) np.a, = = b, = o
1 1 1.12. Ciag (a,) ma granice lim a, = —1. Oblicz granice ciaggu o podanym wyrazie
e)np.a,=--, b, =— n—oo
7; . n 1+ 1 ogolnym. Zakltadamy, ze wszystkie wyrazy ciaggu w mianowniku sg rézne od 0.
f)np.anz(_),bn:— 2a, )
n n a) b,,:3 N c) d,=a,—\2a;+7
a, —
112.2) 2 b) - -4 d) -2 )
2 3 a,+1 | 2
b)Cn=m d)€n=an' an+1
1.13. a) % 1.13. Oblicz granice ciagu (a,,).
1 Swha: 1+2+3+ ... +n P+22+3°+ . +n’
b) 3 Wskazéwka: a) a, = - b) a, = =

2+224+ 4t = n(n+1)2n + 1)

< 1.14. Wykaz, ze ciag o wyrazie ogélnym a,, = sin o jest rozbiezny.
1.14. Patrz s. 274. 2
1.15. Patrz s. 275. 1.15. Skorzystaj z definicji i wykaz, ze
2) lim (n’-3) = oo. b) lim (1 - i) = —oo.
1.16.a) 0 b) —c0 <) -0 1.16. Wyznacz granice ciagu (a,,).
d) o e) —oo f)—c0 L3
a) a,=n*—n’-2n" -6 <) an:3+4nz e) a,=3-2"+3"-5.6"
n+n
4
b)an=3n4—2n2—6n7+2 d)an=n+5—n2 f) a,=4-7"+5"-5-35"
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1.17. Oblicz granice ciagu (a,,). 1.17.2)0 b) oo ¢ 0 d) g
a) a,=Vn+7-Vn+9 d) a,= V32 +n+5- 32— 2m+1 e)g f —o0
b) a,= V32 +n+1-Vn2+4 ¢) a, = 5

Vnt+7n-n
c) a,=Vn*>+5-n 0 a,=Vn?+2-Van2 -1

1.18. Podaj przyklad takich ciagow (a,) i (b,). ze lim a, =0, lim b, = oo oraz 1.18. a) np. a, = %, b, =3n

a) lim (a,-b,) = 3. b) lim (a,-b,) = co. ¢) lim (a,-b,)=0. b) np. a, = % b, =n

1.19. Podaj przyklad takich ciaggéw (a,) i (b,) ze lim a, = o0, lim b, = co oraz €) np- @, = 12’ by =1

a) nanC}O % - o0, b) nllngo % —0. Q) nllngo % -y 1.19. a) np. a, = nl)zbn =n
" n b) np. a,=n, b, =n

c)np. a,=2n,b,=n

1.20. Oblicz granice ciagu (a,,).
) a, =+ 4 +6 b a,=V5+ 13 o) a,= ”(l)”+<§)”

5 7

1.20.2)6 b)13 o) ;

Prosto do matury

1. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan. 1. EFF
Wiadomo, ze JLngo a,=01i nlggo b, = 0. Z podanych zalozen wynika, ze
Ly LA, a4,
A. lim b, nie istnieje. B. lim b, 0. C. lim b, - 1.
2. Oblicz granice ciaggu (a,,). 2.2)-1 b)0 o %
o) @ _n-13 o _n3—2n o _4n2+2n—1
" N2-n "o -2 " 8+ 9n+7
3. Ciag (a,) spelnia warunki: lim a, =2 i a; +3a, #+ 0 dlakazdego n € N - {0}. 3. %
a, +\a+5
Oblicz lim ————.
n—oo  gs +3a,
4. Podaj przyklad takich ciaggow (a,) i (b,). ze lim a, =0, lim b, = oo oraz 4. a) np. a, = %, b,=n
a) lim (a,-b,) =1. b) lim (a,-b,) =-c. ¢) lim (a,-b,) nieistnieje. b) np. a, = _i, b, =n’
(-1)" c) np. a, = ﬂ, b,=n
5. Skorzystaj z definicji granicy ciggu i wykaz, ze lim =0. n

n—0o0 py + 3

D"

5. Przyjmujemy a, = =
n

i & — dowolna liczba dodatnia.

1 1 1
|an|<s<:>?<8<:)n+3>—<:>n>——l
n £ &

Zatem dla dowolnego & > 0 wyrazy o numerach wigkszych od 1 nalezg do otoczenia
&€
o promieniu ¢ liczby 0.

Stad wynika, ze nlim 1 _ lim a, = 0.

=% p4+3 o
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2. Szereg geometryczny zbiezny
| jego suma

Umiejetnosci:
® rozpoznawanie szeregow geometrycznych zbieznych i obliczanie ich sum

Zapomocg danych ciagéw mozemy tworzy¢ inne ciggi poprzez ich sumowanie, mno-
zenie itp. Szczegélnym sposobem budowania nowego ciagu jest utworzenie ciggu ko-
lejnych sum czeéciowych. Zatézmy, ze dany jest nieskoniczony ciag (a,,). Przypomnij-
my, ze kolejne wyrazy ciaggu (S,,) jego sum czesciowych sa rowne:

Si=a

S;=a;+a,

S;=a, +a,+a;

S,=a,+ta,+az+a,+ ... +a,
Sppp=a +taytaz+ag+ ... +a,+a,,
Zajmiemy sie zbadaniem granicy ciggu sum cze$ciowych w sytuacji, gdy (a,,) jest
ciggiem geometrycznym.

Szeregiem geometrycznym nazywamy ciag sum czesciowych (S,) o wyrazie
ogolnym S, = a; +a, +a; +a, + ... +a,, gdze (a,) jest nieskoiczonym
ciggiem geometrycznym. Jezeli ciag sum czesciowych ma granice S = nh_}rrolo Sy

to szereg nazywamy zbieznym, a liczbe S - jego suma.

Szereg, ktory nie jest zbiezny, nazywamy szeregiem rozbieznym.

Uwaga: Zamiast terminu ,granica szeregu geometrycznego” uzywane jest czasem
okreslenie ,,suma nieskonczonego ciagu geometrycznego”. Wowczas zamiast stwier-
dzenia ,,szereg geometryczny jest zbiezny” powiemy ,istnieje suma nieskonczonego
ciggu geometrycznego” (i odpowiednio ,,rozbiezny” - ,,nie istnieje suma”).

temat 3.18

MultiteZa

e Szereg geometryczny

dlanauczyciela.pl | Kartkowka 4.2

G Generator

testéw i sprawdzianow
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Przyktad o zad. 2.4

W ciggu geometrycznym pierwszy wyraz a, = 2 iiloraz q = % Zbadamy, czy
istnieje suma tego ciagu.

Rozwigzanie
Kolejne wyrazy tego ciagu to: 2, 1 11111 L
jne wyrazy tego ciggu to: 2, 1, S T R 1 3

Poczagtkowe trzy wyrazy szeregu geometrycznego (S,,) sa réwne:
$1=2, S, =2+1=3, 83:2+1+§:3%

n-ty wyraz szeregu (S,,):

1 1. 1 1 1 1
S, =2+1+=-+-+-+—+—+ + =

2 4 8 16 32 7 a2
1 n
)
=——7"=4 <1 - (E) > «— dla ciagu geometrycznego (a,): S, = a, l—qq

1--=

2 n n
b 5 (1~ (1) =g (10- (1) -
n—o0o n—-o0 2 n—oo 2

Odp.: Podany cigg ma sume réwna 4.

Dany jest nieskonczony ciag geometryczny o wyrazie ogolnym a, = alqnfl,

wktérym a; # 0. Jezeli |g] < 1, to szereg geometryczny (S,,) jest zbiezny i ma

a
§=—1.
sume —q
Zatozenia
n-1 al(l_qn)
a,=aq" ", a, +0, Sn=?, Igl <1
Teza
S=1lim S, = 4
n—o00 1_q
Dowdd (1 n)
a _ n
$= Jim 8= fim <5 =,}i:£z< e ) e
1-¢g 1-qg 1-g 1-¢g to’}Lrgloq":O

Koniec dowodu
Pozostawiamy do samodzielnego wykazania, ze jedli |g|>1, to szereg jest rozbiezny.
Czesto spotykany zapis sumy szeregu geometrycznego zbieznego, czyli spelniajacego
warunek |g| <1, to S=a, +a,q+a,q +a,q + ... = 1’11 .

-4
Zauwazmy, ze jezeli w szeregu geometrycznym (S,) wyraz S; =a; =0, to S =0.

42.4. Oblicz sume
nieskoniczonego ciagu
geometrycznego (a,,) o pierwszym
wyrazie a, iilorazie q.

a)a; =-3, ¢=0,01

b) a, = 0,1, q=i

2
¢)a, =-1, =3

d) a, =10, g=-0,1

100 2
9 100
TR ATy



w284 Dziat 4. Analiza matematyczna

42.8. Dany utamek okresowy
zamien na utamek zwykly.

a) 0,(36)

b) 0,(06)

¢) 1,0(45)

d) 0,03(18)

e) 1,2(6)

f) 2,(27)

4 2 23

7 19 25
d-~- o= =
)220 )15 f)11

Przyktad 9 zad. 2.8
Zapiszemy utamek dziesietny okresowy 0,(17) w postaci ulamka zwyklego. Zadanie
rozwigzemy inng metoda niz w pierwszej klasie.
Rozwigzanie
0,(17) = 0,1717171717... = 0,17 + 0,0017 + 0,000017 + 0,00000017 + ... =
=0,17+0,17-0,01 + 0,17 - (0,01)* + 0,17 - (0,01)" + ...
a; =017, g =0,01
Zatem 0,(17) jest suma szeregu geometrycznego zbieznego i jest to liczba:
0,17 17

= 1-0,01 99 Kazdy utamek dziesietny okresowy (1))
17 jest sumg nieskonczonego ciagu
Odp.: 0,(17) = — geometrycznego o dodatnim i mniej-
99

szym od jednosci ilorazie. Zatem jego
suma jest liczba wymierna.

Przykiad @) « zad.2.10

Rozwiazemy rownanie 1 — 2 + 4_38 + -5 w ktérym lewa strona jest
azemy x x2 x0T x+5 Y )

sumg szeregu geometrycznego.

Rozwiazanie

‘ L. . 2
Lewa strona rownania jest suma szeregu geometrycznego, w ktérym a; = 1, g = —=.
X

Taka suma istnieje, czyli réwnanie (lub w innych przykladach - nier6wno$¢) ma sens
wtedy i tylko wtedy, gdy szereg jest zbiezny. Aby wyznaczy¢ dziedzine D réwnania,
musimy zatem rozwigza¢ uktad warunkow:

lgl<1 1 x#0 i x+5#0
gl <1 & ‘—3‘<1 o |x]>2 & x € (—o0; —2) U (2 o0)
X
D = (—o0; =5) U (=5; =2) U (2; o0)
Jezeli x € D, to korzystamy ze wzoru na sume szeregu i zapisujemy lewa strone réw-
a, 1 X

nania jako S = = = .
l1-g 1+E x+2

. . . 6
Rozwigzujemy rownanie = .
xX+2 x+5
x(x+5)=6(x+2), stad X-x-12=0, czyli x=-3 €D lub x=4 € D.

Odp.:x=-3lub x=4

Przyktad 0 zad. 2.12

TR S S —
I+x (1+x)? (1+x)P (1+x)*
lewa strona jest sumga zbieznego szeregu geometrycznego.

Rozwiazemy nierdwnos¢ + ... <3x -2, ktdrej

42.10. Rozwiaz rownanie, ktérego lewa strona jest suma szeregu geometrycznego.

P A 3x+1
Ax+=+=+=+ ... =
2 4 8 3
4x*  8x’  16x*
b)2x+i+i+ x+...:i
3 9 27 4x
1 1 1
C + + + ...=1-2x
) I-x (1-x2? (1-x)3

2 3 1
Odp..a)x——l,x—g b)x—Z c)x——E

42.12. Rozwiaz nieréwno$¢, ktorej lewa strona jest suma szeregu geometrycznego.
4 - 4-

a)4—x+—x+—x+ ...>0
x—-5 (x-5)2

b) 08 2x + cos> 2x + cos° 2x + ... < 1

Odp.: a) x € (—o0; 4) b)xe(g+kn; §n+kn)—{g+kn}, keZ
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Rozwigzanie
1 1
Zaktad s Z -1. O = q= .
akladamy, ze x # znaczmy ay = 7 4= 70

lgl<1 & ‘%|<1 S |1+x|>1 © (1+x>1lubl+x<-1) & (x>0lubx <-2)
X

Zatem dziedzing nieréwnosci jest zbidér D = (—oo0; —2) U (0; 00).
Jezeli x € D, tolewa strong nieréwnosci, jako sume szeregu, zapisujemy w postaci:

g4 _ _lix _1
1-g _ 1 x
1+x

Rozwigzujemy nieréwnos¢.
1-3x" +2x 1

l<3x—2 —— <0 —3x(x—1)<x+—)<0
X X 3

x€ <—§; O) U (15 o0) _\;\/0/\1\ X

Po uwzglednieniu dziedziny nieréwnosci otrzymujemy rozwigzanie: x € (1; oo).

Odp.: x € (1; o)

W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

W zZeszycie. Odpowiedgzi i rozwigzania
2.1. Wskaz sume szeregu geometrycznego 7 — g + g - % +.... 21.D
AZ B. cz D. 5+
3 3 3 4
2.2. Wskaz utamek zwykty rowny utamkowi okresowemu 0, (15). 22. B
A2 B. = c 2 D. >
33 33 99 11
2.3. Szereg geometryczny, w ktorym a, = 1 i q = m*— 1, jest zbiezny wtedy i tylko 23.D

wtedy, gdy m nalezy do zbioru

AR-{-1,1}  B.(-VZ+2)  C.(0;2) D. (-2 0) U (0; V2)
100 2)

2.4. Oblicz sume nieskoniczonego ciggu geometrycznego (an) o0 pierwszym wyrazie 2.4. a) 5 b) E
a, iilorazie q. o B N 100

2 11 11
a) a; :—3, q:0,0l c) a, :_1’ q:_§
b) a, = O,l, q= Z d) a, = 10’ q= _0,1

285 IS
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25.a)me(l;3), S= ——

3-m
b) m ¢ (:l:_!_;:li_ié),
2 2
_ m
T 1l-m’-m

c)me (3; 0), S=2Vm-3
d) me (-V2; -1) u(1; V2),

_ mV2-m?

m—1
26.2) 5 b)2+V2
30 49
e) szereg rozbiezny f) —10

27.a)3 b)l6 ¢ V3 d) -12

28.2) X b2 o2
11 33 22
7 19 25
Dow 95 Do
29. x=-1, x=0, x=3

2.10. a) x = -1, x=§

3
b)X—:l

1
c)x——E
2.11. a) x = 1,5

b)x:_%,le
3

2.5. Dla jakich warto$ci m istnieje suma S nieskonczonego ciagu geometrycznego
(a,) o ilorazie g? Wyznacz te sume.

a) a; =1,

b) a,

C) alzm, qZO)S
d) a; = V2 -m?, qzi

2.6. Oblicz sume podanego szeregu geometrycznego (o ile taka suma istnieje).

a)l+l+i+i+ d)21+3+§+i+...

3 9 27 8 7 7 49

e) V3-3+3V3-9+ ...

g=m-2

2
m, g=m +m

b) LI S

52 2\/24-...

Q) 3-0,3+0,03—0,003+ ... >_ 2.3

5-2-2-2_
2 2 4 8

2.7. Liczba S jest suma szeregu geometrycznego o podanym ilorazie g. Wyznacz wy-
raz a, ciggu geometrycznego.
2

) §=3V3, g=2

1
=35-, = ,1
a) S 33 q=0 3

b) S =20, qzé

2.8. Dany ulamek okresowy zamien na utamek zwykly.

a) 0,(36)  b) 0,(06) ¢) 1,045 d) 0,03(18) e) 1,2(6) ©) 2,(27)

33 3
P . Stytet- 2 / . . B
2.9. Rozwigzréwnanie x? * 8 = 2x"+3x, wktérym wyktadnik po lewej stronie
réwnania jest suma szeregu geometrycznego.

2.10. Rozwigz réwnanie, ktdrego lewa strona jest suma szeregu geometrycznego.

X X X 3x+1
QA X+=—+=—+—=—+ =
2 4 8 3
2 3 4
4 8 16 9
b)2x+i oX ad -2
9 27 4x
1 1 1
c) + + + ... =1-2x

1-x (1-x?% (1-x)°

2.11. Rozwigz réwnanie, w ktorym po lewej stronie wystepuja sumy szeregéw geo-
metrycznych.

3

2
X 1 X

_—— — + _—
6 x* 12

1 1 2 3
=+ ...=0 b) x— — +— - x
X

x 1 1
p— R— + —_—
2x 2 4x 4

a)g—

1
-—+...=1
8x
2.12. Rozwigz nier6wnos¢, ktorej lewa strona jest sumg szeregu geometrycznego.

4 - 4 -
a) 4—x+—— + a

5 o) b) 08 2x + cos> 2x + cos> 2x + ... < 1
X — X —

+...>0

2.12. a) x € (—o0; 4)
m 5 T

b) x € <—+kn; —n+kn>—{—+kn}, keZ
6 6 2
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2.13. Suma S; trzech poczatkowych wyrazéw nieskoniczonego ciggu geometryczne-

go wynosi 6, a suma S wszystkich wyrazéw tego ciagu rowna sie ? Dla jakich liczb

. . 1
naturalnych # spelniony jest warunek [S -S| < %?

1 - 2 3 4
2.14. Dla jakich wartosci x szereg geometryczny cos” x + cos” x +cos x + ... ma

. . 1
sume mniejsza od E?

2.15. Wyznacz iloraz nieskonczonego ciagu geometrycznego zbieznego, w ktérym
a, = 2, asuma wyrazow jest 3 razy mniejsza od sumy kwadratéw wyrazow.

2.16. Koto o promieniu R jest styczne do ramion kata . Drugie kolo o mniejszym
promieniu jest styczne do pierwszego kota i do ramion kata. Tworzymy nieskonczony
ciag takich kol. Oblicz sume obwodéw oraz sume pdl wszystkich kot.

1. Dany jest nieskoriczony ciag geometryczny (a,,) o pierwszym wyrazie a; # 0 iilo-
razie g. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Ciag (a,,) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy |q| < 1.
B. Suma nieskoriczonego ciagu geometrycznego (a,,) istnieje wtedy i tylko wtedy,

gdy Iql < L.
C.’}Lngoan=0 e |ql <1

2. Zapisz ulamek 1,(14) w postaci ulamka zwyktego.

3. Rozwiaz nieréwnos¢, ktorej lewa strona jest suma szeregu geometrycznego.
1 1 1 1

+ + + + ... >3x+2
1+x (1+x)?2 (1A+x)° @0A+x)7* x

2

4. Dla jakich wartosci x szereg geometryczny, w ktérym a;, =11 g=x"-x-1,

jest zbiezny i ma sume réwng 0,8?

5. W tréjkat rownoboczny o boku a wpisano kolo, w to koto wpisano znéw trojkat
réwnoboczny, w ten trojkat wpisano koto itd. nieskonczenie wiele razy. Oblicz sume
promieni i sume pol tych wszystkich kot.

213.n>9, neN

2.14. x € (g + 2k n+2kn) U

U(n+ 2k §n+ 2kn>, keZ

2.5, -1
3

2.16. suma obwoddéw:

2
nR% - (1 +sin%)

o

suma pol: PP
2

Prosto do matury

1. £, P, P
2 113
99
3. x € (—o0; =2) U (0; %)

4. Szereg zbiezny dla
x€(-1;0uU(;2), S=0,8
dla x =~ lub x = 2.
2 2
N ]
5. suma promieni: —

2 Tlfll2
suma pol: e

nR~<1+sing)
N 2]

.«
sin —
2

>
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Unagi metodyczne 3. Granica funkcji w punkcie

W tym i nastepnym temacie
omawiamy jedno z podstawowych

pojec analizy — pojecie granicy Umiejetnosci:

funkji. Jest ono dla uczniéw e obliczanie granic funkciji z wykorzystaniem twierdzen o dziataniach na granicach
trudniejsze niz pojecie granicy ¢ obliczanie granic jednostronnych funkcji z wykorzystaniem twierdzen o dziataniach
ciggu. Warto wiec po$wieci¢ mu na granicach

sporo czasu i wykona¢ wiele
P Przykiad @) y
¢wiczen. Bardzo pomocne )

2

w zrozumieniu pojecia granicy Rozwazmy funkcje f(x) = 2X - %x - 3. fxh)
funkgji jest ilustrowanie rozwigzan
odpowiednimi wykresami oraz
odczytywanie granic funkgji

z wykresu.

Jej dziedzing jest zbior R, a wykresem para- y = flx)
bola. Wybierzmy argument x, = 4.

Istnieje nieskonczenie wiele ciagow licz-

bowych zbieznych do liczby 4. Sg nimi

np. ciagi o wyrazach ogdlnych a, = 4 + %,
V2 m
n?’

=

2

FN
"~

b,=4-— C":4+n3+n'
Przyjmijmy, ze (x,,) jest ciagiem zbieznym
do x, = 4. Ciagowi argumentow (x,,)

odpowiada cigg wartosci funkgji, ktory

ma postad x,) ), czyli lxz—lx -3).
p n y 2 n 2 n

Skoro lim x, = 4, to lim (lxﬁ—lxn—3> =le-14-3-3
11— 00 n—oo \ 2 2 2 2
Zatem dla dowolnego ciaggu argumentdw zbieznego do liczby 4 odpowiadajacy mu

ciag wartodci funkeji f(x,) = %xi - %xn - 3 dazy do liczby 3. M6wiac poglado-

wo, gdy argumenty daza na osi x do 4, to odpowiednie warto$ci funkcji dazg na osi
y do 3. W takiej sytuacji méwimy, ze funkcja f ma w punkcie 4 granice réwnag 3

. .. . 1 2 1
1 —x" - -x- ) =3.
i zapisujemy to lim ( SX T 5% 3)=3

Dana jest funkcja y = f(x), ktorej dziedzing D jest zbior R albo przedziat licz-
bowy, albo suma przedzialéw. Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie x, granice
wlasciwa rowng g wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciagu argumentow
(x,) o wyrazach réznych od x, i zbieznego do x, odpowiadajacy mu cigg war-
tosci (f(x,)) jest zbiezny do liczby g.

Zapisujemy to:  lim f(x) = g.
XX

'd N\

tematy 4.1-4.3

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 4.3

Generator

testéw i sprawdzianéw




Zauwazmy, ze zgodnie z definicja:
o kazdy wyraz ciggu (x,) musi spetnia¢ dwa warunki: x, € D i x, # x,,
o kazdy z rozpatrywanych ciggéw (x,,) musi by¢ zbiezny do x,, czyli lim x, = x;.

Punkt x,, nie musi naleze¢ do dziedziny funkgji.

Przyktad @) < zad. 3.4

. e funkci [ dlax<1 o Kei -1 .
Wykazemy, ze funkcja f(x) = 2y dla x> 1 Miemaw punkcie x, =1 granicy.
Dowaod
Aby wykaza¢, ze funkcja nie ma granicy w danym punk-
cie, wystarczy wskaza¢ dwa ciagi spelniajace zalozenia defini-
¢ji i réwnocze$nie takie, by odpowiadajace im ciagi warto$ci
funkgji byty zbiezne do réznych liczb. Analizujac wzor albo
wykres tej funkcji, mozemy wskaza¢ takie ciagi:

1

a,=1--
" n

1
bn=1+;

«— ciag o wszystkich wyrazach mniejszych od 1

«— ciag o wszystkich wyrazach wigkszych od 1

lim a, = lim (1—1)—1 oraz 11mb = lim (1+l>:1
n

n—oco N n—oo n n—o00

Obliczymy granice odpowiednich ciggéw wartosci.

2
lim f(a,)= lim a; = lim <l—l> =1

n—o00 n—o00 n— 00 n

«—— wyrazy ciagu (a,,) sa mniejsze od 1

. . . 1
nll_)nolo f(b,) = nll_)l‘lolo 2b, = nh_)n;lo 2 <1 + —> =2 —— wyrazy ciagu (b,,) sa wigksze od 1

n
Zatem lim f(a,) # lim f(b,).

Koniec dowodu

Przyktad @) < zad. 35

Na rysunku przedstawiono wykres funkeji y
2
_x"—4x dlax#1
f(x)_{l dla x = 1. /
Wykazemy, ze lim1 f(x)=-3. .
Dowdd o 1 x

Niech (x,,) oznacza cigg argumentéw zbiezny do 1, ktérego
wszystkie wyrazy sg rézne od 1.
Odpowiadajacy mu cigg wartosci funkcji ma wyraz ogdlny

f(xn) = xfn —4x,.

43.5. Patrzs. 295.

3. Granica funkcji w punkcie 289 I

43.4. Skorzystaj z odpowiedniej
definicji i wykaz, ze funkcja

y = f(x) nie ma granicy

w punkcie x,.

_[3x+5 dla x<-2
a)f(x)—{x2+1 dla x> -2’
X =2
b) f(x) {\/ x—1 dlax

dlax<1
xp =1

Rozwigzanie
a) Rozpatrujemy dwa ciagi:

1 1
an=—2—;, bn:_2+;'
JLIQO a, = -2 oraz lim b,=-2
Am, f(a,) =

= lim [3(—2—1)+5:| =
n—00 n

=—6+0+5=-1

1\2
= lim [(—2+—> + 1] =
n—oo n
=(-2+0)+1=5
lim f(a,) # lim f(b,),
wiec lim f(x) nie istnieje.
X=X

b) Rozpatrujemy dwa ciqgi:
,b,=1-=

I’l
lim a, —1 oraz hmb =1l

n—oo

r}Lngof(an)zr}ngo\1+;—1=

1 2
Jim, ;)= Jim (1) =
=(1-07%=1
lim f(a,) # lim f(b,),

wiec xh_)r&lo f(x) nie istnieje.

a, —1+
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. . 2 .
lim f(x,) = lim (x,—4x,) =3 —Jimx,=1

(x,) jest dowolnym ciagiem spelniajacym warunki definicji, zatem lim1 f(x)=-3.

Zauwazmy, ze w powyzszym przykladzie lim1 fx)+ f(1) =1

Przykiad @) i
Dana jest funkcja f(x) = i
o

24. Wykazemy, ze lin% f(x) =

Dziedzing funkcji jest zbiér R—{2}. Badamy zatem istnienie granicy funkcji w punk-
cie nienalezgcym do dziedziny. Zauwazmy, ze dla x € R — {2}:
2
x" -4

f(x) = ) =x+2
Niech (x,,) oznacza cigg argumentdw zbiezny do 2, ktérego wszystkie wyrazy sa rozne
od 2. Odpowiadajacy mu ciagg wartosci funkcji ma wyraz ogélny f(x,) = x,, + 2.

lim f(x,) = lim (x,+2) =4 — lim x, =2

(x,) jest dowolnym ciagiem spelniajacym warunki definicji, zatem lin% f(x) =4

Definicja granicy funkcji w punkcie korzysta bezposrednio z definicji granicy ciagu.
Dlatego prawdziwe jest ponizsze twierdzenie dotyczace dzialan na granicach.

Dane s3 funkcje f:D — R i g:D — R, przy czym D jest zbiorem R albo
przedzialem liczbowym, albo sumg przedziatéw. Jezeli istniejg granice wlasciwe
lim f(x)=ai lim g(x) =b, to:

XX XX

(1) leIIJ’CIO c=c «— granica funkgji statej
(2) xlggg (f(x) +g(x)) = gggg flo+ xhjg} g(x) «— granica sumy funkgji
(3) xh—>n>}0 (f(x)-gx) = lim f (x) - lim g(x) «— granica réznicy funkdji
(4) xlggclo (f(x)-g(x)) = hmo f(x)- xlg&lgg(x) «—— granica iloczynu funkgji

lim f(x)
(5) lim M == «—— granica ilorazu funkgji

=% glx) - lim g(x)

przy zalozeniu, ze J}Lrgclo g(x) #0.



Przyktad e zad. 3.6
Zastosujemy podane twierdzenie do obliczenia granicy lin% (x2 -2x + 1).

Rozwigzanie

lim<x2—2x+l)=limx2—lim(2x)+lim1=3-3—2-3+1=4
x—3 x—3 x—3 x—3

J

Uwaga: Ze wzorow (1) i (4) powyzszego twierdzenia wynika, Ze stalg mozemy wyla-
czy¢ przed symbol granicy, czyli przy spetnionych zalozeniach twierdzenia mamy:

Jim (- £09) = - Jim £

1

Granicg wielomianu W(x) = a,x"+a,_;x"" + ... +a;x+a, w punkcie x, € R

jest W(xg).
Dowdd
. . . -1 .
Dany jest wielomian W(x) = a,x" +a,_x" + ... +a,x +a, ipunkt x, € R.
Na mocy twierdzenia o dzialaniach na granicach funkgji:
. BT n n-1 _
xh_}r&lo Wi(x) = xlg&lo <anx +a, x4+ ... +ax+ ao) =
= lim (anx") + lim (an,lx"_l) + ... + lim (a;x) + lim q, =
X—X( X=X X—Xq X—>X
-1
=a,Xp + a1 Xg + ... +a;xg+ag=W(x,)

Koniec dowodu

Przyktad ©
Obliczymy podane granice.
P e
a) lim (x2+3>:5 b) limzx 2—x+5:8—2+5:_2
xa—\/z x—2 x= =7 4 -7 3
Ny Ny

Przyktad @) < zad.3.7,38

Jezeli x jest wspdlnym miejscem zerowym wielomianu z licznika i wielomianu z mia-
nownika funkcji wymiernej f, to przed obliczeniem granicy xh_}rgclo f(x) obydwa wie-
lomiany rozkladamy na czynniki i upraszczamy wyrazenie.

a) lim _9=lim wzlim(x—3)=—6
x—-3 x+3 x—-3 x+3 x—-3
43.7. Oblicz.
a) lim x4 ¢) lim x2+4
x—-1 x+5 x—11 x*+2
2 7 5 4
b) limx +x-1 d) lim 5x" —4x +3x -4
x—2 x2-1 x—-1 x6+5
5 15 1
Odp.:a) —— b) = — —=
p.:a) ) 3 ) B ) 5
43.8. Oblicz.
a) lim X% +6x+5 o lim x% = 2x - 35
x—-1 x2-1 x—7 x3 — 4x% - 21x
3 2 2
b)limx_zx +x-2 d) lim 2x" -3x-2

12x3+x>+6x+3

X——=

x—2 x*+x-6

6 10
Odp.:a) 2 b)1 ¢ 3 d) T

3. Granica funkcji w punkcie 2971

43.6. Oblicz.
a) lim (x23 — 245 + 1157 - 17x + 13)
x—0

b) lin} V2xZ+x—1
xX—
. 7 3
9 lim (x'-2)

d) lim(\/x+2+x+ 1)2
x—2

Odp.:a) 13 b) V2
c)—27 d)25
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43.9. Oblicz.
a) lim d

x-01-vVx+1

x—4
b lim =2

. Vx4 3—1
¢ lim ———
x—-2 2x+4
d) lim 1-vx+4

x—-3 x+3

Odp.:a) -2 b) 4 c)i d) —é

43.10. Oblicz.
a) lir111T sin 2x
xX——

6
b) lirrfll(cos 2x + sin x)

d) lirrTlr(sin X —2cosx)

Odp.: a) \/73 b) %
9B gy -2

3 2

. 2x*—20x+50 2(x-5)
b) lim ad XY im (x=5)

x—5 x-5 x—5 x-5

=lim2(x-5)=0
x—5

Podamy jeszcze (bez dowodu) twierdzenie dotyczace granic pewnych funkgji.

Jezeli xy > 0, to lim /x = /.
X—xg
Ogodlnie (dla n € N — {0}):

lim ¥/x = %/x, dla x, >

X—>X0

0 oraz hrn x = /x; dla x, € R.

Jezeli funkcja f przyjmuje wartosci nleujemne i istnieje granica wilasciwa

xlgl)} f(x), to lim W 1lhm f(x)

Jezeli x, € R, to hm sin x = sin x;,.

Jezeli x, € R, to hm COS X = COS X.
X—X(

Przykiad @) « zad. 3.9,3.10

Obliczymy podana granice.
a) lim3 Vxt+1=1+10

. T 1
b) lim cosx =cos— = =
n 3 2

— lim (x*+1)=10

x—-3

x—>§
x—1 . (x-D(Wx+1) B

Yl N OV OV — (va-b)(va+Vb) =

o x-D(Vx+1) 3

=lm Ty = im (V)=

. /‘1
d) l " 5:232; = lilrll'[ ZSII:(iCSjcosx = lil‘l}TZSinx =2 «— sin 2x = 2 sin x cos x
2 73 *73

Granice jednostronne

Przykiad ©)

W przykladzie 2 zbadaliémy zachowanie dwéch konkretnych ciagéw i w ten sposéb

x* dlax<1
2x dla x>1

Spojrzmy teraz na te sytuacje ogolniej.

wykazalismy, ze funkcja f(x) = {

nie ma granicy w punkcie x, = 1.
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Jezeli wezmiemy dowolny ciag (a,,) o wyrazach mniejszych od 1,to f(a,) = a,.

Natomiast dla dowolnego ciagu (b,,) o wyrazach wiekszych od 1 mamy f(b,) = 2b,,.
Jesli nhl?o a, = nhﬁrgo b, =1, to:
. . 2 . . .
lim f(a,) = lima, =1 i lim f(b,) = lim 2b, =2
Moéwimy, ze funkcja f ma w punkcie 1 granice jednostronne - lewostronng réwna 1
i prawostronng réwng 2, i zapisujemy to nastepujaco:

linll flx)=1 i lim f(x)=2
x—1” x—>1*

Dana jest funkcja y = f(x), ktérej dziedzing D jest zbiér R albo przedziat licz-
bowy, albo suma przedzialéw. Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie x, granice
prawostronng (lewostronna) réwna g wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
ciagu argumentdw (x,,) o wyrazach wigkszych (mniejszych) od x, i zbieznego
do x, odpowiadajacy mu ciag wartoéci funkeji jest zbiezny do liczby g.
Zapisujemy to:

lim+ flx)=g (granica prawostronna)
X‘)XO

lim f(x)=g (granica lewostronna)
X—UCO

Podczas obliczania granic jednostronnych stosujemy poznane twierdzenia dotyczace
dziatan na granicach funkgji.

Przyktad @ zad. 3.12 43.12. Odczytaj z wykresu
granice jednostronne funkeji f

Odczytamy z wykresow funkcji f, g ik ich granice jednostronne w punkcie x, = 2.
w punktach x = -4, x = -3

y y y i x = 5. Zbadaj istnienie granicy
funkcji w kazdym z tych punktéw.
v 1 .
f \ h 2
\/O i ) f [\
14 / 1 \\
e s e g |
0] 1 X 0] 1 s X ° c\ 1+
y 1 5

i _ i _ ; _
lim f(x) =5 lim g(x) =3 lim h(x) =3 \j

lim f(x)=2 linzl_ g(x) =-1 lim h(x) =3

x—27 x—27

43.12. Odp.: lin}r f(x) = lim f(x) =3, lim4 f(x)=3;
x—— x——4* x——
lim f(x) =1, lirré flx) =2, lim3 f(x) nie istnieje;
x—-3" x—-3" xX——
lim f(x) =3, linsl f(x)=-3, lin% f(x) nie istnieje
x—5t x—57 xX—
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Odpowiedzi i rozwigzania
3.1.D

3.2. B

Granica lim f(x) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja granice jednostron-
x—X(

ne lim f(x) i xlin;_ f(x) oraz len;_ f(x) = lim f(x).

x—>x6r x—xg

Dowdd tego twierdzenia pominiemy.

Zatem:
lim f(x)=g © lim_ f(x)= lim f(x)=g
x— X x—x; x_m(-)e-

Przyktad ) « zad. 3.13
Sprawdzimy, czy funkcja

2
x"=3x+1 dla x<-1
f(x)_{x3+6 dla x> -1

ma granice w punkcie x; = —1.
Rozwiazanie
. o 2 e 1 o 3 _
leHH_ f(x) = XLHH- (x 3x + 1) =51 xlirg+ flx) = xLHPﬁ <x + 6) =5
lim f(x)= lim f(x)=5
x—-1" x——-17
Zatem lim1 f(x)=5.
xX——

Odp.: Funkcja f ma granice w punkcie x, = —1 igranica ta jest rowna 5.

W kazdym z zadan 3.1-3.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

3.1. Granica lim (2 —2x - x2> jest rdwna

x—-2

A. 0. B. 4. C. -2. D. 2.
. . X’ —x’ —6x . .

3.2. Dana jest funkcja f(x) = — 5 Dla tej funkgji

A. lirré flx)=2. C. lirr31+ f(x)=0.

B. ling f(x)=15. D. ling f(x) nie istnieje.
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. I
sinx dla x> -

3.3. Dana jest funkcja f(x) = ,‘.lr.Dla tej funkcji 33.C
cosx dla x < "

A. lirgi fx) # linr?+ f(x). C. lin}T fx) = \/75
4 S =y
B. 1in71T f(x) nie istnieje. D. 1in71T f(x)=1.
x=7 x=7
3.4. Skorzystaj z odpowiedniej definicji i wykaz, ze funkcja y = f(x) nie ma granicy 3.4. Patrz s. 289.

w punkcie x;.

3x+5 dla x < -2
= =-2
2) f) {x2+1 dla x > -2 %o
b)f(x):{vzx—l dlax>1 XOZI
X dla x <1

3.5. Skorzystaj z odpowiedniej definicji i wykaz, ze funkcja y = f(x) ma granice
w punkcie x.

a) f(x)=—3x3+2x+7, xo=1 c) f(x)=<[3x+5 dlax#_z,x0=—2
0 dla x = -2
sinx dla x# 2 .
b) f(x)= Vx+7, x, = —1 d) f(x)= 3 xg=<
0 dla x = 3 3
3.6. Oblicz. 3.6.a) 13 b) V2 ¢ -27 d)25

. 23 13 7 . 7 3
a) chlir;l)(x —-24x7 + 11x —17x+13) ) J}LI{I] (x —2)

b) lirnl\/2x2+x—1 d) lin;(\/x+2+x+1)2

3.7. Oblicz. 3.7. a) —Z b2 o2 ¢-L
3 123 3
3x -4 . x+4
a) ¢) lim
x—-1 x+5 x—>11 x2+2
2 7 5 4
. -1 . -4 -4
b) lim X 2*1 d) lim 24X 3%
=2 x2-1 x—-1 x0+5
. 6 10
3.8. Oblicz. 38.a)-2 b)1 o 3 d) T
. X +6x+5 . x*—2x-135
a) lim ——— ¢) lim ———
x—-1 x2-1 x—7 x3 —4x% - 21x
3 2 2
. -2 -2 ) 2x° - 3x-2
b) lim X —2* *X~< d) lim —=~ 3x

x—2 x*2+x-6 123+ x> +6x+3

X—

3.5. a) Niech (x,) oznacza ciag argumentow zbieznych do 1, ktérego wyrazy sa rézne od 1.

Wtedy lim f(x,) = lim (-3x) +3x,+7)==3-1°+2.1+7 = 6. Zatem xli_)rgclo f(x)=6.

b) Niech (x,,) bedzie dowolnym ciggiem takim, ze x, +7 >0 i x, # —1 dlan € N {0} oraz lim x, = -1.
Wtedy nh}()l@ flx,) = nlgg \x, +7=V-1+7 = 6. Zatem thn)}O f(x) = V6.

c) Niech (x,) oznacza ciag argumentéw zbieznych do -2, ktdrego wyrazy sa rézne od —2.

Wtedy nh}()l@ flx,) = Jlngo(3xn +5)=3-(-2)+5=-1. Zatem )Cango fx)=-1.

d) Niech (x,,) oznacza ciag argumentéw zbieznych do L ktdrego wyrazy sg rdzne od g

3
V3

Wtedy nlggo flx,) = }Lrglo sinx,, = sing = ? Zatem xhﬁrgclo flx) = -
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39.0)2 B4 9 I 3.9. Oblicz.
a) lim—>—— b) 1l lim x4 ¢) lim Yx#3-1 d) lim 1-vx+d
x=0 1 - Vx+1 —4 4/x -2 xo-2 2x+4 x5-3  x+3
310.0) 2 ) 2 3.10. Oblicz.
2\@ V3-2 a) lim sin2x ¢) lim g
¢ — d) T T sinx
b) lirr711(cos 2x + sin x) d) lirrTlI(sin x —2cos x)
A x=3
y
3.11. np. f(x) = {(1) gi: i ; 8 3.11. Podaj przyktad funkcji f:R — R, ktdra 7 [\
w zadnym punkcie x;, € R nie ma granicy. \\
* \ 1+
3.12, 11133r flx) = lirr}1+ flx) =3, 3.12. Odczytaj z wykresu granice jednostronne ol 3 o
lim f(x) 5 o funkcji f w punktach x = -4, x = -3 i x =5. \
l1m f=1, lim fG)=2, Zbadaj’ istnienie granicy funkcji w kazdym z tych \_/
X3 punktow.
hn}3 f(x) nie istnieje;
xliHS1+ f() =3, lim f(x) = -3, 3.13. Naszkicuj wykres funkgeji f. Oblicz granice jednostronne tej funkcji w poda-
lim f(x) nie istnieje nym punkcie x, i odpowiedz na pytanie, czy istnieje lim f(x).
e X—X(
x dla x <
2) flx)= 2 X dlax>1 X =1
3.13. x+3 dla x <0
a) 7A b) f(x) = dla x=0 Xy =0
. ~x*+3 dla x>0
% dla x <1
f = =1
0 fx) = { -1 dlax>1 o
hnl],f(x) — lillll flx)=1= 1-x dla x<-1
ol a1t d fx)=40 dla x = -1 x=—1
=
P f@) 3-x* dla x> -1
b) 57
1 1-x* dlax<0
i e) fx)=141 dla x=0 X, =0
; \ - —x7 dla x>0
\ H flx)= { j}a xS Xy =0
hr{){ f(x) _ llI‘Iol+ f(x) =3 = sin x a x> 0
= lin}) f(x)
<) \[ 7k d) b7 e) j7 f) A
\ f s . N\
, TN / N X
N = 0 % \ 0
of 1 % /
lim f(x)=1, lim f(x)=0, lim f(x)= lim f(x)=2= lim f(x)= lim f(x)=0=
ot o S0 = I S lim f(x) =1, lim f(x)=0, S = i S
lin% f(x) nie istnieje = lin}1 f(x) x—0" x—0* = lin}) f(x)

lin% f(x) nie istnieje
X—



3.14. Oblicz.

a) lim Vx-1 ) 111}41 (\/4—x+2x+3)
x—1F x—4~

b) lim 3x + V2x +6 d) lim V2-x+7x+2
x—o3t  x2+1 x—=2" x—4V4-2x

1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

a)

3.

. Funkcja h(x) = f(x) + g(x) ma granice w punkcie x, wtedy i tylko wtedy, gdy

funkcje f i g maja granice w punkcie x;,.

f(x)

. Funkcja h(x) = —— ma granice w punkcie x,, wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje

g(x)

f i g majg granice w punkcie xy i lim g(x) # 0.
—Xo

. Jezeli f(x) >0 dla x € (a; b), x, € (a; b) oraz lim f(x) =g, to g > 0.
X—X(

. Oblicz granice.
. X" —13x> +47x - 35 . cos 2x . Vx-2-1
lim —; > b) lim ————— ¢) lim
x—5 x° —5x°+4x—20 x> sinx — cosx x—3 2x-6
4

-2 dax<1
Naszkicuj wykres funkgcji f(x) = 4 1 dla x=1.
1-2x dlax>1

Oblicz granice jednostronne tej funkcji w punkcie x, = 1 i odpowiedz na pytanie,
czy istnieje lim1 f(x).
x—

4.

Wykaz, ze funkcja
sinx dla x<m
flx _{cosx dla x>n

nie ma granicy w punkcie x; = m.

5.

Skorzystaj z definicji i wykaz, ze funkcja f(x) = Vx? + 3 ma granice w punkcie

Xy = —2.

4_f(x):{sinx dla x <7 Xy =10

cosx dlax>mn’

lim f(x)= lim sinx =sint=0
X—T X—T

lim f(x) = lim cosx = cosm = -1
x—mt

x—-mt

lim f(x) # lim f(x), wiec lim f(x) nie istnieje.
X=X x—x) X=X

5. Niech (x,,) oznacza ciag argumentdéw funkeji f(x) = Vx? + 3 zbieznych do x, = -2,
ktorych wyrazy réznia sie od x;,.

Wtedy lim f(x,) = lim \/x2 +3 = V(-2)*+3 = V7, zatem lim f(x) = V7.
— 00 — 00 x—)xo

3. Granica funkcji w punkcie

3.14. 2) 0 b)—l% 911 d)8

Prosto do matury
1. F, F, F. Wskazéwka:

1 . 1
A.Dla f(x) = i g(x) = -

mamy f(x)+ g(x) =0,
zatem nie istnieje lirr(l) f(x)

i nie istnieje lin(l) g(x), natomiast
X—

lim (f(x) + g(x)) = lim 0 = 0.

x—0 x—0

Wynikanie w druga strone jest
prawdziwe.

2. a) —% b) -2 c)}1

=Y

xlinil’ f(x) = linll+ file)i==1'=
gl

297 I
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4. Granice niewtasciwe

Umiejetnosci:
¢ obliczanie granic funkciji

Umiemy na podstawie wykresu funkcji poda¢ jej podstawowe wlasnosci — wskazaé
dziedzine, zbi6r wartosci, miejsca zerowe, przedzialty monotonicznosci itd.

Aby precyzyjnie opisa¢ funkcje w niektdrych charakterystycznych punktach oraz na
koncach przedzialow, w ktorych jest okreslona, wprowadzimy pojecie granicy nie-
wlasciwej.

Dana jest funkcja y = f(x), ktdrej dziedzing jest zbiér R albo przedziat licz-
bowy, albo suma przedziatéw. Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie x, grani-
ce niewlasciwa nieskonczonos¢ (minus nieskonczonosé) wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnego ciaggu argumentéw (x,,) o wyrazach réznych od x, i zbiez-
nego do x,, odpowiadajacy mu ciag wartosci funkcji jest rozbiezny do nieskon-
czonosci (minus nieskonczonosci).

Zapisujemy to:
lim f(x) = oo, lim f(x) =
X=X X=X
Przyktad o
Niech f(x) = !

x|’
Funkcja f jest okreslona dla wszystkich x # 0, a jej

wykres jest przedstawiony obok.

Dla dowolnego ciggu (x,,) o wyrazach réznych od zera
i zbieznego do zera odpowiadajacy mu ciagg wartosci
funkcji jest rozbiezny do oo.

. . 1
nllnolo f(xn) = nll_}n(‘)lo ﬁ = 00 «— dodatni mianownik
- Xn dazy do 0
azy do

. 1
Zatem lim — = oo
x—0 |x|

@

Zauwazmy, ze jezeli ciag (x,,) dazy do 0, to ciag ( o > jest rozbiezny do co. Na przyklad:

e

1 1 N 2 . 1 .
jesli x, = =, to lim ~ =01 lim — = lim n = oo; jedli x, = -, to lim ~— = lim
©n

n=o0 |x,| n? n—oo |x, |  n—oo

tematy 4.4, 4.5

MultiteZa

e Asymptoty pionowe funkcji
e Asymptoty poziome funkciji
e Wybrane krzywe i ich asymptoty

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 4.4

(‘ Generator

testéw i sprawdzianow




Przyktad e
. -1
Wykres funkeji f(x) = Y
Dziedzing f jest R — {-2}. Badamy granice:
. -1
lim
x—-2|x +2|

jest przedstawiony obok. D4

W tym wypadku dodatni mianownik dazy do 0, ale
licznik ulamka jest ujemny, zatem wartosci funkcji daza
do minus nieskonczono$ci.

i
Ix 4 2|

im =
x—-2 |x + 2|

Dana jest funkcja y = f(x) okre$lona na przedziale (a; b). Méwimy, ze funkcja
f ma w punkcie a granice prawostronna niewlasciwa oo (—oo0) wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnego ciggu argumentow (x,,) o wyrazach nalezacych do
przedziatu (a; b) i zbieznego do a odpowiadajacy mu cigg warto$ci funkeji jest
rozbiezny do co (—o0).

Zapisujemy to:

lim f(x) = o0 (lim+ f(x) = —o0)

x—at

Analogicznie definiujemy granice lewostronng niewlasciwa:

Jip S0 =0 1 i f9 =0

Przyktad €
y
y /
gx) Ftg x
. o/
| X
0 1 X T T T
. 1
lim = =-00, lim — =00 lim tgx =-oco, lim tgx = o0
x—0" X x—0t X PN x—o

4. Granice niewtasciwe
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44.4. Odczytaj z podanego
wykresu granice funkcji y = f(x)
w punktach x = -3 i x =5.

I

=
—
=

A

Odp.: lir_%_ flx) = lirr;+ flx) =
= lirglsf(x) = oo,
lil’?i f(x) = —oo,

lirg f(x) =00

Przyktad 0 zad. 4.4

Odczytamy z wykresu funkeji & odpowiednie granice niewlasciwe.
y
1 L

\/ & x

lim5 h(x) = 0o, lim h(x) = oo, lir? h(x) = —oc0
X—-— x—5T x—57

Jezeli funkcja y = f(x) ma w punkcie x, granice jednostronna niewlasciwa, to
prostag x = x, nazywamy asymptota pionowa wykresu funkcji.

Dana jest funkcja y = f(x) okreslona na przedziale (a; co).

Moéwimy, ze funkcja f dazy do co (—oo) przy x dazacym do oo wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnego ciggu argumentéw (x,,) o wyrazach nalezacych do
przedziatu (a; oo0) i rozbieznego do co odpowiadajacy mu cigg wartosci funkcji
jest rozbiezny do oo (—o0).

Zapisujemy to:

lim f(x)=oc0  (lim f(x)=—oo)

Analogicznie formutujemy definicje granic niewtagciwych:

Jdim f() =0 i Jim_ f) =

Przykiad ©

Poréwnamy granice: lim (xz +x+ 3) i lim (x2 +x+ 3).

Rozwigzanie

° lim (x2 +x+ 3) = o0, bo dla kazdego ciggu argumentéw (x,,) rozbieznego do oo

X
odpowiadajacy mu cigg wartosci jest rozbiezny do oo: Jgrgo (xi +x, + 3) = oo,
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. Xgrpw(x2+x+3)=

O ile w pierwszym przypadku nie ma watpliwosci (suma dazy do oo), o tyle w drugim

sytuacja jest juz niejednoznaczna: x; — oo, ale drugi skladnik x,, — —oo.

Zbadamy to dokladnie;j.
Niech ciag argument6w (x,,) bedzie rozbiezny do —oo, czyli lim x,, = —oco.

. . 1 3
hm(xi+xn+3):hm<xi<1+—+—2)>:oo <—hm(1+i+i>:1
n—oo n—oo X X n—oo X, xn

Zatem lim (x2 +x+ 3) = lim (xz (1 1y %)) = oo.

X——00 X——00 X X
W kolejnych przyktadach od razu wykorzystamy przeksztalcenia odwolujace si¢ do
twierdzen o dzialaniach na granicach.

J

Podczas wyznaczania granic niewtasciwych istotne jest poprawne okreslenie, czy wy-
razenie dazy do plus nieskonczonosci, czy do minus nieskonczonosci. Przydatne tu
moze by¢ badanie znakéw warto$ci funkcji. Przesledzmy to na przyktadzie.

Przyktad 0 zad. 4.6

x(x+1)(x-5)
(x+2)(x-3)

zrobimy pomocniczy wykres do odczytania znakdw warto$ci funkcji, a nastepnie wy-

znaczymy granice funkeji f na koncach przedzialow, w ktdrych jest okreslona.

Dana jest funkcja f(x) = . Okredlimy jej dziedzine, miejsca zerowe,

Rozwigzanie
e D=R-{-2,3}=(-00; =2) U (=2; 3) U (3; o0)

e Miejscami zerowymi funkciji sa —1, 0, 5. /\ /
! w e A R NG I

° Rysujemy wykres znakéw wartosci funkcji.
° Wyznaczamy granice na koncach przedzialéw (—oo; -2), (=2; 3), (3; o0).

x(x+1)(x — 5)
x—» 0o (x+2)(x—3) Funkcja wymierna ma w nieskoniczonosci (1)
granice niewlasciwa wtedy i tylko wtedy, gdy
A stopien wielomianu z licznika jest wyzszy
I

hm fx) =

od stopnia wielomianu z mianownika. Znak
—00 tej granicy zalezy od tego, czy, mowiac

pogladowo, wartosci funkgji s3 w badanej

nieskonczonosci dodatnie czy ujemne.

1+

X——00

1+

XlNXP—‘
Xlw
\_/\/

Ny

4
S)

44.6. Wyznacz granice funkcji y = f(x) na koncach przedziatéw, w ktérych jest ona okreslona.

a) f(x) = “71 § flo) = 8L
b d _xz(x —7x—8)
) flx) = -25 ) flx) = (x +3)(6-x)

Odp.: a) xLlI}'loo fx)=1, hm _f(x) = —oo, hm f(x) 00, lengo flx)=1

b) lim f(x) =0, lim f(x) = oo, lim f(x) =—o0, lim f(x) = co, lim f(x)=—co, lim f(x)=0

9 lim f(x)=1 lm f(x)=-co, lim f(x)=oco, lim f(x)=~co, lim f(x)=oco, lim f(x)=1
d) lim f(x)=-co, lim f(x)=-co, lim f(x)=oco, lim f(x)=—co, lim f(x)= oo, lim f(x)=-
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44.12. Patrzs. 305.

m_f(x)= lim

li
x—=2 xX——

lir_r;+ f(x) =00
li 10 =
1ir131+ f(x) =—o0

Jim /) = 0

S
x(x+1)(x—-5) _
2 (x+2)(x-3)

1 /—7

—00 «— mianownik dazy do 0, warto$ci funkeji
dla x > -2~ s3 ujemne

0 \'75

«—— mianownik dazy do 0, wartosci funkgji dla x — -2* s3 dodatnie
«— mianownik dazy do 0, wartosci funkcji dla x — 3~ s3 dodatnie
«—— mianownik dazy do 0, wartosci funkcji dla x — 3% s3 ujemne

«— wartosci funkcji dla x — oo sa dodatnie

J
Dana jest funkcja y = f(x) okreslona w przedziale (a; c0). Méwimy, ze funkcja
f ma granice réwna g przy x dazacym do oo wtedy i tylko wtedy, gdy dla do-
wolnego ciggu argumentdéw (x,,) o wyrazach nalezacych do przedziatu (a; o)
i rozbieznego do oo odpowiadajacy mu ciag wartosci funkgji jest zbiezny do g.
Zapisujemy to:
lim f(x) =g
Analogicznie formutujemy definicje lim f(x) = k. y
Jezeli xlgngo f(x) =g, toprosta y =g nazywamy y=g P

asymptota pozioma wykresu funkcji w nieskon-

€Zonosci.

1= N,

Jezeli lim f(x) =k, toprosta y =k nazywamy _/ of 1 x

asymptota pozioma wykresu funkcji w minus

nieskonczonosci.

Przyklad @) « zad. 4.12

Opiszemy wlasnosci funkeji
na podstawie jej wykresu.

Rozwigzanie

o D= (—00; =3) U (=3; 4) U (4; o0) of 1 p

o ZW = (—o0; 1) U (2; 00)

* Miejsca zerowe: —6, —4.




w przedziatach. Bedziemy stosowacd nastepujacy opis: ~~ jako oznaczenie funkcji

malejacej i —7 dla funkcji rosnace;j.

f(x)>0 & xe(-6; —4) U(-3;4) U (4; o)
f(x) <0 & x € (—o0; —6) U (—4; -3)

Funkcja nie jest monotoniczna w calej dziedzinie, natomiast jest monotoniczna

przedziaty (=003 =5)

(=55 -3)

(=3; 1)

(1; 4)

(45 00)

monotoniczno$é /

N

N

/

N

* Granice funkgji na koncach przedziatéw okreslonosci:

lim f(x) = —oo, lir% f(x) =—-o00, lim f(x)= oo,
x—>—00 x——3" x——3t

liril_ f(x) = lilil+ f(x) = lirr}lf(x) = oo, xlgg f(x)=3

* Asymptoty pionowe wykresu funkgcji: x = -3, x = 4.

° Asymptota pozioma wykresu funkcji w nieskoniczonosci: y = 3.

Réwnanie f(x) = m:

nie ma rozwigzan dla m € (1; 2),

ma jedno rozwigzanie dla m € {1, 2},
ma dwa rozwigzania dla m € (—o0; 1) U (2; 3),

ma trzy rozwiazania dlam €

W kazdym z zadan 4.1-4.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

W zeszycie.

4.1. Dana jest funkcja f(x) =

A. lim f(x)=oc0. B. lim f(x)=-oco. C. lim f(x)=o0c0. D. lim f(x)=2.
x_)0+ X——00 X——00 X—00

4.2. Dana jest funkcja f(x) =

4.3. Dana jest funkcja f(x) =

(3; o0).

2x°

x|

x+2
(x+7)(x—

A. lim f(x)=0 B. limzf(x) =0 C. lim f(x)=-o0
X——00 X x——7+

{x2—3
1

Dla tej funkeji

4)

dla x #

dla x = -1

A. lim f(x)=-2. B. lim f(x)=-4. C. lim f(x)=1. D. lin{ f(x)=0.
x—-1% x—-1* x——1* x—-1"

. Wskaz zdanie falszywe.

D. lim f(x) = o0

~1 Dl tej funkeji

4. Granice niewtasciwe

Odpowiedzi i rozwigzania
4.1. C

4.2. C

4.3. A

303 I
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44. 509 = i )=
- )}LIIE3f(x) =%

lim f(x) = —oo,

g o=

4.5. lim f(x) =2,

xligf ?‘E;co) = oo,

Jim f(x) = —oo,

xlgg fx) = )CILH; flx) =

= lim f(x) = —o0,

lim f(x) =3

4.7.a) o b) —oco
d) —c0

c) 00

48.a) x=-5 x=15
b)x=1, x=2

c)x=7

d) brak asymptot pionowych

4.9. a) wooi-oo:y=0

b) brak asymptot poziomych
c) wooi-oo:y=-1

d) w—oo:y=-2, woo: y=3

4.4. Odczytaj z podanego wykresu (rys. 1) granice funkcji y = f(x) w punktach

x=-31ix=5.

4.5. Odczytaj z podanego wykresu (rys. 2) granice funkcji y = f(x) na koncach
przedzialéw, w ktdrych jest ona okreslona.

/ of 1

Rys. 1

J
f ]
LN
of x
Rys. 2

4.6. Wyznacz granice funkcji y = f(x) nakoncach przedziatéw, w ktérych jest ona

okreslona.

a) f(x): x+171
2-x

b) f(x) = 2=

4.7. Oblicz.

a) lim
x—2 |x = 2|

b) lim

x——6 |x + 6]

B +6x+5
) f(x)_xz—Sx—M
d _xz(x2—7x—8)
) [l = (x+3)(6-x)
. -2 . x-3
¢) lim im
x—4 |4 - x| x—1 |x — 1]

4.8. Wyznacz asymptoty pionowe wykresu funkcji y = f(x), o ile istnieja.

Q) fx) = 2

9 — x?
) fX) = ZT

2 4+3x-28
0 sy = Zr

4.9. Wyznacz asymptoty poziome wykresu funkcji y = f(x), o ile istnieja.

2x* —3x+2
a) f(x):%
X —5x+8
b S =TS

O fx) =25

;‘4’5‘ dla x < 1
d fe={ %

3x dla x>1

x+2

46.3) lim f(x)=1, lim f(x)=—co, lim f(x)= oo, lim f(x)=1

b) lim f(x)=0, lim f(x)= oo,

lin}j+ f(x) = —oo, linsl f(x) = oo, lirg f(x) = —oo, xlgrgo f(x)=0

O Jlim_ f(x)=1, lim_f(x) = —co,

lim f(x) = oo, lirgl f(x) = —o0, lim f(x)=o00, lim f(x)=1
x—-2% x—>7" x—-7 H=D

d) lim f(x) = —oo, lim_f(x) = —oo,

lim3+ f(x) = oo, lin617 f(x) = —o0, lin(} f(x) = oo, xll_I)IQlQ f(x) = -0
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4.10. Oblicz. 410.a) 0 b)oo ¢)oco d) -1
1
li Vx? +4 - lim ———— 4.11. b
o Jim (Vo ed ) R s ] i
A/ 22
b) xlﬂirﬁnoo (Vx2 +1- x) d) xlﬂirinoo xx+x 4.12. a) D =R, ZW = (=2; 5);

flx) =0 x = -3,
f(x) >0 & x € (=35 o),

4.11. Oblicz. f(x) <0 & x € (—o0; —3);

a) lim 2 ¢) lim Aox funkcja nie jest monotoniczna
x3" vx -3 X0 x4 7 jest rosngca w przedziale (—oo; 2),
b) lim d) lim __x+5 malejaca w przedziale (2; oo0);
—2- 2 = =0~ x/x2 + 3x + 11 ; — 9 1 - 9.
x x x xVx? +3x+11 xgrpoof(x) 2, xh_r)lolof(x) 23
brak asymptot pionowych,
4.12. Na podstawie wykresu funkcji y = f(x) okresl: jej dziedzine, zbidr wartosci, asymptoty poziome: w —oo prosta
miejsca zerowe, przedzialy, w ktorych funkcja przyjmuje wartoéci dodatnie (ujemne), y =-2, wooprosta y = 2;
przedzialy monotonicznosci, granice funkeji na konicach przedziatéw okreslonosci, f(x) = m nie ma rozwigzan
réwnania asymptot oraz liczbe rozwigzan réwnania f(x) = m w zaleznosci od m. dla m € (-o0; =2) U (5; o),
ma jedno rozwiazanie
a) y <) y dla m € (=2; 2) U {5},

dwa rozwigzania dla m € (2; 5)

| y £ %) b) D = (~00; ~4)U(=4; 0)U(0; o0),
J :f(“c)/ ZW = R;
fx)=0& x=-21ub x=1,
/ 14 1\ fx)>0e

of 1 x ol 1 pe & x € (—o0; —4) U (=2; 0) U (0; 1),
f(x) <0 & x € (-4 -2) U (1; 00);
funkcja nie jest monotoniczna

— jest rosngca w kazdym

z przedzialéw (—oo; —4), (—4; 0)

i(2; 0o0), malejaca w przedziale (0; 2);

b) d) y T Jim_f() =2, lm_f(x) = oo,
— lim f(x) = —oo,
x——4*
y = %) A P lim f(x) = Jlim, fG) = lim f(x) = co,
********* - ' lim f(x) = 0;

H 0 1 X asymptoty pionowe: x = —4,

ofl N._——"x x = 0, asymptoty poziome: w —oo
prosta y =2, w oo prosta y = 0;
f(x) = m ma jedno rozwigzanie

0

dla m € (—o0; 1),

—l 4 dwa rozwigzania

dla m € (0; 2) U {-1},
trzy rozwigzania

dla m € (-=1; 0) U (2; o0)

Uwaga: Dziedzing tej funkcji jest
zbidr liczb rzeczywistych.

4.12. ¢) D = (—o0; —1) U (0; 5) U (5; 00), ZW = R;

fx)=0ex=21lub x=7, f(x) >0 x€(0;2)U(2; 5 U(5; 7),

f(x) <0 & x € (—o0; —1) U (7; o0);

funkcja nie jest monotoniczna - jest stata w przedziale (—oo; —1), malejaca w kazdym z przedzialow (0; 2) i (5; o0),
rosngca w przedziale (2; 5);

Jim f(x) = -2, xlﬁir_qff(x) = -2, )}% f(x) =2, xh_)rg f(x) = oo, xlgg fx) =3, lim f(x) = —oo;
asymptota pionowa: x = 5, asymptota pozioma: w —oo prosta y = —2;

f(x) = m ma jedno rozwigzanie dla m € (—oco; —=2) U (=2; 0) U (3; o0), dwa rozwigzania dla m € (2; 3) U {0},
trzy rozwigzania dla m € (0; 2), nieskonczenie wiele rozwigzan dla m = -2

dD=R, ZW=12;

fx)=0 x€(0;1), f(x) >0 x€(l; ), f(x) <0 & x € (—o0; 0);

funkcja niemalejgca — jest stala w kazdym z przedziatéw postaci (k; k + 1) dla k € Z;

xgrpm f(x) = —o0, xh_)nolo f(x) =o0,dla k € Z: xhjilﬁ flx)=k-1, xh_}r% f(x) = k; brak asymptot;

f(x) = m ma nieskonczenie wiele rozwigzan dla m € Z, nie ma rozwigzandla m ¢ Z
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Prosto do matury
1. F,P,F

2.a) -0 b) oo ¢) oo

3. asymptoty pionowe: x = -3,
x = 0, asymptota pozioma w co
i—oo: y=-2

4. xlirpw f(x) = —oo,

Jim () = oo,

xlifﬁ-+ f(x) = —oo, xh_{gl_ f(x) = oo,

lim f(x)=-oc0, lim f(x)= o0
x—3t X—00

1.

Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

Dla kazdych dwoch funkgji f, g takich, ze lim f(x) = co i lim g(x) = —oo,
zachodzi réwnos$¢

A.
B.

C.

a)

. Wyznacz asymptoty wykresu funkcji f(x) =

lim (f(x) +g(x)) =0.

lim (f(x) - g(x)) = —o0.

xh—>nolo g(x) =-L

. Oblicz.

2
2 . =1 . =2
a b) lim a > c) * X

1m
x—-3 |x + 3| x—>2"4—-x

m =
x—-1t X*+5x + 4

1lx—2x> -5
x2+3x

X-6x*-x+6

4. Wyznacz granice funkcji f(x) = g3 D@ koncach przedziatow, w kto-
rych jest okreslona.
5. Na podstawie wykresu funkcji y = f(x) okresl: jej dziedzing, zbiér wartosci,

miejsca zerowe, przedzialy, w ktdrych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie (ujem-
ne), przedzialy monotonicznosci, granice funkcji na koncach przedziatéw okreslo-
nosci, rwnania asymptot oraz liczbe rozwigzan réwnania f(x) = m w zaleznosci
od warto$ci parametru .

-

y= flx) /

5. D = (~00; —4) U (=4; 0) U (0; 00), ZW = (=005 —1) U (0; 00);
fx)=0 x=2, f(x) >0 x € (—00; —4) U (0; 2) U (2; 0), f(x) <0 & x € (—4; 0);
funkcja nie jest monotoniczna — jest rosngca w kazdym z przedziatow (—oo; —4), (—4; -2)
i(2; 00), malejaca w kazdym z przedziatéw (-2; 0) i (0; 2);

lim f(x)=0, lim f(x) =00, lim f(x)=—-o0, lim f(x) = —oo,
X——00 x——4 x——4*t x—0
xh_,lf)k f(x) = oo, xll_r)lgo f(x) = 3; asymptoty pionowe: x = —4, x = 0;
asymptoty poziome: w —oo prosta y = 0, w oo prosta y = 3;
f(x) = m nie ma rozwiagzan dla m € (-1; 0), ma jedno rozwiazanie dla m € {-1, 0},
dwa rozwigzania dla m € (—oo; —1) U (3; o0), trzy rozwigzania dla m € (0; 3)



5. Funkcje ciggte

Umiejetnosci:
¢ obliczanie granic funkciji
¢ badanie ciggtosci funkcji

Funkcja f: (a; b) — R jest ciagla w punkcie x, € (a; b) wtedy i tylko wtedy,
gdy spelnione s3 dwa warunki:

° istnieje granica lim f(x),
—X0

e lim f(x) = f(x,).

X—X(

Zauwazmy, ze zgodnie z definicjg cigglo$¢ funkcji mozemy bada¢ tylko w punktach
nalezacych do dziedziny funkcji.

Y
Przykiad @) \\ //
Funkcja f(x) = x* -1 jest w punkcie x, = 2 ciagta, \ /
poniewaz lin% <x2 - 1) =3=f(2). f
\ .|/
Przyktad @) < zad. 55 /
X
Zbadamy ciaglos¢ funkeji
2
_fxt-1 dla x <1

flay = {—(x—2)2+1 dla x> 1
w punkcie x, = 1 inaszkicujemy jej wykres.
Rozwigzanie
Obliczamy granice jednostronne w punkcie x, = 1. \| ¥

. T 2 1\ _

Jlim 0 = Jim (x~1) =0 A\

li = lim (-(x-2)°+1)=0 1

Jim, £69= lim (~6e=27+1)
Zatem lim f(x) = 0. *

x—1 \

f)=—(1-2+1=0= lim £(x)

Odp.: Funkgja f jest ciggta w punkcie x, = 1. \

5. Funkcje ciggte 307

Uwagi metodyczne

Ciaglos¢ funkgji jest jednym

z gléwnych (obok pochodne;j)
pojec analizy matematyczne;j.
Zaczynamy od zdefiniowania
cigglosci funkeji w punkcie.
Zwracamy uwage, ze zgodnie

z podang definicja rozwazamy
ciggto$¢ funkcji tylko w punktach
nalezacych do dziedziny tej
funkcji.

Istotnym zastosowaniem pojecia
ciggtoséci funkcji jest badanie
istnienia pierwiastkdw wielomianu
w podanym przedziale.

45.5. Zbadaj ciagtoé¢ funkeji f
w podanym punkcie x,,.

a) f(x)={

xp =1

+2 dlax<l
4-x dlax>1

x+3 dla x <0

b) f(x>={ ,

—x“+3 dla x>0

xy=0

2

x“+1 dlax<0
¢) f(x)=
) fix) {cosx dla x>0
xy=0

2

x*+1 dlax<l1
d) f(x) =
f {\/x+3 dla x > 1
xy=1

Odp.: a), b), ¢), d) ciagla

'd N\

tematy 4.6, 4.7 J

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 4.5

G Generator

testow i sprawdzianéw
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Przyktad e

1 dl <2
Zbadamy ciagltoé¢ funkeji f(x) = { X ax

3—-x dlax>2 w punkcie x, = 2 i naszki-

cujemy jej wykres.

Rozwigzanie y

Obliczamy granice jednostronne w punkcie x, = 2.
Jim fx) = lim (x+1) =3 / ]
lim f(x) = lim (3 -x) = 1 1N
x—2% x—2%

o] 1 x
Zatem lin% f(x) nieistnieje, wiec funkcja nie jest ciagla / \
X—

w punkcie x, = 2.

Odp.: Funkcja f nie jest ciagla w punkcie x; = 2.

45.6. Zbadaj cigglos¢ funkcji f Przykfad o zad. 5.6, 5.7
w podanym punkcie x;,. 2 g .
e Zbadamy ciaglos¢ funkeji  f(x) = {;C dla X f :1 y
55— dlax#1 ax=
a) flx) =9 ¥ -2x+1 w punkcie x, = -1 inaszkicujemy jej wykres. f
0 dla x =1
xp=1 Rozwigzanie
9x’ -1 1 i = lim x% =
T T -
= -1) =3+ lim f(x
2 dax--; Fen Jim, f(x) .
%y = _% Odp.: Funkgja f nie jest cigglta w punkcie x, = —1. 0f 1 x
Odp.: a) nieciagta Przykfad e zad. 5.11
b) ciagt
) ciagla Zbadamy, dla jakich warto$ci parametru m funkcja
45.7. Zbadaj cigglos¢ funkgji f JER
w podanym punkcie x;,. flx) = { i dla x # -3 jest ciagta w punkcie xo = —3.
2 dla x =-3
3 WX dla x40 " e
a) flx) = * da o Rozwiazanie
0 ! ax=0 Funkgja f jest ciagta w punkcie x, = -3 wtedy i tylko wtedy, gdy:
Xg =
m= f(-3) = lim f(x)
b) f(x) = Vx-3 dla x>3 / x—"3]:
-9 dax<3 lim f(x) = lim %28 g &I i (o g) - 5
: x—=3 x—-3 x+3 x—=3 x+3 x—=3
xo =

. Zatem powinna zachodzi¢ réwnos¢ f(-3) = —5.
Odp.: a), b) ciagla

Odp.:m=-5

45.11. Dla jakich wartosci parametru m funkcja y = f(x) jest ciagta?

_|m-x dlax<-1
a)f(x)_12x+l dla x > -1
b _ ] cosx dla x <0
) ) {x2—2x—m dla x>0
X
———— dla x € (~1; 0) U (0;
dfx)=11-vxs1 1000 eo)
m dla x=0
x2+|x|
- — d
d) f(x) = o dla x #0
m dla x=0

Odp.:a)ym=-2 bym=-1 ¢m=-2 d)ym=1



Suma, réznica i iloczyn funkgji ciaglych w punkcie x, sa ciagle w punkcie x;,.

Jezeli funkcje f i g sa ciagle w punkcie x,, oraz g(x,) # 0, to funkcja g jest

ciggta w punkcie x;,.

Twierdzen tych nie dowodzimy — wynikaja one z wlasno$ci dziatan na granicach.

Funkgje ciagla w kazdym punkcie jej dziedziny nazywamy funkcja ciagla.

Uwaga: Jezeli dziedzing funkeji f jest przedzial domkniety (a; b), to powiemy, ze
f jest funkcja ciagla wtedy i tylko wtedy, gdy f jest ciagla w przedziale (a; b) oraz
limy )= 1@ il = 6

yA A
yF %) - 1 y = k{x)
‘ - ; 3
L 0 X
Funkgcja f jest ciagla w (=3; 4). Funkgja k jest ciagta w (—4; 2).

Jezeli funkcja f nie jest ciggta w punkcie x,, nalezacym do jej dziedziny, to méwimy
tez, ze x,, jest punktem nieciaglosci funkcji f lub ze f jest nieciagla w punkcie x,.

Wiasnosci funkcji ciagtych
Z poprzednich rozwazan wynika, ze wielomiany, funkcje wymierne, funkcje trygo-
nometryczne oraz funkcja f(x) = ¥/x s3 funkcjami ciggltymi.
Jezeli funkcja y = f(x) jest ciagla, to ciagle sa funkcje:
*y=-f) © ¥ =/ © y=fx)

Podamy teraz dwa wazne twierdzenia (bez dowoddéw), ktére zilustrujemy odpowied-
nimi wykresami.

5. Funkcje ciggte
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Twierdzenie o przyjmowaniu warto$ci posrednich

Jezeli funkcja f jest ciagla w przedziale domknietym (a; b) i f(a) # f(b), to
funkcja przyjmuje kazda warto$¢ posrednig miedzy wartosciami przyjmowany-
mi na koncach przedziatu.

Zauwazmy, ze warto$ci posrednie mogg by¢ przyjmowane wielokrotnie.

J
fia)
//1 """""" N b
G S s . A I
ST I

Prosta konsekwencja tego twierdzenia jest nastepujacy wniosek.

Jezeli funkcja f jest ciagta w przedziale domknietym (a; b) ijej wartosci na kon-
cach przedziatu sg liczbami o réznych znakach, to istnieje taki punkt x, € (a; b),

ze f(x,) =0.

45.12. Wykaz, ze rownanie ma Q Przyktad 0 zad. 5.12
w podanym przedziale co najmniej
jedno rozwigzanie.

a) 2+ % =10, (2; 3)

Wykazemy, ze wielomian W (x) = 2x° — x” + 4x + 1 ma w przedziale (~1; 0) przy-
najmniej jeden pierwiastek.

b) x° - 2x% + x+1=0, (-1 0) Dowéd

Rozwigzanie W(-1)=-2-1-4+1<0

a) Niech f(x) = X+ LT W(©0)=1>0

Funkcja f jest ciagla w)f)rz edziale Wielomian jest funkcjg ciagla i na koncach przedziatu (—1; 0) przyjmuje wartosci
(2 3). o przeciwnych znakach. Zatem na mocy wczeéniej sformulowanego wniosku ma

w przedziale (—1; 0) co najmniej jeden pierwiastek. Méwiac pogladowo, jego wykres

f@)=2+2-10=-4<0 iziale , ey e
2 przynajmniej raz musi przecia¢ o$ x.

2 4 1
f(3)—3 +§—10—§>0
Zatem funkcja f ma co najmniej
jedno miejsce zerowe w przedziale
(25 3), wiec dane rownanie ma
przynajmniej jedno rozwigzanie
w przedziale (2; 3).
b) Niech f(x) = S-2+x+1.
Funkcja f jest ciggta w przedziale
(-1; 0).
f(=1)=-1-2-1+1=-3<0
£(0)=1>0
Zatem funkcja f ma w przedziale
(=1; 0) co najmniej jedno miejsce
zerowe, wiec dane réwnanie ma
przynajmniej jedno rozwigzanie
w przedziale (—1; 0).

Koniec dowodu



Twierdzenie Weierstrassa

5. Funkcje ciggte

Jezeli funkcja f jest ciagta w przedziale domknietym (a; b), to w pewnym punk-
cie tego przedzialu funkcja f przyjmuje warto$¢ najwigksza oraz w pewnym
punkcie tego przedziatu funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejsza.

Jezeli oznaczymy warto$¢ najmniejszg funkcji f literg m i warto$¢ najwieksza lite-

ra M, to:
£t {as by =5 (m; M)

Symbol — oznacza, ze zbiorem wartoéci funkcji jest przedziat (m; M).

Na rysunkach przedstawiono rdzne przyklady ilustrujgce twierdzenie Weierstrassa.

M-)-}I yM My My
! .
1 ]
i |
4 I - 1 4
o /] b Tr A a /s bt x
ol 1 X a b\\‘i/ b :EO 1 b EO/ b
1 1 1
p m__l \:Zm I--m

Konsekwencja powyzszych twierdzen jest rowniez nastepujacy wniosek.

Jezeli funkcja f jest ciagla w przedziale domknietym (a; b) i jest rosnaca (ma-

lejaca) w przedziale (a; b), to jest rosnaca (malejaca) w przedziale (a; b).

/

Zauwazmy, ze zalozenie ciagtodci funkcji w przedziale
domknietym jest istotne. Funkcja przedstawiona na
rysunku obok jest okres§lona w przedziale {(a; b), ciagta
w (a; b)irosnacaw (a; b). Niejestjednak ciagtaw (a; b)
i nie jest rosnaca w (a; b).

e

b X
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Odpowiedzi i rozwigzania
5.1. A

5.2. D

53. D

5.4. P,P,P

5.5. a), b), ¢), d) ciagla

5.6. a) nieciaggla
b) ciagta

W kazdym z zadan 5.1-5.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

2
5.1. Funkcja f(x) = {Zx -1 j}a x# _1 jest ciagla w punkcie x, = -1
ax=-

A. tylkodla m = 1. C. tylkodla m = -1.

B.dlamz\/g. D.dla m =2 lub m=-1.

x*—6x+8 dla xeR-1{1, 6}

x+2 dla x € {1, 6}

A. ma dwa punkty niecigglosci. C. ma jeden punkt niecigglosci.
B. spelnia warunek xh_}nlii f(x) # xlin11+ f(x). D. jest ciagla w zbiorze R.

5.2. Funkcja f(x) = {

2
5.3. Funkcja f(x) = {x dla x<0 jest ciagta
ax+b dla x>0

A dlaa#0ib#0. C. tylkodlaa+01ib=0.
B.dlaa=01ib#+0. D.dlaaeRib=0.

5.4. Dziedzing funkgji ciaglej f jest (—1; 1). Ocen prawdziwosé¢ podanych zdan.
Zbiorem wartosci funkcji f moze by¢
A. R. B. (-3; 5). C. (—o0; 2).

5.5. Zbadaj ciaglos¢ funkeji f w podanym punkcie x;,.

2 2
x"+2 dlax<l1 x"+1 dlax<0
a) f(x)= o flx)=
f {4—x dla x > 1 f {cosx dla x>0
x+3 dla x <0 41 dlax<l1
b) f(x) = d) f(x)=
/ {—x2+3 dla x>0 s {\/x+3 dla x>1

5.6. Zbadaj ciaglos¢ funkcji f w podanym punkcie x,,.

9x” -1 1
x-1 dla x # —=
) fo) =4 dzer1 WEFL gy = axed f
0 dla x=1 -2 dla x=-3
xy=1 1

XO:_g
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5.7. Zbadaj ciaglos¢ funkcji f w podanym punkcie x;,. 5.7. a), b) ciggta

4% + x

dl 0 Vx-3 dlax>3

2) f(x) = axt b) f(x)={ ;

1 dla x =0 x-9 dlax<3
5.8. Napodstawie wykresu funkcji okresl jej dziedzing oraz punkty nieciaglosci, o ile 5.8. a) D = R, punkty
istnieja. niecigglosci: x = -4, x = -3,

x=5

a) y b) y b) D = R—{-3, 0}, punkty

niecigglosci: x = -1, x =2
yEfx)
/\ y = £x)

Vi\_/ox /\01 X

5.9. Zbadaj ciaglos¢ podanej funkcji. 5.9. ciagta

0 dla x<0

f(x)z{l—\/l—x2 dao<x<1

x|

5.10. Narysuj wykres funkcji f(x) = 1 x dia x # 0 i zbadaj jej ciaglosc. 5.10.
0 dlax=0 b7
i—7
5.11. Dla jakich wartosci parametru m funkcja y = f(x) jest ciagta? 0% E;
_|m-x dlax<-1 nieciagta
a) flx) = {2x+1 dla x > -1
5.11. a) m = -2
b _ ] cosx dla x <0 b) m = -1
) £ {x2—2x—m dla x>0 c)m=-2
x dm=1
————— dla x € (-1; 0) U (0; o0)
) fx) =19 1-Vx+1
m dla x=0
X+ |x]|
1
d) fx) = ] dla x #0
m dla x=0
5.14. a) np.| 1y} b) np. vh ’l c) np. l\ 57 ’l d) np. 57
Tol T AT / \ / ’
x I f fll\\
1A ‘ N : [T
RN E3 2 B 7* TV
- 0 X
/ Nm 2 AEBAR:
|
|
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5.12. Patrzss. 310. Q 5.12. Wykaz, ze rownanie ma w podanym przedziale co najmniej jedno
rozwigzanie.
2 4 3 2 _
a) x“+— =10, (2; 3) b) x’—2x"+x+1=0, {(-1; 0)
X

5.13. Wielomian W jest funkcja Q 5.13. Wykaz, ze wielomian W(x) = x’~5x*—x+1 ma trzy pierwiastki x, < X, < x;

ciagla. takie, ze x; € (~1; 0), x, € (0; 1) oraz x; € (5; 6).
W(E1)=-1-5+1+1=-4<0

w(0)=1>0 5.14. Naszkicuj przyktadowy wykres funkji ciaglej f, ktéra spetnia podany
W({)=1-5-1+1=-4<0 warunek.

W(5)=125-125-5+1=-4<0 " .,

W(6) =216-180-6+1=31>0 a) f: <2;5>—;<—1;1> o f: (—3;5)—*@;00218

Na koricach przedziatéw (~1; 0), b) f: (-3;5)—R d) f: (-3, -1)U(2;4)— (-2 5)
{0; 1), (5; 6) wielomian W ma

wartoéci o réznych znakach, 5.15. Naszkicuj przykladowy wykres funkgji ciaglej okreslonej w przedziale (-3; 4),
wiec wewngtrz kazdego z tych ktdrej zbiorem wartosci jest podany przedzial liczbowy.

przedzialéw ma miejsce zerowe. a) (=2;5) c) (—o0; 3) e) (—o0; 6)

5.14. Patrzss. 313. b) (15 o0) d) (-7 2) ) (-45)

Prosto do matury

1. P, F P 1. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan. Suma dwdch funkgji nieciagtych

A. moze by¢ funkcja nieciagla.
B. jest zawsze funkcjg nieciagla.
C. moze by¢ funkcjg ciagla.

1 dl 2
2. ciagta 2. Zbadaj cigglos¢ funkeji f(x) = x2+ 4 xS w punkcie x, = 2.
x" =1 dla x>2
3. np. vk I 3. Naszkicuj przykltadowy wykres funkgji ciagtej f: (=2; 1) U (3; 6) 5 (=25 0),
/’ ktéra ma dwa miejsca zerowe: —1, 4.
£l
1 . 4. Dla jakich wartosci parametru m funkcja
=\ v 3
T Vx+3-1 Y _
I fW = mea WXF2IXZ egrciggla?
| m dla x = -2
4. m= -
4 4
Q 5. Wykaz, e rownanie x* — 2x + e 6 ma w przedziale (—4; —1) co najmniej
5. Niech f(x) = x*—2x+ ﬁ —6. jedno rozwigzanie.

Funkgja f jest ciagla w przedziale
(-4; -1).

4 5.15. a) np. 57 b) np. 57 // c) np. 571
f(—4)—16+8+_—6—6— 5 13
_ 17L / ]
= 175 >0 JAEN 1 i 1 n
(-1) = 142+ 6=-41 <0 AR Bk Syimn 1
f - -1-2 3 = 0 VRE: = 0 VEIE; | \
Zatem w przedziale (—4; —1) , | \
funkcja f ma miejsce zerowe, co , \
oznacza, ze dane réwnanie ma d) np. YA e) np. b7 \ f) np. Ay I 1]
co najmniej jedno rozwigzanie z i . I
w przedziale (—4; —1). :y — y /
1Tl 1/ .
f / __( 0 4 |x
/ 3 -
— 0 4 |x
/ / /
AT




6. Pochodna funkcji w punkcie

Umiejetnosci:
e stosowanie definicji pochodnej funkciji w punkcie
e korzystanie z geometrycznej i fizycznej interpretaciji pochodnej

Zalézmy, ze funkcja f jest okreslona w pewnym przedziale (a; b). Wybierzmy punkt
Xy € (a; b). Oznaczmy litera h taka liczbe dodatnig lub ujemny, ze x, + h € (a; b).
Liczbe h nazywamy przyrostem argumentu funkeji. Przyrostowi argumentu odpo-
wiada przyrost wartosci funkcji réwny roznicy f(x, +h) — f(x,).

fxo +h) = fx)
h

Iloraz , dla h # 0, nazywamy ilorazem réznicowym.

Przyktad €)

Niech f(x) = x°, x, = 1. Obliczymy warto$¢ ilorazu réznicowego dla h = 2,5,
a nastepnie podamy geometryczng interpretacje otrzymanego wyniku.
Rozwigzanie

flo+h) - flx) _ f(1+25) - f() 35" -1 _

= 4,
h 2,5 2,5 >

Przyjrzyjmy sie rysunkowi.

il

FIOED LT Ay
A o
- |
ol /1 h 35 x

Na wykresie funkcji zaznaczony jest punkt A, = (xo, f (x0)>, czyli Ay = (1, 1).

Punkt A;, ma wspétrzedne (xo +h, f(x,+ h)), czyli Ay, = (3%, 12%).
Iloraz roznicowy jest rowny tangensowi kata «, jest zatem wspotczynnikiem kierun-
kowym prostej przechodzacej przez punkty A, i Ay,

6. Pochodna funkcji w punkcie

Uwagi metodyczne

W tematach 6 i 7 omawiamy
pojecie pochodnej funkcji:

w punkcie (wraz z interpretacja
fizyczng i geometryczng) oraz
pochodnej jako funkgji.
Wprowadzamy pojecie stycznej do
wykresu funkcji rozniczkowalne;.
Zwré¢my uwage na istotna réznice
miedzy znang uczniom od dawna
styczna do okregu (prosta, ktora
ma z okregiem dokfadnie jeden
punkt wspolny) a styczng do
wykresu funkgji, ktéra moze mie¢
z tym wykresem wiele punktow
wspolnych innych od punktu
styczno$ci.

Za pomocy stycznej do wykresu
funkcji mozemy zdefiniowac
pojecie kata miedzy wykresami —
czyli uogélnienie pojecia kata
miedzy prostymi.

315 I

tematy 4.8, 4.12 J

Multite4a

e Pochodna funkcji w punkcie

® Interpretacja geometryczna
pochodnej funkcji w punkcie

e Interpretacja fizyczna pochodnej

dlanauczyciela.pl | Kartkowka 4.6

G Generator

testow i sprawdzian6w
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Sieczna wykresu funkgcji

Prostg, ktora przecina wykres funkcji w co najmniej dwoch punktach, nazywamy
sieczng wykresu funkeji.

Przyjrzyjmy sie rysunkom.
y y
foxgth) 2 Ao i)
N y=fx)
y=flx)
A « «
0 \
flxo) Sflxg+h) A,
e &
/ X, 0 Xth  x X, 0 X +h X

flxo+h) = f(x)
h
tangensem kata nachylenia tej siecznej do osi x. Inaczej moéwiac, iloraz réznicowy

jest wspolczynnikiem kierunkowym siecznej AjA;,.

Prosta AyA,, jest sieczng wykresu funkeji, a iloraz réznicowy jest

Przykiad @) < zad. 6.4
Napiszemy réwnanie siecznej AyA;, narysowanej w przyktadzie 1.

Rozwigzanie

Prosta AjA;, ma réwnanie postaci y = ax + b, w ktérym wspoélczynnik kierunkowy
a = 4,5 (korzystamy z obliczen z przykladu 1). Ponadto sieczna przechodzi przez
punkt A, = (1, 1), zatem:

y=45%+ b Do znalezienia réwnania siecznej ((( )))
1=45+b mozna oczywiscie wykorzysta¢
b=-35 wspdlrzedne obydwu punktow,

ktére ja wyznaczaja.
Odp.: Prosta AjA;, ma réwnanie: y = 4,5x — 3,5.

Predkos¢ srednia

Przyjmijmy, Ze funkcja y = s(t) opisuje droge przebyta w czasie t przez poruszajace
sie cialo. Jedli h oznacza przyrost czasu od chwili ¢, to s(t, + h) — s(t,) oznacza od-

s(ty + h) - s(ty)

powiadajacy mu przyrost drogi, a iloraz réznicowy "

jest predkoscia

$rednig ciala mierzona w odpowiednich jednostkach.

46.4.

Dana jest funkcja f(x) = x> — 3. Naszkicuj jej wy- X, -1 0 1 2
kres. Dla danego argumentu x, oblicz przyrost warto-
$ci funkcji odpowiadajacy podanemu przyrostowi h
argumentu i poprowadz odpowiednia sieczna.

Odp.:

X -1 0 1 D) np. b7\
flxo+h) = f(x) = 3 4 8 -3 \ Ji¥i

L=lgpy=x-1,1Ly=-2x-3,l;:y=4x-6 N LIl

-

/
o

§
=Y
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Przyktad e

Niech s(t) = 3t + 2, gdzie s oznacza droge w centymetrach, ¢t — czas w sekundach.

Obliczymy predkos¢ §rednia vy, od chwili t, = 2 do chwili ¢, + 5.

Rozwigzanie
_slte+h)—s(te) _ s()-s(2) _23-8
s h 5 5

Odp.: vg, = 3 cm/s

J

Jezeli samochdd od godziny 9.00 do godziny 11.00 przebyt 140 km, to jego $rednia
predkos¢ wynosita 70 km/h. Na tej podstawie nie mozemy jednak nic powiedzie¢ na
temat predkosci samochodu np. o godzinie 9.43.00. Aby ja obliczy¢, musieliby$my
rozwazy¢ o wiele mniejszy przedziat czasu. Jezeli np. zmierzymy droge przebyta przez
samochdd od 9.42.59 do 9.43.01, to uzyskana na tej drodze predkos¢ srednia bedzie
juz zapewne bliska predkosci chwilowej o godzinie 9.43.00.

Pochodna funkgji, ktorg teraz zdefiniujemy, odpowiada wtasnie predkosci chwilowe;.

Dane s3 funkcja f okreslona na przedziale (a; b) i jej argument x,,.
Jezeli istnieje granica wlasciwa

lim fxo +h) = flxo)

h—0 h ’

to nazywamy j3 pochodna funkcji f w punkcie x, i oznaczamy f'(x,).

Funkcje f nazywamy wtedy rézniczkowalng w punkcie x,.

Jezeli granica, o ktorej mowa w definicji, nie istnieje lub jest niewtadciwa, to mowi-
my, ze funkcja f nie jest rézniczkowalna w punkcie x,, (inaczej — nie ma pochodnej
w punkcie x;).

Granice wlasciwg hlinoq_ M nazywamy pochodna lewostronna, a gra-

fxo +h) = fxo)
h

Zgodnie z twierdzeniem o istnieniu granicy funkcja jest rozniczkowalna w x, wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieja i sa rowne pochodne jednostronne w tym punkcie.

nice wlasciwg hlim+ - pochodng prawostronna.
—0
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46.5. Oblicz pochodng funkgji

y = f(x) wpodanym punkcie x,,.
a) f(x)=-5x-1, x,=7

b) f(x) =2x%, x,=0

) f(x)=3vVx, x,=4

d) f(x)=-x% x,=-3

Odp.:a) f'(7) = -5

b) f'(0)=0
of@=3
d) f'(-3)=6

Przyktad o zad. 6.5

Obliczymy pochodna funkeji f(x) = 3x —2 w punkcie x, = 2.

Rozwiazanie

Zgodnie z definicja pochodnej funkeji w punkcie nalezy obliczy¢ granice odpowied-
niego ilorazu réznicowego.

lim FGo W = flx) _ @R -fQ) | 3Q+h)-2-(3-2-2)

o0 h h—0 h h—0 h
lim &30 i P _im3 =3
h—0 h h—0 h h—0

Zatem f/(2) =3.
Odp.: Pochodna funkeji f(x) = 3x —2 w punkcie x, =2 jest réwna 3.

Przyktad @) < zad. 65
Obliczymy pochodng funkcji f(x) = x* w punkcie x, = 3.

Rozwigzanie

_ _ 2_ (a2 3 2
i TG0t W) = fxg) _ (34’3 . 9-6hth -9 _
h—0 h h—0 ]’l h—0 ]’l

2
:hir% ~oh+ =lim(-6 + h) = -6

Przyktad @) < zad. 6.8
Wykazemy, ze funkcja f(x) = x| nie jest rézniczkowalna w punkcie x; = 0.

Dowdd

Mamy wykazag, ze nie istnieje granica ilorazu réznicowego w punkcie 0.

lim fO+h - JO _ fim 10100, 1Rl
h—0 h h—0 h h—0 h
Rzeczywiscie — obliczamy pochodne jednostronne i mamy:
.| . -h -
1 — =1 — =-1 —h—>0, h<0
Jim 5 = i e e
liml—hlzlimhzl —h—0", wigc h>0

h—0t b h—ot h
lim JO+m-JO # lim M, czyli nie istnieje lim w
h—0~ h h—0* h h—0 h
Zatem funkcja f(x) = |x| nie jest rézniczkowalna w punkcie x, = 0.

Koniec dowodu

46.8. Wykaz, ze funkcja f(x) = x + |x| nie jest rézniczkowalna w punkcie x, = 0.
Rozwigzanie

Mamy wykaza¢, ze nie istnieje granica ilorazu réznicowego w punkcie 0.
flg+h) - f(x)) _ 0+h+[0+hl-(©0+]0) _ 14 M

h h h
Obliczamy pochodne jednostronne:

lim Mz lim <1+_7h>=0, i f(x0+h})1_f(x0)= lim <1+Z>=2

h—0~ h h—0~ h—0* h—0"

lim fxo+h) = f (%) 2 i f(xo+h) - f(x0)

h—0~ h h—0* h

Zatem }llim M nie istnieja, czyli funkcja f nie jest rézniczkowalna
—0

w punkcie x, = 0.



6. Pochodna funkcji w punkcie 319 s

Przyktad o zad. 6.10 46.10. Zbadaj rozniczkowalno$é
funkcji f(x) =[x + 1| - x

Sprawdzimy, czy funkcja f(x) = 2x|x| + 3 jest rozniczkowalna w punkcie x, = 0. B

Rozwigzanie Odp.: Nie jest rézniczkowalna.
0+h)- f(0 -
lim O =SO gy 2323 o =0
h—0 h h—0 h h—0

Zatem f'(0) = 0.

Odp.: Funkcja f(x) = 2x|x| + 3 jest rozniczkowalna w punkcie x, = 0.

Uwaga: Mozna udowodni¢, ze jezeli funkcja jest rézniczkowalna w punkcie x;, to
jest w tym punkcie ciagta. Natomiast twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe — na
przyklad rozwazana wczesniej funkcja f(x) = |x| jest w punkcie x, = 0 ciagta, ale
nie ma w tym punkcie pochodne;j.

Geometryczna interpretacja pochodnej

Przyjrzyjmy sie rysunkowi.

fx) %

Q,

O, Q) Q) Q

/ of x, x

Na wykresie funkcji y = f(x) zaznaczony jest punkt A = (x,, f(x,)) oraz kilka
siecznych: AA;, AA, itd. Aby rysunek byl bardziej przejrzysty, punkty A,
(n=1, ..., 4) zaznaczone s3 po prawej stronie punktu A, zatem odpowiadajg one
dodatnim przyrostom argumentéw. Wiemy, ze odpowiednie ilorazy réznicowe sa
réwne wspolczynnikom kierunkowym siecznych, czyli tangensom zaznaczonych ka-
tow «, (n=1, ..., 4). Wyobrazmy sobie, ze kolejne sieczne prowadzimy przez
punkt A i punkty A, (n — o0) ,zbiegajace” po wykresie do punktu A. Ciag siecz-
nych bedzie wowczas dazyl do polozenia, ktdre ilustruje prosta zaznaczona kolorem
niebieskim. Odpowiednio katy «, beda dazyly do kata «. Jezeli funkcja f jest roz-

niczkowalna w punkcie x,, to f'(x,) = tga.
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46.11. Napisz rownanie stycznej
do wykresu funkgji f(x) = —x* +2
w punkcie o odcietej x, = 0.
Odp.:y =2

Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie x,, to styczng do wykresu funk-
cji w punkcie A = (xy, f(x,)) nazywamy prosta przechodzaca przez punkt A
taka, Ze jej wspotczynnik kierunkowy jest réwny f'(x,).

y
Zauwazmy, ze definicja stycznej do wykresu funkgji istotnie flx,) 4 ((( )))
rozni sie od definicji stycznej do okregu - czyli prostej maja-
cej jeden punkt wspdlny z tym okregiem. Styczna do wykresu )
moze mie¢ z tym wykresem wiele innych punktéw wspol- \/ o y=fx)
nych, a réwnocze$nie prosta majaca z wykresem jeden punkt N X, x
wspolny nie musi by¢ do niego styczna.

Przyktad 0 zad. 6.11
Napiszemy rownanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = x> w punkcie o odcietej
Xy = 3.

Rozwigzanie
Wykorzystamy obliczenia z przykfadu 5, czyli informa-

cje, ze f'(=3) = —6.

Réwnanie stycznej:

y=ax+b
a=f'(-3)=-6
y=-6x+b

Styczna przechodzi przez punkt A = (-3, 9), zatem:
9=18+b

1 x
Odp.: Réwnanie stycznej: y = —6x — 9.
J
W przykiadzie 6 udowodnilismy, ze funkcja f(x) = |x| y
nie jest rozniczkowalna w punkcie x, = 0. Przyjrzyjmy
sie wykresowi tej funkgji. Jesli wezmiemy pod uwage
geometryczng interpretacje pochodnej, wykorzystujaca 1
sieczne, fatwo sobie wyobrazimy, ze wykres w punkcie ol 1 x

z takim ,,ostrym zakonczeniem” nie ma styczne;j.
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Kat przeciecia wykreséw dwadch funkciji

Jezeli funkcje f i g sa rézniczkowalne w x,,, a ich wykresy przecinajg si¢ w punkcie
A = (x¢, ¥) to kat ostry lub prosty miedzy stycznymi do wykreséw w punkcie A
nazywamy katem przeciecia wykresow funkcji f i g.

Przyktad o zad. 6.13 46.13. Oblicz z dokladnoscia
do 1° katy, pod jakimi przecinaja

Obliczymy (z dokladnoscig do 1°) kat, pod jakim przecinaja si¢ wykresy funkcji ity B = fle) o

flx) = 1 iglx)= X y = g(x). Przedstaw ilustracje
) * ) geometryczng rozwigzania
Rozwigzanie w ukfadzie wspolrzednych.
Krok 1: Rozwigzujemy réwnanie f(x) = g(x), aby znalez¢ punkt przeciecia wykre- a) f(x)=-x+8, g(x) = x> +2
sow funkgji fig. b) f(x) = i, g(x) = #*
1 .
fx)=gx) & ;=x4 ix#0 e x=1 Odp.: a) 36° lub 59°

Wrykresy funkgji f i g przecinajg si¢ w punkcie A = (1, 1). b) 72°

Krok 2: Sprawdzamy, czy funkcje f i g sg rézniczkowalne w x, = 1. W tym celu
obliczamy granice odpowiednich ilorazéw réznicowych.

A B - FQ) 1 1 1-(1+h) -h
AW M) 1wk o 14k lah g Tl
T R = R T
Zatem f’(l) =-1.
_ 4 4 2 3,74
lim 94t =g A+ -1 LAk R AR R -1
h—0 h h—0 h h—0 h
= lim (4+6h+4h” + 1*) = 4
h—0
Zatem g'(l) =4,
Krok 3: Wyznaczamy szukany kat.
I sposéb
Znajdujemy miary katow, pod jakimi nachylone sg do
osi x styczne.
tga = f'(1) = -1, wiec styczna do wykresu funkgji f A
w punkcie A jest nachylona do osi x pod katem a=135°. ) e
8
tgf = g'(1) = 4, wiec styczna do wykresu funkcji g
w punkcie A jest nachylona do osi x pod katem 8 = 76°.
Kat miedzy stycznymi: y = & — 8 = 135° — 76° = 59°.
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IT sposéb
Znamy wartoéci tga = -1 oraz tgf3 = 4, wiec korzystamy ze wzoru:
tga —tgf
tg(a — B) = —=——=—
gl@=p) l1+tga-tgf
-1-4 5
tgy = |tgla — B)| = | - | =3= 1,6667

Teraz odczytujemy z tablic miare kata: y = 59°.
Odp.: Wykresy funkgji f i g przecinaja si¢ w punkcie A = (1, 1) pod katem y = 59°.

Predkos¢ chwilowa

Przypomnijmy:

Gdy funkcja y = s(t) opisuje droge przebyta w czasie t przez poruszajace sie cialo, to
s(to +h) — s(ty)
h
jednostkach, przy czym h # 0 oznacza przyrost czasu od chwili £,

iloraz réznicowy jest predkoscig Srednig mierzong w odpowiednich

s(to +h) = s(to)

p nazywamy predkoscia chwilowa v(t,) w chwili £,.

Granice lim
h—0

Z tego okreslenia wynika, ze predkos¢ v(t,) poruszajacego sie ciata w chwili #, jest
réwna pochodnej funkeji s w punkcie ¢,,.

u(to) = 5'(to)

Przyktad (0

Droga przebyta przez poruszajace si¢ ciato dana jest wzorem s(t) = 1+¢+ £, Drogass
mierzona jest w metrach, czas t - w sekundach. Obliczymy predko$¢ chwilowa v(t,)
tego ciata w chwili ¢, = 3.

Rozwiazanie

s(ty +h) - s(tg) s(3+h) —s(3)

! . .
tn) = t,) = lim = lim =
v( 0) S(O) hLo h h1—>0 h
2 2
=1iml+3+h+9+6h+h—13=hm7h+h —lim(7+h) =7
h—0 h h—0 h—0

Odp.: v(ty) = 7 m/s



W kazdym z zadan 6.1-6.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

6.1. Wskaz warto$¢ pochodnej funkeji f(x) = —V3x + V/5 w punkcie x, = V3.
A. 0 B. \3 C. -3 D. -3

6.2. W ktérym punkcie x, pochodna funkgji f(x) = x* rowna si¢ —4?
A xy=2 C.xyp=-2lubx, =2
B. x,=-2 D. Nie ma takiego punktu.

6.3. Wskaz kat, pod ktérym przecinaja si¢ wykresy funkcji f(x) =3
V3
oraz g(x) = Tx - T

AL B. 27° C.

D. 90°
3

A

6.4. Dana jest funkcja f(x) = x°—3. Naszkicuj jej wykres. Dla danego argumentu x,
oblicz przyrost wartosci funkcji odpowiadajacy podanemu przyrostowi h argumentu
i poprowadz odpowiednig sieczna.

x, | -1 0 1 2
h 3 | 2| 2 | -3

6.5. Oblicz pochodng funkeji y = f(x) w podanym punkcie x,,.

a) f(x)=-5x-1 Xo=7

b) f(x) = 2x* xo=0

o) f(x)=3x Xy = 4

d) f(x) = -x xo = -3

6.6. Wyznacz dziedzing funkcji f(x) = % Oblicz pochodna tej funkcji w punkcie

xO = 3.

6.7. Wyznacz dziedzine funkcji f(x) = ;x ; ; Oblicz pochodna tej funkcji w punk-
X

cie x5 = 2.

6.8. Wykaz, ze funkcja f(x) = x + |x| nie jest rozniczkowalna w punkcie x, = 0.

6.4. X, 1 0 1 2 np. 57
Flath)fG)| 3 | 1 | 8 | 3 NEEEY
\ Lyl

L=lpy=x-1,1y=-2x-3,l3:y=4x-6 I

=

/
(=}

T~
=Y

6. Pochodna funkcji w punkcie 323 s

Odpowiedzi i rozwigzania
6.1. D

6.2. B

6.3. C

6.5.2) f'(7) = -5

b) f'(0)=0
o fw=2
d) f'(-3)=6

L

6.6. D = (0; ), f'(3) = o

6.7.D=R- {—g} fl-2)=17

6.8. Patrzs. 318.
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Q 6.9. Wykaz, ze funkcja f(x) = |x’| jest rézniczkowalna w punkcie x, = 0.
6.10. Nie jest rézniczkowalna. 6.10. Zbadaj rézniczkowalno$¢ funkeji f(x) = |x + 1| - x w punkcie x, = 1.

6.11. y=2 6.11. Napisz réwnanie stycznej do wykresu funkgji f(x) = —x* + 2 w punkcie
o odcietej x, = 0.

6.12. y =3x-1 6.12. Napisz réwnanie stycznej do wykresu funkgji f(x) = x* + 5x w punkcie
o odcietej x, = —1.

6.13. a) 36° lub 59° 6.13. Oblicz z dokladnoscig do 1° katy, pod jakimi przecinajg sie wykresy funkcji
A ] y = f(x) oraz y = g(x). Przedstaw ilustracje geometryczng rozwigzania w ukladzie
i wspolrzednych.

a) f(x)=-x+8 glx) =x*+2

b) (0=~ 9(x) =

— |
[
()}
o,
~_

\

\

\\ 6.14. Oblicz kat, pod jakim przecinajg si¢ wykresy funkcji f(x) = x oraz g(x) = 1
\

x|

__
I
f=

Przedstaw ilustracje geometryczng rozwigzania w ukladzie wspoirzednych.

b) 72°

A

g

—— 1. Funkcja y = f(x) jest rézniczkowalna w punkcie x, € (a; b) oraz f '(xo) =0.
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

S A. Styczna do wykresu funkcji w punkcie (x,, f(x,)) jest réwnolegta do osi x.

B. Styczna do wykresu funkcji w punkcie (x,, f(x,)) moze mie¢ z wykresem funkji
nieskonczenie wiele punktow wspolnych.

. Punkt x; jest miejscem zerowym funkgji f.

=Y/

6.14. 90° C

i 2. Oblicz pochodng funkgji f(x) = x* w punkcie x, = —2.

3. Dana jest funkcja f(x) = 2x” — 3. Napisz réwnanie stycznej do wykresu funkcji
g f w punkcie o odcietej x, = 1 inarysuj wykres funkeji oraz te styczna.

-

=Y/

4. Oblicz z dokladnoscig do 1° katy, pod jakimi przecinajg sie wykresy funkcji

f(x) = 2x - 6 oraz g(x) = x* — 2x — 3. Przedstaw ilustracje geometryczng roz-

wigzania w ukladzie wspoétrzednych.
Prosto do matury

1. P,P,F Q 5. Wykaz, ze funkcja f(x) = x + |x — 1| nie jest rézniczkowalna w punkcie x, = 1.
2. f'(-2)=12
3. y=4x-5 6.9. Mamy wykazac, ze istnieje granica ilorazu réznicowego w punkcie 0.
3 3 B 2 2
VT R (O IO L O T R | _
' Sl =i = =i iy iy it =o
I \\ 1 / ;5 czyli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie x, = 0.
of g3 1% 5. Mamy wykazac, ze nie istnieje granica ilorazu réznicowego w punkcie 1.
/ f(x0+h)—f(x0):1+h+|1+h—1|—1:h+|h|:1+ﬂ
h h h h
4. w punkcie (1, —4) kat o = 63°, Obliczamy pochodne jednostronne:
w punkcie (3, 0) kat f8 =13° lim <1 + @> = lim (1 + _—h) = 1lim 0 =0, lim <1 + @> = lim <1 + E) =lim2=2
h—0~ h h—0~ h h—0~ h—0* h h—0* h)  h-o*
lim fxo+h) = f (%) 2 T f(xo+h) - f(x0)
h—0~ h h—0* h

nie istnieje, czyli funkcja f nie jest rézniczkowalna

f (3 +h) = f (xo)
h

Zatem lim
h—0

w punkcie x; = 1.
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7. Pochodna jako funkcja

Umiejetnosci:

¢ stosowanie twierdzen o dziataniach na pochodnych

e obliczanie pochodnych funkciji wymiernych

e Kkorzystanie z geometrycznej i fizycznej interpretaciji pochodne;j

Zdefiniowana wczesniej pochodna funkcji w punkcie jest liczba rzeczywisty. Zatdz-
my, ze funkgcja jest rozniczkowalna w kazdym punkcie dziedziny lub pewnego jej
podzbioru. Mozemy okresli¢ funkcje, ktéra kazdemu takiemu argumentowi przypi-
suje odpowiadajgcg mu warto$¢ pochodne;.

Jezeli funkcja f ma pochodng w kazdym punkcie zbioru A, to funkcje f', ktora
kazdemu elementowi x € A przyporzadkowuje liczbe f'(x), nazywamy funk-
cja pochodng (krdcej — pochodng) funkgji f w zbiorze A.

Funkcje f nazywamy wtedy rézniczkowalng w zbiorze A.

Okreslenia ,,pochodna” uzywa si¢ wiec w dwoéch znaczeniach. Z kontekstu na ogét
jasno wynika, czy mamy do czynienia z liczbg rzeczywista, czy funkgcja.

Czesto stosowanym zapisem funkcji pochodnej jest rowniez ( f (x))’,
np.jedli f(x)=3x+5, to f'(x)=@Bx+5).

Wprowadzimy oznaczenia:

D - dziedzina funkcji f, D' - dziedzina funkcji pochodnej f'.

Pochodne funkcji elementarnych

Lp. Funkcja Pochodna

L flx)=c flx)=0

2. f(x)=ax+b fl(x)=a

3, f(x)=ax’ +bx +c f'(x) =2ax+b

4 fo)= i D=R- {0} f’(x)z—é, D' =R- {0}
5. fx)=vE D=(0) f@=57 D=0

'd N\

tematy 4.9, 4.10 J
Multitea

e Wykres funkciji i jej pochodnej
dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 4.7

G Generator

testéw i sprawdzianéw
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Dowadd
I. f(x)=c, D=R, x5 €R
h) - _
limf(xo+ ) f(x0) lemuzo
h—0 h h—0 h

Dla kazdego x, € R jest f'(x,) =0. Zatem (c)' = 0.
2. f(x)=ax+b, D=R, x5 €R

lim £ +h) - f(xo) — lim a(xy+h) +b-(axy+b) _
h—0 h h—0 h
axg+ah+b-ax,-b

. . ah .
= lim =lim — =lima=a
h—0 h h—0 h h—0

Dla kazdego x, € R jest f'(x,) = a. Zatem (ax+b)' = a.

3. f(x) =ax’+bx+c, D=R, x, €R

lim flxg+h) = f(xg) — lim [a(x0 +h)? +b(x,+h) + c] - [ax(z) +bxg + c] _
h—0 h h—0 h
2axoh + ah® + bh

= lim
h—0

Dla kazdego x, € R jest f'(x,) = 2ax, +b. Zatem (ax’ +bx +¢)' = 2ax +b.

= }lin}) (2axy +ah+b) =2ax,+b

4, f(x):i, D=R-{0}, x, € R— {0}

11 xo = (xo + h)
limf(x0+h)_f(x0)=lim Xot+th x - lim (x9 +h) % _
h—0 h h—0 h h—0 h

_-h
. (xg+h)x, . -1 1
hoo h e (%0 + h) x x2

!
Dla kazdego x, € R—{0} jest f'(xo) = —iz, Zatem (l) = _i_
X X

0 x?
5. f(x) = v/x, D =(0; 00), x, € (0;00) - funkgja nie jest rozniczkowalna w punk-
cie 0, bo nie istnieje Zadne otoczenie tego punktu zawarte w dziedzinie funkgji.
lim fxo+h) = f(x0) ~ lim VXo+h —+/Xy _1 ( xoth _\/x_o) (\/x0+ h +\/x_0)
h h—0 h

1m
h=0 h(\/x0+ h+ \/x_(,)

Xg+h—x . 1 1

h=0 h(\/x0+h+ xo) h=0 4 xy + h+ %, T 2VE
. . ! 1 !
Dla kazdego x, € (0;00) jest f (xg) = e Zatem (\/E) =—.

Koniec dowodu




Przyktad o zad. 7.4

Obliczymy wartosci pochodnej danej funkcji f w punktach nalezacych do zbioru A.
a) f(x)=3x"+x+V6, A= {—\/5, % 4}
b) f0) = V% A= {2 3,25}
Rozwiagzanie
a) f(x)= 3x% + x + V6, wiec: b) f(x) = Vx, wiec:
flx)=6x+1 f(x) =

f'(—\/§)=—6\/§+1 e
fo=— -0

f’(%):zu:s 2v2 4
11 V2

fl@ =25 7(5)-%
o5y = 1 _ L
f(25)—2\/%—10

J

W dalszych rozwazaniach okreslenia ,,pochodna” bedziemy zazwyczaj uzywa¢ w od-
niesieniu do funkgji. Jezeli natomiast bedzie nam potrzebna warto$¢ pochodnej
w pewnym punkcie, wyraznie to zaznaczymy.

Zwré¢émy uwage na pewng prawidlowos¢ wystepujaca w wyprowadzonych wzorach.

flx)=x=x' flix) =1

g(x) = x* g/(x) =2x

hix) = 2 =x7! W(x)=—= = —x7?
X X

t(x) = Vx = x? t (x) = ﬁ = %x_i

Obserwacja zaleznosci miedzy funkcjami i ich pochodnymi prowadzi do sformuto-
wania twierdzenia, ktérego dowod pominiemy.

Dana jest funkcja f(x) = x~, gdzie k jest ustalong liczbg rzeczywista.
Dla kazdego k # 0 i k # 1 pochodna funkgji f jest réwna f'(x) = kx*1,

7. Pochodna jako funkcja 327 s

47.4. Wyznacz pochodna
funkcji f. Oblicz f'(~1), f'(0)

i ().

a) f(x) = -V3x
b) f(x)=x* -3
o) f(x) =3

d) f(x)=x2—\/§x+n
Odp.: a) f'(x) = —/3;
f'(=1) = =3, f(0) = -3,
flQy=-v3

b) f'(x) = 2%; f'(-1) = -2,
fly=o0, f(1)=2

o fl(x)=0; f'(-1) =0,
fl=o0, f(1)=0

d) f(x) = 2x - V3;
fl-1)=-2-+3, f'(0) = -3,
fly=2-+3
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Przyktad 9
Obliczymy pochodna funkcji f(x) = x+/x dla x > 0.

Rozwigzanie
Zapiszmy wzor funkcji w postaci f(x) = x".

f(x)=3m3/§=xl-x5=xg

Stosujemy teraz twierdzenie.

fx) = <x3) = %xg = ;—1\3/5

Dzialania na pochodnych

Niech f i g beda funkcjami rézniczkowalnymi w pewnym zbiorze A. Prawdziwe

$3 WZOry:
1 (k- f(x)) =k- f'(x) dlak € R

2. (f(x)+g(x) = f(x)+ g (x)
3.(f(0)-g9x) = f'(x)-g'(x)

4. (f(x)- g(x))" = f'(x)- g(x) + f(x)- g ()

(f(x)) ') g(x) - f(x) - g'(x)

seli 0
g(x) (9(0)°  Jere )

Dowdd

Udowodnimy trzy z podanych wzoréw. Skorzystamy z twierdzen o dziataniach na
granicach funkcji podanych w temacie 3 (zobacz: twierdzenie na s. 290).

L (k- f(x) i S k- f) =lim<k.f(x+h)—f(x)> _

h—0 h h—0 h
:k'}lii%f(x-i—hlf)l_f(X):k'f’(x)
f(x+h +g(x+h) - fx) - g(x) _
2 (f() + g()' = lim :
:hm<fx+h)—f(x)+g(x+h)—g(x)>:
h—0 I’l I’l

=1mf(x+h)—f(x) lim gx+h)-gx
h—0 h h—0 h

—f(x)+g x)



, f(x+h)_& flx+h)-g(x)—glx+h)- f(x)
5 M — lim glx+h) g(x) ~ lim g(x +h) - g(x)
’ h—0 h h—0 h

flx+h)-g(x) - f(x)-g(x)+ f(x)- gx) - glx+h) f(x)
g(x +h) - g(x)
h—0 h
(flx+h) = f(x) g(x) = £(x) (glx +h) - g(x)
glx +h) - g(x)

= l. =
hlir(l) h
(fax+h) - f() gx)  fx) (glx+ 1) - g(x))
=i h h -
) e+ - g(x)
g SEHW = F6) gt) £ (gl +B) - g(x)
— h—0 h h—0 h

lim (g(x+h)- g(x))

_ @) g - fx) g’ ®)

(9t0))’

Udowodnienie pozostalych wzoréw pozostawiamy jako ¢wiczenie do samodzielnego
wykonania.

W(x)
Q(x)

jest rozniczkowalna w kazdym punkcie x takim, ze Q(x) # 0, czyli D = D'

Funkcja wymierna postaci f(x) = (W 1Q sa wielomianami zmiennej x)

Przyktad €)

Obliczymy pochodng funkgji f(x) = 3x° - 5x* + 7.
Rozwiazanie

Korzystamy kilkakrotnie ze wzoréw podanych w twierdzeniu.

Gx®—5x* +7) = (3x6)' ~(5x*) +7' =3 (x6)' ~5(x*) +0=
=3.6x" —5-4x> = 18x° — 20x°
Odp.: f’(x) = 18x° - 20x°

7. Pochodna jako funkcja

320 I
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47.5. Wyznacz pochodna funkgji.
a) f(x) = 5x% — 7x —2
b) f(x) = —3x4 -7

1

o) flx) = Sx - 3'x3+x

xlO x8 x6 x4
d) f(x) = __Z+?_?
e) f(x)=02x+3)(x-1)

f) f(x) = (x*-1)(4x+5)
g) f(x) = (x2—5x+7) .
. (x2—3x+ 1)
h) f(x) = (9 - x4) (x2 + 6x)
Odp.: a) f’(x) =10x-7

b) f'(x) = —12x3

c)f (x) = doxtel

d f'(x) =

e fl(x)=4x+1
f) f'(x) = 12x° + 10x — 4

g) f(x) = 4x’ — 24x” + 46x - 26
h) f'(x) = —6x° — 30x" + 18x + 54

—2x” +2x° = 25°

Przyktad o

Obliczymy pochodne funkgeji: f(x) = x7, g(x) = X2 =5, h(x)=x*+ Z

Rozwiazanie
floy=2x, g'x)=2x h(x)=
Zauwazmy, ze rozne funkcje f, g i h maja te sama funkcje pochodna.

Przyktad ©

Wyznaczymy pochodna funkcji zapisanej w postaci iloczynu.
a) f(x)= <2x2 + 1) (Bx-7)
b) f(x) = (1+Vx)(x-2) dla x>0
(2 — 1
c) f(x)—(x 1)<1+x) dla x+0

Rozwiazanie

zad. 7.5

Mozemy albo wykona¢ mnozenie i potem obliczy¢ pochodna, albo wykorzysta¢ wzér
na pochodng iloczynu. Zastosujemy obydwa sposoby.

a) Isposéb
fx) = <2x2 + 1) (Bx-7) = 6x> — 14x* +3x -7
f(x) =18x* —28x +3
II sposéb
f'(x) = 4x(3x - 7) +3 (2x2 + 1) = 12x% —28x + 6x° + 3 = 18x% — 28x + 3

b) Isposéb ,
f(x):(1+\/E)(x—Z):x—2+x\/§—2\/§:x—2+x5—2\/§

1
=1+= \/_

f'(x):1+§x5—2 L

PN —1+ \/_——dlax>0

IT sposéb

f/(x)—F(x z)+(1+\/‘)—ﬁ—ﬁ+1+\/z_1+ \/‘—— dla x >0

¢) Isposdb
(52— N2 121
f(x)—(x 1)<1+x) x“+x-1 p
f’(x)=2x+1+% dla x#0
II sposéb
'(x) = Iy _
f(x)—2x<1+x>

S(¥-1)=2x+2-1+ 5 =20+ 145 dla x£0
X X X

47.7. Wyznacz pochodng funkgji. Podaj dziedzine D funkgji i dziedzine D' jej pochodnej.
1

2 f)= (O 9 f()=

b) fx) = & () = 35— b f0) = -5
c)f(x)=m 0 fl)= 2

Odp.:a) f(x) = 3)2,D D' =R-{-3} b)f'(x)= (2 o D= D =R-{-1, 1}
c)f(x):—%,DzD/:R d)f'(x)zﬁ,DzD/:R

g f(x) = )2,D=D’=R—{§} h) £ (x) = )Z,D:D -z-{-3]



Przyktad 0 zad. 7.6-7.8
Obliczymy pochodng funkgcji

2% - 5x+3 1
a) f(X) = ? dla x + 4_1
5
b) g(x) =2x+ m dla x + 3.

Rozwigzanie
a) Skorzystamy Ze WzOoru na pochodnq ilorazu.
5y 43 (2x2—5x+3)'(4x—1)—(2x2—5x+3)(4x—1)’
fie@) = 4x -1 (4x — 1)? -

_ (@x-5)x 1) (26°-5x+3) 4 1657 24x+5- 8x°+20x 12 _ 8x°— 4x 7
- (4x - 1) - (4x - 1) C o (4x-1)?
b) Skorzystamy ze wzoréw na pochodna sumy i na pochodng ilorazu.
' ' 5 ! 0-52x+6) 10
= 2 —_ = = —
g (%) = (2x) +<x2+6x+9) * (x+3)* (x +3)3
. 1oy 8x —4x-7 oy, 10
Odp.ra) f(x) = E7FEE b) g (x)=2 P

Przyktad o zad. 7.10

Wyznaczymy réwnanie stycznej do wykresu funkgji f(x) = % w punkcie o od-
cietej x, = 2.
Rozwigzanie
D=D'=R-{3}
Réwnanie stycznej ma postaé y = ax + b. Punktem stycznosci jest
= (2, f(2)) = (2, -3), a wspolczynnik kierunkowy a = fl(2).

Cx-1D'(x-3)-2x-D(x-3) 2(x-3)-(2x-1) -5
S = CEES B R e
=fe )_(2 32
y=-5x+b
-3=-10+b «—— A = (2, -3) nalezy do stycznej
b=7
y=-5x+7

Odp.: Styczna do wykresu funkeji f(x) = 21
x—

réwnanie y = -5x + 7.

w punkcie o odcigtej x, =2 ma

47.10. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji y = f(x) w punkcie o podane;j
odcietej x;.
a) f(x) = X -x-1, Xo=3

1

2 3 1
b)f(x) gx —2x+ﬁ—lg,x0=1

X —4x
I ="z %=0
Odp.:a) y=5x-10 b) y=-x-1 ¢) y=-2x

7. Pochodna jako funkcja 3371 s

47.6. Wyznacz pochodng funkcji.
Podaj dziedzine D funkcji
i dziedzine D' jej pochodnej.

a) f(x) = —

b) f() = -
o) f(x) = % 1
d) f(x) = —x —3+%
e f(x)= \/_
f) f(x) = Vx
g’f("):x.lw
Mﬂ@=va

X X
i) f(x)=x" = A x*
Odp.: a) f'(x) = —=,

D=D'=R-{0}
b) f'(x ):%,D=D’=R—{0}

O fl(x) = -—+ °,
D=D =R- {o}
mfu)-x—g

D=D =R-{0}
afuh;—nD=@wx
D = (0; o0)

D f'0 =2, p
_(0,00)
M) = - >
g f(x) = 3x2-\3/?)
D=D'=R-{0}
h) f'(x) = ———
20x - Vx3
D=D'=(0; )
D £ = 2x ¥
D=D"=(0; )

= (0; o),

7.7. Patrz s. 330.
7.8. Patrz s. 334.
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47.15. Wyznacz rOwnania
stycznych do wykresu funkcji

flx) = ? prostopadtych do

prostej o rOwnaniu y = —3x — 5.

1 1
Odp.:yzgx, y=§x+4

Odpowiedzi i rozwigzania
714.D

Przyktad 0 zad. 7.15
Wyznaczymy réwnania stycznych do wykresu funkcji f(x) = x° — 6x” + 6x + 4
réwnolegtych do prostej y = =3x — 5.
Rozwigzanie

D=D'=R
Styczne maja rdwnania postaci y = —3x + b.
Wspolczynnik b zalezy od punktu stycznosci. Szuka-

-
fx)

\

)/:

my zatem takich punktéw (xo, f (xo)) nalezacych do

—

wykresu funkgji f, dla ktérych spelniony jest warunek
f'(x0) = =3. B

f'(x)=3x2—12x+6 1 x

Rozwigzujemy réwnanie f'(x) = -3.
3x* —12x+6 = -3
X’ —4x+3=0 B
x=11Iub x=3

Réwnanie ma dwa rozwigzania, zatem istnieja dwie styczne spelniajace warunki za-
dania. Obliczamy wspolrzedne punktow stycznoéci A i B.

f()=1-6+6+4=5, czyli A=(1,5)
f(3)=27-54+18+4=-5, czyli B= (3, -5)

Do réwnania y = -3x + b podstawiamy wspoélrzedne wyznaczonych punktow.

Dla punktu A mamy:
5=-3-1+b, stad b = 8, zatem styczna w punkcie A ma réwnanie y = -3x+38.
Dla punktu B otrzymujemy:

-5 =-3-3+b, stad b = 4, zatem styczna w punkcie B ma réwnanie y = -3x+4.

Odp.: Styczne do wykresu funkgji f(x) = x° — 6x” + 6x + 4 réwnolegle do prostej
y =-3x—-5 majarownania y=-3x+8 i y=-3x+4.

W kazdym z zadan 7.1-7.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie.

7.1. Wskaz warto$¢ pochodnej funkcji f(x) = ;c—;i w punkcie x, = -2.

A0 B. 1 C. -4 D.5



7.2. Wskaz liczbe punktéw, w ktdrych pochodna funkcji f(x) = §x3 - %x2 -6x+7

jest rowna 0.

A.0 B. 1 C.2 D. nieskonczenie wiele
7.3. Wskaz wspodtczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji f(x) = x2—+11
X

w punkcie o odcietej x, = 0.

A1 B. -1 C.o D.
D, fO i f'.
Q) flx)=V3

d) f(x)=x>-\Bx+n

7.4. Wyznacz pochodng funkgji f. Oblicz f'(~
a) f(x)=-V3x
b) f(x)=x" -3

7.5. Wyznacz pochodng funkgji.

a) f(x)=5x>—7x -2 e) f(x)=(2x+3)(x-1)

b) f(x) =-3x"—V7 0 S0 =(x"-1)@x+5)

c) f(x)=éx5—§x3+x g) f(x)=<x2—5x+7><x2—3x+1>
xlO x8 x6 x4 4 2

d fe) =" -2+ -2 h) f(x) = (9-x*) (" +6x)

7.6. Wyznacz pochodng funkcji. Podaj dziedzine D funkcji i dziedzine D' jej
pochodne;j.

Q) f=% I fw=3x-3+25 9 [
b) f(x) =~ o) f(x) = % h) f)=
) f(x)=%-= D flx)=x"-Vx ) fl)=x"Vx-x'

7.7. Wyznacz pochodng funkcji. Podaj dziedzine D funkcji i dziedzine D' jej
pochodne;j.

a) f0)=— e) f(x) 2x2—-x-3
b) £ = D 100 fo
3
9 f&) = s 9 f®) =55
1 -5x
) f0=-Fers b) (0 =-1—7
/ 1 !
7.7.2) f(x) = —W, D=D =R-{-3}
b) f'(x) = —(xz—xl) D=D'=R-{-1, 1}
RS 5. S N
o fx)= (x2+2x+3)2,D D' =R
1oy 44X +4x o
d)f(x)——(4+2x +5)2,D—D =R
4x-1 3
e)f(x) W,D D R—{—l E}
r_r-[L
f) f'(x) = )Z,D—D_R {3}
3 ’ 3
g)f(x):——?’)z,D=D =R—{z}
27 / 3
b) £ = = D=D=R—{—Z}

7. Pochodna jako funkcja 333 s

72.C

73. A

7.4. a) f'(x) = —V3;

f'-1) = -3, f'(0) = -3,
fl=-v3

b) f'(x) =2x f'(-1) = -
flo=o0, fl(1)=

o fl(x) =0 f(-1) =0,
floy=o, ffy=o0

d) f'(x) = 2x - V3;
fle)=-2-+3, f(0)=-3,
flmy=2-v3

7.5. a) f'(x) = 10x -7

b) f'(x) = -12x°

9] f’(x) =xt-x*+1

d) f’(x) =2x° — 2% +2x° - 2x°
e) f'(x) =4x+1

) f'(x) = 12x* + 10x - 4

g) f(x) = 4x” — 24x* + 46x — 26
h) f(x) = —6x° — 30x* + 18x + 54

7.6.2) f'(x) = —=
D=D'"=R-{0}
b) f'(x):%, D=D =R- {0}

9 f(x) = -2+ 2,

X
D=D"=R-{0}
d f'w) =24 - 3,
D=D"=R-{0}
! 1
e) f(x)= T
D' = (0; o0)
f) f( Sx\f
= (0’ 00)
g) Flx) = —ﬁ;
D=D'=R-{0}
h) f/(x) = ——>
20x - Vx1
D=D' = (0; o)
i) f(x) = in‘/?,
D=D'=(0; )

D = (0; o0),

= (05 00),
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—3x +4x + 13

7.8.2a) f (x) = m,
D=D =R

1 _ 10x - -
b) f'(x) = —(x2+3)2, D=D"=R

o 3(xP+2x-1)
c) f (x) = m,
D=D =R

! _ 6x° +10x -3
d fx) = (x2+3x+3)%
D=D =R

' . —10x
e) f(x) = 2
D=D'=R-{-2,2}

8x

f)f(x)Zm,
D=D =R-{2}

p _ —x* (x2 = 12)
g f(x) = W
D=D =R-{-2,2}
h) f'(x) -x"+2x+3

- (x2 = 7x +10)*’
D=D =R-{2, 5}

79.D=D"=R-{0, 1},
-3x% +4x-2

f ==

7.10. a) y =5x - 10

b) y=-—x-1

c) y=-2x

Zﬂ.y:éx+%

712. y=—-6x-6, y=6x—06
7143. y=x
744. y=7x-1, y=-5x-7

7.15. yzéx, y=§x+4

7.8. Wyznacz pochodng funkcji. Podaj dziedzine D funkcji i dziedzine D' jej
pochodne;j.

2

D) f) = o fx) =51

b) £ = 52 D f(x)=ﬁ

o flx)= ﬁ g f(x)=2(4_3x2)

oo 5 SRR

7.9. Wyznacz dziedzineg i oblicz pochodng funkeji f(x) = ;_—zx + % Zapisz

wynik w postaci ilorazu dwdch wielomiandw.

7.10. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji y = f(x) w punkcie o poda-
nej odcietej x,,.

a) f(x):xz—x—l Xo =3
b) f(x): 2x+$—1— Xy =1
0) f(x)=’;2+2 Xo=0

7.11. Wyznacz rownanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = v/x — 1 w punkcie

orzednej y, = 2.

7.12. Wyznacz réwnania stycznych do wykresu funkcji f(x) = x* + x*—2 wpunk-
tach, w ktérych wykres funkcji przecina o$ x.

7.13. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = —Zx +2x -1 na-

chylonej do osi x pod katem 45°.

7.14. Prosta o réwnaniu y = x+5 przecina parabole o réwnaniu y = 2x> + 3x + 1
w punktach A i B. Wyznacz réwnania stycznych do tej paraboli poprowadzonych
w punktach AiB.

7.15. Wyznacz réwnania stycznych do wykresu funkeji f(x) = 23 prostopa-
X

dlych do prostej o réwnaniu y = =3x - 5.



2
7.16. Punkt P = (-1, 1) nalezy do wykresu funkeji f(x) = L—rxb-”’ b#1.
X

Styczna do wykresu tej funkcji poprowadzona w punkcie P jest prostopadta do pro-
stej o rownaniu y = 2x + 3. Wyznaczaib.

7.17. Danajest funkcja f(x) = 2mx’—(m+1)x—1. Dla jakiej wartoéci parametru m
styczna do wykresu funkcji f poprowadzona w punkcie o odcietej 1 jest rownolegta
do prostej o réwnaniu y = 8x?

7.18. Dla jakich warto$ci parametru k o$ x jest styczng do wykresu funkcji
fx) = X+ kx — 22

7.19. Danajest funkcja f(x) = 2x°+1. Wyznacz wspohrzedne takich punktéw A i B
nalezacych do wykresu funkeji f, aby styczne do wykresu poprowadzone w tych
punktach przecinaly sie na osi rzednych pod katem prostym.

1. Dana jest funkcja f(x) = 2xT+35 Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.
X

A. Dlakazdego x € R —{-3} zachodzi f'(x) < 0.
B. f'(0) < f'(1)
C. f(0)> f'(-4)

X" —3x+1

2. Wyznacz pochodng funkgji f(x) = - 2x2 4+ 1

3. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkeji

Jx) =

w punkcie o odcietej x, = 1.

xt—dx+4

4. Wyznacz réwnanie stycznej do paraboli o réwnaniu y = 2x* — 4x + 3

réwnoleglej do prostej o réwnaniu y = 2x.

5. Wyznacz réwnania tych stycznych do wykresu funkcji f(x) = x* + 4, ktore
przechodza przez poczatek uktadu wspoétrzednych.

7.19. Z faktu, ze o$ y jest osig symetrii wykresu funkgji f, wynika, ze punkty A i B sg
symetryczne wzgledem osi y i s3 nachylone do osi x pod katami 45° i 135°. Szukamy

takiego x(, ze f’ (xo) =tg45° = 1.
! 1
fl(x) = (Zx + 1) x, 4x, =1 dla x, = "
|

Wtedy f(x,) = ) +1= lé.

Odp.: (1, 11) . (—1, 11>
4 8 4 8

allias

7. Pochodna jako funkcja

7.16.a=4, b=-
747. m=3
7.18. k=-3

Prosto do matury

1. F, FEF
6x* -3
2. f'(x
f) (2x%+1)
3. y=-3x+4
3
4.y—2x—z

S. y=-4x, y=4x
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Najszybszy cztowiek Swiata

Jamajczyk Usain Bolt to niekwestionowany krol sprinteréw —
nikt na swiecie nie biega tak szybko jak on. Nic wiec dziw-
nego, ze jest bohaterem wielu prac naukowych z réznych
dziedzin, m.in. biomechaniki, kinematyki, antropometrii.
Jak szybko moze on biec?

Dane z najszybszego biegu

Rekordowa predkos¢ Bolt osiggnat w 2009 r. na mistrzo-
stwach $wiata w Berlinie. Ustanowit tam aktualny rekord
$wiata w biegu na 100 m wynikiem 9,58 s.

Oto miedzyczasy Bolta po kazdym 10-metrowym odcinku:

Droga s Czast Do wyznaczenia predkosci
[m] [s] maksymalnej potrzebowaliby-
$my danych z ciggtego pomiaru
predkosci, a takimi nie dysponuje-
20 2,88 my. Sprébujemy wiec odtworzy¢
30 3,78 zaleznos$¢ predkosci od czasu na
podstawie tych 10 pomiardw.

10 1,88

40 4,64
50 5,47
60

6,29

70
80
90

7,10

7,92

8,74

9,58

&

Ktopotliwy nadmiar informaciji

Podczas omawianego biegu laserowy pomiar waty m.in. zmiany predkosci w réznych fazach
odlegtosci umozliwit zebranie danych z cze- krokéw stawianych przez biegacza, co utrud-
stotliwoscig 100 klatek na sekunde, czyli ok. niato interpretacje wynikéw. Dlatego naukow-
1000 pomiaréw. Na ich podstawie, wyko- cy za pomoca metod statystycznych znalezli
rzystujac rachunek pochodnych, stworzono wygtadzona krzywa predkosci, wyczyszczong
wykres zaleznosci predkosci Usaina Bolta od z tych wahan (czerwona krzywa na wykresie).
przebytej drogi (niebieska krzywa na wykre- Dopiero z takiej krzywej odczytali m.in. mak-
sie). Pomiary byty tak precyzyjne, ze rejestro- symalna predkos¢ Bolta: 12,29 m/s.



Wyznaczanie predkosci maksymalnej

o Zaczynamy od znalezienia wzoru funkcji, ktéra jak najle- As[m]
piej pasuje do danych z tabeli. Skorzystamy z narzedzi, T
ktore oferuje dziat matematyki zwany modelowaniem
statystycznym.

701
Poszukiwania zawezimy do funkcji wielomianowych / .
jak najnizszego stopnia, by obliczenia nie byty zbyt /
ucigzliwe. 401 /

Za pomoca programu komputerowego znajdujemy

wielomian széstego stopnia, ktéry ze wszystkich takich 1
wielomiandw jest najlepszym przyblizeniem nieznanej A i
krzywej obrazujacej zaleznos¢ drogi od czasu. o 1 4 7 10 t[s]

s(t) = 2,058827322 - 107*% — 7,567145067 - 1073t° + 1,133345484 - 107"t* — 9,142029249 - 107" +
+ 4,4064747591% — 3,942043457 - 107"t — 3,943176944 - 107

9 Z zaleznosci drogi od czasu wyprowadzamy wzér na A vim/s] i /
predkosé. Pochodna drogi jako funkcji czasu to wtasnie // |
predkosé: v(t) = s'(t). " /

W naszym przypadku:

v(t) = s'(f) = 0,00123529639321° — 0,0378357253350¢* +
+0,4533381936000¢° — 2,7426087747000£ +
+ 8,8129495180000¢ — 0,3942043457000

<} Teraz wystarczy wyznaczy¢ maksimum lokalne funkcji v.
rogram komputerowy podaje, ze maksimum lokalne,

ne w przyblizeniu 12,32 m/s, funkcja v przyjmuije dla 11
=~ 6,89 s. Zgodnie z naszym modelem statystycznym ~
sain Bolt najwiekszg predkosé réwna 12,32 m/s osig- 9 1 4 7 10 t[s]

gnat w siédmej sekundzie biegu.

0 20 40 60 80 s [m
Zrédto: www.worldathletics.org

Uwaga. O$ pozioma to droga, a nie czas

(jak w naszym modelu).

337 I
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Uwagi metodyczne

Pochodna funkgji ztozonej

to pojecie, ktorego nie bylo

w poprzedniej podstawie
programowe;j.

Najpierw wprowadzamy -
opisowo, bez nadmiernego
formalizmu - pojecie funkeji
zlozonej. Zwracamy przy tym
szczegdlng uwage na dziedziny
sktadanych funkcji.

Nastepnie podajemy twierdzenie
o pochodnej funkgji zlozonej

i wykorzystujemy je do
znajdowania pochodnych funkeji
typu f(x) = (xs +xt+ 1)50,
flx) = Vxt+ x> + 1.

'd N\

temat 4.11

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 4.8

Generator

testéw i sprawdzianéw

8. Pochodna funkcji ztozonej

Umiejetnosci:
* wyznaczanie dziedziny funkcji zZtozone;
¢ obliczanie pochodnych funkcji zZtozonych

Pojecie funkcji ztozonej

Niech F(x) = Vx% +2x +8.

Dla kazdego x € R mamy x” +2x + 8 > 0, wiec dziedzing funkgji F jest zbior liczb
rzeczywistych, co zapiszemy, tym razem z wyraznym wskazaniem funkcji: Dy = R.

Obliczmy warto$¢ funkcji F na przyklad dla x, = 2:
F2)=V22+2-2+8=+16=4
Zauwazmy, ze czynno$¢ te wykonujemy w dwéch krokach.
Krok 1: Wyznaczamy wartoé¢ wielomianu u = f(x) = x* + 2x + 8.
u, = f(2) =16
Krok 2: Wyznaczamy warto$¢ pierwiastka zmiennej u, czyli y = g(u) = Vu.
Yo = g(16) = V16 = 4, inaczej: y, = g(f(2)) = V16 =4

Na funkeje F skladajg si¢ zatem dwie funkcje: f i g o dziedzinach Dy =R
iD,= (05 o0).
J

Opisang wyzej sytuacje przedstawimy teraz ogélnie. Niech dane beda trzy zbiory:
A, BiC. Elementy zbioru A nazwiemy x, zbioru B — u, a zbioru C - y.

Na zbiorze A okreslona jest funkcja f, ktorej wartosci nalezg do zbioru B, a na zbio-
rze B okre$lona jest z kolei funkcja g, ktdrej wartoéci nalezg do zbioru C. Funkcje
zostaly okre$lone w taki sposob, ze kazdemu x € A odpowiada element u = f(x)
nalezacy do zbioru B, ktéremu z kolei odpowiada element y = g(u) w zbiorze C.

Zatem kazdemu x € A odpowiada doktadnie jeden element y = g(f(x)) € C. Ina-
czej méwiac, na zbiorze A zostata okreslona (na rysunku oznaczona kolorem czer-
wonym) funkcja F(x) = g(f(x)).



Funkcje F(x) = g(f(x)) nazywamy funkcja ztozona z funkdji f i g oraz zapisu-
jemy krétko F = go f. Taki zapis oznacza, zZe, mOwigc potocznie, pierwsza dzia-
tajaca funkcja (nazywang funkcja wewnetrzna) jest funkcja f, a nastepna (funkcja
zewnetrzng) - funkcja g.

Omowilismy przykfad ztozenia dwoch funkcji. W podobny sposdb mozna okresli¢
ztozenie trzech i wiekszej liczby funkcji.

Przyklad €) « zad. 8.4

Okreslimy dziedzing podanej funkgji ztozonej oraz rozlozymy te funkcje na funkgje:
wewnetrzng f izewnetrzng g.

a) F(x)=Vx*-x-6
b) F(x) = V4x —x2 -6

Rozwiagzanie
a) F(x)=Vx*-x-6
X' —x-620 & x € (—00; —2) U (3; 00), wiec Dy = (—o0; —2) U (3; 00)

F=go f, gdzie u:f(x):xz—x—6, gu) = u

b) F(x) = Vdx - x2 -6

Dla tréjmianu 4x — x° — 6 mamy A < 0, wiec dla kazdego x € R zachodzi

¢) F(x) = sin” x e) F(x) =log (1 - xz)

f) F(x) = y/log, x

d) F(x) = sin x*

4x — x* - 6 < 0. Zatem dziedzina tak okreslonej funkcji F jest zbiorem pustym —
co oznacza, ze taka funkcja nie istnieje.
¢) F(x) = sin” x
Dr =R, u= f(x) =sinx, g(u) = u*
d) F(x) = sin x?
Dr=R, u= f(x) = X2, g(u) = sinu
e) F(x) =log (1 - xz)
1-x*>0 & xe(-1;1)
Dp=(-11), u=f(x)=1- P g(u) =log u

f) F(x) = /log, x

x>01ilog, x>0 & x¢€(l; o)
Dp = (1; ), u = f(x) =log, x, g(u) = Vu

Podamy jeszcze twierdzenie, ktérego dowod pominiemy.

8. Pochodna funkcji ztozonej 339 s

48.4. Okresl dziedzine funkcji F,
roztéz F na funkcje: wewnetrzng
i zewnetrzna.

a) F(x) = (3x - 1)°

b) F(x) = Vax -3

¢) F(x) = (227 - 4x +11)’

d) F(x) = V6x2 + 18x

e) F(x) = V-x2+3x-5

f) F(x) = Vx3 4+ 2x2 — 15x

g) F(x) = V-x? - 5x+ 14

h) F(x) = V2x3 - 3x2 + 7x
Odp.: a) D = R,
u=f(x)=3x-1, gu) = u

b) Dy = <%, oo),
u=f(x)=4x-3, gw) = Vu
C) DF = R,
u= f(x)= 2x% — 4x + 11,

7
gw) =u
d) Dr = (-00; =3) U (0; 00),
u=f(x)=6x"+18x, g(u) = Vu
e) Dziedzing funkcji F jest zbior

pusty.
f) Dp = (=5; 0) U (3; o0),

u=f(x)= X +2x° — 15x,

gw) = Vu

g) Dp = (-7 2),
u=f(x)= —x* — 5x + 14,
gu) = Vu

h) DF = (05 00),

u=f(x)= 2x° = 3x% + 7x,

g(u) = Vu
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48.5. Rozl6z funkeje F na
funkcje: wewnetrzng i zewnetrzna,

oblicz pochodng F'.

a) F(x) = (x2 - 8x + 17)15

b) F(x) = Vx? + 14x

¢) F(x) = m

d) F(x) = V12 + 6x — 4x% — 2x3
Odp.:a) F'(x) =

=30(x* -8x+17)" - (x - 4),

Dp=Dp =R
7

b) F'(x) = ———,

Vx? + 14x

Dp = (=005 —14) U (0; c0),
Drpi = (—00; —14) U (0; 00)
4x° — 3x% + 8x
2Vxt = X+ 42
Dy =R, Dp =R - {0}

3 —4x - 3x*
V12 + 6x — 4x2 — 2%
Dy = (-o0; =2) U <—\/§; \/§>,
Dpr = (=005 =2) U (—\/3; \/5)

¢) F'(x) =

d) F'(x) =

Zlozenie funkdji ciaglych jest funkcja ciagla.

Pochodna funkcji ztozonej

Do obliczania pochodnej funkeji ztozonej wykorzystamy twierdzenie, ktérego dowod
pominiemy.

Jezeli w danej funkgji zlozonej F = go f funkcja f ma w punkcie x, pochodng
f'(xo), afunkcja g ma w punkcie u, = f(x,) pochodng g'(u), to funkcja
ztozona ma w punkcie x, pochodna F'(x,) réwna iloczynowi g’ () - f' (%)

F'(x0) = g'(f(x0)) - f' (o)

Twierdzenie to uogdlnimy na funkcje pochodne, przy zatozeniu, ze funkcje f i g sa
rozniczkowalne odpowiednio na zbiorach Dy i Dy, i zapiszemy w postaci wzoru:

F'(x)=g'(f(x)- f'x)
Zatem pochodna funkcji zlozonej réwna si¢ iloczynowi pochodnej funkeji zewnetrz-
nej i pochodnej funkcji wewnetrzne;j.

Przyktad @)
Obliczymy pochodng danej funkcji zlozonej F.

b) F(x) = V3x*+5

zad. 8.5

12
2) F(x) = (x*+2x - 1)
Rozwigzanie
Najpierw rozkladamy funkcje F na funkcje: wewnetrzng i zewnetrzng. Nastepnie ko-
rzystamy z twierdzenia i wyznaczamy pochodna F'.
3 3 12

a) F(x):(x +2x —1) , Dp=R

u=f(x)= O 2xt -1, gu) = u'?
f'(x) =3x" +4x, Dy =R
g/(u) = 12u", Dg/ =R

Zatem zgodnie z twierdzeniem, F'(x) = g'(f(x))- f'(x), czyli:

Fl(x)=12 (x3 +2x% - 1)11 . (3x2 + 4x)

«— funkcja f jest wielomianem i jest rézniczkowalna na R

«— funkcja g jest rozniczkowalna na R

' 11
«—— wewzorze g (u) = 12u~ wracamy

L. 2
do zaleznoéci u = x° +2x> — 1



b) F(x) = V3x%+ 5, Dy =R
u=f(x)= 3x* +5, gu) = \u
fl(x) = 12x3 Dy =R

—3x*+5>0 dlakaidego x € R

«— funkcja f jest wielomianem i jest rézniczkowalna na R

«— funkcja g jest rézniczkowalna na (0; oo)

9 (fx) - f(x), czyli:

g'(u) \/_ D r = (0; 00)

Zatem zgodnie z twierdzeniem, F '(x) =
3

F'(x) = . 12x° = o —— we wzorze g' (u) = —= wracamy
2V3xt+5 V3xt+5 2W

do zaleznoéci u = 3x* + 5

Przykiad @) « zad. 86,87

Wyznaczymy dziedziny D, D' funkgji f i f', a nastepnie obliczymy wartoé¢ pochod-
nej f' w punkcie x, € D'

a) f(x)= (x -X +x +2),x0:1 b) f(x) =
Rozwiagzanie

a) f(x) = (x —-xX +x +2) D=R

Vx? —6x+8, x5 =-2

!

f(x)=3(x —x5+x2+2) -<7x6—5x4+2x),D =R

fl)=3-(1-1+1+20(7-5+2) =108

b) f(x) = Vx2—6x+8, D= (—00; 2) U (4; o)
i 1 x—-3
=(2x-6)- = ,
fla) = (o )2\/x2—6x+8 Va2 —6x+8
f’(_z):i:_i
Vi+12+8 26

D' = (—o00; 2) U (4; o0)

Przyktad @) < zad. 8.8

Napiszemy rownanie stycznej do wykresu funkcji f(x) =
w punkcie o pierwszej wspolrzednej x, = 1.

Vx? + 3 poprowadzone;j

Rozwiagzanie

D=R
Funkgja f jest rézniczkowalnai D' = R, wiec istnieje styczna do wykresu funkgji f
w punkcie o pierwszej wspolrzednej x, = 1. Styczna ma réwnanie postaci y = ax+b,
gdzie a = f'(1). Ponadto styczna przechodzi przez punkt (x,, f(x,)) = (1, 2).

/ 1 X
(x) =2x- =
f 2Vx2+3 x2+3

a:f'(l):%, wiec y:%x+b

48.8. Napisz rownanie stycznej do wykresu funkgcji y = f(x) poprowadzonej
w punkcie o pierwszej wspolrzednej x;,.

a) f(x) = Gx+ 1), xo=—§ O f)=Vxi—x-2, xy=3
b) f(x) = ( x—2>,x0=2 d) f(x) = Vet + 325, xy = 1

Odp.:a) y=-12x—-7 b) y=3x-7 ¢)5x—4y-7=0 d) 13x-4y-5=0

8. Pochodna funkcji ztozonej 3471 s

48.6. Wyznacz dziedziny D i D'
funkgji fi f "La nastepnie oblicz
warto$¢ pochodnej f "w punkcie
Xy € D'

a) f(x) = (;»c2 +2x — 2)4, Xo = —2
b) f(x) =

(x5 —2x + X% +ax+ 1)3, xg=-1
o) f(x) = <x4 —2x% + %)5,

X = V2

Odp.:a) D=D'=R, f'(-2) =
b)D=D"=R, f'(-1)=3

¢)D=D'=R, f’(x/i):12

4

48.7. Wyznacz dziedziny D i D'
funkcji £ i f', a nastepnie oblicz
wartos¢ pochodnej f' w punkcie
Xg € D'

a) f(x) = Vx?-2x-8, x,=-3

b) f(x) = VI-x—242, xp =2

©) f(x)=6Vx>—4x, x,=-1

d) f) = Vo —axt, xp =

Odp.: a) D = (—o0; —2) U (4; o0),
D' = (~00; =2) U (4; o0),

F(-3) = 4f

0= (1), o= (),
=5

¢) D = (-2; 0) U (2; o0),
D' = (=2; 0) U (2; o0),

f’(—l) =3
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Odpowiedzi i rozwigzania
8.1. D

8.2. B

83. B

84.a) Dy, =R, u= f(x)=3x-1,
gw) =’
b) Dy = <Z, oo),
u=f(x)=4x-3, glu) = Vu
C) DF S R,
u= f(x)= 2x% — 4x + 11,
7
gw) =u
d) Dy = (—o00; =3) U (0; 00),
u= f(x)= 6x° + 18x, gu) = Vu
e) Dziedzing funkgji F jest zbior

pusty.
) Dp = (=5 0) U (3; o0),

= f(x) = X+ 25 — 15x,

g(u) = Vu

g) Dr = (-7; 2),
u=f(x)= —x* —5x + 14,
gw) = Vu

h) DF = (05 00),

U= fi(x)= 2x° = 3x% + 7x,

g(u) = Vu

1
2= 2 +b «— punkt (1, 2) nalezy do stycznej

b= 1%, czyli réwnanie stycznej: y = %x + 1% (lub x -2y +3=0).
Odp.:x—-2y+3=0

W kazdym z zadan 8.1-8.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie.

8.1. Wskaz dziedzine funkgji ztozonej F(x) = cos (log x).

A.R B. (-151) C. (0; 00) D. (0; c0)

8.2. Wskaz funkcje zewnetrzna funkji ztozonej F(x) = log” .

A.gu)=u B. g(u) = w C. gu) =logu D. g(u) = 3u
8.3. Wskaz dziedzing funkcji pochodnej Dy dla funkeji f(x) = Vx? +3x — 10.
A. Df’ = (-5; 2) C. Df’ = (—00; =5) U (2; o0)

B. Df’ = (—o00; =5) U (2; o0) D. Df’ = (-5; 2)

8.4. Okredl dziedzing funkgji F, rozléz F na funkcje: wewnetrzna i zewnetrznag.
a) F(x)=(Bx-1) e) F(x) = V-x%+3x—

b) F(x) = V4x -3 f) F(x) = Vx® +2x% - 15x

¢) F(x) = (2x2—4x+11) g) F(x) = V-x?-5x+ 14

d) F(x) = V6x% + 18x h) F(x) = V2x3 - 3x2 + 7x

8.5. Rozt6z funkcje F na funkcje: wewnetrzng i zewnetrzng, oblicz pochodna F'.

a) F(x) = (x2—8x+ 17)15 ¢) F(x) = Vx* —x3 +4x?
b) F(x) = Vx? + 14x d) F(x) = V12 + 6x — 4x* — 2x°

8.6. Wyznacz dziedziny D i D' funkcji f i f', a nastepnie oblicz warto$¢ pochod-

nej f' w punkcie x, € D'

a) f(x)= (x2 +2x — 2)4 Xg =2
b) f0) = (¥ -2+t ax41) xp=-
) f(x)=(x4—2x2+%>5 Xo = V2

8.5. a) F'(x) =30 (x* - 8x +17)'" - (x—4), Dy = Dp =R

b) F' :x—”,DZ—OO;—‘l 0; 00), Dpr = (—o00; —14 0; oo
) F'(x) NoPeTT r = ( 14) U (0; 00), Dpr = ( ) U (05 00)
<) F’(x)zm’ Dy =R, Dy = R—- {0}
N 4
d) F'(x) = 3-—4x—3x Dp = (—o0; =2) U <—\/§; \/§>, Dpr = (—o00; =2) U (—\/5; \/3)

\/12+6x—4x2—2x3’

86.a)D=D'=R, f'(-2) =
b)D=D"=R, f'(-1)=3

o)D=D'=R, f’(x/§)=%E



8.7. Wyznacz dziedziny D i D' funkgji fi f', a nastepnie oblicz warto$¢ pochodnej
f' wpunkcie x, € D'.

a) f(x)=Vx?-2x-8, x,=-3 o) f(x)=6Vx®-4x, x5=-1
b) f(x)=V1-x-2x2 xoz—% d) f(x) = Vx? —4x4, xO:l

4

8.8. Napisz rownanie stycznej do wykresu funkcji y = f(x) poprowadzonej
w punkcie o pierwszej wspolrzednej x;,.

a) f(x)=Gx+ 1) x0=—§ O f)=Vxr-x-2, x,=3

b) f(x):(ix2—2>3, Xy =2 d) f(x)=Vxt+3x3, x,=1

8.9. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkeji f(x) = Vx? + 4x + 9 w punk-
cie o rzednej y, = 3.

8.10. Wyznacz réwnania stycznych do wykresu funkeji f(x) = (x3 - 1)7 w punk-
tach, w ktérych wykres funkcji przecina o$ x.

8.11. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkeji f(x) = Vx? + 18 w punkcie
o odcietej x, = 3 ipodaj kat nachylenia tej stycznej do osi x.

1. Dana jest funkcja F(x) = log, sin x. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Dy = (0; o)

B. Funkgcja F jest funkcja ztozong i f(x) = sinx jest funkcja wewnetrzna funkgji F.
C. Dla kazdego x € Dy zachodzi F(x) < 0.

2. Wyznacz pochodng funkeji f(x) = 3xVx* + 1.

3. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji  f(x) = (x4 + 1)5 w punkcie
o odcietej x, = 0.

4. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkgji f(x) = V2x + 3 w punkcie o od-
cietej x, = 3.

5. Wyznacz z dokladnoscia do 1° kat, pod jakim przecinajg sie wykresy funkcji
fx) = i oraz g(x) = x°. Podaj wspitrzedne punktu przeciecia obydwu wykreséw.

Prosto do matury

1. F,P,P
4
2 f/(x)z 9x4+3
x*+1
3. y=1
4 —lx+2
.y = 5

5. 72°, (1, 1)

8. Pochodna funkcji ztozonej

8.7. a) D = (—oc0; —2) U (4; o0),
D' = (—00; =2) U (4; o),
£(=3) = _4V7

7

0= (1), o= (),

I 1 1
5=
c) D = (=2; 0) U (2; o0),
D' = (=2; 0) U (2; o0),

11 _\@
f(71>_ 3
88.a) y=-12x-7
b) y=3x-7

c)5x—4y-7=0
d) 13x -4y -5=0

89.D;=R, 2x-3y+9=0 lub
2x+3y-1=0

8.10. D; =R, y=0
8.11.D; = R,
V3x -3y +6V3 =0, 30°
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tematy 4.13, 4.14, 4.17

MultiteZa

e Monotonicznosc¢ funkcji a jej
pochodna
e Ekstrema funkcji

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 4.9

G Generator

testéw i sprawdzianow

N

9. Monotonicznosc¢ i ekstrema

funkciji rézniczkowalnej

Umiejetnosci:

korzystanie z wtasnosci pochodnej do znajdowania przedziatdéw monotonicznosci
funkcii
wyznaczanie wartosci ekstremalnych funkgii

Pochodng funkcji bedziemy stosowaé do badania monotonicznosci funkcji. Zacznie-
my od wskazania zwigzku miedzy znakiem ilorazu réznicowego a faktem, ze funkcja
jest rosngca lub jest malejaca.

Funkcja f:(a; b) — R jest rosngca w przedziale (a; b) wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdej pary liczb x, h # 0 takich, ze x;, € (a; b) 1 x,+h € (a; b)
prawdziwa jest nieréwnos¢ M > 0.
Funkcja f:(a; b) — R jest malejaca w przedziale (a; b) wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdej pary liczb x,, h # 0 takich, ze x, € (a; b) i x,+h € (a; b)
flxo +h) = £(x) <0.

prawdziwa jest nierdéwnos¢ Y

Dowdd

Funkcja f jest rosnaca w przedziale (a; b) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej pa-
ry argumentow nalezacych do tego przedziatu wiekszg wartos¢ przyporzadkowuje
wiekszemu z nich. Oznacza to, ze liczby h oraz f(x, +h) — f(x,) maja ten sam
f(xo +h) = f(xo)
h
Funkcja f jest malejaca w przedziale (a; b) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej pary
argumentdw nalezacych do (a; b) wigksza warto$¢ przyporzadkowuje mniejszemu
znich. Oznacza to, ze liczby h oraz f(x, + h) - f(x,) maja przeciwne znaki, czyli
f(xo+h})l—f(x0) <0.

znak, czyli spelniona jest nieréwnos¢ > 0.

spelniona jest nieréwnos¢

Koniec dowodu

Zauwazmy, ze dowod twierdzenia nie zmieni sie, jezeli przedzial (a; b) zastapimy przedziatem ((( )))
(a; 0o) lub przedzialem (—oo; b), lub zbiorem R.
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fxo +h) = flxo)
-

Pochodna f'(x,) jest granica ilorazu réznicowego
Przyjmijmy, ze pochodna w punkcie x, jest
dodatnia. Wynika z tego, ze dla dostatecz- Przypomnijmy: @«
nie matych wartoéci h iloraz rdznicowy tez Jesligranicg ciggu jestliczba dodatnia,

przyjmuje wartosci dodatnie. Je$li nierdwnosé to prawie wszystkie wyrazy tego ciggu
s3 dodatnie. Podobnie - jesli granica

li . . .
f (XO) >0 ) est Sp etniona dla kazdego p unk- ciggu jest liczba ujemna, to prawie
tu x, € (a; b), to funkcja f jest w przedziale wszystkie wyrazy tego ciggu s3
(a; b) rosngca. ujemne.

Analogiczne rozumowanie prowadzimy dla
ujemnej pochodnej w punkcie x, i funkcji
malejace;.

Podsumowaniem tych rozwazan jest twierdzenie, ktérego dowdd pominiemy.

Dana jest funkcja f okreslona i rézniczkowalna w przedziale (a; b).

Jezeli f'(x) >0 dlakazdego x € (a; b), to funkgja f jest w tym przedziale

rosngca.
Jezeli f'(x) <0 dlakazdego x € (a; b), to funkcja f jest w tym przedziale
malejaca.

Uwaga: Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. y

Na przyktad funkcja f(x) = x° jest rosnaca w zbiorze liczb

rzeczywistych, a jej pochodna f’(x) = 3x> ma miejsce ze-

rowe rowne 0. flx) =|x°

Mozna udowodni¢ twierdzenia stabsze:

e Jedli funkcja f jest w przedziale (a; b) rosnaca i réznicz-
kowalna, to dla kazdego x € (a; b) prawdziwa jest nie-

réwnoséé f '(x) = 0.

e Jesli funkcja f jest w przedziale (a; b) malejaca i roznicz-
kowalna, to dla kazdego x € (a; b) prawdziwa jest nie-
7 Iy !
réwnoé¢ f (x) < 0.

Przyktad €)

Zbadamy monotonicznoséé funkcji f(x) = x°

—x*+5x—11.
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49.4. Wyznacz przedzialy
monotonicznosci funkgji.
a) f(x) = X —6xt+12x—-1
b) f(x) = X —3x>+4

2
[ = Gy (x +2)?
d) f(x) = M
Odp.: a) rosngca w R
b) rosnaca w (—oo; 0),
malejaca w (0; 2),
rosngca w (2; oo)
¢) rosngca w (—oo; —2),
malejaca w (-2; 0),
rosngca w (0; oo)
d) malejaca w (—o0; —1),
rosngca w (—1; 2),
rosngca w (2; 5),
malejaca w (5; o0)

49.5. Wyznacz przedzialy,
w ktérych funkcja
3
X
f (x) = m

Odp.: (—00; —23) i (23;

49.6. Wyznacz przedzialy
monotonicznosci funkeji

flx) = V=x? + 4x + 12.

Odp.: rosngca w (—2; 2),
malejaca w (2; 6)

jest malejaca.

=)

Rozwigzanie

Wyznaczamy pochodna funkgji f: f'(x) = 3x* -2x+5, D=D' =R

Badamy znak pochodnej. Rozwigzujemy nieréwnoéé¢ f'(x) > 0.
3x* - 2x+5>0, A=-56

f'(x) >0 dla x € R, zatem funkcja f jest rosngca w calej dziedzinie.

Odp.: Funkcja f(x) = X —xt+5x—11 jest rosnaca w R.
J

W temacie 5 oméwilismy wlasnosci funkeji ciaglych. Przypomnijmy niektdre z nich.

* Wielomiany, funkcje wymierne, trygonometryczne oraz f(x) = {/x sa funkcjami
ciggltymi.
o Jezeli y = f(x) jestciagla, to ciagte sg funkcje: y = —f(x), y =

e Jezelifunkcja f jest ciagta w przedziale domknietym (a; b) ijest rosnaca (malejqca)
w przedziale (a; b), to jest rosngca (malejaca) w przedziale (a; b).

Przyktad 9 zad. 9.4-9.6

Wyznaczymy przedzialy monotonicznosci funkcji f(x) = 2

x2+1°

Rozwigzanie

f,(x)=2-(x2+1)—2x~2x=_2x2+2 D=D
(x2+ 1) (x2+1)%

-2x +2
(x2 +1)

s xe(-1;1)

o fllx)>0 >0 © 2x*+2>0 © 2(x+D)x-1)>0 &

Zatem w przedziale (~1; 1) funkcja f jest rosnaca.
o fl(x) <0 & x e (—o00; 1)U (1; o).
W kazdym z przedzialéw (—oo; —1) oraz (1; oo) funkcja f jest malejaca.

Przypomnijmy: z tego, Ze funkcja f(x) = 22 al N jest malejaca w kazdym z przedzia-
6w (—o0; —1), (1; o0), nie wynika, ze jest malejaca w zbiorze (—oo; —1) U (1; o0).

Mozna sie o tym przekonad, przy-

gladajac sie wykresowi tej funkcji, y |
ktéry prezentujemy obok. H y Efx)
Odp.: Funkcja f(x) = 2 )est

1 X

malejaca w przedziale (—oo -1),
rosngca w przedziale (~1; 1) i ma-
lejaca w przedziale (1; o).
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Ekstrema funkcji

Kiedy badamy wtasnosci réznych funkcji, czesto szukamy wartosci maksymalnych
i minimalnych przyjmowanych w okre§lonym przedziale. Zagadnieniem tym do-
ktadniej zajmiemy sie w nastepnym temacie, natomiast teraz zdefiniujemy pojecia,
z ktorych bedziemy korzystac.

Przyjrzyjmy sie rysunkom.

y y y
fix) W=D | gy N=80 | gy y = HE)

1)
/ - 11 1t
/Oixo \x/)ixo xl\x /01 X, \x
Zwroémy uwage na punkt x,, w ktérym kazda z funkcji f, g i h lokalnie przyjmuje
warto$¢ najwiekszg. Funkcja g rowniez w punkcie x; ma lokalnie wartos$¢ najwieksza.

Funkcja f ma w punkcie x;, € D maksimum flx)) y=1fx)
f(x,), jesli istnieje takie otoczenie punktu x,
zawarte w D, ze dla wszystkich x # x,
z tego otoczenia zachodzi nieréwno$¢:

f(x) < f(xo) /0 x()¥e X, xo—i-a X

Podobnie okreslamy minimum funkcji w punkcie.

Funkcja f ma w punkcie x, € D minimum

f(xp), jedli istnieje takie otoczenie punktu x, \/\

zawarte w D, ze dla wszystkich x # x, E

z tego otoczenia zachodzi nieréwnos¢: fx) T !
F(x) > f(x) 0lx—c x, x,te x

Moéwimy, ze funkcja y = f(x) maw punkcie x, ekstremum, jezeli ma w tym punkcie
maksimum lub minimum.
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Zauwazmy, ze funkcja moze przyjmowac ekstremum w nieskonczenie wielu punk-
tach nalezacych do dziedziny.

Na przyktad funkcja f(x) = cos x:

» we wszystkich punktach postaci x; = 2kn (k € Z) ma maksimum réwne 1,

e we wszystkich punktach postaci x; = n + 2kn (k € Z) ma minimum réwne —1.

Y

[I%5)
RE
w

Funkcja nie musi by¢ rézniczkowalna w punkcie, w ktérym ma ekstremum, np. nie-
posiadajaca w x; = 0 pochodnej funkcja f(x) = |x| ma w tym punkcie minimum.

Natomiast jezeli funkcja jest rozniczkowalna w punkcie, w ktérym ma ekstremum,
to styczna do wykresu w tym punkcie jest rownolegta do osi x. Zachodzi zatem na-
stepujace twierdzenie.

Jezeli funkcja f okreslona i rézniczkowalna w przedziale (a; b) ma ekstremum
w punkcie x, € (a; b), to f'(x,) = 0.

Dowaod

Zgodnie z definicja funkcja f ma w punkcie x, € (a; b) maksimum wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje takie otoczenie U punktu x,, ze dla wszystkich punktéw x # x,
z tego otoczenia zachodzi f(x) < f(x,), awiec f(x)— f(x,) < 0. Aby skorzysta¢
z definicji pochodnej, zapiszemy x w postaci x = x, + h, gdzie xy+h e U i h #0.
Mamy wiec f(xy+h)— f(xg) <0 dla h+0 i x,+heU.

flxo+h) = fx) f(x0+h)—f(x0)<0.

zeli h <0, t
Jezeli h < (0] Y Y

>0, agdy h>0, to
Wrynika stad, ze:

lim f(xo +h) = f(x0) >0 i lim f(xo+h) = flxo)

<0
h—0~ h h—0t h =
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Z zalozenia wiemy, ze pochodna f'(x, ) istnieje, wigc obydwie pochodne jednostron-
ne muszg by¢ jej réwne. Zatem z otrzymanych nieréwnosci f'(x,) =0 i f'(x,) <0
mamy f'(x,) = 0.
Dowdd twierdzenia w przypadku, gdy f ma w punkcie x, € (a; b) minimum, prze-
biega analogicznie.

Warunek podany w twierdzeniu jest warunkiem koniecznym, ale nie wystarcza,
by funkcja miata ekstremum. Na przyklad funkcja f(x) = x° nie ma ekstremum
w punkcie 0, chociaz f'(0) = 0. Dlatego do wyznaczania ekstreméw funkgji stosuje
sie inne twierdzenie — warunek wystarczajacy do tego, by funkcja rézniczkowalna
miata ekstremum w punkcie x,,.

Dana jest funkcja f okreslona w pewnym otoczeniu (x, — & x, + €) punktu x,
i rozniczkowalna w punkcie x,.
Jezeli spetnione sg warunki
f ,(xo) =0,
flx)>0dlaxe(xg—g&x) i f(x)<0da xe(xpx+e)
to funkcja f ma w punkcie x, maksimum.
Jezeli natomiast spetnione sa warunki
f ,(xo) =0,
flix)<0dlaxe(xg—gx) i f(x)>0da xe(xpx+e)

to funkcja f ma w punkcie x, minimum.

Warunki podane w twierdzeniu oznaczaja, ze w punkcie, w ktorym funkeja réznicz-
kowalna ma ekstremum, pochodna tej funkcji zmienia znak.

ftx)

fix) i
! 0

/ % y | x

W punkcie x, funkcja f ma maksimum: W punkcie x, funkcja f ma minimum:
dla x < x, jest f'(x) >0, dla x < x, jest f'(x) <0,
dla x > x, jest f'(x) <0. dla x > x, jest f'(x) > 0.
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49.7. Wykaz, ze funkcja y = f(x)
jest monotoniczna w zbiorze liczb
rzeczywistych.

a) f(x) = 2x° —3x> +5x — 4

b) f(x) = —x°-3x"-5x+3
Rozwigzanie

a) f’(x) =6x" —6x+5
D=D'=R

A=36-4-6-5<0

Zatem f'(x) >0 dla x € R,

a wiec funkgja f jest rosngca w R.
b) f'(x) = —5x* —9x* -5
D=D'=R

fl(x) = -5x* —9x* =5 <0

dla x € R

Zatem funkgcja f jest malejaca w R.

49.8. Wyznacz ekstrema funkgji.
a) f(x) = (x2 - 8) (x2 - 10)

2

b) f() = 5
o) f(x) = —2x* +8x° - 24
d) f(x)zw
X
€) f(x)=m
X +3x+5
f)f(X)ZT

Odp.: a) maksimum: 80 dla x = 0,
minimum: —1dla x=-3 i x=3
b) maksimum: —i dla x=0

¢) maksimum: 30 dla x = 3

d) maksimum: -8 dla x = -2,
minimum: 0 dla x =2

e) maksimum: -1 dla x = 2,
minimum: —é dla x =-2

f) maksimum: —11 dla x = 4,
minimum: 1 dla x = -2

Przyktad e zad. 9.7

Zbadamy, czy funkcja f(x) = x> + 3x> + 5 ma w jakim§ punkcie ekstremum. Jesli
tak, to okreslimy, czy jest to minimum, czy maksimum oraz obliczymy jego wartos¢.

Rozwigzanie

f'(x) =3x> +6x = 3x(x+2), D=D"=R

fl(x)=0 & x==2lubx=0, f(-2)=-8+12+5=9, f(0)=5

f'(x) >0 & x € (—00; —2) U (0; c0)

fl(x) <0 & xe(-2;0)
Zebrane informacje zestawiamy w tabeli. W drugim wierszu zapisujemy wlasnosci
pochodnej - jej znak w odpowiednich przedziatach oraz miejsca zerowe. W trzecim

— wlasnoéci funkeji: odpowiedni znak monotonicznosci, nazwe ekstremum (o ile wy-
stapilo) i jego warto$c.

x (—o0; =2) -2 (=25 0) 0 (0; 00)
1) + 0 - 0 N
9 5
f&) 7 maks ™ min 4

Odp.: W punkcie x = -2 funkcja f ma maksimum réwne 9, a w punkcie x = 0 ma
minimum réwne 5.

Przyktad @)
Wyznaczymy ekstrema funkeji f(x) = o

zad. 9.8

Rozwiazanie
' _2x-(x2—1)—x2-2x_ _2x
e P
fl(x)=0 & x=0, f(0)=0
flx)>0 & -2x>0ixeD' & xe(-00;-1)U(-1;0)

fl(x) <0 & x e (0;1)U(l; oo0)

D=D =R-{-1, 1}

x | (=005 -1) -1 (-1;0) 0 0; 1) 1 (1; oo0)
f'(x) + nie istnieje + 0 - nie istnieje -
f(x) /7 nie istnieje 7 0 nie istnieje

) maks ™ ) ™

Odp.: W punkcie x = 0 funkcja f ma maksimum réwne 0.
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Przykfad e zad. 9.12 49.12. Funkgja
i - . X+ mx . . __axtb
Dla jakiej wartosci parametru m funkcja f(x) = 2, ma maksimum w punkcie 2? fx) = GoDa-a ™
Rozwiazanie ekstre(:imum. V(\; punk?ie x2= 2. 1
f,(x) _ 2x+m) - (x2 +22) - Exz + mx) - 2x _ —mx’ + 4x -2r Zm) D= D' -R Ss;jn::zv:;?b?mq ” f( ) ‘
(*+2) (+2) Odpia=1,b=0

Aby funkcja f miata ekstremum w x = 2, musi by¢ spetniony warunek f'(2) = 0.
-m-2°+4-2+2m
(22 +2)?
Jezeli m = 4, to f'(x) =

=06 -2m+8=0  m=4

—4x" + 4x + 8
(x2 +2)?
Zbadamy znak pochodnej, zeby sprawdzi¢, czy w punkcie x = 2 funkcja f rzeczy-
wiécie ma maksimum.
4’ +ax+s 4 -x-2) 4+ 1)(x-2)

) = G T T e wr2y
flx)>0 & xe(-1;2), f(x)<0 & x € (—o0; —1) U (2 o0).
5% (—o00; -1) -1 (-1; 2) 2 (2; 00)

f'(x) - 0 + 0 -

Jf(x) N 7 maks N

Odp.: Dla m = 4.

Przyktad 0 zad. 9.16 49.16. Zbadaj przebieg
2 . o .. . . .
. y X —2x+3 . L L zmiennosci funkgji f i naszkicuj
Zbadamy wtasnoéci funkeji f(x) = T3 naszkicujemy jej wykres. jej wykres.
Takie zadanie nazywamy badaniem przebiegu zmiennosci funkgji. a) f(x) = 24_x
Obliczenia zostawiamy do samodzielnego wykonania. b) £(x) * ; i 1
Rozwigzanie Jeo = x? Zx+l
l.DZD/ZR—{—?), 1} — x*+2x-340 © x+-3ix+1 c)f(x)z(x+2)2+x—3
2

2. Zauwazmy, ze dla kazdego x € R zachodzi x* - 2x +3 > 0, zatem: d) f(x)= (x +2‘)12

e funkcja f nie ma miejsc zerowych, ) F) ¥ x—1

e) f(x) = 5——
° f(x)>0 © x€(-00; =3)U(L; 0), f(x)<0 & xe€(=3;1). fz— 7§f+1§
X — oX +

3. Wyznaczamy granice funkeji na koncach przedzialéw okreslonosci. f) f(x) = 2 — 2x

lim f(x)=1, lim f(x)=o0c0, lim f(x)=—oo,

X——00 x—-3" x—-3T

lim f(x) =-co0, lim f(x) =00, lim f(x)=1

x—1" x—1t X—00
49.16. Odp.: a) 7 b) 7 ) [ 1[4

NTANNE ] ,’ |t 7
_ = T 0 X
—— 0 5 0 5%
™~
/
/
] | e k|| | f) T\
| \[£ J
r: A1 4 — ——
——
/ ~N L X
1o % H IEE
[T
[ 1
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4. Asymptota pozioma w +oo jest prosta y = 1, asymptotami pionowymi s3 proste:
x=-3, x=1
4x(x - 3)
6. Po uwzglednieniu dziedziny pochodnej mamy:
o f/(x):O & x=01lub x =3,
o f'(x)>0 & x e (—00; =3)U(=3; 0) U(3; ),
o fl(x) <0 & xe(0;1)U(;3)

5. Wyznaczamy pochodng funkgji: f'(x) =

7. Zebrane informacje zestawiamy w tabeli.

x| (-005-3) -3 (=30 0 | (6;1) 1 (1;3)| 3 | (350)
f(x) + nie istnieje + 0 — | nieistnieje | - 0 +
1
[ele] -1 00 E 1
fl 7 nie istnieje | _ maks N _ o | nieistnieje N 7

8. Wykonujemy szkic wykresu funkcji.

y
y =A%)
1
1 NL
| 2 B
H Il
-3 0 1 3 x
-1

9. Odczytujemy liczbe rozwigzan réwnania f(x) = m zaleznie od wartosci

. N 1 . . .
parametru m: nie ma rozwigzan dla m € <—1; —), ma jedno rozwigzanie

dla m € {—1, %, 1}, ma dwa rozwigzania dla m € (—oco; —1) U <%, 1) U (1; o0).

10. Zbiorem wartos$ci funkcji jest suma przedzialow (—oo; —1) U <%, oo).
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W kazdym z zadan 9.1-9.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz

W zeszycie.
9.1. Wskaz punkt, w ktérym funkcja f(x) = %xs - %xz —2x+1989 ma maksimum. 9.1. B
A.x:é B. x=-1 C.x=2 D.x=0
9.2. Wskaz punkt, w ktorym funkcja f(x) = —x4 — x” ma minimum. 9.2. D
A.x=0 B. x=1 C. x D.x=3
9.3. Wskaz zbior, w ktérym funkcja f(x) = 4 — x* jest malejaca. 9.3.D
A. (-2;2) B. (—V/2; o) C. (—o0; 0) D. (0; o)
9.4. Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeji. 9.4. a) rosngca w R
2 b) rosngca w (—oo; 0),
a) f(x)= X —6x*+ 12x - 1 o) flx)=—""= malejgca w (0; 2),
(x +2)?
rosngca w (2; oo)
2x + 1 —oc0: —
b x)=x—3x>+4 d x) = L ¢) rosngca w (—oo; —2),
) J) ) f) 2-x malejaca w (=2; 0),

rosngca w (0; co)

’ d) malejgca w (—o0; —1),

9.5. Wyznacz przedziaty, w ktérych funkcja f(x) = jest malejaca.

(4-x?) rosngca w (—1; 2),
rosngca w (2; 5),
9.6. Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeji f(x) = V—x2 + 4x + 12. malejaca w (5; o0)

9.7. Wykaz, ze funkcja y = f(x) jest monotoniczna w zbiorze liczb rzeczywistych. 9.5. (_OO; 2 \/§> : <2\/§; oo)

a) f(x) = 2x° = 3x" +5x -4 b) f(x) = —x>=3x —5x+3 9.6. rosngca w (=2 2),
malejaca w (2; 6)

9.8. Wyznacz ekstrema funkgji. 9.8. a) maksimum: 80 dla x =0,
2 —dx 44 minimum: -1dla x =-3 1 x=3
2) flx) = ( )(x B 10) d) fx) = x b) maksimum: —}1 dla x=0
X +1 x ¢) maksimum: 30 dla x =3
b) fl(x) = 4 e) f(x)= 2 —5x+4 d) maksimum: -8 dla x = -2,
. s 24 3x45 minimum: 0 dla x =2
¢) f(x)=-2x"+8x"—-24 f) f(x) = . e) maksimum: —1 dla x = 2,

minimum: —% dla x = -2
9.9. Wyznacz ekstrema funkgcji f(x) = (x3 - 3x>2. f) maksimum: —11 dla x = 4,
minimum: 1 dla x = -2
9.9. minimum: 0 dla x = —V/3,
9.7.a) f(x) =6x"—6x+5 D=D'=R, A=36-4-6-5<0 x=01x=13,
Zatem f'(x) >0 dla x € R, awiec funkcja f jest rosngca w R. maksimum: 4dla x = -1 1 x=1
b) f'(x) =-5x"-9x* -5, D=D'=R
f(x)——Sx —9x*-5<0dlaxeR
Zatem funkcja f jest malejaca w R.
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9.10. W punkcie x = -8 funkcja

ma maksimum,
w X = —4 ma minimum,
w x = 6 ma maksimum.

9.11. [-B, II-C, [TII-A

9.12.a=1,b=0

9.13.a=2,b=0

Dziat 4. Analiza matematyczna

9.10. Na rysunku przedstawiono wykres pochodnej f' funkgji f. Na podstawie tego

wykresu wyznacz punkty, w ktérych funkcja f ma ekstremum. Okresl rodzaj kazdego
ekstremum.

-U o 1 G\X

9.11. Narysunkach I, II i III przedstawiono wykresy funkgji f, g ih, a na rysunkach
A, B i C - wykresy ich pochodnych f', g' i h'. Dopasuj wykresy pochodnych do
odpowiednich wykreséw funkcji.

L y IL. y 1L y
y + h(x)
N ) E8x) W
ﬂ ~ .
0 x | of 1 x
/ 0] 1 X
y = fx)

A y B. y C y

(=]
—
=

9.12. Funkcja f(x) = % ma ekstremum w punkcie x = 2. Ponadto

wiadomo, ze f(2) = -1. Wyznaczaib.

2
9.13. Funkcja f(x) = éx_ :)l; ma ekstremum w punkcie x = 0. Prosta y =2 jest

asymptotg pozioma wykresu funkcji. Wyznacz a i b.
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9.14. Dla jakich wartosci parametru m funkcja

flx)= mT_2x3 +(@2m- 3>)x2 +(5m—6)x jest rosngca w zbiorze R?

X +2x-1 dla x<1

3-x dla x> 1

Zbadaj jej ciaglos¢ i rézniczkowalnosé, wyznacz przedzialty monotonicznosci oraz
ekstrema. Naszkicuj wykres tej funkgji.

9.15. Dana jest funkcja f(x) = {

9.16. Zbadaj przebieg zmiennodci funkeji f i naszkicuj jej wykres.

4 1 _x-1

B f) = ) =gt 9 = 5
2 2 _ 8y

b) f(x) = x2+—tc1+1 d) f(x) = (x_+2§2 f) f(x) = : x2—82x+3

1. Funkcja y = f(x) jestrézniczkowalna w przedziale (a; b) oraz w pewnym punk-
cie x, € (a; b) jej pochodna ma warto$¢ f'(x,) = 0. Ocen prawdziwo$¢ podanych
zdan.

Z podanych informacji wynika, ze

A. styczna do wykresu funkgji f w punkcie x;, jest rownolegta do osi x.

B. funkcja f moze by¢ malejaca w przedziale (a; b).

C. funkcja f jest niemonotoniczna w przedziale (a; b).

=1
2. Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeji f(x) = —————.
Y P ty ji £ x*—3x+3
x*+6x+9
3. Wyznacz ekstrema funkeji f(x) = —.
X
x>+ mx +3
4. Dla jakiej warto$ci parametru m funkcja f(x) = o,y m ekstremum
X® — 4X

w punkcie x = 1? Jakie to ekstremum i jaka ma warto$¢?

5. Funkcja f(x) = x° — 3x + 2 ma ekstrema w punktach x, i x,. Do wykresu
funkgji f poprowadzono styczne w punktach o odcietych -2, 2, x; ix,. Wykaz, ze
czworokat ograniczony tymi stycznymi ma $rodek symetrii. Wyznacz wspéirzedne
tego $rodka.

5. f(x) =x’ =3x+2, f'(x) =3x" =3 =3(x+1)(x—1), wiec f'(x)=0 dla x € {-1, 1}.

Pochodna zmienia znak w punktach x = -1 i x = 1, wigc ma w tych punktach ekstrema.
Wyznaczamy réwnania stycznych w punktach o odcietych -2, -1, 1, 2.

9.14. m € (3; o)

9.15. ciaggla wR,

rézniczkowalna w R — {1};
malejaca w kazdym z przedziatow
(=005 =1) i (1; 00),

rosngca w przedziale (—1; 1);
minimum: -2 dla x = -1,
maksimum: 2 dla x =1

Ji

N
e ;

9.16. Patrzs. 351.

Prosto do matury

1. P,P,F

2. malejaca w kazdym

z przedzialdw (—oo; 0) i (2; o0),
rosngca w przedziale (0; 2)

3. maksimum: 0 dla x = -3,
minimum: 12 dla x =3

4. Dla m =2 funkcjamaw x =1
maksimum réwne —4.

° f’(—2) =9, f(-2)=0= y =9x +b -réwnanie stycznej, 0=9-(-2)+b, b =18, stad y = 9x + 18.

® f'(-1) =0, f(-1) =-1+3+2=4, y =4 - réwnanie stycznej

. f'(2) =9, f(2) =4 = y =9x +c —rOwnanie stycznej, 4=9-2+c, c=-14, stad y = 9x - 14.

* f'(1)=0, f(1)=1-3+2=0, y =0 - rownanie stycznej

Proste y =01 y=4 oraz y =9x+18 i y = 9x — 14 to pary prostych rownolegtych, wiec wyznaczaja one réwnolegtobok,
czyli czworokat majacy srodek symetrii. Wyznaczamy pare przeciwlegtych wierzchotkéw (oznaczamy je literami A i C):

14

14
y=4 X =—— _( 14 y=0 X =— (14
{y:9x+18:> 9:>A‘( 9’4>’ {y:9x—14:>{ 9:’C‘(9’0

y=4 y=0
S - $rodek przekatnej AC, czyli S = (0, 2).

Odp.: (0, 2)
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Uwagi metodyczne 10_ WartOéé naJW|@ksza

Ostatni temat w dziale . , . . . e
poswigcamy na zebrani i warto$¢é najmniejsza funkciji
poznanych poje¢ dotyczacych

analizy matematycznej i wlasnosci

funkcji rézniczkowalnych - Umiejetnosci:

wykorzystujemy je do ° wyznaczanie wartosci najwiekszej i wartosci najmniejszej funkcji w przedziale
rozwigzywania probleméow domknigtym

optymalizacyjnych. * stosowanie pochodnych do rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych

W pierwszej klasie okreslaliémy warto$¢ najwieksza oraz warto$¢ najmniejszg funk-
¢ji na podstawie jej wykresu. Rozwazaliémy wtedy funkcje w calej dziedzinie albo
w pewnym jej podzbiorze. W drugiej klasie wyznaczali$my wartosci najwieksze (naj-
mniejsze) funkcji kwadratowej w przedziale domknietym. To zadanie sprowadzato
sie do poréwnania wartosci funkeji na konicach tego przedziatu oraz w wierzchotku
paraboli. Teraz bedziemy szukaé wartosci najwiekszej i wartosci najmniejszej funkcji
wymiernej. Wykorzystamy do tego pochodna.

Zwroémy uwage, ze maksimum lokalne nie musi by¢ wartoécig najwieksza funk-
cji w calej jej dziedzinie. Podobnie minimum lokalne nie musi by¢ wartoscig naj-
mniejsza.

Przyjrzyjmy sie funkcji f, ktorej wykres y
przedstawiono obok. Jej dziedzing jest prze-
dzial {(a; b). W punkcie x; funkcja f ma mi-
nimum. Jest ono jednoczes$nie wartoscig naj-
mniejsza tej funkcji. W punkcie x, funkcja f
ma maksimum. Nie jest ono jednak warto$cia
najwigksza tej funkcji. Wartos¢ najwieksza
funkcja f przyjmuje w punkcie a.

S

Dana jest funkcja f ciggla w przedziale (a; b) i rézniczkowalna w przedzia-
le (a; b). Aby wyznaczy¢ warto$¢ najwieksza oraz warto$¢ najmniejszg funkeji
w przedziale (a; b), musimy poréwna¢ wartosci funkcji w punktach, w ktérych
ma ona ekstrema, oraz jej wartosci na konicach przedziatu (a; b).

tematy 4.15, 4.16

Multite4a

e Zastosowanie rachunku
rézniczkowego — problem
optymalizacyjny
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Przyktad o
Wyznaczymy warto$¢ najwiekszg oraz warto$¢ najmniejsza funkcji
fx)=2x" 2" —x"+3
w przedziale <—l; l>
32
Rozwiagzanie
f'(x) =8x" - 6x? - 2x
f'(x) = 2x(4x2 -3x - 1) = 8x<x + i) (x-1)

flx)=0 & xe¢ {‘Zly 0, 1}

zad. 10.1

10. Wartos$¢ najwieksza i wartos¢ najmniejsza funkcji -~ 357 s

€10.1. Wyznacz wartos§¢
najmniejszg i warto$¢ najwieksza
funkcji f(x) = x* —5x* +3x -1
w przedziale (—2; 4) oraz
argumenty, dla ktérych funkcja
przyjmuje te warto$ci.

B s 14
Odp.: wartos¢ najwieksza: oy

dla x = l,

3
warto$¢ najmniejsza: —35
dla x =-2

f’(x)>0 <= xe(—i;O)U(l; 00)
f,(x)<0 S xE(—oo; —i)U(O; 1)

TN

W tabeli uwzgledniamy tylko przedziat <—§; %>, wiec obliczamy wartosci funkeji

tylko dla argumentéw z tego przedziatu.

f(_l>=2.i+2.i_l+3=2@
3 81 27 9 81
1 1 1 1 12
f(——)=2-—+2-———+3=2—5
4 256 64 16 128
(

16
P T IR CO R
3 37 4 4 4 ) 2
flo) | - - 0 + 0 - -
125 ;
80 128 5
f) 24 N 7 N 22
min maks

Wartos$¢ najwiekszg réwna 3 funkcja przyjmuje w x = 0. Jest to punkt, w ktérym

funkcja ma maksimum.

Choe . 5 . N 1 . r s
Warto$¢ najmniejszg réwna 25 funkcja przyjmuje w x = 3 Jest to jeden z koncow

. 11
przedziatu <—§, E>

Odp.: W przedziale <—§; %> funkcja f przyjmuje warto$¢ najwieksza rowna 3 dla

fg o . . . 1
x = 0 oraz warto$¢ najmniejsza rowna 25 dla x = 2
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410.3. Liczbe 8 przedstaw

w postaci sumy dwoch
nieujemnych sktadnikéw tak, aby
suma szescianu jednego z nich

i kwadratu drugiego z nich byta
najmniejsza.

Odp.:8=2+6

410.6. Wyznacz réwnanie
prostej przechodzacej przez
punkt P = (1, 4) i odcinajacej
na dodatnich poétosiach ukladu
wspodtrzednych odcinki

o wspdlnym koncu (0, 0), ktorych
suma dlugosci jest najmniejsza.

Odp.: y = -2x+6

Przyktad 9 zad. 10.3

Liczbe 10 przedstawimy w postaci sumy dwoch nieujemnych skladnikéw tak, aby
suma sze$cianu jednego z nich i kwadratu drugiego z nich byta najmniejsza.

Rozwigzanie
Oznaczmy literg x jeden ze sktadnikow sumy. Wowczas:
10 = x + (10 — x)
Z warunkow zadania wynika, ze x € (0; 10), bo oba sktadniki muszg by¢ nieujemne.
Okreslamy funkcje zgodnie z zalozeniami zadania:
f(x) = x> +(10-x)* = x> + x* = 20x + 100, D = (0; 10)
Szukamy argumentu, dla ktérego funkcja f przyjmuje najmniejsza wartosc.
f'(x) =3x* +2x-20, D' =(0;10)

flx)=0 & 3 +2x-20=0ixeD & xz%ﬁ
flx)>0 & xe (%_13_1; 10>
flx)<0 & x¢ (o; %_13‘1)
. (0; ﬁ—l) V6l -1 <xﬁ—1;10>
3 3
f'(x) - 0 +
f(x) N min 7
Dla x = \/6_13_ funkcja osigga minimum. W przedziale <0; V6L 1) funkcja
maleje, a w przedziale < Vel - 1; 10) ro$nie, wiec w punkcie x = \/6_13_ ! funkcja

przyjmuje warto$¢ najmniejsza. Zatem sktadniki, na jakie nalezy roztozy¢ liczbe 10,

o NeI-1 Ve1-1  31-+61
s3 rowne il0- P "R
Odp.: Liczbe 10 nalezy zapisa¢ w postaci sumy skfadnikéw réwnych
VEI-1 . 31- V6l
3 3
Przyktad @) < zad. 10.6

Przez punkt P = (2, 3) przechodzg proste, ktdre wraz z dodatnimi pétosiami uktadu
wspolrzednych ograniczaja trojkaty o kacie prostym przy wierzchotku O = (0, 0).
Wyznaczymy réwnanie tej prostej, dla ktorej pole takiego tréjkata jest najmniejsze.



10. Wartos$¢ najwieksza i wartos¢ najmniejsza funkcji -~ 359 s

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Wyzna- y
czymy najpierw réwnanie prostej AB w zalezno$ci \
od parametru b. B=(0.b)
P=(23)
y=ax+b
3=2a+b «—— P =(2,3) nalezy do prostej AB "
—_ 3 - b T
a=- 0| 1 AN
3-b
=—x+b
Y 5 X

Do obliczenia pola trdjkata potrzebna jest pierwsza wspoltrzedna punktu A.
3-b ) o 2b
Tx+b— 0, wiec x = PR czyli A= <_b—3’ 0).
Z warunkéw zadania wynika, ze b > 3, bo w przeciwnym razie prosta PB nie prze-
cinalaby dodatniej pétosi x uktadu wspdtrzednych.
Wyznaczamy dlugosci odcinkéw OA i OB.

2b 2b
|OA| = m = m «—b>3
|OB| = |b| = b
Pole tréjkata OAB zapisujemy jako funkcje zmiennej b:
1 v’
= Z|OA| - |OB| =
S(b) = $10A] - |OB| =

2

b-3’

Zatem interesuje nas najmniejsza wartos$¢ funkcji S(b) = D=D"=(3; o0).

1y 2b(b-3)-b" b —6b _ b(b-6)

S®) = ®-32  (b-3? (b-3)?

oy bb-6) . . ) B
S)y=0 & b3 =0ibeD ©b=6
S'b)<0 & be3;6); S'(b)>0 & be (6 o)
b (3; 6) 6 (65 o0)
S'(b) - 0 +
S(b) N min A

W b = 6 funkcja ma minimum. Jest ono najmniejszg wartoscig funkcji w dziedzinie.

3-6 3. . . 3
Zatem b =6, a= =7 i szukana prosta AB ma rownanie y = St 6.

Odp.: Prosta, ktéra wyznacza tréjkat o najmniejszym polu, ma réwnanie y = —Ex+6.
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€10.8. W pétkole o promieniu 1
wpisano prostokat o najwiekszym
mozliwym polu. Wyznacz dtugosci

bokoéw tego prostokata.
Odp.: V2, \/75

Przyktad o zad. 10.8

W potkole o promieniu 1 wpisujemy trapezy, ktérych dtuzsza podstawa jest srednica
potkola. Znajdziemy najwieksze mozliwe pole takiego trapezu.

Rozwigzanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. D C
S jest $rodkiem $rednicy AB.

Niech x = |KS| = %ICDI. Z warunkéw -
zadania wynika, ze x € (0; 1). ATk x s

Z tréjkata prostokagtnego KSD wyznaczamy wysoko$¢ trapezu |KD| = V1 — x2.
Zatem pole dowolnego trapezu spelniajacego warunki zadania mozemy przedstawi¢
jako funkcje zmiennej x:

P(0) = 3@ +20VT =% = (14 0V1 =22, D=(0; 1)
Szukamy najwigkszej wartosci funkeji P(x).

I sposéb
Do obliczenia pochodnej funkeji P(x) wykorzystamy wzory na pochodng iloczynu

oraz pochodnag funkgji ztozonej.
P'(x)=[(1+x)\/1—x2]’=(1+x)'-\/l—x2+(1+x)-<\/l—x2>,=
2 2 2
/—1—x2+(1+x)' —2x _ /—l—xz X —-Xx :l—x —xox

= +
2V1 - «? V1 - 22 V1 - a2
-2x" - x+1 !
=———, D =(0;1)
V1 - x2
Mianownik jest dodatni w kazdym punkcie dziedziny, zatem w dalszych rachunkach

mozna go pominac.

Px)=0 & -2x-x+1=0ixe(0;1) & x

2
Px)>0 & -2x~x+1>0ixe(0;1) & xe(O;%)
Plx)<0 & 2x-x+1<0ixe(0;1) & xe(

= (3) 3 Gy
P'(x) + 0 -
33
P(x) 2 4 N

maks




10. Wartos¢ najwieksza i warto$¢ najmniejsza funkcii

W punkcie x = 3 funkcja P ma maksimum. Jest ono jednocze$nie najwieksza war-

toscig funkcji w przedziale (0; 1).
2
P(l):<1+l>\/1—<l> ZE\P:_
2 2 2 2 V4

II sposéb
Zapiszemy wzor funkcji w innej, rownowaznej postaci. Dla x € (0; 1) wyrazenie
1+ x>0, zatem:

= T+ 221 = x2) = (52 + 22+ 1) (1 - 22) = Vot = 207 +2x + 1

Funkcja y = V/t jest rosngca, zatem funkcja P(x) = 1/g(x) przyjmie wartos¢
najwigksza w punkcie, w ktérym wartos$¢ najwieksza osiggnie funkcja g(x).

Zbadamy monotonicznos¢ funkcji g(x) = ool roax 1w przedziale (0; 1).

g ) =-4x—6x’+2=-2(x+1) 2x2+x—1):—4(x+1)2<x—%)

g(x)—0<:> 4(x+1)2(x %) 0ixe(0 1)4:>x—%

! 2 1 1
G (x)>0 & —4(x+1) (x E>>01xe(o Do x€<0, E)
! 2 1 . l
gx)<0 & —4(x+1) (x E><01x€(0,1)4:»xe<2,1)

1 1 1
x (¢3) 5 ()
g'(x) + 0 -
g(x) 2 maks N
33
= 4
P(x) = 1/g(x) 7 ks N

W punkcie x = 3 funkcja g ma maksimum. Jest ono jednocze$nie najwieksza war-

toscig funkcji g w przedziale (0; 1). Taka samg wlasno$¢ ma funkcja P(x) = +/g(x).

AT 32

Odp.: Najwieksze pole trapezu spetniajacego warunki zadania jest réwne ig
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€10.9. Jaka najwicksza objetos¢
moze mie¢ prostopadloscian

o sumie dtugo$ci wszystkich
krawedzi réwnej 60, majacy

w podstawie prostokat o stosunku
dtugosci bokéw 2 : 17

Przyktad e

zad. 10.9

Suma dtugosci wszystkich krawedzi prostopadto$cianu o podstawie kwadratowej wy-

nosi 84. Jaka wysokos$¢ ma prostopadloscian o podanych wtasnosciach i najwiekszej

mozliwej objetosci?

Rozwiazanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku: a jest dlugoscia krawedzi
podstawy, h — dlugos$cia krawedzi bocznej, czyli wysokoscig pro-

stopadlo$cianu.

V=a’h

(1

Z warunkdéw zadania mamy:

8a+4h =84

2a+h=21
h=21-2a
Zauwazmy, ze h i a, jako dtugo$ci odcinkow, przyjmuja tylko wartosci dodatnie.

Zatem w szczegolnosci z warunku /4 > 0 wynika, Ze a € (

(2)

«— objetos¢ prostopadloscianu

Wyrazong zaleznos$¢ wysokosci od wartosci a podstawiamy do réwnosci (1) i otrzy-

mujemy objeto$¢ zalezng juz tylko od jednej zmienne;:

2)
2

V(a) =a*-(21-2a), D

Zbadamy, dla jakich wartoéci a funkcja V(a) przyjmuje warto$¢ najwigksza.

V(a) = a*- (21 - 2a) = —2a° + 214
V'(a) = —6a’ +42a = —6a(a—7)

Vi@)=0oa=7

V'ia)>0 & ae(0;7)

Via) <0 & ae(

75 Q)
2

«—a =0 nie nalezy do dziedziny funkcji

a 0; 7) 7 7; %
V'(a) + 0 _
343
Via) 7 maks ™

=y

W punkcie a = 7 funkcja V ma maksimum. Jest ono jednoczesnie najwicksza war-

toscig funkcji w przedziale (0; % >



10. Wartos¢ najwieksza i warto$¢ najmniejsza funkcii

Pytanie w zadaniu dotyczyto warto$ci h, zatem a = 7 podstawiamy do zaleznosci (2)

i stad:
h=21-2-7=7
V(7) = 343

«— prostopadlo$cian jest wowczas sze$cianem

Odp.: Najwieksza objetos¢ ma prostopadioscian o wysokosci 7, czyli szescian.

10.1. Wyznacz warto$¢ najmniejszg i warto$¢ najwieksza funkeji
f(x) =x>-5x> +3x -1
w przedziale (—2; 4) oraz argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje te warto$ci.
x* —4x

x?+2
w przedziale (—4; —1) oraz argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje te warto$ci.

10.2. Wyznacz warto$¢ najmniejsza i warto$¢ najwicksza funkeji f(x) =

10.3. Liczbe 8 przedstaw w postaci sumy dwoch nieujemnych skfadnikéw tak, aby
suma sze$cianu jednego z nich i kwadratu drugiego z nich byta najmniejsza.

10.4. Wyznacz wspétrzedne takiego punktu nalezgcego do paraboli y = x°, ktére-
go odleglos¢ od punktu P = (-5, —1) jest najmniejsza.

10.5. Na hiperboli o réwnaniu y = % wybrano punkty A = (-1, —4)

i B = (-2, -2). Wyznacz wspolrzedne takiego punktu C o dodatniej odcigtej nale-
zacego do tej hiperboli, aby pole tréjkata ABC bylo najmniejsze.

10.6. Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P = (1, 4) iodcinajacej
na dodatnich pétosiach uktadu wspoétrzednych odcinki o wspolnym koncu (0, 0),
ktérych suma diugosci jest najmniejsza.

10.7. W figure ograniczong parabolg o réwnaniu y = —x*—6x+27 iosig odcietych
wpisano prostokat o najwiekszym mozliwym polu. Oblicz to pole.

10.8. W poélkole o promieniu 1 wpisano prostokat o najwiekszym mozliwym polu.
Wyznacz dlugosci bokow tego prostokata.

10.9. Jaka najwieksza objeto$¢ moze mie¢ prostopadio$cian o sumie dlugosci
wszystkich krawedzi réwnej 60, majacy w podstawie prostokat o stosunku dlugosci
bokéw 2:1?

Odpowiedzi i rozwigzania
10.1. warto$¢ najwieksza: —%

dla x = l,
3

warto$¢ najmniejsza: —35
dla x =-2

BE B G 5
10.2. warto$¢ najmniejsza: 5

dla x = -1,
warto$¢ najwieksza: 2 dla x = -2

103.8=2+6

10.4. (-1, 1)

10.5. C = (2, 2V2)
10.6. y = 2x+6

10.7. P = 963

10.8. V2, Vg

10.9. 10%
9

363 I
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10.10. &
3

10.11. a - diugos¢ krawedzi Q
podstawy graniastostupa

h - wysokos¢ graniastostupa

8a + 4h = 12, wiec 2a+h = 3, Q
h=3-2a

a>01h>0, wiqcae(O;l%)

V(a) = a*h = a2(3—2a) =3a*-2a°
- objetos¢ graniastostupa

V'(a) = 6a - 6a° = 6a(l —a)
V'(a)>0 dla a € (0; 1)
Vi@<odaac(113)

Zatem funkcja V jest rosnaca

w przedziale (0; 1) i malejaca

w przedziale <1; 1%), wiec

najwieksza warto$¢ osiaga
dlaa=1 Wtedy h=3-2-1=1.
Zatem ten prostopadtoscian jest
sze$cianem o krawedzi 1.

Prosto do matury
1. P,F, P

Lo 8. 1
2. wartos$¢ najmniejsza: ——
18
dla x = —4,
warto$¢ najwieksza: 0 dla x =0

3.
4.

10.10. Na podstawie ostrostupa prawidtowego trojkatnego opisano okrag. Suma
wysokosci ostrostupa i promienia tego okregu jest rowna 2. Wyznacz promien okre-
gu, przy ktorym objetos¢ ostrostupa spelniajacego podane warunki jest najwieksza.

10.11. Wykaz, ze ze wszystkich graniastostupéw prawidlowych czworokatnych
o sumie dlugo$ci krawedzi réwnej 12 najwicksza objetos¢ ma szescian o krawedzi 1.

10.12. Wykaz, ze ze wszystkich graniastostupéw prawidlowych tréjkatnych o obje-
tosci V najmniejsze pole powierzchni catkowitej ma ten, ktérego krawedz podstawy

jest réwna Vav.

1. Dana jest funkcja f(x) = x* — 8x” + 7. Ocen prawdziwoé¢ podanych zdan.

A. Warto$¢ najwicksza funkcji f w przedziale (—1; 2) jest rowna 7.
B. Wartos¢ najwiegksza funkgji f w przedziale (—1; 3) jest réwna 7.
C. Wartos¢ najmniejsza funkcji f w przedziale (-3; 3) jest rowna —9.

2. Wyznacz warto$¢ najmniejszg i warto$¢ najwieksza funkcji
x
feo = x? - 10x + 16
w przedziale (—6; 0). Podaj argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje te warto$ci.

3. Roznica ciggu arytmetycznego (a,,) jest mniejsza od 1i as; = 1. Wyznacz naj-
mniejsza warto$¢ wyrazenia %.
50

4. Dany jest trojkat o wierzchotkach A = (2, 2), B = (-2, 0), C = (0, —2). Przez
punkt P = (1, 1) poprowadzono prosta k o ujemnym wspotczynniku kierunko-
wym. Prosta k przecina bok AB w punkcie M i bok AC w punkcie N. Wyznacz taka
warto$¢ wspolczynnika kierunkowego prostej k, dla ktérej pole trojkata AMN jest
najmniejsze.

5. Suma dlugosci wszystkich krawedzi graniastostupa prawidlowego tréjkatnego
jest rowna 9. Jaka najwieksza objeto$¢ moze mie¢ taki graniastostup?

10.12. g - dlugos$¢ krawedzi podstawy graniastostupa, h — wysokos$¢ graniastostupa

a’\3 V43V 1

V= h, wiec h =

PENCEE) a?
P(a) - pole powierzchni calkowitej

2 2 2
p(a)zz,a;/g+3ah:a2\5+3a.ﬂ.i2:\/§<“_+ﬂ),a>0
a

3 a 2
P'(a) = ﬁ(a—ﬁ) = ig(c13—4V)

a? a?
P'@) <0 dlaace (O; W)
P'(a)>0 dla a e (VaV; o)
Zatem funkcja P jest malejaca w przedziale (0; Jav > i rosngca w przedziale < V4v; oo),

wiec najmniejsza wartos¢ osiaga dla a = Vav.



11. Powtdrzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-15 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

1. Wskaz ciag zbiezny do liczby 3.

A a _3n-n B. a _3n3—n C. a _n—?m2 D.a _n—?m3

M 24l T 241 TR w21 BRI

o ‘1 16 32
2. Wskaz warto$¢ sumy szeregu geometrycznego 12 — 8 + 3 "9t
A4 B. 22 C. 20 D. 36
n—1
3. Wskaz granice ciagu a, = o
A0 B. 2 c = D. oo
6 36

4. Wskaz funkcje, dla ktoérej spelniony jest warunek lin% f(x)=0.

2 2 2 2
x“ =2 X" —4x+4 x" -4 X" —2x
A.f(x)— x_2 B. f(x)—T C.f(x)— x_2 D.f(x)— x_2
5. Wskaz warto$¢ lim S%n4x.
x— X sin 2x
2
A. -2 B. 0 C.2 D.n
2
6. Wskaz lim
X—00 x — 1
A. —o0 B. -1 C.1 D.0

7. Wskaz funkgje, dla ktdrej spelniony jest warunek lim1 f(x) = oo.

2 3

C. f(x) = —— D. f(x) = —

X 5%
(x+1)2 |x + 1]

A f(x) = B. f(x) =

x? -1
X +x-6 dl

8. Wskaz warto$¢ m, dla ktérej funkcja f(x) = 1 ~3—5 42 ¥ # 2 jest ciggta

w punkcie x, = 2. m dla x =2

A. -2 B. 2 C.3 D.5

11. Powtdrzenie
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I 366 Dziat 4. Analiza matematyczna

9.C 9. Wskaz wzor funkcji rézniczkowalnej w punkcie x, = 0.
X | x| 1
A. f(x)—; B. f(x)—; C. f(x) = x|x]| D. f(x)—ﬁ
10. B 10. Wskaz pochodna funkgji f(x) = x+/x.
A f'x)=vX B f’(x)=¥ C. f’(x)=¥ D. f’(x)=¥
2
11. D 11. Wskaz wartos¢ pochodnej funkgji f(x) = }i W punkcie x; = 2.
X
A2 B. 2 ol 5,
3 3 9
12. D 12. Wskaz pochodna funkgji f(x) = Vx? — 3x.
1
A. f(x)=V2x-3 C fl(x) = ——
f / 2Vx? - 3x
1 ! 2x -3
B. fl(x) = —— D. f'(x) = ——
f 4x -6 f 2Vx? - 3x
13. A 13. Wskaz wspotczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkeji
f(x) = (x2 -—x- 1)3 w punkcie o odcietej x, = —1.
A -9 B. -1 C. 1 D.9
14. C 14. Wskaz wzor funkcji monotonicznej.
A. f(x) = §x3 +x° C. f(x) = §x3 +2x
B. f(x) = §x3 —2x? D. f(x) = §x3 -x
15. B 15. Wskaz liczbe ekstreméw lokalnych funkgji f(x) = x* + 2x°.
A0 B. 1 C.2 D.3
W zadaniach 16-26 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
16. F, P, P 16. Ciag okreslony wzorem a, = Vn+1— +/n jest
A. rosnacy. B. zbiezny. C. zbiezny do 0.
17. P,P,P 17. Ciag (a,) o wyrazach roznych od zera jest zbiezny. Zatem ciag b, = L
a

n
A. moze by¢ zbiezny.
B. moze by¢ rozbiezny do nieskoniczonosci.
C. moze by¢ rozbiezny.



18. Dany jest nieskoniczony ciagg geometryczny (a,,) o ilorazie q. Szereg geometrycz-
ny a, +a, +as + ... jestzbiezny. Zatem ciag (a,,)
A. moze by¢ zbiezny do 1.
B. moze nie by¢ monotoniczny.
C. moze by¢ rozbiezny.
xZ
19. Funkcja okreslona wzorem f(x) = { Ix|
0 dlax=0

dla x #0

A. jest ciagta w punkcie 0.
B. jest rozniczkowalna w punkcie 0.
C. ma minimum lokalne w punkcie 0.

20. Pochodna funkgji f(x) = x° — x* + 2x — 7 motze przyja¢ warto$é
A. 0. B. 1. C. 2.

21. Prosta k o podanym wzorze jest styczna do wykresu funkgji f(x) = 1 — x°.
A k: y=2x+2 B. k: y=1 C kiy=-4x+4

22. Prosta y = ax + b jest styczna do wykresu funkcji rézniczkowalnej y = f(x).
y=ax+b

y = f(x)
A. 0. B. 1. C. 2.

Liczba rozwigzan ukladu réwnan { moze by¢ réwna

23. Istniejg takie funkcje f(x)1i g(x), ze }grolo f(x)=01i gLrIgo g(x) = —co0 oraz
A. lim [f(x)-g(x)]=1. B. lim [f(x)-g(x)]=0. C. lim [f(x)- g(x)] = oo.

. _le 25 14
24. Funkgja f(x) = X T X +4x

A. ma ekstremum w punkcie 0.
B. ma ekstremum w punkcie 1.

C. jest rosngca w przedziale (0; oo).

25. Na rysunku obok przedstawiono wykres po- y

chodnej f' funkgji f. Funkcja f ma ekstremum A /
w punkcie z i
A. 0. B. 4. C.7.

26. Dla pewnej liczby m funkcja f(x) = x° + mx
ma maksimum w punkcie
A. 1. B. 0. C. 1

19.

20.

21.

22,

23.

24,

25.

26.

. F,P,F

P,E, P

F,FP

P,P,F

F,p,P

P,P, P

P,E, P

F,E P

P,EF

11. Powtdrzenie
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I 368 Dziat 4. Analiza matematyczna

Zadania otwarte krétkiej odpowiedzi

27.2) 10 b) -0 ¢) -0 d) 1 27. Oblicz granice ciagu (a,,).
2) un:(n—3)(2113+5)(5n—1) 0 an=<%>n+<§>n_<§>n
n’+1 3 4 4
4
b) an:10n3—% d) a,=Vn*+2n+3-n
28.a)9 b)38 (2 - \/5) 28. Oblicz sume¢ podanego szeregu geometrycznego, jezeli ta suma istnieje.

c) szereg rozbiezny d) 1- /3 a) 3+2+‘_1+§+
3Tt

b) 8-4V2+4-22+ ...

8§ 4 6 9
€ =——========
21 7 7 7 5 s
Q) 14 -1 _(x/?—l) +<\/§—1> ~
2 2 2
29. a) ? b) —% ) Z d) —% 29. Oblicz granice.
2 4 2
2) lim X =30 p) gy S gy XX 26 gy 1o
x—5 3x—15 xo-1 x2-x-2 xov3 Xt —2x2 -3 x—1 x—1
30.a) 0 b)-oc0 ¢)oo d)-o0 30. Oblicz granice niewlasciwa.
. 2x-3 . X -3 . X +3x-1 : 1-x
YWk Pnn 20 e Y
LI
31. tak 31. Sprawdz, czy funkcja f(x) =1 x-1 ax jest ciagta w punkcie 1.
3 dla x=1
32.a) 39 b)-127 32. Oblicz pochodng funkgji f(x) w punkcie x,,.
3 2x% —

-19 d) a) f(x)=2x"-15x+V2, xy=-3 o f(x)= ; 3", xp = —2

b) f(x)=%+\/§, x0=7 d) f(x)= Va2 +3x+4, x5 =0
33. y=3x-2 33. Napisz rownanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = 2x — 1w punkcie o od-

X

cietej 1.

34. y= —%x + % 34. Napisz rownanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = V3x?2+1 w punkcie

o ujemnej odcietej i rzednej 2.

40. Niech f(x) = 16x° — 5x + 5.
flx)=80x"-=5=5(16x"-1) =5(4x"+ 1) (4x* - 1) = 5(4x> + 1) @x + D(2x - 1)
1 1

=0 da xe {-% 5}, F0>0 dia x e (—oo; -%)u (5; oo), F0) <0 dla xe (-%; %)

Zatem funkcja f rosnie w przedziatach <—oo; —%> i <%, oo), a maleje w przedziale <—%; %>
1 1 1 1 1 1
—~)=-Z+42-45=7>0, S)=2-2-45=3>0, f(-1)=-1 =-6<
f( 2) 5t 2+5 7>0 f(2> 5 2+5 3>0, f(-1) 6+5+5=-6<0 1
Z powyzszych réwnan wynika, ze funkcja f ma dokltadnie jedno miejsce zerowe (w przedziale (—1; _E>)'
Zatem réwnanie 16x° — 5x + 5 = 0 ma doktadnie jedno rozwigzanie.

4. f(x)=x -x+2

flx+h) - f(x) (x+h)P—(x+h)+2-(x*-x+2) x3+3x2h+3xh2+h3—x—h+2—x3+x—2_

! . . .
=1 =1 =1
f(x) = lim h hoo h o h
2 2 3
=}lim3xh+3xz th _h=}lim(3x2—1+3xh+h2)=3x2—1+3x-0+02=3x2—1
—0 —0



© 00

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

2 3
1 X X X

ft ot .11
35. Rozwigzréwnanie —+—+—+ ... = =+ =—+—+ .
g2 5P 3 6 12

s3 sumami zbieznych szeregéw geometrycznych.

.., w ktérym obie strony

36. W nieskonczonym ciggu geometrycznym zbieznym suma pierwszego i trzeciego
wyrazu jest rowna 15, a suma kwadratow tych wyrazéw jest rowna 153. Oblicz sume
wszystkich wyrazéw ciagu.

2
37. Wyznacz dziedzing funkeji f(x) = ;:T Podaj granice funkeji na koncach

przedziatéw, w ktorych jest okreslona.

38. Sprawdz, czy istnieje taka wartos¢ parametru m, dla ktérej funkeja

4
xz—l dla x#-1ix#1
flx) = fm_ ! dla x = -1 jest ciagta w punktach 1i-1.
m dla x =1

39. Wykaz, ze réwnanie x* —2x° — x* + 1 = 0 ma co najmniej dwa rozwigzania.
40. Wykaz, 7e réwnanie 16x° — 5x + 5 = 0 ma doktadnie jedno rozwiazanie.

41. Wykaz na podstawie definicji, ze pochodna funkcji f(x) = x° —x+2 jest réwna

fl(x)=3x" - 1.

L+x-6

(x - 5)?

tej funkeji w punkcie, w ktérym wykres przecina dodatnig pétos osi x.

42. Dana jest funkcja f(x) = . Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu

2
43. Wyznacz réwnania stycznych do wykresu funkeji f(x) = x n réwnoleglych
e

do prostej o réwnaniu 3x —4y = 0.

3x?

44. Wyznacz przedziaty monotonicznosci funkeji f(x) = PTCIET
X
2
8¢ 4 258 4p 4 8
T 2

45. Wyznacz ekstrema funkgcji f(x) = , oraz argumenty, dla

x+2 x
ktdrych sa przyjmowane.

46. Wyznacz zbi6r wartoéci funkcji f(x) = x* + x° — 55 + 1.

52. a +2b = p - obwdd trojkata
R R oEeR
b= 2 25 2, wiec a < > h \/b 2 5 5 2ap
ton=1,.1 - 3
P= ah Sa \/p —2ap = \/ a’p? —2a’p, ae(O 2)

Pole P jest najwieksze, gdy najwigksza jest warto$¢ funkeji f(a) =

pa —2pa ae

2 .

11. Powtdrzenie

35.x:2
2

36. 8 lub 24

37.D =R-{-1, 1}
xgr_noo flx)=1, lirﬁnr flx) =

1ir3+ f(x) = oo, lirr% flx) ==

Jim 1) =1
38. nie

39. Niech f(x) = o2 ol
Funkcja f jest ciagla.
f(0)=1>0
f)=1-2-1+1=-1<0
f3)=81-54-9+1=19>0
Zatem funkcja f ma miejsca
zerowe w przedziatach (0; 1)

i(1; 3), czyli ma co najmniej dwa
miejsca zerowe. Oznacza to, ze
rownanie x* —2x> —x*+1=0
ma co najmniej dwa rozwigzania.

40. Patrzs. 368.

41. Patrz s. 368.
5 10
42. y = P
43. 3x—4y+9=0,3x-4y+1=0
44. malejaca w przedziale (—oo; 0),
rosngca w przedziale (0; co)

45.
maksimum: -3v3 dla x = -2V3,
minimum: 33 dla x = 23

46. ZW = (-11; o0)

f’(a):2p2a—6pa2:2pa(p—3a):6pa<§—a), f(a>0dlaae< 3) f(a)<0dlaae(p P)

3
pp

3°2

Zatem funkcja f jest rosngca w przedziale (0; §> i malejgca w przedziale ( = —) wiec osigga ona najwiekszg wartos¢ dla a = g

372

p

Wtedy b= =. Zatem najwicksze pole ma tréjkat réwnoboczny o boku 3

369 I



s 370 Dziat 4. Analiza matematyczna

47. warto$¢ najmniejsza: - _32\/5 47. Wyznacz warto$¢ najmniejszg oraz warto$¢ najwieksza funkcji
=1 . 2 . .
dla x = 1 - V3, wartos¢ f(x) = ﬁ w przedziale (—2; 2) oraz argumenty, dla ktorych funkcja przyj-
o 1 X+ x
najwieksza: > dla x=2 muje te wartoci.
48. a = 0, b = 1; malejaca 48. Funkcja f(x) = ‘:x+f ma w punkcie x = 0 ekstremum réwne 1. Oblicz
— X

w kazdym z przedzialow (—oo; —1)
i (-1; 0), rosnaca w kazdym
z przedziatéw (0; 1) i (1; oo)

wspolczynniki a i b, a nastepnie wyznacz przedziaty monotonicznosci funkgeji f.

49. Wykres funkcji f(x) = ax’ + bx + ¢ przecina o$ y w punkcie P = (0, -2).
49.a=1,b=-3,c=-2 Wspolczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji w punkcie P jest rowny —3.
Dla x = -1 funkcja przyjmuje ekstremum. Oblicz a, b, c.

50. warto$¢ najmniejsza: 2V2 — 2 50. Wyznacz warto$¢ najmniejsza i warto$¢ najwieksza funkeji f(x) = li —x—1

dla x=1-72, w przedziale (—4; 0). Podaj argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje te warto$ci.

warto$¢ najwieksza: 3,4 dla x = —4

51. (1, 3) 51. Na paraboli o réwnaniu y = 4 — x> wyznacz punkt lezgcy najblizej punktu
P=3,4).

52. Patrzss. 369. 0 52. Wykaz, ze wérdd wszystkich tréjkatow rownoramiennych o obwodzie p naj-

wieksze pole ma trdjkat réwnoboczny o boku g

2

83. f(m) = ¢ “

m+2)%
D=D"= (-3 -2)U(-2; 3);
malejaca w przedziale (-2; 0),

53. Dane jest rwnanie (m + 2)2x2 +6(m+ 2)x + m* =0 zmiennej x z parame-
trem m. Funkcja f(m) przyporzadkowuje kazdej wartosci m, dla ktorej istnieja dwa
pierwiastki tego rownania, iloczyn tych pierwiastkow. Podaj wzor funkgji f, wyznacz

rosngca w kazdym z przedzialéw jej przedzialy monotonicznosci oraz warto$¢ najmniejsza.

(=35 =2) i (05 3); warto$¢

najmniejsza: 0 dla m = 0 54. Dane jest rownanie x —mx +3m—8 = 0 zmiennej x z parametrem . Funkcja
s f(m) przyporzadkowuje kazdej wartosci m, dla ktdrej istnieja dwa pierwiastki tego

54. D = (_°°§ 5) wartos¢ réwnania o réznych znakach, sume sze$cianow tych pierwiastkow. Wyznacz dziedzi-

najwieksza: 20 ne oraz warto$¢ najwieksza funkeji f.

55. ﬁ, ﬁ, 246 55. Pole powierzchni calkowitej prostopadloscianu wynosi 6, a stosunek dtugosci

. krawedzi podstawy jest rowny 2:3. Jakie wymiary powinien mie¢ taki prostopadto-

$cian, aby jego objeto$¢ byla mozliwie najwieksza?

Q 56. Wykaz, ze wsrod wszystkich graniastostupéw prawidtowych czworokatnych

o0 objetosci V najmniejsze pole powierzchni catkowitej ma szescian o krawedzi W.

56. a - dlugos¢ krawedzi podstawy graniastostupa, h — wysokos¢ graniastostupa

v
a?’

V = a’h, wiec h = a>0.

P(a) - pole powierzchni catkowitej graniastostupa

P(a):2a2+4ﬂh:202+4a~12:2a2+ﬂ
a a

Plla)<0 dlaac (0; \S/V), Plla)>0dlaac (\S/V, oo)

4 ag’-av _ 4(a’-V)
F

, ac(0;00), P'(a)=4a-

a

Zatem funkcja P jest malejaca w przedziale (0; W > irosngca w przedziale <\3/\—/ ; oo), wigc najmniejsza warto$¢ osigga dla a = W.

14 3|y?
Wtedy h = (\3/\7)2 =\y7 =

W, czyli graniastostupem o najmniejszym polu powierzchni catkowitej jest szescian o krawedzi W,




