Kombinatoryka
| teoria
orawdopodobienstwa

Po tym dziale uczen:

Umiejetnosci

Po Kklasie trzeciej szkoty

ponadpodstawowej uczen:

® oblicza prawdopodobienstwo
w prostych sytuacjach
z zastosowaniem klasycznej
definicji prawdopodobienstwa,

e zlicza obiekty w prostych
sytuacjach kombinatorycznych,
niewymagajacych uzycia
wzoréw kombinatorycznych,

® stosuje regule mnozenia i regute
dodawania,

® wykonuje dzialania na
zdarzeniach i stosuje wlasnosci
prawdopodobienstwa.

® wykorzystuje wzory na liczbe permutacji, wariacji i wariacji z powtorzeniami do zliczania obiektow w sytuacjach

kombinatorycznych,

® wykorzystuje wzory na liczbe kombinacji do zliczania obiektéw w sytuacjach kombinatorycznych,

® stosuje podstawowe wlasnoéci symbolu Newtona,

® stosuje podstawowe wlasnosci trojkata Pascala,

korzysta ze wzoréw na (a+b)" i (a—b)",

oblicza prawdopodobienstwo z zastosowaniem klasycznej definicji prawdopodobienstwa,
zlicza obiekty z wykorzystaniem wzoréw kombinatorycznych,

oblicza prawdopodobienstwo warunkowe,

wykorzystuje w zadaniach twierdzenia o prawdopodobienstwie calkowitym,

® wykorzystuje w zadaniach schemat Bernoulliego.
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1. Permutacje i wariacje

Umiejetnosci:
* wykorzystanie wzordw na liczbe permutacji, wariacji i wariacji z powtérzeniami do
Zliczania obiektdw w sytuacjach kombinatorycznych

Korzystanie z klasycznej definicji prawdopodobienstwa wymaga precyzyjnego wy-
znaczenia liczby wszystkich zdarzen elementarnych w danym do$wiadczeniu loso-
wym oraz liczby zdarzen elementarnych sprzyjajacych interesujagcemu nas zdarzeniu

losowemu.
Zanim przejdziemy do zagadnieri poswieconych Nauka zajmujaca sie zliczaniem, (1))
rachunkowi prawdopodobienstwa, zajmiemy sie na ile sposobdw moze zajé¢

dane zdarzenie losowe, jest
czescig dzialu nazywanego
w matematyce kombinatoryka.

uporzadkowaniem i rozszerzeniem teorii zwig-
zanej ze zliczaniem liczby zdarzen w danym do-
$wiadczeniu losowym, inaczej mowigc - zagad-
nieniami kombinatorycznymi.

Przypomnijmy reguty, z ktorych korzystalismy wczesniej.

Regula mnozenia
Jesli zbiér A ma m elementdw, a zbiér B ma n elementdw, to liczba par (x, y)
takich,ze x € A i y € B, jestrowna m - n.

Regule mnozenia mozna uogélni¢ nan (n € N, n > 1) zbioréw, z ktérych kazdy ma
skoniczong liczbe elementdw.

Regula dodawania

=l
+
&l

Jezeli zbiory A i B sa rozlaczne, to AU B =

Przyktad €)

a) O godzinie 1290 w karcie dan byto 5 zup, 7 drugich dan i 3 desery. Na ile sposo-
béw mozna bylo wybra¢ zestaw obiadowy skladajacy sie z zupy, drugiego dania
i deseru?

b) Po godzinie 13% do menu dodano 4 zupy, 3 drugie dania i 2 desery. Ile obecnie
jest mozliwosci wyboru pelnych zestawéw obiadowych?

tematy 1.1-1.4, 1.6

Multite4a

e Zdarzenie elementarne — rzut
dwiema kostkami do gry

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 2.1

G Generator

testow i sprawdziandw




Rozwigzanie
a) Korzystamy z reguly mnozenia. Wszystkich zestawéw obiadowych byto:

5-7-3=105
b) W tym przypadku mozliwych zestawow jest:
(5+4)-(7+3)-(3+2) =450 — regula mnozenia i reguta dodawania

Odp.:a) 105 b) 450

Przypomnijmy dwa omdwione w trzeciej klasie sposoby losowania.

Zaktadamy, ze w urnie mamy pewnga liczbe ponumerowanych kul. Czynnos¢ wyjmo-
wania kuli z urny mozna wielokrotnie powtarzaé. Rozrézniamy dwa sposoby loso-
wania — obydwa uwzgledniajace kolejnos¢ losowanych numeréw.

1. Przed kazdym losowaniem stan urny jest taki sam. Inaczej méwiac, po wylosowa-
niu (i zanotowaniu wyniku) wyciaggnieta kula wrzucana jest z powrotem do urny.
W takiej sytuacji méwimy o losowaniu ze zwracaniem.

2. Razwryjeta kula nie wraca do urny. Taki sposéb losowania nazywamy losowaniem
bez zwracania.

Permutacje

Szczegélnym przypadkiem losowania kolejno elementdéw bez zwracania jest wybie-
ranie wszystkich kul z urny. Oznacza to, ze jezeli mamy w niej n ponumerowanych
kul, to losujemy n razy bez zwracania i interesuje nas kolejno$¢ wylosowanych kul.

Przyktad @)

Trzy klocki podpisane 2, 7, 9 ustawiamy tak, aby przedstawialy trzycyfrowe liczby.
Ile jest mozliwosci takich ustawien?

START

Rozwigzanie
Mozemy sobie wyobrazié, ze klocki sa

w worku. Pierwszy wyciagniety klocek ~— cyfra
postawimy na miejscu setek ukfadanej setek
hczb).r, drugi - na miejscu dziesiatek, - oyfia
trzeci — na miejscu jednosci. dziesigtek
Na rysunku obok przedstawiono - oyfta
drzewko wszystkich mozliwosci. jednogci

1. Permutacje i wariacje
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41.5. Malutka Ola uczy sie liczy¢
do pieciu na paluszkach, ale ciagle
jeszcze myli kolejnos¢. Na ile
réznych sposobéw moze podac te
liczby?

Odp.: 120

41.8. Ile jest permutacji zbioru
wszystkich cyfr? Ile wérod tych
permutacji jest takich, w ktorych
cyfry 1, 2, 3 wystepuja obok siebie
a) w porzadku rosngcym?

b) w porzadku malejacym?

¢) w dowolnej kolejnosci?

Odp.: 10! a) 8! b) 8! ¢)3!.-8!

Dziat 2. Kombinatoryka i teoria prawdopodobieristwa

Mamy wiec 3-2-1 =6 mozliwych wynikéw. Zbudowane w ten sposéb liczby to:
279,297,729, 792,927,972
Zapisane sg za pomocg tych samych cyfr, tylko ustawionych w réznej kolejnosci.

Odp.: 6

Przyktad @) « zad. 1.5

Ustawiamy pie¢ 0s6b w szeregu. Na ile sposobéw mozemy to zrobic?

Rozwigzanie

Osobe, ktérg ustawimy w szeregu jako pierwsza, wybieramy sposrod pieciu oséb,

drugg - sposrdd czterech itd. Wszystkich mozliwych ustawien jest zatem:
5-4-3-2-1=120

Odp.: 120
J

Takie ustawianie wszystkich elementéw skonczonego zbioru w ciag nazywamy per-
mutowaniem zbioru, a kazde konkretne ustawienie — permutacjg jego elementéw.
Powiemy wiec, Ze jest:

° 6 permutacji zbioru {2, 7, 9}, ° 120 permutacji zbioru pieciu 0séb.

Liczba wszystkich permutacji zbioru n-elementowego jest rowna:
n-n-1)-n-2)-...-3-2-1

Przykiad @) « zad. 1.8

Ile jest takich permutacji zbioru {2, 3, 4, 5, 6}, w ktorych 3 i 4 wystepuja obok siebie
w kolejnosci wzrastania?

Rozwigzanie

Dobrymi ustawieniami sg np.: 23456, 34625, 52346.

Jak obliczy¢ wszystkie mozliwosci bez ich wypisywania? Wyobrazmy sobie taki prze-
bieg losowania, w ktérym otrzymamy wylacznie sprzyjajace zdarzenia. Do urny
wrzucamy klocki z cyframi 2, 3, 4, 5, 6, z tym, ze te dwa oznaczone ,,3” i ,4” sklejamy
w odpowiedniej kolejnosci. Teraz, tak naprawde, mamy w urnie 4 klocki. Mozemy je
kolejno ustawi¢ na 4-3-2-1 =24 sposoby.

Odp.: 24
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Silnia

Dla liczby naturalnej n > 1 symbol n! (n silnia) oznacza iloczyn wszystkich
liczb naturalnych od 1 do n:

nl=1-2-3-...-(n-1)-n

Przyjmujemy réwniez, ze 0! =1 i 1! = 1.

Mamy wiec:

n n! n n!
o=t 1 1| 6 720
1'=1

2 2| 7 5040
21=2-1=2
31=3.2.1=6 3 6 8 40320
4;=4-3~2-1=24 4 24 | 9| 362880
51=5.4.3.2.1=120itd. 5 120 | 10 | 3628800

Dla kazdej liczby naturalnejn > 1: n!=n-(n-1)!

Mozemy teraz krétko zapisa¢, ze liczba permutacji zbioru:

° 3-elementowego jest rowna 3!, * 10-elementowego jest réwna 10! itd.
Przyktad @ < zad. 1.10 41.10. Oblicz.

. ) ) 6! 10! 7! 5!
Obliczymy: Zauwazmy, ze: (@) a) 2 8 a3 o2

! 2-3.4. 31=2.6= 3 =6l =
a)s_;zl 2 345:3-4-5=60 -25!!3! 2:6 152,ale.(% 3)! 6’! 720, 3 0 7.3 9l 121

2! 1-2 ° Bl =60, ale (5)! nie jest okreslone. 6l-41" 10! > 11-8!" 10!-2!
b) 3!'4!=1~2~3~1~2'3'4=1 Odp.: a) 30, 90, 35, 60

! .2.3.4.5.

6! 1-2:3-4.5-6 5 b) 210, ——, 9, 66
C)8_!_1.2.3.4.5.6.7.8_ 120

7! 1-2-3-4-5-6-7

114! 113!-114
d) —=—2"""-114

113! 113!

27V 25!-26-27
e) — =""7T—-=26-27=702

25! 25!

41-4!-8!  4.4!.8" 4.41.7.8
f) = = = 5376

el 6l 1
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41.11. Ile réznych wyrazéw
mozna ulozy¢ z liter podanego
stowa?

a) LALKA

b) EUZEBIUSZ

¢) ABRAKADABRA

5!
9!

b) = 45360
20-21- 2
1
o —L _ _83160
50.21-2!

Przyktad 0 zad. 1.11

Na uzytek zadania wyrazami bedziemy nazywa¢ dowolne ciagi liter, niekoniecznie
znaczace.

Ile r6znych wyrazéw mozna ulozy¢ z liter stowa

a) ANAGRAM? b) NIANIA?

Rozwiazanie
a) Przykladami utozonych wyrazow sa:

ANAGRAM, GANARAM, AAGRAMN, ARNAGAM
Do dyspozycji mamy 7 liter, ktére mozemy permutowac na 7! sposobow. Jednak nie-
ktdre sposrod permutacji dadzg identyczne wyrazy, gdyz przestawienie w nich liter
A niczego nie zmieni. Zatem liczba wszystkich mozliwosci jest 3! razy mniejsza, bo
na tyle sposobéw mozemy w jednym wyrazie permutowac litere A.

!
Z liter stowa ANAGRAM mozna ulozy¢ ; =4-5.6-7 =840 wyrazow.

b) Litery stowa NIANIA mozemy permutowac na 6! sposobow. Wyrazéw otrzyma-
my 2!-2!-2! razy mniej, gdyz trzy litery: N, I oraz A, powtarzaja si¢ po dwa razy.

20.21.21

Z liter stowa NIANTA mozna zatem ulozy¢ =3.5.6 =90 wyrazéw.

Odp.:a) 840 b) 90

Przyktad @

Sylwia pozyczyta od kolezanki 5 ptyt z filmami - dwie komedie oraz trzy horrory. Ko-
medie s3 oznaczone literami a, b, natomiast horrory numerami 2, 7 i 9. Sylwia moze
obejrzed filmy (oczywiscie po kolei) na 5! sposobow. Jezeli jednak bedzie chciata roz-
dzieli¢ gatunki, czyli zacza¢ od horroru, potem zobaczy¢ komedie i dalej na zmiane,
toma 3!-2! =12 mozliwosci takiego ustawienia repertuaru, poniewaz:
1. horrory moze ustawi¢ na 3! = 6 sposobow: 279, 297, 729, 792, 927, 972,
2. komedie moze ustawi¢ na 2! = 2 sposoby: ab, ba,
3. po pofaczeniu uktadu horroréw z ukladem komedii (zgodnie z regula mnozenia)
moze ulozy¢ dwa razy wiecej pelnych zestawow filmow:
2a7b9, 2a9b7, 7a2b9, 7a9b2, 9a2b7, 9a7b2,
2b7a9, 2b9a7, 7b2a9, 7b9a2, 9b2a7, 9b7a2.

Wariacje

Spojrzmy na ponizsze przyktady.

* Losujemy siedem razy ze zwracaniem jedng cyfre ze zbioru wszystkich cyfr. Utwo-
rzony w ten sposob siedmiocyfrowy kod 2237351 rézni si¢ od kodu 2133752.



° Losujemy cztery razy bez zwracania jedna cyfre ze zbioru wszystkich cyfr. Utwo-
rzony w ten sposob PIN 8253 r6zni sie od PIN-u 8235.

* Losujemy dziesie¢ razy bezzwracania jedng cyfre ze zbioru wszystkich cyfr.
Utworzony w ten sposéb numer banknotu 2014538796 rézni si¢ od numeru
8725413069.

Kazde z powyzszych zdarzen elementarnych zapisywaliémy w postaci jakiego$ ciagu.
W opisywanych sytuacjach interesuje nas odpowiedz na pytanie, ile jest wszystkich
ciagéw zbudowanych wedtug okreslonych regut.

Aby wyrdzni¢ ciagi rozwazane w kombinatoryce i rachunku prawdopodobienstwa,
zamiast sfowa ,,ciagg” wprowadzono pojecie ,,wariacja”.

W powyzszych przyktadach powiemy wiec, ze:
e 2237351 jest siedmioelementowa wariacja z powtérzeniami utworzong z elemen-
tow zbioru dziesiecioelementowego,

° 8253 jest czteroelementowa wariacja bez powtdrzen utworzona z elementdéw
zbioru dziesiecioelementowego,

° 2014538796 jest dziesiecioelementowa wariacja bez powtdrzen utworzong z ele-
mentéw zbioru dziesigcioelementowego — w takiej sytuacji czesciej uzywamy na-
Zwy permutacja.

Wprowadzimy od razu wygodne uproszczenie. Zamiast mowié: ,,zdarzenia elemen-
tarne mozemy zapisa¢ w postaci k-elementowych wariacji bez powtérzen utworzo-
nych z elementéw zbioru n-elementowego”, powiemy krécej: ,zdarzeniami elemen-
tarnymi sg k-elementowe wariacje bez powtorzen ze zbioru n-elementowego”.

Liczbe wszystkich wariacji bez powtdrzen mozemy zapisa¢ za pomocg symbolu silni.

Przyktad ©)

a) Jezeli ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} losujemy kolejno bez zwracania trzy razy po
jednej cyfrze, to liczba wszystkich wynikéw — trzyelementowych wariacji bez po-
wtorzen ze zbioru siedmioelementowego — jest rowna 7 - 6 - 5. Po losowaniu

zostaly 4 niewybrane elementy.
!
Liczbe 765 mozemy zapisa¢ w postaci 7-6-5 = %
b) Jezeli ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} losujemy kolejno bez zwracania pie¢ razy po
jednej cyfrze, to liczba wszystkich wynikow - piecioelementowych wariacji bez

powtdrzen ze zbioru siedmioelementowego — jest rowna 7 - 6 - 5 - 4 - 3 lub inaczej

7! .
bR Tym razem 2 elementy zostaly niewykorzystane.

1. Permutacje i wariacje
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Dziat 2. Kombinatoryka i teoria prawdopodobieristwa

Dla dowolnych liczb naturalnych # i k takich, ze k < n, zachodzi réwnos¢:

olim ) o (= D)o o o (= 1) = 8
(n—

k)!

Dowdd wzoru powyzej pozostawiamy do samodzielnego przeprowadzenia.

Podsumujmy w tabeli dotychczasowe rozwazania.

Doswiadczenie Drzewko Nazwa zdarzenia Liczba wszystkich
losowe elementarnego | zdarzen elementarnych
START
losujemy kolejno k-elementowa
ze ZwWracaniem z 1 n wariacja
he]
k elementow & /\ /\ z powtorzeniami n*
ze zbioru ] Leen L..n ze zbioru
& : :
n-elementowego |~ /\ /\ n-elementowego
l..n l..n
START
losujemy kolejno /\
. k-elementowa
bez zwracania 1 n O P
k elementéw z /\ /\ wariacja o n-(n—l)-...-'(n— +1)=
Je zhioru g ;] / . bez powtdrzen __m
£ vl v — Z
) : ze zbioru (-k)!
n-elementowego, & : )
0<k<n k/7< n—k+2 n-elementowego
k..n lLa.n—k+1
START
. 1 . n
ustawiamy /\ /\
w ciggu wszystkie | £ n-elementowa
g Y g 2 wn 1...n-1 . n!
elementy zbioru | g permutacja
n-elementowego i n—2 3
RRVANA
n—1 n 1 2
n n—1 2 1




Przyktad 9

Walizki firmy Tobotek majg instalowane w zamkach czterocyfrowe kody szyfrowe.
Ile walizek musi wyprodukowac¢ firma, aby co najmniej dwém walizkom trzeba byto
nadac¢ identyczny kod?

Rozwigzanie

Obliczymy najpierw, ile réznych czterocyfrowych kodéw mozna utworzy¢ z 10 cyfr.
Modelem sytuacji jest losowanie cztery razy kolejno ze zwracaniem po jednej kuli
z urny zawierajacej 10 ponumerowanych kul.

Zdarzenia elementarne sg czteroelementowymi wariacjami z powtorzeniami ze zbio-
ru 10-elementowego. Jest ich zatem 10%,

Jezeli firma Tobotek wyprodukuje 10 001 walizek, to przynajmniej dwie beda musiaty
mie¢ identyczne kody.

Odp.: 10001

Przyktad ()

Wrhasciciel firmy Tobotek otrzymal (w ramach promocji) 30 darmowych biletéw na
seans filmowy do kina. Na ile réznych sposobéw moze rozdzieli¢ bilety, jezeli firma
zatrudnia 27 pracownikéw i kazdy z nich otrzyma jeden bilet?

Rozwigzanie

Biletow jest o 3 za duzo. Modelem w tej sytuacji bedzie losowanie kolejno bez zwra-
cania 27 razy po jednym elemencie ze zbioru 30-elementowego, a zdarzeniami ele-
mentarnymi sg 27-elementowe wariacje bez powtérzen. Wszystkich mozliwosci jest

wiec o 50
€ Go_2n 3
30!
Przyktad (F)

Kazdy z 27 pracownikéw firmy Tobotek musi podpisa¢ regulamin pracy. Na ile spo-
sobow moga ustawi¢ sie w kolejke do ztozenia podpisu?

Rozwigzanie

Modelem jest tu losowanie kolejno bez zwracania wszystkich elementéw ze zbioru
27-elementowego lub krdcej — permutowanie tego zbioru.

Wiszystkich permutacji jest 27!.

Odp.: 27!

1. Permutacje i wariacje
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41.14. Pani ustawita w rzedzie
szescioro przedszkolakdw: Anie,
Basie, Czarka, Dorotke, Ewe

i Filipa. Ile jest takich ustawien,
w ktorych

a) najpierw stoja dziewczynki,
a potem chlopcy?

b) Basia stoi bezposrednio za
Anig?

c) Czarek stoi za Filipem
(niekoniecznie bezposrednio)?
d) miedzy Czarkiem a Filipem
stoja co najmniej dwie
dziewczynki?

Odp.:a) 48 b) 120

c) 360 d) 288

41.17. Ze zbioru {1, 3, 5, 7}
losujemy piec razy po jednej cyfrze
ze zwracaniem. Wylosowane
cyfry w kolejnosci losowania
tworzg liczbe pieciocyfrows. Na ile
sposobéw mozemy wylosowaé

w ten sposdb liczbe

a) podzielng przez 5?

b) wieksza od 30 000?

¢) mniejsza od 55000?

Odp.:a) 4* b)2-4*
Q2-4t+2.4°

Dziat 2. Kombinatoryka i teoria prawdopodobieristwa

Przyktad @ zad. 1.14

Grupa przyjaciol - 5 chtopcodwi4 dziewczyny -
wybiera si¢ na wycieczke gérskim szlakiem, po
ktérym nalezy wedrowa¢ gesiego. Cheg i§¢ na
zmiane: chlopak, dziewczyna, chlopak, dziew-
czyna itd. Na ile sposobéw moga si¢ ustawi¢
w takim szyku?

Rozwigzanie
Jesli oznaczymy chlopcow ¢y, ¢,, ¢35, €45 €55
a dziewczeta d,, d,, dj, dg, to przykladem
ustawienia spefniajacego zalozenia zadania jest
ciag:

C1> Ay, €y Ay, €3, ds, €4y dys C5

Powstat on w ten sposob, ze do ustawieniac,, ¢, c3, ¢4, ¢5 chtopcow dopisane zostaty
kolejno elementy d,, d,, d5, d, ustawienia dziewczat.

Do tego samego ustawienia ¢;, ¢,, ¢3, ¢4, ¢5 chfopcéw mozna dopisaé kazda z 4! per-
mutacji zbioru dziewczat.

Jest 5! permutacji zbioru chlopcéw. Dla kazdej z nich jest 4! ustawien calego szyku
wycieczki. Zatem wszystkich mozliwosci jest 5! - 4! = 2880.

Zauwazmy na koniec, Ze:

e liczba ustawien bedzie identyczna, gdy zatozymy, ze np. dziewczeta prowadza,
a chlopcy ida za nimi (lub na odwrot),

° rozwigzanie zadania mozna bylo sprowadzi¢ do zastosowania reguly mnozenia,
czyli podobnie jak w przyktadzie 7 (s. 118), istotne byto zliczenie permutacji dwdch
rozlacznych zbioréw i pomnozenie otrzymanych wynikow.

Odp.: 2880

Przyktad B) « zad. 1.17

Rozwazamy liczby szesciocyfrowe o réznych cyfrach.

a) Ile jest takich liczb?

b) Ile wérdd nich jest liczb parzystych?

c) Ile wérdd nich jest liczb mniejszych od 475 000?

Rozwigzanie

a) Obliczamy, ile jest mozliwosci wyboru kolejnych cyfr.

Pierwsza cyfra nie moze by¢ zerem - wybieramy ja wiec sposrdd 9 cyfr (wszystkie
cyfry oprocz 0).



Cyfry tej liczby majg by¢ rézne, wiec pozostale 5 cyfr otrzymamy, losujac ze zbioru
jeszcze niewybranych piec¢ razy bez zwracania po jednej cyfrze (tym razem uwzgled-
!

. Szukanych liczb sze$ciocyfrowych jest

niamy 0). Tych mozliwosci jest CEGT

. 9!
wiec 9 - Th

b) O parzystosci liczby decyduje jej cyfra jednosci. Wygodnie jest rozwazy¢ dwa
przypadki.

* Jezeli cyfra jednodci jest 0, to na pozostatych pieciu miejscach mozemy rozmiesci¢

!

dowolnie pozostale cyfry. Wszystkich mozliwosci jest %

* Jezeli cyfra jednosci jest 2, 4, 6 lub 8, to pierwsza cyfrag moze by¢ jedna z o$miu
cyfr, a na pozostalych czterech miejscach mozemy rozmiesci¢ dowolnie pozostale

!

cyfry. Wszystkich mozliwosci jest 8 - % -4,

Razem (zgodnie z regula dodawania) otrzymujemy:

9! 8! 9-81+4-8-8! 41-8! .
Z 482 .4= = liczb.
4! 4! 4! 4!

¢) Rozpatrzmy trzy przypadki.

° Jezeli pierwsza cyfra jest 1, 2 lub 3, to pozostale cyfry moga by¢ dowolne. Wszyst-
kich mozliwosci jest:
!
305
e :
wybor ) o
pierwszej cyfry \wybor pozostatych pieciu cyfr
° Jezeli pierwsza cyfra jest 4, a druga 0, 1, 2, 3, 5 lub 6, to pozostate cyfry moga by¢
|

dowolne. Wszystkich mozliwosci jest 6 - o

* Jesli dwiema pierwszymi cyframi sg 4 i 7, to trzecig moze by¢ 0, 1, 2 lub 3, a pozo-
!
stale cyfry moga by¢ dowolne. Wszystkich mozliwosci jest 4 - %

Razem (zgodnie z regula dodawania) otrzymujemy:
o 8 7 (3:9:246:2+1):4:71 677!

3-=+6-—+ liczb.
41 4! 4! 4! 3!
9! 41 - 8! 677!

1. Permutacje i wariacje
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Odpowiedzi i rozwigzania
11.D

1:2:0C

13. C

1.4. wariacje z powtdrzeniami:
a) 3", b) 6°, d) 57, f) 127
wariacje bez powtorzen:

!
c)%:20-19-18~ .. -10-9,

35!
g) §:35~34~33~ .. ©20-19;

permutacje: e) 8!

1.5. 120

Dziat 2. Kombinatoryka i teoria prawdopodobieristwa

W kazdym z zadan 1.1-1.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

1.1. Liczb trzycyfrowych, w ktérych nie powtarza sie zadna cyfra, jest
A.10-9-8. B. 1000. C.9-8-7. D. 648.

1.2. W urnie jest 5 kul podpisanych cyframi 2, 2, 3, 7 i 8. Losujemy kolejno bez
zwracania 5 razy po jednej kuli i zapisujemy wynik. Ile jest mozliwosci utworzenia
w ten sposéb réznych liczb pieciocyfrowych? Wskaz odpowiedz falszywa.

!
A 3-4.5 B. 60 C. 5! %

1.3. Ile mozna utworzy¢ réznych szeéciocyfrowych numeréw telefonicznych, w kto-

rych pierwsza cyfra jest 5, 6 lub 7?

A.31-10° B. 35" C.3-10° D. 3’ 10°

1.4. Okresl, czy w opisanym do$wiadczeniu zdarzenia elementarne sg wariacjami

z powtorzeniami, wariacjami bez powtdrzen czy permutacjami. Podaj liczbe wszyst-

kich zdarzen elementarnych w tym doswiadczeniu.

a) Marcin typuje wyniki 10 rozgrywek pilkarskich, wypetniajac losowo kupon tota-
lizatora literami: w — wygrana gospodarzy, p — przegrana gospodarzy, r — remis.

b) Kuba rzuca 5 razy kostka do gry.

¢) Pelagia ma do dyspozycji 20 wolnych autokardw i przydziela je losowo dwunastu
grupom wycieczkowym.

d) Pielegniarka losuje dla kazdego z 27 uczniéw klasy 4d dzien tygodnia (powszedni)
na zgloszenie sie do przegladu dentystycznego.

e) Nowa pani przedszkolanka prébuje usadzi¢ w rzadku grupe 8 rozbrykanych ma-
luchow.

f) Pewien statystyk rejestruje miesigc urodzenia kazdego ucznia z losowo wybranej
35-osobowej grupy.

g) Kazdy z 17 robotnikéw ekipy budowlanej losuje jeden dzien wolny z zaplanowa-
nych 35 dni pracy, z uwzglednieniem zasady, ze kazdego dnia tylko jeden pracow-
nik moze by¢ nieobecny.

1.5. Malutka Ola uczy sie liczy¢ do pieciu na paluszkach, ale ciagle jeszcze myli ko-
lejnoé¢. Na ile réznych sposobéw moze podac te liczby?



1.6. Tata Oli kupil dziecku kolejke ztozong z elektrowozu oraz szeéciu ré6znych wa-
gonikoéw i bardzo lubi sam si¢ nig bawi¢. Ile czasu zajmie mu przetestowanie wszyst-
kich uktadéw pociagu (jadacego w pelnym sktadzie), jezeli jeden przejazd trwa 2 mi-
nuty? Pomijamy czas potrzebny do ustawienia wagonikow.

1.7. Ile permutacji mozna zbudowac z liter stowa PAJACZEK? Ile spo$rod tych per-
mutacji zaczyna si¢ od litery A? Ile zaczyna sie od liter PA?

1.8. Ilejest permutacji zbioru wszystkich cyfr? Ile wérdd tych permutacji jest takich,
w ktdrych cyfry 1, 2, 3 wystepuja obok siebie

a) w porzadku rosngcym?

b) w porzadku malejacym?

¢) w dowolnej kolejnosci?

1.9. Zapisz w prostszej postaci.
a) 4!-5,6!-7-8,10!-11-12-13
py L0 8 9 1716

10’ 7-8 7-8-9° 15!
on-n+l), n—-D'n-(n+1), (n+2)(n+3)
d) n! n! n+1) (m-2)!

n’ (n-1)" n  (n-3)

n! n-2) (m-1)!
n+1D =D (n+1)!

e)

1.10. Oblicz.

6! 100 7! 51
a) _) _) _) .
41’ 817 41.31” 01-2!
b) 1! 71-31 9 12!
6!-41” 10! 7 1!-8!" 10!-2!

1.11. Ile réznych wyrazéw mozna ulozy¢ z liter podanego stowa?
a) LALKA b) EUZEBIUSZ c¢) ABRAKADABRA

1.12. Ilejestliczb siedmiocyfrowych, w ktérych wystepuja trzy jedynki, dwie dwéjki
i dwie tréjki?

1.13. Na ile sposobéw mozna ulozy¢ w rzedzie 5 klockdw zielonych, 4 czerwone
i3 z6tte?

1. Permutacje i wariacje

1.6. 24 godziny

1.7. 8!, 7!, 6!

1.8. 10! a) 8! b)8! «¢)3!-8!

1.9. a) 5!, 8!, 13!

b) 9!, 6!, 6!, 17- 16

¢ (n+1), n+1), (n+3)!

dn-1),nn+l, n-2
1 1 1

e)

n+l n-1 nn+1)

1.10. a) 30, 90, 35, 60

b) 210, ——, 9, 66
120

5!
1.11.a) — =30
2121

9!

b) = 45360
20.21.2!
|
o —X _ _83160
5!.21.2!
|
112, —
3!1.21.2!
113 2

5!.4!.3!
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1.14. a) 48 b) 120
) 360 d) 288

1.15. a) 10-2- 8!
b) 10-4-7!
c)10-3!-5-4-5!

1.16.2) 5 b)5 )5

1.17. a) 4*
b) 2-4*
Q2-4t+2.4°

. 8l
1.18. a) 28
3

17- 8!
p) 178
3l
227!
<)

3!

1.19. 90

1.14. Pani ustawila w rzedzie szescioro przedszkolakéw: Anie, Basie, Czarka, Do-
rotke, Ewe i Filipa. Ile jest takich ustawien, w ktérych

a) najpierw stojg dziewczynki, a potem chlopcy?

b) Basia stoi bezposrednio za Anig?

c) Czarek stoi za Filipem (niekoniecznie bezposrednio)?

d) miedzy Czarkiem a Filipem stoja co najmniej dwie dziewczynki?

1.15. Przy okraglym stole o dziesieciu numerowa-

nych miejscach rozmieszczamy dziesi¢¢ oséb. Na ile

sposobow mozna to zrobié tak, aby

a) AgataiBozena siedzialy obok siebie, w dowolnej
kolejnosci?

b) Grzegorz i Igor siedzieli naprzeciwko siebie,
a Helena siedziala obok jednego z nich?

¢) Celina, Danuta i Elzbieta siedzialy obok siebie w dowolnej kolejnosci, natomiast
ani Franciszek, ani Jacek nie sasiadowali z zadng z nich?

1.16. Dane sg zbiory: A ={1, 2, 3,4} i B={5,6,7, 8, 9}.

a) Ilejestwszystkich funkgeji, ktorych dziedzing jest zbidr A, a wartosci sg elementami
zbioru B?

b) Ile jest wszystkich funkcji rosnacych, ktérych dziedzing jest zbidr A, a wartosci sa
elementami zbioru B?

c) Ilejest wszystkich funkcji niemalejacych, ktérych dziedzing jest zbidr A, a warto-
$ci sg elementami zbioru {5, 6}?

1.17. Ze zbioru {1, 3, 5, 7} losujemy pie¢ razy po jednej cyfrze ze zwracaniem. Wy-
losowane cyfry w kolejnosci losowania tworzg liczbe pieciocyfrowg. Na ile sposobow
mozemy wylosowa¢ w ten sposéb liczbe

a) podzielng przez 5? b) wieksza od 300007 ¢) mniejszg od 55 000?

1.18. Rozwazamy liczby siedmiocyfrowe o réznych cyfrach.
a) Ile wérdd nich jest liczb parzystych?

b) Ile wéréd nich jest liczb podzielnych przez 5?

¢) Ile wérdd nich jest liczb podzielnych przez 25?

1.19. Ze zbioru {1, 2, 3, ..., 100} losujemy kolejno bez zwracania dwie liczby.
Oznaczamy je w kolejnosci losowania 7 i k. Ile jest takich wynikéw losowania, w kté-
rych n+k = 1112



1.20. Zezbioru{l, 2, 3, ..., 50} losujemy kolejno ze zwracaniem dwie liczby. Ozna-
czamy je w kolejnosci losowania 7 i k. Ile jest takich wynikéw losowania, w ktérych
|n— k| <22

1.21. Ze zbioru {1, 2, 3, ..., 10} losujemy kolejno bez zwracania trzy liczby. Ozna-
czamy je w kolejnosci losowania a, b, c. Ile jest takich wynikéw losowania, w ktérych
a+b+c=21%

1.22. W grze sudoku trzeba wypelni¢ diagram 9 x 9

4 512 9 6,13 7 8
w taki sposob, aby w kazdym wierszu, wkazdejkolum- 3 o oflg 5 704 6 1
nie i w kazdym z 9 wyréznionych kwadratow znalazta g g 7011 4 3/ 5 9 2
sie kazda z cyfr od 1 do 9. Na ile sposobéw mozna, |7 4 53 2 9.8 1 6
zgodnie z podanymi zasadami, rozmiesci¢ w pustym |6 9 g5 1 4.7 2 3
diagramie dziewie¢ jedynek? 21376 809 5 4
53647 12809
9 7 46 8 201 3 5
18 209 3 56 47

1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

Liczba wszystkich sposoboéw ustawienia 12 0séb w kolejce
A. jest podzielna przez 120.

B. jest podzielna przez 144.

C. jest podzielna przez 39.

2. Ile jest takich permutacji zbioru {1, 2, 3, ..., 13, 14}, w ktérych
a) liczby s ustawione w kolejnosci rosngcej lub malejacej?

b) najpierw ustawione sa wszystkie liczby parzyste?

c) liczby parzyste nie sasiaduja ze soba?

18!
13!-7!

3. Wykaz, ze liczba jest liczba naturalna.

4. Tle jest liczb oémiocyfrowych mniejszych od 57 - 10°, ktorych wszystkie cyfry sa
nieparzyste?

5. Ile jest podzielnych przez 4 liczb szesciocyfrowych o roznych cyfrach?

! o o o 5
5 8 _I8:1706-15:14 _ 18 16 15 14 ., 4o
13! 7! 2:3-4-5-6-7 3-6 2-4 5 7

czyli jest to liczba naturalna.

1. Permutacje i wariacje

1.20. 244

1.21. 42

1.22.

W 1. wierszu wybieramy jeden

z dziewieciu kwadratow, potem

w 2. wierszu jeden z 6 kwadratow,
w 3. wierszu jeden z 3 kwadratow,
w 4. wierszu jeden z 6 kwadratow,
w 5. wierszu jeden z 4 kwadratow,
w 6. wierszu jeden z 2 kwadratéw,
w 7. wierszu jeden z 3 kwadratow
i w 8. wierszu jeden z dwdch
kwadratow. Zostaje ostatnie
miejsce do wpisania cyfry 9.
Zatem liczba sposobow jest réwna
9.6-3-6-4-2-3-2=6° = 46656.
Prosto do matury

1. P,P,F

2.a)2
b) 7!- 7!
<) 8717

4.13.5°

160 - 7!
4!
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temat 1.5

G

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 2.2

Generator

testéw i sprawdzianéw

2. Kombinacje

Umiejetnosci:
* wykorzystanie wzoréw na liczbe kombinaciji do zliczania obiektéw w sytuacjach
kombinatorycznych

Dotychczas zajmowali$my si¢ takimi do$§wiadczeniamilosowymi, ktore uwzgledniaty
kolejnos¢ losowanych elementéw. Latwo jednak poda¢ przyklady z zycia codzienne-
go odbiegajace od tego schematu. Na przyktad wiele osob $ledzi przebieg losowania
gry w lotto — nie ma znaczenia, w jakiej kolejnosci maszyna losujaca wybierze szcze-
$liwe numery. Podobnie jest z rozdawaniem kart — w wigkszo$ci gier wazne sg kolory,
wartosci kart i uktady karciane, a nie kolejnos¢, w jakiej karty trafiaja do reki grajace-
go. Poszukamy teraz odpowiedzi na pytanie o liczbe wszystkich mozliwych wynikow
réwniez w takich doswiadczeniach.

Przyktad o

W koszu jest 13 pilek tenisowych. Tenisista wyciaga z kosza 3 pitki. Na ile sposobow
moze to zrobic?

Rozwigzanie

Jezeli uwzglednialibysmy kolejno$¢ wyciaganych pitek, to odpowiedz bytaby oczywi-
sta: 13-12-11. Tyle jest bowiem trzyelementowych wariacji bez powtdrzen ze zbioru
13-elementowego.

Zalézmy, ze pitki w koszu sg oznaczone liczbami 1, 2, 3, ..., 13. Wtedy trzy kon-
kretne pitki, np. 1, 4 i 11, mozemy wyciggna¢ na 3! sposobow:

{1, 4, 11}

AN

(1,4, 11) (1, 11, 4) (11, 1, 4) (11, 4, 1) (4, 1, 11) (4, 11, 1)

Jezeli wiec oznaczymy przez x liczbe wszystkich takich zestawow {a, b, c} trzech pi-
tek, z ktorych byly tworzone wariacje, to zachodzi réwnos¢:

x-3!=13-12-11
Stad x = %, czyli x = 286.
Tenisista nie jest zainteresowany kolejnoscig wycigganych pilek (praktycznie moze
je wyjac z kosza wszystkie na raz) - ma zatem do dyspozycji 286 roznych zestawow

trzech pitek.



2. Kombinacje

Jesli - jak w tym przyktadzie - w doswiadczeniu nie interesuje nas kolejnos¢ losowa-
nych elementoéw, zapisujemy zdarzenia elementarne w nawiasach klamrowych, jako
podzbiory zbioru wszystkich elementéw:

Q={1,23},{1,2 4}, {1, 2,5}, ..., {2, 3,4}, {2, 3, 5}, ..., {11, 12, 13}}
5: 13-12-11
3!

Odp.: 286

Przyktad @)

Ile réznych zestawow kart moze otrzymac brydzysta?

Rozwigzanie
Talia liczy 52 karty, a brydzysta dostaje do reki 13 sposrdd nich. Pytamy wiec, ile
réznych 13-elementowych podzbioréw mozemy wybrac ze zbioru 52 elementdw.

Ponownie rozwigzemy zadanie od konca, tzn. najpierw uwzglednimy kolejnos¢ lo-
sowanych kart. Tworzymy zatem 13-elementowe wariacje bez powtdrzen. Ich liczba
jest rowna:

52!

39!
Brydzysta z jednego zestawu kart trzymanego w reku moze utozy¢ 13! permutacji, za-

. . L - 52! . .
tem liczba wszystkich zestawow jest 13! razy mniejsza od o Innymi stowy, zachodzi
réwnos¢: .

2!

2 13!
39!
gdzie x oznacza liczbe wszystkich 13-elementowych podzbioréw zbioru 52-elemen-
towego. Stad:
52!
X =
39!-13!
52!
39!-13!

=~ 635 miliardow

Odp.:

Jezeli ze zbioru n-elementowego losujemy k elementéw (k < n) bez uwzgled-
niania kolejnosci, to liczba wszystkich mozliwych wynikéw losowania jest
n!

rowna m

Inaczej mowiac, liczba wszystkich k-elementowych podzbioréw zbioru n-elemento-
n!

< 1) jest 16 _n
wego (k <n) jest réowna e
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42.5. Zapisz w postaci iloczynu
liczb.

9 (%) (%)
o(2) 9 ()
Odp.: a) np. 21 -22-23
b) np. 50-33-98

c)np.9-11-13
d)np.4-14-17-19-23-25

Podobnie jak stowo ,wariacja” zastepuje w kombinatoryce stlowo ,,cigg”, tak okres-
leniem ,,kombinacja” zastepujemy stowo ,,podzbior”. W powyzszych przykladach
powiemy zatem:
e liczba wszystkich trzyelementowych kombinacji ze zbioru 13-elementowego jest
13!
10! -3V’
e liczba wszystkich 13-elementowych kombinacji ze zbioru 52-elementowego jest
52!
391131

réwna

réwna
I ogodlnie:

e liczba wszystkich k-elementowych kombinacji ze zbioru n-elementowego (k < n)
. , n!
Jest rowna m

Symbol Newtona

n!
(n—k)!- k!
Newtona i oznaczamy (Z) (czytamy: ,n po k7).

Jezeli n, k € N i k < n, to wyrazenie nazywamy symbolem

Ze sposobu wprowadzenia symbolu Newtona mozna wywnioskowac, ze jego wartos¢
jest zawsze liczbg naturalna.

Przyktad @) « zad. 25

!
a)(S) 5! :12345:2_5:10
3 3
5

T3 1.2-1-2-

| i .
b) <6>:_6' _A56_56_ ¢ 55
2) a2 42l 12
! I. . .
9 (27>= 270 _24125:26-27 _ o o ags
24) 31241 T 1-2-3-240
! 1. . .
@ (14)2 41213
3)7 11031 11-1-2-3

J
Z definicji symbolu Newtona wynika, ze liczba wszystkich k-elementowych kombi-

nacji ze zbioru n-elementowego wynosi (Z)



2. Kombinacje

Zauwazmy, Ze tworzenie np. 5-elementowych kombinacji ze zbioru 17-elementowe-
go mozna interpretowaé dwojako. Z jednej strony - z urny z 17 kulami wyciggamy
zbiodr 5-elementowy. Z drugiej strony — w urnie zostaje zbior 12-elementowy. Mozna
powiedzie¢, ze tworzenie kombinacji 5-elementowych jest czynnoscia symetryczna
do tworzenia kombinacji 12-elementowych. Wartosci symboli Newtona musza by¢
w obydwu przypadkach réwne. Istotnie:

(17) 17! <17) 17! . (17) (17)
= , = , czyli = .
5 12!.5! 12 50.12! 5 12

Takie samo rozumowanie mozemy przeprowadzi¢ dla ogélnych danych. Zatem:

(;ik) - (n—(n—kr;!)!-(n—k)! - k!-(:!—k)l =<Z)

Dla dowolnych liczb naturalnychnik (k < n):

n\. . [ Y
(k) jest liczbg naturalna, (k) = (n Kk )

Przyktad @)

Rozpatrzymy charakterystyczne przypadki losowania k-elementowych podzbiorow
kul z urny zawierajacej n kul, czyli dla

a) k=0. b) k=1. c) k=n.
Rozwigzanie
a) Istnieje tylko jedna kombinacja zeroelementowa - jest Zgodnie z definicja (1)
nig zbior pusty. Potwierdzimy ten wynik, jezeli zastosu- silni:
jemy symbol Newtona: 0'=1
=1

|
(n): n! -
0 n!-0!

b) Kombinacje jednoelementowe sg podzbiorami utworzonymi z pojedynczych kul.
Jest ich wiec n. Oczywiscie réwniez:

n\ _ n! _(n=-D'-n
(1>_(n—1)!-1!_ (n-1)! -

c) Istnieje tylko jedna kombinacja n-elementowa. Jest nig caly zbior:

(n)-"
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42.7. W przechowalni bagazu jest
13 wolnych schowkoéw. Euzebiusz
Pajaczek musi zaja¢ trzy z nich.

Ile ma mozliwo$ci wyboru
schowkow?

Odp.: 286

42.11. W sklad uktadanki
wchodzg elementy w réznych
ksztattach: 4 kwadraty, 7 trojkatow
i 5 kotek. Elementy o jednakowym
ksztalcie roznig sie kolorami. Ala
chce ulozy¢ na podlodze figure
zfozona z jednego kotka, trzech
trojkatéw i dwoch kwadratow.

Ile ma mozliwosci wybrania
odpowiedniego zestawu?

Odp.:(i)(?)(i)z 1050

42.16. W grze w tysigca
(wariant dla 3 osdb) kazdy

z graczy otrzymuje zestaw

7 kart z 24-elementowej talii
(zawierajacej cztery kolory od
dziewiatki do asa).

a) Ile jest r6znych uktadow kart
dla jednego gracza?

b) Ile zestawow jest zlozonych
wylacznie z kierow i pikow?

c) Ile zestawow jest ztozonych
z 3 asow, 2 krélii 2 dam?

Odp.: a) (274) = 346 104
b) (12> =792
7

o(3)(2)-(9) -1

Dziat 2. Kombinatoryka i teoria prawdopodobieristwa

Przyktad e zad. 2.7

Na kuponie do gry lotto jest 49 liczb od 1 do 49. Grajacy wybiera 6 liczb. Obliczymy,
ile jest mozliwych wynikéw losowania.

Rozwigzanie
Liczby wybrane przez grajacego stanowia 6-elementows kombinacje ze zbioru
49-elementowego. Liczba wszystkich mozliwosci jest wiec réwna:
49\ 49! 44.45.46-47-48-49
<6> © 1:2:3-4:5:6

T 4316 =11-3-23-47-8-49 =13983816

Jedyna szczesliwag szostke liczb wybiera maszyna, ktéra losuje 6 sposréd 49 ponu-
merowanych kulek. Aby wygra¢ gtéwna nagrode, grajacy w lotto musi zatem trafi¢
w jedng kombinacje sposréd prawie 14 miliondw.

Odp.: 13983 816

Przyktad 0

W siedmioosobowej grupie przedszkolakow jest czterech chlopcow. Pani ma wybra¢
czteroosobowy delegacje zlozong z dwoch chlopcoéw i dwdch dziewczynek. Ile jest
réznych czwérek utworzonych zgodnie z taka reguta?

zad. 2.11

Rozwigzanie
Zbudujmy model do$wiadczenia, w wyniku ktérego wychowawczyni otrzyma zamie-
rzony skfad delegacji. Do jednej urny wktadamy cztery losy z imionami chlopcow,

a do drugiej - trzy z imionami dziewczat. Z pierwszej urny wychowawczyni moze

wylosowac <;1> = 2'4—|2' = 6 par chlopcéw, a z drugiej urny (;) = 3 pary dziew-

czynek. Do kazdej pary chlopcéw moze teraz dotgczy¢ dowolng pare dziewczynek.

Liczba wszystkich zdarzen sprzyjajacych jest zatem réwna (;1) . (;) =6-3=18.
Odp.: 18
Przykiad @ « zad.2.16

Z talii 52 kart losujemy 13 kart. Ile jest mozliwosci wylosowania

a) 13 kierow?

b) 13 kart czerwonych?

c) 10 kart czerwonych i 3 kart czarnych?

d) 8 pikow i 5 kierdw?

e) 10 kart jednego koloru (kolory w kartach to: trefl, karo, kier, pik)?
f) 8 pikow, 3 kierow i 2 trefli?

Rozwiazanie
a) W talii jest dokladnie 13 kieréw, wiec jest tylko 1 zdarzenie sprzyjajace.



b) W talii jest 26 kart czerwonych. Losujemy sposrdd nich 13 kart. Liczba mozliwosci
jest wiec rowna ( ig )

¢) Rozdzielamy tali¢ na dwa podzbiory: same czerwone i same czarne. Z czerwonych
losujemy 10 kart, z czarnych - 3 karty, po czym laczymy je w jeden zestaw. Mamy

. 26 26 e
wiec ( ) < ) mozliwosci.
10 3

d) Wyciagamy z talii wszystkie piki (13 kart) oraz wszystkie kiery (réwniez 13). Ze
zbioru pikéw losujemy 8 kart na ( 183) sposobow, a ze zbioru kieréw 5 kart na
( 153) sposobow. Sprzyjajacych uktadow jest wiec < 183) . < 153 )

e) Po pierwsze, mamy 4 mozliwosci ustalenia koloru. Sprzyjajace uktady to:

° 10 pikoéw i 3 karty inne niz piki, ° 10 kar i 3 karty inne niz kara,

e 10 kieréw i 3 karty inne niz kiery, ° 10 trefli i 3 karty inne niz trefle.

Kazdy z nich uzyskamy, jezeli rozdzielimy tali¢ na dany kolor (13 kart) i pozostate

kolory (39 kart).

Po drugie, dobre uklady otrzymamy, jesli wylosujemy 10 kart z danego koloru

i 3 z pozostalych kolordw.
. el . . . 13 39
Liczba mozliwosci jest wiec réwna 4 - ( ) . < )

10/ \3
13\ (13 (13

D (8)(3)<2>

Przyktad @) < zad. 2.22

Ile prostokatéw znajduje sie na rysunku obok?

Rozwigzanie

Bezposrednie liczenie wszystkich prostokatow, nawet od-
powiednio pogrupowanych, byloby bardzo klopotliwe.
Zauwazmy jednak, ze kazdy prostokat jest jednoznacznie
wyznaczony przez dwie proste poziome i dwie proste pio-
nowe, ktdre go ograniczajg.

Na rysunku obok prezentujemy przykladowy prostokat
i wyznaczajace go proste.

Dwie proste poziome mozemy poprowadzi¢ na

< Z) = 21 sposobdw. Tyle samo jest tez par prostych pio-

2
nowych. Wszystkich prostokatow jest wiec (Z) =441.

Odp.: 441

Na rysunku pokazano przykladowa droge z punktu A do
punktu B, ktora prowadzi zawsze w dot (w prawo lub w lewo)
po zaznaczonych kratkach. Ile takich drég mozna narysowac?
Odp.: Kazda droga sklada si¢ z 8 fragmentéw prowadzacych
w lewo i 8 fragmentéw prowadzacych w prawo. Wszystkich
drog jest:

16\ 16! 9-10-11-12-13-14-15-16
(8)_8!-8!_ 2:3-4-5-6-7-8 -
=9-10-11-13=12870

2. Kombinacje

133 I
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Odpowiedzi i rozwigzania
21.B

22. B

23. A

2.4. 28, 45, 66, 197, 37

2.5. a)np.21-22-23

b) np. 50-33-98
c)np.9-11-13
d)np.4-14-17-19-23-25

26.a)n="7
b)n=3lubn=6
c)n=31lubn=14
dn=1

e\n="7

f)n=>5

2.7. 286

20. ( 3000 )
500

W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

. ‘2 N 15
2.1. Wskaz warto$¢ wyrazenia ( ) )

Al B. 15 C.15-14 D. 1ﬁ

2.2, Z talii 52 kart losowano dwie bez zwracania i uwzgledniania kolejnosci. Ile roz-
nych zestawéw mogto w ten sposob powstac? Wskaz odpowiedz falszywa.
|
A.<52> B.2-<50> c 2 D. 51-26
50 2 21 50!

2.3. Dwie siostry dzielg losowo miedzy siebie 9 cukierkdw, kazdy o innym smaku.
Na ile sposobéw moga to zrobi¢, jesli starsza ma dosta¢ 5, a mlodsza 4?

A. <z) B. (2)(2) C. 180 D.<§>-4
2.4. Oblicz: (i) (180), (ié) (1?7) (;Z)

2.5. Zapisz w postaci iloczynu liczb.
24 100 13 26
) (20> b) (97) 2 (5) 9 <13>
2.6. Wyznacz n.
n n 3n 4n
2) <3>_<4)_0 d)<2)+3'<2>_21
1/n-1 2 n n
b) 5(n—3)+2§_” ) <3>_<2)_14
n n+2 n 2n
C)5'<3)_< 4 ) f)<2>'(2)_450
2.7. W przechowalni bagazu jest 13 wolnych schowkéw. Euzebiusz Pajaczek musi
zajac trzy z nich. Ile ma mozliwosci wyboru schowkdw?

2.8. Rysiek wybiera 30 egzemplarzy ze swojej kolekcji 1000 guzikéw. Ile ma mozli-
wosci wyboru takiego zbioru?

2.9. Martyna ma w sloju kolekcje jednogroszowek warta doktadnie 30 zI. Ile jest
réznych zestawéw monet z tego stoja o wartosci 5 zt?



2.10. Na plaszczyznie zaznaczonych jest 7 punktdw, z ktorych zadne trzy nie s
wspolliniowe. Ile jest prostych przechodzacych przez dowolne dwa z tych siedmiu
punktow?

2.11. W skiad ukladanki wchodzg elementy w réznych ksztaltach: 4 kwadraty,
7 trojkatow i 5 kotek. Elementy o jednakowym ksztalcie rdznig sie kolorami. Ala chce
ulozy¢ na podlodze figure ztozong z jednego kotka, trzech trojkatow i dwoch kwa-
dratow. Ile ma mozliwo$ci wybrania odpowiedniego zestawu?

2.12. Trener ma w zespole 3 bramkarzy, 8 obroncéw, 8 pomocnikéw i 6 napast-
nikéw. Na ile sposobéw moze wybra¢ sktad zestawiony z bramkarza, 3 obroncéw,
4 pomocnikéw i 3 napastnikow?

2.13. W urnie jest 10 kul zielonych i 8 z6ltych. Losujemy jednocze$nie 5 kul. Na ile
sposobow mozemy losowo wyjaé

a) 3 kule zielone i 2 zo6tte?

b) 5 kul zielonych?

¢) 5 kul jednego koloru?

d) co najmniej 4 kule z6tte?

2.14. Ze zbioru {1, 2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12} losujemy jednoczesnie trzy
liczby. Ile jest mozliwoséci wyboru takich liczb, aby

a) ich iloczyn byl nieparzysty?

b) ich suma byla nieparzysta?

¢) ich suma byla podzielna przez 3?

d) suma ich kwadratéw byla podzielna przez 3?

2.15. Naile sposobéw mozemy rozmiesci¢ 10 0s6b w trzech pokojach: 5-osobowym,
3-osobowym i 2-osobowym?

2.16. W grze w tysigca (wariant dla 3 os6b) kazdy z graczy otrzymuje zestaw 7 kart
z 24-elementowe;j talii (zawierajacej cztery kolory od dziewigtki do asa).

a) Ile jest réznych uktadéw kart dla jednego gracza?

b) Ile zestawow jest ztozonych wylacznie z kieréw i pikow?

c) Ile zestawow jest zlozonych z 3 aséw, 2 krélii 2 dam?

2.17. Do gry w scrabble wykorzystuje sie 100 plytek z literami, w tym: siedem z li-
tera E, cztery z R, trzy z P, po dwie z literami B, ], U i jedna z literg O.

a) Na ile sposobéw gracz moze wyciagnac¢ z woreczka 7 plytek?

b) Ile takich uktadéw pozwala na ulozenie stowa PROBUJE?

2.14.2)20 b) 110 ¢) 76

d) Kwadrat liczby daje z dzielenia przez 3 reszte 0 lub 1, wiec wszystkie wylosowane liczby
powinny by¢ podzielne przez 3 albo zZadna z nich nie powinna dzieli¢ si¢ przez 3.

Liczba sposobow:

! o7 o
<4>+<8>=4+i=4+6 78 4156=60
3)7 s 3151 6

2. Kombinacje

2.10. 21

2.11. (f)(;)(;‘)zmso

212, (2)(%)(%)(€) = 255200

2.13. a) 3360 b) 252 c¢) 308

THORGE

2.15. (150) : (i) — 2520
2.16. a) (274) _ 346104
b) (172>:792

()

2.17. a) (1(7’0) b) 672
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2.18. (33()) = 4060. Nie, potrzeba

203 strony.

2.19. 22

2.20. 720

2.21. <§>+2~8+1

2.22. Patrz s. 133.

Prosto do matury
1. P,P,P

3.n=7
4. n=7
5.78

2.18. W ksiazce Szatan z siddmej klasy Adam Cisowski musi odgadna¢ nazwiska
trzech uczniéw 30-osobowej klasy, ktdrzy majg by¢ pytani na lekcji historii. Ile jest
wszystkich mozliwosci? Czy do ich zapisania wystarczytby zeszyt 100-kartkowy, gdy-
by Adam na kazdej stronie umiescil 20 zestawdéw nazwisk?

2.19. Ilejest liczb szesciocyfrowych podzielnych przez 3, do ktorych zapisania moz-
na uzy¢ tylko cyfr 1122

2.20. Z talii 24 kart (od dziewiatki do asa w kazdym z 4 koloréw) losujemy 5 kart.
Na ile sposobéw mozemy tak wylosowa¢ karty, by znalazly si¢ wérdd nich 3 karty tej
samej wartosci i 2 karty innej warto$ci (np. 3 asy i 2 dziesigtki)?

2.21. Ile jest liczb dziewigciocyfrowych, ktérych suma
cyfr jest rowna 3?

R
%

IRRK
SRS

2.22. Na rysunku pokazano przyktadowa droge z punk-
tu A do punktu B, ktéra prowadzi zawsze w dot (w pra-
wo lub w lewo) po zaznaczonych kratkach. Ile takich drog
mozna narysowac?

X
:0

X
S

X
R
QK

Q

jos}

1. W urnie jest 5 kul bialych, 3 czarne i 2 niebieskie. Losujemy jednoczesnie 3 kule.

Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Liczba sposobow, na ktére mozemy wylosowac 3 kule réznych koloréw, jest réw-
na 30.

B. Liczba sposobdw, na ktére mozemy wylosowaé zestaw zawierajacy co najmniej
2 kule biale, jest rowna 60.

C. Liczba sposobow, na ktére mozemy wylosowac¢ zestaw zawierajacy dokfadnie
2 kule biale, jest réwna 50.

2. Ze zbioru liczb dwucyfrowych losujemy jednoczesnie trzy liczby. Na ile sposobow
mozemy wylosowac takie liczby, ktérych iloczyn jest nieparzysty?

3. Wyznacz liczbe naturalng n spelniajacg rownanie (Z) + (2211) =112.

4. Na plaszczyznie zaznaczono n punktow, z ktdrych zadne trzy nie sa wspétliniowe.
Liczba wszystkich trojkatéw, ktorych wierzchotkami moga by¢ te punkty, jest réw-
na 35. Wyznacz n.

5. Ile jest liczb dwunastocyfrowych, ktérych suma cyfr wynosi 3?
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3. Trdjkat Pascala
| dwumian Newtona

Umiejetnosci:

¢ stosowanie podstawowych wtasnosci symbolu Newtona
¢ stosowanie podstawowych wtasnosci trojkagta Pascala
 korzystanie ze wzoréw na (a+ b)" i (a-b)"

Wprowadzimy teraz kolejna wlasnos¢ symbolu Newtona.

Dla dowolnych liczb naturalnych nik (k < n) prawdziwy jest wzér:

(6)+ ()= ()

Dowdd

(Z)+(k21) - k!~(:!—k)! " (k+1)!~(:!—(k+1))! -

(k+1)-n! + n'-(n-k) d 4 b
= = «— doprowa Zamyo a
(k+ Dkl-(n -kt (k+ D! (n=k =Dt (n-k) sktadniki do takich samych
_nl-(k+1+n-k)  nl-(n+1) _<n+1) mianownikéw
C(k+ D=k (k+D-(m-k)! \k+1

Koniec dowodu

Podany wzér mozna zinterpretowad nastepujaco.
Jezeli w pojemniku znajduje sie 1 kula czarna i n biatych, to liczba wszystkich kom-
binacji (k + 1)-elementowych tego (1 + 1)-elementowego zbioru kul jest réwna:

<n+1)
k+1
Wirédd nich jest ( kz 1) kombinacji skladajacych sie wytacznie z kul biatych oraz

(Z) kombinacji zawierajacych kule czarna i k kul bialych. Liczba wszystkich kom-
binacji jest suma liczb w obu wymienionych przypadkach, stad:

(k)= () ()

'd N\

tematy 1.5, 1.6 J

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 2.3

(‘ Generator

testéw i sprawdzianéw
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43.4. Zapisz podane liczby

Dziat 2. Kombinatoryka i teoria prawdopodobieristwa

i wyrazenia w postaci jednego
symbolu Newtona.

a)(
b)(

d)(

56
17

)+ (i

)

100 100
+
32 67
47 47
9] +
13 14

3n+2

2n

) (47
+

32
3n+2)

G

Odp.: a) (?;) b) (

c)(

49
15

) o

3n+3
n+3

101
33

)

)+

)

47
33

)

Przyktad o zad. 3.4

Zapiszemy podane liczby i wyrazenia w postaci jednego symbolu Newtona.
<15> (15) (16)
a) + +
4 5 10
b) ( 2n >+2<2n>+< 2n )
n-1 n n+1
Rozwiazanie
15 15 16\ (16 16\ " no\_ (n+l
a)<4>+<5>+<10>_<5)+(10>_ ‘_(k>+(k+1>‘<k+1)
16 16 17 ; "
:(5>+<6):(6> ‘_<k>:(n-k>
)< 2n >+2<2n>+< 2n ):
n-1 n n+1
(( 2n ) (2n)> (<2n> ( 2n ))
+ + + =
n-1 n n n+1
(2n+1)+(2n+1)_<2n+2>
n n+l1) \n+1
. 17 2n+2
Odp.: 2) <6> b) (n+1>

Trojkat Pascala

o

Zestawmy teraz w kolejnych wierszach wspdtczynniki symbolu Newtona dla kolej-
nychnik.

L)GICIE) ==
) G)E)E)E) s

Zgodnie z udowodnionym poprzednio wzorem, suma dwoch wspotczynnikow znaj-
dujacych sie w jednym wierszu obok siebie roéwna jest wspotczynnikowi znajdujace-
mu si¢ bezpo$rednio pod nimi.
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Latwo to sprawdzi¢, obliczajac wartosci liczbowe podanych wspotczynnikow.

1 8§ 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

OtrzymaliSmy w ten sposéb trojkat Pascala.
Zauwazmy, ze z samej zasady (1))

Kazda liczba w tym tréjkacie jest suma dwodch budowy tréjkata Pascala wynika
jego symetria. Jest to potwier-

znajdujacych sie nad nig. Na miejscach skrajnych
znajdujg si¢ zawsze jedynki, bo ( :)l ) = ( " ) =1 dzenie wzoru (k ) B (n ~k )

n
dla kazdej liczby naturalnej n.

Obliczymy sume wszystkich liczb znajdujacych sie w jednym wierszu tego tréjkata.

Proste rachunki pokazuja, ze sumy liczb w kolejnych poczatkowych wierszach wy-
nosza odpowiednio 1, 2, 4, 8, 16 itd.

Dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi réwnos¢:

() () e (,2)+ () =2

Rozwazmy n-elementowy zbiér A. Wiadomo, ze (Z) (gdzie k < n) jest liczba

k-elementowych podzbioréw zbioru A. Zatem:
(:)l) jest liczbg 0-elementowych podzbioréw zbioru A,
(?) jest liczbg 1-elementowych podzbioréw zbioru A,

(;l) jest liczbg 2-elementowych podzbioréw zbioru A itd.

139 I
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Liczba elementéw dowolnego podzbioru zbioru A moze by¢ réwna:
0,1,2,.... n—1, n

Zatem liczba wszystkich podzbioréw zbioru A jest rowna:
n n n n n
<0>+<1) +(2)+ +<n—1) * (n>

Aby udowodni¢ twierdzenie, wystarczy wiec wykazac, ze liczba wszystkich podzbio-
réw zbioru A wynosi 2".

Ustawiamy wszystkie elementy zbioru A w pewnej kolejnosci. Nastepnie rozpatruje-
my wszystkie n-wyrazowe ciagi o wyrazach ze zbioru {0, 1}. Zauwazmy, ze kazdemu
z takich ciaggéw mozemy jednoznacznie przyporzadkowac pewien podzbiér zbioru A,
na przyklad:
ciag (0, 0, 0, ..., 0) przyporzadkowujemy podzbiorowi bedacemu zbiorem
pustym,
ciag (1,0, 0, ..., 0) przyporzadkowujemy podzbiorowi, do ktérego nalezy tylko
pierwszy element zbioru A,

ciag (0, 0,0, 1,0, ..., 0) przyporzadkowujemy podzbiorowi, do ktérego nalezy
tylko czwarty element zbioru A,

cigg (1,0,1,0,0, ..., 0) przyporzadkowujemy podzbiorowi, do ktérego naleza
tylko pierwszy i trzeci element zbioru A,

ciag (1, 1,1, ..., 1,0) przyporzadkowujemy podzbiorowi, do ktérego naleza
wszystkie elementy zbioru A z wyjatkiem ostatniego,

ciag(l, 1, 1, ..., 1) przyporzadkowujemy podzbiorowi, do ktérego naleza wszyst-
kie elementy zbioru A.

Wiadomo, ze liczba n-wyrazowych ciggéw o wyrazach ze zbioru {0, 1} jest réwna 2"
Zatem liczba wszystkich podzbioréw zbioru A jest rowna 2"

Liczba wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego jest réwna 2".
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Przyktad e zad. 3.7
Obliczymy liczbe wszystkich naturalnych dzielnikéw liczby 210.

Rozwiagzanie

210=2-3-5-7
Jesli wybierzemy dowolny podzbiér zbioru {2, 3, 5, 7}, to po pomnozeniu jego ele-
mentéw otrzymamy pewien dzielnik liczby 210, przy czym wybdr zbioru pustego
oznacza otrzymanie dzielnika rownego 1. Zatem dzielnikow liczby 210 jest tyle, ile

wszystkich podzbioréw zbioru {2, 3, 5, 7}, czyli 2* = 16.
Odp.: 16

Dwumian Newtona

Przyjrzyjmy sie teraz wspolczynnikom wystepujacym we wzorach skréconego mno-
zenia stopnia drugiego i trzeciego. Uzupelnimy je o oczywiste przypadki w stopniach
nizszych i zapiszemy w jednolity sposéb.
(a+b)° =1a"°
(a+b)' =1a't" + 1a°b"
(a+b)*=1a’b" +2a'b" + 12"’
(@a+b)* =1a°b° +3a'b° + 30" + 1a°b’

Jak wida¢, poszczegdlne wspotczynniki wystepujace w rozwinieciu (a + b)" pokry-
waja sie z liczbami w kolejnych wierszach tréjkata Pascala. Ta prawidlowo$¢ jest za-
chowana réwniez dla wyzszych poteg.

Przyktad @)

Przeanalizujemy sposdb, w jaki wyznaczane sg wspotczynniki w rozwinieciu potegi
dwumianu dla n = 5.

(a+b)’=@+b)a+b)a+b)a+b)a+b)=(@+b*a+b)’ =

= (az + 2ab + b2> <a3 +3a’b + 3ab” + b3) «—— wzory skroconego mnozenia

Teraz nalezy pomnozy¢ kazdy wyraz sumy znajdujacej sie¢ w pierwszym nawiasie
przez kazdy wyraz sumy znajdujacej si¢ w drugim nawiasie, a nastepnie zredukowac
wyrazy podobne. Te przeksztalcenia zostawiamy do samodzielnego wykonania.
Koncowy wynik, po uporzadkowaniu wyrazéw, mozemy zapisa w postaci:

(a+b)’ =a’ +5a'b +10a°b” + 10a°b’ + 5ab” + b’ *)

Zastanowmy sie, w jaki sposob powstal w powyzszym rozwinieciu sktadnik 10a°b’.

43.7. Znajdz liczbe wszystkich
naturalnych dzielnikéw podanej
liczby.

a) 66

b) 209

c) 2310

d) 5005

Odp.:a)8 b)4 ¢)32 d)16
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Wréémy do poczatkowego zapisu potegi w postaci iloczynu pieciu czynnikdw.
(a+b)’ = (a+b)(a+b)a+b)a+b)a+b)

Zgodnie z prawami arytmetyki, aby otrzymac¢ koncowy wynik, nalezy kazdy element
z kazdego czynnika pomnozy¢ przez kazdy element z pozostatych czynnikéw.

Wyrazy (przed redukcja) postaci a’b” otrzymamy wtedy, gdy z wybranych trzech
czynnikéw, np. pierwszego, trzeciego i czwartego, pomnozymy element a, a nastep-
niea’ pomnozymy przez b wziete z pozostatych dwéch - drugiego i pigtego czynnika.

Mamy 5 czynnikéw. Wyboru trzech z nich mozemy dokona¢ na (;) = 10 sposo-

béw. Zatem po zredukowaniu wyrazéw podobnych otrzymamy 10 skladnikéw po-

staci a’b’>. W analogiczny sposéb uzasadniamy otrzymanie kazdego sposréd pozo-

stalych pieciu skfadnikéw sumy we wzorze (*).

Zauwazmy, ze:

e kazdy skladnik sumy we wzorze (*) jest jednomianem stopnia pigtego, co zrozu-
miale, skoro mnozymy przez siebie 5 czynnikéw stopnia pierwszego.

° otrzymali$my wszystkie mozliwe uktady poteg a"v*, dla ktérych n+k =>5.

Zatem juz bez wyprowadzania napiszemy wzér dla (a + b)®:

(a+b)® = ( (6) >a6b0+(?)a5bl+< g )a4b2+< g >a3b3+(f1 >a2b4+< g )a1b5+< 2 >a0b6

i po podstawieniu odpowiednich wartosci wspotczynnikéw Newtona mamy osta-
tecznie:

(@a+b)° =a°+6a°b+15a'b’ + 20a°b” + 15a°b" + 6ab” + b°
J

Jezeli powtérzymy powyzsze rozwazania dla dowolnego # € N, otrzymamy wzoér na
rozwiniecie dwumianu (a + b)", nazywany wzorem dwumianowym Newtona lub
kréotko dwumianem Newtona.

Dwumian Newtona

(a+b)”=<g)a”b°+<’f)a"71bl+...+<Z)a”7kbk+...+<n’jl)a1b”71+(:>a0bn

(a+b)"=(a+b)a+b)-...-(a+b)

n czynnikow
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Sktadnik zawierajacy a" otrzymujemy, gdy:

e zwybranych n -k (0 < k <n) czynnikéw mnozymy

element a, «—— otrzymujemy a"*

° z pozostatych k czynnikéw mnozymy element b, —— otrzymujemy b*
* mnozymy a" " przez b.

Mozliwosci takiego wyboru czynnikéw jest (n i ‘ ), a poniewaz (n T k) = (Z),
dla elegancji zapisu wzoru korzystamy z tej postaci wspétczynnika Newtona. Innym
uzasadnieniem jest fakt, Ze wystarczy wybra¢ czynniki, z ktérych mnozymy liczbe b.
Podsumujmy:

* wrozwinieciu (a +b)" wystepuje (Z) skladnikéw postaci a" b,

e kazdy skladnik rozwinigcia dwumianu Newtona jest jednomianem stopnia #, co
zrozumiale, skoro mnozymy przez siebie n czynnikéw stopnia pierwszego,

* otrzymali$my wszystkie mozliwe uklady poteg a’b?, dla ktérych p + g = n,
poniewaz k przyjmuje wszystkie wartosci naturalne od 0 do n.

Koniec dowodu

Przyktad o zad. 3.8

Zapiszemy podane wyrazenie w postaci uporzadkowanej sumy.

2) (x+3)° b) (K2~ 2m)°

Rozwigzanie

a) (x+3)° = <g>x5+ <i>x4-31 +<§)x3-32+<§>x2-33+(i)x1-34+<2>~35 =

=x+5x"3+10x° 3% +10x*- 3% +5x' 34+ 3 =
= x° + 15x* + 90x> + 270x% + 405x + 243

2 6 _ (12\° 2\° 6N (12N 5 2 (6 (12} 5. \3
b) (K —2m)’ = (&) +6 () ( 2m)+(2)(k) (—2m) +(3>(k) (—2m)® +
+ (Z) (k2)2 (—2m)* + 6k2(=2m)° + (=2m)° =
= k2 — 12k + 60k*m® — 160k°m® + 240k m* — 192Kk*m° + 64m®

Odp.:a) x° + 15x* + 90x° + 270x” + 405x + 243
b) k'% = 12k"m + 60k*m* — 160k°m> + 240k m* — 192k*m” + 64m°

43.8. Zapisz wyrazenie w postaci
uporzadkowanej sumy.

a) (a-b)*
b) (2¢° +3)"

oo+

m t3 6
‘”(ﬁ‘&)

Odp.:a) a*—4a’b+6a*b* - 4ab® +b*
b) 16¢® +96¢° + 216¢* + 216¢% + 81

) x°+10x" +40x” +80x +

m 6m
) m T
156 6t
mr omt

80 32
_+_
x 5
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43.11. Wyznacz ten wyraz Przyktad e zad. 3.11
rozwiniecia dwumianu

(x2 + \4/})24, w ktorym

wystepuje %" Rozwiazanie

L . 2\18 , .
Wyznaczymy ten wyraz rozwiniecia dwumianu <x3 - = ) , wktorym wystepuje %',
X

18
Odp.: 10 626x° Kazdy z wyrazow rozwiniecia dwumianu <x3 - —) ma postaé:
X

( 1:) (x3)18—k . <_§>k _ ( 1k8>xs4_3k (2)f xR = (_2)k< 1k8)xs4—4k

Aby wyznaczy¢ wyraz, w ktérym wystepuje %7, wystarczy rozwigza¢ rownanie:
54 — 4k = 10

Otrzymujemy k = 11. Zatem szukany wyraz jest rowny —211< 8 )xlo.

11
Odp.: —2”( 18 )xlo
11

Q Przykiade zad. 3.12

Wykorzystamy wzor dwumianowy Newtona, aby udowodnic, ze:
<n>+<n)+(n)+...+< " )+(n>=2"
0 1 2 n-1 n
Dowdd

Wystarczy podstawi¢ do wzoru rozwiniecia (a +b)" wartosci a =b = 1.
Otrzymujemy wowczas:

(1+1)”=(g)-1”-1+<’11>-1”‘1-1+...+( ”1)-1-1”‘1+(”>-1-1”
n-— n
n

P () (e )00

Koniec dowodu

W kazdym z zadan 3.1-3.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Odpowiedzi i rozwiazania Wybierz ja i zapisz w zeszycie.
3.1.B 3.1. Na podstawie podanego fragmentu tréjkata Pascala podaj wartoé¢ liczby x.

495 X
715 1287 1716

A. 429 B. 792 C. 924 D. 1067

€3.12. Wykaz, ze (’;) —(’;)+<’;)— +(_1)“.<Z> — 0.
o (1) (1) (2) v (1)

- (g)'l”-<—1)°+(§l)'l"‘1 o (=) 5 oo *(:)%—1)" =[1+(D]"=0"=0
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n+2
A.( 2n ) B‘<2n+1> C.<2n+1> D.( 4n )
2n+1 n-2 n+1 2n-1
3.3. Wskaz liczbe podzbioréw zbioru dziesigcioelementowego.

A. (ig) B. 45 C. 1024 D. 10!

3.2. Wskaz wynik dzialania (nz_n3> + ( an )

3.4. Zapisz podane liczby i wyrazenia w postaci jednego symbolu Newtona.
( 56 ) ( 56 )
+
17 18
( 100 > ( 100 )
+

32 67

(47) (47) (47) (47>
+ + +

13 14 32 33

<3n+2> <3n+2>
+

2n-1 n+2

3.5. Skorzystaj z fragmentu jednego z wierszy trdjkata Pascala i oblicz ( 144 )
1 12 66 220 495

3.6. W Kklasie 4a jest 30 uczniéw. Wychowawca poprosit, aby co najmniej jeden
z uczniéw zostal po lekgji i posprzatal pracownie. Na ile sposobéw uczniowie mo-

ga wypelni¢ to polecenie?

3.7. Znajdz liczbe wszystkich naturalnych dzielnikéw podanej liczby.
a) 66 b) 209 c) 2310 d) 5005

3.8. Zapisz wyrazenie w postaci uporzadkowanej sumy.

5
2) (a-b)* 9 (#+2)

2 4 m 6
b) (2¢ +3) d) <72_E>
3.9. Zapisz wyrazenie w postaci uporzgdkowanej sumy.
a) (1+\/§)4 c) (1+\/§)5
b) (V3-3)' d (2-2)°

3.2. B

3.3. C

3.4. a) GQ) b) (13031)

9 (%) o(75)

3.5. 1001

36.2°%-1

3.7.2) 8 b)4 ¢)32 d)16

3.8. a) a’ —4a’b+ 6a’b* — 4ab® + b*

b) 16¢% +96¢° + 216¢* + 216¢% + 81

80 32
¢) x°+10x" +40x7 +80x° + =+ =5
X X

m®  em'  15m’

3
d)tﬁ—t—7+t—2—20t+
158 6" "
m mt mS

3.9.a) 17+ 1212

b) 9-12/3+33+18v9-12243
c) 41 + 2942

d) 792 - 5602
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3.10. 60

3.11. 10626x"

3.12. Patrzs. 144.

Prosto do matury
1. P,E,P

2. 968

3. 1792x*

4. 362 — 2093

3.10. Wyznacz ten sktadnik sumy bedacej rozwinieciem <\/§ + \3/5)5, ktory jest

liczbg naturalna.

24
3.11. Wyznacz ten wyraz rozwiniecia dwumianu (x2 + \4/5) , wktorym

wystepuje x".

3.12. Wykas, ze (g) -(M)+(5)- e (:) - 0.

3.13. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej » liczba:

(6)+2(D)+4(5)++2(3)

jest potega liczby naturalne;.

1. Wielomian W(x) = (2x + 1)° zapisano w postaci uporzagdkowanej sumy.
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Wspolczynnik przy x jest rowny 12.

B. Wspdtczynnik przy x* jest réwny 30.

C. Suma wszystkich wspStczynnikéw wielomianu W(x) jest réwna 3°.

2. Dany jest zbior A skladajacy sie z 10 punktow lezacych na jednym okregu. Ile jest
wszystkich wielokatow o wierzchotkach w punktach nalezacych do zbioru A?

. . 2\8 , .
3. Wyznacz ten wyraz rozwiniecia dwumianu <x3 + —) , w ktérym wystepuje x.
X

4. Zapisz w postaci uporzadkowanej sumy wyrazenie (2 = \/3)5

5. Wykaz, ze:

<1°>-4“’—(w)-49.3+<1°)-48-32—...—<1°)'4~39+(10)-31°:1
0 1 2 9 10

3.13. (’;)+2(’1’)+4<;’>+ +z“(z) _

=(”)~1”~2°+(”)-1”*1~21+(”)~1”*2-22+...+<”>-1°-2"=(1+2)"=3“
0 1 2 n

Zatem jest to potega liczby naturalnej.

5. (10)~41°—(10).49.3+<10>'48-32—...+(1°>~31°:
0 1 2 10

_ (100).410_(_3)0+<110>.49.(_3)1+(12°)~48-(—3)2+ +<1g)-4°-(—3)1°=

=[4+(-3)]"=1"=1
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4. Warto powtorzyc¢ -
prawdopodobienstwo
| jego wiasnosci

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Zakladamy, ze Q) jest skoniczonym zbiorem zdarzen elementarnych jednakowo
prawdopodobnych w danym do$wiadczeniu losowym.

Prawdopodobienstwo zaj$cia zdarzenia A w tym do$wiadczeniu jest réwne
stosunkowi liczby zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajsciu zdarzenia A do
liczby wszystkich zdarzen elementarnych.

P(A) =

][]

Przykiad €)

Rzucamy 2 razy kostka. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze suma liczb oczek
w obu rzutach jest nieparzysta?

Rozwiazanie
W tym doswiadczeniu losowym:

Q=6"=36
A - suma liczb oczek jest nieparzysta, czyli za pierw-
szym razem wypadl wynik parzysty, a za drugim - nie-

Q={11,12,13,14,15,16, (7))
21,22, 23,24, 25,26,
31,32, 33,34, 35,36,
41,42, 43, 44, 45, 46,

parzysty lub odwrotnie. 51,52,53, 54, 55, 56,
Zatem: 61,62, 63,64, 65,66}
A=3-3.2=18
Zdarzenia elementarne s3 jednakowo prawdopodobne,
wiec:
pay-2-1_1
QO 36 2

1
Odp.: -
P37
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Zaleznosci miedzy zdarzeniami losowymi

Przyjmijmy, ze ) jest zbiorem zdarzen elementarnych pewnego doswiadczenia
losowego oraz A, B sa pewnymi zdarzeniami w tym doswiadczeniu, czyli A C Q
i BcQ.

Alternatywa lub suma zdarzen A i B nazywamy zdarzenie C, ktore zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy zachodzi zdarzenie A albo zachodzi zdarzenie B, albo zachodza
obydwa te zdarzenia jednoczesnie. Zdarzeniu C sprzyjaja tylko zdarzenia elemen-
tarne sprzyjajace zdarzeniom A lub B, co oznacza, ze C = AU B.

Koniunkgcja lub iloczynem zdarzen A i B nazywamy zdarzenie D, ktére zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy jednoczesnie zachodza: zdarzenie A i zdarzenie B. Zdarze-
niu D sprzyjaja tylko zdarzenia elementarne sprzyjajace jednoczesnie zdarzeniom
AiB,czyli D=ANB.

Roznica zdarzen A i B nazywamy zdarzenie E, ktére zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy zachodzi zdarzenie A i nie zachodzi zdarzenie B. Zdarzeniu E sprzyjaja tylko
te zdarzenia elementarne, ktore sprzyjaja zdarzeniu A i nie sprzyjaja zdarzeniu B,
czyli E=A-B.

Zdarzenia A i B sg identyczne, jezeli zdarzenie A zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
zachodzi zdarzenie B. Oznacza to, ze zdarzeniom A i B sprzyjaja te same zdarzenia
elementarne, czyli zbiory A i B sg réwne: A = B.

Zdarzenie A pociaga za soba zdarzenie B, jezeli kazde zdarzenie elementarne
sprzyjajace zajsciu zdarzenia A sprzyja jednoczesnie zaj$ciu zdarzenia B. Oznacza
to, ze zbidr A jest zawarty w zbiorze B: A C B.

Zdarzenia A i B wykluczaja sie (wylaczaja sie), gdy ich iloczyn jest zdarzeniem
niemozliwym. Inaczej méwiac, zdarzenia A i B nie moga zaj$¢ jednoczesnie. Zbio-
ry AiBsgrozlaczne: ANB = 0.

Zdarzeniem przeciwnym do A nazywamy zdarzenie A polegajace na tym, ze nie
zaszlo zdarzenie A. Zdarzenie elementarne sprzyja zdarzeniu A’ wtedy i tylko wte-
dy, gdy nie sprzyja zdarzeniu A.

Oznacza to, ze Al =Q-A.

W teorii zbioréw zbiér A’ ((( )))

Zauwazmy, Ze jeZeli A c Q, to: nazywamy dopelnieniem

zbioru A do przestrzeni

/
ANA =0 (zbioru) Q.

AUA' =Q
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Wiasnosci prawdopodobienstwa

Aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa

Niech Q bedzie danym zbiorem zdarzen elementarnych. Jezeli kazdemu zda-
rzeniu A € Q jest przyporzadkowana dokladnie jedna liczba P(A) taka, ze:

(1) P(A) 20,
(2) dla kazdej pary A, B ¢ Q wykluczajacych sie zdarzen zachodzi
P(AUB) = P(A) + P(B),
(3) P(Q) =1,
to méwimy, ze na zdarzeniach w zbiorze () okreslone jest prawdopodobien-
stwo P, a liczbe P(A) nazywamy prawdopodobienstwem zdarzenia A.

Niech Q bedzie danym zbiorem zdarzen elementarnych, a P - prawdopodo-
bienistwem okreslonym na zdarzeniach w zbiorze Qi1 A, B ¢ Q. Wtedy:

(1) P(0) = 0.

(2) jezeli A c B, to P(A) < P(B).

(3) dla kazdego zdarzenia A c Q) prawdziwa jest nieréwnos$¢ P(A) < 1.
(4) P(A)+P(A") = 1.

(5) P(AU B) = P(A) + P(B) - P(AN B).

W kazdym z zadan 4.1-4.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

~ — — ~—

4.1. Rzucono trzema monetami. Wskaz prawdopodobienstwo, ze kazda z monet
upadla na stét tg sama strong (ortem lub reszka) do gory.

AL B. . c l D.
4 2 8

W | =

4.2. Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A jest rGwne g i x # 0. Zatem prawdo-

podobienstwo tego, ze zdarzenie A nie zajdzie, wynosi
1-x S5—x S5—x 5
A —. B. —. G == D. -.
5 X 5 X

Odpowiedzi i rozwigzania
41. A

4.2. C

149 I
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4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

P,P,F

255
256
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4.3. Wiadomo, ze A, B ¢ O, P(A) = i P(B) = ; P(AUB) = . Wskaz wartos¢

3

P(AN B).
A — B. - c 2 D. >

28 84 28 84
4.4. Wiadomo, ze A, B, C ¢ Q. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A.A-BNnC)=(A-B)U(A-0C)
B. BhnCcBuUC
C. A'uB =AuB)

4.5. Rzucamy dwiema kostkami sze$ciennymi. Jakie jest prawdopodobienstwo tego,
ze suma liczb oczek na obu kostkach bedzie podzielna przez 5?

4.6. Rzucamy kostka i dwiema monetami. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze
wypadna dwie reszki i liczba nieparzysta?

4.7. W urnie sg kule biale, czarne i zielone, razem 64 sztuki. Prawdopodobienstwo
wylosowania z tej urny kuli czarnej wynosi %, a kuli zielonej i Podaj liczbe kul

biatych znajdujacych sie w tej urnie.

4.8. W skarbonce s3 nastepujace monety: 6 zlotowek, 4 dwuzlotéwki i 2 pieciozto-
towki. Oblicz prawdopodobienstwo, ze moneta losowo wyjeta ze skarbonki ma war-
to$¢ rowna $redniej wartoéci monet w skarbonce.

4.9. Z urny, w ktorej jest 12 kul biatych i 13 czarnych, losujemy kolejno bez zwra-
cania dwie kule. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania dwoch kul w jednako-
wym kolorze?

4.10. Z talii 52 kart losujemy ze zwracaniem dwa razy po jednej karcie. Jakie jest
prawdopodobienstwo wylosowania dwa razy asa?

4.11. Na loterii jest 100 losoéw, w tym 12 wygrywajacych. Kupujemy kolejno dwa
losy. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze pierwszy kupiony los bedzie przegry-
wajacy, a drugi — wygrywajacy?

4.12. Jakiejest prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana liczba naturalna dwu-
cyfrowa jest podzielna przez 5 lub przez 8?

4.13. Rzucamy 8 razy moneta. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, Ze co najmniej
raz wypadnie orzel?
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5. Obliczanie
prawdopodobienstwa
z zastosowaniem
kombinatoryki

Umiejetnosci:

e obliczanie prawdopodobienstwa z zastosowaniem klasycznej definicji
prawdopodobieristwa

e Zliczanie obiektow z wykorzystaniem wzorow kombinatorycznych

Przypomnijmy - jezeli w danym doswiadczeniu losowym wszystkie zdarzenia ele-
mentarne s3 jednakowo prawdopodobne, to prawdopodobienstwo zajscia zdarze-
nia A wynosi:

P(A) =

Sl

gdzie A oznacza liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajéciu zdarzenia A,
a O - liczbe wszystkich zdarzen elementarnych w tym do$wiadczeniu.

Powyzszy wzér mozemy stosowal tylko wowczas, gdy A ¢ Q. Jezeli wiec uwzgled-
niamy kolejnos¢ (wariacje) w zapisie wynikéw w zbiorze (), to musimy réwniez
uwzglednié ja w zapisie zbioru A. Jezeli natomiast w zapisie zbioru Q wykorzystu-
jemy kombinacje, to do zapisu zbioru A takze musimy uzy¢ kombinacji.

Zastosujemy teraz poznane wzory kombinatoryczne do obliczania wartosci Q i A.
W pewnych sytuacjach bedziemy tez wykorzystywaé metode drzew.

Przykiad @) « zad. 5.6

W urnie jest 5 kul zielonych i 4 czarne. Losujemy cztery kule. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze wérdéd wylosowanych kul doktadnie dwie beda zielone?

Rozwiazanie

W dos$wiadczeniu nie odgrywa roli kolejno$¢ kul. Zatem zdarzenia elementarne mo-
zemy rozpatrywac jako czteroelementowe kombinacje utworzone ze zbioru 9 ele-
mentow.

e | 7.8 .
G- (0)- 2L =S8 y
4 4!.5! . -4

45.6. Z urny, w ktorej jest

12 kul bialych i 8 czarnych,
losujemy 3 kule. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze wsrod
wylosowanych kul dokladnie jedna
bedzie czarna?

44
Odp.: —
P 95

temat 1.8 J

Multitefa

e Prawdopodobienstwo klasyczne

e Zdarzenie elementarne — rzut
dwiema kostkami do gry

e Obliczanie prawdopodobieristwa
— rozwigzanie zadania

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 2.5

G Generator

testéw i sprawdzianéw
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45.8. W pudetku jest 6 loséw

wygrywajacych i 24 losy puste.

Kupujemy kolejno trzy losy.
Oblicz prawdopodobienstwo,
ze ostatni z kupionych loséw
bedzie wygrywajacy.

1

Oznaczmy jako A zdarzenie polegajace na wylosowaniu dokladnie dwéch kul zielo-
nych (zatem uktad sprzyjajacy to 2 zielone + 2 czarne). Aby uzyska¢ wszystkie zda-
rzenia elementarne sprzyjajace, mozemy nastepujaco wyobrazi¢ sobie doswiadcze-
nie: rozdzielamy kulki na dwa podzbiory (oddzielnie zielone oraz czarne) i losujemy
2 kule ze zbioru czarnych oraz 2 kule ze zbioru zielonych. Mamy wiec:

— | | .5.
A:(S)-(‘*):L-L:zysa, czyli P(A) = 223 _ 10
2 2 21.31 21.21 7-2-9 21

10
Odp.: —
P 21

Przyklad @) < zad. 5.8

W urnie s3 3 kule zielone i 4 czarne. Losujemy bez zwracania trzy razy po jednej kuli.
Obliczymy prawdopodobienstwo, ze ostatnig wylosowana kula jest kula czarna.
Rozwigzanie
Skoro interesuje nas prawdopodobienstwo zdarzenia A — ostatnia (a wiec trzecia)
wylosowana kula jest czarna, musimy uwzgledni¢ kolejnos¢ kul. Zatem zdarzeniami
elementarnymi w tym do$wiadczeniu sg 3-elementowe wariacje bez powtdrzen ze
zbioru 7-elementowego, czyli Q=7-6-5.
Zdarzenia sprzyjajace zajéciu zdarzenia A to nastepujace uktady kul:

zielona - zielona - czarna, czarna - zielona - czarna,

zielona - czarna - czarna, czarna — czarna - czarna.

Przyjmijmy, ze kule zielone s3 opisane z,, z,, z3, a kule czarne - ¢, ¢,, ¢3, ¢4.

START

A
A

G G GG G 6 G € G G G G
Z powyzszego drzewka odczytujemy:
A=3-2-4+3-4-3+4-3-3+44-3-2=3-4-10
P(A):3-4-IO:4_L
7-6-5 7
4
Odp.: -
P 7
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Przyktad e zad. 5.9 45.9. Z talii 24 kart (6 kart
w kazdym z czterech koloréw)

Obliczymy prawdopodobienstwo, z jakim brydzysta otrzyma do reki 8 pikow.
wyciagamy losowo 5 kart. Oblicz

Rozwiagzanie prawdopodobienstwo tego, ze
Doswiadczenie polega na losowaniu 13 kart z talii 52 kart, kolejno$¢ wylosowanych otrzymamy doktadnie 3 piki.
kart nie jest istotna, zatem: 255
= 52 52!
13 13!-39!

Zdarzeniem A jest wylosowanie 8 pikow i 5 kart niebedacych pikami. Rozdzielamy
wiec talie na dwa podzbiory — 13 pikéw i reszte (czyli 52 — 13 = 39) kart i losujemy
8 kart z pikéw oraz pozostate 5 ze zbioru kart innych niz piki. Liczba wszystkich
zdarzen sprzyjajacych jest wiec rowna:

_(n><w>_1m_ 39!
“\ 8 5) 8.5 51.34

13 ) 39
HA)<82985)6$?Z:$§im
13

||

= 0,001

(131)% - (391)?
T (51)% 81341 52!

Przyktad o

Ktore ze zdarzen jest bardziej prawdopodobne — wylosowanie przez brydzyste zesta-
wu ,,4 asy, 4 krdle, 4 damy, walet pik” czy zestawu ,,54, 84, Aa, 3y, 10y, Dy, Ky,
5‘, 8’, D’, 3*, 8*, K*”?

Rozwigzanie

Oznaczmy wylosowane zestawy:

A - 4 asy, 4 krole, 4 damy, walet pik”,

B 154 84 Aas 3¢> 10y, Dy, Ky, 545 84> Dy 3a» 8ar K.

Kazde z tych zdarzen jest reprezentowane przez jedno zdarzenie elementarne (kon-
kretny uktad kart), zatem:
A=B=1

i prawdopodobienstwa ich zajscia sg identyczne.

W do$wiadczeniu losowym wylosowanie np. zestawu 13 konkretnych kart przez brydiyste czy  ((+))
6 konkretnych liczb w lotto jest zawsze pojedynczym zdarzeniem elementarnym. Nie ma wiec
bardziej lub mniej prawdopodobnych ukladéw. Podobnie - po wyrzuceniu kolejno 26 reszek

prawdopodobienstwo wyrzucenia orta w 27. rzucie moneta nie wzrosto i nadal wynosi 7
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45.11. Szesciu finalistow
konkursu, w tym Anna i Jan,
losuje kolejno$¢, w jakiej beda
odpowiada¢ przed komisjg. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze
Anna nie bedzie odpowiada¢ jako
pierwsza i jednoczesnie Jan bedzie
odpowiada¢ po niej (niekoniecznie
bezposrednio).

1

Przyktad e zad. 5.11

Pani przewodnik na wycieczce ustawia losowo w rzagdku dwanascioro dzieci, w tym
Antosia, Basie i Cesie. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wymienione dzieci zostang
ustawione obok siebie w dowolnej kolejnosci?

Rozwigzanie
Doswiadczeniem losowym jest ustalenie kolejno$ci dwanasciorga dzieci.
Zdarzenia elementarne s3 permutacjami zbioru dwunastoelementowego, wiec:

Q=12!
Zdarzenie A polega na takim ustawieniu dzieci, w ktérym Antos, Basia i Cesia sasia-
duja ze soba. Obliczymy, ile jest takich zdarzen.
Tréjke Anto$ — Basia — Cesia mozemy umiesci¢ wérdd innych dzieci na 10 sposobow,
na miejscach:
° pierwszym, drugim i trzecim,
° drugim, trzecim i czwartym,
e ...
e dziesiatym, jedenastym i dwunastym.
Dla kazdego z nich jest 3! sposobow ustalenia kolejnosci tych dzieci oraz 9! sposo-
bow ustalenia kolejnosci pozostatych dzieci. Liczba wszystkich zdarzen elementar-
nych sprzyjajacych jest wigc rowna:

A=10-3!-9
A .31.91 . 10!
P(A):é:lo 3! 9.= 6-10! =i
Q 12! 12-11-10! 22
1
Odp.: —
P 22
Przykiad ©)

Rzucamy 9 razy moneta. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze uzyskamy dokladnie
5 orlow?

Doswiadczenia ,,rzut moneta (kostka) k razy” i ,rzut k monetami (kostkami)” mozemy (@)
zinterpretowac i opisa¢ dokladnie tak samo. Identyczne sg zatem zbiory zdarzen elementarnych
takich doswiadczen.

Rozwiazanie

Zdarzenia elementarne s3 dziewiecioelementowymi wariacjami z powtdrzeniami,
wiec O =2° =512.

Zdarzenie A polega na wyrzuceniu pieciu orléw i czterech reszek. Przykladem zda-
rzenia elementarnego sprzyjajacego zajsciu zdarzenia A jest OORORORRO.
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Do wyznaczenia wszystkich takich zdarzen sprzyjajacych wystarczy znalez¢ w zbio-
rze Q) wszystkie ciagi, w ktérych reszka R wystepuje dokladnie 4 razy”. W tym celu
mozemy odpowiednio spreparowa¢ doswiadczenie, na przyktad poprzez pomocni-
cze losowanie, w ktérym zamiast rzutéw monetg losujemy numery miejsc, na ktérych
wpiszemy R.

W ciggu OORORORRO litera R wystepuje na trzecim, pigtym, sid6dmym i 6smym
miejscu. Odpowiada to wylosowaniu liczb 3, 5, 7, 8 ze zbioru {1, 2, ..., 8, 9}. Za-
uwazmy, ze nie jest istotna kolejno$¢ wylosowanych numeréw, natomiast nie moga

. . . . 9 . .
sie one powtarzaé. Zatem w pomocniczym losowaniu mamy (4) wszystkich moz-

liwosci i tyle jest w zbiorze Q) zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A.

= ! .7.8- a 2.
A=(9)=—9‘ S8 789 golg i PA) =2 =122 8
4) W5l 1234 a 512 256
63
Odp.: —
P+ 256
Przyktad @)

W urnie jest 10 kul czarnych i 2 biate. Wszystkie kule dzielimy losowo na dwa pod-
zbiory po 6 kul. Obliczymy prawdopodobienstwo, ze w kazdym z nich znajdzie si¢
kula biafa.

Rozwiagzanie
Aby podzieli¢ kule na dwa podzbiory, losujemy 6 z 12 kul. Wyboér szesciu kul ozna-
cza bowiem zostawienie w urnie 6 kul. Kolejno$¢ wylosowanych kul nie jest istotna,
zatem:
a- ( 12)
6
Oznaczmy zdarzenie A — w kazdym z dwéch podzbioréw znajdzie si¢ kula biata. Zda-

rzenie elementarne sprzyjajace zdarzeniu A polega na wylosowaniu 5 kul czarnych
i jednej bialej. Mamy wiec:

= 10 2
A= ( ) . < ) «— kule czarne losujemy sposrod 10 czarnych,
3 1 a kule bialg — sposrod 2 bialych
(:)-(1)
5) \1) _100-2-(6)° 6
P A = = = —
(4) (12) (512 . 12! 11
6

6
Odp.: —
P 11

*W temacie 6smym (s. 182) przedstawiamy inny sposob rozwigzywania zadan tego typu.
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45.19. W pudetku jest

400 kul, w tym n czerwonych.
Wybieramy losowo dwie

kule. Prawdopodobienstwo
wylosowania obu kul czerwonych

jest réwne €
760
a) Ile kul czerwonych jest w tym
pudetku?
b) Oblicz prawdopodobienstwo

tego, ze zadna z wylosowanych kul
nie jest czerwona.

Odp.:a) 15 b) %

45.20. Wérdd » loséw na
loterii sg cztery wygrywajace.
Kupujemy 3 losy. Dla jakich n
prawdopodobienstwo tego, ze
wszystkie losy beda wygrywajace,
jest wigksze od 0,2?

Odp.: 1 € {4, 5}

Dziat 2. Kombinatoryka i teoria prawdopodobieristwa

Przyktad 0 zad. 5.19

Z urny, w ktdrej jest 10 kul biatych i pewna liczba kul czarnych, losujemy 2 kule. Ile
kul czarnych jest w urnie, jezeli prawdopodobienstwo wylosowania z tej urny dwéch
kul biatych jest réwne ;?

Rozwiazanie
Oznaczmy liczbe kul czarnych literg nn (n € N i n > 0). W do$wiadczeniu nie odgry-
wa roli kolejno$¢ wylosowanych kul - zdarzenia elementarne s3 dwuelementowymi
kombinacjami ze zbioru (n + 10)-elementowego.
- <n+ 10) _ (n +10)! _ (n+9)(n+10)
2 2 (n+8)! 2
Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu dwoch kul biatych.

= | .
A:(10>_ 100 _9-10 _ .

2) 28 2
90
PA) = ——————— «— z warunkéw zadania wiemy, ze P(A) = 3
(n+9)(n+10) 7
90 3

n+9)(n+10) 7

Dziedzing tego réwnania jest zbior dodatnich liczb naturalnych, wigc nie musimy juz
robi¢ zadnych dodatkowych zatozen dotyczacych mianownika.

(n+9)(n+10)=30-7
n+19n-120=0
n=-24lubn=>5

«— tylko drugie z otrzymanych rozwigzan nalezy do dziedziny

Odp.: W urnie jest 5 kul czarnych.

Przyktad @) « zad. 5.20

Ile razy nalezy rzuci¢ szescienng kostka do gry, aby prawdopodobienstwo, ze szdstka
ani razu nie wypadnie, bylo mniejsze od %?

Rozwigzanie

Prawdopodobienstwo, ze w jednym rzucie széstka nie wypadnie, jest rowne o

2
w dwoch rzutach - <§> itd.

Szukamy takiego n (gdzie n oznacza liczbe rzutdéw), aby:

(6) <
- <_
6 3
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Obydwie strony nieréwnosci sg dodatnie, mozemy je wiec zlogarytmowac.

log (g)n < log %

5 1
nlogg<10g§ —log ,b" =nlog b
logl 5
n> g <—logg<0
log 2
og o
log1-log3 -log 3

= = <—logué:10gab—logac
log 5-1log 6 —(log 6 —log 5) ¢

B log 3 N
" log6-log5
Zatem nalezy wykonac co najmniej 7 rzutow kostka.

6,03

Odp.: Co najmniej 7 razy.

W kazdym z zadan 5.1-5.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

5.1. Z cyfr 1, 2, 3, 4 ukladamy losowo czterocyfrowe liczby o réznych cyfrach.
Wskaz prawdopodobienstwo tego, ze otrzymana liczba bedzie zawarta miedzy licz-
bami 2000 i 4000.

A2 B. > C.
6 12

D.

G| =
N | —

5.2. Z szeéciu odcinkéw o dlugosciach 1, 3, 5, 6, 7, 9 wybieramy losowo trzy rézne
odcinki. Wskaz prawdopodobienstwo tego, ze z wybranych odcinkéw mozna zbu-
dowac tréjkat.

A2 B.
5

Gl w
@)
|

: D. =
20 10
5.3. W urnie s3 3 kule zielone i 4 czarne. Losujemy cztery kule. Wskaz prawdopo-

dobienstwo tego, ze wsrdd wylosowanych kul doktadnie dwie sg czarne.

2
A2 B. > c =
7 35 35 35

Odpowiedzi i rozwigzania

5.1. D

5.2. A

5.3. D
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5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

5.10.

5.11.

5.12.

5.13.

Dziat 2. Kombinatoryka i teoria prawdopodobieristwa

1 1
Ao Do

O |

25 41
a) — b) —
81 81

5.4. Piecioro klientéw o réznym wzroscie ustawia si¢ losowo w kolejke przed kasa.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze

a) ustawig sie w kolejnosci od najwyzszego do najnizszego.

b) najwyzszy stanie na poczatku kolejki, a najnizszy na jej koncu.

5.5. Rzucamy 10 razy moneta. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w zadnych
dwdch kolejnych rzutach nie powtdrzy si¢ ten sam wynik.

5.6. Zurny, w ktorej jest 12 kul biatych i 8 czarnych, losujemy 3 kule. Jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze wéréd wylosowanych kul dokladnie jedna bedzie czarna?

5.7. Rzucamy 3 razy sze$cienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze
iloczyn liczb oczek we wszystkich rzutach bedzie mniejszy od 200.

5.8. W pudelku jest 6 loséw wygrywajacych i 24 losy puste. Kupujemy kolejno trzy
losy. Oblicz prawdopodobienstwo, ze ostatni z kupionych losow bedzie wygrywajacy.

5.9. Z talii 24 kart (6 kart w kazdym z czterech koloréw) wyciagamy losowo 5 kart.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze otrzymamy dokladnie 3 piki.

5.10. Przy okraglym stole o 10 miejscach usiadlo w przypadkowej kolejnosci
10 os6b, w tym jedno matzenstwo. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze malzon-
kowie nie sasiaduja ze soba.

5.11. Szesciu finalistéw konkursu, w tym Anna i Jan, losuje kolejnos¢, w jakiej be-
da odpowiadaé przed komisjg. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze Anna nie bedzie
odpowiadac jako pierwsza i jednoczesnie Jan bedzie odpowiada¢ po niej (niekoniecz-
nie bezpoérednio).

5.12. Sposrod kartek z liczbami 1, 2, ..., 9 wybiera-

my losowo jedna, zwracamy ja i losujemy po raz drugi.

Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze

a) warto$¢ bezwzgledna réznicy wylosowanych liczb
jest nie wieksza niz 1.

b) réznica wylosowanych liczb jest liczbg parzysta.

5.13. Dziesie¢ oséb wybralo sie na biwak nad jezio-
rem. Po przyjezdzie cztery z nich wziely si¢ za rozbi-
janie namiotéw, a pozostali postanowili p6j$¢ do la-
su po chrust na ognisko. Z jakim prawdopodobien-
stwem Marta — jedna z uczestniczek biwaku - péjdzie
po chrust, jezeli podzialu na grupy dokonano losowo?
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5.14. Uczniowie 36-osobowej klasy Izydora nie mogli doj$¢ do porozumienia, jak
podzieli¢ si¢ obowiazkami zwigzanymi z przygotowaniem studniéwki. Ostatecznie
postanowili losowa¢ z wlasnego grona 15 0séb do wykonania dekoracji, 7 0séb do
zrobienia i wreczenia zaproszen gosciom, a pozostalych zatrudni¢ do sprzatania po
zabawie. Z jakim prawdopodobienstwem Izydor i Jolka znajda si¢ w jednej grupie?

5.15. Z jakim prawdopodobienistwem Izydor zatanczy na studniéwce poloneza
z Jolka, jezeli w ich klasie jest 18 uczniéow i 18 uczennic, a dobér w pary jest prze-
prowadzany losowo?

5.16. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze trzy losowo wybrane wierzchotki sze-
$cianu sg wierzchotkami tréjkata réwnobocznego?

5.17. Ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} losujemy trzy razy kolejno bez zwracania
po jednej cyfrze. Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia, ze

a) zapisujac cyfry w kolejnosci losowania, otrzymamy liczbe 4512

b) wylosujemy trzy cyfry wystepujace w zapisie liczby 4512

) zapisujgc cyfry w kolejnoséci losowania, otrzymamy liczbe mniejszg od 451?

5.18. W pudetku znajduje sie 6 kul biatych i 10 czarnych.

a) Losujemy dwie kule kolejno ze zwracaniem. Oblicz prawdopodobienstwo wylo-
sowania dwoch kul w tym samym kolorze.

b) Losujemy dwie kule kolejno bez zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo wyloso-
wania dwoch kul o réznych kolorach.

¢) Do pudelka dotozono b kul bialych, a nastepnie wylosowano dwie kule kolejno
bez zwracania. Oblicz b, dla ktérego prawdopodobienstwo wylosowania dwoch
kul o réznych kolorach jest réwne prawdopodobienstwu wylosowania dwéch kul
w tym samym kolorze.

5.19. W pudelku jest 400 kul, w tym #n czerwonych. Wybieramy losowo dwie kule.

. . . . 1
Prawdopodobienstwo wylosowania obu kul czerwonych jest réwne 260"

a) Ile kul czerwonych jest w tym pudetku?
b) Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze zadna z wylosowanych kul nie jest
czerwona.

5.20. Wsrdd nloséw na loterii sg cztery wygrywajace. Kupujemy 3 losy. Dla jakich »
prawdopodobienstwo tego, ze wszystkie losy beda wygrywajace, jest wigksze od 0,2?

5.21. W urnie jest 20 kul biatych i 2 czarne. Losujemy bez zwracania n kul. Dla jakich

wartosci n prawdopodobienstwo wylosowania samych kul biatych jest wigksze od %?

5.14.

21) 90
7

() (2) G)(S) - GoZ)
()

5.15. -
18

5.16. .
7

1 1 3

5.17. a) -_— b) Q C) g

504

5.18. a)% b)% Ob=9

5.19.a) 15 b) &
95

5.20. n € {4, 5}

5.21.n¢{l,2 3, 4,5, 6}



Dziat 2. Kombinatoryka i teoria prawdopodobieristwa

5.22. a) 0,2 b) 0,05 c¢) 0,15

Prosto do matury

1.P,P, P
2.2
20
3 10
21

4. 10-9-8 _ 1_8

103 25

5.n¢€16, 7,8, 9

5.22. Sposrod liczb 1, 2, 3, 4, 5, 8 wybieramy trzy rdzne. Jakie jest prawdopodo-
bienistwo, ze wybrane liczby sa diugosciami bokow
a) tréjkata? b) tréjkata prostokatnego? c) tréjkata rozwartokatnego?

5.23. Rzucamy 12 razy kostka do gry. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze kazda licz-
ba oczek wypadnie dokladnie 2 razy?

1. Przy okraglym stole o o$miu miejscach usiadlo w sposéb przypadkowy osiem
0s0b. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.

A. Prawdopodobienstwo tego, ze osoby X i Y nie siedza obok siebie, jest réwne ;

B. Prawdopodobienstwo tego, ze osoby X, Y i Z siedza obok siebie, jest rowne %
C. Prawdopodobienstwo tego, ze osoby X i Y siedza obok siebie, a osoba Z nie sa-

: : 5 : . g 4
siaduje z Zadna z nich, jest rowne Ik

2. Zcyfr1, 2, 3, 4, 5 ukladamy wszystkie mozliwe liczby trzycyfrowe o réznych cyf-
rach. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze losowo wybrana sposrdd nich liczba jest
mniejsza od 320.

3. Z grupy, w ktorej jest pieciu mezczyzn i cztery kobiety, wybrano losowo 3-osobo-
wa delegacje. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w sklad delegacji weszla doktad-
nie jedna kobieta.

4. W windzie dziesieciopietrowego domu jedzie trzech pasazeréw. Zakladamy, ze
wszystkie mozliwe rozklady wysiadania pasazeréw na pietrach sa jednakowo praw-
dopodobne. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze kazdy pasazer wysiadzie na innym
pietrze.

5. Z pudetka, w ktorym jest n kul, w tym 6 bialych, losujemy dwie kule. Dla jakich

warto$ci n prawdopodobienstwo wylosowania dwoch kul biatych jest wieksze od %?

5.23. 0 =6"

A - kazda liczba wypadnie dokfadnie 2 razy

Wybieramy kolejno po 2 miejsca dla jedynki, dwojki, tréjki, czwérki i pigtki (na
pozostatych dwoch beda szdstki).

A=(3)(3) G C) ()= ai 2w s 3w 3= %
2 2 2 2 2 21100 218! 2le! 214! 212! pE

12!
P(A) = 26 . 612



6. Prawdopodobienstwo

warunkowe

Umiejetnosci:
e obliczanie prawdopodobienstwa warunkowego

W rachunku prawdopodobienstwa mamy czesto do czynienia z sytuacjami, gdy szan-
se zajécia pewnych zdarzen zaleza od innych zdarzen. Méwimy wdowczas o praw-

dopodobienstwie warunkowym. Aby wyjasni¢ to pojecie, przeanalizujemy ponizszy

przyklad.

Przyktad o

Dos$wiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie
kostka szescienng. Rozpatrzmy zdarzenia:

A - suma liczb oczek w rzutach I'i IT jest réwna 6,

B - wrzucie I wypadla parzysta liczba oczek.

W tabelach zaznaczyliémy wszystkie zdarzenia ele-
mentarne sprzyjajace zajéciu odpowiednio zdarze-

nia Ai zdarzenia B.
P(A) = o, P(B)= 3 = 5
36 2
Zalozmy teraz, ze w pierwszym rzucie wypadla parzy-
sta liczba oczek, czyli ze zaszlo zdarzenie B. Ile wtedy

wynosi prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A?

Poniewaz zdarzenie B juz zaszlo, bierzemy pod uwage
tylko zdarzenia mu sprzyjajace i do nich ograniczamy
zbidr zdarzen elementarnych (kolor niebieski w tabe-
li). Nastepnie sprawdzamy, ile sposréd nich sprzyja
zajéciu zdarzenia A, co jest rownoznaczne z wyzna-
czeniem liczby zdarzen elementarnych sprzyjajacych
zaj$ciu zdarzenia A N B. W tabeli obok widac¢, ze s
dwa takie zdarzenia: (2, 4) i (4, 2).

B=18, AnB=2

i 2 4 6
1

2 A

3

4 A

5

6

i 2 4 6
1 B B B
2 B B B
3 B B B
4 B B B
5 B B B
6 B B B
i 2 4 6
1

2 A

3

4 A

5

6

Prawdopodobienstwo zajécia zdarzenia A pod warunkiem, ze zaszto zdarzenie B, jest

AnB 2 1

3 18 9

wiec rowne
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46.6. Ze zbioru wszystkich
trzycyfrowych liczb naturalnych
losujemy jedna liczbe. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze ta
liczba jest podzielna przez 5,
pod warunkiem, Ze jest to liczba
nieparzysta.

1

Szukane prawdopodobienstwo jest rézne od prawdopodobienstwa zaj$cia zdarze-
nia A. Prawdopodobienstwo to oznaczamy P(A|B) i nazywamy prawdopodobien-
AN

|

stwem warunkowym: P(A|B) =

or

Zauwazmy, Ze mozemy w inny sposob zapisa¢ wzor na P(A|B).

ANB
P(A|B) = AQB _ g _ P(ANB)
B B P(B)
Q

Powyzszy wzdr zostal przyjety jako definicja prawdopodobienstwa warunkowego.

Niech A, B c Q i P(B) > 0. Prawdopodobienstwem zajécia zdarzenia A pod
warunkiem, ze zaszlo zdarzenie B, nazywamy liczbe:
P(ANB)

P(B)

P(A|B) =

Prawdopodobienstwo warunkowe spetnia warunki aksjomatycznej definicji prawdo-
podobienstwa, a wiec ma te same wlasnoséci co prawdopodobienstwo zdefiniowane
w sposOb aksjomatyczny i klasyczny.

Przykiad @) < zad. 6.6

Ze wszystkich liczb trzycyfrowych, ktorych cyfry nalezg do zbioru {1, 2, 3, 4, 5}, lo-
sujemy jedna liczbe. Obliczymy prawdopodobienstwo, ze cyfry wylosowanej liczby
sg rdzne, pod warunkiem, Ze ta liczba jest parzysta.

Rozwigzanie

Wszystkich liczb trzycyfrowych o cyfrach ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5} jest 5° = 125.
Losujemy jedna takg liczbe, zatem Q = 125.

Oznaczmy zdarzenia:

A - wylosowana liczba ma rézne cyfry, B - wylosowana liczba jest parzysta.

Szukamy P(A|B). Musimy wiec obliczy¢ P(B) i P(A N B).

B=2-5=50 —— o parzystoci decyduje ostatnia cyfra
50
P(B) = —
(B) 125

Zdarzenie A N B polega na tym, ze wylosowana liczba ma rézne cyfry i jej ostatnia
cyfra jest 2 lub 4.

ANB=2-4-3=24




P(ANB) = 2
125
24
_P(ANB) _ 5 _ 12
P(AIB) = P(B) 50 T 25
125

Odp.: Prawdopodobienstwo, ze cyfry wylosowanej liczby sa rézne, pod warunkiem,

. . . .12
ze ta liczba jest parzysta, wynosi I

Przyktad @)

W wyscigu zuzlowym startuje czterech zawodnikéw: Tomasz, Jarostaw, Krzysztof

zad. 6.10

i Adam. Niech T, ], K, A beda zdarzeniami oznaczajacymi kolejno zwyciestwo kaz-
dego z nich. Eksperci szacuja, ze P(T) = 0,5, P(J) = 0,2, P(K) = 0,2, P(A) = 0,1.
W czasie drugiego okrazenia Krzysztof si¢ przewroécil. Jakie szanse zwycigstwa maja
teraz pozostali zawodnicy?

Rozwiagzanie

Wiemy, ze zdarzenie K nie zaszlo, czyli zaszto zdarzenie K'. Nalezy wiec obliczy¢
prawdopodobienstwa warunkowe: P(T|K ", PUIK") i P(AIK'). Zdarzenia T, J, K
i A wykluczajg si¢ nawzajem, czyli:

TNnK' =T — ,wygra Tomasz i przegra Krzysztof” oznacza
n K' = ] po prostu, ze ,,wygra Tomasz”
AnNK' =A
Zatem:
!
P(T|K’) _ P(T'nK’) _ P(T) _ 05 _ 0,625
P(K')  P(K') 08
!
pIK'y = PUOKD - P _ 02 _ 55

P(K'") ~ P(K') 08
_P(AnK') _ P(A) 01 _

!
P(AIK') = by = ey~ 05 = %125

Odp.: Szanse zwycigstwa Tomasza, Jarostawa i Adama wynosza teraz odpowiednio
0,625, 0,251 0,125.

Prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen

Po przeksztatceniu wzoru na prawdopodobienstwo warunkowe otrzymujemy wzor
na prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen:

P(ANB) = P(B) - P(A|B)

6. Prawdopodobieristwo warunkowe

46.10. W teleturnieju startuja
cztery osoby. Do finalu
zakwalifikowuja sie trzy sposrod
nich. Prawdopodobienstwo
odpadniecia przed finalem wynosi:
e dla pani Agnieszki 0,2,

e dla pani Grazyny 0,1,

® dla pani Malgosi 0,4,

¢ dla pana Bogdana 0,3.

Po pierwszej rundzie pani Grazyna
zapewnila juz sobie udzial w finale.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
do finatu zakwalifikuje si¢ pan
Bogdan?

2
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46.12. Adam nie

przygotowal sie dzis do lekgji.
Prawdopodobienstwo tego,

ze zostanie zapytany, ocenia

na 20%, a prawdopodobienstwo
tego, ze za odpowiedz otrzyma
ocene niedostateczng — na 90%.
Przyjmujac te dane, oblicz
prawdopodobienstwo, ze Adam
otrzyma dzi$§ ocene niedostateczna
z odpowiedzi.

Odp.: 0,18

Dziat 2. Kombinatoryka i teoria prawdopodobieristwa

Przyktad o

Z pudelka, w ktorym jest 8 kul biatych i 5 czarnych, losujemy kolejno bez zwracania
2 kule. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze pierwsza kula jest biala, a druga czarna?

Rozwigzanie
Mozemy zastosowac schemat klasyczny. Ale zadanie mozna tez rozwiaza¢ inaczej.

Okre$lmy zdarzenia:

A - pierwsza z wylosowanych kul jest biala,

B - druga z wylosowanych kul jest czarna.

Z warunkoéw zadania wynika od razu, ze P(A) = 18—3 i P(B|A) = 1—52, bo jesli jako
pierwsza wylosowalismy kule bialg, to w urnie zostato 7 kul bialych i 5 czarnych.

Stosujemy wzor na prawdopodobienstwo iloczynu:

8 5 10
P(ANB) = P(A)- P(BIA) = 5 - = = 0
10

Przyktad @) « zad. 6.12

Egzamin na studiach sktada sie z czesci pisemnej i ustnej. Aby go zdac, trzeba zaliczy¢
obie czesci. Prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany z grupy zdajacych student zali-
czy cze$é pisemna, jest rowne 0,6. Prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany student,
ktdry przeszedt przez czes¢ pisemng, zaliczy cze$¢ ustng, wynosi 0,8. Jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze student losowo wybrany z grupy zdajacych nie zda egzaminu?

Rozwigzanie

Wirod studentdéw zdajacych egzamin okreslamy zdarzenia:
A - losowo wybrany student zda cze$¢ pisemna;

B - losowo wybrany student zda cze$¢ ustna.

Z warunkoéw zadania wynika, ze P(A) = 0,6 i P(B|A) =0,8.
Zauwazmy, ze zdanie egzaminu, czyli zaliczenie obu jego cze$ci, oznacza zajécie zda-
rzenia AN B.
P(AN B) = P(A) - P(B|A) = 0,6 - 0,8 = 0,48
Szukamy prawdopodobienstwa zajécia zdarzenia przeciwnego do A N B.
P((ANB)')=1-P(ANB)=1-048 = 0,52

Odp.: Prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany z grupy zdajacych student nie zda
egzaminu, jest réwne 0,52.



6. Prawdopodobieristwo warunkowe

Przyktad 0 zad. 6.16

Rozwazamy do$wiadczenie losowe, w ktdrym Q jest zbiorem wszystkich zdarzen ele-

mentarnych. Niech A, B ¢ Q. Wykazemy, ze jezeli P(A) = g i P(B) = 13—0, to
P(AIB) > 3.
Dowdd
P(A|B) = P(ANB) _ P(ANB)
P(B) 0,3
Musimy wiec oszacowaé P(A N B).
P(AUB) <1 —— wiasnos¢ prawdopodobienstwa
P(A)+P(B)-P(AnB)<1 «— P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AN B)

08+03-P(ANB)<1

P(ANnB) =0,
Ostatecznie otrzymujemy:
P(ANB) _ 01 _1

PAIB) = === 275 =3

Koniec dowodu

W kazdym z zadan 6.1-6.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.

Wybierz ja i zapisz w zeszycie. O T,

6.1. Q jest zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych pewnego doswiadczenia lo- 6.1. B
sowego. Wiemy, ze A, B C Q, P(ANB) = 12—5 oraz P(B) = % Wskaz P(A|B).

A2 B. c = D.:

6.2. Q jest zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych pewnego doswiadczenia 6.2. D

losowego. Wiemy, ze A, B c Q, P(A) = % P(A|B) = é i P(B|A) = }1. Wskaz P(B).

AL B. — c 1 D. 1
25 10 5 2
6.3. Z pudetka, w ktorym jest 10 kul biatych i 6 czerwonych, losujemy kolejno bez 6.3. A

zwracania dwie kule. Prawdopodobienstwo, ze pierwsza kula jest czerwona, a druga
biata, wynosi
1
A. - B.
4

C. D.

oo |
(S S}
vl | W

46.16. Niech A, B ¢ Q. Wykaz, ze jeieli P(B) = 0,4 i P(A|B) = 0,6, to P(A) < 0,84.

Odp.: P(AN B) = P(B) - P (A|B) = 0,4- 0,6 = 0,24

P(AUB)<1i P(AUuB)=P(A)+ P(B)- P(AN B),

wiec P(A) =P(AUB)-P(B)+P(ANB)=P(AUB)-0,4+0,24<1-0,16 = 0,84,
czyli P(A) < 0,84.
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6.4. 2
16

6.5.

vl w

6.6.

| =

156
703

6.7.

6.8.

W | =

6.9. 42%

6.10. 2
3

6.11. 0,375

6.4. Rzucamy 5 razy monetg. Jakie jest prawdopodobienstwo otrzymania co naj-
mniej dwdch orféw, jezeli za pierwszym razem wypadt orzet?

6.5. Rzucamy 3 razy sze$cienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo, ze za
kazdym razem uzyskamy inng liczbe oczek, pod warunkiem, Ze suma liczb wyrzuco-
nych oczek jest réwna 15.

6.6. Ze zbioru wszystkich trzycyfrowych liczb naturalnych losujemy jedna liczbe.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze ta liczba jest podzielna przez 5, pod warunkiem, ze
jest to liczba nieparzysta.

6.7. Z talii 52 kart losujemy 3 karty. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania do-
ktadnie dwoch pikéw, pod warunkiem, Ze nie wylosujemy zZadnego kiera.

6.8. Przyjmijmy, ze prawdopodobienstwo urodzenia si¢ dziewczynki i chtopca jest
takie samo. W pewnej rodzinie jest dwoje dzieci. Wiadomo, Ze co najmniej jedno
z nich jest chlopcem. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze oboje dzieci to chlopcy?

6.9. Prawdopodobienstwo tego, ze reprezentacja klasy 4c dojdzie do finatu szkol-
nych rozgrywek pitki noznej, jest rowne 60%, a prawdopodobienstwo tego, ze wygra
w meczu finalowym, jest réwne 70%. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze reprezenta-
cja klasy 4c zdobedzie mistrzostwo?

6.10. W teleturnieju startujg cztery osoby. Do finatu zakwalifikowuja sie trzy spo-
$réd nich. Prawdopodobienstwo odpadniecia przed finalem wynosi:

dla pani Agnieszki 0,2,

dla pani Grazyny 0,1,

dla pani Malgosi 0,4,

dla pana Bogdana 0,3.
Po pierwszej rundzie pani Grazyna zapewnila juz sobie udzial w finale. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze do finalu zakwalifikuje sie pan Bogdan?

6.11. Karol typuje, zZe prawdopodobienstwo zdobycia tytulu mistrzowskiego w pitce
noznej przez druzyne Manchesteru United wynosi 30%, przez druzyne Chelsea Lon-
don - 20%, a przez jedng z pozostalych druzyn - 50%. Uwzgledniajac te dane, oblicz
prawdopodobienstwo zdobycia tytulu mistrzowskiego przez druzyne Manchesteru
United, pod warunkiem, ze druzyna Chelsea London nie zdobedzie tego tytutu.



6. Prawdopodobieristwo warunkowe

6.12. Adam nie przygotowat sie dzi$ do lekcji. Prawdopodobienstwo tego, ze zosta- 6.12. 0,18
nie zapytany, ocenia na 20%, a prawdopodobienstwo tego, ze za odpowiedz otrzyma

ocene niedostateczng — na 90%. Przyjmujac te dane, oblicz prawdopodobienstwo, ze

Adam otrzyma dzi$ ocene niedostateczng z odpowiedzi.

6.13. Oblicz P(A|B), wiedzac, ze A, Bc Q, P(B') =02 i P(AN B) = 0,75. 6.13. %

6.14. Oblicz P(A|B), wiedzac, ze A, B Q, P(A) = P(B) =0,7 i P(AUB) =0,8. 6.14. g

6.15. Oblicz P(A|B), wiedzac,ze A, BC Q i B C A. 6.15. 1

6.16. Niech A, B ¢ Q. Wykaz, zejezeli P(B) = 0,4 i P(A|B) = 0,6, to P(A) < 0,84. 6.16. Patrz s. 165.

6.17. Krzysztof $rednio raz na trzy dni spdznia sie do szkoty. Tlumaczy to tym, ze
$rednio co czwarty dzien za p6zno wychodzi z domu i spéznia sie na autobus, a nawet
jesli wyjdzie punktualnie, autobus czesto zatrzymuje sie w korku. Jakie jest prawdo-
podobienstwo, ze mimo wyjscia z domu o odpowiedniej porze Krzysztof spozni sie

do szkoty?

Prosto do matury
1. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan. Dane s3 zdarzenia A, B ¢ Q) takie, ze 1. P,P,F
P(ANB) = % i P(A|B) = % Wiynika z tego, ze
A P(4) = 3. B. P(B) = 1. C. P(BlA) = 3.
2. Oblicz P(A|B'), wiedzac, ze A, B < Q, P(B) = 0,2 i P(AU B) = 0,35. 2. 13—6
3. Prawdopodobienstwo, ze kierowca zostanie na pewnym odcinku drogi zatrzyma- 3. 80%

ny i bedzie ukarany mandatem, wynosi 4%. Prawdopodobienstwo, ze na tym odcinku
kierowca w ogole zostanie zatrzymany do kontroli, wynosi 5%. Jakie jest prawdopo-
dobienstwo, ze kierowca, ktéry zostal zatrzymany, bedzie ukarany mandatem?

N |

4. Rzucamy trzema kostkami sze$ciennymi do gry. Jakie jest prawdopodobienstwo, 4.
ze suma liczb oczek na wszystkich kostkach bedzie liczbg parzysta, jezeli ich iloczyn
jest liczbg parzysta?

5. Wykaz, ze jezeli A, B Q i P(B) >0, to P(A'|B) = 1- P(A|B).

6.17. A - Krzysztof spozni sie do szkoly, P(A) = %, B - Krzysztof spozni sie na autobus, P(B) = i

Zauwazmy, ze P (A|B) =1 (jezeli Krzysztof spdzni sie na autobus, to spozni sie do szkoly),
_P(ANB) . 1
ale P(AlB) = 5B wiec P(ANB) = T

(AnB)U(ANB')=Ai (AnB)n(AnB')=0, wiec P(ANB)+P(AnB') = P(A).

P(AnB') ﬁ 1

"= _ L 12 . N2 2/ 12 1 4
P(ANB')=P(A)-P(ANB) =2 - - =—. Zatem: P(AlB') P@) 1135
4
5.(A'nB)U(AnB)=Bi (A'nB)U(ANB) =0, wiec P(A'nB)+P(AnB) = P(B).
' B B ngpy_ P(A'nB) _P(B)-P(AnB) _ . P(ANB) .
P(A'nB)=P(B)-P(AnB), P(A'|B)= o e = R P(A|B)



I 168 Dziat 2. Kombinatoryka i teoria prawdopodobienstwa

-

tematy 1.11, 1.12

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 2.7

Generator

testéw i sprawdzianéw

N

7. Twierdzenie
o prawdopodobienstwie
catkowitym

Umiejetnosci:
* wykorzystywanie w zadaniach twierdzenia o prawdopodobieristwie catkowitym

Omawiane w poprzednim temacie prawdopodobienstwo warunkowe stosujemy
przede wszystkim w sytuacjach, gdy mamy do czynienia z doswiadczeniem losowym
przeprowadzanym w kilku etapach. Przeanalizujmy najpierw przyktad.

Przyktad €)

W pierwszym pudetku jest 1 los wygrywajacy i 9 pustych, a w drugim sg 3 losy wy-
grywajace i 12 pustych. Rzucamy moneta. Jesli wypadnie orzel, wyciggamy jeden los
z pierwszego pudelka, jesli reszka — jeden los z drugiego pudetka. Obliczymy prawdo-
podobienstwo wyciagniecia losu wygrywajacego.

Rozwiazanie
Doswiadczenie sklada sie z dwoch etapow:
I. Rzut moneta.
Oznaczamy: O - wypadniecie orta, R — wypadniecie reszki.
P(0) = P(R) = 5
I1. Losowanie jednego losu z pudetka.
Niech W bedzie zdarzeniem polegajacym na wyciggnieciu losu wygrywajacego.
Prawdopodobienstwo zdarzenia W zalezy od wyniku pierwszego etapu doswiadcze-
nia. Jesli zaszlo zdarzenie O, to siegamy do pierwszego pudelka i wtedy prawdopo-

. . . ! 1 .
dobienstwo wylosowania losu wygrywajacego wynosi o Jesli natomiast zaszlo zda-

rzenie R, to siegamy do drugiego pudetka i prawdopodobienstwo wylosowania losu

WYgrywajacego wynosi % Zatem:

1
P(WI0) =

3 1
P(WIR) = = = ¢

Szukamy odpowiedzi na pytanie, z jakim prawdopodobienstwem zajdzie alternaty-
wa: ,wypadnie orzel i wyciggniemy los wygrywajacy z pierwszego pudetka” lub ,,wy-
padnie reszka i wyciagniemy los wygrywajacy z drugiego pudetka”.



7. Twierdzenie o prawdopodobieristwie catkowitym

Symbolicznie zapiszemy to jako: P(W) = P[(W nO) U (W N R)].
Wiemy, ze:

P(WnNO)=PW|O)-P(O)

P(WnNR)=P(W|R) - P(R)

Ponadto:
P [(W nNO)Nn(Wn R)] =0 «—— zdarzenia (WNO) i (WNR) sie wykluczaja
Zatem:
P(W)=P[(WNO)UWNR)]=PWnO)+P(WNnNR) =
1 1 1 1 3
= P(W|O) - P(O) + P(W|R) - P(R) = EE+§E =

Popatrzmy na ilustracje graficzng rozwigzania.

START

-— letap

—— Il etap

1 1
PW) =3 -

Odp.: Prawdopodobienstwo wyciggniecia losu wygrywajacego jest rGwne %

Uktfad zupetny zdarzen. Prawdopodobienstwo catkowite

W powyzszym przykladzie istotne bylo to, ze zdarzenia O i R sie wykluczaly, a ich
alternatywa byta zdarzeniem pewnym. Taki uklad zdarzen bedziemy nazywa¢ ukla-
dem zupelnym. To okre$lenie rozszerzymy na wigkszg liczbe zdarzen.

Zdarzenia B;, B,, Bs, ..., B, ¢ Q) tworza uklad zupelny zdarzen, jezeli spel-
niaja réwnoczesnie nastepujace warunki:

* BJUB,UB,U...UB,=0Q,
* PB)>0dlal<i<n,
* BNB;j=0dlai#jl<i<ml<js<n

Oznacza to, ze jedli zdarzenia tworza uklad zupelny, to musi zajs¢ dokfadnie jedno
z nich.
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47.8. W pierwszej urnie sa 4 kule
biale i 3 czarne, a w drugiej

5 bialych i 3 czarne. Z drugiej
urny przekltadamy 2 kule

do pierwszej urny, z ktdrej
nastepnie losujemy jedna kule.
Oblicz prawdopodobienstwo
wylosowania kuli czarnej.

5
Odp.: —
P 12

Uogodlnieniem przykladu 1 jest twierdzenie, ktérego dowod pominiemy.

Twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym
Jezeli zdarzenia B;, B,, Bs, ..., B, ¢ Q tworza uklad zupelnyi A c Q, to:
P(A) = P(A|B)) - P(B,) + P(A|B,) - P(B,) + ... + P(A|B,) - P(B,)

Przykiad @) « zad. 7.8

Z pudetka, w ktorym jest 5 kul biatych i 3 czarne, wyciggamy losowo jedna kule, zwra-
camy ja do pudetka i dokladamy jeszcze dwie kule w takim samym kolorze jak wy-
losowana kula. Nastepnie po raz drugi losujemy jedna kule. Jakie jest prawdopodo-
bienistwo, ze kula wylosowana za drugim razem bedzie biata?

Rozwigzanie

Oznaczmy zdarzenia:

B, - kula wylosowana za pierwszym razem jest biala,
B, - kula wylosowana za pierwszym razem jest czarna,
A - kula wylosowana za drugim razem jest biala.

5 3
P(B,) ==, P(B,) ==
(B)) =5 P(B) =73
B, UB, =Q i B, NB, =0, zatem zdarzenia B, i B, tworza ukfad zupelny.
7
P(AlB,) = m «— dotozono 2 kule biate i w pudetku jest 7 kul biatych i 3 czarne
5
P(AlB,) = m «— dotozono 2 kule czarne i w pudetku jest 5 kul bialych i 5 czarnych

Zgodnie z twierdzeniem o prawdopodobienstwie catkowitym:

P(A) = P(AIB,) - P(B,) + P(A|B,) - P(By) = — -2 4+ 2.2 =20 _

5
L= = ==
10 8 10 8 80 8

START

Odp.: Prawdopodobienstwo wylosowania za drugim razem kuli biatej jest réwne g



7. Twierdzenie o prawdopodobieristwie catkowitym

Przyktad e

Pan Jacek prowadzi firme montujacy systemy alarmowe w domu klienta i zatrud-
nia trzech pracownikéw: pan Stanistaw wykonuje 50% zlecen w firmie, pan Tomasz
40%, a pan Bogdan 10%. Klienci, u ktérych zlecenie wykonywal pan Stanistaw, zgta-
szaja reklamacje z prawdopodobienstwem 2%, klienci pana Tomasza — z prawdo-
podobienstwem 5%, a pana Bogdana - z prawdopodobienstwem az 20%. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany klient firmy pana Jacka zgtosi reklamacje?

Rozwigzanie
Oznaczamy zdarzenia:

B, - zlecenie wykonuje pan Stanistaw,
B, - zlecenie wykonuje pan Tomasz,
B; - zlecenie wykonuje pan Bogdan,
A - losowo wybrany klient zglasza reklamacje.
P(B,)=0,55 P(AlB,)=0,02
P(B,) =04, P(AlB,)=0,05
P(By) =01, P(A|B;)=0,
Zdarzenia B, B, i B; tworzg uklad zupelny:
B,UB,UB, =Q,
B,NB,=0, B,NB;=0, B,NB;=0
Zatem mozemy zastosowac twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym.
P(A) = P(A|B)) - P(B,) + P(A|B,) - P(B;) + P(A|B;) - P(B;) =
=0,02-0,5+0,05-0,4+0,2-0,1 =0,05

START

A A A A A A

P(A) =0,5-0,02+0,4-0,05+0,1-0,2 =0,05

Odp.: Prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany klient firmy pana Jacka zglosi re-
klamacje, wynosi 5%.
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47.21. W pierwszym pudetku
byto 6 kul biatych i 4 czarne,

a w drugim 2 kule biate

i 3 czarne. Z pierwszego pudetka
wylosowano dwie kule i bez
ogladania przelozono do drugiego.
Nastepnie wylosowano jedna kule
z drugiego pudetka. Okazalo sie, ze
wylosowana kula jest biala. Jakie
jest prawdopodobienistwo, ze obie
kule przetozone do drugiego
pudetka byty biate?

5

Dziat 2. Kombinatoryka i teoria prawdopodobieristwa

Wzér Bayesa

Przyktad o

Zalézmy, ze do firmy pana Jacka z przyktadu 3 przyszedt klient z reklamacja. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze zareklamowane zlecenie wykonywat u niego pan Stanistaw,
jakie — ze pan Tomasz, a jakie — Ze pan Bogdan?

Rozwigzanie

Przyjmujemy oznaczenia jak w przykladzie 3.

Szukamy P (B;]|A), P(B,|A) i P(Bs]A).

P(B,NA) _ P(A|B,) - P(B))

. . . . 0,02-0,5
Wykorzystujac obliczenia z przykladu 3, otrzymujemy: P (B,|A) = “oos 20%.
Analogicznie:

_ P(A|B))-P(B,) 005-04

P(B,|A) = PA) = o0 - 40%

_ P(A|By)-P(By) 02-01

P(Bsl4) = P oos 0%

Odp.: Prawdopodobienstwo, ze zareklamowane zlecenie wykonywal pan Stanistaw,

jest rowne 20%, pan Tomasz — 40%, pan Bogdan — 40%.
J

Rozumowanie podane w przykladzie 4 mozna uogélni¢. Otrzymujemy wowczas na-
stepujace twierdzenie, ktére podajemy bez dowodu.

Wzdr Bayesa

Jezeli zdarzenia B, B,, Bs, ..., B, C Q tworza uklad zupelny, A c Q
i P(A) > 0, to dla dowolnego 1 <i < n zachodzi réwnos¢:

P(A|B;) - P(B))
P(BjA) = A

Przykiad ©

Dane sg trzy pudelka z losami. W pierwszym pudelku jest 6 loséw wygrywajacych
i 14 pustych, w drugim sg 4 losy wygrywajace i 16 pustych, a w trzecim sg 2 losy wy-
grywajace i 18 pustych. Z losowo wybranego pudetka wyciagnieto 2 losy. Okazalo sie,
ze oba s3 wygrywajace. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wyciagnieto je z trzeciego
pudetka?

zad. 7.21



7. Twierdzenie o prawdopodobieristwie catkowitym

Rozwigzanie
Oznaczamy zdarzenia:
B, - losowano z pierwszego pudelka,
B, - losowano z drugiego pudetka,
B; - losowano z trzeciego pudeltka,
A - wyciagnieto dwa losy wygrywajace.
Interesujgce nas prawdopodobienistwo P (B;|A) wyznaczymy ze wzoru Bayesa:
P(A|B;) - P(By)
P(BslA) = —
Wyznaczamy kolejno prawdopodobienstwa wystepujace w ulamku powyzej.
Zauwazmy, ze:

P (Bl) = P(B,) = P(B;) = % «—— zalozenie w tresci zadania
Zdarzenia B;, B, i B; tworzg uklad zupelny:

B,UB,UB,=Q
Zatem mozemy zastosowal twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym.

Kolejnos¢ dwoch losow wyciagnietych z pudetka nie jest istotna, dlatego wykorzysta-
my wzor na liczbe kombinacji.

o)
A|B % % «— w pudelku B, jest (6 + 14) losow
@)
()
A|B2 =2/ _ i «— w pudetku B, jest (4 + 16) losow
20 190
(;
(2)
P(AIB;) = 222 = L — wpudelku B, jest (2 + 18) loséw
( 20 ) 190
2

P(A) = P(A|B,) - P(B;) + P(A|B,) - P(B,) + P(A|B5) - P(B;) =
15 1 i 1 1 1_ 22 1

= . + —_
190 3190 3 190 3 190 3
Stosujemy teraz wzdr Bayesa.

1
P(AB) - P(By) Ts0'3 1
PBI) == =2 17 %
190 3

Odp.: Prawdopodobienstwo tego, ze losy wyciagnieto z trzeciego pudelka, jest

, 1
rowne —.
22
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Odpowiedzi i rozwigzania
71.D

7.2. B

7.3. A

7.4. a) Tak,bo AUB = Q,
ANB=0, P(A)=P(B)=%.

b) Nie,bo AUB # Q.
¢) Tak,bo AUBUC = Q,
ANB=0, AnC=0, CnB=40,

P(A) =P (B) = i P(C) = %

7.5.a) Tak,bo AUB = Q,
ANB=0, P(A)=P(B)=%.

b) Nie,bo AUB # Q.
¢) Nie,bo AUB # Q.

W kazdym z zadan 7.1-7.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wrybierz ja i zapisz w zeszycie.

7.1. Ze zbioru {3, 4,5, 6,7, 8,9, 10, 11, 12} losujemy jedna liczbe, a nastepnie

z pozostalych - druga. Prawdopodobienstwo tego, ze druga z wylosowanych liczb

jest podzielna przez 3, wynosi
7 B 3

2
.= .= C. —. D.
15 10 15

(S0 S}

7.2. W pierwszym pudelku jest 5 kul biatych i 2 czarne, w drugim - 2 kule biale
i 3 czarne. Z losowo wybranego pudetka wyciggamy jedna kule. Prawdopodobien-
stwo, ze bedzie to kula czarna, wynosi
L2 B. 2L, =N D. 2.
12 70 24 35

7.3. W trzech pudetkach znajdujg sie pitki w kolorze zielonym i czerwonym.
W pierwszym pudetku jest 6 pilek zielonych i 4 czerwone, w drugim 4 zielone i 5 czer-
wonych, a w trzecim 3 zielone i 3 czerwone. Losujemy jedng pitke z pierwszego pu-
detka. Jesli jest to pilka zielona, to losujemy jedna pitke z drugiego pudelka, a jesli
czerwona, to jedna pitke z pudetka trzeciego. Prawdopodobienstwo tego, ze w dru-
gim losowaniu otrzymali$my pitke zielona, wynosi
L B. =. c 2. D. ~.

15 2 10 10
7.4. Czy nastepujace zdarzenia tworzg uktad zupelny? Odpowiedz uzasadnij.
a) doswiadczenie - rzut monetg

A - wypadniecie orfa, B - wypadniecie reszki
b) dos$wiadczenie - rzut dwiema monetami

A - wypadniecie dwoch orléw, B - wypadnigcie dwdch reszek
¢) doswiadczenie - wyciagniecie karty z talii

A - wylosowanie kiera, B - wylosowanie kara,

C - wylosowanie karty czarnego koloru

7.5. Doswiadczenie polega na rzucie kostka i monets. Czy nastepujace zdarzenia
tworzg uklad zupelny? Odpowiedz uzasadnij.
a) A - wypadnigcie orla, B - wypadniecie reszki
b) A - wypadniecie orla i parzystej liczby oczek, B — wypadniecie reszki
c) A - wypadniecie orla i parzystej liczby oczek,
B - wypadniecie reszKki i nieparzystej liczby oczek



7. Twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym

7.6. W pierwszym pudelku jest 5 kul bialych i 3 czarne, w drugim - 3 kule biale 7.6. —
i3 czarne. Z losowo wybranego pudelka wyciggamy jedng kule. Jakie jest prawdopo-
dobienistwo, ze bedzie to kula biala?

7.7. Rzucamy trzema monetami, a nastepnie jeszcze raz tymi, na ktérych wypadt 7.7. —
orzel. Oblicz prawdopodobienstwo uzyskania w sumie dwdch orfow.

7.8. W pierwszej urnie s 4 kule biale i 3 czarne, a w drugiej 5 biatych i 3 czarne. 7.8. —
Z drugiej urny przekladamy 2 kule do pierwszej urny, z ktérej nastepnie losujemy
jedng kule. Oblicz prawdopodobienistwo wylosowania kuli czarne;j.

7.9. W urnie znajduja sie 3 kule czerwone, 4 zielone i 5 kul bialych. Wybieramy lo- 7.9. a) 3 b) o
sowo jedna kule, zatrzymujemy ja, a z pozostatych losujemy dwie kule. Oblicz praw-

dopodobienstwo tego, ze

a) obie kule z drugiego losowania sg biate.

b) kule wylosowane za drugim razem sg réznych kolorow.

7.10. Zezbioru{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11, 13} losujemy jedna liczbe, a nastepnie z po- 7.10.a) = b)
zostalych druga. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze druga liczba jest

a) nieparzysta. b) niepodzielna przez 4.

[SS R 8}
O |

7.11. Srednio pieciu mezczyzn na stu i dwie kobiety na tysigc nie rozrézniaja ko- 7.11. 0,0356
loréw. Z grupy, w ktorej stosunek liczby kobiet do liczby mezczyzn wynosi 3 : 7,

wybrano losowo jedna osobe. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wybrana osoba

nie rozréznia koloréw.

59

7.12. W pierwszym pudetku s3 2 kule zielone i 6 kul pomaranczowych, a w dru- 7.12. 156

gim pudelku s3 4 zielone i 5 pomaranczowych. Losujemy jedna kule z pierwszego
pudetka, dobieramy do niej jeszcze trzy kule tego samego koloru i wrzucamy wszyst-
kie cztery do drugiego pudetka. Nastepnie losujemy dwie kule z drugiego pudetka.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze obie wylosowane wtedy kule bedg pomaranczowe.

7.13. Do kazdej z trzech urn wkladamy identyczny zestaw kul, w ktorym jest ty- 7.13. -
le samo kul biatych co czarnych. Nastepnie z kazdej urny losujemy jedna kule i nie

ogladajac jej, wrzucamy do czwartej, poczatkowo pustej urny. Na koniec losujemy

z tej urny jedna kule. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej z czwar-

tej urny.

119

7.14. Zurny, wktdrej sa 3 kule biate i 2 czarne, wybieramy losowo 3 kule, a nastepnie 7.14. yes)

rzucamy szeécienng kostka do gry tyle razy, ile biatych kul wylosowalismy. Oblicz
prawdopodobienstwo otrzymania co najmniej raz szesciu oczek.
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7.16. 2
248

7.47. 8
80

7.18. 3L
90

7.19. 2>
8192

7.20. w pierwszym pudetku: dwie,
w drugim: jedna

7.21. >
12

7.22. 2
7

7.15. W pudetku jest n loséw, w tym k wygrywajacych. Dwie osoby kolejno losuja
po jednym losie bez zwracania. Wykaz, ze prawdopodobienstwo wyciagniecia losu
wygrywajacego jest jednakowe dla kazdej z tych oséb.

7.16. Wybieramy losowo jeden ze zbioréw: A = {1, 2, ..., 62} lub
B=1{1, 2, ..., 124}. Z wybranego zbioru losujemy jedng liczbe i oznaczamy jg x.
Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze liczba x* + 1 jest podzielna przez 10.

7.17. W urnie jest 6 kul biatych i 4 czarne. Rzucamy trzy razy moneta. Jezeli resz-
ka wypadnie trzy razy, losujemy bez zwracania trzy kule, jesli wypadnie dwa razy -
dwie kule, w pozostatych przypadkach - jedng kule. Jakie jest prawdopodobienstwo
wylosowania dokladnie jednej kuli biatej?

7.18. W pierwszej urnie jest 20 kul, w tym 4 biale. W drugiej urnie jest 15 kul, w tym
6 biatych. Rzucamy dwa razy szescienng kostka do gry. Jezeli suma liczb oczek jest
réwna co najwyzej 5, losujemy kule z pierwszej urny. W przeciwnym razie losujemy
kule z drugiej urny. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania kuli bialej.

7.19. Rzucamy raz szescienng kostka do gry, a nastepnie dwiema monetami tyle
razy, ile oczek wypadto na kostce. Oblicz prawdopodobienstwo wyrzucenia samych
orlow.

7.20. W dwoch pudetkach sg kule biale i czarne. Wiadomo, ze w pierwszym s3
2 czarne, w drugim - 1 czarna, a suma liczb kul biatych w obu pudelkach jest réwna 3.
Rzucamy szescienng kostka. Jezeli wypadnie mniej niz 5 oczek, losujemy jedng kule
z pierwszego pudetka. W przeciwnym razie losujemy jedng kule z drugiego pudetka.
Prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej w tym do$wiadczeniu jest najwigksze.
Jak sa rozmieszczone kule biale?

7.21. W pierwszym pudetku byto 6 kul bialych i 4 czarne, a w drugim 2 kule biale
i 3 czarne. Z pierwszego pudetka wylosowano dwie kule i bez ogladania przelozono
do drugiego. Nastepnie wylosowano jedng kule z drugiego pudetka. Okazalo sie, ze
wylosowana kula jest biala. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze obie kule przetozone
do drugiego pudetka byly biale?

7.22. Ola $rednio raz na 5 dni dojezdza do szkoly autobusem, a w pozostate dni -
tramwajem. Prawdopodobienstwo, Ze spdzni sie do szkoly w dniu, kiedy jedzie auto-
busem, wynosi 20%, natomiast gdy jedzie tramwajem — 2%. Pewnego dnia Ola sp6z-
nila sie do szkoly. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze jechata autobusem.

7.15. B, - I osoba wylosowala los wygrywajacy
B, -1 osoba wylosowata los przegrywajacy
P(B) =5, P(By)="2F

Jezeli k >0 i k < n, to zdarzenia B;, B, tworza uktad zupelny zdarzen.
A - II osoba wylosowala los wygrywajacy

Stosujemy twierdzenie o prawdopodobienstwie caltkowitym:

P(A) = P(B,)-P(AIB,) + P(B,) - P(A|B,) = = . k=L n=k K

:;.n—l n n-1
K-k+nk-kK k(n-1) k
= = = -, li P(B,) = P(A).
nn-1) nn-1) n ey ( 1) &
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7.23. Pewna rzadka choroba genetyczna wystepuje u 0,05% ludnosci. Test wykry-
wajacy te chorobe daje wynik pozytywny u 99,5% osob chorych oraz 0,3% os6b zdro-
wych. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze osoba, u ktdrej test dat wynik pozytywny,
rzeczywiscie jest chora? Wynik podaj z dokladnoscia do 1%.

1. Gramy w nastepujaca gre. Rzucamy kostka szescienng. Wygramy, jezeli wyrzuci-
my 6 oczek. Jezeli wyrzucimy 5 oczek, mamy prawo rzuci¢ jeszcze raz (ostatni), Zeby
ponownie sprobowaé wyrzuci¢ szostke. Ocen prawdziwosé podanych zdan.

o el . . . , 1
A. Prawdopodobienstwo wygranej w tej grze jest rowne 3

ol n : ] g 7
B. Prawdopodobienstwo wygranej w tej grze jest rGwne %

C. Gdyby wyrzucenie 5 oczek nie dawato mozliwosci dodatkowego rzutu, prawdo-
podobienistwo wygranej nie zmienitoby sie.

2. W pierwszym pudetku sa 4 losy wygrywajace i 6 pustych, a w drugim - 4 wy-
grywajace i 5 pustych. Rzucamy kostka do gry. Jezeli wypadng mniej niz 3 oczka,
wyciagamy jeden los z pierwszego pudetka, w przeciwnym razie - z drugiego. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze wybrany los jest wygrywajacy.

3. W dwoch pojemnikach zgromadzono losy. W pierwszym znajduje sie 7 losow
wygrywajacych i 5 pustych, a w drugim - 5 wygrywajacych i 7 pustych. Przeniesiono
jeden los z pojemnika pierwszego do drugiego, z ktérego nastepnie wyciagnieto jeden
los. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze jest to los wygrywajacy.

4. W Klasie 1a jest 10 dziewczynek i 20 chtopcow, a w klasie 1b — 18 dziewczynek
i 12 chlopcéw. Rzucamy moneta. Jezeli wypadnie orzel, losujemy 3 osoby z klasy 1a,
w przeciwnym razie losujemy 3 osoby z klasy 1b. Jakie jest prawdopodobienstwo wy-
losowania dokladnie dwdch chtopcow?

5. Mamy dwie monety. Jedna z nich jest symetryczna. Prawdopodobienstwo wy-
rzucenia orla na drugiej jest rowne zll Przypadkowo wybrang moneta wykonali$my

5 rzutow i otrzymaliémy same reszki. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze rzucalismy
monetg niesymetryczng?

7.23. 14%

Prosto do matury
1. F,P,F

8
135

&7
156

386
1015

243
275
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e ETT R

Przed graczem biorgcym udziat w teleturnieju znajduje sie troje
zamknietych drzwi. Zadaniem gracza jest wybranie jednych

z nich: to, co za nimi, nalezy do niego! Moze trafi¢ na nagrode
gtéwng — samochéd, lub na nagrode pocieszenia - koze,

bo za dwojgiem drzwi zamknieto po jednej kozie.

Gracz dokonuje wyboru i wskazuje jedne drzwi. Prowadzacy

(ktory wie, co sie kryje za kazdymi drzwiami) otwiera jedne z tych, ktérych
gracz nie wskazat — takie, za ktérymi stoi koza. Pozostate drzwi pozostawia
zamkniete. | pyta gracza: ,,Czy chcesz zmieni¢ swoj wybor?”.

WLASCIWA STRATEGIA

Przesledzmy mozliwy tok rozumowania gracza.

Jezeli wskazatem drzwi z nagroda Jezeli wskazatem drzwi z koza
(prawdopodobienstwo tego zdarzenia to 1/3), (prawdopodobienstwo tego zdarzenia to 2/3),
prowadzacy mdgt otworzyc dowolne inne prowadzacy musiat otworzy¢ drugie drzwi,
drzwi — za dwojgiem pozostatych drzwi za ktdrymi jest koza. Zatem za trzecimi

jest koza. drzwiami na pewno jest samochdd.

Zmiana decyzji spowoduje, ze przegram. Zmiana decyzji spowoduje, ze wygram.

Z poréwnania obu prawdopodobienstw wynika, ze zdecydowanie bardziej optaca mi sie
w nastepnym ruchu zmieni¢ wybdr drzwi.

Graczowi bioracemu udziat w takim teleturnieju optaca sie zawsze przyjac
propozycje zmiany wczesniejszego wyboru. Wygra bowiem wtedy $rednio
dwa teleturnieje na trzy.
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Zatézmy, ze samochdd ukryty jest za pierwszymi drzwiami. Rozpiszmy w kolejnych wierszach =
tabeli wszystkie mozliwe sytuacje w momencie, w ktérym gracz ma podjac¢ koricowa decyzje. f
Widzimy poczatkowy wybdr gracza (ludzik przed drzwiami) i drzwi, ktére otworzyt prowadzacy.

} iy Drzwinr1  Drzwinr2  Drzwinr3 Szansa zajscia

4 r F( danej sytuaciji
ﬁ ukrycie nagrody za drzwiami nr 1 o

— “ q
. l l 11 1 wybor przez gracza drzwi nr 1
33 2 18 wybor przez prowadzacego
? \—/ drzwi nr 2 (prowadzacy ma
dwoje drzwi do wyboru)
i1
? 332 18

1== wybor przez gracza drzwi nr 2

33
vabér przez prowadzacego

drzwi nr 3 (prowadzacy ma
15521 jedne drzwi do wyboru)
9

wW| =
W =

W ten sam sposéb nalezy rozpisa¢ przypadki,
gdy samochdd jest ukryty za drzwiaminr 2 i 3,
i obliczy¢ odpowiednie prawdopodobienstwa.
Zsumowanie prawdopodobienstw wszystkich

wskazuje drzwi z kozg, oznacza szanse wygra-
nia gtéwnej nagrody pod warunkiem, ze gracz
po otwarciu drzwi zmieni decyzje:

T N R A | (R 2>

o - ' stgtgtotats=5
sytuaciji, w ktorych gracz za pierwszym razem 997979797973

ISTOTNA ROZNICA

Zatézmy, ze po tym, jak prowadzacy otworzyt drzwi, gracza za
osoba, ktdra nie wie, co sie wczesniej wydarzyto. Ma przed so
dwoje zamknigtych drzwi i ma wybrac jedne z nich. Jaka j
ze trafi na samochéd? Oczywiscie % Dlaczego wiec w
pierwszego gracza prawdopodobienistwo wygranej
Otoz ten gracz zna poczatkowy etap teleturnieju i z
drzwi w nastepnym kroku, moze obrac¢ skuteczn
postepowania. Drugi gracz jest tej szansy poz!
dokonuije losowo. i

TEORIA GIER

Dziatem matematyki zajmujacym sie bac
towych zwanych grami jest teoria ¢
podejmuja decyzje (tzw. strat
okreslone skutki (tzw.
zastosowania m.in. w in
ekonomii, biologii i sc
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temat 1.14

G

dlanauczyciela.pl | Kartkdwka 2.8

Generator

testéw i sprawdzianéw

8. Schemat Bernoulliego

Umiejetnosci:
* wykorzystywanie w zadaniach schematu Bernoulliego

Teorie rachunku prawdopodobienstwa zakon-
czymy omoéwieniem do$wiadczenia losowego,
w ktorym interesuja nas wyltacznie dwa mozli-
we wyniki, symbolicznie okredlane jako sukces,
ktérego prawdopodobienstwo oznaczamy p,

0 < p < 1, oraz porazka, ktorej prawdopodo-
bienstwo wynosi g =1 - p.

Doséwiadczenie tego typu nosi nazwe préby
Bernoulliego.

Na przyklad, jezeli probg jest rzut kostka i suk- Jacob Bernoulli (1654-1705)
szwajcarski matematyk
i fizyk, zajmowat sie rachun-

. _ Lol 1
cesem nazwiemy wypadniecie szostki, to p = o

natomiast porazkg bedzie kazdy wynik rézny od kiem rézniczkowym i catko-
Coalis s 5 wym, a takze rachunkiem
sz6stki i 9= 6 prawdopodobienstwa.

Schemat Bernoulliego jest ciagiem powtdrzen tej samej proby Bernoulliego, wyko-
nanych przy zalozeniu, ze préby przeprowadzane s3 niezaleznie” i prawdopodobien-
stwo uzyskania sukcesu w kazdej z nich pozostaje niezmienne.

Zadanie, ktorym sie teraz zajmiemy, polega na obliczeniu prawdopodobienstwa wy-
stapienia okreslonej liczby k sukceséw w schemacie # préb Bernoulliego (0 < k < n).
Zacznijmy od analizy przyktadu.

Przykiad €)

W doswiadczeniu korzystamy z kostki, ktdra jest
czworoscianem foremnym o trzech $cianach po-
malowanych na niebiesko i jednej bialej. Kostke
podrzucamy i notujemy kolor $cianki, na ktorg
czworoscian upadt na podloge.

Préba Bernoulliego jest rzut kostka. Sukcesem
nazwiemy uzyskanie koloru biatego, porazka -
koloru niebieskiego.

* Dokladna definicja pojecia ,niezalezno$¢” wymaga bardziej zaawansowanej matematyki. Tu mozna je
rozumie¢ potocznie (cho¢ niezbyt $cisle): wynik pojedynczej proby nie wptywa na wyniki innych prob.



Na kazda ze $cian kostka moze upas¢ z identycznym prawdopodobienstwem réw-

nym i, zatem w pojedynczej probie sukces osiaggamy z prawdopodobienstwem
p= i, a porazke z prawdopodobienstwem g = Z

a) Zbadamy, jak wyglada zbidr zdarzen elementarnych w doswiadczeniu, ktore jest
schematem dwdch opisanych préb Bernoulliego.

b) Rzucamy kostkg pie¢ razy. Obliczymy prawdopodobienstwo, ze trzy z tych pieciu
prob Bernoulliego zakoncza si¢ sukcesem, czyli — w pieciu rzutach doktadnie trzy
razy kostka upadnie na bialg §cianke.

Rozwiagzanie

a) Niech n oznacza sytuacje, w ktorej kostka upadnie na $cianke koloru niebieskiego,
a b - na $cianke koloru bialego.

Cztery mozliwe wyniki do$wiadczenia, ktdre jest schematem dwdch préb Bernoul-

liego, zapiszemy jako dwuelementowe ciagi liter:

Q = {nn, nb, bn, bb}

Zauwazmy, ze zdarzenia elementarne nie s3 tu jednakowo prawdopodobne.
Popatrzmy na ilustracje tego doswiadczenia.

START

- [ proba

i —— II proba

Prawdopodobienstwo kazdego zdarzenia elementarnego w tym do$wiadczeniu jest
iloczynem™" prawdopodobienstw zajécia zdarzen sprzyjajacych w pojedynczych pré-
bach.

Zatem:
P(nn) = 3

1
— =1 POb) =

9 3
= E, P(I’lb) = 1 = E, P(b}’l) =

W
W

11
44 16

A
| =

=W

Mozna wykaza¢, ze ten sposob obliczania prawdopodobienstwa spelnia zatozenia de-
finicji wprowadzonej na s. 149, w szczegélnosci:

PQ) =2+ Lo
16 16 16 16

**Uzasadnienie poprawnosci takiego sposobu obliczania tego prawdopodobienstwa wymaga bardziej
zaawansowanego aparatu matematycznego.

8. Schemat Bernoulliego
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b) Interesuje nas prawdopodobienstwo uzyskania k = 3 sukceséww n = 5 prébach.
Oznaczymy je P5(3) (ogélnie: P, (k)).
Zdarzenia elementarne s3 pigcioelementowymi ciggami:

Q= {nnnnn, nnnnb, ..., bnbnn, ..., nbnbb, ..., bbbbn, bbbbb}

1\ (3)?
<—> . (—) «— prawdopodobienstwo zajscia sprzyjajacego
4 4 .

zdarzenia elementarnego (np. nbnbb)
Zdarzen sprzyjajacych jest tyle, ile jest mozliwo-
$ci wpisania trzech liter b na pieciu ponumero- Zauwazmy, ze nie ma znacze- (1))

nia, czy wybieramy miejsca

L. . . . 5
wanych miejscach - mozemy je wybra¢ na (3) na wpisanie b czy n, poniewaz
5 5
sposobow (na pozostalych dwoch wpiszemy n). <3> = (2 )
Zatem prawdopodobienstwo, ze w pieciu rzu- Ogdlnie: (Z) _ ( n . )
ne

tach dokladnie trzy razy kostka upadnie na biala

$cianke, jest rowne (i) . (i)S . (Z)Z
o= (3)-() ()

Jesli uogdlnimy powyzszy przyklad, mozemy stwierdzi¢, ze prawdopodobienstwo
otrzymania k sukcesow (k < n) wn opisanych probach Bernoulliego (czyli - wn rzu-
tach kostka upadnie na bialg $cianke dokladnie k razy) jest réwne:

P = (1) (i)k , G)k

Powyzsze rozumowanie prowadzi do twierdzenia, ktére podajemy bez dowodu.

Twierdzenie Bernoulliego

Prawdopodobienstwo uzyskania k sukceséw w schemacie n prob Bernoulliego
wyraza si¢ wzorem:
P =(7) P a

gdzie p jest prawdopodobienstwem uzyskania sukcesu w pojedynczej probie,
0<p<l,g=1-pi0<ksn.

48.4. Rzucamy 8 razy moneta. Przykfad e zad. 8.4

Oblicz prawdopodobienstwo . " .
Y - Rzucamy 10 razy kostka do gry. Obliczymy prawdopodobienstwo, ze szdstka wypad-

nie doktadnie
7
Odp.: 5 a) 5razy. b) 7 razy.



Rozwigzanie

Mamy do czynienia ze schematem 10 préb Bernoulliego. Sukcesem jest wypadnigcie

Lokl 1
szostki: n =10, p = o= 2

a) k=5, zatem P,;(5) = (150) . (é)s . (Z)S
b) k = 7, zatem Pyy(7) = <17°) : (é)7 . (§>3

Zauwazmy, ze na s. 154 bardzo podobny przyktad 6 zostat rozwigzany bez korzysta-
nia ze schematu Bernoulliego.

Przyktad @) « zad. 88
Obliczymy prawdopodobienstwo, ze w 7 rzutach kostka co najwyzej dwa razy wy-
padnie szdstka.

Rozwiagzanie

Mamy do czynienia ze schematem 7 préb Bernoulliego. Sukcesem jest wypadniecie
5

e 15
szostki:n =7, p = o q .
Sukces ma wystapi¢ co najwyzej dwa razy, zatem interesuje nas zdarzenie A bedace
alternatywg trzech wykluczajacych sie zdarzen: A = A; U A, U A,, gdzie:

A, oznacza zdarzenie - széstka nie wypadla ani razu,
A, oznacza zdarzenie - sz6stka wypadta dokladnie raz,
A, oznacza zdarzenie - sz6stka wypadta doktadnie dwa razy.

Zdarzenia Ay, A, i A, sie wykluczajg, czyli zadne dwa nie moga zajs¢ rownoczesnie,
zatem:

P(A) =P (A UA, UA,) =P (4,
P(4,) = P,(0) = ()( ’
P(4,) = P,(1) = ( ) (

(

P(4) =P, = (]):
2

+P(A)+P(4,)

7 (2)7

6

)5 215

[=))

—— N——

2

§)
)
J)

/\/\/‘\

AN N1 N G»

5 750 215 5 5
P(A) = & + = e —7(25 +35+21) = = 0,904
Odp.: Prawdopodobienstwo tego, ze w siedmiu rzutach kostka szdstka wypadnie co

5°.81
6

najwyzej dwa razy, jest rowne

8. Schemat Bernoulliego 183

48.8. Z talii 52 kart losujemy
6 razy ze zwracaniem
po jednej karcie. Oblicz
prawdopodobienstwo
wylosowania kiera co najwyzej
4 razy.

4077



I 184

48.13. Harcerze otrzymali
polecenie od druzynowego,

aby przeprowadzi¢ wywiad

z ciekawym czlowiekiem.
Prawdopodobienstwo tego, ze
harcerzowi uda si¢ wykonac to
zadanie, jest rowne 0,4. Ilu
harcerzy musi wyruszy¢ w teren,
aby prawdopodobienstwo, ze co
najmniej jeden wywiad zostanie
przeprowadzony, byto wigksze
od 99%?

Odp.: 10

Dziat 2. Kombinatoryka i teoria prawdopodobieristwa

Przyktad Q zad. 8.13

Rzucamy n razy symetryczng kostka w ksztalcie o§mioscianu fo-
remnego, na ktérego $ciankach zapisane sg liczby od 1 do 8.
Wyznaczymy najmniejsza liczbe rzutéw, przy ktérej prawdopo-
dobienistwo, Ze co najmniej raz wypadnie 6semka, jest wicksze
od 50%.
Rozwigzanie
Mamy do czynienia ze schematem # préob Bernoulliego. Sukcesem jest wypadnigcie
6semki.
1 7

P=y 7%
Sukces ma wystapi¢ co najmniej raz, zatem tatwiej rozwazy¢ zdarzenie przeciwne:
A, - 6semka nie wypadla ani razu

risa-rio=(3)- ()G -

Z warunkéw zadania wynika nieréwnos¢:

1-P(4g) > 5

n
(1)
8 2
(5) <3
- <_
8 2

Do rozwigzania tej nieréwnosci mozna wykorzysta¢ kalkulator, mozna ja réwniez
rozwigza¢ sposobem wskazanym w przykladzie 9 w temacie 5 (s. 156). Ostatecznie:

nz=6

Odp.: Prawdopodobienstwo, ze dsemka wypadnie co najmniej raz, jest wigksze
od 50%, jezeli liczba rzutéw wynosi co najmniej 6.

Najbardziej prawdopodobna liczba sukceséw w schemacie
Bernoulliego

Rozwazmy teraz ciag P, (0), P,(1), P,(2), ..., P,(n) w schemacie n prob Bernoul-
liego, w ktérym prawdopodobienstwo uzyskania sukcesu w jednej prébie wynosi p,
0<p<l, g=1-p.

k

Okazuje sig, ze w ciagu (P, (k)), gdzie P, (k) = (Z) g i ke, 1,2, ..., 0

mozna wskaza¢ warto$¢ najwieksza. Przy powyzszych zatozeniach zachodzi bowiem
nastepujace twierdzenie (dowod pomijamy).



Jezeli (n+1)p niejestliczbg catkowita, to najbardziej prawdopodobna liczba
sukcesow w schemacie n prob Bernoulliego jest najwieksza liczba catkowi-
ta k, taka, ze:

ko< (n+1)p
Jezeli (n+1)p jestliczba catkowita, to najbardziej prawdopodobne sg liczby

sukcesow:
(n+1)p—1 oraz (n+1)p

i prawdopodobienstwa ich uzyskania sa réwne.

Przyktad e zad. 8.14

Rzucamy trzynascie razy kostkg. Obliczymy najbardziej prawdopodobna liczbe wy-
rzuconych széstek.

Rozwigzanie

n=13, p=

A=

1
6

Odp.: Najbardziej prawdopodobna liczba wyrzuconych szoéstek jest 2.

I~

(n+1)p= =2§, czyli ko =2

Przyktad ©

W grze wbrydza gracz losuje 13 z 52 kart w talii. Niech sukcesem bedzie wylosowanie
wsrod nich czterech aséw. Obliczymy najbardziej prawdopodobng liczbe sukcesow
w 20 rozdaniach.

Rozwigzanie

n =20
Liczba wszystkich zdarzen elementarnych w pojedynczej prébie (czyli w jednym roz-
. = 52 52!
daniu): Q = < ) = —
13 13!- 39!

Niech A oznacza sukces, czyli wylosowanie przez gracza czterech asow.

- (4)'<48> _ 48!
4 9 9! 39!

480 131390 10-11-12-13 11
T 91391 520 49.50-51-52  49-5-17
21-11 33 .
(n+1)p= = <1, czyli ky=0

©49-5-17 3517
Odp.: Najbardziej prawdopodobng liczbg sukceséw jest 0.

8. Schemat Bernoulliego 185 s

48.14. Rysiek rzuca 20 razy
trzema monetami. Jesli wypadna
trzy orly - zjada ciasteczko. Oblicz
najbardziej prawdopodobna liczbe
zjedzonych przez niego ciasteczek.

Odp.: 2



48.16. Prawdopodobienstwo,

ze losowo wybrany uczen

pewnej szkoly spozni si¢ na

lekcje w poniedziatek rano, jest
réwne 0,15. Oblicz najbardziej
prawdopodobng liczbe tych
uczniéw 19-osobowej klasy, ktorzy
przyjda w najblizszy poniedziatek
punktualnie.

Odp.: 16 17

Odpowiedzi i rozwigzania
8.1. B

8.2. D

8.3. C

8.4.

80

8.5. —
243
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Przyktad o zad. 8.16

Obliczymy najbardziej prawdopodobna liczbe ortéw wyrzuconych w 49 rzutach
moneta.

Rozwiazanie

Wiynik jest liczba calkowitg, zatem najbardziej prawdopodobne liczby wyrzuconych
ortéw to 24 i 25.

Odp.: 24125

W kazdym z zadan 8.1-8.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

8.1. Rzucamy 5 razy monetg. Prawdopodobienstwo wyrzucenia orfa doktadnie 3 ra-
Zy Wynosi

AL B. = C. <5> L p. L.
8 16 3 8 16

8.2. Rzucamy 5 razy kostka do gry. Prawdopodobienstwo wyrzucenia parzystej licz-
by oczek dokladnie 4 razy wynosi

A L B. L. C. <5>-i. D. >
32 16 4 16 32

8.3. Rzucamy 7 razy kostka do gry. Prawdopodobienstwo wyrzucenia szdstki do-

ktadnie 4 razy wynosi
6 1 4 3
n(-) e ()2
4 6 6 4 6 6
4 3 4 3
5300 > ()(&) ()
4 \6 6 6 6 6
8.4. Rzucamy 8 razy moneta. Oblicz prawdopodobienstwo wyrzucenia orta doklad-
nie 3 razy.

8.5. Rzucamy 5 razy kostky szescienng. Oblicz prawdopodobienistwo wyrzucenia
doktadnie 2 razy liczby oczek podzielnej przez 3.



8.6. W pudelku sg cztery klocki czerwone i trzy niebieskie. Anto$ losuje z pudetka
trzy razy po dwa klocki ze zwracaniem. Oblicz prawdopodobienstwo dwukrotnego
wylosowania samych czerwonych klockéw.

8.7. W urnie znajduje si¢ 6 kul zielonych i 4 z6tte. Losujemy z urny 7 razy po 2 kule,
zwracajac je za kazdym razem do urny. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania
pary kul roznych koloréw doktadnie cztery razy?

8.8. Z talii 52 kart losujemy 6 razy ze zwracaniem po jednej karcie. Oblicz prawdo-
podobienstwo wylosowania kiera co najwyzej 4 razy.

8.9. W pewnej grze prawdopodobienstwo wygranej w jednej rozgrywce wynosi 0,5.
Co jest bardziej prawdopodobne: wygranie 2 rozgrywek z 4 czy 3 rozgrywek z 62

8.10. Rzucamy dwiema sze$ciennymi kostkami do gry. Rozwazamy zdarzenia:

A - parzysty iloczyn liczb oczek pojawi sie dwa razy w 4-krotnym rzucie kostkami,
B - suma liczb oczek na obu kostkach podzielna przez 3 pojawi si¢ trzy razy w 5-krot-
nym rzucie kostkami.

Oblicz prawdopodobienstwa P(A) oraz P(B). Ktére z nich jest wieksze?

8.11. Jedno podejscie do gry polega na réwnoczesnym rzucie kostka i monets. Gracz
wygrywa, gdy wypadnie szostka i orzel. Jakie jest prawdopodobienstwo wygrania trzy
razy w pieciu podejsciach?

8.12. Pewien test sktada sie z 12 zadan, w ktorych nalezy ocenié, czy zdania sg praw-
dziwe czy falszywe. Podanie co najmniej 8 poprawnych odpowiedzi zalicza ten test.
Jakie jest prawdopodobienstwo zaliczenia testu przez osobe, ktéra na wszystkie py-
tania odpowiada losowo?

8.13. Harcerze otrzymali polecenie od druzynowego, aby przeprowadzi¢ wywiad
z ciekawym cztowiekiem. Prawdopodobienstwo tego, ze harcerzowi uda si¢ wykonaé
to zadanie, jest réwne 0,4. Ilu harcerzy musi wyruszy¢ w teren, aby prawdopodobien-
stwo, ze co najmniej jeden wywiad zostanie przeprowadzony, bylo wigksze od 99%?

8.14. Rysiek rzuca 20 razy trzema monetami. Jesli wypadng trzy orly - zjada cia-
steczko. Oblicz najbardziej prawdopodobna liczbe zjedzonych przez niego ciasteczek.

8.15. Dziadek Stefan twierdzi, ze za czasdéw jego
mlodosci prawdopodobienstwo tego, ze na $wigta
Bozego Narodzenia spadnie $nieg, bylo réwne 90%.
Przyjmujac, ze dziadek ma racje, oblicz najbardziej
prawdopodobna liczbe $wiat ze $niegiem w ciagu
18 lat jego mlodosci.

8. Schemat Bernoulliego

86 20
343

4077

4096

8.9. Wygranie 2 rozgrywek z 4.

Wskazéwka: (;L) . <

=32{3)-(
P(A) > P(B)

8.11.<§>-<

397
" 2048

8.13. 10

8.14. 2

8.15. 17

)

8.10. P (A) = 12778 P (B)

1
12

1

)

2

1)

1)3 5
16

11
12

G)

40
T 243’

;
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8.16. 16117 8.16. Prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany uczen pewnej szkoly sp6zni sie na
lekcje w poniedziatek rano, jest rowne 0,15. Oblicz najbardziej prawdopodobna licz-
be tych uczniéw 19-osobowej klasy, ktorzy przyjda w najblizszy poniedzialek punk-
tualnie.

8.17. W kazdej z sze$ciu urn jest 14 kul. Liczba kul biatych w urnie o numerze k jest
réownakdla k € {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Pozostale kule sg czarne. Rzucamy kostkg szescien-
na, a nastepnie losujemy jedng kule z urny o numerze réwnym liczbie wyrzuconych
oczek. Procedure t¢ powtarzamy cztery razy. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze
doktadnie dwa razy wylosujemy w opisany sposéb kule biala.

Prosto do matury

1. EP,F 1. Z talii 52 kart losujemy piec razy ze zwracaniem po jednej karcie. Ocen prawdzi-
wos¢ podanych zdan.
Prawdopodobienstwo wylosowania

. . [5 1 25
A. doktadnie dwa razy asa wynosi < 5 ) <%) ( %>
B. dokladnie trzy razy pika wynosi ( ) ( ) ( )

1
C. co najmniej raz asa kier wynosi < i ) ( = ) ( oL )

52
3 5
2. (i) . <%> : (%) 2. W urnie jest 5 kul zielonych i 7 czerwonych. Losujemy z urny 8 razy ze zwraca-
niem po jednej kuli. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania kuli zielonej do-
ktadnie trzy razy?
ig;l 3. Prawdopodobienstwo opdznienia autobusu, ktérym pani Edyta dojezdza do pra-

cy, jest rowne 0,2. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w ciagu pieciu dni autobus
spozni sie nie wiecej niz jeden raz.

4. Mamy tu 10 préb Bernoulliego. Q 4. Rzucamy 10 razy dwiema szesciennymi kostkami do gry. Wykaz, ze prawdopodo-

sukces - iloczyn liczb wyrzuconych bienstwo zdarzenia A — dokladnie dwa razy iloczyn liczb wyrzuconych oczek bedzie
oczek jest wiekszy od 20 . _ 3.5
Taki iloczyn daja pary (4, 6), (5, 5), wigkszy od 20, jest réwne Wk
(5, 6), (6, 4), (6, 5), (6, 6), wiec
prawdopodobienstwo sukcesu jest 5. Prawdopodobienstwo trafienia do celu w jednym strzale wynosi 0,6. Ile strzatlow
réwne p = 366 -1 Zatem q= g, nalezy odda¢, aby z prawdopodobienstwem wiekszym od 99% cel zostal trafiony co
Szukane prawdopodobienstwo jest najmniej raz?
rowne:
10 1\2 (5)\8

P = () () (3) -

0.9 5 3.5° 8.17. A - sukces, czyli wylosowanie kuli bialej
T, el e B, - na kostce wypadlo k oczek, k € {1, 2, 3, 4, 5, 6}
5.6 P(By) =1, P(AIB) = 1"4

Zgodnie z tw1erdzen1em o prawdopodobienstwie catkowitym:

p=P(A)=P(B,)-P(AIB,)+P(B,) - P(AIB,) + P(B;) - P(AlB;) + P (B,) - P (A|B,) +
1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6

+P(B5)P(A|BS)+P(BG)P(AIBG)_ET+gﬁ+gﬂ+gﬁ+gﬁ+gﬂ

=i-(1+2+3+4+5+6)=2=1,q=§

84 84 4 4

4 1\2 [3)\2 3> 3 27
el = GG e e



9. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-10 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

1. Wskaz liczbe podzbioréw zbioru siedmioelementowego.

A7 B. 2’ C. (Z) D. 7!

2. Czternastoosobowa grupe przedszkolakow, do ktérej naleza blizniaki Jas i Stas,
podzielono losowo na dwa siedmioosobowe zespoty. Prawdopodobienistwo tego, ze
Jas i Stas znajda sie w roéznych zespotach, wynosi

; (5) 2

A- E. B- @. Co @. Dc
7 7

3. W urnie sg 2 kule biale i 3 czarne. Losujemy dwie kule bez zwracania. Prawdopo-

dobienstwo, ze wirdd wylosowanych kul co najmniej jedna jest czarna, wynosi

A2 B. —. c 2. D. 2.
5 20 10 3

(SRS

4. Zdarzenia A i B zawarte w zbiorze Q) s takimi zdarzeniami losowymi, ze

P(ANB) = é oraz P(B|A) = i Wynika stad, ze p(A") jest rowne

A = B. 2. C. = D. 2.

3 3 2 4
5. W pierwszym koszu jest 14 jablek i 18 gruszek, a w drugim 20 jablek i 12 gruszek.
Rzucamy sze$cienng kostka do gry. Jezeli wypadnie liczba oczek podzielna przez trzy,
to losujemy jeden owoc z pierwszego kosza, w przeciwnym przypadku losujemy jeden
owoc z drugiego kosza. Wskaz prawdopodobienstwo wylosowania gruszki.
A2 B. 2 c =

4 3 16 16
6. Rzucamy szes¢ razy kostka do gry. Prawdopodobienstwo otrzymania co najmniej
cztery razy liczby oczek wigkszej od dwoch jest rowne

= B. 29, c. 2, p. 2,
729 727 729 727

7. Wiadomo, ze A, B ¢ Q, P(A|B) = 0,75, P(AN B) = 0,6. Zatem P(B) jest réowne
A. 0,15. B. 0,35. C. 0,45. D. 0,8.
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Odpowiedzi i rozwigzania
1. B

3.C

5.C

6. C

7.D

-

MultiteZa

e Teoria chaosu

* Fale wyjatkowe

e Ubezpieczenie Titanica

® Paradoks urodzin

e |rracjonalne leki

e Matematyka a wyscigi konne

® Problem Monty’ego Halla

e Roboty i wnioskowanie
bayesowskie

e Ztamanie kodu Enigmy

e Dylemat wieznia
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10.

11.

12,

13.

14.

15.

F,FF

P,EF

F,P,P

P,E, P

F,P,F

Dziat 2. Kombinatoryka i teoria prawdopodobieristwa

8. Rzucamy 10 razy moneta. Prawdopodobienstwo wyrzucenia reszki doktadnie
7 razy wynosi
|
ey B. = C. (10) *y D.>.
10! 128 7 2 8
9. Rzucamy 6 razy kostka do gry. Prawdopodobienstwo wyrzucenia co najwyzej
dwdch oczek doktadnie 2 razy wynosi
1

AL B. L. C. (

4
6) 5 D 80
6 16

2) & " 243°
10. Rzucamy 5 razy czworo$cienng kostka do gry, na ktorej $ciankach sg cyfry od 1

do 4. Prawdopodobienstwo wyrzucenia cyfry 4 dokladnie 3 razy wynosi
i B 45 C 45 D 135

" 20° " 512 " 256" " 256°
W zadaniach 11-20 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

11. Liczba ( 152 ) jest podzielna

A. przez 5%, B. przez 3, C. przez 28,

12. Liczba permutacji zbioru 2n-elementowego jest 120 razy wieksza od liczby per-
mutacji zbioru n-elementowego.

A. Jest to mozliwe dla n = 3.

B. Jest to mozliwe dla n = 6.

C. Taka sytuacja jest niemozliwa.

13. Liczba sposobdw, na ktére mozna rozmiesci¢ dziesie¢ oséb w trzech pokojach:
piecioosobowym, trzyosobowym i dwuosobowym, jest rowna

AG)G)E) 26 G)6)
5 3 2 3 2 5 3
14. Ze zbioru wszystkich liczb naturalnych czterocyfrowych losujemy jedng. Praw-

dopodobienstwo, ze wylosowana liczba jest podzielna przez

5 1l g 1 !
A. 3 wynosi B B. 7 wynosi = C. 225 wynosi e

15. W urnie s3 2 losy wygrywajace i 18 przegrywajacych. Kupujemy 2 losy. Prawdo-
podobienstwo kupienia

A. dwdch loséw wygrywajacych jest rowne 9—15
B. dwoch loséw przegrywajacych jest rowne %

C. dokladnie jednego losu wygrywajacego jest rowne 12—9



16. Z pudetka, w ktorym sa 3 kule biale i 2 czarne, losujemy trzy razy bez zwracania
po jednej kuli. Prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej

A. za pierwszym razem jest rowne 0,6.

B. za drugim razem jest réwne 0,6.

C. za trzecim razem jest rowne 0,6.

17. Zdarzenia A, B, C tworza uklad zupelny. Zatem

A. P(A) + P(B) + P(C) = 1. B. P(AUBUC) = 1. C. P(AnBNC) =0.

18. Zdarzenia A, B ¢ Q si¢ wykluczaja. Wynika z tego, ze
A.A'nB' =0. B. AUB=Q. C.B-A=B.

19. Dane s3 zdarzenia A, B c Q) takie, ze P(A) = 0,6, P(B) = 0,8. Zatem
A. P(ANB) = 0,48. B. P(ANB) >0,4 C. P(ANB) <£0,6.

20. Dane sg zdarzenia A, B c Q) takie, ze P(A|B) = P(B|A). Wynika z tego, ze
A. P(A) = P(B). B. P(ANB) =0. C. P(A)=01i P(B) =0.

Zadania otwarte krétkiej odpowiedzi

21. Ileliczb pigciocyfrowych o réznych cyfrach i mniejszych od 24 000 mozemy uto-
zyézcyfrl,2,3,4,5,62

22. Tlejest wszystkich podzielnych przez 5 liczb czterocyfrowych o réznych cyfrach?

23. Mamy 12 réznych przypraw. Kazda z nich mozemy doda¢ do sosu. Ile r6znych
rodzajow sosu mozemy w ten sposob przygotowac?

24, Dane s3 zdarzenia A, B c Q) takie, ze P(A) = %, P(B') = ; oraz P(ANB) = %
Oblicz P(A U B).

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi
25. Wykaz, ze suma wspotczynnikow (Z) rozwiniecia dwumianu Newtona dla

k parzystego jest rowna sumie wspotczynnikéw dla k nieparzystego.

26. Naile sposobow mozemy tak poprzestawiac cyfry wliczbie 13 742, aby otrzymac
liczbe podzielng przez 4?

27. Ile jest liczb osiemnastocyfrowych, w ktdrych zadna cyfra nie jest zerem i Zadna
cyfra nie wystepuje wiecej niz dwa razy?

28. Dane sg zdarzenia A, B c Q) takie, ze P(A) = 0,5, P(B') = 0,6 oraz
P(AU B) =0,7. Oblicz P(A'|B).

25, o=(1—1)”=(’g>~1”+(’11)'1”’1~(—1)1+...+<Z>-1°-(—1)"=<;’)—(’;)+<’;

Przenosimy na lewg strone wyrazy ( Z ) dla k nieparzystych i otrzymujemy zgdang nier6wnosc¢.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

9. Powtdrzenie

. P,P,P

P,P, P

F,F,P

F,P, P

F,EF

168

191 I
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

o

19 31
P(A) =3, P(B)= 3

6,7,8lub9

bez zwracania

21

20
81

a) 0,08 b)0,5 «¢)0,16

Dziat 2. Kombinatoryka i teoria prawdopodobieristwa

29. Dane sg zdarzenia A, B ¢ Q takie, ze P(A|B) = 0,4 oraz P(B|A) = 0,5. Wykaz,
7e P(ANB)(AUB)) = 2.

30. Zezbioru{l, 2, ..., 7} losujemy trzy razy po jednej liczbie bez zwracania. Oblicz
prawdopodobienstwa zdarzen:

A - suma trzech wylosowanych liczb jest liczbg parzysta,

B - iloczyn trzech wylosowanych liczb jest liczbg parzysta.

31. Wirdd loséw loterii fantowej jest szes¢ wygrywajacych. Jaka musi by¢ liczba lo-
sow, aby prawdopodobienstwo tego, ze zakupione dwa losy beda wygrywajace, bylo

. 1
wieksze od 5?

32. W urnie sg 3 kule biate i 5 czarnych. Kiedy wylosowanie doktadnie dwoch kul
biatych jest bardziej prawdopodobne: gdy losujemy trzy razy po jednej kuli ze zwra-
caniem czy bez zwracania?

33. W koszu jest pewna liczba pileczek kolorowych i 6 bialych. Wyciggamy dwie
pileczki bez zwracania. Ile pileczek znajduje sie w koszu, jezeli prawdopodobienstwo
wyciagniecia dwdch pileczek kolorowych wynosi 0,52

34. W urnie sa 3 kule biale, 2 czarne i 4 zielone. Losujemy dwie kule z urny bez zwra-
cania. Jesli wylosowane kule sa tego samego koloru, to rzucamy raz kostka do gry.
W przeciwnym razie rzucamy kostka dwa razy. Oblicz prawdopodobienstwo zda-
rzenia, ze dokladnie na jednej kostce otrzymamy 5 oczek.

35. W pewnym mieécie przeprowadzono sondaz na temat budowy obwodnicy.
Przeciw tej budowie wypowiedzialo si¢ 60% mieszkancéw, w tym 70% handlowcow.
Pozostale osoby poparty projekt, wéréd nich 20% handlowcéw. Oblicz prawdopodo-
bienstwo, ze losowo wybrana w tym mie$cie osoba

a) jest handlowcem i zwolennikiem obwodnicy.

b) jest handlowcem.

c) popiera budowe obwodnicy, jezeli wiadomo, ze jest handlowcem.

36. Jacek rzucil osiem razy kostka i otrzymat dwie széstki. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze w ostatnim rzucie wypadla szdstka?

37. W kazdym z 6 pudelek znajduje sie jedna kula niebieska, cztery zotte i cztery
zielone. Z kazdego pudelka losujemy dwie kule. Oblicz prawdopodobienistwo, ze co
najmniej z dwdch pudelek wylosujemy kule o r6znych kolorach.

38. Rzucamy n razy dwiema kostkami sze$ciennymi do gry. Dla jakich n prawdopo-
dobienstwo wyrzucenia co najmniej raz na kazdej z kostek nieparzystej liczby oczek
jest wieksze od 0,757

_P(AnB) _2 . _P(AnB) 1
29. P(A|B) = ) _51P(B|A)——P(A) =5
wige LB 3 P
“ PanB) 2 ' P(ANB)
_P((AnB)n(AUB)) P(AnB) 1 _
P((AnBI(AUB) = P(AUB) " P(AUB)  P(AUB)

P(ANB)

_(P(A)+PB)-P(ANB)\"' [ P(A) L PB® o
B P(ANB) "\ P(ANB)  P(ANB) B

oser) ()2




