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1. Liczby, wyrazenia
algebraiczne

e Liczbe naturalng k, ktéra ma tylko dwa rézne dzielniki: samg siebie oraz 1, nazy-
wamy liczba pierwsza.
Dwie liczby naturalne nazywamy wzglednie pierwszymi, jezeli ich jedynym
wspdlnym dzielnikiem jest 1.

e Zbior liczb wymiernych: Q = {x: X = I_c; ipeZiqeZ- {0}}
o Liczbe rzeczywisty, ktéra nie jest wymierna, nazywamy liczbg niewymierna.

e Przedzialy liczbowe ograniczone (a < b):
- domkniety (a; b) ={x: a<x<bia, beR}
- otwarty (a3 b)={x:a<x<bia beR}
- lewostronnie domkniety (a; b) = {x: a<x<bia, beR}
- prawostronnie domkniety (a; b) = {x: a<x<bia, beR}

¢ Przedzialy liczbowe nieograniczone:
- otwarty (-oo0; b) ={x: x<b i beR}
- otwarty (a; o0) ={x: x >a i a € R}
- lewostronnie domkniety (a; oo) = {x: x>a i a € R}
- prawostronnie domkniety (—oo; b) = {x: x <b i b€ R}

-n

ea’=1dlaa+0 °a =aindlaa=#OinEN
e Jezeli n jest dodatnig liczbg parzystaoraz a>0i b>0, to Ya=be b =a.
Jezeli n jest liczbg nieparzystg wieksza od 1,to Va=b & b" =a.
1

e Jezelia>0,neN, n>1, to a" = {/a.

k
o Jezelia>0, keZ neN, n>1, to a"=\n/a_k.

e Wartoscia bezwzgledna |a| liczby a nazywamy odleglos¢ odpowiadajacego jej
punktu na osi liczbowej od punktu o wspolrzednej 0, mierzong w odcinkach jed-
nostkowych.

°|a|={a dlaaz0
—a dlaa<0
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. P, A L. 1
1 procent pewnej wielkosci to 0,01 tej wielkosci: 1% - w = oo ¥

Srednig arytmetyczng dwoch liczb rzeczywistych a i b nazywamy liczbe aTer.

Srednig geometryczng dwéch nieujemnych liczb rzeczywistych a i b nazywamy

liczbe Va - b.

Dla dowolnych liczb catkowitych ai b, b # 0 (a - dzielna, b - dzielnik), istnieje
doktadnie jedna para liczb catkowitych q i r (q - iloraz, r - reszta) takich, ze
a=q-b+r, gdzie r 201 r <|b|.

Wtlasnosci dzialan na potegach
Jezeli a i b s3 dowolnymi liczbami rzeczywistymi dodatnimi, a p i r dowolnymi
liczbami wymiernymi, to:
P r_ _p+tr
a’-a =a

a_p :apir

ar

ey o
(a-b)f =af-bf

() =%
b) ~ bP

Wiasno$ci dziatan na pierwiastkach
Jezeli m jest liczba naturalng wiekszg od 1 i k jest liczbg naturalna, to:

S\g: ng, gdy b#0
(50 - 1

Dla n bedacego liczbg parzysta zakltadamy, ze liczby a i b sa nieujemne.

Wilasnosci wartosci bezwzglednej (dla a e R i b € R):

lal = |-al

la- bl = lal - |b]

al _ lal

5l = o) dla b#0
la—bl=b-al

Va? = al

an a*" = |a| dla dodatnich liczb naturalnych n

223 I



B 224

Dziat 4. Powtdrzenie

¢ QOdleglos¢ miedzy punktami odpowiadajacymi na osiliczbom a i b wyraza sie wzo-

rem |a - b|.

Wzory skréconego mnozenia

(a+ b)2 =a® + 2ab + b* kwadrat sumy
(a-b)?=a’>-2ab+b* kwadrat réznicy
(a+ b)3 =a’ +3a’b+ 3ab’ + b’ sze$cian sumy
(a-b)’ =a’ -3a’b+3ab* - b sze$cian réznicy
at-b = (a-"b)(a+Db) réznica kwadratéw
a-b = (a-"D) <a2 +ab + b2> réznica sze$ciandéw
a+b’=(a+b) (a2 —ab+ bz) suma sze$ciandow
a'-bv"=(a-b) (awl +a" b+ .. +ab" b"fl) réznica n-tych poteg

Kazda liczba wymierna ma rozwiniecie dziesietne skonczone lub nieskonczone
okresowe.

Zasady stosowane podczas przyblizania liczb rzeczywistych:

- jezeli pierwsza z odrzuconych cyfr rozwiniecia dziesietnego jest mniejsza od 5,
to ostatnig zachowana cyfre pozostawiamy bez zmian (przyblizenie z niedo-
miarem),

- jezeli pierwsza z odrzuconych cyfr rozwiniecia dziesigtnego jest wigksza od 5
lub réwna 5, to ostatnig zachowang cyfre zwiekszamy o 1 (przyblizenie z nad-
miarem).

Zaokraglenie liczby naturalnej do n miejsc znaczacych polega na pozostawie-
niu jej pierwszych # cyfr i zastapieniu pozostatych zerami, z tym ze do ostatniej
cyfry stosujemy reguly przyblizania. Podobnie zaokraglamy liczby dziesietne. Na
przyklad zaokragleniem liczby 675,3527:

- do dwdch cyfr znaczacych jest liczba 680,

- do trzech cyfr znaczacych jest liczba 675.

Przy zaokraglaniu do cyfr po przecinku méwimy o przyblizeniach z doktadno-
$cig — do jednego miejsca po przecinku: 675,4, do dwdch miejsc po przecinku:
675,35 itd.

Liczby dziesietne mniejsze od 1 zaokraglamy podobnie, np. zaokragleniem licz-
by 0,0004526 do jednego miejsca znaczacego jest liczba 0,0005, do dwdch miejsc
znaczacych - liczba 0,00045.



W kazdym z zadan 1.1-1.21 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

1.1. Ile razy liczba 0,514° jest mniejsza od liczby 514°?
A. 100000 razy B. 1000000 razy  C. 1000 razy D. 10000 razy

1.2. Roéznica miedzy dwiema liczbami jest rdwna 5, a réznica miedzy ich kwadrata-
mi to 95. Ile wynosi suma tych liczb?
A. 90 B. 25 C. 19 D. 24

1.3. Wskaz iloczyn réwny wyrazeniu 3x° + 24xy + 48y°.
A. (3x +4y) C. (\/gx + 4y)2
B. (3x +4V3y)’ D. 3(x + 4y)?

1.4. Wskaz wyrazenie, ktore otrzymamy po wykonaniu dziatan i redukcji wyrazow
podobnych w wyrazeniu 2(x - 3) - [3(2x — 1) — 4].
A, -1-3x B. 4 - 4x C. -3-4x D.1-4x

1.5. Zosia jest o p lat starsza od Jasia. Ile lat ma Ja$, jezeli razem majg m lat?
A.2(m - p) B. 2 c. =" p. -2

2 2 2
1.6. W domowej bibliotece Karola 15% stanowia ksigzki przyrodnicze. Ile tomow
liczy ksiegozbior Karola, jezeli oprocz ksigzek przyrodniczych ma on jeszcze 748
ksigzek?
A. 1270 B. 880 C. ponad 4980 D. 930

1.7. Najlzejsza z trzech drewnianych belek wazy 63 kg, a najcigzsza 84 kg. Ktéra
z podanych liczb nie moze by¢ $rednia masg (w kg) tych trzech belek?
A. 69 B. 72 C. 75,5 D. 76

1.8. Mase Ziemi réwng 5,975 - 10*" g mozna wyrazi¢ w kilogramach jako
A.597,5-10”.  B.59,75-10".  C€.597,5-10°°.  D.5975-107".

V3-VI2+ V75,
—

A. 23 B. 4 C. V22 D. %5

1.9. Ktdra z podanych liczb jest réwna liczbie

1. Liczby, wyrazenia algebraiczne

Odpowiedzi i rozwigzania
1.1. B

1.2.C

1.3. D

1.4.D

15. D

1.6. B

1.7. A

18.D

1.9. B
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1.20.

Dziat 4. Powtdrzenie

7
1.10. Ktdra z podanych liczb jest réwna liczbie 53?2

1
A.5-5 B. 25-5 C.5 -5 D.5 .53

1.11. Ktdra z podanych liczb nie nalezy do zbioru rozwigzan nieréwnosci
=3x > -10?
A -1 B. 32 C. 2% D.2
3 3 3
1.12. O liczbach x, y wiadomo, ze xy < 0 i x > y. Ktdry z podanych warunkéw
jest prawdziwy?
A.x<0 B.x-y<0 C.xy+y>0 D.y<0

1.13. Dwadzie$cioro dziewczat stanowi 62,5% liczby wszystkich uczniéw w klasie.
Ilu chlopcow jest w tej klasie?

A.9 B. 12 C. 16 D. 32

1.14. Wskaz zalezno$¢ falszywa.

A. \(-237)2 =237 C. -13* = 169

B. 2V-32 = —4 D. 3727 =9

1.15. Wskaz iloczyn réwny wyrazeniu 5x° + 30xy + 45y°.

A. (5x + 3y)2 B. 5(x + 2y)2 C. (\/gx + 3y)2 D. 5(x + 3»y)2

1.16. O ile zwiekszy si¢ pole powierzchni prostokatnego boiska, jezeli dwukrotnie
zwiekszymy jego wymiary (diugos¢ i szeroko$¢)?
A. 0100% B. 0200% C. 0300% D. 0 400%

1.17. Ktdra z wymienionych liczb jest najmniejsza?
1 1 1
A[(E) B(WB) c. (5v5)* D. V555

1.18. Jurkilicza 0 25% wiecej mieszkancow niz Jaski. O ile procent mniej mieszkan-
cOw maja Jaski niz Jurki?

A. 020% B. 025% C. 075% D. 0 80%

1.19. Srednia arytmetyczna dwéch liczb, z ktérych jedna jest /7, wynosi /5. Wskaz
druga liczbe.

A 2V5- 7 B. 2V7 -5 C. 235 D.2V5+ V7

1.20. W pewnej fabryce liczba kobiet stanowi 35% liczby wszystkich zatrudnionych.
Mezczyzn jest o 252 wigcej niz kobiet. Wskaz liczbe pracownikow tej fabryki.
A. 842 B. 752 C. 840 D. 954
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1.21. Liczby a, b, c € R spelniajg warunek a(b -c¢) = 0. 1.21. D
A. Wynika stad, ze a = 0.
B. Wynika stad, ze b = 0.
C. Wynika stad, ze b = c.
D. Z podanego warunku nie mozna wywnioskowac zadnej z réwnosci wymienio-
nych w punktach A, B, C.

J
W zadaniach 1.22-1.25 ocen prawdziwosé¢ podanych zdan.
1.22. Dane sg liczby a, b € R, gdzie a < 0. 1.22. P,F,F
A.b-a=-(a-b) B. (—61)2=az—2a2 C.a>-a
1.23. Dane sg liczby a, b, ¢ € R takie, ze 0 < a < b < c. Zachodzi nieréwno$¢ 1.23. F, P, P
A.é<é. B.ﬂ<b_a. C. ac > ab.
a ¢ b-c b-c
1.24. Liczba 1.24. F,P, P
A. \[2V/32 jest wymierna.
B. \/51_ . jest rowna liczbie V2 + 1.
1
C. ——— nalezy do przedziatu (3,7; 3,8).
2_\/gnaey o przedziatu ( )
1.25. Suma kilku kolejnych liczb catkowitych nieparzystych jest réwna 0. 1.25. P,P, F
A. Liczba wszystkich skladnikéw rozpatrywanej sumy jest parzysta.
B. Srednia arytmetyczna tych liczb jest réwna 0.
C. Tloczyn tych liczb jest rowny 0.
J
1.26. Wskaz dwa wyrazenia rowne wyrazeniu 2x” — 24xy + 72y°. 1.26. C,E
A. 2x - 6y)2 C. 2(x - 6y)2 E. (\/Ex - 6\/5)/)2
B. (2x-62y)’ D. 2(x - 4y)° F. V2(x - 6y)
1.27. Rozwiniecie dziesietne liczby a jest rowne 2,1313131313... Dokoncz zdanie. 1.27. A2

Wybierz odpowiedz A albo B oraz jej uzasadnienie 1 albo 2.
Liczba a jest

wymierna, 1. | jej rozwiniecie dziesietne jest nieskonczone.
poniewaz
B. | niewymierna, 2. | jej rozwiniecie dziesietne jest okresowe.
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1.28. -2,0,2,4

1.29. a) np. 1,52
2

V1o
c) np. -

1.30. 10050

1.31. Liczba n jest cztery razy
wieksza od m.

1.32. a) (a + 12)*
b) (k- Vem)’
o) (1-2x)°
2
d) (% v+ 4z)
1.33. a) (a — 15)(a + 15)

b) (%b - 5d2) <%b+ 5d2)
) (m—-p—k)(m—p+k)
d) (x+ y)(x+3y)

24+12
14

1.34.

1.35. 3% <2V3 <3vV2 <25

1.36. 2 min5s

1.28. Znajdz wszystkie liczby catkowite a # 1, dla ktérych wartos¢ wyrazenia Z%f
jest liczba catkowita.

1.29. Podaj przyklad liczby nalezacej do przedzialu ( V2; V3 ), ktéra ma rozwinigcie
dziesietne

a) skonczone.

b) nieskonczone okresowe.

¢) nieskonczone nieokresowe.

1.30. Wisrod pigciu kolejnych liczb calkowitych srodkowa liczbg jest 2010. Ile jest
réwna suma tych liczb?

1.31. Dane sg liczby:
m=3%42L. [6,4—33-0,(3)] .13
2 2 5
n= 15,2+3,2-<1,25-7— A—SL . 1,25):6,2— 1%

Sprawdz, ile razy jedna z liczb m i n jest wigksza od drugiej.

1.32. Zapisz wyrazenie w postaci kwadratu sumy lub kwadratu réznicy.
a) a’+24a + 144 o) 1-4x+4x°

b) k* - 2V/6km + 6m” d) }Ly2+4yz+ 162°

1.33. Zapisz wyrazenie w postaci iloczynu.
a) a*-225 o) m’ —2mp + p* -k
b) 0,256* — 254" d) x* +4xy + 3y’

3-5v2
2-342

1.34. Usun niewymierno$¢ z mianownika wyrazenia

1.35. Uporzadkuj podane liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.
3VE 35 245, 243

1.36. Tetno zdrowego cztowieka wynosi 12 uderzen serca w ciggu 10 sekund. W ja-
kim czasie naliczymy 150 uderzen serca?
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1.37. Na podstawie diagramu okresl 1.37. a) 57,4%

a) jaki procent sumy wszystkich podanych kwot odliczen stanowily odliczenia na b) 026,48%
¢) Srednia kwota odliczen na

dojazdy dzieci do szkot nie jest
ilorazem wielkosci z dwdch
pierwszych diagramow.

odplatne studia.

b) oile procent podatnikéw wiecej skorzystato z ulgi na zakup przyrzadéw i pomocy
naukowych niz z ulgi na doksztalcanie i doskonalenie zawodowe.

) ktére dane przedstawione na wykresie sg sprzeczne.

Jak w 2002 r. korzystaliSmy z ulg przeznaczonych do likwidacii

dojazd dzieci do szkot zakup przyrzadow i pomocy naukowych
doksztatcanie i doskonalenie zawodowe B odpfatne studia

400
dane w tys. dane w min zt dane w zt
800 E. 300 400
(-}
600 = 300
n 3 200
400 = 200 -
-l 100 = n
200 Al I 100
o™ - — =)
0 0 0
llu podatnikéw skorzystato taczna kwota odliczen Srednia kwota odliczenia
z danej ulgi
1.38. Na podstawie diagramu odpowiedz na podane pytanie. 1.38. a) 0 100%
b) 0 50%
14,0 Spozycie lodéow c) 22,9%
na glowe
mieszkanca

8.0 (w litrach, 2002 r.)

6,0
4,0

. 3,2

g 2 £ gz g

g £ g £ 3

3 = S = £

a) O ile procent wiecej lodéw spozyt rocznie Niemiec od Wegra?

b) O ile procent mniej lodéw zjadl Wegier od mieszkanca Niemiec?

c) Jaki procent rocznego spozycia lodow przez Szweda stanowilo spozycie lodow
przez Polaka?
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1.39.

1.40.

1.41.

1.42.

1.43.

1.44.

1.45.

1.46.

1.47.

0 9%.

1.48.

Dziat 4. Powtdrzenie

032

80%

780 zt

100 wiadomosci

400000 zt

24 h 37 min

037,5%

0 189%

Pole tréjkata zmniejszyto sie

9 uczniow

1.39. O ile punktéw procentowych licz- Czy kupowatas jakie$ towary od akwizytora?
.. . . . . . (odpowiedzi w proc.)
niejsza jest grupa osob, ktore nigdy nie

robity zakupéw u akwizytoréw, od grupy ~ tudno p"WiedZieél tak, czgsto
0sob, ktore takiego zakupu dokonaly co 1 'My
najmniej dwa razy? 21
56
nie, nigdy

1.40. Druzyna przegrata 4 z 20 rozegra- 1

nych meczéw. Remiséw nie bylo. Jaki pro- —
cent liczby rozegranych meczéw wygrata ta tak, 2 ﬁﬂig

druzyna?

1.41. Pewien towar po podwyzce 0 20%, a nastepnie obnizce o 36 zl, kosztuje 900 zt.
Jaka byla cena tego towaru przed zmianami?

1.42. W poczcie elektronicznej Magdy spam stanowi 10% wsréd 1600 wiadomosci.
Ile spamu powinna usung¢, aby pozostaly stanowil 4% wszystkich wiadomosci?

1.43. Pan Stanistaw, wlasciciel 75% akcji firmy, sprzedal é swojej wlasnosci za

60000 z1. Jaka jest wartos¢ wszystkich akeji firmy?

1.44. Czas obrotu Marsa wokot wiasnej osi jest 0 2,6% dluzszy od czasu obrotu Zie-
mi wokot jej osi. Jak dtugo trwa obrét Marsa?

1.45. Honorata ma o 60% wiecej pocztowek niz jej brat Pawel. O ile procent mniej
pocztéwek ma Pawel?

1.46. Dlugos¢ kazdego z bokow prostokata zwigkszono o 70%. O ile procent wzrosto
pole prostokata?

1.47. Dlugos¢ boku trojkata zmniejszono o 30%, a wysoko$¢ opuszczong na ten bok
zwiekszono o 30%. Czy pole trojkata sie zmienito? Jesli tak, to o ile procent?

1.48. Praca domowa z matematyki skladata sie¢ z dwoch zadan obowiazkowych
i trzeciego dodatkowego. Nauczycielka, chcac zacheci¢ uczniéw 32-osobowej kla-
sy do rozwigzywania trudniejszych zadan, poinformowala, ze rozwigzanie zadania
dodatkowego zwalnia z obowigzku wykonania zadan pierwszego i drugiego. Ilu
uczniow rozwigzalo trzecie zadanie, jezeli tylko pierwsze zadanie zrobito 3 uczniow,
tylko drugie - 5, a pierwsze i drugie — 15 uczniow?



8.4t _ [11,2:91+(—21>:§]
4 3 3 3

1.49. Wyznacz liczbe, ktorej 0,25% wynosi 53

1.50. Oblicz.
1
15 o4 5 1 1\72
2) <2 - +2‘1>2 b) (122—3 2)
1.51. Oblicz.
3\ _
(3) =
3\7! 1\73
2(3) -3 (s3)

1 172
b) (11—2.10;>2+<11+(23.5) )2

3 1 2173
. o T -2\ 3 -1\ 3 V21
1.52. Oblicz warto$¢ wyrazenia a 2b-(ab ) 2 [(a ) 3] dla a= > ib= —\3/5.

a)

| =

1.68. Zaktadamy, ze a > 0 i b > 0. Sprowadz do najprostszej postaci wyrazenie

v v

1.54. Oblicz.

a) i+{1+[4~(1+3_1>1]_1}_1 d) Smff\/;_ol?\/f,o_o

-2
:| oraz oblicz jego wartos¢ dla a = Lib=v2

3_2~81%-<1>_1 e\

b) - 9 e) ( 7+5> _ [(\/7_5)2
Y5 o3 . V27 W\ V7+3
5‘2~12£§§-<é>2 . \/3—54—\3/—_16—3—i

o —— _\s)

5. \257 31—4%—@

1.55. Ktéraz liczb jest mniejsza: m = 3vV2 — 1 czy n=2V2+12

1

1.56. Zbadaj, czy liczby V3 - V2 i (5 + 2\/3) 2 53 réwne czy roine.

1. Liczby, wyrazenia algebraiczne 2371

1.49. 800

1.50. 2) > b) =
2 25

151.2) = b) 40
24

3
1.52. ﬁ
2

5 4

1.53. a¢ - b3, V2

154.a) 1 b)9 ¢) —

25
d)@ e)1 f) V2
1.55. m<n

1.56. Dane liczby sa rowne.
Wskazéwka: Zauwaz, ze wyrazenie
5+ 26 jest kwadratem

sumy dwoch pierwiastkow
kwadratowych.
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2. Funkcje. Funkcja liniowa

Funkcje f(x) = ax +b, x € R, nazywamy funkcja liniowa zmiennej x. Liczbe a
nazywamy wspolczynnikiem kierunkowym tej funkgji.

Uktad dwéch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi nazywamy:

- oznaczonym, jezeli ma doktadnie jedno rozwigzanie; jego wykresem sg dwie
proste przecinajace sie,

- nieoznaczonym, jezeli ma nieskonczenie wiele rozwiazan; jego wykresem jest
jedna prosta,

- sprzecznym, jezeli nie ma rozwigzania; jego wykresem sg proste réwnolegte nie-

pokrywajace sie.

Wspolczynnik a wystepujacy we wzorze funkcji f(x) = ax + b jest rowny tan-
gensowi kata nachylenia prostej bedacej wykresem tej funkcji do osi x.

Funkcja f(x) =ax +0b jest:

- rosngca wtedy i tylko wtedy, gdy a > 0,
- malejaca wtedy i tylko wtedy, gdy a < 0,
- staladla a = 0.

Kazda funkcja postaci f(x) = ax +b, gdzie a jest ustalona liczbg rzeczywista, jest
monotoniczna.

Funkcja liniowa f(x) = ax + b, gdzie x € R:

- ma jedno miejsce zerowe, gdy a # 0,

- ma nieskoniczenie wiele miejsc zerowych, gdy a=01 b =0,
- nie ma miejsc zerowych, gdy a=0 1 b # 0.

Wykresem réwnania postaci ax +by = ¢ z niewiadomymi x, y takiego, ze wspol-
czynniki a i b nie s3 jednoczesnie réwne 0, jest prosta, przy czym:

- jezeli b # 0, to jest to wykres funkcji liniowej o wzorze f(x) = —gx + [%’

- jezeli b = 0, to jest to prosta prostopadta do osi x i przecinajaca ja w punkcie

()



W kazdym z zadan 2.1-2.14 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

2.1. Wskaz liczbe miejsc zerowych funkgcji f(x) = %
- X X

Al B.2 C.3 D. 4

2.2. Dana jest funkcja y = f(x), ktorej wykres yi

przedstawiono na rysunku obok. Dziedzing tej funkcji N
jest przedzial (0; 8). Wskaz przedzial, w ktérym n

funkcja f jest malejaca. ol 1
A. (0; 2) C. (4 8)
B. (2; 6) D. (6; 8)

2.3. Wskaz wzor funkgji, ktdrej wykres przechodzi przez punkt (=3, 5).

=y

3 5 5 3
A. f(X) = EX + E C. f(X) = —EX — E
3 1 3 1
B. f(X) = —EX + E D. f(X) = EX - E
2.4. Wskaz wzor funkgji rosngcej, ktorej miejsce zerowe jest liczba dodatnig.
A fx)=(V5-2)x+V5-2 C. f(x)=(V5-2)x+V5-3
B. f(x)=(V5-3)x+5-2 D. f(x)=(V5-3)x+V5-3

2.5. Wskaz wartos¢ k, dla ktérej miejscem zerowym funkeji f(x) =2x+k—1 jest
liczba 3.

A. k=-5 B. k=-1 C.k=1 D.k=5

. 1y . . , . x+3 5-2x
2.6. Wskaz zbidr rozwigzan nieréwnosci >~ 3 < 2x.
A. <—c>o; —l> B. <—l;c>o> C. <—c>o; —i> D. <—i;c>o)

5 5 13 13
2.7. Liczby x, y spelniajg warunki: 1 + 1.2 oraz 1. 1.1 Wskaz warto$¢

A y X, Y Sp )3 AR x y 6 Y-
A2 B. 2 C.3 D.>
3 6
xX-y

2.8. Oliczbach x, y wiadomo,ze x > 01i y > 0 oraz

11 .
=7 Ktéra z podanych

zaleznosci jest prawdziwa?
A y<x B. y>x C.y=x D.y>x

2. Funkcje. Funkgja liniowa

Odpowiedzi i rozwigzania
21. A

22. B

23. B

2.4. C

25. A

2.6. B

2.7.C

28. A

233 I
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29. C

2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

F,P,P

F,P,P

12,19, 19

. 1 . . 3
2.9. Liczba x = ——. Ilejest réwne =2
m+3 x

L3 . m+3 C. 3(m +3) D.3m+1
m+3 3
2.10. Wskaz pare liczb Iniajaca uklad réwnas |~ 2 = 7
.10. Wskaz pare liczb (x, y) spelniajacg uktad réwnan 2x+3y=7"
A. (1, 4) B. (-3, 2) C. (-1, 3) D. (-7, 0)
2.11. Wskaz uktad réwnan, ktéry nie ma rozwigzan.
x—y=7 3x-3y=7 x—y=1 x+y=0
A'{Zx—Zy:M B {x—y=14 x+y=3 D. x—y=0
2.12. Rozwigzaniem ukladu réwnari { 2 = > _ 7 niewiadomymi x, y
-12. Rozwigzaniem uktadu réwnan 7 5 = my =5 z niewiadomymi x, y jest para
liczb (1, —1). Wskaz wartos¢ wspotczynnika m.
Am=-2 B.m=-1 Cm=2 D.m=1
2.13. Wskaz zbidr rozwigzan nieréwnosci |2 — x| < 3.
A. (—o0; 1) B. (—o0; 1) C. (-51) D. (-1; 5)
2.14. Wskaz zbiér rozwigzan nierownosci 2|x + 2| > 5 + x.
A. (-3; o) B. (1; o0) C. (—o0; =3) U (1; o0) D. (-3;1)
J

W zadaniach 2.15-2.17 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

2.15. Dane jest rownanie (m — 1)x +m =0 z niewiadomag x.
A. Dla m =1 réwnanie jest tozsamosciowe.

B. Dla m =1 réwnanie jest sprzeczne.

C. Dla m = V2 réwnanie ma jedno rozwigzanie.

2.16. Dane jest rOwnanie kx —m = 2 + x z niewiadoma x oraz parametrami k i m.
A.Dla k=0 i m =1 rozwigzaniem réwnania jest liczba 1.

B. Dla k =1 i m = -2 réwnanie jest tozsamos$ciowe.

C. Dla k=1 i m =1 réwnanie jest sprzeczne.

2.17. Dany jest uklad réwnan liniowych z niewiadomymi x i y oraz parametrem m:
3x+2y=4
{ mx +4y =2m-—4
A. Dla m = -1 rozwigzaniem tego uktadu jest para liczb o przeciwnych znakach.
B. Dla m = 6 ten uklad jest nieoznaczony.
C. Dla m =1 rozwiazaniem tego ukladu jest para liczb (2, —1).



2. Funkcje. Funkgja liniowa

2.18. Dana jest funkcja y = f(x), ktdrej wykres przedsta- A 2.18. B. g(x), D. h(x)
wiono na rysunku obok. Dziedzing tej funkcji jest przedziat
(=25 3). Funkgje g oraz h sg okreslone nastepujaco: \ 7
gx)=f(x—-2) i h(x)=f(-x)+2 N
Na rysunkach A-F przedstawiono wykresy roznych funk- o 1 %

¢ji, w tym wykresy funkgji g oraz h. Dla kazdej z funkgji g
oraz / wskaz rysunek, na ktorym jest jej wykres.

A. B. C.

yA y Y
/ 1
1 L

a7 RESH

-

=y

?o —

=Y
=)
r.
=y

o 1 x o 1 %
2.19. Dokoncz zdanie. Wybierz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie 2.19. C2
1, 2 albo 3.
Dziedzing funkcji f(x) = xz— L jest zbidr
x*-x
A. | R-{1}, L f=21.
X
poniewaz 2
B. | R-{0}, 2. | x"—=x=0dlax=0Iub x=1.
R-{0, 1}, 3. | x—-1=04dlax=1.

J

2.20. Czy podany diagram przedstawia funkcje? Jedli tak, okresl jej dziedzine i zbior

warto$ci oraz podaj przyktad wzoru opisujacego podang zaleznos¢.

a) b)
\
~

235 I

2.20. a) tak, D = {-2, 0, 1, 3},

ZW ={-6,0, 3,9}, np. y =3x

b) tak, D = {-5, 0, 1, 5},

ZW =1{0, 1, 25}, np. y = x*

19) d)
= 4@ “ ¢) nie d) nie
‘ ‘
| 1 D
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221. y = 2x - 1,
D=1{0,1,2,3,4,5},
ZW=1{-1,1,3,5,7 9}

2.22. a) R - {-2}

v (o)

€) (—o0; 5)
d) (-3; 4)

e) <§ 3) U (3; o)
f) (2; o0)

g) (-3; 6)
h) (=5; 5) U (5; o0)

2.23. f(-3) = -6, f(0) =

f(\/z) 8- S\F f(z)
f3) =

2.24. a) {0, 4, 6}

b) {-1, 0, —4}

¢) {0, 1, 3}

d {0, -1, 1, -v2, v2}

ulkl'—'N““

2.25. f(x) = 0,85x + 5,
D = {40, 52, 68, 84, 120},
W = {39, 49,2, 62,8, 76,4, 107}

2.26.

1

I

0 X

wartos$¢ funkgji dla kazdej liczby
pierwszej: 2; warto$¢ najwieksza: 6
dla x = 12, warto$¢ najmniejsza: 1

dla x=1
60 —n
2.27. f(n) = "
={3, 4, .., 59}

2.21. Sporzadz wykres funkgji, ktéra kazdej liczbie naturalnej mniejszej od 6 przy-
porzadkowuje warto$¢ dwukrotnie wiekszg od tej liczby i pomniejszong o 1. Napisz
wzor tej funkeji, okresl jej dziedzine i zbidr wartosci.

2.22, Wyznacz dziedzing funkgji f.

S 2
a) f(x)_x+4x+4 e) f(x)= +m
b) f(x) = V2 +4x f flx)= \/x42x_—48
9 169 = = B f00=Vee3- 2L
d) f(x)=Vx+3-2V4-x h) f(x) = x+7 2x

Vx2-10x+25 Vx+5

2.28. Dany jest zbior A = { -2,0, V2,2, 3} i funkcja f(x) = 3_7326 Oblicz
X

warto$¢ funkgji f dla tych liczb ze zbioru A, ktdre nalezg do jej dziedziny.

2.24. Dany jest wzor funkgji f i jej zbior wartosci ZW. Wyznacz zbidr wszystkich
liczb rzeczywistych, ktére moga tworzy¢ dziedzing tej funkgji.

a) f(x)= %x—Z, IW = {=2,0, 1}

2 2
b) f0x) = -5 Zw = {-1. -2, 2}
o) flx)=2"-1, ZW =10, 1, 7}
d) f(x)=x% ZW = {0, 1, 2}

2.25. Sprzedawca oferowal rekawiczki, ktérych ceny w zaleznosci od gatunku ma-
terialu byly rowne: 40 zt, 52 zI, 68 zt, 84 zI i 120 zt. Pewnego dnia zmienil ceny, ob-
nizajac kazda o 15%, a nastepnie dodajac 5 zt. Napisz wzor funkcji opisujacej zmiane
cen rekawiczek. Podaj dziedzine i zbidr wartosci tej funkgji.

2.26. Kazdej dodatniej liczbie naturalnej mozna przyporzadkowac liczbe jej natu-
ralnych dzielnikow. Narysuj wykres tej funkcji, przyjmujac, ze jej dziedzing jest zbidr
wszystkich dodatnich liczb naturalnych nie wiekszych od 15. Jakg warto$¢ ma funk-
cja dla argumentdw bedacych liczbami pierwszymi? Podaj najwicksza wartos¢ i naj-
mniejsza wartos¢ tej funkeji w rozpatrywanym zbiorze.

2.27. Dany jest graniastostup prawidlowy n-katny. Wysokos¢ tego graniastostupa
wynosi 1, a suma dlugo$ci wszystkich jego krawedzi jest rGwna 60. Podaj wzor i okresl
dziedzing funkcji, ktora liczbie n przyporzadkowuje dtugo$¢ krawedzi podstawy tego
graniastostupa.

2.29. a) D = (—6; 5), ZW = (-2; 6); brak wartoéci najmniejszej, brak wartosci najwiekszej;
miejsca zerowe: —4, —1; f(x) >0 dla x € (-=6; —4) U (-1; 5); f(x) <0 dlax € (—4; -1);
funkcja malejaca w przedziale (—6; —1), rosngca w przedziale (—1; 5); f(-6) =5, f(0) =
f(2) = 4; rownanie f(x) =m ma: 0 rozwigzan dla m € (—oo; —2) U (6; 00), 1rozwiazanie
dla m € (=2; 0) U (3; 4) U (5; 6), 2 rozwigzania dla m € (0; 3) U (4; 5)

b) D = (-6; —2) U (0; o0) U {1}, ZW = (-2; o0); brak warto$ci najmniejszej, brak
wartosci najwigkszej; miejsca zerowe: =2, —1, 2; h(x) > 0 dla x € (=6; —2) U (2; o0);
h(x) < 0 dla x € (0; 2); funkcja malejgca w przedziale (—6; —2), rosnaca w przedziale

(0; ©); x=-6¢ D, x=0¢ D, h(2) = 0; rownanie h(x) = m ma: 0 rozwigzan

dla m € (—oo; —2), 1 rozwigzanie dla m € (=2; 0) U (0; 2) U (5; o0), 2 rozwigzania

dla m € (2; 5), 3 rozwigzaniadla m = 0



2.28. Wyznacz miejsca zerowe funkgji f.

2
Q) flo) = FE 9 f0x) = (x = Dx + DX
b) f(x) = 2’;2_'318 Q) f) =15 -3,xeN

2.29. Odczytaj z podanego wykresu:

e dziedzine funkdji,

¢ zbidr wartosci funkeji,

* najmniejsza warto$¢ i najwieksza wartos¢ funkeji,

* miejsca zerowe funkcji,

* zbidér argumentdw, dla ktérych funkcja przyjmuje wartoéci dodatnie (ujemne),
e przedzialy monotonicznoéci funkgji,

e wartosci funkgeji dla argumentéw —6, 01 2,

e liczbe rozwiazan rownania y = m w zalezno$ci od wartosci m.

a) y c) Y

/ y:g(x)
y=r)

N
\

N
.

\01 X

b) y d) J

) =h(x)

o
\.

=

o

2.30. Skorzystaj z wykresow funkeji z poprzedniego zadania i podaj

a) dziedzing i zbiér wartoéci funkcji y = f(x —2) + 3.

b) liczbe rozwigzan réwnania —h(x) — 2 = m w zaleznosci od wartosci m.
c) przedzialy monotonicznosci funkeji y = g(x + 1) - 2.

d) warto$¢ najmniejszg i warto$¢ najwieksza funkeji y = k(-x) + 1.

2.29. ¢) D = (-8; 6), ZW = (=3; 2) U {3}; brak wartosci najmniejszej, wartos¢
najwicksza: 3 dla x € (2; 6); miejsca zerowe: =5, 1; g(x) > 0 dla x € (=5; —4) U (1; 6);
g(x) <0 dla x € (=8 =5) U (—4; 1); funkcja rosngca w kazdym z przedzialow (-8; —4)
i (=2; 2), malejaca w przedziale (—4; —2), stala w przedziale (2; 6); g(-6) = g(0) = -1,
g(2) = 2; réownanie g(x) = m ma: 0 rozwigzan dla m € (—oo; —3) U (2; 3) U (3; o0),

1 rozwigzanie dla m € (-3; —2) U (1; 2), 2 rozwigzania dla m € (-1; 1) U {-2},

3 rozwigzania dla m € (-2; —1), nieskonczenie wiele rozwigzan dla m = 3

d) D = (—o0; 6), ZW = (-3; 6); warto$¢ najmniejsza: —3 dla x = 6, wartos$¢
najwieksza: 6 dla x = 2; miejsca zerowe: -5, 5; k(x) > 0 dla x € (—o0; =5) U (=5; 5);
k(x) < 0 dla x € (5; 6); funkcja stala w kazdym z przedziatow (—oo; —7) i (=25 1),
malejaca w kazdym z przedzialow (-7; —5) i (2; 6), rosnaca w kazdym z przedziatow
(=5; =2) i (1; 2); k(-6) =1, k(0) = 5, k(2) = 6; rownanie k(x) = m ma: 0 rozwigzan
dla m € (—o0; —3) U (65 0), 1 rozwigzanie dla m € (-3; 0) U {6}, 2 rozwigzania

dla m € (2; 3) U(3; 5) U (5; 6) U {0}, 3 rozwigzania dla m € (0; 2) U {3}, nieskonczenie
wiele rozwigzan dla m € {2, 5}

2. Funkcje. Funkcja liniowa 237 s

2.28. a) % b) -3
90,1 d)3

2.30. a) D = (-4; 7),

ZW =(1;9)

b) réwnanie —h(x) —2 = m ma:
0 rozwigzan dla m € (0; co0),

1 rozwigzanie dla

m € (—oo; —=7) U (—4; =2) U (=2; 0),
2 rozwigzania dla m € (-7; —4);
3 rozwigzania dla m = -2

c) rosngca w przedziale (-9; —5),
malejaca w przedziale (—5; —3),
niemalejaca w przedziale (-3; 5)
d) warto$¢ najmniejsza: —2

dla x = —6, warto$¢ najwigksza: 7
dla x =-2
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2.31. D = (-8; 10), ZW = (3; 8)

2.32. a) malejgca w przedziale
(=25 1), rosnaca w przedziale

(L; 5)

b) rosnaca w przedziale (-5; —1),
malejaca w przedziale (—1; 2)

2.33. f - rosnaca,
g — niemonotoniczna,
h — malejaca

2.34. a) 4 mln

b) Wszystkie funkgje sa
niemonotoniczne.

¢) 2004 r. - ok. 3,5 mln, 2005 r. —
ok. 3,8 mln, 2006 r. — ok. 4 mln,
2007 r. - ok. 4,5 mln

d) w2001 r., 1,4 mln

e) odwiedziny u krewnych lub
znajomych

2.31. Drziedzing funkcji y = f(x) jest przedzial (—10; 8), a jej zbiorem wartosci
- przedziat (0; 5). Podaj dziedzine i zbidr wartosci funkcji y = f(x - 2) + 3.

2.32. Funkcja y = g(x) jest rosnaca w przedziale (-2; 1) i malejaca w przedziale
(1; 5). Okresl przedzialty monotonicznosci funkcji
a) y=-g(x). b) y = g(=x).

2.33. Sprawdz, czy funkcje przedstawione za pomoca diagramdéw sg monotoniczne.

f g h
| | |
| || |

2.34. Na podstawie wykresu przedstawiajacego cele przyjazdu obcokrajowcéw do
Polski (zrédlo: badania i prognozy Instytutu Turystyki, marzec 2004) odpowiedz na

pytania.

min Cele przyjazdu obcokrajowcow
6,0

50 interesy stuzhowe

\/_/ typowa tu ryStvka
40 \/\/

30 —__\/\/__ odwiedziny

u krewnych
lub znajomych
20 \
1,0
zakupy

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007

a) Ile oséb odwiedzito Polske w 2003 r. w interesach stuzbowych?

b) Ktéra z danych funkcji jest monotoniczna i jaki jest rodzaj tej monotonicznosci?

c) Podaj prognozowana na poszczegdlne lata od 2004 r. do 2007 r. liczbe obcokra-
jowcow, ktorzy mieli odwiedzi¢ Polske w celu typowo turystycznym.

d) W ktérym roku liczba obcokrajowcow przejezdzajacych przez Polske tranzytem
zrownala sie z liczba obcokrajowcow robigcych w Polsce zakupy? Oszacuj te liczbe
z doktadnoscig do 0,1 mlin.

e) Ktory z celow podrozy do Polski jest najbardziej stabilny pod wzgledem liczby
przybyszow?
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2.35. Na wykresie zaprezentowane jest uczestnictwo Polakéw w wyjazdach krajo-
wych (krotko- i dlugoterminowych) w zalezno$ci od miejsca zamieszkania (w pro-
centach liczby mieszkancéw). Scharakteryzuj na podstawie wykresu réznice miedzy
podanymi czterema kategoriami oraz ich wspélne cechy.

% Wyjazdy krajowe Polakéw
80

70
60
50

40

= duze miasta (ponad 100 tys. mieszkancow)
30 = Miasta (20-100 tys. mieszkancéw)

= Mmate miasta (do 20 tys. mieszkancow)

20
1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002
2.36. Na wykresie zilustrowano liczbe widzéw animowanego filmu Upiorny Jacus, 2.36. a) 482 tys.
zanotowang w ciagu kolejnych o$miu tygodni od dnia premiery. b) [ }liczBa widzow
—_ - [w tys. 5
2 69 L 6 agotem . 48 25048
= 10 63 g o 3039
.-E 60 57 15°%
> 50 i
Q 0 tygodnie
2 4 ,
¢) w 6. tygodniu
30 d) po 5 tygodniach
20
10

tygodnie

a) Ilu widzow obejrzato Upiornego Jacusia w badanym okresie?

b) Sporzadz wykres liczby dorostych widzéw tego filmu w kolejnych tygodniach.

¢) W ktérym tygodniu przewaga liczby widzéw dorostych nad liczbg dzieci byta
najwieksza?

d) Poilu tygodniach od dnia premiery taczna liczba widzoéw dorostych, ktérzy obej-
rzeli ten film, byla rowna tacznej liczbie dzieci, ktore go obejrzaty?
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2.37. Na przyktad:

a) y
X
b) y
0 X
o[y
B \
0 X
\
2.38. 145 7t

2.37. Sporzadz wykres przykladowej funkcji y = f(x) spelniajacej podane

warunki.

a) Dziedzing funkcji jest przedzial (—3; 5), zbiorem wartosci jest przedziat (—1; 3),
miejscami zerowymi funkgji sa liczby -1 1 3.

b) Dziedzing funkejijest przedziat (—4; 4), dla argumentu —2 funkcja przyjmuje war-
to$¢ najmniejsza rowng 0, dla argumentu 4 funkcja przyjmuje warto$¢ najwieksza
rowng 5.

c) Dziedzing funkgji jest przedzial (0; 5), funkcja jest rosnaca w przedziale (0; 3),
funkcja jest malejaca w przedziale (3; 5), miejscem zerowym funkgji jest liczba 4.

d) Dziedzing funkgji jest przedzial (—2; 4), zbiorem wartosci jest przedziat (1; 5).

e) Dziedzing funkgji jest przedziat (—1; 5), zbiorem warto$ci jest przedzial (-2; 2).

2.38. Odplatnos¢ za kurs wynosi 150 zlotych od kazdego z 87 uczestnikow. Jaka
bytaby odptatnos¢, gdyby uczestnikow byto o 3 wiecej, a suma wszystkich wptat nie
uleglaby zmianie?

2.39. Naszkicuj wykres funkeji f i odczytaj z niego jej miejsce zerowe. Jaka miare
ma kat nachylenia prostej, ktora jest wykresem tej funkeji, do osi x? Wynik podaj
doktadnoscia do 1°.

a) f(x)=2x-3 b) f(x)=—§x+1

2.40. Naszkicuj wykres funkgji.

2) f(x):—%x+§ixeN Q) f(x)=—x+11xe(-23)

b) f(x)=2x-5x€eNix<5 d) f(x)=—§x+1, X€Zixe(-55)

2.41. Napisz wzor funkcji liniowej f, ktora spetnia podane warunki.

a) f(0) =3 iwykres jest nachylony do osi x pod katem 135°.

b) f(-2) =0 iwykres jest nachylony do osi x pod katem, ktorego tangens jest
réwny 2.

2.42. Sporzadz wykres i napisz wzor funkeji liniowej f, o ktdrej wiadomo, ze
a) jej wykres przechodzi przez poczatek ukladu wspolrzednych i punkt (2, 4).
b) jej wykres przecina osie uktadu wspétrzednych w punktach (-4, 0) i (0, 2).
c) jej dziedzing jest przedzial (—5; 4), a zbiorem wartosci {3}.

2.43. Napisz wzor funkgji liniowej f, o ktorej wiadomo, ze jej wykres przecina o$

rzednych w punkcie o drugiej wspolrzednej 2 i funkeja przyjmuje wartosci ujemne
tylko dla x > 6.

241.a) y=—x+3 b) y=2x+4

2.42. a) f(x) = 2x b) f(x) = 3x+2 o) f(x) = 3dlax € (-5 4)
y J J
- X 0 X 1
0 X

2.43. f(x) = —%x +2



2.44. Napisz wzor funkgji liniowej f, o ktorej wiadomo, ze
a) jej miejscem zerowym jest3i f(2) = -3.

b) f(x) <0 dla x € (1; c0) i f(0) =4.

¢) f(x) <0 dla x e(-o0;2)1 f(1)=-1.

d) f(x)>0 dla x e (-%; oo> i f(1) = 4.

2.45. Dla jakich wartosci m funkcja f jest rosnaca, a dla jakich malejaca?
a) f(x)=3Q2-mx+7 b) f(x)=—4(m+V2)x+m-3

2.46. Napisz wzor funkgji liniowej g, ktorej wykres jest rownolegly do wykresu
funkgji f i przechodzi przez punkt P.

a) f(x) = —%x +5, P=(0, -1) b) fx) = éx —7,P=(52)

2.47. Do wykresu funkgji liniowej f(x) = ax — 8 nalezy punkt P = (-7,13).
Wyznacz miejsce zerowe tej funkcji.

2.48. Zaznacz cze$¢ plaszczyzny, w ktorej zawierajg sie wykresy funkcji
f(x)=ax+b dla

a)a=§1b<—1. b) a=-3ibe(=3;0). O a<2ib=2.

2.49. Dla jakiej wartosci parametru m réwnanie 2mx +m x = 3x + 6 jest
tozsamosciowe?

2.50. Dla jakiej wartoéci parametru k nierdwnos¢ (k2 - 3) (x+5) <k jest

sprzeczna?

2.51. Dlajakiej warto$ci parametru p rozwigzaniem rownania px+2x—-5p+4 =0
jest liczba 3?

2.52. Rozwiaz rownanie lub nieréwnos¢.

"‘)xT”‘?:l e) 14+3{1—z[3(x-§)+1}=2

b) 3x2+2_2:2(x7+5) f) x1—55+1<2x2(—)1

9 (x-V5)(2415) =3 g) (x+3)" = 2(x—1) < (x = 5)(x +5) + 20
d) x;3+x;1:5x6—9 h) (x—l)(\/z—3)+\/§;x\/§+9

2.53. Wykaz, ze liczba 3°* jest rozwigzaniem réwnania 243" — 81'* + 7x = 977,

2.53. 2431 — 81! + 7x = 97

7= ()7 - ()" + 31"
7x = 3% - 3% + 3%
7x=3"(1-3+3%)
7x=3"%.7|.7

54
x=3

2. Funkcje. Funkgja liniowa

2.44. a) f(x)=3x-9
b) f(x) =-4x+4

¢ flx)=x-2

d) f(x)=3x+1

2.45. a) rosnacadla m < 2,
malejaca dla m > 2

b) rosnaca dla m < -2,
malejaca dla m > -2

2.46. a) g(x) = —%x -1

b) g(x) = 2x

247. 22
3

2.48.

2.49. m= -2
2.50. k= -3
251. p=5

2.52. a)x:i
b) x =2
c)x:2(2\/§—3)
d) xeR

e)x=1

f)xe <21%; oo)
g) x € (—o0; —4)

h) x € (—o0; -2)

241 IS



. 242 Dziat 4. Powtérzenie

254, x =2’
x=-1

2.55. a) {y 0
b) uklad sprzeczny

x=5
9) { y=3
d) uklad nieoznaczony: { ~ E R

y=—x

2.57. 263 telefony stacjonarne
i 102 telefony komoérkowe

2.58. 0400 zt

2.59. Jacka: 32 mx25m
i Artura: 40 m X 28 m

lub
Jacka: 66§ mx 12 m

i Artura: 74% mXx15m

2.60. V(t) = 12t + 180;
D = (0; 110); po 1 h 50 min

2.54. Rozwigz rownanie 4”x —32°x = 16* - (44)4. Zapisz rozwigzanie tego row-
nania w postaci 2, gdzie k jest liczbg catkowita.

2.55. Rozwiaz uktad rownan.
3x -y Xty 4

I5-(x—y)=05(y—x)+2 5 4
R PYYRe ) x-y x5y
2 5
—-2x+3y=8 7x_3y=—5(x+y)_5y—25x
b) {26x—39 =104 d) 2 3
4 3V2x +3v2y =0

2.56. Rozwigz algebraicznie i graficznie uktad réwnan.

2x+1)-y=3
) 2x+3(y-2)=y-2
3x=-2)+2(y-1)=y-7
b) x_+1 y-1

1
5t 30D

0 (x+1)2—(y—2)2=x2—y2+9
(x-27-4(y-2)=x"+8

Q [ = G- DD -y
3x-y)-2(x+y)=10+x

2.57. W 1999 r. w Polsce na 1000 mieszkanicéw przypadalo 365 telefondéw stacjo-
narnych i komdrkowych. Oblicz, ile przypadato telefondéw kazdego rodzaju, jezeli
telefonow stacjonarnych bylo o 161 wiecej niz komérkowych.

2.58. Panstwo Mamutowie zarabiajg razem 9200 zt miesiecznie, przy czym ich za-
robki sg w stosunku 12: 11. O ile ztotych réznig si¢ ich pensje?

2.59. Dziatka pana Jacka ma ksztalt prostokata o polu 800 m?. Prostokatna dziatka

pana Artura ma pole powierzchni 1120 m?, jest 0 8 m dluzsza i o 3 m szersza od
dzialki pana Jacka. Oblicz wymiary obu dzialek.

2.60. W ogrodku Michata znajduje sie oczko wodne o pojemnosci 1,5 m’, w kt6-
rym jest 180 litréw wody. Michal postanowil napelni¢ je po brzegi, dolewajac wode
w tempie 12 litréw na minute. Napisz wzor funkeji V opisujacej zaleznos¢ ilosci wody
w tym oczku od czasu t napelniania go (w minutach). Okresl dziedzing tej funkcji.
Po jakim czasie Michat zakonczy prace?

2.56. a) b) ) d)
x=1 x=-2 x=-4 x €R
y=1 y=7 y=5 y=-2
Vi ) J Y
=H2x 41 1
\\ =[-£x+3 B
1 [ 0 X
it yE+2
0 7% \ —-2X+ 3 "
. V=X F(1
YETX[+R _ 0 x
0[\1 X
Y& 131 1\l
\




2.61. W pewnym panstwie kazdy obywatel placi 20% podatku od rocznego docho-
du powyzej 1000 euro. Kwota dochodu do 1000 euro wilacznie jest nieopodatkowana.
Podaj wzor i naszkicuj wykres funkeji p(x), ktéra rocznemu dochodowi przyporzad-
kowuje nalezny podatek.

2.62. Rozwigz rownanie.

a) [x-3|=5 ¢ |x+11]=0 e) |[x-1]=-3
b) |x +5| =11 d) |6 +x|=2 ) |7-x|=3
2.63. Rozwigz nier6wno$c.

a) |[x-2|<3 ) lx-2l=-1 e) |x+11] <-12
b) |[x+5|>5 d) |4-x|<1 f) 121 +x| <15
2.64. Rozwigz rownanie.

a) |lx-2/-1=3 b) |Ix]-3|=2 o |lx+4/-3|=1

2.65. Oblicz sume wszystkich rozwigzan rownania ||7x — 2| - 1| = 3.

2.66. Rozwigz rownanie.
a) |x+5/+|x-7]=20
b) |x|+2|x—-3] =12

) lx+2|-2|x-3]=3

2.67. Rozwigz nier6wnosc¢.
a) 213 -x|-2x-1|>3

b) 2x+4|+|x-1/<6

) 2x—-5|-|x+4| <2-2x

2.68. Dana jest funkcja f(x) =|x—1|—|x+2|, x e R.

a) Wyznacz zbiér wartosci funkgji f dla x € (—oo; -2).

b) Naszkicuj wykres funkgji f.

¢) Podaj jej miejsca zerowe.

d) Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych rownanie f(x) = m nie
ma rozwigzan.

2.69. Dla jakich wartosci parametru k rozwigzaniem uktadu réwnan

3x+2y=-3k-2
{ 2); B 5§ 17k - 33 jest para liczb ujemnych?
2.70. Dla jakich wartosci parametru m rozwigzaniem ukladu réwnan
{ 2x+y=7m-5

4x—3y=-m—15 jest para liczb (x, y) spelniajacych warunek |x + y| = 32

2. Funkcje. Funkcja liniowa 243 s

2.61.

0 dla 0 < x < 1000
P = é(x— 1000) dla x > 1000

2.62.a) x=-2 lub x =38
b) x=-16 lub x =6

¢) x=-11

d) x=-8lub x=-4

€) réwnanie sprzeczne

f) x =4 lub x =10

2.63. a) x € (-1; 5)

b) x € (—oo0; —10) U (0; o0)

¢) nier6wnos¢ tozsamosciowa
d) x € (3; 5)

e) nieréwno$¢ sprzeczna

f) x € (-36; -6)

2.64.a) x=-2lub x=6

b) x=-5Iub x=-1, lub x =1,
lub x =5

¢)x=-81lub x=-6, lub x = -2,
Iub x =0

2.65.
7

2.66. a) x = -9 lub x =11
b) x=-21Iub x=6

x=_1lubx=5
3
2.67. a) x € (—o0; 1)
b) x € (-3; 1)
¢) x € (—o0; =7) U <—1; 1—31>
2.68. a) ZW = {3}

b) Wskazowka: Wzér funkcji
mozna zapisa¢ w postaci

3 dla x € (—o0; —2)
f(x)=9 2x-1dla xe(-2;1) .
-3 dla x € (1; o0)
1

C) —E

d) m € (—o0; =3) U (3; o0)
2.69. k ¢ <§ 4)

2.70. m=-02 lub m=1
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3. Funkcja kwadratowa,

wielomiany | funkcje wymierne

Sume algebraiczna ax* +bx +c¢, a #0, nazywamy tréjmianem kwadratowym.
Wyrazenie b® — 4ac nazywamy wyréznikiem tréjmianu kwadratowego i ozna-
czamy literg A.

Funkcje f(x) = ax’ +bx+c, a # 0 i x € R, nazywamy funkcja kwadratows
zmiennej x w postaci ogolnej.

Funkcje f(x) =a(x-p)°+¢, a#0 i x € R, nazywamy funkcja kwadratows
zmiennej x w postaci kanonicznej.

Funkcja wielomianowa (wielomianem) stopnia » zmiennej x (x € R) nazywa-
my funkcje postaci:

1 2
+ .. tax taxta

W(x) =a,x" +a,_x"
gdzie n jest ustalong dodatnig liczbg naturalng, wspdtczynniki a,,, a,_;, a,_,, ...,
a,, a,, a, sa ustalonymi liczbami rzeczywistymii a, # 0.

Funkcje W(x) = a,, gdzie a, # 0, nazywamy wielomianem stopnia 0.
Ponadto przyjmujemy, ze funkcja W(x) = 0 dla kazdego argumentu x jest wie-
lomianem zerowym i nie ma stopnia.

Pierwiastkiem wielomianu W (x) nazywamy taka liczbe a, dla ktérej W(a) = 0.

Wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x), jezeli istnieje taki wielo-
mian Q(x), ze W(x) = P(x) - Q(x). Wielomian P(x) nazywamy dzielnikiem
wielomianu W (x), a wielomian Q(x) - ilorazem wielomianu W (x) przez P(x).

Funkcja wymierna zmiennej x nazywamy funkcje postaci f(x) =

P(x)

W i P sg wielomianami zmiennej x. Dziedzing funkgji f jest zbior tych liczb rze-
czywistych, dla ktérych P(x) # 0.

Postacia kanoniczng funkcji f(x) = ax” + bx +¢, a # 0, jest

f(x) :a<x—_—b>2+ -4

2a E'



3. Funkcja kwadratowa, wielomiany i funkcje wymierne

Wykresem funkcji f(x) = ax” + bx + ¢, a # 0, jest parabola, ktérej wierzchotek
-A

ma wspolrzedne x,, = e

7 Y=
Funkcje f(x) = ax® + bx + ¢, a # 0, mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej, gdy
A=0:

— jezeliA =0, to f(x)=a(x-xy)" i x,= ;_i’,

b+ \/Z’ o = -b- \/K‘

2a 2 2a

- jezeliA >0, to f(x)=a(x—x,)(x-x,) i x; =

Wielomiany W i Q sg réwne wtedy i tylko wtedy, gdy sa tego samego stopnia
i maja jednakowe wspoétczynniki przy odpowiednich potegach zmienne;.

Jezeli W (x) i P(x) sa niezerowymi wielomianami oraz stopien P(x) nie jest wiek-
szy od stopnia W (x), to istniejg takie dwa wielomiany Q(x) i R(x), ze:

W(x) = P(x) - Q(x) + R(x)
gdzie stopien Q = stopien W — stopien P oraz stopien R jest mniejszy od stop-
nia P albo R jest wielomianem zerowym.
Jezeli R jest wielomianem zerowym, to wielomian W jest podzielny przez wielo-
mian P.

Twierdzenie Bézouta
Wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x —a wtedy i tylko wtedy, gdy
liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (x).

Jezeli liczba calkowita p jest pierwiastkiem wielomianu W, ktérego wszystkie
wspolczynniki sg liczbami catkowitymi, to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego tego
wielomianu.

Jezeli utamek nieskracalny g, gdzie g € N,

q#0, p €Z, jest pierwiastkiem wielomianu /
stopnia n postaci:

-1
W(x)=a,x"+a,,x" + ... tajx+a,

ktorego wszystkie wspotczynniki sg yE+2
liczbami catkowitymi, to p jest dzielnikiem '
wspolczynnika a, a g jest dzielnikiem =
wspolczynnika a,,.

-

Wykresem funkcji f(x) = %’ a#0, x#0, \ /

jest hiperbola. |
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Odpowiedzi i rozwigzania
3.1.C

3.2. C

3.3. D

3.4. A

3.5. C

3.6. D

T . 2 . e
e Jezeli funkcja kwadratowa f(x) = ax” + bx + ¢ ma dwa miejsca zerowe x,, x5, to

pierwsza wspotrzedna x,, wierzcholka paraboli y = ax” + bx + ¢ jest ich $rednia
+

arytmetyczng: x,, = %

e Wzory Viéte’a

R T . 2 . . .
Jezeli rGwnanie kwadratowe ax” + bx + ¢ = 0 ma dwa pierwiastki x;, x,, to:

. Cc
x1+X2=7 1 xl'X2=;

e Jezeli W(x) = (x —a)Q(x) + R, to W(a) = R.

W kazdym z zadan 3.1-3.10 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

3.1. Wskaz argument, dla ktérego funkcja f(x) = x* — 4x przyjmuje w przedziale
(—4; 1) warto$¢ najmniejsza.
A x=-2 B.x=0 C.x=1 D.x=-4

8.2, Wskaz warto$¢ wspotczynnika m paraboli y = m — x°, ktéra przecina o§ x
w punktach x = V3 oraz x = —/3.

A.m=9 B.m=-3 C.m=3 D. Nie istnieje takie m.
38.3. Punkt P = (-1, 3 + m) nalezy do wykresu funkgji f(x) = —3x dla
A.m=6. B. m=-1. C.m=0. D.m = —6.

3.4. Wskaz rownanie paraboli symetrycznej wzgledem osi y do paraboli

y= 5x% — x + 4.

A.y:5x2+x+4 C.y=—5x2—x+4
B.y:—5x2+x—4 D.y:5x2+x—4

3.5. Miejscami zerowymi funkcji f(x) = ax’ + bx + % sg liczby —1 oraz —3. Wskaz
wartosci wspotczynnikow a i b tej funkcji.

A.a=1,b=14 B.a:%,b:4 C.az%,sz D.a-= L

1, 1
2 4

8.6. Dana jest parabola y = x” + kx. Jakie wartoéci moze przyjmowaé wspotczyn-
nik k, aby parabola nie miata punktéw wspdlnych z osig x?

A k>0 B.k=0 C. k<-1 D. Nie istnieje takie k.



3. Funkcja kwadratowa, wielomiany i funkcje wymierne

8.7. Wykresy funkcji f(x) = x° — 6x + k przedstawiaja pewna rodzine parabol.
Ktora prosta jest osia symetrii kazdej z tych parabol?
A.y=-6 B.x=6 C.x=-3 D.x=3

3.8. Wskaz dziedzine funkcji f(x) = V4 - x> + V1 — x.
A. (-2;2) B. (-2; 1) C. (—o0; 1) D. (-o0; 1)

3.9. Wskaz zbior rozwigzan nieréwnosci (x — 1)2 < 4,
A. (o003 5) B. (-o0; 3) C. (-1;3) D. (0; 3)

3.10. Jeden pracownik wykonuje pewna prace w ciaggu 6 dni, a drugi te sama prace
wykonuje w ciggu 12 dni. W jakim czasie wykonaja te prace wspolnie?
A. 3dni B. 4 dni C. 9dni D. 18 dni )

W zadaniach 3.11, 3.12 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

38.11. Zbiorem rozwigzan nieréwnosci 2x” — 2V6x +3 < 0 jest
A. przedzial domkniety. B. zbidr jednoelementowy. C. zbidr pusty.

8.12. Dany jest wielomian W(x) = x* — x> + x — 1.
A. Wielomian W (x) ma trzy pierwiastki.

B. Wielomian W (x) jest podzielny przez x — 1.

C. Wielomian W (x) jest podzielny przez x + 1.

3.13. Dokoncz zdanie. Wybierz odpowiedz A albo B oraz jej uzasadnienie
1 albo 2.
Funkcja f(x) = —x” +x -1

przyjmuje w przedziale dla funkgji f zachodzi warunek

A.

(1; 2) warto$¢ najwieksza, A <O.
. o dyial poniewaz pierwsza wspodtrzedna wierzchotka
B. | D¢ Prayjmilje wprzecziaie 2. | paraboli bedacej wykresem funkgji f

1; 2 toéci najwiekszej,
(1; 2) wartodci najwickszej nie nalezy do przedziatu (1; 2).

J

3.14. Okreél, w jakiej postaci dana jest funkcja kwadratowa f. O ile to mozliwe,
zapisz funkcje w dwdch pozostatych postaciach.

a) f(x)=—(x-4)?+1 d) f(x):—2<x—§>(x+1)
b) f(x) =0,5x"+x—4 e) f(x)=x"-2x+3
c) f(x):3x2—6x+6 ) f(x):—2x2—8x—6

3.14. a) postac ogdlna: f(x) = —x* +8x — 15, posta¢ iloczynowa: f(x) = —(x —3)(x - 5)
b) posta¢ kanoniczna: f(x) = %(x + 1)2 - 4%, postaé iloczynowa: f(x) = %(x +4)(x —2)
c) posta¢ kanoniczna: f(x) = 3(x — 1)2 + 3, posta¢ iloczynowa nie istnieje

d) postac ogdlna: f(x) = 2% +x+3, posta¢ kanoniczna: f(x) = -2 (x - :11>2 + 3%

e) posta¢ kanoniczna: f(x) = (x — 1)2 + 2, posta¢ iloczynowa nie istnieje
f) posta¢ kanoniczna: f(x) = —2(x + 2)2 + 2, posta¢iloczynowa: f(x) = -2(x + 1)(x + 3)

3.8. B

3.9. C

3.10. B

3.11. K, F, P

3.12. F, P, F

3.13. B2
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3.15. Naszkicuj wykres funkgji f i podaj jej wlasnosci.

a) f(x)=(x+1)2—4 c) f(x)=—%x2+2x—2

b) f(x) = —}lxz +x d) f(x) =327 +6x+1
3.16. a) f(x) = —ixz +x+ 3, 38.16. Na podstawie podanego wykresu funkgji f(x) = ax” + bx + ¢ podaj jej wzér
D =R, ZW = (~o0; 4) ogolny, dziedzine oraz zbidr wartosci.
b) f(x) =x* —6x+7, D= (26), a) ) b) 'y
IZW = (=25 7) e

Y=
1
/ o] 1 \ x )
o] 1 \/ x

3.17. 3.17. Oblicz najmniejszg warto$¢ funkeji i najwigkszg warto$¢ funkeji f w podanym
a) warto$¢ najwieksza: 5dla x = 3, przedziale.

warto$¢ najmniejsza: =7 dla x =1
b) wartos$¢ najwieksza: 1 dla x =1,
warto$¢ najmniejsza: 0 dla x = 0

a) f(x) =3x>—6x—4, (0; 3) b) f(x) = —§x2 + gx, (0; 1)

3.18. Liczbe 22 roztozono na dwa sktadniki. Oblicz najwiekszy iloczyn takich skfad-

3.18. 121 nikéw

3.19. -9 3.19. Jaka najmniejszg warto$¢ moze przyjac iloczyn dwoch liczb rzeczywistych roz-
nigcych sie o 62

3.20. 15cm x 15 cm 3.20. Z drutu o dlugosci 60 cm zrobiono prostokatng ramke. Jakie wymiary powi-
nien mie¢ ten prostokat, aby jego pole byto mozliwie najwieksze?

321.P=6 3.21. W tréjkat rownoramienny o podstawie dltugosci 6 i ramionach dlugosci 5 wpi-
sano prostokat w ten sposob, ze jeden bok prostokata zawiera si¢ w podstawie troj-
kata. Jakie moze by¢ najwigksze pole takiego prostokata?

322.a) x=2-13 3.22. Rozwiaz réwnanie lub nieréwnosé.

lub x =2+ V3 a) x> —4x+1=0 e) —lx2+x—1<0

b) brak rozwigzan s 22

) x=1% lub x =4 b) 3x”+7 = 5x D 3x'>8 o

3 ¢) 3(x-1)"+13 =10x g) (x—2)"+(x-1)"<x

d) x=-11lub x=-4 5

e xeR d) 23x+5)+(x+2)(x—-3)=0 h) (x-3)">(x-3)2x+1)

f)x € <—oo; %8>U<%8, oo>
3.15. a) D = R, ZW = (—4; o0); miejsca zerowe: =3, 1; f(x) > 0 dla

lgl)) x € (<1;45)3> x € (=o0; =3) U (1; o0), f(x) <0 dla x € (=3; 1); funkcja malejaca w przedziale

x € (-4

(—o0; —1), rosngca w przedziale (—1; oo); warto$¢ najmniejsza: —4 dla x = -1
b) D =R, ZW = (—o0; 1); miejsca zerowe: 0,4; f(x) >0 dla x € (0; 4), f(x) <0
dla x € (—o0; 0) U (4; o0); rosnaca w przedziale (—oo; 2), malejaca w przedziale (2; oo);
warto$¢ najwigksza: 1 dla x =2
c) D =R, ZW = (—o0; 0); miejsce zerowe: 2; f(x) <0 dla x € (—o0; 2) U (2; 00);
funkcja rosnaca w przedziale (—oo; 2), malejaca w przedziale (2; oo0);
warto$¢ najwieksza: 0 dla x = 2

-3-V6 -3++6.

d) D =R, ZW = (-2; c0); miejsca zerowe: T 3 f(x)>0 dla

X € (—oo; _3;\/8>U(_3;\/g; oo), f(x)<0dla X € (#g, _3;\@);

funkcja malejgca w przedziale (—oo; —1), rosnaca w przedziale (—1; co);
warto$¢ najmniejsza: —2 dla x = -1
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3.28. Wyznacz cztery kolejne liczby catkowite takie, Ze najwieksza z nich jest rowna
sumie kwadratdw trzech pozostalych liczb.

3.24. Plac maksztalt prostokgta, w ktorym przekatna jest o 1 m dtuzsza od dtuzszego
boku. Gdyby powiekszy¢ o 3 m dlugo$¢ kazdego boku tego prostokata, to dlugos¢
przekatnej zwiekszylaby si¢ o 4 m. Oblicz wymiary placu.

3.25. Dwa wielokaty majg razem 18 katow i 58 przekatnych. Co to za wielokaty?

3.26. Trzy $ciezki w ogrodzie tworzg trojkat prostokatny o obwodzie 120 m. Dwie
osoby wychodza réwnoczesnie z punktu, ktéry jest wierzchotkiem kata prostego.
Kazda z nich idzie po $ciezce bedacej inng przyprostokatng i spotykaja sie w $rod-
ku przeciwprostokatnej. Jakiej dtugosci sg $ciezki, jezeli jedna osoba pokonuje 13 m
w tym samym czasie co druga 11 m?

3.27. Suma pdl dwoch kwadratow jest rowna 104, a réznica diugosci ich przekat-
nych jest rowna 4. Wyznacz dtugosci bokow tych kwadratow.

3.28. Dane s3 funkgje f(x) = x* +4x — 12 i g(x) = 2x — 9. Wyznacz metoda
algebraiczng i graficzng punkty wspolne wykreséw tych funkgji.

8.29. Oblicz wartosci wsp6tczynnikéw b ¢, dla ktérych funkcja f(x) = x> +bx +¢
ma dwa miejsca zerowe réwne —11i 3.

3.30. Wierzcholek paraboli bedacej wykresem funkcji f(x) = ax” + bx + 1 ma
wspoélrzedne W = (2, —1). Wyznacz warto$ci wspolczynnikéow a i b.

38.31. Do wykresu funkgji kwadratowej f(x) = ax” + bx + 16 naleza punkty
A = (=5, 6) oraz B = (-4, 0). Wyznacz wspoélczynniki a i b. Oblicz najmniejsza
warto$¢ i najwicksza warto$¢ funkcji f w przedziale (—4; —1).

3.32. Dane s3 funkcje f(x) = 2x* +6x +c i glx) = —x* + bx — 25 okreélone dla
x € R. Funkcja f ma jedno miejsce zerowe. Dla x = 5 funkcja g przyjmuje naj-
wigkszg warto$¢. Wyznacz wspétczynniki b i c. Dla obliczonych wartosci bi ¢ rozwiaz
nieréwnos¢ 2 f(x) + g(x) < 0.

3.33. Do wykresu funkcji kwadratowej f nalezg punkty: K = (-3, -1), L = (0, 8),
P = (-5, 3). Napisz wzor tej funkgji i naszkicuj jej wykres. W jakim zbiorze wartosci
funkgji f sa wieksze od 3?

38.34. Dane jest rownanie x> — 6x + 1 = —2x — m.

a) Rozwigz to réwnanie graficznie dla m = —6.

b) Zbadaj, dla jakich warto$ci m réwnanie ma dwa rozwigzania, dla jakich - jedno
rozwigzanie, a dla jakich - nie ma rozwigzan.

3.23.

3.24.

3.25.
3.26.

3.27.

3.28.

3.29.

3.30.

3.31.

-1,0,1,2

12mx5m

siedmiokat i jedenastokat

30 m, 40 m, 50 m

62,42

(1, =7), (-3, -15)

a =2, b =12; warto§é

najmniejsza: —2 dla x = -3,
warto$¢ najwieksza: 6 dla x = -1

3.32.

b=10, c=4l,
2

X € <—8; E>
3

3.33.

f(x)=x*+6x+8, y>3

dla x € (—o0; =5) U (=1; o0)

3.34.

a)x=-11lub x=5

J

\

\
\
\
\

1
T

0

—
—
I e . £

b) 2 rozwiazania dla m < 3,
1 rozwigzanie dla m = 3,
brak rozwigzan dla m > 3
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3.35.
warto$¢ najmniejsza: Si dla x =1,

G2 momber e 1 2
warto$¢ najwieksza: 75 dla x = -3

3.36. x2+(2m—3)x+2m+5>09
m=3

K +3x+11>0

A=9-4-11<0

\/

x €R
Dla m = 3 funkcja

f(x) = x* + 3x + 11 przyjmuje
tylko wartos$ci dodatnie.

3.37. b e (-2;2)
3.38. g(x) = —g(x -2)(x-8)

3.39. 194
3.40. A = (3-+3,6),
B=(3+3,6), C=(3,9).

Wskazéwka: Wyznacz réwnanie
prostej AC.

3.41.
a) f(x) = x>+ 2=
b) m e (—oo; 18—8\/2) u
U (18 +8V2; o)

26 30 -m
X +
4

3.42. k € (5; o0)
3.43. m € (4; )

(0]

3.45. Rownanie x> +4x +2 =0 Q
ma dwa rozwiazania x,, x,,

poniewaz A =4>-4-2=8>0,

Ze wzoréw Viete’a mamy:

X, +xy=—4, x;x, = 2.

Zatem

1 1 X+ X 4
—+—=1"2_- - - 2¢cZ
X, X XX, 2

3.46. k € {-2, V3, V3};
x=2dla k=-2,
x=2+13 dla k=-3,
x=2-+3dla k=3

3.35. Funkgja f jest okreslona wzorem f(x) = (m2 - 1) x* = 2mx +4m+5
dla x € R. Oblicz najmniejszg wartos¢ i najwickszg wartos¢ tej funkeji w przedziale
(-2 1) dla m ==

3.36. Wykaz zedla m = 3 nieréwno$¢ x* + (2m—3)x+2m+5 > 0 jest spetniona
przez wszystkie liczby rzeczywiste x.

3.37. Dla kazdej liczby rzeczywistej b réwnanie y = %xz —bx + 2 opisuje pewna
parabole. Wyznacz wszystkie warto$ci b, dla ktorych wierzchotek takiej paraboli lezy
nad osig x.

3.38. Zbiorem wartosci funkcji kwadratowej g jest przedziat (—oo; 5), a zbiorem
rozwigzan nieréwnosci g(x) > 0 jest przedzial (2; 8). Wyznacz wzér funkgji g.

3.39. Oblicz sume czwartych poteg pierwiastkow réwnania x* — 4x + 1 = 0.

3.40. Wierzcholki tréjkata réwnobocznego ABC s punktami paraboli

y = —x"+6x. Punkt C jest wierzchotkiem paraboli, a bok AB tréjkata jest réwnolegly
do osi x. Zilustruj opisang sytuacje rysunkiem w ukladzie wspolrzednych i wyznacz
wspdlrzedne wierzcholtkéw tego trdjkata.

3.41. We wzorze funkcji kwadratowej wspétczynnik przy x* jest réwny 1. Wykres
tej funkcji przechodzi przez punkty (1, 2) i (5, m).

a) Wyznacz wzor rodziny funkcji kwadratowych spetniajacych te warunki.

b) Dla jakich wartosci parametru m funkcja ma dwa rdzne miejsca zerowe?

3.42. Dla jakich wartosci parametru k wszystkie wartosci funkcji
flx) = (k-4)x" - (2 - k)x + %k +1 s3 wieksze od 1}1?

3.43. Dla jakich wartoéci parametru m najmniejsza warto$¢ funkcji kwadratowej

f(x)=(0Bm- S)x2 -(2m-1)x+ i(?:m —5) jest liczba dodatnig?

3.44. Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej k rownanie

x° +2kx — 6 = k* + 2x — 3k z niewiadomg x ma dwa rézne rozwigzania.

3.45. Wykaz, ze suma odwrotnosci rozwiazan réwnania X +4x+2=0 jest liczba
catkowita.

3.46. Dla jakich warto$ci parametru k rownanie 2x + k (1 - x2> =2+ 2x* znie-

wiadomg x ma tylko jedno rozwiazanie? Podaj to rozwigzanie.

3.44. Przeksztalcamy réwnanie x2+2kx — 6 = kX +2x - 3k. (1)

X+ 2(k - 1)x+(-k* +3k-6) =0 )

A =4k - 1)2—4(—k2+3k—6) =4(k2—2k+ 1 +k2—3k+6) =402k* -5k +7)
Ap=(-5)%-4-2-7=25-56<0,

wiec 2k* =5k +7 >0 dla k € R, azatem A >0 dlakazdego k € R, co oznacza,
ze rownanie (2), wiec i przeksztatcone réwnanie (1) ma dwa rézne rozwigzania.



3. Funkcja kwadratowa, wielomiany i funkcje wymierne

. 22 2 I C
3.47. Réwnanie x” —a’x —b"x + ab = 0 z niewiadomg x ma dwa pierwiastki:

5-417  5+417

X1 > Xy >

. Obliczaib.

3.48. Oblicz wszystkie wartoéci parametru 1, dla ktérych réwnanie
x> —(m+2)x+m+4 = 0 ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste x,, x, takie, ze
x‘l1 + x;l = 4m’ + 6m” - 32m + 12.

3.49. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie

2 2 AT . .
x“+2(1-m)x+m” —m = 0 ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste x,, x, spelniajace
warunek x, - x, < 6m < x] + X5.

3.50. Dla jakich wartosci parametru m wartoéci funkcji
flx) =0Cm+ l)x2 + (m — 1)x + 3m s3 mniejsze od odpowiednich wartosci funkeji
g(x) = (1 -m)x + 3 dlakazdego x?

3.51. Dla jakich wartosci parametru k nieréwnos¢ kx® + (k-1)x>1-k
jest spelniona przez wszystkie x € R?

.. , . , . 5
3.52. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie mx® — (m+4)x+m+ 3= 0 ma

dwa rézne pierwiastki dodatnie?

3.53. Wykaz, ze jezeli funkcja kwadratowa f(x) = —%xz + (m+2)x + k ma dwa

rézne miejsca zerowe i dla argumentu k przyjmuje najwigksza wartos¢, to
k € (—o00; =2) U (05 00).

8.54. Dane jest rownanie x> + mx + m — 1 = 0 z niewiadomg x. Udowodnij,
ze dla kazdej liczby calkowitej m wszystkie rozwigzania tego réwnania sg liczbami
catkowitymi.

3.55. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych rownanie
x* —4mx —m’ + 6m> + m—2 = 0 ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste x,, x, takie,
e (x; - x,)° < 8(m +1).

3.56. Dla jakich wartosci parametru m odwrotnos$¢ sumy kwadratow pierwiastkow

. 2 . -
réwnania x~ — 3mx +m —4 =0 jest najwieksza?

3.57. Dane sg wielomiany: W(x) = 2 +2, P(x) =3x-2, R(x) = O+ x+3x+2.
Wyznacz wielomian Q(x) = [W(x)]3 — 2P(x)R(x). Okresl stopien wielomianu Q
i podaj jego warto$¢ dla x = V2.

3.53. Funkcja f ma dwa rézne miejsca zerowe, gdy A > 0,
czyli (m + 2% +2k>0 *)
-(m+2)

(3

m+2=k.

Funkcja f przyjmuje najwieksza wartos¢ dla x,, =

Podstawiamy k = m + 2 do nieréwnosci (*):
K +2k >0

k(k+2)>0

Zatem k € (—oo0; —2) U (0; 00).

347.a=2, b=1luba =1,
b=2,1ub a=-2 b=-1,

lub a = -1, b = -2. Wskazéwka:
Zastosuj wzory Viete’a.

3.48. m € {-V/14, V14}

8.49. me (0;3-7)
3.50. m € (—oo; ——)

3.51. k € (1; o0)

3.52. m < (0; 2)

3.54. Niech m € Z.
Przeksztalcamy rownanie
Xemx+m-1=0.
(x+1D(x=-1)+m(x+1)=0
(x+1)(x-1+m)=0
x=-1lubx=1-m

Oba rozwigzania sg liczbami
catkowitymi.

3.55. m € (0; 1) U(2; 3)

3.56. m =
9

3.57. Q(x) = x®—2x° - 247 + 16,
stopien Q =6, Q(\/E) =20-42

251 I



s 252 Dziat 4. Powtdrzenie

3.58. a) W(x) = (x—1)(x+1)(x—3)
b) W(x) = x(x - 1)°

c) W(x) = (x—1)(x—2)(x+3)

d) W(x)=(x-1)(x+1)-

. (x2 +2x + 3)

3.59.a) x=0 lub x=3

b) x=-21Iub x=2, lub x=3
¢)x=-21lub x=1,1lub x=5
d) x=-21Ilub x=2

1+ V11
2

3.60. x

3.61. a) x € (—oo0; —5) U (2; 3)
b) x € (-1; o)

) x € (=2 0)U (% oo)
d) x € (=003 2)

3.65. x € (1; 2) U (3; o0)

3.66.

W(x) = (x2+x— 1)(x2—3x+ 1).

Wskazowka: Najpierw

zapisz wielomian w postaci

Wi(x) = x*—2x° + x> —4x” +4x -1,
a nastepnie jako réznice
kwadratow.

3.67. mc {—% 0, 1}

3.68.
%—1>0 dla x € (0; 4)

7i\

-

3.69. ZW = R — {3}; funkcja
rosngca w kazdym z przedzialow
(—o00; —4) i (=4; o)

y

g LT

3.58. Rozldz wielomian W na czynniki nierozktadalne.
a) W(x):x3—3x2—x+3 ) W(x):x3—7x+6
b) W(x):x4—3x3+3x2—x d) W(x):x4+2x3+2x2—2x—3

3.59. Rozwigz réwnanie.
a) xt—6x° +9x7 =0
b) x> —3x* —4x+12=0

Q) x°—4x*—7x+10=0
d) x*-2x*-8=0

8.60. Wyznacz najwieksze rozwigzanie réwnania 2x° — 4x” — 3x + 5 = 0.

3.61. Rozwigz nieréwnos¢.
a) (x=2)(x+5)(x-3)<0
b) (x+1(x-4)*>0

) 26 + x> —6x>0

d) X -x*-4<0

3.62. W wyniku dzielenia wielomianu W (x) przez dwumian x — 1 otrzymujemy

iloraz Q(x) = 8x” + 4x — 14 oraz reszte R(x) = —5. Oblicz pierwiastki wielomia-
nu Wi(x).

3.63. Resztaz dzielenia wielomianu 4x° - 5x* —23x +m przez dwumian x+1 jest
réwna 20. Oblicz warto$¢ wspotczynnika m oraz pierwiastki tego wielomianu.

3.64. Dany jest wielomian W(x) = x4+ ax? +bx + 1 taki, ze W(2) = 7 ireszta
z dzielenia W(x) przez x — 3 jest rowna 10. Oblicz wartosci wspotczynnikow a i b
tego wielomianu.

3.65. Liczby 112 sg pierwiastkami wielomianu W(x) = x° +ax” —bx — 6. Rozwiaz
nieréwno$é W(x) > 0.

3.66. Przedstaw wielomian W(x) = -2 3% +ax—-1 w postaci iloczynu dwéch
wielomianéw stopnia drugiego, ktérych wspotczynniki sg catkowite oraz wspotczyn-
niki przy drugich potegach zmiennej sg réwne 1.

3.67. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie
(x-2) (mx2 -x-m- 1) = 0 ma dwa rézne rozwigzania.
3.68. Sporzadz wykres funkeji f(x) = 1 Odczytaj z wykresu zbidr rozwigzan
X
nieréwnosci 2 1>0.
X

3.69. Sporzadz wykres funkcji g(x) = —% + 3. Odczytaj z wykresu zbiér war-

tosci i przedzialy monotonicznosci funkgji g.
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3.70. Rozwigz rownanie.
2x-1  x+5 x"+1 x-

5
a) = c) + =0
x+2 3x-1 x-1 x*-1 x+1
3 5x -2 2x —1 1
b) +2=2 4 = 1
x+5 x—2 x2+3x—-4 2
3.71. Rozwigz nier6wnos¢.
2x -3 2x -3 +6
a) a >0 c) X <2
+4 x+1 2x =2
2 4x+3 4
b) ——2— > 1 d 212> X 3
x-1 xX+2 x—-1

3.72. Dane s funkcje h(x) = Ll’ g(x) =h(-x) i f(x)=h(x)- g(x). Dlajakich
x—
argumentow wartoséci funkeji f sa nie wieksze od 3?

3.73. Pociag wyruszyl na tras¢ o dlugosci 280 km z 40-minutowym opdznieniem.
Calfa trase przebyt ze §rednia predkoscig o 10 km/h wigkszg od planowej i w rezultacie
zmniejszyl opdznienie do 10 minut. Z jaka srednig predkoscia jechal?

3.74. Pociag mial przeby¢ 840 km w okreslonym czasie. W potowie drogi zostal za-
trzymany na pét godziny. Aby przyby¢ punktualnie na miejsce przeznaczenia, ma-
szynista zwigkszyl predkos¢ o 2 km/h. Jak dlugo pociag byl w drodze?

3.75. Na kolonie nad morzem zglosito si¢ 130 dzieci, dla ktorych zaangazowano
odpowiednig liczbe wychowawcow. Poniewaz przyjeto jeszcze dodatkowo 14 dzieci,
a jeden z wychowawcow nie zglosil sie do pracy, kazdemu z zatrudnionych wycho-
wawcow przydzielono po dwoje dzieci wigcej, niz planowano na poczatku. Ilu wy-
chowawcdw bylo na tej kolonii i iloma dzie¢mi kazdy z nich sie opiekowal?

3.76. Pelny zbiornik z woda o pojemnosci 90 m’ mozna opréznic przy uzyciu
dwoch zawordéw. W ciggu jednej godziny przez pierwszy zawor wyplywa ze zbior-
nika o 1,5 m® wody wiecej niz przez drugi. Czas oprézniania zbiornika tylko przez
pierwszy zawor jest o 3 godziny krétszy od czasu oprozniania tego zbiornika tylko
przez drugi zawdr. Oblicz, w ciagu ilu godzin pelen zbiornik zostanie oprézniony,
jesli woda bedzie wyplywac przez oba zawory jednocze$nie.

3.77. Basen jest oprozniany przez otwor w dnie — osuszenie pelnego zbiornika trwa
4 godziny. Do napelniania basenu stuza dwa krany. Jesli woda leci tylko z pierwszego
z nich, to napelnienie basenu zajmuje dwie godziny, jesli tylko z drugiego - jedna
godzine. W ciggu ilu godzin napelni sie basen, jesli otwarte s3 obydwa krany i otwdr
w dnie?

3.70. a) x=—§ lub x =3

b)x=—§ by s -2

c) brak rozwigzan
d)x=-11ub x=2

3.71. a) x € (—o0; —4) U <§, 0<>>
b) x € (-1; 1)

¢ xe(-1; 0)U<1; g)
d) x € (—o0; —2)U(~1; 1) U(3; o)

3.72. x € <—oo; %@ u(-1; 1)u
U ﬁ; oo)

2
3.73. 80 km/h

3.74. 21 godzin

3.75. Bylo 12 wychowawcow,
kazdy mial pod opiekg 12 dzieci.

3.76. 6% h

3.77. 48 min

253 I
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3.78. 40 dni, 0 25%

3.79. 12 sztuk produktu A

po 1000 zt i 8 sztuk produktu B

po 800 zt
3.80.
D = (—o00; —=6) U (=2; 0) U (0; o0).
Wskazéwka: f(m) = dm+2
m+ 2

3.82. ke (-5; 1)

383.a=b=1;

f(x) <2 dla x € (—o0; —1) U

*)

u<1_m;1>u<1+m;
4 4

3.84. m= 2
3

2

3.86. { lub {
y =

x =

lub {y—l , lub {y—Z

3.87.
1+ \F

a)

2

b){; fub {y 3

3.88. m=01lub m=7

y_

2

-2
3.85. {y 1 lub {y—l

x=1

="

1

3
—1—\/T ub {)’ 1

o

3.78. Podczas budowy bloku mieszkalnego nalezato wywiez¢ w okreslonym termi-
nie 8000 m’ ziemi. Praca zostata wykonana na 8 dni przed terminem, gdyz robotnicy

stale przekraczali dzienny plan o 50 m’. Oblicz, na ile dni byto zaplanowane wywo-
zenie ziemi i o ile procent przekraczano dzienny plan.

3.79. Firma zaplanowala wytworzenie produktéw A i B, Iacznie 20 sztuk. Calkowity
koszt wytworzenia produktéw A ustalono na 12 000 z, a produktéw B — na 6400 zl.
Koszt jednostkowy dla A byl o 200 zt wyzszy niz dla B. Ile sztuk kazdego produktu
zaplanowano i jakie byty ich koszty jednostkowe?

3.80. Liczby x, i x, sg réznymi pierwiastkami rownania
(m + 2)x2 —(m+ 2)2x +3m+2 =0 zniewiadoma x dla m € R — {-2}. Wyznacz
dziedzine i naszkicuj wykres funkcji f danej wzorem f(m) = x; - x,.

3.81. Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nierdwnos¢
2

x"-x+1 _ 1

AL EE

Xrx+1 3

2
- - s 4 o —kx+1
3.82. Dla jakich wartosci parametru k nieréwno$¢ podwdjna —3 < % <3
X+ x+

jest spetniona przez wszystkie liczby rzeczywiste x?

3.83. Dana jest funkcja f(x) = b 2x_1 taka, ze f(2) :g i f(-3)= —g. Wyznacz

wspdtczynniki a i b tej funkgji. Dla jakich x wartosci funkcji f sa mniejsze od 2?

. 3 . . . e L. 2 -
3.84. Przedzial (—5; 0) jest zbiorem rozwigzan nieréwnosci = < m z niewiado-
X

ma x. Oblicz m.

- o Xl =1
3.85. Rozwigz uktad rownan 2 2 .
x"+(y+1)"=8

|x|+|y|-3

3.86. Rozwigz algebraicznie i graficznie uklad réwnan { =

3.87. Rozwigz uktad rownan.

—ly+1]=1 Siy0 =
2) x2 |)’_| b) x+y =19
x"+y=10 xty=1

3.88. Dla jakich wartosci parametru m rozwigzaniem ukladu réwnan
{ 2x+my =3

. . . _ a0
mx—8y = 2m jest para liczb (x, y) spelniajacych warunek 2x + 7y = 37

3.81. Przeksztalcamy nieréwno$¢ w sposob réwnowazny:
xz——x+1 - |- 3(x +x+1) (x +x+1>0dla x€R, bo A<0)

x + x+1

3x* - 3x+3 >x 1r 52 4 1l

2 —4x+230 |:2

X -2x+120

(x-17%>0

Ostatnia nierowno$¢ jest prawdziwa dla x € R, wiec wyjsciowa nierdwnosc¢ tez jest
prawdziwa.
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4. Funkcje trygonometryczne

e W trojkacie prostokatnym ABC, w ktérym « jest katem B
ostrym (oznaczenia jak na rysunku), mamy:
a

sin(x—a cosoc—b tga =
¢’ ¢’ J b

e Niech « bedzie katem o wierzchotku w poczatku ukladu y
wspolrzednych i poczatkowym ramieniu pokrywajacym = (Xp yp)
sie z dodatnig pdtosia x. Na ramieniu wodzacym kata o
wybieramy dowolny punkt P = (xp, yp) rézny od wierz-
chotka, o promieniu wodzacym r. Wtedy:

e}

. Xp 0] 1 x
gdzie r = \|x3 + y3.

e Miarg lukowg kata jest stosunek dlugosci zawartego w kacie tuku okregu o $rod-
ku w wierzcholku kata do promienia tego okregu. Jednostkg miary tukowej jest
radian.

. X
sina = &, cosa = =2, tga = 22 dla xp#0 1
r r Xp

Kat srodkowy w okregu oparty na tuku o dtugosci réwnej promieniowi tego okre-
gu ma miare 1 radiana.

¢ Jezeli miarg lukowa kata o jestliczba t i ¢ € (0; 21m), to kazdej liczbie rzeczywistej
postaci t +n-2m, gdzie n € Z, przyporzadkowujemy kat .

e Funkcje f o dziedzinie D nazywamy okresowa, jezeli istnieje taka liczba T # 0,

ze dla kazdej liczby x € D spelnione s3 dwa warunki:
- x+TeDix-TeD,

- fx+T)= f(x).
Kazda zliczb T nazywamy okresem funkdji f, a jezeli wérod nich istnieje najmniej-
sza dodatnia liczba T, to nazywamy ja okresem zasadniczym funkcji f.

¢ Jedynka trygonometryczna
Dla dowolnego kata « zachodzi réwno$¢ sin” & + cos” & = 1.

sin «

o Jezeli « #90°+k-180° ke Z, to tga =

cos«x
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Wzory redukcyjne

Dla dowolnego kata o zachodzg réwnosci:
sin(90° + &) = cos« c0s(90° + ) = —sin«
sin(180° — ) = sin« cos(180° — ) = —cos«
sin(180° + &) = —sin« cos(180° + &) = —cos«
sin(—a) = —sin« cos(—a) = cos«

Jezeli o #90° + k- 180° k € Z, to:
tg(180° — ) = —tg« tg(180° + ) = tg« tg(—a) = —tga

Funkcje trygonometryczne sumy i roznicy katow
Dla dowolnych katéow « i 8 zachodza réwnosci:

sin(e + ) = sina cos 3 + cos «a sin f3 sin(a — 8) = sin« cos 3 — cos a sin f3
cos(a + ) = cosacos § — sina sin f3 cos(a — ) = cosacos 3 + sinasin f3
Jezeli «, f# 90° + k- 180° o+ 8#90°+k-180° k € Z, to:
tga +tgf
tg(a + f) = =—22
g+ p) 1-tgatgf

Jezeli «, §# 90° + k- 180° o — 3+ 90°+k-180° k € Z, to:
tga —tg
tg(a — B) = =——2—
ge—p) 1+tgatgf
Funkcje trygonometryczne podwojonego kata
Dla dowolnego kata o zachodzg réwnosci:
sin 2« = 2 sin o cos &
cos2a = cos’ o —sin*a = 1 — 2sin“a = 2 cos” o — 1
Jezeli oo #45° +k-90° o #+90°+k-180° k € Z, to:
2tga

tg2a =
g 1-tg?«a

Wz6r sinuséw
W dowolnym troéjkacie stosunek dltugosci boku do
sinusa kata lezacego naprzeciwko niego jest staly.

Twierdzenie sinusow

W dowolnym tréjkacie stosunek dtugosci boku do

sinusa kata lezagcego naprzeciwko niego jest rowny

dtugosci $rednicy okregu opisanego na tym tréjkacie. a b c

, —=—-—_=2R
sinae  sinf3  siny

Twierdzenie cosinusow

W dowolnym tréjkacie kwadrat dltugosci boku réw-
na si¢ sumie kwadratow dlugosci pozostalych bo- a’ =b’+c’ - 2bccosa
kow, zmniejszonej o podwojony iloczyn dlugosci b’ =a’+c” - 2accos B
tych bokéw i cosinusa kgta zawartego miedzy nimi. ¢ = a* + b° — 2abcos y
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e Wartosci funkgji trygonometrycznych wybranych katéw.

o 0° 30° 45° 60° 90° 180° | 270° = 360°
P B S B - B T N R
2 2 2
cosa| 1 \/—3 ﬁ 1 0 -1 0 1
2 2 2
V3 nie nie
tga| 0 3 1 V3 istnieje 0 istnieje 0
e Jesli o oznacza miare stopniowa kata, a x jest jego miarg fukows, to x = ?8;07:’
_ x-180°
=
o Wykresy funkcji trygonometrycznych
J
() = cas x| | fllx) = sin
Eud Lom _an - A I T g}‘ 2 | X
/ b1 | /
/ [ | hx) =gl |f
X
1 I X o EL /
2
/ /T / /

e Rozwigzaniamiréwnania sin x = a dla a € (~1; 1) sgliczby postaci x = x,+2kn
oraz x =T — x, + 2km, gdzie x, jest jednym z rozwigzan tego réwnaniai k € Z.

* Rozwigzaniamiréwnania cos x = a dla a € (=1; 1) saliczby postaci x = xy+2kn
oraz x = —x, + 2km, gdzie x jest jednym z rozwigzan tego réwnaniai k € Z.

e Rozwigzaniami rOwnania tgx = a sg liczby postaci x = x,, + kn, gdzie x, jest
jednym z rozwigzan tego réwnaniai k € Z.
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Odpowiedzi i rozwigzania
4.1. A

4.2. B

4.3. C

4.4. A

4.5. B

4.6. D

4.7. D

4.8. A

4.9. D

W kazdym z zadan 4.1-4.14 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

4.1. TIlejest rowny iloczyn tg36° - tg54°?

Al B. 0 C. \/?5 D.2
4.2. Katajestostryi tga = 4 Wkaz warto$¢ wyrazenia 1=Ssina

S Rata) AN T3 wy 1+5sina’
AV B. -2 c -1 D.1

5 5 2
4.3. Wiadomo, ze cosa = —% i 90° < < 180°. Zatem
A. sina = é. B. sina = —i. C.sina = 2. D.sina = ﬁ
5 5 5 5

4.4. Wskaz wartos¢ a, dla ktérej réwnanie cosa =

3 nie ma rozwigzania.

as —4a
A.azi B.azg C.az—% D.a=12—1
4.5. Ile jest rowna liczba sin 20° cos 70° + sin 70° cos 20°?
A0 B. 1 C. % D. 90

. L. 3
4.6. Kat o jest rozwarty i sine = X Zatem
2 3 4 4
A. cosa = e B. tga = _\/T_' C.tga= 3 D. cosa = e

4.7. Wiadomo, Ze cosa = —% i 90° < o < 180°. Zatem

A.sina= -2, B. tga = 2 C. sina = 2. D.tga = L2
13 5 5 5

4.8. Dwa boki trojkata maja dtugosci 51 11, a kat miedzy nimi ma miare 120°.

Wskaz dlugos¢ trzeciego boku tego trojkata.

A. V201 B. V91 C. \146 -55v3  D. \/146 + 55+/3

4.9. W tréjkacie ABC dane s3 |AB| = 2+/5 i 4BCA = 30°. Promien okregu opisa-
nego na tym troéjkacie jest rowny

A. 54/2. B. 4+/5. C. 5. D. 2+/5.



4.10. Boki tréjkata maja dtugosci V5, V7 i 4. Wskaz warto$¢ cosinusa najwiekszego

kata w tym trdjkacie.
7 2 2 9
A — B. -—— C. — D. —
45 V35 V35 47
4.11. Wskaz liczbe rowng cos 133°.
A. sin47° B. cos47° C. —sin47° D. —cos47°

4.12. Dla ktorej z podanych funkcji of y nie jest osig symetrii wykresu funkcji?

Ay =|tgx| B. y =sin|x]| C.y:cos<x+g) D.yzsin(x—%)
4.13. Wskaz miare tukowa kata o = 255°.
= B. cF D. 22
4.14. Ktéry z podanych katéw nie jest katem wypuklym?
A.oc:%n B. B =301 C.y=37 D.6=2

W zadaniach 4.15-4.18 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

4.15. Katy wewnetrzne tréjkata majg miary o, i y. Zatem
A sin & = cos P2Y. B. cos Y = cos P22 C. sin 3 = cos (a + p).

2 2 2 2
4.16. W trojkacie prostokatnym katy « i 3 sg ostre oraz f3 > a. Zatem

A. sina < cosa. B. cos 3 < cosa. C. sina < sin .

4.17. W trapezie rownoramiennym ABCD podstawy majg dlugosci |AB| = 15,
|CD| = 13, akazde ramie¢ ma dtugos¢ 3. Zatem

2V2

A.singADC =22 B. cosaADC = % C. tg4ADC = 22

4.18. Dany jest wykres funkcji y = f(x).

yA

3w i T 0 T T 3m o x
2 3 2

Funkcje f mozna opisa¢ za pomoca wzoru

A. f(x) =sin<x—§). B. f(x) =sin<x+§).

C. f(x) =cos <x— %)

4. Funkcje trygonometryczne

4.10. B

4.11. D

4.12. C

4.13. B

4.14. C

4.15. P,F, F

4.16. P,P,P

4.17. P,F, F

4.18. P,F, P

259 IS
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4.19. A3

4.20. a) sina = —@,

10
V10

COSX = ———
10

4.23. ——

4.24. a) sindA = cos<B = g,

. 3
sin<dB = cos<4A = =

5
4 3
tgqA = -, tgaB =1
gd 3 gd 1
b) sindA = cos<B = §,
25
sindB = cos<dA = l,
25
24 7
tgqA = =, tgaB = —
8 7 8 24
4.25. a) sin<BAC = %3173,

3V13

2
cosIBAC = RER tgaBAC = B

b) sin4BAC = \/TTS,

cosIBAC = i, tgIBAC = V15

4.26. 67°123°

4.27. a) 30° b) 53°
c) Taki trojkat nie istnieje.

4.19. W trojkacie KLM dane s3: |KL| = 35, |LM| = 5vV2 i |[MK| = 2+/3.
Dokoncz zdanie. Wybierz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1, 2 albo 3.
Kat przy wierzchotku K

A. | jest ostry, 1. | [LM* > |KL]* + MK

B. | jest prosty, poniewaz | 2. |LM|2 = IKLI2 + |MK|2.

C. | jestrozwarty, 3. |LM|2 < IKLI2 + IMKIZ.

J

4.20. Oblicz wartosci pozostaltych funkgji trygonometrycznych kata « spetniajacego
podane warunki.

a) tga=31icosa<0 b)coscx:—éitgoc<0
. . 2. 1 .
4.21. Katy « i 3 s ostre oraz sina = 3 1 cos 3 = g. Oblicz

doktadng warto$¢ wyrazenia tgatg 3 + cosasin f3.

4.22. Na podstawie rysunku obok wyznacz warto$¢
wyrazenia sin « - sin f3.

4.23. Kat v jest ostry i tga = 2. Oblicz warto$¢
wyrazenia 4 cosa — 3sin oc'

3cosx +5sina
4.24. Oblicz wartosci funkgji trygonometrycznych katow ostrych w trojkacie ABC,
w ktérym <4C = 90°, a przyprostokatne maja dtugosci
a) |AC| =18 cm i |BC| =24 cm. b) |AC|=21cm i |BC| =72 cm.

4.25. Oblicz wartoéci funkcji trygonometrycznych kata BAC w trojkacie prostokat-
nym ABC, w ktérym

a) 4C =90°, |AC| =3, |BC| = 2. b) 4B =90°, |BC| = V15, |AC]| = 4.

4.26. W trdjkacie prostokatnym dlugoséci przyprostokatnych réznig si¢ o 28 cm,
a przeciwprostokatna ma 52 cm. Wyznacz z doktadnoscig do 1° miary katéw ostrych
tego tréjkata.

4.27. Wyznacz z doktadnoscia do 1° miare kata przy podstawie w trojkacie réwno-
ramiennym ABC, w ktérym |AC| = |BC| = 10 cm, a wysoko$¢ poprowadzona
z wierzchotka C jest rwna

a) 5cm. b) 8 cm. c) 12cm.



4.28. Oblicz.

a) co0s60°cos 45° — sin 60° tg 45° b) sin” 45°tg 60° — cos” 30° tg 30°
4.29. Z jednego brzegu jeziora wida¢ szczyt go-
ry pod katem 18° wzgledem poziomu, a z drugie-
go brzegu, oddalonego od pierwszego o 1180 m
w kierunku podnéza géry, widac jej szczyt pod
katem 22° wzgledem poziomu. Oblicz wyso-
kos¢ h gory (mierzong wzgledem tafli wody). Po-
daj wynik z dokladnoscig do 10 m.

4.30. Do miseczki w ksztalcie potkuli o $rednicy 18 cm nalano mleko, ktérego po-
ziom jest 0 2 cm nizszy od poziomu maksymalnie napelnionego naczynia. Jaki jest
najwiekszy kat, o ktory mozna przechyli¢ miseczke tak, aby mleko sie nie wylato?
Podaj warto$¢ dowolnie wybranej funkeji trygonometrycznej tego kata. Nastepnie
podaj miare kata z dokladnoscia do 1°.

4.31. Prosta droga wznosi si¢ pod katem 12° do poziomu. Na jaka wysokos¢ ponad
poziom wzniesiemy sie po przebyciu 900 m tej drogi? Jakiej dtugosci droge musimy
pokona¢, aby wznies¢ sie na wysoko$¢ 250 m? Wyniki podaj z dokladnoscig do 10 m.

4.32. Podstawg masztu jest punkt O, a jego wierzchotkiem - punkt P. Kat, pod jakim
wida¢ maszt z punktu A (AO L OP), ma miare 32° a kat, pod jakim wida¢ maszt
z punktu B, lezacego na odcinku AO w odleglosci 15 m od A, ma miare 68°. Oblicz
wysokos$¢ masztu. Podaj wynik z doktadnoscia do 0,1 m.

4.33. Przekatna rombu jest IZ razy dluzsza od jego boku. Podaj wartosci dowolnie

wybranych funkgji trygonometrycznych katéw tego rombu oraz miary katéw z do-
ktadnosciag do 1°.

4.34. Kat o jest ostry i sina = % Oblicz doktadng wartos¢ tangensa kata .

4.35. Katajestostryi tga = 2,4. Oblicz dokladne wartoéci sinusa i cosinusa kata .

4.36. Kat « jest ostry i cosa = 0,3. Oblicz tg’ a.

4.37. Sprawdz, czy dla kazdego kata ostrego o wyrazenie ma statg wartos¢. Jezeli tak,
to ja podaj.

.2

. 2 . 2 4sin"« cosa
a) (sinax+cosa)” +3(sina —cosax)” + —— b - +tga
tga l+sina  cosa

4. Funkcje trygonometryczne

V2-23

4.28. a) 7

4.29.
1180 - tg 18° - tg22°

~ 1960 [m]
tg22° — tg 18°

4.30. sina = =, o =~ 13°

O | D

4.31. wysoko$¢: 190 m,
dlugos¢ drogi: 1200 m

15 tg 32°tg 68°

4.32. h=
tg 68° — tg 32°

~12,5[m]

4.33. cosinus kata

ostrego: 0,53125, kat ostry: 58°,
sinus kata rozwartego: 0,8472,
kat rozwarty: 122°

4.34. tga = L2
4

4.35. sinx = 2, cosa = =l
13 13

4.36. 2L

9
4.37. a) tak, 4
b) tak, 0

261 I
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4.40, p = 1°1

4m. Y
15

4.42. 1
6

. 3 4
4.43. a) sina = =, cosa = ——,
5 5
3
tgax = ——
& 4
. V2 V2
b) sina = —, cosa = ——,
2 2
tga = —
. 8 15
¢) sina = —, cosa = ——,
17 17
8
tgox = ——
& 15

. 7 3
d) sina = i, cosa = —=,
4 4

tga = —ﬁ
gX="73
4.44. -2
4
4.45. \/7
4.46. 32°, 53°, 95°
a.a7. Y8
6
4.48. %Z va

4.38. Udowodnij tozsamos¢.

a) (sina + cos oc)2 + (sin — cos oc)2 =2

2
1 L2 1
b) (tg(x_tg_(x> tgz(x

4 . 4 .2
) cos a—sin"a=1-2sin"«

d) sin o _ Cf)S(X _ (tgoc— 1) <tL + 1>

cosx Sin & go

4.39. Udowodnij tozsamos¢.

2 2sin® o — 1 sin o sin o 2
a) tgra—1= — c) + = —
cos“ l+cosae 1—-cosax sina
1 sin’ o — sin . 1
b) —=——"—"— d) sina={ — + — | (1 —cosa)
tga  cos”a—cosa sina  tga

4.40. Dany jest trojkat prostokatny ABC o przeciwprostokatnej AB taki, ze
singBAC = 0,3 i |AC| = 7. Oblicz pole kota opisanego na tym trojkacie.

4.41. Kat o jest ostry i sina = le Oblicz 3 +2tg” .

4.42. W pewnym trojkacie prostokatnym suma cosinuséw katow ostrych jest rowna

243

= Oblicz iloczyn sinusow tych katow.

4.43. Rami¢ wodzace kata o przechodzi przez podany punkt P. Wyznacz sin«,
cosx i tga.

Q) P=(-8,6) b P=(-77 ¢ P= (—1—5 4) d) P= (-3, V7)

4.44. Oblicz tg135° + cos 120° - sin 150°.

4.45. Kat trojkata zawarty miedzy bokami o dlugo$ciach 5 i 4 ma miare 60°. Oblicz
promien okregu opisanego na tym tréjkacie.

4.46. W trojkacie ABC dane sa: |AB| =8, |BC| =12 i |AC| = 15. Wyznacz miary
katow tego tréjkata (z dokladnoscia do 1°).

4.47. Wiadomo, ze cos2x = —% ixe (Tt; %n) Oblicz cos x.

4.48. Wiadomo, ze sina = —% iae <§Tt; ZTt). Oblicz cos ((x + g)

4.38. a)L:sin2a+251noccosa+coszoc+sinzoc—ZSin(xcosoc+cosz(x=
:2(sin2a+cosza):2:P
1 1 1
b)L:tgzoc—Z-tgoc~—+T:tg2a+T—2:P
ga  tgia tg* o
c)L:(coszoc—sinzoc)(cos o + sin oc) (l—sm o — sin oc) 1=1-2sina=P
sin¢  cosa

d)P=1+tgoc—L—1= = =1L

tga cosa  sina




4.49. Napodstawie wykresu funkgcji f(x) = cos (x + g) podaj najmniejszg wartos¢

tej funkcji w przedziale (0; ).

4.50. Wyznacz przedzialy, w ktérych funkcja f(x) = 1 + cos2x okreslona dla
x € (—m; m) jest rosngca.

4.51. Wyznacz zbior wartoéci funkeji g(x) = sin x + cos x + 2.
4.52. Dlajakich x € (0; 2) okre$lona jest funkcja f(x) = V1 —2cosx?

4.53. Dana jest funkcja f(x) = 1 —4cos’ x, x € (—2m; 2m). Podaj zbi6r, w ktérym
okreslona jest funkcja h(x) = 4/ f(x).
log (2 sinx — 1)?

\J1-2cos2 2
2

4.55. Odczytaj z wykresu funkcji f(x) = sin <x - g) rozwigzanie nieréwnosci

4.54. Dlajakich x € (0; 2m) okreslone jest wyrazenie

sin (x— E) < 1 dla x € {0; 2m).
3 2

.2 .
sin” x — | sin x|

4.56. Dana jest funkcja f(x) = okre$lona dla x € (0; ) U (115 2m).

sin x

a) Naszkicuj wykres funkgji f. b) Wyznacz miejsca zerowe funkgji f.

4.57. Dana jest funkcja f(x) = %(cosx — /3sin x), x eR.

a) Naszkicuj wykres funkgji f. b) Rozwigz rownanie 2 f(x) = 1.

4.58. Rozwiagz rdwnanie cos2x + cosx + 1 = 0 w przedziale (0; 2m).

4.59. Dlajakich x e R—{km, ke Z} zachodzi réwnos¢ L + 1 + cos<§ + x> =0?

sinx tgx
4.60. Rozwigz réwnanie 2sin” x — 2sin® x cos x = 1 — cos x w przedziale (0; 27).

4.61. Wyznacz wszystkie rozwigzania réwnania 2 cos” x — 5sin x — 4 = 0 nalezace
do przedziatlu (0; 2m).

4.62. Rozwigz rownanie cos2x +2 = 3 cos x.

4.63. Rozwigz rownanie sinx + cosx = —.
s x

L . ) .2 2
4.64. Rozwigz rownanie 3sin” x —4sin” 2x = =3 cos” x.

.2 ) 2 in2 in2 62

sin” « sin” & — cos” « sin“a —1+sin”« 2sin” o — 1
439.a) L= —-1= =( 5 )= 3 =P

cos’ « cosa cos* « cos’ «
b) P sinoc(sinzoc— 1) sinoc(— cos’ oc) oS & 1 1 L

cosa(cos?a—1) cosa(-sin?a) sina S  tgq
cosx

L= sina(l —cosa) +sina(l + cosa)  2sinx  2sina 2 p

(1+ cosa) (1 - cosx) " 1-cos’a sin?a  sina

1 cos o (1+cosa)(1—cosa) 1-—cos’a sin’« .
: = : = — =sina =L
sin & sin & sina

d)Pz( >(1—cosoc):

sina  sina
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4.49. -1

4.50. <—g; 0>, <g >
4.51. ZW = (2 - V2; 2+ V2)

4.52. x ¢ <§ 2>

4.56. b) * lub 2"
2 2

4.57. a) Wskazowka:

f(x) = cos <x + g)

b) x = 2kn lub x = §n+zkn,
keZ

n 2n 3m 4n

4.58. x € {_, = L _}
2° 3 2 3

4.59. Nie ma takiego x.

4.62. x = g + 2kn

lub x = —g +2km, lub x = 2km,
keZ

4.63.x:g+kn lub x=§+kn,
keZ

4.64. x = §+kn bl = %n+kn,

T x=g+kn, il x=2?”+kn,
keZ
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4.65. x ¢ (—71; —5)u<—5; —5>u
2 2 3

(03)

4.66. x € <E+kn; in+krr>,
4 4

keZ

4.67. a=g+kn, kez

4.68. a =km, ke Z

4.69. o € <O; E) U (En; 21'[>
3 3

4.70. m = 1. Wskazéwka:
Skorzystaj ze wzoru

.2 2
sin“a+cos”a = 1.

471. a="
4

4.72. —%

473. x= 1
9

4.74.
(11 17) <35 41)
XeE|l—m —n)U|l —m —T
24 24 24 24

4.75. —ﬁ*%ﬁ

4.76. sina + coso = g
o - kat ostry

(sino + cosoc)2 = (%)2
sin® o + cos® a + 2 sina cos o = %6
1+2sina-cosa = %

. 7
2s1n(x~cosoc:§ [:2

: 7
sin-cosa = —
18

(D)
(D)

4.65. Dlajakich x € (—m; m) — {0} spelniona jest nieréwno$¢ L > 1 ?
tgx  2sinx

o ) 2
4.66. Rozwigz nier6wnos¢ sin” x > cos” x.

+1 2x +1

4.67. Dla jakich warto$ci « rdwnanie al
2x-1  x-1

dokladnie jeden pierwiastek rzeczywisty?

= cosa z niewiadoma x ma

4.68. Znajdz te wartosci parametru «, dla ktérych pierwiastki x;, x, réwnania

2 . 2 I o (2 3, 3
x” —2xsina — cos” = 0 z niewiadoma x spelniajg rownos¢ xj + x; = 0.

4.69. Dla jakich wartosci parametru « € (0; 2m) réwnanie

2x% - 2(2cosax—1)x +2 cos’ o —5cosa +2 =0 ma dwa rézne pierwiastki
rzeczywiste?

4.70. Dla jakich wartosci parametru m jeden pierwiastek rownania
X +mx+2m—-2=0 jest sinusem, a drugi cosinusem tego samego kata?

4.71. Dane jest rownanie (2sino— 1)x*—2x+sina =0z niewiadomg x. Dla jakich
- o e . , .
warto$ci parametru « € <—5; 5> suma odwrotno$ci pierwiastkow tego rownania

jest rowna 4 cos a?

4.72. Oblicz sin(in)

(%)
8\
4.73. Podaj najmniejsze dodatnie rozwigzanie rwnania sin(12mx) = -

4.74. Rozwigz nieréwnos¢ sin <x - g) cos (g - x> > g w przedziale (0; 2m).

4.75. Dane sa katy a i 8 takie, ze 90° < a < 180°, 0° < 8 < 90°, sina = %

cos 3 = % Oblicz dokladng warto$¢ cos(er + ).
4.76. Dany jest kat ostry « taki, ze sinow + cosa = g Wykaz, ze sin« - cosa = 11

4.77. Niech «, 3 1y oznaczajg katy wewnetrzne tréjkata ABC. Wiadomo, ze katy
te spelniaja rownos$¢ 2cosa-cosf=1-cosy. Wykaz, ze trojkat ABC jest réwno-
ramienny.

4.77. o+ B +y = 180° wiec y = 180° — (« + f3)

Przeksztatcamy dang réwnos¢:

2cose-cosfB=1-cosy

2cosacos B =1-cos[180° - (a + B)]

2cosacos 3 =1+ cos(x + f3)

2cosacos =1+ cosacosf—sinasin f3

cosacos S +sinasin f =1

cos(a— ) =1

Zatem o — 3 =0° wiec o = 3, co oznacza, ze trojkat ABC jest rtOwnoramienny.



5. Funkcja wyktadnicza i logarytmiczna 265 I

5. Funkcja wykfadnicza
| logarytmiczna

¢ Funkcja wykladnicza o podstawie a nazywamy funkcje okreslong wzorem
f(x) =a", gdzie a > 0 i a # 1. Dziedzina tej funkcji jest zbidr liczb rzeczywistych
(x € R), a jej wykres nazywamy krzywa wykladnicza.
e Logarytmem przy podstawie a (a > 0 i a # 1) liczby b (b > 0) nazywamy
wyktadnik potegi, do ktdrej nalezy podnieé¢ a, aby otrzymac b.
log,b=c, gdya"=bia>0,a#1, b>0.
Liczbe b nazywamy liczba logarytmowana.
¢ Funkcja logarytmiczng o podstawie a nazywamy funkcje okreslong wzorem

f(x) = log,x, gdzie a > 0 i a # 1. Dziedzing tej funkgji jest zbiér dodat-
nich liczb rzeczywistych (x > 0), a jej wykres nazywamy krzywa logarytmiczna.

o Jezeliliczby aib sa dodatniei a # 1, to istnieje doktadnie jedna taka liczba x,
ze a* =b.
e Dla dowolnych liczb x >0, ¥ >0, a> 0, a # 1, k € R prawdziwe sg wzory:
log (x-y)=log,x+log, y
log,, . = log, x ~log, y

loga(xk):k-logax

e Dla dowolnych liczb a >0, a+# 1, b>0, ¢ >0,

log b
¢ # 1 zachodzi réwno$¢: log b = 87
a log a

e Wykresy funkcji f(x) =a* i g(x) = (i)x

dla a >0, a # 1 sa symetryczne wzgledem osi y. of 1
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Odpowiedzi i rozwigzania
5.1.D

5.2. C

53. D

e Dlakazdego a>01ia#+1:
- a* =a’ wtedy i tylko wtedy, gdy x = y,
- jezeli a € (1; 00), to a* > a’ wtedy i tylko wtedy, gdy x > y,
- jezeli a € (0; 1), to a* > a’ wtedy i tylko wtedy, gdy x < y.
e Dlakazdego a>01ia#+1 oraz b > 0:
log,1=0, log,a=1, a°a’=p
* Wykresy funkcji f(x) =log_ x i g(x) =logi x dlaa>01ia+ 1 s3symetryczne

wzgledem osi x (rys. 1).
* Wrykresy funkcji f(x) =log, x i g(x) =a”, dla a>0 i a # 1, sa symetryczne
wzgledem prostej o rownaniu y = x (rys. 2).

W kazdym z zadan 5.1-5.18 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

5.1. Wiadomo, ze 7°"' = 49. Wskaz warto$¢ wyrazenia 4**".

A. 16 B. 1 C. 28 D. 64
5.2. Jezeli 3 = a”, to > jest réwne
a

A. 3a"7L. B. a*'!. C.a*". D. 1.

5.3. Wiadomo, ze log, 9 = % Wskaz wartos¢ x.

A. B. 3 C. V3 D. 81

W=



log . —
5.4. Wskaz warto$¢ wyrazenia 5 8515,
A. -3 B. 3 C. — D.5

5.5. Wskaz warto$¢ wyrazenia 51855,
A3 B. 9 C. log,2 D. 81

5.6. Ktora z liczb jest rowna liczbie 310g9 i?

A V3 B. 81 C 3

5.7. Wskaz zalezno$¢ fatszywa.

A. (log2 1 +log22)2 =1

B. log 1 +1log 2 +log 3 +1log 4 —log 24 =0
log 100 + log 10 _3

log 2 +log 5
log 27

D. 2= - log 3
log 9

5.8. Jeden z podanych zbioréw jest zbiorem rozwigzan réwnania

log® 10x = log® 100. Wskaz ten zbir.
1
A. {-10, 10} B. {1, 10} C. {10} D. {m 10}

5.9. Wskaz argument, dla ktérego funkcja f(x) = 7° przyjmuje wartos¢ 14.
A. x =log, 14 C.x=log, 7

B. x=2 D. x =log, 2

5.10. Wskaz argument, dla ktérego funkcja f(x) = 2% przyjmuje warto$é¢ 24.

A. x=3+log,3 C. x =log,, 2
B. x =12 D. x = log, 12

5.11. Wskaz wzér funkcji malejacej.
7\* x
A. f(x) = ( 3) C. f(x) = -4

B. 0= (2)" D. f(x) = —(

:

Sl
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54. C

5.5.D

5.6. C

5.7. D

5.8. D

5.9. A

5.10. A

5.11. C

267 IS
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5.12.

5.13.

5.14.

5.15.

5.16.

5.17.

5.18.

5.19.

Dziat 4. Powtdrzenie

B

ENENE

5.12. Wskaz wzor funkgji g, ktorej wykres powstanie w wyniku przeksztalcenia wy-
kresu funkgji f(x) = (g)x przez symetrie wzgledem osi x.

() c o=
b0 (3) 0.a0-(3)

5.13. Wskaz wzor funkgji g, ktorej wykres powstanie w wyniku przeksztalcenia wy-
kresu funkcji f(x) = 3" — 1 przez symetri¢ wzgledem osi y.

A. g(x)=(§>x—1 C. g(x)=(§>x+1
B. g(x)=-3"-1 D. g(x) =-3"+1

5.14. Wskaz dziedzing funkeji f(x) = |log x|.
A. (0; 00) B. R C. (0; 00) — {1} D. R - {0}

5.15. Wskaz zbiér wartosci funkeji f(x) = 37 — 2.
A. R B. (0; o0) C. (-2; o0) D. (—oc0; =2)

5.16. Wskaz dziedzine funkcji f(x) = log |x - 5|.
A.R B. (5; o0) C. (—o0; 5) D.R - {5}

5.17. Narysuj odpowiedni wykres i odczytaj z niego zbiér rozwigzan nieréwnosci
log1(x +4) > -2.

A. (35; 00) B. (-o00; 5) C. (-4;5) D. (0; o0)

5.18. Wskaz wzor funkeji malejacej.
A. f(x) = -log,, x C. f(x) = ‘logo)5 X - 2|
B. f(x)=log 23X D. f(x) =log 5’1(—x)

W zadaniach 5.19-5.22 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

5.19. Dana jest funkcja f(x) =04 - 1.

A. Funkgja f jest malejaca.

B. Zbiorem wartosci funkgji f jest przedzial (—1; oo).
C. Miejscem zerowym funkgji f jest liczba 0.



5.20. Dana jestliczba a = log |, 3.

A. Liczba a jest réwna liczbie 1 +log, 3.
log,3

B. Liczba a jest rowna liczbie —————.
1+2log,3

C. Liczba a jest roéwna liczbie ———.
1+2log,2

5.21. Dana jest funkcja f(x) =

372 |- 3‘.
A. Funkcja f ma jedno miejsce zerowe.

B. Rownanie

3%72 —2| _3

= m ma trzy rozwigzania wtedy i tylko wtedy,

gdy m e (1; 3).
C. Zbiorem wartosci funkgji f jest przedziat (0; oo).

5.22. Dana jest funkcja f(x) = log,,, 10.

A. Dziedzing funkcji f jest zbiér D = R-{-1, 0, 1}.

B. Dla kazdego x € D zachodzi réwnos¢ f(-x) = f(x).
C. f(x) =1 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 10.

5. Funkcja wyktadnicza i logarytmiczna 269 I

J

5.23. Dane sg liczby a =log25 i b = log2 7. Dokonicz zdanie. Wybierz odpo-

3 3
wiedz A albo B oraz jej uzasadnienie 1 albo 2.
Prawdziwa jest nieréwno$¢

A. | a<b, 1. | funkcja f(x) =log2 x jest rosngca.
3

poniewaz
B. |a>b, 2. | funkcja f(x) =log2 x jest malejaca.
3

5.24. Oblicz.

a) log, 9 —log, 16 + log 100 ¢) log, V2 +log V10 - log ; V125
1 1

b) log, 0,25 +log, rin log 0,001 d) log, V0,5 - log —— =t log, 1

5.25. Oblicz.

1 25+1 49
a) log,6+log,12-log,8 (igzs%
08, 083

10 2log, 6 —log,2
b) 2log, 10 - log, 25 -0,1log, 2 d) log,2+2

5.20. F, F, P

5.21. P,P,F

5.22. P,P,F

5.23. B2

5.24.2)0 b)-3 o) —§ d)%

525.2)2 b1 ¢ 2 d)l
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5.26. a) 17 b)g 08 d)2v5

5.27. -3,8

5.28.2-2p
520, 2—=

5.30. 24

531.a>b

5.32. log,,4=2-2a~-2b

P=2-2log,,5~-2log, 7=

= log ,, 70° - log . 5% —log . 72 =
2

_l 70 —
=108 79 52 .72 -

70 \?2
=10870<ﬁ> 10g7o22 =
log.,4=L

5.34. wartos$¢ najwieksza: —23 dla
x = 3, warto$¢ najmniejsza: —623
dla x =5

5.35.a) a =3
¢) m € {0} U (2; o0)

©

5.26. Oblicz.
a) 1Olog 17 b) 51—105;53 ) 2’710g32 d) 21+log45

5.27. Przyjmij, ze log17 = -2,8, ioblicz log:170—log: 5.
2 2 2

5.28. Niech log,5 = p. Wyznacz log, 0,36.
5.29. Niech log 8 =t. Wyznacz log 25.

5.30. Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniajg warunek: log, c =log,b =log,a = 2.
Oblicz Vabc.

5.31. Poréwnaj liczby a = log, 36 +log, 30 +log, 25 i b =4 +log, 28 +log, 49.
5.32. Niech log,,5=a i log,,7 = b. Wykaz, ze log, 4 =2 - 2a - 2b.

5.33. Narysuj wykres funkgji.

a) flx)=2°—1 O flx)=- (%) e) flx)=-3"—3
x—1

b) f(x)=(§)x+2 d) f(x) =4 +2 ) f(x)=(£—11> 4

5.34. Narysuj wykres funkcji f(x) =2 - 5" i podaj najwieksza oraz najmniejsza
warto$¢ tej funkcji przyjmowane w przedziale (3; 5).

X

5.35. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji wykladniczej f(x) = a
dla x € R. Kropkami zaznaczone sg punkty kratowe wykresu.

a) Na podstawie wykresu wyznacz a.

b) Narysuj wykres funkeji g(x) = | f(x) - 2|.

c) Podaj wszystkie wartoéci parametru m € R, dla ktérych réwnanie g(x) = m ma
doktadnie jedno rozwigzanie.

5.33.
a) b) )

—

T~

~ —

iR
iR
I~
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5.36. Na rysunku obok przedstawiono wykres funkeji Ry 5.36. a) a = %, b=3
f(x) = a*+b. Kropkami zaznaczone s3 punkty kratowe - 1\*
. | b) g(x)=—<—) i1
WyKkresu. | ) 2
a) Na podstawie wykresu wyznacz aib. \\ 14
b) Podaj wzor funkgji g, ktdorej wykres jest symetryczny |
do wykresu funkgji f wzgledem prostej y = 2. 1
\ 1
\ e

5.37. Pewien gatunek owadow co rok zwigksza trzy-

krotnie swoja liczebno$¢. Przyjmijmy, ze na poczatku

populacja liczyta N osobnikdow.

a) Zapisz wzor funkeji f opisujacej liczebnos¢ popula-
cji owadéw po uplywie x lat.

b) Oile procent zwigkszy sie liczebnos¢ populacji owa-
dow po uplywie pottora roku?

5.37. a) f(x) = N -3*
b) o ok. 420%

— b BN

|
|
|
|
|
=)
bad

5.38. Na wykresie przedstawiono rozpad 1 grama pewnej substancji promienio- 5.38. a) a = B
tworczej w zaleznosci od czasu x mierzonego w latach. b) 3 lata

R R~ (R O

R I O T

~—

I N X

4 7 10 11 12 1B 14 15 16 17 18 19

=]

a) Wzoér funkcji opisujacej mase tej substancji, ktéra nie rozpadla sie po uptywie
x lat, ma postaé f(x) = a*. Na podstawie wykresu wyznacz wspétczynnik a.
b) Wyznacz przyblizony okres potowicznego rozpadu tej substancji.

5.39. Rozwiaz graficznie réwnanie ‘3x - 3‘ +1=-x"+2x. 5.39. x=1

2
5.40. Narysuj wykres funkcji f(x) = 4% F 3x dla x <0 i odczytaj z wykresu 9
ey S {2‘x—1 dla x>0 vy 5.40. -

najmniejsza warto$¢ funkcji.

5.33.
d) €) f)
[y ). | by
| |
\ ) \
f fl
0 % |
\ !
0 X
: \
f
0 X
\
\
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5.41. piec:
(-1, 3), (0, 2), (0, 3), (0, 5)i(1, 3)

11

4
5.42. 10 ° = 0,158,10° = 158,5

5.43. m =2, k=-3;
f(x) <0 dla x € (-2; 6)

5.44. a) p = —4
c)m>?2

5.46. 2

5.48. D = (-4 -2)U (-2 —V3)U
u (V3 2) U (2; o0)

5.49. x € (—4; —m) U (0; )

5.41. Zaznacz w ukladzie wspolrzednych zbior punktow, ktorych wspoétrzedne spel-
|x|

niajg uklad nier6wnosci { Y . Ile punktéw kratowych, ktérych druga wspol-

y+]x| <6
rzedna jest liczbg pierwszg, nalezy do otrzymanego zbioru?

5.42. Wiadomo, ze 1,5849 jest przyblizeniem liczby 10”* z dokladnoscig do czte-
4

rech miejsc po przecinku. Wyznacz przyblizenie liczby 10 5 z doktadnoscia do trzech
11

miejsc po przecinku oraz przyblizenie liczby 105 z doktadnoscia do jednego miejsca
po przecinku.

5.43. Wykres funkcji f(x) = log,(x+m)+k odziedzinie D = (-2; oo) przechodzi
przez punkt (2, —1). Oblicz m i k, a nastepnie naszkicuj wykres funkcji. Wyznacz
zbidr tych argumentoéw, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci ujemne.

5.44. Na rysunku przedstawiony jest fragment wykre- y
su funkcji okreslonej wzorem f(x) = log,(x — p).
a) Na podstawie wykresu wyznacz warto$¢ p.
b) Narysuj wykres funkcji okreslonej wzorem
y = fG. |
c) Podaj wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych 0| 1 x
réwnanie |f(x)| = m ma dwa rozwigzania o prze-
ciwnych znakach.

fix) =log,(x— p)

ferirpl -

_ log x°

5.45. Narysuj wykres funkcji f(x)

"~ |log x|’

5.46. Danajest funkcja f(x) = 2log, (x2 - 4) +1 6 —+25x. Wyznacz wartos¢ funkcji
X

dla najwiekszej liczby catkowitej nalezacej do dziedziny f.

5.47. Wyznacz dziedzine funkcji f(x) = log, .., (9 - xz) i zapisz ja w postaci

sumy przedzialéw liczbowych.

5.48. Wyznacz dziedzing funkcji f(x) = log ., (x3 +4x" —x - 4) i zapisz ja

w postaci sumy przedziatéw liczbowych.

log (16 - xz)
5.49. Dla jakich wartosci x € R okreslone jest wyrazenie ?

Vsinx

log %’
5.45. |y flx) = —=—
P |log x|

- Dy ={x: x>0 i log x# 0} =(0; 1) U (1; c0)

_ 21

0 x| Jezeli log x <0, czyli x € (0; 1), to f(x) = % =-
] Jezeli log x > 0, czyli x € (1; ), to f(x) = 2logx _ 2.

log x
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6. Ciagi liczbowe
| Dfinicie

¢ Ciaggiem nazywamy funkcje, ktérej dziedzing jest zbior dodatnich liczb natural-
nych. Ciagg nazywamy liczbowym, gdy jego wartosci sg liczbami rzeczywistymi.

e Jezeli dziedzine ciagu ograniczymy do pewnego skonczonego zbioru poczatko-
wych liczb naturalnych dodatnich, to otrzymamy ciag skonczony.

¢ Ciggiem arytmetycznym nazywamy ciag liczbowy o co najmniej trzech wyrazach,
w ktérym kazdy wyraz oprdcz pierwszego powstaje w wyniku dodania do wyrazu
poprzedniego stalej liczby r, nazywanej réznicg tego ciagu.

¢ Ciagiem geometrycznym nazywamy ciag liczbowy o co najmniej trzech wyrazach,
w ktérym kazdy wyraz oprdcz pierwszego powstaje w wyniku pomnozenia wyrazu
poprzedniego przez stalg liczbe g, nazywang ilorazem ciagu.

o Jezeli dla kazdego n € N — {0} mamy:
a,,, > a,, tociag (a,) jest rosnacy,
a,,1 < a,, tociag (a,) jest malejacy,
A, 2 a,, tociag (a,) jest niemalejacy,
a,, < a,, tociag (a,) jest nierosnacy.
Ciag liczbowy, ktory spetnia co najmniej jeden z powyzszych warunkéw, jest cig-
giem monotonicznym, pozostate ciggi liczbowe s niemonotoniczne.
* Wz6r ogolny ciggu arytmetycznego (a,) o pierwszym wyrazie a, i réznicy r ma
postaé: a, =a; +(n—1)-r.
e Dla trzech kolejnych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,,), n > 1, prawdziwa jest
zaleznos¢: a, = w, czyli srodkowy wyraz jest rednig arytmetyczna wy-
razéw z nim sasiadujacych.

e Suma n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego (a,,) jest réwna:

a;+a 2a; +(n—1)r
Sn — 1 n n= 1 ( ) ‘n
2 2
* Wz6r ogolny ciagu geometrycznego (a,,) o pierwszym wyrazie a, i ilorazie g ma

. _ n-1
postac: a, =a;q .
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Odpowiedzi i rozwigzania
6.1. A

6.2. A

* Dla trzech kolejnych wyrazow ciggu geometrycznego (a,,), n > 1, prawdziwa jest
zaleznosé: a’ =a, - a,.,,.

* Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (a,,) o ilorazie q wyraza sie
wzorem:

Sn:al-l ‘2 dlag#1

S,=n-a;, dlag=1

a, rta

* W ciggu arytmetycznym (a,,) zachodzi zalezno$¢ a,, = 5 k- dla wszystkich

k<nik neN-{0}

¢ Cigg arytmetyczny o wyrazie ogélnym a, = a; + (n — 1)r jest:
- rosnacy dla r > 0,
- malejacy dla r <0,
- statydla r = 0.

e Srednia arytmetyczna wszystkich wyrazéw skoficzonego ciagu arytmetycznego
jest rowna $redniej arytmetycznej wyrazéw pierwszego i ostatniego.

¢ Dany jest ciag geometryczny o wyrazie ogélnym a,, = alqnfl, wktérym a;-q # 0.
Jezeli q > 1, to ciag (a,) jest malejacy dla a; < 0 irosnacy dla a; > 0.
Jezeli 0 < g < 1, to ciag (a,,) jest rosnacy dla a, < 0 imalejacy dla a; > 0.
Jezeli g =1, to (a,,) jest ciagiem statym.
Jezeli g < 0, to sasiednie wyrazy ciggu maja rézne znaki, zatem ciag jest niemo-
notoniczny.

W kazdym z zadan 6.1-6.13 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

6.1. Liczba ujemnych wyrazéw ciagu okre$lonego wzorem a, = (3n — 17)(2n + 3)
dla n>1 jest réwna
A. 5. B. 6. C.7. D. 8.

6.2. Ktory z podanych ciaggdw ma wyraz réwny 432
A.a,=4n-121 C.c,=4n-123
B. b, = 4n— 122 D.d, = 4n— 124



6.3. Ciag (a,) jest okreslony wzorem a, = 1> +2° +3° + ... + n’, gdzie n € N—{0}.
Zatem
A. a5 = 125. B. a; =177. C. a; = 207. D. a5 = 225.

6.4. Dany jest ciag (a,), wktérym a, = (-1)" - (21 - 2n) dla n > 1. W tym ciagu
A a;,=-1 B. a;; > 0. C.ay =0. D.a;; < -1

6.5. Pigty wyraz pewnego ciggu arytmetycznego jest rowny 11, a trzynasty wyraz jest
réwny 35. Wskaz trzeci wyraz tego ciagu.
A.3 B. 4 C.5 D.6

2
-a

6.6. Ciag (a,,) jest okreslony za pomocg ukladu warunkéw: a, =2 i a,,, = !

n

dla n > 1. Wskaz czwarty wyraz tego ciggu.

A. -2 B. 0 C. D.6

[SSH N S

6.7. Wskaz rdznice ciagu arytmetycznego (a,) o wyrazie ogélnym a, = 51 — 11
okreslonego dla n > 1.
A5 B. -5 C. -6 D. -11

6.8. Ile wynosisuma k—1 poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego o wyrazie
ogélnym a, =2n+ 12
A K1 B. k-1 C. K —2k+1 D. (k+1)°

6.9. Szosty wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny m, a dwunasty jest rowny 7. Jaka
posta¢ ma dziewiaty wyraz tego ciagu?

AT B. %(m+n) C. %(m+n) D.

6.10. Dany jest ciag geometryczny (a,,), w ktérym a, + 0 iiloraz g #+ 1. Ktdéra
z ponizszych zaleznosci jest prawdziwa?

a a
A2 =1 C.2a,=ay a4
a; a3
— 2 _
B.a,-as;=a;;-ay D.as;=a,-aq

6.11. Wskaz wzér na n-ty wyraz ciaggu geometrycznego o wyrazach a; = 8, a, = 32.
A.a,=2"" B.a,=8 4" C.a, =2"" D. a, = 2°""

6.12. Dla jakiej wartosci x € N liczby: x + 1, 4x + 1, 10x + 7 tworza w podanej
kolejnosci ciag geometryczny?
A x=1 B. x=2 C.x=3 D.x=4

6. Ciggi liczbowe

6.3. D

6.4. B

6.5. C

6.6. D

6.7. A

6.8. B

6.10. D

6.11. D

6.12. B
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6.13. C

6.14. F, P, F

6.15. P,F, F

6.16. F,P, P

6.17. P,F, P

6.18. C,D

6.13. Danyjestciag geometryczny (a,,) o wyrazach dodatnich, wktérym a,, = 4a,;.
Iloraz tego ciagu jest rowny

AL B. L. C. 2. D. 4.
4 2

W zadaniach 6.14-6.17 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

6.14. Ciag o wzorze ogélnym a,, = 51° — 7, gdzie n € N - {0},
A. ma pie¢ wyrazéw mniejszych od 100.

B. jest monotoniczny.

C. ma wszystkie wyrazy dodatnie.

6.15. W ciggu geometrycznym (a,,) dane s3 wyrazy a, = 6V3 i a, = 54.
A. (a,) jest ciggiem rosngcym.

B. (a,) mozna okresli¢ wzorem a,, = 2 - 32.
C. ay jest liczba wymierna.

a, =
6.16. Ciag liczbowy (a,,) okreslony jest wzorem rekurencyjnym a4 +1-

n
a. =
n+1 a, + 2

N | —

A. Ciag (a,,) jest ciggiem statym.

6.17. Liczby log, 4, log, 16, log, 256 s3

A. kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego.
B. kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego.
C. wyrazami pewnego ciagu arytmetycznego.

J

6.18. Ciag liczbowy okreslony jest wzorem a, = 4n” — 16. Wskaz dwa zdania
prawdziwe dotyczace tego ciagu.

A. Wszystkie wyrazy ciagu (a,,) sa dodatnie.

B. Ciag (a,,) nie ma miejsc zerowych.

C. Tylko jeden wyraz ciagu (a,,) jest ujemny.

D. W ciagu (a,,) wystepuje wyraz réwny 180.

E. Ciag (a,,) jest arytmetyczny.

F. Ciag (a,) jest geometryczny.



611 = _3
6.19. Ciag liczbowy (a,,) okreslony jest wzorem rekurencyjnym

Ape1 =

Dokoncz zdanie. Wybierz odpowiedz A albo B oraz jej uzasadnienie 1, 2, 3 albo 4.
W opisanym ciggu zachodzi nieréwno$¢

1. | wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa dodatnie.

A. | ayg >0,
wszystkie wyrazy ciagu (a,,) sa ujemne.

poniewaz

B. | a;90 <0,

2
3. | wyrazy ciagu (a,,) o numerach parzystych sa dodatnie.
4

wyrazy ciagu (a,) o numerach parzystych sg ujemne.

J

6.20. Ile wyrazéw ujemnych ma ciag (a,,) okreslony podanym wzorem?

a) a,=n"—2n-24

n" —3n-28
b a, = n+3
1
.21. Zbadaj i $¢ ci ie 0gdl ==,
6 badaj monotoniczno$¢ ciggu o wyrazie ogélnym a,, ST
!
6.22. Wykaz, ze ciag o wyrazie ogélnym a, = En i 3' jest rosnacy.
n—1):

6.23. Wyznacz parametr k tak, aby ciag o wyrazie ogélnym a, = (-1)" + k(n + 1)
byt rosnacy.

6.24. Sprawdz, korzystajac z definicji, czy ciag o wyrazie ogélnym a,, jest arytme-
tyczny. Jesli jest, wyznacz jego pierwszy wyraz i roznice 7.

a) a,=3n-3 ¢) a,=5n e) an=3_25n
on* -4
b) a, =n(n-1) d) a,=7" f) ay=3—

6.25. Liczby x, y, 19 w podanej kolejnosci tworzg ciag arytmetyczny, ponadto
x+y=28. Obliczxiy.

6.26. W 9-wyrazowym ciagu arytmetycznym suma pierwszych trzech wyrazéw jest
réwna 3, a suma ostatnich trzech jest réowna 111. Oblicz sume wszystkich wyrazow
tego ciagu.

6.27. Wykaz, ze dla kazdego m ciag m: 1, m;r 3, mlz

6.28. Liczby 2, x — 3, 8 sa w podanej kolejnosci pierwszym, drugim i czwartym
wyrazem ciggu arytmetycznego. Oblicz x.

9 .
jest arytmetyczny.

_(m+1)! (n-Dnn+1)
6.22. a, = T (oD

czyli ciag (a,,) jest rosnacy.

=nn+1)<(n+1)(n+2)=a,,, daneN-{0},

m+ 1 m+3 m+9
6.27. a, = , Oy = , O3 =
4 6 12
a, +as
a, = ——
Z 2

1/m+1 m+9 1 3m+3+m+9 4m+12 4m+3) m+3
P:— = =0 = = = :azzL

+
4 12 2 12 24 24 6

6. Ciggi liczbowe

6.19. A3

6.20. a) pie¢ b) szes¢

6.21. cigg malejacy

6.23. k € (2; o0)

6.24. a) tak, a; =0, r=3
b) nie

c)tak, a, =5, r=5

d) nie

e) tak, a; =1, r = 22

f) tak, a; =1, r=3

6.25. x=-1, y=9

6.26. 171

6.28. x =7
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6.29. a,; = 72

6.30. —473

6.31. n =10

6.32. n=6 i Ss =135
lub =33 i S;; = —594

6.33. w czternastej

6.34. 3:5:7

6.35. n =13

6.36. osiem lub nie istnieje n takie,
ie S, = —64

6.37. x = 4; dwanascie

6.38. sto

6.29. Wyrazami ciggu arytmetycznego (a,,) s3 kolejne liczby naturalne, ktore przy
dzieleniu przez 5 daja reszte 2. Ponadto a; = 12. Oblicz a,s.

6.30. Dany jest ciagarytmetyczny, wktorym a, = 5 i r = —2. Oblicz sume wyrazow
tego ciggu od dwudziestego do trzydziestego wiacznie.

6.31. Suma pierwszych n wyrazéw ciagu arytmetycznego o réznicy 4 jest o 400
mniejsza od sumy nastepnych # jego wyrazéw. Oblicz n.

6.32. Pierwszy wyraz skonczonego ciggu arytmetycznego wynosi 30, roznica jest
réwna —3, a ostatni wyraz tego ciggu stanowi é sumy wszystkich poprzednich wy-
razéw. Wyznacz liczbe wyrazéw i sume wszystkich wyrazow tego ciagu.

6.33. Pewien sprinter, biegajacy na dystansie 100 m, w pierwszej sekundzie po star-
cie przebiegt 7 m, a w kazdej nastepnej o 0,1 m wiecej niz w poprzedniej. W ktorej
sekundzie po starcie przekroczyt on linie mety?

6.34. Dtugosci bokéw tréjkata, ktérego jeden kat ma miare 120°, tworza ciag aryt-
metyczny. W jakim stosunku sg boki tego trdjkata?

6.35. W ciagu arytmetycznym (a,) dane sa: a, = x, a, =3x+y, a, =5x—2y—1,
ag = 17. Dla jakich n zachodzi réwnos$¢ S, = 2602

6.36. W ciagu arytmetycznym stosunek wyrazu szostego do trzeciego jest rowny 7,
a suma kwadratéw wyrazow drugiego i czwartego jest rowna 40. Ile poczatkowych
wyrazow tego ciagu nalezy doda¢, aby otrzymac —64?

6.37. Znajdz warto$¢ x, dla ktorej liczby log, v/x, 1 +1log, x, % +log, x> s3 od-

powiednio pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciggu arytmetycznego. Ile poczat-
kowych wyrazéw tego ciggu daje w sumie 1052

6.38. Trzeci wyraz ciggu arytmetycznego jest réwny 8-log , V3, a szdsty wyraz tego
5+3
2-3

ciggu jest rowny — 7+/3. Tle poczatkowych wyrazéw ciggu nalezy dodaé, aby

otrzymac 14 650?

6.39. Dany jest ciag (a,) o wyrazie ogdlnym a, = 5+ (n - 1) (k - kz), gdzie k
jest parametrem. Wykaz, ze (a,,) jest ciaggiem arytmetycznym. Dla jakich wartosci
parametru k ciagg jest malejacy?

6.40. Suma n poczatkowych wyrazéw pewnego ciagu (a,,) wynosi S, = —3n” + 6n.
Udowodnij, Ze jest to ciag arytmetyczny.

6.39. a, =5+ (n-1) (k- k)

Dla n € N - {0} mamy:

A —a,=5+n(k-k)-5-(n-1)(k-k)=(n-n+1)(k-k*) =k -k,
wiec jest to cigg arytmetyczny o réznicy r = k — k* = k(1 - k).

Ciag jest malejacy, gdy r < 0, czyli k(1 —k) < 0.

Tak jestdla k € (—oo; 0) U (1; o).

6.40. S, = —3n” + 6n

a, =S =-3+6=3. Dla n>1 mamy:

a,=S,-S, ,=-3n"+6n+3(n-1>-6(n-1)=-3n+6n+3n"—6n+3-6n+6=9-6n
9-6-1=3=gq,. Zatem a, =9 —-6n dla n e N - {0}.

Ap — 0, =9-6(n+1)-9+6n=-6 dla n e N—{0}, wiecjest to ciag arytmetyczny

(o réznicy —6).



6.41. Suma n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego (a,,) dla n > 1 wy-
nosi S, = 2n” + n. Oblicz sume 50 poczatkowych wyrazéw tego ciagu o numerach
parzystych.

6.42. Oblicz sume 7 + (9 - \/5) + (11 - 2\/5) +. 4+ (55 - 24\/5).

6.43. Wspétczynniki a, b, ¢ rtownania kwadratowego ax”+bx+c = 0 tworza w po-
danej kolejnosci cigg arytmetyczny o sumie 24. Jednym z pierwiastkdéw tego réwnania

jest liczba - Oblicz a, b, ¢ oraz drugi pierwiastek réwnania.

6.44. Dany jest stuwyrazowy ciag arytmetyczny o wyrazie ogélnym a,, = i(n +19).
Dla jakiej wartosci m stosunek wyrazu stojacego na miejscu m, liczac od poczatku

. . L. . . . . . 30
ciagu, do wyrazu stojacego na miejscu m, liczac od konca tego ciagu, jest rowny ﬁ?

6.45. Sprawdz, korzystajac z definicji, czy cigg o wyrazie ogdlnym a,, jest geome-
tryczny. Jedli jest, wyznacz jego pierwszy wyraz i iloraz q.

b)an=i

23n d) a?’l = nn

a) a,=5" c) a,=1+3"
6.46. Liczby 64, x, 4 s3 odpowiednio pierwszym, drugim i trzecim wyrazem male-

jacego ciggu geometrycznego. Oblicz piaty wyraz tego ciagu.

6.47. Dla jakich wartosci m liczby postaci: m+1, 1-3m, 5m+1 tworza w podanej
kolejnosci ciag geometryczny?

6.48. Na trzech pétkach ustawiono 76 plyt kompaktowych. Okazalo sie, ze liczby
plyt na potkach gornej, srodkowej i dolnej tworzg rosngcy ciag geometryczny. Na
srodkowej polce stojg 24 plyty. Oblicz, ile plyt stoi na gornej podlce, a ile — na dolne;.

6.49. W trojkacie prostokatnym poprowadzono z wierzchotka kata prostego wyso-
kos¢ h i srodkowg s. Przeciwprostokatna ma dlugos$¢ c. Liczby A, s i ¢ tworza w po-
danej kolejnosci ciag geometryczny, ktdrego iloczyn wyrazow jest rowny 8. Oblicz
promien okregu wpisanego w ten trojkat.

6.50. Pigty wyraz monotonicznego ciggu geometrycznego (a,,) jest odwrotnoscia
wyrazu pierwszego, a wyraz czwarty jest sumg wyrazéw drugiego i trzeciego. Oblicz
drugi wyraz tego ciagu.

6.51. Ciag 9, x, 19 jest arytmetyczny, a ciag x, 42, y, z jest geometryczny. Oblicz
x, yiz.

6.52. Ciag 1, x, y— 1 jest arytmetyczny, a ciag x, y, 12 jest geometryczny. Oblicz
xiy.

6. Ciggi liczbowe

6.41. 10150

6.42. 25 (31 - 1212)

6.43. a =15, b =38,

1
c=1, X =-3

6.44. m =11

6.45. a) tak, a; =5, g=5
b) tak, a; = %, qg=2"

¢) nie d) nie

6.46. 1
4
6.47. m=0 lub m=3

6.48. na gornej: 16 plyt,
na dolnej: 36 plyt

6.49. V6-2
6.50. a, = —- ! 5
lub a, = 1_2\6
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6.51. x =14, y = 126, z =378

6.52. x=3, y=6
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6.54. x = 8 lub xzé

6.55. 1 < g < 1+2ﬁ

6.56. a) a; =-11, r=2
b) tak
on==6

6.57.a=2,b=5c=8
lub a=26,b=5,c=-16

6.58. 0 32 zt mniej

6.59. 7936,38 zt

6.60. a) 144 zt
b) 138 zt
¢) 132zt

6.61. 30000 zt

6.53. Wykaz, ze jezeliliczby b, ¢, 2b—a sg kolejnymi wyrazami ciggu geometrycz-

nego, to liczby ab, b%, ¢* sa kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego.

6.54. Dla jakich wartosci x € (0; 1) U (1; oo) liczby: 1 +log, 3, log . 36, %log8 6

tworzg w podanej kolejnosci cigg geometryczny?

6.55. Dlugosci trzech odcinkow sg wyrazami rosnacego ciagu geometrycznego. Jaki
warunek musi spetnia¢ iloraz g tego ciagu, aby z tych trzech odcinkéw mozna bylo
zbudowac¢ trdjkat?

6.56. Dany jest ciag arytmetyczny (a,,), w ktérym a, = 1, a;; = 9.

a) Oblicz pierwszy wyraz i réznice ciagu (a,,).

b) Sprawdz, czy ciag o wyrazach a,, ag, a,; jest geometryczny.

¢) Wyznacz n, dla ktérego suma n poczatkowych wyrazow ciagu (a,) ma najmniej-
sz3 wartos$c.

6.57. Ciag (a, b, ¢) jestarytmetycznyi a+c =10, aciag (a+1, b+4, c+19) jest
geometryczny. Wyznacz liczby a, bic.

6.58. Pani Krystyna wplacita do banku 15000 z na okres trzech lat. Oprocento-
wanie roczne w tym banku wynosilo 2,8% z kapitalizacja co p6t roku. Po roku bank
zmienil oprocentowanie na 2,7%, nie zmieniajac okresu kapitalizacji. O ile mniej pie-
niedzy otrzyma pani Krystyna w wyniku tej zmiany?

6.59. Pan Michat wplacit 5000 zt do banku, w ktérym oprocentowanie wktadow wy-
nosito 2,6% w skali roku, a kapitalizacja odsetek byta roczna. Pienigdze te przezna-
czyl dla swego chrzedniaka, wigc postanowil nie ruszac ich przez wiele lat. Oblicz, jaki
kapital zostanie zgromadzony na koncie pana Michala po 18 latach, jesli wysokos¢
oprocentowania si¢ nie zmieni.

6.60. W banku ogloszono nastepujace oprocentowanie lokat w stosunku rocznym:
lokata 12-miesieczna — 2,4%, lokata 6-miesieczna — 2,3%, lokata 3-miesieczna — 2,2%.
Oblicz, ile wyniosa odsetki po uptywie terminu lokaty, jezeli wptacimy

a) kwote 6000 zt na lokate roczna.

b) kwote 12000 na lokate pélroczna.

c) kwote 24 000 zI na lokate trzymiesieczna.

6.61. Oprocentowanie lokaty pdtrocznej wynosi 2,4% w skali roku. Jakg kwote na-
lezy wplaci¢ na taka lokate, aby po uplywie jej terminu odsetki wyniosty 360 zI?

6.53. ¢ = b(2b - a)

Nalezy wykazac, ze:

2 =ab+

P=ab+c?=ab+b2b-a)=ab+2b*> —ab=2b"=1



7. Figury na ptaszczyznie

Symetralna odcinka to prosta prostopadia do niego i przechodzaca przez jego
$rodek.

Dwusieczna kata to polprosta o poczatku w wierzchotku kata dzielaca ten kat na
dwa przystajace katy.

Wysokosciag trojkata nazywamy odcinek prostopadly do prostej zawierajacej jeden
z bokow trojkata, ktdrego jeden koniec nalezy do tej prostej, a drugi jest przeciw-
legtym wierzchotkiem tréjkata.

Srodkowg boku tréjkata nazywamy odcinek faczacy srodek boku z przeciwlegtym
wierzchotkiem.

Wielokat, ktorego wszystkie boki sg réwne i wszystkie katy sg rowne, nazywamy
wielokatem foremnym.

Kat, ktorego wierzchotek jest srodkiem okregu, nazywamy katem $rodkowym
w tym okregu.

Katem wpisanym w okrag nazywamy kat wypukly, ktérego wierzchotek lezy na
okregu, a kazde rami¢ kata ma z tym okregiem jeszcze jeden punkt wspoélny.

Okrag, ktdry przechodzi przez wszystkie wierzchotki wielokata, nazywamy okre-
giem opisanym na tym wielokacie.

Okrag, ktory jest styczny do kazdego boku wielokata, nazywamy okregiem wpi-
sanym w ten wielokat.

Podobienstwem o skali k > 0 nazywamy kazde przeksztalcenie plaszczyzny,
w ktérym dla dowolnych punktéw A, B plaszczyzny oraz ich obrazéw A', B'

zachodzi réwnosé |A'B'| =k-|AB|.

Twierdzenie Pitagorasa
W tréjkacie prostokatnym suma kwadratow diugosci przyprostokatnych jest row-
na kwadratowi dlugosci przeciwprostokatne;.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa
Jezeli w trojkacie kwadrat dlugosci najdtuzszego boku jest rowny sumie kwadratow
dlugosci dwoch pozostatych bokdw, to ten tréjkat jest prostokatny.

7. Figury na ptaszczyznie
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Cechy przystawania tréjkatow

- Jezeli dwa trojkaty maja odpowiednie boki réwne, to sg przystajace. (bbb)

- Jezeli w dwoch trdjkatach dwa boki i kgt miedzy nimi zawarty sa odpowiednio
réwne, to te trojkaty sa przystajace. (bkb)

- Jezeli w dwoch tréjkatach bok i dwa katy do niego przylegajace sa odpowiednio
réwne, to te trojkaty sg przystajace. (kbk)

Symetralna odcinka jest zbiorem wszystkich punktéw réwno oddalonych od kon-
cow tego odcinka.

Symetralne trzech bokow tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie. Punkt ten jest
réwno oddalony od wszystkich wierzcholkdw trdjkata. Jest to $rodek okregu opi-
sanego na tym tréjkacie.

Dwusieczna kata wypuklego jest zbiorem wszystkich jego punktéw wewnetrznych
réwno oddalonych od ramion tego kata.

Dwusieczne trzech katéw wewnetrznych tréjkata przecinajg si¢ w jednym punkcie.
Punkt ten jest jednakowo oddalony od wszystkich bokéw tréjkata. Jest to srodek
okregu wpisanego w ten trojkat.

Srodkowe tréjkata przecinajg sie w jednym punkcie. Punkt ten, tzw. $rodek ciez-
kosci trojkata, dzieli kazda ze sSrodkowych w stosunku 2:1, liczac od wierzchotka.

Trzy proste zawierajace wysokosci trojkata przecinaja sie w jednym punkcie, tzw.
ortocentrum.

Dwa okregi sg styczne zewnetrznie wtedy i tylko wtedy, gdy odleglos¢ miedzy ich
$rodkami jest rowna sumie ich promieni.

Dwa okregi sa styczne wewnetrznie wtedy i tylko wtedy, gdy odlegto$¢ miedzy ich
srodkami jest rowna warto$ci bezwzglednej réznicy ich promieni.

Twierdzenie o odcinkach stycznych
Jezeli z punktu P lezacego poza okregiem poprowadzimy dwie styczne do tego
okregu w punktach AiB, to |PA| = |PB].

Kat wpisany réwny jest polowie kata srodkowego opartego na tym samym tuku.
Twierdzenie o kacie miedzy styczng a cigciwa

Kat « miedzy styczng a cigciwg okregu poprowadzong z punktu stycznosci jest
réwny katowi wpisanemu opartemu na fuku zawartym miedzy ramionami kata a.

Dane sa: prosta przecinajaca okrag w punktach A i B oraz prosta styczna do tego
okregu w punkcie C. Jezeli proste te przecinaja sie w punkcie P, to
|PA| - |PB| = |PCP’.



Na czworokacie mozna opisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy przeciwlegtych
katow tego czworokata sa rowne.

Czworokat wypukly mozna opisa¢ na okregu wtedy i tylko wtedy, gdy sumy dlu-
gosci przeciwlegtych bokéw tego czworokata sg rowne.

Twierdzenie Talesa

Jezeli ramiona kata sg przeciete dwiema prostymi rownoleglymi, to odcinki wy-
znaczone przez te proste na jednym ramieniu kata s proporcjonalne do odpo-
wiednich odcinkéw wyznaczonych przez te proste na drugim ramieniu kata.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa
Jezeli ramiona kata COA sg przeciete dwiema D
prostymi AC i BD w taki sposob, ze odcinki ¢
OA i AB lezace na jednym ramieniu kata sg pro-
porcjonalne do odcinkéw OC i CD wyznaczo- 0

nych przez te proste na drugim ramieniu kata:

% = %, to proste AC i BD sg réwnolegte.

Dwa wielokaty sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiednie boki tych wielo-
katow sg proporcjonalne i odpowiednie katy sg réwne.

Cechy podobienstwa trojkatow

- Jezeli trzy boki jednego trdjkata sg proporcjonalne do odpowiednich bokéw
drugiego trdjkata, to te tréjkaty sa podobne.

- Jezeli dwa boki jednego trdjkata sa proporcjonalne do odpowiednich dwoch bo-
kéw drugiego trdjkata oraz katy miedzy tymi bokami sa rowne, to tréjkaty te sa
podobne.

— Jezeli dwa katy jednego trojkata sa réwne dwom katom drugiego trojkata, to
trojkaty te sa podobne.

Stosunek pol figur podobnych jest réwny kwadratowi skali ich podobienstwa.

Twierdzenie o dwusiecznej
Dwusieczna kata wewnetrznego w trojkacie dzieli przeciwlegly bok trojkata na od-
cinki proporcjonalne do bokéw przyleglych do tego kata.

W tréjkacie prostokatnym kwadrat wysokosci poprowadzonej z wierzchotka kata
prostego jest rowny iloczynowi dtugosci odcinkow, na ktore ta wysokos¢ podzielita
przeciwprostokatng.

7. Figury na ptaszczyznie
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o Wiszystkie kgty wpisane oparte na tym samym tuku sg réwne, poniewaz sa rowne
polowie tego samego kata srodkowego.

¢ Kat wpisany oparty na potokregu jest prosty.
e Jezeli proste AD i BC sg rownolegte, to: D

[PA| _ |PD| |[PA| _ |PD| |AD| _ |AP|
|PB| |PC|” |BA| |CD|’ |BC| |BP|

A B
e Wzory na pole tréjkata
W dowolnym tréjkacie ABC przyjmujemy oznaczenia:
a, b, ¢ - dltugosci bokow, C
«, 3, y — miary katow wewnetrznych,
hy, hy, h, - wysokosci opuszczone odpowiednio na boki:
a,b,c,
p - polowa obwodu tréjkata,
r — promien okregu wpisanego,
R - promien okregu opisanego.

o~

Pole P tréjkata ABC mozna obliczy¢ za pomocy kazdego ze wzordw:

1 1 1
P=£aha=5bhb=5chc P=p'1’
1 1 1 .
P=-ab-siny=—ac-sinff = —bc-sina p= %
2 2 2 4R

P=1p(p-a)(p-b)(p-0)

W kazdym z zadan 7.1-7.18 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.

Odpowiedzi i rozwigzania Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

7.4.C 7.1. Tréjkat o bokach V3, V5, V13
A. jest ostrokatny. C. jest rozwartokatny.
B. jest prostokatny. D. nie istnieje.

U2 C 7.2. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
Wskaz miare kata y.
A, y=43° C.y=54°

B. y=57° D.y=117°




7.3. Obwodd czworokata wypuktego ABCD jest rowny 50 cm. Obwdd tréjkata ABD
jest rowny 46 cm, a obwdd trdjkata BCD jest rowny 36 cm. Wskaz dlugos¢ przekat-

nej BD.
A. 12cm C. 14cm
B. 16 cm D. Jest za mato danych, aby to obliczy¢.

7.4. W trojkacie prostokagtnym symetralna przeciwprostokatnej i sSrodkowa wycho-
dzgca z wierzcholka kata prostego tworza kat 22°. Zatem katy ostre tego trojkata maja
miary

A. 56°, 34°. B. 68°,22°. C. 62°,28°. D. 54°, 36°.

7.5. Srednica kota w rowerze jest réwna 50 cm. Ile petnych obrotéw wykona to koto
na dystansie 700 m?
A. 446 B. 892 C. 891 D. 445

7.6. W tréjkacie ABC przedstawionym na rysunku: ¢
|AB| =10 i |AD|:|DB| =1:4.

Jakiej dlugosci sa przyprostokatne tego trojkata?
A.6i8 C. 2V5i8+5

B. 2V/10i2V15 D.2V5i45

7.7. Na rysunku przedstawiono okrag i niektdre jego cieci-
wy. Na podstawie podanych informacji wskaz miare kata o.

A. 40° B. 50° C. 60° D. 90° » ‘
o Q

7.8. W tréjkacie ABC mamy |AC| = |BC| oraz <C = 40°.
Wskaz miare kata rozwartego miedzy dwusiecznymi katow
AiB.

A. 130° B. 120° C. 110° D. 100°

7.9. W tréjkacie rownoramiennym ABC, w ktérym |AC| = |[BC| = 101 |AB| = 16,
$rodkowe przecinaja sie w punkcie S. Wskaz dltugos¢ odcinka AS.

A. 4V3 B. 4417 C.2V17 D.4

7.10. Pole kwadratu wpisanego w trdjkat rownoboczny
ABC (zob. rysunek) jest rowne 12. Wskaz dtugos¢ boku
trojkata.

A.4V3 C.4+2V3

B.2+23 D. 16 A B

7. Figury na ptaszczyznie
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711. C

712. D

7.13. C

7.14. C

7.15. C

7.16. A

717. C

Dziat 4. Powtdrzenie

7.11. Prostaljest styczna do okregu o promieniu 5 cm. Ile jest okregdéw o promieniu
3 cm stycznych zewnetrznie do tego okregu i rownoczesnie stycznych do prostej I?
Al B. 2 C.3 D. 4

7.12. W tréjkacie rownoramiennym katy przy podstawie maja miare 30°, a wyso-
ko$¢ opuszczona na te podstawe jest rowna 1. Wskaz promien okregu opisanego na
tym trojkacie.

A V3 B.2V3 C. 4 D.2

7.13. W tréjkacie réwnoramiennym ABC, w ktérym |AC| = |BC|, wysoko$¢ po-
prowadzona z wierzchotka C jest réowna 361 |AB| = 32. Wskaz dlugos¢ srodkowej
poprowadzonej z wierzchotka B.

A. 31 B. 183 C. 30 D. 163

7.14. W tréjkacie ABC dane s3: |AB| = 12, |BC| = 10, |CA| = 11. Dwusieczna
kata ABC przecina bok AC w punkcie D. Wskaz dtugos¢ odcinka AD.

A.5 B. 5,5 C.6 D. V30

7.15. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysun- B D

ku. Wiadomo, ze AB || CD, |AB| =5, S

|BC| = 24 oraz |DC| = 7. Wskaz dlugos¢ i

odcinka BS. C
A. 14 B. 12 C. 10 D.6

7.16. Pole kota o srodku S przedstawionego na rysun-

ku jest rowne 169n. Dlugos¢ odcinka MP wynosi 12.

Wskaz dtugos¢ odcinka NM. N
A.8 B. 7 C.6 D.5 ’

p
7.17. Dane sg cztery kota o réwnych promieniach,
$rodkach S, S,, S, S, parami styczne zewnetrznie. Su-
ma pol tych két wynosi 16m. Ile jest rowny promien A
okregu o $rodku S stycznego zewnetrznie do kazdego
z wymienionych kol, potozonego jak na rysunku? <G>
A 4(V2-1) C.2(Vz2-1) Y
B. 0,5 D.1



7.18. Drzewo rzuca ciei o dlugoséci 12 m. Pionowo ustawiony drazek o wysokosci
90 cm rzuca cien o dtugo$ci 72 cm. Wskaz wysokosé¢ drzewa.

A. 8V2m B. 16 m C. 8V3m D.15m )

W zadaniach 7.19-7.22 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

7.19. W trojkacie ABC kat przylegly do kata ABC jest dwa razy wigkszy od kata
BAC. Trojkat ABC jest

A. ostrokatny. B. réwnoramienny. C. rozwartokatny.

7.20. Cieciwy ABiCD okregu o $rodku w punkcie S przeci- B
naja sie w punkcie P, przy czym |AB| # |CD| (zob. rysunek). c '
A.4APD =2-4ABD P

B. Tréjkaty APC i DPB s3 podobne. A b

C. Tréjkaty ACB i DBC sg podobne.

7.21. Proste BC, CD i DB sa styczne do okregu
odpowiednio w punktach A, Ei F (zob. rysunek).
A. |AB| = |BF|

B. |ED| = |DF|

C. |EC| = |AC|

7.22. W szesciokacie foremnym ABCDEF
przekatna BF ma dlugos¢ 4.

A. Pole tego szesciokata jest rowne 8/3.

B. Obwdd tego szesciokgta wynosi 8+/3.

. . - . . 4V3
C. Promien okregu opisanego na tym szesciokacie jest rowny T\/_

J

7.23. W tréjkacie ABC dane sg |AB| = 8 i |BC| = |AC| = 5. Dokoncz zdanie.
Wybierz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1, 2 albo 3.
Promien okregu opisanego na trojkacie ABC jest rowny

2, 1. | trdjkat ABC jest prostokatny.
B. | 4, poniewaz | 2. | wynika to z twierdzenia sinusow.
1 . 2 ot .
C. 43’ 3. | stanowion 3 wysokosci trojkata opuszczonej na podstawe.

J

7.24. Liczby 4, 10, ¢ sg dlugosciami bokow trojkata rownoramiennego. Oblicz c.

7.25. Liczby 6, 10, ¢ sa diugosciami bokéw tréjkata rownoramiennego. Oblicz c.

7. Figury na ptaszczyznie
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7.26. 36°,72°,72°

7.27. 125°

7.28. 54°

7.29. P = 3,50

7.30. dwa

7.31. r = 12,6 cm

7.32. « = 40°, = 80°,

y = 60° & = 40°

7.33. a) o = 46°
b) a = 80°

7.34. 1,4 cm, 5,6 cm

Dziat 4. Powtdrzenie

7.26. Punkt D lezy na boku BC tréjkata rownoramiennego ABC, w ktérym
|AC| = |BC|. Odcinek AD dzieli tréjkat ABC na dwa trojkaty rGwnoramienne w taki
sposéb, ze |AB| = |AD| = |CD|. Oblicz miary katéw trojkata ABC.

7.27. Na rysunku podano miary niektérych katéw w czwo-
rokacie ABCD, w ktérym |AB| = |DB|. Oblicz miare kata
ADC.

ANE)

e

7.28. Pod wplywem silnego wiatru wysoka sosna pochylita 4
sie do poziomu pod katem 72°. Pod jakim katem padaja pro-
mienie stoneczne, jezeli dlugos¢ sosny réwna jest dlugosci jej
cienia?

7.29. W trdjkacie ABC danesa: |AB| = 3,2, |AC| = 2,3 i <BAC = 72°. Oblicz pole
tego trdjkata. Podaj wynik z doktadnoscig do drugiego miejsca po przecinku.

7.30. Koto o $rednicy 72 cm toczy sie po prostej drodze dlugosci 5 m. Ile petnych
obrotéw wykona koto?

7.31. Pie¢ jednakowych kot o promieniu 18 cm jest
stycznych zewnetrznie do kota o promieniu r. Ponadto

kazde z nich jest styczne zewnetrzne do dwodch sasied- b
nich két. Oblicz r z doktadnoécig do 0,1 cm.

L\

7.32. Na rysunku zaznaczono cieciwy w okregu i nie-
ktére katy wyznaczone przez te cieciwy. Oblicz katy

(s

7.33. Narysunku zaznaczono cigciwy w okregu i niektére katy wyznaczone przez te
cieciwy. Oblicz miare kata o (punkt S ]est srodklem okregu).

7.34. W trojkacie ABC wysoko$¢ CD dzieli bok AB na odcinki o diugosciach
|AD| = 3cm i |[BD| = 5 cm. Bok BC ma dtugos¢ 7 cm. Na jakie czesci zostanie
podzielony bok BC symetralng boku AB?

%
S
SN
v



7.35. W tréjkacie ABC, w ktorym |AB| = 16, poprowadzono prosta rownolegla do
AB przecinajacg bok AC w punkcie K i bok BC w punkcie L. Odcinek KL ma dtugos¢
12, a wysokos¢ CE trojkata KLC jest rowna 15. Oblicz pole trapezu ABLK.

7.36. W trojkacie ABC poprowadzono odcinek RQ réwnolegly do boku AB (R lezy
na boku AC, Q lezy na boku BC) i odcinek PQ réwnolegly do boku AC (P lezy na
boku AB). Dane sa dtugosci: |PB| =8, |QB| =9, |PQ| =7, |RQ| = 4. Oblicz obwodd
trojkata ABC.

7.37. Podstawa AB tréjkata rownoramiennego ABC ma dlugos¢ 8, a <BAC = 30°.
Oblicz dtugos¢ srodkowej AD tego trojkata.

7.38. W trojkacie prostokatnym ABC dane sg dlugosci przyprostokatnych:

|AC| = 2,4 i |AB| = 3,2. Z punktu K bedacego srodkiem boku AC poprowadzono
odcinek KL (L € BC) prostopadty do boku BC. Z punktu M bedacego $rodkiem boku
AB poprowadzono odcinek MN (N € BC) prostopadty do boku BC. Oblicz dtugosci
odcinkéw KL i MN.

7.39. Stosunek dlugosci przekatnych rombu jest rowny 4 : 3. Oblicz stosunek ob-
wodu rombu do sumy dlugosci jego przekatnych.

7.40. Punkt S jest $rodkiem okregu opisanego na trojkacie ostrokatnym ABC. Kat
ACS jest trzy razy wiekszy od kata BAS, a kat CBS jest dwa razy wiekszy od kata BAS.
Oblicz katy tréjkata ABC.

7.41. Boki trojkata opisanego na okregu maja dltugosci réwne 10, 14 i 20. Oblicz
odlegto$ci wierzchotkdw tego trojkata od punktow stycznoéci bokéw z okregiem.

7.42. 'W okrag o promieniu 3 cm wpisano kat o mierze 30°. W punktach przeciecia
okregu z ramionami kata poprowadzono styczne do tego okregu. Oblicz odleglos¢
punktu przeciecia stycznych od srodka okregu.

7.43. Czworokat ABCD jest wpisany w koto o $rodku S. Przekatna AC jest $rednica
kota, a kat BSD ma miare 102°. Wykaz, ze kat ostry tego czworokata jest réwny 51°.

7.44. Na okregu o promieniu 4 cm opisano trapez prostokatny, ktorego najkrotszy
bok jest 1,5 raza wiekszy od promienia okregu. Oblicz pole tego trapezu.

7.45. Trapez réwnoramienny ABCD jest opisany na okregu o promieniu % cm.

Przekatna AC ma dtugos¢ 5 cm. Oblicz obwod tego trapezu.

7.43. C  <IBSD to kat srodkowy oparty na tuku BAD.
Kat wpisany oparty na tym tuku to kat BCD, jest on dwa

D razy mniejszy od kata srodkowego, zatem

4BCD = % -4BSD = 51°,

7. Figury na ptaszczyznie
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7.46. 6,72 cm

7.47. P = 131 cm®

7.48.p= "2
169

7.50. P = 25,18 cm?

7.51. p= 503
3
7.52. 33
5
7.53. V4 -22
7.54. V2 -1
7.55. S\TB cm

7.46. Srodek podstawy tréjkata réwnoramiennego o ramionach dtugosci 25 cm
i podstawie réwnej 14 cm jest rownoczesnie srodkiem okregu stycznego do ramion
trojkata. Oblicz promien tego okregu.

7.47. W trapezie opisanym na okregu o promieniu 5,23 cm jeden z katow jest prosty,
a kat ostry ma miare 46°. Oblicz pole trapezu z dokladnoscia do 1 cm”.

7.48. Na zewnatrz tréjkata prostokatnego ABC, D

w ktérym 4ACB = 90°, |AC| =5 i |BC| = 12, <
zbudowano kwadrat ACDE, jak na rysunku.
Punkt H lezy na prostej ABi 4EHA = 90°. Ob-
licz pole trojkata HAE.

7.49. Punkt D lezy na boku BC przedstawionego na rysunku trojkata C
réwnoramiennego ABC, w ktérym |AC| = |[BC|. Odcinek AD dzieli

trojkat ABC na dwa tréjkaty rownoramienne w taki sposob, ze

|AD| = |CD| oraz |AB| = |BD|. Udowodnij, ze <ADC =5-<ACD.

7.50. W trapezie rownoramiennym dane s3: miara kata ostrego row-

na 50° i dtugo$¢ ramienia réwna 6 cm. Srodek okregu opisanego na A B
tym trapezie nalezy do jego podstawy. Oblicz pole trapezu. Wynik po-

daj z doktadnoscig do dwdch miejsc po przecinku.

7.51. W trapezie ABCD dane sa: AC =5, 4DAC = 4ABC = 30°. Proste AD i BC,
w ktorych zawieraja sie ramiona trapezu, sg prostopadle. Oblicz pole trapezu.

7.52. W trojkacie rownobocznym ABC poprowadzono odcinek AD taki, ze punkt D
lezy na boku BC. Stosunek pola trojkata ADC do pola trdjkata ADB jest rowny 1: 3.
Wyznacz tangens kata DAB.

7.53. Oblicz stosunek promienia kota opisanego na o$miokacie foremnym do pro-
mienia kota wpisanego w ten o$miokat.

7.54. Prosta réwnolegta do boku AB tréjkata ABC przecina bok AC w punkcie M
i dzieli trojkat na czesci o rownych polach. Wyznacz stosunek |[AM|: [MC]|.

7.55. Dany jest trojkat ABC, w ktérym wysoko$¢ CD réwna 5 cm dzieli bok AB na
dwie czgéci: |AD| = 4 cm i |[DB| = 8 cm. Znajdz dlugo$¢ odcinka réownolegle-
go do CD, ktorego konce lezg na bokach trojkata i ktory dzieli ten trojkat na czesci
o réwnych polach.

7.49. |AC| = |BC|, |AB| = |BD| i |AD| = |CD|
Niech 4ACD = a. Wtedy:

JADC = 180° - 2« (bo |AD| = |CDJ)

JADB = 180° - 4ADC = 180° — (180° - 2a) = 2¢cx
IDAB = 4ADB =2« (bo |AB| = |BD|)

JIABD = 4ABC =<4CAB = 3«

JADB = 180° — (2a + 3a) = 180° — 5a

JADC = 180° - 4ADB = 180° — (180° - 5a) = 5«
Zatem 4ADC = 59 ACD.



7.56. Okrag przechodzacy przez wierzcholek kata ostrego i wierzchotki katow
rozwartych rombu dzieli przekatng rombu na odcinki o dlugoséciach 25 cm i 7 cm.
Oblicz pole rombu.

7.57. Dane sg trojkat ABC i prosta k styczna C
w punkcie A do okregu opisanego na tym tréj-
kacie, jak na rysunku. Prosta BC przecina pro-
sta k w punkcie P. Dlugoéci odcinkéw AC, BC 17
i PB podano na rysunku. Oblicz dlugo$¢ odcin-
ka AB. A P

7.58. Narysunku 1 przedstawiono kat «« 0 wierzchotku A. Na jednym ramieniu tego
kata wybrano punkty E i D takie, ze |AE| = 3|AD|, a na drugim - punkty M i B
takie, ze |[MB| = 4|AM]|. Odcinek ME przecina odcinek BD w punkcie P. Wykaz,
ie |BP| = 6|PD|.

7.59. Dany jest trojkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzchotku C i ob-
wodzie rownym 2p. Na prostej AB obrano punkty D i E lezace poza odcinkiem AB
takie, ze |AD| = |AC| i |BE| = |BC]|, jak na rysunku 2. Wykaz, ze promien okregu
opisanego na tréjkacie ECD jest réwny pV/2.

Rys. 1. Rys. 2.

7.60. W réwnolegloboku ABCD dane sa: |[AB| = |BD| = a oraz |AC| = 2a.
Oblicz dlugo$¢ boku AD oraz cosinus kata ostrego « utworzonego przez przekatne
tego rownolegloboku.

7.61. Na okregu o promieniu 1 opisano trapez réwnoramienny ABCD o dluzszej

podstawie AB i krotszej CD. Punkt stycznoéci S dzieli ramie BC tak, ze 1?—;' =<

Wyznacz dlugo$¢ ramienia tego trapezu.

7.59. Niech 4BAC = a, 4ABC = f.

a = 4ACD +<ADC i |AC| = |AD), wiec JACD = %oc

j8 = 4BCE +<BEC i |BC| = |BE|, wiec 4BCE = %ﬁ

4ECD = 4BCE +4BCA +4ACD = %ﬁ+90°+ %a = 90° + % (a+ B) = 90° + % -90° = 135°

R - promien okregu opisanego na trdjkacie ECD
|ED| = |BE| + |AB| + |AD| = |BC| + |AB| + |AC| = 2p

Stosujemy twierdzenie sinuséw do trdjkata ECD:

|ED| 2p 2p
= = =L _
singECD  sin135° V2 p V2
2

Zatem R = pV/2.

7. Figury na ptaszczyznie 291 s

7.56. P = 384 cm®

12V17
V26

7.57.

A M B
Q - taki punkt na odcinku PE,
ze DQ || AB.

ADQE ~ AAME (cecha kk), wiec:
|DQ| _ |DE| _ |AE|-|AD| _

[AM| ~ |AE| ~ |AE|
_ADl_,_1AD| _, 1_2
|AE| ~ =~ 3lAD| = 3 3

Zatem |DQ| = §|AM|.

ADQP ~ ABMP (cecha kk), wiec:
IBP| _|MB| _ 4AM| _
[DP| QDI §|AM| ’

czyli |BP| = 6|DP].

7.60. |AD| = %@) cosa = i

7.61. 710
10
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7.62. P = 84
7.63. 1r

3
764. C

Odcinek NP Iaczy srodki bokow

CD i CA w tréjkacie ACD, zatem Q

jest rownolegly do AD.

Odcinek MQ taczy $rodki bokéw
DB i AB w tréjkacie ABD, zatem
tez jest rownolegly do AD.
Odcinki NP i MQ sg réwnolegte.

7.65. Kat APD jest katem
wpisanym w okrag opartym
na pétokregu AD, zatem
JAPD = 90°.

Kat APB jest réwniez katem
wpisanym w okrag opartym na
potokregu AB, zatem tez ma
miare 90°.

JAPD + 4APB = 180° zatem
B, P, D lezg na jednej proste;j.

7.68. ok. 12,16

7.62. Dany jest trojkat ABC, w ktérym |AC| = 171 |BC| = 10. Na boku AB lezy
punkt D taki, ze |AD|:|DB|=3:4 i |DC| = 10. Oblicz pole tréjkata ABC.

7.63. Okregi o srodkach w punktach O i S s styczne
zewnetrznie w punkcie K i styczne do prostej k w punk-
tach A i B, jak na rysunku. Trojkat BSK jest rbwnobocz-
ny. Wiedzac, ze |SB| = r, oblicz dlugo$¢ odcinka OA.

7.64. Dany jest czworokat wypukly ABCD niebedacy rownoleglobokiem. Punkty
M, N sg odpowiednio $rodkami bokéw AB i CD. Punkty P, Q sg odpowiednio $rod-
kami przekatnych AC i BD. Udowodnij, ze MQ || PN.

7.65. Dany jest prostokat ABCD (rys. 1). Okregi o $rednicach AB i AD przecinaja
sie w punktach A i P, jak na rysunku. Wykaz, ze punkty B, Pi D lezg na jednej proste;.

7.66. W kwadrat o boku 1 wpisano dwa przystajace okregi o promieniu # styczne

zewnetrznie i styczne do bokéw kwadratu, jak na rysunku 2. Wykaz, ze r =1 - \/75
7.67. Czworokaty ABCD i APQR na rysunku 3 s3 kwadratami. Udowodnij, ze
|BP| = |DR]|.

D C

P D C
a 0
A B R p
Rys. 1. Rys. 2. Rys. 3.

7.68. Oblicz dtugos¢ dluzszej przekatnej réwnolegtoboku, ktérego boki majg dhu-
gosci 914, a kat ostry ma miare 45°.

7.66. d = V2 (przekatna kwadratu)

2r +2-7V2 = V2, czyli r(2+2\/§)= V2

__ 2 _ (V-1 2-vi_ 2
r= = = =1-——
2(1+V2) 2(2-1) 2 2

7.67. Wystarczy wykaza¢, ze trojkaty APB i ARD sa przystajace.

|AR| = |AP| (boki kwadratu APQR)

|AB| = |AD| (boki kwadratu ABCD)

JPAB = 90° —4DAP oraz 4RAD = 90° —4DAP, wiec 4PAB =<4RAD.
Z cechy bkb wynika przystawanie tych tréjkatow, zatem |BP| = |[DR|.
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8. Geometria analityczna

e Uporzadkowana pare punktéw (A, B) nazywamy wektorem o poczatku A i kon-
cu Bioznaczamy symbolem AB.

* Wspétrzednymi wektora AB o poczatku A = (x,, y,) ikoncu B = (xp, yp)
nazywamy uporzadkowana pare liczb [xz — x4, ¥5 — ¥4].

e Réwnanie y = ax+b ozmiennych x, y nazywamy rownaniem prostej w postaci
kierunkowe;j. Liczbe a nazywamy wspolczynnikiem kierunkowym tej prostej.

e Réwnanie Ax+By+C =0 ozmiennych x, y, w ktérym A i B nie s3 jednocze$nie
réowne 0, nazywamy réwnaniem prostej w postaci ogolne;j.

e Dane sg wektory i = [a, b] 1 U = [c, d]. Zachodza réwnosci:
i+7=[a+c, b+d], ti-v=[a-c, b-d], k-ii=[k-a, k-b] dla k € R.

e Jezeli A= (x,, y,) i B=(xp yp) towektor AB ma dtugos¢:
|fﬁ| = \/(XB —x4)"+ (y5 - ya)

¢ Srodkiem odcinka o koficach A = (x4, y4) i B = (xp, yp) jest punkt
M= <XA+xB )’A+)’B)_

>

2 2

* Srodkiem cigzkoéci tréjkata o wierzchotkach A = (x,, y4), B = (x5, ¥5)s

X4+ Xp+ X )’A+}’B+)’c>
3 ’ 3 ’

C = (x¢» yc) jest punkt S = (
e Prosta y = ax + b jest nachylona do osi x pod takim katem «, ze tga = a.
¢ Odlegtos¢ miedzy punktami A = (x4, y,) i B=(xp, yp) jest réwna
|AB| = \/(XB —x4)" + (v~ ya)-

* Proste o rownaniach y =a;x+b, i y =a,x+b, (aja, #0) sa
- réwnolegte wtedy i tylko wtedy, gdy a, = a,,

- prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy a, = —ai.

2
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Prosta [ jest rownolegla do prostej k: Ax + By + C = 0 <A2 +B # 0) wtedy
i tylko wtedy, gdy réwnanie prostej I mozna zapisa¢ w postaci Ax + By + C, = 0.
Ponadto jezeli C=C;, to k=1, ajezeli C+Cy, to k# 1.
Prosta [ jest prostopadta do prostej k: Ax + By+C = 0 (A2 +B # 0) wtedy
i tylko wtedy, gdy rownanie prostej I mozna zapisa¢ w postaci Bx — Ay + C; = 0.
Odlegtos¢ punktu P = (x, y,) od prostej o réwnaniu Ax + By + C =0
|Ax0 + By, + C|

VA2 + B

Roéwnanie (x — a)2 +(y- b)2 =7 (r > 0) opisuje na plaszczyznie kartezjanskiej
okrag o srodku S = (a, b) i promieniur.

(A2 + B # O) jest rowna

Obrazem punktu A = (x, y) w symetrii:

- osiowej wzgledem osi x jest punkt A" = (x, —y),

~ osiowej wzgledem osi y jest punkt A’ = (-x, ).

- $rodkowej wzgledem poczatku ukladu wspélrzednych jest punkt
A= (=x, - y).

Réwnanie Ax + By + C = 0 opisuje:

- calg plaszczyzne,gdy A=B=C =0,

- zbidr pusty,gdy A=B=01i C#0,

- prosta, gdy A i B nie sg jednocze$nie réwne 0.

Jezeli mamy wyznaczy¢ rownanie prostej przechodzacej przez dwa dane punkty,
to najpierw sprawdzamy, czy pierwsze wspoltrzedne tych punktow sg rowne — jesli
tak, prosta ma réwnanie postaci x = c. Jesli pierwsze wspétrzedne tych punktéw
sa rdzne, korzystamy z postaci kierunkowej réwnania prostej: y = ax +b.

Prosta o rownaniu Ax+By+C = 0 jest wspdlnym brzegiem dwoch potplaszczyzn
dombknietych. Jedng z tych pdtptaszczyzn opisuje nieréwnos¢ Ax + By +C =0,
a drugg — nieréwnos¢ Ax + By + C < 0. Nieréwnosci Ax+By+C >0

i Ax+ By + C < 0 opisuja polplaszczyzny otwarte.

Réwnanie x°+ y* —2ax—2by+c = 0 opisuje na plaszczyznie kartezjaniskiej okrag
o érodku S = (a, b) ipromieniu r = Va2 +b? —¢, oile a* +b* > c.

Réwnanie okregu:

(x—a)+ (y- b)2 =7 (r > 0) nazywamy réwnaniem w postaci kanonicznej,

X+ y2 —2ax-2by+c=0 (az +b* > c) nazywamy réwnaniem w postaci ogolnej.



e Nierownos¢ (x— a)2 +(x— b)2 <r’ (r > 0) opisuje na plaszczyznie kartezjanskiej
kolo o srodku S = (a, b) ipromieniu r. Nierowno$¢ (x — a)2 +(x - b)2 > 7
opisuje zbior punktow lezacych na zewnatrz tego kota.

W kazdym z zadan 8.1-8.24 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

8.1. Punkt (-1, 7)jest érodkiem odcinka AB, wktérym A = (3 - 247, \/5) Wskaz
wspolrzedne punktu B.

A. (-5-2v7,7-3) C. (-5-2v7, 14— 3)

B. (5+2V7, 14— V3) D. (-5+2V7, 14 - V3)

8.2. Odlegto$¢ punktu przeciecia prostych y = -3 oraz 2x + y = 7 od poczatku
ukladu wspotrzednych jest rowna

A. 8. B. 2+/17. C. V34 D. 2+/2.

8.3. Wierzchotkami tréjkata s punkty A = (-3,4), B = (1, -2), C = (5, 8).
Wskaz dtugos¢ srodkowej poprowadzonej z wierzchotka B.

A.4 B. 212 C.8 D.2V17
8.4. Wskaz rownanie prostej, ktora tworzy z osig x kat o mierze 120°.
A y=3x-3 B.y:—\/?gx C.y+V3x=+V3 D.2y+x+4=0

8.5. Wskaz srodek ciezkosci trojkata o wierzchotkach A = (-5, -1), B = (7, 3),
Cc=(1,7).

A. (2, 3) B. (1, 4) C. (% 3) D. (1, 3)

8.6. Ile wynosi pole czworokata ABCD, w ktérym A = (-1, -1), B = (6, —1),
C=(6,3), D=(-1, 3)?
A. 18 B. 28 C. 30 D. 48

8.7. Boki trojkata zawierajg si¢ w prostych o réwnaniach x -1 =0, y+4 = 0,
2x — y = 0. Pole tego trdjkata jest réwne
A. 315 B. 3V10. C.9. D. 4,5.

8.8. W réwnolegtoboku ABCD, w ktérym A = (1, 0), B = (x3, 0) i C = (x¢, 3),
kat BAD ma miare 30°i |AB| = |[AD|. Wskaz obwdd tego réwnolegtoboku.
A. 243 B. 24 C. 12 D. 123

8. Geometria analityczna

Odpowiedzi i rozwigzania
8.1.D

8.2. C

8.3. C

8.4.C

8.5. D

8.6. B

8.7. C

8.8. B

295 I
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8.9. D

8.10.

8.11.

8.12.

8.13.

8.14.

8.15.

8.16.

8.17.

Dziat 4. Powtdrzenie

8.9. Ktora z prostych nie przechodzi przez zaden y
z punktéw kratowych zaznaczonych na rysunku?
A.x-y-1=0 C.2x-y-1=0 o
B.4x-y-7=0 D.x-2y+1=0
1+ .

8.10. Wskaz odleglos¢ miedzy prostymi 3x+y =1 o] 1 x
i3x+y=6.
A 0 B, Y10 C. V5 p. V3 [

2 10 5
8.11. Pole czworokata ABCD przedstawionego na y
rysunku jest rowne D
A. 25. C. 12,5.
B. 50. D. 12V3.
8.12. Liczba punktéw wspdlnych okregu o réwna- N
niu (x + 5)2 +(y - 2)2 =25 z osiami ukladu wspodt- 1
rzednych jest rowna A B ol 1x

A 4. B. 3. C. 2. D. 1.

8.13. Wskaz punkt nienalezacy do okregu o réwnaniu (x — 3)% + yz -9=0.
A. (1,5) B. (6, 0) C. (1,-v5) D. (1,V2)

8.14. Odleglo$¢ miedzy $rodkami okregow o réwnaniach (x — 2)* + (y — 1)* = 4
oraz (x — 5)2 +(y+ 1)2 =6 jest rowna

A. /5. B. V13. C.2+ 6. D. 10.

8.15. Jaki zbior punktow plaszczyzny kartezjanskiej jest opisany za pomoca nierow-
nosci (x +5) + (y - 1)? < 07

A. zbidr pusty C. zbidr jednoelementowy

B. koto D. okrag

8.16. Jaki zbior punktow plaszczyzny kartezjanskiej jest opisany za pomocg ukladu
(x-47+(y+2)° <4,
y+x=2 ’
A. odcinek B. koto C. potplaszczyzna D. zbiér pusty

warunkdow {

8.17. Prosta o réwnaniu 3x— y+20 = 0 jest styczna do okregu o $rodku w punkcie
S = (3, —1). Wskaz promien tego okregu.
A9 B. V10 C. V30 D. 3V10



8.18. Okrag o réwnaniu (x + 9)% + ( y - 4)* = 11 przeksztalcono przez symetrie
$rodkowq wzgledem punktu (0, 0). Wskaz réwnanie otrzymanego okregu.

A (x-97+(y-4)7 =11 C.(x-9+(y+4’ =11
B. (x+9)° +(y+4)> =11 D. (x-4)+(y+9)7> =11

8.19. Wskaz réwnanie okregu, ktdry jest styczny do osi ukladu wspélrzednych
w punktach P =(5,0) i Q= (0, -5).

A (x-57+(y+5°=5 C.(x+5+(y-5"=25

B. (x+5)° +(y+5)=25 D. (x-5)"+(y+5)* =25

8.20. Trojkat A'B'C'jest obrazem tréjkata o wierzchotkach A = (-3, -1),

B = (7,-2), C = (2, 6) w symetrii srodkowej wzgledem poczatku uktadu wspot-
rzednych. Wskaz wspotrzedne srodka ciezkosci tréjkata A'BC'.

A. (-2,-1) B. (2, 1) C.(-2,1) D. (2, -1)

8.21. Wskaz wspélrzedne obrazu punktu P = (1, 5) w symetrii sSrodkowej wzgle-
dem punktu T = (-2, -1).
A. (-1, -5) B. (1, -5) C. (-5, -7) D. (-4, —6)

8.22. Dane sg wektory i = [2, 1], U = [-1, —8] oraz punkty A = (-1, 2)
i B=(4, -3). Wskaz zaleznos¢ prawdziwa.

A. AB=2ii+7¥ B. AB=-3ii+0 C.AB=4ii+

26 D.AB=3ii+0
8.23. Punkt P jest srodkiem symetrii rownolegloboku ABCD. Wskaz zaleznos¢
prawdziwg.

A. AP = 1 (DC - BC) C. AP -1 (CD-BC)
2 2

B. 4P - 1 (DC - CB) D. AP = (4D + BC)
2 2

8.24. Wskaz rownanie prostej, ktora nie jest osig symetrii kwadratu o wierzchotkach
(_57 _1)3 (1) _5), (5) 1)) (_1) 5)
A. 2y =3x B. x-5y=0 C.2x+5y=0 D.2x+3y=0

J

W zadaniach 8.25-8.29 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

8.25. Dany jest punkt S = (0, -8).

A. Okrag o (S, \/§) mozna opisac¢ za pomocg réwnania X+ (y+ 8)* = 3.
B. Punkt N = (1, -8) nalezy do kola k (S, V3).

C. Punkt M = (0, V3 - 8) nalezy do okregu o(S, \/§)

8. Geometria analityczna

8.18.

8.19.

8.20.

8.21.

8.22.

8.23.

8.24.

8.25.

©

P,P,P
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8.26. P,F, P

8.27. P,P,F

8.28. |, F, P

8.29. F, F, P

8.30. C1

8.31. a) 45° b) 60°
) 135° d) 150°

8.32. a) tak b) tak c¢) nie

8.26. Dany jest okrag o $rodku S = (-3, 7) ipromieniu r =5 oraz prosta

k: 4y - 3x =12.

A. Prosta k jest styczna do okregu o(S, r).

B. Prosta k przecina okrag o(S, r).

C. Figura utworzona przez prosta k i okrag o(S, r) ma doktadnie jedng o$ symetrii.

8.27. Zbiér punktdéw plaszczyzny kartezjanskiej opisany za pomoca uktadu

2 2
warunkéw{(x+3) y-D7<4
y=3+2x

A. jest odcinkiem. B. ma dokladnie dwie osie symetrii. C. jest zbiorem pustym.

8.28. Figure F tworza: kolo oraz dwa punkty nienalezace do tego kota. Figura F
A. ma zawsze dokladnie jeden $rodek symetrii.

B. ma zawsze 0§ symetrii.

C. moze miec 0§ symetrii.

8.29. Po przeksztalceniu okregu F przez symetrie osiowa wzgledem osi x otrzymano
okrag F'. Figura bedaca sumg okregéw F i F’

A. ma zawsze dokladnie dwie osie symetrii.

B. moze mie¢ tylko jedng o§ symetrii.

C. moze mie¢ nieskonczenie wiele osi symetrii.

J

8.30. Figura F jest sumg prostej k: 2x+ y+4 = 0 iokregu o: (x+3)*+(y—-2)* = 6.
Dokoncz zdanie. Wybierz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1, 2 albo 3.
Figura F

A. | nie ma osi symetrii, 1. | prosta k przechodzi przez srodek okregu o.
B. | majedna o$ symetrii, poniewaz 2. | prosta k jest styczna do okregu o.
C. | ma dwie osie symeti, 3, | prosta k nie ma punktéw wspélnych

z okregiem o.

8.31. Wyznacz kat nachylenia do osi x prostej o podanym réwnaniu.

a) y=x-3 b) y=3x ) y=-x+2 d)y:—\/Tgx+5

8.32. Sprawdz, czy punkty A, B, C sg wspolliniowe.
a) A=(1,2), B=(0,-1), C=(-1, -4)

b) A=(-1,5), B=(2,2), C=(3,1)

c) A=(0,0), B=(1,-3), C=(2, -5)

48.52. Wykaz, ze prosta o rownaniu y + x = 4 jest osig symetrii pigciokata
o wierzchotkach: A = (1, -2), B= (5, -1), C = (6, 3), D = (0, 6), E = (=2, 4).

Odp.:
PE k:y=-x+4, Bek, bo —(-1)+4 =5.
L Wykazemy, ze: DE L k, AC L k orazKiM
to odpowiednio $rodki odcinkéw DE i AC.
E C 4-6 .
/ ® app=—— =1, wiec DE 1 k.
B M// / —2 - 0
N7 / > 'aAczﬁzl, wiec AC L k.
yi — B ® K nalezy do prostych DE i k.

Prosta DE ma réwnanie y = x +b i punkt D nalezy do tej
prostej, wiec y = x + 6.



8.33. Napisz réwnania bokdw tréjkata o danych wierzchotkach A, B, C.
a) A=(-3,-3), B=(3,-1), C=(1,5)
b) A=(-2,2), B=(0,5), C=(-2,11)

8.34. Sprawd?, czy dane proste k i [ pokrywaja si¢, sa rownolegte i rdzne, czy sie
przecinaja. Jesli sie przecinaja, to wyznacz ich punkt wspdlny.

a) k:y:—§x+4 I 2x+3y+4=0
b) k: x-3y+5=0

c) ki 2x+4y-7=0

I y=3x-5
1 3
l.y—EX'l'lZ

8.35. Dane jest rownanie prostej I: 3x + 2y — 4 = 0. Napisz rownanie prostej k
a) rownoleglej do [ i przechodzacej przez punkt K = (-2, -5).
b) prostopadtej do I i przechodzgcej przez punkt M = (-3, 0).

8.36. Okresl wzajemne polozenie prostych I, k, p, q.
L2x-y+7=0, k %x+y—2:0, prx+2y-8=0, g x+2y-4=0

8.37. Wyznacz warto$¢ m, dla ktorej proste (3m —8)x -3y —18 =0
ix-3y-12=0 sg

a) rownolegle. b) prostopadte.

8.38. Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka o konicach A = (-3, 1), Q = (5, 3).

8.39. Punkt A = (5, -3) jest wierzchotkiem trdjkata ABC. Punkty A i B s3 syme-
tryczne wzgledem osi x, a punkty A i C sg symetryczne wzgledem osi y.

a) Wyznacz wspdtrzedne wierzchotkéw Bi C.

b) Oblicz pole tego trojkata.

8.40. Wyznacz réwnanie prostej, ktora jest symetryczna do prostej o rGwnaniu
2x — y +5 =0 wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych.

8.41. Oblicz obwod trojkata o wierzchotkach P = (0, -2), Q = (6, =8), R = (2, 2).

8.42. Oblicz dlugos¢ srodkowej CD w trojkacie o wierzchotkach A = (-2, -5),
B=(4,-7), C=(3, -1).

8.43. W trojkacie ABC dane sg wierzchotki A = (3, 5) i B = (-7, —1) oraz punkt
S = (-5, 4) bedacy srodkiem boku BC. Wyznacz réwnanie prostej zawierajacej bok
AC tego trojkata.

8.52. (ciag dalszy)

Kix+6=-x+42x=-2=>x=-1, y=5

Stad K = (-1, 5) = (();_2, %), czyli K jest srodkiem odcinka DE.
® M nalezy do prostych AC i k.

Prosta AC ma rownanie y = x + ¢ i punkt A nalezy do tej prostej, wiec y = x — 3.
M:x—3:—x+4<:>2x:7:>x:§, y:%
Stad M = (E’ 2) = (1%6, _2; 3), czyli M jest $rodkiem odcinka AC.

Punkt B lezy na prostej k: y = —x + 4, punkty AiC oraz D i E s3 symetryczne wzgledem
tej prostej, zatem jest ona osig symetrii pieciokata ABCDE.

7 1
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8.33. a) pr. AB:x -3y -6=0,
pr.BC:3x+y—-8=0,
pr.AC:2x -y +3=0

b) pr. AB:3x -2y + 10 = 0,
pr.BC:3x+y-5=0,

pr. AC:x+2=0

8.34. a) Proste sa rownolegte
irdzne.
b) Proste przecinaja sie w punkcie

(33)
2 2)
c) Proste sie pokrywaja.

8.35. a) k:3x+2y+16 =0
b) k:2x -3y +6=0

836. pllk pllg k=g
lip 1k llgqg

837.a)m=3

1
b)i’l’l——g

8.38. y=-4x+6

8.39. a) B= (5, 3), C = (-5, -3)
b) P =30

8.40.2x-y-5=0

8.41. obw = 6V2 + 2/5 + 229

8.42. |CD| = V29

8.43. y = —%x +7
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8.44. 1

8.45. obw = 2+/5 + 2/89

8.47. P = 30, obw = 4/5 + 2/65

8.48. tak; P =136

8.49. pr. AB:2x +7y + 22 =0,
pr. AC: 7x + 2y — 13 = 0,
pr.BC:x—-y+2=0

850.a) x—-y+1=0
b)3x-2y-5=0
c) P=30

8.51. D=(1,4), P=30

8.52. Poprawna tres¢ zadania
oraz jego rozwigzanie patrz

s. 298, 299. Zadanie zostanie
poprawione w drugim wydaniu
podrecznika dla ucznia.

8.53. A= (3, -1), B=(0, 8)
8.54. AB:2x -3y +18=0,

BC:5x-y-7=0,
AC:x+5y-17=0

©

©

8.44. Dane sg punkty: A = (1,3), B=(4,7) i C = (-2, -3). Oblicz odleglos¢
punktu A od $rodka odcinka BC.

8.45. Punkty A = (-1, -6) i B = (4, 2) sa wierzchotkami réwnolegloboku ABCD,
apunkt S = (1, —1) jestjego srodkiem symetrii. Oblicz obwdd tego réwnolegloboku.

8.46. Dany jest trojkat o wierzchotkach A = (-3, 4), B= (5, 2), C = (6, 6).
a) Wykaz, ze tréjkat ABC jest prostokatny.

b) Oblicz pole tego trojkata.

¢) Wyznacz réwnanie okregu opisanego na tym trojkacie.

8.47. Oblicz pole i obwdd trojkata o wierzchotkach A = (-5, 1), B= (-1, 7),
C=(30).

8.48. Sprawdz, czy czworokat o wierzchotkach A = (-6, 0), B = (5, -7),
C=(4,6), D=(-7,13) jest rombem. Oblicz pole tego czworokata.

8.49. W trojkacie ABC dane sa: wierzcholek A = (3, —4), wysokos¢ CD:
7x —2y —1 =0 oraz wysoko$¢ BE: 2x — 7y — 6 = 0. Wyznacz réwnania prostych
zawierajacych boki tego tréjkata.

8.50. Dany jest trdjkat o wierzchotkach A = (0, 5), B = (6, -1), C = (7, 8).
Wyznacz

a) rownanie wysokosci tego trojkata opuszczonej z wierzchotka C.

b) réwnanie srodkowej wychodzacej z wierzchotka C.

¢) pole tréjkata ABC.

8.51. Dane sg trzy wierzchotki réwnolegtoboku ABCD: A = (-3, 2), B = (6, -1),
C = (10, 1). Wyznacz wspolrzedne wierzchotka D oraz oblicz pole réwnolegloboku.

8.52. Wykaz, ze prosta o rownaniu y+2x = 4 jest osig symetrii pieciokata o wierz-
chotkach: A =(2,-3), B=(4, -2), C=(4,6), D=(-1,6), E =(-4, 2).

8.53. Punkty C = (2,2) i D = (1, 5) dzielg odcinek AB na trzy réwne czesci.
Punkty sg potozone w kolejnoéci: A, C, D, B. Wyznacz wspolrzedne poczatku i konca
wektora AB.

8.54. W ukladzie wspolrzednych dany jest trojkat rownoramienny ABC, w ktdrym
|AC| = |BC|, C = (2, 3), a D jest spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchol-
ka C. Wektory AB i CD majg wspotrzedne: AB = [6, 4] i CD = [-2, 3]. Wyznacz
réwnania bokéw trojkata ABC.

8.46. a) |AB| = V(5 +3)7 + (2 - 4)2 = V82 +22 = V68

IBCl = V(6 -5+ (6-2)> = V1> + £ = V17

|AC| = V(6 +3)2 + (6 — 4> = V92 + 22 = /85

|ABI® + |BCI* = 68 + 17 = 85 = (V85)” = |ACJ?

Zatem na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa
trojkat ABC jest prostokatny.

b) P =17

c) (x—%>2+(y—5)2=87‘5




8.565. W czworokacie ABCD danesg A = (7,3), C =(-3,1) i AB = [-8, -8].
Punkt § = <3%, 3%) jest srodkiem boku AD. Wykaz, ze czworokat ABCD jest

trapezem.

8.56. Danesgpunkty A = (3, -5), B= (-1, 3), C = (1, 7). Oblicz dlugos¢ wektora
2AB - 3AC.

8.57. W ukladzie wspolrzednych zaznaczono punkty A = (2, 0) i B = (4, 0).

Wyznacz wszystkie mozliwe potozenia punktu C, dla ktérych ABC jest trojkatem
réwnoramiennym o podstawie AB i polu réwnym 3.

8.58. Rozwigz ukltad rownan.

—— 2 = 2_ —_
2) y=-3x"+6x+4 o) y=x-2x-3

y=3x-2 y=-3x-5

x—y+3=0 y=-2x-1

8.59. Napisz réwnanie okregu o $rednicy AB.
a) A=(-7,3), B=(1, 3)

b) A=(2,17), B=(-8,-7)

c) A=(-4,0), B=(6, -8)

8.60. Wyznacz $rodek i promien okregu o podanym réwnaniu.
D) &4yt =144 b) (x+7)° +(y-3) =38 O x4+ (y-3)=5

8.61. Punkty A = (0, -1) i B = (-2, 1) nalezg do okregu x°+y* —2x—-4y—5 = 0.
Znajdz wspolrzedne punktu C, lezacego na tym okregu i takiego, aby tréjkat ABC byt
réwnoramienny o podstawie AB.

8.62. Okrag o $rodku w punkcie S = (3, 7) jest styczny do prostej o réwnaniu
y = 2x — 3. Oblicz wspolrzedne punktu stycznosci.

8.63. Wyznacz réwnanie okregu o srodku S = (3, -5)
a) stycznego do osi y.
b) przechodzacego przez poczatek uktadu wspoétrzednych.

8.64. Punkt A = (1, 9) nalezy do okregu stycznego do osi x w punkcie B = (-2, 0).
Wyznacz réwnanie tego okregu.

8.55. AS = [31 7,31 _ 3] - [—31, 1]
2 2 22

SD = AS, bo S jest srodkiem boku AD, wiec D = (3% - 3%, 3% + %) = (0, 4).
DC=[-3-0,1-4] =[-3, -3] = gﬁ?, co oznacza, ze AB || DC ipunkty B, C leza z tej
samej strony prostej AD, wigc czworokat ABCD jest trapezem.

8. Geometria analityczna 3071 I

8.56. 2101

8.57. C=(3,3) lub C= (3, -3)

8.58. a){ 1 b {x=2

X =

y=-5 y=4
x=-1 x=-7

c) brak rozwigzan

of3

8.59. a) (x +3) + (y-3)’ =16

b) (x+3)* + (y - 5)* = 169
Q) (x-1)%+(y+4)P> =41

8.60.

a) $rodek: (0, 0), promien: 12

b) $rodek: (-7, 3), promien: 22
¢) $rodek: (0, 3), promien: \5
8.61. C = (1-5,2-15)

lub C = (1++5,2+5)

8.63.2) (x-3)>+(y+57°=9
b) (x-3)*+(y+5)* = 34

8.64. (x+2)*+(y-5)"=25
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8.65. x+2y =0, 4x-2y-5=0

8.66. (1, 1), (3, -3), (-5, =7),
(_7’ _3)

g.67. 35

8.68. (x+ 1)+ (y-2)7=1

8.69. a) (x —3)* + (y — 4)* = 25,
y=9
b) P =15

8.70. (x + 1)’ + (y -2)* = 32

2 2
lub (x—§> +<y—51> =32
5 5

©

8.72. C= (-3, -2) lub C = (5, 6)
8.73. (0, -5), (-1, 2), (7, —4)

8.74.a) (x-4) +(y+4)°=16

V3 8V3

lub y=—7x+T

8.65. Dane sg okregi o rownaniach x*+y* —4x+2y+1 =0 i x°+y* = 4. Wyznacz
réwnania osi symetrii figury bedacej sumga tych okregéw.

8.66. Prostokat ABCD jest wpisany w okrag o réwnaniu x” + y* +4x+6y—12 = 0.
Bok AB zawiera sie w prostej o rownaniu 2x + y — 3 = 0. Wyznacz wspolrzedne
wierzchotkow tego prostokata.

8.67. Dany jest okrag o rownaniu x” + y* — 2x — 4y + 1 = 0. Przez srodek okre-
gu i poczatek ukladu wspoétrzednych poprowadzono prosta k. Prosta 1, prostopadia
do k i przechodzaca przez punkt A = (1, 1), wyznacza cieciwe PQ danego okregu.
Oblicz dlugos¢ tej cieciwy.

8.68. Napisz rownanie okregu opisanego na trojkacie o wierzchotkach A = (-1, 3),
B=(0,2), C=(-1,1).

8.69. Punkty A=(7,7), B=(0, 8), C = (-2, 4) sa wierzchotkami trojkata ABC.

a) Napisz réwnanie okregu opisanego na tréjkacie ABC oraz réwnanie stycznej do
tego okregu w punkcie M = (3, 9).

b) Oblicz pole tego trojkata.

8.70. Napisz rownanie okregu przechodzacego przez punkt P = (-5, 6), ktérego
srodek lezy na prostej y = 2x + 4, a promien jest rowny 42,

8.71. Okrago srodku S = (4, 3) przechodzi przez punkt P = (5, 6). Prosta
y = —x+ 3 przecina ten okrag w punktach A i B. Wykaz, Ze tréjkat ABP jest prosto-
katny, i oblicz jego pole.

8.72. Punkt A = (-2, 5) jest jednym z wierzchotkéw tréjkata rownoramiennego
ABC, w ktérym |AC| = |BC|. Bok BC jest zawarty w prostej o rGwnaniu y = x + 1.
Pole tego trojkata jest rowne 15. Oblicz wspolrzedne wierzchotka C.

8.73. Punkt A = (6, 3) jest wierzcholkiem kwadratu wpisanego w okrag o réw-

naniu x° + y2 —6x + 2y — 15 = 0. Oblicz wspoélrzedne pozostatych wierzchotkéw
kwadratu.

8.74. Dane s3: okrag x> + y* = 16, réwnanie prostej I: x — y — 4 = 0 i punkt
A = (8, 0). Wyznacz

a) rownanie okregu symetrycznego do danego wzgledem prostej I.

b) réwnanie prostej stycznej do danego okregu przechodzacej przez punkt A.

8.71. (x—4)2+(y—3)2=r2, ale {x:31b {x:l
. =0 =2
(5—4)2+(6—3)2=r2, wiec =10 y y
A=(3,0), B=(1,2) oraz P = (5, 6)
(x-47+(y-37=10
{y:_x+3y |AB| = V4 +4=18
|AP| = V4 + 36 = V40

(x-4)?%+(-x)*=10
X2 —8x+16+ %> =10 IPB| = V16+16 = V32

2x* - 8x+6=0 |PB* + |AB|’ = |AP|’, zatem
X 4x+3=0 trojkat ABP jest prostokatny.

(x-3)(x-1)=0 P=%~\/§~\/3_2=8



8.75. W ukladzie wspotrzednych rozwazamy wszystkie punkty P postaci

P = (%m + g, m), gdzie m € (-1; 7). Oblicz najmniejsza i najwigksza wartos¢
IPQI dla Q= (3. 0).

8.76. Oblicz miare kata miedzy stycznymi do okregu x* + y* +2x -2y -3 =0
poprowadzonymi z punktu A = (2, 0).

8.77. Okrag o srodku S = (5, 4) jest styczny wewnetrznie do okregu o réwnaniu
(x —4)* + (y — 2)* = 36. Wyznacz réwnanie wspélnej stycznej obu okregow.
2, .2 _
8.78. Pary liczb (x, y) spelniajace uktad réwnan 4)26 ty 2y +l=0
X" +y+4=0
sg wspolrzednymi wierzchotkdéw czworokata wypuktego.
a) Wyznacz wspoélrzedne wierzchotkédw tego czworokata.
b) Wykaz, ze ten czworokat jest trapezem réwnoramiennym.
¢) Wyznacz réwnanie okregu opisanego na tym czworokacie.

8.79. Dany jest trojkat rOwnoramienny ABC, w ktérym |AB| = |AC| i B = (7, 2).
Pole trdjkata jest rowne 20. Wysokos$¢ poprowadzona z wierzchotka A zawiera sie
w prostej y = 3x + 1. Oblicz wspotrzedne punktow A i C.

8.80. Wyznacz réwnanie okregu o promieniu 3 przechodzgcego przez punkt
P = (2, -1) i stycznego do osi odcietych, wiedzac, ze ten okrag nie przecina osi
rzednych.

8.81. W trapez ABCD o podstawach ABiCD mozna wpisa¢ okrag. Dane sg wspol-
rzedne wierzchotkéw A = (1, -3), B=(4, 1) i C = (1, 1). Wyznacz wspolrzedne
wierzchotka D.

8.82. Wierzchotki A i C rombu ABCD sg punktami przeciecia okregu o rownaniu
X+ y2 —4x -4y +6 =0 zprosta o rbwnaniu y = x. Pole rombu jest réwne 8.
Oblicz wspotrzedne wierzchotkéw Bi D.

8.83. Wyznacz punkty wspolne okregéw o réwnaniach x* + y* — 10x + 8y = 0
i x2+y2+4x—6y— 14 = 0.

8.84. Wyznacz rownanie prostej, ktora przechodzi przez punkty wspolne okregow
o réwnaniach x2+y2+4x—2y—20 =01 x2+y2—6y—4:O.
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&2 ol 1
8.75. warto$¢ najmniejsza: 511 7

B e 1
wartos$¢ najwieksza: 651 a

8.76. 90°. Wskazéwka: Nie
wyznaczaj rownan tych stycznych.

8.77. x+2y-8-6V5=0

8.78.

a) (_1> _3)a (1’ _3)) (3’ 5)) (_3’ 5)
b) Przyjmijmy oznaczenia jak na
rysunku.

W
D C
\ |
\ |
\lo] 1/ %
\ |
A B
AB || CD

i |AD| = V22 + 82 = |BC],
wiec czworokat ABCD jest
trapezem réwnoramiennym.

2
o<+(-2) -

8.79. A=(0,1) lub A=(2,7),
C=(-5,6)

8.80. (x—2-V5)" +(y+3)° =9

8.81. D= (i, i)
13 13

8.82. B=(4,0), D = (0, 4)
8.83. (2‘3‘5, —ﬂ)

2 2
<2+3\ﬁ 3;5)

2 2

884. x+y-4=0
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o Jezeli n, k € N i k < n, towyrazenie

9. Rachunek

prawdopodobienstwa
| statystyka

¢ Dlaliczby naturalnej n > 1 symbol ! (n silnia) oznacza iloczyn liczb naturalnych

od 1 don:
n=1-2-3-...-n-2)-(n-1)-n
Przyjmujemy rowniez, ze 0! =11 1! = 1.
!

Rk ];)' 1y hazywamy symbolem Newtona
n—k)'k!

i oznaczamy ( Z )

¢ Niech Q) bedzie danym zbiorem zdarzen elementarnych. Jezeli kazdemu zdarzeniu

A c Q jest przyporzadkowana doktadnie jedna liczba P(A) taka, ze:
(1) P(A) =0,
(2) dla kazdej pary wykluczajacych si¢ zdarzen A, B ¢ Q zachodzi
P(AUB) = P(A) + P(B),
(3) P(Q) =1,
to méwimy, ze na zdarzeniach w zbiorze Q) okreslone jest prawdopodobien-
stwo P, a liczbe P(A) nazywamy prawdopodobienstwem zdarzenia A.

Jezeli w danym dos$wiadczeniu losowym wszystkie zdarzenia elementarne tworzg
zbidr ) i s3 jednakowo prawdopodobne, to prawdopodobienstwo zajécia zdarze-
nia A jest rowne stosunkowi liczby zdarzen sprzyjajacych zajéciu zdarzenia A do
liczby wszystkich zdarzen ze zbioru Q:

P(A) =

QA

Zdarzeniem przeciwnym do A nazywamy zdarzenie polegajace na tym, ze zda-
. . . . . . !
rzenie A nie zajdzie. Zdarzenie przeciwne do A oznaczamy A"

Niech A, Bc Q i P(B) > 0. Prawdopodobienstwem zaj$cia zdarzenia A pod
warunkiem, zZe zaszlo zdarzenie B, nazywamy liczbe:

PAB) =2 (;‘(;)B)




9. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka

Zdarzenia By, B,, B;, ..., B, € Q tworza uklad zupelny zdarzen, jezeli spelniaja
trzy warunki:

B,UB,UB;U...UB,=Q,

P(B)#0dlal<i<n,

BinB;j#0 dlai#j, 1<i<n, 1<j<n.

Jezeli w grze losowej wyniki gracza X przyjmuja warto$ci x;, x,, ..., x,, odpo-
wiednio z prawdopodobienstwami p;, p,, ..., p,» gdzie py+p,+ ... +p, =1,
neN i n> 1, towarto$cig oczekiwana EX tej gry nazywamy liczbe:

EX = .xlpl + xzpz + ...+ xnpn
W uporzadkowanym niemalejaco szeregu liczb mediang nazywamy wyraz $rod-

kowy (w szeregu o nieparzystej liczbie wyrazéw) lub $rednig arytmetyczng dwoch
wyrazow srodkowych (w szeregu o parzystej liczbie wyrazow).

Dominanta w zestawie danych jest ta warto$¢, ktéra wystepuje w nim najczesciej
i wiecej niz raz.

Jezeliliczby x;, x5, ..., x,, sa wszystkimi wynikami obserwacji, to ich §rednia jest
réwna:

_ X X+ X

X = 1 2 n

n

Jezeli wynikom x,, x5, ..., x,, nadane sg odpowiednio dodatnie wagi
a, a,, ..., a,, to $rednia wazona tych wynikow jest liczba:

_apx tayx, + ... ta,x,

X =

v a+a,+ ... +a,

Wariancjg o w zestawie wyniks ietne odch

ariancja 0~ w zestawie wynikow x,, x,, ..., x,, nazywamy przecietne odchy-

lenie kwadratowe od wartosci $redniej X:

o2 = (x —f)2+(x2 —E)2+ +(xn—§)2
n
Odchyleniem standardowym o w zestawie wynikéw x;, x,, ..., x,, nazywamy

pierwiastek kwadratowy z wariancji:

=5 \](xl_x)%(xz_z)% oot (0, — %)

n

p-tym centylem w zbiorze liczb nazywamy takg wartos¢ k, ze p% liczb z tego zbio-
ru jest mniejszych lub réwnych k.

305 I
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Regula mnozenia
Jesli pewien wybor zalezy od k (k € N i k > 0) decyzji oraz: podejmujac pierwsza

decyzje, mamy m,; mozliwosci, drugg - mamy m, mozliwosci, ..., ostatnig (k-tg)
- mamy my mozliwosci, to wyboru tego mozna dokona¢ na m; - m, - ... - my
sposobow.

Liczba wszystkich k-elementowych wariacji z powtérzeniami ze zbioru n-elemen-

. . k
towego jest rowna n".

Liczba wszystkich k-elementowych wariacji bez powtdrzen ze zbioru n-elemento-
wego, k< n, jestrowna n-(n—1)-... - (n—k+1).

Liczba wszystkich permutacji zbioru n-elementowego jest réwna:
n=n-n-1)-n-2)-...-3-2-1

Liczba wszystkich k-elementowych kombinacji ze zbioru n-elementowego, k < n,
n!

. . ny _
jest rowna (k) RECECTh

Dla dowolnych liczb naturalnych nik, k < n:
(&) ()= ()
k k+1) \k+1
Dla dowolnej liczby naturalnej #:

() (D) e () + ()=

Dwumian Newtona
Dla dowolnej liczby naturalnej #:

(a+b)" = (g)a"b0+(:l)a”_1b1+...+(:)a”"kbk+...+( " 1>a1b”_1+(:>a0bn

Niech Q bedzie danym zbiorem zdarzen elementarnych, a P — prawdopodobien-
stwem okre$lonym na zdarzeniach A, B ¢ Q. Wtedy:
(1) P(0) =0,
(2) jezeli A c B, to P(A) < P(B),
(3) dla kazdego zdarzenia A ¢ Q) prawdziwa jest nieréwno$¢ P(A) < 1,
(4) P(A)+P(A") =1,
(5) dla dowolnych zdarzen A, B ¢ Q zachodzi réwnos¢:
P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AN B)

o — — ~—

Twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym
Jezeli zdarzenia B;, B,, Bs, ..., B, € Q tworzg uklad zupelnyi A c Q, to:
P(A) = P(A|B,) - P(B,) + P(A|B,) - P(B,) + ... + P(A|B,) - P(B,)
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Wzor Bayesa
Jezeli zdarzenia By, B,, B;, ..., B, C Q tworzg uklad zupelny, A ¢ Q
i P(A) >0, to dla dowolnego 1 <i <n zachodzi réwnoéé:

p(514) - PAR)- PO

(4)

Twierdzenie Bernoulliego
Prawdopodobienstwo uzyskania k sukceséw w schemacie # préb Bernoulliego wy-
raza si¢ wzorem:

2@ = (1 )oha
gdzie p jest prawdopodobienstwem uzyskania sukcesu w pojedynczej probie,
0<p<l,g=1-pi0<k<n

Dla wszystkich liczb naturalnych #n > 1 zachodzi réwnos¢ n! =n- (n— 1)\

Jezeli z urny zawierajacej n ponumerowanych kul losujemy ze zwracaniem k razy

po jednej kuli, to liczba wszystkich mozliwych wynikéw losowania jest rowna n".

Jezeli z urny zawierajacej n ponumerowanych kul losujemy bez zwracania k razy
(k < n) po jednej kuli, to liczba wszystkich mozliwych wynikéw losowania jest
réwna n-(n—-1)-...-(n—-k+1).

Jezeli ustawiamy w ciagu wszystkie elementy zbioru n-elementowego, to liczba
wszystkich mozliwych ustawien jest réwna n!.

Liczba wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego jest réwna 2".

Zadne zdarzenie elementarne sprzyjajace zdarzeniu A nie sprzyja zdarzeniu A’
i na odwrot. Inaczej mowiac, kazde zdarzenie elementarne w € Q albo sprzyja
zdarzeniu A, albo sprzyja zdarzeniu A’.

W statystyce mamy do czynienia z odwrdconym, w stosunku do rachunku praw-

dopodobienstwa, wnioskowaniem:

- w rachunku prawdopodobienstwa - na podstawie znajomosci calej populacji
okreslamy prawdopodobienstwo wylosowania prébki o okreslonej wlasnosci,

- w statystyce — na podstawie wiasnoéci probki losowej wyciagamy najbardziej
prawdopodobne wnioski o nieznanych wlasno$ciach populacji.

Mediana dzieli uporzadkowany szereg danych surowych w taki sposob, ze przed
nig i za nig jest tyle samo danych.

Rozstep, czyli odleglos¢ migdzy danymi skrajnymi, jest jedng z miar rozproszenia
danych.
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Odpowiedzi i rozwigzania
9.1. D

9.2. D

9.3. B

9.4. A

9.5. C

9.6. C

9.7. D

9.8. B

W kazdym z zadan 9.1-9.12 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

9.1. Ilejest liczb trzycyfrowych, ktérych wszystkie cyfry sa réznymi liczbami niepa-
rzystymi?
A. 125 B. 100 C. 40 D. 60

9.2. Mamy do dyspozycji 8 skrytek bagazowych. Na ile sposobéw mozemy rozmie-
$ci¢ w nich 3 rézne walizki tak, aby w kazdym schowku znajdowala sie co najwyzej
jedna walizka?

A. 8 B. 3® C.8-3 D.8-7-6

9.3. Przesuwamy si¢ wzdluz krawedzi szeécianu ABCDA'B'C'D’. Na ile sposobéw
mozemy dojé¢ z punktu A do punktu C', przechodzac po drodze przez doktadnie
dwa z pozostalych wierzchotkéw?

A3 B. 6 C.8 D. 27

9.4. Rzucamy szeécienng kostka do gry. Wskaz prawdopodobienstwo wyrzucenia
liczby oczek bedacej liczbg ztozona.

AL B. . C.
3 2

D.

(SR S
ANl

9.5. Ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5} losujemy kolejno bez zwracania dwie liczby. Wskaz
prawdopodobienstwo wylosowania liczb, ktérych iloczyn jest parzysty.
A. 0,6 B. 0,64 C. 0,7 D. 0,8

9.6. W urnie znajduje si¢ 12 kul bialych i 4 czarne. Losujemy dwie kule. Jakie jest
prawdopodobienstwo wylosowania kul réznego koloru?
s B. < c. 2 D. =
15 3 5 16
9.7. Ze zbioru wszystkich krawedzi graniastostupa wybieramy jedna. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze bedzie to krawedz jednej z podstaw tego graniastostupa?

A. Jest za malo danych, Zeby to obliczy¢. B. % C. % D. %
9.8. Rzucamy dwiema sze$ciennymi kostkami do gry. Jakie jest prawdopodobien-
stwo tego, ze suma liczb wyrzuconych oczek bedzie wigksza od 72

1
7 B. > cl D.>
36 12 3 4
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9.9. Rzucamy dwiema szesciennymi kostkami do gry i trzema monetami. Wskaz
prawdopodobienstwo tego, ze otrzymamy tylko piatki i orty.

L B. - C = D. —

32 44 98 288

9.10. Z trzech czesci egzaminu, ktérym nadano wagi 1, 2 oraz 3, Anna otrzyma-
ta odpowiednio 42, 30 i 60 punktéw. Koncowy wynik byt srednig wazong wynikéw
trzech czesci. Ile punktoéw otrzymata Anna za caly egzamin?
A. %4 B. 46,5 C. 141 D. 47

9.11. W uporzadkowanym szeregu: 1, 2, 2, 2, 6, x, x, 12, 12, 21, 23, 27 mediana
wynosi 9. Wskaz liczbe x.
A6 B. 9 C. 12 D. Wyznaczenie x jest niemozliwe.

9.12. Wskaz odchylenie standardowe nastepujacego zestawu danych:
-1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1, 3

Al B. c. > p. V2

16 2

N | =

W zadaniach 9.13-9.19 ocen prawdziwosé¢ podanych zdan.

9.13. Liczba wszystkich liczb pieciocyfrowych utworzonych z cyfr 1, 2, 3 oraz
A. parzystych jest rowna 81.

B. nieparzystych jest rowna 162.

C. podzielnych przez 4 jest réwna 16.

9.14. Ze zbioru wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych losujemy jedng. Praw-
dopodobienstwo wylosowania liczby

A. podzielnej przez 3 jest rowne ;
. . . . 2
B. podzielnej przez 41 jest réwne %

C. podzielnej przez 12 jest réwne 1—12

9.15. Rzucamy trzema kostkami sze$ciennymi. Oznaczmy zdarzenia: A - iloczyn
liczb oczek jest nieparzysty, B — iloczyn liczb oczek jest parzysty, C — suma liczb oczek
jest nieparzysta, D — suma liczb oczek jest parzysta.

A. Zdarzenia A i B si¢ wykluczaja.

B. Zdarzenia A i D si¢ wykluczaja.

C. Zdarzenia B i C si¢ wykluczaja.

9.9. D

9.10. D

9.11. B

9.12. D

9.13. P,P,F

9.14. P,F, F

9.15. P,P,F
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9.16. F,P, P

9.17. F,E, F

9.18. F, P, P

9.19. P,P, P

9.20. B3

9.16. Zcyfr 1,2, 3,4, 5 uktadamy wszystkie mozliwe liczby czterocyfrowe o réznych
cyfrach. Prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana jedna z tych liczb jest

1
A. rowna 3541, wynosi —.
W wy 625
.2
B. parzysta, wynosi c

C. wieksza od 5430, wynosi 6_10

9.17. Liczba <2°>
10

A. jest podzielna przez 111.
B. jest podzielna przez 1998.
C. jest podzielna przez 2000.

9.18. Dla wszystkich n € N, n > 0, liczba (2n> + ( n >
n

n+1

2n+1)
. . o1 [(2n+1

B. jest rowna hczble( " )
n

2n+1)

n+l )

A. jest rowna liczbie ( o )
n+
C. jest rowna liczbie (
(

9.19. Wielomian W(x)
W tej sumie
A. wspolczynnik przy x jest rowny 10.

2x — 1)’ zapisano w postaci uporzadkowanej sumy.

B. wspGtczynnik przy x° jest rowny 80.
C. suma wszystkich wspoélczynnikéw jest réwna 1.

J

9.20. Mamy 6 r6znych ksigzeki 5 réznych pudetek. W kazdym z nich mogg si¢ zmie-
$ci¢ wszystkie ksigzki. Dokoncz zdanie. Wybierz odpowiedz A, B albo C oraz jej
uzasadnienie 1, 2 albo 3.

Liczba sposobow rozmieszczenia tych ksigzek w pudetkach jest rowna

zgodnie z regula mnozenia nalezy pomnozy¢ liczbe ksigzek

A. , 1.
30 przez liczbe pudelek.

kazdemu pudetku mozemy jednoznacznie przyporzadkowac

B. 5° oniewaz | 2
’ | P " | ksigzke, ktora do niego trafi.

kazdej ksigzce mozemy jednoznacznie przyporzadkowac
pudetko, do ktérego trafi.
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9.21. Ile jest mozliwych wynikéw danego doswiadczenia losowego?

a) Rzucamy 5 razy monetg i zapisujemy kolejne wyniki.

b) Rzucamy 3 razy kostka do gry i zapisujemy kolejne wyniki.

¢) W urnie jest 15 ponumerowanych loséw. Wyciggamy 2 razy po jednym losie bez
zwracania i zapisujemy kolejne wyniki.

d) W urnie sg 4 réznokolorowe kule. Losujemy kolejno 3 razy po jednej kuli ze zwra-
caniem i zapisujemy kolejne wyniki.

e) W pudetku sg kartki z cyframi 2, 4, 6 i 8. Losujemy kolejno wszystkie kartki i za-
pisujemy otrzymanag liczbe czterocyfrows.

f) Rzucamy 13 razy kostka do gry i zapisujemy kolejne wyniki.

9.22. Hasto sklada sie z o$miu znakow: trzech liter na poczatku i pieciu cyfr. Ile
takich hasel mozna ulozy¢, majac do dyspozycji 24 litery i wszystkie cyfry?

9.23. Ile jest mozliwosci wypisania na $wiadectwie ocen z dziewigciu przedmiotéw
uczniowi, ktory otrzymat promocje do nastepnej klasy?

9.24. W alfabecie Morse’a litery sag kodowane za pomoca ciggu znakow: kropek
ikresek. Ile liter mozna zakodowac, jezeli zalozymy, ze do zakodowania kazdej z nich
mozemy uzy¢ co najwyzej czterech znakow?

9.25. W sali do nauki jezykéw obcych jest 15 miejsc. Na ile sposobdéw moze usigsé
w tej sali pieciu ucznidéw? Wynik podaj z doktadnoscig do dwoch miejsc znaczgcych.

9.26. Na ile sposobéw mozna roztozy¢ 5 roznych kart pocztowych w 8 przegrod-
kach, jezeli

a) w pojedynczej przegrodce moze by¢ kilka kart?

b) w kazdej przegrodce moze by¢ najwyzej jedna karta?

9.27. Z urny zawierajacej siedem kul oznaczonych cyframi 1, 3, 4, 6, 7, 8, 9 losujemy
ze zwracaniem trzy razy po jednej kuli i tworzymy trzycyfrowe liczby. Ile otrzymamy
w ten sposob liczb

a) wiekszych od 400?

b) wiekszych od 6502

¢) mniejszych od 777?

9.28. Ile jest liczb naturalnych trzycyfrowych, ktére maja rézne cyfry i sa
a) wieksze od 300?

b) mniejsze od 5207

¢) mniejsze od 4582

9.21.

a) 32 b) 216

d)64 e 24 £ 6"

9.22.

9.23.

9.24.

9.25.

9.26.

b) 8-

9.27.

9.28.

30

360000

a) 8°

7-6-5-4

a) 245 b) 175

a) 504 b) 304

¢) 210

c) 228

c) 254
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a) 1 b)4®

) 4 gy 3%

9.30.

9.31.

9.32.

9.33.

9.34.

9.35.

9.36.

9.37.

9.38.

9.39.

9.40.

90

30

2125

117 600

162

5994

280

3157

192080

1968 — 8805
2

15

9.29. Test sprawdzajacy wiedze z historii sktada sie z 45 pytan. Do kazdego pytania

sg cztery odpowiedzi, a wsrdd nich tylko jedna poprawna. Na ile sposobéw uczen

rozwigzujacy test moze wypelnic tabele odpowiedzi, jezeli

a) odpowie na wszystkie pytania poprawnie?

b) odpowie (dobrze lub Zzle) na wszystkie pytania?

¢) poda odpowiedzi tylko do pierwszych 40 pytan?

d) odpowie poprawnie tylko na pierwszych 10 pytan, a do wszystkich pozostalych
poda bledne odpowiedzi?

9.30. Ile jest liczb naturalnych trzycyfrowych podzielnych przez 15 lub przez 20?

/

9.32. Ile jest liczb naturalnych czterocyfrowych, w ktorych zapisie wystepuje jedna
cyfra bedaca liczbg nieparzysta i trzy parzyste?

9.31. Na jednej prostej zaznaczono 3 punkty, a na
drugiej 4 punkty, jak na rysunku. Ile jest wszystkich
trojkatow, ktdrych wierzchotkami sg trzy sposrod
zaznaczonych punktéw?

9.33. Oblicz, na ile sposobéw mozna wybra¢ trzy rozne liczby ze zbioru
{1, 2, 3, ..., 99} tak, by ich iloczyn byt liczba nieparzysta.

9.34. Ilejest nieparzystych liczb trzycyfrowych, w ktdérych zapisie co najmniej jedna
cyfra jest jedynka?

9.35. Oblicz sume wszystkich liczb trzycyfrowych zapisanych wylacznie za pomoca
cyfr 1, 2 i 3, wiedzac, ze cyfry w liczbie moga si¢ powtarzac.

9.36. Oblicz, ile jest liczb naturalnych o$émiocyfrowych, ktérych iloczyn cyfr jest
réowny 12.

9.37. Oblicz, ile jest liczb dwunastocyfrowych, ktérych suma cyfr jest réwna 6
i w ktorych zapisie wystepuja tylko cyfry 0, 11 2.

9.38. Oblicz, ile jest liczb o$miocyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuje zero,
natomiast wystepuja dwie piatki i trzy dziewiatki.

9.39. Zapisz w postaci uporzadkowanej sumy liczbe (3 - \/3)5

9.40. Kuba ma w szufladzie 5 koszulek: biala, niebieska, zielong, pomaranczows
i czarng, oraz 3 pary spodni: niebieskie, brazowe i czarne. Po ciemku wyjmuje jedna
koszulke i jedna pare spodni. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze bedg one w tym
samym kolorze.
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9.41. Ze zbioru wszystkich liczb trzycyfrowych, ktére maja rézne cyfry i s3 utworzo-
nezcyfr0,1,5,8,9,losujemy jedna liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania
liczby parzyste;.

9.42. Z pudetka, w ktérym jest 9 kul ponumerowanych od 1 do 9, losujemy kolejno
bez zwracania dwie kule. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze za pierwszym razem
wylosujemy kule z numerem parzystym, a za drugim razem kule z numerem niepa-
rzystym. Wynik przedstaw w postaci utamka nieskracalnego.

9.43. Dwaj bracia codziennie losuja, ktory z nich ma sprzatna¢ wspolny pokdj. Kaz-

dy z nich rzuca kostka. Sprzata ten, kto wyrzuci mniejszg liczbe oczek. Jezeli obaj

wyrzuca tyle samo, pokdj pozostaje niesprzatniety do nastepnego dnia.

a) Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze jutro bedzie sprzata¢ mtodszy brat.

b) Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze przez 5 kolejnych dni pokéj nie bedzie
sprzatany?

9.44. Na kostkach domina sg po dwa pola, kazde oznaczone liczba od 0 do 6. Zestaw
do gry sklada si¢ z kostek, ktore wykorzystuja wszystkie mozliwe uklady liczb na obu
polach i kazda kostka ma inny uktad pdl. Z zestawu wszystkich kostek wyciggamy
jedna. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze na wyjetej kostce sa

a) pola z takimi samymi liczbami.

b) pola z co najmniej jedng dwdjka lub co najmniej jedna tréjka.

9.45. Pan Euzebiusz pamigta, ze kod PIN jego karty do bankomatu jest czterocyf-
rowy i sklada sie z cyfr 2, 3, 7 i 9, ale zupelnie nie pamieta ich kolejnosci. Jakie jest
prawdopodobienstwo tego, ze uda mu si¢ podjac gotowke, jezeli bankomat nie oddaje
karty po trzeciej nieudanej probie wprowadzenia kodu?

9.46. Rysiek, przechodzac codziennie koto cukierni, rzuca monetg dwuzlotows. Je-
zeli wypadnie reszka — przeznacza monete na zakup paczka, jezeli orzet — chowa ja
do kieszeni i idzie dalej. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, Ze przez tydzien kupi
co najmniej jednego paczka?

9.47. Rzucamy trzy razy sze$cienng kostka do gry. Opisz zbior wszystkich zdarzen
elementarnych, a nastepnie oblicz prawdopodobienstwo, ze w kazdym rzucie liczba
oczek bedzie wieksza od numeru rzutu.

9.48. Dane sg dwa pojemniki. W pierwszym z nich jest 9 kul: 4 biale, 3 czarne i 2 zie-
lone. W drugim pojemniku jest 6 kul: 2 biate, 3 czarne i 1 zielona. Z kazdego pojem-
nika losujemy po jednej kuli. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania dwéch kul
tego samego koloru.

9.41. ~
16
0.42. >
18
5
0.43.2) = b) (1>
12 6
944.2) 1 p L
4 28
945, L4 Ly L1
24 24 24 8
7
9.46. 1 - (1) - 127
2 128
047. 243 _ 3
6 18
o4, 12t3:3+2:1 19

9.6 T 54
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9.49. 2
9
950.1->2-"
5-4 10
9.51. 0,08 1

9.52. dla dwéch liczb: 2222
80-79
20-19-18

dla trzech liczb: ————
80-79-78

1 1
9.53. P(A) = e P(B|C) = )

9.54.
13-12-11-10-48-47-...-2-1 11
5225l = 8l e 000201l

~ 4165

0.55. 1

9.56. —

29

9.57. —
149

0.58. .
6

9.49. Rzucamy dwa razy szescienng kostka do gry. Jedna $ciana tej kostki ma jedno
oczko, dwie §ciany majg po dwa oczka i trzy $ciany majg po trzy oczka. Oblicz praw-
dopodobienstwo zdarzenia: liczby oczek otrzymane w obu rzutach réznia si¢ o 1.

9.50. Z pojemnika, w ktérym sa dwa losy wygrywajace i trzy losy puste, losujemy
dwa razy po jednym losie bez zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo, ze otrzyma-
my co najmniej jeden los wygrywajacy. Wynik przedstaw w postaci utamka nieskra-
calnego.

9.51. Mateusz losuje kolejno ze zwracaniem dwie kule z pudetka zawierajagcego dwie
kule biafe, trzy zolte i pie¢ niebieskich. Jezeli wylosuje dwie kule w takim samym ko-
lorze, wygrywa 10 zL. W przeciwnym wypadku przegrywa 6 zt. Oblicz wartos¢ ocze-
kiwang tej gry.

9.52. Podczas gry w jedna z wielu wersji Multi Multi skreslamy 2 liczby sposréd 80.
Maszynalosuje 20 liczb sposrod 80. Jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze obie skre-
$lone liczby znajda si¢ w wybranej dwudziestce? A jakie byloby, gdyby$my skreslali
3 liczby?

9.53. Ze zbioru {1, 2,3,4,5,6,7, 8,9} losujemy trzy razy ze zwracaniem po
jednym elemencie. Wylosowane liczby ustawiamy w cigg w kolejnoéci losowania.
Oznaczmy zdarzenia: A — wylosowane liczby tworza ciag geometryczny o ilorazie
0,5 lub 3, B - wylosowane liczby tworza ciag arytmetyczny rosnacy, ktérego rézni-
ca jest liczbg parzystg, C - za pierwszym razem wylosowano liczbe parzysta. Oblicz
P(A) i P(B|C).

9.54. Tasujemy tali¢ 52 kart i wyktadamy kolejno wszystkie karty. Jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze najpierw zostang wytozone cztery kiery?

9.55. Rzucamy trzy razy szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo te-
go, ze suma kwadratow liczb wyrzuconych oczek bedzie podzielna przez 3.

9.56. Rzucamy cztery razy szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia: iloczyn liczb otrzymanych oczek jest réwny 60.

9.57. Ze zbioru liczb dwucyfrowych losujemy kolejno bez zwracania dwie liczby.
Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia: suma wylosowanych liczb jest podzielna
przez 3 pod warunkiem, ze ich iloczyn jest podzielny przez 3?

9.58. Doswiadczenie losowe polega na tym, ze losujemy jednocze$nie dwie liczby ze
zbioru {1, 2, 3, ..., 12, 13}. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia: jedna z wylo-
sowanych liczb bedzie 8 pod warunkiem, ze suma wylosowanych liczb bedzie niepa-
rzysta.
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9.59. Z grupy oséb, w ktorej jest dwa razy wiecej mezczyzn niz kobiet, wybrano
losowo dwuosobowa delegacje. Prawdopodobienstwo tego, ze w delegacji znajda sie
tylko kobiety, jest réwne 0,1. Oblicz, ile kobiet i ilu mezczyzn jest w tej grupie.

9.60. W urnie znajduja si¢ kule biale i czarne, bialych jest trzy razy wigcej niz czar-
nych. Oblicz, ile kul jest w urnie, jesli przy jednoczesnym losowaniu dwéch kul praw-

dopodobienstwo otrzymania kul o réznych kolorach jest wieksze od 2—92

9.61. W pudelku znajduje sie pie¢ szesciennych kostek do gry. Trzy z nich sg zielone,
a dwie czerwone. Z pudetka wyjmujemy losowo trzy kostki, a nastepnie wykonujemy
rzut tymi wyjetymi kostkami, ktore sa zielone. Oblicz prawdopodobienstwo, ze suma
oczek wyrzuconych na wszystkich kostkach bedzie réwna 4.

9.62. Losujemy jedng liczbe ze zbioru ({1, 2, 3}, a nastepnie rzucamy monetg ty-
le razy, ile wskazata wylosowana liczba. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania co
najmniej jednego orla.

9.63. Do pustej urny wlozono 8 kul biatych i 4 czarne, a nastepnie wylosowano bez
zwracania 5 kul. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze po losowaniu stosunek licz-
by kul czarnych do liczby kul biatych w urnie bedzie wigkszy niz przed losowaniem?

9.64. W urnie sg dwie kule czarne, trzy biate i jedna zielona. Losujemy jedng kule

i zatrzymujemy ja. Jesli wylosowana kula byta zielona, to losujemy jeszcze dwie kule

sposrdéd pozostatych w urnie. W przeciwnym razie konczymy losowanie.

a) Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wylosujemy dwie kule czarne.

b) Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wylosujemy dokladnie jedng kule
czarng.

9.65. W pierwszej urnie sg 2 kule biale i 3 czarne, w drugiej — 3 kule biale i 2 czarne.
Z obu urn losujemy po jednej kuli i, nie ogladajac ich, wktadamy do trzeciej urny,
poczatkowo pustej. Nastepnie losujemy jedng kule z trzeciej urny. Oblicz prawdopo-
dobienstwo, ze z trzeciej urny wylosujemy kule biatg.

9.66. W urnie jest 6 kul biatych i 4 czarne. Losujemy z urny pie¢ razy po jednej kuli,
zwracajac kule za kazdym razem do urny. Jakie jest prawdopodobienistwo wylosowa-
nia kuli czarnej dokladnie dwa razy?

9.67. Rzucamy 10 razy parg sze$ciennych kostek do gry. Jakie jest prawdopodobien-
stwo wyrzucenia dokltadnie cztery razy sumy liczb oczek réwnej 97

9.68. Wilhelm trafia z tuku do tarczy z prawdopodobienstwem 0,6. Ile co najmniej
razy powinien strzeli¢, aby prawdopodobienstwo, ze trafi co najmniej raz, byto wiek-
sze od 90%?

9.59. 7 kobiet i 14 mezczyzn

9.60.

9.61.

9.62.

9.63.

9.64.

13
30

9.65.

9.66.

9.67.

9.68.

4 lub 8

73
720

17
24

14
33

a) —
)60

216
625

(2)-G)-G)

3 razy
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9.69.

P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AN B)
P(AUB) < 1, wiec

P(A) + P(B)-P(ANB) < 1.

P(A) - P(ANB) < 1 - P(B)
Mamy:
P(A)=P(AnB)+P(ANB')
Zatem P(ANB')<03.

9.72. P(AnB') = P(A|B) =

= P(A)-P(ANB) =

= P(A) - P(A) - P(B) =

= P(A) (1- P(B)) = P(A) - P(B')

9.73. mediana: 10 lat,
dominanta: 8 lat,
$rednia: 10 lat

9.74. a) 6 kg
b) 50 kg

c) 50 kg

d) 49,5 kg

9.75. x =7

9.76. a) Gabrysia: 4 min,
Marysia: 5 min

b) Gabrysia: 2 min,
Marysia: 2 min

Q

(D)

9.69. Zdarzenia losowe A, B sg zawarte w Q. Wykaz, ze jezeli P(A) = 0,9
i P(B)=0,7, to P(AnB")<0,3.

9.70. O zdarzeniach losowych A, B ¢ O wiadomo, ze P(A n B/) =0,7. Wykaz,
ze P(A'nB)<03.

9.71. Wiadomo, ze A, B ¢ Q. Wykaz, ze jezeli P(A) = 0,85 i P(B) = 0,75, to
P(A|B) = 0.8.

9.72. Wiadomo, ze A, B c Q oraz P(AN B) = P(A) - P(B). Wykaz, ze
P(AnB')=P(A)-P(B).

9.73. Dzieci kolejno wchodzace na lodowisko mialy: 6,7, 8, 8,11, 12,9, 8,7, 13, 14,
15, 15, 10, 15, 14, 8, 7, 11, 12, 8, 7, 12 lat. ZnajdZz mediang¢, dominante oraz $rednia
wieku tych dzieci. Wyniki podaj w petnych latach.

9.74. Z samochodu dostawczego wypakowano trzydziesci workéw z cukrem
i sprawdzono ich wage. Otrzymano wyniki w kilogramach: 50, 49, 48, 51, 50, 48, 50,
48, 53, 49, 48, 50, 51, 48, 50, 51, 49, 50, 47, 48, 49, 48, 50, 50, 47, 51, 51, 48, 53, 50.
Oblicz

a) rozstep wartosci tych danych. ¢) dominante tego zestawu danych.

b) mediane tego zestawu danych. d) $rednig wage worka cukru.

9.75. Srednia arytmetyczna liczb: 3, 1, 1, 0, x, 0 jest réwna 2. Oblicz x.

?.76. S1ostry’GabrY.s1a i Mar¥s1a zapisywa- Coas trwania Liczba rozméw
y czas trwania swoich rozméw telefonicz- rozmowy (w min) : :
nych w pewnym okreslonym przez rodzicéw S R
okresie. Wyniki przedstawily w tabeli. 2 17 8
Zilustruj te dane na diagramie stupkowym. 3 21 26
Oblicz dla kazdej z dziewczat
. . . . 4 25 11

a) $redni czas jednej rozmowy.
b) odchylenie standardowe czasu rozmowy. 5 13 5
Wryniki podaj w pelnych minutach. 6 8 28

7 12 16

8 3 12

9 0 4

10 1 0

9.70. (AnB')n (4’ nB) =0, wiec P(AnB')+P(4 nB)=P[(anB')u(4'nB)|.
AnB' cAiA'nBcB, wiec (AnB')u(A'nB)cAUB.

Zatem P(AnB')+P(A'nB)<P(AUB)< 1.

P(A'nB)<1-07, czyli P(A'nB)<03.

9.71. P(AUB) <1, wiec —-P(AUB) > -1.

Stad:
pAlB) = PANB) _ P(A) + P(B)-PAUB) _ 085+075-1 _ 06 _ ¢
P(B) P(B) 0,75 0,75

Zatem P(A|B) > 0,8.
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9.77. W rozgrywkach pewnej dyscypliny sportowej startowalo wiele druzyn. Dia-
gram przedstawia liczby punktéw zdobytych przez poszczegdlne druzyny. Na jego

podstawie odpowiedz na pytanie.

~

Czestosé

v

(S8}

012345678 9101112
Liczba punktow

a) Ile druzyn uczestniczylo w zawodach?

b) Jaka najmniejszg i jaka najwieksza liczbe punktéw zdobyty druzyny?

¢) Ile wynosi dominanta liczby punktow?

d) Ile druzyn zdobyto co najmniej 10 punktow, a ile — co najwyzej 52
e) Ile wynosi $rednia liczba punktéw zdobytych w tych rozgrywkach przez jedna

druzyne?

9.78. Bartek przez 50 dni notowal czas przejscia zdomu do szkoly oraz czas przejscia

ze szkoty do domu. Wyniki przedstawil w tabeli.

Czas(wmin) | 14 | 15 |16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22

Czestosc 12 118 25|16 | 13 | 10| 3 | 2 1

Narysuj diagram czestosci ilustrujacy te dane. Oblicz $red-
ni czas (w pelnych minutach), w jakim Bartek pokonywat
trase szkota — dom. Znajdz wariancje i odchylenie standar-
dowe danych.

9.79. Oblicz érednig arytmetyczng danych przedstawionych
na zamieszczonym obok diagramie czestosci.

o~
[

Czestos¢ [%]

W
(=}

15
10

01 23
Wartosc

9.77. a) 30

b) najmniejsza: 2, najwieksza: 12
c) 6

d) co najmniej 10 punktow: 4,
co najwyzej 5 punktow: 11

e) 6,37

9.78. X =17, 0> = 3,24, 0 = 1,85

9.79. 0,9
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10. Stereometria

Dwie plaszczyzny: sa réwnolegle, jezeli nie maja punktéow wspolnych albo maja
wszystkie punkty wspoélne; przecinaja sie, jezeli maja wspolng prosta (nazywana
krawedzig przecigcia).

Moéwimy, ze prosta: jest rGwnolegla do plaszczyzny, jezeli nie ma z nig punktéw
wspdlnych albo jest w niej zawarta; przecina plaszczyzne, jezeli ma z nig jeden
punkt wspolny.

Jezeli przez dwie rézne proste przechodzi jedna plaszczyzna, to takie proste nazy-
wamy wspolplaszczyznowymi.

Dwie proste, przez ktére nie mozna poprowadzi¢ jednej plaszczyzny, nazywamy
sko$nymi.

Dwie rozne proste, ktdre sg wspotplaszczyznowe i rownolegle na tej plaszczyznie,
nazywamy prostymi rownoleglymi. Ponadto przyjmujemy, ze proste pokrywaja-
ce si¢ s rowniez rownolegle.

Prosta a jest prostopadla do prostej b (a L b) w przestrzeni, gdy istnieje prosta a’
réwnolegta do prostej a i przecinajgca prosta b pod katem prostym.

Prosta k jest prostopadla do plaszczyzny o (k L «), jezeli k jest prostopadta do
kazdej prostej zawartej w plaszczyznie a.

Plaszczyzna « jest prostopadla do plaszczyzny 3, jezeli zawiera prostg prosto-
padla do ptaszczyzny f3.

Dane sg: plaszczyzna 7 i prosta a nieréwnolegta do tej ptaszczyzny. Przez punkt P
przestrzeni prowadzimy prosta b rownolegta do prostej a. Prosta b przecina plasz-
czyzne 7t w punkcie P', ktory nazywamy rzutem réwnolegtym punktu P na plasz-
czyzne 1 w kierunku a.

Jezeli prosta a jest prostopadta do 7z, to P' nazywamy rzutem prostokatnym punk-
tu P na plaszczyzne 7.

Jezeli prosta nie jest prostopadia ani réwnolegta do plaszczyzny, to katem nachy-
lenia prostej do plaszczyzny nazywamy kat ostry utworzony przez te prosta i jej
rzut prostokatny na plaszczyzne.



Dwie rézne polplaszczyzny P, P, o wspdlnej krawedzi m dzielg przestrzen na dwie
czedci. Kazdg z nich wraz z tymi pétplaszczyznami nazywamy katem dwuscien-
nym o krawedzi m i $cianach P, i P,.

Miara kata dwusciennego nazywamy miare kata plaskiego bedacego czescia
wspolng kata dwusciennego i plaszczyzny prostopadlej do jego krawedzi.

Siatka wieloécianu (rozwinieciem powierzchni wielo$cianu na plaszczyznie) na-
zywamy plaska figure bedaca suma wielokatéw stykajacych si¢ bokami, a powstala
przez rozcigcie pewnej liczby krawedzi wielo$cianu tak, aby jego $ciany daty sie
rozlozy¢ na plaszczyznie.

Graniastostupem nazywamy wieloscian, ktérego dwie $ciany (zwane podstawa-
mi) s3 przystajacymi wielokatami lezgcymi w réwnoleglych plaszczyznach, a pozo-
stale §ciany (zwane bocznymi) sg réwnolegtobokami o wierzchotkach nalezgcych
do podstaw.

Graniastostup nazywamy prostym, jezeli jego krawedzie boczne sg prostopadte do
plaszczyzn podstaw.

Rownoleglo$cian to graniastostup, ktérego podstawg jest rownolegtobok.

Prostopadloscianem nazywamy graniastostup prosty, ktérego podstawg jest pro-
stokat. Prostopadloscian, ktérego wszystkie krawedzie sa réwne, nazywamy sze-
$cianem.

Graniastostup nazywamy prawidlowym, jezeli jest prosty i ma w podstawie wie-
lokat foremny.

Ostrostupem nazywamy wielo$cian, ktérego jedng $ciang (zwang podstawg) jest
dowolny wielokat wypukly, a pozostale $ciany (zwane bocznymi) sg tréjkatami
o wspolnym wierzchotku, nazywanym wierzchotkiem ostrostupa.

Ostrostup prawidlowy to ostrostup, ktérego podstawg jest wielokat foremny i kto-
rego spodek wysokosci jest srodkiem okregu opisanego na podstawie.

Wieloscianem foremnym nazywamy wieloscian wypukty, ktérego wszystkie $cia-
ny s3 wielokatami foremnymi o tej samej liczbie bokow i w kazdym wierzchotku
zbiega sie taka sama liczba krawedzi.

Jezeli figure plaska f obracamy w przestrzeni o kat pelny wokot prostej k zawartej
w plaszczyznie figury f, to otrzymana w ten sposob figure przestrzenna nazywamy
bryla obrotowa, a prosta k — jej osia obrotu.

Walcem nazywamy bryle obrotowg powstalg przez obrét prostokata dookota pro-
stej zawierajacej jeden z bokow prostokata.

10. Stereometria
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Stozkiem nazywamy bryle obrotowa powstala przez obrot trojkata prostokatnego
dookofta prostej zawierajacej jedna z przyprostokatnych.

Kula nazywamy bryle obrotowa powstala przez obrét pétkola dookota prostej za-
wierajgcej $rednice.

Przekrdj plaski kuli przechodzacy przez jej srodek nazywamy kolem wielkim.
Kazda z dwoch czesci kuli, na ktore dzieli ja koto bedace jej przekrojem, nazywa-
my odcinkiem kuli. Plaszczyzna przekroju dzieli jednoczesnie sfere na dwie czesci
nazywane czaszami.

Wycinkiem kuli nazywamy czes¢ kuli ograniczong sferg i powierzchnig boczna
stozka o wierzchotku w $rodku tej kuli.

Warstwa kuli nazywamy czes¢ kuli zawartg miedzy dwiema rownolegtymi plasz-
czyznami przecinajacymi kule.

Podobienstwo o skali k (k > 0) jest przeksztalceniem przestrzeni o tej wlasnosci,

ze dla dowolnych punktéw A, B1iich obrazéw A', B’ zachodzi réwnoéé:

|A'B'| =k - |AB|
Figura (bryta) F jest podobna do figury (bryly) F', co zapisujemy symbolicznie
F ~ F', gdy istnieje takie podobienistwo P przestrzeni, w ktérym P(F) = F'.

Ostrostup jest opisany na stozku (wpisany w stozek) < podstawa ostrostupa jest
wielokgtem opisanym na podstawie stozka (wpisanym w podstawe stozka), a wy-
sokos¢ pokrywa sie z wysokoscia stozka.

Wieloscian jest wpisany w kule & wszystkie jego wierzcholki naleza do sfery tej
kuli.

Walec jest wpisany w kule & okregi jego podstaw sa zawarte w sferze tej kuli.

Stozek jest wpisany w kule & okrag jego podstawy jest zawarty w sferze i wierz-
chotek nalezy do sfery tej kuli.

Wieloscian jest opisany na kuli & wszystkie jego $ciany sg styczne do kuli.
Walec jest opisany na kuli & jego podstawy i tworzace sg styczne do kuli.

Stozek jest opisany na kuli & jego podstawa i tworzace sg styczne do kuli.

Prosta prostopadla do dwoch przecinajacych sie prostych jest prostopadta do
plaszczyzny wyznaczonej przez te proste.



Twierdzenie o trzech prostopadlych

Dana jest plaszczyzna « i prosta [, ktéra nie jest do niej prostopadta. Prosta m jest
rzutem prostokatnym prostej I na plaszczyzne «, a k jest dowolna prosta lezaca na
plaszczyznie «. Prostal jest prostopadta do k wtedy i tylko wtedy, gdy prosta m jest
prostopadta do k.

W ostrostupie prawidtowym:

wszystkie krawedzie boczne sa réwne i nachylone do plaszczyzny podstawy pod
takim samym katem,

- $ciany boczne s3 przystajacymi tréjkatami rownoramiennymi,

- katy nachylenia $cian bocznych do plaszczyzny podstawy sg réwne,

- katy dwuscienne miedzy sasiednimi $cianami sg réwne.

Jezeli podstawa ostrostupa jest wielokat foremny i wszystkie krawedzie boczne sa
réwne, to ten ostrostup jest prawidtowy.

Jezeli podstawg ostrostupa jest wielokat foremny i wszystkie krawedzie boczne s
nachylone do plaszczyzny podstawy pod tym samym katem, to ten ostrostup jest
prawidlowy.

Jezeli bryta F' jest podobna w skali k do bryly F o polu powierzchni P;. i objeto-
$ci Vi, to:

— pole powierzchni bryty F'jest rtowne Py = k* - Py,

— objetos¢ bryly F'jest réwna Vir = k* - V..

Twierdzenie Eulera

W wieloscianie wypuktym liczba wierzchotkow w, liczba $cian s iliczba krawedzi k
spelniaja rownos¢ w +s =k + 2.

Punkty A i B leza po tej samej stronie plaszczyzny 7, jezeli odcinek AB nie ma
punktéow wspdlnych z plaszczyzna 7.

Wyznaczenie kata ostrego najczedciej polega na wyznaczeniu wartoéci jednej
z funkgji trygonometrycznych tego kata.

Istnieje tylko pie¢ wielo$ciandéw foremnych: czworoscian foremny, sze$cian,
o$mioécian foremny, dwunasto$cian foremny, dwudziesto$cian foremny.

10. Stereometria
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Odpowiedzi i rozwigzania
10.1. C

10.2. B

103. B

104. C

10.5. A

10.6. A

W kazdym z zadan 10.1-10.10 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

10.1. Punkty A, B, Ci D nie leza w jednej plaszczyinie.
Ile plaszczyzn mozna jednoznacznie wyznaczy¢ za pomoca

tych punktow?

A.2 C. 4

B. 3 D. nieskonczenie wiele

10.2. Na rysunku obok przedstawiono prostopadloscian D, ¢

ABCDA'B'C'D'. Do ktérej z wymienionych plaszczyzn " i

réwnolegla jest prosta CD'? E &

A. ABCD C. ADDA’ |

B. ABBA’' D. BCC'B’ o, T .
A < B

10.3. W prostopadtoécianie ABCDA'BC'D' dane sa dtugosci krawedzi: |AB| = 3,
|BC| = 4, |AA'| = 12. Ile jest réwny cosinus kata nachylenia przekatnej BD' do
plaszczyzny ABCD?

AL B. > C. |-~ p. V3
3 13 151 3

10.4. Dlugosci trzech krawedzi wychodzacych z jednego wierzchotka prostopadto-
$cianu pozostaja w stosunku 4 : 3 : 1. Objetos¢ tego prostopadloscianu wynosi 324.
Wskaz jego pole powierzchni catkowite;.

A. 38 B. 60 C. 342 D. Jest za mato danych, zeby to obliczy¢.

10.5. Graniastostup prosty ma wysoko$¢ 10 cm. Jego podstawg jest trojkat prosto-
katny o przyprostokatnych 6 cm i 8 cm. Wskaz objetos¢ tego graniastostupa.
A. 240 cm’ B. 2507 cm’ C. 100 cm’ D. 480 cm’

10.6. Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny ABCDS o podstawie ABCD,
w ktorym |AC| : |AS| = 6: 5. Ile wynosi cosinus kata nachylenia krawedzi bocz-
nej ostrostupa do plaszczyzny podstawy?

Al B. 2 C.
5 5

D.

(SR
[SSR N S}



10.7. Krawedz boczna ostrostupa prawidlowego czworokatnego ma dlugos¢ a i jest
nachylona do plaszczyzny podstawy tego ostrostupa pod katem 60°. Wskaz objetos¢
ostrostupa.

3 3 3
A9V B, 23 c. p. 22
24 12 3 24

w

10.8. Dlugos¢ kazdej krawedzi ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest rowna
6 cm. Wskaz pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

A. 36<1+?) B. 36 + 123 C. 1443 D.36(1+V3)

10.9. Tworzaca stozka o promieniu podstawy 3 ma diugos¢ 6. Wskaz miare kata
rozwarcia stozka.
A. 30° B. 45° C. 60° D. 90°

10.10. Powierzchnie boczng stozka tworzy wycinek kotowy o promieniu 12 i kacie
$rodkowym 90°. Wskaz pole powierzchni catkowitej stozka.

A. 3671 B. 457 C. 91 D. 1231
J

10.11. W szescianie o krawedzi 1 polaczono wszystkie wierzchotki dolnej podsta-
wy z jednym wierzcholkiem podstawy gornej. Otrzymano w ten sposob krawedzie
ostrostupa. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Objetos¢ tak utworzonego ostrostupa jest rowna %
B. Trzy krawedzie tego ostrostlupa maja dlugos¢ réwna V2.

. S . . 1
C. Pole jednej ze $cian tego ostrostupa jest rowne >

D/
10.12. Na rysunku przedstawiono prostopadtoscian : ¢
ABCDA'B'C'D'. Dokoncz zdanie. Wybierz odpowiedz A ..
A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1, 2 albo 3. |
i
Dl
Proste DC i AA' A B
A. | saskosne, 1. | nie majg punktu wspdlnego.
B. | nie s3 skosne, poniewaz | 2. | sa niewspolplaszczyznowe.

C. | sgréwnolegte, 3. | zawieraja si¢ w plaszczyznach réwnoleglych.

10. Stereometria

10.7. B

10.8. D

10.9. C

10.10. B

10.11. P,F, P

10.12. A2
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10.15. 10+/5, 25

10.16. 24 cm

10.17. a) ok. 35°
b) ok. 70°

10.18. V = 207 cm®

10.19. 60°

2145
29

10.20.

10.21.

3. :
V =d’ sinasin By/cos? a — sin?

10.22. V2, V2, V6, 30°, 30°, 120°

10.13. Podaj liczbe $cian, krawedzi, wierzchotkéw i przekatnych
a) prostopadlo$cianu.
b) graniastostupa szesciokatnego.

¢) czworos$cianu.
d) ostrostupa pieciokatnego.

10.14. Narysuj siatke

a) graniastostupa prawidtowego czworokatnego.

b) ostrostupa o podstawie prostokatnej, ktorego spodkiem wysokosci jest punkt
przeciecia przekatnych prostokata.

c) ostrostupa, ktérego podstawg jest trojkat rownoboczny, a jedna z krawedzi bocz-
nych jest prostopadta do plaszczyzny podstawy.

10.15. Krawedz podstawy i wysokos¢ graniastostupa prawidlowego szesciokatnego
s3 réwne 5/5. Oblicz dtugosci przekatnych graniastostupa.

10.16. Z punktu P oddalonego od plaszczyzny o 10 cm poprowadzono prosta na-
chylong do tej ptaszczyzny pod katem 25° i przecinajacg ja w punkcie Q. Oblicz dtu-
go$¢ odcinka PQ z doktadnoscia do 1 cm.

10.17. Wyznacz miare kata
a) nachylenia przekatnej szescianu do plaszczyzny jego podstawy.
b) miedzy przekatnymi sze$cianu.

10.18. Przekatna prostopadtoscianu ma dtugo$¢ d = 11 cm i tworzy z plaszczyzng
podstawy prostopadloscianu kat o = 43°, a z plaszczyzng jednej ze $cian bocznych

kat 8 =21°. Oblicz objetos¢ prostopadloscianu z doktadnoscig do 1 cm’.

10.19. Pole powierzchni bocznej graniastostupa prawidlowego sze$ciokatnego jest
cztery razy wieksze od sumy pdl obu podstaw. Wyznacz kat nachylenia dluzszej prze-
katnej graniastostupa do plaszczyzny podstawy.

10.20. W prostopadtoscianie ABCDA'B'C'D’ dane s3 dtugosci krawedzi: |AB| = 3,
|BC| =2,
$ciany BCC'B'.

AA" = 4. Oblicz cosinus kata nachylenia przekatnej BD' do ptaszczyzny

10.21. Przekatna prostopadloscianu ma dlugo$¢ d i jest nachylona do plaszczyzn
$cian bocznych pod katam « i 3. Oblicz objetos¢ prostopadioscianu.

10.22. W graniastostupie prostym tréjkatnym dwie przekatne $cian bocznych wy-
chodzace z jednego wierzcholka sg prostopadte i kazda z nich ma dtugo$¢ V3. Wy-
soko$¢ graniastostupa jest rowna 1. Wyznacz dlugosci krawedzi i katy podstawy tego
graniastostupa.

10.13. a) 6 Scian, 12 krawedzi, 8 wierzchotkéw, 4 przekatne
b) 8 Scian, 18 krawedzi, 12 wierzchotkow, 18 przekatnych
c) 4 $ciany, 6 krawedzi, 4 wierzcholki, 0 przekatnych

d) 6 Scian, 10 krawedzi, 6 wierzchotkéw, 0 przekatnych



10.23. Danyjestszescian ABCDEFGH o krawedzi dtugosci 1. Punkt S jest srodkiem
krawedzi DH. Odcinek DW jest wysoko$cia ostrostupa ACSD opuszczona z wierz-
chotka D na $ciane ACS. Oblicz dlugosci odcinkéw AW, CW i SW.

H Q ¢
10.24. Dany jest szescian ABCDEFGH, ktorego krawedz g | E/R
ma dlugo$¢ 15. Punkty Qi R dzielg krawedzie HG i FG w sto- b :
sunku 2:1, jak na rysunku. Plaszczyzna AQR przecina kra- i S
wedzie DH i BF odpowiednio w punktach P i S. Oblicz dtu- /12)- ----- ---C
gosci odcinkéw DP i BS. N ’ %

10.25. Podstawg graniastostupa jest réwnoleglobok o bokach a = 2,5 cm
i b=1,1cm oraz kacie miedzy nimi « = 25°. Krawedz boczna graniastostupa ma
diugos¢ ¢ = 4,4 cm i jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem f = 27°.

Oblicz objeto$¢ graniastostupa z dokladnoscia do 0,1 cm”.

10.26. W prostopadioscianie punkt przeciecia przekatnych dolnej podstawy pota-
czono odcinkiem ze $rodkiem jednej z krawedzi bocznych. Odcinek ten ma diugos¢
d =5 cm, jest nachylony do plaszczyzny podstawy pod katem « = 19°, a do jednej
ze $cian bocznych pod katem 2a. Oblicz objetos¢ prostopadloscianu z doktadnoscia

do 1cm’.

10.27. W graniastostupie prawidlowym czworokatnym o krawedzi podstawy 8 po-
prowadzono plaszczyzne przez dwa przeciwlegle wierzchotki dolnej podstawy i jeden
z wierzcholkéw goérnej podstawy. Plaszczyzna ta jest nachylona do ptaszczyzny pod-
stawy pod katem 60°. Wyznacz

a) wysoko$¢ graniastostupa.

b) pole otrzymanego przekroju. E

10.28. Punkty K, L i M sg $rodkami krawedzi BC, GH M
i AE sze$cianu ABCDEFGH o krawedzi dtugosci 1, jak
na rysunku. Oblicz pole trojkata KLM.

10.29. Podstawa graniastostupa prostego jest romb o boku dlugosci 6 i kacie
ostrym 60°. Dluzsza przekatna graniastostupa jest nachylona do plaszczyzny pod-
stawy pod katem 30°. Oblicz objeto$¢ tego graniastostupa.

10.30. L, K - srodki krawedzi ABi AD  Przekrdj jest suma trapezu KLSP i trojkata PSR.

10. Stereometria

10.23. [AW]| = |CW| =
jsw) = 2

10.24. |DP| = |BS| =9

10.25. V = 2,3 cm’

10.26. V = 144 cm’

10.27. a) 46
b) P =64
10.28. P = 3‘75

10.29. V = 1083

M, N - $rodki odcinkow KL.1PS KL = ﬂi’ \PS| = a3, [OM] = ij’ 0C] = av2
|AB| = a - dlugo$¢ krawedzi podstawy 2 4 2
o =<4CMR Mzcosa’ wiec |MN|:M:”‘_\F2.
|MN| cosax  4cosa
. av2
|OC| = 2|OM]|, wiec [NR| =2|MN]| = .
2cosa
a2
po o WKUEPS o 5 avE s
Lge = 2 B 2 4cosa 8cosa
1 1 av2 a
Ppep = =|PS|-INR| == -aV2- —— = ——
e 2| ] | 2 a\/_ 2cosa 2cosa
3a> a’ 7a°

Pyrsrp = Pxrsp + Ppgg =

8cosa 2cosa  8cosa

-|&
(=)
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10.30. Patrz s. 325.

10.32. 4

10.33. P, = 162 cm’

10.34. P=15
2
1035, p= © 2
4sina
10.36. B
3
10.37.
hjvv
a
h
l—b =tga, hy = Eatgoc
~a
2
2 2
H* + (%a) = (latgoc)
2 4H®
Ctg2a-1
2
v=l. g2 _1, _4H .H =
3 3 tg?a—1
_4H
3(tg2(x—1)
a’tga
10.38. V = ——,
12
2
P, = a;@. 4tg?a+1

10.30. KrawedZ podstawy graniastostupa prawidlowego
czworokatnego przedstawionego na rysunku ma dtugo$¢ a.
Graniastostup ten przecigto plaszczyzna zawierajaca srodki
dwdch sasiednich krawedzi podstawy i nachylong do plasz-
czyzny podstawy pod katem «. Plaszczyzna przekroju prze-
cina trzy krawedzie boczne graniastostupa. Wykaz, ze pole

otrzymanego przekroju jest rOwne .
Y gop Ju) 8 cos o

10.31. Troéjkat ABC jest podstawg ostrostupa ABCS. Punkt M jest srodkiem krawe-
dzi ABi |AM| = |MC|. Odcinek AS jest wysokoscig tego ostrostupa. Wykaz, ze kat
SCB jest prosty.

10.32. Pole powierzchni calkowitej ostrostupa prawidtowego trdjkatnego jest row-
ne 12v/3, a kat nachylenia $ciany bocznej tego ostrostupa do plaszczyzny podstawy
jest rowny 60°. Oblicz dtugos¢ krawedzi podstawy tego ostrostupa.

10.33. Wysokos¢ prawidlowego ostrostupa czworokatnego jest rowna 3,2 cm, a kgt
dwuscienny przy podstawie ma miare 37°. Oblicz pole powierzchni catkowitej ostro-

stupa z doktadnoscig do 1 cm®.

10.34. Podstawa ostrostupa ABCDS jest kwadrat ABCD o boku dlugosci 4. Odcinek
DS jest wysokoscig ostrostupa i ma dlugo$¢ 6. Punkt M jest srodkiem odcinka DS.
Oblicz pole przekroju ostrostupa plaszczyzng BCM.

10.35. Przezjedna krawedz czworoscianu foremnego o krawedzi dtugosci a popro-
wadzono plaszczyzne przecinajaca przeciwlegla krawedz pod katem a. Wyznacz pole
otrzymanego przekroju.

10.36. Podstawa ostrostupa ABCDS jest prostokat ABCD, w ktorym |AB| = 1,
IBC| = V2. Wszystkie krawedzie boczne tego ostrostupa maja dtugo$¢ 1. Wyznacz
cosinus kata miedzy sasiednimi $cianami bocznymi tego ostrostupa.

10.37. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym dane s3: H - wysokos¢ ostro-
stupa oraz o — miara kata utworzonego przez krawedz boczng i krawedz podstawy
3

(45° < o < 90°). Wykaz, ze objetos¢ V tego ostrostupa jest rowna A
3 (tg2 a- l)
10.38. W ostrostupie prawidowym tréjkatnym krawedz podstawy ma dlugos¢ a.
Plaszczyzna przechodzaca przez krawedz podstawy i $rodek wysokosci tego ostro-
stupa jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem «. Wyznacz objeto$¢ i pole
powierzchni bocznej tego ostrostupa.

|IBC| = a, |AC| =0, |AB| =c, |AS|=h

a+b? =2
ISBI* = h* + ¢
ISC|* = h* + b°
IBC|* = a*

ISCI*+|BCI* = K> +b*+a® = h*+c* = |SBI®
Z twierdzenia odwrotnego do

twierdzenia Pitagorasa wynika, ze
4SCB = 90°.

Punkty A, B, C s3 réwno oddalone od
punktu M, wiec M jest srodkiem okregu
opisanego na tréjkacie ABC, AB jest
$rednica, a SACB = 90°.



10.39. W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym krawedz podstawy ma dlugos¢ a.
Sciany boczne s3 tréjkgtami ostrokgtnymi. Miara kata miedzy s3siednimi $cianami
bocznymi jest rowna 2. Wyznacz objeto$¢ tego ostrostupa.

10.40. Pole podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest réwne 100 cm?,
a jego pole powierzchni bocznej jest rowne 260 cm”. Oblicz objetosé tego ostrostupa.

10.41. Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny. Na N
rysunku zaznaczono katy: o - miedzy dwiema sasiednimi
$cianami bocznymi oraz 8 — przy podstawie $ciany bocz-
nej (tzn. miedzy krawedzig podstawy i krawedzig boczna

ostrostupa). Wykaz, ze cosa - tg* f = —1.

<P

B

10.42. Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny ABCDS o podstawie ABCD,
w ktérym |AC| : |AS| = 6 : 5. Oblicz sinus kata nachylenia $ciany bocznej tego
ostrostupa do plaszczyzny jego podstawy.

10.43. Kwadrat ABCD o boku dlugosci 1 jest podstawa
ostrostupa ABCDS. Odcinek HS jest wysokoscig ostrostupa.
Punkt H dzieli przekatng AC podstawy w stosunku 2 : 1,
jak na rysunku. Krawedzie boczne BS i DS maja dlugos¢ 1.
Oblicz objetos¢ V' tego ostrostupa oraz diugosci krawedzi

ASiCS. A B

10.44. Dany jest czworoscian ABCS. Tréjkaty ABC i ACS sa réwnoboczne. Sciana
ACS jest prostopadia do $ciany ABC. Oblicz tangens kata dwusciennego « miedzy
$cianami ABS i ABC.

10.45. W ostrostupie ABCS podstawa ABC jest trojkatem réwnobocznym o boku
dlugosci a. Krawedz AS jest prostopadta do plaszczyzny podstawy. Odleglos¢ wierz-
chotka A od plaszczyzny $ciany BCS jest rowna d. Wyznacz objeto$¢ tego ostrostupa.

10.46. Podstawg ostrostupa jest romb o kacie ostrym « = 54°. Kolo wpisane w ten
romb ma promierr r = 2,4 dm. Sciany boczne ostrostupa s3 nachylone do ptaszczy-
zny podstawy pod katem f3 = 48°. Oblicz objetos¢ (z doktadnoscig do 1 dm”) i pole

powierzchni catkowitej (z doktadnoscig do 1 dm?) tego ostrostupa.

10.41. 3 Z twierdzenia cosinusow dla tréjkata BED mamy:
2
cosa = IBE|* + |DE|* - |BD|* _ 2|BE|* - (“ﬁ) _
2|BE| - |DE] 2|BE)?
2 2 2 2
A E _ 2|BE|" - 2a _ |BE|” —a
o 2|BEJ? IBE|*
% c 2 2 2
3 o po (\BELY Z _IBEC _BE|
ICE| IBC]2— [BER _ a - |BEP
4 b 2, |BE-a’  |BE]
a - dlugo$¢ krawedzi podstawy, Zatem cosa -tg” B = . =]

BEZ & — |BE2
|BD| = aV2, |BE| = |DE|

10. Stereometria

a3 cos

1039. V= —F'"—
12V4sin? o — 1

10.40. V = 400 cm®

10.42, 482
10.43. v = 2, |as| = 253,
9 3
ics| = Y6
3

10.44. tga = 2. Wskazowka:

a = 4SKD, gdzie D jest
$rodkiem odcinka AC, natomiast
K dzieli odcinek AB tak, ze
|AK]:|KB| =1:3.

d-a

1045. V= —
4V3a? — 4d?

10.46. V = 25dm’, P, = 71 dm’
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10.47. P, = 20313

64209
3

10.48. V =

10.49. V =48

10.50. V = 1760210

10.51.
2 o o
P. = mc” sina cos v (sin & + cos «x)

10.52. P = 817t cm?

10,53, V13
13

10.54. V = Znm®
27

10.55. V = 84n

10.56. \?

nd® (1 + cos oc)3

10.57. V =
3tg?a

10.47. Podstawa ostrostupa prawidtowego czworokatnego ABCDS jest kwadrat
ABCD. Pole trdjkata rGwnoramiennego ACS jest rowne 1201 |AC|:|AS| = 10: 13.
Oblicz pole powierzchni bocznej tego ostrostupa.

10.48. Podstawa ostrostupa ABCDE jest kwadrat ABCD. Punkt F jest srodkiem
krawedzi AD, odcinek EF jest wysoko$cig ostrostupa, ponadto |AE| = 151 |BE| = 17.
Oblicz objetos¢ ostrostupa.

10.49. Podstawg ostrostupa ABCD jest trojkat ABC. Krawedz AD jest wysoko$cig
ostrostupa, |AD| = 12, |BC| = 6, |BD| = |CD]| = 13. Oblicz objetos¢ ostrostupa.

10.50. Podstawa ostrostupa ABCS jest trojkat rownoramienny ABC, w ktérym
|AC| = |BC|. Krawedz AS jest wysokoscia ostrostupa oraz |AS| = 8 V210, |BS| = 118,
|CS| = 131. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

10.51. Trojkat prostokatny o przeciwprostokatnej ¢ i kacie ostrym o obraca si¢ wo-
kol przeciwprostokatnej. Oblicz pole powierzchni powstalej bryly.

10.52. Powierzchnia boczna stozka po rozwinieciu jest wycinkiem kota o kgcie 120°
i promieniu 27 cm. Oblicz pole podstawy tego stozka.

10.53. Objetos¢ stozka o promieniu podstawy 3 jest rowna 6m. Wyznacz sinus kata

nachylenia tworzacej stozka do plaszczyzny podstawy.
N\,

10.55. Na rysunku przedstawiono siatke bryty o polu Q
powierzchni catkowitej 72m. Oblicz objeto$¢ tej bryly.

10.54. Kapsula lgdownika ma ksztalt stozka zakonczone-
go w podstawie potkulg o tym samym promieniu co pro-
mien podstawy stozka. Wysokos¢ stozka jest o 1 m wieksza

niz promien pétkuli. Objetos¢ stozka stanowi 3 objetosci

calej kapsuly. Oblicz objetos¢ kapsuty ladownika.

10.56. Kulaistozek, postawione obok siebie na plaszczyznie, stykaja si¢ powierzch-
niami. Odcinek taczacy srodek podstawy stozka ze srodkiem kuli przechodzi przez
punkt stycznosci tych powierzchni. Kat miedzy tworzaca stozka a jego wysokoscia
jest rowny 30°. Oblicz stosunek promienia kuli do promienia podstawy stozka.

10.57. W stozek wpisano kule. Odlegtos¢ wierzchotka stozka od $rodka kuli wyno-
si d, a kat nachylenia tworzacej stozka do plaszczyzny jego podstawy jest réwny «.
Wyznacz objeto$¢ stozka.



10.58. Z kota o promieniu 8 usunieto wycinek o kacie 45°. Z reszty kota wykonano
powierzchnie boczna stozka. Oblicz objetos¢ tego stozka.

10.59. Stosunek wysokosci stozka do promienia opisanej na nim kuli wynosi k. Wy-
raz w zaleznosci od k stosunek objetosci V¢ stozka do objetosci V- kuli.

10.60. Producent jogurtéw sprzedawal 200-gramowe jogurty w pojemnikach

w ksztalcie walca o $rednicy podstawy 6 cm.

a) Jaka wysokos¢ mialy te pojemniki? Wynik podaj z doktadnoscig do 0,1 cm. Przyj-
mij, Ze 1 g jogurtu ma objetos¢ 1 ml.

b) Po pewnym czasie producent wprowadzit na rynek jogurt w nowych, 180-gramo-
wych opakowaniach. Nie zmienil $rednicy pojemnikéw, lecz w denku pojawito
sie wglebienie w ksztalcie potkuli o $rednicy 4 cm. Dzigki temu nowe pojemni-
ki miaty zblizong do poprzednich wysoko$¢. Jaka? Wynik podaj z doktadnosciag
do 0,1 cm.

10.61. Z drewnianego pnia w ksztalcie walca o obwodzie okoto 94,2 cm i wysokosci
40 cm wycieto prostopadto$cienny klocek o wymiarach 20 cm x 10 cm x 40 cm. Jaki
procent drewna wykorzystano na klocek? Jakie wymiary powinien mie¢ prostopa-
dloscienny klocek, aby jak najmniej drewna poszto na odpady? Obliczenia wykonaj
z dokladnoscig do drugiego miejsca po przecinku.

10.62. Prostokat ABCD, obracany wokot boku AB, zakreslit walec w,. Ten sam pro-
stokat, obracany wokot boku AD, zakreslit walec w,. Otrzymane walce maja réwne
pola powierzchni catkowitych. Wykaz, ze prostokat ABCD jest kwadratem.

10.63. W stozek, ktérego promien podstawy i wysokos$¢ sg réwne a, wpisano ostro-
stup. Podstawg ostrostupa jest prostokat, a jeden z katow plaskich przy wierzchotku
ostrostupa jest réwny a. Wyznacz objetos¢ ostrostupa.

10.64. W ostrostup prawidlowy czworokatny o kacie nachylenia éciany bocznej do
plaszczyzny podstawy a wpisano kule o promieniu r. Wyznacz pole powierzchni cal-
kowitej tego ostrostupa.

P, =2nb’+2nb-a
Zatem 2ma’ = 2ntb°.
a’=b

a=>b

P,=2-na’+2n-a-b

10. Stereometria

10.58. V = 49;/E71

10.59. V,: V, = ikz(z — k),
0<k<2

10.60. a) 7,1cm b) 7,0 cm

10.61. ok. 28,32%, wymiary

(w cm) 21,21 x 21,21 x 40.
Wskazoéwka: Skorzystaj z tego, ze
ze wszystkich prostokatéw o danej
przekatnej najwieksze pole ma
kwadrat.

10.63. V = §a3 sin% - V2cosa

2 2
8r” cos” —

10.64. P, = .
cos o - tg? 5
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11. Analiza matematyczna

Otoczeniem o promieniu ¢ > 0 liczby g na osi nazywamy przedzial (g — & g +¢).

Granicg ciagu (a,,) jest liczba 0 wtedy i tylko wtedy, gdy do kazdego otoczenia
liczby 0 nalezg prawie wszystkie wyrazy tego ciagu. Zapisujemy to: lim a,, = 0.

lim a, =g & lim (a,-g)=0

lim a, = oo wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego M prawie wszystkie wyrazy

n— o0

ciagu sa wieksze od M.

lim a, = —oco wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego M prawie wszystkie wyrazy

n—oo

ciggu s mniejsze od M.

Szeregiem geometrycznym nazywamy cigg sum czesciowych (S,,) o wyrazie ogol-
nym S, = a;+a,+...+a,, gdzie (a,) jest nieskoczonym ciggiem geometrycznym.
Jezeli ciag (S,,) ma granice S = lim S,, to szereg nazywamy zbieznym, a liczbe S
- jego suma.

Dana jest funkcja y = f(x), ktdrej dziedzing jest zbior R albo przedziat liczbowy,

albo suma przedzialow. Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie x:

- granice rowng g wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciaggu argumentow
(x,) o wyrazach réznych od x, i zbieznego do x, odpowiadajacy mu cigg war-
tosci funkgji jest zbiezny do liczby g; zapisujemy to: xh_)rgclo f(x)=g

- granice prawostronng (lewostronng) réwna g wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego ciggu argumentéw (x,,) o wyrazach wiekszych (mniejszych) od x,
i zbieznego do x, odpowiadajacy mu cigg wartosci funkgji jest zbiezny do licz-

by g; zapisujemy to: lim f(x) = g ( lim f(x) = g),
X=X, X=X,
- granice niewlasciwa oo (—oo) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciagu

argumentow (x,,) o wyrazach réznych od x, i zbieznego do x, odpowiadajacy
mu cigg wartosci funkgji jest rozbiezny do oo (—o00); zapisujemy to:

lim f(0) = o0 (Jim f(x) =)

X—)xO



Dana jest funkcja y = f(x) okreslona na przedziale (a; oo).

Moéwimy, ze funkcja f:

- ma dla x dazacego do nieskonczonosci granice rowna g wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnego ciggu argumentéw (x,,) o wyrazach nalezacych do przedzia-
tu (a; o0) i rozbieznego do nieskonczonosci odpowiadajacy mu cigg wartosci
funkgji jest zbiezny do g; zapisujemy to: )}gglo f(x) = g; analogicznie definiu-
jemy lim f(x) =g,

- dla x dazacego do nieskonczonosci dazy do nieskonczonosci wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnego ciggu argumentow (x,,) o wyrazach nalezacych do
przedzialu (a; oo) i rozbieznego do nieskonczonoséci odpowiadajacy mu ciag
warto$ci funkcji jest rozbiezny do nieskonczonosci; zapisujemy to:

lim f(x) = oo; analogicznie definiujemy lim f(x) = —oo, lim f(x) = oo
i xgrpw f(x) = —oo.

Jezeli leIEO f(x) =00 lub xh_}rgclo f(x) = —oo, to prosta x = x, nazywamy

asymptota pionowa wykresu funkeji.

Jezeli lim f(x) =oo lub lim f(x) = —oo, to prosta x = x, nazywamy
x—>x0 XHXO

asymptota pionowa lewostronng wykresu funkcji. Podobnie, jezeli

lim f(x) = co lub lim f(x) = —oo, to prosta x = x, nazywamy asymptota
x—>x0 X—>X0

pionowa prawostronng wykresu funkgji.
Jezeli lim f(x) = g, to prosta y = g nazywamy asymptota pozioma wykresu

funkcji w nieskonczonosci.

Jezeli lim f(x) =k, to prosty y = k nazywamy asymptota poziomg wykresu
funkcji w minus nieskoniczonosci.

Funkgja f: (a; b) — Rjest ciagla w punkcie x, € (a; b) wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje granica lim f(x) oraz lim f(x) = f (x,).
X=X X—Xq

Funkgje ciagla w kazdym punkcie jej dziedziny nazywamy funkcja ciagla.

Dane sa funkcje f: A—- B i g: B— C.
Funkcje F: A — C taka, ze F(x) = g(f(x)),
nazywamy funkcja zltozong z funkcji fig
(ztozeniem funkeji f i g) oraz zapisujemy
krotko F =go f.

Funkcje f nazywamy wtedy funkcja
wewnetrzna, a funkcje g - funkcja
zewnetrzna.

11. Analiza matematyczna
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Dana jest funkcja f okreslona w pewnym otoczeniu punktu x. Jezeli istnieje gra-

nica wlasciwa lim Jeo+h) - i)
h—0 h

cie x, i oznaczamy f'(x,), a funkcje f nazywamy réiniczkowalna w punkecie x,.

Funkcje rézniczkowalng w kazdym punkcie zbioru A nazywamy rézniczkowalna

w tym zbiorze.

, to nazywamy ja pochodna funkcji f w punk-

Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie x,, to styczna do wykresu funkcji
w punkcie A = (xy, f (x,)) nazywamy prosta przechodzaca przez punkt A taka,
ze jej wspotczynnik kierunkowy jest réwny f' (x,).

Jezeli funkcja f ma pochodng w kazdym punkcie zbioru A, to funkcje f', ktéra
kazdemu x € A przyporzadkowuje liczbe f'(x), nazywamy funkcja pochodna
(krdcej: pochodna) funkeji f w zbiorze A.

Funkcja f ma maksimum (minimum) w punkcie x,, jesli istnieje takie otoczenie

punktu x,, ze dla wszystkich punktéw x # x, z tego otoczenia zachodzi nieréw-

noé¢ f(x) < f(xg) (f(x) > f(xy)).

Jezeli |g| < 1, to ciag geometryczny o wyrazie ogolnym a, = a,q"" jest zbieiny
do zera.

Dzialania na granicach ciagow zbieznych
Jezeli lima, =a i lim b, = b, to:
n—00 n n—00 n

lim (t-a,)=t-a date€R, lim (a,-b,) =a-b,
lim (a, £b,) =aztb, Ji_)n;ogzg,oile b#+0,

lim /a, = Va, o ile wszystkie wyrazy ciaggu spelniajg nieréwnos¢ a,, > 0.

Wiasnosci granic niewlasciwych ciagéw rozbieznych
Jezeli lim a, = oo oraz:
n—oo

t>0, to lim (t-a,) = oo,

t<0, to lim (t-a,)=—oo,

lim b, = oo, to lim (a, +b,) = oo,

lim b, = oo, to lim (a,-b,) = oo,

lim b, =bib>0, to lim (a,-b,) = oo,

lim b, =b i b<0, to JLrgo(an-bn):—w.
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Jezeli lim a, = —oco oraz:
n—oo
t>0, to lim (t-a,) = —oo,

t<0, to lim (t-a,) = oo,

Jlim b, = —oo, to lim (a,+b,) = —oo,
lim b, = -0, to lim (a, - b,) = oo
rllLIl;lob =bib>0, to hm (a,-b,) =—oo,

lim b, =bib<0, to lim (a,-b,) =
Jezeli ciag (a,,) ma wszystkie wyrazy rozne od zera i lim |a,| = o, to lim ai =0.
Jezeli prawie wszystkie wyrazy ciagu (a,,):

1
- spelniajg nieréwnos¢ a, > 0 i hm a, =0, to hrrolo — = oo,
- g,

1
- spelniajg nieréwnos¢ a, <0 i lim a, =0, to lim — = —co.

n—o0 a

Twierdzenie o trzech ciggach

Dane sg trzy ciagi: (a,), (b,) i (c,)-

Jezeli prawie wszystkie wyrazy ciggu (b,) spelniaja nieréownos¢ a,, < b, < ¢,
a ponadto nhﬂngo a,=g i nhﬂngo ¢, =g, to V}Lngo b,=g.

’}Lngo{'/ﬁzl dlaa>0

Jezeli w nieskoficzonym ciggu geometrycznym (a,,) o pierwszym wyrazie réznym
od 0 iloraz g spelnia warunek |g| < 1, to szereg geometryczny (S,,) jest zbiezny
o)
1-gq
Dane sg funkcje f: D — R i g: D — R, gdzie D = R albo D jest przedzialem
liczbowym, albo sumg przedziatow. Jezeli istniejg granice wlasciwe lim f(x) = a
—Xo

imasume S =

i lim g(x) = b, to:

(1) xlirgcloc = ¢ dlakazdego ¢ € R,

(@) Jlim (f(x)+g(x) = lim f(x)+ lim g(x),
(3) lim (f(x) - g(x) = lim f(x) - lim g(x),
@) Jlim (f(x)-g(x)) = lim f(x)- lim g(x),

flxy  im f(x)
(5) 0 przy zalozeniu, ze g(x) # 0 i lim g(x) # 0.
X—X(

x—gflo g(x) lim g(x)
—X0

333 I
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+a,x" +a,x +ag, to lim W(x) =W (x,).

ezeli W(x) =a x"+a_x"71+
n n—1
X0

Jezeli x, > 0, to leHQO VX = /X,

Jezeli funkcja f przyjmuje wartosci nieujemne i istnieje xlm)} f(x), to:
—X0

iy 760 = [Ty 7C0)

Jezeli x, € R, to lim sinx = sinx,, lim cosx = cosx,.
X—X( xX—X(

lim f(x)=g & lim f(x)=lim f(x)=g
X—Xq X=X, x_>xa'
Suma, réznica i iloczyn funkgji ciagltych w punkcie x, sa ciggte w punkcie x,.

Jezeli funkeje f i g s3 ciggle w punkcie x,, oraz g (x,) # 0, to funkcja I jest ciagta
g

w punkcie x.
ZYozenie funkgji ciggtych jest funkcja ciagta.

Twierdzenie o przyjmowaniu wartosci posrednich
Jezeli funkcja f jest ciagla w przedziale domknietym (a; b) i f(a) # f(b), to
funkcja f przyjmuje w tym przedziale kazda warto$¢ posredniag miedzy f(a)i f(b).

Twierdzenie Weierstrassa

Jezeli funkcja f jest ciagta w przedziale domknietym (a; b), to w pewnym punkcie
tego przedziatu funkcja f przyjmuje warto$¢ najwieksza i w pewnym punkcie tego
przedziatu funkcja f przyjmuje wartos¢ najmniejsza.

Dzialania na pochodnych
Niech f i g beda funkcjami rézniczkowalnymi w zbiorze A. Prawdziwe sg wzory:

1) (k- f(x)) =k- f'(x) dla k€ R,
(2) (f(x)+g() = f'(x)+ g (x),
3) (f(x)-g(x) = f'(x) - g'(x),
4) (fx)-gx) = f'(x)-gx) + f(x) - g'(x),
Y | f)-g) - fx)- g (%)
) = dl

Dla kazdej liczby rzeczywistej k # 0 i k # 1 pochodna funkcji f(x) = x* jest

a g(x) #0.

réwna f’(x) = kx!

Niech F = go f. Jezeliistnieja f'(x,) oraz g (u,), gdzie uy = f (x,), to istnieje
Fl(xo)i F' (%) = g (f (x0)) f (xo)-



e Dana jest funkcja f rézniczkowalna w przedziale (a; b).
Jezeli f'(x) > 0 dlakazdego x € (a; b), to funkgja f jest w tym przedziale
rosngca.
Jezeli f'(x) <0 dlakazdego x € (a; b), to funkcja f jest w tym przedziale
malejaca.

e Jezeli funkcja f okredlona i rozniczkowalna w przedziale (a; b) ma ekstremum
w punkcie x, € (a; b), to f'(x,) = 0.

 Dana jest funkcja f okreslona w pewnym otoczeniu (x, — 8; x, + &) punktu x,
i rozniczkowalna w punkcie x,. Jezeli spetnione sg warunki:
(1) flx)=01i f'(x)>0dla x€(x,-8 x) i f(x)<0 dla

x € (xg; xo +0), to funkcja f ma w punkcie x, maksimum,

) flxg)=01i f'(x)<0dla xe€(x,-8 x) i f(x)>0 dla

x € (xg; xo +0), to funkcja f ma w punkcie x, minimum.

W(x)
Q(x)

jest rézniczkowalna w kazdym punkcie x takim, ze Q(x) # 0, czyli D = D',

¢ Funkcja wymierna postaci f(x) = (W i Q sa wielomianami zmiennej x)

e Dana jest funkcja f ciagla i rozniczkowalna w przedziale (a; b). Aby wyznaczy¢
warto$¢ najwieksza oraz warto$¢ najmniejsza funkcji w tym przedziale, poréwnu-
jemy ekstrema lokalne i wartosci funkcji na koncach przedziatu (a; b).

e Jezeli funkcja f jest ciagta w przedziale (a; b) i jej wartosci na koncach przedziatu
sg liczbami o réznych znakach, to istnieje taki punkt x, € (a; b), ze f (x,) = 0.

W kazdym z zadan 11.1-11.17 jest dokladnie jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

. . , . . . 4 . .
11.1. (a,) jest nieskoniczonym ciggiem geometrycznym o ilorazie g = - isumie
S = 25. Wskaz wyraz a, tego ciggu.

A5 B. 4 c D. 2

25 5
2n

11.2. Wskaz granice ciaggu a,, = e

A0 B.

LS
O
|
o
8

11. Analiza matematyczna

Odpowiedzi i rozwiazania
11.1. B

11.2. D
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11.10. A

10" dla n < 100!
11.3. Dany jest cigg o wyrazie ogélnym a, = { 10
n

dla n > 100!
A. nh—>ngo a,=0 C. nh_{IgO a, =10
B. nh—>ngo a, = o D. nh—>ngo a, nie istnieje.

11.4. Dane sg ciagi (a,) i (b,) takie, ze lim a, = -3, lim b, = o0 i b, #0
dla n € N.

A. lim (a, +b,) = -0 C. lim a,b, = oo
. . a,
B. lim (a, - b,) = —o0 D. lim 2 = oo

11.5. Dany jest ciag o wyrazie ogélnym a,, = cos(nn).

A. Jlrgoan =-1 C. r}Lrgloan =0
B. lim a, =1 D. (a,,) jest ciggiem rozbieznym.

11.6. Granica lim1 (2x - x3) jest rowna

X—=
A. —o0. B. 1. C. -1. D. .
3 2
11.7. Dana jest funkcja f(x) = —x——-}:2+2x Dla tej funkgji
X
A. lim f(x)=-6. C. lim f(x)=0.
x—=2 x—=2
B. lim f(x) =6. D. lim f(x) nie istnieje.
x—=2 x—=2

11.8. Wskaz funkgje, dla ktorej spelniony jest warunek lim1 f(x) = —oo.

X -X X x—2
A. f(x)—xz_1 B. f(x)—xz_1 C. f(x)—m D. f(x) = ]
11.9. Wskaz funkcje y = f(x), dla ktdrej spelniony jest warunek
lirr71+ fx) = lirr717 f(x) = oo.

X 5 x+7 1
A. f(x)—x_7 B. f(x)—m C. f(x)—x_7 D.f(x)—(x+7)2

3 2
11.10. Wskaz wartos$¢ m, dla ktérej funkcja f(x) = { -2 —x+1 dlax#2
m dla x =2

jest ciggta w punkcie x, = 2.
A m=-1 B.m=0 C.m=1 D.m=2
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11.11. Wskaz warto$¢ pochodnej funkcji f(x) = —xt+3xF w punkcie x, = V2. 11.11. A
A. -2V2 B. -2 C. V2 D.2V2
11.12. W ktérym punkcie x, pochodna funkcji f(x) = x> — 8 jest réwna 82 11.12. A
A x,=4 C. xy=-4 oraz x, =4
B. x,=38 D. Nie ma takiego punktu.
2
11.13. Dana jest funkcja f(x) = 3;—_3 Wskaz zalezno$¢ prawdziwa. 11.13. B
- X

A f'(-2)=0 B. f'(1)=0 C. f'(0)=0 D. f'(-1)=0
11.14. Dana jest funkcja f(x) = Q;Z:r; Wskaz zalezno$¢ prawdziwa. 11.14. B
A. f'(0)<0 B. f'(-1) < f'(0) C. f'() < f'(-1) D. f'(2) < f'(0)

2
11.15. Wskaz wspdtczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkeji f(x) = x2 — ;C 11.15. C
2 —
w punkcie x; = 0.
A. -2 B. -1 c: D.2
2 2
11.16. Wskaz dziedzing D' funkgji pochodnej funkcji f(x) = V—-x2 + x + 2. 11.16. D
A.D =(-1;2) C. D' = (~00; =1) U (2; o)
B. D' = (—o00; —1) U (2; o) D.D' =(-1;2)
11.17. Wskaz warto$¢ pochodnej funkeji f(x) = (Zx2 -x+ 1)3 w punkcie x, = 1. 11.17. D
A.6 B. 12 C. 24 D. 36
J
W zadaniach 11.18-11.23 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
11.18. Iloczyn dwdch funkgji nieciaglych 11.18. P,F, P
A. moze by¢ funkcjg nieciagla.
B. jest zawsze funkcja nieciagla.
C. moze by¢ funkcjq ciagla.
1 dla x<0
11.19. Funkgj = 11.19. P,P,F
unkeja f(x) {x+1 dla x>0

A. jest okreslona w punkcie x;, = 0.
B. jest ciagla w punkcie x, = 0.
C. jest rozniczkowalna w punkcie x, = 0.
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11.20. P, P, P 11.20. Dziedzing funkdji ciaglej f jest przedzial (1; co).
A. Zbiorem wartoéci funkeji f moze by¢ R.
B. Zbiorem wartosci funkcji f moze by¢ przedziat (-1; 1).
C. Zbiorem wartosci funkgeji f moze by¢ przedziat (1; o).

x-3
(x+2)¥
A. Wykres funkcji f ma jedng asymptote pozioma.
B. Wykres funkcji f ma jedng asymptote pionowa.
C. Wykres funkgji f ma dwie asymptoty poziome.

11.21. P,P, F 11.21. Dana jest funkcja f(x) =

11.22. P, F, P 11.22. Danajest funkcja f(x) = iij
1

A. Dla kazdego x € R - {5} zachodzi nieréwnos¢ f'(x) > 0.
B. f(-4) < f(4)
C. fl(-4) < f'@4

11.23. P,E, F 11.23. Na rysunku przedstawiono wykres pochodnej f’ 4
tunkgji f.
A. Funkcja f ma ekstremum w punkcie -3. ! N
B. Funkcja f ma ekstremum w punkcie —1. / ‘ 1 x
C. Funkcja f ma ekstremum w punkcie 3.
J
] ] . . . . 5n+6
11.24. a) ciag malejacy 11.24. Dany jest ciag o wyrazie ogélnym a,, = TS
n
b) lim a, = % a) Zbadaj monotoniczno$¢ ciagu (a,,).
1 1 b) Oblicz lim a,,.
DL L c) Wskaz najwieksza liczbe a i najmniejsza liczbe b takie, ze dla kazdego n spetniony
jest warunek a < a, <b.
11.25.0)8 b) - 11.25. Oblicz.
2 - 3n+5)
0 Jim (1-2) (822 13) (14 ) b Jim Ao rS)
n=00 n)\2n-7 3n-1 n—co (3n — 5)3(5n + 17)
1- Vi3 - . o (K-k-1)n"-5
11.26. k = 11.26. Dla jakich wartosci parametru k granica ciggu a, = ——————— jest
2 n*+2n+2
réowna 2?
lub k= 1213
2 . L (n+ 1! —n! . . . .
11.27. lim a, = 1; cigg rosnacy 11.27. Oblicz granice ciagu a,, = T i zbadaj jego monotoniczno$¢.

11.38. Rozpatrujemy ciag (x,,) taki, ze:
x, €D dla ne N-{0}, x, # xg dla ne N-{0} i lim x, = x,

Wtedy lim f(x,) = lim (2 +x, - xfl) =2+ xy— x5, czyli lim f(x) istnieje.

11.39. linll f(x) = linllilogz(S -x)=log,4=2, lim f(x)= lim log,(x+1)=log,2=1
xX— x— x—1t x—1t

1irr117 f(x) # lim f(x), wiec lin% f(x) nie istnieje.
xX— x—1t x—

11.42. Niech f(x) = x> — 5x + x—:; Funkgja f jest ciagla w przedziale (0; 6).
X

3 4 5+3
f(O)—E>0, f(l)—1—5+§<0, f(5)—25—25+m>0

Zatem w kazdym z przedziatéw (0; 1) i (1; 5) funkcja f ma co najmniej jeden pierwiastek,

. 2 ) x+3 S . . .
wiec rOwnanie x” — 5x + T 0 ma co najmniej dwa rozwiazania w przedziale (0; 6).
X+
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11.28. Oblicz. 1M.28.98 by o &3
n n
a) lim Y7+ 6"+ 8" o lim (%)” + (g)
nl/ 1\" 1\ 1\" npn n

b Jim (3) +(5) +(5) d) lim 22 + 32

n—o00 2 3 4 n—o00
11.29. Oblicz sume podanego szeregu geometrycznego, jezeli taka suma istnieje. 11.29.a) 1 b) %5
2) 1,2, 4.8 0 —\/§—§—ﬁ—2—5+... c) szereg rozbiezny

39 27 21 2 4 8 d) —24-12V2

18 54 162

b)6—?+g—ﬁ+... d) -12-6V2-6-3V2-...
11.30. Suma wszystkich wyrazow nieskoriczonego ciagu geometrycznego (a,,) jest 11.30. —%

réwna 24, a suma jego trzech poczatkowych wyrazéw wynosi 21. Wyrazy trzeci i pia-
ty ciagu (a,) sa réwne odpowiednio trzeciemu i pigtemu wyrazowi pewnego ciggu
arytmetycznego (b,,). Oblicz sume 25 poczatkowych wyrazow ciagu (b,,).

2 3
+< x ) +<L> + ... < 2 jest suma 11.31.xe<—2;1>

x—1 x-1 x—1
szeregu geometrycznego. Rozwiaz t¢ nieréwnos¢.

11.31. Lewa strona nieréwnosci

: ; . 3n +5n + 2
11.32. Lewa strona réwnania tgx + tg’ x + tg° x + ... = lim ST
n—00 2n+1

jest 11.32.x=16‘+kn, keZ

suma szeregu geometrycznego. Rozwiaz to rownanie.

11.33. W kwadrat o boku 1 wpisano koo, w to koto wpisano 11.33. 2 (1 - —)
kwadrat, w ten kwadrat - nastepne kolo itd., jak na rysunku.
Oblicz sume pdl wszystkich zamalowanych obszaréw zawar- 7~
tych w tym kwadracie. N/

11.34. Pierwszy wyraz nieskonczonego ciagu geometrycznego 11.34. 10—
jest rébwny 2, a suma wszystkich wyrazéw tego ciggu jest row-
na 5. Oblicz sume szescianow wszystkich wyrazoéw tego ciagu.

11.35. Oblicz. 11.35.2) 0 b)4 ¢)2 d)§

2 .
-x"-5x-3 . -8 . 2 . +1
T2 b lim——— o) lim = d) lim —

+x-3 xo2 x2—x—-2 x—0 sinx x—-1vVx+2+x

11.36. Oblicz. 11.836. a) —© b)
V1 + 5x x*-5 €)oo d) —oo

¢) lim
2-5x x—-5t Vx =5

a) lim
g+

X—
5

3 2 2
. -4 .
b) lim X oArs d) lim X +7x+6

x—3~  x2-3x x——6- x> + 12x2 + 36x

11.43. Niech f(x) = 16x” — 5x + 5. Funkcja f jest jest ciagta i rézniczkowalna w R.
f'(x) =80x" -5 =5(16x" —1) = 5(4x’ + 1) 2x + 1)(2x - 1)
1 1

f'(x)>0 dla x € (—oo; —%) U <—; oo), fl(x) <0 dla xe (—%; 5)

2
Zatem f ro$nie w kazdym z przedzialéw (—oo; —%>, <%, oo)
i maleje w przedziale <—%; %>
1 16 5
f(-1)=-16+5+5=-6<0, f<§)_§_5+5_3>0

Z powyzszych rozwazan wynika, ze funkcja f ma dokladnie jedno miejsce zerowe

(w przedziale (—1; —% >), czyli réwnanie 16x° — 5x + 5 ma dokladnie jedno rozwigzanie.
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11.37. xgmw f(x) = oo,

. 1
Jim f() =3 (D)
11.38. Patrz s. 338.

11.39. Patrzs. 338. (D )

11.40. Funkgja jest ciagla
w zbiorze R —{-2, —1}.

M4 k=1, m=7

11.42. Patrz s. 338.

11.43. Patrz s. 339.

©

11.45. Funkgja jest ciagla
i r6zniczkowalna w zbiorze R.

11.46. Patrz s. 341. (D )
11.47. 2
32
11.48.
a) f'(x) = 3(3x"~ 5x +2)*(6x - 5)
! . Ax=2
b) £ = (x2+x+1)3
! _ 2x+2
)= V2x2 +4x+3
. 4(1+ )
d -V
) S ) 332

11.37. Dana jest funkcja f(x) = Vx?+ x + 1 — x. Oblicz Xgrpw fx) i J}l_r& f(x).
11.38. Skorzystaj z definicji i wykaz, ze funkcja f(x) = 2+ x — x° o dziedzinie D
ma granice w kazdym punkcie x, € D.

log,(5-x) dlax<1

11.39. Wykaz, ze funkcja f(x) = {log (x+1) dlax>1
2

nie ma granicy
w punkcie x; = 1.
11.40. Zbadaj ciaglos¢ podanej funkcji.

3 2
X FXHX76 g xeR- (-2, -1}
flx) = x> +3x+2
-9 dla x = -2
0 dla x = -1

11.41. Wyznacz takie warto$ci m i k, aby funkcja f byla ciagta w punkcie 3.

2

x—-3
m dla x=3

11.42. Wykaz, ze rownanie x” —5x + x_:i = 0 ma w przedziale (0; 6) co najmniej
X

dwa rozwigzania.
11.43. Wykaz, ze réwnanie 16x° — 5x + 5 = 0 ma doktadnie jedno rozwigzanie.
11.44. Wykaz, ze funkcja f(x) =5+ 3x — x° ma dokfadnie jedno miejsce zerowe.

11.45. Zbadaj ciaglo$¢ i rézniczkowalnosé funkeji f.

3xt+12x-12  dla x<2
(x)={
f X —6xt+12x—8 dla x>2

11.46. Wykaz, ze funkcja f(x) = 2x — |x + 2| nie jest rézniczkowalna w punkcie
xo = _2.

11.47. Oblicz pochodng funkeji f(x) =

12__2)16 w punkcie x = -3.
11.48. Wyznacz pochodna podanej funkgji.

a) f(x)=(3x2—5x+2)3 c) flx)=V2x?+4x+3
b) £(x) = —— O fx) = (14 )"

(2 +x+1)>°

11.44. Funkgja f jest ciagla i rozniczkowalna w R.

fl(x)=3-3x*= 3(1 —xz) =3(1+x)(1-x)

flx)>0dla xe(-1;1), f(x)<0 dla x e (—o0; —1) U (1; 00)

Czyli f rosnie w przedziale (—1; 1) i maleje w kazdym z przedziatéw (—oo; —1) i (1; c0).
f(-1)=5-3+1>0, f(1)> f(-1), f(3)=5+9-27<0

Zatem funkcja f ma dokfadnie jedno miejsce zerowe (w przedziale (1; 3)).



11.49. Styczna do wykresu funkcji f(x) = —x” + 3x” + 9x + 5 w punkcie (2, 27)
ma z tym wykresem jeszcze jeden punkt wspolny. Oblicz wspélrzedne tego punktu.

11.50. W tabeli podane sa wartosci funkgji y
f: (=3; 4) — R dla trzech argumentow. |
1= i
x | 20 3 A |
5 5 ;
f(X) 3§ g -1 0 X

Na rysunku przedstawiony jest wykres pochodnej

y = f'(x) funkdji f.

a) Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkeji f
w punkcie o odcietej x = 0.

b) Wyznacz ekstremum funkgji f. Podaj argument,
dla ktérego funkcja f przyjmuje to ekstremum.

¢) Podaj najmniejsza warto$¢ funkcji f.

11.51. Dana jest funkcja f(x) = x° — 9x° + 15x + 1.

a) Wyznacz przedzialy monotonicznosci tej funkgji.

b) Wyznacz warto$¢ najwieksza oraz warto$¢ najmniejsza
tej funkeji w przedziale (-2; 6).

11.52. Funkgja f opisana jest wzorem f(x) = x° —6x> +c i f(0) = 8. Wyznacz
warto$¢ najwiecksza oraz warto$¢ najmniejsza funkcji f w przedziale (-1; 3).

11.53. Do wykresu funkcji f(x) = %x3 +x° + px+q nalezy punkt M = (—1, —%)

Styczna do wykresu funkcji f w punkcie M jest nachylona do osi x pod katem 135°.
Wyznacz ekstrema tej funkcji.

11.54. Dana jest funkcja f(x) = ad
-

tem, ktorego sinus jest rowny 0,6. Zbadaj, ile jest stycznych do wykresu funkcji f
réwnoleglych do prostej 1.

T Prosta [ jest nachylona do osi x pod ka-

11.55. Dla jakich wartosci parametru m funkcja f ma ekstremum?

flx) = ”“T‘zf + 2m—3)x> + (5m - 6)x

11.56. Funkgja f(x) =

aib.

ax+b . .
" maw punkcie x = 0 ekstremum réwne —2. Wyznacz
X

11.46. f(x,) = —4

f (%o +h) = f(xo) _ f(=2+h) = f(=2)
h h ’

Jezeli x < -2, to f(x)=2x+x+2=3x+2,

ajezeli x> -2, to f(x)=2x-x-2=x-2.

Wiec jezeli h < 0, to I(h) = 3(_“}1);2_(_4) - _6”};:2*4 -

24h-2-(-4) _ |

— =1L

Zatem lim I(h) =3, lim I(h) = 1, co oznacza, ze lim I(h) nie istnieje,
h—0" h—07" h—0

Niech I(h) =

3,

ajezeli h >0, to I(h) =

czyli funkcja f nie jest rézniczkowalna w punkcie x, = —2.

11. Analiza matematyczna 3471 [

11.49. (-1, 0)

11.50. a) y =

b) y=-1 dla
c) -1

s
8
x=3

11.51. a) rosnaca w przedziale
(=005 1),

malejaca w przedziale (1; 5),
rosngca w przedziale (5; oo)

b) warto$¢ najwigksza: 8

dla x =1,
wartos¢ najmniejsza: —73
dla x =-2

11.52. wartos¢ najwieksza: 8
dla x =0,
warto$¢ najmniejsza: —19 dla x = 3

11.53. maksimum: 0 dla x = -2,

.. 4
minimum: -3 dla x=0

11.54. cztery

11.55. m € (1; 3)

11.56. a =0, b=2
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11.57. m € (-2; 2)

11.58. 2

11.59. 0,8 cm x 1,2 cm X 1 cm

11.60. (1, 1)

11.61.

=

11.62. 2 -

11.63. k=3 -7

11.64. % dla m = -6
11.65. m = 3

11.66. dlugos¢ podstawy: ?—1,

1 .. 3a
dlugos$¢ ramienia: "

11.57. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie x> — 3x —m = 0 ma trzy roz-
wigzania?

11.58. Rozpatrujemy wszystkie prostopadlosciany o podstawie kwadratowej, dla
ktérych suma dlugosci wszystkich krawedzi jest rowna 24. Jaka wysokos¢ ma pro-
stopadlo$cian o najwiekszej objetosci?

11.59. Suma diugosci wszystkich krawedzi prostopadioscianu wynosi 12 cm, a sto-
sunek dlugosci krawedzi podstawy jest rowny 2: 3. Oblicz wymiary, jakie powinien
mie¢ taki prostopadloscian, by jego objetos¢ byta mozliwie najwigksza.

11.60. Wyznacz punkt na wykresie funkcji f(x) = x° lezacy najblizej punktu
A=(30).

11.61. Rozpatrujemy odcinki AB réwnolegte do osi y, kto- y

rych jeden koniec lezy na wykresie funkcji f(x) = x* dla flx) =x\A

x < 0, a drugi koniec lezy na wykresie funkcji g(x) = i dla

x < 0, jak na rysunku. Oblicz dtugos¢ najkrotszego z tych o
odcinkéw.

11.62. Rozpatrujemy odcinki réwnolegte do osi y, ktérych
jeden koniec lezy na wykresie funkcji f(x) = x> +2, a drugi
koniec - na wykresie funkcji g(x) = v/x dla x > 0. Oblicz
diugos¢ najkrotszego z tych odcinkow.

11.63. Wyznacz warto$¢ parametru k, dla ktorej suma odwrotnosci pierwiastkow
réwnania x> + (k- 3)x + k> =k +1 =0 jest najwicksza.

11.64. Dane jest rownanie x” + (m — 5)x + m’ + m + i = 0. Dla jakich wartosci

parametru m stosunek sumy pierwiastkéw tego réwnania do ich iloczynu przyjmuje
warto$¢ najmniejsza? Oblicz te warto$¢.

11.65. Dane sg okregi x>+ y* = 4—m i x* + y* = m — 2. Dla jakiej wartosci m
suma odwrotnoéci kwadratéw promieni tych okregow jest najmniejsza?

11.66. Trojkat rownoramienny o obwodzie a obraca sie wokot podstawy. Jakie po-
winny by¢ diugosci bokow tego trojkata, aby objetos¢ powstalej bryly byta jak naj-
wieksza?



Skorowidz

Alternatywa (suma) zdarzen 148
aksjomat 194

asymptota pionowa 331

— — lewostronna 331

— — prawostronna 331

— pozioma 331

Bryta obrotowa 65, 319

bryly podobne 78, 320

Cechy podobienstwa trojkatéw 283
— przystawania trojkatow 282
centyl 305

ciag 273

— arytmetyczny 273

— geometryczny 273

— liczbowy 273

— malejacy 273

— monotoniczny 273

— niemalejacy 273

— niemonotoniczny 273

— nierosnacy 273

— rosnacy 273

— skonczony 273

ciggloé¢ funkcji w punkcie 331
cigciwa kuli 68

cosinus kata 255

czasza kuli 69, 320
czworoscian 49

— foremny 59

Dominanta 305
dwudziesto$cian foremny 59
dwumian Newtona 142, 306
dwunastoscian foremny 59
dwusieczna kata 281

dzielenie z resztg 212, 213
Figura wypukla 37

funkgja ciagta 331

— liniowa 232

— logarytmiczna 265

— okresowa 255

— pochodna 332

— roézniczkowalna 332

— wewnetrzna 331

— wielomianowa (wielomian) 244
— wyktadnicza 265

— wymierna 244

— zewnetrzna 331

— zlozona (zlozenie funkgji) 331
Graniastostup 319

— opisany na walcu 66

— pochyly 39

— prawidlowy 40, 319

— prosty 39, 319

— wpisany w walec 66
— wypukly 38

granica ciggu 330

— funkcji w punkcie 330

— lewostronna funkcji w punkcie 330
— prawostronna funkcji w punkcie 330

— niewlasciwa funkeji 330
Hiperbola 245

hipoteza 194

Iloczyn (koniunkcja) zdarzen 136
Jedynka trygonometryczna 255
Kat dwuscienny 31, 319

— nachylenia prostej do plaszczyzny 23, 318

— rozwarcia stozka 67

— $rodkowy 281

— wpisany 281

koto wielkie kuli 69, 320
kombinacja 130
kombinatoryka 114
koniunkgja (iloczyn) zdarzen 148
krawedz przecigcia plaszczyzn 8
— wielo$cianu 37

krzywa logarytmiczna 265

— wyktadnicza 265

kula 68, 320

Liczba logarytmowana 265

— pierwsza 222

liczby wzglednie pierwsze 222
logarytm 265

Maksimum 332

mediana 305

miara lukowa kata 255

— kata dwusdciennego 31, 319
minimum 332

Nieréwno$¢ opisujaca koto 295
Odchylenie standardowe 305
odcinek kuli 69, 320

odlegtos¢ miedzy punktami na plaszczyznie 293

odleglos¢ punktu od plaszczyzny 26
— — — prostej 294

okrag opisany na wielokacie 281
— wpisany w wielokat 281
okres funkcji 255

— zasadniczy funkgji 255
ostrostup 49, 319

— opisany na stozku 67, 320

— prawidlowy 49, 319

— wpisany w stozek 67, 320
o$mioscian foremny 59

o$ obrotu 65, 319

343 I
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Permutacja 116

pierwiastek wielomianu 244
plaszczyzny prostopadte 16, 318

— réwnolegle 9, 318

pochodna funkcji w punkcie 332
podobienstwo na plaszczyznie 281

— W przestrzeni 78, 320

podstawa graniastostupa 38, 319

— ostrostupa 49, 319

— stozka 67

— walca 66

podzielnos¢ liczb 208

pojecie pierwotne 194

postac iloczynowa funkeji kwadratowej 245
— kanoniczna funkcji kwadratowej 244
— ogolna funkcji kwadratowej 244
powierzchnia boczna stozka 67

— — walca 66

prawdopodobienstwo catkowite 170
— warunkowe 162, 304

procent 223

promien podstawy walca 66

— wodzacy 255

prosta prostopadta do ptaszczyzny 14, 318
— réwnolegla do plaszczyzny 10, 318
proste prostopadle na plaszczyznie 293, 294
— — w przestrzeni 13, 318

— réwnolegle na plaszczyznie 293, 294
— — w przestrzeni 12, 318

— skosne 11, 318

— wspdlplaszczyznowe 11
prostopadloscian 40, 319

proba Bernoulliego 180

przedziaty liczbowe 222

przekatna wielo$cianu 37

przekroj osiowy bryly obrotowej 65

— plaski wielo$cianu 42

— poprzeczny bryly obrotowej 65
przyblizenie z nadmiarem 224

— — niedomiarem 224

Radian 255

reguta dodawania 114

— mnozenia 114, 306

reszta z dzielenia 212, 213

rozstep 307

roéwnanie okregu 294

— — w postaci kanonicznej 294

— — — — ogolnej 294

— prostej w postaci kierunkowej 293
— — — — ogolnej 293
réwnolegtoécian 39, 319

réznica zdarzen 148

rzut prostokatny (prostopadly) 22, 318
— réwnolegly 21, 318

Schemat Bernoulliego 180

sfera 68

silnia 117, 304

sinus kata 255

spodek wysokosci ostrostupa 49

stozek 67, 320

— opisany na kuli 69, 320

— Sciety 67

— wpisany w kule 69, 320

styczna do wykresu funkgji 332

suma poczatkowych wyrazow ciagu
arytmetycznego 273

— — — — geometrycznego 274

— szeregu geometrycznego 330

— (alternatywa) zdarzen 136

symbol Newtona 130, 304

symetralna odcinka 281

sze$cian 40, 59, 319

szereg geometryczny 330

— — zbiezny 330

Sciana boczna graniastostupa 38, 319

— — ostrostupa 49, 319

— wielo$cianu 37

$rednia 305

— arytmetyczna 223

— geometryczna 223

— wazona 305

$rednica kuli 68

$rodek kuli 68

$rodkowa boku trojkata 281

Tangens kata 255

teza 194

trojkat Pascala 139

trojmian kwadratowy 244

twierdzenie Bernoulliego 182, 307

— Bézouta 245

— cosinusow 256

— odwrotne do twierdzenia Pitagorasa 196, 281

— — — — Talesa283

— o dwusiecznej 283

— o kacie miedzy styczng a cieciwg 282

— o odcinkach stycznych 282

— o prawdopodobienstwie catkowitym 170, 306

— o przyjmowaniu wartosci posrednich 334

— o trzech ciagach 333

— — — prostopadlych 22, 321

— Pitagorasa 281

— sinuséw 256

— Talesa 283

— (wzor) Eulera 60, 321

— Weierstrassa 334

tworzaca stozka 67

— walca 66

Uklad réwnan nieoznaczony 232

— — oznaczony 232

— — sprzeczny 232

— zupelny zdarzen 169, 305



Walec 65, 319

— opisany na kuli 69, 320

— wpisany w kule 69, 320
wariacja 119

— bez powtorzen 119

— z powtdrzeniami 119
wariancja 305

warstwa kuli 69, 320

warto$¢ bezwzgledna liczby 222
— oczekiwana gry losowej 305
wektor 293

wielokat foremny 281
wielomian (funkcja wielomianowa) 244
— stopnia 0 244

— zerowy 244

wielomiany réwne 245
wieloscian foremny 59, 319

— opisany na kuli 69, 320

— wpisany w kule 69, 320

— wypukly 37

wierzcholek ostrostupa 49, 319
— stozka 67

— wielo$cianu 37
wspolczynnik kierunkowy funkgji liniowej 232
— — prostej 293

wspolrzedne wektora 293

wycinek kuli 69, 320

wykresy funkgji trygonometrycznych 257
wyréznik tréjmianu kwadratowego (delta) 244
wysokos¢ graniastostupa 38

— ostrostupa 49

— stozka 67

— tréjkata 281

— walca 66

wzory redukcyjne 256

— skroconego mnozenia 224

— Viete’a 246

wzor Bayesa 172, 307

— dwumianowy Newtona 142

— (twierdzenie) Eulera 60, 321

— ogolny ciggu arytmetycznego 273
— — — geometrycznego 273

— sinuséw 256

Zalozenie 194

zbior liczb wymiernych 222

zdarzenia identyczne 148

— wykluczajace (wylaczajace) sie 148
— przeciwne 148, 304

zlozenie funkgji (funkcja zlozona) 331

Tablica wartosci logarytméw dziesietnych liczb od 1 do 9,9

x 1 1,1 12 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9
log x | 0,000 | 0,041 | 0,079 | 0,114 | 0,146 | 0,176 | 0,204 | 0,230 | 0,255 | 0,279
x 2 2,1 27 2,3 2,4 2,5 2,6 2,7 2,8 2,9
log x | 0,301 | 0,322 | 0,342 | 0,362 | 0,380 | 0,398 | 0,415 | 0,431 | 0,447 | 0,462
x 3 3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,6 3,7 3,8 3,9
log x | 0,477 | 0,491 | 0,505 | 0,519 | 0,531 | 0,544 | 0,556 | 0,568 | 0,580 | 0,591
x 4 4,1 4,2 4,3 4,4 4,5 4,6 4,7 4,8 4,9
log x | 0,602 | 0,613 | 0,623 | 0,633 | 0,643 | 0,653 | 0,663 | 0,672 | 0,681 | 0,690
x 5 5,1 52 53 54 5,5 5,6 5,7 5,8 559
log x | 0,699 | 0,708 | 0,716 | 0,724 | 0,732 | 0,740 | 0,748 | 0,756 | 0,763 | 0,771
x 6 6,1 6,2 6,3 6,4 6,5 6,6 6,7 6,8 6,9
log x | 0,778 | 0,785 | 0,792 | 0,799 | 0,806 | 0,813 | 0,820 | 0,826 | 0,833 | 0,839
x 7 7,1 72 7,3 7,4 7,5 7,6 7,7 7,8 7,9
log x | 0,845 | 0,851 | 0,857 | 0,863 | 0,869 | 0,875 | 0,881 | 0,886 | 0,892 | 0,898
x 8 8,1 8,2 8,3 8,4 8,5 8,6 8,7 8,8 8,9
log x | 0,903 | 0,908 | 0,914 | 0,919 | 0,924 | 0,929 | 0,934 | 0,940 | 0,944 | 0,949
X 9 9,1 2 9,3 9,4 9,5 9,6 9,7 9,8 9,9
log x | 0,954 | 0,959 | 0,964 | 0,968 | 0,973 | 0,978 | 0,982 | 0,987 | 0,991 | 0,996
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Wybrane wzory trygonometryczne

Definicje funkcji trygonometrycznych

kata ostrego

dowolnego kata

sina = 22 r4
B r
cosa =2 - ™
a < Ty /1], \
y A [ B _
C b A tga ==L, dla xp#0 J\ x
Xp \
sina = 2 tga =2 ctga =2 dla #0
=z ga =y go = o, Yp P,
_b _b _ _ 2.2
cosa = - ctga = S| r= |OP| = \|x3 + 3 P,
Wartosci funkcji trygonometrycznych wybranych katow
0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°
o
0 E E E E T 3_T[ 21
6 4 3 2 2
sina | 0 1 V2 RE 1 0 -1 0
2 2 2
cosa 1 V3 R 1 0 -1 0 1
2 2 2
\3 nie nie
tga 0 3 1 V3 istnieje 0 istnieje 0
nie V3 nie nie
Ctga | istnieje V3 1 3 0 istnieje 0 istnieje
(0% 90°) (90° 180°) | (180° 270°) | (270° 360°)
a
B @) () (5
2 2 2
sin + + - -
cosa + - - +
tga + - + -
ctga + - + -




Wzory redukcyjne
- 90° -« | 90°+a 180° -«  180°+a« | 270°— o | 270°+ o | 360° — «
P
Tt Tt 3n 3n
-« = =@ = 4 @ -« T+ ——a | —+ta | 2T-«
2 2 2 2
sinff=| —sin« cosa cosa sin o —sina | —cosa | —cosa | —sina
cosff= cos«x sina —sina | —cosa | —cosa | —sina sin o cosa
tgf=| —tga ctga —ctga —-tgua tga ctgua —ctga —-tga
ctgf= —ctga tga —-tga —ctga ctga tga —-tga —ctga

Podstawowe zaleznosci trygonometryczne

* Jedynka trygonometryczna: sin” & + cos” & = 1

sina

° tga:—,oc;f:g+kﬂ,kez

cos«x

o ctg(x:C?ﬂ, a+kn keZ
Sin «

. tgoc~ctgoc=l,oc¢k2—n,kel

* sin(a + f3) = sinacos B + cosasin f3
e sin(a - f) =sinacos B — cosasin f3
® cos(x+ f5) = cosacos S —sinasin

® cos(ax—f5) = cosacosf+sinasin

tga +tg
el - EENG
. 3 B tga—tgf
g« ﬁ)_1+tg¢x-tgﬁ

® sin2a =2sina

cos«x

2 .2 2 .2
® cos2a=cos ax—sin“a=2cos"a—1=1-2sin"«

2t
° tgl2a = g2

noom
——, a# — +k=
1-tg?« 9(:4

ia;&§+kn,kez

Zaleznosci trygonometryczne w trojkacie

* Pole trojkata

1 .
P= Ebcsmcx

P= %acsin/}

* Twierdzenie sinusow

a b

sina sinf

£ -9R
siny

P= %absiny

* Twierdzenie cosinuséw

242, 2
a” =b"+c¢ —2bccosa
2 2 2
b®=a" +c” —2accosf§

& =a’ +b* - 2abcosy

a¢§+kn,ﬁ¢g+kn,o¢+ﬁ¢g+kﬂ,kEZ

,a¢g+km/3¢g+kﬂ>“—/3¢g+k”>keZ
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Tablica wartosci funkcji trygonometrycznych

Miarakataow | sina cosa tga Miarakataow | sina cosa tga
0° 0,0000 | 1,0000 | 0,0000 45° 0,7071 | 0,7071 | 1,0000
1° 0,0175 | 0,9998 | 0,0175 46° 0,7193 | 0,6947 | 1,0355
2° 0,0349 | 0,9994 | 0,0349 47° 0,7314 | 0,6820 | 1,0724
3° 0,0523 | 0,9986 | 0,0524 48° 0,7431 | 0,6691 | 1,1106
4° 0,0698 | 0,9976 | 0,0699 49° 0,7547 | 0,6561 | 1,1504
5° 0,0872 | 0,9962 | 0,0875 50° 0,7660 | 0,6428 | 1,1918
6° 0,1045 | 0,9945 | 0,1051 51° 0,7771 | 0,6293 | 1,2349
7° 0,1219 | 0,9925 | 0,1228 52° 0,7880 | 0,6157 | 1,2799
8° 0,1392 | 0,9903 | 0,1405 53° 0,7986 | 0,6018 | 1,3270
9° 0,1564 | 0,9877 | 0,1584 54° 0,8090 | 0,5878 | 1,3764
10° 0,1736 | 0,9848 | 0,1763 55° 0,8192 | 0,5736 | 1,4281
11° 0,1908 | 0,9816 | 0,1944 56° 0,8290 | 0,5592 | 1,4826
12° 0,2079 | 0,9781 | 0,2126 57° 0,8387 | 0,5446 | 1,5399
13° 0,2250 | 0,9744 | 0,2309 58° 0,8480 | 0,5299 | 1,6003
14° 0,2419 | 0,9703 | 0,2493 59° 0,8572 | 0,5150 | 1,6643
15° 0,2588 | 0,9659 | 0,2679 60° 0,8660 | 0,5000 | 1,7321
16° 0,2756 | 0,9613 | 0,2867 61° 0,8746 | 0,4848 | 1,8040
17° 0,2924 | 0,9563 | 0,3057 62° 0,8829 | 0,4695 | 1,8807
18° 0,3090 | 0,9511 | 0,3249 63° 0,8910 | 0,4540 | 1,9626
19° 0,3256 | 0,9455 | 0,3443 64° 0,8988 | 0,4384 | 2,0503

20° 0,3420 | 0,9397 | 0,3640 65° 0,9063 | 0,4226 | 2,1445

21° 0,3584 | 0,9336 | 0,3839 66° 0,9135 | 0,4067 | 2,2460

22° 0,3746 | 0,9272 | 0,4040 67° 0,9205 | 0,3907 | 2,3559

23° 0,3907 | 0,9205 | 0,4245 68° 0,9272 | 0,3746 | 2,4751

24° 0,4067 | 0,9135 | 0,4452 69° 0,9336 | 0,3584 | 2,6051

25° 0,4226 | 0,9063 | 0,4663 70° 0,9397 | 0,3420 | 2,7475

26° 0,4384 | 0,8988 | 0,4877 71° 0,9455 | 0,3256 | 2,9042

27° 0,4540 | 0,8910 | 0,5095 72° 0,9511 | 0,3090 | 3,0777

28° 0,4695 | 0,8829 | 0,5317 73° 0,9563 | 0,2924 | 3,2709

29° 0,4848 | 0,8746 | 0,5543 74° 0,9613 | 0,2756 | 3,4874

30° 0,5000 | 0,8660 | 0,5774 75° 0,9659 | 0,2588 | 3,7321

31° 0,5150 | 0,8572 | 0,6009 76° 0,9703 | 0,2419 | 4,0108

32° 0,5299 | 0,8480 | 0,6249 77° 0,9744 | 0,2250 | 4,3315

33° 0,5446 | 0,8387 | 0,6494 78° 0,9781 | 0,2079 | 4,7046

34° 0,5592 | 0,8290 | 0,6745 79° 0,9816 | 0,1908 | 5,1446

35° 0,5736 | 0,8192 | 0,7002 80° 0,9848 | 0,1736 | 5,6713

36° 0,5878 | 0,8090 | 0,7265 81° 0,9877 | 0,1564 | 6,3138

37° 0,6018 | 0,7986 | 0,7536 82° 0,9903 | 0,1392 | 7,1154

38° 0,6157 | 0,7880 | 0,7813 83° 0,9925 | 0,1219 | 8,1443

39° 0,6293 | 0,7771 | 0,8098 84° 0,9945 | 0,1045 | 9,5144

40° 0,6428 | 0,7660 | 0,8391 85° 0,9962 | 0,0872 | 11,4301
41° 0,6561 | 0,7547 | 0,8693 86° 0,9976 | 0,0698 | 14,3007
42° 0,6691 | 0,7431 | 0,9004 87° 0,9986 | 0,0523 | 19,0811
43° 0,6820 | 0,7314 | 0,9325 88° 0,9994 | 0,0349 | 28,6363
44° 0,6947 | 0,7193 | 0,9657 89° 0,9998 | 0,0175 | 57,2900
45° 0,7071 | 0,7071 | 1,0000 90° 1,0000 | 0,0000 —




