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Droga Nowa Ero,

Nigdy bym nie publikowata publicznie ksigzek wydawnictw, ktore dzialaja na uczciwych zasadach.

Wasza firma jednak promuje masowy dodruk, calkowicie niepotrzebnych ksigzek, ktore moglyby
zastapione wersjami elektronicznymi!

Co prawda e-booki sg dostepne na waszej stronie, jednak:

W przeciwienstwie do fizycznej ksigzki, licencja na e-book konczy sie po roku. Oznacza to,
ze jezeli moja corka chcialaby powtorzyc sobie calg wiedze do matury, musialabym jej
kupic wszystkie wasze ksigzki od nowa.

Waszych e-bookow nie da sie pobrac! Wymagaja one dostep do internetu, co uniemozliwia
ich uzycie na naszej wsi, gdzie zasieg jest ograniczony.

Wasze e-booki nie dzialajg na telefonach komorkowych!!!

Wasze e-booki sprzedawane sa po tej samej (albo wyzszej) cenie co regulame ksigzki. Cena
e-booka powinna by¢ nizsza, gdyz e-booki wymagaja elektronicznego czytnika (tabletu)!

Czas rozpoczac¢ nowq ere (o ironio), w ktorej papier nie jest bezczelnie marnowany dla pieniedzy.
Przedstawiam e-book, ktory spelnia wszystkie oczekiwania uczniow.

Dbajmy o srodowisko, zrobmy to dla miodych pokolen.
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O czym jest podrecznik?

Podrecznik Informatyka na czasie 2 pomoze ci poglebi¢ wiedze na temat liczby?
algorytmiki | programowania w jezyku C++. Poznasz rézne sposoby zapisu ! jakdzed |
algorytmow, rozwigzesz interesujace problemy algorytmiczne oraz poznasz ".\ c;fﬁy? !
podstawy jednego z najpopularmnigjszych jezykow programowania na swiecie.

Czemu stuzg poszczegolne elementy podrecznlka’?

Informacje na temat tego,
czym bedziesz sie zajmowac
na danej lekgciji.

Proste zadania w toku lekciji.
Odpowiedzi nie nalezy
zapisywac w podreczniku.

Podpowiedzi ulatwiajace
wykonanie omawianych
CZynnosci.

~ Y Dobra rada .—

——————————————————————————————

Wskazowki szczegolnie
przydatne w ksztatceniu
kluczowych umigjetnosci.

______________________________

Zestaw polecen o roznym
stopniu trudnosci.
Odpowiedzi nie nalezy
Zapisywac w podreczniku.

______________________________

Informacije poszerzajace
wiedze o omawianych
zagadnieniach.

Q Warto wiedziec i._,

Najwazniejsze informacje

z lekcji podane w punktach,
porzadkujace nowo zdobyta
wiedze.

Wydarzenia najwazniejsze
dla rozwoju danej
dziedziny informatyki.

Ciekawostki pokazujace
omawiane zagadnienia
z zaskakujgce| perspektywy.

<+ Podsumowanie -

Zadanie do wykonania
W grupie, z wykorzystaniem
wiedzy z kilku rozdziatow.

_ @ Z informatyka w przysziosé H

Najwazniejsze pojecia
omawiane na lekcj,
ktore nalezy zapamietac.

Przykiady zastosowania tresci
omawianych w podreczniku
w przyszlym zyciu zawodowym.

Oznaczenia w podreczniku

& Odsytacz do zagadnienia
omawianego szerzej
w innym migjscu

@ WIESZ, UMIESZ, ZDASZ

Sposob na zadania

© Wskaznik pojecia; pojecia

obok wskaznikow ukladaja sig

w siatke pojec z danej lekcji

Trening

«*=+ (znaczenie stopnia
trudnosci zadan

Zadania rozwiazane krok po kroku, ktore ulatwiaja Zestaw zadan pozwalajgcych utrwalic wiedze

opanowanie roznych typow zadan.

6

z danego rozdziatu.
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™ Kartka z historii

Algorytmika i programowanie

Jednym z najstarszych algorytmdw cbliczeniowych
jest algorytm Euklidesa, czyli metoda wyznaczania
najwiekszego wspodlnego dzielnika dwdch liczb,
opisana przez greckiego matematyka Euklidesa

w dziele Elementy. Pierwotnie algorytm ten stuzyt
do szukania odcinka, ktory bytby wspdlna miara

dla dwoch diuzszych odcinkow.

Juz ok. 1800 r. p.n.e. starozytni Egipcjanie stosowali
algorytm mnozenia — nazwany potem mnozeniem
egipskim — w ktérym uzywano wylacznie operacii
podwajania i dodawania. Najstarszy znany opis

tego algorytmu zawiera papirus Bhinda, spisany

ok. 1650 r. p.n.e. przez skrybe Ahmesa i odnaleziony
dopiero w polowie XIX w. Papirus ten jest obecnie
czescia zbiordw British Museum w Londynie.

z

[ 1800 r. p.n.e. ]
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Grecki poeta Archiloch w jednym z dziet wspomniat
o przyrzadzie do szyfrowania zwanym skutalg,
uzywanym w Sparcie od VIl w. p.n.e. Nadawca
nawijat na laske pasek pergaminu i pisat tekst

na stykajacych sie brzegach. Adresat posiadat
identyczna laske, umozliwiajaca odczytanie
wiadomosgci, Dzig ten szyfr przestawieniowy
nazywa sie metoda plotu.

Greckiemu matematykowi Eratostenesowi

z Cyreny przypisuje sie wynalezienie metody
znajdowania liczb pierwszych z przedzialu [2; n].
Polega ona na odsiewaniu liczb, ktdre sa
wielokrotnosciami innych liczb, stad nosi nazwe
sita Eratostenesa. Eratostenes byt takie
astronomem i geografem - przeprowadzit
eksperyment, dzieki ktdremu obliczyt obwod Ziemi.




Muhammad Ibn Musa Al-Chuwarizmi, bibliotekarz
Domu Madrosci w Bagdadzie, opisal efektywne
sposoby pisemnego wykonywania obliczen

z uzyciem systemu dziesietnego, znanego wczesniej
wytacznie w Indiach. Dzigki jego pismom system ten
dotart do Europy. Od tacirfiskiej wersji nazwiska tego
uczonego pochodzi stowo algorytm,

Pierwszym opisanym szyfrem podstawieniowym
byt prawdopodobnie szyfr z czasow wojen
galijskich, stosowany w korespondencii przez
Juliusza Cezara. Szyfr polega na cyklicznym
przesuwaniu liter alfabetu. Cezar za litere A
podstawiat litere D, zaB-Eitd.,azaZ-C.

Mimo ze tekst zaszyfrowany w ten sposcéb

bardzo tatwo odszyfrowac, szyfru Cezara
uZywano jeszcze na poczatku XX w.

(w0

Heron z Aleksandrii — starozytny grecki matematyk,
mechanik | wynalazca — w dziele Metrica opisal
efektywna metode iteracyjnego wyznaczania
przyblizen pierwiastka kwadratowego z uzyciem
operacji dodawania, mnozenia i dzielenia. Dzis

te metode nazywa sie algorytmem Herona.

Za najwieksze osiggniecia Herona uznaje sie
sformutowanie wzoru na pole trdjkata (o znanych
diugosciach bokéw) i wymyslenie pierwowzoru
maszyny parowej.
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Leonardo Fibonacci w dziele Liber abaci z 1202 r.
rozwazat problem rozmnazania sig populacji
krolikow. W rozwigzaniu pojawia sie ciag liczb:

1.1, 2, 8,5,8,13, 21, ..., w Kérym:
2=1+1,3=14+2,5=2+3,8=3+5itd. Ciag
ten opisuje zaleznosé rekurencyjna: nastepna
liczba jest suma dwdch poprzednich. Kolejne liczby
Fibonacci wypisal na prawym marginesie rekopisu.




1. Od problemu
do programu

Codziennie spotykasz sie z roznymi sytuacjami problemowymi. W niektdrych
Z nich, np. przy wiazaniu sznurowek, dzialasz automatycznie. Gdy jednak
robisz cos po raz pierwszy, postepujesz krok po kroku wedtug ustalonego
przepisu. Mozna podac wiele przykiaddw problemow, ktérych rozwigzanie
polega na wykonywaniu ciagu kolejnych instrukgji. W tym temacie poznasz
podstawy algorytmicznego rozwiazywania problemow.

Cele lekciji

® /rozumiesz kolejne etapy rozwiazywania problemow.

® Poznasz rozne sposoby przedstawiania algorytmow.

® Rozwiazesz proste problemy algorytmiczne dotyczace liczb catkowitych.

® Zastosujesz podstawowe konstrukcje programistyczne w jezyku C++.

® Napiszesz w jezyku C++ proste programy przedstawiajace rozwigzania
omawianych problemow.

Na poczatku rozwiazywania problemu z wykorzystaniem komputera
musisz okresli¢ dane poczatkowe i efekt (wynik), ktory cheesz osiagnac.

Algorytm to precyzyjnie © Nastepnie opracowujesz algorytm. Trzeba nauczy¢ sie¢ wyrozniac kroki

zapisany sposéb
postepowania,
prowadzacy do
rozwigzania problemu,

[£] Warto wiedzieé
Ludzie od tysiecy lat
zaplataja warkocze —
zdobili sobie nimi glowy
juz starozytni Egipcjanie.
Ponizsze zdjecie
przedstawia warkocz
klasyczny.

algorytmu, a w ich opisie stosowa¢ operacje, ktére bedzie mozna potem
zapisa¢ w jezyku programowania. Kod zrédlowy programu komputerowe-
go to wlasnie zapis algorytmu w jezyku programowania.

1.1. Od problemu do algorytmu

Omowimy teraz kilka przykladéw problemow. Dla kazdego z nich
przedstawimy algorytm jego rozwigzania.

Problem 1. Jak zaples¢ warkocz klasyczny?

Wyobraz sobie, Zze musisz wyttumaczy¢ komus, jak zaples¢ warkocz
klasyczny. Zapewne najlatwiej bedzie ci pokazac to na przykladzie. Jesli
nie masz takiej mozliwosci, musisz precyzyjnie opisa¢ sposob poste-
powania, Algorytm zaplatania warkocza moze wygladac nastepujaco:
o Rozdziel wlosy na trzy pasma.
9 Dopoki nie spleciesz warkocza po koncowki wlosdw, wykonuj
kroki @ 1 €).
e Przeloz lewe pasmo nad srodkowym. Teraz to pasmo staje sie
srodkowym.

o Przeléz prawe pasmo nad sSrodkowym. Teraz to pasmo staje
sie srodkowym.



Cwiczenie 1

Odpowiedz na pytania dotyczace podanej instrukeji zaplatania war-
kocza klasycznego.

a. Ktore czynnosci mozna uznac za podstawowe (niepodzielne)?

b. Czy opis kazdej czynnosci jest dla ciebie jednoznaczny?

c. W ktérym kroku jest okreslone zakoniczenie dzialania algorytmu?

Problem 2. Mnozenie liczb sposobem pisemnym

Mnozenia liczb sposobem pisemnym uczyliscie si¢ w szkole podsta-
wowej. Wrocmy teraz do tego algorytmu i przyjrzyjmy mu sie blizej.
Warto to zrobi¢ m.in. dlatego, ze ta metoda, odpowiednio zoptyma-
lizowana i dostosowana do systemu dwodjkowego (binarnego), jest
stosowana w technice komputerowe;j.

Zalézmy, ze chcemy pomnozy¢ dwie liczby catkowite dodatnie, przy-
najmniej dwucyfrowe, np. 2782 i 213. Mnozenie pisemne wygladaloby
tak jak ponizej.

2782
v 213

8346 (2782 pomnozone przez 3)

2782 (2782 pomnozone przez 1)

+5564 (2782 pomnoZone przez 2)
592566

Istotg zastosowanego algorytmu mnozenia dwoch liczb a i b jest
utworzenie sum posrednich (przesunigtych iloczynéw czastkowych),
z ktoérych kazda reprezentuje iloczyn liczby a przez jedna z cyfr licz-
by b. Wartosci te sa odpowiednio przesuwane w lewo i nastepnie
dodawane.

Skad pochodzi stowo ,,algorytm”?

Stowo ,algorytm” pochodzi od Algorithmus — tacinskiego przektadu
ostatniego z czlondw nazwiska perskiego matematyka i astronoma, ktary
byt znany jako Muhammad Ibn Musa Al-Chuwarizmi. Zyt on na przetomie

VIILT IX w. n.e. i byt bibliotekarzer Domu Madrosci w Bagdadzie. Zajmowalt
sie m.in. pozycyjnym systemem dziesietnym zapisu liczb, znanym wczesniej

wytacznie w Indiach. Opisat efektywne sposoby pisemnego wykonywania

obliczen. W Xl w. przettumaczono jego dzieto na tacine, co zapoczatkowato

w Europie stopniowe odejscie w arytmetyce handlowej od postugiwania sie
zetonami | stotami obliczeniowymi (abakami).

1. Od problemu do programu IR

¢ Dobra rada

Kiedy podajesz instrukcje
postepowania, czyli
algorytm, staraj sie to robi¢
maksymalnie precyzyjnie.

System dwéjkowy
(binarny),
s, 2829 &




B Rozdzial 1. Algorytmy na liczbach calkowitych i tekstach

Zapiszemy teraz algorytm pisemnego mnozenia dwoch liczb catko-
witych dodatnich, przynajmniej dwucyfrowych. Opis poprzedzimy

Specyfikacja problemu @ specyfikacja problemu, czyli okresleniem danych, wyniku oraz zwigz-

[Z) Warto wiedzied

Wiele instrukeji sluzacych
ratowaniu zycia czlowieka
przyjmuje postac
algorytmu — precyzyjny
opis moze bwé niezwykle
pomocny w stresujacej
sytuacji. W postaci
algorytmow sa podawane
np. sposcb uzycia
defibrylatora lub instrukcja
ewakuacji z budynku.
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ku miedzy danymi i wynikiem.

Specyfikacja
Dane: a, b — liczby catkowite,a > 9, b > 9.

Wynik: iloczyn liczb a i b.

o Zapisz liczbe a.

e Zapisz liczbe b ponizej liczby a tak, zeby jej cyfry jednosci,
dziesigtek, setek itd. znajdowaly sie odpowiednio pod cyframi
jednosci, dziesiatek, setek itd. liczhby a.

e Dla kazdej z cyfr liczby b, poczawszy od cyfry jednosci, trak-
towanych jako liczby jednocyfrowe, wykonaj kroki 0 i 9
o Oblicz iloczyn biezacej liczby jednocyfrowej i liczby a.
e Jesli iloczyn jest pierwszym czastkowym iloczynem, to za-

pisz go ponizej liczby b (jednosci pod jednosciami, dzie-
sigtki pod dziesiatkami itd.). Kolejne iloczyny zapisuj
z odpowiednim przesunieciem w lewo, tj. cyfre jednosci
iloczynu zapisz pod cyfra dziesigtek poprzedniego ilo-
czynu, cyfre dziesiatek iloczynu zapisz pod cyfra setek
poprzedniego iloczynu itd.

e Zsumuj czastkowe iloczyny.

Zwroc uwage, ze niektére kroki wymagaja rozwigzania mniejszych
probleméw (podproblemow). Z taka sytuacja mamy do czynienia np.
w kroku 3 (wyodrebnianie cyfr liczby), kroku 4 (mnozenie pisemne
przez liczbe jednocyfrowq) i kroku 6 (pisemne dodawanie liczb catko-
witych dodatnich). W przyszlosci czesto bedziesz sie spotykac z takim
podejsciem: dzieleniem zlozonego problemu na podproblemy.

Problem 3. Podziat liczby na cyfry
Teraz przedstawimy algorytm wypisujacy kolejne cyfry liczby catkowitej
dodatniej, zaczynajac od cyfry jednosci (od prawej do lewej).

Specyfikacja
Dane: n — liczba catkowita, n > 0.

Wynik: kolejne cyfry liczby #, zaczynajac od cyfry jednosci.

Do wykonania zadania wykorzystamy dzielenie przez 10. Wezmy
przyktadowa liczbe 213. Po podzieleniu jej przez 10 otrzymamy czesc
catkowita 21 oraz reszte 3, ktdra jest wyodrebniong cyfra jednosci.



21 wykorzystamy do wyodrebnienia cyfry dziesigtek — ponownie wykonu-
jemy dzielenie przez 10. Wyniki kolejnych dziatan dla liczby 213 przed-
stawia tabela 1.1.

Licsba Czesc¢ catkowita Reszta
z dzielenia przez 10  z dzielenia przez 10
213 21 3

21:////// 2 1

2 0 2

Tabela 1.1. Wyniki dzielenia prowadzace do wyodrebnienia cyfr liczby 213

Algorytm podzialu liczby na cyfry moze wyglada¢ tak jak ponizej.
o Dopdki liczba jest wieksza od zera, wykonuj kroki e i 9
9 Wypisz reszte z dzielenia liczby przez 10.

e Zastap liczbe czescia calkowita z dzielenia liczby
przez 10.

Cwiczenie 2
Zamien w powyzszym algorytmie dzielenie przez 10 na dzielenie
przez 2. Ustal, co bedzie wynikiem.

Problem 4. Podziat na rownoliczne grupy

Czasami zachodzi potrzeba podzialu grupy oséb na mniejsze réwno-
liczne grupy, np. podczas treningéw pitkarskich (gry kontrolne) czy na
lekcjach WF. Chcemy podac algorytm, po ktorego wykonaniu dowiemy
sig, na ile sposobow mozna to zrobi¢. Moze si¢ zdarzy¢, ze grupy nie
da sie tak podzielic.

Przyjmijmy, ze chcemy si¢ dowiedzie¢, na ile sposobéw mozna
podzieli¢ grupe n oséb na réwnoliczne, co najmniej dwuosobowe zespo-

1. Od problemu do programu

ly. Rozwigzanie zadania sprowadza sie do policzenia, ile dzielnikéw © Dzielniki wiasciwe to

wlasciwych wigkszych od 1 ma dana liczba.

Specyfikacja
Dane: n — liczba catkowita, n > 0.

Wynik: liczba dzielnikéw wlasciwych wiekszych od 1.

W algorytmie wykorzystamy zmienng licznik_dzielnikoéw.

dzielniki mniejsze od

dangj liczby. Kazda liczba
catkowita wigksza od 1 ma
przynajimnie| jeden dzielnik
wiasciwy - liczbe 1.

Zmienna to miejsce przechowywania danych, ktore ma nazwe i w kt6- © Zmienna

rym mozna zapisa¢ pewna wartos¢. Do wartosci odwotujemy sig za
pomoca nazwy zmiennej.
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(2] Warto wiedzieé

Czesto dla danego
problemu mozna znalezcé

rézne metody rozwigzania,

czyli rozne algorytmy.

Najwigkszym mozliwym dzielnikiem wlasciwym liczby » jest jej polo-
wa (dla liczby parzystej to dokladnie jej polowa, dla nieparzystej — licz-
ba mniejsza niz polowa). Dlatego w kroku 2 podanego nizej algorytmu
zliczajacego dzielniki wlasciwe przegladamy liczby od 2 do polowy .

o Ustaw licznik_dzielnikdw na 0.
@ Dla liczb od 2 do potowy n wykonuj krok @).

e Jesli reszta z dzielenia n przez liczbe jest rowna zero,
powieksz wartosc zmiennej licznik_dzielnikéw o 1.

Zapiszmy inny algorytm rozwiazujacy ten sam problem. Zwréc¢ uwa-
ge, ze gdy znajdziemy jeden dzielnik, automatycznie znalezlismy drugi.
Jesli liczba n dzieli sie bez reszty przez liczbe d,, to dzieli sie takze przez
liczbe d, = n : d, (n = d, - d,). Nalezy tylko uwaza¢ na sytuacje, gdy »
jest kwadratem jakiejs liczby, czyli d, = d,. Wowczas trzeba zwiekszy¢
warto$¢ zmiennej licznik_dzielnikéw o jeden, a nie o dwa.

o Ustaw licznik_dzielnikow na 0.
e Ustaw dzielnik d na 2.
€ Dopoki d - d < n, wykonuj kroki @) i ©.
o Jesli reszta z dzielenia n przez d jest rdowna zero,
powieksz licznik_dzielnikéw o 2.
@ Powieksz d o jeden.
0 Jesli d - d = n, powieksz licznik_dzielnikéw o 1.

Cwiczenie 3
Ile operacji dzielenia jest wykonywanych w kazdym z algorytmoéw
zliczajacych dzielniki wlasciwe danej liczby wigksze od 1?7

Czesto mozna podac rozne algorytmy rozwiazania danego problemu,
roznigce si¢ m.in. liczba wykonywanych operacji. Cecha dobrego algo-

Efektywnosé algorytmu © rytmu jest jego duza efektywnosé, czyli mozliwie najmniejsza liczba

wykonywanych operacji.
Inne cechy, ktére powinien mie¢ algorytm, to:

Skoriczonoéé algorytmu @ p skorniczonos¢ — algorytm koriczy swoje dzialanie w skonczonej licz-

bie krokow dla kazdego zestawu danych zgodnych ze specyfikacja;

Poprawnosé (catkowita © p poprawnosc (catkowita poprawnosc¢) — algorytm zwraca poprawne

poprawnosc) algorytmu

[=] Warto wiedzieé

Algorytm moze tez
cechowac sie czesciowa
pOprawnoscia —awraca
wiedy poprawne wyniki dia
poprawnych danych, oile

jego wykonanie sie zatrzyma.,

Algorytm nie ma wéwczas
cechy skoriczonosci.
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wyniki dla kazdego zestawu poprawnych danych.

3@'; Zapamietaj

Algorytm to skonczony ciag precyzyjnie okreslonych instrukcii
prowadzacy do rozwiazania problemu. Specyfikacja problemu
algorytmicznego to opis danych, wyniku oraz zwiazku miedzy
danymi a wynikiem.




1. Od problemu do programu IR

1.2. Sposoby zapisu algorytmoéw

Istnieja rozne sposoby przedstawiania algorytmow. Jednym z nich jest

lista krokow. Sklada si¢ ona z zapisanych slownie kolejnych pojedyn- o Lista krokéw
czych instrukcji, nazywanych krokami, ktore moga odwolywac si¢ do

siebie nawzajem. Zauwaz, ze w zagadnieniu 1.1 tego tematu algoryt-

my rozwigzania podanych probleméw przedstawiliSmy w postaci listy

krokow.

Cwiczenie 4

Zapisz w postaci listy krokéw algorytm opisujacy, jak zawiazac sobie

krawat. Jesli nie umiesz wiaza¢ krawata, mozesz np. poszukac filmu
instruktazowego w internecie.

Mozesz sig spotkac takze z przedstawieniem algorytmu w postaci
schematu blokowego. Jest to graficzny sposéb pokazania algoryt- © Schemat blokowy
mu, w ktorym okreslone figury geometryczne powiazane sa z typami
instrukcji i polaczone zgodnie z kolejnoscia wykonywania krokow roz-
wigzywanego problemu.,

Symbol Operacja Wyjasnienie
Start Miejsce rozpoczecia dziatania
Poczatek
algorytmu
Koniec Miejsce zakoriczenia algorytmu
Y
f f e i Whprowadzenie/wyprowadzenie
/| Weijscie/wyjscie H " :

—

- ﬂ.——‘[

clanych

Przetwarzanie danych
(wykonywanie obliczen)

Przetwarzanie (obliczanie)

Operacja umozliwiajaca wybor

Nie . Tak | Decyzja jednej z alternatywnych drdg
NP | dzialania
— » | Przeplyw danych Kierunek przeplywu danych

Skrzyzowanie drog przephywu
[ Skrzyzowanie danych bez powiazania miedzy
nirni

}4— taczenie kaczenie drog przeptywu danych

Tabela 1.2. Znaczenie elementow w schematach blokowych
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B Warto wiedzieé Gdybysmy chcieli przedstawic¢ za pomoca schematu blokowego oma-
Baharial blokowy wiany wczesniej algorytm podziatu liczby na cyfry, mégtby wyglada¢

nazywany jest takze siecia  tak jak na rysunku 1.1.
dzialan lub schematem

wykonawczym. @
Wezytaj
liczbe

. g f. .'.__ M-
“Liczba > 0 ——
Takl

Wypisz reszte z dzielenia
liczby przez 10

v

Zastagp liczbe czescia
catkowita z dzielenia
liczby przez 10

L.

Rys. 1.1. Schemat blokowy algorytmu podziatu liczby na cyfry

Cwiczenie 5

Przedstaw w postaci schematu blokowego jeden z algorytmoéw obli-
czajacych dla danej liczby calkowitej dodatniej liczbe jej dzielnikow
wiasciwych wigkszych od 1.

Jedng z czedciej spotykanych metod zapisu algorytmow jest
Pseudokod @ pseudokod. W odréznieniu od schematu blokowego nie ma scisle
okreslonych regul skladniowych, ale charakteryzuje sie prostota i czy-
telnoscia. Pseudokod zachowuje strukture charakterystyczna dla kodu
zapisanego w jezyku programowania. Ze wzgledu na te cechy w dalszej
czesci podrecznika bedziemy zapisywac algorytmy w pseudokodzie.
Algorytm podziatu liczby na cyfry w pseudokodzie moze wyglada¢
nastepujaco:

dopbki liczba > © wykonuj
wypisz liczba mod 10
liczba +« liczba div 10
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1. Od problemu do programu IR

Operacja wyznaczania reszty z dzielenia jest bardzo wazna i czesto

wykorzystywana w algorytmice. W réznych jezykach programowania

jest ro6znie oznaczana, w pseudokodzie najczesciej oznaczamy ja skro-

tem mod (od sfowa ,modulo”). Operacje dzielenia catkowitego bedzie-

my oznaczac skrotem div. Kolejnym znakiem uzytym w zapisie algo-

rytmu jest <. Oznacza on instrukcje przypisania wartosci zmiennej. © Instrukcja przypisania
Wréémy do drugiego z algorytméw obliczajacych dla catkowitej licz- ~ Wartosci zmienne

by dodatniej n liczbe jej dzielnikéw wlasciwych wiekszych od 1. Zapis W

tego algorytmu w pseudokodzie moze by¢ nastgpujacy:

licznik < @ [£] Warto wiedzieé
dzielnik « 2 Instrukcja przypisania
dopdki dzielnik * dzielnik < n wykonuj Wartﬂéﬁizmiﬁﬂnei{ﬂzeﬂﬂ
. . ’ T . jest oznaczana takze
jesli n mod dzielnik = @ to licznik licznik + 2 7 iiem = lub po prostu

dzielnik ¢« dzielnik + 1 znakiem réwnosci.
jesli dzielnik % dzielnik = n to licznik <« licznik + 1
wypisz licznik

Zwréé uwage na weigcia w pseudokodzie. Nie tylko poprawiaja one
czytelnosc zapisu, lecz takze okreslaja kolejnos¢ wykonywania instrukciji.
W powyzszym przykladzie wskazujg instrukeje, ktore sa powtarzane.

Cwiczenie 6
Zapisz w postaci pseudokodu algorytm wypisujacy dzielniki wtasci-
we liczby caltkowitej dodatniej.

Warto sig zastanowi¢, jaki niezbedny zestaw instrukcji potrzebny jest
do zapisu algorytmow. Powinnismy miec do dyspozycji pewne opera-
cje elementarne — np. podstawowe dzialania arytmetyczne, operacje Logika matematyczna,
logiczne czy instrukcje przypisania wartoéci zmiennej. Musimy mie¢ ~ operatory logiczne
rowniez mozliwos$¢ ustalania kolejnosci wykonywania operacji, a wiec ;E?E;ygne.
dysponowac pewnymi instrukcjami sterujagcymi. Dwie niezbedne to:
» instrukcja warunkowa (warunkowe rozgalezienie)

jesli Q to A w przeciwnym przypadku B

Jesli warunek logiczny Q ma wartosé¢ prawda, wykonaj instrukeje A,

w przeciwnym przypadku wykonaj instrukcje B. Czesé ,w przeciw-

nym przypadku” jest opcjonalna, czyli moze nie wystepowac.
b iteracja warunkowa (instrukcja petli warunkowej)

dopoki Q wykonuj A

Dopoki warunek logiczny Q ma wartos¢ prawda, powtarzaj instruk-

cje A.

Instrukcje A i B mogg by¢ nie tylko operacjami elementarnymi, lecz
takze instrukcjami sterujacymi lub instrukcja zlozona — sekwencyj- © Instrukcja zlozona
nym ciggiem instrukcji.
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B Rozdzial 1. Algorytmy na liczbach calkowitych i tekstach

1.3. 0Od algorytmu do programu w jezyku C++

Teraz zajmiemy sie zapisem algorytmoéw w jezyku programowania,
czyli tworzeniem kodow zrédlowych programoéw komputerowych. Aby
komputer mégl wykonaé napisany przez nas program, kod musi zostac¢
przetlumaczony na jezyk wewnetrzny procesora (kod maszynowy).

Zintegrowane $rodowisko © Zintegrowane srodowiska programistyczne (IDE, od ang. integrated

programistyczne (IDE)

development environment) umozliwiaja nie tylko pisanie kodu Zrodio-
wego programu, lecz takze jego przetlumaczenie oraz wykonanie.

Translator@ Programy tlumaczgce nazywamy translatorami. Mozemy je podzie-

li¢ na dwie kategorie:

Kompilator @ » kompilatory — tlumaczg caly kod Zrodlowy, po zakonczeniu tluma-

czenia powstaje kod wynikowy — zeby go wykonaé¢, nie jest juz po-
trzebny kompilator,

Interpreter © P interpretery — interpretuja i wykonuja polecenia kodu Zrodlowe-

go instrukcja po instrukcji; dlatego za kazdym razem, gdy chcemy

sprawdzic, jak dziata program, trzeba uruchamiac interpreter.

Przykladem jezyka kompilowanego jest jezyk C++, natomiast inter-
pretowanego — jezyk Python. W tym podreczniku skupimy si¢ na two-
rzeniu programow w jezyku C++.

Struktura programu w jezyku C++

Zanim napiszemy i uruchomimy pierwszy program, warto poznac kilka
regul obowiazujgcych podczas pracy w jezyku C++.

Stowo kluczowe jezyka @ » Wielkos¢ liter ma znaczenie — sfowa kluczowe jezyka piszemy ma-

programowania oznacza
ckreslong deklaracje lub
instrukcje i nie mozna go
przedefiniowac. Slowa
kluczowe sg wyrdzniane
pogrubiona czcionka i/lub
okreslonym kolorem.

[Z] Warto wiedzieé

Mazwa iostream
pochodzi od angielskiego
wyrazenia input-output
stream, ktore mozemy
rozumiec jako strumien
danych wejscia | wyiscia.

tymi literami.

» Kazdg instrukcje koniczymy érednikiem.

» W instrukcjach nie uzywamy polskich znakéw.

» Nawiasy klamrowe pelnig funkcje poczatku i korica bloku.

» Tekst po znakach // jest komentarzem. Kompilator pomija komen-
tarze, dlatego mozna uzywac w nich polskich znakéw.

» Na poczatku kodu umieszczamy dyrektywe #include <iostream» —
powoduje ona dolaczenie biblioteki z obstuga standardowego wejscia
(czytanie danych, domyslnie z klawiatury) i wyjscia (wypisywanie
wynikéw, domyslnie na ekranie).

P Za pomocay instrukcji using namespace std; okreslamy uzycie
tzw. standardowej przestrzeni nazw, ulatwiajacej odwotanie sie m.in.
do instrukcji czytania i pisania.

» Kazdy program skiada si¢ z funkcji.

Funkcjamain @ » Glowna czes¢ programu stanowi funkcja main:
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int main() // nagléwek funkcji main
{ // poczatek bloku instrukegji

- tu bedy 1nstrukcje funkec)i
} // koniec bloku instrukcji



Programy tworzone w jezykach programowania majg ustalona struktu-

1. Od problemu do programu IR

re. Podstawowa struktura kodu zrodiowego programu w jezyku C++ © Podstawowa struktura

wyglada nastepujaco:

#include <iostream:
using namespace std,

int main()

{
}

Obok kodu Zrédlowego programu znajduja sie numery, ktére sg
oznaczeniami kolejnych linii kodu. Utatwia one omawianie znaczenia
poszczegdlnych instrukeji. Programy pisane w jezyku C++ bedziemy
zapisywac i uruchamia¢ w zintegrowanym $rodowisku programistycz-
nym Code::Blocks.

Aby w srodowisku Code::Blocks utworzy¢ nowy, pusty plik, nalezy
wybra¢ File = New — Empty file. Przy zapisywaniu pliku (File —
Save file as...) srodowisko Code::Blocks domys$lnie proponuje poda-
nie nazwy z rozszerzeniem ¢ (wlasciwym dla jezyka C), dlatego trzeba
zmienic rozszerzenie na c¢pp, odpowiadajace jezykowi C++.

Cwiczenie 7
W srodowisku Code:Blocks utworz nowy, pusty plik, a nastepnie

przepisz do niego podstawowa strukture programu podana powyzej.
Zapisz plik pod nazwa szablon.cpp.

Program sprawdzajacy, czy liczba jest parzysta

Program, ktory napiszemy, wczyta z klawiatury liczbe calkowita, spraw-
dzi, czy jest parzysta, i wypisze na ekranie odpowiedni napis. Zakres
danych ograniczymy ze wzgledu na zakres reprezentowanych liczb cal-
kowitych. Wiecej o tym dowiesz sie w nastgpnym temacie. Specyfikacja
problemu oraz zapis algorytmu w pseudokodzie sa nastepujace:

Specyfikacja

Dane: n — liczba calkowita, —1 000 000 000 < # < 1 000 000 000.
Wynik: napis ,Parzysta’, gdy # jest liczbg parzysta, napis ,Nieparzysta’,
gdy n jest liczba nieparzysta.

jesli n mod 2 = @ to wypisz "Parzysta"
w przeciwnym przypadku wypisz "Nieparzysta"

kodu Zrédiowego
programu w jezyku C++

¢’ Dobra rada

Utworzenie pliku
zawierajacego podstawowa
strukture programu
przyspieszy pisanie
nowych programow.
Frogramy tworzone na

jego podstawie zapisuj pod
NoWYMI nazwami,

¢ Dobra rada

Aktualng wersje programu
Code:Blocks pobierzesz
Ze strony codeblocks.org.
Dostepne sa na niej wersje
programu dzialajace

pod réznymi systemami
operacyjnymi. Pracujacym
w systemie Windows
zalecamy pobranie

wersji oprogramowania
zawierajace| kompilator
jgzyka C++ (GCC/G++).

¢’} Dobra rada

Jesli nie wiesz, jak
wymawiac obcojezyczne
nazwy umieszczone

w podreczniku, skorzystaj
z translatora, kidry daje
mozliwosc odsiuchania
tekstu, np. Tlumacza
Gooegle lub Bing Microsoft
Translator.
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Rozdziat 1. Algorytmy na liczbach catkowitych i tekstach

Kod zrédiowy programu @

sprawdzajacego,
czy podana liczba jest
parzysta

Dobra rada

Frogram C++ ignoruje

tzw. biale znaki, czyli np.
spacje, tabulacje. Dzieki
temu mozesz dostosowad
czytelnosd kodu do swoich
preferencji — ustawic takie
wciecia, jakie cheesz.

Kod zZrodlowy programu realizujacego algorytm zapisany w pseudo-
kodzie wyglada nastepujaco:

#include <iostream:
using namespace std,
5. int main()

i int n;

i cinyen;

g if (n%2==0)

10 cout«"Parzysta";

11 else

12 cout<«"Nieparzysta",
1 return O,

Kod bloku instrukcji programu (funkcji main) znajduje si¢ pomiedzy
nawiasami klamrowymi w liniach 7-13. W linii 7 zostata zadeklaro-

Deklaracja zmiennej @ wana zmienna o nazwie n. Deklaracja zmiennej w jezyku C++ sklada
Typ danych © si¢ z nazwy zmiennej oraz okreélenia typu danych, jakie moze ona

przechowywac. Typ int oznacza liczby calkowite.

Instrukcja wejsciacin @ W linii 8 za pomoca instrukcji wejscia ein wczytujemy liczbe ze

standardowego wejscia, czyli klawiatury. Operator »> wskazuje, dokad
zostanie przestana dana. W tym przypadku bedzie zapamigtana
w zmiennej n.

Linie 9-12 odpowiadaja zapisowi algorytmu w pseudokodzie.

Instrukcja warunkowa @ Instrukcja warunkowa if else w jezyku C++ ma posta¢:

if else

if (warunek) instrukcja na tak;
else instrukcja na nie;

Warunek logiczny musi by¢ ujety w nawiasy okragle. W linii 9 bada-
my, czy reszta z dzielenia wartosci zmiennej n przez 2 jest réwna zero,

Poréwnywanie wartosci © czyli czy n jest liczba parzysta. Do poréwnywania wartosci stuzy

w jezyku C++

operator ==, Operacja arytmetyczna reszty z dzielenia (mod w pseudo-

Instrukcja wyjscia cout @ kodzie) to znak %. Instrukcja wyjécia cout stuzy do wypisania wyniku

[Z] Warto wiedzieé

Folecenie ein pochodzi
od angielskiego wyrazenia
console input, a polecenie
cout — od wyrazenia
console output,
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na ekranie komputera, Operator << wskazuje dane do przekazania na
standardowe wyjécie. W tym przypadku danymi sg teksty ,Parzysta”
lub ,Nieparzysta”. Cigg znakow (zwany tez taricuchem) w kodzie 7ré-
dlowym musi znajdowac sie w tzw. amerykanskim cudzystowie, czyli
miedzy znakami cala: " ". Ostatnia instrukcja programu (linia 13)
konczy wykonywanie funkcji main (a w konsekwencji calego progra-
mu) oraz informuje system operacyjny o poprawnym zakoriczeniu
dzialania (kod @).

Po napisaniu programu w srodowisku Code::Blocks nalezy go skom-
pilowac i uruchomic — sluzy do tego opcja Build — Build and run.



1. Od problemu do programu I

Jesli kod programu zapisali$my zgodnie z regulami jezyka, otrzymamy
nowy plik: w systemie Windows bedzie to plik z rozszerzeniem exe.
Zostanie on zapisany w tym samym katalogu co plik zrédlowy. Jedno-
czesnie Code::Blocks uruchomi program. Mozna sprawdzi¢ dzialanie
programu, podajac liczbe catkowita (rys. 1.2). Skompilowany program
uruchamiamy ponownie, wybierajac Build — Run.

:| Warto wiedziec

W systemach Linux

i macOs pliki wykonywalne
nie sa wyrdzniane zadnym
rozszerzeniem. Aby mozna
bylo je uruchomic, muszg
miec ustawiony atrybut
106.200 < wykonywalnosci.

B 1 D\parzysta.exe

Rys. 1.2. Przyklad wywotania programu parzysia.exe

Jesli w kodzie programu znajdzie si¢ blad skladniowy, czyli blad © Biad skiadniowy
wynikajacy z zapisania kodu niezgodnie z regulami jezyka, w oknie
programu Code::Blocks wyswietli sie odpowiedni komunikat. Na przy-
kiad jesli zapomnimy wstawic¢ $rednik na koncu instrukeji w linii 10,

=] Warto wiedziec

Konsole zawierajaca

otrzymamy informacje jak na rysunku 1.3. informacje o bledach
skiadniowych wiacza sig
Logs Bothers i wylacza klawiszem F2,
4| A Code:iods x| (A Searchresits % | A Cax x| Qfudiog x| # Buld messages x| /| CopheckVera++
File Line Hessage
=== BEuild file: “no target™ in “"po project” (compiler: unknown) ===
Ci\parzysta.cpp In functicn "inc main() ":
CI\paAreysta.opp 1l error: expectead ";" bafore "elss’
=== Build failsd L srroris), 0 warning(s) (0 minuts(s}. 0 second(s)) =

Rys. 1.3. Komunikat o braku srednika na koricu instrukgcji w linii 10

Kod Zrédlowy programu moze zawierac takze bledy logiczne. Sa to © Biad logiczny
bledy wynikajace np. z bledéw w algorytmie. Kompilator nie wykryje
bledu logicznego — program si¢ skompiluje, jednak dla poprawnych
danych nie zwréci poprawnego wyniku.

Cwiczenie 8
W srodowisku Code::Blocks utworz plik parzysta.cpp. Wpisz kod zro-
dlowy programu sprawdzajgcego, czy dana liczba jest parzysta (zastosuj
wcigcia), i zapisz wprowadzone zmiany. Nastepnie skompiluj i uruchom
program. Jesli wystapia bledy kompilacji, popraw kod, a nastepnie po-
nownie skompilyj i uruchom program. Sprawdz dziatanie programu
dla réznych danych, zarédwno liczb parzystych, jak i nieparzystych.

Program dzielacy liczbe na cyfry

Program, ktory teraz napiszemy, bedzie implementowal (realizowat)
algorytm omoéwiony wezesniej w tym temacie.
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B Rozdzial 1. Algorytmy na liczbach calkowitych i tekstach

Specyfikacja
Dane: n - liczba catkowita, 0 < n < 1 000 000 000.

Wynik: kolejne cyfry liczby », zaczynajac od cyfry jednosci (od pra-
wej do lewej).

Kod zrédlowy programu wypisujacego cyfry wezytanej liczby w pio-
nie (kazda cyfra w oddzielnym wierszu) moze by¢ nastepujacy:

Kod zrodlowy programu ©
dzielacego liczbe {. #include <iostream:

na cyfry
using namespace std;

int main()
6.
int n;
8. cinyen;
9 while (n:>@)
18, {
11 cout«n#1@<«endl;
12 n=n/18;
13. }

14, return @:

W liniach kodu 9-13 przegladane sa kolejne cyfry wczytanej liczby.
Instrukcja iteracji (petla) @ Realizuje to instrukcja iteracji (petla) while. Jej skiadnia w jezyku

while  C44 jest nastepujaca:
while (warunek) instrukcja;
Dopdki warunek przyjmuje warto$c logiczng prawda, instrukcja
w petli jest powtarzana. Zwro¢ uwage, ze jezeli warunek petli na
poczatku przyjmie wartosc logiczng fatsz, to instrukcja w petli nie
(3 Waito Wisdios wykona sie ani razu. W powyzszym programie tak sie stanie, jesli
W jezyku G-+ 28K / wezytamy liczbe ujemna lub zero. Wykonywana w petli instrukcja
o0znacza zaréwno musi mie¢ tez wplyw na warunek logiczny petli, czyli zmienia¢ warto-
g;:ii:'te C;:;‘g;giifafz‘?s“ $ci, od ktérych ten warunek zalezy. W przeciwnym przypadku waru-
i i ) A (I ) B
jak | dziﬁ?enie z czescia nek bedzie mial caly czas wartosc logiczng prawda i petla bedzie sig
utamkowa. Interpretacja wykonywata w nieskoriczonos$¢. W takich sytuacjach méwimy, ze ,,pro-
znaczenia zalezy od typu ram si i
argumentéw. gram si¢ petli”

W linii 12 zmienna n zmniejsza swoja wartosc (jej dotychczasowa
warto$c jest dzielona catkowicie przez 10). Znak = stuzy do oznacza-
Instrukcja przypisania @ nia przypisania wartosci. Instrukcja przypisania wartosci zmiennej

wartosci zmiennej  \ jezvku C++ ma postac:
w jezyku C++ i £

zmienna = wartos¢ wyrazenia;
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W linii 11 wypisywana jest reszta z dzielenia warto$ci zmiennej n
przez 10 oraz nastepuje przejécie do nastepnego wiersza (wstawienie
znacznika konca wiersza po drugim operatorze <<, slowo specjalne
endl). Zwroc uwage na linie 10 i 13. S tam nawiasy klamrowe wyzna-
czajace blok instrukcji powtarzanych w petli — sa one konieczne, jesli
w petli (lub innej instrukcji, np. warunkowej if else) chcemy wykonac
wiecej niz jedna instrukcje. Blok instrukcji jest traktowany jak poje-
dyncza instrukcja.

Cwiczenie 9

Napisz program dzielacy liczbe na cyfry i przetestuj jego dziatanie.

Programy realizujace algorytmy podziatu na réwnoliczne grupy

Przedstawili$my wczeéniej dwa algorytmy rozwigzania tego problemu.
Napiszemy programy realizujace obydwa algorytmy.

Specyfikacja
Dane: n — liczba catkowita, 0 < n < 1 000 000 000.
Wynik: liczba dzielnikow wiasciwych n wigkszych od 1.

W pierwszym z algorytmoéw badaliémy podzielno$¢ n przez kolejne
liczby od 2 do polowy n. Kod programu moze wygladaé¢ nastepujaco:

#include <iostream:
using namespace std;

int main()

{

int n, d, 1d=0;

cout«<"n="; einn;

for (d=2;d<=n/2;d++)

10. if (n%d==0) 1d++;

11 cout«<"Liczba dzielnikow wlasciwych wiekszych od 1: ";
cout<<ld<«endl;

return 9;

W linii 7 oprécz n zadeklarowane sa jeszcze dwie zmienne typu cal-
kowitego: d — potencjalny dzielnik i 1d — licznik dzielnikow, ktéremu
nadana jest od razu warto$¢ poczatkowa @. Wezytanie danej n zosta-
lo poprzedzone wypisaniem na ekranie napisu informujgcego, o jakie
dane prosimy, tzw. napisu zachety (linia 8).

1. Od problemu do programu IR

(5] Warto wiedzieé

W nazwach zmiennych
oprocz matych i wielkich
liter craz cyfr (te nie moga
bye na poczatku nazwy)
mozna uzywac réwniez
znaku podkreslenia _.

i Warto wiedzied

Zapis endl pochodzi od
angielskiego wyrazenia
end line, ktdre oznacza
koniec linii (wiersza) tekstu,

© Kod zrédlowy programu

liczacego dzielniki
wlasciwe danej liczby
wieksze od 1 —algorytm 1
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B Rozdzial 1. Algorytmy na liczbach calkowitych i tekstach

Instrukcja iteracji (petla) ©

for

E| Warto wiedziec

Petle for mozna zapisac
za pomoca petl while:
instrukecja inicjujaca,
while (warunek
powtarzania)
{
instrukcja;
instrukcia
modyfkujgca;

E Warto wiedziedé

Instrukcja d++ jest
rownoznaczna z instrukcja
d=d+1.

Kod Zrédlowy programu ©

liczacego dzielniki
wlasciwe danej liczby
wieksze od 1 - algorytm 2
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W liniach 9 i 10 zastosowalismy instrukcje iteracji (petle) for. Stosu-
je sig¢ ja zwykle w sytuacjach, kiedy z géry znamy liczbe powtdrzen. Jej
sktadnia jest nastepujaca:
for (instrukcja inicjujaca; warunek powtarzania; instruk-
cja modyfikujaca) instrukcja;

Wartoscia poczatkowa zmiennej d jest 2. Wykonywanie instrukeji
petli odbywa sig, dopdki wartosé zmiennej d jest mniejsza lub rowna
n/2. Po kazdym wykonaniu instrukcji petli wartoé¢ zmiennej d jest
powigkszana o 1 (d++). W petli (linia 10) licznik dzielnikéw 1d jest
powigkszany o 1, gdy aktualna wartos$¢ d jest dzielnikiem n (reszta
z dzielenia jest réwna 0).

Wypisanie na ekranie wyniku (linia 12), czyli wartosci licznika dziel-
nikéw, poprzedzone jest wypisaniem komentarza (linia 11).

Ponizej znajduje si¢ kod Zrédlowy drugiego algorytmu znajdujgcego
liczbe dzielnikow wlasciwych danej liczby wigkszych od 1. Zwro¢ uwa-
ge na modyfikacje warunku petli for (linia 9).

1 #include <igstream:
2.

using namespace std;
int main()
f int n, d, 14=0;

. cout«"n="; ecin»n;
. for (d=2:d#d<n;d++)

10. if (n%d==0) 1d=1d+2;

11 if (d#d==n) ld++;

12. cout«"Liczba dzielnikow wlasciwych wiekszych od 1: ";
13 cout<<ld<cendl;

14, return @;

Cwiczenie 10

Zapisz, uruchom i przetestuj obie przedstawione w temacie wersje
programow realizujacych algorytmy podziatu na rownoliczne grupy.

-:@:— Zapamietaj

Napisanie programu komputerowego stanowi tylko jeden z etapow
rozwiazywania problemu algorytmicznego. Najpierw nalezy
precyzyjnie sformutowac problem i podac jego specyfikacje,
nastepnie poszukac rozwiazania — algorytmu. Dopiero potem
mozZna rozpoczac pisanie programu, pamietajac o testowaniu

i ewentualnych poprawkach.




1. Od problemu do programu IR

[ Podsumowanie

= Wyrdzniamy nastepujace etapy rozwigzywania probleméw z wykorzystaniem komputera:
okreélenie problemu (zadania), podanie specyfikacji, sftormulowanie rozwigzania — algorytmu,
zaprogramowanie rozwigzania, testowanie rozwigzania.

» Specyfikacja zadania to okreslenie danych i wyniku oraz zwiazku miedzy nimi.

= Algorytm to skonczony ciag precyzyjnie okreslonych instrukeji prowadzacy do rozwiazania
problemu.

= Dany problem mozna przewaznie rozwigza¢ na wiele sposobdw, czyli podac rézne algorytmy
rozwigzania.

= Zapis algorytmu w jezyku programowania to kod zrodlowy programu.

» Testowanie programu polega na wielokrotnym uruchamianiu go dla réznych danych
(spelniajacych warunki specyfikacji).

= Rézne sposoby zapisu algorytmdéw to: lista krokéw, schemat blokowy, pseudokod, zapis
w jezyku programowania.

» Podstawowe instrukcje sterujace w jezykach programowania to instrukcja warunkowa
(wykonywanie instrukcji pod pewnym warunkiem) oraz instrukcja iteracji, czyli petli
(wielokrotne powtarzanie instrukcji).

» Translatory (ktére dzielimy na kompilatory i interpretery) to programy tlumaczace kod
zrodlowy programu na jezyk maszynowy.

» Zintegrowane srodowisko programistyczne (IDE) to program posiadajacy edytor do pisania
kodu Zrédlowego, translator oraz wiele funkcji ulatwiajacych uruchamianie programow.

B Zadania

« [l Wiele czynno$ci zycia codziennego mozemy opisa¢ algorytmicznie. Podaj kilka
przykladéw. Wybrany z nich zapisz w postaci listy krokow.

« B Znajdz w sieci film pokazujacy wigzanie dowolnego wezla zeglarskiego. Zapisz algorytm
wigzania tego wezla w postaci listy krokow.

* Przedstaw w postaci listy krokéw algorytm:
a. pisemnego dodawania dwdch liczb naturalnych,
b. pisemnego mnozenia liczby jednocyfrowej przez wielocyfrowa.

« B} Zapisz w wybranej przez siebie notacji (lista krokéw, schemat blokowy, pseudokod)
algorytm sumujacy cyfry danej liczby catkowitej dodatniej.

« [ Napisz, uruchom i przetestuj program sumujacy cyfry wezytanej liczby catkowitej
dodatniej. Najpierw zapisz specyfikacje.

++ [ Napisz program sprawdzajacy, czy w zapisie dziesietnym wczytanej liczby catkowitej
dodatniej pierwsza cyfra od lewej jest rowna cyfrze jednosci. Program powinien
wypisac sfowo ,TAK" lub ,NIE".
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Rozdziat 1. Algorytmy na liczbach catkowitych i tekstach

s Napisz program wczytujacy 5 liczb catkowitych i wypisujacy najwieksza z nich.

«+ [ Napisz program, ktéry dla wezytanej liczby catkowitej dodatniej wypisze jej najmniejsza
cyfre.

«+ Bl Napisz program wczytujacy 5 liczb catkowitych i sprawdzajacy, czy w takiej kolejnosci,
w jakiej zostaly podane, tworza ciag rosnacy. Program powinien wypisa¢ stowo ,TAK"
lub ,NIE".

** Napisz program sprawdzajacy, czy cyfry wezytanej liczby calkowitej dodatniej tworza
cigg malejacy. Program powinien wypisa¢ stowo ,TAK" lub ,NIE".

«+ EBI Napisz program sprawdzajacy, czy wszystkie cyfry wezytanej liczby catkowitej dodatniej
sq jednocyfrowymi liczbami parzystymi. Program powinien wypisac sfowo ,TAK" [ub
»INIE”.

«++ [B Napisz program wypisujacy dzielniki wezytanej liczby catkowitej dodatniej 1. Sprébuj
rozwiaza¢ zadanie tak, aby program wykonywal jak najmniej préb dzielenia (nie wiecej

niz +n ).

«++ REl Napisz program wypisujacy dzielniki wczytanej liczby catkowitej dodatniej n — dzielni-
ki powinny by¢ uporzadkowane od najmniejszego do najwigkszego. Sprobuj rozwigzac
zadanie tak, aby program wykonywal jak najmniej prob dzielenia (nie wigecej niz 2 - Jn).

+++ B Napisz program, ktéry sprawdzi, czy podana liczba catkowita dodatnia jest liczba
palindromiczng (czytana od lewej do prawej i od prawej do lewej ma te sama wartosc).

3 Napisz program realizujacy algorytm pisemnego mnozenia dwéch liczb. Mozesz
wykorzystywac nastepujace dzialania: dodawanie dwach liczb, mnozenie liczby przez
cyfre oraz przez 10, wyznaczanie czesci catkowitej oraz reszty z dzielenia przez 10.
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2. Systemy liczbowe
| reprezentacja danych
w komputerze

Gdy korzystasz z komputera, przechowujesz w jego pamieci roznego
rodzaju informacije, np. teksty, obrazy, dzwieki czy filmy. Zapewne nie
zastanawiasz sig wiedy, jak komputer interpretuje | zapisuje te dane.

By¢ moze pamietasz, ze komputery przechowuja informacje, wykorzystujac
tylko dwie wartosci: 01 1. Jak to mozliwe, ze za pomocag tych dwoch
znakow da sie przedstawic réznorodne dane? Z tego tematu dowiesz sie,
jakich systemow liczbowych uzywa sie w informatyce i jak za ich pomoca
zapisac rozne informacje.

Cele lekciji

® Poznasz systemy liczbowe wykorzystywane w informatyce.

= Przypomnisz sobie, czym sa bit | bajt.

= Dowiesz sig, jak 53 reprezentowane w komputerze liczby catkowite,
wartosci logiczne, znaki i napisy oraz obrazy, dzwieki i animacje.

® Nauczysz sie dodawac liczby binarne.

= \Wykonasz podstawowe operacie logiczne.

2.1. Systemy liczbowe

Powszechnie stosowanym systemem liczbowym jest system dziesietny © System dziesigtny

(decymalny), w ktérym do zapisu liczb wykorzystuje sie dziesigc cyfr.
System dziesigtny jest systemem pozycyjnym. Oznacza to, Ze z pozycja
cyfry w liczbie wiaze si¢ jej waga — cyfry oznaczaja wielokrotnosci
kolejnych poteg liczby bedacej podstawa systemu, przy czym potegi
rosna dla cyfr od prawej do lewej. W systemie dziesietnym cyfry repre-
zentuja wielokrotnosci poteg liczby 10. W ponizszym przykladzie naj-
mniej znaczacy cyfra jest 3, a najbardziej znaczaca 7.

783=7-100+8 10" +3- 10"

Zasady tworzenia liczb w réznych systemach pozycyjnych sa takie
same jak w przypadku systemu dziesietnego. W systemie o podsta-
wie p, gdzie p > 1, do zapisu liczb mozemy wykorzystac¢ p cyfr, a kazda
liczbe mozna zapisa¢ w postaci sumy wielokrotnosci poteg podstawy
systemu.

Aby wskaza¢, w jakim systemie zapisalismy liczbe, bedziemy stoso-
wali oznaczenie a,, gdzie a to liczba, natomiast p — podstawa systemu.
W przypadku systemu dziesietnego dla uproszczenia zapisu pominiemy
jego podstawe.

(decymalny)

© System pozycyjny

[S] Warto wiedzieé
System dziesigtny

nie jest jedynym
stosowanym na co dzien
systemem pozycyjnym.
Ma przykiad systemu
szescdziesiatkowego
uzywamy do okreslania
czasu: 1 godzina to

60 minut, a 1 minuta -

60 sekund. W krajach
anglosaskich korzysta sie
Z systemu o podstawie 12,
np. diugosé jest mierzona
w stopach i calach,

a 1 stopa to 12 call,
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B Rozdzial 1. Algorytmy na liczbach calkowitych i tekstach

System dwdjkowy

Podstawowym systemem liczbowym uzywanym w informatyce jest
system pozycyjny o podstawie p = 2, a wiec wykorzystujacy tylko dwie

System dwojkowy © cyfry: 0 i 1. Nazywamy go systemem dwojkowym lub binarnym.

(binarny)

(2] Warto wiedzieé

W systemie dwdjkowym,
podobnie jak w innych
systemach pozycyjnych

o podstawie wigkszej

niz 1, mozna dopisywac
cyfry O na poczatku liczby.
Mie wplywa to na wartosé
liczby, np.:

10, = 010, = 0010,

Problem 3. Podziat liczby

na cyfry,
s 12-13
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Aby obliczy¢ wartosc¢ dziesietna liczby zapisanej binarnie, wystarczy
wymnozy¢ cyfry liczby binarnej przez odpowiednie potegi podstawy
systemu (liczby 2), a nastepnie doda¢ wyniki. Na przyktad:

10110011, =1-2"40-241-2°+1-2
=128 +32+16+2+1=179

+0+2% 0> 2" 4] =2 4:1%2"=

Cyfry 1 w zapisie binarnym informuja wigc o tym, ktére wartosci
poteg liczby 2 s3 wykorzystane — zalezy to od pozycji cyfry.

Zapis w systemie binarnym Zapis w systemie dziesietnym
1 22=1
i | 2'=2
100 2°=4
1000 | 2°=8
10000  2'=16
100000 2°=32
1000000 @ 2°=64
10000000 27 =128
100000000 2°=256
1000000000 2°=512
10000000000 = 2" = 1024

Tabela 2.1. Zapis binarmy kolejnych poteg liczby 2

Cwiczenie 1

Podaj zapis dziesietny liczby, ktéra w systemie dwéjkowym jest naj-
wieksza liczba:

a. o$miocyfrowa,

b. szesnastocyfrowa.

Jak wyznaczy¢ cyfry binarne liczby dziesietnej? W poprzednim tema-
cie rozpatrywalismy problem podziatu liczby na cyfry. Jeéli w podanym
tam algorytmie dzielenie przez 10 zastapimy dzieleniem przez 2, otrzy-
mamy reszty z dzielenia, ktére beda poszukiwanymi cyframi binar-
nymi. Wyniki kolejnych dzialan dla liczby 212 przedstawia tabela 2.2.
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Uiesha Cz?éf: c:zllkuwita ‘ Ha§zta
z dzielenia przez 2 z dzielenia przez 2
212 106 0
106 / 53 0
53 / 26 1
26 / 13 0
13 / 6 1
6 / 3 0
3 / 1 1
1 / 0 1

Tabela 2.2. Wyniki dzielenia prowadzace do wyznaczenia cyfr binarmych liczby 212

W trzeciej kolumnie tabeli otrzymujemy kolejno cyfry binarne liczby = . 0 wiedzioc
dziesigtnej 212 zapisane od najmniej znaczacej. Kiedy odczytamy je od 00 soosobem zamiany
konca, czyli od ostatniego wiersza, otrzymamy reprezentacje binarng reprezentacii liczby

liczby 212 réwna 11010100, ‘r‘;gf:;gnmtf;;ﬁﬁ;:glga

cunn binarnym jest okreslenie,

Cwiczenie 2 ktére wagi systemu
(wartosci poteg 2) nalezy

Zapisz w wybranej przez siebie notacji (lista krokow, pseudokod lub ~ wybrac, aby otrzymac
schemat blokowy) algorytm wypisujacy cyfry binarne liczby dziesigt- Eﬁfﬂﬂa b caicetng,
nej w odwrotnej kolejnosci (najpierw cyfre przy potedze 2°). Nastep- 84-1.64+0-32+1-16+
nie napisz program realizujacy ten algorytm i sprawd? jego dzialanie +0-8+71-4+0-2+0-1

e Zatem:
dla réznych danych. 84 = 1010100,

011 na papierze | =y RN
Na poczatku XIX w. nastoletni Louis Braille, ktory w dziecinstwie e 2 e X ‘.'
stracit wzrok, opracowat system zapisu informacii o " ' _*.:: Byt

z wykorzystaniem dwdach standw: punktu wypuktego ' S eyl

i niewypukiego. Poszczegdine znaki przedstawit jako kombinacie -~ . .. .. 7 .

punktow umieszczonych w dwoch kolumnach, po trzy punkty AT et gter

w kazdej. Za inspiracje postuzyl Braille'owi system uzywany przez =« <0t

wojska francuskie do przekazywania rozkazow w Ciemnosci. el . "N

Dzieki wynalazkowi miodego Francuza, nazwanemu pézniej ' S e Swtian |

alfabetem Braille'a, niewidomi maja wiekszy dostep do wiedzy. . L et

Pierwsza ksigzke zapisana tym alfabetem wydano w 1837 r. o o e

Obijetosc ksiazki brajlowskiej jest kilka razy wieksza od zapisanej X,

zwyktym alfabetem. i |
\
. ‘ \



B Rozdzial 1. Algorytmy na liczbach calkowitych i tekstach

System szesnastkowy i system 6semkowy

Poniewaz zapis duzych liczb w systemie binarnym jest dlugi i malo
czytelny, w informatyce wykorzystuje sie takze systemy o podstawach

System szesnastkowy © 16 i 8, czyli system szesnastkowy (heksadecymalny) i system d6sem-

[hekﬁad:l:ymimﬂ- kowy (oktalny).
e s;n;t;nw; W systemie 6semkowym uzywamy osmiu cyfr (od 0 do 7). W syste-

mie szesnastkowym mamy do dyspozycji 16 znakéw — cyfry od 0 do 9
oraz sze$¢ liter alfabetu laciniskiego: A, B, C, D, E, F. Te litery w syste-
mie szesnastkowym takze sa nazywane cyframi.

Liczba Liczba Liczba Liczba
dziesietna dwodjkowa 6semkowa szesnastkowa
0 0 0 0
1 | 1 1
2 10 2 2
3 13 3 3
4 100 4 4
[Z] Warto wiedzieé 5 101 5 5
System szesnastkowy
wikorzystuje sig m.in. 6 110 6 6
do adresowania komorek
pamieci komputera 7 1 _ i | 7
i podawania adresow karty
MAC. System dsemkowy 8 1000 | a _ 8
jest uzywany znacznie 9 1001 11 9
rzadziegj - stosuja go np.
uzytkownicy systemu 10 1010 12 A
Linux przy ustawianiu
praw dQSt@pU do plll-:u 11 1011 14 B
12 1100 14 c
13 1101 15 D
14 1110 16 E

15 1111 17 F

Tabela 2.3. Reprezentacija liczb dziesietnych od 0 do 15 w systemach pozycyjnych
o podstawach 2, 8i 16

Zwroé uwage, ze kazda cyfre szesnastkowa od 0 do F mozna zapi-
sac za pomocg czterech cyfr binarnych oraz dwéch cyfr 6semkowych
(mniejsze wartosci uzupelniamy z lewej strony zerami nieznaczacymi),
a kazda cyfre 6semkowa od 0 do 7 przy uzyciu trzech cyfr binarnych.
Korzystajac z tych wlasnosci, mozna szybko zamieniac reprezentacje
liczb migdzy systemami o podstawach 2, 8 i 16 bez posrednictwa syste-
mu dziesietnego. Przyklad takiej zamiany pokazuje rysunek 2.1.

30



2. Systemy liczbowe | reprezentacia danych w komputerze  1INEE

451,
N
100101001, = 000100101001,
Bl
1296

Rys. 2.1. Zamiana zapisu liczby pomiedzy systemami dsemkowym i szesnastkowym

Cwiczenie 3

Zapisz liczbe 10110011, w systemie szesnastkowym.

Warto$é¢ dziesietna liczby zapisanej w systemie szesnastkowym
mozemy wyznaczy¢ podobnie jak w przypadku innych systeméw pozy-
cyjnych. Na przyklad:

A.()F&h::,:_lo' 67 4+9- 1h +]_!5 .,.:+6_
= 43510

6 =40960 + 2304 + 240 + 6 =

Cyfry szesnastkowe liczby dziesietne] mozna wyznaczy¢ tak jak
cyfry binarne, korzystajac z dzielenia przez podstawe systemu, czyli
liczbg 16. Trzeba pamigtac, ze reszcie z dzielenia réwnej 10 odpowia-
da cyfra A, reszcie 11 — cyfra B itd. Metode wykorzystujaca dzielenie
z reszta przez podstawe systemu mozna zastosowac przy zamianie
liczby dziesietnej na jej reprezentacje w dowolnym systemie pozycyj-
nym. Tabela 2.4 przedstawia wyznaczanie cyfr liczby dziesietnej 212
w systemie szesnastkowym. Wynika z niej, ze 212 = D4,.

Reszta
z dzielenia przez 16

Czesc catkowita
z dzielenia przez 16

212 13 4
Tabela 2.4. Wyniki dzielenia prowadzace do wyznaczenia cyfr szesnastkowych
liczby dziesietnej 212

-E{?:- Zapamietaj

Systemy pozycyjne o podstawie bedacej potega liczby 2 maja
szczegolne znaczenie dla informatyki — zwtaszcza system
dwojkowy (binarny) i szesnastkowy (heksadecymalny). Mozna
tatwo zamieniac reprezentacje liczb miedzy tymi systemami bez
uzywania systemu dziesietnego. Korzystamy przy tym z faktu, ze
cztery cyfry binarne odpowiadaja jednej cyfrze szesnastkowe;.

Liczba

A1

e 4 5o
(=] Warto wiedziec

W niektdrych urzadzeniach
elektronicznych

z wyswigtlaczem cyfrowym
stosowany jest kod BCD
{ang. binary-coded decimal),
w ktérym kodowane
dwojkowo sa cyfry
dziesietne liczby, a nie cala
liczba. Do zakodowania
jedne| cyfry dziesietngj

w tym kodzie wystarczaja
4 cyfry dwdjkowe.
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2.2. Reprezentacja liczb catkowitych w komputerze

Bit © Bit (oznaczany przez b) jest najmniejsza i niepodzielng porcjg infor-

macji. Pojedynczy bit moze reprezentowac jeden z dwoch stanow
fizycznych (np. elektrycznych, magnetycznych), oznaczanych umownie

Bajt © przez 0 lub 1. Inng jednostka informacji jest bajt (oznaczany przez B).

[£] Warto wiedzieé

Termin 1 bajt jako porcja
informaciji ocdpowiadajaca
B bitorn upowszechnil sig
po raku 1964, kiedy firma
IBM rozpoczeta produkeije
komputerow System/360
przetwarzajacych 8-bitowe
poreie danych.

[Z] Warto wiedzieé

Jednostki pojemnaosci
pamigci w informatyce
tworzy sig podobnie

jak jednostki znane

z matematyki czy

fizyki. Do nazwy
podstawowe] jednostki
dodaje sie odpowiedni
przedrostek, np. kilo-,
giga-. W informatyce
jednak mnoznikiem jest
odpowiednia potega

liczby 2, a nie liczby 10, np.:
1 kilobit (1 Kbjto 2" b =
=1024 b

1 megabit (1 Mb) to 2 b =
= 1024 Kb

1 gigabit (1 Gbjto 2*°b =
= 1024 Mb

1 terabit (1 Tb) to 2% b =

= 1024 Gb

Fodobnie tworzy sig
jednostki bedace
wielokrotnosciami bajta,
np. 1KB, 1 MB, 1GB, 1 TB.
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Wspolczesnie przyjmuje sig, ze jeden bajt jest rowny 8 bitom. Zatem
za pomoca bajta mozna przedstawi¢ 2% czyli 256 réznych informa-
cji. Uogdlniajac: ciag n bitow pozwala zapisa¢ 2” symboli (znakéw lub
liczb). Jesli za pomoca jednego bajta chcemy zapisac liczbe catkowita
bez znaku, to mozemy zapamietac¢ w ten sposéb liczbg z zakresu od 0
do 255 (tabela 2.5).

Wartos¢ dziesietna JE:ZT: m‘:ﬂtﬂﬂ,ﬂ:ﬂ:‘:& !

0 00000000

1 00000001

5 00000010
127 01111111
128 10000000
129 JORE |
253 11111101
554 11111110
255 11111111

Tabela 2.5. Zapis liczb catkowitych z zakresu od 0 do 255 w jednym bajcie

Jesli chcemy reprezentowac takze liczby ujemne, jeden bit nalezy
poswieci¢ na zapamigtanie znaku liczby. Woéwczas za pomocg jedne-
go bajta mozemy przedstawic liczby z zakresu od -2” do 27 - 1 (czyli
od -128 do 127: liczby ujemne od -128 do -1, liczby nieujemne od 0
do 127). Tak maly zakres liczb w wiekszodci przypadkéw jest niewy-
starczajacy. Dlatego do reprezentacji liczb catkowitych wykorzystuje
sie wiecej niz jeden bajt.

Cwiczenie 4

a. Jaka najwieksza liczbe catkowita bez znaku mozna zapisa¢ z uzy-

ciem 2 bajtow?

b. Jaka jest minimalna liczba bitow potrzebnych do zapisania liczby

dziesietnej 787
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Kod uzupetnien do 2 (U2)

W przypadku reprezentacji liczb ze znakiem na zapisanie znaku liczby

przeznaczony jest najbardziej znaczacy bit, zwany tez najstarszym © Bit najbardziej znaczacy

bitem. Jest to bit znajdujacy sie najbardziej z lewej strony. Bit znajdu-

jacy sie najbardziej z prawej strony to najmniej znaczacy bit (rys. 2.2). 0 Bit najmniej znaczacy

b:,' bn tlﬁ bd b.j:i b? b'1 hﬂ
Rys. 2.2. Numeracja bitow od najbardziej znaczacego (b,) do najmniegj znaczacego (b,)

Najstarszy bit dla liczby nieujemnej ma wartosc¢ 0, a w przypadku
liczby ujemnej 1. Na przyktad liczby +15 i —15 zapamigtane z wykorzy-

(najstarszy)

staniem 8 bitéw w naturalnym zapisie binarnym beda mialy posta¢: © Naturalny zapis binarny -
Zapis, w kidrym najstarszy

+15 = 00001111,
~15 = 10001111,

Taki zapis utrudnia jednak wykonywanie dziatan arytmetycznych.
Pokazemy to na przykladzie dodawania liczb binarnych.

Wezmy dwie liczby dodatnie: 10 i 15. Zamierimy je na posta¢ binar-
ng, a nastepnie dodajmy pisemnie. Powinni$émy otrzymac¢ wynik
11001, (w zapisie dziesietnym to liczba 25). Pisemne dodawanie liczb
w systemie binarnym wykonujemy podobnie jak dodawanie w systemie
dziesietnym. W dodawaniu binarnym 0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1, natomiast
1 + 1 = 10, co powoduje przeniesienie 1.

111

1010
+ 1111

11001

Jak widzisz, w przypadku liczb dodatnich otrzymalismy oczeki-
wany wynik. Jedli analogicznie dodalibysmy liczbe 1 zapisang przy
uzyciu 8 bitéw (reprezentacja binarna to 00000001,) do liczby ujem-
nej -1 (reprezentacja binarna to 10000001,), otrzymalibysmy liczbe
10000010, czyli -2 w systemie dziesietnym. Zeby uzyskaé¢ wlasciwy
wynik, nalezaloby sprawdza¢ oddzielnie znaki liczb.

Aby mozna bylo prawidlowo wykonywac dziatania na liczbach ujem-
nych (traktujac znak liczby jako jej integralna czeé¢), wprowadzono
specjalne kodowanie. Liczby calkowite w komputerze zapisywane sg

bit jest bitem znakw,

pozostate bity pamietaja

wartosc bezwzgledna
liczby.

[2] Warto wiedzieé
W naturalnym

zapisie binarnym

Z uwzglednieniem liczb
ujemnych liczba zero
ma dwie reprezentacje.
MNa przykiad w 8 bitach
zero mozna zapisac
jako 10000000, oraz
00000000Q,. Przy
wykorzystaniu obu
reprezentacji liczby
Zero, za pomoca
osmiu bitéw nie mozna
reprezentowac 256

réznych liczb, tylko 255.

w kodzie uzupelnien do 2 (w skrécie U2). Dla liczb nieujemnych zapis © Kod uzupelnier do 2 (U2)

w kodzie U2 odpowiada naturalnemu zapisowi liczb binarnych.

Aby przedstawic¢ w kodzie U2 liczbe ujemna, nalezy najpierw dodac
do niej warto$¢ podwojonej wagi najstarszego bitu. Na przykiad jesli
liczbg -1 chcemy zapisa¢ w U2 za pomoca 8 bitéw, dodajemy do
niej liczbe 2° (najstarszy bit ma wage 2’, natomiast podwojona war-
to$¢ bitu jest réwna 2°, bo 2 - 27 = 2%). 2° = 256, wiec otrzymujemy:
-1 + 256 = 255. Liczba -1 bedzie zatem odpowiadac¢ w kodzie U2 liczbie
dziesietnej 255, czyli liczbie binarnej bez znaku 11111111,.
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Dobra rada

Fodczas kodowania liczb
pamieta), ze kodowans
wartosci beda roznie
wygladaly, gdy naich
reprezentacie przeznaczysz
rozna liczbe bitdw.
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Zatem:

1 = 00000001,
-1 =11111111y;,

Po pisemnym dodaniu liczb 1 i -1 zapisanych w kodzie U2 (prze-
niesienie z najstarszego bitu pomijamy) otrzymujemy liczbe binarna
00000000, czyli oczekiwany wynik dziesigtny 0.

111111

00000001
+ 1111111

00000000

Cwiczenie 5

Zapisz ponizsze liczby dziesietne w kodzie U2 z wykorzystaniem jed-
nego bajta.

a. -100

b. 56
c. —15

Nalezy pamigtac, ze bit znaku liczby w kodzie U2 traktujemy jako
integralng czeé¢ reprezentacii liczby. Tabela 2.6 przedstawia reprezen-
tacje binarna wybranych liczb catkowitych ze znakiem, zapisanych
w kodzie uzupelnien do 2 za pomoca jednego bajta.

Wartosc dziesietna Zapis w kodzie U2
-128 10000000
-127 10000001
-126 10000010

-2 11111110
-1 11111111
0 00000000
1 00000001
2 00000010
125 01111101
126 01111110

127 0O1111IM

Tabela 2.6. Zapis w kodzie U2 liczb dziesigtnych z zakresu od -128 do 127
z wykorzystaniem 1 bajta
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Wiesz juz, jak zapisac liczbe calkowita ze znakiem, wykorzystujac
8 bitow. W ogdélnym przypadku, gdy liczba catkowita x jest reprezen-
towana za pomoca # bitéw (najstarszy bit, czylib,_,, przeznaczony jest
na znak liczby), jej warto$¢ dziesietng w kodzie U2 obliczysz ze wzoru:
x dla x=0

Ay =
L {2"+x dla x<0

Obliczong wartosc dziesietna trzeba zamienic na liczbe binarnag.
Jesli mamy liczbe zapisana w kodzie U2 na » bitach, jej wartos¢ dzie-

sietng mozemy wyznaczy¢ wedlug nastepujacego schematu:
-b, 2" ' +b,,-2" 4+ ... +Db -2+ by 2°
Na przyklad:
10101010, =-1-2"+0-2°+1.2°+0-2*+1.2°+0-2°+1.2'+0-2"=
=-128+32+8+2=-86

Cwiczenie 6
Podaj warto$c dziesietna liczby 11010101,,.

-:é:— Zapamietaj

Dany ukfad bitow moze byc interpretowany jako liczba ze znakiem
lub bez znaku. Liczby catkowite ze znakiem sa reprezentowane

w pamieci komputera w kodzie uzupetnien do 2 (U2). Umozliwia to
wykonywanie dziatan na liczbach ujemnych. Bit znaku liczby jest
traktowany jako integralna czesc zapisu liczby: znak zapamietujemy
w najstarszym bicie, przy czym 0 oznacza +, a 1 oznacza -.
Podczas pisemnego dodawania liczb zapisanych w kodzie U2
przeniesienie z najstarszego bitu jest pomijane.

Wybrane typy danych w jezyku C++ umozliwiajace
zapisywanie liczb catkowitych

W programach napisanych do tej pory stosowalismy typ int, repre-
zentujacy liczby catkowite ze znakiem. Do zapamigtania zmiennych
tego typu wykorzystywane s 4 bajty (32 bity), a wiec mozna reprezen-
towac¢ 2* liczb z zakresu od -2* do 2% - 1. To zakres, ktory w wiek-
szosci sytuacji jest wystarczajacy, dlatego w programach omawianych
w tym podreczniku najczesciej bedziemy uzywac tego typu.

Tabela 2.7 na s. 36 zawiera informacje o wybranych typach danych
wykorzystywanych w jezyku C++ do zapisu liczb catkowitych ze zna-
kiem dostepnych w kompilatorach 32-bitowych. Nalezy zwrécic¢ uwage,
ze w zaleznosci od kompilatora C++ oraz wersji systemu (32-bitowy lub
64-bitowy) zakresy te (liczba bajtéow przeznaczonych do reprezentacji
poszczegolnych typow) moga si¢ roznic.

[2] Warto wiedzieé

W jezykach programowania
zbidr liczb catkowitych

jest ograniczony, a wiec
mozna podac najwieksza
liczbe catkowita (zalezy
ona od liczby bajtow
przeznaczonych do
reprezentaci liczby).
Whiatkiem jest jezyk
Python, w ktdrym zakres
liczb calkowitych jest
ograniczony pamiecia
komputera dostepna

dla programu, a wigc

w praktyce nisograniczony.
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Peina nazwa Skrot nazwy Liczba

sho

int

lon

lon

Dobra rada

Frzy pisaniu programow
wykorzystujacych
Zmienne typu calkowitego
Zwracaj uwage na to, czy
typ catkowity wybrany

dla zmiennych ma
wystarczajacy zakres.

typu typu bajtow Zaldes

od-2"do 2% -1

rt int short 2 czyli
od —-32 768 do 32 767

Gd _2;11 dﬂ 2:]1 =
4 czyli
od -2 147 483 648 do 2 147 483 647

od -2%" do 2*' - 1
g int long 4 czyli
od -2 147 483 648 do 2 147 483 647

od =2% do 2% - 1

czyli

od -9 223 372 036 854 775 B08
cdo 9 223 372 036 854 775 BOT7

g long int long long 8

Tabela 2.7. Wybrane typy stuzace do zapisu liczb catkowitych ze znakiem dostepne
w jezyku C++ oraz ich zakresy dla kompilatorow 32-bitowych

Dodanie stowa kluczowego unsigned przed nazwa typu spowo-
duje, ze dany typ bedzie oznaczal liczby catkowite bez znaku, a wigc
zakres liczb dodatnich dwukrotnie si¢ powigkszy. Na przyklad typ
unsigned int bedzie reprezentowat liczby z zakresu od 0 do 2* - 1,
czyli od 0 do 4 294 967 295.

Zwrocenie przez program innego wyniku niz oczekiwany moze by¢
spowodowane tym, ze zostal przekroczony zakres danych. Jesli np. po
zsumowaniu liczb ujemnych program zwraci liczbe dodatnia, nalezy
sprawdzi¢, czy zmiennym przypisano wlasciwy typ danych.

Cwiczenie 7

Napisz program, ktory zmiennej typu catkowitego przypisze war-

tos¢ najwiekszej liczby catkowitej tego typu, a nastepnie doda do tej

zmiennej 1 i wypisze jej warto$¢. Wykonaj ¢wiczenie dla:

a. typu reprezentujacego liczby caltkowite bez znaku,

b. typu reprezentujacego liczby catkowite ze znakiem.

Sprawdz dzialanie programu i wyjasnij, dlaczego zwrocit taki wynik.

2.3. Reprezentacja znakéw i napiséw

Pojedyncze znaki (litery, cyfry i inne znaki) kodowane sa w pamie-

Kod ASCIl @ ci komputera za pomoca liczb. Najczesciej stosuje sie kod ASCII
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(ang. American Standard Code for Information Interchange). Standard
ASCII jest kodem siedmiobitowym, okresla wiec 128 znakow o kodach
od 0 do 127. Wersja rozszerzona, osSmiobitowa, uwzglednia 256 znakow —
znaki kodowane sg liczbami z zakresu od 0 do 255,
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Tabela 2.8 przedstawia tablice kodow ASCII z zakresu od 32 do 127. © Tablica kodéw ASCII
Kody od 0 do 31 oraz 127 sa zarezerwowane na tzw. znaki sterujace, © Znak sterujacy (kod
nazywane tez kodami sterujacymi (ang. control character, control code). sterujacy) - znak,

= iiiqs ; - ) . ktdry nie jest znakiem
W wersji oémiobitowej kody od 128 do 255 reprezentujg rézne znaki g owanym, stuzy do
w zaleznosci od systemu operacyjnego i wersji jezykowej. Polskie znaki  sterowania urzadzeniem

diakrytyczne maja kody o wartosciach powyzej 127 i w zaleznoéci od ~ Przetwarzajacym dane,

: : ) : np. drukarka.
zastosowanej strony kodowej moga miec rézne wartosci.
Kod Kod Kod Kod

dziesietny "3 dziesietny Z"3K dziesietny "3 dziesietny 23K

32 spacja 56 B BO P 104 h

33 i 57 9 B1 Q 105 [

34 | 58 82 R 106 j ¢ Dobra rada

35 i 59 83 5 107 ke W programach w jezyku
C++ wypisujacych napisy

36 3 60 i i L 108 | za pomoca instrukei

a7 %o 61 = 85 U 109 m cout unikaj polskich
znakow diakrytycznych.,

38 & 62 - B6 v 110 n W edytorze tekstu

38 i 63 ? B7 W 111 0 | w oknie wynikow (aplikacii
konsalowej) maja one

40 ( 64 @ 88 x 112 4] r62ne kody.

41 ) 65 A B9 Y 113 q

42 a 66 B 90 Z 114 r

43 + 67 # 91 [ 115 s

44 - 68 D 92 \ 116 t

45 - 69 E 93 1 117 u

46 i 70 F 94 4 118 W

47 { 71 G 85 - 119 W

48 o 7 H o %6 120 x [£) Warto wiedziec

49 i 73 | 97 A 121 Standard ASCI| zostal

| y opracowany na podstawie

50 2 74 J 98 b 122 z kodu telegraficznego
przez American National

o 3 £ K82 & 125 { Standards Institute (ANSI) -

52 4 76 L 100 d 124 | instytut ustalajacy normy
techniczne obowiazujace

9 3 rF M 1ot o . 125 } w USA. Prace rozpoczely

54 B 78 N 102 f 126 - sie w 1960 r., a pierwszy

' standard ocpublikowano
55 T 79 0] 103 g 127 Del w1963 1.

Tabela 2.8. Tablica kodow ASCI| z zakresu od 32 do 127

W jezyku C++ znaki mozemy reprezentowac za pomocg typuchar. [ waro wiedziec
Zmienne tego typu zajmuja jeden bajt pamieci. Typ char reprezentuje Oprécz typu char mozna
tez liczby jednobajtowe ze znakiem (z zakresu od -128 do 127). Do  tez uzywac typu unsigned

i i s el : : . char, reprezentujacego
rEpl'f::ZEI'ltale napisow, czyli ciggéw +znak0:|.~.r, W _;f;z},iku C‘++ sluz;n,t typ ki) i nobaliow ba
string. Aby pokazac przyklad uzycia typéw char istring, napisze- znaku (od 0 do 255).

my prosty program zliczajacy wystapienia litery w slowie.
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[Z] Warto wiedzieé

Slowo (nazwa typu)
string {zdefiniowane

w biblictece string) nie
jest stowem kluczowym
jezyka C++, a wiec mozna
je przedefiniowac.

Kod zrédlowy programu ©
zliczajacego wystapienia
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Specyfikacja
Dane: slowo - slowo zlozone z liter alfabetu facinskiego,
litera - litera alfabetu facinskiego.

Wynik: liczba wystapien litery w stowie.

Aby policzy¢ wystapienia litery w stowie, musimy po kolei sprawdzac
wszystkie litery stowa i jesli aktualna litera jest taka sama jak ta, ktorej
wystapienia zliczamy, powieksza¢ licznik o jeden. Na poczatku licznik
trzeba wyzerowac. Oto zapis algorytmu w pseudokodzie:
ile < @
dla i < ©, 1, .., ditugos¢ siowa - 1 wykonuj

jesli slowo[i] = litera to ile < ile + 1

Do poszczegdlnych znakéw napisu odwolujemy sie za posrednic-

Indeks © twem indeksu, czyli numeru elementu (tutaj numeru znaku w napisie).

litery w slowie

Indeks podajemy w nawiasach kwadratowych (slowo[i]). Na przyktad
dla wartoéci zmiennej slowo rownej ,mak”: zapis slowo[@] odpowia-
da literze ,m", slowo[1] — literze ,a", natomiast slowo[2] — literze ,k".
Indeksowanie zaczyna si¢ zawsze od zera, wiec indeks ostatniego zna-
ku napisu jest o jeden mniejszy od dlugosci napisu. Oto kod Zrédlowy
programu dla powyzszej specyfikacji:

1. #include <iostream:
Z. =include <string»

using namespace std;

6. int main()

7. {

string slowo;

Q char litera;

1@, int i, ile=0;

14 cout«"Podaj slowo: "; ciny:slowo;

12 cout«"Podaj litere: "; cin:litera;
13, for (i=0;i<slowo.size();i++)

14, if (slowoli]==litera) ile++;

i5 cout«"Litera "«litera«" wystepuje ";
16. cout«"w slowie "<«<slowo«"™ "«ile«" razy.",
17. return ©;

W liniach 8-10 zadeklarowane s3 zmienne, odpowiednio: zmienna
slowo typu string, zmienna litera typuchar, a takze zmienne ile
oraz i typu int. Zmiennej ile nadana jest od razu wartos¢ poczatko-
wa@. W liniach 11-12 program wczytuje dane wejsciowe poprzedzone
odpowiednimi napisami zachety na ekranie.
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Typ string jest typem obiektowym (klasg). Nie tylko umozli-
wia pamietanie danych, lecz takze udostepnia funkcje do ich prze-
twarzania. Funkcje dostepne w danej klasie nazywamy metodami. © Metoda
Gdy korzystamy z danej metody, stosujemy notacje z kropka, tzn.
nazwa_zmiennej.nazwa_metody. Aby bylo mozliwe wykorzystywa-
nie metod zdefiniowanych dla klasy string, w linii 2 dodalismy dyrek-
tywe #include <stringp.

W zasadniczej czesci programu (linie 13—14) uzyliSmy metody size, © Metoda size
dostepnej w klasie string. Wykorzystalisémy ja w warunku petli dla
zmiennej slowo. Wartoscia tej funkcji jest dlugos¢ (liczba znakow)
napisu. W petli przegladane sa znaki, z ktorych sklada sie stowo. Po
napotkaniu znaku rownego wartoéci zmiennej litera warto$¢ zmien-
nej ile jest powiekszana o jeden.

Zwroc uwage na linie 15 i 16, ktore odpowiadaja za wypisanie wyni-
ku. Wielokrotnie jest tu faczone wypisanie stalego napisu na ekranie

[£} Warto wiedzieé

Zamiast metody size
z wartos$ciami zmiennych. Stale napisy zapisane s3 w cudzystowach. mozna uzy¢ metody

Pojedyncze stale znakowe ujelibyémy w apostrofy (nie wystepuja w tym ~ 1€ngth.
przykladzie).

Cwiczenie 8

Napisz program, ktory po podaniu z klawiatury stowa oraz litery wy-

swietli na ekranie liczbe wystapien litery w podanym stowie (mozna
uzywac tylko liter alfabetu facinskiego). Sprawdz dziatanie programu.

Podjeto préby okreslenia uniwersalnego sposobu kodowania znakow
obejmujacego wszystkie alfabety. W efekcie powstat Unicode. Uzyska- @ Unicode
nie binarnego zapisu kodu w Unicode wymaga uzycia tzw. schematu
kodowania. Przykladem takiego schematu jest UTF-8. Stosuje si¢ go © UTF-8
np. na stronach internetowych. W UTF-8 znaki sa kodowane na 1-4
bajtach pamigci. Schemat ten jest wstecznie kompatybilny z kodem [ .40 wiedziec
ASCII, tzn. wszystkie znaki standardu ASCII maja w Unicode takisam ;4 UTE-8 pochodsz
kod jak w ASCII i zajmujg 1 bajt pamieci. Jesli chcesz sie odwolywac  od angielskiej nazwy: 8-bit
w swoich programach do kodéw Unicode, mozesz uzy¢ typuwehar_t. Unicode Transformation

Format.
X Zapamietaij

Znaki w komputerze reprezentowane sa za pomoca kodow
liczbowych. Standard ASCII okresla znaki o kodach od 0 do 127,
przy czym wielkie litery tacinskie maja kody od 65 do 90, mate od
97 do 122, a znaki cyfr od 48 do 57. W rozszerzonej wersji ASCI
kody znakéw od 128 do 255 sa rézne w zaleznosci od systemu
operacyjnego i zastosowanej strony kodowej. Polskie znaki
diakrytyczne moga miec rozne kody w zaleznosci od uzytej strony
kodowej, ale zawsze kody te sg wieksze od 127.
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2.4. Operacje logiczne, reprezentacja wartosci logicznych

Zdanie logiczne © Zdaniem logicznym jest zdanie, ktoremu mozemy przyporzadkowac
jednoznacznie jedna z dwoch wartosci logicznych: prawda lub fatsz.
Przyjmuje sig, ze prawda oznaczana jest wartoscia 1, a falsz — warto-
$cia 0. Zdania logiczne mozemy taczy¢ w zdania zlozone.
Koniunkcja® Koniunkcja jest polaczeniem zdan logicznych p, g spojnikiem ,,i".
Zeby zdanie ,p i ¢" bylo prawdziwe, kazde ze zdan sktadowych musi
by¢ prawdziwe.

(=l =
o = o O
o | oY o s

1 1

=&

Tabela 2.9. Wartosci logiczne koniunkcji zdan p, g

Alternatywa @  Alternatywa jest polaczeniem zdan logicznych p, g spéjnikiem ,lub”.
Zeby zdanie ,p lub q" bylo prawdziwe, jedno ze zdan skladowych musi
by¢ prawdziwe.

P q plubq
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 | 1

Tabela 2.10. Wartosci logiczne alternatywy zdan p, g

Negacija (zaprzeczenie) @ Negacja (zaprzeczenie) to zdanie logiczne, ktore ma postac ,nie-
prawda, ze p”, gdzie p jest zdaniem logicznym. Zaprzeczenie zdania p
zapisuje sie czesto jako ~p.

[£] Warto wiedzieé¢ P ~p
W jezyku C++ wartosci 0

zmiennych typu : o
calkowitego moga byé

interpretowane jako
wartosci logiczne. Wowczas
0 jest interpretowane jako

false, a liczby rozne od W jezyku C++ dostepne sa dwie wartosci logiczne: true (prawda)
26 {00 ST, i false (falsz). Warto$¢ false jest reprezentowana przez liczbe 0,
atrue przez 1. Typ logiczny reprezentujacy wartosci logiczne to bool.
Spojnik logiczny ©  Spojniki logiczne, nazywane tez operatorami logicznymi, umoz-
loperator logiczny)  |iwiaja budowanie wyrazen logicznych w programach. Tabela 2.12
przedstawia zapis operatorow logicznych w pseudokodzie i jezyku C++

oraz przyklady ich uzycia w jezyku C++.

Tabela 2.11. Wartosci logiczne negacji zdania p
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Nazwa Zapis Zapis Przyktad uzycia w jezyku C++

operatora operatora operatora o Wartosé logiczna wyrazenia
logicznego w pseudokodzie w jezyku C++ Wyrazenie dla przyk!agdnwych!:‘:ianych

Dlax=3iy=2wartoscia

Koniunkcja oraz && lub and x<5 && y»1 | wyrazenia bedzie true,adlax=6
|y =2 false,
Dlax =6y = 2 wartoscia

Alternatywa lub || lubor x<5 || y»1  wyrazenia bedzie true, adlax=6
iy=1false,

Negacja nie ! lub not 1 {x==4) Dla x = 3 Warloscig wyrazenia

bedzie true, dla x = 4 false.

Tabela 2.12. Zapis operatorow logicznych w pseudokodzie i jezyku C++
oraz przyktady ich uzycia w jezyku C++

Rozwazmy nastgpujacy problem. Checemy sprawdzi, czy z trzech = 0 wiedzied
odcinkéw o okreslonej dlugosci mozna zbudowac trojkat.

Warunek |(x==4) jest

réwnowazny warunkowi
- . x!l=4,
Specyfikacja
Dane: a, b, ¢ — liczby catkowite dodatnie. 2] Warto wiedziec

1. 8 " = i : Mazwa typu bool
Wiynik: stowo ,TAK", gdy z odcinkéw o dlugosciach a, b, ¢ moina oochoczi od nazwiska

zbudowac trojkat, stowo ,NIE" — w przeciwnym przypadku. angielskiego matematyka,
logika i filozofa George'a
Boole'a. Zyl on w latach

Warunek istnienia trojkata mozesz pamietac ze szkoly podstawowej:  1815-1864 i wnids!

suma dlugosci dwéch krétszych bokéw musi by¢ wieksza od diugo- f;;;ﬁff:;:’nﬁjgngzmj
$ci najdluzszego. Poniewaz nie wiemy, ktory z bokow jest najdiuzszy,

warunek sprawdzimy dla kazdego z nich. Zapis algorytmu w pseudo-

kodzie i jego realizacja w jezyku C++ moga wygladac tak jak ponizej.

jeSli a+b>coraza+c>borazb+c > a to wypisz "TAK

w przeciwnym przypadku wypisz "NIE"

O Kod zrédlowy programu
zinclude <iostream» sprawdzajacego, czy

Z z trzech odcinkéw
i using namespace std; mozna zbudowac tréjkat
5. int main()
6. {
int a, b, c;

cout«a = "; ecim:a;

cout«"b = " cinyb;

cout«"c = "; cinxg; ) Dobra rada

if (a+b>c B& a+c>b && b+cra) cout«"TAK"; Pamietaj, ze w jezyku

else cout«"NIE"; S+ Wyrezeni iogieno
{ w warunkach logicznych
return @, ujmujemy w nawiasy
4. } okragte.
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Instrukcja warunkowa w kodzie programu sprawdzajacego, czy
z danych odcinkéw mozna zbudowac trojkat, bylaby prostsza, gdyby-
$my znalezli najwigksza liczbe wsrod podanych i zapamigtali ja w kon-
kretnej zmiennej, np. a. Mozna do takiej sytuacji doprowadzi¢, jesli
zamienimy odpowiednio wartosci zmiennych. Do zamiany wartosci
dwoch zmiennych mozna uzy¢ trzeciej zmiennej — pomocniczej.

Zamiana wartosci®  Rysunek 2.3 przedstawia zamiane wartosci zmiennych a (poczat-

zmiennych

) Dobra rada

W jezyku C++ do zamiany
wartosci dwoch zmiennych
mozesz uzyc funkcji swap.
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kowa wartos¢ 5) i b (poczatkowa wartos$¢ 7). W pierwszym kroku
zmienna pomocnicza pom przyjmuje wartos¢ zmiennej a, w drugim
kroku zmienna a przyjmuje wartos¢ zmiennej b, a w trzecim kroku
zmienna b — wartos¢ przechowang w zmiennej pomocniczej.

b a b a b
3
pom pom
1 5,.;-\. - -:-r 5

Rys. 2.3. llustracja zamiany wartosci zmiennycha ib

W pseudokodzie zapis algorytmu sprawdzajacego, czy z podanych
trzech odcinkéw mozna zbudowac tréjkat, uwzgledniajacego znalezie-
nie najwigkszej liczby, moze wygladac nastepujaco:
jesli b » a to

pom «< a, a « b; b « pom
jesli ¢ » a to

pom « a;, a « C, C « pom
jesli b + ¢ » a to wypisz "TAK"
w przeciwnym przypadku wypisz "NIE"

Cwiczenie 9

Utwérz program sprawdzajacy warunek istnienia trojkata:
a. z wykorzystaniem koniunkcji,

b. wedlug podanego powyzej pseudokodu.

Sprawdz dzialanie programu dla réznych danych.

-\"L?:- Zapamietaj

Zdaniem logicznym nazywamy zdanie, ktéremu mozemy
przyporzadkowac jednoznacznie jedna z dwoch wartosci: prawda
lub fatsz. Zdania logiczne mozemy taczyc. W jezyku C++
dostepne sa dwie wartosci logiczne: true (prawda) i false (fafsz).
Wartosc¢ false jest reprezentowana przez liczbe 0, a true przez 1.
Typ logiczny reprezentujacy wartosci logiczne to bool.
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2.5. Reprezentacja obrazéw, dzwiekdw i animaciji

Obrazy, dzwigki i animacje, podobnie jak inne informacje, pamigtane
sa w komputerze w formie cyfrowej — w postaci zer i jedynek.

Reprezentacja obrazow

Obraz na ekranie monitora sklada sie z pojedynczych punktow zwa-

nych pikselami. Do reprezentacji koloru pojedynczego piksela zazwy-

czaj wykorzystuje sie model RGB — nasycenie trzema podstawowymi © Model RGB

kolorami: czerwonym (ang. red), zielonym (ang. green) i niebieskim

(ang. blue). W modelu RGB najczesciej stosuje sig 24-bitowy zapis

koloréw, w ktérym na kazda ze sktadowych przeznacza sie 8 bitow.

Poszczegolne sktadowe opisuje si¢ za pomocy liczby dziesigtnej od 0 542 as tworzenia

do 255, przy czym pierwsza sktadowa oznacza poziom jasnosci koloru  obrazéw przeznaczonych

czerwonego, druga — zielonego, a trzecia — niebieskiego. W ten sposéb o druku stosuje sie model
x . CMYK, ktéry wykorzystuje

mozna reprezentowa¢ ponad 16 mln barw (256 - 256 - 256). Maksymal- cztery kolory podstawowe:

ne natezenie skladowych odpowiada za kolor biaty, a brak natezenia —  odcien niebieskiego

za kolor czarny. Tak wiec w RGB zapis (255, 255, 255) oznacza biel, (cyjan), purpurowy

_ ) (magenta), zétty i czarny.
a zapis (0, 0, 0) — czern. W tym modelu dodanie
czerni pozwala uzyskad
lepszy kontrast.

[3] Warto wiedzieé

&

R
a
8
R
G
B
R
e
B
R
G 8

m

Rys. 2.4. Sktadowe pikseli fragmentu obrazu w modelu RGB

Czesto na reprezentacje pojedynczego piksela przeznaczony jest jesz-

cze jeden bajt pamieci, okreslajacy przezroczystosc punktu, tzw. kanal © Kanat alfa

alfa. Taki model nazywamy modelem RGBA. © Model RGBA
Pliki przechowujace obrazy w modelu RGB lub RGBA bez kompresji

zwykle zajmuja duza objetosc (np. pliki w formacie BMP). W zwiazku

z tym czesto (szczegblnie na stronach internetowych) stosuje sie for-

maty dokonujace kompresji obrazu, zaréwno stratnej (np. format JPG),

jak i bezstratnej (np. format PNG).

Reprezentacja dzwiekow

Zamiane danych z postaci analogowej na posta¢ cyfrowg nazywamy

digitalizacja (dyskretyzacja). Digitalizacja dZzwigku polega na tzw. © Digitalizacja (dyskretyzacja)
probkowaniu (ang. sampling), czyli pobieraniu w réwnych odste- © Prébkowanie

pach czasu warto$ci pozioméw sygnalu dZzwigkowego i zapisywaniu

ich w formie cyfrowej. Kazdy pomiar wartosci nazywany jest probka. o Prébka
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Czestotliwosé 0 Jakos¢ diwieku zalezy od czestotliwosci probkowania (czyli liczby

probkowania

probek pobieranych w ciagu sekundy) oraz dokladnosci pomiaru cyfro-

Rozdzielczosé @ wego probki, nazywanej rozdzielczoscia probkowania. Rozdzielczosé

probkowania

to liczba bitéw przeznaczonych na zapis jednej prébki. Programy, kto-
re zamieniaja dzwiek na zapis cyfrowy i odwrotnie (czyli koduja go

Kodek @ i odkodowuja), nazywamy kodekami.

[Z] Warto wiedzieé

Ludzkie ucho zwykle
odbiera diwigki

w zakresie crestotliwosci
od ok. 16 Hz

do ok. 20 kHz.

Istnieja rozne formaty plikow dzwigkowych. Wybrane przedstawione
sa w tabeli 2.13.

Format pliku

dzwiekowego Sechy
Fozwala na zapis dzwigku w jakosci zblizong] do phyt CD.

WAVE (WAV) Wada tego formatu jest duza chijetosé pliku, kidra moze np.
utrudniac przesylanie go przez internet.

W tym formacie zapisywane sa tylko dzwieki istotne dla
ludzkiego ucha, pozostale sa redukowane, czyli dZwigk jest

MF3 poddawany kompresji. Przy zastosowaniu srednigj kompresii
utrata jakosgci jest nieslyszalna. Zaleta tego typu plikow jest
ich mala objetosc.

Umozliwia zapis cyfrowy partytury (zapisu nutowego).

MIDI (MID) Pliki tego formatu charakteryzuja sie mala obigtoscia, ale
reprezentuig tylko wybrany zbidr instrumentdw. Nie moina
w nich zapisa¢ ludzkiego glosu.

Tabela 2.13. Cechy wybranych formatéw plikow dzwiekowych

Reprezentacja animacji

Og6lna zasada tworzenia animacji jest bardzo prosta. Zeby powstalo
wrazenie ruchu, nalezy wyswietla¢ z odpowiednia czestotliwoscia kolej-

Klatka @ ne obrazy, nazywane klatkami (ang. frames), ktore zazwyczaj niewiele

sie roznia. Na jakos¢ obrazu animowanego skladaja sie rozdzielczos¢

Liczba klatek na @ pojedynczej klatki oraz liczba klatek wyswietlanych na sekunde —

sekunde (fps)

2] Warto wiedzieé

Filmy w kinach

wyswietla sie najczescigj

z czestotliwoscia 24 klatek
na sekunde,
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fps (ang. frames per second).

Obrazy animowane pochlaniaja duzo pamieci. W zwigzku z tym sto-
suje sie rozne algorytmy kompresji, aby pliki miaty mniejsza objetosc,
ale utrata jakosci nie byla zauwazalna dla ludzkiego oka. Na przykiad,
poniewaz klatki zwykle znacznie sie nie réznia, w pliku po kompresji
zachowuje sie tylko klatki kluczowe oraz informacje o réznicach mie-
dzy klatkami.

Podobnie jak w przypadku dZwigkéw, do zapisu i odezytu plikéw
wideo potrzebne sa specjalne programy nazywane kodekami. Popular-
ne formaty zapisu tego typu plikéw to AVI, MOV, MP4.

Do zapisu animacji powszechnie stosuje sig format GIF. Dzigki zasto-
sowaniu kompresji bezstratnej pliki maja mata objetos¢, dlatego for-
mat ten wykorzystuje si¢ np. przy umieszczaniu animacji na stronach
internetowych.



Jak dane analogowe s3g
przeksztatcane na cyfrowe

Podczas nagrywania filmu smartfonem dzwigk ﬂi““

i ruchomy obraz sa przetwarzane na postac cyfrowa.
Dzigki temu mozemy przechowywac je w pamigci

telefonu, a nastepnie odtwarzad. ]ak dzmiaja cyfrowe
urzgdzenia rejestrujgce dzwigk i obra
Przeanalizujmy to na przykladzie.

\
\

Przetwornik A/C (analogowo-cyfrowy) probkuje amplitudy sygnatow elektrycznych,

czyli mierzy je tysiace razy w ciagu jednej sekundy i zamienia na ciagi liczb binarnych.

Aby zapis cyfrowy byt zgodny z dzwiekiem, ktéry styszy ludzkie ucho, prébkowanie musi sie
odbywac z odpowiednio wysoka czestotliwoscia i rozdzielczoscia. Na przykiad dla ptyt CD
standardem sa czestotliwosc 44,1 kHz i rozdzielczosc 16 bitow na probke,

czyli 218 = 65 536 mozliwych wartosci amplitudy fali dZzwiekowej.

amplituda ‘ amplituda 1

A A
Sygnat
wejsciowy 67
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B Rozdzial 1. Algorytmy na liczbach calkowitych i tekstach

™ Podsumowanie

= Wszystkie dane w komputerze s3 pamietane i przetwarzane w postaci dwoch standw fizycz-
nych — reprezentowanych umownie za pomoca cyfr01i 1.

= Szczegolne znaczenie w informatyce maja systemy pozycyjne o podstawach 2 i 16, nazywane
odpowiednio systemami dwéjkowym (binarnym) i szesnastkowym (heksadecymalnym).

» Kazda liczbe w systemie pozycyjnym mozna przedstawic jako sume wielokrotnosci poteg
podstawy systemu.

» Najmniejsza niepodzielna jednostka informacji jest bit (reprezentuje jeden z dwéch stanow:
0 lub 1), a najmniejsza przetwarzana porcja informacji jest bajt, sktadajacy sie z 8 bitow.

» Na n bitach mozna przedstawic¢ 2" roznych informaciji.

» Liczby calkowite ze znakiem zapisywane sa w kodzie uzupetnieri do 2 (U2). Ulatwia to wy-
konywanie dzialan arytmetycznych.

= Typy danych umozliwiajace zapisywanie w jezyku C++ liczb catkowitych ze znakiem to np.
short int, int, long int, long long int.

» Po dodaniu stowa kluczowego unsigned przed nazwa typu stuzacego do zapisywania liczb
catkowitych ze znakiem otrzymujemy nazwe typu danych reprezentujacego liczby catkowite
bez znaku.

» Znakom przyporzadkowane sa kody liczbowe. Podstawowy zestaw znakéw okresla standard
ASCII (7-bitowy kod).

= Napis to ciag znakow.

= W jezyku C++ znaki mozemy reprezentowac za pomoca typu char. Zmienne tego typu
zajmuja jeden bajt pamieci.

» Do reprezentacji napisu, czyli ciagu znakow, mozna wykorzystac typ string.

* Do znakow w napisie odwolujemy sie za posrednictwem indeksu, czyli numeru znaku w na-
pisie. Indeksowanie znakéw w napisie zawsze zaczyna si¢ od zera.

» Typ string jest typem obiektowym (klasg). Nie tylko umozliwia pamietanie danych, lecz
takze udostepnia funkcje do ich przetwarzania. Funkcje dostepne dla danej klasy nazywamy
metodami.

» Jedna z metod dostepnych w klasie string jest metoda size, ktérej wynikiem jest liczba
znakow napisu.

» Wartosci logiczne zapamigtywane sg z uzyciem jednego bajta pamigci.

Zadania

« Kl Oblicz wartosé¢ dziesietna liczby binarnej 1000100111,

« B Zapisz liczbe binarng 1000100111010000, w systemie szesnastkowym.

« [l Zapisz liczbe szesnastkowa EOA8,, w systemie binarnym.

+« [ Oblicz warto$¢ dziesietna liczby szesnastkowej 89A B,

+ B Oblicz wartos$¢ dziesietna liczby 10001001y, zapisanej w kodzie uzupetnieri do 2.
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2. Systemy liczbowe i reprezentacia danych w komputerze 1R

+ B Zapisz liczbe dziesietng -116, reprezentowana przy uzyciu jednego bajta pamieci,
w kodzie uzupetnien do 2.

¢ Podaj kilka wiasnosci liczb binarnych. Uwzglednij m.in. to, kiedy podana liczba jest
parzysta, a kiedy nieparzysta.

« B Ktéra z podanych liczb ma inng wartos¢ niz pozostate?
a. 1105, c. 245,
b. 1011000101, d. 21011,

* Bl Z podanych nizej zapiséw wybierz ten, ktéry moze oznaczaé liczbe 80 w systemie
czworkowym. Takie same znaki oznaczajg taka sama cyfre.
a. OHx ¢ c. 0@ %% ee. HHEN
b. HN & % d. ¢0¢0 f. & %%

* % aplsz program, Ktory wczyta 1mig 1 WieKk wyrazony w atach, a nast@ nie w 1sZe

i Napisz program, ktéry wezyta imig i wiek wyrazony w latach pnie wypi
powitanie. Dla osoby pelnoletniej wypisze napis ,Dzien dobry” i jej imig, a dla
niepelnoletniej napis ,Czesc” i jej imie.

«+ Rl Napisz program, ktéry wezyta trzy liczby catkowite i wypisze je w kolejnoéci od
najmniejszej do najwiekszej.

«+ B Napisz program, ktéry dla wezytanej liczby catkowitej dodatniej policzy, ile jedynek
wystepuje w jej reprezentacji binarne;j.

++ EE Napisz program, ktéry wezyta stowo i sprawdzi, czy dwie takie same litery wystepuja
w nim obok siebie. Program powinien wypisa¢ stowo ,TAK" lub ,NIE".

** Napisz program sprawdzajacy warunek istnienia tréjkata. Zastosuj w nim alternatywe
zdan.

+++ RB Napisz program, ktéry wezyta stowo i sprawdzi, czy ktéra$ litera w stowie sie powtarza.
Program powinien wypisac sfowo ,TAK" lub ,NIE".

*%9 Napisz program, ktory pozwoli rozstrzygnac, czy wérdd n liczb catkowitych dodatnich
wprowadzonych z klawiatury byta taka tréjka liczb a, b i ¢, dla ktérych nie da sig
zbudowac trdjkata o dlugosciach bokéw a, b i c.

L Pierwszy tweet firmy Google mial postac binarna i wygladat nastepujaco:

I'm 01100110 01100101 01100101 01101100
01101001 01101110 01100111 00100000
01101100 01110101 01100011 01101011
01111001 00001010

1604 - 25 lut 2009

Za pomoca funkcji dostepnych w arkuszu kalkulacyjnym odczytaj tresé tweeta.
Mozesz skorzystaé np. z funkcji DWOJK.NA.DZIES oraz ZNAK.
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System dwojkowy
(binarny),
s.28-29 (&

3. Algorytmy zamiany
reprezentaciji liczb
miedzy systemami
liczbowymi

Wiesz juz, ze komputer interpretuje i zapisuje rozne rodzaje informacii jako
ciagi zer i jedynek. Na przykiad liczbe wpisana z klawiatury przeksztatca
na postac binarng. Zamiana reprezentacji liczb miedzy systemami to jedna
Z podstawowych operacji wykonywanych przez komputer. W tym temacie
nauczysz sie m.in. pisac programy zamieniajace liczbe dziesietna na jej
reprezentacie w innym systemie pozycyjnym i odwrotnie.

Cele lekcji

» Napiszesz programy zamieniajgce liczbe dziesietng na postaé dwdjkowa
oraz liczbe dwojkowa na postac dziesietna.

= /modyfikujesz programy tak, aby zamienialy liczbe dziesietna na liczbe
W systemie pozycyjnym o wybranej podstawie i odwrotnie.

m \Wykorzystasz reprezentacje binarna liczby w algorytmie szybkiego
podnoszenia do potegi.

ey Algorytm zamiany reprezentacji liczby z dziesietnej
na dwojkowa

O zamianie liczby dziesietnej na dwojkowa méwilismy w temacie 2,
w czesci dotyczacej systemu dwojkowego (binarnego). W zastoso-
wanym tam algorytmie wyznaczaliémy cyfry liczby binarnej w kolej-
nosci od najmniej znaczacej. Teraz zmodyfikujemy algorytm tak,
aby byly one zapisane we wilasciwej kolejnosci. Kolejno wyznaczane
cyfry binarne bedziemy taczy¢ w jeden napis, przy czym aktualnie
wyznaczong cyfre dolaczymy na poczatku napisu ztozonego z otrzy-
manych wczesniej cyfr. Cyfry binarne bgda pamietane jako znaki.
Pojedynczy znak, w odréznieniu od napisu, czyli ciggu znakow,
ujmujemy w apostrofy.

Specyfikacja problemu zamiany liczby dziesigtnej na binarna jest
nastepujgca:

Specyfikacja

Dane: d — liczba catkowita zapisana w postaci dziesietnej,
0<d<2¥ -1,

Wynik: b — napis reprezentujacy zapis binarny liczby d.



3. Algorytmy zamiany reprezentagji liczb miedzy systemami liczbowymi IR

Zapis algorytmu w pseudokodzie moze wygladac nastepujaco: &5 Digiira vada
b « "" Odrézniaj napis ziozony
dopéki d > @ wykonuj z pojedynczej spac
je§li dmod 2 =@ tob « 'Q' + b o o e
W przeci!nnym przypadku b < '1' + b pustego (cudzysiow,
d < d div 2 cudzystow).
wypisz b

Wartoscia poczatkowa zmiennej b jest napis pusty. Do faczenia napi-
sow oraz znakow i napiséw w jeden napis w jezyku C++ (a takze innych

[Z] Warto wiedzieé

jezykach) uzywamy znaku +. Pt R
Tabela 3.1 ilustruje dzialanie algorytmu dla liczby dziesigtnej 26. nazywamy konkatenacja.
Iteracja petli Wartos¢ zmiennej d Wartos¢ zmiennej b

1 ES 1GI+IIH:||GII
2 12 "1'+"0"="10" [2] wWarto wiedzieé
' R s Dodawanie (laczenie)
e 2 S napisow nie jest operacia
4 3 '1'4+"010"="1010" przemienna.
B 1 "1'+"1010"="11010"
= 0 11010

Tabela 3.1. Wartosci zmiennych d i b przy wyznaczaniu zapisu binarnego liczby 26

Oto kod zrédlowy programu realizujacego omawiany algorytm:

) . © Kod zrodlowy programu
#include <iostream: zamieniajacego liczbe

2. #include «<string» dziesietna
¢ na postac binarna

4. using namespace std;

int main()
{
8. int d;
€] string b="";
16, cout«"Podaj liczbe dziesietna: ", cind,;
11 while (d»@) ¢} Dobra rada
14 { Znak ujety w cudzystow
if (d%2==0) b='0'+b; oznacza napis o diugosci 1,
{4 else b='1'+b; diatego naki Qi1
AE = : mozesz zamiast
} d=d/2; w apostrofach umiedcic
16. } w cudzysiowie.
17 cout«"Liczba binarna: "“«b;
return @
Q) }

49



I Rozdzial 1. Algorytmy na liczbach calkowitych i tekstach

System dwédjkowy
(binarny),
s. 28-29 (&

") Dobra rada

Pamietaj, ze znaki napisu
sa indeksowane od 0,
wiec ostatni znak ma
indeks o jeden mniejszy
od diugosci napisu.

&0

W linii 9 zadeklarowana jest zmienna b typu string, w ktérej
bedzie zapamigtana reprezentacja binarna wezytanej liczby dziesigtnej.
Podczas deklaracji nadajemy tej zmiennej wartos¢ poczatkowa (napis
pusty). W zaleznosci od tego, czy aktualna wartos¢ zmiennej d jest
podzielna przez 2 czy nie, na poczatku zmiennej b dofaczane bedzie
zero lub jeden (linie 13 i 14).

Cwiczenie 1
Napisz program, ktory po podaniu liczby catkowitej dodatniej wy-
$wietli jej reprezentacje binarna. SprawdzZ dzialanie programu dla
réznych liczb.

3.2. Algorytmy zamiany liczby dwéjkowej na dziesietna

Teraz omowimy dwa algorytmy zamiany liczby dwojkowej na liczbe
dziesietna. Oto specyfikacja problemu:

Specyfikacja

Dane: b — napis reprezentujacy liczbe binarng, dlugos¢ napisu jest
mniejsza od 32.

Wynik: d — wartosc¢ dziesigtna liczby binarnej b.

Jeden ze sposobéw zamiany liczby binarnej na liczbe dziesiet-
ng przedstawiliSmy przy okazji omawiania systemu dwojkowego
(binarnego). Polegal on na sumowaniu odpowiednich poteg liczby 2.
O tym, ktore potegi nalezy dodac, informujg cyfry 1 w zapisie binar-
nym. Klopot moze stanowi¢ wyznaczanie wartosci kolejnych poteg.
Przegladajac cyfry liczby binarnej od prawej do lewej, nalezy wymna-
za¢ warto$¢ zmiennej pomocniczej (nazwijmy ja potega) przez 2.
Jej warto$é¢ poczatkowa bedzie wynosilta 1 (odpowiada wartoéci 2°).
W kolejnych iteracjach petli wartos¢ zmiennej mnozymy przez 2,
a wiec obliczamy kolejne potegi liczby 2. Oto zapis tego algorytmu
w pseudokodzie:
potega < 1
d < 0
dla i < diugosé liczby binarnej - 1, .., @ wykonuj

jeéli bf[i] = 1" to d < d + potega
potega < potega * 2
wypisz d

Implementacja tego algorytmu w jezyku C++ jest nastepujaca. Zwroc
uwage na linig 11 — w petli for wartosc¢ zmiennej 1 jest pomniejszana
o jeden (instrukcja i—).



3. Algorytmy zamiany reprezentagci liczb miedzy systemami liczbowymi

© Kod zrodlowy programu

1. #include <iostream: zamieniajacego liczbe
2. #zinclude «<string» binarna na dziesietna -
' algorytm 1

4. using namespace std;

int main()

{

] int i, d=8, potega=1;

9. string b;

cout«"Podaj liczbe binarna: “; cin»b;
11 for (i=b.size()-1;i3=0;i—)

‘:.,ﬂ:. { . | [£] Warto wiedzieé
if (bli]=="1") d=d+potega; Instrukgje i——, oznaczajaca

14. potega=potega+Z; pomniejszanie wartosci

15 } zmienngj i © 1, nazywamy
cout«"Liczba dziesietna: "«d; dekrementacia.

{7 return 0 Powigkszanie wartosci

18. } ' zmiennej o 1 (instrukcja

i++) to inkrementacja.

Cwiczenie 2

Napisz program, ktory bedzie zamieniac liczbe binarna na jej postac
dziesigtna z wykorzystaniem dodawania odpowiednich poteg liczby 2.
Uruchom program i przetestuj go dla réznych liczb,

Aby zamieni¢ liczbe binarna na zapis dziesigtny, mozemy tez prze-
gladac cyfry liczby binarnej od lewej do prawej, czyli od cyfry najbar-
dziej znaczacej. Nie trzeba bedzie wowczas w oddzielnej zmiennej
wyznaczac poteg liczby 2. Rozpatrzmy to na przykladzie liczby 1101..
Wyciagnijmy wielokrotnie 2 przed nawias.

1101, =1 - 2°+1 - 22+ 0 - 28 +1 . 20
=2.(1-22+1--22+0 - 2%+ 1
=2 2-@1-2'+1 - 29+ 0 + 1
=3 @ &0 D 08 3 1
=2-2-2 - D+ 1+ 0 + 1

W kazdej iteracji petli aktualng wartosc¢ szukanej liczby nalezy mno-
zy¢ przez 2. Dodatkowo jesli w zapisie binarnym wystepuje cyfra 1,
to dodajemy ja do wyniku. Pierwsza analizowana cyfra binarna jest 1
w najbardziej zagniezdzonych nawiasach — odpowiada ona najbardziej
znaczacej cyfrze, Oto zapis algorytmu w pseudokodzie:

d « @

dla i < @, 1, .., diugos¢ liczby binarnej — 1 wykonuj
d < d x 2
jesli b[i] = 1" tod « d + 1

wypisz d
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B Rozdzial 1. Algorytmy na liczbach calkowitych i tekstach

Tabela 3.2 ilustruje dziatanie algorytmu dla liczby 1101,

Cyfry liczby binarnej

lteracja petli w kolejnosci od najbardziej Obiiz?:;;:: =
znaczacej
i _ 0
1 1 0-2+1=1
5 1 1-241=3
- 0 3-2=6
. i 6:-2+1=13

Tabela 3.2. Wyznaczanie wartosci dziesietnej liczby 1101,

Cwiczenie 3

Zilustruj za pomoca tabeli dzialanie podanego algorytmu dla liczby
10100101,

Oto realizacja omawianego algorytmu w jezyku C++:

Kod Zrédlowy programu © ) )
zamieniajacego liczbe 1. #include <iostream>
binarna na dziesietng - 2. w#include <string»
algorytm 2

using namespace std;

6. int main()

Ii il

= int i_’ d:@'
9 string b;

1@ cout«"Podaj liczbe binarna: "; cinsb;
11 for (i=0;i<b.size();i++)

13. d=d=%2;

14, if (blil=="1") d++;

1 }

165, cout«"Liczba dziesietna: "«d;
1 return @;

{

Cwiczenie 4

Napisz program zamieniajacy liczbe binarna na jej posta¢ dziesiet-
na, realizujacy drugi z opisanych algorytmoéw. Uruchom program
i sprawdz jego dziatanie dla roznych liczb.
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3. Algorytmy zamiany reprezentagci liczb miedzy systemami liczbowymi

3.3. Uogdlnienie algorytméw zamiany reprezentacji
liczb miedzy systemami pozycyjnymi

Algorytmy umozliwiajace zamiang liczby dziesigtnej na jej reprezen-
tacje¢ w wybranym systemie pozycyjnym i odwrotnie — z systemu
o wybranej podstawie na system dziesietny — sg podobne jak w przy-
padku zamiany reprezentacji liczby miedzy systemami binarnym
i dziesigtnym. Liczbe 2 nalezy zastapi¢ wszedzie podstawa systemu —
oznaczymy ja przez p. Nalezy takze uogdlni¢ dolaczenie aktualnie
otrzymanej cyfry do wyniku, poniewaz do zapisu liczby w danym sys-
temie mozemy wykorzystac p réznych cyfr.

Zamiana liczby dziesietnej na liczbe w systemie pozycyjnym
o wybranej podstawie

W zapisie liczb mamy do dyspozycji 10 cyfr dziesietnych oraz 26 wiel-
kich liter alfabetu tacinskiego — w sumie 36 znakéw. Dlatego ograni-
czymy podstawe systemu do 36. Oto specyfikacja problemu:

Specyfikacja

Dane: d — liczba catkowita zapisana w postaci dziesigtnej,
0<d<2"-1,

p — podstawa systemu, 2 < p < 36.

Wynik: s — napis reprezentujacy zapis liczby d w systemie o pod-
stawie p.

Problem moze stanowi¢ implementacja dofaczania cyfry do wyniku.
W przypadku systemu binarnego wynikiemd mod p jest jedna z dwaoch
cyfr. Natomiast dla systemow o podstawie wiekszej niz 2 bedzie to
jedna z wielu cyfr. Liczbe w systemie o podstawie p reprezentujemy
jako napis, a do napisu mozemy dodawac tylko znaki lub inne napisy.
W algorytmie zamiany na system binarny dodawaliémy znak 0 lub 1.
Teraz nalezy zamieni¢ otrzymang wartos$¢ wyrazeniad mod p na znak
reprezentujacy odpowiednia cyfre w tablicy kodow ASCII. Zapis algo-
rytmu w pseudokodzie moze by¢ nastepujacy:

g
dopbki d > © wykonuj
s « cyfra(d mod p) + s
d < ddiv p
wypisz s

Ograniczmy na razie podstawe systemu do wartosci 2 < p < 10,
Dzigki temu uwzglednimy tylko kody ASCII dla cyfr od 0 do 9. Zaczy-
naja si¢ one od 48, tzn. znak 0 ma kod 48, znak 1 kod 49 itd. Wystarczy
wiec do wartoéci wyrazeniad mod p dodac liczbe 48, aby otrzymac
kod ASCII odpowiedniej cyfry. Oto kod Zrédlowy programu,

Tablica koddw ASCII,

z. 37 &



B Rozdzial 1. Algorytmy na liczbach calkowitych i tekstach

Kod zrédlowy programu ©

zamieniajacego liczbe 1. #include <iostream:

dziesietna na liczbe
w systemie pozycyjnym
o podstawie z zakresu

#include <¢string>

4. using namespace std;

od2do 10 :
6. int main()
o of
int d, p;
9. string s="";
) Dobra rada 16). cout«"Podaj liczbe dziesietna: “; ecin»d;
Poniewaz w jezyku C++ 11 cout«"Podaj podstawe systemu: ", cinyp,;

znaki sa reprezentowane 12 while (d>9)

przez kody ASCII, a typ 13 {

char reprezentuje 14 5 i .
zarowno znaki, jak i liczby : d_ghar{48+d?”p] e
iednobajtowe, w linii 14 1L =d/p;

kodu zamiast 48+d%p ' }

mozZesz napisac o' +d%p.
Dzigki temu nie musisz
pamigtac kodow cyfr

z tablicy ASCII,

typu) to zmiana typu
danych,

54

cout«"Liczba w systemie o podstawie "«p«": "«s;

return ©:

W linii 14 do kodu ASCII cyfry 0 jest dodana wartosc reszty z dzie-
lenia aktualnej wartosci d przez podstawe systemu. Potem nastepuje
Konwersja (rzutowanie © konwersja (rzutowanie typu) otrzymanego w ten sposob kodu ASCII
na typ znakowy char i polaczenie otrzymanego znaku z aktualng war-
toscia zmiennej s. Tabela 3.3 ilustruje dzialanie programu dla liczby
dziesietnej 212 i podstawy systemu 8.

. : Wartosc Wan:uéé wyraze- Wartogé
lteracjapetli ..o ejd nia 48+d%p sidarinel s
(kod ASCII cyfry)
L 212 48 +4 =52 404 = g
2 26 48 + 2 =50 '2' 4 "4" = "24"
S 8 48+3 =51 '3 + 124" = *324"
= O - ||324i

Tabela 3.3. Wartosci zmiennych d i s przy wyznaczaniu reprezentacji liczby 212
w systemie o podstawie 8

Jesli podstawa systemu jest wigksza od 10, oprécz cyfr 0-9 musi-
my uwzgledni¢ cyfry oznaczane literami. Gdyby kody wielkich
liter wystepowaly w tabeli kodowej bezposrednio po cyfrach, nie
trzeba by modyfikowaé programu. Tak jednak nie jest, wigc nale-
zy instrukcje z linii 14 programu zastapi¢ instrukcja warunkows
(rozpoznajemy, czy reszta z dzielenia, czyli cyfra w danym systemie
pozycyjnym, jest mniejsza od 10 czy nie). Do zapamigtania otrzyma-
nej reszty mozna uzy¢ dodatkowej zmiennej — nazwiemy ja cyfra.



3. Algorytmy zamiany reprezentagci liczb miedzy systemami liczbowymi

Zmodyfikowany kod Zrédlowy programu jest nastepujacy:

#include <iostream>
Z. #include «string:

1. using namespace std;

int main()
{
8. int d, p, cyfra;
string s="",
18, cout«"Podaj podstawe systemu: "; ciny:p;

cout«"Podaj liczbe dziesietna: ", cin»d;
$2. while (d>@)

13. {

14 cyfra=dip;

5. if (cyfra<1@) s=char( ©'+cyfra)+s;

1€ else s=char( /' -10+cyfra)+s;

d=d/p;

1. 1

16 cout«"Liczba w systemie o podstawie "«p«": "«s;
20 return @;

W linii 16 od kodu ASCII litery ,A” zostalo odjete 10, poniewaz
w systemach pozycyjnych cyfry oznaczone literami zaczynaja sie od 10.
Znaki w jezvku C++ sg reprezentowane przez swoje kody ASCII, wiec
do kodu znaku mozemy si¢ odwotaé, podajac wprost ten znak. Dlatego
zapisaliSmy 'A' zamiast 65 (kodu litery ,A”).

Cwiczenie 5

Napisz program, dzieki ktoremu zamienisz liczbe dziesietng na jej

reprezentacje w systemie pozycyjnym o podstawie z zakresu od 2 do 36.

Sprawd? dzialanie programu dla réznych danych wejsciowych.

Zamiana liczby w systemie pozycyjnym o wybranej podstawie
na liczbe dziesietna

Specyfikacja problemu zamiany liczby zapisanej w systemie o podsta-
wie p na jej reprezentacje w systemie dziesietnym jest nastepujaca:

Specyfikacja

Dane: s — napis reprezentujacy liczbe w systemie o podstawie p,
dlugoséc napisu jest mniejsza od 6,
p — podstawa systemu, 2 <p < 36.

Wynik: d — wartos¢ dziesietna liczby s.

© Kod zrodlowy programu
zamieniajacego liczbe
dziesietna na liczbe
w systemie pozycyjnym
o podstawie z zakresu
od 2 do 36
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E] Warto wiedziec

Podany pseudokod

jest analogiczny

do przedstawionego

w tym temacie drugiego
algorytmu zamiany liczby
binarnej na dziesietna
(bez wyliczania poteg
podstawy systamu).
Mnoizenie przez 2 jest
zastapione mnozeniem
przez podstawe systemu,
azamiast 1 dodawana
jest odpowiednia cyfra

Z zapisu liczby,

Kod Zrédlowy programu ©

zamieniajacego liczbe
w systemie pozycyjnym
o podstawie

z zakresu od 2 do 10

na liczbe dziesietna

[Z] Warto wiedzieé

Poniewaz w informatyce
czesto wykorzystuje

sie zapisy 6semkowy

i szesnastkowy,

w jezyku C++ na

etapie weczytywania lub
wypisywania liczby mozna
okreslic, w jakim systemie
ma ona byé zapisana lub
wyswietlona. Instrukcje

Z ponizszego przykiadu
realizujg wezytanie

liczby szesnastkowej

i wypisanie jg| w systemie
osemkowym.

int x;

cinyhex:»x;
coutwoctax;
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Ograniczylismy dlugos$¢ napisu s, zeby wartos$¢ dziesietna liczby
miescila sie w zakresie typu int dla duzych wartosci podstawy syste-
mu, Oto zapis algorytmu w pseudokodzie:

d < 0

dla i < 0, 1, .., diugosé zapisu liczby - 1 wykonuj
d < d * p + wartosé(s[i])

wypisz d

Zapis s[i] oznacza znak z napisu s znajdujacy sie na pozycji i. Do
wartosci zmiennej d mnozonej przez podstawe systemu p musimy
dodac¢ liczbe, wiec dokonujemy konwersji znaku na liczbe. Operacje te
oznaczylismy przez wartosé(s[i]).

Ponizej znajduje si¢ kod Zrodlowy programu przy ograniczeniu pod-
stawy systemu do liczb z zakresu od 2 do 10. Zauwaz, ze w linii 15 nie
jest potrzebna konwersja typu. Operacje sa wykonywane na kodach
ASCII znakow, a wiec na liczbach.

I. #include <iostream»
2. #include <string:
3.

using namespace std;

o, int main()
7.

int i, p, d=0;

9 string s;

13, cout«"Podaj podstawe systemu: ",

11 cinsp;

12 cout«"Podaj liczbe w systemie o podstawie "«p«™: ";
13. cinys;

14 for (i=0;i¢s.size();i++)
15. d=d+p+s[i]-'0';

16. cout«"Liczba dziesietna:
17, return @;

"<<d;

Cwiczenie 6
Zmodyfikuj powyzszy program tak, aby dzialal prawidlowo dla pod-
stawy systemu z zakresu od 2 do 36. Przetestuj jego dziafanie.

-:fﬁi- Zapamietaj

Znaki w jezyku C++ sa reprezentowane przez kody ASCIl i mozna
na nich wykonywac dziatania arytmetyczne. Nie trzeba w tym celu
przeprowadzaé konwersji (rzutowania typu). Zeby uzyskaé znak na
podstawie kodu ASCII, nalezy dokonaé¢ konwersji na typ char.




3. Algorytmy zamiany reprezentagcii liczb miedzy systemami liczbowymi

3.4. Algorytm szybkiego podnoszenia do potegi

Rozwiniecie binarne liczby dziesietnej wykorzystamy do obliczenia
wartosci potegi o wykladniku naturalnym. Oto specyfikacja problemu:

Specyfikacja
Dane: n - liczba catkowita, n =0,
x — liczba catkowita.

Wynik: y = x"

W algorytmie naiwnym, czyli wykorzystujacym najbardziej intu- © Algorytm naiwny
icyjina metode, wykonalibysmy »n — 1 operacji mnozenia. Na przykiad
zeby obliczy¢ x", musieliby$my wykona¢ mnozenie 12 razy:
I

a =i vn
L —

13 czynnikow
Liczbe operacji mozemy zmniejszy¢, jesli wykorzystamy fakt, ze kaz- - Y Waita wisdzisd
dg liczbe catkowity dodatnia mozna przedstawic jako sume réznych oo imy naiwne sa
poteg liczby 2. Wiasnos¢ ta wynika wprost z reprezentacji binarnej czesto mato efektywne.
liczby. W naszym przykladzie:

13=8+4+1

poniewaz
13=1-2°+1.2+0.2'+1-2°=1101,
Zatem

13 1100 _ o 8edel _ 0B o4

Zauwaz, ze aby obliczy¢ wartoé¢ x", wystarczy wykonaé pie¢ ope-
racji mnozenia zamiast dwunastu — trzy mnozenia, ktére pozwola
wyznaczy¢ wartoéci potrzebnych poteg x: x° (czyli x - x), x* (x* - &%),

x* (x* . x*), oraz dwa mnozenia wykorzystujace te wartosci: x* - x* - x'.

< — &
e e,
IHEWEZJE;lﬁEE;@?‘é{:&?t! ) |

l%'

Googol czy Google?

Czy wiesz, skad pochodzi nazwa wyszukiwarki, z ktorej
zapewne najczesciej korzystasz? Okazuje sig, ze od nazwy
liczby googol, czyli 10'™ (jedynka i sto zer). W 1997 r.

Larry Page i Sergey Brin, studenci Uniwersytetu Stanforda

w Kalifornii, poszukiwali nazwy dla wyszukiwarki opierajacej
sie na opracowanym przez nich algorytmie wyszukiwania
znanym jako PageRank. Wybor padt na nazwe ,googol’,
jednak podczas rejestracji domeny popetniono blad — zamiast
googol.com wpisano znane obecnie wszystkim google.com.




B Rozdzial 1. Algorytmy na liczbach calkowitych i tekstach

[Z] Warto wiedzieé

Frzedstawiony algorytm
podnoszenia do potegi
mozZna zastosowacd takze
wiedy, gdy podstawa jest
liczba rzeczywista.

Kod Zrédlowy programu @
obliczajacego potege
liczby

Wybrane typy danych
w jezyku C++
umozliwiajace
zapisywanie liczb
calkowitych,

8. 35-36 &
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Uogolniajac, podczas poszukiwania wartosci x” musimy oblicza¢
wartosci poteg liczby x, ktérych wyktadniki sa kolejnymi potegami
liczby 2. W wyniku uwzgledniamy te wartosci, dla ktérych w rozwi-
nieciu binarnym wykladnika wystepuje cyfra 1. Zapiszmy ten algorytm
w pseudokodzie.

y &4
tmp « x
dopbéki n > @ wykonuj
jegli nmod 2 =1 toy < y %= tmp
n < n div 2
jeg§li n » @ to tmp < tmp * tmp
wypisz y

W zmiennej tmp wyliczane s3 kolejne wartosci x™, gdzie m jest pote-
ga liczby 2. Jesli w rozwinigciu binarnym wyktadnika wystepuje cyfra 1,
to aktualna wartos¢ zmiennej tmp jest wykorzystywana, czyli wynik
(zmiennay) jest przez nig mnozony. Kod zrédlowy wyglada nastepujaco:

1 #include <iostream:

2
P

using namespace std;
int main()

I, int x; n;
; long long y, tmp;

10, cout«"Podaj podstawe potegi: ", ecin»x;
11 cout«"Podaj wykladnik potegi: "; cinyn;
12. tmp=x; y=1;
while (n>@)
4, {

if (n%2==1) y=y+tmp;
n=n/2;
if (n>@) tmp=tmpxtmp;
}
cout«"Wartosc potegi: "«wy;
) return ©;

}

PeliiBa B (el s R Ik

Zwroé uwage na deklaracje zmiennych w liniach 7 i 8. Warto$é
potegi szybko rosnie, dlatego dla zmiennych tmp i y sposrod typoéw
danych umozliwiajacych zapisywanie liczb calkowitych zostat
wybrany typ long long.

Cwiczenie 7

Napisz i przetestuj program szybkiego podnoszenia do potegi. Dobieraj
dane tak, aby nie przekroczy¢ zakresu wyniku.




3. Algorytmy zamiany reprezentagji liczb miedzy systemami liczbowymi IR

[l Podsumowanie

= Aby zamieni¢ liczbe dziesietna na binarna, wykorzystujemy dzielenie przez 2 — kolej-
no otrzymywane reszty z dzielenia to poszukiwane cyfry binarne liczby, poczawszy od
najmniej znaczacej.

= W ogoélnym przypadku zamiany liczby dziesietnej na jej reprezentacje w innym systemie
liczbowym wykorzystujemy dzielenie przez podstawe systemu.

= Zeby obliczy¢ warto$¢ dziesietna liczby zapisanej w systemie pozycyjnym o podstawie p,
nalezy przegladac cyfry liczby od najbardziej znaczacej i mnozy¢ aktualng wartos¢ wyni-
ku przez podstawe systemu, a nastepnie dodac kolejng cyfre liczby.

= Kazda liczbe calkowita dodatnia mozna przedstawic jako sume réznych poteg liczby 2.

» Reprezentacje binarng wykladnika potegi mozna wykorzystac do szybkiego podnoszenia
liczby do potegi.

B Zadania

« [l Napisz program, ktéry wezyta liczbe dziesietna i wypisze liczbe cyfr potrzebna do
zapisania tej liczby w systemie binarnym. Na przyktad dla liczby 99 wypisze 7, poniewaz
99 = 1100011,

« B Napisz program, ktéry wezyta liczbe zapisang w systemie czwérkowym i wypisze jej
zapis w systemie binarnym.

« [ Napisz program, ktéry wezyta liczbe zapisang w systemie 6semkowym i wypisze jej
zapis w systemie binarnym.

« Bl Napisz program, ktéry wezyta liczbe zapisang w systemie szesnastkowym i wypisze jej
zapis w systemie binarnym.

« B Napisz program, ktéry wezyta liczbe zapisana w systemie dziewiatkowym i wypisze jej
zapis w systemie trojkowym.

«+ B Napisz program, ktéry wezyta liczbe zapisana w systemie 6semkowym i wypisze jej
zapis w systemie szesnastkowym.

** Napisz program, ktéry po podaniu liczby cyfr potrzebnych do zapisania liczby binarnej
wypisze liczbe cyfr potrzebna do zapisania tej liczby odpowiednio w systemach
czworkowym, ésemkowym i szesnastkowym. Na przyklad jesli uzytkownik poda
liczbe 6, program dla systemu czworkowego wypisze liczbe 3, a dla dsemkowego
i szesnastkowego — liczbe 2.

«+ B Napisz program, ktéry po podaniu liczby binarnej wypisze jej zapis odpowiednio
w systemach czworkowym, 6semkowym i szesnastkowym.
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«+ B Zaimplementuj w arkuszu kalkulacyjnym algorytm zamiany liczby dwdjkowej na

posta¢ dziesietng, uwzgledniajacy przegladanie cyfr od lewej do prawej.

#++ M Do zapisu liczb w zréwnowazonym systemie tréjkowym uzywa sie trzech znakéw: 0, +, —.

Znak + odpowiada wartosci 1, a znak — odpowiada wartosci —1. Na przyklad liczba -25
zapisana w tym systemie mialaby postac: —0+-. Wynika to z faktu, ze:
-25=-1-3+0-3+1-3'-1-3"=-27+0+3 -1

Ponizsza tabela przedstawia przykladowe wartosci dziesietne liczb zapisanych w tym
systemie.

System trojkowy zréwnowazony System dziesietny
—t+ -5
== -4
-0 -3
—+ -2
= =
0 0

+ 1
4= 2
+0 3
S 4
— 5

Napisz program, ktéry po wezytaniu liczby zapisanej w zréwnowazonym systemie
tréjkowym wypisze jej wartos¢ w systemie dziesietnym.

»«+ ERl W silniowym systemie pozycyjnym mnozniki poszczegélnych pozycji sa definiowane
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nie przez potege podstawy systemu, ale przez silnig¢ kolejnych liczb naturalnych.
Na przyklad:

201,=2-41+0-3'+1-2'+1-1!=2:-24+0+2+1=5]

Zapis w silniowym systemie pozycyjnym jest jednoznaczny, tzn. kazda liczbe naturalna
mozna zapisa¢ tylko w jeden sposéb i kazdy zapis oddaje dokladnie jedna wartos¢
dziesietna.

Napisz program, ktéry wezyta liczbe dziesietng x, gdzie 0 < x < 3628799, i wypisze jej
zapis w silniowym systemie pozycyjnym.

Uwaga: 3628799 = 987654321,



4. Czy to jest palindrom?

Gry | zabawy stowne sa znane i lubiane od wiekow. By¢ moze zdarzylo ci sie
grac w gre polegajaca na szukaniu wyrazu zaczynajgcego sie na ostatnia
litere wyrazu podanego przez poprzednia osobe. Znasz tez na pewno wiele
tzw. tamancow jezykowych, czyli wyrazen tworzonych celowo tak, zeby
trudno je bylo wymowic, jak st z powylamywanymi nogami”. Inna zabawa,
ktdra od starozytnosci zajmuje ludzi postugujacych sie roznymi jezykami, jest
szukanie stow, a nawet catych zdan, ktére brzmia tak samo czytane wspak.
Wiagnie takimi wyrazeniami zajmiemy sie w tym temacie.

Cele lekciji

= Dowiesz sie, czym jest palindrom,

m /badasz, czy wyraz oraz zdanie sa palindromami.

= \Wykonasz operacje na zmiennych napisowych.

= /definivjesz wiasne funkcje w jezyku C++.

® Poznasz roznice miedzy parametrem formalnym i aktualnym.
» Wyszukasz w zdaniu wyrazy bedace palindromami.

Palindrom to slowo, wyrazenie badZ zdanie, ktére czytane od lewej © Palindrom

do prawej i od prawej do lewej brzmi tak samo. Nazwa wywodzi si¢
od greckiego stowa palindromos, ktére znaczy ,biegnacy na powraét”.
Palindromami sa np. sfowo ,sms” czy wyrazenie ,oko w oko”.

4.1. Sprawdzamy, czy wyraz jest palindromem

Pierwszym zadaniem, ktdre sobie postawimy, bedzie sprawdzenie, czy
pojedynczy wyraz jest palindromem. Oto specyfikacja problemu:

Specyfikacja
Dane: wyraz — slowo zlozone z matych liter alfabetu tacinskiego.

Wynik: stowo ,TAK", gdy wyraz jest palindromem, stlowo ,NIE" —
w przeciwnym przypadku.

Podczas sprawdzania bedziemy porownywac kolejne pary liter:
pierwsza z ostatnia, druga z przedostatnia itd. Znalezienie pierwszej
pary roznych liter oznacza, ze wyraz nie jest palindromem, wigc moz-
na wtedy zakonczy¢ analize. Jesli nie znajdziemy pary réznych liter, to
wyraz jest palindromem. Zauwaz, ze jesli palindrom sktada sie z niepa-
rzystej liczby liter, nie musimy poréwnywac srodkowej litery samej ze
soba. Ogdlnie, gdy wyraz jest palindromem, wykonamy n div 2 poréw-
nan par liter, gdzie n oznacza liczbe liter w wyrazie.

61



B Rozdzial 1. Algorytmy na liczbach calkowitych i tekstach

¢} Dobra rada

Fodany algorytm zadziala
dia dowolnego ciagu
znakow bez spacji. Zajego
pOMOCa MoZesz Wigc

np. sprawdzic, czy liczba
reprezentowana jako napis
jest palindromem.
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Rysunek 4.1 przedstawia dziatanie algorytmu dla trzech przyklado-
wych wyrazow. Pierwszy wyraz jest palindromem - tu trzeba wykonac
dwa poréwnania. Kolejne dwa wyrazy nie sg palindromami. Aby sig
o tym przekona¢, w przypadku drugiego wyrazu musimy wykonac trzy
poréwnania, a w przypadku trzeciego — jedno poréwnanie.

| | ilﬁ«ll

{k j a-k‘ la k_‘a‘

L L

lpalindram

Rys. 4.1. Sprawdzenie, czy podane wyrazy sa palindromami

W pseudokodzie zapis algorytmu sprawdzajacego, czy wyraz jest
palindromem, moze wyglada¢ nastgpujaco:

palindrom < prawda
i <0
Jj « diugosé wyrazu - 1
dopdki palindrom oraz (i < j) wykonuj
jesli wyraz[i] = wyraz[j] to
i+~ 1i+1
i e
w przeciwnym przypadku palindrom < falsz
jesli palindrom to wypisz "TAK"
w przeciwnym przypadku wypisz "NIE"

Na poczatku zaktadamy, ze badany wyraz jest palindromem, dlatego
zmiennej palindrom typu logicznego przypisujemy wartos¢ prawda.
Dodatkowo przyjmujemy, ze slowo puste badZ stowo zlozone tylko
z jednej litery jest palindromem. Zmienna i wskazuje kolejne litery
z poczatku wyrazu (wartos¢ poczatkowa tej zmiennej jest rowna 0,
poniewaz znaki napisu indeksowane s3 od zera), a zmienna j — kolej-
ne litery od konca wyrazu (wartos¢ poczatkowa jest rowna indeksowi
ostatniej litery wyrazu, czyli dlugosci wyrazu pomniejszonej o 1). Jesli
w aktualnie poréwnywanej parze sa takie same litery, wartos¢ zmien-
nej i jest powigkszana o 1, a zmiennej j — pomniejszana o 1. W przy-
padku, gdy litery w badanej parze sa rézne, zmienna palindrom przyj-
muje warto$c fatsz, co powoduje zakonczenie wykonywania petli. Jesli
badany wyraz jest palindromem, instrukcje wykonuja sig, dopokii < j.

Zapiszemy teraz kod Zzrodlowy programu realizujacego podany algo-
rytm. Program zadziata blednie, gdy wyraz bedzie zawieral zaréwno
male, jak i wielkie litery, np. litery ,A" i ,a" odczyta jako rézne znaki.



4, Czy to jest palindrom? I

© Kod zrodlowy programu
#include <iostream: sprawdzajacego, czy
2. #include <string» slowo jest palindromem

using namespace std;

& int main()

' {

¢ string wyragz;

int =0, j;

19, bool palindrom=true;

i1 cout«"Podaj wyraz: "; cin»wyrag;
12 j=wyraz.size()-1;

while (palindrom && i<j)

14 if (wyraz[i]==wyraz[j])
15 {

i+4;

3=

‘ }

19. else palindrom=false;
20 if (palindrom) cout<<"TAK";
21 else cout«"NIE";

22 return 9;

23. }

Aby program wypisywal stowo ,TAK" niezaleznie od tego, czy do
zapisu palindromu uzyto matych czy wielkich liter, mozemy np. zasto-
sowac funkcje toupper. Jej wartoscia jest kod ASCII wielkiej litery, © Funkcja toupper
jesli parametr byl malg litera. W przeciwnym przypadku wartoscia  Parametr funkgii,
funkcji jest parametr bez zmiany. Na przyklad dla parametréw ‘A s 84
i 'a" wynikiem funkcji bedzie ta sama wartosc¢ — liczba 65 (kod ASCII
litery ,A"). W kodzie zrédlowym programu wystarczy zmieni¢ waru-
nek w instrukcji warunkowej (linia 14) na:

toupper(wyraz[i] )==toupper(wyraz| j])

Zamiast funkcji toupper mogliby$émy skorzystac z funkcji tolower. © Funkcja tolower
Jej wartos$cig jest kod ASCII malej litery, jesli parametr byl wielka litera.
W przeciwnym przypadku wartoscia funkcji jest parametr bez zmiany,
podobnie jak w przypadku funkcji toupper.

Funkcje toupper i tolower sa zdefiniowane w bibliotece cctype.

Cwiczenie 1

a. Napisz program sprawdzajacy, czy wyraz zlozony z matych liter
alfabetu tacinskiego jest palindromem.

b. Zmodyfikuj specyfikacje oraz program sprawdzajacy, czy wyraz jest
palindromem, w taki sposéb, aby wypisywat stowo ,TAK" niezalez-
nie od tego, czy do zapisu wyrazu uzyto malych czy wielkich liter.
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4.2. Znajdujemy stowa palindromy w zdaniu

Rozwigzemy teraz kolejny problem — sprawdzimy, ktore wyrazy w zdaniu
sa palindromami. Program, ktory napiszemy, wypisze palindromy —
niezaleznie od tego, czy do zapisu uzyto matych czy wielkich liter.
Zakltadamy, ze jedynymi separatorami slow w zdaniu sa spacje.

Specyfikacja
Dane: zdanie — napis zlozony z liter alfabetu taciniskiego oraz spacji.

Wynik: stowa palindromy z napisu zdanie.

Zauwaz, ze zwykle w zdaniu spacja wystepuje po kazdym slowie
z wyjatkiem ostatniego. Jesli dodamy spacje na koricu napisu, wéwczas
po kazdym wyrazie bedzie spacja. Dodany znak bedzie wtedy pelnic

Wartownik @ funkcje wartownika, czyli elementu utatwiajacego odnalezienie korica

[Z] Warto wiedzieé

Jesl pierwszy znak napisu
jest spacja, to wykona

sie tylko instrukcja po
instrukcji warunkowe.
Spowoduje to usuniecie
spacii z poczatku zdania.

danych — w naszym przypadku kornca zdania.

Algorytm znajdujacy palindromy w zdaniu bedzie dzialal naste-
pujaco: wyszukujemy pierwsze wystapienie znaku spacji w zdaniu,
a nastepnie badamy, czy wyraz zlozony z liter znajdujacych sie przed ta
spacja jest palindromem. Po sprawdzeniu usuwamy ten wyraz ze zda-
nia. Wymienione czynnosci powtarzamy, dopoki napis nie jest pusty.

Do zapamigtywania stéw uzyjemy zmiennej wyraz. Jesli w danej ite-
racji petli wartos¢ zmiennej bedzie palindromem, program wypisze ja
na ekranie. Oto zapis algorytmu w pseudokodzie:

zdanie < zdanie +
dopoki diugos¢ zdania > © wykonuj
i < miejsce wystgpienia pierwszej spacji
jesli i » @ to // jesli spacja nie jest pierwszym znakiem
wyraz ¢« pierwsze i znakdéw zdania
jesli Palindrom(wyraz) to wypisz wyraz
zdanie < zdanie bez i + 1 poczatkowych znakow

fusun ze zdanlia wyraz razem zZe s pacig
W podanym algorytmie zatozyliSmy, ze mamy do dyspozycji ope-
racjg, ktora sprawdza, czy wyraz jest palindromem — nazwalismy ja

Palindrom. Dzigki roztozeniu problemu algorytmicznego na podpro-
blemy algorytm jest bardziej czytelny.

Funkcje w jezyku C++

W praktyce rozkladanie problemoéw na mniejsze oznacza wyodregbnia-
nie fragmentéw programow, czyli podprogramow, ktére w C++ nazy-

Funkcja @ wamy funkcjami. Czesto korzystamy z réznych funkeji (dostepnych

w bibliotekach), cho¢ nie znamy ich kodu ani algorytmow, ktore wyko-

Parametr funkeji © nujg. Musimy wiedzie¢ jedynie, jakie dane, nazywane parametrami,
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nalezy dostarczy¢ oraz co jest wynikiem danej funkciji.



4, Czy to jest palindrom? I

Budowa funkcji w jezyku C++ jest analogiczna do budowy znanej ci
funkcji main. Definicja funkcji sklada sie z nagléwka funkcji i bloku © Definicja funkgji
instrukcji. Naglowek zawiera typ funkcji, jej nazwe oraz liste parame-
tréw, tzn. wskazanie typu i nazwy kazdego z nich.

typ nazwa_funkcji(typ parametri, typ parametr2, ..)
{

}

Parametry okre$lone w definicji funkcji nazywamy parametrami © Parametr formalny
formalnymi. Natomiast parametry, dla ktérych funkcja jest wywo-
lana, to parametry aktualne. Podczas wywolania funkcji w miejsce © Parametr aktualny
parametrow formalnych podstawiane sa parametry aktualne. Typy
parametréw aktualnych musza by¢ zgodne z typami parametréw for-
malnych.
Wasne funkcje w jezyku C++ definiujemy przed funkcja main. Jesli
funkcja ma zwrdci¢ wartos$é, w bloku instrukcji musi zostac uzy-
ta instrukcja return — po niej podajemy zwracang wartosc¢ zgodna
z typem funkcji okreslonym w nagléwku. Instrukcja return jed-
noczes$nie konczy dzialanie funkcji. Istnieja takze funkcje niezwra-
cajgce wartosci — sg to funkcje typu void. Poznasz je w temacie 7.  Funkcja typu void,
Dzieki konsekwentnemu stosowaniu funkeji tworzony kod jest S 113
bardziej przejrzysty i latwiejszy do modyfikowania. Unikamy takze
powtdrzen, poniewaz te sama funkcje mozna wywolac¢ wielokrotnie
dla réznych wartosci parametrow.

V¢ Zapamietaj

Definicja funkcji sktada sie z dwéch czesci: nagtéwka oraz bloku
instrukciji, ktore funkcja ma wykonac. W nagtowku podaje sie typ
funkciji, jej nazwe oraz liste parametrow formalnych, zawierajaca
nazwe i typ kazdego z parametrow. Jesli funkcja ma zwrocic
wartosc, nalezy uzyc¢ instrukcji return, a po niej podac wartosc,
ktora bedzie wynikiem funkciji.

/ blok instrukcji funkcji

Definicja funkcji Palindrom

Teraz zdefiniujemy funkcje Palindrom, ktéra wykorzystamy do roz-
wigzania problemu gléwnego — znajdowania palindroméw w zda-
niu. Parametrem funkcji jest napis bez spacji (wyraz), a wynikiem —
wartosc logiczna informujaca, czy wyraz jest palindromem czy nie.
Funkcja Palindrom musi zwréci¢ warto$¢ logiczng, poniewaz
w algorytmie rozwigzujacym problem giéwny uzywamy tej funk-
cji w warunku instrukeji warunkowej (szésta linia pseudokodu na
poprzedniej stronie). W kodzie Zrédlowym programu definicja funk-
¢ji znajduje sie w liniach 7-18.
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| czes¢ kodu zrodiowego O
programu wypisujacego
stowa palindromy ze
zdania - definicja funkcji
Palindrom

Il czesc kodu ©
zrodlowego programu
wypisujacego stowa
palindromy ze zdania -
funkecja main
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1. #include <iostream:
#include <¢string>
#include <cctype>

using namespace std;

/. bool Palindrom(string wyraz)

{
Q. int i=0, j=wyraz.size()-1;
10. bool p=true;
11 while (p && i<j)

A

12 if (toupper(wyraz[i])==toupper(wyraz[jl))

Y
14, i++; j-—
15 }

16. else p=false,

1 return p;

18. }

W naglowku funkeji (linia 7) sa okreslone typ wyniku funkcji: bool
oraz nazwa funkcji: Palindrom, a w nawiasie — parametr o nazwie
wyraz typu string. Zwrd¢ uwage na instrukcje w linii 17. Poniewaz
wynikiem funkcji jest warto$¢ typu logicznego, instrukcja return
zwraca wartos¢ zmiennej p, w ktorej przechowywana jest wartos¢
logiczna informujaca, czy wyraz jest palindromem.

Definicja funkcji main wykorzystujacej funkcje Palindrom

Definicja funkcji main realizujacej algorytm zapisany w pseudokodzie
na s. 64, wykorzystujacy funkcje Palindrom, moze by¢ nastepujaca:

19, int main()

20. {

21 int i;

22 string wyraz, zdanie;

23 cout«"Podaj zdanie: ";

24 . getline(cin,zdanie);

28 zdanie=zdanie+ ;

26 while (zdanie.size()>@)

27 {

28 i=zdanie.find(' ');

if (i>@)

36 {

3 wyraz=zdanie.substr(0,i);
32 if (Palindrom(wyraz)) cout<wyraz<endl;
33 }

34 zdanie.erase(@,i+1);

N )

return @;

P}
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Aby podane przez uzytkownika zdanie wczytac do programu, uzyli-
$my funkcji getline (linia 24). Pierwszym parametrem tej funkcji jest © Funkcja getline
miejsce, z ktorego pobieramy dane — w naszym przypadku jest to kla-
wiatura, dlatego parametrem jest cin. Drugim parametrem funkcji jest
zmienna, w ktorej zapiszemy dane. Gdyby$my do wczytania danych
uzyli instrukeji ein>>zdanie, program zapisalby tylko fragment napisu
do wystapienia pierwszej spacji. Funkcja getline wezytuje caly wiersz

danych.

Po wezytaniu zdania na koncu dodawana jest spacja — wartownik. Wartownik,
Petla dzielaca zdanie na wyrazy (linie 26-35) korzysta z metod ope- S 64
rujacych na napisach, dostepnych w klasie string: size, find, Metodasize,

5. 39

substr, erase. O metodzie size méwilismy w temacie 2. Informa-

cje o metodach find, substr, erase znajdziesz w tabeli 4.1. Nalezy © Metody

pamigtad, ze przy stosowaniu metod obowiazuje notacja z kropka, tzn.

nazwa_zmiennej.nazwa_metody.

find, substr, erase

Przyktad zastosowania

metody dla zmiennej s
Metoda Parametry Wynik typu string
s="Ala ma kota"
Fozycia pierwszego
:wstapienia_ szuﬁaegfjd Instrukeja:
= 2y WNEREIR, Uy cout<es. find("ma" };
find (szukane) E“:;‘:f fraza | fragment nie wystepuie, - B
wynikiem metody jest UL
liczba spoza zakresu 4
@..size()-1.
%?:lzeicsjjn;liu Fragment ciagu znakdw Instrukcja:
substr(pozycja,ile) "o G zapisanych od indeksu coutecs. subste(d, 2 0;
ile -FjlicﬁJa pozycja. Liczbe znakow Wynik:
i ckresla parametr i le. ma
pozycja - Instrukcie:
( 2 ile) indeks znaku Napis bez ciagu znakow s.erase(4,3);
eraselpozycia,1ie) |\ napisie, o dlugosci ile, liczonego | cout<cs;
ile - liczba od indeksu pozyc ja. Wynik:
znakow Ala kota

Tabela 4.1. Parametry i wyniki metod find, substr, erase oraz przyktady ich

zastosowania

W linii 28 poszukiwane jest pierwsze wystapienie znaku spacji. Jesli

nie jest to pierwszy znak zdania (a wigc na lewo od spacji znajduja sig
litery tworzace wyraz), to ten wyraz jest zapamigtywany w zmiennej
wyraz (linia 31). Jesli wyraz jest palindromem, to zostanie wypisany na
ekranie (linia 32). Ostatnia instrukcja w petli (linia 34) odpowiada za
usunigcie ze zdania zbadanego wyrazu wraz ze spacja (lub samej spacji,
gdy jest ona pierwszym znakiem napisu).
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Zmodyfikowana funkcja ©
Palindrom

68

Cwiczenie 2

Napisz program znajdujacy wyrazy palindromy w zdaniu wpisanym
z klawiatury (niezaleznie od tego, czy w zapisie uzyto malych czy
wielkich liter). W programie zdefiniuj funkcje sprawdzajaca, czy wy-
raz jest palindromem.

-:ﬁf— Zapamietaj

Aby weczytac do programu wiersz danych, w ktorych znajduja sie
spacje, nalezy uzyc¢ funkcji get1ine. Funkcja ta wymaga podania
dwoch parametréw. Pierwszy okresla miejsce, z ktérego
pobieramy dane, natomiast drugim jest zmienna, w ktorej
zapiszemy dane. Na przyktad do zapisania w zmiennej s zdania
podanego z klawiatury zastosujemy instrukcje getline(ecin,s).
Instrukcja ein> »s wezyta dane do znaku spagcji lub znaku konca
wiersza.

Modyfikacja funkcji Palindrom

W definicji funkcji Palindrom nie musimy uzywac zmiennej pomoc-
niczej p typu logicznego. Zamiast niej mozna zastosowac wielokrotnie
instrukcje return.

7. bool Palindrom(string wyraz)

{
9 int i=0, j=wyraz.size()-1;
10). while (i<j)
{1 if (toupper(wyraz[i])==toupper(wyraz[j]))
12 {
13. it+; j——
{4, }
15, else return false,
165, return true;
17 ]'

Jesli wyraz jest palindromem, to wynikiem funkcji jest wartos¢ true
(linia 16). Natomiast gdy znaki w poréwnywanej parze okazg si¢ rézne
(warunek logiczny w linii 11 przyjmie warto$¢ false), funkcja zakon-
czy dziatanie, a jej wynikiem bedzie false (linia 15).

Cwiczenie 3

Program znajdujacy wyrazy palindromy w zdaniu zmodyfikuj tak,

aby w funkcji sprawdzajacej, czy wyraz jest palindromem, nie byla
uzyta zmienna pomocnicza typu logicznego.




4, Czy to jest palindrom? I

4.3. Sprawdzamy, czy zdanie jest palindromem

Teraz napiszemy program, ktoéry sprawdzi, czy cale zdanie jest palin-
dromem. Przykladami tego typu palindroméw w jezyku polskim sa = -, . _Kobyla mia misly

zdania ,Kobyla ma matly bok™ i ,A to kanapa pana kota". bok" uchodzi obecnie za
najbardziej znany polski
palindrom. Pochodzi

Specyfikacja z XIX w. i nie wiadomo,
kto jest jega autorem.

[2] Warto wiedzieé

Dane: zdanie — napis zlozony z liter alfabetu tacinskiego, spacji
oraz znakéw przestankowych.

Wynik: sfowo ,TAK", jedli zdanie jest palindromem, sfowo ,NIE" —
w przeciwnym przypadku.

Zeby zbadad, czy zdanie jest palindromem, usuniemy z napisu wszystkie
znaki inne niz litery. Dzigki temu, podobnie jak w programie badajacym,
czy wyraz jest palindromem, sprawdzimy, czy napis zlozony z samych
liter jest palindromem. Na przyklad dla napisu ,Kobylamamalybok”
program wypisze stowo ,TAK".

W kodzie podanym ponizej w liniach 7-14 zdefiniowano funkcje
TylkolLitery, ktorej parametrem jest zdanie, a wynikiem — napis zlo-
zony z samych liter (funkcja usuwa znaki inne niz litery). W dalszych
liniach znajduje si¢ kod Zrédlowy funkcji main, ktéra wypisuje infor-
macjeg, czy zdanie jest palindromem.

O Kod Zrédiowy programu
1. =include <iostream> sprawdzajacego, czy

2. #include «<string zdanie jest palindromem
ginclude <cctypes

using namespace std; ¢ Dobra rada

Do sprawdzenia, czy

string TylkolLitery(string s) znak jest litera, mozesz

{ tez wykorzystac funkcje
0. int i=0; isalpha z biblioteki
while (i¢s.size()) cetype.
if (toupper(s[i])»='A" && toupper(s[i])<="7') i++;
12. else s.erase(i,1);
13. return s;
14. }
r int main() ¢} Dobra rada
17. { Pamietaj, ze kompilator
18 string zdanie, wyraz: jgzyka C++ rozroznia
int i=0, j: wielkie i mate litery. Jesli
Ao _ deklarujesz zmienna
20. bool palindrom=true; lub funkcje zawierajaca
21 cout<«"Podaj zdanie: "; getline(ecin,zdanie); w nazwie wielkie litery,
o wyraz=TylkolLitery(zdanie); to w dalszej czesci kodu
99 j=wyraz.size()-1; musisz konsekwentnie

uzywac ustalonej nazwy.
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24. while (palindrom && i<j)

25. if (toupper(wyraz(i])==toupper(wyrazj]))
26 {

27. i++; J—;

28 }

29. else palindrom=false;

30. if (palindrom) cout<<"TAK";

31. else cout<«"NIE";

22, return @;

33. }

W petliwhile (linie 10-12) w funkcji TylkolL itery badane sa kolej-
ne znaki napisu. Jesli aktualny znak jest malg lub wielka literg alfa-
betu facinskiego, to powigkszany jest indeks i (linia 11). W przeciw-
nym przypadku znak usuwany jest z napisu (linia 12). Wykorzystano

Metodaerase, do tego metode erase, ktéra usuwa z danego napisu okreélong liczbe

.67  znakéw (drugi parametr), zaczynajac od konkretnej pozycji (pierwszy

Funkcjagetline, parametr). Zdanie do programu wczytuje funkcja getline (linia 21),
.67 podobnie jak w programie znajdujacym sfowa palindromy w zdaniu,

Cwiczenie 4
Napisz program sprawdzajacy, czy zdanie jest palindromem. Sprawdz

dziatanie programu dla réznych zdan. Przykladéw palindroméw mo-
zesz poszukac w internecie.

25 A to ciekawe

Palindromy w kulturze i sztuce

Wymyslanie palindromow traktuje sie najczesciej jako zabawe,
cho¢ moga one stuzy¢ do przekazania jakiejs waznej mysli.
Zdjecie obok przedstawia czesc fontanny z jednym z najstarszych
znanych palindromow. Grecki napis oznacza ,zmyj grzechy,
nie tylko twarz”. Za najstarszy polski palindrom uwaza sie
pochodzace z XVII w. zdanie autorstwa ksiedza Wojciecha
Wasniowskiego: ,Co w onei? ow pokoy y okop, woien owoc”.,
Palindromami zajmowali sig takze polscy poeci, m.in. Julian
Tuwim, ktory w ksiazce Pegaz deba zebralt wiele réznych gier
stownych, w tym palindromow. Tadeusz Morawski, profesor
Politechniki Warszawskiej, jest czotowym polskim tworca
palindromow. Wydat kilkanascie ksiazek je zawierajgcych,
zatozyl tez Muzeum Palindromow w Nowej Wsi kolo Serocka.
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"l Podsumowanie

= Palindrom to slowo, wyrazenie lub zdanie, ktére brzmi tak samo czytane od lewej do
prawej i od prawej do lewej.

» Definicja funkcji w jezyku C++ sklada si¢ z dwéch gléwnych czeéci: naglowka funkeji
oraz bloku instrukcji. W naglowku podajemy typ funkcji, jej nazwe oraz liste parame-
trow formalnych (lista zawiera typ i nazwe kazdego z parametrow).

= Parametry formalne to parametry podane w definicji funkcji.

« Parametry aktualne to parametry, dla ktérych funkcja jest wywolana.

» Typy parametréw aktualnych musza by¢ zgodne z typami parametréw formalnych.

= Zapisanie podproblemu w postaci funkcji poprawia czytelnos¢ programu i umozliwia
obliczanie wartosci funkcji dla réznych wartosci parametrow.

» Wynikiem funkcji toupper dla parametru bedacego litera jest kod ASCII wielkiej lite-
ry, natomiast wynikiem funkcji tolower dla parametru bedacego litera jest kod ASCII
matlej litery.

= Specjalny element ulatwiajacy odnalezienie korica danych nazywamy wartownikiem.

» Aby wczytac wiersz danych ze spacjami, nalezy uzy¢ funkcji getline.

» Dla zmiennych typu string dostepnych jest wiele uzytecznych metod umozliwiajacych
prace z napisami, np. size — badanie dlugosci napisu, substr — znajdowanie fragmentu
napisu, erase — usuwanie fragmentu napisu, find — znajdowanie pierwszego wysta-
pienia fragmentu napisu.

Zadania

« Kl Napisz program, ktéry wczyta napis i sprawdzi, czy sktada sie on wylacznie z matych
liter alfabetu tacinskiego. Program powinien wypisa¢ stowo ,TAK" lub ,NIE".

« B Napisz program wezytujacy zdanie zlozone z liter alfabetu taciriskiego oraz spacji
i wypisujacy liczbe wyrazow w zdaniu.

« [ Napisz program, ktéry po weczytaniu zdania zlozonego z liter alfabetu laciniskiego
oraz spacji wypisze zdanie, w ktorym pierwsze litery kazdego z wyrazéw beda wielkie,
a pozostale litery w wyrazach — mate.

«+ B Napisz program, ktéry po weczytaniu zdania zlozonego z liter alfabetu lacinskiego
oraz spacji sprawdzi, czy wszystkie wyrazy w tym zdaniu skladaja sie z tej samej liczby
liter oraz czy wszystkie sg palindromami. Jeéli oba warunki beda spelnione, program
wypisze stowo ,TAK", w przeciwnym przypadku — stowo ,NIE".

++ B Napisz program, ktéry wypisze wszystkie trzycyfrowe liczby palindromiczne.
Uwaga: Liczba palindromiczna to liczba catkowita nieujemna, ktéra czytana od lewej
do prawej i od prawej do lewej ma taka sama warto$c.
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++ [ Napisz program wypisujacy wszystkie czterocyfrowe liczby palindromiczne.
Uwaga: Liczba palindromiczna to liczba catkowita nieujemna, ktéra czytana od lewej
do prawej i od prawej do lewej ma taka sama wartosc.

* % Napisz funkcje string UpString(string s), ktéra dla napisu zlozonego z matych
i wielkich liter alfabetu tacinskiego zwrdci napis zapisany wielkimi literami, np.
dla parametru aLa zwroci wartos¢ ALA. Przetestuj dzialanie funkcji w programie
sprawdzajacym, czy wyraz jest palindromem.

#»+» Bl Napisz program, ktéry wezyta stowo zlozone z wielkich liter alfabetu tacinskiego
i wypisze najdluzszy ciag kolejnych liter zawarty w tym slowie, ktéry brzmi tak samo
czytany od lewej do prawej i od prawej do lewej, a wigc ma ceche palindromu (ale nie
musi by¢ wyrazem). Jesli takie ciagi beda dwa — program wypisze ten, ktory wystepuje
wezesniej. Na przyklad dla stowa RABATA program powinien wypisac ciagg ABA.

#++ B Napisz program wczytujacy liczby calkowite @ i b, gdzie 0 < a < b < 10", i wypisujacy,
ile liczb palindromicznych jest w przedziale [a; b).
Uwaga: Liczba palindromiczna to liczba catkowita nieujemna, ktéra czytana od lewej
do prawej i od prawej do lewej ma taka sama wartosc.
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9. Czy ta liczba jest
pierwsza?

Liczby pierwsze fascynowaly ludzi juz w czasach starozytnych. Wtedy

to udowodniono, ze takich liczb jest nieskoriczenie wiele, oraz podano
sposob ich wyznaczania. Przez kolejne lata formutowano nowe wiasnosci

i twierdzenia dotyczace liczb pierwszych, jednak czesto uchodzity one

za piekne, ale bezuzyteczne. Obecnie liczby te maja bardzo konkretne
zastosowania, np. w kryptografii. Z ich wilasnosci korzysta sie m.in. przy
tworzeniu zabezpieczen do kont bankowych i w celu zapewnienia poufnosci
komunikaciji w sieci. W tym temacie poznasz podstawowe algorytmy
Zwiazane z liczbami pierwszymi.

Cele lekcji

= Poznasz podstawowe wiasnosci liczb pierwszych.

® Sprawdzisz, czy dana liczba jest pierwsza.

® Roziozysz liczbe na czynniki pierwsze.

= Dowiesz sie, czym sa liczby blizniacze i jak je wyznaczyc.

5.1. Liczby pierwsze i zlozone

Liczba pierwsza to liczba calkowita dodatnia, ktéra ma dokladnie dwa © Liczba pierwsza

rozne dzielniki: liczbe 1 i sama siebie. Zgodnie z ta definicja liczba 1
nie jest liczba pierwsza. Liczbe wigksza od 1, ktora nie jest pierwsza,
nazywamy liczba zlozona.

Wsrod liczb mniejszych od 100 jest dwadziescia pigc liczb pierw-
szych: 2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71,
73,79, 83, 89, 97. Na rysunku 5.1 oznaczono je niebieskim ttem.

2|3|la|5|(6|7|8 9 10
11(12|13|14 15 16|17|18 |19 |20
21 22|23|24 25 26 27 28|29|30
31|32 33 34 35 36|37 |38 39 40
41|42 |43 |44 45 46|47 |48 49 50
51 52|53 |54 55 56 57 58|59 |60
61|62 63 64 65 66|67 |68 69 70
71|72 |73 |74 75 76 77 78|79 80

81 82|83|84 85 86 B7 88|89 |90
91 92 93 94 95 96|97 (98 99

Rys. 5.1. Liczby pierwsze (zaznaczone na niebiesko) i liczby zlozone mniejsze od 100

O Liczba zlozona
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Co warto wiedziec
o liczbach pierwszych?

lle jest liczb pierwszych?

Liczby pierwsze odkryto | badano juz w starozytnosci.
W IV w. p.n.e. Euklides udowodnit, ze jest ich
nieskonczenie wiele. Dotad nie odkryto jednak

wzoru, wedtug ktérego mozna bytoby dla konkretnej
liczby n wyznaczyc n-ta liczbe pierwsza.

2 to najmniejsza Liczby postaci 2"-1, gdzie n jest liczba Liczby pierwsze
i jedyna parzysta naturalna, nazywamy liczbami Mersenne'a. wieksze od 5 koncza
liczba pierwsza Wiele z nich jest liczbami pierwszymi sie cyframiz 1, 3,7, 9

acze to Liczby blizniacze to dwie
rwsze majace postac: liczby pierwsze, ktérych
: 5 réznica wynosi 2

Po néhie&neniu bardzn wielu liczb okazato sie, ze na niektorych liniach liczby plarwsze
‘grupuja sie czesciej niz na innych. Do tej pory nie wyjasniono, dlaczego tak sie dzieje.

= = = = = =31
| |
17— — — —13
I |
B =3 29
[ 1
19 —2 1
[ YR |
M 7T—= — -
| |
i
43— — —= —47— — uans
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5. Czy ta liczba jest pierwsza? IR

5.2. Sprawdzamy, czy liczba jest pierwsza

Zeby sprawdzi¢, czy liczba jest pierwsza, bedziemy poszukiwac jakiego$
jej dzielnika réznego od 1 i od niej samej. Sprobujemy wigc wykazag,
ze liczba jest zlozona. Jesli nie znajdziemy odpowiedniego dzielnika,
badana liczba jest liczba pierwsza. Oto specyfikacja problemu:

Specyfikacja
Dane: #n — liczba catkowita, 0 < n < 2% - 1,

Wrynik: stowo ,TAK", gdy # jest liczba pierwsza, stowo ,NIE" —
w przeciwnym przypadku.

Sprawdzanie, czy liczba jest pierwsza - algorytm 1

Dzielnikéw liczby n wigkszych od 1 i mniejszych od »n poszukiwalismy

podczas rozwigzywania problemu podzialu na rownoliczne grupy. Problem 4. Podziat na
Zastosowane tam algorytmy mozna zmodyfikowa¢ tak, aby pozwalaly —réwnoliczne grupy,
okresli¢, czy dana liczba jest pierwsza. Wtedy znajdowalismy wszyst- 1 UE

kie dzielniki wlasciwe wigksze od 1, teraz wystarczy znalei¢ tylko jeden

taki dzielnik. W pierwszym z algorytméw poszukiwalismy dzielnikow

wsrod liczb caltkowitych z zakresu od 2 do polowy n. Drugi algorytm

przegladat liczby, zaczynajac od 2, a koriczac, gdy d - d < n, czylid < Jn.

W tym przypadku maksymalna liczba sprawdzen jest mniejsza, dlatego

skorzystamy z tego rozwiazania. Zapis algorytmu w pseudokodzie moze

wygladac nastepujaco:

jesli n » 1 to pierwsza < prawda

. ) Dobra rada
w przeciwnym przypadku pierwsza <« falsz

d « 2 Instrukcje warufnkowa

dopbéki pierwsza oraz (d * d ¢ n) wykonuj ;?;:iﬁﬁhﬂﬁm
jesli n mod d = @ to pierwsza « falsz pseudokodu mozesz
w przeciwnym przypadku d <« d + 1 zapisat kroce:

jesli pierwsza to wypisz "TAK" pierwsza < (n > 1)

w przeciwnym przypadku wypisz "NIE"

Na poczatku zakladamy, ze jesli liczba # jest wigksza od 1, to jest licz-
ba pierwsza — zmienna pierwsza typu logicznego przyjmuje wtedy
warto$¢ prawda. Dla # réwnego 1 zmienna pierwsza przyjmie war-
tos¢ fatsz. W petli poszukujemy dzielnika d. Wartos¢ poczatkowa tej
zmiennej jest rowna 2. Zwroc uwage na warunek powtarzania petli.
Zmienna pierwsza musi mie¢ warto$c prawda (tzn. jeszcze nie zostatl
znaleziony dzielnik) i jednoczesnie wartos¢ zmiennej d nie moze prze-
kracza¢ wartosci v/ . Warunek d < n zapisalismy jakod * d < n.
Unikamy w ten sposob obliczania pierwiastka kwadratowego i wyko-
nywania operacji na liczbach rzeczywistych. Jesli zostanie znaleziony
dzielnik d, zmiennej pierwsza zostanie przypisana wartos¢ logiczna
fatsz, co spowoduje zakonczenie wykonywania petli.
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I Rozdzial 1. Algorytmy na liczbach calkowitych i tekstach

Jesli zmienna pierwsza zachowa wartos$¢ prawda do momentu, gdy
petla zakonczy dziatanie po sprawdzeniu wszystkich potencjalnych
dzielnikow, to badana liczba jest pierwsza.

Kod Zrodlowy programu moze wyglada¢ nastepujaco:

Kod zrodiowy programu ©

sprawdzajacego, czy 1. #include <iostream»
liczba jest pierwsza -
aigorytm 1 using namespace std;
int main()
{
int n, d=2;
bool pierwsza;
cout«"n = "; einwn;

10 if (n»1) pierwsza=true;

11 else pierwsza=false;

12 while (pierwsza &8 dxd<=n)
& if (n%d==0) pierwsza=false;
1 else d++;

i if (pierwsza) cout<«"TAK";

16. else cout«"NIE";

1 return ©;

i

Sprawdzanie, czy liczba jest pierwsza - algorytm 2
Zmodyfikujemy podany wczesniej algorytm tak, aby petla wykona-
la mniej iteracji. Zauwaz, ze jedyna parzysta liczba pierwsza jest licz-
ba 2. Kazda kolejna liczba podzielna przez 2 jest liczba zlozong. Zatem
przed petla mozemy sprawdzi¢, czy liczba n > 2 jest liczba parzysta.
Jesli nie bedzie parzysta, w petli poszukamy dzielnika wsrod liczb nie-
parzystych z przedzialu [3; ﬁ] Ponizej znajduje sie zmodyhkowany
algorytm zapisany w pseudokodzie. Pierwsza linia jest skrotowa forma
zapisu dwéch pierwszych linii z poprzedniego pseudokodu.
pierwsza < (n > 1)
jesli n » 2 oraz n mod 2 = @ to pierwsza < falsz
d < 3
dopbki pierwsza oraz (d * d ¢ n) wykonuj

jesli n mod d = @ to pierwsza < failsz

w przeciwnym przypadku d < d + 2

jesli pierwsza to wypisz "TAK"
w przeciwnym przypadku wypisz "NIE"

Cwiczenie 1
Utwarz program sprawdzajacy, czy liczba jest pierwsza. Uwzglednij
w nim poszukiwanie dzielnika wsrod liczb nieparzystych.
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Sprawdzanie, czy liczba jest pierwsza - algorytm 3

Teraz usprawnimy algorytm 2. W tym celu przed petla oprécz podziel-
nosci przez 2 rozpatrzymy takze podzielnos¢ przez 3. Ponadto chcieli-
by$my zmniejszyc¢ liczbe iteracji w petli. Aby to zrobi¢, wystarczyloby
szuka¢ dzielnikéw wsrod liczb pierwszych. Poniewaz jednak wyzna-
czenie wszystkich tych liczb byloby klopotliwe, mozemy ograniczy¢
sprawdzane dzielniki do liczb, ktére potencjalnie mogg by¢ liczbami
pierwszymi. Zwro¢ uwage, ze co druga liczba podzielna przez 3 jest
tez podzielna przez 2. Najmniejsza liczba podzielna jednoczesnie przez
2 i 3 jest liczba 6. Kolejne szesé¢ liczb wigkszych od 5 mozna zapisac
w postaci 6i, 6i + 1, 6i + 2, 6i + 3, 6i + 4, 6i + 5, gdzie i jest liczba catko-
wita dodatnia. Przyjrzyj sie tabeli 5.1.

Wzoér i=1 i=2 i=3 i=4 =5
8] 5] 12 18 24 30
6/ + 1 7 13 18 25 31
6i+ 2 B 14 20 26 32
6i+3 2} 15 21 27 33
6+ 4 10 168 22 28 34
6i+5 11 17 23 29 35

Tabela 5.1. Liczby catkowite wieksze od 5 opisane wzorami

Liczbami pierwszymi na pewno nie s3 liczby o postaci 6i, 6i + 2,
6i + 3, 6i + 4. Liczby o postaci 6i s3 podzielne przez 2 i 3, liczby 6i + 2
oraz 6i + 4 sa podzielne przez 2, a liczby 6i + 3 — przez 3. Zatem dzielni-
kow wigkszych od 5 nalezy szukac wéréd liczb, ktore mozna przedsta-
wic jako 6 + 1 lub 6/ + 5. Wzor 6i + 5 jest rownowazny zapisowi 6i — 1,
Liczbe pierwsza wieksza od 3 mozna wiec przedstawic¢ w postaci 6/ + 1
lub 6i — 1. Oto zmodyfikowany algorytm zapisany w pseudokodzie
oraz kod zrédlowy programu. Dzielnikéw o postaci 6i — 1 oraz 6i + 1
bedziemy szukaé w przedziale [5; Jn ]
pierwsza <« (n » 1)
jesli n > 2 oraz n mod 2
jes§li n > 3 oraz n mod 3
d < 5
dopdki pierwsza oraz (d = d ¢ n) wykonuj

jesli n mod d = © to pierwsza ¢« falsz
W przeciwnym przypadku
jesli nmod (d + 2) = @ to pierwsza <« falsz
w przeciwnym przypadku d < d + 6
jesli pierwsza to wypisz "TAK"
w przeciwnym przypadku wypisz "NIE"

@ to pierwsza +« falsz
@ to pierwsza < falsz

5. Czy ta liczba jest pierwsza? 1N
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Kod zrédlowy programu ©
sprawdzajacego, czy |
liczba jest pierwsza -

B Rozdzial 1. Algorytmy na liczbach calkowitych i tekstach

#include <icstream:

algorytm 3 using namespace std;

5. int main()

6. I

f int n, d=5;

bool pierwsza,

Q. cout«"n = "; einxn;

10, pierwsza=(n»1);

11 if (n»2 &R n%2==0) pierwsza=false;

12. if (n>3 && n%3==0) pierwsza=false;

13. while (pierwsza && (d=d)<«=n)

14. if (n%d==8) pierwsza=false;

{E else if (n%(d+2)==0) pierwsza=false;

16. else d=d+6;

{7 if (pierwsza) cout<«"TAK";

18, else cout«<"NIE";

19, return ©;

W jednej iteracji petli sprawdzane sg dwa dzielniki (linie 14-15).
Aktualnej wartosci zmiennej d odpowiada dzielnik o postaci 6/ - 1,
a warto$ci d+2 — dzielnik o postaci 6i + 1.

Cwiczenie 2

Napisz i przetestuj program sprawdzajacy, czy podana liczba jest

pierwsza. Wykorzystaj w nim poszukiwanie dzielnikéw wérdd liczb

o postaci 6i — 1 oraz 6i + 1.

F— W omowionych algorytmach 1, 2 i 3 najczesciej wykonywana ope-

Fodczas rozwigzywania
problemu staraj sie dobrag
taki algorytm, ktéry bedzie
wymagal wykonania

jak najmniejszej liczby
operacii.
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racja jest wyznaczanie reszty z dzielenia. Tabela 5.2 przedstawia licz-
be tych operacji (lacznie z operacjami przed petla) dla przykladowych
liczb pierwszych w zaleznosci od wersji algorytmu. Wybrane liczby to
odpowiednio najmniejsza liczba pierwsza wieksza od: 10 000, 1 000 000
i 100 000 000. W tabeli jako ,Algorytm 0" uwzgledniono rozwiazanie
naiwne, czyli sprawdzajace wszystkie dzielniki z przedziatu [2; nﬂ].

P'i';f:b;a Algorytm0  Algorytm1  Algorytm2  Algorytm 3
10 007 5002 a9 50 34

1 000 003 500 000 909 | 500 334
100 000 0O7 50 000 002 99498 5 000 3 334

Tabela 5.2. Liczba operaciji wyznaczania reszty z dzielenia dla réznych algorytmow
sprawdzajacych pierwszosé liczby



Cwiczenie 3
Dla kazdego z algorytmoéw uwzglednionych w tabeli 5.2 podaj wzér,

ktory pozwoli okreséli¢ liczbe (rzad wielko$ci) operacji dzielenia
z reszta wykonywanych dla liczby pierwszej .

- Zapamietaj

Jesli dana liczba jest liczba pierwsza wieksza od 3, to da sie ja
przedstawic¢ w postaci 6/ — 1 lub 6/ + 1, gdzie j jest liczba catkowita
dodatnig.

5.3. Rozktadamy liczbe na czynniki pierwsze

Kazda liczbe zlozona mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb
pierwszych. lloczyn ten nazywamy rozkladem liczby na czynniki
pierwsze lub faktoryzacja liczby. Algorytm rozkladu liczby na czyn-
niki pierwsze znasz z lekcji matematyki. Spdjrz na przykiady.

70|12 1982
35|5 9913
T [ 33|3
1 11111
70=2.5.7 : 198=2.3-3-11

Aby rozlozy¢ liczbe na czynniki pierwsze, badamy reszte z dziele-
nia liczby przez kolejne liczby pierwsze, zaczynajac od najmniejszej.
Jesli reszta z dzielenia wynosi zero, to znalezliSmy czynnik pierwszy,
a liczbe dzielimy przez ten dzielnik. Poniewaz w rozkladzie ten czynnik
moze wystgpowac wielokrotnie, nie zmieniamy dzielnika. Kolejnego
kandydata na czynnik pierwszy bierzemy pod uwage dopiero wtedy,
gdy reszta z dzielenia jest r6zna od zera. Proces koniczymy, gdy liczba
osiggnie wartosc 1.

Oto specyfikacja problemu faktoryzaciji:

Specyfikacja
Dane: n — liczba catkowita, 0 < n < 2% -1,

Wynik: rozklad liczby n na czynniki pierwsze, n = p,- p,- ... - p,,
gdzie p;dlai e {l, 2, ..., m} jest liczbg pierwsza oraz py S p, < ... S p,,.

Poniewaz nie znamy wzoru, z ktérego mozemy wyznaczac liczby
pierwsze, w algorytmie rozwigzujacym problem bedziemy sprawdzac
podzielnos¢ przez kolejne liczby, zaczynajac od 2. Zauwaz, ze gdy dziel-
nikiem bedzie liczba zlozona, reszta z dzielenia bedzie rézna od zera.
Wynika to stad, ze przez czynniki pierwsze tej liczby byly juz wykona-
ne proby dzielenia. Oto zapis algorytmu w pseudokodzie.

5. Czy ta liczba jest pierwsza? 1N

© Rozklad liczby na
czynniki pierwsze
(faktoryzacja liczby)

[Z] Warto wiedzieé
FPodstawa niektcrych
wspotczesnych metod
szyfrowania jest fakt,

Ze nie znamy szybkich
algorytmaow faktoryzacii
bardzo duzych liczb.

W czesci trzecig)
podrecznika omdwimy
jeden z takich algorytmadw
szyfrowania.
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I Fozdziat 1. Algorytmy na liczbach calkowitych i tekstach

|=] Warto wiedziec

Rozklad dowolnej liczby

na czynniki pierwsaze jest
jednoznaczny (np. dia 30
jest to wylacznie rozktad
2:3-5).

Kod Zrodiowy programu @
wypisujacego czynniki
pierwsze liczby

80

q « 2
dopdki n > 1 wykonuj
jesli n mod d = @ to
wypisz d
n < n div d
w przeciwnym przypadku d <« d + 1

Faktoryzacje mozna zakonczy¢ wczesniej. Jesli wartos¢ zmien-
nej d podniesiona do kwadratu bedzie wigksza od aktualnej warto-
$ci zmiennej n, to liczba n nie bedzie miata juz dzielnikéw, wiec jest
liczba pierwsza. Po petli nalezy wypisac aktualng warto$c¢ zmiennejn
jako ostatni czynnik pierwszy. Oto zmodyfikowany pseudokod i kod
zrodfowy programu:

d « 2
dopdki d * d ¢ n wykonuj
jesli n mod d = @ to
wypisz d
n < n div d
w przeciwnym przypadku d < d + 1
wypisz n

#include <icstream:
using namespace std;

int main()
{
int n, d=2;
cout«™n = "; einyin;
coutwne ="
while (dxd<=n)
if (n%d==0)

{

cout<d<<” * "
n=n/d;
}
else d++;
cout«n;
| return @;

Rysunek 5.2 przedstawia przykladowe wywolanie programu.

Rys. 5.2. Przyklad wywolania programu rozkladajacego liczbe na czynniki pierwsze



Cwiczenie 4

Program wypisujacy czynniki pierwsze podanej liczby natural-
nej zmodyfikuj tak, aby ewentualny czynnik pierwszy 2 rozpatrzyc
w oddzielnej petli, a w petli gléwnej powigkszac wartoéé zmiennejd o 2.

5.4. Liczby blizniacze

5. Czy ta liczba jest pierwsza? 1N

Liczby blizniacze to dwie liczby pierwsze, ktérych réznica wynosi 2. @ Liczby blizniacze

Przykladem takiej pary sa liczby 11 i 13. Teraz zajmiemy si¢ wyznacza-
niem podanej liczby par liczb bliZzniaczych. Oto specyfikacja problemu:

Specyfikacja
Dane: n — liczba catkowita, 0 < n < 100.

Wynik: n poczatkowych par liczb blizniaczych.

Algorytm rozwiazujacy ten problem moze sprawdzac pierwszos¢
kolejnych liczb nieparzystych i wybierac¢ sposrdd nich te, ktore roz-
nig sie o dwa. Do sprawdzenia, czy liczba jest pierwsza, wykorzystamy
funkcje Pierwsza, ktorej parametrem bedzie liczba catkowita dodatnia,
a wynikiem — wartos$¢ logiczna okreslajaca, czy parametr jest liczba
pierwsza czy nie. Oto zapis tego algorytmu w pseudokodzie:
licznik <« @

X < 3
dopdki licznik < n wykonuj
jesli Pierwsza(x) oraz Pierwsza(x + 2) to
wypisz X i x + 2
licznik <+« licznik + 1
X < X + 2

Wiesz juz, ze jesli liczba wieksza od 3 jest liczba pierwsza, to mozna
ja przedstawi¢ w postaci 6 — 1 lub 6/ + 1. Zatem para liczb bliZnia-
czych, z wyjatkiem pary 3 i 5, bedzie mie¢ postac 6i — 1 oraz 6i + 1.
Oto algorytm wykorzystujacy te wlasno$¢, zapisany w pseudokodzie:
licznik <« 4
wypisz 3 1 5
X *— 5
dopbki licznik < n wykonuj

jesli Pierwsza(x) oraz Pierwsza(x + 2) to
wypisz x 1 x + 2
licznik <« licznik + 1

X <~ X+ 6

Funkcja Pierwsza moze np. realizowac trzeci algorytm badajacy
pierwszosc liczby, oméwiony na s. 77. Zapiszmy kod zrodlowy progra-
mu zawierajacy definicje tej funkcji. Zmienng logiczna przechowujaca
informacje o tym, czy liczba jest pierwsza, nazwijmy p.

it’ Warto wiedziedé

Liczby 3, 5, 7 sa jedyna
trojka kolejnych liczb
pierwszych, w ktorg|

sa dwie pary liczb
blizniaczych.

[Z] Warto wiedzieé

W latach 80. XX w. pewien
producent procesorow
byt zmuszony wymienic
jeden z modeli, poniewaz
wykonywal on operacje
dziglenia z mniejsza
doktadnoscia, niz
zaktadano. Wynosila

ona @ zamiast 19 cyfr

po przecinku. Wada

ta ujawnita sie przy
szacowaniu tzw, statej
Bruna, ktéra dotyczy liczb
blizniaczych.
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B Rozdzial 1. Algorytmy na liczbach calkowitych i tekstach

| czesé kodu Zrodiowego ©
programu wypisujacego |

Pierwsza {sposdb 1)

liczby blizniacze - 2.
definicja funkcji

&,

11
12

13-
14,
1b.

16
A

#include <icstream:

using namespace std;

bool Pierwsza(int n)

{

}

int d=5;
bool p=(n»1);
if (n»2 R& n¥%2==0) p=false;
if (n»3 &R n%3==0) p=false;
while (p &8& d+d<=n)
if (n%d==0) p=false;
else if (n%(d+2)==0) p=false;
else d=d+6;
return p;

Poniewaz mozemy wielokrotnie stosowac instrukcje return, funkcje
Pierwsza mozna tez zdefiniowac bez uzycia zmiennej pomocniczej p
typu logicznego.

| czesc kodu zZrédiowego ©
programu wypisujacego !

82

liczby blizniacze - 2.
definicja funkcji
Pierwsza (sposob 2)

#include <iostream?

using namespace std;

bool Pierwsza(int n)

{

int d=5;
if (h==1) return false;
if (n»2 && n%2==0) return false:
if (n»3 && n%3==0) return false;
while (d+d<=n)
if (n%d==0) return false;
else if (n%(d+2)==08) return false;
else d=d+6;
return true;

Jesli parametr nie jest liczba pierwsza (ma wartosc 1 lub zostal znale-
ziony dzielnik), wynikiem funkcji jest wartos¢ false i funkcja konczy
dzialanie (instrukcje return false w liniach 8-13). Jesli petla zakon-
czy sie naturalnie, czyli warunek petli d+d<=n przyjmie wartos¢ false,
to wynikiem funkcji jest wartosc true (linia 15). Oznacza to, ze liczban
jest liczbg pierwsza.



5. Czy ta liczba jest pierwsza? 1

Ponizej znajduje si¢ kod funkcji main wypisujacej podang liczbe par
liczb blizniaczych, wykorzystujacy funkcje Pierwsza. Zwro¢ uwage
na linie 25. Dwukrotnie jest w niej wywotana funkcja Pierwsza. Przy
pierwszym wywolaniu w miejsce parametru formalnego podstawio-  Parametr formalny,
na jest biezaca warto$¢ zmiennej x, przy drugim wywolaniu — war- 565
tos¢ x+2. Jezeli funkcja Pierwsza dla parametru x zwrdci wartosc
false, nie jest juz obliczana warto$¢ drugiego sktadnika koniunkcji
(Pierwsza(x+2)), poniewaz koniunkcja dwdéch zdan, z ktérych jedno  Koniunkeia,

jest falszywe, ma wartoé¢ false, s.4002
: Q Il czesé kodu

15 int main() zrédlowego programu
19, { wypisujacego liczby
290 int licznik=1, x=5, n; blizniacze - definicja
21 cout«"Podaj liczbe par: "; einy:n; Pniop matn

27 cout<«<3¢«" "<«5<«endl;

29. while (licznik<n)

24 {

25. if (Pierwsza(x) && Pierwsza(x+2))

26 {

2 coutqexee" "eexd+2¢endl;

28. licznik++;

29 1

34 }

32. return @;

33. ]

Cwiczenie 5

Napisz program, ktory — wykorzystujac funkcje Pierwsza — bedzie
znajdowal pary liczb blizniaczych.

[ A to ciekawe

Szybki test pierwszosci

Dla bardzo duzych liczb trudno ustalic, czy sg one pierwsze czy
ztozone. Powszechnie stosowanym i w praktyce najszybszym testem
pierwszosci jest test Millera—Rabina. Algorytm stworzyt w 1976 r.

amerykanski profesor informatyki Gary Miller, a w 1980 r. ulepszyt
go urodzony we Wroctawiu Michael O. Rabin (na zdjeciu). Dzieki

temu algorytmowi mozna przeprowadzi¢ test pierwszosci nawet

dla ogromnych liczb, rzedu 150 cyfr. Test Millera—Rabina nie wskazuje
zadnych dzielnikow testowanej liczby, wiec moze ona zostac blednie
rozpoznana jako pierwsza. Prawdopodobienstwo takiego zdarzenia
jest jednak znikome — wynosi ok. 1 do 10",



B Rozdzial 1. Algorytmy na liczbach calkowitych i tekstach

™ Podsumowanie

» Liczba pierwsza to liczba catkowita dodatnia, ktéra ma dokladnie dwa rézne dzielniki:
liczbe 1 i sama siebie.

= Liczbe catkowita wigksza od 1, ktéra nie jest pierwsza, nazywamy liczba zlozona.

» Liczba 1 nie jest ani pierwsza, ani zlozona.

« Kazda liczbe zlozona mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu n = d, - d,, gdzie d, < Vn
id,>y/n.

» Kazda liczbe zlozona mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu czynnikow pierwszych.
lloczyn ten nazywamy rozkladem na czynniki pierwsze lub faktoryzacja liczby.

» Liczby pierwsze wigksze od 3 mozna przedstawi¢ w postaci 6i — 1 lub 6i + 1, gdzie i jest
liczba catkowita dodatnia.

= Zeby sprawdzié, czy liczba n jest liczba pierwsza, wystarczy szuka¢ dzielnikéw wérod
liczb pierwszych mniejszych lub réwnych n .

» Liczby blizniacze to dwie liczby pierwsze réznigce si¢ o 2.

Zadania

+ [EB Napisz program, ktéry wypisze liczby pierwsze mniejsze niz 100,
« B Napisz program, ktéry wypisze 30 poczatkowych liczb pierwszych.

« [l Napisz program, ktory wypisze liczbe czynnikéw pierwszych podanej liczby catkowitej
dodatnie;j.

« Bl Napisz program, ktéry sprawdzi, czy podana liczba catkowita dodatnia jest liczba
polpierwsza. W zaleznosci od otrzymanego wyniku program powinien wypisac stowo
~TAK" lub ,NIE".

Uwaga: Liczba polpierwsza to liczba bedaca iloczynem dwdach liczb pierwszych.
Liczbami poélpierwszymi sa np.: 4, 6, 9, 10, 14, 15.

++ Bl Napisz program, ktéry wypisze liczbe réznych czynnikéw pierwszych podanej liczby
catkowitej dodatniej, np. dla liczby 60 wypisze 3.

«» @ Napisz program, ktéry wypisze najmniejsza liczbe pierwsza wigksza od podanej liczby
catkowitej dodatnie;j.

** Napisz program znajdujacy cztery poczatkowe liczby doskonale.
Uwaga: Liczba doskonala to liczba réwna sumie wszystkich swoich dzielnikow
wiasciwych. Liczbg doskonalg jest np. 28, bo 28 =1+ 2 + 4 + 7 + 14.

+++ [ Napisz program, ktory rozlozy wezytang liczbe catkowita dodatnia na czynniki
pierwsze. W algorytmie uwzglednij to, ze liczbe pierwsza mozna przedstawi¢ w postaci
6i—1lub6i + 1.
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»++ Bl Napisz program znajdujacy trzy poczatkowe pary liczb zaprzyjaznionych. Utwérz
i wykorzystaj funkcje obliczajaca sume dzielnikéow wlasciwych podanego parametru.
Uwaga: Liczby zaprzyjaznione to takie dwie liczby calkowite dodatnie, z ktorych kazda
jest réwna sumie dzielnikéw wladciwych drugiej liczby (np. 220 i 284).

4% Poszukaj w internecie informacji dotyczacych zwiazku liczb Mersenne’a z liczbami
doskonaltymi. Napisz program znajdujacy piec¢ poczatkowych liczb doskonatych.
Uwaga: Liczba doskonatla to liczba réwna sumie wszystkich swoich dzielnikow
wlasciwych. Liczba doskonalg jest np. 28, bo 28 =1+2 +4 + 7 + 14.

"k Napisz program sprawdzajacy hipoteze Goldbacha dla podanej parzystej liczby
calkowitej z zakresu od 2 do 100.
Uwaga: Hipoteza Goldbacha méwi, ze kazdg liczbe parzysta wieksza od 2 mozna
przedstawic jako sume dwach liczb pierwszych.
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Kod uzupetnien do 2 (U2),
s. 33-35(#
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6. Dzialania na liczbach
w systemach innych
niz dziesietny

Czy wiesz, od jak dawna ludzkos¢ potrafi wykonywac dziatania
arytmetyczne? Do najstarszych znanych przedmiotow, ktdre moga
swiadczyc o wykonywaniu przez cziowieka prostych obliczen, naleza
kosci z charakterystycznymi nacieciami. Przykladami takimi sg znalezione
w I potowie XX w. w Afryce koS¢ z Ishango (sprzed ok. 20 tys. lat) | kosc
z Lebombo (sprzed ok. 37 tys. lat). Wspolczesnie do obliczen czesto
wykorzystuje sie komputery. W tym temacie nauczysz sie wykonywac
dziatania arytmetyczne w systemach o réznych podstawach i napiszesz
programy pozwalajgce wykonac wybrane dziafania. Najwiecej uwagi
poswiecimy dzialaniom na liczbach binarnych.

Cele lekcji

® Przypomnisz sobie, jak dodac pisemnie dwie liczby binarne.

® Wykonasz dziatania arytmetyczne na liczbach zapisanych w réznych
systemach pozycyjnych, innych niz dziesigtny.

® Napiszesz programy umozliwiajgce wykonanie wybranych dziatan
arytmetycznych w roznych systemach pozycyjnych.

6.1. Dodawanie liczb w réznych systemach pozycyjnych

Reguly rzadzace dzialaniami arytmetycznymi w réznych systemach
liczbowych sa takie same jak w znanym ci systemie dziesigtnym.

Dodawanie liczb w systemie dwojkowym

O tym, jak dodac pisemnie liczby catkowite zapisane binarnie, mowi-
lismy w temacie 2 w czesci dotyczacej kodu uzupelnien do 2 (U2),
Teraz napiszemy program dodajacy dwie liczby binarne reprezento-
wane jako napisy zlozone z zer i jedynek. Oto specyfikacja problemu:

Specyfikacja

Dane: a, b — napisy reprezentujace liczby calkowite nieujemne zapisa-
ne binarnie.

Wynik: ¢ — napis reprezentujacy liczbe binarng bedaca suma liczb
aib.

Aby latwiej mozna bylo doda¢ liczby jednocyfrowe znajduja-
ce sie na tych samych pozycjach w liczbach a i b, liczby te powinny
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by¢ tej samej dlugosci. Jesli a i b skladaja sie z réznej liczby cyfr, na
poczatku krotszej z tych liczb dopiszemy zera nieznaczace. Ponizej

znajduje sie zapis algorytmu w pseudokodzie.

Komentarze zawieraja

wyjasnienie, jakie operacje sa wykonywane w poszczegélnych frag-
mentach. Zwroc¢ uwage na dwie instrukcje odpowiedzialne za dopi-
sanie zer nieznaczacych (zaczynaja si¢ od stowa dopdki). Dla liczb

skladajacych sie z tej samej liczby cyfr zadna z

petli si¢ nie wykona —

warunki powtarzania petli beda mialy wartosc¢ fatsz. W przypadku
liczb sktadajacych sie z réznej liczby cyfr wykona sie jedna petla. Pod
pseudokodem znajduje si¢ kod programu realizujacego ten algorytm.

przn « @ // nadanie przeniesieniu wartosci @
e & " okreslenie wartosci wyniku - napis pusty
// dla liczb skladajacych sie z roznej liczby cyfr dopisanie
// na poczatku krdotszej] liczby zer nieznaczacych
dopoki diugos¢ a < diugosc b wykonuja <« '@' + a
dopoki diugoscé b < diugosé a wykonujb < '@ + b
// dodanie liczb a 1 b
dlai < diugos¢ a - 1, .., © wykonuj
suma < przn + afi] + b[i]
jesli suma mod 2 =1 toc « 1" + ¢
w przeciwnym przypadkuc <« '@' + c
przn < suma div 2
jeslipren =4 toe « "1 ¥ 1
O Kod zrédlowy programu
1. #include <iostream> dodajacego dwie liczby
2. #include <string> binarne
4. using namespace std,
o, int main()}
|
int i, przn=08, suma;
4] string a, b, c="";
10. cout«"Podaj 1 liczbe binarna: "; cinx»a;
i1 cout<«"Podaj 2 liczbe binarna: "; cinb;
12 while (a.size()<b.size()) a='0'+a;
13. while (b.size()<a.size()) b='0'+b;
14 for (i=a.size()-1;i»=0;i—)
5. {
i suma=przn+ali]-'0'+b[i]-'0';
17 if (suma%2==1) c='1'+c;
else c=1+c;
10 przn=suma/Z;
20 }
21 1f (przn==1) c="1'+c;
27 cout«"Suma = "«
It return @
24, }
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¢} Dobra rada

Cyfre 0 lub 1 do wyniku
mozesz tez dotaczyd

bez uzycia instrukcji

warunkowej. Aby to zrobic,

mozZesz zastosowac
instrukcje:
c=char{suma®2+

88

) )+

W liniach 8-9 zadeklarowane sa zmienne uzywane w programie oraz
nadane sa wartosci poczatkowe przeniesienia i wyniku dodawania. Wezy-
tanie danych realizuja instrukcje w liniach 10-11. Jedna z petli zapisanych
w liniach 1213 dopisze na poczatku krétszej liczby zera nieznaczace.
Linie 14-20 realizuja zasadnicza czes¢ algorytmu. W linii 16 wyznacza-
na jest suma odpowiednich cyfr liczb a ib oraz przeniesienia z poprzed-
niej pozycji. Poniewaz cyfry sa znakami, sa reprezentowane przez kody
ASCII. Kod ASCII cyfry 0 jest réwny 48, wiec od kodu badanej cyfry
nalezy odja¢ '©" lub 48, aby otrzymac liczbe jednocyfrowa. Na przy-
ktad jesli na pozycji i liczby a znajduje si¢ cyfra 1, to wartosé afi]-'o'
jest rowna 1. W liniach 17-18 do wyniku dolaczana jest kolejna cyfra,
a w linii 19 wyznaczana jest nowa wartos¢ przeniesienia.

Dodawanie liczb w dowolnym systemie pozycyjnym

Aby szybciej wykona¢ dodawanie pisemne w dowolnym systemie
pozycyjnym, mozna stworzy¢ tabele dodawania liczb jednocyfrowych
w tym systemie. Oto przyklad takiej tabeli dla systemu czwérkowego:

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 | 2 | 3 | 10
2 2 3 10 11
3 3 10 11 12

Tabela 6.1. Tabela dodawania w systemie czworkowym

Korzystajac z tej tabeli, mozemy 1101
szybko doda¢ np. liczby 3213, i 212,. 3213
Dzialanie bedzie wygladalo tak jakna _t+ 212
rysunku 6.1. Suma liczb 3 i 2 w syste- 10031
mie czworkowym wynosi 11, a wiec E 3+2=11
w wyniku zapisujemy 1 i otrzymu- 1+1+1=3
jemy przeniesienie 1. Suma trzech 0+2+2=10
jedynek to 3 bez przeniesienia, suma 1+3=10
dwéch dwéjek wynosi 10, czyli 0 1
i przeniesienie 1 itd. Rys. 6.1. Przyktad dodawania liczb

w systemie czworkowym

Cwiczenie 1
Przygotuj tabele dodawania w systemie pozycyjnym o podstawie 6,
a nastepnie dodaj pisemnie liczby 5324, i 444,

Program dodajacy dwie liczby catkowite nieujemne zapisane w syste-
mie binarnym przeksztalcimy teraz tak, aby dodawat liczby w systemie
pozycyjnym o podstawie z zakresu od 2 do 36. Ograniczenie podstawy
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wynika z tego, ze do zapisu liczb uzywamy maksymalnie 36 znakéw
(10 cyfr i 26 wielkich liter alfabetu). Oto specyfikacja problemu:

Specyfikacja

Dane: podstawa — podstawa systemu, 2 < podstawa < 36,

a, b — napisy reprezentujace liczby catkowite nieujemne w systemie
pozycyjnym o podstawie podstawa.

Wynik: ¢ — napis reprezentujacy sume liczb a i b w systemie pozy-
cyinym o podstawie podstawa.

W czedci algorytmu, w ktérej dodajemy liczby a i b, zamiast dzieli¢
przez 2, bedziemy dzieli¢ przez podstawe systemu. Ponadto w instruk-
cji odpowiadajacej za dolaczanie aktualnie otrzymanej cyfry do wyni-
ku ¢ musimy dokonac¢ konwersji kodu ASCII na znak (cyfre). Podobnie
postepowalismy przy algorytmie zamiany liczby dziesietnej na liczbe Zamiana liczby
w systemie pozycyjnym o wybranej podstawie. Oto petla algorytmu  dziesietnej na liczbe

realizujaca dodawanie liczb a i b zapisana w pseudokodzie: ::ﬁtg:; ggdz:f;::im
dlai « diugoé¢ a - 1, .., @ wykonuj 5. 53-554
suma < przn + al[i]l + bl[i]
¢ < cyfra(suma mod podstawa) + c
przn < suma div podstawa
Oto fragment kodu Zrédlowego programu odpowiadajacy powyiszej
petli przy ograniczeniu podstawy systemu do zakresu od 2 do 10:
© Fragment kodu
for (i=a.size()-1;i>=0;i—) Zrédlowego programu
2. dodajacego liczby
suma=przn+ali]-'0 '+b[i]-'0'; w systemie pozycyjnym

o podstawie z zakresu
od 2 do 10 - petla
odpowiadajaca za

6. } dodanie liczb

4. c=char(suma%podstawa+ ' )+c;
. przn=suma/podstawa,

Cwiczenie 2

Napisz program, ktory wezyta podstawe systemu pozycyjnego z za-
kresu od 2 do 10 oraz dwa napisy reprezentujace liczby calkowite nie-
ujemne zapisane w tym systemie, a nastepnie wypisze sume tych liczb.

Zmodyfikujemy teraz program tak, aby dodawatl liczby catkowite nie-
ujemne w systemie pozycyjnym o podstawie z zakresu od 2 do 36. Musimy
w tym wypadku oddzielnie rozpatrywac dwie sytuacje: gdy cyfra liczby
jest z zakresu od 0 do 9 oraz gdy jest reprezentowana przez litere.
Dlatego wprowadzimy dwie pomocnicze zmienne: cyfrat i cyfra2z,
przechowujace aktualne cyfry jako liczby jednocyfrowe.
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Oto zmodyfikowany fragment kodu Zrédlowego programu dodajace-
go liczby. W liniach 3—-6 wyznaczane sg wartosci zmiennych cyfrat
i cyfra2. W liniach 10-11 nastepuje konwersja wartosci zmiennej
suma na odpowiedni znak oraz dolaczenie znaku do wyniku.

Fragment kodu ©
zrodlowego programu i. for (i=a.size()-1;i>=0;i—-)
dodajacego liczby 2
w systemie pozycyjnym ] if (a[il«<='9") cyfral=ali]-'0";

o podstawie z zakresu 1 Fraf—alil ' AGA:
od 2 do 36 - petla else oyfrai=ali]-'A+10;

odpowiadajaca if (b[i]«='9") cyfra2=b[i]-'@';
zadodanie liczb ~ © else cyfra2=b[i]-'A'+10;
i suma=przn+cyfral+ecyfraz;
przn=suma/podstawa;
9 suma=sumaikpodstawa;
10. if (suma<1@) c=char(suma+ (' )+c;
11 else c=char(suma+ /' —1@)+c;

12. }

Cwiczenie 3
Napisz program umozliwiajacy dodanie dwodch liczb zapisanych
w systemie pozycyjnym o podstawie z zakresu od 2 do 36.

6.2. Odejmowanie liczb w réznych systemach pozycyijnych

Podobnie jak przy dodawaniu, najpierw zajmiemy sie odejmowaniem
liczb binarnych. Skorzystamy tu z wlasnosci mowigcej, ze odejmowa-
nie liczb mozna zapisa¢ w postaci dodawania, np. 4 — 3 = 4 + (-3).

Odejmowanie liczb w systemie dwdéjkowym

Kod uzupetnieri do 2 (U2), Liczby calkowite komputer pamigta w kodzie uzupelnien do 2 (U2).
$.33-35¢  Odejmowanie wykonywane jest wigc poprzez dodawanie liczb zapisa-
nych w kodzie uzupetnient do 2 (U2). Aby odjac¢ od siebie dwie liczby
catkowite nieujemne zapisane w postaci binarnej, wystarczy znalei¢
liczbe przeciwna do odjemnika zapisana w kodzie U2, a nastepnie
dodac ja do odjemnej. Nalezy pamigtac, ze obydwie liczby musza sig
skladac z tej samej liczby bitéw, a przeniesienie z najstarszego bitu
pomijamy. Jako przyklad rozpatrzymy odejmowanie dwoch liczb binar-
nych zapisanych na 8 bitach, zgodnie z ponizsza specyfikacja.

Specyfikacja

Dane: a, b — napisy reprezentujace liczby calkowite nieujemne
z zakresu od 0 do 127 zapisane w systemie binarnym.

Wynik: ¢ — napis reprezentujacy liczbe zapisana w kodzie U2 bedaca
roznicg liczb binarnych a ib.
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Zapis binarny liczb a i b w okreslonej liczbie bitow jest taki sam jak
zapis tych liczb w kodzie U2 — dla liczb nieujemnych odpowiada on
naturalnemu zapisowi binarnemu.

Aby napisa¢ program odejmujacy liczby a ib, rozwiazemy dwa pro-
blemy:

1. znajdziemy liczbe przeciwna do liczby b zapisanej w kodzie U2 — aby
wykonac to zadanie, zdefiniujemy funkcje Przeciwnal2;

2. dodamy do liczby a liczbe przeciwng do liczby b zapisanej w ko-
dzie U2 — zdefiniujemy w tym celu funkeje Dodaju2.

Kod Zrédlowy funkcji main wykorzystujacy funkcje Przeciwnal2
oraz DodajU2 moze wyglada¢ nastepujaco:

int main()

3
ir .

string a, b, c;
cout«"Liczbal: "; cinx»a;
cout«"Liczba2: "; cin>b;
4 while (a.size()<8) a='0'+a;
' while (b.size()<8) b='0'+b;
9 b=Przeciwnal2(b);

1@. c=Dodaju2(a,b);

i1 cout<«<"Roznica = "«¢;

12 return 9;

Aby bez posrednictwa systemu dziesigtnego wyznaczy¢ liczbe prze-
ciwng do liczby zapisanej na 8 bitach w kodzie U2, wystarczy skorzy-
sta¢ z podanego nizej algorytmu, Otrzymany wynik bedzie reprezen-
tacja liczby w kodzie U2.

o Zamienn wszystkie bity liczby na przeciwne (0 na 1, a 1 na 0).
e Do wyniku otrzymanego w kroku o dodaj liczbe 1.

SprawdZmy dzialanie algorytmu dla liczby 01111000,,,, odpowiada-
jacej liczbie dziesietnej 120. Po zamianie bitoéw na przeciwne otrzymu-
jemy 10000111, a po dodaniu liczby 1: 10001000, czyli w systemie
dziesietnym —120. Aby doda¢ liczbe 1 w naszym przykladzie, wystarczy
zamienia¢ — zaczynajac od prawej strony — cyfry 1 na 0 do momentu, az
napotkamy pierwsze 0, ktére zamienimy na 1.

Cwiczenie 4
Korzystajac z powyzszego algorytmu, znajdz liczbe przeciwna w ko-
dzie U2 do liczby 11110100,;,. Podaj wartos¢ dziesietng obu liczb.

Naturalny zapis binarny,
s. 33

© Fragment kodu

Zrodlowego programu
odejmujacego 8-bitowe
liczby binarne -
funkcja main

[5] Warto wiedzieé

Do liczby 128 zapisangj
w kodzie U2 na 8 bitach
nie ma liczby przeciwnegj
w kodzie U2 (wymagaloby
to uzycia 9 bitow), a liczba
przeciwng do O jest 0.

a1



Fragment kodu ©

Zrodlowego programu
odejmujacego 8-bitowe
liczby binarne - funkcja

znajdujaca liczbe
przeciwna do danej
liczby (obie w kodzie U2)

Wartownik,
s. 64

¢} Dobra rada

Zamiast wprowadzad
wartownika, mozesz

na poczatku funkei
sprawdzi¢, czy w zapisie
liczby znajduje sie

co najmniej jedna cyfra 1
{np. korzystajac

z metody find).
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Kod funkcji Przeciwnal2, realizujacej podany algorytm, moze
wygladac nastepujaco:

|, string Przeciwnal2(string s)

return s.substr{1,8);

2.

. int i;

for (i=0;i<8;i++)
b. if I:EEi]::':-'i] elij="1"
' else s[i]='0;
s='0'+s;, i=8;
while (s[i]=="1")
Q. {

18 s[i]='0';

11 i—;

12. }

13, s[i]='1";

il

{

W liniach 4—6 wartosci bitéw zamieniane sa na przeciwne (krok 1
algorytmu). Petla w liniach 8—12 zamienia — zaczynajac od prawej stro-
ny — cyfry 1 na 0 do momentu napotkania pierwszego 0, ktore jest
zamieniane na 1 (linia 13). W linii 7 na poczatku napisu dolaczane
jest O pelniace funkcj¢ wartownika, aby uniknac sytuacji, w ktorej
w zapisie liczby beda same cyfry 1 (dotyczy to zapisu liczby 0, w kto-
rym po zamianie cyfr na przeciwne beda wystepowac same cyfry 1).
Wynikiem funkgji jest napis z pominigciem wartownika (linia 14).

Cwiczenie 5

Napisz program wezytujacy dwie liczby catkowite z zakresu od 0 do
127 zapisane w systemie binarnym i wypisujacy wynik odejmowania
tych liczb w kodzie U2. Zdefiniuj funkcje Dodaju2, dodajaca dwie
liczby w kodzie U2.

{é} Zapamietaj

Aby odjac dwie liczby catkowite nieujemne zapisane binarnie,
nalezy znalezc liczbe przeciwna do odjemnika zapisana
w kodzie U2, a nastepnie dodac ja do odjemnej.

Odejmowanie liczb w dowolnym systemie pozycyjnym

Zapiszemy teraz algorytm odejmowania dwdch liczb catkowitych nie-
ujemnych w systemie o podanej podstawie. Zakladamy, ze pierwsza
z liczb jest wigksza od drugiej. Podstawe systemu ograniczymy do war-
tosci z zakresu od 2 do 10, aby zapis algorytmu byl czytelniejszy.
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Oto specyfikacja problemu:

Specyfikacja

Dane: podstawa — podstawa systemu, 2 < podstawa < 10,

a, b — napisy reprezentujace liczby catkowite nieujemne w systemie
pozycyjnym o podstawie podstawa, a > b.

Wynik: ¢ — napis reprezentujacy roznice liczb a i b w systemie
pozycyjnym o podstawie podstawa.

Pisemne odejmowanie liczb w dowolnym systemie pozycyjnym jest
analogiczne do pisemnego odejmowania w systemie dziesietnym. Jesli W programowaniu do
cyfra odjemnej jest mniejsza od znajdujacej si¢ na tej samej pozycji podstawowych operaci
cyfry odjemnika, to z poprzedniej pozycji pozyczamy warto$¢ podsta-  arytmetycznych na

liczbach i
wy systemu. Na przyklad dla liczb 3213, i 3031, odejmowanie bedzie Z'gﬁg?; aié?ggg;EEZEE.

wygladalo tak jak na rysunku 6.2. Zera nieznaczace w wyniku pomija-  odejmowanie, mnozenie,
my, wigc 3213, — 3031, = 122,. Wyzhatzenie daec)

Y Wig A ! 4 calkowite] z dzielenia
oraz wyznaczanie reszty
z dzielenia.

= e
[=] Warto wiedzied

15
3243
- 3031

0122

Rys. 6.2. Przykiad odejmowania liczb w systemie czwdrkowym

Algorytm zapiszemy w postaci listy krokéw. Implementacje algoryt-
mu w jezyku C++ pomijamy ze wzgledu na dlugos¢ kodu.
o Ustal wartosc poczatkowa wyniku c na napis pusty.
e Ustal wartosc¢ poczatkowg zmiennej pozyczka na falsz.

9 Uzupelnij odjemnik zerami nieznaczgcymi tak, aby liczba cyfr
w odjemniku byla taka sama jak liczba cyfr w odjemnej.

9 Dla kazdej z cyfr odjemnej i odjemnika, traktowanych jako
liczby jednocyfrowe, w kolejnosci od prawej do lewej wykonaj
kroki e-@

e Jesli zmienna pozyczka ma wartos¢ prawda, wykonaj krok @
9 Odejmij od cyfry odjemnej 1.

o Ustal wartos¢ zmiennej pozyczka na falsz.

@ Oblicz réznice cyfr odjemnej i odjemnika.

9 Jesli roznica jest ujemna, to wykonaj kroki @-m
@ Ustal wartosc zmiennej pozyczka na prawda.
0 Do roznicy dodaj podstawe systemu.

@ Dolacz cyfre réznicy do wyniku.

@ Usunn z wyniku zera nieznaczace.
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Problem 2. Mnozenie
liczb sposobem
pisemnym,

s. 11-12#

) Dobra rada

Podobnie jak w przypadku
dodawania, aby

utatwic sobie mnoZenie

w dowolnym systemie
pozZycyjnym, mozesz
stworzyc tabele mnozenia
liczb jednocyfrowych

w tym systemie.
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6.3. Mnozenie liczb w réznych systemach pozycyjnych

W pierwszym temacie wprowadzajagcym w zagadnienia dotyczace
algorytmiki i programowania jednym z przykladéw problemow algo-
rytmicznych bylo mnozenie sposobem pisemnym liczb dziesigetnych.
Odpowiednio zmodyfikowany algorytm mozna zastosowac do mnoze-
nia liczb zapisanych w systemach o podstawie innej niz 10.

Mnozenie liczb w systemie dwdéjkowym

Mnozenie liczb catkowitych nieujemnych zapisanych w systemie
binarnym jest dos¢ proste, poniewaz w systemie tym uzywa si¢ tylko
dwdch cyfr. Mnozenie przez 0 daje w wyniku 0, a przez 1 nie zmie-
nia mnozonej liczby. Dlatego mnozac gorna liczbe przez kolejne cyfry
liczby na dole, w iloczynach czastkowych otrzymujemy albo zera, albo
gorng liczbe. Otrzymane iloczyny czastkowe, od drugiego wlgcznie,
mozna uzupelni¢ z prawej strony zerami — w przykladzie przedstawio-
nym na rysunku 6.3 zera te s3 zaznaczone na czerwono.

100
- 101
100
0000

+ 10000

10100

Rys. 6.3. Przyktad mnozenia liczb w systemie dwojkowym

Oto specyfikacja problemu mnozenia liczb calkowitych nieujemnych
zapisanych w systemie binarnym:

Specyfikacja

Dane: a, b — napisy reprezentujace liczby catkowite nieujemne
w systemie binarnym.

Wynik: ¢ — napis reprezentujacy liczbg binarng bedaca iloczynem
liczba ib.

Zapis algorytmu mnozacego liczby binarne zgodnie z podang specy-
fikacja moze wygladac tak jak ponizej. Wykorzystujemy w nim funkcje
Dodaj, dodajaca dwie liczby binarne, realizujaca algorytm zapisany
w pseudokodzie na s. 87.

. = gt

dlai < diugos¢ b - 1, .., © wykonuj
jesli b[i]="1'" to ¢ < Dodaj(c,a)
a+< a+"@

Kod Zrédlowy funkeji main programu mnozacego liczby catkowite
nieujemne zapisane w systemie binarnym moze wygladac¢ nastepujaco.
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E . © Fragment kodu

int main() zrédiowego programu

{ mnozacego dwie liczby
string a, b, c="@"; binarne - funkcja main

4. int i, j;
cout«"Liczbal: "; cinx»a;
cout<«"Liczba2: ", ecinxb;

f for (i=b.size()-1;i»=0;i--)

{

if (b[il=='1"') c=Dodaj(c,a);

a=a+ v’

14 ].

12. cout«"Iloczyn = "«g;
13. return @;

4. }

Cwiczenie 6

Napisz program wczytujacy dwie liczby calkowite nieujemne zapisa-
ne w systemie dwojkowym, reprezentowane jako napisy, a nastep-
nie wypisujacy iloczyn tych liczb w systemie dwoéjkowym. Zdefiniuj
i wykorzystaj funkcje Dodaj, dodajacg dwie liczby binarne.

Przedstawiony algorytm mnozenia liczb 1110
binarnych mozna zastosowac dla liczb zapi- - 1101
sanych w kodzie U2, a wiec takze ujemnych. {][l)lil}ég
W koricowym wyniku nalezy jedynie pominac 111000

wszystkie bity przekraczajace liczbe bitow, kté- . 1110000
rych uzywamy do zapisu liczby w kodzie U2. ~I8HT0110
Na przykiad dla liczb -2 i -3 zapisanych na Rys. 6.4. Przyklad
czterech bitach (-2 = 1110y, -3 = 1101,,) Mnozenialiczb

4-bitowych zapisanych
otrzymujemy liczbe 6 (0110;,). wknd:‘iz Uz R

Mnozenie liczb w dowolnym systemie pozycyjnym

Zapiszmy specyfikacje problemu mnozenia liczb catkowitych nieujem-
nych w systemie o podanej podstawie oraz algorytm rozwigzujacy ten pro-
blem. Podstawe systemu ograniczymy do wartosci z zakresu od 2 do 10,
aby kod programu, ktéry utworzymy, byt czytelniejszy. Zapis algorytmu
w pseudokodzie jest poprawny takze dla wiekszych wartosci podstawy.

Specyfikacja

Dane: podst — podstawa systemu, 2 < podst < 10,

a, b — napisy reprezentujace liczby catkowite nieujemne w systemie
pozycyjnym o podstawie podst.

Wynik: ¢ — napis reprezentujgcy iloczyn liczb a i b w systemie
pozycyjnym o podstawie podst.
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Fragment kodu ©
Zrodlowego programu
mnozacego dwie liczby
w systemie pozycyjnym
o podstawie z zakresu
od 2 do10 -
definicja funkciji
umozliwiajacej
mnozenie przez liczbe
jednocyfrowa
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i

d < diugosé liczby b - 1

dlai <« d, d -1, ., 1, © wykonuj
pom ¢« MnozPrzezCfr(b[i],a,podst)
dlaj < 1, 2, .., d — 1 wykonuj pom < pom + '@
¢ <« Dodaj(c,pom,podst)

W powyzszym algorytmie zalozyliémy, ze umiemy wykona¢ dwie
operacje: mnozenie liczby przez liczbe jednocyfrowg oraz dodawanie
dwdoch liczb. Rozwigzania obu tych probleméw zapiszemy w postaci
funkcji. Najpierw zdefiniujemy funkcje MnozPrzezCfr, mnozaca licz-
be przez liczbe jednocyfrowa. Parametrami funkcji beda: cfr — liczba
jednocyfrowa, liczba — liczba, ktéra mnozymy przez cfr, podst -
podstawa systemu. W pseudokodzie zapis algorytmu, ktory realizuje
ta funkcja, moze wygladac¢ nastepujaco:

funkcja MnozPrzezCfr(cfr,liczba,podst)
przn < @
wynik <«
dlai <« diugos¢ liczba - 1, .., @ wykonuj
iloczyn < cfr x liczbali] + przn
wynik < cyfra(iloczyn mod podst) + wynik
przn < iloczyn div podst
jesli przn » @ towynik « cyfra(przn) + wynik
zwroé wynik i zakoficz

min

Algorytm mnozenia liczby przez liczbe jednocyfrowa jest analogicz-
ny do algorytmu dodajacego dwie liczby, zapisanego w pseudokodzie
na s. 87. Dodawanie zastapilismy iloczynem. W przypadku dodawa-
nia ewentualne przeniesienie moze byc rowne tylko 1, przy mnozeniu
moze by¢ wigksze, ale jest reprezentowane przez liczbe jednocyfrowg
w danym systemie.

Oto kod funkcji mnozacej liczbe reprezentowana jako napis przez
liczbg jednocyfrowa w danym systemie pozycyjnym:

|. string MnozPrzezCfr(int cfr, string liczba, int podst)
2o i
' int i, przn=0, iloczyn;

4. string wynik="",

5. for (i=liczba.size()-1;i>=0;i—-)

{
iloczyn=cfr+(liczbal[i]- @ )+przn;
przn=iloczyn/podst;
9 wynik=char(iloczyn#podst+ @' }+wynik;
10, }

11 if (przn:0) wynik=char(przn+ @' )+wynik;
12 return wynik;
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Kod zrodltowy funkcji main algorytmu realizujacego mnozenie
dwdach liczb, wykorzystujacy funkcje MnozPrzezCfr oraz Dodaj, moze
wyglada¢ nastepujaco:

’ © Fragment kodu
L int main() zrodiowego programu
a mnozacego dwie liczby

w systemie pozycyjnym
o podstawie z zakresu
od 2 do 10 - funkcja main

int i, j, d, podstawa;
. string a, b, ¢c="@", pom;

cout«"Podstawa systemu: "; ecin»:podstaws;
cout«<"Liczbal: "; cinxa;
cout«"Liczbal: “; ein»b;

8 d=b.size()-1;

: for (i=d:i>=0;i—)

10. {

i1 pom=MnozPrzezCfr(b[i]-'©',a,podstawa);

for (j=1;j<=d-i;j++) pom=pom+'&';
c=Dodaj(c, pom,podstawa);

}

cout<«"Iloczyn = "«c;

return @;

Zwroc¢ uwage na nagléwek definicji funkcji MnozPrzezCfr:
string MnozPrzezCfr(int cfr, string liczba, int podst)
oraz wywolanie funkcji MnozPrzezCfr w funkcji main:
MnozPrzezCfr(b[i]-'¢', a,podstawa)

Przy wywolaniu funkcji MnozPrzezC{r w miejsce parametru formal-  Parametr formalny,
nego cfr typu catkowitego podstawiany jest parametr aktualny — Parametr aktuainy,
wartosc¢ i-tej cyfry liczby b: kod ASCII cyfry znajdujacej sie na i-tej s.650F
pozycji minus kod ASCII znaku '@ (b[i]-'0").

| A to ciekawe

Gdzie komputer wykonuje obliczenia?

Mazgiem komputera jest procesor. Za wykonywanie podstawowych
dzialan arytmetycznych oraz logicznych odpowiada jedna z jego
glownych czesci: ALU, czyli jednostka arytmetyczno-logiczna

(ang. arithmetic logic unit). ALU mozna zaprojektowac tak, aby wykonywala
dowolne operacje, jednak im wieksze bedzie mie¢ mozliwosci, tym wyzsza
bedzie cena procesora. Architekture komputera uwzgledniajaca jednostke
arytmetyczno-logiczna zaproponowano w 1945 r. Od nazwiska jednego

z jej tworcow nazywa sie jg architekturg von Neumanna.
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Cwiczenie 7
Napisz program wykonujacy mnozenie dwéch liczb w systemie po-
zycyjnym o podstawie p z zakresu od 2 do 10. Zdefiniuj i wykorzystaj

dwie funkcje: dodajaca dwie liczby oraz mnozaca liczbe przez liczbe
jednocyfrows.

6.4. Dzielenie liczb w réznych systemach pozycyjnych

Rozwazymy teraz problem dzielenia dwdéch liczb w systemie pozy-
cyjnym o wybranej podstawie. Poniewaz operujemy liczbami catko-
witymi dodatnimi, bedziemy znajdowac czes¢ catkowity oraz reszte
z dzielenia.

Dzielenie liczb w systemie dwojkowym

Wykonamy teraz dzielenie pisemne przykladowych liczb binarnych:
1111, : 101, i 100010, : 100, (rys. 6.5). Zwroé uwage, ze w przypadku
systemu binarnego wynikiem czastkowego dzielenia moze byc¢ tylko 0
lub 1, wiec tak naprawde zamiast dzielenia wykonujemy odejmowanie.
Ostatnia otrzymana roznica jest resztg z dzielenia.

11 110
1111161 100010:101
-101 -101
101 141
-101 -101
0 100

Rys. 6.5. Dzielenie przykltadowych liczb binarnych
Zapiszmy algorytm znajdowania czeéci calkowitej i reszty z dzielenia
dwdoch liczb binarnych. Oto specyfikacja problemu:

Specyfikacja

Dane: a,b — napisy reprezentujace liczby catkowite dodatnie zapisane
w systemie binarnym, a > b.

Wynik: ilorazc — napis reprezentujacy liczbe binarna bedaca czescia
catkowita z dzielenia a przez b,

reszta — napis reprezentujacy liczbe binarna bedaca reszta z dziele-
nia a przezb.

Poniewaz zakladamy, ze dzielna jest wigksza od dzielnika, wartoscia
poczatkowa wyniku dzielenia (pierwsza cyfra wyniku) bedzie 1. Aktu-
alny wynik dzielenia bedziemy przechowywac w zmiennej ilorazc.
Nastepnie z lewej strony dzielnej a nalezy wybrac cyfry tworzace naj-
mniejsza liczbe nie mniejsza od dzielnika b. Niech bedzie to wartosé
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poczatkowa reszty z dzielenia (reszta). Nastepnie odejmujemy od
reszty dzielnik. Dla kolejnych cyfr dzielnej:

1. dopisujemy cyfre do reszty,

2. jesli reszta nie jest mniejsza od dzielnika, to do wyniku (ilorazc)
dopisujemy 1 i odejmujemy od reszty dzielnik. W przeciwnym przy-
padku do wyniku dopisujemy 0.

Zapis algorytmu w pseudokodzie moze wyglada¢ nastepujaco:

iloraze < "1"
d « diugosé b
P '.".'--'-.'%i.','i'.-'.w?f-l"'L-.?.- W l_fll'ilif.E.'l‘l"{T_] reszta d |:JJ.’E'.l..'~'|'?-7.h'.:f,:'-r"|-._':'-| ZNakow Z naplsu a
reszta « a[@..d-1]
jesli reszta < b to
reszta « reszta + ald]

d «<ad+1

reszta <« Odejmij(reszta,b)

dlai < d, d + 1, .., diugosé a - 1 wykonuj [£] Warto wiedziec
reszta « reszta + ali] Niektére kalkulatory
jesli reszta < b to ilorazc +« ilorazc + '@ systemowe (np. kalkulator
w przeciwnym przypadku w systemie Windows

po ustawieniu widoku
programisty) umozliwiaja
wykonywanie dzialan

. ; . : } . t h st h
W algorytmie odwolujemy si¢ do problemu odejmowania dwoch g%ﬁgﬂiﬁgl S

liczb binarnych oméwionego w tym temacie w zagadnieniu 6.2. Imple-
mentacje algorytmu dzielagcego dwie liczby binarne w jezyku C++
pomijamy ze wzgledu na dlugos¢ kodu.

ilorazc +« ilorazc + '1'
reszta <« Odejmij(reszta,b)

Dzielenie liczb w dowolnym systemie pozycyjnym

Dzielenie jest zwykle najbardziej pracochlonnym dzialaniem arytme-
tycznym zaréwno dla czlowieka, jak i dla komputera. Tutaj ograniczy-
my sie do pokazania przyktadu dzielenia liczb w systemie o podstawie
innej niz 2 1 10.

Zasady dzielenia pisemnego sa takie 32%3 13
same niezaleznie od podstawy syste- 539"
mu. Rysunek 6.6 pokazuje dzielenie — 733
liczb w systemie o podstawie 4: 3213, =232
przez 113,. Liczba 113, mieéci sie dwa 1 reszta z dzielenia
razy w 321, a takze dwa razy w 233,. Rys. 6.6. Dzielenie przykladowych

liczb w systemie czwérkowym
b 1 i - -
-$- Zapamietaj

Pisemne dziatania arytmetyczne w systemach pozycyjnych

o podstawie innej niz 10 wykonujemy podobnie jak w systemie
dziesietnym. Trzeba tylko pamieta¢, ze wyznaczajac przeniesienie
oraz cyfre wyniku, nalezy obliczac czesc catkowita i reszte z dzielenia
przez podstawe systemu. Pozyczana wartosc to podstawa systemu.
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™ Podsumowanie

» Dzialania arytmetyczne w systemach pozycyjnych o podstawach innych niz dziesigc
wykonujemy podobnie jak w systemie dziesigtnym.

= Gdy reprezentujemy liczby jako napisy, nie jesteémy ograniczeni zakresem liczb — mo-
zemy wykonywac¢ dzialania arytmetyczne na dowolnie duzych liczbach.

» Wykonujac operacje arytmetyczne na liczbach w systemie o podstawie wiekszej niz 10
reprezentowanych jako napisy, nalezy pamietac, ze inaczej dokonujemy konwersji liczb
jednocyfrowych wiekszych od 9, a inaczej — mniejszych lub réwnych 9.

» Kiedy dodajemy dwie liczby, wygodnie jest uzupelni¢ krétsza z nich zerami nieznacza-
cymi, aby obydwie liczby skladaly sie z tej samej liczby cyfr.

= Zeby odjac liczbe binarna, wystarczy dodac liczbe przeciwna do tej liczby zapisana w ko-
dzie U2.

= W dzieleniu pisemnym liczb binarnych mozna wykorzysta¢ odejmowanie.

Zadania

+ Bl Dodaj pisemnie liczby 6543, i 432..

« A Pomnoéz pisemnie liczby 6543- i 432..
« Bl Oblicz czes¢ catkowita oraz reszte z dzielenia liczby 10000000, przez 11,.

« [} Napisz program dodajacy do siebie trzy liczby reprezentowane jako napisy, zapisane
w systemie o podstawie z zakresu od 2 do 10. Program powinien zwrdcic¢ napis
reprezentujacy wynik dodawania zapisany w systemie o tej samej podstawie.

«+ A Adresy komoérek pamieci czesto wyrazamy w systemie szesnastkowym. Chcemy
wyznaczy¢ adres przesuniety o okreslong liczbe komorek (wyrazona w systemie
dziesigtnym). Napisz program, ktéry wezyta napis reprezentujacy liczbe szesnastkowa
oraz liczbe catkowita dodatnia w systemie dziesietnym i wyznaczy warto$¢ szesnastkowa
sumy wezytanych wartosci.

++ B Napisz program, ktéry doda do siebie dwie liczby binarne zapisane w kodzie uzupelnieri
do 2 (U2) na 16 bitach. Program powinien sygnalizowa¢ przekroczenie zakresu.

* % Napisz program implementujacy algorytm pisemnego odejmowania liczb w systemie
o podstawie z zakresu od 2 do 10 oméwiony w tym temacie.

«+ @ Oméwiony w tym temacie program mnozacy dwie liczby zapisane w systemie
o podstawie p zmodyfikuj tak, aby podstawa systemu mogla by¢ wigksza od 10.

«+ [ Napisz program implementujacy algorytm pisemnego dzielenia liczb binarnych
omdéwiony w tym temacie.
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«+ B Napisz program dzielacy liczbe reprezentowana jako napis w systemie o podstawie
z zakresu od 2 do 10 przez liczbe jednocyfrowa zapisang w tym samym systemie.

+«++ RRl Poszukaj informacji na temat zapisu liczb w zréwnowazonym systemie tréjkowym.
Nastepnie napisz program dodajacy dwie liczby w tym systemie.

«++ B Napisz program dodajacy dwie liczby w silniowym systemie pozycyjnym.
Uwaga: W silniowym systemie pozycyjnym mnozniki poszczegélnych pozycji sg
zdefiniowane nie przez potege podstawy systemu, ale przez silnie kolejnych liczb
naturalnych. Na przyklad 2011, =2-4'+0-3!+1-2!+1-1!1=2-24 +0+ 2 + 1 = 51.
Zapis w silniowym systemie pozycyjnym jest jednoznaczny, tzn. kazda liczbe naturalna
mozna zapisac tylko w jeden sposob i kazdy zapis oddaje dokladnie jedna wartosc
dziesietna.
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7. Algorytm Euklidesa
| dziatania na utamkach

Algorytm Euklidesa, czyli metoda znajdowania najwiekszego wspolnego
dzielnika dwaoch liczb, jest uwazany za najstarszy znany algorytm. Znalazt
on zastosowanie w rozwiazywaniu roznych problemadw, m.in. w kryptografii.
W tym temacie poznasz rézne wersje algorytmu Euklidesa oraz uzyjesz go
do wykonywania dziatan na liczbach wymiernych.

Cele lekciji

® Poznasz interpretacje geometryczna algorytmu Euklidesa
Z wykorzystaniem odejmowania.
® /apiszesz iteracyjnie algorytm Euklidesa w dwdéch wersjach:
Z wykorzystaniem odejmowania | dzielenia.
= Dowiesz sig, czym jest struktura w jezyku C++.
® /astosujesz strukture do reprezentacii liczb wymiernych.
® Wykorzystasz algorytm Euklidesa w dziataniach na liczbach wymiernych.
® Nauczysz sie uzywac funkcji typu veid.
= Dowiesz sig, czym sa zmienne lokalne i globalne.
® Jrozumiesz, na czym polega przekazanie parametrow przez wartosc.

Najwiekszy wspolny @ Najwiekszy wspolny dzielnik (N'WD) dwoch liczb catkowitych dodat-

dzielnik (NWD) dwdch
liczb catkowitych

dodatnich to najwieksza
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liczba catkowita, ktora
dzieli obie te liczby
bez reszty.

nich znajdowalidcie juz w szkole podstawowej na lekcjach matematyki,
np. skracajgc utamki. Aby wyznaczy¢ NWD, wystarczy rozlozy¢ obie
liczby na czynniki pierwsze i obliczy¢ iloczyn czynnikow powtarzaja-
cych sie w obu rozktadach. Jest to jednak metoda malo wygodna do

implementacji, a w przypadku duzych liczb — czasochlonna. Dlatego
warto skorzystac z algorytmu opisanego przez Euklidesa ok. 300 r. p.n.e.

7.1. Algorytm Euklidesa z wykorzystaniem odejmowania

Algorytm Euklidesa @ Euklides swdj algorytm, zwany obecnie algorytmem Euklidesa, opisat

pierwotnie dla odcinkéw, a nie dla liczb. Znajdowat najdluzszy odcinek
jednostkowy, ktéry wyznaczal miare dwoch odcinkéw, czyli odkladat
sie w kazdym z odcinkéw catkowita liczbe razy.

Interpretacja geometryczna algorytmu Euklidesa

Zalozmy, ze mamy dwa odcinki a i b réznej dlugosci. Najpierw od dluz-
szego odcinka odejmujemy krétszy. Nastepnie wykonujemy podobne
odejmowanie, przy czym bierzemy pod uwage krotszy z odcinkow
z poprzedniego kroku oraz réznice odcinkow z poprzedniego kroku.
Odejmowanie odpowiednich odcinkéow powtarzamy tak diugo, az
otrzymamy dwa odcinki tej samej dtugosci.
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Rysunek 7.1 przedstawia przykladowsa ilustracje dziatania algoryt-
mu. Zauwaz, ze jesli wyjsciowe odcinki bylyby tej samej dlugosci, nie
musielibySmy nic robi¢ — poszukiwany odcinek miatby taka sama dtu-
gos¢ jak kazdy z danych odcinkéw.

a
Dane:
odcinkia ib _ b
a
[ |
Krok 1
c=a-b . J
C=8-
It J
b
b
[ |
Krok 2 |
d=b-
¢ d=b-c¢
| |
(o}
lol
[ 1
Krok 3 |
e=d-c¢
e=d-c¢
| |
;! |
c
| |
Krok 4
f=c-e S ,:'f—}
= 0= a
- —
=]
e=f,
zatem algorytm at b 3 i - 3 + 5
konczy
dziatanie. b 4 + i
NWD{a, b)=e =f I
~ NWD(a, b)

Rys. 7.1. Graficzne przedstawienie algorytmu Euklidesa z wykorzystaniem odejmowania
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Algorytm Euklidesa, ktory znajduje najwiekszy wspdlny dzielnik
z wykorzystaniem odejmowania, opiera sie na nastepujacej wlasno-
$ci: NWD dwdch liczb catkowitych dodatnich jest taki sam jak NWD
mniejszej z tych liczb oraz réznicy wigkszej i mniejszej liczby. Na przy-
ktad dla dwoch liczb catkowitch dodatnich a i b, gdzie a > b:
NWD(a, b) = NWD(a — b, b)

Mozna latwo wykazac, ze podana zaleznosc¢ jest prawdziwa.
Jeslik=NWD(a, b),toa=n-kib=m-k gdzie nim to liczby calko-
wite dodatnie. Wowczas:
a-b=n-k—m-k=(n-m)-k czyli kjest dzielnikiem réznicy a - b.
Wiemy juz, ze k jest dzielnikiem liczb a — b i b. Jednak nie wykaza-
liSmy jeszcze, ze jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem tych liczb.
Przypus¢my, ze istnieje liczba s, taka ze s = NWD(a - b, b). Liczba s
musi dzieli¢ si¢ przez k. Poniewaz jest dzielnikiem liczb a — b i b, jest
takze dzielnikiem (a — b) + b = a. Zatem s jest dzielnikiem k. Stad s = k,
czyli k = NWD(a - b, b).
Tabela 7.1 ilustruje dzialanie algorytmu Euklidesa z wykorzysta-
niem odejmowania dla liczb 14 i 10 (liczby te odpowiadaja diugosciom
odcinkow z przykladu na rysunku 7.1 ze s. 103).

Krok algorytmu Liczba a Liczba b
- 14 10
1 14-10=4 10
2 4 10-4=6
3 4 6-4=2
4 4-2=2 2

Tabela 7.1. Dziatanie algorytmu Euklidesa z wykorzystaniem odejmowania
na przykladzie liczb 141 10

Oto specyfikacja problemu oraz algorytm Euklidesa z wykorzysta-
niem odejmowania zapisany w pseudokodzie:

Specyfikacja
Dane: a, b — liczby catkowite, 0 <a<2¥ - 1,0< b <2¥ - 1.
Wynik: NWD(a, b)

dopdéki a = b wykonuj

jesli a » btoa <« a-»b

W przeciwnym przypadku b < b - a
wypisz a

Zwroc uwage, ze w ostatniej linii pseudokodu zamiast wartosci
zmiennej a mogliby$my wypisa¢ warto$¢ zmiennej b — po wykonaniu
instrukcji w ostatnim kroku petli wartosci tych zmiennych beda réwne.
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Jesli cheielibysmy przedstawic algorytm poszukiwania NWD dwdéch
liczb catkowitych dodatnich a i b w postaci schematu blokowego, Schemat blokowy,
wygladalby on np. tak jak ponizej. s. 150

Wezytaj
liczby a i b

P
_._,--"' \\ W
\\ a# b ;; Nie
"
b Wypisz /
Tak‘ liczbe a
..;__.' “‘"“\__.

Nie S Tak @
.

Rys. 7.2. Schemat blokowy algorytmu Euklidesa z wykorzystaniem odejmowania
Cwiczenie 1
Napisz program wyznaczajacy najwiekszy wspolny dzielnik dwéch
wezytanych liczb zgodnie z podanymi wczesniej specyfikacja i algo-
rytmem.

A to ciekawe

Matematyczny bestseller wszechczasow

Elementy Euklidesa to traktat matematyczny, ktory opisuje osiagniecia starozytnej geometrii.
Jest on uznawany za dzieto wyjatkowe, poniewaz zastosowano w nim podejscie dedukeyjne
(od ogotu do szczegotu), precyzje definicji | dowodow
twierdzen. W traktacie znalazt sie réwniez algorytm,
ktory jest wykorzystywany we wspoélczesnej
informatyce. Mimo ze dzieto Euklidesa powstato

ok. 300 r. p.n.e., uzywano go w kolejnych przekiadach
jako podrecznika do geometrii przez niemal 2000 lat.
Uznaje sie, ze Efementy sa druga po Biblii ksiazka
najczesciej drukowana i t'umaczona w historii swiata.




|Z] Warto wiedzieé

Algorytm Euklidesa

z wykorzystaniem
dzielenia oblicza NWD
takze dla liczb catkowitych
ujemnych. Algorytm

Z wykorzystaniem
odejmowania dziata
prawidiowo tylko dla liczb
catkowitych dodatnich,

I Rozdzial 1. Algorytmy na liczbach calkowitych i tekstach

7.2. Algorytm Euklidesa z wykorzystaniem dzielenia

Zwroc uwage, ze jesli w algorytmie Euklidesa wykorzystujacym odej-
mowanie jedna liczba jest duzo wigksza od drugiej, to od wigkszej licz-
by trzeba wiele razy odja¢ te sama (mniejsza) liczbe. Taki przypadek
ilustruje tabela 7.2.

Iteracja petli Liczba a Liczba b
- 196 42
: | 196 - 42 = 154 42
2 154 - 42 = 112 42
3 112-42=70 42
4 70-42 =28 42
5 28 42 -28=14
6 28— 14 =14 14

Tabela 7.2. Dziatanie algorytmu Euklidesa z wykorzystaniem odejmowania
na przykladzie liczb 196 i 42

Wielokrotne odejmowanie mozemy zastapic dzieleniem, a doktadniej
reszta z dzielenia wigkszej liczby przez mniejsza. Taki sposob postepo-
wania uwzglednia druga wersja algorytmu Euklidesa. Tabela 7.3 ilustruje
dziatanie tego algorytmu dla tych samych liczb co tabela 7.2.

Iteracja petli Liczba a Liczba b
= 186 42
1 196 mod 42 = 28 42
2 28 42 mod 28 = 14
3 | 28 mod 14 =0 14

Tabela 7.3. Dziatanie algorytmu Euklidesa z wykorzystaniem dzielenia
na przyktadzie liczb 196 i 42

Wynikiem dzielenia 196 przez 42 jest 4 i reszta 28. Czesc calkowita okre-
$la liczbe operacji odejmowania, a reszta z dzielenia — wynik ostatniego
odejmowania. W tym przypadku cztery dzialania zastapilismy jednym.

Zwro¢ uwage na ostatni wiersz tabeli 7.3. Warunkiem zakonczenia
dzialania algorytmu nie jest tym razem otrzymanie dwoch takich
samych wartosci. Algorytm zakonczy dziatanie, jesli jedna ze zmien-
nych przyjmie wartos¢ O (przed ostatnim dzieleniem wigksza liczba jest
wielokrotnoscia mniejszej, a wiec ta mniejsza jest najwiekszym wspol-
nym dzielnikiem). Oto zapis algorytmu w pseudokodzie:
dopboki a = © oraz b = @ wykonuj

jesli a >» btoa <« amod b

w przeciwnym przypadku b < b mod a
jesli a = @ to wypisz a
W przeciwnym przypadku wypisz b
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Podany pseudokod mozna uproéci¢. Warunek powtarzania petli zamie-
nimy na waruneka * b = @ (poniewaz jeslia = @ oraz b = @,to

a * b = 0). Ponadto instrukcje warunkowa:

jesli a = @ to wypisz a
w przeciwnym przypadku wypisz b

mozna zastapi¢ wypisaniem sumy wartosci zmiennych, poniewaz jedna

ze zmiennych ma wartos¢ zero. Oto zapis algorytmu po modyfikacji:
dopoki a *= b = @ wykonuj

jesli a > btoa < amod b

w przeciwnym przypadku b < b mod a
wypisz a + b

Cwiczenie 2
Napisz program wyznaczajacy najwiekszy wspolny dzielnik dwaéch
liczb z wykorzystaniem dzielenia.

Jesli zalozymy, ze wartos$¢ zmiennej a jest zawsze wigksza od warto-
$ci zmiennej b, algorytm mozna zapisac prosciej, bez uzycia instrukeji
warunkowej. Zmienna pom w ponizszym pseudokodzie jest zmienna
pomocnicza, sluzacya do tymczasowego przechowania mniejszej war-
tosci. Po wykonaniu dzielenia warto$¢ te przyjmuje zmienna a.
dopbki b = @ wykonuj

pom < b

b < a mod b

a < pom
wypisz a

Jesli na poczatku wartos¢ zmiennej a bedzie mniejsza od wartosci
zmiennej b, to pierwsza iteracja petli zamieni wartosci zmiennych a ib.
Dziatanie algorytmu w takim przypadku ilustruje tabela 7.4.

Iteracja petli zrﬁﬂzgfa zﬁﬁ?b Warto$¢ zmiennej pom
1 42 196 -
2 196 42 mod 196 = 42 196
3 42 | 196 mod 42 = 28 42
4 28 42 mod 28 = 14 28
5 14 | 2Bmod 14 =0 14

Tabela 7.4. Dziatanie zmodyfikowanego algorytmu Euklidesa z wykorzystaniem
dzielenia na przykiadzie liczb 42 i 196

Cwiczenie 3
Przedstaw w postaci schematu blokowego dzialanie algorytmu Eukli-
desa z wykorzystaniem dzielenia w wersji ze zmienna pomocnicza.

[£] Warto wiedziec

Algorytm Euklidesa

z wykorzystaniem
dziglenia wykonuje nie
wiece| operacji dzielenia
niz liczbba cyfr mnigjsze|
liczby pomnozona

przez 5. Wykazat to
francuski matematyk

i inzynier Gabriel Lamé.
Najwiecej operacji jest
wykonywanych dia liczb,
kidre sa dwiema kolejnymi
liczbami Fibonacciego,
Liczby te omowimy

w temacie 17.
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Ponizej znajduje sie kod Zrodlowy programu wyznaczajacego naj-
wigkszy wspolny dzielnik dwadch liczb catkowitych dodatnich z wyko-
rzystaniem dzielenia. Zwré¢ uwage na warunek petli w linii 8: zapis
b!=0 oznacza ,warto$¢ zmiennej b jest rézna od zera".

Kod Zrédiowy ©
programu znajdujacego 1. #include <iostream:
NWD dwdch liczb 2
catkowitych dndatr!ich 4. using namespace std;
z wykorzystaniem
dzielenia

int NWD(int a, int b)

{
i, int pom;
- while (b!=0)

{

18, pom=b;
11 b=a%b;
4] a=pom;
1 }
14, return a;
15. }
1t
7. int main()
18. {
19, int a, b;
20 cout«"a = "; cinxa;
21 cout«®b = "; einmb;
22 cout<<"NWD{"«ca<c", "ecbec") = "«NWD(a,b);
return @;
24, }

Do obliczen funkcja NWD wykorzystuje zmienna pomocnicza zade-
Zmienna lokalna @ klarowana w obrebie funkcji. Takie zmienne nazywamy zmiennymi
lokalnymi. Zmienne deklarowane poza definicjg funkcji i dostepne dla

Zmienna globalna @ réznych funkcji nazywamy zmiennymi globalnymi.
Istnieja rézne sposoby przekazania parametréow do funkcji. Ten,
ktory stosowalismy w dotychczasowych przyktadach, nazywa sig
Przekazanie parametru @ przekazaniem parametru przez wartos¢. Parametry sa w nim trak-
przezwartos¢  tqwane jak zmienne lokalne, czyli deklarowane w funkcji. Podczas
wywolania funkcji tworzona jest kopia parametru i nadawana jest
Parametr aktualny, mu wartos¢ poczatkowa parametru aktualnego. Oznacza to, ze war-
5.65F  toéci parametréw sa chronione, a parametrem aktualnym moze by¢
nie tylko warto$¢ zmiennej, lecz takze stata lub wartos¢ wyrazenia.
Nawet jesli zmieniamy warto§¢ parametru podczas dzialania funkcji
(w funkcji NWD zmieniaja si¢ wartosci parametréw a i b), to te zmiany
sa lokalne. Po zakonczeniu wykonywania funkcji parametry a i b maja

wartosci takie same jak przed wywolaniem funkcji.
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Algorytm Euklidesa pozwala na znalezienie najwiekszego
wspolnego dzielnika dwéch liczb catkowitych dodatnich.
Odejmowanie od wiekszej liczby mniejszej mozna zastapic reszta
Z dzielenia wiekszej liczby przez mniejsza.

7.3. Reprezentacja liczb wymiernych

W pamigci komputera liczby wymierne nie maja zadnej specjalnej © Liczba wymierna to liczba,

reprezentacji — podobnie jest w jezykach programowania. Dlatego licz-
by wymierne nalezy przedstawiac jako pary liczb calkowitych. W jezy-
ku C++ mozna to zrobi¢ na kilka sposobow.

Jednym z nich jest zapisanie licznika i mianownika jako powiazanych
ze soba zmiennych typu calkowitego. Dzigki temu bedzie wiadomo,
ze reprezentuja dana liczbe wymierng, a nie dwie niezalezne liczby

ktéra mozna przedstawic
w postaci ilorazu dwéch
liczb catkowitych,

czyli utamka zwyklego.

calkowite. Mozna w tym celu wykorzysta¢ strukture. Struktura jest © Struktura

zlozonym typem danych, ktéry pozwala zgrupowac wiele zmiennych
roznych typow pod jedng nazwa. Jednoczesnie kazda ze zmiennych
ma takze wlasng nazwe. Oto przyktad definicji struktury o nazwie
wymierna, grupujacej dwie zmienne typu catkowitego o nazwach licz
imian (od stow ,licznik” i ,mianownik”).
struct wymierna
{

int licg;

int mian;
Y

Po zdefiniowaniu w programie typu danych o nazwie wymierna
bedziemy mogli deklarowac zmienne tego typu. Ponizej znajduje sig¢
przyktad deklaracji zmiennych a i b typu wymierna, czyli utamkow
zwyklycha ib.
wymierna a, b;

Aby odwola¢ si¢ do wartosci przechowywanych w strukturze,
korzystamy z notacji z kropka, np. a.licz, co w naszym przypadku
oznacza licznik utamka a.

Problemem, ktérym sie teraz zajmiemy, bedzie skrocenie utam-

@ Dobra rada

Przy definiowaniu strukiury
pamietaj o dedaniu
srednika po nawiasie
zamykajacym. Po ciagu
instrukcji ujetych w nawiasy
klamrowe, np. w definicjach
funkeji lub petlach,

nie trzeba tego robic.

ka wlasciwego tak, aby w liczniku i mianowniku otrzymac liczby 0 Liczby wzglednie

wzglednie pierwsze. Oto specyfikacja problemu:

Specyfikacja

Dane: a — liczba wymierna postaci Hrf? gdzie [ i m to liczby catkowi-

te dodatnie, [ < m.

Wynik: skrécony ulamek a, a = £

, gdzie p i g to liczby wzglednie
plerwsze. £

pierwsze to liczby
catkowite, ktorych
najwiekszym wspolnym
dzielnikiem jest liczba 1.
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Fragment kodu ©

Zrédlowego programu
skracajacego utamek
wlasciwy — definicja
struktury wymierna

i funkcja main

110

Zeby skréci¢ utamek zwykly, nalezy obliczy¢ najwiekszy wspdlny
dzielnik licznika i mianownika, a nastepnie podzieli¢ licznik i mianow-
nik przez ten dzielnik. Ponizej znajduje si¢ fragment kodu zrédlowego
programu wykorzystujacego funkcje NWD. Liczbe wymierna zdefinio-
wano za pomoca struktury.

I struct wymierna
2 '[
3 int licz;
4. int mian;
5. }’
[, int main()
{
G wymierna a;
16 int n;
11 cout«"Licznik = " ecinya.licz;
12 cout«"Mianownik = "; cin>:a.mian;
13 n=NwWD(a.licz,a.mian);
14 a.licz=a.licz/n;
10, a.mian=a.mian/n;
16, cout«"Ulamek po skroceniu: ";
17 cout«a.licz«"/"«a.mian;
1 return @,
1

Cwiczenie 4

Zdefiniuj funkeje Skroc typu wymierna, skracajaca utamek wlasci-
wy podany jako parametr. Nagléwek funkcji powinien wygladac¢ na-
stepujaco: wymierna Skroc(wymierna a).

Nastepnie napisz program skracajacy utamek wlasciwy z wykorzy-
staniem zdefiniowanej funkcji.

7.4. Dodawanie i mnozenie liczb wymiernych

W szkole podstawowej wykonywalidcie podstawowe dzialania arytme-
tyczne na utamkach zwyktych. Tu skupimy si¢ na dodawaniu i mno-
zeniu. Odejmowac i dzieli¢ liczby wymierne mozna, wykorzystujac
odpowiednio dodawanie (wystarczy zmienic¢ znak drugiego utamka
na przeciwny) oraz mnozenie (wystarczy zamieni¢ miejscami licznik
i mianownik drugiego utamka).

Dodawanie liczb wymiernych

Aby doda¢ dwa ulamki, mozna wymnozy¢ ich mianowniki, doda¢
liczniki mnozone odpowiednio przez mianowniki, a nastepnie (jesli to
mozliwe) skroci¢ otrzymany utamek.
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Dodajac ulamki w ten sposob, korzystaliby$my ze wzoru:
I " Iy lLi-ma+la-m
my  ma iy

Podana metoda nie jest jednak najlepsza, poniewaz w wyniku jej @ Najmniejsza wspoina
zastosowania mozemy otrzymaé duze liczby w liczniku i mianowni- 1elokrotnose (NWW)
Iy G thel ! R ‘ dwéch liczb calkowitych
ku. Dlatego na lekcjach matematyki sprowadzaliscie utamki do wspél-  dodatnich to najmniejsza
nego mianownika, ktérym byla najmniejsza wspolna wielokrotno§¢  liczba catkowita dodatnia,
NWW) ob ] sLdir: Podetni it . ktora dzieli sie bez reszty
( obu mianownikéw. Podobnie postapimy, piszac program oo, e te liczby.
dodajacy dwa ulamki. Dodatkowo skorzystamy z zaleznosci migdzy
NWD i NWW, ktéra mowi, ze dla liczb catkowitych dodatnich a i b: © Zalezno$é miedzy NWD

: i NWW
NWW{Q,&}ZW I

Cwiczenie 5

Napisz funkcje NWW, obliczajacg najmniejsza wspolna wielokrotnosc
dwoch liczb catkowitych dodatnich. Mozesz wykorzystac¢ funkcje
NWD. Postaraj sig¢ zapisa¢ funkcje NWW tak, aby wykonywac operacje
arytmetyczne na jak najmniejszych liczbach. Napisz program spraw-
dzajacy, czy dla poprawnych danych funkcja NWW zwroci poprawna
wartosc.

Aby dodac¢ dwa utamki, gdy w kazdym z nich licznik i mianownik sa
liczbami wzglednie pierwszymi, mozna wykorzystac nastepujacy wzor:

Mo |

L, -
b, b NWD(m,mz) 2 NWD(my,m2)
my o my NWW (11, m2)
Cwiczenie 6

Dodaj utamki TSE- i %, stosujac powyzszy wzor.

Zeby nie skraca¢ wyniku, mozna (po obliczeniu licznika) od razu
wyznaczy¢ liczbe, przez ktora nalezy podzieli¢ licznik i mianownik.
WprowadZmy nastepujace oznaczenia:

nwd, = NWD(m,, m,)

Hia my
nwd, % nwd)

nwd, = NWD(, nwd,)

.E‘:“'

Wowcezas:
}
{ [ nwd
Ly A2 o 2

1| M2 11 2
nwd) nwd,
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Fragment kodu ©

Zrodlowego programu
dodajacego dwie liczby

112

wymierne - definicja
funkcji Dodaj

Kiedy zastosujemy podane oznaczenia dla ulamkow 14—5 i %, otrzy-
mamy:
nwd; = NWD(15, 10) = 5

=4-10 L g.15 _ 3¢
[ =4 5+9 5-3.:

an"l: = NWD(?}E, 5) = 5
35

4.9 _ 5 _7
eT: & 6

15 10 15 10

5 5
Teraz napiszemy program dodajgcy dwie liczby wymierne. Przyjmie-
my zalozenie, ze znak utamka bedzie pamigtany w liczniku. Licznik
moze wigc by¢ dowolng liczba calkowitg, a mianownik — tylko licz-
ba catkowita dodatnia. Oto specyfikacja problemu dodawania dwdch
ulamkow oraz zapisany w pseudokodzie algorytm wykorzystujacy
wzor ze s. 111:

Specyfikacja

Dane: a, b — liczby wymierne postaci }%I“ gdzie [ i m to liczby cal-
kowite, m > 0.

Wynik: ¢ — liczba wymierna, c = a + b.

nwdl <« NWD(a.mian,b.mian)

c.licz < a.liczx(b.mian div nwdl) +
b.liczx(a.mian div nwd1)

nwd2 < NWD(|c.licz|,nwdil)

c.licz < c.licz div nwd2

c.mian < (a.mian div nwdi) * (b.mian div nwd2)

Licznik moze by¢ liczbg ujemna, a wartos¢ wyniku powinna by¢
dodatnia, dlatego przy obliczaniu wartosci nwd2 parametrem aktual-
nym jest wartosc¢ bezwzgledna licznika. Oto fragment kodu Zrédlowego
programu z implementacja funkcji dodajacej dwa utamki zgodnie
z powyzszymi specyfikacja i algorytmem:

1. wymierna Dodaj(wymierna a, wymierna b)

2. i

wymierna c;

int nwdi=NWD(a.mian,b.mian);

5 c.licz=a.licz*+(b.mian/nwd1)+b.liczx(a.mian/nwd1);
int nwd2=NWD(abs(c.licz),nwd1);

c.licz=c.licz/nwdZ;
c.mian=(a.mian/nwd1)=(b.mian/nwd2);

G return c,
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W linii 6 parametrem funkcji NWD jest wartosc bezwzgledna licznika.
Do obliczenia wartosci bezwzglednej uzylisémy funkcji abs z biblio- @ Funkcja abs
teki cmath. Aby méc skorzystac z tej funkgji, trzeba na poczatku kodu
programu dolaczy¢ dyrektywe #include <cmath>.
Fragment kodu zrédlowego programu, ktéry wykorzystuje funkcje
dodajaca liczby wymierne oraz umozliwia sprawdzenie, czy funkcja
dziala poprawnie, moze by¢ nastepujacy:

© Fragment kodu
void PiszUlamek(wymierna a) srédiowego programu
2o f dodajacego dwie liczby
3 if (a.licz<@) coutcc"(": wymierne - definicja

funkcji PiszlUlamek

£ i F - .
L, cout«a.licz; oraz funkcja main

if (a.mian»1) ecout«<"/"<«a.mian;
if (a.licz<@) cout«")";

. int main()

wymierna a, b, c;

cout«"Licznikl = ", ecin»a.licz;

cout«"Mianownik1l = "; ecinx»a.mian;

a=Skroc(a);

5. cout<«<"Licznik2 = "; ciny»b.licg;
cout<«<"Mianownik2 = "; cins:b.mian;

17 b=Skroc(b};

c=Dodaj(a,b);

PiszUlamek(a);

2. cout«<" +

21 PiszUlamek(b);

28 cout«™ = *;

20 PiszUlamek(c);

24, return ©;

Funkcja main najpierw wypisuje komunikaty z prosba o poda-
nie dwoch utamkow, a nastepnie skraca te ulamki (linie 12-17).
W liniach 14 i 17 wywolywana jest funkcja Skroc, skracajaca ula-
mek bedacy parametrem, czyli dzielgca licznik i mianownik utamka
przez ich najwiekszy wspolny dzielnik. W linii 18 wywolywana jest
funkcja dodajaca utamki, a wynik jej dziatania zapamietywany jest
w zmiennej c. Kolejne linie kodu odpowiadaja za wypisywanie pel-
nego dzialania: pierwszy utamek, znak plus, drugi utamek, znak réw-
nodci i wynik. Do wypisania utamka zostala zdefiniowana funkcja
PiszUlamek (linie 1-7). Jest to funkcja typu void, czyli bez typu — © Funkeja typu void
nie zwraca ona zadnej wartosci, wykonuje tylko instrukcje, w naszym
przypadku wypisanie liczby wymiernej okreslonej parametrem.

113



|=] Warto wiedzieé

Liczbami wymiernymi
postugiwall sie juz
Egipcjanie w czasach
starozytnych. Zapisywali
oni te liczby w postaci
sumy utamkow, ktdrych
liczniki sa réwne jeden
{ulamek o liczniku 1
nazywany jest utamkiem
egipskim). Na przyklad:
7/8=1/2 + 1/4 + 1/8.
Taki zapis utatwiat m.in,
pordwnywanie liczb,
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Liczba ujemna na ekranie jest ujeta w nawiasy okragte (linie 3 i 6).
Kreska utamkowa (/) i mianownik sa wypisywane tylko wtedy, gdy
liczba nie jest catkowita, czyli mianownik jest wiekszy od 1 (linia 5).
Oto przyklad wykonania programu:

Rys. 7.3. Przyktad wykonania programu dodajacego dwa utamki

Mnozenie liczb wymiernych

Jesli chcemy obliczy¢ iloczyn dwdch ulamkow zwyklych, mozemy
pomnozy¢ przez siebie ich liczniki i mianowniki, a nastepnie skrécic¢
otrzymany wynik. Zeby wykonywa¢ operacje na mniejszych liczbach,
skracamy najpierw utamki ,na krzyz" zgodnie z ponizszym wzorem
(tak samo postepujecie na lekcjach matematyki).

[y la
I, 1y _ NWD(lj,m;) NWD(lym)
Y E-‘I:_ My L)

NWD(ly,m) NWD(I,m>)

W algorytmie mnozenia utamkéw mozna takze wykorzystac¢ skra-
canie ulamka. W tym celu nalezy zamieni¢ miejscami mianowniki lub
liczniki utamkow. Na przyktad:

3 10 3 10 1 2 2

5 2l W 5 7l 7
Oto funkcja realizujaca ten algorytm zapisana w pseudokodzie:

funkcja Mnoz(a,b)
pom < a.mian
a.mian < b.mian
b.mian <« pom
Skroc(a)
Skroc(b)
c.licz <« a.licz % b.licz
c.mian < a.mian *x b.mian
zwrdé c i zakofcz

Cwiczenie 7

Zapisz funkcje wymierna Mnoz(wymierna a, wymierna b), reali-
zujacy algorytm opisany za pomocg powyzszego pseudokodu. Napisz
program testujacy mnozenie utamkow, analogiczny do programu do-
dajacego utamki.
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[ Podsumowanie

= Algorytm Euklidesa znajdujacy najwiekszy wspdlny dzielnik (N'WD) dwéch liczb catko-
witych dodatnich z wykorzystaniem odejmowania polega na zastepowaniu wigkszej
liczby réznica wigkszej i mniejszej liczby tak dlugo, az otrzymamy dwa razy te sama
liczbe — bedzie ona rowna szukanemu N'WD.

= Algorytm Euklidesa z wykorzystaniem dzielenia polega na zastepowaniu wiekszej liczby
reszta z dzielenia tej liczby przez mniejsza liczbe tak dlugo, az reszta z dzielenia bedzie
rowna zero. Ostatni dzielnik jest poszukiwanym N'WD.

= Struktura w jezyku C++ pozwala na zapamietanie pod jedna nazwg wielu zmiennych
réznych typow.

» Liczbe wymierng mozna reprezentowac¢ w programie jako strukture sktadajaca sie
z dwoch zmiennych catkowitych, odpowiadajacych licznikowi i mianownikowi utamka.

= W dziataniach na liczbach wymiernych wykorzystuje sie algorytm Euklidesa do skraca-
nia utamka oraz sprowadzania ulamkow do wspdélnego mianownika.

= Zmienne lokalne to zmienne deklarowane wewnatrz funkcji.

= Zmienne globalne to zmienne deklarowane poza definicja funkcji i dostepne dla réznych
funkcji.

» Funkcja powinna si¢ odwolywac tylko do swoich parametréw i zmiennych lokalnych.
Jest wtedy uniwersalna — mozna ja zastosowa¢ tez w innych programach.

» Przekazanie parametru przez warto$c oznacza, Ze parametr jest traktowany tak samo jak
zmienna lokalna. Tworzona jest jego kopia (zmienna lokalna), na ktérej s3 wykonywane
wszystkie operacje. Po zakonczeniu dziatania funkcji wartos¢ parametru si¢ nie zmienia.

» Funkcja typu void nie zwraca zadnego wyniku, wykonuje tylko okreélone czynnosci.

Zadania

» Zapisz w postaci listy krokow algorytm znajdowania najwigkszego wspolnego dzielnika
dwoch liczb catkowitych dodatnich z wykorzystaniem rozkladu liczb na czynniki
pierwsze.

+ B Napisz program, ktéry wezyta n liczb catkowitych dodatnich i wyznaczy ich najwiekszy
wspolny dzielnik.

« Bl Napisz program, ktory dla dwoéch dodatnich liczb catkowitych a i b, bedacych
diugoséciami bokéw prostokata, wyznaczy najmniejszg liczbe identycznych kwadratéw
nienachodzacych na siebie i calkowicie wypelniajacych prostokat.

* Omowiony w tym temacie program skracajacy ulamek zmodyfikuj tak, aby wyznaczat
dla utamka niewlasciwego czesé¢ catkowita.

« [ Zapisz specyfikacje oraz algorytm odejmowania dwoch ulamkéw zwyklych. Napisz
funkcje wykonujaca odejmowanie oraz program testujacy jej dzialanie.
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«+ @ Wykaz, ze dla dwoéch liczb catkowitych dodatnich a i b, gdzie a > b,
NWD(a, b) = NWD(a mod b, b).

# * Napisz program, ktéry dla danych dodatnich liczb catkowitych a i b, bedacych
dlugosciami bokéw prostokata, wyznaczy najmniejsza liczbe kwadratow
nienachodzacych na siebie i catkowicie wypelniajacych prostokat. Diugosci bokéw
kwadratéw moga by¢ rézne.

«» B Pudetko z duzymi bombkami choinkowymi zawiera » bombek, a pudetko z matymi —
m bombek. Napisz program, ktory obliczy, ile minimum pudetek z duzymi oraz malymi
bombkami potrzeba, aby powiesi¢ na choince tyle samo bombek obydwu wielkosci
i wykorzystac wszystkie bombki z tych pudetek.

«+ B Zapisz specyfikacje oraz algorytm dzielenia dwéch utamkow zwyktych. Napisz funkcje
wykonujaca dzielenie oraz program testujacy jej dziatanie.

««+ M Wyobraz sobie, ze chcesz zaczerpnac n litréw wody ze studni. Masz do dyspozycji dwa
wiadra o objetosci odpowiednio m i k litréw, gdzie m < ki n < k. Mozesz wykonywac
nastepujace czynnosci: nala¢ pelne wiadro wody ze studni, opréznic wiadro, wylewajac
wode do studni, przela¢ wode z jednego wiadra do drugiego, tak aby jedno bylo pelne
lub drugie puste. Ustal, jaki warunek musza spetniac¢ dane, aby mozna bylo odmierzy¢
n litréw wody. Podaj sposéb wyznaczania sekwencji czynnosci wlewania i wylewania wody.
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8. Szyfr Cezarai inne
szyfry podstawieniowe

Ludzie od wiekow przekazywali sobie tajne wiadomosci, a szyfrowanie bylo
Znane juz w czasach starozytnych. Korzystali z niego wiadcy, wojskowi,
szpiedzy, a takze kochankowie. Dostep do informacii czesto oznaczat wiadze,
zwyciestwo czy pieniadze, dlatego wymyslano szyfry coraz trudnigjsze do
ztamania. Mimo ze dzis, w epoce komputerow, szyfry uzywane przez naszych
przodkow nie stanowig juz Zadnego zabezpieczenia, warto sie dowiedziec,
na czym polegaty. W tym temacie napiszesz programy wykorzystujace

szyfr Cezara | poznasz kilka innych szyfrow.

Cele lekciji

= Dowiesz sie, na czym polegaja szyfry podstawieniowe, oraz poznasz
przykiady takich szyfrow.

® /aszyfrujesz informacje szyfrem Cezara.

= Nauczysz sie wezytywac do programu dane z pliku tekstowego
i zapisywac wyniki w pliku tekstowym.

= Wykorzystasz w szyfrowaniu alfabet uwzgledniajgcy litery z polskimi
znakami diakrytycznymi.

O podstawach kryptografii, czyli zagadnieniach zwiazanych z szyfro-
waniem informacji, mowilismy w czesci pierwszej podrecznika. Przy-
pomnijmy kilka pojec, ktore wykorzystamy w tym temacie. Podczas

Podstawy kryptografii,
podrecznik Informatyka
na czasie 1. Zakres
razszerzony,

s. 214-221 (£

szyfrowania przy uzyciu klucza informacja jawna przeksztalcana jest © Kiucz to dane

w szyfrogram (kryptogram). Aby odbiorca mégl poznaé informacje
jawnag, czvli odszyfrowac kryptogram, musi zna¢ klucz, ktéry mu to
umozliwi. Klucze szyfrujacy i deszyfrujacy moga sig¢ réznic.

8.1. szyfrujemy napis szyfrem Cezara

umozliwiajace
zaszyfrowanie lub
odszyfrowanie informacii,
Kluczem moze byé np.
liczba lub tekst.

Szyfry podstawieniowe to szyfry, w ktorych informacje utajnia sig, @ Szyfr podstawieniowy

zamieniajac kazdy znak tekstu jawnego na inny znak lub grupe znakéw.
Przykladem szyfru podstawieniowego jest sposob wymyslony w staro-
zytnosci przez Juliusza Cezara, nazwany potem szyfrem Cezara.
Utajnianie informacji ta3 metoda polega na zastgpieniu kazdej litery
tekstu jawnego literg oddalona od niej o stalg liczbe pozycji w alfabe-
cie. Kierunek zamiany wszystkich liter musi by¢ ten sam. Przesunie-
cie odbywa si¢ cyklicznie, tzn. po ostatniej literze alfabetu nastepuje
pierwsza. Kluczem dla szyfru Cezara jest liczba okreslajaca przesunie-
cie w alfabecie. Juliusz Cezar stosowal klucz 3, tzn. litere A zastepowal
litera D, litere B — literg E itd. Przedstawia to rysunek 8.1 na s. 118.

© Szyfr Cezara
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[£] Warto wiedzieé

Kilkukrotne zastosowanie
szyfru Cezara nie
Zwigksza poziomu
utajnienia informacji. Na
przykiad uzycie klucza 5,
a potem klucza 8 daje taki
sam wynik jak szyfrowanie
Z kluczem 13.

[£] Warto wiedzieé

Celem kryptografii

jest ukrycie znaczenia
informaciji, a nie faktu jgj
istnienia. Steganografia
zas obejmuje ogot metod
stuzacych do ukrywania
istnienia komunikatu,

bez koniecznosci
szyfrowania. Sposoby
takie byly znane juz

w starozytnosci, W czasie
Il wojny swiatowej

tajne wiadomosci
fotografowano, a nastepnie
pomniejszano i naklejano
na kropke w tekscie
jawnym. Obecnie
informacje ukrywa sie np.
w plikach graficznych.
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X[

NN

C

Litery tekstu jawnego

Litery szyfrogramu

Rys. 8.1. Szyfrowanie liter alfabetu laciriskiego szyfrem Cezara z kluczem 3

Na przyklad stowo INFORMATYKA zaszyfrowane z kluczem 3 to
LQIRUPDWBND.

Cwiczenie 1
a. Zaszyfruj wyraz KRYPTOLOGIA szyfrem Cezara z kluczem 25.

b. Odszyfruj kryptogram QVBMZVMB, zaszyfrowany szyfrem
Cezara z kluczem 8.

Szyfrujemy napis ztozony z wielkich liter
Teraz napiszemy program, ktory zakoduje szyfrem Cezara napis zlo-
zony wylacznie z wielkich liter alfabetu taciniskiego. Poniewaz ten alfa-

bet liczy 26 liter, ograniczymy wartosc¢ klucza do liczb wigkszych od 0
i mniejszych niz 26. Oto specyfikacja problemu:

Specyfikacja

Dane: t_jawny — napis zlozony wylacznie z wielkich liter alfabetu
tacinskiego,

klucz — liczba calkowita, 0 < klucz < 26.

Wynik: szyfrogram — napis t_jawny zaszyfrowany szyfrem
Cezara z wykorzystaniem klucza klucz.

Zapis algorytmu prowadzacego do rozwigzania problemu moze
wygladac nastepujaco:
szyfrogram « ""
dla i < 0, 1, .., diugosé¢ t_jawny — 1 wykonuj
kod <+ kod_ASCII(t_jawny[i]) + klucz

jesli kod > kod_ASCII('Z') to kod <« kod - 26
szyfrogram <« szyfrogram + znak_ASCII(kod)

Kod ASCII litery szyfrogramu zapamigetamy w pomocniczej zmien-
nej kod typu int. Aby wyznaczy¢ kod ASCII litery szyfrogramu, do
kodu litery tekstu jawnego dodajemy przesunigcie, czyli wartos$¢
klucza. Jesli przekroczymy alfabet, czyli otrzymana wartos¢ bedzie
wieksza od kodu litery Z (liczby 90), musimy odjac 26 (liczbe liter
alfabetu), aby otrzymac kod litery z poczatku alfabetu.
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Na przyklad podczas szyfrowania litery Y w sfowie INFORMATYKA
z kluczem 3 otrzymamy litere B. Kod ASCII litery Y to 89. Po dodaniu 3
uzyskujemy 92, a wiec wartos¢ wigksza od kodu litery Z. Odejmujemy
26 i otrzymujemy 66, czyli kod litery B.

Oto kod zrodlowy programu realizujacego algorytm zapisany wczes-
niej w pseudokodzie:

#include <iostream:
2. #include «string

4. using namespace std;
o int main()

string t_jawny, szyfrogram="";
), int i, klucz;
18. int kod;
11 cout<"Tekst jawny: "; cinxt_jawny;
cout«"Klucz: "; cinmxrklucz;
13. for (i=0@;i«t_jawny.size();i++)

"

14, {
kod=t_jawny[i]+klucz;
if (kod>'?') kod=kod-26;
szyfrogram=szyfrogram+char(kod);
}
19, cout«<"Szyfrogram: "«szyfrogram;
20. return @;
1.}

W petli for (linie 13-18) tekst jest szyfrowany zgodnie z algoryt-
mem przedstawionym za pomocg pseudokodu. W linii 15 obliczamy
kod ASCII pojedynczego znaku szyfrogramu (jednej litery) i zapisu-
jemy go w zmiennej pomocniczej kod. Jesli warto$¢ zmiennej kod
jest wigksza od 90, odejmujemy 26 (linia 16). W linii 17 do warto-
$ci zmiennej szyfrogram dofgczamy otrzymana litere szyfrogramu.
Zauwaz, ze w linii 15 nie potrzebujemy konwersji znaku na kod, ponie-
waz w jezyku C++ znaki sa reprezentowane przez wartosci liczbowe
(kody ASCII).

W programie szyfrujacym tekst, kiedy wyznaczamy kod ASCII
znaku szyfrogramu, mozemy zrezygnowac z instrukeji warunkowej
i zamiast tego skorzysta¢ z operacji mod. Wowczas instrukcja prowa-
dzaca do wyznaczenia kodu ASCII znaku szyfrogramu wygladataby
nastepujaco:
kod < (kod_ASCII(t_jawny[i]) + klucz -

kod_ASCII('A')) mod 26 + kod_ASCII('A')

O Kod zrodlowy programu

szyfrujacego wielkie
litery alfabetu lacinskiego
szyfrem Cezara

z kluczem wiekszym

od 0 i mniejszym od 26

¢ Dobra rada

Kiedy szyfrujesz

szyfrem Cezara tekst
skladajacy sie z liter
26-znakowego alfabetu,
a klucz jest wiekszy od
28, mozesz zastosowac
operacje klucz mod 26.
Ma przyklad szyfrowanie
z kluczem 32 daje taki
sam wynik jak przy uzyciu
klucza 6.
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Funkcja getline,
s. 67 &

Fragment kodu ©

Zradlowego programu
szyfrujacego szyfrem
Cezara z kluczem
wiekszym od 0

i mniejszym od 26 male
i wielkie litery alfabetu
lacinskiego - petla
przegladajaca znaki
napisu

120

Aby mozna bylo zastosowac¢ operacje mod, kody wielkich liter
powinny sie zaczyna¢ od zera. Dlatego reszte z dzielenia przez 26
obliczamy dla wyrazenia kod_ASCII(t_jawny[i]) + klucz pomniej-
szonego o kod ASCII litery A. Po wyznaczeniu reszty z dzielenia
dodajemy kod litery A. Na przyktad dla litery Y i klucza 3 otrzymamy
(89 + 3 — 65) mod 26 + 65 = 66, czyli kod ASCII litery B.

Cwiczenie 2
Program szyfrujacy napis zlozony z wielkich liter alfabetu zmodyfikuj
tak, aby przy wyznaczaniu litery szyfrogramu zastosowac operacje mod.

Szyfrujemy napis ztozony z liter i innych znakow

Warunek, ze tekst jawny musi sie skladac tylko z wielkich liter alfabetu
lacinskiego, jest duzym ograniczeniem. Dlatego program zmodyfiku-
jemy tak, aby tekst jawny moégt zawieraé¢ male i wielkie litery alfabetu
facinskiego oraz inne znaki, np. znaki przestankowe (przecinki, kropki
itp.) oraz spacje. Szyfrowac bedziemy tylko litery, pozostale znaki pozo-
stang w szyfrogramie niezmienione. Oto specyfikacja problemu:

Specyfikacja

Dane: t_jawny — napis zloZony z liter alfabetu tacinskiego oraz
innych znakow,
klucz — liczba catkowita, 0 < klucz < 26.

Wynik: szyfrogram — litery tekstu jawnego zaszyfrowane szyfrem
Cezara z kluczem klucz, pozostale znaki bez zmiany.

Poniewaz napis moze zawierac spacje, do weczytania wiersza tekstu
trzeba uzy¢ funkcji getline. Petla przegladajaca znaki napisu w zmo-
dyfikowanym programie moze wygladac nastepujaco:

1. for (i=@;i<t_jawny.size();i++)
if (toupper(t_jawny[i])>='2" && toupper(t_jawnyl[i])«="7")
{
kod=t_jawny[i]+klucz;
if ((t_jawny[il<='7' R& kod>'7') ||
(t_jawnyli]»='a' && kod»'2')) kod=kod-26;
szyfrogram=szyfrogram+char(kod);

}

. else szyfrogram=szyfrogram+t_jawny[i];

W petli dodali$émy instrukcje warunkows (linia 2), ktora bada, czy
znak jest litera. Jesli badany znak jest literg, to wykonywane sa takie
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same instrukcje jak w poprzednim programie. W przeciwnym przy-
padku do szyfrogramu dolaczany jest znak bez zmiany. W warunku
logicznym uzylismy funkcji toupper. Aby z niej skorzysta¢, nalezy
dolgczy¢ biblioteke cctype.
Cwiczenie 3
Napisz program, ktory zaszyfruje szyfrem Cezara linig¢ tekstu zlo-
zonego z liter alfabetu lacinskiego (matych i wielkich) oraz znakow
przestankowvych i spacji. Szyfrowane majg by¢ tylko litery, pozostale
znaki powinny pozosta¢ w szyfrogramie niezmienione.

-:f;):- Zapamietaj

Utajnienie tekstu przy uzyciu szyfru podstawieniowego polega na
zamianie kazdego znaku tekstu jawnego na inny znak lub grupe

znakow. Przyktadem szyfru podstawieniowego jest szyfr Cezara.
Szyfrowanie ta metoda polega na zastapieniu kazdej litery tekstu
jawnego litera oddalona od nigj o stata liczbe pozycji w alfabecie.

8.2. Szyfrujemy tekst wezytany z pliku tekstowego

Omowione wezesniej programy szyfrowaly szyfrem Cezara tekst wpi-
sany z klawiatury. Jest to wygodne, gdy tekst jawny nie jest dlugi. Jesli
jednak chcielibySmy zaszyfrowa¢ diuiszy tekst, np. zapisany w pliku,
przepisywanie go mogloby by¢ czasochlonne. Dlatego napiszemy pro-
gram, w ktorym tekst jawny wezytamy z pliku tekstowego. Otrzyma-
ny szyfrogram takze zostanie zapisany w pliku. Z klawiatury program
wczyta jedynie klucz, za pomoca ktdrego zaszyfruje tekst.

Kolejne wiersze tekstu z pliku tekstowego program bedzie prze-
twarzal sekwencyjnie, jeden po drugim, tzn. odczyta pierwszy wiersz
z pliku wejsciowego, zaszyfruje go i zapisze szyfrogram do pliku wyni-
kowego. Nastepnie pobierze drugi wiersz tekstu, zaszyfruje go, wynik
zapisze w pliku itd., az do konca pliku wejsciowego. Zapis algorytmu
w pseudokodzie moze by¢ nastepujacy:
dopdki nie koniec pliku wejSciowego wykonuj

s < linia tekstu z pliku wejSciowego
S « Cezar(s klucz)
s yfrowanie linii tekstu

zaplsz s do pllku wynikowego

W pseudokodzie wykorzystujemy funkcje Cezar, ktorej parametra-
mi sa linia tekstu s oraz klucz, a wynikiem jest zaszyfrowana linia
tekstu. Funkcja ta wykonuje takie same zadania jak program omowiony
w poprzednim zagadnieniu. Zapiszmy jej kod Zrodlowy.

Funkcja toupper,
s, 837

@ Dobra rada

Umigjetnosci wezytywania
do programu danych

z pliku oraz zapisywania
wiynikow do pliku
przydadza ci sie podczas
rozwiazywania wielu
zadan.
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Kod zrodiowy funkcji ©

szyfrujacej wielkie |. string Cezar(string s, int klucz)
i mate litery alfabetu . {
tacinskiego szyfrem 3 string szyfrogram="";

Cezara z kluczem 1 int kod:

wiekszym od 0

i mniejszym od 26 5. for (int i=0;i<s.size();i++)

if (toupper(s[i])>='A' && toupper(s[i])«='7")
f {
8. kod=s[i]+klucz;

9 if ((t_jawny[i]<="2' 8& kod>'Z') ||

10, (t_jawny[i]>='a' && kod>'z')) kod=kod-26;
11 szyfrogram=szyfrogram+char(kod);

12, }

15 else szyfrogram=szyfrogram+s[i];

14, return szyfrogram,

Cwiczenie 4
Napisz program szyfrujacy szyfrem Cezara linig tekstu. Klucz powi-
nien by¢ wigkszy od 0 i mniejszy od 26. Wykorzystaj funkcje Cezar.

Obstuga plikow tekstowych

o : Korzystanie z plikow wymaga dodania w kodzie programu dyrektywy
bsluga plikéw : : s : )
tekstowych, #include <fstream> — powoduje ona dofaczenie biblioteki stuza-
5.336-338(Z cej do obslugi plikow. Komunikacja z plikami z poziomu programu

Zmienna plikowa @ tworzonego w jezyku C++ odbywa sie za posrednictwem zmiennych
plikowych, np. zmiennych typu ifstream oraz ofstream. Typ
ifstream stuzy do obslugi plikéw wejsciowych (do odczytu),
a typ ofstream — do obslugi plikéw wyjsciowych (do zapisu).

W pracy z plikiem tekstowym mozna wyodrebni¢ kilka etapow.
» Otwarcie pliku z danymi do odczytu

Plik tekstowy mozemy otworzy¢ juz podczas deklaracji zmiennej

plikowej. Na przykiad dzieki ponizszej instrukcji otworzymy do od-

(2] Warto wiedzieé
Mazwa ifstream

pochodzi od angielskiego czytu plik dane.txt. Bedzie on reprezentowany w programie przez
dyps ena input file zmienna plikowa wejscie typu ifstream. Plik otwierany w ten spo-
Slream.

s6b musi istnie¢. Powinien tez by¢ zapisany w folderze, w ktérym jest
zapisany wykorzystujacy go program.
ifstream wejscie("dane.txt");

» Utworzenie pliku przeznaczonego do zapisu danych

[3] Warto wiedzieé Podana nizej instrukcja utworzy plik wyniki.txt. W programie bedzie
Nazwa ofstream reprezentowany przez zmienna plikowa wyjscie typu ofstream.
Ei?zsgignsu?ggﬁikiegﬂ Plik zostanie utworzony w folderze, z ktorego uruchomiony jest pro-
stream. gram. Jesli plik o danej nazwie juz istnieje, to zostanie skasowany.

ofstream wyjscie("wyniki.txt");
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8. Szvyfr Cezara i inne szyfry podstawigniowe 1NN

» Wezytanie danych z pliku oraz zapisanie danych w pliku
Wczytanie i wypisanie danych odbywa sie podobnie jak przy korzy-
staniu z instrukcji ein i cout. Uzywamy tylko innych nazw — za-
miast polecenia cin lub cout podajemy nazwe zmiennej plikowej
reprezentujacej odpowiednio plik wejéciowy lub wyjsciowy.

wejsciers; // wezytanie do zmiennej s danych z pliku
// reprezentowanego przez zmienng wejscie
getline(wejscie,s); // wczytanie wiersza danych z pliku
// reprezentowanego przez zmienng

// wejscie 1 zapisanie go w zmiennej s

wyjscied<s; // zapisanie wartosSci zmiennej s w pliku

reprezentowanym prZez zZmienng wyj]scile
» Zamkniecie pliku
Plik zamykamy za pomoca metody close. Na przyklad pierwsza © Metoda close
z ponizszych instrukeji powoduje zamkniecie pliku skojarzonego ze
zmienng wejscie, a druga — ze zmienng wy jscie. Nalezy pamietac,

ze przy korzystaniu z metod stosujemy notacje z kropka. Metoda,

- 30
wejscie.closel(); %200

wyjscie.close();

Jesli nie zamkniemy pliku przeznaczonego do zapisu, czes¢ danych
mozemy utracic.

Program szyfrujacy tekst wczytany z pliku tekstowego

Funkcjamain programu szyfrujacego tekst zapisany w pliku tekstowym
i zapisujacego szyfrogram takze do pliku tekstowego moze by¢ naste-

pujaca:
. © Fragment kodu
L. int main() Zrédiowego programu
2. { szyfrujacego szyfrem
s i . el Cezara dane wczytane
ifstream we_]‘sc%e( tekst_jawny.txt"); % il Gl A0 ~
1. ofstream wyjscie("szyfrogram.txt"); funkcja main
3 string s;
6. int klucz;
i cout<«"Klucz: "; einsklucg;
while (!wejscie.eof()) &5 Doliva rada
2 { _ o Jesli cheesz wykorzystaé
10. getline(wejscie,s); w programie pliki
wy jscie«Cezar (s, klucz)«endl; tekstowe, pamietaj
v } o dodaniu na poczatku
: _— kodu dyrektywy:
wejscie.close(); sinclude <fstream
14. wyjscie.close();
cout<«<"Plik szyfrogram.txt zostal utworzony";
6. return ©;
7.}
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W linii 3 deklarujemy zmienng wejscie typu ifstream i otwieramy
do odczytu skojarzony z nig plik tekst_jawny.txt. W linii 4 deklarujemy
zmienna wyjscie typu ofstream i otwieramy do zapisu skojarzony
z nig plik szyfrogram.txt.

Petla while (linie 8-12) wykonywana jest, dopdki nie zosta-
na odczytane wszystkie dane z pliku. W warunku petli korzystamy

Metoda eof @ z metody eof. Przyjmuje ona wartosc true, kiedy program napotka

[£] Warto wiedzieé

Mazwa metody eof

to skrot angielskiego
wyrazenia end of file,
gznaczajacego koniec
pliku.

¢) Dobra rada

Pamietaj o zamykaniu
plikaw. Jesli nie zamkniesz
pliku przeznaczonego

do zapisu, czesc danych
mozesz stracic.

[£] Warto wiedzieé

W jezyku polskim litery

Q, Vi X wystepuija tylko

w slowach zapozyczonych
Z innych jezykow.
Wapdlczesny polski
alfabet sklada sie z 32 liter.
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koniec pliku (nie mozna juz dalej wezytywac danych), a wartosc false —
w przeciwnym przypadku.

Odczyt linii tekstu z pliku, jej zaszyfrowanie i zapis do pliku wyj-
sciowego odbywaja sie w ten sam sposéb co w przypadku wezytywania
z klawiatury i wypisywania na ekranie (linie 10-11). Po zakoriczeniu
wykonywania petli pliki tekst_jawny.txt oraz szyfrogram.txt sa zamy-
kane (linie 13—-14). Poniewaz szyfrogram zapisywany jest do pliku, nie
zobaczymy go na ekranie. Dlatego aby pokazac, ze proces szyfrowania
sie zakonczyl, wypiszemy odpowiedni komunikat (linia 15).

Cwiczenie 5

Napisz program, ktéry zaszyfruje szyfrem Cezara tekst wczy-

tany z pliku tekstowego przekazanego przez nauczyciela (np.

tekst_jawny_1.txt). Klucz powinien by¢ wigkszy od 0 i mniejszy
od 26. Do obstugi plikéw tekstowych (w szczegdlnosci obejrzenia
pliku wynikowego) mozesz uzy¢ systemowego notatnika.

-}é{- Zapamietaj

Praca z plikami w programie odbywa sie za posrednictwem
specjalnych zmiennych plikowych. Sa to zmienne typu
obiektowego. Aby wczytac dane z pliku oraz zapisac wynik w pliku,
postepujemy podobnie jak przy stosowaniu polecen cin i cout.
Zamiast nazwy polecenia podajemy nazwe zmiennej plikowej
reprezentujacej odpowiednio plik wejsciowy lub wyjsciowy.

Trzeba pamietac o otwarciu i zamknieciu pliku.

8.3. Szyfrujemy tekst z pliku z uwzglednieniem polskich
znakow diakrytycznych

Program szyfrujacy napis wezytany z pliku tekstowego nie uwzglednial
polskich znakow diakrytycznych. Pokazemy teraz, jak w procesie szy-
frowania wykorzystac alfabet sktadajacy sie z 35 liter: 26 liter alfabetu
facinskiego oraz 9 liter z polskimi znakami diakrytycznymi. W progra-
mie nie bedziemy si¢ odwolywac do kodéw ASCI], ale zdefiniujemy dwie
stale alfabet_m ialfabet_w, ktérych warto$ciami beda odpowiednio
alfabet zlozony z malych i wielkich liter.



8. Szvyfr Cezara i inne szyfry podstawigniowe 1NN

Stale r6znig sie od zmiennych tym, ze w trakcie dziatania programu o Stala
nie mozna zmienia¢ ich wartosci. Definicje¢ stalej w jezyku C++ roz- © Definicja stalej
poczynamy od slowa kluczowego const. Po tym slowie podajemy typ
stalej, jej nazwe oraz warto$¢. W naszym przypadku state beda typu
string, a ich wartosciami beda ciagi znakéw skladajace sie z kolejnych
liter alfabetu. Oto definicja stalych w naszym programie:

const string alfabet_m="agbctdeefghijklimniodpgrsstuvwxyzzz";
const string alfabet_w="AABCCDEEFGHIJKLL MNNOOPQRSSTUVWXYZZZ™;

Litery alfabetu bedziemy numerowac od 0 do 34. Sprawdzenie, czy
znak tekstu jawnego jest litera, bedzie polegalo na poszukiwaniu tego
znaku w jednym z napisow bedacych wartosciami statych. Wykorzy-
stamy do tego metode find. Jesli znak zostanie odnaleziony, program  Metoda find,
wyznaczy odpowiadajacy mu znak szyfrogramu. s.67C
Oto kod zrodlowy funkcji szyfrujacej pojedynczy znak (litere alfabetu):

O Kod zrédlowy funkcii
char Cezar_PlL(char znak, int klucz) wyznaczajacej litere
2. | szyfrogramu dla
. . : litery tekstu jawnego
3. int i=alfabet_m.find(znak); z polskimi znakami
4. if (i>=@ B& i<35) diakrytycznymi
i {

i=(i+klucz)%35;
7 return alfabet_m[i];

3. }

a i=alfabet_w.find(znak);
12 i=(i+klucz)%35;
return alfabet_w(i];
14. }

15. return znak;

W linii 3 sprawdzamy, czy litera tekstu jawnego znajduje si¢ w alfabe-
cie zlozonym z malych liter, a doktadniej szukamy pozycji tego znaku
w alfabecie. Jesli pozycja zostanie znaleziona (czyli jesli jej wartosc jest
miedzy 0 a 34), to wyznaczona zostanie pozycja litery, ktora zastapi
litere tekstu jawnego w szyfrogramie (linia 6). Funkcja zwraca literg R .
znajdujaca sie na tej pozycii (linia 7). Eiﬂ?ﬂﬁ;g;ﬁfwesz

W liniach 10-14 wykonywane s analogiczne czynnosci dla wielkiej lite-  wartosé, musisz uzye
ry. Jezeli znak nie zostanie odnaleziony ani wéroéd malych liter, ani wér6d ~ Poleceniareturn. Dzigki

. . 1. . . o MIgMmu ZWrocisZ W}"Hlk
wielkich, to wynikiem jest znak bez zmiany (linia 15). Zmodyfikowany kod

i zakonczysz dziatanie
funkcji Cezar, wykorzystujacej funkcje Cezar_PL, jest nastepujacy. funkji.

¢’} Dobra rada
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Kod zrédiowy funkcji ©

szyfrujacej szyfrem
Cezara wielkie i male
litery alfabetu z polskimi
znakami diakrytycznymi

[Z] Warto wiedzieé

Wiersz polecenia systemu
Windows, w ktorym
wypisywane sg wyniki
dziatania programu,
wykorzystuje stroneg
kodowa CPB52. Edytor
Code::Blocks uzywa
strony kodowej CP1250,
Dlatego w poleceniu cout
nie stosujemy polskich
znakow diakrytycznyeh,

{. string Cezar(string s, int klucz)

{

string szyfrogram="";

for (int i=0;i¢s.size();i++)
5. szyfrogram=szyfrogram+Cezar_PL(s[i] klucz);
& return szyfrogram,

7.}

Istnieja rozne systemy kodowania polskich znakéw. Aby program
uwzgledniajacy polskie znaki diakrytyczne zadzialal poprawnie, plik
cpp z kodem zrédlowym oraz wykorzystywany przez program plik
tekstowy musza uzywac tej samej strony kodowej. Na przyktad w sro-
dowisku Code::Blocks pracujagcym w polskiej wersji systemu Windows
nalezy uzy¢ strony kodowej CP1250.

Cwiczenie 6

Napisz program szyfrujacy tekst zapisany w pliku, skladajacy sie

z liter alfabetu facinskiego i polskich znakow diakrytycznych. Znaki

inne niz litery powinny zosta¢ niezmienione. Wykorzystaj plik teksto-

wy przekazany przez nauczyciela (np. tekst_jawny_2.txt).

8.4. Przyktady innych szyfrow podstawieniowych

Na przestrzeni wiekéw wymyslono wiele roznych szyfréw podstawie-
niowych. Oto wybrane z nich.

Szyfr permutacyjny

Szyfr monoalfabetyczny @ Szyfr Cezara jest przykladem szyfru monoalfabetycznego. Innym

to szyfr, w ktdrym
jednej literze tekstu
jawnego odpowiada
zawsze taka sama litera
w szyfrogramie,

przykladem takiego szyfru jest szyfr permutacyjny, w ktérym kluczem
moze by¢ dowolna permutacja szyfrowanych znakéw. Na przyklad dla
wielkich liter alfabetu lacinskiego klucz moze wyglada¢ nastepujaco:

RSUZOCBEYXWILTM]JGDQAPNVFHK

Permutacja zbioru to @ Szyfrujac tekst tym kluczem, zamiast litery A podstawiamy literg R,

dowaolny ciag utworzony
ze wszystkich elementow
tego zbioru. Liczbe
permutacji zbioru
n-elementowego
obliczamy ze wzoru:
pl=1-2-3-...-(n=1-n

zamiast B — litere S, zamiast C — litere U itd. Proba zlamania tego
szyfru polegajaca na sprawdzeniu wszystkich kluczy nie powiedzie sig,
poniewaz jest ich bardzo wiele, np. permutaciji 26 liter alfabetu jest:

26! = 403 291 461 126 605 635 584 000 000

Szyfr Vigenere'a

Zeby utrudni¢ ztamanie szyfru, poszukiwano metod, w ktérych nie kaz-
de wystapienie danego znaku bedzie szyfrowane tym samym znakiem.

Szyfr polialfabetyczny @ W ten sposob powstaly m.in. szyfry polialfabetyczne. Jednym z naj-

to szyfr, w ktdrym jednej
literze tekstu jawnego
moga odpowiadad rézne
litery w szyfrogramie.
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bardziej znanych jest szyfr Vigenére'a, opublikowany w 1586 r. Opieral
sig on na tabeli Trithemiusa, w ktorej kazdy kolejny wiersz powstaje
z poprzedniego wiersza: pierwsza litere przenosi si¢ na koniec wiersza.
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Rozdziat 1. Algorytmy na liczbach catkowitych i tekstach

™ Podsumowanie

Zagadnieniami zwigzanymi z szyfrowaniem informacji zajmuje si¢ kryptografia.

W procesie szyfrowania informacja jawna jest przeksztalcana w szyfrogram (krypto-
gram). Do szyfrowania i deszyfrowania informacji uzywa sie specjalnego klucza, ktérym
moze by¢ np. liczba lub tekst.

Szyfry podstawieniowe to szyfry, w ktorych informacje utajnia sie, zamieniajac kazdy
znak informacji jawnej na inny znak lub grupe znakow.

Dane do programoéow mozna wezytywac z plikow tekstowych. Wyniki takze mozna za-
pisywac w plikach tekstowych.

W programach mozna definiowac wlasny alfabet, np. z polskimi znakami diakrytyczny-
mi, wykorzystujac state napisowe i funkcje operujace na napisach.

Stale w jezyku C++ mozna definiowac przy uzyciu stowa kluczowego const. Po tym
stowie podajemy typ stalej, jej nazwe oraz wartosc.

Szyfr permutacyjny polega na zastepowaniu kazdej litery tekstu jawnego odpowiadajaca
jej litera permutacji alfabetu. Permutacja pelni funkcje klucza.

Szyfr Cezara i szyfr permutacyjny sa przykladami podstawieniowych szyfrow mono-
alfabetycznych, w ktorych kazdej literze informacji jawnej odpowiada dokladnie jedna
litera szyfrogramu.

Szyfr Vigenérea polega na wielokrotnym zastosowaniu szyfru Cezara w zalezno$ci
od pozycji litery w tekscie jawnym. Jest przykladem podstawieniowego szyfru poli-
alfabetycznego — ta sama litera moze by¢ zaszyfrowana réznymi literami w zaleznosci
od pozycji zajmowanej w tekscie jawnym.

Zadania

« [l Poszukaj informacji na temat dwéch szyfréw podstawieniowych, innych niz

%

&

* %
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wymienione w tym temacie. Nastepnie przygotuj prezentacje, w ktérej na przykladach

objasnisz zasade dzialania kazdego z tych szyfrow.

Napisz program szyfrujacy szyfrem Cezara tekst zapisany wielkimi literami alfabetu
faciniskiego. Kluczem moze by¢ dowolna liczba catkowita (takze ujemna).

Napisz program szyfrujacy metoda podstawieniowa tekst zapisany wielkimi literami

alfabetu facinskiego. Zastosuj dwa rozne klucze: jeden dla znakéw na pozycjach

parzystych, a drugi dla znakéw na pozycjach nieparzystych.

Napisz program szyfrujacy metoda podstawieniowg tekst z pliku zapisany wielkimi

literami alfabetu tacinskiego. Zastosuj rézne klucze dla samoglosek i spolglosek.
Sprawdz dzialanie programu dla tekstu udostepnionego przez nauczyciela (np. w pliku

wiadomosc.txt)



8. Szyfr Cezara i inne szyfry podstawieniowe 1NN

*» Napisz program szyfrujacy metoda podstawieniowa tekst z pliku (np. informacja.txt)
zapisany wielkimi literami alfabetu facinskiego. Zastosuj rézne przesuniecia na
poszczegolnych pozycjach. Kluczem ma by¢ liczba catkowita dodatnia, przy czym cyfra
najbardziej znaczaca okresla przesuniecie pierwszej pozyciji, kolejna cyfra — przesuniecie
drugiej pozycji itd. Klucz stosuj cyklicznie. Na przyklad klucz 2019 oznacza, ze pierwsza
litera jest szyfrowana kluczem 2, druga pozostaje bez zmian, trzecia jest szyfrowana
kluczem 1, czwarta — kluczem 9, pigta ponownie kluczem 2 itd.

«» Bl Napisz program szyfrujacy tekst zlozony z wielkich liter alfabetu tacinskiego
z zastosowaniem szyfru permutacyjnego. Klucz — permutacje liter alfabetu — mozesz
uzyskac¢ np. za pomoca nast¢pujacej funkciji:

|. #include <cstdlib>
2. #include <ctime:

4

string PermutacjalLiter()

{

srand(time(NULL)):
.' string perm = "ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ":
8 int i, j, k;

char ch;

for (i=0;i<100;:i++)
1 {

j=rand( )%26;
k=rand( )%26;
ch=perm( j];
perm[ jl=perm[k];
perm|[k]=ch;

}

18. return perm;

19, }

*% Napisz program szyfrujacy tekst zlozony z wielkich liter alfabetu lacinskiego szyfrem
Vigenerea z wykorzystaniem podanego klucza.

«+ Bl Napisz program deszyfrujacy tekst zaszyfrowany szyfrem Vigenére'a z uzyciem danego
klucza.

+++ Bl Poszukaj informacji na temat szyfru XOR, a nastepnie napisz program szyfrujacy dany
tekst szyfrem XOR z uzyciem klucza liczbowego z zakresu od 1 do 255. Wynikiem
powinien by¢ plik zawierajacy ciag liczb oddzielonych spacjami — znaki tekstu jawnego
zaszyfrowane szyfrem XOR. Tekst do zaszyfrowania udostepni ci nauczyciel (np.
w pliku dane_xor.txt).
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@ WIESZ, UMIESZ, ZDASZ

Sposob na zadania

B zZadanie 1

Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F — jesli zdanie
jest fatszywe.

Zadanie 1.1 (0-1)

Liczby ABCD,, | 1010101101001101, majg te sama wartosc.
Liczby AOB2,, | 120262, maja te sama wartosé.
Liczby 1204 i 16, maja rézna wartosc.

| Liczby 127 | 1123, maja rozna wartosc.

v s v = Bl v
MMM m

anll L B e

Rozwiazanie
Tagi: systemy liczbowe, zamiana reprezentac]i liczb migdzy systemami liczbowymi

Krok 1

Zeby rozwiazaé to zadanie, nie trzeba przeliczad liczb na system dziesietny — mozna skorzystaé

z zaleznosci miedzy systemami liczbowymi. Kazdej cyfrze szesnastkowej odpowiadaja cztery cyfry
binarne. Wszystkie cyfry podangj liczby szesnastkowej maja wartosc¢ wieksza od 9. Podzielmy
liczbe binarna na 4-cyfrowe grupy: 1010 1011 0100 1101. Mozna zauwazyc, ze cyfrze
szesnastkowej C odpowiada zbyt niska wartosc¢ binarna: 0100, zatem liczby te majag rozna
wartosc. Zdanie 1 jest wiec fatszywe.

Krok 2

Liczby te mozna poréwnac za posrednictwem systemu binarnego. Jednej cyfrze szesnastkowej
ocdpowiadaja cztery cyfry binarne, a cyfrze 6semkowej — trzy cyfry binarne. ACB2,; to

1010 0000 1011 0010 binarnie, a 120262, to 001 010 000 010 110 010 binarnie. Aby sprawdzic,
czy jest to ta sama liczba, zapisujemy jedna nad druga, uwzgledniajac zera nieznaczace:

1010000010110010
001010000010110010

Otrzymujemy taki sam zapis binarny obu liczb. Zdanie 2 jest wiec prawdziwe.

Krok 3

Systemy dziewiatkowy i trojkowy sa ze soba powiazane, poniewaz 9 = 3, Jednej cyfrze systemu
dziewigtkowego odpowiadajg dwie cyfry systemu trojkowego (0 - 00, 1 - 01,2 - 02, 3 - 10,
4-11,5-12,6-20,7 - 21,8 - 22). 16, to 01 20 trojkowo, czyli po pominieciu zera
nieznaczacego: 120.. Zdanie 3 jest wigc falszywe.

Krok 4

Liczby te mozna porownac za posrednictwem systemu binarnego. Jedne| cyfrze dsemkowe
cdpowiadaja trzy cyfry binarne, a cyfrze czworkowej — dwie cyfry binarne. 127, to 001 010 111
binarnie, a 1123, to 01 01 10 11 binarnie. Otrzymujemy dwie rézne liczby binarne:

001010111
01011011
Zdanie 4 jest wiec prawdziwe.

Odpowiedz: FPFP
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Sposdb na zadania

Zadanie 1.2 (0-1)
Alfabet facinski liczy 26 liter. Do zakodowania matych i wielkich liter tego alfabetu mozna uzy¢:

1. 5 bitéw. P[F
2, | 6 bitow. PlF
3. 7 bitéw. EIE:
4. |1 bafta. P |F

Rozwiazanie
Tagi: reprezentacja informacji w komputerze, system binarny, kody ASCI|

Krok 1

Na 5 bitach mozna zapisaé 2° = 32 réznych informacji, a wiec 5 bitéw to za malo do reprezentacii
facznie 52 znakdw. Zdanie 1 jest wiec falszywe.

Krok 2

Na 6 bitach mozna zapisa¢ 2° = 64 réznych informacji, a wiec jest to wystarczajaca liczba bitéw
do reprezentacji tacznie 52 znakow. Zdanie 2 jest zatem prawdziwe.

Krok 3

Na 7 bitach mozna zapisac¢ 2’ = 128 réznych informacji, a wiec jest to wystarczajaca liczba bitéw
do reprezentacji facznie 52 znakow. Podstawowy kod ASCII, w ktorym sa reprezentowane m.in.
mate | wielkie litery alfabetu lacinskiego, jest kodem 7-bitowym. Zdanie 3 jest wiec prawdziwe.

Krok 4

Jeden bajt to 8 bitoéw, na ktérych mozna zapisa¢ 2° = 256 réznych informacii, a wiec jest to
wystarczajaca liczba bitéw do reprezentacji tacznie 52 znakow. Rozszerzony kod ASCII jest
kodem 8-bitowym. Zdanie 4 jest wiec prawdziwe.

Odpowiedz: FPPP

B zZadanie 2

Liczba palindromiczna to liczba catkowita nieujemna, ktdra sklada sie z tych samych cyfr, gdy
zapisujemy ja od lewej do prawej i od prawej do lewej. Liczba pierwsza to liczba catkowita dodatnia,
ktora ma dokladnie dwa rézne dzielniki: 1 i sama siebie. Palindromiczna liczba pierwsza to liczba
catkowita dodatnia, ktora jest zardwno pierwsza, jak i palindromiczna.

Zadanie 2.1 (0-1)
Uzupelnij ponizszg tabele, wpisujac w drugiej kolumnie TAK lub NIE.
Liczba Palindromiczna liczba pierwsza
11 TAK
101
323
353
169 691
311113
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Rozdziat 1. Algorytmy na liczbach catkowitych i tekstach

Rozwiazanie

Tagi: liczby pierwsze, liczby ziozone, palindromy, wiasnosci liczb, podzielnose liczb, reszta z dzielenia
Krok 1

Wszystkie liczby w tabeli poza liczba 169 691 sg liczbami palindromicznymi.

Krok 2

Sprawdzamy, ktdre z pozostatych liczb sa rowniez liczbami pierwszymi. Wystarczy sprawdzac
podzielnosc przez liczby pierwsze mnigjsze lub rowne pierwiastkowi z dangj liczby. Dla liczby 101
sato 3, 517 — przez zadna z nich 101 sie nie dzieli, wiec jest palindromiczna liczba pierwsza.

Krok 3

Dia liczby 323 sprawdzamy dodatkowo podzielnosé przez 11, 131 17 — liczba jest podzielna
przez 17 (323 = 17 - 19). Nie jest wiec liczba pierwsza. Podzielnos¢ liczby 353 nalezy sprawdzic dla
tych samych liczb — przez zadna z nich 353 sie nie dzieli, wiec jest palindromiczna liczba pierwsza.

Krok 4

Liczba 311 113 nie jest liczba pierwszg, poniewaz dzieli sie przez 11. W tym przypadku nie trzeba
wykonywac obliczen, poniewaz kazda liczba palindormiczna o parzystej liczbie cyfr jest podzielna
przez 11.

Odpowiedz: Prawidlowo uzupeiniona tabela:

Liczba Palindromiczna liczba pierwsza
1 TAK
101 TAK
323 NIE
353 TAK
169 691 NIE
311113 NIE

Informacja do zadan 2.2i 2.3

Ponize] podano specyfikacje problemu sprawdzenia, czy liczba jest palindromiczna liczba pierwsza
oraz algorytm rozwiazania tego problemu zapisany w pseudokodzie.

Specyfikacja
Dane: n — liczba catkowita dodatnia.

Wynik: napis ,TAK", gdy n jest palindromiczna liczba pierwsza, ,NIE” — w przeciwnym
przypadku.

je&li Palindrom(n) oraz Pierwsza(n) to wypisz "TAK"
w przeciwnym przypadku wypisz "NIE"
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Sposdb na zadania

Zadanie 2.2 (0-1)
Uzupetnij zapis funkcji Pal indrom.

funkcja Palindrom(n)
m < n
w < 9
dopdki m > @ wykonuj
wo— w * 18 +
m «
zwrdé n = w 1 zakoficz

Rozwiazanie

Tagi: palindromy, analiza algorytmu, pseudokod, wiasnosci liczb, reszta z dzielenia, czesc calkowita,
funkcje

MNalezy porownac liczbe n z liczba w, powstala przez zapisanie od konca cyfr liczby n. W zmienngj m
zapiszemy wartosc zmiennej n. Wyznaczymy kolejne cyfry liczby m od prawej strony (reszta

z dzielenia m przez 10) oraz dodamy je do aktualnej wartosci zmiennej w z uwzglednieniem pozycii
cyfry w liczbie. Nastepnie usuniemy te cyfry ze zmiennej m (czesc calkowita z dzielenia m przez 10).

Odpowiedz: Uzupelniony zapis algorytmu w pseudokodzie:
funkcja Palindrom(n)
m = n
W+~ @
dopdki m » @ wykonuj
w e w=x* 10 + m mod 18
m < m div 18
zwrdé n = w i zakohcz

Zadanie 2.3 (0-2)
Uzupetnij zapis funkcji Pierwsza tak, aby wykonywata jak najmniej operacii.
funkcja Pierwsza(n)

jesli n = 2 to zwréé prawda i zakoficz
jesli n =1 lub nmod 2 = @ to zwrdé falsz i zakoficz

d <« 3

dopoki wykonuj
jeéli n mod d = @ to zwrbdé falsz i zakohcz
d «

zwrd¢ prawda 1 zakofcz

Rozwiazanie
Tagi: liczby pierwsze, analiza algorytmu, pseudokod, wiasnosci liczb, efektywnosc algonytmu, funkcije

Po wylaczeniu sprawdzenia liczb parzystych wystarczy sprawdzac podzielnosc n przez liczby
nieparzyste, ktorych kwadrat jest mniejszy lub réwny n.
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Rozdziat 1. Algorytmy na liczbach catkowitych i tekstach

Odpowiedz: Uzupelniony zapis algorytmu w pseudokodzie:
funkcja Pierwsza(n)
jesli n = 2 to zwrbéé prawda i zakohcz
jesli n =1 lub nmod 2 = @ to zwr6¢ falsz i zakoficz
d <« 3
dopbki d = d < n wykonuj
jesli n mod d = @ to zwrbdé falsz i zakohcz
d «d+ 2
zwrdoé prawda i zakoncz

I

Zadanie 2.4 (0-2)

Liczba 11 jest jedyng palindromiczna liczbg pierwszg o parzystej liczbie cyfr. Wykorzystaj ten fakt

I Zapisz w wybranej przez siebie notacji algorytm sprawdzajacy, czy liczba catkowita dodatnia jest
palindromiczna liczba pierwsza. Algorytm powinien wykonywac jak najmniej operacji. Mozesz
korzystac z podstawowych dziatan arytmetycznych na liczbach catkowitych (+, = , #, div, mod). Nie
mozesz wykorzystywac operacji na napisach.

Rozwiazanie
Tagi: liczby pierwsze, palindromy, sposoby zapisu algorytmow, wiasnosci liczb, efektywnosc
algorytmow

Krok 1

Z pierwszego zdania w tresci zadania wynika, ze palindromiczne liczby pierwsze mnigjsze od 100
to 2, 3, 5, 7 oraz 11. Liczby te sprawdzimy na poczatku programu. Dzieki temu dalej mozemy
sprawdzac tylko liczby wieksze od 100. Wykorzystamy funkcje Pierwsza oraz zmodyfikowana
funkcie Palindrom ¢ nazwie NPpal indrom. Jej wynikiem bedzie wartosc prawda tylko dla liczb
palindromicznych o nieparzystej liczbie cyfr.

Krok 2
Stosujemy skrécone wyliczanie zdari logicznych: gdy wynikiem funkcji NPpal indrom bedzie
wartosc falsz, nie nastapi wywotanie funkgji Pierwsza.

Odpowiedz: Zapis w pseudokodzie algorytmu rozwigzania wraz z funkcja NPpal indrom:

funkcja NPpalindrom(n)
m + n
w < @
ile <= @
dopdki m » @ wykonuj
W = w x 10 + m mod 10
m < m div 18
ile « ile + 1
jesli ile mod 2 = @ to zwrdé falsz i zakoficz
zwrdé n = w 1 zakohcz

jeSli n =2 lubn =3 1lubn=351lubn=71lubn =11 to
wypisz "TAK" i zakoficz

jesli n ¢ 190 to wypisz "NIE" i zakofcz

jesli NPpalindrom(n) oraz Pierwsza(n) to wypisz "TAK"

w przeciwnym przypadku wypisz "NIE"
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Trening

Trening

= f ROZWIAZ BEZ KOMPUTERA

B zadanie 1

Ocen, czy ponizsze zdania sa prawdziwe. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F - jesli zdanie

jest fatszywe.

Zadanie 1.1 (0-1)
Suma liczb 10101011, i 11011, jest:

liczba parzysta.
wieksza od 255,
réwna 3012,

mnigjsza od C6,..

= |62 | bl =

Odpowiedz zapisz na kartce lub w sposob wskazany przez nauczyciela.

Zadanie 1.2 (0-1)
Wykorzystujac cztery bajty pamieci, mozna zapisac:

liczbe ze znakiem +27'.
liczbe ze znakiem 27",
2% réznych informacii.
liczbe bez znaku 2%,

ol (Ll 0

Odpowied? zapisz na kartce lub w sposcb wskazany przez nauczyciela.

Zadanie 2

Oto niepetna specyfikacja problemu oraz algorytm go rozwiazujacy:

Specyfikacja

Dane: x, n - liczby catkowite dodatnie.
Wynik:

tmp + x
y = 4

dopéki n > @ wykonuj
jesli nmod 3 > @ to
y < y % tmp
jesli nmod 3 =2 toy « y = tmp
n < n div 3
jesli n > @ to tmp <« tmp % tmp * tmp
wypisz vy

Uwaga: div oznacza dzielenie calkowite, a mod — reszte z dzielenia calkowitego.

Ll v e =

V(OO

MMM

M M| ™
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Rozdziat 1. Algorytmy na liczbach catkowitych i tekstach

Zadanie 2.1 (0-1)
Uzupelnij ponizsza tabele.

x n y
3 2
3 3
2 | 10

OdpowiedZ zapisz na kartce lub w sposcb wskazany przez nauczyciela.

Zadanie 2.2 (0-1)
Uzupetnij specyfikacje problemu.

Specyfikacja
Dane: x, n — liczby calkowite dodatnie.
Wynik:

Odpowiedz zapisz na kartce lub w sposob wskazany przez nauczyciela.

Zadanie 2.3 (0-3)

Zapisz w wybranej przez siebie notacji (lista krokéw, pseudokod, jezyk programowania) algorytm
rozwigzujacy ten sam problem bez wykorzystania operacji dzielenia catkowitego i reszty z dzielenia
przez 3. Postargj sie tak zapisac algorytm, aby wykonywal jak najmniej operacji mnozenia.

Odpowiedz zapisz na kartce lub w sposdb wskazany przez nauczyciela.
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Rozwigzywanie problemow
z wykorzystaniem
struktur danych

9. kamiemy szyfr Cezara
10. Poszukujemy liczby
11. Jak ocenic ztozonosc obliczeniowa algorytmu?
12. Metody sortowania prostego
13. Szyfry przestawieniowe, anagramy
14. Sito Eratostenesa

15. Szukamy réznych podciagéw
16. W poszukiwaniu lidera i idola
Wiesz, umiesz, zdasz




™ Kartka z historii

Algorytmika i programowanie

Francuski matematyk Elaise Pascal, aby pomoc ojcu
w prowadzeniu rachunkow, skonstruowat maszyne
liczaca, ktora pozwalata dodawac | odejmowac.
FPonadto byla ona wyposaZzona w elementy pamieci
mechanicznej. Maszyne, zaprezentowana publicznie
w 1645 r., nazywamy kalkulatorem Pascala lub
pascalina. Od nazwiska Francuza pochodzi takze
nazwa jednego z jezykow programowania.

John Napier w 1614 r. opisal metode logarytmow,
czyli metode mnozenia liczb za pomoca dodawania
innych liczb, ktdre mozna zapisac w tablicy. Napier
wynalazt przyrzad, nazywany kostkami Napiera, ktory
uznaje sie za prototyp komputera analogowego.
Kostki wymyslone przez szkockiego matematyka
zdobyly duza popularmosé — ich stosowanie
rekomendowat m.in. Izaak Newton.

-
[wer) (o
(] (o]
4

W Il potowie XVII w. Gottfried Wilhelm Leibniz opisal
dwaojkowy system liczbowy, w ktérym kazda liczbe
mozna zapisac za pomoca kombinaciji cyfr 0i 1.
Obecnie taki kod zero-jedynkowy (binarny) stanowi
podstawe dziatania komputerow. Do licznych
osiggniec Leibniza nalezy m.in. skonstruowanie
witasnej maszyny liczacej, inspirowanej

kalkulatorem Pascala.

Pierwszy mechaniczny kalkulator skonstruowat
prawdopodobnie niemiecki matematyk Wilhelm
Schickard w 1623 r. Maszyne zamowit Jan Kepler
do obliczer astronomicznych — wykonywata cztery
podstawowe dziatania na liczbach catkowitych.
Cho¢ drewniana konstrukcja sptoneta podczas
wojny trzydziestoletniej, w 1957 r. zrekonstruowano
ja na podstawie listow Schickarda do Keplera.
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Na poczatku XIX w. Joseph Marie Jacquard
zbudowat programowalna maszyne tkacka, ktdra
automatycznie wykonywata wzdr tkaniny zapisany
na kartach perforowanych. Dzieki odpowiedniemu
rozmieszczeniu otwordw na takiej karcie mozna bylo
sterowac kolejnoscia wyboru nici w okreslonych
kolorach. Az do lat 80. XX w. karty i tasmy

perforowane byly nosnikami danych dla komputerdw.

»

(or )

W 1817 r. polski zegarmistrz i wynalazca
pochodzenia zydowskiego, Abraham Jakub Stern,
skonstruowat machine rachunkowa wykonujaca
pie¢ dzialan - oprocz czterech podstawowych
dziatan arytmetycznych takze pierwiastkowanie.
Otrzymat wsparcie Stanistawa Staszica oraz
Towarzystwa Przyjaciot Nauk — dzieki readowemu
stypendium kontynuowat swoje badania.

W 1837 r. Charles Babbage oglosit koncepcje
parowej maszyny analitycznej. Miata sie ona
skladac z magazynu danych i posrednich wynikow
obliczen, mtyna (jednostki liczacej) oraz mechanizmu
sterujacego, programowanego z uzyciem kart
perforowanych. Projekt nie doczekal sie realizacji

z powodu zbyt niskiego poziomu cwczesnej techniki.

et

i nd

s}

Sl g

s

Za pierwszego programiste niektdrzy uwazaja

Ade Lovelace. Jej notatki dotyczace maszyny
analitycznej, wydane w 1843 r., zawieraly diagram
algorytmu napisany z zamiarem jego wykonania na
fizycznej maszynie. W pracach Lovelace pojawiaja sie
koncepcje: zmiennych, instrukecji warunkowej, petli

i funkcji. W 1980 r. Departament Obrony USA zatwierdzit

opis jezyka programowania nazwanego jej imieniem.
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Szyfr Cezara,
s. 117-118 &

¢} Dobra rada

Do wykonywania kolejnych
prob deszyfrowania
informaciji mozesz
wiykorzystac ten sam
program, kidry stuzy
do szyfrowania teksiu
szyfrem Cezara.
Matomiast to, czy
odszyfrowany tekst jest
zrozumialy, musisz juz
ocenic samodzielnie.

Analiza czestosci ©

140

9. Lamiemy szyfr Cezara

Jedna z metod tamania szyfrow podstawieniowych — analiza czestosci -
zostata opisana po raz pierwszy juz w IX w. przez arabskiego filozofa

i matematyka Al-Kindiego. W tym temacie dowiesz sig, na czym ona polega,
oraz zastosujesz ja do odszyfrowania kryptogramu, ktéry powstal po
zaszyfrowaniu informaciji jawnej szyfrem Cezara.

Cele lekciji

® Poznasz metody tamania szyfru Cezara.

® /astosujesz analize czestosci do zlamania szyfru Cezara.

® Poznasz przykiad struktury danych - tablice.

® Wykorzystasz algorytm zliczania czestosci wystapien znakow w tekscie
oraz algorytm znajdowania maksimum.

9.1. Metody tamania szyfru Cezara

Jesli chcemy poznac tres¢ informacji jawnej zaszyfrowanej szyfrem
Cezara, ale nie znamy klucza szyfrowania, mozemy zastosowac metode
prob i bledéw. Nalezy wowczas szyfrowac kryptogram szyfrem Cezara za
pomoca kolejnych kluczy. Potencjalnych kluczy zazwyczaj nie jest wiele,
np. dla alfabetu facinskiego jest ich 25 (o 1 mniej niz liter alfabetu).

Cwiczenie 1
Napisz na kartce krétki tekst ztozony z wielkich liter alfabetu facin-

skiego i zaszyfruj go szyfrem Cezara z wybranym kluczem. Nastep-
nie w parach sprobujcie odszyfrowaé nawzajem swoje kryptogramy.

Inna metoda stosowana przy tamaniu szyfru Cezara jest analiza
czestosci wystapien poszczegolnych liter w szyfrogramie. Jesli wie-
my, w jakim jezyku jest informacja jawna, mozemy zalozy¢, ze naj-
czesciej wystepujaca litera w szyfrogramie odpowiada najczedcie]
uzywanej literze w tym jezyku. Wowczas kluczem uzytym do zaszy-
frowania informacji jest réznica miedzy pozycjami w alfabecie najcze-
$ciej wystepujacej litery w szyfrogramie oraz najczesciej wystepujacej
litery w danym jezyku. W przypadku jezyka polskiego ta roznicg bedzie
pozycja najczeéciej wystepujacej litery w szyfrogramie (jesli litery alfa-
betu numerujemy od 0), poniewaz w jezyku polskim najczestsza jest
litera A. Klucz deszyfrujacy obliczymy, odejmujac od 35 (liczby liter
w alfabecie) pozycje najczesdciej wystepujacej litery w szyfrogramie,
Warto podkreslic, ze omawiana metoda nie zawsze jest skuteczna. Dla
krotkich informacji analiza czestosci moze dac fatszywe wyniki.



Analiza czestosci w jezyku polskim

Pokazemy, jak wykorzysta¢ analize czestosci do odszyfrowania krypto-
gramu, ktory powstal po zaszyfrowaniu informacji w jezyku polskim.

Postuzymy sig kilkustronicowym fragmentem reportazu podrézniczego
Zwierzeta, ludzie, bogowie Ferdynanda Ossendowskiego.

A
[
Q
|
il
M
R
W
5
T
G
v
K
P
M
U

E
|
[

Lo S g 6

bl oY B o i X

Fragment kryptogramu
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Deszyfrujemy kryptogram
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W kryptogramie najczesciej wystepuije litera M. Jej pozycja w alfabecie to 16

(jlesli pozycja A to 0), wiec kluczem uzytym do szyfrowania jest prawdopodobnie
liczba 16, a kluczem deszyfrujacym 19 (35 — 16 = 19). Prdba deszyfrowania kluczem
19 sie jednak nie powiedzie. Jesli przeprowadzimy podobng analize w odniesieniu
do litery D — kolejne] najczescie] wystepujace] w szyfrogramie — otrzymamy klucz
deszyfrujacy 30. Tym kluczem uda sie odszyfrowac informacie.

Tekst jawny po odszyfrowaniu fragmentu kryptogramu

Powracajac po kilku dniach z polowania do schroniska, spostrzegltem dym
wychodzacy z komina chaty. Z wielka ostroznoscia skradajac sie do domu,
zauwazytem dwa osiodiane konie, a przy siodiach zonierskie karabiny.




B Rozdzial 2. Rozwiazywanie problemow z wykorzystaniem struktur danych

Przyklad pokazuje, ze nie zawsze litera, ktéra najczesciej wystepuje
w szyfrogramie, pozwala ustali¢ klucz szyfrowania informacji jawnej.
Dla uproszczenia przyjmiemy jednak, ze reguta ta zawsze zachodzi.

Algorytm tamania szyfru @ Zatem w algorytmie lamania szyfru Cezara uwzglednimy kroki:

Cezara 4 Policzenie liczby wystapien poszczegolnych liter w szyfrogramie.

2. Znalezienie litery wystepujacej w szyfrogramie najczesciej.

3. Wyznaczenie klucza, ktérym zaszyfrowano tekst.

4. Odszyfrowanie tekstu kluczem obliczonym ze wzoru:
liczba liter alfabetu — kiucz szyfrowania

-:5",9:- Zapamietaj

Analiza czestosci wystepowania liter w szyfrogramie i w informaciji
jawnej pomaga odszyfrowac tekst zaszyfrowany szyfrem
podstawieniowym. Najwieksze szanse na odszyfrowanie tekstu
sa wtedy, kiedy szyfrowany tekst jest dostatecznie dtugi.

9.2. Zliczamy wystapienia liter w tekscie

Zeby zliczy¢ wystapienia poszczegélnych liter, dla kazdej litery potrzeb-
na jest zmienna — licznik wystapien. W przypadku alfabetu lacinskiego
potrzeba takich zmiennych 26, dla alfabetu polskiego 35. Aby utatwic
sobie zadanie, skorzystamy z jednej ze struktur danych dostepnych
Struktura danych @ w C++. Strukture danych mozna okresli¢ jako pewnego rodzaju
pojemnik na dane, ktory przechowuje i porzadkuje je w okreslony spo-
sob. Do zliczania wystapien liter w tekécie wykorzystamy strukture
Tablica © danych zwang tablica. Pod jedna nazwa moze ona przechowywac wie-
le wartosci tego samego typu. O zapisywaniu wielu danych pod jedna
Struktura, nazwg mowiliSmy juz przy okazji definiowania wlasnej struktury.
s.109(F Tablica, podobnie jak wykorzystywana wczesniej struktura, jest
Typ zlozony @ przykladem zmiennej typu zlozonego. W jezyku C++ wyrdzniamy
Typ prosty © takzZe typy proste, ktore sa predefiniowane w jezyku programowania,
a ich nazwy sa stowami kluczowymi, np. int, char, bool.

Deklaracja tablicy © Przy deklarowaniu tablicy nalezy podac typ elementéw tablicy, jej

nazwe i liczbe elementéw. Ogélna deklaracja tablicy ma postac:

typ_elementow nazwa_tablicy[liczba_elementéw];

Indeks, Do elementu tablicy odwolujemy sie za pomocg indeksu — tak jak
5380 przypadku odwolania do znaku w napisie. Indeks elementu podajemy
w nawiasach kwadratowych:

nazwa_tablicy[indeks]

W jezyku C++ tablice sg zawsze indeksowane kolejnymi liczbami
Tablica jednowymiarowa @ catkowitymi, zaczynajac od 0. Tego typu tablice nazywamy tablica

Tablica dwuwymiarowa, jednowymiarowa. W temacie 16 omowimy tablice dwuwymiarowe.
s. 219
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Policzymy teraz wystapienia liter w napisie zlozonym z wielkich liter
alfabetu tacinskiego i zapiszemy wyniki w tablicy Liczniki. Poszcze-
golne elementy tablicy beda odpowiadaly liczbie wystapien kolejnych
liter w napisie. Element Licznik[i], gdzie 0 < i < 26, okreéla liczbe
wystapien i-tej litery alfabetu. Oto specyfikacja problemu:

Specyfikacja
Dane: napis — napis zlozony z wielkich liter alfabetu facinskiego.

Wynik: Liczniki - tablica z liczba wystapien poszczegolnych liter
alfabetu taciniskiego w napisie.

Zapis algorytmu w pseudokodzie moze by¢ nastepujacy:
dlai < 0, 1, .., 25 wykonuj Liczniki[i] < ©
dlai < ©, 1, .., dlugos¢ napisu - 1 wykonuj

indeks <« kod_ASCII(napis[i]) - kod_ASCII('A")
Liczniki[indeks] ¢« Liczniki[indeks] + 1

W pierwszej petli nadajemy wartosci poczatkowe elementom tabli-
cy — zerujemy liczniki poszczegolnych liter. Druga petla przeglada
poszczegolne litery napisu. Poniewaz element tablicy o indeksie 0
odpowiada literze A, element o indeksie 1 — literze B itd., od kodu
ASCII danej litery odejmujemy kod ASCII litery A, zeby otrzymac
indeks elementu tablicy z zakresu od 0 do 25, Nastgpnie powigkszamy
o 1 odpowiedni element tablicy. Oto kod Zrédlowy programu:

#include <iostream:
2. #include <string»

using namespace std;
o, int main()

§ int i;

g string napis;

10. cout«<"Podaj napis:
11 int Liczniki[26];
{2. for (i=0;i<26;i++)
13 Liczniki[i]=0;
14, for (i=0;i<napis.size();i++)
15 Liczniki[napis[i]-'A']++;
16. for (i=0;i<26;i++)

7. if (Licznikili]»@)

"+ ecinynapis;

{

cout<char(i+' A )¢« - ™
20. cout¢«clLiczniki[i]<«endl;
21 1

7 return @;

tg

9, Lamiemy szyfr Cezara

@ Dobra rada

Podczas pisania
programaow uwazaj,
aby nie cdwolywac sie
do nieistniejacych
elementow tablicy. Proba
przypisania wartosci
takiemu elementowi
jest odwolaniem do
innego obszaru pamigci
i moZe spowodowac
niespodziewane efekty,
np. uszkodzic dane lub
zawliesic program.

© Kod zrédlowy programu

zliczajacego wystapienia
liter w napisie ztozonym
z wielkich liter alfabetu
tacinskiego

[£] Warto wiedzieé
Wartosci poczatkowe
elementdw tablicy mozna
ckreslic przy deklaracji
tablicy. Na przykiad
nadanie wszystkim

26 elementom tablicy
Liczniki wartosci O
bedzie wygladaio
nastepujaco:

int Liczniki[26]={@};
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|=] Warto wiedziec

Analiza czestosci
wystepowania liter

w szyfrogramie moze sie
nie sprawdzic, jesli tekst
jawny jest lipogramem,
tzn. celowo napisano go
tak, aby nie wystepowala
w nim ockreslona litera.
Metoda ta nie zadziala
takze, jesli w tekscie
jawnym uzyto duzo stow

zawierajacych rzadkie litery.

Kombinacje tatwe do przewidzenia

Podczas odszyfrowywania tekstu moze sie przydac nie tylko
analiza czestosci pojedynczych liter, lecz takze znajomosc
czesto wystepujacych obok siebie grup dwoch lub trzech
znakow, czyli tzw. digramow i trigramow. Na przykiad

w jezyku polskim najczestszymi digramami sa ,ch’, ,cz",

.sz" 1 ,rz", a trigramem — stowo ,sie". W jezyku angielskim

Z kolei czesto pojawia sie stowo ,the". Poszukiwanie
powtarzajacych sig par i trojek liter jest pomocne np. przy
tamaniu szyfrow, w ktdrych podstawia sie pare znakow
zamiast jednego znaku.

B Fordzial 2. Rozwiazywanie problemow z wykorzystaniermn struktur danych

W linii 11 zadeklarowana zostala tablica Liczniki o 26 elementach
typu catkowitego. W liniach 12-13 elementom tablicy zostaly nadane
wartosci poczatkowe — kazdemu z nich wartos¢ 0.

Poniewaz znaki w jezyku C++ reprezentowane s3 przez ich kody
ASCII, nie jest potrzebna konwersja znaku na liczbg. Nalezy jedynie
pamietac o przesunigciu indeksu tak, aby indeksowanie rozpoczynalo
sie od zera (napis[i]-'A"). Element tablicy powigkszamy o 1, korzy-
stajac z operatora ++ (linia 15). Petla w liniach 16-21 odpowiada za
wypisanie liczby wystapien poszczegolnych liter. Wyséwietlane sa tylko
te litery, ktore wystepuja w napisie — realizuje to instrukcja warunko-
wa w liniach 17-21. Wypisywana jest litera (konwersja kodu znaku na
litere: char(i+ ~')) oraz liczba jej wystapient w napisie (linie 19-20).

Rysunek 9.1 przedstawia przyktad wywolania programu.

Rys. 9.1. Przyklad wywotania programu zliczajacego wystapienia liter
w napisie sktadajacym sie z wielkich liter alfabetu facinskiego

Zmodyfikujemy teraz program tak, aby odczytywal dane z pliku teks-
towego. W pliku moga wystepowac dowolne znaki. Program zliczy tyl-
ko litery alfabetu tacinskiego, przy czym nie bedzie rozrézniatl wielko-
§ci liter, np. dla jednej matej litery ,a" i dwoch wielkich liter ,A” zwréci
wynik A — 3.




Oto kod zrédlowy zmodyfikowanego programu:

I, #include <iostream:>
2. #include <fstream>
i. #include «string:
4. #include <ccitype:

. using namespace std,

2. int main()

9. {

1. int 1;

11 string napis;

char ch;

13. int Liczniki[26]:

14 for (i=0;i<26:i++) Licznikil[i]=0;

: ifstream wejscie("dane_zliczanie.txt");
while (lwejscie.eof())

=

getline(wejscie,napis);

19, for (i=0;i<napis.size();i++)
20 {

21 ch=toupper (napisl|i]);

22, if (ch>='A' B& ch¢='7") Lieczniki[ch-'A'l++;
23 }

}

T wejscie.close();

26 for (i=0:i¢26;i++)

27 if (Liczniki[i]»@)

28 {

29 cout«char(i+'A')«" = "
cout«Liczniki[i]«cendl;
'.;1_ }

32. return 9;

W linii 15 deklarujemy zmienna plikowa wejscie typu ifstream oraz
otwieramy plik z danymi skojarzony z ta zmienna. O obsludze plikéw
tekstowych pisaliSmy w temacie 8 W gléwnej petli programu (linie
16—-24) odczytywane s3 i przetwarzane kolejne wiersze z pliku. Wezytanie
wiersza danych odbywa sie za pomoca funkcji getline (linia 18), ponie-
waz w wierszu moga wystepowac spacje. Petla w liniach 19-23 przetwa-
rza jeden wiersz danych, tak jak to robil poprzedni program. Poniewaz
w tekscie moga wystapic tez male litery i inne znaki, najpierw ewentualna
matla litera jest zamieniana na wielka (linia 21). Potem powigkszany jest
licznik — pod warunkiem, ze znak byt litera (linia 22). Po gléwnej petli
plik jest zamykany (linia 25). Petla w liniach 26-31 wypisuje litery, ktore
wystapily w tekécie przynajmniej raz, oraz podaje liczbe ich wystapier.

9, kamiemy szyfr Cezara 1N

O Kod zrodlowy programu
zliczajacego litery
alfabetu tacinskiego
wystepujace w pliku
tekstowym

Obsluga plikow
tekstowych,
s, 122-123 2
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B Rozdzial 2. Rozwiazywanie problemow z wykorzystaniem struktur danych
Cwiczenie 2
Napisz program, ktory wezyta dane z pliku tekstowego otrzymanego
od nauczyciela (np. zliczanie.txt), a nastepnie zliczy wystapienia liter

pelnego polskiego alfabetu i zapisze wyniki do pliku tekstowego.
Poréwnaj swoje wyniki ze statystyka czestosci liter w jezyku polskim.

X Zapamietaj

Tablica to struktura danych, w ktérej pod jedna nazwa mozna
przechowywac wiele wartosci tego samego typu. Tablice deklarujemy,
podajac typ elementdw tablicy, nazwe tablicy, a po nazwie

w nawiasach kwadratowych liczbe elementow. Poszczegdlne
elementy nie maja swoich wtasnych nazw — odwotujemy sie do nich
za posrednictwem indeksow. W jezyku C++ tablice sa indeksowane
kolejnymi liczbami catkowitymi, zaczynajac od 0.

9.3. Znajdujemy maksimum

Program zliczajacy wystapienia liter w tekscie zmodyfikujemy tak,
aby wypisal litere, ktéra pojawia si¢ w podanym tekécie najczeéciej.
W tym celu wéréd elementéw tablicy nalezy znalez¢ najwieksza liczbe,
a dokladniej wyznaczy¢ indeks elementu bedacego maksimum tablicy.
Oto algorytm poszukiwania indeksu maksimum w tablicy zapisany
w pseudokodzie. Poszukiwany indeks tablicy zapamigetamy w zmiennej
indeks_m.

indeks_m < @
dla i < 1, 2, .., 25 wykonuj
jesli Liczniki[i] » Liczniki[indeks_m] to indeks_m <« i

Poniewaz wartoscia poczatkowa indeksu maksimum jest 0 (pozycja
pierwszego elementu tablicy), petla moze rozpoczaé przegladanie tabli-
cy od nastepnego elementu.

Fragment programu znajdujacego i wypisujacego najczesciej wyste-
pujaca litere moze wygladac tak jak ponizej.

Fragment kodu ©
Zrodlowego programu i. for (i=1;i<26;i++)
_znajdujgcego if (Licznikili]>Liczniki[indeks_m])
1 wypisujacego . . .
yrﬁajciééc?ej 3, indeks_m=i,
wystepujaca litere 4. cout<«"Najczesciej wystepujaca litera: ",
w tekscie - znalezienie 5. cout«char(indeks_m+ A'):
najwiekszego elementu
tablicy i wypisanie go na
ekranie Zwroc uwage, ze jezeli najczesciej wystepujacych liter jest kilka, to
zostanie wypisana tylko jedna z nich — pierwsza w kolejnosci altabe-

tycznej.

146



9. kamiemy szyfr Cezara I
Cwiczenie 3
Napisz program, ktéry wypisze litere najczesciej wystepujaca w tekécie
zlozonym z liter alfabetu lacinskiego. Jesli takich liter jest wiecej niz
jedna, program powinien wypisac wszystkie.

9.4. Wyznaczamy klucz szyfrowania i odszyfrowujemy
tekst

Zapiszmy teraz funkcje ZnajdzKlucz, ktora pobierze zaszyfrowany tekst
z pliku t_zaszyfrowany.txt, nastepnie zliczy wystapienia liter w szyfro-
gramie oraz wyznaczy klucz uzyty do zaszyfrowania tekstu szyfrem
Cezara. Tekst w pliku moze zawieraé polskie znaki diakrytyczne, dlatego
nalezy pamigtac o tym, aby plik byl zapisany przy uzyciu wlasciwej stro-
ny kodowej. Przyjmiemy, ze kluczem szyfrowania bedzie pozycja (indeks)
najczesciej wystepujacej litery w szyfrogramie, poniewaz litera A statys-
tycznie jest najczesciej uzywana litera w jezyku polskim.

Funkcja ZnajdzKlucz implementuje algorytmy zliczania liter i znaj-
dowania maksimum omdwione w tym temacie oraz odwoluje sie do
tresci z poprzedniego tematu (operacja wyszukiwania znakéw w napi-
sach — sprawdzenie, czy znak jest litera polskiego alfabetu).

© Fragment kodu

int ZnajdzKlucz() zrodlowego programu
2, deszyfrujacego
3. int Liezniki[35]; kryptogram,
4. for (int i=0;i¢35;i++) Licznikili]=0; :;‘;;nyr‘gﬁﬁmzkm
. string s; szyfrem Cezara -
ifstream wejscie("t_zaszyfrowany.txt"); funkcja znajdujaca
f while (!wejscie.eof()) prawdopodobny
3. { klucz, ktorym zostaly
9 getline(wejscie,s); zaszyfrowane dane
for (int i=0;i¢s.size();i++)

14 {
int j=alfabet_m.find(s[i]);
L if (j>=0 8& j<35) Licznikilj]++:

14. else

15, {

16, int j=alfabet_w.find(s[i]);

17 if (j>=0 R& j<35) Liczniki[jl++;

18. }

10. }

20, }

21 wejscie.close();

22. int klucz=8;

23 for (int i=1;i<35;i++)

24 if (Licznikili]sLicznikilklucz]) klucz=i;

return klucz;
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B Rozdzial 2. Rozwiazywanie problemow z wykorzystaniem struktur danych

Fragment kodu ©
Zrédlowego programu
deszyfrujacego
kryptogram,
ktéry powstal po
zaszyfrowaniu tekstu
szyfrem Cezara -
funkcje Szyfruj imain

148

W liniach 3—4 deklarowana i inicjowana jest tablica stuzaca do zlicza-
nia liter pelnego polskiego alfabetu (35 znakow). W linii 6 otwierany
jest plik z danymi t_zaszyfrowany.txt. Petla w liniach 7-20 przeglada
kolejne wiersze pliku. Odczytuje linig tekstu (linia 9) i przeglada jej
kolejne znaki (petla w liniach 10-19). Najpierw sprawdza, czy dany
wiedni licznik (linie 12—13). W przeciwnym przypadku sprawdza, czy
znak jest wielka literg, i ewentualnie powigksza licznik (linie 16-17).
State tekstowe alfabet_m i alfabet_w reprezentuja alfabet zlozo-
ny odpowiednio z malych i wielkich liter alfabetu polskiego, tak jak
w przyktadach w poprzednim temacie. W liniach 23-24 znajdowany
jest indeks maksimum, ktory jest potencjalnym kluczem szyfrowania,
czyli wynikiem dziatania funkcji (linia 25).

Zeby odszyfrowa¢ szyfrogram, wystarczy go zaszyfrowa¢ z kluczem
wyliczonym ze wzoru: 35 — znaleziony klucz. Kod funkcji szyfru-
jacej oraz funkcji main moze wygladac¢ nastepujaco:

I wvoid Szyfruj(int klucz)
2. A
5 string s;
4, ifstream wejscie("t_zaszyfrowany.txt");
5. ofstream wyjscie("t_odszyfrowany.txt");
6. while (lwejscie.eof())
{
getline(wejscie,s);
g. wyjscie«Cezar (s, klucz)<«endl;
10, }
11 wejscie.close(); wyjscie.close();
12 }
13
14, int main()
15.
16, Szyfruj(35-ZnajdzKlucz());
iT. cout«"Plik t_odszyfrowany.txt zostal utworzony!";
1 return @;

Funkcja Cezar oraz uzyta w niej funkcja Cezar_PL, ktore nalezy
wykorzysta¢ w programie, sa takie same jak nas. 1251 126.

Cwiczenie 4

Napisz program umozliwiajacy famanie szyfru Cezara, uwzgledniaja-
cy kroki algorytmu wyrdéznione na s. 142. Program powinien pobiera¢
szyfrogram z pliku i zapisywac tekst bedacy proba odszyfrowania kryp-
togramu rowniez w pliku. Do sprawdzenia dziatania programu wyko-
rzystaj plik otrzymany od nauczyciela (np. tajne.txt).
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["| Podsumowanie

= Szyfr Cezara i inne proste szyfry podstawieniowe mozna zlama¢ metoda analizy
czestoscl.

= Tablica to struktura danych, w ktérej pod jedna nazwa mozna zapisa¢ wiele elementéw
tego samego typu. Do elementu tablicy odwolujemy si¢ za posrednictwem indeksu.

= Tablice deklarujemy, podajac typ elementéw tablicy, nazwe tablicy, a po nazwie
w nawiasach kwadratowych liczbe elementéw.

= W jezyku C++ tablice zawsze sg indeksowane kolejnymi liczbami catkowitymi, za-
czynajac od zera.

= Podczas pisania programu z wykorzystaniem tablicy nalezy pamigtac o nadaniu war-
tosci poczatkowych wszystkim elementom tablicy.

= Kiedy poszukujemy danego elementu w tablicy (np. maksimum), w zaleznosci od
potrzeb mozemy wyszukiwac albo wartosc¢ tego elementu, albo jego polozenie w ta-
blicy, czyli indeks.

= W jezyku polskim najczesciej wystepujaca litera jest litera A. Dlatego kluczem uzy-
tym do zaszyfrowania informacji szyfrem Cezara jest prawdopodobnie pozycja
w alfabecie tej litery, ktéra najczedciej wystepuje w szyfrogramie (jesli litery alfabetu
numerujemy od 0).

» Poniewaz szyfr Cezara ma niewiele potencjalnych kluczy, inng metoda ztamania go
jest probowanie odszyfrowania tekstu za pomoca kolejnych kluczy.

Zadania

* Napisz program, ktory wczyta liczbe calkowita wieksza od zera i wypisze liczbe
wystapien poszczegdlnych cyfr w tej liczbie.

+ A Napisz program, ktéry bedzie wezytywal z klawiatury liczby calkowite dodatnie do
napotkania zera i wypisywal najwieksza z podanych liczb.

* Napisz program deszyfrujacy krotki tekst zakodowany szyfrem Cezara, wczytany
z klawiatury. Po kazdej prébie deszyfrowania program zapyta, czy wypisany wynik jest
poprawny. Jesli uda sie odszyfrowac tekst, program zakoriczy dziatanie, w przeciwnym
przypadku — sprobuje odszyfrowac kryptogram kolejnym kluczem.

*% Sprawdz w internecie czgsto$¢ wystepowania poszczegolnych liter w jezyku angielskim.
Omoéwiony w tym temacie program famania szyfru Cezara zmodyfikuj tak, aby deszy-
frowal teksty w jezyku angielskim. Sprawdz dzialanie programu.

* % Napisz program, ktory bedzie wczytywal z klawiatury liczby catkowite dodatnie do
napotkania zera i wypisywal liczbe wystapien poszczegolnych cyfr we wszystkich
wczytanych liczbach lfacznie.
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++ [ Przygotuj plik tekstowy z dowolnym tekstem skladajacym sie ze slow o dlugosci
nie wiekszej niz 10 liter i ze spacji oddzielajacych wyrazy. Napisz program, ktory
odczyta dane z pliku wejsciowego i wypisze, ile jest w nim wyrazéw o poszczegolnych
dlugosciach (od 1 do 10).

*# Przygotuj plik tekstowy z dowolnym tekstem zawierajacym tylko stowa i oddzielajace
je spacje, bez znakéw interpunkcyjnych. Napisz program, ktéry odczyta dane z pliku
wejsciowego i wypisze, ile wyrazéw rozpoczyna si¢ na poszczegolne litery.

#+» B Napisz program, ktéry pomoze zlamac szyfr permutacyjny, zgodnie z ponizsza
specyfikacja. Plik potrzebny do rozwiazania zadania przekaze ci nauczyciel.

Specyfikacja

Dane: szyfrogram_perm.txt — plik zawierajacy tekst zfozony z wielkich liter alfabetu
taciniskiego i znakéw oddzielajacych, zaszyfrowany szyfrem permutacyjnym.
Wynik: klucz — napis okreslajacy permutacje wielkich liter alfabetu tacin-
skiego, czyli klucz, ktérym prawdopodobnie zostal zaszyfrowany tekst w pliku
szyfrogram_perm.txt,

jawny_perm.txt — plik zawierajacy tekst z pliku szyfrogram_perm.txt odszyfrowany
kluczem klucz.

+++ [ Napisz, zgodnie z ponizsza specyfikacja, program wspomagajacy ztamanie szyfru
Vigenére'a, kiedy znamy dlugo$¢ klucza uzytego do szyfrowania. Plik potrzebny do
rozwiazania zadania oraz diugo$¢ klucza przekaze ci nauczyciel.

Specyfikacja

Dane: szyfrogram_Vigenere.txt — plik zawierajacy tekst zlozony z wielkich liter alfa-
betu facinskiego, zaszyfrowany szyfrem Vigenére'a,

dl_klucza — dlugos¢ klucza uzytego do szyfrowania, 0 < dl_klucza < 5.

Wynik: jawny_Vigenere.txt — plik, ktéry zawiera odszyfrowany tekst z pliku
szyfrogram_Vigenere.txt.
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10. Poszukujemy liczby

Na pewno zdarzylo ci sie kiedys szukac konkretnej rzeczy w jakims zbiorze,
np. ksiazki na regale lub ubrania w szafie. Duzo latwigj to zrobic, gdy

zbidr jest uporzadkowany zgodnie z pewna zasada, np. ksiazki wedltug
alfabetu, a ubrania wedtug kategorii. Mozesz wtedy zawezic poszukiwania
np. do litery P albo do spodni, zamiast przegladac kazda rzecz po kolei.
Czasami jednak mamy do czynienia ze zbiorami, ktérych elementy nie

sa uporzadkowane, lub nie wiemy, czy sa uporzadkowane, Dlatego

w tym temacie zajmiemy sie wyszukiwaniem liczb w zbiorach zarowno
uporzadkowanych, jak | nieuporzadkowanych.

Cele lekciji

= Wyszukasz element w zbiorze nieuporzadkowanym i uporzgdkowanym.

® Jastosujesz algorytmy przeszukiwania liniowego i binarnego.

® Poznasz kolejne sposoby przekazania parametru do funkcji — przez
wskaznik oraz przez referencie.

® /najdziesz jednoczesnie minimum i maksimum w zbiorze.

10.1. Sformutowanie problemu wyszukiwania

W programach wyszukujacych okreslony element w zbiorze danymi
wejsciowymi bedzie ciag n losowych liczb catkowitych: ay, a,, ..., a,_;.
Liczby zapamigtamy w tablicy. Tablica,
Funkcjamain w programach, ktére napiszemy (niezaleznie od zasto- S 142
sowanej metody wyszukiwania), powinna uwzglednia¢ nastgpujace
etapy:
1. Wylosowanie elementéw tablicy.
2. Wypisanie elementow tablicy.
3. Wyszukanie elementu w tablicy.
4. Wypisanie wyniku wyszukiwania.
Aby zrealizowa¢ dwa pierwsze etapy, zdefiniujemy funkcje Losuj
i Wypisz. Pierwsza z nich wylosuje elementy tablicy, a druga wypisze
wylosowane liczby.
Liczba elementéw tablicy, czyli rozmiar tablicy, powinna by¢ zna-
na w momencie kompilacji programu. Dlatego rozmiar okreslimy za
pomoca stalej, ktora zdefiniujemy przed funkcjami. Jesli chcielibysmy  Stata,
sprawdzi¢ dziatanie programu dla tablicy o innej liczbie elementéw, S 125
wystarczy wowczas wprowadzi¢ zmiang tylko w jednej linii kodu —

w definicji stalej podac inny rozmiar tablicy. Definicja stalej,

Fragment kodu zrodlowego programu wyszukujacego element tablicy s 125 £
moze wygladaé nastepujaco. Fragment ten zawiera definicje stalej oraz
funkcji losujacej i wypisujacej tablice liczb.
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Fragment kodu ©

Zrodiowego programu
wyszukujacego element
w tablicy - definicje stalej
oraz funkcji losujacej

i wypisujacej elementy
tablicy

[Z] Warto wiedzieé

W srodowisku Code:Blocks
2 kompilatorem GCC mozna
okreslic rozmiar tablicy za
pomoca zmiennej:

int n:

cout«"Rozmiar tablicy: ";
cinyan;

int Aln]:

Nie jest to jednak
rozwigzanie zgodne ze
standardem jezyka C++

| moZe nie dziala¢ w innych
srodowiskach lub gdy uzyje
sig innego kompilatora.

| #include <iostream:
#include <cstdlibs
#include <ctime>

using namespace std;
7. const int N=10;

o wvoid Losuj(int A[])
169, {
11 for (int i=0;i<N;i++) Ali]=rand()%100;

14. void Wypisz(int A[])

L

11 for (int i=0;i<N;i++) cout«Ali]«" *;
17. cout<<endl;

W linii 7 zostala zdefiniowana stala N o wartosci 10, okreslajaca roz-
miar tablicy. Parametrem kazdej z funkcji Losuj i Wypisz jest tablica.
Instrukcja w linii 11 wypelnia tablice losowymi liczbami z zakresu od
0 do 99. Zakres losowania zostal ograniczony, zeby fatwo bylo zinter-
pretowac dziatanie programu. Otrzymanie losowej liczby catkowite;

Funkcja rand @ nieujemnej umozliwia funkcja rand. Aby moéc z niej skorzystac, trzeba

Przekazanie parametru
przez wartosé,

s. 108 (&
Zmienna lokalna,

s, 108 (&

dotaczy¢ do programu biblioteke cstdlib. Zakres losowania ograni-
czylismy, biorac reszte z dzielenia wylosowanej liczby przez 100.
Przypomnijmy, ze przekazanie parametru przez warto$¢ oznacza,
ze parametr funkcji jest chroniony, tzn. wszystkie operacje sg wyko-
nywane na kopii parametru, traktowanego jak zmienna lokalna.
W przypadku, gdy parametrem funkcji jest tablica, w rzeczywistosci
nie jest nim sama tablica, ale jej adres — tablice w jezyku C++ sa repre-
zentowane przez adresy (wskazniki). Oznacza to, ze wszystkie operacje
sa wykonywane na oryginalnej tablicy, a dokonane w niej zmiany zapa-
mietywane po zakonczeniu dzialania funkcji. Taki sposob przekazania

Przekazanie parametru © parametru nazywamy przekazaniem parametru przez wskaznik. Tak

przez wskaznik

Fragment kodu ©

Zrodlowego programu
wyszukujacego element
w tablicy - fragment
funkcji main

182

wigc wartosci zwracane przez funkcje Losuj zostana zachowane po
zakonczeniu jej dzialania.

Fragment kodu Zrodlowego funkcjimain wywolujacej funkcje Losuj
i Wypisz moze wyglada¢ nastepujaco:

1. int A[N];

2. srand(time(NULL));
3. Losuj(A);

4. Wypisz(A);



W linii 1 zadeklarowana jest tablica N liczb catkowitych. Instruk-
cja w linii 2 inicjuje generator liczb losowych i uzaleznia losowanie
liczb od czasu wskazywanego przez zegar komputera. Jesli nie doda-
libySmy tej instrukeji, po kazdym uruchomieniu programu wynikiem
funkcji Losuj bylby ten sam ciag liczb. Ustawienie punktu startowego

10. Poszukujemy liczby IR

(5] Warto wiedzieé

Zeby wylosowaé liczbe

Z przedzialu [g; b], nalezy
UzZyc wyraZenia;

rand( )%(b-a+l)+a

dla mechanizmu losujacego umozliwia funkcja srand. Z kolei dzig- © Funkcja srand,

ki funkcji time zwrécimy aktualny czas w postaci liczby catkowite;.
Korzystanie z funkcji stand wymaga dolaczenia biblioteki cstdlib,
a korzystanie z funkcji time — biblioteki ctime.

Cwiczenie 1

Napisz program losujacy i wypisujacy tablice # liczb catkowitych nie-
ujemnych, uwzgledniajacy funkcje Losuj i Wypisz. Sprawdz dzialanie
programu dla réznych wartosci stalej okreslajacej rozmiar tablicy.

X Zapamietaij

W jezyku C++ rozmiar tablicy okreslamy najczesciej za pomoca
statej. Jesli tablica jest parametrem funkciji, to jest ona
przekazywana przez wskaznik (adres). Wszystkie operacje na takim
parametrze sg wykonywane na oryginainej tablicy i zmiany sa
pamietane po zakonczeniu dziatania funkciji.

10.2. Poszukujemy liczby w zbiorze nieuporzadkowanym

Jezeli szukamy danego elementu w zbiorze i nie wiemy, czy zbidr jest
uporzadkowany, musimy sprawdzac¢ kazdy element po kolei. Jesli
pierwszy element nie jest réwny szukanemu, sprawdzamy drugi itd.
Czynno$ci powtarzamy, dopdki nie odnajdziemy elementu lub nie
przejrzymy wszystkich elementéw zbioru. Taki sposéb postepowania
nazywamy przeszukiwaniem liniowym lub sekwencyjnym.

Oto specyfikacja problemu wyszukiwania elementu w zbiorze nie-
uporzadkowanym:

Specyfikacja

Dane: A[@..n-1] — tablica n liczb calkowitych,

x — liczba catkowita.

Wynik: wartos¢ prawda, gdy liczba x znajduje si¢ w tablicy, fatsz —
w przeciwnym przypadku.

Mozemy miec szczescie i znalez¢ szukany element juz w pierwszym
poréwnaniu. Jesli elementu nie ma w tablicy lub znajduje si¢ na ostat-
nim miejscu, musimy przejrzec cala tablice, czyli wykonac n poréwnan.

funkcja time

3 Warto wiedziec

Dzieki temu, Zze podczas
przekazania parametru
przez wskaznik nie jest
tworzona kopia tablicy,
oszczedza sie pamied
komputera,

O Przeszukiwanie liniowe

(sekwencyjne)

[£] Warto wiedzieé
Przeszukiwanie liniowe
stosuje sie np. do
znajdowania maksimum
w tablicy.
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) Dobra rada

Mozesz tez ustalic,

ze jesli szukana liczba jest
w tablicy, wynikiem funkgcji
SzukajLin bedzie pozycja
te| liczby, Natomiast jesli
liczby nie ma w tablicy,
wynikiem funkcji moze byc
wartosé n (indeks spoza
zakresu).

Funkcje sprawdzajaca, czy liczba x znajduje sie w n-elementowej
tablicy A, mozna zapisa¢ w pseudokodzie nastepujaco:

funkcja SzukajLin(A[],x)
dlai < ©, 1, .., n - 1 wykonuj
jesli Ali] = x to zwrdéé prawda i zakoficz
zwroé faisz i zakoncz

Cwiczenie 2

Napisz program, ktéry wylosuje i wypisze tablice liczb catkowitych,
a nastepnie wezyta liczbe catkowita i wypisze informacje, czy ta licz-
ba znajduje si¢ w tablicy. Wyszukiwanie liczby powinna realizowac

funkcja SzukajlLin, dzialajaca zgodnie z algorytmem zapisanym
w powyzszym pseudokodzie.

-ﬁ- Zapamietaj

Jesli nie wiemy, czy zbidr, w ktérym szukamy elementu, jest
uporzadkowany, stosujemy przeszukiwanie liniowe (sekwencyjne).
Przegladamy wowczas kolejne elementy zbioru tak dtugo,

az znajdziemy szukany element lub przejrzymy wszystkie elementy.

10.3. Poszukujemy liczby w zbiorze uporzadkowanym

Gdy szukamy elementu w zbiorze uporzadkowanym, mozemy ogra-
niczyc liczbe poréwnan. Zrobimy to poprzez stopniowe zawezanie
zbioru, ktory przeszukujemy. Aby zilustrowac sposéb postepowania,
rozwazmy jedng z wersji gry w 20 pytan: pierwszy gracz wybiera liczbe
catkowita z okreslonego przedzialu, natomiast drugi musi odgadnac,
jaka liczbe pomyslat ten pierwszy. Zgadujacy moze pytac, czy pomysla-
na liczba znajduje si¢ w podanym przez niego przedziale.

Zalozmy, ze liczba calkowita pomyslana przez pierwszego gracza
znajduje sie w przedziale [a; b]. Dla zgadujacego najskuteczniejsza stra-
tegia bedzie podzielenie tego przedzialu na dwa réwnoliczne przedzia-
ty (z dokladnoscia do 1 dla nieparzystej dlugosci przedzialu). Najpierw
wyznacza $rodek przedzialu (c) ze wzoru ¢ = (a + b) div 2. Nastep-
nie pyta, czy szukana liczba znajduje si¢ w przedziale [a; c]. Poniewaz
poszukiwana liczba musi naleze¢ do jednego z przedzialow [a; ¢] lub
[c + 1; b], w zalezno$ci od odpowiedzi pierwszego gracza zgadujacy
odrzuca jeden z przedzialéw, czyli polowe liczb. W kolejnych krokach
postepuje podobnie. Gdy zawezi przedzial poszukiwan do jednej liczby,
ta liczba jest rozwigzaniem.

Przeszukiwanie binarne @  Opisany sposob wyszukiwania elementu nosi nazwe przeszukiwania
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binarnego. W kolejnych krokach zawezamy przeszukiwany przedzial
do polowy elementow.



Tabela 10.1 przedstawia przyklad wyszukiwania w przedziale [1; 100]

liczby pomyslanej przez pierwszego gracza (tu liczby 65).

10. Poszukujemy liczby 1IN

lteracja  Poczatek Koniec Srodek :k'tz;;z;i Udzielona
petli przedziafu (a) przedziatu (b) przedziatu (c) zgadujacy odpowiedz
1 1 100 50 [1: 50] Nie
2 51 100 75 [51; 75] Tak
3 51 75 63 [51; 63] Nie
4 64 75 69 (B4; 69] Tak
5 64 | 69 66 [64; 66] Tak
6 64 66 65 [64; 65 Tak
7 64 65 64 [64; 64] Nie
- 65 65 - - -

Tabela 10.1. Przyktad wyszukiwania liczby 65 w przedziale [1; 100]

Poszukiwanie elementu w uporzadkowanej tablicy

Rozwazmy teraz problem poszukiwania elementu w uporzadkowanej
tablicy liczb. W tym przypadku, kiedy zawezamy przedzial poszuki-

war, operujemy indeksami elementéw tablicy, a nie warto$ciami ele-
mentow. Moze sie rowniez zdarzyc, ze szukanej liczby nie ma w tablicy.
Oto specyfikacja problemu i zapis algorytmu w pseudokodzie:

Specyfikacja

Dane:A[@..n-1] — tablica n uporzadkowanych niemalejaco liczb
calkowitych,

x — liczba catkowita.

Wynik: warto$¢ prawda, gdy liczba x znajduje sie w tablicy, fatsz —
w przeciwnym przypadku.

funkcja SzukajBin(A[],x)

lewy < @

prawy < n - 1

dopdki lewy < prawy wykonuj
srodek <« (lewy + prawy) div 2
jeéli A[srodek] < x to lewy < srodek + 1
w przeciwnym przypadku prawy < srodek

zwrd6é Allewy] = x i zakohez

W zmiennych lewy i prawy przechowywane s3 indeksy poczatku
i konica przeszukiwanego przedzialu, a w zmiennej srodek — indeks
$rodka tego przedzialu. Przy wyznaczaniu $rodka przedzialu nie spraw-
dzamy za kazdym razem, czy jest on szukana liczba. Gdybysmy chcieli
tak robi¢, oznaczatoby to dodatkowe poréwnanie w kazdej iteracji petli.

[£] Warto wiedzieé

Do okreslenia wartosci

funkgji nie trzeba uzywac

instrukcji warunkowei;

jesli Aflewy] = x to
zwrHE prawda i zakohoz

w przeciwnym przypadku
zwroé falsz i zakohcz
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Nie uzyskaliby$émy znaczacej poprawy, a w przypadku nieznalezienia
liczby byloby wykonywanych dwa razy wigcej porownan. Wynikiem
funkcji jest wartos¢ logiczna — wynik poréwnania A[lewy] = x.

Kod zrédlowy funkeji SzukajBin moze wygladac nastepujaco:

Fragment kodu © S )
Zrédlowego programu 1 bool SZUkaJBl n{lnt A{] , int X:J
wyszukujacego element 2.
wtablicy - funkcja - int lewy=0, prawy=N-1, srodek;

realizujaca algorytm

przeszukiwania binamego while (lewycprawy)

5 ,[
6, srodek=(lewy+prawy)/2;

7. if (Alsrodek]<x) lewy=srodek+1;
else prawy=srodek;

}

0. return (Allewy]==x);

Tabele 10.2 oraz 10.3 ilustruja dziatanie algorytmu poszukiwania
odpowiednio liczb 3 i 5 w tablicy, w ktoérej na kolejnych pozycjach
znajduja sie liczby: 1, 4, 5, 6, 9. W pierwszym przykladzie uzyskamy
odpowiedz, ze liczby 3 nie ma w tablicy (petla wykona sie trzy razy),
aw drugim — ze liczba 5 jest w tablicy (petla wykona sie dwa razy).

Iteracja ;"::::ﬁ; :,‘::I:'::j :nai::::j Element D:m:dcfz:a
petl lewy prawy srodek Alsrodek] Alsrodek] <« 3
1 0 4 2 | 5 Nie
2 0] 2 1 4 Nie
3 0 1 0 1 Tak

= 1 1 = = =
Tabela 10.2. Przykfad wyszukiwania liczby 3 w tablicy z liczbami: 1,4, 5,6, 9

B3 Ato ciﬁkawe:

20 pytan sztucznej inteligencii

Gra w 20 pytan, polegajgca na zgadywaniu, o jakim

obiekcie pomyslata dana osoba, ma wiele wersji. W 1988 r.
Robin Burgener na podstawie tej popularnej zabawy stworzyt
gre 20Q, ktora do odgadywania wykorzystuje sztuczna
inteligencje. W 20Q mozna zagrac online. Wedtug wiascicieli gry
sztuczna inteligencja zgaduje pomyslany przez uzytkownika
obiekt w 80% przypadkow, a jesli pozwolimy jej zadac

25 pytan, wygra az 98% rozgrywek.
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Iteracja ::::::J ::1'“;:::; :::::: Element O:;::izd:zza
pet lewy prawy srodek flscden) Alsrodek] < 5
1 | O | 4 2 5 Mie
2 | 0 | 2 1 4 Tak
- 2 2 - - -

Tabela 10.3. Przyklad wyszukiwania liczby 5 w tablicy z liczbami: 1, 4, 5,6, 9

Parametrem funkcji SzukajBin jest uporzadkowana niemalejaco
tablica liczb. W zwiazku z tym na potrzeby programu realizujacego
algorytm przeszukiwania binarnego zmodyfikujemy funkcje Losuj
tak, aby losowala tak uporzadkowana tablice liczb. Zakres losowania
kolejnego elementu uzaleznimy od wartosci elementu poprzedniego —
dodamy do niego warto$¢ losowa. Pierwszy element tablicy moze by¢
dowolna liczba. Oto kod Zrédlowy zmodyfikowanej funkeji Losuj:

: © Fragment kodu
. void Losuj(int A[]) #rédiowego programu
2. wyszukujacego element
Al0]=rand()%20; g tablicy - fun kﬂéi
2 4 ieN AT A1 0 osujaca uporzadkowana
for (int i=1;i<N;i++) A[i]=Al[i-1]+rand()%20; nlamalejaco tablios liash

Kod zrodlowy funkcjimain programu poszukujacego binarnie danego
elementu w tablicy moze by¢ nastgpujacy:

© Fragment kodu

I int main() zrodlowego programu
: { wyszukujacego binamie
. int x; dany element w tablicy -
4. int A[N]: funkcjamain
E srand(time(NULL));

Losuj(A);

Wypisz(A);
cout«"Podaj liczbe do wyszukania: ";
9 cinyx;

0. if (SzukajBin(A,x))
11 cout«"Liczba jest w tablicy";

12 else

cout«"Liczby nie ma w tablicy";
14. return ©;

5 }

Cwiczenie 3

Napisz program, ktory sprawdzi, czy w uporzadkowanej tablicy » liczb
catkowitych wystepuje podany element. Liczbe powinna wyszukiwac
funkcja realizujaca algorytm przeszukiwania binarnego.
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B Rozdzial 2. Rozwiazywanie problemow z wykorzystaniem struktur danych

[£] Warto wiedzieé

Algorytm przeszukiwania
binarmego opiera sie

na metodzie ,dziel

i zwycieza]", czyli podziale
problemu na podproblemy
tego samego typu dla
mnigjszej liczby danych.
Wiecej 0 metodzie dziel

i zwycieza” powiemy

w temacie 20.
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Tabela 10.4 przedstawia liczbe powtorzen petli algorytmu realizujacego
przeszukiwanie binarne w zaleznosci od liczby elementéw w zbiorze.

Liczba elementéw w zbiorze (n) Liczba powtorzen petli (k)
10 4
16 4
100 7
128 7
1000 10
1024 10
10 000 14
100000 17
1 000 000 20
1 048 576 20

Tabela 10.4. Liczba iteraciji petli w algorytmie przeszukiwania binarnego
w zaleznosci od liczby elementow zbioru

Liczba potrzebnych powtdrzen petli rosnie bardzo powoli mimo znacz-
nego wzrostu liczby elementéw w zbiorze. Dla liczby elementow rzedu
miliona potrzebnych jest tylko 20 powtorzen. Gdyby wykorzystac prze-
szukiwanie liniowe, potrzebne byloby srednio pél miliona powtérzen.

Na podstawie tabeli 10.4 mozna wyznaczy¢ wzor opisujacy zaleznosc¢
pomiedzy liczba powtdrzen k a liczba danych » w algorytmie przeszu-
kiwania binarnego. Dla liczby danych bedacych potega dwdijki liczba
powtorzen jest rowna wykladnikowi potegi:

n=2"
Zatem:
k =log,n

Dla wartosci n, ktore nie sa potegami liczby 2, wartos¢ logarytmu
o podstawie 2 nie bedzie liczba catkowita. Liczba iteracji petli jest wow-
czas rowna wartosci zaokraglonej w gore. Zaokraglenie w gore, nazywane
czesto sufitem, oznaczamy |

-:é:— Zapamietaj

Algorytm przeszukiwania binarnego stuzy do znajdowania
elementu w zbiorze uporzadkowanym. Jego dziatanie polega na
podzieleniu przeszukiwanego zbioru na potowy i kontynowaniu
poszukiwan w czesci, w ktorej moze wystepowac szukany
element. Czynnosci powtarza sie tak diugo, az pozostanie jeden
element — wowczas sprawdza sie, czy to szukany wynik.

k= [10g1 H]




10. Poszukujemy liczby

10.4. Jednoczesne znajdowanie minimum i maksimum

Czasami zachodzi potrzeba znalezienia w zbiorze danych zaréwno
elementu najmniejszego, jak i najwigkszego. Dzieje si¢ tak na przykiad
wtedy, gdy chcemy poznacd rozpigtosc zbioru, czyli réznice pomiedzy © Rozpigtosé zbioru
elementem najwiekszym (maksimum) i elementem najmniejszym
(minimum).
Oto specyfikacja problemu, ktérym sie teraz zajmiemy:

Specyfikacja

Dane: A[@. .n-1] — tablica n liczb calkowitych.
Wynik:mini — najmniejszy element w tablicy A,
maks — najwiekszy element w tablicy A.

Poniewaz nie wiemy, czy zbidr jest uporzadkowany, narzucajacym sig
rozwigzaniem jest zastosowanie algorytmu przeszukiwania liniowego:
minimum i maksimum szukamy wtedy niezaleznie. Zapis tego algoryt-
mu w pseudokodzie moze by¢ nastepujacy:
mini < A[Q]
dlai <« 1, 2, .., n — 1 wykonuj

jesli A[i] < mini to mini <« A[i]
maks <« A[@]
dla i < 1, 2, .., n — 1 wykonuj
jesli A[i] » maks to maks <« A[i]

Obydwie instrukcje warunkowe mozna umiesci¢ w jednej petli, nie
zmienia to jednak liczby poréwnan wykonywanych przez algorytm:
mini < A[@]
maks <« A[Q]
dla i < 1, 2, .., n - 1 wykonuj

jesli A[i] < mini to mini < A[i]
jesli A[i] > maks to maks <« A[i]

Zauwaz, ze drugg instrukcje warunkowa wystarczy wykonywac tyl-
ko wtedy, gdy nie byla modyfikowana wartos¢ zmiennej mini., Dlatego
algorytm zmodyfikujemy nastepujaco:
mini < A[@]
maks <+« A[@]
dla i < 1, 2, ., n - 1 wykonuj

jesli Ali] < mini to mini <« A[i]
W przeciwnym przypadku
jes&li A[i] > maks to maks <« A[i]

Jesli zastosujemy ostatni algorytm, mamy szanse zmniejszy¢ liczbe
porownan. W najgorszym przypadku zostanie wykonanych tyle samo
poréwnan co w dwoch wezesniejszych algorytmach: 2 - (n — 1).
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I Fozdzial 2. Rozwiazywanie problemow z wykorzystaniem struktur danych

Zastanowmy sig, jak znalez¢ minimum i maksimum zbioru, wyko-
nujac mniej operacji porownania niezaleznie od polozenia szukanych
wartosci w tablicy. W tym celu mozna poréwnywac elementy parami:
pierwszy z drugim, trzeci z czwartym itd. Nastepnie poréwnujemy
mniejszy element z pary z aktualnym minimum, a wigkszy — z aktu-
alnym maksimum. Dzialanie algorytmu dla ciagu 12, 8, 5, 16, 3,6, 7, 9,
10, 14 pokazuje rysunek 10.1.

Wyszukanie minimum - 1
g g 5 3 7 10 —> mini =3

wérdd mniejszych liczb z par

S L R e T
Forownanie liczb
B i IETB Eiﬂi STE ?19 1{]-:':14
Wyszukanie maksimum ;I; 16 :: 9 ‘14; S maks = 16
wsrod wiekszych liczb z par B

[2] Warto wiedziec

Algorytm jednoczesnego
wyszukiwania minimum

i maksimum w zbiorze
opiera sie na metodzie
«dziel i zwyciezal”. Problem
zostal podzielony na
dwa mnigjsze problemy:
Znalezienie minimum
wsrod mnigjszych liczb

Z par oraz znalezienie
maksimum wsrod
wigkszych liczb z par.

") Dobra rada

Jesh cheesz zastosowac
podany algorytm
jednoczesnego
wiyszukiwania minimum

| maksimum w tablicy

o nieparzyste iczbie
elementdw, mozesz
powiekszyc rozmiar tablicy
o jeden i skopiowac na
ostatnig pozycje wartosé
ostatniego elementu.
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Rys. 10.1. Wyznaczenie minimum i maksimum zbioru liczb: 12, 8, 5, 16, 3,6, 7, 9, 10, 14

Algorytm poréwnujacy parami sasiednie elementy wygodniej bedzie
zapisac, jesli zalozymy, Ze liczba elementow tablicy jest parzysta.

Dla zbioru n-elementowego liczba poréwnan elementéw parami
jest rowna n/2. Aby znalez¢ minimum wsrod mniejszych elementow
z par, trzeba wykonac n/2 — 1 poréwnar, aby znaleZ¢ maksimum wsréd
wiekszych elementow z par — réwniez n/2 — 1 poréwnan. Lacznie, kie-
dy szukamy i minimum, i maksimum, liczba poréwnan wynosi:

ni2+m2-1)+n2-1)=3n/2-2

Oto zmodyfikowana specyfikacja problemu:

Specyfikacja
Dane:A[@. .n-1] — tablica n liczb catkowitych, » jest liczbg parzysta.

Wynik: mini — najmniejszy element w tablicy A,
maks — najwiekszy element w tablicy A.

Zapis algorytmu w pseudokodzie moze by¢ nastepujacy:

jesli A[@] > A[1] to
mini <« A[1]
maks < A[Q]

w przeciwnym przypadku

mini < A[@]

maks « A[1]

i« 2,4, 6, .., n - 2 wykonuj

jesli A[i] » A[i+1] to
jesli Ali+l] < mini to mini <« A[i+i]
jesli A[i] > maks to maks <« A[i]

W przeciwnym przypadku
jesli A[i] < mini to mini « Al[i]
jesli Al[i+1] > maks to maks <« A[i+1]

dla



Instrukcja warunkowa przed petla wyznacza wartosci poczatkowe
zmiennych mini i maks, poréwnujac dwa pierwsze elementy tablicy.
Wykonywane jest w tym celu jedno poréwnanie. Petla wykona sie
(n— 2) / 2 razy. Po poréwnaniu dwdch sasiednich elementéw mniejszy
z nich jest poréwnywany z aktualnym minimum, a wiekszy — z aktual-
nym maksimum. W jednym obrocie petli wykonywane sa zatem trzy
porownania. Poniewaz jedno poréwnanie jest wykonywane przed
petla, w sumie powyzszy algorytm wykona 1 +3-(n = 2)/2=3.n/2 - 2
poréwnan, Oto kod Zrodlowy funkcji realizujacej ten algorytm:

| void MiniMaks(int A[], int &mini, int &maks)
£ {
if (Al@]>Al1])

4. {

5 mini=A[1]; maks=A[@]:
6. }

f else

{

mini=A[@]; maks=A[1];
A }

i1 for (int i=2;i<N-1;i+=2)
1 if (A[i]»Ali+t])

13. {
{4 if (Ali+1]«mini) mini=A[i+1];
if (A[i]>maks) maks=A[i];
}
else
{
if (Alil<mini) mini=Al[i];
20. if (Ali+1]>maks) maks=Ali+1];
21 ]'

Funkcja MiniMaks ma zwrdci¢ dwie liczby catkowite: minimum
i maksimum. Wartosci sg zwracane za posrednictwem parametrow,
dlatego funkcja jest typu void. Domysélnie parametry typu prostego
przekazywane sa przez wartos¢, czyli operacje wewnatrz funkcji
wykonywane sa na kopii parametru, a zmiany nie s3 zachowywane
po zakonczeniu dziatania funkcji. Zeby zachowaé zmiany w parame-
trze bedacym zmienna typu prostego, dzialania powinny by¢ wykony-
wane bezposrednio na zmiennej, czyli parametrem aktualnym musi
by¢ adres zmiennej. Sygnalizuje to znak & (linia 1) umieszczony przed
nazwg parametru formalnego. Taki sposob przekazania parametru

10. Poszukujemy liczby IR

© Fragment kodu
Zrodiowego programu
wyszukujacego
jednoczesnie minimum
i maksimum w tablicy -
funkcja MiniMaks

Typ prosty,
s. 1422
Przekazanie parametru

przez wartosé,
s. 108 ¢

w jezyku C++ nazywamy przekazaniem parametru przez referencj¢. © Przekazanie parametru

Cwiczenie 4
Napisz program wyszukujacy jednoczesnie najwigekszy i najmniejszy
element tablicy. Wykorzystaj przedstawiong powyzej funkcje MiniMaks.

przez referencje
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Rozdzial 2. Rozwiazywanie problemow z wykorzystaniem struktur danych

™ Podsumowanie

» Algorytm przeszukiwania liniowego wykorzystuje sie do poszukiwania elementu w zbio-
rze nieuporzadkowanym.

= W algorytmie przeszukiwania liniowego sprawdzamy, czy kolejne elementy zbioru sa
réowne szukanemu — czynnosci powtarzamy do momentu, gdy znajdziemy element lub
przejrzymy wszystkie elementy zbioru.

= Algorytm przeszukiwania binarnego stosuje si¢ do poszukiwania elementu w zbiorze
uporzadkowanym.

» Kiedy stosujemy algorytm przeszukiwania binarnego, w kolejnych krokach dzielimy
zbidr na pot i odrzucamy czes$¢, w ktorej na pewno nie ma szukanego elementu. Czyn-
nosci te powtarzamy, dopoki nie pozostanie jeden element.

« Zeby znalez¢ réwnoczeénie minimum i maksimum zbioru, mozna poréwnywac elemen-
ty zbioru parami: pierwszy z drugim, trzeci z czwartym itd. Po kazdym poréwnaniu ele-
mentoéw w parze porownujemy mniejszy element z pary z aktualnym minimum zbioru,
a wigkszy z aktualnym maksimum.

= W przypadku, gdy parametrem funkgji jest tablica, do funkcji przekazywany jest adres tabli-
cy, wiec zmiany dokonane na takim parametrze sa zachowywane po zakonczeniu dziatania
funkcji. Taki sposob przekazania parametru nazywamy przekazaniem przez wskaznik.

« Jesli chcemy zachowac zmiany dokonane w funkcji na parametrze typu prostego, to
powinnismy w nagléwku funkeji przed nazwa parametru formalnego wstawic¢ znak &.
Wtedy do funkcji zostanie przekazany adres zmiennej bedacej parametrem aktualnym.
Taki sposob przekazania parametru nazywamy przekazaniem przez referencje.

B Zadania

« [l Napisz program, ktéry sprawdzi, czy dana liczba znajduje sie w tablicy n liczb
catkowitych. Wykorzystaj funkcje realizujaca algorytm przeszukiwania liniowego.
Wynikiem funkcji powinna by¢ pozycja szukanego elementu lub wartos¢ n, jesli
elementu nie ma w tablicy.

+ B Napisz program, ktéry sprawdzi, czy dana liczba znajduje sie w uporzadkowanej
tablicy n liczb catkowitych. Wykorzystaj funkcje realizujaca algorytm przeszukiwania
binarnego. Wynikiem funkcji powinna by¢ pozycja szukanego elementu lub wartos$¢ »,
jesli szukanego elementu nie ma w tablicy.

+ Bl Napisz program wyznaczajacy rozpietoéé zbioru danych znajdujacych sie w tablicy
n liczb catkowitych.

++ EH Napisz program, ktéry w tablicy » liczb catkowitych z zakresu od 0 do 999 999 999
znajdzie liczbe o najwigkszej sumie cyfr.
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10. Poszukujemy liczby 1IN

«» [ Napisz program, ktéry w tablicy # liczb catkowitych znajdzie pierwszy element parzysty.
Przyjmij, ze w tablicy najpierw wystepuja liczby nieparzyste, potem parzyste oraz ze
tablica zawiera co najmniej jedna liczbe nieparzysta i jedna parzysta. Zastosuj algorytm
przeszukiwania binarnego.

«+ [ Przeanalizuj podany pseudokod i zastanéw sig, czy dla kazdych danych realizuje on
algorytm przeszukiwania binarnego. Odpowiedz uzasadnij.
funkcja S(A[],x)
lewy < @
prawy < n - 1
dopdki lewy < prawy wykonuj
srodek < (lewy + prawy) div 2
jeéli A[srodek] > x to prawy +« srodek - 1
w przeciwnym przypadku lewy <« srodek
zwrdé Allewy] = x 1 zakofcz

++ M Napisz funkcje, ktora dla danej liczby catkowitej dodatniej znajdzie jej pierwiastek
kwadratowy dyskretny. Zastosuj algorytm przeszukiwania binarnego.
Uwaga: Pierwiastek dyskretny z danej liczby to najwigksza liczba catkowita mniejsza
lub réwna pierwiastkowi z tej liczby.

«++ B Napisz funkcje, ktérej wynikiem bedzie liczba elementéw z przedziatu [a; b] (a, b —
liczby calkowite, a < b), znajdujacych sie w uporzadkowanej niemalejaco tablicy n liczb
catkowitych. Zastosuj algorytm przeszukiwania binarnego.

+++ [Ed Zapisz w wybranej przez siebie notacji algorytm zgadywania liczby w grze w 20 pytan
przy zalozeniu, ze jedna odpowiedZ moze byc bledna. Jaka jest minimalna liczba pytan
potrzebnych do odgadnigcia liczby?
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11. Jak ocenié ztozonosé
obliczeniowa
algorytmu?

Zasoby internetu sa dzis jednym z najwazniejszych zrodet wiedzy. Kazdego
dnia wyszukiwarki internetowe wykorzystywane sg miliardy razy do
znajdowania najbardziej pasujacych informacji z ogromnej liczby stron
internetowych. Samo znalezienie najwtasciwszych adresdw internetowych
to nie wszystko — wyszukiwarki majg tez za zadanie btyskawicznie

zwrocic wyniki. Wymaga to stosowania wielu bardzo szybko dziatajacych
algorytmow. Z tego tematu dowiesz sig, jak ocenic efektywnosc algorytmu.

Cele lekcji

» Dowiesz sie, jak szacowac czasowa zlozonosc obliczeniowa algorytmadw.
® Poznasz notacje duzego O.
® Porownasz zlozonos¢ czasowa roznych algorytmow.
® Dowiesz sig, czym jest pamigciowa ziozonosc obliczeniowa algorytmow
i jak ja szacowac.
® Poznasz pojecie algorytmu optymalnego.

Cwiczenie 1
W wybranej przez siebie wyszukiwarce internetowej wpisz fraze

~zlozonos¢ obliczeniowa algorytmdw”. lle wynikéw zostalo znalezio-
nych? W jakim czasie?

11.1. Czasowa zlozono$¢é obliczeniowa

Efektywnosc¢ algorytmu mierzymy za pomoca zlozonosci obliczeniowej,
na ktorg skladaja sie zlozonos¢ czasowa oraz zlozonos¢ pamieciowa.

Czasowa zlozono$é @ Czasowa zlozonoé¢ obliczeniowa algorytmu wyrazamy liczba

obliczeniowa

najczesciej wykonywanych operacji charakterystycznych dla algo-
rytmu w zaleznosci od rozmiaru danych. Operacje charakterystycz-

Operacje dominujace @ ne dla danego algorytmu nazywamy operacjami dominujacymi lub

(elementarne)

Przeszukiwanie liniowe,
przeszukiwanie binarne,
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elementarnymi. Ich liczba roénie zazwyczaj wraz ze wzrostem wiel-
kosci danych. Dla jednych algorytmoéw liczba operacji roénie bardzo
szybko, dla innych powoli.

Poréwnajmy dwa algorytmy znajdowania elementu w uporzad-
kowanym zbiorze m-elementowym - przeszukiwanie liniowe
i przeszukiwanie binarne.

Dla tych algorytmow operacjami dominujacymi beda operacje porow-
nania. W algorytmie przeszukiwania liniowego w najgorszym przypadku,



11. Jak oceni¢ ziozonosé obliczeniowa algorytmu? IR

czyli gdy element szukany nie wystepuje w zbiorze albo zostaje znale-
ziony jako ostatni, wykonamy »n poréwnan. W algorytmie przeszuki-

[£] Warto wiedzieé
Symbol | | oznacza

wania binarnego bedzie to [l-::vg2 r:] poréwnan., zaokraglenie w gore,
Tabela 11.1 pokazuje réznice we wzroécie tych wartosci. czgsto nazywane sufitem.
Rozmiar Przeszukiwanie liniowe: Przeszukiwanie binarne: =1 Warto wiedziec
danych (n) liczba operacji (n) liczba operacji {[Iugzn]] Zapis log,n oznacza
logarytm przy podstawie
10 10 4 2 z n. Wyraza on wartosc
wykladnika potegi
100 100 7 o podstawie 2,

takiego ze 2 =n,

e e 10 tzn. logon =k & n=2"
10 000 10000 14

T 1 ? % . -
00000 00000 ! (=] Warto wiedziec¢

1 000 000 1 000 000 20  Czasowg zlozonosé

' obliczeniowa wyraza

10000 000 10 000 000 24 Jiczba dominuiacych
100 000 000 100 000 000 57 operacji, a nie czas

wykonania algorytmu.

Tabela 11.1. Wartoscin i Iicgznl jako liczba operacji w algorytmach przeszukiwa-
nia liniowego i binarnego

Wartos¢, ktora wyraza zalezna od rozmiaru danych liczbe opera-
cji wykonanych w najgorszym przypadku, nazywamy zlozonoscia 0 Ziozonosé
pesymistyczna. pesymistyczna
Jezeli poszukiwany element wystepuje w zbiorze, to za pomoca
algorytmu przeszukiwania liniowego prawdopodobnie znajdzie-
my go z wykorzystaniem mniejszej liczby operacji, niz wskazywa-
taby zlozonos$¢ pesymistyczna. Wykonamy (w zaleznosci od polo-
zenia elementu w tablicy) raz mniej, raz wigcej operacji, ale $rednio
bedzie ich okolo n/2. Tak wyznaczang liczbe operacji nazywa sig
zlozonoscia oczekiwana lub srednia. O Zlozonosé oczekiwana
Kiedy oceniamy zlozonoé¢ czasowa algorytmu, interesuje nas rzad  (srednia)
wielkosci liczby wykonywanych instrukcji, a nie ich dokladna liczba.
Przyjmujemy taki sposéb szacowania, poniewaz uwzgledniamy tylko
operacje dominujgce, a nie wszystkie wykonywane instrukcje. Poza
tym nie ma znaczenia, czy algorytm wykona troche wiecej czy troche
mniej operacji. Wykonujac program na komputerze, nie zauwazymy
tych roznic.
Realizacja tego samego algorytmu (wykonujacego taka sama liczbe
operacji) na réznych komputerach moze tez by¢ rézna w zaleznosci od
parametréw technicznych urzadzenia — przede wszystkim z powodu
roznic w procesorach i pamigciach komputerowych.
Z powyzszych wzgledow do szacowania zlozonosci czasowej algoryt-
mu najczesciej stosujemy notacje duzego O, wyrazajaca rzad wielko$ci © Notacja duzego O
liczby wykonywanych operacji:
O(rzqd wielkosci liczby wykonywanych operacji dominujacych)
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Spoérod przedstawionych wezesdniej algorytmow przeszukiwania

Zlozonosé liniowa @ liniowego i binarnego pierwszy ma zlozonos¢ liniowa: O(n), a drugi —

Zlozonosé @ zlozonosc¢ logarytmiczna: O(log n). Zwroc uwage, ze w notacji pomi-

logarytmiczna  peligmy podstawe logarytmu. Mozemy to zrobi¢, poniewaz interesuje
nas jedynie rzad wielkosci.

Rozwazmy problem polegajacy na sprawdzeniu, czy w n-elementowej

|S] Warto wiedzieé ; =
tablicy liczb jakis element si¢ powtarza. Oto specyfikacja problemu:

Ze WzZoru na zamiang
podstawy logarytmu;

log:n = —|D;2 ‘logn Specyfikacja

wynika, 2o podsiawa nie Dane: A[@. .n-1] — tablica # liczb catkowitych.

ma znaczenia w notacj

duzego O. Wynik: wartos¢ logiczna prawda, jesli jaki$ element wystepuje

w tablicy A wigcej niz raz, fatsz — w przeciwnym przypadku.

Jeden z algorytmdw rozwiazujacych ten problem moze porownywac
pierwszy element z kolejnymi — od 2 do ostatniego (1 — 1 poréwnar),

|£| Warto wiedziec

Formalnie piszemy, ze

gln) = O(f(n)), gdy liczba nastepnie drugi z kolejnymi — od 3 do ostatniego (n — 2 poréwnarn) itd.,

ggir:ﬂi 5;[';?} g{i?-f;?d; i az do znalezienia dwoch takich samych liczb. Jeéli ich nie znajdzie lub

gtn) C f[rj,] dapewnej  ieSliznalezione liczby to przedostatni i ostatni element tablicy, to liczba

stalej C i duzych wartoscin.  wykonanych poréwnan jako operacji dominujacych bedzie wynosita:
(n=1)+1

(n=1)+(n-2)+...+2+1= {n_]}:§_£

2 2
Zlozonosé kwadratowa ©  Omodwiony algorytm ma zlozonosé kwadratowa: O(n”). Dla duzych
warto$c n/2 jest zdecydowanie mniejsza od wartosci n’/2. Na przyktad
juz dla n = 1000 warto$¢ n/2 stanowi 0,1% wartosci n*/2.
|:] iite aindiies Okreslajac ztozonosc obliczeniowa w notacji duzego O, bierzemy pod
Brdy canis Zasonoas uwage najwyzszg potege oszacowanej liczby operacji. Wspélczynnik
algorytmu stosowana jest ~ przy tej potedze pomijamy, poniewaz nie zmienia on rzedu wielkosci.

16z noteca tea: o). Tabela 11.2 zawiera przyklady algorytméw o réznej zlozonosci obli-
Oznacza ona, ze liczba

operacii, ktore wykana czeniowej.
algorytm, zawsze bedzie
rzedu fin), W przypadku . .
notaci O{fin) mozliwe Zapis w notacji  Czasowa zlotomréé Przykiad
jest, ze dia specyficznych duzegn 0 obliczeniowa algurytmu
danych algorytm wykonuje _ . , L
mniej operac. O(logn) Zlozonodd logarytmiczna | Przeszukiwanie binarne
O ) Zlozonosc pierwiastkowa  Sprawdzenie pierwszoscl liczby
O(n) Zlozonosé liniowa Przeszukiwanie liniowe
ZioZzonose . :
Sortowanie przez O(n-logn) i niﬂzw o-logarytmiczna Sortowanie przez scalanie
scalanie,
s. 298-306 (@ . i Sprawdzenie, czy w n-elementowej
O(n*) Zlozonosc kwadratowa tablicy powtarza sie jakis element
Szukamy podciagu Srukanie - :
) ! . . - podciagu © maksymalnej
spojnego o maksymalnej  O(n’) AOZINCSC SLESCINNRL. | i el nabwné
sumie,

s. 207-210(F' Tabela 11.2. Przyklady algorytmow o roznej zlozonosci obliczeniowej
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11. Jak oceni¢ ziozonosé obliczeniowa algorytmu? IR
Cwiczenie 2
Przygotuj arkusz kalkulacyjny, w ktérym dla réznych wartosci n
(zaréwno matych, jak i duzych) obliczysz rzad wielkosci liczby ope-
racji dla danych z tabeli 11.2. Poréwnaj wykresy funkcji opisujacych
podane zlozonosci.

Liczba operacji wykonywanych przez niektore algorytmy jest stala
i nie zalezy od rozmiaru danych. Méwimy wowczas o zlozonosci stalej © Ziozonosé stala
i oznaczamy ja O(1). Czasami tez rozmiar danych okreslony jest wiecej
niz jednym parametrem. Na przyklad przejrzenie wszystkich elemen-
tow n tablic, z ktorych kazda ma m elementdw, bedzie miato zlozonos¢
Of(n - m).

Wyrozniamy rowniez zlozonosci wykladnicze, ktore oznaczane sa © Ziozonosé wyktadnicza
jako O(2") i O(n!). Wartosci te, podobnie jak funkcje 2" i n!, rosng bardzo

[) Warto wiedzie¢

szybko. Algorytmy o tego typu zlo- o T T

zonosciach dzialaja efektywnie jedy- :E —

nie dla malych rozmiaréw danych. - (E] Werto wiedzied

Istnieja jednak problemy, dlaktérych ] Egﬁfﬁj&aﬁig d”;;ézej

nie znamy szybszych rozwigzan. 250+ jest rozwiazanie problemu
Na rysunku 11.1 umieszczono ™ wiez Hanoi.

wykresy funkcji reprezentujace licz- -
be operacji dla wybranych zlozono- 1

$ci czasowych, Dla duzych wartoéci n 0 2 @ :
juz algorytmy o zlozonosci O(n?) - e A
dzialaja wolno. Rys. 11.1. Poréwnanie wykresow

funkciji reprezentujacych wybrane
zlozonosci obliczeniowe

L Z E
- Zapamietaj [5] Warto wiedzieé

: s ; ; e e i W wielu konkursach
Ztozonos¢ obliczeniowa algorytmodw jest jednym z podstawowych e

zagadnien informatyki. Pozwala przewidywac dziatanie algorytmow rozwiazania zadar sa
dia roznych zestawow danych i dobierac wiasciwe algorytmy do oceniane za pomoca

i réznych zestawow testow,
konkretnych sytuacii ktdre sprawdzaja zaréwno

poprawnosc dziatania
algorytmu, jak i jego
zlozonosc czasowa.

11.2. Pamieciowa ziozonos$é obliczeniowa

Pamieciowa zlozono$¢ obliczeniowa okresla zapotrzebowanie pro- © Pamieciowa zlozonosé
gramu na pamie¢ komputerowy. Najczeéciej wyraza sie ja, podobnie ©bliczeniowa
jak zlozonos¢ czasowa, w notacji duzego O — szacuje sie rzad wielkosci
pamigci potrzebnej do przechowania struktur danych wykorzystywa-
nych przez program.
Na przyklad algorytmy wyszukiwania liczby w zbiorze n-elemento-
wym wykorzystuja pojedyncza tablice o rozmiarze », wigc ich zlozono$c
pamiegciowa wynosi O(n). Kilka zmiennych pomocniczych typu prostego  Typ prosty,
nie wplywa na rzad wielkosci potrzebnej pamigci. s. 142
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B Rozdzial 2. Rozwiazywanie problemow z wykorzystaniem struktur danych

Dibra rada Oszacowanie zlozonoéci pamieciowej algorytmow, ktore wykorzys-
W kodzie Zrédiowym tl.ll.]% strul:(tury d.ynamlczm:?, moze sprawiac klopot. Str!.l?{tl.lf‘}' te Zmie-
programu nie deklaryj niajg swoj rozmiar w trakcie dziatania programu. Omoéwimy je w czegsci
2Iniennych anj strukiur trzeciej podrecznika. Nalezy takze pamietad, ze na wielko$é pamieci

danych, ktorych nie : : ;
uzyiesz. Rezerwowana jest  UZYWanej przez program ma wplyw kod binarny samego programu.

na nig pamiec, ktdra nie —
zostanie wykorzystana. Cwiczenie 3

Jesli zamieniamy wartosci dwoch zmiennych z uzyciem zmiennej
pomocniczej, to rezerwowana jest na nia dodatkowa pamie¢. Zapisz
w pseudokodzie ten algorytm bez wykorzystania trzeciej zmiennej
oraz funkcji swap.

11.3. Algorytm optymalny

Algorytm optymalny © Algorytm optymalny to taka metoda rozwiazania problemu, ktéra ma

najmniejsza mozliwa zlozonos¢ czasoway. Jesli algorytm jest optymalny,

to nie istnieje metoda o mniejszej zlozonosci czasowej. Czesto jednak
bardzo trudno udowodnic, ze taka metoda nie istnieje.

Dla specyficznych danych Posrod roznych algorytmow omawianych wezesniej byly takze metody

algorytm poszukujacy optymalne. Na przykiad algorytm znajdowania minimum lub maksi-

?ﬁ;ﬂg?&;ﬁﬁ;ﬂ;m mum w nieuporzadkowanym zbiorze, wykonujacy # — 1 poréwnan, jest

wykonaé mnigj poréwnars OPtymalny. Istotnie, jesli jakag liczba ma by¢ maksimum, to w ciagu n-ele-

niz algorytm optymalny. mentowym musi wystepowac n — 1 liczb mniejszych lub rownych tej licz-

bie. Kazda z nich musimy co najmniej raz porownac z innym elementem.

Jednoczesne znajdowanie  Innym przykladem algorytmu optymalnego jest algorytm jednoczes-

minimumsi ngf:'g:‘“& nego znajdowania minimum i maksimum. Wykonuje on nieznacznie

: mniej poréwnan niz algorytm, ktéry niezaleznie poszukuje minimum

i maksimum. Obydwa algorytmy maja jednak zlozonos¢ liniowa: O(n),

wiec w praktyce nie ma znaczenia, ktory z nich zostanie zastosowany.

Przeszukiwanie binarne, Algorytmem optymalnym jest tez przeszukiwanie binarne.
s. 154-158 &'

[£] Warto wiedzieé

Algorytmy w sieci

Znalezienie w sieci informacji, ktorych potrzebujemy, byloby praktycznie
niemozliwe bez ich uporzadkowania. Systemy rankingowe wyszukiwarek
internetowych przegladaja indeksy wyszukiwania, stosujac wiele roznych
algorytmow, analizujgcych takie aspekty jak: tres¢ zapytania, przydatnosc
stron, wiarygodnosc Zrodia, czas zamieszczenia informacii, lokalizacja
uzytkownika. Gdyby wykorzystywane algorytmy nie dziataty bardzo
szybko dla duzych zestawow danych, na wyniki dla pojedynczego
zapytania trzeba bytoby czekac nawet kilkanascie minut lub diuzej.
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11. Jak ocenié ziozonosé obliczeniows algorytmu? IR

"l Podsumowanie

» Wyrézniamy dwa rodzaje zlozonosci obliczeniowej: czasowa i pamigciowa.

» Zlozonos¢ czasowa okredlamy, szacujac rzad wielkosci liczby wykonywanych operacji
dominujacych (wykonywanych w algorytmie najczesciej) wzgledem rozmiaru danych.

» Zlozonos¢ czasowa pesymistyczna to rzad wielkosci liczby wykonywanych operacji do-
minujacych w najgorszym przypadku.

= Zlozono$¢ czasowa oczekiwana ($rednia) to rzad wielkosci liczby wykonywanych ope-
racji dominujacych dla typowych danych.

» Zlozono$¢ pamieciowa to rzad wielkosci pamieci potrzebnej do utworzenia struktur
danych wykorzystywanych przez algorytm. Ten rzad wielkosci jest wyrazony wzgledem
rozmiaru danych.

» Do wyrazenia zloZzonosci obliczeniowej stosujemy notacje duzego O.

= Algorytmy o zlozonosciach czasowych logarytmicznej: O(logn), liniowej: O(n) i liniowo-
-logarytmicznej: O(n - log n) dzialaja szybko takze dla duzych zestawow danych. Algorytmy
o zlozonosci kwadratowej: O(n’) moga dziata¢ wolniej dla duzych zestawow danych.

= Algorytmy o zlozonosci szeéciennej: O(i’) oraz wykladniczej: O(2") i O(n!) sa nieefek-
tywne dla duzych danych. Dzialaja poprawnie, ale wolno.

= Jesli zlozonos¢ obliczeniowa nie zalezy od rozmiaru danych, oznaczamy jg O(1).

» Algorytm optymalny to taka metoda rozwigzania problemu, ktéra ma najmniejsza moz-
liwa zlozonosc czasowa.

B Zadania

* Podaj przyklad algorytmu o zlozonosci pamigciowej O(1) i zlozonosci czasowej zaleznej
od rozmiaru danych.

s Oszacuj zlozonos¢ pamigciows i czasowg algorytmu sprawdzajacego, czy dany napis
jest palindromem.

* % Podaj przyklad algorytmu o zlozonosci czasowej O(H : E)

++ B Napisz program losujacy tablice n liczb calkowitych i sprawdzajacy, czy jaka$ liczba
powtarza sie w tej tablicy.

++ [ Podaj optymalny algorytm liczenia sumy kolejnych liczb naturalnych od a do b, gdzie
a < b. Oszacuj zlozonos¢ czasowa tego algorytmu.

«+ @ Oszacuj zlozonoé¢ czasowa algorytméw zamiany liczby dziesietnej na binarna oraz
szybkiego podnoszenia do potegi.

. Oszacuj pesymistyczng zlozonos$¢ czasowy algorytmu Euklidesa w wersjach
z odejmowaniem oraz z dzieleniem.
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12. Metody sortowania
prostego

Sortowanie to jeden z podstawowych problemow informatycznych.

Jest wykorzystywane np. przy wyszukiwaniu elementu o okreslonych
wiasnosciach czy kompresiji danych. Istnigje wiele réznych algorytmow
sortowania o roznej efektywnosci. Chociaz wspdiczesne oprogramowanie
(w tym biblioteki jezykow programowania) dostarcza nam gotowe narzedzia
do porzadkowania, to zrozumienie pojecia sortowania jest czesto uwazane
za pierwszy krok do opanowania algorytmiki. W tym temacie zajmiesz sie
metodami sortowania prostego.

Cele lekgji

® Poznasz metody sortowania prostego: sortowanie babelkowe (przez
prosta zamiane) oraz sortowanie przez wstawianie.

= Przypomnisz sobie algorytm sortowania przez wybieranie poznany
w szkole podstawowe.

= Porownasz metody sortowania prostego.

® Oszacujesz czasowsg zlozonoséé obliczeniowa algorytmow sortowania
prostego.

Sortowanie @ Przypomnijmy, Zze sortowanie to porzadkowanie danych wedtug

okreslonych kryteriéw. Porzadkowaé mozna dowolny ciag danych tego
samego typu, np. liczby rosnaco, stowa alfabetycznie, dane osobowe
wedlug daty urodzenia. Musi by¢ tylko jednoznacznie okreslony sposob
poréwnania dwéch elementéw danego typu.

Przyktady w tym temacie beda dotyczy¢ liczb catkowitych. Oméwimy
rozne metody sortowania i utworzymy funkcje sortujace dane.

12.1. Sformutowanie problemu sortowania

W programach, ktére napiszemy, danymi wejsciowymi bedzie ciag n
losowych liczb catkowitych: a,, a,, ..., a,_;, natomiast wynikiem — ele-
menty tego ciggu uporzadkowane niemalejaco. Liczby zapamigtamy
w tablicy.

Oto specyfikacja problemu:

Specyfikacja
Dane: A[@..n—1] — tablica n liczb catkowitych.

Wynik: tablica A z uporzadkowanymi elementami,
AlQ] < A[1] < .. < A[h-1].



12. Metody sortowania prostego 1IN

Funkcja main programu sortujacego liczby (niezaleznie od zastoso-
wanego algorytmu sortowania) powinna uwzglednia¢: wylosowanie
i wypisanie tablicy liczb, posortowanie elementéw tablicy, wypisanie
posortowanej tablicy liczb.
Do wylosowania tablicy liczb catkowitych uzyjemy funkcji Losuj, nato-
miast do wypisania elementow tablicy — funkeji Wypisz. Kod Zrodlowy
funkcji losujacej oraz funkcji wypisujacej elementy tablicy moze wygla-
dac tak samo jak w programach wyszukujacych element w tablicy. Fragment kodu

Rozmiar tablicy okreslimy za pomoca stalej N, ktéra zadeklarujemy Zrodlowego programu

s st wyszukujacego element
przed funkcjami. w tablicy,
Funkcja main programu sortujacego niemalejaco tablice liczb moze s 152

wyglada¢ nastepujaco:

© Fragment kodu
int main() zrodlowego programu

2. 4 sortujacego niemalejaco
_ int A[N]; tablice liczb — funkcjamain
4, srand(time(NULL));
5. Losuj(A);
6. Wypisz(A);

Sortuj(A);

Wypisz(A);
return @;

W linii 3 jest deklarowana tablica N liczb catkowitych, a w linii 4
inicjowany generator liczb losowych. W funkcji main uzylismy funkcji
Sortuj, ktora bedzie sortowac tablicg liczb zgodnie ze specyfikacja
problemu. Nalezy pamieta¢ o dodaniu w programie bibliotek cstdlib
ictime (w pierwszej jest dostepna funkcja srand, a w drugiej — funkcja
time) oraz definicji statej N okreslajacej rozmiar tablicy.

12.2. Sortowanie babelkowe (przez prosta zamiane)

Najprostsza metoda sortowania jest sortowanie babelkowe, nazywane © Sortowanie babelkowe
tez sortowaniem przez prosta zamiane. W metodzie tej poréwny- (Przez prosta zamiane)
wane s3 sgsiadujgce ze soba elementy. Jezeli sa ustawione w niewlasci-
wym porzadku, to sa zamieniane miejscami — stad nazwa ,przez prosta
zamiang”. Na przyklad jezeli chcemy posortowac zbiér niemalejaco,
a pierwszy z poréwnywanych elementow jest wiekszy od drugiego —
zamieniamy je miejscami.
Nazwa ,sortowanie babelkowe” powstata przez analogig¢ do zjawiska
wyplywania na powierzchni¢ wody banki powietrza: barika o najwigk-
szej objetosci wyplywa jako pierwsza. Podczas sortowania najwigk-
szy element porzadkowanego ciaggu réwniez ,wyplywa” jako pierwszy
(jako pierwszy jest ustawiany na wlasciwym miejscu).
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Algorytm sortowania bgbelkowego

Porzadkowanie elementéow ta metoda pokazemy na przyktadzie pigcioelementowej
tablicy, w ktorej na kolejnych pozycjach znajduja sig liczby: 6, 4, 9, 1, 5. Elementy
uporzadkujemy niemalejaco. Pierwszy krok ilustruje, jak umiescic¢ wlasciwy element
na ostatniej pozycji. W kolejnych krokach postepujemy analogicznie.

® Porownujemy pierwszy element z drugim.
6 > 4, wiec zamieniamy liczby miejscami.

® Poréwnujemy drugi element z trzecim.
6 < 9, wiec nie zamieniamy liczb miejscami.

® Porownujemy trzeci element z czwartym.
9 > 1, wiec zamieniamy liczby miejscami.

® Porownujemy czwarty element z piatym.
9 > 5, wigc zamieniamy liczby miejscami.

® W wyniku czterech porownan najwiekszy element
tablicy (liczba 9) znalazt sie na ostatniej pozycji.

W drugim kroku umiescimy wiasciwy element na przedostatniej pozycji. Przy poréwnaniach R
pomijamy ostatni element tablicy, poniewaz jest juz na wilasciwym miejscu. W trzecim kroku L T
przy poréwnaniach pomijamy dwa ostatnie elementy tablicy, w czwartym - trzy ostatnie itd.

Ponizej przedstawione sa wyniki otrzymane w kolejnych krokach. e

- Poréwnujemy pary liczb: 4i 6,6 1

oraz 61 5. Liczba € znalazia sie
na wiasciwej, przedostatniej pozyciji.

Porownujemy pary liczb 4 i 1 oraz 4 i 5.
W wyniku tych operaciji liczba 5 jest na
wiasciwej pozycii.

Porownujemy pare liczb 1 4.
Znalezienie drugiego elementu ciagu wskazuje
jednoczesnie najmniejszy element ciagu.

Wynikiem dziatania algorytmu jest tablica:
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12. Metody sortowania prostego 1IN

Oto zapis algorytmu porzadkujacego elementy tablicy niemalejaco
metoda sortowania babelkowego:

dlai < 1, 2, .., n - 1 wykonuj
dla j <« ©, 1, .., n — i — 1 wykonuj
jesli A[j] » A[j+1] to
pom <« A[j]
AlJ] < A[j+]
A[j+1] <« pom

Zwro¢ uwage na zakres zmiennych sterujgcych i oraz j poszcze-
gblnych petli. Jedno wykonanie zewnetrznej petli wyznacza najwiek-
szy element badanego ciagu — ,wyplyniecie jednego babelka”. Ciagu
jednoelementowego nie musimy sortowac, dlatego liczba powtoérzen
zewnetrznej petli jest o jeden mniejsza od liczby elementéw tablicy.
Liczba powtdrzen wewnetrznej petli jest zalezna od wartosci zmiennej
sterujacej zewnetrznej petli. W kolejnych iteracjach zewngtrznej petli
liczba powtorzen wewnetrznej petli zmniejsza sig o jeden. Do zamiany
miejscami dwoch liczb wykorzystaliSmy zmienna pomocnicza pom.

Kod zrédlowy funkcji Sortuj realizujacej algorytm sortowania
babelkowego zapisany w pseudokodzie moze by¢ nastepujacy:

1. wvoid Sortuj(int A[])

2. |{

' int i, j, pom;

for (i=1;i<N;i++)

for (j=@;j<N-i;j++)
if (A[j]>A[j+1])

7. {

pom=A[ j];
ALjl=Alj+1];
Al j+1]=pom;
1 )

Zwroc uwage, ze jesli w jednej iteracji wewnetrznej petli nie zostanie
dokonana zadna zamiana liczb, to tablica jest juz posortowana. Moz-
na wiec zmodyfikowa¢ algorytm tak, aby koriczyl dzialanie, kiedy nie
dokona zadnej zamiany. W praktyce nie stosuje si¢ tego rozwiazania,
poniewaz nalezy wykonywac¢ dodatkowe poréwnanie przy kazdej itera-

cji zewnetrznej petli, a szanse na to, ze zamiany zostang zakonczone
znaczgco wezesniej, sa niewielkie.

Cwiczenie 1
Napisz i przetestuj program sortujacy niemalejgco tablice liczb catko-
witych algorytmem sortowania babelkowego.

¢’ Dobra rada

Aby uporzadkowad
elementy nierosnaco,
zmien w instrukcji
wartinkowe] znak > na <.

© Fragment kodu

zrodiowego programu
sortujacego niemalejaco
tablice liczb - funkcja
realizujaca algorytm
sortowania babelkowego

¢} Dobra rada

Do zamiany wartosci
dwach sasiednich
elementdéw tablicy mozesz
wykorzystac funkcje swap.
Instrukcja z uzyciem

tej funkeiji wygladataby
nastepujaco:

swap(A[j], Alj#]);
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Rozdzial 2. Rozwiazywanie problemow z wykorzystaniemn struktur danych

12.3. Sortowanie przez wybieranie

Sortowanie przez © Sortowanie przez wybieranie polega na wyszukaniu elementu, ktory
wybleranie  howinien sie znalezé¢ na danej pozycji, i zamianie miejscami tego ele-
mentu z elementem znajdujacym si¢ dotychczas na tej pozyciji.

Jesli np. chcemy posortowac tablice niemalejaco, w pierwszej ite-
racji poszukujemy najmniejszej liczby w calej tablicy i zamieniamy ja
miejscami z pierwszym elementem tablicy. W drugiej iteracji poszu-
kujemy liczby, ktéra powinna si¢ znalez¢ w tablicy jako druga. Pomija-
my pierwszy element tablicy, poniewaz jest juz na wlasciwym miejscu.
Po znalezieniu szukanej liczby zamieniamy ja miejscami z drugim ele-
mentem tablicy. W kolejnych krokach postepujemy podobnie. Moze sig
zdarzy¢, ze kolejny poszukiwany element jest juz na wlasciwej pozycii.

Algorytm sortowania przez wybieranie

Dzialanie algorytmu pokazemy dla tablicy, w ktérej na kolejnych pozycjach
znajduja sie liczby: 6, 4, 9, 1, 5. Elementy uporzadkujemy niemalejaco.

Szukamy najmniejszego elementu w catej
tablicy. Jest nim liczba 1. Zamieniamy ja
miejscami z pierwsza liczba w tablicy — liczba 6.

Szukamy najmniejszego elementu tablicy,
pomijajac element pierwszy. Szukana liczba
jest 4 — znajduje sie ona na wlasciwe| pozyciji.

Pomijamy pierwszy i drugi element tablicy

i szukamy najmniejszej wsrod pozostatych

liczb - jest to liczba 5. Zamieniamy ja migjscami
z trzecim elementem tablicy - liczba 9.

Pomijamy trzy pierwsze elementy tablicy | szukamy '
liczby na przedostatnia pozycje. Jest to liczba 6,
ktdra znajduje sie juz na wiasciwym migjscu. =

Wyznaczenie przedostatniego elementu wskazuje
jednoczesnie element na ostatnia pozycje.
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12. Metody sortowania prostego 1IN

Zapis algorytmu porzadkujgcego elementy tablicy niemalejaco meto-
da sortowania przez wybieranie moze by¢ nastepujacy:

dla i < @, 1, ., n - 2 wykonuj

[2) Warto wiedzied

m < i
; : > : Aby wyeliminowac
dla j <1 +.1’ i+2 ., n- '1 wykonuj sytuacie, w kiore] liczbe
jesli A[j] < A[m] tom « j zamieniamy sama ze soba,
pom < A[i] trzeba by wprowadzié
ﬁ.[i] “— ,q[m] dodatkowe pordwnanie
Alm] < pom elementéw przy kazdej

iteracji zewnetrzngj
W kazdej iteracji zewnetrznej petli jest znajdowany najmniejszy Pétll- Sytuacja takadia
1 it : Licsb - ) . Ticualis diuzszych ciagow bedzie
element badanego ciggu. Liczba powtorzen wewnetrznej petli zalezy  joqna zachodzié rzadko.
od warto$ci zmiennej sterujacej zewnetrznej petli. Rozpoczynamy od
poréwnania elementu znajdujacego sie na pozycji, na ktérg wybierana
jest liczba, z nastepnym elementem. Czasami liczba jest zamieniana

sama ze soba. Oto zapis funkcji sortujacej tablice liczb:

. . © Fragment kodu
void Sortuj(int A[]) zrédlowego programu
2. | sortujacego niemalejaco

' int lf -th m, pc.:-m; ::z::ﬁjgzzhalgf:;tkﬂa
for (i=@;i<N-1;i++) sortowania przez
{ wybieranie
. m=1;
i for (j=i+1;j<N;j++)
if (A[j]l<Alm]) m=j;

pom=A[i];
18, Ali]=A[m];
11 Alm]=pom;
A7 }

Cwiczenie 2

Napisz i przetestuj program sortujacy niemalejaco tablice liczb catko-
witych algorytmem sortowania przez wybieranie.

12.4. Sortowanie przez wstawianie

Metoda sortowania przez wstawianie polega na przegladaniu kolej- © Sortowanie przez
nych elementdéw ciagu i wstawianiu ich w odpowiednich miejscach juz wstawianie
uporzadkowanego podciagu (fragment ciaggu po wstawieniu elementu

powinien by¢ uporzadkowany). Aby wstawic element ciggu we wlasciwe

miejsce, zapamietuje sie go w zmiennej pomocniczej. Nastepnie elementy

posortowanego podciagu, ktore powinny sie¢ znalez¢ za danym elemen-

tem, przesuwa si¢ w prawo o jedna pozycje. Na koncu kopiuje sie wartosc

ze zmiennej pomocniczej w zwolnione miejsce.
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Algorytm sortowania przez wstawianie

Porzadkowanie elementéw ta metoda pokazemy na przykladzie pigcioelementowej
tablicy, w ktorej na kolejnych pozycjach znajduja sig liczby: 6, 4, 9, 1, 5. Elementy
uporzadkujemy niemalejaco. Pierwszy krok ilustruje, jak uporzadkowac niemalejaco dwa
elementy tablicy. Liczby przy strzalkach oznaczaja kolejnos¢ wykonywania operacji.

® Przyjmujemy, ze pierwszy element tablicy
jest pierwszym uporzadkowanym elementem.
Drugi element, liczbe 4, zapamietujemy
W Zmiennej pomocniczej.

ﬂ

® Liczba 4 powinna sie znalez¢ przed
liczba 6, dlatego aby zrobic dla niej miejsce,
przesuwamy liczbe 6 o jedna pozycje w prawo.

® Liczbe 4 ze zmiennej pomocniczej
zapisujemy jako pierwszy element tablicy.

® Wynikiem jest uporzadkowanie niemalejaco dwoch
pierwszych elementow wyjsciowej tablicy.

Postepujac analogicznie, w drugim kroku uporzadkujemy niemalejgco trzy elementy
tablicy, w nastepnym — cztery itd. Ponizej znajduje sie skrocony opis kolejnych krokow.

Zapamigtujemy liczbe 9 w zmiennej pomocniczej.

Liczba 9 powinna sie znalez¢ za liczbami ﬂ m
4 1 6, dlatego nie trzeba zmieniac pofozenia

tych liczb, a liczba 9 wraca na swoja pozycje. o

Zapamietujemy liczbe 1 w zmiennej pomocniczej.
Przesuwamy w prawo o jedna pozycje

kolejno liczby: 9, 6 i 4. Zapisujemy liczbe 1

na pierwszym miejscu w tablicy.

1
Do, . _— . o——
Zapamietujemy liczbe 5 w zmiennej pomocniczej.
Przesuwamy liczbe 9, a nastepnie liczbe 6
0 jedna pozycje w prawo. Wstawiamy liczbe 5
Ze Zmienne] pomocnicze] w zwolnione migjsce. o

Wynikiem dziatania algorytmu jest tablica: - 5 6 ‘ 9
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12. Metody sortowania prostege I

Poniewaz na poczatku przyjmujemy, ze pierwszy element tablicy jest
uporzadkowany, rozpoczynamy porzadkowanie od drugiego elemen-
tu (o indeksie 1). Zapis algorytmu porzadkujacego liczby niemalejaco
metoda sortowania przez wstawianie moze wygladac nastepujaco:

dlai < 1, 2, .., n - 1 wykonuj

pom <« A[i] zapisanie rozpatrywanego
-j — i -1 L DOEVCila E-i-"" W ¢ slamentu
dopbki j > @ oraz A[j] > pom wykonu_]

Alj+H] < Alj]l // przesuniecie mentu

..] — ..] e 1 ;'.-. 18 I Ole neqo !. mentu
'a‘[.j'Fi] b po Cawienie elementu ze zmiennej

Warunek petli dopdki mozna uproscic, wprowadzajac wartownika.  Wartownik,

Wowczas funkcje zmiennej pomocniczej (oraz wartownika) bedzie S 64
pelni¢ element A[@]. Elementy sortowane beda miaty indeksy od 1 do »
(liczba elementow tablicy bedzie wynosic¢ »n + 1). Nie trzeba bedzie
sprawdzac, czy indeks tablicy jest wigkszy lub réwny zero. Nawet gdy
wstawiany bedzie element najmniejszy, to w ostatnim obrocie petli
(dla j = 0) zostanie on porownany sam ze soba i petla zakoriczy dziala-
nie. Oto zmodyfikowana specyfikacja problemu i pseudokod:

Specyfikacja
Dane: A[1..n] — tablica n liczb caltkowitych.
Wynik: tablica A z uporzagdkowanymi elementami, A[1] < .. < A[n].

dla i < 2, 3, .., n wykonuj
Al@] < A[i]
J&=1=1
dopdki A[j] » A[@] wykonuj
Alj+] < A[j]
J ==
Alj+1] < A[Q]

| |12 v

ezl A 4+ rialtawe

jt = A0 Clekawe
Bl e e b e oy .'-'I-H'

G

Sortowanie w tancu

Okazuje sie, ze mozna ttumaczy¢ metode sortowania,
dobrze sie przy tym bawigc. W rdznych serwisach
mozemy obejrzec, jak wyjasniaja zasady sortowania
tancerze. Jeden z takich filmow dostepny jest pod linkiem
https://www.youtube.com/watch?v=yZQPjUTSBA4.




B Rozdzial 2. Rozwiazywanie problemow z wykorzystaniem struktur danych

Fragment kodu ©

Zrodlowego programu
sortujacego niemalejaco
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tablice liczb - funkcija
realizujaca algorytm
sortowania przez
wstawianie

Operacje dominujace
(elementarne),
s. 164 &

Oto kod Zrodlowy funkcji realizujacej pseudokod podany jako ostatni:

1. wvoid Sortuj(int A[])
2.
3 int i, J;
for (i=2;i<=N;i++)
{
: Al@]=A[i];
(5 j=1-1;
while (A[j]>A[@])
{
10 ALj+1]=ALj];
11 ==
1 . }
13 Alj+1]=Al@];
14
|

Element tablicy znajdujacy sie na pozycji 0 pelni funkeje wartownika,
a porzadkowane liczby to elementy tablicy na pozycjach od 1 do N.
W zwigzku z tym tablica w funkcji main powinna by¢ deklarowana
jako N+1-elementowa:

int A[N+1];

Dodatkowo w programie nalezy tak zmodyfikowa¢ funkcje Losuj
iWypisz, aby petle przegladaly elementy tablicy o indeksach od 1 doN.

Cwiczenie 3
Napisz i przetestuj program sortujacy niemalejaco tablice liczb catko-
witych algorytmem sortowania przez wstawianie.

12.5. Poréwnanie metod sortowania prostego

Poréwnamy teraz przedstawione w tym temacie algorytmy sortowa-
nia. Dla algorytmow sortowania prostego operacjami dominujacymi
(elementarnymi) beda operacje poréwnania elementow ciagu.

Policzmy te operacje dla algorytméw sortowania bagbelkowego oraz
sortowania przez wybieranie. Mozna to dosy¢ latwo zrobi¢, poniewaz
w zapisie tych algorytmow wystepuja tylko petle for, ktére w tych
algorytmach sa wykonywane tyle samo razy niezaleznie od sortowa-
nych danych (wylosowanych liczb). Zewnetrzna petla wykonuje sig
n — 1 razy. Wewnetrzna petla za pierwszym razem jest powtarzana
takze n — 1 razy, za kazdym kolejnym — o jeden mniej. Korzystajac
Ze WZOru na sume wyrazow ciggu arytmetycznego, mozemy obliczy¢
liczbe poréwnan. Jest ona rowna:

{Jf.i—].)+1 _sz

K =E)+ (-2 et Bl m st (g 1) = T



12. Metody sortowania prostego 1IN

Zatem czasowa zlozonoé¢ obliczeniowa jest kwadratowa: O(n”). Czasowa zlozonoéé
Czy algorytmy sortowania babelkowego i sortowania przez wybie- ©bliczeniowa,
ranie s3 rownorzedne? Zwr6o¢ uwage, ze nie liczyliSmy wszystkich iEus
operacji, a jedynie dominujace operacje poréwnania. Pamietajmy, ze
algorytmy jeszcze zamieniaja elementy tablicy, wykonujac operacje
przypisania wartosci. Algorytm sortowania babelkowego realizuje to
w wewnetrznej petli, a sortowania przez wybieranie — w zewnetrznej,
wigc zdecydowanie mniej razy. Mozna powiedzie¢, ze ten drugi sposob
porzadkowania jest sprawniejszy.
Trudniej bedzie oszacowac¢ liczbe poréwnan w algorytmie sortowa-
nia przez wstawianie. Wewnetrzna petla while wykonuje sie rézna
liczbe razy w zaleznosci od danych — relacji pomiedzy liczbami w tabli-
cy. Zalézmy sytuacje pesymistyczng, kiedy za kazdym razem przesu-
wamy wszystkie uporzadkowane juz elementy, czyli dany element jest
wstawiany na pierwsza pozycje (tablica jest odwrotnie uporzadkowa-
na). Wowczas algorytm wykona dokladnie tyle samo poréwnan co

algorytm sortowania babelkowego lub przez wybieranie. Zlozono§¢ Ziozonosé pesymistyczna,
nz 5. 165 (4

2

elementow ryzyko wylosowania liczb odwrotnie uporzadkowanych

jest bliskie zeru. Dla losowych ciggéw bedzie przesuwanych $rednio
okolo potowy elementow, wiec sortowanie przez wstawianie wykona

pesymistyczna jest rowna - — %, czyli O(n’). Dla wiekszej liczby

rzedu % poréwnan. Zlozonoéé oczekiwana ($rednia) jest wiec takze  Zlozono$é oczekiwana

. Srednia),
kwadratowa: O(n?). Lr?ﬁ;g}a

Sortowanie przez wstawianie jest nieznacznie sprawniejsze w porow-
naniu z dwoma pozostalymi metodami sortowania prostego. Nalezy
jednak pamieta¢, ze algorytm sortowania przez wstawianie, przesu-
wajac elementy, wykonuje wiele operacji przypisania wartosci (wigcej
niz sortowanie przez wybieranie, ale mniej niz sortowanie babelkowe).

Cwiczenie 4

Napisz program sortujacy niemalejgco tablice 1 liczb catkowitych algoryt-

mem sortowania przez wstawianie, a nastepnie zmodyfikuj go tak, aby li-

czyl wykonywane poréwnania. Przetestuj dzialanie programu dla réznych

2
wartosci n. Porownaj otrzymane wyniki z wartoscia -ffi—

¢ Zapamietaij

Jesli sortujemy niewielka liczbe elementow, nie ma znaczenia,
ktorej metody sortowania uzyjemy. Wszystkie omowione w tym
temacie algorytmy sortowania dziataja wolno przy porzadkowaniu
duzych zbioréw danych.
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B Rozdzial 2. Rozwiazywanie problemow z wykorzystaniem struktur danych

™ Podsumowanie

» Sortowanie babelkowe (przez prosta zamiang) polega na poréwnywaniu sasiednich ele-
mentow ciggu i ewentualnej ich zamianie tak, aby spetniaty relacje porzadkujaca.

= W sortowaniu przez wybieranie w kolejnych krokach znajduje si¢ najmniejszy element
sortowanego ciagu i przenosi ten element na odpowiednia pozycje ciggu wynikowego
(przez zamiang elementéw miejscami).

= Sortowanie przez wstawianie polega na wstawianiu kolejnych elementéw porzadkowa-
nego ciggu w juz uporzadkowany fragment ciggu.

» Dla algorytméw sortowania prostego operacja dominujaca jest poréwnywanie elementow.

» Dla algorytmoéw sortowania prostego czasowa zlozono$¢ obliczeniowa (zaréwno oczeki-
wana, jak i pesymistyczna) jest kwadratowa: O(n’).

B3 Zadania

« Kl Napisz program, ktéry uporzadkuje liczby w tablicy tak, aby pierwszym elementem
tablicy byfa liczba z najmniejsza cyfra jednosci, a ostatnim — liczba z najwigksza cyfra
jednosci. Jesli dwie liczby maja taka sama cyfre jednosci, uznaj je za réwne.

* Napisz program, ktéry posortuje niemalejaco tablice liczb catkowitych. Jako pierwszy
powinien zosta¢ wyznaczony ostatni element tablicy, nastepnie przedostatni itd.
Podczas rozwigzywania zadania skorzystaj z algorytmu sortowania przez wybieranie.

« Bl Zmodyfikuj oméwiony w temacie program realizujacy algorytm sortowania
babelkowego tak, aby sprawdzal, czy w danej iteracji wewnetrznej petli ktores
z elementow zostaly zamienione miejscami. Algorytm powinien kornczy¢ dzialanie,
jezeli w danej iteracji nie bylo ani jednej zamiany elementow,

«+ [l Napisz program sortujacy liczby catkowite nieujemne wedlug sumy ich cyfr: na
pierwszym miejscu powinna sie znalezc liczba, ktérej suma cyfr jest najmniejsza.

«+ B Napisz program sortujacy liczby calkowite nieujemne wedtug liczby jedynek w ich
zapisie binarnym: na pierwszym miejscu powinna sig¢ znalez¢ liczba z najwigksza liczba
jedynek w zapisie binarnym.

«+» [ Napisz program porzadkujacy liczby w tablicy tak, aby najpierw znalazly sie w niej
liczby nieparzyste, a potem liczby parzyste.

* ¥ Napisz program, ktory uporzadkuje niemalejaco tablice liczb, wykorzystujac algorytm
sortowania przez wstawianie. Miejsce do wstawienia elementu program powinien
znajdowac metoda przeszukiwania binarnego.

Uwaga: Przesunigcie elementéw nadal bedzie liniowe.,

180



12. Metody sortowania prostego 1IN

#+» [ Napisz program, ktéry uporzadkuje liczby catkowite w tablicy tak, aby pierwszym
elementem tablicy byla liczba z najmniejsza cyfra jednosci, a ostatnim — liczba
z najwigksza cyfra jednosci. Jesli dwie liczby majg taka sama cyfre jednosci, uznaj je za
rowne. Rozwigz zadanie tak, aby zlozono$¢ czasowa algorytmu byta nie wigksza niz 10n.

«++ B Napisz program losujacy tablice liczb catkowitych z zakresu od 2 do 1000 oraz sortujacy
je wedlug najmniejszego czynnika pierwszego. Najpierw w tablicy powinny si¢ znalez¢
liczby podzielne przez 2, potem podzielne przez 3 (a niepodzielne przez 2), nastepnie
podzielne przez 5 (a niepodzielne przez 2 i 3) itd.
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13. Szyfry przestawieniowe,
anagramy

Co maja ze soba wspolnego stowa ,algorytm” i  logarytm™? A stowa
Strzatka” i szkartat” lub narty” i tyran™? Jak fatwo zauwazyc, sfowa

w poszczegolnych parach skiadaja sie z tych samych liter, sg wiec
anagramami. Sztuka tworzenia wyrazow i zdan z tych samych liter co inne
wyrazy i zdania znana jest od starozytnosci. Niektorzy traktowali jg jak
zabawe stowna, inni zaczeli wykorzystywac przestawianie liter w tekscie,
aby ukry¢ znaczenie swojego przekazu. W tym temacie zaszyfrujesz tekst,
przestawiajac litery w tekscie jawnym.

Cele lekcji

® Dowiesz sig, na czym polegaja szyfry przestawieniowe,

® Poznasz przyklady szyfrow przestawieniowych.

® Sprawdzisz, czy dwa slowa sa anagramami.

» Wykorzystasz poznane wczesniej algorytmy sortowania i zliczania
elementow.

Szyfr przestawieniowy © Szyfry przestawieniowe to szyfry, w ktérych szyfrogram powstaje

Szyfr podstawieniowy,

182

s. 117

przez zmiang kolejnosci liter w teksécie jawnym. Szyfrogram sklada sie
wigc z tych samych znakow co tekst jawny. Musi istnie¢ mozliwos¢
odszyfrowania wiadomosci, a wiec okreslony sposéb przestawiania
liter, tak aby odbiorca potrafit odwrdci¢ zmiany. Wspoélczesnie szyfry
przestawieniowe, podobnie jak szyfry podstawieniowe, nie zapewnia-
ja bezpieczenstwa danych i nie s3 stosowane.

13.1. Przyktady szyfréw przestawieniowych

Jednym z najprostszych sposobow takiego szyfrowania jest przestawia-
nie sgsiednich liter na pozycjach nieparzystych i parzystych (pierwszy
znak zamieniamy miejscami z drugim, trzeci z czwartym itd.). Aby
poznac tres¢ tekstu jawnego, wystarczy ponownie zastosowac ten sam
sposob szyfrowania.

Szyfr kolumnowy @ Bardziej zlozonym przykladem szyfru przestawieniowego jest szyfr

kolumnowy. Tekst jawny zapisujemy w wierszach, przy czym kazdy
wiersz sklada sie z takiej samej (ustalonej przez szyfrujacego) liczby
znakow. Jesli ostatni wiersz jest niepelny, mozna go uzupelni¢ znakami
niewystepujacymi w tekscie, tak aby przy odszyfrowywaniu wiadomo-
$ci fatwo bylo te znaki usunaé. Aby utworzy¢ szyfrogram, wypisuje-
my znaki zapisane w kolejnych kolumnach. Liczba znakow w wierszu
(odpowiadajgca liczbie kolumn) to klucz szyfrowania.



13. Szyfry przestawieniowe, anagramy

Rysunek 13.1 przedstawia przyklad szyfrowania informacji szyfrem
kolumnowym z kluczem 4.

o [ Tekst jawny ALA MA KOTA | PSA |
Zapis tekstu jawnego w czterech AlLlA
kolumnach (ostatni wiersz jest M A K
uzupetniony litera X do 4 znakow) -

I |P |5
AlX XX
V| szyfrogram AMOIALAT XA APX K SX |

Rys. 13.1. Przyktad szyfrowania informaciji szyfrem kolumnowym z kluczem 4

Aby zaszyfrowac tekst tg metoda, nie trzeba pamieta¢ uktadu kolumn,
wystarczy dopisywac do szyfrogramu znaki w odpowiedniej kolejnosci.

Napiszemy teraz program, ktéry zaszyfruje szyfrem kolumnowym
tekst wezytany z klawiatury. Oto specyfikacja problemu i zapis algo-
rytmu w pseudokodzie:

Specyfikacja

Dane: tj — tekst jawny zlozony z wielkich liter alfabetu lacinskiego,
k1l — klucz szyfrowania, liczba catkowita wigksza od 1 i mniejsza
od dlugosci tj.

Wrynik: szyfrogram — tekst jawny tj zaszyfrowany szyfrem
kolumnowym o liczbie kolumn k1.

szyfrogram < ""
dopdki (dlugosé tj) mod kl = @ wykonuj tj « tj + 'X'
tniego wiersza literami X

., kl = 1 wykonuj

kolumny

// uzupeilnienie osta

dla j < @, 1,

/1 — numer
dla i < @, 1, .., (dtugosé¢ tj) div k1 - 1
A
wykonuj szyfrogram < szyfrogram + tj[ixkl+j]
// tworzenie szyfrogramu z kolejnych znakow
// znajdujacych sie w j-tej kolumnie i

— numer wiersza

1-tym wierszu

Najpierw tekst jawny zostaje uzupelniony znakami nieznaczacymi
tak, aby liczba znakéw w nim wystepujacych byla wielokrotnoscia
liczby kolumn (wartosci klucza). Nastepnie przegladamy znaki teks-
tu jawnego w kolejnosci, w jakiej beda wystepowac w szyfrogramie
(znaki w kolejnych kolumnach). Indeks znaku okresla wzor ixk1+j,
gdzie i jest numerem wiersza, k1 — kluczem, a j — numerem kolumny.
Zwroc¢ uwage, ze wiersze i kolumny sa numerowane od zera.

Oto kod Zrodlowy funkcji realizujacej powyzszy algorytm.

¢} Dobra rada

Jeéli checesz szyfrowad
tylko litery, usun najpierw

z tekstu jawnego wszystkie
inne znaki, np. spacje.

¢’} Dobra rada

Pamietaj, ze ostatni wiersz
musisz uzupelinic znakami,
ktére nie wystepuja

w tekscie jawnym.
Zatoiylismy, ze w tekscie
jawnym nie beda
wystepowaty litery X.
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Fragment kodu ©

Zrodiowego programu
szyfrujacego napis
szyfrem kolumnowym -
funkcja Przestaw
(odczytywanie znakow
z kolejnych kolumn)

[Z] Warto wiedzied

Zapis zmienna+=wartosé
oznacza powickszenie
zmienng| © podana wartosc.
W podobny sposcb
mozna przedstawiac inne
dziatania arytmetyczne.

Na przyklad x+=2 jest
skréconym zapisem
instrukcji x=x+2.

) Dobra rada

W przypadku, gdy kolumn
jest wiecej niz 10 (kolumny
numerowalismy od 0 do 9),
moz2esz do ich oznaczenia
uzye liter — podobnie jak

w pozycyjnych systemach
liczbowych o podstawie
wiekszej od 10.
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string Przestaw(string tj, int kl)

{

By

string szyfrogram="",

int 1, j;

i while (tj.size()%kl!=0) tj=tj+ 1';
6. for (j=0;j<kl;j++)

T for (i=0;i<tj.size()/kl;i++)
8. szyfrogram+=tj[i*xkl+j];
return szyfrogram,

Zwroc¢ uwage na instrukcje w linii 8. Stosujemy w niej skrécony
zapis instrukcji powiekszenia zmiennej o okreslona wartos¢ (zapis +=).
Instrukcja w linii 8 odpowiada instrukcji:

szyfrogram = szyfrogram + tj[ixkl+j];

Cwiczenie 1

Napisz program szyfrujacy szyfrem kolumnowym tekst wczytany
z klawiatury. Wykorzystaj w tym programie zdefiniowana powyzej
funkcje Przestaw. Pamietaj, aby tekst wezyta¢ za pomoca funkcji
getline, poniewaz moze on zawierac spacje.

Tekst zaszyfrowany w oméwiony sposob mozna bardzo tatwo odszy-
frowac, uzywajac tej samej funkcji.

Istnieja rozne odmiany szyfru kolumnowego. W wersji przedstawio-
nej wczesniej znaki byly odczytywane kolumnami po kolei, zaczynajac
od pierwszej kolumny po lewej. Mozna jednak ustali¢ inng kolejnoéé
odczytywania znakow. W takiej sytuacji kluczem bedzie np. napis
zlozony z cyfr okreslajacych kolejnos¢ przegladania kolumn, a liczbe
kolumn bedzie wyznacza¢ dlugos¢ klucza. Rysunek 13.2 przedstawia
przyklad szyfrowania informaciji szyfrem kolumnowym z kluczem 2031.

| Tekst jawny ALA MA KOTA | PSA |
Zapis tekstu jawnego w czterech AlL|A
kolumnach - liczbe kolumn ckredla M A K
diugose klucza 203 1(ostatni wiersz jest 0T A
uzupelniony litera X do 4 znakow) T eTE

A x| x]x
V| szyfrogram A APXAMOIA K SXLAT X
L (znaki z kolumn: 2, D, 3, 1)

Rys. 13.2. Przyklad szyfrowania informacji szyfrem kolumnowym z kluczem 2031

Specyfikacja problemu szyfru kolumnowego, w ktérym odczytujemy
znaki w kolejnosci okreslonej przez klucz, jest nastepujaca.



13. Szyfry przestawieniowe, anagramy N

Specyfikacja

Dane: tj — tekst jawny zlozony z wielkich liter alfabetu tacinskiego,
k1 — napis zloZzony z niepowtarzajacych sie cyfr dziesietnych mniej-
szych od dlugoéci klucza k1.

Wynik: szyfrogram — tekst jawny tj zaszyfrowany szyfrem kolum-
nowym o liczbie kolumn i ich kolejnosci okreslonych przez klucz k1.

Oto kod Zrédlowy funkcji szyfrujacej napis zgodnie ze specyfikacja:

© Fragment kodu
string Przestaw(string tj, string kl) #rédiowego programu
2. { szyfrujacego napis
. string szyfrogram=""; szyfrem kolumnowym -

zmodyfikowana funkcja

in‘l.: tr Ji . . o Przestaw (kolejnosé
) while (tj.size()%kl.size()!=0) tj=tj+ 1 ; crehsnia N
6. for (j=0;j<kl.size();j++) okreslaja cyfry klucza)

for (i=0;i<tj.size()/kl.size();i++)
szyfrogram+=tj[ixkl.size()+k1[j]-'0'];
return szyfrogram,

Liczbe kolumn wyznacza dlugos¢ klucza, a nie jego warto$c. Stad
zmiany w liniach 5-8 przy odwolaniu do liczby kolumn. Numer kolej-
nej kolumny jest okreslony teraz nie przez warto$¢ indeksu j, ale przez
wartos$¢ k1[ j]. Poniewaz k1[ j] jest znakiem (program odczytuje go jako
kod ASCII cyfry), w linii 8 odejmujemy kod ASCII cyfry 0.

Cwiczenie 2

Napisz program szyfrujacy szyfrem kolumnowym tekst wczytany

z klawiatury. Kolejnos¢ odczytywania znakéw z kolumn okreslaja
cyfry tworzace klucz, a liczbe kolumn wskazuje dlugos¢ klucza.

¢ Zapamietaj

Szyfry przestawieniowe to szyfry, w ktorych szyfrogram powstaje
przez zamiane kolejnosci znakow tekstu jawnego. W szyfrogramie
wystepuja wszystkie znaki tekstu jawnego.

13.2. Sprawdzamy, czy dwa stowa s3 anagramami

Anagram to sfowo lub zdanie, ktore powstalo przez przestawienie liter © Anagram
innego sfowa lub zdania. Na potrzeby tego zagadnienia przyjmiemy, ze
stowo to dowolny ciag liter, a anagram to napis powstaly z innego slowa
przez przestawianie liter. Sprawdzimy, czy dwa slowa sg anagramami.
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B Rozdzial 2. Rozwiazywanie problemow z wykorzystaniem struktur danych

|2] Warto wiedzieé

Za wynalazce anagramu
uznaje sie greckiego
poete Likofrona, ktdry
2yt w lll w. p.n.e, Jest on
autorem np. anagramow
Ptolemaios (Ptolemeusz)
| apo melitos (z miodu).

Permutacja zbioru,
s. 126 (4

Sortowanie przez
wybieranie,
s. 174-175

Fragment kodu ©

Zrédlowego programu
sprawdzajacego,
czy dwa slowa sa

anagramami - funkcja

sortujaca litery w napisie
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Oto specyfikacja problemu:

Specyfikacja
Dane: s1, s2 — napisy zlozone z wielkich liter alfabetu lacinskiego.

Wynik: wartos¢ logiczna prawda, jesli s1is2 sa anagramami,
falsz — w przeciwnym wypadku.

Zauwaz, ze jesli napisy sa réznej dlugosci, odpowiedz jest oczywi-
sta — nie s3 one anagramami. Jesli napisy sa tej samej dlugosci, mozna
probowac zmieniac kolejnosc¢ liter w jednym napisie tak, aby otrzymac
drugi napis. Dzialanie algorytmu polegaloby na generowaniu kolejnych
permutacji liter jednego stowa i porownywaniu otrzymanej permutacji
z drugim slowem. Ten algorytm jest czasochtonny, poniewaz liczba
wszystkich permutacji jest rowna n!, gdzie n oznacza liczbe liter stowa,

Algorytm wykorzystujacy sortowanie

Aby sprawdzi¢, czy dwa slowa s3 anagramami, mozna posortowac
alfabetycznie litery w obu napisach, a nastepnie poréwna¢ znaki znaj-
dujace sie na tych samych pozycjach w obu wyrazach. Jesli znaki sa
takie same, analizowane wyrazy sa anagramami. Zapis tego algorytmu
w postaci funkeji w pseudokodzie moze by¢ nastepujacy:
funkcja Anagramy(si,s2)

jesli diugosé s1 = diugosé s2 to

zwrd¢é falsz i zakoficz

Sortuj(si)

Sortuj(s2)

zwréé s1 = s2 i zakohcz

Wynikiem funkcji jest wartoé¢ logiczna: rezultat poréwnania napi-
sow s1 i s2. Do posortowania liter sfowa mozna uzy¢ dowolnej meto-
dy sposrod opisanych w temacie dotyczacym algorytmow sortowania.
W tym przykladzie wykorzystamy algorytm sortowania przez wybie-
ranie. Oto kody zrédlowe funkcji Sortuj i Anagramy:

i. woid Sortuj(string &s)
2« |

int i, j, m;

char ch;

for (i=0;i<s.size()-1;i++)

{
{ mzi_:

for (j=i+1;j<s.size();j++)
if (s[jl¢s[m]) m=j;

10, ch=s[i]; slil=s[m]; s[m]=ch;
11 }
123
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© Fragment kodu
boel Anagramy {string s1, string s2) zrodlowego programu
{ sprawdzajacego, czy dwa
3 if (si.size()!=s2.size()) return false; slowa sq anagramami -
4, Sortuj(s1); Sortuj(s2); funkcja porownujgoa

return (si==s2); znaki napisow

6. }

Zwro¢ uwage na naglowek funkeji Sortuj. Domyslnie parametry
typu string, podobnie jak parametry typow prostych, przekazywane Przekazanie parametru
sa przez wartosc¢. Sg zatem chronione, czyli operacje wewnatrz funkcji ~ Pr2ez """’f”“sc
wykonywane s3 na kopii parametru. Zmiany nie s zachowywane po 1R
zakonczeniu dziatania funkcji. Aby zachowac zmiany, nalezy przekaza¢ Przekazanie parametru

arametr przez referencje. przez referencije,
3 P I s. 161 &

Cwiczenie 3
Napisz program wczytujacy dwa stowa i wypisujacy ,TAK", gdy podane
stowa sg anagramami, ,NIE" — w przeciwnym wypadku.

Algorytm wykorzystujacy zliczanie

Innym sposobem sprawdzenia, czy slowa sa anagramami, jest policze-
nie wystapien poszczegdlnych liter w obu napisach, a nastgpnie porow-
nanie liczby tych wystapien. Zapis algorytmu w pseudokodzie moze
by¢ nastepujacy:
funkcja Anagramy(si,s2)
jesli diugos¢é si1 =z diugosé s2 to
zwrdoé faisz i zakoficz
Zlicz(s1,Ilet)
Zlicz(s2,11e2)
dla i <« ©, 1, .., dlugos¢ alfabetu - 1 wykonuj
jesli Ilet[i] = Ile2[i] to
zwro¢ falsz i zakohcz
zwrdé prawda i zakohcz

W podanym algorytmie wykorzystujemy funkcje Zlicz. Jej zada-
niem jest wyznaczenie liczby wystapien poszczegolnych liter w danym
napisie (pierwszy parametr). Wynikiem funkcji jest tablica (drugi
parametr), w ktérej na kolejnych pozycjach znajda sig liczby wystapien
kolejnych liter alfabetu. Tablica bedzie si¢ skladac¢ z 26 elementow —
zgodnie ze specyfikacja w napisie moga wystapic¢ tylko wielkie litery
alfabetu facinskiego. Na poczatku definicji funkcji nalezy wyzerowac
wartosci elementow tablicy. Do liter stowa odwolujemy sig za posred-
nictwem kodow ASCII, natomiast tablice sa indeksowane od 0. Nalezy
przesung¢ wartosci indeksu tak, aby element zerowy tablicy odpowia-
dat literze A. Oto zapis funkcji Z1icz w pseudokodzie oraz kody zré-
dlowe funkcji Zlicz i Anagramy.
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funkcja Zlicz(s,Ile)
dla i < @, 1, .., diugosé alfabetu - 1 wykonuj
Ile[i] « @
dla i < ©, 1, .., diugos¢ s - 1 wykonuj
powieksz Ile[kod_ASCII(s[i])-kod_ASCII('A")]

Fragment kodu ©
Zrodlowego programu 1 void ZIiCZ{String 5, int IlE[] :J
sprawdzajacego, e |
czy dwaslowasa | for (int i=0;i¢26;i++) Ile[i]=0;
anagramami — funkcje 4

s Eaducea frinki v Fiagiisla for (int i=0;i¢s.size();i++) Ile[s[i]-'A']++;

oraz poréwnujaca E:_" -
otrzymane wyniki

7. bool Anagramy(string si, string s2)

8.
int Ile1[26], 11e2[26]:
@Dsb;a l"Eld: i 10). if (s1.size()!=s2.size()) return false:
jgzyku C++ odwolanie {1 Zlicz(s1,1le1); Zlicz(s2,Ile2);
do znaku oznacza SRR
odwotanie do jego kodu 12. for (int i=0;1<26;i++)
ASCII, wieg nie musisz 13. if (Ilet[i]!=I1e2[i]) return false;
dokonywac konwersiji 14, return true;
znaku na jego kod. 5. i}
Cwiczenie 4

Napisz program sprawdzajacy, czy dwa slowa sa anagramami. Program
powinien realizowac algorytm zliczajacy poszczegodlne litery w napisie.

Zastanowmy sie nad czasowa zlozonoscig obliczeniowa omoéwionych
algorytmoéw. Zlozonos¢ pierwszego algorytmu zalezy od uzytej meto-
dy sortowania. Poniewaz zastosowalisémy algorytm sortowania przez
wybieranie, zlozono$¢ pierwszego algorytmu jest kwadratowa wzgle-
dem dlugosci stowa. Drugi algorytm przeglada trzykrotnie tablice
z licznikami oraz dwukrotnie slowo. Jego zlozonosc¢ czasowa jest linio-
wa wzgledem wigkszej z warto$ci: dlugosc slowa, liczba liter alfabetu.
W przypadku krotszych stow pierwszy algorytm wykona mniej operacii.

[E A to ciekawe

e wErTmm

O OR N NN e

Pomyst na nazwe

Nimda | adimin

Niektorzy tworcy zapisuja swoje nazwiska wspak. Tak utworzony : ,hmﬁ: E;ﬁmki
pseudonim nazywamy ananimem (jest to szczegdlny typ anagramu). Regnis | Singer

Na przyktad Stefan Zeromski postugiwat sie pseudonimem

Stefan lksmorez (ananim nazwiska). W podobny sposob sa tworzone
rozne inne nazwy, np. nazwa robaka komputerowego Nimda
powstata przez odwrdcenie porzadku liter w stowie ,admin”.
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"l Podsumowanie

» Podczas szyfrowania informacji szyfrem przestawieniowym zmienia si¢ kolejnos¢ znakow
w tekécie jawnym. W szyfrogramie wystepuja wszystkie znaki tekstu jawnego.

» Przykladem szyfru przestawieniowego jest szyfr kolumnowy.

» Aby zaszyfrowac tekst jawny szyfrem kolumnowym, zapisujemy tekst jawny w wierszach
o takiej samej dlugosci (ustalonej przez szyfrujacego), a nastepnie odczytujemy kolejno
znaki z poszczegolnych kolumn (kolejnosé przegladania kolumn nalezy weze$niej ustalic).

= Aby sprawdzi¢, czy dwa slowa s3 anagramami, mozna posortowac znaki w stowach
i poréwnac znaki na kolejnych pozycjach lub policzy¢ wystapienia poszczegdlnych zna-
kéw w obu stowach i poréwnac liczby tych wystapien.

P4 Zadania

* Napisz program wczytujacy trzy stowa i sprawdzajacy, czy s3 one anagramami.

. Napisz program, ktéry wczyta dowolny tekst z klawiatury i zaszyfruje go szyfrem
przestawieniowym polegajacym na zamianie miejscami znakéw na pozycjach
parzystych i nieparzystych.

++ [ Napisz program, ktéry sprawdzi, czy dwa slowa sa anagramami. Program powinien
wezytaé dane z pliku tekstowego. W zapisie stow moga wystapic litery z polskiego
alfabetu.

* ¥ Napisz program wczytujacy dowolny tekst z klawiatury oraz liczbe bedaca kluczem
szyfrowania (liczbe kolumn). Program powinien szyfrowac¢ wczytany tekst szyfrem
przestawieniowym polegajacym na spiralnym odczytaniu tekstu

jawnego zapisanego wierszami zgodnie z ponizszym przyktadem. il L A! !
Przyktad: Al | K__
Tekst jawny: ALA MA KOTA 1 PSA o[t Al

Klucz: 4 | pl sl
Szyfrogram: K SXXXAIOMALA AP TA & 5% ‘ X =

«* Napisz program szyfrujacy tekst szyfrem kolumnowym z kluczem okreslajacym liczbe
kolumn i kolejnosc¢ ich przegladania tak, aby mogtlo by¢ wiecej niz 10 kolumn.

#++ B Napisz program, ktéry z pliku tekstowego przekazanego przez nauczyciela (np.
szyfrogram_kolumnowy.txt) weczyta jednowierszowy szyfrogram i klucz szyfrowania.
Szyfrogram powstal przez zaszyfrowanie tekstu jawnego szyfrem kolumnowym. Klucz
(drugi wiersz pliku) jest napisem zlozonym z niepowtarzajacych sie cyfr dziesietnych
mniejszych od diugoséci klucza i okresla liczbe kolumn oraz kolejnos¢ ich przegladania.
Wynikiem dzialania programu powinien by¢ tekst jawny wyswietlony na ekranie.
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14. Sito Eratostenesa

W XIX w. w Kalifornii wybuchta goraczka ziota. Jedna z najbardziej
popularnych metod stosowanych przez poszukiwaczy cennego kruszcu bylo
przesiewanie mineratéw na sicie. Samorodki ziota, kitdre sg ciezsze, opadaty
na dno sita, a lzejsze piasek i mut byly odsiewane. Okazuije sig, ze podobna
metode mozna zastosowac do poszukiwania liczb pierwszych w zbiorze
liczb catkowitych dodatnich. Z tego tematu dowiesz sig, jak to zrobic.

Cele lekcji

® Jrozumiesz, jak dziala algorytm sita Eratostenesa.
® Napiszesz program realizujacy algorytm sita Eratostenesa.
® Poznasz zlozonos¢ obliczeniowa algorytmu sita Eratostenesa.

PoznaliSmy wczesniej algorytmy, ktére pozwalaja sprawdzi¢, czy dana
liczba catkowita dodatnia jest liczba pierwsza. Zajmiemy sig¢ teraz
problemem wyznaczenia wszystkich liczb pierwszych mniejszych lub
rownych danej liczbie calkowitej wiekszej od 1. Jednym z rozwiazan
jest sprawdzanie, czy kolejne liczby z badanego zakresu sa pierwsze,
czyli wielokrotne wykorzystanie znanego juz algorytmu.

Cwiczenie 1
Oszacuj zlozonos$¢ czasowa algorytmu, ktéry wyznaczalby liczby
pierwsze mniejsze lub réwne liczbie catkowitej n wigkszej od 1 meto-

da naiwnag, czyli sprawdzatby pierwszosc¢ kolejnych liczb catkowitych
wiekszych od 1 i mniejszych lub réwnych n.

14.1. Jak dziata sito Eratostenesa?

Omoéwimy teraz metode wyznaczania liczb pierwszych mniejszych lub
réwnych liczbie n zaproponowana juz w starozytnosci przez greckiego
matematyka Eratostenesa z Cyreny. Polega ona na usunigciu ze zbio-
ru liczb catkowitych z zakresu od 2 do n wszystkich liczb zlozonych.
W ten sposob w zbiorze pozostang tylko liczby pierwsze. Metode te

Sito Eratostenesa @ nazwano sitem Eratostenesa.

W praktyce algorytm polega na usuwaniu (odsiewaniu) ze zbioru
liczb {2, ..., n} wszystkich liczb zlozonych, ktore sa wielokrotnosciami
kolejnych analizowanych liczb ze zbioru, poczawszy od 2.

Algorytm sita Eratostenesa

Przesledzimy teraz dziatanie tego algorytmu dla n = 50. Wyznaczymy
zatem wszystkie liczby pierwsze z zakresu od 2 do 50.



Algorytm sita Eratostenesa | *.;i-ﬁ

Zbidr wyjsciowy skiada sie z liczb catkowitych z zakresu od 2 do 50:

{2,3,4,5,6,7,8,9,10; 11,12, 13, 14, 16, 16, 17, 18, 19,20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 2¥,
28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 48, 50}

Usuwamy wielokrotnosci liczby 2 wigksze od 2. Otrzymujemy zbidr:
{2,3,5, 7,9, 11, 18, 15, 17, 19, 21, 28, 25, 27, 29, 31, 33, 35, 37, 39, 41, 43, 45, 47, 49}

Usuwamy wielokrotnosci liczby 3 wieksze od 3. Otrzymujemy zbior:
{2,3, 5, 11,13, 17, 19, 28, 25, 29, 31, 85, 37, 41, 43, 47, 49}

Usuwamy wielokrotnosci liczby S wieksze od 5. Otrzymujemy zbidr:
{2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49}

s Usuwamy wielokrotnosci liczby 7 wigksze od 7. Otrzymujemy zbidr:
{2,8,5,7,11,18,17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47}

Otrzymany zbior zawiera wszystkie liczby pierwsze z zakresu od 2 do 50.

Zw‘r{’:-é uwage, ze n_iektére wieldckmtr‘ms’ci danei l_iczb}j' zost_at.y JUZ ™ warto wiedzied
usuniete w poprzednich krokach jako wielokrotnosci mmeisze;l liczby.  Eratostsnesz Cyreny
Na przyklad liczby 6 i 10 zostaly usuniete jako wielokrotnosci liczby 2. (276-194 p.n.e)) to

Dla liczb: 2, 3, 5, 7 pierwszymi usuwanymi wielokrotnogciami byty ~Pochodzacy ze starozytnej
liczby: 4, 9, 25, 49, ktére sa ich kwadratami. Jest to ogdl i g e

iczby: 4, 9, 25, 49, ktére sg ich kwadratami. Jest to ogélna zasada —  _gionom, geagraf,

w kazdym kroku algorytmu pierwsza usuwang wielokrotnoscia jest fiozof i poeta. Jest
kwadrat liczby, ktérej krotnoéci usuwamy. Algorytm koriczy dziata- autorem doswiadczenia
fri3 e . o . . . uznawanego za jeden
nie, jesli kwadrat rozpatrywanej liczby jest wigkszy od prawego kofica  ; yiesieciu najwiekszych
przedzialu (liczby n). Zauwaz, ze kazda liczba, ktérej wielokrotnosci eksperymentow z fizyki —

usuwamy, jest liczbg pierwsza. %ﬂ?gsﬁﬁgﬂ:{

- takze odlegtosé Ziemi
Cwiczenie 2 od Ksiezyca i Slorica,

Przesledz dziatanie algorytmu sita Eratostenesa dla n = 100.

-:{';):- Zapamietaj

Algorytm sita Eratostenesa stuzy do znajdowania liczb pierwszych
z zakresu od 2 do n. Z podanego zbioru usuwamy wielokrotnosci
kolejnych liczb, a pierwsza usuwana krotnoscia jest kwadrat danej
liczby. Kiedy kwadrat rozpatrywanej liczby jest wiekszy od
prawego korica przedziatu, algorytm konczy dziatanie.
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¢ Dobra rada
Wewnetrzng petle
MoOZesz rowniez zapisac
nastepujaco:
i« d
doptki 1 + d = n wykonuj
Pierwsze «
Pierwsze - {i % d}
i = 1i+1

Dobra rada

Famietaj, ze w jezyku
C++ wartosc false jest
reprezentowana przez
liczbe 0, a wartosc true -
przez liczbe 1.
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14.2. Implementacja algorytmu sita Eratostenesa

Okreslmy specyfikacje problemu i zapiszmy w pseudokodzie algorytm
znajdowania liczb pierwszych metoda sita Eratostenesa.

Specyfikacja
Dane: n - liczba catkowita, 2 < »n < 1 000 000.

Wynik: Pierwsze — zbior liczb pierwszych mniejszych lub réwnych n.
Pierwsze « {2, .., n}
d « 2
dopbéki d * d = n wykonuj

dla i « d, d + 1, .., n div d wykonuj

Pierwsze <« Pierwsze - {i % d}
d < najmniejszy element zbioru Pierwsze, ktory jest
wiekszy od dotychczasowej wartosci d

Po jednej iteracji zewnetrznej petli zostaja usuniete wielokrotnosci
aktualnie rozpatrywanej liczby (zmienna d, wartos¢ poczatkowa 2),
nastepnie zmienna d przyjmuje kolejng wartos¢. Petla jest powtarza-
na, dopdki kwadrat liczby jest mniejszy lub réwny prawemu koncowi
przedziatu (n), w ktérym poszukujemy liczb pierwszych.

W wewnetrznej petli usuwane sa i-te wielokrotnosci wartosci
zmiennej d. Poniewaz iloczyn 1 * d musi by¢ mniejszy lub rowny n,
najwieksza wartosc¢ i jest rowna wynikowi dzielenia catkowitego n
przezd (n div d).

Zwroc uwage, ze nastepuje proba usunigcia wszystkich liczb postaci
i % d, a niektdre z nich byly juz usuniete weczesniej jako wielokrotno-
sci mniejszej liczby (np. liczba 45 zostala usunieta jako wielokrotnosé
liczby 3, ale algorytm wykonuje t¢ operacje takze dla liczby 5).

Do reprezentowania w programie zbioru liczb najprosciej bedzie
wykorzystac tablice. Zauwaz, ze nie musimy w niej przechowywacé
samych liczb. Wystarczy, ze kazdy element tablicy bedzie zawieral
informacje logiczna (true lub false) okreslajacg, czy liczba reprezen-
towana przez odpowiadajacy mu indeks tablicy jest liczba pierwsza czy
zlozona. Rysunek 14.1 przedstawia fragment tablicy Pierwsze z war-
tosciami opisujacymi poczatkowe liczby zbioru.

P{S mb"m\yt
1 2 3 4 5 6
true trl.ue false | true | false
Wartodci w tablicy

Rys. 14.1. Fragment tablicy Pierwsze z zaznaczeniem liczb pierwszych i zlozonych
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Tablice w jezyku C++ sa indeksowane zawsze od zera, wiec zerowy
i pierwszy element tablicy nie zostana wykorzystane. Ostatni indeks
w tablicy n-elementowej ma wartos¢ n — 1, dlatego wygodniej bedzie
szuka¢ liczb pierwszych mniejszych od n.

Oto zmodyfikowana specyfikacja problemu znajdowania liczb pierw-
szych, w ktorym wykorzystywana jest tablica wartosci logicznych:

Specyfikacja
Dane: n — liczba catkowita, 2 < » < 1 000 000.

Wynik: tablica wartosci logicznych Pierwsze[@..n-1],
Pierwsze[i] ma warto$¢ prawda, gdy i jest liczbg pierwsza,
fatsz — w przeciwnym przypadku.

Cwiczenie 3
Zapisz w pseudokodzie algorytm sita Eratostenesa zgodny z powyz-
sza specyfikacja.

Kod Zrédlowy funkcji znajdujacej liczby pierwsze metody sita
Eratostenesa zgodnie z powyzsza specyfikacja moze byc¢ taki jak
ponizej. Rozmiar tablicy Pierwsze okresla stata N, zdefiniowana
przed funkcja.

© Fragment kodu
void SitoEratostenesa(bool PiEIWSZE[]) Zrédiowego programu

2 wyszukujacego liczby

pierwsze z zakresu od

Pierwsze[Z]=true; 2 do N - definicja funkcii
for (int i=3;i<N;i++) realizujacej algorytm sita

: Pierwsze[i]=(i%2==1); Fralioviaa

int 4d=3;

f. while (dxd<N)
{

9 for (int i=d;ixd<N;i+=2)

Pierwsze|ixd|=false;

i1 do

12 d+=2;

3 while (!Pierwszeld]);

' }

W definicji funkcji wykorzystujemy fakt, ze liczba 2 jest jedy-
na parzystg liczba pierwsza, a kolejne liczby parzyste sg zlozone.
Uwzgledniamy to juz podczas inicjowania tablicy Pierwsze (linia 1).
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Elementom tablicy o parzystych indeksach wigkszych od 2 przypisujemy
wartosc¢ false, a pozostalym — wartosc true (linie 4-5). Jedna iteracja
glownej petli while (linie 7-14) odpowiada za nadanie wartosci false
tym elementom tablicy, ktorych indeksy sa wielokrotnosciami aktualnie
rozpatrywanej liczby — wartosci zmiennej d (linie 9-10). Aby wyznaczy¢

Instrukcja iteracji (petla) @ kolejng liczbe pierwsza, korzystamy z instrukcji iteracji (petli) do while.

do while

[Z] Warto wiedzieé

Zamiast petli do while
mozna uzy¢ petli while.
Petle do while zastepujemy
wowczas instrukcjami:
instrukcja;

while (warunek) instrukcja;

Dobra rada

Zapis i+=2 odpowiada
zapisowi i=i+2, ktory
powoduje 2wiekszenie
wartodci zmiennej i 0 2.

Przekazanie parametru
przez wskaznik,
s. 152 &

Fragment kodu ©

Zrodlowego programu
wyszukujacego liczby
pierwsze z zakresu

od 2 do N - petla
odpowiadajaca

za wypisanie liczb
pierwszych z zakresu
od2doN
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Petla ta najpierw wykonuje instrukcje, a potem sprawdza warunek
powtarzania petli. Jej sktadnia w jezyku C++ jest nastepujaca:
do
instrukcja;
while (warunek):

Instrukcja w petli do while jest wykonywana, dopoki warunek przyj-
muje warto$¢ logiczng prawda. Poniewaz warunek jest sprawdzany
po wykonaniu instrukcji, petla wykona sie co najmniej raz. Instruk-
cja wykonywana w petli moze by¢ instrukcja zlozong, a wigc blokiem
instrukeji ujetych w nawiasy klamrowe.

Aby okresli¢ nastepna liczbe, ktorej wielokrotnosci bedziemy ozna-
cza¢ przez false, najpierw okreslamy nowa wartos¢ zmiennej d,
a potem sprawdzamy, czy jest ona liczbg pierwsza (linie 11-13). Co dru-
ga wielokrotnosc kazdej liczby jest parzysta, wiec usuwajac krotnosci
danej liczby, zwigkszamy warto$¢ zmiennej sterujacej petli for o 2
(linia 9). Analogicznie kiedy poszukujemy kolejnej liczby, ktorej wie-
lokrotnosci bedziemy usuwac, zwiekszamy warto$¢ zmiennej d o 2.
Petla do while jest wykonywana, dopoki kolejne wartosci zmiennej d
sa liczbami zlozonymi (linie 11-13).

Pamietaj, Ze tablice sa przekazywane do funkcji przez wskaznik.
Wartosci tablicy Pierwsze okrelone w funkcji SitoEratostenesa beda
wigc zachowane po wykonaniu funkcji. Petla wypisujaca liczby pierwsze
po wywolaniu funkcji SitoEratostenesa moze by¢ taka jak ponizej.
Wypisujemy te indeksy tablicy, ktore w tablicy maja wartos¢ true.

1. for {int i:Z;i(N;i++]
2. if (Pierwsze[i]) coutccic” *;

Cwiczenie 4
Napisz i przetestuj program znajdujacy liczby pierwsze z przedzialu [2; n
metoda sita Eratostenesa.

Ocena zlozonosci obliczeniowej algorytmu sita Eratostenesa

Zwroe uwage, ze w algorytmie sita Eratostenesa operacja dominujaca
jest usuwanie liczby (instrukcja Pierwsze[ixd|=false oraz inicjowa-

nie tablicy). Mozna oszacowac, ze algorytm wykona tych operacji nie
wiecej niz n - log, n. Jest to liczba znacznie mniejsza niz nn prob



sprawdzania podzielnosci w algorytmie naiwnym, badajacym pierw-
szo$¢ kazdej liczby niezaleznie (tabela 14.1 i rys. 14.2).

Licrhe alarmerisw Przyblizona liczba operaciji

zbioru (n) n - log,n n-Jn
10 33 32
100 660 1000
1000 10000 31600
10 000 133000 1 000 000
100 000 1660000 31620000

Tabela 14.1. Liczba operaciji dla zlozonosci algorytmu rzedu n - log.nin - y'n

(g

— ) A

— n-+log.n

- T r T - T
=0 100 150 200 250 oo o

Rys. 14.2. Wykresy funkcji reprezentujacych ztozonoscin - log.nin - -fr-r

Zlozonos¢ czasowa algorytmu sita Eratostenesa jest wigc rowna
Of(n - log n). Zlozono$¢ pamieciowa wynosi O(n), poniewaz algorytm
sita Eratostenesa wykorzystuje tablice n-elementowa.

Rozmiar tablicy mozna znacznie zredukowad, np. jesli bedziemy
w niej przechowywac tylko informacje o liczbach nieparzystych. Wow-
czas i-ty element tablicy pamietatby informacje o liczbie 2i + 1.

W poszukiwaniu liczb pierwszych

14. Sito Eratostenesa

=] Warto wiedziec
Czesto obliczenia
potrzebne do
oszacowania zlozonosc
algorytmu sa cbszeme

i skomplikowane, diatego
ich nie przytaczamy.

=| Warto wiedziec

ZoZonoss czasowa
algorytmu sita Eratostenesa
MOZNa 0SZacowac
dokladnigj. Okazuje sie, ze
wynasi ona Ofn - logllog n)).

Liczby pierwsze, ktére mozna zapisac w postaci oy
2" — 1, sa nazywane liczbami pierwszymi 282 b 89 933 ,

Mersenne'a (od nazwiska francuskiego
matematyka). W poszukiwanie kolejnych takich
liczb zaangazowani sg uczestnicy projektu GIMPS

(ang. Great Internet Mersenne Frime Search), ktorzy uzyczaja w tym celu mocy obliczeniowe;
swoich komputerow. Dzigki zastosowaniu obliczen rozproszonych uzyskuje sie faczng moc, ktora
odpowiada pracy dziesiatkow tysiecy lat pojedynczego procesora. W czasie powstawania tego

podrecznika najwicksza liczba pierwsza Mersenne'a jest 2%25%99% _ 4,
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™ Podsumowanie

= Algorytm sita Eratostenesa pozwala wyznaczy¢ liczby pierwsze z okre$lonego przedzialu.

= Algorytm nie bada podzielnosci liczb, lecz usuwa (oznacza jako liczby zlozone) wielokrot-
nosci kolejnych liczb zbioru, wieksze od tych liczb.

» Najmniejsza wielokrotnoscig, ktora algorytm usuwa, jest kwadrat rozpatrywanej liczby.

» Algorytm koriczy dzialanie, gdy kwadrat liczby, ktérej krotnos$ci ma usungd, jest wiekszy
od prawego konca przedziatu.

= Liczba operacji wykonywanych przez algorytm sita Eratostenesa jest znacznie mniejsza niz
podczas sprawdzania pierwszosci kazdej liczby niezaleznie.

Pd Zadania

« Kl Napisz program, ktéry wyznaczy liczby pierwsze w przedziale liczbowym podanym
przez uzytkownika.

« B Napisz program wypisujacy pary liczb blizniaczych nie wigkszych od #,
2< n<1000000. W rozwiazaniu wykorzystaj algorytm sita Eratostenesa.
Uwaga: Liczby blizniacze to liczby pierwsze, ktérych réznica wynosi 2. Liczbami
blizniaczymi sa np. pary: 315,517 111 13.

+» [B Program utworzony w tym temacie zmodyfikuj tak, aby w tablicy byta przechowywana
wylacznie informacja o liczbach nieparzystych (czyli rozmiar tablicy byt dwukrotnie
mniejszy).

«+ B Program wypisujacy liczby pélpierwsze nie wigksze od n, 2 < n < 1000. Wypisywane
liczby nie musza by¢ uporzadkowane. W rozwiazaniu wykorzystaj algorytm sita
Eratostenesa.

Uwaga: Liczba pélpierwsza to liczba bedaca iloczynem dwdch liczb pierwszych.
Liczbami polpierwszymi sa np.: 4, 6, 9, 10, 14, 15.

+++ B Napisz program realizujacy algorytm sita Eratostenesa z uzyciem szablonu struktury
danych set z biblioteki STL. Struktura set reprezentuje w pamieci komputera zbior.
Wskazowka: Zeby méc korzystac z typu set, nalezy doda¢ dyrektywe #include <set>,
Do dodania i usuwania elementéw zbioru mozesz wykorzysta¢ metody insert ierase:
set<int> zbior;
zbior.insert(liczba);
zbior.erase(liczba);
Do pobrania kolejnego elementu zbioru mozesz wykorzysta¢ instrukcje:
liczba=*zbior.upper_bound(liczba);
Do wypisania elementéw zbioru nalezy uzyé zmiennej typu iterator:
set¢int>::iterator it;
for(it=zbior.begin();it!=zbior.end();it++) cout<xit«" ";
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15. Szukamy réznych
podciggow

Czasami zachodzi potrzeba znalezienia fragmentu danych spelniajacego
pewne warunki. Na przykiad trener zapisuje wyniki zawodnika osiggane
podczas treningow, aby sie dowiedziec, kiedy rezultaty sg coraz lepsze,
a kiedy nastepuje spadek formy. Duza popularnoscia cieszg sie aplikacje,
za pomoca ktdrych mozemy monitorowac swoja aktywnosc (sen, ruch,
wysitek fizyczny itp.), a potem np. sprawdzac, jaki byt najdiuzszy okres
regularnych treningow albo kiedy spalismy najkrocej. W tym temacie
zajmiemy sie poszukiwaniem danych spetniajacych okreslone warunki.

Cele lekcji

= Obliczysz diugosé najdiuzszego spojnego podciagu niemalejacego.

= \Wyznaczysz najdtuzszy spdjny podciag niemalejacy.

® Poznasz | porownasz rozne algorytmy znajdowania maksymalngj sumy
elementdw podciagu spojnego.

® /najdziesz podciag spdjny 0 maksymalnej sumie elementow.

Podciag to wybrane elementy ciaggu wyjsciowego zachowujace kolej- @ Podciag

nos¢ wystepowania. Na przyklad liczby 3, 2, 5, 7 tworza podciag ciagu

3. 1,2, 5,7 4. Jesli elementy podciggu wystepuja w ciagu wyjéciowym

obok siebie, to taki podciag nazywamy podciagiem spojnym. Na przy- © Podciag spéjny
klad ciag 1, 2, 5 jest podciagiem spéjnym ciagu 3, 1, 2, 5, 7, 4. W tym

temacie bedziemy poszukiwac tylko podciagow spéjnych.

15.1. Szukamy diugosci najdiuzszego spdjnego
podciagu niemalejacego

W podciagu niemalejacym kazdy kolejny element jest wigkszy lub © Podciag niemalejacy
rowny poprzedniemu. Na przyklad w ciggu 3, 1, 2, 5, 7, 4 mozemy
wyroznic¢ nastepujace spojne podciagi niemalejace:
L2
* 1,2,5
» 1,2:57
¥ 2,5
» 2,57
» 57

W powyzszym przykladzie najdluzszy spéjny podcigg niemalejacy
tworza liczby: 1, 2, 5, 7. Jego dlugosc jest rowna 4.

Zapiszmy specyfikacje problemu znajdowania dlugosci najdluzszego
spojnego podciggu niemalejacego.
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|5‘| Warto wiedziec

Dlugosé najdiuzszego
podciagu niemalejacego
bedzie rowna jeden,
gdy ciag wyjsciowy jest
malejacy.

Znajdujemy maksimum,
s. 146

Fragment kodu ©
Zrodtowego programu
poszukujacego dlugosci
najdluzszego spojnego
podciagu niemalejacego -
definicja funkcji
znajdujacej te diugosc
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Specyfikacja
Dane: A[@..n-1] - tablica » liczb catkowitych.

Wynik: maks_dl — dlugos¢ najdluzszego spojnego podciagu nie-
malejacego w tablicy A.

Podciagi jednoelementowe potraktujemy jako podciggi niemalejace.
Moze sie wiec zdarzy¢, ze szukana dlugosc bedzie réwna jeden. Moze
by¢ tez rowna dlugosci ciagu wyjsciowego.

Algorytm poszukiwania dlugosci najdluzszego spojnego podciagu
niemalejacego jest podobny do znajdowania maksimum w tablicy.
Dlugosc aktualnie badanego fragmentu ciagu bedziemy pamigtac
w zmiennej akt_dl, a najwigksza dotychczas znaleziong dlugos¢ podcia-
gu spojnego — w zmiennej maks_dl. Poniewaz kazdy element ciggu two-
rzy podciag jednoelementowy, poczatkowe wartosci zmiennych akt_dl
imaks_dl beda réwne 1. Petla gléwna przeglada kolejne elementy tabli-
cy, zaczynajac od drugiego. Jesli dany element tablicy jest wigkszy lub
rowny poprzedniemu, to powiekszamy wartos¢ zmiennej akt_dl o 1.
Ponadto sprawdzamy, czy dlugosc¢ badanego podciagu jest wigksza od
dotychczas znalezionej najwigkszej dlugosci podciagu. Jesli jest wieksza,
zmieniamy warto$¢ zmiennej maks_dl. Gdy przegladany element tabli-
cy jest mniejszy od poprzedniego, staje si¢ on poczatkiem nastepnego
podciagu, a wiec wartos¢ zmiennej akt_dl musimy ustawi¢ ponownie
na 1. Oto zapis algorytmu w pseudokodzie oraz kod zrédlowy funkcji
realizujacej ten algorytm:
maks_dl < 1
akt_dl < 1
dla i < 1, .., n - 1 wykonuj

jesli A[i] » A[i-1] to

akt_dl < akt_dl + 1

jesli akt_dl > maks_dl to maks_dl < akt_dl
w przeciwnym przypadku akt_dl < 1

. int DNSPNM(int A[])
2. [/ Diugos¢ Najdiuzszego Spojnego Podciagu NieMalejaceq
{
int maks_dl=1, akt_dl=1, i;
for (i=1;i<N;i++)
if (Ali]>=A[i-1])
{
¢ akt_dl++;
Q. if (akt_dl:maks_dl) maks_dl=akt_dl;
10. }
14 else akt_dl=1;
17 return maks_dl;
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N oznacza w programie stala okreslajaca rozmiar tablicy. Do wylosowa-
nia i wypisania elementéw tablicy mozna wykorzystac te same funkcje,
ktore stosowalismy w programach wyszukujacych element w tablicy. Fragment kodu

Rysunek 15.1 przedstawia przykladowe wywotanie programu. zrédiowego programu
wyszukujgcego element
w tablicy,

s. 152

Rys. 15.1. Przyklad wywotania programu znajdujacego dlugosé najdtuzszego spdjnego
podciagu niemalejacego

Cwiczenie 1

Napisz program znajdujacy dlugosc najdluzszego spojnego podciggu
niemalejacego. Wykorzystaj w nim zdefiniowang wczesniej funkcje
DNSPNM.

15.2. Szukamy najdiuzszego spdjnego podciagu
niemalejacego

Zeby znalezé najdluzszy spéiny podciag niemalejacy, wystarczy wyzna-
czy¢ indeks pierwszego elementu tego podciggu. Koniec podciagu jest
wowczas wyznaczany przez indeks pierwszego elementu mniejszego
od poprzedniego lub przez koniec ciagu. Jesli w danym ciggu jest kilka
najdluzszych podciagow, nie jest wazne, ktory z nich znajdziemy.

Aby wyznaczy¢ indeks pierwszego elementu podciagu, zmodyfiku-
jemy algorytm wyznaczajacy dlugosé najdiuzszego spojnego podciggu
niemalejacego. Bedziemy pamietac nie tylko dlugos¢ aktualnie bada-
nego podciagu i podciagu dotychczas najdiuzszego, lecz takze indeksy
pierwszych elementow tych podciagow. Zapiszemy je odpowiednio
w zmiennych akt_poczimaks_pocz.

Poszukiwanie podciggow w DNA '

Podstawowym skiadnikiern DNA sa nukleotydy. W DNA
wystepuja cztery rodzaje nukleotydow, a kazdy z nich zawiera inna
zasade azotowa: adening, guaning, cytozyne lub tyming. Nic DNA
mozna wiec opisac jako ciag skiadajacy sie z liter reprezentujacych
te nukleotydy: A, G, C i T. Dzieki poszukiwaniu powtarzajacych Ve :
sie podciggow we fragmentach DNA badacze potrafia np. ustalic reeresstiTraartes
pokrewienstwo osob lub wskazac sprawce przestepstwa. af"w,,n"-' Al
Z kolei znalezienie w kodzie okreslonych genow pozwala okreslic
predyspozycie do zachorowania na niektore choroby.
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Fragment kodu ©
zrodlowego programu
wyznaczajacego
najdtuzszy spadjny
podciag niemalejacy -
definicja funkcji NSPNM,
ktérej wynikiem jest
indeks pierwszego
elementu tego podciagu
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Zmodyfikowany zapis algorytmu w pseudokodzie moze by¢ nastepujacy:
maks_dl < 1
akt_dl « 1
maks_pocz < @
akt_pocz <« @
dlai < 1, .., n - 1 wykonuj
jesli A[i] > A[i-1] to
akt_dl < akt_dl + 1
jesli akt_dl » maks_dl to
maks_dl <« akt_dl
maks_pocz < akt_pocz
W przeciwnym przypadku
akt_dl « 1
akt_pocz « i

Wartoécia poczatkowa kazdej ze zmiennych maks_pocz i akt_pocz
jest zero (indeks pierwszego elementu tablicy). Poczatkiem kolejnego
podciggu do zbadania jest pierwszy element, ktory jest mniejszy od
elementu poprzedniego.

Zapisujac powyzszy algorytm w postaci funkcji, warto sie zastano-
wic¢, co powinno by¢ wartoscia funkcji: indeks pierwszego elemen-
tu znalezionego podciggu czy diugos¢ podciggu. Jesli znamy indeks
pierwszego elementu, bedziemy mogli wypisac ten podciag, podczas
gdy informacja tylko o jego dlugosci takiej mozliwosci nie daje. Jesli
wystapi wigcej niz jeden najdluzszy podciag, funkcja znajdzie pierwszy
taki podciag i zwréci indeks jego pierwszego elementu.

Oto kod zrédlowy funkeji realizujacej podany algorytm:

| int NSPNM(int A[])
7 [ Najdiuzszy Spi | e -|]-_"_a|__| MieMale |2CY

For - B 1 = " % | [ ep———— —
fOWYNLKISN J8st 1ndexks pieTwsZedo elemerncu J'-L.]x.:!_.lfl

int maks_dl=1, akt_dl=1, maks_pocz=0, akt_pocz=0, i,
6. for (i=1;i<N;i++)
. if (Ali]>=A[i-1])

{
C akt_dl++;
8. if (akt_dl:maks_dl)
1 {
}

maks_dl=akt_dl; maks_pocz=akt_pocz;

else

. (
}

return maks_pocz;

1

{

1

13,

14 1
(

|

1 akt_dl=1; akt_pocz=i;
i
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Funkcjamain programu znajdujacego najdluzszy spojny podciag nie-
malejacy powinna wypisywac elementy tablicy od elementu znajduja-
cego sie na pozycji, ktdra jest wartoscia funkcji NSPNM, do momentu,
kiedy napotka element nienalezacy do podciagu lub koniec tablicy.
Kod Zrédlowy funkcjimain moze wygladac nastepujaco:

. © Fragment kodu
int main() zrodiowego programu
{ wyznaczajacego
. ) najdluzszy spéjny
int i; podciag niemalejacy -
4. int A[N]; funkcjamain
: srand(time(NULL));
Losuj(A);
Wypisz(A);
cout«<"Najdluzszy spojny podciag niemalejacy:";
L cout«endl;
& i=NSPNM(A);
11 do
{2 {
| cout«cAli]«c" ™;
14 1442
o ++; ¢’} Dobra rada
} Pamietaj, ze jesli w petli
while (i<N && A[i]>=A[i-1]); powtarzanych jest kilka
. instrukcii, nalezy je ujac
return @; w nawiasy klamrowe,
18. } tworzace blok instrukcii.

Poniewaz zostanie wypisany co najmniej jeden element tablicy,
wygodnie bedzie uzy¢ petli do while, ktora sprawdza warunek powta-
rzania po wykonaniu instrukcji, a nie przed wykonaniem (linie 11-16).
Zwroc uwage na warunek petli w linii 16 — najpierw musimy spraw-
dzi¢, czy indeks jest z zakresu tablicy, a potem dopiero odwola¢ sie do
elementu tablicy o tym indeksie.

Cwiczenie 2
Napisz program wypisujacy najdluzszy spojny podciag niemalejgcy.
Wykorzystaj w nim zdefiniowana w temacie funkcje NSPNM.

Mozna takze zapisac¢ funkcje NSPNM tak, aby przekazywala do pro-
gramu obydwie wyliczone wartosci: indeks pierwszego elementu pod-
ciagu i dlugos¢ znalezionego podciagu. Jedna z tych wartosci moze by¢
wynikiem funkcji, a druga moze by¢ przekazana jako parametr przez Przekazanie parametru
referencje lub obydwie moga by¢ przekazane jako parametry (wowczas —Przez referencie,
funkcja powinna by¢ typu void). . {aTe
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Fragment kodu ©
Zrédlowego programu
wyznaczajacego
najdtuzszy spdjny
podciag niemalejacy -
zmodyfikowany
nagtéwek funkcji NSPNM

Fragment kodu ©
Zrodlowego programu
wyznaczajacego
najdiuzszy spojny
podciag niemalejacy -
zmodyfikowana
funkcja main

[Z] Warto wiedzieé

Do zwrdcenia pary liczb
mozna wykorzystac
strukture przechowujaca
dwie liczby. O strukturach
pisalismy w temacie 7,
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Zmodyfikowany nagléwek funkcji NSPNM moze byc¢ nastepujacy:

1. int NSPNM(int A[], int &maks_dl)
' /' Najdluzszy Spojny Podcigg NieMalejacy
o A WynlKiem Jjest Indeks plerwszego elementu [ -Z'.ll.'ll."‘:.'rl';lll
f diugose podciggu jest zwracana za posrednictwem

I 5 - b
. parametru

Zwroc¢ uwage, ze zmienna maks_dl jest teraz parametrem, wiec nie
moze byc juz deklarowana jako zmienna lokalna. Pozostata tres¢ funk-
cji pozostaje bez zmian. Znaleziony podciag mozna wypisa¢ wowczas
w funkcji main za pomoca petli for. Oto kod Zrédlowy funkeji main:

i int main()
2. |
3 int i, p, dl;

int A[N];

5. srand(time(NULL));

6. Losuj(A);

Wypisz(A);

8 cout«"Najdluzszy spojny podciag niemalejacy:";
L cout«endl;

10. p=NSPNM(A,dl);

11 for (i=p;i¢p+dl;i++) cout<«cAli]«™ ™;

12. return @;

13.

Zeby znalez¢ najdluzszy spéjny podciag niemalejacy, program prze-
glada tablice jeden raz, wigc zlozonos¢ czasowa tego algorytmu jest
liniowa: O(n).

Cwiczenie 3

Napisz i przetestuj program wypisujacy najdluzszy spdjny podciag

niemalejacy. Wykorzystaj w nim funkcje NSPNM, w ktorej:

a. indeks pierwszego elementu podciggu bedzie wartoscia funkcii,

a dlugosc znalezionego podciagu bedzie zwracana do programu
jako parametr przekazany przez referencje,

b. indeks pierwszego elementu podciagu i dlugo$¢ znalezionego pod-

ciagu beda zwracane do programu jako parametry przekazywane
przez referencje.

-:fﬂf- Zapamietaj

Podciag to wybrane elementy danego ciagu zachowujace kolejnosé
wystepowania. W podciagu spojnym elementy wystepuja obok
siebie tak jak w ciagu wyjéciowym. Zeby wyznaczyé najdtuzszy
niemalejacy podciag spaéjny, wystarczy przejrzec ciag raz.
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15.3. Szukamy maksymalnej sumy podciagu spdjnego

Kolejnym problemem, ktérym si¢ zajmiemy, bedzie znalezienie najwigk-
szej sumy wyrazow wsrod podciggéw spdjnych danego ciaggu. Gdyby
w tablicy wystepowaly tylko liczby dodatnie, rozwiazanie byloby oczy-
wiste — najwieksza sume wyrazéw ma podciag taki sam jak ciag wyj-
Sciowy. Problem staje sie trudniejszy, gdy w tablicy wystepuja takze licz-
by ujemne. Wezmy pod uwage na przyklad ciag liczb:
23, -49, 6, 23, 24, —42, 40, 4, —48, 39

Szukana suma wynosi 55. Jest ona suma wyrazow podciagu zlozonego
z liczb: 6, 23, 24, —42, 40, 4.

Oto specyfikacja problemu znajdowania maksymalnej sumy podciagu:

Specyfikacja
Dane: A[@..n-1] — tablica » liczb catkowitych, co najmniej jedna
liczba w tablicy jest nieujemna.

Wynik: maks_suma — maksymalna suma elementéw podciagu spoj-
nego w tablicy A.

Rozwazymy rézne algorytmy znajdowania maksymalnej sumy pod-
ciagu spojnego. Zalozylismy, ze w tablicy znajduje si¢ co najmniej jedna
liczba nieujemna. Jesliby takiej liczby nie bylo, rozwigzaniem problemu
bylaby najwieksza liczba w ciggu wyjsciowym.

Znajdowanie maksymalnej sumy podciagu spojnego -
algorytm 1

Najprostszym rozwiazaniem wydaje si¢ liczenie sum wyrazéw we wszyst-
kich podciagach spéjnych. Jesli aktualnie obliczona suma bedzie wigksza
od dotychczas znalezionej, zmieniamy warto$¢ maksymalnej sumy.
Powinnismy zlicza¢ sume wszystkich podciggow rozpoczynajacych
sie¢ od pierwszego elementu tablicy, nastepnie wszystkich podciagow
rozpoczynajacych sie od drugiego elementu itd. Wymaga to uzy-
cia potrojnie zagniezdzonej petli. Aktualnie liczona sume podciagu
zapamigtamy w zmiennej akt_suma, a najwieksza znaleziona sume —
w zmiennej maks_suma. Algorytm zapisany w pseudokodzie moze
wygladac nastepujaco:
maks_suma < @
dlai < ©, ., n - 1 wykonuj
dla j < 1, .., n = 1 wykonuj
akt_suma < ©
[/ liczymy sume podeciagu od i do j
dla k < 1, .., J wykonuj
akt_suma <« akt_suma + Al[k]
jesli akt_suma > maks_suma to
maks_suma < akt_suma
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Fragment kodu ©

Zrodiowego programu

znajdujacego
maksymalna sume
podciagu spéjnego -
funkcja znajdujaca
te sume (algorytm 1)

Fragment kodu ©

Zrodlowego programu

znajdujacego
maksymalnag sume
podciagu spojnego -

funkcja losujaca tablice

N liczb catkowitych

z przedziatu [-50; 49]

¢} Dobra rada

Mozesz zmieni¢ przedzial
losowania liczb na inny.
Zeby wylosowaé liczbe

z przedzialu [a; b,
skorzystaj z wyrazenia:
rand{ )#%(b-a+1)+a
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Oto kod Zrodtowy funkeji realizujacej algorytm:

1. int MSPS(int A[])
2. // Maksymalna Suma: Podciagu Spojnego

{

int maks_suma=8, akt_suma, i, j, k;
5. for (i=@;i<N;i++)
for (j=i;j<N;j++)

I {

akt_suma=0;

g for (k=i;k<=j;k++) akt_suma+=A[k];
19 if (akt_suma>maks_suma)

11 maks_suma=akt_suma;

12 }

13 return maks_suma;

14, '}

W programie realizujagcym podany algorytm potrzebna jest funkcja
losujaca tablice liczb, w ktorej co najmniej jedna liczba bedzie nieujem-
na. Kod zrodlowy takiej funkcji moze by¢ nastepujacy:

| void Losuj(int A[])

2. |

a. for (int i=0;i<N;i++)
Ali]l=rand()%100-50;

6. Alrand()#%N]=rand()%5@;

6. 1

Powyzsza funkcja losuje liczby catkowite z przedzialu [-50; 49].
W linii 5 w losowym miejscu tablicy dodatkowo wstawiana jest losowa
liczba nieujemna. Dzigki temu mamy pewnos¢, ze w tablicy nie znajda
sie same liczby ujemne.

Cwiczenie 4
Napisz i przetestuj program znajdujacy najwigeksza sume podciggu
spojnego z wykorzystaniem powyzszych funkcji MSPS i Losuj.

Znajdowanie maksymalnej sumy podciagu spojnego -
algorytm 2

Zwroc uwage, ze dla podciagéw rozpoczynajacych sie od tego samego
elementu nie musimy liczy¢ kazdej sumy od poczatku. Wystarczy po
poréwnaniu aktualnej sumy z najwigksza dotychczas znaleziong doda¢
do aktualnej sumy kolejny element tablicy. Na przykiad dla kolejnych
podciagow: 23, —49, 6 oraz 23, —49, 6, 23 wystarczy dodac¢ do policzonej
juz sumy wyrazow pierwszego podciggu (—20) wartoé¢ kolejnego elemen-
tu (23). Pozwoli to usprawnic algorytm poprzez usuniecie jednej petli.
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Zmodyfikowany algorytm zapisany w pseudokodzie moze wygladac
nastepujaco:

maks_suma < @
dlai < 8, ., n - 1 wykonuj
akt_suma < @
dla j < i, .., n — 1 wykonuj
akt_suma < akt_suma + A[]]
jesli akt_suma > maks_suma to
maks_suma < akt_suma

Oto kod Zrédlowy funkgji realizujacej zapisany w pseudokodzie algorytm:

© Fragment kodu

int MSPS(int A[]) #rédlowego programu
2 /' Maksymalna Suma Podciggu Spéinege znajdujacego
3. maks_yma]nq.:*,ume
podciagu spéjnego -
4, int maks_suma=¢, akt_suma, i, j; funkcja znajdujaca
5 for (i=@;i<N;i++) te sume (algorytm 2)
5 {
f akt_suma=8;
for (j=i;j<N;j++)
{
1@, akt_suma+=A[ j];
if (akt_sumarmaks_suma)
maks_suma=akt_suma;
13. }
14 }

return maks_suma;

Cwiczenie 5
Napisz i przetestuj program znajdujacy maksymalna sume podciggu
spojnego z wykorzystaniem powyzszej funkcji.

Znajdowanie maksymalnej sumy podciagu spéjnego -
algorytm 3
Zastanowmy sie, czy trzeba sprawdzaé¢ wszystkie podciagi spojne
danego ciggu. Jesli np. pierwszy element bedzie ujemny, nie ma sensu
rozpatrywac podciagow rozpoczynajacych si¢ od tego elementu, ponie-
waz suma kazdego podciagu zaczynajacego sie od drugiego elementu
bedzie wieksza. Ogdlnie, gdyby aktualna suma miatla przyjac¢ wartos¢
ujemng lub zero, mozna rozpocza¢ badanie nastgpnego podciggu od
kolejnego elementu ciagu.

Zapis algorytmu w pseudokodzie oraz kod zrédlowy funkcji realizu-
jacej ten algorytm sa nastgpujace.
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maks_suma <« @
akt_suma < ©
dlai < 0, .., n - 1 wykonuj
jesli akt_suma + A[i] » @ to
akt_suma <« akt_suma + A[i]
jesli akt_suma > maks_suma to
maks_suma < akt_suma
w przeciwnym przypadku akt_suma < @

Fragment kodu ©
#rédiowego programu 1. int MSPS(int A[])
znajdujacego . Maksymalna Su e
maksymalna sume b i
podciagu spojnego - int maks_suma=0, akt_suma=0, i;
funkcja znajdujaca - T—
te sume (algorytm 3) for {1=aiN,ire)
if (akt_suma+A[i]>@)
{
akt_suma+=A[i];
if (akt_sumarmaks_suma)
12 maks_suma=akt_suma,
i }

else akt_suma=0;
| return maks_suma;

}

Rysunek 15.2 przedstawia przykiad wywolania programu. Program
dla ciggu -26, 11, —45, 40, —49, 36, 16, 18, 42, 10 zwrdcit liczbe 112 -
jest ona suma wyrazow podciagu 36, 16, 18, 42.

T T
5 48 -49 36

Rys. 15.2. Przykitad wywotania programu znajdujacego maksymalna sume
podciagu spojnego

Cwiczenie 6

Napisz i przetestuj program realizujacy powyzszy algorytm.

15.4. Poréwnujemy algorytmy znajdowania
maksymalnej sumy podciggu spojnego

Zastanowmy sig nad zlozonoscig czasowq trzech omowionych algo-
rytmow znajdowania maksymalnej sumy podciagu spdjnego. Dla tych
algorytmoéw operacja dominujaca jest dodanie do aktualnej sumy
wyrazow kolejnego elementu tablicy.

Obliczmy liczbe operacji dominujacych dla pierwszego algorytmu. Dla
podciagoéw rozpoczynajacych si¢ od pierwszego elementu tablicy instruk-
cja dodawania wykonasie 1 + 2 + ... + n razy, dla podciagdéw rozpoczyna-
jacych sie od drugiego elementu tablicy: 1 + 2 + ... + n — 1 razy itd.
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Otrzymujemy wyrazenie:
1+2+...+m+(1+2+...+n-1D+..+2+1

Jest ono suma # kolejnych liczb tréjkatnych i wynosi: O Liczba tréjkatna to liczba
; ; 3 2 bedaca suma kolejnych
i el oS S LN . liczb naturalnych.

6 6 23
Zatem pierwszy algorytm ma zlozono$¢ czasowa O(n?).

Drugi z algorytmow wykonuje o wiele mniej instrukcji dodawa-
nia. Dla podciagéw rozpoczynajacych sie od pierwszego elemen-
tu tablicy bedzie to m operacji dodawania do aktualnej sumy, dla
podciagow rozpoczynajacych sie od drugiego elementu tablicy —
n — 1 itd. W sumie algorytm wykona nastepujaca liczbe operacji:

(n+1)n _yn® n
”+{H_”+“'+2+1=T=T+E
Jego zlozonoé¢ czasowa jest wiec kwadratowa: O(n’).

Trzeci z algorytmoéw tylko raz przeglada tablice liczb, zatem jego zlo-
zono$¢ czasowa jest liniowa: O(n).

Tabela 15.1 zawiera porownanie zlozonosci czasowej poszczegolnych
algorytmow dla roznej liczby elementéw ciagu.

Liczba operacji dominujacych

Liczba
el O dokiadnie] O doiacniej  Algorytm 3
T 5 o
100 171 700 5050 100
1 000 167 167 000 500 500 1 000
10000 166716 670 000 50 005 000 10000

Tabela 15.1. Porownanie ziozonosci czasowej algorytmow znajdowania
maksymalnej sumy podciagu spajnego

Cwiczenie 7

Sprawdz dzialanie poszczegdlnych algorytméw dla wigkszych warto-
éci n (bez wypisywania wylosowanego ciagu). Dla jakich wartosci n
musisz dluzej poczeka¢ na wynik, kiedy program wykonuje algo-
rytm 1, a dla jakich — gdy wykonuje algorytm 27

15.5. Szukamy podciagu spéjnego o maksymalnej sumie

Aby znalei¢ podciag o maksymalnej sumie, nalezy pamigta¢ indeks
poczatku badanego podciagu oraz albo jego sume, albo indeks konca.
W celu wyznaczenia indeksu pierwszego elementu podciggu wystarczy
zmodyfikowa¢ wybrany algorytm liczenia maksymalnej sumy podciagu.
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Liniowy algorytm znajdowania maksymalnej sumy, uzupelnio-
ny o wyznaczanie indeksu pierwszego elementu podciagu, zapisany
w pseudokodzie, wyglada nastepujaco:

maks_suma < @
akt_suma < @
maks_pocz « @
akt_pocz « @
dlai < 0, .., n — 1 wykonuj
jesli akt_suma + A[i] > @ to
akt_suma +« akt_suma + A[i]
jesli akt_suma > maks_suma to
maks_suma <« akt_suma
maks_pocz < akt_pocz
W przeciwnym przypadku
akt_suma < @
akt_pocz <« 1 + 1

Funkcja realizujaca powyzszy algorytm musi zwrécic¢ dwie wartosci:
znaleziong sume oraz indeks pierwszego elementu podciggu. Dlatego
przekazemy obie te warto$ci przez referencje. Funkcja nie bedzie miala
wartosci, bedzie wigc typu void. Oto jej kod Zrodlowy:

Fragment kodu ©
srédlowego programu . wvoid PSMS(int A[], int &maks_suma, int &maks_pocz)

znajdujacego podciag 2. // Podeciag SpGiny o Maksymalnej Sumie
spojny o maksymalnej

. : fmaks_suma maksvmalna suma podeizagu sphineqo
sumie - funkcja Ll ik laikSyma ima podeiagu spojneg
znajdujaca pierwszy 4. /f MaksS_pocz indeks pierwszego elementu podciggu

element oraz 5. M« maksym -1ir:r.-‘_i Sumle
maksymalna sume {
podciagu

maks_suma=8@; maks_pocz=0;
int akt_suma=@, akt_pocz=0, i;
for (i=@;i<N;i++)

19. if (akt_suma+Ali]>@)

11 {
[Z] Warto wiedzieé ha akt_suma+=A[i];
W jezyku G+ komentarz . if (akt_suma>maks_suma)
mozna rozpoczad od 14. {
znakow /+, a zakonczyc 15 maks_suma=akt_suma;
znakami +/, Komentarz 16 K b ,
miedzy takimi znakami - Maxs_pocz=akiL_pocz;
moze by¢ wielowierszowy. 17T. }

18. }

19 else

20 {

21 akt_suma=8;

22. akt_pocz=i+1;

}
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Zmieniajac warto$¢ dotychczas znalezionej najwiekszej sumy
(linia 15), zmieniamy takze wartosc¢ indeksu pierwszego elementu pod-
ciagu (linia 16). W przypadku, gdy dodanie kolejnego elementu tablicy
da sume niedodatnia, badany jest kolejny podciag rozpoczynajacy sie
od nastepnego elementu tablicy (jego indeksem jest wartosc i+1, linia 22).

Program wykorzystujacy powyzsza funkcje podczas wypisywania
podciggu musi zlicza¢ na nowo sume jego wyrazow: od pierwszego
wyrazu podciaggu do momentu, gdy liczona suma bedzie réwna maksy-
malnej sumie. Oto przykladowy kod Zrédtowy funkcji main:

© Fragment kodu

int main() zrodlowego programu
{ znajdujacego pcdci_gg
int suma, pocz, tmp=0, i; EJ:E?:{::?;"E’ iR =
int A[N];
srand(time(NULL));
Losuj(A);
Wypisz(A);
PSMS(A,suma,pocz);
cout<«"Maksymalna suma podciagu spojnego: ",
cout«suma«endl;
cout«"Podciag spojny o maksymalnej sumie: “;
cout«cendl;
i=pocz;
while (tmp!=suma)
{
cout<cAfi]«" "
tmp+=A[i]:
1++;
1
return 8;

Rys. 15.3. Przyklad uruchomienia programu znajdujacego podciag spojny
o maksymalnej sumie dla stalejN = 10

Cwiczenie 8
Napisz i przetestuj program wypisujacy podciag spojny o maksymal-
nej sumie.
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Latwiej bedzie wypisac znaleziony podciag, gdy bedziemy znali tak-
ze indeks jego ostatniego elementu. W tym celu mozna dodac jeszcze
jeden parametr (maks_kon) przekazywany przez referencje, okresla-
jacy te warto$é. Nagléwek funkeji PSMS bedzie wowczas nastepujacy:

Fragment kodu ©
zrodlowego programu 1. wvoid PSMS{II’It A[] , int &maks_suma, int &maks_pocz,
znajdujacego podciag 2 int &maks_kon)
spojny o maksymainej 5/ Podeigg Snoiny

sumie — zmodyfikowany i
nagtéwek funkcji
znajdujacej ten podciag

0 Maksymalne] sumie
A m: ke slma - m: II'-”--‘\,-'II'---! lna =i ima po .-I ]J' 1 spb | |r..-.:_-.. 3
/ maks._pocz indeks pierwszego eleméntu podciagu
0. o0 maksymalne] sumie
I / maks_kon indeks ostatniego elementu podcigagl

)y maksymalnej sumie

Aktualizujac informacje o znalezionym podciagu, nalezy takze okres-
li¢ wartos¢ parametrumaks_kon. Koricem jest indeks aktualnie oglada-
nego elementu (wartos¢ zmiennej sterujacej petli for, czyli i).

Fragment kodu ©
#rédlowego programu I. if (akt_suma>maks_suma)
znajdujacego podciag 2. {
spojny o maksymalinej 5 maks_suma=akt_suma;

sumie ~ instrulwja maks_pocz=akt_pocz;
wyznaczajaca indeks

poczatkowy . maks_kon=i;
i indeks koricowy ' }
oraz sume podciagu
Znaleziony podcigg mozna wowczas wypisa¢ za pomocg petli for
przegladajacej elementy tablicy w zakresie znalezionych wartosci
maks_pocz i maks_kon.

Cwiczenie 9

Napisz i przetestuj program wypisujacy podciag spojny o maksy-
malnej sumie. Wykorzystaj zmodyfikowang zgodnie z powyzszym
naglowkiem funkcje PSMS.

-:C,l?i- Zapamietaj

Zeby policzy¢ maksymalna sume podciagu spdjnego ciagu liczb
catkowitych, w ktorym co najmniegj jedna liczba jest nieujemna,
nie trzeba liczy¢ sum wszystkich podciagow. Wystarczy raz
przejrzec elementy ciagu i podczas przegladania sumowac jego
wyrazy. Jesli obliczona suma bedzie niedodatnia, sumowanie
rozpoczynamy ponownie od nastepnego elementu.
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15. Szukamy réznych podciagdw NG

[l Podsumowanie

= Podciag to wybrane wyrazy ciggu zachowujace kolejnos¢ wystepowania.

= Podciag spojny to taki podciag, ktérego wyrazy w ciagu wyjsciowym wystepuja obok
siebie.

= Podciag niemalejacy to taki podciag, w ktérym kazdy kolejny element jest wigkszy
lub réwny poprzedniemu.

= Zeby znaleZé spojny podciag niemalejacy, wystarczy raz przejrzeé elementy ciagu.

= Algorytmy znajdowania maksymalnej sumy podciagu analizujace wszystkie mozliwe
sumy podciagéw maja zlozono$é czasowa O(i’) lub O(n?).

= [stnieje algorytm liniowy O(n), ktory znajduje maksymalna sume podciagu spdjnego.
Nie analizuje on wszystkich podciagéw. Kiedy suma aktualnie badanego podciagu
nie jest dodatnia, rozpoczyna badanie kolejnego podciagu od nastepnego elementu.

= Jesli funkcja ma zwrdcic¢ wiecej niz jedna wartosc typu prostego, warto zastosowac
przekazanie parametru przez referencje.

Pd Zadania

” Napisz program wypisujacy najdluzszy spéjny podciag malejacy ciagu » liczb catko-
witych.

* Napisz program, ktory wypisze najdluzszy spojny podciag rosnacy ciagu n liczb catko-
witych, a w przypadku wystepowania wigcej niz jednego najdluzszego podciagu
wypisze ostatni znaleziony.

.4 Napisz program, ktory wypisze najdluzszy spojny podciag rosnacy ciagu # liczb catko-
witych, a w przypadku wystepowania wiecej niz jednego najdluzszego podciagu
wypisze wszystkie.

* Napisz program wypisujacy najdluzszy podciag spojny zlozony z liczb catkowitych
dodatnich ciggu # liczb catkowitych. Wykorzystaj w nim funkcje losujaca tablice tak,
aby wystepowaly w niej zarowno liczby dodatnie, jak i ujemne.

+«+ H Napisz program znajdujacy maksymalna sume podciggu spéjnego ciagu n liczb catko-
witych, w ktérym moga wystapi¢ same liczby ujemne. Program napisz tak, zeby
przejrzal tablice co najwyzej dwa razy.

«+ [ Napisz program wyznaczajacy w ciagu n liczb catkowitych liczbe podciagéw spéjnych
o podanej (wczytanej) sumie. Program napisz tak, aby wykonywal jak najmniej operaciji.

* % Napisz program wypisujacy z ciagu n liczb catkowitych wszystkie podciagi spojne
o podanej (wczytanej) sumie. Program napisz tak, aby wykonywal jak najmniej operacji.

211



16. W poszukiwaniu lidera
| idola

Sltowa lider” i idol” sa dzis bardzo popularne. Czesto méwi sie o liderach
Zespotow, partii, wyscigow, klasyfikacji oraz o idolach muzycznych, sportowych,
filmowych. Lider to ktos, kto przewodzi grupie ludzi lub - jak np. w zawodach
sportowych czy sondazach wyborczych — wygrywa, ma przewage nad innymi.
Z kolei jedna z glownych cech idola jest to, ze jest rozpoznawalny, czyli znany
przez wiele osob, ktorych sam najczesciej nie zna, Wymienione cechy lidera

i idola sprawily, ze pojecia te przeniesiono na grunt algorytmiki. W tym temacie
zajmiemy sie wiasnie poszukiwaniem lidera i idola w zbiorze.

Cele lekcji

® /najdziesz lidera w zbiorze danych.

® Poszukasz idola w grupie oséb.

® Poznasz algorytmy znajdowania lidera i idola roznigce sie ztozonoscig
czasowa.

® Wykorzystasz funkcje sort z biblioteki STL.

® Poznasz tablice dwuwymiarowe i zastosujesz je podczas znajdowania
idola.

16.1. Jak znalezé lidera w zbiorze?

Lider @ W ujeciu algorytmicznym liderem nazywamy taki element zbioru

(=] Warto wiedziec

W wyborach
przeprowadzanych
Zgodnie z ordynacja
wiekszosciowa wygrywa
kandydat, ktéry uzyskat
wiekszosc wszystkich
oddanych glosow. To
Znaczy, ze na n cddanych
glostw zwycigzca musi
zdobye przynajmniej

nfe + 1 glosow.
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n-elementowego, ktory wystepuje w tym zbiorze wiecej niz n/2 razy.
Sformulujmy specyfikacje problemu i zastanéwmy si¢ nad algoryt-
mami go rozwiazujacymi.

Specyfikacja
Dane: A[@..n-1] — tablica n liczb catkowitych nieujemnych.

Wynik: lider - liczba, ktéra wystepuje w tablicy A wiecej niz
n div 2 razy, lub -1, gdy takiej liczby nie ma.

Zauwaz, ze lider w zbiorze n-elementowym moze byc¢ co najwyzej
jeden. Gdyby liderami byty dwa elementy, musieliby$my mie¢ co najmnie]
2:(n/2 + 1) = n + 2 elementdw, czyli wigcej, niz liczy zbior.

Najprostszym sposobem na znalezienie lidera wydaje si¢ sprawdza-
nie kolejnych elementéw tablicy. Wystarczy policzyc, ile razy w tablicy
powtarza sie pierwszy element. Jesli wystepuje wiecej niz n/2 razy, to
jest on liderem. Jesli nie, to powtarzamy czynnosci dla drugiego ele-
mentu tablicy itd. Jesli Zaden element nie bedzie wystgpowal odpo-
wiednio wiele razy, to lidera nie ma, czyli wynikiem bedzie wartos¢ —1.
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Oto zapis tego algorytmu w pseudokodzie:
funkcja SzukajlLidera(A[])

dlai < 0, 1, .., n — 1 wykonuj
ile « @
dla j < ©, 1, .., n — 1 wykonuj
jesli A[j] = A[i] to ile « ile + 1

jesli ile > n div 2 to zwrdéé A[i] i zakohcz
zwrdé -1 i zakofcz

Cwiczenie 1

Zastanow sig, jak mozna by nieco usprawni¢ powyzszy algorytm.
Czy trzeba sprawdzac wszystkie elementy tablicy? Kiedy mozna
stwierdzic, ze lider w zbiorze nie wystepuje? Zapisz poprawiony al-
gorytm w pseudokodzie.

Zastanowmy sig, czy posortowanie elementow tablicy utatwitoby
znalezienie lidera. Poniewaz musi on wystepowac wiecej niz n/2 razy,
to jedynym kandydatem na lidera w ciagu uporzadkowanym jest ele-
ment srodkowy. Wystarczy wiec policzy¢, ile razy wystepuje w tablicy
element znajdujacy sig na pozycjin div 2.

Oto algorytm poszukiwania lidera z wykorzystaniem sortowania
zapisany w pseudokodzie:

funkcja SzukajlLidera(A[])

Sortuj(A)

ile <« @

kandydat < A[n div 2]

dla i < ©, 1, .., n = 1 wykonuj

jesli Ali] = kandydat to ile « ile + 1
jesli ile » n div 2 to zwrdé kandydat i zakoncz
w przeciwnym przypadku zwrdéé -1 i zakoncz

W powyzszym zapisie zastosowaliSmy funkcj¢ o nazwie Sortuj,
ktora sortuje liczby wybrana metoda.
Cwiczenie 2
Poréwnaj dwa powyzsze algorytmy przy zalozeniu, ze w drugim za-
stosujesz jedng z poznanych wezesniej metod sortowania prostego.
Ocen zlozono$¢ czasowa tych algorytmow.

Funkcja losujaca dane

Zanim napiszemy funkcje poszukujaca lidera, musimy w odpowiedni
sposob przygotowac dane wejsciowe, czyli tablice z losowymi liczbami.
Nie wystarczy w tym przypadku zwykle wylosowanie tablicy, ponie-
waz prawdopodobienstwo, ze w tak utworzonym ciagu jakis element
wystapi ponad #/2 razy (czyli bedzie liderem), jest bliskie zeru.

[2] Warto wiedzieé

Element srodkowy

w tablicy n-elementowej,
indeksowanej od 0,

ma indeks n div 2,

Dla n nieparzystego

jest to rzeczywiscie
element srodkowy,

Dla n parzystego w tablicy
wystepuja dwa elementy
srodkowe — mozna
wowczas wybrac dowolny
z nich. Indeks n div 2
wskaze element srodkowy
Znajdujacy sie blize] kanca
tablicy.

Metody sortowania

prostego,
s. 170179 &

¢ Dobra rada
Zwykle losowanie tablicy
mozesz zastosowac

w przypadku, gdyby
tablica miala sig skladac

whylacznie z zer i jedynek.
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B Rozdzial 2. Rozwiazywanie problemow z wykorzystaniem struktur danych

&) Debra vatia Wylosujmy liczby w taki sposob, zeby istniala realna szansa, ze wsrod
B Mcbasz nich bedzie lider. W tym celu najpierw wylosujemy jedna liczbe i zapa-
przygotowaé recznie, migtamy ja w zmiennej x. Nastepnie dla kazdego elementu tablicy
Ef;,;raﬂk;;ﬁﬁfﬂ? bedziemy losowa¢ warto$¢ zero-jedynkowa, ktéra bedzie decydowaé
poczatku wezytad je do o tym, czy dany element tablicy wypelni¢ wartoscig losowg czy war-
tablicy. toscia zmiennej X.

Oto kod Zrédlowy funkeji losujacej tablice:

Kod Zrodiowy funkcji ©

losujacej tablice I, woid Losuj(int A[])
potencjalnie zawierajaca 2. i
lidera 5 int x=rand()%100;

4. for (int i=0;i<N;i++)
5. if (rand()%2==0) Ali]=rand()%100;
else Ali]=x;

7.}

W linii 3 zmiennej x przypisana jest losowa wartos¢ od 0 do 99.
Bedzie to wartos¢ potencjalnego lidera w zbiorze. W petli (linie 4-6)
podejmowana jest losowa decyzja (z prawdopodobienistwem 50%), czy
w aktualnym polu tablicy ma si¢ pojawi¢ wartos¢ x czy losowa liczba
z przedzialu [0; 99].

Cwiczenie 3
Dobra rada Napisz program realizujacy pierwszy algorytm znajdowania lidera
Kiedy losLibez teblice. (sprawdzanie kazdego elementu oddzielnie). Algorytm zaimplemen-
pamietaj, aby dodaé do tuj w postaci funkeji. Wykorzystaj powyzsza funkcje Losuj, uzupel-
programu biblioteki ctime i taks funkci isuiaca tablice.
Sl _l'lij akze program o funkcje wypisujaca tablice

Funkcja szukajaca lidera

Zaimplementujemy teraz funkcje poszukujaca lidera w wylosowane;
tablicy zgodnie z drugim algorytmem (z uporzadkowana tablica). Do
posortowania elementow tablicy mozemy wykorzystac jeden z pozna-
nych wczesniej algorytmow sortowania.
Biblioteka STL@ Mozemy tez skorzystac z biblioteki STL (ang. Standard Template
Library — standardowa biblioteka szablonéw), ktéra zawiera zbior szablo-
Funkcja sort © now wielu algorytmow i struktur danych, w tym funkceji sortujacej sort.
Funkcje te wywolujemy w nastepujacy sposob:

@ Warto wiedziet sort(tablica, tablica + liczba elementéw do sortowania)
Za pomoca funkcji sort Pierwszym parametrem funkcji sort jest nazwa tablicy, a drugim -
;?;;;Znﬁﬁsa?n?{?r:faz nazwa tablicy, znak + oraz liczba elementow do posortowania. Na
zdefiniowaé wiasny przyklad sortowanie N elementéw tablicy T z wykorzystaniem funkcji
porzadek sortowania sort zapisujemy nastepujaco: sort(T,T+N). Aby skorzysta¢ z funk-
{domysinie stosowana jest i e 0 les i kod dot ;
relacja <, zapewniajaca cji sort w jezyku C++, nalezy na poczatku kodu programu dolaczy¢
porzadek rosnacy). biblioteke algorithm.
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16. W poszukiwaniu lidera i idola 1

Oto zapis funkcji SzukajlLidera, realizujacej drugi z przedstawio-
nych weczeéniej algorytmoéw:

© Kod zrodlowy

int SzukajlLidera(int A[]) funkeli poszukiljacs
2. {1 lidera w zbiorze
int i, kandydat, ile=#; uporzadkowanym

4. sort(A,A+N);
: kandydat=A[N/2];
for (i=@;i<N;i++)

if (Ali]l==kandydat) ile++;
if (ile>N/2) return kandydat;
else return —1;

W linii 4 wywolywana jest funkcja sort. Stala N okresla rozmiar
tablicy, dlatego drugim parametrem jest A+N. W linii 5 wskazywany
jest kandydat na lidera — element srodkowy tablicy A.

Cwiczenie 4
Napisz program wykorzystujacy powyzsza funkcje szukajaca lidera,
w ktorej uzywa sig funkcji sort z biblioteki STL.

16.2. Efektywny algorytm poszukiwania lidera

Omowimy jeszcze jeden algorytm, ktory najpierw wyloni kandydata na
lidera bez porzadkowania zbioru, a potem sprawdzi, czy rzeczywiscie
wystepuje on odpowiednia liczbe razy.
Zauwaz, ze jezeli ze zbioru majacego lidera usuniemy dwie rézne
liczby, to lider sie nie zmienia. Dzieje si¢ tak, poniewaz:
» jesli zadna z usuwanych liczb nie jest liderem, to liczba wystgpien
lidera sie nie zmienia, a zbior liczy o dwa elementy mniej,
b jesli jedna z usuwanych liczb jest liderem, to liczba wystapien lidera
zmniejszy sie o jeden, jednoczesnie liczebnos§¢ zbioru zmniejszy sie
o dwa elementy, wigc nadal lider wystepuje wigcej niz n/2 razy.

Nie bedziemy usuwac liczb z tablicy, ale zlicza¢ wystgpienia kandy-
data na lidera. Najpierw za kandydata przyjmiemy pierwszy element
i ustawimy licznik jego wystapien na 1. Jesli kolejny element jest taki
sam, to zwiekszamy licznik wystapien, w przeciwnym przypadku go
zmniejszamy. Gdy licznik osiggnie wartos¢ 0, kolejna liczba staje sig
kandydatem.

Jesli po przejrzeniu catego zbioru licznik bedzie rowny 0, to lider nie
wystepuje w zbiorze. Dodatnia wartos¢ licznika nie oznacza jeszcze, ze
wyloniony kandydat jest liderem. Nalezy to sprawdzi¢, czyli policzyé¢
jego wystapienia.

215



B Rozdzial 2. Rozwiazywanie problemow z wykorzystaniem struktur danych

|§] Warto wiedziec

W pseudokodach

funkgiji nalezy podawad
parametry, na ktdrych
operuja. Robi sieto
podobnie jak w jezykach
programowania, Jesli
parametrem jest tablica T,
to zapisuje sie ja jako T[].
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Dziatanie algorytmu poszukiwania lidera dla réznych zbioréw
danych ilustruje rysunek 16.1. Wida¢ na nim zmiang wartosci zmiennej
ile. Ta warto$¢ wskazuje, czy brana pod uwage liczba jest kandydatem
na lidera. Liczby zaznaczone na czerwono sa rozpatrywane jako kandy-
daci na lidera w zbiorze.

[ile] [ile]
Fl

4
a a3
2 2
1 [ ] 1 L ]
X b e TR TR
: : ' 1 | 2 ¢! 3 !

Kandydat na lidera: 4 (ile = 1). Kandydat na lidera: 4 {ile = 1).
Fo sprawdzeniu okazuje sie, Po sprawdzeniu okazuje sieg,
ze 4 jest liderem Ze 4 jest liderem

Brak kandydata nalidera (ile = @) Kandydat na lidera: 4 (ile = 1).
Fo sprawdzeniu okazuje sig,
ze 4 nie jest liderem

Rys. 16.1. Schematy objasniajace, jak sie zlicza wystapienia kandydatéw na lidera
w zbiorze

Zauwaz, ze jesli wartos¢ zmiennej ile po rozpatrzeniu ostatniego
elementu zbioru jest wigksza od zera (na rys. 16.1 wystepuja trzy takie
sytuacje), to zostal ustalony kandydat na lidera. Jest nim ostatnia liczba
zaznaczona na czerwono. Kandydata na lidera nalezy jeszcze sprawdzic,
czyli zliczyc¢ jego wystapienia w zbiorze.

Oto zapis algorytmu w pseudokodzie:

funkcja SzukajlLidera(A[])
ile < @
dlai < 0, 1, ., n - 1 wykonuj
jesli ile = @ to
kandydat <« A[i]
ile <« 1
W przeciwnym przypadku
jesli A[i] = kandydat to ile +« ile + 1
w przeciwnym przypadku ile « ile - 1
jesli ile = @ to zwrdé -1 i zakohcz
ile < @
dlai < 9, 1, ., n - 1 wykonuj
jeéli Ali] = kandydat to ile « ile + 1
jesli ile » n div 2 to zwréé kandydat i zakofcz
w przeciwnym przypadku zwrdé -1 1 zakohcz
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Kod Zrodlowy funkcji SzukajlLidera, realizujacej powyzszy algo-
rytm, moze by¢ nastepujacy:
@ Kod zrédiowy funkcji
int SzukajLidera(int A[]) poszukujacej lidera
{ w zbiorze
int i, kandydat, ile=@;
for (i=0;icN:i+)
if (ile==0)
{
ile=1;
kandydat=A[i];
}
else if (Ali]l==kandydat) ile++;
else ile——;
if (ile==0) return -1;
ile=0@;
for (i=0;i<N;i++)
if (Alil==kandydat) ile++;
if (ile:N/2) return kandydat;
else return -1;

Petla w liniach 4-11 wyznacza kandydata na lidera. Jesli go nie znaj-
dzie (wartos¢ zmiennej ile bedzie réwna 0), to wynikiem funkcji jest
—1 (linia 12). W petli w liniach 14-15 nastepuje sprawdzenie, czy wylo-
niony kandydat rzeczywiécie jest liderem.

Rysunek 16.2 pokazuje E
przyktadowe wywolanie pro-
gramu dla zbioru 10-elemen-

Rys. 16.2. Przyktadowe wywolanie programu
towego. poszukujacego lidera w zbiorze

Cwiczenie 5

Napisz program wykorzystujacy powyzsza funkeje i sprawdz jego
dzialanie.

Biblioteka STL dostarcza wielu uzytecznych szablonow struktur
danych i algorytmow, np. funkcje sort, umozliwiajaca
porzadkowanie danych. Zeby korzystac z okreslonej struktury
danych lub algorytmoéw, nalezy dotaczyc do programu
odpowiednia biblioteke — dla funkcji sort jest to biblioteka
algorithm.
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[Z] Warto wiedzieé

Fierwszy algorytm mozna
nieznacznie poprawic
przez ograniczenie
poszukiwania lidera

tylko do polowy tablicy.
Algorytm wykona wiedy
dwa razy mniej operacii,
ale jego ztozonosé
czasowa nadal bedzie
wynosi¢ O(n?).

16.3. Poréwnanie ztozonosci czasowej algorytmoéw
poszukiwania lidera

W pierwszym z omowionych algorytmow jesli nie ma lidera, to dla kaz-
dego elementu nalezy przejrzec cala tablice, a wigc wykonaé n’ operaciji
poréwnania elementéw tablicy.

Zlozonosc¢ czasowa drugiego algorytmu jest uzalezniona od zastoso-
wanej metody sortowania. Po posortowaniu tablica jest przeglada-
na jeden raz, a wiec wykonywanych jest dodatkowo n operacji. Jesli
zastosujemy jedna z poznanych wczesniej metod sortowania prostego
o zlozonosci czasowej O(n°), nie uzyskamy poprawy wzgledem pierw-
szego algorytmu. Uzyta w przykladzie funkcja sort z biblioteki STL
dziala znacznie szybciej niz metody sortowania prostego — jej zlozo-
nosc czasowa wynosi O(n - logn).

Trzeci algorytm wykonuje o wiele mniej operacji. Przeglada on tablice
dwa razy: pierwszy raz w celu wyznaczenia kandydata na lidera, a drugi
raz, zeby sprawdzic, czy kandydat rzeczywiscie jest liderem. Zlozonosc¢
czasowa tego algorytmu jest liniowa — wynosi O(n).

Przyblizona liczba operacji dominujgcych

Liczba Algorytm 1 Algorytm 2 Algorytm 3
elementéw o) O - loan) O(n),
zbioru (n) doktadniej 2 - n
100 10 000 700 200
1000 1 000 000 10 000 2 000
10000 100 000 000 132 000 20 000

Tabela 16.1. Poréwnanie zlozonosci czasowej algorytméw znajdowania lidera

16.4. Jak znalezé idola w zbiorze?

Idol @ Z algorytmicznego punktu widzenia idolem w grupie oséb nazywamy
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taka osobe, ktéra znaja wszyscy w tej grupie, ale ona nie zna nikogo.
Zastanowmy sig, jaka struktura danych moze reprezentowac informa-
cje o znajomosci dwoch osob.

Zalozmy, ze grupa liczy n osob. Ile par mozna utworzy¢ w obrebie
takiej grupy? Pierwsza osoba moze by¢ w parze ze wszystkimi pozo-
statymi, czyli m — 1 osobami, druga z n — 2 (bo policzyliSmy juz pare
z pierwsza osoba) itd. Laczna liczba par wynosi:

n-(n-1)
=

Dla kazdej pary nalezy pamigta¢ dwie informacje, poniewaz relacja
znajomosci migdzy dwoma osobami nie jest symetryczna, tzn. jedna
osoba moze znac drugg, ale druga nie musi znac pierwszej. Nalezy wigc

(n=1)+(n-2)+...+2+1=

przechowac u - (n — 1) informacji o znajomosci poszczegdlnych par.
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Informacje te zapamietamy w tablicy dwuwymiarowej o n wier- © Tablica dwuwymiarowa
szach i n kolumnach. W takiej tablicy mamy »n* elementéw, czyli moze-
my zapisa¢ wszystkie informacje o znajomosciach w grupie # os6b.
Liczba wierszy i kolumn w tablicy dwuwymiarowej nie musi by¢
rowna. Mozna deklarowac tablice o n wierszach i m kolumnach. Rysu-
nek 16.3 przedstawia tablice A o 3 wierszach i 2 kolumnach.

kolumny
J
0 1
0
wiersze 1

i 2 & A[i] []]
Rys. 16.3. Przyktad tablicy dwuwymiarowej 3 na 2 elementy

Do pos?czego?nych elementow odwalu!em}' sig, podajac dwa indeksy — =y 40 wicdziec
numer wiersza i numer kolumny, np. A[i][j]. I S -
Informacja o tym, czy osoba i zna osobe j, jest informacja logiczna, tablice wielowymiarowe
wiec w tablicy beda przechowywane wartosci prawda lub fatsz. Jesli (0 wiecej niz dwoch
ST s b iy - , wymiarach), ale w praktyce
element A[i][ j] przyjmuje warto$¢ prawda, oznacza to, ze osoba i zna stosuje sie je bardzo
osobe j. W przeciwnym razie (gdy A[i][ j] ma warto$¢ fatsz) oso- rzadko.

ba i nie zna osoby j. Oto specyfikacja problemu znajdowania idola:

Specyfikacja

Dane: n - liczba catkowita wieksza od 1 okreslajaca liczebnos¢ grupy,
A[@..n-1][@..n-1] - tablica n nan elementéw zawierajaca wartosci
logiczne okreslajace znajomosci w grupie. Jesli A[i][j] przyjmuje
warto$c prawda, to osoba i zna osobe j, izj,@¢i<n, @< j<n. Osoba i
nie zna osoby j, gdy A[i][j] przyjmuje wartosé¢ fatsz.

Wynik: idol - liczba, ktéra okresla numer idola w grupie, lub -1,
gdy idola nie ma w zbiorze.

Rysunek 16.4 przedstawia przy-
ktadows tablice znajomosci dla
grupy 5 oséb. Wartosci na gléw-
nej przekatnej (znajomosc osoby

falsz | prawda prawda falsz I3 Warto wiedzieé

Elementy na gtéwnej

nia, dlatego pola te s3 szare. i ze dana osoba zna
Osoba o numerze 0 zna osoby 2  prawda faisz prawda prawda ~ $ama siebie.

2i3,anieznaosdb 1i4. Osoba 1
zna 0 i 3, a nie zna 2 i 4 itd.
W powyzszej grupie znajduje sig
idol — jest to osoba o numerze 3,

ktorg znajg wszyscy, a ona nie Rys. 16.4. Przykladowa tablica
zna nikogo. znajomosci dla 5 os6b

3 falsz falsz | falsz falsz

4 falsz falsz | prawda prawda
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¢’} Dobra rada

Jesl przynajmniej dwie
osoby nie znaja nikogo,

to w grupie nie ma idola.
Gdyby w grupie byt idol, to
musiatby by¢ znany przez
wsazystkich, takze przez te
osoby. Dlatego wystarczy,
Ze sprawdzisz tylko
pierwszy znaleziony wiersz
wypelniony wartosciami
falsz.

') Dobra rada

Elementy na przekatngj
nie maja znaczenia przy
naszych rozwazaniach,
diatego mozesz nadawac
im wartosci wygodne do
sprawdzania kluczowych
warunkow w algorytmie.

) Dobra rada

Jesh po wykonaniu
wewnetrznej petli

zmienna i ma wartosé n,
to przejrzane zostaly
wszystkie elemeanty
wiersza | wszystkie

mialy wartosc falsz.
Oznacza to, ze znalezlismy
kandydata,

B3 A to ciekawe

Czy algorytmy wybierajg nam
muzycznych idoli?

Historie dojscia gwiazd muzyki na szczyty stawy czesto sa barwne
i niepowtarzalne. Jednak dzieki rosnacej popularnosci serwisow strum
oraz inteligentnych gtognikdw to wbudowane w nie algorytmy moga pro
nowych idoli. Technologie te na podstawie metadanych czesto samodzielnie
decydujg, ktdre utwory zagrac. Jak donosi firma BuzzAngle, zajmujgca sie

B Rozdzial 2. Rozwiazywanie problemow z wykorzystaniem struktur danych

Algorytm poszukiwania idola

W grupie os6b nie moze by¢ dwdch idoli. Pierwszy musialby znac
drugiego, a drugi pierwszego, podczas gdy idol nie zna nikogo. Szu-
kanie idola sprowadza sie do znalezienia wiersza zlozonego z samych
wartosci fatsz (kandydat na idola nie zna nikogo) i sprawdzenia, czy
kolumna o indeksie bedagcym numerem kandydata sklada si¢ z samych
wartosci prawda (kazdy zna idola). Jesli takiego wiersza i takiej kolum-
ny nie znajdziemy, to w grupie nie ma idola.

Najprostsza metoda znalezienia kandydata na idola jest przegladanie
kolejnych wierszy, a nastgpnie sprawdzenie wlasciwej kolumny. Pamie-
tajmy, Ze niewazne sa wartosci na glownej przekatnej (taki sam indeks
wiersza i kolumny). Mozemy w zaleznosci od potrzeb wpisa¢ do tych
komorek wartos¢ fatsz lub prawda, zeby nie sprawdza¢ dodatko-
wo, czy indeksy sa rézne. Algorytm znajdowania idola mozna zapisa¢
w pseudokodzie nastepujaco:

funkcja Szukajldola(A[][])
kandydat < @
jest_kandydat <« falsz
dopbki kandydat<n oraz nie jest_kandydat wykonuj
i+~ 0
Alkandydat][kandydat] <« falsz
dopdki i<n oraz nie Al[kandydat][i] wykonuj
i = i +1
jesli i = n to jest_kandydat <« prawda
w przeciwnym przypadku kandydat < kandydat + 1
jesli nie jest_kandydat to zwréé -1 i zakofcz
// sprawdzenie kolumny o indeksie kandydat
i« 0
Alkandydat][kandydat] < prawda
dopdki i<n oraz Ali][kandydat] wykonuj i < i + 1
jesli 1 = n to zwrdéé kandydat i zakohcz
w przeciwnym przypadku zwrdéé -1 i zakoficz

analiza rynku muzycznego, w 2017 r. za 99% wszystkich odtworzen
w serwisach strumieniowych odpowiadato tylko 10% utwordw.
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16. W poszukiwaniu lidera i idola IR
Cwiczenie 6
Zapisz algorytm znajdowania idola tak, zeby najpierw poszukiwal

kolumny zlozonej z wartosci prawda, a potem sprawdzal odpowiedni
wiersz.

Implementacja algorytmu poszukiwania idola

Podobnie jak podczas poszukiwania lidera, aby znalez¢ idola, nalezy

odpowiednio przygotowac dane — w tym wypadku tablice wartosci

logicznych. Reczne wprowadzanie danych do tablicy dwuwymiarowej

bytoby pracochlonne. Ponadto trzeba zadbac, aby w grupie moégt znaj-

dowac sie idol.

Stworzymy funkcje losujaca wartosci tablicy. Wypelnimy ja liczba- 5 Dobra rada

mi Qi 1, reprezentujgcymi wartosci fatsz i prawda. Prawdopodobien-  Danemozesz

stwo, ze w tak wylosowanej tablicy znajdzie sie idol, jest bliskie zeru, —Przygotowac recznie,
. . ) ; ) . np. w pliku tekstowym,.

Dlatego po wypelnieniu tablicy wylosujemy jeszcze informacje, czy Program powinien na

w grupie ma si¢ znajdowac idol. Jesli tak, to wylosujemy numer idola poczatku wezytac je do

i ponownie wypeltnimy odpowiednie wiersz i kolumne tablicy znajo- @2
mosci. Oto kod Zrodlowy funkcji losujacej oraz wypisujacej na ekranie
utworzona tablice:
© Kod zrodlowy funkciji
const int N=5; losujacej tablice oraz
2 wypisujacej jej wartosci
void Losuj(bool A[][N]) naekranie
{
int i, j, idol;
6 for (i=@;i<N;i++)
( for (j=@;;j<N;j++) Ali][jl=rand()%2;
8 if (rand()%2==1)
- {
10 idol=rand( )%N;
for (i=@;i<N;i++) A[i][idol]=true;
. for (j=0;j<N;j++) Alidol][j]l=false;
s 55 14 }
14. }
16, void Wypisz(bool A[][N])
7. {
18. for (int i=@;i<N;i++)
{
20, for (int j=0;j<N;j++)
Pkl if (il=j) cout«A[i][jl«" *;
22 else cout«™ ",
cout«endl,
24, }
}
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I Fordzial 2. Rozwiazywanie problemow z wykorzystaniemn struktur danych
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Kod Zrédlowy funkciji ©

poszukujacej idola
w zbiorze

Zwroc¢ uwage na naglowki funkcji Losuj i Wypisz (wiersze 3 i 16),
W jezyku C++, gdy parametrem funkgji jest tablica dwuwymiarowa, nie
mozna pomina¢ w nawiasach jej drugiego rozmiaru (liczby kolumn).
W liniach 6 i 7 losowana jest tablica wartosci logicznych (0 reprezentu-
je falsz, 1 — prawde). W wierszu 8 losujemy, czy do tablicy znajomosci
wpisac idola. Jesli tak, to jest losowany numer idola (linia 10), a nastep-
nie sa wypelniane okreslony wiersz i okreslona kolumna (linie 11-12).

W funkcji Wypisz nie s3 wypisywane elementy lezace na glownej
przekatnej, zamiast nich wypisywane sg spacje (linie 21-22),

Kod funkcji Szukajldola moze by¢ nastepujacy:

int Szukajldola(bool A[][N])
{
int i, kandydat=@;
bool jest_kandydat=false;
while (kandydat<N && !jest_kandydat)
{
i=a:
Alkandydat] [kandydat]|=false;
while (i<N && !Alkandydat][i]) i++;
if (i==N) jest_kandydat=true;
else kandydat++
}
if (!jest_kandydat) return -1;
i=0; Alkandydat][kandydat|=true;
while (i<N && Ali][kandydat]) i++;
if (i==N) return kandydat;
else return -1,

}

Petla w liniach 5-12 poszukuje
kandydata na idola, czyli wier-
sza zlozonego z samych wartosci
fatsz. Petla w linii 15 sprawdza,
czy znaleziony kandydat rzeczy-
wiscie jest idolem (kolumna zlo-
zona z samych wartosci prawda).

Rysunek 16.5 przedstawia przy- Rys. 16.5. Dwa przyktadowe wywotania
ktadowe wywolania programu. programu szukajacego idola

Cwiczenie 7
Napisz program znajdujacy idola za pomoca oméwionego algorytmu
z wykorzystaniem funkcji Losuj, Wypisz, Szukajldola.




16. W poszukiwaniu lidera i idola 1

16.5. Efektywny algorytm poszukiwania idola

Poprzedni algorytm w najgorszym wypadku musial przejrzec raz cala
kwadratowy tablice. Poszukajmy efektywniejszego algorytmu.

Zauwaz, ze przy kazdym poréwnaniu dwoch oséb jedna z nich moz-
na wykluczy¢, poniewaz tylko jedna ma szasne by¢ idolem. Wystarczy
wiec wykonac n — 1 poréwnarn. Przeanalizujmy znajdowanie kandydata
na idola dla tablicy znajomosci z rysunku 16.6.

1. Por6wnujemy osoby o nume- ) Dobra rada
- 0 1 2 3 4 . ; ; et
rach 0i 1. Kandydatem zosta- Poréwnanie znajomosci
je 0, 1 nie moze byc¢ idolem. 0s0b / oraz j mozesz
) ) ) Y 0 falsz |prawda prawda falsz rozumied jako sprawdzenie
2. Poréwnujemy osoby o nume- wartogci w i-tym wierszu
rach 0i2. Kandydatem zosta- 1 prawda falsz prawda falsz | 1J/-€] kolumnie. Jesli

wartoscia ta jest false, to

je 2, 0 nie moze by¢ idolem. : ot
) , ) odrzucamy j-ta osobe, jesli
3. Porownujemy osoby o nume- 2  prawda falsz prawda prawda| o .owda — odrzucamy i-ta
rach 2 i 3. Kandydatem zosta- osobe.

je 3, 2 nie moze by¢ idolem, ~ 8 Tz fdsz | fakz falsz

4. Poréwnujemy osoby o nu-
merach 3 i 4. Kandydatem
pozostaje 3, 4 nie moze by¢ Rys. 16.6. Tablica znajomosci
idolem.

Nastepnie nalezy sprawdzi¢ jeszcze kandydata — zaréwno jego
wiersz, jak i kolumne. Oto zapis algorytmu w pseudokodzie:

funkcja Szukajldola(A[][])
kandydat < ©
1, &= 1
// petla znajdujaca kandydata
dopbki 1 < n wykanuj
jesli A[kandydat][i] to kandydat « i
i« i+1
i <0
A[kandydat][kandydat] « falsz
A= ) ‘awdzenle wiersza
dop6k1 i < n oraz nie Alkandydat][i] wykonuj i « i + 1
jesli i < n to zwrdéé -1 i zakohcz
i+~ 0
A[kandydat}[kandydat] « prawda
// sprawdzenie kolumny
dop6k1 i < n oraz A[i][kandydat] wykonuj i < i + 1
jesli i = n to zwrdéé kandydat i zakohcz
w przeciwnym przypadku zwrdéé -1 i zakohcz

4 falsz = falsz | prawda prawda

W zmiennych kandydat oraz i pamigtane s3 aktualne numery
poréwnywanych oséb. Jesli element tablicy A[lkandydat][i] przyjmuje
warto$¢ prawda, to kandydat zna osobeg i, wigc nie moze by¢ idolem.
Kandydatem staje si¢ osoba o numerze i. Nastepna osobg do poréw-
nania jest osoba o numerze i+ 1, niezaleznie od tego, czy nastapila
zmiana kandydata.
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Kod zrédiowy funkcji ©

poszukujacej idola
w zbiorze zgodnie
z drugim algorytmem

224

Oto kod zrédlowy funkeji poszukujacej idola:

. int Szukajldola(bool A[][N])

{
int kandydat=0, i=1;
while (i<N)
{
if (Alkandydat][i]) kandydat=i;
f. i++
}
i=@; Al[kandydat][kandydat]=false;
13 while (i<N && !Alkandydat][i]) i++;
11 if (i<N) return —1;
12 i=0; Al[kandydat][kandydat]=true;
13 while (i<N && A[i][kandydat]) i++;
14 if (i==N) return kandydat;
15. else return -1;
16. }

Petla w liniach 4—8 wyznacza kandydata na idola. Dwie kolejne petle
(linie 10 i 13) sprawdzaja, czy kandydat rzeczywiscie jest idolem, czyli
czy odpowiedni wiersz (o indeksie okreslonym wartos$cia zmiennej
kandydat) jest zlozony z samych wartosci fatsz, a odpowiednia
kolumna — z samych wartosci prawda.

Cwiczenie 8
Napisz program poszukujacy idola, korzystajacy z powyzszej funkciji.

16.6. Poréwnanie ztozonosci algorytmoéw
poszukiwania idola

W przypadku pierwszego z omowionych algorytmow jesli idol ma
numer 0, sprawdzamy tylko jeden wiersz i jedna kolumne, czyli wyko-
nujemy 2 - n operacji. Jesli w zbiorze nie ma idola, przejrzymy wszystkie
elementy tablicy, ktorych jest n”. Jedli w grupie jest idol, mozemy ocze-
kiwac, ze prawdopodobnie nalezy przejrze¢ polowe wierszy i dodatko-
wo jedna kolumne, a wigc wykonac okolo #°/2 + n operacji. Zlozonosé
czasowa tego algorytmu, zaréwno pesymistyczna, jak i oczekiwana,
jest wiec kwadratowa: O(’).

W drugim algorytmie aby wyloni¢ kandydata, nalezy wykona¢ n — 1
poréwnarn, a nastepnie przejrzec jeden wiersz i jedng kolumne. Ulepszo-
ny algorytm wykona wiec okolo 3 - n operaciji. Jego zlozonos¢ czasowa
jest zatem liniowa: O(n). Dlatego algorytm mozna uznac za efektywny.



16. W poszukiwaniu lidera i idola 1

[l Podsumowanie

= Lider w n-elementowym zbiorze danych to element, ktéry wystepuje wigcej niz n/2 razy.

» Idol w grupie 0sob to osoba, ktéra nie zna w tej grupie nikogo, ale wszyscy inni ja znaja.

= Istnieja szybkie algorytmy o zlozonosci liniowej, ktére znajduja lidera i idola w zbiorze
danych.

» STL to standardowa biblioteka szablonéw wielu algorytmoéw i struktur danych. Jest uni-
wersalna, tzn. algorytmy mozna wykonywac dla réznych typow danych, a w strukturach
danych moga by¢ pamigtane dane réznych typow.

» Jedng z czesto uzywanych funkcji z biblioteki STL jest funkcja sort. Porzadkuje ona
dane i ma zlozonosc czasowa O(n - log n). Aby z niej skorzysta¢, nalezy w kodzie zrédlo-
wym dotlaczy¢ biblioteke algorithm.

= Oprocz tablic jednowymiarowych mozemy takze korzystac z tablic wielowymiarowych.
W praktyce majg zastosowanie gtéwnie tablice dwuwymiarowe.

Zadania

. Napisz program, ktory wylosuje i wypisze tablice dwuwymiarowa liczb catkowitych
(o n wierszach i n kolumnach), a nastepnie znajdzie w niej maksimum.

Napisz program, ktéry wylosuje i wypisze tablice dwuwymiarowa liczb catkowitych,
nastepnie posortuje kazdy wiersz tablicy i ponownie wypisze tablice.

* Napisz program, ktory wylosuje i wypisze tablice dwuwymiarowa liczb catkowitych
(o n wierszach i n kolumnach), nastepnie posortuje kazda kolumne tablicy i ponownie
wypisze tablice.

* ok Napisz program, ktory wylosuje i wypisze tablice dwuwymiarowa liczb catkowitych
(o n wierszach i n kolumnach), a nastepnie sprawdzi, czy w tablicy znajduja sie wiersz
i kolumna o tej samej sumie liczb. Program powinien wypisa¢ numer wiersza i kolumny

lub stowo ,BRAK",

«+ A Utwérz n-elementowa tablice liczb z zakresu od 0 do n — 1. Przygotuj ja tak, zeby
z prawdopodobienstwem 50% zaden element tablicy si¢ nie powtarzal. Napisz program,
ktory sprawdzi, czy w tablicy wszystkie elementy s3 rézne. Program powinien wypisac
odpowiedni komunikat stowny.

+++ A Napisz program sprawdzajacy, czy w tablicy n-elementowej znajduje si¢ liczba, ktéra
wystepuje wigcej niz n/4 razy. Przygotuj tablice tak, aby byla szansa wystapienia w niej
takiej liczby. Przyjmij, ze n jest wielokrotnoécia 4. Program powinien wykonywac jak

najmniej operacji.
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@ WIESZ, UMIESZ, ZDASZ

Sposob na zadania

B zZadanie 1

W pliku, ktory otrzymasz od nauczyciela (np. WUZZ_zad1_liczby.txt), w kolejnych 100 wierszach sa
zapisane po dwie liczby oddzielone spacija. Pierwsza liczba (z zakresu od 2 do 10) oznacza podstawe
pozycyjnego systemu liczbowego, w ktdrym zapisana jest druga liczba (wartosc liczby w systemie
dziesietnym miesci sie w zakresie od 0 do 2'° — 1), Oto pie¢ poczatkowych wierszy pliku:

5 2341

2 1111111100000000

9 3333

6 550012

4 3333

Napisz program lub programy rozwiazujace ponizsze zadania. Odpowiedzi zapisz w sposob wskazany
przez nauczyciela.

Zadanie 1.1 (0-3)

Oblicz sume wszystkich liczb z drugiej kolumny i zapisz wynik w systemie dziesigtnym. Suma pigciu
poczatkowych liczb wynosi 113 7089.

Rozwiazanie

Tagi: systemy liczbowe, zamiana reprezentacji liczb miedzy systemami liczbowymi, dziatania na
liczbach w réznych systemach pozycyjnych, kod ASCII

Krok 1
Aby rozwiaza¢ to zadanie, wystarczy odczytywac liczby z kolejnych wierszy pliku, zamieniac je
na postac dziesietna i sumowac.

Krok 2
Kazda z liczb do sumowania jest nie wieksza niz 65 535. Poniewaz jest ich 100, suma nie bedzie
wigksza niz 6 553 500. Zmienna przechowujaca sume moze wiec byc typu int.

Krok 3

Zamiane liczb na postac dziesietna mozemy zrealizowac z wykorzystaniem funkcji. Nazwijmy ja
ToDec. Pobierze ona z pliku podstawe systemu liczbowego p i napis s, przechowujacy liczbe.
Podczas przeliczania wartosci liczby na postac dziesietna nalezy uwzglednic kody ASCII cyfr
od 0 do 9, ktore zaczynajg sig od 48 (patrz s. 37).

Krok 4
Dane z pliku tekstowego odczytamy z wykorzystaniem zmiennej plikowe] we typu i fstream
(patrz s. 336-338).

Odpowiedz: Kod Zrédiowy programu rozwiazujacego to zadanie moze by¢ nastepujacy:

ginclude <iostream:
2. #include <fstream>
ginclude <string»

using namespace std;
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Sposdb na zadania

int ToDec(int p, string s)

. wartosé dziesietna liczby s, zapisanej w systemie o podstawie p
9. |
10. int w=0;
11. for (int i=0;i<s.size();i++) w=wxp+s[i]-48;
12. return w;
13. }
14
15. int main()
16. {
17 int p,suma=0;
18. string s;
10 ifstream we("WUZ2_zadi_liczby.txt");
20 for (int i=0;i<100;i++)
21, {
22, wes»pris;
23 suma=suma+ToDec(p,s);
24 }
i we.close();
26 cout«"Suma: "“<«wsuma;
27 return @;
28. }

Zadanie 1.2 (0-3)

Podaj najmniejsza i najwieksza liczbe znajdujaca sie w pliku oraz podstawy systemow, w ktdrych te
liczby zostaty zapisane.

Dla pieciu poczatkowych liczb z pliku wynikiem jest:

Minimum: 4 3333

Maksimum: 2 1111111100000000

Rozwiazanie
Tagi: systemy liczbowe, zamiana reprezentacji liczb miedzy systemami liczbowymi, znajdowanie
minimum i maksimum

Krok 1

Zeby rozwiazaé to zadanie, wystarczy odczytywaé kolejne liczby z pliku i poréwnywad je
z aktualna wartoscia zmiennych pomocniczych przechowujacych minimum i maksimum.
Porownujemy wartosci dziesietne wszystkich liczb.

Krok 2

Jako wartosc poczatkowa zarowno minimum, jak i maksimum mozemy przyjac liczbe

Z pierwszego wiersza pliku — wowczas porownywanie rozpoczynamy od drugiego wiersza.
Mozemy tez przyjac wartosci graniczne: minimum réwne 65 535, maksimum réwne 0.
Wykorzystamy pierwszy z podanych sposobow.

Krok 3
Aby porownac liczbe odczytang z pliku z aktualnymi wartosciami minimum i maksimum, nalezy ja
zamienic na liczbe w systemie dziesietnym. Wykorzystamy w tym celu funkcje ToDec.
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Krok 4

Aktualne wartosci minimum i maksimum program powinien takze pamietac w tych systemach
liczbowych, w ktdrych zostaly zapisane w pliku.

Odpowiedz: Kod Zrodiowy programu moze wygladac nastepujaco:

ginclude <iostream:
2. =#include «fstream:
ginclude <¢string»

using namespace std;

/. int ToDec(int p, string s)

3. J/ wartosé dziesietna liczby s, zZapisane] w systemie o podstawie p

Y {

10. int w=0;
for (int i=0;i¢s.size();i++) w=wxp+s[i]-48;

12 return w;

13. }

14.

15. int main()

A 4 {

int d,mini, maks,p,pmini,pmaks;

string s,smini,smaks;

19 ifstream we("WUZ2_zadl_liczby.txt");

28 wes»p»»s,;

21 mini=ToDec(p,s); maks=mini;

22, smini=s; smaks=s; pmini=p; pmaks=p;

23. for (int i=1;i<100;i++)

24. {

20. wespss;

26. d=ToDec(p,s);

27 if (d<mini)

20, {

29. mini=d; smini=s; pmini=p;

0 }

31. else if (d>maks)

32. {

13. maks=d; smaks=s; pmaks=p;

34 . }

}

36. we.close( );

37. cout«<"Minimum: "<«pmini<" "<«<smini<<endl;
cout<<"Maksimum: "«pmaks<«<" "«smaks;

30 return @;

40. }
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Sposdb na zadania

Zadanie 1.3 (0-6)

Posortuj wszystkie liczby z drugiej kolumny od najmniejszej do najwiekszej, zachowujac zapis kazdej
liczby razem z podstawa systemu, w ktorym zostala ona zapisana.

Oto piec pierwszych liczb po uporzadkowaniu:

4 3333

5 2341

9 3333

6 550012

2 1111111160000000

Rozwiazanie

Tagi: systemy liczbowe, zamiana reprezentacii liczb miedzy systemami liczbowymi, algorytmy
sortowania, zapis do pliku

Sposob |. Implementacja wiasnej funkcji sortujacej

Krok 1

Poniewaz sortujemy niewiele liczb, mozemy zastosowac jedna z metod sortowania prostego,

np. przez wybieranie (patrz s. 174). Program powinien wczytac | zapamietac wszystkie liczby wraz
z podstawami systemow, w kitorych zostaly zapisane. Wykorzystamy w tym celu tablice p

(do przechowania podstaw kolejnych liczb) oraz tablice s elementow typu string

(do przechowania kolejnych liczb zapisanych w réznych systemach).

Krok 2

Liczby nalezy porownywac w tym samym systemie. Wygodnie bedzie zastosowac funkcje TeDec,
ktora zapisze liczby w postaci dziesietnej. Liczby te zapamietamy w tablicy d, aby unikngc ich
wielokrotnego przeliczania przy kazdym porownaniu podczas sortowania.

Krok 3

W czasie sortowania, podczas zamiany dwoch liczb dziesietnych, trzeba pamigtac rowniez
0 zamianie elementow o tych samych indeksach w tablicach p i s. Wyniki wygodnie bedzie
zapisac do pliku z wykorzystaniem zmiennej plikowej wy typu ofstream.

Odpowiedz: Kod zrédiowy programu realizujacego opisany algorytm wyglada nastepujaco:

ginclude <iostream»
2. #include <«fstream:
ginclude <string»

using namespace std,

int ToDec(int p, string s)

wartosc dziesietna liczby s, zapisanej w systemie o podstawie p
8. int w=0:;

11 for (int i=0;i<s.size();i++) w=wxp+s[i]-48;
12 return w,;
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Rozdziat 2. Rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem struktur danych

15. void sortuj(int p[], string s[], int d[], int n)

16. // sortowanie tablic metoda przez wybieranie

17. // porownywane sg elementy tablicy
{
int i,jk;
20. for (i=0;i<n-1;i++)
21. {
22 s
23 for (j=i+1;j<n;j++)
24, if (d[jl«d[k]) k=j;
25. swap(pli],p(k]);
26. swap(s[i],s[k]);
27. swap(d[i],d[k]);
28, }
29. }
31. int main()
32. {
K const int N=10@;

j! string s(N];
36. ifstream we("WUZ2_zadl_liczby.txt");

37. for (int i=0;i<N;i++)

38. {

30 wesp[il»s[i];

40 d[i]=ToDec(pli],sli]);

44 }

42 we.close();

43 sortuj(p,s,d,N);

44 . ofstream wy("zadanie_1_3_I.txt");

45. for (int i=@;i<N;i++) wy<«p[i]ec" "«s[i]«endl;
wy.close();

cout«"Wyniki w pliku zadanie_1_3_I.txt";

48. return @;

49. }

Sposab Il. Wykorzystanie funkcji sort z biblioteki STL

Krok 1

Do sortowania mozna takze wykorzystac funkcje sort z biblicteki STL. Zdefiniujemy strukture

0 nazwie liczba, ktdra bedzie zawierala nastepujace informacje: podstawe systemu liczbowego,
zapis liczby w systemie o danej podstawie oraz wartos¢ dziesietna tej liczby.

Krok 2

Zdefiniujemy wiasna funkcje o nazwie porowna j, ktorej zadaniem bedzie porownanie dwoch
elementow typu liczba.
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Sposdb na zadania

Krok 3

Dane przechowamy w tablicy struktur o nazwie t. Dwie pierwsze informacje: podstawa systemu
i zapis liczby zostana pobrane wprost z pliku, zapis dziesietny liczby otrzymamy po zastosowaniu
funkcji ToDec, kidra oblicza wartos¢ dziesietna liczby z pliku.

Krok 4

Po posortowaniu liczb za pomoca funkcji sort z parametrem porownaj dane zapiszemy do pliku
z wykorzystaniem zmienngj plikowe| typu ofstream.

Odpowiedz: Kod Zrédiowy programu realizujacego opisany algorytm wyglada nastepujaco:

1. #include <iostream:
2. #include <fstream>
3. #include «<string:
4. sinclude <algorithm»

. using namespace std;

struct liczba

o {

14, int p; P podstawa systemu liczbowego
11 string s; // = zapis liczby w systemie o podstawie p
12. int d, /f d — wartosé dziesietna liczby s
13 };
14
15. bool porownaj(liczba a, liczba b)
16: |
return (a.d<b.d);
18, }
19
20. int ToDec(int p, string s)
21. 4
22 int w=0,
20 for (int i=0:i<¢s.size();i++) w=wxp+s[i]-48;
24 return w;
25. }
.J:'l
27. int main()
A0 {
20, const int N=100;
30. liczba t[N];
ifstream we("WUZ2_zad1_liczby.txt");
32 for (int i=0;i<N:;i++)
(
wert[i].p»tli]l.s;
t[i].d=ToDec(t[i].p,t[i].s);
36. }
37 we.close();

sort(t,t+N,porownaj);
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Rozdziat 2. Rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem struktur danych

3G ofstream wy("zadanie_1_3_II.txt");

for (int i=0;iN;i++) wy«t[i].p«” "«t[i].s«endl;
wy.close();

cout«"Wyniki w pliku zadanie_1_3_II.txt";

return @,

e S = S
G Ba .

s}

Powyzsze zadania mozna rozwigzac z wykorzystaniem jednego programu, w ktorym tylko raz korzysta
sie m.in. z operacji wezytywania danych. Rozwigzanie zadania 1.2 mozna uzyskac z rozwiazania
zadania 1.3 — minimum i maksimum wystarczy odczytac z koncow posortowanej tablicy.

Trening

"
hil

ROZWIAZ NA KOMPUTERZE

M Zadanie 1

W pliku, ktory otrzymasz od nauczyciela (np. WUZ2_zad1_obraz.ixt), znajduje sie opis obrazu

o wymiarach 96 na 96 pikseli w 16 odcieniach szarosci (opis jednego piksela zajmuje 4 bity).

» Wartoscé @ (@,.) oznacza kolor czarny, a wartos¢ 15 (F,.) — kolor biaty.

» Posrednie wartosci sa okresleniami odcieni szarosci.

» W pliku znajduje sie 96 wierszy, w kazdym 24 liczby z zakresu od 0 do 2'° - 1 oddzielone spacjami.
Kazda liczba opisuje 4 kolejne piksele od lewej do prawe;.

W pierwszym wierszu znajduja sie nastepujace liczby:

255 65280 © 65535 4080 291 17767 35243 52719 65244 47768 30292 12816 291
17767 35243 52719 65244 47768 30292 12816 255 65280 65535

Cztery pierwsze liczby reprezentuja piksele w nastepujacych kolorach: pierwsza — 2 piksele czarne
i 2 biale (@@FF,,), druga — 2 biate i 2 czarne (FF00,,), trzecia — 4 czarne (000@,.), czwarta -
4 biate (FFFF ).

Napisz program lub programy rozwiazujace ponizsze zadania. Odpowiedzi zapisz w sposdb wskazany
przez nauczyciela.

Zadanie 1.1 (0-3)

Policz piksele czarne i biate znajdujace sie w obrazie. W pierwszgj linii (pierwszym wierszu opisujacym
obraz) znajduje sie 18 pikseli czarnych i 22 biate.

Zadanie 1.2 (0-4)

Wyznacz diugosc najdiuzszego poziomego odcinka, czyli ciggu kolejnych pikseli w tym samym kolorze
wystepujacych poziomo obok siebie. W pierwszym wierszu taki odcinek jest ziozony z 6 pikseli (piksele
czarne reprezentowane przez drugg i trzecia liczbe).

Zadanie 1.3 (0-5)

Wyznacz diugosé najdiuzszego pionowego odcinka, czyli ciagu kolejnych pikseli w tym samym kolorze
wystepujacych pionowo obok siebie.
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Algorytmika i programowanie

Ma potrzeby spisu powszechnego w USA
przeprowadzonego w 1890 r. Herman Hollerith
skonstruowat maszyne liczaco-analityczna
wykorzystujaca karty perforowane. Dzigki nigj
opracowano duzo wiekszy zakres danych

w krotszym czasie. Hollerith zatozyt takze

firme Tabulating Machine Company. W 1924 r.
potaczyla sie ona z innymi firmami | przeksztalcita
w korporacje IBM, ktéra wniosta ogromny wkiad
w rozwdj komputeréw i programowania.

Abraham |zrael Staffel, polski zegarmistrz

i wynalazca pochodzenia zydowskiego,

w 1845 r. skonstruowat maszyne liczaca
wykonujaca szesc dziatan arytmetycznych.
Oprocz dodawania, odejmowania,
mnozenia, dzielenia i pierwiastkowania

nowa funkcjonalnoscia byto potegowanie.
Wynalazek Staffela otrzymat gldwna nagrode
na wystawie swiatowej w Londynie w 1851 r.

W 1896 r. polski wynalazca Jan Szczepanik
opracowal nowy model maszyny tkackiej
wynaleziongj przez Jacquarda, w ktorej karty
perforowane byly sterowane automatycznie.

Do przygotowania kart wykorzystat metody
fotograficzne, a w maszynie zastosowat
automatyczny (sterowany elektromagnesami)
system odczytu kart. Gobelin, kidrego
przygotowanie dotychczas zajmowato

ok. 5 tygodni, mozna bylo wykonac w 2 godziny.

Angielski matematyk George Boole

w pracy Mathematical Analysis of Logic,
opublikowane] w 1847 r., wprowadazil
wyrazenia logiczne w formie matematycznej,
znanej obecnie jako algebra Boole'a. Na jgj
podstawie wspolczesnie konstruowane sa
uktady logiczne w komputerach. W dowaod
uznania dla Boole'a czesto w jezykach
programowania typ logiczny zmiennych
nazywa sie boofean lub boaol.
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W 1920 r. wybitny polski matematyk Jan kukasiewicz,
profesor uniwersytetow we Lwowie, Warszawie (takze
rektor) oraz Dublinie, zaproponowat zapis wyrazen
arytmetycznych bez uzycia nawiasow, zwany notacja
kukasiewicza lub notacja polska. Znak operacji jest
w niej umieszczany przed argumentami. Australijski
naukowiec Charles Leonard Hamblin odwrécit zapis
(znak operacji jest umieszczany za argumentami),
tworzac odwrotna notacje polska. Znalazta ona
zastosowanie w niektdrych jezykach programowania
i kalkulatorach.,

W 1945 r. trzech naukowcow, John von Meumann,
John William Mauchly oraz John Presper Eckert,
stworzylo logiczny model komputera zwany
architektura von Neumanna. W architekturze

tej dane przechowywane sa wspdlnie z instrukcjami

i tak samo kodowane, czyli moga byé réznie
interpretowane. Wydzielono takze trzy podstawowe
czesci: procesor, pamiec i urzadzenia wejscia/wyjscia.
Komputery w tym modelu moghy byé konstruowane
do roznych celow, a nie do konkretnego zastosowania.

£~

Za jednego z wynalazcow komputera uwaza sie
niemieckiego inzyniera Konrada Zusego, ktdry

w 1938 r. skonstruowal mechaniczny komputer Z1.
Byl to pierwszy programowalny komputer
wykorzystujacy binarme liczby zmiennoprzecinkowe.
Jego unowoczesniona wersja (Z3), skonstruowana
podczas Il wojny swiatowej, byla uzywana przy
projektowaniu skrzydet samolotdw.

W ramach rozwazan nad sztuczna inteligencja

Alan Turing zaproponowat test sprawdzajacy, czy
maszyna moze przejawiac inteligentne zachowania
tak jak czlowiek. Dzis nazywany jest on testem Turinga.
Polega on na tym, ze czlowiek sedzia rozmawia
(pisemnie) rdwnoczesnie z innym cztowiekiem oraz

z programem komputerowym, Jesli czlowiek nie
zdemaskuje komputera, to taki program zalicza test.
Dzisiaj odwrocony test Turinga wykorzystywany jest
w technice CAPTCHA: w roli sedziego jest komputer,
ktory daje uzytkownikowi do rozwiazania zadanie -
tatwe dla cztowieka, ale trudne dla maszyny.

TpsX T eg))r

Type the two words: ﬂ ’
il-,},:
Qo

CAPTCHA
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17. Iteracja a rekurencja

Do rozwigzywania wielu zagadnien algorytmicznych stosuje sie iteracje, czyli
instrukcje polegajaca na powtarzaniu wskazanych operagii. Istnieje jednak
inna technika, ktdra rowniez wiaze sie z powtarzaniem, ale nie wykorzystuje
petli. Jest nig rekurencja. W tym temacie dowiesz sie, czym jest rekurencja,
jakie ma zastosowania, a takze diaczego nalezy jej uzywac z rozwaga.

Cele lekciji

® Jrozumiesz zasade dziatania rekurencii.

® Zaprogramujesz w jezyku C++ wybrane algorytmy rekurencyijne.

® Porownasz wersje iteracyjne i rekurencyjne wybranych algorytmow.

® Poznasz zasady poprawnego konstruowania algorytmow rekurencyjnych.

® Dowiesz sig, czym sie charakteryzuja liczby Fibonacciego, oraz poznasz
Zasade ztotego podziatu.

B /rozumiesz rozszerzony algorytm Euklidesa.

Rekurencja (rekursja) @ Rekurencja lub rekursja (ang. recursion) w informatyce oznacza

|?| Warto wiedzied

Efekt podobny do
rekurencyjnego mozna
zauwazye, stojac plecami
do duZego lustra i robiac
zdjecie przednim
aparatem telefonu

({tzw. selfie).

odwolanie si¢ w rozwigzaniu problemu do tego samego problemu, ale
dla mniejszego rozmiaru danych. Innymi stowy, zakltadamy, ze znamy
rozwiazanie problemu np. dla danych rzedu n - 1 i wykorzystujemy to,
aby sformulowac rozwiazanie dla danych rzedu #.

Nazwa ,rekurencja” pochodzi od facinskiego stowa recurrere, czyli
wprzybiec z powrotem”. Kluczem do zrozumienia dziatania rekurencji
sa wlasnie powroty z wywolania rekurencyjnego.

17.1. Rekurencja w matematyce

Na lekcjach matematyki spotkaliscie si¢ lub spotkacie ze wzorami
rekurencyjnymi, sluzacymi m.in. do obliczania wartosci n-tego wyrazu
ciggu. Rozwazmy ciag a, dany wzorem:

2 dlan=1

= a, 1+3 dlan>1
Pierwszy element tego ciagu — oznaczony jako a, — ma wartos¢ 2.
Aby wyznaczy¢ wartos$¢ a,, nalezy znaé wartos$¢ elementu a, i wyko-
rzystac ja do obliczenia wartoéci wedlug wzoru: a, = a, + 3. Wartos¢
a, wynosi wiec 5. Kolejne wyrazy ciagu a, wyznacza si¢ analogicznie.
Z drugiej strony, aby obliczy¢ warto$¢ a, dla danego », nalezy wczes-
niej wyznaczy¢ wyraz a, _,, ale zeby obliczy¢ te warto$¢, nalezy zna¢

Ciag arytmetyczny @ wyraz a, _, itd. Ciag a, jest ciagiem arytmetycznym, poniewaz réznica
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miedzy wszystkimi kolejnymi jego wyrazami jest stata (w tym przypadku
wynosi 3). Aby to wykaza¢, wystarczy skorzystac ze wzoru dla kazdego »
i sprawdzic roznice miedzy a,aa, ;.



17. lteracja a rekurencja 1N

Zwroc¢ uwage, ze odwolywanie sie do

poprzednich wyrazéw ciaggu w celu obli- A A ‘

czenia wartosci dla danego » powinno si¢ 1 2

kiedys skonczy¢. We wzorze okreélona jest 2 |=A1+43

warto$¢ dla pierwszego elementu ciagu =

(n = 1) — w informatyce nazywa si¢ to 3_ 8

warunkiem poczatkowym. Dzigki niemu 4 11 © Warunek poczatkowy

mamy pewnos¢, ze rekurencja sie zakonczy. 5_ 14
Wartosci wyrazow ciggow zdefiniowa- =

nych rekurencyjnie mozna tatwo obliczy¢ 6 i 17

w arkuszu kalkulacyjnym. Dla powyzsze- 7 20

go ciagu wystarczy wpisa¢ w komorce Al 8_ 73

wartos¢ wyrazu poczatkowego, czyli 2, —

a w komorce A2 — formule opisujaca zalez- 9__ 26

nosc I‘El(Lll"EﬂC}"_im}: =A1+3, 1 Sk{)plﬁwa{f for- Rys. 17.1. Ciag rekurencyjny
mule w dol. Efekt wida¢ na rysunku 17.1.  w arkuszu kalkulacyjnym

Cwiczenie 1

a. Zapisz wzor ogdlny ciagu a,,.

b. Zapisz wzor rekurencyjny ciggu o poczatkowych wyrazach: b, = 2,
b, =7, by =22, b, = 67, w ktorym kazdy wyraz zalezy od wyrazu
poprzedniego. Zastosuj ten wzor do wyznaczenia wartosci b..

Obliczanie silni
Silnie liczby calkowitej nieujemnej oznaczamy symbolem #! i opisuje- © Siinia

my nastepujacym wzorem:
n=1.2.3.4.....(n-1-n

Silnie mozemy latwo zapisac¢ w sposéb rekurencyjny: [£) Warto wiedziec
1 dlan<?2 Choc moze sie to
nl = { wydawad nienaturalne,
(n=1)'n dlan=2 przyjmuje sie, ze 0! = 1.

Zapiszmy w pseudokodzie funkcje obliczajaca rekurencyjnie wartosc n'.

) Dobra rada

Specyfikacja

o : ; - Wartosc silni bardzo
Dane: n — liczba catkowita, 0 < n < 20. szybko roénie. Dlatego
W}'nik' n! w programach, w kiorych

wykorzystujesz silnig,
ogranicz zakres danych.

funkcja SilniaRek(n)
jesli n < 2 zwrdé 1 i zakohcz
w przeciwnym przypadku zwrdé SilniaRek(n—1) * n i zakoficz

Zwrdéé uwage, ze powyisza funkcja wywoluje samg siebie
z inna wartoscia parametru. Takie funkcje nazywamy funkcjami @ Funkcja rekurencyjna
rekurencyjnymi.
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B Rozdziat 3. Metody algorytmiczne

W jezykach programowania rekurencja jest realizowana wlasnie
z wykorzystaniem funkeji. Gdyby zabraklo sprawdzenia warunku
poczatkowego (pierwsza linia bloku instrukeji funkcji w pseudokodzie),
Rekurencja @ mieliby$my do czynienia z rekurencja nieskonczona. Funkcja wywo-
nieskonczona  tyywataby samg siebie w nieskoriczonosc.
Rysunek 17.2 przedstawia sposob obliczenia wartosci 5! z wykorzysta-
niem funkcji SilniaRek.

SilniaRek(5) = SilniaRek(4) % 5 24 % 5 = 120
A
I
‘ SilniaRek(4) = SilniaRek(3) % 4 6% 4 =24
SilniaRek(3) = SilniaRek(2) * 3 ‘ 2%#3=6 |
SilniaRek(2) = SilniaRek(1) * 2 1 =2 =2

SilniaRek(1) = 1

| = ]

Rys. 17.2. Graficzna interpretacja obliczania wartosci 5! z wykorzystaniem funkciji
rekurencyjngj

Warto$¢ 5! zostanie obliczona po wywolaniu funkcji SilniaRek(5).
Poniewaz parametr nie jest mniejszy od 2, zostanie wywolana kopia
funkcji z parametrem 4. Takie wywolania beda powtarzane do momen-
tu wykonania funkcji z parametrem 1 (warunek poczatkowy), ktére-
go wynikiem bedzie 1. Obliczona wartos¢ jest zwracana do miejsca
wywolania, a wigc do kopii wywolania funkcji z parametrem 2, wynik
pomnozony przez 2 wraca do kopii wywolania funkcji z parametrem 3
itd., az do wywolania funkcji z parametrem 5. Po pomnozeniu przez 5
otrzymujemy koncowa wartosc funkcji. W pomaranczowych prosto-
katach znajduja si¢ wartosci generowane przy powrotach z rekurencji.

Efekt Droste — rekurencja w projektowaniu

Okoio 1900 r. na puszce kakao produkowanego przez holenderska firme
cukierniczg Droste pojawit sie wizerunek pielegniarki, ktora trzymata w reku
tace z filizankg oraz puszka kakao Droste. Na tej puszce widac pielegniarke
trzymajaca w reku tace z filizanka oraz puszka kakao Droste itd. Ten sposob
prezentacji grafiki zostal pod koniec lat 70. XX w. nazwany efektem Droste.
Jest to rodzaj rekurencyjnego obrazu. Rowniez dzis mozna zaobserwowac
ten zabieg na opakowaniach produktow spozywczych, m.in. amerykanskiego
proszku do pieczenia i polskiego mleka zageszczonego.
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Cwiczenie 2
Przygotuj arkusz kalkulacyjny obliczajacy wartosci silni dla kolejnych
liczb catkowitych nieujemnych mniejszych od 15.

Oto kod Zrédiowy programu, ktory oblicza warto$é silni dla podanej
wczesniej specyfikacji z wykorzystaniem funkcji rekurencyjnej. War-
toscia funkcji jest liczba typu long long. Typ ten pozwala obstugiwac
liczby catkowite o duzych wartosciach.

1. #includec<iostream:
2

using namespace std;

long long SilniaRek(short n)

T if (n<2) return 1;
return SilniaRek{n-1)#n;
9. 1}
1&)
11. int main ()
{
short n;
14, cout«"n = "; ecinn;
cout«ne"! = "«<SilniaRek(n);
. return 9;
FE

Rodzaj rekurencji, ktéry zastosowano w powyizszych przykladach

do obliczania wartosci wedlug wzoréw matematycznych, nazywa sie

rekurencja ogonowa (ang. tail call). Wystepuje w niej dokladnie jedno
wywolanie rekurencyjne — jest to ostatnia instrukcja funkciji.

Zapiszmy teraz w pseudokodzie funkcje Silnialter, obliczajaca ite-
racyjnie wartosc n!.

funkcja Silnialter(n)
silnia « 1
dla i < 2, 3, .., n wykonuj
silnia ¢ silnia * 1
zwréé silnia 1 zakoficz

Podobnie jak silnig, kazdy algorytm wykorzystujacy rekurencje ogo-
nowa mozna zapisac iteracyjnie za pomocag jednej petli.

Cwiczenie 3

Zapisz w jezyku C++ program obliczajacy iteracyjnie wartos¢ nl.

17. lteracja a rekurencja 1N

Typ long long,
s. 328

O Kod Zrédlowy programu
obliczajacego
rekurencyjnie silnie

© Rekurencja ogonowa

[£] Warto wiedzieé

W praktyce rzadko
spotyka sie algorytmy
wykorzystujace rekurencje
ogonowa. Zastepuje sigja
iteracja.
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B Rozdziat 3. Metody algorytmiczne

[Z] Warto wiedzieé

W algarytmach
wyodrebniania cyfr oraz
szybkiego podnoszenia do
potegi bez wykorzystania
rekurencji cyfry danej
liczby przegladane sa

od prawej do lewej.

17.2. Podziat liczby na cyfry z wykorzystaniem rekurenciji

Do tej pory stosowalismy algorytmy, ktore przegladaly cyfry liczby od
najmniej znaczacej. Napiszemy teraz program, ktory z wykorzysta-
niem rekurencji wypisze cyfry liczby dziesigetnej od lewej strony do
prawej, czyli od cyfry najbardziej znaczacej do cyfry jednosci. Program
nie bedzie zapamietywac cyfr w zmiennej pomocniczej.
Sformulujmy warunek zakonczenia algorytmu (czyli warunek
poczatkowy): jesli liczba jest mniejsza od 10, to program powinien jg
po prostu wypisac. Jesli liczba jest wigksza niz 10, to mozna rekuren-
cyjnie rozwiazac¢ problem dla liczby podzielonej catkowicie przez 10
(czyli bez ostatniej cyfry). W ten sposéb wypiszemy wszystkie cyfry
liczby z wyjatkiem cyfry jedno$ci. Nastepnie nalezy wypisa¢ te cyfre,
a wiec reszte z dzielenia liczby przez 10. Oto specyfikacja i pseudokod:

Specyfikacja
Dane: n — liczba catkowita, n = 0.

Wynik: cyfry liczby n wypisane od najbardziej znaczacej do cyfry
jednosci, czyli od lewej do prawe;j.

funkcja CyfryRek(n)
jesli n < 10 to wypisz n
W przeciwnym przypadku
CyfryRek(n div 10)
wypisz n mod 1@

zakonhcz

Zwro¢ uwage, ze wypisywanie cyfr CyfryRek(2019) ‘
nastepuje po wywolaniu rekurencyjnym, ¢
a wiec w trakcie powrotow.

Wywotania rekurencyjne funkcji ‘ CyfryRek(201) ‘
CyfryRek przesledzimy na przykta- ¢
dzie liczby 2019. Wartosci posrednie: [ ' ‘
2019, 201, 20 i 2 nie sa pamictane jaw- Sz il
nie w zmiennej — powyzsza funkcja nie l
korzysta z zadnej zmiennej. Wartosci te wypisz 2 ‘
jednak musza by¢ gdzie$ przechowywa- l
ne. Zapewnia to mechanizm rekurenciji.

Rysunek 17.3 pokazuje uklad kolej- wypisz 20 mod 10 ‘

nych wywolan funkcji rekurencyjnej l

CyfryRerk. ) B ) ‘ wypisz 201 mod 10 ‘
Dla kazdego wywolania funkeji pamie-

tane sa aktualne wartoséci parametrow ¢

Adres powrotu © oraz tzw. adres powrotu, ktory okresla, ‘ wypisz 2019 mod 10 ‘
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gdzie nalezy powrécic¢ po z:ztkﬂnczenlu Flya. 175 Finkaa wilsiiaca
anego wywolania rekurencyjnego. cyfry od najbardziej znaczacyc
danego wywotl k yjneg viry od najbardziej h



Oto kod zrédlowy funkceji Cy fryRek:

void CyfryRek(int n)

2. |

if (n<1@) cout¢n<«endl;
4, else

{

CyfryRek(n/10);
7 cout«n#1@«endl;
: }
}

Zauwaz, ze zapis warunku poczatkowego znajduje sie w linii 3 kodu
zrodlowego i jest sprawdzany na samym poczatku dziatania funkcji.

Cwiczenie 4

Napisz funkeje rekurencyjna void DecToBinRek(int n), wypisu-
jaca cyfry binarne dziesigtnej liczby catkowitej nieujemnej od naj-
bardziej znaczacej do najmniej znaczgcej, czyli od lewej do prawe;j.

5 Zapamietaj

Stosowanie rekurencji powoduje duze zuzycie pamieci komputera.
Im wiecej zagtebien rekurencyjnych, tym wieksze obciazenie
pamieci. Dlatego jesli mozna rozwigzac dany problem iteracyjnie,
bez wykorzystywania dodatkowych struktur danych, warto to zrobic.

17.3. Rekurencyjny algorytm szybkiego podnoszenia
do potegi

W temacie 3 oméwiliémy iteracyjny algorytm szybkiego podnoszenia
do potegi, wykorzystujacy rozwinigcie binarne wykladnika.
Na przyktad:
x13 = 1100y _ G Bdel _ o8 ]
Zeby wyznaczy¢ warto$¢ x', wystarczylo obliczy¢ kolejno:
P A A LA A
Lacznie wykonaliémy pie¢ mnozen. Wartoéé x'* mozemy tez zapisa¢
nastepujaco:

21 = (x5Px = (3% = (x22)*) %

Cwiczenie 5
Wyznacz liczbe operacji mnozenia w ostatniej réwnosci powyzszego
WZOru.

17. lteracja a rekurencja 1N

O Kod zZrodlowy funkcji
wyznaczajacej
rekurencyjnie cyfry
liczby od najbardziej
Znaczacej

Algorytm szybkiego
podnoszenia do poteqi,
5. 57-58 14
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|2] Warto wiedziec

Przedstawiony algorytm
podnoszenia do potegi
mozZna zastosowac takze
wiedy, gdy podstawa jest
liczba rzeczywista.

B Rozdziat 3. Metody algorytmiczne

Jesli wyktadnik potegi jest parzysty, to obliczamy potege o wykladni-
ku podzielonym przez 2 i podnosimy ja do kwadratu. Dla wykladnika
nieparzystego dodatkowo mnozymy wynik przez podstawe potegi.

Ten sposob postepowania mozna wyrazi¢ wzorem rekurencyjnym:

% dlan=1
x" =4 (v 2)? dla n parzystego = 2
x-(x"%2)"  dla n nieparzystego = 3

Wzor ten mozemy zapisa¢ wprost jako funkcje w pseudokodzie:

Specyfikacja
Dane: n — liczba catkowita, n = 1, x — liczba catkowita.
Wynik: x"

funkcja PotegaRek(x,n)
jesli n = 1 to zwréé x i zakohcz
jesli n mod 2 = @ to

zwrdé PotegaRek(x,n div 2)xPotegaRek(x,n div 2)
i zakohcz

zwréé xxPotegaRek(x,n div 2)xPotegaRek(x,n div 2)
i zakonhcz

SprawdZmy, ile operacji mnozenia wykona powyzsza funkcja dla
n = 13. Rysunek 17.4 przedstawia schemat wywotan rekurencyjnych
funkcji PotegaRek (na rysunku oznaczonej skrotem P) dla potegi
o wyktadniku 13.

Pix, 13)=xz+P(x,.6)+P(x, 6)

v

P(x,6)=P{x,3)+P(x,3)

v

P{x,8)=P(x,3)+P(x,3)

v

v

v

v

Plx,3)=x+P(x,;1)+P(x,1)

Plx,3)=x+P(x, 1)*P{x,1)

P{x,3)=x+P(x,1)+P(x,1)

P{x,3)=x+P(x,1)+P(x,1)

|
v v

|
v v

|
v v

|
v v

Plx:1)=x Plx 1)=x

Plx,1)=x P{x,1)=x

F{x;1)=x Pl 1)=x

Pla;1)=x P{'x,'l}:x
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Rys. 17.4. Schemat rekurencyjnego wywolywania funkcji P, obliczajacej potege

liczby x o wyktadniku 13

Zauwaz, ze duza liczba operacji mnozenia wynika z wielokrotnego
wyliczania potegi dla tego samego wykladnika, czyli rekurencyjnego
wywolywania funkcji dla tych samych parametréw. Funkcja P zostanie
wywolana dla parametrow (x,1) az osiem razy.




Funkcj¢ PotegaRek mozna zmodyfikowa¢ w taki sposob, aby zapa-
mietywac¢ wynik wywolania rekurencyjnego w zmiennej pomocniczej,
np. o nazwie tmp. Ponizej znajduje si¢ pseudokod, w ktérym wyko-
rzystano zmienng tmp do pojedynczego obliczania powtarzajacych sie
wywolan rekurencyjnych.

funkeja PotegaRek(x,n)
jesli n = 1 to zwrdé x 1 zakohcz
tmp < PotegaRek(x,n div 2)
tmp < tmp % tmp
jesli nmod 2 =1 to tmp < x * tmp
zwr6é tmp i zakoncz

Rysunek 17.5 pokazuje, w jaki sposéb realizowane sa kolejne wywota-
nia rekurencyjne oraz jak wykorzystywane sg wartosci obliczane przy
powrotach z rekurencji. Funkcja PotegaRek zostata uzyta do oblicze-
nia wartosci 2°. Numery przy strzalkach oznaczajg kolejnoé¢ wywolan
rekurencyjnych i obliczen.

X 2
n D

| PotegaRek(2,5)

nn

17. lteracja a rekurencja 1N

1 1
tmp = PotegaRek(2,2) ¢ > PotegaRek(2,2)
p
(tmp = 4) \ | tmp = PotegaRek(2,1) e

Rys. 17.5. Schemat kolejnych wywotan rekurencyjnych funkcji PotegaRek

Oto kod zrédlowy funkcji PotegaRek:

1. long long PotegaRek(int x, int n)
2
31 if (n==1) return x;
4 long long tmp=PotegaRek(x,n/2);
E tmp=tmp*tmp;
6. if (n%2==1) tmp=x*tmp;
f return tmp;
}

PotegaRek(2,1)

Zwros | 2
3

© Kod zrodiowy funkciji
obliczajacej potege
liczby
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Typ long long,
s. 328

|=] Warto wiedzieé

)3

Lecnardo z Fizy
(11751250}, zwany
Fibonaccim, byt

wioskim matematykiem.
Opracowal wigle dziel,
ale do najwazniejszych
nalezy traktat Liber abaci
(Ksiega liczydia lub Ksiega
rachunkdw), w ktdrym
opisal system pozycyjny
liczb oraz podstawy
arytmetyki.
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Zwroc uwage na uzyte typy danych. Poniewaz wartos¢ potegi szybko
ros$nie, zostal uzyty typ long long. W linii 4 nastepuje wywolanie
rekurencyjne funkcji PotegaRek z parametrami x oraz n/2, ktorej
wynik jest przypisywany zmiennej tmp.

W wersji rekurencyjnej algorytmu przyjelismy, ze n =2 1. Dlan = 0
funkcja nie bedzie dzialac¢ prawidlowo — nastapia nieskoniczone wywo-
lania rekurencyjne i w efekcie pojawi si¢ blad — przekroczenie pamiegci
dostepnej dla programu. Warunek korica mozna zastgpic¢ warunkiem:

jesli n = @ to zwrbdé 1 i zakohcz

Spowoduje to jednak wykonywanie dodatkowych operacji mnozenia
przy obliczaniu kazdej potegi (podnoszenie 1 do kwadratu i mnozenie
przez x). W takiej sytuacji warto ten szczegolny przypadek rozpatry-
wac poza funkcjg rekurencyjna.

E@:— Zapamietaj

Jesli wzor zdefiniowany rekurencyjnie zamienimy wprost na funkcje
rekurencyjna, moze to doprowadzic¢ do wielokrotnego wyliczania
tych samych wartosci, a wtedy algorytm bedzie nieefektywny.

17.4. Jak wejsé na wieze Eiffla, czyli liczby Fibonacciego

Rozwazmy nastepujacy problem. Wybraliscie si¢ na wycieczke do
Paryza i probujecie wejs¢ schodami na wieze Eiffla. Zalézmy, ze jed-
nym krokiem mozna pokonac jeden lub dwa schodki. Na ile sposobow
da sie wejs¢ na n-ty schodek wiezy? Pokazuje to rysunek 17.6.

Rys. 17.6. Sposob wejscia na n-ty schodek wiezy

Istnieje tylko jeden sposéb wejscia na pierwszy schodek wiezy. Na
drugi schodek mozna wej$¢ juz na dwa sposoby: trzeba zrobi¢ dwa kroki
po jednym schodku lub jeden krok przez dwa schodki.



Na n-ty schodek moina wejs¢ ze schodka n — 1 (jednym krokiem
pokonujemy jeden schodek) lub ze schodka n — 2 (jednym krokiem
pokonujemy dwa schodki). Zatem mozliwosci wejscia na n-ty schodek
jest tyle, ile jest facznie mozliwosci wejécia na n — 1 oraz n — 2 schodek.

Mozemy to zapisa¢ wzorem rekurencyjnym:

1 dlan=1
Sp =12 dlan =2
Sy_1+8,_2 dlan>2

W 1202 r. wloski matematyk Leonardo z Pizy, zwany Fibonaccim,
w swoim dziele Liber abaci opisal nastepujacy ciag liczbowy: 0, 1, 1, 2,
3,5,8, 13,21, 34, 55, ..., w ktérym kazdy kolejny wyraz ciggu jest suma

17. lteracja a rekurencja 1N

dwoch poprzednich. Cigg ten nazywany jest ciaggiem Fibonacciego 0 Ciag Fibonacciego

i okreslony jest wzorem:

0 dlan=0
fi=al dlan=1
fi1tfioa dlan>1
Cwiczenie 6
a. Poréwnaj ciagi s, i f,. Jaka jest zalezno§¢ miedzy nimi?
b. Przygotuj arkusz kalkulacyjny obliczajacy wartosci kolejnych liczb
Fibonacciego.

Podobnie jak w przypadku innych wzoréw rekurencyjnych, powyz-
szy wzdr mozna zapisa¢ w pseudokodzie jako funkcje rekurencyjna.
Bedzie ona wyznaczac n-t3 liczbe Fibonacciego.

Przyjmijmy, ze ciag Fibonacciego rozpoczyna sie¢ od 1.

Specyfikacja
Dane: n — liczba catkowita, 1 < n < 50.
1 dlan<3

Wrynik: f, — n-ta liczba Fibonacciego: f, = fo+f i3
n—1 n-2 =

funkcja FibRek(n)
jesli n < 3 to zwrdé 1 i zakohcz
zwrdéé FibRek(n-1) + FibRek(n-2) i zakohcz

Cwiczenie 7
Napisz program wedlug powyzszej specyfikacji z wykorzystaniem
funkcji FibRek. Sprawdz dziatanie programu dla liczb: 5, 10 i 45.

EL Warto wiedziec
Ciag Fibonacciego czesto
definiuje sie od 1:
1 dan=1lubn=2
:{f.. +f..dan=3

¢’} Dobra rada

Liczby w ciagu
Fibonacciego rosna
bardzo szybko.

Dlatego w programach
wykorzystujacych ten ciag
ogranicz zakres danych.
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5 Thidiine radia Zauwaz, ze oczekiwanie na 45. liczbe Fibonacciego trwa diugo. Przy-
Unika] przepisywania czyna, podobnie jak w przykladzie z obliczaniem potegi, lezy w wielo-

wprost rekurencyjnych krotnym wyznaczaniu tych samych liczb Fibonacciego (rys. 17.7).
wzorow matematycznych.
Daja one wiasciwy wynik,
jednak sam algorytm FibRek(45)
czgsto jest bardzo

nicefektiywny. +
FibRek(44) FibRek(43)

v v v

FibRek(43) FibRek{42) FibRek(42) FibRek({41)
FibRek(42) FibRek{41) FibRek(41) FibRek(4@) FibRek(41) FibRek(40) FibRek(48) FibRek{39)

ty Iy ILER prRrrE vy

Rys. 17.7. Schemat wywotan funkcji FibRek dlan = 45

Cwiczenie 8

a. lle razy zostanie wywotana funkcja FibRek z rysunku 17.7 dla kolej-
nych liczb mniejszych od 457

b. Ustal, ile operacji dodawania wystarczy wykona¢, aby wyznaczyé
n-ta liczbe Fibonacciego recznie na kartce papieru lub w arkuszu
kalkulacyjnym.

Liczby Fibonacciego - wersja iteracyjna algorytmu

Zauwaz, ze aby wyznaczy¢ kolejna liczbe Fibonacciego, wystarczy
w danym momencie pamieta¢ dwie ostatnie liczby. Obliczanie war-
tosci kolejnych liczb mozna zapisac za pomoca pojedynczej petli. Oto
zapis funkcji w pseudokodzie:

funkcja Fiblter(n)

(3] Warto wiedzieé

e f1 «<1
Kolejna liczbe 2 o« 1
Fibonacciego na
podstawie dwéch dla i < 3, 4, .., n wykonuj
poprzednich mozna takze tmp <« f2
wyznaczyc bez uzycia f2 « f1 + 2
zmiennej pomocnicze. f1 « tmp

Wystarczy w tym celu
wykonac dodatkowe

odejmowanie. Bealizuje to : : : ; A :
SPIWSNEIA matFukaE W zmiennych f1 i f2 pamietane sa dwie ostatnie liczby Fibonac-

£2 « f1 + £2 ciego na danym etapie obliczen. Kiedy program wyznacza kolejna
f1e12-4 liczbe, w zmiennej pomocniczej tmp przechowywana jest aktualnie
ostatnia liczba, ktora w kolejnym kroku bedzie liczbg przedostatnia.

zwroé f2 i zakoncz
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W zmiennej £2 wyliczana jest wartos¢ nowej liczby jako suma dwdch
ostatnich. Dotychczasowa wartos¢ f1 nie jest juz potrzebna, poniewaz
jest to w danym momencie trzecia liczba od konca. Dlatego zmienna
f1 przyjmuje warto$¢ przedostatniej liczby pamigtanej tymeczasowo
w zmiennej tmp.

Oto kod zrédlowy programu wyznaczajgcego n-ty wyraz ciggu Fibo-
nacciego z wykorzystaniem funkcji FibIter:

© Kod zrodlowy programu
#include<iocstream: wyznaczajacego

2. n-ty wyraz ciagu
using namespace std; Fibonacciego

long long Fiblter(short n)

{
long long fi=1, f2=1, tmp;
for (int i=3;i¢=n;i++)
. {
19, tmp=£2;
i1 f2=f1+12;
12 fi=tmp;
13. }
14 return f2;
15, }
17. int main ()
A
19. short n;
20 cout«<"n = "; einon;
24 cout«"f("«n«") = “"«Fiblter(n);
22 return 9;
o

W nagléwku funkcjiFibIter uzyto typu long long, poniewaz wyni-
kiem dzialania funkcji moze by¢ duza liczba catkowita. Parametrami
funkcji beda stosunkowo mate liczby, dlatego mozna w ich wypadku

zastosowac typ short. Typ short,
5. 328 (&

Cwiczenie 9
Przygotuj arkusz kalkulacyjny, ktéry obliczy ilorazy kolejnych liczb

Fibonacciego fn_ Do jakiej wartosci zblizaja sig kolejne ilorazy?

Jn—1

Fenomen liczb Fibonacciego polega na tym, ze bardzo czesto wyste-
puja wokoél nas. Odnajdziemy je w przyrodzie, architekturze i sztuce.
Ciekawym zagadnieniem zwigzanym z liczbami Fibonacciego jest tzw.
zlota proporcja, o ktorej mozesz przeczytac na s. 248-249. © Zlota proporcja
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Ztota proporcja

Zlota proporcja, nazywana tez zlotym podziatem, znana jest od wiekow.
Przyrodnicy zachwycaja sie jej picknem, ktérego przyklady mozna
odnalez¢ w naturze. Zainspirowalo to wiele oséb do poszukiwania

i stosowania zlotego podzialu w réznych dziedzinach zycia.

Czym jest zlota proporcja?
Ztota proporcja wyraza podziat odcinka | X I ¥ I
na dwie czesci w taki sposéb, ze stosunek jego
diuzszej czesci (x) do krotszej (y) jest taki sam ”
jak stosunek diugosci catego odcinka (x + ) p=y=—x =—73 =1618..
do czesci diuzszej (x). Stosunek ten oznacza
sie grecka litera ¢ (czytaj: fi). Co ciekawe,
przyblizeniami liczby ¢ sa ilorazy kolejnych
liczb ciagu Fibonacciego: 3/2, 5/3, 8/5 itd.

Jezeli w prostokat o bokach a, b bedacych

w zlotej proporcji wpiszemy kwadrat
(zaznaczony na czerwono), to uzyskamy
mniejszy prostokat (na rysunku zioty)

o0 bokach pozostajacych w ziotej proporciji.
Jezeli powtérzymy te procedure wpisywania
kwadratow w kolejne mnigejsze prostokaty

i w kazdy kwadrat wpiszemy cwiartke okregu,
otrzymamy ziota spirale.

Ziota proporcja w naturze

Zaskakujaco wiele przyktadow ziotego podziatu
odnajdziemy w przyrodzie. Zblizone do niego
sa m.in. proporcje w ciele czlowieka. Badacze
zauwazyli tez wystepowanie ziote| proporcji

na poziomie atomowym.

Huragan obserwowany z kosmosu ma ksztalt
zblizony do zlotej spirali

i
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Ztota proporcja w projektowaniu

Rowniez graficy i projektanci wykorzystuja ztota proporcje. Odnajdziemy
ja w logotypach wielu stynnych marek, takich jak Toyota czy Nissan.
W ziotej proporcji pozostaja takze wymiary kart pfatniczych.

o —
Google |
_ c b

. -

Ma stronie wyszukiwarki Google & @ Wewnetrzny prostokat

zloty podzial wystepuje zaréwno — === w logo National Geographic

w logotypie, jak | w ukiadzie strony a b zachowuje zlota proporcje
Ztota proporcja w architekturze i sztuce Okna | drzwi wyznaczaja

linie przeciecia zlotych

Ztoty podziat stosowano juz w starozytnych prostokatow

konstrukcjach, m.in. Wielkiej Piramidzie i Partenonie.
Mozna go rowniez odnalez¢ w obrazach
Leonarda da Vinci i Salvadora Dalego.

e i

|
s

LY

I
|
2l ! ,
Tad? Mahal - jeden z sledmlu cuddw swiata —
zbudowano zgodnie ze ziota proporcja.

Ztote prostokaty narysowane na zdjeciu
wyznaczaja podstawowy zarys budowli.




B Rozdziat 3. Metody algorytmiczne

Algorytm Euklidesa,
s. 102&

[Z] Warto wiedzieé

Jesliag<bhibz0,to
NWD{a.b) =
= NWD({h,a mod b) =
= NWD (ba)

17.5. Rozszerzony algorytm Euklidesa

Poprawno$¢ algorytmu Euklidesa wykazywaliSmy na podstawie
zaleznosci rekurencyjnej: NWD(a, b) = NWD(a — b, b) przy zalozeniu,
zea>b.

Obliczanie NWD mozna zatem wyrazi¢ prostym wzorem rekuren-
cyjnym, ktory ma zastosowanie zaréwno w wersji algorytmu z odejmo-
waniem, jak i z dzieleniem.

(a dlaa=0b
NWD(a,b)={NWD(a-b,b) dlaa>b
INWD(a,b—a) dlab>a

(a+b dlag=0lubb=0
NWD(a,b)=4{NWD(amod b, b) dlaa>b
INWD(a,bmoda) dlab>a

Powyzszy wzor mozna zapisac prosciej:

o a dlab=0
NWD(a, b)=
4.0) NWD(b,amodb) dlab>0
Zauwaz, ze wieksza z dwoch liczb jest podczas obliczen pamietana
w zmiennej a. Jesli na poczatku a nie jest wigksza liczba, pierwsze wywo-
lanie rekurencyjne bedzie polegalo na zamianie wartosci zmiennycha ib.
Funkcje rekurencyjna obliczajaca najwiekszy wspolny dzielnik
wedlug powyzszego wzoru mozna zapisac nastepujaco:

funkcja NWDRek(a,b)
jesli b = @ to zwrbéé a i zakohcz
zwréé NWDRek(b,a mod b) i zakofcz

Cwiczenie 10
Zapisz w jezyku C++ funkcje NWDRek i sprawdz jej dziatanie.

W niektorych zastosowaniach informatycznych, np. w kryptografii,

Rozszerzony algorytm @ wykorzystuje si¢ rozszerzony algorytm Euklidesa, ktéry najwiekszy

Euklidesa
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wspolny dzielnik pozwala wyrazi¢ wzorem:
NWD(a, b)=x-a+y-b

gdzie x i y sa liczbami catkowitymi (moga byc takze ujemne).

Poszukujemy zatem nie jednej liczby, ale pary liczb (x, y) spelniajacej
powyzsze rownanie dla danych liczb catkowitych a i b. Oznacza to, ze
algorytm nie tylko wyznacza NWD podanych liczb « i b, lecz takze
przedstawia ten dzielnik w postaci sumy liczb @ i b pomnozonych przez
wspolczynniki — odpowiednio x i y. Zapiszemy teraz specyfikacje tak
sformutowanego problemu.



Specyfikacja

Dane: a, b — liczby catkowite, @ > 0, b > 0.

Wiynik: x, y — liczby catkowite spelniajace réwnanie:
NWD(a, b)=x-a+y-b.

Algorytm wyznaczania wspélczynnikéw x i y bedzie polegal na
modyfikacji funkeji NWDRek i wykorzystaniu prostych zaleznosci aryt-
metycznych. Oznaczmy przez g wynik dzielenia catkowitego a przez b,
a przez r — reszte z tego dzielenia:

g=adivb
r=amodb

PrzesledZzmy, jak si¢ zmieniaja wartosci a, b, g i r (oznaczono je kolo-
rami) podczas obliczania wartosci NWD(23, 13) oraz jak wyznaczane
sa wartosci x i y (rys. 17.8).

W kolejnych krokach wykonujemy operacie:

NWDMa, b) = NWD(b, 2 mod b) NWD(23, 13)
i zapisujemy nowa wartosc a (wywolanie

rekurencyine) z wykorzystaniem r i g: 23=13-1+10
r=amod boraz g = a div b. 13=10-1+3

NWD to ostatnia niezerowa reszta, 10=3- 3 +/14

zatern NWD(23, 13) = 1. 3=1.3+0

=10.1+3.(=3)=
0:1+13.(=3) +10-(=1)+(=3) =
13-(=3) + 10 4=

13- (=3) + (23 + 13- (-1)) - 4 =
13 (=3) + 13- (-4) + 23 . 4 =
4.23+(=7)-13

Z otrzymanego ciagu rownosci wyzna-
czamy przedstawienie NW1(23, 13)
jako kombinagji: 23-x + 13- 5.

Wartos¢ NWD przedstawiamy za po-
moca kolejnych wartosciaiborazxiy
w koleinych powrotach z rekurenci.

¢

Rys. 17.8. Schemat postepowania przy obliczaniu NWD(23, 13)

W gérnej czeséci schematu znajduja sie kolejne wywotania reku-
rencyjne, a ponizej zostaly rozpisane kolejne przedstawienia liczby 1
z wykorzystaniem aktualnych wartoscia i b oraz x i y. W ostatnim
kroku otrzymujemy przedstawienie dla wyjsciowych wartoéci a i b:

NWD(23,13)=4-23 + (-7)- 13
Zatem poszukiwang para liczb jest (4, —7).

Zauwaz, ze w kazdym kroku warto$¢ x jest rowna wartosci y
z poprzedniego kroku — oznaczmy ja przez y. Wartoéc¢ y jest réwna
x' + (—q) - y, gdzie x' to wartos¢ x z poprzedniego kroku. Widac to na
rysunku 17.8 w réwnoéciach zaznaczonych kolorem niebieskim.

17. lteracia a rekurencia 1R

[£] Warto wiedzieé
NWD(a,b) zawsze mozna
przedstawic w postaci
xa+y-b

Mie jest to jedyne
przedstawienie,
poniewaz dla dowolngj
liczby catkowitej &
poprawne jest réwniez
przedstawienie:
(x-k-b)-a+(y+k-a)-b
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2] Warto wiedzieé

Aby reprezentowad dwie
liczby calkowite, mozna
zdefiniowac wiasny typ
danych. Moze nim byc
struktura ztozona z dwdéch

Pl
defi

typu catkowitego. Oto
nicja takiej struktury:

struct wspolczynniki

}i

pr
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int =x,y;

Typ pair,
s.332#

Kod Zrodliowy ©
ogramu realizujacego
rozszerzony algorytm

Euklidesa

Funkcja make_pair,
s. 332

Aby zapisac¢ algorytm rekurencyjny, za warunek poczatkowy przyj-
miemy stan, w ktorym b bedzie rowne 0.
Mozemy juz zapisa¢ w pseudokodzie funkcje NWDRozRek, obliczajaca
wartosci x i y.
funkeja NWDRozRek(a,b)
jeéli b = @ to zwrdéé (1,0) i zakohcz
(x,y) ¢ NWDRozRek(b,a mod b)
zwrdé (y,x—(a div b) * y) i zakohcz

Wartoscia funkcji jest para liczb catkowitych. Nalezy zatem uzy¢
typu danych, ktory reprezentuje dwie liczby catkowite. Wygodnie
bedzie wykorzysta¢ typ pair z biblioteki STL.

Oto kod Zrodlowy programu realizujacego rozszerzony algorytm
Euklidesa z wykorzystaniem funkcji NWDRozRek:

1. #include<iostream:

i
&

using namespace std,

pair<int,int> NWDRozRek(int a, int b)
6. |
if (b==0) return make_pair(1,0);
pair<int,int> pom=NWDRozRek(b,a%b);
return make_pair(pom.second,pom.first—(a/b)+pom.second);

|

2. int main ()

13. {

14. int a,b;

15 cout<«"a="; ecinx»a;

16, cout«"b="; ein>>b;

7. pair<int,int> w=NWDRozRek(a,b):

18 cout<"x="cow.first«" y="«w.second;
19, return @,

)
L) }

W liniach 5-10 zdefiniowana jest funkcja NWDRozRek typu
pair<int,int>. W linii 7 tworzona jest para zlozona z liczb 11 0, ktéra
jest wartoscia funkcji dla warunku poczatkowego. Zmienna pomocni-
cza pom, deklarowana jako para (linia 8), przechowuje wynik rekuren-
cyjnego wywolania funkcji NWDRozRek. W linii 9 tworzona jest para
zgodnie z zasadg tworzenia nowych wartodci zmiennych x i y. Wyko-
rzystujemy do tego celu funkcje make_pair. W linii 17 deklarowana
jest zmienna w typu pair<int,int>, ktéra przechowuje wynik dziata-
nia funkcji N\WDRozRek dla wezytanych danych. W linii 18 wypisywane
sa elementy pary w.



17. lteracja a rekurencja 1N

[ Podsumowanie

= Rekurencja to odwolanie si¢ w rozwigzaniu problemu do tego samego problemu, ale dla
mniejszego rozmiaru danych.

= Algorytm rekurencyjny powinien mie¢ sformutowany warunek konca, nazywany
warunkiem poczatkowym, dla ktérego nie ma juz wywolania rekurencyjnego.

» Bezposrednie przelozenie rekurencyjnych wzoréw matematycznych na funkcje czesto
prowadzi do bardzo nieefektywnych algorytméw.

= Korzystanie z rekurencji znaczaco obcigza pamig¢ komputera.

= Jesli dany problem mozna rozwiaza¢ zaréwno iteracyjnie, jak i rekurencyjnie, lepiej zro-
bi¢ to iteracyjnie.

= W rekurencji ogonowej wystepuje dokladnie jedno wywolanie rekurencyjne — jest to
ostatnia instrukcja. Mozna jg zastapic¢ algorytmem iteracyjnym z zastosowaniem poje-
dynczej petli.

» Kazdy algorytm rekurencyjny mozna sprowadzic¢ do iteracji. Czesto jest to jednak skom-
plikowane i wymaga uzycia dodatkowych struktur danych.

Zadania

« [l Dany jest ciag a,, okreslony nastepujagcym wzorem rekurencyjnym:
1 dlan=20
“n= 2:a,  dlan>0

a. Przygotuj arkusz kalkulacyjny obliczajacy kolejne wyrazy ciagu.

b. Jak nazywamy ciag, w ktérym kolejny wyraz powstaje przez pomnozenie poprzed-
niego przez okreslona wartos¢? Jakie wartosci reprezentuja wyrazy powyzszego
ciagu?

c. Napisz w pseudokodzie dwie funkeje, ktére beda oblicza¢ n-ty wyraz ciagu — jedna
w sposob rekurencyjny, druga — w iteracyjny.

* Napisz program obliczajacy najwigkszy wspdlny dzielnik # liczb catkowitych dodatnich.
Problem rozwiaz iteracyjnie.
Uwaga: Mozesz skorzystac z ponizszej zaleznosci rekurencyjnej.
NWD(a,, a,, as, ..., a,) = NWD(a,, NWD(a,, as, ..., a,))

* W pliku otrzymanym od nauczyciela (np. ciag_rekurencyjny.xlsx) znajduje sie ciag
liczbowy wraz z formula go tworzaca. Na tej podstawie zapisz pseudokod funkgji
rekurencyjnej.

« ¥ Zapisz w pseudokodzie funkcje wyznaczajaca n-ty wyraz ciagu, ktérego poczatkowe
wyrazy maja wartodci: a, = -2, a, = 4, a; = -8, a, = 16, a; = —32 i w ktérym wartosc
kazdego nastepnego wyrazu zalezy od wyrazu poprzedniego.
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*» Dany jest ciag f,, okre$lony wzorem rekurencyjnym:
f {—1 dlan=1lubn=2
" fici—foz dlan>2

a. Jaki ciag opisuje powyzszy wzor?
b. Podajwzdr ogolny powyzszego ciagu oraz napisz funkcje obliczajaca n-ty wyraz ciagu.

«+ Bl Dane sa: trzy liczby catkowite p, k, n spelniajace warunek p < k < n, tablica uporzadko-
wanych liczb catkowitych A[@..n-1], liczba calkowita x oraz funkcja rekurencyjna F:
funkcja F(A[],p,k,x)

jesli p = k to zwrdé A[p] = x i zakohcz

s « (p + k) div 2

jesli Als] < x to zwréé F(A[],s+1,k,x) 1 zakofcz
zwrdé F(A[l,p,s,x) i zakohcz

a. Jaki jest wynik dzialania powyzszej funkcji?

b. Oszacuj liczbe poréwnan wykonywanych przez funkcje.

c. Napisz program, ktory wylosuje, posortuje i wypisze tablice A[@..n-1] liczb
catkowitych, nastepnie wczyta do zmiennej x dowolna liczbe catkowita i wypisze
wynik powyzszej funkcji wywolanej z parametrami F(A,0,n-1,x).

*% W pliku, ktéory otrzymasz od nauczyciela (np. Hanoi.pdf), znajduje sie opis
rekurencyjnego rozwigzania problemu wiez Hanoi. Napisz w pseudokodzie funkcje
rekurencyjna rozwiazujaca ten problem. Polecenie Przenies(i,j), gdzie i oraz j
oznaczajg wieze, potraktuj jako elementarne.

«+ [ W pliku, ktéry otrzymasz od nauczyciela (np. Hanoi.pdf), znajduje sie¢ opis
rekurencyjnego rozwiazania problemu wiez Hanoi. Napisz funkcje zliczajaca operacje
przenoszenia pojedynczego krazka w problemie wiez Hanoi dla » krazkow. Zapisz
rozwiazanie rekurencyjnie, a nastepnie iteracyjnie.

+»+» Bl Zapisz iteracyjnie rozszerzony algorytm Euklidesa.

Wi

+ % Korzystajac z pliku, ktéry udostepni ci nauczyciel (np. Hanoi. pdf),
rozwiaz problem wiez Hanoi w sposab iteracyjny. b
Uwaga: Wieze ustaw na okregu i przekladaj krazek o najmniejszej ® Ja
$rednicy zgodnie z ruchem wskazowek zegara lub przeciwnie —1 \Eﬁ
do tego ruchu w zaleznosci od tego, czy liczba krazkow jest M
parzysta czy nieparzysta.
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18. Metoda zachtanna

Prawdopodaobnie nie raz zdarzyfo ci sie korzystac z réznych automatow

z napojami i stodyczami lub biletomatow. Zazwyczaj mozna w nich ptacic
karta albo gotowka. Przy ptatnosci gotdwka wiele automatow ma mozliwosc
wydania reszty. Czy wiesz, wedlug jakiego algorytmu dziatajg? Czy w ten sam
sposob postepuje sprzedawca, gdy wydaje reszte w sklepie? Odpowiedzi

na te pytania znajdziesz w tym temacie. Poznasz przy tym nowa metode
algorytmiczna nazywana metoda zachtanna.

Cele lekciji

® Poznasz metode zachlanng, stosowana do rozwigzywania problemow
algorytmicznych.

m Opracujesz algorytm wydawania reszty najmnigjsza liczba monet
i banknotow.

= Przygotujesz optymalny harmonogram wykorzystania sali.

= Poszukasz drogi o najwieksze] sumie pol na kwadratowej planszy
wypetnionegj liczbami.

® Przeanalizujesz problem pakowania plecaka.

® Wykorzystasz funkcje sort z biblioteki STL i napiszesz wiasna funkcje
poréwnujaca elementy.

18.1. Wydawanie reszty metoda zachtanna

Wryobraz sobie, ze podczas zakupéw kasjer wydaje ci kwote 7,25 zi
wylacznie monetami jednogroszowymi. Z perspektywy klienta byloby
to bardzo uciazliwe, a z perspektywy sklepu nieoplacalne — wkrotce
kasjerowi zabrakloby monet jednogroszowych do wydawania kwot
wymagajacych zwrdcenia jednego grosza.

Warto wigc zastanowic si¢ nad algorytmem minimalizujacym licz-

be wydawanych banknotéw i monet. Zastosujemy w nim metode © Metoda zachlanna

zachlanna, ktora polega na realizowaniu przez algorytm najlepsze-
go wyboru w danym kroku rozwigzywania problemu. W algorytmie
zachlannym nie ocenia sig, jak decyzja podjeta w danej chwili wplynie
na kolejne kroki i cate rozwigzanie. Kontynuuje sie rozwiazywanie pro-
blemu zgodnie z wyborem dokonanym w danym kroku — oczekuje sig,
ze rozwiazanie globalne tez bedzie najlepsze.

Zauwaz, ze na poczatku wydawania reszty mozna wybrac najwiek-
szy nominal, ktéry jest mniejszy od kwoty reszty lub rowny tej kwo-
cie, i wydac go tyle razy, ile to mozliwe, aby nie przekroczy¢ reszty.
Nastepnie mozna powtarzac ten krok, pamietajac, aby zmniejszac za
kazdym razem kwote reszty do wydania o faczng wartosc juz wybra-
nych nominatow.
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Algorytm wydawania reszty

Kasjerzy i automaty przyjmujace gotowke korzystaja z prostego sposobu wydawania reszty
najmniejszg liczba banknotow lub monet. Jest to przykiad podejscia zachlannego w algorytmice.

Jak wydac reszte najmniejsza liczba banknotéw lub monet?

1. Szukamy najwiekszego dostepnego nominatu nie wiekszego od reszty.
2. Wydajemy nominat tyle razy, ile mozna, aby nie przekroczy¢ kwoty reszty.

3. Pomniejszamy reszte do wydania o taczna wartosc¢ juz wybranych
nominatow, a nastepnie powtarzamy kroki 1 2.

Jak zwrocic reszte wynoszaca 142,43 z1?

d umtaani a Nominat l:alr-: ::E&w
ub monet
142,43 z| 100 zt 1
42,43 zt 20z 2
2,43 z 2zl 1
0,43z 0,20 2 2
0,03 2 0,02 zi 1
0,01 2 0,01 zl 1
1 1
Kolgjine kwoty sa wyznaczane Kolgjne liczby banknotow lub monet sa
przez reszte z dziglenia; wyznaczane przez dzielenie calkowite:
kwota = kwota mod nominat liczba = kwota div nominatl

Polskie nominaty

W programie realizujacym ten algorytm
wszystkie nominaty mozna wyrazi¢ w groszach
i przechowac jako liczby catkowite w tablicy

o stalych wartosciach, np.:

Nominaly[15] = {50000, 20000,
10000, 5000, 2000, 1000, 500,
200, 100, 50, 20, 1@, 5, 2, 1)
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Oto specyfikacja problemu wydawania reszty oraz zapis algorytmu:

Specyfikacja
Dane: kwota — reszta do wydania wyrazona w groszach, liczba catko-
wita dodatnia, n — liczba dostepnych nominaltéw, Nominaly[@..n-1] —
tablica dostepnych nominaléw, wyrazonych w groszach, uporzadko-
wana malejaco.

Wynik: Reszta[@..n-1] — tablica z liczba poszczegdlnych bankno-
tow i monet o tacznej wartosci kwota. Kolejno$¢ nominalow w tabli-

cyReszta jest zgodna z kolejnoscia nominaléw w tablicy Nominaly.

dla i < @, 1, .., n = 1 wykonuj
Resztal[i] < kwota div Nominaly[i]
kwota < kwota mod Nominaly[i]

W petli wyliczamy liczbe¢ banknotéw lub monet o wartosci
Nominaly[i], korzystajac z operacji dzielenia catkowitego. Kwota
pozostala do wydania to reszta z dzielenia przez dany nominat.

Cwiczenie 1
W pliku otrzymanym od nauczyciela (np. reszta.xlsx) zrealizuj
algorytm wydawania reszty najmniejszg liczbg banknotéw lub monet.

Oto fragment kodu Zrédlowego programu realizujacego algorytm:

const int N=15;
2. const int NOMINALY[]={50000,20000,10000,5000,2000,1000,
500,200,100,50,20,10,5,2,1}:
4 wvoid WydajReszte(int kwota, int Resztal])

{
for (int i=0;i<N;i++)
[

{

8. Resztali]=kwota/NOMINALY[i];
g, kwota=kwota%NOMINALY[i];
19, }
11. }
12, int main()
13. {
14. int kwota, Reszta[N];
i cout«"Podaj kwote w groszach: ", cinx>kwota;
16. WydajReszte(kwota,Reszta);
] for (int i=0;icN;i++)
| if (Resztali]»@)
19 cout«NOMINALY[i]«<": "«Resztali]«endl;
20, return @;
21. '}

18. Metoda zachtanna

@ Dobra rada

Zawsze dokiadnie czytaj
specyfikacie problemu.
Czesto narzuca ona typ
danych konieczny do
zastosowania w programie.

© Fragment kodu

Zrodiowego programu
wyznaczajacego

liczbe poszczeqgodlnych
banknotow lub monet
potrzebnych do wydania
reszty
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I Rozdziat 3. Metody algorytmiczne

W linii 1 zostala zadeklarowana stata N, okreslajaca liczbe dostepnych

Stala tablicowa @ nominalow, a w liniach 2—3 stala tablicowa o nazwie NOMINALY, czyli

Tablice,
s. 330

Przekazanie parametru
przez wskaznik,
s. 152

[Z] Warto wiedzieé

Rozmiar tablicy mozna
takze podac podczas
okraslania wartosci
poczatkowych. Jesli
podamy mnigjszy rozmiar
niz liczba elementow

w nawiasach klamrowych,
bedzie to biad,

W przypadku podania
wigkszego rozmiaru
pozostale elementy beda
mialy wartosé 0.

_ Warto wiedziec

Optymalizacja rozwiazania
danego problemu moze
oznaczac cos innego

dla roznych problemow.

W przypadku wydawania
reszty cznacza ona
wydanie mozliwie
najmniejszej liczby
banknotow lub monet.

Systemy monetarne a wydawanie reszty

Systemy monetarne wielu krajow s3 tak skonstruowane, aby
metoda zachtanna dziatata w nich optymalnie, tzn. zeby mozna bylo
wydac reszte najmniejsza liczba banknotow | monet. Polski system

tablica wypelniona stalymi (niezmiennymi) warto$ciami nominalow.
Tablicom mozna nadawac¢ wartosci poczatkowe podczas ich deklara-
cji — wpisujemy je w nawiasach klamrowych, oddzielajac przecinkami.
Rozmiar tablicy wynika z liczby elementéw w nawiasach klamrowych,
wiec nie trzeba go podawac.

Zwroc¢ uwage na naglowek
funkeji w wierszu 4. Tablice
jako parametry sa przeka-
zywane przez wskaznik,
wiec zmiany wprowadzone
w tablicy Reszta zostang
zachowane. Petla w wier-
szach 17-19 powoduje wy pi-
sanie liczby tych nominatow,
ktore sg wykorzystywane do
wydania reszty. Rysunek 18.1
przedstawia efekt dzialania
programu.

Rys. 18.1. Przyktadowe wywolanie programu
wyznaczajacego reszte wydawana
najmniejsza liczba banknotow lub monet

Cwiczenie 2
a. Uruchom program ze s. 257 i sprawdz jego dzialanie.
b. Popraw program tak, aby wypisywal wartosci w zlotowkach i groszach.

Mozna poda¢ przyklady hipotetycznych systemdéw monetarnych, dla
ktorych metoda zachlanna nie znajdzie optymalnej (najmniejszej) licz-
by banknotéw i monet. Zalézmy, ze w polskim systemie monetarnym
monete 2 zf zastepujemy moneta 4 zl i chcemy wydac 8 zi reszty. Meto-
da zachtanna wyznaczy wowczas jako reszte jedng monete 5 zl i trzy
monety 1 zl, czyli razem cztery monety. Kwote 8 zI mozna by jednak
wyda¢ za pomoca dwoch monet 4 zl, czyli w tej sytuacji dla podanych
nominalow istnieje lepsze rozwigzanie.

monetarny jest zbudowany na bazie liczb: 5, 2, 1. Wartosci =

banknotow | monet sa wielokrotnosciami tych liczb.
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Cho¢ omoéwiony algorytm rozwiazuje przedstawiony w specyfika-
cji problem, nie zawsze wskazuje najmniejsza liczbe monet, ktérymi
mozna wyplaci¢ reszte. Takie rozwigzania z wykorzystaniem metody

zachlannej, o ile sg fatwe w implementacji, moga wystarczac, gdy moz-
na zaakceptowac przyblizone rozwigzanie danego problemu.

Cwiczenie 3
Podaj wymyslony przez siebie przyklad systemu monetarnego, w kto-
rym wydawanie reszty metoda zachlanna nie jest optymalne.

¢ Zapamietaj

Metoda zachtanna polega na podejmowaniu decyzji optymalnej

w danym kroku. Nie rozwaza sie w tym momencie, jak wybaor
wplynie na kolejne kroki. Dlatego podejscie zachtanne nie zawsze
prowadzi do znalezienia optymalnego rozwiazania. Mozna je jednak
zastosowac, gdy wystarczy znalez¢ rozwiazanie przyblizone.

18.2. Optymalne wykorzystanie sali

Rozwazmy nastepujacy problem: w szkole jest organizowany festiwal
teatralny, na ktory kazda z klas przygotowuje przedstawienie. W sali
gimnastycznej zostala ustawiona scena na proby. Czas trwania przed-
stawien jest rozny, klasy rozpoczynaja tez proby o réznych godzinach.
Zadanie polega na ustaleniu harmonogramu, wedlug ktorego w sali
gimnastycznej odbedzie si¢ mozliwie jak najwiecej préb przedstawien.
Zakladamy, ze dwie proby nie moga si¢ odbywac w sali jednoczesnie,
a klasy, ktore nie znajda si¢ na liscie, ¢wicza w innej sali. Tabela 18.1
przedstawia przykladowe dane.

Klasa Godzina rozpoczecia Czas trwania (min)
1a ] 150
1b 10 | 50
2a 11 60
2b 12 50
3a 13 60
3b 14 80
4a 15 90
4b 16 100

Tabela 18.1. Przykiadowe zestawienie godzin rozpoczecia i czasu trwania prob

18. Metoda zachtanna N

[£) Warto wiedzieé

Optymalizacja oznacza
dazenie do znalezienia
rozwiazania, ktére zgodnie
z ustalonym kryterium jest
oceniane jako najlepsze

z deopuszczalnych
rezwigzan.
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] Warto wiedzie¢
FPodczas rozwigzywania
problemu wykorzystania
sali mozna wskazac
maksymaina liczbe prob,
ktére moga sie w tgj sali
odby¢, ale dla pewnych
ukladow danych sam
wybor klas moze byc
rdzny. Na przyklad jesli
dwie klasy miatyby tej
samej dlugosci probe o tej
samej porze, to mozna
bytoby wybraé pierwsza
lub druga z nich.

¢ Dobra rada

Probe mozesz
reprezentowad

z wykorzystaniem

tablicy dwuwymiarowe;.
W pierwszej kolumnie
moga by pamietane
godziny rozpoczecia préb,
a w drugiej — czas ich
trwania.

Struktura,
s. 109 &

Funkcja sort,
s. 214
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Maksymalna liczba prob w sali gimnastycznej dla danych zamiesz-
czonych w tabeli 18.1 na s. 259 wynosi 6 (klasy: 1b, 2a, 2b, 3a, 3b i 4b).
Zauwaz, ze gdyby jako pierwsza zaczela probe klasa 1a, wowcezas proby
mogloby odby¢ tylko 5 klas (1a, 2b, 3a, 3b, 4b). W tej sytuacji uwzgled-
nienie w harmonogramie klasy, ktoéra najwczes$niej rozpoczyna probe,
nie jest dobrym wyborem.

Metoda zachlanna w tym przypadku polega na wyborze w danym
kroku préby, ktéra najwezesniej sie konczy i nie koliduje z juz wybrany-
mi prébami (tymi, ktore zakonczyty sie¢ wezesniej). Strategia ta prowa-
dzi to wyboru optymalnego rozwiazania, czyli ustalenia maksymalnej
liczby préb, ktére moga sie odby¢ w sali gimnastycznej.

Oto specyfikacja problemu:

Specyfikacja

Dane:n - liczba klas, P[@..n-1] - tablica préb, préba reprezento-
wana jest przez dwie liczby calkowite dodatnie pocz i czas, okresla-
jace godzing rozpoczecia proby i czas jej trwania w minutach.

Wynik: 1p — maksymalna liczba préb niekolidujacych ze soba.

Aby okresli¢ maksymalna liczbe prob, ktore moga sie odby¢ w sali
gimnastycznej, wygodnie bedzie uporzadkowac przedstawienia wedlug
czasu ich zakoriczenia.

Algorytm znajdujacy maksymalng liczbe prob, przy zatozeniu upo-
rzadkowania przedstawien wedlug czasu ich zakonczenia, mozna zapi-
sa¢ w pseudokodzie nastgpujaco:

Ip « 4 // liczba préb wybranych do sali
ost <« 0 // statniej wybrane]
dla i < 1, 2, .., n = 1 wykonuj
jesli P[i].pocz * 6@ » Plost].pocz x 6@ + Plost].czas to
Ip <« 1p + 1

ost « i

indeks w tablicy o nréby

Zauwaz, ze godzina rozpoczecia proby jest mnozona przez 60, aby
otrzymana wartos¢ byla wyrazona w minutach (czas trwania proby
podajemy w minutach). Do reprezentacji préby (godziny rozpocze-
cia i czasu trwania) wykorzystamy strukture. Dzieki temu bedziemy
mogli skorzystac z funkceji sort z biblioteki STL w celu uporzadkowa-
nia tablicy struktur zawierajacej informacje o prébach.

Oto definicja struktury proba:

struct proba

{
int pocz,
int czas;
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Aby funkcja sort mogta poréwnac dwie proby, nalezy zdefiniowac
funkcje logiczna okreslajaca, ktéra z dwoch prob konczy sie wezesnie.
Oto kod zrédlowy struktury proba i funkcji logicznej Porownaj:

1. struct proba

2 A
+ i

{
s }

int pocz, czas;

bool Porownaj(proba a, proba b)

return (a.pocz+6@+a.czas<b.pocz+6@+b.czas);

Dane odczytamy z pliku tekstowego. Przy- g 15p
kiad takich danych przedstawia rysunek 18.2. 19 5@
W kazdym wierszu znajduja sie dwie liczby 11 60
oddzielone spacja, ktore okreslaja godzing roz- 12 50

poczecia i czas trwania kolejnych préb (tablica P).

13 60

W pliku znajduje sie tyle wierszy, ile wynosi war-
tos¢ stalej N, okreslajacej rozmiar tablicy P w pro- Rys. 18.2. Fragment

gramie. Oto kod Zrédlowy funkeji MLP (maksy-

4

malna liczba prob) oraz funkeji main:

int MLP(proba P[])

f Maksymalna Liczba Prob

int 1p=1, ost=0;
for (int i=1:i<N:i++)

zestawu danych z pliku
dane.txt

if (P[i].pocz*6@>=P[ost].pocz*60+P[ost].czas)

{
1p++;
ost=i;
}

return lp;

14 int main()

15§

proba P[N];

ifstream we("dane.txt");

for (int i=0:i<N;i++)
we>>P[i].pocz»»P[i].czas;

we.close();

sort(P,P+N,Porownaj);

cout<«"Maksymalna liczba prob:

return @:

"¢<MLP(P);

18. Metoda zachtanna N

O Kod zrodlowy struktury
proba i funkcji logicznej
Porownaj

¢} Dobra rada

Dane dotyczace czasu
sprowadzaj do jednolite]
postaci, np. zamieniajac
na wartosci minutowe.

Obsluga plikéw
tekstowych,
s. 336-338

© Fragment kodu
zrodlowego programu
wyznaczajacego
maksymalna liczbe préb
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Zmienna plikowa,
s.122(#

¢’} Dobra rada

Famigtaj, zeby plik

z danymi umiescic w tym
samym katalogu (folderze),
w ktorym znajduje sie plik
z programenn.

Szukamy podciagu
spojnego o maksymalnej
sumie,

s. 2072102
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Dane liczbowe z pliku tekstowego wezytujemy tak samo jak z klawia-
tury. Zamiast standardowego wejscia cin nalezy uzy¢ nazwy zmiennej
plikowej powiazanej z danym plikiem. W linii 16 deklarowana jest
N-elementowa tablica typu proba. Jeden element tablicy stanowi struk-
ture pamietajaca dwie liczby opisujace prébe. W wierszu 17 deklarowa-
na jest zmiennawe typu ifstream, a z nia skojarzony jest plik dane.txt,
ktory jest otwarty w trybie do odczytu. Petla w wierszach 18—19 odczy-
tuje godziny rozpoczecia i czas trwania prob. W nastepnym wierszu
plik jest zamykany, poniewaz nie bedzie juz potrzebny. Aby skorzystac
z obstugi plikoéw, nalezy dolaczy¢ biblioteke fstream.

W wierszu 21 wywolana jest funkcja sortujaca sort. Jej trzeci para-
metr (funkcja Porownaj) okresla sposdb poréwnania dwéch elemen-
tow. W linii 22 wywolywana jest funkcja MLP, a na ekranie wypisywana
jest jej wartos¢, czyli maksymalna liczba prob. Aby skorzysta¢ z funkcji
sort, nalezy dotaczyc biblioteke algorithm.

Cwiczenie 4
Uruchom program i sprawdz jego dziatanie dla pliku:

a. przekazanego przez nauczyciela (np. proby.txt),
b. zawierajacego przygotowane przez ciebie dane.

18.3. Maksymalna suma w kwadracie -
metoda zachtanna

Zajmowali$my sig juz problemem znalezienia podciagu o maksymalnej
sumie. Teraz zapiszemy algorytm, ktory bedzie poszukiwal maksymal-
nej sumy na kwadratowej planszy z liczbami.

Zadanie polega na przejsciu od lewego gornego rogu planszy do pra-
wego dolnego tak, aby suma liczb znajdujacych si¢ w poszczegolnych
polach byfa jak najwigksza. Jedynymi dozwolonymi ruchami sg przej-
Scia na sasiednie pola w prawo lub w dol. Liczby w polach, w omawia-
nym przez nas przykladzie, beda tylko dodatnie.

Rysunek 18.3 przedstawia przykladowg plansze z zaznaczonym na
zielono podciggiem o maksymalnej sumie, ktéra wynosi 60.

el

L Ed M

Rys. 18.3. Przykladowa plansza z zaznaczonym podciagiem o maksymalnej sumie



18. Metoda zachtanna 1

Oto specyfikacja problemu:

Specyfikacja

Dane: n - liczba wierszy i kolumn planszy,
P[@..n-1][@..n-1] - tablica liczb catkowitych dodatnich.

Wynik: suma — maksymalna suma liczb w polach od P[@][@] do
P[n-1][n-1], dozwolone ruchy to przejscie na sasiednie pole w pra-
wo lub w dol.

Zastosowanie strategii zachtannej w tym przypadku polega na wyborze
najlepszego sasiedniego pola, czyli pola z wigksza liczba. Jesli obydwa pola 510 tmy dziataiace
maja taka sama warto$¢, nie ma znaczenia, ktére z nich zostanie wybrane.  wedtug strategii

Na poszukiwana $ciezke skiada sie doktadnie 21 — 1 pél. Po dotar- Zachiannej nie biora pod

s Qi . i S ¢ bl . Axial uwage kolejnych krokdw,
ciu do dolnego wiersza mozna si¢ juz poruszac tylko w prawo. Analo- \ iieraia najlepszy ruch
gicznie po osiagnieciu ostatniej kolumny mozna juz wykonywac¢ tylko  tylko w danym kroku.
ruchy w dél. Aby nie sprawdza¢, czy indeks nie przekracza zakresu

[Z] Warto wiedzieé

tablicy, mozna dodac do niej wartownikéw, jak na rysunku 184. Wartownik,
s. 64 &
@112 3|45

0 . 81118 | 9

| EIEEE -

215|113 5

3 | 5|6 |2 3

415|863

5

Rys. 18.4. Plansza z zaznaczonymi wartownikami

Oto zapis algorytmu zachtannego w pseudokodzie:

suma < A[Q][Q] ¢ Dobra rada
w < © // wiersz, w ktorym sie znajdujemy Algorytm poszukiwania
k « @ // kolumna, w ktérej sie znajdujemy maksymalnej sumy
dlai < 1, 2, ., 2 % n - 2 wykonuj w kwadracie mozesz
jesli A[w+][k] > A[w][k+1] to Y viscs
suma < suma + Alw+1][k] ;ztﬁ::rmoca REIRRHIAES
W w+1 dopéki (w < n — 1 lub
w przeciwnym przypadku K ¢<n-1)
suma < suma + Af[w][k+1] wykonuj
k <« k +1

Wartoscia poczatkowg zmiennej suma jest liczba pamigtana w polu
startowym. Zmienne w i k przechowuja wspolrzedne pola, w ktérym
sie aktualnie znajdujemy (ostatnio wybrane pole). W petli wybierane
jest sasiednie pole z wieksza liczba oraz modyfikowane sa wartosci
zmiennych suma oraz w lub k.
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Ponizej znajduje si¢ kod zrédlowy funkcji Losuj, losujacej plansze
(wraz z ustawieniem wartownikéw), oraz funkcji MaksSuma, realizuja-
cej omowiony algorytm.

Kod zrodlowy funkcji ©

Losuj, generujacej . econst int N=5;
dane w tablicy, funkcji /. void Losuj(int A[][N+1])
Wypisz, wypisujace) {

liczby z planszy, oraz

funkgiji MaksSuma, ktora for (int i=0;icN;i++)

wyznacza maksymalna for (int j=0;j<N;j++) Ali][j]=t+rand()%9;
sume liczb for (int i=0;icN;i++)
{
¢} Dobra rada - A[N][i]=0; A[i][N]=0;
Jesdli chcesz wylosowad }
liczbe ¢ z przedziatu [a,b], 19, }
mozesz zastosowac zapis: ;
oz vandDRibeant) *Efc:-id Wypisz(int A[][N+1])
for (int i=0;icN;i++)
{
for (int j=@;j<N;j++) cout<A[i][jl«” ™
cout<endl;
}
}
int MaksSuma(int A[][N+1])
{
int suma=A[@][@], w=8, k=0;
for (int i=1;i<2+«N-1;i++)
if (Alw+1][k]>Alw][k+1])
{
suma+=A[w+1][k]; w++;
}
else
{
suma+=A[w] [k+1]; k++;
}
return suma;
}

Parametrem kazdej z funkcji Losuj, Wypisz
Tablica dwuwymiarowa, i MaksSuma jest tablica dwuwymiarowa.
5.2198 W jezyku C++ konieczne jest podanie liczby ele-
mentow drugiego wymiaru (i kolejnych wymia-
row w przypadku tablic wielowymiarowych).
W linii 23 sprawdzane jest, czy przejécie w dot
planszy daje wigksza sume czgsciowq niz przej- Rys. 18.5. Przykladowe
Scie w prawo. Przyktadowe wywolanie progra- WinOIS I
mu i wyznaczenie sumy dla wylosowanej tablicy
liczb przedstawia rysunek 18.5.
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Cwiczenie 5

Napisz program poszukujacy maksymalnej sumy pdl w kwadracie.
Wykorzystaj funkcje Losuj oraz MaksSuma. Czy za kazdym razem
otrzymujesz maksymalna sume?

Zwroc uwage, ze metoda zachfanna nie zawsze znajduje maksymalna
sume pol. W przykladzie danych z tego zagadnienia (rys. 18.4, s. 263)
wystarczy w polu (2,3) zamienic 9 np. na 7, aby algorytm zachlanny nie
wyznaczyl maksymalnej sumy.

Program dziala wigc zgodnie ze specyfikacja (celem jest znalezienie
maksymalnej sumy) tylko dla pewnych zestawow liczb. Dla pozostatych
zestawOw znajduje jedynie rozwiazanie przyblizone, a wiec nie realizuje
specyfikacji. Podobnie jak w przypadku problemu wydawania reszty
program zawsze znajduje rozwigzanie, ale nie zawsze jest ono optymalne.

Cwiczenie 6

a. Wyznacz maksymalng sume w kwadracie z rysunku 18.4 na s. 263
po zmianie wartosci w polu (2,3) z9 na 5.

b. Zastosuj metode zachtanng do wyznaczenia maksymalnej sumy

w kwadracie z rysunku 18.4 nas. 263 po zmianie wartosci w polu (2,3)
z9 nab.

18.4. Pakowanie plecaka metoda zachtanna

Pakowanie plecaka to dla wielu z nas duze wyzwanie. Na przyklad do
samolotu czesto mozna zabrac tylko jedna sztuke bagazu i to o ograni-
czonej wadze. Na wycieczke gorska pakuje si¢ plecak tak, aby nie wazyt
on zbyt wiele. Sposrdod przedmiotow, ktore powinno sie zabrac, trzeba
wybra¢ te najbardziej potrzebne tak, aby maksymalnie wykorzystac
dopuszczalna wage.

18. Metoda zachtanna N

Wydawanie reszty
metoda zachlanna,
s, 255-259

Takie zagadnienie w ujeciu informatycznym nazywamy problemem © Problem plecakowy

plecakowym. Mozna go sformulowaé w nastepujacy sposob: mamy
n rodzajow przedmiotéw, kazdy o okreslonej wadze i wartosci (informuja-
cej o jego przydatnoéci). Chcemy wybrac te przedmioty, ktére w sumie beda
mialy najwieksza warto$c, ale facznie ich waga nie przekroczy wyznaczo-
nego limitu. Zakladamy przy tym, ze dysponujemy nieograniczona licz-
ba przedmiotéw kazdego rodzaju oraz ze sa one niepodzielne, to znaczy
nie mozemy zapakowac do plecaka fragmentu zadnego przedmiotu. Tak

sformulowany problem nazywamy ogélnym problemem plecakowym. © Ogéiny problem

Jesli mamy do dyspozycji tylko jeden przedmiot kazdego rodzaju (pako-
wanie ogranicza sie do decyzji, czy dany przedmiot spakowac¢ czy nie),

plecakowy

to tak stormulowany problem nazywamy decyzyjnym problemem © Decyzyjny problem

plecakowym.

plecakowy
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Telefon [200 g]
wartosé: 100

Pakowanie plecaka

b

Aby mozliwie najlepiej zapakowa¢ plecak tak, aby wazyl maksymalnie 7 kg, \

kaf.dcmu p}rze-:.:lmiotawx przypisujemy jego Wage oraz wartosc, Laptop {1800:g) |

ktora okreéla, jak bardzo jest przydatny. wartosé: 200
Fowerbank [400 g] Okulary [50 gl wartogeé: 100

wartoscé: 85 wartosc: 2

Kompas [20 g
wartosg: 30
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Przedmiot [l przedmiotéw

Obliczamy stosunek
wartosci do wagi.
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Rekawiczki 100 0.3 32 korzystniej jest spakowac
Mapa 200 0, 5 dany przedmiot
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Telefon 200

Powerbank 400 | ;
Przedmioty porzadkujemy

malejaco wedfug ilorazow
Butelka z woda 1000 50 2420 i wyﬁc?_amy narastajaco
Notes 200 6 laczna wage przedmiotow.
900 {00 o0 Na zielono zaznaczono
najistotniejsze przedmioty,
ktorych taczna waga

Portfel o0 6 0,107 5470 nie przekracza 7 kg

Obiekbyw 500
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W dalszej czesci tematu zajmiemy sie ogélnym problemem plecako-
wym z nieograniczona liczba przedmiotéw do zapakowania.

Specyfikacja

Dane:n - liczba rodzajéw przedmiotéw, P[@..n—1] — tablica przed-
miotow, przedmiot reprezentowany jest przez dwie liczby catkowite
dodatnie waga iwart, okreslajace jego wage i wartos¢, makswaga —
maksymalna lgczna waga przedmiotow, ktére mozna spakowac.
Dysponujemy nieograniczong liczba egzemplarzy kazdego rodzaju
przedmiotu.

Wynik: K[@..n-1] — tablica liczb catkowitych nieujemnych okregla-
jacych, ile egzemplarzy kazdego przedmiotu nalezy spakowac tak, aby
laczna wartos¢ byla jak najwigksza, a faczna waga byla mniejsza lub
rowna makswaga; makswart — wartosc¢ spakowanych przedmiotow.

Podobnie jak w poprzednich przykladach zastosujemy strategie
zachlanna. Nalezy sie zastanowic¢, wedlug jakiego kryterium wybierac
kolejne przedmioty, aby w kazdym kroku podejmowac najkorzystniej-
szg decyzje. Najlepszym wyborem wydaje si¢ uwzglednienie zaréw-
no wartosci, jak i wagi przedmiotéw. Kryterium wyboru bedzie wigc
stosunek wartosci do wagi — im wyzszy, tym korzystniej bedzie spa-
kowa¢ dany przedmiot. Przedmioty porzadkujemy malejaco wedlug
tego stosunku.

Oto zapis algorytmu w pseudokodzie:

makswart < @ // lgczna wartos¢ spakowanych przedmiotéw
dla i < @, 1, .., n - 1 wykonuj

K[i] < makswaga div P[i].waga

makswaga < makswaga mod P[i].waga

makswart <« makswart + K[i] % P[i].wart

Do reprezentacji pojedynczego przedmiotu (jego wartosci i wagi)
wykorzystamy strukture. Umozliwi to uporzadkowanie tablicy wedlug
okreslonego kryterium za pomoca funkeji sort z biblioteki STL. Oto

kod Zrédlowy definiujacy strukture przedmiot i funkcje Porownaj:
. struct przedmiot

{ int wart, wags;

:'f- };

bool Porownaj(przedmiot a, przedmiot b)

: { return (float(a.wart)/a.waga > float(b.wart)/b.waga);
9. }

18. Metoda zachtanna N

[2) Warto wiedzied

Stosunek ceny do jakosci
jest wykorzystywany przy
tworzeniu réznego rodzaju
rankingow, np. urzadzen
elektronicznych.

[2] Warto wiedzieé

Algorytm wyboru
przedmictdow jest bardzo
podobny do algorytmu
wydawania reszty.

¢ Dobra rada

Zauwaz, ze ze struktury
korzystalismy tez przy
tworzeniu harmonogramu
wykorzystania sali,

Struktura,
s, 1

Funkcja sort,
s. 2144

© Kod Zrédlowy struktury

przedmiot i funkcji
Porownaj, poréwnujacej
dwa przedmioty
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Konwersja
(rzutowanie typu),
s. 54

Kod zrodlowy funkcji, @

zwracajace] maksymalna
wartos¢ przedmiotow,
ktére mozna zapakowac
do plecaka

: 5| Warto wiedzieé
Tablice domysinie
przekazywane 53

przez wskaznik,

To znaczy, 7e wszystkie
zmiany, ktdre funkecja
wprowadza w tablicy,
zostaja zachowane po
zakonczeniu dziatania
funkciji.
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W linii 8 uzywamy znaku wigkszosci, poniewaz chcemy posortowac
wartoéci od najwiekszej do najmniejszej. Interesuje nas tez wynik dziele-
nia rzeczywistego, a nie calkowitego. Dlatego nast¢puje konwersja typu na
liczby zmiennoprzecinkowe — typ float oznacza takie wlasnie liczby. Oto
kod zrédlowy funkeji Plecak, realizujacej oméwiony algorytm:

int Plecak(przedmiot P[], int makswaga, int K[])

{
int makswart=0;
for (int i=0:i<N;i++)
{
K[i]=makswaga/P[i].waga;
makswaga=makswaga#P[i].waga;
makswar t+=K[i]*P[i] .wart;
}
return makswart:
}

Stata N oznacza liczbe rodzajow przedmiotow. Wartoscia funkcji
jest faczna wartosc spakowanych przedmiotow. Informacja o liczbie
poszczegolnych przedmiotow jest zwracana w tablicy K, przekazywa-
nej przez wskaznik.

Algorytm nie zawsze znajduje optymalng wartosé, a odpowiedzi, kto-
re zwraca, nalezy traktowac jak przyblizenia optymalnego rozwiazania.
Dla danych z tabeli 18.2 i maksymalnej wagi 17 algorytm znajduje war-
tos¢ 54, cho¢ optymalnym rozwigzaniem jest 55.

Wartoscé 10 15 11 4 3
Waga 3 5 4 2 2
lloraz 3.33... 3 2,75 2 1,5

Tabela 18.2. Przyktadowy zestaw danych dla ogdinego problemu plecakowego

Cwiczenie 7

a. Napisz program rozwiazujgcy w przyblizony sposob ogolny problem
plecakowy. Dane wezytaj z pliku tekstowego, ktory otrzymasz od na-
uczyciela (np. do_plecaka.txt). Oto przyklad wywolania programu:

b. Ktére przedmioty i w jakiej liczbie nalezy spakowac, aby dla da-
nych z tabeli 18.2 otrzymac wartosé 55?




18. Metoda zachtanna N

[ Podsumowanie

» Metoda zachtanna polega na podejmowaniu najkorzystniejszej decyzji w danym kroku
rozwigzania.

= Problem wydawania reszty polega na przedstawieniu danej kwoty reszty za pomoca jak
najmniejszej liczby banknotéw i monet. Aby rozwigzac ten problem metoda zachlanna,
nalezy wybiera¢ w danym kroku jak najwiekszy nominal nie wiekszy od kwoty, ktora
pozostala jeszcze do wydania.

» Problem ustalenia optymalnego harmonogramu wykorzystania sali polega na takim
przypisaniu zaje¢ do sali, aby odbylo sie ich jak najwiecej. Strategia zachlanna umozliwia
optymalne rozwigzanie tego problemu: w danym kroku nalezy wybiera¢ zajecia, ktore
konicza sie najwczesniej.

= Problem plecakowy polega na takim wyborze przedmiotow do spakowania, aby ich tacz-
na warto$¢ byla jak najwigksza, a flaczna waga nie przekroczyla dopuszczalnej.

= W ogélnym problemie plecakowym mamy do dyspozycji nieograniczong liczbe przed-
miotow kazdego rodzaju. W decyzyjnym problemie plecakowym mozemy zabra¢ tylko
jeden przedmiot kazdego rodzaju. Problem sprowadza sie do decyzji, czy dany przedmiot
spakowac czy nie.

= Rozwigzujgc problem plecakowy metoda zachtanng, mozemy nie otrzymac optymalne-
go rozwigzania (o najwigkszej wartosci).

» Funkcja sort z biblioteki STL pozwala okresli¢ wlasne kryterium poréwnania dwoch
elementow poprzez definicje funkcji o wartosci logicznej.

Zadania

« Bl W pliku arkusza kalkulacyjnego, ktéry otrzymasz od nauczyciela (np. o nazwie
wydaj_reszte_zlotowki.xlsx), rozwiaz problem wydawania reszty tak, aby wyswietlane
byly kwoty w zlotéwkach i groszach.

« B Program poszukujacy maksymalnej sumy w kwadracie zmodyfikuj tak, aby wypisywat
takze liczby tworzace sume.

+ Bl Zapisz w pseudokodzie funkcje realizujaca algorytm wyboru przedmiotéw w decyzyj-
nym problemie plecakowym.

% Oszacuyj zlozono$¢ obliczeniowa algorytmow rozwigzywania probleméw omoéwionych
w tym temacie, stosujgcych metode zachtanng. Przyjmij, ze dane sg juz uporzadkowane
zgodnie z najlepszym kryterium dla danego problemu (nie musisz uwzglednia¢ kosztu
sortowania w szacowaniu zlozonoséci obliczeniowej).

+«+ [ Napisz program znajdujacy przyblizone rozwiazanie decyzyjnego problemu plecako-
wego metoda zachtanna.
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«+ B W duzych kinach jest wiele sal kinowych, w ktorych wy$wietlane sa rozne filmy
rozpoczynajace sie o réznych godzinach (filmy maja rézna dlugosc). Wyobraz sobie, ze
chcesz obejrzec jak najwigcej filmoéw jednego dnia. Jest to tak zwany problem kinomana.
Przygotuj specyfikacje problemu i potrzebne dane oraz napisz program rozwigzujacy
ten problem.

*% Napisz program znajdujacy przyblizone rozwiazanie ogdlnego problemu plecakowego
metoda zachlanng. Przyjmij, ze wartosci i wagi przedmiotow sa pamigtane w dwoch
oddzielnych tablicach liczb catkowitych. Przygotuj wtasng funkcje sortujaca tablice
wedlug ilorazu wartodci do wagi.

«+ A W zawodach sportowych startuja pary. Laczna waga pary nie moze przekroczy¢
okreslonej wagi. Dana jest liczba zawodnikéw, ich wagi oraz maksymalna waga pary.
Napisz program obliczajacy maksymalna liczbe par, ktére mozna utworzy¢ z tych
zawodnikow.

+++ Bl Napisz program poszukujacy rozwiazania problemu wydawania reszty, gdy masz
ograniczong liczbe banknotéw i monet o poszczegélnych nominatach (nalezy utworzy¢
dodatkowa tablice pamigtajaca dostepna liczbe poszczegdlnych banknotéw i monet).
Zwroc¢ uwage, ze nie kazda reszte uda sie wydac (program powinien wtedy wypisac
odpowiedni komunikat).
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19. Programowanie
dynamiczne

Rozwiazaliscie juz wiele problemdw, poznaliscie rozne algorytmy i napisaliscie
programy je realizujace. By¢ moze zastawiasz sie, czy programowanie
dynamiczne to jakis inny sposob programowania niz stosowane do tej pory.
Termin ten oznacza nie tyle pisanie programow, ile technike rozwigzywania
problemdw. W tym temacie poznasz te metode | wykorzystasz ja do
znalezienia optymalnych rozwigzan poznanych wczesnie) problemadw,

Cele lekciji

® Zrozumiesz metode programowania dynamicznego.

® Skonstruujesz algorytmy, ktore beda znajdowac optymalne rozwiazania
nastepujgcych problemow: wydawania reszty, poszukiwania drogi na
planszy oraz pakowania plecaka.

® /najdziesz najdiuzszy wspdlny podcigg dwaoch ciagow.

= Porownasz metode zachtanng i programowanie dynamiczne.

Programowanie dynamiczne to metoda algorytmiczna, w ktorej pro- © Programowanie
blem rozwiazuje sie poprzez rozwiazanie podprobleméw dla mniejszych ~ dynamiczne
danych, w kolejnosci od najmniejszych do najwiekszych, i odpowiednie
wykorzystanie otrzymanych wynikow. Poniewaz czesto nie wiadomo,
ktore wyniki postuza do rozwiazania catego problemu, wyniki dla
mniejszych danych zapamigtuje si¢ zazwyczaj w tablicy.
Programowanie dynamiczne jest wiec jedna z technik rozwigzywa-
nia problemoéw, a z programowaniem wigze si¢ wtedy, kiedy piszemy
programy realizujace algorytmy, ktore wykorzystuja te metode.

19.1. Wydawanie reszty metoda programowania
dynamicznego

Zastosujemy metode programowania dynamicznego do rozwigza-

nia problemu wydawania reszty. W tym celu bedziemy znajdowa¢ Wydawanie reszty,

minimalng liczbe monet dla wszystkich posrednich kwot reszty. Aby 2550
wyznaczy¢ rozwigzania dla kolejnych wartosci, skorzystamy z juz zna-
lezionych wynikéw dla mniejszych wartosci. Wyniki bedg pamigtane
w tablicy jedno- lub dwuwymiarowe;j.
Cwiczenie 1
Wyznacz metoda zachtanna liczbe monet potrzebnych do wydania

reszty 15 zi, jesli dysponujesz hipotetycznymi monetami: 1 zi, 3 zl,
5zl 8 zl. Czy jest to rozwigzanie optymalne?
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[2] Warto wiedzied

Przy wykorzystaniu
systemu monetamego

Z hipatetycznymi
nominatami; 1 zl, 2 z4,

42z 5zl kwote B 2l
mozna wydac co najwyze
8 monetami o wartosci

1 zi. Diatego jako
poczatkowa liczbe monet
mozna przyjac 2.

Kwota do wydania 0o 1 2 3 4
2

Algorytm wykorzystujacy programowanie dynamiczne rozpatrzymy
na przykfadzie wydawania 8 zi reszty, kiedy dysponujemy hipotetycz-
nymi monetami o nominatach: 1 z, 2 zl, 4 zt i 5 z1. Ograniczymy si¢ do
wyznaczenia minimalnej liczby monet potrzebnych do wydania reszty.

Powiedzielismy juz, ze wyniki czastkowe bedziemy przechowywac
w tablicy. Dla wszystkich kwot mniejszych lub réwnych kwocie reszty
(kolejne indeksy tablicy) bedziemy pamiegtac liczbe monet (wartosci
tablicy). Wypelnijmy tablice poczatkowymi danymi.

Zeby wyda¢ kwote o wartosci 0 zl, nie potrzebujemy zadnych monet.
Dla pozostatych kwot czastkowych poczatkowa wartoscia liczby
potrzebnych monet moze by¢ dowolna odpowiednio duza liczba, np.
wartosc o 1 wieksza od kwoty do wydania. W tablicy na rysunku 19.1
na zielono zaznaczona jest znaleziona juz optymalna wartoé¢, a na
czerwono — wartosci, ktore beda w kolejnych krokach aktualizowane.
Bedziemy poszukiwaé nizszych wartoéci.

Kwotadowydania 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Liczba monet 0| 9|9 |9 |9 |9 |95 |9 9
Rys. 19.1. Wartosci poczatkowe w tablicy
Zauwaz, ze kwote 1 zt mozna wydac tylko i wylacznie za pomoca

monety 1 zt. Rysunek 19.2 przedstawia kolejne kroki algorytmu wyzna-
czajacego najmniejsza liczbe monet dla kwot od 2 do 4 zl.

[

Kwota do wydania: 2 zi

Dostepne nominaly: T ii’is

Liczba monet 0 1 1 1
T T LX
[
Kwota do wydania: 3 zi Kwota do wydania: 4 zi
Dostepne nominaty: T 2w Dostepne nominaty: T 24 4
Aby wykorzystac monete L Aby wykorzystac monete T

Aby wykorzystaé monete T
nalezy do liczby monet dla kwoty
1z (1 moneta) dodaé te monete,

czyli tacznie wykorzystac 2 monety.

Aby wykorzysta¢ monete 20
nalezy do liczby monet dla kwoty
0zt (0 monet) dodac te monete,

czyli tacznie wykorzystac 1 manete.

nalezy do liczby monet dla kwoty
2 2l (1 moneta) dodac te monste,

czyli lacznie wykorzystac 2 monety.

Aby wykorzysta¢ monete 24
nalezy do liczby monet dla kwoty
1 21 (1 moneta) dodac te monete,

czyli lacznie wykorzystad 2 monety.

naledy do liczby monet dia kwoty
3 zt (2 monety) dodaé te monete,

czyli lacznie wykorzystaé 3 monety.

Aby wykorzystaé monete 28 |
nalezy do liczby monet dia kwoty

2 z1 (1 moneta) dodac te monete,
czyli lacznie wykorzystac 2 monety.

Aby wykorzystaé monete @8
nalezy do liczby monet dla kwoty

0 2t (0 monet) dodac te monete,
czyli lacznie wykorzystac 1 monete.

Rys. 19.2. Schemat postepowania dla wartosci od 2 do 4 zt
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Dla kolejnych kwot (od 5 do 8 zl) w podobny sposéb analizowane sa
wartosci nominatow mniejsze lub rowne aktualnej kwocie. Dla danego
nominalu sprawdzimy, czy jesli dolozymy jedna monet¢ o tym nomi-
nale, uzyskamy lepszy wynik (czyli mniejsza liczbe monet niz aktualnie
wyznaczona). Uwzgledniamy przy tym rozwiazania znalezione wczes-
niej dla mniejszych kwot.

Podczas obliczania ostatecznej liczby monet dla kwoty 8 zl najpierw
zostanie rozpatrzona moneta jednoztotowa (liczba monet dla kwo-
ty 7 zl plus 1 moneta), nastgpnie moneta dwuzlotowa (liczba monet
dla kwoty 6 zl plus 1 moneta), a potem moneta czterozlotowa (liczba
monet dla kwoty 4 z plus 1 moneta).

Rysunek 19.3 przedstawia wartosci w tablicy po zakonczeniu dzia-
tania algorytmu.

Kwota do wydania 0|1 |2 |93 |4 |5 | 8§58

Liczba monet 0 1 1 2 1 1 2 2 2

Rys. 19.3. Wartosci koncowe w tablicy po zakoriczeniu dziatania algorytmu

Cwiczenie 2

a. Wyznacz liczbe monet potrzebnych do wydania reszty 10 zi, jesli
dysponujesz hipotetycznymi monetami: 1 zl, 5 zti 7 z1. Wykorzystaj
metodg programowania dynamicznego.

b. Czy istnieje sposdb na wydanie 10 zf mniejsza liczba monet, niz
wskazuje to algorytm wykorzystujacy metode programowania dy-
namicznego?

Zapiszmy specyfikacje problemu obliczenia minimalnej liczby monet
potrzebnych do wydania danej kwoty.

Specyfikacja
Dane: kwota — reszta do wydania, liczba calkowita dodatnia,

n — liczba dostepnych nominatéw,
Nominaly[@..n-1] — tablica dostepnych nominaldw.

Wynik: ile_monet — minimalna liczba monet potrzebna do wyra-
zenia wartosci kwota, jesli dysponujemy nieograniczona liczba
monet o nominalach z tablicy Nominaly.

W algorytmie uzyjemy pomocniczej tablicy IleM o rozmiarze
kwota+1, przechowujacej minimalng liczbg¢ monet dla poszczegolnych
kwot. Zapiszmy algorytm w pseudokodzie oraz kod zrodlowy funkceiji
realizujacej ten algorytm.

[£] Warto wiedzieé
Metoda programowania
dynamicznego jest pod
pawnymi wzgledami
podobna do rekurencii,
kiora tez wykorzystuje
rozwiazania dla
mniejszych danych.
Prostym przykladem
zastosowania metody
programowania
dynamicznego jest
iteracyjne cbliczanie liczb
Fibonacciego.

ih Warto wiedziec

Tablica Nominaly nie musi
by¢ upcrzadkowana. Przy
rozwiazywaniu problemu
metoda zachlanng nominaty
byly uporzadkowane

od najwiekszego

do najmnigjszego.

W przypadku
programowania
dynamicznego kolejnose,
w jakiej przeglada sie
nominaly, nie ma
Znaczenia, poniewaz

sa one przegladane
wielokrotnie dla kazdej

z podrednich kwot.
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IleM[@] < @
dla i < 1, 2, .., kwota wykonuj IleM[i] « kwota + 1
dla i < 1, 2, .., kwota wykonuj
dla j < ©, 1, .., n - 1 wykonuj
jesli Nominaly[j] < i to
jesli IleM[i-Nominaly[j]] + 1 < IleM[i] to
IleM[i] < IleM[i-Nominaly[j]] + 1

ile_monet <« IleM[kwota]

Fragment kodu ©
zrédlowego programu I. econst int N=4;

wyznaczajacego 2 const int NOMINALY[]={1,2,4,5}:

minimaina liczbg monet const int KWOTA=8:
przy wydawaniu reszty

metoda programowania

dynamicznego . int IleMonet()
6.
int i, j;
int IleM[KWOTA#];
11eM[@]=0;

10, for (i=1;i<=KWOTA;i++) IleM[i]=KWOTA+1;

11 for (i=1;i<=KWOTA;i++)

{2 for (j=@;j<N;j++)

13. if (NOMINALY[j]¢=i)

14, if (I1eM[i-NOMINALY[j]]+1<IleM[i])
15 IleM[i]=I1eM[i-NOMINALY[ j]]+1;
16, return IleM[KWOTA];

17. '}

19, int main()

20. {

41 cout«"Minimalna liczba monet dla kwoty ";
22 cout<«KWOTA«": "« IleMonet();

23 return @;

24. '}

&5 Dobra rada W linii 8 deklarowana jest tablica pomocnicza I1eM o rozmiarze
Parmicta), 26 rozmiar okreslonym przez stala KWOTA zdefiniowang w linii 3. W liniach 11-15
deklarowanegj tablicy dla kolejnych kwot reszty analizowane s3 kolejne dostepne nominaty.
powinien by okreslony  Jejeli dotozenie monety o okreslonym nominale dla danej kwoty daje
wprost, tzn, przez podanie . — y : : o

ozby iz vkorzstaniam. W efekcie mniejsza liczbe monet (sprawdzenie nastepuje w linii 14), to

stalej. aktualizowana jest liczba monet (linia 15).

Cwiczenie 3
a. Uruchom powyzszy program i sprawdz jego dzialanie.
b. Zmodyfikuj linie kodu 1-3 tak, aby ustali¢ inny system monetarny

i kwote reszty, dla ktorych metoda zachlanna nie znajduje opty-
malnego rozwigzania.
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19. Programowanie dynamiczne I

Optymalny rozkiad monet

Kiedy rozwigzywalismy problem Nominaly
metodg zachlanna, znajdowalismy
rozklad monet o poszczegélnych 112 |4 |6
nominatach. Zeby powyzszy algo- o o | o | 0| o
rytm takze wyznaczal rozklad
: - 1 1 0 0 0

monet, nalezy go uzupelnic tak, aby
pamietal nie tylko ich liczbe, lecz <N 0 1|0 |0
takze rozklad dla czastkowychkwot. > 3 1 1 o o
Mozemy do tego celu wykorzysta¢ =~ 2
tablice dwuwymiarowa. S 0 | O | 1 )

Wiersz tablicy (rys. 19.4) okresla 5 0| O | © 1
rozklad dla danej kwoty. Kolejne 6 1 ' g | al 4
kolumny zawieraja liczbe potrzeb-
nych monet zgodnie z wartosciami i © A
z tablicy Nominaly. 2 0| 0| 2|0

: Pi?rﬁ?z}r wiersz (dla kIWOFY 0 ZU Rys. 19.4. F'lﬁzklad.mnnet
jest inicjowany wartosciami O (nie o poszezegdinych nominatach
s potrzebne zadne monety). Kazdy dla podanych kwot
kolejny wiersz jest aktualizowany wtedy, gdy aktualizowana jest tablica
z liczba monet. Wowczas kopiowany jest wiersz kwoty mniejszej od
aktualnie badanej o dany nominal, a nastepnie licznik tego nominatu
jest zwiekszany o jeden. Ostatni wiersz tablicy zawiera rozklad monet
dla wydawanej kwoty reszty.

Oto zmodyfikowana specyfikacja problemu:

Specyfikacja
Dane: kwota - reszta do wydania, liczba catkowita dodatnia,

n — liczba dostepnych nominatow,
Nominaly[@..n-1] — tablica dostepnych nominaléw.

Wrynik: ile_monet — minimalna liczba monet potrzebna do
wyrazenia wartosci kwota, przy zalozeniu, ze dysponujemy nie-
ograniczong liczbg monet o nominatach z tablicy Nominaly,
Reszta[@..n-1] — tablica z liczba poszczegdlnych monet o facznej
wartosci kwota. Kolejno$¢ nominaléw reszty jest zgodna z kolejno-
s$cig w tablicy Nominaly.

W celu wyznaczenia rozkladu monet wykorzystamy dwuwymiarowa
tablice pomocnicza o nazwie ResztaM, o rozmiarze kwota+1 nan,
w ktorej zapiszemy czastkowe rozklady monet (patrz rys. 19.4). Ostatni
wiersz tej tablicy bedzie kopiowany do tablicy Reszta jako wynik.

Zapiszmy algorytm w pseudokodzie oraz zmodyfikowang funkcje
IleMonet wjezyku C++.

Tablica dwuwymiarowa,
s. 219

Ty . i
=} Warto wiedziec

Problem optymalnego
rozkladu monet mozna
rowniez sformutowac

w taki sposch, aby
uwzglednial ograniczona
liczbe dostepnych
monet o poszczegoinych
nominatach.
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IleM[@] « ©
dla i < 1, 2, .., kwota wykonuj IleM[i] < kwota + 1
dlai < @ 1, .., n — 1 wykonuj ResztaM[@][i] « ©
dla i <« 1, 2, .., kwota wykonuj
dla j <« 0, 1, .., n - 1 wykonuj
jesli Nominaly[j] ¢ i to
jeéli IleM[i-Nominaly[j]] + 1 < IleM[i] to
IleM[i] < IleM[i-Nominaly[j]] + 1
dla k <« @, 1, .., n - 1 wykonuj
ResztaM[i] [k] < ResztaM[i-Nominaly| j]][K]
ResztaM[i][j] < ResztaM[i][j] + 1
ile_monet <« IleM[kwota]
dlai < 0 1, .., n —= 1 wykonuj
Resztali] < ResztaM[kwota][i]

Kod zrodlowy funkciji ©

wyznaczajacej int IleMonet(int Resztal])
optymalny rozktad {
monet potrzebnych - Ao ,
: int i, 1, k;
do wydania reszty )
metoda programowania int I1eM[KWOTA+1];
dynamicznego int ResztaM[KWOTA+1][N];
IleM[0]=6;

for (i=@;i<N;i++) ResztaM[@][i]=0;
for (i=1;i<=KWOTA;i++) IleM[i]=KWOTA+1;
for (i=1;i<=KWOTA;i++)
for (j=@;j<N;j++)
if (NOMINALY[j]¢=i)
if (I1eM[i-NOMINALY[j]]+1<IleM[i])
{
I1eM[i]=I1eM[i-NOMINALY][ j1]+1;
for (k=0;k<N; k++)
ResztaM[i][k]=
ResztaM[i-NOMINALY[ j]][k];
ResztaM[i][j]++;
}
for (i=0;i<N;i++) Resztali]=ResztaM[KWOTA][i];
return IleM[KWOTA]:

}

Zwrd¢ uwage na modyfikacje nagléwka funkeji. Rozklad monet jest

zwracany za posrednictwem parametru Reszta, ktory jest tablica

Przekazanie parametru  przekazywana przez wskaznik. Rozklad monet przechowujemy
przez wskaznik, y tablicy dwuwymiaro- |EHITSIEIT T

15208 ei ResztaM, ktorg [

deklarujemy w linii 5.

Rysunek 19.5 przedsta-

wia wywolanie progra- pys 19.5. Wywolanie programu znajdujacego
mu dla kwoty 8 zl. optymalny rozktad monet
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Cwiczenie 4
Napisz program, ktéry wykorzysta zmodyfikowana funkcje IleMonet.
Sprawdz dzialanie programu dla réznych danych.

Wydawanie reszty - porownanie ztozonosci

Poréwnajmy obydwie metody rozwiazania problemu wydawania reszty:
zachlanna oraz programowanie dynamiczne.

Metoda zachfanna znajduje rozwiazanie optymalne dla powszechnie
stosowanych systeméw monetarnych. Dla dowolnego zestawu nomi-
naldéw czesto znajduje tylko rozwiazanie przyblizone. Jest prosta i ma
stosunkowo krotki kod. Tablica o n elementach jest przegladana raz,
wigc algorytm ma zlozonos$¢ czasowa rzedu O(n) wzgledem liczby
nominaldw.

Metoda programowania dynamicznego znajduje zawsze rozwigzanie
optymalne, ale jej zloZzonosc czasowa jest wigksza. Tablica jest przegla-
dana dla kazdej kwoty posredniej, wiec zlozonos¢ czasowa algorytmu
wynosi O(n - k), gdzie k oznacza kwote do wydania, a n — liczbe nomi-
natéw. Zlozonosc¢ ta zalezy wigc nie tylko od liczby nominatow, lecz
takze od kwoty do wydania. Dla duzej kwoty metoda staje si¢ malo
efektywna. Jej zlozonos¢ pamieciowa wynosi O(n - k), gdy chcemy
poznac rozklad banknotéw lub monet, a nie tylko ich liczbe potrzeb-
na do wydania reszty.

19.2. Maksymalna suma w kwadracie -
programowanie dynamiczne

W poprzednim temacie poszukiwaliémy maksymalnej sumy w obre-
bie kwadratowej planszy, przechodzac od lewego gornego rogu do pra-
wego dolnego. Dozwolone byly tylko dwa typy ruchow: przejscie na
sasiednie pole w prawo lub do dotu.

Metoda zachtanna nie zawsze znajdowala najwieksza sume, czyli nie
prowadzita do rozwiazania optymalnego. Pokazuje to rysunek 19.6.

011 (2| 3|4 0| 1| 2|84
0 . 5|1 |3 |8
* EIEREE -
2 5§ 1|3 4
3 | 3

Metoda zachtanna: suma = 52 Rozwiazanie optymalne: suma = 58

Rys. 19.6. Przykladowa plansza z rozwigzaniem wyznaczonym metoda zachtanna
oraz rozwiazanie optymalne

Czasowa zlozonoscé
obliczeniowa,
s, 164 &

Pamieciowa zlozonoscé
obliczeniowa,
s. 167 [

Maksymalna suma
w kwadracie,
s. 262

¢} Dobra rada

Pamietaj, ze algorytmy
stosujace metode
zachlanng wybieraja
najlepsze rozwiazanie

w danym kroku, bez
analizy skutkow te] decyzji
w kalgjnych krokach.
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[Z] Warto wiedzieé
Zgodnie z zasadami
poruszania sie po
kwadracie do pola

w pierwszej kolumnie
mozna dojsc wylacznie

Z pola powyzZej, a do pola
W plerwszym wierszu —
wiylacznie z pola po lewej
stronie.

¢’} Dobra rada

Wartosdci mozesz
uzupemic rowniez od lewej
do prawej, zaczynajac od
drugiej kolumny.
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Zastosowanie programowania dynamicznego do rozwigzania tego
problemu bedzie polegato na wyliczeniu czesciowych sum dla kazdego
pola tak, jakby ono bylo polem docelowym. Najtatwiej okresli¢ te sume
dla pola startowego — bedzie to wartodé¢ zapisana w tym polu, ponie-
waz droga prowadzaca do niego sklada sie tylko z tego pola.

Latwo rowniez policzy¢ sumy dla pierwszego wiersza i pierwszej
kolumny. Wypelnimy pierwszy wiersz od lewej do prawej i pierwsza
kolumne od géry do dotu. Na rysunku 19.7 na zielono zaznaczone sg
sumy dla pol w pierwszym wierszu i pierwszej kolumnie.

| = 2| 3|4 o 2| 3| 4
2] | IET 1 3|9 g |5 10|11 |14 | 23
1 B | B |4 |9 |8 (13|68 | 4 (9 | 8B
2l & 1 3|7 |4 2 |18 | 1 3|7 | 4

G &5 |6| 2 |8 4|23 | 6|2 |8 |8
4

|

4| & |6 |3 |6 28| 6 |3 | B |0

Rys. 19.7. Plansza po wypelnieniu sumami pierwszego wiersza i pierwszej kolumny

Podobnie mozemy modyfikowac¢ kolejne wiersze tablicy. Zastapimy
istniejacg warto$c suma tej liczby i liczby z poprzedniego pola — wybie-
ramy pole o wiekszej wartosci (sgsiednie na lewo lub u gory).

Na przyklad do pola (1,1) mozna dotrzec z:

» pola(0,1) o wartosci 10 — wtedy suma w polu (1,1) wyniostaby 10 + 6 = 16,
» pola(1,0) owartosci 13 — wtedy sumaw polu (1,1) wyniostaby 13 + 6= 19.

Korzystniej wybra¢ droge o wartosci 19, wigc taka warto$¢ nalezy
wpisa¢ w polu (1,1). Tak samo postepujemy z kolejnymi polami.

Rysunek 19.8 przedstawia plansze ze wszystkimi policzonymi sumami.

il IS 2| 3| 4 S i 2 |3 | 4
14 | 23 @ |5 10|11 |14 | 23
#113|6 | 4 |9

2018 | 1|3 |7 2 (18 | 20 | 26 | 39 | 44

Sl23 |6 |2 |8

8
4
3 31 | 47 | 50
5

4 |28 6 3 | B 4 |28 | 35|38 |53 | 58

Rys. 19.8. Plansza z wyliczonymi wszystkimi sumami
Cwiczenie 5
W pliku, ktory otrzymasz od nauczyciela (np. suma_w_kwadracie.xlsx),

wyznacz maksymalng warto$¢ sumy oraz $ciezke, ktéra doprowadzi
do tej sumy.




19. Programowanie dynamiczne

Oto specyfikacja problemu i zapis algorytmu w pseudokodzie:

Specyfikacja
Dane: n — liczba wierszy i kolumn planszy, P[@..n-1][0..n-1] —
dwuwymiarowa tablica liczb catkowitych dodatnich.

Wynik: suma — maksymalna suma liczb w polach od P[@][@] do
P[n—-1] [n—1], dozwolone ruchy to przejécie na sgsiednie pole w pra-
wo lub w dol.

dlai < 1, 2, ., n -1 wykonuj
Plo][i] « P[O][i] + P[O][i-1]
Pli][e] < P[i][e] + P[i-1][@]
dlai < 1, 2, .., n - 1 wykonuj
dla j < 1, 2, .., n —= 1 wykonuj
jesli P[i-1][j] » Plil[j-1] to
Pli][i] < PLI[] + Pli-1][]]
w przeciwnym przypadku
Pli][j] « PHI[] + Pli)[j-1]
suma < P[n-1][n-1]

Kod funkciji realizujacej powyzszy algorytm mozna zapisac¢ naste-
pujaco:

1. int MaksSuma(int P[][N])
2.

for (int i=1;i¢N;is++)
{

P[@][i]+=P[0] [i-1];
P[i] [@]+=P[i-1][@];
T }
for (int i=1;i<N;i++)

g for (int j=1;j<N;j++)

10, P[i][jl+=max(P[i-1][]],P[i][j-1]);
11 return P[N-1][N-1]:

12. }

Zwré¢ uwage na linie 5-6 oraz 10. Zastosowano w nich skrécony
zapis powiekszenia zmiennej (w tym przypadku elementu tablicy dwu-
wymiarowej) o okreslong wartos¢. W linii 10 korzystamy dodatkowo
z funkeji max, ktérej wynikiem jest wiekszy z dwéch parametréw.

Cwiczenie 6
Napisz program wykorzystujacy funkcje MaksSuma. Pamietaj o funk-
cjach losujacej i wypisujacej plansze.

O Kod zrédlowy funkciji

wyznaczajacej
maksymalna sume
w kwadracie

Dobra rada

Instrukcje x=x+y mozesz
zapisac¢ w skrocie x+=y.
Analogiczne skréty
mozesz stosowac dla
pozostatych dziatan
arytmetycznych.

[£] Warto wiedzie¢

Funkcja max znajduje sie
w bibliotece standardowej,

¢} Dobra rada

Mozesz dodatkowo
okresli¢ trzeci parametr
funkeji max, kidry jest
nazwa funkcji logicznej
wskazujacej sposob
poréwnania parametrow.
Parametr ten odgrywa taka
sama role jak w przypadku
funkgji sort.
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Problem plecakowy,
s. 265

¢ Dobra rada

Zauwaz, ze problemy
pakowania plecaka

i wydawania reszty
sa podobne.
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Maksymalna suma w kwadracie - poréwnanie ztozonosci

Algorytm zachlanny znajduje rozwiazanie przyblizone, ktére nie
zawsze jest najwigksza suma, ale jego zlozonos¢ czasowa jest liniowa —
wynosi O(n).

Algorytm z wykorzystaniem programowania dynamicznego zawsze
wyznacza maksymalng sume, ale przeglada calg plansze, wiec jego zlo-
7ono$¢ czasowa jest kwadratowa (O(n?).

{f'@} Zapamietaj

Metoda programowania dynamicznego polega na znajdowaniu
optymalnego rozwiazania na podstawie wczesniej znalezionych
najlepszych rozwiazan dla posrednich wartosci danych.

19.3. Pakowanie plecaka metoda programowania
dynamicznego

Metoda zachlanna stosowana w problemie plecakowym pozwalata zna-
lez¢ rozwiazanie przyblizone, a nie maksymalng wartos¢ przedmiotow.

Dzieki programowaniu dynamicznemu mozna znalez¢ rozwigzanie
optymalne. Polega ono na wyliczaniu najlepszych wartosci dla kolejnych
wag plecaka od zera do maksymalnej wagi, z uwzglednieniem wczes-
niej policzonych wartosci. Dla kazdej wagi nalezy przejrze¢ wszystkie
przedmioty, przy czym kolejnos¢ ich przegladania nie ma znaczenia.

Rysunek 19.9 przedstawia dane dotyczace przedmiotow, ktore nalezy
zapakowac do plecaka o maksymalnej wadze 17 kg.

Nr przedmiotu 0 1 2 3 4
Wartosé 3 4 | 1| 11| 156
Waga 2 2 3 4 5

Rys. 19.9. Przykladowe dane do problemu plecakowego

Utworzmy tablice, w ktorej wartosci poczatkowe dla kazdej wagi ple-
caka sa zerowe. Bedziemy poszukiwa¢ wigkszych wartosci. Dla wag 0
i 1 pozostang one zerowe, poniewaz kazdy z przedmiotéw ma wieksza
wage jednostkowa (najmniejsza waga przedmiotu to 2).

Rysunek 19.10 przedstawia tablicg¢ z obliczonymi warto$ciami dla
poszczegdlnych wag. Ostatni element tablicy o wartosci 55 stanowi
rozwigzanie problemu. Jest to maksymalna warto$¢ upakowania ple-
caka dla wagi 17 kg.

5 6|z |89 |10 [y 12 |18:] 14 | 15 | 16 | 17
15 | 20 | &1 25 | 80 | 3 35 | 40 | 41 45 | 50 | & 29

Rys. 19.10. Wartosci upakowania plecaka dla poszczegdlnych wag
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Podobnie jak w przypadku algorytmu wydawania reszty przeglada-
my wszystkie przedmioty. Dla aktualnej wagi i wybranego przedmiotu
okreslamy warto$c plecaka po dolozeniu do niego tego przedmiotu.
W tym celu do wartoéci plecaka dla wagi mniejszej o wage tego przed-
miotu dodajemy jego warto$¢. Jesli otrzymamy wieksza wartosé, to
modyfikujemy tablice.

Pokazemy, w jaki sposab zostala wyznaczona wartosc 55 dla wagi 17
(znane sg wartosci dla wag plecaka od 0 do 16).

1. Analizujemy przedmiot 0 (wartos$¢: 3, waga: 2). Do wartosci 50 dla
wagi 15 dodajemy wartos¢ przedmiotu 0 i otrzymujemy wartosc 53.
Zapamigtujemy te wartosc.

2. Analizujemy przedmiot 1 (wartos¢: 4, waga: 2). Do wartosci 50 dla
wagi 15 dodajemy warto$¢ przedmiotu 1 i otrzymujemy wartos¢ 54.
Jest ona wigksza niz w punkcie 1. Zapamigtujemy te wartosc.

3. Analizujemy przedmiot 2 (wartos$c: 10, waga: 3). Do wartosci 45 dla
wagi 14 dodajemy warto$¢ przedmiotu 2 i otrzymujemy wartosc 55.
Jest ona wigksza niz w punkcie 2. Zapamietujemy te wartosc.

4. Analizujemy przedmiot 3 (wartosc: 11, waga: 4). Do wartosci 41 dla
wagi 13 dodajemy wartos¢ przedmiotu 3 i otrzymujemy wartos¢ 52.
Nie jest ona wieksza niz wczeéniej znaleziona.

5. Analizujemy przedmiot 4 (wartos¢: 15, waga: 5). Do wartosci 40 dla
wagi 12 dodajemy wartos¢ przedmiotu 4 i otrzymujemy wartos¢ 55.
Nie jest ona wieksza niz wczesniej znaleziona.

W ten sam sposob zostaly wyliczone wszystkie wezesniejsze wartosci
dla mniejszych wag plecaka.

Cwiczenie 7

a. Wypisz wszystkie kroki, w ktérych obliczysz wartos¢ dla wagi 8.

b. Opracujcie w grupie prosta animacje¢ lub pokaz slajdow, ktore
omowia problem plecakowy oraz algorytm jego rozwiazania z wy-
korzystaniem metody programowania dynamicznego.

[E A to ciekawe

Czy dowodca zawsze ma racje?

Metode programowania dynamicznego opracowat w latach 50. XX w.
amerykanski matematyk Richard Bellman na potrzeby wojska. Skad
nazwa ,programowanie dynamiczne”? Wediug jednej z anegdot Bellman
chciat uniknac terminow matematycznych, poniewaz jeden z dowodcow
amerykanskiego wojska, dla kidrego pracowat Bellman, byt niechetny
badaniom z te] dziedziny. Inna anegdota glosi, ze nazwa ta powstata
przez modyfikacie nazwy innej metody — programowania liniowego.

Wydawanie reszty
metoda programowania
dynamicznego,

s, 271277

] Dobra rada

Zauwaz, ze jesli
przedmiot, ktéry chcemy
dopakowaé, ma wage 2,

a plecak maksymaing
wage 17, to musimy
przedmioct ten dopakowad
do wagi 15. Wartos¢ dla
wagi 15 powiekszona

o wartoseé dopakowanego
przedmiotu bedzie
stanowila nowa wartosé
plecaka o wadze 17.
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Struktura,
s. 109 (&

Kod Zrodiowy funkcji ©
wyznaczajacej
maksymalna wartosc
przedmiotow, ktore
mozna zapakowac
do plecaka

282

Oto specyfikacja problemu i zapis algorytmu w pseudokodzie:

Specyfikacja

Dane: n — liczba rodzajow przedmiotow, P[@..n—1] — tablica przed-
miotow, przedmiot reprezentowany jest przez dwie liczby catkowi-
te dodatnie waga i wart, okreslajace wage i wartos¢ przedmiotu,
makswaga — maksymalna laczna waga przedmiotow, ktére mozna
spakowac. Dysponujemy nieograniczona liczbg egzemplarzy kazdego
przedmiotu.

Wynik: makswart — maksymalna warto$¢ spakowanych przedmio-
tow o lacznej wadze mniejszej lub rownej makswaga.

dla i < ©, 1, .., makswaga wykonuj W[i] < ©
dla i <« @, 1, .., makswaga wykonuj
dla j < ©, 1, ., n - 1 wykonuj
jesli P[jl.waga ¢ i to
jesli W[i-P[j].waga] + P[j].wart > W[i] to
W[i] < W[i-P[j]l.waga] + P[j].wart
makswart <« W[makswaga]

W tablicy W przechowamy wartosci plecaka dla kolejnych wag
posrednich. Przedmioty moga by¢ reprezentowane tak jak przy rozwia-
zaniu problemu metoda zachlanna, jako tablica struktur. Nie musimy
tej tablicy sortowac, wigc nie jest potrzebna funkcja poréwnujaca dwa
przedmioty. Oto kod Zrédtowy funkcji realizujacej powyiszy algorytm
z wykorzystaniem programowania dynamicznego:

int Plecak(przedmiot P[])
F '[
int W[MAKSWAGA+1]:

for (int i=0;i=MAKSWAGA:i++) W[i]=0;

. for (int i=0;i<=MAKSWAGA:i++)

6. for (int j=0;j<N;j++)

if (P[j].waga<=i)

if (W[i-P[j].waga]+P[j].warts>w[i])
Q Wlil=W[i-P[j].waga]+P[j].wart;
1G) return W[MAKSWAGA];

Cwiczenie 8
Napisz program rozwigzujacy ogolny problem plecakowy metoda
programowania dynamicznego z wykorzystaniem funkcji Plecak.

Dane wczytaj z pliku tekstowego, ktéry otrzymasz od nauczyciela
(np. do_plecaka.txt).
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Zauwaz, ze tablica W zostala zadeklarowana z wykorzystaniem stalej
MAKSWAGA. Okresla ona maksymalng wage plecaka i powinna by¢ zde-
finiowana na poczatku kodu zrédlowego.

Optymalny rozkiad przedmiotow w plecaku

Uzupelnimy teraz algorytm tak,

i : Numer przedmiotu
aby podawal, ktore przedmio- = VI e R
ty nalezy spakowaé. Rozklad
przedmiotéw dla poszczegol- gal 0 |0/ 0|0 0
nych wag czastkowych plecaka il © | 0|0 |0 | O
bedziemy pamietali w tablic 2 0 1 0 0 0 Tablica dwuwymiarowa,
Yip Y
dwuwymiarowej (rys. 19.11). & o ol 1 | o | o | %7 &
Wiersz tablicy okresla roz-
. . 4 0 0| D0 1 0
ktad dla danej wagi plecaka.
Kolejne kolumny zawieraja licz- gl °© | /0o |1
be pakowanych przedmiotéow. & 6 0 0 2 0 0
Dany wiersz jest aktualizowany i gl © | O | 1 1] 0
wtedy, gdy aktualizowanajest & o o 5 1 o 1
tabli k Ing liczb E
cbiied r TARSya Tl . WEEl o | o |3 | o | o
przedmiotéw. Kopiowany jest .g
: el aites 8 e g0l c | o | 2| 1| 0
wiersz dla wagi plecaka rownej =
l‘éjnigy mlgdz}r rozpatrywana 11 0 0 2 0 1 =] Warto wiedziec
waga i waga aktualnie analizo- 490 0o | 4 0 0 h’TGdY:{lRaCia &l?ﬂftg'lu
: . plecakowego, tak aby
wanego przedmiotu. Nastepnie 1al ol ol 3| 1] o0 welayaat iore
licznik przedmiotu tego rodzaju ™ - | o 20| 1 przedmioty nalezy
jest zwigekszany o jeden. Ostat- spakowac, jest
& 3 bel; ; ktad 156 0 0 5 0 0 podobna jak dla _
ni wiersz tabeli zawiera rozkla problemu wydawania
przedmiotéw dla maksyma!nej 16 0 0 4 1 0 rt_aszt:.f, w kitérym podaje
wagi plecaka. d2ll o | 0| 4 | 0 | 1 36 fasdan mondt

. o wybranych nominalach.
Oto zaktualizowana specyfi- Rys. 19.11. Rozkiad przedmiotow dla
kac}a prob]emu: poszczegolnych wag plecaka

Specyfikacja

Dane: n — liczba rodzajéw przedmiotéw, P[@..n—1] — tablica przed-
miotow, przedmiot jest reprezentowany przez dwie liczby catkowi-
te dodatnie waga i wart, okreslajace wage i warto$¢ przedmiotu,
makswaga — maksymalna faczna waga przedmiotdw, ktére mozna
spakowac. Dysponujemy nieograniczona liczbg egzemplarzy kazdego
przedmiotu.

Wynik: makswart — maksymalna warto$¢ spakowanych przedmio-
tow o facznej wadze mniejszej lub réwnej makswaga,

K[@..n-1] — tablica liczb calkowitych nieujemnych okreslajacych,
ile egzemplarzy kazdego przedmiotu nalezy spakowac, aby wartos¢
plecaka wynosita makswart.
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f') Dobra rada

Zauwaz, ze indeksami
tablicy W sa kolejne
wagi plecaka, dlatego
zapis i-P[j] .waga

dla ckreslonego i jest
prawidtowy.

Kod Zrodlowy funkcji ©

Zwracajace| rozklad
przedmiotow, ktdre
mozna zapakowac do
plecaka
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Zapis algorytmu w pseudokodzie moze wyglada¢ nastepujaco:

dla i < 0, 1, .., makswaga wykonuj
Wii] < o
dla j < 0, 1, .., n - 1 wykonuj KPom[i][j] <« @
dla i < 0, 1, .., makswaga wykonuj
dla j < 9, 1, .., n — 1 wykonuj
jeéli P[j]l.waga ¢ i to
jesli W[i-P[j].waga] + P[j].wart > W[i] to
W[i] « W[i-P[j].waga] + P[j].wart
dlam < @, 1, .., n - 1 wykonuj
KPom[i][m] <« KPom[i-P[j].waga][m]
KPom[i][j] < KPom[i][j] + 1
dlai < @0, 1, .., n — 1 wykonuj K[i] < KPom[makswaga][i]
makswart < W[makswaga]

W pseudokodzie zostala wykorzystana pomocnicza tablica dwuwy-
miarowa KPom, przechowujaca liczbe przedmiotéw kazdego rodzaju,
ktore nalezy spakowac dla wag od 0 do 17 kg (patrz rys. 19.11, s. 283).
Oto kod Zrodlowy funkcji w jezyku C++:

| int Plecak(przedmiot P[], int K[])

{

int W[MAKSWAGA41];

int KPom[MAKSWAGA+1][N];
5. for (int i=0;i<=MAKSWAGAi++)
{
7 W[il=0;
for (int j=0;j<N;j++) KPom[i][j]=@;
}
10). for (int i=0;i<=MAKSWAGA;i++)
11 for (int j=@;j<N;j++)
12 if (P[j].waga<=i)
13 if (W[i-P[j].waga]+P[j].wart:>w[i])
{4 {
15. W[i]=w[i-P[j].wagal+P[ j].wart;
16, for (int m=0;m<N;m++)
{7 KPom[i] [m]=
18, KPom[i-P[ j].waga][m];
19. KPom[i] [ j]++;
21 for (int i=0;i<N;i++) K[i]=KPom[MAKSWAGA][i];
return W[MAKSWAGA]:
23,

Zauwaz, ze funkcja Plecak ma dodatkowy parametr — tablice K,
w ktérej po zakonczeniu dzialania funkcji jest pamietany rozklad
przedmiotéw do spakowania. W linii 4 deklarowana jest tablica KPom,
a w petli w liniach 5-9 jej elementy sa zerowane. W liniach 1618
nastepuje modyfikacja wiersza tablicy, wtedy gdy modyfikowana jest
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rowniez wartos¢ upakowania plecaka. W linii 21 ostatni wiersz tablicy
pomocniczej jest kopiowany do parametru K.

Cwiczenie 9

Program rozwigzujacy ogolny problem plecakowy metoda programo-
wania dynamicznego zmodyfikuj tak, aby oprécz maksymalnej
wartosci wypisywal takze informacje, ktére przedmioty i w jakiej
liczbie spakowac.

Pakowanie plecaka - poréwnanie ztozonosci
Algorytm zachlanny znajduje rozwigzanie przyblizone, ktére nie
zawsze jest optymalne, ale jego zlozono$¢ czasowa jest liniowa Czasowa zlozonosé

(O(n)). obliczeniowa,

. i ; . s 164[F
Zlozonos¢ czasowa algorytmu wykorzystujacego programowanie

dynamiczne zalezy nie tylko od liczby rodzajow przedmiotow, lecz tak-

ze od maksymalnej wagi. Zlozonos¢ ta wynosi O(n - w), gdzie n okre-

sla liczbe réznych przedmiotéw, a w maksymalng dopuszczalng wage.

Zlozono$¢ pamieciowa réwniez wynosi O(n - w), gdy chcemy pozna¢  Pamigciowa zlozonosé
rozklad przedmiotow. obliczeniowa,

s. 167 (&
¢ Zapamietaj

Programowanie dynamiczne pozwala znalez¢ optymalne
rozwiazania wielu problemow, ale zlozonosc¢ czasowa oraz
pamieciowa algorytméw moze by¢ wysoka i zalezec¢ od wartosci
danych. Ztozonos¢ czasowa metody zachtannej jest zwykle liniowa.
Metoda ta czesto znajduje tylko rozwiazanie przyblizone, ale w wielu
sytuacjach takie rozwiazania wystarczaja.

19.4. Znajdowanie najdiuzszego wspdlnego podciagu

Metodg programowania dynamicznego wykorzystamy, aby wyznaczyc
najdluzszy wspolny podciag dwdch napisow. Elementy podciagu nie
musza w napisach znajdowac sie obok siebie, ale musza wystepowac
w tej samej kolejnosci.
Na przyktad dla napisow KOMPUTER i KALKULATOR najdiuz-
szym wspolnym podciggiem jest KUTR. Przedstawia to rysunek 19.12. S —

Zwroé uwage, ze pierwsza

n O MP E H litera wspdinego podciagu
dla stow KOMPUTER

I I \ \ i KALKULATOR wystepuje

w drugim z tych sléw dwa

B «x[@M. AEFHoB razy | moze byé wybrana

dowolnie.
Rys. 19.12. Najdluzszy wspélny podciag stéw KOMPUTER | KALKULATOR oweine
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[Z] Warto wiedzieé

Algorytm znajdowania
najdluzszego
wspdinego podciagu
ma zastosowanie

m.in. w badaniu kodéw
DMA i w systemach
antyplagiatowych.

[£] Warto wiedzieé

Mozna skorzystac wprost
Ze wzoru rekurencyjnego
na wyznaczanie
maksymalne| diugosci
podciggu. Prowadzi to
jednak do algorytmu

o zlozonosci wykladnicze,

tak jak w przypadku
rekurencyjnego
wyznaczania liczb
Fibonacciego.
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Wyznaczanie dtugosci najdluzszego podciagu
Zajmijmy si¢ najpierw szukaniem dlugosci najdluzszego wspdlnego
podciggu. Oto specyfikacja problemu:

Specyfikacja

Dane:s, t — dwa napisy zlozone z wielkich liter alfabetu lacinskiego —
maksymalna dlugosc kazdego z nich wynosi 20 liter.

Wynik: dl — dlugos¢ najdiuzszego wspolnego podciagu.

Bedziemy wyznacza¢ dlugosci najdluzszych wspélnych podciagow
dla kolejnych poczatkowych fragmentéw napisow. Zalézmy, ze znamy
taka dlugos¢ dla i - 1 pierwszych znakow napisu s oraz j — 1 pierw-
szych znakow napisu t. Wéwczas dlugosé d; ; najdluzszego podciagu
dla i pierwszych znakéw napisu s oraz j pierwszych znakéw napisu t
mozna okresli¢ wzorem:

0 dlai=0lub ;=0
d!.jz dj'_lr}:_l‘i*l dlas,-=t;-,ﬂ-fi

max{d‘;_llj,d,-l;_]:l dla 5% EJ.,D <

s=m0<j
sn0<j

gdzie n oznacza dlugosc napisu s, s, — i-ty znak napisu s, m — dlugosé
napisu t, a ¢, - j-ty znak napisu t.

Jesli jeden z napisow jest pusty, to dlugosc podciagu jest réwna 0.
Jesli i-ty znak napisu s i j-ty znak napisu t sa takie same, to dotychczas
znaleziong dlugosc powiek-

LW ) KIA|EK{U|L|JAIT |O]R
szamy o 1. W przeciwnym sl e sl kol e als
przypadku wybieramy wiek- -

e 5 IR A ol e e A A I O

sza z wartosci dotychczas
znalezionych. il T S 0 M Y B
Zbudujemy tablice war- [MJO| 1|1 |1[1/1[1/9)1/2]2
tosci d,;. Dla napiséw [P0 1|1 /1|1 ]T]1|1/1]2]2
KOMPUTER i KALKULA- U 0 /111 /1/2]2]/2 2 2|2
TOR bedzie ona wyglada¢ |[T|0|1|1|1|1|2|2|2|3|8|3
tak jak na rysunku 19.13. |g|o|1|1]|1|1|2|2|2|2|3|%
Wartoé¢ w prawym dol- R o 1 1 1.1 2 2 2 3 3l

nym rogu (d,, ) jest wyni-

, Rys. 19.13. Tablica pozwalajaca wyznaczyc
kiem.

diugos¢ najdiuzszego wspdlnego podciagu
dla kolejnych fragmentow napisow KOMPUTER
i KALKULATOR

Cwiczenie 10

Utworz tabele maksymalnych diugosci i wyznacz dlugosc najdiuzszego
wspolnego podciagu dla napisow:

a. AUTOSTRADA i STRATEGIA,

b. LITERATURA i MATEMATYKA.
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Zapis omowionego algorytmu w pseudokodzie jest nastepujacy:

n ¢« diugos¢ napisu s
m <« diugos¢ napisu t

dla i

< @, 1, .., n wykonuj d[i][@e] < @

dla j < @, 1, .., m wykonuj d[@][j] < ©
dla i < 1, .., n wykonuj
dla j < 1, .., m wykonuj

jesli s[i-1] = t[j-1] to
dli][j] « d[i-1]{j-1] + 1
W przeciwnym przypadku
d[i][j] « maksimum(d[i-1][j],d[i][j-1])

dl <« d[n][m]

Zwro¢ uwage na indeksy przy poréwnaniu znakéw napiséw. Poniewaz
elementy napisow sg indeksowane od 0, wartosci indekséow sa réw-
ne i-1 oraz j-1 (indeksy i oraz j odpowiadaja dlugosciom napiséw
w tablicy, wiec wyrazajg wartosci odpowiednio od 1 do n oraz od 1 do ).
Kod zréodlowy funkeji main realizujacej powyzszy algorytm mozna
zapisac nastepujaco:

- - © Kod zrédlowy funkgji
1. int main() gléwnej programu
2. 4 wyznaczajacego
0 int i, j, n, m; najdiuzszy wspolny
4. int d[MAX_DL+1][MAX_DL+1]; E:S;‘gﬁ i Sdoh

string s, t;
cout«"Pierwszy napis: "; cin»s;
cout«<"Drugi napis: "; cinxt;
n=s.size(); m=t.size();
for (i=0;i«=n;i++) d[i][@]=0;
for (j=0;j«=m;j++) d[0][j]=0;
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=1;j<=m;j++)
if (s[li-1]==t[j-1]) dli][j]=d[i-1][j-1]+1;
else d[i][j]=max(d[i-1][]],a[il[j-1]);
cout«"Najwieksza dl. wspolnego podciagu: "<«d[n][m];
return @;

Dwuwymiarowa tablica d zadeklarowana w linii 4 ma wymiary o jeden
wieksze od wartosci statej MAX_DL (maksymalna dlugo$¢ napisu), ponie-
waz uwzglednia tez napisy o dlugosci 0. Dlugosci wezytanych napiséw
(linie 6-7) pamietane sa w zmiennych n im (linia 8). Ich wartosci musza
by¢ mniejsze lub rowne stalej MAX_DL.

Wyznaczanie najdiuzszego podciagu

Wyznaczymy teraz najdtuzszy podciag z wykorzystaniem informacji
o dlugosci najdtuzszych podciagéow dla poczatkowych fragmentow
napisow. Oto specyfikacja problemu.
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[Z] Warto wiedzieé

Przechodzenie po
przekatngj tablicy
dwuwymiarowej oznacza
jednoczesne zwigkszanie
lub zmniejszanie indeksow
w kolumnie i wierszu tej
tablicy.

) Dobra rada

Gdy znaki sa rdzne,

a sasiednie wartosci
rowne, mozesz tez wybrac
ruch w lewao.

[Z] Warto wiedzieé

Jesli kilka podciagow
dwoch napiséw ma
maksymalina diugosé,
mozna wybra¢ dowolny
z nich.
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Specyfikacja

Dane:s, t — dwa napisy zlozone z wielkich liter alfabetu facinskiego —
maksymalna dlugosé¢ kazdego z nich wynosi 20 liter.

Wynik: nwp — najdluzszy wspdlny podciag (dowolny, jesli jest wiecej
niz jeden).

Tablice przegladamy od ostatniego elementu do lewej kolumny lub
gornego wiersza. Jedli znaki w napisach na pozycjach odpowiadajacych
danemu elementowi tablicy s3 takie same, to znak dodajemy na poczat-
ku podciagu wynikowego i przechodzimy do elementu po przekatnej.

Jesli znaki sa rézne, wybieramy element na lewo lub u géry o wigk-
szej wartosci (zmniejszamy numer wiersza lub kolumny). Dla takich
samych wartosci wybieramy ruch w gére. Ilustruje to rysunek 19.14.

Przypadek 1: litery (E i O) s rézne,

a sasiednie pola maja te sama
wartosc, Wybieramy ruch w gore,
czyli zmnigjszamy wartosé 1 o jeden.

Frzypadek 2: litery (T i O) 3 rdzne,
a pole po lewe| ma wyzsza wartosc
niz pole powyzej. Wybieramy ruch

w lewo, czyli zmnigjszamy wartosc

j ojeden.
AT OR AT OR
vl [2/2]2]2 u 2]2]2x2
T AR T 3273.3\1
E };_;3.3\ E| /2|3]|a|s
Rl /23|34 gl [|z|ala]4
{ l X /

[dli][j-1]] >[a[i-1][4]

Rys. 19.14. Wybdr pola przy wyznaczaniu wspolnego podciagu — analiza dwoch
przypadkow

[a[i][5-11] #[ali-1]1[5]]

Rysunek 19.15 poka-
zuje sposob wyznacze-
nia podciggu dla napisow
KOMPUTER i KALKU-
LATOR. Elementy zazna-
czone na zielono wskazujg
znaki wchodzace w sklad
najdiuzszego wspolnego
podciggu. Na czerwono
zaznaczono miejsca, przez
ktore tylko przechodzimy, R
wyznaczajac najdiuzszy
wspolny podciag.

_L_.L{:-x
— O P
S e Y i e

L K
B o
,
1
1

i}
=
= !
.

SEAEE ERERERE
1] 1] 1
1[1]4]1
AEIENE
1] 1] 1

m| =4l =0l
o TR N - B o T B O Y o o ) e L

o

Rys. 19.15. Wyznaczenie najdluzszego
wspolnego podciagu dla napisow KOMPUTER
i KALKULATOR
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Cwiczenie 11

Wyznacz najdluzszy wspélny podciag dla napiséw AUTOSTRADA
i STRATEGIA oraz LITERATURA i MATEMATYKA.

Oto zapis algorytmu w pseudokodzie i kluczowy fragment kodu pro-
gramu

i1 <n
j &m
nwp <
dopoki i » @ oraz j > @ wykonuj
jesli s[i-1] = t[j-1] to
nwp < s[i-1] + nwp
e q =4
J = g =
W przeciwnym przypadku
jesli d[i][j-1] » d[i-1][j] to

J &4 =1
w przeciwnym przypadku
i = § =1
: . © Fragment kodu
i i=n; J=m; nwp=""; Zrodlowego
2 while (i>@ &R j»>@) odpowiadajacy za
if (s[i-1]==t[j-1]) wypisanie najdluzszego
| { wspdlnego podciagu dla
o 1 dwaéch napisow
: nwp=s[i—1]+nwp;
o
r }
else if (d[i][j-1]>d[i-1][j]) j—;
else i—;

cout <« "Podciag: " << nwp;

W linii 1 zadeklarowanemu wczesniej napisowi nwp przypisujemy
pusty ciag znakow. Jesli sprawdzane litery obu wyrazéw sa rowne
(linia 3), napis nwp powigkszamy z przodu o te litere (linia 5) i prze-
chodzimy do kolejnego elementu tablicy d po przekatnej (linia 6).

Cwiczenie 12

Napisz program wypisujacy najdluzszy wspélny podciag dwdch na-

piséw (dowolny, jesli takich podciagow jest kilka).

Szukanie maksymalnego podciagu - ztozonos¢ obliczeniowa

Zarowno zlozono$¢ czasowa, jak i zlozono$é pamigciowa algorytmu
wynosi O(n - m), gdzie n i m oznaczaja dlugosci przeszukiwanych ciggow.
Wykorzystywana jest dwuwymiarowa tablica o rozmiarach »n x m. Aby
wyznaczy¢ wartos¢ w tabeli dlugosci, trzeba ja przejrzec raz. Wyznacze-
nie najdluzszego podciagu na jej podstawie ma juz zlozonosé¢ liniows.
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™ Podsumowanie

= Metoda programowania dynamicznego polega na tym, ze w danym kroku rozwigzania
podejmuje sie najkorzystniejsza decyzje na podstawie rozwiazan znalezionych wcze$niej
dla posrednich danych.

» W metodzie programowania dynamicznego czesto wykorzystuje si¢ tablice pomocnicze
jednowymiarowe i dwuwymiarowe.

» Metoda programowania dynamicznego znajduje optymalne rozwigzania problemow:
wydawania reszty, znajdowania na planszy drogi o maksymalnej sumie, pakowania ple-
caka czy znajdowania najdluzszego wspolnego podciagu.

» Aby zastosowac metode programowania dynamicznego do rozwigzania problemu wy-
dawania reszty, nalezy zapamigtywac liczbe monet oraz rozklad poszczegélnych nomi-
naléw dla wszystkich kwot podrednich od 0 do kwoty, ktéra chcemy wydac.

» Zastosowanie metody programowania dynamicznego do znalezienia na planszy drogi
o maksymalnej sumie polega na wyliczaniu wszystkich posrednich sum dla pdl planszy.

» Kiedy wykorzystujemy metode programowania dynamicznego do rozwiazania ogol-
nego problemu plecakowego, zapamietujemy wartos$¢ spakowanych przedmiotéw oraz
informacje o liczbie i rodzaju pakowanych przedmiotow dla wszystkich posrednich wag
plecaka od 0 do maksymalnej wagi.

= Aby wykorzysta¢ metode programowania dynamicznego do znalezienia najdluzszego
wspolnego podciagu, trzeba wyznaczy¢ maksymalne dlugosci podciagéw dla poszcze-
golnych poczatkowych fragmentéw wyjsciowych ciagéw i na tej podstawie wyznaczyc
najdluzszy wspélny podciag.

Zadania

+ Bl Problem wydawania reszty metoda programowania dynamicznego mozna tez
rozwiazac, przegladajac dla kolejnych nominatow wszystkie kwoty. Program znajdujacy
minimalng liczbe monet potrzebnych do wydania reszty zmodyfikuyj tak, aby dzialal
zgodnie z powyzsza zasada.

. Program znajdujagcy maksymalnga sume¢ na planszy metoda programowania
dynamicznego uzupelnij tak, aby wypisywal takze droge przejscia od lewego gérnego
rogu do prawego dolnego.

++ B Napisz program rozwiazujacy decyzyjny problem plecakowy metoda programowania
dynamicznego.

*9 Pewien sklep prowadzi sprzedaz towaru w jednostkach catkowitych. W zaleznosci od
tego, ile jednostek nabywca kupuje, ptaci inna ceng (niekoniecznie jedna jednostka jest
tarisza przy zakupie wiekszej ilosci). W sklepie znajduje si¢ n jednostek towaru oraz
cennik ¢, gdzie ¢, oznacza cene zakupu i jednostek, 1 < i < n. Napisz program, ktory
obliczy maksymalny zarobek sklepu.
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«+ A Zetony sa ulozone w n stosach. W kazdym stosie znajduje sie m, zetonéw, 1 < i < n.
Gracz zbiera caly stos (wszystkie zetony z danego stosu), ale nie moze zebra¢ dwoch
sasiednich stoséw, Napisz program, ktéry znajdzie maksymalna liczbe zetondw, ktére
gracz moze zebrac.

«+ [ Napisz program losujacy dwie tablice n-elementowe liczb jednocyfrowych oraz
znajdujacy ich najdtuzszy wspolny podciag.

* Napisz program znajdujacy dla danego ciagu liczbowego najdiuzszy podciag rosnacy.
Podcigg nie musi by¢ spojny, tzn. jego elementy nie muszg wystepowac obok siebie
w ciggu Zrodlowym, ale musza by¢ w tej samej kolejnosci co w ciggu Zrodlowym.

«++ B Dane s3 dwa zdania zlozone z wielkich liter alfabetu faciniskiego oraz spacji. Napisz
program, ktory znajdzie najdluzszy wspolny podciag tych dwdch zdan skladajacy sie
z wyrazow (wyraz traktujemy jako pojedynczy element ciggu). Na przyklad dla zdan
ALA MA KOTA [ DWA PSY oraz OLA MA PSA I DWA KOTY najdiuzszym wspolnym
podciagiem jest MA I DWA.
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20. Dziel i zwyciezaj, czyli
sortujemy sprawniej

Wiadcy starozytnego BRzymu uwazali, ze fatwiej jest rzadzic, kiedy poddani
sa skiGceni, a w spoleczenstwie zarysowane sa podzialy. Jest wtedy
zdecydowanie mniejsza szansa na to, ze zwasnione strony razem wystapia
przeciw wiadzy i ja pokonajg. Zasada ta zostala nazwana ,dziel i rzgdz”
(tac. divide et impera). Od niej pochodzi nazwa jednej z podstawowych
metod projektowania efektywnych algorytmow.

Cele lekc;ji

® /astosujesz strategie ,dziel i zwyciezaj" oraz rekurencje w algorytmach
sortowania.

® Poznasz algorytmy sortowania szybkiego oraz sortowania przez scalanie.

® Oszacujesz zlozonosc czasowag | pamieciowa algorytmow sortowania
szybkiego i sortowania przez scalanie.

® Scalisz posortowane ciagi w miejscu (bez uzycia tablicy pomocniczej).

Jednym z podstawowych sposobow rozwiazywania problemow algo-

Dziel i zwyciezaj © rytmicznych jest metoda ,dziel i zwyciezaj” (ang. divide and conquer).

Przeszukiwanie binarne,
s. 154-158 &

Polega ona na tym, ze problem dzieli sie na podproblemy tego samego
typu dla mniejszej liczby danych. Technike te stosowalismy juz pod-
czas znajdowania elementu w zbiorze uporzadkowanym za pomoca
przeszukiwania binarnego. Wowczas w kolejnych krokach przedzial
potowiliSmy do momentu, gdy zawieral juz tylko jedna liczbe.

W tym temacie zastosujemy te metod¢ w algorytmach sortowania,
ktére beda dziata¢ zdecydowanie szybciej niz poznane wczesniej.

20.1. Sortowanie szybkie

Sortowanie szybkie © Sortowanie szybkie (ang. quicksort) polega na podzieleniu danych

[£] Warto wiedzie¢
Sortowac mozna dowolne

elementy, pod warunkiem,
2e umiemy je paréwnac.

na dwa takie fragmenty, aby kazdy element pierwszego fragmentu byt
mniejszy lub réwny kazdemu elementowi drugiego fragmentu. Podzial
ten trzeba zaplanowac tak, zeby do jego przeprowadzenia wystarczylo
jednokrotne przejrzenie danych.

Dane dzielimy na fragmenty wzgledem jednego wyrdznionego ele-

Element dzielagcy © mentu, ktéry nazywamy elementem dzielagcym. Rysunek 20.1 poka-
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zuje przykladowe dane wraz z wyréznionym elementem dzielgcym —
w tym wypadku jest nim element srodkowy.

6143 56 10 77 g=all 64 78 55 36 15

Rys. 20.1. Dane z zaznaczonym elementem dzielacym



20, Dziel i zwyciezaj, czyli sortujemy sprawniej

Podzielmy liczby z przykladowego zbioru na mniejsze od 51 i wigksze
od 51. Element dzielacy moze trafi¢ do dowolnego z tych fragmentdw.
Rysunek 20.2 przedstawia kroki prowadzace do wyznaczenia dwdch
fragmentéw: w pierwszym znajda sie liczby mniejsze lub réwne ele-
mentowi dzielacemu, a w drugim — liczby od niego wigksze.

61 43 56 10 ??msa 78|55 36]1

T #1,
| J

15 43 56 10 77 |[Eif 64 78 55 36 61

15! 43/ 36 10 ??m 64 78155 56 61

Rys. 20.2. Wybrane etapy podzialu danych wzgledem elementu dzielacego

Przegladamy elementy od lewej strony i poszukujemy elementu
wiekszego lub rownego elementowi dzielacemu, a pomijamy (pozosta-
wiamy na miejscu) elementy od niego mniejsze. Znaleziony element
przeniesiemy na prawa strong. Nastepnie z prawej strony poszukuje-
my elementu mniejszego lub réwnego elementowi dzielagcemu. Jesli go
znajdziemy, zamieniamy go miejscami z elementem znalezionym po
lewej stronie. Takich par do zamiany poszukujemy tak diugo, az indek-
sy wskazujace elementy od lewej i prawej strony si¢ ming.

Element dzielacy jest jednocze$nie wartownikiem. Zabezpiecza
przed przekroczeniem zakresu tablicy, jesli nie ma juz elementu wiek-
szego od wartownika przy przegladaniu z lewej strony lub mniejszego
od wartownika przy przegladaniu z prawej strony. Rysunek 20.3 przed-
stawia podzial danych dla powyzszych liczb.

15 43 36 10 [Ef] 77 64 78 55 56 61

Rys. 20.3. Dane podzielone na dwa fragmenty

Element dzielacy moze trafi¢ do jednego z fragmentow (w przykla-
dzie trafia do lewego) lub nie trafi¢ do zadnego — wowczas jest juz na
wlasciwym miejscu. Oto specyfikacja problemu podziatu danych:

Specyfikacja

Dane: A[p..k] — fragment tablicy n losowych liczb caltkowitych,
O0<sp<k<n.

Wynik: A[p..k] — fragment tablicy spelniajacy warunek, ze kazda
liczba we fragmencie A[p..j] jest mniejsza lub réwna kazdej liczbie
we fragmencie Ali..k],p<j<i<k

Wartownik,
s. 64 &
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E] Warto wiedziec

Dla réznych metod
sortowania specyfikacja
moze by¢ taka sama lub
podobna. Celem jest
zawsze uporzadkowanie
zbioru danych.
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W algorytmie sortowania szybkiego bedziemy wielokrotnie dzieli¢
coraz mniejsze fragmenty tablicy. Zapiszmy w pseudokodzie algorytm
podzialu fragmentu tablicy:

i=p
J <k
m <« Al(p+k) div 2] // element dzielacy
dopbki i < j wykonuj
dopdki A[i] < m wykonuj i < i + 1
dopdki A[j] > m wykonuj j < j - 1
jesli i ¢ j to
Zamien(A[i],A[j])
i i +4
j<Jj-1
Rysunek 20.4 przedstawia schemat podzialu fragmentu tablicy na
dwa mniejsze fragmenty. Zwré¢ uwage na polozenie indekséw i oraz j.

p k

1, ¥

p k
s Ty

Rys. 20.4. Potozenie indeksow i oraz j przed podziatem tablicy i po nim
Cwiczenie 1
Zgodnie z algorytmem zapisanym w pseudokodzie podziel dwa frag-
menty tablicy z rysunku 20.3 na s. 293.

Nie zawsze w wyniku podzialu otrzymamy fragmenty skladajace sie
ze zblizonej liczby elementow. Na przyklad prawy fragment tablicy na
rysunku 20.3 podzieli si¢ na jedna liczbe i pozostale.

Dalsze postepowanie po podziale jest juz proste: otrzymane frag-
menty dzielimy tak dlugo, az otrzymamy fragmenty jednoelementowe.
Poniewaz kazdy element z lewego fragmentu jest mniejszy lub réwny
kazdemu elementowi z prawego fragmentu, calosc jest juz uporzadko-
wana od najmniejszego elementu do najwigkszego.

Kolejne fragmenty mozemy sortowac (dzieli¢) rekurencyjnie, pod
warunkiem, ze p < j dlalewego fragmentu (skfada sie on z wiecej
niz jednego elementu) oraz i < k dla prawego fragmentu.

Zapiszemy teraz specyfikacje problemu sortowania, algorytm
sortowania szybkiego w pseudokodzie oraz funkcje rekurencyjng
QuickSort, realizujaca ten algorytm w jezyku C++.
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Specyfikacja

Dane: A[@..n—-1] — tablica # liczb calkowitych.
Wiynik: liczby w tablicy A spelniajgce warunek
Al@] <A[1] <.. < A[n-1].

funkcja QuickSort(A[],p, k)

i« p

J €K

m < Al(p+k) div 2]

dopoki i ¢ j wykonuj
dopbki A[i] < m wykonuj i « i + 1
dopdki A[j] > m wykonuj j « j - 1
jesli i ¢ j to

Zamien(A[i],A[j])
i < 1 +4
= i

jesli p < j to QuickSort(A,p,j)
jesli i < k to QuickSort(A,i k)

1. wvoid QuickSort(int A[], int p, int k)
2y

- int i=p, j=k, m=A[(p+k)/2];
4. while (i<=j)
{
6 while (Ali]<m) i++;

7 while (A[j]»m) j—-;
8. if (i<=))
10. swap(A[i],A[]]);
11 i++ J—,

}

13 }

if (p<j) QuickSort(A,p,i);

if (i<k) QuickSort(A,i,k);

16. }

W linii 3 okreslone sa wartosci poczatkowe indekséw i, j oraz war-
to$¢ zmiennej m, ktora jest elementem dzielacym. Zewnetrzna petla
while (linia 4) wykonuje instrukcje do momentu miniecia sig indek-
sow 1 oraz j (patrz rys. 20.4). W liniach 8-12 elementy tablicy A sa
zamieniane, aby znalazly sie we wlasciwych fragmentach. Do zamiany
wykorzystujemy funkcje swap. W liniach 14 i 15 nastepuja rekurencyj-
ne wywolania funkcji QuickSort, osobno dla pierwszego i drugiego
fragmentu.

0 Kod zrodtowy funkcji
sortujgcej liczby
z wykorzystaniem

algorytmu sortowania

szybkiego
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Kod zrédiowy funkciji ©
main, wykorzystujacej
funkecje QuickSort oraz
LosujiWypisz

Funkcja Losuj,
funkcja Wypisz,
s. 152(&

Ziozonoscé

pesymistyczna,
s. 165

Zlozonosé srednia,
s. 165

Sortowanie w miejscu O
(in situ)

|Z] Warto wiedzieé

Istnieja modyfikacje
przedstawiong]
implementacji algorytmu
sortowania szybkiego,
ktore dzialaja w migjscu.
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Oto kod zrédlowy funkcjimain programu sortujgcego liczby z wyko-
rzystaniem funkcji QuickSort:

1. int main()

{

int A[N]:
srand(time(NULL));
Losuj(A});

6. Wypisz(A);

f. QuickSort(A,8,N-1);

3 Wypisz(A);

9 return ©;

Cwiczenie 2

Napisz program porzadkujacy tablice liczb metoda sortowania szyb-
kiego z wykorzystaniem funkcji QuickSort. W programie umiesc
funkcje losujaca i wypisujaca tablice liczb. W funkcji main wywolaj
funkcje QuickSort dla wartosci parametru p réwnej @ i wartosci pa-
rametru k rownejN-1 (od pierwszego do ostatniego elementu tablicy).

Ztozonosc¢ obliczeniowa algorytmu sortowania szybkiego
Oszacujmy zlozonos$¢ pesymistyczna algorytmu. Najmniej korzystny
bytby podziat na jeden element i pozostale. Jesli wystegpowalby za kaz-
dym razem (np. gdyby warto$¢ elementu dzielacego byla réwna war-
to$ci minimum lub maksimum w kazdym fragmencie), to jednokrotne
przejrzenie danych w tablicy powodowaloby ustawienie na wlasciwe;
pozycji tylko jednego elementu. Wéwczas dzialanie algorytmu nie
roznitoby sie od metod sortowania prostego. Pesymistyczna zlozonos¢
czasowa algorytmu sortowania szybkiego wynosi wiec O(i°).

Prawdopodobienstwo, ze tak sie bedzie dzialo dla losowych danych,
szczegdlnie skladajacych sie z wiekszej liczby elementow, jest bliskie
zeru. Srednia zlozonoéé czasowa algorytmu sortowania szybkiego
wynosi Oy - log k) i jest to jeden z najszybszych algorytméw sortujacych.

Algorytmy sortowania prostego omoéwione w temacie 12 nie wyma-
galy uzycia dodatkowej pamieci zaleznej od rozmiaru danych (np.
wykorzystania tablicy pomocniczej), aby te dane uporzadkowaé. Mowi-
my, ze takie algorytmy sortuja w miejscu (in situ).

Czy algorytm sortowania szybkiego takze sortuje w miejscu, a wigc
potrzebuje dodatkowej pamigci rzedu O(1)? Nie korzysta on z tabli-
cy pomocniczej, ale wywolania rekurencyjne wymagaja dodatkowej
pamieci w zaleznoéci od rozmiaru sortowanych danych. Srednio wywo-
tania rekurencyjne potrzebuja O(log#) dodatkowej pamieci. Nie jest to
zlozonos¢ stata O(1), wiec nie jest to algorytm sortujacy w miejscu.
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20.2. Modyfikacje algorytmu sortowania szybkiego

Elementem dzielacym moze by¢ dowolny element, niekoniecznie ele- B Warto wiedzieé
ment Srodkowy. Gdyby wartos¢ elementu dzielacego byla mediana o qiana to wartoss
dzielonego fragmentu, w wyniku podzialu otrzymywalibysSmy frag- zajmujaca $rodkowe
menty tej samej dlugosci (z doktadnoscia do 1). Wyznaczenie mediany g?gi“:a“':tgga'eja“m
jest jednak oddzielnym problemem algorytmicznym i jego rozwiazanie '
zwiekszyloby czasowg zlozonoéc obliczeniowa algorytmu.

Wprowadzimy teraz modyfikacje, ktora usprawni algorytm. W sor- ¢ pobra rada
towaniu szybkim mozemy ograniczy¢ wywolania rekurencyjne, jesli  jednym z rozwiazan, ktére
zamienimy rekurencyjne sortowanie dluzszego fragmentu na iteracje. ~mozesz zastosowac przy
Oto algorytm realizujacy ten pomyst zapisany w pseudokodzie: g;z;icszgag'?eﬂﬁ;”;;t“
funkcja QuickSort(A[],p,k) losowanie.

dopdki p < k wykonuj
i < p
J ek
m < Al(p+k) div 2]
dopbki i < j wykonuj
dopbki A[i] < m wykonuj i « i + 1
dopdki A[j] > m wykonuj j « j - 1
jesli i ¢ j to
Zamien(A[i],A[j])
i« 1i+1
J&e =1
jes§li j - p ¢« k — i to
QuickSort(A,p,j)
p o< i
w przeciwnym przypadku
QuickSort(A,i, k)
o

Dopoki mamy wiecej niz jeden element (warunek p < k), nalezy
kontynuowac sortowanie. Po podziale tablicy sprawdzamy, ktory frag-
ment jest krotszy. Jest on sortowany rekurencyjne, a dluzszy — w kolejnej
iteracji zewnetrznej petli, po wezesdniejszej modyfikacji wartosci p lub k.

[ A to ciekawe

Jak powstat algorytm sortowania szybkiego?

W 1959 r. angielski informatyk Charles Antony Richard Hoare przebywat

w Moskwie, gdzie studiowat tlumaczenie maszynowe. Kiedy szukat
sposobu na uporzadkowanie alfabetyczne stow jezyka rosyjskiego,

aby przettumaczyc je na jezyk angielski, wymyslit algorytm sortowania
szybkiego. Dzis jest to jeden z najbardzie] znanych algorytmow na swiecie.
Za swoje wybitne osiagniecia Hoare zostal uhonorowany nagroda Turinga
oraz tytutem doktora honoris causa m.in. Uniwersytetu Warszawskiego.
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Kod Zrodiowy ©

zmodyfikowanej funkcji

realizujacej algorytm

sortowania szybkiego
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Sortowanie przez 0
scalanie

Oto kod zrodlowy zmodyfikowanej funkcji QuickSort:

| wvoid QuickSort(int A[], int p, int k)

£ {
int i, j, m;
while (p<k)
{
i=p; j=k; m=A[(p+k)/2];
while (i¢«=j)
{
o while (A[il<m) i++:
19, while (A[j]>m) j—;
11 if (i<=j)
12 {
13, swap(A[i],A[j]);
14 o b
15 }
16 }
i if (j-pek-i)
1 {
19, QuickSort(A,p,J); p=i;
20 }
2o else
{
23 QuickSort(A,i,k); k=j;
24 }
) )
26. }

Cwiczenie 3
Napisz program, ktéry wykorzysta zmodyfikowang funkcje
QuickSort. Uruchom go i sprawdz jego dzialanie.

20.3. Sortowanie przez scalanie

Algorytm sortowania przez scalanie (ang. merge sort) dziala na
podobnej zasadzie jak algorytm sortowania szybkiego. Dane dzielimy
na dwa fragmenty, ale o takiej samej liczbie elementéw (z doktadno-
$cig do 1). Nie naktadamy przy tym zadnych warunkéw na dane pod-
czas podziatu. Po posortowaniu obydwu fragmentéw danych scalamy
je, czyli taczymy w calos$c¢, ktora bedzie uporzadkowana. Odpowied-
nie scalanie fragmentéw jest kluczowym etapem algorytmu.
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Rysunek 20.5 przedstawia schemat ilustrujgcy dzialanie algorytmu
sortowania przez scalanie:

61 43 56 10 77 51’54 78 55 36|15

i g

61 43/ 56|10 77 51 64 78 55‘35 15
61 43‘56 10 ?T‘51 64 ?8{55 36115
61|43 'IEI Fi 4|78
43 | 56 77 L51 78|55 |36
43 <1/ 10 </ 64 <3/ \/
¢) Dobra rada
O nieparzystej liczbie
elementéw nie da sie
10 43 156|181 |77F ‘!5 36 65 684 738 podzielic na dwa rdwne
fragmenty. W takiej
sytuacii swiadomie
10 15 36 43 51 55 56 61 64 77 78 zdecyduj, ktdry
z fragmentéw bedzie
Rys. 20.5. Dziatanie algorytmu sortowania przez scalanie o jeden element wiekszy.

Pomaranczowe linie wyznaczaja miejsca podziatu. Podzialy prze-
prowadzamy tak dlugo, az otrzymamy fragmenty jednoelementowe
(fragment zlozony z jednego elementu jest uporzadkowany). Zielone
linie wskazuja etap podzialéw, a granatowe — etap scalania krotszych
fragmentéw w dluzsze, juz uporzadkowane.

Cwiczenie 4
Zapisz na kartce papieru kilka losowych liczb. Na ich przykladzie
pokaz dzialanie algorytmu sortowania przez scalanie.

Funkcja realizujaca opisany powyzej algorytm, podobnie jak w przy-
padku algorytmu sortowania szybkiego, bedzie rekurencyjna. Jej zapis
w pseudokodzie moze by¢ nastepujacy:
funkcja MergeSort(A[],p,k)

jesli p < k to
s « (p+k) div 2 // indeks Srodka fragmentu

MergeSort(A,p,s) // sortuj lewy fragment
MergeSort(A,s+1,k) // sortuj prawy fragment
Merge(A,p,s, k) // scalaj posortowane fragmenty

299
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Scalanie posortowanych fragmentow

Glownym zadaniem tego algorytmu jest odpowiednie scalenie dwoch
fragmentow danych. Jedna z mozliwosci jest scalenie dwoch fragmen-
tow tablicy (nazwijmy ja A) w tablicy pomocniczej (nazwijmy ja B),
a nastepnie przekopiowanie scalonego fragmentu z powrotem do
sortowanej tablicy. Porownywane sa kolejne elementy fragmentéw
i mniejszy z nich jest kopiowany do tablicy pomocniczej. Indeks sko-
piowanego elementu przesuwany jest do nastgpnego elementu.

Rysunek 20.6 przedstawia pierwszy krok scalania dwoch fragmentow
z wykorzystaniem tablicy pomocniczej B.

P s s+1 k =] s s+1 k
A 43|56 6110|5177 A |43 55 ETI‘ID 51|77
Ty Tj Ts ' Tj
—
p k p k
B B |10
Trn 'm

Rys. 20.6. Pierwszy krok scalania fragmentéw danych — poréwnanie pierwszych
elementow fragmentow i skopiowanie mniejszego

W ten sposob mozna postepowac, dopoki w obydwu fragmentach
sa jeszcze elementy do poréwnywania. W pewnym momencie jeden
z fragmentow zostanie w calo$ci skopiowany do tablicy B. Wéwczas do
tablicy B nalezy skopiowa¢ brakujacg czes¢ drugiego fragmentu. Ilus-
truje to rysunek 20.7.

P s s+1 k p s s+ k
A 14356 6110|561 |77 A |43 56 51:113 51|77
T, Tj 'Fi Tj
—_—
8] k p k
B |10|43|51 56 B (1043|511 56 61
Im Tm

Rys. 20.7. Porownanie ostatnich elementow pierwszego i drugiego fragmentu

Oto algorytm scalania zapisany w pseudokodzie:
i <p
jes+1
m < p
dopbéki i ¢ s oraz j ¢ k wykonuj
jesli A[i] < A[j] to
Blm] < A[i]
i< i+1
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w przeciwnym przypadku
Blm] < A[]]
s lnanlc B
m<m+1
dopoki 1 ¢ s wykonuj
Blm] <« Ali]
io= 1 =
m < m+1
dopdki j ¢ k wykonuj

Blm] < A[j]
j = j+1
m < m+ 1

dla i < p, .., k wykonuj A[i] <« B[i]

Zwroc uwage na druga i trzecia petle dopéki w powyzszym algoryt-
mie. Wykona si¢ tylko jedna z nich, poniewaz spelniony bedzie tylko
jeden z warunkéw: i ¢ s albo j ¢ k. Wowczas zostanie przekopiowana
brakujaca koricéwka jednego z fragmentow.

Funkcja Merge, realizujaca powyzszy algorytm zapisany w pseudo-
kodzie, moze wygladac nastepujaco:

@ Kod zrodiowy funkcji
|. void Merge(int A[], int p, int s, int k) scalajacej posortowane
2. fragmenty danych

z wykorzystaniem

S e P tablicy pomocniczej

int BIN]:

while (i<=s && j<«=k)
{
if (A[i]<A[]])
{
Blm]=A[i]; i++;
}
11 else
{
13. Blm]=A[j]; j++
14, }
15 m+-+;
}
while (ic=s)
{
19. B(m]=A[i]; i++; m++;
2k, }
21. while (j«<=k)
Ll {
23 Blm]=A[jl; j++;5 m++;

24 }
for (i=p;i<=k;i++) A[i]=B[i];
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Kod zrodtowy funkcji ©
MergeSort, realizujacej
algorytm sortowania
przez scalanie
z wykorzystaniem
funkciji Merge

Kod zrédiowy funkcji ©
main wykorzystujacej
funkcje MergeSort oraz
Losuj i Wypisz

Funkcja Losuj,
funkcjaWypisz,
s. 152

302

Zwro¢ uwage na deklaracje tablicy pomocniczej B (linia 4). Przecho-
wuje ona elementy z tablicy A od indeksu p do k, czylik — p + 1 ele-
mentéw. N jest stala zdefiniowana w programie, okreélajaca rozmiary
tablic A i B.

Kod zZrodlowy funkeji MergeSort, realizujacej algorytm sortowania
przez scalanie (zgodnie z pseudokodem przedstawionym na s. 299),
jest nastepujacy:

| wvoid MergeSort(int A[], int p, int k)

I
if (p<k)
{
int s=(p+k)/2;
_ MergeSort(A,p,s):
MergeSort(A,s+1,k);
Merge(A,p,s,k);
}
14 ],

Wywolania rekurencyjne znajduja si¢ w liniach 6 1 7. W linii 8 naste-
puje scalanie posortowanych fragmentow.

Kod zrédlowy funkeji main programu sortujacego liczby z wykorzy-
staniem funkcji MergeSort moze by¢ nastepujacy:

int main()

{
int A[N];
srand(time(NULL));
Losuj(A);

: Wypisz(A);
7 MergeSort(A,9,N-1);

Wypisz(A);
return ©;

Cwiczenie 5

Napisz i uruchom program porzadkujacy tablice liczb metoda sorto-
wania przez scalanie. Pamietaj, zeby zastosowac funkcje losujaca
i funkcje wypisujaca tablice liczb. W funkcji main wywolaj funkcje
MergeSort dla wartosci parametru p réwnej @ i wartosci parametru k
rownej N — 1 (od pierwszego do ostatniego elementu tablicy).
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Zmniejszenie rozmiaru tablicy pomocniczej przy scalaniu

Innym pomyslem na scalanie danych jest skopiowanie w pierwszej
kolejnosci jednego z fragmentéw do pomocniczej tablicy B i scalanie
fragmentow bezposrednio w zrodlowej tablicy. Zauwaz, ze teraz tablica B
bedzie dwa razy mniejsza niz w poprzedniej metodzie. Nalezy jed-
nak pamigta¢ o przesunieciu indeksu — pierwszy kopiowany element
w tablicy A ma indeks p, a w tablicy B bedzie zapisany pod indeksem @.
Dlatego tablica B jest indeksowana od @ do s—p.

Rysunek 20.8 przedstawia poczatek dzialania algorytmu scalania
fragmentéw z wykorzystaniem tablicy pomocniczej o mniejszym roz-
miarze.

p s s+1 k p s s+1 k
A 43ls6|61|10/51[77 o B 51‘10 51|77
Tm Tj Tm Tj
—y
(%] s—p & s-p
B |43 56 61 B 4356 61
Ta 1

1 1

Rys. 20.8. Pierwszy krok scalania — pordwnanie pierwszych elementéw scalanych
fragmentow i skopiowanie mniejszego

Poréwnywane sg wartoéci A[ j] orazB[i] — mniejsza z nich zostanie
ustawiona na miejscu A[m]. Po skopiowaniu wlasciwego elementu na
pozycje m w tablicy A, indeks m oraz jeden z indekséw — i albo j —
sa powiekszane o jeden. Jezeli jako pierwszy skonczy si¢ fragment,
ktory zostal skopiowany do tablicy pomocniczej, najwigksze elementy
drugiego fragmentu s3 juz na wlasciwych miejscach. Przedstawia to
rysunek 20.9. Zauwaz, ze indeks i zostal zwigkszony o jeden, zatem
znajduje si¢ on poza obszarem tablicy pomocniczej B.

p =1 :SH k P s s+1 k
A A
m
.-
5] s-p @ s=p
B 43 |56 81 B |43 586 61
Ti 1:

1 1

Rys. 20.9. Wybdr przedostatniego elementu tablicy A

Jesli do wykorzystania pozostang elementy z tablicy pomocniczej,
nalezy je dopisa¢ na koncu scalanego fragmentu.

Oto zapis powyzszego algorytmu w pseudokodzie oraz kod Zrodlowy
funkcji Merge, realizujacej ten algorytm w jezyku C++.

[Z] Warto wiedzieé

Istnieje wiele rdznych
algorytmoéw sortujacych.
Do popularnych naleza
m.in. sortowanie
pozycyine, przez
kopcowanie lub
sortowanie Shella.
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dla i < p, .., s wykonuj B[i-p] <« A[i]
i <0
j s +1
m < p
dopéki i ¢ s — p oraz j < k wykonuj
jesli B[i] < A[j] to
Alm] < BI[i]
I = 1 44
W przeciwnym przypadku
Alm] < A[]j]
J o= e
m < m+ 1
dopdéki i ¢ s - p wykonuj
Alm] < B[i]
i« i+1
m < m+ 1

Kod zrodlowy funkcji ©

scalajacej posortowane |- void Merge(int A[], int p, int s, int k)
fragmenty danych 25
z wykorzystaniem : int i, j, m;
zredukowanej tablicy int B[N/2+1];

for (i=p;i<=s;i++) Bli-p]=Alil;
6. i=0; j=s+1; m=p;
. while (i<=s-p && j¢=k)

{
;f (B[i]<A[i])
18,
11 Alm]=B[i]; i++;
12 }
13, else
1 {
15, Alml=A[]]; j++;
{ }
17 m4++;
18. }
19 while (i<=s-—p)
20. {
21 Alm]=Bli]; i++; m++;

/ }

W linii 4 zadeklarowana zostata tablica pomocnicza B o rozmia-

) Dobra rada
rze rownym polowie diugosci tablicy A, czyli N/2+1 (taka jest maksy-

Zauwaz, ze jesli pierwszy

fragment skoriczy sie malna dlugos¢ fragmentu). N jest stalg zdefiniowang w programie,
jako pierwszy (i bedzie okreslajaca rozmiar tablicy A. W wierszu 5 tablica B jest wypelniana
wieksze od s-p), petia : . . . bl : -

2 linil 19-22 nie wykona sie liczbami z pierwszego fragmentu. Petla w liniach 7-18 poréwnuje ele-
ani razu. menty obydwu fragmentow i wstawia mniejszy we wlasciwe miejsce.

Petla w liniach 19-22 kopiuje elementy z tablicy pomocniczej, jesli
w pierwszej kolejnosci zostaly wykorzystane wszystkie elementy dru-
giego fragmentu.
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20, Dziel i zwyciezaj, czyli sortujemy sprawniej
Cwiczenie 6
Napisz i uruchom program porzadkujacy tablice liczb metoda sorto-
wania przez scalanie. Uzyj funkcji scalajacej, ktéra korzysta z tablicy
pomocniczej 0 zmniejszonym rozmiarze.

- Zapamietaj

Metody sortowania szybkiego i przez scalanie wykorzystuja strategie
wdziel i zwyciezaj”. W implementacji tych algorytméw mozna
zastosowac rekurencje.

Scalanie posortowanych fragmentow w miejscu (in situ)

Zastanowmy sig, jak wyeliminowac tablice pomocnicza podczas scala-
nia. Jesli badany element lewego fragmentu jest mniejszy lub réwny ele-
mentowi w prawym fragmencie, to znajduje si¢ on na wlasciwym miej-
scu. Wystarczy przesunac indeks w lewym fragmencie. W przeciwnym
razie, gdy prawy element jest mniejszy, nalezy go przestawic¢ do lewego
fragmentu, a element z tego miejsca wstawi¢ do prawego fragmentu,
zachowujac jego uporzadkowanie. Wymaga to przesunigc analogicz-
nych jak wykonywane w algorytmie sortowania przez wstawianie.  Algorytm sortowania
Rysunek 20.10 przedstawia kolejne kroki scalania fragmentow Przez wstawianie,

.. s. 175-178 &
w miejscu.
b s« p [ s K 0 [ «
43'56/61(10 /51|77 BB sc 6143 51 77 [BIEs o1 |51 s6 77
(5 : 15 Ty
— —
3
43 e Bl
pom pom pom
Rys. 20.10. Kolejne kroki scalania fragmentéw danych metoda in situ
Zapis powyzszego algorytmu w pseudokodzie moze by¢ nastepujacy:
dla i < p, .., s wykonuj
jesli Als+1] < Ali] to
pom « A[i]
F'n[i} “— A[E+‘1] ¢) Dobra rada
j = s+2 Zauwaz, ze wystarczy
oo ; : przegladac tylko pierwszy
doPﬁil.J_i $ r_ ‘fa.'z Alj] < pom wykonuj fragment i pordwnywad
1[..]“ ] []] kolejne jego elementy
g = 3 ¥3 z pierwszym elementem
A[j-1] < pom drugiego fragmentu,
Drugi fragment caly czas
Zapiszmy kod zrédtowy funkcji w jezyku C++. pozostaje uporzadkowany.
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Kod zZrédiowy funkcji ©

scalajacej posortowane
fragamenty danych

2z wykorzystaniem
metody in situ

|:1 Warto wiedziec

Jesli nie mamy zadnej
wiedzy na temat danych,
ktére chcemy posortowad
{(np. nie wiemy, jaki jest
ich zakres), to mozemy
je uporzadkowac

z wykorzystaniem
algorytmu o ziozonosci
czasowe] O(n - logn). Nie
Znamy algorytmaow, ktore
pozwalatyby wykonac
sortowanie szybcigj.

[Z] Warto wiedzieé

FPodczas tworzenia
programu trzeba czasami
podjac decyzje, czy
algorytm ma dziata¢ nieco
wolnigj, ale oszczednig)
korzystac z pamieci, czy
szybcig, ale z uzyciem
wiekszej ilosci pamieci.
Algorytmy sortowania
przez scalanie sa
przyktadami takich wiasnie
rozwiazan.
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| void Merge(int A[], int p, int s, int k)

{
int i, j, pom;
for (i=p;i¢=s;i++)
5. if (Als+1]<A[i])
= {
7 pom=A[i];
Ali]=A[s+1];
Q. Jj=5+2;
16, while (j«<=k B& A[j]<pom)
11 {
12. Alj-1]=AL]];
13 J++;
14, }
1€ Al j-1]=pom;
16. }
£

Jeden obrét zewnetrznej petli powoduje ustawienie jednego elementu
na wlasciwej (i-tej) pozycji. Jesli liczba na pozycji s+1 jest mniejsza od
liczby na pozycji i (warunek w linii 5), to ta ostatnia jest przechowana
w zmiennej pomocniczej pom (linia 7), a w jej miejsce wstawiana jest
liczba z pozycji s+1 (linia 8). Wewnetrzna petla while (linie 10-14)
poszukuje w prawej polowie scalanego fragmentu miejsca, w ktére nale-
zy wstawi¢ wartos¢ ze zmiennej pom. Elementy mniejsze od wartosci
zmiennej pom sa przesuwane o jedna pozycje w lewo. W linii 15 wartosc¢
zmiennej pom zostaje wstawiona w znalezione miejsce (pozycja j—1) tak,
aby prawy fragment byt caly czas uporzadkowany.

Cwiczenie 7

Uruchom i przetestuj program sortujacy tablice liczb metoda sorto-

wania przez scalanie z wykorzystaniem scalania w miejscu.

Ziozonosc¢ obliczeniowa algorytmu sortowania przez scalanie

Algorytm sortowania przez scalanie zawsze dzieli tablicg na dwa frag-
menty tej samej dlugodci. Jego zlozonosc¢ czasowa (pesymistyczna
i srednia) wynosi O(n - logn).

Mimo ze zlozonos¢ pamigciowa przedstawionych wersji algorytmu
sortowania przez scalanie wynosi O(n), réznia si¢ one wymagang ilo-
$cia pamieci dodatkowej. W kolejnych wersjach jest ona odpowiednio
rzedu: O(n), O(n) i O(logn). Chociaz w ostatniej wersji scalanie jest
przeprowadzane in situ, algorytm sortowania przez scalanie w tej wer-
sji nie jest algorytmem in situ ze wzgledu na wywolania rekurencyijne,
ktore wymagaja dodatkowej pamieci.



Jak szybko sortujg algorytmy?

Poznane wczesniej algorytmy sortowania: babelkowego, przez wybieranie, przez wstawianie,
przez scalanie i szybkiego® znacznie roznia si¢ szybkoscia dziatania. Aby efektywnie zmierzy¢
$redni czas™ wykonania algorytmu, mozna wielokrotnie posortowac zbior liczb dang metoda,
a nastepnie wyznaczy¢ $rednia z pomiarow czasu.

Zbior 10 000
losowych liczb

Sortowanie babelkowe:

Sortowanie przez wybieranie:

Sortowanie przez wstawianie:

Sortowanie przez scalanie:

Sortowanie szybkie:

Zbior 100 000
losowych liczb

Sortowanie babelkowe:

Sortowanie przez wybieranie:

Sortowanie przez wstawianie:

Sortowanie przez scalanie:

Sortowanie szybkie:

Zbiér 1 000 000
losowych liczb

Sortowanie babelkowe:

Sortowanie przez wybieranie:

Sortowanie przez wstawianie:

Sortowanie przez scalanie:

Sortowanie szybkie:

inl

21,154 s
8,892 s
4,359 s
0,023 s
0,008 s

sl

2200,340 s
885211 s
438,081 s

1,803 s
0,087 s

Zbior 100 000 liczb
posortowanych odwrotnie

Sortowanie babelkowe:
Sortowanie przez wybieranie:
Sortowanie przez wstawianie:
Sortowanie przez scalanie:

Sortowanie szybkie:

Zbior 100 000 liczb

w potowie posortowanych
wiasciwie i w potowie
posortowanych odwrotnie

Sortowanie babelkowe:
Sortowanie przez wybieranie:
Sortowanie przez wstawianie:
Sortowanie przez scalanie:

Sortowanie szybkie:

Zbior 100 000 liczb

w potowie posortowanych
odwrotnie i w potowie
posortowanych wiasciwie

Scrtowanie babelkowe:
Sortowanie przez wybieranie:
Sortowanie przez wstawianie:
Sortowanie przez scalanie:

Sortowanie szybkie:

* W sortowaniu szybkim jako element dzielacy ustalono lewy koniec fragmentu.

** Czas ten zalezy od wielu czynnikow, m.in. od procesora oraz wielkosci pamigci dostepnej
w trakcie wykonywania algorytmu. Testy przeprowadzono na komputerze z procesorem

o czestotliwosci 3,7 GHz i 16 GB pamieci operacyjnej.

fhiss

14,905 s
15,448 s
8,908 s
0,019s
5,836 s

11k

11,6258

11,141 s
4,482 s
0,018s
0,016 s

litil

11,651 s
11,346 s
4,447 s
0,019s
0,013 s




Rozdziat 3. Metody algorytmiczne

™ Podsumowanie

= Metoda ,dziel i zwycigzaj” polega na podziale problemu na podproblemy tego samego
typu dla mniejszej liczby danych. Te podproblemy czesto sg rozwiazywane rekurencyjnie.

= Metoda sortowania szybkiego polega na tym, ze dane dzieli si¢ na dwa fragmenty tak,
aby wszystkie elementy jednego fragmentu byly mniejsze lub réowne kazdemu elemen-
towi drugiego fragmentu, a nastepnie sortuje sig te fragmenty.

= Metoda sortowania przez scalanie dzieli dane na dwa réwnoliczne fragmenty, sortuje
kazdy z nich, a nastepnie scala posortowane fragmenty.

» Srednia zlozonod¢ czasowa algorytméw sortowania szybkiego i przez scalanie wynosi
Of(n - logn).

= Pesymistyczna zlozono$¢ czasowa algorytmu sortowania szybkiego wynosi O(n?), a al-
gorytmu sortowania przez scalanie — O(n - log n).

= Zlozonos$¢ pamigciowa algorytmoéw sortowania szybkiego i przez scalanie zapisanych
rekurencyjnie wynosi O(n).

= Algorytm sortowania szybkiego w wersji rekurencyjnej wykorzystuje dodatkowo O(log n)
pamieci, za$ algorytm sortowania przez scalanie wykorzystuje dodatkowo, w zaleznosci
od wersji, O(n) lub O(log n) pamigci.

» W algorytmie scalania posortowanych fragmentow wykorzystuje sie tablice pomocni-
czg, najczesciej o rozmiarze rownym polowie sortowanej tablicy.

» Algorytm scalania posortowanych ciagéw mozna zapisac bez wykorzystania tablicy po-
mocniczej. Wykonuje on wtedy jednak wiecej operacji — oprocz poréwnywania elemen-
tow tablicy takze przesuniecia elementéw.

Zadania

+ Bl Program porzadkujacy tablice liczb metoda sortowania szybkiego zmodyfikuj tak, aby
indeks elementu dzielacego byt losowany.

« B Napisz program, ktéry losuje dwie tablice n-elementowe, sortuje je dowolna metoda,
a nastepnie tworzy trzecia tablice n-elementowa, skladajaca sie z uporzadkowanych
n najmniejszych liczb z dwoch pierwszych tablic.

«+ [ Napisz program porzadkujacy nierosnaco liczby w tablicy n-elementowej. Wybierz
dowolny algorytm, ktéry wykorzystuje metode ,dziel i zwyciezaj".

++ [ Metode sortowania szybkiego mozna polaczyé z innymi metodami sortowania i dla
krotkich fragmentéw danych zastosowac inng, efektywniejsza metode. Na przyktad
dla danych prawie posortowanych metoda sortowania przez wstawianie bedzie miala
ztozonos¢ liniowa. Zmodyfikuj program porzadkujacy dane metoda sortowania
szybkiego, tak aby konczyl wywolania rekurencyjne, gdy dlugosé fragmentu jest
mniejsza od 5. Nastepnie posortuj tablice metoda sortowania przez wstawianie.
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20. Dziel i zwyciezaj, czyli sortujemy sprawniej

«» [ Zapisz w tablicy wyniki symulacji n rzutow szescienng kostka do gry. Nastepnie
posortuj tablice z wykorzystaniem algorytmu o liniowej zlozonosci czasowej.
Uwaga: Mozesz zastosowaé¢ metode sortowania przez zliczanie znang ze szkoly
podstawowej.

«+ B Napisz program, ktéry losuje dwie tablice n-elementowe, sortuje je dowolna metoda,
a nastgpnie tworzy trzecia tablice o rozmiarze 2 - n, skladajaca si¢ z uporzadkowanych
liczb z dwdch pierwszych tablic.

«+ @l Napisz program sortujacy n-elementowa tablice liczb wedlug sumy ich cyfr. Wybierz
dowolny algorytm, ktéry wykorzystuje metode ,dziel i zwyciezaj”.

«»+ B Napisz program porzadkujacy tablice liczb metoda sortowania przez scalanie bez
wykorzystania rekurencji. Mozesz zalozy¢, ze rozmiar tablicy jest potega liczby 2.

#++ B Napisz program, ktéry wylosuje i posortuje tablice »n liczb wymiernych metoda
sortowania o $redniej zlozonosci czasowej O(n - logn). Jako operacje dominujaca
przyjmij poréwnanie dwoch liczb wymiernych. Liczbe wymierng mozesz reprezentowac
jako strukture (patrz s. 109). Napisz i wykorzystaj funkcje poréwnujaca dwie liczby
wymierne bez uzycia konwersji na liczby zmiennoprzecinkowe.

+#++ H Poszukaj w internecie informacji dotyczacych metody sortowania przez kopcowanie
(ang. heapsort). Zapisz algorytm sortowania przez kopcowanie w wybranej przez siebie
notacji oraz przygotuj prezentacje porownujaca te metode z algorytmami sortowania
szybkiego i sortowania przez scalanie.
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@ WIESZ, UMIESZ, ZDASZ

Sposob na zadania

B zadanie 1

W jezyku polskim cztery najczesciej wystepujace litery to samogloski: a, e, / oraz 0. Wedlug statystyk

stanowia one razem ponad 30% wystapien wszystkich liter w polskich tekstach. Jedna z mozliwosci

zmnigjszenia objetosci pliku z tekstem jest kodowanie kazdej z tych samoglosek razem z litera
znajdujaca sie przed nia lub za nig tak, jakby stanowity jeden znak. Zaktadamy, ze w tekscie beda
wystepowaly tylko mate litery alfabetu facinskiego (jest ich 26) oraz spacje.

Opis sposobu kodowania:

» Do grupy znakow wyrdznionych — samogtosek: a, e, i, 0 — dotaczono rowniez spacje, poniewaz
czesto wystepuje w tekstach.

» Kody od 0 do 109 przypisano parom znakdow, w ktorych pierwszym znakiem jest znak wyrdzniony,
a drugim - litera spoza tej grupy (poza grupa znakow wyroznionych sa 22 litery). kacznie
otrzymujemy 110 takich par, zgodnie z ponizsza tabela.

» Kodami od 110 do 219 oznaczono pary znakow, w ktorych drugim znakiem jest znak wyrdzniony,
a pierwszym — litera spoza grupy znakow wyroznionych,

» Kody od 220 do 245 przewidziano dla 26 pojedynczych liter, ktorych nie mozna zakodowac jako
pary (tzn. przed litera ani po nigj nie znajduje sie znak wyrozniony).

» Kod 246 reprezentuje spacije.

» Kodujemy pierwsza mozliwg pare od lewej strony, np. aba kodujemy jako ab|a, a nie a| ba.

Wszystkie kody mieszcza sie w zakresie od 0 do 255, a wiec kazdy zajmuje 1 bajt pamieci.

Oto fragment tabeli koddw. Znak podkreslenia (_) oznacza spacie.

Znak Kod Znak Kod Znak Kod
ab 0 ba 110 a 220
ac 1 | be 111 | b 221
ad 2 o] 112 c 222
af 3 bo 113 d 223

| b | 114 | 8 224

az 21 ca 115 f 225

eb 22 S == | g 226
| za 215 |

0z BY | ze 216 | X 243

_b B8 | zi 217 | y 244

0 | 218 z 245

z 109 z 219 246

Na przykiad fraza zapis elektrokardiografu bedzie zakodowana nastepujacym ciagiem liczb:
za pi s_ el ek t ro ka r di og ra i u

215 | 167 184 3@ 29 239 | 178 | 145 237 122 e 175 | 225 @ 240

Napisz program lub programy rozwigzujace ponizsze zadania. Odpowiedzi zapisz w sposob wskazany
przez nauczyciela.
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Zadanie 1.1 (0-3)

W pliku, ktory otrzymasz od nauczyciela (np. WUZ3_zad1_tekst.txt), jest zapisanych 10 linii tekstu
ziozonego z matych liter alfabetu tacinskiego oraz spacji. Podaj liczbe wszystkich znakow w tekscie,
liczbe samoglosek: a, e, J, o (facznie) oraz liczbe spacii.

Na przykiad we frazie zapis elektrokardiografu wystepujg facznie 24 znaki, w tym 9 wyrdznionych
samogtosek oraz 1 spacja.

Rozwiazanie

Tagi: kompresja danych, szyfry podstawieniowe, zliczanie elementow, kody ASCIl, operacje
na napisach

Krok 1

Aby rozwigzac to zadanie, wystarczy pobierac z pliku kolejne wiersze tekstu i zliczac w nich
wystapienia wyroznionych samoglosek, spacji oraz wszystkich znakow facznie.

Krok 2

Deklarujemy zmienne, kidre beda stuzyly do zliczania znakow w trzech kategoriach. Poczatkowe
wartosci tych zmiennych ustawiamy na zero.

Krok 3

Poniewaz dane wejsciowe skiadaja sie z 10 wierszy tekstu, wykorzystamy petle for, ktora
wykona sig 10 razy. Analizowany tekst zawiera spacje, dlatego kolejne wiersze wczytamy przy
uzyciu funkcji getline.

Krok 4

W wewnetrznej petli bedziemy zwiekszac licznik wszystkich znakow oraz sprawdzac, czy aktualny
znak jest spacia lub wyrdzniong samogtoska. Zaleznie od tego bedziemy zwigkszac odpowiedni licznik.

Krok 5

Aby stwierdzi¢, czy badany znak jest jedna z wyrdznionych samoglosek, sprawdzimy, czy
wystepuje w stalej samd typu string, ktora bedzie przechowywata fancuch znakow zlozony

Z samogtosek: a, e, i, 0. Wykorzystamy stala npos (patrz s. 329) do sprawdzenia, czy samogloska
zostata odnaleziona w statej sam4.

Odpowiedz: Kod Zrodiowy programu rozwiazujacego to zadanie moze by¢ nastepujacy:

#include <iostream:
ginclude <fstream:
#include «<string

using namespace std;
int main()

9. const string sam4="aeio",
19, int ile=0,ile1=0,ile2=0;
11 [l 1le liczba wszystkich znakdw
12 ffo1led liczba spacil
i3. [ iled liczba wyroznionych samoglosek
14. string s;
ifstream we("WUZ3_zadi_tekst.txt");
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6. for (int i=0;i<10;i++)

7. {
18. getline(we,s);
for (int j=@;j<¢s.size();j++)
20. {
21. ile++;
22 if (s[jl=='" ') ilel++;
23 else if (sam4.find(s[j])!=samd.npos) ileZ++;
24 }
25. }
2f we.close();
27, cout«"Liczba znakow: "<«ile«endl;
: cout«"Liczba spacji: "«ilel<«endl,
2 cout«"Liczba samoglosek aeio: "«ileZ;
30 return @;
L}
Zadanie 1.2 (0-4)

W pliku, ktéry otrzymasz od nauczyciela (np. WUZ3_zad1_liczby.txt), jest zapisanych 10 wierszy
ztozonych z liczb z zakresu od O do 255 oddzielonych spacja. Kazda liczba, z wyjatkiem ostatniegj

w kazdym wierszu, przedstawia zakodowana parg znakow lub znak zgodnie z zasadami
przedstawionymi wczesnigj. Ostatnim elementem kazdego wiersza jest liczba 255, oznaczajaca koniec
wiersza. Nie jest ona kodem zadnego znaku ani pary znakow. Odkoduj tekst z pliku.

Dla wiersza liczb:

215 167 184 38 29 239 178 145 237 122 70 175 225 248 255
powinien zostac zapisany nastepujacy wiersz:

zapis elektrokardiografu

Rozwiazanie
Tagi: kompresja, szyfry podstawieniowe, kody ASCII, operacje na napisach

Krok 1

Aby rozwigza¢ zadanie, nalezy odczytywac kolejne liczby z pliku, przeksztalcac je na znaki
zgodnie z tabela kodow i budowac z tych znakow odkodowany napis w zmiennej s typu string.
Krok 2

Wygodnie bedzie zdefiniowac dwie stale napisowe, w ktdrych zapamigtamy znaki wyréznione

i pozostale litery:

spec5 — stala skladajaca sie z 5 znakdw wyrdznionych (samogtoski: a, e, i, 0 oraz spacija),
pozlit — stala skiadajaca sie z pozostatych liter w kolejnosci alfabetycznej.

Krok 3

Na poczatku odczytu kazdego wiersza nadajemy zmiennej s wartosc poczatkowa bedaca
napisem pustym. Po rozkodowaniu danej liczby dodajemy do zmiennej s jeden lub dwa znaki.
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Krok 4

Aby fatwiej bylo przeksztalcac kody na znaki, podzielimy te kody na cztery kategorie. Opiszemy

rowniez czynnosci konieczne do wyznaczenia odpowiedniego znaku dla wczytanej liczby x.

1. Kod 246 oznacza spacije.
Jesli wezytana liczba x ma taka wartosc, dodajemy do zmiennegj s znak spacii.

2. Kody od 220 do 245 oznaczaja pojedyncza litere.
Jesli wezytana liczba x nalezy do tego przedzialu, dodajemy do zmiennej s znak o kodzie
Wynoszgcym: x — 220 + 'a'. Roznica x - 220 pozwala numerowac znaki od O do 25.
Dodanie kodu ASCI| litery a (wynoszacego 97) pozwoli wyznaczy¢ wiasciwa litere.

3. Kody od 110 do 219 oznaczaja pare znakow: pierwszy to litera spoza grupy znakow
wyréznionych, a drugi — jeden ze znakow wyrdznionych.
Pierwsza litera zmienia sie wiec co 5 znakéw (ba ma kod 110, ca 115 itd.), a drugi znak
znajduje sie na jednej z 5 pozycji w statej napisowej specs. Jesli wczytana liczba x nalezy do
przedzialu 110-219, to w pierwszej kolejnosci zmniejszamy jej wartosc o 110, aby kody znakow
zaczynaty sie od 0 (napisy indeksowane sa od 0). Do zmiennej s dodajemy znak o indeksie x/5
Ze stalej pozlit, a nastepnie znak o indeksie x%5 ze stalej specS.

4. Kody od 0 do 109 oznaczaja pare znakow: pierwszy jest znakiem wyréznionym, a drugi —
jedna z pozostatych liter.
Pierwsza litera zmienia sie wiec co 22 znaki (ab ma kod 0, eb 22 itd.), a drugi znak znajduje sie
na jednej z 22 pozyciji w stalej napisowej pozlit. Jesli wezytana liczba x nalezy do przedziatu
0-109, to do zmiennej s dodajemy znak o indeksie x/22 ze stalej spec5, a nastepnie znak
o0 indeksie x%22 ze stalej pozlit.

Krok 5

Po przetworzeniu wiersza liczb (napotkaniu liczby 255) wartosé tancucha s zapisujemy w pliku
wynikowym z wykorzystaniem zmiennej plikowej wy typu ofstream.

Odpowiedz: Kod Zrédiowy programu rozwiazujacego to zadanie moze by¢ nastepujacy:

1. #=include <iostream:
2. #include «fstream:
#include <string»

using namespace std,
int main()

: const string specb="aeio ";

14 const string pozlit="bcdfghjklmnpgrstuvwxyz";
11 string s;

12 int i,x;

13. ifstream we("WUZ3_zad1_liczby.txt");

14 . ofstream wy("wyniki1_2.txt");

5. for (i=0:i¢<10;i++)

{
s="";

We X,
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19, while (x!=255)

20, {

21, if (x==246) s=s+ ';

22 else if (x>=220) s=s+char(x-220+');

23 else if (x>=110)

24, {

25, x=x-1109;

2€ s=s+pozlit[x/5]+specS[x%5];
27. }

28, else s=s+spec5[x/22]+pozlit[x%22];
29 WesX;

0. }

31. wy<«<s<«endl,

2 }

33. we.close(); wy.close();
cout<«"Wyniki w pliku wynikii_2.txt";
return @,

Zadanie 1.3 (0-5)

W pliku, ktory otrzymasz od nauczyciela (np. WUZ3_zad1_tekst.txt), jest zapisanych 10 linii tekstu
ztozoneqgo z matych liter alfabetu tacinskiego oraz spacji. Zakoduj ten tekst zgodnie z zasadami
podanymi wczesnigj.

Dla wiersza tekstu:

zapis elektrokardiografu

powinny Zostac zapisane nastepujace liczby:

215 167 184 30 20 239 178 145 237 122 7@ 175 225 240

Rozwiazanie
Tagi: kompresja, szyfry podstawieniowe, kody ASCIl, operacje na napisach

Krok 1

Aby rozwiazac zadanie, nalezy odczytywac z pliku kolejne wiersze i sprawdzac w petli:
» czy dwa kolejne znaki naleza do grupy znakow o kodach od 0 do 109,

» jesli nie, to czy dwa kolejne znaki naleza do grupy znakow o kodach od 110 do 219,

» jesli nie, badamy pojedynczy znak: czy jest on spacija (ma kod 246). Jesli pojedynczy znak nie
jest spacja, to jest pojedyncza litera (ma kod od 220 do 245).

Na poczatku petli analizujemy wiec dwa kolejne znaki. Rozpoznany dwuznak lub pojedynczy znak

trzeba przeksztalcic na odpowiedni kod liczbowy (zgodnie z tabelg kodow) | zapisac go w pliku.

Krok 2

Wiersze tekstu z pliku bedziemy wczytywac za pomoca polecenia getline, poniewaz w tekscie
wystepuja spacje. Wiersz tekstu zapiszemy w zmiennej s typu string.
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Sposdb na zadania

Krok 3

Wygodnie bedzie zdefiniowac dwie stale napisowe, w ktorych zapamietamy znaki wyrdznione
i pozostale litery:

spech — stata skladajaca sie z 5 znakdw wyroznionych (samogloski: a, e, i, o oraz spacja),
pozlit — stala skladajgca sig z pozostalych liter w kolejnosci alfabetycznej.

Krok 4

Kazdy wiersz nalezy przegladac w petli od pierwszego do przedostatniego znaku, poniewaz

w jednym kroku analizujemy w pierwszej kolejnosci dwa kolejne znaki. Wygodnie bedzie
zastosowac petle while, poniewaz w jedngj iteracji sprawdzamy jeden lub dwa znaki i zmienna
okreslajaca indeks badanego znaku (pierwszego z ewentualnej pary) bedzie sie powiekszac

0 jeden lub o dwa. W pierwszej kolejnosci nalezy rozpatrzy¢ pary znakow.

Krok 5

Kody znakdw wyznaczamy w nastepujacy sposob.

W pierwszej kolejnosci sprawdzamy dwa kolejne znaki. Mozliwe sa dwie sytuacie:

1. Pierwszy znak jest znakiem wyréznionym, a drugi - jedna z pozostatych liter.
W tej sytuaciji wyznaczamy indeksy tych znakow: m — pozycja pierwszego znaku w stalej specs,
n — pozycja drugiego znaku w stalej pozlit. Jesl obydwa indeksy mieszcza sie w zakresie
statych (przy sprawdzaniu korzystamy ze statej npos, patrz s. 329), to kod pary znakow wynosi:
m#* 22 +n (znak wyrozniony wystepuje w parze z 22 pozostalymi literami).

2. Pierwszy znak to litera spoza grupy znakow wyroznionych, a drugi to jeden ze znakéw
wyroznionych.
W tym przypadku wyznaczamy indeksy tych znakow: m — pozycja pierwszego znaku w statej
pozlit, n — pozycja drugiego znaku w stalej specS. Jesli obydwa indeksy mieszcza sie
w zakresie stalych, kod pary znakow wynosi: 110 +m#* 5+ n (kody w tej grupie zaczynaja sie
od 110 i kazda z pozostatych liter wystepuje w parze z 5 znakami wyréznionymi).

Jesli nie mamy do czynienia z zadnym z dwoch powyzszych przypadkow, sprawdzamy

pojedynczy znak. Mozliwe 53 dwie sytuacje:

3. Znakiem tym jest spacja.
Kod ma wtedy wartosc 246,

4. Znakiem tym jest pojedyncza litera.
Kod ma wtedy wartosc réznicy kodu ASCI te) litery | kodu ASCII litery a (wartosc ta to 97)
powiekszonej o 220 (kody pojedynczych znakdw zaczynaja sie od 220).

Krok 6

Poniewaz petla sprawdza znaki od pierwszego do przedostatniego, nalezy sprawdzic, czy
na korcu nie ma pojedynczego znaku. Jesli jest, nalezy go zakodowac zgodnie z punktami 31 4
z kroku 5.

Odpowiedz: Kod Zrodiowy programu rozwigzujacego to zadanie moze byc nastepujacy:

#include <iostream:
2. #include <fstream>
#include <«string

using namespace std,
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int main()

{

const string speco="aeio ",

const string pozlit="becdfghjklmnpgrstuvwxyz";

string s;

int i,j,m,n;

ifstream we("WUZ3_zadl_tekst.txt");
ofstream wy("wyniki1_3.txt");

for (i=0;ic1@;i++)

{
getline(we,s);
J=0;
while (j¢s.size()-1)
{
m=spec5.find(s[j]);
n=pozlit.find(s[j+1]);
if (ml=specb.npos && n!=pozlit.npos)
{
wy«m#22+n<" "
J+=2;
}
else
{
m=pozlit.find(s[j]);
n=specb.find(s|j+1]);
if (m!=pozlit.npos &B& n!=spec5.npos)
{
wy<<110+m*5+n<c™ "
J+=2;
}
else
{
if (s[jl==" ') wy<«246¢«™ ";
else wy<«220+s[j]-a'«" ";
J++;
}
}
}
if (jes.size())
{
if (s[jl==" ') wy«246«" ";
else wy<«220+s[j]-'a'«" ";
J++
}
wy<<endl;
}

we.close(); wy.close();
cout«"Wyniki w pliku wyniki1_3.txt";
return @;



Trening

Trening

B Zadanie 1

Oto pewien system szyfrowania tekstu
skladajacego sie wylacznie z malych liter alfabetu

Znak Kod Znak Kod

tacinskiego (jest ich 26). Kodowane sa zgodnie a 0 aa 0
Z nim pary liter. b ’ ab ' 1
Kazdej literze alfabetu tacinskiego przypisany jest

kod liczbowy od 0 do 25. Kazdej parze liter c 2

przypisany jest kod od 0 do 675 (liczba mozliwych
par wynosi 26° = 676). Kod pary uzyskujemy

w ten sposéb, ze mnozymy kod pierwszej litery ba | 26
przez 26 i dodajemy kod drugiej litery.
Oto fragment tabeli koddw,

25

&

z 25 ZZ 675
Zasady szyfrowania tekstu:

» W szyfrowaniu wykorzystywany jest kiucz.
» Szyfrogram tworzymy w nastepujacy sposob: do kodu kazdej kolejnej pary liter (zgodnego z tabela
kodow) dodajemy klucz szyfrowania. Otrzymana liczba wyznacza pare liter szyfrogramu.

» Operacja wyznaczania szyfrogramu dla kolejnych par jest cykliczna, tzn. jesli otrzymana liczba
przekroczy wartosc 675, wyznaczana jest wartosc odpowiedniej pary z poczatku, np. szyfrogram dla
pary zz i klucza 1 wynosi aa.

» Szyfrowane sa tylko litery. Jedli liczba liter w wyrazie jest nieparzysta, ostatnia litera pozostaje bez
Zmiany.

Na przykiad dla frazy bezprzewodowa karta sieciowa oraz klucza1 szyfrogramem jest:

bfzgsaexoeoxa kbrua sjedipwb

Dla tej samej frazy i klucza 30@ szyfrogramem jest:
mslddngkzraka wodha dwpgucho

Napisz program lub programy rozwiazujace ponizsze zadania. Odpowiedzi zapisz w sposob wskazany
przez nauczyciela.

Zadanie 1.1 (0-3)

W pliku, ktéry otrzymasz od nauczyciela (np. WUZ3_zad1_wiadomasc_1.txt), jest zapisanych 10 linii
tekstu ziozonego ze slow oddzielonych pojedyncza spacja. Wyznacz liczbe wszystkich stow w tekscie.

Zadanie 1.2 (0-4)

W pliku, ktory otrzymasz od nauczyciela (np. WUZ3_zad1_wiadomosc_2.txt), jest zapisanych 10 linii
tekstu ziozonego ze stow oddzielonych pojedyncza spacja. Zaszyfruj tekst zgodnie z podanymi
zasadami szyfrowania i kluczem rownym 473.

Zadanie 1.3 (0-4)

W pliku, ktory otrzymasz od nauczyciela (np. WUZ3_zad1_wiadomosc_3.txt), jest zapisanych 10 linii
tekstu stanowiacego szyfrogram utworzony wedtug podanych zasad szyfrowania z kluczem
réwnym 814, Odszyfruj tekst.
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Algorytmika i programowanie

Wyobraz sobie, ze...

...2aczynasz studia na kierunku automatyka i robotyka. Okazuje sie,
Ze na pierwszym roku masz zajecia z programowania. Na szczescie
w szkole poznatas podstawowe konstrukcje programistyczne,
typy danych | proste struktury danych craz zdobylas pewne
doswiadczenie w programowaniu w srodowisku tekstowym.
Radzisz sobie, rozumiesz omawiane algorytmy. Potrafisz je tez
Zaprogramowac, mimo 2e uzywasz innego jezyka programowania
niz w szkole.

...podczas studidow na kierunku informatycznym odbywasz praktyki
w duzej firmie software'owej. Masz za zadanie zaprogramowac
modut systemu, w ktérym musisz wykorzystaé metode
programowania dynamicznego i tablice dwuwymiarowe. Dzieki
wiedzy wyniesionej ze szkoly doskonale sobie radzisz. Dostajesz
propozycje kontynuacji wspotpracy przy systemie po zakonczeniu
praktyki.

...skonczylas studia medyczne i odbylas staz. Trafiasz na oferte
pracy w projekcie badawczym, w ramach ktdrego ma powstac
oprogramowanie wykorzystywane do ksztatcenia przysztych
lekarzy w Afryce. W czasie rozmowy kwalifikacyjnej sprawdzana
jest m.in. znajomosé podstawowych pojec zwiazanych

Z projektowaniem oprogramowania, takich jak sytuacja
problemowa i specyfikacja problemu, Dostajesz prace.
Wspdtpracujac z programistami, mozesz zmieniac swiat na lepsze.

...Skonczyles studia wyzsze oraz prestizowe studia
podyplomowe MBA. Odbytes kilka stazy za granica,
masz Kilkuletnie doswiadczenie w kierowaniu zespotem
pracownikow, Ubiegasz sie o stanowisko kierownika
Zespolu zarzgdzania jakoscig oprogramowania.
Rozumiesz pojecie ztozonosci obliczeniowej

| procesy zwiazane z tworzeniem efektywnego
oprogramowania. Wiedza i doswiadczenie zdobyte

w szkole podczas kierowania zespotowym projektem
programistycznym przydajg sie w aplikowaniu na to
stanowisko. Dostajesz nowg prace.




Projekt zespotowy

Programowanie zespotowe

Codziennie korzystamy z wielu roznych aplikacji, na komputerach i na urzadzeniach
mobilnych, Czesto sa to programy bardzo ziozone — do ich stworzenia potrzebny
byt caty zespot programistow. Realizujac ten projekt, bedziecie pracowac w grupie,
aby na podstawie zdobytych dodwiadczen stworzy¢ program bardziej ziozony niz
omawiane do te] pory.

Cel projektu

Napisanie programu rozwiazujacego okreslony problem, poznanie zasad tworzenia
aplikacji oraz pracy zespolowej podczas tworzenia oprogramowania.

To trzeba wiedziec¢
Dokumentacja projektu

= Dokumentacja projektowa — opis funkcjonalnosci programu dla programistow, podzielenie
go na mniejsze fragmenty oraz ustalenie, jak te fragmenty maja ze soba wspdldziatad.
= Dokumentacja uzytkownika — opis poszczegdlnych funkcji programu przeznaczony
dla odbiorcy, uzytkownika stworzonego oprogramowania. Informacja, jak korzystac
Z programu, oraz jego wymagania techniczne (system operacyjny, potrzebna pamiec itp.).
= Dokumentacja techniczna — szczegolowy opis, jak oprogramowanie zostato stworzone,
utatwiajacy w przysziosci jego modyfikacje (tym razem mozecie ja pominac).

Globalne struktury danych i komunikacja

Poszczegoine fragmenty programu, przygotowywane przez roznych czlonkow zespotu, warto
zapisac w postaci oddzielnych funkcji. Najlepigj, jesli funkcja odwoluje sie wytacznie do swoich
parametrow oraz zmiennych lokalnych. Funkcja jest wtedy uniwersalna — nie zalezy od zewnetrz-
nych (globalnych) struktur danych. Jesli program bedzie wykorzystywat definicie globalnych
struktur danych, nalezy dokiadnie opisac je w dokumentacji projektowe.
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Aplikacja tekstowa a graficzna

Programy, ktore do tej pory pisaliscie, rozwigzujac problemy algorytmiczne, byly aplikacjami
tekstowymi (konsolowymi). Wiekszos¢ proponowanych ponizej tematow projektow mozna zre-
alizowac jako aplikacje tekstowe. Jesli chcecie, aby wasz program dzialat w srodowisku graficz-
nym, skorzystajcie z odpowiednich bibliotek. Informacji na ten temat mozecie poszukac w sieci.

Wykorzystanie zewnetrznych bibliotek lub gotowych fragmentow kodu

W programie mozna tez wykorzystywac zewnetrzne biblioteki opracowane przez niezalez-
nych tworcow (niebedace elementami zintegrowanego srodowiska programistycznego, kto-
rego uzywacie) lub gotowe funkcje znalezione w sieci. Nalezy bezwzglednie przestrzegac
zasad prawa autorskiego i sprawdzic, czy z takich materiatow mozecie korzystac bezplatnie.
W kazdym przypadku musicie podac autora i Zrodlo wykorzystanego kodu.

Propozycje tematow

1. Program grajacy z uzytkownikiem w starochinska gre Nim

. Program modyfikujacy pliki typu BMP, np. zwiekszajacy kontrast obrazu

. Program generujacy plik HTML z kodem strony, np. prezentujacej opracowane dane
wejsciowe dotyczace okreslonego tematu

. Program ukrywajacy wiadomosc w pliku BMP (steganografia)

. Program zamieniajacy tekst na kod Morse'a | odwrotnie

. Gra komputerowa wedtug wiasnego pomystu

L M

L= 6 | I =

Etapy projektu

1. Wybierzcie i uzgodnijcie z nauczycielem temat projektu. Mozecie wykorzystac jedna
Z powyzszych propozyciji.
2. Przygotujcie dokumentacje projektowa programu. Podzielcie problem na mniejsze czesci
i ustalcie sposob komunikacii pomiedzy modutami realizujgcymi poszczegdine podproblemy.
3. Wybierzcie narzedzia, ktore wykorzystacie do realizacji projektu: jezyk programowania,
narzedzia do komunikacji pomiedzy czlonkami zespotu oraz sposob oznaczania kolejnych
Wersji oprogramowania.
. Ustalcie zasady testowania poszczegolnych fragmentow programu.
. Podzielcie sie rolami. Ustalcie, kto jest odpowiedzialny za pisanie poszczegolnych frag-
mentow (modutéw) programu, testowanie, przygotowanie dokumentacji uzytkownika,
. Napiszcie i przetestujcie programy rozwigzujace okreslone podproblemy.
. Potaczcie utworzone fragmenty programu (podprogramy) w calosc.
. Przetestujcie dziatanie calego programu.
9. Przygotujcie dokumentacje uzytkownika programu.
10. Zaprezentujcie efekt swojej pracy przed cafa klasa.

o &

o - O

Przyktadowe narzedzia

Code::Blocks, Dev-C++, IDLE (Python), PyCharm (Python) — srodowiska programistyczne.
Wybierzcie srodowisko, w ktdrym powstang poszczegdlne czesci kodu Zrodiowego.

Allegro (C++), Pygame (Python) — dodatkowe biblioteki, ktdore mozna wykorzystac do two-
rzenia gier.

Edytor tekstu — bedzie potrzebny do sporzadzenia dokumentacji projektu.

Microsoft Office 365 (Teams), Slack, Dokumenty Google — oprogramowanie do komuni-
kacji | pracy grupowe;.
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Dodatki



1. Sposoby zapisu algorytmow

Algorytm to opis postgpowania prowadzacego do rozwigzania problemu. Istota algorytmu
jest jego uniwersalnos¢, czyli to, ze stuzy do rozwigzywania wielu zadan tego samego rodzaju.
Na przyklad szkolny algorytm mnozenia pisemnego mozesz zastosowac dla dowolnych dwoch
liczb, np. 21 - 57, 123 - 87. Algorytm musi by¢ precyzyjny, cho¢ moze mie¢ rézna forme.

Opis stowny

Algorytmy moga by¢ opisane stownie. Przykladem moze by¢ instrukcja obstugi kuchennego
minutnika: ,Wykona¢ pelen obrét wskaznika az do pozycji 0. Nastepnie ustawi¢ wskaznik na
wymagana liczbe minut”.

Lista krokow
Lista krokéw algorytmu to opis postepowania podzielony na poszczegélne kroki, ktére moga
sie odwolywac do siebie nawzajem.
Oto lista krokow algorytmu zaplatania warkocza klasycznego:
o Rozdziel wlosy na trzy pasma.
e Dopoki nie spleciesz warkocza po koricowki wlosow, wykonuj krok e i krok e
e Przeléz lewe pasmo nad srodkowym. Teraz to pasmo staje sie srodkowym.
0 Przeléz prawe pasmo nad srodkowym. Teraz to pasmo staje sie Srodkowym.

Schemat blokowy (sie¢ dziatan)

Schemat blokowy algorytmu jest zbudowany z umownych ksztaltéow oraz strzatek pokazuja-
cych kierunek wykonywania operacji. Oto przykiad schematu blokowego algorytmu Euklidesa,
obliczajacego najwigkszy wspdlny dzielnik.

Wezytaj
llczby Al b

’*

wyplsz
liczbe a

b ~ amod b
¢

]
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Pseudokod (pseudojezyk)

Pseudokod to zapis przypominajacy kod jezyka programowania, ale pozbawiony szczegdlow
zwigzanych z implementacja w jezyku programowania. Przedstawienie algorytmu w postaci
pseudokodu utatwia pézniej zapisanie tego algorytmu w jezyku programowania. Nie istnieje
jedna, powszechnie przyjeta konwencja zapisu pseudokodu. Podstawowg zasada jest jednak
wybér intuicyjnych oznaczen i konsekwentne ich wykorzystanie.

Oto pseudokod algorytmu wyznaczania czeéei catkowitej J/n dla dodatniej liczby catkowitej m:

wczytaj n

B < 1

dopdki (p + 1) - (p + 1) < n wykonuj p < p + 1
wypisz p

W powyzszym zapisie strzatka (<) oznacza instrukeje przypisania wartoéci do zmiennej. Sym-
bole +, -, < maja takie samo znaczenie jak w matematyce.

Kod zrodiowy

Kod zrodlowy to sformalizowany zapis algorytmu zgodny z regulami wybranego jezyka pro-
gramowania. Kody Zrédlowe zazwyczaj zapisuje si¢ w plikach tekstowych. Oto przykladowy
kod zrédlowy algorytmu obliczania catkowitego pierwiastka kwadratowego z liczby i, zapisany
w jezyku C++.

1. int main()
2. |

int n; cinyon;

4 int p =1;

while ((p + 1)(p + 1) <= n)
{

7 p=p +1;

8 }

cout«peendl;

1@, return @,

11. }

Jezyki programowania, podobnie jak jezyki naturalne, majg stownictwo podstawowe, czyli
slowa kluczowe, oraz skladnie, czyli reguly tworzenia wypowiedzi.

Jezyk programowania stuzy do porozumiewania si¢ czlowieka z komputerem. W tej komunika-
cji posrednicza translatory, czyli programy tlumaczace, gdyz docelowo kod zrodlowy musi by¢
przetlumaczony na kod maszynowy, zapisany binarnie, wiasciwy dla architektury procesora
(CPU) i systemu operacyjnego.
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2. Logika matematyczna, operatory logiczne
| matematyczne

Zdania logiczne

Zdaniem logicznym jest kazde zdanie, ktéremu mozemy przyporzadkowac jednoznacznie war-
tos¢ logiczng, czyli jedna z dwoch mozliwych ocen: prawde (ang. true) albo falsz (ang. false).

Przyklady zdan logicznych:

» Liczba 8 jest liczba pierwsza. (zdanie fatszywe)

» 2 +2 <5 (zdanie prawdziwe)

» 2 + 8 = 20 (zdanie falszywe)

» Liczba parzysta jest podzielna przez 2. (zdanie prawdziwe)

Tradycyjnie przyjelo sig, ze prawdzie odpowiada wartos¢ 1, a falszowi — wartosc 0.

Formy zdaniowe i zdania ztozone

Formg zdaniowa jest kazde zdanie, ktére zawiera zmienne i ktére staje si¢ zdaniem logicznym
z chwila zastapienia zmiennych konkretnymi wartoéciami. Formie zdaniowej nie mozna wigc
jednoznacznie przypisa¢ wartosci logicznej, gdyz ta wartosé¢ zalezy od wyboru wartosci dla
zmiennych.

Przyklady form zdaniowych:

» Liczba x jest podzielna przez 3. (np. dla x = 6 zdanie jest prawdziwe, a dla x = 7 — falszywe)
» y <4 (np. dla y = 0 zdanie jest prawdziwe, a dla y = 4 — falszywe)

» Liczba z jest liczba zlozona. (np. dlaz = 5 zdanie jest falszywe, a dla z = 12 — prawdziwe)

Zdania logiczne laczymy w zdania zlozone, a formy zdaniowe — w formy zdaniowe zlozone.
Najczesciej uzywane konstrukcje to: zaprzeczenie (negacja), alternatywa oraz koniunkcja.

Zaprzeczenie (negacja)

Zaprzeczenie to zdanie logiczne, ktére ma postac: nieprawda, ze p, gdzie p jest zdaniem logicz-
nym. Negacja moze byc tez forma zdaniowa o postaci nieprawda, ze p(x), gdzie p(x) jest forma
zdaniowq. Zaprzeczenie zdania p zapisuje sie czesto jako ~p.

P ~p
x<d x=4
2+2=5 2+2%5

Alternatywa
Alternatywa jest polaczenie zdan p i g spéjnikiem ,lub”, ktére ma postac: p lub g. Moze to by¢
takze polaczenie form zdaniowych p(x) i g(x) w postaci: p(x) lub g(x).

P | q p lubgq

x<4 x=9 x=<4lubx=9

y jest liczba parzysta lub z jest

¥ jest liczba parzysta Z jest liczba nieparzysta liczba nieparzysta

324



Alternatywa jest zdaniem falszywym jedynie wtedy, gdy tworzace ja zdania logiczne s3 jedno-
czesnie falszywe,

Koniunkcja
Koniunkcja to polaczenie zdan p i g spojnikiem ,i", ktére ma postac: p i g. Moze to by¢ takze
polaczenie form zdaniowych p(x), g(x) w postaci: p(x) i g(x).

P q piq
x>0 x <4 x>0Dix<d

y jest liczba pierwsza i z jest liczba

y jest liczba pierwsza z jest liczba zlozona ziozona

Koniunkcja jest zdaniem prawdziwym jedynie wtedy, gdy tworzace ja zdania logiczne s3 jed-
noczes$nie prawdziwe. W pozostalych przypadkach koniunkcja jest falszywa.

Tabela wartosci logicznych

Wszystkie mozliwe przypadki wartosci logicznych zdan sktadowych i odpowiadajace im war-
tosci logiczne zdan zlozonych mozna zestawic w tabeli:

P qg -~p plubq | piq
1 0 6} 1 0
i} 1 1 1 0
1 1 1 1
0 0 0 o

| prawo De Morgana

Negacja koniunkcji dwoch zdan ~(p i g) jest rdwnowazna alternatywie negacji kazdego z nich
(~p) lub (~q). Prawo zachodzi takze dla form zdaniowych p(x) i g(x).

P q piq ~(piq) ~p ~q (~p) lub (~q)

a=hb c>d a=bic>d ~la=bic=d) asb c=d asblubc=d

Tabela wartosci logicznych tego prawa wyglada nastepujaco:

~(p i q) < (~p) lub (~q)
p q piq ~(piq) ~p ~q (~p) lub (~q)
0 | 0 | 0 1 1 | 1 1
0 1 0 1 1 0 1
1 0 0 1 0 1 | 1
1 1 1 0 0 0 0
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Il prawo De Morgana

Negacja alternatywy dwdch zdan ~(p lub q) jest rownowazna koniunkcji negacji kazdego z nich
(~p) i (~q). Prawo zachodzi takze dla form zdaniowych p(x) i q(x).

p q plubq ~(p lub q) ~p ~q (~p) i (~q)
axb c>d a=blubc>d ~l@a=b lub c>d) asb csd asbic=d

Tabela wartosci logicznych tego prawa wyglada nastepujaco:

~(p lub q) < (~p) i (~q)
P q plubq ~(p lub q) ~p ~q (~p)i(~q)
0 0 | 0 1 1 1 | 1
0 1 1 0 1 0 0
1 0 | 1 0 | 0 1 | 0
1 1 1 0 0 0 0

Operatory porownan (relaciji)

Poréwnywanie dwoch wartosci w jezykach programowania wykonuje si¢ za pomoca operato-
réw porownan (relacji). Wynikiem ich dzialania sa wartosci true albo false w jezyku C++.

Zapis w matematyce Zapis w jezyku C++
% =
> ¥
< <
= y=

1A
)
I

Operatory logiczne

Spoiniki logiczne (,i" ,lub”, ,nieprawda, ze") nazywa sie operatorami logicznymi. Umozliwiaja one
stosowanie wyrazen logicznych w tworzonym kodzie. Mozna je taczy¢ z operatorami poréwnan.

Nazwa Zapis w jezyku

operatora logicznego C++ Freyiad W jezylas -t
AND 2% IUb and Dia zmiennej x o wartodci 3 | zmiennej y o wartosci 2
(koniunkcija) wyrazenie x < 5 && y » 1 ma wartosé true.
OR [l lubor Dia zmiennej x o wartosci 5 | zmiennej y o wartosci 5
{alternatywa) wyrazeniex == 5 | | y == 5 ma wartoéc true.
NOT T Dla zmienne] x o wartosci 3 wyrazenie ! (x == 4)
(negacja) e ma wartosc true.
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Operatory matematyczne

Operator Nazwa operatora Wyrazenie Wynik
; 2+ 3 5
+ Dodawanie £ s 50 55
; : 3 - 1
- Od
gjmowanie 35 -2 15
- 2 %3 6
#* MnozZenie 25 % 3.5 8 75
3/ 2 1
& Dzielenie -3 / 2 -1
3.0 /2 B
% Reszta z dzielenia (modulo) 3 % 2 1

W jezyku C++ nie ma operatora potegowania. Kwadrat lub szescian liczby najtatwiej zapisa¢
jako iloczyn, odpowiednio:2 * 21lub2 % 2 % 2.

Do zapisywania poteg mozna tez uzyc¢ funkcji pow z biblioteki cmath. W bibliotece tej znajduje
sie rowniez funkcja abs do wyznaczania wartosci bezwzglednej liczby.
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3. Wybrane typy danych

W jezyku C++ kazda zmienna, w zaleznosci od tego, czy jest liczba calkowita, liczba rzeczy-
wista, znakiem, napisem czy wartoscia logiczna, musi miec jawnie przypisany odpowiedni typ
danych. Okresla on sposéb zapisu zmiennej w pamieci komputera oraz zbiér operacji, ktore
mozna wykona¢ na tej zmiennej.

Typy liczbowe

Wsrad typow liczbowych wyrdznia sie typy catkowite oraz zmiennoprzecinkowe (zmienno-
pozycyjne), czyli takie, ktore pozwalaja zapisac réwniez liczby rzeczywiste. W programowaniu
wartosci zapisane jako 2 i 2.0 to liczby réznych typéw. Pierwsza z nich jest typu catkowitego,
a druga jest typu zmiennoprzecinkowego.

Liczba
bajtow

Nazwa typu Przeznaczenie i zakres

Liczby calkowite ze znakiem od -2 do 2'° -1,
short 2 cavli
od =32 768 do 32 767

Liczby catkowite ze znakiem od -2 do 2% -1,
long lub int 4 czyli
od -2 147 483 648 do 2 147 4835 647

Liczby calkowite ze znakiem od -2 do 2% - 1,
long long 8 czyli
od -9 223 372 036 854 775 808 do 9 223 372 036 854 775 807

Liczby catkowite bez znaku od 0 do 2™ -1,

unsigned short 2 czyli
od O do 65 535
unsigned long Liczby calkowite bez znaku od 0 do 2% -1,
luk < czyii
unsigned int od 0 do 4 294 967 295
Liczby calkowite bez znaku od 0 do 2% -1,
unsigned long 8 i
rong od 0 do 18 446 744 073 709 551 615
Liczby rzeczywiste z zakresu
po— 4 od 1.17549e-38 do 3.40282e+38,
4 w ktorych liczba cyfr znaczacych (dokladnosc)
jest nie wigksza niz 7
Liczby rzeczywiste z zakresu
od 2.22507e-308 do 1.79769e+308,
double B

Uwaga: Zapisy typu e-38 oraz e+38 oznaczaja notacje wykladnicza (tj. odpowiednio czynniki

107* oraz 10%).
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Tabela zawiera informacje o wybranych typach danych wykorzystywanych w jezyku C++ do
zapisu liczb catkowitych i rzeczywistych dostepnych w kompilatorach 32-bitowych. Nale-
zy zwroci¢ uwage, ze w zaleznosci od kompilatora C++ oraz wersji systemu (32-bitowy lub
64-bitowy) niektdre zakresy (liczba bajtow przeznaczonych do reprezentacji poszczegdlnych
typow) moga sig¢ roznic.

Liczbe bajtow przeznaczonych dla zmiennych danego typu mozna sprawdzi¢, korzystajac
z funkcji sizeof. Na przyklad wynikiem sizeof(int) bedzie najczesciej 4.

Typ znakowy i typ napisowy

Pojedyncze znaki mozna zapisywa¢ w zmiennych typu char. Na przyklad deklaracja
char litera='2'; to deklaracja zmiennej litera, ktérej nastepnie przypisano litere a.
Napisy, czyli tzw. lancuchy znakéw, zapisuje si¢ z uzyciem zmiennych typu string. Typ ten
w sensie $cistym nie jest typem prostym C+4+, ale ma charakter obiektowy, tzn. po deklaracji
zmiennej uzyskujemy dostep do wbudowanych funkcji (tzw. metod), ktére pozwalaja tatwo
wykonywac operacje na napisach.

Metody najczesciej uzywane dia klasy string

Przyktad zastosowania metody
Nazwa metody Parametry Wynik dla zmiennej s typu string
s="Ala ma kota"
Pozycja pierwszego T,
wystapienia szukanej frazy Instrukeja:
Bra(sEulane) szukane - fraza W napisie. Jesli dany fragment  Sout<<s. find( ma”);
= lub znak nie wystepue, wynikiem funkeji | wynik:
jest liczba spoza zakresu 4
@..size( )1
poz:,rc_ia i Fragment ciagu znakdw B
substr(pozycja,ile) Edneaksi;;laku zapisanych od indeksu Souts¢s substr(d,2);
il fl‘ b pozyc ja. Liczbe znakow Winik:
i okresla parametr ile A
znakow ma
. Instrukcje:
( i3, ile) ﬁ:iﬁjﬂ ;E;n?;:s Napis bez ciagu znakdw s.erase(4,3);
SEEsG\POTYRIR, 138 g l':czbap ' odlugosci ile liczonego cout<<s;
ki od indeksu pozycja Whynik:
Ala kota
Instrukcia:
e cout<¢s. size();
size() - Dlugosé ciagu znakow Wynik:
11

Oprécz metod wymienionych w tabeli czesto korzysta si¢ takze ze statej npos. Metoda find
przyjmuje wartos¢ rowna tej stalej, gdy szukana fraza nie zostanie odnaleziona w tekécie. Na
przyklad dla napisu s="Ala ma kota", s.find("mak")==s.npos. Stala npos mozna takze
wykorzysta¢ do sprawdzenia, czy znak jest elementem okreslonego zestawu znakoéw, np. czy litera
jest samogloska. W ponizszym przykladzie znak wezytujemy tak dlugo, az podamy samogloske.
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| econst string sam = "aeiouy";
2. char znak;
i, do
4 cinx>znak;
5. while (sam.find(znak)!=sam.npos);

Typ logiczny

Do deklarowania zmiennych logicznych uzywa sie typu bool, ktory przyjmuje wartoéci true
i false. Sa to stowa kluczowe jezyka C++. Wartos¢ false reprezentowana jest w pamieci
komputera przez liczbe 0, a wartos$¢ true — przez liczbe 1.

Tablice

Tablica to struktura danych grupujaca wiele elementéw tego samego typu. Na przyklad dekla-
racja int tablica[4]; zastepuje deklaracje czterech zmiennych typu int.

?I{
2 38 4 5

10 11 7 14 4 3 20 11
A A

o

Wartosci w tablicy

Tablice upraszczaja proces zapisywania algorytméw w jezyku programowania, gdyz mozna
odwolac sie do wielu wartoéci za pomoca jednej nazwy. Dostep do poszczegdlnych elementéw
zapisanych w tablicy uzyskuje si¢ za pomoca mechanizmu indeksowania, tj. podania pozycji
elementu w tablicy, liczac od 0, np. tablica[@], tablica[1], tablica[2] itablica[3].

Zapis Wyjasnienie
int tablica[4]; Deklaracja tablicy czterech liczb typu int

const intn=4;

: i o | X :
inttablicatn] Deklaracja tablicy, ktorg] liczbe elementow okresla statan

Deklaracja tablicy trzech liczb typu int polaczona

int tablica[3] = {1,2,3}; Z przypisaniem im wartosc

Deklaracja tablicy liczb typu int polaczona z przypisaniem

int tablica[] = {1,2,3}; im wartosci — rozmiar tablicy okreslony jest na podstawie
liczby przypisanych wartosci
int tablica[4] = {0} Deklaracja tablicy czterech liczb typu int polaczona

z przypisaniem im wszystkim wartosci 0

Deklaracja tablicy czterech liczb typu int polaczona

int tablica[4] 7 przypisaniem im wartogci: 1, 2, 0i 0

{1:2});
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Struktury

Struktura jest zlozonym typem danych, ktéry pozwala zgrupowac wiele zmiennych réznych
typéw pod jedna nazwa, przy czym kazda ze zmiennych ma wlasng nazwe. Oto przyklad defi-

nicji struktury o nazwie uczen, grupujacej wybrane dane o uczniu.

1. struct uczen
2, o
3 string imie;

string nazwisko;

int numer; /0 numer w dzienniku
float srednia; // srednia ocen

bool dysleksja,

b

Po zdefiniowaniu typu danych mozna deklarowac zmienne tego typu. Ponizej przykiad dekla-
racji zmiennej uczeni typu uczen.

1. uczen uczeni;

Aby odwotac¢ sie do wartosci przechowywanych w strukturze, korzystamy z notacji z kropka.
Oto przyklad przypisania wartosci poszczegélnym sktadowym zmiennej uczent.

1. uczenl.nazwisko="Kowalski";

4. uczend. imie="Jan";

4. uczeni.numer=1@;
uczenl.srednia=4.5;
uczeni.dysleksja=false,

Mozna takze tworzy¢ tablice struktur. Wéwczas wykorzystujemy petle do przegladania ele-
mentow tablicy. Korzystajac z funkeji sort z biblioteki algorithm, mozna posortowaé dane
umieszczone w tablicy wedlug okreslonego kryterium. W tym celu nalezy zdefiniowac wiasna
funkcje typu logicznego poréwnujaca dwa elementy.

1. uczen uczniowie[10];

i

3. /) definicia funkcji porownujace] dwoch uczniow
4. bool porownaj (uczen uczeni, uczen uczen2)

5. {

return (uczeni.srednia > uczen2.srednia);

sort(uczniowie,uczniowie+18, porownaj);
18,
11. for (int i=0; i<19; i++)
12, cout«weczniowie[i] .nazwisko«" "«uczniowie[i].srednia;
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Typ pair (para)

Typ pair jest typem danych stuzacym do reprezentowania dwoch wartosci (pary), ktére moga
by¢ réznych typow. Deklaracja zmiennej typu pair jest nastepujaca:
pair<typ pierwszego elementu, typ drugiego elementu> nazwa_zmiennej;

Przykladowa deklaracja zmiennej typu pair reprezentujacej dwie liczby catkowite, np. wspol-
rzedne punktu na plaszczyznie.

1. pair<int,int> p;

Typ pair jest typem obiektowym. Dostep do poszczegolnych wartosci pary jest mozliwy
dzigki zmiennym obiektu first i second. Warto$ci elementom tej pary najlatwiej przypisac,
korzystajac z funkcji make_pair.

|. p=make_pair(3,5);
2. cout«p.first«" "«p.second; // wypisanie elementéw pary

Wartosci elementom pary mozna nadac od razu podczas deklaracji, np.:
1. pair<int,int> p=make_pair(3,5);

lub
1. pair<nt,int> p(3,5);

Element pary moze by¢ dowolnego typu, w tym réwniez kolejng para. Deklarujac taka pare,
warto pamietac, ze dwa znaki » nie moga wtedy wystapic¢ obok siebie. Trzeba je oddzieli¢ spacija.

1. pair¢pairdnt,int, pairdnt,int> > // para dwoch par
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4. Podstawowe instrukcje sterujace

Instrukcja ztozona

Blok kilku instrukcji mozemy uja¢ w nawiasy klamrowe. Sa one wowczas traktowane jak jedna
instrukcja. Taka instrukcje nazywamy instrukeja ztozona.

{
instrukcja_1;
instrukcja_2;
instrukcja_3;
instrukcja_n;
}

Instrukcja warunkowa

Skladnia instrukcji warunkowej jest nastepujaca:
if (warunek)
instrukcja na tak;
else
instrukcja na nie;
Jesliwarunek przyjmuje wartos¢ prawda, wykonywana jest instrukcja na tak, w przeciw-
nym przypadku instrukcja na nie.

1. einn;

2. 1f (n%2==0)

cout«<"Parzysta";

1. else
cout<<"Nieparzysta”;

Druga cze$¢ instrukeji warunkowej (else) jest opcjonalna. Wéwczas instrukcja warunkowa
przyjmuje postac:

if (warunek) instrukcja;

Po stowach kluczowych if lub else moze wystapi¢ instrukcja zlozona, czyli blok instrukeji
ujetych w nawiasy klamrowe.

Instrukcja powtarzania - petla while

Skladnia petli while jest nastepujaca:
while (warunek) instrukcja;

Instrukcja w petli jest powtarzana, dopdki warunek przyjmuje wartos¢ logiczng prawda.
Warunek jest sprawdzany przed wykonaniem instrukcji. Oznacza to, ze petla nie wykona sig
ani razu, gdy na poczatku warunek ma wartos$c logiczng fatsz.

Instrukcja wykonywana w petli moze by¢ instrukcja zlozong, czyli blokiem instrukcji ujetych
w nawiasy klamrowe.
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L. einsn;

7. while (n»@)

3, |

4. cout«ni#i@«endl;
. n=n/1@;

6. }

Instrukcja powtarzania - petla for

Skladnia petli for jest nastepujaca:

for (instrukcja inicjujaca; warunek powtarzania; instrukcja modyfikujaca)
instrukcja;

Instrukcja inicjujaca to najczesciej instrukcja przypisujaca warto$¢ poczatkowa zmien-

nej, ktora petni funkeje licznika. Warunek powtarzania to warunek logiczny, ktéry powinien

spefnia¢ licznik, aby instrukcja zawarta w petli zostala wykonana. Instrukcja modyfikujaca

to najczedciej instrukcja zmieniajaca wartoé¢ licznika. Instrukcja wykonywana w petli moze

by¢ instrukcja zlozona, a wigc blokiem instrukcji ujetych w nawiasy klamrowe.

L. einyn;
2. suma=e;
. for (d=1;d<«=n/2;d++)
4. if (n%d==8) suma+=d;
5. if (suma==n) cout«<"lLiczba doskonala";

Instrukeje for mozna zapisa¢ za pomoca petli while:

instrukcja inicjujaca;
while (warunek powtarzania)

{

instrukcja;

instrukcja modyfikujaca;
}

Instrukcja powtarzania - petla do while
Skladnia petlido while jest nastepujaca:

do

instrukcja
while (warunek):
Najpierw wykonywana jest instrukcja, a potem sprawdzany jest warunek. Poniewaz spraw-
dzenie warunku nastepuje po wykonaniu instrukcji, petla wykona sie co najmniej raz. Kolej-
ne powtorzenia petli sa wykonywane, dopoki warunek przyjmuje wartos¢ logiczng prawda.
Instrukcja wykonywana w petli moze by¢ instrukeja zlozona, czyli blokiem instrukcji ujetych
w nawiasy klamrowe.

1. do
2 cinyn;
. while (n«=8);
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Funkcja

Funkcja to podprogram, ktory odpowiada za realizacj¢ okreslonej czgsci programu. Funkcje
definiuje sie przed definicja funkcjimain. Definicja funkeji sklada sie z nagltéwka funkceji i bloku
instrukcji. Naglowek zawiera typ wyniku funkcji, jej nazwe oraz liste parametréow okreslajaca
typ i nazwe kazdego z parametrow.

typ nazwa_funkcji(typ parametr_1, typ parametr_2, ..)

{
instrukcja_1;
instrukcja_2;
instrukcja_n;
}

Jesli funkcja ma zwroci¢ wynik, w jej tresci musi zostac uzyta instrukcja return. Jej parametrem
jest wartosc zwracana przez funkcje i musi by¢ typu okreslonego w nagléwku funkceji. Na przy-
kiad instrukcja return a; oznacza, ze wynikiem funkcji bedzie warto$¢ zmiennej a. Instrukcja
return konczy dziatanie funkcji, moze by¢ wielokrotnie uzyta w bloku instrukeji funkcji.

. int SumaCyfr(int n)
2. |
int suma=0;
while (n>@)
{
}

return suma:

suma=suma+n%1d: n=n/10;

Jesli typem funkcji w nagléwku jest void, to funkcja wykonuje tylko okreslone zadania i nie
zwraca zadnego wyniku.

. void Cyfry(int n)

2. |
3. while (n»>@)
‘ {
5. cout«nil@;
n=n/10;
| }
}

Dzigki funkcjom program jest bardziej przejrzysty i fatwiej go zmodyfikowac. Pozwalaja one
unika¢ powtdrzen, poniewaz te sama funkcje mozna wywola¢ wielokrotnie dla réznych war-
tosci parametrow.
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5. Obstuga plikow tekstowych

Korzystanie z plikow tekstowych wymaga dopisania w kodzie Zrédlowym programu dyrektywy
#include <fstream>. Komunikacja z plikami z poziomu programu w jezyku C++ odbywa sie
za posrednictwem zmiennych plikowych. Najczesciej korzystamy ze zmiennych nastepujacych
typow:

ifstream — zmienne tego typu stuza do obslugi plikéw wejsciowych (do odczytu danych),
ofstream — zmienne tego typu sluza do obstugi plikéw wyjsciowych (do zapisu danych),
fstream — zmienne tego typu sfuza do obslugi plikéw przeznaczonych zaréwno do odczytu,
jak i zapisu danych.

Praca z plikami tekstowymi ma kilka etapéw.

1. Otwarcie pliku.

2. Wezytywanie danych z pliku oraz zapisywanie danych w pliku.
3. Zamkniecie pliku.

Otwarcie pliku

Plik mozna otworzy¢ od razu podczas deklaracji zmiennej plikowej lub pézniej, korzystajac
z metody open. Aby otworzy¢ pliki skojarzone ze zmiennymi typu fstream, podajemy para-
metr okreslajacy sposob otwarcia pliku.

Dziatanie Zapis Wyjasnienie

Otwarcie do odczytu pliku dane . txt
skojarzonego ze zmienna plikowa

we jscie typu i fstream podczas
deklaracji zmienng;.

ifstream wejscie("dane.txt"};

Otwarcie pliku

do odczytu Deklaracja zmienngj plikowej plik

typu fstream, a nastepnie skojarzenie
fstream plik; z ta zmienna pliku dane . txt i otwarcie
plik.open("dane.txt", ios::in); go. Parametr ios: : in (ang. input -
wejscie) sygnalizuje, ze plik ma by¢
otwarty do odeczytu.

Otwarcie pliku do dopisywania
informacji na koricu. Parametr

fstream plik("dane.txt", ios::app); ios: :app (ang. append - dodad)
sygnalizuje, ze plik ma by¢ otwarty
do dopisywania informacji.

Otwarcie pliku
do dopisywania

Otwarcie pliku "dane . txt™
skojarzonego ze zmienng plikowa
Ctwarcie pliku plik typu fstream. Atrybuty otwarcia
do odczytu fstream plik{"dane.txt", ios::in | ios::out); | pliku moznataczyc. Z pliku otwartego
lub zapisu w ten sposch mozna zaréwno
odczytywac dane, jak i je do niege
zapisywac.
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Otwarcie do zapisu pliku wyniki . txt
skojarzonego ze zmienng plikowa

wy jscie typu ofstream podczas
deklaracji zmiennej.

ofstream wyjscie( "wyniki . txt");

Otwarcie pliku : . e :
il Deklaracja zmienngj plikowej plik

do zapisu : : -
=P typu fstream, a nastepnie skojarzenie
fstream plik; Z ta zmienna i otwarcie pliku do zapisu
plik.open("dane.txt", ios::out); dane. txt. Parametr ios: :out

{ang. output - wyjscie) sygnalizuje,
Ze plik ma by¢ otwarty do zapisu.

Plik, z ktorego mozemy odczytywaé informacje lub je do niego dopisywaé, musi istniec. Jesli
podana jest tylko nazwa pliku (bez $ciezki dostepu), musi on by¢ zapisany w tym samym
folderze, w ktorym znajduje sie plik wykonywalny programu. To, czy plik zostal prawidltowo
otwarty, mozna sprawdzi¢, korzystajac z metody is_open. Jej wartoscia jest prawda, jesli
otwarcie przebieglo pomyslnie, a jesli nie — fatsz.

1. ifstream wejscie;

2. wejscie.open("dane.txt");
if (wejscie.is_open())

4. {

x / wezytywanie i przetwarzanie danych z pliku

}

else cout <« "Blad otwarcia pliku",;

Do sprawdzenia poprawnosci otwarcia pliku mozemy tez wykorzysta¢ metode good.

Pliki reprezentowane przez zmienng typu ofstream lub otwarte tylko z parametrem ios::out
sa tworzone jako nowe puste pliki w tym samym folderze, w ktérym zapisany jest plik wykony-
walny programu (o ile nie zostala podana sciezka dostepu). Jesli plik o danej nazwie juz istnieje,
zostanie on skasowany i zastapiony nowym.

Wczytywanie danych z pliku oraz zapisywanie danych w pliku

Wezytywanie i zapisywanie danych odbywa si¢ podobnie jak w przypadku korzystania ze
standardowego wejscia (klawiatury) i wyjscia (ekran). Jednak zamiast polecenia e¢in lub cout
podajemy nazwe zmiennej plikowej reprezentujacej dany plik.

Dziatanie Zapis Wyjasnienie

Wezytanie do zmiennegj s danyeh z pliku reprezentowanego

wejsciesss; ; s
J b przez zmienna we jscie.

Wezytanie danych
i

2 pliku A - Wezytanie danych z pliku do dwdch zmiennych, z ktarych

PRISCLEIISA R pierwsza moze byc np. typu string, a druga np. typu int.

Wezytanie wiersza Wezytanie wiersza danych z pliku reprezentowanego przez

getline(wejscie,s);

danych z pliku zmienna wejscie i zapisanie go w zmienngj s.
Zapisanie danych R Zapisanie wartosci zmienngj s w pliku reprezentowanym
w pliku ¥J : przez zmienna wy jscie.
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Wezytanie danej typu string z pliku z uzyciem operatora » powoduje (podobnie jak przy
wezytywaniu z klawiatury) pobranie napisu do napotkania spacji lub korica wiersza. Jesli chce-
my pobrac caly wiersz danych wraz ze spacjami, nalezy uzy¢ funkcji getline. Na przyklad dla
wiersza ,Ala ma kota” po wykonaniu instrukcji wejscie»>s; zmienna s bedzie miata wartosc¢
"Ala". Natomiast po wykonaniu instrukcji getline(wejscie,s); zmienna s bedzie miata
wartos¢ "Ala ma kota".

Metodg przydatng podczas pracy z plikami, z ktérych wezytujemy dane, jest metoda eof
(ang. end of file — koniec pliku). Przyjmuje ona warto$¢ prawda, kiedy zostanie napotkany
koniec pliku (nie mozna juz wczytywac dalej danych), a w przeciwnym wypadku — fatsz.

1. ifstream wejscie("dane.txt");
2. while (!wejscie.eof())

{

A Instrukcie woczytywania 1 przetwarzania danych z pliku

}

Zamkniecie pliku

Zambkniecie pliku realizuje metoda close. Pliki zawsze powinny zosta¢ zamkniete po zakori-
czeniu wszystkich operacji zapisu i odczytu, Na przyktlad:

1. wyjscie.close();

Jesli nie zamkniemy pliku do zapisu, czes¢ danych moze zostac utracona.

338



6. Stowa kluczowe

Stowa kluczowe nie moga by¢ nazwami zmiennych, funkcji ani innych obiektow w kodzie

zrodlowym.

Stowo kluczowe

bool
char
const
double
do

else
false
float

for

if

int

long
namespace
return
short
struct
true
unsigned
using
void

while

Opis
Mazwa typu logicznego
Nazwa typu danych dla znakow oraz liczb catkowitych jednobajtowych

Uzywane przy definiowaniu stakgj

Nazwa typu danych, ktére stanowia liczby zmiennoprzecinkowe,
o0 tzw. podwajne| precyzji

Uzywane w instrukcji iteracyjnej do while

Uzywane w instrukeji warunkowei do wyodrebnienia kodu wykonywanego,

gdy warunek po if nie jest speiniony

Stala oznaczajaca wartosé logiczng falsz

Nazwa typu danych, ktére stanowia liczby zmiennoprzecinkowe
Uzywane w instrukcji iteracyjne

Uzywane w instrukcji warunkowsj

Mazwa typu danych dla liczb calkowitych

Nazwa typu danych dia liczb calkowitych

Uzywane przy okreslaniu tzw. przestrzeni nazw

Instrukeja, kidra konczy dziatanie funkcji | zwraca wartosc do miejsca wywotania tef

funkcii

Mazwa typu danych dla liczb catkowitych
Uzywane przy definicji zZlozonego typu danych - struktury

Stala oznaczajaca wartose logiczna prawda

Uzywane przy deklaracji danych bedacych liczbami catkowitymi bez znaku

Uzywane przy okreslaniu tzw, przestrzeni nazw
Uzywane w naglowku funkcji, kidra nie zwraca wartosci

Uzywane w instrukcji iteracyjngj
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Inne stowa kluczowe

asm private
auto protected
break public
case register
catch reinterpret_cast
class signed
const_cast sizeof
continue static
default static_cast
delete switch
dynamic_cast template
enum this
explicit throw
export try
extern typedef
friend typeid
goto typename
inline union
mutable virtual
new volatile
operator wchar_t
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Indeks

A

adres powrotu 240

algorytm 10

— Euklidesa 102

—— iteracyjny z wykorzystaniem dzielenia 106
————— odejmowania 102

—— rekurencyjny z wykorzystaniem dzielenia 250
————— odejmowania 250

—— rozszerzony 250

— jednoczesnego znajdowania minimum i maksimum 159
— tamania szyfru Cezara 142

— naiwny 57

— obliczania NWW 111

—— silni iteracyjny 239

——— rekurencyjny 237

— optymalnego wykorzystania sali (zachtanny) 259
— optymalny 168

— pakowania plecaka metoda programowania
dynamicznego 280

— ——— zachitanna 265

— przeszukiwania binarnego 154

—— liniowego 153

— rozkiadu liczby na czynniki pierwsze 79

— sita Eratostenesa 190

— sortowania przez prosta zamiane (babelkowego) 171
——— scalanie 298

——— wstawianie 175

— —— wybieranie 174

—— szybkiego 292

— sprawdzajacy, czy liczba jest pierwsza 75, 76, 77
——— wyraz jest palindromem 61

————— anagramem 185

— szybkiego podnoszenia do potegi iteracyjny 57
————— rekurencyjny 241

— szyfrowania szyfrem Cezara 117

——— kolumnowym 182

——— permutacyjnym 126

——— Vigenére'a 127

— wydawania reszty metoda pregramowania
dynamicznego 271

———— zachianng 255

— wyznaczania liczb Fibonacciego iteracyjny 246
———— rekurencyjny 245

— zamiany liczby dziesietnej na dwdjkowa 48
~~~~~ liczbe w innym systemie pozycyjnym 53

——— dwojkowe] na dziesietng 50

——— wwybranym systemie pozycyjnym na liczbe
dziesietna 55

— znajdowania elementu w zbiorze
nieuparzadkowanym 153

————— uporzadkowanym 154

—— idola w zbiorze 220, 223

—— lidera w zbiorze 212, 215

—— maksymalngj sumy w kwadracie metoda
programowania dynamicznego 277
——————— zachtannag 262

—— najdiuzszego spojnego podciagu niemalgjacego 199
——— wspolnego podciagu 285

—— spdjnego podciagu o maksymalnej sumie 207
algorytmy wykonywania dzialan na liczbach
catkowitych w réznych systemach pozycyjnych 86,
90, 94, 98

————— wymiernych 110

alternatywa 40

anagram 185

analiza czestosci 140

B

bajt 32

biblioteka STL 214

bit 32

— najbardziej znaczacy (najstarszy) 33
— najmniej znaczacy 33

blad logiczny 21

— sktadniowy 21

C

ciag arytmetyczny 236

— Fibonacciego 245

czasowa zlozonosc obliczeniowa 164
czestotiwosé probkowania 44

D

decyzyjny problem plecakowy 265
definicja funkcji 65

— stalej 125

deklaracja tablicy 142

— zmienngj 20

digitalizacja (dyskretyzacja) 43
dziel | zwyciezaj 292

dzielniki wlasciwe 13
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Indeks

E
efektywnosc algorytmu 14
element dzielacy 292

F

faktoryzacja liczby (rozkiad liczby na czynniki
pierwsze) 79

fps (liczba klatek na sekunde) 44
funkcja 64

—abs 113

— getline 67

—main 18

—rand 152

— rekurencyjna 237

—sort 214

— srand 153

— time 153

— tolower 63

— toupper 63

— typu void 113

IDE (zintegrowane $rodowisko programistyczne) 18

idol 218

indeks 38, 142

instrukcja iteracji (petla) do while 194
——— for 24

——— while 22

— przypisania wartosci zmiennej w jezyku C++ 22

————— pseudokodzie 17
— warunkowa if else 20
— wejsciacin 20

— wyjsciacout 20

— ziozona 17

interpreter 18

K

kanal alfa 43

klatka 44

kluez 117

kod ASCIl 36

— sterujgcy (znak sterujacy) 37
— uzupelnien do 2 (U2) 33
kodek 44

kompilator 18

koniunkcja 40

konwersja (rzutowanie typu) 54

L
liczba klatek na sekunde (fps) 44
— pierwsza 73
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— tréjkatna 207

— wymierna 102

— zZiozona 73

liczby blizniacze 81

— wzglednie pierwsze 109
lider 212

lista krokow 15

M

metoda 39

— close 123
—eof 124

— erase G7
— find B7

— size 39

— substr 67
— zachlanna 255
model RGB 43
— RGBA 43

N

najmnigjsza wspodina wielokrotnosé (NWW) 111
najwiekszy wspdlny dzielnik (NWD) 102
naturalny zapis binary 33

negacja (zaprzeczenig) 40

notacja duzego O 165

0

ogolny problem plecakowy 265
operacje dominujace (elementarne) 164
operator logiczny (spojnik logiczny) 40

P

palindrom 61

pamieciowa zlozonosé obliczeniowa 167
parametr aktualny 65

— formainy 65

— funkcji 64

permutacja zbioru 126

podciag 197

— niemalejacy 197

— spojny 197

podstawowa struktura kodu Zrodiowego programu

w jezyku C++ 19

poprawnosé (calkowita poprawnosc) algorytmu 14

poréwnywanie wartosci w jezyku C++ 20
probka 43

probkowanie 43

problem plecakowy 265

—— decyzyjny 265

—— ogolny 265



Indeks

programowanie dynamiczne 271 — podstawieniowy 117

przekazanie parametru przez referencje 161 — polialfabetyczny 126

——— wartos¢ 108 — przestawieniowy 182

——— wskaznik 152

przeszukiwanie binarne 154 T

— liniowe (sekwencyjne) 153 tablica 142

pseudokad 16 — dwuwymiarowa 219
— jednowymiarowa 142

R — kodow ASCII 37

rekurencia (rekursja) 236 translator 18

— nieskorczona 238 typ danych 20

— ogonowa 239 — prosty 142

rozdzielczosc probkowania 44 — Zozony 142

rozklad liczby na czynniki pierwsze (faktoryzacja

liczby) 79 U

rozpietosé zbioru 159 U2 (kod uzupelnien do 2) 33

rozszerzony algorytm Euklidesa 250 Unicode 39

rzutowanie typu (konwersja) 54 UTF-8 39

S w

schemat blokowy 15 wartownik. 64

silnia 237 warunek poczatkowy 237

sito Eratostenesa 190 7

skonczonosc algorytmu 14

slowo kluczowe 18

sortowanie 170

— babelkowe (przez prosta zamiang) 171
— przez scalanie 298

—— wstawianie 175

—— wybieranie 174

— szybkie 292

— W migjscu (i situ) 296
specyfikacja problemu 12

spaojnik logiczny (operator logiczny) 40
stata 125

zaleznosc miedzy NWD i NWW 111
zamiana wartosci zmiennych 42
zaprzeczenie (negacja) 40

zdanie logiczne 40

zintegrowane $rodowisko programistyczne (IDE) 18
zlota proporcja 247

zlozonos¢é czasowa 164

— kwadratowa 166

— liniowa 166

— logarytmiczna 166

— oczekiwana (Srednia) 185

, — pamieciowa 167
— tablicowa 258 — pesymistyczna 165
struktura 109 — stala 167

— danych 1}2 | — wykladnicza 167
system dwéjkowy (binarny) 28 zmienna 13

— dziesigtny (decymalny) 27 — globalna 108

— c’:semk?wy (oktalny) 30 — lokalna 108

— pozycyjny 27 — plikowa 122

— szesnastkowy (heksadecymailny) 30
szyfr Cezara 117

— kolumnowy 182

— monoalfabetyczny 126

znak sterujacy (kod sterujacy) 37
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nowa _ |
era Twoje mocne strony |nformatyka na czasie

Podrecznik Informatyka na czasie 2 do zakresu rozszerzonego zawiera wiedze dotyczaca
roznych problemow algorytmicznych oraz ich programowania w jezyku C++. Opanowanie
tych zagadnien utatwi aktywny margines z informacjami uzupetniajacymi wiadomosci z lekcji.
W nauce pomoga rowniez atrakcyjne infografiki oraz liczne ilustracje, schematy

| kody zrodiowe.

Réznorodne formy przekazu

1. 0d problemu i — Rysunki, infografiki, a takZze kody
o Zrodtowe z kolorowa skiadnia
= pomagaja zrozumiec i zapamietac
kluczowe informacie.

Aktywny margines

Zawiera siatke pojec, odsylacze oraz
praktyczne wskazowki utatwiajace
opanowanie niezbednych wiadomosci.

@ WIESZ, UMIESZ, ZDASZ

Podrecznik Informatyka na czasie 2
wspiera ksztalcenie kluczowych
umiejetnosci zawartych w podstawie
programowej. Blok Wiesz, umiesz, zdasz
skiada sie z dwoch czesci: Sposdb na
zadania to zadania rozwiazane krok

po kroku, a Trening to zestaw zadan
do rozwigzania bez komputera lub na
komputerze. Dzigki nim mozna utrwalic
nowo zdobyta wiedze oraz wycwiczyé
umiejetnosc rozwigzywania

zadan réoznego typu.
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