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Odpowiedzi do pytan i polecen, a takze rozwigzan zadan nie nalezy zapisywac w podrecz-
niku.

Zottym paskiem na marginesie oznaczono materiat realizowany w zakresie rozszerzonym.
@ Oznaczenie przyktadow z dowodami oraz ¢wiczen i zadan na dowodzenie.

i Oznaczenie zadan, przy ktdrych rozwigzaniu nalezy skorzystaé z kalkulatora.
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Funkcja wyktadnicza
| funkcja logarytmiczna

Do opisu niektorych wielkosci fizycz-
nych wykorzystujemy skale logaryt-
miczng. Jedna z takich wielkosci jest
poziom gloénoéci réznych zrédet dzwie-  Koncert rockowy 120 decybeli

ku (tabela obok) — dziesieciokrotnemu  Cicha rozmowa 40 decybeli

Zrodlo dzwigku  Poziom glosnosci

Odrzutowiec 160 decybeli

wzrostowi natezenia dzwieku odpowia-
da wzrost poziomu glosnosci o 10 decy-
beli (patrz str. 36).

Szelest lisci 10 decybeli

Prog styszalnosci 0 decybeli




Warto powtorzyc

Potega o wyktadniku catkowitym

1. Oblicz:
a) 2" dlan=0,1,2,...,10, b) 3" dlan =0,1,...,6.
2. Oblicz.
a) (=3)* b) (-2)° c) (=6)° d) (=5)°
Dla liczby naturalnej n > 1 i dla liczby a # 0: a™ = a%.
3. Oblicz.
a) 472 c) 67° e) (—4)" g) (-2)™
b) 5* d) 93 f) (=5)? h) (=3)7°
4. Oblicz.
3 (] 5y —1 -3
a) (3) c) (13) e) (5) g) (13)
24\ 4 0 . Ay —3 4l
b) (2) D () D (2) 1) (3)
5. Ktora z liczb jest wieksza: x czy y?
a) 2= 2,y = (-2)" Q) &= (=3)', y= (-4)"
b) x = 5% y=(-5)° d) z =(-5)% y=(-T7)°
6. Przedstaw liczbe w postaci 2™, gdzie
m jest liczba calkowita. Dlam,neZia,b#0:
) 24°26 f) 2.24.25 mg™.q" =gmm"
b) 4 5 22 L
c) 2 h) (22)3.2 “o
n (am) = amn
d) (23 24) 20 i) 2 215
e) 273.25 j) 276 (2° 274) =a"-b" = (ab)”
. an o a n
7. Przedstaw liczbe w postaci 2™, gdzie o (E)
m jest liczba catkowita.
a) 24.43.2°1 c) (162:23)-4 e) 3273-(273)°°
b) 4%.2%.81 d) (43) 2:64°3 f) (86:46)1
8. Przedstaw liczbe w postaci a™, gdzie m jest liczba catkowita.
a) 3*.(81.9°%)! c) 0,01-16-5% e) 3272 (643. (%)‘d)
b) 125%- 0,27 d) 2*-92-367 £) (2)7-(F)7-1,5

BN 10 1. Funkcja wykiadnicza i funkcja logarytmiczna



1.1. Potega o wyktadniku wymiernym -

powtorzenie

Definicja

Dla dowolnej liczby a = 0 i liczby naturalnej n > 1 przyjmujemy:

a%:{‘/a

Przyktad 1
a) 167 = 16 = 4

Cwiczenie 1
Oblicz.

1 1 1
a) 81z c) (&)? e 1692
b) 1008 d) ()7 f) 4413
Definicja

b) 645 = V64 = 4

g) 8%
h) 273

k) 2567
1) 10241

Dla dowolnej liczby a > 0, liczby naturalnej n > 1 i liczby catkowitej m

o* = (43)"

przyjmujemy:

Przyktad 2
a) 8% =(¥8)" =2¢ =16

Cwiczenie 2
Oblicz.
a) 8%

4

b) 323 c) 8125

59t =(v8) " =32~ %

d) 6251

Prawa dziatan na potegach o wykladnikach wy-
miernych sa analogiczne do praw dziatan na pote-

gach o wykladnikach calkowitych.

Przyktad 3

a) 27 .23 =233 =24 =16

b) 87 : 8% = 833 = 87 = 25 = 32
),

152 = 582 = 5

e) 6473

5 (&)F

Dlaa,b>0iz,ye€Q:

a® - a¥ = a* Y

&.T

—_— aw_y

al¥

(a:,r:)y —
a® - b* = (ab)®

ax

==5

1.1. Potega o wyktadniku wymiernym — powtdrzenie



Cwiczenie 3
Oblicz.
a) 165 - 16% ¢) 33 .3 e) 15%5.0,36%% g) (6% -6%) . 68

b) ($)-(5)' ) (2vE) 5t f) 20b25t w7 (7T VT)

Zadania

=

1. Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 5.

a) Vb5 b) /5 c) V125 d) /25 e) V125
2. Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 3.

a) v3 b) V31 c)% d) = e) 3-v3
3. Zapisz liczbe w postaci a”, gdzie a € N, x € Q.

a) V52 c) vV3:v3 e) 2:8% g) 3% 121 : /8

b) (V5)” d) V3.3 f) 2¢.4%.8%  h)3%.9%.3
4. Oblicz.

a) 93 d) 873 g) 1000025 j) 33-27°3

b) 1253 e) 273 h) 819375 k) 22.8%

¢) 161 f) 2573 i) 144705 1) 5%-12573
5. Oblicz.

a) 0,09 ¢) 0,0083 e) 0,0625 1 g) 0,008% - /125

b) 0,252 d) 0,0081 3 f) 0,000323 h) 0,0256% - (¥ 10)9
6. Przedstaw liczbe w postaci a™, gdzie a € N.

a) 34 (81-9°%)1 ¢) 0,01-16 - 5* e) 3272 (643- (%)‘3)

b) 125%-0,2°7 d) 2*-9%.367° £) (2) 7 (&) *.1,58
Powtérzenie
7. Oblicz.

a) V16° b) V272 c) v/321 d) (¥125)°
8. Przedstaw liczbe w postaci a™, gdzie m € Q.

1 1 .
a) 75 .72 c) (3)7-(3)° e) 35.375.92
-6
b) 3% . 3% d) L. (527" £) 25795 (53)

BN 12 1. Funkcja wykiadnicza i funkcja logarytmiczna



1.2. Potega o wyktadniku rzeczywistym

Potrafimy okresli¢ wartos$¢ liczbowa potegi a® (nie okreslamy potegi 0°), gdy
wyktadnik z jest liczba naturalna, calkowita lub wymierna.

Pokazemy na przyktadach, jak mozna okresli¢ wartos¢ liczbowa potegi a”, gdy
x jest liczba niewymierna.

Przyktad 1

Podaj kilka przyblizen dziesictnych liczby 32,

V2 = 1,414213562.. ., zatem rozpatrujemy kolejno:

Podane w tabeli przyblizenia mozemy obliczyé,

3t ~ 4,655536722 korzystajac z odpowiedniego kalkulatora lub kom-
31,41 ~ 4,706965002 putera.

31414 ~ 4,727695035

314142 ~ 4,728733930

Po podstawieniu w wyktadniku coraz doktadniej-
91414213562 4. 798804386 szych .[)I"Z}-’l)lii(%lll li(.:.z-b_yi \/§ ()1.1'%?-'11’21‘](%111‘\/ coraz do-
ktadniejsze przyblizenie liczby 3Y~.
Zauwazmy, ze gdy wykladnik z ,zbliza si¢” do /2, to 3% ,zbliza si¢” do pewnej
liczby rzeczywistej, ktéra oznaczamy 3v2, Korzystajac z kalkulatora, mozemy
obliczy¢ przyblizona wartoéé¢ 32 a 4,72880438784.

Przyktad 2

Podaj kilka przyblizen dziesietnych liczby 5v2.
514 ~ 9,518269694 V2 = 1,414213562. ..
14142 ~ 9,738305174

LA~ 9 738508928
pLAMI62 |y 9 738517736

Po podstawieniu w wyktadniku coraz dokladniej-
szych przyblizen liczby v/2 otrzymujemy coraz do-

ktadniejsze przyblizenie liczby 5Y2.

5v2 ~ 9,738517742

Cwiczenie 1
Podaj przyblizenia dziesietne liczb 5V i 5Y5 z dokladnogcia do 0,0001.

1.2. Potega o wykfadniku rzeczywistym 13 IS



Przyktad 3

Podaj kilka przyblizen dziesigtnych liczby 27.

23,14 ~ 8,815240927
23,14159 ~ 8,824961595
~ 8,824977805

23,14159265

or ~ 8,824977827

Cwiczenie 2
Korzystajac z odpowiedniego kalkulatora, podaj z doktadnoscig do 0,0001
przyblizenie dziesietne liczby: a) 37, b) 57, ¢) 7™.

I 14

= 3,14159265. ..

Po podstawieniu w wykladniku coraz doktadniej-
szych przyblizen liczby 7, otrzymujemy coraz do-
ktadniejsze przyblizenie liczby 27.

Podane na str. 11 wzory dla poteg o wykladnikach wymiernych sa prawdziwe
réwniez dla poteg o wykladnikach rzeczywistych (zaréwno wymiernych, jak

i niewymiernych).

Twierdzenie

mag®.-q¥ =a*t¥

xT

Dla dowolnych liczb a,b € R i dowolnych =,y € R prawdziwe sa wzory:

a®* a\*
E — — —
== 3)

a
m— =gV = a” - b" = (ab)”
aly
Cwiczenie 3

Ktéry z powyzszych wzoréw wykorzystano w obliczeniach?

a) (2\/5)\/3 —9V3 V2 =92 =4

b) 85 = (§)7 =387

Cwiczenie 4

Oblicz.

2 (59)° o (550)°
b (32)7 @) (7)™

1. Funkcja wykladnicza i funkcja logarytmiczna

c) 67-(3) =
d) 5V2, 51-V2 _ 5V2+1-v2 _ §

(63 =97

V3+6
3 2
e) 7V2.49 % &) Sv
VB al-2vF 6vV3+1.9-V3
f) 9v5.3 h) ——



Zadania

1. Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 3.
VT+v3

a) 31312 ¢) (3ﬁ—\/§) e) 6v7 : 27
1-V3 ™ T

b) 33 : 32 V2 a) (3*%) £) (vV3) - (V3)
2. Oblicz.

a) Ggl-v2. gv2+1 d) 23v5 . g Vb g) GV3.31V3 .9 V3

b) FT+3 . e) AV3 . 92V3 h) AT+3 .37 . 197

N (V-1 5 \VE+2 78 7VBH 668 ( \/3_2)\/&2

c) (5) (3) f N AR T i) e 6
3. Przedstaw liczbe w postaci a”, gdzie a € N.

a) 2V72. 43 c) 9% . 271 e) %-9” + 812

2
b) 2v3../2 d) 27 - (3—\/5) £) 72V2; 49TV

4, Sprawdz, czy liczba ¢ nalezy do przedzialu (3;6). Nie korzystaj z kalkula-
tora, tylko z podanych przyblizen.
V2 2V ~ 3,32199709
V31,1 N g — V3. ‘/5) ,
a) ¢ =47 " g ¢) ¢ =6 (‘/ﬁ 3Y3 ~ 6,70499185
6V ~ 22,2739634

e

b) ¢ =0,5"341.6v  d) g=(8)
5. Sposrdd liczb x, y, z wybierz takie dwie, z ktérych jedna jest odwrotnoscia

drugiej.

a) z =242, yzé‘%z, 2z =8 %

b) o =155, y= ()", 2= (9"

¢) r=1251"25 y=1252"3%V5 ;—(,0016 . 5Y1%0

Powtorzenie

6. Przedstaw liczbe w postaci a®, gdzie a € N.

a) 53 1.5 c) TVEEE . 75 e) 9V5+1 ;813
b) 4V2+3.4-3 d) 9v7-2 .92 f) 16v3-2. 44
7. Oblicz.
a) (5‘@)@ c) (2‘/6)\/6 e) 3V ;33
b) 4V3 . 42-V3 d) 52+V5 . 52-v5 f) 74+2V2 . 72+V8

1.2. Potega o wykiadniku rzeczywistym
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1.3. Funkcja wyktadnicza

Przyktad 1

Wykres funkcji f(z) = 2% okreslonej dla x € R szki-
cujemy, laczac odpowiednie punkty krzywsa jak na ry-
sunku.

r -3 -2 -1 -1
f(x) Pl B 1|v2 2|48

ol

Zbiorem wartosci funkcji f jest przedzial (0;00).

Przyktad 2

Wrykres funkcji g(x) = 4* okreslonej dla x € R szki-
cujemy, laczac odpowiednie punkty krzywa jak na ry-
sunku.

1
4

2
16

Nw!
N
=
—
h—-l_
(=]
|_‘
|_‘
|—
—
D =
o  wlw

Zbiorem wartoéci funkeji g jest przedzial (0;00).

Wykresy funkeji g(x) = 4% 1 f(z) = 2% dla poréwnania
naszkicowano w tym samym uktadzie wspolrzednych.

Cwiczenie 1

Naszkicuj w tym samym ukladzie wspélrzednych wykresy funkeji f(z) = 27,
g(x) = 3% 1 h(z) = 4% okrelonych dla z € R. Podaj wspolrzedne punktu

wspolnego tych wykreséw.

Cwiczenie 2

Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk-
cji f(x) =2, g(z) = (2)"in(z)=(4)"

a) Dobierz wzor do kazdego wykresu.
b) Punkty P(4,a), Q(—2,b), R(c,32) nalezag do ™
wykresu funkcji g. Wyznacz niewiadome wspél- :

I S S N | -

rzedne tych punktéw.
¢) Ktére sposréd punktéw: e -
A(4,38), B(~4, ), 0(4, %)

? 266

naleza do wykresu funkcji h?

1. Funkcja wykladnicza i funkcja logarytmiczna




Przyktad 3

Wykres funkcji f(x) = (%)x okreglonej dla x € R
szkicujemy, taczac odpowiednie punkty krzywa jak
na rysunku.

r |[-3|-2(-1|—-3|0 |35 |1|2]3
fl) | 8 | 4|2 |v2|1 | L|3|1|4%
Uwaga. Wykres funkcji f(z) = %)L mozna otrzymad
przez symetryczne odbicie wykrebu funkcji g(xz) = 2°¢
wzgledem osi OY, poniewaz f(x (%) = 2™ = gl —ax).

Cwiczenie 3

a) Naszkicuj wykres funkeji f(z) = (1)".

b) Naszkicuj w tym samym ukladzie wspélrzednych
wykresy funkcji g(z) = 4% i h(z) = (3)".
Cwiczenie 4

Na rysunku obok przedstawiono wykresy funkcji
f(z) = 5%, g(x) = 0,2%, h(z) = 1,5 i k(z) = 1°.
Dobierz wzor do kazdego wykresu.

Definicja
Funkcje postaci f(x) = a* okreslong dla z € R, gdzie a € R, \ {1} jest
pewna stala, nazywamy funkcja wykladnicza.

Y O<a<l a > 1 Y

flx) =a” &) = a”
NG @)

o 1 X ol 1 X
Dla a € (0;1) funkcja wykltadnicza Dla a € (1;00) funkcja wykladnicza
f(x) = a® jest malejaca. f(z) = a” jest rosnaca.

Dziedzing funkcji wykladniczej f(x) = a® dla dowolnego a € (0;1) U (1;00)
jest zbidr liczb rzeczywistych R, a jej zbiorem wartodci — przedzial (0;00).
Wykres funkeji wykladniczej przecina o§ OY w punkcie (0, 1), natomiast nie
ma punktéw wspodlnych z osiag OX, ktora jest jego asymptota pozioma.

Uwaga. Dla a = 1 funkcja f(x) = a” jest funkcja stata: f(x) = 1.

1.3. Funkcja wykfadnicza 17 IS
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Przyktad 4
Zapisz liczby 10V2, 104, 10'® w kolejnosci od najmniejszej do najwicksze;.

Funkcja y = 107 jest rosnaca i 1,4 < v/2 < 1,5, zatem 10%* < 102 < 105,

Przykiad 5
Zapisz liczby 0,9‘5, 0,97, 0,9"® w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.
Funkcja y = 0,9% jest malejaca i 1,7 < v/3 < 1,8, zatem:

0,98 < 0,9V3 < 0,917

Cwiczenie 5
Zapisz liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwicksze;j.
a) 5%, 53, 503, 5033 ¢) 0,62, 0,6%, 0,67, 0,6%, 0,6°3°

- 2 1,5 V2 V3 5
b) 781, 72, 77, 7Y 4 (3)5 676767 6)°
Zadania
1. Oblicz wartosci funkeji f dla x € {—4, -3, —é 23,4}

a) f(z)=3"  b) fz)=4" ¢ =1 d) f@) =)
) =

2. Punkt P(2,16) nalezy do wykresu funkcji f(z
nalezy do wykresu funkcji f7

a) Q(3,2) b) Q(5,1024)  ¢) Q(-3,%) d) Q(—i?)

3. Punkt P(2,2) nalezy do wykresu funkeji f(z) = a®. Czy punkt @ tez
nalezy do wykresu funkcji f7

a®. Czy punkt @ tez

a) Q(1,1) b) Q(4,4) c) Q(8,8) d) Q(-8, )

4. Do wykresu funkcji wykladniczej f(z) = a® nalezy punkt M. Naszkicuj
ten wykres.
a) M(2,3) b) M(-3,8) ¢) M(3,2) d) M(3,32)

Powtorzenie

5. Naszkicuj w tym samym ukladzie wspolrzednych wykresy funkeji f i g.
Odczytaj z rysunku rozwiagzanie réwnania f(x) = g(z).

2) f(z) =3, g(z) = (3)° b) f() = 4%, g(z) = (3)"
6. Zapisz liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.

a) 27, 2%, 2VZ 2V3 <) Ym, wr, Wt wE

b) (3% (% @™ @ e e

1. Funkcja wykladnicza i funkcja logarytmiczna



1.4. Przeksztatcenia wykresu

funkcji wyktadniczej

Przykiad 1

Wykres funkcji g(x) = 2* — 1 otrzymujemy przez
przesuniecie wykresu funkeji f(z) = 2% o 1 jednost-
ke w dél (rysunek obok). Asymptota pozioma wy-
kresu funkcji g jest prosta y = —1.

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji g. Podaj zbiér wartosci
tej funkcji i rownanie asymptoty poziomej jej wy-

kresu.

a) g(z) =3 -2 b) g(z) =2"+1

Cwiczenie 2

Dla jakiego a zbiorem wartosci funkcji f(x) = 2% + a jest przedzial:
a) (3;0), b) (~6:o0), &) (~Li00)?
Przyktad 2

Wykres funkcji g(z) = 272 otrzymujemy przez
przesuniecie wykresu funkcji f(x) =2% o 2 jed-
nostki w prawo (rysunek obok).

Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkcji g. Podaj odcieta punktu
nalezacego do wykresu funkcji ¢, jesli rzedna tego
punktu jest réwna 1.

a) gr) =3 b) glx) = 27+

Cwiczenie 4
Na rysunku obok przedstawiono wykresy funkcji

f, g ih. Funkcja f dana jest wzorem f(x) = (%)x
a) Funkcja g dana jest wzorem g(x) = (%)Ha.

Podaj wartosé¢ wspotezynnika a, jesli do wykresu
funkcji g nalezy punkt (—3,2).

b) Funkcja h dana jest wzorem h(z) = (%)I_b.
Podaj wartosé¢ wspolcezynnika b, jesli do wykresu

funkcji h nalezy punkt (0,2).

1.4. Przekszialcenia wykresu funkcji wykiadniczej

19 I



I 20

Przyktad 3 LS
Opisz, jak nalezy przeksztalci¢ wykres funkeji .. o bfdf
f(x) = 3%, aby otrzymac¢ wykres funkcji g(z) = % e : ¥ e

37 37 Qr— : T B
g(m):?:g—?:d 2 SRR SR SRS .............. ; fone ..... .

Wykres funkcji f nalezy przesunaé¢ o 2 jednostki
w prawo (rysunek obok).

ot X
Cwiczenie 5

Opisz, jak nalezy przeksztalci¢ wykres funkeji f(z) = 3%, aby otrzymac wykres
funkcji g.

37 37 © @
a) g(z) = & b) g(x) = 5= c) g(z) =33 d) g(z) =33
Przyktad 4 v
Wykres funkcji g(x) = —2% otrzymujemy przez
symetryczne odbicie wykresu funkcji f(z) = 27

wzgledem osi OX (rysunek obok).

Cwiczenie 6
Naszkicuj wykres funkcji g 1 okresl jej monotonicz-

a) g(x) =-3" c) g(z) = _(%)x
b) g(x) = —47 d) g(z) = _(%)x

Cwiczenie 7
Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy funkcji:
flz) =-27%, g(x) =-2""", h(z)=-2"+1
a) Dopasuj wzoér funkcji do kazdego wykresu.
b) Odezytaj z wykresu kazdej funkcji, dla jakich argumentéw przyjmuje ona
wartosci wicksze od —1.

1. Funkcja wykladnicza i funkcja logarytmiczna



Zadania

1.

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj zbiér wartosci i miejsce zerowe funkcji f
oraz réwnanie asymptoty poziomej jej wykresu.

2) f@=2+2 o f@=0E) -1 o fl)=4"—4

b) f(z) =3 -1 d) f(z) =37 +1 f) f(@)=(3)" -3
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji Y (3,5)
f(x) = 2* + a. Podaj warto$¢ wspoétezynnika a. ’
Wykres funkeji f(z) = 2% 4+ a przechodzi przez !
punkt P. Podaj wartos¢ wspotezynnika a. I2) / X

a) P(0,-3) b) P(2,7) c) P(,0)  ____~_______
Opisz, jak nalezy przeksztalcié wykres funkeji f(z) = 2%, aby otrzymad
wykres funkcji g.

T

o) g0) =% D@ =15 Je@=82 dg)=v2-

Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie odczytaj z wykresu zbior rozwia-
zan nieréwnosci f(z) > 1.

2) f(z) =2 Q) fla)=1-2° &) fla) =21
RS d) fl@) = ) f(z) = 4

Naszkicuj wykres funkeji f, a nastepnie odczytaj z wykresu zbior rozwia-
zan nierownosci f(z) > —1.

8) flz)=~2°" b) f(z) = —3°+ c) f(@)=—(3)""

Powtorzenie

7.

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej miejsce zerowe i zbiér wartosci.
2) f@)=2-4 <) fla)=2" &) flz) = =2 +2
b) f(z)=3"+1 d) f(z) =3 f) flz)=-3"+1
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj réwnanie jego asymptoty poziome;.

a) f(x)=(2)"-3  b) fla)=(3)"" ¢) f(z)=—(3)" +1

Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie wykres funkcji g(z) = —f(x).
Podaj zbiory wartosci funkcji f i g.

2) f@)=22-3  b)fl@)=3+1 o fl&)=(1) -2

1.4. Przeksztalcenia wykresu funkcji wykiadniczej
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1.5. Logarytm

Przypomnijmy, ze logarytmem z liczby dodatniej b przy podstawie a (gdzie a
jest liczba dodatnia r6zna od 1) nazywamy wykladnik potegi, do ktérej nalezy
podnies¢ podstawe a, aby otrzymaé liczbe logarytmowana b.

log, b =2 wtedy i tylko wtedy, gdy a” =

Przykiad 1

a) log, 16 = 4, poniewaz 2* = 16 /lic-zl')a logarytmowana

b) log, 1024 = 10, poniewaz 2'° = 1024 lOg b=~ logarytm
a :

. 1 . . -4 _ 1

(') log, 16 4, poniewaz 27% = 16 podstawa logarytmu

Cwiczenie 1

Oblicz.

a) log, 32 ¢) log,1 e) log, o g) log, V8

b) log, 2 d) log, 1 f) log, V2 h) log, v/4

Cwiczenie 2

Oblicz.

a) log, 81 d) log, % g) log, TV7 j) log116

b) log; 3 e) logy3 h) logy 5 k) logs v/36

¢) logy == f) log, 5 i) log%\/i 1) logg216

Zwro¢ uwage na to, ze wartosé logarytmu moze by¢

dodatnia, ujemna lub réwna 0. Z definicji logarytmu D) s U

wynikaja wlasnoéci podane obok. log,1=0
log,a=1

Przyktad 2
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) = 2*.

Zauwazmy, ze log, 3 to taka liczba ¢, ze 2¢ = 3.
Z wykresu mozemy odczytac, ze:
1 <logy3d <2
Korzystamy z odpowiedniego kalkulatora i otrzymu-
jemy przyblizenie: log, 3 ~ 1,5849625.

Udowodnimy, ze liczba log, 3 jest niewymierna.

1. Funkcja wykladnicza i funkcja logarytmiczna



Liczba log, 3 jest liczbg niewymierna.

Dowod
Przyjmijmy przeciwnie, ze log, 3 jest liczba wymierna. Oznacza to, ze istnieja

réozne od zera liczby naturalne m i1 n, takie ze log, 3 = =.

T
" m
Zatem 3 = 2%
Podnosimy obie strony
gn — 9m S -
- rownosci do potegi n.

Otrzymujemy sprzecznos¢, poniewaz prawa strona rownosci jest liczba po-
dzielna przez 2, a lewa nie. Zatem liczba log, 3 jest liczba niewymierna.

Cwiczenie 3
Wykaz, ze podana liczba jest liczba niewymierna.

a) log, 5 b) logs 5 c) log, 6 d) logg 2

Bezposrednio z definicji logarytmu wynikaja Dlaa>0,a#1,b>0
aa , a : :

€T o
log,a* =z

wlasnosci podane obok.

Cwiczenie 4 L1o8ab —
Oblicz.

a) log, 21 ¢) log, , 1,110 e) 2log3 g) 0,4'°80.410
b) 10g6 615 d) logﬂ_ T3 f) 310g37 h) 510g5 1
Przyktad 3

a) Oblicz log, (log, 512).
512 = 29 wiec log, 512 = 9, zatem log; (log, 512) = log; 9 = log,; 3% = 2.
b) Oblicz log, 5(log /5 3).
3= (\/3)2, wiec log 53 = 2, zatem log 5(log 53) = log 52 = log 53 (\/5)2 =2
¢) Oblicz logg (log, (log; 625)).
625 = 5%, wiec logs 625 = 4, zatem:
log, (log, (logs 625)) = logg (log, 4) = log, 1 = logg 6° = 0

Cwiczenie 5

Oblicz.
a) log,(logs 36) c) logg(log, 4) e) log,(logs(logs 81))
b) 10g5(10g% i) d) logy(logy(logs 125)) ) log%(logﬁ(log% )

1.5. Logarytm
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Zadania

1.

10.

Oblicz.

a) log, 64 c) log, 55 e) log, 0,125 g) log, 8

b) log, 512 d) log, —L- f) log, 2 h) log, 1557
Zapisz liczbe b w postaci 2°. Oblicz log, b.

a) b= 42 b) b= 162 c) b= d) b=L
Oblicz.

a) log, V2 ¢) log, 3? e) log 54 g) logs 3v/3
b) log, v/2 d) log, 2v/2 f) log 532 h) log, 9v/3
Oblicz.

a) logy 3 c) logg s w3 e) log,,125 g) log; V3
b) log,, 10° d) logg o5 16 f) logy 51 h) logy 2v/2
Oblicz.

a) 200829 ) (%)loggf) ¢) 41089 o) Noh
b) (1) T pstmes g v
Oblicz.

a) log, 81 - logs /27 b) log; 625 - log; 0,04  ¢) logs 9v/3 - log, 8—‘/15
Oblicz.

a) logg 64 + log, & c) logg == + log, V4 e) log, 5 § —log, 1

b) logs 5% — logg 5 8 d) logg v/3 — logs V3 f) 103% 1,5 —log, 5 28_7

Dla jakiej podstawy logarytmu a podana réwnoscé jest prawdziwa?
a) log, 25 =2 b) log, = =3 ¢) log,0,25=—-1 d) log, 64 = -3
Dla jakiej liczby logarytmowanej b podana rownosé jest prawdziwa?

a) logab=05 c) logy b= 2 e) logl%b:—% g) log sb=6
b) logib=-1  d) log;b=0 f) log3b=—-6 h)logzb=-1

Oblicz.
a) log,(log,; 121) c) logy (log, 8) e) logy(logs(log; 9))
b) logy 1 (log, 1024)  d) log,5 (logy ) £) logs(logy (log, 2))

1. Funkcja wykladnicza i funkcja logarytmiczna



11.

12.

13.

14.

Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Dane sa liczby = i y takie, ze 2 = 16 1 3¥ = 16. Zapisz x 1 y jako
logarytmy pewnych liczb. Ktéra z liczb x, y jest catkowita?

2" =16, zatem z = log, 16 oraz x € 4, gdyz log, 16 = 4

3Y =16, zatem y = log, 16 oraz y € Z

Liczby x i y spelniaja ponizsze warunki. Zapisz z i y jako logarytmy pew-
nych liczb. Ktoéra z liczb z, y jest calkowita?

a) 2* =27, 3¥ =27 c) 6" =216, 8 =216

b) 2* = 1000, 10¥ = 1000 d) 3% = %, Qv =1

3

Oblicz a, jesli spelnione sa warunki:

a) 4* =64 1 x = log,a, c) (%)a':;—g i x=log,a,
b) 5* =5v5 i x =logga, d) (3)"=9 1 z=log,a.

Rozwiaz roéwnanie.
Rozwiaz réwnanie 27 = 16.

a) 271 =4 e) 473 =16
b) 27+2 = 64 f) 57+2 = 625 logy 27+ = log, 16
c) 3¥1=9 g) 6% =216 S z .
T =
d) 37t =27 h) 83+ = 64
a) Dla jakich wartosci x liczba log, x jest dodatnia, a dla jakich — ujemna?
b) Dla jakich wartosci x liczba log% x jest dodatnia, a dla jakich — ujemna?

Powtorzenie

15.

16.

17.

Oblicz.

a) log, 8 + log, 16 c) logy 27 — log, 1 e) logs; 125 — log, =
b) log; 9 + log, 81 d) log, 4 — log, 64 f) logy 5 —logs 3
Oblicz.

a) logy 2 + logy 2 c) logy L —log, V2 e) log,2 +logy =

b) log; 9 + log; 27 d) logs V3 —logy V3 f) logs 6v/6 — logy 36

Dla jakiej podstawy logarytmu a podana réwnos¢ jest prawdziwa?
a) log, 16 =4 c) log,16 =1 e) log, 16 = —1
b) log, 16 = 2 d) log, 16 = % f) log, 16 = —2

1.5. Logarytm
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1.6. Logarytm dziesietny

Przypomnijmy, ze logarytmy dziesietne to logarytmy o podstawie 10.
Zamiast log,, b piszemy log b. Na przyklad log 10 = 1, log 100 = 2.

Cwiczenie 1

Oblicz.
a) log 1000 c) log10° e) log /10
b) log0,1 d) log 0,0001 f) log104/10

Ponizej zamieszczono fragment tablic (str. 230-231), w ktérych znajduja sie
przyblizone wartosci logarytmow dziesietnych liczb.

b b+0,00 b+ 0,01 b+0,02 b+ 0,03 b+ 0,04 b+ 0,05 b+ 0,06 b+ 0,07 b+ 0,08 b+ 0,00
1,0 0,0000 0,0043 0,0086  0,0128  0,0170 0,0212  0,0253 0,0204 0,0334 | 0,0374
1,1 0,0414 0,0453 0,0492 | 0,0531  0,0569 0,0607  0,0645 0,0682 0,0719 | 0,0755
1,2 0,0792 0,0828 0,0864  0,0899  0,0934 0,0969 0,1004 0,1038 0,1072 | 0,1106
1,3 0,1139  0,1173  0,1206 | 0,1239 | 0,1271 0,1303 | 0,1335 0,1367 0,1399 | 0,1430
1,4 0,1461 0,1492 0,1523 | 0,1553 | 0,1584 0,1614 | 0,1644  0,1673 0,1703 | 0,1732
1,5 0,1761  0,1790 0,1818 0,1847 | 0,1875 0,1903  0,1931 | 0,1959 0,1987 0,2014
1,6 0,2041 0,2068 0,2095 | 0,2122  0,2148 02175 | 0,2201  0,2227 0,2253 | 0,2279
1,7 0,2304  0,2330 0,2355 | 0,2380 | 0,2405 0,2430 | 0,2455  0,2480 0,2504 | 0,2529
1,8 0,2553  0,2577  0,2601 | 0,2625 | 0,2648 02672 | 0,2695  0,2718  0,2742 | 0,2765
1,9 0,2788 0,2810 0,2833 | 0,2856  0,2878  0,2900 | 0,2023  0,2945 0,2967 | 0,2089
2,0 0,3010 0,3032 0,3054  0,3075 | 0,3096 0,3118  0,3139  0,3160 0,3181 ' 0,3201
2,1 0,3222 | 0,3243  0,3263  0,3284 | 0,3304 0,3324 | 0,3345  0,3365 0,3385  0,3404
2,2 0,3424 | 0,3444  0,3464  0,3483 | 0,3502 0,3522 | 0,3541 | 0,3560 @ 0,3579 ' 0,3598
2,3 0,3617  0,3636 0,3655  0,3674 | 0,3692  0,3711 | 0,3729 | 0,3747  0,3766 0,3784

Cwiczenie 2

Korzystajac z tablicy logarytmow dziesietnych, podaj przyblizona wartosc:
a) log2, b) log 1,5, ¢) log1,78, d) log2,29.
Przyktad 1

Korzystajac z tablicy logarytméw dziesictnych, podaj przyblizona wartosé
liczby 109:35,

Zauwazmy, ze log 10%3°¢ = 0,356. Zatem znajdujemy w tablicy liczbe 0,356

i odczytujemy, ze log 2,27 =~ 0,356, czyli 10926 ~ 2,27.

Cwiczenie 3
Odczytaj z tablicy logarytmow dziesietnych przyblizong wartosé liczby:
a) 100301, b) 1001761 c) 1000043 d) 1003522,
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Przed wynalezieniem kalkulatoréw tablice logarytméw byty wykorzystywane
do szybszego wykonywania obliczen. Dzigki logarytmowaniu mnozenie zaste-
powano dodawaniem.

Przyktad 2
Oblicz 1,22 - 1,55, korzystajac z tablicy logarytméw dziesietnych.

1.22 -1.55 a~ 10°%Y864 . 1091903 — 7 tablicy odczytujemy:
' ’ 1.99 ~ 1000864

_ 1000864+ 0,1903 _ 10,2767 155 o 1004150
~ 1,89 1092767 &, 1,89
Zadania
1. Oblicz.
a) log10° — log 10® d) log 75 + log w5 g) log ¥ — log 3{—5_0
b) log 100 + log, -il%- e) logg ?3"121" +log v/10 h) log; 5 %Z —log1
c¢) log107 — log, 5 8 f) log v10 —log; v27 i) logz 2,5 —log v10
2. Oblicz.
a) log,(log 10000) c) logy (log 1000) e) logy(logg(log 100))
b) log,(log 1000) d) log s (log 10000) f) logs(logy(logv'10))
3. Ktéra z liczb jest wieksza: x czy y?
a) x = log, 32, y = log 10° d) = = log(log 10), y = log; 2
b) z =1log0,01, y = log, % e) x =log,(log, 16), y = log 10/10
¢) x =logg2, y = log v10 f) 2= logi(log 100), y = log 52

4. Oblicz przyblizona wartosé¢ sumy, korzystajac z tablicy logarytméw dzie-
sietnych.
a) 1000792 4 1()0.25%3 b) 1005132 4 1008293 c) 100:2989 4 1001732

Powtorzenie

5. Czy z jest liczba calkowita? Czy jest liczba wymierna?

a) x = log 100 ¢) z =log10% e) = =log10¢/10
b) = = log ¥10 d) 2 =log0,01 f) o =log10v?
6. Oblicz.
a) logy(3 +log 10) c) log,(log v/10) e) log, 2'%° —log 100"
b) log,(3 — log 100) d) logy(log v/10) f) log10® + log, ; 100

1.6. Logarytm dziesietny
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1.7. Logarytm iloczynu i logarytm ilorazu

Twierdzenie o logarytmie iloczynu

Jezeli a, x i1 y sa liczbami dodatnimi oraz a # 1, to:

log,(x - y) = log, x +log, y

Dowod
Niech a, = 1 y beda liczbami dodatnimi oraz a # 1. Niech p = log, x oraz
q = log, vy, wtedy:

a? =xia? =y Korzystamy z definicji logarytmu.
- = P = q . . »
rry=a-a Korzystamy z wtasnosci dzialan
x -y = alt? na potegach.
loga(:z: - y) =p+q Korzystamy z definicji logarytmu.

log,(x - y) = log, x +log, y
Twierdzenie o logarytmie ilorazu

Jezeli a, x 1 y sa liczbami dodatnimi oraz a # 1, to:

log, & = log, x —log, y

Cwiczenie 1
Udowodnij twierdzenie o logarytmie ilorazu.

Przyktad 1
a) Sprawdz, czy prawdziwa jest réwnosé: log, 96 = 5 + log, 3.
log, 96 = log,(32 - 3) = log, 32 + log, 3 = 5 + log, 3
b) Sprawdz, czy prawdziwa jest réwnosé: logs % =log, 7 — 2.
log, g = log; 7 —log; 9 = logs 7 — 2

Cwiczenie 2

Sprawdz, czy rownosc jest prawdziwa.

a) log, 6 =1+ log, 3 ¢) log, 8 =3 —log,3
b) log 500 = 2 + log 5 d) log0,07 = =2 4+ log 7
Przyktad 2

Oblicz.

a) log 125 + log4 — log 5 = log 224 = log 100 = 2
b) logy 36 — logs 2 + logy 2 = log, (£ - 1) =logs3 =1

1. Funkcja wykladnicza i funkcja logarytmiczna



Cwiczenie 3

Oblicz.

a) logg4 + logs 9 c) logy 0,6 —logy 0,15 e) logs 0,04 — log; 0,008
b) log, 19 — log, i—g d) log6 —log2 —log3  f) log L —logl4—log125
Przyktad 3

Przedstaw wyrazenie 3 + log, 7 w postaci logarytmu o podstawie 2.
3+ 10g2 7= 10g2 8+ log2 = Zapisujemy 3 jako log, 8.
= log,(8 - 7) = log, 56

Cwiczenie 4
Przedstaw wyrazenie w postaci logarytmu o podstawie a.
a) 2+ log;5,a=3 b) log, 10— 1, a =2 c) 4—log;36,a=3
Zadania
1. Oblicz.
a) logy, 2+ log;, 8 +1og;, 9 c) log0,12 —log 0,3 + log 25
b) logs 15 + log; 1t + log; 37 d) logy, 0,3 —logy 50,5 — log, 5 15

2. Wiadomo, ze log b ~ 0,7. Oblicz przyblizona wartosé:
a) log 50, b) log 500, ¢) log0,05, d) log £.

3. Wiadomo, ze log, 7 ~ 2,8. Oblicz przyblizona wartos¢:
a) log, 14, b) log, 28, ¢) log, 3,5, d) log, I.

4. Wiadomo, ze log; 2 ~ 0,43, log; 7 ~ 1,21. Oblicz przyblizona wartosc:
a) log: 14, b) log. 70, c) log; 0,4, d) log: 0,7.

5. Zapisz liczbe p w postaci log, b.
a) p=log,5+log,6 b)p=Ilog;8— log;?2 c) p=1+log,3

Powtorzenie

6. Oblicz.
a) log, 2+ log, 8 c) logy 3 +log 2 e) log,s 3+ log,55
b) log2 + log 50 d) logy ;0,2 +1ogy ;0,5 ) logyy 100 + logy, 4
7. Oblicz.
a) log, 12 —log, 3 c) logg 72 — logg 2 e) logy 3,5 —log, 7
b) log8 + log 125 d) logs 54 — log; 2 f) log; 15 — log, 75

1.7. Logarytm iloczynu i logarytm ilorazu
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1.8. Logarytm potegi
Twierdzenie o logarytmie potegi

Jezeli a i z sg liczbami dodatnimi oraz a # 1, to dla dowolnego p € R:

log, 2z = p-log,

Dowod
Niech a i z bedg liczbami dodatnimi oraz a # 1. Niech ¢ = log, z, wtedy
z definicji logarytmu x = a9, zatem:

fﬂp — (aIQ)p
. Korzystamy z wlasnosci dziatan
2P — qPa
na potegach.
log, 2" =p-q Korzystamy z definicji logarytmu.

log, 2? =p-log, =

Przykiad 1
Niech 2 bedzie takg liczba, Ze log, z = 0,3. Oblicz log, z° i log, +.

log, 2° =5log,z =5-0,3=1,5

1

log, = =logyz™! = —log, z = —0,3

Cwiczenie 1
Niech x bedzie taka liczba, ze logx = % Oblicz:

a) log QEG, b) ].Og :L‘ig’ C) 105’; \/E’ d) lOg \/%‘ e) log %

Przyktad 2
Przedstaw wyrazenie 3log, 8 — 2 w postaci logarytmu o podstawie 4.
A2

3logys 8 —2 =log, 83 — log, A% — Zapisujemy 2 jako log, 4°.
= log, 2—2 = log,(2-2-8) = log, 32

Cwiczenie 2

Przedstaw wyrazenie w postaci logarytmu pewnej liczby.

a) 3+ log, 5 b) 2log,4 — 1 c) 3log13+1 d) 4 —2log, 6

Przyktad 3
Wiadomo, ze log, 5 = 2,32. Oblicz przyblizona wartoéé¢ log, 250.

log, 250 = log,(2 - 125) = log, 2 + log, 125 =1 +log, 5° = 1 + 3log, 5 ~
~143-2,32=7,96

1. Funkcja wykfadnicza i funkcja logarytmiczna



Cwiczenie 3
Wiadomo, ze log; 2 ~ 0,63. Oblicz przyblizona wartos¢:

a) log; 4, b) log; 12, c) log, 96, d) log, 72.
Zadania
1. Wiadomo, ze log 2 =~ 0,3. Oblicz przyblizona wartosc:

D] 7.

a) log4, b) log 16, ¢) log0,04, d) log 1600.
Wiadomo, ze log4 ~ 0,6 oraz log 5 =~ 0,7. Oblicz przyblizona wartos¢:

a) log25, b)log64, c¢)log0,64, d)log25, e)log2, f)log20.
Niech x bedzie taka liczba, ze log, x = 0,4. Uzasadnij, ze:

a) log, 222 = 1,8, b) log, 162° = 5,2, ¢) log, 332—4 =0,6.

Niech = bedzie taka liczba, ze logs x = —i. Oblicz:

a) logs 372, b) log, 92°, c) log, z—i, d) log, 2725.

Niech p = log, 3 oraz g = log, 5. Uzasadnij ponizszg réownosc.

a) log,45 =2p+q b) log, 75 = p + 2¢ ¢) log, 405 = 4p + ¢
Wyraz liczbe a za pomoca p, jesli p = log 2.

a) a=1og200 b)a=1og0,02 «¢) a=1og0,04 d) a=1logl600
Wykaz, ze dla dowolnych z,y € R, podana réwnosc jest prawdziwa.

a) logi + log% =0 c¢) logz?y — logzy? =logz — logy
b) logz?y* = 2logx + 2logy d) log 2*y* — log 2%y® = logx + logy

Powtorzenie

8.

10.

Dla jakiej liczby a prawdziwa jest ponizsza réwnosc?
a) log, 3° = alog, 3 c¢) log, 81 = alog, 3 e) log, 625 = alog, 5
b) log; 2! = alog;2  d) logy 32 = alog; 2 f) logy 64 =alogy 4

Oblicz .
a) logy x = 3log; 2 c) logy x = 3logy 5 e) logz = 2log /2
b) log, x = 2log, 3 d) logs x=6logy 10 f) logz = 4log V3

Wiadomo, ze log 3 ~ 0,48. Oblicz przyblizona wartosé:
a) log9, b) log 27, ¢) log0,9, d) log0,81.

1.8. Logarytm potegi
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1.9. Funkcja logarytmiczna

Przyktad 1

Jesli kazdej liczbie dodatniej x przyporzad-
kujemy wartosé log, x, to otrzymamy funkcje
f(z) = logy, x okredlona dla x € (0;00). Jej
wykres przedstawiono na rysunku obok.

z |+ 3|3 1| 2|48

fz)| -3/ -2|-1/0|1| 2| 3

Definicja
Funkcje postaci f(z) = log, x okre§lona dla x € (0;00), gdzie a € R, \ {1}
jest pewna stala, nazywamy funkcjg logarytmiczng.

Cwiczenie 1

Naszkicuj w tym samym uktadzie wspélrzednych wykresy funkcji:
f(xz) =logsx oraz g(r)=log,x

Y i i i

Podaj wspolirzedne punktu wspdlnego
tych wykreséw.

Cwiczenie2 e
Na rysunku obok przedstawiono wykresy =
funiji f(gj) = logzz ﬂ:': Q(I) —] 10g2 T OYaz

h(x) = logg x. Do ktérego z tych wykre-
sow nalezy punkt:

a) (216,3), b) (2%,2), ¢) (1024,10)7
Przyktad 2

Wykres funkcji f(z) = log 1 @ okreslonej
dla z € (0;00) szkicujemy, taczac odpo-
wiednie punkty krzywa jak na rysunku.

1 214 8
0 |-1|-2|-3

-
~
8
S—
(] GO =
[N b
o o =

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkcji: a) f(z) =logy z, b) f(z) =logy z.

1. Funkcja wykladnicza i funkcja logarytmiczna



Y O<a<l1 Y a>1
f(z) =log, x
1 1
(@) [9) b%
Dla a € (0;1) funkcja logarytmiczna Dla a € (1;00) funkcja logarytmiczna
f(z) = log, = jest malejaca. f(z) =log, = jest rosnaca.

Dziedzina funkcji logarytmicznej f(z) = log, x dlaa € R\ {1} jest zbiér liczb
rzeczywistych dodatnich, a jej zbiorem wartosci — zbior liczb rzeczywistych.
O$ OY jest asymptota pionowa wykresu funkcji f(z) = log, x, a punkt (1,0)
jest punktem przecigcia tego wykresu z osiag OX.

Cwiczenie 4
Dla jakich argumentéw z funkcja f(z) = log, = przyjmuje wartosci dodatnie,
a dla jakich ujemne, jesli wiadomo, ze: a) a € (1;00), b) a € (0;1)7

Przyktad 3 Przyktad 4

Rozwiaz nieréwnosc log, x > 2. Rozwigz nier6wnosc logy x > 2.

Zakladamy, ze x > 0. Zaktadamy, ze x > 0.
log, x> log, 4 2 =log,4 logy x> logy 7 2=logy

x> 4, czyli x € (4;00) <1 ezylize (0;3)

Nie zmieniamy zwrotu nieréwnosci, Zmieniamy zwrot nieréwnosci, po-

poniewaz funkcja f(x) = log, x jest niewaz funkcja f(z) = logy z jest

rosnaca. malejaca.

1.9. Funkcja logarytmiczna
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Cwiczenie 5
Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji f(x) = log, x. Podaj rozwiazanie

nierownosci.

a) log, x> 1 c) log,xz > 3

b) log,x < 1 d) log,z < 2

Cwiczenie 6

Naszkicuj odpowiedni wykres i podaj rozwiazanie nieréwnosci.

a) logsx > 1 c) logsx > —2 e) logy x> —1 g) logy x < 2
b) loggz < 1 d) loggz > 2 f) logyz <1 h) logy x > 2
Zadania

1. Czy punkt P nalezy do wykresu funkcji f(xz) = log, x lub g(z) = logy x?
a) P(L3) b P(:,-4) < P(2v23) &) P(£})

2. Dla jakiej wartosci a punkt P nalezy do wykresu funkcji f(z) = log, 7
a) P(27,3)  b) P(625,4)  ¢) P(32,—5)  d) P(4,4)

3. Podaj zbiér wartosci funkcji f o dziedzinie Dy.
a) f(z) =loggz, Dy =(%;1) c¢) f(z) =log:z, Dy = (1:8)
b) f(z) =logy z, Dy = (£:27)  d) f(z) =loggz, Dy = (3;V2)

4. Na rysunku obok przedstawiono wy- YV
kI’eS funkCJl f(:]’}) — ]_Og% T. POdaj roz- U

wiazanie nierdwnosci. wnifelinfeamibanantas
a) logrz <1 ¢) logiz>-1 "0
b) logy z > 8 d) logy & < —3

5. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = log, x i podaj rozwiazanie nieréwnosci.
a) —2<logyz <1 b) =3 < log,z < —1

6. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = log% x 1 podaj rozwiazanie nierOWnosci.

a) —1 <logyz <2 b) =2 <logyz <1

7. Okresl monotoniczno$é funkeji f.

a) f(z) =logg @ b) f(z) =logs 2 c) f(z) =log sz,

1. Funkcja wykfadnicza i funkcja logarytmiczna



Dla jakich warto$ci parametru m funkcja f jest rosnaca?
a) f(z) =logom x b) f(z) =logy @ c) f(z) =lognnx
Dla jakich wartosci parametru m funkcja f jest malejaca?

a) f(z) =logs,, x b) f(z) =logy @ c) flz) =log, o

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) = log z.

1

12.

Dla jakich argumentéw x spelniona jest podana nierownosé?

a) logz > 1 b) logx > 2 c) logx > 3 d) logz > 6
Rozwiaz nier6wnosc.

a) |logz| <1 b) |logx| < 4 c) log?x < 4 d) log?z <9
Uwaga. Zamiast (log, z)? piszemy log? z.

Rozwiaz nieré6wnosé.
a) |log,z| <1  b) |logyz| >1 ¢) logiz <4 d) logiz > 4

Powtorzenie

13.

14.

15.

Korzystajac z monotonicznosci odpowiedniej funkeji logarytmicznej, upo-
rzadkuj liczby z, y, z w kolejnosci rosnacej.

a) £=2logy 2, y= %103‘3 27, €= logS%

b) z = %log% 16, y = %log,i, 8, z= %log% 80

Podaj zbiér wartosci funkeji f(z) = log, x o dziedzinie D;.

a) Dy =(0;1) b) Dy=(200) c¢) Dy=(L8) d)Df=<-§;1oz4>

Na rysunku obok przedstawiono wy-
kres funkcji f(x) = log 5 x. Podaj cate-
ry punkty o obu wspétrzednych catko-
witych nalezace do wykresu tej funkcji.
Rozwiaz nieréwnosc.

a) log g2 > 2 c) logzx <4

b) log sz < 2 d) log sz >4

1.9. Funkcja logarytmiczna
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Skala logarytmiczna

Gdy poréownujemy wielkosci fizyczne, ktore przyjmuja wartosci

z szerokiego zakresu, wygodniej jest porownywac ich logarytmy.

W ten sposob powstaje skala logarytmiczna, na ktérej w réownych
odstepach umieszczone sa logarytmy wartosci tych wielkosci fizycznych.

Dzwiek

Natezenie dzwigku i poziom natezenia dzwigku to wielkosci fizyczne
zwigzane z falg dzwiekowa. Zachodzi miedzy nimi zaleznos¢: .

L=10-logy
gdzie:
- natezenie badanej fali dZwiekowej w watach na metr kwadratowy (W/m?),
1o =107"2 W/m?- prég styszalnosci (dolna granica zakresu styszalnosci
dla czestotliwosci 1000 Hz),
L — poziom natezenia dzwieku.
Poziom natezenia dZzwigku podawany jest w decybelach (dB).

Na przyktad jezeli podczas koncertu rockowego natezenie dZzwigku jest
réwne 1 W/m?, to poziom natezenia dzwieku wynosi:

L=10- Iog10 =10-log10™ =10- 12 =120 [dB]

-12

Na osi ponizej pokazano natezenia dzwiekéw z réznych zrodet (skala liniowa) | odpowiadajace
im poziomy natezenia dzwiekow (skala logarytmiczna). Zwrd¢ uwage, ze wzrost poziomu natezenia
dzwieku o 30 dB oznacza tysiackrotny wzrost natezenia tego dzwigku.

szelest cicha
lisci rozmowa odkurzacz koncert rockowy
|1000 razy wiecej ‘ natezenie
l l dzwieku [W/m?]

1072 10" 10" 10® 10® 107 10°° 10° 10™* 102 102 10" 1 10 10°

| 1 L 1 1 l L ] 1 L il | l 1 ] L.
1 I ) L) 1 I I I I I 1 1 I I I Ll

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140

T T [
0 30 dB wiecej

prég woda wyptywajaca granica boélu
styszalnosci Z kranu

poziom natezenia
dzwieku [dB]

Kl O ile decybeli wzrosnie poziom natezenia dzwieku,
jezeli natezenie dzwigku wzrosnie dwukrotnie?




1.10. Przeksztatcenia wykresu
funkcji logarytmicznej

Y

Przyktad 1
Naszkicuj wykres funkcji g(x) = logs x + 2.

Wykres funkcji ¢ mozemy otrzymac przez
przesuniecie wykresu funkcji f(x) = log; x
o 2 jednostki w gére. Dziedzina funkcji g
jest zbior D, = (0;00), a asymptota pio-
nowa jej wykresu — prosta x = 0.

Cwiczenie 1

Naszkicuj w jednym uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji:
f(x) =logyz, g(z) =logyxz+1, h(x) =logy,z —3

Podaj wartoci kazdej z tych funkeji dla z € {£,1,2,4,8}.

Cwiczenie 2
Naszkicuj w jednym ukladzie wspolrzednych wykresy funkeji f 1 g.
a) f(z) =logsz—1, g(z) =logsz+1 b) f(z) =log,z—3, g(x) =log, x+3

Przykfad 2
Naszkicuj wykres funkeji g(z) = logy z — 3.

Wykres funkcji ¢ mozemy otrzymac przez
przesuniecie wykresu funkeji f(z) = logy x
o 3 jednostki w dét. Dziedzing funkcji g jest
zbiér D, = (0;00), a asymptota pionowa jej
wykresu — prosta x = 0.

Cwiczenie 3
Naszkicuj w jednym ukladzie wspolrzednych wykresy funkcji:

f(x) =logy z, g(z) =logiz +2, h(zr)=logyz—4
Podaj, dla jakich argumentéw funkcje te przyjmuja wartosci nieujemne.

Cwiczenie 4

Punkt P nalezy do wykresu funkcji f. Wyznacz wspdlezynnik a i naszkicuj
wykres funkcji f.

a) f(z)=logsz +a, P(3,2) ¢) f(z) =logixz+a, P(3,-3)

b) f(z) =log,z +a, P(4,—1) d) f(z) =logy z +a, P(4,0)

1.10. Przeksztalcenia wykresu funkcji logarytmicznej
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Przyktad 3
Naszkicuj wykres funkeji g(x) = logs(x — 4).

Wykres funkcji ¢ mozemy otrzymad przez przesuniecie wykresu funkcji
f(x) = logs x 0 4 jednostki w prawo.

Dziedzing funkcji g jest zbiér D, = (4;00), a asymptota pionowa jej wykresu

— prosta x = 4. Miejscem zerowym funkcji g jest liczba 5.

Cwiczenie 5

Okredl dziedzing funkeji f i naszkicuj jej wykres. Wyznacz miejsce zerowe tej
funkcji oraz réwnanie asymptoty pionowej jej wykresu.

a) f(@)=logy(z—1) ¢ f(2) =logy(@—2) o) f(z)=logy(e —2)
b) f(@) =logs(z—3)  d) f(z) =logy(e—4) £) f(z) =logy(x 1)

Przyktad 4
Naszkicuj wykres funkcji g(z) = log,(z+2).

Wykres funkcji ¢ mozemy otrzymadé przez
przesuniecie wykresu funkcji f(z) = log, =
0 2 jednostki w lewo. Dziedzina funkcji g
jest zbiér D, = (—2;00), a asymptota pio-
nowa jej wykresu — prosta x = —2. Miejscem
zerowym funkcji g jest liczba —1.

Cwiczenie 6

Okresl dziedzine funkcji f 1 naszkicuj jej wykres. Wyznacz miejsce zerowe tej
funkcji oraz réwnanie asymptoty pionowej jej wykresu. Odczytaj z rysunku
zbiér rozwiazan nieréwnosci f(x) > 1.

a) f(z) =logy(x+1) ¢ flz) =logy(z+1) ) f(z)=Ilogs(z+2)
b) f(z) =logy(z+2) d) f(z) =logi(z+4) f) f

Cwiczenie 7
Punkt P nalezy do wykresu funkcji f(x) = log,(x + a). Wyznacz a.
a) P(—5,0) b) P(-2,1) c) P(-1,-1)

1. Funkcja wykladnicza i funkcja logarytmiczna



Przykiad 5
Naszkicuj wykres funkcji g(z) = — log, .

Wykres funkcji ¢ mozemy otrzymac przez
odbicie symetryczne wzgledem osi OX wy-
kresu funkcji f(z) = log, x.

Dziedzing funkcji f i g jest zbidr (0;00).
Asymptota pionowa ich wykreséw jest os
QY. Zwroc uwagg, ze: —logy x = logy x.

Cwiczenie 8
Okresl dziedziny funkcji f i g oraz naszkicuj ich wykresy w jednym ukladzie
wspotrzednych.

a) f(z) =loggz, g(x) = —logsx b) f(z) =logiz, g(z) = —log1

Przyktad 6
Naszkicuj wykres funkcji g(z) = log,(—x).

Wykres funkeji ¢ mozemy otrzymacé przez
odbicie symetryczne wzgledem osi OY wy-

kresu funkcji f(z) = log, .
Dziedzina funkcji f jest zbiér D, = (0;00),

a funkcji g — zbiér D, = (—00;0). Asymp-

tota pionowa ich wykresow jest os QY.

Cwiczenie 9
Okresl dziedziny funkcji f i g oraz naszkicuj ich wykresy w jednym ukladzie
wspoélrzednych.

a) f(z) =logzz, g(x)=1logs(—z) b) f(z) =logyz, g(z)=1logy(—x)

Zadania

1. Naszkicuj wykres funkeji f. Wyznacz jej miejsce zerowe.
a) f(z) =logyz—2  ¢) f(z)=logzz+1 ) f(z)=log,z—2
b) f(z)=logyz+1 d) f(z)=logzz —2 f) f(z)=logiz+2

2. Okresl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj réwnanie asymp-
toty pionowej tego wykresu.

a) f(z) =logy(x+3) ¢ f(z)=logg(zx—1) e)
b) f(z) =logy(x —4) d) f(z) =logsg(x+2) f)

(x) = log, (z +2)

f
f(z) = logy (= — 3)

1.10. Przeksztalcenia wykresu funkcji logarytmicznej

39 I



I 40

3. Przedstawiony na rysunku wykres funkcji g mozna otrzymac przez przesu-

niecie wykresu funkcji f(z) = log 52 wzdtuz osi OY. Podaj wzér funkcji

g 1 wyznacz jej miejsce zerowe.

Okresl dziedzing funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj zbi6ér argumentow,
dla ktorych funkcja f przyjmuje wartosci ujemne.

a) f(z) =logy(z+1)—2 d) f(z) =logs(z +3) -1
b) f(z) = logy(z — 1) - 1 ¢) f(x) =logy(z+4)+1
c) f(z) =logs(z —2) +3 f) f(z) =logi(z—1) -3
Okresl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj jej miejsce zerowe.
a) f(x)=—logyz —1 c) flz)=2—log,x
b) f(z) = —logyz +2 d) f(z) =-1-log,
. Okresl dziedzine funkeji f i naszkicuj jej wykres. Podaj jej miejsce zerowe.
2) f(2) = logy(~=) +1 ¢) f(z) = loga(—2) — 2
b) f(z) =logi(—z) -1 d) f(z) =logi(—z)+3
Powtdrzenie

7. Okresl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj rownanie asymp-

toty pionowej wykresu tej funkcji.
8) f(x) = logy(@ —2) +1 cnfuﬂ=kg4m+3»+z
b) f(x) = log (x—1)—2 e) f(x) =log,(x—1)—

¢) f(x) = logy(w +2) — 1 £) f(z) = logy(x +2) - 2
)

)=
. Naszkicuj wykresy funkeji g(z) = f(z+1) i h(z) = g(—=z). Podaj dziedziny

tych funkcji.
a) f(z) = log,a b) f(z) = log, @

1. Funkcja wykladnicza i funkcja logarytmiczna



1.11. Funkcje wykfadnicza i logarytmiczna
- zastosowania

B Wzrost wyktadniczy

Przykiad 1

Pewne doswiadczenie polegalo na bada-
niu wzrostu liczebnosci kolonii bakterii. Na
poczatku doswiadczenia byto 100 bakterii.
Stwierdzono, ze liczba bakterii podwaja sie
w ciagu pottorej godziny. Przyjmuje sie, ze
liczbe bakterii, w zaleznosci od czasu t mie-
rzonego w godzinach, wyraza wzor:

y=1yo-a
w ktorym y, jest poczatkowa liczba bakte-

rii, natomiast a jest pewna stala. Aby wy-
znaczy¢ a, zauwazmy, ze dla t = 1,5 zachodzi HEEREEREERE
réwnogé 200 = 100-a'®. Stad a = 23 a 1,588. o 1 2 3 t[h]

Cwiczenie 1
Po dwdch godzinach od rozpoczecia pewnego doswiadcezenia liczba bakterii
byla réwna 1200, a po szesciu godzinach wzrosta do 10800. Liczbe bakterii,
w zaleznosci od czasu t mierzonego w godzinach, wyraza wzor:

y=1yo-a
w ktorym yg jest poczatkowa liczba bakterii, natomiast a jest pewna stala.
Oblicz, ile byto bakterii na poczatku doswiadczenia, a ile po 10 godzinach.

B Rozpad promieniotwoérczy

1
2
polowicznego rozpadu T, po uplywie czasu t (my oznacza mase¢ poczatkowa

probki).

11
Wzér m = mg- ( )T opisuje mase probki promieniotwoérczego izotopu o okresie

m

Na przyklad okres polowicznego rozpadu ra- N I e T

du-226 jest rowny 1600 lat. Jesli masa po- T3\ """""" mwﬁ)(l)ﬁ
czatkowa mg probki tego izotopu byta réwna 5O |- — e 2 ---------------
100 mg, to po uptywie ¢ lat masa dana jest za | : : : |
POIMoOCcy Wzoru:

t : : 5
m =100 - (5)™ O 1600 3200 4800 6400 ¢

Uwaga. Czas t powinien by¢ podany w tych samych jednostkach co okres potowicznego
rozpadu 1" (w tym przypadku jest podany w latach).

1.11. Funkcje wyktadnicza i logarytmiczna — zastosowania
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Cwiczenie 2
Po jakim czasie z prébki radu-226:
a) o masie 100 mg zostanie 12,5 mg tego izotopu,

b) o masie 10,24 mg zostanie 0,01 mg tego izotopu?

Cwiczenie 3

Okres potowicznego rozpadu strontu-90 jest rowny 28 lat. Po jakim czasie
poczatkowa masa probki tego izotopu zmniejszy sie o 75%, a po jakim czasie
o 87,5%7

W zZyjacym organizmie (roslinnym lub zwierzecym) stosunek ilosci radio-
aktywnego izotopu wegla *C do izotopu nieradioaktywnego >C wynosi okolo
1,5 - 107'2, Po émierci organizmu iloé¢ radioaktywnego izotopu *C maleje
(okres jego polowicznego rozpadu wynosi okolo 5700 lat), a ilo$¢ izotopu 2C
pozostaje niezmieniona. Podczas prac archeologicznych pomiar zawartosci izo-
topu *C moze wiec stanowi¢ podstawe okredlenia wieku znalezisk.

Przyktad 2

Oblicz przyblizony wiek znaleziska, w ktorym zmierzona
zawarto$¢ izotopu C jest réwna 66% poczatkowej za-
wartosci tego izotopu.

Korzystamy ze wzoru: m = mq - (3)7,
gdzie T' = 5700 lat.
m = 0,66m,, zatem otrzymujemy:
0.66 = (1)
log 0,66 = log (L) ™™
log 0,66 = == log 0,5

t = 5700-%& ~ 3417

log 0,5

Zmalezisko ma okolo 3417 lat.

Cwiczenie 4
Oblicz przyblizony wiek znaleziska, w ktérym zmierzona zawartosé¢ izotopu
14C jest mniejsza od zawartoséci poczatkowej o: a) 50%, b) 75%.

Cwiczenie 5

W pewnym znalezisku stosunek iloéci izotopu wegla 1 C do izotopu 2C wynosi
1,875 - 10713, Oblicz przyblizony wiek znaleziska.

1. Funkcja wykladnicza i funkcja logarytmiczna



Zadania

1.

W laboratorium obserwowano wzrost liczebnosei kolonii bakterii, ktéra co
pol godziny zwickszala sie o 25%. Doswiadczenie rozpoczelo sie o godzinie
9.00, a o 10.00 populacja liczyla 10° organizméw. Wyznacz poczatkowa
liczbe bakterii yy 1 wspolezynnik a, jesli wzér y = 1y, - a® opisuje liczbe
bakterii y po uptywie czasu t. Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja
uzupetnij (zastosuj notacje wykladnicza).

Godzina 9.00 9.30 9.45 10.00 = 10.30  11.45 12.00
Liczba bakterii 1///1////1////8////0////? 70105 IR 7

a) Oblicz okres polowicznego rozpadu jodu-131, jedli wiadomo, ze z probki
o masie 4,8 g po szesnastu dniach zostato 1,2 g.

b) Po siedmiu dniach z 40 g neptunu-239 zostalo 5 g tego izotopu. Oblicz
okres jego polowicznego rozpadu.

Jednym z radioaktywnych odpadéw w elektrowniach jadrowych jest plu-
ton-239. Oblicz okres potowicznego rozpadu tego izotopu, jesli wiadomo,
ze po 100000 lat jego masa zmniejsza sie o 75%.

Oblicz przyblizony wiek znaleziska, w ktoérym zmierzona zawartosé izotopu
1 jest mniejsza od zawartodci poczatkowej o: a) 20%, b) 80%.

Oblicz, ile procent poczatkowej zawartoéci izotopu C znajduje sie w:

a) egipskiej mumii majacej 3330 lat, b) koéci majacej 17000 lat.

Powtdérzenie

6.

F i

W tabeli podano, jaka czes¢ masy pro-

mieniotworczego izotopu pozostata po Uplyw czasu | Utamek | Procent

1
uplywie czasu T, 2T, 3T, AT, 5T, 6T, T 2 50
gdzie T' to okres polowicznego rozpa- oT 1 W,
du. Przerysuj tabele do zeszytu i ja 3T % 7
uznpelnij. AT 7 6,25
W laboratorium obserwowano szyb- 5T ' % 3,125
kos¢ namnazania sie pewnej bakte- 77777 77777
67T /) ),

rii. Badana kolonia liczyta poczatkowo
1000 organizmow.

Funkcja y = 1000 - (\3/5)]5 opisuje liczbe bakterii po czasie t (w godzi-
nach) od rozpoczecia obserwacji. Oblicz y(1) 1 y(2). Po jakim czasie od
rozpoczecia obserwacji liczba bakterii sie podwoila?

1.11. Funkcje wyktadnicza i logarytmiczna — zastosowania
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1.12. Zagadnienia uzupetniajace

B Zmiana podstawy logarytmu

Twierdzenie o zmianie podstawy logarytmu

log, =

Jesli a, b, x sa liczbami dodatnimi oraz a # 1, b # 1, to log, x = T

Przyktad 1
a) Przedstaw log, 9 w postaci logarytmu o podstawie 2.

logo 9  loga 9
log, 4 2

log, 9 = = 2 log, 9 = log, 9% =log, 3

b) Przedstaw log, 9 w postaci logarytmu o podstawie 0,25.

9— logo.259 _ logo,s 9
logg 254 -1

log, = —10gg.05 9 = logp o5 9! = logg 25 %

1. Przedstaw wyrazenie w postaci logarytmu o podstawie 2.

a) log,s3 c) log 511 e) log, 6 + logg 6
b) log, 57 d) logy 9 f) logy 3 +logy 3 + logg 125 3
2. Przedstaw podany logarytm w postaci logarytmu o podstawie c.

a) logg 7, ¢=10 c) log, 11, ¢=49 e) log,6, c=3

b) logg3, ¢=2 d) log 625, ¢=0,1 f) log1 12, ¢=3
IE] 3. Wykaz, ze podana rownosé jest prawdziwa.

a) log, 25 + log, 25 = log, 125 c) logz 4 +logg 4 =logy 0,125

b) logg, 4 + logg 5, 16 = log <= d) logy 9 +log, 9 = log, 3

4. Wiyraz liczbe a za pomoca p, jesli p = log; 2.
a) a = logg 2 c) a=logz4 e) a=logi18 g) a=logy 55

b) a=logy 2 d) a =logg,v2 f) a=logsz6 h) azlogwgg
5. Oblicz z.

a) log, x = logg, 125 ¢) log, x = logg 27

b) log, z = log /53 d) log, x = log, 5 10°

[EI 6. Uzasadnij, ze jesli a > 0, b > 0 oraz a # 1, b # 1, to prawdziwy jest wzor:

_ 1
log, a = Toa

BN 44 1. Funkcja wykiadnicza i funkcja logarytmiczna



Wiekszos¢ kalkulatorow naukowych jest wyposazona jedy-
nie w dwa klawisze umozliwiajace obliczanie logarytmoéw:
— dla logarytmu dziesigtnego oraz [LN] — dla logarytmu
naturalnego (czyli takiego, ktorego podstawa jest niewy-
mierna liczba e o przyblizonej wartosci 2,718281828). Jesli
chcemy uzy¢ kalkulatora do obliczenia logarytmu o innej
podstawie, najpierw korzystamy ze wzoru na zmiane pod-

stawy logarytmu.

Przykiad 2

Korzystajac z odpowiedniego kalkulatora, oblicz wartos¢ log; 5 z doktad-
noscig do trzech miejsc po przecinku.

Korzystamy z twierdzenia o zmianie podstawy logarytmu:

log5 _ 0,69897
= o — =~ 1.465
Tog3 > 0arriz 1400

log4 5

7. Oblicz wartosé¢ logarytmu z dokladnosciag do trzech miejsc po przecinku.
Skorzystaj z tablic logarytméw dziesietnych (str. 230-231) lub odpowied-
niego kalkulatora.

a) log, 9 ¢) logg 3 e) logy ;9 g) log, 12
b) log, 7 d) log, 5 f) log, 46 h) log, 20

Skala Richtera

Jednym z przykladéw skali logarytmicznej (str. 36) jest skala Richtera,
opublikowana w 1935 roku przez amerykanskiego geofizyka Charlesa Rich-
tera [czyt. czarlsa richtera] (1900-1985). Stuzy ona do okreslania sily trze-
sien ziemi. Miara tej sity jest liczba R = log Aio, gdzie A oznacza amplitude
trzesienia wyrazong w centymetrach, a Ag = 107! em jest stala nazywana
amplituda wzorcowa (drgania niewyczuwalne przez czlowieka). Liczbe R
wyraza si¢ w stopniach skali Richtera.

8. a) W Nepalu 25 kwietnia 2015 roku miato miejsce trzesienie ziemi o sile 7,8
stopnia w skali Richtera. Oblicz amplitude tego trzesienia ziemi.
b) W potudniowych Chinach 20 kwietnia 2013 roku odnotowano trzesienie
ziemi o sile 6,6 stopnia w skali Richtera. Oblicz, ile razy wieksza amplitude
drgan mialo to trzesienie ziemi od amplitudy najsilniejszego ze wstrzasow
wtoérnych, ktéry mial site 5.1 stopnia.

1.12. Zagadnienia uzupetniajace
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Zestawy powtorzeniowe

M Zestaw |
1. Oblicz.
. 13 23 . 24 36.9
a‘) 4 s C) (_%) e) 25 g) 35
— 3\~2 5% .5 = 64 - 361
b) 374 d) (3) f) —— h) —75—
2. Oblicz.
a) 8% 493 c) 47742775 ) 2754328 g) (2 - (&)
2 1
b) 648 —642  d) 1671 +1677 f) 253 -85 h) (5 + ()
3. Oblicz.
a) 3% .31 c) 811 :812 e) 2% . 8% g) 45 - 167
b) 5% .5% d) 93:97% f) 5°7:257%  h) 915 : 2773

4. Zapisz liczbe w postaci a®, gdzie a € N, x € Q.
a) 5V c) 125v/5 e) 16v/8 g) ¥
b) 49v/7 d) 5925 f) 816 h) 22
5. Zapisz liczby w kolejnosci od najwiekszej do najmniejsze;j.
a) 4%, 84, 167, 327, 2561 b) ()™ )™ () (3 &

6. Ktoéra z liczb jest wieksza: x czy y?

a) $=(ﬁ)_4a y=v2-v2-v2 b),},:(ﬁ) ‘‘‘‘‘ %} y=(3136)6

2 63

7. Podaj konieczne zalozenia, a nastepnie uprosé¢ wyrazenie.

)iz z)3- Y22 VAT Yoz
a) % b) % c) =T d) ==

8. Naszkicuj w jednym ukiadzie wspélrzednych wykresy funkeji f i g. Od-
czytaj z rysunku rozwiazanie réwnania f(z) = g(z).

8) f(x) =3, glx) = do +1 ) fle) = (3, ole) == +4
b) f(z) = 2%, glx) = Sa +1 d) f@z) = (1)°, g(a) = 4o

9. Naszkicuj wykres funkcji f i odezytaj z niego, dla jakich argumentéw funk-
cja ta przyjmuje warto$ci ujemne.

a) f(z) =5(5"—1) b) f(z) =8(27" —1) c) flz)=3(3""*-1)

BE 16 1. Funkcja wykiadnicza i funkcja logarytmiczna



10.

11

12,

13.

14.

15.

Oblicz.

a) log, 27 ¢) logs 5
Oblicz.

a) log, 8+ logy 4 + log, 81
b) log0,1 4 log 1000 + log, ; 10
Oblicz.

a) 310g32 b) 910g32

e) logy 27
f) logsr v/3

g) log,327
h) log,y, 3v/3

c) logy27 —log, 2 — log, &
d) logsg 6 + log, 4 — logg 2

C) 31—10g32 d) 4log40,5—2

Naszkicuj wykres funkcji f. Odczytaj z wykresu, dla jakiego argumentu

funkcja ta przyjmuje wartosé a.
a) f(z)=2"—1,a=log, 64
b} fix) =3 a= log; 0,25

Oblicz.

a) log, 6 + log, 8 — log, 3
b) log; 2 + logy 27 — log, 6
¢) log, 10 — log, 5 + log, 8

W karcie wybranych wzoréw i sta-
lych fizykochemicznych na egzami-
nie maturalnym z biologii, chemii
i fizyki znajduje si¢ tablica przybli-
zonych wartosci logarytméow dzie-
sigtnych. Korzystajac z zamiesz-
czonego fragmentu tablicy, podaj
przyblizone wartosci:

a) log0,03, log 0,3, log 3,
b) log 0,054, log 0,0054, log 5.4,
c) log3 +log9, log& — log 2.

a) 1+ 2logy z = log,(32?)
b) 10logz — 1 = log(0,12'%)

¢) flz)=-3% a=log; =
d) f(z) =37%, a=log32V2

d) log4 —log 16 — log 25
e) 2log5 + log4 — log 10*
f) 3log2 —1log80 + 6log1

T log x 9 log x T log x
0,01 —2,000 0,26  —0,585 0,51 | —0,292
0,02 —1,699 0,27 —0,569 0,52 —0,284
0,03 —1,523 0,28 —0,553 0,53 —0,276
0,04 —1,398 0,29 —0,538 0,54 —0,268
0,05 —1,301 0,30 —0,523 0,55 —0,260
0,06 —1,222 0,31 —0,509 0,56 —0,252
0,07 —1,155 0,32 —0,495 0,57 —0,244

. Wykaz, ze dla dowolnego x > 0 prawdziwa jest ponizsza rownosc.

¢) 2+ 3log, z = log,(162*)

d) 6 —2logz = log 125522

Zestawy powtdrzeniowe
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M Zestaw Il
1. Oblicz.
_on\2 - -3 273 .42 64.974
a) (37%) c) 27%-(3) €) —%— 8) T T
—4 3 oo 102 16-2.1253
b) (3) d) 9°-37° f) 5% 252 h) ST o=
2. Oblicz.
a) 253 6251 ¢) 27 -4/2 e) 252.125735  g) 85 .32°%
b) 8% - 161 d) 275 -9 2 f) 6472 .83 h) 0,001 % - 0,092
3. Oblicz.
1 1 1 32 7 3 1 4
a) 72 -73-7% c) 75-23 e) v100-53 -23
’ 3
5 4 6/ \— 3 112 2 \3
4. Zapisz liczbe w postaci a®, gdzie a € N, z € Q.
a) 8v/2 c) v e) \/5v5V5

9

b) 4v/2 d) v3v3 f) V16-v2- V8

5. Okresl, czy podana liczba jest wigksza, czy mniejsza od 1. Skorzystaj z wta-
snosci funkeji wyktadniczej.

D@ w@F 9@t 9@ 9®F p@E

6. Uporzadkuj liczby od najmniejszej do najwiekszej.

a) 5V5, 251/5, 1253, 2511 ¢) 9%, L, V2T, (V)
-3 - § VT e enl
b) %, (v2) *,05, 1673 d) (4,5)2, VOZYZ, (2,5)24, 0,064

7. Wyznacz przyblizona wartos$¢ potegi z doktadnoscia do czterech miejsc po
przecinku. Skorzystaj z przyblizenia Y10 ~ 1,258925.

a) 104! b) 10-%9 ¢) 10719 d) 10729

8. Wrykres funkcji wykladniczej y = a® przechodzi przez punkt P. Wyznacz
wzor tej funkeji i naszkicuj jej wykres.
a) P(3,32) b) P(%, L2 ¢) P(—6,729)

2072

9. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj zbiér wartosci tej funkceji oraz jej miejsca
zerowe (jesli istnieja).

a) f(x)=2" -2 c) fla)y=2+2" )

e) f(x)=-3"
b) fle) =31 +2  d) fla)=4—2 f)

f
flz) =22 — 4

B 18 1. Funkcja wykiadnicza i funkcja logarytmiczna



10.

11.

12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.

18.

Oblicz vV ab.

a) a =logy 9, b = log, 256 b) log,a =5, logyb= 3
Oblicz z.

a) logy © = —2 c) logg; 2 = 3 e) logg |z| = 2
b) log,x =3 d) logy 2* = 3 f) logy z|x| =4
Oblicz .

a) logg x = logg 4 + logg 9 ¢) logz = 2logh + log4
b) log, z = log, 18 — log, 2 d) logz = log 80 — 3log 2

Oblicz podstawe logarytmu.
a) log,2 =1 b) log,8 =6 c) log,32= -5

Do ktérej ¢wiartki ukladu wspoélrzednych nalezy punkt (z,y)?
a) r =log; 1024, y =log 54 b) z =log,m, y=logy 7

Oblicz logy (logs x), jesli:
a) z =3, b) z = /3, c) x =81, d) z = 3%

Wykres funkcji ¢ otrzymano w wyniku przeksztalcenia wykresu funkcji
flx) = (%)32 Naszkicuj wykres funkeji g i podaj jej wzor, jezeli przeksztal-
ceniem tym jest:

a) przesuniecie o 2 jednostki w dot, ¢) symetria wzgledem osi OV,

b) przesuniecie o 1 jednostke w lewo,  d) symetria wzgledem osi OX.

Naszkicuj w tym samym ukladzie wspélrzednych wykresy funkeji f, g i h.
Podaj asymptoty tych wykreséw i miejsca zerowe funkcji.

a) f(z) =logyx +2, g(x) =logy(z +2), h(z)=logy(z+2)+2

b) f(z) =logy 3z, g(x) =logi(x —2), h(z) =log; ;(z —2)

Do wykresu funkeji f(z) = log,(z — 2) + 1 nalezy punkt P. Wyznacz a
i naszkicuj wykres funkcji f.

a) P(4,2) b) P(6,2) ) P(%,0) d) P(4,3)
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej dziedzine oraz zbidér argumentéw,
dla ktérych funkcja ta przyjmuje wartosci ujemne.

2) f(z) = loga(s —3) — 1 &) f(z) = logy (2 +2)

b) f(z) = —logy(z+ 1) +1 d) f(z) = —logs(z +3) +2

Zestawy powtdrzeniowe
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@ Sposéb na zadanie

[0] Przyktad 1

I 50

Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb z, y prawdziwa jest réwnos¢:

1 o
logm —logz ' = —3logy’

Aby rozwiazaé to zadanie, mozemy postapi¢ na rézne sposoby.

I sposob
Przeksztalcamy lewa strone réwnania tak, aby otrzymac jego prawa strone:
log # —logz™! = —logzy® +logxr = —logz — logy® + logx =
= —logy® = —log(y*)? = —3 logy’"
IT spos6b
Kolejno piszemy réwnania réwnowazne z réwnaniem wyjsciowym:
1 o | 4
log v logz " = —3logy
logz 'y 2 —logz ! = log(y*) 2
zly? s
log —— = log y

logy™ = logy™

Ostatnia réwnos$é jest prawdziwa, wiec prawdziwa jest tez rownosé¢ wyjsciowa.

Przyktad 2
Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb x, y, z prawdziwa jest rownosé:

log zy + log § = log zyz — log %

I sposob
Przeksztalcamy lewa strone rownania tak, aby otrzymac jego prawa strone:

2 2
e 1-2—:1-( -z—)=1-(, .z):
og xy + log . og (ry - % og (zyz -~

= log (;cyz : %) = log zyz — log%

IT spos6b
Przeksztalcamy podana réwnosé w sposob roéwnowazny:

log zy + log % = log zyz — log %

2

log (J;g . z—) = log mgz

log xz* = log xz*

Ostatnia réwnos$é jest prawdziwa, wiec prawdziwa jest tez réwnosé¢ wyjsciowa.

1. Funkcja wykladnicza i funkcja logarytmiczna



Zadania testowe @

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1. Do wykresu funkcji f(x) = 4% nalezy punkt o wspolrzednych:
A. (-1,-4), B. (1,1, C. (-1.3), D. (3,1).
2. Warto$é¢ funkeji f(x) = (%) jest liczba calkowita dla:

A.:z;:%, B. x = -3, C.z=2, D. x = 10.

3. Wartos¢ funkeji f(x) = (\/ﬁ)m jest liczba wymierna dla:

A .z =1, B. = —1, C. z=-3, D. z = —6.
4. Funkcja rosnaca jest funkcja:

A. f(z)=(VB-1), C. f(z)=(3)".

B. f(z) = (V5 — 1)7, D. f(z) = (£)"

5. Ktoéra funkcja ma dodatnie miejsce zerowe?

A. f(z)=6"—6 C. h(x) = (g)[z
B. g(x) =4 + 4 D. k(z) = (3)" +2
6. Prawdziwa jest nieréwnoscé:
A. 3Y2 <315, C. 27 < 2314,
B. 0,5V2 < 0,517, D. 47 < 43141
7. Prawdziwa jest rownosc:
A. 16Y2 - 422 = 163V2, C.43:2%8 =2
B. 82V5 ; 96v5-1 — 9 D. 25v5.322-V6 = 25,
8. Prawdziwa jest nieréwnosc:
A. log, 8 < log; 9, C. log, 5 > logy 3,
B. log% 8 < 1og% 9, D. log: 1 > log; 3.
9. Prawdziwa jest réwnosé:
A. log; 12 —2log;2 =1, C. log; 6 + log; 1 = 3,
B. log, 27 + log, 3 = 3, D. log,; 75 — log,; 25 = —
10. Punkt (8,—3) nalezy do wykresu funkcji:
A. £(x) = logs(x — 6) — 6, C. f(x) = logy(w — 3) — 3.
B. f(z) =logy(x —4) — 4, D. f(x) =logy(xz — 2) — 2.

Przed matura
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@ Przed obowigzkowa maturg z matematyki

B Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Wyznacz liczbe, ktorej 80% jest rowne 23+2V3 . 4V3,

Zadanie 2 (2 pkt)
Punkt P(p,2) nalezy do wykresu funkcji y = 16*. Wyznacz p.

[D] Zadanie 3 (2 pkt)

Uzasadnij réwnos¢ 4 logg 3 + 9log, 9 = 5log, 81.

[0] Zadanie 4 (2 pkt)

Uzasadnij, ze liczba log, v/6 + log, V8 — log, v/3 jest wymierna.

[0] Zadanie 5 (2 pkt)

I 52

Wykaz, ze dla x > 0, y > 0 prawdziwa jest réwnosc:
log 2%y® = logz + 2logy + log 2y

M Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 6 (4 pkt)

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji:
f(x) =a*—3

Oblicz warto$é¢ tej funkcji dla z = —5, jesli wia-

domo, ze punkt P(—3,—1) nalezy do jej wykresu.

Zadanie 7 (4 pkt)

Naszkicuj wykresy funkcji f(x) = 3% i g(x) = 9-3°.
Prosta o réwnaniu y = 100 przecina wykres funkeji
f w punkcie P, a wykres funkcji g — w punkcie Q.
Ile jest rowna dlugosé odcinka P(Q)7?

Zadanie 8 (4 pkt)

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = a® + b, gdzie a = logy v/3 oraz b = logs L.

9

Zadanie 9 (3 pkt)
Wvkaz, ze dla z > 0, y > 0, z > 0 prawdziwa jest rownosc:

3 -1
2log ‘% —3logx%z = 2log (%) —5logz
Zadanie 10 (4 pkt)
Punkt (1,—1) nalezy do wykresu funkcji f(z) = log,(z — a) + b, a prosta

o réwnaniu x = —3 jest jego asymptota pionowa. Podaj wspotczynniki a i b
oraz naszkicuj wykres funkeji f.

1. Funkcja wykladnicza i funkcja logarytmiczna



2 Geometria analityczna

W tym rozdziale opisujemy i badamy figury geometryczne potozone w pro-
stokatnym uktadzie wspotrzednych, w ktorym jednostki na obu osiach maja
rowne dlugosci.

Uktad wspolrzednych wykorzystywany jest takze w geografii. Okreslajac poto-
zenie punktu na kuli ziemskiej, podaje sie jego szerokosé i dlugosé geograficz-
na, np. polozenie latarni morskiej na wyspie w archipelagu Utklippan w Szwe-
cji — szeroko$é geograficzna: 55°5710"N, dlugoséé geograficzna: 15°42'06"E.



Warto powtorzyc
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Twierdzenie Pitagorasa i twierdzenie do niego odwrotne

Twierdzenie Pitagorasa

W trojkacie prostokatnym suma kwadratow dlugo-
Sci przyprostokatnych jest rowna kwadratowi diugosci C
przeciwprostokatnej.

a2 +b? =2 :

1. Dany jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych a, b i przeciwprosto-
katnej ¢. Oblicz jego obwdd.

a) a=4,b=22 b) a=3v2,c=3V5 ¢) b=2,c=2
2. Oblicz .
a) b) V2
4 A5

A

3. Podstawa trojkata rownoramiennego jest diuzsza od ramienia o 2 cm. Ob-
licz pole tego tréjkata, jezeli wiadomo, ze jego obwdd jest rowny 32 cm.

4. Wysokosé trojkata ABC opuszczona z wierzchotka C' jest rowna 6. Oblicz
obwdd trojkata ABC.

a) C b) ¢

A 15 B A 5 B

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Jezeli suma kwadratow dhugosci dwoch bokéw tréjkata jest réwna kwa-
dratowi dtugosci trzeciego boku, to trojkat ten jest prostokatny.

5. Sprawdz, czy trojkat o podanych bokach jest prostokatny.

a) 5,12, 13 c) 24 3,38 e) 3v2, 2V3, V6
b) 8, 15, 17 d) 15, 18, 25 f) 2v/3, 3v2, 6

2. Geometria analityczna



2.1. Odlegtos¢ miedzy punktami
w uktadzie wspotrzednych

Odlegtos¢ miedzy punktami A i B jest rowna dtu- Y
gosci odcinka AB. Yop-——m—-—--
Rozwazmy punkty A(xy,y;) i B(xs,y2) W prosto-
katnym ukltadzie wspotrzednych. Odleglosé¢ miedzy Y2 —
nimi mozemy obliczy¢, korzystajac z twierdzenia

Pitagorasa: Y1
[AB|® = (z2 — 21)" + (y2 — )"

:3?2—331 I

Twierdzenie

Odlegloéé miedzy punktami A(x,,y,) i B(xrs,y2) wyraza sie za pomoca
WZOrL:

|AB| = /(22 — 1) + (y2 — 11)?

Przyktad 1
Oblicz odleglosé miedzy punktami A(2,5) i B(—1,1).

|AB| = /(-1-2)2+(1-5)2=v/9+16=v25=5

Cwiczenie 1
Oblicz odlegto$¢ miedzy punktami A i B.

a) A(-3,-1), B(—5,-1) c) A(s,—2), B(3,-1)

b) A(5,-6%), B(-7,-13) d) A(3+v3,V7), B(V3,—4+V7)
Przyktad 2 L yh
Oblicz obw6d kwadratu ABCD (rysunek obok). it fos ¢

Z rysunku odczytujemy: A(—1,—-2), B(4,0),
zatemn.:
VI 0- (P = vBTi=y®

Obwoéd kwadratu ABC'D jest réwny 44/29.

Cwiczenie 2
Oblicz obwdd prostokata o kolejnych wierzchol-
kach A(—6,1), B(—3,-3), C(5,3), D(2,7).

2.1. Odlegltos¢ miedzy punktami w uktadzie wspotrzednych
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Cwiczenie 3

Oblicz obwody tréjkatow
ABC' i DEF przedstawio-
nych na rysunku obok.

Cwiczenie 4

Sprawdz, czy trojkat ABC' jest réwnoramienny.

a) A(1,3), B(6,4), C(4,-1) c) A(-3,-3), B(12,-3), C(6,9)

b) A(0,0), B(4,—1), C(3,3) d) A(—-1,0), B(2,v3),C(2—v/3,v/3)
Przyktad 3

Sprawdz, czy tréjkat o wierzchotkach A(—2,—4), B(4,2) i C(1,5) jest prosto-
katny.

AB| = VI (2P + @~ (D) = V36T 56
[AC| = 1= (=2))2+ (5 — (-4))* = V9 + 81
IBC|=+v(1-42+(-22=v/9+9=+18

Zauwazmy, ze: |ABJ* + |BC|* = 72+ 18 = 90 = |AC?.

Zatem z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa wynika, ze trojkat
ABC jest prostokatny.

Cwiczenie 5
Sprawdz, czy trojkat ABC jest réwnoramienny. Czy jest prostokatny?

a) A(=1,2), B(4,1), C(2,4) ¢) A(1,1), B(5,3), C(~1,6)
b) A(_gao): B(l, _4)7 0(5:4) d) A(_410): B(_la _3)? 0(5:3)
Zadania

1. Ktoéry z czworokatow KLMN i PQRS
(rysunek obok) ma wiekszy obw6d?

2. Ktéry z odcinkéw AB i C'D jest dhuzszy?
a) A(1,-2), B(4,4), C(2,2), D(8,—2)
b) A(—2,3), B(4,1), C(-1,1), D(4,6)
c) A(3,-2), B(8,-2), C(-2,2), D(2,5)

3. Sprawdz, czy trojkat ABC jest prostokatny.
a) A(3ﬂ0)? B(_6a 8)3 C(_Qa _2) b) A(_5? _1)? B(45 1) 0(33 5)

BN 56 2. Geometria analityczna



Sprawdz, czy trojkaty ABC i DEF sa przystajace lub podobne.
a) A(2,2), B(8,5), C(1,4), D(—2,0), E(4,-3), F(5,—1)
b) A(-1,1), B(2,5), C(0,4), D(4,4), E(0,2), F(—2,—4)

Oblicz obwdd oraz wysokosci trojkata, ktorego jednym z wierzchotkéw jest
punkt przeciecia prostych:

a)y=z—1liy= —%ac + 5, a pozostale wierzchotki sa punktami przeciecia
tych prostych z osia OY,

b) y=z+ 21y =3z — 6, a pozostale wierzcholki sa punktami przeciecia
tych prostych z osia OX.

Oblicz obwodd, diugosci przekatnych oraz wysokos¢ rombu ABCD.
a‘) A(—S,O) B(07 ]-) C(la 4) D(_zv 3)
b) A(_5a _2)7 B(2, _1)7 C(Ta 4) D(07 3)

Wyznacz wspotrzedne punktéow nalezacych do prostej [, ktorych odlegtosé
od punktu P jest réwna d.

a) l:y =2z —2, P(5,3),d=+10 b) l:y = -z +6, P(3,2),d =13

Dane sa punkty A(—2,2) i C'(5,3). Oblicz wspélrzedne wierzchotkéw B
i D prostokata ABCD, jesli naleza one do prostej o rownaniu y = 4 — z.

Dane sa wierzchotki A(—4,2), B(8,—2) i C(6,4) trapezu réwnoramiennego
ABCD o podstawie AB. Oblicz wspolrzedne wierzchotka D.

Powtorzenie

10.

11.

13.

Narysuj tamana PQRST i oblicz jej dtugosc.
a) P(_7:O)a Q(_1:3): R(_3:4)v S(_lr5): T(B:S)
b) P(6,—2), Q(2,1), R(—1,-1), S(6,—6), T(2,—6)

Wierzchotkami kwadratu sa punkty A(—3,0), B(0,1), C(—1,4)i D(—4,3).
Oblicz obwdd tego kwadratu oraz dlugosc jego przekatnej.

. Uzasadnij, ze czworokat ABCD jest trapezem, a nastepnie oblicz jego

obwod i pole.
a) A(—3,2), B(6,2), C(4,6), D(1,6)
b) A(_S: _3): B(l _S)a C(lg)» D(_3a 1)

Sprawdz, czy tréjkat ABC' jest prostokatny. Oblicz jego pole.
a’) A(U" _2)3 B(37 7) C(_3v 4) b) A(3: 0)? B(_3a _2): O(U: _4)

2.1. Odlegto$¢ miedzy punktami w uktadzie wspotrzednych
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2.2. Srodek odcinka

Jezeli znamy wspoélrzedne koncéw odcinka, mozemy wyznaczy¢ wspolrzedne
jego srodka.

Srodek odcinka

Srodkiem odcinka AB o koncach w punktach
A(xy,41) 1 B(xa,y2) jest punkt:

1 +x2 Y1+ Y2
s(=g mgt)

I /
r 70
Azi_

Przyktad 1
Wyznacz wspolrzedne érodka odcinka AB, jesli A(—3,2) 1 B(5,—4).

Srodek odcinka AB ma wspélrzedne: (_3; >, %) = (1,-1).

Cwiczenie 1
Wyznacz wspolrzedne srodka odcinka AB.

a) A(—2,-1), B(6,3) b) A(-4,1), B(5,—8)  «¢) A(3,-2), B(3,3)

Przyktad 2
Punkt S(1,5) jest érodkiem odcinka AB. Wyznacz wspélrzedne punktu A,
jesli punkt B ma wspdlrzedne (—3,4).

Niech punkt A ma wspélrzedne (xy,y,), wowczas:

$1_3:1 i y1‘|‘4:5
2 2

21 —3=2 i g1 +4=10
$]=51y1=6

Cwiczenie 2
a) Dany jest punkt A(5,8). Wyznacz
S(—1,—3) jest érodkiem odcinka AB.

wspolrzedne punktu B, jesli punkt

b) Punkt S(2,1) jest srodkiem odcinka o konicach A(x,—2) i B(7,y). Oblicz

dhugos$é odcinka ADB.

¢) Punkt S(1,1) jest $rodkiem odcinka o koncach A(z,y) i B(x + y,z — y).

Oblicz dlugos$é odcinka AB.

2. Geometria analityczna



Przypomnijmy, ze Srodkowa trdjkata nazywamy odcinek taczacy jego wierz-
cholek ze érodkiem przeciwlegltego boku.

v )]
Przyktad3d e N B R
Dany jest trojkat ABC (rysunek obok). Oblicz e et S
dtugosé srodkowej tego tréjkata poprowadzonej -
z wierzcholka C. 1
Niech D bedzie $rodkiem odcinka AB: —

—244 —240) _ B
D(T,T)—D(l, 1)

Obliczamy dlugosé srodkowej:

ICD|=/A-12+(4—-(-1))2=v9+25=34

Cwiczenie 3
Oblicz dtugosci srodkowych tréjkata ABC.
a) A(_Z: _1): B(6 3): C(—Q, 3) b) A(_6: _1)7 B(Q, 3)7 C(_4: 5)

Zadania

1. Oblicz odleglos¢ srodka odcinka AB od poczatku ukladu wspolrzednych.
2) A(1,6), B(-7,2) b) A(=7,7), BUL,1) <) A(9,V7), B(~4,—V7)

2. Dany jest punkt A(4,5) oraz punkt S bedacy srodkiem odcinka AB. Wy-
znacz wspotrzedne punktu B.

a) S(—2,3) b) S(6,7) c) S(-3,1)
3. Dany jest punkt A(—4,—3). Oblicz dlugo$¢ odcinka AB, jesli:
a) jego érodkiem jest punkt (—1,—2), Y 5
b) jego srodek lezy na osi OX, a odcieta punk-
tu B jest réwna 2. o
4. Oblicz dlugosci przekatnych rombu o wierzchot-
kach O(0,0), A(4,2), B(6,6) 1 C(2,4) (rysunek A
obok). Oblicz pole prostokata, ktorego wierz- 1
chotkami sa $rodki bokéw rombu OABC. o B

5. Dany jest prostokat o wierzchotkach A(—4, —3), B(8,3), C(6,7)1 D(—6,1).
a) Oblicz obwod prostokata ABCD.

b) Oblicz obwdd rombu, ktérego wierzchotkami sa $rodki bokéw prosto-

kata ABCD.

2.2. Srodek odcinka
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6. Wyznacz wspdétrzedne srodkow odcinka AC i odcinka BD. Czy czworokat
ABCD jest rownolegtobokiem?

a) A(_21_1): B(17:2)5 0(1815) D(_l:z)
b) A(lv _1)7 B(771)7 0(87 5): D(272)
7. Punkty A(1,2), B(—1,-1) i C(5,2) sa wierzcholkami réwnolegloboku

ABCD. Oblicz wspdlrzedne punktu S bedacego $rodkiem odcinka AC
oraz wspolrzedne wierzchotka D.

8. a) Przekatne kwadratu przecinaja si¢ w punkcie (2, 1), a jeden z jego wierz-
chotkéw ma wspdirzedne (1, —2). Oblicz pole i obwod tego kwadratu.

b) Pole kwadratu jest réwne 20, a jeden z jego wierzcholkéw ma wspdl-
rzedne (3, 6). Oblicz wspélrzedne punktu przeciecia przekatnych kwadratu,
jesli punkt ten nalezy do prostej x = 4.

9. Odcinek AB lezacy na prostej k ma diugosé d. Srodkiem tego odcinka jest
punkt S. Wyznacz wspolrzedne punktow A i B.

a) k:y =2, d=4v2, S(3,3) b) kiy =3z +2, d =10, S(12,11)

10. Czy punkt P nalezy do okregu, ktérego srednica jest odcinek AB?
a) A(_la _1)7 3(513)7 P(034) b) A(_57 5) B(T: 1)7 P(_17 _3)

Powtorzenie

11. W ktorej ¢wiartce uktadu wspétrzednych lezy srodek odcinka AB?

a) A(—17,3), B(7> 19) C> A(%ﬂ %)9 B(_%’ %)
b) A(1,2)5 B(_21_3) d) A(%? %)5 B(_%’_%)

12. Wyznacz wspo6trzedne srodkéw bokéw kwadratu o wierzchotkach A(—3,2),
B(1,0), C(3,4) i D(-1,6).

13. Oblicz dtugosci srodkowych tréjkata ABC.
a) A(_3a 2)7 B(la 4)7 C(_Sa 8) b) A(—Z, _1)7 B(].O, S)a C(Z: 3)

14. Wyznacz wspolrzedne Srodka okregu o Srednicy P(@) i oblicz jego promien.
a) P(—4,2), Q(2_6) b) P(_7: _1): Q(573)

15. W trapezie o wierzchotkach A(6,5), B(—6,—1), C(—2,—3) oraz D(2,—1)
punkt P jest srodkiem ramienia AD, a punkt () — srodkiem ramienia BC'
Oblicz dlugoéci odcinkéw AB, CD i PQ).

2. Geometria analityczna



Warto powtorzyc

Prosta w uktadzie wspodirzednych

Réwnanie prostej postaci y = ax + b nazywamy rownaniem kierunkowym
prostej.

Wspélczynnik kierunkowy prostej y = ax + b przechodzacej przez punkty

(z1,y1) 1 (o, y2), gdzie x; # xo, jest réwny uyz:mi

1. Wyznacz réwnania prostych AB, AC
i BC (rysunek obok).

2. Wyznacz réwnanie prostej PQ. Czy
nalezy do niej punkt C?

a’) P(_Q: l)a Q(2a5)5 0(4:8)
b) P(-1,7), Q(3,-1), C(-2,9)

Proste y = a1z + by i y = asx + by sa:
= réwnolegle wtedy i tylko wtedy, gdy a; = as,
= prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy a; - as = —1.

3. Wyznacz rownanie prostej przechodzacej przez punkt P i réwnoleglej do

prostej L.
a) P(1,3),l: y=4x+2 b) P(20,9),l: y=—zx+2
4. Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt A i prostopadlej do
prostej [.
a) A(3,-1), Ly=2x+7 b) A(12,7),l: y = -6z +1

5. Wyznacz rownanie symetralnej odcinka AB.

a’) A(_2a 1): B(6a5) b) A(_533)9 B(]-a _1) C) A(—2, _2): B(Oa4)

Réwnanie Az + By +C = 0, gdzie A # 0 lub B # 0, nazywamy réwnaniem
ogélnym prostej.

6. Przeksztalé réwnanie ogélne prostej do postaci kierunkowej.
a)3x—y—4=0 b) —4x+2y+5=0 ¢) 3x+3y—3=0

7. Prostal przechodzi przez punkt P i jest prostopadia do prostej k. Wyznacz
rownanie prostej [.

a) P(4,5),k:2c—y—7=0 b) P(,-1), k:2z+1iy—1=0

2

Prosta w ukfadzie wspotrzednych
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2.3. Odlegtos¢ punktu od prostej

Przypomnijmy, ze odlegtoscia punktu P od prostej [ na-
zywamy dlugosc najkrotszego odceinka taczacego punkt P
z punktem na prostej I (odcinek ten jest prostopadly do
prostej 1). Jesli punkt P lezy na prostej [, to przyjmu-
jemy, ze jego odleglos¢ od tej prostej jest réwna zero.

Przyktad 1

Oblicz odlegloéé punktu P(4,2) od prostej y = 2x — 1.
Wyznaczamy réwnanie prostej [ przechodzacej przez Y
punkt P i prostopadlej do prostej y = 2z — 1. Jest

ono postaci y = —3x+b. Podstawiamy do tego
rownania wspOlrzedne punktu P i otrzymujemy <
2=—2-440,czylib=4.

Zatem l: y = —sa + 4.

Rozwiazujemy uklad réwnan: 11
y=2r—1 Ol/ 1 X
y=—3a+4 /

i otrzymujemy wspélrzedne punktu przeciecia sie prostych: Q(2,3).
Obliczamy diugosé odcinka PQ:

|PQI=+/(2-42+(3-2)>=V5
Zatem odlegloéé¢ punktu P od prostej y = 2z — 1 jest réwna /5.

Cwiczenie 1
Oblicz odleglos¢ punktu P od prostej (.
a) P(5,1), Ly==x b) P(-1,3), Ly=3%x—4

Jezeli metode opisana w przykladzie 1. zastosujemy w przypadku ogdlnym, to
otrzymamy wzor na odleglo$¢ punktu od proste;.

Odlegtosé punktu P(xzg,yo) od prostej I o réwnaniu ogdlnym:
Az +By+C =0

wyraza si¢ za pomocg wWzoru:

|Azy + Byy + C|

d =

2. Geometria analityczna



Przyktad 2
Oblicz odlegloéé punktu P(5,—1) od prostej y = —%x + 2.

Aby skorzystaé¢ ze wzoru na odleglo§¢ punktu od prostej, réwnanie prostej
zapisujemy w postaci ogolnej:
4dr 4+ 3y —6=0

i odezytujemy z niego wartosci wspolezynnikow: A = 4, B =31 C = —6.
Wartosci te razem ze wspoélrzednymi x¢ = 51 yo = —1 podstawiamy do
wzoru: d_|4-5+3-(—1)—6|_|207376|_H
B V42 + 32 Y
Cwiczenie 2
Oblicz odlegtodci punktéw A(0,3), B(—1,0) i C(—1,3) od prostej 1.
a) by—z=1 b):3z—y—-T=0 c) hy=—-3x+25
Przyktad 3
Punkty A(—1,0), B(1,2) i C(2,—2) sa wierz- Y
chotkami tréjkata ABC. Oblicz pole tego troj- B
kata.
Pole tréjkata obliczymy, korzystajac ze wzoru /5
P = 3a-h, w ktérym a = |AB|, a h jest odle- A

gloscig punktu C' od prostej AB.
a=+(1-(-1))2+(2-0)2=v8=2V2

Wyznaczamy réwnanie prostej AB: y=x+1

1 zapisujemy je w postaci ogélnej: x —y+1 = 0.

Obliczamy odleglos¢ punktu C od prostej AB:
=2+ (CD-(2)+1 _ 5 _ 5/2
2

V12 + (-1)2 -
Zatem pole trojkata: P = 3 - 2v/2 - 57‘/5 = fI.

Cwiczenie 3

Oblicz odleglos¢ punktu C od prostej [ oraz pole trojkata ABC, ktorego wierz-
cholki A i B sa punktami przecigcia prostej [ z osiami ukladu wspétrzednych.
a) l: y=3x+6, C(2,—-4) b) Ly=—-2z+4,C(1,-1)

Cwiczenie 4

Punkty A i B sa punktami przeciecia prostej y = %:r — 6 z osiami uktadu
wspolrzednych. Oblicz pole rownolegloboku ABC D, ktérego wierzchotek D
ma wspolrzedne (1,4).

2.3. Odlegtosc punktu od prostej
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Odlegto$¢ miedzy dwiema prostymi réwnoleglymi Y
jest rowna odlegtoéci dowolnego punktu jednej

z tych prostych od drugiej prostej. .
Najkrotszy odcinek laczacy dwa punkty prostych e
rownoleglych musi by¢ prostopadlty do tych pro- 9]
stych (dlaczego?). e

Przyktad 4

Oblicz odleglos¢ miedzy prostymi I: 3z — 2y +2 =0 1 k: 3z —2y — 11 = 0.
Dane proste sa réwnolegle. Do réwnania prostej [ podstawiamy x = 0 i otrzy-
mujemy y = 1, zatem punkt A(0, 1) nalezy do tej proste;j.

Obliczamy odleglosé¢ punktu A od prostej k:

d:|3-0+(—2)'1—11\ _ 13 — /13

V(22 VI3

Cwiczenie 5

Oblicz odleglos¢ miedzy prostymi:

a)y=xz—11 y=xz+3, ¢c) —2y—4=01 y=3r+6,
b)y=2x—11i y=2zx+2, d)3z—-2y—4=01i y=3z+1
Zadania

1. Oblicz odlegloéci punktéw A i B od prostej I. Czy prosta AB jest réwno-
legla do prostej 17

a) A(1,4), B(5,5), lI: y= §33 -6
b) A(—4,-2), B(2,6), l:y=152—5
c) A(=5,-1), B(7,-6), I: y=—24x

2. Dany jest czworokat ABCD o wierzcholtkach
A(_la_Q)a B(Sa ]-) C(%a %) i D(_l‘%) (I‘y—

sunek obok). Oblicz odleglosci punktu S(2,4)
od bokow tego czworokata.

3. Punkty A(6,4), B(—3,7) i C(—2,0) sa wierzchotkami réwnolegtoboku
ABCD. Oblicz odleglo$é wierzchotka C od prostej AB oraz pole tego
rownolegltoboku.

4. Oblicz pole tréjkata ABC.
a) A(_la 1)9 B(Ba _2> 0(21 3) b) A(_zv 1) B(31 b) O(2v _1)

2. Geometria analityczna



5. Oblicz pole kota stycznego jednoczesnie do prostych ki [.

a) k:2r—y+4=0,:2r—y—6=0 b) k:y:%m+6,l:y:%x_z_3

6. Sprawdz, czy proste AB i CD sa réwnolegle. Jesli sa, oblicz odleglosé
miedzy nimi oraz oblicz pole czworokata ABCD.
a) A(—2,—-6), B(6,2), C(0,3), D(-3,0)
b) A(-9,-2), B(3,-6), C(3,4), D(0,5)

7. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wyznacz rownanie prostej lo réwnoleglej do proste] l1:y = 2z, jesli
wiadomo, ze odlegltosé¢é miedzy tymi prostymi jest réwna 4.

Roéwnanie prostej [ ma posta¢ y = 2x + b. Dla x = 0 otrzymujemy
punkt P(0,b) nalezacy do tej prostej. Zapisujemy réwnanie prostej Iy
w postaci ogélnej: —2x + y = 0. Wyznaczamy odleglos¢ punktu P od

te] prostej:
Lo |-2.04+1-640 _ |o|

Ve
Ale l% = 4, zatem |b| = 4v/5, czyli réwnanie prostej I, zapisujemy
w postaci:

y=2$—|—4\/5 lub y=2:c—4\/3
Wyznacz réwnanie prostej odleglej o 10 od prostej: a) y = x, b) y = x+ 3.

8. a) Punkty A i B sa punktami przecigcia prostej y = 22 —4 z osiami uktadu
wspoOtrzednych, a punkt C' lezy na prostej y = 2x 4 2. Oblicz pole trojkata
ABC.

b) Punkty A i B sa punktami przeciecia prostej y = %x—ﬁ z osiami uktadu
wspolrzednych, a punkty C' i D leza na prostej y = %x — 1. Oblicz pole
rownolegtoboku ABCD.

Powtdérzenie

9. Oblicz odleglosé punktu P od prostej [.
a) P(8,—-4),l:y=25z+5 b) P(2;%),l!y=—%$+2

10. Oblicz odleglo$é¢ punktu C od prostej AB oraz pole trojkata ABC.
a’) A(_?’a _1)9 B(E’a _3)= C(Qa 4) b) A(_2a _2)5 B(za 0)7 0(43 6)
11. Oblicz odleglosé miedzy prostymi ki [.

a) kry=1c+3,ly=1x—2 b) k:3z+4y+4=0,l:y=—-3z+3

2.3. Odlegtosc punktu od prostej
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Pole tréjkata w uktadzie wspotrzednych
Twierdzenie

Pole tréjkata o wierzchotkach A(xy,y1), B(xe,y2) i C(x3,y3) wyraza si¢
wzorem:

P = S |xyys + Tays + T3y — T1Y3 — Tay1 — T3y

Y

W dowodzie powyzszego wzoru na pole trojkata F C E
ABC (rysunek obok), korzysta sie np. z tego, ze P . T,
pole to mozna zapisa¢ w postaci: y T3 E 5

P = Papgr — P, — Py — Py i E
gdzie ADEF jest prostokatem, a Py, P, P3;sa 4 o : h D
odpowiednio polami tréjkatéw Ty, Ts, Ts. : : :

O 1 3 r2 X

Przyktad 1
Oblicz pole tréjkata o wierzchotkach A(—1,1), 2.4 BT T A

B(5,2), C(1,5), korzystajac z podanego wzoru.
Nastepnie sprawdz otrzymany wynik, odejmu-

jac od pola prostokata ADFEF sumg pél trojka-
téW Tl: Tg 1 T3

Wspoétrzedne xy = —1, y; = 1, 5 = 5, yo = 2,

x3 = 1, y3 = 5 podstawiamy do wzoru i otrzy-

mujemy:

P:é|$1’y2+$2y3+:c3y1—x1y3—:1:2y1—x3y2| =
=1|(-=1)-245-54+1-1—(-1)-5-5-1—-1-2| =
=1|-2+25+1+5-5-2/=1-22=11

Sprawdzamy otrzymany wynik:

Pippr=6-4=24, P=%1-6-1=3, P,=%1-4-3=6, ,=1-2-4=4
ZatemPIPADEF—(P1+P2+P3)224—13:11.
Przyktad 2
Oblicz pole trojkata o wierzchotkach A(—2,-3), B(8,2), C(4,5).
P=31|(-2)-2+8-5+4-(-3)—(-2)-5-8-(-3)—4-2| =
=2[-44+40-124+104+24-8|=3-50 =25
1. Korzystajac z podanego wzoru, oblicz pole tréjkata ABC.
a) A(_313)9 B(Ba _2> 0(51 1) b) A(136)3 B(_31 _2) 0(633)

2. Geometria analityczna



2.4. Okrag w uktadzie wspotrzednych (1)

Na rysunku obok przedstawiono okrag o promie-
niu 3 i srodku w poczatku ukladu wspolrzednych.
Zauwaz, ze wspolrzedne dowolnego punktu P(z,y)
tego okregu spetniajg rownanie:

22 + 2 = 32

Y

Réwnanie okregu

Okrag o srodku w poczatku uktadu wspétrzednych i pro-
mieniu r > () jest zbiorem wszystkich punktow plaszczy-

zny, ktérych wspélrzedne (z,y) spelniaja réwnanie:

2?2 + g2 =2

/Y
NI

bedziemy tez pisa¢ krétko: ,,okrag

Uwaga. Zamiast ,okrag o réownaniu z2 + y? = r?”

Przyktad 1

Okrag o srodku w poczatku ukladu wspoélrzednych

i promieniu r = v/2 (rysunek obok) ma réwnanie:
2+ y? =2

Naleza do niego cztery punkty o obu wspolrzednych

catkowitych: (1,1), (—1,1), (-1,-1) i (1,-1).

Cwiczenie 1
Podaj rownanie okregu o $rodku w poczatku ukladu wspotrzednych i promie-
niu 7. Ille punktéw o obu wspoétrzednych catkowitych do niego nalezy?

a) r=2 b) r=4 c) r=>5 d)r=7
Cwiczenie 2

Do okregu o érodku w punkcie O(0,0) i promie-

niu r = /5 (rysunek obok) nalezy osiem punktéw

o obu wspbélrzednych calkowitych. Podaj réwnanie
tego okregu oraz wspolrzedne tych punktéw.

Cwiczenie 3
Podaj réwnanie okregu o §rodku w punkcie O(0,0) i promieniu r oraz nalezace
do niego punkty o obu wspoélrzednych catkowitych. Przedstaw to na rysunku.

a) r=2v2 b) r =3v2 c) r=+10 d) r =17

2.4. Okrag w uktadzie wspdirzednych (1)
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Cwiczenie 4
Podaj réwnanie okregu o srodku w punkcie (0,0) przechodzacego przez punkt:

a’) (076)3 b) (_830)7 C) (\/510)9 d) (075\/5)

Przyktad 2 Y

Punkt P(—2,3) lezy na okregu o srodku w punkcie -

0(0,0). Wyznacz réwnanie i promien tego okregu. = 0

Do réwnania okregu z? + y®> = r? podstawiamy

(=2)2+32=,2 ...........

s=-—-2iy=23:

Stad 7% = 13, czyli réwnanie okregu ma postaé
% 4+ y% = 13, a jego promien r = /13.

Cwiczenie 5
Wyznacz réwnanie i promien okregu o srodku w punkcie O(0,0), jesli okrag
ten przechodzi przez punkt P.

a) P(5,—12) b) P(—3,-3)

c) P(—4,-5) d) P(v3-1,V3+1)

Wzor na odleglosé miedzy dwoma punktami mozna wykorzystaé¢ do otrzyma-
nia réwnania okregu o érodku w punkcie (a,b) i promieniu 7.

Przyktad 3
Podaj réwnanie okregu o §rodku w punkcie S(2,1) i promieniu r = 3.
Szukany okrag jest zbiorem wszystkich punktéw (z,y), Yt
ktorych odlegloéé od punktu S(2,1) jest réwna 3, zatem :
jego réwnanie ma postaé:
Vet -1 =3
€=+ (-1 =9

Twierdzenie

Okrag o $rodku w punkcie (a, b) i promieniu 7 > 0 jest zbiorem wszystkich
punktéw plaszezyzny, ktérych wspélrzedne (z,y) spelniaja réwnanie:

(o= a)? + (g = b =7

Réwnanie (z — a)? + (y — b)? = r? nazywamy réwnaniem okregu w postaci
kanonicznej.

Na przykltad réwnanie (x—3)%+ (y+5)? = 36 jest spelnione przez wspétrzedne
wszystkich punktéw nalezacych do okregu o §rodku (3, —5) i promieniu 6.

2. Geometria analityczna



Cwiczenie 6
Podaj réwnanie okregu o $rodku w punkcie S i promieniu 7, a nastepnie
narysuj ten okrag.

a) S(2,5), r=3 b) S(-7,6), r=2 c) §(—4,-3), r=+2
Cwiczenie 7

Podaj wspolrzedne $rodka i promien okregu o réwnaniu:

a) (z—2)+ (9—5)2:16 e) (z+1)°+ (y—2)* =2,

b) (z— 4% + (y+5)* = f) 22+ (y+9)" =10,

¢) (x+3)?+ (y— 2)2_100 g) (z—13 ) + 4% = 45,

d) (x+5)%+ (y +9)* = 225, h) (z—v2) + (y—Vv3) =8
Przyktad 4

Wyznacz réwnanie okregu o srodku w punkcie S(2, —1) przechodzacego przez
punkt P(3,1).

Obliczamy promien: r = |SP| = /(3 —-2)2+ (1 — (-1))2 = VI + 4 = /5.

Zatem réwnanie okregu ma postaé: (x —2)? + (y + 1) = 5.

Cwiczenie 8
Wyznacz réwnanie okregu o érodku w punkcie S przechodzacego przez
punkt P.

a) S(0,—1), P(1,1) b) S(=3,-1), P(~1,3) ¢) S(=1,1), P(2,2)

Przyktad 5
Uzasadnij, ze rownanie 2 + y? — 4o — 6y — 23 = 0 jest réwnaniem okregu
o srodku w punkcie (2,3) i promieniu 6.

Réwnanie okregu o srodku w punkcie (2, 3) i promieniu 6 w postaci kanoniczne;j
ma postaé (z — 2)? + (y — 3) = 36.
Przeksztalcamy to réwnanie: 2 —4x +4 + 3% — 6y + 9 = 36

2 +y?—4r—6y—23=0

Cwiczenie 9
a) Uzasadnij, ze réwnanie 22 4+ y* + 6z — 10y + 30 = 0 jest réwnaniem okregu
o $rodku w punkcie (—3,5) i promieniu 2.

b) Uzasadnij, ze réwnanie z° + y* — 2z + 12y + 12 = 0 jest réwnaniem okregu
o érodku w punkcie (1, —6) i promieniu 5.

2.4. Okrag w uktadzie wspdirzednych (1)
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Zadania

1.

Wyznacz réwnanie okregu o §rodku w punkcie O(0,0) przechodzacego
przez punkt P. Czy punkty A i B naleza do tego okregu?

a) P(0,—10), A(6,—8), B(—8,—6) c) P(3,V7), A(0,—-4), B(2v3,V3)
b) P(-5,3), A(=6,0), B(—=3,-5) d) P(v2,3v2), A(2,4), B(2V/5,2V/5)
Narysuj w jednym ukladzie wspolrzednych okregi K; i K,. Oblicz pole
pierécienia kolowego ograniczonego tymi okregami.

a) Ki: x> +y*=5, Kyz?+y*=10

b) Ki: 22 +y*> =13, Ky: 2?> +9y> =17

Podaj wspolrzedne srodka okregu i jego promien.

a) (+3)*+(y—6)°=8 ) (z—1)*+(y+5)°=16
b) 22+ (y—1)?=3 d) (z—v2)? +y* =18
Dopasuj okregi Ky, Ko, K31 K, (rysunek Ko |
obok) do odpowiednich wzoréw.

I z2+¢4°=9

Il 22+ (y+2)2=4
II. (z — 3)* + (y — 1)?
IV. (z 4+ 3)* + (y — 2)?

4
1

I

Podaj rownanie okregu o srodku w punkcie S i promieniu r.

a) S(1,3),r =2 ¢) 5(—6,2),r=3 e) S(—=5,-1),r=2V5
b) S(—-2,-3),r=7 d) S(,-1),r=21 f) S(+3,0,r=3v3

Wyznacz réwnanie okregu, ktory ma srodek w punkcie S i przechodzi przez
punkt P.

a) 5(2,0), P(1,3) c) 8(2,-3), P(4,-1) e) S(-5,2), P(—8,-2)
b) S(4,1), P(1,-3) d) S(-3,1), P(1,5) f) S(—4,-2), P(—1,0)
Wyznacz réwnanie okregu, ktorego srednica jest odcinek AB. Narysuj ten
okrag.

a) A(1,2), B(7,2) c) A(—1,-2), B(3,6) e) A(—3,—4), B(5,2)
b) A(-3,3), B(-3,-5) d) A(-1,1), B(3,3) f) A(-2,-3), B(6,—1)

Uzasadnij, ze réwnanie x? + y? 4+ 42 — 8y + 13 = 0 jest réwnaniem okregu
o érodku w punkcie (—2,4) i promieniu v/7.

2. Geometria analityczna



10.

11.

12.

Wyznacz rownanie okregu opisanego na trojkacie prostokatnym ABC.

a‘) A(_lv 2)9 B(bv _2)3 0(33 4) C) A(2ﬂ 3)3 B(5? _1)3 O(_Bﬂ _7)
Wyznacz réwnanie okregu opisanego na kwadracie ABC D i okregu wspi-
sanego w ten kwadrat.

a) A(0,6), B(2,0), C(8,2), D(6,8)

b) A(_230): B(Oa _4)9 0(43 _2)5 D(232)
Wyznacz réwnanie okregu, do ktoérego naleza wierzchotki prostokata
ABCD.

a) A(-3,-1), B(1,-3), C(4,3), D(0,5)
b) A(—Q’ 2)7 B(_la _4)7 0(2:0): D(_6:6)
a) Podaj réwnania okregéw K, Ks, K3
i K, przedstawionych na rysunku obok.

b) Do ktérych z przedstawionych okregéw
nalezg punkty A(4 —v/6,3), B(1,—/7)
1 C(, 47

c¢) Jaki procent kota ograniczonego okre-

giem K, zostal zacieniowany?

d) Podaj réwnanie okregu o $rodku (1,0),
ktory ma z okregiem K, jeden punkt
wspolny.

Powtorzenie

13.

14.

15.

Punkt P nalezy do okregu o $rodku w punkcie O(0,0). Oblicz dlugosé
tuku tego okregu wyznaczonego przez kat srodkowy o mierze .
a) P(—2,2),«a=90° b) P(5,v/11),a =120° ¢) P(-3,—-4),a=T72°

Podaj réwnania okregow Ky, Ko, Y

K;, K4, K5, K¢ przedstawionych Ke
na rysunku obok.

Odcinek AB jest drednica okregu . foi o)\ N
o srodku w punkcie S. Wyznacz ; : :
rOwnanie tego okregu oraz oblicz .4
wspolrzedne punktu A.

a) B(7,1), S(3,-1)
b) B(1,5), S(—2,1)

2.4. Okrag w uktadzie wspdirzednych (1)

71 I



I 72

2.5. Okrag w uktadzie wspotrzednych (2)

A
Przypomnijmy, ze jesli odcinek AB jest cieciwa
okregu, to srodek okregu nalezy do symetralnej
tej cieciwy.

B

Przyktad 1
Wyznacz réwnanie okregu przechodzacego przez punkty A(0,5) 1 B(4,1), kt6-
rego $rodek nalezy do prostej l: © = —2.

Odcinek AB jest cieciwa okregu. Jego srodkiem jest punkt P(2,3).
Obliczamy wspétezynnik kierunkowy
prostej AB:

yp=ya _ 1-5 _ -4 _ 4

rg—r4 4-0 4

Symetralna odcinka AB (prosta k na

rysunku obok) jest do niego prostopa-

dla, zatem jej wspolczynnik kierunko-

wy jest rowny 1. Jej réwnanie ma wiec

postaé: y = x + b.

Poniewaz punkt P(2,3) nalezy do pro-

stej k, otrzymujemy: 3 = 2 + b, skad

b=1.

Prosta k opisana jest wiec rownaniem:
y=x+1

Srodek okregu S jest punktem przeciecia prostej k i prostej . Aby wyznaczy¢

jego wspdirzedne, rozwigzujemy uktad réwnan:

y=xz+1
r= -2

Zatem otrzymujemy S(—2,—1).
Obliczamy promient okregu:

841 = V0= (=2)° + G — (1))’ = VAT 36 = VA0 = 210

Réwnanie okregu ma postaé: (z + 2)* + (y + 1)* = 40.

Cwiczenie 1
Wyznacz rownanie okregu przechodzacego przez punkty A i B, ktérego srodek
nalezy do prostej /.

a) A(—2,2), B(2,4),l:y=1 b) A(3,-5), B(5,-3),l:y=x—2

2. Geometria analityczna



Przykiad 2
Wyznacz wspotrzedne srodka okregu opisa-
nego na trojkacie o wierzchotkach A(—4, —2),

B(6,-2) i C(2,4).

Srodkiem okregu opisanego na trojkacie jest
punkt przeciecia symetralnych jego bokdéw.
Wyznaczymy symetralne bokéw AB i AC
trojkata ABC' (rysunek obok).

Zauwazmy, ze symetralng boku AB jest pro-
sta k: x = 1.

Aby wyznaczy¢ réwnanie symetralnej boku

AC', skorzystamy z tego, ze Jest ona prostopadla do boku AC i prze(,hodm
przez jego $rodek — punkt P(—1,1).
Obliczamy wspolczynnik kierunkowy prostej AC:

yo—ya _ 4=(=2) _ 442 _ 4

ro—xa  2—(—4) 2+4
Zatem symetralna boku AC, prosta [, ma wspoélczynnik kierunkowy rowny —1,
wiec je] rOwnanie ma postac¢: y = —x + b.
Poniewaz punkt P(—1, 1) nalezy do prostej [, otrzymujemy réwnanie:
l=—(-1)+0b
Stad b = 0, czyli prosta [ ma réwnanie y = —z. Srodek okregu S jest punktem
przeciecia prostej k i prostej [, zatem ma wspotrzedne (1, —1).

Cwiczenie 2

Wyznacz réwnanie okregu opisanego na tréjkacie ABC.

a) A(ba 5) B(Os _1) 0(23 5) b) A(Sﬂ 6) B(_Ba _6) 0(37 _2)
Przyktad 3

Okrag (z — 4)? + (y — 1)? = 25 jest opisany
na tréjkacie rownoramiennym ABC' o podsta-
wie AB, gdzie A(0,-2) i B(8,—2). Wyznacz
wspolrzedne wierzchotka C'.

Srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC
jest punkt S(4,1), a promien tego okregu jest

rowny b.

Zauwazmy, ze symetralng podstawy AB tréj-
kata ABC jest prosta [: x = 4.

Punkt C nalezy do prostej [ oraz |SC| = 5,

zatem ma on wspo6irzedne (4,6) lub (4, —4).

2.5. Okrag w uktadzie wspdirzednych (2)
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Cwiczenie 3

Tréjkat réownoramienny ABC jest wpisany w okrag (z—1)%*4(y—1)? = 8. Wy-
znacz wspotrzedne wierzchotka C jesli A(—1,—1) 1 B(3, —1) sa wierzchotkami
przy podstawie tego trojkata.

Zadania

1.

Punkt P jest érodkiem cieciwy AB okregu, ktérego srodek nalezy do pro-
stej [. Wyznacz rOwnanie tego okregu.

a) A(3,5), P(4,3),l: z = —1 c) A(-2,3), P(2,5),l:y==x

b) A(4,0), P(1,-1),l: y=5 d) A(2,-3), P(—1,-1),l:y=x+1
Wyznacz rownanie okregu opisanego na trojkacie ABC.

a) A(-3,2), B(9,2), C(5,10) d) A(-7,-3), B(3,—1), C(1,5)

b) A(—2,6), B(—2,-2), C(4,4) e) A(0,-3), B(7,-2), C(7,4),

c) A(3,-3), B(9,3), C(-3,9) f) A(-5,0), B(—3,-2), C(1,2)

Okrag (z — 2)* + (y — 2)? = 25 jest opisany na tréjkacie réwnoramien-
nym ABC o podstawie AB, gdzie A(—2,—1), B(6,—1). Oblicz pole tego
trojkata, jesli wierzcholek C' lezy:

a) w I ¢éwiartce ukladu wspélrzednych,

b) w IV ¢éwiartce uktadu wspolrzednych.

Okrag (z —2)? + (y — 1)? = 25 jest opisany na tréjkacie réwnoramiennym
ABC, ktérego podstawa jest odcinek AB, gdzie A(6,—2), B(6,4). Oblicz
obwdd tego trojkata.

Powtorzenie

5. Wyznacz réwnanie okregu przechodzacego przez punkty A(—2,4) 1 B(4,4),

ktorego érodek nalezy do prostej I y = —1.

Okrag (z —2)%+ (y — 2)? = 29 jest opisany na trojkacie ABC. Oblicz pole
tego trojkata, jesli jest on:

a) prostokatny réwnoramienny,

b) prostokatny, a jedna jego przyprostokatna jest zawarta w osi OY,

¢) réwnoramienny ostrokatny oraz A(—3,4) i B(—3,0) sa wierzchotkami
przy jego podstawie,

d) réwnoramienny rozwartokatny oraz A(—3,4) i B(7,4) sa wierzcholkami
przy jego podstawie.
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Warto wiedzieé

Postac¢ ogdlna réwnania okregu
Rownanie okregu zapisane w postaci kanonicznej:
(z—a)’+(y—0)*=r’
mozna przeksztalci¢ do postaci ogolnej:
2 +y*’+Ax+By+C=0
gdzie A, B i C sa pewnymi stalymi.

Przykiad 1
Zapisz réwnanie okregu (z — 3)% + (y + 2)? = 9 w postaci ogdlne;.
-3+ (y+2)?%=9
22 —6x+9+9y>+4x+4=9
x> —6x+y +4x+4=0

Nie zawsze réwnanie postaci 22 +1y*+ Ax+ By +C = 0 jest réwnaniem okregu.

Przyktad 2
Sprawdz, czy podane réwnanie jest réwnaniem okregu.

a) r* +y? +2r+ 10y —10=10
(22 4+224+1)+ (> +2-5y+25) —10—-1—25 =0
(z+1)*+(y+5)> =36
Jest to réwnanie okregu o $rodku w punkcie (—1,—5) i promieniu 6.
b) 22+ 4> +6x—4y+13=0
(22 4+2-324+9)+ (12 —2-2y+4)+13-9—-4=0
(z+3)°+(y—2%=0
Powyzsze rownanie jest prawdziwe tylko dla x = —3 1 y = 2, zatem spelniaja
je jedynie wspélrzedne punktu (—3,2). Nie jest to wiec réwnanie okregu.
c)r’+y*—x—-3y+3=0
(2?—2-2z4+ )+ (P -2-8y+2)+3-1-2=9
(2= 32+ (-9 = -1
Suma kwadratéw nie moze by¢ liczba ujemna, wige powyzsze réwnanie jest

sprzeczne (zbidér rozwiazan jest pusty) i nie moze by¢ réwnaniem okregu.

1. Sprawd?, czy podane réwnanie jest réwnaniem okregu.

a) 2> +y* —2r+4y+1=0 d) 22+y* -3z -3y +41 =0
b) 22 +y? +2r+6y+12=0 e) 2+ y*+3y+2=0
c) 2+ y*+6y+2x=0 f) 202+ 29?2 —20x —4y+2=0

Postac¢ ogdlna réwnania okregu 75 I



2.6. Wzajemne potozenie dwoch okregow

Przypomnijmy, jak moga byé¢ polozone wzgledem siebie dwa rézne okregi.

Okregi styczne
(maja jeden punkt wspdlny)
styczne zewnetrznie styczne wewnetrznie

|515:| =R+ |515:| = |R — 7|

Okregi przecinajace sie
(maja dwa punkty wspdlne)

eg |R-T’|<|SlSQ|<R+T

Okregi roztaczne
(nie maja punktéw wspélnych)

roztaczne zewnetrznie roztaczne wewnetrznie
R r
b |SISQ| >R‘|‘7° |8182[ < |R—7'"
Sy Sa i_
Przyktad 1

Na rysunku obok przedstawiono okrag o srodku
S1(—1,1) i promieniu R = 2 oraz okrag o $rodku
S5(—2,1) i promieniu 7 = 1.

Zauwaz, ze |R —r| = 1 = |S1.53|. Okregi te maja
jeden punkt wspdlny (sa styczne wewnetrznie).

Cwiczenie 1

Narysuj w uktadzie wspoétrzednych okrag o srodku w punkcie S} i promieniu R
oraz okrag o srodku w punkcie S, i promieniu r. Podaj odleglos¢ miedzy
srodkami tych okregéw. Ile punktow wspdlnych maja te okregi?

&) Sl(—].,()), R = 5, 52(1,0), r=2 C) Sl(—Q.‘.O)j R = 6, SQ(—2,4), r=2
b) 51(0,3), R =4, S»(0,-2),r=1 d) S1(0,0), R = %, S»(2,2), r = %
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Przykiad 2
[le punktow wspdélnych maja okregi:

Ki:(x—324+(y—4)2=16 i Kop: (z—1)>+(y—2)*=4?
Srodkiem okregu K jest punkt S;(3,4), a jego promien R = 4.
Srodkiem okregu K- jest punkt S5(1,2), a jego promien 7 = 2.
Obliczamy odleglos¢ miedzy $rodkami tych okregow:

1518 = /B—1P2+ (d—2°=vA+d=/8=2/2

R+r = 6oraz |R—r| = 2, zatem |R—7| < |S15:| < R+ (gdyz 2 < 22 < 6),
wiec okregi K i K, maja dwa punkty wspolne (przecinaja sig).

Cwiczenie 2
[le punktow wspolnych maja okregi K i K7

a) Ki: (1 —1)2+(y—1)2=20, Ko: (z—=7)*+(y—4)>=5
b) Ki: (x =3+ (y—2)2=49, Ky: (z—2)?+(y+1)?>=9
¢) Ki: (z+3)0°%+(y—3)2?=36, Ko: (z+1)°+(y+1)2=14
d) Ki: (z—4)*+ (y—4)>=40, Ky: (zx—1)?+ (y—3)*=10
Przyktad 3

Dany jest okrag K;: (x+3)?+ (y+2)? = 25 oraz okrag K, o srodku w punk-
cie S5(5,4) i promieniu r. Dla jakich wartosci r okregi te maja jeden punkt
wspolny?

Srodkiem okregu K jest punkt S;(—3,—2), a jego promieni R = 5.
Obliczamy odleglos¢ miedzy srodkami okregow K| 1 Ko:

15152 = /(65— (=3))2+ (4 — (—2))2 = V64 + 36 = 10

Dane okregi maja jeden punkt wspolny, gdy:

e sg styczne zewnetrznie, czyli [S19:| =10=5+7r,skad r =5
lub
» 53 styczne wewnetrznie, czyli [S15;| = 10 = |5 — r|, skad r = 15.

Cwiczenie 3
Dany jest okrag K;: (z +3)? + (y — 2)? = 16 oraz okrag K, o $rodku w punk-
cie Sy i promieniu r. Dla jakich wartosci r okregi te maja jeden punkt wspdélny?

Cwiczenie 4

Dany jest okrag (z+7)%+(y—5)? = 25 oraz okrag o érodku w punkcie S(5, —4)
i promieniu r. Dla jakich wartosci r okregi te maja dwa punkty wspdlne?

2.6. Wzajemne potozenie dwoch okregow
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Zadania

1. Dane sg okregi K| i Ky. Oblicz odleglo$é miedzy érodkami tych okregdw
i okredl ich wzajemne polozenie.

a) Ki: (z —3)*+y* =4, Ky: (z—3)2+ (y—6)2=16
b) Ki: (z+2)*+ (y+2)2=1, Ky (z42)2+ (y—3)2=36
c) Ki: (z4+2)°+(y+1)>=90 Ky (z—1)*+ (y—3)?=25
d) Ki: (z+4)*+ (y — 5)* = 84, Ko: (x+5)*+(y+2)*=16
e) Ki: (x+1)*+ (y—8)2 =49, Koy (z—1)2+(y—6)>=4
f) Ki: (z—7)*+(y—2)* =49, Ky: (z+5)2+ (y+3)2=25

2. Oblicz odleglosé¢ miedzy srodkami okregéw K i K. Dla jakich wartosci r,
gdzie r > 0, okregi te maja jeden punkt wspoélny, a dla jakich — dwa punkty
wspolne?

a) Ki: (x—5)2+ (y+1)2 =64, Ky: (z+7)°+ (y —4)°
b) Ki: (x4 2)2 + (y +1)% = 16, Ky: (x—3)* + (y - 3)?
c) Ki: (z—22+(y—5)2=49, Ky (z+6)+ (y—1)

I

7,.2
7,2
7,‘2

3. Srednicq okregu K jest odcinek AB, a $rednica okregu K; — odcinek C'D.
Wyznacz rownania tych okregéw i okresl ich wzajemne polozenie.

a) A(_Sa_l)a B(I,B), 0(3,3) D(1>5)
b) A(-5,1), B(-1,-3), C(1,-1), D(1,5)
c) A(-2,1), B(4,1), C(3,2), D(1,4)

4. Okregi o promieniach 1, 2 i 3, parami

styczne zewnetrznie, polozone sa w spo-
s6b przedstawiony na rysunku obok. ﬂ

Wyznacz wspoélrzedne §rodka najmniej- Q 1 X
szego okregu.

Powtérzenie

5. Ile punktéw wspdlnych maja okregi Ki: (2 +2)% + (y +1)? =251 Ky?
a) Ko (x+2)*+(y—2)2=2 c) Kyt (v —4)*+(y+4)*=5
b) Ko: (z —7)*+ (y—5)>=25 d) Ky: (x —6)*+ (y+7)* =225

6. Dany jest okrag K; o érodku Si(1,3) i promieniu r. Dla jakich wartosci r
okrag ten ma jeden punkt wspélny z okregiem K,, a dla jakich — dwa
punkty wspdlne?
a) Ko: (z+2)%+(y+1)*=4 b) Kyp: (z—4)°+ (y+3)>=25
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Wspotrzedne geograficzne

Okreslajac polozenie punktu na kuli ziemskiej,
podaje si¢ jego:

szerokosc¢ geograficzna (kat & mierzony od rownika
w kierunku polnocnym albo potudniowym),
dlugos¢ geograficznag (kat f mierzony od potudnika
zerowego w kierunku wschodnim albo zachodnim).

Tak okreslony uklad wspolrzednych wykorzystuje sie
przy tworzeniu map.

Na mapie punkt O oznacza potozenie zamku Ogrodzieniec
(50°27'N, 19°33'E) pokazanego na zdjeciu obok.

Czy potrafisz wskazac, ktére z punktow A, B, C, D
odpowiadajag potozeniu zamkow na zdjeciach?

et

Zamek w Czersku




I 50

2.7. Wzajemne potozenie okregu i prostej

Przypomnijmy, ze okrag i prosta moga mie¢ dwa punkty wspoélne, jeden punkt
wspOlny lub nie mie¢ punktéow wspoélnych.

Niech |OP| bedzie odlegloscia érodka okregu od proste;j.

|OP| =17

|OP| > r

Przykiad 1

Prosta, ktora ma z okregiem dwa punkty wspol-
ne, nazywamy jego sieczng. Odleglosé¢ siecznej od
srodka okregu jest mniejsza od jego promienia.

Jesli prosta ma z okregiem jeden punkt wspélny,
to méwimy, ze jest styczna do okregu (wspdlny
punkt nazywamy punktem stycznosci). Promien
okregu prowadzony do punktu stycznosci z prosta
jest do niej prostopadly. Odleglosé stycznej od
srodka okregu jest rowna jego promieniowi.

Na rysunku obok okrag i prosta nie maja punk-
téw wspdlnych (sa roztaczne). Odleglosé prostej
od srodka okregu jest wieksza od jego promienia.

Tle punktéw wspdlnych z okregiem o §rodku w punkeie (1,0) ma prosta z = —2
w zaleznosci od promienia r tego okregu?

Dana prosta:

e ma jeden punkt wspdélny z okregiem dla r = 3

(rysunek obok),

» ma dwa punkty wspolne z okregiem dla r > 3,
e nie ma punktéw wspolnych z okregiem dla

0<r<d.

Cwiczenie 1

Ile punktéw wspélnych z okregiem o $rodku w punkcie S ma prosta k w za-
leznosci od promienia r tego okregu?

a) S(2,-2), k:y=2
b) S(=2,2), k:x=+3

2. Geometria analityczna



Przykiad 2
Dane sa okrag o réwnaniu 2 + y*> = 16 i prosta l: # = 3. Oblicz dlugoéé
cieciwy wyznaczonej przez punkty ich przeciecia.

Y

Srodkiem okregu jest punkt (0,0), a promien jest
réwny 4. Niech |OP| bedzie odleglodcia srodka okre-
gu od prostej I, a punkty A, B niech beda punktami
przeciecia okregu z tg prosta.

Wéwezas |OP| = 3, zatem:

|AP| = /42 - 32 = /T
Trojkaty OPA i OPB sa przystajace, wiec dlugosé
clgciwy:

|AB| =2 |AP| =2V7

Cwiczenie 2

Oblicz dlugosé cieciwy wyznaczonej przez punkty przeciecia prostej [ i okregu
o réwnaniu (z — 2)? + y? = 25.

a) lie=14 b) I: z = -1 c) l:y=s3x

Cwiczenie 3
Cieciwa o dtugosci 6 jest wyznaczona przez punkty przecigcia prostej [ i okregu
o $rodku w punkcie S. Wyznacz réwnanie tego okregu.

a) l:x=3, S(—1,-2) b) l:y=-2, S(4,1)

Przyktad 3

Tle punktéw wspélnych z okregiem o réwnaniu (x — 4)? + (y + 1) = 10 ma
prosta l: x — 3y + 3 =07

Promien okregu jest réwny /10, a Srodkiem okregu jest punkt S(4,—1).
Obliczamy odleglos¢ punktu S od prostej I:

_1-4+(=3)-=1H+3 _ 10 _
= V12 + (-3)? 7\/ﬁim

Odleglosé érodka okregu od prostej jest réwna promieniowi okregu, wiec okrag
i prosta sg styczne — maja jeden punkt wspolny.

Cwiczenie 4
Ile punktéw wspélnych z okregiem o srodku w punkcie S i promieniu 4 ma
prosta 7

a) S(3,4), I: 12z +5y —4=0 ¢) §(=3,2), :4x+3y+6=0
b) S(7,4), I:3x+4y —12=0 d) S(2v2,2v2), l: x+y =0

2.7. Wzajemne potozenie okregu i prostej
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Zadania

1.

Ile punktéw wspoélnych z okregiem (z + 3)% + (y — 1)? = r? ma prosta k
w zaleznos$ci od promienia r tego okregu?

a) kry=>5 b) k:z =5

Prosta [ jest styczna do okregu, ktérego érod-
kiem jest punkt A. Oblicz promien tego okregu.

a) l: y =3z +4, A(-3,0) (rysunek obok)
b) I: 3z + 4y — 5 =0, A(—4,—2)

c) Ly=32z+3, A(2,1)

d) l:y=3x -1, A(-5,4)

Oblicz odlegtosé punktu S od prostej . Tle punktéw wspdlnych z okregiem
o $érodku w punkcie S i promieniu 3 ma ta prosta?

a) S(1,3), l:2x+y=0 d) S(-1,-2), l: 2z—y+3=0
b) S(-7,2), l:x—2y+1=0 e) S(2,1), :3z+y—1=0
c) 8(=2,4), Lz —y+2=0 £) S(—8v2,v2+1), La—Ty+7=0

Okresl liczbe punktow wspolnych prostej [ z okregiem o srodku w punk-
cie S w zaleznosci od promienia r tego okregu.

a) :3xr+4y—1=0, S(1,2) d) lz—3y+2=0, 5(3,2)
b) l: 3z —y—32=0, S(—5,1) e) I: vV2r —y=0, S(6,0)
c) sz—y+4=0, S(5,3) f) I: V3z—y+4=0, S(2V3,-1)

Powtoérzenie

h

[D] s.

Ile punktéow wspdlnych ma podany okrag z prostg y = —27
a) (x+5)*+ (y—4)*> =36 c) (z+2)*+ (y—6)°
b) (z -8+ (y+1)* =4 d) (z—3)"+ (y +4)* =

4
8
Uzasadnij, ze prosta k jest styczna do okregu (z — 1)? + (y — 2)? = 25.

a) kry=3x+9 b) kry=3z-5

Ile punktéw wspélnych ma okrag (x + 3)* + (y — 2)? = 17 z prosta AB?
a) A(_Qa_l)a B(47 _4) b) A(OJ_3)? B(2:5) C) A(17_2)7 B(3:4)

Podaj réwnania stycznych do okregu (x —3)*+ (y +1)? = 49 réwnoleglych
do osi: a) OX, b) OY.
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2.8. Uktady rownan — powtorzenie

r—3y=—5

metoda podstawiania i podaj jego in-

Przykiad 1
Rozwiaz uklad rownan {

2c+5y=1

terpretacje geometryczna.

Wybieramy jedno z réwnan i wyznaczamy z niego jedna z niewiadomych.
Wyznaczamy niewiadoma « z pierwszego rownania.

r=3y—>5
23y —5) + 5y =1

Podstawiamy wyrazenie 3y — 5
w miejsce x w drugim réwnaniu.

x=3y—>5
6y —10+5y =1

—— —— —— —— ——
SH
<
I
'—l
—
~
'—l
—

Aby przedstawi¢ interpretacje geometrycznag ukladu réwnan, réwnania prze-
ksztalcamy do postaci y = %:r + % iy= —%:L‘ + % Rysujemy proste okreslone
tymi réwnaniami. Punkt P(—2,1) jest punktem przeciecia tych prostych.

Przypomnijmy, ze jesli proste /; i l; odpowiadaja réwnaniom uktadu, to moz-
liwa jest jedna z nastepujacych sytuacji.
Y Y Y

! ot
2 )

. \
O

/ O \ X
Uklad oznaczony — proste prze-
cinaja sie w jednym punkcie.

Cwiczenie 1

X

Uklad sprzeczny — proste
sg rOwnolegle i rézne.

/ O X
Uktad nieoznaczony —
proste pokrywaja sie.

Rozwigz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.

r+y=3
a)
3r—y=1

3r+y=—4
x—2y=—06

c){

20 —y = -1
T —2y=—5

2.8. Uklady rownan — powtdrzenie

83 I



I 54

Przypomnijmy, ze prosta i parabola moga mie¢ dwa punkty wspélne, jeden
punkt wspolny lub nie mie¢ punktéw wspdlnych.

y=2r—2

y =z’ —

Rozwiaz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.

Przykiad 2 {

Uktad rozwiazemy metoda podstawiania. Do drugiego réwnania w miejsce y
podstawiamy wyrazenie 2z — 2 i otrzymujemy:
Y

23: - 2 = 3;’2 - 2 SRS WS S —
2r — 22> =0
r(2—2)=0 :

r=0 lub =2

Dla kazdej wartosci niewiadomej x obliczamy war-
tos¢ niewiadomej y i otrzymujemy dwa rozwigzania:

z=20 =2
oraz
y= -2 y=2

Na rysunku przedstawiono prostg y = 2z — 2 i parabole y = 2% — 2. Maja one
dwa punkty wspélne: Py(0,—2) i Py(2,2).

A 1g

Przyktad 3

Na rysunku obok przedstawiono parabole y = 22 —2
1 prosta y = 2x — 3. Maja one jeden punkt wspolny:
P(1,-1).

Uktad réwnan:

y=2r—3
y=2x>—-2

ma zatem jedno rozwiazanie (rozwiaz ten uklad al-

gebraicznie).

Cwiczenie 2
Rozwiagz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczng.

{y__;(;+3 {y_—:r2+4 {y—2x2—4
a) c) e)

y=x°+1 y=—x+2 y=2x

—z+4 = 22 + 2 = 22— 2
b) ! 2 d) ! 2 f) ’ 2

y = (z—2) y=—(z+1) y=—2z"+2

2. Geometria analityczna



Zadania

1. Rozwiaz uklad réwnan. Podaj jego interpretacje geometryczna.

r+y=-—4 3z—y=3 3r+2y=1
a) c) e)

2r +y=-5 20 -3y =2 r—2y=-5

+2y=-1 3r+y=-5 3z —y=2

x—y=—4 or — 3y = —3 T —3y=—10

2. Boki trojkata sa zawarte w prostych: 4o — 3y +6 =0, 3x +4y —8 =0
oraz Tx +y — 27 = 0. Wyznacz wspolrzedne jego wierzchotkéw. Narysuj
ten trojkat.

3. Rozwiaz uktad réwnan. Podaj jego interpretacje geometryczna.

y=x—23 y=3x—5 y =2z —2
a) ) c) ) e) )
y=2x°—14 y=2“-3 y=(x—1)
y=x+3 y=-2z-1 y=-z—1
b) 9 d) 2 f) 2
y=—x°+5 y=—z°—1 y=(x+3)

4. Rozwiaz uklad réwnan. Podaj jego interpretacje geometryczna.

y=—2¢+2 y=—-2x—6 y=2r—4
a) ) SR

y = 2z% — 2 y =124
y=2x+2 y=1x—2 y=—x+2
y=2(x—-1) y=—32° +2 y=—1z%-2

Powtodrzenie

5. Rozwiaz uklad rownan. Podaj jego interpretacje geometryczna.

) —3x 4 2y = —8 b) 3z+y=—4 ) 20 —y=-1
a c
z+y=1 x—2y=—6 xT—2y=-5

6. Naszkicuj w tym samym ukladzie wspétrzednych parabole y = —a2% + 3
oraz prosta k. Odczytaj wspolrzedne ich punktéw wspdlnych.
a) kry=x+1 c) kiy=2x e) kiy=—x—3
b) kry=—-x+1 d) k:y=2x+3 f) k:y=2x+4

7. Wyznacz wspoirzedne punktow wspoélnych wykreséow funkeji f i g.
a) f(z) =2z, g9(x) =222 -4z b) f(x)=-2zx+4,9(x)=2>—4x+4
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2.9. Punkty wspodlne prostej i okregu (1)

Przyktad 1
Rozwiaz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.
x? +y? =20
z+y+2=0 maAmn
Z drugiego réwnania wyznaczamy y =—x —2 N0 | TN

i podstawiamy do pierwszego réwnania:
4+ (—2x—2)2=20 F 1 5_

222 +4x —16=0 /:2 ALES 1 X

2 +22—-8=0 "

r=—4 lub =2 I T T S -

Zatem rozwiazaniem uktadu sa dwie pary liczb:

xr=—4 T =2 Okrag z% + y? = 20 i prosta
oraz

x4+ y+ 2 =0 maja dwa punkty

y=2 y=—4 wspolne: Py(—4,2) i P2(2, —4).
Przykiad 2
Rozwiaz ukiad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.
’+y’ =5
y=2r—05

Do pierwszego rownania podstawiamy y = 2z—5:
2+ (2x —5)2 =5
Sz? —20x4+20=0 /:5
> —4drx+4=0

(x—2)*=0
T =2
Zatem rozwiazaniem ukladu jest para liczb: - n B
T =2 Prosta y = 2z — 5 jest styczna
— 1 do okregu z°+y? = 5 w punkcie
y= P(2,-1).

Cwiczenie 1
Rozwiaz uktad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.

) 22 + 4% =25 b 22 +4° =8 ) 22 +y? =10
a C

2. Geometria analityczna



Przykiad 3
Wyznacz punkty wspélne prostej y = —x —6 oraz okregu 22 + y? = 20. Oblicz
dlugodé cieciwy wyznaczonej przez te punkty.
Podstawiamy y = —x — 6 do réwnania okregu: Y
2>+ (—x—6)?2=20 7
242+ 12z +16=0 /:2 . N
224+ 6z+8=0 e b
r=—4lubz=-2
Dla x = —4 otrzymujemy y = —2,

dla z = —2 otrzymujemy y = —4. 1 .. O

Zatem punktami wspélnymi sa: A(—4, —2) oraz
B(—2,—4). Obliczamy dlugosé cieciwy:

AB|= (2 (P T (4 (P = vITI=vB=2/2

Cwiczenie 2
Prosta [ przecina okragg K w punktach A i B. Oblicz dtugosé cieciwy AB.
a) by=z-5, K:2°+y*=17 b) l: y=3z-10, K:2*+y* =20

Przykiad 4 Yt ¢
Na rysunku obok przedstawiono kwadrat wpisany
w okrag z? 4+ y? = 10. Bok AB jest zawarty w pro- p .
stej y = %x — % Wyznacz wierzchotki tego kwa-
dratu. of 1 X
B
Podstawiamy y = %:c — % do réwnania okregu:
?+ (3x - 2)2=10 A
332"‘%332—%-’54'%:10
5,.2_ 5 15

S =N

2zt -2z — =0 /-
2 —2r—3=0
xr=—1lubx=3
Dla z = —1 otrzymujemy y = —3, a dla x = 3 otrzymujemy y = —1.

Zatem wierzchotek A ma wspolrzedne (—1,—3), a wierzchotek B ma wspol-

rzedne (3, —1).

Punkt O(0,0) jest érodkiem przekatnej AC oraz A(—1,—3), zatem wierzcho-
tek C' ma wspélrzedne (1,3).

Punkt O(0,0) jest srodkiem przekatnej BD oraz B(3,—1), zatem wierzcho-
lek D ma wspélrzedne (—3,1).

2.9. Punkty wspdlne prostej i okregu (1)
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Cwiczenie 3
Wierzchotki prostokata ABC D naleza do okregu x? +4* = 13, a bok BC jest
zawarty w prostej y = —x + 5. Wyznacz te wierzchotki.

Zadania

1. Rozwiaz uklad réwnani i podaj jego interpretacj¢ geometryczna.

) 2 +yt =2 a) 22 +4y* =10 ) 22 +y* =26
a
Y= r—y+2=0 . dr—2y—13=0
b) z? 4+ y* =13 ) x? 4y =17 ) r? 4y =13
‘ e
fy:—%g} z+y+3=0 x—5y—13=0
2 +4°> =5 > +4? =10 ) z? +9y? =16
c) f) i)
y=2r+9H 3r—y—10=0 r—2y—10=0

2. W okrag x*+y* = 18 wpisano tréjkat réwnoramienny prostokatny. Wierz-
cholek kata prostego tego trojkata ma wspélrzedne (—3,3). Wyznacz jego
pozostale wierzchotki.

3. W okrag x? + y? = 20 jest wpisany kwadrat, ktérego jedna z przekat-

nych jest zawarta w prostej y = — %:r Wyznacz wierzchotki tego kwadratu
i oblicz jego obwod.

4. W okrag z? + y* = 40 jest wpisany kwadrat, ktérego jeden z bokéw jest
zawarty w prostej y = 22— 10. Wyznacz wierzcholki tego kwadratu i oblicz
jego pole.

5. Wierzchotki prostokata ABCD nalezg do okrggu K, a jeden z jego bokéw
jest zawarty w prostej I. Wyznacz te wierzcholki.

a) e —y+3=0,K:2°+y*=17T b)) Lz+y+4=0, K: 2 +y* =26

Powtorzenie

6. Rozwiaz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.

z? +9y? =16 22 +y? =25 2 +y* = 10
a) c e
y=z—4 20 +y+5=0 r—y—5=0
x4+ 9y =29 d 4+ =20 ¢ z? +9y? =17
br — 2y =10 2 —y+10=0 br+3y—17=0

7. Przekatne trapezu sa zawarte w prostychy—z =1ix+y = —1. Wyznacz
wierzcholki tego trapezu, jedli naleza one do okregu z? + 2 = 25.
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2.10. Punkty wspdlne prostej i okregu (2)

Przyktad 1
Wyznacz punkty wspolne prostej y = x — 5 i okregu (z —4)* + (y — 2)* = 9.

Do réwnania okregu podstawiamy y = x — 5:
(x—4)P2+(zx—-5-2)2=9
(x—4)2+(z-T7)?=9
2 —8r+ 16+ 2% — 14z +49=9
20 — 222 +56=0 /:2
r?— 1l +28=0
r=4lubz=7

Dla x = 4 otrzymujemy y = —1,

a dla x = 7 otrzymujemy y = 2.

Zatem punktami wspolnymi prostej i okregu
sa punkty P(4,—1) 1 P(7,2).

Cwiczenie 1

Wyznacz punkty wspoélne prostej [ i okregu K. Wykonaj rysunek.
a) iy=z+4, Ki(zx -1+ (y—3)*=4

b) Ly=a2+2, K:(x+3)*+(y—2)*=17

Cwiczenie 2

Uzasadnij, ze prosta l: y = 2z — 3 nie ma punktéw wspdélnych z okregiem K.
a) K:(z+1)?+(y—5)*=18 b) K:(z—6)?+(y—1)*>=9
Przykiad 2

Wyznacz punkty wspdlne prostej y = x + 1 i okregu (z — 3)? + (y — 2)* = 2.
Do réwnania okregu podstawiamy y = = + 1:
(x =32+ (z+1-2)2=2
? —6x+9+2°—2x4+1=2
202 —8r+8=0 /:2
2 —4rx+4=0

Yy

T =2 ' ' ' '
5 ) ; Prosta y = x+1 i okrag o srodku
Woéwcezas y = 3, zatem prosta i okrag maja (3,2) i promieniu v/2 sq styczne
jeden punkt wspolny: P(2,3). w punkcie P(2,3).
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Cwiczenie 3

Wyznacz punkty wspolne prostej [ i okregu K. Wykonaj rysunek.
a) ly=—-2-2, K:i(x—-3)?+(y+1)2=8

b) l:y=3z-2, K:(x+2)?+(y+2)*=10

Przyktad 3
W okrag (x — 2)? + (y — 1)* = 10 wpisano kwadrat. Wyznacz wspdlrzedne
wierzchotkow tego kwadratu, jesli jeden z jego bokéw jest zawarty w prostej
y =2x+ 2.

Podstawiamy y = 2z +2 do réwnania okregu: Y

(z—2)%+(2x+2-1)2=10 BERn
(x—2)2+ (22 +1)>=10

r?—dr+4+42* +4z+1=10

br:=5 [:5
2 =1
r=—-1lubz =1
Dla £ = —1 mamy y = 0, a dla z = 1 mamy

y = 4, zatem wspolrzedne dwoch wierzchot-
kéw kwadratu to A(1,4) 1 B(—1,0).
Wspélrzedne wierzchotka C(xe,yo) wyznaczymy, korzystajac z tego, ze $ro-
dek okregu S(2,1) jest srodkiem przekatnej kwadratu AC:

zotl _ 5 o yctd _
- =2 1 B =1

Stad C(3, —2).
Analogicznie korzystamy z tego, ze punkt S(2,1) jest srodkiem przekatnej

kwadratu BD, aby wyznaczy¢ wspotrzedne wierzchotka D(xp, yp):

zp—1 =92 i yp+0 — 1
2

Stad D(5,2).
Wierzchotkami kwadratu sa punkty A(1,4), B(—1,0), C(3,—-2) i D(5,2).

Cwiczenie 4
a) W okrag (z + 3)? + (y — 3)? = 5 wpisano kwadrat. Wyznacz wspélrzedne
wierzchotkéw tego kwadratu, jesli jeden z jego bokéw jest zawarty w prostej
y=—3r—1.
b) W okrag (z —2)?+y? = 25 wpisano kwadrat. Wyznacz wspolrzedne wierz-
chotkéw tego kwadratu, jesli jedna z jego przekatnych jest zawarta w prostej
4x — 3y = 8.
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Przykiad 4
z—2y=-4

Rozwiaz uktad réwnan
2> +y? —6x—2y=0

Wyznaczamy niewiadoma x z pierwszego rownania i podstawiamy do drugiego
rownania:

r=2y—14
{@y—®2+f—ﬁ@y—®—2y=0
Rozwiazujemy drugie réwnanie:
4y* — 16y +16+y* — 12y +24 — 2y =0
5y — 30y +40=0 /:5
y? — 6y +8=0
y=2luby =4
Dla y = 2 otrzymujemy x = 0, a dla y = 4 otrzymujemy x = 4.

Zatem uklad réwnan ma dwa rozwigzania:

=0 . r=4
i
y =2 y =4
Uwaga. Réwnanie 22 + y? — 62 — 2y = 0 jest réwnaniem okregu o $rodku
w punkcie (3,1) i promieniu v/ 10 (sprawdz). Zatem otrzymane pary liczb sa

wspoétrzednymi punktow wspdélnych tego okregu i prostej z — 2y = —4.

Cwiczenie 5

Rozwiaz uktad rownan.
a) 2 2 d) 2 2
x4+ Yy —2x — by=—6 Tty  —2x—4y=21

z—3y=0 dox + 3y = —7
b) z? +y? — 2 — 2y = 18 2?4 y? — b — dy =
Y T—2y= z+y —6x—4y =12

x—3y=-1 r—3y=3
c) 22 4+ 42 _ — f) 2 2 — — —
Y-+ 8x — 6y = —9 x*+y +4r—2y = -3

Cwiczenie 6
Uzasadnij, ze podany uklad réwnan nie ma rozwiazania.

) 20 —y = -2 b 20 — 3y = —6
a ‘ ‘ ,
x? 4+ y? — 6z + 4y =3 22+ +4x 48y =—11

2.10. Punkty wspdlne prostej i okregu (2)
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Zadania

1.

Okrag K i prosta [ przecinaja si¢ w punktach A i B. Oblicz |AB|.
a) K: (x =2+ (y—-12=1, Ly=z-2
b) K: (z—4)+(y+1)*=10, l:y=—-22+2

Jedna z przekatnych kwadratu wpisanego w okrag (x —2)*+ (y—1)* = 13
zawarta jest w prostej 3x+2y—8 = 0. Wyznacz wspotrzedne wierzchotkéw
tego kwadratu oraz oblicz jego pole.

W okrag (z+2)*+ (y — 2)? = 20 wpisano tréjkat réwnoramienny. Wy-
znacz wspolrzedne wierzchotkow tego trojkata, jesli wiadomo, ze jego pod-
stawa jest zawarta w prostej y = %a: + 3.

a) Jeden z bokéw prostokata jest zawarty w proste] y = x + 4, a jego
wierzchotki naleza do okregu (z—3)*+(y+1)% = 40. Wyznacz wspdlrzedne
tych wierzchotkéw.

b) Jeden z bokéw kwadratu wpisanego w okrag (z + 3)? + (y — 5)% = 20
jest zawarty w prostej y = —3x + 6. Wyznacz wspdtrzedne wierzchotkow
tego kwadratu.

Rozwigz uklad réwnan.

r+y=1 3r—2y=14
a) u 9 d) 2 p:
2 +yt +6y—T7=0 Ty +6r=4
by r—3y=-3 ) Sx — 2y =4
&
2?4y’ + 8z — 6y +15=0 z* +y* — 10z + 8y = —12

3L —y=295 x—2y=-3
C . y ; y
?+y* —6r+2y+5=0 x® 4+ y* + 4z — 6y = 12

Powtorzenie

6.

Wyznacz punkty wspélne prostej [ 1 okregu K. Wykonaj rysunek.
a) by=4x+6, K:(x+6)*+ (y+1)* =17
b) iz —3y+2=0, K:i(x—3)*+(y+1)?=8

Rozwiaz uklad réwnan.

Sr—y+1=0 b 3r—4y+8=0
a ’ : " :
4y +4r—8y+7=0 2+’ +824+2—8=0
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2.11. Symetria osiowa

Zalozmy, ze punkt A nie nalezy do prostej (.

Punkt A" nazywamy punktem symetrycznym do punktu A
wzgledem prostej [, jezeli punkty A i A’ leza na prostej pro-
stopadlej do prostej [ i srodek odcinka AA" nalezy do prostej /
(prosta [ jest symetralng odcinka AA’).

Punktem symetrycznym wzgledem prostej [ do punktu nale-
zacego do tej prostej jest ten sam punkt (patrz punkt B na
rysunku obok).

Definicja
Symetria osiowa wzgledem prostej [ (lub symetria wzgledem prostej )
nazywamy przeksztatcenie, ktore kazdemu punktowi plaszczyzny przypo-

rzadkowuje punkt do niego symetryczny wzgledem prostej [.
Prosta | nazywamy osig symetrii.

Na rysunku ponizej przedstawiono tréojkaty ABC i DEF oraz ich obrazy

w symetrii osiowej wzgledem prostej [ — odpowiednio tréjkaty A’'B'C"i D'E'F'.
B’ F

A’ D’

[

|

|

A D |
B F

Odleglos¢ miedzy obrazami dwoch punktéw w symetrii osiowej jest rowna od-
leglos$ci miedzy tymi punktami (méwimy, ze symetria osiowa jest przeksztal-
ceniem, ktére nie zmienia odlegtosci miedzy punktami). Zatem obrazem do-
wolnej figury w symetrii osiowej jest figura do niej przystajaca. Na przykiad
obrazem tréjkata jest trojkat do niego przystajacy, a obrazem okregu jest
okrag o takim samym promieniu.

v/
Cwiczenie 1
Narysuj w zeszycie osmiokat foremny, a nastepnie jego /
obraz w symetrii wzgledem prostej (rysunek obok): ,/
;o
a) ly, b) s, c) 3. li7 ol s

2.11. Symetria osiowa
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Figura jest osiowosymetryczna, jesli jest ona swoim wlasnym obrazem
w symetrii wzgledem pewnej prostej [. Prosta [ nazywamy wéwczas osig
symetrii tej figury.

Cwiczenie 2
Podaj, ile osi symetrii maja ponizsze figury.

kwadrat trojkat rownoboczny prostokat koto
B Symetria wzgledem osi uktadu wspdtrzednych

Przykiad 1

Obrazem punktu A(2,3) w symetrii wzgledem osi OX
jest punkt A’(2, —3). Obrazem punktu A(2,3) w symetrii
wzgledem osi OY jest punkt A”(—2,3).

Punktem symetrycznym do punktu P(x,y) wzgledem
osi OX ukladu wspélrzednych jest punkt P'(z, —y).
Punktem symetrycznym do punktu P(x,y) wzgledem
osi OY ukladu wspélrzednych jest punkt P"(—z,y).

Cwiczenie 3

Podaj wspotrzedne koncéw odcinka A’ B’ symetrycznego do odcinka AB wzgle-
dem osi OX oraz odcinka A”B" symetrycznego do odcinka AB wzgledem
osi QY. Narysuj w jednym ukladzie wspoélrzednych odcinki AB, A’'B" i A" B".

a) A(0,3), B(3,0) b) A(1,—2), B(—4,3) ¢) A(=5,1), B(1,4)

Cwiczenie 4
Dany jest trojkat ABC o wierzchotkach A(0,3), B(2,—1), C(3,—1). Narysuj
ten trojkat oraz jego obraz w symetrii wzgledem: a) osi OX, b) osi OY.

Cwiczenie 5

Dane sa punkty A(—2,1), B(2,-3), C(4,—1) i D(0,3). Podaj wspdlrzedne
wierzchotkow prostokata bedacego obrazem prostokata ABCD w symetrii
wzgledem: a) osi OX, b) osi OY.
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Przykiad 2

Na rysunku obok przedstawiono okrag K
dany réwnaniem (z —3)? + (y + 1)? =
Okrag K’ jest symetryczny do okregu K
wzgledem osi OX (okregi te maja réwne

promienie, a ich $rodki sa symetryczne
wzgledem osi OX).

Okrag K" jest symetryczny do okregu K
wzgledem osi OY (okregi te maja réwne

promienie, a ich $rodki sa symetryczne
wzgledem osi OY).

Cwiczenie 6
Podaj rownania okregow K’ i K" z powyzszego przykiadu.

Cwiczenie 7
Podaj réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem osi O X oraz
okregu K" symetrycznego do okregu K wzgledem osi OY'.

a) K: (x4+3)°+ (y—2)* =16 c) K: (x—3)*+(y—2)*=1
b) K: (z+2)°+ (y+4)* =13 d) K: (x+1)*+ (y +6)* =49
Zadania

1. Sprawdz, czy odcinki AB i A'B’ sa symetryczne wzgledem osi OX lub
osi OY.
) A(—-—Q 1) B( _‘2): A’(-‘Qr "‘1)3 B’(3>2)
) ( ) ( ’_2)r Ai(3v4)’ B’(].,—Z)
(J) A( ) ( 12)7 Ar(_4:3)1 B"(—Q:Z)
) ( ) ( )ﬁ A’(QJ[])’ B’(Oa _4)
2. Narysuj w jednym ukladzie wspolrzednych trojkat symetryczny do trodj-
kata ABC wzgledem osi OX oraz tréjkat symetryczny do tréojkata ABC
wzgledem osi OY.

3. Oblicz pole czesci wspolnej kwadratu K o wierzchotkach (—5,1), (=2, —-2),

(1,1), (—2,4) oraz kwadratu symetrycznego do kwadratu K wzgledem:
a) osi OX, b) osi OY.

2.11. Symetria osiowa
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4.

*7.

a) Prostokat A'B'C'D’ jest symetryczny wzgledem osi OY do prostokata
o wierzchotkach A(—4, —2), B(0,—4), C(3,2)1i D(—1,4). Ile punktéw o obu
wspolrzednych calkowitych nalezy do wielokata bedacego czescig wspdolna
tych prostokatow?

b) Réwnoleglobok A'B'C'D’ jest symetryczny wzgledem osi OX do réw-
nolegloboku o wierzchotkach A(—4,0), B(2,-2), C(4,2) i D(-2,4). Oblicz
pole i obwdd deltoidu bedacego czescia wspdlna tych réwnolegltobokdw. Ile
punktow o obu wspdlrzednych calkowitych nalezy do tego deltoidu?

Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem osi
OX. Sprawdz, czy punkt P(—3,2) nalezy do okregu K.

a) K: (z -1+ (y—1)*=25 c) K: (x+3)°+y*=14

b) K: (x—2)>+(y+2)*=41 d) K: (x+ 1)+ (y —4)> =40

Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem osi
QY. Narysuj te okregi i odczytaj wspotrzedne ich punktéow wspédlnych.
Sprawdz wynik, podstawiajac wspélrzedne odcezytanych punktéw do réw-
nan okregéw K i K'. Oblicz pole rombu, ktérego wierzchotkami sa srodki
okregéw K i K' oraz punkty wspdélne tych okregéw.

a) K: (z -4+ (y+2)??=25 c) K:(x+3)°+(y—1)?=13

b) K: (z+2)*+(y—1)?=8 d) K: (z—2)2+(y—3)>=20
Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem osi
OX. Oblicz pole czesci wspolnej kot ograniczonych przez te okregi.

a) K: (x—3)*+(y—3)?=18 b) K: 22 + (y — 3v/3)? = 36

Powtorzenie

8.

Wyznacz wspolrzedne wierzchotkow trojkata symetrycznego do trdjkata
o wierzchotkach A(—3,—1), B(6,—4) i C(0,0) wzgledem:

a) osi OX, b) osi OY.

Podaj réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem osi OX

oraz okregu K" symetrycznego do okregu K wzgledem osi QY. Narysuj
okregi K, K'i K”.

a) K: (x—3)*+(y—2)*=4 ¢c) Ki(z—4)P+(y+1)*=25
b) K: (zx+3)°+ (y+3)*>=18 d) K: (z+4)°+(y+2)*>=13

__l._
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2.12. Symetria srodkowa

Punkt A’ nazywamy punktem symetrycznym do punk-

tu A wzgledem punktu O (A # O), jezeli punkt O jest
srodkiem odcinka laczacego punkty A1 A'.

Punktem symetrycznym do O jest on sam. A

Symetria srodkowa wzgledem punktu O (lub symetria wzgledem punktu O)
nazywamy przeksztalcenie, ktére kazdemu punktowi plaszczyzny przypo-
rzadkowuje punkt do niego symetryczny wzgledem punktu O.

Punkt O nazywamy Srodkiem symetrii.

Na rysunkach ponizej przedstawiono tréjkaty ABC, DEF i GHI oraz ich
obrazy w symetrii sSrodkowej wzgledem punktu O.
E D

Symetria srodkowa jest przeksztalceniem, ktore nie zmienia odlegtosci miedzy
punktami. Zatem obrazem dowolnej figury w symetrii srodkowej jest figura
do niej przystajaca.

Cwiczenie 1

Narysuj trojkat rownoboczny ABC, a nastepnie przeksztalé go symetrycznie
wzgledem:

a) jednego z jego wierzcholtkow, ¢) punktu przeciecia jego dwusiecznych,
b) érodka jednego z jego bokow, d) punktu lezacego na zewnatrz niego.

Figure nazywamy Srodkowosymetryczna, jesli istnieje taki punkt O, ze
figura ta jest swoim wlasnym obrazem w symetrii wzgledem tego punktu.
Punkt O nazywamy wéwczas Srodkiem symetrii tej figury.

Cwiczenie 2

Ktoéra z wymienionych figur ma srodek symetrii: tréjkat, réwnolegtobok, pro-
sta, kwadrat, odcinek, potprosta?

2.12. Symetria srodkowa
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B Symetria wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych

Przykiad 1

Punktami symetrycznymi do punktéw A(—3,—3),
B(—1,—-4) i C(-2,3) wzgledem poczatku uktadu
wspolrzednych sa odpowiednio punkty A'(3,3),
B'(1,4) i C'(2,—3).

Punktem symetrycznym do punktu P(z,y)
wzgledem poczatku ukladu wspolrzednych jest
punkt P'(—x, —y).

Cwiczenie 3

Trojkat A'B'C” jest symetryczny do trojkata ABC wzgledem poczatku ukladu
wspotrzednych. Podaj wspolrzedne wierzchotkow trojkata A’ B'C”.

a) A(3,-2), B(-2,-1), C(-1,4) b) A(2,-2), B(1,3), C(-3,1)

Cwiczenie 4

Prostokaty ABCD i A'B'C'D’ sa symetryczne wzgledem poczatku ukladu
wspolrzednych. Oblicz pole czesci wspdlnej tych prostokatdw.

a) A(—3,-2), B(5,-2), C(5,3), D(—3,3)

b) A(-2,1), B(1,-2), C(3,0), D(0,3)

Przyktad 2
Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego wzgledem poczatku uktadu
wspolrzednych do okregu K: (x — 3)? + (y — 2)* = 4. Narysuj te okregi.

Srodkiem okregu K jest punkt S(3,2),
a jego promien r = 2.

Zatem srodkiem okregu K’ jest punkt
symetryczny do S wzgledem poczatku
ukladu wspélrzednych, czyli S'(—3, —2),
a jego promien r’ = 2.

Oznacza to, ze okrag K’ jest dany réw-
naniem (x + 3)? + (y + 2)? = 4.

Cwiczenie 5
Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych do okregu K: (xz + 5)% + (y — 3)? = 16. Narysuj te okregi.
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Cwiczenie 6
Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych do okregu K. Narysuj te okregi.

a) K: (z+3)°+(y—1)*=9 c) K: (x+2)°+(y+1)*=
b) K: (z — 1)+ (y +2)* =16 d) K: (z—2)2+(y—3)2=25
Cwiczenie 7 v .

Okrag K dany jest réwnaniem:

(x—2)+ (y—2)2=16
Okrag K’ jest symetryczny do okregu K
wzgledem poczatku ukladu wspolrzednych.

a) Wyznacz réwnanie okregu K.
b) Uzasadnij, ze punkty P(—2,2)iQ(2,—2)
sa punktami wspolnymi okregéw K i K'.

¢) Oblicz pole czesci wspdlnej kél ograni-

czonych przez te okregi.

Zadania

1. Punkt A’ polozony jest symetrycznie do punktu A wzgledem poczatku
ukladu wspélrzednych. Oblicz dlugosé odcinka AA’, jesli wiadomo, ze:

a) A(3,4), b) A(—1,4), c) A(—6,-8), d) A(a,a).

2. Narysuj w ukladzie wspoirzednych prostokat ABCD i znajdz jego obraz
w symetrii wzgledem poczatku uktadu wspodirzednych.
a) A(1,1), B(4,1), C(4,3), D(1,3)
b) A(-3,-1), B(1,-1), C(1,2), D(-3,2)
c) A(—4,-3), B(2,0), C(1,2), D(-5,-1)

3. Roéwnoleglobok A'B'C'D’" jest obrazem
réwnolegloboku ABCD (rysunek obok)
w symetrii wzgledem punktu O. Oblicz pole

czesci wspolnej tych réwnolegtobokow. A

4. Wyznacz réwnanie okregu K’ bedacego obrazem okregu K w symetrii
wzgledem poczatku uktadu wspoélrzednych. Narysuj okregi K i K.
a) K: (z =22+ (y+2)?=9 c) K:(z—2)2+(y—1)2=20
b) K: (z4+4)*+ (y—1)>=17 d) K: (z+2)*+ (y+3)*>=10

2.12. Symetria srodkowa 99 I



5. W jednym ukladzie wspotrzednych narysuj okrag K: (z+3)*+(y—3)% = 36
oraz okrag K' bedacy obrazem okregu K w symetrii wzgledem poczatku
uktadu wspélrzednych. Wyznacz réwnanie okregu K’ i oblicz pole czesci
wspolnej kol ograniczonych przez te okregi.

@ 6. Okrag K’ jest obrazem okregu K w symetrii wzgledem osi OX, a okrag K"
jest obrazem okregu K’ w symetrii wzgledem osi OY. Uzasadnij, ze
okrag K” jest obrazem okregu K w symetrii wzgledem poczatku ukladu
wspolrzednych.

7. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Dany jest okrag K: (x—4)?+(y+2)? = 1. Wyznacz réwnanie okregu K’
symetrycznego do okregu K wzgledem punktu P(3,1).
Srodkiem okregu K jest punkt S(4,—2).
Niech S’'(xy,y;) bedzie srodkiem okregu K.
Wéwezas punkt P(3,1) jest srodkiem od-
cinka SS’, zatem:

=8 ==l

r1=2 1y, =4

Srodkiem okregu K’ jest punkt S'(2,4).
Poniewaz promienie okregéw K i K’ sa row-

ne, okrag K’ opisany jest réwnaniem:
-2+ (y—4)?=1

Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem punk-
tu P. Narysuj okregi K i K.

a) K: (x—-3)°+(y—4)?*=9, P(2,1)

b) K: (zx+3)*+ (y+1)* =4, P(3,2)

Powtorzenie

8. Triojkaty ABC i A’ B'C’ sa symetryczne wzgledem poczatku ukladu wspol-
rzednych. Oblicz pole czesci wspolnej tych trojkatow.

d) A(_Baz)a B(B’ _4)= C(6a 2) b) A(_S? _4)& B(3,2) C(—3,0)

9. Wyznacz réwnanie okregu K’ bedacego obrazem okregu K w symetrii
wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych. Narysuj te okregi.

a) K: (x+2)>+ (y+2)*=16 b) K: (x—4)>+ (y+2)*=25
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2.13. Zagadnienia uzupetniajace

W Koto w ukladzie wspéirzednych

Przypomnijmy, ze kotem o $rodku w punkcie S i promieniu r > (0 nazy-
wamy zbiér wszystkich punktéw plaszczyzny, ktérych odlegltosé od punk-
tu S jest mniejsza od r lub réwna r (zwr6é uwage, ze punkty nalezace do
okregu ograniczajacego kolo naleza do tego kola).

Punkt P(z,y) nalezy do kola o srodku w punkcie S(a,b) i promieniu r,
gdy |PS| < r.

Kolo o $rodku w punkcie S(a,b) i promie-
niu 7 > 0 jest zbiorem wszystkich punktow
plaszczyzny, ktorych wspolrzedne (x, y) spel-
niaja nierownosc:

(2 — a)? + (y — b)? < 12

2

Przyktad 1
Sprawdz, czy punkty O(0,0) i B(2,1) naleza do kola, ktérego punkty spel-

niaja nieré6wnosé (z — 2)* + (y + 2)% < 4.

Sprawdzamy, czy wspolrzedne punktéw O 1 B spel-
niaja nieréwnos¢ opisujaca koto.

Punkt O: (0—3)*+(04+5)?=3+3 =32 <4, czyli
punkt O nalezy do kota.

Punkt B: (2—3)?+(1+2)?=2+2 =1 >4 czyli
punkt B lezy na zewnatrz kota.

1. Narysuj kota K, K, i K3 opisane nieréwnosciami:
Ki:a>+9y> <16, Ky: (x—2)2+9y* <4, Kg: (2 —2)*+ (y+3)2<9
Do ktérych z tych kot nalezy punkt P?
a) P(—-2,2) b) P(2,2) c) P(2,—-1) d) P(2,0)

2. Wyznacz nieréwno$¢ opisujaca koto o najmniejszym polu i o srodku
w punkcie S(1,1), jezeli do tego kota nalezy punkt P.
a) P(5,—2) b) P(—7,-5) c) P(3,3) d) P(—3,0)
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M Punkty wspdlne dwdéch okregow

Przyktad 2
Wyznacz punkty wspélne okregéw:

Ki:z?+y*=51 Ky: (2 —3)?4+(y—3)*=5
Przeksztatcamy réwnanie okregu Ko:
2 —6x+9+y*—6y+9=>5
2+ y? — 6z — 6y = —13

Rozwiazujemy uklad réwnan:

2 +y* =5
z? +y® — 6z — 6y = —13

Odejmujemy stronami drugie réwnanie od pierwszego i otrzymujemy:
6x +6y=18,skad y=—x+3
Podstawiamy y = —x + 3 do réwnania x* + y* = 5:
2>+ (—zx+3)*=5
202 —6x+4=0
2 -3zx+2=0
z=1lubx=2

Dla x = 1 otrzgymujemy y = 2, a dla x = 2 otrzymujemy y = 1, zatem

punktami wspdlnymi okregow sa: Py(1,2) i Py(2,1).

Przykiad 3
Wyznacz punkty wspolne okregow:

Ki:x?+y? =81 Ky:(z—3)’+(y+3)2=2
Przeksztatcamy réwnanie okregu Ko:
2 —6x+9+9y*+6y+9=2
z? +y* — 6z + 6y = —16

Rozwiazujemy uktad réwnan:

22442 =8
2> +y* —6x+ 6y =—16
Odejmujemy stronami drugie réwnanie od pierwszego i otrzymujemy:
6r—6y=24,skady=x — 4

Podstawiamy y = x — 4 do réwnania z° + y* = 8:
22+ (x—4)> =8
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222 — 8z +8 =0
2 —4rx+4=0
(2 —2)° =10
T2
Zatem y = —2, wiec okregi K, i K, maja jeden punkt wspélny: P(2,—2).

Przyktad 4
Wyznacz punkty wspolne okregdw:
Ki:(x+3)2*+y*=13 i Ka:(z—3)2+y>=25

Rozwiazujemy uktad rownan:

(z+3)°+y° =13

(x—3)>+4y*=25
Odejmujemy stronami drugie
roéwnanie od pierwszego i otrzy-
mujemy:

(x+3)%— (z—3)*=-12
Stosujemy wzor na réznice kwa-

dratow:
2¢ -6 =—12
z=—1

Podstawiamy x = —1 do réwnania (x + 3) + y* = 13 i otrzymujemy
réwnanie kwadratowe y? = 9, skad y = —3 lub y = 3.
Zatem punktami wspdlnymi okregéw sa: Pi(—1,—3) 1 P(—1,3).

3. Rozwiaz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.

o +y* =4 ?+yt =1 (x—3)+y*=9
a) 2 2 b 2 2 ¢ 2 2
(x—=2)"+y =4 z+(y—4)* =9 (z+1)"+y" =1

4. Podaj rownania okregow K, K i Kj
przedstawionych na rysunku. Wyznacz
wspoélrzedne punktéow, w ktérych prze-
cinajg si¢ okregi:

a) Kl i KQ, b) K2 i Kg.
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Zestawy powtorzeniowe

M Zestaw |

1. Oblicz diugosci odcinkéw AB, BC i AC. Czy punkty A, B i C' sg wspdl-
liniowe?
a) A(_41 5)7 B(Oa 2)3 0(87 _4) C) A(_4? _12)a B(Q? _4)7 C(]-Ua 2)

b) A(13:5)a B(—3, _3): 0(5 1) d) A(_Z\/E 8): B(an): C(\/ﬁa _4)
2. Oblicz odlegloé¢ punktu A od srodka odcinka BC.

a) A(Ga 3)) B(la4): 0(35 _2) C) A(_373)a B(_51 %)7 C( 7_%)
b) A(_1:5)3 B(Oa_l) 0(6: 5) d) A(]-%): B(_%-_%)a C(%a 1_23)
3. Wyznacz wspélrzedne punktéw dzielacych odcinek AB na cztery réwne
czesci.
a) A(_214)a B(6a _8) b) A(_LS)? 3(51 7)

4. Dany jest punkt A(3, —2). Wyznacz wspélrzedne punktu B, jesli punkt S
jest srodkiem odcinka AB.

a) S(—1,0) b) S(5,4) c) S(3.-%) d) S(v3,-1)

@ 5. Wykaz, ze trojkat ABC jest prostokatny oraz réwnoramienny. Wyznacz
wspoélrzedne §rodka okregu opisanego na tym tréjkacie.

a) A(07 6)3 B(270)& 0(8: 2) C) A(_T'.' _2)? B(Qa 1)' G(_la 10)
b) A(_S: _2): 3(51 _2): C(lu 2) d) A(za _2): 3(4: 6)7 C(_G: 0)
6. Oblicz obwdd prostokata ABC'D. Wyznacz wspolrzedne érodka i promien
okregu, do ktorego naleza punkty A, B, C'i D.
a) A(-5,1), B(—3,-3), C(5,1), D(3,5)
b) A(*ﬁla 2) 8(4 *6)1 0(81 *z)a D(Oa 6)
7. W tréjkacie o wierzchotkach ABC poprowadzono §rodkowa AD i wyso-
ko§é AE. Oblicz ich dlugosci.
a) A(2a _1)9 B(laQ): C(_3a4) b) A(TaQ)a B(2a7) C(_4: _5)

8. Sprawdz, czy prostokaty ABCD i EFGH sa przystajace lub podobne.
a) A(—-1,-1), B(3,-3), C(7,5), D(3,7), E(-8,1), F(4,-5), G(7,1),
H(-5,7)

b) A(=7,-2), B(—5,-5), C(1,—1), D(—1,2), E(1,4), F(5,—2), G(8,0),
H(4,6)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

v/

Podaj réwnanie okregu o érodku S i promieniu r. Narysuj ten okrag. Wy-
znacz jego punkty przeciecia z osiami ukladu wspotrzednych.

a) S(—4,0),r=5 c) S(—1,2),r=4
b) §(2,3),r=5 d) §(-3,-4),r=1

Podaj wspoélrzedne srodka i promien okrggu K. Oblicz pole kwadratu wpi-
sanego w ten okrag.

a) K: 2?4+ (y— 5)? = 64 c) K: (x—2)2+(y—5)2=20
b) K: (x—3)°+ (y+4)* =381 d) K: (x +11)* + (y + 13)* = 40
Ktére z punktéw: P, @), R, naleza do okregu K7

a) P(8,2), Q(—-1,-1), R(5,-2), K:(x —3)>+ (y — 2)2 =25

b) P(—4,6), Q(3,2), R(—4,0), K: (x +1)* 4+ (y — 3)* = 18

c) P(5, —1) Q(1,-4), R(6,-7), K:(z —4)*+ (y+5)> =10
Wyznacz réwnanie okregu, ktérego srednica jest odcinek AB.
a) A(-3,-2), B(5,-2) d) A(0,0), B(4,4)
b) A(-2,-2), B(—2,6) e) A(-3,-1), B(1,1)
c) A(-2,0), B(5,0) f) A(-1,3), B(5,—1)

Wyznacz punkty wspolne okregu K z osiami uktadu wspotrzednych. Po-
daj rownanie okregu K, symetrycznego do okregu K wzgledem poczatku
uktadu wspotrzednych.

a) K:(z—3)*+(y—3)*=9 b) K:(x+4)*+ (y—4)* =16

Podaj réwnania okregow
K, Ky, K5, K, oraz Ks;.
przedstawionych na rysun-
ku obok. Dla ktorej pary
okregow odleglosé miedzy

ich srodkami jest réwna:
a) sumie ich promieni,

b) bezwzglednej wartosci
roznicy ich promieni?

Dany jest okrag o réwnaniu z? + y? = 16 i okrag, ktérego $rednicy jest
odcinek o konicach A(0,4) i B(4,0). Oblicz pola két ograniczonych przez
te okregi i pole czedci wspolnej tych kol.

Zestawy powtdrzeniowe
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M Zestaw I
1. Oblicz odleglo$é¢ punktu A(1,—2) od prostej:
a) z+y—5=0, b) 3z +4y — 8 =0, c) z—3y=-3.
2. Oblicz dtugosé odcinka AB, odlegtosé punktu C' od prostej AB oraz pole
tréjkata ABC.
a) A(_la 2)7 B(B: _2)7 C(la 3) b) A(51 4)3 B(_Q: 3)7 C(_la _4)
3. Dany jest rownolegtobok ABCD. Oblicz wysoko$é¢ opuszczong z wierz-
chotka C' oraz pole tego réwnolegtoboku.
a) A(_la 4)7 B(57 _2)? 0(7: 3) b) A(Oa _4): B(_1: _6): 0(3: 3)
4. Sprawdz, czy proste AB i C'D sg réwnolegle. Jesli sa, oblicz odleglosé
miedzy nimi.
a) A(—2,0), B(1,3), C(1,-1), D(4,2)
b) A(_la 3) B(la _1)3 0(5; 1)? D(za 7)
5. Oblicz odleglo$é¢ miedzy prostymi.
a) t+2y—1=0, x+2y—6=0 b)3x+4y+2=0, 3x+4y—8=0
6. Wyznacz rownanie prostej rownolegltej do podanych prostych oraz réwno
odleglej od kazdej z nich.
a)x—y+2=0, x—y—5=0 b)2xr—y—3=0, 20—y+7=0
7. Prosta k jest symetralna odcinka AB. Wyznacz réwnanie prostej [ bedacej
obrazem prostej k& w symetrii wzgledem osi OX oraz prostej m bedacej
obrazem prostej k& w symetrii wzgledem osi OY.
a) A(*zafl)r 3(4:1) b) A(076)> 8(47 *2) C) A(*la?’)a 8(51*1)
8. Wyznacz wspolrzedne wierzchotkow B i D czworokata ABC D, jesli:
a) jest on kwadratem oraz A(—3,5) i C(5,1),
b) jest on rombem oraz A(1,-3), C(9,5) i |BD| = 2|AC]|.
9. Pole rombu ABCD jest rowne 32. Wyznacz wspolrzedne wierzcholtkéow B
i D, jesli wiadomo, ze:
a) A(_4a _2)9 0(4 6)5 b) A(Q,.?)), C(4a 1)
10. Punkty A(2,0) i C(4,2) sa wierzchotkami rombu ABCD o boku dlugosci

2v/5. Wyznacz wspélrzedne pozostalych wierzcholkéw tego rombu i oblicz
jego pole.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Okre$l wzajemne potozenie okregéw K, i K.

a) Ki: (x+3)?+(y—2)2%2=25, Ky: (x—5)*+(y+4)*=25
b) Ki: (zx+4)*+ (y+1)* =36, Ko: (x+4)*+(y+6)*=3
c) Ky: (v —2)* (y+5)2m17 Ky (x =5+ (y+1)>=16
d) Ki: (z+2)?+(y+2)?=35, Kx(z-2)°+(y—5)°>=20

Okrag o srodku w punkcie S jest styczny do prostej [, a okrag o srodku
w punkcie 53 jest styczny do prostej k. Oblicz promienie tych okregdéw oraz
odleglosé miedzy ich srodkami. Okresl wzajemne polozenie tych okregéw.

a) Si(—1,4), lL:z=1, S»(1,4), k:x=3
b) S$,(-3,-3), l:y=-2, So(=3,—4), k:y=—6
c) S1(—2,5), Ly=-z+7 S(4,-1), k:y=2+3
d) 51(1:1)7 l‘.y:%.’ﬁ—il:, ‘5’2(8?9)7 ky:—%i‘-i-ﬁ
Rozwiaz uklad réwnan. Podaj jego interpretacje geometryczna.
2’ +y? =13 (x—3)*+(y—2)=17
a) d)
r—y=1 b5r+3y—4=0
b) x> +y* =10 (x+3)*+(y—1)*=25
¢
x—3y=-10 3x+y+3=0
) z? +y? =17 0 (x—-5)°%+(y—1)2=10
v
Sr — 3y =17 z2=3Ay=12

Oblicz odlegloéé miedzy punktami, ktérych wspélrzedne (z,y) spelniaja
uklad réwnan.

){$2+y2—6$+2y:0 . {x2+y2+6x—4y=12
a

xr—y==06 3 — 4y = —17

Dany jest kwadrat o wierzchotkach A(—3,0),
B(1,-2), C(3,2) i D(—1,4) (rysunek obok).
Wyznacz réwnanie okregu:

a) wpisanego w ten kwadrat,

b) opisanego na tym kwadracie.

Prosta réwnolegta do osi OY przecina okrag
(z +1)?+ (y +3)? = 100 w punktach A i B.
Wyznacz réwnanie tej prostej, jesli:

a) |[AB| = 12, b) |[AB| = 10v/2, c) |AB| = 10, d) |AB| = 20.

Zestawy powtdrzeniowe
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@ Sposob na zadanie

Aby wyznaczy¢ rownanie symetralnej odcinka AB, mozemy skorzystac z tego,
ze jest to prosta:

« prostopadta do tego odcinka i przechodzaca przez jego srodek,

e bedaca zbiorem punktéw réwno odleglych od punktéw A i B.

Przyktad
Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka o konicach A(—2,3) 1 B(6,—1).
Aby rozwiazaé to zadanie, mozemy postapi¢ na rézne sposoby.

I sposob

Y

Obliczamy wspolezynnik kierunkowy proste;

y = ax+b, w ktorej zawarty jest odcinek AB:
-1-3 _ -4 _ 1
6—(—2) 8 2
Symetralna odcinka AB — prosta [ — jest do
niego prostopadla, wiec jej wspoélczynnik kie-

runkowy jest réwny 2.

Wyznaczamy $rodek odcinka AB: BENARENEEN
S(‘zgfﬁ,:"’g;l)z(zn /]
Podstawiamy wspoélrzedne punktu S do réwnania prostej y = 2x + b:

1=2-240b,stad b= -3

Prosta [ opisana jest rownaniem y = 2x — 3.

IT sposdb

Punkt P(z,y) nalezy do symetralnej odcinka
AB, gdy:
|PA| = |PB|

|PA| = /(z = (-2))*+ (y - 3)?
|PB| = /(z—6)+ (y — (-1))°

Zatem:

V(= (=2))2+ @ -3)2=(z -6+ (y - (-1))?
(z+2)+(y—3)°=(z—-6)%+(y+1)
?+4r+4+yP—6y+9=2>-120+36+9y>+2y+1
—8y = —162+24 /:(-8)
y=2r—3

5
.

Odpowiedz: Symetralna odcinka AB jest prosta o réwnaniu y = 2x — 3
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Zadania testowe @

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko

jedna odpowiedz jest poprawna.

1.

Punkty A(-3,2), B(1,2), C(5,6) i D(1,6) sa wierzchotkami réwnolegto-
boku ABCD. Jego obwdd jest liczba nalezaca do przedziahu:

A. (13;16), C. (19;22),

B. (16;19), D. (22;25).

Odleglosé punktu P(1,4) od prostej y = %:c — 1 jest rowna odlegtosci tego
punktu od prostej:
A.yz%m—l—lj C.y=—3xr-1,

2

B.y=2z+8, D.y=—-3z-8.

3 2
Dane sg wierzchotki B(5,3) 1 C(7,7) réwnolegloboku ABC D. Wierzcholtki
A1 D leza na prostej y = 2z + 3. Pole tego réwnolegloboku jest réwne:
A. 18, B. 20, C. 24, D. 28.

Ile punktéw o obu wspotrzednych catkowitych nalezy do okregu opisanego
réwnaniem x% + y* = 1007
A. 4 B. 8 C.9 D. 12

Dany jest okrag o srodku w punkcie S, i promieniu 3 oraz okrag o srodku
w punkcie S, i promieniu 2. Okregi te maja jeden punkt wspélny, jesli:
A. S5i(1,2), S»(4,5), C. 51(—6,2), Sy(—2,-1),

B. S51(2,1), S5(3,2), D. S,(—4,-3), S2(-2,-2).

Okrag o érodku w punkcie S(—1,2) i promieniu /10 ma dwa punkty
wspolne z prostg AB, gdy:

A. A(-3,-2), B(1,-1), C. A(0,5), B(3,4),

B. A(-2,-5), B(2,2), D. A(2,1), B(4,7).

Punkty A(—4,—4), B(6,—4) i C(14,2) sa wierzchotkami rombu ABCD.
Okrag, ktérego srodkiem jest punkt przeciecia przekatnych tego rombu,
styczny do boku AB, dany jest réwnaniem:

A (z—4)+ (y+1)? =16, C. (x—5)°+ (y+1)* =16,
B. (z -4+ (y+1)*=9, D. (x -5+ (y+1)*=09.

Punkty A(-3,7), B(17,-3) i C(13,5) sa wierzcholkami réwnolegloboku
ABCD. Wierzcholek D ma wspolrzedne:

A. (-7,15), B. (—4,10), C. (—4,8), D. (—20,10).

Przed matura
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@ Przed obowiazkowa maturg z matematyki

M Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Dane sa punkty A(-5,1), B(—3.5), C(5,—1) i D(11,—3). Oblicz odleglo¢

7

miedzy $rodkami odcinkéw AB i CD.

Zadanie 2 (2 pkt)
Oblicz odleglo$é punktu P(1,6) od prostej y = 2a — 1.

Zadanie 3 (2 pkt)
Wyznacz réwnanie okregu o srodku S(4, 1) stycznego do prostej y = —2.

Zadanie 4 (2 pkt)
Podaj réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K: (z—4)%+ (y+3)? =4
wzgledem osi OX. Oblicz odleglo$é miedzy srodkami tych okregdow.

M Zadania rozszerzonej odpowiedzi

[0] Zadanie 5 (5 pkt)
Uzasadnij, ze czworokat o kolejnych wierzchotkach A(—2,—1), B(4,1), C(6,7)
i D(0,5) jest rombem. Oblicz jego pole i wysokos¢.

Zadanie 6 (4 pkt)

Punkty A(4,2) i B(1,6) sa wierzcholkami réwnolegloboku ABCD, ktérego
przekatne przecinaja sie w punkcie S(0,3). Wyznacz réwnanie symetralne;
boku C'D.

[0] Zadanie 7 (3 pkt)
Uzasadnij, ze okregi dane réwnaniami:
(x—4)2+(y—-3)?2=51i (z—1)2+(y+3)2=20

sa styczne zewnetrznie.

Zadanie 8 (5 pkt)

W okrag (z —2)*+ (y — 1) = 25 wpisano tréjkat prostokatny réwnoramienny
ABC o kacie prostym przy wierzchotku C(—1,—3). Wyznacz wspolrzedne
pozostalych wierzcholkéw tego trdjkata.

Zadanie 9 (5 pkt)

W okrag (x — 4)? + (y — 3)® = 5 wpisano kwadrat, ktérego jedna przekatna
jest zawarta w proste] x — 2y + 2 = 0. Wyznacz wspodirzedne wierzchotkéw
tego kwadratu.
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Pojeciem ciagu postugujemy sie w sytuacjach, gdy mamy do czynienia z ko-
lejno ustawionymi i ponumerowanymi obiektami. Moga to byé¢ obiekty ma-
tematyczne lub inne. W rozdziale tym omawiamy ciagi liczbowe, czyli takie,
ktorych kolejnymi wyrazami sa liczby. Przyklady ciagow:

2.3, 5 3 19 150 -+ clag odwrotnosci kolejnych liczb pierwszych,
1,4, 1,41, 1,414, 1,4142, 1,41421, 1,414214, 1,4142136, ... — ciag kolejnych

przyblizen liczby /2.



3.1. Pojecie ciggu

Liczby: 1, 3, 6, 10, 15, ... to kolejne liczby trojkatne — nazwe wyjasnia ponizszy
rysunek. O

O O
O OO 00O
O OOO OOOOO OOOOOOO OOOOOO

a; =1 a; = 3 as = ay = 10 as

I
—

Mowimy, ze liczby tréjkatne tworza ciag. Ciag jest okreslony, jesli kolejnym
liczbom naturalnym dodatnim przyporzadkowano wartosci: ay, as, as, ..., kté-
re nazywamy wyrazami ciggu.

Przykiad 1

W ciagu: 1, 4, 9, 16, ... wyrazy sa kwadratami kolejnych liczb naturalnych
dodatnich. Na przyktad wyraz ag = 92 = 81, a;o = 10 = 100.

Ogélnie, n-ty wyraz ciagu ma postaé: a,, = n?.

Cwiczenie 1

Odgadnij regule, wedtug ktérej mogly powstaé¢ wyrazy danego ciagu, i podaj
wyrazy ag oraz ajo tego ciagu.

a) 2,4, 8,16, 32, 64, ... ¢) —1,1,-1,1, -1, 1, -1, 1, ...
) b4 e o s D1, - bbb

Definicja
Ciggiem nieskonczonym nazywamy funkcje, ktérej dziedzing jest zbidr
liczb naturalnych dodatnich.

Czasem za dziedzine ciagu przyjmowany jest zbior wszystkich liczb naturalnych N.

Uwaga. Zamiast ,ciag nieskonczony” bedziemy pisa¢ kréotko: ,ciag”.

Kiedy méwimy o ciggach, uzywamy zwykle innych oznaczen niz do opisu funk-
cji. I tak ciag a:N. — R oznaczamy (a,). Kolejne wartosci funkcji a, czyli
wyrazy ciagu: a(1), a(2), a(3), ..., T o
oznaczamy odpowiednio: ay, a9, g, -.. 1T ,
Przyktad 2

Na rysunku obok przedstawiono wy-

kres ciggu odwrotnosci kolejnych liczb

naturalnych dodatnich: %, %, %, i,
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Cwiczenie 2

Na rysunku A przedstawiono wykres
ciagu kolejnych liczb parzystych: 2, 4,
6, 8, 10, ..., a na rysunku B wykres
ciagu stalego o wszystkich wyrazach
rownych 3. Podaj wyrazy siedemnasty
oraz setny kazdego z tych ciagéw.

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres ciggu:

, : . .1 2 3 4 5
a) poléwek kolejnych liczb naturalnych: 3, 5, 3, 7, 5, ...

27 27 27 27
1 1 1 1
27 47 87 167 °

b) kolejnych poteg liczby 3:

¢) naprzemiennego: 2, —2, 2, —2, 2, —2, ...

Y

a’5 e s L3 X X

(1.3 ” ........................................................ . Ci@gu W uk}adme Wspélrz@dnych (ry_

e ! sunek obok), wyrazy ciagu bedziemy

01- : : ; : zaznaczaé na osi liczbowej (rysunek
; ponizej).

) 1 ) 3 1 5 X 0 1 ar " dy ‘ds dadis

Cwiczenie 4
Zaznacz na osi liczbowej pie¢ poczatkowych wyrazow danego ciggu.
a)0,2, 2 8 0 1 b) 4,2,1,%, %, L, ... c)1,-1,2,-2,3,-3, ...

191408

Wickszoéé ciagéw przez nas rozpatrywanych to ciagi, ktérych wyrazami sa
liczby — takie ciagi nazywamy ciggami liczbowymi. Oprocz ciagéw liczbowych
rozpatruje sie rowniez inne ciagi, np. ciag prostych, ciag wielokatéw.

Przyktad 3

Na ponizszych rysunkach przedstawiono pie¢ poczatkowych wyrazéw ciggu
wielokatow foremnych wpisanych w okrag o promieniu 1.

ay az as Qaq as

trojkat kwadrat pieciokat szesciokat siedmiokat

3.1. Pojecie ciagu
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Rozpatrujemy rowniez ciggi skonczone, czyli takie, ktorych dziedzina jest zbior
skonczony {1,2, ...,n}. Ciag a1, as, ...,a, nazywamy ciaggiem n-wyrazowym.

Przykiad 4

W tabeli przedstawiono dwa rdzne ciagi
siedmiowyrazowe: (a,) — ciag nazw dni ty-
godnia ulozonych w kolejnosci nastepowa-
nia po sobie oraz (b,,) — ciag nazw dni tygo-
dnia ulozonych w kolejnosci alfabetycznej.

Zwr6é uwage na to, ze w przeciwienstwie

do zbioréw kolejnosé wyrazéw w ciagu ma

znaczenie. Jezeli zmienimy kolejnos¢ wyra-
70w W ciggu, to otrzymamy nowy ciag.

Zadania

n (an) (bn)

1 | poniedzialek czwartek

2 | wtorek niedziela

3 | éroda piatek

4  czwartek poniedziatek
5 | piatek sobota

6  sobota sroda

7 | niedziela wtorek

1. Podaj wyrazy az, as, ag i aq0 ciagu:

a) kolejnych liczb nieparzystych dodatnich: 1, 3, 5, 7,

b) odwrotnosci kolejnych liczb parzystych dodatnich: 2
c¢) kolejnych liczb pierwszych: 2, 3, 5, 7, ...

2. Naszkicuj wykres ciggu o wyrazach:

1

»bl
=
-
00 |=

a) —1, =2, =3, —4, —5, ... d) 21, 21,21 21 22 .
b) 1,0,2,0,3,0,4,0, ... e) —1,2, -3, 4, -5, 6,
c) -3,3,-3,3,-3,3, ... f) 1,3, 1,3, 1,5, 1, =, ...

3. Wyrazy a,, as, ...,as ciagu sg praybli-
zeniami dziesietnymi liczby x, do pierw-
szego, drugiego, ..., szostego miejsca po
przecinku. Wypisz te wyrazy.

a) r =12 b) =13 c)r=m

Powtérzenie

V2 ~ 1,41421356237309505
V3 & 1,73205080756887729
7w~ 3,14159265358979324

4. Podaj wyrazy aq, as, as, as i as ciagu:

a) szeSciandéw kolejnych liczb naturalnych dodatnich,

b) odwrotnosci kwadratéw kolejnych liczb nieparzystych dodatnich.

5. Naszkicuj wykres ciagu reszt z dzielenia kolejnych liczb naturalnych do-

datnich przez 3.
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3.2. Sposoby okreslania ciggu
Ciag mozna opisaé slownie, podajac warunki, jakie spetlniaja jego wyrazy.

Przyktad 1

a) Ciag kolejnych cyfr wystepujacych w rozwinieciu dziesietnym liczby .
Jest to ciag: 3,1,4,1,5,9,2,6,5,3,5,8,9, ...

b) Ciag kolejnych liczb pierwszych wiekszych od 10.

Jest to cigg: 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, ...

Cwiczenie 1
Wypisz siedem poczatkowych wyrazéw ciaggu:

a) kolejnych liczb naturalnych, ktérych pierwiastek jest liczba niewymierna,

b) kolejnych liczb pierwszych wiekszych od 30.

Innym sposobem okreslenia ciagu jest podanie wzoru na n-ty wyraz ciagu —
taki wzér nazywamy wzorem ogdlnym ciggu (zwanym tez wzorem jawnym).

Przykfad 2
a) Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu o wzorze ogdélnym a,, =

e
Po podstawieniu za n kolejno liczb: 1, 2, 3, 4, otrzymujemy:

1 _ 2 1 8 _ g _ 4 _
3 o = =3 3 = o3 = Ay = 57 =

— 1 3 4
a1 = 2 27 23 8" 2 4

b) Oblicz dziesi¢¢ poczatkowych wyrazéw ciagu o wzorze ogélnym a,, = 1— 2.

Po podstawieniu za n kolejno liczb: 1, 2, ..., 10, otrzymujemy:
0.1 23 45 6 7 8 9

Cwiczenie 2
Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu (a,) oraz wyraz ajg.

 n? _ n?%-1 i _ —3 3 2
a) Un = n+1 b) n = n2+1 C) On = n(n-+2) d) n =10 n
Cwiczenie 3
Oblicz nastepujace wyrazy ciagu (a,): aq, as, as, a4 1 aqo.

— (_1\n+1 — (_1\n. :_n_n—l
a) a, = (—1) ¢) a,=(—1)"-n e) a, =(—1) —

1 2n-1

b) = (=120 d)ay= ()2 f) ey = (1) 2

3.2. Sposoby okreslania ciagu
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Czasem na podstawie kilku poczatkowych wyrazéw ciagu mozna odgadnad
regute, wedtug ktorej mogly one powstaé, co pozwala zaproponowaé wzor
0gblny tego ciagu.

Przyktad 3
Kolejne wyrazy ciggu Przyktadowy wzor ogdlny ciggu
3,5,7,9,11, 13, ... a, =2n+1
4,7,12, 19, 28, ... a, =n’+3
-3,3,-3,3, -3, ... a, = (=1)"-3

Cwiczenie 4
Zaproponuj wzor na n-ty wyraz ciggu.

a) 1, 3, 9, 27, 81, 243, ... e) 1, v2, V3, 2, V5, V6, VT,

b)038152435... f£) 3,2 &, &£ 2 3

o L4 =916, =25, 36, .. g oy 2 g T B o
1

d) 3, 9, 27, —81, 243, ... 7 (g SRS W S W

Zauwazmy, ze na podstawie kilku poczatkowych wyrazéw ciagu mozemy podac
rézne wzory na n-ty wyraz ciagu.

Cwiczenie 5

Trzy poczatkowe wyrazy ciagu (a,) sa réwne: —1, 01 1. Oblicz wyrazy a4, as
iag, jesli:

a) a, =n— 2, b) a, = (n —2)?, c) a, =1—|n—3|
Przykiad 4

Ktére wyrazy ciggu okreslonego za pomocg wzoru a,, = 25—n? sg réwne zeru?

25—n2=0
n=-5lubn=2>5

7Z zalozenia n € N, zatem jedynym wyrazem ciagu (a,) réwnym zeru jest as.

Cwiczenie 6

Ktoére wyrazy ciagu (a,,) sa réwne zeru? Ktére wyrazy tego ciagu sa dodatnie?
a) a, =12 —3n c) a,=n?—4

b) a, =14 — 3n d) a, = 40 — n?
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Zadania

Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazdéw ciagu (ay,).

— A _ =" _ =yt
a) a, =4n — 2 d) a, = - g) an = L
b) a, = 3n —n? e) a, =2— (_Tll)n h) a, = M?—_l)n]
c) a,=2"—n f) a,=(-1)"""+n i) a,=n*+(—n)"!

Wypisz sze$¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (a,,).
1 dla n nieparzystych 2n dla n nieparzystych
a) G, =94 C) Gy =

=~ dla n parzystych dla n parzystych

n n—1

0 dla n nieparzystych —L_ dla n nieparzystych
b)an:{ parzysty d)an:{”“ parzysty

2" dla n parzystych n? dla n parzystych

Zaproponuj wzor ogolny ciagu.

a‘) %7 %7 %7 g: %: %7 d) 2} \/§: \3/1 \4/3: \5/67
1

b) i 75 5o 7o oo o € B T e o a0 o

C) =3 3, —3 B —5i3 e £) 0, 5,0, &, 0, =5, ...

Ktére wyrazy ciagu (a,) sa réwne zeru?

a) a, =n?*(n—3) c) a,=n>—4n>+4n e) a, =n'—13n%+ 36
b) g — nQ;i’r;-l—S d) 2 — n3—3n2+4n f) 2 — (n3—64)(64—n?)

2n244 3n—1

Ktore wyrazy ciggu (a,) sa ujemne?
a) a, =n*—>5m—10 b)a,=n*—11n+10 c¢) a, =3n*—10n+8

Ktore wyrazy ciagu (a,) sa rowne jeden?

_ 2n-3

2_
a) a, =n?—2n — 14 b) a, = — _ n®—6n+15

n+3

Dla jakich n wyrazy ciagu (a,) sa mniejsze od wyrazéw ciagu (by,)?

a) a, =n(n—>5), bn=nL+5 b) a, =2n+6, b, =(n*—9)(n—7>5)
Wyznacz wyrazy ciagu (a,), ktére sa liczbami catkowitymi.

+4 2n+-8 36—n?
a) a, = nn b) a, = :+1 c) a, = —n2n

Uzasadnij, ze wykresy ciagéw (a,) i (b,) nie maja punktéw wspdlnych.
a) a,=2n>-n+9, b,=6—8n b)a, =4n3, b, =4n®—n
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10. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Wykres ciagu (a,) jest zawarty w wykresie funkcji = \Y}
liniowej przedstawionym na rysunku obok. Wy-  \| =
znacz wzor ogdlny tego ciagu.

Punkty (1,4) i (3,0) naleza do wykresu funkcji
liniowej y = az + b. Rozwigzujemy uktad réwnan:

{ 4=a+D

0=3a+0b SN I SO . W
iotrzymujemy a = —21ib = 6. Zatem y = —2x+6,
czyli wzor ogdlny ciagu ma postaé a, = —2n + 6. of 1 \ X

Wyznacz wzdér ogdlny ciagu (a,,), jesli jego wykres zawiera si¢ w prostej:
a) przechodzacej przez punkty (2,2) i (6,0),

b) réwnoleglej do prostej y = —%x + 4 oraz najwickszy wyraz tego ciagu
jest rowny %, ‘Y
c¢) prostopadiej do prostej y = 3z oraz ag = 7. -5}

11. Wyznacz wzor ogélny ciagu (a,,), jezeli jego wy-
kres jest zawarty w paraboli przedstawionej na
rysunku obok. Ktore wyrazy ciagu (a,) spel-
niaja nieré6wnosc a, < 127

12. Wykres ciagu (a,, ) jest zawarty w paraboli prze-
chodzacej przez poczatek ukladu wspoélrzed-
nych i majacej wierzchotek w punkcie (2,8).
Wyznacz wzor ogdlny tego ciagu.

Powtérzenie

13. Oblicz sze$é¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (ay,).

—g_3 — (—_1)» — |n — 5| —
a) a, =6—3n ¢) a, = (-1)"(2n+1) e) a, =|n—>5/—-3
b) a, =n?—2n d) a,=(-1)""n+1 f) a,= ::Li

@ 14. Uzasadnij, ze ciag (a,) ma dwa wyrazy réwne zeru.
a) ap=n*=Tn+12  ¢) ¢, =*-1)(n*=9) e) a,=|n—4[-2

2
= n® — 6n° = n' — bn? — & tni B
b) a,=n—6n°"+5n  d)a,=n"—5n"+4 f) a, = S
15. Ile wyrazéw dodatnich ma ciag (a,)?
= —n2 — 2 _ 60-n?
a) a, =Tn—n b) a, =18+ Tn—n c) a, = —
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3.3. Ciggi monotoniczne

Przykiad 1

Kolejne wyrazy ciggu o wzorze ogélnym a,, = 3 (wy- Y

kres obok) to: 3, 2, 2, 2 2 8 I Kazdy wyraz NN

tego ciagu (oprécz pierwszego) jest wiekszy od wy- R
razu poprzedniego, zatem ciag (a, ) jest rosnacy. O| 12345¢67X

Ciag (a,) nazywamy ciggiem rosngcym, jezeli dla kazdej liczby n € N,
spelniona jest nieréwnos$é a, ., > a, (czyli a,.1 —a, > 0).

Zauwazmy, ze jesli ciag (a,) jest rosnacy, to dla dowolnych m,n € N takich,
ze m > n, zachodzi nieré6wnosc a,, > a,.

Przyktad 2

Kolejne wyrazy ciagu o wzorze ogdlnym a, = = (wy-
kres obok) to: 2, 3, % 3, g %, 2, ... Kazdy wyraz T
tego ciagu (oprécz pierwszego) jest mniejszy od wy- “H{TTT e

razu poprzedniego, zatem ciag (a,) jest malejacy. ol 1 2 3 1 5 (; TX

Ciag (a,) nazywamy ciggiem malejacym, jezeli dla kazdej liczby n € N,
spelniona jest nier6wnosé a, 1 < a, (czyli a,1 —a, < 0).

Zauwazmy, ze jesli ciag (a, ) jest malejacy, to dla dowolnych m,n € N takich,
ze m > n, zachodzi nierownosc a,, < a,.

Cwiczenie 1

Podaj przyklad ciagu:

a) malejacego o wszystkich wyrazach wiekszych od 10,
b) rosnacego o wszystkich wyrazach ujemnych.

Przykfad 3
Uzasadnij, ze ciag a, = (—1)"- —:; (wykres obok) Yl
nie jest ani rosngcy, ani malejacy. 'R

Kolejne wyrazy ciagu (a,) to: ...
11 11 11

27 7 32 47 53 @) CtC
Aby stwierdzi¢, ze ciag ten nie jest ani rosnacy, ani malejacy, wystarczy za-
uwazy¢, ze na przyklad drugi wyraz jest wigkszy od pierwszego (as > aq),
natomiast trzeci wyraz jest mniejszy od drugiego (as < as).

3.3. Ciagi monotoniczne
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0] Ewiczenie 2
Uzasadnij, ze podany ciag nie jest monotoniczny.

a) 1,2,3,1,2,3,1,2,3, ... b) —1,—11,-2,—21 —\/5, -3 —3L, ..

Cwiczenie 3
Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazow ciagu (a,). Czy jest to ciag monotoniczny?
a) a, = (n—3)? b) a, = —n’+ 4n c) a,=n*—Tn+5

Aby wykazaé, ze ciag (a,) jest monotoniczny, nie wystarczy obliczenie kilku
jego poczatkowych wyrazow. Nalezy zbadaé znak réznicy a,,., — a, dla do-
wolnego n € N..

Przyktad 4
Dany jest ciag o wzorze ogdlnym a,, = nz—fs Wyznacz wyraz a, .
Byl = 2(n+1) _ 2nt2 Wyraz arn41 otrzymujemy, wstawiajac
(n+1)+3 n+4 we wzorze ogdlnym n + 1 w miejsce n.
Cwiczenie 4
Wyznacz wyraz a,4; ciagu (a,).
n —2n n—3 n2-1
a) a, = b) a, = c) a, = —— d) a, =
) Gn 2n+1 ) an 3n—2 ) an n2+1 ) an 2n—5
@ Przyktad 5
Wykaz, ze ciag a, = -5 jest rosnacy.
n+1 n+1 Wy znacz: A
a — — yznaczamy wWyraz an41-
LT ()41 T a2
Wyznaczamy roéznice a, 1 — Gy:
" 0 = n+tl  n _ (n+1)?-nn+2) _ n?4+2n+1-n-2n _ 1
B " n+2 n+1 (n+2)(n+1) (n+2)(n+1) (n+2)(n+1)

Zauwazmy, ze a,11 — a, > 0 dla kazdej liczby naturalnej n > 1, zatem ciag
(a,) jest ciagiem rosnacym.

D] Ewiczenie 5
Wykaz, ze ciag (a,) jest rosnacy.

2 _n __ 2n—2 __4n—+1
a) a, =n*—n b) a, = — e) a, = T d) a, = v
[b] Cwiczenie 6
Wykaz, ze clag (a,) jest malejacy.
_ n+2 _ 4n+2 _ n+2 1
a) an = n+1 b) an = 5n—1 ¢) an = 2n+3 d} an = n2+1
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Ciagami monotonicznymi, oprocz ciagéw rosngcych i ciggéw malejacych, sa

ciagi state, ciagi niemalejace i ciggi nierosnace.

sa rowne.

Ciag (an) nazywamy ciggiem stalym, jezeli wszystkie wyrazy tego ciagu

Ciag (a,) nazywamy ciagiem niemalejacym, jesli dla kazdej liczby n € N,
spelniona jest nier6wnosé a, .1 = a, (czyli a,41 — a, = 0).
Ciag (a,) nazywamy ciagiem nierosngcym, jesli dla kazdej liczby n € N
spelniona jest nier6wnosé a,.; < a, (czyli a,41 — a, < 0).

Uwaga. Kazdy cigg rosnacy jest ciaggiem niemalejacym, a kazdy ciag malejacy
jest clagiem nierosnacyim.

Cwiczenie 7

Jakie liczby mozna wstawi¢ w miejsce [7], aby otrzymadé ciag niemalejacy?

a) 1,2, 3, 4,2, 7], 4, 5, 6, ...

Cwiczenie 8
Wypisz osiem poczatkowych wyrazéw dowolnego nierosnacego ciagu (a,), dla

b) 1, 2,2, 2,2,[2,3,3,3, ...

ktérego: a) ay =az3=2,a;5 =1, b)ay=as=—1, a; = 2.
Zadania
1. Wyznacz wyraz a,,.; ciggu o podanym wzorze ogdlnym.

D] 4.

3+n

a) a, =n*—1 c) a, = - e)
b) a, = 2n —n? d) a, = n2f5 f)

Wykaz, 7e ciag (a,) jest monotoniczny.
a) a, =n?—2n b) a, =1-n* ¢

Wykaz, ze ciag (a,) jest monotoniczny.

1-n n
aJ Un = n+1 C) Un = 2n—1 C)
3 3 2 .
b) Un = n—f? d) An = 4211 f)

a n

Qn

Qy,

3n—4
2n+1
2-3n
4n—5

3+ 1

2n—4
3n+5
2—-3n
3—4dn

g) an = 2212:_63
h) a, = :;ij
d) a, = —4+%
g) a, = ﬂ,Qn—l
h) an = nrfl

Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (a, ). Uzasadnij, ze ten ciag nie

jest monotoniczny.

- (_1)n+1 . o -
a) ap, = n2 c) an = |n —4|
b) a, =4 — 7 d) a, = [n? — 4|

T

e) a, = (n—1)(n—3)

f) a, =8n —n?

3.3. Ciagi monotoniczne
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5. Wykres ciagu (a,) jest zawarty w prostej przedstawionej na rysunku.
Okresl monotonicznos¢ tego ciagu.

6. Wykres ciagu (a,,) jest zawarty w prostej y = (k—1)z. Dla jakich wartosci
parametru k ciag (a,) jest:
a) malejacy, b) rosnacy, c) staly?

7. Dla jakich wartodci parametru k ciag (a,) jest rosnacy?
a) a,=2k—3n—6  b)a,=FkK-1)n+4  ¢) a,=0B-k)n

8. Dla jakich warto$ci parametru t ciag (a,) jest nierosnacy, a dla jakich
niemalejacy?
a) a, = (3—it)n+2 b)a,={*—-9)(n+1) c¢) a,=—n(t*—2t)
9. a) Podaj przyklad ciagu malejacego (a,,) takiego, ze ciag (b,) okreslony
za pomoca wzoru b, = a? jest rosnacy.
b) Podaj przyklad ciagu rosnacego (a,) takiego, ze ciag (b,) okreslony za
pomoca wzoru b, = a2 jest malejacy.

Powtorzenie

@ 10. Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazéow ciagu (a,,). Uzasadnij, ze ciag ten nie
jest monotoniczny.

a) a, =(2-n)* b)a,=n>—-6n c)a,=[n—-4 d)a,=|n*—4n|

11. Wyznacz wyraz a, 1 ciagu (a,) oraz rézmice a, 1 — ay,.

__ n—1 _ 3n-3 _ 2n-4 _ 2n—4
a) an = n b) an = n+1 ¢) Gn = 2n+1 d) an = 3n+2

12. Sprawdz, czy ciag (a,) jest monotoniczny.
. 51 n+3
a) a,=4n—2 c¢) a,=n*—8 e) an =2+ — g) an = 1
o — _m2 4 2 __4-n
b)a,=-n+7 d)a,=3n—-n* f) a,=4 = h) ay = =
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3.4. Ciagi okreslone rekurencyjnie

Ciag (a,) mozemy okresli¢, podajac jego pierwszy wyraz a; (lub kilka poczat-
kowych wyrazéw) oraz wzdr na wyraz a,.,;, wyrazony za pomoca poprzed-
niego wyrazu (lub kilku poprzednich). Taki sposéb okreslenia ciagu nazywamy
rekurencyjnym.

Przykiad 1
Oblicz wyrazy as, az i a4 ciagu (a,) okreslonego rekurencyjnie.

{al =3

a1 =a+1 dlan>1

Podstawiamy za n kolejno: 1, 2, 3 i otrzymujemy:
a=al+1=124+1=2
az=a3+1=224+1=5
ay=a2+1=52+1=26

Cwiczenie 1
Ponizej podano rekurencyjne okreslenie ciagu (a,,) i obliczono wyrazy a, i as.
Oblicz wyrazy a4, as i ag.

a; = —1 aa=a—1=(-1)*-1=0
) py1 =a2—1 dlan>1 aa:a3_1:0_1:_1
b) {alzl ay=201+1=2-14+1=3
any1 =20, +1 dlan>1 as=2a,+1=2-3+1=17
) {apzz as=2a +(-1)'=2-2—-1=3
c
Anp1 =2a, + (=1)" dlan>1 | g;=2a+(-1)>=2-34+1=7
Cwiczenie 2
Oblicz wyrazy ag,as, ...,ag ciagu (a,) okreslonego rekurencyjnie.
a ] = 2 d) a1 = é
Upi1 =a, —3 dlan>1 i1 =2"-a, dlanz=1

b) a, = -3 a; = 2
pir = 2a, dlan2>1

e>{
C){al=1 f){alzl

(py1 =30, —2n dlan>1 Uny1 =a2 —a, dlan>1

a1 =a2—n dlan>1
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Przyktad 2
Oblicz wyrazy asz,aq, ...,a1p ciagu (a,) okreslonego rekurencyjnie.

{ a1=1, a; =1

Opi1 = Cp +a, 1 dlan > 2

Zauwazmy, ze kazdy wyraz ciagu (z wyjatkiem pierwszego i drugiego) jest

suma dwoch poprzednich wyrazow. Jego dziesie¢ poczatkowych wyrazéw to:
1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55

Ciag ten znany jest jako ciag Fibonacciego [czyt. fibonaczcziego| nazwany tak

na cze$¢ Leonarda z Pizy (ok. 1180-1250), zwanego Fibonaccim.

Cwiczenie 3
Oblicz wyrazy as, a4, a5 i ag ciagu (a,) okreslonego rekurencyjnie.

) a, =0, ay =2 ) ar =1, a; =1
@ Upi1 =0, +a, 1 dlan>2 ¢ Upy1 = a2 —a,_y dlan>2

T

b) gy =1 o= 23 d) By =2, dg=1
Qpi1 =0p +ap_1 dlan > 2 Any1 =G0p - Qp1—n dlan > 2

@ Przyktad 3
Uzasadnij, ze ciag (a,) jest monotoniczny.
a; =3
{anH =a,—n? dlan>1

Wyznaczamy réznice a,+; — a, i okreSlamy jej znak:
Upy1—Gp = ap—n*—a, = —n? < 0dlan € N., zatem ciag (a,) jest malejacy.

[0] Cwiczenie 4
Uzasadnij, ze ciag (a,) jest monotoniczny.

al——Q ) CL1=5
@ pi1=ap,+4n° -1 dlan>1 ¢ pi1 =n’-a, dlan>1

almg d a1:2
Qpy1 = Ay — 2% dlan>1 i1 = 31;"++21 ca, dan2>1

Rekurencji uzywa si¢ do definiowania niektorych poje¢ matematycznych.
Jednym z przykladéw jest n! (n silnia). Dla n > 1 symbol n! oznacza
iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1don: n!l=1-2-... - n.
Przyjmuje si¢ réwniez, ze 0! = 1 oraz 1! = 1. Rekurencyjna definicja n!:
ol=1, 1!'=1
{(n—i—l)!:n!(n—!—l) dlan>1
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Podanie wzoru ogo6lnego ciagu, ktéry jest okreslony rekurencyjnie, moze by¢
trudne. Natomiast jesli znamy wzor ogdlny ciagu, to ciag ten mozemy zdefi-
niowa¢ rekurencyjnie.

Przyktad 4

Dany jest ciag o wzorze ogdlnym a,, = n(n+1). Okresl ten ciag rekurencyjnie.

Wyznaczamy wyrazy: a; =12 =2 oraz a,,; = (n+1)(n+ 2).

» Cigg mozemy okresli¢ rekurencyjnie na podstawie roéznicy:
pi1—an,=(n+1)(n+2)—n(n+1)=2n+2

Stad otrzymujemy rekurencyjne okreslenie ciagu (a,,):

(11—2
py1 =0 +2n+2 dlan>1

o Rekurencyjne okreslenie ciagu mozemy réwniez wyznaczy¢ na podstawie

ilorazu:
ant1 _ (n+1)(n+2) _ n42

an  nn+l) n

Stad otrzymujemy inne rekurencyjne okreslenie ciagu (ay,):

61—2
an+1=nT-|_2‘an dlan=>1

Cwiczenie 5
Okreél rekurencyjnie cigg (a,) na dwa sposoby. Skorzystaj najpierw z réznicy
ay,11 — Gy, & nastepnie z ilorazu 2,

n(n+1)
2

b) a, =n*+1 d) a, = (-1)" f) a, =vn+1

a) a, =2n+1 c) a, =2-3" e) a, =

Zadania

1. Oblicz wyrazy as, as, a4 i as ciagu (ay). Ile liczb dodatnich jest wér6d
dziesieciu poczatkowych wyrazow tego ci@gu7

) a; = —9
& py1 = 2a, +10, n =1

611:6 %
b) {Gn+1:&n—2n, n>1 e) {an+1 (

) G;]—l
D\ tnsr = an + (=2)", n>1

C!.n+1 (71, — 1)2 1
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2. Tle jest liczb ujemnych wéréd szesciu poczatkowych wyrazéw ciagu (ay,)?
a; — 1 a; — —1
a) 2 ©) -
Apt1 = 2a, —n°, n =1 apy1 = a, +4a,, n>1

b) a1=—2 d) CL1:2
Ani1 =2 —nay, n > 1 an+1:ai—nan—4,n>1

3. Oblicz wyraz as ciagu (a,).
{alzl,CLg:Z {alzl,ag=l
a) c)

Upio = Gp — Qpyy, N2> 1

b) {G1=327@2=64 d){alazagl

WV

_ Gntanql e
Unty = =, n=>1 Upi3 = Api2 +0pi1 +ap, 21

4. Oblicz z, jesli as + a5 = 9. Czy ciag (a,) jest monotoniczny?

a) a; = b) a; =
Uny1 =@, —n°, n>1 Q1 =20, + (—1)", n>1

@ 5. Dla n > 1 wyrazy ciagu okreslone sa za pomoca wzoru:
a) Gni1 = a —nay, b) api1 = a2 — (n+1)a,.
Wykaz, ze niezaleznie od tego, ktora z liczb: —1, 1, 2 przyjmiemy za a,,
otrzymamy te sama wartos¢ wyrazu ay.

6. Ciag (a,) jest okreslony za pomoca wzoru a, 1 = a,, — m dlan > 1.
Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu, jesli:
a) as = —1, b) as = 3, c) az =1, d) aq =11

Powtorzenie

7. Oblicz wyrazy as, ay, as i ag ciagu (a,).

g, =2 ay, =1, a, =2
2) {anﬂzai—Qn,n}l C){anwazzl,n}l
a; =1 4 =0s =3
b) {anH—Ban—nz, n>l d) {an+2—an+1+2an, n>1

8. Dla n > 1 wyrazy ciaggu okredlone sg za pomoca Wzoru d,,, = a> + na,.
Ktora z liczb: —2, —1, 0, 1, 2 nalezy wybra¢ jako a;, aby:
a) 0!,3:0, b) a3=8?
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Ciag Fibonacciego

Pierwsze dwa wyrazy ciagu Fibonacciego sa réwne 1, a kazdy nastepny wyraz jest
sumg dwoch poprzednich wyrazéw.
1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765 . . .

Ztota liczba a cigg Fibonacciego
n+1

-

n

Niech ciag (f,) bedzie ciagiem Fibonacciego. Rozpatrzmy kolejne ilorazy

1_4. 2_5 3 _4& 5_ . 8 _4p@ 13_ L2
=1 7=2 =15 3=1(6) =16 F=1625 13_1,61538...
Wartosci tych utamkdw sa coraz blizsze ztotej liczbie:

g=tV5 +2\’5 ~1,6180339887

Nasiona stonecznika

Nasiona wielu roslin tworza spirale ukifadajace sie w dwoch

przeciwnych Kkierunkach. Liczby spirali utozonych w jedna \
i w druga strone sa najczesciej rowne dwoém kolejnym \!
wyrazom ciggu Fibonacciego. W koszyczkach niektérych
gatunkow stonecznikdéw w jedna strone rozwija sie

21 spirali, a w druga strone rozwijaja sig 34 spirale; N '
u innych gatunkéw stonecznikow beda to _
np. liczby 34 i 55.

Wzér ogdlny ciggu Fibonacciego

Dla ciagu Fibonacciego (f,) prawdziwy jest wzor Bineta:

el ()

Kl Sprawdz prawdziwosé tego wzoru dlan =1, 2, 3, 4.




3.5. Cigg arytmetyczny (1)

Przyktad 1

Pani Jola postanowita kupic¢ sprzet narciarski za 2100 zt. W tym celu w pierw-
szym miesiacu odlozyta 450 zl, a w kazdym nastepnym odkladata po 150 zi.
W tabeli podano stan oszczednosci pani Joli w kolejnych miesiacach.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
450 600 750 ~ 900 1050 1200 1350 1500 1650 1800 1950 2100

Zauwaz, ze kazda z wymienionych w tabeli kwot (oprécz pierwszej) jest wiek-
sza od poprzedniej o te sama stala wartos¢. Wymienione liczby stanowiag przy-
ktad ciagu arytmetycznego.

Definicja
Ciag liczbowy (a,,) nazywamy ciggiem arytmetycznym, jezeli istnieje taka
liczba r, ze kazdy wyraz ciagu, oprocz pierwszego, powstaje przez dodanie
tej liczby do wyrazu poprzedniego:

Ap+1 = Qp + T

dla kazdego n € N,.
Liczbe r nazywamy réznica ciagu (a,).

Cwiczenie 1

Podaj réznice ciggu arytmetycznego i wypisz jego dwa nastepne wyrazy.
a) 3,12,21, ... b) 1%,23,3, ... ¢) 7,3,—1, ...
Przyktad 2

Oblicz jedenasty wyraz ciggu arytmetycznego (a,), jesli a; = 6 oraz r = 5.
] = 6

ay=6+5=11 Wypisujemy kilka poczatkowych

wyrazow ciagu.

0:3:6+2'5:16
ay=6+3-5=21
Aby otrzymaé wyraz a1 ciagu

a1 =64+10-5 =56 arytmetycznego, obliczamy a; + (11 — 1)r.

Wzdr ogolny ciagu arytmetycznego (a, ) o pierwszym wyrazie a; i réznicy r

ma postac:
- a, =a;+ (n—1)r
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Jesli znamy pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego i jego réznice, to korzysta-
jac ze wzoru ogblnego tego ciagu, mozemy obliczy¢ jego dowolny wyraz.

Przyktad 3

Podaj wzér ogdlny ciagu arytmetycznego: 1,11,21,31,41, ... Oblicz trzydzie-
sty wyraz tego ciagu.

Jest to ciag o pierwszym wyrazie a; = 1 1 réznicy r = a; —a; = 11 — 1 = 10,
zatem wzér ogblny ma postaé¢ a, =a;+(n—1)r=1+(n—1)-10 = 10n—9.
Obliczamy trzydziesty wyraz: azy = 10 - 30 — 9 = 291.

Cwiczenie 2

Podaj wzor ogolny ciagu arytmetycznego. Oblicz dwudziesty wyraz tego ciagu.
a) 2,4,6,8,10, ... b) 4,44,5,51,6, ... c) 3,2,1,0,—1,-2, ...
Cwiczenie 3

Wyznacz wzdér ogdlny ciagu arytmetycznego, w ktérym:

a) a; =4, aq = 10, b) a; = —5, ag = 20, ¢) a; =5, ajp =23

Ciag arytmetyczny (a,) o réznicy r jest:
= rosnacy, gdy r > 0, = malejacy, gdy » < 0, = staly, gdy » = 0.

Cwiczenie 4
Oblicz réznice ciagu arytmetycznego i okresl jego monotonicznosé. Wyznacz
wzor na n-ty wyraz tego ciagu.

a) 9,3,—3,-9,—15,—21, ... b) 12,21 31 4 .. ) 2,2,2,2, ...

Cwiczenie 5

Liczby a, b, kolej i -
Dla jakiej wartosci parametru k liczby 102DY Gy 0, € 53 XOICJIYIIL Wyre

zami ciagu arytmetycznego, gdy:

a, b, ¢ sa kolejnymi wyrazami ciagu b a—ec—b

arytmetycznego?
a)a=3,b=k+1,¢c=3k—6 b)a=1,b=Fk* c=k>+2k+2

Cwiczenie 6

Dane sa wyrazy a;, as, az ciagu arytmetycznego (a,). Wyznacz wyrazy a4
i az. Okresl monotonicznosc tego ciagu w zaleznosci od parametru m.

a) ap =4,a, =m+6, a3 =2m +8 c) ag =1,a, =m? as =2m?* — 1

b)ar=im,aa=m—3,a3=3m—6 d) a; =m? ay =m, a3 =2m —m?

3.5. Ciag arytmetyczny (1)
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Przyktad 4
Jaka liczbe nalezy wstawi¢ miedzy liczby a i b, aby otrzymany w ten sposéb
ciag byt arytmetyczny?
Oznaczmy szukang liczbe przez x. Wowczas:
r—a=b-—=zx

r = atb
2
Szukang liczbg jest wiec Srednia arytmetyczna liczb a 1 b. Otrzymujemy zatem
ciag: a, 2, b.

W ciagu arytmetycznym (a, ) kazdy wyraz, oprocz pierwszego, jest rednia
arytmetyczna wyrazow sasiednich:

an:wﬂdlan>2

Dowodd
Dla n > 2 wyrazy a,,_; i a,y; ciagu arytmetycznego (a,) o réznicy r mozemy
zapisa¢ w postaci: a, 1 = a, —r i a,.1 = a, + r. Zatem:

an-1+ant+1  an—r+ap+r _ 2apn -
2 - 2 o2
Cwiczenie 7
Oblicz z, jesli podane liczby tworza ciag arytmetyczny.
a) 9, z, 37 b) 4, z, —8 ¢) 3, T, %
Zadania

1. Oblicz n-ty wyraz ciagu arytmetycznego (a,) o réznicy r. Okresl monoto-
nicznos¢ tego ciagu.

a) a;=-5r=3,n=14 c)ag=1,r=35n=20
b} oy =4, r=—4,n=11 d] &y =—2, ¢ =10,1, n=35

2. Wyznacz wzér ogblny ciagu arytmetycznego (a,, ).

a) a; =6, azg = 20 b) a; =—4,a4=5 c) ay =9, ag = 63

3. Wyznacz wzdr ogdlny ciagu arytmetycznego (a,,) o réznicy r.
a)r=2,a3=>5 b) r=-3,a5=0 c) r=3,a;=—4
4. Wyznacz liczby:
a) a,b tak, aby ciag: 1,a,b,10 byl arytmetyczny,
b) a,b,c tak, aby ciag: 2,a,b, ¢, 100 byl arytmetyczny.
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10.

Wstaw miedzy liczby 11 25:
a) pieé liczb tak, aby otrzymac ciag arytmetyczny,
b) siedem liczb tak, aby otrzymad ciag arytmetyczny.

Wyznacz wzér ogdlny ciagu arytmetycznego (a,) i oblicz as.
ag = 20 as = —9 as = 4
a) b)§ ) {7
ajp = 4 a5 = -3 o1 = 8

Oblicz pierwszy wyraz i réznice ciaggu arytmetycznego (a,) spelniajacego
podane warunki.

as +ay = 22 L Ja3+ai=16 = =-1
a){i—;=21 (J){a3+a5=8 e){ag-aT:—l
b){a1+a4=11 d {a3+a5=4 : {a1+a?+a3:3
ar — az = 20 ay - ay =6 a3=i+2

Oblicz z, jesli wiadomo, ze podane liczby sa kolejnymi wyrazami rosnacego
ciagu arytmetycznego:

a) —2, 2+, 4+ 22, b) 2z -3,3z -5, 327 +z — 2.

Suma drugiego i czwartego wyrazu ciagu arytmetycznego wynosi 2, a roz-
nica szostego i trzeciego wyrazu jest réwna 9. Ktory wyraz tego ciagu jest
rowny 407

Wyznacz cztery liczby tworzace ciag arytmetyczny, jesli wiadomo, ze r6z-
nica tego ciaggu jest rowna 1, a iloczyn trzech ostatnich wyrazéw jest
réowny —60.

Powtorzenie

11.

12.

13.

a) Liczby 3, x, y, 15 tworza ciag arytmetyczny. Wyznacz liczby z i y.
b) Liczby 4, z, y, z, 50 tworza ciag arytmetyczny. Wyznacz liczby x, y i z.

Wyznacz wzér ogdlny ciagu arytmetycznego (a,) i oblicz ag.
as =5 a; =0 ap=—1
a) 3 b) o) 10
a8:20 ag = —12 16 =2
Wyznacz wzér ogdlny ciagu arytmetycznego (a,) spelniajacego ponizsze
warunki. Ktéry wyraz tego ciagu jest réwny 07

a) {Oll—l-&gmo b) {a1+a4m12 C) {a1+(12m5

as + a4 = —8 as + aqg + ag = 27 a;+az=-—4

3.5. Ciag arytmetyczny (1)
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3.6. Cigg arytmetyczny (2)

Przyktad 1
Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu (a, ). Czy jest to ciag arytmetyczny?

a)a, =n*+n+1
Obliczamy poczatkowe wyrazy tego ciagu:

_ 12 _
a1 = 12 +1+1=3 Aby pokazaé, ze ciag nie jest arytmetyczny,
ap =2"+2+1=7 wystarczy wskazaé wyrazy ar, @1 oraz
a3 =3>+3+1=13 n, Gnt1 takie, Ze ak41 — Gk 7 Gnt1l — Gn.
as=4+4+41=21

Obliczamy réznice: as —a; = 7 —3 = 4 oraz a3 —a, = 13 — 7 = 6, zatem

as — a1 # az — a2, wiec nie jest to ciag arytmetyczny.

b) a, = (n—2)*+2

Obliczamy poczatkowe wyrazy tego ciagu:
a;=(1-2P3+2=1 az=(3-23+2=3
a,=(2-2)3+2=2 as=(4-2)*+2=10

Obliczamy réznice: ay — ay = a3 — ay = 1, ale ay — a3z 7# az — ay, wige nie jest

to clag arytmetyczny.

[D] Cwiczenie 1
Uzasadnij, ze ciag o podanych poczatkowych wyrazach nie jest arytmetyczny.
a) 2,4,6,8,12,14,16,18, ... b) 1,-3,—-1%,-3,—-43,-5,—63, ...

Aby wykazaé, ze ciag (a,,) jest arytmetyczny, nie wystarczy sprawdzi¢ réznicy
miedzy kilkoma poczatkowymi wyrazami tego ciagu. Nalezy sprawdzi¢, czy
réznica a, .1 — a, jest stala dla kazdego n € N,.

[0] Przyktad 2
Wykaz, ze ciag a, =

3nt2 : P
=5— Jest clagiem arytmetycznym.

Wyznaczamy roznice a, 1 — ay:

3(n+1)+2  3n+2  3n+5  3nt2 3
] 2 5 2 2

Réznica ta jest stala dla kazdego n € N, zatem ciag (a,,) jest arytmetyczny.

Upy1 — Ap =

[0] Ewiczenie 2
Wykaz, ze ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.

a) a, = 6n — 2 b) an=2n3_5 c) an=+v2n d) an:l?’_%
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Przykfad 3

Wyznacz wzor ogdlny ciggu arytmetycznego:

Narysuj wykres tego ciggu.

Roéznica tego ciggu jest rowna 2.
Wyznaczamy wzor ogdlny:

-3,-1,1,3,5, ...

a,=a;+n—1r=-3+(n-1)-2=

=2n—35
Zauwazmy, ze wykres tego ciggu jest zawarty w prostej
y=2r —95.
Cwiczenie 3

a) Wyznacz wzor ogdlny ciagu arytmetycznego: 6,4,2,0,—2, ... Naszkicuj
wykres tego ciaggu i podaj rownanie prostej, w ktérej sie on zawiera.

b) Wykres ciagu arytmetycznego jest zawarty w prostej y = 3x — 2. Podaj
pie¢ poczatkowych wyrazéw tego ciagu oraz jego wzor ogdlny.

¢) Wyznacz rownanie prostej, w ktorej zawiera sie wykres ciagu arytmetycz-

nego o pierwszym wyrazie a; = 3 i roéznicy r = 2.

(D] Cwiczenie 4
Wykaz, ze ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym wtedy i tylko wtedy, gdy
jego wykres zawiera si¢ w pewnej prostej y = ax + b.

Zadania

1.

Dany jest ciag a,, = (n —1)(n —2)(n —3)(n —4)(n — 5) + n.
a) Oblicz pieé¢ poczatkowych wyrazow ciagu (a,,).
b) Uzasadnij, ze ciag (a,) nie jest ciagiem arytmetycznym.

Wykaz, ze ciag (a,) nie jest ciagiem arytmetycznym.
c) a, = %n(n—l—l)(T—n)

n—1

a) a, =n*—3n b)an:m

Wykaz, ze ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.

a) a, =3n—1 c) an:nT_"z e) an:@
— 1 _ 9n?-4
b) a, =4 —2n d) a, = 5(71—7) f) a, = o

Wykres ciagu (a,,) jest zawarty w podanej prostej. Podaj wzdr ogdlny tego
ciagu i oblicz jego cztery poczatkowe wyrazy.
a) y=5r—4 b) y=-3z+1 c) y=+3x—2

3.6. Ciag arytmetyczny (2)
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5. Na rysunku przedstawiono dwa punkty nalezace do wykresu ciggu aryt-
metycznego (a,). Wyznacz wzor ogdlny tego ciagu. Ktére wyrazy ciagu
(ay,) sa wigksze od zera?

@ 6. Ciag (ay) jest okreslony rekurencyjnie. Uzasadnij, ze jest on arytmetyczny
i rosnacy. Zapisz wzor ogdlny tego ciagu i oblicz jego dziesiaty wyraz.

a){a1=—5 b){a1:3\/§

an—|—1:an+3 dlan;l Gn+1=an+\/§ dlan}l

@ 7. a) Dana jest funkcja kwadratowa f(z) = 2% — 2z + 3. Wykaz, ze ciag (a,),
okreslony za pomoca wzoru a,, = f(n+ 1) — f(n), jest arytmetyczny.

b) Wykaz, ze dla dowolnej funkcji kwadratowej f(z) = az? + bx + ¢ ciag
(ay,), okreslony za pomoca wzoru a,, = f(n+1)— f(n), jest arytmetyczny.

8. a) Dlugosci bokéw trojkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny o rdz-
nicy 3. Oblicz obwdd tego trojkata.

b) Dlugosci bokéw tréjkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny. Ob-
licz dlugosci przyprostokatnych, jezeli przeciwprostokatna ma dlugosé 10.

@ 9. a) Wykaz, ze dlugosci bokéw tréjkata prostokatnego tworza ciag aryt-
metyczny wtedy i tylko wtedy, gdy trojkat ten jest podobny do tréojkata
o bokach 3, 4, 5.
b) Dlugosci bokéw tréjkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny. Ob-
licz pole tego tréjkata, jesli jego obwodd jest réwny 18.

Powtorzenie

10. Sprawdz, czy ciag (a,) jest clagiem arytmetycznym.
a) a, =4n -7 c) ap=1-2n e) a, =n’—1

b) a, = 3n+3 d) a, = f) a,=8—n?

11. Wyznacz roéwnanie prostej, w ktorej zawiera sie wykres ciagu arytmetycz-
nego (a,) o réznicy r. Ktéry wyraz ciagu (a,) jest réwny 07

c) ayp=—-4,r=1

a) ap=5,1r=2 b) ag=8,r=—1
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Warto wiedziec¢

Suma, réznica, iloczyn i iloraz ciagow

Ciag (c,) nazywamy sumg ciggbéw (a,) i (b,), jesli dla kazdego n € N,
zachodzi réwnosé ¢, = a,, + b,,.

Podobnie definiujemy réznice i iloczyn ciagéw (a,) i (b,) oraz ich iloraz (%3)

przy zatozeniu, ze b, # 0 dla kazdego n € N_.

Przykiad 1
Dane sa ciagi a, =3n+51b, =2n+ 1.
o Ciag (c,) bedacy suma ciagéw (a,) i (b,) dany jest wzorem:
cn=Bn+5)+(2n+1)=5n+6
e Ciag (d,) bedacy iloczynem ciagéw (a,) i (b,) dany jest wzorem:
d,=Bn+5)-2n+1)=6n"+13n+5

1. Dane sg ciagi a, = 2n—11b, = n+ 1. Podaj wzér ogdlny ciagu (¢, ) oraz
oblicz jego cztery poczatkowe wyrazy.
a) c,=a,+b, b)c,=a,—b, c¢)c,=a,- b, d) ¢, =%
@ 2. Dane sa ciagi a, = n*1ib, = 1n_z Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu
(¢n). Czy jest to ciag monotoniczny? OdpowiedZ uzasadnij.

a) ¢,=a,+b, b)c,=a,—b, ¢)c,=a, b, d)CRZ%‘ﬁ‘

(D] Przyktad 2
Dane sa ciagi rosnace (a,) i (b,). Uzasadnij, ze ciag (c,) bedacy suma ciagdéw
(a,) 1 (b,) tez jest rosnacy.
Ciagi (ay) 1 (b,) sa rosnace, zatem a1 — a, > 01 b,y — b, > 0 dla kazdego
n € N.. Wyznaczamy réznice ¢, 11 — Cy:
Cp+1 — Cp = (an+1 + bn—l—l) - (an + bn) = (a'n+1 - afn) + (bn—H - bn)

Zatem c, .1 — ¢, > 0 dla kazdego n € N, czyli ciag (c,) jest rosnacy.

@ 3. Uzasadnij, ze suma ciagéw malejacych jest ciggiem malejacym.

4. Podaj przyklad takich ciagéw rosnacych (a,) i (b,), ze ciag (¢,) okreslony
Za POIOCa WZOrl ¢, = dy - by:
a) jest staly, b) jest malejacy, ¢) nie jest monotoniczny.

@ 5. Dane sa ciagi arytmetyczne (a,) i (b,). Wykaz, ze ciag ¢, = 2a,, + 3b,, tez
jest clagiem arytmetycznym.

Suma, roznica, iloczyn i iloraz ciagéw

135 I



3.7. Suma poczagtkowych wyrazow
ciggu arytmetycznego (1)

Sume n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,) oznaczamy symbolem S,,:
Sp=a1t+ast+az+--+a,

Przykfad 1

Oblicz sume Sygy wszystkich liczb naturalnych od 1 do 100.

Zapisujemy sume Sig na dwa sposoby i dodajemy réwnosci stronami:

So= 14+ 2+ 3+ 44..4+ 974+ 98+ 994100
Sio0=1004+ 99+ 98+ 97+ ...+ 44+ 3+ 2+ 1

928100 = 101 + 101 + 101 + 101 + ... + 101 + 101 + 101 + 101
Zatem 23100 =101 - ].00, CZYli SlOO = % = 5050.

Cwiczenie 1
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych:
a) od 1 do 50, b) od 1 do n.

Twierdzenie

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,) jest rowna
Sredniej arytmetycznej wyrazow pierwszego i ostatniego pomnozonej przez
liczbe wyrazéw: g _ aitan

L= 1T on

T
2

Dowod

Jedli (a,,) jest ciagiem arytmetycznym o pierwszym wyrazie a, i r6znicy r, to

sume jego n poczatkowych wyrazow mozemy zapisa¢ w postaci:
Sp=a1+ (@, +7r)+ ...+ (ay +(n—2)r) + (a; + (n — 1)7)

oraz mozemy zapisa¢ sumowane wyrazy w odwrotnej kolejnosci:
Sp=(@+n-1r)+(a1+(n—=2)r)+ ...+ (a1 +71)+ay

Dodajemy do siebie stronami powyzsze réwnania i otrzymujemy:

25, = (2a:+(n—-1)r)+(2a;:+(n—1)r)+...4 (2a:+ (n—1)r)+ (2a:+ (n—1)r)

25, =(2a;+(n—1)r)-n
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Przykiad 2

Oblicz sumy S5 i Sy ciagu arytmetycznego: 2,4,6,8,10,12, ...
Ss=2+4+6+8+10=12.5=30
Ss=2+4+6+8+10+12+14+16=218.8="72

Cwiczenie 2
a) Oblicz wyraz ag, a nastepnie sume S ciggu arytmetycznego: 1,4,7,10, ...

b) Oblicz wyraz aqg, a nastepnie sume Sy ciagu arytmetycznego: %, 1, %, e

W obliczeniach wykorzystuje sie rowniez podana nizej posta¢ wzoru na sume
n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego.

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,) o réznicy r

wyraza si¢ wzorem: 2a14+(n—1)r

S, =
2

Przykiad 3
Oblicz sume S,; ciagu arytmetycznego: 3,8,13,18, ...
Jest to ciag o pierwszym wyrazie a; = 3 i réznicy r = 5, zatem:

Sy = 23F @15 97 _ 8410097 53.21 = 1113

Cwiczenie 3
a) Oblicz sume Ss; ciggu arytmetycznego: 3,7,11, ...
b) Oblicz sume S;3 ciagu arytmetycznego: —5, -8, —11, ...

Przykiad 4

Ustal, ile wyrazow ma skonczony ciag arytmetyczny: 6, 10,14, ..., 86, oraz ob-

licz ich sume.

Zauwazmy, ze liczby: 6, 10, 14, ..., 86 tworza ciag arytmetyczny o pierwszym

wyrazie a; = 6, ostatnim wyrazie a,, = 86 i réznicy r = 4.

Liczbe wyrazéw ciagu wyznaczamy ze wzoru a, = a; + (n — 1)r:
86=6+(n—1)-4

skad otrzymujemy n = 21. Zatem Sy; = % -21 =46 - 21 = 966.

Cwiczenie 4
Ustal, ile wyrazow ma podany skonczony ciag arytmetyczny, i oblicz ich sume.
a) 6, 11, 16, ..., 101 b) -4, =7, —10, ..., =37 C) 35 50 Ty ey 2

3.7. Suma poczagtkowych wyrazow ciagu arytmetycznego (1)
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Przyktad 5
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 100, ktorych reszta
z dzielenia przez 6 jest réwna 1.
Liczby, ktérych reszta z dzielenia przez 6 jest réwna 1, maja postac 6n + 1,
gdzie n € N. Warunki zadania spelniaja zatem liczby:

6-0+1=1, 6-1+1=7, 6-24+1=13, ..., 6-164+1=97
Tworza one 17-wyrazowy ciag arytmetyczny o roznicy r = 6, pierwszym wy-

razie a; = 1 i ostatnim wyrazie a;; = 97. Zatem:

- 1297-17:49-17:833

Cwiczenie 5
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 100, ktorych reszta
z dzielenia przez 6 jest réwna 5.

Cwiczenie 6

Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 200, ktérych reszta
z dzielenia:

a) przez 4 jest réwna 1, b) przez 3 jest réwna 2.

Zadania

1. Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,,)
o réznicy r.
a)a;=—-2ir=3 b)a,=4ir=-5 c) a;=151ir=-0,1
2. Oblicz wyrazy a, i a;o oraz sume Sy clagu arytmetycznego (ay,).
a) a, =061ag =14 b)ag=1iag=3 c) ap=121a,=0

3. Ustal, ile wyrazéw ma podany nizej skonczony ciag arytmetyczny, oraz
oblicz ich sume.
; 1 2 2 ,
d) 4? 7, 10},34 b) 3,1,].?,,95 (,) —3,_5,—7,...,—41
4. a) Oblicz sume wszystkich liczb parzystych zawartych miedzy 13 a 2021.
b) Oblicz sume wszystkich liczb dwucyfrowych nieparzystych dodatnich.

5. Oblicz sume wszystkich liczb dwucyfrowych dodatnich podzielnych przez:
a) 3, b) 5, c) T.

6. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych niepodzielnych przez 3, ktore:

a) sa dwucyfrowe, b) sa trzycyfrowe, c) sa mniejsze od 500.
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7. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych, ktorych reszta z dzielenia:
a) przez 5 jest réwna 1 i ktére sa mniejsze od 100,
b) przez 4 jest réwna 3 i1 ktére sa wigksze od 10 oraz mniejsze od 80,

¢) przez 6 jest rowna 4 i ktére sa wieksze od 30 oraz mniejsze od 120.

8. Przeczytaj podany w ramce przykiad.

Oblicz sume wszystkich liczb dwucyfrowych dodatnich podzielnych
przez 4 lub 5.

Najmniejsza liczba dwucyfrowa dodatnia podzielng przez 4 jest liczba
12 = 3 -4, a najwigksza taka liczba jest 96 = 24 - 4. Sa 22 takie liczby.
Ich suma S; = % .22 = 1188.

Najmniejsza liczba dwucytrowa dodatnia podzielna przez 5 jest liczba
10 = 2.5, a najwicksza taka liczba jest 95 = 19-5. Jest 18 takich liczb.
Ich suma S; = % - 18 = 945.

Rozpatrzmy liczby dwucyfrowe dodatnie podzielne przez 41 5 — sa to
liczby podzielne przez 20. Ich suma S3 = 20 + 40 + 60 + 80 = 200.

Suma S wszystkich liczb spelniajacych warunki zadania jest réwna
S =5+ S, — S; (dlaczego?). Zatem S = 1188 4+ 945 — 200 = 1933.

Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 1001, ktore sa
podzielne przez: a) 2 lub 3, b) 31ub 5, ¢) 51ub 9.

Powtodrzenie

9. Oblicz sumy Sq i S|s danego ciagu arytmetycznego.

a) 1,3,5,7,... b) 5,2,—1,—4, ... c) —1,1,%,4,...

?

b | Ot

10. Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazdéw ciagu arytmetycznego (a,,)
0 roéznicy 7.
a) ap =23, r=-2 b) ag=-5,r=4 c) ap =25, r=-0,2
11. Oblicz sume, ktérej skladnikami sa kolejne wyrazy ciagu arytmetycznego.
a) T+114+154+ ... +47+51 c) Hh—-7—-9—-...-29-31
b) 1 4+1+124+...+4992+100 d) -18—-15-12— ... +15+18

12. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 100, ktérych
reszta z dzielenia przez 5 jest réwna:

a) 3, b) 4, c¢) 3 lub 4.
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3.8. Suma poczagtkowych wyrazow
ciggu arytmetycznego (2)

@ Przyktad 1
Uzasadnij wzor na sume n poczatkowych liczb nieparzystych dodatnich:

143+45+...+(2n—1)=n?

Korzystamy ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycz-
nego, w ktérym a; = 1 oraz a,, = 2n — 1. Zatem dla kazdego n € N

14+(2n-1 2 -
Snzm%-n:%-nzg-n:nz

Na rysunkach przedstawiono ilustracje
graficzna tego wzoru.

L]

1=12 1+3=2° 1+3+5=3% 1+3+54+7=4> 1+3+454+74+9=52

@ Przyktad 2
-
Uzasadnij wzér 1 +4+ 7+ ...+ (3n—2) = 3n2 " dlan € N,.

Podane sktadniki sumy tworza ciag arytmetyczny o roéznicy r = 3, pierwszym
wyrazie a; = 1 i wyrazie a,, = 3n — 2. Zatem dla kazdego n € N :
1+(3n—2) = 3n—n

Sn=""3 2
[0] Cwiczenie 1
Uzasadnij wzoér dla n € N,
a)n+2n+3n4 . +n2="200 p) o434y (n-1) =20

[D] Przyktad 3
Ile poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego: 5, 8, 11, ... nalezy dodac,
aby otrzymac sume 1857
W danym ciagu mamy: a; = 5, r = 3, S, = 185, zatem:
2.5+ (n-1)-3 _ _
————n =185 / -2
3n? + 7n = 370
3n?+Tn—370=0
A = 4489, VA =67

npg =" &Ny, ny=-"=10

Nalezy dodaé¢ 10 poczatkowych wyrazéw.
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Cwiczenie 2
Ile poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego: 3, 5, 7, 9, ... nalezy dodad,

aby otrzymac sume 2557

Zadania

1.

Ile poczatkowych wyrazéw podanego ciagu arytmetycznego nalezy dodac,
aby otrzymadc sume 5467

a) 6,8,10, ... b) 13, 17, 21, ... c) —24,-22,-20, ...
Dany jest ciag arytmetyczny (a,) o réznicy r. Wyznacz najwickszg war-
tos¢ n, dla ktérej S,, < 100.

a) ap=4,r=38 b) ay =-5,r=5 c) a;=1,r=+2
Suma pieciu poczatkowych wyrazéw rosnacego ciagu arytmetycznego jest
rowna 30, a iloczyn drugiego i czwartego wyrazu jest réwny 11. Ile co

najmniej poczatkowych wyrazéw tego ciagu trzeba dodaé, aby otrzymadé
sume wieksza od 1007

Zbadaj monotonicznosé ciagu (a,,).

54+10+15+ ...+ 5n 44+8+12+ ...+ 4n

a) a, = — c) a, = =
346494+ ...43n _ 6+124+184 ...+ 6n

b) @y = n+5 d) an = n?

Rozwiaz réwnanie.

a) 1+z2)+B+z)+B+z)+...+(25+2z) =130

b) (1+z)+(24+3z)+(3+5z)+ (4+ Tx) + ... + (50 + 99z) = 275

c) (14+2z)+ (5+2z)+ (9+3z)+ ... + (61 + 16x) = —48

Ciag arytmetyczny sklada sie z dziesieciu wyrazow. lloczyn wyrazéw skraj-

nych jest réwny 7, a suma dwéch wyrazow srodkowych jest réwna 8. Oblicz
pierwszy wyraz i réznice tego ciagu oraz sume wszystkich jego wyrazow.

Powtorzenie

(i

D] 8.

Ile co najmniej poczatkowych wyrazéw danego ciggu arytmetycznego na-
lezy dodac, aby otrzymac sume wieksza od 2007
a) =9, =7, -5, -3, -1, 1, ... b) -4, -3, -2, -1,0, 1, ...

Uzasadnij wzor dla n € N+.
a) 6+ 12+ 18+ ...+ 6n=3n(n+1)
b) 44+10+16+ ...+ (6n—2) = n(3n+ 1)

3.8. Suma poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego (2)
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3.9. Cigg geometryczny (1)

Cwiczenie 1

Pole kola K jest réwne 0,2 em?. Pole kazdego
kolejnego kola jest czterokrotnie wigksze

od pola kola poprzedniego. Oblicz

pola k6t Ky, K31 Ky.

KO KQO K K,

Ciag liczbowy (a,,) nazywamy ciagiem geometrycznym, jezeli istnieje taka
liczba q, ze kazdy wyraz ciagu, oprocz pierwszego, powstaje przez pomno-

Definicja

zenie wyrazu poprzedniego przez te liczbe:
Up+1 = Qn = g

dla kazdego n € N,.

Liczbe g nazywamy ilorazem ciggu (a,,).

Cwiczenie 2

Podaj iloraz ciggu geometrycznego i wypisz jego dwa nastepne wyrazy.
a) 3,6,12, ... ¢) 4,2,1, ... e) 1,-2,4, ...

b) %;%,%, d) 64,16,4, ... f)y —27,9,-3, ...
Cwiczenie 3

Oblicz wyrazy as, as, a4 i as ciagu geometrycznego (a, ).
a)a; =1, ¢=3 c) ay =5, q=—1 e) 2,
b) ay =16, ¢=3 d)ar=1, ¢g=-2 f) a1 =2,
Twierdzenie

Ciag (a,) o wyrazach réznych od zera jest ciagiem geometrycznym, jesli
dla dowolnego n = 1 iloraz dwoch kolejnych wyrazéw a:—zl jest staty.

Cwiczenie 4

Oblicz iloraz ciggu geometrycznego, wiedzac, ze jego dwa kolejne wyrazy to:
a) 27 i 243, c) —216 1 —36, e) V2 i —4,

b) &1 4, d) —¢ i 2, f) 2v3 i 3v2.
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0] Cwiczenie 5
Uzasadnij, ze podany ciag nie jest ciagiem geometrycznym.

a) 4,8,16,32,60,120, ... b)1,-2,4,-8,16,32, ... «¢) 1,3 2 27 81

2*8716° 32?647 *°

Przyktad 1
Oblicz jedenasty wyraz ciagu geometrycznego (a,,), jesli a; = 3 oraz iloraz
ciagu q = 2.

a; = 3
ay=3:2=26 \"V}-'pis’ujcu}y kilka poczatkowych
s = 2. 22 — 12 Wyrazow ciggu.
ay=3-2%=24
Aby otrzymac¢ wyraz ai; ciagu
a;; =321 =3072 geometrycznego, obliczamy a; - ¢'' ",

Twierdzenie

Wzor ogdlny ciagu geometrycznego (a,,) o pierwszym wyrazie a, i ilorazie g
ma postac:

Cwiczenie 6

Oblicz n-ty wyraz ciagu geometrycznego (a,, ), jesli:
a)alzé,q:z,n:()‘? e) a; =—-2,qg=-3,n=25,
b)a;=25,q=3n= f) a, =-7,qg=—-1,n=15,
c) a1 =8,¢g=2,n=4, g) ay=5¢=+v2,n=9,
d) a; = 5, ¢ =23, n =6, h) a; = \/_q—— ,n=S8.

Cwiczenie 7
Oblicz pierwszy wyraz ciagu geometrycznego (a,), jesli:

a) as=1,¢=13, b) ag =16, ¢ = -2, c) as =81,¢=3.

Zadania

1. Oblicz iloraz ciagu geometrycznego (a,,) o podanych wyrazach poczatko-
wych. Wyznacz wzor ogolny tego ciagu i oblicz a-.

a) 128‘ 64’ 32! o C) 13 —SLI’ %’ e e) \/§: —2: 2V/§'~ .
b) &,%:1, - d) &8 15 2 f) 2,11
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2. Oblicz wyrazy Czwarty i piaty podanego ciagu geometrycznego.

b) v2-1,1,V2+1, ...

3. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Wyznacz wzor ogdlny ciagu geometrycznego (a, ), jezeli wiadomo, ze
as = 6 oraz ag = H4.

Jezeli ¢ jest ilorazem ciagu (a,), to ay = ay - ¢* oraz ag = a; - ¢°, zatem
otrzymujemy uktad rownan:

a;-q° =6
a; - ¢° = b4

Dzielimy stronami drugie rownanie przez pierwsze:

5

a1-9”> _ 54
al - q3 6
Stad ¢ = 9, czyli ¢ = —3 lub ¢ = 3.
Dla g = —3 mamy a, = ;, zatem wzor ogdlny ciggu: a, = —% S(=3)nt
(kolejne wyrazy ciagu: —2, 2, —2,6, —18, ...).
Dla ¢ = 3 mamy a; = g, zatem wzor ogolny ciggu: a, = g 3" (ko-

lejne wyrazy ciagu: 2,2,2,6,18, ...).

Wyznacz wzdr ogdlny ciagu geometrycznego (a,, ), jezeli wiadomo, ze:
%,a3:1—25, ¢) as =T, ay = 28, e) ag = 32, a;p = 2,

b) a3—12,a4—11 d) 0,32—3,@6:—24, f) a5=1,ag=9.

a) as =

4. Oblicz brakujace wyrazy ciagu geometrycznego.
a) : a _271 —9? C) 7 6: 3 5 48? e) 8: 1 1 } a %
b) : 3 3: 37 —6 d) 3 J 3:1 J —31 f) g:: a 7 : 135

Powtorzenie

5. Oblicz iloraz ciagu geometrycznego (a,,) oraz wyrazy asz, a4 i as.
a) a; =8, a; = 24 c) a1=4,a2—1 e) a; =—12, a, = -8
b)a1=2?a2:—6 d)(]q— :]3',0.2:2 f) (1,1:2,0’/2:\/5

6. Oblicz wyrazy a, i az ciagu geometrycznego (ay,).

a) a, =15,a, =5 b)alzg,m}:% c) alz—%7a4=10

7. Oblicz wyrazy as i az ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie q.
a)alzéaqzz b)a1=64,q=—% C) a; = — zdﬁ,q—
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3.10. Ciag geometryczny (2)

Przyktad 1
Pani Kasia ulokowlala 2000 zl I.’la koncie o sta—‘ Wplata: 2000,00
tym oprocentowaniu 5% w skali roku. W tabeli
obok przedstawiono stan oszczednosci pani 2000,00 - 1,05 = 2100,00
Kasi po uptywie kolejnych lat. I tak po uply- 2100,00 - 1,05 = 2205,00
wie roku stan konta wyniesie: 9205.00 - 1,05 = 2315 .25
2000 - 105% = 2000 - 1,05 = 2100 |[zl]
Po uptywie dwoch lat:
2100 - 105% = 2100 - 1,05 = 2205 [z]

Otrzymany ciag jest przykladem rosnacego ciagu geometrycznego.

231525 - 1,05 ~ 2431,01
2431,01 - 1,05 ~ 2552,56

Ciag geometryczny (a,) o pierwszym wyrazie a; > 0 i ilorazie ¢ jest:
= rosnacy, gdy ¢ > 1, = malejacy, gdy 0 < ¢ < 1, = staly, gdy ¢ = 1.

Cwiczenie 1

a) Sformutuj i uzasadnij analogiczne twierdzenie o monotonicznosei ciagu geo-
metrycznego o pierwszym wyrazie ujemnym.

b) Przerysuj do zeszytu tabele i ja uzupelnij. Podaj przyklady odpowiednich
ciagow geometrycznych i okresl ich monotonicznosé.

ap <0 a; >0
0 <0 s 1,-2,4,-8,16, ...
_ nie jest monotoniczny
0=0 ~3,0,0,0,0, ... 7
niemalejacy
D<qg<l1 7/ % ' ; R
q>1 2 7
Uwaga. Stalym ciggiem geometrycznym jest réwniez ciag: 0,0,0,0, ... Jego

pierwszy wyraz a; = 0, a iloraz moze by¢ dowolng liczbg rzeczywista.

Cwiczenie 2
Wyznacz wzér ogblny monotonicznego ciagu geometrycznego (a,,), jezeli:
a) a3 = 2, as = 4,5, b) a; = -8, a5 = —3, c) ay = —4, ag = —64.

3.10. Ciag geometryczny (2)
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Aby wykazaé, ze ciag (a,) jest geometryczny, nalezy sprawdzi¢, czy iloraz %

k3

jest staly dla kazdego n € N_.

[0] Przyktad 2
Wykaz, ze ciag o wzorze ogélnym a,, = 3 - 4" jest ciagiem geometrycznym.
Okresl jego monotonicznosc.

Wyznaczamy iloraz ciagu:

An+41 __ 3- 4n+1 _
an  3-4n
lloraz ==+ jest staly dla kazdego n € N, zatem ciag (a,) jest geometryczny.

Jest to ciag rosnacy, poniewaz a; > 0ig=4 > 1.
[0] Cwiczenie 3

Wykaz, ze clag (a,) jest geometryczny. Okresl monotonicznoéé tego ciagu.
> . on e) a, =6-(v2)"!

an
b) Gy == (_%)n d) a, = —2- (%)"1 f) a, = 42n—|—1

c) ap, = —

W=

a) a, =

b

@ Cwiczenie 4

B Liczby a,b, ¢, r6zne od zera, tworza ciag geome-
Uzasadnij podane obok

tryczny wtedy i tylko wtedy, gdy b®> = a - c.

twierdzenie.

Cwiczenie 5

Podane liczby sa kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego. Oblicz x.

a) x,zr+1,2—3 b) %H,I,sz ¢c)x?—1,x+1,2x—1

B Srednia geometryczna
Jesli liczby a, b, ¢ tworzace ciag geometryczny sa dodatnie, to b = y/a - c.
Liczbe /a - ¢ nazywamy Srednig geometryczng liczb a i c.

Pole kwadratu o boku b jest réwne polu prostokata
o bokach a i ¢, jesli b jest rowne Sredniej geometrycznej

liczb a i c.

Twierdzenie

W ciagu geometrycznym (a,) o wyrazach dodatnich kazdy wyraz, oprécz
pierwszego, jest Srednig geometryczna wyrazoéw sasiednich:

Gy, = \/Qp_1 * Gpyy dlan > 2
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Zadania

D] 1.
D] 2.

Wykaz, ze ciag (a,) jest geometryczny. Okresl monotonicznosé tego ciagu.
4 b)a,=2-(=5)" ¢)a,=4- (\/g)nﬂ d) a, = -2 - 521

a) an = 5

Przeczytaj podany w ramce przyklad.
Uzasadnij, ze cigg o wzorze ogdlnym a,, = n? — n + 2 nie jest geome-
tryczny.
Obliczamy kolejne wyrazy ciagu: 2, 4, 8, 14, ... Badamy ilorazy:

?

o2 _4_o5 23 _8_ o a1 _U ,,
al 2 ao 4 ’ as 87é

Zatem ciag (a,) nie jest geometryczny.

Uzasadnij, ze ciag (a,) nie jest geometryczny.

a) a, =n*—2n+2 b) a, = —n?+4n — 2
Wyznacz wzér ogdlny monotonicznego ciagu geometrycznego (a,, ).
CLG:—4 CL1°Q5:1 ag-a4:1
a) 1 C) ) 2 e) 2 2 =
aip = 6 (12225(13 G2+(13:O
(I4:3CL2 (I2—|-(1,3:30 CL1°(L3:6
b) . d) f) s
al-a3=Z a4—a2=120 a3—a2=12

Liczby a, b, c,d sa kolejnymi wyrazami malejacego ciggu geometrycznego.
Suma dwdch liczb §rodkowych jest réwna 24, a suma dwoch liczb skrajnych
jest rowna 36. Wyznacz te liczby.

Liczby x,y, z tworza monotoniczny cigg geometryczny. Podwojona suma
pierwszej i drugiej liczby jest réwna sumie drugiej i trzeciej liczby, a suma
tych trzech liczb jest réwna 77. Wyznacz te liczby.

Powtdrzenie

6. Okresl monotonicznosé ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie g.

[

Do—ka=f  Jm—-6q-% ¢ a—-}q=-9
b)a1:10=q20=49 (1)531:_4=Q‘:\/§ f) ay =-3,q=+v/-1

Wyznacz x 1 y tak, aby podane liczby byly kolejnymi wyrazami ciggu
geometrycznego. Okresl monotonicznosdé tego ciagu.
a) 2, x, 32, y b) 1,z 2,y c) 18, x, 8, y d) z, +, y, 10

3.10. Ciag geometryczny (2)
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3.11. Suma poczatkowych wyrazéw
ciaggu geometrycznego

Przyktad 1
Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego:
1,2,4,8,16, ...

Sio=14+24+44+8+16+ 32+ 64+ 128 4+ 256 + 512 = 1023

Aby obliczy¢ sume n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego, mozna
skorzysta¢ z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie ¢ # 1
wyraza sie wzorem:

1-g™
S, = ay -
Dowod
Kolejne wyrazy ciagu to: ai, as = a1q, as = a1q¢?%, ..., a, = a;¢" !, zatem:
2 ~1
Sp=a;+a1q+a1¢°+ ... + a1q"
Mnozymy obie strony
_ 2 3 n ym; \
qSn = a1q+ "+ a1q" + ... +aiq réwnania przez q.
Odejmujemy réwnania stronami i otrzymujemny:
Sn - an = a1 — alqn
mn
Sn(l—¢q) =ai(l—q")
S —a 1—qg™ Dzielimy obie strony réwnania
" ! 1—q przez 1 — q (z zatozenia q # 1).

Uwaga. Jesli iloraz ciagu geometrycznego (a,,) jest réwny 1, to suma n poczat-
kowych wyrazéw tego ciagu dana jest wzorem S, =n - a;.

Cwiczenie 1

Oblicz sume szesciu poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego, korzysta-
jac z podanego wzoru. Sprawdz otrzymany wynik, dodajac wyrazy ciagu.

a) 1, 3,9, 27, ... b) 1, -2, 4, -8, ... c) 1,4 2 1

R Z’ g’ “ e

Cwiczenie 2
Oblicz sume Sy ciagu geometrycznego (a, ), w ktérym a; = é oraz:
a) q =2, b) q = 4, c) q=1.

BN 148 3. Ciagi



Cwiczenie 3
Oblicz sume S, ciagu geometrycznego (a,,), jesli wiadomo, ze:

a) a; =3,a,=—-6,n=06, b) a; = —4, a; = —12, n = 5.

Przyktad 2
Dany jest ciag geometryczny o pierwszym wyrazie rownym 4 i ilorazie 3. Ile
poczatkowych wyrazow tego ciagu nalezy dodac¢, aby otrzymadé 14567

Niech n bedzie szukana liczba wyrazow. Wowczas:

1-3%
4-1—43 = 1456
1—3"=-T28

3" =729

n==~6

Nalezy dodac¢ sze$¢ poczatkowych wyrazow tego ciagu.

Cwiczenie 4
a) Dany jest ciag geometryczny o pierwszym wyrazie réwnym 5 i ilorazie 2.
Ile poczatkowych wyrazéw tego ciagu nalezy dodac, aby otrzymac 6357

b) Dany jest ciag geometryczny o pierwszym wyrazie réwnym 2 i ilorazie -3—

Ile poczatkowych wyrazéw tego ciagu nalezy dodaé, aby otrzymac 1647

Cwiczenie 5

Suma pierwszego i czwartego wyrazu ciggu geometrycznego jest réwna 26,
a suma drugiego i piatego wyrazu jest rowna —78. Ile poczatkowych wyrazow
tego ciggu nalezy dodaé, aby otrzymacé —617

Ciag (b,) nazywamy podciagiem ciagu (a, ), jesli mozemy go otrzymac poprzez
wybranie jego wyrazéw spoéréd wyrazéw ciagu (a,,) bez zmiany ich kolejnosci.
Na przyklad podciagami ciggu geometrycznego 1,2,4,8,16,32, ... sa:

2,8,32,128,512, ... — podciag wyrazow o numerach parzystych,
1,4,16,64,256, ... — podciagg wyrazéw o numerach nieparzystych,
512,1024,2048, 4096, ... — podciag wyrazow podzielnych przez 512.

Cwiczenie 6
Pierwszy wyraz ciagu geometrycznego jest rowny 3, a iloraz jest réwny —2.
Oblicz sume pieciu poczatkowych wyrazéw jego podciagu ztozonego z wyrazéw
o numerach:

a) nieparzystych, b) parzystych.
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Zadania

1. Oblicz sume Sy ciagu geometrycznego (a,), jesli jego wyrazy pierwszy
i drugi sa odpowiednio réwne:

a) &, 1 b) 18, 6, ¢) 15, —30, d) -7, -7.

167 8

2. Oblicz sume n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (a,,) o ilora-
zie q, jesli:

a) ag=—-1,qg=2,n=238, ¢) ay =3, q¢=—v2, n=10,
y 4

=1, n = 20.

1
2 — B 4 — =4
b) a; =%, q=3,n=5, d) a, =5,

aq q n ap Sn
2 3 /4 7 242
2 1 ] #
7 5 7 -3 s
V8 —2 8 7 7

4. Pola dziesieciu kwadratéw (rysunek obok)

N 2. . " . 1 .
tworza ciagg geometryczny o ilorazie ;. Naj-
wiekszy sposrdod tych kwadratéw ma pole u Ooooa..
réwne 1 cm?. Oblicz sume ich:

a) pol, b) obwodéw.

5. Oblicz pierwszy wyraz ciagu geometrycznego (a,) o ilorazie g, jesli:
a) ¢ =2, Sy =60, c) ¢=3, S =728, e} g =—?2, Sg=—T,
b) q=%?S4=2046, d) qz—%g Sy = 33, f) g=-1,813=09.

6. lle poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego o pierwszym wyrazie
rownym 5 i ilorazie 2 nalezy dodac, aby otrzymac:

a) 315, b) 2555, c) 51157

7. Wyznacz liczbe wyrazéw skonczonego ciagu geometrycznego (a,) o ilora-
zie ¢, jesli suma wszystkich wyrazéw jest réwnas:

a) 2568 oraz a; = 6, ¢ = —2, b) 1000 oraz a; = 5, ¢ = 3.

8. Pola pieciu prostokatow (rysunek obok) tworza

. N . N . 2
ciag geometryczny o 11)01 azie 3. Suma tych
pol jest rowna % cm?. Oblicz pole

najmniejszego prostokata.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Wyznacz wzér ogélny ciagu geometrycznego (a, ), jesli wiadomo, ze:
a) Sy = 35, a rdéznica wyrazdéw pierwszego i czwartego jest réwna 17,5,

b) Sy = 20, a réznica wyrazdéw pierwszego i trzeciego jest réwna 8.

Suma pieciu poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,,) wynosi 33,
a réznica wyrazow pierwszego i széstego jest réwna 99. Oblicz sume dzie-
sieciu poczatkowych wyrazow tego ciagu.

Wyznacz sume n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego o pierw-
szym wyrazie a; = x i ilorazie ¢ = —1, jesli wiadomo, ze n jest liczba:

a) parzysta, b) nieparzysta.

Ciag geometryczny (a,,) spelnia warunki: S5 — S3 = 721 a4 — az = 12.
Oblicz sume siedmiu poczatkowych wyrazéw tego ciagu.

Suma czterech poczatkowych wyrazéw monotonicznego ciagu geometrycz-
nego jest réwna 8, a suma kolejnych czterech jest réwna 72. Oblicz piaty
wyraz tego ciggu.

Pierwszy wyraz ciagu geometrycznego jest rowny 6, a stosunek sumy pie-
ciu poczatkowych wyrazow tego ciggu do sumy kolejnych pieciu wyrazow
3

wynosi 5. Oblicz szosty wyraz tego ciagu.

Dany jest dziesieciowyrazowy ciag geometryczny (a,) o ilorazie g. Suma
jego wyrazéw o numerach nieparzystych jest réwna 341, a suma wyrazéw
o numerach parzystych jest réwna 682. Wyznacz wzor ogélny tego ciagu.

Powtoérzenie

16.

17.

18.

15

Oblicz sume S5 podanego ciagu geometrycznego.
a) 2,8, 32, ... b) -2, -6, —18, ... c) 4, —6,9, ...

Oblicz sumy Sg i S; ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie q.

a) a; =2,q=—3 b)a =7,qg=-1 ¢) ay =81,¢g=—3
Kartki pocztowe ulozono w stosy. W pierwszym stosie utozono 4 kartki,
a w kazdym nastepnym dwukrotnie wiecej kartek niz w poprzednim. Ile
kartek bylo w najwiekszym stosie, jezeli tacznie utozono:

a) 60 kartek, b) 1020 kartek, ¢) 4092 kartki?

Pierwszy odcinek tamanej ma diugos¢ 64 cm, a kazdy nastepny jest 2 razy

krotszy od poprzedniego. 7 ilu odcinkow sklada sie ta tamana, jesli ma
ona dlugoéé: a) 124 em, b) 127,5 cm, ¢) 127,875 cm?

3.11. Suma poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego
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3.12. Ciaggi arytmetyczne i ciagi
geometryczne - zadania

Przyktad 1
Suma trzech liczb tworzacych rosnacy ciag arytmetyczny jest réwna 12, a suma
ich kwadratow jest réwna 56. Wyznacz te liczby.
Rozpatrujemy ciag arytmetyczny o pierwszym wyrazie a; i roznicy r > 0, dla
ktdrego spelnione sa warunki:
ay+ (a;+71)+ (ag +2r) =12
{a% + (a1 +7)* + (a; +2r)* = 56
Z pierwszego réwnania otrzymujemy 3a; + 3r = 12, czyliay =4 —r.
Podstawiamy do drugiego réwnania:
(4-7)2+42+(4+7r)*=56
16 —8r + 72+ 16+ 16 + 8r + r2 = 56
2r? =8
r=-2lub r=2
Zgodnie z zalozeniem r > 0, czylia; =4 —r=4—-2=2.
Zatem szukane liczby to 2, 4 1 6.

Przyktad 2

Trzy liczby tworza ciag arytmetyczny, a ich suma jest rowna 21. Jesli od pierw-
szej 1 drugiej liczby odejmiemy 3, a od trzeciej odejmiemy 1, to otrzymamy
kolejne wyrazy ciagu geometrycznego. Wyznacz te liczby.

Zapisujemy trzy kolejne wyrazy ciagu arytmetycznego: a — r, a, a + r. Ich

suma:
a—r+a+a+r=21

a=7
Zatem szukane liczby maja posta¢: 7—1r, 7, T+ r.

Zgodnie z warunkami zadania liczby 4 — r, 4, 6 + r sa kolejnymi wyrazami
ciagu geometrycznego, zatem zachodzi réwnosc:

42=(4-r)(6+7)
r?+2r—8=0
r=—4 lub r=2
Dla r = —4 otrzymujemy liczby: 11, 7, 3.
Dla r = 2 otrzymujemy liczby: 5, 7, 9.
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Cwiczenie 1

a) Suma trzech liczb tworzacych malejacy ciag arytmetyczny jest réwna 15,
a suma ich kwadratéw jest rowna 93. Wyznacz te liczby.

b) Liczby a, b, ¢, ktérych suma jest réwna 12, sa kolejnymi wyrazami ciagu
arytmetycznego, a liczby a + 1, b+ 2, ¢+ 6 — kolejnymi wyrazami ciggu geo-
metrycznego. Wyznacz liczby a, b, c.

Zadania

1. a) Szosty wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny 0. Oblicz sume jedenastu
poczatkowych wyrazow tego ciagu.

b) Jedenasty wyraz ciagu arytmetycznego jest réwny 20. Oblicz sumg je-
denastu poczatkowych wyrazéw tego ciaggu o numerach nieparzystych.

2. Dany jest ciag arytmetyczny (a,). Stosunek sumy dziesieciu poczatko-
wych wyrazéw o numerach parzystych do sumy dziesigeciu poczatkowych
wyrazéw o numerach nieparzystych jest réwny -g. Suma wyrazéw trzeciego
i sibdmego jest réwna 12. Wyznacz wzor ogdlny tego ciagu.

3. Wyrazy ciagu geometryczego (a, ) spelniaja warunki:
a;+as =68 1 as +ag =136
Ile poczatkowych wyrazéw tego ciagu nalezy dodadé, aby otrzymac 20447

4. W szesciowyrazowym ciagu geometrycznym suma pieciu poczatkowych
wyrazow jest réwna 11, a suma pieciu ostatnich — jest rowna 33. Oblicz
iloraz oraz wyrazy pierwszy i szosty tego ciggu.

5. Trzy liczby, ktérych suma jest rowna 21, tworza ciag arytmetyczny. Jesli
od drugiej z nich odejmiemy 1, a do trzecie] dodamy 6, to otrzymamy ciag
geometryczny. Wyznacz te liczby.

6. Trzy liczby, ktérych suma jest réwna 28, tworza ciag geometryczny. Liczby
te sa réwniez kolejno wyrazami pierwszym, drugim i czwartym ciagu aryt-
metycznego. Wyznacz te liczby.

7. a) W dziewieciowyrazowym ciagu arytmetycznym, ktérego pierwszy wy-
raz jest réwny 4, wyrazy pierwszy, trzeci i siddmy tworza ciag geome-
tryczny. Oblicz sume wyrazéw tego ciagu arytmetycznego.

b) W szeSciowyrazowym malejacym ciagu arytmetycznym, ktérego pierw-
szy wyraz jest rowny —1, wyrazy pierwszy, drugi i piaty tworza ciag geo-
metryczny. Oblicz sume wyrazéow tego ciagu arytmetycznego.
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8. Suma trzech liczb tworzacych ciag arytmetyczny jest rowna 15. Jesli pierw-
sza 1 druga z tych liczb zwickszymy o 1, a trzecia — o 4, to otrzymamy ciag
geometryczny. Wyznacz te liczby.

9. Trzy liczby, ktorych suma jest rowna 13, tworza malejacy ciag geome-
tryczny. Jesli od ostatniej liczby odejmiemy 4, to otrzymamy ciag arytme-
tyczny. Wyznacz te liczby.

10. a) Wstaw miedzy liczby 5 1 30 dwie takie liczby, aby pierwsze trzy tworzyly
clag geometryczny, a ostatnie trzy — ciag arytmetyczny.

b) Wstaw miedzy liczby —4 i 32 dwie takie liczby, aby pierwsze trzy two-
rzyly ciag arytmetyczny, a ostatnie trzy — ciag geometryczny.

11. 7 czterech zapisanych kolejno liczb pierwsze trzy tworza ciag geometrycz-
ny, a ostatnie trzy — ciag arytmetyczny. Wyznacz te liczby, jesli suma
2,

pierwszej i ostatniej jest réwna 1, a suma drugiej i trzeciej jest réwna 3

12. W tréjkat rownoboczny wpisujemy okrag, a nastepnie
w okrag wpisujemy tréjkat réwnoboczny itd. (rysu-
nek obok). Otrzymujemy w ten sposéb ciag tréj-
katow réwnobocznych i ciag okregéow.

@ a) Uzasadnij, ze ciag obwodéw kolejnych tréj-
katéw jest geometryczny. Podaj jego iloraz.

b) Bok najwiekszego trdjkata ma dlugosé 4.

Oblicz sume obwodéw pieciu najwiekszych
trojkatow oraz sume ich pol.

Powtérzenie

13. Suma trzech liczb tworzacych ciag arytmetyczny jest rowna 12, a suma ich
kwadratéw wynosi 56. Wyznacz te liczby.

14. Trzy liczby tworza ciag arytmetyczny. Jesli do pierwszej z nich dodamy 8,
a druga i trzecia zostawimy bez zmian, to tak otrzymany ciag bedzie cia-
giem geometrycznym. Wyznacz te liczby, jesli suma wyrazéw ciagu geo-
metrycznego wynosi 26.

15. Trzy liczby tworza ciag geometryczny, a ich suma jest rowna 52. Jesli
pierwsza 1 druga liczbe zostawimy bez zmian, a od trzeciej odejmiemy 16,
to otrzymamy kolejne wyrazy rosnacego ciagu arytmetycznego. Wyznacz
te liczby.
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3.13. Procent skitadany

Kapital w wysokosci k, zlozony w banku na rok przy oprocentowaniu
rocznym r, wzro$nie po roku do kwoty k(1 + 7).

Przykfad 1

Pani Kowalska wptacila do banku 1000 z1 na lokate oprocentowana 6% w skali
roku. Do jakiej kwoty wzro$nie kapital pani Kowalskiej po trzech latach, a do
jakiej po dwudziestu?

Kwota po roku: 1000 + 6% - 1000 = 1060 [z1]

Kwota po 2 latach: 1060 + 6% - 1060 = 1060 4 63,6 = 1123,6 [z1]

Kwota po 3 latach: 1123,6 + 6% - 1123,6 = 1123,6 + 67,416 ~ 1191,02 [zi]
Zauwaz, ze w kolejnych latach doliczane sa odsetki w wysokosci 6% do kapitalu powiekszo-
nego o odsetki z poprzednich lat.

Wyznaczenie powyzsza metoda kwoty, do jakiej wzroénie kapital pani Kowal-
skiej po dwudziestu latach, jest bardzo pracochlonne. Zauwazmy jednak, ze
kazdego roku do kazdej zlotowki bank do- #tys.at .

pisuje 6% odsetek, czyli co roku kapital -
powicksza si¢ 1,06 razy.

Kapital wynosi wiec:
po roku: k- 1,06
po 2 latach: k- (1,06)?
po 3 latach: k- (1,06)"

0 1 10 20
lata

po 20 latach: k- (1,06)%° ~ 1000 - 3,20714 = 3207,14 [z1]
Jezeli w kolejnych latach odsetki dopisywane sa do kapitatu powiekszonego
o wczesniej nagromadzone odsetki, to mowimy, ze kapital zostal zlozony na
procent skladany.

Kapital w wysokosci k, zlozony w banku na n lat na procent skladany
przy oprocentowaniu rocznym 7, po n latach wzrosnie do kwoty k(1 + 7)™

Cwiczenie 1
Do jakiej kwoty wzroénie kapital po n latach, jezeli ztozymy w banku 5000 zl
na procent sktadany przy oprocentowaniu rocznym r?

a) n= 5§, r=45% b) n =8, r=5,6% c) n=10, r =3%
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Dopisywanie odsetek do kapitalu nazywa sie¢ kapitalizacja odsetek lub
krotko kapitalizacja, a czas, po jakim ona nastepuje, nazywa sie¢ okresem
kapitalizacji.

Przyktad 2

Rodzice Basi zlozyli w banku 5000 zl na trzy lata. W pierwszym roku opro-
centowanie wynosito 6%, w ostatnich dwéch latach 5%, a kapitalizacja odsetek
nastepowata co rok. Do jakiej kwoty wzréstby ten kapital po trzech latach,
gdyby odsetki nie byly opodatkowane, a do jakiej — gdyby od naliczanych
odsetek pobierany byl co roku podatek w wysokosci 20%7

Jesli odsetki nie bylyby opodatkowane, to oszczednosci po trzech latach wy-

10styby:
niostyny 5000 - 1’06 . (1’05)2 = 584325 [Zﬂ

Jesli od naliczanych odsetek bylby pobierany podatek, to odsetki te bylyby
pomniejszane o 20%, zatem w pierwszym roku wplacona kwota wzrostaby o:
0,06 - 0,8 = 0,048 = 4,8%

a w drugim i trzecim roku o:
0,05-0,8 = 0,04 = 4%
Zatem po trzech latach kapital wzrdstby do:
5000 - (1,048) - (1,04)% ~ 5667,58 [#1]
Uwaga. W Polsce podatek od odsetek wynosi 19%. W tym rozdziale, dla ulatwienia

obliczen, podatek ten pomijamy lub przyjmujemy, ze wynosi 20%. Zwréé uwage na to,
ze podatek placi si¢ tylko od dopisywanych odsetek, a nie zgromadzonego kapitatu.

Cwiczenie 2

Kapital 5000 zt ztozono w banku na dziesi¢é¢ lat przy oprocentowaniu wyno-
szacym % 1 rocznej kapitalizacji odsetek. Oblicz wysoko$é dopisanych odse-
tek. Jak zmieni sie wielko$¢ kapitatu, jesli od odsetek naliczany jest podatek
w wysokosci 20% w skali roku?

Cwiczenie 3

Kapital w wysokoéci 800 zl zlozono w banku na pie¢ lat. Oblicz wielko$é
kapitalu po uplywie tego czasu, jesli kapitalizacja odsetek byta roczna, od
odsetek naliczano podatek w wysokosci 20% w skali roku, a oprocentowanie:

a) w pierwszych dwdéch latach wynosito 8%, w ostatnich trzech — 4%,

b) w pierwszych trzech latach wynosito 4%, w ostatnich dwéch — 8%,

¢) w pierwszych dwéch latach wynosito 7%, w kolejnych dwoch — 5%, w ostat-
nim roku — 2%.
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Odsetki moga by¢ dopisywane czgsciej niz co rok. Jezeli dopisywane sa co
kwartal, mowimy o kapitalizacji kwartalnej, jesli co miesiac — o kapitalizacji

miesiecznej.

Twierdzenie

Kapital w wysokosci &, zlozony w banku na n lat przy oprocentowaniu
rocznym r i kapitalizacji m razy w roku, po n latach wzrosnie do:
k- (1 - 1)

m

Przyktad 3

W bankach A, B i C lokaty terminowe sa oprocentowane 6% w skali roku.
Odsetki sa kapitalizowane: w banku A — co rok, w banku B — co kwartal,
a w banku C — co miesiac. Do kazdego z tych bankéw wplacono 1000 zl.
W ktoérym banku odsetki od tej kwoty po roku beda najwieksze? O jaki pro-
cent wzrosnie kapital w kazdym z tych bankéw po roku?

Kapital po roku wyniesie:

w banku A: 1000 - (1 +0,06) = 1060 [z1],

w banku B: 1000 - (1 + %)‘* = 1000-(1,015)* =~ 1000 - 1,06136 = 1061,36 [z1],
w banku C: 1000- (1 + £28)* = 1000-(1,005)'2 ~ 1000-1,06168 = 1061,68 [z1].

12
Zatem odsetki dopisane w tych bankach to kolejno: 60 zi, 61,36 zt i 61,68 zl.
Kapital wzroénie wiec: w banku A — 0 6%, w banku B — o %:2% = (,06136 ~

1000
~ 6,14%, a w banku C — o &% — (06168 ~ 6,17%.

1000

Roczna stope procentowa r taka, ze odsetki w wysokosci — kapitalizowane
m

sa m razy w roku, nazywa sie nominalng stopa procentowa. Rzeczywisty

przyrost kapitalu pokazuje efektywna stopa procentowa p, przy ktoérej od-

setki kapitalizowane sa raz, na koniec roku. Miedzy tymi stopami zachodzi

nastepujaca zaleznosc: F\™
1+p=(1+2)

Cwiczenie 4

Bank X oferuje kapitalizacje polroczna przy rocznej stopie 8%, a bank Y —
kapitalizacje kwartalng przy rocznej stopie r. Dla jakiej wartosci stopy r opro-
centowanie w skali roku jest w obu bankach najbardziej zblizone?

A r=4% B. r=17,92% C.r=8%

3.13. Procent skiadany

157 I



Cwiczenie 5

Pani Katarzyna zlozylta w banku kwote 10000 zl na lokate oprocentowana
4% rocznie. Oblicz, do jakiej kwoty wzrosnie jej kapital po pieciu latach, jesli
odsetki beda kapitalizowane:

a) co rok, b) co pél roku, ¢) co kwartal, d) co miesigc.

Cwiczenie 6
Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Rodzice zalozyli konto trzynastoletniej corce. Postanowili wplacaé na nie
200 zl na poczatku kazdego roku przez pieé¢ lat. Oprocentowanie roczne
w calym tym okresie wynosi 5%, a kapitalizacja nastepuje co rok. Jaka
kwot¢ bedzie miata na koncie ich corka w wieku 18 lat?

Pierwsza wplata w wysokosci 200 zt bedzie kapitalizowana pieé¢ razy, druga

— wplacona rok pdzniej — cztery razy i kazda kolejna wplata bedzie kapita-

lizowana o jeden raz mniej. Zatem kapital po pieciu latach bedzie wynosit:

200 - 1,05° + 200 - 1,05* + 200 - 1,05% + 200 - 1,05% + 200 - 1,05 =

= 2{)0(1,05 +1,05% + 1,05 + 1,05* + 1,055) =  Korzystamy ze wzoru na
—(1,05) 5 sume ciagu geometrycznego.

1
=200 1,05 - ~ 1160,38 [21]
1—-1,05

Jaka kwota bylaby na koncie opisanym w powyzszym przyktadzie, gdyby okres
oszczedzania byl dluzszy o pieé lat?

Cwiczenie 7

a) Pani Ania zamierza wplacaé¢ 500 zt na konto na poczatku kazdego roku.
Oprocentowanie konta wynosi 4% w skali roku, a odsetki sg kapitalizowane co
rok. Jakie érodki zostana zgromadzone na koncie pani Ani po 8 latach, a jakie
— po 20 latach oszczedzania?

b) Jaki kapital znajdzie sie na koncie osiemnastolatka, jezeli rodzice, poczaw-
szy od dnia jego urodzenia, wplacali mu do banku co rok 300 z1? Oprocento-
wanie wynosito 6% w skali roku, a odsetki byly kapitalizowane co miesiac.

Cwiczenie 8

Pawel, ktéry ma 25 lat, zamierza wptaca¢ 100 zl na fundusz emerytalny na
poczatku kazdego miesigca. Oprocentowanie funduszu wynosi 6% w skali roku,
a kapitalizacja odsetek jest miesieczna. Jaki kapital zostanie zgromadzony
przez Pawla, gdy bedzie on w wieku: a) 60 lat, b) 65 lat, c) 67 lat?
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Zadania

1.

Do jakiej kwoty wzros$nie kapital po n latach, jezeli zlozymy w banku na
procent sktadany 2000 zl przy oprocentowaniu rocznym r?

a) n=2,r=>5% b) n=5,r=5% ¢c) n=10,r=3%

Kapital w wysokosci 600 zl zostal zlozony w banku na pieé¢ lat. Oblicz
wielkos$¢ kapitalu po uplywie tego okresu, jezeli kapitalizacja byla roczna,
a oprocentowanie wynosito:

a) w pierwszym roku 6%, w drugim roku — 5,5%, a w trzech ostatnich
latach — 4%,

b) w pierwszym roku 5,5%, w trzech kolejnych latach — 4%, a w ostatnim
roku — 6%.

Oprocentowanie lokat w banku A wynosilo w kolejnych czterech latach
9%, 8%, 7% i 6%. Stopa procentowa w banku B byla w tym czasie stala
i wynosita r. Oblicz r, jesli wptacenie kapitatu na cztery lata bylo w obu
bankach réwnie optacalne i oba banki kapitalizowaly odsetki rocznie.

Jaka kwote nalezy ulokowa¢ na koncie, aby po pieciu latach uzyskac
1217 z1, jezeli roczna stopa procentowa wynosi 4%, a odsetki kapitalizo-
wane sa co rok? Jaka kwote nalezaloby wplacié¢, aby uzyskaé taki sam
kapital koncowy po trzech latach?

Do banku wplacono 3000 zl na trzy lata przy rocznej stopie procento-
wej 6%. Ile bedzie wynosil kapital po uptywie tego okresu, jesli odsetki sa
kapitalizowane: a) co pét roku, b) co kwartal, ¢) co miesiac, d) codziennie?

Firma X zaciagnela w banku kredyt w wysokosci 10000 zt. Co roku bank
nalicza odsetki w wysoko$ci 10%. Kredyt wraz z odsetkami ma by¢ spla-
cony jednorazowo po n latach. Na ile lat zostal zaciagniety kredyt, jezeli
wiadomo, ze firma X bedzie musialta splaci¢ 13310 z1?

Dziadkowie w dniu narodzin wnuka zdeponowali dla niego w banku kwote
k z na osiemnascie lat, oprocentowana 5% w skali roku z roczna kapita-
lizacja odsetek. Obecnie chlopiec ma dziewigé lat i kwota ta wzrosta do
7757 zt. Tle wynosit kapital poczatkowy k z1? Do jakiej kwoty wzroénie ten
kapital na koniec okresu oszczedzania?

Kuba zamierza kupi¢ samochdd, ktéry kosztuje 40000 zl. Zakup finan-
suje ze srodkow wlasnych i zaciagnietego na ten cel kredytu. Kredyt wraz
z odsetkami, ktére wyniosa 1200 zi, ma by¢ sptacony po roku. Ile srodkow
wlasnych ma Kuba, jezeli oprocentowanie kredytu wynosi 8% w skali roku?
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9. Kapital w wysokosci 1000 zt wpltacono do banku na lokate z miesieczna
kapitalizacja odsetek. Po ilu latach kapitat ten sie podwoi, jezeli wiadomo,
ze oprocentowanie w skali roku wynosi: a) 6%, b) 3%?

10. Pan Lech na budowe domu zaciagnatl kredyt w wysokosci 100 000 zt, opro-
centowany 10% w skali roku. Kredyt bedzie sptacany w réwnych ratach
po 30000 zt na koniec kazdego roku, przy czym ostatnia rata moze byé
mniejsza. Odsetki naliczane sa rocznie tylko od niesplaconej czesci kredytu.
W tabeli przedstawiono sposob obliczania stanu zadluzenia po kolejnych

latach.
Rok Doliczone odsetki Stan zadluzenia
1 0,1-100000 = 10000 = 100000+ 10000 — 30000 = 80000
2. 0,1 - 80000 = 8000 80000 + 8000 — 30000 = 58 000
3. 0,1 -58000 = 5800 58000 + 5800 — 30000 = 33 800
4. 0,1 - 33800 = 3380 33800 + 3380 — 30000 = 7180
5. 0,1-7180="718 71804 718 — 7898 =0

Zatem lacznie trzeba splacié¢ 4 - 30000 + 7898 = 127 898 [z1].

a) Sporzadz analogiczna tabele dla kredytu w wysokodci 100 000 zi, opro-
centowanego 20% w skali roku, splacanego na tych samych zasadach co
kredyt pana Lecha. Jaka kwote trzeba tacznie splacic¢?

b) Ile czasu trwaloby splacanie takiego kredytu, gdyby oprocentowanie
wynosito 25% w skali roku?

Powtérzenie

11. Do jakiej kwoty wzrosnie kapitat po n latach, jezeli ztozymy w banku na
procent sktadany 4000 zl przy oprocentowaniu rocznym 77

a) n=2,r=4% b) n=>5,r=3% c) n=10,r =4%

12. Bank przyjal kwote 50000 zt na 5% rocznie, a nastepnie pozyczyl ja na
6% rocznie. Ile zyskal bank w ciagu pieciu lat, a ile by zyskal w ciagu
dziesigciu lat?

13. Warunki oferowane przez banki dla lokat dwuletnich sa nastepujace:
bank A — 5,44% rocznie, odsetki kapitalizowane co miesigc,
bank B — 5,5% rocznie, odsetki kapitalizowane co kwartal,
bank C — 5,6% rocznie, odsetki kapitalizowane co pél roku,
bank D — 5,65% rocznie, odsetki kapitalizowane co rok.
Ktory z tych bankéw oferuje najkorzystniejsze warunki?
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3.14. Zagadnienia uzupetniajace

M Srednia arytmetyczna i $rednia geometryczna

Rozpatrzmy liczby nieujemne = i y. Miedzy Srednia arytmetyczna tych
liczb 4 = % a ich $rednia geometryczna Sg = v/xy zachodzi zaleznosé:

Sa < Sa
Aby udowodnié¢ te nieréwnosé, przeksztalcamy ja réwnowaznie:
VIy < % Obie strony nierdwnoséci
(2+y)? sa nieujemne.
ATy

Y S

dry < 2° + 2zy + y°
0 < 2% —2zy + y?
0< (z—y)?
Ostatnia nieréwnosé jest zawsze prawdziwa, zatem udowodniliSmy nierdw-
nos¢ wyjsciowa dla dowolnych nieujemnych liczb x i 4.

Nieréwnosé /xy < 33-3253 mozna rowniez udowodni¢ geometrycznie, rozwa-
zajac odpowiednie odcinki w trojkacie prostokatnym.

a) Uzasadnij, ze wysoko$¢ trojkata prosto-
katnego poprowadzona z wierzchotka kata
prostego jest srednia geometryczna diugosci
odcinkéw, na jakie dzieli ona przeciwprosto-
katna (skorzystaj z podobienstwa odpowied-

nich tréjkatéw).

b) Uzasadnij, ze jeSli przeciwprostokatna
trojkata prostokatnego ma diugosé = +y, to
odcinek laczacy srodek przeciwprostokatne] =4
z wierzcholkiem kata prostego tego trojkata

ma dlugosé ’”—;y A O

¢) Punkt O jest §rodkiem przeciwprostokat- C
nej trojkata prostokatnego ABC, punkt D —
spodkiem wysoko§ci opuszczonej na przeciw-
prostokatna. Uzasadnij, ze zachodzi nierow-
nosc¢:

|[CD| < |CO| A O D

3.14. Zagadnienia uzupemiajace
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M Wykres ciagu geometrycznego

Wykres ciggu geometrycznego:
4“9, ...
jest zawarty w wykresie funkcji wykladni-
czej y = ¢*.
Na rysunku obok przedstawiono wykres
ciagu a, = (2)".
Ogdlnie, wykres ciagu geometrycznego:
a,aq,aq’, aq>, ...
jest zawarty w wykresie funkcji y = ag® .

2. Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciaggu geometrycznego, ktorego wykres
jest zawarty w wykresie funkcji f. Podaj iloraz tego ciagu.

a) flz)=3-2°1 b) f(a)=6-(3)" o fl@)=3 d) fa)=2""

3. Na rysunku ponizej przedstawiono wykres ciagu geometrycznego (a,, ). Za-
pisz w postaci f(x) = a-¢* ! wzér funkeji, w ktérej wykresie jest zawarty
wykres tego ciagu.

a) Y| |
...... et

4. Podaj przyblizona liczbe lat, po ktérej nastapi podwojenie kwoty zlozonej
na lokate bankowa z kapitalizacja roczna o oprocentowaniu w skali roku:
a) 3%, b) 5%, c) 10%.

Skorzystaj z wykreséw przedstawionych ponizej.

Sprawdz otrzymane wyniki, korzystajac z kalkulatora.
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M Ciagi liczb catkowitych

Ponad pieé¢dziesiat lat temu amerykanski matematyk Neil Sloane [czyt.
nil sloln] stworzy! katalog ciagéw liczb catkowitych obecnie funkcjonujacy
jako Encyklopedia ciggéw liczb catkowitych w wersji on-line (oeis.org).
Opisanych jest w niej ponad ¢wier¢ miliona réznych ciagéw. Aby znalezé
informacje o ciagu, nalezy podac jego numer w katalogu, nazwe lub po-
czatkowe wyrazy. Na przykiad:

o pod numerem A000045 znajduje sie ciag Fibonacciego (patrz str. 124),
o pod numerem A000108 znajduje sie ciag liczb Catalana [czyt. katalanal:

1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, ...

Ciag liczb Catalana okreslony jest wzorem ¢, = (n(i_% i s
Cl:%:l,CQ:B?—;EZZ,CBZ%:E')’CLIZE‘?_L:]_4’

Ciag ten ma wiele interpretacji geometrycznych, np. dla (n + 2)-kata wy-
puklego liczba jego mozliwych podzialéw na tréjkaty nieprzecinajacymi
sie przekatnymi jest réwna n-tej liczbie Catalana. Dla szeSciokata istnieje

14 takich podziatéw:

Rozwazmy teraz kwadrat o wymiarach n X n z siatka catkowita, jak na ry-
sunku ponizej, oraz drogi prowadzace z lewego dolnego rogu tego kwadratu

do jego prawego goérnego rogu spetniajace warunki:

« poruszamy sie po siatce catkowitej w prawo albo w gore,
e nie przechodzimy nad przekatna kwadratu.

Okazuje sie, ze liczba takich drég jest n-ta liczba Catalana.
Na ponizszych rysunkach przedstawiono wszystkie mozliwe
drogi dla n = 3 (¢35 = 5).

5. Narysuj odpowiednie rysunki i sprawdz, czy dla kwadratu 4 x 4 istnieje
cy = 14 réznych drég spelniajacych warunki opisane wyzej.
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Zestawy powtorzeniowe

M Zestaw |
1. Oblicz ag — bg.
2 .
a) a, =2n+1, b, = 3n c) an=w,bn=5n28
n n
b) a, = S_Tn, b, = (—1)"*!. nT_l d) a,=v2—-—n,b, = n?
2. Oblicz 4(}32 — 6b4
24 n—6
a) a, = log,n, b, = logs(2n — 3) b) an = (-1)""1, b, = (V2)
3. Czy ciag (b,) jest ciagiem arytmetycznym? Okresl jego monotonicznosc.
a) b,=n+1 c) b,=—2n+3 e) bnzé
2 _ nt3 _4_1
b) b, =n d) b, = " f) b, =4 5
4. Oblicz wyrazy ag i ag ciagu arytmetycznego (a,,) o réznicy r.
a) ay=2,r=2 c)ag=3,r=1 e) ap =0,7r=10
b) a; = -5,r= -5 d) ag =5,r=-2 f) a,=8,r=-1
5. Wyznacz wzdr ogblny ciagu arytmetycznego (a,) i oblicz wyraz as.
a) as =2,a4 =6 b) a, =0, a5 =9 c) ay =2, ayp = —10
6. Wyznacz wzor ogdlny ciagu arytmetycznego (ay,).
a+a, =T ay —ay =4 ay-ay; =06
a) 1+ az b) 4= Q2 ) 102
al-a2=10 ag-a4=32 CE2+CL4:8
7. Oblicz sume Sy, ciagu arytmetycznego (a,,).
a) a1:2,a10:29 C) a2:5,a10:21 e) a,1:16, 84:52
b) ay =3, r=2 d) a=-8,r=3 f) a3 =—4, S;o = —15
8. Oblicz sume Sigo ciagu arytmetycznego (a,).
a) a; = %a Q100 = % ¢) a;p =5, agy + ajor = 150
b) G,lgm—l,alogm—ll d) a3—|—a6m4%, Qlo—a4m3
9. Kula toczaca si¢ po réwni pochylej w pierwszej sekundzie przebyta droge

0,5 m, a w kazdej nastepnej sekundzie — droge o 1 m dhuzsza niz w poprzed-
niej. Oblicz droge, ktéra przebyta kula w ciagu poczatkowych dziesieciu
sekund.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Vv

Oblicz wyrazy a,, as, az i ag ciagu a,, = n(ntl)(n+2) Uzasadnij, ze kazdy

3
wyraz tego ciagu jest liczba naturalna.

Czy ciag (b,) jest ciagiem geometrycznym? Okresl jego monotonicznosé.

a) b, =2" b) b, =3-5" c) b, =21
Oblicz wyrazy od czwartego do 6smego ciagu geometrycznego (a,,).
8] &y =3,g=2 b)a,=—4,¢9g=1 c) as=—25,a3=5
Oblicz wyraz as ciagu geometrycznego (ay, ).

a) a; =2, ay = 250 b) a; = 64, ag = 2

Oblicz wyrazy as i as ciagu geometrycznego (a,,).

a) ag = 100, ¢ = 10 c) ag=1,a3-a4=3

b) s = 4, ar = 128 d) a, +az = ].0j ag = *8&6
Oblicz sume S5 ciagu geometrycznego (a,).

a) a1 =3, ¢ =3 c) ap =1, ay+ a3 =20

b) a) = —10, q = —% d) a, = —47 53 = —12

Suma wyrazow skonczonego ciagu geometrycznego jest rowna 765. Pier-
wszy wyraz tego ciagu a; = 9, a iloraz ¢ = 4. Ile wyrazéw ma ten cigg?

Suma trzech poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego jest rowna 21,
a suma trzech nastepnych jest rowna 168. Ktory wyraz tego ciagu jest
rowny 1927

Ktéry z ciagow ma wiekszy czwarty wyraz?

CL1 = 1 bl = 2
ps1 = 2a, +n+ 1 dlan > 1, bpyr = (bp)?> —ndlan > 1
Ob}iCZ 2&5 - b7.

o=

) ap = bl =1
a
ne1 = (=2)"apdlan>1, |byy1=0,—(-1)"dlan>1

:1 b1:1
b){al

an+1:an+n2dlan>1: bn+1=bn+ﬁdlan>l
Podaj rekurencyjne okreslenie ciagu (a,).
a) a, =n?>—3n+1 b)an=4+% ¢) a, =logn

Zestawy powtdrzeniowe
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M Zestaw |l
1. Zbadaj monotonicznosé ciagu (a,).
_ —n42 _ 2n+l _ 2n?+1 _ 5-3n
a) a, = 3 b) an = 2n+3 ) an = 2n2 d) an = 2n+1
2. Zbadaj monotoniczno$é ciagu (ay,).
a, = 3 ap = 1
a) c)
ni1 =a, +1dlan>1 pni1=1—a,dlan>1
a; =1 a =2
b){ dyq
Apy1 =a, —2dlan > 1 Opi1 = 2a, dlan > 1
3. Wyznacz wzor ogdlny ciagu (a,), jezeli jego wy-
kres jest zawarty w paraboli przedstawionej na
rysunku obok. Ktére wyrazy ciagu (a, ) spelniaja
nieréwnosé a,, < —187
4. Wykres ciagu (a,) jest zawarty w paraboli prze-
chodzacej przez poczatek uktadu wspotrzednych
i majacej wierzcholek w punkcie (3, —3). Wyznacz
wzor ogolny tego ciggu. Oblicz wyrazy ag i aqs.
5. Oblicz sume wszystkich liczb trzycyfrowych do-
datnich, ktére sa:
a) podzielne przez 3, b) podzielne przez 6.
6. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych niepodzielnych przez 5, ktore:
a) sa dwucyfrowe, b) sa trzycyfrowe.
7. Oblicz sume wszystkich liczb dwucyfrowych dodatnich, ktérych reszta
z dzielenia przez k jest rowna 7.
a) k=4,r=3 b) k=T,r=2
8. Lewa strona réwnania jest suma kilku poczatkowych wyrazéw ciagu aryt-
metycznego. Oblicz x.
a) 3+5+7+...+x =48 c)24+T7+12+ ...+ =156
b) 8+6+4+...+z=-220 d) -7-3+1+4+...+2=110
9. Dla jakich wartosci x liczby a,b, ¢ sa kolejnymi wyrazami ciaggu arytme-

tycznego?

a)a=z—2,b=%, c=5z b) a = —16, b = 3z, ¢ = z*
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11.

12.

13.

15.

v/

Uzasadnij, ze jesli liczby a, b, ¢ tworza jednocze$nie ciag arytmetyczny
i ciag geometryczny, to jest to ciag staly.

a) Trzy liczby, ktérych suma jest réwna 6, tworza ciag arytmetyczny. Jesli
do ostatniej z nich dodamy 1, to otrzymamy ciag geometryczny. Wyznacz
te liczby.

b) Trzy liczby, ktérych suma jest rowna 7, tworza ciag geometryczny. Jesli
od ostatniej z nich odejmiemy 1, to otrzymamy ciag arytmetyczny. Wy-
znacz te liczby.

a) Dany jest ciag arytmetyczny (a,,) o wyrazach calkowitych. Suma pierw-
szego, drugiego i piatego wyrazu tego ciagu jest réwna 27, natomiast liczby
a; — 1, as — 11 as — 4 tworza rosnacy ciag geometryczny. Wyznacz wzor
ogdlny ciagu (a,).

b) Dany jest ciag arytmetyczny (a,,) o wyrazach calkowitych. Suma pierw-
szego, drugiego i czwartego wyrazu tego ciggu jest réwna 40, natomiast
liczby ai, ay — 1 1 a4 tworza ciag geometryczny. Wyznacz wzor ogdlny
ciagu (a,).

Suma trzech wyrazéw a,, as, as ciagu arytmetycznego (a,) jest réwna 0.
Jesli do pierwszego wyrazu dodamy 1, do drugiego dodamy 2, a od trze-
ciego odejmiemy 6, to otrzymamy trzy kolejne wyrazy ciaggu geometrycz-
nego. Oblicz aq, as, as.

Cztery okregi polozone sa jak na rysunku obok.
Wykaz, ze jesli ABC = 60° i |[AB| = 2V/3 cm,
to suma dlugosci tych okregéw jest wieksza
od 18,6 cm. Oblicz sume podl kot ograni-
czonych tymi okregami.

Pola pieciu trojkatéw réwnobocznych
tworza ciag geometryczny o ilorazie %,
a suma tych pdl jest réwna 31+/3.
Oblicz obwdd najwickszego spo-

srod tych tréjkatow. B C

Kapital w wysokosci 800 zt zostat ztozony w banku oferujacym kapitaliza-
cje miesieczna. Oblicz wysoko$¢ kapitalu po roku, jesli przez szes¢ pierw-
szych miesiecy roczna stopa procentowa wynosita:

a) 6%, a przez sze$¢ pozostalych miesiecy — 3%,

b) 3%, a przez sze$¢ pozostatych miesiecy — 6%.

Zestawy powtdrzeniowe
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@ Sposéb na zadanie

Aby wykazaé, ze ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym, nalezy sprawdzié, czy
réznica a, ., — a, jest stala dla kazdego n € N,.

Przyktad 1
Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,) dana jest za pomoca wzoru
S, = 2n?%. Czy jest to ciag arytmetyczny?
Obliczamy pierwszy wyraz ciagu: a; = S; = 212 = 2.
Dla n > 1 wyraz a, mozemy wyznaczy¢ ze wzoru a,, = S, — S, _1:

a, =2n* —2(n—1)*=2n*-2(n*—-2n+1)=4n — 2
Stad a,i 1 =4(n+1) — 2 =4n + 2.
Réznica a1 —a, =4n+2 — (dn—2) =4 dlan > 1.
Nalezy jeszcze obliczyé roznice as — aq:

as—a;=(4-2-2)-2=4

Réznica a, 1 — a, = 4 dla kazdego n € N, wiec ciag (a,) jest arytmetyczny.

Odpowiedz: Ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.

Przyktad 2
Suma n poczatkowych wyrazow ciagu (a,) dana jest za pomoca wzoru
S, =n? — 4. Czy jest to ciag arytmetyczny?
Obliczamy pierwszy wyraz ciggu: a; = S; = 12 — 4 = —3.
Wyznaczamy wyraz a,, dla n > 1:
a, =S, — S, 1=n*—4)—((n—1)%*-4)=2n-1
Stad ap,+1 =2(n+1)—1=2n+1.
Roéznica apygy —an =2n+1—(2n—1)=2dlan > 1.
Obliczmy ay = 2-2 — 1 = 3 oraz réznice az —a; =3 — (—3) =6 # 2.
Otrzymalidmy as — a1 # a3 — ao.

Odpowiedz: Ciag (a,) nie jest ciagiem arytmetycznym.

Przyktad 3
Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,) dana jest za pomoca wzoru
S, = 2n + 3. Czy jest to ciag arytmetyczny?
Obliczamy pierwszy wyraz ciggu: a; =51 =2-1+3 =5.
Wyznaczamy wyraz a,, dla n > 1:
=8, —Sp1=2n+3)—(2(n—-1)+3) =2
Zatem dla n > 1 wszystkie wyrazy sa rowne 2, ale a; = 5.

Odpowiedz: Ciag (a,) nie jest ciagiem arytmetycznym.
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Zadania testowe @

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko

jedna odpowiedz jest poprawna.

1.

Liczba 6 jest piatym wyrazem ciagu:
A.a,=(n—1)?+5, C.a,=(n-3)*+5,
B. a, = (n—2)*+5, D. a, = (n —4)*> +5.

Dany jest ciag (a,) o wzorze ogélnym a,, = Q”T"'G. Zaden wyraz tego ciagu
nie jest réwny:

A. 8, B. 6, C. 5, D. 3.
Ciagiem malejacym jest cigg:

A. a, =n(2—n), C.a,=n(4—n),

B. a, =n(3 —n), D. a, =n(5—n).

Dany jest ciag (a,) o wzorze ogdlnym a, = 7(n — 1) + 4. Jest to ciag
arytmetyczny o réznicy réwnej:
A. —4, B. -3, C. 4, D. 7.

Dany jest ciag (a,) o wzorze ogélnym a, = v/2-n—1. Suma S5 tego ciagu
jest rowna:

A. 5v2 -1, B. 10v/2 -1, C. 10v2 -5, D. 15v2 - 5.

Ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym, w ktérym wyraz ay = 36 i iloraz
q = 3. Pierwszy wyraz tego ciagu jest réwny:
A. 2, B. 1z, C. 4, D. 12.

O

Dany jest ciag geometryczny a, = 54- (—%)n. Suma czterech poczatkowych
wyrazow tego ciagu jest liczbg nalezaca do przedziatu:

A. (—18;—16), B. (—16;—14), C. (—14;—12), D. (—12;—10).

? ?

Ciag (a,) jest ciagiem kolejnych liczb naturalnych, ktérych reszta z dzie-
lenia przez 4 jest réwna 2. Suma wyrazéw aqq 1 ao; tego ciagu jest réwna:
A. 120, B. 124, C. 128, D. 132.

Ciag (a,) jest ciggiem kolejnych liczb naturalnych, ktérych reszta z dzie-
lenia przez 3 jest réwna 1. Suma wyrazéw ciagu (a,) wigkszych od 10
i mniejszych od 100 jest rowna:

A. 1535, B. 1540, C. 1595, D. 1760.

Przed matura
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@ Przed obowiazkowa maturg z matematyki

B Zadania krétkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Zbadaj monotonicznosc ciagu a,, = — 2.
[D] Zadanie 2 (2 pkt)
Wykaz, ze ciag (a,) okreSlony wzorem rekurencyjnym jest monotoniczny.

a;——3
Upp1 =0p +n°> —n+3dlan>1

Zadanie 3 (2 pkt)
Suma wyrazow skonczonego ciagu geometrycznego jest rowna 765. Pierwszy
wyraz tego ciagu jest rowny 9, a iloraz 4. Z ilu wyrazéw sklada sie ten ciag?

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 4 (4 pkt)

Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu (a,) dana jest wzorem S,, = 6n — 2n?.
Sprawdz, czy ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.

Zadanie 5 (4 pkt)

Obwadd trojkata prostokatnego jest rowny 24. Oblicz dlugosci bokow tego tréj-
kata, jesli wiadomo, ze tworza one ciag arytmetyczny.

Zadanie 6 (4 pkt)

Suma trzech liczb tworzacych ciag arytmetyczny jest rowna 12, a suma ich
kwadratow jest rowna 56. Wyznacz te liczby.

Zadanie 7 (5 pkt)

Dtugosci trzech krawedzi prostopadio$cianu wychodzacych :

z tego samego wierzchotka tworza cigg geometryczny. Prze- \L
|
L

katna prostopadlo$cianu ma dlugosé v/84 cm, a jego obje-
toéé jest réwna 64 cm?. Oblicz pole powierzchni catkowitej
tego prostopadloscianu. -

Zadanie 8 (5 pkt)
Suma pieciu poczatkowych wyrazow rosnacego ciagu arytmetycznego (an) jest

rowna 30 oraz as - ay = 11. Ile co najmniej poczatkowych wyrazow tego ciagu
trzeba dodaé, aby otrzymac sume wieksza od 1007

Zadanie 9 (4 pkt)

Suma trzech poczatkowych wyrazéw monotonicznego ciagu geometrycznego
jest rowna 13. Drugi wyraz jest o 5 mniejszy od réznicy miedzy trzecim i pierw-
szym wyrazem. Oblicz czwarty wyraz tego ciagu.
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4 Statystyka

Ponizsza tabela zawiera szacunkowe dane dotyczace liczebnosci populacji bo-
bra na terenie Polski w wybranych latach. Dane te pokazuja, ze od ostatniego
¢wieréwiecza XX wieku nastepuje ciagly przyrost populacji bobra w naszym
kraju.

Rok 1976 1980 = 1982 @ 1986 1992 1994 2003 2020
Liczebnos¢ =~ 500 1000 1800 = 3000 = 6000 = 7400 20660 137000

Na podstawie: Krajowy plan ochrony gatunku. Bébr europejski,
oprac. Andrzej Czech, Krakéw 2007; www.wody.gov.pl

W tym rozdziale poznajemy pojecia statystyczne zwiazane z analiza danych.
Wrykorzystuje sie je do opisu réznych zjawisk, takze przy podejmowaniu klu-
czowych decyzji gospodarczych i spolecznych.



4.1. Srednia arytmetyczna

Przykiad 1
W tabeli podano, ile punktéow zdobyli = 4 g 18 10 20 16 12
dwaj zawodnicy A i B w szesciu kolejnych
o R 24 (18| 4 | 0| 0 | 2
meczach koszykowki.
Srednia liczba punktéw zdobytych przez zawodnika A:

8+184+ 10420+ 16+ 12 — 14

6

Srednia liczba punktéw zdobytych przez zawodnika B:

244+ 184+44+0404+2 8
- b

Definicja

Srednig arytmetyczng n liczb: xy, z,, ..., x, nazywamy liczbe:

o et e e e i
T

T =

Zamiast ,$rednia arytmetyczna” bedziemy czasami pisa¢ krotko: ,Srednia”.

Cwiczenie 1

W tabeli podano oceny z wybranych przedmiotéw otrzymane przez troje
uczniow klasy III na koniec semestru. Oblicz Srednie ocen uzyskanych przez
Basie i Tomka (zauwaz, ze Tomek nie uczy sie jezyka francuskiego).

J. polski

J. angielski
J. francuski
Historia
Matematyka
Biologia
Fizyka
Chemia,
Geografia
Srednia ocen

WF

(W4
(@)
(&)
(W]
s
w
ot
.
=
fap

Agnieszka 6
Basia 2 1 2 3
Tomek b

B
|
t
JURNT
Lo W
=
=~ |
ST N
w | ot
ST

Cwiczenie 2

Wynagrodzenia miesieczne pracownikéw pewnej firmy wyniosty (w zlotych):
3300, 3250, 5500, 3350, 7500, 3300, 3000, 3100 i 2700. Ilu pracownikow tej
firmy otrzymalo wynagrodzenie ponizej $redniej?
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Cwiczenie 3
Oblicz $rednie arytmetyczne zestawow danych A, B i C. Sformuluj wniosek.

A=1{7,7,3,4,4,11}, B={17,17,13,14,14,21}, C = {27,27,23,24,24,31}

liczba dziewczat liczba chlopcow

Przyk{ad 2 IR F— e (23 E T ——
Na diagramach przedstawiono ze- [ |~ | T
stawienia ocen semestralnych z ma- 5 Jofosionc e 5 o
tCHlatykl W klaSiC III (Z pOdZialcm ;1 1 WU R ... 3 .....................................................
na dziewczeta i chlopcow). 9 9
Srednia ocen z matematyki w gru- e L1 L[] L _‘
pie dziewczaf: T23456 1234556

. _1-24+4-3+6-4+85+1-6 _ 84 _

Ta = 1+4+6+8+1 =50 = 42

Srednia ocen z matematyki w grupie chlopcéw:
- _21+33+2-4+1-5+26 _ 36 _
‘o 2+3+2+1+42 10

3,6

Srednia ocen z matematyki dla calej klasy mozemy obliczy¢, korzystajac z ob-
liczonych wezesniej srednich:
= _ 20074 +10-T, _ 844 36 _ 120 —4

T =
K 10 + 20 30 30

Zwr6é uwage na to, ze Ty nie jest rowne %T_‘_IC. Jak sadzisz, dlaczego?

Cwiczenie 4 liczba dziewczat liczba chlopcow

Na diagramach przedstawiono ze- 4 {4 o

stawienia ocen semestralnych z bio- | N o I,

logii w pewnej klasie (z podzialem
na dziewczqta 1 CthpCéW). OthZ 2 o — [ e — R, p—
srednie ocen z biologii dla grupy
dziewczat, grupy chltopcow oraz dla

calej klasy. 12345 6 123456
ocena ocena

Cwiczenie 5
a) Srednia arytmetyczna liczb: 1, s, ..., x5 jest réwna 16, a $rednia arytme-

tyczna liczb: x4, ..., x5 jest réwna 17. Oblicz x;.

b) Srednia arytmetyczna liczb: @1, xo, ..., 27 jest réwna 120, a érednia aryt-
metyczna liczb: xs, x4, ¢ jest réwna 100. Oblicz $rednia arytmetyczna liczb:
T1,T3,T5,T7.

4.1. Srednia arytmetyczna
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Zadania

1.

Klub zrzeszajacy dwunastu hodowcéw golebi podal, ze kazdy z jego czton-
kéw ma srednio 50 gotebi. Dane te okazaty sie nieaktualne, gdy jeden
z klubowiczow sprzedal potowe swoich golebi — ma ich teraz 36. Ile gotebi

éredni jedne A , ki scnie?
przypada $rednio na jednego cztonka klubu obecnie liczba uczniGw

mestralnych z geografii w dwudziestoosobowej klasie 4 |

Na diagramie przedstawiajacym zestawienie ocen se-

nie zaznaczono liczby ocen dobrych i dostatecznych. 3 | =
Przerysuj do zeszytu i uzupelnij diagram, jedli wia- 2 &
domo, ze $rednia ocen z geografii w tej klasie wynosi: L
a) 3,5, b) 3,25, «¢) 3,65. 123456

W pewnej firmie zatrudniajacej 15 pracownikéw Srednie miesieczne wyna-
grodzenie wynosi 3800 zt. Jakie bedzie drednie miesigezne wynagrodzenie,
jesli firma dodatkowo zatrudni:

a) stazyste z wynagrodzeniem miesiecznym 2200 zt,

b) trzech stazystéw, kazdego z wynagrodzeniem miesiecznym 2300 z1?
Srednie miesieczne wynagrodzenie w pewnej firmie zatrudniajacej 20 oséb

wynosito 3200 zt. Zatrudniono nowego pracownika. Ile zarabia ten pracow-
nik, jesli obecnie srednie miesieczne wynagrodzenie w firmie jest:

a) o 2% wyzsze niz poprzednio, b) o 1% nizsze niz poprzednio?
Na diagramie przedstawiono dane dotyczace miesiecznego wynagrodzenia

pracownikow banku (12000 zi zarabia dyrektor).

liczba pracownikéw

wynagrodzenie [z1]

3200
4200
4400
4800
5200
6000

(e
8
o
a) Tle wynosi $rednie miesieczne wynagrodzenie w tym banku?

b) Ile wynosi §rednie miesieczne wynagrodzenie 10 najlepiej zarabiajacych
pracownikow, a ile — 10 zarabiajacych najgorzej?

c) Jaka podwyzke otrzymal dyrektor, jesli wszyscy pozostali pracownicy
dostali po 400 zt podwyzki, a $rednie miesieczne wynagrodzenie wzrosto
o 10%?
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Czy wiesz, ze...

Srednia arytmetyczna jest ,wrazliwa” na
dane bardzo odbiegajace od pozostalych,
dlatego czasem obliczamy ja po odrzuceniu
z zestawu pewnej liczby danych najwiek-
szych 1 najmniejszych. Tak obliczona sred-
nia nosi nazwe Sredniej obcietej.

Srednia obcieta ma swoje zastosowania np.
w sporcie. Obliczenie ostateczne] oceny
w jezdzie figurowej na lodzie czy gimna-
styce sportowej polega na odrzuceniu dwoch
skrajnych ocen i obliczeniu $redniej obcietej

pozostatych.

6. Oblicz érednig podanego zestawu liczb oraz zestawu otrzymanego przez
usuniecie dwoch liezb skrajnych (najmniejszej i najwiekszej).
a) 0,2,3,4,6,9,9, 127 b) 11, 12, 12, 13, 15, 17, 82
7. Oblicz $rednia arytmetyczna zestawu liczb bedacych kolejnymi wyrazami
ciagu geometrycznego: 2, 2%, ..., 22 oraz zestawu otrzymanego przez usu-
niecie dwoéch liczb najmniejszych i dwoch liczb najwiekszych.
8. (Czy w zamieszczonym obok kwadracie mozna skresli¢ jesz- >1< T
cze jedna liczbe tak, aby $rednia arytmetyczna wszystkich
, . T ‘ 5 | 7 X
skreslonych liczb: _
_ 9(10{11]12
a) wzroslao 1,  b) zmalalao 1,  c¢) wzrosta o 333%7 13114115116
Powtdérzenie
9. W grupie 240 oséb przeprowadzono sondaz. 105 -
Kazdej osobie zadano pytanie: .Ile godzin > T
dziennie spedzasz, ogladajac seriale telewi-
zyjne?”. Wyniki sondazu przedstawiono na (
diagramie kolowym. Oblicz $rednia arytme- S
tyczna uzyskanych danych. ]
v v 15%
10. Oblicz z, jesli wiadomo, ze §rednia arytme-
tyczna podanego zestawu liczb jest réwna 4,5. 25%
a) 2,2,3,3,3,2,8,8 b) 0,1,1,1,2,2,z,2,13,15

4.1. Srednia arytmetyczna
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4.2. Mediana, skala centylowa i dominanta

Poza érednig arytmetyczna rozpatrujemy tez inne wielkosci stuzace do analizy
danych. Jedna z nich jest wartosé¢ srodkowa — mediana. Aby ja wyznaczyc¢,
porzadkujemy dane od wartosci najmniejszej do najwiekszej, na przyktad:
1,2, 2,[2], 5, 5, 6 — mediang jest liczba 2,

—3,-3,0,0,2,[7],9, 11, 13, 17, 18 — mediang jest liczba 7.

Mediana nieparzystej liczby danych jest warto$¢ srodkowa. W przypadku pa-
rzystej liczby danych mediang jest srednia arytmetyczna dwéch sasiednich
wartosci srodkowych, na przyklad:

1, 2, (3], [8], 9, 14 — mediana jest réwna 2£8 = 5,5.

Zauwaz, ze mediana dzieli dane na dwie réownoliczne grupy. Dane w jednej
grupie sa od niej mniejsze lub jej rowne, dane w drugiej — wieksze lub réwne.

Cwiczenie 1

Wyznacz mediane podanych liczb.

a) 1, 2, 3,10, 20 b) 6, 10, 11, 11, 20, 7 c) 18, 6, 4, 10, 5, 4
Cwiczenie 2

W stadninie zwazono wszystkie konie i otrzymano nastepujace wyniki (w ki-
logramach):

— ogiery: 530, 550, 550, 590, 565, 570, 560, 540;

— klacze: 490, 500, 510, 540, 505, 500.

Wyznacz mediany wagi: a) ogierdéw, b) klaczy, ¢) wszystkich koni w stadninie.

Cwiczenie 3
Rzucono 20 razy kostka. Na diagramie obok przedsta-  liczba wynikéw

wiono, ile razy otrzymano poszczegélne liczby oczek. 5
Wyznacz mediane uzyskanych wynikéw. Y — S I
. 3 .............. 5
Cwiczenie 4 ol L. |
Podaj przyklad pieciu liczb, ktérych mediana jest: L

a) wieksza od ich éredniej arytmetycznej, 1 2 3 4 5 6

b) mniejsza od ich éredniej arytmetycznej. liczba oczek

Cwiczenie 5

Srednia arytmetyczna zestawu liczb: 8, 6, 3, x, 8, z+4, 4, 6, 7, 8 jest réwna 7.
Ile wynosi mediana tego zestawu liczb?
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Aby wskaza¢ polozenie wybranej danej wzgledem innych danych, uzywa si¢
skali centylowej. Podajac centyl, ktéremu odpowiada liczba x (méwimy tez:
w ktérym miesci si¢ liczba x), okreslamy, jaki jest procent liczb mniejszych
lub réwnych tej liczbie.

Przyktad 1

W ponizszej tabeli podano, jakie wartosci centyli odpowiadajg poszcezegolnym
wynikom procentowym uzyskanym na egzaminie maturalnym z matematyki
na poziomie podstawowym przeprowadzonym w maju 2019 roku.

Wynik Wartosé Wynik Wartos¢ Wynik Wartosé
procentowy centyla procentowy centyla procentowy centyla
0 1 34 21 68 64
2 1 36 23 70 66
4 1 38 26 72 69
6 1 40 28 74 71
8 1 42 30 76 74
10 2 44 33 78 76
12 3 46 35 80 78
14 4 48 38 82 80
16 5 50 40 84 82
18 it 52 43 86 85
20 8 54 45 88 87
22 10 56 48 90 89
24 12 58 51 92 91
26 L3 60 03 94 93
28 15 62 o6 96 96
30 17 64 58 98 98
32 19 66 61 100 100

) ) o Zrédlo: https:/ /cke.gov.pl
Z tabeli mozna odczytaé, ze:

o Jesli maturzysta uzyskal na egzaminie 30% punktéw mozliwych do zdobycia,
to wynik ten odpowiada 17. centylowi, co oznacza, ze 17% maturzystéw pod-
chodzacych do tego egzaminu uzyskato wynik nizszy lub taki sam, natomiast
83% maturzystoéw uzyskato wynik wyzszy.

o Jesli maturzysta uzyskal na egzaminie 70% mozliwych do zdobycia punktéw,
to wynik ten odpowiada 66. centylowi, co oznacza, ze 66% maturzystéw pod-
chodzacych do tego egzaminu uzyskato wynik nizszy lub taki sam, natomiast
34% maturzystéw uzyskalo wynik wyzszy.

4.2. Mediana, skala centylowa i dominanta
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Cwiczenie 6

a) Ile procent maturzystéw podchodzacych do egzaminu maturalnego z mate-
matyki podstawowej w maju 2019 roku uzyskato wynik lepszy od maturzysty,
ktéry zdobyl na tym egzaminie 50% punktow?

b) Jaki procentowy wynik z egzaminu maturalnego z matematyki podstawo-
wej w maju 2019 roku odpowiada 40. centylowi, a jaki — 80. centylowi wynikow

egzaminu?

E 190 cd7
Przykiad 2 5 e 4 ¢c90
Przedstawiona obok siatka jest siatka centy- % 475
lowa wzrostu chlopcéw w wieku 11-18 lat. § 180 = = 50

Zaznaczone linie opisuja centyle: 3, 10, 25,
50, 75, 90 i 97.

« W wieku 13 lat chlopiec o wzroscie 160 cm
miedci sie w 50. centylu.

25
— c10
A 3

e W wieku 16 lat chlopiec o wzroscie wigk-

szym (lub réwnym) od 75% swoich réwiedni-
kéw mierzy ponad 180 cm.

Cwiczenie 7
a) Czternastoletni chlopiec ma 167 cm
wzrostu. W ktérym centylu miedci sie jego

e B
WZIOSt 11 12 13 14 15 16 17 18
wiek w latach

b) Siedemnastolatek ma 186 cm wzrostu. Tle . )
Siatka centylowa wzrostu chtopcéw

w wieku 11-18 lat
szych? Zrodlo: http://www.czd.pl

procent jego rowniesnikéw jest od niego wyz-

Kolejna wielkoscig przydatna podczas analizy danych jest dominanta — war-
tosé, ktora wystepuje wéréd danych najezedciej (dominanta bywa réwniez na-
zywana warto$cia modalng lub moda).

Na przyktad dla liczb: 1, 1, 2, 2, 2. 3, 5, 5, 6 dominanta jest liczba 2.

Jesli w zestawie danych kilka liczb wystepuje z ta sama, najwyzsza czestoscia.
to przyjmujemy, ze kazda z tych liczb jest dominanta. Jezeli natomiast wszyst-
kie liczby wystepuja tak samo czesto, to przyjmujemy, ze nie ma dominanty.

Cwiczenie 8
Sprzedawca zanotowal rozmiary butéw meskich, ktore sprzedal pewnego dnia:
42, 44, 41, 42, 43, 42, 44, 42, 45, 43, 45, 46. Wyznacz mediane i dominante
tych danych. Ktory rozmiar butéw byt kupowany najczesciej?
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Cwiczenie 9

Nauczyciel biologii zrobit zestawie-

. iy . Ocena
nie wynikéw trzech sprawdzianow

przeprowadzonych w dwudziesto- Liczba ocen

osobowej klasie (tabela obok). Po

112 3

4 5 6

4110 23| 2 19 2

kolejnym sprawdzianie dopisal do niego nowe oceny. Wyznacz dominante i me-
diane ocen w nowym zestawieniu, jesli wiadomo, ze z tego sprawdzianu:

a) wszyscy uczniowie otrzymali ocene dobra,

b) polowa uczniéw otrzymala ocen¢ bardzo dobra, a pozostali — niedosta-

teczna.

Zadania

1. Oznaczmy przez =, M 1 D odpowiednio $rednia arytmetyczna, mediane
1 dominante zestawu liczb: 1, 2, 3, 4, ¢, 2, 3, 4, 4, 4. Oblicz ¢, jesli:

a) T =D, b) T=M.

2. Kazda z oséb A, B, C, D, E, I wykonala seri¢ rzutow kostka. Na diagra-
mach przedstawiono, ile razy wypadly poszczegolne liczby oczek w seriach.

Wyznacz mediane, dominante i $rednia arytmetyczna liczb oczek wyrzu-

conych w kazdej serii.

liczba A liczba B
rzutéw rzutow
5 ...................................................... 5 i
4 4 .........................
2 ....... FERUIPYT) Enanmay) ) T (e 2 ...............................
1 1 ................ _|
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
liczba oczek liczba oczek
liczba D liczba E
rzutow rzutow
6 .................................. 6 ...................................................
5 ................................... 5 ......................................................
4 .......................................... 4 ..................................................
3 e ‘3 ...............
2 ......................... 2 ...................
1 ........ 1 _|
1 2 3 4 5 6 1 2 3 45 6
liczba oczek liczba oczek

liczba

rzutéw

1 2 3 45 6

liczba oczek

1 2 3 45 6

liczba oczek

4.2. Mediana, skala centylowa i dominanta
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3. Kazdaz os6b A, B, C' wykonata seri¢ rzutéw kostka. Na diagramach przed-
stawiono, ile razy wypadly poszczegdlne liczby oczek w seriach. Wyznacz

mediane, dominante i Srednia arytmetyczng liczb oczek wyrzuconych tgcz-

nie przez osoby: a) Ai B, b) AiC, ¢) BiC.

liczba
rzutow

1 2

Czy wiesz, ze...

3 4

2

6

liczba oczek

liczba
rzutow

1 2 3

4 5

6

liczba oczek

liczba
rzutow

6

(=4

4

5

1 2 3

4 5 6

liczba oczek

W niektérych zagadnieniach (np. w kryptografii) wykorzystuje si¢ liczby

losowe. Liczby te mozna wygenerowad za pomoca programu komputero-
wego lub mozna skorzystaé¢ z odpowiednich tablic. Ponizej podano osiem
wierszy tablicy liczb losowych, w ktorej wystepuja liczby od 0 do 9 odpo-
wiednio pogrupowane.

46016
89311
09006
84642
88645
75815
37019
01324

s fe

24742
86439
57476
87958
63989
34604
94048
69795

21311
32128
64080
96983
45783
83791
44462
95403

88342
17700
47646
80086
33657
91421
48948
20891

67778
90725
68020
19451
54733
09176
29999
89075

20741
01936
32924
53725
68580
49317
19107
82476

26755
23678
68500
82606
97232
17045
51184
02147

55382
54622
81779
54516
98073
79972
89352
19961

96777
27342
17120
62617
27454
65081
00122
84203

06729
96439
o784
67000
36174
32075
07222
02724

4. Wykonano diagram dla liczb z pierwszego wiersza powyzszej tablicy liczb

losowych.

a) Obliez ich $rednig arytmetyczna oraz

mediane. Ktéremu centylowi odpowiada

liczba 2, a ktéremu liczba 77

b) Wykonaj analogiczny diagram dla

liczb z drugiego wiersza tablicy. Wyznacz

ich érednig arytmetyczna, mediane i do-

minante. Ktéremu centylowi odpowiada

liczba 37
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5. Ponizej przedstawiono tabele zawierajaca skale centylowa wynikéw egza-
minu maturalnego z historii (poziom rozszerzony, maj 2019 roku).

Wynik Wartosé Wiynik Wartosé Wiynik Wartosé
procentowy centyla procentowy centyla procentowy centyla

0 1 34 53 68 90
2 2 36 o6 70 |
4 3 38 59 72 92
6 6 40 62 74 93
8 10 42 65 76 95
10 13 REt 67 78 95
12 17 46 69 80 96
14 20 48 71 82 97
16 24 50 74 84 98
18 27 52 76 86 98
20 31 o4 78 88 99
22 34 o6 80 90 99
24 38 58 82 92 99
26 41 60 84 94 99
28 44 62 85 96 100
30 47 64 87 98 100
32 o0 66 38 100 100

Zrédlo: https://cke.gov.pl
a) Jaki wynik procentowy gwarantowal znalezienie sie w gronie 16% ma-
turzystow, ktoérzy uzyskali najlepsze wyniki na tym egzaminie?
b) Wynik procentowy pewnego maturzysty réwny jest medianie wynikow
egzaminu, a wynik jego kolegi odpowiada 80. centylowi. O ile punktéow
procentowych réznig si¢ ich wyniki z tego egzaminu?

Powtorzenie

6. W klasie Marty 10% uczniéw otrzymalo ze sprawdzianu ocene bardzo do-
bra, a pozostali uzyskali ocene dobra albo dostateczna. Srednia wszystkich
ocen wyniosta 3,6. Wyznacz mediane i dominante ocen z tego sprawdzianu.

7. Znajdz taka liczbe calkowita x, aby ponizszy zestaw danych mial tylko
jedna dominante i aby byla ona réwna jego sredniej arytmetyczne;j.
a) 4,x,2,5,4,4,5,12,6,5,3 b) 1,2,22,1,6,9,1,6,9,6,9

8. Skorzystaj z tabeli zamieszczonej przy zadaniu 5. i podaj, ile procent matu-
rzystow podchodzacych do egzaminu z historii w maju 2019 roku uzyskalo
wynik lepszy od maturzysty, ktéry zdobyl na tym egzaminie 68% punktow.
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4.3. Odchylenie standardowe

Przyktad 1

W dwd6ceh dziesiecioosobowych grupach studentéw przeprowadzono ten sam
egzamin oceniany w skali 0-220 punktéw. Wyniki otrzymane w grupach A
i B przedstawiono na diagramach.

GRUPA A GRUPA B
liczba punktow liczba punktéw
220 ......... ..... H ......... e ......... ...... 220 ....... ......... .......... s H ........ g . ....... ‘
200 it S — 200 [ —
180 180 [
160 |- 160 |-
140 140
120 120
100 100 :
80 |- 80 |-
60 |-~ 60 |-
40 40 |-
20 : : : : : : : : i 20 0 : : : : : : :
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
osoba osoba
Wyniki w grupie A: 60, 70, 80, 82, 110, Wyniki w grupie B: 10, 20, 30, 82,
145, 145, 156, 162, 170 110, 145, 145, 206, 212, 220

Obydwa zestawy danych maja érednia arytmetyczna rowna 118, mediang —
127,5 oraz dominante — 145. Jednak rozproszenie wynikéw w grupie B jest
znacznie wicksze niz w grupie A. Jako miare rozproszenia danych wokét ich
Sredniej przyjmuje sie odchylenie standardowe.

Definicja
Wariancja liczb: z, zs, ..., z, nazywamy liczbe:

(@1-%)% + (22-F)° + ... +(zn—T)?
mn
gdzie T jest $rednia arytmetyczna liczb: x{, 2o, ..., x,.

Odchyleniem standardowym liczb: x,,x,, ..., z, nazywamy liczbe o okre-
slona za pomoca wzoru:

o — \/(:cl—“:i:*)2 + {mQ—‘ff + ...+ (zn—T)*

Uwaga. Wariancja jest réwna o2 i jest w ten sposéb oznaczana.
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Przykiad 2
Oblicz wariancje i odchylenie standardowe danych: 4, 9, 11, 13, 13.

Obliczamy $rednia i wariancje:

4+9+115+ 13+13 _ 4

2 2 2 2 2

o2 _ (4-10?4(9-10) +(11—150) +(13-10)24(13-10)% _ % _ 112
Zatem odchylenie standardowe ¢ = /11,2 ~ 3,35.

T —

Cwiczenie 1

Oblicz wariancje i odchylenie standardowe danych:

a) 4,5,6,7,8; b) 3, 6, 6, 6, 9; c) 8,12, 13, 13, 14.

Klasa A Klasa B
Przyk{ad 3 liczba uczniow liczba uczniow
Na diagramach przedstawiono oceny seme- 7~ e o B R v B o R
stralne z muzyki w dwoch dwudziestooso- ‘3 """""" T . (3 B
bowych klasach. Srednia ocen w obu kla- Z B M

sach jest rowna 4. Pokaz, ze odchylenie

3 e 3 3 .. ...
standardowe ocen jest wieksze w klasie A. 2 —‘|7 P O O e

1 . e 1 . .
Obliczajac wariancje w klasie A, wykorzy-
. L S 123456 123456
stujemy pogrupowanie danych: ocena ocena
9 7-(2-4)243.(3-4)%43 - (5—4)%2+7- (6—4)2 62
4= 20 =320 = !

Odchylenie standardowe o4 = /3,1 =~ 1,76.

Analogicznie obliczamy wariancje w klasie B:

o2 — 3 (24247 (3-4)°47 (5443 (6-4)> _ 38 _
B = 20 20

Odchylenie standardowe o = /1.9 &~ 1,38. Zatem o, > op.

1,9

Cwiczenie 2

Sprawdz, dla ktérego zestawu danych, A czy B, odchylenie standardowe jest
wieksze.

A:1,1,1,2,2,3,4,4,5,5,5 B:1,2,2,3,3,3,4,4,5

Cwiczenie 3
Oblicz odchylenia standardowe zestawow liczb A i B. Sformutuj wniosek.
A:1,2,2,3,3,3,4,4,4,4 B:11,12,12,13,13, 13, 14, 14, 14, 14
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Cwiczenie 4

Dane sa zbiory: X = {1,-1,2,-2,3,-3} i Y = {10, -10, 20, —20, 30, —30}.
Ile razy odchylenie standardowe liczb ze zbioru Y jest wieksze od odchylenia
standardowego liczb ze zbioru X7

Cwiczenie 5
W tabeli przedstawiono dane dotyczace miesigcznego wynagrodzenia w dwdch
firmach. Oblicz wariancje oraz odchylenie standardowe wynagrodzen w fir-

mie X 1w firmie Y.
Firma X Firma Y

Liczba pracownikow 2 16 2 16 2 2
Wynagrodzenie [z1] 3000 3500 4000 = 3000 = 5000 6000

Uwaga. Odchylenie standardowe jest wyrazane w tej samej jednostce co analizowane
dane, a wariancja — w tej jednostce podniesionej do kwadratu.

Wariancje liczb mozna rowniez obliczy¢, korzystajac z podanego nizej wzoru.

Wariancja liczb: z,, s, ..., x,, ktérych srednia arytmetyczna jest rowna T,
wyraza sl za pomocg wWzoru:
2 TitE+...+3;
—

n

- (@)’

Przyktad 4
Oblicz wariancje i odchylenie standardowe danych: 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 4.

Obliczamy $rednia arytmetyczna, a nastepnie wariancje:

j_4-1+3-2+2-3+1-4 _ 4+6+6+4 _@_2
44+3+2+1 10 10
2 2 2 2 2 2 2
2:$1+$2+...+I10__2:4-1 +32 +23 +14 _ 2:
o 10 (7) 10 2
4412418416 _ 50
a 10 4_10 =1

Wariancja: o2 = 1, odchylenie standardowe: o = /1 = 1.

Cwiczenie 6

W pewnej firmie analizowano staz pracy pracownikéw — dane zestawiono w ta-
beli. Oblicz $redni staz pracy pracownikoéw tej firmy oraz wariancje i odchy-
lenie standardowe.

Staz pracy w latach 1 2 3 4 5 6 T8 |9 |10
Liczba pracownikéw 6 5 3 2 4 2 3 2 0 1
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Zadania

Oblicz srednig arytmetyczna, wariancje i odchylenie standardowe danych:
a) 5,5, 3, 5, 5, 5; c) 3,3,3,7,7, 7T, e) 2,2,6,6,7,7,7,8,9;
b) 4, 4, 4, 6, 6, 6; d) 3,4,5,5,6, T, f) 4,5,9,9,9,9,9, 10.

Przed rozpoczeciem zawoddéw sumo zwazono szesciu zawodnikéw i otrzy-
mano nastepujace wyniki (w kilogramach): 170, 190, 160, 170, 180, 150.
Oblicz érednig arytmetyczna, wariancje i odchylenie standardowe otrzy-
manych danych.

Kazda z os6b A, B, C' wykonala serie rzutéw kostka. Na diagramach przed-
stawiono, ile razy wypadly poszczegolne liczby oczek w seriach. Oblicz
odchylenie standardowe liczb oczek wyrzuconych w kazdej serii.

liczba A liczba B liczba O

rzutéw rzutow rzutéw
2 .............. S E—— 2 ........... - | 2 ........ e —— e
1 FUDIRIN T— 1 N e (— SRR — _| l ,,,,,,,, SO [F—
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
liczba oczek liczba oczek liczba oczek

Na diagramach ponizej przedstawiono dane dotyczace wzrostu (w centy-
metrach) zawodniczek dwoch szkolnych druzyn pitki recznej A i B (lacznie
z rezerwowymi). Oblicz odchylenia standardowe dla kazdej druzyny oraz
dla obu druzyn razem.

liczba zawodniczek A liczba zawodniczek B
3 ................................................................................................... 3 .................................................................................................
2 ............................................................................ 2 .................................................................................................
| I_I_I_l ................. |_. _| 1 | | | I ................ |_|

170 172 174 176 178 180 170 172 174 176 178 180

WZT0ost WZIost

Na diagramie przedstawiono zestawienie ocen seme- liczba uczniow

stralnych z fizyki w klasie ITIc. S I
a) Oblicz odchylenie standardowe tych ocen. g e
b) Tlu uczniéw otrzymalto ocene rézniaca sie od $red- g .
niej ocen o mniej niz odchylenie standardowe? 2 S

c¢) Ilu uczniéw otrzymalo ocene mieszczaca sie w prze- : 12 3 453
dziale (T — 2037 + 20)7 ocena

4.3. Odchylenie standardowe
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6. Sprawdzian ze statystyki przeprowadzony w klasie IITa byl punktowany
w skali od 0 do 20 punktéw. Jego wyniki przedstawiono na ponizszym
diagramie.

liczba uczniow

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
liczba punktéw

a) Ilu uczniéw otrzymalo wynik spoza przedziatu (7 — 037 + 0)?
b) Czy ktérys uczen otrzymal wynik spoza przedzialu (T — 3037 + 30)7
7. Rozpatrzmy dane: x1, s, ...,2, o Sredniej arytmetycznej =, medianie M,

dominancie D i odchyleniu standardowym . Wyznacz $rednia arytme-
tyczna, mediane, dominante i odchylenie standardowe danych:

a) 1+ 2,20+ 2,...,2, + 2, b) 2xy,2xs, ..., 2%,.

Powtodrzenie

8. Grupe dziesieciorga uczniow zapytano o to, ile minut kazdy z nich jedzie do
szkoty. Dziewczeta podaly odpowiedzi: 60, 30, 20, 10, natomiast chtopcy:
30, 35, 20, 35, 25, 35. Oblicz sredni czas dojazdu oraz wariancje i odchylenie
standardowe dla:

a) grupy dziewczat,
b) grupy chlopcow,
c¢) calej dziesiecioosobowej grupy.

9. Wykonano serie 60 rzutéow kostka. Na diagramie przedstawiono otrzymane
wyniki. Oblicz ich wariancje i odchylenie standardowe.

a) 5% 5% b)

20% 61 20% 30%

: 10%

25% 25%
10% 10%
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Korelacja

O dodatniej korelacji miedzy dwiema zmiennymi w statystyce

moéwimy, gdy wzrost jednej z nich powiazany jest ze wzrostem drugiej.

Na przyklad zbierajac dane dotyczace czasu spedzonego na bieganiu i liczby
spalonych kalorii, mozemy oczekiwa¢ dodatniej korelacji tych danych.

Aby zmierzy¢ korelacje miedzy zmiennymi x i y na podstawie par danych: (x;, y4),
(X5, ¥s), -+ (X,,, ¥,), KtOrych Srednie arytmetyczne wynosza odpowiednio x i y, oblicza sie
wspotczynnik korelacji r Pearsona [czyt. pirsona]:

X =X) (1= ¥) + o= X) (Yo~ ) +

-t (Xn—)_()(yn—y)

I —

V=X + (=X + ot (6= X)2 =Y+ (o= V)P 4t (Y= Y

Wartos¢ tego wspotczynnika dla korelacji dodatnich jest liczbg z przedziatu (0; 1).

Ponizsze wykresy przedstawiaja zestawy danych o silnej, stabej i zerowej korelaciji.

A
O &

o &

O oo0
0

a

>

silna korelacja dodatnia,
r=09

A

>

staba korelacja dodatnia,
r=0,4

A

00

>

korelacja zerowa,
r=0

E} W tabeli zestawiono informacje o wzroscie (x, w cm) i masie

ciata (y, w kg) 10 osob. Oblicz wspétczynnik korelacji dla tych
danych.

X ’167 169 172 174 175 176 177 178 180 184
‘y‘SQ 67 74 70 70 74 78 76 82 80




Warto wiedzieé

Inne miary rozrzutu danych
Miarg rozrzutu danych jest réwniez rozstep, czyli réznica miedzy najwieksza

1 najmniejsza z danych liczb.

1. W ponizszej tabeli podano wyniki pomiaréw temperatury powietrza (w °C)
przeprowadzonych w ciagu czterech kolejnych dni listopada.

Tt Godzina| g 8 10 12 14 16 18 20
13 listopada —4 —2 —1 0 3 5 4 3
14 listopada —1 0 1 3 5 5 2 1
15 listopada 2 3 6 9 11 10 9 6
16 listopada 4 6 8 10 10 8 6 4

Oblicz rozstep i odchylenie standardowe:
a) wynikéw uzyskanych kazdego dnia,

b) wszystkich wynikéw uzyskanych w ciagu czterech dni.

2. Zbierz dane dotyczace wzrostu uczniow w twojej klasie. Oblicz rozstep
i odchylenie standardowe tych danych.

Jako miary rozrzutu danych uzywa sie tez odchylenia przecietnego.

Odchyleniem przecietnym (bezwzglednym) liczb: x,, x5, ...,x, o Sredniej
arytmetycznej ¥ nazywamy liczbe okreslong za pomoca wzoru:
|lz1 —F|+ |z2 —Z|+ ... + |z0n — T
mn

d =

Odchylenia przecietnego uzywal Pierre Simon de Laplace [czyt. pier sima de
laplas] (1749-1827).

3. Sprawdz, czy odchylenie przecietne dla podanych liczb jest mniejsze, réwne
czy wieksze od odchylenia standardowego.
a) 5,10 b) 2, 4, 6, 12 c) 2,4,6,8,15 leiczba rzutow

4. Na diagramie obok przedstawiono, ile razy wy- 3 e
padly poszczegdlne liczby oczek podcezas serii 2 B
rzutéw kostka. Oblicz érednia arytmetyczna, 1 [

odchylenie standardowe i odchylenie przecietne 1 2 3 4 5 6
tych danych. liczba oczek
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4.4. Srednia wazona

Przyktad 1

Podczas egzaminu z jezyka obcego wypowiedZz studenta oceniano w dwdch
kategoriach: z; — ocena za umiejetnos¢ komunikacji, x5 — ocena za poprawnosé
gramatyczna. Ostateczna oceng z egzaminu ustalano, korzystajac ze wzoru:

3x1 + 22
3+1

W ten sposéb zwiekszono znaczenie (wage) oceny za umiejetnosé komunikacji
w stosunku do oceny za poprawnos¢ gramatyczna. W tabeli podano oceny,
ktére otrzymali Agata, Marek i Tomek.

1 o 3—5'"’1%2 Ocena z egzaminu
3:5+3 _ 18
Agata 5 3 = =3 4,5
3.642 _ 20
Marek 6 2 4+ = 9,0
3345 _ 14 ‘
Tomek 3 5 40 = L2 3.5

W powyzszym przykladzie obliczyliSmy $rednia wazona.
Definicja

Srednig wazona liczb: 1,2, ...,z z odpowiadajacymi im wagami:
N1, Mo, ..., Ny, bedacymi liczbami dodatnimi, okreslamy wzorem:
(TN 5 | S L] S e e i
] +n2—+ ...+ 0

Ty =

Cwiczenie 1
Oblicz $rednia wazona liczb £y =4 i x5 = 6 z podanymi wagami.
a)n, =3, ns =1 b)ny=1mny=1 ¢c) ny =05, n,=0,5

Zauwaz, ze jesli wszystkie wagi sa rowne, to srednia wazona liczb jest réwna
ich éredniej arytmetycznej.

Cwiczenie 2
Oblicz érednia wazona liczb z podanymi wagami.

3) | Liczba 6 | 9 12 | 8 b) [Licba| 7 | 3 | 4 | 5
Waga 2 1 3 4 Waga 0,2 03 | 0,5 04

4.4. Srednia wazona
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Cwiczenie 3

Uczestnikom kursu jezyka angielskiego wystawiono oceny za cztery umiejet-
nosci: x; — za rozumienie ze stuchu, x> — za rozumienie tekstu pisanego, x3 —
za wypowiedzi pisemne, x, — za wypowiedzi ustne. Aby wystawié¢ ocene kon-
cowa, postanowiono obliczy¢ érednia wazona z nastepujacymi wagami: n, = 1,
ng =2, n3 =4, ng = 3.

ry i) X3 T4 Ocena koncowa
Asia, 4 5 3 4 3,8
Basia 6 5 2 4 7
Kasia 2 6 5 4 ?

a) Oblicz konicowe oceny Basi i Kasi.

b) Czy gdyby przyjeto n, = 4, a pozostale wagi zostawiono bez zmian, to
Basia miataby wyzsza ocene konicowa od swoich kolezanek?

Przyktad 2
Oblicz rednia arytmetyczna liczb:
2,2,2,2,22.222222°777°71790909

Sprawdzamy, ile razy wystapita kazda = Liczba z; 2 719

liczb 2, 7, 9, st ie oblic . .
% 108D &, 5 9y & HASICPIIE ODUCZAIMY | Ticzba wystapienn; 12 5 3
sredniag arytmetyczna:

ni1ri1 + n2xo + n3xrs 12-24+5-74+3-9 86 43
ni + no + ng N 20 20 7

Zauwaz, ze Srednia arytmetyczna podanego zestawu danych jest srednia wa-
zona liczb 2, 7, 9 z wagami réwnymi liczbie wystapien tych liczb.

Cwiczenie 4
W pewnej grupie studentow zebrano dane dotyczace wysokosci otrzymywa-
nego stypendium i przedstawiono je w tabeli.

x; — wysokos¢ stypendium [z1] 0 300 600 800
n,; — liczba studentow 20 10 @ 15 5

a) Oblicz $rednig wysokosé stypendium przypadajaca na jednego studenta.
b) Studentom, ktérzy do tej pory nie otrzymywali stypendium, postanowiono

wyptacaé je w wysokosci 250 zl. Ile obecnie wyniesie srednia wysokosé sty-
pendium?
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Zadania

1. K’onkurs :_sklada, sie z C?terech eta- Etap I T I IV
péw ocenianych w skali od 0 do 10 z
punktéw. W tabeli podano liczby Waga | 0,2 10,8 0406
punktéw, ktoére zdobyli finalisci. Adam @ 10 5t 8
Ostateczny wynik jest srednia wa- Maek | 5 8 6 7
zona. Ktéry zawodnik wygrat kon- g
Piotr 9 4 10 8
kurs?
2. Dane sa liczby xy, 2o, 23 1 x4. Sprawdz, czy w przyktadach A i B $rednia
wazona jest taka sama.
Liczba 1 X2 | T3 | T4 Liczba *1 T2 | T3 24
Waga 3 2 5 2 Waga 06 04 1 04
3. Oblicz t, jesli srednia wazona danych liczb jest rowna 6,5.
a) [Liczba| ¢ | 4 | 8 b) [Liczbal 15 | 9 | 3
Waga 0,3 03 09 Waga 2 3 t
4. Oblicz w, jesli srednia wazona danych liczb jest rowna 5.
3) |Liczba 3 | 9 | w b) | Liczbal 10 | 8 | 6 | 2
Waga 0,7 03 0,1 Waga w 3 5 8
5. Ocena semestralna z matematyki jest srednia wazona ocen z wagami po-
danymi w tabeli. Tomek otrzymal nastepujace oceny:
— prace d 01,1, 1 :
prace OI_HOWG o Kategoria Waga
— kartkowki: 3, 1, 2,
~ klaséwki: 3, 6, 6. praca domowa 1
Dla jakiej wartosci n $rednia wazona  kartkowka 2
; 3 jes OW . ?
tych ocen jest réwna: a) 3, b) 4’ Klaséwka -
Powtorzenie
6. Oblicz srednia wazona liczb z podanymi wagami.
3) [Liczba| 11 | 12 [ 13 b) [Liczba| 3 | 5 [ 8 | 11
Waga 0,1 0,3 06 Waga 0,8 01| 04 0,3

4.4. Srednia wazona
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4.5. Zagadnienia uzupetniajace

M Rozktad normalny

Przy analizie wielu zjawisk, gdy mamy do dyspozycji duza liczbe danych,
diagram, za pomoca ktorego je porzadkujemy, czesto ma taki ksztalt jak
na rysunku ponizej:

np. =
liczba - .

ludzi Jr‘r"/ *‘\
i 1 ﬁh-!*

| = np. wzrost

Zdarza sie to m.in. wéwczas, gdy porzadkujemy takie dane, jak wzrost

i waga ludzi czy dlugosé lisci okreslonego drzewa. Taki rozktad danych
nosi nazwe rozkladu normalnego. Krzywa (zaznaczona na rysunku kolorem
czerwonym) jest nazywana krzywa Gaussa. Jest ona symetryczna wzgle-
dem prostej pionowej poprowadzonej przez Srednia arytmetyczna danych.
Jesli rozklad danych jest rozkladem normalnym, to okolo 68,3% danych
rozni sie od $redniej o mniej niz odchylenie standardowe o, a okolo 95,6%
danych rézni sie od Sredniej o mniej niz 20. Regula trzech sigm mowi, ze
do przedziatu (T — 30; T + 30) nalezy okoto 99,7% danych.

| 34,15%

13,65%.
T — 30 T — 20 T—o0

34,15% |
113,65%

|
I
|
|
|
|
T T+ o T+ 20 T+ 30

1. Przyjmijmy, ze wyniki testu IQ przeprowadzonego w grupie 500 oséb maja
rozktad normalny ze srednia T = 100 i odchyleniem standardowym o = 15.
Oszacuj, ile 0s6b z tej grupy uzyskato wynik testu:

a) miedzy 85 a 115, b) wiekszy od 115, c¢) wigkszy od 130.

2. Zebrano dane dotyczace wzrostu 200 uczniéw liceum sportowego. Maja
one rozklad normalny o $redniej T = 177 cm i odchyleniu standardowym
o = 6 cm. Oszacuj, ilu uczniéw ma wzrost powyzej 171 cm.

3. Zaréwki produkowane przez pewna firme przepalaja sie $rednio po 2000
godzin. Przyjmujac, ze zebrane dane maja rozktad normalny, oszacuj, ile
zarowek z partii liczace) 20000 sztuk przepali sie przed uptywem 1400
godzin, a ile przed uplywem 1100 godzin, jezeli odchylenie standardowe
o = 300 godzin.
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Zestawy powtdrzeniowe

W Zestaw |

1. Oblicz srednia arytmetyczna, mediane i dominante danych liczb.
a) 5,4,3,2,4,3,5,4 c) 88,1,3,4,6,1,6,8
b) 9,12,9,12, 7,9, 94, 8, 20 d) 4, 16, 13, 5, 7, 16, 15, 4

2. Studenci matematyki zdawali egzamin w dwoch grupach. W tabeli podano
liczby poszczegblnych ocen, jakie otrzymali. Oblicz Srednia ocen z egza-
minu dla kazdej grupy.

Ocena 2 3 | 35| 4 |45 b
Grupa 1 3 6 5 3 3 2
Grupa II 0 3 4 6 4 3

3. W ciagu kolejnych siedmiu dni szkolnego rajdu rowerowego przebyto trasy
dhugosci: 26 km, 34 km, 40 km, 44 km, 45 km, 37 km, 26 km. Oblicz érednia
dlugosé trasy przebytej jednego dnia oraz odchylenie standardowe.

4. Wagi urodzeniowe szesciu noworodkéw urodzonych jednego dnia na od-
dziale pewnego szpitala byly réwne (w gramach): 3500, 3100, 2850, 3300,
3550, 4700. Oblicz $rednia wage noworodkéw oraz odchylenie standardowe.

5. W klasach Illa oraz IIIb pewnej szkoly przeprowadzono ankiete. Kazdy
uczen odpowiedzial na pytanie: ,Ile godzin dziennie ogladasz telewizje?”.
Wiyniki ankiety przedstawiono na ponizszych diagramach. Oblicz $rednia
arytmetyczna, mediane i dominante zebranych danych dla kazdej klasy
oraz dla obu klas razem.

II1a I1Tb
liczba uczniéw liczba ucznidéw
8 ey 8
7 o I —— wives [ s v v v e — 7 | A AT SR TR Y 13 RIS m—
6 | e —— e 6 e
5 . L ———— 5 e e —
3 b Ll el b 3 Jomeee—— L e
[ ]
05 1 2 3 35 05 1 15 2 25
czas [h] czas [h]
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6. Oblicz érednia wazona liczb z podanymi wagami.

3) [Liczba| 2 | 9 | 6 | 8 b) [Liczba| 5 | 10 | 12 | 20
Waga 5 1 2 3 Waga 0,111 03 0,5

7. Ocena roczna jest $rednig wazona (za- )
. o ) Uczen A/ B C D FE
okraglona do liczby caltkowitej) ocen:
za pierwszy semestr z waga 0,4 i za JIsemestr 5 6 3 2 5
drugi semestr z waga 0,6. Jakie oceny

. . ’ ITsemestr 6 5 5 5 2
roczne otrzymali uczniowie, ktérych

oceny semestralne podano w tabeli?

W Zestaw |l

1. Srednia arytmetyczna liczb: a, b, ¢, d jest réwna 8. Ktére z ponizszych zdan
s prawdziwe?
A. Srednia arytmetyczna liczb: a,b, ¢, d,0 jest réwna 8.
B. Srednia arytmetyczna liczb: a, b, ¢, d, 13 jest réwna 9.

C. Srednia arytmetyczna liczb: a,a,b,b,c, c,d,d jest réwna 16.

2. Na ponizszym diagramie przedstawiono dane dotyczace wzrostu dziewczat
i chtopcéw w pewnej klasie liceum.

liczba uczniéw

2 ................................................................................................................... Th ——— 8] s i s i o £ A s

N FH __________________________________ H‘ ____________________________________ | . H __________________________ |
1 1 S i A ]
160 161 162 163 164 165 166 167 168 169 170 171 172 173

wzrost [cm]

[[] chtopcy [] dziewczeta

a) Ile dziewczat ma wzrost wiekszy niz sredni wzrost w grupie dziewczat?
b) Ilu chlopeéw ma wzrost wiekszy niz sredni
wzrost wszystkich uczniow w klasie?

5% 10%

3. Na diagramie kolowym podano procentowy
rozklad ocen semestralnych z matematyki
w pewnej szkole. Oblicz $rednia ocen z ma-

tematyki w tej szkole. Ile wynosi odchylenie

standardowe przedstawionych danych?
40%
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4. Grupie uczniéw zadano pytanie: ,lle godzin 10%
dziennie poswiecasz na czytanie ksiazek?”.
Wiyniki ankiety przedstawiono na zamieszczo- — 20%

40%

nym obok diagramie. Oblicz wariancje i od-
chylenie standardowe tych wynikéw.

5. a) Srednia arytmetyczna liczb: 2, 1, 5, a, 4, 1
jest réwna ich wariancji. Oblicz a. 30%
b) Srednia arytmetyczna liczb: 7, 3, x, y, 8, 5, 6 jest réwna 5, a odchylenie
standardowe jest réwne 2. Oblicz x i y, jesli x < y.

6. Uczniow klasy Illa podzielono na grupy wedlug pierwszych liter nazwisk:
grupa I — od A do K, grupa II — od L do P, grupa III — od R do Z. Sred-
nia ocen semestralnych z jezyka polskiego w kazdej z grup przedstawiono

w tabeli.
Grupa | Grupa II Grupa III
Liczba uczniow 12 8 10
Srednia ocen w grupie 3,5 3,25 4,3

Troje uczniéw w grupie | otrzymato na koniec semestru ocene niedosta-
teczna. O ile bylaby wyzsza $rednia ocen w tej grupie, a o ile w calej
klasie, gdyby uczniowie ci na koniec semestru otrzymali ocene dopuszcza-
jaca, a oceny reszty uczniow pozostaty bez zmian?

7. W pewnej kuracji stosuje sie lek X lub lek Y. Lek X podano jednej gru-
pie pacjentow, a lek Y — drugiej. Ponizej przedstawiono dane dotyczace
skutecznosci kazdego z nich (z podzialem na pleé pacjentéw). Przerysuj
tabele do zeszytu i ja uzupelnij. Ktory lek jest skuteczniejszy?

Lek X Kobiety = Mezczyzni  Razem
Liczba os6b 200 300 500
liczba 0s6b 30 ? ' )
Lek skuteczny
procent 0sOb 15% 40% 7
Lek Y Kobiety = Megzczyzni  Razem
Liczba os6b 400 ? it
liczba os6b 80 45 %
Lek skuteczny
procent oséb 7 7, 25%
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@ Sposob na zadanie

W przyktadzie bedziemy korzysta¢ z ponizszego wzoru na wariancje liczb:

X1, Ta, ..., T,, ktorych Srednia arytmetyczna jest réwna T:
x? + 3+ ... + x2
n
Przyktad

Grupe siedmiorga uczniéow zapytano o to, ile czasu kazdemu z nich zajmuje
powrot ze szkoty do domu. Wyniki przedstawiono w ponizszej tabeli. Oblicz
odchylenie standardowe czasu powrotu dla catej siedmioosobowej grupy.

Dziewczeta Chtopcy

Liczba pytanych 4 3
Sredni czas [min] 40 35
Odchylenie standardowe [min] 4 2

Niech x, x5, 3 i x4 beda czasami powrotu dziewczat ze szkoly do domu,
a Y1, Yo 1 y3 — czasami powrotu chlopcéw. Oznaczmy $rednie czasy dziewczat
i chlopeéw odpowiednio przez 7, i 7,. Wowcezas Tz = 401 7, = 35.
Obliczamy $redni czas T powrotu ze szkoly do domu dla calej grupy uczniéw
(jest on $rednia wazona liczb Ty 1 7,):

4.T3+3-75.  4-404+3-35 2
4+ 3 - 7 o

_ 65
T = - ~ 37,86

Wariancja dla czworga dziewczat dana jest wzorem:
m%-l—:r:%-l—:c%—i—:vﬁ — o
1 — (Ta)

¥ =
Zatem:
2?2 + x5+ 23 + 2 = 4(02 + (Ty)?) = 4(42% + 40?%) = 6464
Wariancja dla trzech chlopcéw dana jest wzorem:

2 2 2
2 _ Yy +ys+uy3 — 12
UC_ 3 _(yc)

Zatem: ‘ ‘ '
Y2 + 92 + 42 = 3(0? + (9,)?) = 3(2% + 35%) = 3687

Obliczamy wariancje dla catej siedmioosobowej grupy:

2 2 2 2 2 2 2
g2 — TLH s+ +a;4 Uity (72 %73687 — (37,86)% ~ 16,76

Zatem odchylenie standardowe: o = Vo2 ~ 4,09 min
Odpowiedz: Odchylenie standardowe dla calej grupy wynosi 4,09 min.
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Zadania testowe

]

Rozwigz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1. W pewnej firmie jest zatrudnionych 10 os6b. Ich miesieczne wynagrodzenia
wynosza: 2900 zt, 3100 zt, 3100 zi, 3240 zt, 3290 zt, 3300 zi, 3320 z1, 3750 zt,

5800 zt, 8000 zi. Ilu pracownikéow tej firmy ma wynagrodzenie wyzsze od

wynagrodzenia $redniego?
A. 6 B. 4 C.3

2. Grupie 50 losowo wybranych os6b w pewnym mie-
Scie zadano pytanie: ,Ile godzin w tygodniu poswie-
casz na uprawianie sportu?”’. Wyniki ankiety przed-
stawiono na diagramie. O ile mediana otrzymanych
danych jest nizsza od ich $redniej arytmetycznej?

A. 0,1 C. 0,3
B. 0,2 D. 0.4

D. 2

10% 10%
10% 10%
6|0

30% 30%

3. Liczby a,b, ¢, d ustawiono w kolejnosci rosnacej, a ich mediana jest réwna 7.

Jesli be = 24, to:

A. (b—c¢)?*=0, C. (b—¢)? =100,
B. (b—c)? =25, D. (b—c)? = 144.

4. Rafal przez dwa tygodnie ferii, codziennie o godzi-
nie 12, mierzyl temperature powietrza. Wyniki po-
miaréw przedstawil na wykresie (kolorem niebieskim
zaznaczyl wyniki z pierwszego tygodnia, a kolorem
czerwonym — z drugiego).

Niech 7| oznacza Srednia temperature w pierwszym
tygodniu, To — w drugim, a T3 — w obu tygodniach.

Wowcezas:
A. 7T, <7 <7y, C. T, <73 <7y,
B. 75 < T < T, D. 7, <73 < 7.

temperatura [°C|
4 -

1 2 3 45 6 7
kolejny dzien tygodnia

5. W tabeli podano liczby z dwoma zestawa- Ll 10 15 20

mi wag. Niech T; oznacza Srednia tych liczb Waga X 0,5 04 0,1

z wagami X, a T — ich érednia z wagami Y.
Wowcezas Tr — T jest rowne:

A. 6, B. 4, C. 2,

Waga Y 03 1,2 1,5

D. 0.

Przed matura
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@ Przed obowigzkowa maturga z matematyki

M Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Karolina ma z chemii nastepujace oceny: 5, 2, 3. x, 5, z + 1, 5, 3, 2. Oblicz x,
jesli wiadomo, ze Srednia ocen wynosi 4. Wyznacz ich mediane i dominante.

Zadanie 2 (2 pkt)
Wynik egzaminu jest $redniag wazona punktow Kandydat xlvlz
uzyskanych z testow: z matematyki z waga 0,5,
z geografii z waga 0,2 oraz z jezyka obcego
z waga 0,3. Ile moze wynosi¢ wynik z matema- Geografia 40 50 40
tyki kandydata X, jesli zdal on egzamin lepiej
od kandydata Y, ale gorzej od kandydata Z7

Matematyka « @ 40 60

Jezyk obcy | 60 60 50

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 3 (4 pkt)

Uczniowie pisali sprawdzian w trzech grupach A, B i C, liczacych odpowiednio
8, 10 1 6 0s6b. Srednia ocen w grupach A i B lacznie wyniosla 4, a w grupach
B i C lacznie wyniosta 3. Oblicz $rednia ocen dla kazdej z grup, jesli srednia
catej klasy byla réwna 3,5.

Zadanie 4 (4 pkt)
Pewna firma ma trzy zaklady produkcyjne. W tabeli podano informacje o sred-
nich zarobkach w tych zakladach.

Zaklad I Zaklad IT Zaktad III
Liczba pracownikéw 20 15 15
Srednie wynagrodzenie 4000 z1 3600 zt 4400 zt
Odchylenie standardowe 400 zt 500 zt o3

Oblicz odchylenie standardowe zarobkéw w zakladzie 111, jedli odchylenie stan-
dardowe zarobkow wszystkich pracownikéw tych zakladéw jest réwne 600 zi.

Zadanie 5 (4 pkt)

W fokarium zwazono wszystkie foki: osiem samcéw i cztery samice. Srednia
waga samcéw byla réwna 250 kg z odchyleniem standardowym 50 kg. Sred-
nia, waga samic byla réwna 150 kg z odchyleniem standardowym 30 kg. Do
fokarium przybyly dwie samice wazace po 170 kg. Oblicz érednia wage oraz
odchylenie standardowe wag wszystkich fok przebywajacych teraz w fokarium.
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Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan

Potega o wyktadniku catkowitym
1. a) 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128,
256, 512, 1024
b) 1, 3, 9, 27, 81, 243, 729

2. a) 81 b) —32 ¢) —216 d) 1

1 1 1 1
3.2) 5 b) o5 ©) 55 4) 73
1

o) % D% Bl W3k
4. a) &; b) 2 ¢) 112 d)1
e) 15 f) 3% 8) 355 h) oo
5.a)x b)y ¢y d) x
6. a) 2'° b) 2% ¢) 2* d) 27 e) 2?
f) 2'° g) 2° h) 27 i) 2" j)27'°
7. a) 2° b) 2?2 ¢) 22 d)2° e)2° f)2°
8. np.: a) 3% b) 5'° ¢) 10°
d)67° e) 27 £) (3)7°

1.1. Potega o wykladniku wymiernym —
powtorzenie
a)9 b) 10 ¢) £ d) & e) 13 f) 21
g)2 h)3 i3 j2k412
2. a) 4 b) 16 ¢) 59049 d) &

e) - = f) 729
3.a)4 b)z ¢)3 d)5 e)3

f) 2 g) 36 h) \/_

[€]1.

(2 SO R
o Ml W W=
[g]
o S S

¢]
S
o]
X
-
e
]
(&[]

e) & f) 1 g) 100000 h) ¥
ER ERNSTRIES
5. a) 0,027 b) 2 ¢) 0,04 d) 152
e) 8 £) 0,0016 g) 1 h) 64
6. np.: a) 3'* b) 5'° ¢) 10° d) 67°
e) 27°0 ) 1!
7.a) 1024 b) 9 ¢) 16 d) 5
8. np.: a) 78 b) 3% c) (é)é d) 5%

10

e)33 f)5°?

1.2. Potega o wykladniku rzeczywistym
I1 5Y3 & 16,2425, 5Y° ~ 36,5548
a) 3" ~ 31,5443 b) 5™ ~ 156,9925
c) T a2 36,4622
3.a)3. b)5 ¢)4. d) 1
4. a) 125 b) 81 ¢) 25 d) 32 €)1
f) 3 g)32 h)6
a) 35:»5 b) 31+v2 c) 3
e) 37 f) 37
2. a) 36 b) 125 ¢) 2 d) 1 e) 1
f) 343 g) 3 h) 64 i) 216
3. a) 2V7H p) 2V3t3 () 3v5 3
d) 33-2v3 ¢) 367 f) 7—4V2-2m
4. a) nie b) tak
5.a)y,z b)z,z ¢)y, 2z
6. a) 5% b) 4V2¢) 7V d) 9V ) 9V° £) 16Y7
7. a) 125 b) 16 ¢) 64 d) 625 e) 1 f) 49

d) 3\/5—3

¢) nie d) nie

1.3. Funkcja wyktadnicza

[€]1. (0,1)

2. a) zielony — f, czerwony — g,
niebieski — h
ba=%,b=2,¢=3 ¢) B, C

167 9

3. a)
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. zielony — f, niebieski — g, czerwony — h,

brazowy — k

. a) 573 < 593 < 53 < 52

b) 73 < 731 < 77 < 732
c)06’4’<067<06?<0603’ 06’1?

9 (3 <@ <HF<()

'af()=8=f(4) T

s
o
&
=
o
S
—
Q
P
)
p—_
B,
@
(=
e
-t
oy
i

—_
8

5

[x]
—

=
5

=2 58
O qH DD e S S S S Y
;\.|_-l—|w i~ I —_
— = = ]
et Mo N Nt Naa S
A I

<Y<t <n?
2 9VT < 9VB L gO

g L

1.4. Przeksztalcenia wykresu

[¢]1.

A ol I

funkeji wykladniczej
a) g(D) = (=2;00),
asymptota: y = -2
b) ¢(D) = (1;0), asymptota: y = 1
¢) g(D) = (2;00), asymptota: y = 2
a)a=3 b)a=—-6 ¢)a=-0,25
alz=1 b)jz=-2 ¢jz2=2
aja=2 b)b=1
a) przesunac o 1 jednostke w prawo
b) przesunaé o 3 jednostki w prawo
¢) przesunaé o 1 jednostke w lewo

d) przesunaé o % jednostki w lewo

B 200 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 17-21

- a) f(D)

a), b) funkcja malejaca
c), d) funkcja rosnaca

.a)A-h,B-g,C-f

b) h(z) > —1 dla @ € (—o0; 1),

g() > —1 dlax € (~o0; 1),
f(z)>—-1dlaz € (—o0;—1)

= (2;00), brak miejsc zerowych,
asymptota: y = 2

b), ¢) f(D) = (—1;00),

f(z) =0dla z =0, asymptota: y = —1
d) f(D) =
asymptota: y = 1

&) F(D) = (~4;00), f(z) =0 dla
x = —1, asymptota: y = —4

£) £(D) = (~3;00), f(z) = 0 dla
x = —1, asymptota: y = —3

(1; 00), brak miejsc zerowych,

: 4= —3

3.aja=—-41b)a=3 ¢c)a=-16

a) przesunac o 4 jednostki w prawo
b) przesunaé o 10 jednostek w prawo
¢) przesunaé o 3 jednostki w lewo

d) przesunad o % jednostki w lewo

00; —2)

. a) T € (—o0;2)

b) z € (—o0;—1)
¢c) x € (—3;00)

.a) f(z)=0dlaxz =2, f(Df) = (—4;00)

b) brak miejsc zerowych, f(Dy) = (1;00)
¢) brak miejsc zerowych, f(Dy) = (0; 00)
d) brak miejsc zerowych, f(Dy) = (0; 00)

&) f(@) =0 dlaz =1, f(Dy) = (~o0;2)

f) f(x) =0dlaz =0, f(Df) = (—o0;1)
a)y=-3 b)y=0

c)y=1

a) f(Dy) = (=3;00), g(Dy) = (—00;3)
b) f(Dy) = (1;00), g(Dg) = (—o0; —1)
c) f(Dy) = (—2;00), g(Dg) = (—00;2)



1.5. Logarytm

[C]1.

© ®» e

10.
11.

12.

13.

14.

15.
16.

.a)4 b) -2 ¢) -3

.a):2 b)1 ¢) 1
.a)6 b)9 ¢) -5

a)5 b)1 ¢)0 d)
f); 83 h3

-2 e) —6

)_l

)
g)3 h)3 i) -3 j)—-4k3

. a) 100 b) 15 ¢) 10 d) —3

e)3 f)7 g) 10 h) 1
d) -1 e —3 f) —1
d) —10 e) =3 f) 1

2

3

g) 3 h) -5

.a)b=2% log,b=2

13
1:')b:2'3',10g2l:v:1—33
¢) b=2"7 log,b= -3

_ 14
d)b=2"7,log, b=

it

e)d f)10 g) £ h) %

.a)—1 b)—6 ¢)7 d) -2 e) -3
f)3 g) -3 h) -3

a)9 b)5 ¢) ¢ d)3 e)8l f) =
g)3 h)4

a)6 b) -8 ¢) —=2

a)% b) 11 c)—% d)0 e)2 f)2
a)a=5 b)la=1 cJa=4 d)a=;
a)b=32 b)b=2 ¢c)b=9 d)b=1
e)b=8 f)b=1 g)b=27 h)b=13
a)l b)—1¢)—3 d)4 e) —35 ) —3

a) x = log, 27, y = log; 27T € Z

b) z = log, 1000, y = log,, 1000 € Z
c) x = logg 216 € Z, y = logg 216
d)z=logy 3 €2,y =logy 3
a)a=28 )a,—lﬁ\/‘_
¢)a=1024 d)a=

a)xr=3 b)a::4 c)r=6
djz=-1¢e)z=5 f)z=2
g)x=2 h)o=-2

a) dodatnia dla = > 1,

ujemna dla 0 < x < 1

b) dodatnia dla 0 < z < 1,
ujemna dla z > 1
a)7 b)6 ¢)3 d) -2
a)0 b) -5 ¢) 11 d)

e)d f) -1
g ¢ 2 )33

17. a) a
c)a

e)a
1.6. Logarytm dziesietny

[€]1.a)3 b) —1 c)6 d) —4 e) & ) 2
2. a) 0,301 b) 0,1761 ¢) 0,2504 d) 0,3598
3.a)2 b) 15 ¢) 1,01 d) 2,25

(Z]1. a) 1 b)O ¢) 10 d) -5 e) —2
f) J 5

Il
= e
e}

b) a
& a-
f)

a 56
a

I
|i—l
Il
'S P ]

=
[=2]

h) 3 i)—%

c)—3 d)4 e) -3 f) —3
b):v )y d)z e)y f)y

b) 10,01 c) 3,48

3
a), d) calkowita f) niewymierna

LA ol L
&

, €) wymierna, ale nie catkowita

6. a) 2 b) ¢)—1 d) -3 )80 £)3

1.7. Logarytm iloczynu i logarytm ilorazu

(€] 2. Wszystkie réwnodci sa prawdziwe.

3.2)2 b)2 ¢) -2
d)0 e) 1 f) -3

4. a) log; 45 b) log, 5 c) logs 2

z]1. a) 2 b) -3 c)l d) 2

2.2) 1,7 b) 2.7 ¢) —1,3 d) 0,7

3. a) 3,8 b)48 ) 1,8 d) 0,8

4. a) 1,64 b) 2,64 ¢) —0,57 d) —0,22
5. a)

6. a)

7. a)

. a) log,30 b) log;4 c) log, 12
.a)2 b)2¢)-1d)1 el f)2
a)l b)3 ¢)2d)3 e)1 f) -1

1.8. Logarytm potegi
.1 a)2 b) -1 ¢)+ d) —5 e) 2

6 2 6

log, 40 b)logs 2 «¢) log 1 2L d) logs 2

a)
3. a) 1,26 b)226 c) 4,15 d)3,89
(z]1. a) 06 b) 1,2 ¢) —1,4 d) 3,2
2. a)14 b)lS c) —0,2

d) 0,4 e) 0,1 )13

4.a) 2 b)0 ¢) -5 d) 11

6.a)2+p b)p—2 ¢)2p—2 d)dp+2
8.a)a=5 b)a=100 ¢)a=14
dya=5e)a=4 fla=3

Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 22-31

201 I



9.a)z=8 b)e=9 ¢)xz =125 10. a) z > 10 b) = > 100

d) 2 =1000000 e)z=2 f) z=9 c) @ > 1000 d) z > 10°
10. a) 0,96 b) 1,44 ¢) —0,04 d) —0,08 11. a) = € (15;10) b) x € (5555 10000)
1.9. Funkcja logarytmiczna ©) = € (15:100) d) = € { 7555 1000)
@1 (1,0) 12. a) x € (3;4)
2 a b) z € (0; 1) U (4;00)
3. ¢) = € (15;16)
d) z € (0; 15) U (16; 00)

1B.a)y<z<z b)z<z<y
14. a) (—o0;0) b) (1;00)
c) (-1;3) d) (—35;10)
15. np.: (1,0), (3,2), (9,4), (27,6)
a) z € (3;00) b) x € (0;3)
¢) z €(0;9) d) z € (9;00)

Skala logarytmiczna
1. 0 3dB

4. a) f(z) > 0dla z € (1;0),
flz) <0dlazx e (0;1)
b) f(z) > 0 dla z € (0;1),

1.10. Przeksztalcenia wykresu
funkcji logarytmicznej

f(z) <0dlaz e (1;00)

5. a) z € (4;00) b) z € (0;4)
c) x € (8;00) d) x €(0;8)

6. a) z € (3;00) b) z € (0;3)
c) z € (3;00) d) z € (9;00)
e) z€(0;3) f)ze (i;00)
g)z € (g;00) h)yze (0;3)

(Z]1. a),d) g b),c) f

22.a)a=3 b)a=5
c)a=3 d)a=+2

3. a) (—1;0) b) (—3;2)

€(1:2) b ze(53)

€(3:;2) b)ze(i:4)

, ¢) malejaca b) rosnaca

a) m € (3;00) b) m e (4;00)
c) m € (0; 00)

9. a)m e (0;3) b)me (0;2)
c) me (—2;-1)

ge N o N
Qo
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3. f(z) = 0dlax € (0;1),
g(z) = 0dla z € (0;4),
h(z) 2 0dlaz € (0; 15)

YA\ -

4. a)a=1b)a=-2cla=-2d)a=1

5. a) D =(1;00), f(z) =0dlaz =2,
asymptota: x = 1
b) D = (3;00), f(x) =0dla z =4,
asymptota: z = 3
c) D=(2;00), f(&) =0dlaz =3,
asymptota: z = 2
d) D= (4;00), f(z) =0dlaz =25,
asymptota: x = 4
e) D=(2;00), f(&) =0dlaz =3,
asymptota: x = 2
f) D= (1;00), f(z) =0dlaz =2,
asymptota: x = 1

6. a) D =(—1;0), f(z) =0dla x =0,
asymptota: x = —1, f(z) =2 1dlaz > 1
b) D = (—2;00), f(z) =0dla z = —1,
asymptota: x = —2, f(z) 2 1dlaz >0
c) D= (—1;00), f(z) =0dlaz =0,
asymptota: z = —1,

f@yzldlaze (-1;—3)

9.

1.
2.

d) D= (—4;00), f(z) =0dlaz = -3,
asymptota: r = —4,

flz) 2 1dlaze (-4;-33)

e) D=(-200), fl(z) =0dlaz = —1,
asymptota: x = =2, f(z) =2 1dlaz > 1
f) D= (-3;00), f(z) =0dlaz = -2,
asymptota: x = —3,

flz) 21dlaze (-3;-22)
a)a=6 bja=4 ¢c)a=1

d)9 e) 16 f) 16

4

D = (—3;00), asymptota: x = —3
D = (4; ), asymptota: z = 4
D

= (1; 00), asymptota: z = 1

(=9

), €) D = (—2;00), asymptota: z = —2
f) D = (3; ), asymptota: z = 3

Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 37-39
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3. a) g(x) =log 52 — 2, Z)1. yo = 6,4-10*, a = 1,5625,

g(z)=0dlaz=2 9.00 - 6,4-10%, 9.30 — 8 - 10%
b) g(z) = log 5 + 1, 9.45 — 8,94 -10%, 10.30 — 1,25 - 10°,
glz)=0dlaz = % 11.45 — 2,18 - 10°, 12.00 — 2,44 - 10°
c) g(z) =log 5z —1, 2. a) 8 dni b) 21 dnia
g(¢)=0dlaz =2 3. 50000 lat

4. 2) D=(-Loo), flz) <O0dlaz € (-1;3) 4 ) 18351at b) 13235 Iat
b) D= (I; ) fz)<0dlaze (3 55) 5. a) okolo 67% b) okoto 13%
o) D=(200), fle) <Odlaz € (2%) g 1 951 195 1 _go5 L 15625
d) D =(=3; OO) fz) <Odlaz €(=3i0) 7 1) ~ 1260, y(2) ~ 1587, po 3 godzinach
e) D = (—4;00),
flz) <0 dla x € (—2;00) 1.12. Zagadnienia uzupelniajace
f) D= (1;00), f(z) <0dlax € (3;00) 1. a) logz\/_ b) log, £ ¢) log, 121

.D=Ry a)3 b); ¢)4 d)3 d) log, 9 % e) log, 6% f) logy 3 o
6. D=R_ a) —% b) —3 ¢) -9 d) — 2. a) log = b) log, V3 ¢) logyg 121
. a) D =(2;00), asymptota: & = 2 d) logg % e) 10%% % f) log, %

b) D = (1;00), asymptota: z = 1 4. a)a=3p b)a=—3p
¢) D = (—2;00), asymptota: x = —2 cJa=4p d)a=3%p
d) D = (—3;00), asymptota: x = —3 ela=—-2-—p f)a=3+3p
e) D = (1;00), asymptota: x = 1 ga=—+—3p h)a=—1p
f) D = (-2;00), asymptota: z = —2 5.a)x=5 b)z=81 ¢)jz =9

8. a) D

o

= (- I; ;00), Dy = (—o0;1) d) z = 10° - /100
’ ;_____'Y Ll " 1.a) 3,170 b) 1,771 ¢) 0,613 d) 1,161

' % n e) —3,170 f) —1,955 g) 2,262 h) 2,161
8. a) okolo 6310 cm b) okolo 31,6 razy

Zestaw powtdrzeniowy I

La)g b)) ¢)—8d)1f e)4

f) £ g) 27 h) 216
2.a)5 b) -6 ¢) 2 d) 3 e)13
f) 1243 g) 0 h) 15
3.2)9 b) ¥/5 ¢)3 d)3 e)2 f)1
g) 4 h) 27

b=

4. a) 5% b) 7?7 ¢) 5°F d) 5'% e) 2°
£) 243 g) 215 h)2°1%

1.11. Funkcje wykladnicza 5. a) 2567 > 12 < 9% < 8t w167
i logarytmiczna — zastosowania 32 g 2,6 3

: b) (5)" > @) > > (5) > ()°
1. yo = 400, po 10 godzinach: 97200 6. a), b) y

2. a) po 4800 latach b) po 16000 lat 7.8)z >0 op3 b) z £ 0, 4

3. 0 75% po 56 latach, o 87,5% po 84 latach ¢) x>0, zyT d) >0, ;

4. a) 5700 lat b) 11400 lat 8. a) zc{0,2} b)ze{0,2}

5. 17100 lat c)Jr=-1d)z=-1
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10.

11.
12.
13.

14.

15.

Zestaw powtorzeniowy 11
1.

3.2)7 b)1 ¢)2 d) 5 e)20 f) 37
4. a) 27 b)25 ¢) 32

.a)25 b)1 ¢)2 d)
1
2

. a), f) — mniejsza

ca) 250l <55 <125 <25

.a)x € (—o0;0) b) z € (0;00) 12. a) =36 b))z =9
c) x € (—o0;—2) c) z=100 d) z=10
a)3 b)3 ¢) -3 d)—3 e) -3 13. a) a
f) § 86 h) 3 14. a) 11
a)3 b)1 ¢) 5 d) 3 15.
a)2b)4c]%d)~3-1-2~ 16.
a)r=2 b)z=0
cr=1dz=-1
a)4 b)2 ¢)2

d) -2 e) -2 f) —1

a) —1,523, —0,523, 0,477
b) —1,268, —2,268, 0,732
¢) 1,431, 0,602

17.

a) & b)16 ¢)1 d)3
e); f)z 8 b g

e) 25 f)4 g)

d) 3% ¢) 5% f) 2%

b): C)1 d)1 e) o Wi@ksza ......
_3 NG
b) L<163<05<(v2)*  che B
O (VB F<F<odavm Of LT
d) (4,5)"2< 0,064 < (2,5)"%* < /042 ok

.a) 12,5803 b) 01259 e e s

c) 0,0126 d) 0,0013 : A S A A A
=92 b)a,=4 C)G,:.?) d)a:ﬁ

9. a) f(D) = (~200), f(z) =0dlag=1 1> 3 D=30c0),

b) f(D) = (2;00), brak miejsc zerowych flz) <0 dlaz € (3;5)
¢) f(D) = (2; ), brak miejsc zerowych b) D = (~1;00),
4) f(D) = (~o0i4), f(z) =0 dlag=2 @ <Odazc(ioo)
¢) f(D) = (~00;0), ¢ D=(-Loco),
brak miejsc zerowych g%i{zf‘;’a;f (—3;500)
f) f(D)=(—4;00), f(z) =0dlaz=1 Tl

10. a) 4 b) 8 f(z) < 0dla z € (6;00)

11.a)z=16 b)z=8 ¢c)z=-3,z=3 Zadania testowe
dr=-L o= es=-27,2=27 LC 2.B3.D4B5A6ATBSB
f) o= —64, ¢ = 64 9. A 10. B
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Twierdzenie Pitagorasa i twierdzenie
do niego odwrotne

1. a) 2(2+ V2 + V6)
b) 3(v2+v3+V5) ¢) 6
2. a) z=6 b)z=2V10
3. 48 cm?
4. a) 3(5+3v5) b) 3(5+ v5)
5. a), b), ¢), e) jest d), f) nie jest
2.1. Odlegloé¢ migdzy punktami
w ukladzie wspoélrzednych
[€)1.a)2 b) 13 ¢) & d) 5
2. 30
3. Obaagc = 15+ 35,
Obaper = V26 + 52
4. a), d) nie jest b), c) jest
5. a) réwnoramienny i prostokatny
b) réwnoramienny
¢) nie jest réwnoramienny i nie jest
prostokatny
d) prostokatny

PQRS

a), b) CD «¢) |AB| = |CD|
a) jest b) nie jest

a) przystajace b) podobne
a) Ob = 2v/5 + 4v/2 + 6,
wysokodci: 4, 3v/2, %

Cal ol
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13.

b) Ob = 2/10 4 6v/2 + 4,
wysokosci: 6, 2v/2, 6—@

. a) Ob =410, |AC| = 4V/2,

|BD| = 2v/2, h = 2410
b) Ob = 20v/2, |AC| = 6V/5,
|BD| = 25, h = 3v2

. a) (2,2), (4,6) b) (1,5), (6,0)
. B(4,0), D(—1,5)

D(—6,8) lub D(g, %)

57 5

.a) 7V5 b) 9+ 13+ VT4
. Ob =410, |AC| = 2v/5
.a)Ob=12+2V5+4v2, P=24

b) Ob = 18 + 6/5, P = 36

a) jest, P = 2> b) nie jest, P =9

2.2. Srodek odcinka

1.
3
3.

r

10.
11.
12.
13.

14.
15.

&S B s ke

a) $(2,1) b) S(3,-3) ) S(1—3)

a) B(—7,—14) b) 2v/34 ¢) 2v/10

a) 2v/5, 4v/2, 217

b) 2v/5, 5v/2, 5v/2

a) 5 b) 2v/5 ¢) 2,5

a) B(—8,1) b) B(8,9) ¢) B(—10,-3)
a) 2/10 b) 6v/2

|BO| = 612, |[AC| =22, P =6

a) 16v/5 b) 20v/2

a) Sac(8,2), Sp(8,2), jest

b) Sac(43,2), Sep(43,13), nie jest
5(3,2), D(7,5)

a) P =20, Ob =85 b) (4,3) lub (4,9)
a) A(5,5), B(1,1) lub A(1,1), B(5,5)
b) A(16,14), B(8,8) lub A(8,8),

B(16, 14)

a), b) nalezy

a)Il b)III ¢)1I d) IV

(_191)7 (272)= (175)1 (_274)

a) 2v/5, V17, v29

b) 2v/2, 4v/5, 2v/26

a) (-1,-2),r=5 b) (-1,1), r = 210
|AB| = 65, |CD| = 2V5, |PQ| = 4V/5



Prosta w ukladzie wspolrzednych
1. AB:y*—*:B-I—S,AC:y:%:L‘-&—%,
BC:y:—%m%—%
2. a) y =z + 3, nie
b) y = —22 + 5, tak
3.ayy=4z—1 b)y=—zz+ 13
4 a)y=—3x+3 b)y=2x+5
5.a)y=-22+7 b)y=3z+4
c)y=—-32+32
6.a)y=3z—4 b)y=2zx—2
¢)y=—32x+9

-

T.a)y=—32+7 b)y=zsz— 33

2.3. Odleglos¢ punktu od prostej

[€]1. a) 2/2 b) 5
2. a) da = v?2,dp =0, doc = 22
b) da = V10, dg = V/10,

1310
de = 12410

4. 94
a) 2v2 b) 23 ¢) 1645 q) &VI3
1. a) da 4853@, dp = 452929 nie jest

c)da=05,dp = ?—;, nie jest

2. dap = SVZTO,dAD:?),

dBC':BTﬁ,dCD:%

d =210, P = 60

a) 82 b) 15

a) 57 b) 257

a) AB||CD,d= 22, P=385

b) AB || CD, d =310, P =75

7.a) y =z + 10v/2 lub y = = — 10/2
b)y=x+3—10v2
luby =2z + 3+ 102

8. a) 6 b) 60

9. a) 2v/29 b) 0

10. a) d = 27 p =25
b)d=2V5, P =10

11. a) 2¢/5 b) 1

;e W

Pole trojkata w ukladzie wspolrzednych
1. a) 14 b) 26

2.4. Okrag w ukladzie wspoélrzednych (1)

a) x> + y* = 4, 4 punkty

b) 2% 4+ y* = 16, 4 punkty

¢) z? + 9% = 25, 12 punktéw
d) z* + y* = 49, 4 punkty

Lty =5,

(1:2): (27])’ (“132)7 (“23 1):
(*21*1): (*11 *2)? (13*2)1 (21*1)

. a) 12 +y* =8,

(2’ 2): (_27 2)1 (_2: _2)3 (2’ _2)

b) z° +y* = 18,

(3,3), (-3,3), (-3,-3), (3,-3)

c) z° +y* = 10,

(3,1), (1,3), (=1,3), (=3, 1),
(-3,-1), (-1,-3), (1,-3), (3,-1)
d) «* +y* =17,

(4= 1)’ (134)3 (*134)3 (*4s 1):
(—4,-1), (-1,-4), (1,—-4), (4,-1)

.a)x’ +y° =36

b) z? +y* = 64

c)’r:\/ﬁ,mz—l—yg:éﬂ

d)r=2v2, 2> +y* =8

a) (-2 +(y—572=9
(z+ 7 +(y—-6)2=4

) (z+4)+(y+3)°=2

a) S(2,5),r=14

b) S(4,—5), r = 3

c) S(—3,2),r =10

d) S(=5,-9), r =15

e) S(—3,3),r=2

f) S(0,—2), r =10

g) S(1%,0), r =3V5

h) S(V2,V3), r =22

a)z?+ (y+1)?%=5
(+3)*+(y+1)*=20

¢) (z+1)*+(y—1)>=10

Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 61-69
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a) z° +y*> = 100, A i B naleza
b) 2% + y* = 34, B nalezy

¢) 2 +y* = 16, A nalezy

d) 2% + 3% = 20, A nalezy

a) 57 b) 4x

a) S(—3,6), r =2v2 b) 5(0,1),r =+/3
¢) S(1,-5), r =4 d) S(v2,0), r = 3v2

Ky I, Ky IV, K; TI, Ky 1

5 a)(z—-1)+(y—3)°=4

10.

11.

12.

b) (z +2)% + (y + 3)% =49
c) (z+6P°+(y-20°=%
d) (w—%)2+(y+i)2="‘f
e) (x+5)% + y+1)2-20
f) (z—v3)*+y* =27

) (x — ) —|—y =10

b)(z—4)>+(y—-1)?=25

[+

c) (z—2)* + (y+3)2—8
d) (z43)* + (y—1)* =32
e) (z+5)*+(y—2)* =25
f) (z+4)°+ (y+2)*=13
a) (z—4)°+(y—2)°=9
b) (z+3)*>+ (y+1)* =16
¢) (z—1)*+(y—2)* =20
d)(z-1)*+(@y-27°=5
e) (z—1)°+ (y+1)*=125
f) (z—2)°+ (y+2)* =17

=]

b) (z — 2)* + (y+2)* =20

) (@ +3)" + (w+2)" = 2

d) (z—2)*+ (y —3)? =40

a) opisany: (z —4)® + (y — 4)? = 20,
wpisany: (z —4)* + (y — 4)* = 10
b) opisany: (z — 1)* + (y + 1)? = 10,
wpisany: (z — 1)? + (y+1)2 5

a) (z— 1) +(y-1)?=

b) (z+ % ) +(y—1)~% = 125

a) Ku: (z—4)" +4° =1,

Ky: (z — 4)2 + y2 = 4,

Ki: (x—4)* +y* =9,

Ky (z—4)+y*=16
b)AEKg,BEK4,0€K1

) 62,5% d) (zx —1)2+y2 =1

lub (z — 1) + y* = 49

!

) (- ) +y2:fif’
(
(2

[x]
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13. a) V27 b) 47 ¢) 27
14. Ki:2? —]—y =4, Ky:x? + 9% = 16,
Ki:(zx—5)2+(y—-3)?%=1,
Ki(z—4)2 +(y+1)2 =9,
Ks:(z+3)2+y2=1,
Ke:(z+22+(y—-3)?% =2
15. a) (x —3)* + (y + 1)*> = 20, A(—1,-3)
b) (z +2)% + (y — 1)® = 25, A(—5,-3)
2.5. Okrag w ukladzie wspélrzednych (2)
[€]1. a) (x—1)*+ (y—1)>=10
b) (z —1)> + (y+ 1)> =20
2.a) (z—4)*+(y—-1)2=20
b) (z +4)* + (y — 2)* =65
3. (1,1 +2v/2) lub (1,1 — 2V/2)
@)1 2) (e + 1)+ (y—3) =P
b) (z+1)>+ (y —5

f) (z+2)°+(y—1)*=
3.a)32 b)8
4. 6(v/10 + 1) lub 2(+/10 + 3)
5 (z—1)°+ (y+1)° =34
6. 2) 20 b) 20 c¢) 2(v/29+5) d) 5(v/29 —2)
Postac ogolna rownania okregu
1. a) (z — 1)* + (y + 2)° = 4, tak
b) (x + 1) + (y + 3)* = -2, nie
¢) (z+1)* + (y + 3)* = 10, tak
d) (z— 2>+ (y— 2)> =0, nie
e) z°+ (y+ £)? =1, tak
f) (z —5)% + (y — 1)® = 25, tak
2.6. Wzajemne polozenie dwioch okregow
1. a) [S152| = 2, brak punktéw wspdélnych
b) |S1S2| = 5, 1 punkt wspdlny
¢) |5152| = 4, 1 punkt wspdlny
d) [S1S2] = 2v/2, 2 punkty wspdlne
2.a)1 b)0 ¢)2 d) 1
3. a)r€{3,11} b)re {4—+5,4++/5}



4. r € (10;20)
1. a) d = 6, styczne zewnetrznie
b) d = 5, styczne wewnetrznie

c) d = 5, przecinaja si¢
d) d = 5v/2, przecinajg si¢
e)d= 21/2, roztaczne wewnetrznie
f) d = 13, roztaczne zewngtrznie
2. a) d = 13, 1 punkt dla r € {5,21},
2 punkty dla r € (5;21)
b) d = VT,
1 punkt dla r € {v/41 — 4,41 + 4},
2 punkty dla r € (V41 — 4;/41 + 4)
¢) d =45,
1 punkt dla r € {4v5 — 7,45 + 7},
2 punkty dla r € (4v/5 — 7;4v5 + 7)
3.a) Ki:(z+1)* + (y —1)* =8,
Ka:(z—2)? + (y—4)* =2,
styczne zewnetrznie
b) Ki:(z+3)* + (y+1)* =8,
Ka:(z— 1)+ (y — 2)* =9,
przecinaja sie
c) Ki:(x — 1)+ (y — 1)* =9,
Ka:(z—2)>°%+(y—3)32%=
przecinaja sie
¥
5. a)0 b)0 ¢)2 d) 1
6. a) 1 punkt dla » € {3, 7},
2 punkty dla r € (3;7)

b) 1 punkt dla r € {3v/5 — 5,3v/5 + 5},

2 punkty dla r € (3v/5 — 5;3v5 + 5)

2.7. Wzajemne polozenie okregu i prostej

1. a) 0 punktéw dla r € (0;4),
1 punkt dla r = 4,
2 punkty dla r € (4;00)
b) 0 punktéw dla r € (0;2 + v/3),
1 punkt dla r = 2 + /3,
2 punkty dla r € (2 + v/3; 00)
¢) 0 punktéw dla r € (0; 2 — 1/2),
1 punkt dla » = % — V2,
2 punkty dla r € (3 — v/2;00)
d) 0 punktéw dla r € (0; v2),
1 punkt dla r = V2,
2 punkty dla r € (v/2;00)

a) 2¢/21 b) 8 ¢) 225:/3

a) (24 1)+ (y+2)? =
b) (z—4)* +(y— 1)* =18
)1 b)0 ¢)2 d)1

)

»

. a) 0 punktéw dla r € (0;4),

1 punkt dla r = 4,

2 punkty dla r € (4; 00)

b) 0 punktéw dla r € (0; 8),

1 punkt dla r = 8,

2 punkty dla r € (8;00)

¢) 0 punktéw dla r € (0; 2),

1 punkt dla r = %,

2 punkty dla r € (3;00)

a) V5 b) 5 ¢) 2 q) 2v/10

a) d= V5, 2 punkty

b) d = 2v/5, 0 punktéw

¢) d = 2v/2, 2 punkty

d) d = V13, 0 punktéw

) d = 7‘1/0_5 2 punkty

f) d = 3, 1 punkt

a) 0 punktéw dla r € (0;2),

1 punkt dla r = 2,

2 punkty dla r € (2; 00)

b) 0 punktéw dla r € (0;2/5),

1 punkt dla r = 2v/5,

2 punkty dla r € (2v/5; 00

¢) 0 punktéw dla r € (0; 22),
23

1 punkt dla r = =,

2 punkty dla r € 2—531; 00)
d) 0 punktéw dla 7 € (0; 8y5 )

o]

5

1 punkt dla r = 82

2 punkty dla r € (”T@,OO)

e) 0 punktéw dla r € (0;2v6),
1 punkt dla r = 2v/6,

2 punkty dla r € (2v/6; 00)

f) 0 punktéw dla r € (0; ),

1 punkt dla r = 1?
2 punkty dla r € (1;00)
d) 2

5.a)1 b)2 ¢)0
Ts
8.a)y=-8,y=6 bja=—-4,2=10

a)2 b)1 ¢)0
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2.8. Uklady rownai — powtorzenie

€El1.a)z=1,y=2

e)z=—-1,y=-2lubz=2,y=14

Y

0

b)z=0,y=41ubx
: : : : 3Y

f)z=-2y=—-6lubz=1,y=0
AR C UV
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@1 a)$=—1,y=—3

b)z=-3,y=1
c)r=1,y=0
dor=-3y=-7
e)r=—-1,y=2
flz=2,y=4

2. (0,2), (3.6)

3(47_1)
vy

d)z=0,y=—1lubz=2y=-5

bz=-2,y=1

byr=-2,y=11u

bzx=1,y=141

Y4 *
5.
i

6.a)z=-2,y=—1lubax=1,y=2
bye=—-1,y=2lubz=2,y=-1
c)z=-3,y=—-6lubx=1,y=2
dz=-2,y=—-1lubz=0,y=3
e)r=—-2,y=—-1lubz=3,y=-6
flea=-1y=2

7.a) 2 =0,y=0lubxz =3,y =6
b)z=0,y=4lubz=2,y=0
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2.9. Punkty wspélne prostej i okregu (1)

¢]1.a)z=-3,y=—-4lubx=3,y=4

2.

Y

a) Bﬁ |
b) 2/10

(-3,-2), (-2,-3), (3,2), (2,3)

La)rx=—1l,y=—1llubz=1,y=1

b)z=-2,y=3lubzx =2 y=-3
c)rx=-2,y=1
d)z=-3,y=—-1llubz=19y=3
Je=—-4,y=1lubax=1,y= -4
f)x =3,y=-1
gle=1,y=-5lubz=5y=1
hyz=-2y=-3lubz=3,y=-2
i) uklad sprzeczny

(o]
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[ I

(=L~

. (=3,-3), (3,3)

. (—4,2), (=2, —4), (4,-2), (2,4),

Ob = 8v10
. (6? 2)9 (2:*6)9 (

—6,-2), (—2,6), P = 80
. a) (174)5 (4: 1)’ (_19_4)5 (_47_1)

b) (_1a5): (51_1): (1?_5): (_5a 1)

a)r=0,y=—4

lubzx=4,y=0

BliiEEEEE

c)r=-4,y=3

Y

lubz=0,y=-5bH




e) uklad sprzeczny
TR

7. (3: 4)7 (3: _4)7 (_41 _3): (_47 3)

2.10. Punkty wspélne prostej i okregu (2)

€ll.a)e=—-1,y=3lubz=1,y=5

s

........

X

4,

2.
3.

byr=—-4y=-2lubz=1,y=3

a) (=5,4), (=2,5), (-1,2), (—-4,1)
b) (53 4): (_23 3)? (_15 _4)’ (6> _3)
Jz=-1,y=3lubz=1,y=5

b)z=-3y=-1

27 . _ 9
ubz =%, y=¢

&

—

cJr=—-4,y=-1
lubmz—%,yz—%
d)z=0,y=-3lubz=6,y=1
e)z=-1,y=-1
f) uktad sprzeczny

@)1 a) V3 b) 2V5

(0,4), (5,3), (4,—2), (—=1,—1), P =26
A(—6,0), B(2,4), C(0,—2) lub C(—4,6)
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4. a) (_3a 1)3 (135)1 (5: _7)1 (9’ _3) C) (.’L‘ + 3)2 + y2 — 4, naleiy
(

b) (1:3)7 (_1:9)1 (_75 7)! =9, 1) d) (SE + 1)2 Sr (y + 4)2 = 40, nalezy

5.a)z=0,y=1lubxr=4,y=-3 6. a) K': (x +4)° + (y +2)* = 25,
b)z=-3,y=0 (0,1), (0,—5), P =24
slg=1,y=-2luba=2,y=1 b) K': (z—2)® +(y—1)*> =8,
d)z=0,y=-2 (0,3), (0,-1), P =8
gfe=0y=—2 ¢) K': (x —3)> +(y—1)* =13,
fz=-5y=—-1lubz=3,y=3 (0,3), (0,-1), P =12

6.a)x =2, y=—2 d) K': (z+2)* + (y — 3)* = 20,
b)a=1,y=1luba=2,y=2 (0,7), (0,-1), P =16

7.2Q)z2=0,y=1lubz=1,y=6 7. a) K: (z —3)° + (y +3)* = 18,
b)z=-8y=—-4lubz=0,y=2 P =9(m —2)

b) K': ® + (y + 3v3)* =
2.11. Symetria osiowa P = 6(2r — 3v/3)
(€] 2. kwadrat: 4, trojkat réwnoboczny: 3, 8. a) A'(—3,1), B'(6,4), C'(0,0)

prostokat: 2, koto: nieskonczenie wiele b) A'(3,-1), B'(—6,—4), C'(0,0)

3. a) A'(0,-3), B'(3,0), A"(0,3), B"(=3,0) 9. a) K": (x —3)% + (y +2)% = 4,
b) A'(1,2), B'(—4,-3), A"(-1,-2), K':(z+3)*+(@y—-27°=4
B"(4,3) b) K': (z + 3)* 4+ (y — 3)® = 18,
c) A'(—5,—1), B'(1,—4), A"(5,1), K" (z—-3)*+(y+3)* =18
B"(— 1,4) ¢) K': (z —4)* + (y — 1)® = 25,

5. a) A'(~2,—1), B'(2,3), C'(4,1), K" (z+4)° + (y+1)* =25
D'(0,—3) d) K': (x+4)* + (y — 2)* = 13,
b) A"(2,1), B"(-2,-3), C"(—4,-1), K" (2 -4+ (y+2)°=13
D"(0,3)

2.12. Symetria srodkowa

2. rownoleglobok, prosta, kwadrat, odcinek
3. a) A'(—3,2), B'(2,1), C'(1,—4)
b) A’(—Z, 2): B’(_lv _3)? C’(Ba _1)

6. K':(x —3)% + (y—1)* =4,
K':(z+3)*+ (y+1)°>=4

7. a) K': (x +3)* + (y + 2)* = 16,
K" (z—3)*+(y—2)°=16

b) K': (z +2)% + (y — 4)* = 13, ol L L
K" (z-2)%+(y+4)?=13 5. (x—5)* + (y+3)° = 16
¢) K': (z—3)* + (y+2)* =1, 6.a) K: (x -3+ (y+1)2=9
K':(z+3)+(y—27°=1 b) K': (z + 1)2 +(y—2)%=16
d) K': (z+1)*+ (y — 6)* = 49, o) K:(z—-2°+(@wy—-1>2=4
K" (x—1)*+ (y+6)* =49 d) K': (a;+2)2 +(y+3)2=25
[Z]1. a) OX b) OY 7.a) K': (z+2)° + (y+2)* = 16
¢), d) nie sa c) 8(m —2)
3.a)8 b)2 (Z]1. a) 10 b) 2V/17 ¢) 20 d) 2v/2[q|
4. a) 26 3. 224
b) P = 14, Ob = 2(2v10 + V/5), 4. a) K: (z+2)%+(y—2)%=9
18 punktéw b)) K': (x—4)*+(w+ 1)*=17
5. a) (z— 1)+ (y + 1)® = 25, nalezy ¢) K': (z+2)*+(y+1)*=20
b) (z — 2)? + (y — 2)? = 41, nie nalezy d) K': (x —2)> +(y —3)>=10
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5 K':(z -3+ (y+3)%=
P =18(r—2)
7.a) K: (x — 1)’ + (y+2)?=9

b) K": (x —9)°+ (y—5)° =4
8.a)8 b)6
9. a) K: (z -2+ (y—2)" =16

b) K': (x+4)°+ (y —2)* =25

2.13. Zagadnienia uzupelniajace
1. a) K1 b) K1, K>
c),d) Ky, Kz, K3
2.a) (z—1)°+(y—1)°<
b) (z—1)*+(y—1)* < 100
) (z—1)°+(y-1)*<
d) (z—1)°+(y—1)° gl?
3.a)r=1,y=—3lubzx=19y=+3

4. Ki:(z+3)* +4% =1,

Ko:z? +y* =09,
Ks:(z—4)>+y* =14

g} [—~C,— 28 17 y/35
6° 6 ) 6'°6

o (2268, (3.5)

Zestaw powtorzeniowy I

a) |AB| =5, |BC| =10, |AC| = 15,
wspotiniowe

b) |AB| = 8v/5, |BC| = 4V/5,

|AC| = 4V/5, wspéHiniowe

c) |[AB| =10, |BC| =10

|AC| = 14V/2, niewspoHiniowe

d) |AB| = 62, |BC| = 3v/2,

|AC| = 9v/2, wspéHliniowe

a) 25 b) 5

) 2V5 d) 2,5
- a) (0,1), (2,-2), (4,-5)

b) (2: )7 (2:5)9 (2:6)

. a) Ob =125, 5(0,1),r =5

b) Ob = 24+/2, S(2,0), r = 2,/10

. a) |AD| =5, |AE| =5

b) |AD| = /65, |AE| = 35

. a) podobne

b) przystajace

. a) (x4 4)* +y? =25,

(1,0), (—9,0), (0,3), (0,—3)
b) (z —2)® + (y — 3)* = 25,
(—2,0), (6,0), (0,3 — V/21), (0,3 + v/21)
)(m+1) +( -2)* =16,

(—2v3—1,0), (23 —1,0), (0,2 —V15),
0,24—\/_)
d) (z+3)*+(y+4)?° =

nie ma punktéw wspolnych z osiami
uktadu wspdtrzednych
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10. a) 5(0,5), r =8, P =128 10. B(6,-2), D(0,4), P =12
b) 5(3,—4), r =9, P =162 11. a) styczne zewnetrznie
c) 5(2,5), r =25, P =40 b), ¢) przecinaja sie
d) S(—11,-13), r = 2¢/10, P =80 d) roztaczne zewngtrznie
11. a) P, Q b) P, R C)Q 12. a) 1y =2, ro = 2, [5,5] = 2,
12. a) (z— 12+ (y+2)% = przecinaja sie
b) (z+2)% + (y 2)2= b)ri =1,72 =2, [S1S:] = 1,
¢) (z— 3)2 +y? = 123 styczne wewnetrznie
d) (x—2)? 4+ (y—2)?=8 c) 11 = 2v2, r2 = 4v/2, |51 52| = 6/2,
e) (z+ 1) +y*=5 styczne zewnetrznie
f) (:1:—2) +(y—1)2%2=13 d)r =, rp = 35198 = V113,
13. a) (3,0), (0,3), rozlaczne zewnetrznie

Kl.(a:+3) +(y+3)?=9 13. a)zx=-2y=-3lubzr=3,y=2
b) (—4,0), (0,4), S = &8 1 ¢
Kus(z — 4)% + (y + 4)% =

4. Ki: (x4 3)% + 9% =4,

Ko 2? +(y—1)* =4,
Kg:(x—S)Z—}—yz:l,
Ki: (z—5)% +y* =09,
Ks: (z4+3)°+(y—3)° =
a) KiiKs
b) K3 i K4
15. P = 167, P, =87, P =8(w — 1)

Zestaw powtoérzeniowy I1

1. a) 3v2 b) £ ¢) V10

2. a) |AB|_4\/_ d=22 P==¢6
b) |AB| = 5v/2, d—5\/§, P =25

3.a) h="12 p=42
b)h=2%5 P=1
4. a) 2/2 b) 2¢/5
5. a) V5 b) 2
6.a)y=z—32 b)y=22+2
7.a) l:y =3z -3,
m:y =3x+ 3
b)liy=—iz—1,
m:y:—%m—i—l
c) liy= —%:c—i—?,
m:y = —%m—2
8. a) B(—1,—-1), D(3,7)
b) B(13, -7), D(—3,9)
9. a) B(2,0), D(—-2,4)
b) B(—5,—6), D(11,10)
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13.d)z=-1,y=3lubz=2,y= -2
S S R R

e)r=-3,y=6lubxr=0,y= -3
A D A I P

f) uktad sprzeczny

14. a) 4v/2 b) 10

15. a) 2° + (y — 1)* =5
b) 2* + (y— 1) =10

16. a) x = —9luba =7
b)$=—5\/§—1lubw=5\/§—1
c)r=-5V3—1lubxr=5/3-1
d)z=-1

Zadania testowe

1.C 2.C 3.B 4D 5.C6.BT7.D 8A

Przed obowiazkowa matura z matematyki
13
5
(z —4)?

+(y—1)7*=9
(z—4)"+
h

y—3)2=4,d:6
— 8/10
5

—

A(6,—2), B(—2,4)
(2,2), (5,1), (6,4), (3,5)

© ® D g WP
B
|
[N
gl\D

3.1. Pojecie ciggu

[€]1. &) a, = 2", ag = 512, a10 = 1024

b) an = ()" a0 = gz, a0 = o

C) ap = (—l)n, g = —1, algp = 1

_1yn+1
d)an:%,agzé,am:—%
2. A: a17 = 34, a100 = 200
B:air = 3, a0 = 3
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1. a) ar = 13, ag = 15, g = ].7, aip = 19
b)ar = 35, a8 = &, a9 = 5, a10 = 35
c) ar =17, as = 19, ag = 23, a10 = 29
3. a)ay =14, az = 1,41, az = 1,414,
as = 1,4142, as = 1,41421, as = 1,414214
b) ax = 1,7, az = 1,73, as = 1,732,
as = 1,7321, as = 1,73205, as = 1,732051
¢) a1 = 3,1, az = 3,14, as = 3,142,
as = 3,1416, as = 3,14159, as = 3,141593

4. a) a1 =1, az = 8, az = 27, a4 = 64,

3.2. Sposoby okreélania ciggu
[¢]1. a) 2,3,5,6,7,8, 10
b) 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59

2 a)alzé,m—%,as:%,m:;—ﬁ,
ap = 12
b)a1—0,a2—%,a32§,a42%,
a0 =
¢) a1 =—1,a2 = -3, a3 = -1,
as=—%, a0 = —55
d) a; =0, az =4, az = 18, a4 = 48,
(110:900

3.a)ar=1l,a2=—-1,a3=1, aa = —1,
a10:m1
b)al:2,&22—4,&328,(14:—16,
alom—1024
c)ar=-1,a2=2,a3 = -3, as =4,
aig = 10
d)a1:—4, (1.2:8, a3:—16, a4:32,
a10=2048
e)alzo,agzé,agz—%,m:%,
aio = §7
f) a1=3,02=-%,03=3, a1 = —7,
app = %‘?

4. a) an = 3"!

b) a, =n* —1
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8) an = ;G
_yml

h) an = Sy
5. a)as=2,a5=3,a6 =4

b) as = 8, a5 = 27, ag = 64

c)as =0,a5 = —1, ag = —2
6. a) as =0;a, >0dlan e {1,2,3}
b) brak wyrazéw réwnych zeru;
an >0dlan e {1,2,3,4}
c)az=0;a,>0dlan>3ineN
d) brak ma wyrazéw réwnych zeru;
an >0dlane{1,2,3,4,5,6}
. a) 2, 6, 10, 14, 18
b) 2, 2,0, —4, —10
¢) 1,2, 5, 12,27

d) -1, ;: _%? i? _%

e) 37 GE 37 ,17 1_51

£) 2,1,4,3,6

1 1 1 1 1

B 3 % T3 3

h)0,2,0,4,0

i) 2,2, 18, —48, 650
28)1,351,1 1,5

b) 0, 4, 0, 16, 0, 64

¢) 2,26, % 10, ¢

d) 3,4, 5,16, 2, 36
3. a) gy = 32;11

b) an = m

¢) an = (-1)" - 3¢

d)a, = ¥Yn+1

— 3n-2
€) an = 577

_ 4™
f) an — 2.3m

4. a) as b) ai, as C) az
d) brak wyrazéw réwnych zeru
e) az, az f) as, ag
5. a) a1,az, ..., ae
b) az, a3, ..., a9
¢) brak wyrazéw ujemnych

6. a) a5 b) a4 C) ag, a4



10.

11.
12.
13.

15.

ca)ne{l,2 ..., 5}

b) n e Ny \ {3,4,5)

. a) ay, a2, aq

b) a1, a2, as
¢) a1, a2, a3, as

a) an = —3n+3

b) an = —2n+1
c)an:—%n-l-g

an = n° —6n+5; ar,az, ..., ar
an:—2n2+8ﬂ,

)9 3, g,D , —3
b) — 103815 24
¢) -3,5, —7,9, —11, 13
d) 2, -1, 4, -3, 6,

e) 1,0, -1, -2, 3 -2
f)0,5,2,2, 2,2
a)6 b)8 ¢) 7

3.3. Ciagi monotoniczne

(€] 1.

a) np. an = 10+
b) np. a, = —+

"

ca)ar=4,a2=1,a3 =0, a1 =1,

as = 4; nie jest

b)a, =3,a2 =4, a3 =3, as =0,

as = —5; nie jest

c) a1 =—1,a2 = -5 a3 = -7,

as = —7, as = —b; nie jest
n+1

a) 2n13

—2n—2
b) 3nn+1

C) n—2
n5+2n+2
n?42n

d) 2n-3

.a)a5:a,6:4

b) as € (3;2), as € (2;3),
aes € (2;3) ias < as

sa)np.2,2,2,2,1,1,1, 1
b) np. 2, 2, 2, -1, -1, -1, -2, —2
.a)n®*+2n b) —n®+1

+4 2n+2
o) i1 ) T
3n—1 —3n—1
e) ST f) T
214
g) 2n2:+1g+5

—2n2—4n+2
h) 2n2+4n+1

a) 11 _i! %!_%?%
b)5, I, 18 15 2
12 31 41" 5
) 3,21,0,1
d)3,0,5, 12, 21

f) 7,12, 15, 16, 15
a) malejacy b) staly c) rosnacy

6.a)k<1b)k>1c)k=1
- a) k € (3300)
b) k € (—o0; —1) U (1; 00)
¢) k€ (—v3;V3)

10.

12.

a) nierosnacy dla ¢t > 9,

niemalejacy dla £ < 9

b) nierosnacy dla t € (—3;3),
niemalejacy dla t € (—oo; —3) U (3; 00)
¢) nierosnacy dla t € (—oc; 0) U (2;00),
niemalejacy dla t € (0;2)

a) np. anp = —n

b) np. a, = —%

a)1,0,1,4,9
b) -5, -8, -9, —8, —5
¢) 3,2 1,01
d)3,4,30,5
. a) an+1:n”ﬁ,r:m
b) ant1 = 25, T = GrnmTD
€) Gnt1 = 3055 T = GRS
d) a1 = 3%, v = m

a), c¢), f) rosnacy

b), €), g), h) malejacy
d) nierosnacy

3.4. Ciagi okreslone rekurencyjnie

1. a) 0420, a5:—1, ag =0

b) as = 15, as = 31, as = 63
c) as = 13, a5 = 27, ag = 53
a)az = —1,a3 = -4, as = T,
as — *10 ae — *13
b) az — —6, az — —12, aqs = —24,
as = —48, ag = —96
c)az=1,a3=—1,a4s = -9, a5 = —35,
ag = —115
d)az = 35, a3 = 5, aa = 1, as = 16,
ag = 512
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2.

e) az =3, a3 =7, ag = 46, a5 = 2112,

as = 4460539

f) 012:(133(143(15:@530

.a)az=2,aa=4,a5 =6, a5 =10
b)as =4,a4 =7,a5 =11, ag = 18
¢)az=0,a4=—1,a5 =1, ag = 2
d)a3=0,a.4=—3,a5=—4,a5=7

.a) a1 =3, Gnt1 = an + 2,

ant1 = gz—ii’an dlan =1

b) a1 =2, ant1 =an+2n+1,

an+1 = %an dlan>1

c) ai =6, ans1 =an, +4-3",

an41 = 3an, dlan > 1

d) a1 = —1, ant1 :an+2-(—1)n+l,

any1 = —an dlan =1
e)ai=1,anr1 =an+n+1,
Anil = ni2, dlan =1

n
f) a1:\/§,
Ani1 =ap +vVn+2—+/n+1,

2
ant1 =/ 22 a, dlan > 1

. a)az =0, az = 10, as = 30, a5 = 70,

8 liczb dodatnich

b) az =4, as =0, as = —8, as = —24,
2 liczby dodatnie

¢)az=-1,a3=3, a4 =-5,as =11,
5 liczb dodatnich
d)agzo,agzl,a4:5,a5:14,

& liczb dodatnich

_ _ 1
e) az =0, az = 7,

8 liczb dodatnich
f) (12:1,(13:17(14:2,(15:15,
10 liczb dodatnich

2
16’

289

a4 = a5 = 356

2.a)4 b)3 c)6 d)2

. a) —4 b) 52
¢c) -1 d)5
. a) x = 20, ciag malejacy

b) z = £, cigg rosnacy

6.a)0 b)2 ¢c) 2 d)2
7. a) a3 =0, aa = —6, a5 = 28, ag = 774

ao

b) a3z = 2, a4 = -3, a5 = —25,

ag = —100

c) a,3:2,a4:1,a5:a6:%

d) azs =9, as = 15, a5 = 33, ag = 63
.a) —11lub0 b) —21lub 1
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3.5. Ciag arytmetyczny (1)

1. a) r = 9, kolejne wyrazy: 30, 39

b)r = %, kolejne wyrazy: 3%, 4%
¢) r = —4, kolejne wyrazy: —5, —9
2. a) a, = 2n, az = 40
b) a, = %n+3%, Q20 = 13%
¢) an =-—n+4, ap=-16
3. a)a, =2n+2
b) an, = 5n — 10
c) an = —1n+ 51
4. a) r = —6, malejacy, an = —6n + 15
b) r = 2, rosnacy, an = 3n+1
c) r =0, staly, an, = 2
5. a) k=5
b)k=—-1lub k=3
6. a) as = 3m + 10, a5 = 4m + 12;
rosngcy dla m > —2,
malejacy dla m < —2,
staty dla m = —2
b) as =2m — 9, as = Im — 12;
rosnacy dla m > 6,
malejacy dla m < 6,
staty dla m = 6
c) as =3m? — 2, as = 4m? — 3;
rosngcy dla m € (—oo; —1) U (1; 00),
malejacy dla m € (—1;1),
staty dla m € {—1;1}
d) as = 3m — 2m?, a5 = 4m — 3m?;
rosnacy dla m € (0; 1),
malejacy dla m € (—o0;0) U (1; c0),
staty dla m € {0, 1}
T.a)z=23 b)jz=-2 c)z=3
. a) aia = 34, rosnacy
b) a11 = —36, malejacy
¢) azo = 10,5, rosnacy
d) ass = 1,4, rosnacy
2. a)a, =Tn—1
b)a, =3n—7
c) an = 9% - %n
3.a)ap,=2n—-1
b) a, = —3n+ 15
¢) an=3n— T3



4. a)a=4,b="7
b)a=263,b=51,c
5. a) 5,9, 13, 17, 21
b) 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22
6. a) a, = 44 — 4n, alz = 4

— el
=755

b) an = —103 + 3n, a1z = —43
c) an—23+4n,a12=5%
7.a)a; =21, r=-5
b)ar=-2,r=5
c)ar=-2,r=2
d)a = ;,rm—%
eJai=—-1,r=2luba=1r=—
f) ai =—-1,r=2
Iuba1=g,r——§
8.a)m~l—\/_lub.:c-—l+\/_
b) z =10
9. ae
10. —6, -5, —4, —3

1l.a)z=7y=11
b) z = 15,5, y =27, z = 38,5

12. a) ap, = 3n —4, ag = 14
b) ap = 20 — 4n, as = —4
c) an:%n—ﬁ, ag = —3

13. a) an =8 —4n, az =0
b)a,=2n+1,a, #0dlan €N
c)an=16—9n,a, #0dlan eN

3.6. Ciag arytmetyczny (2)

[€]3. a) an = —2n+ 8,y = -2z + 8
Ypa oo b

b)alzl,a2:4,a3:7,a4:10,
as =13, an =3n — 2
c)y=2c+1

[N

1. a)a1=1,a2=2,a3=3,a4=4,a5=5

a)ap,=bn—4,a1 =1,a2=6, az =11,
24 = 16

b)a, =-3n+1, a1 = -2, az = =5,
ag——S, (14——11

) an =nv3 —2, a1 =3 — 2,

a2:2\/§—2, a3:3\/§—2,
as =43 -2
a) an = 3n — 3;
ap, >0dlan >4

b) an = —2n+9;

an >0dlan <4

¢) an =—3n+ 3;

ap, >0dlan<9

a) an = 3n — 8, aig = 22

b) Qpn = (n+ 2)\/5, a1p = 12\/§

8. a) 36 b) 6,
9. b) 13,5

10.

11.

o

d) jest arytmetyczny

f) nie jest arytmetyczny
y=2x+3,a, #0dlaneN
Yy = ——3:+10 azo = 0
y=x— 14, a14 =0

)-
e),
)

a

=l

)
c)

Suma, roznica, iloczyn i iloraz ciagow

L

a)e, =3n,¢c1=3,c2=6,c3 =09,
cqg = 12
b)e,=n—-2,¢c1=—1,¢2=0,c3 =1,
cqy = 2
en=2"4+n—-1,c1=2,c2 =9,
c3 = 20, ¢4 = 35

— mfl
ca=1
a) e =13, oz =10, gz = 18, g2 = 19,
nie jest monotoniczny
b) C1 = —-11, Cz2 = ——2, Cs — 5, Cq4 = 13,
rosnacy

b) e1 =12, cg = 24, ¢35 = 36, c4 = 48,

rosnacy

1 _ 2 9 _ 16
o =q30=30=7 =7,
TOSNnacy

a) np. a, = n, b, = —;11-
b) np. an = —=, by = —+

n

cynp.apn=n—1,b,=n—3
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3.7. Suma poczatkowych wyrazéw 5. a)z=-3 b)z=-04 ¢)z=—-4
ciggu arytmetycznego (1) ”

1. a) Sso = 1275 Sho = 40
b) 5, = "5 7. a) 21 b) 26
2. a) as = 16, 86:51
b) azo = 10, Sz0 = 105 3.9. Ciag geometryczny (1)
3. a) Sa1 = 1953 b) Sy = —299 [€]1. P, =08 cm?, P5 = 3,2 em?,
4. a) 20 wyrazéw, suma: 1070 Py =128 cm®
b) 12 wyrazéw, suma: —246 2. a) =2, a4 =24, a5 =48
¢) 9 wyrazéw, suma: 39 b)g=3,as=1,a5=3
5. 800 €)g=3a1=30a5=73
6. a) 4950 b) 6567 dg=g,a1=10a=3
e)g=—-2,a4=-8,a5 =16
[Z]1. a) 115 b) —185 c) 10,5 £) g= 1 ai=1,a5 = —1
2. a) a1 = 0, a10 = 18, S10 = 90 3. a) az =3, a3 = 9, ag = 27, a5 = 81
b)a1:_4’a1025’810:5 b)ag=8,a3=4,a4=2,a5=1
¢) a1 = 18, a10 = —36, S1o = —90 ) s = =5, a1 = 5, a1 = 5, a5 =5
3. a) 11 wyrazoéw, suma: 209 d)az=—-1,a3=1,a4=-2 a5=14
b) 15 wyrazéw, suma: 75 e) az =1, az = \/ﬁg as =2, as = 22
¢) 20 wyrazéw, suma: —440 f) as = 2V/3, a3 = 6v2, a4 = 12V/3,
4. a) 1021068 b) 2475 as = 36v/2
5. a) 1665 b) 945 c¢) 728 4.82)g=9 b)g=3 ¢)g=1%
6. a) 3240 b) 329400 c) 83167 djg=-2 e)qg=-2V2 f)g=L
7. a) 970 b) 810 ¢) 1140 6. a) ag =4 b) ar = 5z
8. a) 334167 b) 234168 ¢) as=5 d)as = ZF
c) 145059 e)as = —162 f) a5 = -7
9. a) Sy = 81, S5 = 324 g) as =80 h)as = —%
b) Sg = —63, Si1s = —369 7.a)a;1 =8 b) a1:—— c) al:;—,‘,
¢) So =493, Sis = 2203 2Z)1. a)g=3,an=2", ar =2
10. a) 140 b) 130 ¢) 16 b)g=4, a, =43, a7 = 256
11. a) 348 b) 10050 ¢) g=—3, an = (—1)"* . 3" g, =3
c) —252 d) 0 d)g=3%,a.=(3)"" ar=3
12. a) 1010 b) 1030 c) 2040 ) g=—v2, an =“3—( \/_) ar = 82
f)q—g,anzznz,m 32
3.8. Suma poczatkowych wyrazéw 2. 8)as=4+2v2 a5 =42+ 4
ciagu arytmetycznego (2) b) as = 23+ 3, a5 = 5v/3+ 7
2. 15 3.8)an = 22 (£)" ban =2 (3)"
(Z]1. a) 21 b) 14 ¢) 39 ¢) anz_%_(_Q)nllubanZ%_QnA
2.a)4 b)7 ¢) 11 d)a, = 2.2
3. 8 e) an = —1024 - (—1)"™"
4. a), b), ¢) rosnacy lub a, = 1024 (1)"1_1
d) malejacy f) an = 243 (=3)""luba, = 35337 '
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4. a) —243, -3 b) 2, -33 .3 ¢) x =12, y = 5%, malejacy

] 4
c) 3, 12, 24, 96 d) & g —1, —B &F lubz=-12,y = —5%,
e) 4,21, % f) %, 5, 15, 45 nie jest monotoniczny
5. a) g=3, as = 72, as = 216, as = 648 d) z = 135, ¥y = 1, rosnacy
b) g = —3, a3 = 18, a,4=—54, as = 162 lub z = — 155, ¥y = —1,
c) qg= %? asz = 1%7 = 11 = QE nie jest monotoniczny
d)g=—6,a3 = —12,a4 = 72 as = —432

3.11. Suma poczatkowych wyrazow

_ 2 _ k1l
e)q= 3 as = _55’1 . ciagu geometrycznego
a4 = —3%, a5 = —25 :
S T s 1 [€]1. a) 364 b) —21 ¢) &
f)q:T,afS:].ga-’l:T:avE:E 23)3_ )341 C]i
6 =5V/9, a3 = 53 P %
3) a2 ‘/;“3 { 3. a) —63 b) —484
b)azzi/;aa?»:\g/; 4. a )7 b)
c) az = 311(?0,0,3:—310 5.5
7T.a)a2=3,a3 =73 b)as=-32,a3=16 6. a) 1023 b) —2046
€) a2 =g, 03 = — 15 Z)1. a) 1512 b) 2622 ¢) —1275 d) —56
3.10. Ciag geometryczny (2) 2. a) =255 b) = 211 c) 93(1 — \/5) d) 100
(€] 2. i) O = -g . (%)n_l 3. ai q n Qn S,
b) @, = —2*" ¢} an = —-2" 2 3 5 | 162 242
3. a), ¢) malejacy d), e), f) rosnacy T 1 7 —1| _ea
b) nie jest monotoniczny VB | 3 3 —32 30( V3 2)
5.a)x=—1
b),c¢) z=01ubz =2 4. a) 222 cm® b) £(2+ v2) em
(Z]1. a), d) malejacy 5. a) 4 b) 1091,2 ¢) 2
b) nie jest monotoniczny d)48 e) 1+v2 £)9
¢) rosnacy 6. a)6 b)9 c) 10
3. a)a, =—-4"" 7.a)7 b)6
})) an:%.‘g%l lub an:—%Sli_i 8. 0,9 CI'IIZ
c) an =5""lub a, = 5" 9.a)a, =5 (%)”*3
_en—1
d) an =5 b) an = (—1)"-3""! lub a, = % .96

e) an:*( )n 31 bani(%)n—lﬁ

-4 D gup 1108
— — T — -3 7
f) an 3 lub a, = v2-3 11. 2) 0 b) 2
e, e Ry e B 12. 381 lub 7282
5. 7 =11,y =22, 2 = 44 13 67y 1)
6. a), ¢) rosnacy b), d) malejacy 14. 8

e), f) nie jest monotoniczny ) .

15. anp — 2(”7

7. a) x = 8, y = 128, rosnacy
lub x = —8, y = —128,
nie jest monotoniczny

16. a) 682 b) —242 c) 132
17. a) S = —364, Sy = 1094

b)CE:\/i,QZQﬁ, rosnacy b) SG—O 57—7 C) Ss—60§,57=60%
lub z = —V/2, y = —2v/2, 18. a) 32 b) 512 ¢) 2048
nie jest monotoniczny 19. a) 5 b) 8 ¢) 10
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3.12. Ciagi arytmetyczne i ciagi

geometryczne — zadania

8. a) okoto 143 183,39 =zt
b) okoto 200 144,82 zt

[¢]1. a) 8, 5, 2 c) okoto 228151,10 zt
b)a=2b=4,c=6 1. a) 2205 z1 b) okolo 2552,56 zt
luba=11,b=4,¢c= -3 ¢) okoto 2687,83 zt

[Z)1. a) 0 b) 220 2. a), b) okolo 754,76 zt

2. an =2(n—-2) 3. r = 7,5%
3.9 4. po b latach okoto 1000 zt,
4. g=3, a1 = 11 ag = 221}.1“ po 3 latach okolo 1082 zt
52,7, 12 1ub 18, 7, — 5. a) okoto 358216 zt
b) okoto 3586,85 =zt
48 16 1ub 5, 5 % )Okolo 350004 2
7. a) 108 lub 36 ¢) okoto N
b) —36 d) okoto 3591,60 zl
8. 2,5, 8lub 11,5, —1 6. 3 lata
9931 7. k = 5000,
15 15 po 18 latach okoto 12033,10 zt
10. a) 10, 20 lub — ki b) 2, 8
11 1 0 lub 1 6 18 8. 25000 zt
Ly 3y Yo u » » 16 16
3 4 W% 16 160 1 9. a) po 12 latach

b) po 24 latach
10. a) 180840,96 zt b) 9 lat
11. a) 4326,40 z1

b) okoto 4637,10 zl

¢) okoto 5920,98 zt
12. w ciagu 5 lat okolo 3097,20 zl,
w ciagu 10 lat okolo 8097,65 z1
bank C'

b) suma obwodéw: 237,
suma pol: 341 3

13. 2, 4, 6 lub 6, 4, 2
14. —6, 6, 18 lub 10, 6, 2
15. 4, 12, 36

3.13. Procent skladany

1. a) okolo 6230,91 zt 13.
b) okolo 7673,43 zi
¢) okolo 6719,58 zt

2. odsetki: okolo 3144,47 zt,

3.14. Zagadnienia uzupelniajace

2. a)al:3’(12:6’&3:12,114:24;(1:2

b)ar=6,a,=2,as=2,as =2, g=1%
réznica kapitatu: okoto 743,25 zt ) & 2 8 13 4 !i q 31
C) a1:45a2:17a3:25&4:1—;q:4_
3. a) okoto 995,43 zt dar=L,a2=2%,a3=1%,as=1;
b) okoto 995,43 zt . 16 87 1 25
¢) okoto 980,34 zt .
B 3a)f(a:):i.2 1
4. b) f(m)zél.(\/?)x—l

a) okoto 12166,53 zt
b) okoto 12189,94 zt
¢) okoto 12201,90 =zt
d) okoto 12209,97 zt

6. okolo 2641,36 =zt

a) po 8 latach okolo 4791,40 zi,
po 20 latach okoto 15484,60 zt
b) okoto 10001,43 zt

4. a)24 b)14 ¢) 7

Zestaw powtérzeniowy I
1. a) —3 b) 3 ¢) 10 d) —6
2.a) 4 b) -7
3. a), c), f) ciag arytmetyczny
a), b) ciag rosngcy
c), d), e), f) ciag malejacy
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" a) ag = ]2, a-9=18

b) as = —30, ag = —45
c) ag =8, a9 =11

d) as — —5, ag = —11
e) ag = 50, g = 80
f) as =53, a9 =4

.a)a, =2n—2,as = 14

b) an = 3n — 6, ag = 18
c) a, = —2n+ 10, ag = —6

.a)an,=3n—1luba, =-3n+38

b) ap, = 2n — 12 lub a, = 2n
¢) an =n+11luba, =5n—11

7. a) 222 b) 168 c) 168
d) 66 ) 60 f) —6
8. a) 50 b) —550 c) 4000 d) 2525
9. 50 m
10. a1 = 2, az = 8, az = 20, as = 240

11.

12.

13.
14.

15.

16.
17.
18.
19.

20.

a), b), ¢) ciag geometryczny

a) ciag malejacy

b), ¢) ciag rosnacy

a) 24, 48, 96, 192, 384

b~k —3 —b, —d —

) 1 2L 1 1

a) 1250 b) 4
a)CIg:%,(IE):lU

b) az = 8, as = 32

¢) az =3, as =

d) az =2, a5 =

a) 512 b) —63%
c) 341 lub 521

d) —44 lub —20

1
t B

57 125°

>

25

(%] (=R P

lub as =as =0

4

siodmy

(n)

a) 1024 b) 601

2) np. {al = —1
ny1 =ap +2(n—1)dlan =1
a =95

b) np. {an+1—an—ml+—n dlan =1

ap = 0
c) np.

ant1 = an +log 22 dlan > 1

Zestaw powtorzeniowy I1

1.

11.

12,

13.

14.
15.
16.

?“F’P‘P

a), ¢), d) ciag malejacy
b) ciag rosnacy

a), d) ciag rosnacy

b) ciag malejacy

¢) ciag niemonotoniczny
an = —n’ + 6n — 3,

an, < —18dlan =8
1

an = 3n° — 2n, ag = 9, a1z = 72
a) 165150 b) 82350

a) 3960 b) 396 000

a) 126

b) 654

a)x =13

b) x = —-30

c) x =37

d)z =29

a)x =3
b)zr=-2lubz=28

a) 1,2 31lub4, 2,0

b) 1,2, 41lub 4,2, 1

a) ap, =3n+1

b)a, =Tn -3

a1 =—5,a2=0,a3 =5
luba; =-2,a; =0,a3 =2
43697TLI[12

24

a), b) okolo 836,74 zi

Zadania testowe
1.D 2.B 3.A 4D 5.D 6.B 7.C 8B
9. C

Przed obowigzkowa matura z matematyki

2 P2 A S WP W

rosnacy

4

jest

6, 8, 10
2,4,61lub 6, 4, 2
112 cm?

8

27
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4.1. Srednia arytmetyczna l.a)e=13 b)c=3lube=28
1. Basia — 2,9, Tomek — 4,0 2.

2. siedmiu

3. Ta =6, Tp = 16, To = 26

Jezeli wszystkie liczby zestawu danych

: M = 3,5, nie ma dominanty, T = 3.5
:M=2D=17=22
:M=5D=6T=41%
M = 3,5, Dl :3, D2 = 4, T
tM=35 D1=3,D:=4,T
M =35 Dy=1, D; =6,
3.a) M=4,D=6,T=23%
b)J\/I:S,D:I,T:S%
c) M = 3,5, nie ma dominanty, T = 3,5
4. a) T =4,52, M =5,

TR QW e

3,5

. i - 3,0
zwigkszymy o stala wartoéé, to ich éred- an
R

|
I

nia arytmetyczna réwniez zwickszy sie
o te wartosc.

4. Ty =4, Te = 4,2, Ty ~ 4,09
5.a)z1 =9 b) 135

el liczba 2: 32. centyl, liczba 7: 88. centyl
2. a) dst — 5 oséb, db — 5 0s6b b)T=438, M =4, D=2
b) dst — 10 os6b liczba 3: 48. centyl

¢) dst — 2 osoby, db — 8 osdb
3. a) 3700 zt b) 3550 =zt
4. a) 4544 z1 b) 2528 zt

5. a) 60% b) 24

6. M =35 D=3
7.a)z=5 b))z =26
8

5. a) 4800 zt L 10%
b) 6160 zt, 3640 =zt
¢) 2400 zt 4.3. Odchylenie standardowe
6. a) érednia: 20, érednia obcieta: 5,5 [€]1. a) 6? =2, 0 ~ 1,41
b) érednia: 231 érednia obcieta: 132 b) 0® = 3.6, 0 & 1,9
7. érednia: 6825, srednia obcieta: 255 c) o’ =44,0~2]
8. a) tak, 11 b) nie c) tak, 16 2. 04 > 0B
9. 1,85 h = 1 h 51 min J. Aio=1B:0=1

Jezeli wszystkie liczby zestawu danych
zwiekszymy o stala wartosé, to odchyle-
nie standardowe si¢ nie zmieni.

10. a) x =7 b)x =5

4.2. Mediana, skala centylowa i dominanta
[€]1. a) 3 b) 10,5 ¢) 5,5

2. a) 555 kg b) 502,5 kg c) 540 kg

3. 3,5

4. dziesie¢ razy
5. X: 02 = 50000 zt?, o ~ 223,61 zt
Y:o? = 1050000 zt?, o ~ 1024,70 z

!

i, 02,56

=
8l
l
R
o
|
[E=Y

4. a) np. 1, 1, 5, 6, 7, mediana: 5, srednia: 4

a
. i ) a)T=5,0°=0,0=

b) np. 1, 2, 3, 6, 8, mediana: 3, érednia: 4 B)T=502=10=1
5. 75 ¢)E=5,0"=4,0=2
6. a) 60% d)T=50"=20~129

b) 40. centyl: 50%, 80. centyl: 82% e)T=6,0"=% oc~r23l
7. a) 50. b) 10% f) T =8, 0% = 4,25, 0 ~ 2,06
8. mediana: 43, dominanta: 42 2. T =170 kg, 0® ~ 166,7 kg”, o ~ 12,9 kg

Najczescie] byt kupowany rozmiar 42. 3. 04~ 1,26, 0 ~ 1,38, oc ~ 1,98
9. a) mediana: 4, dominanta: 3 4. 04 ~ 3,58 cm, op &~ 2,45 cm,

b) mediana: 3, dominanta: 5 o~ 3,07 cm
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.a)o~13 b) 16 ¢) 30

6. a) 3 b) tak, jeden uczen
7. 8) T =F+2 My=M+2,

Do=D+2,0,=¢0

b) 75 = 27, My, = 2M, Dy, = 2D,

oy = 20
8. a) T = 30 min, ¢ = 350 min?,
o~ 18,71 min
b) 7 = 30 min, 0% = 33% min?,
o ~ 5,77 min
¢) T = 30 min, ¢° = 160 min?,
o =~ 12,65 min
9. a) 0° = 1,65, 0 ~ 1,28
b) o? = 4,25, o = 2,06
Korelacja
1. okolo 0,85

Inne miary rozrzutu danych

1.

4.

a) 13: rozstep: 9°C, 0 = 3°C
14: rozstep: 6°C, o ~ 2,06°C
15: rozstep: 9°C, o ~ 3,08°C
16: rozstep: 6°C, o ~ 2,24°C
b) rozstep: 15°C, o ~ 3,82°C
a) réwne

b), ¢) mniejsze

T =305, 0~ 1,87, d= 16875

4.4. Srednia wazona

[€]1. a) 4,5 B)5 ¢) 5

2.
3.

A A O

a) 8,0 b) 45

a) Basia — 3,6, Kasia — 4,6
b) Asia: T, = 3,8,
Basia: T, ~ 4,2,
Kasia: T, = 4

a) 320 zt b) 420 zt
Marek

taka sama
a)t=45 b)t=7
a)w=7 b)w=2
ajn=2 bjn="T
a) 12,5 b) 5,875

4.5. Zagadnienia uzupelniajace
1. a) 342 b) 79 ¢) 11
2. 168

3. 440 przed uptywem 1400 godzin,
30 przed uptywem 1100 godzin

Zestaw powtorzeniowy I

1L a)T=375,M=4,D=4
B)T=20,M=9,D=9
C)E:S’ﬂ’f:ﬁ,DZS

d)T =10, M =10, D1 =4, D2 =16
grupa l: 3,5, grupa 11I: 4
T =36 km, g = 7,23 km
T = 3500 g, o =~ 586,66 g
[Ma:z=15h, M =1h, D=1h,
IIIb: T=1,475h, M =1,5h, D = 1,5 h,
dla obu klas: T =~ 1,49 h, M = 1.5 h,
D=1h
6. a) 5
b) 12,55
7. A: 5,6 =6, B:54~5,C:4,2~14,
D:38~4, [:32~3

LA A

Zestaw powtorzeniowy I1

1. B

2.a)6 b) 11

3. 7=23,85, 0~ 1,01

4. 02 =0,25h% o~0,5h

5. a)a=14luba=5
b)zx=2y=1

6. w grupie o 0,25, w klasie o 0,1

7. Nie mozna rozstrzygnac, ktory lek jest
skuteczniejszy.

Zadania testowe
1.D 2.A 3.C 4.D 5.B

Przed obowigzkowa matura z matematyki
Lzx=5 M=5 D=5

2. 5K 53

3. TAa=45,Tg =3,6,Tc =2

4. o1 ~ 645,50 z1

5 T =210 kg, 0 = 62,11 kg
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Indeks

ciag 112
arytmetyczny 128, 129, 130
geometryczny 142, 143, 145, 146
liczb Catalana 163
liczbowy 113
malejacy 119
niemalejacy 121
nierosnacy 121
nieskonczony 112
rosnacy 119
skonczony 114
staty 121

dominanta 178
dziatania na potegach 10, 11, 14
dziedzina
funkcji logarytmicznej 32, 33
funkcji wyktadniczej 17

efektywna stopa procentowa 157

figura
osiowosymetryczna 94
srodkowosymetryczna 97
funkeja
logarytmiczna 32
wyktadnicza 17

iloraz ciagu geometrycznego 142

kapitalizacja odsetek 156
krzywa Gaussa 192

liczba logarytmowana 22

liczby losowe 180

logarytm 22, 23
dziesietny 26

mediana 176
nominalna stopa procentowa 157

odchylenie
przecigtne 188
standardowe 182
odleglosé
miedzy prostymi rownoleglymi 64

Indeks

odlegtosc

miedzy punktami w ukladzie
wspotrzednych 55

punktu od prostej 62

okres kapitalizacji 156

okregi
przecinajace sie 76
roztaczne 76
styczne T6

os symetrii 93, 94

podciag ciggu 149
podstawa logarytmu 22
pole tréjkata w uktadzie
wspdlirzednych 66
potega o wyktadniku
catkowitym 10
rzeczywistym 13, 14
wymiernym 11
procent sktadany 155
proste
prostopadie w ukiadzie
wspétrzednych 61
roéwnolegte w uktadzie
wspotrzednych 61
punkt stycznosci prostej i okregu 80

reguta trzech sigm 192
rekurencyjne okreslenie ciaggu 123
rozkltad normalny 192
rozpad promieniotwérczy 41
rozstep 188
réwnanie

kierunkowe prostej 61

ogdlne prostej 61

okregu 67

okregu w postaci kanonicznej 68

okregu w postaci ogdlnej 75
réznica ciagu arytmetycznego 128

sieczna okregu 80
silnia 124
skala
centylowa 177
Richtera 45



styczna do okregu 80

suma poczatkowych wyrazow ciagu
arytmetycznego 136, 137
geometrycznego 148

symetria
osiowa 93
srodkowa 97
wzgledem osi uktadu wspotrzednych 94
wzgledem poczatku ukladu

wspoOlrzednych 98

srednia
arytmetyczna 130, 161, 172
geometryczna 146, 161
obcieta 175
wazona 189

srodek symetrii 97

srodkowa tréjkata 59

twierdzenie
o logarytmie iloczynu 28
o logarytmie ilorazu 28
o logarytmie potegi 30

twierdzenie
o zmianie podstawy logarytmu 44
odwrotne do twierdzenia
Pitagorasa 54
Pitagorasa 54

uktad réwnan
nieoznaczony 83
oznaczony 83
sprzeczny 83

wariancja 182, 184
wspolezynnik kierunkowy prostej 61
wspotrzedne srodka odcinka 58
wyraz ciagu 112
wzor ogolny

ciaggu 115

ciagu arytmetycznego 128

ciggu geometrycznego 143
wzrost wyktadniczy 41

zbiér wartosci
funkeji logarytmicznej 33
funkeji wyktadniczej 17

Indeks
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Tablice logarytmoéw dziesietnych

b b+0,00 b+0,00 b+0,02 b+0,03 b+0,04 b+0,05 b+0,06 b+ 0,07 b+ 0,08 b+ 0,09
1,0 0,0000 0,0043 0,008 00128 00170  0,0212 00253  0,0294 0,0334 0,0374
1,1 00414 00453  0,0492  0,0531 0,0569  0,0607 00645 00682 0,0719 0,0755
1,2 0,0792  0,0828  0,0864 0,0899 0,0934 0,0969 @ 0,1004  0,1038 = 0,1072  0,1106
1,3 01139 0,1173  0,1206  0,1239 0,1271 @ 0,1303 | 0,1335 @ 0,1367  0,1399 = 0,1430
1,4 0,461 0,1492 | 0,1523  0,1553  0,1584 | 0,1614 | 0,1644  0,1673 @ 0,1703  0,1732
1,5 0,761 0,1790 @ 0,1818  0,1847 0,1875  0,1903 | 0,1931 = 0,1959 @ 0,1987 0,2014
1,6 0,2041 02068 @ 0,2005 0,2122 02148  0,2175 | 0,2201 = 0,2227 = 02253  0,2279
1,7 0,2304 02330 | 0,2355 | 0,2380  0,2405 = 0,2430 | 0,2455 = 0,2480 = 02504 = 0,2529
1,8 02553  0,2577 02601 @ 0,2625 = 0,2648 | 0,2672 | 0,2695 @ 0,2718  0,2742  0,2765
1,9 02788 0,2810 02833  0,2856 0,2878 ' 0,2900 = 0,2923 = 0,2945 0,2967 = 0,2989
2,0 03010 0,3032  0,3054 03075 0,23096 | 0,3118 | 0,3139 03160 @ 0,3181 0,3201
2,1 03222 03243 03263 03284  0,3304 | 0,3324 | 0,3345  0,3365  0,3385 @ 0,3404
22 03424  0,3444 | 0,3464  0,3483  0,3502 | 0,3522  0,3541 0,3560 @ 0,3579 = 0,3598
23 03617  0,3636 03655 03674 03692 | 0,3711 | 0,3729 | 0,3747 @ 0,3766 = 0,3784
24 03802  0,3820 0,3838  0,3856 0,3874 | 0,3802 | 0,3909 0,3927  0,3944 = 0,3962
2,5 03979  0,3997 0,014  0,4031 0,048 @ 0,4065 @ 0,4082 04099 04116 04133
2.6 04150 04166 0,4183 04200 04216 @ 0,4232 | 04249 04265 0,4281 = 0,4208
2,7 04314 04330 04346 04362 04378 | 0,4393 | 0,4409 = 0,4425 0,4440 @ 0,4456
2.8 04472 04487 04502 @ 04518 04533 | 0,4548 | 0,4564 | 0,4579 @ 0,4594 & 0,4609
29 04624 04639 04654 04669 04683 | 0,4698 | 04713 04728 04742 04757
3,0 04771 04786  0,4800 0,814 04820 | 0,4843 | 04857 04871 @ 0,4886 = 0,4900
3,1 04914 04928  0,4942 0,955 044969 @ 0,4983 | 0,4997 05011 @ 0,5024 @ 0,5038
3,2 05051  0,5065  0,5079 @ 0,5092 0,5105 | 0,5119 | 0,5132 | 0,5145 | 0,5159 @ 0,5172
3,3 05185 05198 05211 | 05224 | 0,5237 | 0,5250 | 0,5263 | 0,5276 @ 0,5289 & 0,5302
34 05315 05328 | 0,5340 05353 05366 | 0,5378 | 0,5391 @ 0,5403 @ 0,5416 @ 0,5428
3,5 05441  0,55453 | 0,5465 @ 0,5478 = 0,5490 | 0,5502 | 0,5514 | 0,5527 | 0,5539 @ 0,5551
3.6 05563  0,5575 | 0,5587 | 0,5599 05611 | 0,5623 | 0,5635 | 0,5647 | 0,5658 & 0,5670
3,7 0,5682  0,5694 | 0,5705 @ 0,5717 05729 | 0,5740 | 0,5752 | 0,5763 | 0,5775 @ 0,5786
3.8 05798 05809 05821 @ 0,5832 | 0,5843 | 0,5855 | 0,5866 @ 0,5877 @ 0,5888 & 0,5899
3.9 05911 05922 | 0,5933 05944 05955 @ 0,5966 @ 05977  0,5988 @ 0,5999 = 0,6010
4,0 0,6021 06031  0,6042 06053 06064 | 0,6075 @ 0,6085 06096 @ 0,6107  0,6117
4,1 06128 0,6138  0,6149 06160 06170 @ 0,6180 & 0,6191 06201 @ 0,6212 0,6222
42 06232 06243  0,6253 06263 06274 | 0,6284 | 0,6294 06304 @ 0,6314 0,6325
4,3 06335  0,6345 06355 @ 0,6365  0,6375 | 0,6385 | 0,6395 @ 0,6405  0,6415  0,6425
44 06435 06444 06454 06464  0,6474 | 0,6484 | 0,6493 | 0,6503  0,6513 @ 0,6522
45 06532  0,6542 | 0,6551 06561 06571 | 0,6580 | 0,6590 06599 @ 0,6609 0,6618
4,6 06628 0,6637 06646 06656 0,6665 @ 0,6675 | 0,6684 0,6693 0,6702  0,6712
4,7 06721 0,6730  0,6739 06749 06758 | 0,6767 @ 0,6776 06785 @ 0,6794 = 0,6803
4,8 06812 0,6821  0,6830 06839 0,6848 @ 0,6857 @ 0,6866 06875 0,6884 0,6893
4,9 0,6902 06911 0,6020 0,6928 0,6937 @ 0,6946 @ 0,6955 06964 @ 0,6972 0,6981
50 06090 0,6998 07007  0,7016 @ 0,7024 | 0,7033 | 0,7042 @ 0,7050 = 0,7059 = 0,7067
51 0,7076 0,7084 | 0,7093  0,7101 0,7110 | 0,7118 | 0,7126 @ 0,7135 | 0,7143 = 0,7152
52 0,7160 0,7168 | 0,7177 | 0,7185  0,7193 | 0,7202 | 0,7210 | 0,7218 | 0,7226 @ 0,7235
53 0,7243  0,7251 | 0,7259 @ 0,7267 = 0,7275 | 0,7284 | 0,7292 | 0,7300 | 0,7308  0,7316
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b b+0,00 b+0,01 b+0,02 b+0,03 b+0,04 b+0,05 b+ 0,06 b+ 0,07 b+0,08 b+ 0,09
54 07324  0,7332 | 0,7340 = 0,7348 0,7356 0,7364 | 0,7372 0,7380 | 0,7388 = 0,7396
55 0,7404 | 0,7412 | 0,7419 | 0,7427 @ 0,7435 | 0,7443 | 0,7451 0,7459 | 0,7466 @ 0,7474
56 0,7482 | 0,7490 | 0,7497 | 0,7505 @ 0,7513 | 0,7520 | 0,7528 @ 0,7536 | 0,7543 @ 0,7551
57 0,7559  0,7566 @ 0,7574 @ 0,7582  0,7589  0,7597 | 0,7604 0,7612  0,7619  0,7627
58 07634  0,7642 | 0,7649 | 0,7657 0,7664 0,7672 @ 0,7679 = 0,7686 | 0,7694 @ 0,7701
59| 0,7709 | 0,7716 | 0,7723 | 0,7731 | 0,7738 | 0,7745 | 0,7752 @ 0,7760 | 0,7767 | 0,7774
6,0 0,7782  0,7789  0,7796 @ 0,7803  0,7810 @ 0,7818 | 0,7825 0,7832 | 0,7839 = 0,7846
6,1 0,7853  0,7860  0,7868  0,7875 0,7882  0,7889 | 0,7896 0,7903  0,7910  0,7917
6,2 0,7924 0,7931  0,7938  0,7945 0,7952 0,7959 = 0,7966 0,7973 @ 0,7980 = 0,7987
6,3 0,7993  0,8000 08007 08014 0,8021 0,8028  0,8035 0,8041  0,8048 = 0,8055
6,4 08062 0,8069 08075 08082 0,8089 0,8096 = 0,8102 0,8109  0,8116 0,8122
6,5 08129 08136 08142 08149 08156 0,8162 0,8169 0,8176 0,8182 0,8189
6,6 08195 08202 08209 08215 08222 0,8228  0,8235 0,8241  0,8248 = 0,8254
6,7 08261 08267 08274 08280 0,8287  0,8293  0,8299 0,8306 0,8312  0,8319
6,8 08325 0,8331  0,8338 08344 08351 0,8357 08363 08370 @ 0,8376 0,8382
6,9 0,8388 0,8395 08401 08407 08414 0,8420  0,8426 0,8432  0,8439  0,8445
7.0 08451  0,8457 @ 0,8463 | 0,8470 08476 0,8482 @ 0,8488 0,8494  0,8500 = 0,8506
71 08513 08519 08525 0,8531 0,8537 0,8543 | 0,8549 08555 @ 0,8561 @ 0,8567
72 08573 08579 08585 0,8591 0,8597 0,8603  0,8609 0,8615 @ 0,8621 @ 0,8627
7.3 08633  0,8639  0,8645  0,8651 0,8657 0,8663 @ 0,8660 0,8675 @ 0,8681 = 0,8686
74 08692  0,8698 0,8704 | 0,8710 08716 08722 08727 0,8733 | 0,8739  0,8745
75 08751 08756 08762 08768 0,8774 08779  0,8785  0,8791 @ 0,8797 @ 0,8802
76 08808 08814 08820 0,8825 0,8831 0,8837  0,8842 0,8848  0,8854 = 0,8859
7,7 08865 0,8871 0,8876 = 0,8882 0,8887 0,8893  0,88909 0,8904 @ 0,8910 = 0,8915
78 08921 0,8927 08932 0,8938 0,8043 0,8919 0,8954 0,8960 0,8965 0,8971
79 08976 0,8982 08987 0,8993 0,8998 0,0004 = 0,9009 0,9015  0,9020 = 0,9025
8,0 00031 09036 0,9042 009047 09053 0,9058 09063 0,9069 @ 0,9074 0,9079
8,1 09085 09090 009096 09101 09106 09112 09117 09122 09128 0,9133
82 009138 09143 09149 009154 09159 09165 009170 09175  0,9180  0,9186
8,3 09191 09196 009201 009206 09212 09217  0,9222 0,9227 09232  0,9238
84 09243 09248 009253 009258 09263 0,9269 0,9274 0,9279  0,9284 0,9289
8,5 00204  0,9299  0,9304 009309 09315 0,9320 009325  0,9330 @ 0,9335 0,9340
8,6 009345 09350  0,9355 00360 0,9365 0,9370 09375 0,9380 @ 0,9385 = 0,9390
8,7 09395 09400 009405 009410 09415 0,9420  0,9425 0,9430  0,9435 = 0,9440
88 009445 0,9450  0,9455 09460 0,9465 0,9469 09474 09479 | 0,9484 = 0,9489
8,9 09494 09499 09504 09509 09513 09518  0,9523 0,9528  0,9533 0,9538
9.0 009542 09547  0,9552 09557 09562  0,9566 09571 09576 @ 0,9581  0,9586
9,1 0,9590  0,9595 00600 09605 0,9609 0,9614  0,9619 0,9624 0,9628 0,9633
9,2 09638 0,9643  0,9647 09652 09657 0,9661 09666 09671 @ 0,9675 0,9680
9,3 009685 0,9689  0,9694 009699 09703 0,9708 009713 09717 @ 0,9722 09727
94 09731 09736 09741 009745 09750 0,9754 09759 09763 @ 0,9768 09773
9,5 09777 0,9782 0,978 09791 0,9795 0,9800 @ 0,9805 0,9809 @ 0,9814 = 0,9818
9,6 09823 0,9827 09832 09836 0,9841 0,9845  0,9850 0,9854  0,9859 = 0,9863
9,7 09868 0,9872 00877 09881 0,9886 0,9800 0,9804 0,9899  0,9903 0,9908
9,8 009912 09917  0,9921 009926 0,9930 0,9934 09939 0,9943  0,9948 = 0,9952
9,9 0,9956 0,9961 00965 0,0960 0,9974 0,9978  0,9983 0,9987  0,9991 = 0,9996
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‘n8|’/'|g Twoje mocne strony

MATeMAtyka

Podrecznik MATeMAtyka 3 do zakresu podstawowego w spojny i przystepny sposdb
wprowadza ucznia w zagadnienia matematyczne. Dzigki niemu lekcje w szkole sg ciekawe,
a jednoczesnie pozwala on na efektywng samodzielng nauke w domu.

Pomocne sekcje

Sekcje Warto powtdrzy¢ pomagaja lepiej
przygotowac sie do kolejnych lekgji.

Sekcje Warto wiedzie¢ uzupetniajg i rozszerzajg
tresci z lekciji.

Réznorodne formy przekazu

Ciekawe infografiki i Zagadnienia uzupetniajace
urozmaicajg prace na lekcjach i zachecaja
ucznidw do samodzielnych poszukiwan.

@ WIESZ, UMIESZ, ZDASZ

Kazdy dziat podrecznika MATeMAtyka 3
koriczy sie dwoma zestawami
powtorzeniowymi, dzieki ktorym uczniowie
moga utrwali¢ zdobyte wczesniej
wiadomosci. Nastepnie zaczyna sie sekcja
zadan zamknietych i otwartych, w ktorej
znajdziemy tez Sposoby na zadania,
pokazujgce rézne metody rozwigzywania
zadan.

Nowa Era Sp. z o0.0.
@ www.nowaera.pl Q nowaera@nowaera.pl

@ Centrum Kontaktu: 801 88 10 10, 58 721 48 00

Czytelny uktad

Przejrzyste wprowadzenia nowych tresci,
przyktady, proste ¢wiczenia i utozone
zgodnie ze wzrastajgcym stopniem
trudnosci zadania tworza czytelny uktad
kazdego tematu. Utatwia to prace na
lekcjach i w domu.
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