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Funkcje
trygonometryczne

Mont Saint-Michel [czyt. ma se miszel] w czasie odplywu. Podnoszenie si¢ i opadanie poziomu
oceanow jest zjawiskiem powtarzajacyvim sie okresowo.

Omawiane w tym rozdziale funkcje trygonometryczne moga stanowi¢ model
stuzacy do opisu niektorych zjawisk powtarzajacych sie okresowo. Na rysunku
ponizej przedstawiono wykres jednej z funkeji trygonometrycznych — funkeji
sinus. Wykres ten nazywamy sinusoida.

P e N /. S\
TR R0 R A




Warto powtorzyc

Funkcje trygonometryczne kata ostrego w tréjkacie prostokatnym

Jesli «v jest katem ostrym tréjkata prostokatnego. to
sinusem kata a nazywamy stosunek dlugosci przypro-

stokatnej lezace] naprzeciwko tego kata do dlugosci b
przeciwprostokatnej. -
. il
sina = = A b
Cosinus, tangens i cotangens kata a definiujemy nastepujaco:
COs @ = Eg tgax = 2. ctg o = s
& : b - a

Wartosci funkeji trygonometyeznych nie zaleza od wielkosci rozpatrywanego
trojkata, a jedynie od kata .

Podane w tabeli wartosci mozna wyzna-

: ; = ; o 30° 45° 60°
czyC, korzystajac z ponizszych rysunkow.

sin o % X;—E -“f_;i

' 3 /2 1

9, ; 5 P9 1 S > 5 2

3 =

2 tg o L‘r;ﬁ 1 V3

45° a 760 ‘
1 1 ctga | /3 1 o

1. Podaj wartosci funkeji trygonometrycznych katéw ostrych trojkata pro-
stokatnego o podanych przyprostokatnych.
a) 3, 4 b) 9, 12 ¢) B, 12 d)l;2

2. W trojkacie prostokatnym dana jest dlugosé przeciwprostokatne) ¢ oraz
sinus kata ostrego a. Oblicz dlugosci przyprostokatnych.
a) ¢ =10, sina = 2 b) ¢ =25, sina = 0,28

5
3. W trojkacie prostokatnym dany jest tangens kata ostrego a oraz dlugosé
boku a lezacego naprzeciwko kata a. Oblicz obwdd tego trojkata. Wyznacz
sina 1 cos .

a) tea =24, a=10 b) tga=3,a=2

[E] 4. Uzasadnij, ze miedzy funkcjami trygonometryceznymi kata ostrego a za-
chodzi podana zaleznosc.

a) sin®a + cos’a = 1 d) ctga = ==2
) S111 ¥
3 = ("T.Lr — 2 2 —
b) tga-ctga =1 e) 1+tg°a —5
: . _ sina o
{') tg o COS 0¥ f) 1+ {'tg o sin? a

e 10 1. Funkcje trygonometryczne



*1.1. Funkcje trygonometryczne
dowolnego kata

Rozpatrujemy katy umieszczone w ukladzie wspolrzednych w ten sposdb, ze
poczatek ukladu jest wierzcholkiem kata, a jego ramie poczatkowe zawiera
sic w dodatniej polosi OX. Kat jest odlozony od ramienia poczatkowego do
koncowego w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara oraz moze
przyjmowac miare od 0° do 360°.

'}/' & 'i-' 4 Y b

GO 135° 3307
0 X o X

¥

@)

Niech P(x,y) bedzie dowolnym punktem, réznym od poczatku ukladu wspoél-
rzednych, lezacym na ramieniu koncowym kata ostrego a. Wtedy:

-1 — E oy = E X . }f ‘
sina = =, tgo= = (x # 0) ! P
cos(x = —:- ctga = i_' (y #0) L :

gdzie r = |OP| = a2 + 42 5

Cwiczenie 1
Do ramienia koncowego kata a nalezy punkt PP. Narysuj ten kat i oblicz war-
tosci jego funkeji trygonometrycznych.

a) P(4,3) b) P(2,3) c) P(V5,2) d) P(1,2v2)

Podane powyzej wzory w klasie 11 postuzyly do zdefiniowania funkeji trygono-
metrycznych kata wypuklego a € (07;1807). Definicje te mozemy rozszerzyé
na dowolny kat o € (0°; 360°).

Na rysunkach ponizej ramie¢ koncowe kata lezy odpowiednio w II, III i IV
cwiartee ukladu wspohrzednych.

Y1 Y o
i i 1
LG
: 2 X T 0 X al x i
z 0 X /10 X @n | X
| /T T
Py—-y yi-—\FP

1.1. Funkcie trygonometryczne dowolnego kata
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Definicja

Niech P(z,y) bedzie dowolnym punktem, réznym od poczatku ukladu

wspolrzednych, lezacym na ramieniu koticowym kata o € (0°: 360°). Wtedy:

SiﬂfE:%‘ tgn:-f-:: (wi=2a):

cosa = :l, (:tgﬂ’=§ (y #0),

gdzie r = |OP| = a2 + 2. %
Uwaga. Kazdy ze stosunkéw: £, £, & ~'_; zalezy wylacznie od polozenia ramienia

koncowego kata, a nie zalezy od wyboru punktu P. Nie okreslamy wartosci funkeji
tangens dla 907 1 270° oraz funkeji cotangens dla 0°, 180° i 360",

Przykiad 1 MINLA N
Do ramienia koncowego kata a nalezy punkt P(3,—4). i &
Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych tego kata. ; O 1 %
R = s b
r=4/32+(—4)2=v25="5 P
sin o = —%T cosqr = £

Cwiczenie 2
Do ramienia koncowego kata a nalezy punkt P. Przedstaw ten kat na rysunku
i oblicz wartosci jego funkcji trygonometrycznych.

a) P(—4,3) b) P(8,—6) ¢) P(—1,-3) d) P(—2,—6)

Przyktad 2

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata 210°.

Zauwazmy, ze 210° = 180° + 30°. V4

Rozpatrzmy trojkat POA o katach 30°, 607,

90° i boku |OP| = 1 (rysunek obok), wéwczas: ” o0° | 007
|AP| =1, |A0|=£ . 570 &

Zatem punkt P nalezacy do ramienia korco-

wego kata 210° ma wspolrzedne (—'-"gjj _%)_‘ 5

a stad:

sin210° = —1, c0s210° = =¥, tg210° = &, ctg210° = V3

Cwiczenie 3
Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych kata: a) 135°, b) 225°, ¢) 300°.

1. Funkcije trygonometryczne



W zaleznosci od tego, w ktorej é¢wiartce ukladu wspolrzednych polozone jest
rami¢ koncowe kata o, wartosci: sina, cosa, tga 1 ctga sa dodatnie lub

ujemne.

Cwiczenie 4

Uzasadnij, ze:

a) sina > 0 dla a € (0°; 180°),

b) cosa > 0 dla a € (0°:90°) U (270%; 360°)
¢) tga > 0dla a € (0°;90°) U (180°; 270°),
d) ctga > 0dla a € (0°:90°) U (180°; 2707)

Zadania

dla o € (90°; 180°) |

sinoe =0
cos o< 0

tea < 0
ctga <0

dla a € (0°:907)
siney > 0)
cosa > ()
tgo > 0
clga >0

dla a € (180°;270")

! sina << 0
cos o< ()

tga >0

; ctgoe = 0

dla a € (2707;3607)
sina < 0
cosex >0

tg o << ()
ctga < 0

1. Do ramienia konicowego kata a nalezy punkt P. Oblicz wartosci funkeji

trygonometrycznych tego kata.
a) P(5,12) b) P(-5,-12)

Uzasadnij, ze jesli punkt P(x,y) na-
lezy do okregu jednostkowego o §rod-
ka O(0,0) oraz lezy na ramieniu
kata a, to: r = cosa, y = sin a.

c) P(V3,-1)

d) P(—V3,-1)

Okrag o promieniu 1 nazywa-
my okregiem jednostkowym.

3. Na rysunku obok przedstawiono Yt

okrag jednostkowy o $rodku O(0,0) pd(_%;?__ xﬁ’_é) P(0,1) -

oraz zaznaczono punkty: Py, ..., Pr. / D 2o (J‘Z—z J'g—j)

a) Podaj miare kata a;, do ktérego ~ Fa(-1.0) A5° A

ramienia koncowego nalezy punkt O Po(1,0) X
dla i = 2 2

P, dlai=0,1;...;T. Pﬁ(—-ﬁ _.ﬁ) p?(ag:__:g_)

b) Przerysuj ponizsza tabele do ze- # 2 Ps(0,—1)

szytu i ja uzupelnij.

8t 0° 45" 90~ 135° 180° | 225° 270° | 315° @ 360°

sinae /%7 i I 7 VN ) . 7 7
- . ? | ?.. R— / ? / § 7 ?
ctg o X A P ? X 9 2 9 %

1.1, Funkcje trygonometryczne dowolnego kata
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4. Oblicz.
a) sin® 315° + cos? 135° b) tg135" — tg225° c) sin225° 4 cos® 315°

5. a) Na okregu jednostkowym o srodku Y4
w poczatku ukladu wspolrzednych P 3\ ;3 ( 1 ﬁ)
zaznaczono dwanadcie punktéw wy- S\ 2
znaczonych przez ramiona koncowe
katow, ktorych miary sa wielokrot-
nosciami 30° (rysunek obok). Podaj
wspolrzedne punktow: Py, ..., Pp.

b) Przerysuj ponizsza tabele do ze-

szytu i ja uzupelnij.

(v 30° 60° 120° 150° 210° 240 300° 3307
sin v ) L : IR
wosa ) &
wa V)7 -8 V%
sga 110 B ey

6. Oblicz.

a) sin®300° + cos? 150° ¢) cos330° + tg 120° tg 330°
) cos 120° | tg150° a) cos? 150° tg 210° tg 135°
sin? 330° ' tg210° sin? 150°+ cos? 210°

7. W ktorej éwiartce ukladu wspolrzednych lezy ramie koncowe kata o, jesl:
a) sina >0 1 cosa <0, ¢) sina<0 i tga >0,
b) tga <0 i cosa > 0, d) cosa <0 i sinacosa > 07

8. Punkt P(vﬁiﬁ? V{E;ﬁ

sino i cosa, jezeli:
a) a = 1657, b) a = 1957, c) o = 3457, d) i ="75"

) lezy na ramieniu koncowym kata 15°. Oblicz

9. Osmiokat foremny umieszczono w ukla- c 1 B
dzie wspohrzednych tak jak na rysunku
obok. D A i
_ a X
a) Oblicz dlugos¢ boku tego osmiokata. 0 P(1,0)
b) Oblicz wartosci funkeji trygonome- E H
tryveznyeh kata POA oraz kata POC. P 4

14 1. Funkcije trygonometryczne



*1.2. Kat obrotu

W zyciun codziennym czesto
spotykamy przyklady obrotow,
np. obrot kola rowern, kola sa-
mochodu czv obrét wskazowek

zegara.

Niech polprosta OA pokrywa
sig z dodatniag polosia OX
ukladu wspolrzednych. Katem

obrotu AOB nazywamy kat. o jaki nalezy obrd-
ci¢ polprosta OA wokol punktu O, aby pokryla
sig ona z polprosta O B. Polprosta OA nazywamy
ramieniem poczatkowym kata obrotu, a polprosta
() B — ramieniem koncowym.

Uwaga. Zamiast .kat obrotu” bedziemy krotko mowié L kat”.

Przyjmujemy, ze:
» dodatni kierunek obrotu jest kierunkiem przeciwnym do ruchu wskazowek

dodatni

B ‘\kitarallwk
obrotu

ujemny
‘/kierunek

obrotu

zegara,
« ujemny kierunek obrotu jest kierunkiem zgodnym z ruchem wskazowek ze-
gara.

Y }/'J }fu

Ay
30 AN ] 150° h 210° h
O A X 0 A X A X
As

Potprosta OA po obrocie  Polprosta OA po obrocie  Pdlprosta OA po obrocie

o 307 wokdl punktu O po-
kryvje sie z polprosta OA;.

o 1507 wokdl punktu O po-
kryje sig¢ z polprosta OAs.

o 2107 wokot
kryje sie z pol

punktu O po-
prosta OAjz.

A A A
19 _30° X B —15(0° X 0|-210° X
B

Potprosta OA po obrocie
o —307 wokdl punktu O po-
kryje sie z polprosta OB;.

Polprosta OA po obrocie
o — 1507 wokdt punktu O po-
kryje sie z polprosta O Ba.

Polprosta (A po obrocie

o —210° wokdl
kryje sig z pol

punktu © po-
prosta ()B4,

1.2. Kat obrotu
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Przykiad 1

Rozpatrzmy kat AO B przedstawiony na rysunku obok. P6l- Y}
prosta OA pokryje sie z pélprosta OB nie tylko po obrocie
wokol pocezatku ukladu wspolrzednych o kat 457, ale rowniez B
po obrocie na przyklad o katy:
360° + 45° = 405° (—1) - 360° + 45° = —315° 45°)
2.360° + 45° = 765"  (—2)-360° + 45° = —675° @ xS
Yt Yt Yy i

A £

, /A
QJXUXQ)A%)/

360° + 45” 2 360" + 45° (—1) - 360° + 45° (—2) - 360° + 45

Ogolnie, aby polprosta OA pokryla sie z polprosta OB, nalezy obrocic¢ ja
wokol poczatku ukladu wspoélrzednych o kat rowny £ - 3607 + 457, gdzie & jest

dowolna liczba calkowita.

Katy o mierze k- 3607 4+ 45°, gdzie k € Z, maja wiec wspolne ramie koncowe.

Cwiczenie 1 Y

O ktore z podanych katow mozna obroci¢ poélprosta OA, B

aby pokryla sie ona z pélprosta OB (rysunek obok)? e

390°, 750°, 1100°, 1470°, —330°, —690°, —1050°, —1400° 0 d X

Cwiczenie 2

Podaj przyktady trzech katow, ktoérych ramie koncowe pokrywa sie z ramie-

niem koncowym kata a.

a) a = 80° b) a = 560° ¢) a = =50 d) a = -320°
Przykiad 2

Zapisz miare kata w postaci k - 360" + a, gdzie a € (07:360") oraz k € Z.

a) 1400° = 3 - 360° + 320° ¢c) —700° = —2-360° + 20°

b) 730°10" = 2 - 360° + 10" 10/ d) —1080° = —3 - 360° + 0

Cwiczenie 3
Zapisz miare kata w postaci k - 360° + o, gdzie a € {0°;360°) oraz k € Z.

a) 850 ¢) —695° e) 1439°30/ g) —T710°15

Ji‘

1. Funkcije trygonometryczne



Definicje funkcji trygonometrycznych podane w poprzednim temacie mozna
uogolnié na dowolny kat o + k - 360°, gdzie o € (0°;360°) oraz k € Z.

Dla kata «a + k - 360° takiego, ze a € (0°;:360°) i k € Z, definiujemy:
sin(a + k- 360°) = sina
cos(a + k - 360°) = cos a
tg(a+ k- 360°) =tga dla a # 90° i a # 270°
ctg(a 4+ k - 360°) = ctga dla a # 0° i a # 180°

Przykiad 3

Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych kata 4207,

4207 = 60° + 360°, zatem: 60° -

Yl
z T B o__y'j ; o R i 'U X
sin 420° = sin 60° = ¥ tg420° = tg60° = /3

ctg 420° = ctg 60° = L2

cos420° = cos60” = é

Ramie koncowe kata 420
Przykiad 4 pokrywa sie z ramieniem
a) sin 750° = sin(2 - 360° + 30°) = sin 30° = 1 koiicowym kata 60°.

b) tg(—1035°) = tg(—3 - 360° + 45°) = tg45° =1

Cwiczenie 4

Oblicz.

a) sin405° ¢) sin1110° e) tg1500° g) cos(—690°)
b) sin 780° d) tg765° f) tg(—330°) h) cos(—1395°)
Zadania

1. Zaznacz w ukladzie wspoélrzednych polozenie ramienia koncowego kata o,
a) a = 315° ¢). &= 570° e) a=—2130
b) = —120° d) a = —1305° f) o= 4260°

2. Zapisz w postaci o + k- 3607, gdzie k € Z, miary katow, do ktorych ra-
mienia koncowego nalezy punkt P(1,—1).

3. Pélprosta OA po obrocie o kat a pokryla sie _ Y
z polprosta OB (rysunek obok). Wyznacz ten 1
kat, jesli wiadomo, ze: : :
a) a € (0°:360°), ¢) a € (1080°; 1440°),
b) a € (360°720°), d) a € (—1080°; —720°).

1.2. Kat obrotu 17 I
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10.

11.

12,

Do ramienia koncowego kata « nalezy punkt P(3. -3\/3) Wyznacz ten kat,
jesli wiadomo, ze:

a) o € (0%:360°), b) o € (1080°;1440°), c¢) a € (—360°0°).

Czy punkt P(—v/3,1) nalezy do ramienia koficowego kata a?

a) o= 150° c) a=>510° e) a = 2310°

b) &« = —210° d) a = -930° f) a=-—1210°
Oblicz.

a) sin(—3307) e) cos 1140 i) tg(—720°) m) tg 495

b) cos(—675") f) tg(—660°) j) cos(—1080°) n) cos855

¢) sin 840" g) sin810° k) sin 630° o) cos(—495")
d) tg(—3007) h) cos900° 1) tg(—180°) p) ctg 750°

Wyznacz kat o taki, ze:

a) sina =3 i € (360°;450°), d) tga=—1 i a € (360°;540°),
b) sina =1 i ae(1080%1170°), e) tga=—¥ i a € (720°900°),
¢) cosa =3 i a€(720°:810%), f) tga=+v3 i o€ (—=360°;—270°).

Podaj, dla jakich katow a:
a) sina = 0, b) cosa =0, ¢) tga =0, d) ctga = 0.

Oblicz sume miar wszystkich katéw z przedzialu (0°;5007), ktérych ramie
koncowe jest zawarte w wykresie funkcji f.

a) flz)=—z b) f(z) = 3z

Czy wartos¢ podanego wyrazenia jest liczba calkowita?
c0s 307 + cos 60” + cos90° + ... + cos870° + cos 900°

Wskazéwka minutowa zegara ma dlugosé
10 em. Oblicz, jaka droge przebedzie punkt
na koncu tej wskazowki w ciagu:

a) godziny, b) 250 minut, ¢) doby, d) roku.

Wskazowka godzinowa zegara jest o 25% krot-
sza od wskazowki minutowej. Punkt na koncu
wskazowki minutowej przebyl droge 36 cin. Ja-
ka droge w tym samym czasie przebyl punkt
na koncu wskazowki godzinowej tego zegara?

1. Funkcije trygonometryczne



*1.8. Miara fukowa kata

Y Y4 Y4
£y f b, o
QJ x O X O X

Kat pelny Kat polpelny Kat prosty

Mierzenie kata w stopniach,
minutach i sekundach wprowa-
dzili starozytni Babilonczycy.
Uzywali oni szesédziesiatkowe-
go systemu zapisu liczb.

Miare kata zwykle podajemy w stopniach. Gdy potrzebna jest wieksza do-

kladnosé, postugujemy sig minutami oraz sekundami.

Aby podad miare kata, mozna, oprocz miary stopniowej, wykorzystac:
= miare lukowa — jej jednostka jest 1 radian (kat pélpelny ma 7 radianow);
= miare gradusowa — jej jednostka jest 1 gradus bedacy ﬁ kata pelnego

(miara nzywana w geodezji);

= tysiaczne artyleryjskie — jej jednostka jest 1 tysiaczna artyleryjska bedaca

oo radiana (miara uzywana w wojskowosci).

Rozpatrzmy okrag o srodku w wierzcholku kata a.
Miara tukowa kata o nazywamy stosunek dingosci
huku [, wyznaczonego na okregu przez ten kat, do
promienia r tego okregu.

dlugosé tuku {

0= — = =
Promiern Uk!'@gil r

Jednostka miary lukowej jest radian, w skrocie piszemy: rad.

Miary lukowe kata pelnego, polpelnego i prostego sa réwne:

e kat pelny: Qiﬂ = 27 [rad], Y4 Y Y4
, %2 B

o kat polpelny: 2 ——= [rad], /’ 2m /' } X AN

L e o Qj o] X of X
e kat prosty: JI— =z [rad].
Cwiczenie 1 ¥ o
Podaj miare lukowa kata AOB, jesli: J,/r [

- [

a) r=4, | =6, ¢) r= 1, =7 (rysunek obok), o| T A ¥
]}) ';‘:.71;? f:%, {.]) ?.:%’ l = . \\,__,,_,.f/

1.3. Miara lukowa kata
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Zauwazmy, ze miara lukowa kata nie zalezy od dlu- Y
R S . sy I . 2
goscl promienia okregu. gdyz ;JL = Tf (rysunek obok).
Zatem wygodnie jest poslugiwac sie okregiem jednost-
kowym. Wowcezas: Ol L X

Miara lukowa kata jest rowna dlugosci huku, jaki ramiona tego kata wy-
znaczaja na okregu jednostkowym o srodku w wierzcholku kata.

Kat ma miare 1 radiana (1 rad), jesli tuk wyznaczony przez ten kat na
okregu jednostkowym ma dlugosé 1.

Kat pelny ma miare lukowa 27 radianéw, zatem: }_“_,
-
L BE0% . AB0% | sine L Eee y
1 rad = e e = 57,37 = 57°18 / { rad) X
natomiast: V0O f 1
1°= 2% rad = -~ rad % /
360 180 won |

Uwaga. Kiedy podajemy miare lukows kata. zwyczajowo pomijamy nazwe jednostki.
Zamiast: .kat o mierze 27 radianéw, § radianow czy 3 radianéw” mowimy krétko:

2
~kat o mierze 27, 3, 37,
PI’Z}"k'ﬂd 1 Aby wyznaczy¢ miare tukowa kata 1207,
a) Podaj miare lukowa kata 120°. mozemy rowniez skorzystaé z proporeji:
i =&
120° = 120" 72 = 3 A
=120 2% _ 2y
b) Podaj miare tukowa kata 11407, o {
1140° = 1080° +60° = 3-360° + 5 - 180° =3 - 27 + 3 -7 = 637
Cwiczenie 2
Podaj miare lukowa kata.
a) 30 b) 45° ¢) Tes d) 780" e) 11°1%
Cwiczenie 3
Podaj miare kata w stopniach.
a) 57 b) 2w ¢) i d) 17 e) =x

W radianach bedziemy rowniez wyraza¢ miare kata obrotu. Niech o 1 o beda
miarami tego samego kata wyrazonymi odpowiednio w stopniach i w radia-
nach, przy czym o, € (0°;360°). Dla dowolnej liczby k € Z zamiast k-360° +a
mozemy pisa¢ 2km + a.

1. Funkcije trygonometryczne



Przyktad 2 Wartosei funkeji trygonometrycznych kata o

a) Oblicz cos 3. i kata o + 2kn, gdzie k € Z, sa réwne.

27 = cos Z%W = coa(?*rr + %?r) = COS %:rr = cos45° = L2

Cos 5 ’

b) Oblicz tg(—+ ).
tg(—4m) =tg(—4m + 37) = tg im = 1g60° = V3

Gwiczenie 4

ks b z
Przerysuj do zeszytu przedstawiona obok tabelei ja i ﬁ_ . 3
uzupelnij, a nast¢pnie oblicz: sinev (/% /s 7
a) sin %?r._ d) Ein%ﬂ, g) u:u-,( %'}T)? COS (v 32§ v 7
b) tglin, o sin(~4n),  h) cos(~%n), | w2 1)1
c) tg g, f) cos(—3w), i) sin(—27). ctgo | /7 7 ?

Zadania

1. Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

Miarakata [°] | 5° | 10° /24 36° V204 225° | 315° /7

5

Miara kata [rad] /272 & /1) 2 =y U

—_

2. Na rysunku ponizej przedstawiono dwie miary katow: stopniowa i lukowa.
Przerysuj go do zeszytu i uzupelnij puste miejsca.

; 0 60° 120° @ Q @ @ 120
T O 0 F 0 - O

b) * @ @® & @© @O w w
o @ 1 @ @® ©®

3. Podaj miare tukowa kata.

&

a) 20° b) 315° c) 765° d) —420° e) —1100°
4. Podaj miare kata w stopniach.

a) %?r b) %?r c) %?r d) —%?r e) —%?T
5. Oblicz.

a) sin 27 b) cos Im ¢) cos w d) tg(—27) e) sin(—+7)

1.3. Miara lukowa kata
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*1.4. Funkcje okresowe

Na zdjeciach powyzej przedstawiono kolejne fazy Ksiezyvea: od pelni do nowiu. Pelny cykl
zmian faz Ksiezyvea trwa srednio 29 i pol doby.

o pelnia
100%
now
0% - -
29,5 59 88,5 czas [doby|
Na schematycznym wykresie powyze] pokazano, jaki procent tarczy Ksiezyca jest widoczny

z Ziemi w kolejnych dniach evklu.
Definicja
Funkcje f okreslona na zbiorze D nazywamy okresowa. jesli istnieje liczba
T # 0 taka, ze dla kazdego argumentu x € D i dowolnej liczby calkowitej k:
x4+ kT € D oraz f(x + kT) = f(z)

Liczbe T nazywamy okresem funkcji.

Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkeji okresowej. Jej dziedzina jest
zbior liczb rzeczywistych. Okresem tej funkeji jest dowolna liczba calkowita
rozna od zera. Liczba 1 jest najmniejszym

okresem dodatnim tej funkcji. e

Najmniejszy okres dodatni funkeji (jesh

istnieje) nazywany jest okresem podsta- h
wowym albo zasadniczym. P O X

Zwroc uwage, ze jesli T jest okresem funkeji f, to kazda liczba k- T, gdzie k jest liczba
calkowita rozna od zera, tez jest okresem tej funkeji.

Cwiczenie 1

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji
okresowe] f: R — R. Podaj okres podstawowy
tej funkeji oraz wartosci f(100) i j'{l{m%}.

1. Funkcje trygonometryczne



Przykiad 1 P e et e

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- | 2\ . .

cji okresowej f: R — R o okresie podstawo-

wym T = 5. Oblicz f(101) i f(—96). / TN A

f(101) = f(20-5+1) = f(1) =3 FMEIRIIRE S .
Dla funkeji f mamy:

F(=96) = f(—20-544) = f(4) =1 f(x) = flz+5) = f(x+2-5) = ...

Cwiczenie 2
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji okresowej f: R — R. Odczytaj
z wykresu okres podstawowy tej funkcji. Oblicz f(—11). f{S‘U%) i f(103).

ﬂ)hj

Zadania

1. Na rysunku przedstawiono wykres funkeji okresowej f: R — R o okresie T,
Oblicz f(33). f(42) 1 f(—48).
8) T'=4

@ 2. Uzasadnij. ze funkcja stala f(z) = ¢ dla kazdego x € R jest funkcja okre-
sowa, ale nie istnieje dla niej okres podstawowy.

3. Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkeji okresowej f: R — R
o okresie T' = 4. Naszkicuj wykres tej funkcji dla x € (—6;10).

Pl s miiil g)

1.4. Funkcie okresowe
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4. Naszkicuj wykres funkcji okresowej f o okresie T' = 2, jesli wiadomo, ze
w przedziale (—1:1) pokrywa sie on z wykresem funkeji g.

a) g(x) = |z| b) g(z) == ¢c) glz&)=1—-a? d) g(z) =a*-2z

5. Naszkicuj wykres funkcji okresowej f o okresie T' = 4, jesli wiadomo, ze
pokrywa si¢ on z wykresem funkeji g(x) = |¢ — 1| — 2 w przedziale:

a) (—1;3), b) (0;4), c) (—2;2), d) (—4;0).

6. Na rysunku przedstawiono wy- LY
kres funkeji okresowej f: R — R i s e
o okresie T' = 4.
a) Oblicz sume wszystkich roz-
wigzan réwnania f(z) = 1 nale- LN
zacych do przedziatu (0; 20), o EsLs@] ]

b) Oblicz sume wszystkich rozwiazan réwnania f(x) = 4 nalezacych do
przedziatu (0:400).

7. Niech [z] oznacza najwigksza liczbe calkowita nie wieksza od x. Naszkicuj
wykres funkeji f(x) = & — [z] i podaj jej okres podstawowy.

Czy wiesz, ze...

Svgnaly swietlne wysylane przez latarnie morskie powtarzaja sie okresowo.
Charakterystyka swiatla wysylanego przez latarnie morska w Gaskach kolo
Mielna: swiatlo — 2.5 s, przerwa — 1.2 s, swiatlo — 2.5 s, przerwa — 1.2 s,
swiatlo — 6,4 s, przerwa — 1,2 s (okres — 15 s).

-

1

0 15 30 czas [s]
Wartos¢ 1 odpowiada swiatlu, 0 odpowiada przerwie.

8. Naszkicuj schematyczny wykres przed-
stawiajacy charaktervstyvke swiatla wy-
sylanego przez latarnie morska:

a) w Helu: dwiatlo — 5 s, przerwa — 5 s

(okres wynosi 10 s),

b) w Krynicy Morskiej: swiatlo — 2 s,
przerwa — 2 s, swiatlo — 2 s, przerwa —
6 s (okres wynosi 12 s).

Latarnia morska w Gaskach

1. Funkcije trygonometryczne



*1.5. Wykresy funkcji sinus i cosinus

Funkcje trygonometrycezne mozemy traktowac jako funkeje zmiennej z, gdzie
x jest dowolng liczba rzeczywista bedaca miara pewnego kata wyrazona
w radianach. Woéwczas dla kazdego x € R mamy: sin(x + 27) = sinx oraz
cos(x + 27m) = cosx. Zatem sinus i cosinus sg funkcjami okresowymi o okresie
T = 27. Mozna wykazac, ze jest to ich okres podstawowy.

Dla kazdego = € R: sin(z + 2k7) = sinz, gdzie k € Z.
Dla kazdego x € R: cos(x + 2km) = cos z. gdzie k € Z.

B Wykres funkcji sinus
W tabeli podano wartosci funkeji f(z) = sinz dla wybranych argumentéw

z przedzialu (0; 27).

1 1 1 A 3 a5 I 5 4 3 B I 11 ‘
T [ T | g7 | g™ | 57 | g7 | g7 | g7 T W | 3T | 3T | 57 | 37 | g™ | FW 27
: 1 | ¥2 | ¥3 ¥3 | ¥2 ] 1 _1|_¥2|_ME| 7 |_aB_¥2| _1
sineg | (] 5 5 5 1 5 5 5 0 5 5 5 1 5 5 > ()

Na rysunku przedstawiono wykres funkeji f(z) = sinz dla x € (0; 27).

Przyblizone wartosci funkeji sinus dla - ¥t .
innych argumentéw niz podane w ta- L} o,

beli mozemy obliczy¢, korzystajac —Ff—% £

z kalkulatora, lub odczytaé z tablic 1 o

wartosci funkceji trygonometrycznych.

Aby otrzymac¢ wykres funkcji f(z) = sinx dla r € R, mozemy skorzystac
z okresowosci tej funkcji. Wykres funkcji sinus nazywamy sinusoida.

Wybrane wlasnosci funkcji f(x) = sin a:

¢ Dziedzing funkeji f jest zbior liczb rzeczywistych.

e Zbiorem wartosci funkcji f jest przedzial (—1:1).

« Funkcja f jest funkcja okresowa o okresie podstawowym 1" = 27.

o Funkcja f wartos¢ 0 przyjmuje dla @ = kw, gdzie k € Z.

 Funkcja f wartodé¢ najwigksza 1 przyjmuje dla x = $ + 2kw, gdzie k € Z.

« Funkcja f warto$¢ najmniejsza —1 przyjmuje dla x = 3F 4+ 2km, gdzie k € Z.

1.5, Wykresy funkcji sinus i cosinus
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Srodkiem symetrii wykresu funkeji f(z) = sinx jest kazdy punkt o wspolrzed-
nych (km,0), gdzie k € Z. W szczegdlnosei jest nim punkt O(0,0) — prawdziwa

o - . L )
jest wiec ponizsza wlasnosc. (x) = ding

Dla kazdego € R: s S N\ X

sin(—z) = —sinzx

Cwiczenie 1
a) Podaj warto§¢ sin(—75"), jesli wiadomo, ze sin 75" = -"T‘#jg

. i e e e e . R /3B
b) Podaj wartosé¢ sin 15°, jedli wiadomo, ze sin(—15") = 8,
4

Osia symetrii wykresu funkeji f(x) = sin x jest kazda prosta pionowa okreslona
rownaniem r = 3§ + kw, gdzie k € Z.
W szezegdlnosei jest nia prosta @ =
prawdziwa jest wiec ponizsza wlasnosé.

==

-

Dla kazdego x € R:

sin(m — ) =sinx

Przykiad 1
a) Podaj te argumenty x € (0;27), dla

ktorych funkcja f(a) = sina przyjmuje
1
"i'

wartosc

Z wykresu funkeji f(x) = sinax odezy-

tujemy. ze réwnosé sinx = % zachodzi
-

dla x = & oraz dlar» =7 —

o
b) Podaj te argumenty x € (0;27), dla ktérych funkeja f(x) = sin x przyjmuje
wartosé¢ —1.

< }’.Jl
Z wykresu funkcji f(x) = sinx odczy-
tujemy, ze rownosc sinx = —-% zachodzi L /
dla x =7+ I = Ix oraz dla S X
= —E 1
r=2r — % = §m.

Cwiczenie 2
Podaj te argumenty = € (0;2m7), dla ktérych funkcja f(z) = sinz przyjmuje

wartosc:
a) 4, b) —3, e) 2, dj —%5.

1. Funkcije trygonometryczne



B Wykres funkcji cosinus

Cwiczenie 3
Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

—_ e e e i i 7o sl g g ] s | 2= |aa
L O | g™ 7|37 |37 |57 |37 W | T | gM | g7 | 3@ 57 370 37 F7| 2«

B =
of

cos /1 NI =& (=B B
Aby otrzymaé wykres funkcji f(xr) = cosx dla @ € R, mozemy skorzystac
z tego. ze jest to funkcja okresowa o okresie podstawowym T = 2.
Wrykres funkeji cosinus nazywamy cosinusoidg.

: -

Dziedzing funkeji f(x) = cosx jest zbiér liczb rzeczywistych, a jej zbiorem
wartosci jest przedzial (—1:;1).

Cwiczenie 4
Dla jakich z € R funkcja f(x) = cosx przyjmuje wartosé: a) 1, b) 0, ¢) —17

Os OY jest osia symetrii wykresu funkcji f(x) = cosx, prawdziwa jest wiec
ponizsza wlasnosc. v

Dla kazdego x € R:

cos(—x) = cosx

Cwiczenie 5
Podaj rownania prostych, ktore sa osiami symetrii wykresu funkeji y = cos x,
oraz wspolrzedne punktow, ktore sa srodkami symetrii tego wykresu.

Przykiad 2
Podaj te argumenty x € (—2m:2m), dla ktérych funkcja f(z) = cosx prayj-
muje wartos¢ 5.

L : LY BT : .

s in : Soenme == I Alam —8p _E X B
Z wykresu odezytujemy, ze cosz = § dlaz € {327, —%, %, 2x}.

1.5, Wykresy funkgji sinus i cosinus
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Cwiczenie 6
Podaj te argumenty & € (—37;37), dla ktéryveh funkeja f(x) = cosx przyj-
muje wartosc:

a) —"2—3, b) -——";—E._ c) f, d) —¥.
Zadania

1. Ile miejsc zerowych ma funkeja f(x) = sina w podanym przedziale?

a) (0;2r) b) (—2m;2m) c¢) (0;57) d) (0;32)
2. Podaj miejsca zerowe funkcji f(xr) = cosx nalezace do przedzialu:
a) (0;27), b) (—2m;2nr), ¢) (=2m3m), d) (-%L).

3. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = sinz dla x € (—2m;27). Korzystajac
z wykresu, podaj przedzialy. w ktorych funkcja f:

a) przyjmuje wartosci dodatnie, b) rosnie, ¢) maleje.

4. Naszkicuj wykres funkeji f(2) = cosa dla x € (—m;37). Korzystajac z wy-
kresu, podaj przedzialy, w ktoryceh funkcja f:

a) przyjmuje wartosci ujemne, b) rosnie, ¢) maleje.

5. Ile rozwiazan w podanym przedziale ma ponizsze rownanie w zaleznosci
od parametru m?
a) sinx =m, (0;4m) ¢) cosx =m, (0;4m)

b) sinz =m, (—m;37) d) cosz =m, (—m;37)

6. Oblicz sume wszystkich rozwiazan rownania:
a) sinz = 0,7, ktore naleza do przedzialu (0; 67),

b) cosx = 1, ktore naleza do przedzialu (—4m;47).

7. Objasnij sposéb otrzymywania sinusoidy, korzystajac z rysunku (katowi x
odpowiada punkt P na okregu o promieniu 1).

1. Funkcije trygonometryczne



Funkcje parzyste i funkcje nieparzyste

b b 4
Funkcje f: D — R nazywamy parzysta wte- f

dy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby x € D _13-' i .

liczba —x réwniez nalezy do dziedziny funk- \JZ- 2 4, —~ _M

cji f oraz zachodzi réwnosé: Funkeja f(x) = cosz, okredlona dla
f(—;r) = f(J) xr € R, jest parzysta.

"

Wykres funkeji parzyste] jest symetryczny wzgledem osi OY.

Funkcje f: D — R nazywamy nieparzysta

wtedy 1 tyvlko wtedy, gdv dla kazdej liczby _\—fﬂ

r € D liczba —2 réwniez nalezy do dziedziny

funkcji f oraz zachodzi rownosé: kel f(2) = sinw, okredlona dla
f{ —.'rr} = —fl[.if.') x € R, jest nieparzysta.

Wykres funkeji nieparzystej jest symetryczny wzgledem punktu O(0,0).

Przykiad
Zbadaj parzystosé¢ funkeji f.
a) f(z) = a®sina
Dziedzina funkcji f jest zbior D = R, zatem dla kazdego x € D réwniez
-z €-D.
f(—z) = (—x)% -sin(—z) = —2* - (—sinz) = 2* - sinz = f(z)

Zatem funkcja f jest parzysta.

v sinx
b) f(#) = COS T
Dziedzing funkcji f jest zbior D = R\ {£ + km: k € Z}, zatem dla kazdego
x € D réwniez —x € D.

f(—z) = sin(—z) _ —sinzx _ —f(x)

cos(—mx)  cosx
Zatem funkcja f jest nieparzysta.
sy cosz—1
Dziedzing funkcji f jest zbior D = R\ {—1}. Zauwaz, ze 1 € D, ale —1 ¢ D,

zatem funkcja f nie jest ani funkcja parzysta, ani funkcja nieparzysta.

1. Zbadaj parzystos¢ funkcji f.
a) f(z)= —sinx e) f(x)=zsinz+1 i) f
b) f(z) =sinzcosz f) f(z)=x*sinx i) f
¢) f(z) =sin’z g) f(z) = axsin®x k) f
d) f(z) = —|sinx| h) f(z) = —z%cos’z 1) f

T i
= ~(cosz + 1)
=T —CoST

¥ a 2]
= r®sin“r 4+ cosx

Funkcie parzyste i funkcje nieparzyste
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*1.6. Wykresy funkcji tangens i cotangens

D] Ewiczenie 1
Uzasadnij, korzystajac z rysunku obok, ze
liczba m jest okresem funkcji y = tgx oraz (0, ¥0)
funkeji y = ctg x. T+ T/ x

® gl

Mozna wykazac, ze 7 jest okresem podstawo- Py (—%0, 1o

wym funkeji tangens i cotangens.

Dla x € R\ {F + km: k € Z}: tg(a + n7) = tgx, gdzie n € Z.
Dla @ € R\ {km: k € Z}: ctg(z + n7) = ctgx, gdzie n € Z.

B Wykres funkcji tangens

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkeji
flz)=tgz dlaze(-5;%).

T —%:'r —=T | — ()

I 1y
tgx —\/E —1 —-*;j 0 3’.35 1 \/E

w

e

-z
7.

1k

Proste x = —% oraz x = 3 sg asymptotami pionowymi
wykresu tunkeji f.

Rozpatrzmy teraz funkcje f(z) = tgx okreslona dla
r € R\ {5 + km:k € Z}. Aby otrzyma¢ jej wykres,
korzystamy z tego, Zze jest ona okresowa.
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Wrykres funkcji tangens nazywamy tangensoidg.
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Wybrane wlasnosci funkeji f(z) = tgx:

s Dziedzing funkeji f jest zbiér D = R\ {3 + km: k € Z}.

« Zbiorem wartosci funkcji f jest zbior liczb rzeczywistych.

« Funkcja f jest funkcja okresowa o okresie podstawowym T' = 7.

e Wartosé 0 funkeja f przyjmuje dla x = kw, gdzie k € Z.

e Funkcja f rosnie w kazdym z przedzialow (=5 + km; £ + kx), gdzie k € Z.
» Proste o réwnaniach @ = § + km, gdzie k € Z, sa asymptotami pionowymi
wykresu funkeji f.

g o ’ Y1
Cwiczenie 2

Podaj wspolrzedne srodkow symetrii wy-
kresu funkcji f(z) = tgx.

Punkt O(0,0) jest $rodkiem symetrii wy-
kresu funkcji f(z) = tgax, prawdziwa jest
wiec ponizsza wlasnosc.

-_—'! s e e g
::'::1?\

Dlaz € R\ {5 + km: k € Z}:
tg(—z) = —tgx

-~ Jtg(—z)

Cwiczenie 3
a) Podaj wartos¢ tg(—x), jesli tgx =

e

™
s e s i et A B o B g

b) Podaj wartosé tg(—zx). jesli tgax =

|
b |
.

¢) Podaj wartosé¢ tgz, jesli tg(—x) =

oojen

Przyktad 1

Korzystajac z wykresu funkeji f(x) = tgx,
wyznacz rozwiazanie rownania tgx = \/3
W przedziale (—%: 3): tge = V3 dlax

Na podstawie okresowosci funkcji ta.ngens !
otrzymujemy rozwiazanie rownania: /

r =% +km, gdzie k € Z

Cwiczenie 4
Korzystajac z wykresu funkcji f(z) = tge,
wyznacz rozwiazanie rownania:

a) tgx = —/3, b) tgx =

— e | | | | e ]

[

1.6. Wykresy funkcji tangens i cotangens 31 s
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B Wykres funkcji cotangens

Na ponizszym rysunku przedstawiono wykres funkeji f(x) = ctgax. Jest ona
okreslona dla € R\ {kn: k € Z}, a jej okres podstawowy jest réwny .
Wykres funkeji cotangens nazywamy cotangensoida.

de e e e e = = =

g}
3

|
|
I
|
|
I
I
I
|
|
—
r 3B
i '
|.
|
|
|
I
I
|
|

. : i |
R S Riar s o, il W i i e
__....,.____._;_.m,__..__',_,_é,.._,_f._._.._.._,

EgecERHIEERT: D Wt 1o

Cwiczenie 5
Podaj dziedzing, zbior wartosci, miejsca zerowe 1 przedzialy monotonicznosci
funkeji f(x) = ctgx oraz réwnania asymptot pionowych jej wykresu.

Cwiczenie 6
Poda)j wspoélrzedne srodkéw symetrii wykresu funkcji f(z) = ctgx.

3

ctg(—x) = —ctga

Punkt O(0,0) jest srodkiem symetrii wy- i Y4 :
kresu funkcji f(x) = ctg e, zachodzi wiec | / !
ponizsza wlasnosc. : |
| ctg x| !
| |

| 3
Dla z € R\ {kn: k € Z}: I 1 |
| —1 T

| |

: £

Cwiczenie 7
Oblicz.

a) ctg(~F)  b)ctg(~F) o ctg(~F)

————————

Cwiczenie 8
Korzystajac z wykresu funkeji f(x) = ctgx, wyznacz rozwiazania réwnania:

«) ctgz =1 5 ctgr=—v3, o ctgz=—f.

1. Funkcije trygonometryczne



Zadania

1

Naszkicuj wykres funkcji tangens lub cotangens i rozwiaz réwnanie. Podaj
najmniejsza liczbe z przedzialu (3; 00) spelniajaca to réwnanie.

a) tgx =0 c) tgx=—1 e) ctgx = V3

b) tgz =1 d) tgz = — f f) ctgz = —1
Wyznacz x taki, ze:

a) tgx =3 i € (2m 3n), d) ctge = % i x € (3m;4m),

b) tgz=v3 i z€(=3m;—27), e)ctgr=-11i z€ (—4m—3n),
¢) tgx=—1 1 x € (4w 5m), f) ctgz=—1 1 z € (4m;5m).

Oblicz sume pierwiastkéw réwnania nalezacych do przedziatu (0; 47).

a) tgxr =20 ¢) tgz=—% e tgxr=—v3 g ctgr=1
htes=1 d) tgz = —1 f) ctgx =0 h) ctgae = 3";—3
Wyznacz przyblizone rozwiazanie réwnania nalezace

do przedzialu (27;37). Skorzystaj z informacji za- tg 7 ~ 0,3249
mieszezonych obok. e ?_:_) ~ 1.3764
a) tgx = 0,3249 b) tgx = —1,3764

Wyznacz rozwiazania réw-

il s 3 o
nania nalezace do przedzialu e 12 8 ® 12
(—m;2m), korzystajac z da- |
? tgx —_ Y — ;
nych z tabeli. Sl - ‘/E v2-1 _ V2+1 _ i ‘/3
a) tgz=2—-+3 Ctgx | 2+v3 | V2+1|v2-1[2-3
b) tgxr = v2—1
¢) ctgr=2—3
Rozwiaz rownanie, korzystajac Y4 ]|
z danych z powyzszej tabeli. |
|
a) tgx=1—v2 ll
b) tgzx = 3 —2 |
¢) ctgr = —1—+/2 :
I
Objasnij sposob otrzymywania ]|
tangensoidy dla x € (0: 7). ko- i 1|
rzystajac z rysunku obok. 22 I
TR ? 1 9] 1 EX

1.6. Wykresy funkgcji tangens i cotangens
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*1.7. Przesuniecie wykresu funkcji o wektor

Przykiad 1
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbior wartosci.
a}f }—::mz,——;) b}f[}—auu—kl

Wykres funkeji f otrevmujemy przez prze-
suniecie wykresn funkeji y = sinax o wektor
T = [0, 1]. Zbiorem wartodei funkeji f jest
przedzial (0;2).

Wykres funkeji f otrevmujemy przez prze-
suniecie wykresu funkcji y = sinx o wektor
= [£,0]. Zbiorem wartoci funkeji [ jest
przedzial (—1;1).

Cwiczenie 1

Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej zbior wartosci oraz okres podstawowy.
a) f(x)=sin(z+ %) ¢) Fz) =sing—1 e) flz)=cos(z+%)—1
b) f(x) = {_‘.Db(.’:‘. = Z d) f(z) =cosz + 3 f) f(z)=sin(z— F)+2

Zauwazmy, ze przesuniecie wyvkresu funkeji o wektor nie zmienia jej okresu
podstawowego.

Przykiad 2

Naszkicuj wykres funkcji:
f(z) =tg(z+ %)

i podaj jej dziedzine.

Wykres funkeji [ otrzymujemy
przez przesuniecie wykresu funkcji
g(x) = tgx o wektor W = [—Z%,0].
Dziedzina funkcji f jest zbior:
D=R\{f +knr:keZ}

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj

jej dziedzine.
a) fiz)= tn'(t _ _) o) flz) =
) He =D O S =t

gx—~2

1. Funkcije trygonometryczne



Przykiad 3
Naszkicuj wykres funkeji f(z) = —sinz.

Wykres funkeji f otrzymujemy przez odbicie symetryczne wzgledem osi OX
wykresu funkeji g(z) = sinx.

—suu

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkeji f i podaj jej miejsca zerowe.

a) f(z)=—sin(z—2) ¢) f(z)=—sin(z+ -}) e) f(z) = —cos(x —
b) f(e) = —sin(e+3) &) fe) = —coulo—3) D) f(o) =—cce(s+3

Przykiad 4
Naszkicuj wykres funkcji:
flz) =— tg(:r: + %)
Podaj przedzialy, w ktorych funk-
cja f przyjmuje wartosci dodatnie.

=" ==
et ™

Szkicujemy kolejno wykresy funkeji:
filz) =tgaz, fa(z) =tg(z+ %)
oraz f(r) = — tg(;]; 2 %)

Funkcja f przyjmuje wartosci do-

datnie w przedzialach (l.rﬂ'; &% krr),
gdzie k € Z.

Zauwaz, ze —tg(x + %) = ctgz.

Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej dziedzing i miejsca zerowe.

a) f(z)=—tg(z+%) b) fl@)=—tg(z—3) ¢ flz)=—ctg(z—3)

[b] Cwiczenie 5
Uzasadnij, ze podana réwnosc jest prawdziwa. Skorzystaj z wykreséw odpo-
wiednich funkeji.

a) sin(z + %) = cosa c) cos(z +

b) cos(z — %) =sinz  d) sin(z —

lt.-|"| M|—1

+Z)=—sinz e) tg(z—3)=—ctgz
2) =—cosxz f) ctg(e —3) = —tga

1.7. Przesuniecie wykresu funkcji o wektor 35 s



Zadania

1. Naszkicuj wykres funkeji f i podaj jej miejsca zerowe.
a) f(x)= Sin(,x - %) el flE)= (‘-DS(-T- — %) e) f(z)= _Eillf-": - :Ta")
b) f(z)= 511'1(.1: + %) d) f(x) = cos(z + 7) f) f(x)

2. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbior wartosei.
a) f(x) =sinz+ 3 ¢) f(z) =sinx—2 e) f(z) =2—cosa
b) f(x) = cosx + 2 d) f(z) =—sinz+1 f) f(x)

3. Naszkicuj wykres funkeji f i podaj jej zbior wartosci.

) flxz) =sin(z — %) +1 ¢) f(z) =sin(z+Z) -2

b) f(z) =cos(z— %) —2 d) f(z) = —sin(z - %) +1

4. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej dziedzine.
a) f(z)=tg(z—%) ¢) fla)=tgz+Z) e f(z)=tg(z— % )-1
b) f(z)=tg(z—%) d) f(a)=ctgle+%) f) f(z)=ctg(z+

5. Naszkicuj wykres funkcji f.

E]

a) f(x)=—tgx+1 c) flx)=—ctge—1
b) f(z)=tg(—z)—2 d) f(z) =1+ ctg(—=z)
6. Naszkicuj wykres funkeji f i podaj rownania jego asymptot.
a) flz)=1- tg(;tr+ %J e}l flx)= —r'tg(- -+ E) -1
b) f(z) =tg(z+ %) —1 d) j( ) =ctg(® —z) +1

7. Rozwiaz réwnanie:
a) tg(z— %) =% 3 korzystajac z wykresu funkcji f(z) =tg(z— %),

b) tg(x + %) = —1, korzystajac z wykresu funkcji f(z) = tg(z + %]

8. Naszkicuj wykres funkcji f i korzystajac z niego, podaj rozwigzania row-
nania f(x) = a nalezace do przedzialu (—2m;27).

‘rl) f(&) = sin(:r = %), a = % (_-) f(g») = Eill(.'l' 4 %)1 a= %
b) f@) =cos(@+35), a=F &) fla) =sin(z3), a=f

9. Podaj zbior wartosci funkeji f.
a) f(x)=sinz+4 d) f(z)=—cos(z—3%) g) flz)=sin’z+1
b) f(x) =sinz—3 e) f(x)=3—cosx h) f(z) =1—cos®x
c) f(x)=cosz—3 f) f(x)=~-1-sinx i) f(z)=2+cos’(z+ %)
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*1.8. Przeksztatcenia wykresu funkgciji (1)

Na ponizszym rysunku przedstawiono wykresy funkcji: g(x) = %sin r (kolor
zielony), f(xz) = sinz (kolor czerwony), h(x) = 2sinx (kolor niebieski).

Zauwazmy, ze jesli do wykrequ funkeji f(x) = sin x nalezy punkt (xq, ), to do
wykresu funkeji g(x) = 5111 x nalezy punkt (.1:[,, %yﬂ), a do wykresu funkeji
h(z) = 2sinz — punkt (:LmZyﬂ}. Wrykres funkeji g jest .Scidniety” wzdluz
osi QY w stosunku do wykresu funkeji f. a wykres funkeji h — ,rozciagniety”.

Definicja

Dla funkcji y = asinx oraz dla funkcji y = acosx, a # 0, liczbe |a| nazy-
wamy amplituda wykresu tej funkeji.

Cwiczenie 1
Na rysunku ponizej przedstawiono wykresy funkeji: f, g i h. Dobierz wzér do
kazdego wykresu i podaj zbior wartosci kazdej funkeji.

a) f(z) = —3sinz, g(z) = —sinuz, b) f(z) = $cosz, g(x) = cosz,
hiz) = —2sinx h(z) =2cosx

Cwiczenie 2

Naszkicuj wykres funkcji f. podaj jej zbior wartosci i amplitude jej wykresu.
a) f(z) =3sinz ¢) f(z)=isinz e) f(z)=—1cosz

b) f(z) =4cosx d) f(z) = —2cosx f) f(z) =-2,5sinxz

1.8. Przeksztalcenia wykresu funkcii (1)
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Przykiad 1
Naszkicuj wykres funkeji f(z) = %tg .

Szkicujemy wykres funkcji f, korzysta-
jac z tego, ze jesli do wykresu funk-
¢ji glx) = tgax nalezy punkt (xg,y0).

T o SO s M I gy o =

to do wykresu funkeji f nalezy punkt :
|
(o, 380)- it
|
|
Cwiczenie 3 )
Naszkicuj wykres funkeji f. |
ok
a) flx)=2tgz b) f(z) = itgx :
Zadania
1. Naszkicu) w jednym ukladzie wspolrzednyeh wykresy funkeji: f. g 1 h.
a) f(z)=2sinz, g(z)=2sin(z— %), h(z) =2sin(z— %) +1
b) f(z) =3cosz, glaz)= 3(:05(J: + %), hix) = 3(:05(:1: + %) -1
¢) f(z)=3sinz, g(x)= 5111(1 +5~), f:.{;x:)z%sin(;r+§)+2
d) f(x)=2co g(x) =2cos(x — 27), h(z) =2cos(z — 37) —3
2. Naszkicuj wykres funkcji f 1 podaj jej zbior wartosci.
a) f(x) =—2sin(z — %) ¢) f(z)=—3sin(z+ %) +1
b) f(x) =—3cos(z+ L) d) f(z) =—2cos(z —Z) -1
3. Naszkicuj wykres funkeji f.
2) fl@)=-2tgz  b) fla)=2tg(z+3) <) f(@)=—Ltga—3)
4. Na rysunku obok przedstawiono wykresy } e
funkcji: fi(z) = aysinz, fo(x) = agsinz, oy
fs(z) = agsinz. Wyznacz: ay, as, az. Po- >~ |/
daj amplitudy tych wyvkresow. RPNy
5. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = acosz, AN 2 /AN
jesli: a) f(m) =—32, b) f(n) =2.
6. Punkt P nalezy do wykresu funkeji f. _ _. T o L
Oblicz warto$¢ wspolezynnika a. SE B R
a) f(x) =asinz, P(%,3) c) j(r) = rLtELL P(——- 1)
b) f(x) =acosz, P(Z,1) d) f(z) =actgz, P(37,—6)
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7. Przeczytaj informacje w ramce.

Na rysunkach ponizej pokazano. jak z wykresu funkeji y = f(x) mozna

otrzymad wykres funkeji y = 2f(x) oraz wykres funkcji y = % Flazl,

Jesli do wykresu funkeji y = f(x) nalezy  Jesli do wykresu funkeji y = f(x) nalezy
punkt Pz, o), to do wykresu funkeji  punkt P(xo,y0), to do wykresu funkeji
-y = 2f(x) nalezy punkt Q(xo,2yo). Y = %f{ﬂ:} nalezy punkt R{xg, :_',;yu}.

Naszkicuj wykresy funkcji y = 2f(z) oraz y = 3 f(z).
R R 111

8. Naszkicuj wykresy funkcji: f, g i h.

a) flix) ==, g(;l,) =3f(z), h(z)=3f(z)

b) f(z) =2 g¢(z) =2f(x), h(z)= 1f(z)
Q) fla) = !a-|.. §(z) = —2f(z), h(z) = —3f(2)
d) f(z) =3 +2, g(z) = 3f(z), h(z) = 3f(z)

9. Czy wykresy funkcji y = f(x) iy = af(x), gdzie a # 1, moga mieé¢ punkty
wspolne?
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*1.9. Przeksztatcenia wykresu funkciji (2)

W tabeli podano wartosci funkeji f(z) = sinz i g(x) = sin2z. Na rysunku

przedstawiono wykresy tych funkeji dla x € (0: 7). o |
1Y (f(z) =sinz.

T 0 :

T
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waf=
b |
b=
e
Y ws 8]
= |
o
|
=] [y
=
b~ |

el

sinx 0
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=
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wf5 z]h sl

=
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=

5] [

=

el

Q{*r} =isin2x

=

|

751

|

p—

| o
m[‘él E
Lan

sin2x 0

T

Zauwaz, ze funkcja f(x) = sinz przyjmuje warto$é 1 dla @ = £, natomiast

funkcja g(r) = sin 2z przyjmuje wartos$¢ 1 dla x = .

Funkcja f(z) = sina przyjmuje wartosé¢ 0 dla z = k., k € Z. Zatem funkcja
g(x) = sin 2z przyjmuje wartos¢ 0 dla x takich, ze 22 = kn, k € Z, czyli dla
z = %5 k € Z. Okres podstawowy funkeji g(z) = sin 2z jest réwny 7.

Yy o foioi L g(x) =sin2a

Wykres funkeji g jest w stosunku do wykresu funkeji f ,Scidniety” wzdluz osi OX.

Cwiczenie 1

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkeji f(x) = sindx. Podaj okres podsta-
wowy tej funkcji oraz jej miejsca zerowe.

Przykiad 1

Wyznacz miejsca zerowe funkeji g(x) = sin %;1.' 1 naszkicuj jej wykres.
Funkcja f(xz) = sinx przyjmuje wartos¢ 0 dla x = km, k € Z. Zatem funkcja
g(x) = sin %:1‘ przyjmuje wartosé¢ 0 dla x takich, ze %:1: = km, k € Z, czyli dla
x = 2k, k € Z. Okres podstawowy funkeji g(x) = sin %:z: jest réwny 4.

1“}/ !J!I{ ..................

Wykres funkeji g jest w stosunku do wykresu funkeji f ,rozciagniety” wzdluz osi OX.
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Okres podstawowy funkeji y = sinax oraz funkcji y = cosax, gdzie a > 0,
jest rowny gﬂl’—

Cwiczenie 2

Na rysunku przedstawiono wykresy funkeji: f(zr) = cosz, g(r) = cos2x
i h(zx) = cos %.r.. Dobierz wzor do kazdego wykresu. Podaj okres podstawowy
oraz miejsca zerowe kazdej z funkcji: f, g i h.

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkeji f i podaj jej okres podstawowy.

a) f(z) =cosdx b) f(z) =sin3z c¢) f(z) =—coszz d) f(z)=—singz

2

Przykiad 2

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = 2sin(2z — %).
Wzor funkeji zapisujemy w postaci f(z) = 2sin 2[$ - 'E‘)= a nastepnie szkicu-
jemy kolejno wykresy funkcji:

filz) =sinz, folz) =sin2z, fi(z)=sin2(z—3%) i f(z)=2sin2(z - £).

Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres funkcji f.

a) f(x) =2cos(z—%) b) f(z)=sin(zz+%) ¢) f(x)=3cos(2z - §)

Cwiczenie 5
Podaj miejsca zerowe funkcji f nalezace do przedziatu (0; 27).
a) f(x) =sindx b) f(x) =2sin% e) flz)=

COSTTT

1.9. Przeksztalcenia wykresu funkciji (2)
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Przyktad 3

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = tg2z. Podaj
jej okres podstawowy i miejsca zerowe.

Okres podstawowy funkcji f jest rowny 7.
tg2z =0dlaz = %’1 gdzie k € Z.

Okres podstawowy funkc)i y = tgax oraz
y = ctgazx, gdzie a > 0, jest réwny .

I
I
Ay
l:
| i
| i
K
1
I -l
|
I
|8

Cwiczenie 6
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej okres podstawowy i miejsca zerowe.

a) f(x)=tg2 b) f(x) = tg3a ¢) f(x) = tgma

Zadania

1. Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej okres podstawowy i zbior wartosci.

a) f(x)=3sin2z ¢c) flz) = —2sindz e) flz)=4cos3z
b) f(x) = 5 cos2x d) f(x) =3cos3 f) fl(z) = 25in(—%‘j)
2. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej okres podstawowy i zbiér wartosci.
a) f(z) =cos2(x — %) d) f(z) =3cos(4z — %)
b) f(z) =sin2(x — ) e) f(z)=2sin(w — 2z)
¢) f(z)=2cos(2z — %) f) f(z) =—cos(% — 3z)
3. Wyznacz miejsca zerowe funkceji f oraz naszkicuj jej wykres.
a) f(xr)=sinmr b) f(z) = cos2nx c) f(z)=2tg %"

4. Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj wartosé najwieksza i wartod¢ najmniej-
sza te] funkcji.
a) f(z)=2sin(3z +7)+1 b) f(z) =3cos(2z - %) —2

5. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(xz) = Asin Bx + C, gdzie
A, B, C sa pewnymi stalymi. Wyznacz ich wartosci.
a)...?gf h) LY

1. Funkcije trygonometryczne



6. Wyznacz dziedzine oraz miejsca zerowe funkeji f i funkeji g. Naszkicuj ich
wykresy oraz podaj okresy podstawowe.

a) f(z) =tg%, g(z)=1tg(5— %)
b) f(z) = —tg2z, g(z)=—tg2(z—I)
<) f(z)=ta(-5), glz)=1t8(§—3)

d) f(z) =ctgf, g(z)=ctg(Z -2

7. Przeczytaj informacje w ramce.

Na rysunkach ponizej pokazano, jak z wykresu funkeji y = f(x) mozna

otrzymac wykres funkeji y = f(2z) oraz wykres funkcji y = f (%r)

Y!

X p7]
Jesli do wykresu funkeji y = f(x) nalezy  Jesli do wykresu funkeji y = f(x) nalezy

punkt P(xo,yo), to do wykresu funkcji  punkt P(axo,y0), to do wykresu funkcji
y = f(2x) nalezy punkt Q (%£,y0). y = [(3) nalezy punkt R (2xo, o).

Naszkicuj wykresy funkcji y = f(2x) oraz y = f(%x)

a)i P b iYL

b): Yo B d) Y 1
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Ruch po okregu

Jesli cialo poruszajace sie po okregu przemiescilo
sie z punktu P do punktu P, w czasie t, to opisujac [
ten ruch, mozemy podac zaréwno predkosé katowa A

w = & (stosunek kata obrotu a do czasu t), jak

i predkosé liniowa v = ¢ (stosunek dlugosei tuku /

do czasu t).

Predkosé katowa w zwykle podaje sie w radianach na sekunde [rad/s]. Miara

hukowa kata o to stosunek dlugosci luku [ do promienia r (o = f—) wiec
I

otrzymujemy w = - i stad mamy zaleznos¢ v = r - w.

Przyktad
Ziemia wykonuje pelny obrét wokol swojej osi w ciagu 24 godzin, zatem pred-
kos¢ katowa jej ruchu obrotowego jest rowna:

_2r _ T
w=zr == [rad/h]
Jezeli przyjmiemy, ze Ziemia jest kulg o promieniu
6370 km, to punkt na jej réwniku porusza si¢ na
skutek ruchu obrotowego z predkoscia liniowa:

v =rw= 6370 = ~ 1668 [km/h]

Dla punktu P lezacego na szerokosci geograficz-
nej x predkosé linlowa wyraza sie wzorem:

vp = vcosx (uzasadnij)

[

1. Oblicz, z jaka predkoscia liniowa porusza sie punkt lezacy
na tym samym rownolezniku co Krakow, ktorego szerokosé
geograficzna wynosi 50°N.

LLLl]
nag
oaa

2. Przednie kolo bicyklu (ilustracja obok) ma srednice
rowna 144 cm, a tylne 36 cm. Ile razy predkosé katowa,
z jaka podczas jazdy obraca sie tylne kolo, jest wieksza
od predkosci katowe], z jaka obraca si¢ przednie kolo?

| 3. Ile obrotéow wykonuje w ciagu sekundy kolo samochodu jadacego z pred-
koscig 60 km/h, jesli srednica kola jest réwna 52 em? 7 jaka predkoscia
katowa (w radianach na sekunde) obraca sie to kolo?

=il 4. Przedni wal walca drogowego ma srednice 2 m. Gdy walec jechal po prostej

drodze. jego przedni wal wykonal w ciagu pél godziny 500 obrotéow. Z jaka

predkoscia poruszal sie walec? Z jaka predkoscia katowa (w radianach na

sekunde) poruszal si¢ przedni wal?
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*1.10. Przeksztatcenia wykresu funkciji (3)

Przykiad 1
Naszkicuj wykres funkeji f(z) = |sinz| i podaj jej okres podstawowy.

Wykres funkeji f(z) = |sin x| otrzymujemy przez odbicie symetryczne wzgle-
dem osi OX tej czedei wykresu funkeji g(a) = sina. ktora znajduje sie pod

osia OX. Pozostala czes¢ wykresu zostawiamy bez zmian.

Okres podstawowy funkcji f jest réwny .

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej okres podstawowy.

a) flz) =|cosx| b) f(z) = |tgz| c) f(z) = —|sinz]

Przyktad 2

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = |2cosz — 1| 1 podaj jej okres podstawowy.
Szkicujemy kolejno wykresy funkeji:

filz) =2cosz, folr)=2cosz—1 1 f(x)=|2cosxz—1|.

Okres podstawowy funkcji f jest rowny 2.

Cwiczenie 2

Naszkicuj w jednym ukladzie wspolrzednych wykresy funkeji: f, g i h. Podaj
okresy podstawowe tych funkcji.

a) f(z) =sin2z, g(x) = |sin2z|, h(z)=|sin2x|—1

b) f(a) = cosdz, g(z)=|cosdz|, h(x)=|cosdz|+1
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Przykiad 3
Naszkicuj wykres funkeji f(x) = sin |z|. Czy funkcja f jest okresowa?

Wykres funkeji f(x) = sin || jest symetryczny wzgledem osi OY. Dla = 0
wykres funkeji f pokrywa sie z wykresem funkcji y = sinx. Zauwaz, ze dla
x < 0 wykres funkcji f pokrywa sie z wykresem funkeji y = — sin .

Funkcja f nie jest funkcja okresowsy.

Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkcji f. Czy funkcja f jest okresowa?

a) flz)= 5i11|:r: — % b) f(x) = sin(|z| — %) ¢) f(z) = cos(|z| + %)

Zadania

1. Naszkicuj wykres funkcji f.
a) f(z)=|sin(z—%)| ¢) f(z)=2|sinz| -1 e) f(z)=|cos(£—%)|
b) f(z) = |cos(z —%)| d) f(z)=—3|cosz| f) f(z)=2—|3sinz]

2. Podaj dziedzine funkeji f i naszkicuj jej wykres.
2) f@)=—ltgz] <) f(a)=|tg(z—Z)| e fla)=|tgz—1]
b) f(x) =|tgz|—1  d) f(2)=|tg(z+3)| ©) f(&)=]|ctg(z-3),
3. Naszkicuj wykres funkecji f. Podaj jej okres podstawowy i zbiér wartosci.
a) f(x)=|cos2x| g) fla)=|2¢in3x| e) flz) = |tg2x|
b) f(x) = |sin 32| d) f(z) = |dcos3z| f) f(z)=|ctg iz

4. Naszkicuj wykres funkcji f. Dla jakich wartosci parametru a réwnanie
f(x) = a ma rozwiazania?

a) f(z)=|sinz|+2 b) flz)=|cosx|—1 ¢) flz)=|sin(z—7)|—1

5. Naszkicuj wykres funkeji f i podaj jej zbior wartosci.
a) f(x) = sin |2z ¢) flx) =2—sin|z| e) f(z)=2sin|2z| -1
b) f(x) = cos|ix| d) f(z) =1—cos|z| f) f(z)=3cos|2z|+1
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10.

11.

12.

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj przedzialy, w ktéryeh ta funkcja prayj-

muje wartosci dodatnie.
LYy

|
a) f(z) = |sinz|+sina 0 |
0 1)

b) f(x) = |cosx| + cosa
c) flz) =|tgz|+tgx
d) f(z) = |tgz| —tgx

Na rysunku obok przedstawiono
wykres funkeji f(x) = || tg x| — 1|.
Podaj liczbe rozwiazan réwnania
f(x) = m nalezacych do przedzia-

hh (—m;7) w zaleznodci od para-
metru m.

. o . ., S, o . st s . o S B

=

|
|
|
|
1
i
|
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|
|
|
s
2
[

P T Mt L OLE R

BB AW

Podaj zbiory wartodci funkeji f oraz funkcji g(x) = |f(x)].
a) flz)=3sin2x ¢) f(z)=2sinz -3 e) f(z)=—3cosmx—1
b) f(z) =sin3z + 1 d) f(z)=tg*z+1 f) f(z) = (tg®x+1)"!

Dla jakich wartosci parametru a réwnanie f(x) = a ma rozwiazania?

a) flz)=[3 sin(?;z: — %)| ¢) f(z) =|tgz|+2 e) flz)= 2

|2—cos x|

b) f(z) =2 — | cos2z| d) f(z) = |tg?z—4| ) flz)= —

" 2—|cosz]

Podaj rozwiazania réwnania |[tgz| = 1 oraz réwnania tg|r| = 1 nale-
zace do przedzialu (—2m; 27). Skorzystaj z wykreséw funkeji f(z) = |tg x|
i g(z) = tg |a].

30
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. R B i < e s
il B D s e

B O s o — " =

!
|
el
|- I T
f
|

Naszkicuj wykres funkeji f.
a) f2)=—tglal +1  b) fle)=tgle—3 <) f(z)=te(la] - )

Podaj dziedzine funkeji f i naszkicuj jej wykres.
| sin | | cos x| | tg x|

a) f(x) = b) f(z) = c) flx)=

sin x COS T tgx

1.10. Przeksztalcenia wykresu funkcji (3)
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Ruch po okregu a sinusoida

Na rysunku nizej punkt P porusza sie ruchem jednostajnym ze stala predkoscia
katowg w po okregu o promieniu r w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek
zegara (predkosc katowa to stosunek kata zakreslonego podczas ruchu do czasu,
w ktorym to nastapilo). Poczatkowe polozenie punktu P oznaczono przez A —
jest to jeden z koncow poziomej srednicy AB. Wykres przedstawiajacy zmiany
odleglosci punktu P od $rednicy AB w czasie jest sinusoida.

Lo ;t: ,/\ AWA A/
.”\/\/V\/

=

.-.-._.

Diabelski miyn
Diabelski mityn to obracajace sie wielkie koto, na ktérym sa zamocowane wagoniki. ——
Na rysunku schematycznie pokazano diabelski mtyn o srednicy 28 m, obracajacy sie
ze stala predkoscia katowa @ w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara.
Wagonik w najnizszym potozeniu jest zawieszony 2 m nad ziemia, a jeden pelny obrot |
kota trwa 4 minuty. 5

A

%
AN |

2
' T T T T T T L T T T T }
0 1 4 t [min]

Przyjmijmy, ze w chwili t, = 0 wagonik znajdowat sie w punkcie P,, czyli 16 m nad ziemia.

: Wysokosc h, na ktorej wagonik znalazt sie po uptywie czasu t (punkt P na rysunku), jest
- opisana wzorem: ) .
- h(t) = 14 sin(wt) + 16 / N

K} Na jakiej wysokosci nad ziemia znajdzie sie ten wagonik po uptywie 5 minut? : " ,(
A na jakiej po uptywie 8 minut? . L




*1.11. Tozsamosci trygonometryczne

Tozsamos¢ trygonometryczna to taka réwnosé, w ktorej wystepuja funkeje try-
gonometryczne i ktora jest prawdziwa dla tych wszystkich wartosci zmiennej,
dla ktorych wyrazenia wystepujace w tej rownosci maja sens.

Przypomnijmy, ze miedzy wartosciami funkcji gindg L cotip =1
trygonometrycznych kata ostrego x zachodzg po- ; sin
i 5 gr = 2
dane obok zwiazki. & cos z
Rownosci te sa tez prawdziwe dla dowolnego ctge = 2=
r € R, dla ktorego obie strony réownosci sa okre- ctgm = L
slone. tg
Podstawowe tozsamosci trygonometryczne
1. sin’z +cos?z =1 dla dowolnego x € R jedvnka tryvgonometryezna
sinx 7
&L= 118 T = v e
2. tgx=—— dlaz e R\ {5 +kmkeZ}
3. ctgr =2 dlaze R\ {kmkeZ}
) sinT
1 1 ke
= . ’ e o .I'J ] ¥ —_— :-..'n- __r_: e
4. ctgx wa Oraz tgx e dlaz € R\ {F:k € Z}
Dowod jedynki trygonometrycznej
Niech punkt P(z,ys), rézny od poczatku ukladu ¥t
wspolrzednych, bedzie dowolnym punktem na ra-
mieniu koncowym kata x. Wowcezas: Zo /- N .
. ! 0 X
sine = % CoST = % o Jdw
gdzie r = J/x? + y5. Zatem:
1 ; . 2 <2 . e T
sin® z + cos® & = (ﬁ) —f—(ﬁ) = 0 —_i,:,"!'” = —Zo+ ¥ =1
T T T ( 1_3 + yé )

[b] Cwiczenie 1
Udowodnij tozsamodci trygonometryvezne: 2, 3 1 4.

[b] Cwiczenie 2
Udowodnij tozsamosé trygonometryczna.
a) (1 —sin’z)tgz =sinwcosx dla z € R\ {5 + km: k € Z}
b) (1 —tgz)(1+ctgz) =ctge —tgz dlaz e R\ {&:k € Z}
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D] Przyktad 1

I 50

cosx 1
1+sinax COST

Udowodnij, ze tgx +

Zakladamy. ze tangens jest okreslony, 1 + sinx # () oraz cosx # 0, czyli

ze€R\{Z+kmkel}.

tgx -+ CUH.:E === cust:u — Korzystamy z tozsamosci tgx = H_”lrr
- 14+smz COS T 1+sinax i

_ sinz(l 4 sinx) COST :COST

cosz(1l + sinx) cosx(l + sinx)
__ sinz +sin®z 4 cos®x Korzystamy z tozsamosci
= 2 = . 2 Z

cosxz(1l+ sinx) sin“z4+cos“x = 1.

. sina + 1 1

cosx(l + sinx) COS T

Cwiczenie 3
Udowodnij tozsamosé trygonometryczna.

. ‘ . : l1—cos“x
a) (sinz +cosz)? + (sinz —cosz) =2 ¢) —— =tgx
SII @ Cos T
B
.. i s ‘ CO5% @1 ‘ i .
b) sin' z — cos? z = sin’ & — cos® z d) ———(tg*r—sin’z) =sin’x
1=cos®z

Cwiczenie 4
Wykaz, ze podane wyrazenie jest rowne 1 dla wszystkich z, dla ktorych jest

okreslone.

4 I

) 1 —2sin?z b) Cos

x—sintz ¢) cos? & + sint x
2eosa—1 cos? x —sin

2z 1 —sin® zcos? x
Czasami, aby udowodni¢ tozsamosc¢ trygonometryczna, warto przeksztalcic¢
zarowno jej prawa, jak i lewa strone.

Przykiad 2
Udowodnij, ze cos?x —sin®z = 1 — 2sin’ .
e ' - : - rezeksztatcamy lews
L =cos*s —sinty = {(2052 T — sin2 ﬂ?}l:(iﬂsz % 4+ sin? :1!) —=. 2 i{hf.t"!h 11}1_1._ lewa
; 2 strong rownaoscl.
= cos’x —sin® x
Przeksztatcamy prawa

P=1-2sin’z=sin’z + cos’r — 2sin° = = : Y
H1 I‘rJ]I{; FOWTIOSCE.

= cos‘T —sin’
Rownosé L = P zachodzi dla wszystkich @ € R, zatem udowodnilismy powyz-
sza tozsamose trygonometryvezna.

Cwiczenie 5
Udowodnij tozsamosé trygonometryczna.

e ~ sinzcosx :
;3_) (sinx + cosa) B :tgﬂ:_l_ccs:n b) 14 2ginxrcosx = (1_]_1:_%1}3

sinxcos sin cos? x

1. Funkcije trygonometryczne



Przykiad 3
Oblicz cosz, tgx i ctgx, jesli wiadomo, Ze sinx = 55 iz e (fim)
Wartos¢ cos @ obliczamy, korzystajac z jedynki trygonometrycznej:
2 ;
(2)" +cos?x =1

cosPz=1—-ZL=12
CcosT = —;1 lub cosx E;
Dla z € ($:7) cosinus jest ujemny, zatem cos z = ——f Stad:
tt.__sinm_%_ q .t-._L_ i
gl_(ﬁﬂﬁ.‘n_—% - A Lgl_tg.‘r_ a

Cwiczenie 6
Oblicz wartosci pozostalych funkeji trygonometrycznych kata x.

a) sinx = —% i x€e (%?T:?’}T} ¢) sinx = :}1?3 i.ze(fin)
b) cosp=—~32 i = € (m;3m) d) sinz = —fg 1 g€ (=8;2m)
e 1 - T i
1+tg?e=—— dlazeR\ {5 +kmkel}
1+ctg’c = —— dlaz € R\ {km:k € Z}
Cwiczenie 7
Udowodnij powyzsze tozsamosci trygonometryczne.
Przykiad 4
Oblicz cosx i sinx, jesli wiaclonm, wtgr=-31zx€ (fi?r: Qﬂ‘).
Korzystamy z tozsamosdei 1 + tg?x = m—, i otrzymujemy:
. 1
L (—d) - cos?x
G
stad cos?z = L, czyli cosz = =¥ Jub cosz = X0,
Dla x € ( Qﬂ') cosinus jest dodatni, zatem cosx -"11—?

Korzystamy z tozsamosci b""‘; = tgxr 1 otrzymujemy:
LT
sine =tgrceose = —‘-;11%9

Cwiczenie 8

Oblicz wartosci pozostalych funkeji trygonometrycznych kata .

a) tg:r:l'—a,_, i .r.E( grr) c) tg:r=+% i .I:E(%:ﬂ'}

b) tgz=1 i z€ (0;%) d) ctgz =—-4 i z€ ($m2n)

1.11. Tozsamosci trygonometryczne



Zadania

D] 1.

8.

Udowodnij tozsamos¢ trygonometryczna.

a) (14 cosz)(1 —cosz) =sin’z d) 2sinz—1=1—-2cos?z
b) cosasin® x + cos® z = cosx e) cos®x +tgxrcos’r =1
I i 2 : 2 2 1
¢) 1 —2sinzcosx = (sinaz — cosx) f) cosz +tg°zcosz =
COs I°

Udowodnij tozsamos¢ trygonometryczna.

1 COS I 1+ cosx sin 2
) = - — =tgz d) — = —
sinx cosx sin @ sin 1+4cosx sin @
b] texr+cosxe 1 1 {-‘} sin @ l—cosx 2
cosrsina sinmx cos? x Y 1—cosz sinx sinmx
) sinw _ 1-—cosx f] COST cosz 2
Y 14 coszx sinx 1—sinx 1 +sinx COS T
Udowodnij tozsamos¢ trygonometrycznag.
) J l—sinz 1l4sinx  -dsinx {i} cosx +tgrsine  tgx
1+ sinz 1—-sinz  cos?x ctga Cosa
tgx(l + ctg?x 1-sin?x tgx .
by fEz(lt cte )=t e) —2% __ —gin’2
l+4tg=x ST Ccosr tgx +ctgx
c) ctgr+1 _ l+tgz f) tgx —ctgr _ tgix—1

ctgx—1  1—tga tgx +ctge  tgfa+ 1

Oblicz wartosci pozostalych funkcji trygonometryeznych kata .

a) cosz =—1 i ze (§;7) ¢)sine=2 i z e (5;m)
b) cosz = -3 1 z € (m; in) d) sinx = —-‘-’E i z€ (m2n)

Oblicz wartosci pozostalych funkeji trygonometrycznych kata x (uwzgled-
nij dwa przypadki).

P, (P P | i, IS K b e 7 N ain g — _ V1B

a) sinr = 3 ¢) cosr = —3 e) sinx = 5 g) sinz = —¥
i o 12 P ree I e o — N 21

b) sinz = —3% d) cosx =22  f) cosp=—zp- h) cosz =

Oblicz wartosci pozostalych funkeji trygonometrycznych kata x.

a) tgz=—3 i z € (§im) c) tgx = % i z€(0;%)
b) t.%lT - ‘—:‘I'z' 1 T E (%?T: ZTT) d) ctgar = % i re (?T; %?]")

Oblicz wartosci pozostalych funkeji trygonometrycznych kata o (uwzgled-
nij dwa przypadki).

]

a) tgz =4 b) tgx = —4 ¢) tgz=—1 d) tgzx =1

Oblicz tg? x 4+ ctg?x oraz tg®x + ctg’z, jedli tgx + ctga = 3.

I 52 1. Funkcije trygonometryczne



Przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych

Na rysunku ponizej przedstawiono wykresy funkcjiy =z, y =sinx iy = tgr.
Dla .malych” katow x wykres funkcji v .

y = x jest dobrym przyblizeniem wy- £ 7
kreséw funkcji y = sinx oraz y = tgx. H & >
Na przyklad 75 &~ 0,0314159. natomiast: D

Sin ﬁ ~ (0,0314108,

tg =~ 0,0314263. & %1 X

=100

Zwroe nwage, ze:
m jesli # > 0, to sinx < x,

= jesli € (0; %), to tga > .

@ 1. Nie korzystajac z kalkulatora, uzasadnij podang nieréwnosc.

. i VT
a) sin & < 0,2 b) tg* & > 0,09 ¢) sin? s < 0,032
Przyblizone wartosci funkeji sinus (dla V4
~malych” x) mozemy obliczy¢, korzy- 1
stajac ze wzoru: V
.-;r:3 .'ir.‘a E Y >
L R I O 1 \Q
sinr & 3 -+ 5 T -|- 12{} -
gdzien! =1-2.3.
Na przyklad: 3 N Na rysunku przedstawiono wy kusm funkcji
I e 1 L Y
.‘:-11114-»—%—— zl) —i—m(T) ~ 0,707 flx) =sinziwz)=z— % —|—m

|
= ; % : w
Przyblizone wartosci funkcji cosinus
(dla ,matych” x) mozemy obliczyé, ko- / \
rzystajac ze W?(‘]l‘ll' O 1 ¥
xl a2 x? \f_y Y/
cost &1 — — —|— —=1l—-=+4=

Na prn’kleid' Na rysunku pr:fedql'awiunu myklfm funkeji
-I

{'.{}:'-i"‘ 1'—“('1:,;)04--2!7(*'") ~ 0,8660539. f(x)=cosziw(z)=1-% + L,

L jest mniej-

= # . . . w . # .
i 2. Sprawdz, czy blad podanego wyzej przybliZzenia wartosci cos - |

szyv od 0.,00003.

(v — E X
(=] . . " “ 10 T 1
| 3. Przerysu) do zeszytu i uzupelnij tabele
przyblizonych wartosci funkeji sinus i co- sina (/7 27 0,707
sinus, korzystajac z powyzszych wzoréow. COB O 2 I

Przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych



*1.12. Funkcje trygonometryczne
sumy i roznicy katow

Twierdzenie
Dla dowolnych «, 3 € R prawdziwe sa ponizsze wzory.
sin(a + 3) = sina cos 3 + cosa sin 3 sinus sumy katéw
Sil‘l(!’l = ,ﬁ) = sin o cos (3 — cos o sin 3 sinus roznicy katow
cos(a + ) = cosacos F — sin asin 3 cosinus sumy katow
cos(av — 3) = cos avcos 3 + sin e sin 3 cosinus roznicy katow

Dowdd wzoru na sinus sumy katow i wskazowki, jak udowodnié pozostale
wzory, zostal podany na str. 75.

Przyktad 1
a) Oblicz sin 75,

Korzystamy ze wzoru na sinus sumy katow.
sin 75° = sin (45° 4+ 30°) = sin 45° cos 30° 4 cos 457 sin 30° =

_ﬂ_fjuf’_ 1_ V6++v2
2 2 4
b) Oblicz sin 5.

Korzystamy ze wzoru na sinus roznicy katow.

— F _ T — e e Taoin & —
RIIIE—":IH( 4)—51113{.0."-1 1 {‘.0531-:-]11_1 —

_ V3 V2 1 V2 _ 62

-2 2 AT 4

Cwiczenie 1

a) Oblicz cos 75", korzystajac ze wzoru na cosinus sumy katow.
b) Oblicz sin 1057, korzystajac ze wzoru na sinus sumy katow.
¢) Oblicz cos 75

5+ korzystajac ze wzoru na cosinus roznicy katow.

Przyktad 2
Oblicz.

a) cos28” - cos 17" —sin 28" - sin 17° = cos(28° + 17°) = cos 45"
b) sin3°-cos 33" — cos 3° -sin 33" = sin(3° — 33°) = sin(—30°) = —sin 30" = —

¢) sin & - cos im + cos & - sin 7 = sin(

b Icaﬂ

o=

. z | p—
S+ ) =sinf =1

R 5 1. Funkcje trygonometryczne



Cwiczenie 2

Oblicz.
a) sin 85" - cos25° — sin 25° - cos 85° ¢) cos 2 - cos 27 + sin E7r - sin 37
b) sin33° - cos 12 + 8in 12° - cos 33° d) sin & - sin 37 — cos & - cos 37

Ze wzordéw na sinus sumy katow i cosinus sumy katéow bezposrednio wynikaja
wzory na sinus podwojonego kata i cosinus podwojonego kata.

Cwiczenie 3

Wyprowadz podane obok wzory na sinus po- Dla dowolnego o € R:
dwojonego kata i cosinus podwojonego kata. sin 20 = 2sin a cos a

cos 2a = cos® o — sin” a

Cwiczenie 4
Wykaz, ze dla dowolnego a € R:

a) cos2a = 2cos® a — 1, b) cos2a = 1 — 2sin® a.

Przykiad 3

Oblicz cos 2q, jesli sina = %
0820 =1—2s8in2a=1—2-(2)"=1-8=1
cos2a=1—-2s8n"a=1-—2 (3) =1—-35=3

Cwiczenie 5

Oblicz cos 2a 1 sin 2a, jesli:

a) sina = -‘,f oraz « € (0;:5), b) cosa = —-L-‘; oraz « € (m; %W)

Przykiad 4

Oblicz sin £ i cos %.

- T . . o .
Podstawiamy a = £ do wzoru cos2a = 1 — 2sin” a i otrzymujemy:

1 s
-'23—1(_-~EJ—L _¥Z) 22
sin“ g =35(l—cosf) = 2(1 = =5
: vV 2-v2 N 23
sin £ = Y—— lub fin % =20

Sprzecznose, bo sin £ > 0.

3/ 2442

Po skorzystaniu z jedynki trygonometrycznej otrzymujemy cos ¢ = ~—

Cwiczenie 6
Oblicz sina i cos a, jesli:
— P | _— : . T - — VB —_— T
a) cos2a =1 oraz 20 € (0;%), b) sin2a = L2 oraz 2a € (Z;7).

1.12. Funkgcje trygonometryczne sumy i réznicy katow
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2tg o

tg2a = | e dla a#5+kr i a# T+ %‘", gdzie k € Z.
Dowdéd i} _ i
{59y = sin2r  2sinoacosa % = Er::ﬁ 2tz
BEX= Cos2a  cosPa—sina | wsla-—sinfa | j_si’a | 1-tgla

COsT O COs" o
(0] Cwiczenie 7
Udowodnij podane obok tozsamosci trygono- tg(a + B) = gt igp
metryczne. 1 =teatgl
tgla — ) = —o 2

- : gla — B)=
Cwiczenie 8 £ 1+tgatgf
Oblicz.
a) tg15° b) tg75° ¢) tg105° d) tg120°

o] Gwiczenie 9

- i : R » ctg? a—1
Udowodnij, ze dla o # =, gdzie k € Z, zachodzi tozsamosé ctg 2a = ————.
2ctg o
Zadania
1. Oblicz sin(30° + 3) i sin(60” — 3), jesli wiadomo, ze:
a) sinf=: i B8e€(0°90°), ¢) cosff=3 1 e (270°360°),
b) cosB=—2 i 8 e (90°:180°), d) sinfg = —5 1 3 € (180°;270°).
2. Oblicz cos(45° + 3) i cos(60° — 3), jesli wiadomo, ze:
a) cos 3 = 3{{_—' i 3e(0%907), b) sin 3 = —% i 3 € (270°:3607).
3. a) Oblicz sin(a+ 3) i cos(a + 3), jesli wiadomo, Ze:
sine =2 ia€ (0:5)orazcosf=—2ip3 € (%)
b) Oblicz sin(av — 3) i cos(a — [3), jesli wiadomo, ze:
sina=-08ia¢€ (%W;?ﬂ‘) oraz cos 3 = —0.751 3 € (m; %r)
¢) Obliez sin(ar — 3) i cos(a + 3), jesli wiadomo, ze:
sina = % i @ € (5;7) oraz cos § = 2‘%? i 8 e (3;2n)

Uzasadnij, ze ponizsza zaleznosc jest tozsamoscia trygonometryeczna.
a) sinasin F = 1cos(a — B) — cos(a + )] d) sin3a = —4sin’ a4+ 3sina
b) cosa cos 3 = 3[cos(a — ) + cos(a+ 3)] e) cos3a =4cos’ a — Jcosa

¢) sinacos @ = L[sin(a — 3) +sin(a + )] f) cosda =1—8sin*acos®a
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@ 5. Uzasadnij. ze ponizsza zaleznosc jest tozsamoscia trygonometryczna.
a) sin' a — cos’ a = — cos 2a
b) sin' @ + cos' @ = 1 — 1sin’2a

2

¢) sin(a + 3)sin(a — 3) = sin® @ — sin® 3

d) cos(a + 3) cos(a — B) = cos? a — sin® 3

6. Oblicz.

a) sin 12° cos 18" 4 cos 12” sin 18° ¢) sin 57sin 27 — cos 57 cos 3x
b) sin 1117 cos 66° — cos 111° sin 66° d) cos i:rru}s =7 + sin %T sin ?‘?r

7. Oblicz sin a, cosa, tg a, jesli wiadomo, ze:
a) cos2a = 2 oraz a € (0; ), c) cos2a = —z oraz a € (E;7),
b) cos2a = 2 oraz a € (¥:27), d) cos2a = —foraza € (¥;27).

@ 8. a) WyprowadZ podane obok wzory.

' 1+cosa
3 pa oy ] ey ) B i
b) Oblicz sin 7% i cos 5. |cos &| = 4 >
1 —cosa
i [l S ety
sin 2| = 11.r‘ >

9. Oblicz sin § i cos §, jesli wiadomo, ze:

a) cosa =% oraz a € (0;3).

A A& i 3
b) sina = —2 oraz a € (7 57).
10. Przeczytaj podany w ramce przyklad.
Wyznacz zbiér wartosei funkcji f(x) = sinz + cosa.
= — YBighs o ¢ WE et
sinz +cosx = V2| 5 sinz + = cosx | =

= \/_('am:i:-;ua Z4coszsing) = v2sin(z + )
Zatem zbiorem wartosci funkeji f jest przedzial (—v/2;/2).

Wyznacz zbior wartosei funkeji f i1 naszkicuj jej wykres.

a) f(z) =sinz — cosx ¢) flz)=+V3sinz +cosz
b) f(z) =sinz + 3cosx ) f(z) =sinz — 3cosz
Wskazéwka, W podpunkcie b) zauwaz, ze f(x (-_13 sina + fﬁ: COS :)

11. Oblicz tg 2a. jesli wiadomo, ze:
a) tga = % b)tga=v2—-1, c¢)tga=+v2+1, d)tga=2++3.

12. Oblicz tg(a + 8) i tgla — 3), jesli tga = /2, a tg § = 2V/2.

1.12. Funkgje trygonometryczne sumy i roznicy katow 57 s



*1.13. Wzory redukcyjne

Wzory redukcyjne pozwalaja wyrazi¢ wartosci funkeji trygonometrycznych
dowolnego kata za pomoca wartosci funkeji trygonometrycznych kata naleza-
cego do przedzialu <U: 5,)

D] Przykiad 1
Udowodnij wzor redukeyjny.

a) sin(% + ﬂ') = COS (¥ c) tg(E ct) = —ctga
b) cos(Z +a) = —sina d) ctg(fZ 4+ a) = —tga
Skorzystamy ze wzordéw na sinus sumy katow i cosinus sumy katow.
a) sin( + .:1) sin % cosa +cosgsina=1-cosa+0-sina = cosa
b) cos(% + a) = cos % cosa — sin Fsina=0-cosa—1-sina = —sina
= N hm(-g-{-ﬁ) cosa
) tg(5 +a) = co(Fra] ~ epa ctg a
o CDS(%‘*'“) _ —sina .
d) (tg( -I—u) = Sin(%_m) == —tga
Wzory redukcyjne
sin(—a) = —sina sin(Z — a) = cosa sin(Z 4+ a) =cosa
cos(—a) = cosa cos(Z —a) =sina cos(Z + a) = —sina
tg(—a) = —tga tg(% —a) =ctga tg(£ + a) = —ctga
ctg(—a) = —ctga ctg(Z —a) =tga ctg(Z +a) = —tga
sin(m — a) = sin Sin(m + «) = —sina
Ee{r ) “ sl (s o) S Wzory redukeyine moz-
cos(m — @) = —cosa cos(m + @) = —cos na stosowac dla tych ka-

funkeja jest okreslona.
ctg(m — a) = —ctga ctg(m + a) = ctga

sin(2F —a) = —cosa  sin(F +a)=—cosa  sin(2r —a) = —sina
cos(Z —a) =—sina  cos(¥ +a) =sina cos(2m — a) = cosa
tg(% — a) = ctga tg(%£ +a) = —ctga tg(27 — a) = —tga
ctg[%ﬁ— — cr) =tg o ('.tg(%”— + cr) =—tga ctg(2mr—a) = —ctga

[E] Cwiczenie 1

Udowodnij wzor redukeyjny.

Il

a) sin(r — a) =sina b) cos(m — a) = —cosa c) tg(r —a) =—tga

R 55 1. Funkcije trygonometryczne



W podanych wzorach redukcyjnych miare kata mozna przedstawi¢ w postaci

%T- + «, gdzie k € N oraz o € (ﬂ; %) Zauwazmy, ze:

o jesli & jest liczba nieparzysta, to funkcja sinus
zmienia sie na cosinus, a funkcja cosinus — na
funkcje sinus (moéwimy, ze funkeja zmienia sie¢ na
cofunkcje). Analogicznie jest dla pary funkeji tan-
gens i cotangens:

o jesli k jest liczba parzysta. to funkeja pozostaje
bez zmiany;

« znak plus lub minus przed funkcjg zalezy od tego,
czy wartosé wyjsciowe] funkeji jest dodatnia, czy

ujemna w danej ¢wiartce ukladu wspolrzednych.

Dla katow, ktorych miary podano w stopniach, wzory redukeyjne maja naste-

pujaca postac:

Wzory redukcyjne

sina >0 sina > (0
cos o < () cosa > ()

tgax < 0 tga >0
ctpa < 0 ctga >0
sinea < 0 sino << 0
cosa < () coso >0

tego >0 teo < ()
ctga >0 ciga <0

sin(—a) = —sina
cos(—a) = cosa
tg(—a) = —tga
ctg(—a) = —ctga
sin(180° — «) = sina
cos( 180" —a) = —cos
tg(180°" —a) = —tga
ctg(180° —a) = —ctga
sin(270° —a) = —cosa
cos(270° — o) = —sina
tg(270° — a) = ctga
ctg(270° —a) =tga

Przyktad 2
Oblicz sin 210°, korzystajac ze wzoru sin(270° — o) = — cos a.

sin(90” — a) = cosar
cos(90° — a) = sina
tg(90° — a) = ctga
ctg(90° — a) = tga
sin(180° 4+ ev) = — sin v
cos(180°+a) = —cosa
tg(180° + o) = tg e
ctg(180° + o) = ctg o
sin(270° + a) = —cosa
cos(270° 4+ o) = sina
tg(270° + a) = —ctga
ctg(270° + ) = —tga

—cos60° = -1

sin(90° + a) = cosa

cos(90° + o) = —sin«
tg(90° + o) = —ctga
ctg(90° + o) = —tga

Wzory redukeyvine moz-
na stosowaé dla tych ka-
tow, dla ktorych dana
funkcja jest okreslona.

sin(360°"—a) = —sina
cos(360° — a) = cosa
tg(360° — o) = —tga
ctg(360°— ) = — ctg o

Zauwaz. ze ten sam wynik otrzymamy, zapisujac kat 210° w postaci 180° + 30°
i korzystajac ze wzoru sin(180° + a) = —sin a.

1.13. Wzory redukeyjne
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Przykiad 3
Oblicz cos(—4E7).

cos(—227) = cos 7 =

cos(—a) = cos o
= cos(2m + 27) =

cos(m -+ a) =

Cwiczenie 2
Oblicz, korzystajac ze wzoréw redukeyjnych.

COS 0

Korzyvstamy z okresowoséci funkeji cosinus.

a) sin240° d) cos T‘JT g) sin(—3307) j) sin(—4t)
b) cos 480° e) sin ??T h) tg(—210°) k) ms{—%?r)
c) tg225° f) cos ﬁ:rr i) tg(—315%) 1) FT-H(“%W)
Zadania

1. Udowodnij wzor redukeyjny.

a) sin(m+ a) = —sina
b) cos(m 4+ @) = —cos

Oblicz, knr?}rqtajqc ze wzorow redukceyjnych.

a) cos(—3m) d) sin(—2m) g) sin 3w
b) sin 27 e) cos(—2m) h) tg 2x
¢) cosin f) cos(—4x) i) ctg(—Ix)

Oblicz, korzystajac ze wzorow redukeyjnych.

a) sin 120° d) cos855" g) tg510°
b) sin 135° e) cos 840" h) tg 570
¢) cos330° f) sin660° i) tg1035°

Oblicz, korzystajac z wartosci

podanych obok. i l

a) sin 72° d) sin 666° sina =
b) cos108° e) sin(—468°) s | VioeavE
¢) cos234° f) cos(—864°) !
Wiadomo, ze cosz = % oraz r € (U; "}) Oblicz:

a) sin(3£ + z), b) cos(Z — z),

1. Funkcije trygonometryczne

¢) cos(3w + a-) = sin a

d) sin(37 — @) = —cosa

j) cos(—11w)
k) ctg i

1) tg g?r

j) sin(—870°)
k) tg(—3307)
1) etg(—750%)

367 54°
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VE+1 10-2v/5
4 ad

¢) cos(3E —z).



[p] 10.

Oblicz.
a) 2sin120° + 4 cos 60°
b) sin 420° cos(—3907)

d) 4sin45° cos 135°
e) tg300° ctg 210

g) sin® 310° 4 cos? 310°

h) cos®45° + sin® 225

¢) ctg120° + tg(—210°) f) ii‘;—ljftgw i) tg?780° — 3 ctg? 420°

Oblicz.
a) sin ié?r o+ cas(-%)
b) Gtg %‘i‘f COS -%?T

. in 271 cos(—43
¢) 8sin 3 cos(—3n)

Przeczytaj informacje w ramce.

e) sin® (—E?T) + cos® I

f) sin Z cos & — sin % cos

d) sin Z7 + cos(—Im)

i 4

in
6 6 3

Wzory redukeyjne mozna uzasadnic, korzystajac z odpowiedniego prze-
suniecia wykresu funkeji trygonometryveznej. Ponizej przedstawiono

uzasadnienia wzorow: Sill(% - '.1:) = COS oraz sin(%"r -+ :r)

= —CO5T.

SRl b ) M

Wykres funkeji y = sin(Z + 2) pokrywa
si¢ z wykresem funkcji y = cosx.

Wykres funkcji y = sin(3F + a) pokrywa
sie z wykresem funkeji y = — cosa.

Uzasadnij wzor, stosujac odpowiednie przesuniecie wykresu funkcji.

a) cos(3F +x) =sinz b) cos(r —a) = —cosz «¢) tg(5 +z) =—ctga

Korzystajac z podanego obok frag-
mentu tablic wartosci funkeji trygo-
nometrycznych, oblicz:

a) sin413°,
b) cos 7697,
c) tgh97,

d) sin 5897,
e) cos860°,
f) tg954°.

Korzystajac ze wzorow redukeyj-
nych, uzasadnij, ze wartosci funkeji
trygonometrycznych dowolnego ka-
ta mozna wyrazic¢ za pomoca warto-
sci funkeji trygonometrycznych kata
nalezacego do przedzialu (0°; 457).

a sina  cosa | tga ctgo
31°  0,5150 0,8572 0,6009 1,6643
390 0,5299 0.8480  0,6249  1.6003
33° | 0.5446 0,8387 0,6494  1.5399
34° 05592 0,8290 0,6745  1,4826
35° | 0,5736 0,.8192 0,7002 | 1,4281
36° | 0.5878 0.8090 0.7265 | 1.3764
37° | 0,6018 | 0,7986 | 0,7536 | 1,3270
38° | 0,6157 0,7880 0,7813 1,2799
39° | 0,62093 0,7771 0,8098 1,2349
40°  0,6428 0,7660 0,8391 1,1918
41° | 06561 0,7547  0,8693 | 1,1504

1.13. Wzory redukecyjne
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*1.14. Rownania trygonometryczne (1)

Przykiad 1
Rozwiaz rownanie sin 2z = 1.

Podstawiamy ¢ = 2z i otrzymujemy rownanie pomocnicze sint = 1.

Z wykresu funkcji sinus odezytujemy rozwiazania réwnania sint = 1:

t =3 +2km, gdzie k € Z
Wracamy do niewiadomej x:
20 = 5 + 2km, gdzie k € Z
x =75+ km, gdzie k € Z

Przyktad 2
Ly 1 r. o r 1 1' ¥ —_ E e l
Rozwiaz réwnanie sin(2x — %) = 3.

Podstawiamy t = 2z — £ 1 otrzymujemy réwnanie pomocnicze sint = 1.

g ...... .5 ET”
Z wykresu funkcji sinus odezytujemy rozwiazania réwnania sint = %
t==2+2kn lub t= f—;?r + 2kw, gdzie k € Z
Wracamy do niewiadomej x:
20 — =% +2km lub 22— % = sw+ 2kw, gdzie k € Z
20 =3+ 2k lub 2z =m+ 2kn, gdziek € Z
r=%+km lub r=35+km, gdziek €2
Cwiczenie 1
Rozwiaz rownanie.
a) sin3z =1 d) 2sin(2z — 1) = V2 g) 6sin(m — Z£) =3
b) cos2z = —1 e) cos(3z+Z) =L h) 2sinwx — v3 =0
¢) cosdx = 3 f) cos(2z+ %) =—3 i) 2cos2mz+v2=0

1. Funkcije trygonometryczne



Przykiad 3
Oblicz sume dziesieciu najmniejszych dodatnich pierwiastkow réwnania
sin? x = 1.

sinz =1, gdy sinx =1 lub sinz = -1
Pierwiastkami réwnania sin® z = 1 sa liczby postaci: x = 5+ km, gdzie k € Z.
Suma dziesieciu najmniejszych dodatnich pierwiastkéw rownania jest rownas:
Z+(Z4+m)+(2+2n)+...+(2497)=10-2+(1+2+... 497 =

= o1 + 457 = 507

Cwiczenie 2
Oblicz sume dziesieciu najmniejszych dodatnich pierwiastkow rownania.

a) cos’z =1 b) 2sin’z =1 c¢) 4sin®x =3

Cwiczenie 3
Ile pierwiastkéw réwnania nalezy do przedzialu (0; 47)7

a) sin’3z = 1 ¢) cos?(z—F) =3 e) [V2sin(z—Z)| =1
b) 2cos?2x =1 d) sin*(z+ %) =3 f) |V3cos(z+Z)| =15

Przykiad 4
Rozwiaz rownanie tg 4x = /3.

Zakladamy, ze 4x # § + km, gdzie k € Z,
czyli z # 3 + Lf gdzie k € Z.

Podstawiamy { = 42 i ofrzymujemy row- — : — _
nanie l'}Ulll(Jﬂllif_'.Z{'} tgf = ﬁ* 7 Vs’},’kI‘EHU _ VI SR, () VOO, | LS RS PRSP oy | (I e

funkcji tangens odezytujemy rozwiazania /
tego réwnania: t = F + kmw, gdzie k € Z. '
Wracamy do niewiadomej x:
do = Z + km, gdzie k € Z
g = ;‘—1"", gdzie k € Z

S
e ity s L i e A T o

Cwiczenie 4
Rozwiaz rownanie.

a) tg2r = —1 ¢) tg?2x =3 e) 3tg(2z+ %) =v3
b) 3tgwz = V3 d) 3tg?Z =1 f) V6tg(3z —2) =3v2

Cwiczenie 5
Oblicz sume pierwiastkéw rownania nalezacych do przedziaiu (0; 7).
ﬂ) f,gz‘ 2 =1 h) t.f.j.;z 4r =1 (:) t-gz (% i .
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Zadania

1. Rozwiaz réwnanie.
a) sindx =1
B i Ty
b) 2sin(z + 3) =1

2. Rozwiaz réwnanie.
a) tgdr = —1
b) tg6z = /3

3. Rozwiaz rownanie.
a) sin® 4z = 1

b) cos?3r =3

4. Rozwiaz rownanie.
a) tg2(dz —Z) =1

¢) 2cos(2x— %) =1

b) 3tg*me =1

5. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

S . . 0 .
R‘DZWIE}:Z rownalnie sifl1 .r = 3 S111 0.

- =
sin“r—Jdsinxr=10
sinz(sinz —3) =0

sinez=0 lub sinxz =3

e) |2cos3z| =1

f) |sin2z — | =

1
2 2

) [V3tg(z+Z)|=3

Rownanie sine = 3 jest sprzeczne. Réwnanie sina = 0 jest spelnione
przez liczby postaci x = km, gdzie k& € Z — jest to rozwiazanie réGwnania

wyjsciowego.

Rozwiaz rownanie.
a) sinz = —sinx

b) 2cos’z = cosa

6. Rozwiaz réwnanie.
a) tg?r +tgx =0

¢) sin®z +sinz =0

d) 2cos®x —cosz =0

b) tg*z =tgx

e) 4sin’z =sinz

f) 3cos®x =4cosz

c) tg’z =+3tgz

7. Podaj rozwiazania rownania nalezace do przedzialu (—m; 27).

a) 2sin’z =sinx

b) 2cos’z = V2cosx

8. Rozwiaz rownanie.

a) cos2zx(l +tgx) =0

1. Funkcije trygonometryczne

(;) deos® s —cosx = ()

e) V3tglr+tgz =0

d) 3sinz —4sin*z =0 f) 3tg’2z —tg2x =0

b) sinztg2r =sinz

¢) cos2z = sindx



*1.15. Rownania trygonometryczne (2)

Przyktad 1
Rozwiaz réwnanie 2sin®z + sina — 1 = 0.
Podstawiamy ¢ = sin ., zakladamy, ze t € (—1:1), i otrzymujemy réwnanie

kwadratowe:
H24+t—1=0

A=1+8=9 VA=3

-1-3 —14-3 1

f'] = = —]_ . tE — = =

4 4 2

Wracamy do niewiadomej x: sinz = —1 lub sinz = %

UEdine: o N L

dee] G

Z wykresu funkcji sinus odezytujemy rozwiazanie rownania:
T = ;—j‘rr +2km lub 2 =2%42k7r lub x = %?r + 2kw, gdzie k € Z

Uwaga. Powyzsze rozwiazanie mozna tez zapisa¢ w postacix = ¢ + %kﬂ‘, gdzie k € Z.

Cwiczenie 1
Rozwiaz rownanie.
a) 2cos’z —cosz =1 c) tg?z+2tgx+1=0

cosr + cos? 4= %

b) 2cos*z + 5cosx +2=10 _ ==[)
s1nr
Przyktad 2
Rozwia# réwnanie sin®x — cos® x — 1 = 0.
Korzystamy z jedynki trygonometrycznej i otrzymujemy:
sin“z — (1 —sin*z) —1=0
2sin®z —2=0

sine =1 lub sine = —1

x =%+ km, gdzie k € Z
Cwiczenie 2
Rozwiaz rownanie.
a) 2cos’c +4sin’z =3 ¢) 2cos’x +sin®x =2cosx + 1
b) 4cos’?z —sina = —1 d) 2+sin*z=4—cos’z +cosx

1.15, Rdéwnania trygonometryczne (2)



________ Rl

Przykiad 3
Rozwiaz rownanie 2sinzcosx —sinx — 2cosax + 1 = 0,

Grupujemy wyrazy znajdujace si¢ po lewej stronie réwnania.
sinx(2cosx — 1) — (2cosxz —1) =0 Wytaczamy wspdlny
] czynnik,
(2cosx —1)(sinz —1) =0
cosz =1 lub sinz =1
r=—%+2knlubx=%+2kr lub z=735+2kn, gdziek € Z

b

Zatem x € {—% + 2k, 3 +2kn, 5 + 2km:k € Z}.

Cwiczenie 3

Rozwiaz réwnanie.

a) 2sinzcosz + 2sinx —cosx —1 =10

b) 4sinzcosx —2cosxr — 2sinz + 1 =10

c) 2sinzcosx — v3cosz 4+ 2sinz — V3 =0
d) 4sinzcosz 4+ 2v3sinz = 2v3cosx + 3

Przykiad 4
Wyznacz te pierwiastki rownania 4 cosdx cos2r = 2cosTx + 1, ktore naleza
do przedziatu (0; 7).
Korzystamy ze wzoru na cosinus sumy katow:
cos Tz = cos(bzx + 2x) = cos 5z cos 2z — sin 5z sin 2z
Zatem réwnanie mozna zapisa¢ w postaci:
4cosdrcos2r = 2cosdxcos 2y — 2sin dHrsin 2z + 1
2cosdxcos2x + 2sindrsin2r = 1

2cos(br —2zx) =1 h*"{"f-.‘*'ﬂTﬂ}IiJIF' Ze WZOru
COstcyk — . 12 —=

1 g - s

7 = ¢osacos 3 -+ sin e sin 3.

3v=—%+2kn lub 3z =% +2kn, gdzie k € Z

_q;=-$—’;+%'~ lub :r.'=.—§~+m.‘T'7’~gdZ'lﬂﬁ‘-EZ

cosdr =

Do przedzialu (0; ) naleza pierwiastki: v = 3. & =

wjon

.

L=

5 =

Cwiczenie 4
Wyznacz te pierwiastki réwnania, ktore naleza do przedziatu (0; 27).
a) 2sinbrsin3z =1 — cos8x ¢) 2sin3xcosx =sin2r — 1

b) 4cos 3z cosa = 2cos2x + V3 d) 4sin 5z cos3z = 2sin8x + /2

1. Funkcije trygonometryczne



Zadania

1. Rozwiaz rownanie.
a) 2sin®z +3sinz —2 =10
b) cos® x4+ 6cosz +5 =10

w3 .
¢) 2sin“z —sinz =1

2. Rozwiaz rownanie.
a) sin2r = cosx
b) cosx +sin2z =0

¢) cos2x —sine =0

3. Rozwiaz rownanie.
a) 2sin2z + 2sinz = 2cosx + 1
‘ « D . X !
b) 2sin® x — sin® 2z = cos® 2x

¢) sin®2z — cos?2x = 1 — 2sin®

d) cos’x + 2sinx =1
e) 2sin’xz — 3cosaz =3
f) tg?z— 3V3tgz +1=0

d) cos®x — cos2x =1
e) sin2ztgr =sinx
I

f) sinzcose = ;35

d) sin® 2z + Gsin®z = 6

e) 1+ sin2z = cos2x

f) 3(cosdx —1) = cos’x
(

4. Znajdz liczby nalezace do przedziatu (0; 27r> i ‘-:pf..h’lldjq&.t‘ réwnanie:

a) sinz +cosx =1,
b) sinz — cosz = 1,
¢) V3cosx +sinx = 2,

5. Rozwiaz rownanie.
g 1
a) sing— —=tgax—1
) cos I E‘

1
COsaTr

b) tgx — 2sinx =2 —

d) sin*z — cos' & =

e) sin'1 T + cos!x

|

b= 2=

f) sinz — cos' & = cos 4.

¢) sin2z — v2cosz = V2sinz — 1
d) cos2z =1+ 2v/2sin’ zcosz

*6. Wyznacz najwiekszy ujemny pierwiastek rownania.

a) 4sinbrcosz — 2sinbr =1

b) 2sin6zsin3x =1 — cosYx

sinff=sina & f=a+2kr lub =
cos=cosa & f=a+2kr lub B=—-a+ 2kr

*7. Rozwiaz rownanie, korzystajac z powyzszej

a) sin3x — sin2x = ()
b) sindx +sin3z =0

¢) cosdr —cos3xr =0

¢) 2sin2rcos? 2z — sin 2z cosdx = 1

d) sin®2z + 3sindz = tg2z

(m — @) + 2kw, gdzie k € Z
. gdzie k € Z

wlasnosei.

d) cosdx + cos3z = ()

e) cos3z — cos(z— I) =0
f) sin2z —sin(z+3%) =0
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Suma i roznica sinusow, suma i roznica cosinusow

Twierdzenie
rolnyveh a, rawdziwe sa ponizsze wzory.
Dla dowolnycl € R prawdzi 1 pon y
sina + sin 3 = 2sin “+’3 - cos 252 stma sinusow
sina — sin 4 = 2s8in == ’3 F COS 5‘*—“3 réznica sinusow
cos o + cos [ = 2 cos —= ”‘Hi . COS ﬂ suma cosinusow
cosa — cos 3 = —2sin —%’-‘2 sin &Tﬁ roznica cosinusow

Dowo6d wzoru na sume sinusow
Niech x “Jg’q, Y = ”‘—f wowcezas £+ y = a oraz x — y = 3. Zatem:
sina + sin 3 = sin(x + y) + sin(z — y) =

=sinrcosy +cosrsiny +sinrcosy —cosrsiny =

= 2sinxrcosy = 2sin == "+ 2 cos “Tj
Dowody pozostalych wzorow przepmwadza sie analogicznie.
Przyktad

Rozwiaz réwnanie sin 5x + sinz = (.

ar+r

sin 5 + sinxr = 2sin cos 2 - - = Korgystamy ze wzoru na suine sinusow.
= 2sin 3;1- Ccos 2
Zatem zapisujemy rownanie w postaci:
2sin3rcos2r =10
sindz =0 lub cos2x =0

3r=km lub 2z =73+ kn, gdzie k€ Z

=% lub =2+, gdzie k € Z
1. Rozwiaz réownanie.
a) sin 3z — sin2x = sinz ¢) cosbx + sin S + cos 2z = sin 3
b) cosbr —sindz = cosx d) cosTx —sinTe = cosx — sinx

2. Korzystajac ze wzoru na sume sinusow lub sume cosinusow, oblicz wartosé

wyrazenia:

a) 2cos 70" cos 107 — cos 80°, ¢) sin37°30" cos 7°3(0),

b) 2sin115° cos 70° — sin 185°, d) cos52°30" cos 7730,

Wskazowka. W podpunkeie a) znajdz katy a i 3 takie, ze ”f”’: = 70°1 5= 2 =10°.

e GO 1. Funkcje trygonometryczne



*1.16. Nierdwnosci trygonometryczne

Przykiad 1

Rozwiaz nieréwnosé sinx =

b j—
.

< :

Ay =sinz

Z wykresu funkeji sinus odczytujemy zbiér rozwiazan nierownosci:

T e <-g— + 2km; 2w + 2kw), gdzie k € Z
Powyvzszy zapis oznacza, ze zbior rozwigzan nierownosei jest suma wszystkich prze-
dzialow postaci (£ + 2km; 27 + 2kw), gdzie k € Z.

Cwiczenie 1
Rozwigz nieréwnosc.

a) 2sinz < 1 b) cosx > —3 ¢) cosx € —

b=

Przyktad 2
Rozwiaz nieréwnos¢ cos® x > .

-

b

Zauwazmy, ze nieroOwnosc cos” r > % jest réwnowazna dwém warunkom:

cosz < —1 lub cosz > 1

2

-

Z wykresu funkeji cosinus odczytujemy zbior rozwiazan nieréwnosci:
T € (—15 + 2km; & + Qk?r) lub = € (%i’r + 2k %?T — QL:W), gdzie k € Z

OdpowiedZ mozna zapisa¢ prosciej: x € (—35 + Kns g+ !.::u')7 gdzie k € Z.

Cwiczenie 2
Rozwiaz nieréwnosc.

a) 2sin’x < 1 b) 4cos?x > 3 ¢) |cosz| < 3

Cwiczenie 3
Dla jakich x € (0;27) zachodzi nieréwnosc?
a) 4sin’z > 3 b) 2cos’z < 1 ¢) |2sinz| < V2
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Przykiad 3

Rozwiaz nieréwnosé sin 2z >

B | =

Podstawiamy ¢t = 2z i otrzymujemy nierownosc¢ sint = % Z wykresu funkcji

sinus odezytujemy:

. k¥ B A
& <% + 2k f‘ﬁl + 2,{;7()? gdzle Lel 1 +H}%

Wracamy do niewiadomej x:
2z € (£ +2km; B 4 2km), gdzie k € Z
T € <ﬁ + km; 3% + Ic:rr>._ gdzie k € Z

ST,

Cwiczenie 4
Rozwiaz nieréwnosc.

1

a) sindx <
Przykiad 4 ) ! _

Zakladamy, ze © # % + km, k € Z.
Z wykresu funkeji tangens odezytu-

jemy zbiér rozwiazan nieréwnosci:
. Eis rams T " i A
T € <§ + kw5 + kr), gdzie k € Z /

Cwiczenie 5 5
Rozwiaz nieréwnosc. i
a) tga < V3 ¢) tgax > —1

b) tgz =1 d) tgx < —"’—F

A N o] OO
-t b

Cwiczenie 6
Rozwiaz nieréwnosé: a) tg?x >1., b)te®2r < 1.

Cwiczenie 7
Dla jakich = € (0; 7) zachodzi nieréwnosé: a) tg2x <1, b)tgde > 17

Zadania

1. Rozwiaz nieroéwnosé.

a) 2sina < V2 b) 2sinz > /3 c) 2cosx > —/3
2. Rozwiaz nierownosc.

a) sin3z > —3 ¢) 2cos2z 2 1 e) tgx < %—E

b) 2sin§ < V3 d) 5 - \/gf:nﬂ% <2 f) V3ctgz < -1

1. Funkcije trygonometryczne



10.

11.

Rozwiaz nierdownosc.
a) sinz > 1 ¢) |eosx| < 1 e) sin®x < 1

b) cosz < 1 d) |sinz| > 1 f) cos®*x>1

Dla jakich x € (—m;w) zachodzi nieréwnosé?

a) |2cosz| > 1 ¢) cos’x > 3 e) 4cos’2rx —3 <0
b) [2sinz| > V3 d) 4sin’z < 1 f) 2sin’2x—1>0
Dla jakich = € (0;2x) zachodzi nieréwnosé¢?

a) tge < —1 ¢) tg®x—1<0 e) |3tg2z| < V3

b) 3tgz > V3 d) tg?z—3>0 f) |\/§tg§|}3

Na rysunku obok przedstawiono | Y = = @ 1 0 1L 5

wykres funkeji f(x) = sin 2z. Ko- )

rzystajac z rysunku, podaj roz-

wiazanie nierownosci:

a) sin2xr > -*ij, b) sin2x < —-Y';j 7

a) Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji f(x) =sinaz i g(x) = cos .
Dla jakich @ € (—m;37) zachodzi nieréwnosé sinx = cosa?

b) Dla jakich x € (—m;37) zachodzi nieréwnos¢ sinx < — cos x?

Narysuj wykresy odpowiednich funkcji i odczytaj z nich zbiér rozwiazan
nierownoéci zawarty w przedziale (0; 7).

a) sinz < tga b) sin2x > cosx ¢) |cosa| > sinx

Rozwiaz nieréwnosSc.

RIS BT ; . 3 - e
a) sinz + [sinz| >1  b) 2cosxz+ |cosz| < 5 c) |sinz|-cosz > 3
Rozwiaz nieréwnosc.
a) 2sin’z —3sinz +1<0 ¢) 2sin’x — 3cosx > 3
b) 2cos?x — v2cosz > 2 d) Scosx < 4+ cos2x

-

Rozwiaz nieré6wnosc.

a) 3tg’x + 2v3tgx < 3 b) tg?r —tgx <0
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I 72

*1.17. Zagadnienia uzupetniajgce

B Roznowartosciowosé funkcji

Funkcja f: X — Y jest roznowartoSciowa wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdych dwoch réznych argumentow przyjmuje rozne wartosci.

Przykiad 1
a) Tk i i ]_} i !

J;:5'1":;;#:;; )i |

ERNEE

Funkeja f:R — R okreslona za po- Funkeja g: R — R okreslona za pomoca
moca wzoru f(x) = é‘l jest rézno- wzoru g(x) = 122 nie jest réznowarto-
wartosciowa. Sciowa.
Jedli &1 # @a, to Sy # 2. Na przyklad —2 # 2, ale g(—2) = g(2).

Uwaga. Dowolna prosta rownolegla do osi OX (prosta o réwnaniu y = m) przecina
wykres funkeji réznowartosciowej w co najwyzej jednym punkcie.

M Funkcje odwrotne

1.

1

Jesli funkcja f: X — Y, gdzie Y jest zbiorem wartosci funkcji f (tzn. dla
kazdego y € Y istnieje x € X taki, ze f(x) = y). jest roznowartosciowa,
to istnieje funkcja g: Y — X taka, ze dla kazdego x € X zachodzi réwnosc
g(f(x)) = x. Funkcje g nazywamy funkcja odwrotna do funkcji f.

Przykiad 2 ERE o B
Fiinkeip i (0500) = {0io0) akieiloniaza pon T8 {0 T T T
moca wzoru g(x) = y/x jest funkecja odwrot-

ng do illilkl‘..‘]i f. {0;00) — (0;00) okreslonej
za pomocq wzoru f(x) = x%, gdyz dla kaz-
dego = € (0;00) zachodzi réwnosé:

9(f(2)) = g(a*) = Vet =z

Uwaga. Jesli funkcja g jest funkeja odwrotng do funkeji f. to funkeja f jest funkeja
odwrotna do funkeji g. Wykresy wzajemnie odwrotnych funkeji f i g sa do siebie
symetryvezne wzgledem prostej y = x.

Naszkicuj wykresy funkcji f(z) = 2 i g(x) = V= — odwrotnej do f.

Funkcie trygonometryczne



M Funkcje odwrotne do funkcji trygonometrycznych
Rozpatrzmy funkcje f:(—3:%) — (—1;1)
okreslona wzorem f(x) = sinx (kolor nie-
bieski). Jest ona réznowartosciowa, a jej
zbiorem wartosei jest przedzial (—1;1).
Funkcja g:(—1:1) — (—3;%) odwrotna
do funkeji f nosi nazwe arcus sinus i za-
pisuje si¢ ja: g(x) = arcsina (kolor czer-
wony).

Wykresy funkeji f i g sa symetryczne
wzgledem prostej y = .

Przykiad 3
a) sin £ = L, wiec arcsini = 2
' = V3 _
b) 5111(_%) = *-";—~ wige aumn(—T) = —%
2. Oblicz.
Pt ":2_ . 1 ; )
a) arcsin %2 b) arcsin(—3) ¢) arcsin(—1)

Rozpatrzmy funkcje f:(0;7) — (—1;1)
okreslona wzorem f(x) = cosz (kolor nie-
bieski). Jest ona roznowartosciowa, a jej
zbiorem wartosci jest przedziat (—1;1).
Funkcja g: (—=1:1) — (0;7) odwrotna do
funkeji f nosi nazwe arcus cosinus i za-
pisuje sie ja: g(x) = arccosz (kolor czer-
wony).

Wykresy funkcji f i g sa symetryczne
wzgledem prostej y = .

Przyktad 4
a) cos() =1, wiec arccos1 = (
s E =1 wi caerr i T
b) cos I = 3, wiec arccos 3 = %
3. Oblicz.
; N
a) arr:(:nslé? b) arccos (—-ﬁé) ¢) arccos(—1)

1.17. Zagadnienia uzupeiniajace



Rozpatrzmy funkcje f: (—E %) — R
okreslona wzorem f(x) =
niebieski). Jest ona réznowartosciowa,
a jej zbiorem wartosci jest zbior liczb
rzeczywistych.

Funkcja ¢: R — (—% -“-T-) odwrotna do
funkeji f nosi nazwe arcus tangens i za-
pisuje sie ja: g(x) = arctgx (kolor czer-
wony ).

Wykresy funkeji f i g sa symetryczne
wzgledem prostej y = .

Zwroc uwage na to, ze wykres funkcji
g(x) = arctgx ma asymptoty poziome
y=-31y=3

Przykiad 5

a) tgZ =1, wiec arctgl =

tgx (kolor

e E

Rozpatrzmy funkcje f:(0:7) — R okre-
slona wzorem f(z) =
niebieski). Jest ona réznowartosciowa,
a jej zbiorem wartosci jest zbior liczb
rzeczywistych.

Funkcja ¢: R — (0:7) odwrotna do
funkeji f nosi nazwe arcus cotangens
i zapisuje sie ja: g(x) = arcetga (kolor
czerwony ).

Wykresy funkcji f i g sa symetryczne
wzgledem prostej y = .

Zwroc¢ uwage na to, ze wykres funkceji
glx) = arccetg z ma asymptoty poziome
y=01g =1

ctgx (kolor

Przykiad 6
a) {'-t'f-';% = (), wiec arcctg() = %

4. Oblicz.
a) arctgy/3

b) arctg -*3’3

R T 1. Funkcije trygonometryczne

b) tg(—%) =

¢) arctg (—1)

£ . wiec d[‘(fg( %) =

V3. wiec arﬂtgf— =

(tgﬁ

d) arcctg l?



M Funkcje trygonometryczne sumy i réznicy katow — dowody

Rozpatrzmy katy « i1 [ polozone tak jak

na rysunku obok, gdzie: Yt
a, 3, a+ 3 € (0°:90°) :
Punkt A jest punktem przeciecia ramienia <
koncowego kata a + 3 z okregiem jednost-
kowym.
Prowadzimy odcinek AB prostopadly do
ramienia koncowego kata a. odcinki BC' ER B
1 AD prostopadle do osi OX oraz odcinek /
E B prostopadly do odcinka AD. -"jm A
Kat EAB ma miare « (uzasadnij). O D € i X

Boki tréjkata OAB maja dlugosci:

|OA| =1, |OB| =cos 3, |AB| =sin 3

B
0B

Zauwazmy. ze = sin o, wiec:

|BC'| = |OB|sina = sin a cos 3
. |AE| _ .
Podobnie TAB| — Cos @, wige:
|AE| = |AB|cosa = cosasin 3
= sin(a + 3), wiee:
|AD| = |OA|sin(a + 3) = sin(e + 3)

Zatem otrzymujemy:
sin(a + 3) = |AD| = |ED| + |AE| = |BC| + |AE| =

= sin o cos J + cosa sin 3

|AD|
|OA

Oraz

@ 5. Korzystajac z powyzszego rysunku, uzasadnij, ze:
cos(a + (3) = cosacos 3 — sinasin 3, gdzie a, 3, a + 8 € (07;907)
Wiskazowka. Rozpatrz dlugosei odeinkow OD, DC i1 OC.

@ 6. Wykaz prawdziwosé wzoru sin(a + 3) = sina cos 7 + cos asin 3, gdy:
*a) a,F € (0°:90°) oraz o + 3 € (907; 180°),
*b) a € (0°;90°) oraz 3, a + 3 € (90°; 180°).

@ 7. Uzasadnij wzory na sinus i cosinus roznicy katow. Skorzystaj ze wzordow
na sinus i cosinus sumy katéw oraz wlasnosci:

sin(—f3) = —sin@ i cos(—03) = cos 3

1.17. Zagadnienia uzupeiniajace

=]
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Zestawy powtorzeniowe

W Zestaw |
1. Podaj miare lukowa kata.

a) 40° b) 108° ¢y T10° d) 144°
2. Podaj miare kata w stopniach.

a) 2 b) I c) 2n d) 137

3. Oblicz.
) (sin30° + cos 120°) - tg 930° d) & ltz?_gg‘j“f“” — sin(—390°)

b) sin 225" - tg495° — cos 330 e) (sin(—315°) + 3 cos45°)?

¢) cos(—570°) - tg(—1230°) £) sin 2?{]"+22;;2i(}_ﬁ{]~}

+ cos(—240°)

4. Oblicz.

a) ‘-:il'l(—-'?-?TJ tg*—'ﬂ' {[)‘-:%‘ﬂ' d) ('-,mw—?r—f—(n'-_q ?r) tg(— 1)
b) V2cos 27 + V3tg(—2n) e) 3 (cos 3w+ siniln)
¢) wu—‘ﬁ‘—ﬂ' 2‘30"1” f) sini’rﬂ:cusf_‘r

—thqﬂ tg g

5. Wyznacz katy a € (—3607: 360°) spelniajace warunek:

a) sina = sin 15, ¢) cosa = cosHd’, e) tga = tg 857,
b) sina = —sin 157, d) cosa = —cos 55", f) tga = —tg85°.

6. Wyznacz kat a € (07;360°) spelniajacy warunki:

i G T i
a) tga=1 1 cosa <0, d) cosee =2 i sina <0,
b) ctgar=—1 i cosa >0, e) sina=3 i tga <0,
¢) sihia = f i cosa <0, f) sina = —ﬁ_,— i ctga > 0.

7. Wyznacz rozwiazania rownania nalezace do podanego przedzialu.

a) sinx = -"-:-3 (5:7) e) cosxT = -‘-’; (=% =

b) sinzx :—-";—P,_ (3 27) f) {:051':—% (%; 5m)
¢) sin’z =1, (0;7) g) cos*x =1, (2m;4x)

d) |qmr|=~;~ (—; 0) h) |cosz| =3, (—3m;—%)

8. Oblicz sume pierwiastkéw réwnania nalezacych do przedzialu (0; 8r).

a) sinr = 3 b) cosz = —3 ¢) sinxz = 0,9 d) sinz = 0,3

1. Funkcije trygonometryczne
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9. Wyznacz rozwigzania rownania nalezace do podanego zbioru.

10.

3

T2

13.

14.

E &

18.

a) tgz =1, (%;in) c) |tgz| = -"? (2m; 2m) U (2m; 37)
b) tg*x =3, (—%;%) d) |ctgz| = _.,g_i (—m:0)

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkeji okre- Y
sowej f:R — R o okresie 2. Naszkicuj wykres tej
funkeji w przedziale (—4:4). Ile rozwiazan réwnania

f(x) = 1 nalezy do tego przedzialu? ()I i | X
Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej zbior wartosci i miejsca zerowe.

a) f(z) =sin(zx—%)+2 ¢) f(z)=tg(z—%)—1

b) f(z) = —1 — cos(x — %) d) f(z)=1—-tg(z+ %)

Oblicz wartosci pozostalych funkeji trygonometrycznych kata o, jesli:

a) sina = 12, 90° < a < 180", ¢) sina = —1, 180° < a < 270",

b) cosa=—2, 180° < <270°, d) cosa =1, 270° < o < 360°.

Oblicz wartoéci pozostalych funkeji trygonometryeznych kata o, jesli:
a) tga = % 180° < a < 270°, ¢) tga = -2, 270° < a < 360°,
b) tga = -2, 90° < a < 180°, d) ctga=3, 0° <a <90

Czy podana zaleznosc jest tozsamoscia trygonometryczng?

a) sinz cos’x +sin’ z = sinx c) 2cos®ztgz + 1 = (sinz + cosz)?
. . cosz—1
b) tgxctgx —sin®x = cos’x d) (cosz —1)tga = sinz - ==

Wykaz, ze funkcja f(x) = cos*x — 2 cos? 2 — sin z jest funkcja stala.

Udowodnij tozsamoscé trygonometryczna.

1 1 14ctg? x 1 sinz

&) = == ' d) — 4 ctgx =

) SlIlz b CUSE oI C'.'.FB.'2 A ) s51n.xT g l—cosax

n
.k tgax—1 '
b) sin®z — cos’x = tiﬂ — = e) sinrcosz+tgr = tga(cos® z+1)
1 COS T sina COS T l4ctge

c) tgx = _ f : : -

} gx + COS T l-sinx ) 1—cos? z 1-sin®z cosT

Podaj liczbe rozwigzan réwnania nalezacych do przedzialu (0:27) w za-
leznosci od parametru m.

a) cost+1=m b) 2sinz —1=m ¢) |sinx|+3=m
Dla jakich wartosci parametru m réwnanie f(z) = m ma rozwiazanie?

a) f(z)=1—3sinz b) f(z)=|tgdz] -4 ¢) f(z)= —2

| sin z—3|

Zestawy powtdrzeniowe
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B Zestaw Il

1. Oblicz.
a) sin 15" - cos 15° d) sin23” - cos 67" + cos 23” - sin 67
b) cos? 22,5° — sin® 22,5 e) cosB6° - sin21° — sin 66° - cos 21
¢) sin®75° — cos? 15° f) sin82°-sinb2° 4 cos 82" - cos 52°

2. Czy podana zaleznosé jest tozsamoscia trygonometryczna?

* 6.

*7.

*8.

10.

a) 1+sina = (sin § + cos §)° ¢) sin' @ +8cos’a = 8cos' a + 1
= 2w sz o B ; by P . .
b) cosa = cos” § —sin” § d) sinatg(a+ 5) +2cosa =sina

Udowodnij tozsamos¢ trygonometryczna.

B 2 - sin(a+43)
a) tg2a = ctg a—tga ¢} Sgutigh= cos o cos [
1-tg2 o . sin(—a)
08 - ! tpa —ctgf = ————
b) cos2a 1+tg2 d) ctga —ctgf3 sina sin 3

a) Oblicz cos £, sinz, cosz oraz tgx, jesli sin£ = 2 i & € (m;37).
2 . 2 5
. . . persar. e 3 . p
b) Oblicz sin Z, sinx, cosz oraz tgz, jedli cos § = £ i @ € (3m 4m).
Oblicz.
a) sin 15" +sin 105"  b) cos15° 4 cos 75° c) ctgld” + tg 105°

Oblicz sin 2z i cos 2z, jesli x € (% :rr) i tg(:{: -+ -;-) = —2cos .

Wiadomo, ze sinz + cosz = £+ i z € (5; 2%). Oblicz:

a) sin 2z, b) cosx — sinz, c) tg2x.

Oblicz sin 3z i cos 3z, jesli:

a) sinx = -5_. (U ’T) b) cosx = "ng, TE (%?1';27‘().

Naszkicuj wykres funkeji f.
a) f(x)=-2|sinz| c¢) f(x)=—4 c:ns:r[ + 4 e) f(z)=4|sin2z|

b) f(z) =|tgz|+3 d) f(z)=—|tgz| — ) flz) = |tg§| —4
Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj liczbe rozwiazan réwnania f(x) = m
nalezacych do przedzialu (0;27) w zaleznosci od parametru m.

a) f(z)=sin2z—1 d) f(z)=3cosz+ 3 g) flz)=3tge —1

b) f(z) =sin2zx+1 e) f
) f(x)=3|sin2x| f) f

) = —2cos(2z + %) ) flx)=tgz +2

flz
(z) = sin 21——)[ f{$)=—|tg§|—1

1. Funkcije trygonometryczne



11.

12.

13.

14,

15.

16.

17.

18.

19.

20.

S

lle punktéw wspdlnych maja wykresy funkeji f i g w przedziale (0; 27)7
a) f(z) =sinz, g(z) =2—sinz c) f(z) =sinz+cosz, g(x) =2
b) f(z) =cosz, g(x)=1—sinz d) f(z)=sinz — 3cosz, g(z)=1

Upros¢ wzor funkeji f i naszkicuj jej wykres.
a) f(z) = cosxsin(Z — z) + sin(—x) cos(% — x)
b) f(z) = cos(—x)sin(% + ) + sin(m — z) cos(5 + x)

¢) f(z) = cos(3E — x) cos(m — x) — sin(7 + x) sin(%’i + )

Rozwiaz rownanie.

a) 2cos(=3z) =1 ) 2sin(2zxr + %) = —/3 e) 3tg(% - :r.) =3
b) 2sin(2z—7)=1 d) 2cos*(Bz+7) =1 f) tg*(2x+ %) =3
Rozwiaz réwnanie,

a) 2cos’x + Hcosx =3 d) 5cos’x + Tsin’z =6

b) sin®z — sinz = 2 e) cos’x + Hsine =5

¢) sinx — 3cosz =3 f) 2cos?z = 3sinz —1

Rozwiaz réwnanie.

a) sin' z + cos z = cos4x d) sina cos 2z—sinx = § sin4x—sin 2z
b) cos'z + cos'(z — %) =1 e) cosxcos2z = sinxsin2zx + § cos 3z
¢) tg®x +cos2x =1 f) sinacos2x =sin2x — Zsina

Wyznacz rozwigzania réwnania nalezace do przedziatu (0; 27).

a) 2cos’x — cos®xr = 2cosx — 1 *b) cosx + |cos x| = sin2x

Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej wartosci najmniejsza i najwieksza.
a) f(z)=+v2sinz+ V2cosxz  *c¢) f(z) =cos’z+ |sinz|-sinz
b) f(z) = V3cosz —sinz *d) f(x)=|tgz|- ctgx + sin 2z

Wyznacz zbiér wartodci funkeji f(2) = 2 cos® x — % cos 2, ktorej dziedzina
jest przedzial (0;27). Podaj rozwiazanie nieréwnosci f(x) > f

Podaj rozwigzania nieréwnosci nalezace do przedzialu (0; 27).
a) sin(z —Z) < 3 b) 2sin(x + %) > 1 ¢) 2cos(3—z) < —V3

Wyznacz zbiér tych @ € (—m; 27), ktore spelniaja podane warunki.
) tgx < V3 b) 2sinc+ 120 ) 12sinaz| < 3
a C
sinz > 0 2cosx—1<0 |cosz| < 1

Zestawy powtdrzeniowe
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@ Sposdob na zadanie

Przykiad

Rozwiaz rownanie sin x + cos z = /2.
Aby rozwiazaé to zadanie, mozemy postapi¢ na rézne sposoby.

I sposob (Metoda analizy starozytnych)

Metoda analizy starozytnych rozwiazywania rownan polega na kolejnym
przeksztalcaniu rownania wyjsciowego w ten sposob, aby kazde nastepne
réwnanie wynikalo z poprzedniego (nie musi by¢ mu réwnowazne). Zbior
rozwiazan ostatniego rownania zawiera wszystkie rozwiazania rownania
wyjsciowego. Na koniec nalezy sprawdzic, ktore liczby z tego zbiorn spel-
niaja rownanie wyjsciowe.

Obie strony réwnania sinz + cosz = v/2 podnosimy do kwadratu.
Sil‘ll‘3 r+2sinrcosa + cos®r = 2 Zauwaz, ze nie sprawdziliSmy, czy obie
1 ogin g =3 strony rownania maja ten sam znak.
sin2z =1
Zatem 2x = % + 2km, gdzie k € Z, czyli x = £ + km, gdzie k € Z.

Teraz sprawdzimy, ktore z otrzymanych liczb spelniaja rownanie wyjsciowe.

Dla & = 2n, gdzie n € Z:
SINT + cosT = Sin( + 2:-*:-:'1') +c 11 + 27?71') =

=sinZ +cost =224 =,/2
Dla k=2n+1, gdzie n € Z:
sinz + cosz =sin(Z + (2n + 1)7) + cos(% + (2n + 1)7) =

= 511‘1(%71’ + 2?111") + {tns(fﬂ + Qm'r) = sin %?r + cos %?r ==
= —-\',? == X;—E == —V@ SprEecEnost
Zatem jedynymi rozwigzaniami rownania sg liczby @ = 3§ + 2nm, gdzie n € Z.

I1 sposob

Zauwaz ze:

'vi‘m
Ml;:ﬁ

s-;in(;r.' + -j—) =sinzcos 7 +cosxsin g = Ssinx + -'!'-2{(_;:‘ r = (sinx + cos i)

4
Zatem:
sina + cosx = v/2sin(z + “i‘)

sinz + cosz = V2 & 2sin(z + X)= V2 & sin(z + 7 =1
r+ % =24 2nm, gdzien € Z
Odpowiedz: v = § + 2nw, gdzie n € Z

1. Funkcije trygonometryczne



Zadania testowe @

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1.

10.

Tla

A1 e TR | ’ x L e
Jesli sina = 3, to kat a moze mie¢ miare:

A. —390°, B. 780°, C. 16507, D. 1950°.
Jeslisina=—-1ia€ (:n'; 7)., to
. — B 7 — 4
ﬁ.ﬁ—ﬁ, B.&—Eﬂ', C.ﬁ.—gﬂ', D.f‘!—g'ﬂ'.
Jesli cosx = —-‘{,E i tgax > 0. to wyrazenie cos® z + sin « jest rowne:
1—/2 1 1 143
A. '—"'5.:}—'._ B. —3 C. 37 D. "——tf—'
Jesli tg® a = 3, to sin® 2 jest réwny:
3 1 1 1
A. 3 B 3 C. 3, B 5.
Jesli cosx = —é— i x € (m:37), to cos 5 jest rowny:
1 1 2442 2442
A 2 B, —1, g WA f5; ¥
Wyrazenie sin 7730 - cos 52°30" — sin 52°30" - cos 7°30" jest réwne:
I V2 /2 V3
Al _E? Bt _T-! Cl T_- Di T-
Niech a = cos 75" + cos 165°. Liczba a nalezy do przedzialu:
A. (—1,5;-0,7), B. (—0.7; -0,5), C. (—0.5;0), D. (0;0,5).

Niech n bedzie liczba punktéw wspdlnych wykresow funkeji f(z) = cosa
i g(z) =tge, gdzie x € (0:997) i © # £ + km dla k € Z. Wowczas n jest
rowne:

A. 98, B. 99, C. 100, D. 198.
Tozsamoscia trygonometrycezna jest wyrazenie:
Ao = eie R

B. tg?a = % D. tg2a = %

Dokladnie cztery rozwigzania w przedziale (—27;27) ma réwnanie:

A. 2cos’z =1, B. cos?x =1, C. 2sinz =1, D.sin’z=1.

Najmniejsza liczba naturalng spelniajaca nieréwnosc tg 3 = V3 jest:

A. 1, B. 2, C. 3. D 4.

Zadania testowe
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@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-4 odpowiedz ma postac trzycyfrowego kodu.

Zadanie 1 (2 pkt)

Punkt P(—3,—+/7) nalezy do ramienia koficowego kata a. Oblicz wartosé
wyrazenia tg a -+ cos a. Zakoduj pierwsze trzy cyfry po przecinku otrzymanego
wyniku.

Zadanie 2 (2 pkt)

Zakoduj cyfre jednoéci i pierwsze dwie cyfry po przecinku rozwiniecia dzie-
sietnego liczby:
sietnego liczby £ 585° —sin 675°
5in495% 4+ 2 cos TH0°

Zadanie 3 (2 pkt)
Dany jest kat x € (1_} ’rr) taki, ze tgx = —‘~_§— Wyznacz cosinus kata x. Zakoduj
pierwsze trzy cyfry po przecinku otrzymanej liczby.

Zadanie 4 (2 pkt)

Liczba a jest najmniejszym dodatnim pierwiastkiem réwnania:
2sin2mx—-1=0

Zakoduj pierwsze trzy cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego liczby a.

Zadanie 5 (4 pkt)

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = 2|sinz| - cosz dla € (0;27). Okresl liczbe

rozwiazan rownania f(x) = m w zaleznosci od parametru m.

Zadanie 6 (4 pkt)

Wyznacz liczby x € (—2m; 2w) spelniajace réwnanie sin 2z — cos 2z = 1,

Zadanie 7 (4 pkt)
Oblicz sume pierwiastkéw réwnania 2sin®z + 1 = v/3cosz nalezacych do
przedzialu (0; 47).

Zadanie 8 (4 pkt)

Rozwiaz rownanie 2 sin x cos 2 + sin bz = 2 sin 2 cos 3.

Zadanie 9 (5 pkt)
Dla jakich wartosci parametru « € (0: 7) réwnanie:
(2cosa—1)z* —dx +4cosa =0

ma dwa rozne pierwiastki?

Zadanie 10 (6 pkt)
Dla jakich wartosci parametru a suma kwadratow dwoch roznych pierwiast-
kéw réwnania x® + 4z sina + 2 cos2a = 0 jest wieksza od 87

1. Funkcie trygonometryczne
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2 Geometria analityczna

Dzieki wprowadzenin ukiadu wspolrzednych, w ktérym punktom plaszezyzny

odpowiadaja pary liczb (z,y), problemy geometryczne mozna rozwiazywac
metodami algebraicznymi.

Uklad wspélrzednych wykorzystywany jest takze w geografii. Okreslajac polo-
zenie punktu na kuli ziemskiej, podaje sie jego szerokos¢ i dlugosé geograficz-
na, np. polozenie latarni morskiej na wyspie w archipelagu Utklippan w Szwe-
cji — szerokosé geograficzna: 55°57'10"N, dlugosé geograficzna: 15742'06"E.
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2.1. Odlegtos¢é miedzy punktami w ukiadzie
wspotrzednych

Odleglo$é miedzy punktami A i B jest rowna diu-
goscl odcinka AB.

Rozwazmy punkty A(z,.y,) i Blxs.y2) w prosto-
katnym ukladzie wspolrzednych. Odleglosé miedzy
nimi mozemy obliczy¢, korzystajac z twierdzenia

Pitagorasa:
|AB|? = (22 — 21)* + (32 — )2

Twierdzenie

Odleglosé miedzy punktami A(z,,y;) i Blxs,ys) wyraza sie za pomocag
WZOI'a:

|AB| = /(22 — 1) + (32 — y1)?

Przykiad 1
Oblicz odlegloéé¢ miedzy punktami A(2.5) i B(—1,1).

IAB|=+/(-1-22+(1-52=v0+16=v25=5

Cwiczenie 1
Oblicz odleglod¢ miedzy punktami A i B.
a) A(=3,-1), B(—5,—-1) ¢) A(3,-%), B(3,-1)

- 2

b) A(5.-63), B(—7,—-13) d) A(3+ v3,V7), B(V3,-4+ VT)

Cwiczenie 2

Oblicz obwody trojkatow
ABC i DEF przedstawio-
nych na rysunku obok.

Cwiczenie 3
Sprawdz, czy trojkat ABC jest rownoramienny.

a) A(1,3), B(6,4), C(4,-1) ¢) A(-3,-3), B(12,-3), C(6,9)
b) A(0,0), B(4,-1), C(3,3) d) A(—1,0), B(2,V3),C(2—V3,V3)

2. Geometria analityczna



Przykiad 2
Sprawdz, czy trojkat o wierzchotkach A(—2,—4), B(4.2) 1 C(1,5) jest prosto-
katny.

|AB| = /(4= (=2))2 4+ (2— (—4))2 = /36 + 36 = VT2

IAC| = /(1= (=2))2+ (5 — (—4))2 = VO + 81 = V90

IBC|=(1-42+(5-2)2=v9+9=V18
Zauwazmy, ze: |AB|* + |BC|* =72+ 18 = 90 = |AC*.

Zatem z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa wynika, ze trojkat

ABC jest prostokatny.

Cwiczenie 4
Sprawdz, czy trojkat ABC jest réwnoramienny. Czy jest prostokatny?

a) A(—1,2), B(4.1), C(2.4) c) A(1,1), B(5,3), C(—1,6)
b) A(=3,0), B(1,—4), C(5,4) d) A(—4.0), B(—1,-3), C(5,3)
Zadania

1. Ktéry z czworokatéow KLMN i PQRS N

(rysunek obok) ma wigkszy obwod?

2. Ktory z odeinkéw AB i CD jest dluzszy?
a) A(1,-2), B(4,4), C(2,2), D(8,-2)
b) A(-2,3), B(4,1), C(-1,1), D(4,6) /)
¢) A(3,-2), B(8,-2), C(-2,2), D(2,5) K L

3. Sprawdz, czy trojkat ABC jest prostokatny.
a) A(3,0), B(—-6.8), C(—2,-2) b) A(-5,-1), B(4,1), C(3,5)
4. Sprawdz, czy trojkaty ABC i1 DEF sa prazystajace lub podobne.
a) A(2,2), B(8,5), C(1,4), D(-2,0), E(4,-3), F(5.-1)
b) A(-1,1), B(2,5), C(0,4), D(4,4), E(0,2), F(-2,-4)
¢) A(l,-1), B(3,2), C(-1,3), D(0,3), E(—4,-3), F(4,—3)

5. Oblicz obwadd oraz wysokosci tréjkata, ktorego jednym z wierzcholtkéw jest

punkt przeciecia prostych:
a)y =x—11iy= —3x+5, a pozostale wierzcholki sa punktami przeciecia

tych prostych z osig OY,
b)y=ax+2iy=3x— 6, a pozostale wierzcholki sa punktami przeciecia
tych prostych z osia OX.

2.1, Odleglog¢ miedzy punktami w ukladzie wspdlrzednych
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6. Oblicz obwod, dlugosci przekatnych oraz wysokosé rombu ABCD.
a) A(—3,0), B(0,1), C(1,4), D(-2,3)
b) A(-5,-2), B(2,-1), C(7,4), D(0,3)
7. Wyznacz wspolrzedne punktow nalezacych do prostej [, ktorych odleglosé
od punktu P jest réwna d.
a) l:y =2z —2, P(5,3),d=+v10 b) l:y = —z + 6, P(3,2),d = /13

8. Dane sa punkty A(—2.2) i C'(5,3). Oblicz wspélrzedne wierzchotkéw B
i D prostokata ABC D, jesli naleza one do prostej o rownaniu y =4 — .

9. Dane sa wierzcholki A(—4.2), B(8,—-2) i C(6.4) trapezu rownoramiennego
ABCD o podstawie AB. Oblicz wspdélrzedne wierzcholka D.

10. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wyznacz rownanie krzywej, do ktorej naleza
punkty réwno odlegle od osi OX i punktu (0,1).

Niech P(z,y) bedzie punktem spelniajacym wa- Y Bia)
runki zadania. Odleglos¢ punktu P od osi OX /4"
jest rowna: / :
4
V(& =2+ (y—0)% =y |
|
a odleglosé od punktu (0,1): 1_,’ |
=02+ (y—12= /224 (y—1)2 g
. 4 , fd ) \/ ( ) o 1 (x0) X
Otrzymujemy zatem rownanie:
! r2 4 — 1 (bie stromy rownania sa dodatnie.
lyl = V/-
Stad y? =z + 9 — 2y + 1, czyli y=32*+ 2.
Szukana krzywa jest parabola o rownaniu y = %LJ + %

Wyznacz rownanie krzywej, do ktorej naleza punkty rowno odlegle od
osi OX i punktu: a) (0,—4), b) (4,6).
11. Wyznacz réwnanie krzywej, do ktérej naleza punkty rowno odlegle:
a) od prostej y = —2 i punktu (2, 6),
b) od prostej y = 5 i punktu (—4,—1).

12. Wyznacz réwnanie krzywej, do ktorej naleza punkty réwno odlegle:
a) od osi QY i punktu (2,0),
b) od prostej = 4 i punktu (2, —4).

2. Geometria analityczna



2.2. Srodek odcinka

Jezeli znamy wspolrzedne koncéw odcinka, mozemy wyznaczyé wspolrzedne
jego srodka.

Srodek odcinka
Srodkiem odcinka AB o koficach w punktach
A(xy,y1) 1 Blxa, y2) jest punkt:

S(Il o2y +y2)
2 ' 2

Przyktad 1
Wyznacz wspdlrzedne srodka odcinka AB, jesli A(—3,2) i B(5, —4).

Srodek odcinka AB ma wspolrzedne: ( “'3; 2 % ; 4) = (1,—1).

Cwiczenie 1
Wyznacz wspolrzedne srodka odeinka AB.
a) A(—2,-1), B(6,3) b) A(—4,1), B(5,—8) ¢) A(3,-2), B(3,3)

Przykiad 2
Punkt S(1,5) jest srodkiem odcinka AB. Wyznacz wspolrzedne punktu A,
jesli punkt B ma wspdlrzedne (—3,4).

Niech punkt A ma wspoélrzedne (x,,y;), wowczas:

x) —3 e
—=1i %2=5
2 —3=21i y+4=10

Cwiczenie 2

a) Dany jest punkt A(5,8). Wyznacz wspolrzedne punktu B, jesli punkt
S(—1,—-3) jest srodkiem odcinka AB.

b) Punkt S(2.,1) jest érodkiem odcinka o konicach A(x,—2) i B(7.y). Oblicz
diugosé odeinka AB.

¢) Punkt S(1,1) jest srodkiem odcinka o koficach A(z,y) i B(z + y,z — y).
Oblicz dlugosé odeinka AB.

2.2. Srodek odcinka
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Cwiczenie 3

Punkty P(—3,2), Q(—1,0) i R(1,4) sa srodkami bokéw tréjkata ABC. Wy-
znacz wspolrzedne wierzcholkow tego trojkata oraz réwnania prostych zawie-

rajacych jego srodkowe.

Przypomnijmy. ze symetralng odcinka AB jest prosta do niego prostopadla

i przechodzaca przez jego srodek. Jest ona zbiorem punktow, ktorych odle-
glosci od punktow A i B sa rowne. W ponizszym przykladzie przedstawiamy

dwa sposoby wyznaczenia réwnania symetralnej odcinka.

Przyktad 3

a) Wyznacz réwnanie symetralnej odeinka o koncach A(—2,3) i B(6,—1).
Yy Y B

3

Obliczamy wspoélczynnik kierunkowy prostej

y = axr—+0b, w ktorej zawarty jest odcinek AB:
—-1-3 —4 1

6-(—2) 8 2
Symetralna odcinka AB jest do niego prosto-

padla, wiec jej wspolezynnik kierunkowy jest
rowny 2.

Wyznaczamy srodek odeinka AB:

2 2

S(—2+ﬁ,3;1):(11) . /

Podstawiamy wspolrzedne punktu S do rownania prostej y = 2x + b

1=2-24b, stad b= -3

Zatem symetralna odcinka AB opisana jest rownaniem y

= 2= 3.

b) Wyznacz réwnanie symetralnej odeinka o koncach A(—2.2) i B(4,0).

Punkt P(x,y) nalezy do symetralnej odcinka AB, jeéli |PA| = |PB|, wiec:
TR TN T

Ve (P + -2 = e+
(z+2)°+(y—2)* = (z—4)* + ¢
P +dr+4+y  —dy+4=a2>—8xr+16+y*

—dy =—12x +8
Zatem symetralna opisana jest rownaniem:
y=3r—2
Cwiczenie 4
Wyznacz rownanie symetralnej odecinka AB.
a) A(1,8), B(6,4) b) A(-2,6), B(10,0) c) A(-2,-3), B(4,-1)

2. Geometria analityczna



Zadania

1.

Oblicz odleglosé srodka odeinka AB od poczatku ukladu wspélrzednych.
a) A(1,6), B(=7,2) b) A(=7,7), B(11,1) ¢) A(9,V7), B(—4,—V7)

Dany jest punkt A(4,5) oraz punkt S bedacy srodkiem odcinka AB. Wy-
znacz wspolrzedne punktu B.

a) S(—2,3) b) S(6.7) ¢) S(-3,1)
Dany jest punkt A(—4,—3). Oblicz dlugosé odcinka AB, jesli:
a) jego srodkiem jest punkt (—1,—2), Vi B

b) jego Srodek lezy na osi OX. a odcieta punk-
tu B jest rowna 2. C

Oblicz dlugosci przekatnych rombu o wierzchol-

kach O(0.0), A(4,2), B(6,6) i C(2,4) (rysunek A
obok). Oblicz pole prostokata, ktérego wierz- 1
cholkami sa srodki bokow rombu OABC. O] 1 X

Dany jest prostokat o wierzcholkach A(—4, —3), B(8,3),C(6,7)i D(—6,1).
a) Oblicz obwaéd prostokata ABCD.

b) Oblicz obwdd rombu, ktérego wierzcholkami sa $rodki bokéw prosto-

kata ABCD.

Wyznacz wspolrzedne srodkéw odeinka AC i odeinka BD. Czy czworokat
ABCD jest réwnoleglobokiem?

a) A(—2,-1), B(17,2), C(18,5), D(—1,2)

h} A(la _l)! B(? 1)* C(S-' 5}5 D(Z 2)

Punkty A(1,2), B(—1,-1) i C(5.2) sa wierzcholtkami réwnolegloboku
ABCD. Oblicz wspolrzedne punktu S bedacego srodkiem odcinka AC

oraz wspolrzedne wierzcholka D.

Wyznacz rownania prostych zawierajacych srodkowe trojkata ABC.
a) A(—-2.3), B(4,-1). C(2,7) b) A(-5,-3), B(5,-1), C(-1,5)

Oblicz pole tréjkata, ktorego srodkami bokéw sa punkty P(1,0), Q(—2,3)
i R(—4,1).

. Punkty A(2,—4) i C(—1, —1) sa wierzcholkami rombu ABCD. Uzasadnij,

ze przekatna BD tego rombu jest zawarta w prostej x —y — 3 = 0.

2.2. Srodek odcinka
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17

18.

19.

a) Przekatne kwadratu przecinaja sie¢ w punkcie (2, 1), a jeden z jego wierz-
cholkéw ma wspolrzedne (1, —2). Oblicz pole i obwdd tego kwadratu.

b) Pole kwadratu jest réwne 58, a jeden z jego wierzcholkéw ma wspél-
rzedne (—2, —3). Oblicz wspolrzedne punktu przeciecia przekatnych kwa-
dratu, jesli wiadomo, ze punkt ten nalezy do prostej y = = — 4.

Odcinek AB lezacy na prostej k ma diugosé d. Srodkiem tego odcinka jest
punkt §. Wyznacz wspolrzedne punktow A i B.

a) k:y =, d=4v2, 8(3,3) b) k:y =3z +2,d =10, 5(12,11)

Wyznacz wspélrzedne wierzchotkéw B 1 D czworokata ABC D, jesli wia-
domo, ze:

a) jest on kwadratem oraz A(—3,5) i C(5,1),
b) jest on rombem oraz A(1,-3), C(9,5) i |BD| = 2|AC]|.

Pole rombu ABC'D jest réwne 32. Wyznacz wspolrzedne wierzcholtkéw B
i D, jesli wiadomo, ze:

a) A(—4,-2), C(4,6), b) A(2,3), C(4,1).

Wyznacz rownanie symetralnej odcinka AB.

a) A(=2,-1), B(4,1) b) A(~1,3), B(5,-1)

a) Prosta y = 2r — 1 jest symetralna odcinka AB. Wyznacz wspolrzedne
punktu B, jesli A(—1,5).

b) Prosta y = x — 2 jest symetralna odcinka AB. Wyznacz wspolrzedne
punktéow A i B, jesli wiadomo, ze |AB| = 4, odcieta $rodka odcinka AB
jest rowna 2, a punkt A lezy w I éwiartce ukladu wspolrzednych.

Punkty A(—3.1) 1 B(2.—1) sa wierzcholkami tréjkata ABC. Bok AC jest
zawarty w prostej y = 2r+7, a jedna ze srodkowych tréjkata ma réwnanie
y = x+4. Oblicz wspolrzedne wierzcholka C' i wyznacz réwnania prostych,
w ktorych sa zawarte pozostale boki tego trojkata.

Boki AB i AC trojkata ABC zawieraja sie odpowiednio w prostych
gj= —%:r: iy = x+ 3. Oblicz wspolrzedne wierzcholkow tego trojkata,

jesli dany jest srodek S(4,1) boku BC.

Punkty A(2,0) i C(4,2) sa wierzcholkami rombu ABCD o boku dlugoéci
2/5. Wyznacz wspolrzedne pozostalych wierzcholkéw tego rombu i oblicz
jego pole.

2. Geometria analityczna



2.3. Odlegtosc¢ punktu od prostej

Przypomnijmy, ze odlegloscia punktu P od prostej | na-
zywamy dlugosé najkrétszego odeinka laczacego punkt P
z punktem na prostej [ (odcinek ten jest prostopadly do
prostej 1). Jesli punkt P lezy na prostej [, to przyjmu-
jemy, ze jego odleglosc¢ od tej prostej jest réwna zero.

Przykiad 1
Oblicz odleglosé punktu P(4.2) od prostej y = 2z — 1.

Wyznaczamy rownanie prostej [ przechodzacej przez Y4
punkt P i prostopadlej do prostej y = 2x — 1. Ma

ona rownanie postaci y = —%.‘1: + b. Podstawiamy do

tego rownania wspolrzedne punktu P i otrzymujemy |
= —% -4+ b, czyli b= 4.

Zatem l: y = —3z + 4.

Rozwiazujemy uklad réwnan: 11
y=2-1 ol/ i X
Y= — %:r.‘ + 4 /

i otrzymujemy wspolrzedne punktu przecigeia si¢ prostych: (2, 3).
Obliczamy dlugosc¢ odeinka PQ:

IPQl=/(2-4)2+(83-22 =15

Zatem odleglo$é punktu P od prostej y = 2z — 1 jest réwna /5.

Cwiczenie 1
Oblicz odleglos¢ punktu P od prostej [.
a) Pih, 1), Ly=2 b) P(—-1,3). I:y:%—;r—dl

Jezeli metode opisana w przykladzie 1. zastosujemy w przypadku ogélnym. to
otrzymamy wzor na odleglosé punktu od prostej.

Odleglodé punktu P(xg, yy) od prostej I o rownaniu ogdlnym:
Ar+By+C =0

wyraza sie za pomocg Wzori:
d= |Azg+Byg+C|

Va5

2.3. Odleglose punktu od prostgy 91 IS
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Przykiad 2
Oblicz odleglosé punktu P(5,—1) od prostej y = —3x + 2.

Aby skorzysta¢ ze wzoru na odleglosé punktu od prostej. réwnanie prostej
zapisujemy w postaci ogolnej:
dx+3y—6=0

i odezytujemy z niego wartosci wspolezynnikow: A =4, B =31 C = —6.
Wartosci te razem ze wspolrzednymi xp = 51 yy = —1 podstawiamy do
WZOTL:

d— 4:5+38-(-1)-6| _ [20-3-6] _ 11

/424 32 v 25 R

Cwiczenie 2
Oblicz odleglosci punktéw A(0,3), B(—1,0) i C(—1,3) od prostej [.

a) y—zw=1 b) :3z—y—T=0 c) Ly=—3x+25
Przyktad 3

Punkty A(—1.0), B(1,2) i C(2,-2) sa wierz- Y}
chotkami tréjkata ABC. Oblicz pole tego tréoj- B
kata.

Pole trojkata obliczymy, korzystajac ze wzoru
P = za-h, w ktérym a = |AB|, a h jest odle-
gloscia punktu C od prostej AB.

a=+/(1-(-1))2+(2-02=v8=2v2

Wyznaczamy réownanie prostej AB: y=x+1
. ¥ I J !

1 zapisujemy je w postaci ogolnej: v —y+1 = 0.
Obliczamy odleglosé¢ punktu C' od prostej AB:
= 12+(-D-(-2)+1 _ 5 _ 5/2

1.-"1‘2..|,_{,_1}2 2 2

Zatem pole trojkata: P =1.2y/2. 22 =5,

Cwiczenie 3

Oblicz odleglosé punktu C' od prostej [ oraz pole trojkata ABC, ktorego wierz-
cholki A 1 B sa punktami przeciecia prostej | z osiami ukladu wspoélrzednych.
a) l: y=3x+6, C(2,—4) b) l:y=-3z+4, C(1,-1)

Cwiczenie 4
Punkty A i B sa punktami przecigcia prostej y = éz-.-r — 6 z osiami ukladu

wspolrzednych. Oblicz pole rownolegloboku ABCD. ktérego wierzcholek D
ma wspolrzedne (1,4).

2. Geometria analityczna



Odleglos¢ miedzy dwiema prostymi rownoleglvimi 4

jest rowna odleglosci dowolnego punktu jedne;j _

z tych prostych od drugiej prostej. I

Najkrotszy odceinek laczacy dwa punkty prostych s P2
rownoleglych musi by¢ prostopadly do tych pro- O/- X
stych (dlaczego?). -

Przykiad 4

Oblicz odleglosé¢ miedzy prostymi I: 3¢ — 2y +2=0 i k:3x -2y —11 =0,
Dane proste sa rownolegle. Do rownania prostej | podstawiamy x = 0 i otrzy-
mujemy y = 1, zatem punkt A(0. 1) nalezy do tej proste;j.
Obliczamy odleglos¢ punktu A od prostej k:

d=30+(2-1-11] _ 13

32+ (—2)2 B \/ﬁ =40

Cwiczenie 5
Oblicz odleglos¢ miedzy prostyimi:

a)y=x—11i y=z+3, c) x—2y—4=01i y= 3246,
b)y=2x—-11i y=2z+2, d) 3z —2y—4=0 i y=%.r.+l.
Zadania

1. Oblicz odleglosci punktéw A 1 B od prostej [. Czy prosta AB jest rowno-
legla do prostej {7

' SERINEE T

c) A(-5,-1), B(7,-6), : y=-24x

2. Dany jest czworokat ABC'D o wierzcholkach [ {f
A(-1,-2), B(8,1), C(&,%2) i D(-1, %) (ry-
sunek obok). Oblicz odleglodci punktu 5(2,4)
od bokéw tego czworokata. A

3. Punkty A(6.4), B(—3,7) oraz C'(—2,0) sa wierzcholkami réwnolegloboku
ABCD. Oblicz odleglos¢ wierzcholka €' od prostej AB oraz pole tego
rownolegloboku.

4. Oblicz pole trojkata ABC.
a) A(-1,1), B(3,-2), C(2,3) b) A(-2,1), B(3,6), C(2,—-1)

2.3. Odleglosé punktu od prostej
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5.

6.

10.

Oblicz pole kola styeznego jednoczesnie do prostych & i [.

a) k: 2e—y+4=0,1:2r—y—-6=0 b)kiy=322+6Ly=3z-2
Sprawdz, czy proste AB i C'D sa rownolegle. Jesli sa, oblicz odleglos¢
miedzy nimi oraz oblicz pole czworokata ABCD.

a) A(—2,-6), B(6,2), C(0,3), D(-3,0)

b) A(-9,-2), B(3,-6), C(3,4), D(0,5)

Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wyznacz rownanie prostej I, rownoleglej do prostej l1:y = 2z, jesli
wiadomo, ze odleglos¢ miedzy tymi prostymi jest rowna 4.

Rownanie prostej l; ma posta¢ y = 2z + b. Dla x = 0 otrzymujemy
punkt P(0,b) nalezacy do tej prostej. Zapisujemy réwnanie prostej [,
w postaci ogbélnej: —2x + y = 0. Wyznaczamy odleglosé¢ punktu P od
tej prostej:

[-2-0+1-b40] _ |b]
V(~2)2412 V5
|| = e : -
Ale &= 4, zatem |b| = 45, czyli réwnanie prostej lo zapisujemy

w postaci:
y=2zr+4y5 lub y=2cx—-45

Wyznacz réwnanie prostej odleglej o 10 od prostej: a) y = 2. b) y = x + 3.

a) Punkty A i B sa punktami przeciecia prostej y = 2o —4 z osiami ukladu
wspolrzednych, a punkt C lezy na prostej y = 2o+ 2. Oblicz pole trojkata
ABC.

b) Punkty A i B sa punktami przecigcia prostej y = %J: — 6 z osiami uktadu
wspolrzednych, a punkty C i D leza na prostej y = %;r — 1. Oblicz pole
rownolegloboku ABCD.

Wyznacz rownanie prostej rownoleglej do prostych & i/ oraz réwno odleglej
od kazdej z nich.

a) k: V3z—y+1=0, L V3z—y+7=0

b) k: 14e+2y+10=0, I: Te 4+ 10y —20 =10
Korzystajac z podanego obok wzorn na odleglosé d

miedzy prostymi réwnoleglymi Az + By + C) = 0 N ITENT
i Ar+By+C5 = 0. oblicz odleglos¢ miedzy prostymi:

a) 2r—y+4=01i 2z—y—6=0, b)y=22z-% i y=2L2+1

2. Geometria analityczna



Pole tréjkata w ukiadzie wspoétrzednych

Twierdzenie

Pole tréjkata o wierzcholtkach A(xy,y;), Blaxa, ys) 1 C(x3,y3) wyraza sie

WZOTeln:
P = 3 |21ys + Tay3 + T3ys — T1Ys — Tays — TaY
Dowaod
Rozpatrzmy tréjkat o wierzcholkach A(x,,4). Y
B(xa,y2) i C(x3,y3) (rysunek obok). | Fr ¢ E
Wierzcholki prostokata ADEF maja wspolrzed- 2 ; T
ne A(zy.y1), D(za, 1), E(xe,y3) i Fz1,93). o4 T —~i _______ B
Wyznaczamy pole prostokata ADEF" :
Piper = (x2—x1) - (y3 — ) = 11 o : B D
= TaYsz — Taly — T1Ys + 1) = Sl : ! :
Wyznaczamy pola trojkatow T3, 15, Ty: S i 2 X

P, = %(fz - )(y2— ) = %(-’1’-‘23!2 — Xaly — T1Ye + 1Y)
Py = %(I‘z —x3)(ys — y2) = %(Izya — XalYs — TaYs + Taya)
Py = f(ii —z1)(ys — 1) = %(ii?aya — T3y — 1Yz + 1)
Zatem pole trojkata ABC: P = Pappr — Py — Py — P;. skad otrzymujemy
(sprawdz):
P = S(x1y2 + Tays + Talh — T1Ys — Toth — T3Yo)

Zauwazmy, ze wierzcholki trojkata A(x,, 4y ). B(xs.ys) 1 C(x3.y3) sa polozone
w kolejnosci przeciwnej do ruchu wskazowek zegara. Jesli wierzcholki te bylyby
polozone w kolejnosci zgodnej z ruchem wskazowek zegara, to otrzymalibysmy
rownoscé: P = —%[;rlyg + oYz + T3y — 1Yz — Toyy — Tzy2). Oba wzory mozna
zapisa¢ w postaci: P = % |21y2 + Toyz + X3y — T1Y3 — Tayy — TaYe

1. Korzystajac z podanego wzoru, oblicz pole Y4
trojkata ABC. Y4

a) A(-3,3), B(3.—2), C(5,1)
b) A(1,6), B(—-3,—2), C(6,3)

U3

i

@ 2. Wyznacz pola tréjkatéw ABD i BCD (ry- ;

sunek obok), a nastepnie uzasadnij, ze pole
czworokata ABCD dane jest wzorem: O *1 Ty x2 T3 X

P = % | y2 + Toys + Xays + Tayr — T1Ys — Tayh — TzYs — TaYs)
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2.4. Okrag w ukfadzie wspotrzednych

Na rysunku obok przedstawiono okrag o promie-
niu 3 i srodku w poczatku ukladu wspolrzednych.
Zauwaz, ze wspolrzedne dowolnego punktu P(z,vy)

< Pley)

tego okregu spelniaja rownanie:

+y? =3

Rownanie okregu

mieniu r > 0 jest zbiorem wszystkich punktow plaszezy-
zny, ktérych wspélrzedne (z,y) spelniaja réwnanie: Q’/ X
x?+y? =1

Uwaga. Zamiast .okrag o réwnaniu 2° + y* = 1?” bedziemy tez pisa¢ krotko: ,okrag
22 4y =2,

Okrag o srodku w poczatku ukladu wspélrzednych i pro- /‘ P(z,y)

Cwiczenie 1

Narysuj okrag o srodkn w poczatku ukladu wspélrzednych 1 promienin 7.
Podaj rownanie tego okregu. Ile punktéw o obu wspolrzednych calkowitych
do niego nalezy?

a) r=25 b) r=2 ¢) r=v2 d) r= /5

Cwiczenie 2
Podaj réwnanie okregu o srodku w poczatku ukladu wspolrzednych przecho-
dzacego przez punkt: a) (0,6), b) (—8.0).

Przyktad 1
Punkt P(—2.3) lezy na okregu o srodku w punkcie
0(0,0). Wyznacz réwnanie i promien tego okregu.

Do réwnania okregu z? + y* = r? podstawiamy
r=-2iy=23:(-2)2+32=1%
Stad r? = 13, czyli réwnanie okregu ma postaé

r? + y? = 13, a jego promien r = /13.

Cwiczenie 3
Wyznacz rownanie i promien okregu o srodku w punkcie O(0,0), jesli okrag
ten przechodzi przez punkt P.

a) P(5,—12) b) P(-3,-3)  «¢) P(—4,-5) d) P(v3—-1,v/3+1)

2. Geometria analityczna



Przykiad 2
Podaj réwnanie okregu o érodku w punkeie S(2.1) i promieniu r = 3.
Szukany okrag jest zbiorem wszystkich punktow (x,y), Yt
ktorych odlegloéé od punktu §(2, 1) jest rowna 3, zatem :
jego rownanie ma postac:
Vie—2)2+(y—-1)>=3
(z—22+(y—1)%2=9

Twierdzenie

Okrag o srodku w punkcie (a,b) i promieniu r > 0 jest zbiorem wszystkich
punktéw plaszezyzny, ktérych wspélrzedne (2. y) spelniajg réwnanie:
(z—a)’*+ (y—b)*=1r?

Réwnanie (z —a)? + (y — b)? = r? nazywamy réwnaniem okregu w postaci
kanonicznej.

Cwiczenie 4
Podaj rownanie okregu o srodku w punkcie S i promieniu r, a nastepnie
narysuj ten okrag.

a) 5(2,5), r=3 b) §(—7,6), r=2 c) S(—4,-3), r=v2

Cwiczenie 5
Podaj wspolrzedne srodka i promien okregu o rownaniu:

a) (¢ —2)*+(y—5)* =16, d) (z-v2)"+(y-v3) =8,
b) (3:+%)2 + (y — %)2 = 21, e) (x+5)*+ (y+9)* =225,
c) :1:2+(y+%)2=10, f) (:tr—lf%.)?—i-y"!:alﬁ.
Przykiad 3

Wyznacz réwnanie okregu o srodku w punkcie S(2, —1) przechodzacego przez
punkt P(3,1).

Obliczamy promiefi: r = |[SP| = /(3—-2)2+ (1 - (-1))2 =1 +4= 5.

2

D.

Zatem réwnanie okregu ma postaé: (z —2)% + (y + 1)

Cwiczenie 6

Wyznacz réwnanie okregu o srodku w punkcie S przechodzacego przez
punkt P. Narysuj ten okrag.

a) S(0,-1), P(1,1) b) S(-3,-1), P(—1,3) ¢) S(-1,1), P(2,2)

2.4. Okrag w ukladzie wspdirzednych
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Przykiad 4
Sprawdz, czy podane réwnanie jest rownaniem okregu.
a) 22+ + 20+ 10y —-10=0
(z*+22+1)+(¥*+2-5y+25)—10—-1—-25=0
(z+1)2+(y+5)2=36
Jest to réwnanie okregu o érodku w punkcie (—1,—5) i promieniu 6.
b) 22 + 4> +6x—4y+13=0
(22 +2-32+9) + {J2—2-2y+4]+l3—9—4=ﬂ
(432 +(y—2)°=

Powyzsze réwnanie jest prawdziwe tylko dla x = —3 1 y = 2, zatem spelniaja

je jedynie wspolrzedne punktu (—3,2). Nie jest to wiec réwnanie okregu.

c) 2’ +yP—ax—3y+3=0
(2*—2-z2+3)+ (¥ -2-3y+3)+3-3-32=0

(-3 + (- 9? =4

Suma kwadratéw nie moze by¢ liczba ujemna, wiec powyizsze rownanie jest

=%

sprzeczne (zbior rozwiazan jest pusty) i nie moze by¢ rownaniem okregu.

Cwiczenie 7
Sprawdz, czy podane réwnanie jest rownaniem okregu.

a) 2 +y*—2x+4y+1=0 d) 2*+3* -3z —-3y+4;=0
b) 2+ y*+2x+6y+12=0 e) *+y*+3y+2=0
c) 224+ +6y+2x=0 f) 222 +2y> — 20z —4y+2=0

Réwnanie 2 + y2 + Az + By + C = 0, gd?m A, B, C sa stalymi, jest
rownaniem okregu wtedy i tylko wtedy, gd}r ==+ i -G =>0.

Dowod _ .
2+ +Az+By+C=0& (z+4) -4 +(y+2) -L£+C=0e

&(z+2) ' +@y+8)'=44+8_¢

2 2 ; v &

e Dla AT + % — C < 0 réwnanie jest sprzeczne.
5 A2 B2 P (T VRS PN A _B

e Dla 4- + £- — C' = 0 réwnanie opisuje punkt (—4,—£).

2 2 % " " u # i P
e Dla 4- + £ — C > 0 réwnanie opisuje okrag o srodku (—4,—%) i promie-

2 2

nin r= /4 4+ £ - C

Powyzsze rownanie nazywamy rownaniem okregu w postaci ogolnej.

2. Geometria analityczna



Zadania

1. Podaj réwnanie okregu o srodku w punkeie S i promieniu r.

a) S(1,3),r=2 b) 5(~6,2),r =2 ¢) S(—5,—1), r =25

2. Wyznacz rownanie okregu, ktory ma Srodek w punkeie S i przechodzi przez
punkt P.

a) S(2,0), P(1,3) b) S(2,-3), P(4,—-1) ¢) S(=5,2), P(—8,—2)

3. a) Podaj réwnania okregow K, K, K ¥y Lo
i K, przedstawionych na rysunku obok. iy

b) Do ktorych z przedstawionych okregow
naleza punkty A(4 —v/6,v3), B(1,—v/7)
i C(%,42)?

¢) Jaki procent kola ograniczonego okre-
giem K zostal zacieniowany?

4. Wyznacz réwnanie okregu, ktorego sred-
nicg jest odcinek AB. Narysuj ten okrag.

a) A(1,2), B(7,2) b) A(=1,—2), B(3,6) L) ;1('_3.,'_4), B(5,2)

5. Wyznacz réwnanie okregu opisanego na trojkacie prostokatnym ABC.
a) A(-1,2), B(6,-2), C(3,4) b) A(2,3), B(5,—-1), C(-3,-T)
6. Wyznacz wspolrzedne srodka i promien okregu. Narysuj ten okrag.
a) ? +y? —br+4y—12=10 d) 20% +2y* — 242 + 8y +8 =0
b) #? +y* —8r — 6y —11 =10 e) 20 +2y* — 60 —8y =0
c) 2 +9y*+10x+4y—-T7=0 f) 322 +3y° +242 —6y+3=0

7. Sprawdz, czy podane réwnanie jest rownaniem okregu.

a) 22 +y? -4 +8y+19=0 d) 22 +y*—z+3y++=0

b) 22 +y*+6x—2y+8=0 e) 22 4+y? —10x+4y+29=0

c) *+y*—22x—8y+18=10 f) 22+ 92 +2v22-2v3y—4=0
8. Dla jakich wartosci parametru m podane rownanie jest rownaniem okregu?

a) 2 +y* —4+m? =0 d) 2 +y* — 162 + 2y = —64 —m?

b) 2? +9y* -2z +4y+m=20 e) 22 +y? +4x—8y=m?*—m —22

¢) *+y?*—6br—4dy—m?=0 f) 22+ 9?2 —2mx—2y=—-2m — 16
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9. Dla jakich wartosci parametru m podane réwnanie jest rownaniem okregu
o promieniu 47

a) 2 +y* +4r —2y=m*+2m —4
b) 22 -2z +y* +4y=m?—-2m+3
c) *+4dr+y —my+m*—m—12=0

10. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wyznacz réwnanie okregu o promieniu 5v/2 przechodzacego przez
punkty A(—2,0) 1 B(2,2).

Srodek okregu S lezy na symetralnej odcinka AB. Jest to prosta o réw-
naniu y = —2x + 1 (sprawdz).
Zatem szukamy punktu S(xy, —2x, + 1) takiego, ze |SA| = 5v/2.
SA] = /(@ = (“D)V + (220 + 1 — 0
Otrzymujemy wiec rownanie:
v (@o +2)2 + (=2x0 + 1)2 = 512
Réwnanie jest spelnione, gdy @y = —3 lub xy = 3, zatem S(—3.7) lub
S(3,—5). Czyli réwnanie okregu ma postac:
(43 +(y—T7)*=50 lub (z—3)°+ (y+5) =50

Wyznacz rownanie okregu o promieniu r przechodzacego przez punkty
Ai B.
a) r =35, A(2,1), B(2,-5) ¢) r=25, A(1,4), B(3,0)
b) r =25, A(=3,-3), B(3,3) d) r = /26, A(=3,1), B(1,5)
11. Wyznacz rownanie okregu przechodzacego przez punkty A i B, ktorego
srodek nalezy do prostej .
a) A(3,-2), B(5,0),:y=x+4+1 b) A(-1,4), B(2,1). l:y=22+6
12. Wyznacz réwnanie okregu opisanego na trojkacie ABC.
a) A(-3,2), B(9,2), C(5,10) b) A(3,-3), B(9,3), C(-3,9)

13. Punkt S(4,—3) jest érodkiem okregu, a punkt A(2,1) jest érodkiem jego
cieciwy. Wyznacz rownanie okregu, wiedzac, ze dlugosé tej cieciwy jest
réwna 2v/5.

[EI 14. Wykaz, ze jezeli m # n, to réwnanie x? + y* + ma + ny + =+ = 0 przed-

stawia okrag. Podaj wspoélrzedne srodka i promien tego okregu.
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Okrag wpisany w trojkat

Przyktad

Wyznacz wspolrzedne srodka okregu wpisanego w trojkat o wierzcholkach
A(0,2), B(7.3) 1 C(4,6).

Srodek okregu wpisanego w trojkat jest punktem przeciecia dwusiecznych ka-
tow tego tréjkata.

Prosta AC opisana jest rownaniem z—y+2 = 0, Yk 1 1 i T
a prosta AB: r — ?,y 4+14=0 (sprawd:é}. ........ SN SN GRS, A WO S A SR

Dwusieczna kata CAB (polprosta k na rysunku
obok) jest zbiorem punktéw réwno odleglych od
ramion kata CAB.
Rozwazmy punkt P(x,y) nalezacy do dwusiecz-
nej kata C AB. Odleglosé¢ punktu P od ramienia
AC jest réwna:

[1-24(-1)-y+2| _ |z—y+2

V12+(-12 V2

Odleglos¢ punktu P od ramienia AB jest rowna:
l-z+(=7) -y + 14| = |z — Ty 4 14|

V12+(=7)2 5v/2

le—y+2| _ |lz—Ty+14]
V2 T 52
Sl —y+ 2| = |z — Ty + 14|
Sr—y+2)=x—Ty+14 lub -5z —y+2)=x—Ty+ 14
Sr—oy+10=oc—Ty+14 lub -dx+5y—10=a—-Ty+ 14
2y =—4r+4 lub 12y =62 + 24
y=-2x+2 lub y= %Jl + 2

Otrzymujemy rownanie:

Dwusieczna kata CAB jest zawarta w prostej y = %.-r. + 2 (prosta y = —2x+2
zawiera dwusieczne katéw rozwartych utworzonych przez proste AC' 1 AB).

Dwusieczna kata AC'B jest zawarta w prostej @ = 4 (sprawdz).
Srodek okregu wpisanego w tréjkat ABC jest punktem przeciecia prostych
g == é:rf + 2 i a2 = 4. Ma on zatem wspolrzedne (4.4).

1. Wyznacz wspolrzedne srodka okregu wpisanego w trojkat ABC.
FI,) A(_Qv 4} B(J _6) (‘(6 U) h) j-l(— 12 _1} B(U _3)1 C('jv "l)
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I 102

2.5. Wzajemne potozenie dwoch okregow

Przypomnijmy, jak moga by¢ polozone wzgledem siebie dwa rozne okregi.

Okregi styczne
(maja jeden punkt wspdlny)
styczne zewnetrznie styczne wewnetrznie

|S1S:| = R+ 1518:| = |R — 7|

Okregi przecinajjce sie
(maja dwa punkty wspdlne)

e& |R = 'il"[ < [S| Sg| <R s

Okregi rozlaczne
(nie maja punktéw wspdolnych )
rozlaczne zewnetrznie rozlaczne wewnetrznie

@ — |S;Sg| >R4r % |.5'15'2| < |R — T'|

Cwiczenie 1

Narysuj w ukladzie wspélrzednych okrag o srodku w punkcie S, i promieniu R
oraz okrag o srodku w punkcie S; i promieniu r. Podaj odleglosé¢ miedzy
srodkami tych okregéw. Ile punktéw wspoélnych maja te okregi?

a) S1(—1,0), R=25,.9:(1,0), r=2 c) S1(—2,0), R=6, 5(—2,4),r=2
b) 51(0,3), R=4, 5,(0,-2),r=1 d) S;(0,0), R = :i O5(2.2), r= :f

Cwiczenie 2

Podaj liczbe punktéw wspolnych okregu o srodku w punkcie S, i promieniu R
z okregiem o srodku w punkeie S, i promieniu r w zaleznosci od r.

a) $1(—3,0), R=5, S,(4,0) ¢) 51(v2,0), R=3, Sy(v2,—V3)
b) 5,(2,0), R=4, S;(2,-1) d) S.{%,U), R=1, Sg(—-%,ﬂ)

2. Geometria analityczna



Przykiad 1

Okresl wzajemne polozenie okregow:

Ki:2®24+y*+2r—6y+2=0 oraz Ko: 2+ -8z +4y+2=0
Zapisujemy rownania okregéw K, i K, w postaci kanonicznej i odezytujemy
wspolrzedne ich srodkéw oraz promienie.

K2 +9°+2r—-6y+2=0

?+2e+1-14+9y*—6y+9-9+2=0

(x4+1)? + (y — 3)®> =8, $rodek Sy(—1,3), promien r; = 2v/2
Ko: 2> +9y> — 8z +4y+2=0

r?—8x+16—-16+y* +4y+4-44+2=0

(x —4)? + (y +2)* = 18, érodek S,(4,—2), promien ry = 3v/2
Obliczamy odleglos¢ miedzy srodkami okregow:

5,5 = VA= (D) + (2-3) = V50 = 52

15155 = ry + ro, zatem okregi K i Ky sa styczne zewnetrznie.

Cwiczenie 3

Okresl wzajemne polozenie okregow Ky 1 Iy,

a) Ky:a?+y* +6x+2y—3=0, Ko:a?+4°— 10z —4y+19=0
b) Ki: a? +y* +4x+ 4y +4 =0, Ko:2?+9y*—6z—2y+5=0
c) Ki:x? 4942 4+4x—-16y—30=0, Ks: 2?2 4+9*—4zx+2=0

Zadania

1. Dwa okregi o srodkach O(0,0) i A(11,0) sa
styczne zewnetrznie. Oba te okregi sa stycz-
ne wewnetrznie do okregu o srodku B(8,0)
(rysunek obok). Oblicz promienie tych trzech
okregow i pole zacieniowanego obszaru.

2. Dany jest okrag x° +y° = 16 i okrag, kté-
rego Srednica jest odeinek o koncach A(0, 4)
i B(4,0). Oblicz pola k6l ograniczonych przez
te okregi i pole czesci wspolnej tych kol.

3. Podaj liczbe punktéw wspdlnych okregu opisanego podanym réwnaniem
z okregiem o srodku S(1,3) i promieniu r w zaleznosci od tego promienia.
a) 2 + 9y +4x+2y+1=0 c) 22 +y* -8z +6y=0
b) 224+ y* - 14+ 10y —-26=0 d) 2*+y*+4x—-12y+8=0

2.5. Wzajemne polozenie dwoch okregdw
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4. Okresl wzajemne polozenie okregow K, i K.
a) Kj: 22 —6x+3y2+5=0, Ky:a?—6zx+y*—12y+29=0
b) Ki: a2 +4dx+y* +4y+7=0, Kyz*+4da+y*—6y—23=0
¢) Ki:z? +4z+9y*+2y—95=0, Kyaz®-2zx+y*—6y—15=0
d) Ki: 22482 +9y?2—10y+5=0, Kyuz?+10z+y*+4y+13=0
e) Ki:x?+2x+9°—16y+16=0, Ky 2> —-2z+y*—12y+33=0
f) Ki:x? —14z4+ 9> —4y+4=0, Kyz®+10x+3y*+6y+9=0
5. Oblicz odleglod¢ miedzy srodkami okregow K, i K,. Podaj, dla jakich
wartosci parametru m okregi te maja jeden punkt wspdlny.
a) Kinx? 4+ 12z 4+ —2y+m=0, Kyz?—4z+9y>+10y—20=0
b) Ki: 22 =10z + 4y +2y—38=0, Ky:2?+1dae+9y*—8y—m+5=0
¢) Kppa? +y* +6x+2y+m=0, Kya’+y*—2r—4dy+4m—-35=10
d) Kppa? +de+9y* +2y—11=0, Kya?—6x+y>—06y+18—m=0

YJ
6. Okregi o promieniach 1, 2 i 3, pa-
rami styczne zewnetrznie, polozone sg /1_
w sposob przedstawiony na rysunku : -
. A 0] 1 x
obok. Wyznacz wspoélrzedne srodka
najmniejszego okregu.

7. Punkty A, B i C sa $rodkami trzech okregéw parami stycznych zewnetrz-
nie. Oblicz odleglosci miedzy srodkami tych okregdéw i ich promienie.

a) A(0,0), B(7,0), C (%, 125) b) A(=6,0), B(4,0), C(2,%)
8. Okrag o $rodku w punkcie S i promie- BB N ;2B BN

niu 1 (rysunek obok) jest styczny we-
wnetrznie do okregow:

22 +y? =25 oraz (z —3)2+¢y2 =9
Wyznacz wspolrzedne punktu S.

9. Wyznacz réwnanie okregu o promie-
niu r = 1 stycznego wewnetrznie do
okregdéw: o srodku S, i promieniu r,
oraz o srodku S, i promieniu r,.

a) S1(0,3), . =5,.82(6,3),r5=23
b) S]{U,U}, rm = G, 52[4,4), s = 2
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2.6. Wzajemne potozenie okregu i prostej

Przypommnijmy. ze okrag 1 prosta moga mie¢ dwa punkty wspolne, jeden punkt

; i ; .
wspolny lub nie mied punktéw wspolnych.

Niech |OP| bedzie odleglodeig srodka okregu od prostej.

|OP| < r

OP| =r

OP| > r

Przyktad 1

1=

Prosta, ktora ma z okregiem dwa punkty wspol-
ne, nazywamy jego sieczng. Odleglosé siecznej od
srodka okregu jest mniejsza od jego promienia.

Jesli prosta ma z okregiem jeden punkt wspolny,
to moéwimy, ze jest styczna do okregu (wspdlny
punkt nazywamy punktem stycznosSci). Promien
okregu prowadzony do punktu stycznosci z prosta
jest do niej prostopadly. Odleglosc¢ stycznej od
srodka okregu jest rowna jego promieniowi.

Na rysunku obok okrag i prosta nie maja punk-
tow wspolnych (sa rozlaczne). Odleglosé prostej
od srodka okregu jest wigksza od jego promienia.

Ile punktow wspaélnych z okregiem o srodku w punkcie (1,0) ma prosta xz = —2
w zaleznosci od promienia r tego okregu?

Dana prosta:

« ma jeden punkt wspolny z okregiem dla r = 3

(rysunek obok),

« ma dwa punkty wspolne z okregiem dla r > 3,
e nie ma punktow wspolnych z okregiem dla

D <r<3

Cwiczenie 1

v

IM“ |

Ile punktow wspolnych z okregiem o srodku w punkcie S ma prosta & w za-
leznosci od promienia r tego okregu?

a) S(2,-2), kry=2

b) 8(-2,2), k:z=+/3

2.6. Wzajemne polozenie okregu i prostej



Przykiad 2
Dane sa okrag o réwnaniu x* 4+ y> = 16 i prosta I: @ = 3. Oblicz dlugosé
cieciwy wyznaczonej przez punkty ich przeciecia.

Srodkiem okregu jest punkt (0,0), a promien jest SRR & BN
w4 Nisth |DP| bedzisodlegloscinsrodiasire. T LT HIH
gu od prostej [, a punkty A. B niech beda punktami
przeciecia okregu z ta prosta.
OP| = 3, zatem:

|AP| = V2 =32 =T

Trojkaty OPA i OPB sa przystajace, wiec dlugosé

cieciwy:

Wowcezas

|AB| = 2-|AP| = 2y/7

Cwiczenie 2

Oblicz dlugos¢ cieciwy wyznaczonej przez punkty przeciecia prostej [ i okregu
o réwnaniu (z — 2)* 4 y* = 25.

a) l:x=4 b)l: x=-1 c) :T:y=%.1'

Cwiczenie 3

Cieciwa o dlugosci 6 jest wyznaczona przez punkty przeciecia prostej [ i okregu
o srodku w punkcie S. Wyznacz rownanie tego okregu.

a) bLz=3, S(-1,-2) b) I: y=-2, S(4,1)

Przykiad 3
[le punktéw wspdlnych z okregiem o réwnaniu (x — 4)? + (y + 1)? = 10 ma
prosta l:  — 3y + 3 =07
Promienn okregu jest réwny /10, a $rodkiem okregu jest punkt S(4,—1).
Obliczamy odleglos¢ punktu S od prostej :

_ 44 (3) (D+3_ 10 _

‘ V12 +(-3)2 v10 :

Odleglosé srodka okregu od prostej jest réwna promieniowi okregu, wiec okrag
1 prosta sa styczne — maja jeden punkt wspolny.

Cwiczenie 4

Ile punktéw wspoélnych z okregiem o srodku w punkcie S i1 promieniu 4 ma
prosta (7

a) S(3,4), : 120 +5y—4=0 c) 8(—3,2), 4z +3y+6=0

b) 8(7,4), l:3z+4y—12=0 d) S(2v2,2v2), Lz +y=0
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Przykiad 4
Okregl liczbe punktéw wspdlnych okregu o réwnaniu z* — 6z + y* — 4y = m
oraz prostej I: x — 2y + 6 = 0 w zaleznosci od parametru m.
Przeksztalcamy réwnanie okregu do postaci kanonicznej:
2 —6z+9+1y2 —4dy+4=m+13
=3+ (y—2)*=m+13
Powyzsze réwnanie jest rownaniem okregu dla m € (—=13;0¢).

Srodkiem okregu jest punkt S(3.2), a promien jest réwny vm +13.
Obliczamy odleglosé srodka okregu od prostej [:
g 11:3-2:2+6] _ 5 = B

124-(=2)2
e Okrag ma jeden punkt wspmlny 4 prosta [,
gdy vm + 13 = /5, cayli dla m = —8 (rysunek
obok).

e Okrag ma dwa punkty wspoélne z prosta [, gdy
vm +13 > /5, czyli dla m € (—8; ).

» Okrag nie ma punktéw wspolnych z prosta I, gdy m € ( 13; —8)

e

Cwiczenie 5
Okresl liczbe punktow wspolnych okregu O i prostej | w zaleznosci od para-
metru m.

a) O:x’ +y* +2y=m, Ly = %:1: —6 b) O:x?+6z+y? =m. Ly = —'%:ll—l—ﬁl

Przyktad 5
Wyznaecz réwnania stycznych do okregu o srodku w punkcie S(3,2) i promie-
niu 2 przechodzacych przez poczatek ukladu wspolrzednych.

Roéwnanie stycznej y = ax zapisujemy w postaci ogolnej ax — y = ().
Odleglosé srodka okregu od stycznej jest réwna promieniowi okregu:
las8=1<9]

JaH(—1)Z

802 =2V@FT g cotuimie. . XL LA LI L

Obie strony réwnania podnosimy do kwadratu. N g Lo
9a® — 120+ 4 = 4a®> + 4 Y - S -

5a2 —12a =0 R VI, O L 0

a(ba —12) =0 vV . -

ﬂ‘ﬂlllhﬂ—fz q : | &

Roéwnania szukanych styeznych: y = 0 oraz y = ?‘* <5

2.6. Wzajemne polozenie okregu i prostej

107 I



Cwiczenie 6

Z punktu A poprowadzono styczne do okregu o §rodku w punkcie S i pro-

mienin . Wyznacz réwnania tych stycznych i oblicz odleglodé punktu A od
punktow stycznosei.

a) A{4,1), 5(0,2),r=1 b) A(-3,-2), §(2,3), r =10
Zadania
1. Prosta [ jest styczna do okregu, ktorego srod- n Gob 1Y ‘/,/

kiem jest punkt A. Oblicz promien tego okregu.
a) I:y= 3z +4, A(-3,0) (rysunek obok)

b) I: 3z +4y—5=0, A(—4,-2)

c) ly= %;L‘ + 3, A(2,1)

d) :y=3z-1, A(-5,4)

Oblicz odleglosé¢ punktu S od prostej o podanym réownaniu. Ile punktow
wspolnych z okregiem o srodku w punkcie S i promieniu 3 ma ta prosta?
a) S(1,3), 2z +y=0 ¢) §(3,4).3z+y—-1=0

b) S(-7,2), z—2y+1=0 d) S(—8v2,V2+1), 2 —Ty+7=0

Okresl liczbe punktéw wspoélnych podane) proste] z okregiem o srodku
w punkcie S w zaleznosci od promienia r tego okregu.

a) 3z +4y—1=0, 5(1,2) d) V3z—y+4=0, S(2V3,-1)

b) v2z —y =0, S(6,0)

¢) 0,5z —y—1,5=0, 5(-5,1)

Dany jest kwadrat o wierzcholtkach A(—3.0),

B(1,-2), C(3.2) i D(—1,4) (rysunek obok).
Wyznacz rownanie okregu:

a) wpisanego w ten kwadrat,

b) opisanego na tym kwadracie.

Prosta réwnolegla do osi OY przecina okrag (z + 1)* + (y + 3)? = 100
w punktach A i B. Wyznacz réwnanie tej prostej. jesli:

a) |[AB|=12, b)|AB|=10v2, ¢)|AB|=10, d) |AB|=20.

0§ OX przecina okrag o promieniu 2v/2 w punktach A(5,0) i B. Cieciwa
AB ma dlugosé 4. Oblicz wspélrzedne srodka okregu.
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10.

11,

12.

13.

14.

16.

*17.

Okrag o érodku w punkeie S(3,2) ma z prosta x —y—3 = 0 punkty wspdlne
A i B. Wiadomo, ze |AB| = 6v/2. Wyznacz réwnanie tego okregu.

Wyznacz réwnanie prostej, ktora w przecieciu z okregiem () wyznacza
cigciwe o $rodku w punkcie A(1,—3).
a) O:(z=3)*+ (y +2)* =25 b) O:(z+2)* + (y +1)* =25

Wyznacz réwnania prostych przechodzacych przez punkt A(—2,1) stycz-
nych do podanego okregu.
a) e’ +y’=1 D) (z-2°+(@y—-3)°=4 ¢ (z-3)°+({y—-6)*=5

Wyznacz rownanie okregu przechodzacego przez punkt A(8,8) oraz:
a) stycznego do osi OX w punkcie B(4,0),
b) stycznego do osi OY w punkcie B(0,12).

Dla jakich wartosci parametru m prosta 3z+4y = 0 jest styczna do okregu:
a) 2 +y* —lde —2y+2m =0, b) 2*+y*+122+ 16y+m =17
Wyznacz rownanie prostej przechodzacej przez poczatek ukladu wspol-
rzednych, ktéra w przecieciu z okregiem x°® + y* — 102 — 10y + 40 = 0 wy-
znacza cieciwe dingosei 2v/5.

Wyznacz rownania stycznych do okregu 2 + y? — 102 — 10y + 45 = 0:

a) przechodzacych przez poczatek ukladu wspolrzednych,

b) réwnoleglych do prostej y = —2a.

Wyznacz réwnania stycznych do okregu O poprowadzonych z punktu A.
a) O:a” +y> —8r—4dy+4=0, A(-3,-2)
b) O:z? +y?> —6x—16=0, A(—-4,1)

Dany jest okrag o réwnaniu z* + y* + ax + by + ¢ = 0. Wykaz, ze jesli
okrag ten jest styczny do osi OX, to spelniony jest warunek a? — 4¢ = 0.
a) Wyznacz réwnanie okregu o promieniu 10 stycznego do prostej
3r —y —1 =0 w punkcie A(1,2).

b) Dany jest okrag styvezny do prostej @ —y + 1 = 0 i przechodzacy przez

punkt A(—3,2). Wyznacz wspoélrzedne srodka okregu, jesli lezy on na pro-
stej dx +y = 0.

Wyznacz réwnania wspolnych stycznych do okregéw: x? + y? = 5 oraz
(# —5)2+ (y — 5)* = 20.
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Wspotrzedne geograficzne

Okreslajac polozenie punktu na kuli ziemskiej,
podaje sie jego:

szerokos¢ geograficzna (kat @ mierzony od réwnika
w kierunku péinocnym albo poludniowym),
dlugosc¢ geograficzng (kat f mierzony od poludnika
zerowego w kierunku wschodnim albo zachodnim).

Tak okreslony ukiad wspolrzednych wykorzystuje sie
przy tworzeniu map.

Na mapie punkt O oznacza potozenie zamku Ogrodzieniec
(50°27'N, 19°33'E) pokazanego na zdjeciu obok.

AT e

NS e .0559{3;2;“' .
! A

..I'i- B i mi ! | 49@1 N, | .i_.
o\ il | _j””‘u@%ﬁﬁ%ﬁ al
T o T T s L T !?

El Czy potrafisz wskazaé, ktére z punktéw A, B, C, D
odpowiadaja pofozeniu zamkow na zdjeciach?

L

Zamek w




2.7. Uktady rownan drugiego stopnia

Przykiad 1
Rozwiaz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryvezna.

2 +y* =20
z4+y+2=10

Z drugiego rownania wyznaczamy y = —r — 2
i podstawiamy do pierwszego rownania:
r? + (—x—2)? =20
20 +4r—16=0 /:2
24+2x—-8=0
r=—4 lub =2

Zatem rozwiazaniem ukladu sa dwie pary liczb:

r=—4 Tr=72 Okrag % + y? = 20 i prosta
=9 oraz s x+y+2 =0 majg dwa punkty
&= Y= wspdlne: Py(—4,2) i Pa(2, —4).

Cwiczenie 1
Rozwiaz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryezna.

? +y’ =25 r+yt =38 r+(y+2)°=9
a) b) c)

y:%.xr y=x—4 | Yy=9—x

Cwiczenie 2
Prosta [ przecina okrag x* + y° = 20 w punktach A i B. Oblicz dlugosé
cieciwy AB.

a) liy=—x—06 b) l: y =3z — 10

¥t
Cwiczenie 3
Na rysunku przedstawiono kwadrat wpisany w okrag D 1
o réwnaniu z° +y* = 10, Bok AB jest zawarty w pro- ol 1 5%
ste] y = %;rr — % Wyznacz wspoélrzedne wierzcholkow B
tego kwadratu. ;

Cwiczenie 4

W okrag o réwnaniu (z—2)*+y* = 25 wpisano kwadrat. Wyznacz wspolrzedne
wierzcholkow tego kwadratu, jesli wiadomo, ze jedna z jego przekatnych jest
zawarta w prostej 4x — 3y = 8.

2.7, Uklady réownan drugiego stopnia
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Przykiad 2
Rozwiaz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.
Y

P +y*=9

2ty —6z=0
Podstawiamy = + y* = 9 do drugiego réwnania
i otrzymujemy 9 — 6z = 0, skad = = 2. Podsta-

wiamy x = % do réwnania 2 + y* = 9:
4
(2) J =3
2. 27
=g 5 %
5 /% 3 : Réwnanie x° 4 y° —6x = 0 moz-
& e 3 lll3 -If .
¥= 2 lub y = na przeksztalcié¢ do postaci:
Zatem rozwigzaniem ukladu sg dwm pary liczb: (=37 +y*=9
r=3 o3 Okrag ten ma dwa punkty
o ol snolne 2 soriemn 2 4i% = O
L5 Oraz - uspcrIneaE}krffglema —ty =9:
i 1 — 3¢ '3 33y . 3 343
y=-3 y=% Pi(§,—BE) i Py(3, B3).

Cwiczenie 5
Rozwiaz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.

2) {:rz-i-yz:él h.){.ﬁtr2+y2=1 {.){:r2—63:+yz={}
2+ y? -4z =0 P+ (y—4)*=9 "l +2c+42=0
Przykiad 3
Ile rozwigzan w zaleznosci od parametru m ma uklad réwnan?
Yyt —2c—4y+3=0
{y=r+m

Podstawiamy y = « + m do pierwszego réwnania:

2+ (z+m)2 -2z —-4zx+m)+3=0

4+ +2mr+m* -2z —4dr—4m+3=0

20 + (2m —6)r +m?* —4m +3 =0
Obliczamy wyrdznik otrzymanego rownania kwadratowego. Liczba rozwigzan
ukladu réwnan jest réwna liczbie rozwiazan tego rownania.
A=02m—6)2—4-2-(m?>—4m+3)=4m* —24m+ 36 —8m>+32m — 24 =

=—4m?>+8m+12=—-4(m? - 2m —3) = —4(m —3)(m + 1)

e A =0dlame {-1,3} — uklad ma jedno rozwigzanie,
e« A >0dlame (—1;3) — uklad ma dwa rozwiazania,
e A <0dlamé€ (—oo;—1) U (3;00) — uklad nie ma rozwiazan.
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Cwiczenie 6
Ile rozwiazan w zaleznosci od parametru m ma uklad rownan?

{:r.g—l—y?:al {a:z—l—yg:m
EI.) (_'.)

y=r+m y=2r+1
b) 2+ + 2 +4y=0 d 22 +y° — 6z — 4y = m?
2 :

y=—2r+m y=3z+3
Zadania

1. Rozwiaz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.

o +y° =10 y=x—2 tt 4yt =12
a) c) 5 g e ©)
z—y+2=0 r*+(y—3)"=25 y = |z|
b) y=8—u Q) x—2y—3=0 0 z° +y* =10
2? + (y—4)* = 16 (z—3)*+y* =5 y=|z+2|

2. a) W okrag = + y* = 20 wpisano tréjkat réwnoramienny prostokatny.
Wierzcholek kata prostego tego trojkata ma wspoélrzedne (2, 4). Wyznacz
wspolrzedne pozostalych wierzcholtkow.

b) W okrag (z +2)? + (y — 2)? = 20 wpisano tréjkat réwnoramienny, Wy-
znacz wspolrzedne wierzcholkow tego trojkata, jesli wiadomo, ze jego pod-
stawa jest zawarta w prostej y = ,_%:I: + 3.

3. a) Jeden z bokéw prostokata wpisanego w okrag (z — 3)* + (y + 1)* = 40
jest zawarty w prostej y = r+4. Wyznacz wspolrzedne wierzcholkéow tego
prostokata.

b) Bok kwadratu jest zawarty w prostej y = 2z — 6, a jego przekatne
przecinaja sie w punkcie A(3,5). Wyznacz rownanie okregu opisanego na
tym kwadracie i wspolrzedne jego wierzcholkow.

4. Jedna z przekatnych kwadratu wpisanego w okrag x* — 4z + y*> — 2y = 8
zawarta jest w prostej 3z +2y—8 = 0. Wyznacz wspélrzedne wierzcholkow
tego kwadratu oraz oblicz jego pole.

5. Oblicz dlugosé cieciwy danego okregu zawartej w prostej .

a) 2 +y' —do—2y+4=0, Ly=x—2
b) 2 +y* —8r+2y+T7=0, Ly=—22+2
¢c) P +y*+4r—2y—8=0, Ly=x+2

2.7, Uklady réownan drugiego stopnia
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6. Rozwiaz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.

*+y>=9 o +y* =16 z? + 9y =25
a) 2 2 - ©) 2 2 e) 2 2
x*+y" +8y=—15 ety —4dx =10 Tty + 8y =—7

" 22 +y* + 4z =0 ; ?+y*—6zr=0 ; x° +y* —8y=—6
) 5 : : : 5 , _
oyt —2x=23 4yt —8y=0 Tt +yt + 2y =4

7. Oblicz dlugosé¢ wspolnej cieciwy okregow K, i Ky, Wykonaj rysunek.
a) Ki: 22 +8z+y*—-9=0, Ky:z*—8x4+4y*—-9=0
b) K;: * + y* = 10, Ko:ax?—6zx+y*—6y+14=0

8. Oblicz pole czworokata S; AS, B, gdzie S; 1 S5 sa odpowiednio $rodkami
okregéw K, i Ko, natomiast A 1 B sa punktami wspolnymi tych okregow.
a) K;: 2% 4+ y* = 10, Ky:a?+4y?—8z—8y+22=0
b) Ky: 2 +y*+4y—1=0, Kyz2?+y*—10z-6y—11=0

9. Wyznacz réwnania okregdéw o promie- Vi
niu 5 przechodzacych przez punkty

A(3.1) i B(2.4) (rysunek obok), roz-
wiazujac uklad réownan: B

{(3—n.)2+(1—h)3=25

Dwa rozwiazania tego ukladu sa wspol-

rzednymi srodkow szukanych okregow.

10. Wyznacz réwnania okregéw o promieniu r przechodzacych przez punkty

AiB.
a) r=1+/5, A(4,2), B(1,3) ¢) r=3, A(0,0), B(1,1)
b) r=2, A(1,2), B(-1,0) d) r =13, A(5,2), B(0,1)
11. Ile rozwiazan w zaleznosci od parametru m ma uklad réwnan?
-yt =2 °+y’ —dr—4dy =0
a) d)
y=-—-xr+m y=—x+2m
;1:2+y2—2y—1:(] eyt =m?-1
b) e)
y=1x+m y=x+4
2 2 g 2 2 _ @
x°+y =5 T +y —bxr=m
¢) = f) i
y=mr—2>5 y=3r+1
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*2.8. Koto w uktadzie wspotrzednych

Przypomnijmy, ze kolem o srodku w punkcie S i promieniu r > () nazywamy
zbior wszystkich punktow plaszezyzny, ktoryeh odleglosé od punktu S jest
muniejsza od r lub réwna r (zwr6ée uwage, ze punkty nalezace do okregu ogra-
niczajacego kolo naleza do tego kola).

Punkt P(x,y) nalezy do kola o srodku w punkcie S(a.b) i promieniu r, gdy

|PS| <7

Twierdzenie

Kolo o srodku w punkcie (a,b) i promieniu r > 0
jest zbiorem wszystkich punktow plaszezyzny. kto-
rych wspélrzedne (x,y) spelniaja nieréwnosdé:

(z—a)®+ (y —b)* < r°

Przyktad 1

Sprawdz, czy punkty O(0,0) i B(—2,1) naleza do kola (z —% +(y+2 ]2 4.
Sprawdzamy, czy wspolrzedne punktow O 1 B spel- Y

niaja nieréwnos¢ opisujaca kolo. e

L ]
Punkt O: (0—3)*+ (04+2)>= 1+ 7 =2 < 4, cayli |
punkt O nalezy do kola.

Punkt B: (-2 —3)*+ (1+2)? =8 4+ 8B = B > 4
czyli punkt B lezy na zewnatrz Lola.

Cwiczenie 1

Wyznacz nieréwnosé opisujaca kolo o najmniejszym polu i o srodku w punkcie
S(1,1), jezeli do tego kola nalezy punkt P.

a) P(5,—2) b) P(-T7,-5) e} P(3.3) d) P(—3,0)

Cwiczenie 2
Oblicz pole najmniejszego kola o srodku w punkcie S(—3,2), jezeli do tego
kola naleza punkty A, Bi C.

a) A(—6,6), B(-3,7), C(1,2) b) A(~1,3), B(—2,6), C(—6,3)

2.8. Kolo w ukladzie wspdirzednych
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Przykiad 2
Podaj interpretacje geometryczna ukladu nieréwnosei.
J * +y* <16 b) 4+ y* <16
a _
i (x—22+(@y—-12%>1

| }f &

W przykladzie a) zbiorem punktow plaszezyzny spelniajacych podane wa-
runki jest pélkole. W przykladzie b) otrzymujemy zbiér punktow plaszezyzny.,
ktore naleza do kola o srodku w punkeie (0,0) i promieniu 4 oraz nie naleza
do kola o érodku w punkcie (2, 1) i promieniu 1.

Cwiczenie 3
Podaj interpretacje geometrycezna ukladu nieréwnosci.
z +1y* < 16 o+ <9 2+ —4x—12<0
a b €)Y o o
= s 2]

22 +y* >4 y< -1
Przykiad 3

Zaznacz w ukladzie wspolrzednych zbior punktéw
plaszezyzny, ktoryeh wspolrzedne (z,y) spelniaja
podane warunki.

? +y* =16
y > |z|

Szukanym zbiorem jest luk AB bez punktow kon-
cowych A i B.

Cwiczenie 4
Zaznacz w ukladzie wspolrzednych zbior punktow plaszezyzny, ktoryeh wspol-
rzedne (2, y) spelniaja podane warunki.

) ;r2+y2{2 b :r:2+y2'=:16’ ) $2+{y—3)2
a M C
2+ (y—-3)2%=25 y >z

5

y=x
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Zadania

1

Dane sa trzy kola:
K2 +y* <16, Ko: (z—2)2+y* <4, Kg: (2 —-2)*+(y+3)*<9
Do ktérych z tych kol nalezy punkt P?

a) P(-2,2) b) P(2,1) c) P(2,-1) d) P(4,—4)
Podaj interpretacje geometryczna ukladu nieréwnosci.
) 22 +y? <9 ) 2 +y* —6x <0
a : ; ¢ . ; :
(x+1) 4+ (y+1)*>1 24y —8y+7=0

b) o? +y° < 16 ) P+’ —6x+4y—3<0
I { L3 |
(x+3)*+y*>25 2 +y*—6x+4y+92>0

Podaj uklad nieréwnosci opisujacy podzbior plaszezyvzny przedstawiony
na rysunku.

b = 11

Zaznacz w ukladzie wspélrzednych zbiory AN B, A\ B oraz B\ A.

a) A={(z.y) eR: 2°+9y* < 9}, B={(z,y) e R y+z <0}

b) A={(z,y) e R: 2’ +y* +40-12< 0}, B={(z,y) e R®: y < 2 — 2}
Podaj uklad nieréwnosci opisujacy podzbior plaszezyvzny przedstawiony
na rysunku.

)

2.8. Kolo w ukladzie wspdirzednych
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*2.9. Dziatania na wektorach

Na rysunku obok przedstawiono wektory B. 1 P PP 8 B
BC i AC'. O wektorze AC méwimy, 7e jest suma T LA
wektoréw ADB i BC, i piszeny:

AC = AB + BC _
Zauwaz, 7e AB = [4,1], BC = [1,3] oraz: 1 T Gk
AC =[4+1,1+3] = [5,4] o 1 F X

Cwiczenie 1
Narysuj w ukladzie wspélrzednych wektory AB, BC' i AC. Podaj wspdlrzedne
tych wektorow.

a) A(—3,5), B(2,4), C(4,0) b) A(3,4), B(1,-2), C(—4,1)

uma ¥4 ¢ & 4 & 5 4 i
® wektoréw W = [a,b] i U = [c,d] jest | L T - T

wektor:
U+ 7T =[a+cb+d

Powyzsza definicja wywodzi sie z obserwacji fi-
zycznych.

Na rysunku obok wektor W + 7 odpowiada O 1 . -
przekatnej OC' réwnolegloboku OBCD. Na rysunku przedstawiono wek-

tory @ = [5,2], T = [2,3] oraz
Cwiczenie 2 ich sume @ + ¥ = [7,5).
Narysuj wektor @ + 7', Podaj jego wspdlrzedne.
a) @=[3,-2], 7 =26 b) @ =[-5,—4], T =[-2,3]

Aby dodaé wektory geometrycznie, rysujemy je w ten sposéb, aby koniec
jednego wektora byl poczatkiem nastepnego. Poczatek sumy lezy w poczatku
pierwszego z dodawanych wektorow. a koniec — w koncu ostatniego.

Przykiad 1

Dane sa wektory: Yy
0 = [=L3]= W= [1, —?], w = [2.2]

» Suma wektoréw @ + T (kolor zielony):

@+ 7 =[4,3]+[1,-2] = [5,1] f%Qi;ng;;

» Suma wektoréw @ + 7 + W (kolor czerwony): : ; »
T+T+T =43+ -2+R2=(73 O 1 X
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Cwiczenie 3
Oblicz i narysuj sume wektoréw o + v + .
a) w=[2,1], 7 =[1,3], W = [2,—-6]

Cwiczenie 4

—

Wyznacz wektory —u 1 —v przeciwne do wektoréow w i

sume wektoréw —u i —7.

a) @ =23, ¥ = [4,2] b) @

Definicja
Roznica wektorow o = [a,b] 1 ¥
jest wektor:

o —

= [e,d]

T =[a—ecb—d

Na rysunku obok wektor @ — T odpowiada
przekatnej DB réwnolegloboku OBCD.
Zauwaz, ze roznica wektoréw W — U jest réwna
sumie wektora @ i1 wektora —7 (przeciwnego
do wektora 7).

Cwiczenie 5

b)® =[-3,3], 7 =[6,2, @ = [2,1]

—_

7', Oblicz i narysuj

(~4,-2], T = [4, —3]

Na rysunku przedstawiono wek-
tory @ = [5,2], ¥ = [2, 3] oraz
ich réznice W — 7 = [3, —1].

Oblicz i narysuj réznice wektoréw o — o oraz © — .

a) W=[3,-2], ¥ =[2,6

Definicja

b) @ = [-5,—4], T =[-2,3]

Iloczynem wektora w = [a, b] przez liczbe o € R nazywamy wektor:

aw = [aa,abl

Przykiad 2
Na rysunku przedstawiono wektor w = [4, 2]
oraz wektory:

17 =[2,1], 2% =[8,4]
— @ = [~4,-2]
—37 = [-6,-3]

Cwiczenie 6

Dane sa wektory @ = [2,—1] 1 7 = [-3, —2]. Oblicz i narysuj wektor:

a) 2 + 37, b) 3% — T,

c) —4W + 27,

1T
=

d) 17 -

2.9, Dziatania na wektorach
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Symbolem 0 oznaczamy wektor zerowy: 0 = [0, 0].

Cwiczenie 7
Dla jakiego e zachodzi réwnosé aw + v = 07
a) w=[2,-3], v =[-6,9] b) @ =[-12,9], ¥ = [-16,12]

Przyjmujemy. ze wektor zerowy jest réwnolegly do dowolnego wektora.
Jesli niezerowe wektory sa rownolegle, to mowimy, ze maja ten sam kierunek.

Twierdzenie

Dwa niezerowe wektory @ i © maja ten sam kierunek wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje taka liczba a #£ 0, ze W = a7.

Przyktad 3
Dane sa wektory @ = [12,8] 1 T = [9,6]. Wektory te maja ten sam kierunek,
edyz W = :31—_:"

Rozpatrzmy niezerowe wektory @ i 7', dla ktérych istnieje liczba a # 0, taka
7e W =av.
o Jesli a > 0, to mowimy, ze wektory @ i T maja ten sam zwrot.

o Jesli o < 0, to méwimy, ze wektory o 1 ¥ maja przeciwne zwroty.

T4

Wektory 7 i 7 maja ten sam kierunek Wektory @ i 7" maja ten sam kierunek,
i zwrot, ale przeciwne zwroty.

Cwiczenie 8

Wsrod ponizszych wektorow wskaz te, ktore maja ten sam kierunek i zwrot
co wektor W = [—6,8], oraz te, ktére maja ten sam kierunek co wektor 7,
ale przeciwny zwrot.

7= [-2,22], B=[3,-4, w=[18-16], T =[-3,1], ®@=[24,-32]
Dlugoéé wektora AD (oznaczamy ja |AB|) to dlugoéé¢ odcinka AB.
Twierdzenie

Jezeli wektor W ma wspélrzedne [u;. us], to dlugosé wektora o wyraza

sle Za pomoca Wzori: ,
@] = /& + &
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Cwiczenie 9
Oblicz dlugosé wektora .
a) w = [—3,4] b) @ = [-5,—12] ) ® = [3,3]

Cwiczenie 10

Dane sa wektory AB, CD, EF oraz GH
przedstawione na rysunku obok. Oblicz
dhugosé wektora .

@ = AB + EF
)) ?:A_g CD

c) H’—GH—I—'EF

d) @ =EF - 3C D
Zadania
1. Sprawdz, czy wektor W + T jest wektorem przeciwnym do wektora w.

0 7= (34, 7 =[5, 7 = [1.- 3

Dane sa punkty A(2.1) i B(4,5). Wyznacz wspolrzedne punktu P.

a):ﬁ:ﬁ' ¢) AP = —BA E}ﬁzZE

b) AP = BA d) AP = -BP f) AP = —3AB

Dane sa trzy punkty A, B i C. Wyznacz wspolrzedne punktu D takiego,
7e AB = CD. Oblicz dlugosé wektora AD.

a) A(0,0), B(4,3), C(-1,2) ¢) A(4,6). B(3,1), C(6,2)

b) A(-1,2), B(-2,-3), C(4,2) d) A(-1,-3), B(—4,1), C(2,4)

4. Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

A B AB BA 3BA | |AB| |34B|

mw 6.8) V) [8 9] i,
(—1,4) f_ i [2 —.j] V17 .' 7 ¥/ ;. |
&5 VI - 20] s
T @y Vs -4 V%

2.9, Dziatania na wektorach
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5. Sprawdz, czy wektory W i T maja ten sam kierunek i zwrot.
a) W=[-2,4], 7 = [%,-1] c) @ =[12,14], T = [72,86]
b) @ =[12,-9., 7=[2-28] d) w=[vV2-1,v2],7=[12+ V2]

6. Dla jakich wartosci parametru m wektor @ ma ten sam kierunek co wektor
7 = [3,1]?
a) W=[m+1,2] b) @ = [6,m* + 1] ¢) W = [12m,m?
@ 7. Dany jest wektor W = [x,y]. Uzasadnij, ze |a@| = |a| - | 7|

8. Dany jest wektor @ = [—3,4]. Wyznacz wektor 7, ktéry ma ten sam
kierunek i zwrot co wektor ', jesli:

a) | 7| = 20, b) | 7| =8,
9. Dany jest wektor W = [3,—1]. Wyznacz wektor 7, ktéry ma ten sam
kierunek co wektor @, ale przeciwny zwrot, jesli:

a) | 7| = 20, b) | 7| = 3.

10. Danyv jest niezerowy wektor @ = [z, y|. i w
@ Ay e igaraRy welar = ey Wektor, ktorego dlugosé

Wykaz, ze wektor |—TJ:¢*T ITHEI‘)T] jest wek- jest réwna 1, nazywamy
torem jednostkowyin. wektorem jednostkowym.

11. Wyznacz wektor jednostkowy réwnolegly do wektora 7.
a) @ =[-8, 6] b) @ = [1,1]

12. Dane sa wektory o = [1,2] i 7" = [3, —1]. Wyznacz warto$ci parametréw
a i 3, dla ktorych prawdziwa jest ponizsza rownosc.

a) o + 7 = [-1,5] ¢) a®W — BT = [-3,2%]
b) a@ + 87 = [3, —4] d) a@ — 7 = [-1,-23]

—

13. Wyznacz warto§¢ parametru m, dla ktérej 2@ + 37 —mi = 0.
a) W =[1,3], ¥ =[-4,2], @ = [-5,6]

b) @ =[4,2], ¥ =[-6,9], W= [_3’%]

@ 14. Statek holowany jest przez dwa holowniki.
Jeden z nich ciagnie ten statek z sila o war-
tosci F' w kierunku PA. Uzasadnij, ze jezeli
drugi holownik — ciagnacy statek w kierunku
PB — uzyje sily o wartosci V3F. to statek
ten bedzie poruszal sie wzdluz prostej [.
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lloczyn skalarny wektorow

Iloczyn skalarny dwdch niezerowych wekto-

row jest liczba réwna iloczynowi dlugosci tych

wektorow i cosinusa kata miedzy nimi:
WoTU =|u|-|7| cosa

Jesli _jeden 7z wektorow jest wektorem zero-

wym, przyjmuje sie, ze ich iloczyn skalarny

jest rowny zero.

Katem miedzy wektorami @ i ¥
jest kat wvpukly, w ktorego
wierzcholku lezy poczatek obu
tych wektoréw oraz wektory te
wyznaczaja ramiona kata.

Przykiad 1 D ¢
Dane sa kwadrat ABCD o boku dlugosci 1 oraz wektory
@ =AB, ¥ = AC i @ = AD. Oblicz @ o ¥ oraz @ o . a T,
TWoT = || |T| cosd5"=1-v2.- %2 =
oW =|u|:|W| -c0890°=1-1-0=0 A =@ B
}f 'S
Niezerowe wektory w i W sa prostopadle Uyl — - -
wtedy i tylko wtedy, gdy @ o @ = 0. {
'H'-y__ e g ﬁ-"
¥ : F |
Hoczyn skalarny wektorow mozemy wyrazic | | s
za pomoca wspolrzednych tych wektordw. 0 “ o X
Dla dowolnych wektoréw o = [u,,u,] i ¥ = [v,,v,] zachodzi zwiazek:
WOV = Uy + Uyly

@ 1. Udowodnij powyzsze twierdzenie, korzystajac ze wzoru na cosinus réznicy

katow.

Przykiad 2
Oblicz miare kata miedzy wektorami

7| = V42 + 22 = V20,

=[4,2]
ITJ’I

i T =[-3,1].

VI F T = V0

WoW = || |7 cosee = v20- V10 cosa = 10v/2cos o

jednoczesnie:
_?

WOV = Uy +1yv, =4+(=3)+2-1=-10

Otrzymujemy réwnoéé: 10v2 cosa = —10, czyli cosa = —32—2._ skad o = 1357,

2. Oblicz miare kqta miedzy wektorami @ 1 7.

a) w = [4,2],
b) @

= [2,6]
= [3,9], ¥ =[-3,1]

¢) W=[-v3,-1], 7=

[2,2V/3]
= [14+v5,4]

5,1], 7

lloczyn skalarny wektordw
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jest rownolegly do podstaw trapezu, a dlugosé tego P

*2.10. Wektory — zastosowania

Przesunieciem (lub translacja) o wektor @ nazywamy prze- 2
ksztalcenie, ktore kazdemu punkjgwi P plaszczyzny przypo- il
rzadkowuje taki punkt P, ze PP' = ¥. Méwimy. ze punkt

P’ jest obrazem punktu P w przesunieciu o wektor . P

Obrazem punktu P(xz, y) w przesunieciu o wektor @ = [a, b] jest punkt P'(x+a,y+b).

Cwiczenie 1

Dany jest romb ABCD o polu réwnym 4 (rysunek
obok). Romb A'B'C'D' otrzymujemy przez przesunie-
cie rombu ABC D o wektor ¥, Oblicz pole figury be-
dacej czescia wspolna obu rombow, jesli:

a) 7 = 4B, b) ¥ = LAC.

Cwiczenie 2

Dany jest prostokat F' o wierzcholkach A(—3,0), B(1,-2), C'(4.4) i D(0,6).
Prostokat F| jest obrazem prostokata F' w przesunieciu o wektor @', Oblicz
pole czesci wspolnej obu prostokatow.

a) ¥ =1[1,2] b) ¥ = [0, —5] ¢) T =[4,2]

Cwiczenie 3
Kolo K, jest obrazem kola K, o §rodku w punkcie (0,0) i promieniu r = 4
w przesunieciu o wektor T = [4,4]. Oblicz pole czesei wspolnej tych kol,

Przykiad 1 c

Dany jest tréjkat ABC' (rysunek obok). Punkt P jest '

srodkiem boku AC, a punkt @ - srodkiem boku BC. P Q

Udowodnij, ze PQ || AB oraz |PQ| = 3|AB|.

Wektor P_(é zapisujemy jako sume: . e
PQ=PC+CQ=1AC+.0B=1(AC+CB)=14AEB

Oznacza to, ze PQ | AB oraz |PQ)| = 3|AB|.

Cwiczenie 4 D C

Udowodnij. ze odcinek laczacy srodki ramion trapezu

odecinka jest srednia arytmetyczna dlugosci podstaw.
Wskazéwka. Zauwaz, e DC = aAB dla pewnej stalej o. A

S\
tc/“:‘]
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Przykiad 2
Sprawdz, czy punkty A(—4,—5), B(2,—1) i C(26,15) sa wspolliniowe.
Wyznaczamy wspoélrzedne wektorow AB i AC:

=[2-(-4),—-1—-(-5)] = [6,4], AC = [26 — (—4),15 — (—5)] = [30, 20]
Zauwazmy, ze AC = 5?3, zatem punkty A, B i C' sa wspolliniowe.

Cwiczenie 5
Sprawdz, czy punkty P, () i R sa wspolliniowe.
a) P(2,-1), Q(—-2,4), R(10,—11) b) P(—5,

Przykiad 3

Dane sa wspolrzedne wierzchotkow A(—1, 3),
B(-3,2) i C(3,1) réwnolegloboku ABCD. |
Wyznacz wspolrzedne wierzchotka D. B

Zauwazmy, ze AD = BC.
Wyznaczamy wektor E :

= 3 (=3).1-2] = [6,~1]
Wierzcholek D jest obrazem punktu A W przesunieciu o wektor E, zatem
D(—-1+6,3 — 1), czyli D(5,2).

Cwiczenie 6
Punkty P, () i R sa kolejno srodkami bokéw AB, BC i C'D réwnolegloboku
ABCD. Wyznacz wspolrzedne wierzcholkow tego réwnolegloboku, jesli:

a) B(3,3), P(5,1), Q(—1,2), ¢) BA =[-5,5], BC = [2,4], Q(3, 1),
b) P(2,0), Q(7,4), R(4,4), d) 4B = [8,2], Q(7.2), R(6,4).
Zadania

[0] 1. Dane sa punkty A(zy,,), B(s,ys) oraz S(=dz mim) Wykaz, ze:

A3 = 58 = 148

2. Wyznacz wektor éfl_B’. a nastepnie wspolrzedne punktow P i Q dzielacych
odcinek AB na trzy réwne czesci.

a) A(—-3,-2), B(3,1)  b) A(-10,6), B(8,—-6) ) A(1,—1), B(2,1)

3. Wyznacz wspolrzedne koncow odeinka AB, jesli wiadomo, ze punkty:
a) P(2,1) 1 Q(5,4) dziela go na trzy réwne czesci,
b) P(4,-2), Q(3,1) i R(2,4) dziela go na cztery rowne czesci.
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4. a) Dane sa punkty A(—4.7) 1 B(6, —8). Wyznacz wspolrzedne punktu P,
ktory dzieli odcinek AB w stosunku 2:3. Rozpatrz dwa przypadki.
b) Punkt P(3,—2) dzieli odcinek AB w stosunku 3:4. Wyznacz wspol-
rzedne punktu A, jesli B(—9.16). Rozpatrz dwa przypadki.

5. a) Punkty A(—2,—3)1i B(4, —1) sa wierzcholkami réwnolegloboku ABCD.
Punkt P(2.0) jest punktem przeciecia przekatnych tego réwnolegloboku.
Wyznacz wspolrzedne wierzcholkow C' 1 D.

b) Punkt P(3.1) jest $rodkiem boku AB réwnolegloboku ABCD. Jego
przekatne przecinaja sie w punkcie S(—1,1). Wyznacz wspolrzedne wierz-
cholkéw tego réwnolegloboku, jesli CD = 2, —4].

6. Dane sa wektory AC = [12,3], BC = [9,9] oraz punkt A(—5,3). Wyznacz
rownania prostych, w ktorych sa zawarte wysokosci trojkata ABC.

7. a) Dane sa wektor AB = [6,3] oraz punkt C'(1,6). Punkt S(2,33) jest
srodkiem odcinka BC'. Wyznacz wspolrzedne wierzcholkow A i B tréjkata
ABC.

b) Dane sa wektory AB = [4, —4]. CD = 6. 6] oraz punkt C'(6,7) bedacy
wierzchotkiem tréjkata rownoramiennego ABC o podstawie AB i wyso-
kosci CD. Wyznacz wspolrzedne wierzcholkéw A 1 B tego tréjkata.

8. Podstawa AB trapezu ABCD jest dwa razy dluzsza od podstawy CD.
Wyznacz wspélrzedne wierzchotka C, jesli A(4,—5), B(8,1), D(—3,-1).

*9, Podstawa AB trapezu ABCD jest trzy razy dluzsza od podstawy CD.
Wyznacz wspoélrzedne:
a) punktu przeciecia przekatnych tego trapezu, jesli A(—2,2)1 C'(3,4),
b) wierzcholkéw B, C'i D, jesli A(1,2), AD =[1,3]i DB = [5,0].

@*10. a) Udowodnij, ze wspolrzedne érodka cigzkosei trojkata o wierzchotkach
Alzy, ), B(ws,ys) 1 C(xs, y3) wyrazaja sie wzorami:
— ZitTetws . _ witvetys
3 ' 3
b) Dane sa wierzcholki A(—1.0) 1 B(2,5) trojkata ABC. Wyznacz wspol-
rzedne wierzchotka C' i oblicz pole tego trojkata. jesli jego $rodek ciezkosci
ma wspolrzedne (—1,2).

*11. Dane sa rownania prostych zawierajacych dwie srodkowe trojkata: y = 2
iy = —x+3 oraz jeden z jego wierzcholkéw: (1, —2). Wyznacz wspélrzedne
pozostalych wierzcholkow tego trojkata.

I 126 2. Geometria analityczna



2.11. Symetria osiowa

Zalozmy. ze punkt A nie nalezy do prostej [.

Punkt A" nazywamy punktem symetrycznym do punktu A
wzgledem prostej [, jezeli punkty A i A" leza na prostej pro-
stopadlej do prostej [ i srodek odeinka AA’ nalezy do prostej [
(prosta [ jest symetralna odcinka AA").

Punktem symetrycznym wzgledem prostej [ do punktu nale-
zacego do tej prostej jest ten sam punkt (patrz punkt B na
rysunku obok).

Definicja
Symetria osiowa wzgledem prostej [ (lub symetria wzgledem prostej 1)
nazywamy przeksztalcenie, ktore kazdemn punktowi plaszczyzny przypo-

rzadkowuje punkt do niego symetryczny wzgledem prostej [.
Prosta [ nazywamy osia symetrii.

Na rysunku ponizej przedstawiono trojkaty ABC i DEF oraz ich obrazy
w symetrii osiowe] wzgledem prostej [ — odpowiednio tréjkaty A'B'C'i D'E'F".

B F

A D i
l : | c=c : i e
| | | >

A D ;

B b

Odleglosé miedzy obrazami dwoch punktow w symetrii osiowej jest rowna od-
leglosci miedzy tymi punktami (méwimy, ze symetria osiowa jest przeksztal-
ceniem, ktore nie zmienia odleglosci miedzy punktami). Zatem obrazem do-
wolnej figury w symetrii osiowej jest figura do niej przystajaca. Na przyklad
obrazem tréjkata jest trojkat do niego przystajacy. a obrazem okregu jest

okrag o takim samym promieniu. LT

Cwiczenie 1
Narysuj w zeszycie szesciokat foremny, a nastepnie jego
obraz w symetrii wzgledem prostej (rysunek obok): /

ﬂ.) !].I[, h} I-g., C) Ird ri“, f:'g| 1{3‘\

2.11. Symetria osiowa
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Figura jest osiowosymetryczna, jesli jest ona swoim wlasnym obrazem
w symetrii wzgledem pewnej prostej [. Prosta [ nazywamy woéwczas osig
symetrii tej figury.

Cwiczenie 2
Podaj. ile osi symetrii maja ponizsze figury.

kwadrat trojkat rownoboczny prostokat kolo

M Symetria wzgledem osi ukladu wspoéirzednych

Przykiad 1

Obrazem punktu A(2,3) w symetrii wzgledem osi OX
jest punkt A'(2, —3). Obrazem punktu A(2,3) w symetrii o i
wzgledem osi OY jest punkt A”(—2,3). P P

-}fu

Punktem symetrycznym do punktu P(z,y) wzgledem ' 0 1 %
osi OX ukladu wspélrzednych jest punkt P'(x, —y).
Punktem symetrycznym do punktu P(x.y) wzgledem ; ;
osi OY ukladu wspélrzednych jest punkt P"(—x,y). g

Cwiczenie 3

Podaj wspolrzedne koncow odeinka A’ B’ symetrycznego do odeinka AB wzgle-
dem osi OX oraz odcinka A”"B" symetrycznego do odecinka AB wzgledem
osi QY. Narysuj w jednym ukladzie wspolrzednych odeinki AB, A'B" i A"B".

a) A(0.3), B(3,0) b) A(1,—2), B(—4.3) ¢) A(=5,1), B(1.4)

Cwiczenie 4
Dany jest trojkat ABC, gdzie A(0,3), B(2,—1), C(3,—1). Narysuj ten trojkat
oraz jego obraz w symetrii wzgledem: a) osi OX, b) osi OY.

Cwiczenie 5

Dane sa punkty A(-2,1), B(2,-3), C(4,—1) i D(0,3). Podaj wspolrzedne
wierzcholkéw prostokata bedacego obrazem prostokata ABCD w symetrii
wzgledem: a) osi OX, b) osi OY.
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Przykiad 2
Na rysunku obok przedstawiono okrag K EREEN 4
dany réwnaniem (x — 3)2+ (y+1)2=4.
Okrag K' jest symetryczny do okregu K
wzgledem osi OX (okregi te maja réwne
promienie, a ich srodki sa symetryczne
wzgledem osi OX).

O

Okrag K" jest symetryczny do okregu K %% W N
wzgledem osi OY (okregi te maja réwne 7 K I e

promienie, a ich srodki sa symetryczne
wzgledem osi OY).

Cwiczenie 6
Podaj rownania okregéow K' i K" z powyzszego przykladu.

Cwiczenie 7
Podaj réwnanie okregu K' symetrycznego do okregu K wzgledem osi OX oraz
okregu K" symetrycznego do okregu K wzgledem osi OY'.

a) K: (x+3)*+ (y—2)*=16 ¢c) Kia?+y*—6x—4y+12=0
b) K: (x+2)*+ (y+4)?=13 d) K: 22 +y*+22+12y—12=0
Zadania

1. Sprawdz, czy odcinki AB i A'B’ sy symetryezne wzgledem osi OX lub
osi QY.

a) A(—2,1), B(3,-2), A'(-2,-1), B'(3,2)
b) A(-3,4), B(—-1,-2), A'(3,4), B'(1,-2)
c) A(—4,-3), B(2,2), A'(-4,3), B'(-2,2)
d) A(-2,0), B(0,4), A'(2,0), B'(0,-4)

2. Narysuj w jednym ukladzie wspolrzednych tréjkat symetryczny do troj-
kata ABC wzgledem osi OX oraz trojkat symetryczny do tréjkata ABC
wzgledem osi OY .

a) A(-1,2), B(5,3), C(2,5) c) A(-3,2), B(0,-3), C(3,2)
b) A(-3,0), B(—2,-5), C(0,3) d) A(-3,-1), B(9,-2), C(2,1)

3. Oblicz pole czesci wspdlnej kwadratu K o wierzcholkach (—5,1), (=2, —2),
(1,1), (—2,4) oraz kwadratu symetrycznego do kwadratu K wzgledem:

a) osi OX, b) osi OY.
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4. Wyznacz réwnanie okregu K’ symetryeznego do okregn K wzgledem osi
OX. Sprawdz, czy punkt P(—3,2) nalezy do okregu K'.
a) K: (z—1)°+(y—1)> =25 c) K: (x+3)2+y2=4
b) K: (x —2)*+ (y + 2)* =41 d) K: (z+1)*+ (y —4)2 =40

5. Wyznacz réwnanie okregu K' symetrycznego do okregu K wzgledem osi
QY. Oblicz pole rombu, ktérego wierzcholkami sa srodki okregow K i K’
oraz punkty wspolne tych okregow.

a) K:a2*+y*+6x—-2y—3=0 b) K: 2+ 4> -8z +4y—5=0
6. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Dany jest okrag K o $rodku w punkcie S(4,2) i promieniu r = /5.
Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem
prostej l: y = 3.

Niech m: y = ax + b bedzie prosta
przechodzaca przez punkt S oraz

m L . Zatem a = —% oraz:
m: y = —%:1: +b

Do réwnania prostej m podstawia-
my wspolrzedne punktu S(4,2)
1 otrzymujemy:

m:y = —%:r: - 3%

Niech P bedzie punktem przeciecia prostych [ i m. Jego wspolrzedne
spelniaja uklad réwnan:

y =3z

1= —%:r + 3%
Zatem P(1,3).

Wspolrzedne punktu 8" — srodka okregu K’ — wyznaczamy, korzystajac
z tego, ze punkt P jest Srodkiem odcinka 5’S. Otrzymujemy S'(—2,4).

Poniewaz okrag K’ ma ten sam promien co okrag K, jego rownanie
ma postaé (z +2)? + (y — 4)? = 5.

Wyznacz rownanie okregu symetrycznego do okregu K wzgledem proste;j [.
a) K:(z—5)2+(y—2?*=2, hy=2x-3

b) Kiz*+y* -8z —6y+9=0, Lz+3y—2=0

¢) K:z?+ 4y - 10z —8y+25=0, I:22+3y—9=0
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2.12. Symetria sSrodkowa

Punkt A’ nazywamy punktem symetrycznym do punk-

tu A wzgledem punktu O (A #£ O), jezeli punkt O jest
srodkiem odcinka laczacego punkty A1 A,

Punktem symetrycznym do O jest on sam. A

0

Symetrig srodkowa wzgledem punktu O (lub symetria wzgledem punktu O)
nazywamy przeksztalcenie, ktore kazdemu punktowi plaszezyzny przypo-
rzadkowuje punkt do niego symetryczny wzgledem punktu O.

Punkt O nazywamy Srodkiem symetrii.

Na rysunkach ponizej przedstawiono trojkaty ABC, DEF i GHI oraz ich

obrazy w symetrii srodkowej wzgledem punktu O.

E D
1

L
C’ D F I
Symetria Srodkowa jest przeksztalceniem, ktére nie zmienia odleglosci miedzy
punktami. Zatem obrazem dowolnej figury w symetrii Srodkowej jest figura
do niej przystajaca.

Cwiczenie 1
Narysuj trojkat rownoboczny ABC, a nastepnie przeksztalé¢ go symetrycznie

wzgledem:
a) jednego z jego wierzcholkéw, ¢) punktu przecigcia jego dwusiecznych,
b) érodka jednego z jego bokdw, d) punktu lezacego na zewnatrz niego.

Figure nazywamy sSrodkowosymetryczng. jesli istnieje taki punkt O. Ze
figura ta jest swoim wlasnym obrazem w symetrii wzgledem tego punktu.
Punkt O nazywamy wowczas Srodkiem symetrii tej figury.

Cwiczenie 2

Ktora z wymienionych figur ma $rodek symetrii: trojkat, réownoleglobok, pro-
sta, kwadrat, odcinek. polprosta?
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B Symetria wzgledem poczatku uktadu wspdétrzednych

Przykiad 1 P Y b
Punktami symetrycznymi do punktéw A(—3, —3). C ' f A’
B(—1,-4) i C(—2.3) wzgledem poczatku ukladu Y MNP Jr-’ P
wepblraediyich g odpowiedilo: punkty A3}, T /(
LN L X

Punktem symetrycznym do punktu P(xz,y) ,"I-‘ E\

wzgledem poczatku ukladu wspélrzednych jest B T \3.

Cwiczenie 3

Trojkat A'B'C jest symetryczny do tréojkata ABC wzgledem poczatku ukladu
wspolrzednych. Podaj wspolrzedne wierzcholkow trojkata A'B'CY.

a) A(3,-2), B(—=2,-1), C(~1,4) b) A(2,-2), B(1,3), C(=3,1)

Cwiczenie 4

Prostokaty ABCD i A'B'C'D’" sa symetryczne wzgledem poczatku ukladu
wspolrzednych. Oblicz pole czesci wspolnej tych prostokatow.

a) A(-3,-2), B(5,-2), C(5,3), D(-3,3)

b) A(-2,1), B(1,-2), C(3,0), D(0,3)

Przyktad 2
Wyznacz réownanie okregu K' symetrycznego wzgledem poczatku ukladu
wspOlrzednych do okregu K: (x — 3)* + (y — 2)? = 4. Narysuj te okregi.

Srodkiem okregu K jest punkt S(3,2), oy
5 e fibniien 12,
Zatem srodkiem okregu K’ jest punkt — : : :
symetryczny do S wzgledem poczatku L
ukladu wspolrzednych, czyli §'(—3, —2), et
a jego promien r' = 2.

Oznacza to, ze okrag K' jest dany row-
naniem (z + 3)* + (y + 2)* = 4.

Cwiczenie 5
Wyznacz réwnanie okregu K' symetrycznego wzgledem poczatku ukladu
wspolrzednych do okregu K: (x 4+ 5)% + (y — 3)? = 16. Narysuj te okregi.
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Cwiczenie 6
Wyznacz rownanie okregu K’ symetrycznego wzgledem poczatku ukladu
wspohrzednych do okregu K. Narysuj te okregi.

a) K:az® 41y +6x—2y+1=0 ¢) Kia?+ 42 4+42+2y4+1=0
b) K:x22+y?* -2z +4y—11=0 d) K:2*+y*—4z—6y—12=0
Zadania

1. Punkt A" polozony jest symetrycznie do punktu A wzgledem poczatku
ukladu wspoélrzednych. Oblicz dlugosé odeinka AA’, jesli wiadomo, ze:

a) A(3,4), b) A(~1,4), c) A(—6,-8), d) A(a,a).

2. Narysuj w ukladzie wspolrzednych prostokat ABCD i znajdz jego obraz
w symetrii wzgledem poczatku ukladu wspolrzednych.

a) A(1,1), B(4,1), C(4,3), D(1,3)
B):Al=3,—1), B, —1), C[1,2), D(—3.3)

3. Roéwnoleglobok A'B'C'D’ jest obrazem réw-
nolegloboku ABC'D (rysunek obok) w syme-
trili wzgledem punktu O. Oblicz pole czesci
wspolnej tych rownoleglobokow.

4. Okrag K’ jest obrazem okregu K w symetrii wzgledem osi OX, a okrag K"
jest obrazem okregu K' w symetrii wzgledem osi QY. Uzasadnij, ze
okrag K" jest obrazem okregu K w symetrii wzgledem poczatku ukladu
wspohrzednych.

5. Wyznacz punkty wspolne okregu K oraz jego obrazu w symetrii wzgledem
poczatku ukladu wspoélrzednych.

a) Ki(z =224+ (y+2)*=10 ¢) Ki(x =2+ (y—1)*=10
b) K: (z+4)*+(y—1)*=34 d) K: (x+2)*+(y—3)2=26
6. Okrag K' jest obrazem okregu K w symetrii wzgledem poczatku ukladu
wspolrzednych. Oblicz pole czesci wspdlnej kol przez nie ograniczonych.
a) Kix?+9y> -4z +4y—8=0 ¢) K:2®2+9y*—6v3z—-9=0
b) Kiz?+4? -4 —-12=0 d) K: 2?+4y>—6v32—63y—18 =0
7. Okrag K: (x+2)%+(y—4)? = r? i okrag K' bedacy jego obrazem w symetrii

wzgledem poczatku ukladu wspolrzednych sa styczne zewnetrznie. Podaj
rownania wspolnych stycznych tych okregow.
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2.13. Zagadnienia uzupetniajace

B Zbiory punktow o danej wiasnosci

Przykiad 1
Punkty réwno odlegle od dwéch przecina-
jacych sie prostych leza na dwusiecznych

katow utworzonych przez te proste.
Na rysunku obok przedstawiono proste:

kry=3iz i Ly=—-iz+2

Proste k i I przecinaja sie w punkcie (2,1), zatem zbiér punktéw réwno
odleglych od tych prostych jest suma dwoch prostych: @ = 2 oraz y = 1.

1. Wyznacz zbioér punktéw réwno odleglych od prostych £ i 1.

a) kiy=2zx+95, hy=—-2x-2 c) k:y=0, Lhy=+v3z
b) k: y=3, & z=1 d) k:y=-3, Ly=1
Przykiad 2

Wyznacz zbiér punktéw, ktérveh odleglosé od punktu A(1,0) jest dwa
razy wigksza od odleglosci od punktu B(4,0).

Niech P(a,y) bedzie punktem, takim ze |PA| = 2| PB|. Wowczas:

Ve =12 +y? =2/(z - 4)> + ¢ v/
z? —2x + 1+ 9% = 42 — 320 + 64 + 4y° iy
322 — 3y 4+ 302 —63 =0 / : (=3) B e
22 +y? — 102 +21 =0 o 4 ‘B X

(22 =10z +25) —25+4y? +21 =0
(#—-5)"+y* =4

Zatem szukanym zbiorem punktéw jest okrag o srodku (5,0) i promieniu 2.

2. Wyznacz zbior punktow, ktérych odleglosé od punktu:
a) A(0,0) jest dwa razy wieksza od odleglosci od punktu B(6,0),
b) A(—=2,0) jest dwa razy wieksza od odleglosci od punktu B(4,0),
¢) A(0,1) jest trzy razy wicksza od odleglosci od punktu B(0, —3).
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Przykiad 3
Wyznacz zbior srodkéow okregow stycznych do osi OX i przechodzacych
przez punkt A(0,2).

Niech punkt P(z,y) bedzie srodkiem okregu spelniajacego warunki zada-
nia, a QQ(x,0) — punktem stycznosci tego okregu z osia OX .

Wowezas: T T O S R

|PA| = |PQ)|
Vai+(y—22=y y>0
2ty —dy+4=y9°
dy =x*+4

y=qrt+1 ()

Zatem szukanym zbiorem punktow jest parabola y = %.1:2 s

3. Wyznacz zbior srodkow okregéw przechodzacych przez punkt:
a) A(0,4) i stycznych do osi OX, b) A(6.0) i stycznych do osi OY.

Przykiad 4

Wyznacz zbiér punktéw o dodatniej rzednej bedacych srodkami okregéw
stycznych wewnetrznie do okregu K: 22 + y* = 16 i stycznych do osi OX.
Niech punkt P(x,y) bedzie srodkiem
okregu K, spelniajacego warunki zada-
nia. Promien tego okregu jest rowny y
i spelnia warunek y € (0;2). Niech A be-
dzie punktem stycznogci okregow K i K.
Wéwezas |OP| = 4 — |PA| = 4 — y oraz | |
|OP| = /2% + 4?2, zatem otrzymujemy réwnanie: |

VeZ+yi=4d—y 4-y>0
x? +y? =16 — 8y + ¢?
8y = —z2 416

OtrzymalisSmy rownanie paraboli y = —%:{.‘2 + 2, zatem szukanym zbiorem
punktow jest jej fragment dla z € (—4;4).

4. Wyznacz zbior punktow o dodatniej odcietej bedacych srodkami okregow
stycznych wewnetrznie do okregu a2 + y? = 4 i stycznych do osi OY.
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B Jednokiadnosé

Jednokladnos$cig o srodknu O i skali k # () nazywamy przeksztalcenie, ktore
kazdemu punktowi P plaszczyzny przyporzadkowuje punkt P’ taki, ze:

_—
OP =k-OP
0 P P P 0 P
Punkt P’ jest obrazem punktu P Punkt P’ jest obrazem punktu P w jed-
w jednokladnosei o drodku O i skali 2. nokladnosci o srodku O i skali ~%+

Obrazem odcinka AB w jednokladnoseci o skali k jest odcinek A'B’ réowno-
legly do odcinka AB taki, ze |A'B'| = |k| - |AB].

5. Dany jest odcinek AB, gdzie A(4,—2), B(2,2). Narysuj obraz odcinka AB
w jednokladnosci o srodku O(0,0) i skali £. Oblicz dlugosé otrzymanego
odcinka, jesli:

a) k=21, b) k= —1. c) k=-1 d) k=3

2

Figury Fy i F, nazywamy jednokladnymi, jezeli istnieje jednokladnosé
przeksztalcajaca figure F; na figure Fs.

Aby narysowa¢ obraz dowolnego wielokata w jednokladnosci o srodku O
i skali k, wystarczy znalez¢ obrazy wszystkich wierzcholkow danego wie-
lokata w te] jednokladnosci, a nastepnie polaczyé je odpowiednio

odeinkami. By

Ay

Kazdy z trojkatow: A ByCy, AsB>Cs, A3 BsCy i AyB4Cy jest obrazem trojkata
ABC w jednokladnosci o srodku O i skali, odpowiednio, k) = 2, ks = ?!E kg = —Jj
i ;1'.'.| =1,

6. Dane sa punkty A(2,0), B(4,—4) i C(4,2). Narysuj trojkat A'B'C" bedacy
obrazem tréjkata ABC w jednokladnosci o srodku O(0.0) i skali k. Oblicz
pole trojkata A'B'C".

a) k=2 b) k=-1 c) k=- d) k=3
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Jesli skala jednokladnosci dwoch figur jest rowna k., to skala ich podo-
bienstwa jest réwna |k

Obrazem okregu o srodku w punkcie S; i promieniu r; w jednokladnosci
o srodku w punkcie O i skali & jest okrag o Srodku w punkcie S, takim, ze
—— ———

(S, = k- OS8,. i promieniu r, takim, ze ry = |k| - ;.

Na rysunku przedstawiono okrag K,
o §rodku S(2.1) i promieniu r; = 1.

= Obrazem okregu K| w jednokladnosci
o srodku O i skali k = 2 jest okrag K,
o érodku S5(4,2) i promieniu ry = 2.

= Obrazem okregu K| w jednokladnosci
o srodku O iskali k = —1 jest okrag K
o srodku S3(—2, —1) i promieniu r; = 1.

Zauwazmy, ze jednokladnosé o skali & = —1 jest symetria srodkowa.

7. Narysuj okrag K, bedacy obrazem okregu K: (x — 3)° + y* = 4 w jedno-

10.

*11.

kladnosci o srodku O(0,0) i skali:
a) k=2, b) k=-1, c) k=-2.

Dany jest okrag K, o réwnaniu (z — 2)? + (y — 1)? = 4. Okrag K jest
obrazem okregu K w jednokladnosci o srodku w punkcie P i skali k. Podaj
rownanie okregu K.

H) P(U‘,U), =2 h) P(42) ko= ft) P(E,—ﬁl)? k= —

1

2
Okrag K; o réwnaniu x? — da + y* — 4y = 0 jest obrazem w pewnej
jednokladnodei okregu K, o réwnaniu x* + 2z + y* + 2y = 0. Wyznacz
srodek tej jednokladnosci oraz podaj jej skale. Rozpatrz dwa przypadki.

Okrag K, o réwnaniu (x — 3)? + (y — 2)* = 9 jest obrazem okregu K,
o promieniu 1 w jednokladnosci o srodku w punkcie P(3,—1). Wyznacz
rownanie okregu K. Rozpatrz dwa przypadki.

Okrag K o srodku w punkcie (4, —2) jest styczny do osi OX. Okrag ten
przeksztalcono przez jednokladnosé o skali k = —% i srodku w punkcie P
nalezacym do prostej = + 2y = 0. W ten sposéb otrzymano okrag K.

Podaj rownanie okregu K, jesli jest on styczny do osi: a) OX, b) OY.
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v
Zestawy powtorzeniowe

W Zestaw |

1. Oblicz diugosci odeinkéw AB, BC' i AC. Czy punkty A, B i C sa wspol-
liniowe?
a) A(—4,5), B(0,2), C(8,—4) c) A(—4,-12), B(2,-4), C(10,2)

2. Sprawdz, czy tréjkat ABC jest réwnoramienny lub prostokatny.

@ 3. Wykaz, ze trojkat ABC jest prostokatny oraz réwnoramienny. Wyznacz
wspolrzedne srodka okregu opisanego na tym tréjkacie.
a) A(0.6), B(2,0), C(8.2) b) A(-7,-2), B(2,1), C(-1,10)

4. Kwadrat, ktérego jeden z wierzchotkéw ma wspélrzedne (1, —4), ma ob-
wod réwny 8v5. Punkt przeciecia przekatnych tego kwadratu nalezy do
prostej y = & — 1, a wspoélrzedne tego punktu sa liczbami ujemnymi. Ob-
licz wspolrzedne pozostalych wierzcholkéw kwadratu.

5. W trojkacie o wierzchotkach A(2,—1), B(1,2) i C(—3,4) poprowadzono
srodkowa AD i wysokos¢ AE. Oblicz ich dlugosei.

6. a) Na prostej przechodzacej przez punkty A(1,—3) i B(6.7) wyznacz
punkty, ktorych odleglosé od punktu A jest rowna 2.

b) Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt A(2, —1), réwno
oddalonej od punktow B(2,4) 1 C'(0.3).

7. Podaj rownanie okregu o srodku S i promieniu r. Narysuj ten okrag. Wy-
zmacz jego punkty przeciecia z osiami ukladu wspdélrzednych.

a) S(—4,0),r=25 c) S(—1,2), r=4
b} 5(2,3); =5 d) S(—3,-4),r=1
8. Do okregu o srodku (1,2) nalezy punkt (3, 2). i

a) Wyznacz réwnanie tego okregu.
b) Wyznacz wspoélrzedne punktéw, w ktérych okrag ten
przecina os QY. 11

¢) Oblicz pole zacieniowanego obszarn (rysunek obok). ol 1

1
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10.

11.

b

S

Okrag o srodku w punkcie K, jest styczny do prostej [, a okrag o srodku
w punkcie K jest styczny do prostej k. Oblicz promienie tych okregéw oraz
odleglos¢ miedzy ich srodkami. Okresl wzajemne polozenie tych okregow.

&) JG(=1.4), Tie=1, Kg(l4)., kig=3
b) Ki(-3.-3), l:y=-2, Ks(-3.—-4), k:y= -6

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie nie opisuje okregu?
a) 22 +y? —dr+2y=m?*-9 b) 22 +y* - 2mx+4dy=m*+m-—-7

Dla jakich wartosci parametru m okregi K, i K, sa styczne zewnetrznie?
a) Kppx?+y? +2r+2y=m? -2, Ky: 2? +y*—4dx — 6y = 4m? — 13
b) Ki: 2 +y*+6x—4y=m?—13, Ko 2*+y* -2z —4dy=m*+2m—4
Dla jakich wartosci parametru m okregi K| 1 Xy maja tylko jeden punkt
wspolny?

a) Ki:22+y* -4z —-29y+1=0, Ko: 22+ 924+ 62—-2y+10—m =20
b) Ki:a?+y* —4de+2y+4=0, Ky 2®+y*+2x—-6y+10-2 =0

B Zestaw Il

I

4.

Wyznacz wspolrzedne punktu przeciecia symetralnych tréjkata ABC. Po-
daj réwnanie okregu opisanego na tym trojkacie.

a) A(0,0), B(4,—4), C(4,8) b) A(=2,-2), B(6,-2), C(2,6)

Punkt P lezy na prostej [, a jego odleglos¢ od prostej y = —x + 2 jest
réwna 4v/2. Wyznacz wspéhrzedne punktu P.

a) by=x+2 b)l:y=2x—-6

Lafen

Jeden z bokow kwadratu opisanego na okregu o srodku w punkcie P jest
zawarty w prostej k. Wyznacz réwnania prostych zawierajacych pozostale
boki tego kwadratu.

&) P{—El),k 3;:33?—3 h) P(S,l),k: y:—%;;;-}l(}

Oblicz odleglosé¢ miedzy prosta l;: y = —x + by a prosta ly: y = —x + ba,
jesli wiadomo, ze pierwsza z nich jest odlegla od punktu (0.0) o 2. a druga
o 6 oraz by, by > 0. Wyznacz réwnania tych prostych.

Dla jakich wartosci parametru m trojkat ABC ma pole réwne 247
a) A(-1,1), B(3,-3), C(m,m) b) A(—4,-6), B(8,6), C(m,6 — m)

Zestawy powtdrzeniowe
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12.

13.

14.

15.

Oblicz promien okregu stycznego jednoczesnie do prostych ki l. Wyznacz
rownanie tego okregu, jesli jego srodek lezy na prostej y = —x.
a) k: y=x+2,: y=x+6 b) k: y= ;_!]-:1:+'2, Iy g= %JT'—S

Trojkat réwnoramienny jest wpisany w okrag (z — 1)? + (y — 2)* = 50.
Oblicz wspolrzedne wierzcholkéw tego tréjkata. jesli wiadomo, ze:
a) jego podstawa jest zawarta w prostej y = x — 7,

b) jedno z jego ramion jest zawarte w prostej y = —é—r + 4.

Bok AB tréjkata ABC zawiera sie w prostej x +y — 2 = 0, a bok AC -
w prostej 3z — 5y — 14 = 0. Punkt S(0, —2) jest srodkiem boku BC. Oblicz
wspolrzedne wierzcholtkow tego trojkata oraz wyznacz rownanie okregu
opisanego na nim.

Oblicz odleglosé punktu P{l] —3) od prostej, do ktorej naleza punkty
wspolne okregow 22 +4x +y* +2y+4 = 0 oraz 2° + 2z +y* + 4y +4 = 0.

Uzasadnij, ze w pewnej symetrii sSrodkowej okrag z2+y*+122+32 = 0 jest
obrazem okregu z° + y* — 4o — 4y + 4 = 0. Wyznacz $rodek tej symetrii.

. Wyznacz réwnanie okregu symetrycznego do okregn z°4y°+6ax—4y—3 = 0

wzgledem:

a) osi OX, b)osi OY, c) prostejy=ax—3, d) prostej y=—2x+6.
a) Wyznacz réwnania stycznych do okregu z? + y? + 4o + 2y — 35 = 0,
prostopadlych do prostej 3z — y = 0.

b) Przez punkt A(3, —4) poprowadzono styczne do okregu o srodku S(3,1)
i promieniu v/5. Oblicz dlugosé odeinka laczacego punkty stycznodcei.

Dla jakiej wartodci parametru m réwnanie 22 + y* — 2ma + 3m = 0 opisuje
okrag styczny do prostej © = 27

Oblicz pole czesci wspolnej trojkata ABC 1 jego obrazu w przesunieciu
o wektor T = [—4,1].

a) A(—4,0), B(4,0), C(0,4) b) A(=3.0), B(3,0), C(0,3v3)

Punkty P i @ sa srodkami bokow odpowiednio AB 1 AC trojkata ABC.

Wyznacz réwnanie prostej zawierajacej bok AC', jesli:
a) A(—4,1), P(-1,-1), CB =[1,-8],
b) P(1,3), AP = [4,2], PQ = [-3,1].
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Sposob na zadanie

Przykiad

Dla jakich wartodci parametru m okrag (x —2)° + (y — m)? =
do prostej y = 2x — 17

Aby rozwiazac¢ to zadanie, mozemy postapic¢ na rézne sposoby.
I sposob

Okrag jest styczny do prostej, gdy uklad rownan:

y=2r—1
{ (x—2)+(y—m)? =5
ma jedno rozwiazanie,
Przeksztalcamy drugie rownanie i otrzymujemy:
2 +y? —4dr—2my+m*—-1=0
Podstawiamy y = 2z — 1:
2+ (2r—1)—4dx—2m2x —1)+m? —1=0

&

5 jest styczny

2 +4x? —Az+1 -4z —4dme+2m+m?P—-1=0

Szt —4(m+2)x+m(m+2)=0

A =16(m+2)%> —20m(m +2) = —4m® + 24m + 64 = —4(m + 2)(m — 8)
Uklad réwnan ma jedno rozwiazanie, gdy A = 0, czyli dla m € {—2,8}.

II sposob |
Okrag jest styczny do prostej, gdy odleglosé jego
srodka od tej prostej jest rowna promieniowi okregu.
Srodkiem okregu jest punkt S(2,m), a jego promien
r = /5.
Rownanie proste] zapisujemy w postaci ogdlnej:

22 —y=—1=0

Odleglosé¢ punktu S od prostej 2r — y — 1 = O«
[2-2-1-m-1| _ [3—m]

P

4 F 4 F F o

. ; 7 . 3—m
R.GZ“'IE.I:ZII_]E?IH}’ rOwWIlaile: | | - \/5

&

|3 —m|=5
3—m=5 lub 3—m=-5
m=—-2 lub m=38

Odpowiedz: Dany okrag jest styczny do prostej y = 2z — 1 dla m € {—2,8}.

Sposob na zadanie
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@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1.

Punkty A(—3,2), B(1,2), C(5,6) i D(1,6) sa wierzcholkami réwnoleglo-
boku ABCD. Jego obwad jest liczba nalezaca do przedzialu:

A. (13;16), C. (19;22),

B. (16:19), D. (22;25).

Dany jest okrag o srodku w punkcie S, 1 promieniu 3 oraz okrag o srodku
w punkecie S5 i promieniu 2. Okregi te majg jeden punkt wspolny, jesli:

A. 81(1,2), Sa(4,5), C;5(—6:2);8:(—2, 1)
B. 51{25 1}* 52{352J& D. Sl{_‘i! _3}+ SZ(_Qs _2)

Okrag o érodku w punkcie S(—1,2) i promienin v/10 ma dwa punkty
wspolne z prosta AB, gdy:

A. A(-3,-2), B(1,-1), C. A(0,5), B(3,4),

B. A(-2,-5), B(2,2), D. A(2,1), B(4,7).

Punkty A(—3.7), B(17,-3) i C(13.5) sa wierzcholkami réwnolegloboku
ABCD. Wierzcholek D ma wspolrzedne:

A. (-T7,15), C. (—4.,8),

B. (—4,10), D. (—20,10).

Punkty A(—4,—4), B(6,—4) i C(14,2) sa wierzcholkami rombu ABCD.
Okrag wpisany w ten romb dany jest rownaniem:

A. 2 -8z +y*+2y+1=0, C.2° 44> —-10x+2y—10=0,

B. 2° —8x+y* +2y+8=0, D. 22 +y?—10z+2y+17=0.
Obrazem okregu z° + y*> + 6z — 2y + 6 =0 w przesunieciu o wektor
T =[5, —4] jest okrag:

A. 22 +y2 44— 6y —4 =0, C.z22+9y? —4xr—-6y—9=0,

B. 22 +y* —4dx+6y+9=0, D. 22 +y* +4z + 6y +4=0.

Zaba, wykonujac skok, przesuwa sie o wektor W = [3,1] lub ¥ = [-1,2].
Na poczatku znajdowala sie w punkcie P(—2,—3). Wszystkie punkty,
w ktorych moze znalezé sie zaba po wykonaniu trzech skokow, leza na
prostej danej rownaniem:

A.y=3z+1, C.y=—-x+2,
B. y:—%:ﬂ-{"%, 10 y:—-%_’;r.}%_
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Przed obowigzkowa matura z matematyki @

B Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Dane sa punkty A(—5,1), B(—3,5), C(5,—1) i D(11,—3). Oblicz odleglosé
miedzy srodkami odcinkow AB i CD.

Zadanie 2 (2 pkt)
Oblicz odleglosé¢ punktu P(1,6) od prostej y = $a — 1.

Zadanie 3 (2 pkt)
Wyznacz réwnanie okregu o srodku S(4, 1) stycznego do prostej y = —2.

Zadanie 4 (2 pkt)
Podaj réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K: (x—4)* +(y+3)* =4
wzgledem osi OX. Oblicz odleglosé miedzy srodkami tych okregow.

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

(D] Zadanie 5 (5 pkt)
Uzasadnij, ze czworokat o kolejnych wierzcholkach A(-2,—-1), B(4,1), C(6,7)
i D(0.5) jest rombem. Oblicz jego pole i wysokosc.

Zadanie 6 (4 pkt)

Punkty A(4,2) i B(1,6) sa wierzcholkami réwnolegloboku ABC D, ktérego
przekatne przecinaja si¢ w punkcie S(0.3). Wyznacz réwnanie symetralnej
boku C'D.

[b] Zadanie 7 (3 pkt)
Uzasadnij, ze okregi dane réwnaniami:
(—4)>2+(y—3)*=51 (z—1)2+(y+3)2=20

sa styczne zewnetrznie.

Zadanie 8 (5 pkt)

W okrag (x —2)*+ (y — 1)? = 25 wpisano trojkat prostokatny réwnoramienny
ABC o kacie prostym przy wierzcholku C(—1,-3). Wyznacz wspdlrzedne
pozostalych wierzcholkéw tego trojkata.

Zadanie 9 (4 pkt)

Okrag K’ jest obrazem okregu K: (x+3)*+(y—1)* = 1?% w symetrii wzgledem
poczatku ukladu wspoélrzednych. Podaj réwnanie okregu K’ i wyznacz wspol-
rzedne punktoéw, w ktorych przecina go prosta przechodzaca przez $rodki tych
okregow.
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@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-3 odpowiedz ma postac trzycyfrowego kodu.

Zadanie 1 (2 pkt)
Punkty A(—2, —1)iC/(4, 1) sa wierzcholkami rombu ABC'D o boku dlugosei 5.
Oblicz pole tego rombu. Zakoduj trzy pierwsze cyfry rozwiniecia dziesigtnego
otrzymane) liczby.

Zadanie 2 (2 pkt)

Srodek okregu przechodzacego przez punkty A(4.0) i B(2,2) lezy na prostej
y = —x. Oblicz promien tego okregu. Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze
cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 3 (2 pkt)

Oblicz obwdod trojkata rownobocznego wpisanego w okrag dany réwnaniem
o2+ y? +6x —2y+6 = 0. Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia
dziesigtnego otrzymanej liczby.

Zadanie 4 (5 pkt)

Dluzsza podstawa trapezu réwnoramiennego wpisanego w okrag o réwnaniu
r* +y? +2r — dy — 45 = 0 jest srednica tego okregu. Oblicz wysokosé tego
trapezu, jesli wiadomo, ze jedno z jego ramion lezy na prostej y = 3x — 15.

Zadanie 5 (6 pkt)
Punkty A(—2,3), B(0,1) i C(3,6) sa wierzcholkami tréjkata ABC. Oblicz
odleglosé srodka ciezkodei tego tréjkata od srodka okregu na nim opisanego.

Zadanie 6 (4 pkt)
Dla jakiej wartodci parametru m okrag @° + y* — 2ma — 2y +m? — 67 = 0 ma
dwa punkty wspolne z prosta y = —4dx + 37

Zadanie 7 (4 pkt)

W okrag o réwnaniu z® + y* — 2x — 4y — 15 = 0 wpisano trapez. Jego dluzsza
podstawa jest zawarta w prostej * — y = 1. Wyznacz wspolrzedne wierzchol-
kéw tego trapezu, jesli wiadomo, ze jego wysoko$¢ jest réwna 4+/2.

Zadanie 8 (4 pkt)

Dane sa wierzcholki B(10,5) i D(1,5) trapezu ABC D, ktérego podstawa AB
jest trzy razy dluzsza od podstawy C'D oraz AB = [12,6]. Oblicz wspdlrzedne
pozostalych wierzcholkow tego trapezu. Wyznacz wektor, ktérego poczatkiem
jest §rodek ramienia AD, a koncem Srodek ramienia BC.

Zadanie 9 (5 pkt)
Dla jakiej wartosci parametru m pole tréjkata o wierzcholkach A(0, —3),
B(2,1) i C(m,m? + 1) jest najmniejsze?
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Pojecia ciagu uzywamy, mowiac o kolejno ustawionych obiektach. Moga to by¢
obickty matematyczne lub inne. W rozdziale tym omawiamy ciggi liczbowe,
czyli takie, ktorych kolejnymi wyrazami sa liczby. Przyklady ciagow:

1,4, 9, 16, 25, 36. ... — ciag kwadratéw kolejnych liczb naturalnych dodatnich,

3.5, 43, &, 5. ... — ciag odwrotnoéei kolejnych liczb pierwszych,
14, 1,41, 1,414, 1,4142, 1,41421, 1,414214, 1,4142136, ... — ciag kolejnych

przyblizen liczby v/2.



3.1. Pojecie ciggu

Liczby: 1, 3. 6, 10, 15, ... to kolejne liczby trojkatne — nazwe wyjasnia ponizszy
rysunek. O

O QO
O QO CO0O
O OOO OOOOO OOOOOOO OOOOOOOOO
6

i =1 do =3 a4:=10 s = 15

Mowimy. ze liczby tréojkatne tworza ciag. Ciag jest okreslony, jesli kolejnym
liczbom naturalnym dodatnim przyporzadkowano wartosci: a,, as,as, ..., kto-
re nazywainly wyrazami ciagu.

Przyktad 1

W ciggu: 1. 4, 9, 16, ... wyrazy sa kwadratami kolejnych liczb naturalnych
dodatnich. Na pr z,}rklad wyraz ag = 9° = 81, a;p = 10% = 100,

Ogolnie, n-ty wyraz ciagu ma postacé: a,, = n-.

Cwiczenie 1

Odgadnij regule, wedlug ktorej mogly powsta¢ wyrazy danego ciagu. i podaj
wyrazy ag oraz ay tego ciagu.
a) 2, 4, 8, 16, 32, 64, ... c) —1, 1,-1,1,-1,1, -1, 1,
B 4 4 ke 3,

i
i6° 327 647 *°"
Definicja
Ciggiem nieskonczonym nazywamy funkcje, ktorej dziedzina jest zbior
liczb naturalnych dodatnich.
Czasem za dziedzine ciggu przyjmowany jest zbior wszystkich liczb naturalnyeh N.
Uwaga. Zamiast .ciag nieskonczony” bedziemy pisa¢ krotko: .ciag”.

Kiedy mowimy o ciagach, uzywamy zwykle innych oznaczen niz do opisu funk-
ji. I tak ciag a: N, — R oznaczamy (a,). Kolejne wartosci funkeji a, czyli

wyrazy ciagu: a(l), a(2), a(3), ..., VY 5

oznaczamy odpowiednio: a, as, as, ... L E
Przyktad 2 1 B O -
Na rysunku obok przedstawiono wy- i - *’
kres ciagu odwrotnosci knl{*jny(:h liczb ! -
naturalnych dodatnich: 1,1, 4. 4,... o 1 2 3 45
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Cwiczenie 2

Na rysunku A przedstawiono wykres
ciagu kolejnych liczb parzystych: 2, 4,
6. 8 10, ..., a na rysunku B wykres
ciagu stalego o wszystkich wyrazach
réwnych 3. Podaj wyrazy siedemnasty
oraz setny kazdego z tych ciggow.

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres ciagu:

a) polowek kolejnych liczb naturalnych: 3. %, %._ %, Byieca

b) kolejnych poteg liczby % % %,

¢) naprzemiennego: 2, —2, 2, —2, 2, =2, ...

L

» 167 7

=

Y b

(4 (e e e —— ,- i CZH.EHIHL Zarlast I'FSU“FEC W}rkreﬁ
! ! | ciagu w ukladzie wspolrzednych (ry-

2 f sunek obok), wyrazy ciagu bedziemy

oy e A | _ zaznacza¢ na osi liczbowej (rysunek
11 : ; i | ponizej).

@) 1 2 3 4 5 L 0 1 a1 = as a3 agqds

Cwiczenie 4
Zaznacz na osi liczbowej pie¢ poczatkowych wyrazow danego ciagu.
a)0,4,2, 8 8 b b)4,2,1,4,4 1 ... ¢)1,-1,2,-2,3,-3, ...

93 93 9F 3y 99 ) 21

Wiekszos¢ ciagéw przez nas rozpatrywanych to ciagi, ktorych wyrazami sa
liczby — takie ciagi nazywamy ciggami liczbowymi. Oprocz ciggéw liczbowych
rozpatruje sie rowniez inne ciagi, np. ciag prostych, ciag wielokatow.

Przykiad 3

Na ponizszych rysunkach przedstawiono pie¢ poczatkowych wyrazow ciagu
wielokatow foremnych wpisanych w okrag o promieniu 1.

a (o ag o as

trojkat kwadrat pigciokat szesciokat siedmiokat

3.1. Pojecie ciagu
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Rozpatrujemy réwniez ciggi skonczone, czyli takie, ktorych dziedzing jest zbior
skoficzony {1,2, ...,n}. Ciag a;,as,..., a,, nazywamy ciggiem n-wyrazowym.

Przyktad 4
W tabeli przedstawiono dwa rézine ciagi

. . : . n a 0
siedmiowyrazowe: (a,) — ciag nazw dni ty- (n) (%n)
godnia ulozonych w kolejnosci nastepowa- 1 poniedzialek = czwartek
nia po sobie oraz (b, ) — ciag nazw dni tygo- 2 wtorek niedziela
dnia ulozonych w kolejnosci alfabetycznej. 3  éroda piatek
Zwréé uwage na to, ze w przeciwienstwie czwartek poniedzialek
. ” . g ; . - I : 1
do zbioréw kolejnogé wyrazéw w ciggu ma | °  Platek sobota
znaczenie. Jezeli zmienimy kolejno$é¢ wyra- 6 | sobota sroda
niedziela wtore
7 edziel torek

zOW W clagu, to otrzymamy nowy ciag.

Zadania

1. Podaj wyrazy a-, ag, ag 1 a9 ciagu:
a) kolejnych liczb nieparzystych dodatnich: 1, 3, 5, 7, ...
b) odwrotnosci kolejnych liczb parzystych dodatnich: 1, 1, 2,
¢) kolejnych liczb pierwszych: 2, 3, 5. 7, ...

2. Naszkicuj wykres ciagu o wyrazach:
a) —1, =2, -3, —4, -5, ... 2=,
b) 1,0,2,0,3,0,4,0, ... e) —1,2, -3,4, -5,6,...
e —3;8,—3,8,—-3,3, ... f) 1, .1, &, 1

3. Wyrazy aq, as,...,aq ciagu sa przybli-
zeniami dziesietnymi liczby x. do pierw-

V2 =~ 1.41421356237309505
V3 & 1.73205080756887729
T &~ 3,14159265358979324

szego, drugiego, ..., szostego miejsca po
przecinku. Wypisz te wyrazy.

a) x =2 b) z =3

4. Na rysunku przedstawiono wykres ciagu  y4
(ﬂ--n) o “"}r].'ﬂZﬂ.Ch: ﬂ_l \/'2"‘ \/f:‘j‘ \/{1" . | . .
7 wykresu mozemy odczytaé, e do prze- i e ‘
drih (1:2) ol dwa wyray tegociae | |+ 7T
gu: ax = V2 i az = 3. lle wyrazow P
ciagu (a,) nalezy do przedzialu:

a) (2;3), b)(3:4), c)(4;5),

¢ =7

o 1. X
d) (11;12)?
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3.2. Sposoby okreslania ciggu
Ciag mozemy opisa¢ slownie, podajac warunki, jakie spelniaja jego wyrazy.

Przykiad 1

a) Ciag kolejnych cyfr wystepujacych w rozwinieciu dziesietnyin liczby 7.
Jest to ciggr 3.1, 4 1, 5:9,8.90,85; 3; 5,89,

b) Ciag kolejnych liczb pierwszych wigkszych od 10.

Jest to cigg: 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, ...

Cwiczenie 1
Wypisz siedem poczatkowych wyrazow ciggu:
a) kolejnych liczb naturalnych, ktérych pierwiastek jest liczba niewymierna,

b) kolejnych liczb pierwszych wiekszych od 30.

Innym sposobem okreslenia ciagu jest podanie wzoru na n-ty wyraz ciagu
taki wzor nazywamy wzorem ogolnym ciggu (zwanym tez wzorem jawnym).

Przykiad 2

a) Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciggu o wzorze ogélnym a,, = 7.

Po podstawieniu za n kolejno liczb: 1, 2, 3, 4, otrzymujemy:

3 _ 3 e
723 — 5 W4 =37

== ]
1, = 2

1
91
b) Oblicz dziesieé¢ poczatkowych wyrazdéw ciagu o wzorze ogélnym a,, = 1 — =,

Po podstawienin za n kolejno liczb: 1, 2, ..., 10, otrzymujemy:
0,1,2 84561 9

4.7 5T

i 8
1 273 §' 97 10

Cwiczenie 2
Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu (a,, ) oraz wyraz ag.

- ??-2 - TLE—] . -3 __ oa b
a) an= T b) a, = 2 &) Gy= P d) a, =n"—n
Cwiczenie 3
Oblicz nastepujace wyrazy ciagu (a,): a;. aq, as, a4 1 aqg.
P = i1 . == 1 5 — n n—1
a) gy= (=17t ¢) a, =(—1)"-n e) a, =(—1)*- ey
b) a, = (—1)7+! . 2" d) a, = (=1)" . 27+ f) a, = (=1)"1. ,j‘_::

3.2. Sposaby okreslania ciagu
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Czasem na podstawie kilku poczatkowych wyrazow ciagu mozna odgadnac
regule. wedlug ktore] mogly one powstac¢, co pozwala zaproponowac wzor
ogolny tego ciagu.

Przykiad 3
Kolejne wyrazy ciggu | Przykladowy wzor ogélny ciggu
3y By Ty Sl 18y a, =2n+1
4,7,12,19, 28, ... | g =13
—3,3, 8,3, =3, .- | a4y = (=1)"-3

Cwiczenie 4
Zaproponuj wzor na n-ty wyraz ciagu.

a) 1, 3, 9, 27, 81, 243, ... e) 1, v2, V3, 2, V5, v6, V7, ..

b) 0, 3,.8, 15, 24, 35, ... f) 4, ¢ &, & 3 3
c) -1, 4, -9, 16, —25, 36, ... g) 75 373 39 T B i

d) 3, =9, 97, <81, 943, .. 1 e R (e T (L

Zauwazmy, ze na podstawie kilku poczatkowych wyrazow ciagu mozemy podac
rozne wzory na n-ty wyraz ciaggu.

Cwiczenie 5
Trzy poczatkowe wyrazy ciagu (a,) sa réwne: —1, 0 i 1. Oblicz wyrazy ay4, a;
i ag, jesli:

a) a,=n—2, b) a, = (n— 2)?, c) an=—cos(n—1)3.

Przykiad 4
Ktére wyrazy ciagu okreslonego za pomoca wzoru a,, = 25—n” sa réwne zern?
= )
25—n~=1
n=-5lubn=>5

Z zalozenia n € N, , zatem jedynym wyrazem ciagu (a, ) rownym zeru jest as.

Cwiczenie 6
Ktore wyrazy ciagu (a, ) sa rowne zeru? Ktére wyrazy tego ciagu sa dodatnie?
a) a, =12—3n ¢) a, =n?—4

b) a, = 14 — 3n d) a, = 40 — n*
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Zadania

Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (a,).

_1yn G
.ﬂ-) ay = 4dn — 2 {l} i, = { ;]'.:,} g) iy = (n{]?-'l}'i‘l}
b) an = 3n —n’ e) ap=2— {_;1,}.“ h) a, = ”[iriz;w

(:) Ap = 2" —n f} iy = {_1)ﬂ+1 4+ n 1) iy, = ,”.;.3 + {_”)n-- 1

157 szesc¢ poczatkowyeh wyrazow ci i )i
Wrypisz szes¢ poczatkowych wyrazow ciagu (a,

1 2n
a) a, =19 4 gl Haste
T n=-1

0
bB) a; = {

2" dla n parzystych

dla n nieparzystych dla n nieparzystych

dla n parzystych dla n parzystych

dla n nieparzystych

dla n nieparzystych

dla n parzystych

Zaproponuj wzor ogblny ciagu.

1 3 5 1 8 1 5 /a3 3T AE 5F
a) 2,02 2 I 9 L d) 2, v3, V4, V5, V6, ...
o T L S AR, I )y & 4 -7 10 43

b) 1-3a* 3.6 57! 797 8H.11% *"° f’) 64 11*' 167 217 27

3 S R S, SR .. S Y. 1 I

(') 3 97 277 81! 2433 f) 0, g°? 0, B1? 0, 7297

Ktére wyrazy ciagu (a,) sa rowne zeru?
c) a,=n*—4n?+4n e) a, =n?*—13n% + 36

_ (n®-64)(64—n?)
dn—1

a) a, = n?(n—3)

2 "
b) == n“—4n+3 d) &, =

n3=3n2+4n f]
n+1

2n<44

Ktére wyrazy ciagu (a,) sa ujemne?

a) a,=n*—5n—-10 b)a,=n*—1ln+10 c¢) a, =3n*>—10n+38

Ktére wyrazy ciagu (a,) sa réwne jeden?

- n2—6n-+1 .
a) a,=n*—2n—14 b) a, = % ¢) a, = sin —

2

Dla jakich n wyrazy ciagu (a,) sa mniejsze od wyrazow ciagu (b,,)?
- b) a, =2n+6, b, = (n?—9)(n—25)

n+5

a) a, =n(n—2>5), b, =

Wyznacz wyrazy ciagu (a, ), ktore sa liczbami catkowitymi.

_ n+4 : _ 2n+8 _ 36-—n?
FL) n = T h) On = n-+1 T n2

c) an

Uzasadnij, ze wykresy ciagéw (a,) i (b,) nie maja punktéw wspdlnych.

a) a,=2n*-n+9, b,=6—8n b)a,=4n3 b, =4n*—n

3.2. Sposoby okreslania ciagu



10. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wykres ciagu (a,,) jest zawarty w wykresie funkeji  \Y¢ = @
liniowej przedstawionym na rysunku obok. Wy- \| =
znacz wzor ogolny tego ciagu.

Punkty (1,4) i (3,0) naleza do wykresu funkeji
liniowej y = ax + b. Rozwigzujemy uklad réwnain:

{4=a+b

0=3a+b
i otrzymujemy a = —21ib = 6. Zatem y = —2x+6,
czyli wzor ogolny ciagu ma postac a, = —2n + 6.

Wyznacz wzor ogélny ciagu (a,, ), jesli jego wykres zawiera sie w prostej:
a) przechodzacej przez punkty (2,2) i (6.0),

b) réwnoleglej do prostej y = —%;r + 4 oraz najwiekszy wyraz tego ciagu
jest réwny %,

¢) prostopadlej do prostej y = 3x oraz ag = 7.

11. a) Wykres ciagu (a,) jest zawarty w paraboli
przedstawione] na rysunku obok. Wyznacz wzor
ogolny tego ciagu.

b) Ktére wyrazy ciagu (a,) spelniaja nieréw-
nosé¢ a, < 127

12. Wykres ciagu (a,,) jest zawarty w paraboli prze-
chodzacej przez poczatek ukladu wspoélrzednych
i majacej wierzcholek w punkcie (2, 8). Wyznacz

wzor ogolny tego ciagu.

13. Wykres ciagu (a,,) jest zawarty w paraboli prze-
chodzacej przez punkty (0,0), (2,1)1(4,4). Wy- i :
znacz wzor ogolny tego ciagu. Oblicz wyrazy ag, _4
@y 1 ag.

14. Wykres ciagu (a,) jest zawarty w pewnej paraboli. Wyznacz wzdr ogélny
tego ciagu i oblicz jego 6smy wyraz, jesli wiadomo, ze:

a) wierzcholek tej paraboli ma wspélrzedne (3.9) oraz a, = 5,
b) parabola ta przecina o§ OX w punktach (—2,0) i (4,0) oraz ag = 8,

¢) parabola ta przecina o§ OY w punkcie (0, —4) oraz a; = 4, a3 = 11.
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3.3. Ciagi monotoniczne (1)

Przyktad 1

Kolejne wyrazy ciaggu o wzorze ogélnym a,, = & (wy- Y EEE L
A ¥ .1 .2 3 4 5 8 7 L - s e S S S
kres obok) to: 3, 3, 3. 35 3 31 3 --- Kazdy wyraz 7 . 1
tego ciagu (oprécz pierwszego) jest wiekszy od wy- ¢ T E b | i X
razu poprzedniego, zatem ciag (a, ) jest rosnacy. O ] 123456 7x

Ciag (a,) nazywamy ciagiem rosnacym, jezeli dla kazdej liczby n € N,
spelniona jest nieréwnosé a,., > a,, (czyli a1 —a, > 0).

Zauwazmy, ze jesli ciag (a,,) jest rosnacy, to dla dowolnych m,n € N takich,
ze m > n, zachodzi nier6wnosc a,, > a,,.

Przykiad 2

Kolejne wyrazy ciagu o wzorze ogolnym a,, = Ti (wy- Y“..? S

.3 3 3 '3 3 3 3 e .

kres obok) to: T, 5, 5, 5, £, & 3, ... Kazdy wyraz -2 S S
tego ciagu (oprécz pierwszego) jest mniejszy od wy- ot e el
razu poprzedniego, zatem ciag (a,) jest malejacy. Ol 1 2 3405 6 Tx

Ciag (a,) nazywamy ciggiem malejacym, jezeli dla kazdej liczby n € N
spelniona jest nieréwnosé a,.; < a, (czvli a,.1 —a, < 0).

Zauwazmy, ze jesli ciag (a, ) jest malejacy, to dla dowolnych m,n € N takich,
ze m > n., zachodzi nieréwnosé a,, < a,,.

Cwiczenie 1

Podaj przyklad ciagu:

a) malejacego o wszystkich wyrazach wigkszych od 10,
b) rosnacego o wszystkich wyrazach ujemnych.

Przyktad 3 |
Uzasadnij, ze ciag a, = (—1)"- ﬁ (wykres obok) }1 L
nie jest ani rosnacy, ani malejacy. HEE'N e
: : ol 1 ¢ ' X
Kolejne wyrazy ciagu (a,) to: Bonid - O O S - U 5.,
S, O SR S G N | | | |
Y33 T30 4» " 5@t

Aby stwierdzi¢, ze ciagg ten nie jest ani rosngcy, ani malejacy, wystarczy za-
uwazy¢, ze na przyklad drugi wyraz jest wiekszy od pierwszego (ax > a,),
natomiast trzeci wyraz jest mniejszy od drugiego (ag < as).
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(0] Ewiczenie 2
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Uzasadnij, ze podany ciag nie jest monotoniczny.

a) 1,2,9.1,2,3,1,2.3, ... b) ~1,~1},-2, 21 —/5,-3,~31, ...

Cwiczenie 3

Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazéow ciagu (a,, ). Cazy jest to ciag monotoniczny?
a) a, = (n— 3)? b) a, = —n*+4n ¢) apn=n>—Tn+5
Aby wykazac, ze clag (a,) jest monotoniczny, nie wystarczy obliczenie kilku

jego poczatkowych wyrazow. Nalezy zbadac¢ znak réznicy a,.y — a, dla do-
wolnego n € N .

Przykiad 4
Dany jest ciag o wzorze ogdlnym a,, = Er'—’fg Wyznacz wyraz a,, ..

2(n+1) _ 2n+2 Wyraz a,1 otrzymujemy, wstawiajac
(n+1)+3 n+4 we wzorze ogdlnym n + 1 w miejsce n.

a"ﬂ-l‘-] =

Cwiczenie 4
Wyznacz wyraz a,, ciagu (a,).

n : —21 n—a o |
T— — . g, = — e = a—

a) an 2n+1 b) an 3n—-2 ¢) an n?+1 d) ax 2n-5
Przyktad 5
Wykaz, ze ciag a, = 717 jest rosnacy.

n+1 n+1 Fui .

= = Wyznaczamy wyraz tg.41.
®ntl = 041~ nte2 |
Wyznaczamy roznice @, — an:
# o P ntl 0 _ (n+1)?-n(n+2) _ n?42n+1-n®-2n _ 1
Rl TN T S92 T adl (n+2)(n+1) (n+2)(n+1) (n+2)(n+1)

Zauwazmy, 7ze @, — a, > 0 dla kazdej liczby naturalnej n = 1, zatem ciag
(a,) jest ciagiem rosnacym.

Cwiczenie 5
Wykaz, ze ciag (a,) jest rosnacy.

. _on _ 2n-2 _ dn+41

a) a, =n*“—n b} a., = c) a, = d) a, =

) = ) i n+4 ) " 2n+1 ) - 3n+1

Cwiczenie 6

Wykaz, ze ciag (a,) jest malejacy.

; n+2 : dn+2 n+2 1

a, = — b) a, = ) a. = d) a. =

a) an n+1 ) n 5n—1 ) an 2n+3 ) an n241
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Ciagami monotonicznymi, oprocz ciggow rosnacych i ciagow malejacych, sa
ciagi stale, ciagi niemalejace 1 ciagi nierosnace.

Ciag (a,) nazywamy ciggiem stalym, jezeli wszystkie wyrazy tego ciagu
sq rowne.

Ciag (a,) nazywamy ciagiem niemalejacym, jesli dla kazdej liczby n € N
spelniona jest nieréwnosé a, ., = a, (czyli a,.1 —a, = 0).

Ciag (a,) nazywamy ciagiem nierosngcym, jesli dla kazdej liczby n € N
spelniona jest nieréwnoéé a, < a, (czyli a4 —a, <0).

Uwaga. Kazdy ciag rosnacy jest ciagiem niemalejacym, a kazdy ciag malejacy jest
claglem nierosnacyiil.

Cwiczenie 7

Jakie liczby mozna wstawi¢ w miejsce [7], aby otrzymadé ciag niemalejacy?

a"} 1‘.‘ 2'!‘ 3.‘! 4.‘- ! ! 4'.! 5? {j'. ot 1}} 1'!' %! ." 2? EF 1 3‘.‘ 3'.‘ 3" aihAt
Cwiczenie 8

Wypisz osiem poczatkowych wyrazéw dowolnego nierosnacego ciagu (a,,), dla
ktérego: a) as =az=2,a5 =1, b) ay=as = -1, a; = —2.

Zadania

1. Wyznacz wyraz a, ., ciagu o podanym wzorze ogolnym.

9 34+n In—4 2n2+3
a) g, =n“—1 c) a, = — e) a, = Q=
¥ ) L ) @n n ) an 2n+1 8) ar 2n+6
‘ 2Zn 2=3n 4-2n2
b) a, = 2n — n? d) a,, = f) a, = — h) a, =
) an ) n+5 ) @n 4n—5 ) 2n?—1
@ 2. Wykaz, ze ciag (a,) jest monotoniczny. )
a) a, =n®—2n b) a, = 1—n? ) ity = 3-*]-i dj @q = 2_4.;-
T Tl
@ 3. Wykaz, ze ciag (a,) jest monotoniczny.
1} TR 1-n (‘) B i n P) o = 2n—4 ) o = n?—1
¢ L rn-+1 i 2n—1 ; = 3n+5 & i 1
3n In+2 2—3n ns
b) a; = d) ¢, = F) @ = ——— k] @ =
‘} " n+2 ) = dn+1 ) " 3—4n ‘} On n+1

lEl 4. Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazow ciagu (a, ). Uzasadnij. ze ten ciag nie
jest monotoniczny.

a) a, = S0 ¢) a, = |n—4] e) a, = (n—1)(n— 3)

n=

b) a, =4 - =L d) a, = |n* — 4| f) a, =8n—n?

mn
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5. Wykres ciagu (a,) jest zawarty w proste] przedstawionej na rysunku.
Okresl monotonicznosc tego ciagu.

b). Vv

6. Wykres ciagu (a,) jest zawarty w prostej y = (k—1)x. Dla jakich wartosci
parametru k ciag (a,) jest: a) malejacy, b) rosnacy, c) staly?

7. Dla jakich wartosci parametru k ciag (a,) jest rosnacy?
a) a, = (2k —3)n—6 b) an = (k2 — 1)n+4 ¢) a, = (3—k*)n

8. Dla jakich wartosci parametru ¢ ciag (a,) jest nierosnacy, a dla jakich
niemalejacy?

a) a, = (3—3t)n+2 b) a,=#—-9)(n+1) ¢) a, =—n(t*—2t)

9. Dla jakich wartosci parametru k ciag (a,) jest malejacy?
k2+1

- _ . _ 1y, , _ kK
a) a, = —n b) an—(l—;)n—i—:} c) u,n_mﬂ.—Z
10. Dla jakich wartosci parametru p ciag (a, ) jest rosnacy?
L __pn ) __ n+p
a) a, =n®—np b) a, = i c)] @n= =

11. a) Podaj przyklad ciagu malejacego (a,) takiego, ze ciag (b, ) okreslony
za pomoca wzoru b, = a? jest rosnacy.
b) Podaj przyklad ciagu rosnacego (a,,) takiego, ze ciag (b, ) okredlony za
pomoca wzoru b, = a2 jest malejacy.

12. a) Podaj przyklad ciagu malejacego (a,) takiego, ze ciag (b,) okreslony
za pomoca wzoru b, = |a,| jest rosnacy.

b) Podaj przyklad ciagu rosnacego (a, ) takiego, ze ciag (b, ) okreslony za
pomoca wzoru b, = |a,| nie jest monotoniczny.

@ 13. a) Wykaz, ze jesli ciag (a,) jest rosnacy, ¢ > 01 d € R, to ciag okreslony
za pomoca wzoru b, = ¢+ a, + d jest rosnacy.

b) Wykaz, ze jesli ciag (a,) jest malejacy, ¢ < 01 d € R, to cigg okreslony
za pomoca wzoru b, = ¢-a, + d jest rosnacy.
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3.4. Ciggi okreslone rekurencyjnie

Ciag (a,,) mozemy okresli¢, podajac jego pierwszy wyraz a, (lub kilka poczat-
18 Y | Jac JEZ0 | Y W} I !

kowych wyrazow) oraz wzor na wyraz a,,,, wyrazony za pomoca poprzed-
niego wyrazu (lub kilku poprzednich). Taki sposob okreslenia ciagu nazywamy

rekurencyjnym.

Przykiad 1

Oblicz wyrazy as. as i ay ciagu (a, ) okreslonego rekurencyjnie.
1

iy =
{a:,H =a:+1 dlan>1
Podstawiamy za n kolejno: 1, 2, 3 i otrzymujemy:
ay=al+1=1"+1=2
gg=as+1=2°+1=35
ay=a3+1=5"+1=26
Cwiczenie 1

Ponizej podano rekurencyjne okreslenie ciagu (a,) i obliczono wyrazy as i as.
Oblicz wyrazy ay. a5 1 ag.

_ a; = —1 Qo = r_:."f - 1= (—1)E —1=0
2) tny1=a,—1 dlan>1 az=as—1=0-1=-1
b) {a,:l as=2a;,+1=2:-14+1=3
2
nse1 =20, +1 dlan>1 ay=2a>,+1=2-34+1=T7
} {ul:Q a;=2a+(-1)'=2-2—-1=3
t-'.. T :
Uny1 =2an + (-1)" dlan>21 | g;=2a+(-1)>=2.3+1=7

Cwiczenie 2
Oblicz wyrazy aq.as....,ag ciagu (a,) okreslonego rekurencyjnie.

2) oy =2 a) ay = 57
ny1 =0, —3 dlan =1 Brni1 =2" 8, dlan=1
b ay = —3 ) ay =2
Qn+1 =2a, dlan =1 5 Apiy = u'ﬁ —n dlan =1
a; =1 f) ay =1
c
pyr = 30, —2n dlan > 1 App1 = a2 —a, dlan>1
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Przykiad 2

Oblicz wyrazy az, aq, ..., a1y ciagu (a,) okreslonego rekurencyjnie.

g1 =1; =1
Qi =0y +0, 1 dlan =2
Zauwazmy, ze kazdy wyraz ciagu (z wyjatkiem pierwszego i drugiego) jest
suma dwoch poprzednich wyrazow. Jego dziesie¢ poczatkowych wyrazow to:
1.1,2,38; 5; 8, 13, 21, 34, bb

Ciag ten znany jest jako ciag Fibonacciego [czyt. fibonaczeziego).

Czy wiesz, ze...

Leonardo z Pizy (ok. 1180-1250), znany jako Fibonacei,
jest uwazany za najwybitniejszego matematyka srednio-
wiecznej Europy. Podrézujac po krajach Wschodu, za-
poznal sie z osiagnieciami matematyki arabskiej i hindu-
skiej. W swoim dziele Liber abaci z 1202 roku dokonal

podsumowania stanu owczesnej wiedzy matematycznej.

Cwiczenie 3
Oblicz wyrazy az, ay, a5 1 ag ciagu (a,) okreslonego rekurencyjnie.

) ay =10, ay=2 } B = L@y == ]
H E r
Apiy = Qp +apy dlan>2 Api1 = a2 — a1 dlan>2

b ]

b}{“‘lzl! (5'2:3 djl {&1:1 ﬂ.'}:].

Ary) = Qp +0ap-; dlan =22 Gnil = Qp “Gp-1 —n dlan 22

D] Przyktad 3
Uzasadnij, ze ciag (a,) jest monotoniczny.

i = 3
Gpiy =0, —n° dlan>1
Wyznaczamy réznice a,., — a, i okreslamy jej znak:
Api1—0p = G, —n*—a, = —n* < 0dlan € N, zatem ciag (a,) jest malejacy.

(0] Cwiczenie 4
Uzasadnij, ze ciag (a,) jest monotoniczny.

a, = —2 a; =5H

) { Any1 =ap+4n?—1 dlan>1 c) {ﬁ:,H_, =n?.q, dan>1
ay =38 ar =2

b) {uﬂH =l — ﬁ dlan>1 d) {ﬂ'n+| = %}f ca, dlan=1
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Podanie wzoru ogélnego ciagu, ktory jest okreslony rekurencyjnie, moze by¢
trudne. Natomiast jesli znamy wzor ogdlny ciagu, to ciag ten mozemy zdefi-
niowac rekurencyjnie.

Przykiad 4
Dany jest ciag o wzorze ogblnym a,, = n(n+1). Okresl ten ciag rekurencyjnie.
Wyznaczamy wyrazy: @y = 1-2 =2 oraz a,.y = (n+ 1)(n + 2).
» Cigg mozemy okresli¢ rekurencyjnie na podstawie roznicy:
Gnt1 — QG =(n+1)(n+2)—n(n+1)=2n4+2

Stad otrzymujemy rekurencyjne okreslenie ciagu (a,,):

(Ll—?
Qny1 =0y +2n+2 dlan>1

o Rekurencyjne okreslenie ciagn mozemy réowniez wyznaczy¢ na podstawie

ilorazu:
ilorazu ang1 _ (R+1)(n+2) _ n+2

fpn n(n41) oon

Stad otrzymujemy inne rekurencyjne okreslenie ciagn (a,,):
i = 2
n+42
Upi1 = —-a, dlan>1
T

Cwiczenie 5
Okresl rekurencyjnie ciag (a,) na dwa sposoby. Skorzystaj najpierw z réznicy
Oy — Gn, & Dastepnie z ilorazu i:;——'u

T

n{n+1)
9

-

b) a, =n?+1 d) a, =(—1)" f) a, =+yn+1

a) a, =2n+1 ¢) Gy =2 3" e) a, =

Zadania

1. Oblicz wyrazy a., as, a4 i a; ciagu (a,). Ile liczb dodatnich jest wérdd
dziesiecin poczatkowych wyrazow tego ciggu?

&y =0 a; =10
a') 7 d) 2

Apy) = Oy — 2", n=1 Ap41 = Ay + (ﬂ - 1)-1 nzl
b) Ly 1 i = —%

Unp1 = ap+(=2)", n 21 1 = (2, +3)°, n>1

1 = 4 a; = —
c) 2 f.} Tt

Apir =0, —n"+1, n>1 Bnil = —]) n+n, n=1

3.4, Ciggi okreslone rekurencyjnie



2. Ile jest liczb ujemnych wsréd szesciu poczatkowych wyrazéw ciagu (a,)?

i = 1
a) B r
1NH+I =il — N,

Apy) = 2— Ny, N } 1

3. Oblicz wyraz a; ciagu (ay)-

il

>

1

it = —1

c)

2
Ay = a, +4a,, n =21

ﬂ,[:2

2
Anpt1 = G, — Ny — 41 nzl

T

d)

gi =1 as3=2 ) a1=1, as =1
¢
o= L pe

Opipz = Qpn — Qpyy, N = 1 Apia = {'_1) Up — Qpyy, N =1

flq —32 &2—(}4 d) (1 :(1-2:&3:1

Upyn = 2 +;"+1 , n =21 (pi3 = Qpio + Apyy + 05, 121
4. Oblicz x. jedli a, + a; = 9. Czy ciag (a,) jest monotoniczny?

iy = & ity = &

2 ; b) .

sy = g =15 AT Oy = 20,4+ (1), n 21

5. Dla n > 1 wyrazy ciagu okreslone sa za pomoca wWzoru a,.; = a2 + na,.

Ktora z liczb: —2, —1, 0, 1, 2 nalezy wybrac jako a,, aby:

'd} g = {}1

Dlan =

2
a) Gpy1 = G2 — Nay,

l_)) g = 87

1 wyrazy ciagu okreslone sa za pomoca wzoru:

b) dpn+1 = vlr.f-‘.?l - (ﬂ. + ].:]ﬁ’.”.

Wykaz, ze niezaleznie od tego, ktora z liczb: —1, 1, 2 przyjmiemy za a,,
otrzymamy te sama wartos¢ wyrazi a,.

7. Ciag (a,) jest okreslony za pomoca wzoru a,4; = G, —

Oblicz pierwszy wyraz tego ciggu, jesli:

a) ay = —3,

Czy wiesz, ze...

b) ay = 3,

n{u+l] dla n = 1.
(‘.) 13 = 11 d) gy = _l—i

Rekurencji uzywa sie do definiowania niektérych poje¢ matematycznych.
Jednym z przykladéw jest n! (n silnia). Dla n > 1 symbol n! oznacza
iloczyn kolejnych liczb naturalnychod 1l don: n!l=1-2-...-n.
Przyjmuje sie rowniez, ze 0! = 1 oraz 1! = 1.

Rekurencyjna definicja n!:

Em— 160 3. Ciagi
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Ciag Fibonacciego

Pierwsze dwa wyrazy ciagu Fibonacciego sa rowne 1, a kazdy nastepny wyraz jest
suma dwoch poprzednich wyrazow.
1, 1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765 . ..

Ztota liczba a ciag Fibonacciego
fn11

7

n

Niech ciag (f,) bedzie ciagiem Fibonacciego. Rozpatrzmy kolejne ilorazy

|=

Il
—
= [ra

Il
Mo
s [45]

I
-

1,5 %:1,{5}; =1,6: 12-1,625 %:1,51533...

8 15
5 8

Wartosci tych utamkow sa coraz blizsze ztotej liczbie:

¢ = % ~1,6180339887

Nasiona stonecznika

Nasiona wielu roslin tworza spirale uktadajace sie w dwoch
przeciwnych kierunkach. Liczby spirali utozonych w jedna
i w druga strone sa najczesciej rowne dwom kolejnym
wyrazom ciagu Fibonacciego. W koszyczkach niektorych
gatunkow stonecznikow w jedna strone rozwija sie

21 spirali, a w druga strone rozwijaja sie 34 spirale;

u innych gatunkow stonecznikéw beda to

np. liczby 34 i 55.

Wzor ogolny ciagu Fibonacciego

Dla ciagu Fibonacciego (f,) prawdziwy jest wzér Bineta:

fﬁﬁ[(gﬁ)"_(hzﬁ)n]

Sprawdz prawdziwosc tego wzorudlan =1, 2, 3, 4.




*3.5. Ciggi monotoniczne (2)

Definicja

Ciag (e,) nazywamy suma ciagdw (a,) i (b,). jesli dla kazdego n € N
zachodzi rownosc ¢, = a,, + b,,.

Podobnie definiujemy réznice i iloczyn ciagéw (a,,) i (b, ) oraz ich iloraz (%1)

przy zalozeniu, ze b, # 0 dla kazdego n € N_.

Cwiczenie 1

Dane sa ciagi a, = n—11ib, = n+ 1. Podaj wzor ogdlny ciagu (e,) oraz
oblicz jego cztery poczatkowe wyrazy.

An

&J Cp = Gy + bn b) Cp = ny — hrr f:) e bn d) Cp = b_
i

@ Cwiczenie 2
T Y e el s
Dane sa ciagi a,, = n” i b, = -=. Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu (c,).
Czy jest to ciag monotoniczny? OdpowiedZ uzasadnij.
tn

ﬁ) Cp = an + by, b) Cpn = G — by, ('.) Cop = Oy = By d) = e
T

D] Przyktad 1
Dane sa ciagi rosnace (a,) i (b, ). Uzasadnij, ze ciag (¢, ) bedacy suma ciggdw
(a,) i (b,) tez jest rosnacy.
Ciagi (ay,) i (b,) sa rosnace, zatem a,; —a, > 01 b,y — b, > 0 dla kazdego
n € N,. Wyznaczamy réznice ¢, ., — ¢,:
Cnt1 = Cn = (@nt1 + bny1) = (@n + bn) = (Gni1 — @) + (Bpyr — bn)
Zatem ¢,y — ¢, > 0 dla kazdego n € N, czyli ciag (¢, ) jest rosnacy.

@ Cwiczenie 3
Uzasadnij, ze suma ciaggéw malejacych jest ciggiem malejacym.

Cwiczenie 4
Podaj przyklad takich ciagéw rosnacych (a,) i (b,). ze ciag (¢, ) okreSlony za
poIoca Wzort ¢, = @, -+ b,:

a) jest staly, b) jest malejacy. ¢) nie jest monotoniczny.
Cwiczenie 5

Podaj przyktad takich ciagéw rosnacych (a,) i (b,), ze ciag (¢,) okreslony za
pomocg wzoru ¢, = ¢* jest: a) rosnacy, b) malejacy.
L
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=l

=2

Zadania

=2

1

) R _ -1 — 4dn-1 i . I (. R L -
Dane sa ciagi a, = *—= i b, = =—. Zbadaj monotonicznos¢ ciagu:

a) (a, + b,), b) (a, — b,), c) (Gsi=by)s d) (%ﬂ-)

Uzasadnij, ze jesli ciagi (a,) 1 (b, ) sa rosnace, to ciag (¢, ) tez jest rosnacy.

a) CH, = 26*”, + :_)HIJH I}} C'H. = 2"'1!1 +E1n.

Zbadaj monotonicznodé ciagéow a, = 22 i b, = n*. Uzasadnij, ze ciag

n42
c, = @, - b, jest rosnacy.

Uzasadnij, ze ciagi a,, = n>—n—61b, = n' sa rosnace, a ciag ¢, = a, - b,

nie jest monotoniczny.

R . . - : n—1 i ;
Uzasadnij, ze ciagi a,, = 272""1 i b, = (1) sa malejace. Zbadaj mono-

tonicznos¢ ciagéw ¢, = a, - b, i d, = .
e

Dla jakich wartosci parametru a € (0; 27) ciag (a,,) jest rosnacy?

a) a, =nsina — 3 b) a, = —'n.((:ns a + é—)
Dane s ciagi a,, = sin 5~ 1 b, = cos 5. Zbadaj monotonicznos¢ ciagu:

a) a, + b, b) a, — b,, ¢) N+ ay, d) 2n —b,.

Dla jakich wartosci parametru k ciag (a, ) jest rosnacy?

g3 =3 b) ay =5
a — D
Apy1 = %H"une T —-}-" 1 Gpy1 = {n"‘:" 2 = z)ﬂru n 2 1

Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Naszkicuj wykres ciagu a,, = [’_:] Czy jest to ciag monotoniczny?

Symbol [z] oznacza najwieksza liczbe calkowita nie wieksza od .
Zatem:

o =[3]=0a=[1]=1,a3= 3] =1,

SR EEEN

Zauwazmy, ze dla kazdego n € N, réznica R S S i e R
(an) jest niemalejacy. ol 1 B i X

Naszkicuj wykres ciagu (a, ). Czy jest to ciag monotoniczny?
a) a, = [2] b) an = —[4] c) an = 2]

3.5. Ciagi monotoniczne (2)
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3.6. Cigg arytmetyczny (1)

Przyktad 1

Pani Jola postanowila kupié¢ sprzet narciarski za 2100 z1. W tym celu w pierw-
szym miesiacu odlozyla 450 zl, a w kazdym nastepnym odkladala po 150 zl.
W tabeli podano stan oszezednosei pani Joli w kolejnych miesiacach.

1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12
450 | 600 750 @ 900 | 1050 1200 1350 1500 1650 1800 1950 2100

Zauwaz, ze kazda z wymienionych w tabeli kwot (oprécz pierwszej) jest wiek-
sza od poprzedniej o te sama stala wartos¢. Wymienione liczby stanowia przy-
klad ciagu arytmetycznego.

Definicja
Ciag liczbowy (a,,) nazywamy ciagiem arytmetycznym, jezeli istnieje taka
liczba r, ze kazdy wyraz ciagu, oprocz pierwszego., powstaje przez dodanie
tej liczby do wyrazu poprzedniego:

Ap4l = 0n + T

dla kazdego n € N..
Liczbe r nazywamy réznica ciagu (a,,).

Cwiczenie 1
Podaj réznice ciagu aryvtmetycznego i wypisz jego dwa nastepne wyrazy.
a) 3,12,21, ... b) 12,24.3, ... c) 7,3,—-1, ...

Przyktad 2
Oblicz jedenasty wyraz ciagu arytmetycznego (a,), jesli a, = 6 oraz r = 5.

a>»=6+5H=11 Wypisujemy kilka poczatkowych
" i Wyrazow ciagu.
ai=08+3-5=21
Aby otrzymaé wyraz a;; ciagu
11 = 6+ 10-5= 56 arvimetycznego, obliczamy a; 4+ (11 — 1)r.

Wzor ogblny ciagu arytmetycznego (a,, ) o pierwszym wyrazie a, i réznicy r

ma postac:
a, =a;+(n—1)r

3. Ciagi



Jesli znamy pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego i jego réznice, to korzysta-
jac ze wzoru ogdlnego tego ciagu, mozemy obliczy¢ jego dowolny wyraz.

Przykiad 3

Podaj wzor ogdlny ciagu arytmetycznego: 1,11,21,31,41, ... Oblicz trzydzie-
sty wyraz tego ciagu.

Jest to cigg o pierwszym wyrazie a; = 1 i réznicy r = a; —a; = 11 — 1 = 10,
zatem wzor ogélny ma postat a, =a; +(n—=1)r=14+(n—-1)-10 = 10n - 9.
Obliczamy trzydziesty wyraz: azp = 10 - 30 — 9 = 291.

Cwiczenie 2
Podaj wzor ogélny ciagu arytmetycznego. Oblicz dwudziesty wyraz tego ciagu.
a) 2,4,6,8,10, ... b) 4,43,5,53,6, ... c) 3,2,1,0,-1,-2, ...

Cwiczenie 3
Wyznacz wzor ogélny ciagu arytmetycznego, w ktorym:

a) ay =4, a4 = 10, b) a; = —5, as = 20, c) ay =35, ayp = Z:i'

Ciag arytmetyczny (a,,) o réznicy r jest:
= rosnacy. gdy » > (), = malejacy, gdy r < (0, = staly, gdy r = (.

Cwiczenie 4

Oblicz réznice ciagu aryvtmetycznego i okresl jego monotonicznosé. Wyznacz
wzor na n-ty wyraz tego ciagu.

a) 9,3,-3,-9,-15,-21, ... b) 12,24,31.4, ... €) 2,222,

Cwiczenie 5

iakiei : : Liczby a, b, ¢ sa kolejnymi wyra-
Dla jakiej wartosci parametru k liczby Y @y 9y €54 I .

. : L zami ciggu arytmetycznego, gdy:
a, b, ¢ sa kolejnymi wyrazami ciagu

arytmetycznego?
a)a=3,b=k+1,¢=3k-6 b)a=1,b=k% c=k%+2k+2

b—a=c—5b

Cwiczenie 6

Dane sa wyrazy a,, as, az ciagu arytmetycznego (a,). Wyznacz wyrazy ay
i as. Okresl monotonicznosé tego ciagu w zaleznosci od parametru m.

a) ag=4,a3=m~+6, a3 =2m+8 ¢) ap =1, a; =m? az =2m? — 1

b)ay=im,aa=m—3,a3=3m—6 d) ay =m? ay =m, azg =2m—m?

3.6. Ciag arytmetyczny (1)



Przykiad 4
Jaka liczbe nalezy wstawi¢ miedzy liczby @ i b, aby otrzyvmany w ten sposob
ciag byl arytmetyezny?
Oznaczmy szukana liczbe przez x. Wowcezas:
r—a=b—x
a+b

£= >

Szukana liczba jest wige Srednia arytmetyczna liczb a i b. Otrzymujemy zatem
ciag: a, 42, b.

W ciagu arytmetycznym (a,) kazdy wyraz, oprocz pierwszego, jest srednia
arytmetyczng wyrazow sasiednich:

a, = %ﬂ dlan > 2

Dowaéd
Dla n > 2 wyrazy a, 1 1 a,,; ciagu arytmetycznego (a,) o réznicy r mozemy
zapisa¢ w postaci: a,.1 = a, — i @y = a, + r. Zatem:

@n-1 +@ntl _ Gn—T+an+7T _ 20 _ 2
2 2 2 s
Cwiczenie 7
Oblicz x. jesli podane liczby tworza ciag arytmetyczny.
, - ¥ oL = of
a) 9, x, 37 b) 4, x, —8 e £.%; 3
Zadania

1. Oblicz n-ty wyraz ciagu aryvtmetycznego (a,,) o roznicy r. Okresl monoto-

nicznoscé tego ciagu.
i) By = =b,r=3,n=14 c) r,_rl:l,'r:%._'n.:ﬂ}
b)a,=4,r=—4,n=11 d)ay=-2,r=01,n=35

2. Wyznacz wzdr ogdlny ciagu arytmetycznego (a,).

Jt

a) a; =6, az = 20 b) a; =—-4,a;=5 ¢) a; =9, ag = 6:

ot

I

3. Wyznacz wzdr ogdlny ciagu arytmetycznego (a,) o réznicy r.

.ﬂ';-':""i.l-

L o

&) r=2,8=79 b)r=-=3,a;=0 c) r=

4. Wyznacz liczby:
a) a,b tak, aby ciag: 1,a.b, 10 byl arytmetyczny,
b) a.b, e tak, aby ciag: 2,a.b, ¢, 100 byl arytmetyczny.
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10.

T

12.

13.

Wstaw miedzy liczby 1 i 25:
a) piec liczb tak, aby otrzymaé ciag arytmetyczny,

b) siedem liczb tak, aby otrzymaé ciag arytmetyczny.

W wieku od 3 do 10 lat dzieci zwykle rosna w stalym tempie. Przerysuj
do zeszytu i uzupelnij tabele, jesli wiadomo, ze wzrost pewnego dziecka
w kolejnych latach tworzy ciag arytmetyezny.

Wiek [lata] 3 4 5 G 7 8 9 10

Warostifem] | 98 /205 W15 Ve
Wyznacz wzor ogélny ciagu arytmetycznego (a,) i oblicz ays.
ag = 20 az = -9 as =4
a) { by {77 ¢) ¢
Tn = 4 15 = -3 flo = 8

Oblicz pierwszy wyraz i réznice ciggu arytmetycznego (a,,) spelniajacego
podane warunki.

as +ay = 22 2 2 =16 &4 =]
2) { X { +a e) { o

?T,SL:‘ZI as + a; = 8 (g -y = —1

a; +ay =11 ﬂ-3+ﬂ.5=4 ﬂ-|+ﬂfg+(1-3=3
h) d ] f &

(I'T_ﬁ-:-l=2[] ﬂg‘ﬂ._1=[} f}rgzn-l'z

Oblicz x, jesli wiadomo, ze podane liczby sa kolejnymi wyrazami rosnacego
ciagu arytmetycznego.
a) 2,24z, 44+ 2° b) 22 —3,3z -5, 12+ -2

Suma drugiego i czwartego wyrazu ciagu arytmetycznego wynosi 2, a réz-
nica szostego i trzeciego wyrazu jest rowna 9. Ktory wyraz tego ciagu jest
rowny 407

Wyznacz cztery liczby tworzace ciag arvtmetyczny, jesli wiadomo, ze roz-

nica tego ciagu jest rowna 1, a iloczyn jego trzech ostatnich wyrazow jest
rowny —60.

Trzeci, piaty i ostatni wyraz ciagu arvtmetycznego (a, ) sa réwne odpo-
wiednio 4, 10 i 40. Oblicz a, i wyznacz liczbe wyrazow tego ciagu.

Wyznacz catery liczby tworzace ciag arytmetyezny, jesli wiadomo, ze:
a) suma dwoch pierwszych liczb jest réwna 4, a suma dwdch ostatnich jest
rowna —28,

*h) jego rdznica jest rowna 2, a iloczyn wszystkich liczb jest réwny —15.

3.6. Ciag arytmetyczny (1)
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3.7. Cigg arytmetyczny (2)

Przyktad 1
Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu (a, ). Czy jest to ciag arytmetyczny?
a)a, =n’+n+1
Obliczamy poczatkowe wyrazy tego ciagu:
o =12+14+1=3 _ i
4 Abv pokazac, ze ciag nie jest arytmetyczny,
ay =2"4+2+1=7 wystarczy wskaza¢ wyrazy ay, i1 oraz
g = 32 +3+1=13 Gn, Gnaq takie, ze apyp — ag ;"' Qb1 — fn,
ay=4+4+1=21
Obliczamy réznice: as —a; = 7—3 = 4 oraz az —ay = 13 — 7 = 6, zatem
(s — @) F as — @y, wige nie jest to ciag arytmetyczny.

b) @, =(n—2)%+2
Obliczamy poczatkowe wyrazy tego ciagu:
g =(1-2PF+2=1 az=(3—-23+2=3
ﬂg=(2—2)3+2=2 n._.4={4—2)3+2=1f]
Obliczamy réznice: ay — a; = a3 — ay = 1, ale ay — a3z # a; — a,, wiec nie jest
to clag arytmetyczny.

(0] Ewiczenie 1

Uzasadnij, ze ciag o podanych poczatkowych wyrazach nie jest arytmetyczny.
a) 2,4,6,8,12,14,16,18, ... b) 1._—%._ —1%, —3, —4;{;, —9, —'5-21—2

Aby wykazaé, ze ciag (a,,) jest arytmetyczny, nie wystarczy sprawdzi¢ réznicy
miedzy kilkoma poczatkowymi wyrazami tego ciagu. Nalezy sprawdzic, czy
roznica a,; — a, jest stala dla kazdego n € N,

[E] Przykiad 2
—_ and2
2

Wykaz, ze ciag a, = jest ciagiem arytmetycznym.

\."‘J}rzl'l;f{,{_'za.l’ﬂ}’ 113?'511i{:{g Opy1 — Ane

_ 3(n+1)+2  3n+2 _ 3n+5  3n+2 3
Apy1 — Qp = 2 = 7 = 5 — 2 = E

Réznica ta jest stala dla kazdego n € N, zatem ciag (a,) jest arytmetyczny.

D] CGwiczenie 2
Wykaz, ze ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.

g 2n -5
a) a, =6n—2 b) a, = - ¢) a, = V2n d) a, =13 — Ln
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Przykiad 3
Wyznacz wzor ogdlny ciagu arytmetycznego: 2 IR _
Narysuj wykres togo ciagu. AR RIS O TEN. PR RS T
Roznica tego ciagu jest réwna 2. S
Wyznaczamy wzor ogolny: R e
ap =o +{n—1jr==34+(n-1)-2= 0 1 5 T X
=205 O O
Zauwazmy, ze wykres tego ciagu jest zawarty w prostej .
y=2x— 5. ’

Cwiczenie 3
a) Wyznacz wzér ogblny ciagu arytmetycznego: 6,4,2.0,—2,
wykres tego ciagu i podaj rownanie prostej, w ktorej sie on zawiera.

... Naszkicnj

b) Wykres ciagu arytmetycznego jest zawarty w prostej y = 3z — 2. Podaj]
pie¢ poczatkowych wyrazow tego clagu oraz jego wzor ogolny.

Cwiczenie 4
Wykaz, ze ciag (a,) jest ciggiem arytmetyceznym wtedy i tylko wtedy, gdy
jego wykres zawiera sie w pewnej prostej y = ax + b.

)

Zadania

1. Dany jest ciaga, = (n —1)(n —2)(n—3)(n —4)(n — 5) + n.
a) Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (a,).

b) Uzasadnij, ze ciag (a,) nie jest ciagiem arytmetycznym.

2. Sprawdz, czy ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.

+2 n—1 1
8) = nT €) wp= ::T e) a, = E(” -17)
b) a, = Ven i1 d) a, = S =4 f) a, = l*.*zl[-!f?+1}(?’—-rr*)l
i 2 " 3n+2 T T '

Wykaz, ze jezeli ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym, to ciag (b,) tez
jest ciagiem arytmetycznym.
a) by =30;+2 b) b, = —2a, +n Gn T2

c) b, =6— 7

Wykaz, ze jezeli ciagi (a,) i (b,) sa ciagami arytmetycznymi, to ciag (¢, )
tez jest ciagiem arytmetycznym.

b) Cn = 3“"” = 4!5':1 + ‘% = dan — Vﬁi"}n

F} Cn =R UESSS T

a) ¢, = 2a, + 3b, z

3.7, Ciag arytmetyczny (2)
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5. Wykres ciagu (a,) jest zawarty w podanej prostej. Podaj wzér ogdlny tego
ciagu i oblicz jego cztery poczatkowe wyrazy.
a) y=>5oxr—4 b) y = -3z +1 c) y=+3x—2

6. Na rysunku przedstawiono dwa punkty nalezace do wykresu ciagu aryt-
metyeznego (a,). Wyznacz wzér oglny tego ciggu. Ktére wyrazy ciagu
(a, ) sa wieksze od zera?

oL 4 X of 1. 1 X o] 1 %

IE] 7. Ciag (a,) jest okre$lony rekurencyjnie. Uzasadnij, ze jest on arytmetyczny
i rosnacy. Zapisz wzor ogélny tego ciagu i oblicz jego dziesiaty wyraz.

a) {a.l = -5 b) {a., =32

Opp1 = Ay + 3 dla n =1 (i1 = 0y + \/§ dlan=>1

@ 8. a) Dana jest funkcja kwadratowa f(z) = x* —2x + 3. Wykaz, ze ciag (a,),
okreslony za pomoca wzoru a, = f(n+ 1) — f(n). jest arytmetyczny.

b) Wykaz, ze dla dowolnej funkcji kwadratowej f(x) = ax? + bz + ¢ ciag
(@, ), okreslony za pomoca wzoru a,, = f(n+1)— f(n), jest arytmetyeczny.

9. a) Dlugosci bokow trojkata prostokatnego tworza ciag arvtmetyczny o roz-
nicy 3. Oblicz obwdd tego trojkata.

b) Dlugosci bokéw trojkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny. Ob-

licz dlugosci przyprostokatnych, jezeli przeciwprostokatna ma diugosé 10.

@ 10. a) Wykaz, ze dlugosci bokéw tréojkata prostokatnego tworza ciag aryt-

metyczny wtedy i tylko wtedy, gdy tréjkat ten jest podobny do trojkata
o bokach 3, 4, 5.

b) Dlugosci bokow trojkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny. Ob-
licz pole tego trojkata, jesli jego obwod jest réwny 18.

11. Dla jakich wartosci parametru k ciag (a,) jest arytmetyczny i malejacy?

a) a, = (;1._2 +2k—-1)n+2 b) a, = {kzijwla,;;;+2

12. Dla jakich wartosci parametru k ciag (a,) jest arytmetyczny i rosnacy?
a) a, = (2sink + 1)n b) a, =n —4ncos® k
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3.8. Suma poczatkowych wyrazow
ciggu arytmetycznego

Sume n poczatkowych wyrazéw ciagu (a, ) oznaczamy symbolem S,,:

Sn=a1+ay+az+--+a,

Przykiad 1
Oblicz sume S50 wszystkich liczb naturalnych od 1 do 100.

Zapisujemy sume S)g na dwa sposoby i dodajemy rownosci stronami:

Sioo= 1+ 24+ 34+ 44...4 97+ 984+ 994100
Sioo=100+ 99+ 98+ 97+...+ 4+ 3+ 2+ 1

25100 = 101 4+ 101 4+ 101 4+ 101 4 ... 4+ 101 4+ 101 4+ 101 4 101

Zatem 2S00 = 101 - 100, czyli Sjpo = BL = 5050.

Cwiczenie 1
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych:
a) od 1 do 50, b) od 1 do n.

Twierdzenie

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,) jest réwna
sredniej arytmetyczne] wyrazow pierwszego i ostatniego pomnozonej przez

liczbe wyrazow: Ao
Sn = =
2
Dowad

Jesli (a,,) jest ciagiem arytmetycznym o pierwszym wyrazie a, i réznicy r, to

sume jego n poczatkowych wyrazow mozemy zapisa¢ w postaci:
Spi=a1+(a;+7r)+...+ (a1 +(n—2)r)+(a; + (n—1)r)

oraz mozemy zapisa¢ sumowane wyrazy w odwrotnej kolejnosci:
Sp=(@+n—-1r)+(ai+(n—-2)r)+...+ (e, +7)+a;

Dodajemy do siebie stronami powyzsze rownania i otrzymujemy:

25, = (2a:+(n—1)r)+(2a;:+(n—1)r)+...+(2a1+ (n—1)r) +(2a:+ (n—1)r)

25, =(2a;+(n—1)r)-n

S = BEBHE-T , Sitde,

3.8, Suma poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego
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Przykiad 2

Oblicz sumy S5 i1 Ss ciagu arytmetyeznego: 2,4,6,8,10,12, ...
S5=2+44+6+84+10=212.5=30
Ss=2+4+6+8+10+12+14+16=2£2.8=172

Cwiczenie 2
a) Oblicz wyraz ag, a nastepnie sume Sy ciagu arvtmetyeznego: 1,4,7,10, ...
B OIS

B =

b) Oblicz wyraz a., a nastepnie sume Soy ciagu arytmetycznego:

W obliczeniach wykorzystuje sie rowniez podana nizej posta¢ wzoru na sume
n poczatkowych wyrazow ciagu aryvtmetycznego.

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,) o réznicy r

wyraza si¢ Wzorem: 2a14(n-1)r

2

Sn

Przyktad 3
Oblicz sume S5, ciagu arytmetycznego: 3,8,13, 18, ...
Jest to cigg o pierwszym wyrazie a, = 3 i roznicy r = 5, zatem:

Spy =23+ EI-15 9y - 84100, 97 = 5321 = 1113

Cwiczenie 3
a) Oblicz sume S5, ciagu arytmetycznego: 3,.7,11. ...
b) Oblicz sume S5 ciagu arytmetycznego: —5, —8, —11, ...

@ Przykiad 4

Uzasadnij wzor na sume n poczatkowych liczb nieparzystych dodatnich:
1+34+5+...4+4(2n—1) =n?

Korzystamy ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycz-
nego, w ktorym a, = 1 oraz a,, = 2n — 1. Zatem dla kazdego n € N:

. 1+(2n-1) 2n o
G, =41 ) = p=n
" 2 2 2
Na ponizszych rysunkach przedstawiono
ilustracje graficzna tego wzoru.
1=1* 143=2° 1+3+5=3" 1+3+5+7=4* 1+4+3+5+7+9=5"

B 172 3. Ciagi



[b] Przykiad 5

Uzasadnij wzor 1 +4+ 7+ ...+ (3n—2) = Sﬂ;ﬂ dlan e N,.

Podane skladniki sumy tworza ciag arytmetyezny o réznicy r = 3, plerwszym
wyrazie a; = 1 i wyrazie a,, = 3n — 2. Zatem dla kazdego n € N:
14 (3n-2) An2-n
Sp = ————= n=
T 2 2

[b] Cwiczenie 4
Uzasadnij wzor dla n € N.
aln+2n+3n+...+n*=

i b) 1+24+3+...+(n—1)=2-1

Przyktad 6
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 100, ktérych reszta
z dzielenia przez 6 jest rowna 1.

Liczby, ktérych reszta z dzielenia przez 6 jest rowna 1, maja postaé 6n + 1.
gdzie n € N. Warunki zadania spelniaja zatem liczby:

6-0+1=1, 6-14+1=7, 6-241=13, ..., 6:164+1=97
Tworza one 17-wyrazowy ciag arytmetyczny o roznicy r = 6, pierwszym wy-

razie a; = 1 i ostatnim wyrazie a,; = 97. Zatem:

Sy = 12“-17:49-17:833

Cwiczenie 5

Oblicz sume, ktorej skladniki sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego.
a) T+11+15+...+47+ 51 €) —5—T—8—ui.~20—1231

b) 1 +1+1%+... 4992 + 100 d) -18-15—-12—...+15+18

Cwiczenie 6
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 100, ktorych reszta
z dzielenia przez 5 jest réwna:

a) 3, b) 4. ¢) 3 lub 4.

Zadania

1. Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,,)
o roznicy r.
a)ay,=-2ir=3 b)ay=4ir=-5 ¢c) a; =1,51ir=-0,1
2. Oblicz wyrazy a; i a;y oraz sume S, ciagu arytmetycznego (a,,).

a)a;=061ias=14 b)ag=1ias=3 c) aa=121ia4 =0

3.8, Suma poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego



3. Ustal, ile wyrazow ma podany nizej cigg arytmetyczny, i oblicz ich sume.
a) 4,7, 10, ..., 34 b) 3, 1,13, ..., 92 o R O T O

4. a) Oblicz sume wszystkich liczb parzystych zawartych miedzy 21 a 2021,

b) Oblicz sume wszystkich liczb dwueyfrowych nieparzystych dodatnich.

5. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych, ktérych reszta z dzielenia:
a) przez 5 jest rowna 1 i ktére sa mniejsze od 100,
b) przez 4 jest rowna 3 i ktore sa wieksze od 10 oraz mniejsze od 80,
¢) przez 6 jest wicksza od 3 i ktore sa mmiejsze od 100.
6. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mmniejszych od 1001, ktore sg
podzielne przez:
a) 2 lub 3. b) 3 lub 5. ¢) 5 lub 9.

7. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych niepodzielnych przez 3, ktore:
a) sa dwucyfrowe, b) sa trzycyfrowe, ¢) sa mniejsze od 500.
8. Ciag arytmetyczny sklada sie z dziesieciu wyrazéw. loczyn wyrazow skraj-
nych jest rowny 7, a suma dwoch wyrazow srodkowych jest réwna 8. Oblicz
pierwszy wyraz i roznice tego ciagu oraz sume wszystkich jego wyrazow.
@ 9. Uzasadnij wzoér dla n € N,.
a) 64+ 12+ 18+4+...+6n=3n(n+1)
b) 44+10+16+...+ (6n —2) = n(3n+ 1)

10. Ile poczatkowych wyrazéw podanego ciagu arytmetycznego nalezy dodac,
aby otrzymac sume 5467
a) 6,8,10, ... b) 13, 17, 21,..... c) —24,-22,-20, ...

11. Rozwiaz réwnanie.
a) 1+5+94+13+...+2=190
b)(1+z)+B8+2)+B+z)+...+(25+2) =130
¢) (1+z)+(2+3x)+(3+5z)+ 4+ T7x)+ ...+ (50 + 99z) = 275
d) (14x)+(5+2x)+(9+32)+... + (61 + 16z) = —48

12. Zbadaj monotonicznosc¢ ciagu (ay, ).

5+10+15+...4+5n 6+12+ 18+ ...+ 6n

ﬂ') Un = n+4 3 C} On = n?
_ 3464+9+...4+3n _3474114...4+{4n-1)
h) dy = T d) iy = n,'*?-t—n-
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3.9. Cigg geometryczny (1)

Cwiczenie 1

Pole kola K, jest réwne 0.2 em?. Pole kazdego
kolejnego kola jest czterokrotnie wicksze

od pola kola poprzedniego. Oblicz

pola kol Ko, K31 Ky.

K, () Ifgo Ky

Cigg liczbowy (a, ) nazywamy ciggiem geometrycznym, jezeli istnieje taka
liczba q, ze kazdy wyraz ciagu, oprocz pierwszego, powstaje przez pomno-
zenie wyrazu poprzedniego przez te liczbe:

Ap41 = An - ¢

Definicja

dla kazdego n € N,.
Liczbe ¢ nazywamy ilorazem ciagu (a,,).

Cwiczenie 2
Podaj iloraz ciagu geometrycznego i wypisz jego dwa nastepne wyrazy.

8] 36,180 o) AL e) 1,-2,4, ...
. d) 64,16,4, ... £) 270, =%

Cwiczenie 3
Oblicz wyrazy as. as, ay i a; ciagu geometrycznego (a,,).

H‘) 5 =1, q="j {:) a) =‘3 q=_l E) ”]=_\.;]_"§7 (I:\/ﬁ
b) a; = 16, q:f!- d) ﬂlz'j_a qg=—2 £) {L;:\/’i, q:\/ﬁ
Twierdzenie

Ciag (a,) o wyrazach réznych od zera jest ciagiem geometrycznym, jesli

Gr4-1

dla dowolnego n = 1 iloraz dwoch kolejnych wyrazow o Jest staly.

Cwiczenie 4

Oblicz iloraz ciagu geometrycznego, wiedzac, ze jego dwa kolejne wyrazy to:
a) 27 i 243, c) =216 i —36, e) V2 i —4,

b) & i 3, d -2 i L, f) 2v/3 i 3v2.

3.9. Ciag geometryczny (1)




(0] Cwiczenie 5
Uzasadnij, ze podany ciag nie jest ciagiem geometryeznym.
a) 4,8,16,32,60,120, ... b) 1,-2,4,-8,16,32,... «¢) 5,2, L 2L 5

278! 16732164 "

Przyktad 1
Oblicz jedenasty wyraz ciagu geometrycznego (a,), jesli a; = 3 oraz iloraz
ciagu q = 2.

a =3

Oy =3-2=0 "'n"i'_'-.'[‘.'i.‘-a’Hj{-'ltrL}.-' kilka poczatkowych
. 9 wyrazow ciagu.

ag =3-2°=12

1y = 3 - 23 =24

Aby otrzyma¢ wyraz a1 ciagu
di; =9+ 210 — 3072 geometrycznego, obliczamy ap - g'' ',
Twierdzenie

Wzér ogélny ciagn geometrycznego (a,, ) o pierwszym wyrazie a, i ilorazie g
ma postac:

Cwiczenie 6
Oblicz n-ty wyraz ciagu geometrycznego (a,, ), jesli:

a) a; = é, g=9 n=8, e) ay =—-2,g=-3,n=2>5,

b) e =25,¢g=%,n="T, f) @y =-7,¢q=-1, n=15,

¢) a; =8,g=2% n=4, g) ay=5¢=v2,n=09,

d) a1 = 55, ¢ =25, n =6, h)a,:x/ﬁ,q:—%,n:&
Cwiczenie 7

Oblicz pierwszy wyraz ciagu geometrycznego (a,, ), jesli:

a) ag=1,q=3, b) ag = 16, g = -2, c) ag=81,q=3.

Zadania

1. Oblicz iloraz ciagu geometrycznego (a,) o podanych wyrazach poczatko-
wych. Wyznacz wzor ogolny tego ciagu i oblicz as.

a) 128, 64, 32, ... ) 3, —ms = e e) /2, =2 242, ..
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2. Oblicz wyrazy czwarty i piaty podanego ciagu geometrycznego.

8) 7 2+v2,2v/2+42, ... b)Y w/2—=1; 1, V241, .

3. Przeczytaj podany w ramce przyklad.
Wyznacz wzor ogblny ciagu geometrycznego (a,). jezeli wiadomo, ze
ay = b oraz ag = H4.

Jezeli q jest ilorazem ciggu (a,), to a; = a, - ¢* oraz ag = a, - ¢°, zatem
otrzymujemy uklad réwnan:

5 -
ap - q° = 54

Dzielimy stronami drugie réwnanie przez pierwsze:
5

ap g’ _ 54
ap - q° 6
Stad ¢* =9, czyli ¢ = —3 lub q = 3.
Dla ¢ = —3 mamy a; = —3, zatem wzor ogdlny ciagu: a,, = —2 - (—3)""!

(kolejne wyrazy ciagu: —2,2,-2,6, —18, ...).

Dla ¢ = 3 mamy a; = =, zatem wzor ogdélny ciagu: a, = __% 371 (ko-
lejne wyrazy ciagu: 2,2,2,6,18, ...).

[ [&]

=

Wyznacz wzor ogdlny ciagu geometrycznego (a,,). jezeli wiadomo, ze:
a) Gs = =, as = % ¢) ax =17, ay = 28, e) ag = 32, ayg = 2,

1
b)az=13, a4 =13, d)az=-3,a5=-24, f) ag=1,a3=09.

4. Oblicz brakujace wyrazy ciggu geometrycznego.
2) L), —27, -9, <) [} 6,[Z, T, 48, @ ) 8, (7, [T}, [71, [,
b) [z}, [z}, [z (2], 3, —6  d) 3L [2), 8;[2L (7], -81 1) g,[2L[2] 2] [?] 135
5. Wstaw miedzy liczby x 1y trzy liczby tak, aby otrzymac ciag geometryczny
(podaj dwa rozwiazania).
a) r=-2,y=-32 b) x =3, y = 768 ¢) ¥=T,y=1

6. Wyznacz wzér ogdlny ciggu geometrycznego (a,, ). jesli wiadomo, ze:

a) suma drugiego i trzeciego wyrazu tego ciagu jest rowna 6, a réznica
czwartego i drugiego wyrazu jest rowna 24,

b) suma drugiego i szdéstego wyrazu tego ciggu jest réwna —34, a suma
pierwszego 1 piatego wyrazu jest rowna 17.

3.9. Ciag geometryczny (1)



3.10. Ciag geometryczny (2)

Przyktad 1
Pani Kasia ulnkmv.alsi 2[}[){1 71 1}& koncie o Stﬂ—. Wplata: 2000.00
Iym oprocentowaniu 5% w skali roku. W tabeli
: =y
obok przedstawiono stan oszczednosci pani 2000,00 - 1,05 = 2100,00
Kasi po uplywie kolejnych lat. I tak po uply- 2100,00 - 1,05 = 2205,00
wie roku stan konta wyniesie: 9205.00 - 1.05 = 2315.25
2000 - 105% = 2000 - 1,05 = 2100 [zl
o 7 A 2315,25 - 1,05 ~ 2431,01
Po uplywie dwdéch lat:
431,01 - 1,05 = 2552,56
2100 - 105% = 2100 - 1,05 = 2205 [z1] i ol it it

Otrzymany ciag jest przykladem rosnacego ciagu geometrycznego.

Ciag geometrycezny (a,) o pierwszym wyrazie a; > 0 i ilorazie g jest:
= rosngcy, gdy ¢ > 1, = malejacy, gdy 0 < ¢ <1, = staly, gdy ¢ = 1.

Cwiczenie 1

@ a) Sformuluj i uzasadnij analogiczne twierdzenie o monotonicznodei ciagu geo-
metrycznego o plerwszyi wyrazie ujermnyi.
b) Przerysuj do zeszytu tabele i ja uzupelnij. Podaj przyklady odpowiednich
ciagow geometryeznych i okresl ich monotonicznosc.

a; <0 ap >0

1, =24 =B 18, ...
nie jest monotoniczny

-3,0,0,0,0, ...

q=10 : 4 ?
niemalejacy
0<g<l P ! 7
g>1 9 7
Uwaga. Stalym ciagiem geometrycznym jest rowniez ciag: 0,0,0,0, ... Jego

pierwszy wyraz a; = (), a iloraz moze by¢ dowolna liczba rzeczywista.

Cwiczenie 2
Wyznacz wzor ogolny monotonicznego ciagu geometrycznego (a,, ), jezeli:
ﬂ) iy = 2, g = 4.5, ])) i = -8, (i = “‘%, f'-) 1o = -4, g = —64.
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Aby wykazad, ze ciag (a, ) jest geometryczny, nalezy sprawdzié¢, czy iloraz it
jest staly dla kazdego n € N.

@ Przykiad 2
Wykaz, ze cilag o wzorze ogdlnym a,, = 3 - 4" jest ciagiem geometrycznym.
Okresl jego monotonicznosc.

Wyznaczamy iloraz ciagu:
@iy . 3-unt

an 3. 4n

jest staly dla kazdego n € N, zatem ciag (a,) jest geometryczny.

—

Bn+1

Tloraz

Ly

Jest to ciag rosnacy, poniewaz a; > 0ig=4 > 1.

[b] Cwiczenie 3
Wykaz, ze ciag (a,) jest geometryczny. Okresl monotonicznos¢ tego ciagu.

a) e I — Eiﬁ (;} . _% . on e) a, =6 - {.\/ﬁ}n—i
b) a, = (-7)" d) a, =-2-(3)" f) ity = 47H

[b] Cwiczenie 4

= Liczby a, b. e, rozne od zera, tworzg ciag geome-
Uzasadnij podane obok

_ : tryczny wtedy i tylko wtedy, gdy b*> = a - c.
twierdzenie.

Cwiczenie 5
Podane liczby sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego. Oblicz x.
a)zr,rz+1l,z—-3 b) =, z, 32° ¢c) x?—-1,z+1,2r—1

r+17

B Srednia geometryczna
Jesli liczby a, b, ¢ tworzace ciag geometryczny sa dodatnie, to b = y/a - c.
Liczbe y/a - ¢ nazywamy srednia geometryczng liczb a i c.

Pole kwadratu o boku b jest rowne polu prostokata
o bokach a i ¢, jesli b jest rowne Sredniej geometrycznej
liczb a 1 e.

Twierdzenie

W ciagu geometrycznym (a,) o wyrazach dodatnich kazdy wyraz, oprécz
pierwszego, jest srednig geometryczna wyrazow sasiednich:

Ap = \/Op-1*Qnyy dlan =2

3.10. Ciag geometryczny (2)



Zadania

@ 1. Wykaz, ze ciag (a,) jest geometryczny. Okresl monotonicznosé tego ciggu.
b)a,=2:-(-5)" c¢)a,=4- (\/g)n‘i-l d) a,, = —2 - 521

a) a, = o

@ 2. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Uzasadnij, ze ciag o wzorze ogdlnym a,, = n® — n + 2 nie jest geome-

tryczny.

Obliczamy kolejne wyrazy ciagu: 2, 4, 8, 14, ... Badamy ilorazy:
E:dl_z ﬂ‘i—E:‘ ﬂ..|_14%2

—_ . ———

] 2 ' 19 4 T 8
Zatem ciag (a,) nie jest geometryczny.
Uzasadnij, ze ciag (a,) nie jest geometryczny.
a) a, =n?—2n+2 b) a, = —n*+4n —2

3. Wyznacz wzor ogélny monotonicznego ciagu geometrycznego (a,, ).

) ag = —4 ) ay-as =1 } as - ag =1
& ¢ e _
@10 = —p; a; = 25a; a;+a;=>5
b) ay = Jas Q) s + az = 30 ay - a3 =06
R 1
a1+a3:% ay — s = 120 {1-5—6',;:12

4. Liczby a.b, c,d sa kolejnymi wyrazami malejacego ciagu geometrycznego.
Suma dwdch liczb srodkowych jest rowna 24, a suma dwoch liczb skrajnych
jest rowna 36. Wyznacz te liczby.

. Liczby x.1.,z tworzs 1C7Z lag ge tryczny. lwoj SUIE

5. Liczby z.y,z tworza monotoniczny ciag geometryczny. Podwojona suma
pierwsze] i drugiej liczby jest rowna sumie drugiej i trzeciej liczby, a suma
tych trzech liczb jest réwna 77. Wyznacz te liczby.

@ 6. a) Uzasadnij., ze w trojkacie prostokatnym
wysokosc¢ opuszezona z wierzcholka kata pro-
stego jest srednia geomeftryczna dlugosci od-
cinkéw, na jakie wysokosé ta dzieli przeciw-
prostokatna (rysunek obok).

T Y
b) Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich x, y zachodzi nastepujaca
zaleznos¢ miedzy ich $rednia arytmetyczna a geometryczna:
Tty

2

3 Ty
Kiedy te srednie sa rowne?
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3.11. Suma poczatkowych wyrazéw
ciggu geometrycznego

Przykiad 1
Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego:
1,2.4,8:16; .-

Sio=1+2+44+8+16+ 32464 + 128 4 256 + 512 = 1023

Aby obliczy¢ sume n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego, mozna
skorzystac¢ z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie

Suma n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie g # 1

wyraza si¢ wzorenn: .
e, e
L 1 1 _q

Dowaod

Kolejne wyrazy ciagu to: a;, as = a1q, a3 = a,q°, ..., @y = a1q"
Sa=a1+aq+ag°+ ... +aq"
_ 2 3 T

qgS, = a1 g+ a1q”" + a1q” + ... + aq

L zatem:

1

Mnozymy obie strony
rownania przez g,
Odejmujemy rownania stronami i otrzymujemy:

S, —qS, =a, —a1q"
Sp(l—q) =a,1(1 —q")

, 1-g" Dzielimy obie strony rownania
"SH == i

1—q przez | — q (z zalozenia q # 1).

Uwaga. Jesli iloraz ciagu geometrycznego (a,, ) jest réwny 1, to suma n poczat-
kowych wyrazow tego ciagu dana jest wzorem S, = n - a;.

Cwiczenie 1
Oblicz sume szescin poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego, korzysta-
jac z podanego wzoru. Sprawdz otrzymany wynik, dodajac wyrazy ciagu.

a) 1,3,9,27, ... bj 1, <2 4, =8, ... ¢) 1,4 1 1

1 1
21 4% §1 **

Cwiczenie 2
1 h - e '!. [ T 7 W WY P A +x F —_— L L Xl
Oblicz sume S ciagu geometrycznego (a,), w ktérym a, = 55 oraz:

a) ¢ =2, b) ¢ =4, e)ig=1,

3.11. Suma poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego



Cwiczenie 3
Oblicz sume S, ciagu geometrycznego (a, ), jesli wiadomo, ze:

-

ﬂ) a, =3, as = —06, n =6, l‘J) a, = —4, ay =—12, n = 5.

Przyktad 2
Dany jest ciag geometryezny o pierwszym wyrazie rownym 4 i ilorazie 3. Ile
poczatkowych wyrazow tego ciagu nalezy dodac, aby otrzymac 14567

Niech n bedzie szukana liczba wyrazow. Wowcezas:
1-3"

= 1456
1—-3"=-T28
3 =T28
n=~06

Nalezy dodac szes¢ poczatkowych wyrazow tego ciagu.

Cwiczenie 4
a) Dany jest ciag geometryczny o pierwszym wyrazie rownym 5 i ilorazie 2.
Ile poczatkowych wyrazow tego ciagu nalezy dodad, aby otrzymac 6357

r 10 qa o % ol b ry r 4 o - s sl ’ LR L ® 3
b) Dany jest ciag geometryczny o pierwszym wyrazie réwnym 2 i ilorazie 3.
Ile poczatkowych wyrazow tego ciagu nalezy dodac. aby otrzymad 16%?

Cwiczenie 5

Suma pierwszego 1 czwartego wyrazu ciagu geometrycznego jest rowna 26,
a suma drugiego i piatego wyrazu jest rowna —78. Ile poczatkowych wyrazow
tego ciagu nalezy dodac, aby otrzymac¢ —617

Ciag (b, ) nazywamy podciagiem ciagu (a,, ), jesli mozemy go otrzymac poprzez
wybranie jego wyrazéw sposréd wyrazéw ciagu (a,,) bez zmiany ich kolejnosei.
Na przyklad podciggami ciagu geometrycznego 1.2,4. 8,16, 32, ... sa:
2,8,32,128,512, ... — podciag wyrazéw o numerach parzystych,

1,4,16,64, 256, ... — podcigg wyrazow o numerach nieparzystych,

512.1024, 2048, 4096, ... — podciag wyrazéw podzielnych przez 512.

Cwiczenie 6
Pierwszy wyraz ciagu geometrycznego jest réwny 3, a iloraz jest rowny —2.
Oblicz sume pieciu poczatkowych wyrazow jego podciagu zlozonego z wyrazow
o numerach:

a) nieparzystych, b) parzystych.
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Zadania

Oblicz sume Sy ciagu geometrycznego (a,), jesli jego wyrazy pierwszy
i drugi sa odpowiednio réwne:
a) L, 1 b) 18, 6, ¢) 15, =30, d) -7, —T.

16 8°

Oblicz sume n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,,) o ilora-
zie g, jesli:
a) a, =-1,¢q=2,n=38, ¢) a, =3, qg=—v2, n=10,

b) ulzgﬁng—,ﬂ.:ﬁ, d)a; =25, §=1,n1=20.

Ciag (a,) jest geometryczny. Przerysuj do zeszytu tabele i ja uzupelnij.

ay q n y Sﬂ'
9 3 I 9249
/ 1 1 Iy,
W ) 3 7 | ~3 2/
V8 —/2 8 Wi, I

Pola dziesieciu kwadratéw (rysunek obok)

= i % F o . 1 .
tworza ciag geometryczny o ilorazie 5 Naj-

wickszy qpnéréd tych kwadratow ma pole . LlO0zoc..
réwne 1 em?. Oblicz sume ich:
a) pol, b) obwoddéw.

Oblicz pierwszy wyraz ciggu geometrycznego (a,, ) o ilorazie q. jesli:
a) ¢ =2, S, =60, c) g=3, S = 728, e) ¢ =—v2, 8 =-T,
b)g=1,5=2046, d)g=-15=33 £ g=-1,55=9.

l‘.‘.-l-—-

lle poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego o pierwszym wyrazie
rownym 5 i ilorazie 2 nalezy dodac¢, aby otrzymac:
a) 315, b) 2555, ¢) 51157

Wyznacz liczbe wyrazow skonczonego ciagu geometryeznego (a,, ) o ilora-
zie ¢, jesli suma wszyvstkich wyrazow jest rownas:

a) 258 oraz a; = 6, ¢ = —2, b) 1820 oraz a, = 5, ¢ = 3.

Pola pieciu prostokatéw (rysunek nhak) T
tworza ciag geometryczny o Il(}rd.dll':‘ . Su-

781
ma tych pol jest rowna ‘G cm®. Obhcz

pole najmniejszego prostokata.
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10.

Lif

A

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Wyznacz wzdr ogblny ciagu geometrycznego (a,, ), jesli wiadomo, ze:
a) S; = 35, a réznica wyrazéw pierwszego i czwartego jest réwna 17.5,

b) Sy = 20, a réznica wyrazéw pierwszego i trzeciego jest rowna 8.

Suma pieciu poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,, ) wynosi 33,
a roznica wyrazow pierwszego i szostego jest rowna 99. Oblicz sume dzie-
sieciu poczatkowych wyrazow tego ciagu.

Wyznacz sume n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego o pierw-
szym wyrazie a; = x i ilorazie ¢ = —1, jesli wiadomo, ze n jest liczba:

a) parzysta, b) nieparzysta.

Ciag geometryczny (a,) spelnia warunki: S5 — S3 = 72 i ay — a3 = 12.
Oblicz sume siedmiu poczatkowych wyrazéw tego ciagu.

Suma czterech poczatkowych wyrazéw monotonicznego ciagu geometrycz-
nego jest rowna 8, a suma kolejnych czterech jest rowna 72. Oblicz piaty
wyraz tego ciagu.

Pierwszy wyraz ciagu geometrycznego jest rowny 6, a stosunek sumy pie-
ciu poczatkowych wyrazow tego ciggu do sumy kolejnych pieciu wyrazow
Wynosi Ji Oblicz szosty wyraz tego ciggu.

Dany jest dziesigciowyrazowy ciag geometryczny (a,) o ilorazie q. Suma
jego wyrazow o numerach nieparzystych jest rowna 341, a suma wyrazow
o numerach parzystych jest rowna 682. Wyznacz wzor ogblny tego ciagu.

[loczyn czterech poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego (a, ) o wy-
razach dodatnich jest réwny 324. Oblicz sume szesciu poczatkowych wyra-
zOw tego ciagu, jezeli a; — a, = 6.

Suma trzech poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego jest rowna 21,
a suma trzech nastepnych jest rowna 168. Ktory wyraz tego ciggu jest
rowny 1927

Wyrazy ciagu geometrycznego (a,, ) spelniaja warunki:
a1 +as+as+as+a; =93 1 as+as+as+ag+a- =372

Oblicz pierwszy wyraz oraz iloraz tego ciggu.

Dany jest skonczony ciag geometryczny o parzystej liczbie wyrazow. Iloraz
1 plerwszy wyraz tego ciggu sa rozne od zera. Wykaz, ze stosunek sumy wy-
razow o numerach parzystych do sumy wyrazow o numerach nieparzystych
jest rowny ilorazowi tego ciagu.
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3.12. Ciaggi arytmetyczne i ciagi
geometryczne - zadania

Przykiad 1
Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,) dana jest za pomoca wzoru
S, = 2n?. Czy jest to ciag arytmetyczny?
Obliczamy pierwszy wyraz ciagu:
g =8 =2+1*=2

Dla n > 1 wyraz a, mozemy wyznaczyc ze wzoru a, = S, — S, _1:

a, =2n*—-2(n—12=2n*-2n*-2n+1)=4n -2
Stad ap g =4(n+1) —2=4n + 2.
Réznica a,41 —a, =4dn+2— (dn—2) =4 dlan > 1.
Nalezy jeszcze obliczy¢ roznice a, — aq:

ap—ay =(4-2-2)—-2=4

Réznica a, . — a, = 4 dla kazdego n € N, wiec ciag (a,) jest arytmetyczny.

Cwiczenie 1
Sprawdz, czy ciag (a,) jest clagiem arytmetycznym, jesli:
a) S, =n?—4, b) S, = n®+ 2n, ¢) S, = 6n — 2n?, d) S, =2n.

Przykiad 2

Trzy liczby tworza ciag arytmetyczny, a ich suma jest rowna 21. Jesli od pierw-
szej 1 drugiej liczby odejmiemy 3, a od trzeciej odejmiemy 1. to otrzymamy
kolejne wyrazy ciagu geometrycznego. Wyznacz te liczby.

Zapisujemy trzy kolejne wyrazy ciagu arytmetycznego: a — r, a. a + r. Ich

suma:
a—r+a+a+r=21

=T

Zatem szukane liczby maja postac: 7T —r, 7, T+ r.
Zgodnie z warunkami zadania liczby 4 — r, 4, 6 + r sa kolejnymi wyrazami
clagu geometrycznego, zatem zachodzi rownoscé:

2=A4-r)(6+T)

r2+2r—8=0

r=—4lubr=2
Dla r = —4 otrzymujemy liczby: 11, 7, 3.
Dla r = 2 otrzymujemy liczby: 5, 7, 9.

Il
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Cwiczenie 2

a) Trzy liczby, ktérych suma jest réwna 21, tworza ciag arytmetyczny. Jesli
od drugiej z nich odejmiemy 1, a do trzeciej dodamy 6, to otrzymamy ciag
geometryczny. Wyznacz te liczby.

b) Liczby a. b, ¢. ktérych suma jest réwna 12, sa kolejnymi wyrazami ciagu
arytmetycznego, a liczby a + 1, b+ 2, ¢+ 6 - kolejnymi wyrazami ciagu geo-
metrycznego. Wyznacz liczby a, b, c.

Zadania

1. a) Szoésty wyraz clagu aryvtmetycznego jest réwny 0. Oblicz sume jedenastu
poczatkowych wyrazow tego ciagu.
b) Jedenasty wyraz ciagu arytmetycznego jest réwny 20. Oblicz sume je-
denastu poczatkowych wyrazow tego ciagu o numerach nieparzystych.

2. Dany jest ciag arytmetyczny (a,). Stosunek sumy dziesieciu poczatko-
wych wyrazéw o numerach parzystych do sumy dziesieciu poczatkowych
wyrazow o numerach nieparzystych jest réwny g—. Suma wyrazow trzeciego
i siodmego jest rowna 12. Wyznacz wzor ogélny tego ciggu.

3. Suma trzech liczb tworzacych ciag geometryczny jest rowna 15, a suma
ich odwrotnosci jest rowna % Wyznacz te liczby.

4. Wyrazy ciagu geometryczego (a, ) spelniaja warunki:
a; +a; =068 1 a4+ ag = 136

Ile poczatkowych wyrazow tego ciagu nalezy dodad, aby otrzymac 20447

5. W szesciowyrazowym ciagu geometrycznym suma pieciu poczatkowych
wyrazow jest rowna 11, a suma pieciu ostatnich — jest rowna 33. Oblicz
iloraz oraz wyrazy pierwszy 1 szosty tego ciagu.

6. Trzy liczby. ktorych suma jest rowna 28, tworza ciag geometryczny. Liczby
te sa rowniez kolejno wyrazami pierwszym, drugim i czwartyin ciagu aryt-
metycznego. Wyznacz te liczby.

7. a) W dziewieciowyrazowym ciagu arvtmetycznym, ktérego pierwszy wy-
raz jest rowny 4, wyrazy pierwszy, trzeci i siodmy tworza ciag geome-
tryczny. Oblicz sume wyrazow tego ciagu arytmetycznego.

b) W szesciowyrazowym malejacym ciagu arytmetycznym, ktérego pierw-
szy wyraz jest rowny —1, wyrazy pierwszy, drugi i piaty tworza ciag geo-
metryczny. Oblicz sume wyrazow tego ciagu arytmetycznego.
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10.

11.

12.

a) Suma trzech liczb tworzacych ciag arytmetyczny jest réwna 15, Jesli
pierwsza 1 druga z tych liczb zwickszymy o 1, a trzecia — o 4, to otrzymamy
ciag geometryczny. Wyznacz te liczby.

b) Trzy liczby tworza ciag arvtmetyczny. Jesli do pierwszej z nich do-
damy 8, a druga 1 trzecia zostawimy bez zmian, to tak otrzymany ciag
bedzie ciagiem geometrycznym. Wyznacz te liczby, jesli suma wyrazow
ciagu geometrycznego wynosi 20.

a) Trzy liczby, ktérych suma jest réwna 13, tworza malejacy ciag geome-
tryczny. Jesli od ostatniej liczby odejmiemy 4, to otrzymamy ciag arytme-
tvezny. Wyznacz te liczby.

b) Trzy liczby tworza ciag geometryczny, a ich suma jest rowna 52. Jesli
pierwsza i druga liczbe zostawimy bez zmian, a od trzeciej odejmiemy 16,
to otrzymamy kolejne wyrazy rosngcego ciagu arytmetycznego. Wyznacz
te liczby.

a) Wstaw miedzy liczby 51 30 dwie takie liczby, aby pierwsze trzy tworzyly
ciag geometrycezny, a ostatnie trzy — ciag arytmetyczny.

b) Wstaw miedzy liczby —4 i 32 dwie takie liczby. aby pierwsze trzy two-
rzyvly ciag arytmetyczny, a ostatnie trzy — ciag geometryczny.

Z czterech zapisanych kolejno liczb pierwsze trzy tworza ciag geometrycz-
ny, a ostatnie trzy — ciag arytmetyczny. Wyznacz te liczby, jesli suma

pierwszej 1 ostatniej jest rowna 1, a suma drugiej 1 trzeciej jest rowna —:

W tréjkat réwnoboczny wpisujemy okrag, a nastepnie
w okrag wpisujemy trojkat réwnoboczny itd. (rysu-
nek obok). Otrzymujemy w ten sposéb ciag tréj-
katow rownobocznych i ciag okregow.

a) Uzasadnij, ze ciag obwoddéw kolejnych tréj-
katow jest geometryczny. Podaj jego iloraz.
b) Bok najwiekszego trojkata ma dlugosé 4.
Oblicz sume obwoddéw pieciu najwickszych
trojkatow oraz sume ich pol.

By ot

Wykaz, ze jeslh liczby - T 735 L 515 tworzg cigg arytmetyczny, to rowniez

liczby z°, y* i z° tworza ciag arytmetyczny.

Wykaz, ze jesli ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym o wyrazach calko-
witych, to ciag (b,) okre§lony za pomoca wzoru b, = 2% jest ciagiem
geometrycznym.

3.12. Ciagi arytmetyczne i ciagi geometryczne — zadania
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Ciagi liczb catkowitych

Ponad pieédziesiat lat temu amerykaiski matematyk Neil Sloane [czyt. nil
sloin| stworzyl katalog ciagéw liczb calkowitych obecnie funkcjonujacy jako
Encyklopedia ciagow liczb catkowitych w wersji on-line (oeis.org). Opisanych
jest w niej ponad ¢wier¢ miliona réznych ciagéw. Aby znalezé¢ informacje
o ciagu, nalezy podac jego muner w katalogu, nazwe lub poczatkowe wyrazy.
Na przyklad:
e pod numerem A000045 znajduje sie ciag Fibonacciego (patrz str. 158),
» pod numerem A000108 znajduje sie ciag liczb Catalana [czyt. katalanal:

1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, ...
(2n}!

Ciag liczb Catalana okreslony jest wzorem ¢, = — e Latem:
2 oA _ g . _ 68 _ g . _ 8 _
Li—ﬁ—1,(;g—ﬁ—z.(.3—@—0,(4—@—14?..

Ciag ten ma wiele interpretacji geometrycznych, np. dla (n 4 2)-kata wypu-
klego liczba jego mozliwych podzialow na tréjkaty nieprzecinajacymi sie prze-
katnymi jest rowna n-tej liczbie Catalana. Dla szesciokata istnieje 14 takich

S®DOD B!
OOMED

Rozwazmy teraz kwadrat o wymiarach n xn z siatka calkowita, jak na rysunku

ponizej, oraz drogi prowadzace z lewego dolnego rogu tego kwadratu do jego

prawego goérnego rogu spetniajace warunki:
 poruszamy sie po siatce calkowitej w prawo albo w gore,
e nie przechodzimy nad przekatna kwadratu.

Okazuje sie, ze liczba takich drég jest n-ta liczba Catalana.
Na ponizszych rysunkach przedstawiono wszystkie mozliwe
drogi dla n = 3 (¢3 = 5).

1. Narysuj odpowiednie rysunki i sprawdz, czy dla kwadratu 4 x 4 istnieje
¢y = 14 roznych drog spelniajacych warunki opisane wyzej.
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3.13. Procent skiadany

Kapital w wysokosci k, zlozony w banku na rok przy oprocentowaniu
rocznym r, wzrosnie po roku do kwoty k(1 + 7).

Przyktad 1

Pani Kowalska wplacila do banku 1000 zI na lokate oprocentowana 6% w skali
roku. Do jakiej kwoty wzrosnie kapital pani Kowalskiej po trzech latach, a do
jakiej po dwudziestu?

Kwota po roku: 1000 + 6% - 1000 = 1060 [z1]

Kwota po 2 latach: 1060 + 6% - 1060 = 1060 + 63.6 = 1123,6 [zl]
Kwota po 3 latach: 1123,6 + 6% - 1123,6 = 1123,6 + 67,416 ~ 1191,02 [zl]
Zauwaz, ze w kolejnych latach doliczane sa odsetki w wysokosei 6% do kapitalu powiekszo-
nego o odsetki z poprzednich lat.

Wyznaczenie powyzsza metoda kwoty, do jakiej wzrosnie kapital pani Kowal-
skiej po dwudziestu latach, jest bardzo pracochlonne. Zauwazmy jednak. ze
kazdego roku do kazdej zlotowki bank do- ptys.2t 4
pisuje 6% odsetek, czyli co roku kapital il
powieksza sie 1.00 razy. —

o
i

Kapital wynosi wiec: —
po roku: k- 1,06
po 2 latach: k- (1,06)?
po 3 latach: k- (1,06)”

10 20
lata

po 20 latach: k- (1,06)* = 1000 - 3,20714 = 3207,14 [z}]

Jezeli w kolejnych latach odsetki dopisywane sa do kapitalu powigkszonego
o wezesniej nagromadzone odsetki, to mowimy, ze kapital zostal zlozony na
procent skladany.

Kapital w wysokosci k, zlozony w banku na n lat na procent skladany
przy oprocentowaniu rocznym r, po n latach wzrosnie do kwoty k(1 +r)".

Cwiczenie 1
Do jakiej kwoty wzrosnie kapital po n latach, jezeli zlozymy w banku 5000 zl
na procent skladany przy oprocentowaniu rocznym r?

a) n=>5, r=4,5% b) n=28, r=55% ¢) n=10,r=3%
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Dopisywanie odsetek do kapitalu nazywa sie kapitalizacja odsetek lub
krotko kapitalizacja, a czas, po jakim ona nastepuje, nazywa sie¢ okresem
kapitalizacji.

Przykiad 2

Rodzice Basi zlozyli w banku 5000 zl na trzy lata. W pierwszym roku opro-
centowanie wynosilo 6%, w ostatnich dwoch latach 5%. a kapitalizacja odsetek
nastepowala co rok. Do jakiej] kwoty wzrostby ten kapital po trzech latach,
gdyby odsetki nie byly opodatkowane, a do jakiej — gdyby od naliczanych
odsetek pobierany byl co roku podatek w wysokosci 20%7

Jesli odsetki nie bylyby opodatkowane, to oszezednosci po trzech latach wy-

nioslyby: "
5000 - 1,06 - (1,05)* = 5843,25 [zl

Jesli od naliczanych odsetek bylby pobierany podatek, to odsetki te bylyby
pomniejszane o 20%, zatem w pierwszym roku wplacona kwota wzroslaby o:
0,06 - 0,8 = 0,048 = 4.8%

a w drugim i trzecim roku o:
0,05-0,8 = 0,04 = 4%
Zatem po trzech latach kapital wzrésltby do:
5000 - (1,048) - (1,04)% =~ 5667,58 [z1]
Uwaga. W Polsce podatek od odsetek wynosi 19%. W tyvm rozdziale, dla ulatwienia

obliczen, podatek ten pomijamy lub przyjmujemy, ze wynosi 20%. Zwro¢é uwage na to,
ze podatek placi sie tylko od dopisywanych odsetek, a nie zgromadzonego kapitalu,

Cwiczenie 2

Kapital 5000 zl zlozono w banku na dziesie¢ lat przy oprocentowaniu wyno-
szacym 5% 1 rocznej kapitalizacji odsetek. Oblicz wysokosé dopisanych odse-
tek. Jak zmieni sie wielkos¢ kapitalu, jesli od odsetek naliczany jest podatek
w wysokosci 20% w skali roku?

Cwiczenie 3

Kapital w wysokosci 800 zl zlozono w banku na pie¢ lat. Oblicz wielkos¢
kapitalu po uplywie tego czasu, jesli kapitalizacja odsetek byla roczna, od
odsetek naliczano podatek w wysokosci 20% w skali roku, a oprocentowanie:

a) w pierwszych dwoch latach wynosilo 8%, w ostatnich trzech — 4%,

b) w pierwszych trzech latach wynosito 4%, w ostatnich dwéch — 8%,

¢) w pierwszych dwéch latach wynosilo 7%, w kolejnych dwéch — 5%, w ostat-
nim roku — 2%.
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Odsetki moga by¢ dopisywane czesciej niz co rok. Jezeli dopisywane sa co
kwartal, méwimy o kapitalizacji kwartalnej, jesli co miesige — o kapitalizacji
miesieczne;j.

Twierdzenie

Kapital w wysokosci k. zlozony w banku na n lat przy oprocentowaniu
rocznym r i kapitalizacji m razy w roku, po n latach wzrosnie do:

L:-(Hi) |
e

Przykiad 3

W bankach A, B i C lokaty terminowe sa oprocentowane 6% w skali roku.
Odsetki sa kapitalizowane: w banku A — co rok, w banku B — co kwartal,
a w banku C' - co miesiac. Do kazdego z tych bankéw wplacono 1000 zl.
W ktorym banku odsetki od tej kwoty po roku beda najwieksze? O jaki pro-
cent wzrosnie kapital w kazdym z tych bankéw po roku?

Kapital po roku wyniesie:
w banku A: 1000 - (1 + 0.06) = 1060 [z1],

w banku B: 1000 (1 4 2%)" = 1000 (1,015)* ~ 1000 1,06136 = 1061,36 [21],

w banku C: 1000- (1 + %2)™ = 1000-(1,005)*2 ~ 1000-1,06168 = 1061,68 [21].

12
Zatem odsetki dopisane w tych bankach to kolejno: 60 zl, 61,36 zt i 61,68 zl.
Kapital wzrosnie wiec: w banku A — o 6%, w banku B — o E;Lqil; = 0,06136 ~
~ 6,14%, a w banku C — 0 8588 = 0,06168 & 6,17%.

1M

Roczna stope procentowa r taka, ze odsetki w wysokosci = kapitalizowane
sa 1 razy w roku, nazywa sie nominalng stopa procentowa. Rzeczywisty
przyrost kapitalu pokazuje efektywna stopa procentowa p, przy ktérej od-
setki kapitalizowane sa raz. na koniec roku. Miedzy tymi stopami zachodzi
nastepujaca zaleznosc:

I

LN
1+p=(1+L)

Cwiczenie 4

Bank X oferuje kapitalizacje polroczna przy rocznej stopie 8%, a bank Y —
kapitalizacje kwartalna przy rocznej stopie r. Dla jakiej wartosci stopy r opro-
centowanie w skali roku jest w obu bankach najbardziej zblizone?

A r=4% B. r = 7,92% C.r=8%

3.13. Procent skiadany
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Cwiczenie 5

Pani Katarzyna zlozyla w banku kwote 10000 zl na lokate oprocentowana
4% rocznie. Oblicz, do jakiej kwoty wzrosnie jej kapital po pieciu latach, jesli
odsetki beda kapitalizowane:

a) co rok, b) co p6l roku, c¢) co kwartal, d) co miesiac.

Cwiczenie 6
Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Rodzice zalozyli konto trzynastoletniej corce. Postanowili wplacac¢ na nie
200 zl na poczatku kazdego roku przez pie¢ lat. Oprocentowanie roczne
w calym tym okresie wynosi 5%. a kapitalizacja nastepuje co rok. Jaka
kwote bedzie miala na koncie ich corka w wieku 18 lat?

Pierwsza wplata w wysokosei 200 z1 bedzie kapitalizowana piec¢ razy, druga
wplacona rok pézniej - cztery razy i kazda kolejna wplata bedzie kapita-

lizowana o jeden raz mniej. Zatem kapital po pieciu latach bedzie wynosil:

200 - 1,05° + 200 - 1,05 4 200 - 1,05% + 200 - 1,05 + 200 - 1,05 =

= 200(1,05 4+ 1,05* + 1,05 + 1,05" + 1,05°) =  Korzystamy ze wzoru na

1_ 1"{}5 5 SLITE ':'14"5,['-';” I!_-.';('“l.'l]l‘t1‘_\‘{‘?.']“‘:‘_:"11.
=200+ 1,05 20 & 1160,38 [2]
N

Jaka kwota bylaby na koncie opisanym w powyzszym przykladzie, gdyby okres
oszezedzania byl dluzszy o piec lat?

Cwiczenie 7

a) Pani Ania zamierza wplaca¢ 500 zl na konto na poczatku kazdego roku.
Oprocentowanie konta wynosi 4% w skali roku. a odsetki sa kapitalizowane co
rok. Jakie srodki zostana zgromadzone na koncie pani Ani po 8 latach. a jakie
- po 20 latach oszczedzania?

b) Jaki kapital znajdzie si¢ na koncie osiemnastolatka, jezeli rodzice, poczaw-
szy od dnia jego urodzenia. wplacali mu do banku co rok 300 z1?7 Oprocento-
wanie wynosilo 6% w skali roku, a odsetki byly kapitalizowane co miesiac.

Cwiczenie 8

Pawel, ktory ma 25 lat, zamierza wplaca¢ 100 zl na fundusz emerytalny na
poczatku kazdego miesiaca. Oprocentowanie funduszu wynosi 6% w skali roku,
a kapitalizacja odsetek jest miesieczna. Jaki kapital zostanie zgromadzony
przez Pawla, gdy bedzie on w wieku: a) 60 lat, b) 65 lat, c) 67 lat?
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Zadania

Do jakiej kwoty wzrosnie kapital po n latach, jezeli zlozymy w banku na
procent skladany 2000 zl przy oprocentowaniu rocznym r?7

a) n=2,r=5% b) n=>5,r=5% ¢} ni=10, r=3%

Do jakiej kwoty wzrosnie kapital po n latach, jezeli zlozymy w banku na
procent skladany 4000 zl przy oprocentowaniu rocznym r?
a) n=2, r=4% b) n=25, r=3% c) n=10, r=4%

Kapital w wysokosci 600 zl zostal zlozony w banku na pieé¢ lat. Oblicz
wielkosé kapitalu po uplywie tego okresu. jezeli kapitalizacja byta roczna,
a oprocentowanie wynosilo w pierwszym roku:

a) 6%, w drugim roku — 5,5%, a w trzech ostatnich latach — 4%,

b) 5,5%, w trzech kolejnych latach — 4%, a w ostatnim roku — 6%.

Oprocentowanie lokat w banku A wynosilo w kolejnych czterech latach
9%, 8%, T% 1 6%. Stopa procentowa w banku B byla w tym czasie stala
i wynosita r. Oblicz r, jesli wplacenie kapitalu na cztery lata bylo w obu
bankach réwnie oplacalne i oba banki kapitalizowaly odsetki rocznie.

Jaka kwote nalezy ulokowac¢ na koncie, aby po pieciu latach uzyskac
1217 zl, jezeli roczna stopa procentowa wynosi 4%, a odsetki kapitalizo-
wane sa co rok? Jaka kwote nalezaloby wplaci¢., aby uzyskac¢ taki sam
kapital koncowy po trzech latach?

Bank przyjal kwote 50000 zl na 5% rocznie, a nastepnie pozyczyl ja na
6% rocznie. lle zyskal bank w ciagu pieciu lat. a ile by zyskal w ciagu
dziesieciu lat?

Do banku wplacono 3000 zl na trzy lata przy rocznej stopie procento-
wej 6%. Ile bedzie wynosil kapital po uplywie tego okresu, jesli odsetki sg
kapitalizowane:

a) co pol roku, b) co kwartal, ¢) co miesiac, d) codziennie?

Warunki oferowane przez banki dla lokat dwuletnich sa nastepujace:
bank A — 5,44% rocznie, odsetki kapitalizowane co miesiac,

bank B — 5,5% rocznie, odsetki kapitalizowane co kwartal,

bank C' — 5.6% rocznie, odsetki kapitalizowane co pdél roku,

bank D — 5,65% rocznie, odsetki kapitalizowane co rok.

Ktory z tych bankéw oferuje najkorzystniejsze warunki?

3.13. Procent skiadany
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10.

11.

12.

13.

Firma X zaciagnela w banku kredyt w wysokosci 10000 zt. Co roku bank
nalicza odsetki w wysokosci 10%. Kredyt wraz z odsetkami ma by¢ spla-
cony jednorazowo po n latach. Na ile lat zostal zaciagniety kredyt, jezeli
wiadomo, ze firma X bedzie musiala splaci¢ 13310 zl?

Dziadkowie w dniu narodzin wnuka zdeponowali dla niego w banku kwote
k zl na osiemnascie lat, oprocentowana 5% w skali roku z roczna kapita-
lizacja odsetek. Obecnie chlopiec ma dziewie¢ lat i kwota ta wzrosla do
7757 z1. Ile wynosil kapital poczatkowy k zl? Do jakiej kwoty wzrosnie ten
kapital na koniec okresu oszczedzania?

Kuba zamierza kupi¢ samochod. ktory kosztuje 40000 zl. Zakup finan-
suje ze srodkow wlasnyceh 1 zaciggnietego na ten cel kredytu. Kredyt wraz
z odsetkami, ktore wyniosa 1200 zl, ma by¢ splacony po roku. Ile srodkéw
wlasnych ma Kuba, jezeli oprocentowanie kredytu wynosi 8% w skali roku?

Kapital w wysokosei 1000 zl wplacono do banku na lokate z miesieczna
kapitalizacja odsetek. Po ilu latach kapital ten sie podwoi, jezeli wiadomo,
ze oprocentowanie w skali roku wynosi: a) 6%, b) 3%?

Pan Lech na budowe domu zaciagnal kredyt w wysokosci 100000 zl. opro-
centowany 10% w skali roku. Kredyt bedzie splacany w réwnych ratach
po 30000 zl na koniec kazdego roku, przy czym ostatnia rata moze by¢
mniejsza. Odsetki naliczane sa rocznie tylko od niesplaconej czesci kredytu.
W tabeli przedstawiono sposob obliczania stanu zadluzenia po kolejnych
latach.

Rok Doliczone odsetki Stan zadluzenia
E | 0,1-100000 = 10000 = 100000+ 10000 — 30000 = 80000
2, 0,1 - 80000 = 8000 | 80000 + 8000 — 30000 = 58 000
3. 0.1 - 58000 = 5800 58 000 + 5800 — 30000 = 33 800
4. 0.1 - 33800 = 3380 | 33 800 + 3380 — 30000 = 7180
5. 0.1-7180 =T18 7180 + 718 — 7898 = 0

Zatem lagcznie trzeba splaci¢ 4 - 30000 + 7898 = 127 898 [zl].

a) Sporzadz analogiczna tabele dla kredytu w wysokosei 100 000 zl, opro-
centowanego 20% w skali roku, splacanego na tych samych zasadach co
kredyt pana Lecha. Jaka kwote trzeba lacznie splaci¢?

b) Ile czasu trwaloby splacanie takiego kredytu, gdyby oprocentowanie
wynosilo 25% w skali roku?
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*3.14. Granica ciggu

M Intuicyjne pojecie granicy

Przykiad 1 Y§ & i T 5
Na rysunku obok przedstawiono wy- |- . e . . =
kres ciagu a, = 2. P TN NV O T W |
Kolejne wyrazy tego ciggu: 2, 1, % % L H * v & i , .
2, 4.... sa ,coraz blizej” liczby 0. o] 1 X
Przykiad 2
Na rysunku obok przedstawiono wy- Y}
kres {-.ia_.gu' et G
_2+ I:'" 2____._,_,._:_..:__;_...!‘..,..__,_,..'__.‘__
I{_Dlejup wyrazy ‘t‘_eg{_‘j ('_]i-!g'l_];: 11 2*_]-;-, 1%‘ ;- , I . : , ced
21, 13, 2%, 12,... sg ,coraz blizej” P N
11(:2})} 2. i |

W powyzszych przykladach wyrazy ciagu sa .coraz blizej” pewnej liczby.
Liczbe te nazywamy granicg lub granica wlasciwa ciagu. Jesli ciag (a,) ma
ranice rowna g, to piszemy: e e . -
& v iRl I N . Skrot Jim” pochodzi od tacin-

lima, =g Iy : i

H—srs . skiego stowa limes — granica.
co czytamy: .granica ciagu a, przy n dazacym do nieskonczonosci jest licz-
ba ¢” lub .ciag a, dazy do liczby g przy n dazacym do nieskonczonosci”.
Informacje te mozemy tez zapisac¢ tak: a,, — g przy n — oc.

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres ciggu (a,,) i na jego podstawie podaj granice tego ciagu.

) - _E :I_l}" : e L
8} = = b) a, =1+ = e it =4 =
Przykfad 3 3 N T
Na rysunku obok I)l‘?f‘(’l‘it’lWiOl‘lﬂ .l L b ]
kres ciagu a,, = 1 + . Granica tego +..t1.___ B S 2 _'__f__'_: .
ciggu jest liczba 1, m za]m:u_]e1u},-. S I i M S’ i e e
- ) —
_fl_l};c(H;;)—l Ol 1 1 | | | [ [ | | X

Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby £ > () prawie wszystkie (wszystkie z wyjat-
kiem skoniczonej liczby) wyrazy tego ciagu sa oddalone od 1 o mniej niz £, czyli
la,, — 1| < £, co mozemy tez zapisaé: a, € (1 —&:1 +¢) dla prawie wszyst-
kich n.
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Definicja
Ciag (a,) ma granice réwna g, jesli dla kazdego € > 0 istnieje liczba natu-
ralna k taka, ze dla wszystkich n > k zachodzi nieréwnosc:

Ian — g! <Eg

Jesli ciag (a,) ma granice réwna g, to méwimy, ze jest zbiezny do g.

Przyktad 4 Y4 W -t

Gl‘a,ni{:a (Ti}}gu a, = (%)ﬂ jest liczba 0.

Na przyklad dla £ = ﬁ warunek |(%)” — Ol < € jest 10 R :

spelniony, gdy n > 3, a dla e = ., gdy n > 9. ?__1_ IR
10

Cwiczenie 2
Dany jest ciag a, = 0,9". Sprawdz. dla jakich n spelniona jest nieréwnos¢
lga —0] < 5.

Twierdzenie
= Jesli g € (—1;1), to lim ¢" = 0.
F—+0
= Jesli a € (0;00), to lim {/a =1.
TG
Korzysta¢ bedziemy rowniez z nastepujacych granic:

I S S T (N
lim = =0, lim — =0, ,!I_I.liﬁ_u

n—soc T i

Twierdzenie

Jesli k> 0, to lim — = 0.

n—og T

Cwiczenie 3
Granica ciagu a, = ﬁ jest liczba (. Ktore wyrazy tego ciagu spelniaja waru-
nek |a, — 0| < &, gdy:

a) € = 15, b) € = &, ) &=L, d) e =107
Przyktad 5 .
Ciag staly a,a,a,... ma granice réwnag a. Na ry- 0 U WO T O O S
L T T B T
sunku obok przedstawiono wykres ciagu a,, = % S S
2 ' (J] 1 1+ 1 1 X

: iaem: lim 2 = 2
Granica tego ciagu: ?!ﬂl;lc 5= %
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Przykiad 6

Ciag naprzemienny a, = (—1)" nie ma granicy. Vi

By to stwierdzi¢, wystarczy przyja¢ e = 5. Nie 1 - . H
istnieje liczba g taka, by wyrazy o numerach pa- ol ———=
rzystych (réwne 1) i wyrazy o numerach nieparzy- 3o e
stych (réwne —1) byly jednoczesnie odlegle od g S O S

0 mniej niz %

Twierdzenie

Ciag moze miec tylko jedna granice.

Zauwaz, ze jesli ciag (a, ) ma granice réwna g, to liczba ta jest réwniez granica
kazdego jego podciagu.

Jesli dwa podciagi ciagu (a,,) maja rézne granice, to ciag (a,) nie ma granicy.

Przyktad 7
Rozpatrzmy ciag (a, ) okreslony wzorem
2 dla n nieparzystych
Gy =
n = dla n parzystych
Podcigg wyrazéw tego ciagu o numerach nieparzystych ma granice rowna 2,
a podciag wyrazow o numerach parzystych ma granice réwna (. Zatem ciag
(@, ) nie ma granicy.

Cwiczenie 4
Czy ciag (a,) ma granice?
it dla n nieparzystych { 1+ ?l dla n nieparzystych
— — f ™
8] = 5) a,

1 — 2 dla n parzystych v2 dla n parzystych

Zadania

1. Naszkicuj wykres ciagu (a, ). Czy ten ciag ma granice?

a) a, =142 ¢) a, =sin %L e) a, = (—1)"
b) ay =4—1 d) anz(—n"-“:‘ f) an =535
2. Ktore wyrazy ciagu a, = % spelniaja warunek |a, — 0| < £, gdy:
a):r::f—, b) e = &, ¢) € = 15, d) e =107
3. Dla jakich n spelniona jest nieréwnosé |a, — g| < &7
a) g, =2, g=1, e=% b)a,=2—25, g=2, €= o

3.14. Granica ciagu
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*3.15. Ciagi rozbiezne

Y4
AFNEEEREREEE RN ERSANNN
JEEERENEREEEREREEEDEENERENE:

Ciag, ktory ma granice, nazywamy ciagiem zbieznym. O ciagu, ktory nie ma
granicy, mowimy, ze jest rozbiezny. Przykladami ciagoéw rozbieznych sa ciggi
a, = (—1)" oraz b, = sinn (wykres powyzej). Wérod ciagéw rozbieznych
wyrozniamy ciagi rozbiezne do —oc¢ i ciagi rozbiezne do oc.

Definicja
Ciag (a,) jest rozbiezny do oo, jesli dla kazdej liczby M istnieje liczba

naturalna k taka, ze dla wszystkich n > k zachodzi nieréwnosé a,, > M.

O ciagu rozbieznym do oo mowimy, ze ma granice niewtasciwg oc, 1 piszemy:
lim a, = oc lub a, — o0 przy n — oo.

T —xC
Przyktad 1 il
Ciag a,, = n? jest rozbiezny do oo, co zapisujemy lim n? = oc. :

——.
Prawie wszystkie (wszystkie z wyjatkiem skonczonej liczby)
wyrazy ciagu sa wicksze od dowolnie wybranej liczby M. Na
przyvklad dla M = 100 wszystkie wyrazy, poczawszy od jede- ki)
nastego, speliajg warunek a, > M. gy

Cwiczenie 1 S A O - A
Podaj, dla jakich n zachodzi nieréwnos$é a, > M. Czy dla : :
dowolnie wybranej liczby M mozna wskazac¢ takie n?

a) a, =n—10, M =100 c) ap=1/m, M=40 T
b) a, = in, M =50 d)a,=2", M=1000 o1 %
Definicja

Ciag (a,) jest rozbiezny do —oo, jesli dla kazdej liczby M istnieje liczba
naturalna k taka, ze dla wszystkich n > k zachodzi nierownos¢ a,, < M.

O ciggu rozbieznym do —oc méwimy, ze ma granice niewladciwg —oo, i pi-
szemy: lim a, = —o0 lub a, — —o0 przy n — oc.
ool

Ti
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Cwiczenie 2 Y}

Na rysunku obok przedstawiono wykres ciagu :

a, = —y/n. Jest to ciag rozbiezny do —oc. 0O

Ktore wyrazy tego ciagu spelniaja warunek:

a) a, < —10, ¢) a, < —1000,
b) a, < —500, d) a, < —100007
Przykiad 2

Czy ciag a, = (—1)" - n ma granice niewlasciwa?

Ciag (a,) nie jest rozbiezny ani do —oc, ani do oo, gdyz jego podciag wyrazéw
o numerach parzystych jest rozbiezny do oo, a podciag wyrazow o numerach

nieparzystych jest rozbiezny do —oc.

Twierdzenie
m Jesli g > 1, to lim ¢" = . = Jedli k > 0, to lim n* = .

Cwiczenie 3
Czy ciag (a,) ma granice niewlasciwa?
—2" dla n nieparzystych
a) a, = b) a, =

—n? dla n parzystych

Zadania

27" dla n nieparzystych

dla n parzystych

1. Sprawdz, czy ciag (a,) jest rozbiezny do —oc lub do oc.

a) a, = —+n " e e) a, =0,1"

10

b) a, = (=4)" d) a,=(=2)" f) a, =(0,9))"

2. Ktoére wyrazy ciagu (a, ) naleza do przedzialu (M;o0)?
M = 50
M = 500

a) a, = %T.’-E, M =200 e) ap= —’-‘ﬁj—i
b) a, = 3n*, M = 20000 d) a, = &£,

& 2=t
h) a, =n*— 100

3

3. a) Dany jest ciag a, = ¢/n. Dla jakich n jest spelniony warunek a, > 10,

a dla jakich warunek a,, > 1007

b) Dany jest ciag a, = n*+40n*—25n. Dla jakich n jest spelniony warunek

a, > 10007

oraz r = 2, jest rozbiezny do oo.

Wykaz, korzystajac z definicji, ze ciag arytmetyczny, w ktérym a; = —100

3.15. Ciagi rozbiezne
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*3.16. Obliczanie granic cigagow (1)

Przy obliczaniu granic ciagéw bedziemy korzysta¢ z ponizszego twierdzenia.

Jezeli lim a,, = a, hm b, = b, gdzie a,b € R, to:
Ti—20
= lim(c-a,) =c-a, gdme ceR
T —+0C
= lim(a,+b,)=lima, + limb, =a+0b granica sumy ciagow
TL—+ 3 TI—2G T+
= |lim (a,,, — bn) = lim a,, — lim by =a— Db granica réznicy ciagow
—20 —2 TL—+20C
= lim (t‘l“ . bn) = lim @, 111'11 b. = a-b granica iloczynu ciagdw
TG TE—# 00 T—00
lim ay
o limr = 8
n—2C h'n 1]1“ hn -b
1 —+00
gdy b ?6 01 b, -‘,Ié 0 dlan € N.;. granica ilorazu ciagéw
Przykiad 1
]
LT — B *+iIn-1
Oblicz granice ciagu a, = *—3"—.
. 5n%43n-1 . e o B 1 " S W |
lim ——— = lim (u+— -—2) =5+ ]lim=—-lim —5=5+0-0=35
n—+3 T f—+ T T m—ne Th n—ae T
Cwiczenie 1
Oblicz granice ciagu (ay, ).
—2n%44 _ 6n®—4n’4n (n+1)2
a) a, = — 5 b) a, = ———— c) a, = —
Przyktad 2
a) Oblicz granice ciagu a,, = 75
W pierwszym kroku licznik i mianownik dzielimy przez n:
a1 lim (3+ L 34 lim L
lim 3241 _ gy S L ==z ”‘( ”) = fX T sl R
n—oc 4n4+2 n—oc 44 — lim (4+£) 4+ lim = 440 4
= m Fo—s

In?-n+l

u?11+2?1+2 /

2n2—n+1 i 2-
lim ———— = lim
n—oc on<4-2n4-2 n—oax H+4

b) Oblicz granice ciagu a, =

Licznik 1 mianownik utamka

G b2

$Ito 3I-
“Jm “J-

p— 2
podzielilidmy przez n”.

\\

—
—_—

Cwiczenie 2
Oblicz granice ciagu (a,).

n+3 _ 1-4n
10n—6 b) an = 2n—5

a) G, =
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Cwiczenie 3
Oblicz granice ciagu (a,,).

—8n?-3n+1 3nd—n?42 1-4n—Tn3
a) Qn == —m——s——— t.}ﬂ.:— Cl gy == ——a
) an 2n?—n-3 ) an 4n3—3n+3 ) an 2n3+4
Przykiad 3
S CUN S _ In42Mn43)
Oblicz granice ciagu a,, = Bt @1
Z kazdego czynnika wylaczamy n przed nawias. 0 0
7 A
: b T 3 El 2 3
lim hi-t—?”’-"t-i—ﬁ} = lim " (l+n)(1+n = lim (1+n)(1+ﬂ) - i
n—x (2n+1)(3n-1) 00 -n2(2+r—1¢ (3—%) —a (24_%)(3_.}:) [§
\"{} \“n

Cwiczenie 4
Oblicz granice ciagu (a,,).
(6n—1)(2n+1)

(2n+1)3 _ (n*=2)(2n+1)

H*} ly = (n+2)(4n—1) {.') On = (n42)3 E} U = (6n—4)(n241)
_ (2n47)(4+5n) _ (n+1)! Y . = (3=2n%)(n-6)
b) an = (3n+5)(4-3n) ) O = o)t ) an = (2n—5)
Przykiad 4
1424...4+n

blicz li 5
Oblicz Jl_{ljlc 56004

Licznik ulamka jest suma n wyrazow ciagu arvtmetycznego, zatem:

/[IJ/{]

1 .:_lﬂ .
i 2EETeid g i = lim nin? lim ﬂ —e ()
n—s  dnd34+4 n—se 3n34+4 n—a 6n348 St ﬁﬂ% G
. _ N
Cwiczenie 5
Oblicz granice.
s 14-24-34...4n ; 2444+-6-...4+2n . 44+84+124...4+4n
a) lim b) lim 2 ¢) lim
'} K n—2n? ) n— l4+n+n? ) n—ax 1434+5+...4+(2n—1)
Przyktad 5
& . 41‘1_2
Oblicz lim :
noe 3 .47 A0
2
lim n—2 — Yira 1—gm — 1 Dzielimy licznik i mianownik
=+ 3-4n =3¢ 3 ulamka PrEcs 4™,

Cwiczenie 6
Oblicz granice ciagu (a,,).

_n4 : _ 3"4+6 . gngm
d} tn = on (") n = 3n4] f") y = An_3.7n

. 2” . 211+3rT . Eﬂ_aﬂ
]}) Ap = 243,20 d} An = an._qn f) Qn = 4N 45 . 8n

3.16. Obliczanie granic ciagow (1)

201



I 202

Przy wyznaczaniu niektorych granic mozna skorzystac z ponizszego twierdze-
nia.

Twierdzenie o trzech ciagach

Jesli wyrazy ciagéw (a, ). (b,) i (¢,) spelniaja nieréwnosé a,, < b, < ¢, dla
wszystkich (lub prawie wszystkich) n € N, oraz lim a, = lim ¢, = g, to
n...'x. n..--x

lim b, = g.
n—o

Przykiad 6
Oblicz granice ciagu a, = /10" + 7.
Zauwazmy, ze dla n € N prawdziwe sa nierownosci:
V10" < Y10" + 77 < /10" + 10" = ¥/2- 107
lim V10" = lim 10 = 10 oraz lim ¥/2.10" = ?}il:li ¥2-10=1-10=10.

=0 Ti=—+O =20

Zatem na podstawie twierdzenia o trzech ciagach: lim /10" + 7" = 10.
==

Cwiczenie 7
Oblicz granice.

a) lim /6" + 8" ¢) lim ¥/3.20+4.7n e) lim 7 +sinn

b) lim v/4m — 2n d) lim /27 437 4 4n f) lim ¥/3-4" — cosn
e n—x n—

Wskazéwka. W podpunkcie b) zauwaz, ze /4" — 2" =4{/1 — 27,

Zadania

1. Oblicz granice ciagu (a,,).

8) a, = 2‘ n+8 ¢) a, = —6n+n->5 e) an = —An?+4n?+2n-1
T an+4d T 14n43n2 i n _gnd4dn2+1
3n‘—12 10012 +1 : 8nS46n%—4nt
B) =g d) a, = —f+ f) a, = F+ T_ 0
2n=+4+3n nd+3n ne+n'—n*

2. Oblicz granice ciagu (a,).

2 2 JI e - SR

a) @i (?H_Z}.. {_.} a4, = (n —HH&. 4n=) {’) = In"—n<4+2n+1
(2n—1)2 (n—1)(n3+1) (n+1)(n?—n+1)
2n-+3)3 —1)(3n+1)2 : 1)%(2n-1)2

b) = {(2n+ }I d) = (n—1)(3n+1) f} i (n+1)*(2n-1)
(n+3)3 (3n—1)(n2+4) (n+2)4

3. Oblicz granice ciagu (a,,).
E omn 5N AT 46 . gn 3. 6" +4n—§-l
a) anp = o b) a,= o c) a, = FreT Ty
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4. Oblicz granice ciagu (a,,).

_ 14243+...42n . 10007

a) an = n2+1 d) an = 14+3+54+7+. . . +(2n+1)
4n?—3n+1 2+4+4+6+. ..+(2n+2)
} , — 3 —
) an 1L2483L 0040 e) an n3+4+2n+5
14243+. . .+n+(n+1) 1-243-4+. .. +(2n—-1)-2n

e) gy = £ ag=
) an 14243+...+n ) an n+4

Korzystajac z podanej obok informacji, oblicz

granice. lim {/n=1
T—+20
a) lim V/3n b) lim V5n?
TL—+30C Ti— 20

Oblicz granice ciagu (a,,).

H) i, = {1/65”_{,_?3& {;) a, = {/m (-.} a, = 100 sinn
" vn
Om I n e n 3{:06'!12
b) a, = 9" — 3 d) ay = {fon+(-1)" ) a, = 220
N Si=1-4, =34+ 3 S=dod+b i iogomie

1
1
Sﬂ::]- ]._l_! %_{_

I 3 l n R [, [
o shedb ;';‘{‘...4—;';. O]}ll(.é?!'ﬂ.ljltsﬂ.
O 1 1 O 1 O I O 1

Na rysunkach przedstawiono interpretacje geometrycezna sum Sz, S5, Sig i Sag.

B Mok So=L (A) 0. (B) 4208 s - (B)°

T Tl T T TL Tl b
Oblicz lim S,,, korzystajac z tego, ze:
TE—00

n(n+13{2n+1)

124+ 22438 +...+n?= L

L L b 3

/| 1

0 % 1 O 1 O 1 0O |

Na rysunkach przedstawiono interpretacje geometryczna sum So, Sy, Ss i Sig.

3.16. Obliczanie granic ciagow (1)
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*3.17. Obliczanie granic ciagow (2)

Dla ciggéw majacych granice niewlasciwa oo zachodza ponizsze wlasnosci.
Analogiczne wlasnosci zachodza dla ciagéw majacych granice —oc.

Jesli lim a, =cc i lim b, = o0, to lim (a, + b,) = o0

T D0 Ti—*0C Ti—2

= Jesli lim a, = o0 i lim b, = b, to lim (a, + b,) = <.

T 00
= Jedli lim @, = o0 i lim b, = o0, to lim (a, - b,) = .
T30 Ti—+0 Ti—O0
= Jesli lim a, =00 i lim b, =b >0, to lim(a, -b,) = oc.
e —=00 N30
s Jedli lim a, = o0 i lim b, =b < 0, to lim(a, -b,) = —oc.
n-—+0c n—oc n—+c
Cwiczenie 1
Ile jest réwna granica lim (a, - b, ), jesli:
i S
a) lim a, =00 i lim b, = —o0, b) lim a, = —oc i lim b, = —o0?
Tk TR — X A—C
Przyktad 1
Oblicz granice ciagu a, = n' — 100n* —5n. _ TR,
g y
i ; - . . 1[}[] 5
lim (n* — 100n* — 5n) = lim n* (1 — = - 3;) = 00
—0C fl—+00 = LEoS

Cwiczenie 2
Oblicz granice.
a) lim (6n° —2n* —2022) b) lim(=7n"+10n" +3) ¢) lim (n —nt).2"

Lf 8 ] S g &
Jesli ciag (b,) o wwazacll niezerowych ma granice b 5 () oraz:
1 €
* lim a, = o0, to lim == h = 00, gdy b > 0, oraz lim == b = —o0, gdy b < 0,
rn—oo n—og Un ¥ n
v a
# lim a, = —o0, to lim =% = —o0, gdy b > 0, oraz lim =% = oo, gdy b < 0.
T—+30 Ti—#2C '{;"n, T4 bﬂ,
Przyktad 2
i LT — 3n°—2n41
Oblicz granicg ciagu a, = “5==—
/ piss ,-r” H..fH Po podzieleniu licznika i mianownika
o T In __+ przez n° otrzymujemy utamek.
lim ————— = lim -—-;i-—-'*';- = 00 ktérego licznik jest rozbiezny do oco.
n—x 2N +5 = 24+ = s - - . '
n* a It'lliEI]H‘l.‘n.'I'Ilk ma I‘_.{Tfil]]!'i__: I'flﬁ']i}]_ 2.
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Cwiczenie 3
Oblicz granice.

; 2-r1“—-:12+2 . rL:i—2?12+1 r 4—|—5u—2115‘

A) Hmii = b) Iim —m——— ¢) lim —————

} n—se AnS4+6 } n—se 6+n—n? } n—isc 81n2—0,5n"
Twierdzenie

Jedli lim a,, = a, gdzie a € R, oraz lim b, = oo (lub lim b, = —o0),

Ti—xC n—0C Ti—0C
gdzie b, # 0 dla n € N, to lim =% = (.
n—2C 1
Przyktad 3
10n~ —dn

Oblicz granice ciagu a,, = 5r—==.
Lz Po podzieleniu licznika i mianownika

' 10n2 —dn . 10— %f’ przez n* .1:1'1'-?.;'.'!ltat.]mn_\' 1.35‘:1:11{:k.
by e . T — e = Orego NCENNS Ma Zranice rowia 4
it —g=————— = lim — ={ ki licznil : 10
n—~c NP+6n<+5 n—x N6+ =5 . : WG, PO Sy, 0 (I E
He a mianownik jest rozbiezny do oc.
o 0
Cwiczenie 4
Oblicz granice.
; 100n+8 . 20n?4-6n 5 12n2-1
a) lim ——— b) lim ————— ¢) Im ———
) n—no N24+bn } n—se 6Bni+4n } nne N2—m

W nastepnym przykladzie wyznaczany jest lim (a,-b,). gdy lim a, = oc oraz
T =30

lim b,, = 0.

Przyktad 4
Oblicz lim (a,, - b,).
—x
1 1 1 . . . . 2
B) S =1" 0 =" lim(a, +b,) = lim (n°:- =) = limn°* =00
L n—o n—oC T TL—+30
3 1 . . 3 1 v 1
b) e, =n°, b, = =, lim (a, -b,) = lim (n”-— ) = lim = =0
3 T e L — T rn—ne T2
c) ap=n’ by ==, lim(a, - b,) = lim {n°- =) =lim2=2
n: n—oc s L R—03
—1)n . : C e »
d) a, =n, b, = f n) ., granica ciagu (a, - b,) nie istnieje (uzasadnij).

Zwrocmy uwage na to, ze gdy linﬁlc an, =001 }il}l b, = 0, granica ciagu (a, b, )
moze nie istnie¢, natomiast gc;i'y istnieje, ni{;: n?fo:'cemy podaé jej wartosci bez
szcezegolowej analizy danego przykladu.

Méwimy woéwezas, ze mamy do czynienia z symbolem nieoznaczonym [oc - 0]

Inne symbole nieoznaczone to miedzy innymi: [oc — o], [<] oraz [8].
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Twierdzenie

Jesli lim a, = o0, gdzie a, =2 0 dla n € N, to lim /a, = oc.

Ti—+20 o

Przyktad 5
Oblicz lim (vVn+ 9 — vn + 4).

Mamy tu do ezynienia z symbolem nieoznaczonym typu [co — oo]. Granice
obliczamy, mnozac i dzielac roznice pierwiastkow przez ich sume.

i B _ i W9 -yn+d)(vn+9+vn+d)
VRWatl= dngd =g i+ VT d =

(n4+9)—(n+4) _ 5

=?!Ill;j( v+ 9+vn+4 ?!1111 v+ 9+ vn+4 =10

Cwiczenie 5
Oblicz granice ciagu (a,,).
a) ap,=vn+2—-+yn+1 d) a,=n—+vn?—n
h) n =V4n—1—+/3n+5 e) a, =V2n2+4—vVn2+5

ap, = VaAn® 4+n— 2n f) a, = V6n2+n—6n?—
Zadania
1. Oblicz granice ciagu (a,).

a) a, =n?—10n ¢) ap =n®—-2n+1 e) a, = —n*(6n —n?)

b) a, =n?—n* d) a, =100n* —0,1n* f) a, =n(l—n)(2—n?)

2. Oblicz granice ciagu (a,).

2n241 nl4+2n-5 (2n+3)(3n—-1)2
a) Gy = d) a, = ——— ) A =
) A n—=_ } s n%—-n+3 f:) & {(n—1)(1-n)
nv—1 3n—n3+nt (2—n)*(44+n)
b) a, = = e) a, = ——— h) a =
) @n 2-n? ) @n 9+n?—6n ) @n (24n)%(6+n)
—n14100 . Ind-n2-1 ; {Zﬂn—l}{]*—ﬁ?lz}l
¢l a, = ——— i) a, = —— 1) @=
) an 5—n2 ) an (4n+1)2 ) an (n3®42)(1-2n)

3. Oblicz granice ciagu (a,).
a) a, =5" —3-2" ¢) G, =2"4+4-T"=5" e) a,=4"—=6-2"-100
'h) Bi= 4:: + bn 8” (.l} a, = _211 + 8:; + =] f} 5 = 3?: +4n . 1271
4. Oblicz granice ciagu (a,,).

41
M1 6

46"
b) a, = T e} =

4" -3 8" 42

a) a, = T
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5. Oblicz granice ciagu (a,,).
_ Wn-n _ V341 _ni-ym _ 2n-— ¥z
a) a, = e b) as= e ] @= s d) a, = —
6. Oblicz lim a,,.
L dlan <500 2 dlan < 1000
a) A, = s ¢) a, = 2
fntl  dla n > 500 2 dla n > 1000
5—n? dlan <100 S dla o < 1000
h) L 5241 d) n = 3
== dlan > 100 24l dla n > 1000
7. Oblicz granice.
a) lim (V3n+2—+v3n+1) d) lim (\/?13 +2 —V2n? +J)
b) lim (VIn—3-v2n+10)  ¢) lim (V22 +1-Va?+2)
¢) lim (\/nﬂ +2n—1-— n) f) lim (\f 2n2 —n —V2n2 + 3n + 4)
[ St W Ti=—2OC
* 8. Oblicz lim 2t tdnt.. +n”
L vVant+n+1
* 9. Dla jakich wartoéci parametru k ciag (a,) jest rozbiezny do oc?
. kn _ (k* —=1)n® —n - 100
a) an = lk—2|n+3 b) an = kn
*10. Wyznacz granice ciagu (a,) w zaleznosci od parametru p.
; __{p+ 2yn? 4 (p+ 1)n - (4p2 — 9)n? — pn?
a) ay = [p? —4n? 4+ 6 b) an = |2p - 3ln? +n
Twierdzenie
m Jesli a, < b, dla kazdegon € N i lll’ﬂ G, = 00, to lim b, = oo.
n—+00
= Jesli a, < b, dla kazdegon € N i hm b, = —oc, to lim a, = —oc.
n—s0C R

[o] 11.

[D]*12.

Korzystajac z powyzszego twierdzenia, uzasadnij, ze:

a) lim (n +cosn) = oo, ¢) 11111 (n? —sin2n) = x
b) lim (2y/n 4 sinn?) = oo, d) 11111 (tg X — 2n) = —oc.

Niech a,, bedzie suma odwrotnosci liczb naturalnych od 1 do 27, czyli:
oy =141, a=1+3+3+1 a=1+3+3+3+2+1+3+1, ...

Uzasadnij, ze lim a, = oc.
=20

3.17. Obliczanie granic ciagdéw (2)
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*3.18. Szereg geometryczny

Przyktad 1
Rozpatrzmy ciag geometryczny o wyrazach 2 ¢ T
1 k.1 L —L'—...
poczatkowych: 12 Ly %y 50 SE e LN | P2 e
tego clagu g = 5, wigc suma jego n poczat-  Suyma pél wszystkich kwadratéw
kowych wyrazow dana jest wzorem: jest rowna 4.
n
_2(1-(3) ) 1y7
SHZT%—:d(l_(E) )

Czy mozna obliczyé sume S =24+1+1 4 % + % + # + ... wszystkich wyrazow
‘ ‘ ’ . = . n
tego ciagu? Poniewaz S, — 4 przy n — oo (gdyz (l) — 0 przy n — o0),

2
przyjmujemy, ze suma S = 4.
Definicja

Wyrazenie a, +a,q+aq” +a,q° +. .. nazywamy szeregiem geometrycznym
o wyrazach: a,, a,q, a,q*. a;¢°. ... i ilorazie g.

Sume S, = a; +ag+a,¢g°+...+a;¢" ' nazywamy n-ta suma czeSciowa tego
szeregu. I tak:
S] =i, Sg = a; + a4, S;; = a; + a9 +H|q2. s

Jesli istnieje granica wlasciwa S = lim S,,, to granice te nazywamy suma
T+

szeregu, szereg nazywamy zbieznym i piszemy: S = a; + a;q + a,¢°> + ...
W przeciwnym wypadku szereg nazywamy rozbieznym.

Przykiad 2

: gk . . % ; 4 4
Wyznacz n-ta sume czesciowg szeregu geometrycznego 12 +4 + 2 + 5 + ...,
a nastepnie oblicz sume tego szeregu.
Pierwszy wyraz szeregu a; = 12, a jego iloraz ¢ = 1. Zatem n-ta suma cze-
Sciowa wyraza sie wzoremni:

Sﬂzlﬂif%Y)zlﬁl—(Qw

1
3

Obliczamy sume szeregi:
- . - n
S=1lm§S,=1lim18(1—(3)") =18
=0 =00 =
Cwiczenie 1
Wyznacz n-ta sume czesciowa szeregu geometrycznego, a nastepnie oblicz
sume tego szeregu.

&) L+g+i+mta.. bl I=3+ & —d+-

1
16 G4
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Twierdzenie
Szereg geometryczny o ilorazie ¢ € (—1; 1) jest zbiezny. Jezeli a, jest pierw-
SZyIl wyrazem szeregi, to suma szeregu wyraza sie Wzorem:

S =: i1
1-q

Dowdd. Dla |¢| < 1 mamy lim ¢" = 0. Zatem:
n—a

. * ﬂ. 1_(.”' ﬂ
S = lim S” = lim 1(1-q") — A1
e X 1—qg l—q

Przykiad 3
Oblicz sume szeregu geometrycznego 3 + :i = % + 3 +...

125

= L]

€ : 5 Br
Mamy a; = 3, ¢ = 1 € (—1:1), zatem suma S = o = 2 =18 =33
Cwiczenie 2
Danych jest nieskonczenie wiele odeinkow. Pierwszy z nich ma dlugosé %
a kazdy nastepny jest 2 razy krotszy od poprzedniego. Ile jest réwna suma
dhigosci wszystkich tych odeinkéow?

3
8 16

] =
k| 4

=

Cwiczenie 3
Oblicz sume szeregu geometryeznego a; + a;q + a9 + ...

a) a; = 100,¢=0,9 b) a; = 12, q:% c) @y =2— V2, q::e.?

Przykiad 4
Zamien ulamek okresowy na ulamek zwykly.

a) 0,(61) = 0,616161... = 0,61 + 0,0061 + 0,000061 + ... =

i1l
61 61 61 o5 61
100 + 1002 + 1003 s = 1_T1' S99

(1]
b) 0,5(027) = 0,5027027027... =
= 0.5+ 0,0027 + 0,0000027 + 0.0000000027 + ... =

27

— i E woon 1 27 1

_U’d+1—; =21 5900 — 2
1000

1 93
+ 370 = 188

Cwiczenie 4
Zamien ulamek okresowy na ulamek zwykly.
a) 0,7777... b) 0,343434... c¢) 0,1121212... d) 0,0123123123...

3.18. Szereg geometryczny
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D] Przyktad 5

Uzasadnij, ze szereg geometryczny 1 + % + % + % + ... jest rozbiezny.

loraz szeregu ¢ = 2. Wyznaczamy n-ta sume czedciowa:

; 1—(&)"
Sp=ltdtd+o+ () = =—2+2. ()
Badamy granice:

lim S, = lim (-2+2-(2)") =0

lim 5, = lim (-2+2-(3)")

Zatem szereg jest rozbiezny do oc.

Twierdzenie
Szereg geometryczny o pierwszym wyrazie a; # 0 i ilorazie g jest:
= zbiezny, gdy |q| < 1, = rozbiezny, gdy |g| = 1.

Uwaga. Jesli a; = 0, to szereg ma postac 04+040+... Jego suma jest réwna (.

Cwiczenie 5

Dla jakich wartosci o szereg geometryezny jest zbiezny?

a) z + 222 + 42 + 827 + ... ) I+ =+ 5+ = +...

b) l—z+a2%—a*+... d) 1+ 1+1I2 + {1+:1r2}2 e (1;‘:2]3 +...
Przykiad 6

Rozwiaz réownanie: 4 + 4(z — 1)+ 4(x — 1)* + ... =2 + 3.

Lewa strona rownania jest szeregiem geometrycznym o plerwszyin wyrazie
rownym 4 i ilorazie ¢ = & — 1. Szereg ten jest zbiezny, gdy |z — 1| < 1,
czyli dla x € (0;2). Korzystamy ze wzoru na sume szeregu geometrycznego
1 otrzymujemy:

4 —_— L . —
m —.I-+<_J)/ (2 .I.)

4=—-z*—2+6
24+r—-2=0
r=—-2lubz=1

—2 & (0:2), zatem rozwiazaniem réwnania jest liczba 1.

Cwiczenie 6
Rozwigz réwnanie, ktérego lewa strona jest suma wszystkich wyrazéw nie-
skonczonego ciagu geometrycznego.

aY mr il L i — D 1 L T e = 1
a) z—x*+*—a'+...=2x-1 b)1+2.r+41 H2r =14 =
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Zadania

1. Sprawdz. czy szereg geometryczny jest zbiezny. Jesli jest, oblicz jego sume.

a) 10+9+8 + 284 d) V3+1+ H+5+...
b) —125—-25—-5—1—... e) I4+ET 4%
¢) 2—448-—-164... f) =24 S—gdat —..

2. Sprawdz, czy szereg geometrycziy o pierwszym wyrazie a; i ilorazie g jest
zbiezny. Jesli jest, oblicz jego sume.

a) ag =v2-1,¢g=v2+1 b)ai=v2+1,g=v2-1
3. Uzupelnij brakujaca informacje dotyczaca szeregu geometrycznego zbiez-
nego o pierwszym wyrazie a;, ilorazie ¢ i sumie S.

a) a :tgé},qzl—x/ﬁ,Szﬁ ¢) ay =E-.f}=3:l{515=10{}

b) a, :—%:q:!?_LS:—% d) a1 = —-2v2, ¢=[2], S = -3v2
4. Zamien ulamek okresowy na ulamek zwykly.

a) 0.(1) ¢) 0.0(2) e) 0.(60) g) —5,(45)

b) 0.(9) d) 1,3(6) f) 1.8(81) h) —1,(1001)

5. Suma pierwszych trzech wyrazow nieskonczonego ciagu geometrycznego
jest réwna 56, a suma wszystkich jego wyrazéw jest réwna 64. Oblicz
cztery poczatkowe wyrazy tego ciagu.

6. Suma wszystkich wyrazow nieskonczonego ciagu geometrycznego jest row-
na ;1 a iloczyn trzech poczatkowych jego wyrazow jest réwny —1. Oblicz
pierwszy wyraz i iloraz tego ciagu.

7. a) Suma wszystkich wyrazéw nieskoficzonego ciagn geometrycznego jest
rowna 9, a suma jego wyrazow o numerach parzystych jest réwna 3. Oblicz
pierwszy wyraz i iloraz tego ciagu.

b) Suma wszystkich wyrazow nieskonczonego ciggu geometrycznego jest
rowna 6, a suma jego wyrazow o numerach nieparzystych jest rowna 12.
Oblicz pierwszy wyraz i iloraz tego ciagu.

8. a) Suma wszystkich wyrazéw nieskoniczonego ciagu geometrycznego o ilo-
razie g = —% i pierwszym wyrazie roznym od zera jest dwukrotnie mniejsza
od sumy kwadratow jego wyrazow. Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu.

b) Suma wszystkich wyrazéw nieskoiiczonego ciagu geometrycznego jest
rowna 20, a suma kwadratow jego wyrazow jest réwna 24(). Oblicz pierwszy
wyraz i iloraz tego ciagu.
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Dla jakich wartosci o szereg geometryczny jest zbiezny?
1 1 1

' Ve 12
a) 14+ 2z —3)+ (22 —-3)"+... h)l+x+1+{m+1}?+(z+1}3

i

10. Rozwiaz rownanie, ktorego lewa strona jest suma wszystkich wyrazéw nie-
skonczonego ciagu geometrycznego.
a)z+14+(x+1)P+(x+1)+...=82" -1

1 1 1 e B
b) —+ = T T =7 t2+l

11. Wyznacz dziedzine funkeji f 1 naszkicuj jej wykres.

a) fle)=x+a*+a®+.., ¢) fz)=1424 F+...
b) f(x)=—z+a*—a® +... d) fla)=—-1+2-5+...
12. Wyznacz dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres.
2

. s r—-1 (fx-1
a) f(z) = -1+ (H) 4.

N 14 x4 (z-4)?
b) flz) =-1+ = (E&‘d) +...

13. Spirala (rysunek obok) sklada sie z pol-

14. Na rysunku obok przedstawiono poczat- T

. 212 3.

okregow o promieniach 2, 1, %, Th s

a) Oblicz dlugosé spirali.

b) Wyznacz wspolrzedne takiego punk-
tu P. ze spirala przecina kazdy z odcinkéw
OPF i PA w nieskonczenie wielu punktach.

Rozpatruje sie rowniez szeregi inne niz geometryczne. Na prayklad szereg
odwrotnosci liczb naturalnych zwany szeregiem harmonicznym:
T A |
l+=4+=+=-4+=-+...
sl e e
jest rozbiezny do oo, podezas gdy szereg harmoniczny rzedu 2:
1 1 1 1
1+§§*+§§"+E§+E§—+...

2
jest zbiezny i jego suma jest réwna -.

kowe fragmenty spiral. Spirala S; skla-

dajaca sie z odcinkéw o dlugosci 1, 1. ’ ]
%._ .-_Il* ... ma nieskonczona dlugosé. Oblicz

dingosé spirali S, skladajacej si¢ z odcin-

kéw o dlugodei 1, 0.9, 0,92, 0,93, ... 51 Sa

Ciagi



3.19. Zagadnienia uzupetniajgce

M Ciagi ograniczone

Ciag (a, ) nazywamy ograniczonym z gory, jesli istnieje liczba M taka,
ze a, < M dla kazdego n € N,..

Przyktad 1 ey P bbb

Rozpatrzmy ciag a, = 20n —n2. Poczatkowe wyrazy ?g
tego ciagu (wykres obok) to: 19, 36, 51, 64, 75, ... Czy 60 _ *

ciag ten moze przyjmowac dowolnie duze wartosci? ol
Korzystamy ze wzoru na wspolrzedne wierzcholka :'1[] '
paraboli bedacej wykresem funkeji f(z) = 200 —2® 2\
1 otrzymujemy y,, = 100. Ramiona paraboli sa skie- 10 '
rowane w dol, zatem a,, < 100 dla kazdego n € N. S A
Ciag (a,) jest ograniczony z gory przez liczbe 100. O] 123 45X

Zauwaz, ze w definicji nie wymagamy wskazania najmniejszej liczby ogra-
niczajacej dany ciag z gory. W przykladzie ciag (a,, ) jest ograniczony z gory
rowniez przez liczby: 105, 110, 200 itp.

1. Wymien kilka liczb ograniczajacych ciag (a,) z gory.
a) a, = 10n — n? b) a, = 100n — 2n? ¢) ap = —n*+ 1dn — 40

2. Podaj definicje ciagu ograniczonego z dotu.

3. Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazow ciagu (a,). Czy ciag ten jest ograni-
czony z dolu? Czy jest ograniczony z gory?

ﬂ) (i, = 2?1.2 — 10 ])) [ R _.l_

e 4 ¢) a, =ncosnmw

Definicja
Ciag (a,,) nazywamy ciagiem ograniczonym, jesli jest jednoczesnie ograni-

czony z dolu i z gory, czyli istnieja liczby m i M takie, ze m < a,, < M
dla kazdego n € N .

@ 4. Wykaz, ze ciag (a,) jest ograniczony.

. - - 0 , 500 , .
a) a, = 5sinn + EL b} ay= % +2cosn? ¢) a, = ﬂ:— -+ SRt + 5
() = Tn
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@ 5. Uzasadnij, ze cigg rosnacy jest ograniczony z dolu, a ciag malejacy — ogra-

niczony z gory.

Jesli ciag rosnacy jest ograniczony z gory, to ciag ten ma granice. Podobnie
ciag malejacy ograniczony z dolu. Twierdzenie to zwykle formuluje sie

krotko:

Ciag monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.

. 2 a . L. . s
Mozna wykazac, ze ciag a,, = (1 T #) jest rosnacy i ograniczony, zatem
jest zbiezny. Jego granice oznaczamy litera e. Jest to liczba niewymierna,
jej przyblizona wartos¢ jest rowna 2,718281828.

Mozna tez udowodnic, ze liczba e jest suma szeregu:
L, 3 1 1 1,1
1+ﬁ+ﬂ+§+¥+g+a+...

. ) 1000

= . o 1 450 Ly 100
6. a) Oblicz (1+ )", (1+15) . (14 o5
b) Oblicz przyblizona wartosé liczby e z dokladnoscia do piatego miejsca
po przecinku, przyjmujac, ze:
N TR S - [
EN1+F+E+E+E+E+E

B Indukcja matematyczna

O prawdziwosci twierdzenia dotyczacego liczb naturalnych nie mozemy
wnioskowaé na podstawie sprawdzenia pewnej (nawet bardzo duzej) liczby
przvkladow. Twierdzen dotyezacych liczb naturalnych dowodzimy, korzy-
stajac z twierdzenia zwanego indukcja matematyczna.

Zasada indukcji matematycznej

Jezeli wlasnosé dotyczaca liczb naturalnych spelnia warunki:

1. jest prawdziwa dla n = 1,
2. dla kazdej liczby naturalnej & = 1 zachodzi wynikanie: jesli wlas-
nosé jest prawdziwa dla liczby k. to jest prawdziwa dla liczby k+1,

to wlasnosé jest prawdziwa dla wszystkich liczb naturalnych n > 1.

Warunek 1. nazywamy krokiem poczatkowym, warunek 2. nazywamy kro-
kiem indukcyjnym.
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D] Przykiad 2

[b] 7.

Stosujac zasade indukeji matematycznej, udowodnij, ze suma n poczatko-
wych liczb nieparzystych wyraza sie wzorem:

14+3+5+...+(2n—1) =n

Dowod indukeyjny

1. Sprawdzamy prawdziwosé wzoru dla n = 1:
lewa strona L = 1, prawa strona P = 12, zatem wzoér jest prawdziwy.

2. Zakladamy, ze wzor jest prawdziwy dla liczby naturalnej k& = 1 (zalo-

zenie to nazywamy zalozeniem indukcyjnym), czyli:
14+34+54+...+(2k—1)=k?

Korzystajac z tego zalozenia, wykazemy, ze wzor jest prawdziwy dla

liczby &k + 1:

I1+3+a+...+(2,&_1)]4_{2{!;-{-1} 1)=k2+(2k+1) = (k+1)2
;l_'..‘

SprawdziliSmy, ze wzor jest prawdziwy dla n = 1, a nastepnie wykazali$my,
ze z prawdziwosci wzoru dla dowolnej liczby naturalnej k& = 1 wynika jego
prawdziwosé dla k+1. Zatem na podstawie zasady indukcji matematycznej
wnioskujemy, ze wzor jest prawdziwy dla kazdej liczby naturalnej n = 1.

miim

2 b d N A A A

I ! |

Dobra ilustracja zasady indukcji matematycznej jest domino. Kiedy mamy
pewnosc, ze wszystkie kamienie sie przewroca? Pray spelnieniu dwoch wa-
runkow:

1. musi sie przewroci¢ pierwszy kamien,
2. przewrdcenie ktéregokolwiek kamienia (k-tego) pociaga za soba prze-
wrocenie nastepnego ((k + 1)-szego).

Stosujac zasade indukeji matematycznej. udowodnij. ze dla kazdej liczby

naturalnej n = 1 zachodzi ponizsza réwnosc.

?l} 1+24+3+...+n= M d) 14214924+ 49201 =9n_1
2 ¥ : (] 1)(2n+1

b) 124204, 4nd=mEblOnD g Aiaidy 4l L

¢) 3454+...4+(2n+1)=n(n+2) fy 1°4+2°4+...+n°* = %n. (n+1)2

b
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D]  Przykiad 3
Stosujac zasade indukeji matematycznej, udowodnij, ze dla kazdej liczby
naturalnej n liczba 4™ 4 5 jest podzielna przez 3.

Dowod indukceyjny

1. Sprawdzamy prawdziwosé¢ twierdzenia dla n = 0: 4" + 5 = 6 oraz 3|6,
zatem twierdzenie jest prawdziwe.

2. Zakladamy, ze dla liczby naturalnej k, liczba 4% + 5 jest podzielna
przez 3. Pokazemy, ze wtedy liczba 4*t! 4+ 5 jest podzielna przez 3.
7 zalozenia. ze liczba 4% + 5 jest pﬂdzi{*lua przez 3, wynika istnienie

liczby calkowitej a takiej. ze 4% + 5 = 3a.
Stad 4% = 3a — 5, czyli:
4" 4 5 =444+ 5=(3a—5) 4+5=120— 15 =3(da — 5)

Zatem liczba 41 4+ 5 jest réwniez podzielna przez 3.

Na podstawie zasady indukeji matematycznej wnioskujemy, ze dla dowol-
nej liczby naturalnej n liczba 4™ 4+ 5 jest podzielna przez 3.

@ 8. Stosujac zasade indukcji matematycznej, udowodnij, ze:

a) 6|n® —n, e) 12]10" — 4 dla n > 2,
b) 3|n® 4 2n, f) 9|4™ + 15n — 1,
¢) 6ln” + 11n, g) 97" +3n -1,

*d) 30|n® — n, h) 610"+ 4* = 2.

[El 9. Stosujac zasade indukcji matematycznej, udowodnij. ze
suma katow wewnetrznych n-kata wypuklego jest rowna
(n—2)-180°.

@ 10. Udowodnij twierdzenie, stosujac zasade indukeji matematyczne;j.

1 [n 3}

a) Kazdy n-kat wypukly ma == przekatnych.

b) n prostych dzieli Iﬂﬂbéﬂ;ﬁ}’ml{? na co najwyzej 2" czesci.

@ 11. Odgadnij wzér ogblny ciagu (a, ). Postawiona hipoteze udowodnij, stosujac
zasade indukeji matematycznej.

a; = 1 1 = 1
ﬂ) {'.)
Apy1 =an+2, n 21 Upi1 =ap+2n+1, n>21
Oy =
b) { =
n’n+i
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Zestawy powtorzeniowe

M Zestaw |

1. Oblicz ay — bs.
" _ B-n o +1 n—1 o n?45 __ Gn—=8
d‘} y = Tu 'I}n = (_1}” ) T b} y — T br.r. =5

[p] 2

10.

nl{n+1)in+2)

2 . Uzasadnij, ze kazdy

Oblicz wyrazy a,. a2, az i ag ciagu a, =
wyraz tego ciagu jest liczba naturalna.

Czy ciag (b,) jest ciagiem arytmetycznym? Okresl jego monotonicznosc.

. 1 _ n+3 : _ 9-4n?
a) b, =4-— ik b) b, = —— c) b, = SiE
Wyznacz wzor ogolny ciagu arytmetyeznego (a, ).
a) aa=2,a4=26 b) as =0, a; =9 ¢) ag =2, ajp=—10
Wyznacz wzor ogélny ciagu arytmetyeznego (ay, ).

a, +as =T (y — ay =4 -ty =06
a) b) c)

"l ayras =10 Qo+ Gy =32 (o + gy = 8

Oblicz 6smy wyraz ciagu arytmetycznego (a,,).
a) az = —10, as = —40 b) ar + ag = 10 c) ay=1,a9—ag =206
Oblicz sume S;,» ciagu arytmetycznego (a,,).
a) 1) = ?1 o = 29 C) Ia = EL 10 = 21 E} i = lﬁ, S;i eSS ":3‘2
bigy=38 r=2 d) ap=-8,r=3 f) a3 = —4, S;p = —15

Oblicz sume S,y ciagu arytmetycznego (a,,).
D

3

C] a, = 95 gg + A1y = 150

=11 d) ag=b,a3=(b+1)% ay—a,=2

e g
a) a; = 3 Q100 =

b) a;p = =1, a100

Lewa strona rownania jest suma kilku poczatkowych wyrazow ciagu aryt-
metycznego. Oblicz x.
a) 3+5+7+...+x =43 c) 2+ T+12+... + & =156

b)8+6+4+...+x=-220 d) -7T—3+14+...42=110

Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych niepodzielnych przez 5, ktore:

a) sa dwucyfrowe, b) sa trzycyfrowe.

Zestawy powtdrzeniowe
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11. Czy ciag (b,) jest ciagiem geometrycznym? Okresl jego monotonicznosé.
E‘l) br; =g h} EJ“ =3-5" C) bﬂ — 2311—1

12. Oblicz wyrazy od czwartego do dsmego ciagu geometrycznego (ay, ).

a) a; =3, q=2 b) {11::—-4,11':-% ¢) as =—25,a3 =35

13. Oblicz wyrazy az i a; ciagu geometrycznego (a,,).
a) ag = 100, ¢ = 10 ¢) ag=1,a3-a4=3
b) as =4, a; =128 d) a; + a3 = 10, a3 = —8ayg

14. Oblicz sume S; ciagu geometryceznego (a,,).
{_'.) Ly = 1, as + az = 20
{U i = —4.. Sg = —12

1
2

b) a; = -10, g ==

a) a; =3, ¢=
1
2

15. Dla jakich wartoéci x liczby a, b. ¢ sa kolejnymi wyrazami ciagu arytme-
tycznego, a dla jakich kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego?

a) a=r—Nb=x—-6,c=2r—4 b) a = -6z, b= 3z, ¢ = 2*

16. Oblicz 2a; — by.

a =13 by =0
a)
sy = (—2)" -a, dlan > 1, bps1 =b, —(=1)"dlan 21

) gy =1 2 by =1 1
Opy1 = G, +n° dlan > 1. bpsi = by + AAED dlan>1
17. Podaj rekurencyjne okreslenie ciggu (a,, ).
a) a, =n’—3n+1 Gl G = —%
b) a, =4+ % d) a, = logn

18. Do banku wplacono 2000 zl na dwa lata przy rocznej stopie procento-
wej 6%. Ile bedzie wynosil kapital po uplywie tego okresu, jezeli odsetki
sa kapitalizowane:

a) co pol roku, b) co kwartal, ¢) co miesige?

= . P . . : *

=i 19, Kapital w wysokosci 800 zl zostal zlozony w banku oferujacym kapitaliza-
cje miesieczng. Oblicz wysokosé kapitalu po roku, jesli przez szesé pierw-
szych miesiecy roczna stopa procentowa wynosila:

a) 6%, a przez szesé¢ pozostalych miesiecy — 3%.

b) 3%, a przez sze$¢ pozostalych miesiecy — 6%.
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W Zestaw I
1. Zbadaj monotonicznosé ciagu (a,,).
—n+2 2n+1 2n2+1 E—-3n
a) Gy = b) a; = , = : d) a, =
) an 3 ) an 2n+3 ) an 2n? ) an 2n+1
2. Zbadaj monotonicznos¢ ciagu (a, ).
gy =3 a; =1
a) )
day=a;+1dlanz1 i1 =1—a,dlanz>1
g =1 Gy =2
b) d)
Apny1 =ap—2dlan =21 n41 = 2a, dlan > 1

Wykaz. Zze dla kazdej wartosci parametru ¢ ciag (a, ) jest rosnacy.

ay = t a; = t
a) .- b) {n

Api1 = ap(a, +1)+3dlan>1 any1 = za, +1dlan>1
S, jest suma n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,, ). Czy ciag (a,) jest aryt-
metyczny?

a) S, =3n%+3n b) S, =n*+7

Uzasadnij, ze jesli liczby a, b, ¢ tworza jednoczesnie ciag arytmetyczny
i clag geometryczny, to jest to ciag staly.

a) Trzy liczby, ktorych suma jest rowna 6, tworza ciag arytmetyczny. Jesli
do ostatniej z nich dodamy 1, to otrzymamy ciag geometryczny. Wyznacz
te liczby.

b) Trzy liczby, ktorych suma jest réwna 7, tworza ciag geometryczny. Jesli
od ostatniej z nich odejmiemy 1, to otrzymamy ciag arytmetyczny. Wy-
znacz te liczby.

Suma trzech wyrazéw by, by, by ciagu geometrycznego (b, ) jest réwna 6. Je-
sli od ostatniego wyrazu odejmiemy 18, to otrzymamy trzy kolejne wyrazy
ciagu arytmetycznego. Oblicz by, by, bs.

a) Dany jest skonhczony ciag geometryczny o parzystej liczbie wyrazow.
Pierwszy wyraz tego ciagu jest rowny 9, a suma wszystkich wyrazow jest
cztery razy wieksza od sumy wyrazow o numerach parzystych. Oblicz piaty
wyraz tego ciagu.

b) Stosunek sumy dziewieciu poczatkowych wyrazéw ciagu geometryczne-
go do sumy trzech poczatkowych wyrazow wynosi % Oblicz siodmy wyraz
tego ciagu, jesli wiadomo, ze pierwszy wyraz jest rowny 12.

Zestawy powtdrzeniowe

219 I



Vv

IE] 9. Cutery okregi polozone sa jak na rysunku obok.
Wykaz, ze jesli ABC = 60° i |[AB| = 2v/3 cm,
to suma dlugosci tych okregow jest wieksza
od 18.6 cm. Oblicz sume pdél kot ograni- A
czonych tymi okregami.

10. Pola pieciu trojkatéw réwnoboceznych
tworza clag geometryczny o ilorazie é

a suma tych pél jest réwna 31/3.

Oblicz obwod najwiekszego spo-

srod tyeh trojkatow.

B C
11. Oblicz granice ciagu (a,).
a) a, = —sn' 4+ 10n* + 102n &) a, = L300
d o ¢ 2 ; i i no— \m—i_S
2n?+4 3n*+5n+6
b) n= —w'_—i_i‘i'_ f} y = u_
2nd4n?—6n 6n+4n+3

o (4—n2)(4+n?) (1-n)(6—n2)
T 2n3-n241 (24n)(8—n?)

= o3
d) a, = Gin—n h) a, = 34+n

Vvan+n \/nd + 4

g) Gy =

12. Oblicz granice ciagu (n”
a) a, =+\n—vn+ b) a, =vni+1—+n

13. Dla jakich wartosci parametru b ciag (a,,) ma granice réwna 27

iy S (b+1)n-+3 " (b+4)n+b
14. Oblicz sume szeregu geometrycznego.
) 124 Ly, b (L4 /3 + VR 10V, |
15. Przedstaw ulamek okresowy w postaci utamka zw:,rklegu,
a) 0,(12) b) 0.(342) c) 2,4(23) d) 3,(9)

16. Wyznacz dziedzine i wzor funkeji f oraz naszkicuj jej wykres.
- z \? _ : r—2 r—2\?2
fla) = (m__) foo b) fl@)=1+: 3+(__r_3) +o.

17. Rozwiaz réwnanie, ktorego lewa strona jest suma wszystkich wyrazow nie-
skonczonego ciagu geometrycznego.

PR N, S . ., - il .
a) s+z+3528+ 720 +... =2 ¢) 1+20+42%+... = —

g = 01 1 __ 16 ; 1 1 6n?+5n
l}} % 2 + 4 B T = 5 fl) 1+ 2 + ad +-- fll_ni 2n+41
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Sposob na zadanie @

Przykiad 1

Rozwiaz réwnanie:
1 +sine +sin’z+sin®r 4 ... =2+ 2sinz, gdzie x € (0; 27)
Lewa strona rownania jest szeregiem geometryceznyim o pierwszyim wyrazie
a; = 1 i ilorazie ¢ = sin x.
Szereg ten jest zbiezny, gdy |sinz| < 1, ezyli dla z € (0:27) \ {%, %?T}

Wowezas rownanie przybiera postac:

1 . )
— =24+ 2sinx /(1 —sinx
l—sinx = ! { }

2 —-2sinz=1

S I |
sin”r = 3
sing = —-";—E lub sinx = ﬂ

Odpowiedz: z € {Z, 37, 27, Ir}

Przykiad 2

Rozwiaz rownanie:
. 5 _ i i ", w
2tgx +2tg*r + 2tg’z + ... = V3, gdziex € (—5, -2-)
Lewa strona rownania jest szeregiem geometrycznyin o pierwszym wyrazie
ay = 2tga i ilorazie ¢ = tg? .
Szereg ten jest zbiezny, gdy:
|tg® x| < 1
-l <tgr <l
i i
z€ (—5%)
Wowezas rownanie przybiera postac:

e = V3 /- (1-tg*a)
\/3— Vitg?r =2tgx
V3tg2a +2tger —v3=0
Podstawiamy t = tgx 1 otrzymujemy réwnanie kwadratowe:
V3t2 +2t—/3=0, VA =4
—v3 lub t= "’f—E

Wracamy do niewiadomej z: tgz = —v/3 lub tgz =

1-

V3
3"

Pierwsze rozwigzanie odrzucamy, gdyz nie spelnia warunku |tg® x| < 1.

Odpowiedz: » =

oo
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@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1. Liczba 6 jest piatym wyrazem ciagu:

2. o 2 2 2
— n*=T — n*49 — n*4dn __ 2n~—8
A d. = = B. a, = e C. 6. = ) D. a, = —

2. Dany jest ciag (a,) o wzorze ogdlnym a, = Tn — n°. Najwiekszy wyraz
tego ciggu jest rowny:

A. 16, B. 12, C. 10, D. 6.
3. Ciagiem malejacym jest ciag:

A. a, =n®—9n, C. gy = 'i: L

B. a, = —n* + 3n, D. a, = 3:1,:

4. Dany jest ciag (a,) o wzorze ogdlnym a,, = v/2n — n. Suma n poczatko-
wych wyrazéw tego ciagu jest réwna 66v/2 — 66 dla n réwnego:
A. 13, B. 11, C.9, D. 6.

5. Ciag (a,) jest ciagiem kolejnych liczb naturalnych, ktérych reszta z dzie-
lenia przez 3 jest réwna 1. Suma wyrazéw ciagu (a,) wiekszych od 10
i mniejszych od 100 jest rowna:
A. 1595, B. 1485, C. 1375, D. 1265.

E - - - - - . - i}
6. Ciag (a,) jest niemonotonicznym ciagiem geometryeznym takim, ze a3 = 9
oraz ay = 27. Suma piatego i szostego wyrazu tego ciagn jest rowna:

A. 162, B. 243, C. 324, D. 543.

7. Ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym, w ktorym as, = 21 a; = 0,25. Suma
Sy tego ciggu jest rowna:
A. 6,25, B. 6.5, €. 795, D. 8.25.

8. Liczba /2 jest granica ciagu:

2_ = 2
A. q, = -4 C. a, = Zn—yBn?

n+1 1—2n=
— Von-6 — 2-/2n?
B. , = 5 IR D. y, = . o
1qe = b —6 L= - 106 ] e s W J— -
9. Ciaga, = g3 na granice niewlasciwa oc dla b réwnego:
A. -2, B. 0. Gl D 2.

10. Suma szeregu geometryeznego o pierwszym wyrazie réownym 1 — /3 i ilo-
razie réownym 2 — /3 wynosi:

A. 83, B. -1, C. V3, D. V3+1.
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Przed obowigzkowa matura z matematyki @

B Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Zbadaj monotoniczno$é ciagn a, = —2E3

nt2’
Zadanie 2 (2 pkt)
Wykaz, ze ciag (a, ) okreslony wzorem rekurencyjnym jest monotoniczny.
a = —3
ne1 =0, +n2—n+3dlan>1
Zadanie 3 (2 pkt)

Suma wyrazow skonczonego ciggu geometrycznego jest rowna 765. Pierwszy
wyraz tego ciagu jest rowny 9, a iloraz 4. Z ilu wyrazow sklada sie ten ciag?

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 4 (4 pkt)
Obwod trojkata prostokatnego jest réwny 24. Oblicz dlugosci bokow tego troj-
kata, jesli wiadomo, ze tworza one ciag arvtmetyczny.

Zadanie 5 (4 pkt)

Suma trzech liczb tworzacych cigg arytmetyezny jest rowna 12, a suma ich
kwadratow jest rowna 56. Wyznacz te liczby.

Zadanie 6 (5 pkt)

Dlugosci trzech krawedzi prostopadloscianu wychodzacych

z tego samego wierzcholka tworza ciag geometryczny. Prze- ~
katna prostopadlodcianu ma dlugosé v/84 cm, a jego obje-
tos¢ jest rowna 64 cm®. Oblicz pole powierzchni caltkowitej
tego prostopadloscianu. .

Zadanie 7 (5 pkt)

Suma pieciu poczatkowych wyrazow rosnacego ciagu arytmetycznego jest row-
na 30, a iloczyn drugiego i czwartego wyrazu jest rowny 11. Ile co najmniej
poczatkowych wyrazow tego ciagu trzeba dodac, aby otrzymac sume wigksza
od 1007

Zadanie 8 (4 pkt)

Suma trzech poczatkowych wyrazow monotonicznego ciagu geometrycznego
jest rowna 13. Drugi wyraz jest o 5 mniejszy od réznicy miedzy trzecim i pierw-
szym wyrazem. Oblicz czwarty wyraz tego ciagu.

Przed matura
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@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-4 odpowiedz ma postac trzycyfrowego kodu.

Zadanie 1 (2 pkt)
Dwa srodkowe wyrazy ciagu geometrycznego skladajacego sie z czternastu
wyrazow sa rowne kolejno 6 i 3v/6. Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu. Zako-
duj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego
otrzymanej liczby.

Zadanie 2 (2 pkt)
Oblicz czwarty wyraz ciagu (a,). Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku
rozwiniecia dziesietnego otrzymanej liczby.
Gi=l, 85= V2
(1-an

2
lpnt1 = H_1]| dla n =2
=

Zadanie 3 (2 pkt)

Oblicz granice ciagu a, = v3n2 + 6n — V3n2 + n + 6. Zakoduj cyfre jedno-
Sci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzymanego
wyniku.

Zadanie 4 (2 pkt)
Oblicz sume szeregu geometrycznego 1 + sin % + 5i112§ + ... Zakoduj cyfre
jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku otrzymanej liczby,

Zadanie 5 (4 pkt)

Dany jest ciag arytmetyczny (a,) o wyrazach calkowitych. Suma wyrazow
pierwszego, drugiego i piatego jest rowna 27, a liczby ay — 1, ao — 1 i as — 4
tworza ciag geometryczny. Wyznacz wzor ogélny ciagu (a,,).

Zadanie 6 (4 pkt)

Suma trzech liczb tworzacych ciag geometryczny jest rowna 7. Jesli od ostat-
niej z nich odejmiemy 1. a pierwsze dwie pozostawimy bez zmian, to otrzy-
mamy ciag arvtmetyczny. Wyznacz te liczby.

Zadanie 7 (4 pkt)

[loczyn trzech poczatkowych wyrazow nieskonczonego ciagu geometrycznego
jest réwny 2'?, a suma wszystkich wyrazéw tego ciagu jest réwna 64. Oblicz
sume jego wyrazow o numerach nieparzystych.

Zadanie 8 (5 pkt)
Znajdz liczby x € (0;27) spelniajace nierdwnosc:

1 —cos2r +cos?2xr —cos* 2+ ... >

el
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Rachunek rézniczkowy (zwany tez rachunkiem pochodnych) oraz zwiazany

z nim rachunek calkowy staly sie podstawa rozwoju fizyki klasycznej. Dzieki

nim mozliwe bylo miedzy innymi opisanie ruchu cial za pomoca réwnan wia-

zacych ze soba takie wielkosci jak czas, droga, predkosc i przyspieszenie.

Jesli cheemy obliczy¢ srednie przyspieszenie
samochodu od chwili #; do chwili {. korzy-
stamy ze wzoru: 2 ;

vit)—v(to)

t—tg

(dzielimy przyrost predkosci przez czas. w kto-
rym on nastapit).
Jesli checemy obliczy¢ przyspieszenie w chwi-
li ty, korzystamy z tego, ze jest ono pochodng
funkeji predkosci od czasu (patrz str. 267).

4
240
200
160
120
il
10

b ok /hj

J

12345678 ¢

Na wykresie przedstawiono, jak

ZI1E
cho

niata sie predkosé v samo-
lu w czasie t.



*4.1. Granica funkcji w punkcie

M Intuicyjne pojecie granicy

Granica funkeji jest jednyin z podstawowych pojec¢ ma-
tematyki. Przez stwierdzenie. ze liczba g jest granica
funkeji f w punkcie xy” rozumiemy, ze wartos¢ funk-

cji f ,zbliza si¢” do g, gdy x ,zbliza si¢” do xy.

Piszemy wowczas:

lim f(z) =g lub f(z) — g przy = — x;

IE—E

Przyktad 1

e —— = =

<

/U Iy T

Odczytaj z rysunku, ile jest rowna granica funkcji w danym punkcie.

a) lim(2z — 1)

v

Gdy x .zbliza si¢” do 2,
f(xz) .zbliza sie” do 3:
IEJI}?{?:I* -1)=3

Przyktad 2

b) liu}(:rr2 —3)

Gdy a .zbliza sie” do 1,
flz) .zbliza sie¢” do —2:
lim (2 — 3) = 2

c) lim v+ 3

..... )

vy

L) .
E B R LT

R

Gdy x .zbliza sie” do —2,
f(z) .zbliza sie” do 1:

lim voz+3=1

Tt

Ponizej przedstawiono wykresy funkcji f, g i h. W punkcie x5 = 1 funkcje te
maja te sama granice: lini flz) = liu}g{:::) e Iiu} h(z) = 3.

MR AREN

F ol 1§ %
g{ﬂ::l:"l_*'rz-ﬂfr:ﬂ-\{l}

1 o] 1§ X
IE —z* dlaz #1
hlz) = { 1 dlaz=1

Punkt @y, w ktorym badamy granice, nie musi naleze¢ do dziedziny funkcji
(funkeja g). Jesli zy nalezy do dziedziny, to wartosé¢ funkeji w punkcie z, nie

ma wplywu na wartosé tej granicy (funkcje f i h).
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Przykiad 3

Funkcja f(z) = { ‘ o

z+2 dlaz >0

nie ma granicy w punkcie x5 = 0 (rysunek obok).
Gdy = .zbliza sie” do 0 z prawej strony. wartos¢
funkcji ,zbliza sie” do 2, natomiast gdy x ,zbliza
sie” do 0 z lewej strony, wartos¢ funkcji ,.zbliza
sie” do 1.

Definicja
Liczba g jest granica funkcji f w punkcie x5 (lim f(z) = g). jesli dla
T—rn

kazdego ciagu (i, ) zbieznego do xy, o wyrazach nalezacych do dziedziny
funkeji f i réznych od xq, ciag (f(x,)) jest zbiezny do g.

Uwaga. Kiedy mowimy o granicy funkeji f w punkeie xg, zakladamy. ze funkcja f jest
okreslona w pewnym sasiedztwie punktu xp, czyli zbiorze (xg — rixo) U (xo:xo + 1),
gdzie r > 0. Funkcja nie musi by¢ okreslona w punkcie aq.

Przykiad 4

Dana jest funkcja f(z) = 2* + 5. Uzasadnij, ze linl flz)=9.

Niech (x,) bedzie dowolnym ciagiem o wyrazach réznych od 2 i takim, ze
11111 x, = 2. Wowczas:

. lim f(z,) = llm(:c +5)=lim(z, -z, +5)=2-24+5=9
n—nc

n— 0

Zatem zgodnie z definicja hmf( ) = 0.

Cwiczenie 1
Uzasadnij, ze:

a) funkcja f(x) = 6 — 22* ma w punkcie o = —1 granice I'ciwm} 4,

b) funkcja f(z) = =% ma w punkcie xy = 5 granice mwng
Przyklad 5 L
Wik e Bialicya. (5] = {2 des<0 1Ll

1 dlaxz>=0 P ' | L,
nie ma granicy w punkcie g = 0. of 1 X
Rozpatrzmy ciagi a,, = —% oraz b, = i zbiezne do zera. Wtedy:

lim f(a,) =2, lim f(b,) =1

Funkcja f nie ma granicy w punkcie zy = 0, gdyz lim f(a,) # lim f(b,).
=+ n—2o

4.1, Granica funkcji w punkcie 227 —



Zadania

@ 1. Na rysunku obok przedstawiono wykres funkeji:
2 F
42 dlaz<?0
flz) = { l—x* dlaz>=0
Wykaz, ze funkcja f nie ma granicy w punk-
cie xo = 0.

@ 2. Naszkicuj wykres funkcji sgn (signum) okreslonej
WZOTenl:

-1 dlaz<0 :
sgn(z)=q¢ 0 dlaz=0 N NS S OO O W
i1 dlaz>0 i

Wykaz, ze funkcja ta nie ma granicy w punkcie xy = 0.

IE] 3. Na podstawie wykresu funkeji f okresl. dla jakich z, nie istnieje granica
lim f(x). Odpowiedz uzasadnij.

I—IH

E] 4. Uzasadnij, ze funkcja f ma w xy granice rowna 0.
a) flz) =2x+4, xy = b) flz] =42°— 10, 25 =2

@ 5. Rozpatrzmy funkcje f(z) = sini, gdzie 2 # 0. Wartosci funkeji oscyluja
miedzy —1 a 1, gdy & .zbliza ng do 0. Na rysunkach ponizej przedsta-
wiono fragmenty wykresu funkeji f w przedziale (—0,06;0.,06) i w prze-

dziale (0,00015;0,0006) odpowiednio przeskalowane.
y

T _L__;__J___u_u__\l _____ IV &

Uzasadnij, ze funkcja f nie ma granicy w punkcie xy = 0.
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*4.2. Obliczanie granic funkcji

Korzystajac z definicji granicy funkcji w punkeie, mo-

zemy wykazad, ze dla funkcji stalej f(x) = ¢ dla dowol-

nego xy zachodzi lim f(x) = e.
I—Tp

f} Xo

Dla funkcji g(x) = x dla dowolnego x, zachodzi:
lim g(z) = xq

T— Ty

To |- —

iy

Przy obliczaniu granic czesto korzystamy z ponizszego g
twierdzenia — jest ono wnioskiem z analogicznego twier-

dzenia dotyczacego granic ciagéow (str. 200).

Twierdzenie

Jezeli lim f(z) = a, lim g(x) = b, gdzie a,b € R, to:
szt

b e 1 |

= lim (cf(z)) =c- lim f(z) =c-a, gdziec€ R

= lim (f(z)+g(z)) = lim f(z)+ lim g(z)=a+b granica sumy funkeji
F—Ip ) LI

® lim (f(z) —g(x)) = lim f(z)— lim g(z) =a—b  granica réznicy funkeji
T—Tn T—Th T

= lim (f{T) ; 9(3")) = lim f(i') + lim H(-‘I-') =a-b granica iloczynu funkeji
r=+Tg T=—s2pn Ir—xn
o f(e) _ ammp 1) .
" 1}]_111‘] g{:} = mli—T: @) %1 jesli b # 0 granica ilorazu funkcji
Przyktad 1

Oblicz granice funkeji f(x) = 22* + 5 w punkcie z, = 3.
llil'lé{Zu."'E +5) = liII,li 2% + lin%-"i =2, 1111‘1i ?+5=2- Hll% - _IiII:.1 T+5=
=2-3-34+5=23

Jezeli funkcja f jest

Zauwaz, ze dla funkcji f(z) = 2z° + 5 mamy wielomianem, to:
f(3)=2-3*+5=23, czyli Iin%{ﬁ:rr? + 5) = f(3). lim f(x) = f(xo)
& L=

Cwiczenie 1
Oblicz granice.

a) Ilillvﬁg(ii:rz —z+2) b) Ilrilg(;??"’ —32* + 3z —1) ¢) lim(z* + 1)'°

G |

4.2, Obliczanie granic funkcii
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Przykiad 2

Sa+1
Oblicz lim
z—] 2242

lim (5z+1)
1 P
lith 2212 — 2=l o

. = _ =2
r—l £242 li_}x%l{:i':z-f-ﬁ} 3

Zauwaz, ze dla funkcji f(z) = ‘”ié mamy f(1) = 2, czyli 11111 £z} = Fl1).

Jesli f jest funkrja_, wymierna oraz g nalezy do dziedziny tej tunkcji, to
llm fla) = . Méwi o tym ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie

Jezeli f(x) = {{ )) jest funkcja wymierna, gdzie w,v sa wielomianami,
oraz v(xy) # 0, to:
lim 2&) — 2{zo)
x—zg V() v(xg)
Cwiczenie 2
Oblicz granice.

. %8 N 1. dat-dz?41 23 +4x-13
e Mlimaes dimTes MY
Przyktad 3

—4x+43
a) Oblicz 11:%11 W'

Dla @ = 3 wielomiany w liczniku i mianowniku przyjmuja wartos¢ 0 — mamy
tu do czynienia z symbolem nieoznaczonym [H
7 powyzszego twierdzenia. Zauwazmy jednak, ze w rozkladzie na czynniki obu

wielomianéw wystepuje czynnik (z — 3). Zatem:

], nie mozemy wiec skorzystac

2 _ 4243 [“] (x—1)(x=—3T O i | 2
lim ——— im el = i == -
:—,3. i‘"2 Ja r—3 @{x—3T r—3 T 3

b) Oblicz lim i

2 x2—-4°

1]
0 ; 21 9; 2 .
lim = 5 = [ | lim A2 2N e td) g, 2oddetd 12 3
&2 T —4 z—2 {x—2](z+2) -2 T+2 4
Cwiczenie 3
Oblicz granice.
4p—g3 . xd_2z%4g . x2-p-12 . x?—1
al hm b) im ———— ¢) im ————— d) lim —
) g—s-2 XT+2 } x—1 r2-1 ) r—d x2-16 ) x—1 T3—1
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Kolejne twierdzenie dotyczy granicy funkeji, w ktorej wzorze wystepuje pier-
wiastek.

Jedli zy > 0, to lim /o = \/a.

&—In

Ogélnie lim {/x = /7, dla:

r—rp

= 1y > 0, jezeli n jest liczba parzysta;

m 1y, € R, jezeli n jest liczba nieparzysta.

Cwiczenie 4
()hlic?' granice.
a) lim (v — V) b) 1111{1’ :f__l ¢) lim (¥ + 100x)

r—G4 —0.001

Twierdzenie

Jesli funkcja f przyjmuje wartosci nieujemne i istnieje lim f(x), to:
T—+Ip

=g Erila)

Przykiad 4
Oblicz lil%ll x2 + 5.

lim (2% 4+ 5) =9, zatem lim V22 4+5= _/lim (#24+5)=v/9=3

m——2 r——2 1:——'2

Cwiczenie 5

Oblicz granice.
i‘l} lim - 4 2atd b} v/ 1+ 222 &) i At +9

x—0) z—4 P S ;|;,,-| +3 r—2 V3z—2

Przykiad 5

Oblicz h_n; Voz-2

=2

Zauwaz, ze Iiné{ v2r —2) = () oraz llin%{:n — 2) = 0. Aby obliczy¢ te granice,

mozemy postapi¢ nastepujaco:

lim e [i] lj.l'll( 2r—2 . 1.,.'2;!.'-1-2) — N Fp—dq B
r—2 = L2 r—2 ;2LFJ+2 x—3 [J'—E}{\/_E_r-_i_z}

2 1
= lim

pross ..fzur+2 Jitz 2

4.2, Obliczanie granic funkcii
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Przykiad 6

i * [%} ’ x vVa+1+1 1 z(VzF1+1)
111 1 . = i o
xié r+1-1 TL% Vvr4+1-1 red141 .r'.l—!.!l r+1—1

= lim e +1]—111‘ﬂ(\,z"1‘+ 1+1)=2

a—l)

Cwiczenie 6
Oblicz granice.

a) lim =2 b) lim VR ¢) lim L
g AfE-1 g3 T2 20 x
Zadania
1. Oblicz granice.
342243 . zi-3z48 . (m42)°
) En-i r2-1 h) ,.:th] dx—x3 C) ,:—11%1.13 T—x2
2. Oblicz granice.
3 —Ox T+6 x?4+9r414
lim - d 11111 e lim ————
a) r—3 33—z ) 224516 8) -2 1243342
r2-16 . 121.'3—8.1.'4—1 : 3—x2-12x
b hm e)] llm ————— h) im ————
) 13—4.1 J Hoik 4r2-1 } T——3 2r+6
e 2:::2-1—3;:-:—'2. . ; :1'2—5.‘1‘4-5 . - :r”—l—?:r—S
¢ Im ——m—= f) hm ————— i) hm ——— ——
} F—s=2 x+2 ) z—5 x2—25 ) re1  ai—1
3. Naszkicuj wykres funkeji f. Oblicz lim flx).
; 4—-2x x2—4 —B
€T = | = .
ﬂ) Jf(;} =2 }) f( ) =7 () f("i) 2,1: :]j
4. Oblicz granice.
o Fi + i
a) lim Vo5 c) lim 1Y% e) lim i
x—25 T—25 r—2 2—T =1 /2432
e - ..,f.r-L:I'—l r2—x—6
b) lim ye=2 d) lim X¥=—— f) lim
) r—q x—4 ) r——3 2r+6 ) r——2 1— v"‘i"‘j
Twierdzenie

Dla dowolnego x5 € R: lim sinz = sinag oraz lim cosx = cos .

T—Tn r—xp

5. Oblicz granice, korzystajac z podanego wyzej twierdzenia.

a) lim(sinz —cosz)  b) lim (z””‘ —H}) ¢) lim (tg?z — ctg®x)
E—T H .._:i_ r "E'
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*4.3. Granice jednostronne

Niech f bedzie funkcja okreslona w przedziale
(zq: b). Bedziemy rozwazad, do jakiej liczby ,.zbli-
za sie” wartosé funkcji, gdy x .zbliza sie” do xy
ix € (xp:b). W tym przypadku mowimy, ze @
dazy do xy z prawej strony, i piszemy r —
(punkt x; moze, ale nie musi, naleze¢ do dzie-
dziny funkeji).

Definicja

jest zbiezny do g.

Cwiczenie 1

Niech f bedzie funkcja okreslona w przedziale
(@:xy). Sformuluj definicje granicy lewostronnej
funkeji f w punkcie xy: lim f(z).

=Ly

Granica prawostronna funkeji oraz granica lewo-
stronna funkeji nazywane sa granicami jedno-
stronnymi funkcji f w punkcie .

Przykiad 1

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkeji
danej wzorem f(x) = /9 — &2, gdzie x € (—3;3).
Granice funkeji na krancach dziedziny:

lim f(x) =0, _lil‘;al_ flz) =10

x—+—31

Funkeja y = f(x) ma w xq gra-

nice prawostronna réwna g, co
zapisujemy lim f(x) = g.

T—Eg

Niech f bedzie funkeja okreslona w przedziale (xqg;b).
Liczba g jest granica prawostronng funkeji f w punkcie zq ( Iim+ flz)=g).

T—+Eg5

jesli dla kazdego ciagu (x,, ) zbieznego do xy, gdzie x,, € (xy: b), ciag (f(z,))

Y
2 =
f |
I -
/ 0l 1 X

Funkcjay = f(z) maw xo =1
granice lewostronng réwna 2,
co zapisujemy lim f(x) = 2.

r—1

]

5%

Przy obliczaniu granic jednostronnych stosuje sie analogiczne metody i twier-

dzenia, jak w przypadku obliczania granic.

Przykiad 2
a) lim(vz+1)= 1iI‘{Jl VT + lixfn_ 1=0+1=1
a—)7T &= -7
; 6 _ 6 _ .
) Jin oty = =

%

T

ol 1

4.3. Granice jednostronne
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I - 34

W punkcie x; = 2 mozna obliczyé obie granice
jednostronne funkeji f:

Cwiczenie 2
Oblicz granice jednostronna.

: v+l +1 A r—2
iy XEL=T= b) Iim ————— ¢) lim d) lim
z——1+  @+1 } =T ¥ ]I _1 6+ 2 ) 0+ VT ) r—32 4—r

Przykiad 3 MEERE LMY
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkeji: N o

#(2) { 3¢ dlaz e (—o0;2)
Iy =

e+ 1 dla 3 € (2ic0) e 2

lim f(x)= ]_i111 (32) =1 oraz lim f(z)= lim (z+1)=3
2 22+ z—2+

T—2

Zauwaz jednak, ze lm1 flx) # 11111 f(x). Funkcja f ma obie granice jedno-

stronne, ale nie ma gl &‘ﬂl(}' W punk{ ie xg = 2.
Twierdzenie

Granica lim f(x) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja granice jedno-

T—To

stronne lim f(z)1i lim f(z) oraz zachodzi réwnosé:

T—y T

lim f(x) = lim f(x)

T— Iy ;r—-.rn

Zatem lim f(z) = a wtedy i tylko wtedy, gdy lim f(z) = lim f(x)=a.

T—In B—Ty T --u::LII

Zadania

Oblicz granice jednostronna.

: ¥ +u~ . _')‘—4 * .?T‘I-:i
a) 11111 vier—44+2 ¢) lim XE e) lim ) lim -
( ) ) F—0F r— } r—0+ ﬁ—? g] I 3- t-"'?—_g
. 2 +5x+6 | . . AT=5
b) i g 4 fip 550 Im L2 B) lim ey

Naszkicuj wykres funkeji f. Oblicz 11111 f(z) oraz 11111 f(x). Czy istnieje
11111] flx)?
&=

—r+2 dlaz < -1 2c+1 dlax < -1
a z) = c T) =
) S { 3 dla z > -1 ) f(=) {;1:3 -1 dlaz >-—1

| =
*—1 dlaz> -1 d) f(=)

z—1 dlaz< —1 23 +4 dlaxz < -1
4—z¢° dlaz> -1
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*4.4. Granice niewtasciwe

i)

Zauwazmy, ze dla dowolnego ciagu argumentow (x,,) ta-
kiego, ze lim x,, =0, mamy lim f(z,) = occ.
Fi—rC

—+2C

Rozpatrzmy funkeje f(z) = %, # # 0 (wykres obok). LY

Definicja

Niech f bedzie funkcja okreslona w sasiedztwie
punktu x. idL i
Funkcja f ma w punkcie x, granice niewlasciwg oo =~ it
(lim f(z) = o0), jesli dla kazdego ciagu (z,) zbiez- e s
r—xq

nego do xy, o wyrazach nalezacych do dziedziny
funkeji f i réznych od xg, ciag (f(x,)) jest rozbiezny
do oc.

Cwiczenie 1
Stormuluj definicje granicy niewlasciwej rownej —oc funkeji f w punkcie x.

Przyktad 1 | |
Funkcja f(z) = 75z, ¥ € R\ {2} (rysunek obok), ma }1 fd
w punkcie rp, = 2 granice niewlasciwa rowna —oc, co : :

zapisujemy:

lim ——
1
-2 (1—2)2

= —2Q

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkeji f. Dla jakiego xy € R ma ona
granice niewlasciwa rowng —oc?

1 —4

2) J@) = b) f(z) = —

SR R TP, K Y AR A e e o e

Przykiad 2 LYY
Dla funkcji f(z) = ﬁ, z € R\ {1} (rysunek T

obok). nie istnieje granica lim f({x). Istnieja G .
j:'""} r ' - -. ey A

il -

natomiast granice niewlasciwe jednostronne
w punkecie x5 = 1:
1 1

lim — = —x, lm — =
z—1- x—1 1+ r—1
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Definicja
Niech f bedzie funkcja okreslong w przedziale (zy: b). Funkcja f ma w punk-

cie x; granice niewlasciwg prawostronng oo ( lim f(xz) = oo), jesli dla
T—an

kazdego ciagu (x,) zbieznego do xg, gdzie x,, € (x¢;b), ciag (f(x,)) jest
rozbiezny do oc.

Uwaga. Analogicznie definiujemy granice:
lim f(z) = —o0, lim f(z)=o0c., lim f(z)=—o¢

L s Y i
Ty Ty m—an

Bedziemy stosowa¢ nastepujace oznaczenia:

o lim f(x) = 0" oznacza. ze lim f(x) =0 oraz f(x) > 0 w pewnym sasiedz-

L= L==E
twie punktu xg;
e lim f(x) = 0" oznacza, ze llm f(z) =0 oraz f(z) < 0 w pewnym sasiedz-
&

E=+I0
twie punktu x.

Twierdzenie

= Jesli lim f(x) = 0% oraz lim g(z) =a > 0, to lim £
X0 L=l T—E

r—sTg

s Jesli lim f(x

=0 oraz lim g(r) =a >0, to lim %
T— X0 0

()

= Jesli lim f(z) =07 oraz lim g(x) =a <0, to }E?D T{Gl} = —00:
()
(z) =

0~ oraz lim g(x) =a <0, to lim £ = oo,

m Jesli lim f(x )
T—+EQ

T—=Tpn T—Eqn

Uwaga. Analogiczne wlasnosci zachodza dla granic jednostronnych.

Przyktad 3
Oblicz granice.
. ; lim (2° — 4) = 0 oraz -\ —
e6 [g]__ Jm | A
a) lim —— = —00 : _
z—2+ T=—4 g —4>0dlaxz e (2;00)
_ 76 [[;_i] .HIEL (2* — 4) = 0 oraz ﬂ.h"f |iHE;!|_'u" znak ||1'|_}|tmw:
b) lim 21 wifon nika, mozna naszkicowad
r—2— I— - —4<0daae{—-22) wykres funkeji y = z* —4.

Cwiczenie 3
Oblicz granice.

; 2 @2 x4 1
a) lim Z2 b) lim - ¢) lim =— d) 11:11 3’:+4

gt T— g X r3- 3—I 9+ 12
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B Asymptoty pionowe wykresu funkcji

Yy | Yh | Y} ! Y4 |
I | [ e I
|/ » ar I
| I I |
! , : , %o !
O|xo, ! O|zo, . f_}_f/ L X 0 L X
I | [ I
I | ] | I
I | [ I
Jedli lim f(z) = oo lub lim f(x) = —o0, Jedli lim f(z) = oo lub lim f(z) = —oc,
i o e & T— Ty
to prostg @ = xp nazywamy asymptota to prosta @ = xp nazywamy asymptota

pionowa prawostronnga wykresu funkeji f.  pionowa lewostronng wykresu funkeji f.

Jesli obie granice jednostronne funkeji f w punkcie x; sa niewlasciwe, to prosta
r = 1, nazywamy asymptota pionowa obustronng (lub kréotko - asymptota
pionowa) wykresu funkcji f (patrz wykresy ponizej).

Y4 Y4 Yt
P

| |

| |

| — ] |

| I
| \F_. ] 0

Uj|u O] xo), X Of xo |

|

] : | :

| | |

| |

f 1

Istnienie asymptot pionowych w przypadku funkeji wymiernej badamy w miej-
scach zerowych mianownika.

Przykiad 4
Wyznacz asymptoty pionowe wykresu funkeji f(x) = 22, gdzie 2 € R\ {0}.

; 2x4+1
lim _:
=) &I

= 0o, zatem prosta x = () jest asymptota pionowa wykresu funkeji f.

Cwiczenie 4
Okresl dziedzine funkeji f i wyznacz a:-;yrupmt}' pionowe jej wykresu.

a) flz) =22 b) f(x) ¢) f(z) =35

1+2

Cwiczenie 5
Uzasadnij, ze wykres funkecji f nie ma asymptoty pionowej w punkcie x,.
Naszkicuj ten wykres.
1-4x2 1 3 —6x2+12x—8
Tl = . &L= = I Tr) = "‘_:‘
) fla) = 222 oy =2 ) f(x) 2o =2

a—1 r—2
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Twierdzenie

m Jesli lim f(z) =occ i lim g(z) =00, to lim(f(z)+g(z))= cc.
T+ r—irg T—in

® Jesli lim f(z) = —o0 i lim g(z) = —o0, to lim(f(z)+g(x)) = —c
x—ea T—T r—iry

= Jesli lim f(z) = i lim g(z) = a. to lim (f(x)+g(z)) =
T—I0 r—rg I —IQ

m Jedli lim f(z)=—oc i lim g(2) = a, to lim (f(z) + g(x)) = —x
T—I T—Ig T—T0

Uwaga. W przypadku, gdy i}ll] f(z) = oc i lim g(zx) = —o0, wyznaczenie granicy

lim (f(z)+ g(x)) wymaga szczegdlowyeh badan (mamy wowezas do czynienia z sym-
F—In

bolem nieoznaczonym [oc — ocl).

Przykiad 5
2 11
Oblicz J111{1I (:.-:—1 = ) N\ A+t
— J\-
li 1 1 [re—x] Ii (z41)—1 __ iy [i] \_/l
J_lﬁll A A ] - _l_lﬁlr_ T T J_EP., 721 X Szkic wykresu
: ' funkeji y = 2% — 1.
Cwiczenie 6
Oblicz granice.
1 1 1 1
ﬂ'] hln ({1—2}3 N .1:—4) h) ,.l”élr ({:::—2}2 N :1:2—&1)
Zadania
1. Oblicz granice.
1-z dax+1 AT T
a) lim — d) lim ——— g) lin (2-2)
_ : z2-3 i r+1 - 1 1
b) Jim = o) lim ot W) Im (ot as)
. r+3 . . 247 . . 1 2
¢ lm S p) lm T ) e A
2. Wyznacz asymptoty pionowe wykresu funkcji f.
oy _ &%=5 -. N =3 — w?—3x+2
a) fl2) =22 o) fla) =52 6) flz) =222
N x=3 e oy B2 . N w®—4
b) Hed=Z3 d) f(2) = 152 ) 1) = oo
3. Wyznacz asymptoty pionowe wykresu funkcji f.
z v 24x—x2
2) f@) =755 b) f@) =Y o) f0) = e
1-z r—3 |z—3|—|z—1|
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Krzywe plaskie i ich asymptoty

Niektore krzywe plaskie niebedace wykresami
funkeji maja asymptoty pionowe.

Taka krzywa jest na przyvklad cisoida Dioklesa
dana réwnaniem:

-

Jej asymptota pionows jest prosta x = a.

Aby wyznaczy¢ punkt P nalezacy do cisoidy T
Dioklesa dla a = 2, postepujemy nastepujaco:

« Rysujemy odcinek taczacy punkt O(0,0) z do- 0 1 X
wolnym punktem A lezacym na prostej @ = 2.
» Odcinek OA przecina okrag o srodku w punk-
cie (1,0) i promieniu 1 w punkcie B.

e Na odcinku OA wyznaczamy punkt P taki, ze

|OP| = |AB].

>
-

:j'.a .
= —, gdziea > 0 S . L &

a—r

|
|
|
|
1
|
|
I
|
|
|
|
!
!
|
i
|

Inng krzywa plaska majaca asymptote pionowa
jest strofoida. Jest ona dana réwnaniem:

y? = L2 odzie a > 0

a—r
Jej asvimptota pionowa jest prosta r = a.
Na rysunku obok przedstawiono strofoide dla
7 e [
Strofoida ta jest zbiorem wszystkich punktow P
lezacych na poélprostych wychodzacych z punktu
A(—1,0). przecinajacych o8 QY w punkcie
B(0,b) takich, ze |BP| = |BO| = |b| (zwrdé
uwage na to, ze dla kazdej poélprostej AB sa dwa
takie punkty P i FP'.)

1. Wyszukaj w dostepnych Zrédlach informacje o nastepujacych krzywych
plaskich: konchoida Nikomedesa, ofiuryda (ogon weza), panstrofoida. Ko-
rzystajac z odpowiedniego programu komputerowego lub kalkulatora gra-
ficznego, naszkicuj te krzywe i ich asymptoty.

Krzywe plaskie i ich asymptoty
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*4.5. Granica funkcji w nieskonczonosci

Przyktad 1
Na rysunku obok przedstawiono wykres - o :
funkcji f(z) = —#%. Rozpatrzmy ciag ar- .| : f 5 O .

umentow (x,. ) taki. ze 2., — oc. Wowcezas
T T

ciag odpowiadajacych im wartosei funkeji

(f(x,)) ma granice réwna zero.
Definicja

Niech f bedzie funkcjg okreslong w przedziale (a; oc). Liczba g jest granicg
funkeji f w oo (lim f(x) = g), jesli dla kazdego ciagu (r,) rozbieznego

do oo, o wyrazach nalezacych do dziedziny funkcji f, ciag (f(x,)) jest
zbiezny do g.

Cwiczenie 1
Sformuluj definicje lim f(z) = g.

Jesli lim f(x) = k, to prosta y = k nazy-
=0

wamy asymptota poziomg wykresu funk-
cji w oQ.

Jesli lim f(z) =1, to prosta y = [ nazy-

r . Wykres funkeji f ma w oo asymptote
wany asymptota poziomg wykresu funk- 00— 9 4w —oo - asymptote
cji w —oc. pozioma y = —1.

Przyktad 2
- (] u ':3_" 2
Wyznacz asymptoty poziome wykresu funkcji f(z) = -)Tzi 1
: 3—x2 : Iﬁ(‘f?‘“l) . -l 1
lim —— = lim ——% = lim &¥— = —= -
rox 22244 i ;;.-2(24-?) zo0 24 =x 2 Dla kazdego n € N :
: 1
5 of lim — =
lim =% = lim 2(F1) _ 1 A :
r——n0 20244 =t =00 .1‘2(24-%) 2
Wykres funkcji f ma w oo oraz w —o¢ asymptote pozioma y = —%.
Cwiczenie 2
Wyznacz asymptoty poziome wykresu funkcji f.
. 6—-4dx . 3z2-1 2|x|+1
a %) = b T)=— C r)=—"——
J f( ) 14-2x ) "H ) 2242 } ﬂ, } a
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Definicja
Niech f bedzie funkcja okreslona w przedziale (a; o0). Funkcja f ma w oo
granice niewlasciwa oo (llm f(z) = o0), jesli dla kazdego ciagu (z,) roz-

bieznego do oo, o wyrazac h ualﬁ.&zywch do dziedziny funkcji f, ciag (f(z.))
jest rozbiezny do oc.

Przykiad 3 Vi
Funkcja f(z) = \/x (wykres obok) ma w oc granice
niewlasciwa rowna oc.

Cwiczenie 3
Sformuhij definicje:
) lim f(z) = —o0, b) lim f(z)= oo, c) l_uu f(i,)

o —20

@) 1

Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres funkeji f i okresl granice lim f(z) oraz lim f(x).
F e H o e .

a) f(x) == b) f(z) = 2? ¢) flx) =&°

Twierdzenie

Dl tnadogo tie Ne: : oo dla n parzystych
e * lim 2" = )
- i‘_‘!} €T =00 F—+—00 —o0 dla n nieparzystych
® lim {/z =0 = lim {/T = —o0 dla n nieparzystych
T—+D0 L2

Cwiczenie 5
Oblicz granice.
410 (—z3)2

a) lim = b) lim .
-0 L7 L——0g £

iege. W lta

Twierdzenie

m Jesli lim f(z) =00 i limg(r)=a>0, to lim (f
L0 L0

m Jesli lim f(x) =
X—+o0

= Jesli lim f(z) = —
=20

() - g(x)) = o0

(2) - 9(z)) = =00
lim g(x) =a >0, to lim (f(z)- g(z)) =—-x

(

b 1

lim glz)=a <0, to lim (f

ot

=20 =0
w Jedli lim f(z) =—oc0 i limg(z)=a<0, to lim (f(x):g(z)) =00
L0 b b T —s o0
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Przykiad 4

lim (22* — 62° — 1) = lim 2* (2 - EP — i) =00 i

Cwiczenie 6

Oblicz granice.

a) lim (100 + z — 2?)
H e e &

Przyktad 5
" a3+2x+1 1+ + 4 1
a) im ———————— = lim —‘ﬁ—-[— = =
} L= 623 —dx?+x T—e ﬁ'_-+i._'f 6
b) hm = lim —1L 00
o =l = _
2 2% 0
c) lim —— = lim —“E5 =-=0
) r——ng €I i‘l‘ 42 T——0 1+—'1'J‘:T 1
Cwiczenie 7
Oblicz granice.
. —3x*42r . Gx+4
lim ———— ) hm ————
a) g—enc 1% ) - Izlt zi+a+1
. da?4T . z1-1
b) lim d) lim ——s
) r——oc *42 ) ro—nc (x2-1)2
Zadania

1
b) lim (‘T— + 22° + :r.'z)
S V10

U= 00 0oraz

2-2-4)=2
.

¢) lim (2?4 z)*

L= =G

Aby obliczy¢ te granice, dzielimy
licznik i mianownik przez najwyz-
sza potege r z mianownika.

e) lim 2210
r—x THT
y 8

f) lim

} E—g 41.-""5—31?'

1. Oblicz granice.
a) lim (22° —2*+3) b) lim (22* — 2+ 1)

T—+—00 L0

2. Oblicz granice.

a) lim £ e) lim .
e ) e E9—3z+2
b) Jim 523 f) ,.t,“.mx %
d) im %ﬂ h) __Ell_mx ﬁ%

3. Oblicz granice.

s (z—1)(1-x) . r{2x+1)(3x-1)
) e (1—6x)(z+1) b) lim (1) (22—2)
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c) 11111

¢) lim(z% —1)*

L—+2C

3 ,
. " i 2'-1‘3
Y Mg EoEEES
T—4+00 =1
} l]_]_]_] 4.]'.?'—:7:24‘[
] 1-2x2
. =zl
k) lim —zite-1
} T —00 2r+1

. 2a+ta—1
1) im ==

(z4+1)%(4a— 1}
e (22—1)2(3—x)




[p] 10.

Oblicz granice.

a) lim (Va?+9—2z) b) lim m ¢) lim (Va?+1-2)

Oblicz granice.

a) lim % b) lim V22 ) 11111 ( - \/F)
T3 ==

Wyznacz asymptr_}ty poziome wykresu funkeji f.

8) f(z) = == Q) f(@) = e e) f(2) = L=
b) f(z) = 2= d) fla) =252 f) fla) = S
Wyznacz asymptoty poziome i pionowe wykresu funkeji f.

a) f(z) = 22 d) f(2) = g) fla) =222
b) f(z) = 2= e) f(x) = 7= h) f(z) =
¢) fla) =8 ) f(z) = 2= ) flz) = £=1

Wyznacz asymptoty poziome i pionowe wykresu funkeji f.

1—da O9x—1 1- 162"
) = . T
8) f(z) = /2= b) flz) = /2= Q) fla) =42
Przeczytaj podany w ramce przyklad.
2f 1 1
o figer o VR ey 2 = —a
lim = lim ————~ = lim - = die &0
r——00 €I T——3 x r——70 B
— "1':_1'+1 1
= lim =-lm | —\/=+1]=-1
T——00 £ —s—00 T

Oblicz granice.

a) lim Y1H42% b)

T— xr

iy A LAk

¢) lim
r——0 €

Vai—1
r—x /82343
Uzasadnij. ze funkcja f(x) = sinx nie ma granicy w oo

3 ] & h

YJ
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*4.6. Ciggtosc funkcji
Definicja
Funkcja f: (a;b) — R jest ciagla w punkcie z, € (a; b) wtedy i tylko wtedy,

ady istnieje granica lim f(z) oraz lim f(z) = f(xg).
r—rg T—Ep

Uwaga. Analogiczna definicje prayjmujemy dla funkeji okreslonej w przedziale (—oo: b),
(a;00) lub w R.

Przyktad 1
Funkcja f(x)
adyz }ini{%;r +1) =3 oraz f(4) = 3.

s+ 1 jest ciagla w punkcie z, = 4,

Przykiad 2
Wrykaz, ze funkcja:
=)

f{x:)={4___r

jest ciagla w punkcie xy = 1.

dlaz <1
dlaz>1

. —_—_ ; ne
Obliczamy granice jednostronne w punkcie xy = 1: P

lim f(z)= lim (z? +2) =3, _liml Tl = __liml (4—x)

r—1- Z—1~

=

Istnieje wiec granica: 11111 f(z) = 3. Ponadto f(1) = 3, wiec 11111 Flx) = FL1).

Funkcja f jest zatem (iclg:la, w punkcie xy = 1.

D] Cwiczenie 1

I Z44

Wykaz, ze funkcja f jest ciagla w punkcie xy = 2, i naszkicuj jej wykres.

1
6—2% dlaz<2 dla ¢ < 2
a) f(x) = { R b) f(@)={ @3
I dla x = 2 (:]: — 3)5 dla x> 2
Przykiad 3 Vi
Funkcja f. ktorej wykres przedstawiony jest na \ '
rysunku obok, nie jest ciagla w punkcie: . )

I
Ty, gdyi li111 f(x) nie istnieje; :
|

odyz 11111 f(x) #£ f(xs).

. Ty, O

B

Jesli funkcja f nie jest ciagla w punkcie 2y € D/, to méwimy, ze jest nieciggla
w punkcie .
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[b] Cwiczenie 2
Wykaz, ze funkcja f nie jest ciagla w punkcie x4 = 0, 1 naszkicuj jej wykres.

—x dla z<( 22—1 dla z#0
a,}f(:.-:):{ 1 a z<0 b}f{:z'):{ 1 dla 2+

z2+1 dla >0 0 dla =10
Przykiad 4
Dla jakiej warto$ci parametru a funkcja f jest ciagla w punkcie x4 = %7’
4x<—1
dla x # 1
fa)=q w2 T
a dlaxr=;
Obliczamy granice:
o  4z?-1 (22-1)(22+1) . 2x41
) = i e T ey e

Funkcja f jest ciagla w punkcie 1y = % wtedy i tylko wtedy, gdy f {%]I = 1y
czyli dla a = 1.

Cwiczenie 3
Dla jakiej wartosci parametru a funkcja f jest ciagla w punkcie zy, = 27

L At
axc—4ar+44 dla = ?(__ 2 P —x2—2 dla =z ?é 2

D) f@) =4 =2 b) f(x) ={ :

a dla =2 a dla z=2
Definicja

Funkeje f:(a;b) — R nazywamy ciagla, jezeli jest ciagla w kazdym punkcie
przedzialu (a:b).

Uwaga. Analogicznie definiujemy funkcje ciagla okreslona w przedziale (—oo; b), (a; 00)
lub w R.

Jesli funkcja f jest nieciagla w choc¢by jednym punkcie dziedziny, to méwimy,
ze jest nieciggla.

Jesli dziedzing funkeji f jest zbior bedacy suma przedzialéw otwartych, to
mowimy, ze funkcja ta jest ciagla, jesli jest ciagla w kazdym z tych prze-
dzialow.

Przyktad 5

Funkcja f(x) = % okreslona na zbiorze
(—o0; 0)U(0: 00) jest ciagla, poniewaz jest
ciagla w kazdym z przedzialow (—oc;0)
oraz (0; 00).
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Funkeje f:(a:b) — R nazywamy ciggla w przedziale domknietym (a; b),
jezeli jest ciagla w przedziale (a;b) oraz:

lim f(z) = f(a) i lim f(z) = f(b)

Uwaga. Analogicznie definiujemy ciaglosé funkeji w przedzialach postaci (a;b) i (a: b)
oraz {a;occ) i (—oo;b).

SR 4 N ¢y ©oF : o EM
N N (NS TV SN S S - ...... h. ..... ...... .......
Tt 1ol 1 x Ol 11X T 1 T X
,i?'_‘,}_ f(z) = f(=2) lim g(x) = g(0) IEP}- Alz) =H{-1)
lim f(z) = f(2) £~ lim_h(z) = h(1)

Funkcja f(z) = v4—2?  Funkcja g(z) = /T okre-  Funkcja h(x) = v/2? — 1 okreslona
okreslona w przedziale Slona w przedziale (0;00)  na zbiorze (—oc;—1) U (1;00) jest
(—2;2) jest ciagla. jest ciagla. ciagla.

Twierdzenie

Jesli funkcje f i g sa ciagle w punkcie x, to funkcja:
= f + g jest ciagla w punkcie xy,

= f — g jest ciagla w punkcie xy,

= f g jest ciggla w punkcie xg,

. ﬁ jest ciagla w punkcie z, pod warunkiem, ze g(xy) # 0.

Funkcjami ciaglymi sa miedzy innymi wielomiany, funkcje wymierne, funk-
cje wykladnicze i logarytmiczne, funkeje trygonometryczne (sinus, cosinus,
tangens, cotangens) oraz funkcje otrzymane z powyzszych w wyniku operacji
arytmetycznych.

Przykiad 6

Funkcja f: R — R okreslona wzorem Jesli funk{:‘]a. i jESt’{‘.lﬂ:gl:ﬂ,. to
funkcja y = | f(x)| réwniez jest

Y — |Bzsine P, [ L e
flz) = |—2—‘ (wykres ponizej) jest cincin:

=41

ciagla.

}f
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Zadania

@ 1. Wykaz na podstawie definicji, ze funkcja f jest ciagla w punkcie x.

a) f(x)=22+1,20 = % b) f(z) = ﬁ g =1

2. Zbadaj ciaglosé funkeji f.

2z dlaz <3 x2-3x—3 .
a) f(z)= { oo d) f(z) = { ; jiﬂ x # ;
e I =

4r4+1 dlaxz >3

dz—x° i i 4r—2 FE
By flat = { == dlar#4 o)l Fla) = { = dlax #1
0 dlaz=4 : dla &'=13

3 ) ] EE daz#0 g ey £3 dlazeR)\{-1.1}
LA { 0 dla z =0 ) 1) { 1 dla x € {-1,1}

3. Dla jakiej wartosci parametru a funkcja f jest ciagla?

) z+a dlar<l .. Jax+]l dlaz<2
B) Jle) = { 3a dla r > 1 ¢) {i7)= {2:1: —a? dlaz>2

pricy S s .'.3 2 r <
b) f(”:{r ar dlaz <3 d) f(z :{ur +a* dlar<1

r—06 dlax=3 %—m dlaxz >1
. i P iYr o: if
@ 4. Na rysunku obok przedstawiono wykres funkeji T R e R
f: R — R okreélonej wzorem f(x) = [z]. gdzie et
[z] oznacza najwieksza liczbe calkowita nie wiek- T 0l 1 | X
sza od x. Podaj, dla jakich argumentéw = € R __OH* L1 1
funkcja ta nie jest ciagla. OdpowiedZ uzasadnij. -

5. Dla jakich wartosci parametréw a i b funkcja f jest ciagla?

I dla z € R\ {0,1}
a) fle)=94a3-7 dlaz=0
\ 2sinb dla z =1
(V=453 glaz e R\ {~2,2}
b) fl@) =4 a2 - la dlaz=-2
L lcosh dlaz=2

3

6. Dla jakich wartosci parametrow a, b i ¢ funkeja f jest ciagla?

At dlar < -3 2. dlazx<2
a) flx)=¢ b—1 dlaz=-3 b) f(z)=< bx+1 dla2<x<3
clz+1| dlaz > -3 It dlaz > 3
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*4.7. Wtasnosci funkcji ciggtych

Twierdzenie o przyjmowaniu wartosci posrednich

Jesli funkcja f: (a;b) — R jest ciagla oraz f(a) # f(b), to funkcja ta przyj-
muje w przedziale (a:b) kazda wartosé liczbowa p znajdujaca sie miedzy
liczbami f(a) i f(b).

Jesli funkcja przyjmuje wartosci posrednie, to
mowimy, ze ma wlasnosé¢ Darboux (Jean Ga-
ston Darboux [czyt. za gasta darbu], mate-
matyk francuski zyjacy w latach 1842-1917).
Powyzsze twierdzenie mozna rowniez sformu-
lowaé nastepujaco: jesli funkcja f: (a;b) — R
jest ciagla oraz f(a) < f(b), to dla kazdej
liczby p € (f(a); f(b)) istnieje przynajmniej |
jeden argument ¢ € (a: b) taki, ze f(¢) = p. O ac €2 €3

- —————————=
¥

L]

Whiosek

Jesli funkcja f: (a;b) — R jest ciagla oraz:
fla) <0, f(b) >0 Iub f(a) >0, f(b) <0
to istnieje przynajmniej jeden argument ¢ € (a;b) taki, ze f(c) = 0.

D] Przyktad 1
Wykaz, ze wielomian w(x) = 2* — 20? 4+ 3z — 1 ma pierwiastek ¢ € (0;1).
Wielomian w jest funkcja ciagla w przedziale (0;1) oraz w(0) = —1 < 0

iw(l) =1 > 0, zatem na podstawie twierdzenia o przyjmowaniu wartosci
posrednich ma on pierwiastek ¢ € (0;1).

(0] Ewiczenie 1
Wrykaz. ze wielomian w ma pierwiastek nalezacy do podanego przedziahu.
a) w(z) = =32+ 62° +5, (0;2) b) w(x) = 2°—62*+2° -7, (=2:-1)

Cwiczenie 2
Zmajdz blad w poniZzszym rozumowaniu.

Funkcja f(x) = + jest ciagla oraz f(—1) = -1 <01 f(1) =1 > 0, zatem
rownanie + = 0 ma pierwiastek w przedziale (—1;1).
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[0] Przykiad 2 EEGEEE sERENEEN
Uzasadnij, ze rownanie x = 4 cos r ma rozwig- feed :
zanie nalezace do przedziatu (0; ).

Rozpatrzmy funkcje f(r) = x—4 cos x (wykres

. ' - p e - 3
obok). Jest ona ciagla w przedziale (0; 3 ).

f(0)=0—4cos0=-4<0

o o TR S . L

f{'.}"}-—-"g— 4{.052 =3 :3"“
Zatem na podstawie twierdzenia o przyjmowa-
niu wartosci posrednich funkeja f ma miejsce
zerowe w przedziale (0: Z), co oznacza, ze r6w-
nanie:

t—4dcosz =10

ma rozwiazanie nalezace do tego przedziatu.

E] Cwiczenie 3
Uzasadnij, ze rownanie ma rozwiazanie nalezgce do podanego przedzialu.

a) sinez =3 — 2z, (0:%) b) vz +1=4, (1;2)

2

Ponizsze twierdzenie o przyjmowaniu przez funkcje ciagla wartosci najmniej-
szej 1 najwiekszej, zwane tez twierdzeniem o osigganiu kresow, udowodnil
matematyk niemiecki Karl Teodor Wilhelm Weierstrass [czyt. wajersztras]

(1815-1897).
Twierdzenie Weierstrassa

Jedli funkcja f:(a;b) — R jest ciggla, to w pewnym punkcie tego prze-
dzialu funkcja ta przyjmuje wartos¢ najwieksza oraz w pewnym punkcie
tego przedzialu przyjimuje wartos¢ najmniejsza.

Funkcja ciagla w przedziale domknietym (a:;b) przyjmuje wartoSé najmniej-
sza m oraz warto$¢ najwieksza M albo na koncach przedzialu (a:b). albo
w ktoryms z jego punktéw wewnetrznych (patrz przyklady ponizej).

1}fl. YJ },-“ Yn
M M M M

m
I

@)
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Cwiczenie 4
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkeji
f:R — R danej wzorem f(x) = (x| — 2)*. Po-
daj jej wartosc¢ najmniejsza i wartos¢ najwieksza
w przedziale:

a) (—4;—3), b) {(-3;3), ¢) (—1;5).

Zadania

D] 1.
D] 2.

o] 8.

Uzasadnij, ze réwnanie ma rozwigzanie w przedziale (—1:0).
a) °+2xr+1=0 b))zl —-Tz—-4=0 c) 2% —1 =33

Uzasadnij, ze rownanie ma przynajmniej jedno rozwiagzanie.
a) ° —dr+1=0 b) ° —z*4+z+1=0 ¢) 2'+22° =

Wyznacz przedzial dlugosci % do ktorego nalezy rozwiazanie réwnania.
a) 20 +4x—-1=0 b) 22% — 622 +3 =10 c) 2 —-322+3=0

Uzasadnij, ze réwnanie ma rozwiazanie w przedziale (2;4).
a) F=x—1 b) log,z = 2z — 3 ¢) dsinfz =2 -1z
Naszkicuj wykres tunkeji f. Znajdz najwicksza wartosc tej funkecji w prze-
dziale (2:4).
a) f(z)=(x—2)* b) f(z) = —(x=3)*+1 «¢) f(z)=(x—4)*
Naszkicuj wykres funkeji f i na tej podstawie okresl, czy funkcja ta prayj-
muje wartos¢ najmniejsza.

\ fa) r+4 dlaze(-1;0) b) f(z) vz dlaz e (0;1)
%) Ha)= y) flx

4—2* dlaze€ (0;1) 1 dlaxze(1:4)

Naszkicuj wykres funkeji:
—3x—7 dla x € (—5;—1)
flx) =4 —z*+42+1 dlazxze (-1;3)
—2r+10 dlaz € (3;5)
i podaj warto$¢ najmniejsza m oraz wartos¢ najwieksza M funkcji g.

a) g(x) = flz-2)+1 b) g(z) =|f(z)| ) g(z) = f(lz])

Funkecja f: <l, l—f> — R jest ciagla i dla argumentéw n bedacych liczbami
naturalnymi f(n) = (—2)". Uzasadnij, ze f ma co najmniej pie¢ miejsc

zerowych.
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*4.8. Pochodna funkcji w punkcie

W temacie tym zakladamy, ze funkcja f jest okreslona w pewnym przedziale
(@;b). Niech xy oraz x beda punktami nalezacymi do przedzialu (a;b).

Roznice h = x — xy nazywamy przyrostem ¥
argumentu funkeji (stad » =z + h). fl)f=mmmmmmma

Réznice f(x) — f(zo) = flao + h) — flxg)
nazywaimy przyrostem wartosci funkcji.

lloraz ﬁr]—fz{]m]- (dla x # xy), zapisywany tez M}_]_:__.-::”'h ——
Fleot+h)=flzg) fJ
h

w postaci . nazywamy ilorazem , }

réznicowym funkeji f w punkcie xy. 0 o o X

lloraz réznicowy mozna interpretowac jako srednia predkosé przyrostu funk-
cji f w przedziale (xq;x).

M Interpretacja geometryczna ilorazu réznicowego

Przypomnijmy, ze jesli prosta y = ax + b
przechodzi przez dwa rozne punkty (z,y)
i (29.92), to jej wspolezynnik kierunkowy
mozemy obliczy¢, korzystajac ze wzoru:
Yy2—v1

Ta—Iy

(=

Jednoczesnie iloraz {’Tyr—: jest rowny tangen-
sowi kata « (rysunek obok).

Twierdzenie

Wispolezynnik kierunkowy prostej y = ax+b jest rowny tangensowi kata a;,
jaki ta prosta tworzy z osia OX: tga = a.

Prosta. ktora przecina wykres funkcji w co najmniej dwoch punktach, nazy-
wany sieczng tego wykresu.

Rozpatrzmy sieczna wykresu funkeji f pr?wi-
najaca ten wykres w punktach Py(xg, f(xo))
i P(x, f(z)) (rysunek obok).

Iloraz réznicowy __f ()~ flxo

jest rowny tangensowi
kata «, jaki sieczna P F’ tworzy z osia OX. a za-
tem jest rowny wspolezynnikowi kiernnkowemnu

siecznej Py P.

4.8. Pochodna funkcji w punkcie



Cwiczenie 1

Oblicz wspolezynnik kierunkowy siecznej wykresu
funkeji f(z) = 2* (rysunek obok) przecinajacej
ten wykres w punkcie (0,0) oraz w punkcie o od-
cietej réwnej: a) 1, b) 2, ¢) 3.

Cwiczenie 2

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = —(x — 1)? oraz
sieczna wykresu przechodzaca przez punkty o od-
cietych xg = 1 1 2 = 2. Oblicz wspolezynnik kie-

runkowy tej siecznej.

B Pochodna funkcji w punkcie
Definicja
Jesli istnieje skonczona granica lim L“’u;tﬂf—‘ﬂ to granice te nazywamy
ol =
pochodna funkcji f w punkcie x i oznaczamy f'(xg):
f’(.rrg] = lim flz)=f(xo)

=g E—=d0

Uwaga. Mozna wykazaé, ze jesli funkeja ma w punkeie xg pochodna, to jest w tym
punkcie ciagla. Jednak z ciaglosci funkeji w punkeie zg nie wynika istnienie pochodnej
(patrz zad. 4).

Przykiad 1
a) Oblicz pochodna funkcji f(z) = x* w punkcie x, = 3.
'2 _n2

f(3) = lim L—:“‘} = lim =—- = lim w = 1111:1(.1 +3)=6

r—3 Ir—u r—3 I— r—3 r—

b) Oblicz pochodna funkeji f(x) = 2* w punkcie x, = 2.

."5_ 3 el - ;
f'(2) zlimwv 22 . (2-2)(a®+20+4)

= lim == = lim =

s r— r—s2 r— 2 r—2

= li;n%[uz."“J +2r+4+4)=12

Cwiczenie 3

Oblicz f'(xo)-

a) flz)=28 as=1 c) f(z)
b) flz) =222 zp=4 d) f(z)

\A-I""‘ h.-l:--
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M Interpretacja geometryczna pochodnej

Zal6zmy. ze funkcja f ma w punkcie xy po-
chodna. Wowcezas przy x dazacym do xg filz)
sieczne wykresu funkeji f przechodzace przez

punkt P, (patrz rysunek) .zblizaja sie” do
prostej. zwanej styczng do wykresu funkcji

w punkcie F.

(20)

Jlx)—Jflxo)

T—¥n

jest rowny tangensowi kata, jaki sieczna P, P

Przypomnijmy, ze iloraz roznicowy

X

tworzy z osia OX.

(rysunek powyzej):

f'(zo) = tga

G

Pochodna f'(zy) funkeji f w punkcie xq jest réwna tangensowi kata, jaki
styczna do wykresu funkeji f w punkcie Fy(xzq, f(xy)) tworzy z osia OX

Liczba f'(xg) jest rowna wspolezynnikowi kierunkowemu stycznej do wykresu

funkcji f w punkcie (xq. f(xg)).

Zauwaz, ze o ile styczna do okregu mozna zdefiniowac jako prosta majaca
z okregiem dokladnie jeden punkt wspolny, o tyle w przypadku stycznej do
wykresu tfunkeji takie okreslenie byloby niepoprawne.

\gY

TN

P

Y
[

= &f

‘_x::_

W

Prosta [ jest styczna do
okregu w punkcie P.
Prosta | ma z okregiem
jeden punkt wspolny.,

/r;
Prosta [ ma jeden punkt wspal-

ny z wykresem funkeji f, ale nie
jest jego styczna.

Przykiad 2

Oblicz miare kata, jaki styczna do wykresu funkeji f(x) = o

w punkcie (1,1) tworzy z osia OX.

_13

H

= lim

= lim

(x—1)(x24+x+1) _

0

!

Prosta [ jest styezna do wy-
kresu funkeji f w punkcie P
i ma trzy punkty wspolne
z tvm wykresem.

¥

3

f/(1) = lim

a=]

fla)=f(1)
T— r—1

el B s

= liu:lll(:;-;2 +a+1)=3

T—+

Zatem tga = 3, stad a = 72°,

7}'
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Cwiczenie 4
Oblicz wspolczynnik kierunkowy styveznej do wykresu funkeji f w punkcie
(2. f(2p)). Podaj miare kata. jaki ta styczna tworzy z osia OX.

a) flz)=22% 2=1 b) flz) =2* zo=-1 ¢) f(g)=2, 20=2

Zadania

1. Oblicz pochodne funkeji f w punktach x; i -_12,
a) f(z)=2,29=3, 2, =6 d) f )—I_.J{;——l 2y =2
b) f(z)=3z —4,2=1, 2, =56 e} f(z)=a% 29 =-2, 2, = -3
c) flr)=2>-1,20=1, 7, = -1 ) flx)= \/_ go=1, &y =4
2. Na rysunku olmk przed%tawimm
wykres funkcji f(x) = 2\/x.

a) Oblicz WSPDI(:Z}’HIHI{I kierunko-
we siecznych PA i PB oraz wy-
znacz ich réwnania.

b) Oblicz wspdélezynnik kierunko-
wy stycznej do wykresu funkeji f
poprowadzonej w punkcie P.

ol T [T 1T 1]1=%

3. Oblicz miare kata, jaki z osia OX tworzy styvezna do wykresu funkeji f
w punkcie (xg, f(x0)).

8) fley==* ay= —% b) f(x) = }1_! zo=1 ©) flz)=2, = Zzl'

@ 4. Przeczytaj podany w ramce przyvklad.

I -5

Uzasadnij, ze funkcja f(x) = |r| nie ma po-
chodnej w punkcie xzg = 0.

lim L8210 _ iy EBEOL o 2 g

r—0t x—0 Dt T F—+ T

lim J(=)-1(0) = lim 2|10 — Y =% =

T—0" x-0 e—0- T x—0- T

Oznacza to, ze 1i111] w nie istnieje, czyli funkcja f(x) = [x| nie

ma pochodnej w punkcie xy = 0 (chociaz jest ciagla w tym punkcie).

Uzasadnij, ze funkcja f nie ma pochodnej w punkcie xg.

a) flz)=lzx—2|, 20=2 b) f(z)=z+ |z|, 2o =0
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*4.9. Funkcja pochodna

@ Przykiad 1
2

Wykaz, ze funkcja f(x) = 2 ma pochodna w dowolnym punkcie z, € R.

Obliczamy granice ilorazu réznicowego:

. J(@)—f(x0) . E—zh . (z—zo)(z+z0)
lim ——— = lim = lim =
T—Tg r—X0 F—xg T—ED I—IQ T—I0

= lim (x + 2y) = 2z,
E—Ty

Zauwazmy, ze mozemy okresli¢ funkcje, ktora kazdej liczbie x5 € R bedzie
przyporzadkowywaé wartos¢ pochodnej funkeji f w punkcie zy réwna 2.
Mamy wiec dwie funkcje — funkcje f: R — R, dana wzorem f(a) = 22, oraz

funkcje f': R — R. dana wzorem f'(x) = 2z.

Definicja

Jesli funkcja f ma pochodna w kazdym punkcie z pewnego zbioru (beda-
cego przedzialem otwartym lub suma przedzialow otwartych), to w tym
zbiorze okreslona jest funkeja y = f'(x), zwana funkcja pochodna funkeji f

lub krétko pochodng funkeji f.
O funkeji f méwimy, ze jest w tym zbiorze rozniczkowalna.

@ Cwiczenie 1
Wykaz, ze:
a) funkcja stala f(r) = ¢ ma w kazdym punkcie x, € R pochodna réwna 0,

b) funkcja f(zr) = r ma w kazdym punkcie x, € R pochodna réwna 1.

Wzory na pochodne zwykle zapisywane sa krotko:

() = 0, gdzie ¢ - stala (2?) =22 (%)’ =—L dlaz#0
(&)i=d ()= 27 (Vz) =5zdlaz>0
Uwaga. Wzory (z) =1, (%) = 2z, (2°) = 322, (-};)r = —2 sa szezegbluymi przy-

padkami wzoru podanego nizej.
Twierdzenie

Dla dowolnej liczby naturalnej n > 0: (2") =nz™ ! dla z € R.
Dla dowolnej liczby calkowitej n < 0: (z")' =na™ ! dla z € R\ {0}.
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Przykiad 2
Oblicz pochodng funkeji f(x) = 2* w punkcie zg = 7.
Flz) =2z zatem f'(7) =2 -7 =14.

Cwiczenie 2
Oblicz pochodna funkeji f w punkeie .

2

a) flz)=2% 26==5 b) flz)= %ﬁ- zo=% ¢) flz)=+z, 2o=1

Cwiczenie 3
Rozwiaz réwnanie f'(x) = 2.

; ; 1

2) f(z) = 2? b) f(z) = V& Q) flo)=1

Podany obok wzdér na pochodna funkcji f(xr) = 2%, zwa-

nej funkcja potegowa, jest prawdziwy dla dowolnego wy- (%Y = gzt
kladnika @ € R\ {0} i & > 0. Na przyklad dla funkcji

f(z) = ¥

f@) = (Ya) = (o) = 4ot = o

B Rownanie stycznej

Przykiad 3
Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkeji f(z) = =
w punkcie (2,4).

2

Réwnanie stycznej zapisujemy w postaci y = ax+ b i ob-
liczamy jej wspoélezynnik kierunkowy a:
f'(z) =22, zatem a= f'(2)=2-2=4

Styczna ma wiec rownanie y = 4x + b. Aby wyznaczy¢
wartos¢ b, podstawiamy wspolrzedne punktu (2.4) do
rownania stycznej: 4 =42+ b i stad b = —4.

10

Otrzymalismy rownanie stycznej y = 4x — 4.

Prosta o wspdlezynniku kierunkowym a przechodzaca przez punkt (xq, f(xp))
dana jest réwnaniem y — f(xg) = a(x —xy). Aby wyznaczy¢ réwnanie stycznej
do wykresu funkeji f w punkcie (zg, f(xg)). mozemy skorzystaé¢ z ponizszego
WZOTL.

Jesli funkcja f ma w punkcie xy pochodna, to styczng do wykresu tej
funkeji w punkcie (xg, f(xg)) jest prosta o réwnaniu:

y — f(xo) = f'(xo)(x — o)
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Cwiczenie 4
Wyznacz rownanie stycznej do wykresu funkeji f w punkcie P

a) f(z)=2% P(3,9) b) f(z) =22 P(-2,4) «c¢) f(z)=2% P(1,1)
Zadania

[p] 7.

Na podstawie definicji pochodnej wyprowadz wzor.
a) (%) = 3z3 b) (%)’ =-S5, z#0 ) (V) = #T x>0
Wyznacz rownanie stycznej do karesu funkeji f w punkcie o odcietej xq.
a) f(z)=2% zo=—4 b) f(z)=2% 26==-8 ¢) f(z)=2, 2o=73
Przeczytaj podany w ramce przykiad.
Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkeji f(z) = x* tworzqce]
z osia OX kat 30°.
tg30° = ﬁ;— wiec szukamy punktu z,, dla ktérego f'(xy) = 22y = &;—_5

Stad zp = %2 oraz yo = f (11} ~'-_,- Zatem styczna ma réwnanie
S 4
= =(r— %), cayliy = ? T

Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkeji f(x) = 2* tworzacej z osia
OX kat: a) 45°, b) 607, ¢) 150°.

Wyznacz punkt (zo, f(20)), w ktérym styezna do wykresu funkeji f jest
rownolegla do prostej y = 6 — 11.

a) f(z)=a b) f(z) == c) f(z) =z

Wyznacz punkt (g, f(zg)), w ktérym styezna do wykresu funkeji f jest
prostopadla do prostej y = —3x + 7.

) f(a) =a? b) f(z) = a* ) fl2)= VT

Czy istnieje styczna do wykresu funkeji f majaca wspélezynnik kierun-
kowy rowny a? Jezeli styczna istnieje. to wyznacz jej rownanie.

a) fla)=a° a=3 b) flz)==2, a=-4 <) fla)=+2 a=-1

a) Wykaz, ze prosta y = jx + 3 jest styczna Yt = |
do wykresu funkcji f(z) = /& w punkcie L}fﬁ*
o odcietej zy = 1. WE =Y =§ﬁ

b) Korzystajac z przyblizenia /x =~ .1 -|— 5 S e e e

oblicz /1.2 1 1/0.9. Poréwnaj otrzymane W}u ol

niki z wynikami uzyskanymi na kalkulatorze. O 1

R'IF
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*4.10. Dziatania na pochodnych

Twierdzenie

Jesli funkcja f ma pochodna w punkcie & oraz ¢ jest dowolna stala, to:

(c- f(x)) =c- f(x)

Przyktad 1

a) (3¢2) = 3(2%) =3 -2z = 6z b) (5z™*) =5(z7") =5(—427°) = -3
Cwiczenie 1

Wyznacz pochodna tunkeji f.

a) f(x) = 122° ¢) flx) =427 ¢) f(z) =20

b) f(z)=0,52° d) flg) =6z"" f) flz)= % Ve

Pochodna sumy i pochodna roznicy funkcji

Jesli funkcje f 1 g maja pochodne w punkcie &, to:

(f(z) +9(x)) = f(x) +4'(x) oraz (f(z)-g(2)) = f(z)—g(z)

Przyktad 2
a) (22 +3z—1) = (a?) +3(z) - (1)) =22+ 3

b) (22° + 2 —x+ 1) =2(2*)" + 4(-3:); —(z) + (1) = 62% — ;%3 —1ldlaxz#0

Cwiczenie 2
Wyznacz pochodna tunkceji f.

a) f(z)=2z"—322+6 ¢) f(z) =3z —42® +3
b) f(x) = é:r.‘r} + 3z — Ta? -2 d) f(z) = %xﬁ _ i — %/

Pochodna iloczynu funkciji

Jesli funkcje f 1 g maja pochodne w punkcie x, to:

(f(z) -g(z)) = f'(z) - g() + f(z) - ¢ ()

Przyktad 3
a) (z2/x) = (2%)x + 2%(Vx) = 2z\/x + 2* ;&:'—91\/_—}——?

dla z >0
b) ((z? + 1)(x® — 4)) = 2x(2® — 4) + (x* 4+ 1)32* = 52* 4+ 32* — 8z

x\/T

t~..'||\'.n
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Cwiczenie 3
Wyznacz pochodna funkeji f.

a) f(z) = 2zx — 42® + 2 d) f(z) = (2® + 2% — 4)(42* — 2?)
b) f(z) = —4a%/z + 622 e) f(z) = x(3z® — x?)
c) f(z) = (22" —4)(z" + z) f) f(z)=Vz(z'+4v7)

Pochodna ilorazu funkciji

Jesli funkcje f i g maja pochodne w punkcie x oraz g(x) # 0, to:

(;__1) _ f(@)g(a)-f(z)d)
glz) (g(x))?

Przykiad 4

' ;_ (x2) (z—1) — *(z—1) o 2:[:{.‘!:—1}—::2-1 a2
(ﬂf—l) = I:;;r—l}‘l = (-’I—'—l'}ﬁ = (z—1 }2 (.llﬂ.- £ 7é 1

Cwiczenie 4
Wyznacz pochodna funlccji F

a) f(o) = 5 ) fla) =B o) f(#) =z

[b] Cwiczenie 5

Uzasadnij, ze jesli funkeja g ma pochodna L\ J(x)
w punkcie = i g(x) # 0, to prawdziwy jest (Q(ﬂ:}) = {ﬂ{ﬂ:i}z
wzor podany obok.
Cwiczenie 6
Wyznacz pochodna funkeji f.
1 1 1

a) flz)=— b) f(x) = 22213 c) f(d'}=2‘ﬁ_4
Zadania
1. Wyznacz pochodna funkeji f. Oblicz f’(U) i F41).

a) f(z)=-3z>+z+4 1) flz)= 2'!"1 —2® + 6z

b) f(x) = 4a* — 52 + 1 e) fz)y= + sz ~ %;rz

c) f(z) =22 +4x—6 f) j(l):—U 22° + 0,5z — 3z
2 1‘;’1.!7111(:? pochodna funkeji f.

a) f(z)=(2z—1)(x+3) d) flx) = (a 2z% — 5)

b) f(.r]:(::: —1)(z* + 2) e) f(z)=(a —|—2r +1)(z* — 2 +1)

¢) f(z)=(1-32*)(2?+ x) f) f(z)=(z—2)*1-2?

4.10. Dziatania na pochodnych
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3. Okresl dziedzine funkcji f. a nastepnie wyznacz jej pochodna i okresl dzie-
dzine pochodne;j.

)=tz g f(g) = Szt2 ) fla)=E2
b) fl@)= 2 f) fla)= B=fL i) fl@)= 2= +1
o) fla)=22 g fla) =T k) f@)= -2
Q) fla) =22 h) flo) =" ) f@)= -

4. Okresl dziedzine funkeji f, a nastepnie wyznacz jej pochodna i okresl dzie-
dzine pochodnej. Oblicz f'(1) 1 f'(4).

2) @) =vE(1-2%) o f@) =5 e fl@)= %47
f@)=(a+1)e=35) A f@)==2 1§ f@) = Vala+a)

@ 5. Przeczytaj podany w ramce dowdd wzoru na pochodng sumy funkceji.

Dowad
Wyznaczamy pochodna sumy funkeji f i g w punkcie .
(f(zo) + g(z0)) = 11111 [f(z)+glx)]—[flzo)t+a(zo)] _

Ly E—Ep
= lim f{z)—f(za)]+]g(x)—g(xo)] e
T—rTp T—Ip
= lim f(@)=f(zo) + lim 8(z)=g(@o) _ Fxo) + ¢'(x0)
T—In IL—In Tr—Ip Tr—XIn

Udowodnij wzér na pochodna réznicy funkeji.
IE] 6. Przeczytaj podany w ramce dowod wzoru na pochodna iloczynu funkeji.

Dowod
Wyznaczamy pochodna iloczynu funkcji f i ¢ w punkcie xg.

(F(za)-gleo)) = Jim LEREeltoldize) -

=X
flax)g(@)—flzo)glx)+f(xo)glz)—flxo) glxza) _

= lim
T+ r—Ig

= Tiv Jlz)glz)—flzo)glx) L flxo)gle)—fxo)g(xo) _
F—sTy —Ep T—En E—Iq

= Jim LS g0 4 lim () LEZLED = (). (00) 4 () (o)
T—In ] T—En r—Ipn

Udowodnij wzér na pochodna ilorazu funkeji.
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T

10.

Oblicz wspolezynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkeji f w punkcie
o odciete] xy.
8) f(z) = T2t gy =1 ¢) f(z) =257, @ =2
& +3 =1 i 3r—5
b) flz) = Eﬁ To = —2 d) f(z) = ;—;—_—g, Ty =4
Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkeji f w punkcie o odcietej x.
a) f(x)=a*-3x+1, x9=2 e) flx)=ayr+4, 2p=4
Jx 2241 ’
b) f(z) = —5 Zo=1 f) f(z)= ‘;_{_2 . o= —3
+2 r+1)(z—2
¢) f(@)="7F" 2=1 g) fla) =)D 4y = 1
2x4a-1 N *244 N =
d) 'F( } T" Lo = 1 h) f{ﬁ) - {”_._i,_-z}‘.?‘ g = 2

Czy istnieje prosta o wspolezynniku kierunkowym réwnym a styczna do
wykresu funkcji f7

a) a=0, f(&)=(2*+1)(4—x) e) a=2;, f{g)= v’_+1

: s J T N 21‘"‘1 ; _— SR

b) a=-1, f(x)= e d)a=0, flz)= .1:2’ =

Wyznacz réwnania stycznych do wykresu funkeji f rownoleglych do proste;j
y=—2z+3.

_ 43 . S l
a) f(z)= == b) f(z) =2z + =

Twierdzenie

Lf 7

12

Kazda z funkcji trygonometrycznych: sinus, cosinus, tangens i cotangens
ma pochodna we wszystkich punktach swojej dziedziny.

(sinz) = cosz, x € R (tg:r)’= 1 ..rER\{?T‘ + km:k € Z}
(cosz) = —sinz, 2 € R (ctga) = m xz € R\ {km:k € Z}
Oblicz f/(2) i f(%).

a) f(x)=sinz b) f(x) =cosz e) flz) =tgx d) f(z) =ctga

Wyznacz pochodna funkeji f.
a) f(x) =sinxcosx d) f(z) =sin’*x g) f(z) =cos’z

: sinx
b) f(z) = (22 + 1)sinx e) f(z) =zctgz h) f(z) = s
) f@)=@+3ge 0 f@) =T ) )=

4.10. Dziatania na pochodnych
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*4.11. Pochodna funkcji ztozonej

Aby obliczyé wartoéé¢ funkeji h(z) = 22 — 6 dla argumentu z € (3;00), wy-
konujemy kolejno operacje: najpierw mnozyimy ten argument przez 2 i odej-
mujemy 0, a nastepnie obliczamy pierwiastek kwadratowy z otrzymane]j liczby.
Funkcja h jest zlozeniem dwd6ch funkeji: f(x) = 22 — 6 oraz g(z) = /.

x I - 20 —06

4

2r—6

Na przyklad dla x =5: 5 Ji92.5-6-% V4, zatem h(5) = 2.

Definicja
Jesi f: X —=Y i g:Y —= T, to funkcje h:X — T okreslona wzorem
h(x) = g(f(x)) nazywamy zlozeniem funkcji f i g.

Funkeje f nazywamy funkcjg wewnetrzna, funkcje g — funkcja zewnetrzna.

Zlozenie funkeji f i ¢ mozna réwniez zapisac: (g o f)(x).

Uwaga. Skladanie funkcji nie jest operacja przemienna — funkcje f o g oraz g o f nie
musza by¢ rowne,

Przykiad 1
Niech f(x) = x*, g(x) = sinz. Ponizej przedstawiono wykresy funkcji zlozo-
nych:

h(z) = g(f(z)) = sinz? ho(z) = f(g(x)) =sin’ =z

Przykiad 2
Podaj dziedzine i wzor funkcji zlozonej h, jesli f jest funkcja wewnetrzna,

a g — funkcja zewnetrzna.

2) f(z)=x—2, g(z) = V&
Dy = (200), h(z) = g(f(@)) = g(x —2) = VZ = 2.

b) f(z) =, g(z) =2 —2
Dy = (0;.00), h(z) = g(f (&) = 9(v/E) = V& - 2.
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Cwiczenie 1
Podaj wzor funkeji h(x) = g(f(z)). Okresl dziedzine funkcji h.

a) f(z) =a*+4, g(z) =z ¢) flz)=q/lz, glz)=2z~41
b) f(z) =22-1, ¢g(z) =+ d) f(z) = vz, g(z)= %
Twierdzenie

Jezeli funkcja f ma pochodna w punkcie zy, a funkcja ¢ ma pochodna
w punkcie f(zy), to funkcja h = g o f ma pochodna w punkcie z, oraz:

W (xo) = (9(f(@0))) = g'(f(20)) - f'(0)

Przykiad 3
a) Wyznacz pochodna funkcji h(z) = (2o + 1)°.
Funkcja h jest zlozeniem funkcji f(r) =2z + 11 g(x) = 2?, zatem:
hW(x)=302x+1)*-(2x+1) =32 +1)"-
=6(4z® +42+1) =242° + 242+ 6
Pochodna funkcji h mozna réwniez wyznaczyd¢, korzystajac z tego, ze:
(22 + 1) =8z + 1222 + 62 + 1
b) Wyznacz pochodna funkeji h(z) = (32% 4+ 1)°.
Funkcja h jest zlozeniem funkeji f(z) = 32% + 11 g(x) = 2°, zatem:
h(z)=>5(3z*+1)*- (32 + 1) = 5(3z* + 1)* - 6z = 30z(3z* + 1)*

Cwiczenie 2
Wyznacz pochodna funkeji h.

a) h(z) = (22* —1)* ¢) h(z)=(3z*+a)°
b) h(z) = (2* — 3z)* d) h(z) = (4z + 6)°
Przyktad 4

a) Wyznacz pochodna funkcji h(x) = va? + 1.

Funkcja h jest zlozeniem funkcji f(x) = 2?2 +11i g(z) = /2, zatem:

W(z)= —m— (22 +1) = ——— 22 =

T
Em 24/ 2241 \f:lﬁ2+1

b) Wyznacz pochodna funkeji hiz) = vt + 222
e T 42 iR

24/ a1 +2z2 B 24/ x4 222 B 'v"{.._’\,.-" +2 |:J:|\,f:r:‘3+2

Zauwaz, ze dziedzina funkcji h jest R, a dziedzing funkeji A -~ R\ {0}.

4.11. Pochodna funkcji zlozongj
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Cwiczenie 3
Wyznacz pochodna funkeji i, Okresl dziedziny funkeji h i I/,

a) h(x)=+v4z?+1 ¢) h(z) =/1+12
b) h(z) = V322 +x d) h(z) =4+

Zadania

1.

Wyznacz pochodna funkeji f. Oblicz f'(0) 1 f'(1).

a) f(x)=(zx+1) e) flz)=(1l—=a)° e) f(z)=(3z+2)°

b) f(z) = (1+ 2*)* d) f(z)=(42*+2)* f) f(x)=(bz'—62+2)°
Wyznacz pochodng funkeji f. Okresl dziedziny funkeji fi f.

a) f(zx)=+2x -4 ¢) f(z) = Va3 +2z e) f(z)=+VizZ+x

b) f(z)=+v622+1 d) f(z)=V322—6z ) f(z)=v4—2a?

Wyznacz pochodna funkeji f. Oblicz f'(0).
a) f(x)=(Te —1)*(2x +1)? ¢) flz)=a*Vdax +1

b) f(z) = (2* - 1)*(3 — z)? d) f(z)=a*V1 -4z

Wyznacz pochodna funkeji f. Oblicz f'(1).

) (o) = S b) f(z) = Y2

Dane sg funkcje f(x) = 22* + 1, g(z) = +. Oblicz h'(1), jezeli:

a) h=fog, b) h=go f.

Znajdz rownanie stycznej do wykresu funkeji f w punkcie o odcietej xg.

a) f(x)=va2+5, x9g=2 b) f(&)=vV3z+4, zo=-1
Rozwiaz réwnanie f(g(z)) = g(f(z)). jesli f(z) =22+ 31 g(z) = L.

Wyznacz pochodna funkeji f.

a) f(x) =sindx e) f(x)= cosz? 1) f(z)=rcos?a
b) f(x) = cosbx f) f(z)=sin(z®*—1) j) f(z) =sin’a
¢) flx)=tg(6xz—1) g) f(z)=-cos(z*—1) k) f(z)=tg(l —2°)
d) f(x) =sinz* h) f(z) =sin’x ) flz)=tgx

4. Rachunek rézniczkowy



*4.12. Interpretacja fizyczna pochodnej

Przypusémy. ze punkt materialny (lub krotko punkt) porusza sie po osi licz-
bowej, a funkcja s opisuje jego polozenie w chwili t.

0 s(te) s(t)

Predkosc srednia punktu w przedziale od t; do t wyraza sie za pomoca wzoru:

__ s(t)=s(to)

Predkos¢ w chwili ty, ezyli predkosé chwilowa v(ty), okreslamy jako granice

ilorazu roznicowego przy t dazacym do tg:

. 8(t)—s(l
o) m B

Zatem v(tg) = s'(1g), czyli predkos¢ chwilowa jest pochodna polozenia wzgle-
dem czasu.

Przykiad 1

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkeji s opisujacej polozenie punktu po-
ruszajacego sie po proste] w zaleznosci od

s/m]1

o Wspolezynnik kierunkowy siecznej AB
wykresu funkcji s jest rowny predkosci
sredniej od chwili t; = 4 do chwili £ = 10:

R s(10)—s(4) 100
= 10— 4

« Wspolezynnik kierunkowy stycznej do
wykresu funkeji s w punkcie A jest réwny
predkosci w chwili ¢, = 4: 20

o(4) = Fim S81=s(4) _ o
1,(4)-—1*11}41 = = §'(4) 0

4567 8910 ¢fs)
o Wspolezynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji s w punkcie B jest
rowny predkosci w chwili £ = 10:

v(10) = jlllﬁ-] % = §'(10)
Cwiczenie 1
Polozenie punktu na osi liczbowej w chwili ¢
opisuje wzoér s(t) = t*. Niech t, = 1, t, =2, s(1)  s(2) s(3)
ty = 3. Oblicz predkosé srednia od chwili ¢, do 0123456789
chwili ¢3 oraz predkosci w chwilach ¢, t5 1 3.
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Jezeli cialo wyrzucono pionowo w gore (z poziomu ziemi) z predkoscia poczat-

kowa v, to funkcje h(t) = vot — 4 oraz v(t) = vy — gt opisuja odpowiednio

wysokos¢ h, na ktorej znajduje sie cialo w chwili ¢, oraz predkosé v, z ktéra
: + ohi il o )R M Aaad i AL s :

porusza si¢ ono w chwili ¢ (g & 9.8 5 jest przyspieszeniem ziemskim).

Przykiad 2 h|m)} S
Metalowa kula zostala wystrzelona pionowo w go- CUh(E) =294t = 4987

r¢ (z poziomu ziemi) z predkoscia poczatkowa | 1 7 N

vy = 29.4 m/s. Po podstawienin wartosci vy i ¢

do wzoru: Cre] R0 O O S S 0
h‘(f) = 'U“f — R;_-'

otrzymujemy funkcje: 20

h(t) = 29,4t — 4,9t*
opisujaca wysokosc, na ktorej znajduje sie kula
w chwili £. W tabeli podano wysokosci, na ktorych

T I e
Wykres funkcji h opisujacej
15{5] () 1 o 3 4 5 G wysokosé, na ktérej znajdo-

- wala sie kula w chwili £.
h[m] 0 [24,5)839.244,1 1392 (245| 0

zmnajdowala sie kula w kolejnych sekundach.

tom/s]
1§ | Do et

207

Cwiczenie 2

a) Sprawdz, czy jesli funkcja h dana jest wzorem A T
IL(I") — 2934,{ - 4'191‘2, to ,]E,] ].:J(J(.‘-llDdllQ jESt fl_lIll{(ijE'l. 10 frite e
v(t) =294 — 9,8t. 0

b) Przerysuj do zeszytu i uzupelnij tabele, wpisu- 10l

v(t) =294 — 9.8t

jac predkosci metalowej kuli z przykladu 2. w ko-

lejnych sekundach. =20
t[s] | 0 1 2 3 _ 4 9 6 Wykres funkeji v opisujacej
Ti[m {‘,5] ' G i s / 9 2 o predkosé, z ktora poruszala

sig kula w chwili ¢.

Pojawienie sig znaku minus w obliczeniach (dla { = 4) dwiadezy o zmianie zwrotu wektora
predkosci — kula najpierw poruszala sie w gére, a potem w daol.

Zadania

1. Przyjmujac, ze droge przebyta przez spadajace swobodnie cialo opisuje
funkcja s(t) = 4.9 - t* (gdzie droga mierzona jest w metrach, a czas w se-
kundach). oblicz predkosci ciala w chwilach £, = 1 1 £, = 3. Odpowiedz
podaj w m/s i w km/h.
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Na Marsie przyspieszenie grawitacyjne wy-
nosi okolo 3,7 m/s?, zatem funkcje opisujaca
droge przebyta przez swobodnie spadajace cialo
mozna przedstawi¢ w postaci s(t) = 1,85¢2,
gdzie droga mierzona jest w metrach, a czas
w sekundach. Oblicz predkosel w chwili ¢ = 4,
jakie osiagnie swobodnie spadajace cialo na
Ziemi oraz na Marsie. OdpowiedZ podaj w km/h.

Cialo wyrzucone pionowo w gore z powierzchni
Marsa z predkoscia poczatkowa vy = 18.5 m/s
znajduje sie w chwili £ na wysokosci:
h(t) = 18,5t — 1,85t
Oblicz predkosc, z ktorg poruszalo sie to cialo
w chwili £ = 5.
Na ryvsunku obok przedstawiono wykres funkeji:
h(t) = 18,5t — 1,85¢2
oraz dla poréwnania wykres funkcji:
h-(t) = 18,5t — 4,942

opisujacej wysokosé, na jakiej znajdowaloby sie

i

w chwili ¢ cialo wyrzucone z ta sama predkoscia po- ; EEEELE] 4
czatkowa z powierzchni Ziemi. 2 4 6 8 10
Czy wiesz, ze...
Przypusémy. ze punkt porusza sie po osi liczbowej, W
Mt T

a funkcja v opisuje jego predkosé w zaleznosci od czasu t.
Przyspieszenie srednie w przedziale od t; do t wyraza sie za pomoca wzoru:
_u(t)-v(to)
BESE
Przyspieszenie a(t,) w chwili ¢, jest pochodna predkosci:

_v(t)—v(to)
=

4. Predkosé, z ktora punkt porusza sie po osi liczbowej, jest wyrazona za
pomoca funkeji v. Oblicz przyspieszenia w chwilach t = 1 oraz t = 4.
) o) = Do) =t Qu) = — et

Wysokos¢ w metrach, na jakiej znajduje sie kula wystrzelona pionowo
w gore, jest opisana za pomoca funkeji h(t) = 24,5t — 4,9t*. Wyznacz
funkcje opisujaca predkosé oraz funkcje opisujaca przyspieszenie tej kuli.
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Rachunek rozniczkowy i catkowy

Rachunek pochodnych (zwany takze rachunkiem rozniczkowym) stworzono
w XVII w. Wraz z powigzanym z nim rachunkiem calkowym stat si¢ podstawa
rozwoju fizyki klasycznej i astronomii. Umozliwil m.in. opis ruchu cial (w tym
planet) za pomoca rownan wiazacych ze soba wielkosci takie jak czas, droga,

predkosc i przyspieszenie.

Za tworcow rachunku rozniczkowego i catkowego uwaza sie dwaoch uczonych: Isaaca Newtona
[czyt. izaaka niutona] | Gottfrieda Leibniza [czyt. gotfrida lajbnical.

Sir Isaac Newton
(1643-1727)

Matematyk, fizyk i astronom angielski.
Stworzyt rachunek rézniczkowy przy
okazji prowadzonych badan - bylo to
dla niego uzyteczne narzedzie, ktore
umozliwito mu sciste sformutowanie
praw fizyki dotyczacych ruchu ciat
oraz prawa powszechnego ciazenia.
Z prac Newtona mozna sie dowiedziec,
w jaki sposdb to narzedzie wykorzy-
stywat, nie ma w nich jednak zadnego
wykladu teoretycznego na temat

rachunku rozniczkowego i catkowego.

Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716)

Niemiecki filozof | matematyk.
Pierwsza prace dotyczaca rachunku
rozniczkowego i catkowego opubliko-
wat w 1684 r. Przedstawit w niej m.in.
reguly rézniczkowania iloczynu i ilorazu
funkcji oraz wzor na pochodna funkcji
potegowej. Opublikowanie tej pracy
przez Leibniza wywotalo w Anglii ostre
dyskusje. Oskarzono go o plagiat -
Zarzucano mu, ze poznat metody
MNewtona podczas pobytu w Londynie
w 1673 r. Spor trwal nawet po smierci
uczonych. Dzis przyjmuje sie,

ze Newton i Leibniz dokonali tego
odkrycia niezaleznie.

44 Rachunek rézniczkowy
umozliwit opisywanie zjawisk
zmieniajacych sie w czasie.
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*4.13. Monotonicznosc¢ funkciji

Przykiad 1

3 i : £ Yn
Funkeja f: R — R okreglona za pomoca Funkeja g: R — R okreslona za pomoca
wzoru f(z) = x jest rosnaca. Jej pochodna wzoru glx) = a* jest rosnaca. Jej po-
jest funkcja f'(z) = 1. Dla kazdego z € R chodna jest funkcja g'(z) = 32°. Dla kai-
zachodzi nieréwnosé f'(x) > 0. dego x € R zachodzi nierdwnosé ¢'(x) = 0.

Ogodlnie prawdziwe jest ponizsze twierdzenie.
Twierdzenie

= Jesli funkcja f w pewnym przedziale (a:b) jest rosnaca i ma pochodna,
to f'(x) = 0 dla kazdego = € (a:b).
m Jesli funkeja f w pewnym przedziale (a;b) jest malejaca i ma pochodna,
to f'(x) < 0 dla kazdego x € (a;b).

Uwaga. Przypomnijmy, ze pochodna funkeji stalej w pewnym przedziale jest w tym
przedziale réwna 0.

5’ TN
Przykiad 2

Funkcja f(z) = 52* — 3 (wykres obok):
« jest malejaca w przedziale (—oc:0),
s jest rosnaca w przedziale (0;00).

Jej pochodna jest funkcja f'(z) = .
Dla # € (—o0;0) zachodzi nieréwnosé f'(x) < 0,
a dla x € (0;00) — nieréwnosé f'(z) > 0.

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = —2* + 4 1 podaj jej przedzialy monotonicz-
nosci. Okresl znak pochodnej funkeji f w tych przedzialach.
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Czy na podstawie znaku pochodnej mozna wnioskowa¢ o monotonicznosci
funkeji? Mowi o tym ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie

= Jezeli pochodna funkeji f jest dodatnia w przedziale (a:b). z wyjatkiem
co najwyzej skonczonej liczby punktéw, w ktorych przyjmuje ona war-
tosc 0, to funkcja [ jest w tym przedziale rosnaca.

= Jezeli pochodna funkeji f jest ujemna w przedziale (a; b), z wyjatkiem co
najwyzej skonczonej liczby punktéw, w ktéryeh przyjmuje ona wartosé (),
to funkcja [ jest w tym przedziale malejaca.

Przyktad 3
Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeji f(z) = za® 4+ 2* — 3a.

Wyznaczamy pochodna: f'(z) = 2* + 20 —3 = (2 + 3)(x — 1).

[P
i

Rozwiazania nieréwnodei (x + 3)(z — 1) > 01 nie- 4+ \ iofi

réwnosci (z + 3)(x — 1) < 0 odezytujemy ze szkicu -3 ‘:»
i znak f

wykresu pochodnej: ik f

fllx) >0 dlaz € (—o0;—3)U(1;00)

fi(z) <0 dlaze (-3;1)

Na podstawie twierdzenia wnioskujemy, ze funkcja f rosnie w przedzialach
(—o0;—3) oraz (1:00), a maleje w przedziale (—3;1).

Jedli funkeja f jest rosnaca (malejaca) w przedziale (a;b) 1 jest ciagla
w przedziale (a;b), to jest rosnaca (malejaca) w przedziale (a; b).

Yn
Funkcja f z przykladu 3. jest wielomianem, czyli jest funk-

cja ciagla, zatem jest rosnaca w przedzialach (—oo;—3) f
i (1:00) oraz malejaca w przedziale (—3;1) (wykres obok).

1
(0] Ewiczenie 2 l (}|\y Y

Uzasadnij, ze funkcja:

a) f(x) = sa2* —ux jest rosnaca w przedzialach (—oo: —1) i (1: oc) oraz malejaca
w przedziale (—1;1),

b) f(z) = Frlﬁ jest rosnaca w przedziale (—oo: () oraz malejaca w przedziale
(0; 00).
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Cwiczenie 3
Na rysunku przedstawiono wykres funkeji f. Odcezytaj z wykresu jej przedzialy
monotonicznosci. Sprawdz odpowiedz, badaja_,{' znak pochodnej.

a) f(zx)=—2+32% -1 b) . ( }_.—

i‘+]_
: b It |

Cwiczenie 4
Wryznacz przedzialy monotonicznosci funkeji f.

a) f(z)=a*—32 -5 ¢) fla) = (a*—4)(2*-1) e) f(x)
b) flz) =a®*—-20z+1 d) f(z)=(z+3)*(x-1) f) f(z)=2*—4a?

Cwiczenie 5
Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeji f.

a) )= B b) f(z) = 21 Q) fla) =2

Zadania

@ 1. Wykaz, ze funkcja [ jest rosnaca.
a) fle)=2*+6x+8 «¢) fla)=2"+32>+3z e) f(a)=2"+=x
b) fl(z) =223 +2x -5 d) f(x)=22*+32*+ 122 f) f(x)=32"+4a

@ 2. Wykaz, ze funkcja f jest malejaca.
a) f(z)=—-2*—2z ¢) fla)=-223+2*-Tz e) f(z)=-22"—2
b) f(z) = -22*- 15z d) f(z)=—-2*+622-122 f) f(z)=—2" -4z

3. Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeji f.

a) f(z)=52*—2+3 e) f(x)=3x"+42* -5
b) f(z) =22* —92% + 122 — 3 f) f(z) ==z'— 32 — 822 + 162
¢) fla)=2a*+92° — 21z — 4 g) flz)=a'—62° + 8z +2

d) f(z) = —32° +42* — 122+ 1 h) f(z) = —32 — 22° + 22* + 24z
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Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeji f.

2) fl@)=a+2 e) flv) = 3= i) fla)= 3%
b) f(z) = 4a? + 1 ) fla) =22 ) flo)=1222
Q) f@)=2"- % g) fla) = E=utd k) f(z) = &HL
d) () =a'+ & h) f(x) = 7 ) 1) = 25

Podaj przedzialy monotonicznosci funkeji f na podstawie wykresu jej po-
chodne;j.

Dla jakiej wartoSci parametru k funkcja f jest rosnaca?

a) f(z) =32+ 302 +ke+1 ¢) flx)=a*+ (k+2)x—10
b) f(z) =22* — 32 + kx + 19 d) f(a&)=a®+kz*+3x—T
Dla jakie) wartosci parametru & funkcja [ jest malejaca?

a) f(z)=—-2*+2*+kz+ 14 b) f(z) = —=52* + kx + 10

Przeczyta] podany w ramce przyklad.

Wykaz, ze dla kazdej liczby @ € (0; 5) zachodzi nieréwnos¢ tgx > z.
Rozpatrzmy funkcje f(r) =tgax — x.

; 1 1-cos? x

1) = iy 1 = 13 -

f'(x) > 0 dla x € (0;5) oraz funkcja f jest ciagla w przedziale (0; ).

Zauwazmy, ze f(0) =0, wige f(z) > 0 dla xz € (0; 5).

e
51N~ I v
=tgm

1::‘:.1!'5:2 X C(JSI‘2 €I

Zatem dla x € (0; 5 ) spelniona jest nieréwnosc tgax > z.

Wykaz, ze dla kazdej liczby « € (0; 7) prawdziwa jest nieréwnosé:

a) sinz < x, *b) tgx > x + 1a*.
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* -.
4.14. Ekstrema funkcji
Definicja
Funkeja f przyjmuje w punkcie xzy minimum lokalne f(x), jesli istnieje

d > 0 taka, ze dla kazdego x € (2o —0d;20+0) i & # 7y zachodzi nieréwnosé
f(@) > f(zo).

Funkcja f przyjmuje w punkeie x; maksimum lokalne f(z). jesli istnieje
& > 0 taka, ze dla kazdego x € (xq—0;x0+46) i & # 2y zachodzi nieréwnosé

fx) < f(xo).

Minima lokalne i maksima lokalne nazywamy

ekstremami lokalnymi (lub po prostu ekstre- Y

mami). : /
Na rysunku obok przedstawiony jest wykres :

funkeji f. Ma ona maksimum lokalne w punk- | N2 _
Fi i 8 n lokalne w 1keie : / | g| "~ X
cie x; oraz minimum lokalne w punkecie x,.

Warunek konieczny istnienia ekstremum

Jesli funkcja f ma pochodna w punkcie &y i osiaga w tym punkcie ekstre-
mum, to f'(xy) = 0 (styczna do wykresu funkeji f w punkcie (xq, f(2g))
jest réwnolegla do osi OX).

Przyktad 1
8_} UJ
B |

Funkcja f(x) = —(2—1)’+3  Funkcja f(z) = (z —1)*+1  Funkeja f(z) = (z —1)° + 1
osiaga maksimum w punkcie  osiaga minimum w punkcie  nie ma ekstremum w punk-
To=1. o= 1. cie xop = 1.

Zwroc uwage na to, ze wprawdzie wszystkie funkcje w powyzszym przykladzie
maja w punkcie zp; = 1 pochodng réwna 0 (styczna do wykresu funkeji jest
dla xy = 1 réwnolegla do osi OX), ale tylko w podpunktach a) i b) funkcje
maja w tym punkcie ekstremum.
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Warunek f'(x5) = 0 jest dla funkcji rézniczkowalnej warunkiem koniecznym
istnienia ekstremum, nie jest natomiast warunkiem wystarczajacym (dosta-
tecznym).

o Jedli funkeja f: (a;b) — R jest rosngca w prze-
dziale (a; xy) 1 malejaca w przedziale (xy; b), to ma
w punkcie ry maksimum.

o Jedli funkeja f: (a;b) — R jest malejaca w prze-

dziale (a:ay) i rosnaca w przedziale (xy:b). to ma
w punkcie xy minimum.

W przypadku funkcji rozniczkowalnej o tym, czy funkcja rosnie, czy maleje
w danym przedziale, mozna wnioskowa¢ na podstawie znaku pochodnej.

Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum

= Jedli funkeja f ma pochodna w przedziale (a;b) oraz f'(x) > 0 dla

x € (a;xo) i f'(x) <0dla x € (x4;b), to f ma w punkcie zy maksimum.
= Jesli funkeja f ma pochodna w przedziale (a;b) oraz f'(x) < 0 dla

x € (a;xp) 1 f'(z) > 0dla z € (20; D), to f ma w punkcie 2, minimum.

Uwaga. Czesto mowimy krotko, ze jezeli pochodna funkeji f zmienia w punkeie xq
znak z dodatniego na ujemny, to funkeja f ma w tym punkecie maksimum, a jezeli
z ujemnego na dodatni, to funkeja ma w tym punkcie minimum.

Jezeli f'(xg) = 0 i pochodna funkeji f w punkecie zg nie zmienia znaku, to w punkcie
tym funkeja nie ma ekstremum.

Przyktad 2
Wyznacz ekstrema funkeji f(z) = —32* + 42°.

f’(:l.‘) = —12x% 4+ 1222 Wryznaczamy pochodna funkeji f.

Wyznaczamy miejsca

i ’ - A o | i :
f’(i-) = 0, gd}* —=122° + 1225 =1, {-ﬂ}rh dla z € {01'1} zerowe pochodnej.
znak f’ Rozwiazania nierownosdei f'(x) > 0 oraz
g, 1 /\ f'(z) < 0 odezytujemy ze szkicu wykresu
0 ————r pochodnej.
Zatem funkcja f{]{) = —3x' 4+ 47% ma Korzystamy z warunku dostatecznego ist-
nienia ekstremum {w a2g = 1 pochodna

maksimum w punkcie xy; = 1. Jest ono

réwne f(l) = -3+4=1.

zmienia znak z dodatniego na ujemny).

W punkcie 2y = 0 funkcja f(x) = —32* + 42” nie ma ekstremum, gdyz po-
chodna nie zmienia w tym punkcie znaku.

. 274 4. Rachunek rézniczkowy



Cwiczenie 1

Wyznacz ekstrema funkeji f.

a) f(z) =—2°+3z +2 d) f(z)=32"-82>+4  g) fla)=z+ f
b) f(z) =22°-3z-12z ) f(z)=2"—42°+42® h) f(z)= 1:24
¢) Jiz)= %.1'3——3:172 — 8 )Y fiz) = %:r.*r‘ — 4% + 6 i) flz) = ;3114

Przyktad 3
Uzasadnij, ze funkcja f(x) = § — 2% + 42 + 7 nie ma ekstremum.

Wyznaczamy pochodna funkeji: f'(x) = 2* — 4 + 4 i znajdujemy jej miejsca
Zerowe:

22 —de+4=(x—-2)>=0dlaz=2
Stad f'(z) = 0 dlax = 2 oraz f'(z) > 0 dla = # 2. Zatem funkcja f jest
funkcja rosnaca w R, wiec nie ma ekstremum.

(o] Cwiczenie 2

Uzasadnij, ze funkcja [ nie ma ekstremum.

a) f(x)=—2*—-3x+10 b) f(z) = a® —6x*+ 12z &) file) = :

34

Przykiad 4
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) = [(z — 2)? — 4|. Podaj jej

ekstrema. v W
B B e E S

Z wykresu funkeji f odezytujemy, ze ma ona jedno
maksimum dla @ = 2, f(2) = 4, oraz dwa minima
dlaz=0, f(0O)=0,idlaxz=4, f(4) =0.

Uwaga. Funkcja f nie jest rézniczkowalna w punktach
=0 0raz 3 =4.

Z istnienia ekstremum w punkcie z, nie wynika ist-
nienie pochodnej w x; (ale jesli pochodna istnieje.
to musi byé¢ réwna 0).

Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkeji f i podaj punkty, w ktérych funkcja osigga ekstrema.
Okresl, czy sa to maksima, czy minima. Czy istnieje styezna do wykresu w tych
punktach? Czy istnieje pochodna funkeji w tych punktach?

a) f(x) = —|x| b) f(z) = |2* — 4] c) f(x)=

Loy
H
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Zadania

1. Wyznacz ekstrema funkeji f.

a) f(z) =—2*4+32°4+92 d) f(z)=2"—-82*+6 g) flz)=x+ ;
b) f(x) =212z -3 e ( v) = —r* +a?—3 h) f(z) = %-f T %
c) flz)= %+__1[]¢F f) flz)=2"-152"+1 i) _f(;r:):;r3+%

2. Wyznacz przedzialy monotonicznosci oraz ekstrema funkeji f.

) f) = o ) f@=TF 9 @)=
b) f(e) = d) f(z) =32 f) flz) = 22242

IE] 3. Uzasadnij, ze funkcja f nie ma ekstremum.
J .f{il”) =2} -2+ Tz I.}) f(;t-') = 2734524+ 3x (‘.] _f(.'l.‘} =—g% — 7
4. Dla jakiej wartosci parametru m funkcja f osiaga minimum w punkcie
Py =21

a) f(z)=2*4+3maz* -7 b) f(z) = 2* — ma? + 6z

5. Dla jakiej wartosci parametru m funkcja f ma ekstremum w punkcie ay7
Okresl rodzaj tego ekstremum.

a) f(z)=ma® -2 +2+3, z20=-1

b) f(x) = %:1'-‘:5 —ma+5x—3, p=1

6. Dla jakich wartosci parametru a funkcja [ nie ma ekstremum?

| S
a) f(x) = —2*+az b) flg)=g*—a>+ax ¢ flz)] = mg.;__(;l
7. a) Wyznacz wartosci a i b, dla ktérych funkcja f(z) = .r'z;n.?n -

ekstremum rowne 1 w punkcie xy; = 3. Rozstrzygnij. czy jest to minimum,
czy maksimum. Czy jest to jedyne ekstre-

mum lokalne tej funkcji? Y
b) Funkcja f(z) = % osiaga ekstre-
mum rowne —1 dla @ = 2. Rozstrzygnij, f
czy jest to minimum, czy maksimum. 1 ‘
Or 2r X
@ 8. Uzasadnij, ze funkecja f(x) = x+sinz (wy-

kres obok) nie ma ekstremum. mimo ze dla
nieskonczenie wielu argumentow x zacho-
dzi réwnosé f'(x) = 0.
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*4.15. Wartosc najmniejsza
| wartos¢ najwieksza funkcji

i AR . . A 2 \ 4 i |
Przypomnijmy, ze jesli funkcja ciagla f okreslona Py Y B S S 7 2
jest w przedziale domknietym, to przyjmuje w tym P& |3 1 f" )
przedziale wartosci najmniejsza i najwieksza. bt . rf'

p i . g &
Cwiczenie 1 L AL
Podaj wartosci najmniejsza 1 najwieksza e \/ 5 :

1 X

funkeji f(z) = (z — 1)? w przedziale:
b) (2:4).

Wykres funkeji f: (—1;2) — R
danej wzorem f(x) = (z —1)*

a) (—1:;2) (rysunek obok),

Wartoscia najmniejsza (najwieksza) funkeji ciaglej f w przedziale (a: b) moze
by¢ jedna z liczb f(a), f(b) lub jedno z ekstreméw lokalnych.

Yn
M

fla)
f(b)

m

[
[
|
) il I €Ia b X

Wartosé najmniejsza m = [(x1).
wartosé najwieksza M = f(x2)

Wartodé najmniejsza m = f(xy),
wartos¢ najwicksza M = f(a)

Przyktad 1
Wyznacz wartosci najmniejszg i najwicksza funkcji f(x)

Il
|
=)
=
b
+
=
=

w przedziale (—1;4).

Wyznaczamy pochodna funkcji:
fl(x) =32 122+ 9=3(z"—4a+3)=3(z—1)(x—3)
f'(x) =0dla z € {1,3}

obie wartosci naleza do prze-

dzialu (—1;4). ol
W punkcie x; = 1 funkcja osiaga maksimum: f(1) = 4.

W punkcie @, = 3 funkcja osiaga minimum: f(3) = 0.

Obliczamy wartosci funkeji na koncach przedzialu: -l
Zatem najmniejsza wartoscia funkcji w przedziale (—1:4) O .
jest —16, a najwicksza 4 — wartosé ta przyjmowana jest
dwukrotnie.

4.15. Wartoéé najmniejsza i wartosé najwieksza funkgji
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Cwiczenie 2
Wyznacz wartosei najmniejsza i najwieksza funkeji f w podanym przedziale.

a) f(z) = 32® -3z, (1;4) b) f(z) = 4z* + 3z22 — 6z, (0;2)
Przyktad 2
Wyznacz wartodei najmniejsza i najwieksza funkcji f(z) = -1-1;,;-_1:" — %JTH — %rz
w przedziale (—2:8).
Wyznaczamy pochodna funkeji.

TS (T R O P W T = Vi
fl{z) =q2° — 22 —x = ja(x® — 32 —4) = ga(r +1)(x — 4)
f'(z) =0dlaz € {-1,0,4}.
Na rysunku obok przedstawiono zmiane znaku Moo znak [ / T
pochodnej w tych punktach. ! '
Funkcja f posiada minima lokalne w punktach
r = —11ix =4 oraz maksimum lokalne w punk-
cie x = 0.
Obliczamy wartoéci funkeji dla tych argumentéw: f(—1) = —<&, f(0) = 0,
f(4) = —8 oraz warto$ci funkeji na konicach przedzialu (—2:8): f(—-2) = 1,

f(8) = 96.

Zatem najmniejsza warto$¢ funkcji jest rowna —8, a najwieksza 96.
Cwiczenie 3

Wyznacz wartosci najmniejsza i najwieksza funkcji f w podanym przedziale.
a) f(z)=a* -4z, (0;2) ¢) f(z) =32 —2*+ 2% (-2;2)

b) f(z) = Hl (1;3) d) f(z) = ﬁ (—3:0)

Czy wiesz, ze...

Odkrycie warunku koniecznego istnienia ekstremum przypisuje sie fran-
cuskiemu uczonemu Pierre’owi de Fermatowi (1601 lub 1607-1665), ktory
dzieki swoim dokonaniom jest uwazany za jednego z prekursoréow rachunku
rozniczkowego. W pracy Methodus ad Disquirendam Maximam et Mini-
mam podal metode znajdowania minimow i maksimoéow funke;ji.

Zadania

1. Wyznacz wartodci najmniejsza i najwieksza funkeji f(z) = o® — 32% + 2
w podanym przedziale.

a) (—=1;3) b) (1;3) c) (—=1;1) d) (—2;4)
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Wyznacz wartosci najmniejsza i najwicksza funkcji f w podanym prze-
dziale.

a) f(z)=a*—6x+1, (=2;0) ¢) flz)=a*—32*—92+2, (—2;4)
b) f(x) = z' + 42® + 6, (—=2;1) d) f(z) =—a'+22°+6, (-2;2)

Oblicz wartosci najmniejsza i najwieksza funkeji f o dziedzinie D. Wy-
znacz zbior wartosci funkeji f.
2+2 . 4 K3,
a'.} f(l} = iT_{:;! D= {—1:. 1} d) Jf (I‘} = 1+;:2? D= <_‘513}
a? 1
b) f(z) = ——5, D=(47) e) f(2) = gy D=1(-2%3)

2 -3z ? ; 2
o f@) =222, D=(1;2) 0 flo)= S, D=(-1;2)

Dla jakiej wartosci parametru p najmniejsza wartos¢ funkeji:

fl@)=a'—4x+p
w przedziale (—1;2) jest rowna 47

Dla jakich wartosci parametru m podane rownanie ma rozwiazanie w prze-
dziale (—1;2)?

a) ' — 102> +9=m b) > -5z +4=m

Dla jakich wartosci parametru m rownanie f(z) = m ma rozwiazanie

w przedziale (—1;3)7

a) f(x) = ¢ b) f(x) = v:
Wskazowka. W podpunkeie a) znajdz najpierw wartosci najwieksza i najmniejsza
funkeji g(x) = @? — 62 w przedziale (—1; 3).

Dla jakich wartosci parametru m podane rownanie ma rozwigzanie?
a) 3cosx —4cos®z =m b) 2sin’z — 3sinz = m

Wskazéwka. W podpunkeie a) podstaw t = cos .

Czy wiesz, ze...

Oznaczenie pochodnej funkeji f symbolem f" wprowadzil francuski mate-
matyk i fizyk Joseph Louis de Lagrange [czyt. lagranz] (1736-1813),
Inne uzywane oznaczenia pochodne;j:

&

f— wprowadzone przez Isaaka Newtona (czesto stosowane przez fizykow),

fci—f — wprowadzone przez Gottfrieda Wilhelima Leibniza,
T

D, f - wprowadzone przez Leonharda Eulera [czyt. ojlera] (1707-1783).

4.15. Wartogé najmniejsza i wartosé najwieksza funkgii
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*4.16. Zagadnienia optymalizacyjne

Jednym z najezestszych zastosowan rachunku rézniczkowego jest jego wyko-
rzystanie do wyznaczania wartosei najwiekszej lub najmniejszej — zagadnienia
takie bedziemy nazywac¢ zagadnieniami optymalizacyjnymi.

Jesli mamy wyznaczy¢ najwicksza (najmniejsza) wartosé funkeji kwadratowe;j,
to zamiast korzystac¢ z rachunku rézniczkowego, mozemy skorzystaé ze wzoru
na wspolrzedne wierzcholka paraboli.

Przyktad 1
Ktory z prostokatow o obwodzie 12 em ma najkrotsza przekatna? Jaka jest
jej diugosé?

Oznaczamy dlugosci bokéow pro- ! , o .

' = i fd — Wykonujemy (jesli to maozliwe) ry-
stokata przez 1y, a dlugosc jego sunek i wprowadzamy oznaczenia
przekatnej przez d, woéwczas: literowe.

>
d = /12 + y'-: Piszemy rownanie wyrazajace wiel-
Oraz kodé, ktdre] najmniejsza (najwiek-
2z + 2y = 12 sza) wartosd¢ cheemy wyznaczyc¢ za

= pomoca innvch zmiennvch, oraz
hté}d T+Yy= 6! CZ}-’II Y= 6 — . inne réwnania wynikajace z tresei
Zauwazmy, ze: 0 <x <610 <y <6. zadania.

Zatem dlugosé przekatnej w zaleznosci od x

opisana jest przez funkcje:

: : ‘odstawiamy ¥y = 6 — x 1 otrzy-
d(z) = \/x? + (6 — x)? 0 Y :
( ) V/ ( ) mujemy funkcje jednej zmiennej.
gdzie x € (0;6). Okreslamy dziedzine tej funkeji.

d(z) = Va2 + 36 — 122 + 22 = /222 — 122 + 36

Wyznaczamy najmniejsza wartosé¢ funkeji kwadratowej:

F;(;}_.’) =212 — 122+ 36 Funkecje ”r,i, k(x) = rf'jl:.r'} najmniej-
s . szg wartosé przyjmuja dla tego sa-
Ty =—5 = =3, k(3) =18 mego argumentu.

Czyli najmniejsza wartoéé funkeji d to d(3) = V18 = 3v/2.

y = 6 —x = 3, zatem szukany prostokat jest kwadratem o boku 3 cm. Jego
przekatna ma dlugosé 3v/2 cm.

Cwiczenie 1

a) Ktory z prostokatow o obwodzie 60 cm ma najwicksze pole?

b) Dany jest tréjkat réwnoramienny o podstawie 16 c¢m i ramieniu 10 cm.
Dwa wierzcholki prostokata naleza do podstawy tego trojkata, pozostale dwa
do jego ramion. Wyznacz najwieksze mozliwe pole takiego prostokata.
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Przykiad 2
Suma dhigosci wszystkich krawedzi graniastoslhupa prawidlowego tréjkatnego
jest rowna 12. Jaka najwieksza objetos¢ moze mie¢ ten graniastostup?

Dingosgci krawedzi podstawy graniastoshipa oznaczamy

przez x, a jego wysokos¢ przez h. Pole podstawy, ktora
jest trojkatem rownobocznym, opisuje wzor:
ol e
P — = VIE JrL
4
Zatem objetosc graniastoslupa: T _-S_x

2.5 = ~
vz’*"fm

Suma dlugosci krawedzi graniastoslupa jest réwna 12, czyli 6x+3h = 12, stad
wyznaczamy wysokosé h =4 — 2z, gdzie x € (0;2). Zatem:

Viz) = IQf{fi —2z) = \,;_’5(23:2 s .'f:“}

Wyznaczamy pochodna funkeji V:

Vi (@) = “—f(&r —32?) = ?;3(4 —3x), Dy = (0;2)
V'(x) >0 dla z € (0;3) oraz V'(z) < 0 dla z € (3;2).
Funkcja V jest ciagla. zatem roénie w przedziale (0; 3) i maleje w przedziale

%; 2) . czyli w punkcie zy = % przyjmuje maksimum: V(3) = ;—2 3.
Najwieksza mozliwa objetosc takiego graniastoslupa jest rowna % 3.

Cwiczenie 2

a) Suma dlugosci wszystkich krawedzi graniastoshupa prawidlowego czworo-
katnego jest rowna 16. Jaka najwieksza objetos¢ moze miec ten graniastosiup?
b) Suma dlugosci wszystkich krawedzi graniastostupa prawidlowego szescio-
katnego jest rowna 96. Jakie wymiary powinien mie¢ ten graniastoshup, aby
jego objetosé byla najwicksza?

¢) Objetosé graniastoslupa prawidlowego tréjkatnego jest rowna 16. Jakie wy-
miary powinien mie¢ ten graniastoslup, aby jego pole powierzchni calkowitej
bylo najmniejsze?

Cwiczenie 3

a) Przekatna prostopadloscianu o podstawie kwadratowej ma dlugos$é 6 cm.
Wyznacz wymiary prostopadlodcianu tak, aby jego objetosé byla najwieksza.
b) Objetodé prostopadlodcianu o podstawie kwadratowej jest rowna 27 cm?,
Wyznacz wymiary prostopadlodcianu tak, aby jego pole powierzchni catkowi-
tej bylo najmniejsze.
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Zadania

1. Ktory z prostokatow o polu 50 em? ma najmniejszy obwdd?

2. Powierzchnia zadrukowanej czedei kartki ma wynosié¢ 192 cm?®. Marginesy
gorny 1 dolny maja mieé¢ po 2 cm, a marginesy boczne — po 1,5 cm. Jakie
powinny by¢ wymiary tej kartki, aby jej powierzchnia byla najmniejsza?

3. Prostokat o bokach dlugosci x i y jest wpisany w okrag P
o érednicy rownej 12 cm (rysunek obok). Jakie powinny by¢ Q,.{’ y

wymiary tego prostokata. aby iloczyn z-y* mial najwieksza
wartosc?

4. Wilasciciel hurtowni mebli ogrodowyech poprosil swojego syna Karola o po-
moc w rozwiazaniu nastepujacego problemu. Nalezy ogrodzi¢ prostokatny
plac wystawowy o powierzchni 160 m?. Trzy boki prostokata maja by¢
ogrodzone plotem drewnianym (koszt: 200 zl za metr biezacy plotu),
a czwarty — sciang z cegly (koszt: 800 zl1 za metr biezacy Sciany). Jakie

wymiary powinien mie¢ ten plac, aby koszt ogrodzenia byl najmniejszy?
W ramce ponizej podany jest fragment rozwiazania przedstawionego przez

Karola. Dokonez to rozwigzanie.

Oznaczmy przez xr i y boki prostokata. Przyjmijmy, ze D C
Sciana z cegly powstanie wzdluz boku BC'. Wowcezas

koszt ogrodzenia (w zlotych) mozna przedstawié¢ za ¥

pomoca wWzor:

k= (22 +y) - 200 + y - 800 = 400z 4 1000y A x B

Powierzchnia placu jest réwna 160 m?, czyli z - y = 160, wiec y = if.

Zatem nalezy znalez¢ argument x > 0, dla ktorego funkcja:
k(z) = 400z + 180000
przyjmuje warto$¢ najmniejsza.

Obliczamy pochodna funkeji k.

5. Pudelko w ksztalcie graniastosthupa prawidlowego czworokatnego o obje-
tosci 96 dm® ma zostaé¢ wykonane z dwéch rodzajéow materialu. Material
na dolna podstawe kosztuje 200 zl/m?, za$ material na gérna podstawe
i §ciany boczne — 100 zl/m?. Jakie wymiary powinno mieé to pudelko, aby
koszt jego wykonania byl jak najmniejszy? Ile wyniesie koszt materialu
potrzebnego na jego wykonanie?
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W rogach prostokatnego arkusza blachy o wy-
miarach 36 em i 24 em wycieto cztery przy-
stajace kwadraty. Nastepnie po zgieciu blachy
wzdluz linii zaznaczonych na rysunku otrzymano
pudeltko (bez gérnej Scianki) o najwiekszej moz-
liwej objetosci. Oblicz wysokos¢ pudelka.

|
|
g

Drut diugosci a dzielimy na dwie czesci. Z pierwsze] wykonujemy szkielet

szeScianu, a z drugiej
wej 1 polu Sciany bocznej dwukrotnie wickszym
niz pole podstawy. W jakiej proporeji nalezy po-
dzieli¢ ten drut, aby suma objetosci tvceh bryl
byla najmniejsza?

Wierzcholki A i C' prostokata OABC' naleza do
os1 uktadu wspolrzednych. Wierzcholek B nalezy
do paraboli o réwnaniu y = (z — 6)%, = € (0;6)
(rysunek obok). Dla jakiej dlugosci bokéw tego
prostokata jego pole bedzie najwieksze?

Wierzcholki trapezu naleza do paraboli y

szkielet prostopadloscianu o podstawie kwadrato-

Wy
36
/
y = (z—6)° !
!
!
cl\B H
!
)
!
s
_-nj »
o A 6 X

—22 + 4, przy czym kofice

dhuzszej podstawy sa punktami, w ktorych parabola przecina os OX. Wy-

znacz najwieksze mozliwe pole takiego trapezu.

Wyznacz punkty nalezace do paraboli, ktorych odleglosé od punktu P jest

najmniejsza.

EEEE?

Iif

W jakim punkcie paraboli y = z? — 1 nalezy poprowadzié styczna, aby
trojkat ograniczony osiami ukladu wspolrzednych i ta styczna mial naj-

mniejsze pole?
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*4.17. Szkicowanie wykresu funkciji

Umiejetnos¢ obliczania granic oraz okreslania przedzialow monotonicznosci

i ekstremow funkeji na podstawie jej pochodnej pozwala naszkicowaé¢ wykresy
wielu funkeji. W tym celu badamy przebieg zmiennosci funkcji. postepujac
weding nastepujacego schematu.

1. Okreslamy dziedzine funkcji.

2. Znajdujemy punkty przeciecia wykresu funkeji z osiami ukladu wspol-
rzednych.

3. Obliczamy granice na koncach przedzialéow, w ktorych funkeja jest okre-
slona, oraz wyznaczamy asymptoty wykresu funkcji, jesli istnieja.

4. Wyznaczamy pochodna funkeji i okreslamy jej dziedzine.

-

5. Wyznaczamy przedzialy monotonicznosci i ekstrema funkceji.

Waszystkie otrzymane wyniki mozemy zebrac¢ w tabeli, a nastepnie naszki-
cowa¢ wykres funkcji.

Przyktad 1

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = t2* — 2.
1.
2.

4,

3

Dziedzina funkcji f jest zbior liczb rzeczywistych: D, = R.
Szukamy punktow przeciecia wykresu z osiami ukladu wspélrzednych.
F(0) = 0, wiec wykres przecina o OY w punkcie (0,0).
Aby znalez¢ punkty, w ktérych wykres przecina os O X, rozwiazujemy row-
nanie f(x) = 0:

sat—f =0 & Jf:j(%&' —1)=0 & z=0lubz =4
Zatem wykres funkeji f przecina o§ OX w punktach (0,0) 1 (4,0).

Obliczamy granice funkcji f w —o0 i w oc:

_ . 4]

: 1.4 _ 23 — Jaw adfl Y+
0 (G —af) = i B g )" =00
_ , e = [e-4]
lim (jo! —2%) = im (3 - 3) =" 00

Zatem wykres funkcji f nie ma asymptoty poziomej.

. Wyznaczamy pochodna tunkeji f:

Hz) = (32t —2?) = 2% — 3z*

1 okreslamy jej dziedzing: Dy = R.
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5. Wyznaczamy przedzialy monotonicznosci oraz ekstrema funkeji f.
Szukamy miejsc zerowych pochodne;j:

P —82"=0 & 25(z—3)=0 & z=0lubz =3

Ze szkicu wykresu f’' (rysunek obok) odezytu- znak [’ / -
jemy rozwiazania nieréwnosei: / 0 B X
f'(z) > 0dla z € (3;00),

f(z) <0 dlaz € (~00;0) U (0;3). R AW
Funkcja f jest ciagla. zatem rosnie w przedziale o

(3; 00) i maleje w przedziale (—oc; 3). Dla 1y = 3 3
funkcja osigga minimum f(3) = —62. ] a1 L

Otrzymane wyniki zbieramy w tabeli i szkicujemy
wykres funkeji f (rysunek obok).

¢ [z<0lD0<w <3| 3 |[e<z=d|d|x>4| 1 i oo
fille)| — |o — 0 + +| + D T WL

e LT

| | | 3
flz) o™ | 0 N ufj% P 0|/ Pa b=~
Sprawdz otrzymany wykres,
Strzatka ™\, oznaczamy, Ze funkcja maleje, a strzalka /  korzystajac z odpowiedniego
Ze rosnie. programu komputerowego.

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f.
a) flz) = -2+ 3z b) f(z) =az' — 22> — 8 ¢) flz) = —a' + 222

Przyktad 2
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = I;,,’Jr—i

1. Dziedzing funkcji f jest zbiér liczb rzeczywistych: Dy = R.

2. Szukamy punktow przeciecia wykresu z osiami ukladu wspolrzednych.

f(0) = 1. wiec wykres przecina o§ OY w punkcie (0,1).

Roéwnanie Tl+1 = () nie ma rozwiazan, wiec wykres nie przecina osi OX.

3. Obliczamy granice funkcji f w —oc i w oc:

) . 1
lim — = ( oraz lim — =0
T—+—0op L psre I 1

Zatem prosta y = () jest asymptota pozioma wykresu funkeji f w —oc 1w oc.

4. Wyznaczamy pochodna funkcji f:
PN 1\ _ (2?41 _ -2z
fiiz) = (m2+1) T (2241)2 T (22+1)2

oraz okreSlamy jej dziedzine: Dy = R.

4.17, Szkicowanie wykresu funkcji
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5. Mianownik we wzorze pochodnej jest dodatni dla @ € R, wiec znak pochod-
nej ustalamy na podstawie licznika: f'(x) > 0 dla @ < 0 oraz f'(x) < 0
dla @ > 0. Funkcja f jest ciagla, zatem rosnie w przedziale (—oo;0) oraz
maleje w przedziale (0; 0c). Dla 2y = 0 funkcja osigga maksimum f(0) = 1.

T =010 |z=0
J@ + |0]| -
f@| o 1] No

—4 %] 1 i : X

W wkmﬁ funkeji f jest symetryczny wzgledem osi ()‘f
Zwroc uwage na to, ze oprocz wykorzystania danych z tabeli warto wyznaczy¢

kilka dodatkowych punktéw nalezacych do wykresu funkeji, np. (1, ), (-1, 3).

Cwiczenie 2
Naszkicuj w*l.rkl es funkcji f.

DIN=En D@ O M@=

Zadania

1. Naszkicuj wykres funkeji f.
ﬁ) f(;lf} = 3 —4z* +4x b) f{’r) = 6x2 — 1 (:} _f(_-r.) — %3‘,'1 — g3 — 332

2. Naszkicuj wykres funkeji f.
8) f(z) = Ty b) f(2) = 5=z ©) f(2) = o5

w2+2x+2
3. Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy funkcji f, g i h.
: ; 1 1 }-’ &

Wykresy pochodnych tych funkeji przedstawione sa na rysunkach A, B, C.
Dopasuj pochodne do funkcji.

A, ¢ ¥y @ | B.
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*4.18. Zagadnienia uzupetniajgce

B Szkicowanie wykresu funkcji

Przyktad 1
Naszkicuj wykres funkeji f(z) = —*.
1. Dziedzina funkcji f jest zbior Dy = (—o0;—1) U (—1;1) U (1;00).
Dla kazdego x € Dy mamy —x € D; oraz:
e = Warto sprawdzic
fl=2) = = = g = —f(@) araystost
(—z)2 —1 LT parzystosé funkeji.
Zatem funkcja jest nieparzysta (patrz str. 29). czyli jej wykres jest
symetryczny wzgledem poczatku ukladu wspolrzednych.
2. f(0) = 0, wiec wykres przecina 0§ OY w punkcie (0,0).
f(z) = 0dlaz = 0, zatem punkt (0,0) jest tez jedynym punktem wspol-
nym wykresu funkcji i osi OX.
3. Obliczamy granice na koncach przedzialow, w ktorych funkcja f jest
okreslona: | :
li == Jim —E—=0, lm——=1lim —%&— =10
J:-I}P’x: 2% —1 :r—l-:mx l—ij "c—lﬁlalc z? —1 1-1—11’:( l—ﬁ
Prosta y = 0 jest obustronna asymptota pozioma wykresu funkeji f.
=1 -1
. i [E] ; . T [E] -—+-\ /+'+'t
ol i e H A X
. " [UL_] ’ [n+] Szkic wykresu funkeji
lim -7 "="—oc0 oraz lim —— "="oc =2 — 1
Proste @ = —1 oraz x = 1 sa asymptotami pionowymi (obustronnymi)
wykresu funkcji f.
4. Wyznaczamy pochodna:
o — f x \ _ 1a®-1)-z22  —a?-1 _ B
S = (:1:2 —1) B (z2 —1)2 (xR -1)2° Dp=R\{-11}
5. Pochodna f’ jest ujemna dla @ € Dy, zatem funkcja f jest malejaca

f'(x) - X — 0 - x| =

f(2) 07\ —o0 | x oo\, 0] N—0o0 [x|ooN\0
Uwaga. Poniewaz funkcja f jest nieparzysta, moina
przeprowadzi¢ badanie funkcji tylko dla @ € R\ {1},

naszkicowa¢ odpowiedni fragment wykresu i odbi¢ go
symetrycznie wzgledem punktu (0, 0).

w przedziatach (—oo;—1), (—=1:1) i (1;00) oraz nie ma ekstremadw.

< —1 |-1l|—-1l=z<000<z<]|]l|xz>1
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Prosta y = ma + n jest asymptota ukoSna wykresu funkeji f w oc
wtedy i tylko wtedy, gdy hm ( flz) —(mx+n)) = 0. Wspdlezynniki m

i n asymptoty ukosnej (jeah istnieje) wyznaczamy nastepujaco:

= lim fx)

. n = lim (f(z) — mx)
r—og & =0

Analogicznie wyznacza sie asymptote ukosna wykresu funkeji w —oc.

Uwaga. Funkcja moze mie¢ asymtote ukosna tylko wtedy, gdy jej granica w oo
jest rowna $0c0.

Asymptota pozioma jest szezegdlnym przypadkiem asymptoty ukosnej - o wspol-
czynniku kierunkowym m = 0.

2

Przyktad 2
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = .

r—2
1. Dziedzing funkcji f jest zbiér Dy = (—o00;2) U (2;00).
2. f(0) = 0, zatem punkt (0,0) jest punktem przeciecia z osig OY'.

f(a) = 0dlax = 0, zatem punkt (0. 0) jest tez jedynym punktem wspél-
nym wykresu funkeji 1 osi OX,

3. Obliczamy granice na koncach przedzialow, w ktorych funkcja f jest

okreslona:
a :I,‘.2 | ".1.,"2
im = hm —Zr =0, lm-—— = lim—7 =00
r——oac &— P——0C 1—‘:‘1.- r—oo E— T —00 1—;
22 [g] . %]
lim — =" —oc, lim ="' 0
2" aI— 2 P 13—2

Zatem prosta xr = 2 jest obustronng asymptota pionowa wykresu funk-
cji f. Sprawdzamy, czy istnieje asymptota ukosna jej wykresu.

(@) =
H
m = lim = lim

D o T a e r—2 T L=
—p2 .
n = lim (f(z) — mz) = lim (-L -1 T) = lim ﬂ =
i =X ' =
2

. 2x
= lim — = lim e =2
g—=ag T— =0 1—

Zatem wykres funkcji ma w oo asymptote ukosng o rownaniu y = & + 2.
Podobnie wyznaczamy asymptote ukosng wykresu funkeji w —oo. Jest
to tez prosta y = x 4 2.

4. Wyznaczamy pochodna:

' 2 R 2x(x—2)—a2-1 2_Ar
o) = () = 28— = 255, Dr=R\{2)
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5. filz)=0 & z*—42=0 &
< 2(r—4)=0 & z=0lubz =1
fi(z) >0dlaxz € (—o0;0) U (4;00)
fl(z) <0dlaxze (0;2)U(2;4)
Funkcja f jest ciagla, zatem rosnie w prze-
dzialach (—o0;0), (4;00) oraz maleje
w przedzialach (0;2), (2;4).
W punkcie x5 = 0 funkcja f osiaga mak-
simum f(0) = 0, w punkcie x; = 4 osiaga
minimum f(4) = 8.

e e=0 |02 2|2<z<4d|dls =>4
fl(x) + 0 - X — 0 +
fZ)| —c0 /|0 =00 |x| oo\, |8/

Przykiad 3
Naszkicuj wykres funkeji f(z) =

2
|z]—1

1. Dziedzing funkeji f jest zbiér Dy = (—oo0: —1) U (—=1;1) U (1:00).

Dla kazdego @ € Dy mamy —x € D oraz:

flma)= £ = =

|—x|-1  |z|-1

= f(z)

wige funkeja jest parzysta, czyli jej wykres jest symetryczny wzgledem
osi OY. Zbadamy zatem przebieg funkeji f dla @ € (0;1) U (1;00)

(zauwaz, ze w tym zbiorze f(z) = m"‘_zl ).

2. f(0) =0, wigec wykres przecina o$ OY w punkcie (0,0).

f(z) = 0dla x = 0, wiec punkt (0.0) jest tez jedynym punktem wspol-

nym wykresu funkeji i osi OX.

3. Obliczamy granice na koncach przedzialow, w ktorych funkcja f jest

okreslona:

1 1
y 2 [n_- . 2 [D_-F]
lim =" —o0 oraz lim — =" oo
]~ LT— r—1t+ T—

Oznacza to, ze prosta @ = 1 jest obustronna asymptota pionowag wy-

kresu funkcji f.

. . I
lim = lim — =

r—o0 I—+0C I_E
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Poniewaz granica funkcji f w oo jest rowna oo, sprawdzamy, czy istnieje
asymptota ukosna jej wykresu.

2
flE) = 1
m = lim = lim = = lim — = lim — =1
T—oo  F T—no L pne E=1 T 1“;
e L
= 11111 (flz) —ma) = ]_111‘1 ——1z) = lim ———— =
) —+2 r—1 T—C r—1

1
= lim ~—f = lim — =1

r—oc = r—o0 1—-

Zatem wykres funkcji ma w oo asymptote ukosna o réwnaniny = x + 1.

4. Wyznaczamy pochodna:

' 2\ op(a—1)—a?1 2 9y
@ =(5) = 2 = = 2 B)U i)

5. fllzl=0= go=22=0 & #lg=21=0 < a=0hbhe=2
f'(z) >0dlaz € (2;00) oraz f'(x) <Odlax € (0;1)U (1;2)
Funkecja f jest ciagla, zatem maleje w przedzialach (0;1) i (1;2) oraz
rosnie w przedziale (2;00).
W punkcie xzy = 2 funkeja f osiaga
minimum f(2) = 4.

T 00<e<]|]l|lxe<d|2i5>2
fi(x) 0 - >< - 0| +
Fiz) [}. N, —00 ><. 60K, d./cx:
Szkicujemy wykres funkeji f dla
x € (0;1)U (1; 00) — kolor czerwony.
Pozostala czesé wykresu — kolor nie-

bieski — otrzymujemy, korzystajac
z symetrii wzgledem osi OY.

Funkcja f osiaga minima w ry = 21 x; = —2 oraz maksimum w z, = (.
Asymptota ukosna w oo jest prostay = r+1, aw —oc prostay = —a+1.

" 0 ® g 1 -.'J" @ * # . '

1. Dana jest funkcja wymierna f(z) = ﬁ gdzie u i v sa wielomianami.

Jaka jest zaleznosé¢ miedzy stopniami wielomianéw u i v, jesli funkcja f
ma asymptote ukosna niebedaca asymptota pozioma?

2. Naszkicuj wykres funkeji f.

a) f@) =2+ o) f(z) =222 &) f(z) = Z3ztl
b) f(x) = 55 d) f(@) = 522 f) fo) = 25
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Zestawy powtorzeniowe

W Zestaw |

1. Oblicz granice.

2 2 3_gq
oo e =2x4+1 ’ r 4+ 6x+8 =8
a) lim ———— ¢) lim ———— e 11111 —_—
() Tt r—1 ) r—q 224+Te+12 } 2 xl—r—2
—8x+15 22 -10z+9 I R |
| z?-8a+15 g e ) e et
) lim =73 dlm e DI
2. Oblicz granic-e;
; Vi+zr—1 o 27 T 1
a) lim —— b)) fim T2 ¢) lim ~——o
} r—5 vao—4-—1 J r——g E+6 ) r—d VvE—3=1
3. Sprawdz, czy istnieje hmf r). Naszkicuj wykres funkeji f.
i | %D z? —4 dla z € 2
a) flz)=¢ =2 B) fla) = B -
1 dla z=2 2" —x—1 dlaxz > 2
4. Oblicz granice.
3 . T . .
a 11111 —— ¢) lim e) lim —
) W5— E—DB ) N e ) 73+ T2—1—6
. =l x—3 g x+1
b) .,l_l.iljll T d) -rlllﬂl_ x2—4 t) rllllé 448

5. Zbadaj, czy granica istnieje.

—3 .14 ; \/ 1+x2
a) lim ———— b) lim Y= ¢) lim Y——
r—f T=—dr— z—0 x x—0 ||

6. Oblicz granice.

: soo foed. 22 ' = Gx+2 ﬂ
a) i11_1'13:[13:1 x* + 0) d) }1_1’5‘1C T ) 11111 i 5
: 9.5 2 ) ; JJ.'!-I'-E.I ; 22 —r+1
b) 1111}11{ 3+ 4+x) e 1111}}1c e g h) }11}_}{ —
) : - S . : 8xd—r?+1 . . ad -5x—1
c) Mim (=5a! =2z +1) f) lim =—m== i) lim ———
7. Wyznacz asymptoty wykresu funkcji f.
a} f( } x—1 (.) f(?) = _2"2__1 Q) f(l} = .
' » x2—5x+6 : T—T
W e Py
1ﬂﬂﬂ~mLm d) f(z) = 1= f) f(z) = VIFP+a

@ 8. Uzasadnij, ze réwnanie ma rozwiazanie nalezace do podanego przedzialu.

a) =3z +6z2+5=0, (0;2) b) ® -5z>+22—-7=0, (-2;-1)
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9. Zbadaj ciaglos¢ funkeji f i naszkicuj jej wykres.
20— 1 dlaz <1 2 dlar<?
a) flz)= 1 b) f(z) = -3
~ dlaz>1 z—3 dlaz>2
10. Czy mozna tak dobraé¢ wartosé¢ parametru a, zeby funkeja f byla ciagla?
r—5 Zae
dlax <0 - +9-1
a) flx)= { Et=1 b). flx)= -2 A2
a dlazxzz=0 a dla o =2
11. Oblicz wspolezynnik kierunkowy styeznej do wykresu funkeji f w punkcie
o odcietej rownej 1.
r g 3 1 23—z
a) f(x)=—ba"+ e g) flz)= e e} fiz) = —
1 LT . : 252 _ 9
b) f@) =S - H+2/F &) f@)=@EF-1DVE O f@) =2
M Zestaw Il
2
1. Dla jakiej wartosci parametru a granica lim % jest rowna:
T—rg =l
a) 1, b) 2, ¢) —oo?
2. Oblicz granice.
. : : . il
a) lim (x — /) ¢) lim (v*?:.r + a2 —{—:r) e) lim i—tqﬁ
: ey
b) lim (\.,f 42 —1— 2;{:) d) lim @ f)
3. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkeji f w punkcie o odcietej .
a) flz) =32 +1,20=0 d) f(z)=(z—4)3 20 =3
.3 ot
b) f(z) =5 +2, w0 =1 e) f(z) =", 20=1
_ 1 _ ; £* =]
c) f{;E}:‘;*l,.I?UZZ f) f{if}:rg____lgml.}:l
4. Wyznacz réwnania stycznych do wykresu funkeji f(z) = %;1:"13 —2x+1, jesli:
a) sa one rownolegle do prostej o réwnaniu y = T — 4,
b) sa one prostopadle do prostej o réwnaniu y = —%;rr + 1.
¢) tworza one z osia OX kat 135°.
5. Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeji f.

a) f(z) =22%+32*—12x+1 ¢) f(z)= :":;r? e) f(x)=ux2- %
b) f(z)=2*—-32*+3x+5 d) f(z) = :.-.fl f) f(z) = 41*4—;1;
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10.

11.

S

Wyznacz ekstrema funkeji f.

a) f(z) =2+ %:1'2 +2x d) f(z)= ;:;i g) f(z) = vVat+ 222+ 2

b) f(z)=z"—-62*+8x e) flz)=a+ ;—2 h) f(z)=v2z'—22+1

) fla) = =% ) fl@)= g B fl@) =55

Wyznacz wartos¢ najmniejsza i wartos¢ najwieksza funkcji f w podanym

przedziale.
a) f(z)=a®— 6z, (—2;3) ¢} flz)= m;;é. (—4:4)
b) f(z) = ;:j (0; 8) d) f(z) = /229 — ), (1:3)

Przedstaw pole P prostokata (rysunek ponizej) jako funkcje zmiennej .
Dla jakiego argumentu x pole jest najwieksze? Podaj wymiary prostokata
o najwiekszym polu.

a) t b) 9y c)
1 2
2z 1
12
¥ al L \_/
| 4 1

Naszkicuj wyvkres funkeji f.

0) fl)=2* +a?—z—1  d) f@) =52 @) flo) = 5
b) f(x) =" +a* —2 o) fe)=m B fe)=o5—0
&) fle)= Lab— 82 ) fla)= o2 ) fla) = T2
Naszkicuj wykres funkeii f.

0 fx) = 2 D) S = O J@) =5

Naszkicuj wykres funkeji f.

a) f(w)=z-2yz  b) fla)={@d-z)Vor *c) f(z)=(z—2)/a
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@ Sposdob na zadanie

Przykiad
Jakie jest najwieksze mozliwe pole trapezu réwnoramiennego, ktéorego ramiona
i krotsza podstawa maja dlugose 27

W trapezie ABCD (rysunek obok) niech x = |AE)|.

Wowczas wysokosé trapezu jest réwna:
h=+v2%—2%=+/4—2a* gdzez € (0;2) 2 i 2

Pole trapezu: __ /4] B
P:W.|D£‘l A T E F B

zapisujemy jako funkcje zmiennej ax:

Pla) = w Ai—at= (24 2)vV4 — 2?2 = /(2 + 2)2(4 — a?)
P(zx) = V=23 — 423 + 162 + 16

gdzie x € (0;2).
Nastepnie wyznaczamy najwieksza wartosc¢ funkcji P. W tym celu mozemy:
e wyznaczy¢ pochodna funkeji P:

Pl(z) = :

- (—da® — 122 + 16)
24/ —2d—4x3 4162416

lub
« rozpatrzy¢ funkeje pomocnicza:
flz) = —a' —42® + 162 + 16
gdzie x € (0;2).
Funkcja y = v/ jest rosnaca, wiec funkcje P i f osiagaja wartosé najwieksza
dla tego samego argumentu .
f'(z) = —4x® — 122* + 16, gdzie z € (0;2)
—4a* —120* +16 =0 dlaxz € {—2,1} (sprawdz)
Z zalozenia x € (0;2), zatem f'(z) =0& z = 1.

Funkcja f rosnie w przedziale (0;1) i maleje " \ ;/_:’/_’S\znuk i
w przedziale (1;2), zatem dla = 1 funkcja f 5 i\_ —

oraz funkcja P osiagaja wartosci najwieksze.
PQ)=yV=1"—1-1P+16-1+16 = V27T =3V3

Odpowiedz: Najwicksze mozliwe pole takiego trapezu jest réwne 34/3.
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Zadania testowe @

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

4
1. liné Z‘—; = a, gdy:
Aiq=12, B a=5; C.a=4, Doa=2.

2. Wskaz wzér funkeji. dla ktérej _Iiml Flx) =—1:

A. f(z) = lx_';{l C. f(z) = ::::a
B. f(z) = =% D. f(x) = Z=}
3. Prosta dana réwnaniem r = —3 jest asymptota pionowa wykresu funkeji:
A @) =222 C. fe) = 52
B. J(z) = T3 D. /() = T2

r+a dlaze(—oc;—2)

jest ciagla, gdy:
—3¢+2 dlaz € (—2;00) v

4, Funkcja f(x) = {

A. a=0, B. a=05. . a=1, D.a=-2.

5. Styczna do wykresu funkeji f(r) = ;;:EI— 5 W punkcie o odcietej ¥y, = 2 ma
wspolezynnik kierunkowy réwny:
Al 6-, B- 4- Cr _3|| D'I _7+

6. Styczna do wykresu funkeji f(x) = x* — 4 poprowadzona w punkcie (2,0)
tworzy z osia OX kat «o. Wartos¢ bezwzgledna roznicy J—« jest najmniej-
sza, gdy:

A. §'=458° B. §=h#, C. 3= 60", 1. .G = T6"
ot N dr £ ” L %
7. Funkcja f(x) = 5,7 rosnie w przedziale:
A, (—3;-1), B. (—1;1), C. (1;3), D. (3;00).
8. Najmniejsza wartosé funkeji f(x) = o' — 42* — 3 w przedziale (0;4) jest
rownas:
A, -7, B. —4, C. -3, D. 0.
9. Jaki jest najwiekszy mozliwy iloczyn liczb 22 i y, jezeli x > 01 2z 4y = 47
A. % B. % C..2 D. 4
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@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-3 odpowiedz ma postac trzycyfrowego kodu.

Zadanie 1 (2 pkt)
Oblicz: 3x° 4422 —62—8

9r2-16

lim
X—— -&
Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego otrzyma-
nego wyniku.

Zadanie 2 (2 pkt)
Oblicz wspoélezynnik kierunkowy styeznej do wykresu funkceji:

fla)=for+1

w punkcie xy = 1. Zakoduj trzy pierwsze cyiry po przecinku rozwinigcia dzie-
sietnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 3 (2 pkt)

Wyznacz najwieksza wartosé funkeji f(x) = % — 2¢ w przedziale (—oo; 1).
Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dzie-
sietnego otrzymanego wyniku.

Zadanie 4 (4 pkt)

Dla jakich wartogci parametru m réwnanie 2% — %;1.‘2—3::? = 1n ma rozwiazanie

nalezace do przedziatu (0;1)7

Zadanie 5 (5 pkt)

Bok kwadratu ABCD ma diugo$¢ 2v2. D L & D C
Wierzcholki K i L trojkata réwnoramien- E I

nego AK L (gdzie |AK| = |AL|) naleza do = %

bokéw kwadratu (rysunek obok). Przed-

staw pole P trojkata AKL jako funkcje

jego wysokosci x (gdzie # = |AE]|). Okredl 4 B A K B
dziedzine funkcji P. Zbadaj ciaglosé tej funkcji i naszkicuj jej wykres.

Zadanie 6 (5 pkt)
Wyznacz wartos¢ najmniejsza i wartos¢ najwieksza funkcji:
g 4x—3az?

_ o fla)=lm o
w przedziale (—5;5).
Zadanie 7 (7 pkt)
Dany jest trapez prostokatny ABC D, ktorego ramie AD jest prostopadle do
dluzszej podstawy AB. Krétsza podstawa DC oraz ramie BC maja dlugosé 4.
Oblicz wysokos¢ takiego trapezu ABC'D spelniajacego podane warunki, kto-
rego pole jest najwieksze.
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5 Statystyka

Ponizsza tabela zawiera szacunkowe dane dotyczace liczebnosci populacji bo-
bra na terenie Polski w wybranych latach. Dane te pokazuja. ze od ostatniego
¢wiercwiecza XX wieku nastepuje ciagly przyrost populacji bobra w naszym
kraju.

Rok 1976 1980 1982 1986 1992 1994 @ 2003 | 2020
Liczebnos¢ ~ 500 1000 = 1800 3000 = 6000 = 7400 20660 137000

Na podstawie: Krajowy plan ochrony gatunku. Bébr europejski,

oprac. Andrzej Czech, Krakéw 2007; www.wody.gov.pl

W tym rozdziale poznajemy pojecia statystyczne zwiazane z analiza danych.

Wykorzystuje sie je do opisu roznych zjawisk, takze przy podejmowanin klu-
czowych decyzji gospodarczych i spolecznych.



5.1. Srednia arytmetyczna

Przyktad 1

"s""‘-'? tahﬂli I.}U({EHIU, il{;? punkhﬁw Zd(_'}]_)}'].i A 8 15 10 | 20 16 12
dwaj zawodnicy A i B w szesciu kolejnych
: fotis Bil24 184 | 00 | 2
meczach koszykowki.
Srednia liczba punktéw zdobytych przez zawodnika A:

8+ 18 + 1(]-:}2{}4— 16+12 _ 14
Srednia liczba punktéw zdobytych przez zawodnika B:
24 +18+44+04+0+2 — 8
= -

Definicja
Qrednia arytmetyczna n liczb: oy, x5, ..., 2, nazywamy liczbe:

o — T s+ o T

T
Zamiast  Srednia arytmetyczna” bedziemy czasami pisa¢ krotko: Srednia”.

Cwiczenie 1

W tabeli podano oceny z wybranych przedmiotéw otrzymane przez troje
uczniow klasy III na koniec semestru. Oblicz srednie ocen nzyskanyvch przez
Basie i Tomka (zauwaz, ze Tomek nie uczy sie jezyka francuskiego).

& =

o 4> 8 5

= | = 2 = H

i O 5 S | @ < 3=

'.-MJ:, -1 o o = o] = = o

Sl =T = = p =Tt E = = =

=, = = = o = = 80 =

& | & | & | 2| 8|3 | B 8|9 | | E

- * . Lo - = — — i

- - — mni || na| =3 D | B = h

Agnieszka 4] 5 5 3] 5 3 5 4 | 4,6
Basia 2 1 2 3 4 3 3 2 5 4
Tomek 5 4 5 3 3 4 5 8 A

Cwiczenie 2

Wynagrodzenia miesieczne pracownikéw pewnej firmy wyniosly (w zlotych):
3300, 3250, 5500, 3350, 7500, 3300, 3000, 3100 i1 2700. Ilu pracownikow tej
firmy otrzymalo wynagrodzenie ponizej sredniej?
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Cwiczenie 3
Oblicz srednie aryvtmetyczne zestawow danych A, B i C'. Sformuluj wniosek.

A={7,7,3,4,4,11}, B={17,17,13,14,14,21}, C = {27,27,23,24,24,31}

liczba dziewczat liczba chlopeow

Przykl'ad 2 8 e S 8 ............................................
Na diagramach przedstawiono ze- g B ;’;
stawienia ocen semestralnych z ma- 5 5
tematyki w klasie I1I (z podzialem g ;
na dziewczeta i chlopcow). g . )
Srednia ocen z matematyki w gru- | ‘LT

. . P 1 2 3 45 6 1 2 3 4 5 6
pie dziewczat: ocena ocena

= _ 1:2+4.3+6-4+8-5+1-6 _ 84 _
< e 1+4+648+1 20

Srednia ocen z matematyki w grupie chlopcow:
s = 2:1+33+2.4+1.542.6 _ 36 _ 4
T 24+3+2+1+2 g =

Srednia ocen z matematyki dla calej klasy mozemy obliczy¢, korzystajac z ob-
liczonych wezesniej srednich:
_ 20T +10-T, _ 84+36 _ 120 _ ,

Tp = = .
k 10 + 20 30 30
7% R : Ty + Te ; :

Zwrdoc uwage na to, ze T nie jest rowne % Jak sadzisz, dlaczego?

Cwiczenie 4 liczba dziewczat liczba chlopcdw

Na diagramach przedstawiono ze- 41 -

stawienia ocen semestralnych z bio- g f . _ 3

logii w pewnej klasie (z podzialem

na dziewczeta i chlopeéw). Oblicz 2 | i e

grednie ocen z biologii dla grupy 9 |

dziewczat, grupy chlopcow oraz dla

cale) klasy. 1 2 345 6 1 2 345 6
OCela OCEeTa

Cwiczenie 5

a) Srednia arytmetyczna liczb: xy. @, ..., x5 jest rowna 16, a Srednia arytme-

tyczna liczb: x5, ..., x5 jest réwna 17. Oblicz ;.

b) Srednia arvtmetyezna liczb: x,, xq. ..., 27 jest réwna 120, a §rednia aryt-

metyczna liczb: @y, x4, ¢ jest réwna 100. Oblicz Srednia arytmetyczna liczb:

Xy, &La, Ly, L.

5.1, Srednia arytmetyczna
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Zadania

1. Klub zrzeszajacy dwunastu hodowcow golebi podal, ze kazdy z jego czlon-
kéw ma Srednio 50 golebi. Dane te okazaly sie nieaktualne, gdy jeden
z klubowiczow sprzedal polowe swoich golebi — ma ich teraz 36. Ile golebi

przypada srednio na jednego czlonka klubu obecnie? ‘ .
liczba uczniow

2. Na diagramie przedstawiajacym zestawienie ocen se-
mestralnych z geografii w dwudziestoosobowej klasie 4

nie zaznaczono liczby ocen dobrych 1 dostatecznych. 3 T
Przerysuj do zeszytu i uzupelnij diagram, jesli wia- 2 e
s : s ; : : | - it
domo, ze $rednia ocen z geografii w tej klasie wynosi:
3.5 3.95 3.65 123458
a) 3.5, b)3.25. «¢) 3.65. S8

3. W pewnej firmie zatrudniajacej 15 pracownikow srednie miesieczne wyna-
grodzenie wynosi 3800 zl. Jakie bedzie srednie miesieczne wynagrodzenie,
jesli irma dodatkowo zatrudni:

a) stazyste z wynagrodzeniem miesiecznym 2200 zl,
b) trzech stazystow, kazdego z wynagrodzeniem miesigeznym 2300 z1?

4. Srednie miesieczne wynagrodzenie w pewnej firmie zatrudniajacej 20 oséb
wynosilo 3200 zl. Zatrudniono nowego pracownika. Ile zarabia ten pracow-
nik, jesli obecnie srednie miesieczne wynagrodzenie w firmie jest:

a) o 2% wyzsze niz poprzednio, b) o 1% nizsze niz poprzednio?

5. Na diagramie przedstawiono dane dotyczace miesiecznego wynagrodzenia

pracownikéw banku (12000 zi zarabia dyrektor).

liczba pracownikow

;] ...... iidii
B PR .
2 .............
1 §---fo... .. BN .. RS RO
2 o o © @ 9 e g o wynagrodzenie [zl]
2 &5 8 & o S & 9 9
T o [ =i o0 () = =
M & = —= = i D &6 ~

a) Ile wynosi $rednie miesieczne wynagrodzenie w tym banku?

b) Ile wynosi érednie miesieczne wynagrodzenie 10 najlepiej zarabiajacych
pracownikéw, a ile — 10 zarabiajacych najgorzej?

¢) Jaka podwyzke otrzymal dyrektor, jesli wszyscy pozostali pracownicy
dostali po 400 zl podwyzki, a Srednie miesieczne wynagrodzenie wzroslo
o 10%7
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Czy wiesz, ze...

Srednia arytmetyczna jest .wrazliwa’ na
dane bardzo odbiegajace od pozostalych,
dlatego czasem obliczamy ja po odrzuceniu
z zestawu pewnej liczby danych najwiek-
szych 1 najmniejszych. Tak obliczona sred-
nia nosi nazwe Sredniej obcietej.

Srednia obcieta ma swoje zastosowania np.
w sporcie. Obliczenie ostateczne] oceny
w jezdzie figurowej na lodzie czy gimna-
styce sportowe] polega na odrzuceniu dwoch
skrajnyvch ocen i obliczeniu redniej obcietej

pozostatych.

6. Oblicz srednia podanego zestawu liczb oraz zestawu otrzymanego przez
usuniecie dwoch liczb skrajnych (najmniejszej 1 najwiekszej).

a) 0,2, 3,4,6,9,9, 127 b1 11,12, 12,13, 15, 17, &2

7. Oblicz érednia arytmetyczna zestawu liczb bedacych kolejnymi wyrazami
L F, oy ]2
ciggu geometrycznego: 2, 2°, ..., 2'2 oraz zestawu otrzymanego przez usu-
niecie dwoch liczb najmniejszych i dwoch liczb najwiekszych.

8. Czy w zamieszczonym obok kwadracie mozna skreslié >l< 213 |4

-]

jeszeze jedna liczbe tak, aby srednia arytmetyczna wszyst- | - \b\ N

kich skreslonych liczb: y :
A 1011 (12

1311411516

a) wzrostao 1,  b) zmalalao 1, ) wzrosla o 333%?

9. a) Wsrdod liezb naturalnych od 1 do 12 skreSlono cztery (patrz rysunek).

- * &
1

& - - t
2 3 4 5 7

s - = 3
6 8 9 10 11 12

Na ile sposobow mozna skresli¢ jeszeze dwie liczby tak, aby srednia aryt-
metyezna wszystkich skreslonych liczb nie ulegla zmianie?
b) Wsrdd liczb naturalnych od 1 do 12 skreslono trzy (patrz rysunek).

- -

- .
10 11 12

& 2 - - 2 - o
| 7

]
3 4 3 6 8 9

b2 W

Na ile sposobdow mozna skreslic jeszeze trzy liczby tak. aby Srednia aryt-
metyczna wszystkich skreslonvceh liczb nie ulegla zmianie?
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5.2. Mediana, skala centylowa i dominanta

Poza srednia arytmetyczna rozpatrujemy tez inne wielkosci stuzace do analizy
danych. Jedna z nich jest wartos¢ srodkowa — mediana. Aby ja wyznaczyé.
porzadkujemy dane od wartosci najmniejszej do najwiekszej, na przyklad:

1, 2, 2,[2], 5, 5, 6 — mediana jest liczba 2,

-3, -3,0,0, 2,[7], 9, 11, 13, 17, 18 — mediana jest liczba 7.

Mediana nieparzyste] liczby danvch jest wartosé srodkowa. W przypadku pa-
rzystej liczby danych mediang jest érednia arytmetyezna dwoch sasiednich
wartosci srodkowych. na przyklad:

1, 2.[3], [8], 9. 14 — mediana jest réwna # = D.5.

Zauwaz, ze mediana dzieli dane na dwie réwnoliczne grupy. Dane w jednej
grupie sa od niej mniejsze lub jej rowne, dane w drugiej — wieksze lub rowne,

Cwiczenie 1
Wyznacz mediane podanych liczb.
a) 1, 2,8,10,20 b) 6. 10,11 11,20, 7 c) 18, 6, 4, 10, 5, 4

Cwiczenie 2

W stadninie zwazono wszystkie konie i otrzymano nastepujace wyniki (w ki-
logramach):

— ogiery: 530, 550, 550, 590, 565, 570, 560, 540;

~ klacze: 490, 500, 510, 540, 505, 500.

Wyznacz mediany wagi: a) ogieréw, b) klaczy, ¢) wszystkich koni w stadninie.

Cwiczenie 3
Rzucono 20 razy kostka. Na diagramie obok przedsta-  liczba wynikéw

. . # . h i
wiono, ile razy otrzymano poszczegolne liczby oczek. .
Wyznacz mediane uzyskanych wynikéw. 1
Cwiczenie 4 9 -
Podaj przyklad pieciu liczb, ktérych mediana jest: [ S
a) wieksza od ich éredniej arytmetycznej, 1 23 4 5 8

b) mniejsza od ich Sredniej arytmetycznej. liczba oczek

Cwiczenie 5

Srednia arytmetyczna zestawu liczb: 8, 6, 3, =, 8, x+4, 4, 6, 7, 8 jest réwna 7.
Ile wynosi mediana tego zestawu liczb?

5. Statystyka



Aby wskaza¢ polozenie wybranej danej wzgledem innych danych, uzywa sie
skali centylowej. Podajac centyl, ktéremu odpowiada liczba @ (méwimy tez:
w ktérym miesci sie liczba x), okreslamy, jaki jest procent liczb mmniejszych
lub réownych tej liczbie.

Przyktad 1

W ponizszej tabeli podano, jakie wartosci centyli odpowiadaja poszezegdlnym
wynikom procentowym uzyskanym na egzaminie maturalnym z matematyki
na poziomie rozszerzonym przeprowadzonym w maju 2019 roku.

Wynik Wartosé Wynik Wartosé Wynik Wartosé
procentowy centyla procentowy centyla procentowy centyla
0 3 34 51 . 68 81
2 8 36 53 70 83
4 12 | 38 55 72 | &4
6 17 40 57 74 86
8 21 49 | 59 | 76 87
10 24 44 61 78 89
12 97 46 62 80 90
14 | 30 48 64 | 82 0l
16 | 33 50 | 66 84 03
18 | 35 52 68 86 94
2 | 37 54 69 88 95
2 | 40 56 | Tl 90 96
24 | 49 58 3 | 9 97
26 | 44 60 74 04 08
28 | 46 62 76 96 99
30 | 48 64 78 98 100
32 50 66 79 00 | 100

) ) . Zrodlo: https://cke.gov.pl
Z tabeli mozna odczytac, ze:

o Jesli maturzysta uzyskal na egzaminie 30% punktéw mozliwych do zdobycia,
to wynik ten odpowiada 48. centylowi, co oznacza. ze 48% maturzystéw pod-
chodzacych do tego egzaminu uzyskalo wynik nizszy lub taki sam, natomiast
52% maturzystéow uzyskalo wynik wyzszy.

o Jesli maturzysta uzyskal na egzaminie 98% punktéw mozliwych do zdoby-
cia, to wynik ten odpowiada 100. centylowi, co oznacza, ze w przyblizeniu
100% maturzystéw podchodzacych do tego egzaminu uzyskalo wynik nizszy
lub taki sam, natomiast mniej niz 1% maturzystéw uzyskalo wynik wyzszy.

5.2. Mediana, skala centylowa i dominanta
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Cwiczenie 6

a) Ile procent maturzystéw podchodzacych do egzaminu maturalnego z mate-
matyki rozszerzonej w maju 2019 roku uzyskalo wynik lepszy od maturzysty.
ktéry zdobyl na tym egzaminie 50% punktow?

b) Jaki procentowy wynik z egzaminu maturalnego z matematyki rozszerzone;
w maju 2019 roku odpowiada 40. centylowi, a jaki — 90. centylowi wynikéw

egzaminu?

Przykiad 2

Przedstawiona obok siatka jest siatka centy-
lowa wzrostu chlopcow w wieku 11-18 lat.
Zaznaczone linie opisuja centyle: 3. 10, 25,
50, 75, 90 i 97.

« W wieku 13 lat chlopiec o wzroscie 160 cm
miesci sie w 50. centylu.

« W wieku 16 lat chlopiec o wzroscie wigk-
szym (lub réwnym) od 75% swoich réwiedni-
kow mierzy ponad 180 cm.

Cwiczenie 7

a) Czternastoletni chlopiec ma 167 cm
wzrosti. W ktorym centylu miesei sie jego
wzrost?

b) Siedemnastolatek ma 186 cm wzrostu. Ile
procent jego rowniesnikow jest od niego wyz-
szych?

-
=
]

11 12 13 14 15 16 17 18
wiek w latach

Siatka centylowa wzrostu chlopcow

w wieku 11-18 lat

Zrodlo: http:/ /www.czd.pl

Kolejna wielko$cia przydatna podcezas analizy danych jest dominanta — war-
tos¢, ktora wystepuje wsrod danych najezesciej (dominanta bywa rowniez na-

zywana wartoscia modalng lub moda).

Na przyklad dla liczb: 1, 1, 2, 2, 2, 3, 5, 5, 6 dominanta jest liczba 2.

Jesli w zestawie danych kilka liczb wystepuje z ta sama, najwyzsza czestoscia,
to przyjmujemy. ze kazda z tych liczb jest dominanta. Jezeli natomiast wszyst-
kie liczby wystepuja tak samo czesto, to przyjmujemy, ze nie ma dominanty.

Cwiczenie 8

Sprzedawca zanotowal rozmiary butéw meskich, ktore sprzedal pewnego dnia:
42, 44, 41, 42, 43, 42, 44, 42, 45, 43, 45, 46. Wyznacz mediane i dominante
tych danych. Ktory rozmiar butéw byl kupowany najczesciej?

5. Statystyka



Cwiczenie 9

Nauczyciel biologii zrobil zestawie-

Ocena 1121 3|45 6

nie wynikow trzech sprawdzianow .
przeprowadzonych w dwudziesto- Liczbaocen 4 10 23| 2 |19 2
osobowej klasie (tabela obok). Po

kolejnym sprawdzianie dopisal do niego nowe oceny. Wyznacz dominante i me-
diang ocen w nowym zestawieniu, jesli wiadomo, ze z tego sprawdziama:

a) wszyscy uczniowie otrzymali ocene dobra,

b) polowa uczniow otrzyvinala ocene bardzo dobra, a pozostali — niedosta-
teczna.

Zadania

1. Oznaczmy przez T, M i D odpowiednio srednia aryvtmetyczna, mediane
i dominante zestawu liczb: 1. 2, 3, 4, ¢. 2, 3. 4. 4, 4. Oblicz ¢, jesli:

a) T=D, b) T= M.

2. Kazda z osob A, B, C, D, E, F wykonala seri¢ rzutow kostka. Na diagra-
mach przedstawiono, ile razy wypadly poszczegdélne liczby oczek w seriach.
Wyznacz mediane, dominante i $rednia arytmetyczna liczb oczek wyrzu-
conyvch w kazdej serii.

liczba A liczba B liczba e,
rzutdow rzutdw . rzutow
4 4 [as 4
..... S [— 3l I
o el 9 feond pHM— Ll
1 ........ oy b d e s et i g e 1 ............. -4 S l ...................
S s R R - R T R TR I 28 4 5 &
liczba oczek liczba oczek liczba oczek
liczba n liczba D liczba P
rzutow rzutow ) rzutow
[ — 5 = RS
4} A b= g
3 I 3‘ R e S i L 3 Fiey H
2 . ) 2 _l) ................................
1 1 | =

1 2 3 4 5 6

5 1 2. 3 4 5 6 1 2 3 4
liczba oczek

liczba oczek

3 4 5 6
liczba oczek

5.2. Mediana, skala centylowa i dominanta
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3. Kazdaz oséb A, B, C wykonala serie rzutow kostka. Na diagramach przed-
stawiono. ile razy wypadly poszczegolne liczby oczek w seriach. Wyznacz
mediane, dominante i srednia arytmetyczna liczb oczek wyrzuconych lacz-
nie przez osoby: a) Ai B, b) AiC, ¢) BiC.

liczhba A liczba B liczba '

reutow rzutow rzutow

-] RSNSOI 3 R —— ! - | — .

_1 __l ..... _l ......

3 T 3 3 5

2 ........ 2 2 ...............

1 1 1

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

liczba oczek liceba oczek liczba oczek

Czy wiesz, ze...

W niektérych zagadnieniach (np. w kryptografii) wykorzystuje sie liczby
losowe. Liczby te moizna wygenerowaé za pomoca programu komputero-
wego lub mozna skorzystac z odpowiednich tablic. Ponize] podano osiem
wierszy tablicy liczb losowych, w ktorej wystepuja liczby od 0 do 9 odpo-
wiednio pogrupowane.

1. 46016 24742 21311 88342 67778 20741 26755 55382 96777 06729
2. 89311 86439 32128 17700 90725 01936 23678 54622 27342 96439
3. 09006 57476 64080 47646 68020 32924 68500 81779 17120 57784
4. 84642 87958 96983 80086 19451 53725 82606 54516 62617 67000
5. 88645 063989 45783 33657 54733 68580 97232 98073 27454 36174
6. 75815 34604 83791 91421 09176 49317 17045 79972 65081 32075
7. 37019 94048 44462 48948 29999 19107 51184 89352 00122 07222
8. 01324 69795 95403 20891 89075 82476 02147 19961 84203 02724

4. Wykonano diagram dla liczb z pierwszego wiersza powyzszej tablicy liczb

losowych.
liczba wystapien

a) Oblicz ich Srednia arytmetyczng oraz  10p e
mediang. Ktéremu centylowi odpowiada ¢}
liczba 2, a ktéremu liczba 77 A

b) Wykonaj analogiczny diagram dla ('j .

liczh z drugiego wiersza tablicy. Wyznacz ; T [

ich érednig arytmetyczna, mediane i do- 9

minante. Ktoremu centylowi odpowiada I

liczba 37 01 2345¢6T28279
liczba losowa
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5. Ponizej przedstawiono tabele zawierajaca skale centylowa wynikow egza-
minu maturalnego z fizyki (poziom rozszerzony, maj 2019 roku).

Wynik Wartosé Wynik Wartosé Wynik Wartosc
procentowy centyla procentowy centyla procentowy centyla

0 | 1 | 33 | 46 | 67 | s
2 1 35 48 68 82
3 1 37 50 0 | 8
5 2 38 52 72 85
7 4 40 54 73 | 86
8 6 T 56 7% | 87
10 8 43 58 T 89
12 11 45 60 78 90
13 14 | 4 | e | 8 | 9
15 16 48 63 82 49
17 | 19 | s | e | 8 | o3
18 22 52 66 85 04
20 | 2 | s | e | 8 | 95
22 28 55 70 88 06
23 31 57 7| 90 | o7
25 33 58 73 92 08
27 36 60 75 93 99
28 39 62 76 95 99
30 a1 | 63 78 o7 | 100
32 43 65 79 08 100

Zrédlo: hitps:/ /cke.gov.pl 100 _ 100

a) Jaki wynik procentowy gwarantowal znalezienie si¢ w gronie 15% ma-
turzystow, ktorzy uzyskali najlepsze wyniki na tym egzaminie?

b) Wynik procentowy pewnego maturzysty réwny jest medianie wynikéw
egzaminu, a wynik jego kolegi odpowiada 60. centylowi. O ile punktow
procentowych réznia sie ich wyniki z tego egzaminu?

a

6. Oznaczmy przez T. M i D odpowiednio srednia arytmetyczna. mediane
i dominante zestawu danych. Podaj przyklad pigciu liczb, ktére spelniaja
warunek:

a) T<M<D, b D<ZT<M, ¢ M<T<D, dD<M<ET.

7. Oznaczmy przez T. M i D odpowiednio srednia arytmetyczna, mediane
1 dominante zestawu danych. Podaj przyktad siedmiu liczb, ktore spelniaja
warunek: a)Z< D<M, b)M<D<T,

5.2. Mediana, skala centylowa i dominanta 307



5.3. Odchylenie standardowe

Przykiad 1

W dwoch dziesigcioosobowych grupach studentéw przeprowadzono ten sam
egzamin oceniany w skali 0-220 punktéw, Wyniki otrzymane w grupach A
i B przedstawiono na diagramach.

GRUPA A GRUPA B
liczba punktdw liczba punktow
120 |t :—il‘ﬁ 120 |ttt
Y T S RN R ] e R R S A B

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 I 2 3 456 7 8 910

osoba osoba
Wyniki w grupie A: 60, 70, 80, 82, 110, Wyniki w grupie B: 10, 20, 30, 82,
145, 145, 156, 162, 170 110, 145, 145, 206, 212, 220

Obydwa zestawy danych maja srednia arytmetyczna réwna 118, mediane -
127,5 oraz dominante — 145. Jednak rozproszenie wynikéw w grupie B jest
znacznie wieksze niz w grupie A. Jako miare rozproszenia danych wokél ich
sredniej przyjmuje sie odchylenie standardowe.

Definicja
Wariancja liczb: @, x5, ....r, nazywamy liczbe:
(21—-F)* + (22—F)* + ... +(zn—F)*

{5
gdzie T jest srednia arytmetyczna liczb: xy, x5, ..., 2,.

Odchyleniem standardowym liczb: ,,x5,....x, nazywamy liczbe o okre-
Slona za pomoca wzor:

= \/{ml_f]E Iz {:[:2_&?]2 e E::i‘:;l':l _T)E
T

Uwaga. Wariancja jest réwna o i jest w ten sposob oznaczana.
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Przykiad 2
Oblicz wariancje i odchylenie standardowe danych: 4, 9, 11, 13, 13.

Obliczamy Srednia 1 wariancje:

2 414+94114+13+413
F=2t2T T 10
[
o (4-10)24(9-10)24(11-10)2+4(13-10)2+(13-10)2 56 :
o = = = — = ]_]__2
o o
Zatem odchylenie standardowe o = /11,2 = 3.35.
Cwiczenie 1
Oblicz wariancje i odchylenie standardowe danych:
a) 4, 5,6, 7, 8; b) 3. 6. 6, 6, 9: ¢) 8,12, 13, 13, 14.
Klasa A Klasa B
Przykiad 3 liczba ucznidw liczba uczniéw
Na diagramach przedstawiono oceny seme-  7ppg -y T "m0
stralne z muzvki w dwoch dwudziestooso- ? " E‘ O
bowych klasach. Srednia ocen w obu kla- L; H : _________ .
sach jest rowna 4. Pokaz, ze odchylenie 3| al.-
standardowe ocen jest wicksze w klasie A, 2| pep] e 2|
'[ -, . 1
Obliczajac wariancje w klasie A, wykorzy- T R
i : 2 4 b 23456
stujemy pogrupowanie danych: ocena ocena
42 7-(2-4)2+3-(3-4)%+3 - (5-4)247-(6-4)% _ 62 —31
4™ 20 20
Odchylenie standardowe o4 = /3.1 &= 1.76.
Analogicznie obliczamy wariancje w klasie B:
5 3:(2-4)247-(3-4)2+7 - (5—=4)2+3 . (6—4)2 38

Odchylenie standardowe og = /1,9 =~ 1,38. Zatem o4 > o5.

Cwiczenie 2
Sprawdz, dla ktorego zestawu danych, A czy B, odchylenie standardowe jest
wicksze.

A:1,1,1,2,2,3,4,4,5,5,5 B:1,2,2,3,3,3,4,4,5

Cwiczenie 3
Oblicz odchylenia standardowe zestawéw liczb A i B. Sformuluj wniosek.

A:1,2,2,3,3,3,4,4,4,4 B:11,12,12,13,13, 13, 14, 14, 14, 14
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Cwiczenie 4

Dane sa zbiory: X = {1,-1,2,-2,3,-3} i Y = {10,-10,20, —20, 30, —-30}.
Ile razy odchylenie standardowe liczb ze zbioru Y jest wieksze od odchylenia
standardowego liczb ze zbioru X7

Cwiczenie 5
W tabeli przedstawiono dane dotyczace miesiecznego wynagrodzenia w dwoch
firmach. Oblicz wariancje oraz odchylenie standardowe wynagrodzen w fir-
mie X i w firmie Y.
Firma X Firma Y
Liczba pracownikow 2 16 2 16 2 2

Wynagrodzenie [2] 3000 = 3500 4000 = 3000 = 5000 = 6000

Uwaga. Odchylenie standardowe jest wyrazane w tej samej jednostce co analizowane
dane, a wariancja — w tej jednostee podniesionej do kwadratu.

Wariancje liczb mozzna réwniez obliczy¢, korzystajac z podanego nizej wzoru.

Wariancja liczb: z,, xs, ..., 2,, ktérych srednia arytmetyczna jest réwna T,
Wyraza si¢ za pomoca Wzoru:

2 m 2
g IT]TITH+ ...+,

= - ()?

n
Dowod
g _ (@1 =B+ (22 -T2 +...4 (20 —F)* _
n

2l —2mT+ (T +af — 22T+ ()2 + ...+ 2% — 22, + (F)?
a n -
_ai+ad+.. + 2] E n(Z)? —2F(x1 + 22+ ...+ 20)

n n
= -'Eilz + :E;_z‘-' +...+ -'UI}E: - n(T)* = Zauwaz, ze £y + Tz 4 ...+ Tn = NT.

n n
_rit+ad+.. +af (@)?

Cwiczenie 6

W pewnej firmie analizowano staz pracy pracownikow — dane zestawiono w ta-
beli. Oblicz sredni staz pracy pracownikow tej firmy oraz wariancje i odchy-
lenie standardowe.

Staz pracy w latach 1 2 3 4

<
(%
]
= ot
w [ v
o | =T
b2 | GO
':.'::'
-~ 5

Liczba pracownikéow = 6
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Zadania

1. Oblicz $rednia arytmetyczna, wariancje i odchylenie standardowe danych:

a) 5,8, 5, 5,5, 5; c) 3,3,3, 7, 7,.7; e) 2,2,6,6,7,7,7,8,.9;
b) 4, 4, 4, 6, 6, 6; d) 3, 4, 5, 5,6, T; f) 4,5,9,9,9,9, 9, 10.

2. Przed rozpoczeciem zawodow sumo zwazono szesciu zawodnikow i otrzy-
mano nastepujace wyniki (w kilogramach): 170, 190, 160, 170, 180, 150.
Oblicz wariancje i odchylenie standardowe otrzymanych danych.

3. Na diagramie przedstawiono zestawienie ocen seme- liczba uczniow

stralnych z fizyki w klasie I1lc. ?

a) Oblicz odchylenie standardowe tych ocen. (3 I s

b) Ilu uczniéw otrzymalo oceng rézniaca si¢ od Sred- ﬁ IS
niej ocen o mniej niz odchylenie standardowe? L ) I e

¢) Ilu uezniow otrzymalo ocene mieszczaca sie w prze- | v
dziale (F — 20,7 + 20)? ocena

4. Sprawdzian ze statystyki przeprowadzony w klasie IIla byl punktowany
w skali od 0 do 20 punktow. Jego wyniki przedstawiono na ponizszym
diagramie.

liceba uceniow

6

5 1
- ——

i - , nisisminmimnanianensi 4 [BER s

T e R s . U T S

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
liczba punktow
a) Ilu uczniéw otrzymalo wynik spoza przedzialu (T — o; 7 + )7

b) Czy ktory$ uczen otrzymal wynik spoza przedzialu (T — 30;T + 30)7

5. Grupe dziesieciorga uczniow zapytano o to, ile minut kazdy z nich jedzie do
szkoly. Dziewczeta podaly odpowiedzi: 60, 30, 20, 10, natomiast chlopcy:
30, 35, 20, 35, 25, 35. Oblicz sredni czas dojazdu oraz wariancje i odchylenie
standardowe dla:

a) grupy dziewczat,
b) grupy chlopcow,

¢) calej dziesiecioosobowej grupy.
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Korelacja

O dodatniej korelacji miedzy dwiema zmiennymi w statystyce

mowimy, gdy wzrost jednej z nich powiazany jest ze wzrostem drugiej.

Na przyklad zbierajac dane dotyczace czasu spedzonego na bieganiu i liczby
spalonych kalorii, mozemy oczekiwa¢ dodatniej korelacji tych danych.

Aby zmierzy¢ korelacje miedzy zmiennymi x i ¥ na podstawie par danych: (x,, ¥4),
(%5, ¥2)y <oy (X, ¥,), ktOrych srednie arytmetyczne wynoszg odpowiednio x i y, oblicza sie
wspolczynnik korelacji r Pearsona [czyt. pirsona):

(X =XM1 =¥) + =X yo—¥) +... + (X, = X) (¥, ¥)

r=
JOG=X)2 4 (=X ot (X, = X)% (=T + (Vo PP+ o+ (V- §)P

Wartos¢ tego wspotczynnika dla korelacji dodatnich jest liczba z przedziatu (0;1).

Ponizsze wykresy przedstawiaja zestawy danych o silnej, stabej i zerowej korelacji.

A

O &
i

Fo &

o o0

o]

an

-

silna korelacja dodatnia,
=09

.

staba korelacja dodatnia,
r=04

elo]

-

korelacja zerowa,
r=0

E} W tabeli zestawiono informacje o wzroscie (x, w cm) i masie
ciata (v, w kg) 10 osob. Oblicz wspolczynnik korelacii dla tych

:5 danych.

167 | 169
69 | 67 74 70

172

174 175

70

176 177 178 180 184

74 | 78 | 76 | 82 | 80



Inne miary rozrzutu danych

Miara rozrzutu danych jest rowniez rozstep, czyli roznica miedzy najwicksza

i najmniejsza z danych liczb.

1. W ponizszej tabeli podano wyniki pomiaréw temperatury powietrza (w °C)

przeprowadzonych w ciagu czterech kolejnych dni listopada.

Godzina G I 10 12 14

Dzien |
13 listopada —4 -2 —1 0 3
14 listopada -1 | 0 | 1 | 3 | 5
15 listopada 2 3 G 9 11
16 listopada 4 6 8 10 10

Oblicz rozstep i odchylenie standardowe:

a) wynikow uzyskanych kazdego dnia,

16 18 20
5 4 3

D 2 1
10 ) G
8 6 4

b) wszystkich wynikéw uzyskanych w ciggu czterech dni.

2. Zbierz dane dotyczace wzrostu uczniow w twojej
i odchylenie standardowe tych danych.

klasie. Oblicz rozstep

Jako miary rozrzutu danych uzywa sie tez odchylenia przecietnego.

Odchyleniem przecigtnym (bezwzglednym) liczb: x,,

Ta..... T, 0 Srednie]
arytmetycznej T nazywamy liczbe okreslona za pomocg wzoru:

|

d

Tt

N el 7 Bt e ol

Odchylenia przecietnego uzywal Pierre Simon de Laplace [czyt. pier sima de

laplas] (1749-1827).

3. Sprawdz, czy odchylenie przecietne dla podanych liczb jest mniejsze, rowne

czy wieksze od odchylenia standardowego.
a) 5, 10 b) 2, 4, 6, 12 ¢) 2.4,6,8, 15

4. Na diagramie obok przedstawiono, ile razy wy-
padly poszczegdlne liczby oczek podezas serii
rzutow kostka. Oblicz srednia arytmetyczna,
odchylenie standardowe 1 odchylenie przecigtne
tvch danych.

3 .........
2 iziioei RESE =

1 2 3 4 5 6

liczba oczek

Inne miary rozrzutu danych
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5.4. Srednia wazona

Przykiad 1
Podezas egzaminu z jezvka obeego wypowiedz studenta oceniano w dwdch
kategoriach: | — ocena za umiejetnosé¢ komunikacji, x5 — ocena za poprawnosc
gramatyczna. Ostateczng ocene z egzaminu ustalano, korzystajac ze wzoru:

3x1 + xa

341

W ten sposob zwiekszono znaczenie (wage) oceny za umiejetnosé komunikacji
w stosunku do oceny za poprawnosé¢ gramatyczna. W tabeli podano oceny,
ktore otrzymali Agata, Marek i Tomek.

Ty &y ﬁﬂ‘fu}f& Ocena z egzaminu
Agata 5 3 i 4,5
Marek 6 2 s 5,0
Tomek 3 5 | &iis_ 3.5

W powyzszym przyvkladzie obliczyliSmy Srednia wazona.
Definicja

Srednia wazona liczb: z;,9,....2r 2z odpowiadajacymi im wagami:
Ty, M, ..., Nk, bedacymi liczbami dodatnimi, okreslamy wzorem:
NiEl + neds =+ ..+ Nl
ny +na4 ...+ ng

THI =

Cwiczenie 1
Oblicz srednia wazong liczb z; =41 xy = 6 z podanymi wagami.

a) m =3, ny=1 by ri=1,ny=1 c) ny = 0,5, n, =05

Zauwaz, ze jesli wszystkie wagi sa rowne, to srednia wazona liczb jest réwna
ich sredniej arytmetyczne;j.

Cwiczenie 2
Oblicz $rednig wazona liczb z podanymi wagami.

) | iesbal 6 | 9 | 12| 8 b) Liczba 7 @ 3 4 5
Waga 2 1 3 4 Waga |02 03| 0,5 | 04

5. Statystyka



Cwiczenie 3

Uczestnikom kursu jezyka angielskiego wystawiono oceny za cztery umiejet-
nosci: y — za rozumienie ze sluchu, x5 — za rozumienie tekstu pisanego, s —
za wypowiedzi pisemmne, &y — za wypowiedzi ustne. Aby wystawi¢ ocene kon-
cowa. postanowiono obliczy¢ srednig wazona z nastepujacymi wagami: ny = 1,
ma=2yny =4, 4 =3.

T Iy T3 Ty Ocena koncowa
Asia | 4 5] 3 4 3.8
Basia 6 | 5 | 2 1 7 7
Kasia 2 | 6 5 4 7

a) Oblicz koficowe oceny Basi i Kasi.
b) Czy gdyby prazyjeto n; = 4, a pozostale wagi zostawiono bez zmian, to
Basia mialaby wy#sza ocene koncowa od swoich kolezanek?

Przykiad 2
Oblicz srednia arytmetyczna liczb:
2,2, 2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,0,7,7,7,7,9.99

Sprawdzamy, ile razy wystapila kazda = Liczba z, 9. | 77 | 9
z liczb 2, 7, 9, a nastepnie obliczamy
srednia arytmetyczna:

n1xy + noxs + narsg 12-24+5-Y43-9 86

= =—=4.3
i + no + nj 20 20 '

Liczba wystapienn; 12 5 | 3

Zauwaz, ze Srednia arytmetyczna podanego zestawu danych jest srednia wa-
zona liczb 2, 7, 9 z wagami rownymi liczbie wystapien tych liczb.

Cwiczenie 4
W pewnej grupie studentéw zebrano dane dotyczace wysokosel otrzymywa-
nego stypendium i przedstawiono je w tabeli.

z; — wysoko§¢ stypendinm [z1] 0 300 600 800
n; — liczba studentow 20 | 10 | 15 5

a) Oblicz srednia wysokos¢ stypendium przypadajaca na jednego studenta.

b) Studentom, ktérzy do tej pory nie otrzymywali stypendium, postanowiono
wyplacac je w wysokosci 250 zl. Ile obecnie wyniesie srednia wysokosc sty-
pendium?

5.4. Srednia wazona



Zadania

1. Oblicz srednia wazona liczb z podanymi wagami.

3) | Liczba | 11 | 12 | 13 ) | Licsba| 3 | 5 | 8 | 11
Waga | 0,1 | 0.3 0,6 Waga | 0,8 | 0,1 | 04 | 0,3
2. Kf'ﬂlklll‘ﬂ %;klada sie 7 c.ztm‘ec:h eta- Etap I o v
pow ocenianych w skali od 0 do 10 =
punktow. W tabeli podano liczby Waga _ 02198 | 04 1106
punktow, ktore zdobyli finalisci. Adam 10 5] 8 7
Ostateczny wynik jest srednig wa- Marek| 5 ] G 7
zona. Ktory zawodnik wygral kon- _ i i
fiit? Piotr 9 4 10 8
urs’

3. Dane sa liczby x,, x5, x5 i x4. Sprawdz, czy w przykladach A i B Srednia
wazona jest taka sama.

A: Liczba| 1 | T2 | T3 | &4 B: Liczba 1 T2 | Tz X4

Waga 3 2 5 2 Waga 06|04 1 |04

4. Oblicz t, jesli srednia wazona danych liczb jest réwna 6,5.

a) Piiezbal ¢ | 4 | 8 b) [tiaabal 15 9o | 3

Waga 03 | 0.3 09 Waga 2 3 t

5. Oblicz w, jesli érednia wazona danych liczb jest rowna 5.
b)

8) 'Liczbal 3 | 9 | w Gizbal 10 | 8 | 6 | 2

Waga 0,7 | 0,3 | 0,1 Waga w 3

on
o

6. Ocena semestralna z matematyki jest srednia wazona ocen z wagami po-
danymi w tabeli. Tomek otrzymal nastepujace oceny:
— prace domowe: 1, 1, 1,

v 1 Toirs
~ kartkéwki: 3, 1, 2. Kategoria Waga
— klasowki: 3. 6. 6. praca domowa 1
Dla jakiej wartosci n Srednia wazona | kartkowka 9
tych ocen jest rowna: e— 5
a) 3, b) 4? asOwka :

B 316 5. Statystyka



5.5. Zagadnienia uzupetniajace

B Rozktad normalny

Przy analizie wielu zjawisk, gdy mamy do dyspozycji duza liczbe danych,
diagram, za pomoca ktorego je porzadkujemy. czesto ma taki ksztalt jak
na rysunku ponizej:

np. 4 = -y
liczha f,f *u.h\‘
uclzi M
lud e <
—g-—fff Hﬁ"‘l——_._
T np. wzrost

Zdarza si¢ to m.in. wowczas, gdy porzadkujemy takie dane, jak wzrost
i waga ludzi czy dlugosé lisci okreslonego drzewa. Taki rozklad danych
nosi nazwe rozktadu normalnego. Krzywa (zaznaczona na rysunku kolorem
czerwonym) jest nazywana krzywa Gaussa. Jest ona symetryczna wzgle-
dem prostej pionowej poprowadzonej przez srednig arytmetyczna danych.
Jesli rozklad danych jest rozkladem normalnym. to okolo 68.3% danych
rézni sie od sredniej o mniej niz odchylenie standardowe o, a okolo 95,6%
danych rézni sie od sredniej o mniej niz 20. Regula trzech sigm mowi, ze
do przedzialu (F — 30: T + 30) nalezy okolo 99.7% danych.

| 34,15%
13.65%.

T— 30 T— 20 T—0O

34,15% |

113,65%

T+o T+ 20 T+ 3o

|
I
I
I
|
I

1. Prayjmijmy, ze wyniki testu 1Q przeprowadzonego w grupie 500 osoéb maja
rozklad normalny ze srednia T = 100 i odchyleniem standardowym o = 15.
Oszacuj, ile osob z tej grupy uzyvskalo wynik testu:

a) miedzy 85 a 115, b) wiekszy od 115, c¢) wiekszy od 130.

2. Zebrano dane dotyczace wzrostu 200 uczniow liceum sportowego. Maja
one rozklad normalny o sredniej ¥ = 177 cm i odchyleniu standardowym
o = 6 cm. Oszacuj, ilu uezniéw ma wzrost powyzej 171 cm.

3. Zaréwki produkowane przez pewna firme przepalaja sie érednio po 2000
godzin. Przyjmujac, ze zebrane dane maja rozklad normalny, oszacuj, ile
zarowek z partii liczacej 20000 sztuk przepali sie przed uplywem 1400
godzin, a ile przed uplywem 1100 godzin, jezeli odchylenie standardowe
o = 300 godzin.

5.5. Zagadnienia uzupelnigjace
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Zestawy powtorzeniowe

W Zestaw |

1. Oblicz srednia arytmetyczna, mediane i dominante danych liczb.
a) 5;4,3,2,4,3,5, 4 ¢) 8,8,1,3;4. 6, 1,68
b) 9,12, 9, 12,7, 9, 94, 8, 20 d) 4, 16, 13, 5, 7, 16, 15, 4

2. Studenci matematyki zdawali egzamin w dwdch grupach. W tabeli podano
liczby poszezegolnych ocen, jakie otrzymali. Oblicz Srednia ocen z egza-
minu dla kazdej grupy.

Ocena 2 3 |35| 4 |45 | 5§
Grupa I 3 6 D 3 3 2
Grupa IT 0 3 4 6 4 3

3. W ciggu kolejnych siedmiu dni szkolnego rajdu rowerowego przebyto trasy
dlugosci: 26 km, 34 km, 40 km, 44 km, 45 km, 37 km, 26 km. Oblicz srednia

dlugosé trasy przebytej jednego dnia oraz odchylenie standardowe.

4. Wagi urodzeniowe szesciu noworodkéw urodzonych jednego dnia na od-
dziale pewnego szpitala byly réwne (w gramach): 3500, 3100, 2850, 3300,
3550, 4700. Oblicz srednia wage noworodkéw oraz odchylenie standardowe.

5. W klasach Illa oraz IIIb pewnej szkoly przeprowadzono ankiete. Kazdy
uczen odpowiedzial na pytanie: ,Ile godzin dziennie ogladasz telewizje?”.
Wyniki ankiety przedstawiono na ponizszych diagramach. Oblicz srednig
arytmetyczna, mediane i dominante zebranych danych dla kazdej klasy
oraz dla obu klas razem.

[IIa I1Ih
liczba ucznidw liczba neznidw
B 8
T T
.ﬁ . fJ ...................................................
5 f FJ L e D o
_..-_] ."! oA
3 3
2 2
1 I-—] 1
05 1 2 3 35 05 1 15 2 25
czas [h] czas [h]
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6. Oblicz srednia wazona liczb z podanymi wagami.
o) [Giczbe] 2 [ 9 [ 6 | 8 b) [ Liczba| 5
Waga @ 5 1 2 3 Waga (0,1

7. Ocena roczna jest srednig wazona (za-
okraglona do liczby calkowitej) ocen:

za plerwszy semestr z waga 0.4 1 za | | semestr

drugi semestr z waga 0,6. Jakie oceny
roczne otrzymali uczniowie, ktorych
oceny semestralne podano w tabeli?

B Zestaw Il

Uezen

11 semestr

4| B|€
5| 63|25
6|5 |95

S

10 | 12 | 20
11103 | 05

D | E

9 | 2

1. Srednia arytmetyczna liczb: a. b, ¢, d jest réwna 8. Ktére z ponizszych zdan

sg prawdziwe?

A. Srednia arytmetyczna liczb: a. b, c.d, 0 jest réwna 8.

B. Srednia arytmetyczna liczb: a, b, ¢.d, 13 jest rowna 9.

C. Srednia arytmetyczna liczb: a,a,b. b, e, c,d, d jest roGwna 16.

2. Na ponizszym diagramie przedstawiono dane dotyczace wzrostu dziewczat

i chlopcow w pewnej klasie licenm.

liczba uezniow

: HFH WHWH I

160 161 162 163 164 165 166 167 168
[] chlopey [ dziewczeta

160

170 171 172 173
wzrost [cm|

a) Ile dziewczat ma wzrost wigkszy niz sredni wzrost w grupie dziewczat?

5% 10%

b) Ilu chlopeéw ma wzrost wiekszy niz Sredni
wzrost wszystkich uczniéw w klasie?

3. Na diagramie kolowym podano procentowy
rozklad ocen semestralnych z matematyki
w pewnej szkole. Oblicz srednia ocen z ma-
tematyki w tej szkole. Ile wynosi odchylenie
standardowe przedstawionych danych?

25%

40%
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4. Grupie uczniow zadano pytanie: ,lIle godzin 10%
dziennie poswiecasz na czytanie ksiazek?”.
Wryniki ankiety przedstawiono na zamieszczo-
nym obok diagramie. Oblicz wariancje i od-
chylenie standardowe tych wynikow.

5. a) Srednia arytmetyczna liczb: 2. 1, 5, a, 4, 1
jest réwna ich wariancji. Oblicz a. 30%
b) Srednia arytmetyczna liczb: 7. 3, x, y, 8, 5, 6 jest réwna 5, a odchylenie
standardowe jest rowne 2. Oblicz x i y, jesli x < y.

6. Uczniow klasy I1la podzielono na grupy wedlug pierwszych liter nazwisk:
grupa I — od A do K, grupa Il - od L do P, grupa III — od R do 7. Sred-
nia ocen semestralnych z jezyvka polskiego w kazdej z grup przedstawiono
w tabeli.

Grupa I Grupa II Grupa III
Liczba uezniow 12 8 10
Srednia ocen w grupie 3,5 3,26 43

Troje uczniow w grupie I otrzymalo na koniec semestru ocene niedosta-
teczna. O ile bylaby wyzsza srednia ocen w tej grupie, a o ile w calej
klasie, gdyby uczniowie ci na koniec semestru otrzymali ocene dopuszeza-
jaca, a oceny reszty uczniow pozostaly bez zmian?

7. W pewnej kuracji stosuje sie lek X lub lek Y. Lek X podano jednej gru-
pie pacjentow, a lek Y — drugiej. Ponizej przedstawiono dane dotyczace
skutecznosci kazdego z nich (z podzialem na pleé¢ pacjentow). Przerysuj
tabele do zeszytu i ja uzupelnij. Ktory lek jest skuteczniejszy?

Lek X Kobiety  Mezczyzni  Razem
Liczba osob 200 300 500
liczba os6b 30 '? ?
Lek skuteczny - L Ay
procent 0s6b 15% 40% i,
Lek Y Kobiety  MezczyZzni Razem
Liczba oséb 400 s | 7
liczba 0sdb 80 45 b
Lek skuteczny T 7 77 :
procent osob 7 ? 25%

B 220 5. Statystyka



Sposob na zadanie @

W przykladzie bedziemy korzysta¢ z ponizszego wzoru na wariancje liczb:

Ty, Ta,...,&,, ktorych srednia arytmetyezna jest rowna T
3 4ol 2
5 i+ 25+ ...+ x5 .
g7 = — (T)
T
Przykiad

Grupe siedmiorga uczniow zapytano o to, ile czasu kazdemu z nich zajmuje
powr6t ze szkoly do domu. Wyniki przedstawiono w ponizszej tabeli. Oblicz
odchylenie standardowe czasu powrotu dla calej siedmioosobowej grupy.

Dziewczeta ~ Chlopey

Liczba pytanych 4 3
Sredni czas [min] 40 35
Odchylenie standardowe [min] 4 2

Niech ;. xs, x5 1 x4 beda czasami powrotu dziewczat ze szkoly do domu,
a Y1, Yo 1 ys — czasami powrotu chlopcow. Oznaczmy srednie czasy dziewczat
i chlopcow odpowiednio przez Ty i .. Wowezas Ty =401 7, = 35.
Obliczamy Sredni czas T powrotu ze szkoly do domu dla calej grupy uczniow
(jest on Srednia wazong liczb T, 1 7,):

— 4. Tyg+37 4-404+3-35 265 ’ .

T=—tde = 2 = T 3786
Wariancja dla czworga dziewczat dana jest wzorem:

2 .':::f -+ :R% -} ;n% . :I:E

Tqg = 1 = {Td.)

2

Zatem: | ' ' |
2?2 + 23 + 22 + 13 = 4(0? + (T4)?) = 4(47 + 40?) = 6464
Wariancja dla trzech chlopcow dana jest wzorem:
2 2 2
2 _ Yy T U Y -\

or=MABIY _ (5

Zatem: | ‘
yi + 93 +y3 = 3(02 + (7.)%) = 3(2* + 35%) = 3687

Obliczamy wariancje dla calej siedmioosobowej grupy:

2 24adtalital iyl 412402 (o, 64644 a
(.T" = Iy +.‘I.':,:+.‘I-‘d'+ -'1;1 + L +y2 ‘+‘_i,|"3 - [:;}.')j o~ {14&4—;—&58? - (3?186}2 o 1{)1?6

Zatem odchylenie standardowe: ¢ = vo? =~ 4,09 min

Odpowiedz: Odchylenie standardowe dla calej grupy wynosi 4.09 min.
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@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1. W pewnej firmie jest zatrudnionych 10 osob. Ich miesieczne wynagrodzenia
wynosza: 2900 z1, 3100 z1, 3100 z1, 3240 z1, 3290 z1, 3300 z1, 3320 z1, 3750 zi,
5800 zi, 8000 zi. Ilu pracownikéw tej firmy ma wynagrodzenie wyzsze od
wynagrodzenia sredniego?

A. G B. 4 C.3 D. 2

2. Grupie 50 losowo wybranych oséb w pewnym mie-
10% __10%

scie zadano pytanie: . Ile godzin w fygodniu poswie-

casz na uprawianie sportu?”. Wyniki ankiety przed- 0 0%
stawiono na diagramie. O ile mediana otrzymanych

danych jest nizsza od ich Sredniej arvtmetycznej? .

A. 0.1 C. 03 -
B. 0,2 D. 0.4 o

3. Liczby a, b, ¢, d ustawiono w kolejnosci rosnacej, a ich mediana jest réwna 7.
Jesli be = 24, to:

A. (b—¢)2 =0, C. (b—¢)? =100,
B. (b—c)? =25, D. (b—c)? = 144,
4. Rafal przez dwa tygodnie ferii, codziennie o godzi- temperatura [*C]

nie 12, mierzyl temperature powietrza. Wyniki po-

miaréw przedstawil na wykresie (kolorem niebieskim o4 .\ .

zaznaczyl wyniki z pierwszego tygodnia, a kolorem T B G 5 [SE I S e
czerwonym — z drugiego). e
=1 ks

Niech T, oznacza srednia temperature w pierwszym

tygodniu, Ty — w drugim, a T3 — w obu tygodniach. _é i
Wowcezas: i
. Ty < Ty < T, T < Ty <Tpy —Hé——
AFE{J]{I‘{, CJ{LJ{I | 53 45 6 7
B. T3 < T < Ty, D. T <% < T, kolejny dzien tygodnia
5. W tabeli podano liczby z dwoma zestawa- Liczha 10 | 15 | 20

mi wag. H;r::ch 1_ | Uz‘na;-:-.:fa :1*&f11'11e3 tych 1{{:;};{}3 Waga X | 0,5 | 04 | 0,1
z wagami X, a Ty — ich $rednia z wagami Y. ) —
: L Waga ¥ | 0.3 | 1,2 | 1,5

Wowcezas Ty — T, jest rowne:

A. B, B. 4, o & D. 0.
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Przed obowigzkowa matura z matematyki @

B Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Karolina ma z chemii nastepujace oceny: 5, 2, 3, x, 5, x + 1. 5, 3, 2. Oblicz x.
jeshi wiadomo, ze srednia ocen wynosi 4. Wyznacz ich mediane 1 dominante.

Zadanie 2 (2 pkt)
Wynik egzaminu jest srednia wazona punktow Kandydat x|lv|z
uzyskanych z testow: z matematyki z waga 0,5,
z geografii z waga 0,2 oraz z jezyvka obcego Matematyka x| 40 60
z waga (,3. Ile moze wynosi¢ wynik z matema- Geografia 40 | 50 @ 40
tyvki kandydata X, jesli zdal on egzamin lepiej

7 be X “ =
od kandydata Y, ale gorze] od kandydata Z7 Jezyk obey | 60 | 60 | 50

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 3 (4 pkt)

Uczniowie pisali sprawdzian w trzech grupach A. B i C| liczacych odpowiednio
8. 10 i 6 oséb. Srednia ocen w grupach A i B lacznie wyniosla 4, a w grupach
B i C lacznie wyniosta 3. Oblicz srednig ocen dla kazdej z grup, jesli srednia
calej klasy byla réwna 3.5.

Zadanie 4 (4 pkt)
Pewna firma ma trzy zaklady produkcyjne. W tabeli podano informacje o sred-
nich zarobkach w tych zakladach.

Zaklad 1 Zaklad 11 Zaklad ITI
Liczba pracownikow 20 15 15
Srednie wynagrodzenie 4000 zl 3600 zl 4400 z1
Odchylenie standardowe 400 zl 500 z1 Ty

Oblicz odchylenie standardowe zarobkow w zakladzie 111, jesli odchylenie stan-
dardowe zarobkoéw wszystkich pracownikow tych zakladow jest rowne 600 zi,

Zadanie 5 (4 pkt)

W fokarium zwazono wszystkie foki: osiem sameéw i cztery samice. Srednia
waga samcow byla réwna 250 kg z odchyleniem standardowym 50 kg. Sred-
nia waga samic byla réwna 150 kg z odchyleniem standardowym 30 kg. Do
fokarinm przybyly dwie samice wazace po 170 kg. Oblicz érednia wage oraz
odchylenie standardowe wag wszystkich fok przebywajacych teraz w fokarium.

Przed matura
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Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan

Funkcje trygonometryczne kata ostrego
w trojkacie prostokatnym

1. a), b) sina = E.Cmct—é tg o =
ctga = i sin 3 = ,,* cos 3 = E
4 3
tgd =3, ctgB =3
= 5 i
c) sinor = m.cos&l; 5
HE — 12
tga = 5, ctga = =,
sin (7 = i—ﬁ,cosj’: e
tgfi'—il_,}"-.(:tgf =32 )
d) sina = £, cosa = 23
tga = %,ctga:?
sin 3 = 2?_{:055’: %5,
tg 8 =2, ctgl =3
a) 6.8 b) 7, 24
3. a) Ob =125, sina = —}é COS O = ]—53-
b) Ob = 2(4 + V10), sina = 52,
. 3,10
CoBQ = =
1.1. Funkcje trygonometryczne
dowolnego kata
[€]1. a) sina = 2, cosa = 3,
4
|gﬁ—'§(‘tgﬂ’—'§ -
b) sina = L:ﬁ_ cosa = 23
— A _ 2
tga = 5, ctga = 3 ~
c) .‘siu{r:_?cc:'afr—f,
tga = r,:r %
. 2T |
d) sina = =% R
tpoa = 22, ctga = 3_1—?
2. a) sina = 2, cosa = —2,
g = —=, ctgay = —-,1-
b) sina = —2, cosa = 2,
1gr}:=—%.cl.g{.‘r =_—-: -
c), d) sina = —3=2 cosa = —--“%.
— " w —i
tega =3, Lt.ga = 3
3. a) sin 135" = ¥, cos 135" = — &=,
tg 135" = —1, rtgﬂr'— I
b) sin 225° = — X2, cos225° = — %2
tg 225" = 1, ctg 2Ea = ]
¢) sin300° = — %2, cos300° = 1,
. - 3
tg 300" = -3, ctg 300" = —"’;:
B 224 Odpowiedzi do éwiczen | zadan, str. 10-16

Z)1. a) sina = 13, cosa = 75

tga= 2, ctga= 5

. 12 . R
b) sina = — 3%, cosa = —13,
tga= 2, ctga =35
c) sina = —é. Cos @ = -“ZEE,
tga = —f‘i Letg o= —\f?:
d) sina = -3, 0080 = —%,
tga = 32_—3 ctga = /3

3. a) a0 =0°, i1 =45",
oia = 00°, érg = 135°,
oy = 180°, a5 = 225°,
ag = 270°, ar = 315°

‘ 2

4.a)1 b) =2 ¢) -4 .

5. a) Pa(—1,4%), Pﬁ_‘[—%“'-_ 1)
Ps(—1,0), Pr(—%2, —1),
Ps(—3,—%), Po(0,-1),

PILI{E —-\‘—,'II Fufﬁ 3
3

6.a) 3 b)—3 ¢)1+ 8 d) -2

7. a) 11 b) IV c), d) Il

8. a) sina = “‘—4*—‘! COS (= —-"Ed—“i
b) sine = —¥8=VZ cogq = —¥B4V2
c} sing = —2——>= E._lﬁ COS k= rﬁi"jl_
d) sina = "rﬁ_i ¥2 cosa = "%—1‘2

9. a) 2(v2 1)

b) a = ¥POA = 22,5°,

sina = —": COS (¥ = —"E
tga = \/E—l (tg{x—v’—+i

B = $POC = 112,5", sin § = X
cos 3 = —@, tgB=—-v2-—1,
—V2+1

ctg 3 =

1.2. Kat obrotu

1. 390°, 750°, 1470°, —330°, —690°,
2. a) —280°, 440°, 800"
b) —160°, 2007, 920°

c) —4107, 3107, 670°
d) —680°, 40°, 400°

h..‘l

—1050°



. a) 2. 360° + 130°

b) 3 - 360" + 333"

¢) —2-360° + 25°
d) —10 - 360" + 10°
e) 3-360° + 359°30'
f) —3-360° + 35
g) —2-360° + 9745
h) 1-360" + 270°20'

ca) 2 b)) B )l a)1

) V3 f) £ g) 2 h) ¢

. 315° + k- 360°, gdzie k € Z
. a) 225" b) 585"

¢) 1305° d) —855°

4. a) 60° b) 1140° ¢) —300°
5. a), b), ¢), d), e) tak f) nie
6.2) 1 b) 2 ¢) 2

d) V3 ¢) 1 £) V3
g)1 h)—1i)0
i1 k)y—-110
m) —1 11]—“7E

0) -4 p) V3

. a) 390° b) 1110° ¢) 780°

d) 495° e) 870° f) —300°

.a)a=k-180°, ke Z

b) a =90 + k- 180°, k € Z
c)a=k-180", ke Z

d)a=90"+k-180°, k € Z
)

9. a) 945° b) T20°

10. tak

11. a) 207 ecm = 62,8 cm
b) % cm = 261.8 em
¢) 4807 em = 15 m 8 cm
d) 1752007 em = 5,504 km lub
1756807 em = 5,519 km (w roku
przestepnym)

12, 2,25 cm

1.3. Miara lukowa kata

1.
2.
3.

=

a)2 b)1 ¢) L d)in
)F b)3 o) d)Lr o
a) 15° b) 150° ¢) 144°

d) 342° e) 336°

I=

a T | ¥ | %
sin o 1 EEE 1;:
tg o b;j 1 V3
cte o V3 1 *TP*
a) 2 b) & o) V3
d) 2 e)0 )0
g % h)j i)
[Z]3. a) g7 b) 1w ¢) ¥«
d) -7 e) -7
4. a) 135° b) 105° c) 320
d) —405° e) —780°
5.a) 2 b) 1 ¢) 2 d) V3 e) ¥

1.4. Funkcje okresowe
[€]1. T =2, f(100) =2, f(100%) = 1

2. a) T'=2, f(~11) =1, f(80}) = 3,
f(103) =1
b) T'=4, f(—11) =1, f(803) = 1,
f(103) = —1

@1. a) £(33) = 1, f(42) = 3, f(—48) = —1
b) £(33) = 3, f(42) = 1, f(—48) = 1
4.8 o oyh bbb

x\\

w l
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6. a) 100 b) 20200
.17T=1

0 4 12

1.5. Wykresy funkeji sinus i cosinus

CZas [a:]

Odpowiedzi do éwiczen i zadar, str. 24-29

. a) ——=X

. a)z=2km, kel

b)r=3+km kel
¢c)r=mw+2knr, kel

. osie symetrii: z = kr. k € Z,

b) (—m;0), (;2n)
¢) (0;7), (2m;37)

. a) 0dlam e (—oo;—1) U (1;2c),

2dlame {-1,1},

4 dlame (—1;0) U (0;1),
S5dlam=0

b) 0 dla m € (—oc; —1) U (1; 00),
2dlame {-1,1},

3dlam=0,

4 dlam € (—1;0) U (0;1)

¢) 0 dla m € (—oo; —1) U (1; 00),
2 dla m = -1,

3dlam=1,

ddlame(—1:1)

d) Odlam € (—oc; —1) U(1;00),
1 dla m = -1,

2dlam=1,

4dlame (—1;1)

a) 157 b) 0

Funkcje parzyste i funkcje nieparzyste
1. a), b), ), g). i) nieparzysta

c), d), e), h), k) parzysta
1), 1) ani parzysta, ani nieparzysta



1.6. Wykresy funkcji tangens i cotangens

. (B2,0), ke Z
3.
4.

a)—3 b) § ¢ -3
a)r=-—-%+km kel

b)x = vg—-i—.li:ﬂ. kel

D =R\ {kn:k €2}, f(D)=R,
miejsca zerowe: £ = = + km, k € Z,
maleje w kazdym z przedzialow
(km;m+ km), k € Z,

asymptoty: x = km. ke Z

(££,0). ke Z

7. a) —v3 b) -1 ¢) -2

8,:a) x=

T+hkm kel
b)r=—-F +km kel
c}r:—%-i—kﬂ',kEZ

)=k ke L

bjz=Z+kr, kel %ﬂ'
{:}:ﬂ:—%—i—kﬂ',kEZ; %?T
dz=-Z+km, kel; %'ﬁ
e}ﬂ:=%—|—kw.k€z; %ﬂ'
f) x=—%+kmkel; %?T

2.a)e=Ir b)z=-3x
¢)z=2Lr d)o=Lx
e)x=—Lx f)a= L7

3. a) 10m b) 77 ¢) %ﬂ'
d) 97 e) Fx f) 8«
g) 7m h —‘"-,f*.lr

4. a) v~ &g
b)x~ Lx

5.a)z=—3_mWT=15,2= 77
bja=—Imzr=%a=2%nr
c}m:—%w,m:%ﬂ,:ﬂz%ﬂ

1.7. Przesunigcie wykresu funkeji o wektor
1.

.a),c)r=—Z+km kel

b)r=—-5+kn,keL

a), b) f(D) = (=1;1), T =2n
¢) /(D) = (~20), T = 2n

d) §(D) = (~4;§), T =2n
e) f(D)=(-2;0), T =2r

£) f(D)=(1;3), T =2r

h:|1

.a) D=R\{%E +kmkelZ}

f) D=R\ {& +kmkeZ}

¢) D=R\{%+kmkeZ}

d),

e) D=R\ {km: k€ Z}

a)z=X+km kel

b)x =

— Stk kel

c)e=5+km kel
d]:rz—%+k7r,.’fEZ
e)x =2+ km kel
f)z=Z+km kel

.a) D=R\ {Z +km:k e Z},

x=—-Z+km kel

b) D =R\ {-Z+kmkeZ},
x=%+km kel

¢) D=R\ {5 +knm:kel}
z=—%+kn kel

.a)r=Z+km, kel

Odpowiedzi do éwiczen | zadar, str. 31-36
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2. a) f(D) = (2:4) b) f(D) = (1;3)
c) f(D) = (-3-1) d) f(D)=(0:2)
e) f(D)=(13) [) f(D)=(—4-2)
3. a) f(D) = (0;2)
SRR RS URERERR RN

e N

4. a) D=R\ {km:k € Z}
b) D =R\ {27+ km: k € Z}
¢) D=R\{$+kmkel}
d) D=R\{—Z +kn:k € Z}
e) D=R\{E +kmkelZ}
f) D=R\{-Z +km:kel}

e

|

1

|

)

|
i i i
P

1

|

|

Odpowiedzi do dwiczen | zadan, str. 36

Al T =—3n, 3= —

__:;_.,__:___,_;|:|_.§._§__i._-__

— |t e | e sy b — B i e e e Ca i e e g}

.a)z=F+km kel

byr=Z+kr kel
c)rz=—F+km kel
de=Z+km, kel

.a)z=5+hkm kel

be=Sr+hkr, kel

b))z =—sr,0=—

c) .T-=——?T,.'I‘=—%?T.:L‘



ﬂ}

1.8. Przeksztalcenia wykresu funkeji (1)
(€] 1. a) niebieski: f, f(D) = (—3; %

zielony: g, g(D) = (—1;1); <
czerwony: h, h(D) = (-2;2)
b) czerwony: f, f(D) = (—3;
zielony: g, g(D) = (—1;1);
niebieski: h, k(D) = (—2;2)
2. a) f(D) = {—3;3), amplituda: 3
b) f(D) = {—4;4}, amplituda: 4
¢) f(D) = < } a.mplituda =
d) f(D) = (-
E} f(D) = (-
f) (D) —<
3 a]

3

amplituda: 2

}

%, 1), amplituda:
9)
12

amplituda:

o

s L s e L e " PELRYY O
_...a._.....,;_..*...._....g....;_...;_..'-_,...,.

— e e ek Al = e e — i —

2. a) f(D) = ( zz} h]f{p}_( 11y
¢) f(D)=(3:3) d) f(D)=(-3;1)

4. -:'11=4,ﬁ2=:3£.ﬂ3 -2

amplitudy - fi: 4, fa: % fa: 2

i e e e e e e i,

Odpowiedzi do dwiczer | zadari, str. 36-38
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&) a=6 B)a=+3
c) a=—v3 d]a=—6\/§

— 9. Tylko wtedy, gdv funkcja f ma miejsca
zZerowe.

1.9. Przeksztalcenia wykresu funkcji (2)

[l T = %, miejsca zerowe: & = ’“T" kel

2. niebieski: f, T' = 2,
miejsca zerowe: ¥ = £ + km, k € Z;

czerwony: g, 1' =,
miejsca zerowe: x = J + "TW keZ
zielony: h, T = 4,

miejsca zerowe: t =7+ 2kw, ke Z

BN 530 Odpowiedzi do déwiczen | zadan, str. 38-41



6. a) T =2n,
miejsca zerowe: & = 2km, ke Z
i i | ‘Y4 i i

|

L (S S
! |

| . i
I |
i e i
IR 10 ]
[ |
i i i
I |

b)T = I,
S . _ k=x
Iejsca Zerowe: &I = ==,

e) T =1,
miejsca zZerowe:

b) T
c) T'=3
d) T = 4, f(D) = (—3;3)
e) I'= 3w, f(D) = (-44)

£) T =4m, f(D) = (-2;2)
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2. a), b) T=m,; f(D) = {~1; 1} c) Dy =R\ {m+ 2km: k € Z},

c),e) T'=m, f(D)=(-2;2) flz)=0dlea.x = 2kr, ke &, Ty =2n;
d) T =Z, f(D) = (-3;3) Dy =R\ {37 + 2km k € Z},
£) T'= 2m, f(D) = (-1;1) g(z)=0dlazx=Z+2%n ke LT, =2
50} o s b BT d) Dy =R\ {3kn:k € Z}, f(z) =0 dla
! L LY a=3r+3km kel T =3m
ot Dy =R\{% +3kmk €2}, g(x) =0

dla z = Y7+ 3km, ke 2,1, =3n

Ruch po okregu

v 2= 1072 km/h

. 4 razy

okato 10,2 obrotu; 20,47 rad/s

. predkosé liniowa: okolo 6,28 km/h,

=
.

B Lo b

predkodé katowa: 2 rad/s

1.10. Przeksztalcenia wykresu funkcji (3)
l.a)T'=%

4. a) wartod¢ najwicksza: 3,
wartosé najmniejsza: —1
b) wartosé najwicksza: 1,

wartos¢ najmniejsza: —5
5.a) A=2 B=2C=1
b)A=—-1,B=3,C=-1
¢) A=—1,B=6C=—3
6. a) Dy =R\ {37+ 3km: k € Z},
flz)=0dlax=3kr,. ke Z, Ty = 3m;
D, =R\ {(3k + 2)m: k € Z},
glx)=0dlax= 3 +3km, k€ Z,
1, =3
b) Dy =R\ {% + &k e Z},
f@)=0dlaz=E4 keZ Ty =3
Dy =R\ {&:k € 2},
gla)=0dlaz=2+2 kel

G
Iy =3

BN 332 Odpowiedzi do dwiczen | zadan, str. 42-45



2

+kr:k e Z}

BALS

2. a) Dy

3. a) nie jest
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.a) T =, f(D) = (0;1)

: ]D;-_R\{E—E—LTLEZ}

I
IR
}
|
|
H17
I
|
,:_

b)F 2? f(D) = (0:1)
c) 1 I{D}-{ 2)

f(D) = (0;4)
& f(DJ {0; 00)
2m, (D) = (0;00)

€(2;3) b)ae (-1;0)

I II lI
Il

d) T
e) 1
f) T'=
a) a

c) a € (—1;0)
- a) b) f(D) = (-1:1)

c) f(D) = (1;3)
d) f(D) = (0;2)
e) f(D)=(-3:1)
f) f(D) = (-2:4)

.a}ﬂ:E{lAﬂ' :'r—I—Zh:rr} REZ

Cdpowiedzi do éwiczen | zadan, str. 46-47

. |tgx|=1dlaz € {-In

}.LE(I.,# -+L1rr} kel
: : B:3 & el | e R R K

e
i

. 0 dla m € (—o0;0),

4 dlam e {0} U (1;00),
Tdlam=1,

8 dlam e (0;1)

a) f(D) = (=3;3), g(D) = (0; 3)

b) f(D) = (0:2}, g(D) = (0;2)

c) f(D) = (=5:—1), g(D) = (1;5)
d) f(D) = (1;00), g(D) = (1;00)
&) £(D) = (~%i-1), (D) = (1; )
f) f(D) = (0:1), g(D) = (0: 1)

.a)ac (0:3) b)ae(l;2) ¢)ae (2;,x)

d) a € (0; ) e]aE{a,l} f]ﬂE{;,l}

ﬁ 1
—ir 4“ =i
l i) T
reh Ol T},
1
T T

tglz| =1dlazxe {-%r,—3m,

PERTI TRt TTPE PORT ReTir s i (AP P P PP [T PO
ey it R P e o e



11. b) 1.11. Tozsamosci trygnnumetrycznc

[€]6. a) cosz = %, tgx =—3, ctgx = 3
b) sinx = —1'1_,_? tgr = ;‘—’2., clgr = 12
c) cosxr = — f, tgr = -—5;—'1,
ctgr = —/2
d) cosz = ¥B gz = — L8
oo — . VAB
ctgxr = —5=
. a) sinz = —_-I%, CcosT = -i%_. ctgr = %
b) sine = X2, cosa = 25 gy =2
_ A0 _ _ 3/10
c) sinz = %=, cosx = — ==,
ctgex = —3
3 - 17 _ 417
d) sinx = mﬁ’il;,cm;r_ A
tga:=—%
a) sinx = fTﬁ, tgx = —+/15,
15
-::tg'r=—-"%u
b) sine = — 2 tgx = V15,
ctgr = L2
5 25
¢) COB L = —3;—_ tgz=—==
~t:fg:r;.‘=—5’2—fE
d) cosx = EIP, tgx = —3, ctge = —3
a) cosx = %, t._g:l: = 3‘;—5. ct.%m =22
2y3 2
lub cosx = —=3=, tga = — =,
ctg;r:—'.!'qﬁf
W owe=1 fer=—3 age=—§
lub cosax = —%: tga = 2,
5
ctgr = 3 -
c) sinz =42, tgxr = -2, ctgr=—23
: 5 /5 5
lub sing = —%2, tgz = 2, ctgao = 22
d)sinez = 2, tga = 3, ctga = 2

lub sina = —-\‘;‘j tgxr = —1, ctgx = —2

A S | e) cosx = 5, tga = 5, (‘li',‘.’;. =
b) D =R\ {Z +km: k € Z) lub cosz = -2, tga = — 4,
Yl Gl dy cgr=—%
— —— J‘E f) $lt:tm=%.;1gm=—%;ctg:f:=—$%
o—q n—a lub &in 2 = ~& tgr =32, ctgr = &

g) cosx = } tgx = —V 15, ctga = --“%

¢ D=R "“L Z 15
) \ €2} lub cosz = —1, tgx = V15, ctgz = 2

i i 3l o i
e :. -_-.. '.: :. 1{ : '.: :-. c_ h] Hin T = % g:r — éﬂﬁ? {'lga_ = 3%

2421

lub sina £otga =22,

.-'—..-_.1
i P
(tgu"".- 5

. -

db'iﬂl' i
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=
6. a) sinx = L2 (os'c——l},ﬁ,crtg:r——ﬁ
b) sinx = —35—5 Cos T = %, ctgx = —2
W .r'r_' > [
¢) sinz = L2, cosx = £, ctgz = B2
s 3y/13 _ _2/13
d) sinx 5, CO81T e
tgx = 3
7. a)sinet = 2 cosx =2 ctgxr =12
5 i 3
lub sine = —2, cosw = —2, ctgr = 3
; AT
b) sinx = —'{}—;tﬂhd“——%,
ctgz = —% luhsmm-—ﬁ,}&,
wa.t——‘flT,{*ig:t —%
— X == F T 1
c) sinx 15, cose =35, clge = — &
lub sinx = {3, cosx = —ﬁ,{lg:,——
. fE
d) sinz = =, cosz = 'a ,clgx =2
. 5 25 P
luhs-nn::.-:-—‘”_;’ cosr = —2L2 ctgxr =2
5 5 )

8. 1'52 T+ ctg2 =T, tg3 4 (:t.g3 r= 18

Przyblizone wartosei funkeji

trygonometrycznych

2. tak

3. 7 ' n -
sin ey 0,309 0,434 0,707
COS 0 0,951 0.901 0.707

1.12. Funkeje trygonometryczne sumy
i roinicy katow

[€1. a) Y2 1), ) VB2

I 336

2.2) ¥ b) L2 ¢) -1 d)0
5. a) sin2a = 2, cos2a = — £
b) sin 2a = ]lgg,cmg:u:_ié%

6. a) sina = 3.;5., COS (¥ = ii—’fﬁ
b) sina = @‘_ S = lfsui-fmfﬁ
8.a)2—v3 b)2+V3 ¢) —2—3 d)

. a) sin(30° + 3) = i“-ﬂ,
sin(60° — 3) = ?—V—'-*—l
a/is
b) sin(30° + §) = 255,
A0 _ 8344
sin(60° — §) = — =
¢) sin(30° + 3) = ﬁ,
sin(60° — ) = 2312
d) sin(30° + §) = —Z4IV3
7-24y3

sin(60” — 3) =

a0

Odpowiedzi do dwiczen | zadan, str. 52-61

—V3

2v3--+6
.ﬁ *

2. a) cos(45° +8) =
cos(60° — 3) = :a-t;.fﬁ
b) cos(45° + @) = 42,

cos(60° — 3) = M
3. a) sin(a+ ) = — 5, cos(a+ ) = —4L
b) sin(a — 3) = ﬁ%i‘
cos(a — 3) = =2
¢) sinfa — 3) =0, cos(a+ 3) = =&
6.a) 3 b)) o) & d) 3
7. a) sina = -'"_—?. cos o = -ﬂ}j tgo = i?j
b) sina = —¥2 cosa = L2 tga = —XL
¢) sina = 2, cosa = -—"’TE_, tga=—2
d) sina = —-";{—ﬁ-, Cos o = 1;5 tga = —\/2
8. b) sin 5 = @, cos 5 = z;,_ﬁ
9. a) sin %:L‘;-‘ 0s § = 248
b) sin 5 = “Tﬁ cos § = —%ﬁ
10. a) f(D) = (—vZV2)
b), ¢), d) f(D) = (- Jﬁ
11.a) 2 b) 1 ¢) -1 d) —
12. tg(a+ 8) = —v/2, ta{q -8 = _L?
1.13. Wzory redukcyjne
@2 8) —F b) -1 c)1 d)§ e) - ) -
B -F)1)-F k-3¢

(z] 2.

) YRR ) 18 o) YAERE
d) Bt o) YIS gy _vE01
5. a) -1 b) L2 c}—ri
a) V3+2 b) 3
f] Va3 g) 1l h}l 1}2
7.a) 1 b) —3v3 ¢)2v2 d) 0 ¢) 2 f)
9. okolo: a) 0,7986 b) 0,6561 «¢) 1,5399
d) —0,7547 e) —0,7660 f) 1,3764

Exﬁ d) -2 e) -3



1.14. Réwnania trygonometryczne (1)

S 2kw .

[€] 1. a)e=%+ =% kel
h]:.:':-g-—i—k:rr, kel
c) .'r:=%+%’"_.ﬂ:=-—%+%,k€ﬁ
dzr=%+kr,z=%+kn, kel
) o=+ 8, 20 4 B,
fle=5+hkne==F +hkn, kel
glx=%+8kz="3+8k kel
hya=3+2kz=%+2k kel
i)z=2+ka=2+k kel

2. a) 557 b), ¢) 25«

3.a) 12 b) 16 ¢) 8
d), e), £) 9

da)ea=—-2+5 kel
h]$=%+k7kEZ
c) :r:=—§+%,$=%+%,fc€z
dz=—-F+2%knm, =3 +2km, kel
e)r=—%+4 kel
f]ﬂ:=%?r+kT“,kEZ

5. a) 2r b)dm ¢) &

(Z] 1. a]:v=§+%’-1kEZ
b)ea=—-Z+2km,e=5+2kr, kel
G}EZI—I.E-TT+J?TT?:I*=%?T+E1W, kel
dr=n+4km,e=2r+4kr, kel
e)z=—-Z+2kmax=n+2km, kel
f]r:%—k%kw,m:?—;—}-%kmkéz

y. a];ﬂ=-—ﬁ;+%’3,k'€z
bjz=%+5 kel
R 1 kT 1,
c}m-;—i——z—-,ﬁ.f‘iz
doe=%+%2 kel
e) -.:~=—§-:r+-zmr, kel
flo=—-%+% keZ
.a)z=Z+% kel
L k - kx ;
h]:t:—ﬁ—i-T,:ﬂ_l—;?r—i-T,LEZ
c}m:—%—{—kﬂ,ﬂ::%—i—kmkl—fz
d]r=5§-,kez
e}:rz—-gw-{-%z,ﬂ::%—l—%’l,kéz
fla=Z+hkma=5 kel
da)r=5+4 r=3r+ 5 kel
bje=—¢t+ka=¢t+k kel
c)e=F+kmar=F+kn, kel

5.

a)zr=—%+2km,z=kn, kel
b]:r:=—§+‘2#ﬂ,m=§+2kﬂ,
=3 +km kel

d]:r=~3}'-+k?r,:ir=%+5},kEZ
e)x=—% +km,x= % +km,

.'1.‘:1ii'-'iT_. kel
=5 +knm, kel

6.a)z=-Z+hkmax=km kel
b];l:.':%*f-k:rr..m:k'rr, kel
c)e=3+kmar=km kel

T.a) -7, 0, L, in. 7, 27
b)~%, -, %, 5, dm, In
§) —2m, %, —%, %, 3, In, br, I, b
d) -7, -2, —%.,0, %, 37, 7, 3m, 37, 27
e) —m, —%. 0, 2m, m, &, 27
£) —m, —%:}?r, —Lm, %, —57m, —5, 0,
%'ﬂ'. %?r. 27

8. a) a =%+"'T"‘,LEZ
bja=X+4i a=kr kel
¢)e=2%+kmax=Sn+kn
r=I+5 kel

1.15. Réwnania trygonometryczne (2)

[€]1.

a)::=—2|—“+2kﬂ'._ .1:=2T'-'+2k?r._,
x=2km, kel

b)z = —23" + 2k,
x=2 4 2%n kel
c)z=—-S+km kel

d) 2 = — 3 + 2%k,
.r=2-3'5+2k7r.kEZ

ca)r=2+4+2 kel

b),c)rx=F+kn, keEZ
dr=n+2km, kel

a) & = I + 2km, x = 27+ 2km,
r=2k+1)m, kel

b)x =—% +2km, x = £ + 2km,
r=%+2km o=3n+2%m kel
c) @ = & + 2km, ;r=§-7r+ 2k,
z=(2k+ 17, kel

d) z = § + 2kr, v = 37 + 2k,
x=3n+2%n, a=Ir+2%n kel
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a) 0, m, 2w

b) 7 %ﬂ'n %7‘-5 %ﬂ f—;ﬂ‘, ;—zﬂ' %?T 47
c) %71’._ —;:rr, %n—, %n‘

03 dn 3 4r

a)x=% + 2w, &= +2%kn, keZ

b) r = 7 + 2km7, LEZ
¢) z=—22 + 2km, ® = — % + 2km,

e) z = (2k+ 1)w, & = —Zn + 2knm,
x=2r+2km keZ

fle=%+kmoe=5+km kel

a)x =% +2km, x= 3+ knm,

m=;3 +2km, kel

b) x = — 27 4 2kn,

t=—-Z+2kr,x=Z+km kel

c}z:=2?r+2ﬁ:r x = £+ 2km,

:r—{% +2km, ke Z

d) x =5+km kel

e) x = km, x = % + 2km,

m:—% +2kn, kel

f]£=-+k7r,1—§?r+k?r,kEZ

a}:r= + 2km, @ = 2m + 2k,
% +2k'.rr,m—g?r+2hr,AEZ

h}:.:* b kel

c]:.:,——g—i-k?r.:l::%—i-kw,
t=%+km, kel
d):tr=-.’}+kfr,ﬁ:EZ
e)z=3n+hkm,z=km kel
fle=Z+km kel

a)0, 5,27 b) 3, m c) &

2 A 5
d) . 57 5™ 37

e o
e} %71’.. %‘ﬂ', W, 3T

1 1 b T k| 11
f} My 3Ty, g g, 5T, § T

.a)x=2kw, kEZ

byr=—-Z+2kn,x=Z+2km, k€l
c}:.r:zv-% + 2km, £ = T + 2km,
:r::%?r—l—ﬂ.!.:ﬂ'.kEZ
d}m:kn,m:%#—i—?kw,
r=3n+4+2%m kel

4

a) —% b) —ix
c) —%:rr d) —-%Tr
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T.a)z=2km,z =X+ 2km, k€ Z
b)x = 2km, z=(2k+ 1)m, k€ Z
c}:r::“:—l“',kEZ
d) z = Z + 2kn, :n_{2A+lJ7r kelZ
e)r=—S+hkro=5%+5 kel
f];}:—g—!—?ﬁ.n,mw;w—l—;‘:hT kel

Suma i roznica sinusow,
suma i roznica cosinusow

L a)z=khknm,z=2kr, kel

h}m——iw+kﬂ',m=—%+kﬁ.
fim= '-: kel

¢) & = —2w+ 2km, 2 = —F + 2km,
x—”+— r=Z%+2%km, kel

d}.:,~—-%—|—"‘—;7-_u' i kel

2.a) 1 b) 2 ¢),d) L2

1.16. Nieréwnoéei trygonometryczne
[€)1. a) @ € (3= + 2km; 3% 4 2kr), k€ Z
b)x € (—3F + 2km; 4F + 2km), k€ Z
¢) v € (& +2kmE + 2%n), kel
2.a)z€ (—F+km%E +hn), kel
b)ee(—E+hkmE+knr), kel
ze(E+kminrtkn), kel
3. a)z € (5 3n) U (3m3n)
b}-TE{wi""'}U{ﬁTw“)
c) z € (0; F) U (3m; 3n) U (Fm;2m)
4. a)pe (3 + %x, Br 4 ) Lel
b)xe(—ﬁ+ﬁ,m—ﬁ+kw],kez
c) x € (—F +2km L +2kn), kel
dyre(-Z+i24+5) kel
5.a)z€(—F+kmF+kn), kel
h};rE{%+va;§+k.rr}?kEZ
c)re(-FT+kmZ+kn), kel
d)ze (S +hkminthm), kel
6. a) x € (3 +hm; T+ km)U
U(S +hkm 28 4 kr), ke Z
b}me(—1+£;—;-g+%¢],kez

1
b};rE [1& B}U(i“?%“}u{ﬁ_m%ﬁ
U (3 §m)



a)z € (—3m+42km in+2kn), ke
b)w € (5 +2kmin+2kn), kel
¢) z € (—2x+2%m 2n+2kn) kel

ca)r € (—E + 2kmLr+ 2kn), kel

b)z € (—57 +dkm 2n + dkn), k€ Z
c)x€(—g +kmZ+km), kel
d) z € {-—g?rdr- Ak %-rr + dkw), kEZ
e) 2 E(~F+knig +hm), kel
f)ac(ir+hikmnt+kr), kel

.a)ze{f+2kmkel)

b)z € R\ {2km: k € Z}

c) z€ R\ {km:k € Z}
d)ze{Z+kmkel}

e)x € R\ {Z +kmkel}
f) x € {km: k € Z}

) & € (~m~2m) U (=5 3) U (3ri)
b)ze (—5m—F) U (5:57)

¢} z € (—m—-im)U(-F:F)U(imn)
&) 5 € {mi—8x) U (=51 5) U (Bmim)
e)z€ (-pgm-—Hr)U(-Hm-F)U
O (85 5m) U (B 4m)

f)ae (—fm—2m)u(-im-%)U

U (% &m) U (3mgm)

a) z € (5;:4m) U (3mqm)

b) z € (§:3) U(§m 37)

¢)z € (0;53)u(3m3n)U(Im2m)
djze(5:5)uU(53n)u(fminu
U{gﬂlga}

U{IE 3w U (Bm2r)

€ (Fmm) U (m; 37)

.ﬂ]IE{ +Ir?r13+ﬁ.?r} kel

b)ae (3r+kmin+hn), kel

a :a:E{—rr,—Iw)U{I,;ﬂU{ ™ 3m)
b)z € (—m—F) U (§m gm) U (Fm3m)
aae(0:5) b)ze(Zi3)U(imn)
c) & E (E;%} U (%‘n’ 'n'}

a)x € (% +2km; x4 2kn), kel
b]i;E(% +2k?‘r1%7r+2k?r>?k€z
¢)x€{—Z +2km, T 4+ 2kmkeZ}

10. a) x € (£ + 2km; & + 2km) U
U(Z + 2km; 27w+ 2kw), k€ Z
b) € (37 + 2km; 3n+ 2kn), ke Z
¢) z € (3x + 2km; (2k + D7) U
U((2k + 1)m; 37 + 2kw), k€ Z
djxeR

11. a) z € (—% +kw;g+kw),kez
b]ﬂ:E[—§+k7r;—§—t—k?r)u
U(km; T +kr), kel

1.17. Zagadnienia uzupelniajace
b) =% ¢) =%

G
b) ix ¢)m

b)g e)-F 4%

ol o
L
T T gt

wid =g =9

Zestaw powtdrzeniowy I
L a) 27 b) 7 ¢) &7 d) 2n
2. a) 108° b) 157,5° ¢) 100° d) 165°
3.a)0 b) ¥22 ¢)
d) —"T"’ e)8 f) —
4. a) 2 b) —4 ¢) &3
d) -1 e) =3 f) —%°
5. a) a € {345 .—1.] ', 15°,165° }
b) a € {—165°,—15°,195°,345%}
¢) a € {—305°, —55",55%, 305"
d) a € {—235°, —125%,125°, 235°}
e) a € {—275°, —95°,85°, 265"}
f) o € {—265°, —85°,95°, 275°}
6. a) o =225 b) a=315° ¢) a =135
d) @ = 315" e) a = 150° f) a = 240°

7.a)x=2x

_1
2
1
7]
va—1

b)g=§x, =%
Jar==%Z =27
d]:t:——;i;vr.::: -
e)r=-F, =%
E};r-%rr,*r:%w
g) z=3r

hyz=—3m ax=—%nr
). ¢). d) 287 b) 32x
B.a)xm%rr bjr=-%,z=3%
¢)a=2ra=4Yx
dyaz=-2m,2=-1I
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10. 8
11. a) f(D) = (1;3), brak miejsc zerowych
b) f(D) = ({-2;0),x = £ + (2k + 1)m,
kel
¢) f(D)=R,a=Fr+kr kel
d) fiD)=R,z=km, kel
12. a } cosa = —%? lga = —% ctgoa = _1_5:2'
b) sin o = —%._ tga = -,1 clga = %
c) cosa =—24,f1_ tga = -"|—2 cgaf—E\#’_
d) siney = — :5 tg o = —+/15,
ctga = — 42
. = 1o — _ 3/10
13. a) sina = — 432, cosa = —228,
ctga = 3
R TV 1 _ _3/13
b) sina = S3=, cosa = —=35=,
ctga = —-%
¢) sina = —fﬂ COS o = i,?‘- ciga = —%
d) sina = -‘f;-“-, cos o = "“fé_” tga = 3
14. a), b), ), d) tak
17. a) 0 dla m € (—o0;0) U (2; 0),
1dlam=20,
2 dla m € (0;2)
b) 0 dla m € (—oc; —3) U (1; 00),
1dlame {-3,1},
2dlame (—=3;-1)uU(=1;1),
ddlam= -1
c) 0dlam € (—o0;3) U (2;00),
2dlam= %._
3dlam= %
tdame (1;3)
18. a) m € (—2;4)
b) m € (—4;00)
¢) meE {%, l}
Zestaw pﬂwtérzeniuwy I
La)l b)) ¢)o d)1 e) -2 f) 2
2. a). b) tak ¢). d) nie
4. a) c:o&% = —2, sinz = —£,
COSE = —3=, I = E
i _ 48
b) sin § = —3= ,sm:r —v%i,
cosT = —:j. tgx = W5
5. a). b) X ¢) 0
6. sin2r = -—l;—ﬁ-, cos2a = 1
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11
12.

13.

7.a) -2 b) -1 ) 2
8. a) sindx = -'i”“ﬁf cos 3x = '2‘;_?'5,:
1y - 53 " [ - B
b) sindz = —=¥=, cos 3z = -5
10. a) 0 dla m € (—o0:; —2) U (0; o),

2 dla m € {—2.0},

4ddlame (—-2;-1) U (—1;0),
Sdlam= -1

b) 0 dla m € (—o0;0) U (2; 00),
2 dla m € {0.2},
4dlame (0;1)u
S5dlam=1

¢) 0 dla m € (—o0;0) U (3; oc),
ddlam=3,

Gdlam=0,

Sdlam e (0;3)

d) 0 dlam € (—o0; —1) U (2; 00),
1dlam=-—1,

2dlame (—1;2)

e} 0 dlam € (—oc; —2) U (2;00),

2 dla m € {-2,2},

4dlame (—2;0)U(0;2),
Sdlam=0

£) 0 dla m € (—o0;1) U (2;00),

4 dla m € {1,2},

8dlam € (1;1+2)u(1+%E;2),
9dlam= l—I—-“;—‘q

g) 2dlame R\ {—1},

(1;2),

Jdlam=-1
h) 2dlam e R\ {2},
Jdlam=2

i) 0dlame (—1;00),
2dlam € (—o0;—1)

a)l b)3 ¢)1 d)2
a), b) flx) = cos2x

c) flx)=0
a)e=—L+3kma=%+32km, kel
b) = 5w +kr,x= :;r—I—LW,LEZ
c)z=—F+kmaz=F+km kel
der=5+4 kel
e)r=5+km, kel

f) 2= —Fm RT#
u‘=—%+%’1,k€z



14. a];nz—-:'.{- +2%km,x =% +2km, kel

b)e=—%+2%kn, k€2
c)e=2k+1)r, kel
de=2+% kel
e)x=%+2km kel
fla=Z+2%mae=323r+2km kel

15.a]:r:"T",I.EE
b}::.'=%+T kel
ar=3+4 r=km kel
d)z=—% +2kn, = 3 +2km,
z=km, kel
c};r:=§+j":T“,kEZ
f) x = —% 4+ 2km, x = § + 2km,
e=km, kel

16. a) 0, %, m, q?r 2r b) £, m, z"r

17. a). b), d) -2, 2 ¢) —1, 1

18. f(D) = :]:,—i-}
£ I[[.'!;%JI L {%’ﬂ‘; %?TJ L
19. a] T e {ﬂ; %

(3ms27)

—1511.':271'}
20. a) (0; %) U (%;w)

m—gm) U(Fi§m)
c) [—1.';'[1] U(0; ) U (m; 27)

c)ze€(Imin)

Zadania testowe

1.D 2.C 3.A 4A 5B 6B T.A
8. C 9.C 10.D 11..C

Przed matura z matematyki
na poziomie rozszerzonym
1. 131 |:- -32)

2. 069 (::.iﬂ)

3. 554 ( i‘iﬁ)
4. 083 (a = &)
5. 0 dla m € (—oc; —=1) U (1;00),

2dlam e {—1,1},
ddlame (—1;0) U(0;1),

Sdlam=20
By s~ 5 5 B s
7. 87
B.x=—-I4+kmar=S+kmae=kr, kel
ﬂ.flE( } ( 'rr)

10. {—}'+A'r,1?r+k?r} kel

2.1. Odlegloéé migdzy punktami
w ukladzie wspotrzednych

1. a)2 b) 13 c) L& d) 5
2. Obpape =15+ EV/E_),
Obaper = V26 + 5v/2

3. a), d) nie jest b), e) jest
4. a) rownoramienny i prostokatny
b) réwnoramienny
¢) nie jest réwnoramienny i nie jest
prostokatny
d) prostokatny
. POQRS
2. a), b) CD
¢) |[AB| = |CD|
3. a) jest b) nie jest
. a) przystajace b), ¢) podobne
5. a) Ob = 2v/5 4+ 4v/2 + 6,

5o N
wysokoscei: 4, 3 e

b) Ob = 210 4 62 + 4,
wysokosci: 6. 242, ﬁm

6. a) Ob = 4,/10, 1A(T| = w"
|IBD| = 2?2, h = &8
b) Ob = 20V/2, |Af:| = 6v/5,
|BD| = 25, h = 32

7. a) (2,2), (4,6) b) (1,5), (6,0)

8. B(4,0), D(-1,5)

9. D(—6,8) lub D(%, %

10. a) y = —t2® — 2

b)y=Ha*— 2o+
1. a) y = z2° — T2 + §

b)y=—F5a’ 22+ 2
12. a) 2 = 13" + 1

b]:r:—%yg—'zy—l

2.2. Srodek odcinka
€)1 a) S(2,1) b) 5(5.-3) <) S(§,—§)
2. a) H{—T,—lrl} b) 2v/34 ¢) 24/10
3. A(-1,6), B(-5,-2), C(3,2),
AQ:x=—-1,BR:y=2+3,CP:y=2
da)y=22+L b)y=22-5
c) y=-3a+1
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o

il T

a)5 b) 2v5 ¢) 2,5
a) B(—8,1) b) B(8,9)
c) B(—10,-3)

a) 2¢/10 b) 642

|BO| = 62, |AC| =2v2, P =6
a) 161/5 b) 201/2

a) Sac(8,2), Sen(8,2), jest

b) Sac(4%.2), Sep(43,1

7. §(3,2), D(7,5)

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

a) y = —%JJ-I—E-. y=6xz—5y=23
b)y=32e+2 y=—ta+1.
y=—Tx—2

24

a) P=20, Ob=8/5

b) (—4,—8) lub (3, -1)

a) A(5,5), B(1,1) lub A(1,1), B(5,5)

b) A(16.14), B(8.8) lub A(R,8),
B(16.14)

a) B(—1,-1), D(3,7)

b) B(13,-7), D(~3,9)

a) B(2,0), D(—2,4)

b) B(—5,—6), D(11,10)
a)y=-3z+3

b)y = 3w —2

a) B(£,2

b) A(2—-v2,v2), B2+ v2,~V?)
C(4,15), AB:y = —Ilf;-.r, — 1,
BC:y =8y — 17

A(-2,1), B(6,-3), C(2,5)
B(6,-2), D(0,4), P =12

2.3. Odleglos¢ punktu od prostej

[€]1.

2.

a) Z\a@h 5
a) da = V2,dp =0, de = 32
}du-'l.—‘/_1 dﬂ_vll'_!

C)E.':i_ ;ﬁdﬂ—ﬂ'ra,d(.':[}

.a}d 80 p—16
«,.FEP_la

04

a) 2v2 b) 3F ) 155 q) §T
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%), nie jest

F*‘.'-“'F‘P"‘

48429
ca)da =808 gp—

Em@ nie jest
b}d{—dh‘a—-—d jE'ﬂ

¢) dy = 5, dg = 73, nie jest
dag = '—%_t dap = 'i:-
dﬂc B2 dep =8

10, P = 60
a) 8% b) 15

a) 5w b) 25w

h“.ﬂ

a) AB||CD,d= 1, P =385
b) AB || CD, d =310, P =75
a) y=a+ 102 lub y =z — 10/2
b)y=x+3—10v/2

luby=x+3+ 10+,/2

8. a) 6 b) 60
9.a) y=V3z+4 b)y=—-07x - 15

10.

a) 25 b) 1

Pole trojkata w ukladzie wspolrzednych

1.

a) 14 b) 26

2.4. Okrag w ukladzie wspolrzednych

[€)1.

':".H:

a) a* + y* = 25, 12 punktéw
b) z* + y* = 4. 4 punkty

¢) % + y* = 2, 4 punkty

d) 2% + y* = 5, 8 punktéw
a) 22 + y* =36

b) 2* + y* = 64

. a) r=13, z? +y? = 169

b}r=3v”§1 e 4y =18
¢) r=+4l, 22+ =41
d)r=2v2 22 +y* =8

a) (r—2)+(y—5)°=9

b) (¢ + 7+ (y—6)* =1
c) {:r:+4)2+{y+3}2=2
a) S(2,5), r

b) S(—3:3), r=%

c) S(0,—%), r= J"J
d) S(v2, vﬁ}, r=2v2
e) S(—=5,-9),r=15

f) S(11,0), r = 3v5

.ayzt+ (gy+1)2 =

b) («+3)* + (y+1)° =
¢) (z+1)°+(y—1)* =10



10.

.a) (z—8)*+2 =8

a) (z— 1)+ (y+2)® =4, tak
b) (z+ 1) + (y + 3)® = —2, nie
¢) (z+1)°+ (y+3)* = 10, tak
d) (z—2)°+ (y—2)* = 0. nie
e) 2 + (y+ £)* = 1. tak

£f) (x —5)% + (y — 1)* = 25, tak

ca)(e—1Y +(y—3)2=4

b) (2 4+6)*+(y—2)° = =
¢ (x+5)°*+(y+1)*=20

.a)(z—24+y*=10

b) (. —2)* 4+ (y+3)° =8
¢) (z+5°+(y—-2%* =25
a) Ki: (z—4)2 +92 =1,
Ka: (2 — 4 4+ 9% =4,

Ks: (z — 4}2 o yz =9,

Ky (x—4)2 44> =16

b) Ae K3, Be Ky, C € K,
c) 62,5%

) (-4 +w-2°%=9

b) (2 —1)* 4+ (y —2)* =20
¢) (z—1)*+(y+1)*=25

] 1
b) (v +4)" + (y+2)* =12
a) S(3,-2),r=>5

b) §(4,3), r = 6

c) 5(-5,~2),r =6

d) 5(6.—2), r =6

e) 15'{%_.2]_. = %

£) S(—4,1), r=4

a), b), d), f) jest

c), &) nie jest

a)me (—2;2)

b) m € (—oc; 5)

c)meR

d)me (-1;1)

e} 'm € {—ooi =1} U (2ico)
£) m € (—o0; —3) U (5; o0)
a) m=-5, m=23
b)m=-2m=4

1

c)m=0m=3

a) (z —8)* + (y+2)* =45
lub (z + 4)* + (y + 2)* = 45

b) (z—1)*+(y+1)* =20
lub (z+1)* + (y — 1)* = 20
¢) (z+2)°+4* =25
lub (x —6)* 4+ (y — 4)* = 25
d) (z4+4)* + (y —6)° =26
lub (z — 2)° +y* = 26
1. a) (z — 1)’ + (y—2)* =20
b) (x+4)*+(y+2)* =45
12. a) (x —3)* + (y —4)* = 40
b) (z — 2)% + (y — 4)% = 50
13. (x—4)*+ (y+3)* =25
|

U §(-%,-3),r=""

Okrag wpisany w trdjkat
1. a) (3,—1) b) (-2,-1)

2.5. Wzajemne polozenie dwoch okregow

1. a) |5:152| = 2, brak punktéw wspdlnych

b) |S152] = 5, 1 punkt wspolny
c) [5152| = 4, 1 punkt wspdlny
d) |5:52] = 2v/2, 2 punkty wspdlne
2. a) 0 punktéw dla r € (0;2) U (12; 00),
| punkt dla r = 2 lub » = 12,
2 punkty dla r € (2;12)
b) 0 punktéw dla » € (0;3) U (5; 00},
| punkt dla » =3 lub r =5,
2 punkty dla r € (3;5)
¢) 0 punktéw dla r € (0;3 — /3)U
U (3 + v/3; 00),
| punkt dlar =3 — /3 lub r = 3 + /3,
2 punkty dla r € (3 — v3:3 + v3)
d) 0 punktéw dla r € (0;22) U{:l%:_oo)._
1 punkt dla r = 2% lub r = -‘.l%._
2 punkty dla r € (‘2%; 4%
3. a), b) rozlaczne zewnetrznie
¢) przecinaja sie

@1l ro=3,r4a=8 rg=11, P =487

2. Po=167, P, =87, P=8r—8
3. a) 0 punktéw dla r € (0;3) U (T; 00),
I punkt dla r € {3,7},
2 punkty dla r € (3;7)
b) 0 punktéw dla r € (20; oc),
I punkt dla r = 20,
2 punkty dla r € (0; 20)
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3. ¢) 0 punktéw dla r € (0;3v/5 — 5) U 4. a)1 b)0 c)2 d) 1

U (3v5 + 5;00), 5. a) 0 punktéw dla m € (—1;19),
I punkt dla r € {3\.#"5 —5,3v5 + 5}, 1 punkt dla m = 19,
2 punkty dla r € (3v/5 — 5:3v/5 + 5) 2 punkty dla m € (19; 00)
d) 0 punktéw dla r € (0; v2) U(Tv2; 0), b) 0 punktéw dla m € (—9; 16),
1 punkt dla r € {+/2,7v2}, 1 punkt dla m = 16,
2 punkty dla r € (V2; 7v2) 2 punkty dla m € (16; 00)
4. a) stvezne zewnetrznie 6 a)y=1y= —-L + ":, d=4
b), ¢) styczne wewngtrznie b) y = %:r. —1,y=3z+7 d=2v/10
d) przecinaja sie @)1 a) V5 b) 5 ¢ M d) 2410
e) rozlaczne wewn@t.rerie 2. a) d = /B, 2 punkt_v
f) roztaczne zewnetranie b) d = 2v/5, 0 punktéw
5. a) d = 10, m = —252 lub m = 28 c) d= THO‘ 2 punkty
b) d = 13. m = —35 lub m —:81 d) d = 3, 1 punkt
)} d: : i/:.; m—_lleu_bﬁn:r_ ﬁ;b 3. T] 0 punktéw. (ila r e (0;2),
punkt dla r = 2,
m = 57+ 8v/41 2 punkty dla r € (2;0¢)
8. (3, % b) 0 punktéw dla r € (0: 2v6),
7. a) 1AB| =17, |AC| = 6, |BC| = 5, 1 punkt dla r = 26,
yi=4. rep=3 rc =2 2 punkty dla r € (2v/6; oc)
b) |AB| = 10, |AC| = 8, |BC| = 6, ¢) 0 punktéw dla » € (0;24/5),
Ffa=06,1ra=4r1rc=2 1 punkt dla r = 24/5,
8. 5(%1 .V;‘__'*) 2 punkty dla r € (2v/5; x;];
9. a) (& —4)% + (y—3)2 =1 d) 0 punktow dlﬁl-:* € (05 ),
b) (z— 4)° + (y— 3) = .l punkt dla r = =,
lub (2 — 8)2 + (y — 4)% = 1 2 ])l_fnkt.}' dla rIE (=
da)a’+(y—1)y° =5
2.6. Wzajemne polozenie okregu i prostej b)z® + (y—1)* =
1. a) 0 punktéw dla r € (0;4), 5.a)x=—9lubx=7
1 punkt dla r = 4, b}.’." —5 J—-llllb.:z]\/_-l
2 punkty dla r € (4; o) c)r=-5v3—-1lubax=5/3-1
b) 0 punktéw dla r € (0; 2 + v/3), d)

I punkt dla r = 2+ V3,
2 punkty dla r € (24 v/3;00)

6. (3,-2) lub (3,2) lub (7,-2) lub (7, 2)

7
c) 0 punktéw dla r € (0: 3 — V2), 8

9

(g =8P+ y—-2) =20

9. _ 3. _ 9

1 punkt dla r = 2 — /2, -ﬂ}y——l.r—l-ih]y;?c—:z

Epunkl_}*dlareig—ﬂ;mj ca)y=lLy=—3z—3

d) 0 punktéw dla r € (0: v/2), Bly=1Ly= _!131 + lﬁl.

1 punkt dla r = /2, ﬂ}y=%11+2,y:2:c+5

2 punkty dla r € (v/2: x) 10. a) (z —4)* +(y—5)>=25
2. a) 2y/21 b)8 ¢) 225 b) (& —5)* + (y — 12)* = 25
3.a) (z+ 12 +(y+22%2=25 11. a)m =125 b) m =1

b) (x —4)*+(y—1)*=18 12. y = 3a, y =2
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13. a) y = 3z, y =2z
bjy=-2z+10,y=-2r+ 20
14. a]y:—E.y:T‘iT%—%‘}

b)y=—3c— 2, y=3r+4
16. a) (x —4)*+ (y—1)*=10
lub (x +2)* 4+ (y —3)* = 10

b) (-2, m”} lub (—1,4)
7. y=32-§,y=
y=2x+5y

'—:E.I."‘|" :.?'1
= —2¢+5

2.7. Uklady réwnan drugiego stopnia

€l a)z=-3,y=—4lubr=3,y=4
b) x =2, y= -2 c) sprzeczne

2. a) 2v/2 b} 24/10

3. A(—1,-3), B(3,-1), C(1,3), D(-3,1)
4. (5,4), {—z, 3), (—1,—4), (6, —3)

b8 2=1,y= —vV3lubr=1,y=+v3

bja=0,9=1 &) 2=0,9=0
6. a) 0 dla m € (—o0; —2v/2) U (2v/2; 00),

1 dlam e {—2@,2\(@},

2dlame [—Eﬁ;ﬂﬂ}

b) 0 dla m € (—o0; —9) U (1; 00),

1 dla m € {-9,1},

2dlame (—91)

¢) 0 dlam e (—o0; ),

| dla m = %.
2dlame (2:00)
d)2dlameR

Fll.a)z=1,y=3lwbe=-3,y=-1

b)e=0,y=8lubz=4,y=4
¢jz=0,y=—-2lbx=5y=3
djz=1lLy=-1lubz=5y=1
ejz=-l,y=1lubz=1,y=1
fle=-—3;y=1lbez=1,4=3

2. a) (4,-2), (—4,2)
b) A(=6,0), B(2,4), C(0, —2)
lub C(—4, 6)

3. a) (=3,1), (1,5), (5,~7), (9, —3)
b) (z— 3) + (y — 5)2 =
(0,4), (4,2), (6.6), (2,8)

4. (—1,—1), (0,4), (5,3), (4,~2), P.= 26

a) V2 b) 2v/5 ¢) 52

10. a) (x —

b)a=—1, y= %
Iubr=~%,y=if
e)e=A4d.9=D0

d)az=0y=0be=2 y=2

e)r=—-3,y=—dlubzx=3, y=—4
flza=-l,y=1libz=1y=1

7. a) 6 b) 2y/2

8. a) 8 b) 15

9. (z+2)°°+(y—-1)7*=25
lub (# — 7)* + (y —4)* = 25

2 +(y—1)°*=5

lub (x —3)* +(y—4)* =5

b) (x—1)*+y* =14

lub (z +1)*+ (y—2)* =4

¢) (2 — 1508T)% 4 (y — LIT)2 =
lub (x — JL}2+{ —“]—}

d) (x—2)*+ (y—4)* =
lub {$—3}2+{y+1}2=‘13

11, a) 0 dla m € (—o0; —2) U (2; 00},

1 dlam e {-2,2},

2dlam e (-2;2)

b) 0 dla m € (—oo; —1) U (3; 00),
l dla m € {—1,3},
2dlame(—1;3)

¢) 0dlame (—2;2),

1 dla m € {—2,2},

2dlam e (—o0;—-2) U (2;00)
d) 0 dla m € (—o0;0) U (4; 00),
1 dla m € {0,4},

2 dla m € (0;4)

e) 0 dla m € (—3;3),

I dla m € {—3.3},

2 dla m € (—o0;—3) U (3;00)
f) 0 dla m € (—oc; 1),
ldlam=1,

2dlam e (1;20)

2.8. Kolo w ukladzie wspolrzednych

[E]1. a) (z—1)*+(y—1)*< 25

b) (x — 1)* + (y — 1)* < 100

c) (z—1)°+(y—1)* <8

d)(z—-1) °+(y-1)7°%<17
2. a) 25w b) 17w
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3. a)

[Z]1. a) K; b) Ky, K2 ¢) Ky, K2, K3 d) K3

2. a) ! !
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. A

] t 1yt <16 A\ B
(x+2)° +y" >4 *

b) :-5'2+y2‘;-25
(x—4)+y* <9

(-2 +(y+1)°< 16
(x+2)°+@w-1)7*< 16
.a) ANB

PEONE DT AT E 0

ot By by e

| @ +2P2+7 21
i y<ax+2

) +y¥ 21

L1..r3:1:?—ril

w0 Dhibubuitecsin wikiosaeh
bl | L .. [@1. a) 4B = [5,—1], BC = [2,—4],

: A0 = [71 -5]
b) AB = [-2,-6], BC = [-5,3],
AC = [-7,-3
a) [5,4] b) [-7,—1]
a) [3,—2] b) [5,6]
a) [-6,—5] b) [0,5]
a) @ -7 =[1,-8], 7 -7 =[-1,8]
b) W —-7=[-3-7,7-%=[37
6. a) [-5,—8] b) [9,—1] ¢) [-14,0]

d) [23, 3]

oo e
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8. Ten sam kierunek i zwrot co wektor

10.
(2] 1.

a)a=3 b)a=—3
T
Ten sam kierunek co wektor o

ale przeciwny zwrot: 72, 75.

a)5 b) 13 ¢) 3v/2

a) 7 b) 58 ¢) 0 d)5

a) jest b) nie jest

a) P(6,9) b) P(0,-3) ¢) P(4,5)

d) P(3,3) e) P(6,9) f) P(—4,-11)
a) D(3,5), |AD| = V31

b) D(3,—3), |AD| = V41

¢) D(5,—3), |AD| = /82

d) D(—1,8), |AD| = 11

a) ten sam kierunek, przeciwne zwroty
b), d) ten sam kierunek i zwrot

¢) rozne kierunki

a)m=>5 b)me{-1,1}

¢) me {—2,0,2}

8. a} T =[-12,16] b) T = [-42,62]
T = [-6/10,2V10]
b) .= [-20, 200
11. a) [—2,2] lub [2,-£]
b) [ﬂgl}] lub [—i?“.—%?]
12. a) =2, f = —1
b)a=-12 =12
) o= ]”4. 8= I%
d)a=-10, 3= -3
13. a) m =
b) nie ma takiego m

Tloczyn skalarny wektorow

2.

a) 45° b) 90° ¢) 150° d) 90°

2.10. Wektory — zastosowania

1
g
3.

f.."l

a)2 b)1

a) 20 b)5 ¢) £
8(m — 2)

a) tak b) tak

a) A(7,-1), C(-5,1), D(-1,-3)
b) A(—2,—2), B(6,2), C(8.6), D(0,2)
¢) A(-3,2), B(2,-3), C(4,1), D(~1,6)

d) A(—4,-3), B(4,-1), C(10,5), D(2,3)
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(2] 2.

10.
11.

a) 1AB = [2,1], P(-1,-1), Q(1,0)
b) $AB = [6, -], P(—4,2), Q(2,-2)

¢) 4B =[5, 3], P(13,
a) A(—1,—2), B(8,7)
b) A(5,—5), B(1,7)

a) P(0,1) lub P(2, —
b) A(12, —151) lub A(19, —26)
a) C(6,3), D(0.1)

b) A(4,—1), B(2,3), C(—6,3),
D4, —1)

v '_!';:%:I'I-FQ-ZE:,’Q:—I—'E,

y=—4z —11

a) A(—3,-2), (3,1)

b) A(10,15), B(14, 11)
c(-1,2)

a) (f:3

b) B(7,5), C{4,6), D(2,5)

b) C(—4,1), P=9
(~3.6), (5,2)

2.11. Symetria osiowa

[E]2.

lII‘..-"

kwadrat: 4, trojkat réwnoboczny: 3,
prostokat: 2, koto: nieskonczenie wiele

a) A'(0,-3), B'(3,0), A"(0,3), B"(—3,0)

b) A'(1,2
B"(4,3)
c) A'(-5,—1), B'(1,—4), A"(5,1),
B'(—1,4)
a) A'(-2,
D'(0,—3)
b) A%(2,1), B"(=2,=3), C"(—=4,-1),
D"{U.E}

Ki(z-3P+(@y-1)7%=4,
K''(z+3)*+(y+1)* =4
a) K': (x+3)°+ (y+2)° =

K": (x—3)* —I—I[y z}i 16

b) K': {2 +2) + (y— 4)? = 13,
K" (z—2)* + [y+-l} =
c) K: 2 4+ y* —6x+4y + 12 =0,
K22+ y*+6x—4dy+12=10
d) K': 2* + 4% + 20 — 12y — 12 =0,
K':22+y?* -2z +12y—12=0

), B'(—4,-3), A"(-1,-2),

—-1), B'(2,3), C'(4,1),



1. a) OX b) OY ¢), d) nie sa

a)8 b)2

. a) (x—1)% 4+ (y + 1)* = 25, nalezy

b) (z — 2)* + (y — 2)* = 41, nie nalezy
c) (x+ 3)2 + y* = 4, nalezy

d) (z 4 1)* + (y + 4)* = 40, nalezy
a) s’ +y —6r—2y—3=0, 12
b)z? +y? +8z+4y—5=0, 24

a) (x—1)* + (y —4)° —?
b][a’—-)+{+18 = 16

c) (z—1)"+ (y+2)* =16

2.12. Symetria srodkowa

2.
&

rownoleglobok, prosta, kwadrat, odeinek

a) A'(-3,2), B'(2,1), C'(1,-4)
b) A'(-2,2), B'(—1,-3), C'(3,-1)
a) 24 b) 6

5. (x—5)°+ (y+3)° =

a)z*+y  —6x+2y+1=0
b)z®+¢y° 4+ 2z —4dy—11=0
e)ax?+yi—dz—2y+1=0
d) 2+ +4da+6y—12=0
a) 10 b) 2/17 ¢) 20 d) 2v/2|a|
22.4

5. a) (—1,—1), (1,1) b) (=1, —4), (1,4)

({8

o) (=1,2), (1,-2) ). {=8,=2),(3,9)
a) 8(m —2) b) 8(37 —V3)
c) 6(2r —3v3) d) 12(27 — 3v/3)

y=3z,y=-22—10,y=—-2x+10

2.13. Zagadnienia uzupelniajace

1.

a]:a:_—— H_E
bjy=z+2,y=—x+4

c]y:—ﬁa:.ar:-\‘;i:r
dy=-1
a) (x —8)* +y* =16
b) (z —6)* 4+ y* = 16
Ty 2
o a*+(y+3) =%
)y = 2a*+2
2

r=—1y* + 1, gdzie y € (—2;2)

a) V5 b) 2V3 c) v5 d) 615

8.a)(x -4+ (-2

10.

11.

a)24 b)6 ) 3

d) 514
2= 16
b) (z+2)%+(y+1)* =36
) -2+ (y+ 5P =1
(0,0), k= —-21ub (-4,-4), k=2
(-3 +y’=1

lub (z —3)* + (y+2)° =1
a) (z4+6)°+(y—3)"=9
lub (z —6)* + (y+3)* =9
b) (x+3)*+(y—3)* =9
lub (z—3)*+ (y+$)*=9

Zestaw powtorzeniowy [

1.

i U o

a) |[AB| =85, |BC| =10, |AC| = 15;
wspotliniowe

b) |[AB| = 8v/5, |BC| = 4+/5,

|AC| = 4V/5; wspétliniowe

¢) |[AB| =10, |BC| = 10, |AC| = 14V/2;
niewspotliniowe

d) |[AB| = 6v/2, |BC| = 3v/2,

|AC| = 9v/2; wspolliniowe

a) réwnoramienny i prostokatny

b) prostokatny

a) S(4,4) b) S(—4.4)

(=1,0), (—=5,-2), (—3,—6)

|AD| = 5, |AE| = /5

a) (1 — 28 _3_ 1{5)

(I+2?J 41;-1:!)
b)y=3or -2, y=—3r+8
a) (z + 4)% + 3% = 25,

{1? ﬂ}? { 9,{]}, {[}1 ‘-]"‘}? {ﬂe _3}

b) (z — 2) + (y — 3)% = 25,

(—2,0), (6,0), (0,3 — V21), (0,3 + V21)
¢) (x4 1)* + (y — 2)* = 16,

{_2"/@_ ]?l—}]1 {2\"@_ 1~D}r {U?E_ m]*
(0,2 + /15)

d) (z+3)°+(y+4)° =1,

nie ma punktow wspolnyeh z osiami
uktadu wspoélrzednych

a) (z—-1)2+(y—-2)"=4

b) (0,2 — V3), (0,2 + V3)

Q) ir V3
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10.
11.

12.

a} == 2, g =2 |f‘i.‘1.|"{-g| = 2,

przecinaja sig

b] fi=l.ra =2, |I‘irl.-"‘-f2| =1,

styczne wewngtrznie

a) me (—2;2) b)me (—2;1)

== 5
a) H‘F.——:'g', m=z
. N
bym=—-3, m=3

alm=9m=49
by m =64, m = 144

Zestaw powtdrzeniowy 11

1.

a) (6,2), (x —6)*+(y—2)* =40

b) (2,1), (& —2)* + (y — 1)? = 25

a) P(4,6) lub P(—4,—2)

b) P(0,—6) lub P{6,4)

a)y=—1a+3%, y=—22-3,y=3z+17
b)y=—3z-33,y= %J-"-I-*'ﬁ_, y=zr—12

4. d=41ly=—2+2V2 iy = —a+6V2

10.
11.

12.

13.
14.
15.

a) m=—6lubm =6
b)ym=2lubm=26

a) (z+2)*+(y—2)*=2
b) (x —2)% + (y +2)* = 20

* Et} {29 _5}: {89”? (_4.1?}

lub (2, —5), (8, 1), (6.—3)
b) (=6.1), (%,-1), (6,7)
lub (—6,1), (0, -5), (6,7)
A(3,-1), B(2,0), C(~2,—4),

4+ 0+ 5= ¥
33

2

{_21”

a) (z+3)° + (y+2)°=16
b) (z—3)*+ (y—2)* =

c) {m—u}l—F—{y—i-ﬁj =
d) (z—5)°+ (y—6)°* =

a}y——q7+a1y——'];“-—5§"
b) 4

m =4

a) 2,25 b) 23 -1

a)y=x+5 b)y=3x+10

Zadania testowe

1.C

22C 3.B 4A 5D 6B 7.D
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

1. 13

2.5

3. (x—4)*+(y—-1*%*=9

4 (r—4)>2+w-37°=4,d=6
5. P=32 k=800

6. y= 3o+ 2

8. A(6,—2). B(—2.4)

9.

(2—3)*+(y+1)? =17, (-1, 1), (7, —

Przed maturg z matematyki
na poziomie rozszerzonyin

244 (10v/6)

316 (v/10)

392 (6/3)

42

2V2

m € (—8;9)

(—1,-2), (5,4), (—1,86), (—3,4)
A(—2,-1), C(5,7), [8.4]

m=1

e N

3.1. Pojecie ciagn

[€]1. a) an = 2%, ay = 512, a1p = 1024

h} iy = {%]”, g = 5%, ain = ml—“
¢) Gn = (1", s =—1,
d) a, = — ‘

2. A: ayr = 34, ajgn = 200
B: 17 = 3_. dipnp = 3

)

=1

S.a) ¥§ ¥ B} b obdoFoEE G

@
b X
ol ] T SEIN NG



(2] 1.

3. ¢c) Y
(2
4.9) G109 a5 2 ' | I
1] 1
b) S8, 4 . : o .
0 as 1]
c) {4 (i {1 s s

0 1

a) ar = 13, as = 15, as = 17, @10 = 19

h}a?:ﬁ,ﬂ:a:

1 o 3
E? ﬂ-g— 131H1U_ 20}
{::I 7 = ]7, flg = l!:}T g = 23, o = 249

3.a) a1 =14, a2 = 141, a3 = 1,414,

as = 1,4142, a5 = 1,41421, ag = 1,414214

b) a; = 1.7, a2 = 1,73, as = 1,732,

aq = 1,7321, a5 = 1,73205, ag = 1,732051

¢) a1 =3,1, a2 = 3,14, a5 =3,142,

as = 3,1416, a5 = 3,14159, a5 = 3,141503 [Z)1.

4.2)4 b)6 ¢) 8 d) 22

3.2. Sposoby okreSlania ciggu

[€]1. a) 2,3, 5,6,7, 8, 10

b) 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59

2. a) ay = %~ az = % ag = %, Q4 = %
Elu—%
b)a; =0 ﬂ-2=%1ﬂ3=%’ﬂ_’=il_%
@10 = 157
'l:] ﬂ-l—-].,ﬂg:—%_aa__é G4 = —
Qi0 = —35

d] (18] =[L az = 4‘ az = ]3. 1y =48,
B.8) a1 =les=—1a5=1; aa=~1;

h:l a; =2, a: = —41_. az =8, a4 = —Iﬁ_.
flip = —1024

c)ar=-1,a2=2,a3 =-3, a4 =4,
aio = 10

d) ay = —4, az = 8, az = —16, aq = 32,

g = 2048

e)a; =0, az = %, iy = ——é._ ay =
=
11

oo

ain =

19
a0 = —37

H) G = Qi b) a, = n? — 1

(;] Oy = {_1)1‘1 . .*12
d) ap = (1)t 8"
E} dn = ‘v’ﬁ

_ '3
f} @n = 031

= 1
g) On = s
= 1 41
h] On = ni{n-+43)

.a)ay =2, a5=3,a5 =4

b] g = S? an = 27_. g = 4
c)ag=0,a5=-1, a5 =0

.a)ay =0;a, >0dlan e {1,2,3}

b) brak wyrazéw réwnych zeru;

an >0dlane {1,2,3,4}
c)az=0;a, >0dlan=23ineN
d) brak wyrazéw rownych zeru;

ap, >0dlane {'1,2, 3,4,5,6}

a) 2, 6, 10, 14, 18

b)2, 2 0, -4, —10

¢) 1; 2, 5,12, 27

i) 2.2, 18, —48, 650

1
a] 11 bR ".}1 1! %
b) 0, 4, 0, 16, 0, 64
c) 2,2, 6, -% 10, P;
d) 3.4, 1,16, 1, 36
a} By, = j::-;i

1
b) a, = Eno1lEnt1)
c) an = (=1)" - 3

d)a, = Yn+1
E} n — Sy

Bn41
14 _:Hll
f} ay = 4

2.3

. a) az b)ai. az ¢)a

d) brak wyrazéw réwnych zeru
e) az, az f) a4, as

Odpowiedzi do éwiczer | zadan, str. 147-151
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10.

11.

12.
13.

14.

a} @102, ..5 05
b) az,as, ..., ay

¢} brak wyrazéw ujemnych

)
N a} s h] 3, €4
)

C ﬂ._1k+|_fulfp€z
a)yne{l,2,...,5}

)
b)n € N, \ {3,4,5}
al a1, dz. g

)
b) a1, az, as

C} Iy, b2, 23, 06
a) a, = —3n+ 3
- 2
b) a, = =sn+1
l::} Gy = —%n.-!— 9

a) an = n® —6n+5
h] 01,02, 000y 7

tan = —2n° + 8n

2

an = +n cag =9, ajg = 25,

1
azy = 100
a) an = —n° + 6n, ag = —16
b) a, = -;—-n"’" =
¢) an =n® + 2n —

n—4, as =20
4, ag = 76

3.3. Ciagi monotoniczne (1)

[€]1.

@1.

I 352

a) np. a, = 104 <
b) np. an = —+
3} a1 =4, as=1,a3=0, a4 =1,

as = 4; nie jest

]J:I iy = 3._ fa = fi. iz = 3. iy = U.
a5 = —5; nie jest
c) ay = —1, az = =5, az = —T,
a4 = —7, a5 = —5; nie jest

a) fb% b) AT

n=42n
2n-3

2
c} "-2':;-2F|+7 ]

a} 5 = g = 4
b) az € (2;2), as € (2;3),
as € (2;3) i as < ae
a) np: 2 8,2, 2, 1% I;3
b)np. 2, 2, 2, -1, -1, -1, -2, =2
}nz +2n b) —n® 41 ¢) 2
2r?-|+ﬁj e) 5= 1'1=. :1:?:1—_'11

2nf44dnis —2nt_dn42
E} 248 h] 2n 4dnt1

Odpowiedzi do dwiczer | zadan, str. 151-158

10.
11.
12.

a) 1,
) 5,
) 8, 2; 1,
i3, .5, 12, 21
€)0.-1,0,38

f) 7, 12, 15, 16, 15

a) malejacy b) staly ¢) rosnacy

S e
16° 26

=
o=
- |

gl
¢
Wil

"1 21
H ‘]- ;

|

7]

L]
I:‘-t\.fl
'

(=W

B E<T k5 elk=1

a) k€ (3;00)
b) k€ (—oo; —1)U (1;00)
c) k € (—v/3;V3)
a) nierosnacy dla t = 9,
niemalejacy dla t <9
b) nierosnacy dla { € (—3;3),
niemalejacy dla t € (—oo; —3) U (3;00)
¢) nierosnacy dla t € (—o0;0) U (2;00),
niemalejacy dla t € (0; 2)
a) k € (—oc;0) b) ke (0;1)
c) ke (—1;0)
ajp<3 b)p>0c)p<?2
1

a) np. a, = —n b) np. ap = —=+

n
a) np. an = —n
b) np. @ =n—>5

3.4. Ciagi okreslone rekurencyjnie

1. a) a4

=0,a5 =-1,as=0
b} @2 = 15; as. =31, as = 63
c) as = 13, a5 = 27, ag = 53

alaz =—1,a3=—4, ag = -7,

as = —.I.[L ag — —13

h} iz = —ﬁ,. a3 = —12, g4 = —2-’1.

a5 = —4%, ag. = —96

L‘-} agz = 1._ a3 = —]._ a4 = —9, a5 — —35._
g = —115

d} Iy = 3]—21 13 = %, 4 = 1_. as = 16,

g = o112

e) az =3, a3 =T, ag = 46, a5 = 2112,
ag = 4460539

f] o=z =a4=as=ag=10

a)az =2,a4=4,a5 =6, as =10

11, ag = 18
cJaz=0,as3=-1,as =1, ag = 2

d} az=0,a4==-3, a5 =-4,a6 =7

h}ﬂsz-’l,ﬂqu,ﬂﬁz



5. a) a1 = 3, @n41 = an + 2,

ans1 = 220, dlan > |

b)ar =2, any1 = an +2n+1,

il = %E%*—Ea” dlan =1

c) a; =6, a1 = an+4-37,

Ant1 =3dandlan>1

) ai =1, g1 =0a + 2 [ =T,
ant1 = —an dlan 2 1

e} ai =1, Gnit=ta + 141,

ant1 = 22a, dlan > 1

f] ) = 2,

Gntl =an +Vn+2—vn+1,

any1 = /22 a, dlan > 1
.a)az=4,a3 =0, as = —8, as = —24,

2 liczby dodatnie

b)as=—183=3, ¢1=—8,as=11,

5 liczb dodatnich

'E} sz = 4, fy = 1, 4 = —T, s = —22,

3 liceby dodatnie
d] tp = []? Iz = 1, iy = 5._ 5 = 1*-'1,
8 liczb dodatnich

—_ . T 2RO
ﬂ}a2—n,ﬂ.3—ﬁ'1ﬂ.4—ﬁ!{15_ﬁ!
8 liczb dodatnich
f) ﬂ2=5:ﬂ3=’-‘7?ﬂ-4=—4.a5=[},

6 liczb dodatnich

2.a)4 b)3 ¢)6 d) 2
3.a) —4 b)52 ¢) -1 d)5

4. a) 2 = 20; malejacy

5.

T

3
[¢]1

b) @ = ; rosnacy
a) =1 lub 0 b) =2 1lub 1
.a)0 b)2 ¢) 2 d)2

.5. Ciagi monotoniczne (2)

.alen=2n,a0=2, =4, ca=6,c4 =8
h] hn=—-2,c1=c2a=c3=03=-—2
&) n =n2 — 1, 6 =0 a=3 =15,
¢ =15

CB) el =13,00.=10; 6 =13, &4 = 19;
nie jest monotoniczny
b)ei =—11, 2= -2, ¢ =5, ¢s = 13;
rosnacy

. a) np.

c) ¢1 =12, ca = 24, ez = 36, c4 = 48;
rosnacy

d] oy = ﬁ! o = %1 Cy — %¢ &4 = ]_vf'l
rOSNacy

. a) np. an =n, b, = -+
b) np. @y = b, = —=

cjnp.an=n—2,bp =n-3

2 ;
dn =0t KB =n

L

1 o
iy = A bu ===

b) np.

1. a), ¢). d) rosnacy b) staly
.a) a € (0;m) b)ae (3mim)

. a), b) nie jest monotoniczny

¢) niemalejacy d) rosnacy

8. a) ke (—oc;—1)U(2;¢)

b) k € (0;50)

. a), ¢) niemalejacy b) nierosngcy

3.6. Cigg arytmetyczny (1)
1. a) r = 9, kolejne wyrazy: 30, 39

b] r= % kolejne wyrazy: ‘l;l I_+3

¢) r = —4, kolejne wyrazy: —5, —9

. a) an = 2n, az = 40

S | T — AT
b]ﬂ-u—i"n'i"é'-aﬁﬂ—_.}"'

c) an=-—n+4, axn=-16

.a)an=2n4+2 b)a, =5mn-10

1 21
) an = —qn+ 5

. a) r = —6, malejacy, a, = —bn + 15

_ 3
h]?'—-x,

¢) r =0, staly, a, =2

rosnacy, an = %ﬂ. +1

.a)k=5 b)k=—-1lubk=3
.a)as=3m+ 10, a5 =4m + 12;

rosnacy dla m > —2,

malejacy dla m < —2,

staly dla m = -2

b)as =2m -9, as = 3m — 12;
rosnacy dla m > 6,

malejacy dla m < 6,

staly dlam =6

e) G4 = 3m? — 2, as = 4m® — 3;
rosnacy dla m € (—o0;=1) U (1;00),
malejacy dla m € (—1;1),

staty dlam € {-1,1}

Odpowiedzi do dwiczer i zadan, str, 158-165
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10.
11.
12.
13.

d) ay = 3m — 2m?. a5 = 4m — 3m?:
rosnacy dla m € (0; 1),

malejacy dla m € (—o00;0) U (1; 20),
staly dla m € {0,1}

a)r=23 b)z=-2c)z=+

. a) a14 = 34, rosnacy

b) ai1 = —36, malejacy

¢) azo = 10,5, rosnacy

d) azs = 1.4, rosnacy
a)apn=Tn—1b)lan=3n-7

) 8n = —1,1? —3n

a)an=2n—1 b) an=-3n+15
t:} iy = .—}n — —lf

a)a=4,b="7

b) a = 263, b= 51
a) 5,9, 13,17, 21

— =l
,C—Tr.].z

b) 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22

4 lata — 1045 cm, 5 lat — 111 em, 7 lat —
124 em. 8 lat — 130.5 cm, 9 lat — 137 cm
10 lat — 143.,5 cm

a) anp = 44 — 4dn, a;z = —4

b)an = -2 + in, a1 = -2

c) an = 4 + 10, a;p = £

a)ai =21, r=-5 blar=—2,r=5
c}al:—l?-—ﬁd]m:%: —3
e} ay = —1 r:v}luhm = l,r:—%
f) ap = —1.r =2 lub a; :% = —%
a)y T = 1—v3lubz=1++3 b):x=
115

-6, —d, —4, —3

a; = —2, liczba wyrazéw: 15

a) 6, —2, —10, —18

b) -1, 1, 3, 5 lub -5, -3, -1, 1

lub =3 —v6, -1 — v6, 1 — 6, 3— V6
lub -3+ V6, —1 +v6, 1+ v6, 3+ v6

3.7. Ciag arytmetyczny (2)

[€]s.

2] 1.

I 354

a)an=—2n+8,y=—2x+8
Dlan=3n—2,a0=1a8=4,as=171,
a4 =10, as = 13

a)a;=1,a: =2, a3 =

a), b), d), e) jest c), f) nie jest

J.as=4.a5=5

Odpowiedzi do dwiczen | zadan, str. 165-174

10.
11.
12.

a] dn=0n—4, a1 =1, a2 =6, azg = 11,
ay = 16

b)a, =—-3n+1, a1 = -2, az = =5,

g = —8, a4 = —11

€) an =nv3—-2, a1 =3 -2,

a2 = 2v/3-2, a3 = 3v3-2, ay = 4v3-2
a) ap = zn— 530, >0dlan >4
b)arn=-2n+9 a, >0dlan <4

e) G = —_i'u.+ % a, >0dlan<9

a) an = 3In— 8, a0 = 22

b) an = (n+ 2) v’ﬁ, ae = 122

a) 36 b) 6, 8
b) 13,5
a) ke (-1 —v2:-14+v2) b) k=—1

a) k€ (—Z+2mmi in+2mn). mel

b) k € (3 +mm; 27 +mn), meZ

3.8. Suma poczatkowych wyrazéw

10.
11.

12.

oo S O

ciggu arytmetycznego

' [€]1. a) S50 =1275 b) S, = 2

a) ag = 16, Sz = 51

b) azo = 10, Sap = 105

a) 531 = 1953 b) Si3 = —299

a) 348 b) 10050 ¢) —252 d) 0
a) 1010 b) 1030 ¢) 2040

a) 115 b) —185 ¢) 10.5

=0, aip = 18, Sinp =90
bya; =—4,a10 =5, S10 =5

18, a0 = —36, 515 = —90

a) 11 wyrazoéw, suma: 209

a) a;
l:} ] =

b) 15 wyrazéw, suma: 75

¢) 20 wyrazéw, suma: —440

a) 1021000 b) 2475

a) 970 b) 810 ¢) 1584

a) 334167 b) 234168 ¢) 145059

a) 3240 b) 320400 c) 83167
=1.r= % luba, =7, r=—

S10 =40

a) 21 b) 14 ¢) 39

a)x =37 b)x=-3

c) x=—04 d)zx=—

a), b), d) rosnacy c¢) malejacy

=



3.9. Ciag geometryczny (1)

[€]1.

P> = 0,8 cm?, P3 = 3,2 cm?,

Py = lZ,Scm
.8)g=2,a4 =24, as = 48
b)g=3,a3=1,as =3
¢)g=3%,a4=3,a5=1
d]q=:11nr.i..1=| g = -:-
e)g=—2,a4=-8,a5 =16
f)g=—3,a8=1,a5=—3
.a)az=3,a3=29, a4 = 27, a5 = 81
bljaa=8,0s=4, a4 =2, a5 =1
¢)az=—5,a3=>5,a4=-5,a5=35
d}agz—%,a;;:l,m:—i,ﬂg.:d

e)az=1 a; = x/’ﬁ,m = 2, a5 = 2\/2
E] az = 2v/3, az = 6v/2, ay = 12v/3,
= 361/2

e]q— N‘E r] = 8

6.a)as =4 b)ar == ¢)as =%
d]uﬁ—ﬁr—‘f‘e] as = —162 f) a;5s = -7
g) as =80 h) as = —=

T.a)a, =8 b}m:—% c]m:%

[Z]1. a) ¢ =3, a an =2%" a7 =2

bjg=14.0s=4" 3 ar = 256
E} q= _3! U = (—1}“""3” -15+ a7 = 3
d} q= %? fin = {%Jn—ﬁf a7 = %

e) g= —v2, an = —(—V2)", ar = 82
f)g=3%,an=%5—7,ar=5
a) a4 =44 22, as =4v2+4

b)as =2vV2+3, a5 =5v2+ T

a)an =32 (£)" Ban=5 (3"
¢} By = —% (—2)" ! lub a, = % 2
d) an = —3 - 2!

8) an = —1024- (—3)""

lub a, = 1(}24 (3"

£} an = zn (=3)""" lub a, = E—’- o
a) —243, —81, —3

h] 16 E* i1 _%

c) 3, 12, 24, 96

d) &, =1, =9 27

e)4,2,1,1 £) 2,5 15,45

6.

a) —4,—8,—16 lub 4, —8, 16
b) 12, 48,192 lub —12,48, —192
¢) 7,7, 7lub -7,7, -7

a)aﬂ_dul b} n—{

)11. 1

3.10. Ciag geometryczny (2)

[€]2.

@)1

a} n = % ’ (%)”_1 h} n = —24_”'
¢} an =-—2%
a), ¢) malejacy d), e), f) rosnacy

b) nie jest monotoniczny

bjz=0lbxr=2
e =0luwbx=2

a) a::_%

a), d) malejacy b) nie jest monotoniczny
¢) rosnacy
a) a, = —47-n
b) an = 1 -3"T lubap = —4 3%
e} Gn = 57" lub @, = —5%"
d) dn =™ :
e) an =(3)"* lub an = —($)"?
£) an = —v2-3"7 lub a, = V23T

&:0=2382:b=16,c=8,d=4

a=11,y=22, z=44

6. b) dla z =y

3.11. Suma poczatkowych wyrazow

[€]1.

5".’“‘5"!“?‘5":‘“5"5"

o ga o o

ciggu geometrycznego

)3@1 b) —21 ¢) &

)5 b5 95

a) —63 b) —484

a)7 b)4

5}

a) 1023 b) —2046

a) 1553 b) 26333 ¢) —1275 d) —56
a) =255 b) 53 ¢) 93(1-v2) d) 100
a]%‘"lz h} 21(2 4 v/2) em

a) 4 b) 1091,2 c}2

d)48 e) 1++v2 )9
a) 6 b)9 ¢) 10

a) 7 b)6

0,9 em?

— n-3
a] a." et i (%)
b) an = (=1)"-3""! lub an = § -2°7"

Odpowiedzi do dwiczer i zadan, str, 175-184
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10. —1023
11. a) 0 b) z
12. 381 lub “:Rﬁ
13. 9(v/3 - 1)
14. 8

15. gy =27
16. 122

17. siddmy

18. a1y =3, g=2 lub a4 =9-%.f;=—2

3.12. Ciagi arytmetyczne i ciggi
geometryczne — zadania
1. a) nie jest b), ¢), d) jest
2. a)2 7, 12 lub 18, 7. —4
b) 2, 4, 6 lub 11, 4, =3

[Z]1. a) 0 b) 220
2. apn =2(n—2)
3. 5, —10, 20 lub 20, —10, 5
4. 9
5. (_f=3,ﬂ.1=1—ll u~=‘22—1T
6. 4.8, 16 lub &, 2 =
7. a) 108 lub 36 h] —36
8. a) 2,5 8lub 11, 5, —1

b) ['?IZ“, I8 lub 11]_.5,2
9.a)9,3,1 b)4,12,3
10. a) 10, 20 lub — 12, -‘,ﬁ b) 2, 8

1 1 1 3 9 15
11. l, 1 I ] h.llJ 167 16 16’ 18
12. a) g = 3

b) suma obwoddéw: =, suma pol: 2L

3.13. Procent skladany

1. a) okolo 6230,91 zt b) okolo 7673,43 7l

¢) okolo 6719,58 zl
2. odsetki: okolo 314447 z1,
roznica kapitalu: okoto 743,25 2t

3. a) okoto 995,43 zt b) okoto 995.43 zt

¢) okolo 980,34 zi
4. B
5. a) okolo 12 166,53 =l
b) okoto 12 189,94 zi
¢) okolo 12201,90 z1
d) okolo 12209,97 zi

Odpowiedzi do dwiczen | zadan, str. 184-198

okolo 2641,36 =zt

a) po 8 latach okolo 479140 zi,
po 20 latach okoto 15484.60 =zt
b) okoto 10001,43 =zt

. a) okolo 143 183,39 z}

b) okolo 200144 82 zl
¢) okoto 228151,10 zl

. a) 2205 7t b) okolo 255256 71

¢) okolo 268783 =zl
a) 4326,40 z1 b) okolo 4637,10 =i
¢) okolo 5920,98 zi

3. a). b) okolo 754,76 =zl
4- r = qu} (]

5. po 5 latach okolo 1000 zi, po 3 latach

okolo 1082 =zt
w ciagu 5 lat okolo 3097,20 =1,
w ciggu 10 lat okoto 809765 =i

a) okolo 3582,16 zl b) okolo 3586,85 zl
c) okoto 359004 zt d) okolo 3591,60 zi

8. bank O’
9. 3 lata

10.

11.
12.
13.

k = 5000,

po 18 latach okolo 12033,10 =zt
25000 zi

a) po 12 latach b) po 24 latach
a) 180840,96 z1 b) 9 lat

3.14. Granica ciagu

[El%

3.

a) ]1m an-=0"1) 11m an =1

c) Iml an, =4
n—x
n =22
a) n > 100 b) n > 2500
¢) n > 10000 d) n > 10"

. a) nie ma b) ma
. a), b), e) ma c), d), f) nie ma
.a)n>40 b)n > 200

¢) n>400 d) n>4-10°
a) n > 50 b)n > 100

3.15. Ciagi rozbieine

L

a) n > 110, tak b) n > 250, tak
¢) n > 1600, tak d) n > 9, tak



[~]

0P gHi FRER ERT 69 AR et B 0N U

=

il Ll L -l o ol ol U ol

. a) n> 100 b) n > 250000

¢) n > 1000000 d) n> 10°

. a) tak b) nie

" a]: g}
.a)n>20 b)n>200 c)n > 499

—o¢ ¢), h) oo b), d), e),

d) n = 4999

. a)a, >10dlan > 165,

an > 100 dla n > 102
b)n>5

3.16. Obliczanie granic ciagéw (1)

1.
2.

i

a) -2 b)3 ¢) 1
a) 35 b)-2 ¢ 3
a) -4 b) 3 ¢) —1
a)3 b) - ¢)8 d)1 e 3 f) —
a) -1 b)1 ¢)2

a)l b) 1 ¢)1 d)—1 e) —=
a)8 b)4 ¢)7 d)4 )1 )4
a):s b)3 ¢)-2d)0 e)0 )0
a) 1 b)8 ¢) -4 d)3 e)2 f) 4
a) 1

b) —6 ¢) =
a) 2

1
b)8 ¢)1 d)0 €0 f) —1
a)1 b)1

a)5 b)0 ¢)1 d)1 e 0 £)0

Gl ol

.17. Obliczanie granic ciagéw (2)

a)
a) oo ¢), b) —

a), ¢) oo b) —oo

a), b), ¢) 0

a)0 b)oo ¢) 1 d) 5 e) ¢ E']-“iﬁE
a), c), e),f) oo b),d) -0

—o0 b) co

a), ). d), f), i) oo b), e), g), h) —x

a), c), d), e) oo b), f) —oc
a) oo b), e) —oo

a), b) —oc ¢) o0 d) 2

a), b) oo ¢), d} —o©
a)0 b) ¢) 1 d)

=>J

-0 e) oo f)

)

f) nie jest

£y —%

—v2

10.

a)k=2 b) ke (—1;0)U(1;00)
] :!-odlap—- -2,

oo dlap=2

b) —cc dlape (—3;3),
ldla-a.;p-- —% ,
oo dlap € (—oo;—32) U (3:0)

3.18. Szereg geometryczny

[¢] 1.

[ ]
®

o go. TH gL g

10.
11.

12.

14.

'F“?“E"’

. a) 100 b) —156

a) Sa=3(1-(3)").5=%
b)S,=2(1-(-3)").5=2%
|
a) 1000 b) 18 c} 2
} b) &5 ©) 555 4) 535

€(—3:3) b)xe(-11)
c]’:El[ o0; —z)U(§500) d) z € R\ {0}
a}m=—%§*z=-"§~ b)x =1

¢) rozbiezny

d) 2(V3+1) e) rozbiezny f) —12
a) rozbiezny b) 32+ 2

a)S=1 b)g=1 ¢ ar =99 d)

a)z b)l ¢) = d) 3k e) & f) &L
§ 35 b) -4

a1 =32. aa =16, az =8, ay = 4
m:‘l,q:—%

a)ay =6,g=3 b)ay=9,q=—3
a)ar =1 b)a; =15 ¢= 3

a) z € (1;2) b) x € (—o0;—2) U (0;00)
a)x=—3 b)z=-1

a) D= (-1;1), f(z) = =% — 1
b) D= (-1;1), flz) = ,—,—1—1

¢) D= (—oc;—1)U(L;00

flz) =5 +1

d) D = (—oc; —3) U (3; 00),

fl@) =5 -1

a) D= (-3), fla) = Ax — 4
b) D = (%), f(2) = =% — 4

a) 47 b) P{gfﬁ}
10
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3.19. Zagadnienia uzupelniajace

3. a) ograniczony z dohu i nieograniczony
z gory
b) ograniczony z dotu i z géry
¢) nieograniczony z gory i z dohu

6. a) okoto 2,6915880, okoto 2,7048138,
okoto 2,7169239 b) ckolo 2,71806

Zestaw powtérzeniowy I
1. a)3 b) 10
2. ;1 =2, a2 =8, az = 20, as = 240
3. a), ¢) arytmetyczny
b) nie jest arvtmetycany
a), b), ¢) malejacy
4. a)apn=2n—2 b)a,=3n—6
c) an = —2n+ 10
5. a)ap=3n—1lubay,=-3n+8
b) an = 2n — 12 lub a, = 2n
¢) an=n+1luba, =5m—11
a) —70 b) 5 ¢) 15
a) 222 b) 168 ¢) 168 d) 66 e) 60 f) -6
a) 50 b) =550 ¢) 4000 d) 4850
a)z=13 b)z=-30 ¢) z =37
d) z =29
10. a) 3960 b) 396000
11. a), b), ¢) ciag geometryczny
a) ciag malejacy b), €) ciag rosnacy
12. a) 24, 48, 96, 192, 384

e

13. a) az = L, a

l:} (13 =3,H-':.=%
d) az = 2, {ra—l|ubuq—u—_~—{]
14. a) 22 b) =2 ¢) 341 lub 521

d) —44 lub —,m
15. a) arytmetyczny dla z = 1,
geometryczny dla z =0 idla x = 10
b) arytmetyczny dla z =0 i dla z = 12,
geometryczny dla x =0 i dla » = —"3'
16. a) 1024 b) ﬁﬂ:‘r.—
17. a) np. ay = —1, any1 = an + 2(n — 1)
dlan =1
b) np. a1 =5, any1 = an —
dlan =

—1
nintl)
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c) np. a1 = —i ] = a,. dlan =1
d) np. a1 =0, any1 = an —I—lng{l—l— <)
dlan =1

18. a) okolo 2251,02 2zt b) okolo 2252,99 zi
¢) okolo 2254,32 zt

19. a), b) okolo 836,74 zl

Zestaw powtorzeniowy I1
1. a), ¢), d) malejacy b) rosnacy
2. a), d) rosnacy b) malejacy
¢) nie jest monotoniczny
4. a) jest b) nie jest
6. a) 1,2, 31ub4, 2,0
b)1,2,41ub4, 2, 1
T.01=2, by =—4,bs =8
lub by =8, bs = -4, bs =2

8.a) ¢ b)3
l;g;'.rr em?
10. 24
11. a) —oc b) 0 ¢) —x d) —1
e)oc f) 3 g) -1 h)
12. a) 0 b) oo

13. a)b=—2 b)b=—21lubb =4
14. a) 2+ v2 b) 3+2V3

15. a) ;47. :'1]| }ztiﬁ? d}
16. a] D= (—-‘1_; 0o}, (T}—.L-i—l
) D= (—00;2), flx) =—2+3
17. ]T=El
be="s A g A 3
Goe(hd hom—fo- 4

Zadania testowe
1.D 2B 8.C
B.C 9.C 10. B

4. B 5 A 6 A T7.C

Przed obowiazkowa matura z matematyki
1. rosnacy
3. 4

4. 6, 8, 10
5. 2. 4,6 1lub 6, 4, 2
6. 112 em?”

7. 8

8. 27



Przed matura z matematyki
na poziomie rozszerzonyin

177 (a1 = §)
485 (6v/2 — 8)
144 (2£2)

746 (2(V3+2))
an = 3n+ 1

1,2,41lub 4, 2,1
128
3

v (5:5)U (5 3m) U (En iU
u{"r L)

?”:‘"F’“.‘"P*P".‘"':"

4.2. Obliczanie granic funkeji
[€]1. a) 16 b) & ¢) 1024
2.a) =5 b) —3¢) 7 d) &

3.a) -8 b)0 ¢) X d) 2
4.a)4 b)4 ¢) 0.2
5.8) —3 b) 4 ¢) 3
6.2)2 b) -2 ¢) L
[Z]1. a) 5 b) 4 ¢) 3
2.a) =18 b) 2 ¢) -5 d) -1 e) 1
f) £ g) —5 h) 101 i) 3

3.a) -2 b)4 ¢) -2
4.a) = b) 3 ¢) —3

5.a) 1 b) 7 ¢) —23

1:1}4l e) 6 f}—%

4.3. Granice jednostronne

[€]2. a), b) 1 ¢),d) 0
[Z]1.a) 2 b) -1 ¢) 1 d) -1
e)2 f) 2g) 0 h)1

2. a), d) 3, tak b) -2, 0, nie ¢) —1, -2,

4.4. Granice niewladciwe
2. a] :E'UII b] T0 = -2
3.a)oc b) —o0 ¢) —o0
4. a) D=R\ {4}, z =1
b) D=R\{-2},z=-2

c) D=R\{-33}, o=

d) ~o

-3, z=3

3.

i M0 .

by 1

o[

a) oo b)

a), d). e). h) o

b), ¢), ), g), i) —oo
. Wszystkie asymptoty obustronne.
a) x=—2
b)jz=-2,z=2
c] r=-3
d) z = %
e)x=—1
f) 2=4

a) # = 1 b) nie ma asymptoty ¢) @ =2

4.5. Granica funkcji w nieskoiiczonosci

(€] 2.

ol G

a) asymptota pozioma w +oo: y = —2
b) asymptota pozioma w toc: y = 3
¢) asymptota pozioma w oo y = 2
asymptota pozioma w —oc: y = —2
a) lim f(z) =00, lim f(x)=—
E—=g T——
b) lim f(z) =2, lim f(z)=
F—o Firmtia
¢) lim f(x) =00, lim f(z)=—o0c
o—0 & ——20

a) —oo b), c), d) oo

6. a) —co b) oo e) —oo

T.a)3 b)—oc ¢)0 d)1 e)4 £)0
[Z]1. a) —oc b), ¢) o

2.a)4 b) -3 ¢) -2 d) -5 e)2 f) -2

g), h), 1) 0 j) —% K),1) %
a) &+ b)6 ¢) —1

a)0 b)x ¢)0

a) oo b) oo ¢) x
a)y=0w=xoo b)y=2wx
c)y=—-3wtoo d) y=5w too
e)y=1woo fly=1w -0
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T a} x = 1 — pionowa obustronna,
y = 1 — pozioma w £o0
b) x = 4 - pionowa obustronna,
y = —2 — pozioma w +oo

&) = % — pionowa obustronna,
y = 2 — pozioma w oo

d) x = —2, x = 2 — pionowe obustronne,

y = () — pozioma w +oo

e) x = —3, x = 3 — pionowe obustronne,

y = (1 — pozioma w oo

f) @ = —5 ~ pionowa obustronna,

y = ) — pozioma w +o0

g) v = —1, x = 2 — pionowe obustronne,

Yy = 2 — pozioma w oo

h) x = —1, * = 5 — pionowe obustronne,

y = 0 — pozioma w +oo 3.a)a=10

i) y =1 - pozioma w +00 b)a= —/2 lub a = /2
8. a) y = 2 - pozioma w +o00, 2. a). b), ¢). e), f) nieciagla

@ = 1 — pionowa prawostronna d) ciagla

b) y = 3 — pozioma w £o0, 3.a)a=2 b)a=4 ¢Ja=-3luba=1

r = | — pionowa prawostronna d)a=-3luba=1

€ 3 =4 —posioon w Leq, 4. nieciagla dla x € Z

ﬁ.a}azzih=%+2kr,kf€z
b)(a=—3%luba= %)
i (b=—I+2n lubb= I+ 2%, k€ Z)
4.6. Cigglosé funkcji 6. a) a =3, b= 2, c=—15

Eee) 1 b f b=, b= g =2

4.7. Wlasnosci funkcji ciaglych

[¢]4. a) warto$¢ najmniejsza: 1,

r = 2 — pionowa prawostronna,
= —2 — pionowa lewostronna

9. a)2 b) -2 l:]—%

wartos¢ najwigksza: 4
b) wartosé najmniejsza: 0,
wartos¢ najwieksza: 4

¢) wartosé najmniejsza: 0,
wartos¢ najwicksza: 9
(2)3. a) np. (0;3) b) np. (3;1) <) np. (15 3)
5. ) f(4) =4 b) f(3) =1
c) f(4)=0
6. a) przyjmuje, f(—1) = f(1) =3
b) nie przyjmuje
T.aym=-3, M=9
bym=0 M=28
¢) m=0, M =5

b)
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4.8. Pochodna funkeji w punkcie
[€]1.a)a=1 b)a=2 c)a=3
2. a= -1
3.a)2 b) 16
c) -2 d)9
4. a)a=2, a =63
b)a=3, =72

¢)a=—1, a=166°
[Z]1. a) f'(x0) = f'(x1) =0
b) f'(@e) = f(a1) =3

¢) f'(wo) =2, f'{@1) = -2
d) f'(z0) = -1, f'(a1) = —14
e) f'(xo) =12, f'(x1) = —3
£) Fzo) = 3, fll@1) =g

2. ]PA"y :
PHiy=
b) 1

3.a) 135°

“‘"“ I

b) 135" c) 45°

4.9. Funkcja pochodna
[€]2. a) 75 b) -2 ¢) £
3.a)r=1
b)x = -
¢) réwnanie sprzeczne
4. a)y=6x-9

b)y=—4x -4
c)y=3x—2
(Z]2. a) y = —8x — 16
b) y = 272 + 54
c) y=—4dx+4
.a)y=ax—1
b) y = V3z — 3
¢)y= o - &
4. a) (3,9)
b) (—=v2,-2v?2), (V2,2v?2)
¢) (133 12)
5. a) (5 3)
b) (5: %) (—5:—%)
) ($:3

6. a) tak, y =32 -2, y=3x+2
b) tak, y = —dzx +4, y= -4z -4
¢) nie

4.10. Dzialania na pochodnych

[€]1. a) f'(x) = 362 b) f'(x) = 3a°
¢) f'(x) = 284°
d) f'(z) = -6z %, 2 #0
e) [l(z)=—12¢"", 240
£) fi(a) =tz f,2>0

2. a) f'(z) = 8z> — 6z
b) f'(x) = 2* + 122° — 14z
¢) fllz) = 5= — 122", 2 > 0
d]f’(:n}=31 +'_T_'~._"? x>0
3.a) fllx) =3/ —122%, 2> 0
b) f'(z) = —262° V"'_?+ 122, ¢ >0
c) f'(z) = 142% — 82% — 4
d) f'(z) = 282° + 242® — 52* — 682% + 8
e) f'(z) = 16,52 /& — 2,5x\/Z, . > 0
f) fllxy=452°/x+4,2>0
4. a) f'(z) = :—rg""T‘Hg
B) Fxli= ﬁg’ z e R\ {-2,2}
¢) f'(z) = 525, @ € (0;1) U (1;00)
6. a) f'(z)=—=%, 2 #0
b) f'(x) = ——n—szig,
¢) f'(#) = —gmrmsrs
xz € (0;4) U (4;00)

[Z]1. a) f'(z) = 6z +1, f(0) =1, f(1)=-5
b) f'(x) = 8z — 5, f(0) = -5, f'(1) =3
¢) fi(x) =6z +4, f(0)=4, /(1) =10
d) f'(z) = 82® — 322 + 6, f'(0) = 6,
fi(1) =11
e) fl(x) = —a*+ 2% —x, f(0)=0,
fi(1)=-
£) fliz)=—a'+22" -3, f(0)=—
fi(1)=-2

2. a) fllz) =4z +5
b) f'(z) = 4z + 2z
e) fl(z)=—-122" - 92* + 2z + 1
d) /'(z) = 102* — 152° — 4z
e) f'(z) = 5a* + 42* — 32 + 62 — 1
f) f(z) = —42® + 122° — 62 — 4
3. a) f'(z) = gF7: Dy = Dp =R\ {-3}
b) f'(z) = 2t Dy = Dy =R\ {3}
c) f'l(x) = 252, Dy = Dy =R\ {0}
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3.

s Ol P
) f(a) = 2en,

Dy =Dp =R\ {3}
e) fl(a) = Stigds,
Dy = Dy =R\ {-1,1}
f) fiz) = 228

Dy = Dy =R\ 10;3}

B) o) = S = i,

Dy =Djr=R\{—l¢1}

h) f’{:.':} =2z, Dy = Dp =R\ {-1}
i) f{R‘J' —~ T — o

Df =Dy = H.\ {'D

k) fi(x) = “—"—r:r + —r

Dy =Dy —R\{—] 0,1}

) fi(z) = w+;5:

Dy =Dy =R\ {0, V2}

a) f(x) = %% D) = (0),
D;r~R+.f{1} 2, fH4y=—12
fl@) = B32E=% b, = ﬂm}

Df— Ry, S(1) =0, /(1) =
C} f’l:.'l.') A\fr{\,.r+1:| ? Df - {[} 'x'}
Ji'---:"_]"i = R+1 {1) = f{d}
d} fI{.T.'} = ﬁ- J"J_Ir — a".-}j-a R.+,

F()=14, f4) =1
e) fi(x) = —r g1, Df= Dy

f)y=-2fa)y=-31-%

f) f'(x) = 2a? + 2271, Dy = (0; ),

Dp=R+,f'[1}=%~f{1]=3+§v’§
T.a)2 b)2 ¢) 5 d) -2
8. a)y=x—3

b) y = —6x+3

¢) y=—6x+9

d)y=3z+3

e) y=3x

f) y=—4x — 22

gy=—3z—-3

h)y =3

9.
10.

a), b), ¢), d) tak
a)y=—-2¢—-5,y=—-2r+3
b)y=-2r—4,y=-22x+4
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=R+1

11. a) f'(§) =3, f(§) =
b) /'(5) = -4, [(5)
) f(5) =4, f[?‘r)=2
d)f{;;}——l;ﬁ-.f(ﬂ=—2

a) 2cos’x — 1

b) 2sinz + (2z + 1) cosa

c) 2utga + %E d) 2sina cosx
e) ctgr —

l| wls

Mhi

12.

x } rcogr—2sine
sin® ¢ )

1 = zinxr-—1
l14coszx ]

g) —2sinxzcosz h)

4.11. Pochodna funkeji zlozonej

.l a) hiz) = v"':l_—l-_- M =R

b) h(z) = VvVz? — 1,
Dy = (—o0;—1) U {1; 00)
c) h(z) =2z —4, D} = (0; )
d) hiz) = #, D= Ry

2. a) h'(x) = 12z(22* - 1)?
b) A'(z) = 4(2z — 3)(z? — 3z)®
¢) h'(x) = 5(6z + 1)(32* + x)*
d) B (z) = 24(4z + 6)°

3. 3] hi{i’] - 7%, Dh = Dh" =R

b) h'(x) = ﬁ
Dy = (—o0; —3) U (0;00),
Dy = (—oof——} U (0; oo)

C} r‘? {’I} = —7‘2—4_1
= (—oo; —1) U (0; 00},
= (~00;—1) U (0;00)

d} p"l’{.l‘} = ﬁ,

Dy = {ﬂ: oc), Dh’ — {ﬂ; DC'}
a) f'(x) = 3(x +1)?,

F1(0) =3, £/(1) = 12

b) f(z) = S8x(z® + 1)*,
£1(0) =0, f'(1) = 64

¢) f'(z) = —5(z — 1),
f(0)=-5, f(1)=0

d) f'(z) = 24x(42® + 2)%,
F(0) =0, f'(1) = 864

e) f'(x) = 15(3z + 2)*,
F1(0) = 240, f'(1) = 9375
£) f'(z) = 12(102"
F1(0)=—-1152, f(1) =84

Z] 1.

CO8= T

— 3)(52" — 6z + 2)°,



2.

‘ol

a) f'(z) = m Dy = (2;00),

ijr-—-{z OUJ

b) f'(z) = —\/?;fl‘ Dy
c) f'(a) = ;;i=ﬂy—0m:

IJII (ﬂ 00}

d) fi(z) = 7—3

Ard_6

:DIHZR

Do = (—o0;0)U(2;00)
)=

Dy = (—00;—7) U (0;0),

Dyt = (—00;—3) U (05 00) 3
f) £'(2) = 75, Ds = (-%2), 4
Dy =(-2;2)

a) f'(z) = (70x + 17)(2z + 1)(Tz — 1)%, 5
Dy =Dp =R, f'(0) =17

b) f'(z) = 2(.1.-2—1}{3—xj{—3m9+ﬁx+1},
Dy=Dpu =R, f'(0) = [€]1.
} f(z) = 1|szx-:-_:]£r Dy = {__ DG

Dy = (—7i00), f(0)=0 3.
d) f(z) = L2 Py = (—o0 1),

Dy = (-o0;3), f(0) =0

a) f'(z) = m,,—fl';:;,,,—Jr

D;=.")_,r=(-a;;:>¢} f(1)=- 4.
b) f(z) = 7== Dy =Dy = R\{ﬂ}f

J1(1) =+

a) W (1) =—3 b) K(1) = -3

a) y = §1‘+-j b)y=x+2

&r=-—1

a) f'(x) = 4cosda

b) f'(z) = —5sin bz

¢) f'(z) = mmies:
Dy=Dp=R\{z+5&+%:kei} 5.
d) f'(z) = 2z cosa®

e) f'(z) = —2zsina?

£) f'(z) = 32% cos(2® — 1)

g) f'(z) = —2zsin(z® — 1) Z]3

h) f'(2) = 2sinzcosx
i) flz)=

i) f(z) =3sin*zcosa

—2sinrcosx

k) f'(x) =

2. Vz = 141,12 km/h,

. a) rosnie w (—

—3a2

comz{l—xs}’
Dy =Dp=R\{y1T+ 3 +kmkel}
}f{r’} (UEE.I
Dy=Dp = R\{2 —|—l::rr:ﬁ-:EZ}

4.12. Interpretacja fizyczna pochodnej

[€]1.

Dy = (—o0:0) U (2; 00), 2.

[z]1.

v =4, v(t1) =2, v(t2) =4, v(is) =6
a) h'(t) = v({)

v(l) = 9.8 m/s = 35,28 km/h,

v(3) = 29,4 m/s = 105,84 km/h

“ar = 53,28 km/h
0 m/s

a) a(l) = a(4) =4

b} a(l) =1,a(4) =7

¢) a(1) = —4, a(4) = 17

. v(t) = 24,5 —9,8t, a(t) = —9,8

4.13. Monotonicznosé funkeji

[ rosnaca w (—o0;2), fl(z) 20

[ malejaca w (2;0¢), f'(z) <0

a) maleje w (—oc;0) i w (2;00),
rosnie w (0; 2)

b) roénie w (—oo; —1) i w (1; 00),
maleje w (—1;1)

a) rognie w (—oc;—1) i w (1;00),
maleje w (—1; 1)

b) rognie w (—oo; —v2) i w (V2;00),
maleje w {—v/2; v/2)

c¢) maleje w (—oc; —@} iw (0; X ”"}.

rodnie w (— “”“ 0 iw {"m

oc)

d) roénie w { 00; —3) i w (—3i00),
maleje w (—3; — 1)

e) rosnie w R

f) roénie w (—oc;0) i w (Z;00),

maleje w (0; §)

a) maleje w (—oc;2) i w (2;00)

b) roénie w (—o0; —8) i w (—8; 00)
¢) roénie w (—oo; 1) i w (7;00),
maleje w {l;d} iw (4;7)

-2 i w (2;00),
maleje w (—2 2}

b) roénie w (—oc; 1) i w (2;0),
maleje w (1;2)
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3. ¢) rodnie w (—oc; —T) i w (1;00),

maleje w (—T; 1)

d) maleje w (—oc; 2) i w {6; 00),
roénie w (2; 6)

e) maleje w (—oc; —1),

rodnie w (—1;00)

f) maleje w (—oc; —2) i w (1;2),
ro$nie w (—2;1) i w (2;00)

g) maleje w (—oc; —2),

roénie w {—2;00)

h) ros$nie w (—oc; —6) i w (—2; 2},
maleje w (—6; —2) i w (2;00)

. a) rodnie w (—o00; —2) i w (2; 20),

maleje w (—2;0) i w (0;2)

b) maleje w (—oc;0) i w (0; %),

rosnie w (4;00)

¢) rodnie w (—o0;0) i w (0;00)

d) maleje w (—oc; —1) i w (0, 1),

rosnie w {(—1;0) i w (1; 00)

e) maleje w (—oc; —1) i w (1;00),

rognie w (—1;1)

f) rognie w (—oc; —1) i w (7;00),

maleje w (—1;3) i w (3;7)

g) maleje w (—oc;3) i w (7; 00),

rognie w (3;5) i w (5;7)

h) rodnie w (—oc;—1) i w (—1;0),
maleje w (0;1) i w (1;00)

i) maleje w (—oo; 1—v/2) iw (14+/2; 00),
rosnie w (1 — v/2; 1 4+ v/2)

j) maleje w (—oc; —1), (—1; 3) i w (2; 00),
rosnie w (3:1) i w (1;2)

k) maleje w (—oo; —4), (—1:2) i w (2; 00),
rosnie w (—4;-2) iw (=2;-1)

1) rognie w (—oc; —3) i w (0;00),

maleje w (—3:0)

. a) maleje w (—o00; —2) i w (0;3),

rosnie w {—2;0) i w {3; 0c)

b) rosnie w (—o00; —3) i w (—1;00),
maleje w (—3; —1)

c) rodnie w (—o0;0) 1 w (2;00),
maleje w (0; 2)

.a) ke (3:00) b) ke (3i100)

e) k€ (—2;00) d) k€ (—3;3)

7. a) k € (—oc;—%) b) k € (—o0;0)
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4.14. Ekstrema funkceji
[€]1. a) minimum f(—1) =0,

maksimum f(1) =4

b) minimum f(2) = —20,
maksimum f(—1) =7

¢) minimum f(4) = — 42,
maksimum f(—1) = 4

d) minimum f(2) = —12

e) minima f(0) = f(2) =0,
maksimum f(1) =1

f) minimum f(y/3) = —‘ZTJ’\/’E + 8,
maksimum f(—/3) = %w,ﬁv% 6
g) minimum f(1) = 2,
maksimum f(—1) = -2

h) maksimum f(0) =0

i) minimum f(—1—/5) = 25,

maksimum f(—1+ 5) = 118

. a) maksimum f(0) = 0; Nie istnieja

ani pochodna funkeji w tym punkcie, ani
styezna do wykresu w tym punkeie.

b) minima f(—2) = f(2) = 0,
maksimum f(0) = 4

Pochodna funkeji oraz styczna do wy-
kresu istnieja dla maksimum, ale nie ist-
nieja dla minimdéw tej funkeji.

¢) minimum f(1) = 0; Nie istnieja ani po-
chodna funkeji w tym punkcie, ani
styezna do wykresu w tym punkcie.

a) minimum f(—1) = -5,

maksimum f(3) = 27

b) minimum f(2) = —19,

maksimum f(—2) = 13

¢) minimum f(2) = —11%,

maksimum f(—5) = -‘-15%

d) minima f(-2) = f(2) = —10,
maksimum f(0) = 6

e) minimum f(0) = -3

f) minimum f(3) = —161,

maksimum f(—3) = 163

g) minimum f(2) = 4,

maksimum f(—2) = —4

h) minimum f(1) = %

i) minimum f(1) = 4,

maksimum f(—1) = —4



2. a) roénie w (—oc;0) i w (0:1),
maleje w (1:2) i w (2;00),
maksimum f(1) = —4
b) rognie w (—oo; —3) i w (=3;0),
maleje w (0;3) i w (3; 20),
maksimum f(0) =0
c) rofnie w {—9; —5) i w (—5; —1),
maleje w (—oo; —9) i w (—1; 00),
minimum f(—9) = 18,
maksimum f(—1) =2
d) maleje w (—cx}; _ VI3 2>

3
; T
1w <-"¥T :x:a) .

rosnie w <—-—-—“§“' --—-‘”T;'E)
2-413

2
} = M1 1312
=,

e) rodnie w {—oo. -3) i w (3;00),
maleje w {(—3; —v/3), w (—v/3;v3)
1w {Vﬁ:S}, minimum [f(3) = %j
maksimum f(—3) = -.521
f) rosnie w (—o0;4 — /6)
i w {4+ v6;00),

minimum f(— ”“) =

maksimum f( “”"’ 2

maleje w (4 — /6;4) i w (4:4 + V6),

minimum f{4 + v’ﬁ) = 5+ 2./6,
maksimum f(4 — v6) =5 — 26
4. a)m=-1b)m=3
5. a) minimum dla m = —1
b) maksimum dla m = 3
6. a) a € (—oc;0) b) a € (3;0¢)
c) a € (—oo; —3) U (3; )
7. a) a = 5, b = 4, maksimum,
funkcja ma minimum f(7) =9

b) maksimum

4.15. Warto$¢ najmniejsza i wartosé
najwigksza funkeji
[€]1. a) najmniejsza: f(1) = 0,
najwigksza: f(—1) =
b) najmniejsza: f(2) =1,
najwieksza: f(4) =9
2. a) najmniejsza: f(2) = —4,
najwicksza: f(4) =4

b) najmniejsza: f(1) = —I,
najwieksza: f(2) = 32
a) najmniejsza: f(1) = —3,

najwicksza: f(2) =8

b) najmniejsza: f(3) = iﬂ
najwicksza: f(1) = 3

¢) najmniejsza: f(0) = f(2) =0,
najwieksza: f(—2) = 16

d) najmniejsza: f(0) = 0,
najwicksza f(—v/5) = 25 — 4

a) najmniejsza: f(—1) = f(2) = -2,
najwigksza: f(3) = f(0) =2

b) najmniejsza: f(2) = —!
najwieksza: f(3) = 2

¢) najmniejsza: f(—1) = —2,
najwieksza: f(0) = 2

d) najmniejsza: f(—2) = —18,
najwicksza: f(4) = 18

a) najmniejsza: f(0) = 1,

f(—vV2) =4v2 +1

—-10,

najwicksza:
b) najmniejsza: f(—2) =
najwieksza: f(1) =11
¢) najmniejsza: f(3) = —25,
najwieksza: f(—1)=7

f(2) =
f1)=T
a) najmniejsza: f(0) = 2
najwicksza: f(—1) = f(1) = 2,
f(D)=(3;3
b) najmniejsza: f(6) = 12,
najwicksza: f(4) = 16,
f(D) = (12; 16)
¢) najmniejsza: f [é—

d) najmniejsza: f(—2) =
najwicksza: f(—1) =

1

81
najwieksza: f(1) = f(2) =0,
1(D) = (-40)

d) najmniejsza: f(—1) = -2,
najwicksza: f(1) = 2,
f(D) = (-2;2)

e) najmniejsza: f(3) = %
lia.]wlqki-,z,a. J(0) =1,
F(D) = (353 1)

f) najmniejsza: f(0) = %,
najwieksza: f(—1) =1,

F(D) = (3:1)
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4. p=7
5. a) m € (—15;9)
b) m € (0; 26)
6. a) m € (—v32; V9)
b) m € (—1; V/63)
T.a}lme (-1;1}

b) m € (—v2;v2)

4.16. Zagadnienia optymalizacyjne
1. a) kwadrat o boku 15 cm b) 24 cm?
2. a) 8

27
b) wszystkie krawedzie rowne 12

¢) krawedz podstawy 4, wysokodé %ﬁ

3. a) 2v/3 cm x 2v/3 em x 2v/3 em
b) 3 em x 3 em x 3 em

1. kwadrat o boku 5v2 em
2. 15 em x 20 cm
3. m:dﬁm,y:flxﬂcm
4. 20 m x 8 m, Sciana z cegly — 8 m
5. kraweds podstawy: 4 dmm,
wysokosé: 6 dm, koszt: 144 2t
6. (10 — 2y/7) em
7. 348
8. |[OA| =2, |OC| =16
9. 3¢
0.9 (/£ 2). (VE2)
D (V5 2) (V5%)
¢) (—v2.3), (v2,3)
11. (¥2,-2) ub (%3, -2)

4.17. Szkicowanie wykresu funkcji
Clra) ¢ ! bposvg @o1: 8

@1.a) : ¢+ | ¥ EE
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.b)y | | ¢ i | i¥e 4o ob b 4.18. Zagadnienia uzupelniajace
2ay t i1 L WAl EE LA

=

=

: ; . T £ i H ;

3. f-C,g-A,h-B
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Zestaw powtérzeniowy I
.a)0 b) % c)2d)2 e)d f) 32
.a)2 b) 1 ¢)2

. a) liné flz) =4 b) Granica nie istnieje.
F—s

1
2
3
4.
i
6

a), b), f) —¢ «¢), d), e) o

. a), b) nie istnieje ¢) oo
.a)oo b)oo €) —o0 d) 2 €) 3 f) -2

g) 0 h) —0o i) ¢

a) x = 00 — pionowa obustronna,
i = 1 — pozioma w Loc

b) x = —4, & = 4 — pionowe obustronne,
y = 0 — pozioma w +o0

c) x =2, r =3 pionowe obustronne,
y = 2 - pozioma w o0

BN 568 Odpowiedzi do céwiczen | zadan, str. 290-293

d)
e)
x = 1 — pionowa obustronna,

o = —1 - pionowa obustronna
x = ) — pionowa prawostronna,

y =0 — pozioma w oo
f) y =0 - pozioma w —oo

9. a) ciagla b) nieciggla w xo = 2

10. a) tak, a = —5 b) nie
11. a) =18 b) 0 ¢) =53 d) 3 e) 2 f) 2

Zestaw powtorzeniowy 11
l.a)a=2 b)a=1 ¢)a=0
2.a)oc b)0 ¢) —1 d)0 e) x f) 3

3.a)y=1
h}y=23:+§
) y=—3x
dyy=3z-10
e)y=3x—75

f) y= “%.’L‘ + %

4. a) y=Te+ 19,y =Tz — 17
b)y = 2z — % y=2:i.'+%
¢)y=—-x+3,y=—a+32

5. a) rofnie w (—oo; —2) i w (1; 00),
maleje w (—2;1)
b) rosnie w R
¢) maleje w (—oc;0) i w (0;00)
d) rodnie w {—oo; —2} i w (0; o0),
maleje w (—2; —1) i w (—1;0)
e) maleje w (—oc; —1),
rosnie w (—1;0) i w (0;00)
f) rodnie w (—oo;—3) i w (3;00),
maleje w (—2;0) i w (0; 3)

6. a) minimum f(-3) = — 3z,
maksimum f{—1) = _?!__.
b) minimum f(—2) = —24
¢) minimum f(—2) = _313?

maksimum f(2) = 3

d) minimum f(0) = —1

e) minimum f(2) =3

f) maksimum f(2) = 2

g) minimum f(0) = /2

h) minimum f(—3) = f(3) = _*:;_'_4
maksimum f(0) = 1

i) maksimum f(0) = /2



7. a) najmniejsza: f(V2) = —4v/2,
najwicksza: f(3) =9

b) najmniejsza: f(0) = —4,

najwicksza: f(8) =0
¢) najmniejsza: f(—2) = —1, £)
najwieksza: f(2) = -i-
d) najmniejsza: f(1) = 4,
najwieksza: f(3) =6
8. a) P(z) = 24z — 1222, = € (0;2),
= 12 X6
b) P(z) = 2zv/1 — 22, z € (0; 1),
o=, Vix
c) P(z) =4zv1—z2, z € (0;1),
z=Y2, V2x2
9. a) ¥

] SO S M PN B A S S s

) il L
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0

Zadania testowe
1.A22B3C4BS5.D6DT.5 8. A 0.A

Przed matura z matematyki
na poziomie rozszerzonym

1. 027 (&)
. 353 (¥2)

2
3. 188 (&2
4

B T dla z € (0;2)
5. P{m}_{il:l-’—l-‘? diﬂ£5(214}
funkeja ciaglta, D = (0;4)

7. 24/ 2V3
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5.1. Srednia arytmetyczna

1.
%
%

Basia — 2,9, Tomek - 4,0
siedmiu
Ta=6Tsg =16, T =26

Jezeli wszystkie liczby zestawu danvch
zwigkszymy o stala wartosé, to ich dred-
nia arytmetyczna rowniez zwickszy sie

o te wartosc.

4. Ty=4,T: =42, T = 4,09
5. a)x; =9 b) 135
1. 47
2. a) dst — 5 osob, db — 5 oséb
b) dst — 10 osob
c¢) dst — 2 osoby, db - 8 0s6b

3. a) 3700 21

5. a) 4800 z}

b) 3550 =zt
b) 2528 z1
b) 6160 =1, 3640 =zl

a) 4544 zi

c) 2400 =zl
a) drednia:
b) érednia:
grednia: 682,5, srednia obcieta: 255

20, srednia obcieta: 5.5

23%, drednia obcigta: 132
[ il

8. a) tak, 11 b) nie c) tak, 16
9. a) na 2 sposoby: {3, 11}, {6, 8}

b) na 4 sposoby: {4,8, 11}, {5,7,11},
{5,8,10}, {6, 7,10}

5.2. Mediana, skala centylowa i dominanta

3
3

3.
4.

a)3 b) 10,5 ¢) 5,5

a) 555 kg b) 502,5 kg ¢) 540 kg

3.5

Przyvktadowa odpowiedz:

a) 1, 1, 5, 6, 7, mediana: 5, érednia: 4
b) 1, 2, 3, 6, 8, mediana: 3, srednia: 4

b. T.O

El._] 34%
b) 40. centyl: 22%, 90. centyl: 80%
a) 50. b) 10%

8. mediana: 43, dominanta: 42

Najczescie] byl kupowany rozmiar 42.
a) mediana: 4, dominanta: 3
b) mediana: 3, dominanta: 5

5.

a)e=13 b)e=3lube=38

A: M = 3.5, nie ma dominanty, T = 3,5
B:M=2D=1%=2%

M =5 D=6T=4%

D: M=35 D=3, D:=4,F=135
E::M=35 Di=3 Dy=4,F=35
F: M-=35 =1, D=6, T=35
a) M =4, B‘=ﬁ,m=3§

BM=8D=1,2=33

¢) M = 3,5, nie ma dominanty, T = 3.5

. a) T=452, M =5,

liczba 2: 32. centyl, liczba 7: 88. centyl
b)T =438, M =4, D=2

liczba 3: 48, centyl

a) 73% b) 8

5.3. Odchylenie standardowe

[€]1.a) 0’ =2, 0141 b)e?’=36,0~19
¢) o =44, 0 2]
2. oa > op
3. Avo=1;B:0=1

o

Jezeli wszystkie liczby zestawu danych
zwigkszymy o stala wartosc,
nie standardowe sig nie zmieni.

to odchvle-

dziesie¢ razy

5. X: 0% = 50000 zI?, o =~ 223,61 zl

o BB

s

Y: a? = 1050000 zt?, o = 1024,7 zl

4, 0% =62, 0 = 2,56

&
Il

a)T=50"=0,0=0
F=5c'=1,0=1

) T=50"=4,0=2

d)z=50"=2 0129

e)T=6,0°=2L, ox23l

f)E=8,0°=425 0206

o = 166,7 kg?, 0 =~ 12,9 kg

a)o~13 b) 16 c) 30

a) 3 b) tak, jeden uczern

a) ¥ = 30 min, o = 350 min?,
= 18,71 min b) T = 30 min,

= 33' min®, o = 5.77 min

= 30 min, a? = 160 minl‘a,

7
gzl

¢)

.65 min
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Korelacja
1. okolo 0,85

Inne miary rozrzutu danych

1. a) 13: rozstep 9°C, ¢ = 3°C
14: rozstep 6°C, o0 = 2,06°C
15: rozstep 9°C, o = 3,08°C
16: rozstep 6°C, o = 2,24°C
b) rozstep: 15°C, o = 3,82°C

3. a) réwne
b). ¢) mniejsze

4. T=35, 0~ 187, d= 16875

5.4. Srednia wazona

1.a)45 b)5 ¢} 5

2. 2) 89 b) 45

3. a) Basia — 3.6, Kasia — 4.6
b) Asia: Ty =~ 3.8,
Basia: T, ~ 4,2,
Kasia: T, = 4

4. a) 320 z1 b) 420 =i
1. a) 12,5 b) 5,875
2. Marek

3. taka sama
doa)t=45 b)t=7
5. a) w=7 b)w=2
6. a)n=2 bjn=7

5.5. Zagadnienia uzupelniajace
1. a) 342 b) 79 ¢) 11
2. 168

3. 440 przed uplywem 1400 godzin,

30 przed uplywem 1100 godzin

Zestaw powtdrzeniowy I

1..8) =378, M =4 D=4
b)Z=20,M=9, D=9
¢) T =56, M=86, D==§
d) T =10, M= 1; Dy:=4,-Ds=16
upa I: 3,5, grupa 11: 4

2. gr
3. =36 km, o= 723 km
4. T = 3500 g, o = 586,66 g

I 572 Odpowiedzi do céwiczen | zadan, str. 312-323

Hla: F=15hM=1h, D=1},
b: =147 h, M =15h, D=15
dlacbuklas: T = 1,49 h, M =15 h,
D=1h

a) 5 b) 12,55

A:56=~6, B:bd=b, C: 424,
D:38~4 E:32~3

Zestaw powtorzeniowy 11

1. B
2.a)6 b) 11
3. T = 3,85, o & 1,01
4. 0*=026h%c=05h
5. a)a=14luba=5
by m=2, =4
6. w grupie o 0,25, w klasie o 0.1
7. Nie moizna rozstrzygnac, ktory lek jest

skuteczniejszy.
Lek X
Kobiety Mezezyzni Razem
200 300 500
30 120 150
15% 40% 0%
Lek Y
Kobiety Mezczyzni Razem
4001 100 o00
8 | 45 125
20% 45% 25%

Zadania testowe

1.D 2.A 3.C

4.D 5B

Przed obowiazkows maturg z matematyki

1.

2
3. T
4
b

=5 M=5 D=5

h,



Indeks

amplituda 37
arcus
cosinus 73
cotangens 74
sinus 73
tangens T4
asymptota
pionowa wykresu funkeji 237
pozioma wykresu funkecji 240
ukosna wykresu funkeji 288

ciag 146
arytmetyczny 164-166, 171, 172
geometryczny 175, 176, 178, 179, 181
liczb Catalana 188
liczhowy 147
malejacy 153
niemalejacy 155
nierosnacy 155
nieskonczony 146
ograniczony 213
ograniczony z gory 213
rosnacy 153
rozbiezny 198
skonczony 148
staly 155
zbiezny 196, 198, 214
cisoida Dioklesa 239
cosinus
kata 10-12, 17, 25, 27, 58, 59, 67
podwojonego kata 55
potowy kata 57
roznicy katow 54
sumy katow 54
cosinusoida 27
colangens
kata 10-12, 17, 30, 32, 58, 59
podwojonego kata 56
cotangensoida 32

diugosé wektora 120
dominanta 304

efektvwna stopa procentowa 191
ekstremum lokalne funkeji 273

figura
osiowosymetryczna 128
srodkowosymetryvezna 131
figury
jednoktadne 136
podobne 137
funkcja
ciagla 245, 246
ciggla w punkecie 244
nieciagla 245
nieciagta w punkcie 244
nieparzysta 29
odwrotna 72
okresowa 22
parzysta 29
pochodna 255, 258-261, 263
rozniczkowalna 255
roznowartosciowa 72
wewnetrzna 262
zewnetrzna 262

granica
ciagu 195-197. 200, 204, 205
funkeji 226, 227, 229-231, 240, 241
iloczynu ciagéw 200
ilorazu ciagéw 200
jednostronna funkeji 233, 234
niewlasciwa ciagu 198, 204, 206, 207
niewtasciwa funkeji 235
niewtasciwa jednostronna funkeji 235
roznicy ciggéw 200
sumy ciagdw 200
wlasciwa ciagu 195, 196

iloczyn
skalarny wektoréw 123
wektora przez liczbe 119
iloraz
clagu geometryceznego 175
roznicowy 251
indukecja matematyczna 214

Indeks
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I 374

jednoktadnosé 136

kapitalizacja odsetek 190
krzywa Gaussa 317

maksimum lokalne funkeji 273

mediana 302

metoda analizy starozyvtnych
rozwiazywania rownan 380

miara tukowa kata 19, 20

minimum lokalne funkcji 273

nominalna stopa procentowa 191

obraz punktu w przesunieciu o wektor 124
odchylenie
przecigtne 313
standardowe 308
odleglosé
miedzy prostymi réwnoleglymi 93, 94
migdzy punktami w ukladzie
wspolrzednych 84
punktu od prostej 91
okrag jednostkowy 13
okres
funkeji 22
kapitalizacji 190
podstawowy (zasadniczy) funkeji 22
okregi
przecinajace sie 102
rozlaczne 102
styczne 102
os symetrii 127, 128

pochodna
funkecji cosinus 261
funkcji cotangens 261
funkcji — wzory 255, 256, 261
funkeji potegowe) 256
funkeji sinus 261
funkcji stalej 255
funkcji tangens 261
funkeji w punkecie 252, 253
funkeji zltozonej 263
iloczynu funkeji 258
ilorazu funkcji 259
réznicy funkeji 258
sumy funkeji 258

Incleks

podciag ciagu 182

pole trojkata w uktadzie
wspotrzednych 95

procent skladany 189

przesuniecie (translacja) o wektor 124

punkt stvcznosci okregu i prostej 105

radian 19, 20
regula trzech sigm 317
rekurencyjne okreslenie ciggu 157
rozklad normalny 317
rozstep 313
rownanie
okregu 96-938
okregu w postaci kanonicznej 97
okregu w postaci ogdlnej 98
roznica
ciagu arytmetyeznego 164
cosinusow 68
sinuséw 68
wektorow 119

sasiedztwo punktu 227
sieczna
okregu 105
wykresu funkeji 251
silnia 160
sinus
kata 10-12, 17, 25, 26, 58, 59, 67
podwojonego kata 55
potowy kata 57
roznicy katow 54
sumy katow 54
sinusoida 25
skala
centylowa 303
jednoktadnosei 136, 137
podobienstwa 137
strofoida 239
styczna
do okregu 105
do wykresu funkeji 253, 256
suma
cosinusow 68
cresciowa szeregu
geometrycznego 208
poczatkowyeh wyrazow ciagu
arvtmetycznego 171, 172



suma tangensoida 30

poczatkowych wyrazéw ciggu tozsamosé trygonometryczna 49
geometrycznego 181 twierdzenie
sinusow 68 o osiaganiu kresow
szeregu geometrycznego 208, 209 (Weierstrassa) 249
wektorow 118 o0 przyjmowaniu wartosci
symbol nieoznaczony 205 posrednich 248
symetralna odcinka 88 o trzech ciagach 202
symetria
osiowa 127 wariancja 308, 310
srodkowa 131 warunek
wzgledem osi uktadu wspélrzednych 128 konieczny istnienia ekstremum 273
wzgledem poczatku ukladu wystarczajacy istnienia
wspolrzednych 132 ekstremum 274
szereg wektor
geometryczny 208-210 jednostkowy 122
geometryczny rozbiezny 208 zerowy 120
geometryczny zbiezny 208, 209 wlasnosé Darboux 248
harmoniczny 212 wlasnosci
funkcji sinus 25
srednia funkcji tangens 31
arytmetyczna 298 wspohrzedne Srodka odeinka 87
obcigta 301 wyraz ciagu 146
wazona 314 wzory redukeyine 58, 59
srodek symetrii 131 wzér ogblny

ciagu 149

tangens : .
8 ciggu arvtmetycznego 164

kata 10-12, 17, 30, 31, 58, 59
podwojonego kata 56
roznicy katow 56 zatozenie indukcyjne 215
sumy katéw 56 zlozenie funkeji 262

ciagu geometryeznego 176

Indeks 375



Tablice wartosci funkcji trygonometrycznych

D

e B T R

]
a

100
11
12°
13"
14

15"

167
1 22
18
19
20°
217

23
24°
25°
26°
27
28°
29°
30°
31°
32"
33"
34°
35°
36"
37
38"
39°
40°
41°
42°
43"
44°

sin o

10,0000 |

0,0175
0,0349
0,0523
0,0698
0,0872
0,1045
0,1219
0,1392
0,1564
0,1736
0,1908
0,2079
0,2250
0,2419
0,2588
0,2756
0,2924
0,3090
0,3256
0,3420
0,3584
0,3746
0,3907
0,4067
0,4226
0,4384
0,4540
0,4695
0,4848
0,5000
0,5150
0,5299
0,5446
0,5592
0,5736
0,5878
0,6018
0,6157
0,6293
0,6428
0,6561
0,6691
0,6820
0,6947

COS ¥

1,0000
00,9998
0,9994
0,9986
0,9976
0.9962
0,9945
0,9925
(1.9903
0.9877
00,0848
00,9816
0.9781
0,9744
0.,9703
00,9659
0,9613
0,9563
0.9511
0,9455
0.9397
00,9336
0,9272
0,9205
0,9135
0,9063
00,8988
0.8910
00,8829
0,8746
{0, 8660
00,8572
00,8480
0. 8387
0.8290
0.8192
00,8090
0.7986
0,7880
0,7771
00,7660
0,7547
0.7431
0,7314
0,7193

tga

©0,0000

0,0175
0,0349
0.0524
0,0699
0,0875
0,1051
0,1228
0,1405
0,1584
0,1763
0,1944
0,2126
0,2309
0,2493
0,2679
0,2867
0,3057
0,3249
0,3443
0,3640
0,3839
0,4040
0,4245
0.4452
0,4663
0,4877
0,5005
0,5317
0,5543
0,5774
0,6009
0.6249
0,6494
0,6745
0,7002
0,7265
0,7536
0,7813
0,8008
0.8391
0,8693
0,9004
0,9325
0,9657

ctg o

57,200
28,636
19,081
14,301
11,430
9,5144
8,1443
7.1154
6.3138
5,6713
5,1446
4,7046
4,3315
4,0108
3,7321
3,4874
3,2709
3,0777
2.0042
2,7475
2.6051
2,4751
2,3559
2,2460
92,1445
2,0503
1,9626
1,8807
1,8040
1.7321
1,6643
1,6003
1,5399
1,4826
1,4281
1,3764
1,3270
1,2799
1,2349
1,1918
1,1504
1.1106
1,0724
1,0355

cx

45°
467
47°
48°
49°
507

83"
84
85°
86
87
88"
89°

sin o

| 0,7071

0,7193
0.7314
0,7431
0,7547
0,7660
0,7771
0,7880
0,7986
0,8090
0,8192
0,8290
0,8387
0,8480
0,8572
0,8660
0,8746
0,8829
0,8910
0,8088
0,9063
0,0135
0,9205
0,0272
0,336
0,9397
0,9455
0,0511
0,9563
0,9613
0,9659
0,9703
0,0744
0,0781
0,9816
0,0848
0,0877
0,0903
0,0925
0,0045
0,0962
0,9976
0,9986
0,9994
0,9998

COS ¥

- 0,7071

0,6947
0,6820
0,6691
0,6561
0,6428
0,6293
0,6157
0,6018
0,5878
0,5736
0,5592
0,5446
0,5299
0,5150
0,5000
0,4848
0,4695
0,4540
0,4384
0,4226
0,4067
0,3907
0,3746
0,3584
0,3420
0,3256
0,3090
0,2924
0,2756
0,2588
0,2419
0,2250
0,2079
0,1908
0,1736
0,1564
0,1392
0,1219
0,1045
0,0872
0,0698
0,0523
0,0349
0,0175

tga

1.0000

1,0355
1,0724
1,1106
1,1504
1,1918
1,2349
1,2799
1,3270
1,3764
1,4281
1,4826
1,5399
1,6003
1,6643
1,7321
1,8040
1,8807
1,0626
92,0503
21445
2 2460
2,3559
2 4751
26051
2 7475
2,9042
3,0777
3,2709
3,4874
3,7321
41,0108
4,3315
41,7046
5,1446
5,6713
6,3138
7,1154
8,1443
9,5144
11,430
14,301
19,081
98,636
57,290

ctg (i |
1,0000
0,9657
0,9325
0,9004
0,8603
0,8391
0,8008
0,7813
0,7536
0,7265
0,7002
0,6745
0,6494
0,6249
0,6000
0,5774
0,5543
0,5317
0,5005
0,4877
0,4663
0,4452
0,4245
0,4040
0,3839
0.3640
0,3443
0,3249
0,3057
0,2867
0,2679
0,2493
0,2300
0,2126
0,1944
0,1763
0,1584
0,1405
0,1228
0,1051
0,0875
0,0609
0,0524
0,0349
0,0175






ng% Twoje mocne strony MATeMAtyka
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Podrecznik MATeMAtyka 3 do zakresu podstawowego i rozszerzonego w spojny i przystepny
sposob wprowadza ucznia w zagadnienia matematyczne. Dzieki niemu lekcje w szkole sg
ciekawe, a jednoczesnie pozwala on na efektywng samodzielng nauke w domu.

e— Czytelny uktad
ft:_?-—#—“" el Przejrzyste wprowadzenia nowych tresci,

e

przykfady, proste ¢wiczenia i utozone
zgodnie ze wzrastajacym stopniem
trudnodci zadania tworzg czytelny
uktad kazdego tematu. Utatwia to prace
na lekcjach i w domu.
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Pomocne sekcje

Sekcje Warto powtorzy¢ pomagaja lepiej
przygotowac sie do kolejnych lekgji.

Sekcje Warto wiedziec uzupelniaja i rozszerzaja
tresci z lekcji.
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Réznorodne formy przekazu

Ciekawe infografiki i Zagadnienia uzupetniajace
urozmaicaja prace na lekcjach i zachecaja
uczniow do samodzielnych poszukiwarn.
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Kazdy dziat podrecznika MATeMAtyka 3
konczy sie dwoma zestawami
powtorzeniowymi, dzieki ktérym uczniowie
moga utrwalic zdobyte wczesniej
wiadomosci. Nastepnie zaczyna sie sekcja
zadan zamknigtych i otwartych, w ktorej
znajdziemy tez Sposoby na zadania,
pokazujace rézne metody rozwiazywania
zadan.
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