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Droga Nowa Ero,

Nigdy bym nie publikowata publicznie ksigzek wydawnictw, ktore dzialaja na uczciwych zasadach.

Wasza firma jednak promuje masowy dodruk, calkowicie niepotrzebnych ksigzek, ktore moglyby
zastapione wersjami elektronicznymi!

Co prawda e-booki sg dostepne na waszej stronie, jednak:

W przeciwienstwie do fizycznej ksigzki, licencja na e-book konczy sie po roku. Oznacza to,
ze jezeli moja corka chcialaby powtorzyc sobie calg wiedze do matury, musialabym jej
kupic wszystkie wasze ksigzki od nowa.

Waszych e-bookow nie da sie pobrac! Wymagaja one dostep do internetu, co uniemozliwia
ich uzycie na naszej wsi, gdzie zasieg jest ograniczony.

Wasze e-booki nie dzialajg na telefonach komorkowych!!!

Wasze e-booki sprzedawane sa po tej samej (albo wyzszej) cenie co regulame ksigzki. Cena
e-booka powinna by¢ nizsza, gdyz e-booki wymagaja elektronicznego czytnika (tabletu)!

Czas rozpoczac¢ nowq ere (o ironio), w ktorej papier nie jest bezczelnie marnowany dla pieniedzy.
Przedstawiam e-book, ktory spelnia wszystkie oczekiwania uczniow.

Dbajmy o srodowisko, zrobmy to dla miodych pokolen.
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Rachunek
prawdopodobienstwa

Poczatki rachunku prawdopodobienstwa sg zwiazane z grami losowymi. do
ktéryeh nalezy na przyklad gra w kosdci. i checia poznania szansy wygranej.

W 1654 roku we Francji zapalony gracz w kosci kawaler de Méré [czyt. de mere]
zwrocil sie do Blaise'a Pascala z prosba o wyjasnienie pewnych zagadnien
zwiazanych z grami hazardowymi. W celu rozwiazania tych zagadnien Pas-

cal prowadzil korespondencje z innym francuskim matematykiem — Pierre’em

de Fermatem. Rok 1654 jest przyjmowany za date narodzin rachunku praw-

dopodobienstwa.
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1.1. Reguta mnozenia

Przyktad 1
Rzucamy dwiema monetami: dwuzlotowka i pieciozlotowka. Wypisz wszystkie
mozliwe wyniki tego doswiadczenia.

Niech 0 oznacza otrzymanie orla, a r — reszki
na monecie dwuzlotowej, natomiast O — orla,
a R — reszki na monecie pieciozlotowej. Moz-
liwe wyniki doswiadezenia to:

00, oR, rO. rR

Przyktad 2
Rzucamy dwiema kostkami: niebieska i czerwona. lle jest mozliwych wynikow
tego doswiadezenia?

Wypisujemy wszystkie mozliwe wyniki:

L3 21 31 41 51 61 Kiedy piszemy o kostee, mamy na
19 99 39 49 =9 69 mysli szescienna kostke do gryv.
L L Z e J 2
13 93 33 43 53 G 3 Ii‘rzjf_iu|u_11-~11'1}.-'. n}*{ m~.ry|1|iki:-1n||jr-u Iinn-
. ‘ , _ - e crotnego reutu kostka jest liczba
14 24 34 44 >4 G4 otrzymanych oczek, a wynikiem
15 25 39 45 58 65 rzutu dwiema kostkami
16 26 36 46 56 66 uporzadkowana para liczb.

Wizystkich mozliwych wynikéw jest 36 (zwro¢ uwage, ze rozrozniamy wyniki
takie jak np. 23 i 32).

Cwiczenie 1

Pewien kod sklada sie z jednej litery alfabetu i nastepujacej po niej jednej
cyfry. Ile réznych kodéw mozna utworzyé, jezeli w kazdym bedzie wystepowala
jedna z 26 liter: A, B, C, D, E, F, G H,I,J, K, L, M, N, O, P, Q. R, 5, T,
U, V., W, X, Y, Zoraz jednaz 10cyfr: 0,1, 2, 3, 4,5,6, 7, 8 97

W takiej sytuacji. jak opisana w ¢wiczeniu, zamiast wypisywac¢ wszystkie moz-
liwe pary tworzace kod, warto skorzystac z reguly mnozenia. Mowi ona, ze jesli
zbior A ma m elementow, a zbior B ma n elementow, to liczba réznych par
(z,y) takich, ze x € A oraz y € B, jest réwna m - n.

Uwaga. Liczbe elementéw zbioru A bedziemy oznaczaé A (lub |Al).

1. Rachunek prawdopodobierstwa



Przykiad 3

Ile jest wszystkich punktow plaszezyvzny, ktorych } ‘ Lo ' b
pierwsza wspolrzedna jest liczba nalezaca do zbioru il b
= . E1 G . - e ¢ ? 5
A={1,2,3,4,5}, a druga — do zbioru B = {1, 2, 3} g bkt
A = 5oraz B = 3, wiec takich punktéw jest 4 - B = 15. O l — X

Cwiczenie 2

Ile jest wszystkich punktow plaszezyzny, ktorych pierwsza wspolrzedna
jest liczba nalezaca do zbioru A = {3,4,5,6,7,8,9}, a druga - do zbioru
B = {2,4,6,8}?

Cwiczenie 3
Ile jest wszystkich punktow plaszezyzny, ktoryeh pierwsza wspolrzedna jest

liczba naturalng mniejsza od 20 i podzielna przez 3. a druga — liczba naturalna
mniejsza od 30 i podzielng przez 47

Regule mnozenia mozna sformulowac¢ bardziej ogolnie.

Reguta mnozenia

Jezeli pewien wybor polega na podjeciu n decyzji, przy czym pierwsza
decyzje mozna podjac na £y sposobéw, druga — na k, sposobéw, ..., n-ta —

na k, sposobow, to takiego wyboru mozna dokonac¢ na ky - ks - ... - k,
sposobow.
Przykiad 4

Ile moze by¢ numerow rejestracyjnyveh ma-

jacych na poczatku dwie litery, a nastepnie w E 9 1 3 3 8
piec cyfr (litery i cyfry moga sie powtarzac),
jesli w numerach tych moga wystepowac je-

dynie litery W, E oraz cyfry 1, 3, 8, 97

Takich numeréw moze byé: 2-2-4-4-4-4.4 = 40906.

Cwiczenie 4
Ile moze by¢ kodéw majacych na poczatku cztery litery, a nastepnie trzy cyfry
(litery i cyfry moga sie powtarzac), jesli do utworzenia kodéw wykorzystujemy:

a) jedynie litery V, X, Y, Z oraz cyfry 1, 3, 5, 7. 9;
b) jedynie litery A, B, C, D, E, F, G oraz cyfry 1, 2, 3, 4, 5. 6;

¢) 26 liter alfabetu oraz wszystkie cyfry?

1.1, Regula mnozenia
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Zadania

L

Ile jest wszystkich par (x,y) takich, ze x € Aiy € B?
a) A={2,4,8,16,32}, B={-3.-2,-1,0,1,2,3}
b) A — zbiér naturalnych dzielnikéw liczby 24,

B — zbior naturalnych dzielnikow liczby 100

2. lle jest mozliwych kodéw, w ktoérych na poczatku wystepuja dwie litery,
a nastepnie dwie cyfry (litery i eyfry moga sie powtarzac), jesli wykorzy-
stujemy:

a) litery A, B, C, D, E, F, G, H oraz cyfry 1, 2, 3, 4, 5;
b) 26 liter alfabetu oraz dowolne cyfry?

3. Ile jest mozliwych kodéw, w ktorych na poczatku wystepuja trzy litery,
a nastepnie cztery cyfry (litery i cyfry moga si¢ powtarzac), jesli wykorzy-
stujemy:

a) litery A, B, C oraz cyfry 1, 2, 3, 4;
b) litery A, B, C, D oraz cyvfry 1, 2, 3, 4, 5, 67

4. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Ile jest liczb osmiocyfrowych takich, ze pierwsza cyfra jest 5, wystepuje
w nich jedna cyfra 2, jedna cyfra 4, a pozostale cyfry sa zerami?
Cyfre 2 mozemy umiesci¢ na jednej z siedmin pozycji, a cyfre 4 — na
jednej z pozostalych szesciu pozycji. Takich liczb jest zatem 7-6 = 42,
Ile jest liczb odmiocyfrowych takich, ze pierwsza cyfra jest 3 oraz:
a) wystepuje w nich jedna cyfra 4, jedna cyfra 6 i jedna cyfra 8, a pozostale
cyiry sa zerami,
b) wystepuje w nich jedna cyfra 7, jedna cyfra 9, a pozostale cyfry sa
zerami, jesli liczba ta jest podzielna przez 100,
¢) suma cyfr jest réwna 6, a eyfry rézne od zera si¢ nie powtarzaja?

Powtérzenie

5. W restauracji serwuje sie pie¢ roznych zup, osiem drugich dan i szes¢ dese-
row. Ile réznych zestawow obiadowych, skladajacych sie z zupy, drugiego
dania i deseru, mozna zamowic w tej restauracji?

6. Na ile sposobow moze sie ubrac¢ pani, ktéra ma trzy rézne kapelusze, szesc

sukni 1 cztery pary butow?

1. Rachunek prawdopodobieristwa



Prezentacja wynikow doswiadczenia za pomoca drzewa
Przykiad

Rzucono kostka i moneta. Wynikiem do$wiadezenia jest para (a,b), gdzie a
jest liczba oczek na kostee, a b — orlem lub reszka. Ile jest mozliwych wynikow
takiego doswiadczenia?

Ponizsze drzewo ilustruje wszystkie mozliwe wyniki tego doswiadczenia.

/1\ /Q\ /3\ /4\ /J\ /b\
o T © T © £ @ T e T 0 7
Wynikdéw tego doswiadcezenia jest 62 = 12:
(I:G)r (11?‘)1 (210)5 {2:?‘): (31‘9]: (3:"")1 (41”)1 (4,'.’"): (5:0)! (:},T'}_._ (ﬁ,ﬂ')._ (G:r)'

1. Rzucono dwiema kostkami: zielona i z6lta. Na kostce zielonej otrzymano
parzysta liczbe oczek. a na kostce zolte] — liczbe oczek mniejsza od 4.
Ile jest mozliwych takich wynikéw? Zbior wynikow tego doswiadcezenia
przedstaw w postaci drzewa.

2. a) Zapisz mozliwe wyniki doswiadczenia pole-
gajacego na trzykrotnym rzucie moneta (drzewo /\
przedstawione obok jest ilustracja graficzna tego 4

doswiadczenia). /\ /\

b) Przedstaw w postaci drzewa zbiér wynikéw ¢ L £ "
doswiadczenia polegajacego na czterokrotnym /\ /\ /\
8 T O T r o r
3. W urnie znajduja sie trzy kule oznaczone numerami 1, 2 i 3. Trzykrotnie

rzucie moneta.
wyciagamy kule, zapisujemy jej numer i zwracamy ja do urny., Zapisane

wynik rzutu kostka

wynik rzutu moneta

e}

numery tworza liczbe trzycytrowa. Przerysuj ponizsze drzewo do zeszytu
i uzupelnij je tak, aby ilustrowalo wszystkie mozliwe wyniki tego doswiad-

czenia.
pierwsze losowanie

1 2 3
/IWL losowanie
1 2 3
_ /Nﬂ'i{* losowanie
Ile w ten sposob mozemny
= T P et 1 2 :

otrzymac liczb parzystych. 931 339 333 otrzymane
a ile — podzielnych przez 67 liczby

Prezentacja wynikow doswiadczenia za pomoca drzewa 13 IS
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1.2. Permutacje

Przyktad 1

Na ile sposobéw mozna ustawic¢ na polce trzy rézne
ksiazki?

Oznaczamy ksigzki numerami 1, 2, 3 i wypisujemy
wszystkie mozliwe ustawienia:

123 132 213 231 312 321
Trzy ksiazki mozemy ustawic na 6 sposobow.
Przykiad 2

Na ile sposob6éw mozna ustawi¢ na polee cztery rozne
ksigzki?

Oznaczamy ksigzki numerami 1, 2, 3, 4 i wypisujemy
wszystkie mozliwe ustawienia:

1234 2134 3124 4123
1243 2143 3142 4132
1324 2314 3214 4213
1342 2341 3241 4231
1423 2413 3412 4312
1432 2431 3421 4321

Otrzymalidmy 24 mozliwe ustawienia ksigzek.

W przykladzie 1. podalismy wszystkie trzywyrazowe ciagi, ktore mozna utwo-
rzy¢. przestawiajac liczby 1. 2, 3. a w przykladzie 2. — wszystkie czterowyra-
zowe ciagi, ktore mozna utworzy¢, przestawiajac liczby 1, 2, 3, 4. Takie ciagi
nazywamy permutacjami.

Definicja
Kazdy n-wyrazowy cigg utworzony ze wszystkich elementow n-elemento-
wego zbioru A nazywamy permutacja tego zbioru.

Cwiczenie 1
Wypisz wszystkie permutacje podanego zbioru.

a) {3,5) b) {3.,5,7} ¢) {3,5.7,9}

Liczbe wszystkich permutacji zbioru n-elementowego oznaczamy przez P,.
Obliczamy ja, korzystajac z reguly mnozenia.

1. Rachunek prawdopodobieristwa



Przykiad 3

Na ile sposobdéw mozna ustawié¢ na polee pieé réznych ksiazek?

Nalezy odpowiedzie¢ na pytanie, ile jest permutacji zbioru piecioelementowego
{1,2,3.4.5}. Najpierw wybieramy jedna sposréd pieciu ksiazek 1 ustawiamy
ja na pierwszym miejscu — mozemy to zrobic¢ na 5 sposobéw. Nastepnie wybie-
ramy jedna z czterech pozostalych ksigzek i ustawiamy ja na drugim miejscu —
mozemy to zrobi¢ na 4 sposoby, nastepnie wybieramy jedna z trzech pozosta-
lvch ksiazek itd. Mozliwych ustawien jest wiec:

5:4-3-2-1=120

Definicja
Dla liczby naturalnej n > 1 symbol n! [czyt. n silnia] oznacza iloczyn
kolejnych liczb naturalnych od 1 do n:

=12 B cin - 00

Przyjmujemy réwniez, ze 0l =11 1! = 1.

Cwiczenie 2

Podaj liczbe, ktora nalezy wstawi¢ w miejsce 7. 0! = !
: 1! = 1
a)4l=31.2  b)8l=T-[2 ¢ 12A=11.[2 o )
. ;i : : 3! = §]
Zauwaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi qre 94
rownosé: (n+ 1) =nl(n +1). 5! = 120
6! = 720
Cwiczenie 3 = Lt
pl:?&(‘ ulamek. 1 l | O— 369830
a) = ¢) — g) Lol g) a2k 100 = 3628800
- - w w 11! = 39916800
i $02 y An=1)! (n—2)! 12! = 479001600

h) 5! d) 100! t) n! h) n!

Twierdzenie

Wszystkich permutacji zbioru n-elementowego jest n!.

Cwiczenie 4

Ile jest wszystkich permutacji zbioru A, jesli wiadomo, ze:

a) A =6, b) A=1, c) A=10, d) A=12?

1.2. Permutacje
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Zadania

1.

a) lle liczb pieciocyfrowych mozna utworzy¢, wykorzystujac wszystkie cy-
fry liczby 56 7897

b) Ile liczb szesciocyfrowych mozna utworzyé., wykorzystujac wszystkie
cyfry liczby 245 7687

a) Ile jest liczb dziewieciocyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuje cy-
fra () i zadna cyfra sie nie powtarza?

b) Ile jest liczb dziesieciocyfrowych, w ktorych zapisie zadna cyfra sie nie
powtarza?

Rozwazmy liczby pieciocyfrowe, w ktérych zapisie kazda z cyfr 1, 2, 3, 4, 5
wystepuje dokladnie raz.

a) Ile jest takich liczb mniejszych od 500007

b) Ile jest takich liczb wigkszych od 300007

Z cyfr 4,5, 6, 7, 8, 9 tworzymy liczby szesciocyfrowe o niepowtarzajacych
sie cyfrach. Ile mozna utworzy¢ takich liczb:

a) podzielnych przez 5. b) parzystych?

Podaj liczbe elementéw zbioru A. o ktorym wiadomo, ze wszystkich moz-
liwych jego permutacji jest:
a) 24, b) 120, c) 40320, d) 3628 800.

a) Zawodnikom przydzielono kolejne numery od 1 do n. Ile osob bralo
udzial w zawodach, jesli wiadomo, ze numery startowe mozna bylo przy-
dzieli¢ na 5040 sposobow?

b) Zawodnikom przydzielono kolejne numery od 1 do n. Najpierw roz-
dano numery parzyste, po czym okazalo sie, ze numery nieparzyste mozna
przydzieli¢ na 720 sposobow. Ile oséb bralo udzial w zawodach?

Na ile sposobéw mozna zakwaterowac cztery osoby:

a) w czterech jednoosobowych pokojach,

b) w pieciu jednoosobowych pokojach?

a) Na ile sposobéw mozna umiescié¢ 7 kul w 7 szufladach (kule i szuflady
rozrézniamy) tak, aby kazda szuflada byla zajeta?

b) Na ile sposobéw mozna umiesci¢ 7 kul w 8 szufladach (kule i szuflady
rozrozniamy) tak, aby tylko jedna szuflada byla pusta?
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a) Na ile sposobéw mozna ustawié¢ dziewieé oséb w kolejce?

b) Na ile sposobéw mozna ustawié¢ czworo dziewczat i pieciu chlopcow
w kolejce tak, aby dziewczeta staly na poczatku kolejki?

¢) Na ile sposobéw mozna ustawic troje dziewczat i szesciu chlopeéw w ko-
lejee tak, aby dziewczeta staly na koncu kolejki?

10. Oblicz.
8! 10! ; 5! o (n+1)!
a) & d) 73 8) Irre ) aoD)
1_9! gl.4! 5! + 6! (n+4+1)!—n!

b) 7m ¢) T h) F=s k) (n—1)!
15! 100! 10! o (n—2)! (n—1)!(n+1)!
c) 3!13! f) 12!.98! 1) (n—4)! 1) (n!)2

11. a) Liczba permutacji zbioru (n + 1)-elementowego jest o 600 wieksza od
liczby permutacji zbioru n-elementowego. Oblicz n.
b) Liczba permutacji zbioru (n + 3)-elementowego jest 120 razy wieksza
od liczby permutacji zbioru n-elementowego. Oblicz n.

12. lle zer na koncu ma podana liczba?
a) 15! b) 30! c¢) 100!

Powtorzenie

13. lle liczb n-cyfrowych mozna utworzyc¢, wykorzystujac wszystkie eyfry po-
danej liczby?
a) 234in=3 b) 4567 in =4 c) 123456in =06

14. Ile mozna utworzy¢ koddw majacych na poezatku n liter, a nastepnie
m cyir, jesli wykorzystujemy wszystkie podane litery i cyfry?
&) A, B. 2.4 6in=2Mm=3
b)) A.B,C, 1,3,5,Tin=3 m=4
¢) A,B.C,D,3,6,9in=4,m=3

15. Pieciu przyjaciol wybralo sie do kina. Na ile sposobow moga oni usiasc¢ na
pieciu miejscach?

16. Tramwajem zatrzymujacym si¢ na 8 przystankach jedzie 7 osob. Na ile

sposobow moga one wysigsé z tramwaju, jesli kazda z nich:
a) wysiada na innym przystanku,

b) wysiada na innym przystanku, ale nikt nie wysiada na pierwszym przy-
stanku?

1.2. Permutacje
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Permutacje z powtdrzeniami

Przykiad 1

a) Mamy do dyspozycji klocki z literami A, A, K, R. Zmieniajac kolejnosé li-
ter, otrzymujemy czteroliterowe slowa (majace sens lub nie). Wyznacz wszyst-
kie mozliwe slowa.

Jest 12 mozliwych slow:
AAKR AKAR AKRA KAAR KARA KRAA
AARK ARAK ARKA RAAK RAKA RKAA

b) Mamy do dyspozycji klocki z literami A, A, T, T. Zmieniajac kolejnosé liter,
otrzymujemy czteroliterowe slowa (majace sens lub nie). Wypisz wszystkie
mozliwe slowa.

Jest 6 mozliwych stow:

AATT ATAT ATTA TAAT TATA TTAA

Rozpatrzmy n-elementowy ciag, ktérego wyrazy naleza do zbioru:
A= {a,aq,...,a;}
przy czym kazdy z elementow a;,as, ....a; wystepuje jako wyraz ciagu
odpowiednio ny,na, ..., ny razy (czyli ny +ne + ... + ngp = n).
Taki ciag nazywamy n-elementowa permutacja z powtorzeniami zbioru A.

® . s # ¥
Liczba takich permutacji jest rowna nli-ng.?:l...-n.;,-!‘

Przykfad 2
Niech m okresla, ile liczb szesciocyfrowych mozemy otrzymac, przestawiajac
cyfry liczby .
a) Jesli & = 112222, to m = = = 15.

6!
21.31.1!

b) Jesli z = 112223, to m = = 60.

1. a) lle siedmioliterowych sléw (majacych sens lub nie) mozemy otrzymac,
przestawiajac litery w slowie BARBARA?
b) Ile dziewiecioliterowych sléw (majacych sens lub nie) mozemy otrzy-
mac, przestawiajac litery w stowie KATAPULTA?

2. lle dziesieciocyfrowych liczb mozemy otrzymac, przestawiajac cyfry w licz-
bie:
a) 1222333444, b) 99898798767

1. Rachunek prawdopodobieristwa



1.3. Wariacje bez powtdrzen

Przyktad 1
Pewien kod tworzymy z trzech liter wybranych sposrod
nastepujacych: A, B, C, D, E, F, G, H. przy czym litery D E F

nie moga sie powtarzac. lle jest takich kodow?

Na pierwszym miejscu kodu mozemy wpisac jedna z osmiu liter, na drugim —
jedna z pozostalych siedmiu, a na trzecim - jedna z pozostalych szesciu. Zatem

jest 8- 7 -6 = 336 kodow.

Przykiad 2
Pewien kod tworzymy z trzech liter wybranych sposréd 26 liter alfabetu. przy
czym litery nie moga sie powtarzac. Ile jest takich kodow?

Takich koddw jest 26 - 25 - 24 = 15 600.

Cwiczenie 1

a) Ile mozna utworzyé¢ kodéw czteroliterowych, w ktérych moga wystapié li-
tery A, B, C, D, E, F i zadna litera sie nie powtarza?”

b) Ile mozna utworzy¢ kodéw czteroliterowych, w ktérych moze wystapié
kazda z 206 liter alfabetu i Zzadna litera sie nie powtarza?

Opisane wyzej ciagi liter tworzace kody to przyklady wariacji bez powtorzen.
Definicja
Kazdy k-wyrazowy ciag utworzony z roznych elementéw n-elementowego

zbioru A, gdzie k < n, nazywamy k-elementowa wariacja bez powtorzen
zbioru A.

Zauwazmy, ze kazda n-elementowa wariacja bez powtorzen zbioru n-elemen-
towego jest permutacja.

Liczbe wariacji bez powtorzen mozna obliczy¢, odwolujac sie bezposrednio do
reguly mnozenia lub korzystajac ze wzoru podanego ponizej.

Twierdzenie

Jeshi k < n. to wszystkich k-elementowych wariacji bez powtérzen zbioru
n-elementowego jest:

ﬂ.-[ﬂ—1}-...-(”—[;3_1)):#

1.3. Wariacje bez powtdrzeri
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Zadania

L

a) lle jest liczb trzycyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuje cyfra 0
i cyfry sie nie powtarzaja?

b) Ile jest liczb trzycyfrowych, w ktérych zapisie wystepuja tylko cyfry
1. 3,5, 7.9 1 zadna z nich sie nie powtarza? A ile jest takich liczb cztero-
cyfrowych?

Ile jest liczb trzycyfrowych, a ile czterocyfrowych, w ktérych zapisie cyfry
si¢ nie powtarzaja?

a) Ile mozna utworzyé¢ siedmiocyfrowych numeréw telefonicznych rozpo-
czynajacych sie od 71, w ktorych zadna cyfra nie bedzie sie powtarzala
i ktore nie beda zawieraly cyfry 07

b) Ile mozna utworzyé siedmiocyfrowych numeréw telefonicznych rozpo-
czynajacych sie od 701, w ktdérych zadna cyfra nie bedzie sie powtarzala?

W loterii fantowej wzielo udzial 100 uczniow i1 kazdy kupil jeden ze stu
losow. Wygrane to: I nagroda — rakieta tenisowa, Il nagroda — pilka do
koszykdwki 1 111 nagroda — pluszowy mis. Na ile sposobdw uezniowie moga
wylosowac nagrody?

Do windy zatrzymujacej sie na 10 pietrach wsiadly 4 osoby. Na ile sposo-
béw osoby te moga opusci¢ winde, jesli kazda z nich wysiada:
a) na innym pietrze,

b) na innym pietrze i nikt nie wysiada na trzech ostatnich pietrach?

Powtorzenie

6.

Ktorych liczb o réznych cyfrach jest wiecej: dwucyfrowych zapisanych za
pomoca cyfr 2, 3. 4, 5. 6, 7. 8, 9 czy trzyveyfrowych zapisanych za pomoca
cyfr 5, 6, 7, 8, 97

Na ile sposobdw dziesiecioosobowe stowarzyszenie moze wybraé trzy rézne
osoby do zajmowania stanowisk przewodniczacego, wiceprzewodniczacego
i sekretarza?

Rozwazmy wszystkie siedmiocyfrowe numery telefoniczne o niepowtarza-

jacych sie cyfrach. Uzasadnij. ze muneréw zaczynajacych sie od 6051 jest

tyle samo co numerow zaczynajacych sie od 605 1 zawierajacych tylko cyfry
od 0 do 7.

I C0 1. Rachunek prawdopodobieristwa



1.4. Wariacje z powtorzeniami

Przykiad 1

Ile jest wszystkich liczb trzycyfrowych, w ktorych zapisie moga wystepowad
tylko evtry 11 27

Kazda z trzech cyfr mozemy wybra¢ na dwa sposoby, zatem jest 2-2.2 =28
takich liczb.

111 121 211 221 Jest 8 liczb trzyeyfrowveh, w ktdryeh za-
112 122 212 2992 pisie mogg wystepowac tylko cyfry 11 2.
Przykiad 2

Ile jest wszystkich liczb trzyceyfrowych, w ktorych zapisie moga wystepowac
tylko cyfry 1, 2, 3, 41 57

Jest 555 = 125 takich liczb.

Cwiczenie 1

a) lle jest wszystkich liczb czterocyfrowych, w ktoryceh zapisie moga wystepo-
wac tylko cyfry 11 27

b) Tle jest wszystkich liczb szesciocyfrowych, w ktérych zapisie moga wyste-
powac tylko cyfry 1, 2, 3, 41 57

Opisane wyzej ciagi cyfr tworzace liczby to przyklady wariacji z powtorze-
niami.

Definicja
Kazdy k-wyrazowy ciag utworzony z elementéw zbioru A nazywamy
k-elementowa wariacja z powtorzeniami zbioru A.

Uwaga. W wariacji z powtdrzeniami wyrazy moga sie powtarzac.

Przyktad 3

Ile piecioliterowych kodéw mozna utworzy¢ z li-

ter A, B, C, D, E, F, G, H, jesli litery moga sie DIA|IFIA|G

powtarzac?
Mozna utworzy¢ 8° = 32 768 takich kodéw.
Cwiczenie 2

Ile piecioliterowych kodéw mozna utworzy¢ z 26 liter alfabetu, jesli litery moga
si¢ powtarzadé?

1.4. Wariacie z powtdrzeniami
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Twierdzenie

Wszystkich k-elementowych wariacji z powtoérzeniami zbioru n-elemento-
wego jest n*.

Uwaga. Jedli liczbe wszystkich k-elementowyeh wariacji z powtdrzeniami zbioru

n-elementowego oznaczymy przez W

K to treéé powyiszego twierdzenia zapiszemy:

Wk = n*

Cwiczenie 3
a) Ile jest wszystkich dwuelementowych wariacji z powtdrzeniami zbioru dzie-
siecioelementowego?

b) Ile jest wszystkich dziesiecioelementowych wariacji z powtérzeniami zbioru
dwuelementowego?

Zadania

Ile jest wszystkich liczb trzyeyfrowych, w ktérych zapisie nie ma:
a) cyfry 0, b) cyfr 01 4, c) eyfr0,415, d) cyfrdib?

Ile jest wszystkich liczb pieciocyfrowych:

a) zaczynajacych sie od 12, b) ktorych ostatnia cyfra jest 77

Ktora z liczb jest wieksza:

a) liczba dwuelementowych wariacji z powtérzeniami zbioru trzyelemen-
towego czy liczba trzyvelementowych wariacji z powtoérzeniami zbioru dwu-
elementowego,

b) liczba trzyelementowych wariacji z powtdrzeniami zbioru czteroelemen-
towego czy liczba czteroelementowych wariacji z powtérzeniami zbioru
trzyelementowego?

Z urny, w ktorej znajduja sie kule z numerami 4, 5, 6, 7, 8, 9, losujemy
kolejno cztery kule. Numery kul zapisane w kolejnosci losowania tworza
liczbe czterocyfrowa. Uzasadnij, ze przy losowaniu ze zwracaniem mozli-
wych do otrzymania liczb jest ponad trzykrotnie wiecej niz przy losowaniu
bez zwracania.

Uwaga. Losowanie polega na wycigganiu przedmiotéw (np. loséw, kul, zetondw)
w sposob, ktory wyklueza wplyw osoby losujacej na otrzymany wynik.

a) Do 3 szuflad wrzucamy 9 kul (kule i szuflady rozrézniamy). Na ile
sposobow mozemy rozmiesci¢ te kule?
b) Do 9 szuflad wrzucamy 3 kule (kule i szuflady rozrézniamy). Na ile
sposobow mozemy rozmiesci¢ te kule?

e 1. Rachunek prawdopodobieristwa



6. a) Na ile sposobdw 6 os6b moze wysiaéé z windy, ktéra zatrzymuje sie na
dziesieciu pietrach?
b) Na ile sposobéw 10 0s6b moze wysiasé z windy, ktéra zatrzymuje sie
na szesciu pietrach?

@ 7. Niech m bedzie liczba sposobéw, na ktore 5 pasazerow moze wysiasé z po-

ciagu na czterch stacjach, a n — liczba sposobéw, na ktore 4 pasazerow
moze wysias¢ z pociagu na pieciu stacjach. Uzasadnij, ze m — n < 400.

8. Ile jest wszystkich liczb, w ktorych zapisie wystepuja tylko cvfry 01 1
i ktére maja co najwyzej: a) 5 eyfr, b) 11 eyfr, ¢) n cyfr?

9. lle jest wszystkich liczb, ktore sa zapisane tylko za pomoca cyfr 0, 1, 2
oraz maja: a) 5 cyfr, b) 11 eyfr, ¢) n cyfr?

10. Rzucamy czterokrotnie kostka. Wyrzucone liczby oczek sa kolejnymi cyfra-
mi liczby czterocyfrowej. Ile sposrod otrzymanych w ten sposob liczb jest:
a) wiekszych od 6000, ¢) podzielnych przez 25,

b) wiekszych od 3500, d) podzielnych przez 47

11. Oblicz. ile jest liczb pieciocyfrowych:

a) mniejszych od 48000, ¢) o nieparzystym iloczynie cyfr,
b) wigkszych od 56 700, d) o parzystym iloczynie cyfr.
Powtdrzenie

12. Ktorych liczb jest wiecej:
a) dwucyfrowych, w ktorych zapisie wystepuja cyfry 3, 5, 7, czy trzy-
cyfrowych, w ktorych zapisie wystepuja cyfry 3, 5,
b) trzycyfrowych, w ktorych zapisie wystepuja cyfry 2, 4, 6, 8, czy cztero-
cyfrowych, w ktorych zapisie wystepuja cyfry 1, 2, 37

13. Karolina zapomniala dwie ostatnie cyfry z dziewieciu cyfr muneru tele-
fonu komodrkowego kolegi. Pamieta tylko, ze byly to cyfry nieparzyste. Ile
maksymalnie prob musi wykonad¢ Karolina, aby dodzwoni¢ sie do kolegi?

14. Do 4 szuflad wrzucamy 6 kul (kule i szuflady rozrézniamy). Na ile sposo-
béw mozna rozmiesci¢ te kule?

15. lle razy wiecej jest dziewieciocytrowych numeréw telefonicznych zaczyna-
jacych si¢ od 515 niz siedmiocyfrowych numerdéw zaczynajacych sie od 777

1.4. Wariacie z powtdrzeniami
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1.5. Reguta dodawania

Przykiad 1

Rzucamy cztery razy kostka i otrzymane liczby oczek zapisujemy jako kolejne
cyfry liczby czterocyfrowej. Ile mozna w ten sposob otrzymac liczb, ktéorych
suma cyfr jest roéwna 67

Suma cyfr moze by¢ rowna 6 w dwoch przypadkach:

« w zapisie liczby wystepuja: raz cyfra 3 i trzy razy cyira 1; sa cztery takie
liczby: 1113, 1131, 1311, 3111;

o w zapisie liczby wystepuja: dwa razy cyfra 2 i dwa razy cyfra 1; jest szesc¢
takich liczb: 1122, 1212, 1221, 2112, 2121, 2211.

Wszystkich takich liczb jest 4 4+ 6 = 10,

Przedstawione powyze] suumowanie liczby obiektéw sprzyjajacych dwom réz-
nyimn przypadkom to przyklad zastosowania reguly dodawania. Mowi ona, ze

jeshi zbiory A i B sa rozlaczne, to liczba elementéw zbioru A U B réwna sie

sumie liczby elementéw zbioru A i liczby elementow zbioru B.

Reguta dodawania

Jesli zbiory A 1 B sa rozlaezne, to AU B = A + B.

Cwiczenie 1
Rzucamy trzy razy kostka i otrzymane liczby oczek zapisujemy jako kolejne
cyiry liczby trzycyfrowej. Ile mozna w ten sposob otrzymac liczb, ktérych:

a) smma cyfr jest réwna 6, b) iloczyn cyfr jest réwny 67

Przyktad 2
Ile jest liczb czterocyfrowych, w ktorych zapisie moga wystepowacd cyfry na-
lezace do zbioru {1,2,3,4,5,6} i co najmniej raz wystepuje cyfra 37

Niech X bedzie zbiorem wszystkich liczb czterocyfrowych zapisanych za po-
moca cyfr 1, 2. 3, 4, 5, 6; A — zbiorem tych liczb ze zbioru X, w ktorych
zapisie co najmniej raz wystepuje cyfra 3: B — zbiorem tych liczb ze zbioru X,
w ktérych zapisie ani razu nie wystepuje cyfra 3. Wowezas X = 61, B = 5%,
Zauwazmy, ze X = AU B oraz A i B sa rozlaczne, zatem:

X=A+B
Stad:
6* — 5% = 1296 — 625 = 671

N
I
o
|
|
I
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Cwiczenie 2

a) Ile jest liczb pieciocyfrowych, w ktérych zapisie moga wystepowac cyfry
nalezace do zbioru {1.2,3,4} i co najmniej raz wystepuje cyfra 27

b) Ile jest liczb czterocyfrowych, w ktoryeh zapisie nie wystepuje cyfra 0,
a suma cyfr jest mniejsza od 357

Przykiad 3
Ile jest liczb pieciocyfrowych podzielnych przez 5, w ktoryeh zapisie wystepuja
tylko cyfry 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 1 zadna z nich sie nie powtarza?

Liczba jest podzielna przez 5, jesli jej ostatnia cyfra jest 0 lub 5.
Niech A bedzie zbiorem tych liczb spelniajacych warunki zadania, ktorych
ostatnia cyfra jest 0. o770
Woéwezas A jest réowna liczbie czteroelementowych wariacji bez powtérzen
zbioru {1,2,3,4,5,6}.

— G! :
Zatem A = o) = 360.
Niech B bedzie zbiorem tych liczb spelniajacych warunki zadania, ktorych

ostatnia cyfra jest 5. 2212025
Zwréémy uwage, Ze pierwsza cyfre liczby wybieramy ze zbioru £1,2,3,4,6},
wiec B=5-5-4-3 = 300.

Zatem A + B = 360 + 300 = 660.

Cwiczenie 3

Ile jest parzystych liczb czterocyfrowych, w ktoérych zapisie wystepuja tylko
cyfry 0, 1, 2, 3, 4, 5, 7 i zadna z nich sie nie powtarza?

Ogodlnie regule dodawania mozna sformulowad nastepujaco:

Jesli zbiory Ay, As, ..., A, sa parami rozlaczne, to:
A}UAQU...UAH =A] +Ag+ +‘A._ﬂ.

Cwiczenie 4

Rozpatrujemy liczby pieciocyfrowe zapisane za pomoca cyfr 1, 2, 3, 4, 5, 6.
a) Ile jest takich liczb, ktorych pierwsza cyfra jest 5 lub 67

b) Ile jest takich liczb, ktérych pierwsza cyfra jest 4, a druga 5 lub 67

¢) Ile jest takich liczb, ktorych pierwsza i druga cyfra to 4, a trzecia cyfra to
4, 5 ub 67

d) Ile jest takich liczb wiekszych od 44 4007

1.5. Regula dodawania
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Talia 24 kart sklada sie z 6 pikow (), Ad K& Dé Wé 10 Ok
6 kieréw (W), 6 kar (#) i 6 trefli (). Li- A9 K@ DO 11'® 109 99
tery A, K, D, W oznaczaja figury: odpo-

wiednio asa, kréla, dame i waleta. W sklad A® K® D¢ Ve 10 0¢

talii wechodzg karty wymienione obok. Ad Ko D [1de () Odb

Przykiad 4
Z talii 24 kart wybrano jednego pika, jednego kiera, jedno karo i jednego trefla.
Wiadomo, ze nie wybrano czterech asow. Ile jest mozliwosci takiego wyboru?

Liczba mozliwych wyboréw réwna sie 6 — 1 = 1296 — 1 = 1295.
Cwiczenie 5
Z talii 24 kart wybrano jednego pika, jednego kiera i jedno karo. Wiadomo.

ze nie wybrano ani trzech kréli, ani trzech dam. Ile jest mozliwosci takiego
wyboru?

Zadania

1. a) Z talii 24 kart wybrano pie¢, wsrod ktorych byly cztery asy. Ile jest
mozliwosci takiego wyboru?
b) Z talii 24 kart wybrano szesé, wéréd ktorych byly eztery asy. Pozostale
dwie karty to albo krol i dama, albo dama i walet. Ile jest mozliwosci ta-
kiego wyboru?

[} r‘ .
2. Rzucamy dwiema kostkami do gry. Liczbe 11 21 315l otatl

oczek na pierwszej z nich oznaczamy przez . 125 292 32 42932062
a na drugiej — przez y. Ile jest mozliwych

i T i i YR 13 93.33 43 53 63
wynikow spelniajacych podany warunek?

a) x <y lub x > y + 2 (diagram obok) 14 24 34 44 54 64
b)r=ylubaz>y+2 15 25 35 45 55 65
c)x+y<S5lubz+y=10 16 26 36 46 56 66

3. Podeczas sprawdzianu nalezalo obliczyé, ile jest liczb czterocyfrowyeh o roz-
nych eyfrach nalezacych do zbioru {0,1,2,3,4,5}. Ponizej przedstawiono
rozwiazania podane przez dwoch uczniow.

uczen I: 5-5-4-3 =300 uczen Il: 6-5-4-3—-1-5-4-3 =300

Uzasadnij podane rozwiazania.
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Rzucamy czterokrotnie kostka. Wyrzucone liczby oczek sa kolejnymi cy-
frami liczby czterocyfrowej. Ile sposrod otrzymanych w ten sposob liczb

jest:
a) wigkszych od 6000, ¢) podzielnych przez 25.
b) wiekszych od 3500, d) podzielnych przez 47

Ile jest liczb naturalnych mniejszych od &, w ktorych zapisie nie wystepuje
cyfra 0 oraz cyfry sie nie powtarzaja?
a) k=99 b) k= 999 c) k= 9999 d) k= 99999

Na parkingu salonu samochodowego stoi 10 samochoddéw tej samej marki.
Cztery samochody sa czarne, trzy — srebrne, a pozostale — granatowe.
Wybieramy trzy samochody. Na ile sposobow mozna dokonad¢ wyboru tak,
aby wszystkie wybrane samochody byly:

a) w roznych kolorach, b) w tym samym kolorze?

Ile jest liczb trzyevirowych o roznych cyvirach, jesli wiadomo, ze w zapisie
tvch liczb nie wystepuje cyfra 77 A ile jest takich liczb czterocyfrowych?

e jest liczb trzycyfrowych, ktérych eyfry naleza do zbioru {0,2,4,6,8}
i nie moga sie powtarzac, a ich suma jest wicksza od 67

9. lle jest wszystkich liczb, w ktorych zapisie wystepuja tylko cyfry 0 oraz 1
i ktore maja co najwyzej:
a) 5 cyfr, b) 7 eyfr, ¢) 10 eyfr?
Powtorzenie

10. lle jest siedmiocyirowych numeréw telefonicznych zaczynajacych sie od 66
lub od 6067

11. Ile jest kodéw liczbowych skladajacych sie z co najmniej pieciu oraz co
najwyzej dziewieciu cyfr?

12. Cheemy kupic¢ kanape i fotel. Sklep A oferuje 3 rodzaje kanap i 6 rodzajow
foteli, a sklep B — 5 rodzajow kanap i 4 rodzaje foteli. Ile mamy mozliwosci
wyboru, jesli kupimy wszystko w jednym sklepie?

13. Ile jest wszystkich liczb pieciocyfrowych:

a) zaczynajacych sie od 12, b) konczacych sie na 127

1.5. Regula dodawania
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1.6. Zdarzenia losowe

Rzut moneta czy rzut kostka to przyklady doswiadczen losowych, czyli takich
doswiadczen, ktérych wyniku nie mozemy przewidzie¢. W przypadku jedno-
krotnego rzutu moneta mozliwe wyniki to orzel lub reszka. W przypadku
jednokrotnego rzutu kostka mamy szes¢ mozliwych wynikow: 1, 2, 3, 4, 5 lub
6 oczek.

Poszezegolne wyniki doswiadezenia losowego nazywamy zdarzeniami elemen-
tarnymi, a ich zbior — przestrzenia zdarzen elementarnych lub krotko prze-
strzenia. Zgodnie z tradycja przestrzen zdarzen elementarnych oznaczamy
grecka wielka litera omega (£2), a pojedyncze zdarzenia elementarne — mala
litera omega (w).

Przykiad 1

a) Przestrzen zdarzen elementarnych rzutu moneta: 2 = {o,r}, gdzie o ozna-
cza otrzymanie orla, a r — reszki.

b) Przestrzen zdarzen elementarnych rzutu kostka: Q = {1,2,3,4,5, 6}.

¢) Przestrzenia zdarzen elementarnych w dodwiadczeniu polegajacym na rzu-
cie najpierw moneta, a nastepnie kostka jest zbior:

Q={(r1),(r2),(r,3),(r4),(r,5),(r6),(o,1),(0,2),(0,3), (0,4),(0,5),(0,6)}.

Cwiczenie 1

Z urny zawierajacej trzy kule ponumerowane 1, 2 i 3 losujemy jedna kule,
a nastepnie druga. Numery kul zapisane w kolejnosci losowania tworza liczbe
dwucyfrowa. Podaj przestrzen zdarzen elementarnych. jesli:

a) wylosowanej kuli nie zwracamy do urny (losowanie bez zwracania),
b) wylosowana kule zwracamy do urny (losowanie ze zwracaniem).
Definicja
Zdarzeniem losowym nazywamy dowolny podzbior przestrzeni zdarzen ele-
mentarnych £2.

Zdarzenia losowe, zwane krotko zdarzeniami, bedziemy oznaczac¢ wielkimi li-

terami: A, B, C itd.

Zbior ) nazywamy zdarzeniem pewnym, natomiast zbior pusty nazywamy
zdarzeniem niemozliwym. Elementy zdarzenia A nazywamy wynikami sprzy-
jajacymi zdarzeniu A.

1. Rachunek prawdopodobieristwa



Przykiad 2

Rzucamy raz kostka. Rozpatrzmy zdarzenia:
A — wypadla parzysta liczba oczek,

B — wypadla liczba oczek wicksza od 8,

C' — wypadla liczba oczek mniejsza od 7.

Przestrzenia zdarzen elementarnych jest zbior € = {1,2.3,4.5,6}.
Zdarzeniu A sprzyjaja wyniki 2, 4, 6, zatem A = {2,4,6}.
Zdarzenie B jest zdarzeniem niemozliwym, a C' — zdarzeniem pewnym.

Cwiczenie 2

Rzucamy dwa razy kostka. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom:
A — suma otrzymanych oczek jest mniejsza od 4,

B — iloczyn otrzymanych oczek jest podzielny przez 10.

Cwiczenie 3
Rzucamy cztery razy moneta. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom:

A — wypadly co najwyzej dwie reszki,

B — wypadly doktadnie dwie reszki.

Zdarzenia losowe sa zbiorami, zatem mozemy na nich wykonywac takie same
dzialania jak na zbiorach.
Niech A, B C ).

Suma zdarzen A i B nazywamy zdarzenie AU B,
ktoremu sprzyjaja wszystkie zdarzenia elementarne

sprzyjajace zdarzeniu A lub zdarzeniu B i tvlko one.

Iloczynem zdarzen A i B nazywamy zdarzenie
AN B, ktoremu sprzyjaja wszystkie zdarzenia
elementarne sprzyjajace jednoczesnie zdarzeniu
A i zdarzeniu B i tylko one.

Réznica zdarzen A i B nazywamy zdarzenie A\ B,
ktoremu sprzyjaja wszystkie zdarzenia elementarne
sprzyjajace zdarzeniu A oraz niesprzyjajace zdarze-

niu B i tylko one.

Mowimy, ze zdarzenia A 1 B sa rozlaczne lub wykluczaja sie, jesli czescé
wspélna AN B tych zdarzen jest zdarzeniem niemozliwym (AN B = ().

Zdarzenie A = Q\ A nazywamy zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A.
Zauwaz, ze ANA' =0 oraz AUA =Q,.

1.6. Zdarzenia losowe
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Cwiczenie 4
Rzucamy trzy razy moneta. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom:

A — orzel wypadl co najwyzej raz. D — wypadly same orly,
B — co najmniej raz wypadla reszka, FE — wypadlo wiecej ortéw niz reszek.

C — reszka wypadla dokladnie dwa razy,
Wskaz pary zdarzen wykluczajacych sie oraz pary zdarzen przeciwnych.

Uwaga. Jesli wszystkie elementy zdarzenia A naleza do zda-

rzenia B, to mowimy, ze zdarzenie A zawiera sie w zdarze- B
niu B, co zapisujemy A C B.

Zauwaz, ze jedli AC B,to ANB=A, AUB=Bi A\ B=.

Zadania

1. Rzucamy trzy razy kostka. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom:
A — suma wyrzuconych oczek jest roéwna 17,
B — suma wyrzuconych oczek jest nie wieksza niz 6.,
C' - iloczyn wyrzuconych oczek jest rowny 36.
2. Rzucamy dwa razy kostka. Rozpatrzmy zdarzenia:
A — pierwsza wyrzucona liczba jest nie mniejsza od drugiej.
B — wéréd wyrzuconych liczb sa liczba parzysta i liczba nieparzysta.
Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom A’ i B'. SprawdZ, czy zachodza
zaleznosci: AUB=Q, AUB=B, A\B=PB, B C A.
3. Z urny, w ktorej jest pie¢ kul ponmumerowanych od 1 do 5, losujemy kolejno,
bez zwracania, dwie kule.
a) Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom:
A — za drugim razem wylosowano liczbe parzysta,
B — iloczyn wylosowanych liczb jest réwny 4,
' — pierwsza wylosowana liczba jest mmniejsza od drugiej.
b) Wyznacz zdarzenia: AUB, AnNB, BNCiAnBNC.

Powtorzenie

4. Rzucamy dwa razy moneta. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom:
A — wypadlo wiecej orléw niz reszek., B — wypadly co najmniej dwa orly,
C' - wypadly co najwyzej dwie reszki.

5. Rzucamy trzy razy moneta. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom:
A — za trzecim razem wypad! orzel, B — wypadly co najmniej dwa orly,
C - wypadlo wiecej orlow niz reszek.

1. Rachunek prawdopodobieristwa



Czestos¢ zdarzen

Rzucamy n razy monetg. Jesli k razy wypadnie orzel, to mowimy, ze czestosé
otrzymania orla wynosi :—r W tabeli i na wykresie podano czestos¢ wyrzucenia
orla podczas pewnego eksperymentu.

Liczba wykonanych rzutéw n = 10 20 30 | 40 50 60 70 | 80 90 100

Liczba otrzymanychoriow & = 3 | 12 | 17 | 20 | 26 | 29 | 33 | 39 | 45 51

ngsméf‘% 03 06 057 0,5 0,520,48|0,47(0,49| 0,5 (0,51
_|czestosé wyrzucenia orla
Zwroé uwage, ze dla duzej liczby 0,6 T G s R
- . : ) e e P ot T Pl I S L
rzutéw czestosé otrzymania orta ”‘: S AR A
0.4/

oo T liezba wykonanyceh rzutéw
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

jest bliska 3.

W ponizszej tabell przedstawiono wyniki eksperymentow polegajacych na rzu-
cie moneta, przeprowadzonych przez Francuza Georges'a Louisa Leclerca de
Buffona [czyt. Zzorza luisa leklerka de bufona] (1707-1788) i Anglika Karla
Pearsona [czyt. pirsona] (1857-1936).

Liczba rzutow Liczba orlow Czestosc
G.L.L. de Buffon 4040 2048 0.5069
K. Pearson 12000 6019 00,5016
K. Pearson 24000 12012 00,5005

1. Wykonaj 100 rzutéw moneta. Podaj otrzymana czestosé wypadniecia orla,

2. Wykonaj 100 rzutow kostka. Sprawdz, czy czestosé otrzymania szostki jest
bliska }];

3. Wykonaj 30 rzutow dwiema kostkami. Za kazdym razem zapisz, czy suma
wyrzuconych oczek jest parzysta, czy nieparzysta. Podaj czestosé, z jaka
wystepowala parzysta liczba oczek.

W 1733 r. de Buffon sformulowal problem, zwany pozniej
problemem igly Buffona, polegajacy na obliczeniu praw-
dopodobienstwa tego, ze igla o dlugosci [, rzucona na pod-
loge podzielona liniami réwnoleglymi odleglymi o d, spad-
nie na linie. Rozwiagzanie tego problemu, podane przez
Buffona w 1777 r., pozwala wyznaczy¢ przyblizona war-

tos¢ liczby m metodami rachunku prawdopodobienstwa.

Czestosd zdarzern 31 IS
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1.7. Prawdopodobienstwo klasyczne

Gdy rzucamy kostka. mozemy otrzymac jeden z wynikow nalezacych do zbioru
Q= {1,2,3,4,5,6}. Przyjmujemy, Ze kostka jest symetryczna (upada na kazda
Scianke réwnie czesto), zatem szansa ofrzymania ktéregokolwiek wyniku jest
rowna % Rozpatrzmy zdarzenie polegajace na wyrzuceniu parzystej liczby
oczek. Zauwazmy, ze zdarzeniu temu sprzyjaja trzy wyniki: 2, 4 1 6. Zatem
szansa zajscia tego zdarzenia jest réwna é =4

2
Jezeli wszystkie wyniki doswiadczenia zdarzaja sie rownie czesto, méwimy, ze
mamy do czynienia z prawdopodobienstwem (schematem) klasycznym. W ta-
kiej sytuacji prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A zawartego w prze-
strzeni (2 okreslamy nastepujaco:

Definicja
Jezeli € jest zbiorem skonczonym i niepustym, to prawdopodobienstwem
zdarzenia A C (2 nazywamy liczbe:

P(A) =

A =

Przyktad 1
Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania sumy oczek wiekszej od 10 w dwu-
krotnym rzucie symetryezna kostka.

Q=1{(1,1),(2,1),(3,1),(4,1),(5,1), (6, 1), Przestrzen zdarzen elemen-
(1,2),(2,2),(3,2),(4,2),(5,2),(6,2), tarnych ma 36 elementéw:
(1,3),(2,3), (3,3). (4,3), (5,3), (6,3), S _ a6
(1,4), (2,4), (3,4), (4,4), (5,4), (6,4)
(1.8),(2.5),(3.5),(4.5),(5,5),(6,5),

(1,6), (2,6), (3,6), (4,6), (5,6), (6,6)}

Zdarzenie, ktorego prawdopodobienstwo cheemy obliczy¢., to zdarzenie:
A = {(5,6),(6,5),(6,6)}, stad A =3

. 1

Zatem P(A) = - =S

I =l
Cas

2]
[

Cwiczenie 1
Rzucamy dwukrotnie symetryczna kostka. Oblicz prawdopodobienstwo otrzy-
mania:

a) sumy oczek mniejszej od 5, b) parzystej sumy oczek.

1. Rachunek prawdopodobieristwa



Przykiad 2
Rzucamy trzy razy symetryczng moneta. Oblicz prawdopodobienstwo tego,
ze wypadnie mmniej orlow niz reszek.

2 = {(0,0,0); (0,0,7), (0,7:0);[r;0:0); (0,7,7)s (ri0,7);(r7;0) (Fir, )}
Zatem €} = 8. Niech A bedzie zdarzeniem polegajacym na otrzymaniu mniej-
szej liczby orlow niz reszek:

A=H{o.#,7); (r0.r)(v,n0),(rov)}

Zatem A =14 i stad P(A) = 4 = 4

— s 2

2=l

Cwiczenie 2
Oblicz prawdopodobienstwo tego. ze przy czterokrotnym rzucie symetryczna
moneta wypadnie mniej orlow niz reszek.

Cwiczenie 3
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze przy pieciokrotnym rzucie symetryczna
moneta przynajmniej raz wypadnie reszka.

Przykiad 3

Rzucamy trzykrotnie symetryczna kostka i zapisujemy liczbe, ktorej kolej-
nymi cyframi sa otrzymane liczby oczek. Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze
wszystkie cviry tej liczby sa nieparzyste.

Przestrzen zdarzen elementarnych €2 jest zbiorem wszystkich trzyelemento-
wych wariacji z powtdrzeniami zbioru {1,2,3,4.,5,6}.

Stad Q = 6% = 216.

Rozpatrujemy zdarzenie losowe A, ktérego elementami sa wszystkie trzyele-
mentowe wariacje z powtorzeniami zbioru {1,3,5}.

Stad A = 33 = 27.

27

Zatem P(A) == = —= = %

]| [N

Cwiczenie 4
Rzucamy trzy razy symetryczng kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:
a) iloczyn liczb oczek otrzymanych w tych rzutach jest liczba parzysta.

b) suma liczb oczek otrzymanych w tych rzutach jest réwna 5.

Cwiczenie 5

Rzucamy czterokrotnie symetryczna kostka i zapisujemy liczbe, ktorej kolej-
nymi cyframi sa otrzymane liczby oczek. Oblicz prawdopodobiefstwo tego, ze
otrzymana liczba jest podzielna przez: a) 5, b) 4.

1.7. Prawdopodobienstwo klasyczne
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Zadania

L

Rzucamy cztery razy symetryczna moneta. Rozpatrzmy zdarzenia:
A — wypadly co najmniej trzy orly,

B — liczba orléw jest rowna liczbie reszek,

C — wypadla parzysta liczba reszek.

Ktore z tych zdarzen jest najbardziej prawdopodobne?

Rzucamy trzykrotnie symetryczna moneta. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze orzel wypadnie co najmniej dwa razy.

Rzucamy cztery razy symetryczng moneta. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia:

a) wypadly dokladnie trzy reszki., b) wypadly co najmniej trzy orly.

Rzucamy dwukrotnie symetryczna kostka. Oblicz prawdopodobiefistwo
tego, ze:

a) liczba oczek otrzymana w drugim rzucie jest o 2 wigksza od liczby oczek
otrzymanej w pierwszym rzucie,

b) liczby oczek otrzymane w obu rzutach réznia sie co najwyzej o 1.

Rzucamy trzykrotnie symetryczna kostka. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze otrzymane kolejno liczby oczek tworza ciag:

a) geometryczny. h) arytmetyczuny.

Rzucamy cztery razy symetryczng kostka. Oblicz prawdopodobienistwo
tego, ze za kazdym razem wypadnie taka sama liczba oczek.

Rzucajac czworoscienna symetryczna kostka,
mozemy otrzymac jedna z liczb 1, 2, 3 lub 4
(podana przy wierzcholku kostki).

a) Gracz rzucajacy dwukrotnie taka kostka
wygrywa, jesli suma wyrzuconych liczb jest
wieksza od 5. Wypisz wyniki sprzyjajace wy-
grane] i oblicz jej prawdopodobienstwo.

b) Gracz rzucajacy trzykrotnie taka kostka
wygrywa, jesli suma wyrzuconych liczb jest
nie mniejsza od 10. Oblicz prawdopodobien-

stwo wygranej.

1. Rachunek prawdopodobieristwa



10.

1.

12.

13.

14.

a) Ze zbioru {1,2,...,10} losujemy jedna liczbe. Oblicz prawdopodobien-
stwo tego, ze bedzie ona podzielna przez 3.

b) Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania ze zbioru liczb dwucyfrowych
liczby podzielnej przez 3.

¢) Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania ze zbioru liczb trzycyfrowych
liczby podzielnej przez 5.

Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania sposrod wszystkich liczb dwu-
cyfrowych liczby, ktérej suma cyfr jest réwna: a) 11, b) 6.

Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania sposréd wszystkich liczb trzy-
cyfrowych liczby, ktérej suma cyfr jest réwna: a) 2, b) 3.

Na loterii jest 60 losow, w tym 12 wygrywajacych. Kupujemy 1 los.
a) Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze bedzie to los wygrywajacy.
b) Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze bedzie to los wygrywajacy, jezeli

przed nami kupiono juz 4 losy i byly to losy wygrywajace.

Na pewnej loterii jest 5 losow wygrywajacych. Kupujemy 1 los. Ile po-
winno by¢ wszystkich loséw na tej loterii, aby prawdopodobienstwo tego,
ze kupimy los wygrywajacy, bylo wieksze od 0.27

Winda zatrzymujaca sie na 6 pietrach jada 4 osoby. Oblicz prawdopodo-
bienstwo tego, ze:

a) kazda osoba wysiadzie na innym pietrze,

b) wszyscy wysiada na tym samym pietrze.

Dziesieé¢ kul rozmieszezamy w dziesieciu szufladach (kule i szuflady rozréz-
niamy ). Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze kazda szuflada bedzie zajeta.

Powtorzenie

15.

16.

Student potrafi odpowiedzie¢ na 20 sposréd 25 pytan egzaminacyjnych.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze nie bedzie umial odpowiedzie¢ na
wybrane losowo pytanie.

Wrzucamy losowo 3 pitki do 7 pojemnikéw. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze:

a) wszystkie pilki beda w tym samym pojemniku,

b) kazda pilka bedzie w innym pojemniku.

1.7. Prawdopodobienstwo klasyczne
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1.8. Prawdopodobienstwo klasyczne - zadania

1. W klasie liczacej 16 dziewczat i 10 chlopedw 25% dziewezat i 10% chlopcéw
interesuje sie wspinaczka skalkows.
a) Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze losowo wybrana osoba z tej klasy
interesuje sie wspinaczka.
b) Jakie bedzie to prawdopodobienstwo, jesli do klasy dojdzie dwdceh
chlopeow interesujacych sie wspinaczka?

2. W klasie IVa jest 24 uczniow, w IVb — 26 uczniow, a w IVe — 30 uczniow,
Egzamin maturalny z jezvka francuskiego ma zamiar zdawaé 12,5%
uczniow klasy IVa, 50% uczniow klasy IVDb i 20% uczniow klasy IVe. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze uczen losowo wybrany sposréd wszystkich
uczeszezajacyveh do tych klas ma zamiar zdawaé¢ mature z jezyka francu-
skiego.

3. Na pierwszej loterii jest 120 loséw, w tym 24 losy wygrywajace. Na drugiej
loterii jest 80 losow, w tym n losow wygrywajacych. Oblicz n, wiedzac, ze
prawdopodobienstwo wygranej, jezeli kupimy 1 los, jest na drugiej loterii
dwukrotnie wieksze niz na pierwszej.

4. Liczba losow przegrywajacych jest na pewnej loterii o 20 wieksza od liczby
loséw wygrywajacych. Oblicz, ile jest wszystkich loséow na tej loterii, wie-
dzac, ze prawdopodobienstwo wygranej, jezeli kupimy 1 los, jest réwne 0,3.

5. a) Do urny zawierajacej 2 kule biale i 4 czarne dolozono pewna liczbe kul
bialych. Ile jest obecnie wszystkich kul w urnie, jesli prawdopodobienstwo
wylosowania kuli bialej jest rowne %”
b) W pierwszej urnie znajdowalo sie 6 kul bialych i 8 zielonych, a w dru-
giej — 10 kul bialych i pewna liczba kul zielonych. Po przelozeniu wszyst-
kich kul z pierwsze] urny do drugiej prawdopodobienstwo wylosowania
z niej kuli zielonej bylo réwne ;:j Ile bylo wszystkich kul?

Klasyczna definicje prawdopodobienistwa precyzyjnie
sformulowal francuski matematvk, fizvk i astronom
Pierre Simon de Laplace [czyt. pier sima de laplas]
(1749-1827). Zamiescil ja w dziele Théorie analytique
des probabilités (Analityczna teoria prawdopodobieri-
stwa), wydanym w 1812 r. Od 1785 r. Laplace byl
czlonkiem Akademii Nauk w Paryzu.

1. Rachunek prawdopodobienstwa



6. Do urny. w ktorej znajdowaly sie 2 kule biale i 8 czarnych, dolozono taka
sama liczbe kul bialych i czarnych. Ile kul dolozono. jesli prawdopodobien-
stwo wylosowania kuli bialej jest teraz dwa razy wieksze niz na poczatku?

7. Z urny. w ktorej jest 8 kul bialych i 2 czarne, losujemy 9 kul. Oblicz
prawdopodobiefistwo tego, ze w urnie zostanie kula biala.

8. Na 11 fotelach ustawionych w rzedzie usiadlo losowo 6 kobiet 1 5 mezczyzn.
Oblicz prawdopodobienstwo tego. ze:

a) mezczyzni siedza razem,
b) zadne dwie kobiety nie siedza obok
siebie.

9. Test dotyezacy zycia pingwinow sklada
sie z 10 pytan, na ktore mozemy odpo-
wiedzie¢ ,tak” lub .nie”. Oblicz prawdo-
podobienstwo zaliczenia testu, jesli odpo-
wiedzi wskazujemy losowo i aby zaliczy¢
test, musimy odpowiedzie¢ poprawnie:

a) na wszystkie pytania,
b) na co najmniej 9 pytan.
Powtérzenie

10. Rzucamy trzy razy syvmetryczna moneta. Wypisz wyniki sprzyvjajace zda-
rzeniom: A — za pierwszym razem wypadl orzel, B - za drugim razem
wypadl orzel, C' — wypadly co najmniej dwa orly, D — wypadly co najwy-
zej dwie reszki. Oblicz prawdopodobienstwa powyzszych zdarzen.

11. Rzucamy dwa razy symetryczna kostka. Niech A, oznacza zdarzenie: suma
oczek wyrzuconych na obu kostkach jest réwna n. Oblicz P(A,). P(As)
i P(Ay).

12. Rzucamy dwa razy symetrycezna kostka. Oblicz prawdopodobienstwa zda-
rzen: A — co najmniej raz wypadnie 6 oczek, B — dokladnie w jednym
z rzutow wypadnie co najmniej 5 oczek, C' — iloczyn oczek, ktore wypadna
w obydwu rzutach, jest liczba nieparzysta.

13. Na sciankach symetrycznej kostki znajduja sie nastepujace liczby oczek:

1,2, 3,4, 5. 5. Rzucamy dwa razy ta kostka. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze suma wyrzuconych oczek bedzie rowna 6.

1.8, Prawdopodobienstwo klasyczne — zadania
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1.9. Rozktad prawdopodobienstwa

Pewna niesymetryczna kostke poddano testowi, wykonujac dluga serie rzutow.

W tabeli podano w procentach czestosé wystepowania danych liczb oczek.
Liczba oczek 1 2 3 4 D i
Czgstos¢ wystepowania 12,5% | 12,5% | 125% | 25% | 12,5% | 25%

Zwrocmy uwage, ze czestosé wystepowania nie jest taka sama dla wszystkich

wynikow. Na te] podstawie mozna przyjac dla testowanej kostki nastepujace
prawdopodobienstwa pojawienia sie danych liczb oczek.

(k) |
o

Liczba oczek 1 2 3 4

Prawdopodobienstwo l1

el L
Y

1 1
8 8

o=

W powyizszej tabeli podano rozklad prawdopodobienstwa dla doswiadczenia
polegajacego na jednokrotnym rzucie testowana kostka.
Aby podac¢ rozklad prawdopodobienstwa, nalezy zdarzeniom elementarnym
Wi.Wsa. ..o wy przyporzadkowaé odpowiednio liczby py, ps. ..., p, nalezace do
przedzialu (0;1) tak, aby spelniony byl warunek:

1L+t ... Fp.=1

Prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A obliczamy, sumujac prawdopo-
dobienstwa wynikéw sprzyjajacych temu zdarzeniu.
Definicja
Niech A C (). Prawdopodobienstwo P(A) zdarzenia A jest suma prawdo-
podobienstw zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A.

Przyktad 1
W tabeli obok podano rozklad prawdo- we|l 1 |2 (3|4 |5 )| 6
podobienstwa dla doswiadezenia polega- | 1 , ,

Pl 5 |9 |8 |8 |8 |3

jacego na jednokrotnym rzucie niesyme-
tryczna kostka. Oblicz prawdopodobienstwo wyrzucenia parzystej liczby oczek
w rzucie ta kostka.
Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia A = {2,4,6}:
N DU S G | |
P(‘q)“fa+;;+:s“

18
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Cwiczenie 1

W tabeli obok podano rozklad prawdo- a1 2132 | 4|5 |6
podobienstwa dla doswiadczenia polega- 7 ERERE v | & | 1
2| 5| 6|15 35|58/

jacego na jednokrotnym rzucie niesyme-
tryczna kostka. Oblicz prawdopodobienstwo wyrzucenia nieparzystej liczby
oczek oraz prawdopodobienstwo wyrzucenia co najmniej trzech oczek.

Jesli wszystkie zdarzenia elementarne wy,ws, ...,w, maja rowne prawdopodo-
bienstwa. to mamy do czynienia ze schematem klasycznym. Wowczas:
= o — i
m=p=...=ph=y

Uwaga. W dalszym ciagu podrecznika dla rzutu kostka (moneta) bedziemy przyjmo-
wac, ze kostka (moneta) jest symetryvezna, czyli ze wszystkie Scianki (orzel lub reszka)
wypadaja z takim samym prawdopodobienstwem, chyba Zze zaznaczono, ze jest inaczej.

Zadania

1. W rzucie pewna niesymetryczna moneta orzel wypada dwukrotnie czesciej
niz reszka. Podaj rozklad prawdopodobienstwa dla doswiadczenia polega-
Jacego na rzucie ta moneta.

2. Rzucamy raz niesymetryczna kostka. el 1 | 2|83 |4|5/|8
Przerysuj do zeszytu i uzupelnij tabele o | 1| L | 2| 1 VEIWE
| 5 |3 | 2 |3V

przedstawiajaca rozklad prawdopodo-
bienstwa dla rzutu ta kostka. jesli prawdopodobienstwo otrzymania 6 oczek
jest dwa razy wieksze od prawdopodobienstwa otrzymania 5 oczek. Oblicz
prawdopodobienstwo otrzymania parzystej liczby oczek.

3. Niech w; oznacza liczbe otrzymanych orléw, a p, — prawdopodobienstwo
otrzymania w; ortéw. Podaj rozklad prawdopodobienstwa dla doswiadcze-
nia polegajacego na rzucie:

a) dwiema monetami, b) trzema monetami.

Powtorzenie

4. Na Sciankach symetrycznej kostki znajduja sie nastepujace liczby oczek:
1, 2, 3, 4, 5, 5. Podaj rozklad prawdopodobienstwa dla rzutu ta kostka.

5. W tabeli obok podano rozklad praw-

wy | 1 2 3 B! 9 6
dopodobienstwa dla doswiadczenia po- T T T3 1
Pils |72 ||| 9

legajacego na jednokrotnym rzucie |
niesymetryczna kostka. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania w rzucie
ta kostka: a) parzystej liczby oczek, b) nieparzystej liczby oczek.

1.9. Rozkiad prawdopodobienstwa
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1.10. Wiasnosci prawdopodobienstwa

Twierdzenie

Niech €2 bedzie zbiorem zdarzen elementarnych, na ktorym zostalo okres-
lone prawdopodobienstwo P. Wowezas dla dowolnych zdarzen A, B C (2:

1. P(A) 2 0 oraz P(A) < 1, 3. jesli A C B, to P(A) < P(B),
2. P(Q) =0 oraz P(Q2) =1, 4. P(A') =1 — P(A).
Przykiad 1

Rzucamy trzykrotnie moneta. Oblicz prawdopodobienstwo tego. ze przynaj-
mniej raz wypadnie orzel.

Zauwazmy, ze {2 = 8. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na otrzymaniu
przynajmniej jednego orla w trzech rzutach. Rozpatrzmy zdarzenie A" prze-
ciwne do zdarzenia A. Polega ono na wyrzuceniu samych reszek:

Ar —- {('.F'. P .")}

Zatem A’ = 1, czyli:

P(A) =

Al =

1
8
Stad:
- o g X =T

P(A)=1-P(A) =1 e
Cwiczenie 1
a) Rzucamy czterokrotnie moneta. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze przy-
najmniej raz wypadnie reszka.
b) Rzucamy trzykrotnie kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze przynaj-
mniej raz otrzymamy 6 oczek.

Cwiczenie 2

Rzucamy dwukrotnie kostka. Zdarzenie A polega na tym, ze suma liczb oczek,
ktore wypadna w obu rzutach. jest rowna co najmniej 4. Poda) opis zdarze-
nia A’ i wypisz sprzyjajace mu zdarzenia elementarne. Oblicz P(A') i P(A).

Cwiczenie 3

a) Rzucamy dwukrotnie kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze iloczyn
liczb oczek, ktore wypadng w obu rzutach, jest mniejszy od 30.

b) Rzucamy trzykrotnie kostka. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze suma
liczb oczek, ktore wypadna w trzech rzutach, jest wieksza od 4.

1. Rachunek prawdopodobieristwa



Cwiczenie 4

Rzucamy moneta i kostka. Jest 12 mozliwych wynikéw tego doswiadcezenia:
(0,1), (0,2), (0,3). (0,4), (0,5), (0,6), (. 1), (r,2), (r,3), (r.4), (r,D), (r,6).
Niech A oznacza zdarzenie polegajace na tvm, ze na monecie wypadl orzel,
a B — 7ze na kostce wypadla parzysta liczba oczek. Przerysuj tabele do zeszytu
1 ja uzupelnij.

Zdarzenie | Wyniki sprzyjajace Prawdopodobienstwo
A W i - 7
B | (0,2),(0,4),(0,6),(r,2),(r,4), (r,6) s 1
ANB - -' A ' ' R
AU i Wi

Sprawdz, czy zachodzi réwnosé: P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AnN B).
Twierdzenie

Niech 2 bedzie zbiorem zdarzen elementarnych, na ktéorym zostalo okres-
lone prawdopodobienstwo P. Wowezas dla dowolnych zdarzen A, B C ()

P(AUB) = P(A) + P(B)— P(AN B)

Cwiczenie 5
Oblicz prawdopodobienstwo sumy zdarzen A, B C €2, jesli:
a) P(A)=3, P(B)=3, P(ANB) =1,

1
23
b) P(A)=2, P(B)=23, P(ANB)=1.

_—

Cwiczenie 6
Oblicz prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen A, B C (1, jesli:

a) P(A)=2, P(B)=1, P(AUB)=2§,
b) P(A) =, P(B) =3, P(AUB)= 4.

Cwiczenie 7
W pewnej grupie uczniow kazdy zna jezyk angielski lub niemiecki. Wiadomo,
ze prawdopodobienstwo wylosowania z tej grupy ucznia znajacego jezyk an-

gielski jest réwne I, natomiast prawdopodobienstwo wylosowania ucznia zna-

8
jacego jezyk niemiecki jest réwne é Oblicz prawdopodobienstwo tego. ze lo-
sowo wybrany uczen zna obyvdwa jezyki.

1.10. Wiasnosci prawdopodobienstwa
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Twierdzenie

Niech €2 bedzie zbiorem zdarzen elementarnych, na ktéorym zostalo okres-
lone prawdopodobienistwo P. Wéwczas jesli zdarzenia A i B C  wyklu-
czaja sie (AN B = 0), to:

P(AU B) = P(A) + P(B)

Cwiczenie 8

Rzucamy trzema kostkami. Prawdopodobienstwo otrzymania sumy oczek row-
nej 3 wynosi ﬁ, a prawdopodobienstwo otrzymania sumy oczek réwnej 4 wy-
nosi % Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze suma otrzvimanych oczek bedzie

mniejsza od 5.
Twierdzenie

Niech €2 bedzie zbiorem zdarzen elementarnych, na ktorym zostalo okres-
lone prawdopodobienstwo P. Wowcezas dla dowolnych zdarzen A, B C (2:

P(A\ B) = P(A) — P(An B)

Dowod
Dla dowolnych A, B C 2 mamy:

A=(A\B)U(ANB)

wiec:
P(A)=P(A\ B)+ P(ANB)
astad P(A\ B) = P(A) — P(AN B).

Zauwaz, ze zbhiory A\ B oraz
Cwiczenie 9 AN B sa roztaczne.
Niech A, B € Q. Oblicz P(A\ B), jesli:

a) P(A)=08i P(ANB) =035, b) P(A)=2i P(ANB) = L.

Zadania

1. Rzucamy dwukrotnie kostka. Zdarzenie A polega na tym, ze w kazdvm
rzucie otrzymamy inna liczbe oczek, a zdarzenie B — ze ani razu nie otrzy-
mamy szostki. Podaj opis zdarzenia A" oraz zdarzenia B’'. Oblicz prawdo-
podobienstwa zdarzen A', A, B'i B.

2. Rzucamy dwukrotnie kostka. Oblicz prawdopodobiefistwa zdarzen:
A — suma oczek, ktore wypadng w obu rzutach, jest rowna co najmniej 4,

B - iloczyn oczek, ktore wypadna w obu rzutach, jest mniejszy od 25.

1. Rachunek prawdopodobieristwa
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a) Rzucamy czterokrotnie moneta. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze
reszka wypadnie co najwyzej trzy razy.

b) Rzucamy pieciokrotnie moneta. Oblicz prawdopodobienstwo tego. ze
moneta nie upadnie pieé¢ razy ta sama strona do gory.

Rzucamy trzykrotnie kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego. ze:
a) szbstka wypadnie co najwyzej dwa razy,

b) ta sama liczba oczek nie powtdrzy sie trzykrotnie.

Z liczb od 1 do 20 losowo wybieramy jedna
liczbe. Niech A oznacza zdarzenie polegajace
na wylosowaniu liczby podzielnej przez 2.
a B — podzielnej przez 3. Przerysuj do ze-
szytu i uzupelnij diagram, a nastepnie podaj: ' : —~

P(A), P(B), P(ANB) i P(AU B). ! Q
Sprawdz prawdziwos¢ réwnosci: P(AU B) = P(A) 4+ P(B) — P(AN B).

a) Losujemy jedna liczbe sposréd 1,2, ..., 50. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze liczba ta jest podzielna przez 2 lub przez 3.

b) Losujemy jedna liczbe sposrdd 1,2, ...,100. Oblicz prawdopodobieri-
stwo tego, ze liczba ta jest podzielna przez 2 lub przez 5.

Rzucamy dwukrotnie kostka. Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen:

A — w obu rzutach otrzymano parzysta liczbe oczek lub obie otrzymane
liczby oczek sa wieksze od 3,

B — iloczyn liczb otrzymanych oczek jest nieparzysty lub wiekszy od 24.

Z ankiety dotyczacej znajomosci jezyka francuskiego i hiszpanskiego prze-
a
5
- zna co najmniej jeden z tych

prowadzonej w pewnej grupie uczniow wynika, ze ¢ z nich zna jezyk fran-

9
10
jezvkow. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze uczen losowo wybrany z tej

grupy zna jezvk hiszpanski.

cuski, 3 — zna oba jezyki, natomiast

Niech A, B € Q. Oblicz P(AU B) oraz P(A\ B), jesli:

a) P(A)=3, P(B)=1, P(ANB) =1},
b) P(A)=2, P(B)=3, P(ANB)=1.

Niech A, B C (). Oblicz P(AN B), jesli:
a) P(A)=0,5, P(B)=0,61 AU B jest zdarzeniem pewnym,
b) P(A)=4, P(B)=2i P(ANB) = 3P(AUB).

1.10. Wiasnosci prawdopodobienstwa
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[D] 11. a) Uzasadnij, ze jesli B € A € Q, to P(A\ B) = P(A) — P(B).
b) Niech B C A C 2. Oblicz P(A\ B), jesli P(A) =0,95i P(B) = 0,48.

12. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Czy zdarzenia A, B C () moga sie wykluczad, jesli P(A) = -_li iP(B)= %?

Zalozmy, ze zdarzenia A i B si¢ wykluczaja. Wowcezas:
P(AUB)=P(A)+P(B)=1+3=41>1

10
Otrzymalismy sprzecznosc, zatem zdarzenia te nie moga sie wykluczac.

Czy zdarzenia A, B C ) moga si¢ wykluczac?
a) P(A) =3, P(B)= 1 b) P(A)=2, P(B)=1

13. W ankiecie przeprowadzonej wsrod 200 uczniow klas cawartych pewnego
liceumn otrzymano nastepujace wyniki:
» matematyke lubi 100 uczniow,
o historie lubi 90 uczniow,

» biologie lubi 35 uczniow.

» matematyke i historie lubi 25 uezniéw,

« matematyke i biologie lubi 15 uczniow,

» historie i biologie lubi 20 uczniow,

» matematyke. historie i biologie lubi 5 uczniow.
Przerysuj do zeszytu diagram przedstawiony
obok 1 go uzupelnij. Oblicz prawdopodobien-
stwo tego, ze losowo wybrany uczen nie lubi

zadnego z wymienionych przedmiotow.

Powtorzenie

14, Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania przynajmniej jednego orta w do-
swiadezeniu polegajacym na pieciokrotnym rzucie moneta.

15. Sposrod liczb dwucyfrowych losujemy jedna liczbe. Oblicz prawdopodo-
bienstwo tego. ze wylosowana liczba jest:
a) parzysta lub dzieli sie przez 5, b) podzielna przez 3 lub przez 4.
16. Niech A, B C (2. Oblicz P(AU B), jesli:
a) P(A) =035, P(B) =047 i AN B jest zdarzeniem niemozliwym,
b) P(A") =06, P(B)=0251 P(ANn B) =0,1.

I 1. Rachunek prawdopodobieristwa



Rzut moneta

Rzut moneta to jeden z najbardziej znanych sposobow losowego
podejmowania decyzji. Wykorzystuje sie go w niektorych dyscyplinach
sportu, na przyklad aby rozstrzygnac, ktéra druzyna rozpocznie mecz.

Sprawiedliwa decyzja

Nawet jesli podejrzewamy, ze moneta nie jest symetryczna
(prawdopodobienstwo wyrzucenia orfa jest rowne p,
prawdopodobienstwo wyrzucenia reszki jest rowne ¢ oraz p # g),
mozemy za je] pomoca podjac sprawiedliwa decyzje.

Nalezy wykona¢ dwa rzuty moneta.

Dalsze postepowanie zalezy od

wyniku rzutow zgodnie Wykonujemy

ze schematem: . dwa rzuty

N
N

powtarzamy wybieramy wybieramy powtarzamy
oba rzuty reszke orta oba rzuty

Mawet gdy moneta nie jest symetryczna, otrzymanie par orzel-reszka oraz reszka-orzet jest
jednakowo prawdopodobne. Prawdopodobienstwo kazdego z tych zdarzen jest rowne py.

Rzut powinien by¢ wykonany w taki
sposob, aby moneta podczas lotu
kilka razy sie obrocita. Nastepnie,

w zaleznosci od zwyczaju, monete
mozna ztapac w locie lub pozwolic
jej upasc¢ na ziemie.




1.11. Wartos¢ oczekiwana zmiennej
losowej

Przykiad 1

Rozpatrzmy gre polegajaca na rzucie dwiema mone-
tami. Jesli wyrzucimy dwa orly, to wygrywamy 20 z1,
jeshi jednego orla — wygrywamy 10 zl. a w przypadku. P
gdy wypadna dwie reszki — przegrywamy 40 z1. W ta-

beli podano mozliwe wielkosci wygrane] w jednym
rzucie w zlotych: zy = 20, x5 = 10 i 23 = —40 (prze-
grana) oraz ich prawdopodobienstwa.

€q 20) 10 | —40

==
g
.

Przy omawianiu zagadnien takich jak w powyzszym przyvkladzie bedziemy
uzywac poje¢ zmienna losowa i rozklad zmiennej losowe;.

Definicja

Zmienna losowg nazywamy funkcje o wartosciach rzeczywistych okreslona
na zbiorze zdarzen elementarnych 2.

Uwaga. Zmienne losowe zwyczajowo oznacza sie duzymi literami, np. X, Y.

Przyktad 2
Rzucamy raz kostka. Zmienna losowa X przyporzadkowuje kazdemu zdarzeniu
elementarnemu kwadrat otrzymanej liczby oczek. Zmienna losowa X przyj-
mije nastepujace wartosci:

g =X =1, 8= XI[Q) =4 o Tp=-X16) =36

Kazda z tych wartosdci jest przyjmowana z prawdopodobienstwem %
Definicja
Zbior par (x;, p;), gdzie x; jest wartoscia zmiennej losowej X, a p; prawdo-

podobienstwem, z jakim zmienna losowa przyjmuje te wartos¢, nazywamy
rozkladem zmiennej losowej.

Rozklad zmiennej losowej zwvkle

: A EWYEE e | 1| 4|9 | 16|25 36
wygodnie jest prezentowac¢ w tabeli.
W tabeli obok przedstawiono roz- Pi

klad zmiennej losowej z przykladu 2.

=B
&
=

=
o s
o
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Cwiczenie 1

Losujemy ze zwracaniem dwie liczby ze zbioru
{1,2,3}. Zmienna losowa X kazdej parze liczb
przyporzadkowuje ich sume. Uzupelnij w zeszy-  Pi
cie tabele przedstawiajaca rozklad tej zmiennej.

D=
)

Cwiczenie 2

Losujemy dwie liczby ze zbiorn {1,2,3,4}. Zmienna losowa X kazdej parze
liczb przyvporzadkowuje ich sume. Podaj rozklad zmiennej X, jesli losujemy:
a) ze zwracaniem, b) bez zwracania.

Definicja

Niech X bedzie zmienna losowa o wartosciach x,, xs, ..., &, przyjmo-

wanych z prawdopodobienstwami odpowiednio py, ps, ..., p,. Wartoscia
oczekiwang zmiennej X nazywamy liczbe:

EX = T = Lapa i A Ly P

Przykiad 3
Rozpatrzmy gre polegajaca na rzucie trzema monetami. Jesli wyrzucimy same
orly, to wygrywamy 100 zl, jesli wyrzucimy same reszki, to wygrywamy 60 zl.
W pozostalych przypadkach przegrywamy 20 zl.
W tabeli obok przedstawiono rozklad zmiennej lo-
sowej X opisujacej te gre. Pi

Ty 100 60 =20
1| 2| e
8 8 8
Wartosé oczekiwana zmiennej losowej X (wartos¢ oczekiwana gry):

EX = ripi + LoPa + Lapz = 100 - é + 60 - é — 20 - g = % =5 [Z'I]

Wartos¢ oczekiwana tej gry jest dodatnia, czyli gra jest korzystna dla gracza.

Cwiczenie 3

Bierzemy udzial w pewnej grze. Rzucamy kostka — jesli wypadnie co najmnie;
5 oczek, to wygrywamy x, zl. w przeciwnym wypadku przegrywamy x, zl.
a) Uzasadnij, ze jesli y = 50 i x5 = —40, to wartos¢ oczekiwana tej gry jest
rowna —10 z1 (czyli gra jest dla nas niekorzystna).

b) Oblicz wartosé oczekiwana tej gry, jesli wygrana =, = 45, a przegrana
Ts = —105.

Definicja

‘ Gre nazywamy sprawiedliwa, jesli jej wartos¢ oczekiwana jest rowna ().

1.11. Wartogé oczekiwana zmiennegj losowe;
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Cwiczenie 4

Rzucamy dwiema monetami. Jesli wypadna dwie reszki, to wygrywamy =, zl,
jesli wypadnie jedna reszka, to wygrywamy s zl. Jesli wypadna dwa orly, to
przegrywamy s zl.

E] a) Uzasadnij, ze jesli x; = 20, xo, = 10 i 23 = —40, to gra jest sprawiedliwa.

B |

b) Dla jakiej warto$ci x; gra jest sprawiedliwa, jesli oy = 2, = 497

Zadania

1.

Bierzemy udzial w pewnej grze. Rzucamy kostka — jesli wypadnie parzysta
liczba oczek, to wygrywamy 10 zl, jesli wypadnie 5 oczek, to wygrywamy
120 zl, a jesli 1 oczko lub 3 oczka, to przegrywamy 90 zl.

a) Oblicz wartos¢ oczekiwana tej gry.

b) Jaka powinna by¢ wysokosé¢ przegranej, aby gra byla sprawiedliwa?
Rzucamy dwa razy kostka. Jesli w drugim rzucie wypadnie wiecej niz
w pierwszym. to wygrywamy x; zl, jesli tyle samo oczek. to przegrywamy
120 zt. W pozostalych przypadkach przegrywamy 60 zl.

a) Oblicz warto$é¢ oczekiwana tej gry, gdy x; = 180.

b) Dla jakiej wartodei @, gra bylaby sprawiedliwa?

W pierwszej grze rzucamy trzema monetami i otrzymujemy = = 24 zl za
kazdego wyrzuconego orta. W drugiej grze rzucamy czterema monetami
1 otrzymujemy y = 15 zl za kazdego wyrzuconego orla.

a) Wartos¢ oczekiwana ktoérej gry jest wicksza?

b) Ile powinna by¢ réwna wygrana x, aby — bez zmiany wartosci y w dru-
giej grze — wartosci oczekiwane obu gier byly réwne?

Czy wiesz, ze...

Zagadnieniem wartosci oczekiwanej gry zajmo-
wal sie holenderski matematyk, fizyk i astronom
Christinan Huygens [czyt. kristian hojchens]
(1629-1695). W 1657 r. wydal prace dotyczaca
rachunku prawdopodobienstwa De ratiociniis in
ludo aleae (O wnioskowaniu w grach hazardo-
wych). Christiaan Huygens byl czlonkiem To-
warzystwa Krélewskiego w Londynie i Akademii
Nauk w Paryzu.

1. Rachunek prawdopodobieristwa
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4. Romek i Tomek graja w gre losowa polegajaca na rzucie n monetami. Jesli
wypadna same orly, to Romek daje Tomkowi 21 zetonow. W przeciwnym
wypadku Tomek daje Romkowi = zetonow. Ile powinnno wynosi¢ x, aby
ta gra byla sprawiedliwa, jesli: a)n =2, b)n =237

5. Rzucamy pewna liczba monet. Jesli w rzucie wypadlo n orléw i k reszek, to
wygrana (lub przegrana) jest réwna (2" —3k) z1. Oblicz wartosé oczekiwang
tej gry. jesh rzucamy:

a) czterema monetami, b) piecioma monetami.

6. W tabeli podano prawdopodobienstwa trafienia trojki, czworki, piatki
i szostki w grze liczbowej, w ktorej skreslamy 6 sposrod 49 liczb.
1| 2|3|4|56|7

trojka okolo 0,017 650404
& 9 1011 1213 14

czworka  okolo 0,000 968 620 15 16 17 18 19 20 21
22123 24 25 26 27|28

piatka okolo 0,000018 450 29 30 31 32 33 34 35
e kol 36 37 38 39 40 41 42
sz0st okolo 0,000000072 43 44 45 4647 48 49

a) Przyjmijmy, ze wygrywamy jedynie wtedy, gdy trafimy széstke, i ze
cena jednego zakladu jest réwna 1 zl. Jaka powinna byé¢ wysoko$¢ wygra-
nej, aby byla to gra sprawiedliwa?

b) Przyjmijmy, ze jesli trafimy tréjke, wygramy 10 zl, czwérke — 100 zl,
piatke — 1000 zl, i Ze cena jednego zakladu jest rowna 1 zl. Jaka powinna
by¢ wysokos¢ wygranej w przypadku trafienia szostki, aby gra byla spra-
wiedliwa?

¢) Przyjmijmy, ze jesli trafimy trojke, wygramy 100 zl, czworke — 1000 zl,
piatke — 10000 zl, a széstke — 10000 000 z1. Jaka powinna by¢ cena jednego
zakladu, aby gra byla sprawiedliwa?

Powtorzenie

7. W tabeli obok przedstawiono rozklad pew- P o [ 30 | 2 60
nej zmiennej losowej. Wyznacz x. jesli war- & ’ El

52 : : : ;o . Pi 1 1 1 1
tos¢ oczekiwana tej zmiennej jest rowna: ; 2 G 6 i
a) 0, b) 10, c¢) —10.

8. Romek i Tomek graja w gre losowa polegajaca na rzucie kostka. Jesh wy-
padnie co najmniej n oczek, to Romek daje Tomkowi 10 zetondéw. W prze-
ciwnym wypadku Tomek daje Romkowi x zetonow. Oblicz x, jesli wia-
domo, ze gra jest sprawiedliwa oraz: a)n =6, b)n=2>5.

1.11. Wartogé oczekiwana zmiennegj losowej 49 I



1.12. Zagadnienia uzupetniajgce

M Doswiadczenia wieloetapowe

Przyktad 1

W klasie [Va jest 15 chlopeow i 15 dziewezat, w klasie IVD jest 9 chlopcow
i 21 dziewczat. Rzucamy kostka: jesli wypadnie szostka, to losujemy jedna
osobe z klasy IVa, w przeciwnym razie losujemy jedng osobeg z klasy IVb.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wylosowana osoba bedzie dziewczyna.

Przedstawiamy na drzewie ilustracje tego doswiadczenia.

rzut kostka

W klasie IVa jest
15 chlopeow
i 15 dziewczal.

W klasie IVh jest
) chlopcow
i 21 dziewczal.

ch dz ch dz

Zdarzeniu A polegajacemu na wylosowaniu dziewczyny sprzyja wyrzucenie
6 oczek i wylosowanie dziewczyny z klasy IVa oraz wyrzucenie liczby oczek
mniejszej od 6 1 wylosowanie dziewczyny z klasy IVb. Zatem:

1 18 5 21 1 7 2
P A T e i — — — T — — T
( ) G 30 + 6 30 12 + 12 3

1. Jedna z 0s6b uczacych sie w klasie IVa lub IVb ma otrzymac darmowy
bilet do eyrku. W klasie I'Va jest 20 chlopeéw 1 10 dziewcezat, w klasie IVD -
12 chlopcow i 18 dziewczat. Rzucamy moneta: jesli wypadnie orzel, to losu-
jemy osobe z klasy I'Va, jesl reszka — to z IVb. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze bilet otrzyma dziewczyna.,

2. Mamy dwie urny z kulami: w pierwszej sa 3 kule biale i 3 czarne, w dru-
giej — 2 biale 1 6 czarnych. Rzucamy kostka: jesli wypadnie jedno oczko,
to losujemy kule z pierwszej urny, w przeciwnym razie — z drugiej. Oblicz
prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarnej.

3. Mamy dwie urny z kulami: w pierwszej sa 2 kule biale, 2 czarne i 2 zielone,
w drugiej — 3 biale, 4 czarne i 1 zielona. Rzucamy kostka: jesli liczba oczek
jest podzielna przez 3, to losujemy kule z pierwszej urny, w przeciwnym
razie — z drugiej. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej.

B 50 1. Rachunek prawdopodobienistwa



4.

5.

Mamy dwie urny z kulami: w pierwszej sa 4 kule biale i 6 niebieskich.

w drugiej — 3 biale, 5 z6ltych 1 2 niebieskie. Rzucamy moneta: jesli wy-

padnie orzel, to losujemy kule z pierwszej urny, jesli reszka — to z drugiej.

Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania kuli:

a) bialej, b) zoltej, ¢) niebieskiej.
Przykiad 2

Wirod 30 uczestnikow wycieczki jest 12 ucznidow i 18 studentéw. Biuro
turystyczne postanowilo zwrocié polowe kosztow wycieczki dwom losowo
wybranyi osobom. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze zwrot otrzyma
przynajmniej jeden uczen.

Przebieg losowania ilustrujemy za pomoca drzewa.

12 18
30 a0

Losujemy pierwsza osobe.

Losujemy druga osobe.

11 5 1 5

Niech zdarzenie A oznacza. ze wsrod wylosowanych dwoch oséb jest przy-
najmniej jeden uczen. Rozpatrzmy zdarzenie A" — wsréd wylosowanych
nie ma ani jednego ucznia (na drzewie oznaczone kolorem czerwonym):

P(A') = -é% : -% = %. Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia A:

_ Ne1_ 5L — 94 g
P(A)=1-P(4)=1-2L = 2 ~ 065

W pewnej firmie pracuje 36 mez-
czyzn i 12 kobiet. W ramach nagrody
postanowiono ufundowa¢ wycieczke
do Swinoujécia dwém losowo wybra-
nym pracownikom. Oblicz prawdo-
podobienstwo tego, ze wycieczke wy-
gra co najmniej jedna kobieta.

Mamy trzy urny z kulami: w urnie U; sa 3 kule biale, w urnie U, — 3 kule
czarne, a w urnie Us — 3 biale i 1 czarna. Rzucamy dwa razy moneta:
jesli wypadna dwa orly, to losujemy kule z urny Uy, jesli dwie reszki — to
z urny Us. W pozostalych przypadkach losujemy kule z urny Us. Oblicz
prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarnej.

1.12. Zagadnienia uzupeiniajace
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Przykiad 3

Dla pewnej niesymetrycznej monety prawdopodobienstwo wyrzucenia orta
wynosi p. a prawdopodobienstwo wyrzucenia reszki — ¢. Oblicz p i q. jeshi
prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na wyrzuceniu co najmniej
jednej reszki przy dwukrotnym rzucie ta moneta

A sick it 8
jest rowne 9

a s P q
Rozpatrzmy zdarzenie A" polegajace na wyrzu-
ceniu dwoch orléw. Mamy P(A') = p* oraz: 0 T
P(4)=1-P(A)=1-8=1 V\ y\
Zatem p* = 5 i stad p = ; oraz q = £. 0 T 0 r

7. Dla pewnej niesymetrycznej monety prawdopodobienstwo wyrzucenia orla
wynosi p, a prawdopodobienstwo wyrzucenia reszki — g.

@ a) Rzucamy dwukrotnie ta moneta. Uzasadnij, ze prawdopodobienistwo
wyrzucenia orla w pierwszym rzucie i1 reszki w drugim rzucie jest takie
samo jak prawdopodobienstwo wyrzucenia reszki w pierwszym rzucie i orla
w drugim rzucie.

b) Rzucamy trzykrotnie ta moneta. Wiadomo, ze prawdopodobienstwo
wyrzucenia co najmniej jednego orla jest rowne g Oblicz p i q.

8. a) Pewien szczur wpuszezony do labiryntu na rozwidleniu drog dwa razy
czesciej skreca w lewo niz w prawo. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze
szezur dotrze do pokarmu (oznaczonego na rysunku litera p).

P P

wejscie

b) Inny szezur wpuszezony do tego samego labiryntu na rozwidleniu drég
skreca w prawo w x% przypadkéw. Oblicz z, jesli prawdopodobieristwo
9

tego, ze szczur dotrze do pokarmu, jest rowne 5.
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9. Wirdd 20 loséw loterii fantowej sa 4 losy uprawniajace do odebrania jednej

10.

11.

12,

Przykiad 4

Na loterii jest 20 loséw, w tym 4 wygrywajace (oznaczone litera w)
i 2 uprawniajace do dalszego losowania (oznaczone litera d). Pozostale

losy sa przegrywajace (oznaczone li-
tera p). Zakupiono jeden los. Oblicz
prawdopodobienstwo wygranej.

Na drzewie przedstawiamy ilustracje
mozliwych wynikoéw. Niech A ozna-
cza zdarzenie polegajace na kupienin
losu wygrywajacego. Wowcezas:

2 1 4

4 2 4
PlA)=et e mtm w o

z nagrod (jest 1 nagroda gléwna i sa 3 nagrody pocieszenia) oraz 2 losy
uprawniajace do dalszego losowania. Oblicz prawdopodobienstwo wygra-

nia nagrody pocieszenia, jesli kupimy 1 los.

W pewnej klasie jest 10 chlopcow i 20 dziewczat. Liczba biletow do kina.
ktore beda rozlosowane w tej klasie, jest réwna liczbie orlow otrzymanych
w rzucie dwiema monetami. Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze bilet

otrzyma przynajmniej jeden chlopiec.

W dwdch urnach sa po 3 kule biale i po 1 kuli czarnej, a trzecia zawiera
n kul eczarnych. Z pierwszych dwoch urn losujemy po jednej kuli 1 wkia-
damy je do trzeciej urny. Nastepnie losujemy z tej urny jedna kule.

a) Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze kula wylosowana z trzeciej urny

bedzie czarna, jesli n = 2.

b) Dla jakiego n wyciagniecie z trzeciej urny czarnej kuli i wyciagniecie
z trzeciej urny bialej kuli sa zdarzeniami jednakowo prawdopodobnymi?

Liczba oczek 1 2

Prawdopodobienstwo 5 L

Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania parzystej liczby oczek.

3

1
3

4

1
8

1.12. Zagadnienia uzupeiniajace

D

[y [

‘I

Rzucamy symetryczna moneta. Jesli wypadnie orzel, rzucamy kostka sy-
metryezna. W przeciwnym razie rzucamy kostka niesymetryczna. Rozklad
prawdopodobienstwa wynikéw rzutu ta kostka podano w tabeli.

[ ]
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Zestawy powtorzeniowe

W Zestaw |

1. Na ile sposobow mozna ustawié¢ w kolejce:

a) 5 0sob, b) 6 osob, ¢) 8 0sdb?

2. Na ile sposobow mozna ustawi¢ w kolejce:
a) 1 kobiete i 7 mezczyzn tak, aby kobieta stala na poczatku kolejki,
b) 2 kobiety i 6 mezezyzn tak, aby kobiety staly na poczatku kolejki.

¢) 2 kobiety 1 3 mezezyzn tak. aby kobiety nie staly obok siebie?

3. Ile jest liczb trzycyirowych, w ktorvch zapisie wystepuja tylko cyfry 1, 2,
3. 8, 9 oraz:

a) zadna cyfra si¢ nie powtarza, b) eyvfry moga sie powtarzac?

4. Ile jest liczb czterocyfrowych:
a) w ktérych zapisie moga wystapi¢ tylko cyfry 5, 6i 7,

b) nieparzystych, w ktérych zapisie moga wystapi¢ tylko eyfry 4, 5, 61 77

5. Ile jest liczb pieciocyfrowych parzystych o roznych cyfrach, jesli w zapisie
tych liczb uzyto tylko cyfr 0, 1, 2, 31 47 Ile jest takich liczb nieparzystych?

6. lle jest liczb czterocyfrowych nieparzystych, w ktorych zapisie:
a) wystepuja tylko cyfry 4 1 5,

b) wystepuje dokladnie jedna cyfra 4 i dokladnie jedna cyfra 57

7. Na ile sposobow cztery kule o numerach 1, 2, 3 i 4 mozna rozmiescic¢
w trzech rozréznialnych szufladach, a na ile — w pieciu?

8. Ile jest siedmiocyfrowych numerow telefonicznych zaczynajacych sig od 45,
a ile — zaczynajacych sie od 3457

9. Rzucamy trzy razy moneta. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom:
A — wypadly co najmniej dwie reszki,
B — wypadly co najwyzej dwie reszki,
C' — wypadly trzy reszki.
a) Czy zdarzenia A i B sie wykluczaja?

b) Czy zdarzenia B i C sa zdarzeniami przeciwnymi?

¢) Czy zdarzenie AU B jest zdarzeniem pewnym?

1. Rachunek prawdopodobieristwa



10.

1ils

12

13.

14.

15.

16.

S

Rzucamy cztery razy moneta. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom:
A - orzel wypadl co najwyzej raz,

B — orzel wypadl nie wiecej razy niz reszka.

Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen A, B, A\ B, B\ A.

W urnie jest osiemm kul ponumerowanych od 1 do 8. Losujemy siedem razy
po jednej kuli bez zwracania. Numery kul zapisane w kolejnosci losowania
tworza liczbe siedmiocyfrowa.

a) Ile jest takich liczb?

b) Ile jest takich liczb podzielnych przez 67

Pewna pani ma cztery kapelusze: bialy, zielony, czerwony i niebieski. piec¢
torebek: biala. zielona. czerwona, brazowa i czarna oraz trzy szale: bialy.
zielony i czarny. Na ile sposobow ta pani moze wybrac¢ zestaw: kapelusz,
torebka i szal tak, aby wszystkie trzy elementy zestawu nie byly tego
samego koloru?

W pewnej szkole zebrano dane dotyczace I
Sk iczba uczniow
ocen H('Tlll(_‘-ﬁtl'ﬂl:[l}r(!h Z “"}-’(?Ilﬂ“’ﬂl'lla .['lZ}'CZ— 200 i S
nego 1 przedstawiono je na diagramie shup-
kowym. Oblicz prawdopodobienstwo tego,
ze losowo wybrany uczen otrzymal z tego

a) ocene celujaca,

4 D fi
b) ocene wyzsza niz dostateczna. ocena

Autobusem, ktory zatrzyma sie jeszeze na 10 przystankach. jedzie 6 pasaze-
row. Pasazerowie opuszczaja autobus na losowo wybranych przystankach.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:

a) kazdy z nich wysiadzie na innym przystanku,

b) wszyscy wysiada na tym samym przystanku.

Rzucamy dwa razy kostka, ktorej dwie scianki sa zielone, a cztery czer-
wone. Oblicz prawdopodobienstwo wyrzucenia:

a) co najmniej raz Scianki zielonej, b) co najwyzej raz Scianki czerwone;j.

Druzyna koszykowki sklada sie z pieciu zawodnikéw, w tym kapitana dru-
zyny. Do kontroli antydopingowej wybiera sie losowo dwdch zawodnikow.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze kapitan druzyny nie zostanie pod-
dany kontroli. Ile wynosiloby to prawdopodobienstwo, gdyby kontrolowa-
nych bylo trzech zawodnikow?

Zestawy powtdrzeniowe
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B Zestaw I

Rzucamy dwa razy kostka. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom: A — su-
ma oczek jest rowna 8, B — iloczyn oczek jest rowny 12. Oblicz prawdo-
podobienstwa zdarzen A, B, A", B’, AN B oraz AU B.

Rzucamy dwa razy kostka. Niech x oznacza liczbe oczek uzyskanych
w pierwszym rzucie, a y — liczbe oczek uzyskanych w drugim rzucie. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze:

® K 3 =} e W : W 3 . ! : il b
a) suma x + y jest liczba wicksza od 10, c) iloraz £ jest réwny 2,
1 . o B 1 3 1 & ] o r_ﬂ,'_,1 = 4 £ i
b) iloczyn x -y jest liczba parzysta. d) iloraz £ jest rowny 3.

Sposrod wszystkich liczb czterocyfrowych, w ktorych zapisie uzyto tylko
cyfr 2, 3, 51 6, losujemy jedna liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo tego,
ze wylosowana liczba:

a) nie dzieli sie przez 5,

b) jest nieparzysta lub dzieli sie¢ przez 5.,

c) jest parzysta lub dzieli sie przez 5.

Sposrod wszystkich liczb trzyveyfrowych, w ktorych zapisie uzyto tylko cyir
0, 11 2, losujemy jedna liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wylo-
sowana liczba:

a) nie dzieli si¢ przez 10, b) jest nieparzysta lub wicksza od 200.

FLucznik, strzelajac do tarczy, uzyskuje co najmniej 10 punktow z praw-
dopodobienstwem 0.4. a co najwyzej 10 punktéow z prawdopodobien-
stwem (,8. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze hucznik uzyska dokladnie
10 punktow.

W urnie jest 15 kul zéltych ponumerowanyvch od 1 do 15 oraz 9 kul zielo-
nych ponumerowanych od 1 do 9. Losujemy 1 kule. Oblicz prawdopodo-
bienstwo tego, ze bedzie to kula o numerze:

a) parzystym, b) nieparzystym, ¢) podzielnym przez 3.
W urnie jest 5 kul biatych, 5 zielonych i 5 czarnych. Kule kazdego koloru
zostaly ponumerowane od 1 do 5. Losujemy 1 kule. Oblicz prawdopodo-
bienstwo tego. ze bedzie to:

a) kula biala lub czarna, majaca numer nieparzysty,

b) kula zielona lub kula o numerze parzystym.

1. Rachunek prawdopodobieristwa



10.

1.

12.

13.

14.

15.

S

Na pewnej loterii jest 100 loséow, w tym 10 wygrywajacych 20 zl, 5 wy-
grywajacych 40 z1 oraz 5 wygrywajacych 60 zl. W pierwszym losowaniu
wyciagnelismy los wygrywajacy 60 z1. Oblicz prawdopodobienstwo wyciag-
nigcia w drugim losowanin takiego losu. ze z obu losowan razem uzyskamy
wygrana nie mniejsza niz 100 zl.

W pewnej klasie jest 15 dzieweczat i 10 chlop-
cow. Uczniom tej klasy zadano pytanie: ,,Czy

lubisz matematyke?”. Na diagramach przedsta- " 60%

wiono wyniki ankiety. Oblicz prawdopodobieri-

stwo tego, ze losowo wybrana osoba z tej klasy:  dziewczeta chlopey
a) jest dziewczyna i lubi matematyke, [] tak

b) nie lubi matematyki. [ I nie

Niech A, B C Q. Oblicz P(AU B), jesli:
a) P(A)=03, P(B)=041i P(ANnB)=0,2,
b) P(A) =2, P(B) =% i AN B jest zdarzeniem niemozliwym.

B

Niech A, B Q. Oblicz P(AN B), jesli:
a) P(A)=0.7, P(B) =081 AU B jest zdarzeniem pewnym,
b) P(A)= 2%, P(B')=zi P(AUB) = .

Niech A, B C Q. Oblicz P(A\ B), jesli:
a) P(A)=09i P(ANB)=05 b) P(B)=%iP(AUB)=3

Oblicz wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej, ktorej rozklad podano w ta-
beli.

b)

a)| 4 30 | 20  —40 —60 x| 36 | 28 | —48

! : 1 8
] Pi q 12

Pi

06 =
T [

3
4

b | —

Podczas gry rzucamy trzema monetami. Jesli wypadng same orly, to wy-
grywamy 80 zl, jesli wypadna dokladnie dwa orly, to wygrywamy x zl.
W pozostalych przyvpadkach przegrywamy 50 zl. Wyznacz = tak, aby gra
byla sprawiedliwa.

Podezas gry rzucamy dwiema kostkami. Jesli na obu kostkach wypadnie
parzysta liczba oczek. to wygrywamy 16 zl. Jesli suma wyrzuconych oczek
bedzie nieparzysta, to wygrywamy 24 zt. W pozostalych przypadkach prze-
grywamy 60 zl. Oblicz wartos¢ oczekiwana tej gry.

Zestawy powtdrzeniowe
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@ Sposdob na zadanie

Przykiad

Losujemy jedna liczbe sposrod wszystkich liczb naturalnych czterocytrowych.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wylosowana liczba bedzie nieparzysta
i w jej zapisie dokladnie dwa razy wystapi cyfra 4 i jeden raz cyfra 5.
Oznaczmy przez £ zbior zdarzen elementarnych polegajacych na wylosowaniu
liczby naturalnej czterocyfrowej.

Aby obliczy¢ moc zbioru €2, rozpatrzmy nastepujacy diagram.

4 3 & +
9 mozliwosci wyboru cyfry sposréd evir 10 mozliwosci wyboru cyfry sposrod eyfr
1,2,3,4,5,6,7,8,9 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

Zatem korzystajac z reguly mnozenia, otrzymujemy:

2=9-10-10-10 = 9000
Niech A oznacza wylosowanie czterocyfrowej liczby nieparzystej, w ktorej za-
pisie wystepuja dwie cyfry 4 i jedna cyfra 5.
Zauwazmy, ze liczba jest nieparzysta, gdy jej ostania cyfra jest jedng sposrod
cyfr1,3,.5, 7, 9.
Rozpatrzmy sytuacje. gdy dwie cyfry 4 i jedna cyfra 5 wystepuja na pierwszych
trzech pozycjach. Oto mozliwe przypadki:

41415 41514

o
o
o

4 mozliwosei: 1, 3, 7, 9

Jesli cyfra 5 znajduje sie na ostatniej pozycji, to mamy nastepujace przypadki:

4|4 4 4| 5 41415

b L] L ]
|

n

8 mozliwodei: 0,1, 2, 3,6, 7, 8.9 7 mozliwosei: 1, 2, 3, 6.7, 8. 9

Korzystamy z reguly mnozenia oraz reguly dodawania i otrzymujemy:
A=3-4+2-8+7=35

3 7

T9000  1800°

Zatem P(A)

Il
el =l

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo podanego zdarzenia jest rowne T

1. Rachunek prawdopodobieristwa



Zadania testowe @

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1.

Liczb dziesieciocyfrowych, w ktorych zapisie moga wystapic¢ jedynie cyfry
21 3, jest:
A. 782, B. 58, C. 1000, D. 1024.

Liczb pieciocyfrowych, w ktorych zapisie pierwsza i ostatnia cyfra sa takie
same, jest:
A. 104, B. 9-10°, C. 9% .10°, D. 9%-10°%

Rozpatrzmy czterocyfrowe kody, w ktorych cyfry sie nie powtarzaja. Ile

jest takich kodow, jesli wystepuja w nich jedynie cyfry 1, 2, 3, 4, 5, 67
A. 360 B. 720 C. ¢ D. 4°

Z cyfr 1, 2, 3 1 4 utworzono takie czterocyfrowe kody, ze suma pierwszych
dwoch cyfr jest parzysta, a suma ostatnich dwoch jest nieparzysta (cyfry
moga sie powtarzac¢). Takich kodow jest:

A. 21, B. 2%, .3, D. 4%,

Rzucamy trzykrotnie moneta. Zdarzenie A polega na wyrzuceniu niepa-
rzystej liczby orléw, a zdarzenie B — na wyrzuceniu wiekszej liczby orlow
niz reszek. Wtedy:

A. P(A) > P(B), C. P(A) < P(4),

B. P(A) < P(B), D. P(B) > P(B').

Rzucamy dwukrotnie kostka. Zdarzenie A polega na tym, ze iloczyn liczb
wyrzuconych oczek jest liczba parzysta. Wtedy:

A. P(A) = %—._ B. P(A) = “li C. P(A) =3, D. P(A") = il

Niech A, B C Q. Jedli P(A) = £, P(B) = 3 oraz A C B, to:
A. P(ANB) =0, C. P(AUB) = &,
B. P(ANB) = 3, D. P(AUB) = 3.

Rzucamy dwa razy kostka, na ktorej sciankach znajduja sie nastepujace
liczby oczek: 1. 2. 3, 4, 6, 6. Prawdopodobienstwo tego. ze suma wyrzuco-
nych oczek jest wieksza od 10, jest réwne:

1 1 1 1.
A. %, B. = 0. 5 D. =.

Przestawiamy w sposob losowy cyfry liczby 24 689. Jakie jest prawdopo-
dobienstwo tego, ze cyfra 4 zostanie na swoim miejscu?

A. L B. < C. 2 D.

5 1 5

]

Przed matura
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@ Przed obowiazkowa matura z matematyki

M Zadania kroétkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Niech A.B < Q. Oblicz prawdopodobienstwo sumy zdarzen A i B, jesli
P(A) =06, P(B') =0,3 oraz P(AN B) = 0,4.

Zadanie 2 (2 pkt)
Z cyfr 0,1,2,....n tworzymy liczby trzycyfrowe, w ktorych zapisie cyfry sie
nie powtarzaja. Wyznacz n, jesli wiadomo, ze wszystkich takich liczb jest 100.

Zadanie 3 (2 pkt)
Ustal, ile jest liczb czterocyfrowych, w ktérych zapisie wystepuja tylko eyfry
0,5, 7 9.

Zadanie 4 (2 pkt)

W urnie jest pie¢ kul o numerach 1. 2, 3, 4 1 5. Losujemy kolejno cztery kule
i zwracamy za kazdym razem wylosowana kule do urny. Oblicz prawdopodo-
bienstwo tego, ze wszystkie wylosowane kule maja numery nieparzyste.

Zadanie 5 (2 pkt)
Rzucamy dwa razy kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze dokladnie
w jednym z rzutéw wypadna 3 lub 4 oczka.

W Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 6 (4 pkt)
Oblicz, ile jest czterocyfrowych parzystych liczb naturalnyeh, w ktorych zapi-
sie dokladnie dwa razy wystepuje cyfra 6.

Zadanie 7 (4 pkt)

W urnie jest pie¢ kul o numerach 1, 2, 3, 4 1 5. Losujemy trzy kule bez
zwracania. Numery wylosowanych kul zapisane w kolejnosci losowania two-
rza liczbe trzycyfrowa. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze jest to liczba po-
dzielna przez 2.

Zadanie 8 (4 pkt)
Sposrod liczb szesSciocyfrowych losujemy jedna. Oblicz prawdopodobienistwo
tego, ze jest to liczba podzielna przez 4 lub 5.

Zadanie 9 (4 pkt)

Na loterii jest 200 losow, z tego 2 wygrywajace po 450 zl i 4 wygrywajace po
250 zi. Kupujemy jeden los za 10 zl. Oblicz wartosé¢ oczekiwana wygranej na
tej loterii. Uwzglednij cene zakupu losu.

1. Rachunek prawdopodobieristwa



Graniastostupy
| ostrostupy

Piramidy w Gizie zbudowano na przelomie XXVI 1 XXV w. p.n.e. Najwiek-
sza z nich — piramida Cheopsa (po lewej na zdjeciu) — miata okolo 146 m
wysokosei, a jej podstawa byl kwadrat o boku 230 m. Aby obliczy¢ objetosé
piramidy. korzystamy ze wzoru na objetosé ostrostupa V' = %I’p - H, gdzie P,
jest polem podstawy ostroslupa, a H — jego wysokoscia. Objetosé piramidy
Cheopsa wynosila okolo 2 600000 m?®. Obecnie jej wymiary sa nieco mniejsze.
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2.1. Proste i ptaszczyzny w przestrzeni

B Wzajemne polozenie dwoéch ptaszczyzn

-

\

Plaszczyzny rownolegle — nie maja punk- Plaszezyzny przecinajace sie — ich cze-
tow wspolnych lub sie pokrywaja. scig wspolna jest prosta.
D ”
Przyktad 1 2 P ke
Aq

W szescianie (rysunek obok) plaszezyzna zawierajaca
podstawe ABC'D jest réwnolegla do plaszczyzny za-

|

|

|
wierajacej podstawe A, B,C,D,. /
Cwiczenie 1 / 1

Wikaz Sciane szescianu (rysunek powyzej) zawarta w plaszezyznie réwnoleglej

do plaszczyzny zawierajacej Sciane:

H} ADD“‘*[. IJ} DCTCTIDh

wzmy, ze aby opisaé plaszezyzne, wystarczy aé trzy niewspoélliniowe
Zauwazmy, ze aby opisa¢ plaszezyzne, wystarczy podadé trzy niewspolliniowe
punkty nalezace do niej, gdvz przez kazde trzy punkty nielezace na jednej
prostej przechodzi dokladnie jedna plaszezyzna.

Cwiczenie 2
Do plaszezyzn Py, Po, Ps. Py naleza wymienione wierzcholki szescianu (rysu-
nek ponizej).

P.: A, D, D, Py A.B.D I| £ i
Ay lf B,
Ps: B, By, C, Pi: B, Bi, A |
fﬂ——-—- % k
Ktore z tych plaszezyzn przecinaja sie wzdluz A= 5
prostej [, a ktore — wzdiuz prostej k7

Cwiczenie 3

Sciany szeScianu sa zawarte w szesciu réznych plaszezyznach. Wskaz dowolne
trzy wierzcholki sze§cianu (rysunek powyzej) nalezace do plaszezyzny przeci-
najacej te szes¢ plaszezyzn.

2. Graniastostupy i ostrostupy



B Wzajemne potozenie dwdch prostych

= 7 /S

Proste rownolegle leza Proste przecinajace sig Proste skodne nie lezg

w jednej plaszczyznie i nie leza w jednej plaszezyi- w jednej plaszczyinie,
maja punktéw wspdlnych nie i maja jeden punkt zatem nie maja punktow
lub sie pokrywaja. wspolny. wspolnych.

Przykiad 2

Na rysunku obok przedstawiono ostroslup, ktorego pod-
stawa jest kwadrat.

« Proste zawierajace krawedzie AB i1 DC' sa réwnolegle.

» Proste zawierajace krawedzie AS 1 BC sy skosne.

/A /B
Cwiczenie 4

Ktore krawedzie ostrostupa (rysunek powyzej) zawieraja sie¢ w prostych skos-
nych do prostej zawierajacej krawedz AB?

Mowimy, ze prosta l, skosna do prostej k. jest do .:_|
prostej k prostopadla, gdy istnieje prosta [; rowno- 1
I
|

legla do prostej | i przecinajaca prosta k pod katem
prostym. :
Zauwazmy, ze kazda prosta rownolegla do prostej [,
jest prostopadla do prostej k.

~ |

Uwaga. Proste prostopadle sa skosne lub sie przecinaja (gdy leza w jednej
plaszezyinie).

Cwiczenie 5 | b c,
Prosta [ zawiera krawedZz AA; szescianu (rysunek /: /
obok). Wskaz proste zawierajace pozostale krawe- ; : By

dzie tego szescianu, ktore sa: :

a) rownolegle do prostej [, D _ ..

b) prostopadle do prostej /. A= el 2 ¢

Cwiczenie 6
W szescianie (rysunek powyzej) wskaz pary wierzcholkéw, ktére wyznaczaja
proste skosne nieprostopadle do prostej [.

2.1, Proste i plaszczyzny w przestrzeni
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B Wzajemne potozenie prostej i ptaszczyzny

Prosta | nazywamy réwnolegla do plaszczyzny P, Jesli prosta | ma z plaszczy-
jesli nie ma ona punktéw wspdolnyeh z ta plasz- zng P dokladnie jeden punkt

czyzna lub jest w niej zawarta.

wspolny, to moéwimy, ze pro-

| sta [ przecina plaszezyvzne P,

LT£T 47

Mowimy, ze prosta [ jest prostopadla do ke

plaszezyzny P. jedli jest ona prostopadla do A

kazde] prostej zawartej w plaszczyznie P.

Przykiad 3
W szescianie (rysunek obok) prosta £ za-

wierajaca krawedz AA, jest prostopadla do /

Dy

Ch

By

|
[
|
|
|
| _af
..r"f

plaszczyzny zawierajacej podstawe ABCD.

|
|

Dla dowolnego punktu S mozemy poprowadzic¢ prosta [ przechodzaca przez ten
punkt i prostopadla do plaszczyzny P. Punkt przeciecia prostej ! z plaszczyzna

P nazywamy rzutem prostokatnym punktu S na plaszczyvzne P.

Rzutem prostokatnym figury na plaszczyzne jest figura skladajaca sie z rzutow

prostokatnych wszystkich punktéw rzutowanej figury.
Na rysunku obok punkt S’ jest rzutem prostokat-
nym punktu S na plaszczyzne P, a prosta k' jest

o

Vi WA

rzutem prostokatnym prostej & na te plaszczyzne.

o] Gwiczenie 7
Odcinek R, S; jest rzutem prostokatnym odcinka RS na plaszezyzne P. Czy
odcinek I71.S; moze by¢ dluzszy od odcinka RS? Sformuluj i udowodnij od-

_______

powiednie twierdzenie.

:S'/ K
|

Aby wykazaé, ze prosta jest prostopadla do plaszezyzny, nie musimy wy-
kazywac. ze jest ona prostopadla do kazdej prostej zawartej w tej plasz-
czyznie. Mowi o tym twierdzenie o prostej prostopadlej do plaszczyzny.

Jesli prosta [ jest prostopadla do dwoch nieréwno-
leglvch prostych zawartych w plaszezyznie P. to
jest ona prostopadia do plaszezyzny P.

2. Graniastostupy i ostrostupy
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Zadania

3

o] s.

Dwa szesciany maja wspolna sciane BCC B, _
| o o . , D i F
(rysunek obok). Wskaz pary wierzcholtkéw A
Ay f

tych szesciandow wyznaczajace proste rowno- |
legle oraz pary wierzcholkow wyznaczajace :
proste prostopadle do prostej: Di__ .

a) EF}, b) A,C;. A B E

By

a) Ktore krawedzie szeScianu przedstawio- Dy C\
nego na rysunku obok sa prostopadle do s [
. : . : |

plaszezyzny zawierajacej podstawe ABCD? | \ B
i
i
i

b) Odcinek CD,; tworzy kat prosty z krawe-
dzia podstawy BC. Czy odcinek CD, jest D .
prostopadly do podstawy ABCD? Odpo- -7 C

. o ‘s A
wiedZ uzasadnij. B

Wskaz proste zawierajace krawedzie szeScianu (rysunek powyzej) i prosto-
padle do prostej D B. Ktore z tych prostych przecinaja prosta DB, a ktore
sa do niej skosne?

Przyjmijmy, ze krawedz szescianu (rysunek powyzej) ma dlugosc 2. Wskaz
przykladowy odcinek, ktorego konce naleza do krawedzi szescianu, a diu-
gosci jego rzutow prostokatnych na sciany szescianu przyjmuja wartosci:

a) v5i2v2, b) 2 2v2, ¢) 1,21 /5, d) V2 i /5.

Dla prostych k, I, m lezacych w tej samej plaszczyznie zachodzi wlasnosé:
jesi 'k L 1il L m, tok
zachodzi dla prostych w przestrzeni.

| m. Uzasadnij, ze analogiczna wlasnos¢ nie

Powtorzenie

6.

Prosta k zawiera jedna z krawedzi szescianu. Ile réznych plaszezyzn prze-
chodzacych przez dowolne cztery wierzcholki tego szescianu przecina sie

L 5 ) 1 7
wzdluz prostej k? D,

Ch
Rzutem prostokatnym odcinka D, B na sciane

ABCD szescianu jest odcinek DB (rysunek
obok). Wskaz odcinek bedacy rzutem prosto-
katnym odcinka D, B na Sciane: D
ﬂ.} AIB]C|D], h} ADD|AL._ {'.) BCC]B|- A =

Ay

B

2.1, Proste i plaszczyzny w przestrzeni
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2.2. Graniastostupy

Graniastostup to wieloscian, ktorego dwie Sciany, zwane podstawami, sq przy-
stajacymi wielokatami zawartymi w plaszczyznach réwnoleglych, a pozostale
Sciany, zwane §cianami bocznymi, sa rownoleglobokami o wierzcholkach nale-

<7 >

zacych do podstaw.

I |

] |

1 1

I |
_ P e
i - —
- -

Jesli krawedzie boczne graniastoslupa sa prostopadle do podstaw, to gra-
niastoslup nazywamy prostym. w przeciwnym razie graniastoslup nazywamy
pochylym. Sc'iau},r boezne dowolnego graniastoshipa prostego sa prostokatami.
Dowolny odcinek, ktory laczy plaszcezyzny zawierajace podstawy graniasto-
stupa 1 jest do nich prostopadly, nazywamy wysokoScig graniastoslupa.
Powierzchnie boczna graniastoshipa stanowia wszystkie jego sciany boczne,

Pole powierzchni calkowitej graniastoshupa jest rowne P.—9P 4+ P
p i : : . i it P b
sumie pdél jego podstaw i pola powierzchni bocznej.

Cwiczenie 1
Oblicz pole powierzchni calkowitej graniastoslupa prostego, ktorego wysokosé

jest rowna 30 cm, a podstawa jest tréjkat o bokach 6 cm, 8 cm i 10 cm.

W zaleznodci od tego, jakim wielokatem jest krawedz podstawy podstawa
podstawa graniastoslupa, méwimy o grania-

stostupie trojkatnym, czworokatnym. piecio- wierzcholek —— :
katnym itd. Graniastoslup pieciokatny przed- f
stawiony na rysunku obok ma 7 $cian (2 pod- t’t::‘:'::]:g*? :
stawy 1 5 $cian boeznych), 15 krawedzi N =
(10 krawedzi podstawy i 5 krawedzi bocz- — / +~ s
nych) oraz 10 wierzcholkdw. boczna

Cwiczenie 2
Podaj liczbe Scian, krawedzi i wierzcholkow graniastostupa:

a) trojkatnego, b) czworokatnego, c) szesciokatnego.

Cwiczenie 3
Czy istnieje graniastoshup, ktérego liczba krawedzi jest réwna: a) 21 b) 257

2. Graniastostupy i ostrostupy



Graniastoslup prosty, ktorego podstawa jest prostokat, :

nazywamy prostopadloscianem. !

Uwaga. Za podstawe prostopadloScianu mozemy przyvjac jego I

dowolna Sciane. :

Pole powierzchni calkowite] prostopadloscianu o krawe- . :

dziach a, b, ¢ opisuje wzor: st
P. = 2ab + 2ac + 2be /// :

Cwiczenie 4
Dlugosci krawedzi podstawy prostopadloscianu sa réwne 4 em i 6 cm. Oblicz
wysokos¢ tego prostopadloscianu, jesli wiadomo, ze jego:

a) pole powierzchni calkowitej wynosi 100 em?,

b) pole powierzchni bocznej stanowi 60% pola powierzchni catkowitej.

Prostopadloscian o wszystkich krawedziach réwnych nazywamy sze$cianem.
Pole powierzchni calkowitej szescianu o krawedzi a jest réwne Ga”.

Cwiczenie 5 '
Do wykonania modelu szescianu zuzyto 1620 cm? :
kartonu, z czego 20% stanowily zakladki, Oblicz diu- a |
gos¢ krawedzi tego szeSciamu. o7 ——
-
L ¢

Cwiczenie 6
Suma oczek znajdujacych sie na przeciwleglych scianach szesciennej kostki do
gry jest rowna 7. Czy przedstawiona siatka moze by¢ siatka tej kostki?

a) [*, [ b) 2 ©) [o=*]ees d) 33
ces At vee e

Czy wiesz, ze...
Istnieje 11 roznych siatek, z ktorych mozna zlozy¢ model szescianu.

2.2. Graniastosiupy 67 I



Graniastoshup prosty, ktérego podstawa jest wie-

|
lokat foremmny, nazywamy prawidlowym. j' :
|
(0] Ewiczenie 7 B W
Wymiary dwdch graniastostupow prawidlowych, tréj- : i : :
katnego i1 szeSciokatnego, podano na rysunku obok. E : : :
Uzasadnij., ze pole powierzchni calkowitej jednego = | : :
z tych graniastoslupéw jest o 50% wieksze od pola : ) — U
powierzchni catkowitej drugiego. = ’
4 em 2 cm

Zadania

. G5

Suma dlugosci wszystkich krawedzi graniastoslupa prostego jest rowna
78 cm. Jego podstawa jest tréjkat prostokatny o przyprostokatnych diu-
gosci b am i 12 em. Oblicz pole powierzchni caltkowitej tego graniastostupa.

Podstawa graniastostupa prostego jest trojkat prostokatny o obwodzie
24 cm. Wysokos¢ graniastostupa jest réwna przeciwprostokatnej podstawy,
a pole najwiekszej Sciany bocznej jest réwne 100 cm?. Oblicz pole po-
wierzchni calkowitej tego wieloscianu.

Oblicz pole powierzchni calkowitej graniastoslupa prostego o wysokosci
8 cm, ktorego podstawa jest:

a) romb o kacie ostrym 30° i boku dlugosci 12 cm,

b) romb o przekatnych dlugosei 15 cm i 20 cm.

Podstawa graniastoslupa prostego jest trapez rowno-
ramienny o bokach dlugosci 12 cm, 5 em, 6 ¢cm 1 5 em.

Oblicz wysokosé tego graniastostupa, jesli wiadomo, ze:

w a a . r - )
a) jego pole powierzchni bocznej jest rowne 560 em”,
b) jego pole powierzchni calkowitej jest rowne 492 cm?.

Wysokosé graniastoshupa prostego jest rowna 5 cm, a jego pole powierzchni
bocznej wynosi 100 em?. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego grania-
stoshuipa, jesli jego podstawa jest trapez réwnoramienny o kacie ostrym 60°
i podstawach, ktorych diugosci sa w stosunku 2: 1.

Waszystkie krawedzie graniastoslupa prawidlowego szesciokatnego maja
réwne dlugosci, a jego pole powierzchni catkowitej jest réwne 96 + 48+/3.
Oblicz wysokos¢ tego graniastostupa.

2. Graniastostupy i ostrostupy



F i

Prostokat o bokach dlugosci 2 e i 4 cm jest jedna ze scian bocznych gra-
niastoslupa prawidlowego trojkatnego. Oblicz pole powierzchni calkowite]
tego graniastoslupa oraz narysuj jego siatke (rozpatrz dwie mozliwosci).

Sciana boczna graniastoslupa prawidlowego czworokatnego to prostokat
o bokach dlugosci z em i (x + 1) cm oraz przekatnej dlugosci (= + 2) cm.
Oblicz pole powierzchni catkowitej tego graniastoslupa oraz narysuj jego
siatke (rozpatrz dwie mozliwoscei).

9. Na rysunku przedstawiono fragment siatki graniastoshupa prostego. Oblicz
pole powierzchni calkowitej tego graniastoslupa.
a) 1 b) 4 c)
1 1 ?“;’5‘*
30° 45
135,
4 4
A5° 45> 30° /7
12
10. Dany jest prostopadloscian, ktorego wymiary sa kolejnymi wyrazami ciagu
geometrycznego o pierwszym wyrazie 10 1 ilorazie % Oblicz sume dlugosci
wszystkich krawedzi tego prostopadloscianu oraz jego pole powierzchni
calkowite;j.
Powtdrzenie

11. Podstawa graniastostupa prostego o wysokosdci 11 em jest trdjkat rowno-
i B ;

12

13.

ramienny o jednym z katow 1207 i ramionach diugosci 8 em. Obliez pole
powierzchni bocznej tego graniastostupa.

Na rysunku ponizej przedstawiono fragment siatki graniastoshupa pro-
stego. Narysuj cala siatke tego graniastoslupa i oblicz jego pole powierzchni

catkowite;j.
a) 16 b) ) c)
G
v B 4
i §] G 5
G 457
8 12 4

Narysuj siatke graniastostupa prawidlowego n-katnego, ktorego wszystkie
krawedzie maja dlugosé 2 cm, i oblicz jego pole powierzchni calkowitej:
a) dlan =3, b) dla n =4, ¢) dla n = 6.

2.2, Graniastosiupy
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Warto powtorzyc

________ Wit

Przedstawianie graniastostupéw na rysunkach

Podstawowa zasada przy rysowaniu graniastoslupow jest zachowanie réwno-
leglosci odeinkéw odpowiadajacych réwnoleglym krawedziom graniastoslupa.
[ ] 4 R . i

= Prostopadloscian
Krok 1.

Rysujemy dolna podsta-
we prostopadloscianu -
w rzeczywistosci jest
ona prostokatem, ale

na rysunku ma ksztalt
réwnolegloboku.

Krok 2.

Rysujemy krawedzie
boczne w postaci czterech
odeinkéw réwnoleglych

i rownej dlugodei.

Krok 3.

Laczymy wolne kofice od-
cinkéw reprezentujacych
krawedzie boczne i otrzy-
mujemy gorna podstawe
prostopadloscianu.

= Graniastostup szesciokatny

Na rysunkach ponizej pokazano, jak narysowad¢ graniastoslup prawidlowy
szesciokatny.
Krok 1.

Rysujemy dolna pod-

Krok 2.
Rysujemy krawedzie

Krok 3.
Laczymy wolne kofice od-

stawe graniastoslupa

w rzeczywistoScl jest
ona szesciokatem fo-
remuymn, ale na rysunku
ma ksztalt szesciokata
o trzech parach bokdw
rownoleglych rdznej
diugosci.

.

boczne w postaci szesciu
odeinkéw rownoleglych
i rownej dlugosei.

cinkow reprezentujacych
krawedzie boczne i otrzy-
mujemy gorna podstawe
graniastostupa.

1. Przedstaw na rysunku graniastostup tréojkatny.

2. Przedstaw na rysunku graniastoslup pieciokatny.

2. Graniastosiupy i ostrostupy



2.3. Odcinki w graniastostupach

Przyktad 1

Przekatna sciany bocznej graniastostupa prawidlowego
czworokatnego ma diugoscé 10 em 1 tworzy z krawedzia
podstawy kat « taki, Zze cosa = £ (rysunek obok). Ob-
licz pole powierzchni bocznej tego graniastoslupa.
wiec a =10+ 2 =6 [em)].

AT,

Zauwazimy, ze cosq = 101 5

b=+10% — 62 = /64 = 8 [cm]

¥

Obliczamy pole powierzchni bocznej: P, = dab=4-6-8 = 192 [em?].

Cwiczenie 1

1]

Przekatna sciany bocznej graniastostupa prawidlowego czworokatnego ma dlu-
gos¢ 25 em 1 tworzy z krawedzia boczna kat a taki, ze sina = 0,28. Oblicz

pole powierzchni calkowitej tego graniastosiupa.

Cwiczenie 2

Przekatna Sciany bocznej graniastoslupa prawidlowego trojkat-

nego tworzy z krawedzia podstawy kat o taki, ze cosa =

1
3

(rysu-

nek obok). Oblicz pole powierzchni calkowitej tego graniastoslupa,

jesli wiadomo, ze:

a) a =0 cm, b) b =6 cm. /k 5
]
Cwiczenie 3 by o,
Przekatne AD; i C'D; Scian bocznych graniastostupa 4, ! By
prawidlowego czworokatnego (rysunek obok) maja diu- | \
gosci rowne 8 cm. Tworza one z przekatna podstawy |
kat a taki. ze cosa = i; Oblicz pole powierzchni bocz- Dfl ——d (N
nej tego graniastoshupa. A
B
D = Przekatng graniastostupa nazywamy taki od-
i i cinek laczacy dwa jego wierzcholki, ktéry nie
Ay : B, & jest zawarty w zadnej Scianie graniastoslupa.
QJI_ _ X I Prostopadlodcian ma cztery przekatne.
= " Na rysunku obok sa to odeinki:
A ; 5 BD,. AC,, CA, i DB,

Zwroc uwage na to, ze przekatna sciany bocznej graniastoslupa nie jest prze-

katna graniastostupa oraz ze graniastoslup tréjkatny nie ma przekatnych.
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(0] Cwiczenie 4

o ; Przekatna prostopadloscianu
a) Uzasadnij twierdzenie podane obok. ka p P

o krawedziach a, b, ¢ ma dlu-
0S¢ rowna:
va?+ b+

b) Uzasadnij, ze przekatna szedcianu

o krawedzi a ma dlugosé réwna av/3.

Cwiczenie 5

Oblicz dlugosci przekatnych wszystkich scian oraz dlugosé przekatnej prosto-

padloscianu o krawedziach:

a) 5,9, 12, b) 6, 8, 15. D )
|

. . |

Cwiczenie 6 Ay a B,

W szedcianie z tego samego wierzcholka poprowa- |

dzono jego przekatna i przekatna podstawy (rysunek D/}_ |

obok). Tworza one kat «. Oblicz cosinus tego kata 5

oraz jego przyblizona miare z dokladnoscia do 1°. -

' A B

Zadania

1. Oblicz pole powierzchni calkowitej graniastoslupa prawidlowego czworo-
katnego. ktorego krawedz podstawy ma dlugos¢ 5 cm, a przekatna jego
sciany bocznej tworzy:

a) z krawedzia podstawy kat 307,
- D Bl
b) z krawedzia boczna kat 307, ] | Cy

¢) z przekatna graniastoslupa kat 30°. &

|
I =
" a " = ) 1
@ 2. Kat miedzy przekatnymi sasiednich Scian bocz- |
nych graniastoshupa prawidlowego czworokatnego Dy S
jest réwny 60° (rysunek obok). Wykaz, ze grania- 7

Fa
stoslup ten jest szescianem. A 7

3. Oblicz dlugos¢ przekatnej graniastoslupa prawidlowego czworokatnego,
ktorego krawedz podstawy ma dingosé 4 cm, a przekatna ta tworzy:
a) z przekatna podstawy kat 457,
b) z jedna z krawedzi bocznych kat 30°,
¢) z przekatna jednej ze Scian bocznych kat 30°,

4, Przekatna graniastoslupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosé 41/6,
a jego wysokosé jest rowna 8. Oblicz pole powierzchni calkowite] tego
graniastoslupa.

B 72 2. Graniastostupy i ostrostupy



10.

11.

Dany jest graniastostup prawidlowy szescio- Fh Dy

katny, ktorego wszystkie krawedzie maja diu-
gos¢ 4 cm. Oblicz dlugosci przekatnych tego
graniastostupa (rysunek obok).

F

Dluzsza przekatna graniastoslhupa prawidlo-
wego szesciokatnego ma dlugosé 10 em, a jego  F
wysokosé jest réwna 5 cm. Oblicz pole po-
wierzchni calkowitej tego graniastoslupa.

Roéznica dlugosci przekatnych graniastoshupa prawidlowego szesciokatne-
go, ktorego wszystkie krawedzie sa rowne, wynosi 2 cm. Oblicz dlugosé
krawedzi tego graniastoslupa.

D,
C
Przekatna A,C prostopadloscianu (rysunek /: :
obok) tworzy z krawedziami wychodzacymi A, : B
z wierzcholka C katy a, 81 v. Wykaz, ze: \‘\
i ; o i
a) sin®a +sin® 8 + sin®y = 2, /D)- == g &
i F P
b) cos? a + cos? 3+ cos?y = 1. =
A B

Pole powierzchni caltkowitej graniastostupa prawidlowego czworokatnego
jest trzy razy wieksze od jego pola powierzchni bocznej. Oblicz cosinus
kata zawartego miedzy przekatna tego graniastoslupa a jego krawedzia
boczna.

Oblicz pole powierzchni bocznej graniastoslupa prawidlowego szesciokat-
nego, ktérego krawedz podstawy ma diugosé 6 cm, a dluzsza przekatna
jest trzy razy dluzsza od krotszej przekatnej podstawy.

Liczba przekatnych graniastostupa prawidlowego n-katnego jest o 24 wiek-
sza od liczby przekatnych jego wszystkich Scian bocznych. Oblicz n.

Powtorzenie

3 -

13.

Przekatna graniastostupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosé 26 cm
I tworzy z krawedzig podstawy kat « taki, ze cosa = 5%. Oblicz pole
powierzchni bocznej tego graniastoslapa.

Pole powierzchni calkowitej graniastostupa prawidlowego czworokatnego
0 wysokosci 3 cin jest dwa razy wieksze od jego pola powierzchni bocz-
nej. Oblicz dlugos¢ przekatnej tego graniastostupa i cosinus kata, ktory ta
przekatna tworzy z krawedzia boczna.

2.3. Odcinki w graniastosiupach
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2.4. Objetosc graniastostupa

g
Objetos¢ prostopadloscianu o wymiarach a, b, ¢ “l'l‘
wyraza sie za pomoca wzoru: V = abe. ©
A
_.)r's.
= 1{1&
Przyktad 1 F= 0

Przedstawiony na rysunku powyze] prostopadloscian ma objetos¢ réwna
5 cm-4 em-3 em = 60 cm®. Zauwaz, ze mozna go podzieli¢ na 60 szescianow
o objetosei 1 em® kazdy.

Cwiczenie 1

Dane sa prostopadlosciany P, i F», o wymiarach:
P:15emx2dmx10ecm, Po: 0,12 mx 1,2 dm x 22 ¢m

Ktory z nich ma wieksza objetosc¢?

Cwiczenie 2

Pole powierzchni calkowitej szescia-
nu jest rowne 1.5 dm”. Oblicz obje-
tos¢ tego szescianu.

Objetosc szescianu o krawedzi a wy-
raza sie za pomoca wzoru: V = a®,

A. B.

Cwiczenie 3
Na rysunkach przedstawiono graniastosiupy

ulozone z szesciennych kostek o objetosci

T .

1 em® kazda. Oblicz objetoscei tych grania-
stoslupow.

Objetosé dowolnego graniastoslupa wyraza sie za pomoca wzoru:
V=F,-H
gdzie P, jest polem podstawy graniastoslupa, a H — jego wysokoscia.

Przyktad 2
Oblicz objetosé¢ graniastostupa prawidlowego tréjkatnego
o krawedzi podstawy 6 cm i wysokosci 4 cm.

|'
Obliczamy pole podstawy: |
2 /i ] [
P, =8 — 9y3 [enr? : L
Zatem objetosc: T e
V=P, -H=9/3-4= 363 [cm?] 6 cm

. 7 2. Graniastostupy i ostrostupy



Cwiczenie 4
Wyznacz wzor na objetos¢ graniastoslupa prawidlowego:
a) trojkatnego, b) szesciokatnego,

ktorego wszystkie krawedzie sa rowne i maja dlugosé a.

Cwiczenie 5

a) Oblicz objetos¢ graniastoslupa prawidlowego szedciokatnego o krawedzi
) = 4 [ # )

podstawy 4 cm, ktérego pole powierzchni bocznej jest réwne 180 cm”.

b) Pole powierzchni bocznej graniastoslupa prawidlowego

trojkatnego jest rowne sumie pol jego podstaw. Wiedzac,

ze krawedz podstawy ma dlugosé 5 em, oblicz objetosé :

tego graniastostupa. 6

Cwiczenie 6 i
Oblicz kubature (objetosc) budynku przedstawio-
nego obok na schematycznym rysunku. Wymiary - 6
tego budynku podano w metrach.

Zadania

1. a) Wysokos¢ graniastoslupa prostego jest réwna 7 cm, a jego podstawa
jest trapez o bokach dlugosci 4 em, 4 em, 4 ¢cm i 8 em. Oblicz objetosé
tego graniastostupa.

b) Podstawy trapezu prostokatnego maja dlugosci 6 cm i 12 cm, a jego kat
ostry ma miare 45°. Oblicz objetosé¢ graniastoslupa prostego o wysokosci
18 em, ktérego podstawa jest ten trapez.

2. a) Przekatna graniastoslupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosé
9 cm, a pole jego podstawy jest réwne 16 c¢m?®. Oblicz objetos$é tego gra-
niastoshuipa.

b) Oblicz objetos¢ graniastoslupa prawidlowego czworokatnego, ktorego
przekatna o dlugosci 10 em tworzy z krawedzia podstawy kat 60°.

3. Do dwéch akwariéw (rysunki A i C) wrzucono kolejno ten sam kamien (ry-
sunki B i D). Za kazdym razem kamien byl calkowicie zanurzony w wodzie.
Oblicz x.

A, B. i D.
; ' ! P
[E ’ 5 1 g =5 = 1=
; = | o ' > | J“
fle | et R R | el
c_} G‘.\} = f) Cﬁ_\x “ c}'fh e “ cﬂl
20 em M 20em v 20 em A 20 em N
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4. Podstawa graniastoslupa prostego jest trdjkat, ktorego dwa boki maja
dlugodci 6 1 24/3, a miara kata miedzy nimi wynosi 30°. Oblicz objeto&é
tego graniastoshupa, jesli wiadomo, ze jego pole powierzchni calkowitej jest
dwa razy wieksze niz pole powierzchni bocznej.

5. Na ktorym z ponizszych rysunkéw przedstawiono siatke graniastoslupa?
Oblicz objetosé tego graniastoshupa.
A. B.

6. Objetos¢ graniastoslupa prostego, ktorego podstawa jest romb o kacie
ostrym 30°, jest réwna 27 em?, a jego pole powierzchni bocznej jest réwne
36 cm?. Narysuj siatke tego graniastoslupa.

Powtorzenie

7. a) Oblicz objetos¢ graniastoslupa prawidlowego tréjkatnego. ktérego
wszystkie krawedzie maja dlugosc 4 cm.
b) Oblicz objetos¢ graniastoslupa prawidlowego czworokatnego, ktérego
pole powierzchni bocznej jest réwne 144 cm?, a pole powierzehni catkowitej
jest réwne 306 cm?.

8. Prostopadioscienny drewniany klocek o wymiarach 10 cm 10 em 10 cm
18 cm x 30 cm x 50 cm przecieto na cztery czesci
majace ksztalty graniastostupow tak, jak
przedstawiono na rysunku obok. Oblicz
objetos¢ kazdej z otrzymanych czesci. 6oms /

i cm

G cm

9. Schody skladaja sie z 15 jedna-
kowych betonowych stopni o wy-
miarach podanych na rysunku
obok. Oblicz objetos¢ betonu zu-
zytego na ich wykonanie.

20 em
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Graniastostupy pochyle

Sciany boczne ABFE i DCGH graniasto-
stupa pochylego przedstawionego na rysunku
obok sa rombami o boku a i kacie ostrym a.
Podstawy oraz pozostale Sciany boczne tego
graniastoslupa sa kwadratami. Odcinek EP
jest jego wysokoscia.

|EP| = asin «, zatem objetosé tego graniastoslupa:

V=P, -h=a* asina =a’sina
Zauwaz, ze objetosc¢ tego graniastostupa mozemy réwniez wyznaczyc, przyj-
mujac, ze jego podstawami sa romby ABFE i DCGH. Wowcezas otrzymujemy:

V=P h= a’sina - a = a*

sin o
Innym przykladem graniastoshupa pochylego
jest romboedr, czyli graniastoslup, ktorego
wszystkie Sciany sa przystajacymi rombami.

Na rysunku obok przedstawiono romboedr,
ktorego wysokoscia jest odcinek E'P.

Zauwaz, ze wysokos¢ Sciany bocznej nie jest
wysokoscia romboedru.

Twierdzenie

Objetosé romboedru, ktorego kazda Sciana jest rombem o kacie ostrym o
i boku a, dana jest wzorem:

V =a*(1 —cosa)y1+2cosa

1. Oblicz wysokosé romboedru, ktorego kazda sciana jest rombem o boku 4
i kacie ostrym 60°.

3 cm

2. Na rysunku obok przedstawiono siatke w

romboedru, ktorego Scianami sa romby

o boku dlugosci 3 em i kacie ostrym 45°.

a) Oblicz pole powierzchni calkowitej te-

go romboedru.
& b) Oblicz objetosé tego romboedru z do-

kladnoscia do 0.01 em?®.
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2.5. Ostrostupy

Ostrostup to wieloscian, ktorego jedna
Sciana, zwana podstawa. jest dowolnym
wielokatem, a pozostale sciany, nazy-
wane Scianami bocznymi, sa trojkata-
mi o wspolnym wierzcholku, zwanym
wierzcholkiem ostrostupa.

Wiysokoscia ostrostupa nazywamy odci-
nek. ktorego jednym koncem jest wierz-
cholek ostrostupa, a drugim rzut
prostokatny wierzcholka na plaszezyzne
podstawy, zwany spodkiem wysokoSci.

Definicja
te sama dlugosc.

nazywamy prawidlowym.

Cwiczenie 1

Sciana
boczna

wierzcholek

wysokosd

kraweds#
hoczna

spodek
wysokosei

V.
/s

podstawa

krawedz
podstawy

Ostrostup nazywamy tréjkatnym, czwo-
rokatnym, pieciokatnym itd. - w zalez-
nosci od tego, jakim wielokatem jest
jego podstawa. Na rysunku przedsta-
wiono ostrostup czworokatny.

Ostrostup nazywamy prostym, jesli wszystkie jego krawedzie boczne maja

Jesli podstawa ostrostupa prostego jest wielokat foremny, to taki ostrostup

Uzasadnij, ze w ostroslupie prostym spodek wysokosci jest srodkiem okregu

opisanego na podstawie tego ostroslupa.

Pole powierzchni calkowitej ostrostupa jest réwne su-

F.=F,+Fh

mie pola jego podstawy i pola powierzchni bocznej.

Cwiczenie 2

Czy na rysunku przedstawiono siatke ostroslupa prostego? Jesli tak,

jego pole powierzchni calkowitej.

a) 3 3

to oblicz

b) ¢) r}_,wﬁ‘
& \2) 3 3
3 3 5
5 S DA R 3
¥ 2
: = R
3 ) 3 I3 3 g
B ) A
3\ /3 3
3 3
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Cwiczenie 3

(Oblicz pole powierzchni caltkowite] ostroshupa prawidiowego trojkatnego, kto-
rego Sciany boczne sa tréjkatami prostokatnymi, a krawedz podstawy ma diu-
20s¢ 4 cm.

Cwiczenie 4

Podstawa ostroslupa prawidlowego tréjkatnego ma pole réwne 25v/3. Oblicz
wysokos¢ sciany boeznej tego ostrostupa. jesli jego pole powierzchni calkowitej
jest siedmiokrotnie wicksze od pola podstawy.

Katem plaskim przy wierzcholku ostrostupa prawidlowego nazywamy kat
miedzy ramionami trojkata réwnoramiennego bedacego $ciana boczna tego
ostrostupa.

Cwiczenie 5
Oblicz pole powierzchni calkowitej ostrostupa prawidlowego czworokatnego,
ktorego krawedz podstawy ma dlugosé 6 cm, a kat plaski przy wierzcholku

ma miare 60°.
D

Ostrostup prawidlowy tréjkatny, ktérego wszystkie

Sciany sa trojkatami rownobocznymi, nazywamy A C
czworoScianem foremnym.

Cwiczenie 6 B

a) Oblicz pole powierzchni calkowitej czworoscianu foremnego, ktorego kra-
wedZz ma diugosé 5 cm.

b) Oblicz sume dlugosci wszystkich krawedzi czworoscianu foremnego, ktorego
pole powierzchni catkowitej jest réwne 49v/3 em?.

Zadania

1. Na rysunku obok przedstawiono frag- o N\ 5
ment siatki ostroslupa prostego. Oblicz 5
pole powierzchni calkowite] tego ostro-
stupa. B 8 " 7

2. Podstaws ostroslupa prostego jest prostokat o bokach dlugosei 6 cm i 8 cm,
Dwie sposrod jego scian bocznych sa trojkatami rownobocznymi. Oblicz
wysoko$¢ tego ostroslupa (rozpatrz dwa prazypadki).
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Wysokos¢ ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest rowna 12 cm. Two-
rzy ona z wysokoscia sciany bocznej kat o taki, ze sina = 1—51- Oblicz pole
powierzchni calkowitej tego ostrostupa.

Pole podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest réwne 8 cm?,
a jego Sciany boczne sa trojkatami réwnoramiennymi o kacie miedzy ra-
mionami 30°. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego ostrostupa.

Wysokosc ostroshupa prawidlowego trojkatnego tworzy z krawedzia boczna
tego ostroshupa kat a taki, ze cosa = 0.8. KrawedZ podstawy ma dlu-
gos¢ 3 em. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego ostroshipa.

Sciana boczna ostrostupa prawidlowego trojkatnego jest trojkatem rowno-
ramiennyim, w ktorym ramiona maja dlugosé 2 em, a kat miedzy nimi jest
rowny 30°. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego ostroslupa.

Dany jest ostroslup prawidlowy szesciokatny, w ktorym wysokosé sciany
bocznej jest rowna 9 em. Roznica miedzy polem kola opisanego na podsta-
wie tego ostroslupa a polem kola wpisanego w te podstawe wynosi 87 cm?.
Oblicz pole powierzchni calkowitej tego ostroshupa.

Uzasadnij, ze pole powierzchni bocznej P, ostroslupa prawidlo- S
wego wyraza si¢ wzorem Fj, = %Jf,hT gdzie L jest obwodem pod-
stawy, a h — wysokoscia sciany bocznej.

Dany jest ostrostup tréjkatny, w ktérym krawedz SC

jest prostopadla do podstawy ABC (rysunek obok)
oraz |[AB| = 5, |BC| = 3, |AC| = |SC| = 4. Oblicz A
cosinusy katéw trojkata ABS. Wyznacz miary katow
tego trojkata z dokladnoscia do 1°.

C

I3

Powtorzenie

10.

1.

Krawedzie podstawy ostroshupa prawidlowego maja dlugosé 10 ¢m, a kra-
wedzie boczne — 13 em. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego ostroslupa.,
jesli wiadomo, ze jego podstawa jest:

a) kwadrat, b) trojkat, c¢) szeSciokat. 3

Na rysunku przedstawiono fragment siatki

ostroslupa tréjkatnego o wierzcholku S. ® 10
Narysuj cala siatke tego ostroslupa i ob- bany

licz jego pole powierzchni calkowitej. 8 i

2. Graniastostupy i ostrostupy



Przedstawianie ostrostupéw na rysunkach

Podczas rysowania ostrostupa szczegolna uwage nalezy zwrécié na polozenie

jego spodka wysokosci.

= Ostrostup prawidlowy tréjkatny

Krok 1.

Rysujemy podstawe
ostroslupa — w rzeczy-
wistosci jest ona troj-
katem réwnobocznuyim,
ale na rysunku diugo-
sei bokow trojkata sa
rozne.

B

Krok 2.

Wyznaczamy spodek wyso-
kosci S — punkt przeciecia
srodkowych tréjkata ABC.
Nastepnie rysujemy wy-
sokosc¢ ostroshupa — odei-

nek SW. W

= Ostrostup prawidlowy czworokatny

Krok 1.

Rysujemy podstawe
ostrostupa — w rzeczy-
wistosci jest ona pro-
stokatem, ale na ry-
sunku ma ksztalt réw-
nolegloboku ABCD.

Krok 2.

Wyznaczamy spodek wy-
sokodcei S — jest to punkt
przeciecia przekatnyeh réw-
nolegloboku ABCD. Nastep-
nie rysujemy wysokosé SW
ostrostupa. W

Krok 3.

Eaczymy wierzcholek
ostrostupa z wierzcholka-
mi jego podstawy i otrzy-
mujemy krawedzie boczne
ostroslupa.

W

Krok 3.
Laczymy wierzcholek
ostrostupa z wierzcholka-
mi jego podstawy 1 otrzy-
mujemy krawedzie boczne
ostrostupa.

W

1. Przedstaw na rysunku ostrostup prawidlowy szesciokatny.

2. Przedstaw na rysunku ostroslup prawidlowy pieciokatny.

3. Przedstaw na rysunku ostroshup. ktérego podstawa jest kwadrat ABCD,

a spodkiem wysokosci jest punkt A.

Przedstawianie ostrostupdw na rysunkach
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Szlify diamentow

Diamenty po oszlifowaniu czesto maja
ksztalt wieloscianu wypuklego.

Wieloscian nazywamy wypukiym, jesli kazdy
odcinek, ktorego korice sa punktami tego
wieloscianu, jest caly w nim zawarty.

Na szkicach ponizej pokazano
najwczesniejsze szlify diamentéw w Europie.

Pierwsze szlify diamentow polegaty na wygtadzaniu naturalnych scianek krysztatow.
Dopiero wynalezienie tarczy szlifierskiej pozwolito na skosne scinanie krawedzi
diamentow | tworzenie tzw. fasetek, czyli symetrycznie rozmieszczonych scianek.

N

szpiczasty kamien gruby kamien cienki kamien
XIV w. XIV w. XIV w.

pojedyncze dobro szlif Mazarina szlif Peruzziego
XN w. XV we. KV we.

Wzor Eulera

Dia dowolnego wieloscianu wypuklego zachodzi zaleznosc opisana tzw. wzorem Eulera:
s—k+w=2

gdzie s oznacza liczbe scian, k - liczbe krawedzi, w - liczbe wierzchotkow.

El Sprawdz? prawdziwosé wzoru Eulera dla wielosciandw, ktérych ksztatt
maja pierwsze trzy szlify diamentéw przedstawione na ilustraciji.



2.6. ObjetoscC ostrostupa

Objetosé dowolnego ostroslupa wyraza sie za pomoca wzoru:
V=1iP,-H

gdzie P, jest polem podstawy ostrostupa, a H — jego wysokoscia.

Przyktad 1
Szescian o krawedzi dlugosci 6 cm przecieto plasz- D
czyzna przechodzaca przez wierzcholki B, D i C
(rysunek obok). Oblicz objetosci wielo§ciandw otrzy-
manych w ten sposob.

Ay

Jednym z wieloscianow jest ostroshup, ktérego pod- :
stawa jest trojkat BDC o polu: D _ | —Jo

P,=3-6-6=18 [cm?] i
Wysokosé tego ostroslupa H = 6 cm, zatem jego 4
objetosé V = £ - 18 -6 = 36 [cm?].

5

Natomiast objetos¢ drugiego wielo$cianu jest réwna 6* — 36 = 180 [em®].
Dy

Cwiczenie 1

Wysokosé graniastostupa prawidlowego czworokat-
nego jest rowna 6 cm, a przekatna podstawy ma dlu-
20s¢ 8 em. Oblicz objetosci wieloscianow powstalych
z przeciecia graniastostupa plaszcezyzna BDM (ry- D
sunek obok), jesli punkt M nalezy do krawedzi CC, /
i odcinek C'M jest dwa razy dluzszy od odcinka M. ’

By M

Ay

Cwiczenie 2

Oblicz objetosé ostrostupa prawidlowego czworokat-
nego o wysokosci rownej 9, jesli cosinus kata miedzy:
a) wysokoscia tego ostroslupa a wysokoscia jego Scia-
ny bocznej jest rowny 0.9 (rysunek obok),

b) wysokoscia tego ostrostupa a jego krawedzia bocz-
na jest rowny 0.6.

A B

Cwiczenie 3

Pole podstawy ostroslupa prawidlowego czworokatnego jest rowne 16 cm?,
a wysokoS¢ jego Sciany bocznej jest réwna 6 cm. Oblicz pole powierzchni
calkowitej i objetos¢ tego ostroslupa.

2.6. Objetosé ostrostupa
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Przykiad 2
Oblicz objetosc ostrostupa prawidlowego trojkatnego, ktorego S
wysokosé jest rowna 8 em, a krawedz boczna — 10 em.
Przyjmijmy oznaczenia jak na ryvsunku obok oraz diu-
gos¢ krawedzi podstawy oznaczmy przez a.

Wowcezas:

Spodek wysokosci ostrnslupa punkt O - jest srod-
kiem okregu Dpisanegn na ]mdstawie zatem:

. a Srodek okregu opisanego na tréjkacie réwno-

bocznvm dzieli jego wysokosé w stosunku 1:2.

Rozpatrzmy trojkat AOS . Na p(}dstawie twierdzenia g
Pitagorasa mamy:
2
ayv'3 ’ ,
=) +8 =107
(5°) S
a2 8
— =100 — 64
3
— 363 _
Obliczamy pole podstawy ostroshupa: A g O

2 g .a. )7 .
P=08 _ 362 V8 _ 97/ [cn?]

Zatem objetos¢ ostrostupa: V = 1P, - H = 1.27V/3 .8 = 723 [em?).

]

Cwiczenie 4
Oblicz objetosé ostroshupa prawidlowego trojkatnego, ktorego wysokosé jest
rowna 12 em, a wysokosé Sciany bocznej — 15 cm.

Cwiczenie 5

Oblicz objetosé¢ ostrostupa prawidlowego trojkatnego, ktorego wysokosé jest
rowna 16 em i tworzy:

a) z krawedzia boczna kat o taki, ze tga = 0.5,

b) z wysokoscia Sciany bocznej kat o taki, ze cosa = 0.8.

Cwiczenie 6

a) W ostrostupie prawidlowym cwﬁ:omkqnwm kat plaski przy wierzcholku ma
miare 60°, a pole podstawy jest réwne 16 em?®. Oblicz objetosé tego ostrostupa.
b) W ostroshipie prawidlowym tréjkatnym kat plaski przy wierzcholku ma
miare 90°, a krawedZ podstawy ma dlugosé 6 ecm. Oblicz objetos¢ tego ostro-
shupa.

2. Graniastostupy i ostrostupy



Wysokosé czworoscianu foremnego o krawedzi a wyraza sie za pomoca
WEZOT11!
iy G
H =28
a jego objetosé — za pomoca wzoru:
3
a2
=2
12
Dowad

Na rysunku ponizej przedstawiono czworoscian foremny o krawedzi a.
Niech punkt O bedzie spodkiem wysokosei czworo-
scianu. Rozpatrzmy trojkat prostokatny AOS.
Zauwazmy, ze |AO| = 2|AD| = 5‘—53;’3 oraz |[AS| = a.
Zatem na podstawie twierﬁcfzenia Pitagorasa:

H?=g? - (ﬁ) = a® — 1a® = 2a®

3
Stad H = %uﬁ =4

=

oraz objetosé¢ czworoscianu:

2 3
V i LlP = H = ‘l : L \fﬁ : 'I'I-'L-'IIIE = L \!'E
L A 3 -4 3 12

Cwiczenie 7

a) Oblicz objetosé¢ czworoscianu foremnego, ktérego pole powierzchni caltko-
witej jest rowne 36v/3 cm?.

b) Oblicz pole powierzchni calkowite] czworo$cianu foremnego o objetosci
réwnej 18v/2 em?®.

Zadania

1. Wysokosé ostroslupa prawidlowego jest réwna 15 em, a obwdd jego pod-
stawy jest rowny 24 cm. Oblicz objetosc tego ostrostupa, jezeli jest on:

a) czworokatny, b) trojkatny, ¢) szeSciokatny.

2. Na rysunku obok przedstawiono fragment siatki
ostroslupa prawidlowego czworokatnego, kto-
rego pole powierzchni calkowitej jest réwne

60)
36(141/3) em?2. Oblicz objetoé¢ tego ostrostupa.

3. Sciana boczna ostroshupa prawidlowego czworokatnego jest trojkatem row-
noramiennym, w ktorym ramiona maja dlugosé 13 cm i tworza kat o taki,

T r . R o0 : gt
ze cos § = 3. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

4. Oblicz objetosé ostroslupa prostego. ktorego wysokosé tworzy z krawedzia
boczna kat 30°, a podstawa jest prostokat o bokach 4 cm i 8 cm.

2.6. Objetosé ostrostupa
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Pole Sciany bocznej ostroslupa prawidlowego czworokatnego jest réowne
24 cm?, a kat plaski przy wierzcholku ma miare 60°. Oblicz objetos¢ tego
ostrostupa.

a) Oblicz dlugoéé¢ krawedzi podstawy ostroslupa prawidlowego tréjkat-
nego, ktérego wysokoé¢ ma 24 em, a objetosé jest réwna 50v/3 cm?.

b) Oblicz wysokosé ostroslupa prawidlowego tréjkatnego. ktérego objetosé
jest réwna 21v/3 em®, a promien okregu opisanego na podstawie jest rowny
2v/3 cm.

Suma dlugosci krawedzi ostroslupa prawidlowego tréjkatnego wynosi 21,
a jego wysokosc jest rowna /13, Oblicz objetosé tego ostroshupa.

Oblicz objetosc ostroshupa prawidlowego szesciokatnego, ktorego wysokosé
jest dwa razy krétsza od wysokodci jego Sciany bocznej, a krawedz pod-
stawy ma dlugosé 6 cm.

Oblicz objetosé¢ czworoscianu foremnego. ktorego wysokosdé:

a) jest rowna 2 cm,

b) jest 0o 1 em krétsza od wysokosci jego Sciany.

10. Dany jest czworoscian, w ktorym dwie skosne krawedzie maja dlhugosé
4 em kazda, a pozostale krawedzie maja po 5 cm. Oblicz objetosé tego
czworoscianu.

Powtdrzenie

11. Wysokos¢ ostrostupa prawidlowego czworokatnego tworzy z krawedzia
boczna kat 457, Oblicz objetosé¢ tego ostroslupa. jesli jego podstawa ma
pole réwne 36 cm?.

12. Dany jest prostopadloscian o krawe- D, < o
dziach dlugoéci: |AB| = 4, |BC| = 3, TR
|BB;| = 2 (rysunek obok). Oblicz A ~Na;
objetosé¢ ostrostupa: '

D
a) ABDD,, T TR C
b) ABCDS, gdzie S jest dowolnym AL =
punktem nalezacym do sciany A, B,C, D,.

13. Oblicz objetosc ostroshupa prawidlowego tréjkatnego, ktorego sciany bocz-
ne sg trojkatami prostokatnymi o przeciwprostokatnej rownej 20 cm.

14. Oblicz objetosé czworoscianu foremnego, ktorego sciana boczna ma pole

réwne 2513 em?.

2. Graniastostupy i ostrostupy



2.7. Kat miedzy prosta a ptaszczyzng

[
st

e

Katem miedzy prosta a plaszczyzna nazywamy kat ostry, ktory ta prosta
tworzy ze swoim rzutem prostokatnym na te plaszcezyzne. Jesli rzutem prostej
jest punkt, to przyjmujemy, ze plaszczyzna i prosta tworza kat prosty. Jesli
prosta jest rownolegla do plaszezyzny, to tworzy z nia kat (0°.

Przykiad 1
Wyznacz miare kata miedzy przekatna szescianu
a jego podstawa.

Rozpatrzmy przekatna szeScianu BH (rysunek
obok) i jej rzut prostokatny na plaszezyzne pod-

stawy — odcinek BD.

Jesli |DH| = a, to |BD| = av/2, zatem:

! PR - }’E — " e TFED
tga = = B 0,7071, stad o =~ 35

Cwiczenie 1
Dany jest graniastostup prawidlowy szesciokatny, ktorego wszystkie krawedzie
maja te sama dlugosc. Wyznacz miary katow, ktore jego przekatne tworza
z podstawa.

Cwiczenie 2

Podstawa graniastoslupa prostego o wysokosci 5 cm jest prostokat o bokach
dlugosci 3 em i 4 cm. Oblicz sinusy katow, ktore przekatna tego graniastoslupa
tworzy z jego Scianami bocznymi.

Cwiczenie 3
Wysokos¢ graniastoslupa prawidlowego czworokatnego jest réwna 8 em, a jego
przekatna tworzy z podstawa kat 60°. Oblicz objetos¢ tego graniastostupa.

Cwiczenie 4

Podstawa graniastoslupa prawidlowego czworokatnego ma pole réwne 49 cm?,
a jego przekatna tworzy ze Sciana boczna kat a taki, ze sina = 0,28. Oblicz
objetos¢ tego graniastoshupa.

2.7. Kat miedzy prosta a plaszczyzna
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Przyktad 2
W ostroshupie prawidlowym czworokatnym krawedz |
podstawy ma dlugosé¢ 10 cm, a krawedZ boczna

13 c¢m. Oblicz cosinus kata, ktory z podstawa tego
ostroslupa tworzy:

a) jego krawedz boczna,

b) wysokoé¢ jego Sciany bocznej. A B

a) Kat miedzy krawedzia boczna SB ostroslupa a jej rzutem prostokatnym
na podstawe (odcinek OB) oznaczono na rysunku przez . Odcinek OB jest

polowa przekatnej kwadratu o boku 10 em, wiee |OB| = 5v/2 cm.
Rozpatrzmy trojkat OBS" _
: ) ika |OB| _ 52
|IBS| — 13

COBx =

b) Kat miedzy wysokoscia SE Sciany bocznej ostroslupa a jej rzutem prosto-
katnym na podstawe (odcinek OF) oznaczono przez 3. Na rysunku ponizej
przedstawiono sciane boczna ostroslupa — jest to trojkat réwno- S
ramienny o wysokosci SE. Na podstawie twierdzenia Pitagora-
sa otrzymujemy: |SE|? = 13* — 5% = 144, skad |SE| = 12 em.
Rozpatrzmy trojkat OFES:

10E] _

o
s = = —
cos ISE| — 12

Cwiczenie 5

Dolng podstawa szescianu jest kwadrat ABCD.
Punkt S jest punktem przeciecia przekatnych L
kwadratu A; B,C, D, bedacego gérna podstawa
szescianu. Rozpatrzmy ostroslup o podstawie
ABCD i wierzcholku S. Oblicz sinus kata. ktory

7 podstawa tego ostroslupa tworzy:

— S ("

a) jego krawedz boczna,

b) wysokos¢ jego Sciany bocznej. B

Cwiczenie 6
a) Oblicz sinus kata, ktory krawedz boczna czworoscianu foremnego tworzy
z jego podstawa.

b) Dany jest ostrostup prawidlowy tréjkatny, ktorego pole powierzehni bocz-
nej jest szesc razy wieksze od pola podstawy. Oblicz sinus kata, ktory krawedz
boczna tego ostrostupa tworzy z jego podstawa.

2. Graniastostupy i ostrostupy



Zadania

1

A P ; D '
Dany jest prostopadloscian o wymiarach podanych l 77 ¢

na rysunku obok. Oblicz sinus kata zawartego mie- j
dzy przekatna BD, a plaszczyzna: :
a) podstawy ABCD, |
b) éciany boeznej BCC, B, /’J_ﬁ =TT

¢) $ciany bocznej DCC, D, . ‘
A 4 B

Dany jest prostopadlodcian o krawedziach dlugodei 2 em, 3 em i 2v/3 cm.
Oblicz cosinus kata zawartego miedzy przekatna tego prostopadloscianu

Ay

By |6

e

a jego sciana o najwiekszym polu. Dy c
/]
E
W szescianie (rysunek obok) punkt E jest srod- Ay ;
kiem krawedzi A, D;. Oblicz sinus kata, ktéry od- o B
cinek BE tworzy: /)— —-=-JC
a) ze $ciang ABB A, b) z podstawa ABCD. A 4 %

a) Pole podstawy graniastoslupa prawidlowego czworokatnego jest réwne
64 cm?, a jego przekatna tworzy z podstawa kat 45°. Oblicz objetodé tego
graniastostupa.

b) Przekatna graniastostupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosé
10 em i tworzy z podstawa kat 30°. Oblicz pole powierzchni calkowitej
tego graniastoslupa.

KrawedZ podstawy ostroslupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosé
4v/3 em, a kat zawarty miedzy wysokoécia §ciany bocznej a podstawa ma
miare 30°. Oblicz pole powierzchni calkowitej i objetosc

tego ostroslupa.

W ostroshupie prawidlowym czworokatnym wyso-
kos¢ jest rowna 6 cm, a kat miedzy ta wysokoscia
a $ciana boczna ma miare a (rysunek obok). Ob-
licz objetos¢ tego ostrostupa, jesli wiadomo, ze:

b) a = 30°.

a) a = 45°,

a) Wysokosé sciany bocznej ostrostupa prawidlowego czworokatnego two-
rzy z podstawa kat 60°. Oblicz sinus kata, ktory z podstawa tego ostrostupa
tworzy jego krawedz boczna.

b) Krawedz boczna ostrostupa prawidlowego czworokatnego tworzy z pod-
stawg kat 60°. Oblicz cosinus kata, ktory z podstawa tego ostroslupa two-
rzy wysokos¢ jego sciany bocznej.

2.7. Kat miedzy prosta a plaszczyzna
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[D] 11.

I G0

8.

9.

10.

W ostrostupie prawidlowym tréjkatnym o krawedzi podstawy 4 cm kat
miedzy wysokoscia ostroslupa a jego Sciang boezng ma miare 30°. Oblicz
objetosc i pole powierzchni catkowite] tego ostrostupa.

Dany jest ostroshup prawidlowy tréjkatny o krawedzi podstawy 6 cm i ob-
jetoéci réwnej 18v/3 em®. Oblicz cosinus kata, ktéry z podstawa ostrostupa
tworzy:

a) krawedz boezna, b) wysokosé¢ sciany bocznej.

Podstawa ostroshupa jest trojkat rownoboczny. Jedna z krawedzi bocznych
jest prostopadla do podstawy, a dwie pozostale krawedzie sa do podstawy
nachylone pod katem 60° i maja dlugosé¢ 5v/3 ecm kazda. Oblicz objetosé
tego ostrostupa.

Przekatna sciany bocznej graniastoslupa prawidlowego trojkatnego ma
dlugosé d i tworzy z sasiednia $ciana boczna kat a. Wyznacz wysokos¢
tego graniastoslupa. Uzasadnij, ze zadanie ma rowiazanie dla o < 60°.

Powtoérzenie

T2

13.

14.

15.

Przedstaw na rysunku graniastostup prawidlowy czworokatny i zaznacz:
kat o miedzy przekatna Sciany bocznej a podstawa, kat [ miedzy prze-
katna graniastoslhipa a podstawa, kat v miedzy przekatna sciany bocznej
a sasiednia sciana boczna.

Przedstaw na rysunku ostrostup prawidlowy czworokatny i zaznacz: kat
miedzy krawedzia boczna a podstawa, kat /[ miedzy wysokoscia ostrostupa
a Sciana boczna, kat 4 miedzy wysokoscia Sciany bocznej a podstawa.

Dany jest graniastostup prawidlowy szesciokat- . 5

ny o krawedzi podstawy réwnej 5 i wysokosci 6 p |r : C
(rysunek obok). A ll B!

a) Oblicz sinus kata, ktory przekatna AD, two- % : .

rzy z podstawa tego graniastoslupa. i 'j"\

b) Oblicz tangens kata, ktéry przekatna FD, F Pc
tworzy z podstawa tego graniastostupa. . ."':‘

Oblicz pole powierzchni calkowitej i objetosé¢ ostroslupa prawidlowego
czworokatnego. w ktorym kat miedzy wysokoscia Sciany bocznej a pod-
stawa 1a miare «. a pole podstawy jest réwne P.

a) a =30°, P=16 b) a=45° P =18 ¢c) a=060°, P=236

2. Graniastostupy i ostrostupy



2.8. Kat dwuscienny

Dwie polplaszezyzny o wspdélne] krawedzi dziela przestrzen
na dwie czesci. Kazda z tych czesci, lacznie z pélplaszczy-
znami, nazywamy katem dwusciennym, polplaszezyzny —
Scianami tego kata, a wspdlna krawedz polplaszezyzn — jego
krawedzia.

Miara kata dwusSciennego nazywamy miare
kata plaskiego otrzymanego jako przekrdj
kata dwusciennego plaszczyzna prostopa-
dla do jego krawedzi.

W dalszym ciagu, kiedy bedziemy mowi¢ o kacie dwusciennym, bedziemy rozwazac
ten z katow miedzy polplaszezyznami, ktory ma mniejsza miare.

Przyktad 1 i

Dany jest graniastostup prosty trojkatny, ktorego podsta- t

wa jest trojkat prostokatny o bokach dlugosci 3, 41 5. P .L A\E

Podaj miary katow, ktore tworza ze soba Sciany boczne :

tego graniastoshupa. :

Sciany BCFE i ACFD tworza kat prosty. (Z-‘L

Sciany ABED i ACFD tworza kat o taki, ze: 1 ;"Q"\\S
sina = 2, wige a & 37° /f;‘i ﬁ;\

Sciany ABED i BCFE tworza kat 3 = 90° — a = 53°. A 5 B

Cwiczenie 1
Podaj miare kata utworzonego przez dwie sasiednie Sciany boczne graniasto-
stupa prawidlowego:

a) trojkatnego, b) pigciokatnego, ¢) szesciokatnego.
Cwiczenie 2 h Cy
Oblicz cosinus kata, ktory z podstawa ABCD /II =
szescianu tworzy plaszezyzna przechodzaca przez A i
wierzcholki A i B oraz: |
a) srodki krawedzi A, D, i B,C; (rysunek obok), D)I_H__ ——Jc
b) érodki krawedzi DD, i CC,. o ‘

A B

2.8. Kat dwuscienny
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Przykiad 2

Dany jest ostrostlup prawidlowy czworokatny, ktorego wysokosc¢ jest rowna
5v/3, a krawedz podstawy ma dlugo$é 10. Oblicz miare kata nachylenia $ciany
bocznej tego ostroslhupa do jego podstawy.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok.
Zauwazmy, ze proste FE 1 SE sa prostopadle do
BC' — krawedzi kata dwusciennego zawartego miedzy
$ciana boczna a podstawa ostrostupa, czyli miara
tego kata jest miara kata plaskiego F'ES.

Zatem szukamy miary kata a w trojkacie OFES:

tgo= 99 Ef = /3, czyli o = 60°

Cwiczenie 3

a) KrawedZz podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosé
12 cm, a jego wysoko$é jest réwna 2v/3 em. Oblicz miare kata nachylenia
Sciany bocznej tego ostroshupa do jego podstawy.

b) Przekatna podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosé
6 cm. Sciana boczna tego ostroslupa jest nachylona do jego podstawy pod
katem 45°. Oblicz objetosé tego ostroslupa.

Przykiad 3
Sciany boczne ostroslupa prawidlowego czworokatnego sa tréjkatami réwno-
bocznymi. Oblicz cosinus kata, ktory tworza dwie sasiednie sciany boczne tego
ostroslupa.

Szukamy cosinusa kata BE D, gdzie E jest wierz-
cholkiem kata plaskiego otrzymanego przez prze-
kroj plaszezyzna prostopadla do krawedzi kata
dwusciennego zawartego miedzy sasiednimi Scia-
nami ostrosiupa.

Oznaczmy dlugosé krawedzi ostrostupa przez a. |
Wéwezas przekatna podstawy |DB| = av/2. A b B
Odcinek EB jest wysokoscig trojkata rownobocznego BCS o boku a, zatem
|EB| = 22, Podobnie |[ED| = 2.

Korzystamy z twierdzenia cosinusow dla trojkata DBE':

K 2 2 =
2 ay'3 @y 3 a V3 a3 g o2, 0
(aV/2) —(—2)+(—2)—2-—2 - ——cosa /:a
2:E+£—2+icom
D B 4" 4 4

coso = —= Lauwaz, ze cosa < 0, wiec

1
3 a jest katem rozwartym.

2. Graniastostupy i ostrostupy



Cwiczenie 4

Krawedz boczna ostroslupa prawidlowego czworokatnego jest dwa razy dluz-
sza od jego krawedzi podstawy. Oblicz cosinus kata, ktory tworza dwie sasied-
nie Sciany boczne tego ostrostupa.

Przykiad 4
Sciana boczna ostrostupa prawidlowego trojkatnego tworzy z jego podstawa
kat G0° (rysunek ponizej). Krawed? podstawy ma dlugosé 6. Oblicz objetosé
tego ostroslupa.

5

Trojkat ABC jest trojkatem réwnobocznym, a punkt O
jest srodkiem opisanego na nim okregu. zatem:

|AP| = &2 — 33 oraz |OP| = 1|AP| = V3
Obliczamy wysokos¢ ostroslupa:
H =|OP| tg60° =+3-v/3=3

Zatem objetosé ostrostupa:

_lp . g_1. 83 4_ g 7
V=3P -H=7-—7=-3=9V3

Cwiczenie 5
Sciana boczna ostroslupa prawidlowego czworokatnego tworzy z podstawa
kat 45°. Pole podstawy jest réwne 164/3 em?. Oblicz objetosé tego ostrostupa.

Zadania

1. Podstawa graniastoslupa prostego jest trojkat prostokatny D, G

o przyprostokatnych dlugosci 7 cm i 24 em. Oblicz miary ka- 4
1

tow zawartych miedzy sasiednimi Scianami bocznymi tego
graniastoslupa.

2. Dany jest graniastoslup prawidlowy czworokatny, ktorego
pole powierzchni bocznej jest réwne 480 cm?, a pole po-
wierzchni calkowitej — 530 em®. Oblicz sinus kata, ktéry
tworzy plaszczyzna zawierajaca krawedzie AB 1 O D, tego

)
e

== (&

i

graniastostupa (rysunek obok) z jego podstawa. A i

3. a) Objetos¢ ostroslupa prawidlowego trojkatnego jest réwna 72v/3 em®,
a jego wysokosc¢ jest rowna 2 cm. Oblicz miare kata nachylenia sciany
bocznej tego ostrostupa do jego podstawy.

b) Oblicz cosinus kata zawartego miedzy sasiednimi Scianami bocznymi
ostrostupa prawidlowego czworokatnego, ktorego krawedz podstawy ma
dlugosé 10 cm, a krawedz boczna — 13 cm.

2.8. Kat dwuscienny
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4. Oblicz cosinus kata, ktéry z podstawa ABCD
szescianu tworzy plaszezyzna zawierajaca trojkat

ACD, (rysunek obok).

5. W ostrostupie prawidlowym czworokatnyvm kat
miedzy Sciana boczna a podstawa ma miare 30°.
Oblicz sinus kata, ktory tworzy krawedz boczna
tego ostrostupa z jego podstawa.

6. Krawedz boczna ostrostupa prawidlowego trojkatnego ma diugosc 24 cm,
a jego wysokos¢ jest rowna 12 cm. Oblicz miare kata nachylenia sciany
bocznej tego ostroslupa do jego podstawy. S

7. Dany jest czworoscian foremny ABCS (rysunek ‘
obok). Punkt D jest $rodkiem krawedzi C'S. Ob- D
licz cosinus kata zawartego miedzy plaszczyzna A . C
ABD a plaszczyzna zawierajaca podstawe ABC
tego ostroshupa. B

8. Objetod¢ ostrostupa prawidlowego tréjkatnego jest réwna 20v/3 ¢m?, a ko-
lo opisane na jego podstawie ma pole réwne 167 cm?®. Oblicz tangens kata
rawartego miedzy sciana boczna tego ostrostupa a jego podstawa.

Powtdrzenie

9. Dany jest prostopadloscian o krawedziach dlugodci: |AB| = 3 em,
|AD| =2 e¢m, |AA,| = 1 em (rysunek obok). D,

. ‘ . '
Oblicz cosinus kata, ktory z podstawa tego 4 ) '
prostopadloscianu tworzy plaszczyzna: DJ_ 21 !
ﬂ.) A.BC]D]._ h} BCD|A;. A meT

' B

10. Przedstaw na rysunku ostrostup prawidlowy czworokatny i zaznacz: kat o
miedzy $ciana boczna a podstawa, kat [ miedzy sasiednimi Scianami bocz-
nymi, kat v miedzy przeciwleglymi Scianami bocznymi.

11. Przedstaw na rysunku ostroshup prawidlowy trojkatny i zaznacz: kat a
miedzy Sciana boczng a podstawa, kat 4 miedzy sasiednimi Scianami bocz-
NyIni.

12. Oblicz sinus kata, ktory Sciana boezna ostroslupa prawidlowego czworo-
katnego tworzy z jego podstawa, jesli wiadomo, ze:
a) krawedZ podstawy ma dlugosé 18 cm, a wysokosé jest réwna 12 em,
b) wszystkie krawedzie ostroslupa maja dlugosé 10 cm.

B 04 2. Graniastostupy i ostrostupy



2.9. Przekroje prostopadtoscianow

Przyktad 1 H G
Szescian o krawedzi 4 cm przecieto 1

plaszczyzna wyznaczona przez row- . I
nolegle przekatne jego podstaw (ry- 3

sunek obok). Oblicz pole otrzyma- e == b2
nego przekroju. A A

Dany przekrd) jest czescia wspolna szescianu 1 plaszezyvzny przechodzace]
jest to prostokat o polu:

przez wierzcholki D, B, F i H

H

D

4/2 B

P=4-4y2 =162 [cm?]

Cwiczenie 1

Dany jest szeScian o krawedzi 5 cm (rysunek obok).
Oblicz pole przekroju tego szeScianu plaszczyzna prze-
chodzaca przez punkty A, B i C) (rysunek obok).

Przyktad 2

Ay

L

B

f..?)_____. '8,
/
R

A

63

Graniastoshup prawidlowy czworokatny o krawedzi podstawy 6 cm i wysoko-
sci 8 em przecieto plaszezyzna przechodzaca przez krawedz dolnej podstawy
1 YT "y 5 o AT - 1 e oo _§ 17 - Lt = "FET=]

i tworzaca z ta podstawa kat o taki, Ze sina = ;. Oblicz pole otrzymanego

przekroju.

Zauwazmy, ze plaszezyzna przechodzaca przez kra-
wedzie AB i (', D, graniastoslupa tworzy z podstawa

Ch

kat 3 (rysunek obok), ktérego tangens jest réwny % A

Zatem (3 =~ 53". Natomiast sina = g wiec a = 62°.
Poniewaz « > 3, przekro] ABEF jest prostokatem,
ktorego jeden bok (EF') jest zawarty w gornej pod-
stawie graniastoslupa.

By

EG :
EG| =8 e¢m oraz :;‘T*% = sin «, stad: 2
, A B
EG 8
|BE| = Z€1 — 8 _ 9 [cn]
8111 ¥ g

Obliczamy pole przekroju: Pygpr = |AB| - |BE|=6-9 = 54 [em?].

Cwiczenie 2

Szescian o krawedzi 8 cm przecieto plaszezyzna przechodzaca przez krawedz
dolnej podstawy i tworzaca z ta podstawa kat «. Oblicz pole otrzymanego

4

s
a4

przekroju, jesli wiadomo, ze: a) cosa = =, b) cosa =

, €) tga = 3.

5 3

2.9. Przekroje prostopachoscianow
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Przykiad 3
Oblicz pole przekroju szescianu o krawedzi 8 cm
plaszezyzna BDC, (rysunek obok).

Oznaczmy przez P punkt przeciecia przekatnych
podstawy ABCD. Wowczas:

|PC| = %lACl =2+ 8V2 =42 [en]
Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata PCCl:
|PC,|? = (4v/2)% 4+ 8% = 96, skad | PC,| = 4v/6 cm.

Zatem pole przekroju:

Dl (_‘11

Ay

Popc, = 5|DB| - |[PCy| = 3 - 8v/2 - 4v/6 = 32v/3 [em’]

Cwiczenie 3

Uzasadnij, ze plaszczyzna BC| D w przykladzie 3 tworzy z podstaws szescianu

kat o taki, ze tga = /2.

Cwiczenie 4

Szescian o krawedzi 10 cm przecieto plaszczyzna
przechodzaca przez przekatna BD dolnej podstawy
oraz punkt @ nalezacy do krawedzi CC, (rysunek
obok). Plaszezyzna przekroju tworzy z podstawa
kat «. Oblicz pole otrzymanego przekroju.

a) o= 30° b) a = 45°

Cwiczenie 5

Dy

(/. 1

Oblicz pole przekroju szescianu przedstawionego na rysunku ponizej. jezeli

wiadomo, ze krawedz szeScianu ma dlugoéc 6 cm.

ﬂ) Dl {-:1
I
: B
Ay L -t
I
|
I
|
D= ———— —F~<C
&
Fi
Fi
A 2

Plaszezyzna przekroju prze-
chodzi przez przekatna pod-
stawy [}B oraz srodek kra-
wedzi C'Cy.

2. Graniastostupy i ostrostupy

b) llDI CI.
|
|
A, : By
|
I
|
D) - E{d- 4o
F
/ 3
i
A 7

Plaszczyzna przekroju prze-
chodzi przez srodki sasied-
nich krawedzi C'D i BC (od-
powiednio punkty £ i F)
oraz wierzcholek .

{'.)

Dy

'
|
|
B
1
Ay I 0
I
I
|
32 o
F i
// R
A B

Plaszczyzna przekroju prze-
chodzi przez srodki krawedzi
CD, BC i C(h.



Przykiad 4

Graniastostup prawidlowy czworokatny o krawedzi pod-
stawy 4 cm 1 wysokosci 6 cm przecieto plaszezyzna prze-
chodzaca przez wierzcholki A 1 C) oraz punkty G i H
bedace odpowiednio srodkami krawedzi BB, i DD, (ry-
sunek obok). Oblicz obwdd otrzymanego przekroju.

(&

Ay

Otrzymany w przekroju czworokat AGC| H jest rombem

(uzasadnij). Obliczamy dlugo$¢ boku tego rombu:
|AG| = \/|AB]2 + |BG|]? = V42 + 32 = 5 [cm]

Zatem obwod przekroju jest rowny 20 cm.

A

Cwiczenie 6

Szescian ABCDA,B,C, D, o krawedzi 4 cin przecieto plaszczyzna przecho-
dzaca przez wierzchotki A 1 €' oraz srodki krawedzi BB, 1 DD,. Oblicz pole
otrzymanego przekroju.

Przyktad 5

Graniastoshup prawidlowy czworokatny o krawedzi pod-
stawy 10 cm 1 wysokosci 12 em przecieto plaszczyzna
przechodzaca przez przekatna dolnej podstawy i srodki
dwdéch krawedzi gérnej podstawy (rysunek obok). Otrzy-
many przekroj jest trapezem. Oblicz jego obwad. D

Dl I {?11

: K
A B

L |
Dlugosci podstaw tego trapezu: /
|IDB| = 10y/2 em, |EF| = %|DB| = 5v2 cm A
Dlugoéci ramion: |BE| = |DF| = /52 + 122 = /169 = 13 [cm].
Obwéd trapezu: Ob = 10v/2 4+ 5v2 + 2 - 13 = 26 + 15v/2 [cm].

B

Cwiczenie 7

Szescian o krawedzi 8 em przecieto plaszezyzna przechodzaca przez przekatna
dolnej podstawy 1 srodki dwoch krawedzi gornej podstawy. Oblicz pole otrzy-
manego przekroju.

Zadania

1. Dany jest graniastoshup prawidlowy czworokatny (ry- I Ch
sunek obok). Oblicz pole przekroju tego graniastoslupa A, : L
plaszezyzna przechodzaca przez: |
a) krawedz DD, i srodek krawedzi BC, =i ”;L e P
b) srodki krawedzi wychodzacych z wierzcholka A. ﬂ/ﬁ — 6 em

2.9. Przekroje prostopachoscianow
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Klocek o wymiarach 3 dm x4 din x5 dm przecieto plaszczyzna przecho-
dzacyg przez przekatne jego przeciwleglych scian i otrzymano dwie czesci,

kazda o ksztalcie graniastoslupa trojkatnego. Dla jakiego cigcia suma pol
powierzchni calkowitych tych graniastoslupéw jest najmniejsza, a dla ja-

kiego — najwicksza?

Plaszczyzna przechodzaca przez srodki krawedzi
wychodzacych z wierzcholka D dzieli prostopadlo-
Scian (rysunek obok) na dwa wielodciany. Oblicz
stosunek objetosci wigkszego z tych wieloscianow
do objetosci mniejszego wielosciam.

Prostopadloscian (rysunek obok) przecieto plasz-
czyzna przechodzaca przez srodki krawedzi BB,
i DD,. Oblicz obwéd 1 pole otrzymanego prze-
kroju, jesli wiadomo, ze naleza do niego rowniez
punkty:

a) AiCy,

b) P i Q. gdzie P jest takim punktem krawedzi
AA,, ze |[PA| = :|AA,|, a @ — takim punktem
krawedzi CCy, ze |QC| = £|CC,|.

Graniastostup prawidlowy czworokatny o krawe-
dzi podstawy 6 cm i wysokosci 4 cm przecieto
plaszczyzna przechodzaca przez wierzcholki B i D
oraz srodki krawedzi B,C'; i D, (rysunek obok).
Oblicz:

a) obwdd otrzymanego przekroju,

b) tangens kata, ktéry plaszezyzna przekroju two-
rzy z podstawa tego graniastoshupa.

Przekrojem szescianu o krawedzi a jest szesciokat
P, P, Py Py Ps Py, ktorego wierzcholki sa srodkami
odpowiednich krawedzi szescianu (rysunek obok).
Uzasadnij, ze otrzymany szesciokat jest foremny.
Wyznacz jego pole.

Szescian o krawedzi 6 przecieto plaszczyzna prze-
chodzaca przez przekatna podstawy i tworzaca z ta
. Oblicz pole

podstawa kat o taki, ze cosa
otrzymanego przekroju.

Lafed
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8. SzeScian o krawedzi 4 przecieto plaszczyzna prze- Dy y
chodzaca przez srodki dwoch sasiednich krawedzi |
podstawy (punkty P i ¢ na rysunku obok) oraz A ] |
wierzcholek (. Plaszczyzna ta tworzy z podstawa 1
kat «. Oblicz cosinus kata a. D
S T—T— — C’
9
Powtérzenie S
9. Prostopadloscian o wymiarach a x b x ¢ przecieto D, o
plaszezyzna przechodzaca przez krawedzie AB i O, D, [
. . |
(rysunek obok). Oblicz pole otrzymanego przekroju A, o e "
oraz sinus kata, ktory plaszezyzna przekroju tworzy ,’ :
z podstawa. Josl
P a B Jo
a) a =38 cm, b=2 cm, c=4cm o
Iy b
b).dé=Tem, b=10cm, ¢ =24 cm A @ B
10. Na ponizszym rysunku przedstawiono przekrdj graniastoshupa prawidlo-
wego czworokatnego o krawedzi podstawy 4 cm 1 wysokosci 6 cm plasz-
czyzng rownolegla do krawedzi bocznych. Oblicz pole tego przekroju.
: ) D
| | B
| @1 | |
| | |
| PL—B, | P [ oF
Ay : Ay : B, Ay : 2
| | [
| | 1
| | |
| | |
D}__________ ('1 D}__________________ (:1 }_D_________ c:.
/ / / P
! ! '
/ Q / / ’\
/ / / / 0
A P B A P B A B
|PB|=|QB| =2 cm |PB| =1 cm |BD] = |B@i =1 cm
11. Szescian o krawedzi 4 cm przecieto plaszezyzna przechodzaca przez srodki
krawedzi wychodzacych z jednego wierzcholtka. Oblicz pola powierzchni
catkowitych i objetosci otrzymanych w ten sposob wieloscianow.
12. Przekrojem prostopadioscianu o wymiarach 4 em x4 em x 6 cm jest troj-

kat, ktorego wierzcholkami sa trzy sposrod wierzcholkéw prostopadlo-
scianu. Oblicz pole tego trojkata.
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2.10. Zagadnienia uzupetniajace

M Wielosciany foremne

Wielo$cianem foremnym (bryla platoriska) nazywamy wieloscian wy-
pukly, ktorego wszystkie sciany sa przystajacymi wielokatami forem-
nymi i w kazdym wierzcholku zbiega sie jednakowa liczba scian.

Istnieje pie¢ wieloscianow foremnych. Wszystkie znane byly juz w staro-
zytnosei (nazwy greckie podane w nawiasach pochodza od greckich nazw

liczb 4, 6, 8, 12 i 20).

s
Fa
s
Czworoscian foremny (tetra- Szefcian (heksaedr) Odmiodcian foremny (oktaedr)
edr) ma cztery sciany bedace ma szes¢ scian beda- ma osiem scian bedacych tréj-
trdjkatami réwnobocznymi. cych kwadratami. katami réwnobocznymi.

; Dwunastoscian foremny (dodekaedr)
C ma dwanascie scian bedacych piecio-

katami foremnymi.

Dwudziestoscian foremny (ikosaedr)
0 ma dwadzieécia fcian bedacych tréj-

katami réwnobocznymi.
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Siatki wieloscianow foremnych /\

AVAVAY
\

1.

INONONIN/N

Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i uzupelnij dane dotyczace wieloscia-
now foremnych. Sprawdz, czy dla kazdego z tych wielogcianéow spelniony
jest wzor Eulera: s — k 4+ w = 2, gdzie s oznacza liczbe Scian, k — liczbe
krawedzi, w — liczbe wierzcholkdow.

Wielodcian Liczba Liczba Liczba
foremny deian krawedzi wierzcholkéw
czworoscian iy, I | _. ) i
szescian § 12 8
osSmiodcian :: 77 ? / il v, / ‘?’
dwunastoscian Vi i;f /8
dwudziestoscian i/

Oblicz pole powierzchni i objetosé osmioscianu
foremnego, ktorego krawedz ma dlugosé 4 em.

Laczymy odpowiednio srodki Scian szescianu
i otrzymujemy osmioscian foremny (rysunek

obok). Oblicz pole powierzchni i objetosé tego
osmioscianu, jesli wiadomo, ze krawedz sze-
dcianu ma dlugosé 8 cm.

Przekrdj osmioscianu foremnego o krawedzi 6 cm plaszezyzna, ktora prze-
chodzi przez jego dwa przeciwlegle wierzcholki oraz srodki dwéch przeciw-
leglych krawedzi, jest rombem. Oblicz pole tego rombu.

2.10. Zagadnienia uzupelniajace
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5. Pole powierzchni czworoscianu foremnego jest dwa razy wieksze od pola
powierzchni osmio$cianu foremnego. Oblicz stosunek objetosci tych wielo-
Scianow.

6. Laczymy odpowiednio srodki ciezkosci Scian osmioscianu
foremnego i otrzymujemy szescian (rysunek obok). A
Oblicz objetos¢ tego szescianu, jesli wiadomo, \
ze krawedz oSmioscianu ma dlugosé 4 cm. |

7. Sciany wielodcianu foremnego malujemy |
w ten sposob, aby zadne dwie Sciany ma- =1
jace wspolng krawedz nie byly tego samego 7
koloru. Jakiej najmniejszej liczby kolorow J
nalezy uzyc¢ do pomalowania:

a) czworoscianu, b) szescianu, c¢) o$mioscianu?

8. Dwa czworosciany foremne tej samej wielkosei zlaczono podstawami
i w ten sposob otrzyvmano wieloscian o szedciu Scianach. Narysuj otrzyma-
ny wieloscian. Czy jest on foremny?

= Dlaczego istnieje tylko pie¢ wieloscianow foremnych?

W kazdym wierzcholku wieloscianu spotykaja sie co naj- N
muiej jego trzy Sciany. Na przyklad w szeScianie sa to trzy j
kwadraty — fragment siatki przedstawiajacy sciany ma-
jace wspolny wierzcholek przedstawiono na rysunku obok.
W kazdym fragmencie siatki wieloScianu, zawierajacym Sciany majace
wspolny wierzcholek, suma katéow przy tym wierzcholku musi by¢ mniejsza
od 360°. Zatem jesli Sciang wieloscianu jest tréjkat réwnoboczny, to przy
jednym wierzcholku moga sie znajdowad trzy trojkaty (czworoscian fo-
remny ), cztery trojkaty (odmiodcian foremny) lub pieé tréjkatéow (dwudzie-
stoscian foremny). W przypadku szesciu tréjkatéw otrzymaliby$my 360°.

Istnieje tylko jeden wieloscian foremny, ktorego scianami sg pieciokaty i nie
istnieja wieloSciany foremne, ktérych $cianami sa n-katy dla n > 5 (uza-
sadnij). Zatem istnieje tylko pie¢ wielodcianéw foremnych.
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M Bryly Archimedesa

szescio-oSmioscian szescio-osmioscian dwudziesto-
rombowy maly rombowy wielki ~-dwunastoscian sciety

szescian dwudziesto- dwudziesto-

Sciety przyciety -dwunastoscian -dwunastoscian
rombowy maty rombowy wielki

Na rysunkach przedstawiono 13 bryt Archimedesa —
wieloscianow polforemnych. Wszystkie ich Sciany sa
wielokatami foremnymi, nie wszystkie o jednakowe;
liczbie bokdéw. Wszystkie krawedzie maja jednakowa
diugosc.

dwunastoscian
przyciety

9. Oblicz objetosé szescianu Scietego, ktorego krawedz ma dlugosé 1 cm.

10. Z szescianu o krawedzi 3 cm odcieto narozniki i otrzymano szescian Sciety.
Oblicz diugosc jego krawedzi.

2.10. Zagadnienia uzupelnigjace
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v
Zestawy powtorzeniowe

W Zestaw |

1. Krawedz podstawy graniastostupa prawidlowego ma dhugosc 2, a jego pole
powierzchni calkowite] jest réwne 24. Oblicz wysokos¢ tego graniastoslupa.
jezeli jego podstawa jest:

a) czworokat, b) trojkat, ¢) szesciokat.

2. Oblicz pole powierzchni calkowitej i objetos¢ szescianu, ktérego przekatna
jest o 2 dluzsza od jego krawedzi.

3. Przekatna graniastoshipa prawidlowego czworokatnego ma dlugoscé 8 i jest
nachylona do podstawy pod katem, ktorego cosinus jest réwny ll Oblicz
objetosc tego graniastostupa.

4. Sposrod wszystkich prostopadloscianow, ktorych suma dlugosci krawedzi
wynosi 488 cm, a stosunek dlugosci krawedzi podstawy jest rowny 5:4,
wybieramy ten o najwickszym polu powierzchni calkowitej. Oblicz pole
podstawy tego prostopadloscianu.

@ 5. Wykaz, ze objetosé prostopadloscianu wyraza sie wzorem V = /P, P, P;,
gdzie Py, Py, Py sa polami jego Scian o wspoélnym wierzcholku.

6. W ostrostupie prawidlowymn czworokatnym wszystkie krawedzie maja taka
sama diugos¢. Oblicz cosinus kata nachylenia:

a) krawedzi bocznej do podstawy, b) éciany boeznej do podstawy.

7. Sciana boezna ostroslupa prawidlowego jest nachylona do podstawy pod
katem 30°, a krawedz podstawy ma dlugo$é 6. Oblicz pole powierzchni
calkowitej i objetos¢ tego ostrostupa, jezeli jego podstawa jest:

a) czworokat., b) tréjkat, ¢) szesciokat.

8. Podstawa graniastoslhupa prawidlowego jest trojkat
ABC o boku 6 (rysunek obok). Wysokosé graniasto-
shupa jest réwna 4. Srodek S krawedzi DF polaczono
odcinkami z wierzchotkami A, B i C'. Oblicz sume

dhugoscei wszystkich krawedzi ostroslupa ABCS.

9. Krawed? podstawy ostroslupa prawidlowego tréjkatnego ma dlugosé 6 cimn,
a wysokos¢ jego Sciany bocznej jest rowna 2 cm. Oblicz miare kata nachy-
lenia sciany bocznej tego ostrostupa do jego podstawy.
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S

B Zestaw Il

1.

g{:ian}' boezne graniastostupa prawidlowego szesciokatnego sa kwadratami,
kazdy o polu réwnym 3. Oblicz objetosc i pole powierzchni calkowitej tego
graniastoslupa oraz dlugosci jego przekatnych.

Wysokos¢ prostopadloscianu jest rowna 4, a jego D, o
podstawa jest kwadrat o boku 3 (rysunek obok).
a) Uzasadnij, ze trojkat BD; A, jest prostokatny.

b) Oblicz cosinus kata zawartego miedzy prze- By

katnymi scian bocznych wychodzacymi z tego sa-
mego wierzcholka. A |

[
[
I
Ay :v
[
I

W szescianie o objetosci 64 srodek S jednej z kra-
wedzi bocznych polaczono z wierzcholkami A, B,

C', D podstawy. Oblicz sume dlugosci wszystkich 3 B
krawedzi ostroslupa ABC DS oraz jego pole po-

; : : o
wierzchni bocznej.

(o

Szescian o krawedzi dlugosci 1 przecieto plasz-

czyzna przechodzaca przez wierzcholki C' i D,
oraz Srodek krawedzi AD (rysunek obok). Ob-
licz dlugosci bokéw trojkata C'D E oraz cosinus
kata polozonego naprzeciwko najdiuzszego boku
tego trojkata. A B

W ostroslupie prawidlowym trojkatnym pole sciany bocznej jest cztery
razy wieksze od pola podstawy. Oblicz cosinus kata nachylenia sciany bocz-
nej tego ostrostupa do jego podstawy.

Wysokosé¢ ostrostupa prawidlowego wynosi 6, a promien okregu opisanego
na jego podstawie jest réwny 4. Oblicz objetosé tego ostrostupa. jezeli jego
podstawa jest: a) czworokat, b) tréjkat. c) szesciokat.

Pole powierzchni bocznej ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest dwa
razy wieksze od jego pola podstawy. Oblicz tangens kata nachylenia kra-
wedzi bocznej tego ostroshupa do jego podstawy.

Szescian o polu powierzchni calkowitej réwnym 150 cm? przecigto plasz-
czyzna przechodzaca przez krawedz dolnej podstawy. Plaszczyzna ta two-
rzy z podstawa kat «. Oblicz pole otrzymanego przekroju, jesli:

1

S — : — 2 ; e e MD
a) cosa = T b) cosa = %:, ¢) cosa = ¥2,

Zestawy powtdrzeniowe
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@ Sposdob na zadanie

Przykiad
Punkt P jest srodkiem krawedzi BC' podstawy D, o
prostopadloscianu (rysunek obok). Oblicz ob-
jetodé tego prostopadlodcianu, jezeli wiadomo,

7e |PDy| = 513, |PCy| = 3v2 oraz tga = 3.

Ay

Niech z = |PC|, wéwczas tga = % czyli

|CC,| = 2z. Korzystamy z twierdzenia Pita- D) c e - C
gorasa dla trojkata PCC' 1 otrzymujemy: ’ P

z? + (%T)z = (3v/29)? A B
Stad 22? =929, zatem z* = 36, czyli = = 6.
Obliczamy dlugosci krawedzi prostopadloscianu:
| BC| =2|PC| = 22=12
CCy| = 22 = g 6=15
Zauwazmy, ze prosta D, jest prostopadla do sciany BCC,| B, jest wiec

prostopadla do prostej PC,. Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata
PCI D] &

|
j By
|
|
|
|

|D1Cy|* + |PCy[* = |PD,[?
ID,Cy2 + (3v29)° = (5v/13)°
|D,Cy|? + 261 = 325
|D,Ch|? = 64
|D1Cy| =8
Obliczamy objetos¢ prostopadloscianu:
V =|BC|-|CCy|-|D,Cy|=12-15-8 = 1440
Odpowiedz: Objetos¢ prostopadloscianu jest réwna 1440,

W rozwiazaniu tego zadania mozna tez skorzystac¢ z tozsamosci trygonome-

t-l‘}’(‘.leE_]l f-gz a+1= ﬁj—‘; Zanwazmy, ze:
; | sin? o + cos? o
1 ey — B3 iy TR = - : =tg" o+ 1
Podstawiamy tga = 5 1 otrzymujemy: R e 5
2
5 1
= 1= ;
(2) + cos? o
129
cos?a 4
Cos @ = 2
J — | O whnid -
W trojkacie prostokatnym PCCy: po = cosa, stad:

. 2 .
|PC|=!PCI|'cznﬁn=5\s’29-E={J

Dalszy ciag rozwiazania jak wyzej.
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Zadania testowe @

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1. Przekatna graniastoslupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosé 8 cm
i jest nachylona do podstawy pod katem 45°. Pole podstawy tego grania-
stoslupa jest rowne:

A. 32 cm?, B. 16 cm?, C. 8 cm?, D. 4 cm?.

2. Podstawa prostopadloscianu jest kwadrat o boku 6 cm, a kat nachylenia
przekatnej prostopadloscianu do Sciany bocznej ma miare 30°. Przekatna
ta ma dlugosc:

A. 3v2 em, B. 3v/3 cm, C. 6v/3 cm. D. 12 em.

3. Podstawa graniastoslupa prostego jest romb o przekatnych dlugosci 3 1 4.
Jedli przekatna $ciany bocznej tego graniastostupa ma dlugosé /7, to jego
pole powierzchni catkowitej jest rowne:

A. 12/3, B. 12 + 5v/3, C. 10 + 4v/3, D. 13.

4. Krawedz podstawy ostroslupa prawidlowego czworokatnego ma dlugoscé 6.
a krawedz boczna tworzy z podstawa kat 45°. Objetosé¢ tego ostroslupa
jest rownas:

A. 362, B. 48/2. €. T22. D. 108v/2.

5. Graniastoslup prawidlowy czworokatny o krawedzi podstawy 3 cm prze-
cieto plaszezyzna zawierajaca przeciwlegle krawedzie jego podstaw. Otrzy-
many przekroj tworzy z jedna ze Scian bocznych kat o taki, ze cosa = 0.8.
Pole tego przekroju jest rowne:

A. 8 em?, B. 9 cm®, C. 12 em?, . 15 ém2.

6. W ostrostupie prawidlowym szesciokatnym o krawedzi podstawy 2 cm pole
podstawy jest dwa razy mniejsze od pola powierzchni bocznej. Pole po-
wierzchni calkowitej tego ostroslupa jest rowne:

A. 12 cm?, C. 183 em?, D,

B. 18 cm?, D. 362 cm?. r 4 C
7. Punkty M i P sa $rodkami krawedzi szeScianu 1 E B,

przedstawionego na rysunku obok. Sinus kata, {

ktory odcinek M P tworzy z podstawa, jest rowny: / D _tond o

A 22 B. 8, C. ¥, D. £, .’

A M B

Przed maturg 107 IS



@ Przed obowiazkowa matura z matematyki

M Zadania kroétkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)

Szescian o krawedzi 4 ¢m i graniastoslup prawidlowy czworokatny o krawe-
dzi podstawy 2v/2 cm maja taka samg objeto§é. Oblicz dingoéé przekatnej
graniastoshupa.

Zadanie 2 (2 pkt)

Wysokosé ostroslupa prawidlowego czworokatnego jest dwa razy dluzsza od
krawedzi jego podstawy. Oblicz tangens kata nachylenia sciany bocznej tego
ostrostupa do jego podstawy.

Zadanie 3 (2 pkt)

Sciany boczne ostroslupa prawidlowego tréjkatnego sa tréjkatami prostokat-
nymi o przyprostokatnych diugosci 2 em. Oblicz pole powierzchni calkowite]
tego ostrostupa.

M Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 4 (4 pkt)

Wysokosé graniastostupa prostego jest réwna 12 cm, a przekatna sciany bocz-
nej ma dlugosé 15 em. Jego podstawa jest romb o kacie ostrym 60°. Oblicz
objetos¢ tego graniastoslupa.

Zadanie 5 (4 pkt)
W graniastostupie prawidlowym czworokatnym o krawedzi podstawy rownej 4
przekatna tworzy z ta krawedzia kat 60°. Oblicz objetosc¢ tego graniastostupa.

Zadanie 6 (4 pkt)

Krawedz podstawy ostroslupa prawidlowego szesciokatnego ma dlugosé 6 cm,
a pole podstawy jest cztery razy mniejsze od pola powierzchni bocznej. Oblicz
objetosé tego ostrostupa.

Zadanie 7 (4 pkt)
Oblicz objetos¢ ostrostupa prawidlowego trojkatnego, w ktorym wysokosc
Sciany bocznej jest réwna 10 cm i tworzy z podstawa kat 45°.

Zadanie 8 (4 pkt)

Wysokos¢ graniastosthupa prawidlowego czworokatnego jest rowna /119, Prze-
katna tego graniastostupa i przekatna jego sciany bocznej, wychodzace z jed-
nego wierzchotka, tworza kat, ktoérego tangens jest rowny -1% Oblicz objetosé
tego graniastoslupa.
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3 Bryty obrotowe

W celu zapewnienia bezpiecznego ruchu statkow przy podejsciach do portow

tor wodny jest oznakowany czerwonymi bojami w ksztalcie walca i zielonymi
w ksztalcie stozka. Stosuje sie tez boje o innych ksztaltach i kolorach. Boje
malowane w bialo-czerwone pasy to znaki bezpiecznej wody — wskazuja, ze
wokol nich woda jest zeglowna. Zwykle boje takie sa kuliste, walcowe lub

drazkowe. Na zdjeciu boja podejsciowa do portu w Gdyni.



3.1. Walec
Walec to bryla obrotowa otrzymana przez obrét pro- D//__:\

2
stokata wokol prostej zawierajace] jeden z jego bokow. ..
Prosta te nazywamy osig walca.

Dwa kola otrzyvmane przez obréot dwoch bokdéw pro-
stokata prostopadlych do osi obrotu nazywamy pod-
stawami walca. Dowolny odecinek laczacy podstawy
walca i do nich prostopadly nazywamy wysokoscia 4 O ]

4 1
walca. W szezegolnosei odeinki 0,0, oraz AD (ry- w

sunek obok) sa wysokosciami walca.

Dowolny odcinek, ktory laczy dwa punkty z brzegow podstaw walca 1 jest
prostopadly do tych podstaw, nazywamy tworzaca walca (np. odcinek AD na

podstawy r i wysokosci h wyraza sie wzorem:
P.=2P,+ Py = 2nr? 4+ 2nrh = 27r(r + h)
gdzie P, jest polem podstawy walca,

a P, — polem jego powierzchni bocznej.

rysunku powyzej).
i ?.;
Pole powierzchni calkowite] walca o promieniu

Siatka walca o promieniu

Ciiczoiia. | podstawy i wysokosci i

@ a) Uzasadnij wzor na pole powierzchni calkowitej walca.
b) Pole powierzchni calkowitej walca jest rowne 407 cm?, a jego wysokos¢ ma

10 em. Oblicz pole kola bedacego podstawa tego walca.
{'1‘

- - s J -
Przekrojem osiowym walca nazywamy przekrdj walca !' w '
plaszezyzna zawierajaca jego o$ (rysunek obok) — jest l h
to prostokat o bokach h i 2r. st e

A 1 B

Przyktad 1
Oblicz pole powierzchni calkowitej walca, ktorego przekrojem B T
osiowym jest kwadrat o polu réwnym 36. \:i//)

Bok kwadratu bedgcego przekrojem osiowym tego walca ma

|
A W FF " " r [ f
dlugosc 6, zatem wysokos¢ walca h = 6, a promien podstawy | :
r.= g, stad: <" T s
F ' T
P.=2P,+ P,=2rr’4+2rrh=2.-7-324+2-7-3-6 = 54r G
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Cwiczenie 2

a) Oblicz pole powierzchni catkowitej walca otrzymanego przez obrét prosto-
kata o bokach 4 cm i 8 cm wokoél krotszego boku.

b) Pole przekroju osiowego walca jest rowne 40 cm?, a promien jego podstawy
ma 4 cm. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego walca.

Cwiczenie 3
a) Przekatna d prostokata bedacego przekrojem osio- |
wym walca ma diugosé 12 cm i tworzy z jego podstawa 4 h
|
|

— |

kat a = 30" (rysunek obok). Oblicz pole powierzchni =
calkowitej tego walca.

b) Przekatna d prostokata bedacego przekrojem osiowym walca ma dlugosé
26 cm i tworzy z jego podstawa kat « taki, ze sina = 1% Oblicz pole po-
wierzchni boeznej tego walca.

Objetos¢ walca o promieniu podstawy r 1 wysokosci h wyraza sie wzorem:
V=P, -h=nrh
gdzie P, jest polem podstawy walca.

Cwiczenie 4

Oblicz objetosé walca, ktorego przekrdj osiowy jest:

a) kwadratem o polu 64 cm?,

b) prostokatem o bokach 6 cm i 8 em (rozpatrz dwa przypadki).

Cwiczenie 5
Oblicz objetosé i pole powierzchni calkowitej walca, ktorego siatke przedsta-
wiono ponizej.

a) O b)

20 16 10

B

O

Cwiczenie 6
a) Srednica podstawy walca ma 8 cm. a pole jego powierzchni bocznej jest

czterokrotnie wieksze od pola podstawy. Oblicz objetos¢ tego walca.

b) Przekatna przekroju osiowego walca ma dlugosé¢ 15 cm 1 tworzy z jego
podstawa kat « taki, ze cosa = 0.6. Oblicz objetosé¢ tego walca.

3.1, Walec
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Zadania

1. Przekatna przekroju osiowego walca ma dlugosc d i tworzy z jego podstawa
kat a. Oblicz pole powierzchni calkowitej i objetosé tego walca.

a) d=6, a =30 b) d =8, a = 60° ¢) d=12, a = 45°

2. Przekatna przekroju osiowego walca ma dlugosé 20 em i tworzy z jego
podstawa kat «. Oblicz pole powierzchni catkowite]j tego walca.
a) cosa = (.8 b) tga = 2 ¢) sina = +

.!-j ?

3. Pole powierzchni bocznej walca wynosi 3927, a promien jego podstawy
i wysokosé sa rowne. Oblicz pole podstawy 1 objetosé tego walca.

4. Oblicz objetosc i pole powierzchni catkowitej walca, ktorego przekrojem
osiowym jest prostokat o polu 144 e¢m?, jezeli wiadomo, ze stosunek diu-
gosci bokéw tego prostokata jest réwny 9:4 (rozpatrz dwa przypadki).

E] 5. Uzasadnij, ze w kazdym walcu stosunek pola powierzchni bocznej do pola
przekroju osiowego jest rowny .

@ 6. Dany jest prostokat o bokach aib, przy czym a < b. Wykaz, ze walec otrzy-
many w wyniku obrotu tego prostokata wokol krétszego boku ma wigkszg
objetos¢ od walca otrzymanego w wyniku obrotu wokol diuzszego boku.

7. Walec przecieto plaszezyzna réwnolegla do jego przekroju — p C
osiowego 1 otrzymano prostokat ABCD (rysunek obok) __EJ;&__
o polu 20v/2 cm?. Tréjkat AO, B (gdzie O, jest érodkiem \\:_/f“
podstawy walca) jest prostokatny. Oblicz pole przekroju |
osiowego tego walca. e i N
P e
8. Odcinek laczacy srodek dolnej podstawy walca z punktem - — —4— — -

na brzegu gornej podstawy tworzy z tymi podstawami
kat 60°. Oblicz objetos¢ tego walca, jesli wiadomo, ze:
a) pole jego przekroju osiowego jest réwne 18y/3 cm?,

b) przekatna jego przekroju osiowego ma dlugosé¢ 7 cm.

9. Zbiornik w ksztalcie walca o wy-

miarach przedstawionych na rysun- /
ku obok jest w polowie wypelniony 5,

woda. Ile jeszcze litrow wody trzeba

wla¢ do tego zbiornika, aby wypel-
ni¢ go calkowicie? 4 m
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10.

Tk

12.

14.

W pudelku majacym ksztalt walca mozna zmiesci¢ trzy pilki
tenisowe o Srednicy 6.4 cm kazda (rysunek obok). Czy pole
powierzchni boeznej tego pudelka jest wieksze od 3 dm??

Przekrojem osiowym walca jest prostokat ABCD. Diugodci
bokow AB i BC oraz przekatnej AC sa kolejnymi wyrazami
ciagu geometrycznego. Oblicz stosunek pola powierzchni bocz-
nej tego walca do pola jego podstawy (rozpatrz dwa przy-

padki).

Powierzchnia boczna walca po rozwinieciu jest prostokatem o przekatnej
dlugosci 6 tworzacej z jednym z bokéw prostokata kat 60°. Oblicz objetosc
tego walca.

W prostopadlosciennym kartonie umieszczono szesc ,QOQ,
puszek w ksztalcie walca o objetosci 1 litra i wyso-

kosci 10 em kazda (rysunek obok). Wykaz, ze pole ,OQQ,
podstawy kartonu jest wieksze od 750 cm?. = = =

Kubek majacy ksztalt walca o $rednicy podstawy 8 e 1 wysokosei 10 em

jest w 90% wypelniony woda. Wkladamy do niego cztery szescienne me-
talowe kostki o krawedzi 2 cm kazda. Czy woda z kubka sie wyleje (pomin
grubosé Scianek kubka)?

Powtorzenie

15.

16.

17

Przekréj osiowy walca jest kwadratem o polu réwnym 49 em?. Oblicz ob-
jetosc¢ i pole powierzchni catkowite] tego walca.

Oblicz miare kata, ktory przekatna przekroju osiowego walca tworzy z jego
podstawa, jesli wiadomo, ze:
2

a) pole tej podstawy jest réwne 97 cm®, a pole powierzchni bocznej jest

réwne 1273 em?,
b) odcinek laczacy srodek dolnej podstawy z punktem nalezacym do brze-

gu gornej podstawy tworzy z podstawa kat, ktorego tangens jest réwny 2.

Pole powierzchni calkowite] walca jest pie¢ razy wigksze od pola jego po-
wierzchni bocznej, a przekatna przekroju osiowego ma diugoéé 5v/13 cm.
Oblicz objetosé tego walca.

3.1, Walec
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3.2. Stozek

Stozek to bryla obrotowa otrzymana przez obrot troj-
kata prostokatnego wokol prostej zawierajacej jedna

z przyprostokatnych tego tréjkata. Prosta te nazy-
wamy 0sig stozka.

Kolo otrzvinane przez obrét drugiej przyprostokatnej
nazywamy podstawg stozka, a wierzcholek trojkata B
nienalezacy do podstawy — wierzchotkiem stozka.

Odcinek laczacy wierzcholek stozka ze srodkiem podstawy (punkt O na ry-
sunku) nazywamy wysokoscia stozka. Srodek podstawy zwany jest tez spod-
kiem wysokosci stozka. Dowolny odcinek laczacy wierzcholek stozka z brze-
giem podstawy nazywamy tworzaca stozka (np. odcinek SB na rysunku).
Powierzchnia boczng stozka po rozwinieciu jest wy-
cinek kola o promieniu réwnym tworzacej stozka.

Pole powierzchni bocznej stozka o promieniu pod-
stawy r 1 tworzacej [ wyraza sie wzorem:

Pg_. = 7rl

Coneraria 1 Siatka stozka o promieniu

. , ' . ) _ podstawy r i tworzacej |
@ a) Uzasadnij wzér na pole powierzchni bocznej stozka.

b) Oblicz pole powierzchni boeznej stozka, ktérego pole podstawy jest réwne
2

817 cm”, a tworzaca ma dlugosé 12 cm.

Cwiczenie 2

Na ponizszych rysunkach przedstawiono wycinki kol bedace po zwinieciu po-
wierzchniami bocznymi stozkow o takiej samej tworzacej.

Ktory z tych stozkéw ma najdinzsza wysokose?

A, B. C.
oo\ L =
[

Pole powierzchni calkowitej stozka o promieniu podstawy r i tworzacej [
wyraza si¢ wzoren:

P.=P,+ P, =ar*+narl =ar(r+1)
gdzie P, jest polem podstawy stozka.
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Cwiczenie 3

a) Na rysunku obok przedstawiono wycinek kola, @ 6
ktory po zwiniecin jest powierzchnia boczna stozka.

Oblicz pole podstawy i pole powierzchni calkowitej

tego stozka.

b) Promien podstawy stozka jest réwny 4 cm, a jego powierzchnia boczna
po rozwinieciu jest wycinkiem kola wyznaczonym przez kat srodkowy 150°.
Oblicz pole powierzchni calkowitej tego stozka.

Cwiczenie 4

Podstawa stozka jest kolo o polu réwnym 367 em?, a powierzchnia boczna tego
stozka po rozwinieciu jest wycinkiem kola o promieniu 9 ¢m wyznaczonym
przez kat srodkowy «. Oblicz miare tego kata.

Przekrojem osiowym stozka nazywamy przekro] stozka
plaszezyzna zawierajaca jego os. Przekrojem tym jest
trojkat rownoramienny. Kat miedzy ramionami tego
trojkata nazywamy katem rozwarcia stozka (kat o na
rysunku obok). Kat miedzy tworzaca stozka a jego pod-
stawa oznaczono na rysunku przez (3.

Cwiczenie 5
Oblicz miare kata rozwarcia stozka, ktorego tworzaca ma dlugosc¢ 10 cm, a pole
podstawy jest réwne 507 em?®.

. - . o ) Objetosé stozka jest
Objetosc stozka o promieniu podstawy r i wysoko- réwna + objetosei wal-
sci h wyraza sie wzorem: ca o takiej samej pod-

= L e i stawie | wysokosci.
V=3B, -h=3snr h
gdzie P, jest polem podstawy stozka.

Cwiczenie 6
a) Oblicz objetos¢ stozka o srednicy podstawy rownej 24 em i wysokosci 8 cin.
b) Oblicz objetos¢ stozka o tworzacej réwnej 13 em i wysokosei 12 cm,

Cwiczenie 7

Kat miedzy tworzaca [ stozka a jego podstawa ma miare 3
(rysunek obok). Oblicz objetosé tego stozka, jesli:

a) sin 3 = 0.6, ] =15 cm,

b)tgf=24,1=13 cm.

B

3.2. Stozek
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Cwiczenie 8
a) Przekrdj osiowy stozka jest trojkatem réwnoboeznym o polu réwnym
16v/3 ecm?. Oblicz objetoéé tego stozka.

b) Pole podstawy stozka jest réwne 277 cm?, a jego
objetodé jest réwna 277 cm®. Oblicz miare kata mie-
dzy tworzaca stozka a jego podstawa.

Przykiad 1

W trojkacie réwnoramiennym ABC kat przy wierz-
cholku B ma miare 120° oraz |AB| = |BC| = 6 cm.
Bryla, ktora powstala przez obrot tego trojkata wo-
kol najdluzszego boku, fo dwa stozki polaczone pod-
stawami (rysunek obok). Oblicz objetos¢ tej bryty.

= |OB| =3 cm oraz h = |OC| = 3v/3 cm.
Obliczamy objetos¢ otrzymanej bryly:
V=2 irm?h=217.3%2.3V3 =18V3r [em®]

Cwiczenie 9

Oblicz objetosé¢ bryly otrzymanej w wyniku obrotu:

a) trojkata prostokatnego rownoramiennego o polu

rownym 8 cm? wokél jego przeciwprostokatne;j, 6

b) trojkata ABC (rysunek obok) wokol jego najdiuz-
szego boku, A B

Zadania

1. Powierzchnia boczna stozka po rozwinieciu jest wycinek kola o promieniu
12 em wyznaczony przez kat srodkowy a. Oblicz pole podstawy i objetosé
tego stozka.

a) a = 60" b) a = 180" ¢) a=240° d) a = 270°

2. a) Powierzchnia boczna stozka po rozwinieciu jest wycinek kola o pro-
mieniu 15 em wyznaczony przez kat srodkowy a. Podstawe tego stozka
mozna wycia¢ z kwadratu o boku 6 cm. Wyznacz najwieksza mozliwa
miare kata ov.

b) Oblicz pole przekroju osiowego stozka, ktorego podstawa jest kolo opi-
sane na kwadracie o boku 5 em, a sinus kata miedzy tworzaca a wysokoscia
stozka jest réwny 2.
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a) Przekrojem osiowym stozka jest trojkat prostokatny o polu 18 em?.
Oblicz pole powierzchni calkowitej i objetosé tego stozka.

b) Pole powierzchni bocznej stozka jest dwukrotnie wieksze od pola jego
podstawy. Oblicz miare kata rozwarcia tego stozka.

c) Kat rozwarcia stozka ma miare 120°, a pole jego podstawy jest réwne
1087 em?. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego stozka.

a) Kat rozwarcia stozka ma miare 60°, a pole jego powierzchni bocznej
jest rowne 87 cm®. Oblicz objetodé tego stozka.

b) Kat rozwarcia stozka ma miare 30°, a jego podstawa ma pole réwne
(18 — 9v/3)7 em?. Oblicz pole przekroju osiowego i objetosé tego stozka.

Dany jest stozek o polu powierzehni bocznej 2mv/2 em? i polu powierzchni
calkowite] vr,; : cm®. Oblicz miare kata miedzy tworzaca tego stozka a jego
podstawa. ~ 60em N

Poziom wody w zbiorniku w ksztalcie stozka siega po-
lowy jego wysokosci (rysunek obok). Ile litréw wody

znajduje sie w zbiorniku? Na jaka wysokos¢ siegalaby
woda, gdyby zajmowala polowe objetosci zbiornika?

Dwa stozki maja identyczne podstawy o polu 167 em?. Stozki te zlaczono

podstawami i otrzymano bryle przedstawiona na rysunku.

Jej przekrojem osiowym jest deltoid o polu 60 cm?.

a) Oblicz objetosé tej bryty.

b) Oblicz pole powierzchni calkowitej tej bryly, jesli wia-

domo, ze wysokosc¢ jednego stozka jest dwukrotnie diuz-

sza od wysokoscl drugiego. v

Wykaz. ze stosunek pola podstawy stozka do pola jego powierzchni bocznej
jest rowny sinusowi kata miedzy tworzaca a wysokoscia tego stozka.

Powtorzenie

9.

10.

dils

Oblicz réznice objetosci stozka o srednicy podstawy 12 cm i wysokosci
6 ¢m oraz stozka o srednicy podstawy 6 cm i wysokosci 12 cm.

Oblicz pole powierzchni calkowitej stozka o kacie rozwarcia 60° 1 wysokosci
réwnej 4v/3 em.

Pole powierzchni calkowitej stozka jest réwne 967 cm?, a $rednica jego
podstawy ma 12 cm. Oblicz objetosc tego stozka.

3.2. Stozek
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Linie geodezyjne

Najkrotsza linia na powierzchni bryly laczaca dwa punkty nazywa sie linig
geodezyjna.

Po zwinigciu prostokata przedsta- g B
wionego na rysunku obok w po-
wierzchnie boczna walca otrzymu-
jemy na powierzchni tego walca /
tzw. lini¢ Srubowa (zaznaczona ko- P @

lorem czerwonym). Nazwa tej krzy-
wej pochodzi stad, ze wzdluz linii 4 A
srubowej nacinany jest gwint sruby. Zauwazmy, ze dla punktow P 1 () polozo-

B=F5

A=A

nych na powierzchni walca tak jak na powyzszym rysunku najkrotsza droga
miedzy tymi punktami prowadzi wzdluz linii sSrubowe].

Przyktad 1 5

S
Przekrojem osiowvm stozka o two- I @
rzacej rownej 6 jest trojkat ABS 6 A A’
B

(rysunek obok). Powierzchnia bocz-
na tego stozka po rozwinieciu jest A A 5

wycinek kola wyznaczony przez kat

srodkowy 120°. Najkrotsza droga z punktu A do punktu B poprowadzona
po powierzchni bocznej stozka (kolor czerwony) ma dlugosc 6. Dlugosé naj-
krotsze] petli poprowadzonej po powierzchni bocznej stozka, zaczynajacej sie
i koficzacej w punkcie A (kolor zielony), jest réwna 6+/3.

1. Przekrdj osiowy walca jest kwadratem ABC'D o boku 12. p o
Na boku BC wybrano punkt E taki, ze |BE| = 2|CE| B
(rysunek obok). Oblicz dlugosé najkrétszej drogi popro-

wadzonej po powierzchni bocznej walca z punktu E do i
punktu: a) A, b) D. A B

2. Przekrojem osiowym stozka o promieniu podstawy 8 i wysokosei 4v/5 jest
trojkat ABS. Punkt C jest $rodkiem odcinka BS (rysunek ponizej). Oblicz
dlugosé najkrotszej drogi poprowadzonej A A
po powierzchni bocznej stozka:
a) z punktu A do punktu B,
b) z punktu A do punktu C.
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3.3. Kula

Kula to bryla obrotowa otrzymana przez obréot kola
wokol prostej zawierajacej jego srednice.

Kula o $rodku w punkcie O i promieniu r > 0 jest
zbiorem punktow przestrzeni, ktoryveh odleglosé od

punktu O jest mniejsza lub rowna r.

B e ]

Sfera o $rodku w punkcie O i promieniu r > 0 jest
zbiorem punktéw przestrzeni, ktoryveh odleglosé od
punktu O jest rowna r (sfera jest powierzchnia kuli).

Kazdy przekroj kuli plaszezyzna, ktora ma wiecej niz jeden punkt wspolny
z ta kula, jest kolem. Jesli plaszczyzna ta przechodzi przez srodek kuli, to
przekroj ten nazywamy kolem wielkim.

Przykiad 1

Przyjmujac, ze Ziemia jest kula, oblicz stosunek
diugosci rownoleznika przechodzacego przez punkty
o szerokosci geograficzne) 60° do dlugosci rownika.

W tréjkacie OO, A mamy |OA| = 2|0, 4| (rysunek
obok). Stosunek dlugosci okregdw jest réwny stosnn-
kowi dlugosci ich promieni, wiec szukany stosunek
dlugosci réwnoleznika 60° do dlugosci réwnika jest
rowny 1:2.

Cwiczenie 1
a) Kule o promieniu 10 em przecieto plaszezyzna. Otrzymany przekréj jest
kolem o srodku oddalonym od srodka kuli o 7 em. Oblicz pole tego kola.

b) Kule o promieniu 5 em przecigto plaszczyzna. Otrzymany przekrdj jest
kolem o polu réwnym 167 em?. Oblicz odlegloéé §rodka tego kola od $rodka
kuli.

Jesli plaszczyzna ma z kula dokladnie
jeden punkt wspolny, to méwimy, ze ta
plaszczyzna jest styczna do kuli. Promien
poprowadzony ze srodka kuli do punktu
stycznosci jest prostopadly do plaszcezy-
zny stycznej.

3.3. Kula
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Cwiczenie 2
Punkt O jest Srodkiem szeScianu

(punktem przeciecia przekatnych sze-
Scianu) o krawedzi a. Oblicz promien
sfery o srodku w punkcie O:

a) stycznej do wszystkich $cian tego
szescianu (rysunek obok).

b) zawierajacej wszystkie wierzcholki tego szedcianu.

Przyktad 2
Pole powierzchni kuli jest réwne 1447 cm®.
Oblicz objetosé tej kuli.
Obliczamy promien kuli:
P = 4nr® = 1447

stad r? = 36, czyli r = 6 cm.
Zatem objetosé kuli:

V = 3nr® = 37 - 6° = 2887 [cm?)]

Cwiczenie 3

Pole powierzchni kuli o pro-
mienin r wyraza sie wzorern:

P = 4qr?

Objetos¢ kuli o promieniu r
wyraza si¢ wzoremni:

V= %—w*r‘"

Oblicz pole powierzchni i objetosé kuli o promieniu r.

b) r =3 cm

a) =13 cm

Cwiczenie 4

¢) r=2v2cm

Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

Promien kuli ] 3
Pole powierzchni kuli 1447 367

Objetosé kuli

Cwiczenie 5

2887 I

N
256 / 3,247
7 %'ﬂ' 4

Dane sa kula, stozek i walec o wymiarach takich jak na rysunku ponizej.
Uzasadnij, ze suma objetosci kuli i stozka jest rowna objetosci walca.

o
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Zadania

1

Kule o srodku O przecieto plaszezyzna przecho-
dzaca przez punkt O, (rysunek obok). Oblicz
pole powierzchni i objetosé tej kuli, jesli:

a) sina = 0,51 |00, =2V3 cm,

b) tga =0,751 |00;| =6 cm,

¢) cosa =%1i|00;| =25 em.

Kule o promieniu 8 cm przecieto dwiema rownoleglymi plaszezyznami
i otrzymano w przekrojach kola o promieniach 3 em i 4 em. Obliez odle-
glosé¢ miedzy tymi plaszezyznami (rozpatrz dwa przypadki).

Kule o srodkn O przecieto plaszczyzna i otrzymano w przekroju kolo
o srodku S. Oblicz:

a) objetoé¢ kuli, jedli 0S| = v/2, a pole przekroju jest réwne 257,

b) pole przekroju, jesli |OS| = 2v/3, a objetosé kuli jest réwna 108v/37.

a) Dane sa dwie kule o promieniach 3 ¢m i 5 cm oraz wspolnym srodku.
Oblicz pole przekroju utworzonego przez przeciecie wiekszej kuli plaszezy-
zng styczna do mniejszej kuli.

b) Dane sa dwie kule o promieniach 6 ¢cm i r em oraz wspélnym srodku.
Pole przekroju utworzonego przez przeciecie wiekszej kuli plaszczyzna
styczng do mniejszej kuli jest réwne 9 cm®. Oblicz r (rozpatrz dwa przy-
padki).

Do powierzchni kuli naleza wszystkie wierzcholki pewnego szeScianu. Ob-
licz pole powierzchni tej kuli, jesli wiadomo. ze:

a) pole powierzchni calkowitej szeScianu jest réwne 96 cm?,

b) przekatna szescianu ma dlugosé 12 cm,

¢) objetod¢ szedcianu jest réwna 125 em®.

Na rysunku ponizej przedstawiono stozek, potkule i walec. Wszystkie bryly
maja taka sama podstawe, a wysokosci stozka i walca sa rowne promieniowi
polkuli. Uzasadnij, ze objetosci tych bryl sa kolejnymi wyrazami ciagu
arytmetycznego.

3.3. Kula
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@ 7. a) Szescian z brazu przetopiono na kule. Wykaz, ze stosunek pola po-
wierzchni tej kuli do pola powierzchni szescianu jest rowny \3/% ,
b) Metalowy walec, ktérego przekrdj osiowy jest kwadratem, przetopiono
na kule. Wykaz, ze promien tej kuli jest rowny {/g promienia podstawy
walca.

8. Promien kuli jest réowny promieniowi podstawy stozka. Oblicz stosunek
objetosci kuli do objetosci stozka, ktorego:
a) przekrojem osiowym jest trojkat prostokatny,

b) kat rozwarcia ma miare 120°,

9. Kulaistozek maja rowne objetosci. Promien podstawy stozka jesr rowny r,
a stosunek jego pola powierzchni bocznej do pola podstawy wynosi 2,6.
Wyznacz promien kuli.

10. Srodek sfery o promieniu ry nalezy do sfery o promieniu r,. Oblicz dlugosé
okregu bedacego czescia wspolng obu tych sfer.
a) 1y =4 cem, r, = 3 ¢m b) 1 = 6 ¢m, 15 = 2¢/3 em

Archimedes (ok. 287-0k. 212 r. p.n.e.) jest uwazany za
jednego z najwybitniejszych matematykéw i fizykow
starozytnej Grecji. Sformutowal miedzy innymi wzory
na pole powierzchni i objetos¢ walca oraz kuli. Podal
rowniez przyblizona wartosé liczby m:

3 << 3

Powtorzenie

11. Oblicz pole powierzchni i objetosé kuli, jesli wiadomo, ze:
a) jej érednica jest réwna 6v/2 cm,
b) pole kola wielkiego tej kuli jest réwne 817 cm?,

c¢) obwdd kola wielkiego tej kuli jest réwny /27 cm.

12. a) Kulisty balon ma promien rowny 20 cm. Po dopompowaniu powietrza
promien balonu zwiekszyl sie o 25%. O ile wzroslo jego pole powierzchni?

b) Z kulistego balonu o promieniu réwnym 20 cm spuszcezono cze$ciowo
powietrze. Promien balonu zmniejszyl sie o 25%. O ile zmalalo jego pole
powierzchni?
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Odwzorowania kartograficzne . 4.~

Odwzorowanie powierzchni Ziemi na plaszczyznie,
jaka jest plaska mapa, pociagga za soba rézne znieksztal-
cenia. Moga to by¢ znieksztalcenia pol powierzchni,
dlugosci badz katow. Oto przyklady dwoch odwzoro-
wan wiernokatnych, czyli zachowujacych zaleznosci
katowe miedzy poludnikami a rownoleznikami.

Odwzorowanie walcowe Odwzorowanie stozkowe

Powierzchnia modelu Ziemi jest Powierzchnia modelu Ziemi
odwzorowana na powierzchni bocznej jest odwzorowana na powierzchni
walca stycznego do powierzchni modelu bocznej stozka stycznego do
wzdtuz rownika. Obrazami potudnikow sa powierzchni modelu wzdiuz
proste prostopadte do réwnika. jednego z rownoleznikow.

oy

7 Sy

AR

Takie odwzorowanie nazywamy odwzoro- Za pomoca takich siatek przedstawia sie
waniem Merkatora, od nazwiska flamandz- na przyktad obszary migdzy zwrotnikami
kiego matematyka i kartografa (1512-1594). a kotami podbiegunowymi.

Zauwaz, ze w tym odwzorowaniu szczegolnie

znieksztatcone sa obszary okotobiegunowe.

Bl Znajdz informacje o odwzorowaniu powierzchni Ziemi za pomoca siatki azymutalnej.



3.4. Bryly podobne

Dwie bryly sa podobne, jesli odleglosci mie-

dzy punktami jednej bryly sa proporcjonal- :

ne do odleglosci miedzy odpowiadajacymi | ;

im punktami drugiej bryly. Stosunek odle- 'L pE—e
o § & » ' 5 =g ”

glosci miedzy odpowiednimi punktami bryl ’ ’

podobnych nazywamy skala podobienstwa. | em 1,5 em

Na przvklad dowolne dwie kule czy dowolne dwa szesciany sa podobne. Na
rysunku powyze) skala podobienstwa wigkszego szescianu do mniejszego jest
rowna 3* co mozemy tez zapisa¢ 3:2.

Cwiczenie 1
Na rysunku przedstawiono wielosciany podobne. Oblicz & oraz podaj skale
podobienstwa mniejszego wieloscianu do wiekszego.

b)

i

v |

s ’)_, &+
§ 3.6

10

Przyktad 1
Pole powierzchni kuli K jest dwa razy wieksze od pola powierzchni kuli K.

Oblicz stosunek objetosci tych kul.

Niech ry i r5 beda odpowiednio promieniami kul K; i K. Stosunek pol po-

wierzchni tych kul: drr? 1\ 9
dmrs (r_) B

zatem =L = V2 — zauwazmy, ze jest to skala podobienstwa kuli K, do kuli K.
Obliczamy stosunek objetosci:

4rrd _ () _
= (1) =22

Jesli skala podobienstwa bryl podobnych jest réwna a:b. to:
= stosunek pél powierzchni tych bryl jest réwny a?: b2,
= stosunek objetosci tych bryl jest réwny a®: b

Cwiczenie 2
Dane sa dwa szesciany. Pole powierzchni pierwszego jest czterokrotnie wigksze

od pola powierzchni drugiego. Oblicz stosunek objetosci tych szescianow.
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Cwiczenie 3

Dane sa dwie kule. Objetos$¢ pierwszej jest réwna 367 cm?®, a jej promien jest
dwa razy krotszy od promienia drugiej kuli. Oblicz objetos¢ drugiej kuli. Jaki
jest stosunek pél powierzehni tych kul?

5

Przykiad 2

Stozek o promieniu podstawy & cm i wysokosc
12 cm przecieto plaszezyzna prostopadly do tej wy-
sokosci w odleglosci 3 em od wierzcholka S (rvsu-
nek obok). Oblicz objetodci bryl, na ktore plasz-
czyzna podzielila stozek.

Obliczamy objetos¢ duzego (wyjsciowego) stozka:
W wyniku przecigcia stozka

S 1 2 I -
V= 3! h = 30 8%+ 12 = 2567 [('m ] plaszezyvzna rownolegla do

Skala podobiefistwa malego stozka do duzego: jego podstawy otrzymujemy
1SO4 | 3 1 dwie bryvty: stozek i stozek
4 I = .|_ -

SO| T 12 1 scigty.
Zatem objetos¢ malego stozka:
3 :
AR __ 256 B
VJ—(4) V—G4?T—4?T[(.I11]
Obliczamy objetodé¢ stozka Scietego: Vo =V — Vi = 2567 — 47 = 2527 [em?].

Cwiczenie 4

Stozek o objetosci 277 em” przecigto plaszezyzna réwnolegla do podstawy.
Plaszczyzna ta podzielila wysokosé stozka w stosunku 2:1, gdy liczymy od
podstawy. Oblicz objetosci bryl powstalych w wyniku tego podziahu.

Zadania
1. Promienie podstaw dwoch walcéw oraz ich wy- R
sokosci sa réwne ry, hy 1 7, hy (rysunek obok). e :
Sprawdz, czy te walce sa podobne.
h
a) ry = 20 cm, h; = 24 cm, ' faz
rs =12 cm, hs = 15 em . S

b)ry =12 c¢m, hy =16 cm, 72 =9 cm, hy = 12 cm S —

2. a) Dane sa dwa stozki podobne. Wysokos¢ mniejszego stozka jest réwna
6 cm, a pole powierzchni calkowitej wickszego jest o 125% wieksze od pola
powierzchni calkowitej mniejszego. Oblicz wysokos¢ wiekszego stozka.

b) Uzasadnij, ze stozek o wysokoéci 4 1 polu powierzchni catkowitej 24w
nie jest podobny do stozka o tworzacej 20 i objetosci 10247,

3.4, Bryly podobne
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3. Ostroslupy prawidlowe O,, Oy, O3 1 O4 sa podobne. Przerysuj ponizsza
tabele do zeszytu i ja uzupelnij. Podaj skale podobienstwa ostrostupow:

H.-:l ()[ 1 ()23 l}) 'l.()| 1 ()3, C) (‘)2 i ()31

Ostroslup =~ Wysokod¢  Krawedz podstawy  Pole podstawy
@ 8 cm 6 cm 36 cm? |
O3 /% 9 cm ?
O3 v b 144 cm?
0, 2/ 7 )

d) 04 Oy

Objetosé
96 em®
1/

12 em?

4. Na rysunku przedstawiono ostroshup i jego przekroj plaszezyzna réwnole-
gla do podstawy. Plaszezyzna ta podzielila ostrostup na dwie czesci. Oblicz

stosunek objetosci mniejszej czesci do objetosci wiekszej czedei.

5. Stozek zostal podzielony plaszczyzna rownolegla do podstawy na dwie
bryly o réwnych objetosciach. W jakim stosunku plaszezyzna ta podzielila
wysokos¢ stozka?

Powtdérzenie

6. Oblicz stosunek pol powierzchni dwoch kul, ktoryeh stosunek objetosci
jest réwny: a) 5=, b) 12, ¢) 0,216, d) 0,064.

7. Dane sa dwa podobne stozki. Pole podstawy wiekszego jest o 44% wigk-
sze od pola podstawy mniejszego. Oblicz wysokos¢ wiekszego stozka, jesli
wiadomo, ze wysokos¢ mniejszego jest réwna 10 em.

8. Powierzchnia kulistego balonu po dopompowaniu zwickszyla
sie 0 44%. O ile procent wzrosla objetos¢ balonu?

9. Stozek o objetosci 1287 em® przecieto plaszezyzna row-

nolegla do podstawy. Plaszczyzna podzielila wysokoscé
stozka w stosunku 3:1 (rysunek obok). Oblicz objetosci
bryl powstalych w wyniku tego podzialu.
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3.5. Zagadnienia uzupetniajace
M Bryty wpisane w kule

Prostopadtoscian wpisany w kule (kula opisana na prostopadtoscianie)

ﬁ/" /’\ Wiszystkie wierzcholki prostopadlo-
/5 Ay (1 Scianu leza na powierzchni kuli. Pro-

£ —'—f—— B, | R stokat ACC1 A, jest przekrojem pro-
/ lr stopadloscianu przechodzacym przez

I i T k & przekatne jego podstaw — przekatna

> 7S prostopadlodcianu jest Srednica kuli.

\ i IB___F - v ®

Ostroshup czworokatny wpisany w kule (kula opisana na ostrostupie)

Wizystkie wierzcholki ostroslupa le-

S
za na powierzchni kuli. Tréojkat ACS
jest przekrojem ostroslupa popro-
wadzonym przez jego wierzcholek
i przekatna podstawy. Jezeli wyso-
£ kos¢ ostrostupa jest dluzsza od pro-
Avc

mienia kuli, to srodek kuli lezy we-
wnatrz ostroshupa.

Walec wpisany w kule (kula opisana na walcu)

Okregi ograniczajace podstawy wal-

D C SN ; : :
ca zawieraja sie w powierzchni kuli.
R Prostokat ABCD jest przekrojem
5 osiowym waleca — jego przekatna jest
R $rednica kuli.
A B

Stozek wpisany w kule (kula opisana na stozku)

4

Okrag ograniczajacy podstawe stoz-
ka zawiera si¢ w powierzchni kuli,
a wierzcholek stozka lezy na po-
wierzchni kuli. Trojkat ABS jest
przekrojem osiowyvm stozka. Jesli
wysokosé stozka jest dluzsza od pro-
mienia kuli, to srodek kuli lezy we-
wnatrz stozka.
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M Bryly opisane na kuli

SzeScian opisany na kuli (kula wpisana w szescian)

4

)

P

G

H (8

fy o

E K

Kula jest styczna do kazdej scia-
ny szescianu. Kwadrat EFGH jest
przekrojem szedcianu przechodza-
eym przez Srodki odpowiednich kra-
wedzi. Jedli szescian jest opisany na
kuli o promieniu R, to jego krawedz
ma dlugosé 2R.

Uwaga. Jesli prostopadlodcian jest opisany na kuli, to jest szescianem (uzasadnij).

Ostrostup prawidlowy czworokatny opisany na kuli
(kula wpisana w ostrostup)

Kula jest styczna do podstawy oraz
wszystkich scian bocznych ostroslu-
pa. Trojkat EFS jest przekrojem
ostrostupa przechodzacym przez je-
go wysokodé oraz sSrodki dwdch
przeciwleglych krawedzi podstawy.
Jesli ostrostup jest opisany na kuli
o promieniu R, to trojkat ten jest
opisany na okregu o promieniu R.

Walec opisany na kuli (kula wpisana w walec)

A T

Kula jest styczna do obu podstaw
walca i do kazdej jego tworzacej.
Kwadrat ABCD jest przekrojem
osiowym walca. Jesli walee jest opi-
sany na kuli o promieniu R. to je-
go przekroj osiowy jest kwadratem
0 boku 2R,

Stozek opisany na kuli (kula wpisana w stozek)

B 126 3. Bryly obrotowe

Kula jest styezna do podstawy stoz-
ka i do kazdej jego tworzacej. Troj-
kat ABS jest przekrojem osiowym
stozka. Jesli stozek jest opisany na
kuli 0 promieniu R, to jego przekréj
osiowy jest trdjkatem opisanym na
okregu o promieniu £.



M Inne bryly wpisane i opisane

Ponizej przedstawiono przyklady bryl i wieloscianéw wpisanych i opisa-
nych.

Walec opisany na graniastoshupie (graniastostup wpisany w walec)
D . S>nC 5 & Podstawy graniastoslupa sg wpi-
) : . { sane w podstawy walea. Na ryvsun-
‘ By R kach przedstawiono walee opisany
na graniastoslupie prawidlowym

{.?j. RO czworokatnym oraz podstawe wal-
i ca z wpisana w nia podstawa gra-
A ‘p niastoslupa.

Walec wpisany w graniastostup (graniastostup opisany na walcu)

180 Podstawy walca sa wpisane w pod-
D ()

stawy graniastoslupa. Na rysun-
/ \ kach przedstawiono walec wpisa-
R 7 ny w graniastostup prawidlowy

o 0 czworokatny oraz podstawe walca
' \ / # opisana na niej podstawa grania-
stoslupa.

A B

Walec wpisany w stozek (stozek opisany na walcu)

s Okrag ograniczajacy jedna pod-
stawe walca zawiera sie w po-
wierzchni boeznej stozka, a druga
podstawa walca zawiera sie w pod-

E P > ;
stawie stozka. Na rysunku po pra-
wej przedstawiono wspolny prze-
kroj osiowy tych bryl.
A r_' D H l] |.- } w

1. Oblicz objetos¢ kuli opisanej na graniastoslupie prawidlowyim czworokat-

nym o krawedzi podstawy 6 cm i wysokosci 8 cm.
2. Oblicz objeto$é¢ walca opisanego na kuli o objetosci 36 em?®.

3. Oblicz objetosc¢ kuli wpisanej w stozek, ktorego przekrojem osiowym jest
trojkat rownoboczny o boku 6 cm.

4. W stozek o promieniu podstawy 4 cm i wysokosci 6 ecm wpisano walec,
ktorego wysokosc jest rowna 3 em. Oblicz objetos¢ tego walca.
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v
Zestawy powtorzeniowe

W Zestaw |
1. Oblicz pole powierzchni calkowitej i objetos¢ walca przedstawionego na
rysunku. e
a) S b) [—m——
5]
32
L e _2'\}'{5

’
2. Dwa walce maja taka sama wysokos¢. Promienn podstawy jednego z nich

jest o 50% dluzszy od promienia podstawy drugiego. Oblicz stosunek ob-
jetosci tych walcow.

1 emi >
3. Oblicz objetosé metalu uzytego do wykona- 4 .,
nia metalowej rury o wymiarach podanych ; =

na rysunku (skala nie jest zachowana).

4. Przekrojem osiowym stozka jest trojkat prostokatny, ktorego obwod jest
réwny (8 + 4v/2) em. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego stozka.

5. Oblicz pole powierzchni calkowitej i objetosé stozka przedstawionego na
rysunku.

a)

6. Powierzchnia boczna stozka po rozwinieciu jest wycinkiem kola o promie-
niu 12 cm wyznaczonym przez kat srodkowy 225°. Oblicz objetosc tego
stozka.

7. Wycinek kola o promieniu 2 wyznaczony przez kat srodkowy 90° zwinieto

w powierzchnie boczna stozka. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego
stozka.

8. Oblicz objetos¢ kuli o polu powierzchni réwnym:
a) 10247 cm?, b) 25007 cm?, ¢) T2 em?.

9. Oblicz pole powierzchni kuli o objetosci rownej:
a) 4,57 cm?®, b) 23047 cm?, ¢) 144271 em?®.
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S

B Zestaw Il

1.

Oblicz pole przekroju osiowego walca, ktorego powierzchnia boczna po
rozwinieciu jest prostokatem o wymiarach 7 ecm x 5 cm.

Przekrojem osiowym walca jest prostokat ABCD. Dlugosci jego bokow
AB i BC oraz przekatnej AC' sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego
o roznicy 4. Oblicz objetosé tego walca (rozpatrz dwa przypadki).

Pole podstawy walca jest réowne G4, a pole jego przekroju osiowego jest
réwne 324/7. Oblicz objetos¢ tego walca.

Stosunek dhigosci bokéw prostokata jest réwny 3:1. Wyznacz stosunek
objetosci bryl otrzymanych w wyniku obrotéw tego prostokata wokol kaz-
dego z dwoch sasiednich bokdow.

Stozek 1 walec maja réowne pola powierzchni bocznych, réwne tworzace
i takie same objetosci. Oblicz tangens kata nachylenia tworzacej stozka do
jego podstawy.

Dany jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych dlugosci 4 i 5. Oblicz
objetosé¢ bryly otrzymanej przez obrot tego trojkata wokol jego:
a) dluzszej przyvprostokatnej,

b) krétszej przyprostokatne;j.

Potkule o promieniu r i walec o promieniu podstawy r

« s
oraz wysokosci £r polaczono tak jak na rysunku obok.

W ten sposéb otrzymano bryle o polu powierzchni cal-

kowitej 156mw. Oblicz objetosé tej bryly.

Kule o srodku O przecieto plaszczyzna i otrzymano w przekroju kolo
o srodku S. Oblicz dlugosé odcinka 08, jesli wiadomo, ze pole powierzchni
kuli jest réwne 20w, a obwod przekroju jest rowny 2.

Srodki dwéch sfer sq oddalone od siebie o 10 em, a ich promienie sa réwne
ry i ry. Oblicz dlugosé okregu bedacego czescia wspdlna obu tych sfer.

a) 11 =06 cm, 7, =8 cm b) ry =6 cm, r; = 14 cm

Wykaz, ze jezeli przekrdj osiowy stozka jest trojkatem rownobocznym, to

pole powierzchni bocznej tego stozka jest dwa razy wieksze od pola jego
podstawy.

Zestawy powtdrzeniowe
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@ Sposdob na zadanie

Przykiad 1
Oblicz objetosé bryly otrzymanej przez obrét troj-
kata prostokatnego ABC o bokach diugosci 3,415 9
(rysunek obok) wokél jego przeciwprostokatne;j.
Obliczamy wysokosé h trojkata ABC. W tym celu
zapisujemy jego pole na dwa sposoby:

D=t e p—l 9. 408

P—2 5 h'_z 3-4=0

Zatem h = L2

Bryla otrzymana przez obrot trojkata ABC wokol

jego przeciwprostokatnej sklada sie z clwéch Ht{}i—
kéw polaczonych podstawami o promienin 1. Jej
objetosé jest réwna sumie objetosci tych stnzk{m.
V=V]+Vg=iﬂ'(%) ~hy + - r(lﬁz) -hy = A
1 12 12 =

= E?T (—) (hl -+ .'r?--;r} = E’ﬂ' (?) s =

_ 1 144 . 48

3 25 2T B "

Zauwaz, ze skorzystaliSmy z tego, ze hy + ho = 5 (nie obliczaliSmy h; i hs).

Odpowiedz: Objetosé¢ bryly jest réwna L.

Przykiad 2 ¢
Oblicz objetos¢ bryly otrzymanej przez obrot troj-
kata ABC' wokoél prostej AB (rysunek obok).

h

Obliczamy wysokosé tréjkq.t-a gor = sin60°, czyli:
=33

Objetosé bryvly otrzyvmanej przez obrot trojkata
ABC wokdl proste] AB jest roznica objetosci
stozka o wysokosci AO oraz stozka o wysokosci
BO i wspdlnej podstawie:
V=W-W=

= +7(3v3)? - |A0| — 27(3V3)? - |BO| =

= 27(3v3)* - (JA0| — |BO|) = 37-9-3-6 = 54

IS

h=6smn60"=6-

Zauwaz, ze skorzystaliSmy z tego, ze |AO| — |BO| =6
(nie obliczalismy |AO| i |BO}).

Odpowiedz: Objetos¢ bryly jest rowna 54.
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Zadania testowe @

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1

Roznica objetosci bryl powstalych przez obrét prostokata o bokach 4 cm
i 6 cim wokol krotszego i wokol dluzszego boku jest réwna:
A. 487 cm?, B. 427 em?®, C. 367 cm?®, D. 307 em?®.

Pole powierzchni calkowitej walca, ktorego przekrojem osiowvm jest kwa-
drat o boku a, jest rowne:

A. wa®, B. 2nd®, C. 27a?, D. 2ra?.
> 2

Przekroj osiowy stozka jest trojkatem réwnoboceznym o boku 12. Pole po-
wierzchni bocznej tego stozka jest rowne:
A. 1447, B. 727, C. 36m, D. 247,

Powierzchnia boczna stozka po rozwinieciu jest pélkolem. Kat rozwarcia
tego stozka ma miare:

A. 120°, B. 90°, C. 607, D. 45°.

Trojkat o bokach dlugosei 15, 20 1 25 obracamy wokél najdluzszego boku
i otrzymujemy bryle zlozona z dwoch stozkow o wspolnej podstawie. Ob-
jetosé tej bryly jest réwnas:

A. 16007, B. 1200, C. 1000, D. 750x.

Kolo o polu 367 obracamy wokél srednicy. Otrzymujemy wowcezas bryle
o objetosci:
A. 288, B. 240~, C. 144, D. 120m.

Suma promieni dwoch kul jest rowna 12. Wynika stad, ze suma pol po-
wierzchni tych kul moze by¢ dowolna liczba z przedziaha:

A. (0;240m), B. (2407;2887), C. (2887;5767m), D. (2967;684).

Dane sa dwa stozki podobne. Przekrdj osiowy pierwszego z nich jest troj-
katem réwnobocznym o obwodzie 12, a przekrdj osiowy drugiego ma pole
16v/3. Wynika stad, ze skala podobienstwa wiekszego stozka do mniejszego
jest rownas:

A9 B. 2+/3. e, D. 4v/3.

Pola powierzchni bocznych dwdch stozkéw podobnych maja sie do siebie
jak 4:9. Stosunek objetosci tych stozkow jest rowny:

A. 2:3, B. 4:9, C. 8:27, D. 64:729.

Przed matura
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@ Przed obowiazkowa matura z matematyki

M Zadania kroétkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)

Przekrdj osiowy walca jest kwadratem. Oblicz stosunek pola powierzchni cal-
kowitej tego walca do pola jego powierzchni bocznej.

Zadanie 2 (2 pkt)

Srednica podstawy stozka jest dwa razy krotsza od jego tworzacej. Oblicz
tangens kata nachylenia tworzacej stozka do jego podstawy.

Zadanie 3 (2 pkt)

Przekr6j osiowy stozka jest trojkatem réwnobocznym o polu 9v/3 em?. Oblicz
objetos¢ tego stozka.

Zadanie 4 (2 pkt)

Oblicz objetosé kuli, ktorej pole powierzchni jest rowne sumie pol powierzchni
dwoch kul o promieniach 3 em i 6 em.

M Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 5 (3 pkt)

Whnetrze szklanki ma ksztalt walca o Srednicy podstawy 6 cm 1 wysokosei 8 cm.
Oblicz, ile takich szklanek mozna napelnic¢ po brzegi sokiem przechowywanym
w dwoch prostopadlosciennych kartonach o wymiarach 10 em x 8 em x 15 em.

Zadanie 6 (3 pkt)
Oblicz objetos¢ bryly, ktora powstala przez obrét tréjkata réwnobocznego
o boku 12 em wokdél jednego z bokow.

Zadanie 7 (4 pkt) 2
Oblicz objetosc¢ i pole powierzchni bryly, ktéra
powstala przez obrot trojkata ABC wokol pro- 6 [3V3

stej AB (rysunek obok).

A 7 B (@)

Zadanie 8 (3 pkt)

Kule o promieniu 6 em przecieto dwoma réwnoleglymi plaszezyznami dziela-
cymi promien kuli na trzy rowne odcinki. Oblicz sume poél otrzymanych w ten
sposob dwoch przekrojow.

Zadanie 9 (3 pkt)

Ostrostup o wysokosci 8 cm przecieto plaszezyzna rownolegla do podstawy
1 otrzymano dwa wielosciany o rownyvch objetosciach. Oblicz, w jakiej odle-
glosci od wierzcholka ostroslupa lezy ta plaszczyzna.
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Przyktady dowodow
w matematyce

Pitagorasowi (VI/V w. p.n.e.) przypisuje sie autorstwo pierwszego dowodu
twierdzenia nazwanego jego imieniem. Uczony nie pozostawil jednak po sobie
zadnych pism. Dowdd twierdzenia Pitagorasa przedstawil Euklides (IV /111 w.
p.n.e.) w Elementach — dziele podsumowujacym stan wiedzy matematycznej
starozytnej Grecji. Sklada sie ono z trzynastu ksiag. Ksiegi I-IV i VI po-
swiecone sa geometrii plaszezyzny, ksiegi V i VII-X — arytmetyce, a ksiegi
XI-XIII ~ geometrii przestrzeni. W ksiedze IX znajduje sie dowdd istnienia
nieskonczenie wielu liczb pierwszych. W tym podreczniku przedstawiono go
na str. 144. Powyzej pokazano fragment fresku Rafaela Santi Szkola ateriska
przedstawiajacy Pitagorasa.



° 4.1. Dowody w algebrze (1)

Przyktad 1
Wykaz, ze jesli suma dwoch liczb naturalnych jest nieparzysta, to iloczyn tych
liczb jest parzysty.

Zalozmy, ze ny i no sa liczbami naturalnymi takimi, ze suma n, + n. jest
liczba nieparzysta. Wowezas jedna z liczb (mozemy przyjad, ze ny) jest liczba
parzysta, a druga — nieparzysta (uzasadnij).
Zatem dla pewnych ki, ky € N: n; = 2k, oraz ny, = 2ks + 1. Cazyli:
I . A
ny - ng = 2k - (2ka + 1) = 2(2k1ks + k), gdzie 2k ks + k€N

Oznacza to, ze iloczyn ny - n» jest liczba parzysta.

. a parzysta

Zdanie postaci . jesli p, to ¢ nazywamy implikacja. p — poprzednikiem
implikacji, a ¢ — nastepnikiem implikacji.

Twierdzenia w matematyce czesto mozna sformulowac¢ w postaci implika-
cji. Poprzednik implikacji nazywamy zalozeniem, a nastepnik — teza twier-
dzenia. Wykazanie prawdziwosci takiego twierdzenia polega na wykazaniu
prawdziwosci tezy przy zalozeniu prawdziwosci zalozenia.

Cwiczenie 1
Wykaz, ze jesli dwie liczby sa nieparzyste, a trzecia jest parzysta, to suma
tych trzech liczb jest parzysta.

Cwiczenie 2

Wykaz, ze jesli:

a) dwie liczby sa nieparzyste, to suma ich kwadratéw jest parzysta,
b) trzy liczby sa nieparzyste, to suma ich kwadratéw jest nieparzysta.

Przykiad 2
Wykaz, ze dla kazdej liczby calkowitej n liczba n*(n* — 1) jest podzielna
przez 12.

Zauwazmy, ze n°(n* — 1) = n(n — 1)n(n +1). Wéréd dowolnych dwéch kolej-
nych liczb calkowitych znajduje sie liczba podzielna przez 2, a wérod trzech
liczba podzielna przez 3. Oznacza to, ze liczba:

e n{n — 1) jest podzielna przez 2,

e n{n + 1) jest podzielna przez 2,

o (n—1)n(n+1) jest podzielna przez 3.

Zatem liczba n?(n?—1) jest podzielna przez 4 oraz przez 3, jest wiec podzielna
przez 12.
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Cwiczenie 3
Wykaz, ze dla kazdej liczby calkowitej n liczba:
a) n(n' — 1) jest podzielna przez 6,

b) n® — 2n* + n? jest podzielna przez 36.

Cwiczenie 4

a) Udowodnij, ze iloczyn pieciu kolejnych liczb naturalnych jest podzielny
przez 120,

b) Udowodnij. ze suma szescianoéw trzech kolejnych liczb naturalnych jest po-
dzielna przez 3.

Przykiad 3
Wykaz, ze liczba 17% — 6 jest podzielna przez 11 i przez 23.
Korzystamy ze wzorow skroconego mnozenia i otrzymujemy:
178 — 6% = (17 = 61 (17 + 61) = (172 = 62) (17> + 64) (17 + 67) =
= (17T—=6)(17T+6)(172 +62)(17* + 6*) =
=11-23-(17* + 6%)(17* + 67) (17246217 +6") €N

Zatem liczba 17% — 6% jest podzielna przez 11 i przez 23.

Cwiczenie 5
a) Udowodnij. ze liczba 10007* — 10003 jest podzielna przez 80 040.
b) Udowodnij, ze liczba 777 — 6. 77% + 12 - 7™ jest podzielna przez 19.

¢) Udowodnij, ze liczba 32%2 — 5% jest podzielna przez 7.

Przyktad 4
Reszta z dzielenia liczby naturalnej n przez 5 jest rowna 4. Wykaz, ze reszta
z dzielenia liczby n? przez 5 jest réwna 1.

Liczbe naturalna n mozna zapisa¢ w postaci n = 5k + 4 dla pewnego k& € N.

Wowcezas n® = (5k +4)* = 25k* + 40k + 16 = 5(5k* 4 8k + 3) + 1, zatem reszta
z dzielenia liczby n? przez 5 jest réwna 1.

Cwiczenie 6
Reszta z dzielenia liczby naturalnej n przez 6 jest rowna 5. Wykaz, ze reszta
z dzielenia liczby n® przez 6 jest réwna 1.

Cwiczenie 7

Reszta z dzielenia kazdej z liczb naturalnych ny, ns i ny przez 6 jest rowna 4.
Wykaz, ze suma kwadratéw tych liczb jest podzielna przez 12.
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Zadania

1. Dane sa dwie liczby naturalne, obie podzielne przez 3. Wykaz, ze roznica
kwadratow tych liczb jest podzielna przez 9.

2. Wykaz, ze iloczyn trzech kolejnych liczb naturalnych, z ktorych pierwsza
jest parzysta. jest podzielny przez 24.

3. a) Dane sa trzy liczby naturalne takie, ze reszta z dzielenia kazdej z nich

a trzy Y J

przez 3 jest rowna 2. Wykaz, ze suma tych liczb jest podzielna przez 3.
b) Dane sa trzy liczby naturalne takie, ze reszta z dzielenia kazdej z nich
przez 6 jest rowna 4. Wykaz, ze suma tych liczb jest podzielna przez 6.

4. Dane sa dwie kolejne liczby naturalne, z ktéryveh zadna nie jest podzielna
przez 3. Wykaz, ze:
a) suma tych liczb jest podzielna przez 3,
b) roznica kwadratow tych liczb jest podzielna przez 3.

: Jest | I

5. a) Wykaz, ze jesli reszta z dzielenia liczby naturalnej n przez 5 jest réwna 4,
to liczba n? — 1 jest podzielna przez 5.
b) Wykaz, ze jesli liczba naturalna n nie jest podzielna przez 5, to jedna
z liczb n? — 1 lub n? 4 1 jest podzielna przez 5.

6. a) Wykaz, ze jesli liczba naturalna n nie jest podzielna przez 3, to reszta
z dzielenia liczby n® przez 3 jest réwna 1.
b) Wykaz, ze suma kwadratéw trzech liczb naturalnych niepodzielnych
przez 3 jest podzielna przez 3.

voe . s o7 . ¥ 4 3 2 .
7. a) Wykaz. Ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba & + %- + - jest natu-

ralna.
b) Wykaz, ze dla kazdej nieparzystej liczby naturalnej n liczba % — 2 jest
naturalna.

Powtdérzenie

8. a) Wykaz, ze réznica kwadratéw dwdceh kolejnych liczb nieparzystych jest
podzielna przez 8.
b) Wykaz, ze iloczyn kwadratéow trzech kolejnych liczb naturalnych jest
podzielny przez 36.

9. Wykaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej n reszta z dzielenia liczby m
przez 4 jest rowna 3.
a) m=24n*+ 56n+7 b) m = 144n® + 256n* — 96n + 51
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b/ 4.2. Dowody w algebrze (2)

Przyktad 1
Wykaz, ze nieréwnosé a® + b? = 2ab jest prawdziwa dla dowolnych liczb rze-
czywistyvch a 1 b.
Przeksztalcamy nieréwnosci réwnowaznie:
a® + b* = 2ab
2 _ 2~
a 2ab+5° > 0 Korzystamy ze wzoru
(u, — E}}E =0 skroconeso mnozenia,
Ostatnia nierownos¢ zachodzi dla dowolnych a.b € R, zatem rowniez nierow-
nosé a® + b* = 2ab zachodzi dla dowolnych a,b € R.

Przykiad 2

Wrykaz, ze dla dowolnych liczb nieujemnych a i b prawdziwa jest nierownoscé
%’3 > Vab (czyli ze Srednia arytmetyezna liczb nieujemnych jest nie mniejsza
od ich éredniej geometrycznej).

Zalozmy, ze a i b sa liczbami nieujemnymi. Przeksztalcamy nieréwnosci row-

nowaznie:
L_'L._'I;b = vab Dla dowolnyeh nieujemnych o i 3
i_” 5 nieréwnosci o = # i a® = g°
=0 1~ a
( 5 ) = ab 53 rownowazne.

a’® + 2ab + b* = 4ab
a® —2ab+b* =0

Korzystamy ze wzoru

(u, —= b)'z =2 {) skroconegso mnozenia.
Ostatnia nieréwnosc¢ zachodzi dla dowolnych liczb nieujemnych a i b, zatem
takze nieréwnosé 5’-;-9 = v ab zachodzi dla dowolnych liczb nieujemnych a i b.

Cwiczenie 1

a) Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b takich, ze ab > 0, praw-
" - - -, L ] j

dziwa jest nieréwnodé % 4 ﬁ 22

b) Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b takich, ze ab < 0, praw-
. . i cs @ l

dziwa jest nieréwnosé 'E+ E) < -2

Cwiczenie 2

Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b prawdziwa jest nierownosc:

a) a* = 4b(a — b). b) a(6b— Ta) < 2(b—a)(b+ a).

Cwiczenie 3

0l 0] * " . > o b F
Wykaz, ze dla dowolnych liczb a, b = 0 zachodzi nieréwnoscé 4/ a;r > "q:‘/_’

&
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Przykiad 3
Wykaz, ze réwnanie o' — 322 — 4z + 8 = 0 nie ma pierwiastkow.
Przeksztalcamy rownanie rownowaznie:
gt —322 —424+8=0
e I P Fo Y _
- " +4+a dz+4=0 Korzystamy ze wzoru
(_-1;'3 — 2}2 4 {T — 2}2 = () skréconego mnozenia.

Rozpatrzmy skladniki otrzymanej sumy: (22 — 2)? i (@ — 2)2. Zauwazmy, ze:
e (22 —=2)2 201 (z — 2)* > 0 dla dowolnego = € R,
e nie istnieje takie x, dla ktérego jednoczegnie (2?2 —2)2 =01 (z —2)* =0
(pierwszy skladnik przyjmuje wartoéé 0 dla z = —/2 oraz dla x = v/2, a drugi
skladnik — dla x = 2).

Zatem rownanie a2’ — 32° — 4 + 8 = 0 nie ma pierwiastkéw.

Cwiczenie 4

Wrykaz. ze podana nieréwnos¢ jest prawdziwa dla dowolnej liczby x € R.
a) ' —2xr+2>2*+4r—8 b) * —4z* + 5> 4z — 12

Przykiad 4

Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x 1 y prawdziwa jest nieréwnosc:
52 +yt 422y —4dx+1>0

Przeksztalcamy wyrazenie po lewej stronie nieréwnosci:

St 4yt + 2y —de+1=a"42zy+y* +42 —da+1=(r+y)* + (20 —1)*

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y zachodza nieréwnodei (z + y)? = 0

oraz (2o — 1)? > 0, wiec nieréwnos$é jest zawsze prawdziwa.

Cwiczenie 5
Wrykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i y prawdziwa jest nieréwnosc:

a) x4+ 10y* + 9 = 6y(xz + 1), b) 322 + 4% — 22y > 22 — %

Przyktad 5
Wykaz, ze jedli liczby a # 0 i b # 0 spelniaja warunek (a +2b)* = a® + 8b°, to
wartosé¢ wyrazenia % jest rowna —2.
Korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia:

(a + 2b)* = a® + 3a® - 2b + 3a(2b)? + (2b)® = a® + 6a*b + 12ab* + 8b°
Z réwnosci a® + 6a*b + 12ab® + 8b* = a® 4 8b* otrzymujemy:

6a*b + 12ab* = 0

Stad 6a*b = —12ab?, czyli —% = -2
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Cwiczenie 6
Wykaz, ze jesli liczby a # 0 1 b # 0 spelniaja warunek:
a) (3a+b)* =27a* + b*, to g = —3, b) (a —2b)* = a® — 8%, to b _ %

il

Zadania

1. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b prawdziwa jest podana
nierownose.

a) 9a® +4b* = 12ab  b) __IT{IE + éhz > %ub ¢) a(v6b—a) <

le

2. Wykaz, ze dla dowolnych liczb a
a) a+ 4b > 4+/ab, b) -+%

= 01b =0 prawdziwa jest nieréwnosc:
> V/2ab, ¢) \/a(%\/ﬁ— ﬁ) < :—’ﬁ

3. Przeczyta] podany w ramce przyklad.

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b takich, ze ab = 4,
prawdziwa jest nieréwnos$¢ a + b = 4

a-+b . R (A
3 = vab Korzystamy z zaleznogcl miedzy
srednia arytmetyvezna i srednia

a+bz 2\/EE ge |||L+'1-I'.'-.'='z|'1e1 liczb.
(a+b)* = 4ab
Z zalozenia ab = 4, wigc (a +b)* > 16 i stad a + b > 4.

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i1 b takich, ze:
a) ab = 16, prawdziwa jest nieréwnos¢ (14 a)(1+b) = 25

b) ab= 1. prawdziwa jest nierownosc¢ 4(1 +a)(1 +5b) = 9.

4. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b takich, ze:

a) a+b= =

1. prawdziwa jest nieréwnosé ab <
b) a + b = 5, prawdziwa jest nieréwnosé ab < 6,25.

5. Udowodnij, ze jesli liczba calkowita a nie jest podzielna przez 3. to liczba
3
s . ' .
- hie jest catkowita.

Powtdrzenie

6. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb a.b € R prawdziwa jest nieréwnoscé:
a) 2b(2a — b) < (2a — b)(2a + b), b) v3b(a — v/3b) < a(a — /3b).

7. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb a 1 b takich, ze a = b > 0, prawdziwa
jest nieréwnosé b?(a + 1) < a*(b+1).

4.2. Dowody w algebrze (2)
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°] 4.3. Dowody nie wprost

Starozytni Grecy udowodnili, ze v/2 (czyli dlugoéé przekat-
nej kwadratu o boku 1) jest liczba niewymierna. ! o

Twierdzenie

/2 jest liczba niewymierna.

Dowaod
Zalozmy przeciwnie, ze V2 jest liczba wymierna, czyli istnieja liczby calkowite
wzglednie pierwsze m i n, takie, ze:
\/ﬁ _m Kﬂtu.'}._vli.ﬁ-l:n_ﬁ.'. Kl Ei‘rzdl G .'F{ i n nie maja
n  wspolnych dzielnikéw wiekszych od 1.

Podnosimy obie strony rownosci do kwadratu i otrzymujemy:

9 — m?
n2
2n? = m?

Zatem m? jest liczba parzysta, czyli réwniez m jest liczba parzysta (kwadrat
liczby parzystej jest liczba parzysta., a kwadrat liczby nieparzystej jest liczba
nieparzysta). Czyli m = 2k dla pewnej liczby calkowitej k. Stad:

2n? = (2k)2

ot == Dk*

Zatem n®, a wiec rowniez n, sa liczbami parzystymi. Oznacza to, ze 2 jest
wspolnym dzielnikiem liczb m 1 n, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze sa wzgled-
nie pierwsze.
Otrzymali$my sprzeczno$é, a wiec przypuszezenie, ze /2 mozna wyrazié¢ jako
ulamek =, bylo falszywe (z prawdy nie moze wynikaé falsz). Zatem V2 jest
liczba niewymierna.

Dowéd niewymiernoéei 2 jest dowodem przez sprowadzenie do sprzeczno-
§ci (reductio ad absurdum), zwany tez dowodem nie wprost. Ten sposib ro-
zumowania polega na wykazaniu, ze przyjecie prawdziwoscei jakiegos zdania
prowadzi do sprzecznosci. Zatem musi by¢ prawdziwe zdanie przeciwne.

Cwiczenie 1
Udowodnij, ze liczba x jest niewymierna. PrzeprowadZ rozumowanie analo-
giczne do dowodu niewymiernosci liczby /2.

a) r =13 b) z =+/5 ¢c) z=16
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Przykiad 1

Udowodnij. ze liczba 3% (dlugosc¢ przekatnej pieciokata foremnego o boku 1)
jest niewymierna.

Zalozmy przeciwnie, ze f"z—l jest liczba wymierna,
czyli istnieja takie liczby calkowite m i n, ze:

VB+1 _ m
2 T

2m

VE+1==

"

2m 2m—n
Vo Lk ] 1
T T
Otrzymalismy sprzecznoéé, gdyz /5 jest liczba niewymierna, a 22=2 — liczb
n

j Bl s ; ] 1
wymierna. Zatem -‘f‘% jest liczba niewymierna.

Cwiczenie 2

Udowodnij, ze podana liczba jest niewymierna.

d}iﬁ;;l- b}x/i-l-\/i ) 34/2 < y/5

Wskazéwka do podpunktu b). Obie strony réwnosci V243 = iﬂ’ gdzie m,n € N, podnies

do kwadratu.

Zadania

1. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Iloczyn dowolnej liczby niewymiernej x i liczby calkowitej £ #£ 0 jest
liczba niewymierna.

Dowéd. Zalézmy — przeciwnie — ze istnieja liczba niewymierna x oraz
liczba calkowita k # 0 takie, ze iloczyn k - x jest liczba wymierna.
Oznacza to, ze istnieja liczby calkowite m i n takie, ze k-o = =, Wow-

m
k.-n?
sprzecznosc, a zatem iloczyn k - x jest liczba niewymierna.

czas r = z czego wynika, ze x jest liczba wymierna. OtrzymaliSmy

Udowodnij, ze:

a) iloczyn dowolnej liczby niewymiernej x i liczby wymiernej w # 0 jest
liczba niewymierna,

b) suma dowolnej liczby niewymiernej = i liczby wymiernej w jest liczba
niewymierna.

2. Wykaz. ze wysokos¢ trojkata rownobocznego o boku 1 ma dlugosé, ktora
wyraza sie liczba niewymierna.

4.3, Dowody nie wprost
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Nieskonnczonos¢ zbioru liczb pierwszych

Twierdzenie

| Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

Dowaod
Zalozmy, ze liczb pierwszych jest skonczenie wiele. Niech py,pa,ps,.-sPn
beda wszystkimi liczbami pierwszymi ustawionymi w kolejnosci rosnacej (czyli
p1 =2, pp = 3, p; = 5 itd.). Rozpatrzmy liczbe:
M=p py-pa-... pp+1

Liczba M jest wieksza od kazdej z liczb py, ps.ps. ....p, oraz jest albo liczba
pierwsza, albo zlozona.
Jezeli M jest liczba pierwsza, to liczby py, ps, p3, ..., p, nie sa wszystkimi licz-
bami pierwszymi.
Jezeli M jest liczba zlozona, to mozna ja przedstawic¢ jako iloczyn czynni-
kow bedacych liczbami pierwszymi. Zauwazmy. ze w rozkladzie liczby M na
czynniki nie moze wystapi¢ zadna sposrod liczb py.ps. ps. ....p,, gdyz przy
dzieleniu przez p. (k < n) otrzymujemy reszte rowna 1. Zatem liczba M ma
dzielnik pierwszy rozny od kazdej z liczb:

PrspP2.Pas - Pn
Oznacza to, ze zarowno wtedy, gdy liczba M jest
pierwsza, jak 1 wtedy, gdy jest zlozona, istnieje
liczba pierwsza wieksza od kazdej z liczb:

P1:P2s P3y-«-s Pn
Zatem nie jest prawda. ze liczb pierwszych jest
skonczenie wiele.

Powyzsze twierdzenie podal i udowodnil Euklides
(ok. 365—0k. 300 r. p.n.e.).

1. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej
n = 3 istnieje liczba pierwsza p taka, ze:
n<p<n!

Wskazowka. Rozpatrz liczbe n! — 1.

*2, Wykaz, ze dla dowolnego n € N do przedzialu (n! + 2;n! + n) nie nalezy
zadna liczba pierwsza.
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bl 4.4. Dowody w geometrii (1)

Cwiczenie 1

Udowodnij, ze suma miar katow trojkata jest réwna 180°.

Gdy przedstawiamy dowod twierdzenia, czesto korzystamy z twierdzen juz
ndowodnionych. W dowodach twierdzen w ¢éwiczeniach 2. 1 3. mozna skorzy-

sta¢ z twierdzenia ndowodnionego w ¢wiczenin 1.
D C

Cwiczenie 2
Udowodnij, ze dwusieczne dwoch sasiednich katow
rownolegloboku przecinaja si¢ pod katem prostym.

Cwiczenie 3 A B
Udowodnij, ze jesli srodek okregu opisanego na trojkacie jest srodkiem jednego
7z jego bokow, to trojkat ten jest prostokatny:.

W dowodzie przedstawionym w ponizszym przyvkladzie korzystamy z twier-
dzen nazywanych cechami przystawania tréjkatéw (przypomnij ich tresc).

Przyktad 1

W tréjkatach ABC 1 A B,C (rysunek obok) poprowa- c
dzono dwusieczne odpowiednio AD i A\ D,. Wykaz, ze jesli

|AB| = |ABy]|, |AD| = |A;D,| oraz <CAB = qC, A, B,. D
to |AC| = |A,C,|.

|AB| = |AB,|, |AD| = |A,Dy| oraz <BAD = 4B, A, D,, 4 B
wige na podstawie cechy BKB tréjkaty ABD i A\ B,D, sa €

przystajace (AABD = AA, B\ D,).

Stad S ABC = <4 A, B,C,.

Z powyzszego wniosku i zalozefi SCAB = 4C, A, B, oraz
|AB| = |A;B;|, na podstawie cechy KBK, otrzymujemy:
AABC = AA B, C,. Zatem |AC| = |A,C4].

A | ."3|

Cwiczenie 4
Srodkowe AD i A, D, poprowadzone odpowiednio w tréjkatach ABC i A, B,C,
maja rowne dingosci. Wykaz, ze jesli:

) |AB| = |4, By oraz |BC| = | B,Cil, to |AC| = |A,C,
h) ‘;GAD = ‘ic].A;D] Oraz <~j:,.'£1.-{_-).113 = QiAi_D]B]! to ]AB| = |AIBII-
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Przykiad 2 C
Srodkowa CD tréjkata ABC zawiera sie w dwusiecz-
nej kata AC'B (rysunek obok). Wykaz, ze trojkaty ADC e
i BD(C' sa przystajace.

Trojkaty ADC 1 BDC maja wspolna wysokosé opusz-
czona z wierzcholka C' i rowne podstawy, zatem:

Prape = Pappeo A = D # B
Wyznaczamy te pola:

Pyape = 3|AC| - |CD|-sina
Puippe = 3|BC| - |CD| - sina
i otrzymujemy |AC| = |BC|. Tréjkaty ADC i BDC maja odpowiednie boki

tej samej dlugosci, zatem na podstawie cechy BBDB sa przystajace.

Zwrocmy uwage, ze z udowodnionego w przykladzie 2. twierdzenia wynika, ze
jesli srodkowa tréjkata zawiera si¢ w dwusiecznej jednego z jego katéw, to jest
ona wysokoscia tego trojkata.

W niektorych dowodach geometrycznych potrzebne jest poprowadzenie do-

datkowych prostych lub odcinkow. . .

Przyklad 3

Punkt E jest drodkiem boku AD prostokata ABC'D. Na g
boku DC' obrano taki punkt F, ze 4ABE = 4 FBE.
Wykaz, ze kat FEB jest prosty.

Odcinek FE przedluzamy do przeciecia z prosta AB
w punkcie G. Tréjkaty FDE i GAE sa przystajace (uza- P c
sadnij), stad |[EF| = |EG|. Odcinek EB jest wiec §rod-
kowa trojkata F'BG, a poniewaz zawiera si¢ w dwuslecz- g
nej kata F'BG, jest tez wysokoscia tego trojkata. Zatem /
kat FFEDB jest prosty.

Cwiczenie 5

Punkt P nalezy do przekatnej AC réwnolegloboku
ABCD (rysunek obok). Wykaz, ze pola tréjkatow
ADP i ABP sa réwne.

Wskazowka. Narysuj wysokoscé trojkata AC' D opuszezong

z wierzchotka D oraz wysokosé trojkata ACEB opusz- [~
czona z wierzchotka B i wykaz, ze wysoko$ci te sa rowne. A B
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Zadania

1. Korzystajac z podanych informacji, wykaz, ze |AB| = |AC|.

8 2 b) A
) |DE| = |FE|,
|AF| = |AD)|
B C
G
|AG| = |AI|,
LBAG = ¥GAH =
B C H = YHAI = $1AC

2. Korzystajac z podanych informacji, wykaz, ze trojkat ABC jest réwno-

ramieniy.
a) C
: CD| = |CE|,
AH BH |
i \AH| = |BH| IDB| = r4£|
A B
G

3. Dany jest czworokat ABC'D (rysunek obok).
a) Wykaz, ze |AB| = |DC|, jesli wiadomo,
ze |AF| = |CE| oraz S FAD = S ECB.

b) Wykaz, ze |AD| = |BC|, jesli wiadomo,
ze |BE| = |DF| oraz AB || CD.

4. Dany jest rownoleglobok ABCD (rysunek

D C
obok). Punkt E jest srodkiem boku BC,
a punkt F' — punktem przeciecia prostych AB E
i DE. Wykaz, ze pola tréjkata AFD i réw-
nolegloboku ABCD sa rowne. A B I

5. Na bokach AB. BC'i AC trojkata réwnobocznego ABC' obrano odpowied-
nio punkty P, Qi R tak, ze |AP| = |BQ| = |CR|. Wykaz, ze tréjkat PQR
jest rownoboczny oraz ze punkty przeciecia odcinkow AQ., BR i CP sa
wierzcholtkami tréjkata réwnobocznego.
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6. W trdojkacie ABC poprowadzono srodkowa C'D, a z punktu D poprowa-
dzono srodkowe trojkatéow ADC i CDB: odpowiednio DE i DF. Wykaz,
ze jesli |DE| = |DF|, to trojkat ABC' jest réwnoramienny.

7. Dany jest rownoleglobok ABCD o kacie ostrym przy wierzcholku A.
Na polprostych AB i C'B obrano odpowiednio punkty E i F takie, ze
|CB| = |CE| oraz |AB| = |AF|. Wykaz, ze ADAF = AECD.

C
8. Na zewnatrz réwnolegloboku ABC' D (rysu- :

nek obok) obrano punkty P i @) tak, ze troj-
katy BAP i CB() sa réwnoboczne. Wykaz.,
ze trojkat PQD jest rownoboczny.

9. Dany jest trapez ABCD. Punkt P jest srod- c B
kiem ramienia AD. Udowodnij, ze pole tréj- \
kata BPC jest dwa razy mmniejsze od pola
trapezu ABCD. = 2

10. Punkty P, @), Ri S sa srodkami bokdéw trapezu rownoramiennego. Wykaz,
ze czworokat PQRS jest rombem.

Powtorzenie

11. Udowodnij, ze jesli S FAB =<4 DBA oraz |[EA| = |DB| (rysunek ponizej),
to trojkat ABC jest rownoramienny.

E 1)

A B
12. Korzystajac z podanych informacji, wykaz, ze odcinek AD zawiera sie
w dwusiecznej kata BAC'.

a) b)

' D B A

IBD| = |CD)|

IBD| = |CD,
G H |pq|=|DH|,
XCDG = ¥BDH
A B C
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0] 4.5. Dowody w geometrii (2)

_ ) D C
Cwiczenie 1 _
a) Przypomnij cechy podobienstwa trojkatow. €
b) Dany jest trapez ABCD, ktérego przekatne
przecinaja si¢ w punkcie P (rysunek obok). Po-

A I5
; : T : o Trajkaty ABP i CDP sa po-
daj ceche, na podstawie ktorej mozna nzasadnic i e masben oo

podobienstwo trojkatow ABP i CDP. AABP ~ ACDP

Przykiad 1
W tréjkatach podobnych ABC i A, B, ('} poprowadzono srodkowe AD i A D,.
Wykaz, ze dlugosci tych srodkowych sa proporcjonalne do dlugosci bokow
trojkatow.

8
Korzystamy z podobienstwa trojkatow ¢
ABC i A;B,Cy: B o
IAB| _ |BC| _ 3|BC| _ |BD|
1Ay By | B1C | 5|B1C] |B1 Dy |

1
A B A 1 B|
Ponadto katy ABD 1 A, B, D, sa rowne, wiec na podstawie cechy BKB trojkaty
ABD i A, BD, sa podobne. Zatem:

|lAD| _ |AB| _ |BC| __ |AC|
|A1Dq| |A1 By |B1C | |A1C]

Cwiczenie 2

Boki AB, BC i AC trojkata ABC sa proporcjonalne odpowiednio do bokéw
A By, B,C, i A\C, tréjkata A, B,C,.

a) W trojkatach ABC i A, B,C, poprowadzono dwusieczne katéw BAC
i BiAC. Przeciely one boki BC i B,(C'; odpowiednio w punktach D i D,.
Wykaz, ze dhugosci odcinkéw AD i A, D, sg proporcjonalne do diugosci bokéw
trojkatow.

b) Symetralna boku AB przecina boki tréjkata ABC w punktach P i @,
a symetralna boku A, B, przecina boki trojkata A, B,C, odpowiednio w punk-
tach Py i Q. Wykaz, ze trojkaty APQ i A, P}, sa podobne. e

Cwiczenie 3

Dany jest trojkat prostokatny ABC (rysunek obok).
Wykaz, ze stosunek pol trojkatow:

a) BDC i ABC jest réwny sin® a,

b) AED i ABC jest réwny cos’ a.

B
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Przykiad 2

Udowodnij, ze wysokosci trojkata sa odwrotnie proporcjonalne do diugosci
bokow, na ktore je opuszczono.

Rozpatrzmy trojkat o bokach a, b i ¢ oraz wy- C

sokosciach h,, hy, i h. (rysunek obok). Wéwezas
pole trojkata ABC":

P= %n.h.ﬂ = %:‘Jh,;, i
) h 7} h-b
Stad = = —.
« ey, a
; s Mg o hy &
nalogicznie =+ = — oraz — = -, -
Analogic he = g Oraz .t =4 i

Cwiczenie 4
Udowodnij, ze jesli wysokosci jednego trojkata sa proporcjonalne do wysokosci
drugiego trojkata, to trojkaty te sa podobne.

Cwiczenie 5
Na rysunku przedstawiono trojkat prostokatny T
o przyprostokatnych dlugosci a, b i przeciwpro-
stokatnej dlugosci x 4 y, gdzie x i y sa dlugo- a| y
Sciami odcinkdéw, na ktére wysokosé h podzie-
lita przeciwprostokatna. Udowodnij, ze:

b
i v o
a) !i,:}%, ¢) a=x(x+y),
b) h=/3y, d) b= /ylz+y).
Zadania
1. Boki tréojkata ABC sa rownolegle do I
odpowiednich bokéw trojkata DEF ¢
(rysunek obok). Udowodnij, ze tréj- /\
katy te sa podobne.
A B D E
e o TARY o) e :
2. Wykaz, ze jeshi AB| = [CB’ to stosunek obwodéw trojkatow ABE 1 CBD
(rysunek ponizej) jest réowny JHEL
BD| =
E
2 i
A B C
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3. Wewnatrz tréjkata ABC obrano punkt P tak, ze SCAP = 4CBP. Wy-
kaz, ze AAPL ~ ABPK oraz AAPB ~ AKLP, gdzie punkty K 1 L sa
punktami przeciecia prostych AP i BP odpowiednio z bokami BC' i AC.

4. Korzystajac z podanych informacji, wykaz, ze x = y.

a) D F C b) F
AB || DC } -
P (s a E
i il
B
A E B A B a ' D
z=|FD|-|PB|,y=|EB|-|PD| r=a’ y=|AB|-|CD|
5. Punkt M jest srodkiem boku AB tréjkata ABC oraz S ACM = 4ABC.
0 ORI o ;
Wykaz, ze |AB| = 2 - |AC|. ” 5 "

6. Punkty E i F sa $rodkami bokéw AB i DC'
réwnolegloboku ABC'D. Wykaz, ze odecinki
DE i FB dziela przekatna AC na trzy od-
cinki rownej dlhugosei. A I B

7. Dany jest trojkat ABC. Punkt P jest punktem przeciecia proste] bedacej
przedluzeniem boku AB i dwusiecznej kata zewnetrznego trojkata (rysu-
nek ponizej). Odeinek BD jest réwnolegly do odeinka AC. Wykaz, ze:

a) tréjkat BC'D jest réwnoramienny,
|AC| __ |AP|
b) |BC| ~— |BP|’
Powtorzenie
8. Korzystajac z podanych informacji. wykaz, ze & = y.

a) ¢ iAc|=|Bc| D) ¢
Q
o
R
H
N
A B T B
z = |AR|-|PQ|, y = |PR|-|BQ) z = |AR|-|QR|, y = |PR|-|CR|

4.5. Dowody w geometrii (2)
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Rézne dowody twierdzenia o dwusiecznej kata w trojkacie
Ponizsze twierdzenie zostalo przedstawione w klasie pierwszej.
Twierdzenie o dwusiecznej kata w trojkacie

Dwusieczna kata w trojkacie dzieli przeciwlegly C
bok na odeinki proporcjonalne do pozostalych éb
bokéw tréjkatas b a

s
b

L
g A T & B

Dowod 1
Prowadzimy prosta rownolegla do boku AC troj- #,

kata ABC i przechodzaca przez wierzcholek B
az do przecigcia z dwusieczng C'D kata ACB.
Punkt przeciecia oznaczamy przez F.

Katy ACE 1 CEB sa naprzemianlegle, zatem A
JCEB = 1.

JCEB = 4 ECB, wigc trojkat BCE jest réw-
noramienny, zatem |EB| = |BC| = a.

Na podstawie cechy KKK trojkaty ADC i BDE

sa podobne, zatem:

8| _ IBB] oy @ - &
[AD| ~ TAc] “N Y T
Dowod 2 c
Niech d =<4 ADC.
Z twierdzenia sinusow dla trojkata ADC otrzy- b Ab a
mijemy:
sin § sin d A L) .U'lll £ B

Z twierdzenia sinusow dla trojkata BDC' otrzymujemy:
r a
sin % sin( 180° —4)

Zauwazmy, ze sin(180" — §) = sind, zatem:

y _ sin % - -

) b sin o a
skad otrzyvimujemy: .
y b
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5.1. Liczby rzeczywiste

Zbior liczb rzeczywistych oznaczamy litera R.

Liczby naturalne to liczby: 0, 1, 2, 3, ... Zbiér liczb naturalnych oznaczamy
litera N. Liczbe naturalna, ktéra ma dokladnie dwa dzielniki (1 1 sama
siebie), nazywamy liczbg pierwsza.

Poczatkowe liczby pierwsze: 2,3,5,7,11,13,17, ...

Liczby catkowite to liczby naturalne dodatnie: 1,2, 3.4, ..., liczby do nich
przeciwne: —1,—2, -3, —4, ... oraz liczba 0. Zbiér liczb calkowitych ozna-
czamy literag Z.

Liczby wymierne to liczby, ktére mozna zapisa¢ w postaci =, gdzie m,n € Z
oraz n # 0. Zbior liczb wymiernych oznaczamy litera Q.

Liczby niewymierne to liczby rzeczywiste, ktore nie sa wymierne. Zbior
liczb niewymiernych oznaczamy jako R\ Q.

Potega o wykladniku catkowitym Potega o wykladniku wymiernym
a" =1 dlaa#0 av = {/a dlaa>0,neN,n> 1
a'l=1 dlaa#0 a* = ({/a)" dlaa>0,neN,
a"=- dlaa#0,neN n>1mel

Dzialania na potegach

Dla dowolnych liczb a,.b > 01 x,y € R:

i : a” ay*
a® - a¥ = ﬂ_""'-*'" (a;r}y — g% ¥ _r = (E)
- }.I.‘
a’ = :
_y_ — ﬂ'.'! u ﬂ.'r L h.:. — {ab).;r:
L

Dziatania na pierwiastkach

Va-b= ¢a-vb dlaa,beR
Va-b=a-vb dlaa,b>0

Ja  Va
—=— dlaaeR,b#0
Ezﬁ dlaa=0,b>0 b Vb

b Vb

Wzory skroconego mnozenia

(a+ b)? = a® + 2ab + b* a’—b*=(a—b)(a+b)

(@ —b)? = a*® — 2ab + b®

(a+ b)® = a® + 3a®b + 3ab® + b° a’ +b* = (a+b)(a* — ab+ b?)
(@ —b)* = a® — 3a*b + 3ab* — b° a® — b = (a— b)(a® + ab + b*)
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M Zestaw | - wprowadzajacy

e

Wyznacz liczby &, 24, 1a, 24, ktére zaznaczono na osi liczbowej (odleglosei
miedzy sasiednimi punktami sa jednakowe).

a + . . : . . - b ' . . —
) 1 (N T T T 1 X ) 1 T1 To T 1 D ¢
T T1 22 3 T4 7 4 = Tl Tz Tz 7 T4

Przedstaw liczbe w postaci a™, gdzie m € Z.

a) 0,1253 . 322 c) 0,47-2,574: (2)° e) V2-v2:/8
b) (£)°: 813 d) 0,64°: (H7"(H7 ) 98. V27
(Jbli{*z
) 74 1172 d) (125%-571) : (252-0,2°%)
( (7)) e) [1,42°:(-0,71)%] -0,5°
) 0,674 (12)7" f) (27-0,008)% + (16-0,09)% : 362

Oblicz. Wynik przedstaw w postaci ulamka nieskracalnego.

—1
. ) 56 4 20. 54 d) 1,T5+{J.5-(§
256 —100- 53 3_1%_3_(%)9
6-42 —8.48 2,2- 3 4 0,6.(0,9)1
h) 92.82 _5.96 } 12

b } f L .
4-1. [ ) ] } 2—2,(11]+2?,(%)d)
Oblicz. Wynik przedstaw w notacji wykladniczej.
a) (6-10%)-(5,5-107) ¢) 0.0000125-0,00004 e) (0.81-0,0004)"°
b) (4-10°): (8-10°%)  d) 0.0000027 : 0.00009 f) (245 :0,0005)"°

2(1?:) 1+3d

c)

. Podaj rozwiniecie dziesietne nlamka zwyklego. Zaokraglij je do trzeciego

miejsca po przecinku. Czy jest to przyblizenie z nadmiarem, czy z niedo-
miarem?

a) % b) % ¢) % d) %

Liczba 17,7828 jest przyblizeniem liczby 10'%° z dokladnoscia do czterech
miejsc po przecinku. Wiedzac o tym, wyznacz przyblizenie liczby:

a) 10%% z dokladnoscia do czterech miejsc po przecinku,

b) 107 7 - dokladnoscia do dwoch miejse po przecinku,

¢) 107 z dokladnoscia do pieciu miejse po przecinku.
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8. Wylacz czynnik przed pierwiastek.

a) V72 b) V98 ¢) v/500 d) /128 e) V625

9. Oblicz.
a) V545 c) v3-Y-9 e) 18_{—7; g) \;’11%:,#4%

b) vV48-v12  d) J004-v25 f) {/15 h) ¢/11- /108
10. Sprawdz, czy podana réownoscé jest prawdziwa.

a) V27 + 348 — 375 =0 d) (7v12 — /48) - /75 = 150

b) V48 + /12 = /50 e) (V24 —v/150 +v54) : V12 =0

) VB+ 2+ /=8l =0 [ {/-8%: /-5t =1
11. Oblicz.

a) (3v/2 —4)(3v2 +4) d) (1-2v2)%9+4v2)

b) (3+2v5)(3 —2V5) e) B+ V72— (3-V7)?

c) (24 v3)*(7-4V3) f) (2v2-v3)*+ (2v3 + v2)?

el [ ]

o=

12. Wyznacz:

a) 2,5% liczby 160, c) liczbe, ktérej 45% jest réwne 18,
b) 112% liczby 125, d) liczbe o 225% wieksza od 8.

13. Towary A i B mialy jednakowa cene. Ktory z nich jest obecnie tanszy,
jezeli:
a) cene towaru A obnizano dwukrotnie, za kazdym razem o 20%, a cene
towaru B obnizono jednokrotnie o 40%.

b) cene towaru A zwiekszano dwukrotnie, za kazdym razem o 20%, a ceng
towaru B zwickszono jednokrotnie o 40%,

¢) ceng towaru A obnizono o 20%. nastepnie zwigkszono o 20%, natomiast
cena towaru B nie ulegla zmianie?

14. Dany jest prostokat o bokach dlugosci a i b. Jak i o ile zmieni sie jego pole,
jezeli:
a) a wzrosnie o 20% i b zmaleje o 20%,

b) a zmaleje o 20% 1 b wzrosnie o 25%7?

15. W prostokacie jeden bok wydluzono o 20%. a drugi o p% 1 otrzymano
prostokat, ktérego pole jest o 50% wieksze od wyjsciowego. Oblicz p.
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M Zestaw Il - éwiczeniowy

16. Usun niewymiernosc z mianownika.

2 VT : NG 5— 3
2) 753 b) 5577 ) Bz d) 1773

17. Oblicz wartoé¢ wyrazenia dla ¢ =2 — /5 i y = 1 + 3v/5. Wynik zapisz
w postaci a + bv/5, gdzie a,b € Q.

d) A =

a) 3z +y b) z-y c)y:z 2r+y

18. Oblicz wartos¢ wyrazenia dla a = V3 — v2i b= V3 + V2.
a) a-b b) (a — b)? ¢) §+% dj by 8

i1 b

19. Sprawdz, czy podana réwnosé jest prawdziwa

a) 3—v3=V12-3V12 i}}ﬁ—ﬁzﬂa—z\/@

20. Sprawdz, ezy podana liczba jest niewymierna.

2

a) [{J -+ 5”‘5)[)'7 — (3 - 5ﬂ.5)u.5] 3 & [(\ﬁ X \/E) Vi (\/_ ) \/g)‘ﬁ] &z

b) [(E_‘iq)% " 25....[,,9;,} _ [(d:’;)% B 25....112.;,]

21. Oblicz warto$é wyrazenia dla a = VvV3 —v21ib= vV V3 + V2.

b 1 .
a) a-b (_'.};-f—% e) (a—b)? g){?—l—bz
1 1 1 1 2 1
b) H—2+h_2 d) b—?_a_'z f) (ﬂ+b)" }l) a_‘z_bg
Va3

22. Uprosc¢ wyrazenie i oblicz jego wartosc dla @ = =,
a) (x+ V3P +2z(x+3)(z-3)+ (z — V3)?
b) (2v3 — )2 —2(2v3 — 2)(2V3 + z) + (2V3 + z)?
¢) (z—vV3)(z®+ V3z+3) + (z + V3)(2® — V3z + 3)
23. Upro&é¢ wyrazenie i oblicz jego wartoéé dlaz =v2—1iy=1—2V2.

a) (V6z —y) (V6z +y) — (3z +y)* + 32(2y + z)
b) (z + 2y)(x® — 2zy + 4y°) — (x + 2y)° + 6xy(z + 2y)

@ 24. a) Wykaz, ze liczba 9 — 44/5 jest liczbg odwrotna do 9 + 4v/5.

b) Wykaz, ze liczba v/3 — 2v/2 jest liczba przeciwna do 1 — /2.

- S v3 VB . .
@25. Wykaz, ze liczba ey ST jest wymierna.
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26. Wiadomo, ze 21% dodatniej liczby a jest réwne 12% liczby b. Ktéra z tych
liczb jest wieksza i o ile procent?

27. Oblicz, jaki procent liczby & stanowi liczba y.

—(2_5).(1_3\ ,—vB80
H)I_(3 12)'(4 15)’ -‘J"_eri

3
1 -3 4 2
p=gt.sd 80 (2)7 (4
be=s-5t- g2 u=(3) ()

28. Na cene brutto pewnego towaru wynoszaca 176,55 zl sklada sie cena netto
oraz T% podatku VAT od ceny netto. Oblicz, jaka bedzie cena brutto tego
towaru po podwyzszeniu podatku do 22% przy niezmienionej cenie netto.

29. Pewna kwote wplacono do banku na lokate roczna oprocentowana 3.5%
w skali roku. Od odsetek dopisanych po roku bank odprowadzil podatek
w wysokosei 14 zl. Jaka kwote umieszezono na lokacie, jezeli wiadomo, ze
podatek od odsetek wynosil 20%7

30. a) Oprocentowanie lokat w pewnym banku, réwne poczatkowo 5% w skali
roku, wzrosto o 1,2 punktu procentowego. O ile procent wzroslo to opro-
centowanie?

b) Oprocentowanie lokat w pewnym banku, réwne poczatkowo 5% w skali
roku., zmniejszylo sie o 20%. O ile punktéow procentowych zmniejszylo sieg
to oprocentowanie?

31. Korzystajac ze wzorow skroconego mnozenia, zapisz wyrazenie w postaci

iloczynu.
a) 121 — 4922 d) 81z* — Ly g) z* —8z2° + 16
b) sz — 242 e) (3x+1)*—4 h) 8124 — 1822 41
¢) 16z% -1 f) 9(1 —2)? — (1 +x)? i) 16x* — 72z° + 81
32. Oblicz a' + b?, wiedzac, ze:
a) ab =1 oraz a* + b* = 3, b) a* +b* =9 oraz a + b= 1.
@ 33. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest
nierownosc.
a) (x+y)* > 4day c) #° + 4wy > y(6x — y)
b) (z —2y)* +8xy =0 d) da(x — 2y) = y(4x — 9y)
@ 34. Wykaz, ze nierownos¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej x.
a) (20 +1)* > 8z b) z(z +12) 2 9(22 — 1) c) ﬁ >3-zt
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M Zestaw lll - podsumowujacy

35.

36.

37.

38.

39.

D] 40.

Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
a) (xz+2)° ¢) (2z — 3y)* e)
b) (3z —1)° d) (5z + 2)° f)
Oblicz.

4 - 5 3
a) (\/g—l—])" c) (3—2\@5 e) (313—‘4—1)

b) (1-+5)® d) (4+v5)’ H (2- x;—g)ﬁ

Oblicz.
a) (2v/2—=3)3 = (2\/54— 3)° b) (3 + v/§):a — 2+ \@)3

Upros¢ wyrazenie.

a) (x—3)(x*+3z+9) ¢) (z—2y)(z* + 2y + 497)
b) (2z + 3)(42* — 62+ 9) d) (22 =22+ 1)(a* + 2 +1)
Przedstaw sume algebraiczna w postaci iloczynu.

a) x* + 64 c) =+ 8y* e) 2%+ 125

b) 8% —1 d) 8z* — 273 f) 27z% — 64y°

Dla n = 2 réznica n-tych poteg dowolnych liczb rzeczywistych a i b wyraza
sie wzoremn:

a — " = [a = b)(an--l +a™ 2. b_f_an -3 b? e S ﬂ2 - Ir}n—.'i 4 a-bn -2 -{-—b”nl)

Udowodnij powyzszy wzor dla:
a) n=4, b) n = 6.

. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a 1 b prawdziwa jest po-

dana nieré6wnos¢.
a) a?+¥ >2(a—b—-1) b)a®*+b*>4(a+b—-2) ¢) a*+ab+ >0

. Udowodnij, ze dla dodatnich liczb a i b prawdziwa jest nierownosc:

2 a+b
a+b * a2+ b2

. Udowodnij. ze suma dwdch kolejnych poteg liczby 2 o wykladnikach cal-

kowitych dodatnich jest podzielna przez 6, a suma trzech kolejnych poteg
jest podzielna przez 14.

5.1, Liczby rzeczywiste

159 I



49.

50.

51.

a) Udowodnij, ze suma trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielna

przez 3
b) Udowodnij, ze jesli suma dwéch liezb naturalnych jest liczba parzysta,

to ich roznica tez jest liczba parzysta.

Udowodnij, ze réznica czwartych poteg dowolnej liczby naturalnej i liczby
0 2 od niej mniejszej jest podzielna przez 8.

Udowodnij, ze suma kwadratow trzech kolejnych liczb nieparzystych po-
wickszona o 1 jest podzielna przez 12.

Udowodnij, ze szeScian sumy trzech kolejnych liczb naturalnych jest po-
dzielny przez 27.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby n € N podana liczba jest podzielna przez 6.
a) 2n(4n?—1) b) n(n? —7) ¢c) n' —n

AT e . V3
Dana jest liczba a S Ry
Ocen prawdziwosé ponizszych zdan. Wybierz P. jesli zdanie jest praw-
dziwe, albo F — jesli jest falszywe.

1. Prawdziwa jest nieréwnosé a < 2v/3. P|F
2.  Liczba a jest liczba niewymierna. P|F

Gl + 122 — 8 e
== gdzie x # 2.

Ocen prawdziwosé ponizszych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest praw-
dziwe, albo F — jesli jest falszywe.

. . . Pt |
Dane jest wyrazenie =

Istnieje liczba niewymierna @, dla ktorej wartosc

i 1 . P|F
wyrazenia jest liczba wymierna.
2.  Dla kazdego x # 2 wyrazenie jest rowne x — 2. P|F

Dana jest liczba p = 405070 203 030 168.
Dokonez zdanie. Wybierz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1.,
2. albo 3.

Liczba p jest podzielna przez:

A. 30, 1. | jej dzielnikami sa liczby 2 1 6.
B. 18, poniewaz 2. jej dzielnikami sa liczby 3 1 4.
C. 12, 3. | jej dzielnikami sa liczby 4 1 9.
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5.2. Zbiory, przedziaty i nierownosci

B Zbior A jest podzbiorem zbioru B, jesli
kazdy element zbioru A jest elementem
zbioru B. Zapisujemy to: A C B.
U

A C B — zbiér A jest zawarty
w zhiorze B

Suma zbioréw A i B nazywamy zbior
U

elementéw, ktore naleza do co najmniej

jednego ze zbioréw A lub B. AU B — suma zbioréw A i B (obszar

Zbior ten oznaczamy: A U B. zakreskowany)

Tloczynem (czeScig wspdlng) zbioréow A
1 B nazywamy zbior elementow, ktore
naleza jednoczesnie do obu tych zbio-

- réw. Zbior ten oznaczamy: AN B.

AN B —iloczyn zbioréw A i B (obszar
zakreskowany podwdajnie)

Roéznica zbiorow A i B nazywamy zbior
elementow, ktére naleza do zbioru A
i nie naleza do zbioru B.

{.‘r

A\ B - réznica zbioréw A i B (obszar
Zbior ten oznaczamy: A\ B. zakreskowany)

Wartosc¢ bezwzgledna

a dla a=0
la| = - Zauwaz, ze Va?> = |a| dla a € R.
—a dla a<0

1

_ la
2 — dlaaeR,be R\ {0}

la-bl =|a| - |b| dlaa,be R = o]

Dla dowolnego a > 0:

= x| = a wtedy i tylko wtedy, gdy # = —a lub = a,
m |z < a wtedy i tylko wtedy, gdy —a < = < a,

= || > a wtedy i tylko wtedy, gdy @ < —a lub z > a.
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M Zestaw | - wprowadzajacy

1. Na podstawie diagramu wyznacz 5 B
zbiory A, B, AUB, ANB, A\ B, )
B\ A.
2. Wyznacz zbiory AU B, AN B, 0
A\ B, B\ A.
a) A=1{0,1,2}, B={-2,-1,0} c) A={2,4,5,6}, B={4,5}
b) A={-1,0,1}, B={0,1} d) A= {1,3,5};, B={%2,4,6}
3. Na osi liczbowej zaznaczono zbiory A i B. Wyznacz zbiory AU B, AN B,
A\ B, B\ A.
A B
ﬂ) 5 : 3 : ; ; ; 3 )
-7 -3 0 2 5
A B
b) -+ - . - . - - - - - - —_—
-1 0 1 3
B A B
{.-) 4 + + & = + + + 3 & + + =
-3 -2 0 2 3

4, Zapisz zbiory A 1 B w postaci przedzialow. Wyznacz i zaznacz na osi
liczbowej zbiory AUB, ANB, A\ B, B\ A.

a) A — zbior liczb rzeczywistych mniejszych od 2, B — zbiér liczb rzeczy-
wistych nieujemnych

b) A — zbiér liezb rzeczywistych nie wiekszych od 9, B — zbiér liczb rze-
czywistych dodatnich

5. Zaznacz zbior A N B na osi liczbowej. Wypisz wszystkie liczby calkowite,
ktore do niego naleza.
a) A= (-3;2), B=(0:4) d) A= {0} (2;5), B=(0;4)
b) A= (3;6), B=(2;8) e) A=R\ (—1;4), B=(-2;6)
¢) A=(—o0;1)U (4;0), B =(0;8) f) A=R\ (2;00), B=(-3;3)

6. Zapisz zbiory A i B w postaci przedzialow. Wyznacz zbiory A N B oraz
A\ B.
a) A={zeR:3z-5<1},B={reR:1-2x<3}
b)) A={zeR:2-5z<1-2z}, B={zeR: 32+0,75< 1}
¢c) A={zeR: —4<2:x<6},B={zeR:1<32+1< T}
d) A={zeR:-3<2-z<3}, B={zeR:0<1 -2z <5}
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10.

Rozwiaz nierdwnoscé. Zbior rozwiazan zaznacz na osi liczbowej.

a) —3(4—2x)>2r+4 e) (z—2)(x+2) < (x—2)°

b) —3(2z-6)<2-=z f) (22 +4)* > (2z — 4)?

c) 225 g) (z—2)?2—(4-2)?>275+ 2
x—6 , 5—3x (2z—4)2 (3z+ 1)

d) =+ —— < h) S il T

Zapisz zbior rozwiazan ukladu nieréwnosci w postaci przedzialu. Zaznacz
go na osi liczbowej i podaj wszystkie liczby calkowite, ktére do niego na-

leza.

20 —-5<.11 6x+4 > 10 Te <0
a) b) c)

1—4x <5 —44+2r <8 3r+7>4
Oblicz.

a) |7— 8| c) |V3 -2 e) 2v3 — |3 — 23]
b) |4 - 4 4) [2v3 -3V ) V3-2/+1-v3

Wypisz wszystkie elementy zbioru A.

a) A= {z e Z: |z| <5} d) A={zeZ|z|>2i|z| <4}
b) A={zr € Z: |z| < 3} e) A={zxe€Z:|z|>3i|z|] < T}
c) A={z € Z: |z| < V8} f) A={z€Z: |z|] > V2i |z| < V10}

M Zestaw Il - ¢wiczeniowy

: i

T2

13.

Wyznacz zbiory A i B, jezeli AU B = {1,2,3,4,5,6} oraz:
a) ANB=1{23,4}, A\B={5}, ¢) A\B={1,3,5}, B\ 4 ={2,4,6},
b) A\ B={1,2}, B\A={3,4}), d) A\ B={1,2,3,4,5,6).

Podaj liczbe elementéw zbioru A U B, jezeli:

a) zbiér A\ B ma 7 elementéw, B — 8 elementdw,

b) zbi6r A ma 7 elementéw, B — 8 elementéw. A\ B — 3 elementy,
¢) zbi6r A ma 7 elementéw, B — 8 elementéw., AN B — 3 elementy,

d) A jest zbiorem trzycyfrowych liczb naturalnych parzystych, B jest zbio-
rem trzyveyvirowych liczb naturalnych podzielnych przez 7.

Wyznacz zbiory AUB, ANB, A\ B, B\ A. Do ktérych z nich nalezy
liczba 57

a) A= (4;8), B=(5;6) c) A= (—1;4) U (5;00), B=(0;5)
b) A= (5:7), B=(5;6) d) A= (—o0;5)U(6;8), B=(5T7)

5.2. Zbiory, przedzialy i nierdwnosci
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Ktére ze zbioréw AU B, AN B, A\ B, B\ A zawieraja przedzial (—2;5)7
a) A= (—00;3), B=(2;T) c) A= (—4;00), B=(-3;5)

b) A = (~200), B=(57) d) A= (~00;5), B=(-2i)
Zaznacz na osi liczbowej zbior AN B, jezeli A 1 B sa zbiorami rozwiazan
podanych nierownosci.

a) A:d4(2—2)* - (3+22)? <35, B:6—(3—a2)?<(3—a)(3+ )

L 24z 6—x . 3-2z . T—5
b) A:3-2E258-2 p 3% g5 2

Wyznacz najmniejsza liczbe calkowita spelniajaca nierdwnosé podwaéjna.

a)2r—11<7<4e -1 ¢c) 22 —4<24+x<3z+4
b) 3—5xr<8<3x—-6 d) —-9<br—2<5xr+3
Sprawdz, czy podana réwnosé¢ zachodzi dla @ = 2 1 y = —3. Czy réwnosé

ta jest prawdziwa dla dowolnych liczb rzeczywistych?

a) [ —yl=ly—=|  b)letyl=lzl+lyl ¢ lo—yl=lz[-yl
Oblicz.

a) [2v2+1| —2|v2—2| ¢) V/(1-V3) ~|2-V3]

b) [VIT - 2v3|- (VIT+2v3)  d) /(8—3V7)’ +|3v7 -7

Rozwiaz rownanie.

a) |z =9 c) |z| = -2 e) |z] = V3 +1

b) |z| = 1.6 d) |z| =0 f) lz] =1-v2
Rozwiaz rownanie.

a) |t —2| =3 c) [t+3|=0 e) |4—zx| =4

b) [t —1]=6 d) l[z+1]=3 f) |z—a| =%
Rozwiaz réwnanie.

a) 212—x| =4 b) 3|1 —z|=9 ¢) |2—z|+|x—2|=6
Rozwiaz rownanie.

a) vVt —6x+9=23 ¢) Vai+10z+25=1

b) Va2 —8x+16=3 d) V36 —12¢ + 22 =2
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M Zestaw lll - podsumowujacy

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29,

Wyznacz zbiory AUB, ANB, A\ Bi B\ A.

a) A= (1;4), B=(2;5) d) A=(2;00), B=(—5;0)U(4;00)
b) A=(-2;1), B = (1;5) e) A= (1;3), B={-2,0,3,4}

¢c) A= (—-00;6), B=(0;2)U{6;00) f) A={-2,0,1,3,5}, B=(3;7)

Wyznacz zbiory AU(BNC), An(BuC), (A\B)nC.
a) A= (1;3), B=(2;5),C = (3:8)

b) A= (0;6), B=(1;6), C = (4;6)

g) A={:T0) B=[=1:1), 0 =1{2;60)

d) A = (3;6), B = {3,5,6}, C = {6,7}

Rozwiaz nierdwnosc.
a) |l —5| <4 c) lt—3|>2 e) 6—x| <4
b) [r+4| <5 d) [x+2|>3 f) 2—x|>3

Rozwiaz uklad nieréwnosci. Rozwiazanie zaznacz na osi liczbowej.

{|;1.-|a~:4 {l.‘t‘—3|$§ﬁ {]:{-‘—I—1|}4

a) b) c)

lz+2|>1 |2 — 2| >2 lz—1| =7
Rozwiaz réwnanie,

a) |5x + 10| = 20 d) [4x —12|=5— |3 — x|

b) |[T—14x| =7 e) V922 —6r+1+ |92 — 3| =12
c) |3x+ 6]+ [Tz + 14| =10 f) v25—10x+ 2? =8 — 3|z — 5|
Zaznacz na osi liczbowej zbior liczb, ktore spelniaja podany warunek.
a) 1< |z| <4 ¢) 0<|z+3|<8
b)2<|z—-1|<7 d)1<|z-3|<5

Rozwiaz nieréwnosc.

a) 2r+4| <6 e) [dx — 8| + |5z — 10| < 18
b) |22+ 3| > 1 f) [5—102| > 4+2 |z — i
¢) 3z —6| < 12 g) |5z + 25| — |3z + 15| > 6
d) |4—2z| <3 h) 3z —-3|—-|1—2| <8

5.2. Zbiory, przedzialy i nierdwnosci
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30.

31.

32.

33.

35.

Upros¢ wyrazenie.

a) |z| —|—z|+ |2z dla z < 0O

b) 22| - Va2 — |z —1|dlaz>1

¢) lz+3|—|z|dlaxz< -3

d) [ 42|+ | —2|+vVI—6zx+z2dla —2< <2

Niech A ={r e R:|le+4 =x+4}, B={xr € R: |e — 3| =3 — x},
C ={xreR:|4—22| =4 —2x}. Zapisz zbiory A, B i C w postaci prze-
dzialéw, a nastepnie sprawdz, czy liczba 0 nalezy do podanego zbioru.

a) R\ A b) R\ (AN B) ¢) R\ (B\C)
Roxwiq,?l nierownosc.
) |6z — v4x? >0 ¢c) Vaz—-2zx+1+4+|3z-3| <1
b) |z| + V222 < 1 d) \/9;1:?—['};17+1—|;f.'—:,1;| > 2

Dane sa zbiory X = (—oc; —3) U (4;00) 1 Y = (—00: —5) U (9; 00). lle jest
liczb calkowitych nalezacych do zbioru X \ Y7

Wybierz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

A. 6. 1. | X\Y =(=5;-3)U(4;9)
B. (f poniewaz = 2. | X\Y =(-5;-3)U(49)
c. 8, 3. | X\Y =(-5-3)uU(4:9)

Ocenn prawdziwos¢ ponizszych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest praw-
dziwe, albo F — jesli jest falszywe.
Nier6wnoéé |x| > 0 jest spelniona przez kazda liczbe
rzeczywista.

Nieréwnosé x| < 7 jest spelniona przez siedem liczb
calkowitych.

Rozpatrzmy rownanie a2 — 4z + 4+ |z — 2| = 4 — 2z.
Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest praw-

dziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Rownanie to jest spelnione przez nieskonczenie wiele
liczb naturalnyvch.

2.  Rownanie to jest spelnione przez kazda liczbe ujemna. P | F
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5.3. Funkcje

Funkcja ze zbioru X w zbior Y nazywamy przyporzadkowanie, w ktorym
kazdemu elementowi x € X odpowiada dokladnie jeden element y € Y.

Wykresem funkcji f : X — Y nazywamy zbior wszystkich takich punktow

(z,y), 2e¢ x € X oraz y = f(x).

Zbior X nazywamy dziedzing funkcji. a jego elementy — argumentami.

Zbior wartosci funkcji f: X — Y to zbidr tych wszystkich y € V. dla kto-

rych istnieje taki argument x € X, ze f(x) = .

Miejscem zerowym funkeji f nazywamy taki argument x, dla ktérego:
Hael=0

Monotonicznos¢ funkeji f: X — R, gdzie X C R

Funkcje f: X — R nazywamy rosngca, jesli
dla dowolnych argumentow x;,zs € X spel-
niony jest warunek:

jesli &y < xo, to fxy) < flas)

Funkcje f: X — R nazywamy malejaca, jesli
dla dowolnych argumentow z,.x, € X spel-
niony jest warunek:

jesli &y < o, to f(xy) > f(xs)

Funkcje f: X — R nazywamy stala, jesli dla

- 2 . Yu.
dowolnych argumentoéow x,,x9 € X prawdzi- /
wa jest rownosc: ,
0 X
fl1) = f(z2) !
Funkcje f: X — R nazywamy niemalejaca, }/
jeshi dla dowolnych argumentow xy,x, € X /
spelniony jest warunek: /_/ O X
jesli x; < @y, to f(xy) < f(x2)
Funkcje f: X — R nazywamy nierosnaca. je- Y4
sli dla dowolnych argumentow x;.20 € X
spelniony jest warunek: 0 f X
jesli ¢y < xs, to f(xy) 2 flxs)

Funkcje, ktora jest rosnaca, malejaca, nierosnaca, niemalejaca lub stala,
nazywamy funkcjg monotoniczna.
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M Zestaw | - wprowadzajacy

1. Odczytaj z gratu, ktora liczbe przyporzadkowano liczbie 1 oraz ktorej licz-
bie przyporzadkowano liczbe 0. Czy przyporzadkowanie przedstawione za
pomoca tego grafu jest funkeja? Jesli tak, to narysuj wykres tej funkceji
oraz podaj jej zbior wartosci.

2. Narysuj wykres funkeji f: X — R. Podaj jej zbior wartosci oraz wartosci
najmniejsza i najwieksza (jesli istnieja).

. .' dr"."" 1.:-f' arzvsta
a) X ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}, f(z)= {‘1 gdy x jest liczba parzysta

1, gdy x jest liczba nieparzysta
b) X ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}, f(z) jest reszta z dzielenia x przez 4
¢) X =R, f(x) jest liczba o 2 wigksza od =

3. Funkcje f przedstawiono za pomoca tabeli. Podaj jej dziedzine, zbior war-
toscl, miejsca zerowe, wartosci najimniejsza 1 najwieksza. Naryvsu] wykres
funkcji f.
a) 2 -3 | -2 | -1| 0 ] 2 3

f(z) 1 2 3 2 1 0 -1

fle)| 2| o | 5|0 |-5| 0| 3

4. Przerysuj do zeszytu i uzupelnij tabele wartosci funkeji f: R — R. Oblicz

flr—2)1 f(V2+1).

#a) 1 dlaz<?2 ZHl -1 0] 1]2]3 | 4
r—1dlax>2 fz) V) 4 4 7 _ Yy
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Wyznacz dziedzine i miejsca zerowe funkcji f.

a) f(z) =z c) flz)=

b) f(x) = 1 d) f(x)

Wyznacz dziedzine funkcji f.
a) f(z)=+v2x4+8
b) flz)=v3—-=

Odeczytaj z wykresu przedzialy

8) 1.

i yn

472 -1 E} f(f) = ’.r‘j -1

r—2
x?—4
42

) f(z) = S

¢) flz)=ver—2-Va—4

d)

@)= @-D@+1)

monotonicznosci funkeji f.

by b L

Odezytaj z wykresu funkeji f jej dziedzine i zbior wartosci. Podaj rozwia-
zania réwnania f(x) = 1 i zbiér rozwiazan nieréwnosci f(x) > 0.

Y

Odczytaj z wykresu funkcji f:

« jej dziedzine i zbior wartosci,

» przedzialy monotonicznosci.

Yl

« argumenty, dla ktorych przyjmuje ona wartosci nieujemne,

o argumenty, dla ktoryveh przyjmuje ona wartosci wieksze od 1.

ol

Yy

b)

Y |

5.3. Funkcije
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10. Na rysunku przedstawiono wykres funk-
¢ji f:(—4;4) — R. Odczytaj z wykresu
wartos¢ najwieksza 1 wartos¢ najmniej-
sza funkcji f w przedziale:

a) (—3;0), b) (1;4). c) {—4;4).

Przesuwanie wykresu funkcji wzdtuz osi uktadu wspotrzednych

Wykres funkeji g(z) = f(z) + ¢ dla g > 0 a A,
otrzymujemy przez przesuniecie wykresu funk- £
cji f o g jednostek w gore wzdluz osi OY. ;f,’

B X

Yt
Q\ ,{"y Wykres funkcji g(x) = f(z) — g dlag > 0
T=o 1 =1 otrzymujemy przez przesuniecie wykresu funk-

—

\l\(}‘ /g/ X cji f o q jednostek w dét wzdluz osi OY.
L

v YA

\

Wykres funkeji g(x) = f(x —p) dlap > 0 f\\
otrzymujemy przez przesuniecie wykresn funk- \‘_
cji f o p jednostek w prawo wzdluz osi OX. ¥
0

Wykres funkeji g(z) = f(z +p) dla p > 0
otrzymujemy przez przesuniecie wykresu funk
X cji f o p jednostek w lewo wzdluz osi OX.

Przeksztalcanie wykresu funkcji przez symetri¢ wzgledem osi ukladu

wspotrzednych
Wykres funkeji g(2) = — f () otrzymujemy Yy ff &)
przez odbicie symetryczne wykresu funk- \
cji f wzgledem osi OX. o X
!
/

Wykres funkeji g(x) = f(—x) otrzymu-
jemy przez odbicie symetryczne wykresu

funkeji f wzgledem osi OY.
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M Zestaw Il - éwiczeniowy
11. Wyznacz wzor funkeji g, ktérej wykres otrzymano przez przesuniecie wy-
kresu funkeji f(z) = 222 + 3z + 1:
a) o 3 jednostki w gore, ¢) o 2 jednostki w prawo,

b) o 4 jednostki w dél, d) o 1 jednostke w lewo.

12. Dany jest wykres funkcji f. Naszkicuj wyvkres, wyznacz dziedziny i zbiory

wartoéfi funk{ji filx) = f(x)+ 1, folz) = f(x) = 2, fa(x) = f(z+ 4),

(@) = F(z - 3).
H.) f:(—3;4) = R b) f: (—4:4) = R

LY

X 3 FE o

okl

13. Dany jest wykres funkeji f. Naszkicuj wykresy, wyznacz dziedziny i zbiory
wartodci funkeji fi(z) = f(z +4)+ 1 oraz fo(z) = f(z —4) — 1.

a) f: (—3;4) = R b) f: (—2;2) = R

14. Wyznacz wzory funkeji g i h, a nastepnie naszkicuj ich wykresy.
a) f(z) =2a% g(z) = f(z—3), h(z) = f(z)—2
b) f(z) = |z|, g(z)=f(z+4), h(z)= f(z)+2

15. Naszkicuj wykresy funkeji g(x) = f(—x) oraz h(z) = —f(x).
a) f: (—3;4) - R b) f:( 2{:-)—>R

M R LA

5.3. Funkcije
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

Naszkicuj wykres funkcji g.
a) g(a) = flx 4+ 2), gdzie f(x) = {

-2 dlaz<0
r—2dlaz >0

z? dlaz € (—2;2)

b) g(x) = f(z — 1), gdzie f(x) = { 4 dlaz e (—o0;—2) U (2;00)

Jak nalezy przeksztalci¢ wykres funkeji f(x) = 2|z|, aby otrzymaé wykres
funkeji g7

a) g(x) = 2| — 4] b) g(x) = 2|z + 2| ¢) glx) =2(|x| 4+ 3)
Naszkicuj wykres funkcji g, przeksztalcajac odpowiednio wykres funkcji
7(z) = 2lal.

a) g(x) = 2|z + 3| ¢) gle) =2(la+1|-1) e) g(x) = |2z — 6]+ 3
b) g(z) = 2|4 — z| d) g(z) = -2z + 2|+ 1 f) g(z) = —|2z+8|-1
Zbiorem wartosci funkeji f: (—5:3) — R jest przedzial (—3: 1), a miejscem

zerowym — liczba 2. Wyznacz dziedzine, zbior wartosci i miejsce zerowe
funkcji g.

a) g(x)=—f(z) D) g(a) = —f(~2) ¢) g(z) = fla+1)—2

Naszkicuj wykres funkcji f: R — R. Z wykresu odczytaj miejsca zerowe
funkcji f, jej przedzialy monotonicznosci oraz zbiér rozwiazan nieréwnosci
flz) = =3.

(20 +4 dla x € (—o0;—1)

a) f(z) =4 —z+1 dla x € (-1;4)

. -3 dla x€ (4;00)

[ -3 dla z € (—o0;—1)

b) f(z) =< 2*—4 dla z € (-1;2)

 —x+4 dla z € (2;0¢)

Na rysunku przedstawiono wykres funk-
¢jii fr R— R. W tym samym ukladzie
wspolrzednych naszkicuj wykresy funk-
¢ji f i g, anastepnie odezytaj, dla jakich
argumentow funkcje f 1 g przyjmuja te

same wartosci, oraz podaj zbior rozwia-

zan nieréwnosci f(z) < g(x).

a) g(z) =1 b)igl(z) == el glx) =2° d) g(z) =2 —2?
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22.

23.

24.

25,

26.

27.

28.

Podaj liczbe miejsc zerowych funkeji, ktora kazdej dwucyfrowej liczbie
naturalnej przyporzadkownje:

a) liczbe jej parzystych dzielnikéw, b) kwadrat réznicy jej cyfr.

Funkcja f przyporzadkowuje kazdej dwucyfrowej liczbie naturalnej jej naj-
mniejszy dzielnik rozny od 1. P{)daj liczbe argumentow, dla ktorych war-
tosé funkeji jest réwna: a) 2, b) 5, ¢) T.

Naszkicuj wykres funkeji f, a nastepnie odezytaj z niego rozwiazania row-
nania f(x) = —1 oraz zbiér rozwiazan nieréwnosci f(x) = —1.

) f(z) = r+2dla z € (—o0;1)
AR —r+4dla z € (1;00)

(1:
| -1 dla z € (—00;-1)
b) f(z) = {21,-_1_1 dla z € (-1 DC)

Wyznacz dziedzing, upros¢ wzor, a nastepnie IIE'H?kil;"Ilj wykres funkcji f.

) r+1 —4

a) f(z) =5 ¢) f3)="——=

x2 o ? 4z
b) fla)=Z d) f(z) =22
Oblicz wartosci funkcji f dla argumentow —1, 0, % 1.v2.2.

0 dla z€(—o0;1)U(2;00)

a) flx)= 2 3 b) flz) =4 ,

ot r*—1 dla = € (1;2)

Miejscami zerowymi funkeji f sa liczby —2 i 5. Wyznacz miejsca zerowe
funkcji g.

a) g(a) = f(~) b) g(@) = fle+4) ¢ g(z)=f(4—2)

Na rysunku przedstawiono wykres funkeji f: (—3:5) — R.
a) Podaj zbior argumentow, dla ktérych
funkeja f przyjmuje wartosci dodatnie.
b) Wyznacz miejsca zerowe funkeji:
g(z) = f(—2)

¢) Wyznacz zbiér wartodci funkcji:

hiz) =3 — f(z)
d) Podaj wartosci m € {—2,3,5}. dla kto-
rych rownanie f(x) = m ma rozwiazanie.

5.3. Funkcije
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29. Na rysunku obok przedstawiono = = . Yt
wykres funkeji f: (—5;8) — R. f
Jak nalezy go przeksztalcié, aby e b e ofln
otrzymac¢ wykres funkeji g? Za- O kT W
ise to praskeztalcenie 78 pomoes
WZOTL.

a) c).

RiEEBIBRINY RTINS0

-

.
=

30. Naszkicuj wykresy funkeji f, g(#) = — f(x) oraz h(x) = f(—=x), a nastepnie
odezytaj ich zbiory wartosei. Czy funkeje f. g i h sa monotoniczne?
1 dlaz e (—2:0) —x  dlaxz € (—2;0)

b )=
x+1 dla x € (0;2) ) J(@) {—;17+2d1a;1:6({];2}

a) f(z) = {

31. Naszkicuj wykresy funkcji g(z) = f(—a) oraz h(xz) = 3 — f(x) i na ich
podstawie podaj rozwiazanie rownania f(—z) = 3 — f(x).

a);;;;:_ - Eh}E

32. Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj wzory funkcji g(z) = f(z + 1) — 4,
h(z)=1- f(z—2), k(z) = f(2 — ) — 2 i naszkicuj ich wykresy.

a) f(z) =2z -2 b) flzx) = |z| c) f(z) =—|2x|
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33. Na rysunku obok przedstawiono wykres I i iYY
fu_l-lkcji f: (_2: 4> . R F]Jl'lk{'_jn g —— hl
sa okreslone za pomoca funkcji f:
g(z) = —f(xz)+2 oraz h(x) = f(—x)—2.

Na rysunkach A-F przedstawiono wykre- ) g P i
sy rémych funkeji, w tym wykresy fmk- /O 1 X
cji g oraz h. o A

Kazdej z funkcji g oraz h przyporzadkuj jej wykres. Przerysuj do zeszytu
tabele i uzupelnij ja wlasciwymi odpowiedziami wybranymi sposrod A-F.

Funkcja Rysunek

h i
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5.4. Funkcja liniowa
| uktady réwnan liniowych

Funkcjg liniowa nazywamy funkcje okreslona wzo-
rem f(z) =ax+bdlax € R, gdzie a i b sa stalymi.
Wykresem funkcji liniowej jest prosta. Liczbe a
nazywamy wspolczynnikiem kierunkowym prostej,
a rownanie y = ax + b — rownaniem kierunkowym.

Al L 1l 167 . ' 1 f— g =
Wspolezynnik kierunkowy prostej y = ax + b, D/ Z1 55 %
przechodzacej przez dwa rézne punkty A(xy,y;)

y2—u1 /

To—I|

1 B(xs,ys), jest réwny

Funkcja liniowa okreslona wzorem f(x) = ax + b jest:
= rosnaca dla a > 0, = malejaca dlaa <0, = stala dla a=0.

Proste y = a2z + by i y = a2 + by sa:

= rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy a, = a.,
= prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy a, - a; = —1.

Réwnanie Ax+ By +C = 0, gdzie A # 0 lub B # (), nazywamy réwnaniem
ogolnym proste;j.

: S G+ by = ¢
Uklad réwnan liniowych nazywamy:

s + bay = ¢y

= oznaczonym, gdy ma dokladnie jedno rozwigzanie,
= nieoznaczonym. gdy ma nieskonczenie wiele rozwiazan.
= sprzecznym. gdy nie ma rozwigzan.

Yﬂ }f &~
%
X
&

@ O
Uklad oznaczony - pro- Uklad nieoznaczony Uklad sprzeczny — pro-
ste opisane rownaniami - oba réwnania tego ste opisane réwnaniami
tego ukladu przecinaja uktadu opisuja te tego ukladu sa réwnole-
sie w jednym punkcie. sama prosta. gle i sie nie pokrywaja.

I 176 5. Powtorzenie



M Zestaw | - wprowadzajacy

1.

Wyznacz punkty przeciecia wykresu funkeji f z osiami ukladu wspdélrzed-
nych i naszkicuj ten wykres. Okresl monotonicznosé funkeji f.

a) f(z)=3x+1 b) f(z) = -2z +2 c) fla) =4z -2
Okresl monotonicznosé funkeji f.

a) f(z) =2—-3x—3(4-2x) ¢c) f(x)=2—a2)(2+2z)+(2+2)°
B)iflz)= 3”'; 2 T’IH — 433_ ! d) f(z)=(1-22)*— (2 —x)? — 32°

Prosta (rysunek obok) jest wykresem
pewnej funkcji liniowej.

a) Podaj argumenty, dla ktérych funk-
cja ta przyjmuje wartosci dodatnie.

b) Podaj argumenty, dla ktorych funk-
cja ta przyjmuje wartosci nieujemne.

¢) Wyznacz wzor tej funkeji.

Dana jest funkcja liniowa f(x) = 2z + b. Wyznacz b, jezeli wiadomo, ze:

a) funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie tylko dla argumentéw wickszych
od 8,

b) funkcja f przyjmuje wartosci wieksze od 3 tylko dla argumentéw wiek-
szych od 5.

Wyznacz wzor funkeji liniowej f, ktora spelnia podane warunki.

a) f(2)=01i f(0)=4 b) f(3) =7 1 f(2)=-1

Do wykresu funkcji liniowej naleza punkty A i B. Oblicz wspolezynnik
kierunkowy prostej bedgcej wykresem tej funkcji. Wyznacz rownanie tej
prostej.

a) A(=3,0), B(1,4) b) A(2,0), B(-1,3v3) ¢) A(-2,7), B(6,7)

Sprawdz, czy punkty A, B i C naleza do wykresu tej samej funkcji liniowej.
a) A(0,2), B(5,-1), C(-2,3) b) A(3,2), B(-1,1), C(2,3)

2

Wyznacz wzor funkeji liniowej. ktorej wykres jest rownolegly do wykresu
funkeji f 1 przechodzi przez punkt P.

a) f(z) =38z, P(0,2) ¢) f(z)=v2z2—-1, P(v2,-2)
b) f(z) = -2z +1, P(1,3) d) f(z) =5, P(3,8)

5.4. Funkcja liniowa i uklady réwnar liniowych
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Wyznacz wzor funkeji liniowej, ktorej wykres jest prostopadly do prostej k
i przechodzi przez punkt P.

a) k: y=2z, P(2,-1) ¢) k: x—3y—3=0, P(1,-1)
b) k: y=—4dx+ 1, P(8,4) d) k: vVBz—y+3=0, P(+/5,-3)

Wyznacz rownania prostych, w ktorych zawieraja sie boki trapezu o wierz-
cholkach A(—2,-3), B(6.3), C(—1,4), D(—5.1). Czy jest to trapez pro-
stokatny?

Rozwigz réwnanie (wynik zapisz w najprostszej postaci).
a) V2z —2=v2-1 ¢) V1bz — V5 =vhz+ 20
b) VB8t —2=1¢-+3 d) v6z—v3=v12 -3z

Rozwiaz nieréwnosc.
T+ dr -1
a)

s = c¢) 10(3z —6) — 5(z — 2) < 2(4x — 8)

b) V3(z—=1)> 12z d) (V3—2)(vV3+z) <4—(v3-2)?

Zapisz uklad réwnan liniowych, ktorego interpretacje geometryczna przed-
stawiono na rysunku. Jesli uklad ma rozwiazanie, to je podaj.

b) c) |

.......................................

Rozwiaz algebraicznie i graficznie uklad rownan.

) r—3y=10 —4x + 2y =10 —0,lz+02y=1
i C e
2z —y =10 br+ 3y =15 2y=x+1

r+4y=>5 br — 2y = —2 r+0,6y=1
b) d) f _

dr4+y=>5 3y—9r =6 0,5 4+ 0,25y = 0.5
Na rysunku obok przedstawiono wykresy
funkcji liniowych f i g. Odczytaj. dla ja-
kich argumentow:

a) wartosci funkeji f 1 g maja rézne znaki,

b) spelniona jest nieréwnosé f(x) < g(x).
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16.

T

18.

19.

20,

21.

22.

23.

Dla jakich wartosci m funkcja [ jest stala?

a) flx)=(m+2)z+7 b) f(z)=(2+2)z+4
Dla jakich wartosci m funkcja f jest malejaca?

a) flx)=(m+3)c—-T7 ¢) fle)=(m2—4)e+T7
b) f(z) = (3m —4)z +2 d) f(z) = (36 —m*)z —3

Punkty A, B i C' naleza do wykresu tej samej funkcji liniowej. Oblicz
wspolrzedna a.

a) A(0,-2), B(-2,2), C(0,a) ¢) A(3.7), B(-6,7), C(V3,a)
b) A(1,3), B(5,5), C(a,0) d) A(3,2), B(a,6), C(—1,4)

Dla jakiej wartosci @ miejscem zerowym funkcji f jest liczba p?

a) f(x)=(3—a)z+4, p=2 b) f(x) =(2a+1)z+T—a, p= -2

Wyznacz miejsce zerowe funkeji f.

a) .fla) = 3I2_1 — x:f — EI; al ¢) fla)=11z—-2(2(3z—1)—3z)—1

b) f(z) = 6(2x + 2) — 2(5z + 5) d) flz)=2z—(x—1)*—(z+1)(1—x)

Oblicz wspolezynnik kierunkowy prostej bedacej wykresem funkeji f, jezeli
wiadomo, ze ma ona wspdélne miejsce zerowe z funkcja g oraz f(0) = 3.
r—3 bl 1 x—1

a) g(;r_) = + : b) y[:t?} = '.Z:Irﬂ— 4 .

Wyznacz zbiér argumentow, dla ktoryeh funkeja f przyjmuje wartosei nie
mniejsze niz funkcja g.

*4-5 dr—1
a) f(z)=  9(z) = =

3

Bl = VBle— 1), wle) =/
¢) f(zx)=2(4x — 8), g(x)=10(3z — 6) — 5(z — 2)

Dane sa punkty A(2.3), B(5.1), C(5.4) i D(5.5) (rysunek ponizej).
a) Wyznacz wspoélezynniki  kierunkowe iYL b
prostych AB, AC i AD. . |
b) Oblicz pole trojkata ograniczonego
osiami ukladu wspolrzednych i prosta AB.

¢) Dla jakich argumentéw funkeja, ktorej
wykresem jest prosta AC. przyjmuje war-
tosci ujemne?

5.4. Funkcja liniowa i uklady réwnar liniowych
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25.

26.

27

28.

29.

30.

31.

32.

Boki trojkata sa zawarte w prostych 4o — 3y +6 =0, 3z +4y—8 =0
oraz Tx +y — 27 = 0. Uzasadnij. ze trdjkat ten jest prostokatny. Wyznacz
wspolrzedne jego wierzchotkdw.

. fa ."fr.l.' ] i-.:r_l...- ‘,rl.'-.'-
Rozwiaz aleebraicznie uklad rownan

T—y—-2 _zt+y _ y+6 @ _ 2
a) 2r4+y-—1 w+y—[_:' ) 2y—3x _ 2 1
3 - s 3Y
Rozwiaz algebraicznie i graficznie uklad rownan.
0.2y =04 —-0,15x b 0,25y =x+ 0,5
04y =01z — 0.8 0,2y = —0,22 — 0.6

W pewnej liczbie dwucyfrowej suma cyfr wynosi 9. Jezeli przestawimy
cyfry, to otrzymamy liczbe o 27 wieksza. Jaka to liczba?

(jciec jest trzy razy starszy od syna. Przed dwunastu laty ojciec byl dzie-
wie¢ razy starszy od syna. Ile lat ma ojciec, a ile syn?

Koszt (w zlotych) wypozyezenia samochodu na jeden dzien opisuje funkeja
flax) =40+ 0,2z, gdzie 40 zl jest oplata stala, 0,2 zl — oplata za kazdy
przejechany kilometr, a @ — liczba przejechanych kilometréow. Oblicz koszt
wypozyczenia samochodu, zakladajac, ze przejechal on 500 km.

Koszt wypozyezenia samochodu na 3 dni sklada si¢ z oplaty stalej 100 zl
oraz oplaty 0,2 zl za kazdy przejechany kilometr. Podaj wzor funkeji opi-
sujace] koszt wypozyczenia samochodu w zaleznosci od liczby przejecha-
nych kilometréw. Naszkicuj wykres tej funkcji. Ile maksymalnie kilome-
trow mozna przejechac, aby koszt wypozyczenia samochodu na 3 dni nie
przekroczyl 300 z1?

Z miast A i B, oddalonych od siebie o 300 k. wyjechaly réwnoczeénie
naprzeciw siebie dwa samochody. Pierwszy z nich dotarl do miasta B po
3 godzinach od momentu, kiedy sie minely, natomiast drugi dotarl do
miasta A po godzinie i 20 minutach od tego momentu. Oblicz srednie
predkosci obu samochodéw.

Inwestor za kwote K zlotych zakupil akcje dwoch firm: A i B. Po roku
zysk ze sprzedazy akcji wyniosl 7%, w tym zysk ze sprzedazy akcji fir-
my A — 4%, a firmy B — 8%. Jaki procent zainwestowanej kwoty wydal
inwestor na akcje firmy A, a jaki — na akcje firmy B7
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33.

35.

36.

Wykresem funkeji liniowej f jest prosta przechodzaca przez punkt A(—2, 3).
Funkeja ta przyjmuje wartosci dodatnie dla argumentéw mniejszych od 2
oraz ujemne dla argumentow wickszych od 2. Wyznacz wzor tej funkeji.

Funkeja liniowa f przyjmuje wartosci ujemne dla argumentéw wigkszych
od —2 oraz dodatnie dla argumentow mniejszyvch od —2. Najwieksza war-
tos¢ funkeji f w przedziale (0; 3) jest réwna —12. Wyznacz wzor tej funkeji.

Funkcja f(x) = m(m — 3)x + 8m — 8 przyjmuje wartosci dodatnie tylko
dla argumentow wiekszych od 4. Oblicz m.

Wykresy funkeji f(z) = —ax + b oraz g(x) = (b — 2)z + a przecinaja sie
w punkcie P(1,4). Wyznacz miejsce zerowe tej sposrod tyeh dwdch funkeji.
ktora jest rosnaca.

Proste Az + By + C, = 0 oraz Asxz + Boy + C, = () sa:

= rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy A, B; — A B, = (.
= prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy A, A, + B, By = (.

37.

38.

39.

Dla jakich wartosci m proste p; i ps sa réwnolegle, a dla jakich — prosto-
padle?

a) prmr+4y—-3=0, p: 26 —-3y—11=0

b)pi: (l=m)z—3y—4=0, p:dz+2y—-21=0

c) ppmz—2y—5=0, pa:2r+(m—4)y—3=0

Rozwiaz uklad réwnan.

. . _ [ 3(y—z) 2r—-y 1
20z +y) —3(x—y) =27 9! 4 ===
(z+y)+(z—y)=-20 o=y yew A

\ 2 3 i
[ 3x—y 1—y

(22 +y) — 6(x+2y) =3 ) i =5
C 2 . 2

( +2y) + 22z +y) = 6 £y 2Ry

Rozwiaz uklad réwnan.
(20 —1)2+3(x—3y) =2z —1)(2x+ 1)
2) { 15z — 5y = 16
b) {(:r-+ 12— (y—12=(z—V3)(@+V3)+ (4—y)(4+y)

2r4+y=2>5

5.4. Funkcja liniowa i uklady réwnar liniowych
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40. Oblicz pole tréjkata ograniczonego prosta y = é;r.—l—li i wykresem funkcji f.

; el 1 dla z € (—oc; —2)
a £ =
r+3 dlazxze (‘2; DC)

—z dlaz e (—o0;1)
b) f(z) =
) £(@) {23:—3 dla x € (1;00)

41. Wykres funkeji liniowej f(x) = mx + 4m + 1 przecina o OY w punkcie
P(0, p). Okresl monotonicznosé funkeji f, jezeli wiadomo, ze wspolrzedna p
spelnia podany warunek.

) V2p—2=+2-1 ¢) V2p+p=4
2-2/3p=V3 d) V3p—2=p—+V3

42. Zbadaj wzajemne polozenie wykresow funkeji f i g. Dla jakich argumentow
funkeja f przyvjmuje wartosci nie mniejsze niz funkcja g7
5. I N T
) f@) =32 -7, g() = —Zu+9

xr—+2 r—3 x+6 x+4
bjf(r)=d‘-3 _!’4 G(T)=TU T ﬁ

43. Dla jakich wartosci a miejscem zerowym funkcji f jest liczba wieksza od 07
a) f(x)=2(z+1)—(3+ax) b) f(z)=(a+ 1)z —a(z—2)+4
44. Dana jest funkeja liniowa f(x) = (m? — 9)z + 4.
Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest praw-

dziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Funkcja f jest funkcja malejaca dla siedmiu roznych
wartosci calkowitych m.

2.  Funkcja f jest funkcja stala jedynie dla m = 3.
45. Na rysunku obok przedstawiono wykresy £

funkeji f(x) = ax + b oraz g(z) = cx +d.
Wskaz dwa zdania prawdziwe.

P|F
P |F

A.a-b<0 E. f(0)-g(0) >0 p \
B.a>c¢ F. f(13) < b X
e

C.e-d<0 G.g(—2)<e
D.b—d>0

—<

I 152 5. Powtdrzenie



5.5. Funkcja kwadratowa

Funkcje f(x) = ax® + bx + ¢ okredlona dla x € R, gdzie a.b,¢ € R oraz
a # (), nazywamy funkcja kwadratowa lub trojmianem kwadratowym.

Wykres funkeji kwadratowej nazywamy parabolj.
Znak wspolezynnika a decyduje o tym, czy ramiona paraboli o rownaniu
y = ax® + bz + ¢ sq skierowane do géry (a > 0), czy do dotu (a < 0).
Wyréznikiem tréjmianu kwadratowego nazywamy liczbe A = b* — 4dac.
Miejsca zerowe funkcji kwadratowej y = ax? + bx + ¢
s Jesli A > 0, to funkcja ma dwa rézne miejsca zerowe:

b—vE& b+ VA

=8 3 e 2a

s Jesli A = 0, to funkeja ma jedno miejsce zerowe: xy = ,—: (nazywamy je
pierwiastkiem podwdjnym).
= Jesli A < 0, to funkcja nie ma miejsc zerowych.

Polozenie wykresu funkeji kwadratowej y = ax® + bz + ¢ wzgledem osi OX

n.}f u‘ﬁ/ "Y .
{u-:i[] (I{U {a{{}

A>0 iﬁ.:{] A<O

Vi 4 Y

0 X O] X 0 X O] X O] X
a > () a =1 a =10
A>0 A=0 A<0 /

Wzor funkcji kwadratowej

= Postac¢ ogélna: y = ax® + bx + ¢, gdzie a # 0 \Y
= Posta¢ kanoniczna: y = a(r — p)* + ¢, gdzie a # 0 \ p
Punkt o wspoélrzednych (p. q) jest wierzcholkiem @ X

l}ﬂrﬂ.]}{}li Oras:
—— e - 8 e
p == 20 1 4= 4a q

s Postac iloczynowa:

ejesli A > 0, toy = alz—x,)(x—xy), gdzie x; i 2, sa miejscami zerowyini;
o jesi A =0, to y = a(z — xy)?, gdzie xy jest miejscem zerowym;
e jesli A < 0, to nie istnieje postac iloczynowa.

5.5, Funkcja kwadratowa 183 IS



M Zestaw | - wprowadzajacy

1. Podaj rownanie paraboli przedstawionej na rysunku, jezeli wiadomo, ze

powstala ona w wyniku przesuniecia paraboli y = %.1.'2.
D e Yy

2. Zapisz wzor funkcji g, ktorej wykres otrzymano przez przesuniecie wykresu
funkeji:
a) f(z)= é.rz o 4 jednostki w prawo.
b) f(x) = —22% 0 0,5 jednostki w prawo i 2,5 jednostki w gore,

¢) f(x) =0,42% o 1,5 jednostki w lewo i 0,2 jednostki w dol.

3. Naszkicuj w jednym ukladzie wspélrzednych wykresy funkeji f. g i h.
a) f(x)=—-2% g(x)=—(2—2)% h(z)=—-(z—-2)*+3
b) flx) = %:1.'2._ glz) = %{.I-‘ +3)% h(z) = %(.1‘ +3)? -2
4. Przedstaw wzoér funkeji f w postaci kanonicznej. Naszkicuj wykres tej
funkeji i odezytaj z niego jej zbidér wartosci.
a) f(x)=a2+8x+16 c) flx)=—a22—6x—5
b) f(z) = 2* — 4x d) f(z) = —22% 4+ 4z — 2
5. Wykresem funkeji f(x) = 2 + b + ¢ jest parabola o wierzcholku w punk-
cie W. Oblicz wspolezynniki b i ¢ oraz podaj zbioér wartosci funkeji f.
a) W(0,0) ¢) W(0,-1) e) W(2,3) g) Wi(4,1)
b) W(-1,0) d) W(1,4) f) W(-1,4) h) W(-1,-1)

6. Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeji f.
a) f(x)=a%+4v2x 2 b) f(z) = —102% + 200z + 3000

7. Podany przedzial jest zbiorem wartodci funkeji f(z) = @® 4+ bx + 1. Oblicz
wspolezynnik b.
a) (~3;00) b) (0; 00) c) (~8;0)

8. Sprawdz, czy réwnanie ma rozwigzanie.

a) 22 =3z ++v/5=0 b) 22 +4x+3v2=0 ¢) 22> -2V/62+3=0
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10.

11.

12

13.

14.

15.

16.

Rozwiaz rownanie.

a) x(2x +
b) 322 —6x =0

1)

=10

¢) 25x% —
d) 2* -3 =

Rozwiaz roéwnanie.
a) 22 —3z+1=0
b) 32 —3x—-1=0

¢) (-

4)? = 36

d) (2z +1)* = 16z?

=0
0

e) 62* + 4
f) 22% -
g)

h) 1 — 6z + 9x*

e) * —6zx4+9=0
f) 162° +8x+1=0

r—2=3z2+3
:r+— ——I-i——

(z— 3)( r—2)={ —z)(x +2)

= (1 — 3z)(1 + 3z)

Wyznacz pierwiastki trojmianu i przedstaw go w postaci iloczynowej.

a) y=6r*+x—1 c) y =3z
b) y =2x% — 5z +2

2—-3z—1
d) y=224v22 -4

Przedstaw trojmian w postaci iloczynowe].
¢) y=3z2*+2z+4
d) y = 32° -

a) y =

—x? 4+ 14z — 49

b) y=—42*— 120 -9

e) y=—-92°+1
f) y=42*+9

dr + 3

Przedstaw trojmian w postaci iloczynowej. Znajdz punkty przeciecia pa-
raboli z osiami ukladu wspolrzednych i wyznacz jej wierzcholek. Naszkicu]

te parabole.

a) y=2x°

—b6x+ 5

b) y=—-2>—4x—3

Wyznacz miejsca zerowe funkcji f i zapisz jej wzor w postaci iloczynowe]
(o ile jest to mozliwe). Naszkicuj wykres funkeji f i odezytaj z niego. dla
jakich argumentow przyjmuje ona wartosci dodatnie, a dla jakich - ujemne.

a) flx)=22+2x—24

b) f(z)

—z? 4+ 3z + 4

¢) flz)=3x* =122+ 9

Rozwiaz nierdownosc.
a) 222+ <
b) (z+7)*>0
c) (2z+3)*2<0

0

d) ()
) f(o) =
) f(x)

d) 22—z +8>2
e) (z+2)(x—-3)<6

£) (3—22)(3+22) >

3% 422
= Qx99
2% + 4r — 2

1

g) 2x+2> 2
h) 32° +1 > 22
i) 37— 522> 4

Wyznacz wszystkie liczby calkowite spelniajace podana nieréwnosc.
c) < Az

a) T

2< 16

b)9—a*>0

d) 16 + 2* < 8z

5.5, Funkcja kwadratowa
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M Zestaw Il - cwiczeniowy

1%,

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25,

26.

Funkcja f dana jest wzorem f(x) = (x — 2)* + 1. Wyznacz zbiér wartosci
funkeji g oraz réwnanie osi symetrii jej wykresu.

2) glz)=fz+1)~1 b)g@)=1-f(&) ¢ glx)=1-f2~-2)

Wykres funkeji f jest symetryczny do wykresu funkeji g wzgledem osi OY.
Wyznacz miejsca zerowe funkeji f.

a) glz) =2(x —2)2 - 18 b) g(z) = (3z — 1)%2 — (z + 2)2

Podaj wzor funkeji, ktorej wykres otrzymano w wyniku przeksztalcenia
paraboli o réwnaniu y = (x + 1)(x — 2) przez:

a) symetrie wzgledem osi OX, b) symetrie wzgledem osi OY.
Wykres funkeji kwadratowej f, do ktérego naleza punkty A i B, jest osio-

wosymetryczny wzgledem proste] @ = 1. Zapisz wzor funkcji f w postaci
kanonicznej oraz podaj wspolrzedne wierzcholka jej wykresu.

Naszkicuj w tym samym ukladzie wspélrzednych parabole y = —2°+3 oraz
prosta k. Odczytaj wspoélrzedne punktow przeciecia paraboli i prostej k.
a) k:y=2+1 ¢) kiig =24 e) kry=—x-3

b) kry=—-x+1 d) k:y=2x+3 f) k:y=-3x+5

Wyznacz punkty wspdlne paraboli i prostej.
a) y=—-6z*+Tx+6,y=1—6x b)y=3x*-2r+T.y=4r—4

Dane sa funkcje f(x) =22? — 2 + 31 g(x) = 2 + 7. Rozwiaz nieréwnosé.
a) f(r) < g(x) b) flx)+x-g(x) <0 ¢) flz)+g(xz)>0

Wyznacz dziedzine funkcji f.
a) f(x) = m b) f(z) = /6 — bz — 6a?

Wyznacz zbiory ANBi A\ B.
a) A={zreR:2*-4x+1<0}, B={zeR:3z—2* >0}
b) A={zeR:2*°+3z+1>0}, B={zeR:2° -5z +4<0}

Naszkicuj wykres funkeji f. Wyznacz wartosci najmniejsza i najwicksza
funkeji f w podanym przedziale.
a) f(x)=a" -2z, (—1;3) )

¢) flz) =2 +4x+4, (—4;-3)
1)) f(l} = —g% -2z, {'U':_ 2} (l) '

f
f(z) = =22 + 42+ 6, (0:3)
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2¥;

28.

29,

31.

32.

33.

Dana jest funkcja f(x) = a(x — T)(x + 1), ktérej najmniejsza wartodé jest
rowna —4. Oblicz wspoélezynnik a oraz wyznacz wspolrzedne wierzcholka
paraboli bedacej wykresem funkceji f.
Wyznacz wzor funkeji kwadratowej, jezeli wiadomo, ze jej wykresem jest
parabola o wierzcholku W(1,2) oraz:

a) jednym z miejsc zerowych jest 0, b) nalezy do niej punkt A(3.4).

Dana jest funkcja f(z) = 2? + 52 + ¢. Oblicz wspolezynnik ¢, jedli:
a) do wykresu funkeji f nalezy punkt P(—2,1).
b) funkcja f ma dokladnie jedno miejsce zerowe,

¢) najmniejsza wartos¢ funkcji f jest réwna —+.

Oblicz wspélezynniki b i ¢ tréjmianu y = o + b + ¢, jesli:

a) trojmian ten ma dwa pierwiastki 2 1 =3,

b) tréjmian ten osiaga najmniejsza wartos¢ rowna 7 dla @ = —1,

¢) tréjmian ten przyjmuje wartodci ujemne tylko dla x € (—1:4),

d) wykres tego trojmianu jest symetryczny wzgledem prostej @ = 3 i prze-
cina 0§ OY w punkcie (0,5).

Wyznacz wszystkie wartosci wspolezynnika e, dla ktorych funkeja f ma
dwa rozne miejsca zerowe.

a) f(zr)=22°—4x +c¢ ¢) f(z)
b) f(z) = -2 +5z+¢ d) fl(x)=22—-z—¢

711-4'"3 — 6 — ¢

Wyznacz wszystkie wartosci wspolezynnika b, dla ktérych funkeja f ma
dokladnie jedno miejsce zerowe.

a) f(z)=a*+bxr+3 b) f(z)=z*+bxr—4 c) f(z) =2z*+ bz

Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkcji kwadratowej f. Po-
daj jej miejsca zerowe oraz zbiér rozwiazan nieréwnosci f(z) < 0. Wyznacz
zbior wartosci funkeji f, przedzialy monotonicznosci oraz zapisz jej wzor
w postaci iloczynowej 1 kanoniczne].

a) Yt b Y

5.5, Funkcja kwadratowa
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M Zestaw lll - podsumowujacy

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

Prosta o rownaniu y = m ma dokladnie jeden punkt wspdélny z podana
parabola. Oblicz m.

a) y=x2—4 b) y = —2% + 4z ¢c) y=a*+5z-7
Okresl liczbe punktéw wspdlnych prostej [ 1 paraboli bedacej wykresem
funkeji f.

a) bLy=3, flz)=—-2"+4 ¢) Ly= -5, f(z)=a"—6x+2

b) l:y=4, f(z)=222+6 d) y=-20, f(zx)=22+8x—4
Naszkicuj prosta [ 1 parabole bedaca wykresem funkeji f. Odezytaj wspoél-
rzedne punktow wspolnyeh prostej 1 paraboli.

a) by=z+4, f(x)=—-a*—4dz b)liy=2-3, f(z)=2*—22-3

Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji \Y ‘ D
flz) =2 =3z—41g(z) =52 —2.

a) Wyznacz punkty wspolne tych wykreséw.

b) Dla jakich argumentéw x funkcja f przyj-
muje wartosci wigksze niz funkcja g7

Rozwiaz graficznie uklad rownan.

y=2x"—3 =—-2+5 y = 177
a){J h){y ! C){f 2

y=xz—1 y=—2z+2

Rozwiaz algebraicznie i graficznie uklad rownan.

y=a’+4r—3 y = —z° +4x '. i —dx+ 7
a) b) c)
T+y=—7 r+y=4 T—y =1

Rozwiaz rownanie.
a) ' +527—=36=0 ¢) ' +22°-15=0 e) 2’ +20 = 92?
b) z* — 82> -9 =0 d) 22* + 722 —-4=0 f) z*+2°=12

=
I
b2 =

Il
o

Rozwiaz rownanie.

a) (z—1)*"—8(x—1)?+15=0 ¢) (z+2)*—6(z+2)2%+8=0

b) (x—3)"—-3(x—3)?-18=0 d) (z+5)*'"+5(zx+5)*-6=0
Kwadratowy trawnik o powierzchni 144 m? powiekszono w ten sposéb,

ze jeden bok wydhizono o & m. a drugi — o 2r m 1 otrzyvmano trawnik
o powierzchni 202,5 m®. Oblicz z.
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43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

Znajdz dwie liczby, ktorych suma jest rowna 3 oraz:
a) suma ich kwadratéw jest réwna 65,

b) réznica ich kwadratéw jest rowna 33. T

Wokél basenu o wymiarach 9 m x 4 m wylozono i
kafelkami pas szerokosci x. Jaka jest szerokos¢ tego

pasa, jesli wiadomo, ze zuzyto 68 m? kafelkow?

Wyznacz najmniejsza wartosé sumy kwadratow liczb x i y, jesli:
a) x+y=3, b) z —y =6, ¢c) 2z —y=0.

Drut o dlugosci 68 cm dzielimy na dwie czesci — z jednej] tworzymy ramke
kwadratowa, a z drugiej — prostokatna. Stosunek dlugosci bokow ramki
prostokatnej wynosi 3:1. Na czesci jakiej dlugosci nalezy rozcia¢ drut,
aby suma po6l powierzchni ograniczonych przez ramki byla najmniejsza?’

Przedstaw pole P prostokata (rysunek ponizej) jako funkcje zmiennej .

Podaj dziedzine tej funkeji i naszkicuj jej wykres. Dla jakiego argumentu
pole jest najwieksze? Wyznacz wymiary prostokata o najwiekszym polu.

a) ¢ b) |AC| = |BC|
C
8
& 21
L -"\i
4 4 12 JB

Obwod prostokata jest rowny 24 cm. Jakie powinny by¢ dlugosci jego bo-
kow, aby walec, ktory powstanie przez obrot tego prostokata wokol jednego
z bokow, mial jak najwieksze pole powierzchni bocznej?

Punkt porusza sie wzdluz osi OX, a jego polozenie w chwili ¢ dane jest
wzorem z(t) = 4t*+t, gdzie ¥ wyrazone jest w metrach, a t -~ w sekundach.
Oblicz srednia predkosé¢ punktu od chwili t; do chwili #,.

a) tj =0s,t3=15s B)ti=ls ti=2s ¢) 3 =0s,ts=258

Rowerzysta przejechal z miasta A do miasta B odleglego od A o 54 km.
Wzoér s(t) = 36t — 6% opisuje dlugoéé s (w kilometrach) drogi pokonanej
przez rowerzyste po t godzinach jazdy.

a) Oblicz, ile czasu jechal rowerzysta.

b) Oblicz srednie predkosci rowerzysty w pierwszej i w drugiej godzinie
jazdy oraz na calej trasie (w km/h).

5.5, Funkcja kwadratowa
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51. Z wysokosci 5 m wypuszezono z tuku pionowo do gory strzale z predkoscia
poczatkowa 50 m/s. Wysokosé strzaly nad ziemia (w metrach) mozna
przyblizy¢ wzorem:

h(t) = 5+ 50t — 5t

gdzie t jest czasem lotu strzaly (w sekundach).

pwysokosé [m]

a) Okresl dziedzine funkeji h.

b) Przerysuj tabele wartosci funkeji h do ze-
szytu i ja uzupelnij.

tlgl | 1 |2|8|4|5|6|T7|8]|9
h [m] | 50 | 85 /¥/1//0/2/1125(110/ 85 | 50

¢) Po ilu sekundach od momentu wypuszcze-
nia z luku strzala osiagnie wysokosé, z ktorej
ja wypuszczono?

d) Po ilu sekundach od momentu wypuszczenia .
z luku strzala osiagnie najwieksza wysokosc? 5

e) Na jaka najwicksza wysokos¢ doleci strzala? 1 czas [s]

52. Funkcja f okreslona jest wzorem f(x) = —222 — ba + % dla kazdej liczby
rzeczywistej.
Dokonez zdanie. Wybierz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1.,
2. albo 3.

Funkcja f:

A. | nie ma miejsc zerowych, 3 b +2>0.
B.  ma jedno miejsce zerowe, poniewaz 9 b 4+ 2 =0.
C. | ma dwa miejsca zerowe, 3. | ¥+2<0.

53. Dane sa funkcje f(z) =222 —x+3ig(z)=2-T.
Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest praw-
dziwe, albo F — jesli jest falszywe.
Réwnanie f(x)+ g(x) = 0 jest spelnione przez dwie
liczby caltkowite.

Nierownoéé f(z) + g(x) < 0 jest spelniona przez trzy
liczby calkowite.
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5.6. Wielomiany

Funkcje zmiennej rzeczywistej @ dana wzorem:
w(z) = apz" + a2+ ...+ a1+ ag
gdzie a,, # 0, n € N, nazywamy wielomianem stopnia n.
Funkcje w stale rowna zero nazywamy wielomianem zerowym (w = ()
i jego stopnia nie okreslamy.
Liczby a,. a, 1, -.., aj, ag nazywamy wspolezynnikami wielomianu,
a wspolezynnik ag — wyrazem wolnym.
Kazdy niezerowy wielomian mozna przedstawic¢ jako iloczyn czynnikow
stopnia co najwyzej drugiego.
Liczbe a nazywamy pierwiastkiem wielomianu w. jesli w(a) = 0.

Twierdzenie o reszcie

Jesli r jest reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian x — a, to
r=w(a).

Twierdzenie Bézouta

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w wtedy i tylko wtedy. gdy wielo-
mian w jest podzielny przez dwumian x — a.

Twierdzenie o pierwiastkach calkowitych

Jezeli wielomian w(z) = a 2" +a, (& '+ ...+ ayx+ag (ag # 0) o wspol-
czynnikach calkowitych ma pierwiastek calkowity, to jest on dzielnikiem
wyrazu wolnego ag.

M Zestaw | - wprowadzajacy

A

Oblicz wartosci wielomianu w dlaz = -2, z =01z = 2.
a) w(z) =32 +222 -2 -6 ¢) w(z) =026z —0,52% + 22 — 1

b) w(x) = —22° — 32° + s + 2 d) w(z) =—gz* +32° + 2+ 2

Ktore z punktow P, () i R naleza do wykresu wielomianu w?

a) w(z) = —4a* + 22° — 3z + 1, P(1,-4), Q(—-1,6), R (l _%)

b) w(z) = L' —22°+L1a?+6, P(-2.8), Q (V2,9 —-4f) (—v/2,7+4V2)

Oblicz w(xg. yo)-

a) w(z,y) = 32°y° + 32y — day®, 1o =2, yo = -3

b) w(z,y) = —22%y® — 22y® + 22y — 2, 39 = =2, Yo = -i;
¢) w(z,y) = 162%° — 8x°y +4y° + 1, mo = =35, yo = —3

5.6. Wielomiany
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4. Oblicz wspoélezynnik a wielomianu w.
a) w(z) =2°—azr+2, w(2)=4
b) w(z) = 2* — 22* + a, w(0) = -2

¢) w(zr) =az®— 5%+ z, w(l) —w(-1)=3

5. Oblicz wspolezynniki a i b wielomianu w.
a) w(z) = -2+ 32 +ax + b, w(0) =5, w(l) = -3
b) w(z) =az® + 22 + bz + 2, w(-3) =11, w(2)=§
¢) w(z)=x*+az® +b2* — 10, w(2) = —w(l). w(—2) =16

6. Oblicz wspdlezynniki a i b wielomianu w(z) = az'® + 52°° — 102 + b,
jezeli wiadomo, ze w(l) =3 1 w(0) = —2.

7. a) Wyznacz wspolezynnik a wielomianu w(z) = V22 + ax? + 1 — V2,
jezeli wiadomo, ze w(v/2) — 4w(1) = 3v/2.
a) Wielomian w(z) = —22"+a2?+ 2z +b spelnia warunki w(1) = —w(—1)
oraz w(v/2) = —w(—v/2). Wyznacz wspélezynniki a i b.

8. Dane sa wielomiany w(z) = 2z*—11iu(x) = 32°—z?. Wyznacz wielomian k
i podaj jego stopien.
a) k(z) =u(z) + w(z) ¢) k(z) =w(x) + 2u(x)
b) k(x) = u(x) — w(xr) d) k(z) =3z - w(x) — 2u(x)

9. Dla jakich wartosci @ i b wielomiany w i w maja réwne wspolezynniki przy
odpowiednich potegach?
a) u(z) =8z —a, w(z)=(b+2)2°+1
b) u(z) = x(x +a)* + b, w(z)=2"— 62+ 92
¢) u(z) =z(axz—b)*+b, w(z)=92°+6z°+2z+1

10. Dane sg wielomiany f(x) = 2% — 2z, g(z) = v* -3z +1 oraz h(z) = 3 —a°.

Wyznacz wielomian w i podaj jego stopierl.

a) w(z) = f(z) - g(x) + g(x) - h(z)
b) w(z) = @) - f()
&) w(z) = [f(z) — g@) — h(z)
11. Wyznacz wielomiany f(x) = u(z) - w(x) oraz g(a) = 2w(zx) — [u(x)].
a) u(z) =2* -5z, wx)=2%+2*+2
b) u(x) =22 —a* +2, w(z)=—-bz"+2*-3
c) u(z) =—22*+22*—ax+1, wlz)=42> -z +2

I 1592 5. Powtdrzenie



M Zestaw Il - éwiczeniowy

12. Wyznacz wielomian v(z,y) = u(x,y) — [w(x,y)]*. Oblicz warto$¢ wielo-
miamivdlazr=2iy= 2
a) u(x,y) = 2%y? — 32%y + 4, w(z,y) = zy* + 2y
b) u(z,y) = 32%y* + 22%y* — day®, w(z,y) =2z —y* + 2y

13. Dla jakich wartosci m i n wielomiany « i w maja takie same wspoélezynniki
przy odpowiednich potegach zmiennej 7
a) w(z) = (2* +5z —1)(2* — ), w(z)=ma' +nz’ - 622+ =z
b) u(z)=(1+z—2%) (52 +x+5), w(z)=6x+5—2?(mz? +nx?—-1)
¢) w(z) = (2" —m+1)(22° — z), w(z) = (ma*—n)(z®—2)

14. Rozl6z wielomian w na czynniki.

a) w(z) =92 — z ¢) w(z) =122 — 272° e) w(x) = 5z® — 202°
b) w(x) = 50z* —8z* d) w(x) = g2 —a* f) w(z) =z° — 125>

15. Rozloz wielomian w na czynniki.

a) w(z) = z' — 102° 4 2522 d) w(z) = 2% — V222 + Lo
b) w(x) = 92* + 62° + 2? e) w(z) = z® — 2z* — 223
¢) w(z) = 22° + 42* — 62° f) w(z) = —5z° + 302* — 4523

16. Rozloz wielomian w na czynniki.
a) w(z) =(z?+z+4)(2*+62—-7) «¢) w(x)=(2*+1)?—(x—3)*
b) w(z) = (322 +52—2)(32°+22z—1) d) w(z) = (22% —x)% — (z —42?)?
17. Rozloz wielomian na czynniki. Skorzystaj z podanego wzorn.

a) w(r) =2%—-1

; a"—1=(a—1)(a" '+a"*+...+a*+a+1
b) w(z) =322° — 1 ( )a A )

18. Rozloz wielomian w na czynniki, grupujac jego wyrazy.

a) w(z)=2*—a>—z+1 d) w(z) = 62* — 92> + 4z — 6

b) w(z)=a"+2* —2—1 e) w(z) =272% — 92* — 32+ 1

c) w(z) =22 —522—-2x+5 f) w(z) = 42® — 9z* — 162° + 36
19. Rozloz wielomian w na czynniki, grupujac jego wyrazy.

a) w(z) =22% -T2+ Tox — 2 d) w(z) = 3z* — 102* + 10z — 3

b) w(x) = 22* — 32* — 3 + 2 e) w(x) =az'+ 3a® — 62 — 4

¢) w(z) =272* — 622 — 22 + 1 f) wiz)=42'+22° +x -1
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20. Rozwiaz rownanie.

a) 3z% =12+ &) %= (22)F e) 1a° = 3222
b) 5z° = 20z d) 2727 = —8a! f) 2% = /22°

21. Rozwiaz rownanie.
a) a* —4a® + 4z =0 ¢) z° — 6z =Tz? e) z' + 22% = 42®
b) 22' + ba? — 32? =0 d) 8z°% + 152° = 22 f) 28423 = 2v/5a?

22. Rozwiaz réwnanie.

a) d+ 222 —x—-2=0 d) d® — 8a® =2 — 2

b) 2* + 522+ 3z +15=0 e) 1223 — 2 = 32* — 8z

¢) =322 -4z +12=0 f) 52° +2=a2*+ 10z
23. Rozwiaz rownanie.

a) 2z —2®+ 162 —8=0 ¢) 2t —z* =8x —8

b) 2! -32*=3-=z d) 27z —x =92 - %

24. Rozwiaz rownanie.
a) 2 —2v3a2 — 2 +2v3=0 ¢) 3v3z® —a2®> —6V3x+2=0
b) 2® +3v22% — 42 - 12v/2=0 d) 2* + V22> - V22 -2=0
M Zestaw lll - podsumowujacy
25. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez dwumian ¢. Czy wielomian w jest
podzielny przez dwumian ¢7
a) w(z) =a*—-22°+x—5, qz)=z—-1
w(z) =32 — b2+ —6, g(z)=1z—2
{) wix) = “Zr + 622 —3x+1, glz) =x+3
d) w(x) —4r* +2* - 3x—4, q(z) =z +4
) w(z) = —a'+42° — 2> =92+ 9. qlz)=2-3

26. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez dwumian g. Zapisz wielomian w
w postaci w(z) = p(x)q(z) + r(x).

a) w(z) =23 —422 =T +5, glz)=z—-5
b) w(zx) = —2*+2x -5, glz)=x+2

¢) w(x) =2z — 8% + 3z, q(z)=ax—4

d) w(z) =52+, gla)=a+1

e) w(z) =4z® — 22* + 6z — 5, ¢(z) = 3
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

Wykonaj dzielenie wielomianu w przez dwumian ¢. Zapisz wielomian w

w postaci w(z) = p(x)q(x) + r(z).

a) w(z) =22 -322 -2 +2, gla) =221

b) w(z) = 162" — 2% 4+ 2z, gq(x) =4z +3

¢) w(z) =32 +42* —2 -2, g(z) =3z -2

d) w(z) =a' —42*+ 32+ 5, g(z) =32+

Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w(z) = o' + 2* + 2° + © + 1 przez

dwumian q.
a) glz) =x—2 b) g(z) =z +2

1

c) glz) =2 — 2

Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w przez dwumian ¢, nie wykonujac

dzielenia.
a) w(.-r} =z'-52°+7, glz) =2+2

i

d) w(z) =272% — 322+ 4, ¢(z) =3z -1

Nie wykonujac dzielenia. sprawdz, czy wielomian:

(2) = =22 + 622 + 22 -8, ¢qz)=2—-3
c) w(z) =8z*— 102 +2 -3, ¢(z) =2+3
(

w(z) = ' + 32° — 152% — 192 + 30

jest podzielny przez dwumian g¢.

a) g(z) =z +1 c) glzg) =xz+3
b) glz) =x+2 d) glz)=x—4

&) 4(@) =a+5
f) g(z)=ax—6

Sprawdz, nie wykonujac dzielenia, czy wielomian w jest podzielny przez

dwumian q.

a) w(z)=a*—a3+32> - 52+2, qx)=2-1
b) w(z)=3z*+23— 42?2 -T2 -5, glz)=2+1

c) w[r}—i"r — 22 =Te+3, glz)=x—2

d) w(z) =—a2* —da® + 42 -5, g(z)=ax+5

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w. Wyznacz jego pozostale pier-

wiastki. Rozl6z wielomian w na czynniki.
a) w(z) =a*+2z2*-52—-6, a=-1

b) w(z) =2 —-92°+ 152 -7, a=7

¢) w(x)=a'— 52+ T2 =52 +6, a=2
d) w(z) =2 + 32* — 1222 — 62 4+ 20, a =

5.6. Wielomiany
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33.

35.

36.

37.

38.

Dla jakich wartosci m wielomian w jest podzielny przez dwumian g?

a) w(x) =2 +ma* —4a+3,q(x)=ax—1

b) w(z) =mz® — 2? +2m?*z + 16, ¢(z) =z + 2

¢) wz)=—a%+ma®+4dx+m>+23, ¢gx) =2 -3

Wspdélezynniki wielomianu w(x) = 2° + aga® + ... + a1 + ay sa liczbami
calkowitymi. Ktore z liczb —3, 0, 1, 2, 5 nie moga by¢ pierwiastkami wie-
lomianu w, jezeli:

i"'.l.-} iy = 4, IJ) g = 6. ('.} {ly = 157

waiq_.z rownanie.

a) 2 > —3=0 e) ¥ + 622 = —6x —5
b) a* + 50 +6x+2=0 f) 32® —x =12 — 1022
¢c) 23 —6x*+1lz—-6=0 g) 32° +4=>5x%+4x
d) 2¢° +112* + 122 -9=0 h) 52° — 192° = 38z — 40

Wyznacz pierwiastki wielomianu w i rozl6z go na czynniki.
( i) = T — 25 4+ 22 — 22+ 1
z) = 22% — 32% — 52% 4 142 — 8
c(t:)—L +32% — 1227 — 132 — 15
J'e=

C
d) w(zx 2z% — 22% + bx — 2
a) Wielomian w(z) = 22° + ma? + 22 — 3 mozna zapisa¢ w postaci
w(z) = (@ + 1)p(x), gdzie p jest tréjmianem kwadratowym. Wyznacz
wspolezynnik m oraz wszystkie pierwiastki wielomianu w.

) Wielomian w(z) = 32° — 4z* + mz + 6 mozna zapisa¢ w postaci
w(z) = (xz — 3)p(x), gdzie p jest tréjmianem kwadratowym. Wyznacz

wspolcezynnik m oraz wszystkie pierwiastki wielomianu w.

Wierzcholki trapezu ABCD naleza do VA
paraboli y = 3(9 — 2*). Punkty A i B sa D
punktami przecigcia paraboli z osig OX,

a punkty C' i D leza powyzej osi OX.

Wyznacz wielomian opisujacy pole tra-

pezu w zaleznosci od x;, (rysunek obok). It
Podaj dziedzine tej funkcji. Dla jakiej ﬁ o ’X
wartosci zy pole trapezu jest rowne 167 ;

C(zo, 3(9 — a3))

—y
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39.

40.

41,

42.

43.

44,

Dany jest prostopadloécian (rysunek obok).

|
T : i Py ; |
a) Wyznacz wielomian opisujacy objetosé tego pro- » |
stopadloscianu w zaleznoscei od x. Podaj dziedzine tej | j
funkcji. 3 S [
= T
* = L s == &
b) Oblicz objetoé tego prostopadloscianu dla x = 5. T 5%

¢) Wyznacz wielomian opisujacy pole powierzchni calkowitej tego prosto-
padloscianu. Podaj dziedzine tej funkcji.

Krawedzie prostopadloscianu maja diugosci 2z, x —2, r—1. Wyznacz wie-
lomian opisujgcy objetosé tego prostopadloscianu w zaleznosci od x. Podaj
dziedzine tej funkcji. Dla jakiej wartosci @ objetos¢ prostopadloscianu jest
rowna 127

Krawedzie prostopadloscianu maja dlugosci 1, 2 1 3. Po wydluzeniu kazdej
z nich o ten sam odcinek rowny = otrzyvmano drugi prostopadloscian.

a) Wyznacz wielomian w zmiennej x opisujacy roznice objetosci wiekszego
i mniejszego prostopadloscianu. Podaj dziedzine tej funkeji.

b) Dla jakiej wartosci & réznica objetosci tych prostopadioscianow jest
rowna 547

Krawedzie prostopadloscianu maja dlugosci 3, 51 7. Po wydluzeniu kazdej
z nich o ten sam odcinek réwny x otrzymano drugi prostopadloscian.

a) Wyznacz wielomian w zmiennej x opisujacy objetos¢ powstalego pro-
stopadloscianu. Podaj dziedzine tej funkceji.

b) Oblicz x, jesli wiadomo, ze objetos¢ drugiego prostopadloscianu jest
trzyvkrotnie wieksza od objetosei pierwszego.

’ P g 3
Dany jest wielomian w(z) = (1 - ﬁ;r) :

Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan. Wybierz P, je$li zdanie jest praw-
dziwe, albo F - jesli jest falszywe.

1. w(v18) jest liczba wymierna. P | F

2. | w(v2—-1)=52-7 P | F
Miejscem zerowym wielomianu w(z) = &* — m — 6v/3 jest liczba V3 + 1.
Dokonez zdanie. Wybierz wlasciwa odpowiedZ sposod podanych.

Wspolezynnik m jest rowny:
A.6— V3, B. 2v/3 -9, C. 6, D. 10.

5.6. Wielomiany
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5.7. Funkcje wymierne

Funkcje postaci y = 2, gdzie x € Ry oraz
a jest stala dndatm‘é, nazywamy propor-
cjonalnoscia odwrotna, wielkosci x i vy
odwrotnie proporcjonalnymi. a stala a -
wspolezynnikiem proporcjonalnoSei.
Wykresem funkeji y = 2, gdzie € R\ {0},
a £ (), jest hiperbola.

Prosta y = 0 jest je] asymptota pozioma,
a prosta x = (0 — je] asymptota pionowa.

uix)

Funkcje postaci f(z) = =, gdzie v i w sa wielomianami oraz w nie
jest wielomianem zerowym, nazywamy funkcja wymierng. Dziedzing takiej
funkcji jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych x, dla ktérych w(z) # 0.

B Zestaw | - wprowadzajgcy

1. Przerysuj do zeszytu i uzupelnij tabele, wiedzac, ze wielkosci x 1 y sg
odwrotnie proporcjonalne.

1 L 1 q 7 : :
T 1 3 5 1 2 3 23 ViR ?
Y 7 ? 7 I ? W3 | 3 !

2. W szafce ustawiono 120 stoikéw w taki sposob, ze na kazdej polee stoi tyle
samo sloikow. Wyznacz wzor tunkeji y = f(x) opisujace] zaleznosc liczby
polek y od liczby sloikéw & stojacych na jednej polee.

a) Podaj dziedzine funkcji f.

b) Oblicz f(6) 1 f(24).

¢) Dla jakiego argumentu funkcja f przyjmuje wartosc¢ 87
d) Czy mozna ustawi¢ po 9 sloikéw na kazdej polee?

3. Do wykresu proporcjonalnosci odwrotnej y = £ nalezy punkt A. Wyznacz
jej wzor.

a) A(—1,5) b) A(3,2) c) A(-1.4) d) A(v2,6)

4. Naszkicuj wykres funkeji f.

. 1 . i . 1 3
a) flx)= —= b) f(z)= - ¢c) flx)= — d) f(z) = -+

T
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10.

11.

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej wartos¢ najmniejsza i wartos¢ naj-
wieksza w przedziale (1;2).

) f@=3 Df@=-7 J9f@=F df@=-3

H o
Na rysunku obok przedstawiono wy- = L Yt \
kres funkeji f(x) = 2. Oblicz a. b hd
a) Ktore spoéréd punktéow A(—5,2),
B(v/5,V5) i C(4,-20) nie naleza do

wykresu funkcji f7

b) Podaj zbiér tych argumentow, dla
ktorych funkcja f przyjmuje wartosci
mniejsze od 1.

Naszkicuj wykres funkcji f 1 podaj jej przedzialy monotonicznosci.
6 : 8
a) f(_-]':) — I -i}) f' {;I-‘) —_ _T:

Dziedzing funkeji f(z) = £ jest przedzial (1:6). Wyznacz a, jezeli wia-
domo, ze:

a) najwieksza wartos¢ funkeji f jest réwna 3,

b) najmniejsza wartosé¢ funkeji f jest réwna l:
¢) najmniejsza wartos¢ funkeji f jest réwna —4.

Wykresy funkeji f(x) = 2 i g(x) = b IR 7 F
przecinaja si¢ w punktach P(3,1)iQ - I\

b) Odezytaj z rysunku rozwigzania e
o — f(.‘i'.‘} - ;‘1}‘(-’17) oraz nierowno- r Q

sci f(x) < glx).

Naszkicuj wykresy funkeji f i g. Podaj
ich punkty wspolne.

a) f(z)=2, g(z) =2 +1 b) f(z) = -2, g(ax) == —4

Prostopadlosdcian o podstawie kwadratowej ma pole powierzechni bocznej

réwne 48 dm?. Podaj wzér opisujacy zaleznoéé miedzy wysokodcia y tego
prostopadloscianu a krawedzia & jego podstawy.

a) Sporzadz odpowiednia tabele i naszkicuj wykres tej zaleznosci.

b) Jakie sa wymiary tego prostopadioscianu, jesli wiadomo, ze jego wyso-
kos¢ jest o 200% dluzsza od dlugoscei krawedzi podstawy?

5.7. Funkcje wymierne
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12. Naszkicuj wykres funkcji f. Wyznacz jej dziedzing, zbidér wartosci oraz
odezytaj z wykresu przedzialy monotonicznosci tej funkeji.

Nime B : W ; e
) flR)=4-1 b fle)=2% Q) flz)=1~4
13. Dla jakiej wartosci wspolezynnika a punkt P nalezy do wykresu funkcji f7

a) f(z) = =%, P(=2,4) b) fla) = ==, P(2,2)

14. Wykres funkeji f otrzymano przez przesuniecie wykresu funkcji y = %
wzdluz osi ukladu wspdlrzednych. Podaj wzér funkeji f. Odezytaj z wy-

kresu. dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci wieksze od 1.

o L

15. Naszkicuj wykres funkcji f. Z wykresu odczytaj. dla jakich argumentow
funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie, a dla jakich — ujemne.

a) fla)=——=—-1  b) fla)=—=+2 ¢ fla)=—=+3

16. Podaj wzor funkeji, ktorej wykres przedstawiono na rysunku. Dla jakiej
wartosci wspolrzednej m punkt P(m,3) nalezy do tego wykresu?

b)

. ¥ 111 ERNER:
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1.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej przedzialy monotonicznosci.

RV | A . & 3 oy a1
a) f(z) = —5 +3 b) f(z) = — —4 c) flg)=3—-—
Wyznacz dziedzine wyrazenia.
22—z : 2+ 5 -1
a'} &—1 {'] xe L) xl—x
x x? -1 ¢ —1
b) x2 -1 d) 24z f) z2—-2x+1

Oblicz wartos¢ wyrazenia dla tych sposrod liczb — V2,0, 1,2, dla ktorych

jest to mozliwe.
2

H) 2r+41 b) r—2 _:) xX

r—1 x42 (z+2)0(z—3)

Wyznacz dziedzine wyrazenia, a nastepnie je uprosé. Oblicz jego wartoscé
dla x = —2.

a) x2 -9 ) z? 49z +8 ) a2 + 10z + 25

7 23— 332 ' 2+ 16 3 2 L 43 -5
S . 2 pl . Amd

h) x” —8lx d) x —|;2:r. 3 f} 4&:. 1.
x2 +9 22 —1 2a3 + 22— 62 -3

Podaj odpowiednie zalozenia i wykonaj dzialania. OdpowiedZ zapisz
w najprostsze] postaci.

1} r4+3 x? {.) T x? - 25 D) o2 4 2241 (x— 2}2
" 3r =x2-9 r24+5x x+2 22 —4r+4 z+1
A Adrd _ s > . .
h) 1 T 49 d}l L , 1 . ,E [-} .}+'E:.n.::+11 _ 3 T
r+T T xd 212 L g 9—Gr+22 347

Podaj odpowiednie zalozenia i wykonaj dzialania. OdpowiedZ zapisz
w najprostszej postaci.

2 2 2 .

r= —6x @ e —1 o —2r+1 x+5 9 =
| : ; : - T — s
a) x—6 T2 } 24 x2 41 P} T—5 ( ZL})
b) A z2+x d} T a2 f) z+1 24+

r—6  r2-36 r—4 " x2-18 x—1 3r-3

Podaj odpowiednie zalozenia i wykonaj dzialania. Odpowiedz zapisz
w najprostszej postaci.

r—2 x—3 3r+1 4 1 2 20 —3
: [
H) =1 1—a C} z+1 o2 ) :n—1+:n—i—l a2 —1
: 4+ 1 1 3z o 4 2r—1
by —— —Z2 , f) = ,
) 41 r—1 } z? 4 2x241 T r+1 } a T xr—3 T ¢ — 3

Rozwiaz rownanie.

1 3 G 1
) = = 1 =i == ] ——m e
a) —=3 ) = =2 g} ====
Rozwiaz rownanie.
6x—3 p r+5 P —-r—4
— 1 = = ¥ =
a) x+3 )} 2r -1 3 [} 42 2

5.7. Funkcje wymierne
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M Zestaw lll - podsumowujacy

26. Wyznacz dziedzine wyrazenia, a nastepnie je uprosé. Oblicz jego wartosé
dla x = —T.
3 _ a2 - 2 el
e — 3+ 3x—-1 <-4 : r°+2r+4
a) T - b) (2% —8) T X2z+2
16 —x° r=—2+1 r+2

27. Wykonaj dzialania. Odpowiedz podaj w najprostsze] postaci. Oblicz war-
tos¢ otrzymanego wyrazenia dla @ = 2.

4 3 bx Ja -
C —_
ﬂ] z:+2+:r:—l 1) Jr—-1+:£:+1 8
l}] 3z+1 T I-_‘} T4+3 r—3 - 2249
x+1 x+2 xr—3 x+3 x2 -9
1 ar 1 1 3
, — 3 .
) x2 4+ 2241 r+1 ) Jx—1 + 3r—2 + 922 —9x + 2

28. Rozwiaz rownanie.

1 1 4dr—1 P 2x—1 2
a) —+ — = 5| =3z ; =
) a + 2x 6 ) @ 3 ‘E’) ax r—2
1 1 Tr+5 r=1 25 —2
h) ——— =12 e = 2 h =
) bx 2x ) 3 ) r+1 x4+ 2
5 1 T 1 ; r+4 2r—1
) —+—=zx f = = i =
} 4 T O ) x4+ 2 x ) 2e+1 3—=

29. Rozwiaz rownanie.

(z—-2)(x-3) _ N (@+34z+1) z(x—-3)(x+8)

) (z4+1)(x+2) 0 ) 2 -9 =4 ) x? - 3x =0
(z—5)(z+4) _ (x+2)(2x+6) _ o o(z+6)(z-8)

)) (x+4)(x+5) =0 d‘} a2 -4 =0 f) x? 4 6Gx =0

30. Rozwiaz réwnanie.

(x+1)(x—2)(x—6) 3y (6 —2)(2x—-1)(=+1)
H‘) (z+2)(z—1) =0 d} {;1:4-%){3;—?1;} =8
3 (x+4)(z-3)(x+8) o (6 —3)(3x+6)
) (x+8)(x—3) =0 €) x?2 -4 =0
il BYE AN s _ i Ere - g
{_) (22 +6)(4—2x)(x+1) =y f) (x—3)“(2x—4) — 0

(z—2)(z+3) (x+1.5)(x2+9)

31. Wyznacz dziedzine wyrazenia, uprosc¢ je i okresl, dla jakich x przyjmuje
ono wartosé (.

S S - Jon o o 9 :
H,] T ﬁ: ])} 4z .1 } T ti—ﬁm—i—g (l) - +4dr+-4
a2 — 9z x— 232 2 4 3z

247 —2

32. Dwa samochody wyjechaly jednoczesnie z miasta A do miasta B, od-
dalonego od A o 560 km. Srednia predkosé¢ pierwszego samochodu byla
o 10 km/h wigksza od Sredniej predkosci drugiego, wige przybyl on na
miejsce o godzine wezesniej. Oblicz srednie predkosci obu samochodow.,

I 202 5. Powtdrzenie



33.

395.

36.

37.

Z dwoch miejscowosci oddalonych od siebie o 126 km wyjechali naprzeciw
o 4 km/h szybciej. Rowerzysci spotkali sie w polowie drogi. Oblicz érednia
predkosé kazdego z nich.

Odleglos¢ miedzy dwiema przystaniami liczona wzdluz rzeki wynosi 8 km.
Lodka przeplywa z jednej przystani do drugiej i z powrotem w czasie 1 h
i 40 min, a predkosé pradu rzeki wynosi 2 km/h. Oblicz Srednia predkoéé
lodki na wodzie stojacej.

Motorowka pokonuje droge w gore rzeki z punktu A do punktu B w czasie
o 15 minut dluzszym niz droge powrotna. Predkosé motoréwki na wodzie
stojacej jest réwna 21 km/h, a odleglo$¢ miedzy punktami A i B wynosi
18 km. Oblicz predkosc¢ pradu rzeki.
b =

2—-z 24z

Ocent prawdziwos¢ ponizszych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest praw-
dziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Dane jest wyrazenie

Podane wyrazenie jest okreslone dla kazdej liczby
rzeczywistej x # 2.

Podane wyrazenie mozna przeksztalci¢ do postaci

rownowaznej 5.

Na rysunku obok przedstawiono wykre- Y4

sy dwdeh proporcjonalnosci odwrotnych:
Py — 2 i 3

f('b) - = lg{:r) =

Dokoncz zdania. Wybierz odpowiedZ spo-

srod A-D oraz odpowiedz sposréd E-H.

Do wykresu funkeji f nalezy punkt:

=

A. (2,3), c. (v2,4),
B. (6,2), D. (v, 3).
Do wykresu funkcji g nalezy punkt: T
F. (%), H. (2v2,2V2). 9]

5.7. Funkcje wymierne
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5.8. Funkcje trygonometryczne

Funkcje trygonometryczne kata ostrego

sina = = cosa =2 tga= <
o - A A c Jg b [
. o e (x
v 30 45 6o A b

sin a 3 3 5 sin(90° — a) = cos«
. /3 2 1 :
COS O 5 %8 = cos(90” — @) = sin &
te o e 1 V3 tg(90° — a) =

tg o

Rozwigzaniem tréjkata nazywamy obliczenie dlugosci wszystkich jego bo-
kow i miar wszystkich jego katow.

Funkcje trygonometryczne kata wypuklego

Niech P(x,y) bedzie dowolnym punktem, réznym od poczatku ukladu
wspolrzednych, lezacym na ramieniu koncowym kata o € (0°;180°).

Witedy: Vv
sino = -i-{ Cos (v = % Plz.y) |
|
gdzie r = |OP| = /z2 + 42, v, L
o
: , . | .
tga = g (z #£ 0, czyli a0 # 907) T 0 X

Dla dowolnego kata o € (07;180°) prawdziwe sa zaleznosci:

3 sin o

0 iy [
sin“a+cos“a=1

= tg a, gdzie a # 90°

COS

B Zestaw | - wprowadzajacy

1. Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych katow ostrych trojkata pro-
stokatnego, majac dane dlugosei jego przyprostokatnych.

a) 5,12 b) v2, V6 ¢) 2, V6 d) V6 4+ v2, V6 — /2

2. Oblicz diugosci pozostalych bokéw tréojkata prostokatnego ABC (rysunek

obok) oraz wartosci pozostalych funkeji trygonometrycznych B
kata «, jesli wiadomo, ze:
c
o . N e B e
a) a=06, tga =2, ¢) a=6,cosa = z,
b) a=2, sina = ;* d) ¢ =5, tga = 3. a

A b
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10.

11.

Rozwiaz trojkat prostokatny ABC' (rysunek obok), w ktérym:
a) a=2, a=12°, ¢) a=>5, sina = 0,342, <

b) ¢ =20, f = T75°, d) ¢ =15, cosa = 0,7071. 2 a -

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych wiekszego kata ostrego troj-
kata prostokatnego, ktorego jedna przyprostokatna jest trzy razy krotsza
od przeciwprostokatnej.

Ktory z symboli: <, >, = nalezy wpisa¢ w miejsce 7, aby otrzymac zdanie
prawdziwe?

a) Jezeli sina = 3, to a |7 30°. c) Jezeli tga =2, to ¢ |7 60°.

Laed Lo

b) Jezeli sina = 2, to @ |7 45°. d) Jezeli tga = 3, to a 7 30°.

Oblicz warfoscl funkeji trygonometrycznych kata ostrego . jesli:
a) sin(90° — a) = £ b) cos(90° — a) = 2, ¢) tg(90° —a) = =

13 21
Oblicz, nie korzystajac z tablic ani kalkulatora.
a) 4sin30° + sin 20° — cos 70° ¢) cos20° sin T0° 4 sin 20° cos T0°

b) cos® 17 4 cos® 89° d) cos40° cos 50 — sin 40° sin 50°

Oblicz wartosei pozostalych funkeji trygonometrycznych kata ostrego a.

a) cosa = = b) sina = £ ¢) tga =6 d) tga =22

25 17

Oblicz warto$é¢ wyrazenia, jezeli sina = % i a jest katem ostrym.
2

‘ ; sin? o
a) cos®a —sin’ a c)
1+cos o
1 sin o —sin® o
b) — — tga d)

te o cos o — cos? o

Oblicz miare kata ostrego a, jesli wiadomo, ze:

J—sin o 1 1 1
a) —— = =, d) = — =1k
) 5 2 ) siI o COS (¥ :
. - 1—sinla 3
b) sina = v/3cosa, 8) ——=1%;
COS= (¥ 2
i 2 i
X ; 2 sin e cos“ o + sin
¢) V2sina — cos’a = sin’a, f) L ]

Si0 C¥ COS o

Czy istnieje kat «, dla ktérego:

a) sina = % i sin(90° — a) = %*
b) sina = '“f i sin(90° — a) = %'51
c) tga=+v5 i tg(90° —a) = %ﬁ?

5.8. Funkcje trygonometryczne
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12. Rozwiaz tréjkat prostokatny ABC (rvsunek obok), w ktérym:
a) a =40, a = 30°,

b) b= 6, a = 60°, :
c) a=v2-1,b=6- V3. a
A b
13. Oblicz z.
a) c)
AN i
2 |
| (+] : 9 i

| !]—Zvﬁ

I
I
-

14. Rozwiaz trojkat prostokatny o przyprostokatnej dlugosci 10 oraz katach
ostrych « i 3 spelniajacych warunek:
a) sina + cos(90° — a) = 1,2, b) 5cosa — 3sin(90° — ) = V2.
15. Oblicz tangens najmniejszego z katéow tréjkata o bokach dlugosci 2v/3. 3,
17.
16. Oblicz, nie korzystajac z tablic ani kalkulatora.
a) (tg25° + tg 65°) sin 25° sin 65°
b) cos? 15°tg? 15° 4 sin® 75°
¢) (sin40° 4 cos50°)* 4 (sin 50° + cos 407)*
d) (sin40° + cos 40°)* + (sin 50° — cos 50°)?
17. a) Kat a jest ostry oraz cosa = % Oblicz wartodé wyrazenia /9 tg? a — 6.

1+ cosex
1 —sine

b) Kat a jest ostry oraz tga = 2,4. Oblicz wartos¢ wyrazenia
18. Kat a jest ostry oraz (sina + cosa)(sina — cosar) = 3. Oblicz cosa.

19. Kat a jest ostry oraz tga = 3. Nie wyznaczajac warto$ci sina i cosa.
oblicz wartos¢ wyrazenia:

3siny—2cos o | 4sin?a+5cos? a & (sina 4 cos a)?
ﬂ') [ . E j) 3% 1 () 2 1
O COS Oy 5100y COS Ok COs=x
F s (S L . AL Lyl N |
@ 20. a) Uzasadnij tozsamos¢ tg”a + 1 = —5—.

b) Oblicz wartosci pozostalych funkeji trygonometryeznych kata ostrego a,
jezeli tg a = 4.
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21.

22,

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

31.

32.

Upros¢ wyrazenie tak, aby wystepowala w nim jedynie funkcja cosinus.
Oblicz jego wartosé dla cosa = é, jezeli o jest katem ostrym.

] A= b 1-tg?a ; tg” o
2 ) 2 ¢) —
tr o 14-tg o teca+1

a) (tgr_‘r +

Oblicz sin « - cos v, jezeli a jest katem ostrym oraz:

COS (x — Sin o singe—cosa 0

COS (¥ sin cy

. ; T i 2coso 2coso
Oblicz sin a + cos a, jezeli o jest katem ostrym oraz — + ——— =35
1—sin e 1+sin o

Kat « jest ostry oraz sina - cosa = iz. Oblicz wartos¢ wyrazenia:

. 2 [ 2 s, K v
a) (sina + cosa)”, b) (sina — cosa)”, ¢) sin®a —sin .
Dla katow ostrych a i 7 pewnego trojkata prostokatnego zachodzi rownosé
sin a + sin 3 = % Oblicz wartoé¢ wyrazenia:
a) cosa + cos 3, b) sina - sin 7. ¢) cosa - cos /.
lloczyn sinusow katéw ostrych pewnego trojkata prostokatnego jest
rowny % Oblicz sume cosinusow tych katow.
Wyznacz miare kata ostrego « spelniajacego podane réwnanie.

2sina cosa = v/3(1 + cos® a — sin )

Oblicz wartosci funkeji trygonometryeznych kata «, jezeli wiadomo, ze do
ramienia koncowego tego kata nalezy punkt P.

a) P(-3,3) b) P(-3,4) c) P(-3,9) d) P(—Z%,Q}
Oblicz.
a) cos 120° + sin 150° c) tg120° - cos 60° 4+ tg 135°
b) sin 135° 4 cos 135° d) tg150° - sin 60° — sin 150°
Oblicz.

cos? 180° —sin 120° cos 150° sin? 135° + sin? 135° cos? 45°
a) b)

tg 45° —tg 135° cos? 135° tg 135°

Oblicz sinus i cosinus kata, ktory z osig OX tworzy prosta o danym row-

naniu.

a)y:3x: b)z+y=0 {'-) \/ﬁrr—!—y:[} d) 12z — 5y =10
SprawdZ, czy istnieje kat v € (07;1807). dla ktérego:

a) sinae =0.6 i cosa =108, ¢) sina=2 i tga =1,

b) sinae =0,5 i cosa = —0,5, d) sina=2 i tga=—-=.

5.8. Funkcje trygonometryczne
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33.

35.

36.

37.

38.

39.
40.

41.

42.

43

Dany jest kat o taki, ze sina = f Oblicz wartos¢ wyrazenia sin o« + cos v,
jesli wiadomo, ze:

a) a jest katem ostrym, b) « jest katem rozwartym.

Dany jest kat a taki, ze sina = % Oblicz warto$¢ wyrazenia tg a + cos .
jesli wiadomo, ze:

a) o jest katem ostrym, b) « jest katem rozwartym.

Oblicz wartos¢ wyrazenia sin a - cos v, jesli wiadomo, ze:
a) a jest katem ostrym i tga = 2,

b) a jest katem rozwartym i tga = —0.5.

Kat 3a jest ostry. Wyznacz miare kata o, jesli wiadomo, ze:

a) sin3a = b) 4cos®* 2a = 3, ¢) bet D=1,

1
73
Ramiona trapezu maja dlugodci 6v/2 i 2v/6 oraz tworza z dluzsza podsta-
wa katy ostre. Oblicz miary wszystkich katow tego trapezu, jesli wiadomo,
ze jego wysokod¢ jest rowna 3v/2.

Pole trapezu réwnoramiennego. ktory nie jest rownoleglobokiem. jest row-
ne 55v/3 em?. Oblicz dlugoéei podstaw tego trapezu, jedli wiadomo, ze jego
ramie¢ ma dlugosc¢ 10 em 1 tworzy z podstawa kat 30°.

Przekatne prostokata przecinaja sie pod katem 60°. Oblicz stosunek dlu-
gosci krotszego boku tego prostokata do dlugosci jego dluzszego boku.

Kat ostry rombu o boku dlugosci 13 ma miare 60°. Oblicz dlugosci prze-
katnych oraz wysokosé tego rombu.

W tréjkacie ABC kat ACB ma miare 60° oraz |[AC| =121 |BC| = 6.
a) Oblicz wysokosé tego trojkata poprowadzona z wierzcholka B.
b) Oblicz dlugosé trzeciego boku i pozostale katy tego trojkata.

Oblicz wysokos¢ trojkata rownoramiennego o podstawie dlugosci 8 i kacie
miedzy ramionami 120°.

Jedna z przyprostokatnych trojkata jest o 2 krotsza od przeciwprostokat-
nej. Srodkowa poprowadzona do tej przyprostokatnej ma diugosé 2v/6.
Oblicz miary katow ostrych tego trojkata z dokladnoscia do 17 oraz dhu-
gosci jego pozostalych srodkowych.
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= 44.

= 46.

47.

2l

22| 40,

50.

51.

Ramie trapezu rownoramiennego ma dlugoscé 10 cm, przekatna jest rowna
15 cm, a kat ostry ma miare 50°. Oblicz pole tego trapezu z dokladnoscia
do 1 em?.

Podstawy trapezu réwnoramiennego ABC'D maja diugosci |[AB| = 9 em
i |CD| =5 em. Przekatna tego trapezu jest prostopadla do ramienia i ma

diugosé 3v/7 em. Rozwiaz trojkat BDC.

Oblicz miare kata ostrego w rombie o boku dlugosci 10 1 krotsze] przekatne)
dlugosci 8.

Oblicz wysokosé drzewa, ktore rzuca cien diugosci 20 m w momencie, gdy
h 8 B4
promienie sloneczne padaja pod katem 53° do powierzchni ziemi.

Wierzcholek latarni morskiej znajduje sie 30 m nad poziomem morza.

W kierunku latarni plynal ponton, z ktérego bylo widaé jej wierzcholek
pod katem 10°. Po pewnym czasie ponton zblizyl sie do latarni tak. ze
jej wierzcholek bylo widac¢ pod katem 35°. Jaka odleglos¢ przebyl ponton
w tym czasie?

Z jednego okna latarni morskiej wida¢ kuter pod katem 107, a z drugiego,
polozonego 4 m wyzej — pod katem 11°. Oblicz odleglos¢ kutra od latarni.

. Po. b
Dany jest kat rozwarty «a taki, ze tga = — 3.
Ocen prawdziwosé¢ ponizszych zdan. Wybierz P, jeshi zdanie jest praw-
dziwe, albo F — jesli jest falszywe.

1. Dla kata a spelnione jest réwnanie sina = — .
2. | Dla kata « spelnione jest réwnanie cos o = -—%. P | F

Dany jest romb o przekatnych 6 cm i 8 cm.
Dokonez zdania. Wybierz odpowiedz sposrdd A—-D oraz odpowiedz sposrod
E—H.

1. Miara kata ostrego tego rombu z dokladnoscia do 1° jest réownas:

A BT B, 54°, C. 64°, D. 74°.
2. Wysokos¢ tego rombu jest rowna:
E. 3 cm, F. 3.2 cm, G. 4,8 cm, H. 5 cm.

5.8. Funkcje trygonometryczne
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5.9. Funkcja wyktadnicza
| funkcja logarytmiczna
Funkcja wykladnicza

Funkeje postaci f(z) = a”, gdzie @ > 0 i a # 1, okreSlong dla = € R,
nazywamy funkcja wykladnicza.

'Y  p<a<i a>1 1y

% flz) =a"
1

0 X o[ 1 X
Dla a € (0;1) funkcja wykladnicza Dla a € (1; 00) funkeja wykladnicza
flx) = a” jest malejaca. f(x) = a® jest rosngca.
Logarytm

Niech a i b beda liczbami dodatnimi oraz a # 1, wéwczas:

log, b = & wtedy i tylko wtedy, gdy a® = b
Jezeli a, b, x 1 y sa liczbami dodatnimi oraz a # 1. to:
log, a™ = x log,(z-y) =log, =z + log, y
a'%Bab =} log,, “; = log, x —log, y

log, x” = plog, x, gdzie p € R

Funkcja logarytmiczna
Funkcje postaci f(x) = log, x, gdzie a > 0, a # 1, okreslona dla x € (0; 0¢),
nazywamy funkcja logarytmiczna.

1y 0<a<l Y a > 1
1 +
0 X
Dla a € (0;1) funkcja logarytmiczna Dla a € (1; o0) funkcja logarytmiczna
f(x) = log, = jest malejaca. flz) = log, x jest rosngca.
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: 8

Oblicz.
a) 273 —0,01°9% . 161 ¢) 0,125°% + 328 : (\ﬂ/fi_)J

s : " 0.5
b) 5- (&)™ - (¥3)° a) ((32)* - V6T + 4. Y16 YT6)
Przedstaw liczbe w postaci potegi o podstawie 3.

a) 8193 b) V3. V9. V27 ¢) 27V9- 3

Przedstaw liczbe w postaci a®, gdzie a € N, z € Q.
a) 31.9°% c) 328 . /21 e) V273 - (@z
b) 257 : 125~ d) ¥/64:(0,5)% f) (0,04)°% . V53

[ [}

Ktore z liczb x, y, z sa rdwne liczbie a? lloczyn ryz przedstaw w postaci p”,
gdzie pe N, r € Q.

a) a=23, x=27.92, y=4-v2, 2=27.2%

b) a=33, ¢=31, y = —v}r= z =31

¢) a=2% V1, x =41, y= (%):5, z=2%.271

d) a = 127 . V36, x =282 y= (l—ﬁ-)% 7z =928 .35

Oblicz.
a) T4V3.7V32 ¢) 3vV5-1. 9+ e) (2\*"7' .0,5v5

b) 6v2t1:25 . GV2-0.75 d) (V5)YE-1 ; 508V5 ) (31+ﬁ g1 ﬁ)”ﬂ

Oblicz.

12473 B . /era /5
) [4-(05)"] Q) ()72 (1)
b) VB . 55+, 12514 d) (2 = V3)VE(2 + V3)V
Oblicz.
a) log, 16 c) log, & e) log, 532 g) log 516
b) log; 2 d) logy 2 f) logg V2 h) logs, 2v/2
Oblicz.
a) logg 4 2 +logy 43 — logg 4 2 ¢) 3log2 —1og0.2 + log 25
b) logg 15 — logy & + 2log, 6 d) log 56+ 2log 52— log 53

5.9. Funkcja wykladnicza i funkeja logarytmiczna

211



M Zestaw Il - cwiczeniowy

D] .

10.

1%,

12

13.

14.

15.

16.

Uzasadnij, ze podana liczba jest rowna 1.
a) 0,5v5.2V5+2/2. 0 25V2 b) (2 - v3)V2(2 + V3)V?

Dla jakich wartosci x zachodzi podana réwnosdé?

a) 3" = 243 d) 5-5% =625 g) 4% =2%

b) 4**! =64 e) 0,25-4" = 256 h) 3+ 3% =36

c) 228 =1024 f) % -3 =04 i) 2% =16

Punkty A, B i C naleza do wykresu funkeji f. Oblicz a, b1 c.

a) f(z) =27, A(-2,a), B(b, 1), C(c, V4)

b) f(z) = (f)' A(%,a], B(b. —3'-] Cle, 1)

Naszkicuj wykres funkeji f. Z wykresu odczytaj, dla jakich argumentow
funkcja f prayjmuje wartosci wieksze od p.

a) f(x) =2, p=8 o) f@)=(2)", p=21

b) f(z) =3, p=9 d) f(z) = (V3)", p=4

Dopasuj wzor funkceji do wykresu.

Aifln)=2.2° B. g(z) =2 +1 C. h(z)=2""+1
11. Y

o1 1% B ERREE 11 0] 1 1%
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej zbior wartosci i okresl monotonicz-
nosé tej funkeji.

a) f(x)=2*—8 ¢c) fle)=3+27" e) fla)=3*"

b) fl@)=(3) =4 &) fla) =4 f) f()=3""

Dla jakich wartosci m funkcja f jest rosnaca?

a) f(z)=1{(2m—=3)* b) f(z)=(1—4m)™ ¢) f(z)=(2—m?)"
Okresl, do ktérego z przedzialéw: (0;1) czy (1;00) nalezy liczba a, jezeli:

1 1 .
a) a'? < a'?, b) aVZ < av?, ) e d) a® > =.
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17. Porownaj liczby. Wpisz odpowiedni symbol: <, > lub = w miejsce 7.
5 0.5 N a2 aE _aE
a) (3)" Blv2 b) 0,67 2 () c) 2,52° [7] 0,425

3

18. Zapisz liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.

8 By 200, 815 b) 087, (1), (§) ™, (1)

19. Naszkicuj wykres funkeji f. Z wykresu odezytaj, dla jakich argumentow
funkcja f przyjmuje wartosci wieksze od 1.
a) flz)=2—2"°F b) f(z) =27-3* =2 ¢) flz)=—-2"11 43
20. Rozwiaz graficznie réwnanie f(x) = g(x).
a) f(z)=4-2"-1, g(x) =3t b) f(z) =21, g(z)= =

ar

21. Punkt A nalezy do wykresu funkeji f. Oblicz a.
a) f(z) =4%, A(log,6,a) b) f(z) =9*%, A(a,b)

M Zestaw lll - podsumowujacy

@ 22. Na podstawie definicji logarytmu uzasadnij, ze «'*%" = b, a nastepnie

oblicz:

H-) 4]:15;1'2‘. {'.} 33I0g3 lﬂ‘ E‘f} 25|ﬂg5 ~11 g} 4‘2I05;-3 I+logs 5*

h} IDEug 131 fl) (?la)l‘-"g'-!":‘. f) 32|0g-_331 h) QIOF.H 6-log, 16
23. Oblicz podstawe logarvtmu.

a) log, 81 =4 ¢) log, 9= -2 e) log, = =3

b) log, 81 = —4 d) log, 9 =3 f) log, = = —1
24. Oblicz x.

a) logy o = -3 b) log za =3 c) log,.027 =3
25. Oblicz z.

a) log, z = 2log, 6 — log, % ¢) loge = -2+ 3log b — log 0,25

b) logpsx =1+ 2l0gy 53 d) logsz =2log,; 4 —log; 12 — 1

26. Oblicz vabe.
a) a = log, 16, b = log, 64, ¢ = log, 5 &
b) a = log, 32, log, 10 =1, log,c =3

27. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej miejsce zerowe.

a) f(z) =logy,x—1 b) f(z) =logrz—2 «¢) f(z)=logyz+2
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28. Naszkicuj wykresy funkeji f i g. Odezytaj 2z wykresu rozwiazania nieréw-
nosci f(z) < 1 oraz g(x) < 1.
a) f(x) =logyx, gx) =logy,(x —1) ¢) f(x)=log,z, g(x) = log,(x—2)
b) f(x) =logy x, g(x) =logy(x +2) d) f(z)=log, z, g(x) = log, (z+1)
29. Naszkicuj wykresy funkeji f i g. Odezyvtaj z wykresu rozwigzania réwnan
f(z) =1 oraz g(z) —1=0.
a) flx) =logsx, glx) = —logyx c) flz)
b) f(z) =log, x, glx) = log,(—x) d) f(z)
30. Naszkicuj wykres funkeji f. Odezytaj z wykresu, dla jakich argumentow
funkcja przyjmuje wartosci wieksze od 1.
a) f(z) =logy (z+3)+1 b) f(z) =logy(z+1)—1

log; z, g(z) = — logy x
log:

g1, glz) = l(}g;'{—;i‘)

Okres polowicznego rozpadu izotopu promieniotworczego to czas T', po
ktorym masa probki tego izotopu zmmniejszy sie o polowe. Jesli my jest
: L J
poczatkowa masa probki, to masa probki po uplywie czasu t jest réwna:

m(t) = my - (%]%

31. Okres polowicznego rozpadu izotopu promieniotworczego pewnego pier-
wiastka wynosi 16 godzin. Po jakim czasie probka tego izotopu straci:
a) 75% swojej masy, b) 87.5% swojej masy?
32. Okres polowicznego rozpadu izotopu wegla "C wynosi okolo 5730 lat.

Jaka mase bedzie miala probka tego izotopu o masie poczatkowej 96 g po
uplywie: a) 17190 lat, b) 22920 lat?

33. Masa probki izotopu promieniotworczego pewnego pierwiastka wynosila
48 g, a po 24 dniach zmniejszyla si¢ do 6 g. Oblicz okres polowicznego
rozpadu tego izotopu.

34. Dany jest prostopadloscian o krawedziach dlugosci @ cm, b em 1 ¢ em,
gdzie log. a = 2, logb = 2, log, s c = —2.
Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest praw-
dziwe, albo F — jesh jest falszywe.
1. Objetoéé tego prostopadloscianu jest réwna 106 cm®. P | E

Pole powierzchni calkowite] tego prostopadloscianu
wynosi 6000 em?,
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5.10. Ciagi

Ciagiem nieskonczonym nazywamy funkcje, ktorej dziedzina jest zbior
liczb naturalnych dodatnich. Ciag a: N, — R oznaczamy (a,, ), a kolejne
jego wartoscl nazywamy wyrazami i oznaczamy a,,as,as, ...

Ciagiem skonczonym k-wyrazowyim nazywamy funkcje, ktorej dziedzina
jest skorczony zbior liezb {1,2.3, ..., k}.

Ciagi monotoniczne

Ciag (a,) nazywamy:

= rosngcym, jesli dla kazdego n € No: a1 > a,,

= malejacym, jesli dla kazdego n € N.: a,,.1 < a,,

= nierosnacym, jesli dla kazdego n € N.: a,.; < a,,

niemalejacym, jesli dla kazdego n € N.: a,., = a,,

stalym, jezeli wszystkie wyrazy ciagu sg rowne.

Cigg arytmetyczny
Ciag liczbowy (a,) nazywamy ciggiem arytmetycznym, jezeli istnieje taka
liczba r, ze dla kazdego n € N zachodzi réwnosc:
pt1 = Uy =

Liezbe r nazywamy réznicq ciagu (a,, ).
Wzor ogélny ciagu arytmetycznego (a,,) o réznicy r:

a, =a;+ (n—1)r
Suma n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego (a,,) o roéznicy r:

ay+an 21+ {n—1)r
SHZTI‘H-: 5 .

T

Ciagg geometryczny
Ciag liczbowy (a,,) nazywamy ciagiem geometrycznym. jezeli istnieje taka
liczba q, 7ze dla kazdego n € N, zachodzi réwnosc:
Apy1 = A {
Liczbe ¢ nazywamy ilorazem ciagu (a,).

Wzér ogdlny ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie g:

A, =ay g

Suma n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego (a,, ) o ilorazie ¢ # 1:
A 1—g"
f amnnt o | 1—g

5.10. Ciagi 215 I



M Zestaw | - wprowadzajacy

1.

9.

10.

Oblicz Sﬂ-g + E]'l-_].
a) ap=2n—06, b, =3in+1

P .
— 9% .
b) Gy 2 H b” o+ 1

¢) an=(-1)"-2=2 b, = (-1)""\/An + 1

T

d) a, = logyn. b, =log,(5n + 4)

Dany jest ciag (a, ). Ktére wyrazy tego ciggu sg réwne 207
a) a,=3n—1 b) a, = 12n — n?

Ile wyrazéw ujemnych ma ciag (a, )7 Oblicz pierwszy i ostatni z tych wy-
razow.

a) a, =4n—15 b) a, =n*—10n+16  ¢) a, = (2n—3)(2n—9)
Zaproponuj wzor ogolny ciagu.
4 i 1 2 3 4 & : I -1: -1 } 1
d) 1..4§9' 16.25,... (} 313 I3E1E e 3101537 851 343
111 1 x , :
])) 1,5,:_‘ 1710 (_l} 2, —4,'0,—8,10, i f) 2?25,2!25? :
Wykaz, ze ciag (a,) jest malejacy.
. - 2 ; — 3
a) a, = = b) a, =2+ = B) gy = SR
Zbadaj monotonicznosé ciagu (a,,).
9 { __dn+1 B - S
a) a,=n"+n+1 e) G = o e) a, =n"—n
o e 28 = (—1)"+!
b) a, =n"—6n+8 d) a, 3 f) a, =(-1)

Dane sa pierwsze trzy wyrazy ciagu arytmetycznego (a,). Podaj wzor
ogolny tego ciagu. Oblicz wyrazy as i as.

a) 1,3,5,... b) 8,3,-2, ... ¢) —1,=%,0,..
Oblicz n-ty wyraz ciagu arytmetycznego (a,, ) o réznicy 7.

g) g =—-4,r=2,n="7 c) ap =3, r=-2,n=15
b)ai=3,r=-5,n=10 d)as=2,r=-3,n=20

Dane sa ciagi arytmetyczne: a, = n+5, b, = dn+ 3, ¢, = 2n — 5,
d, =5n4+ %, e, = =. Ktore z tych ciagéw maja réznice réwnag 57

Sprawdz, czy ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.

a) G, = z?jl b) a, =n*-1 ¢) a, =v3n-—1 d) a, =

i)
41
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Wyznacz wzor ogblny ciggu arytmetycznego (a,, ). Okresl monotonicznosdé
tego ciagu.

a) ] = 1._ g = ﬂ b) ity = —b.? i = 12 f‘.) iz = D:‘ ag = 9
Oblicz réznice ciagu arytmetyeznego (a, ) spelniajacego podane warunki.

) a +as; = —06 b) a; + a3 = 2 ) as - a; = —8
a ) ¢
as +ay =0 g Ay = az +a; = —2
Dla jakich wartosci @ podane liczby sa kolejnymi wyrazami ciagu arytme-
tyveznego? Podaj te wyrazy.

a) 20 —1,20+5, 32+ 4 b) (z+1)% (2z+ 1)2, (32 — 1)?

a) Wyznacz takie liczby a, b, ¢, aby liczby 3, a, b, ¢, 63 tworzyly ciag
arvtmetyczny.

b) Miedzy liczby 12+ V2 1 /2 wstaw pieé takich liczb, aby wszystkie razem
tworzyly ciag arytmetyczny.

a) W ciggu arytmetycznym suma wyrazow drugiego i trzeciego jest row-
na —4, natomiast réznica wyrazow szostego i dziesiatego jest réwna 8.
Oblicz pierwszy wyraz i roznice tego clagu.

b) W ciagu arytmetyeznym suma wyrazow drugiego i szostego jest réwna 4,
natomiast iloczyn wyrazow czwartego i siddmego jest rowny 22. Wyznacz
wzOr ogolny tego ciagu.

Dane sa trzy poczatkowe wyrazy ciagu geometrycznego (a,, ). Podaj wzor
ogolny tego ciggu. Oblicz wyrazy ag i ap.

&) 2,4,8; .. b) 9;3,1; . c) 2,1,V2,...

Wyznacz wzor ogdlny ciagu geometrycznego (a, ). Oblicz wyrazy ay i ar.

a) ag =—-3,¢q=2 ¢] ay==3, q:—\/Z- e) az =3, ag = —81

b) ay=4,¢g=-1 d) ax=2,a3=1 f) f11=2\/§*z—5=3\/§
2

s ]

= - n N
Dane sa ciagi geometryezne: a,, = 5-2%, b, = 5", ¢, = 2«( J st == 3G%;

e, = (—5)" 1. Ktére z tych ciagéw maja iloraz réwny 57

Wyznacz wzor ogblny clagu geometryceznego (a,, ). Okresl jego monotonicz-
NOSC.

a) a3 =28, ay =16 b) a =18, a5 = 3¢ c) as =3, ay = —2V/2

Oblicz iloraz rosnacego ciggu geometryeznego (a,, ), jesli a; = 3 i a; = 24.
Ktory wyraz tego ciagu jest réwny 487

5.10. Ciagi
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21.

23.

Sprawdz, czy ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym.

EI,) (i, = % h) Qn = 4 . 5n+2 (_-_) a, = 1+ o d) 3 = an . 5;:—[

Wykaz, ze ciag a, = 3-2" jest ciagiem geometrycznym. Czy ciag (b, ) jest
ciagiem geometrycznym?

a) b= (a,)" b) b, =5-a, ¢) b,=1-a,

a) Miedzy liczby 7 1 189 wstaw dwie takie liczby. aby wszystkie razem
tworzyly ciag geometryczny.

b) Miedzy liczby 6 1 96 wstaw trzy takie liczby, aby wszystkie razem two-
rzyvly ciag geometryezny rosnacy.

¢) Trzy liczby tworza cigg geometryczny. Suma tych liczb jest réwna 43,
a ich iloczyn jest rowny 1. Znajdz te liczby.

B Zestaw Il = éwiczeniowy

24.

25,

26.

27.

28.

29.

30.

Oblicz sume n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,, ).

a) a) = g—, p= %, n=12 c) oy =—3,a3+a34=9,n=15

b) (1 = = \,@, r= \/ﬁ, n=29 d} a2:2,ﬂ.12—ﬂ,5p: 15, n=-1{7
Oblicz sume wszystkich liczb dwucyfrowych dodatnich, ktore:

a) przy dzieleniu przez 5 dajg reszte 2,

b) sa podzielne przez 4 lub sa podzielne przez 6.

Drugi wyraz ciggu arytmetycznego jest rowny 0, a suma jedenastu poczat-
kowych wyrazow jest réwna 220. Ktory wyraz tego ciagu jest rowny 257

Czwarty wyraz ciagu aryvtmetycznego jest rowny 6. Oblicz sume siedmiu
poczatkowych wyrazow tego ciagu.

Lewa strona rownania jest suma kilku poczatkowych wyrazow ciagu aryt-
metycznego. Oblicz @.

a)24+44+6+ ...+ x=110 c) 1+5+9+ ... 4 (4z-3) =120
b)5+1—-3—...—2=-72 d)—4-1+2+...+ (32+2)="72
[le poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego (a,) o réznicy r nalezy
doda¢. aby otrzymana suma byla réwna 87

al ;= =7, r=1 b) a; = r=

s
(= ]

Liczby —1, 8, 17 sa poczatkowymi wyrazami ciagu arytmetycznego. Oblicz
sume wyrazow tego ciagu nalezacych do przedzialu (100; 200).
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31.

32.

33.

34.

35.

37.

38.

W skonczonym ciagu arytmetycznym ostatni wyraz jest rowny 17, a suma
wszystkich wyrazéw S, = 35. Wyznacz liczbe wyrazow tego ciagu, jesli
wiadomo, ze jego réznica jest rowna 3.

Oblicz sume n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,, ).

a) a;=5¢g=2n=5 ¢c) az=-1l,a6=3%,n=6
b)a; =v2,g=-1,n=45 d) ay-as=V5a=1,n="T

a) Pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny 2. Suma wyrazow dru-
giego 1 6smego jest o 6 wieksza od sumy wyrazow trzeciego i dziewiatego.
Podaj wzor ogolny tego ciagu 1 wyznacz jego dwunasty wyraz.

b) Drugi wyraz ciagu arytmetycznego jest réwny 8. Suma wyrazéw piatego
i siodmego jest o 10 wieksza od wyrazu dziewiatego. Podaj wzor ogdlny
tego ciagu i wyznacz jego pietnasty wyraz.

Diugosci krawedzi czterech szesciennych pudelek tworza ciag geometrycz-
ny o ilorazie =: Pudelka te ustawiono jedno na drugim i otrzyvmano wieze
o wysokosci 65 cm. Sprawdz, czy najmniejsze pudelko ma objetosc wieksza
od 0,5 dm®.

a) Suma wszystkich wyrazow skonczonego ciagu geometrycznego jest row-
na 121%. Pierwszy wyraz tego ciagu jest rowny % a jego iloraz wynosi 3.
Wyznacz liczbe wyrazow tego ciggu.

b) Suma pieciu poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego jest row-
na . Tloraz tego ciagu wynosi —i. Wyznacz pierwszy wyraz tego ciagu.

Pierwszy wyraz ciagu geometrycznego jest rowny 3. a jego iloraz wyno-
si —2. Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéow tego ciagu:

a) o numerach nieparzystych, b) o numerach parzystych.

Ciag (a,) jest okreslony rekurencyjnie. Wypisz pie¢ poczatkowych wyra-
720w tego ciagu. Zbadaj. czy jest to ciag monotoniczny.

a) @y =2, Gpp1 =30, +1,n>1 ¢) a1 =3, 8, =a,—n% n>1
T
b)a=-4, a1 =a,+n,n=1 d] i = Lotgp = —0ns T =1

Ciag (a,) jest okreslony rekurencyjnie. Czy jest to ciag arytmetyczny lub
geometryezny?

a) ar=1, apyi=35a,, n 21 ¢c) 1 =3,8,41=3a,—1,n2>21

b)a=-2,a,41=a,—06,n2>1 d) ay = =5, apyy = 3"a,, n =21

5.10. Ciagi
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M Zestaw lll - podsumowujacy

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.

a) Drugi wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny 4. a czwarty jest rowny 16.
Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw o numerach parzystych.
b) Ciag arytmetyczny sklada sie 2z szesnastu wyrazéw, Suma wyrazow
o numerach parzystych jest rowna 256, a suma wyrazéw o numerach nie-
parzystych jest réwna 240. Oblicz pierwszy i ostatni wyraz tego ciagu.

W skonczonym ciagu arytmetyceznym wyrazy drugi, piaty 1 ostatni sa
rowne odpowiednio —4, 2 i 42. Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu oraz
liczbe jego wyrazow.

W skonczonym ciggu arvtmetycznym trzeci wyraz jest rowny 28, a dzie-
siaty — 0. Suma wszystkich wyrazéw jest rowna —40. Oblicz pierwszy wyraz
tego ciagu oraz liczbe jego wyrazow.

Pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego (a,) jest réwny 6. Dla pewnej licz-
by & mamy a; = 48, a suma k poczatkowych wyrazow ciagu S, = 405.
Oblicz réznice tego ciagu oraz k.

Suma n poczatkowych wyrazow ciagu arvtmetycznego o roznicy 5 jest
o 500 mniejsza od sumy nastepnych n wyrazow tego ciagu. Oblicz n.

Skonczony cigg arytmetyczny ma nieparzysta liczbe wyrazéow. Pierwsazy
wyraz tego ciagu jest rowny 2, a ostatni jest rowny 42. Suma wszystkich
wyrazow tego ciagu jest o 242 wieksza od sumy wyrazéw o numerach
parzystych. Oblicz réznice tego ciagu oraz liczbe jego wyrazow.

Dlugosci bokéw trojkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny. Jedna
z przyprostokatnych ma diugosé 6. Oblicz dlugosci drugiej przyprostokat-
nej oraz przeciwprostokatnej (rozwaz dwie mozliwosei).

Oblicz dlugosci bokéw prostokata, jezeli dlugosci dwaoch z nich razem z dhu-
goscia przekatnej tworza ciag arytmetyczny oraz:

a) obwdd prostokata jest rowny 14, b) pole prostokata jest réwne 48.

Trzy liczby tworza ciag aryvtmetyezny, a ich suma jest rowna 36. Jesli
od pierwszej 1 drugiej liczby odejmiemy 7, a do trzeciej dodamy 9, to
otrzymamy kolejne wyrazy ciagu geometryceznego. Wyznacz te liczby.

Trzy liczby tworza ciag geometryczny, a ich suma jest rowna 114. Jesli
pierwsza i druga liczbe pozostawimy bez zmian, a od trzeciej odejmiemy 6,
to otrzymamy kolejne wyrazy ciagu arytmetycznego. Wyznacz te liczby.
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=l 49,

| 50.

i 51.

z=E0
2

00.

Kapital w wysokosci 1000 zt zlozono w banku na procent skladany. Jaka
bedzie wielkos¢ kapitalu po n latach przy oprocentowaniu rocznym r?

a) ni=2, re="4% b) n=6, r=5% e) n=10, r=4%

Bank przyjal kwote 10000 zl na 3% rocznie i pozycezyl ja na 8% rocznie.
lle zyska bank w ciagu czterech lat, a ile — w ciagu osmiu lat?

Do jakiej kwoty wzrosnie kapital 500 zl zlozony w banku na pie¢ lat, jezeli
roczna stopa procentowa wynosi 4%, a odsetki sa kapitalizowane:

a) co pol roku, b) co dwa miesiace, ¢) co miesiac?

W bankach A, B, C lokaty terminowe sa oprocentowane 2% w skali roku.
W banku A odsetki sa kapitalizowane co rok, w banku B - co kwartal,
a w banku C' — co miesiac. Do kazdego z tych bankéw wplacono 2000 zl.
W ktorym banku odsetki od tej kwoty po roku beda najwieksze? O jaki
procent wzrosnie kapital w kazdym z tych bankéw po roku?

Banki A, B, C'i D oferuja nastepujace warunki oprocentowania lokat:
bank A — 5.6% rocznie, odsetki kapitalizowane co miesigc,

bank B — 5,65% rocznie, odsetki kapitalizowane co kwartal,

bank C' — 5.75% rocznie, odsetki kapitalizowane co pél roku,

bank D - 5,8% rocznie, odsetki kapitalizowane co rok.

Ktory z tych bankéw oferuje najkorzystniejsze warunki?

il — H1 4.2
Dany jest ciag a, = (—1)"*" + =.
Ocen prawdziwosS¢ ponizszych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest praw-

dziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Liczby a,, as. 3 sa kolejnymi wyrazami ciagu
arytmetycznego.

2. | Trzeci wyraz ciggu a, jest réwny 3. P|F

Dokoncz zdanie. Wybierz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1.,
2. albo 3.

Ciag a, = 3n — n? jest:

A.  nierosnacy, poniewaz dla kazdej liczby 1. | nieujemna.

B.  niemalejacy, naturalnej n > 1 réznica 2.  réwna zero.
Api1 — Oy Jest

o

C. | staly, niedodatnia.
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5.11. Geometria analityczna

Dane sa punkty A(xy,y,) 1 B(xs, ys). V4
Srodek odcinka AB ma wspélrzedne: 42
f Ty +xT2 Y1+ Y2
§(mtee, uin)

Dhugo$é odcinka AB wyraza sie wzorem: ’*Il//
ol
|f-13[= \/(;1:3—.-1:.}'34—(3;2—3;[)2 A S5

Odleglos¢ punktu P(xq,y,) od prostej [ o réwnaniu Ax + By +C =0

wyraza sie wzorem: A 5 c
To + DY +C

d

B Zestaw | - wprowadzajacy

1. Wyznacz wspélrzedne $rodka odcinka AB.
a) A(—3,2), B(5,—6) c) A(—4,0), B(4.—8)
b) A(4,-3), B(0,2) d) A6 —v2,1), B(v/2.-8)
2. Punkt S jest srodkiem odcinka AB. Wyznacz wspolrzedne punktu B.
3. Punkt S jest srodkiem odcinka AB. Oblicz a i b.
a) A(1,-3), B(2,5), S(a,b) c) A(0,4), B(a,b), S(2,-1)
b) A(=3,a), B(b,2). 5(0.5) d) A(a,2), B(2a,b), S(b,a)
4. Oblicz odleglosé¢ punktu A(3.2) od drodka odecinka BC.
a) B(~5,-2), C(3,0) b) B(74,2), C(4%,—4)
5. Dany jest punkt A(—4,1). Oblicz dlugosé¢ odcinka AB. jesli wiadomo. ze:
a) jego srodkiem jest punkt (1,—4),
b) jego Srodek lezy na osi OY, a rzedna punktu B jest rowna —5.
6. Oblicz obwod trojkata ABC.
a) A(2,-1), B(6,7), C(2,4) b) A(0,3), B(2,-1), C(6,7)
7. Oblicz dlugosci srodkowych trojkata ABC.
a) A(2,1), B(16,7), C(6,11) b) A(-2,-9), B(2,-10), C(3,11)
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[] 10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

L6 £

a) Oblicz obwod deltoidu przedstawionego
na rysunku.

b) Oblicz obwdd prostokata, ktorego wierz-
cholkami sa srodki bokéw tego deltoidu.
Sprawdz, czy trojkat ABC jest réwnora-
mienny. Czy jest to trojkat prostokatny?

a) A(-2,-2), B(7,1), C(1,4)

b) A(4,2), B(-2,6), C(8,-3)

Wykaz, ze trojkat o wierzcholkach:
a) A(—3,2), B(0,1) i C(2.7) jest prostokatny. oraz oblicz jego pole,
b) A(—2,1), B(2,3) i C'(3,—4) jest réwnoramienny, oraz oblicz jego pole.

Wyznacz rownania ogdlne i kierunkowe (jesli jest to mozliwe) prostej AB.
a) A(2,0), B(—1,6) d) A(0,4), B(2,0)

b) A(-10,3), B(10,3) e) A(—4,5), B(10,5)

Wyznacz rownanie prostej przechodzacej przez punkt P(—1,1) i réwnole-
glej do prostej [.

a) l:6x—y=0 b) l:32—3=0 ¢) l:x+6y=0
Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P(1,1) i prostopa-

dlej do prostej [.
a) l:22—-6=0 b)l:2z24+y+3=0 c) :vV2z—y+5=0

Wyznacz réwnanie osi symetrii odcinka AB.
a) A(4,—14), B(4,25) b) A(-2,-2), B(2,10) «¢) A(-1,7), B(5,-2)

Oblicz wysokosé trojkata ABC opuszczona z wierzcholka €. a nastepnie
pole tego trojkata.
a) A(-3,1), B(2,-4), C(3,3) b) A(-2,2), B(6,6), C(3,-3)

Oblicz pole rombu ABCD.
a) A(2,1), B(5,2), C(6,5), D(3,4) b) A(0,1). B(5,3), C(7,8), D(2.6)

Oblicz pole réwnolegloboku ABC D, ktérego bok C'D jest zawarty w pro-
stej k.
a) A(0,3), B(4,1), k:y=—1x+5 b) A(-1,-3), B(5,-1),k:xz=3y—>5

5.11, Geometria analityczna
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M Zestaw Il - cwiczeniowy

18.

19.

20.

g [F

22.

23.

24,

25.

_____Jl

Punkty A" i A" sa obrazami punktu A odpowiednio w symetrii wzgledem
osi OX iosi OY. Wyznacz ich wspélrzedne i oblicz diugosé odeinka A’A”.

a) A(1,-3) b) A(—+v/2,4) c) A(7,0)

Wyznacz wspolrzedne wierzcholkéw prostokata A'B'C' D' bedacego obra-
zem prostokata ABC'D w symetrii wzgledem poczatku ukladu wspolrzed-
nych. Oblicz pole ich czedei wspdlne;j.

a) A(-1,-2), B(3,-2), C(3,1), D(-1,1)

b) A(0,-2), B(5,3), C(2,6),D(-3,1)

Punkty A; i B; sa odpowiednio obrazami punktéw A(—2,-3) i B(2,7)
w symetrii wzgledem poczatku ukladu wspoélrzednych. Wyznacz réwnanie
prostej przechodzacej przez punkty A, i B,.

Wyznacz p i q, wiedzac, ze punkty A(3,p+1) i B(2¢9—1,5) sa symetryczne
wzgledem: a) osi OX, b) osi OY, c¢) punktu O(0,0).

Trojkat A'B'CY jest symetryczny do tréojkata ABC wzgledem poczatku
ukladu wspolrzednych. Podaj wspolrzedne wierzcholkow tréjkata A'B'C'.
Oblicz pole czesci wspolnej tych trojkatow.

a) A(—1,-3), B(3,1). C(-9,5) b) A(-3,-2), B(3,-2), C(0,4)

Okrag o srodku w punkcie S(a,b) i promieniu r jest zbiorem wszystkich
punktow plaszezyzny, ktorych odleglosé od punktu S jest roéwna r.
Punkt (z,y) nalezy do tego okregu wtedy i tylko wtedy, gdy:

(x—a)? + (y— )2 =12

Wyznacz srodek 1 promien okregu okreslonego podanvim réwnaniem.
a) (x—1)"+(y—3)* =36 ¢) (z+3)*+ (y+7)* =
b) (r+2)°+(y—6)* =144 d) (z —4)2+ (y+8)2=38

Podaj rownanie okregu o srodku w punkcie S i promieniu r.
a) S(3,4), r=3 b) S(—5,3), r =2 ¢) S(—3,-2), r=3v2

Wyznacz réwnanie okregu o $rodku w punkcie S przechodzacego przez

punkt P.
a) S(2,0), P(1,3) b) S(3,-6), P(5,—-4) ¢) 5(2,1), P(-5,—-3)

Powtdrzenia



26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

36.

Wyznacz rownanie okregu, ktorego srednica jest odcinek C'D.

a) C(3.5), D(7,7) b) C(—5,4), D(1,0) c) C(2,-1), D(9,6)
Sprawdz, czy okrag o srednicy AB jest symetryczny do okregu o sred-
nicy C'D wzgledem osi OX, osi OY lub poczatku ukladu wspolrzednych.
a) A(1,0), B(3,-6), C(-5.-4), D(1,-2)

b) A(-3,-1), B(5,5), C(—4,2), D(2, —6)

Wyznacz réwnanie okregu o srodku S(—1,4). ktéry jest styczny do:

a) osi OX, b) osi OY, ¢) prostej 4o —3y = 9.
Punkt A nalezy do okregu stycznego do osi OY w punkcie B(0,2). Wy-
znacz réwnanie tego okregu, jesli:  a) A(6.2), b) A(-2,-2).
Wyznacz rownanie okregu przechodzacego przez punkty A i B, ktérego
srodek nalezy do prostej [.

a) A(3,-2), B(5,0),l:y=x2+1 b) A(-1,4). B(2,1), :y=22+6
Wyznacz réwnanie okregu przechodzacego przez wszystkie wierzcholki
prostokata ABCD.

a) A(-2,1), B(—2,-3), C(6,-3), D(6,1)

Wyznacz réwnanie okregu opisanego na trojkacie prostokatnym ABC.
a) A(—1,2), B(6,—2), C(3,4) b) A(2,3), B(5,-1), C(-3,-7)

Wyznacz réwnanie okregu opisanego na tréjkacie ABC.

a) A(—9,0), B(—1,-4), C(3,4) b) A(—1,1), B(3,-1), C(3,5)

Dany jest okrag o $rodku S(1.2) i promieniu 2. Okresl wzajemne polozenie
tego okregu oraz okregu danego réwnaniem:

a) 22+ (y—2)2 =1, c) (z—5)°%+ (y+1)? = 25,

b) (z+2)*>+ (y+2)* =8, d) (x—2)*+(y —2)* = 16.

Okresl, ile punktow wspoélnych ma podana prosta z okregiem o réwnaniu
(& +2)* 4+ (y — 3)* = 25.

a) x—2y+18=0 b)2r—y—6=0 c) dr—3y—8=10
Oblicz dlugosé cieciwy wyznaczonej przez punkty przeciecia podanej pro-
stej i okregu (x — 3)? + (y — 1) = 25,

a)y=z+3 b)y=x—-7 c) y=—ax+5

5.11, Geometria analityczna
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M Zestaw lll - podsumowujacy

37.

D] 38.
D] 30.

40.

41.
42.

43.

45.

46.

47.

48.

Punkty A(—4,3) 1 B(—12, —1) sa wierzcholkami trojkata réwnobocznego
ABC'. Oblicz obwdd tego trojkata.

Wykaz, ze czworokat o wierzchotkach A(—2,-3), B(4,1), C(8,7) 1 D(2,3)

jest rombem. Oblicz dlugosci przekatnych 1 pole tego rombu.

Dane sa punkty A(—-3,-3), B(9,1), C(6,4) i P(2,-1), R(3,0), S(—1,2).
Wykaz, ze trojkaty ABC 1 PRS sa podobne. Podaj skale podobienstwa.

Punkty A(0,—2) i B(6.1) sa wierzcholkami réwnolegloboku ABC D, kto6-
rego przekatne przecinaja si¢ w punkcie S(1,%). Oblicz obwéd tego réw-
nolegltoboku.

Punkty A(2,-9) 1 C(—7,4) sa koficami przekatnej kwadratu ABCD. Ob-
licz promien okregu wpisanego w ten kwadrat.

Punkt A lezy na osi OX, a punkt B ma wspolrzedne (=5, —4). Srodek
odcinka AB lezy na prostej y = 2z. Oblicz dlugosé tego odcinka.

Dane sa punkty A(—1,1), B(3,—1) i C(7,5). Wyznacz rownania prostych
zawierajacych srodkowe trojkata ABC oraz wspolrzedne punktu ich prze-
ciecia.

Punkty A(—2.0) i B(2,0) sa wierzcholkami tréjkata réwnoramiennego
ABC o polu 8. Wyznacz wspolrzedne punktu C.

Punkty A(0,1) i C(0,3) sa wierzcholkami tréjkata prostokatnego ABC
o kacie prostym przy wierzcholku C. Wyznacz wspodlrzedne punktu B,

jesli wiadomo, ze pole trojkata jest réwne 5.

Punkty A(0,0) i B(10,0) sa wierzcholkami tréjkata prostokatnego o kacie
prostym przy wierzcholku C. Przyprostokatna AC jest zawarta w prostej
y = 3x. Wyznacz wspoblrzedne punktu C oraz wspolrzedne srodka okregu
opisanego na tym trojkacie.

Dane sa dwa wierzcholki trojkata ABC: A(—3.1) i B(3.-2). Pole tego
trojkata jest rowne 15. Jedna z jego wysokosci jest zawarta w prostej
y = 2z + 2. Wyznacz wspdlrzedne wierzcholka C'.

Prosta o réwnaniu y = —x + 3 jest symetralna odcinka AB. Wyznacz
rownanie prostej AB i wspoélrzedne punktu B, jesli A(—1, —2).
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49.

51.

52.

53.

55.

56.

57.

58.

Dany jest trapez o wierzcholkach A(—-2,1), B(3,—4), C(2,3) i D(1.4).
a) Wyznacz réwnania prostych zawierajacych boki AB, CD i AD.

b) Uzasadnij, ze trapez ten jest prostokatny, i oblicz jego pole.

Dane sa punkty A(0,0), B(10,10) i C(4,13). Z wierzcholka A tréjkata
ABC poprowadzono wysokosé AD. Wyznacz wspolrzedne punktu D i ob-
licz pole trojkata ABC.

Wyznacz rownania prostych zawierajacych boki trojkata ABC, jesli dane
sg rownania dwoch prostych zawierajacych jego wysokosci oraz wspol-
rzedne wierzcholka A.

a) x+y=0,y =3z, A(T,-1) b)y=2z+4+7 ¢=-T, A(3,-2)

Punkty P, R. S sa érodkami bokéw pewnego trdojkata. Wyznacz wspol-
rzedne wierzcholkéw tego trojkata.

a) P(—3,1), R(-2,—6), S(0,0)  b) P(—4,—2), R(0,—4), 5(2,2)

Punkty A(2,-3), B(4,3) i C(—2,5) sa wierzcholkami trdjkata réwno-
ramiennego. Wyznacz réwnanie osi symetrii tego trojkata.

i3 WA P E o LE oo
Trojkat A'B'C' jest symetryezny do b ING i |
tréjkata ABC (rysunek obok) wzgle-
dem poczatku ukladu wspolrzednych.
Wyznacz wspolrzedne wierzcholkow
trojkata A'B'C’. Oblicz pole czesci
wspolnej tych trojkatow.

Odcieta punktu A jest rowna 5, a rzedna punktu C' jest réwna 8. Punkt B
jest symetryczny do punktu A wzgledem osi OX, a punkt C' — do punktu B
wzgledem osi OY. Podaj wspolrzedne punktow A, B i C.

Odcinek A'B’ jest obrazem odcinka AB w symetrii wzgledem poczatkn
ukladu wspoélrzednych. Oblicz dlugoséé odeinka AB, majac dany $rodek
S'(7.—8) odcinka A'B’ oraz punkt A(—6,4).

Oblicz a i b, jesli wiadomo, ze punkty A(a,3) i B(da + 1,2 — b) sa syme-
tryczne wzgledem: a) osi OX. b) osi QY ¢) punktu (0,0).

Punkty A(—3,-2), B(5,2), C(1.6) i D sa kolejnymi wierzcholkami réw-
nolegloboku. Wyznacz wspolrzedne punktu D.

5.11, Geometria analityczna
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59.

60.

61.

62.

63.

65.

66.

Wyznacz punkty przeciecia okregu z osiami ukladu wspolrzednych.
a) (z—3)°+(y—4)* =25 b) (x+3)+ (y—2)>=16

Okrag o srodku w punkcie § jest styczny do prostej [. Wyznacz rownanie
okregu oraz wspoélrzedne punktu stycznosci.

a) S(4,-1), :3z+y—1=0 ¢) 83,2}, Liy=
b) S(—4.3), L:4r+3y—18=0 d) S(—4,2), I:y

r—2

1
51

r—>5

g ]

Proste y = 2x +4 1 y = 2r — 6 s styczne do pewnego okregu. Oblicz
promien tego okregu. Wyznacz rownanie prostej rownoleglej do danych
prostych, jesli wiadomo, ze nalezy do niej srodek tego okregu.

Punkty A(2,-1). B(5,2) i C(0,7) sa trzema wierzcholkami prostokata
ABCD. Wyznacz rownanie stycznej do okregu. do ktérego naleza wszyst-
kie wierzcholki tego prostokata, jesli punktem stycznosei jest punkt D.

Punkty A(—=5,2) i B(—1,—2) naleza do okregu (z +1)* + (y — 2)? = 16.
Wyznacz wspoélrzedne punktu C' nalezacego do tego okregu tak, aby troj-
kat ABC o podstawie AB byl rownoramienny.

Punkty A(—1,-3) i B(6,—2) sa wierzcholkami rombu ABCD, ktérego
osia symetrii jest prosta y = 3.
Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest praw-
dziwe, albo F — jeshi jest falszywe.

1.  Jednym z wierzcholkéw tego rombu jest punkt (—6.2). P | R

2. Druga osia symetrii tego rombu jest prosta y = —3x. P|F

Dokonez zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi tak, aby dla kazdej z nich zdanie
bylo prawdziwe.

Prosta styczna do okregu (x +4)% + (y — 2)* = 9 jest prosta:

K= »T; C.z=-3, E.y=-1, G.y=3.

B. z = -6, D=2, E. y=12,

Dany jest okrag (x +2)° + (y + 1) = 5.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest praw-
dziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Srodek tego okregu lezy w I ¢wiartce ukladu
wspolrzednych.

2. Okrag ten przecina os OY w punktach (0,0) i (0, —2). P|F

1.
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5.12. Planimetria

' C

l C
A D B A B A D\ B

Srodkowa trojkata to od- Symetralna boku tréjka- Dwusieczna kata wewnetrznego
cinek laczacy wierzcholek ta to prosta prostopadla tréjkata to polprosta o poczat-
trojkata ze srodkiem prze- do tego boku i przecho- ku w wierzchotkn tego kata,
ciwleglego boku (np. odei-  dzaca przez jego srodek dzielaca go na dwa katy pray-
nek C' D). (np. prosta l). stajace (np. polprosta C'D).

W dowolnym tréjkacie srodkowe przecinaja sie ¢

w jednym punkcie, zwanym Srodkiem ciezkosci 4‘
trojkata. Punkt ten dzieli kazda ze drodkowych ” ﬂ

w stosunku 2:1, gdy liczymy od wierzchotka. 4 B

Symetralne bokéw dowolnego tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie,
ktory jest Srodkiem okregu opisanego na tym tréjkacie.

Dwusieczne katow wewnetrznych dowolnego
trojkata przecinaja sie w jednym punkcie, kto-
ry jest Srodkiem okregu wpisanego w ten troj-

kat.
Wzory na pole trojkata

= %ch, gdzie h jest wysoko$cia opuszcezona na bok ¢

= sbesina, gdzie a jest katem miedzy bokami bi ¢

— a+bte . . i s . :
= &552E ., gdzie r jest promieniem okregu

wpisanego w trojkat A ¢ B

P = %% odzie R jest promieniem okregu opisanego na tréjkacie

P = \/plp— ) (p—V)(p—c), gdzie p = 2tbe
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M Zestaw | - wprowadzajacy

1. Trojkat ABC jest trojkatem prostokatnym o kacie prostym przy wierz-
cholku C. Oblicz miary katow 6 i o, jesli wiadomo, ze odcinek:

a) CD jest wysoko$cia, b) AD jest zawarty ¢) C'D jest srodkowa.
w dwusiecznej.
C

A D B A B A D B
Wskazoéwka do podpunktu ¢). W trdjkacie prostokatnym Srodkowa poprowadzona z wierz-

chotka kata prostego jest promieniem okregu opisanego na tym tréjkacie.
2. Dlugosé jednej z przyprostokatnych tréjkata prostokatnego jest rowna 3.
Oblicz dlugosci pozostalych bokéw tego trojkata, jesli wiadomo, ze:
a) wysokos$é opuszezona na przeciwprostokatna jest réwna /5,
b) érodkowa wychodzaca z wierzcholka kata prostego jest réwna 2.5,
¢) odeinek dwusiecznej kata prostego zawarty w trojkacie jest réwny 2V/2.

Wskazéwka do podpunktu c¢). Zapisz pole trdjkata jako sume pdl tréjkatéw, na ktére
podzielita go dwusieczna.

3. Przyprostokatne trojkata prostokatnego maja diu- C
gosci 3 cm i 4 em. Oblicz:
a) diugosci srodkowych tego tréjkata, D
b) wysoko$¢ opuszczona na przeciwprostokatna, =
¢) dlugosé odeinka AD (rysunek obok). ; o >

4. Dwa boki tréjkata maja dlugosei 3v/3 i 6, a kat miedzy nimi zawarty ma
miare 30°. Oblicz:
a) pole tego trojkata, b) wszystkie wysokosci tego trojkata.

5. Dany jest trojkat prostokatny réwnoramienny o przeciwprostokatnej diu-
gosci 18 em. Srodkowe tego trojkata przecinaja sie w punkcie P. Oblicz
sume odleglosci punktu P od wierzcholkow tego tréjkata.

6. W trdjkat prostokatny wpisano okrag. Przeciwprostokatna zostala podzie-
lona przez punkt stycznosci z okregiem na odcinki o diugosciach 2 cm
i 3 em. Oblicz dlugosci prayprostokatnych oraz promien okregu wpisanego
w ten trojkat.
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7. Oblicz pole trojkata prostokatnego o jednej z przyprostokatnych dlugosci
6 cm, jesli wiadomo, ze:

a) promien okregu wpisanego w ten trojkat jest rowny 2 cm,
b) promien okregu opisanego na tym trojkacie jest réwny 4 cm.

8. Promien okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym jest réwny 12,5,
a promien okregu wpisanego w ten trojkat jest rowny 3. Oblicz pole tego
trojkata. 2

9. Dane sa dlugosci bokow trojkata prosto- D
katnego ABC' (rysunek obok): |AB| = 10,
|BC| =81 |AC| = 6. D jest punktem stycz-
nosci okregu wpisanego w ten trojkat z bo-
kiem BC'. Oblicz dlugos¢ odecinka AD. A B

10. Podstawa w tréjkacie rownoramiennym ma dlugosé 8 cm, a wysokosé na
nia opuszczona jest rowna 4 cm. W trojkat ten wpisano okrag. Oblicz
dlugosci odeinkéw, na ktore ramie trojkata zostalo podzielone przez punkt
stycznosci z okregiem.

11. W okrag o promieniu 5 cm wpisano trojkat rownoramienny o kacie miedzy
ramionami 1207, Oblicz dlugosci bokow tego trojkata.

12. Na okregu o promieniu 6 cm opisano trojkat rownoramienny o kacie miedzy

ramionami 120°. Oblicz dlugosé podstawy tego tréojkata.

Cechy podobienstwa trojkatow

Cecha BBB: jesli dlugosci trzech bokow jednego trojkata sa odpowiednio
proporcjonalne do dlugosci trzech bokow drugiego trojkata, to trojkaty te
sa podobne.

Cecha BKB: jesli dlugosci dwoch bokéw jednego trojkata sa odpowied-
nio proporcjonalne do diugosci dwoch bokéw drugiego trdjkata oraz katy
zawarte miedzy tymi bokami sa réwne, to trojkaty te sa podobne.

Cecha KKK: jesli katy jednego tréjkata sa rowne katom drugiego trojkata,
to trojkaty te sa podobne.

Twierdzenie Talesa
Jezeli ramiona kata A przetniemy dwiema prosty-
mi réwnoleglymi BD i CE (rysunek obok), to:

|AB| _ |BC| |AB| _ |AD|
|AD| — |DE|’ |AC| ~ JAE]| - D\ B\
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13.

14.

15.

16.

17.

I G2 S

W trojkacie prostokatnym ABC' z wierzcholka kata B
prostego opuszezono wysokosé C'D (rysunek obok).
Oblicz promienie okregow wpisanych w trojkaty
ABC, ADC i BCD, jedli wiadomo, ze |AD| = 3 oraz
|ICD| =4

W trojkacie prostokatnym wysokos¢ opuszezona na
przeciwprostokatna dzieli ja na odeinki o dlugosciach
4 cm 1 9 em. Oblicz pole i obwod tego trojkata. c A

W trojkacie prostokatnym wysokosé opuszezona na przeciwprostokatna
dzieli ja w stosunku 1:4. Oblicz stosunek:

a) pol tréjkatéw, na ktore wysokosé dzieli ten tréjkat,
b) dlugosci przyprostokatnuych tego trojkata.

D

Odcinki BE i C'D sg réwnolegle (rysunek
obok). Oblicz z i y.

A 4 B 3 C

W tréjkacie ABC poprowadzono dwie proste réownolegle do boku AB.
Podzielily one trojkat na trzy figury o réwnych polach. Oblicz diugosci
odcinkéw, na ktére te proste podzielily bok AC, jedli ma on dlugosé 3v/3.

Okregi styczne (maja jeden punkt wspélny)
styczne zewnetrznle styczne wewnetrznie

_— . it b=

Okregi przecinajace si¢ (maja dwa punkty wspolne)

QB IR—r| <|0S| < R+r

Okregi rozlaczne (nie maja punktéow wspélnych)

rozlaczne zewnetrznie rozlaczne wewnetrznie
R r
@—@ |OS| > R +1 % 0S| < |R —r]|
Powtdrzenie



18.

Dane sa dwa okregi o promieniach r i R. Okresl wzajemne polozenie tych
okregéw, jesli wiadomo, ze odlegloéé¢ miedzy ich §rodkami wynosi 2v/5 oraz:

a) r=1+5, R=3, ¢) r=2, R=2(v5-1),

b)r=1; R=2, d) r=1,5; R=3,5

19. Promienie dwach okregéw sa rowne 2 i x + 3, a odleglos¢ miedzy ich
srodkami jest rowna 6. Dla jakiej wartosci x okregi te sa:
a) styczne zewnetrznie, b) styczne wewnetrznie?

20. Dane sa dwa okregi o promieniach r i R, a odleglos¢ miedzy ich srodkami

jest rowna x. Okresl liczbe punktow wspolnyceh tych okregéow w zaleznosci
od z.

a)r=1, R=5 b) r=v3, R=2-+3

21. W tréjkacie prostokatnym ABC odcinek C'D jest wysokoscia, a przypro-

22.

stokatne maja dlugosci |[AC| =5 i |[BC| = 2v/5. Dane sa réwniez dwa
okregi: pierwszy o srodku w wierzcholku ' i promieniu 1, drugi o srodku
w punkcie D i promieniu r. Podaj liczbe punktéw wspélnych tych okregdéw
w zaleznosci od 7.

Dwa okregi styczne zewnetrznie wpisano w kat o wierzchotku P. Oblicz
promienie tych okregow, jesli wiadomo, ze odleglosé punktu P od jednego
ze srodkow okregow wynosi 6 cm, a od drugiego — 14 cm.

Kat srodkowy w okregu ma miare dwukrotnie wiek-
sza od miary kata wpisanego w ten okrag opartego
na tym samym luku.

| ‘
Katy wpisane w okrag oparte na tym samym tuku P
maja rowne miary. )

Suma miar katow « 1 3 wpisanych w okrag, jak na
rysunku po lewej, jest réwna 180°.
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23.

D] 24.

25,

26.

27.

28.

29.

Wyznacz miary katow a. 31 .

a) b) AB | CD ¢)
O

Uzasadnij, ze kat PADB miedzy styczna do okregu <
a cieciwa okregu poprowadzong z punktu stycznosci
jest réwny katowi wpisanemu AC' B opartemu na lu- {f?-h
ku wyznaczonym przez konce tej cieciwy (rysunek ' B
obok). ;
A &

W okregu o srodku O poprowadzono cigciwe AB. Miara kata zawartego
miedzy cieciwa AB a styczna do okregu poprowadzona w punkcie B wy-
nosi 58°. Wyznacz miary katéow trojkata AOB.

Prosta k jest styczna do okregu o srodku O. Wyznacz miare kata a.

a) b) c)

W okregu o promieniu 3 cm cigciwa AB wyznacza luk o dlugosci § em.
Wyznacz miare kata zawartego miedzy cieciwa AB a styczna do okregu
poprowadzong w punkcie A.

Wielokat nazywamy foremnym, jesli
ma wszystkie boki rowne i wszystkie
katy wewnetrzne przystajace.

a) Podaj miary katow wewnetrz-
nych dziesieciokata i dwunasto-
kata foremnego.

b) Wykaz, ze katy wewnetrzne n-kata foremnego maja miare ”T"l - 180°.

Oblicz diugosé boku wielokata foremnego o obwodzie réwnym 20, jesli su-
ma miar katéw wewnetrznych tego wielokata jest réwna: a) 5407, b) 1440°.
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30.

31.

32.

33.

Twierdzenie sinusow

W dowolnym trojkacie stosunki dlugosci bokow do
sinuséw przeciwleglych katow sa réwne srednicy
okregu opisanego na tym trojkacie:

Twierdzenie cosinuséw
Dla dowolnego tréjkata (oznaczenia jak na rysunku)
prawdziwe sa nastepujace zaleznosci:

Roéznica miedzy dlugoscia przekatnej kwadratu a dlugoscia jego boku jest
rowna d. Wyznacz pole i obwod tego kwadratu.

a) Bok szesciokata foremnego ma dlugosé 1. Oblicz réznice pola kola opi-
sanego na tym szesciokacie i pola kola w niego wpisanego.

b) Wykaz, ze dla dowolnego wielokata foremnego o boku dlugosci a roznica
pola kola opisanego na tym wielokacie i pola kola w niego wpisanego jest
rowna Za®.

Kat ostry rombu ma miare 70°. Oblicz miare kata zawartego miedzy wy-
sokosciami poprowadzonymi z wierzcholka kata rozwartego.

Przekatne rownolegloboku maja dlugosci 16 1 8, a kat zawarty miedzy nimi
ma miare 60°. Oblicz obwod tego réownolegloboku.

Dluzsza podstawa trapezu ma dlugosé 9 em, a punkt przeciecia jego prze-
katnych dzieli je w stosunku 2:3. Oblicz dlugosé krétsze] podstawy.

W trapezie réwnoramiennym przekatna ma dlugosé 8v/5 cm, wysokosé jest
rowna 8 cm, a stosunek dlugosci podstaw wynosi 1:3. Oblicz pole 1 obwaod
tego trapezu.

a) Wykaz, ze dlugosé odeinka laczacego rodki ramion trapezu jest Srednia
arytmetyezna dlugodei jego podstaw.

b) Wysokosé trapezu jest réwna 5 cm, a odcinek laczacy srodki jego ra-
mion ma dlugosé 10 em. Oblicz pole tego trapezu.

a _ b _ ¢ —9R

sin o sin 3 sin -y

a’ =b*+ ¢* — 2becosa
b = a®+ ¢* — 2accos 3

¢® = a® + b* — 2abcos~y
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| 37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Twierdzenie o dwusiecznej kata w trojkacie

Dwusieczna kata w trojkacie dzieli przeciwlegly bok Ab
i AERR : ; b a

tego trojkata na odcinki proporejonalne do jego pozo-

stalych bokdow.

45.

46.

Rozwiaz tréjkat o danych katach i boku.

a) a=060°, B=45, c=2V3 b) a=45° B=15°b=6
Oblicz miary pozostalych katéw trojkata, w ktorym:

a) a = 43, b =4, a = 60°, c) a= 3v3,b=09, a = 30°,
b) b=8, c=4/2, B =45, d) b=2v2,c=4, 8 =30

a) Najdluzszy bok tréjkata ma dlugosé 12, a jeden z katéw ma miare 135°.
Oblicz promien okregu opisanego na tym trojkacie.

b) Kat rozwarty tréjkata wpisanego w okrag o promieniu 5 ma miare 120°.
Oblicz diugosé najdinzszego boku tego trojkata.

Oblicz dlugosé boku ¢ trojkata, w ktorym:
a) a=3,b=6, v = 60", b) a=3v3, b=2, v = 150°.

Jeden z katow trojkata ma miare 60°, a bok polozony naprzeciwko tego
kata ma dlugosé 9. Oblicz dlugosci pozostalych bokéw trojkata, jesh wia-
domo, ze jeden z nich jest dwa razy dluzszy od drugiego.

Sprawdz, czy trojkat o podanych bokach jest rozwartokatny:.
a) a=5,b=8,¢=9 b)a=10.b=4,¢=7

Dlugoéci bokéw réwnolegloboku sa réwne 4 i 4/3, a jeden z katéw ma
miare 30°. Oblicz dlugosci przekatnych tego réwnolegloboku.

Jeden z bokéw réownolegloboku ma dlugosé 7. a przekatne maja dlugosci
6 1 10. Oblicz miare kata rozwartego zawartego miedzy przekatnymi tego
rownolegloboku oraz dlugosc jego drugiego boku.

.

Y A v | T B

od
b

W tréjkacie ABC kat AC'B ma miare 60°. Dwusieczna tego kata przecina
bok AB w punkcie D. Oblicz dlugoéci bokéw tego trojkata, jesli wiadomo,

7e |AD| =2 i |BD| = 6.

W trojkacie prostokatnym o przeciwprostokatnej rownej 12 cm dwusieczna
jednego z katow ostrych dzieli przeciwlegly bok w stosunku 1:3. Oblicz
pole tego tréjkata.
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47.

48.

49.

50.

51.

[D] 52.

o4,

29.

Podstawg trojkata rownoramiennego ABC jest odcinek AB. Na boku BC
istnieje punkt D taki, ze |AB| = |AD| = |CD|. Oblicz miary katéw troj-
kata ABC'.

Przyprostokatne trojkata prostokatnego maja dlugosci 4 cm i 6 cm. Ob-
licz promien okregu stycznego do obu przyprostokatnych, ktorego srodek
nalezy do przeciwprostokatne;j.

Na boku AD prostokata ABC'D obrano taki punkt F, ze trojkaty ABE,
DEC 1 EBC sa podobne. Wyznacz skale podobienstwa AABE do ADEC,
ADEC do AEBC, AABE do AEBC i oblicz pole trojkata BEC, jesli
wiadomo, ze S ECD = 60° i |DC| = 6.

Podstawa AB tréojkata rownoramiennego ABC' ma dlugodé 8 em. Wyso-
kos¢ C'D réwna jest dlugosci odeinka DE laczacego srodek podstawy ze
srodkiem ramienia. Oblicz dlugo$¢ ramienia oraz pole tego trojkata.
Dany jest tréjkat ABC o bokach |AC| =4 C
i |[BC| = 6. Na bokach tego tréjkata obrano
punkty D, E i F takie, ze czworokat DECF

jest rombem (rysunek obok). Oblicz dlugosé
boku tego rombu. b

W tréjkacie rownoramiennym ABC o podsta-
wie AB wysokos¢ AD podzielila bok BC' na

odcinki dlugosci |[BD| = ki |CD| =1. Wykaz, A D B

ze |AB| = \/2k(k +1).

W trapezie rownoramiennym katy przy krotszej podstawie maja miare
dwa razy wieksza niz katy przy dluzszej podstawie. Dluzsza podstawa ma
dlugosé¢ 16 cm, a odcinek laczacy Srodki ramion — 10 cm. Oblicz pole
i obwéd tego trapezu.

Dlugosci podstaw trapezu prostokatnego sa rowne 7 cm i 3 cm, a ra-
mie prostopadle do podstaw ma dlugos¢ 5 em. Oblicz odleglosci punktu
przeciecia sie przekatnych tego trapezu od dluzszej podstawy i ramienia
prostopadlego do podstaw.

Dlugosci podstaw trapezu réwnoramiennego sa rowne a i b (a > b), a kat
ostry ma miare «. Wyznacz pole czworokata, ktory powstal przez pola-
czenie odcinkami srodkow sasiednich bokéw tego trapezu.
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56.

57.

58.

59.

62.

. Wykaz, ze trojkaty ACP i BDP (rysu-
nek obok) sa podobne, oraz uzasadnij, ze ‘\

Dany jest trapez prostokatny, ktorego dluzsza podstawa ma dlugosé 6,
ramie ma dlugoséé 3v/2 i tworzy z podstawa kat ostry o, a krétsza przekatna
ma dlugoéé¢ v/6. Oblicz sina i obwéd tego trapezu.

W trojkacie rownoramiennym ABC o podstawie AB srodkowe poprowa-
dzone z wierzcholtkow A i B przecinaja sie pod katem prostym w punkcie P
oraz |AP| = 6. Oblicz dlugosé¢ okregu opisanego na tym tréjkacie.

W trapezie katy przy podstawie maja miary 60° i 45°, a réznica kwadratow
diugosci podstaw jest rowna 30. Oblicz pole tego trapezu.

W réwnolegloboku ABCD krotsza przekatna BD ma dlugosé d i jest
prostopadla do bokow AD i BC, a kat ostry ma miare 30°. Wyznacz
dlugosé przekatnej AC.

Dlugosci podstaw trapezu sa rowne 6 1 9, a ramiona maja dlugosei 2 1 4.
| d e &

Oblicz cosinusy katow tego trapezu.
A o

Dane sa trojkaty ABC i A'B'C' takie,
ze punkty C' i A" sa symetryczne wzgle-
dem punktu A, punkty A i B’ — wzgledem
punktu B, a punkty B i " — wzgle-
dem punktu C. Pole trojkata ABC jest A B B
rowne S. Wykaz, ze pole trojkata A'B'C”

jest réwne TS. A

W trojkacie prostokatnym dwusieczna kata prostego dzieli przeciwprosto-
katna w stosunku 2:3. W jakim stosunku dzieli przeciwprostokatna wyso-
kos¢ poprowadzona z wierzcholka kata prostego?

Z punktu P poprowadzono sieczna przeci-
najaca dany okrag w punktach A i B oraz
styczna do okregu w punkcie C' (rysunek
obok). Wykaz, ze trojkaty PCA i PCB
sa podobne. Oblicz dlugosci odcinkéw PA
i PB, jesli |PC| =121 |AB]| = 10.

Wskazowka. Wykaz, ze {PBC = 4 PCA oraz APCA ~ APBC.

|PA| - |PB| = |PC|-|PD|. Oblicz promien i B
okregu, jedli [AP| =5, |[PB| =2, |CP|=1 V’

i $CBD = 150°. o
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65.

66.

67.

68.

69.

70.

Na bokach tréjkata prostokatnego zbudowano szesciokaty foremne o polach
Py, Py, P; (rysunek ponizej).

a) Wykaz, ze Py = P, + P,.

b) Przyprostokatne tréjkata maja dlugosei 1 ecm i 2 cm. Oblicz dlugosé
odcinka laczacego srodki symetrii szesciokatow zbudowanych na tych przy-

prostokatnych.
W tréjkacie rownobocznym ABC o obwodzie 6 na boku AC wybrano
punkt P taki, ze -:jl—g'— = -é— Oblicz pole kola opisanego na trojkacie APB.

Dany jest trojkat ABC o katach ¢ ABC = 45" i S AC B = 75° oraz bokach
|AC| = 4v/3 1 |AB| = 6 + 2v/3. Oblicz dlugoéci srodkowych tego tréjkata.

Pole tréjkata ABC' jest réwne 60 em?®. Punkt P nalezy do boku AB tego
trojkata, a punkt ¢ — do boku AC. Oblicz pole trojkata APQ).
a) |AP| = 2|AB|i |AQ| = }|]AC| b) |AP|= 3|AB|i |AQ| = 3|AC|

Dany jest trojkat o bokach a, b i e¢. Oblicz pole tego trojkata oraz promien
wpisanego w niego okregu.

a) a=4, b=5,¢=17 b)a=4, b=16,¢=38

Proste k, I, m sa réwnolegle (rysunek obok)
EF| =8, |FG|=5, |CD|=4.

Ocen prawdziwosé ponizszych zdan. Wy-
bierz P, jesli zdanie jest prawdziwe. albo
F -~ jesli jest falszywe.

oras

1. | |BC| =65 P F
2. | Jedli |AG| = 24, to |AB| = 8. P F
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5.13. Stereometria

Oznaczenia
P, — pole powierzchni calkowite] P, — pole powierzchni bocznej
P, — pole powierzchni podstawy V — objetosc
Prostopadloscian Graniastostup prosty
J I
i G
t : |
: ' H
E | | I
| £, Ff= &
| ! r
!
| :E [D h
i A
b ==JC ;}_ \
// ! =
/! b / C
A { B A B
P, = 2(ab + bc + ac) Py=p-h
V = abe V=PF,-h
gdzie a, b, ¢ sa dlugosciami gdzie p jest obwodem podstawy
krawedzi prostopadloscianu graniastoslupa, a h — jego wyso-
koscia
Ostrostup Kula
P = 4xr?
V =3
V=zP,-h gdzie r jest promieniem kuli
gdzie h jest wysokoscia
ostroslupa
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Walec Stozek

h

\‘_h___?_______,/
=7l

P, =2nrh P,=mr(r+1)

P.=2nr(r+h) V = 3wr?h

V = mrih gdzie r jest promieniem podstawy
gdzie r jest promieniem podstawy stozka, h — jego wysokoscia, a
walca, a h — jego wysokoscia dlugoscig tworzace]

M Zestaw | — wprowadzajacy

1.

Dany jest graniastostup prosty, ktorego wysokosc jest rowna 10. Jego pod-
stawa jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych dlugosci 51 12. Oblicz
pole powierzchni calkowitej oraz objetosé tego graniastoslupa.

Wszystkie krawedzie graniastoslupa prostego sa rowne i maja po 12 cm.
Jego podstawa jest romb o kacie ostrym 30°. Oblicz pole powierzchni cal-
kowitej tego graniastostupa.

Dany jest graniastoslup prawidlowy o wysokosci 10. Promien okregu opi-
sanego na jego podstawie jest rowny 6. Oblicz pole powierzchni calkowitej
tego graniastoslupa, jezeli wiadomo, ze jest on:

a) trojkatny, b) czworokatmny. c) szesciokatny.

Przerysuj do zeszytu szescian przedstawiony ponizej 1 wskaz kat, ktory
przekatna AH Sciany bocznej tego szescianu tworzy:

a) z przekatng podstawy wychodzaca z wierzcholka A, H

G
b) z krawedzia AB, :
c¢) z podstawa ABCD, =l ; F
d) z krawedzia GH, |
# - L D} B (1
e) ze sciana ABFE. P :
Ktory z tych katow jest katem prostym? A £ %
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10.

11,

12.

13.

14.

Miara kata zawartego miedzy przekatnymi scian bocznych graniastostupa
prawidlowego czworokatnego, wychodzacymi z tego samego wierzcholka,
jest rowna 607, a krawedz podstawy ma dlugos¢ 4. Oblicz diugosé prze-
katnej tego graniastoslupa.

Przekatna graniastostupa prawidlowego czworokatnego ma dlugoscé 6 i two-
rzy z podstawa kat, ktérego tangens jest rowny 2v/2. Oblicz objetosé tego
graniastostupa.

Podstawa graniastoslupa prostego jest romb o przekatnych dlugosci 10
1 12. Dluzsza przekatna graniastostupa jest nachvlona do podstawy pod
katem 45°. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego graniastoslupa.

Podstawa graniastostupa prostego jest trapez rownoramienny o podsta-
wach dlugosci 8 1 2 oraz wysokosdci réwnej 3. Oblicz objetosé tego grania-
stoslupa, jeéli wiadomo, ze jego przekatna ma dingosé 5v/2.

Podstawa graniastoshupa prostego o objetosci rownej 12 jest romb o kacie
ostrym 60°. Wysokos¢ tego graniastostupa jest rowna dluzszej przekatnej
jego podstawy. Oblicz dlugosé krawedzi tej podstawy.

Dany jest ostroslup prawidlowy o krawedzi podstawy 4 i krawedzi bocz-
nej 6. Oblicz wysokosé tego ostrostupa, jezeli wiadomo, ze jest on:

a) trojkatny. b) czworokatny, ¢) szesciokatny.

Podstawa ostrostupa jest kwadrat ABC'D o boku dlugodei 6. Sciana bocz-
na ABS jest prostopadla do podstawy oraz |AS| = |BS| = 5. Narysuj
siatke tego ostroslupa i oblicz jego pole powierzchni calkowitej.

Krawedz podstawy ostroslupa prawidlowego tréjkatnego ma dlugosce 6,
a krawedz boczna ma dlugosé 4.

a) Oblicz miare kata nachylenia krawedzi bocznej tego ostrostupa do jego
podstawy.

b) Oblicz objetosé tego ostroshupa.

KrawedZ boczna ostrostupa prawidlowego tréjkatnego ma dlugoéé 123
i jest nachylona do podstawy pod katem 60°. Oblicz objetosé¢ tego ostro-
stupa oraz tangens kata nachylenia sciany bocznej do jego podstawy.

Wysokosé ostroshupa prawidlowego tréjkatnego jest réwna /3, a kat na-
chylenia $ciany bocznej do jego podstawy ma miare 30°. Oblicz objetosé
1 pole powierzchni bocznej tego ostroslupa.
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15. Wysokosé prostopadloscianu jest rowna 12 cm, a jego podstawa jest pro-
stokat o bokach 3 em 1 4 ecm. Oblicz z dokladnoscia do 17 miary katow,
ktore przekatna tego prostopadloscianu tworzy z jego podstawa oraz scia-
nami bocznymi.

16. Przekatna graniastoshipa prawidlowego czworokatnego ma dlugosé 6 i two-
rzy ze Sciana boczna kat 30°. Oblicz objetos¢ tego graniastoslupa.

17. Wysokosé ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest réwna 3. a krawedz
podstawy ma dlugos$é 4v/2. Oblicz objetoéé i pole powierzchni calkowitej
tego ostroslupa.

18. Podstawa ostroshupa jest tréjkat réwnobocezny ABC o boku 12 ¢m. Sciana
boczna ABS jest prostopadla do podstawy oraz |AS| = |BS| = 3v/13 cm.
Oblicz objetosd tego ostroslupa.

19. Pole sciany bocznej ostroslupa prawidlowego czworokatnego jest rowne
polu jego podstawy. Oblicz sinus kata nachylenia krawedzi bocznej do
podstawy tego ostroshipa.

20. Sciana boeczna ostrostupa prawidlowego szesciokatnego jest nachylona do
podstawy pod katem 30°, a wysokoéé tej ciany jest réwna 3v/3. Oblicz
objetosc¢ tego ostrostupa.

21. Podstawa ostroslupa o wierzcholku S jest trojkat ABC o bokach dlugosci
|AB| = 6, |AC| = |BC| = 5. Wysokos¢ ostroslupa jest réwna 2, a jej
spodek jest srodkiem okregu opisanego na podstawie. Oblicz tangens kata

nachylenia §ciany ABS do podstawy ostrostupa.

22. Powierzchnia boczna walca po rozwinieciu jest prostokatem o wymiarach
8 cm x 10 em. Oblicz objetosé tego walca (rozwaz dwie mozliwoéci).

23. Objetosé¢ walca jest rowna V', a jego powierzchnia boczna po rozwinieciu
jest kwadratem. Wyznacz wysokos¢ tego walca.

24, Stosunek pola powierzchni bocznej stozka do jego pola podstawy jest
rowny V2 : 1. Objetoéé stozka jest rowna objetosci kuli o $rednicy 6. Oblicz
wysokos¢é tego stozka oraz miare kata nachylenia tworzacej do podstawy.

25. Oblicz objetosé stozka, ktorego:
a) pole podstawy jest rowne 16, a pole powierzchni bocznej jest réwne 20,
b) tworzaca ma dlugosé 16 i tworzy z wysokoscia stozka kat 30°.
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Tworzaca stozka jest nachylona do jego podstawy pod katem a takim, ze
tga = % Objetos¢ tego stozka jest rowna 327, Oblicz jego pole powierzchni
bocznej.

Od szescianu, ktorego krawedz ma dlugosé 2, odcieto naroza, zawiera-
jace po jednym wierzcholtku, plaszezyznami przechodzacymi przez srodki
krawedzi wychodzacych z tych wierzcholkéw. Oblicz objetosé wielogcianu
otrzymanego w ten sposob.

Prostopadloscian o wysokosci 6 cm, ktorego podstawa jest kwadrat, prze-
cieto plaszezyzna przechodzaca przez jeden z wierzcholkdéw podstawy i na-
chylong do niej pod katem 30°. W przekroju otrzymano romb, ktérego
dluzsza przekatna jest réwna 2v/6 cm.

a) Oblicz dlugosé krawedzi podstawy tego prostopadloscianu.

I

b) Oblicz objetos¢ tego prostopadloscianu. o)

|

Dlugos¢ krawedzi BC' prostopadioscianu jest A I 4
| 1
|

réwna 2, a pole tréjkata BC A jest réwne 4 (ry-

sunek obok). Oblicz objetosé tego prostopadlo-

i W e Dy x—-1=>>)¢
scianu, jesli wiadomo, ze jego przekatna tworzy y

z podstawa kat o mierze 45°. A /

154
Przekatna Sciany bocznej graniastoslupa prawidlowego tréjkatnego ma
dlugos¢ 12 cm i tworzy z sgsiednia $ciana boczna kat 30°. Oblicz obje-
tos¢ tego graniastoslupa.

W ostroshupie prawidlowym czworokatnym kat plaski przy wierzcholku ma
miare 60°, a krawedZ boczna ma dlugoscé 6. Oblicz objetosé tego ostroshupa
i miare kata zawartego miedzy jego przeciwleglymi krawedziami bocznymi.

Podstawa ostroslupa ABCDS jest kwadrat ABCD. Sciana boczna ADS
jest trojkatem rownobocznym lezacym w plaszezyznie prostopadlej do
podstawy. Pole tej Sciany jest réwne 811/3.

a) Oblicz objetoséé tego ostrostupa.

b) Oblicz sume dlugosci wszystkich krawedzi tego ostroshupa.

Szescian o krawedzi 10 cm przecieto plaszezyzna przechodzaca przez prze-
katna dolnej podstawy 1 nachylona do podstawy pod katem «, ktorego
cosinus jest rowny ;‘ Oblicz pole otrzymanego przekroju.

Wysokosé ostrostupa jest réwna v/3. Dwie jego sasiednie $ciany boczne sa
prostopadle do podstawy bedacej prostokatem, a dwie pozostale sa nachy-
lone do podstawy pod katami 30° i 60°. Oblicz objetosc¢ tego ostroslupa.
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Podstawa ostroslupa jest prostokat o polu 9v/3. Dwie jego sasiednie $ciany
boczne sa prostopadle do podstawy, a pozostale dwie tworza z podstawa
katy 45° 1 60°. Oblicz dlugos¢ najdiuzszej krawedzi tego ostrostupa.

Krawedz boczna ostroslupa prawidlowego tréjkatnego ma dlugosé 8 cm,
a jego sciana boczna jest nachylona do podstawy pod katem 60°. Oblicz
objetosd tego ostroslupa.

KrawedZ boczna ostroshupa prawidlowego szesciokatnego jest nachylona
do podstawy pod katem 30°, a jej dlugoéé wynosi 2v/3. Oblicz objetodé
i pole powierzchni bocznej tego ostroslupa.

Krawed? sze$cianu ma diugoéé 6. Srodek symetrii P jednej z jego $cian
boeznych polaczono odeinkami z wierzcholkami A, B, C, D podstawy.
Oblicz pole powierzchni calkowitej ostrostupa ABCDP.

Powierzchnia boczna stozka jest wycinkiem kola wyznaczonym przez kat
srodkowy o mierze 150° i ma pole réwne 607 em?. Oblicz objetoéé tego
stozka.

Dane sa dwie bryly: walec i stozek, ktorych podstawy sa przystajace,
a wysokosci rowne. Stosunek pola powierzchni bocznej walca do pola po-
wierzchni bocznej stozka wynosi 3:2. Oblicz miare kata rozwarcia stozka.

Szedcian o krawedzi 12 przecigto plaszezyzng przechodzacy przez krawedz
podstawy. W przekroju otrzymano prostokat o polu 964/3. Oblicz objetoéci
wielosciandow, na ktore plaszezyzna przekroju podzielila ten szescian.

Plaszezyzna przechodzaca przez przekatna dolnej podstawy szescianu i je-
den wierzcholek gérnej podstawy podzielila ten szescian na dwa wielo-
Sciany o objetosciach 36 1 V, gdzie V' > 36. Oblicz objetosc tego szescianu.

S

W ostroshupie prawidlowym szesciokatnym kat
nachylenia Sciany bocznej do podstawy jest
rowny « (rysunek obok).

a) Wyznacz stosunek pola podstawy tego
ostrostupa do jego pola powierzchni boczne].

b) Oblicz objetosé¢ tego ostrostupa. jesli wia-

domo, ze krotsza przekatna jego podstawy ma

dlugosé 2v/3, a o = 60°.
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44. Podstawy graniastoshupa prostego jest trojkat prostokatny o kacie ostrym
307, Przekatna sciany bocznej o najmniejszej powierzchni ma diugosé 4 cm
1 tworzy ze $ciana boczna o najwiekszej powierzchni kat 20°. Oblicz wyso-
kod¢ tego graniastoslupa. Wynik zaokraglij do liczby calkowitej.

45. Graniastoslup prawidlowy czworokatny przecieto
dwiema plaszezyznami i otrzymano przekroje o po-
lach 20 i 84/13 (rysunek obok). Oblicz objetosé tego

graniastoslupa, wiedzac, ze punkty P i () sa srod- )Q
kami jego krawedzi bocznych. Y
o : : L. PR N
46. Prostopadloscian o wymiarach 6 x 8 x 15 przecieto LA S
plaszczyzna przechodzaca przez jego trzy wierz- Pl =
cholki i otrzymano w przekroju trojkat. Oblicz ob- /

wod tego trojkata.

47. Kule przecieto dwiema réwnoleglyimi plaszezyznami odleglymi od siebie
o 8 w ten sposob, ze srodek kuli lezy miedzy nimi. Pola otrzymanych
przekrojow sg réwne 9 i 257. Oblicz promien tej kuli.

48. Dwa naczynia, jedno w ksztalcie szescianu, drugie w ksztalcie walca, maja
jednakowe wysokosci. Krawed? szescianu jest rowna promieniowi podstawy
walca. Niech V, bedzie objetoscia szescianu, a V), — objetoscia walca.
Wybierz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

A, |V, >V, 1.  wysokosci obu naczyn sa rowne.

pole Sciany szescianu jest mniejsze od

B. V, <V,, poniewaz g :
pola podstawy walca.

e [V =V 3. | podstawy obu naczyn maja rowne pola.

49. Dane sa kula o objetosci 2887 cm® oraz zamykane pudelko w ksztalcie
walca o objetosei 3207 em?® i promieniu podstawy 8 cm.
Wrybierz odpowiedz A albo B oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Kula i objetos¢ pudeltka jest wieksza od
A.  zmiescdi sie " | objetosci kuli.
w pudeltku, _ _ promien kuli jest dluzszy od
poniewaz = 2. o _
Kula nie promienia podstawy pudelka.
B.  zmiedci sie 5 promien kuli jest diugzszy od

w pudelku, wysokosci pudetka.
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5.14. Rachunek prawdopodobienstwa

Permutacje
Liezba sposobow, na ktore n roznych elementéw mozna ustawi¢c w ciag,
jest réwna nl.

Wariacje z powtorzeniami

Liczba sposobow, na ktore z n réznych elementéw mozna utworzyc ciag
skladajacy sie z k niekoniecznie réznych wyrazéw. jest réwna n*.
Wariacje bez powtorzen

Liczba sposobow, na ktore z n réznych elementéw mozna utworzyé ciag
skladajacy sie z k réznych wyrazoéw (1 < k < n), jest réwna:

- ('ﬂ- - 1) ik (” - {L N 1)‘} = (n Tt.‘.‘.}!

Prawdopodobienstwo klasyczne
Jezeli € jest zbiorem skonczonym i niepustym. to prawdopodobienstwem
zdarzenia A C () nazywamy liczbe:

P(A) =

| IS |

Wiasnosci prawdopodobienstwa

s ) < P(A) <1 dla kazdego zdarzenia A C €

= P(0) =0 (0 — zdarzenie niemozliwe), P(€2) = 1 (© - zdarzenie pewne)
= P(A)< P(B)dlaAc Bc(Q

= P(A") =1— P(A), gdzie A’ oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia A

= P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(An B) dla dowolnych zdarzen A, B C Q

B Zestaw | - wprowadzajacy

1=

Dane sa zbiory A = {1,2,3,4,5,6}, B = {1,2,3,4} i C = {6,7,9}. Ile
jest wszystkich liczb trzyeyvirowych takich, ze pierwsza cyfra nalezy do
zbioru A, druga — do zbioru B, a trzecia — do zbioru C7

Dane sa zbiory A = {1,2}, B = {2,3,4} i C = {1,2,3,4,5,6,7}. Ile jest
wszystkich liczb trzyeyfrowych takich, ze pierwsza cyfra nalezy do zbio-
ru A, druga — do zbioru B, a trzecia — do zbioru C'7 Ile wsréd nich jest
liczb nieparzystych?

3. Na ile sposobdéw mozna ustawi¢ w kolejee 4 osoby, a na ile — 6 os6b?

5.14. Rachunek prawdopodobienstwa
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4. 7 miasta A do miasta B prowadza cztery drogi, z miasta B do miasta
C' — dwie drogi, a z miasta C' do miasta D prowadzi pieé¢ drog. Na ile
sposobow mozna przebyc droge z miasta A przez miasto B, a nastepnie C
do miasta D, jesli przez kazde miasto mozna przejechaé tylko raz?

5. Na ile sposobéw mozna ustawi¢ w kolejce:
a) piecioro dziewczat i trzech chlopcdéw tak, aby dziewczeta staly przed
chlopcami,
b) ezworo dziewczat i trzech chlopcow tak, aby zadne dwie dziewczyny nie
staly jedna za druga?

6. Tworzymy kody, w ktorych na poczatku wystepuja cztery litery, a nastep-
nie pie¢ cyfr (cyfry i litery nie moga si¢ powtarzac). Ile jest takich kodéw,
jezeli wykorzystujemy tylko litery i cyfry kodu ABCD123457

7. Dziewieciorgu zawodnikom, wsrod ktorych jest pied dziewczat, przydzie-
lono kolejne numery od 1 do 9.
a) Ile jest wszystkich sposobdw przydzielenia numerow?
b) Ile jest takich sposobéw przydzielenia numerdéw, aby dziewcezeta dostaly
numery nieparzyste, a chlopcy dostali parzyste?

8. Pewien kod sklada sie z trzech liter na poczatku oraz z dwoch dowolnych
cyfr na koncu. Litery naleza do zbioru {A,B,C,D}. Ile mozna utworzy¢
takich kodow, jezeli:

a) cyfry i litery sie nie powtarzaja. b) cyfry i litery moga sie powtarzac¢?

9. Ile liczb sze$ciocyfrowych mozna utworzyé, wykorzystujac tylko cyfry:
a) liczby 134657, jesli cyfry nie moga sie¢ powtarzac,

b) liczby 425971, jesli cyfry moga sie powtarza¢?

10. lle jest wszystkich liczb:
a) trzycyfrowych, w ktorych zapisie nie wystepuja cyfry 0 i 1 oraz zadna
cylra sie nie powtarza.
b) ezterocyfrowych, w ktorych zapisie nie wystepuja cyfry 0, 1 1 2 oraz
zadna cyfra sie nie powtarza,

¢) pieciocyfrowych, w ktorych zapisie zadna cyfra sie nie powtarza?

11. Ile jest wszystkich liczb:
a) pieciocyfrowych, w ktérych zapisie moga wystepowac tylko cyvfry 1,214,
b) czterocyfrowych, w ktorych zapisie nie wystepuje cyfra 0,
¢) parzystych trzycyfrowych, w ktéryeh zapisie nie wystepuja cyfry 71 97
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12.

13.

14.

18.

16.

17,

18.

19.

Rzucamy trzy razy moneta. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na tym.
ze co najwyzej raz wypadla reszka, B — ze co najwyzej dwa razy wypadla
reszka, C' — ze trzy razy wypadla reszka.

a) Podaj pary zdarzen wykluczajacych sie i pary zdarzen przeciwnych.
b) Ktére ze zdarzen BUC, A'N B, AN C jest zdarzeniem niemozliwym,
a ktore — zdarzeniem pewnym?

Z urny zawierajacej cztery kule ponumerowane od 1 do 4 losujemy dwie
kule. Niech A bedzie zdarzeniem polegajacym na tym, ze dwie wylosowane
kule maja numery nieparzyste. Opisz przestrzen zdarzen elementarnych €2
tego doswiadczenia, wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom A i A" oraz
oblicz prawdopodobienstwa tych zdarzen, jesh losujemy:

a) bez zwracania, b) ze zwracaniem.

Rzucamy dwa razy kostka. Oznaczmy przez A zdarzenie polegajace na
tym, ze w pierwszym rzucie wypadnie wieksza liczba oczek niz w drugim,
a przez B — ze przynajmniej raz wypadnie jedynka. Wypisz wyniki sprzy-
jajace zdarzeniom A N B, A U B oraz oblicz prawdopodobienstwa tych
zdarzen.

Ze zbioru liczb {1,2,3,...,12} wybieramy losowo jedna liczbe. Oblicz

prawdopodobienstwo tego, ze bedzie to liczba podzielna:
a) przez 2, b) przez 3. c¢) przez 2 lub 3.

Ze zbioru liczb dwucyfrowych wybieramy losowo jedna liczbe. Oblicz praw-
dopodobienstwo tego, ze bedzie to liczba podzielna:

a) przez 10 i niepodzielna przez 3. b) przez 5 lub 8.

Rzucamy dwa razy kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:

a) suma oczek, ktore wypadna w obydwu rzutach, bedzie mniejsza od 4,
b) iloczyn oczek, ktére wypadna w obydwu rzutach, bedzie réwny 6,

¢) w kazdym rzucie liczba oczek bedzie wigksza od numeru rzutu.

W urnie sa cztery kule oznaczone numerami 1, 2, 3 i 4. Losujemy kolejno
cztery kule bez zwracania. Numery kul zapisane w kolejnosci losowania

tworza liczbe czterocyfrowa. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze otrzy-
mana liczba bedzie: a) parzysta, b) wigksza od 1234,

Winda, w ktorej sa 3 osoby, zatrzymuje sie na 5 pietrach. Oblicz prawdo-
podobienstwo tego, ze kazda osoba wysiadzie na innym pietrze.
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20.

21.

22,

23.

24,

25.

26.

27.

Losowo ustawiamy w rzedzie 7 dziewczat i 8 chlopcow. Oblicz prawdopo-
dobienstwo tego, ze:

a) zaden chlopiec nie stoi obok chlopca,

b) wszystkie dziewczeta stoja obok siebie.

Na egzaminie posadzono losowo w jednym rzedzie 10 oséb, w tym dwie
z jednej szkoly. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze nie siedza one obok
siebie.

Sposrod liczb trzyeyfrowych, w ktorych zapisie wystepuja cyfry 4. 5, 6. 7,
8. 9 (przy czym cyfry sie nie powtarzaja). losujemy jedna liczbe. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze bedzie to liczba podzielna przez 9.

Liczby 1.2.3, .... 10 uporzadkowano w sposob losowy. Oblicz prawdopodo-
bienstwo wystapienia w tym uporzadkowaniu:

a) dwdéjki bezposrednio przed 6semka.

b) dwdéjki przed dsemka.

W klasie IVa jest 25 uczniow, [] chiopey
a w klasie IVb — 20 uczniow. Na
diagramach przedstawiono, jaki
procent uczniow kazdej klasy sta-
nowig dziewczeta, a jaki — chlopey.
Oblicz prawdopodobienstwo tego.
ze osoba losowo wybrana sposrod

[ ] dziewczeta

45%

uczniow obu klas bedzie:

a) chlopcem, b) dziewczyna. IVa IVb

W urnie jest siedem kul ponumerowanych od 1 do 7. Losujemy kolejno dwie
kule bez zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze numer drugiej
kuli bedzie wiekszy od numeru pierwszej.

W pierwszej urnie sa kule o numerach 1,2, 3,4, 5,6, a w drugiej — o nume-
rach 1,2,3,4,5,6,7. Z kazdej urny losujemy po jednej kuli. Oblicz prawdo-
podobienstwo tego, ze suma numerow wylosowanych kul bedzie podzielna
przez 3.

W pierwszej urnie sa 3 kule biale, 3 kule czarne i 2 kule niebieskie, a w dru-
giej — 1 kula biala, 4 kule czarne i 5 kul niebieskich. Losujemy po jednej
kuli z kazdej urny. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania dwoch kul
tego samego koloru.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

35.

36.

37.

Dwie druzyny rozgrywaja ze soba mecz pilki noznej. Ile jest mozliwych
wynikow, jesli wiadomo, ze kazda z druzyn strzelila:

a) nie wiecej niz 3 bramki. b) nie wiecej niz 4 bramki?

Na ile sposobdéw mozna rozdzieli¢ pie¢ roznych przedmiotow miedzy dwie
osoby tak, aby kazda osoba dostala co najmniej jeden przedmiot?

Dwie siostry kupily wspolnie 6 dlugopisow, kazdy w innym kolorze. Oblicz,
na ile sposobow moga sie nimi podzieli¢, jesli kazda ma dostac¢ przynaj-
mniej jeden diugopis.

W rzedzie jest szes¢ krzesel. Na ile sposobow moga na nich usias¢ dwie
osoby tak, aby miedzy nimi bylo tylko jedno wolne krzeslo?

W partii 25 zarowek 16% jest uszkodzonych. Losujemy dwie zarowki. Ob-
licz prawdopodobienstwo tego, ze obie zarowki beda dobre.

Z urny, w ktore] znajduje sie 5 kul bialych i 3 czarne, losujemy kolejno
3 kule. Czy bardziej prawdopodobne jest wylosowanie trzech kul bialych
w wypadku losowania bez zwracania, czy ze zwracaniem?

Ze zbioru {1,2,3, ...,12} losujemy kolejno dwie rézne liczby bez zwraca-
nia. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze pierwsza liczba bedzie parzysta,
a iloczyn wylosowanych liczb bedzie podzielny przez 6.

Dziecko dostalo trzy klocki w ksztalcie szescianu — czerwony, zielony i nie-
bieski, trzy klocki w ksztalcie walca — czerwony, zielony i niebieski, oraz
cztery klocki w ksztalcie stozka — czerwony. zielony, niebieski i bialy.
Dziecko wybiera trzy klocki. kazdy innego ksztaltu. Na ile sposobow moze
to zrobi¢ tak, aby:

a) nie wszystkie byly tego samego koloru, b) kazdy byl innego koloru?

Losujemy jedna liczbe sposrod liczb naturalnych czterocyfrowych. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze wylosowana liczba bedzie parzysta, a w jej
zapisie wystapia:

a) dokladnie dwie cyfry 5 i dokladnie jedna cyfra 4,

a) dokladnie dwie cyfry 4 i dokladnie jedna cyfra 5.

Niech A, B C €. Oblicz P(AU B), jesli wiadomo, ze P(A) = 3, P(B) = 3

3!

oraz: a) P(ANB) = ¢, b) AN B jest zdarzeniem niemozliwym.
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Niech X bedzie zmienna losowa o wartosciach x;, x5, ..., x, przyjmo-
wanych z prawdopodobienstwami odpowiednio p;, ps. .... p.. Wartoscig
oczekiwang zmiennej X nazywamy liczbe:

EX =zipy +xapa+ ... + TpPn

Gre nazywamy sprawiedliwa, jesli jej wartos¢ oczekiwana jest rowna 0.

38. Pewna gra polega na dwoch rzutach moneta. Jesli wypadna dwa orly, to
wygrywainy 60 zl, jeSli dwie reszki — wygrywamy 30 zl. W pozostalych
przypadkach przegrywamy 36 zl. Oblicz wartos¢ oczekiwang tej gry.

39. Pewna gra polega na dwaéch rzutach kostka. Jesli iloczyn liczby oczek otrzy-
manych na kostkach jest parzysty, to wygrywamy 12 zl, w przeciwnym
przypadku przegrywamy p zl. Dla jakiej wartosci p gra jest sprawiedliwa?

40. Pewna gra polega na dwdch rzutach moneta. Jesli wypadna dwa orly, to
wyegryvwamy 80 zl, jedli dwie reszki — wygrywamy 40 zl. W pozostalych
przypadkach przegrywamy p zl.

a) Oblicz warto$¢ oczekiwang tej gry dla p = 50.

b) Dla jakiej wartosci p gra jest sprawiedliwa?

41. Pewna gra polega na rzucie dwiema kostkami i dodaniu liczby wyrzuconych
oczek. Jesli otrzymamy co najmniej 10 oczek, to wygrywamy x zl, jesli
otrzymamy 7 oczek, to wygrywamy 2z zl. W pozostalych przypadkach
przegrywamy 36 zl. Dla jakiej wartosci x gra jest sprawiedliwa?

42. Sposrod liczb 3. 41 5 losujemy dwie. Zmienna losowa X przyporzadkowuje
kazdej parze liczb jej sume. Oblicz wartosé¢ oczekiwana zmiennej X, jesli
losujemy: a) bez zwracania, b) ze zwracaniem.

43. W pewnej grze nalezy skresli¢ dowolna liczbe cyfr na ol

2134
kuponie, ktory przedstawiono na rysunku. 5|6 3|9

Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan. Wybierz P, jesli
zdanie jest prawdziwe. albo F — jesli jest falszywe.

Opisane skreslenia mozna wykona¢ na ponad
1000 sposobéw.

Skreslenie dokladnie dziewieciu cyfr mozna wykonad
na 10 sposobdw.
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5.15. Statystyka

Srednig arytmetyczng n liczb x,, x5, ..., z, nazywamy liczbe:

1 ol B g 2 e g e
n

T =

Srednia wazona n liczb ., s, ..., x,, ktérym przypisano odpowiednio wagi
Wy, Wa, ..., Wy, bedace liczbami dodatnimi, jest réwna:

WwWiT] +woras+ ... WhTn
Wi+ Wo+ o+ Wx

Mediang uporzadkowanego w kolejnosci niemalejacej zbioru n liczb

1€ Ty S 23 < ... < 1, jest:

= dla n nieparzystych: rrp — wartosé srodkowa,

= dla n parzystych: %{;E% -I'-.-r%ﬂ} — Srednia arytmetyczna dwoch sasiednich
wartosci srodkowych.

Dominanta (wartos¢ modalna, moda) jest wartoscia, ktora wystepuje wérod
danych najczesciej.
Wariancja n liczb &, x4, ..., x, 0 Sredniej arytmetycznej T jest liczba:

3 _ (Z1-F)* +(za-F) +.. . F(2n—F)2 a2 4ad4 .. a2 (7)?
T T

Odchylenie standardowe o jest pierwiastkiem kwadratowym z wariancji.

a

B Zestaw | — wprowadzajacy

1. Oblicz srednia arytmetyczna, mediane i dominante danych liczb.
a) 4,3, 1, 10, 10, 13, 8, 10, 4 ¢) 3,2,3,9, 4,10, 14, 3
b) 2,2,4,4,2,6,6,4, 2,2, 10 d) 16, 8, 8,0, 8, 8, 14, 2

6000 2t 4000 21
2. Pewna firma ma cztery oddzialy. Na dia- o
gramie przedstawiono, jaki procent osob
pracuje w poszczegolnych oddzialach i ja-

kie sa w nich srednie zarobki. Oblicz $red- 30%

. . s gl 5000 =t 4500 zi
nia zarobkéw w tej firmie.

3. W pewnej szkole sa trzy klasy drugie liczace kolejno 21, 23 i 23 uczniow.
Sredni wzrost uczniéw w pierwszej z nich jest rowny 172 em, w drugiej —
174 cm, w trzeciej — 170 em. Oblicz $redni wzrost wszystkich uczniow klas
drugich.

5.15, Statystyka 253 IS



4. Uczniom klas Ia i Ib zadano pyvtanie: .lle pokoi ma twoje mieszkanie?”.
Wryniki ankiety przedstawiono na ponizszych diagramach. Oblicz Srednia
arytmetyczna, mediane i dominante zebranych danych dla:

a) klasy Ia, b) klasy Ib, ¢) obu klas razem.
Ia Ib
liczba uczniow liczba uczniow
9 9 |
8 S | VORI | .
7 7|
[i ﬁ i FRRRI AP TR GO | -1 |
4 P TN ) SR ... .
3 I .
] ....... 'l a—— |
2 3 4 5 2 3 4 o
liczba pokoi liczba pokoi

5. Pewien nauczyciel, aby wystawi¢ oceny na polrocze, oblicza srednia aryt-
metyezna wszystkich ocen, a nastepnie zaokragla wynik do liczby calkowi-
tej. Oceny Ani to 5, 3, 4, 4, 4. 21 3. Jaka najnizsza ocene musi dosta¢ Ania
7z ostatniego sprawdzianu, zeby na koniec semestru miec¢ ocene dobra?

6. Wykonano serie rzutow kostka — srednia liczba liczba rzutéw
(}trzyumn}rch o st Bwha A Na [_Hagra.- f-i
mie przedstawiono, ile razy wypadly poszcze- z
golne liczby oczek, ale pominieto informacje, 31
ile razy wypadly 2 oraz 3 oczka — wiadomo, o e
ze kazdy z tych wynikow wyrzucono parzysta 1
liczbe razy. Ile rzutéw wykonano podcezas tej 1 & 3 4 & 8
serii? liczba oczek

7. W tabeli podane sa liczby i odpowiadajace im wagi. Oblicz srednia wazona
tych liczb.
a) e ; . by e . .
Liezba/| 2 | 3 | & | 10 Liczba 9 2 6 | 8 | 16
Waga | 4 | 5|1 | 2 Waga | 0,2 0,4 /0,25 0,05| 0,1

8. Ocena wystawiana na polrocze przez pewnego nauczyciela jest srednia wa-
zona (zaokraglona do liczby calkowitej) ze $rednich arytmetycznych ocen
7z prac klasowych, sprawdzianow i pracy na lekcji — z wagami odpowiednio
0.5. 0,31 0,2. Oceny Kuby z prac klasowych to 5. 4, 2, ze sprawdzianow — 4,
3.3, 5, 21 za prace na lekeji — 4, 3. Jaka ocene otrzyma Kuba na polrocze?
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10.

11.

a) Srednia arytmetyczna liczb 14,2,4,15, 14, x, 6z jest réwna 12. Oblicz
oraz wyznacz mediane i dominante tych liczb.

b) Srednia arytmetyezna liczb 3.1,2,5,6, 2.y jest rowna 4. Oblicz = i y.
jesli wiadomo, ze dominanta tych liczb jest réwna 1 oraz x > y.

Na wykresach ponizej podano zuzycie wody w kolejnych miesiacach przez
rodziny Kowalskich i Nowakow. Sprawdz, czy Srednie miesieczne zuzycie
wody w obu rodzinach jest takie samo. Oblicz odchylenie standardowe
miesiecznego zuzycia wody dla:

a) rodziny Kowalskich, b) rodziny Nowakow, ¢) obu rodzin razem.

Rodzina Kowalskich Rodzina Nowakow
zuzycie wody [m?] zuzycie wody [m®]
16‘ 16 s 1

14 [t
12 i 7 T S

14
12
10

- 5 S S S
6 " A B
2

Y STy S BT | B R LT B LS B L AP LY bt DB L P ) A i TSR o Ll i D LTS E] o (NI SOSETED

1 2 34567 8 9101112 1 2 34506 7 8 9101112
miesiac miesige

Na diagramach podano wyniki sprawdzianu w trzech klasach w pewnym
liceum. Oblicz srednia ocen ze sprawdzianu w kazdej klasie. W ktorej z nich
odchylenie standardowe ocen jest najwieksze?

IVa IVbh IVce
liczba uczniow liczba uczniow liczba uezniow
":’ ? ...... "li'
ﬁ 1 ﬁ f| FRECTRREES, | . | ENCEN . ... PR h
951 5t 5
4 . 4 | IR 4
3 s :.Jt .............. :i
2 13- 2 [ PO L i B 2
1 5 l .................. 1
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
ocena ocena ocena
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M Zestaw Il - cwiczeniowy

12. Pewna firma zatrudnia 120 os6b w czterech oddzialach znajdujacych sie
w réznych miastach. Srednie miesieczne wynagrodzenie w I oddziale wy-
nosi 4400 zt, w 1T — 4800 zt, w IIT — 4200 zl, w IV — 6000 z1. Na diagramie
ponizej zostal podany procentowy rozklad zatrudnienia w poszczegdlnych
oddzialach. 10%

a) Oblicz érednie miesi¢czne wynagrodze-
nie w tej firmie. ?

) 40%
b) Jak zmieni si¢ $rednie miesigczne wyna-
grodzenie w tej firmie, jesli w I oddziale
zatrudnienie zmniejszy sie o 25%, a sred-

0%

nia zarobkéw w tym oddziale nie ulegnie
zimianie? 20%

13. W pewnej firmie 20% pracownikéw zarabia Srednio miesiecznie 7 tysiecy
zlotych. Srednia placa pozostalych pracownikéw tej firmy wynosi 4.5 ty-
siaca zlotych. Oblicz srednie miesieczne wynagrodzenie w tej firmie.

14. Podczas miedzyszkolnych zawodow w lyzwiarstwie figurowyvm dziewieciu
sedziow przyznawalo noty za technike i prezentacje programu w skali od 0.0
do 6,0 punktow. Nota zaréwno za technike, jak i za prezentacje programu
byla $rednia arytmetyczna uzyskanych punktow. Jakie byly koncowe noty
dwdch par, ktorych punktacja zostala podana w tabeli, jesli koncowa nota
byla:

a) $rednia arytmetyczna noty za technike i noty za prezentacje,

b) $rednia wazona, przy czym nota za technike miala wage 0.6, a nota za
prezentacje — wage 0,47

technika | 505,150 |52|55| 5053|5156
Para I i i i - - : |
prezentacja | 4,9 | 5,0 | 4.8 | 5,2 | 54 1 4,9 | 5,0 | 4,8 | 5,0
technika 60| 58|59 |60 |57|58|57|59)| 54
Para I1 i : :

59| 54|59

on
o
o
o
n
oo

prezentacja 5,5 5,8 5,5

15. W pewnej firmie Srednia placa wynosi 4800 zl, przy czym Srednia placa
pracownikow ze stazem nie dluzszym niz 5 lat wynosi 4000 zl, natomiast
tych ze stazem diuzszym — 4900 zl. Oblicz, jaki procent wszystkich pra-
cownikow stanowia pracownicy z krotszym stazem.
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16.

18.

19.

20.

21.

22.

Oblicz srednia arytmetyczna T, srednia arvtmetyczng kwadratow a2 oraz
wariancje ponizszych danych.

a)1,1,1;2,2,2,3,8,3 c) 10, 20, 30, 40, 50
b)1,1,2,2,3,3,4,4,5, 5 d) -2,-2,-1,-1,0.5,5
Wykaz, ze jezeli 22 jest érednia arytmetyczna kwadratéw liczb @, ..., g,

a y? jest érednig arytmetyczna kwadratéw liczb yy, ..., 3, to érednia aryt-
metyczna kwadratow wszystkich tych liczb jest réwna:
k-z2 4 1-y2
k+1
W pewnej klasie jest 12 dziewczat 1 8 chlopcow. W tabeli podano srednie
ocen z klasowki ze statystvki w tej klasie oraz odchylenia standardowe
(z podzialem na dziewczeta i chlopeow).

Dziewczeta Chlopcy
Srednia ocen 4 4,2

Odchylenie standardowe 0,9 1.5

Oblicz $rednia ocen z tej klaséwki 1 odchylenie standardowe dla calej klasy.
Wynik zaokraglij do dwdoch miejse po przecinku.

W firmie A pracuje 10 o0séb, a w firmie B — 20 o0s6b. Srednie miesieczne
wynagrodzenie w firmie A wynosi 4000 zl, a odchylenie standardowe
500 zl, natomiast w firmie B Srednie miesieczne wynagrodzenie wynosi
5000 zl, a odchylenie standardowe — 1000 zl. Oblicz Srednie miesieczne
wynagrodzenie oraz odchylenie standardowe dla obu firm lacznie. Wynik
zaokraglij do dwoch miejsc po przecinku.

Srednie zarobki w pewnej firmie wynosza 6000 zl. a odchylenie standar-
dowe wynosi 500 zl. Oblicz, jak zmieni sie srednie wynagrodzenie i odchy-
lenie standardowe, jezeli kazdy z pracownikow dostanie:

a) b% podwyzki, b) 200 zt podwyzki.

Srednia arytmetyczna liczb x.y,2.6,6,4.3,4 jest réwna 4, a odchylenie
standardowe jest rowne 1.5. Oblicz i y. jesli wiadomo, ze & < y.

Wsrad 10 ocen z matematvki pewnego ucznia sa tylko trojki 1 czworki.

Oblicz, ile jest czworek, jesli wiadomo. ze wariancja ocen wynosi 0,16 oraz
czworek jest wiecej niz trojek.
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M Zestaw lll - podsumowujacy

23. Srednia wynikow w skoku wzwyz 12 uczniéw wyniosta 140 em. Dwaoch
uczniow skoczylo na wysokosé 150 em. Ile wynosilaby srednia, gdyby sko-
czyli oni 0 10 cm wyzej?

24, Pewna firma ma dwa oddzialy. Srednie miesieczne wynagrodzenie w I od-
dziale wynosi 4600 zl, a w II — 5800 zl. Oblicz srednie miesieczne wyna-
grodzenie w obu oddzialach razem, jezeli wiadomo, ze:

a) I oddzial zatrudnia dwa razy wiecej pracownikéow niz I1 oddzial,

b) I oddzial zatrudnia o 40% pracownikéw mniej niz IT oddzial.

25. W tabeli podano miesieczne wynagrodzenia pracownikow pewnej firmy.
Oblicz prawdopodobiefnstwo tego, ze losowo wybrany pracownik z tej firmy
zarabia powyzej mediany.

Liczba pracownikow 12 6 2 2 3
Wynagrodzenie [zl] 3000 3500 4000 5000 7000

procent uczniow

26. W klasach drugich pewnej szkoly przeprowa- Procent uemiow

dzono test sprawdzajacy z matematyki, w kto-
rym wzielo udzial 60 uezniow, w tym 20 dziew- 40 [
czat. Na diagramie podano oceny oddzielnie 4 S I
w grul-}i{_-, [-izi[_\wcziit i W gr”pie Cl’llﬁp{:ﬁw. ‘ acimcicimcncniimico Bt e B o e i i )
a) Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze ocena o S .

losowo wybranej dziewczyny bedzie sie réznita 10111 F 1 FT 7
od sredniej w grupie dziewczat o wiecej niz l 2 5 ;I 5Ii[l_‘
5, i

odchylenie standardowe. Ile wynosi to samo oceny
[] dziewezeta [ chlopey d

prawdopodobienstwo w grupie chlopcow?
b) Wybieramy losowo dziewczyne i chlopca. Oblicz prawdopodobienistwo
tego, ze ocena dziewczyny bedzie nie mniejsza od éredniej w grupie dziew-
czat, a ocena chlopca — nie mniejsza od sredniej w grupie chlopcow.

27. Niech m bedzie $rednia aryvtmetyczna liczb 1. 2, 3. 4, 5. 6, a n — Srednig
arvtmetyczna liczb 11, 21, 31, 41, 51, 61.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest praw-
dziwe, albo F — jesli jest falszywe.

1 Srednia arytmetyczna liczb 12, 23, 34, 45, 56, 67 jest P F
" roéwna m + n.
2.  Zachodzi réwnosé n = 11m. P | B
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Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan

1.1. Regula mnozenia

1. 260

2. 28

3. 56

4. a) 32000 b) 518616 ¢) 456976000
1. a) 35 b) 72

2. a) 1600 b) 67600
3. a) 6912 b) 82944
4. a) 210 b) 20 ¢) 42

5. 240

6. T2

Prezentacja wynikow doSwiadczenia
Za pomocy drzewa

1. 9

2. a) Jest ich 8.

3. parzystych: 9, podzielnych przez 6: 3

1.2. Permutacje

1. a) 35, 53
b) 357, 375, 537, 573, 735, 753

¢) 3579, 3597, 3759, 3795, 3957, 3075,

5379, 5397, 5739, 5793, 5937, 5973,
7359, 7395, 7539, 7593, 7935, 7953,
9357, 9375, 9537, 9573, 9735, 9753

2. a)4 b) 8 ¢} 12

3.2)5 b) 42 ¢) & d) 10302 ¢) n+1
f) 2 gn®+3n+2 h) o—

4. a) 720 b) 5040

c) 3628800 d) 479001 600

1. a) 120 b) 720
2. a) 362880 b) 3265920

3. a) 96 b) 72

4. a) 120 b) 360

5.a)4 b)5 ¢) 8 d) 10

6. a) 7 b) 11 lub 12

7. a) 24 b) 120

8. a) 5040 b) 40320

9. a) 362880 b) 2880 c¢) 4320

10.

11.
12.
13.
14.
15.
16.

a) 56 b) r ¢) 35 d) 120 e) =
£)75 g) 2 h) L i) n®—6n+6
nl4n Kn? D1+ -

a)5 b)3
a)3 b) 7 ¢) 24
a) 6 b) 24 ¢) 720

a) 12 b), ¢) 144
120
a) 40320 b) 5040

Permutacje z powtdrzeniami

2.

a) 210 b) 30240
a) 16800 b) 12600

1.3. Wariacje bez powtorzen

(€] 1.
(Z]1.

rolll ol ol ol o

a) 360 b) 358800

a) 504

b) trzyevfrowych: 60,
czterocyfrowych: 120

. trzyvevirowych: 645,

czterocyfrowych: 4536
a) 2520 b) 840

970 200

a) 5040 b) 840

trzyvevirowych

. 720

1.4. Wariacje z powtdrzeniami

1.
2,
3.

Z]

ol ol L LT S SO

a) 16 b) 15625

11881376

a) 100 b) 1024

a) 729 b) 512 c¢) 343 d) 448
a) 1000 b) 9000

a) Wi < W2 b) Wi < wi
a) 19683 b) 729

a) 10° b) 6'°

a) 32 b) 2048 ¢) 2"

a) 162 b) 118098 ¢) 23"

Odpowiedzi do dwiczer | zadari, str. 10-23
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10.
11.
12. a
13.
14.
15.

a) 216 b) 720 ¢) 36 d) 324

a) 38000 b) 43299 ¢) 3125 d) 86875
a)

5

dwucyfrowych b) czterocyfrowych

b

4096
10

1.5. Regula dodawania

[¢]1.

2.

e

&

g S e 8 B

a) 10 b) 9

a) 781 b) 6356

320

a) 2592 b) 432 ¢) 108 d) 3132
214

a) 20 b) 32

a) 21 b) 16 c) 13

a) 216 b) 720 ¢) 36 d) 324

a) 81 b) 585 ¢) 3609 d) 18729
a) 36 b) 6

trzyveyvirowych: 448,
czterocyfrowych: 2688

44

9. a) 32 b) 128 ¢) 1024

10.
11.
12.
13.

110000
1111100000
38

a) 1000 b) 900

1.6. Zdarzenia losowe

[€]1.

I 260

a) @ = {12, 13,21, 23, 31, 32}
b) @ = {11,12, 13, 21, 22, 23, 31, 32, 33}

ol = ${1,1),(1,2),(2, 1)}

B = {(2,5),(4,5),(5,2), (5,4),
(5,6),(6,5)}

A= {(r,r,0,0),(r,0,1,0),(r,0,0,71),
(o,r,r,0) (0,1, 0,7),(0,0,7,T),
(r,0,0,0), (0,7, 0,0),(0,0.1,0),
(0,0,0,7),(0,0,0,0)},

B = {(r,r,0,0),(r.0,r,0),(r,0,0,r),
(o,r,r,0).(0,1r,0,1),(0,0,7,7) },

Odpowiedzi do dwiczen | zadan, str. 23-30

4.

[Z)1.

A= {(r,r,r),(0;r,r),(r,0,7), (r;r,0)},
B = {(r,r,r),(o.r,r),(ro,r)
(r,0,0), (0,r,0),(0,0,1)},

C = {(o,r,7), (r,o;7);{r, 7,00}

D = {(0,0,0)}.

E = {(r,0,0),(0,r0),(0,0,7),(0,0,0)}
zdarzenia wykluczajace sie:

AiD AIiE,BiD CiD,CiE,

zdarzenia przeciwne: Ai FE, Bi D

A = {(5,6,6), (6,5,6),(6,6,5)},
B={(1,1,1),(1,1,2),(1,1,3),(1,1,4),
(1,2,1),(1,2,2),(1,2,3),(1,3,1),
(1,3,2),(1,4,1),(2,1,1),(2,1,2),
(2,1,3),(2,2,1),(2,2.2), (2,3,1),
(3,1,1),(3.1,2),(3,2,1), (4,1, 1)},

C = {(1,6,6),(2,3,6), (2,6,3). (3,2,6),
(3,3,4),(3,4,3),(3,6,2),(4,3,3),
(6,1,6). (6,2.3), (6,3,2),(6,6,1)}

A =1{1,2),(1,3),(1.4), (1, 5), (1.8),

(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(3,4),(3,5),

(3,6),(4,5),(4,6), (5,6)}.

B'= {(1,1),(1,3),(1,5),(2,2),(2,4),

(2,6),(3,1),(3,3),(3.5), (4,2), (4,4),

(4, 86), (5, 1), (5,3), (5, 5), (6,2), (6,4),

(6,6)};

zadna nie zachodzi

a) A ={(1,2),(1,4),(2,4),(3,2),(3,4).

(4,2), (5,2), (5, 4)},

B ={(1,4),(4,1)},

= {(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),

(2,4),(2.5), (3,4). (3,5), (4,5)}

b) Au B ={(1,2),(1,4),(2,4),(3,2),

(3,4),(4,1).(4,2).(5,2), (5, 4) },

ANB=BnC=AnBnNnC={(1,4)}
= Bi="{(a;0)},

C = {(0,0),(0,r),(r,0),(r,r)}

A = {(o,0,0),(0,r,0),(r,0,0),(r.r,0)},

B = C = {(o;0;1),{0,r,0);(r;0,0),

(0,0,0)}

Jrym,0),



1.7. Prawdopodobienstwo klasyczne 1.9. Rozklad prawdopodobienstwa

[¢]1.a) L b) L [€]1. P({1,3,5}) = £
2. & P({3,4,5,6}) =
3 %‘;" @1. [P 4] r
4.a) L b) 5 ol 2 | 2
' 3 3
5.a) ¢ b) 3 2
Z]1. C 2. &
2. 4 Wi 1 2 3 1 5 6
1 5
B.) 1 b) 5 ol 3 (&3 |% |53
4. a) 5 b) 3
| ; 3. a) _
5. H:l 55 b] k] ey 0 1 2
6. i AEAERE
7. a) (2,4), (3,3), (3,4), (4,2), (4,3), (4,4); 2 b) . :
b) & we|l 0] 1| 2|3
a) {5 b) 3 ©) 3 ol L | 2| 3|2
.a) & b) .
10. a) ﬁ b) ﬁ Wi 1 ‘2. 3 | 5
1L a) ; b) ; Bls|s|s|s]|s
12. co najmniej 5 i mniej niz 25 7 :
SN v 5. a) £ b) 12
13. a) i3 b) 55
14. T%Jr:'r — 9L (),00036288 1.10. Wlasnosci prawdopodobienstwa
15. = [€]1. a) 37 i b) jjlr
! Il
lﬁ-a}ﬁ h}%% 2. Ezi}HT P{AJ_I.Z
3. a) % b) g%
1.8. Prawdopodobienstwo klasyczne — 4. P(A)=P(B)=1L P(AnB)=1
2 - I = 7 ? =11
Bieais P(AUB) = ~} rownosc zachodzi
1.a) = b) 7 7
21]12& )3 ﬁ.ajl-lz-h]%-ﬁ-
* 10 6. a) 57 b) O
3. 32 7 27
10
4. 50 8 L
T
5. a) 16 b) 36 9. a) 0,45 b) 2
6. 20 @1 P(A) =1L, P(A)=§,
(A P(BY=L P(B)=2
8. a) 5 b) w3 2. P(A) =4, P(B)=$
9. a) 3 b) 3. a), b) 12
10. P(A) = P(B) = P(C) = 3, P(D) = 215
J'-r. E { J' { } l_ 4. a) ﬁ h] %
11. F (."'IIE} = 35 F{A?} — IH" P(‘qd} =iz E Pfa’li} = [}?5! -P{BJ = D?E!
12. P(A) =4, P(B) =3, P(C) = ; P(AN B) = 0,15, P(AU B) = 0,65;
13. = rownosc zachodzi

E
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6. a) 0,66 b) 0. 4.8) = b) L ¢) 2
7. P(A) = &, P{B} 5. 8
8. 0,55 6. &
~ - T
9. a) PLIAUB) =1, P(A\B)=2
b}P[A B} 1 {A\.é* e kblg= 0=
il U“} 1 \B) =2 8. a)l b)z="15
10. a) 0,1 b) & 5.1
11. b) 0,47 b
= 10. 1T
12. a) ni L )
") e’ b 1. a) & b)n=1
13. fﬁ 7
12. &
14. 3
15. a) 2 b] & Zestaw powtorzeniowy I
16. a) 0,82 b) 0,55 . a) 120 b) 720 ¢) 40320

. a) 5040 b) 1440 ¢) 72
. a) 60 b) 125
. a) 81 b) 128

1
1.11. Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej :
4
5. parzystych: 60, nieparzystych: 36
6
7
8

C1 [z 25456

. 1 1 2 1
s |85 ]|5 |3
. a) 8 b) 360
2. a) a)
o 4 0 i — .
% | i 4 | & ] 6 | 7] . w trzech: 81, w pieciu: 625
il 1 £ | ] 3 | 1 1
Ml |28 || 7|8| 8|76 . zaczynajacych sig od 45: 100000,
b) zaczynajacych sie od 345: 10000
i | 3 (4|5 |6 |7 A
| ! 9. a) nie b), ¢) tak
| 2 [ 2[1]1]3 s ¥
6 | 8|3 |8 |8 10. P(A) = ., P(B) = 15, P(A\ B) =0,

_1
b) 5 zI PB4} =3

3.
4. b) 147 11. a) 40320 b) 5040
1. a) —5zt b) 75 7t 12. 58
1

2. a) 30 b) 108 13. a) 5 b) 3 )
3. a) w pierwszej b) 20 zl 14. a) ﬂ*15_12 b) 107"
4. a) T h]*g 15. a), b) 2
5.a) —12 zt b) & =z 16. losowanie dwéch: 2,
* 3z -

- Gagate R
6. a) ukuiu 13888 880 21 losowanie trzech: 2

b) okolo 9835888 zl

Zestaw pﬂwtérzeniuwy 11
c) okoto 3,64 =zt

1. P(A =, P(B =
7. a) =30 b) 30 ¢) —90 { } ;‘ { } ¥
8 a)2 b)5 P(A) = 5, P(B) =35,
: ‘ P(ANB) =i, P(AUB) = L
1.12. Zagadnienia uzupelniajce 2.a) 5 b) 2 ¢) 5 d) ﬁ
L 3.2) 7 b) 3 ¢ F
2. 3 4.a) 2 b) &
s & 5. 0,2
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r"lw
&
—
W=

"\ll—l"\—-l"

ke h..-ln—

P?“:‘*‘F’

)ﬂ 36 b) 0,52
10. a) 0,5 b) &
11. a) 0,5 b)
12. a) 0,4 b)
13. a) 7.5 b) —1

N TR (] B
[

14. =40 4.

15. 1

Zadania testowe

1.D 2B 3.A 4D 5.C 6. D
7.D 8. C 9. A

Przed obowiazkowa matura z matematyki 7.
1. 0,9
2.nt=5
1.

3. 192 5
4 A 2
* 625

4
% 3
6. 329
.
g 2
9. —0,5 7zl 3.

2.1. Proste i plaszezyzny w przestrzeni

[€]1. a) BCC1B; b) ABB A, 4.

2. Wazdluz prostej | przecinaja sie plaszezy- 5.

zny Py i Py, Wedluz prostej k przecinaja 6.

sig plaszczyzny P 1 Ps. @1.

3. np. A, By, € 9.

4. 85C, 5D 3.

5. a) BBy, CCy, DDy, b) AB, BC, CD, i
AD, AvBy, BiCy, Ci Dy, Ay,

6. BiC,,Bilh,CiB,CiDy, DibB, >

DiC 8

7. nie -

1. a) proste rownolegle: BC' . AD,, z

proste prostopadle: BE, AB, AE. CF,
DC, DF, Bi1Ehy, A1By, Av1Eh, C1F,
D¢y, DhFy, EGF, BiC, A1 D

=
ol

b) proste réwnolegle: By Fy, AC, BF,
proste prostopadle: Dy By, C1E,, DB,
CE, AA, BB,, CC, DDy, EE,, FF,
DB, BiD, C\E, E\C

-El} AAh B.Bi. CUL, DD&

b) nie

. proste prostopadle przecinajace prosta

DB: BBy, DI}, proste prostopadte
skosne do prostej DB: AA,, CC,

M, P i Q — drodki krawedzi szescianu
odpowiednio A, By, CC, i CD

a) np. MC' b) np. MQ

¢) np. MA d) np. MP

trzy, dla krawedzi AB: ABCD, ABB; A,
ABC, Dy

a) DBy b) ADy ¢) (4B

2.2. Graniastoshupy

768 cm”

graniastoslup tréjkatny: 5 scian,

9 krawedzi, 6 wierzcholtkdw;
graniastostup czworokatny: 6 scian,
12 krawedzi, 8 wierzchotkdw;
graniastostup szesciokatny: 8 scian,
18 krawedzi, 12 wierzcholtkéw

a) tak — graniastostup siedmiokatny
b) nie — liczba krawedzi graniastostupa
musi byé podzielna przez 3

a) 2,6 cm b) 3,6 cm

fi\/ﬁ cm

a), b). d) tak e¢) nie

240 em?

288 em®

a) 528 cm® b) 700 cm®

a) 20 cm b) 15 em

4(25 + 64/3) em?

4

8(3 + v3) em? lub 2(12 + v/3) em?
66 em? lub 80 cm?

a) 32(4 + v2) b) 16(7 + 2v3)

¢) 16(4 + 2 + 2v/3)

S =70, P. =175
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11.
12.
13.

88(2 + v/3) em?

a) 18(10 +v/3) b) 16(7 + 3v2) ¢) 180

a) 2(6 + v/3) em® b) 24 cm?
¢) 12(2 + v/3) em?

2.3. Odcinki w graniastostupach

1
2.

oo

770 em?

a) 18(v3 + 12v/2) cm?

b) 9(3v2 + %v’ﬁj em?

327 em?

a) przekatne scian: m, 13, 15;
przekatna prostopadlosciamu: 5v10
b) przekatne cian: 10, 34/29, 17;
przekatna prostopadlodcianu: 5113

COs (@ = -\’3—{“, o == 35°

. a) 50(1 + %\.ﬁ} em®

b) 50(1 + 2¢/3) em?
¢) 50(1 + 2v/2) em?

3. a) 8em b) 8/2 cm ¢) 8 cm
4. 160
5. |BE:| = 4/5 em,

|BDy| = |BFy| =8 cm

525

6. 2223 cm?

7. 2(v5 +2) em

9.
10.
11.
12.
13.

21623 cm?
n==~
80119 em?

d=9cm, cosa = 1

3

2.4. Objetos¢ graniastostupa

1.
2.
3.

g

=l
BN RS o

L

P
0.125 dm®
Va =30 em?®, Vg = 50 em®

a) fa® b) Ha°

a) 180v/3 em® b) £ cm?
78 m?

a) 84v/3 em® b) 972 cm®
a) 112 em® b) 125v2 em?®
x= 14 cm

9(2v/3 — 3)

Odpowiedzi do dwiczen | zadar, str. 69-85

9.

A — nie, B - tak, V = 96v/3
krawedz podstawy: 6 em,
wysokodd¢ graniastostupa: 1.5 em
a) 16v/3 cm® b) 324 cm®

Vi = 1500 em®, Vo = 4500 em®,
Va = 7500 em®, V3 = 13500 em?

0,45 m*

Graniastoshupy pochyle

1.
2.

36
a) 272 em? b) 12,29 em®

2.5. Ostrostupy

(€] 2.

et e e

10.

11.

a), ¢) nie

b) tak, P, = 4(1 + 2v/2)

4(3 + v3) em?

10v/3

36(1 + v/3) em?

a) 25v/3 cm® b) 42 em

64 + 23

h =11 em lub h = v/39 cm
360 cm?

8(3 + v3) em?

‘?':'I—'E{ii +v73) em?

2v/3 em?

12(4v/3 4 9v/2) em?

cos €£5A8 = cos LASE = 2‘_" 5
cos LABS = =,

ISAB =4 ASB =~ 56°, YABS = 68’
a) 340 cm? b) (25v/3 + 180) cm?
¢) (150v/3 + 360) em?

8(v/34 + 10)

i

2.6. Objetos¢ ostroshupa

[€)1.
-4

3
4
5.
6
T

Vi = r‘—; em®, Vi = —5.1;2 em”

a) 228 b) 864

- 2 44/2 3
s Pi=64 cm®, V = fi;& cm

. 9723 em?

a) 2564/3 cm® b) 23044/3 em?®

. a) :if-v@ em” b) 9v2 cm®
. a) 18v2 em® b) 36+/3 cm?



10.
11.
12.
13.
14.

E’P“T‘F“E-“‘.“P.‘"t"

a) 180 cm®
3642 em®

mu 119 em?

=
h4 }'?. 15 {‘m

122 V27 em®
] 5cm b) 7 em
3./39
1
54v/3 em®
a) V3 em?
b) 2¢/3(140 + 99v/2) cm®
ﬁkﬁ?_-z ('.I‘J:"L:'jl
362 cm?®
a)4 b) 8
M em®

¥ 7 ",
202 o

2.7. Kat miedzy prosta a plaszczyzna

[€]1.

]

2 @8 T R e ER ba O G g IR W

307, okoto 27°
10 ' 5
2—35 em?
49/572 em?®
a) & b)
a) L! h} I'!r"
2) ST b) 4T o) HT
/2T
a) % b) §
a) 512v/2 cm® b) 25(3 + 2v/6) cm?
P. = 16(3 + 2v3) em?, V = 32 em®
a) 288 cm® b) 96 cm?
a) 32 b) 7
Pu= 12'..@ cmz., V = itiﬂ em®
a) 3 b) 4

10. —-*—37;;3 em®
11. d4/1 — %sin?‘ o
384 Ex.-’i
14. a) == b)
15. a] .Ir')( e bi 3 1 2\"’13 l"’f — 323{3

b) P, =m{1+~./'}| v —w’"
¢) P. =108, V = 36\/3

b) 8043 em? c) 12043 cm®

2.8. Kat dwuScienny

[€]1.

b
H

()

F’?"T‘??‘P‘E“E"!“?‘PP“

=

a) 60" b) 108°
a) £ b)
a) 30° b) 92 cm?®

1

15
2 Y57 cm
907, okoto T4°
24601

601
a) okolo 18° b) — 2%

c) 120°

. okolo 167

2.9. Przekroje prostopadloécianow

1.
2.

PN e

252 em?

[ e '
a) 80 em* b) 28 em?

c) 32v/5 em?

a) %""_‘ em? b) 502 em?

a) 0v6 em? b) 13.5 em? c) -u”" 3 em?
Ss,/ﬂ em?

72 cm?

a) 24v/5 em® b) /41 em?

Suma pol jest najmniejsza dla cigcia prze-
chodzacego przez przekatna Sciany o wy-
miarach 4 dm = 5 din, a najwieksza — dla
przechodzacego przez przekatna sciany

o wymiarach 3 dm x 4 dm.

3. 47:1
4. a) Ob = 16+/2 em, P = 16+/3 cm?

10.

o ogo NI g e

b) Ob = 20 em, P = 4v/34 cm?
a) (10 +9v?2) em b) L2
27
3T
1T

a) P= 6v5 em?, sina =
b) P = 182 cm?®

a) 12¢/2 cm?

-,E::I

._.
L&

. sina =

ﬁ\;’rn- T cm’

[ Sl
L

c] |2\.’f—) em?
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11. P, =2(3+ \J’E} em?,

P = 2(45 + ﬂ} em?,

Vi= l% cm‘q'., Vo = 62% em’®

12. 4422 em?

2.10. Zagadnienia uzgupeiniajace

Ju—s
=

F?"T“F‘F"P?’F

do uzupelnienia kolejno:
czworo$cian: 4, 6, 4,

12, 8,
dwunastoscian: 12, 30, 20,

osmioscian: 8,

dwudziesto$cian: 20, 30, 12
P.=32V3cm? V=28
P. = 64+/3 {.mz, V= Snﬁ em”
1842 em?

2 em”

2:1

V2 em?®

a} 4 b)3 ¢)2
nie

7(1 + %VE} em”
3(v2—1) em

Zestaw powtdrzeniowy I

1.

8.
9.

?“F‘.""'F"‘

a)2 b)4—L ¢)2-3
= 12(v3 +2),
V =2(5+ 3v3)
V15
1620 cm?
a) % b) F
a) P. = 12(3+2v3), V = 12V/3
b) P. =9(2+4 v3), V=33
c) P. = 54(2+ V3), V =543
28 + V13
30°

Zestaw powtdrzeniowy IT

L V=% P=9V3+2),d =I5,
ds = 23

2. h] 16

3. 5‘--16+v*§}. P, = 8(1 + V/5)

4. |CD1| = V2, [CE| = |EDy| = 4,

Odpowiedzi do dwiczen | zadan, str. 99-113

o5 = 4
Ccosa = ¢

E"'?‘F"".'-"

64 b) 244/3 ¢) 483

i em? b) 25v/2 cm?

e
12
a)

V6
2
a)
c) i"— cm?

Zadania testowe
1.B 2.D 3.B 4 A 5D 6.C

Przed obowiazkowa matura z matematyki

oL OF S B b 8B B2

4 \fﬁ CIIl

4

2(3 + x/ﬁj em?
486v/3 em?®
6442

]ﬁﬂv"ﬁ em?
255\;"{_’"; em?
254/119

3.1. Walec

1.
2.
3.

. a) 1287 cm®

b) 107(7 — 3+/5) em?®

a) 1927 em® b) 727 cm?
a) 187(3 + 2v/3) em?

b) 2407 cm?

a) 1287 em® b) 727 em® lub 967 cm?®
a) V = 320w, P. = 1927
b) V = 640r, P, = 283w
b) 2437 cm®

.8) P.=9n(2 +3), V=287
b) P. = 87 (1 + 2+/3), V = 16+/37
¢) P. = 1087, V = 108y/2x
a) 3207 em® b) Lt em?

¢) 327(6 + /6) cm?

3- J;J"u — I{]ﬁ'ﬂ—, .Vr = 2?44"]’

= 2887 em®, P. = 176w em? lub

V = 6487 em®, P. = 3067 em”

7. 40 cm?
8. a) 2737 cm®

10.

b) V217 em?
20005
tak



11. 44/ ¥BHL Jub 4,/ 5L

12. 2L ub %’—f

14. nie

15. V = 3% om® P, = HIE em®
16. a) 30° b) 45°

17. 807v/5 em®

3.2. Stoiek

1. b) 1087 cm?

2. A

3. a) P, = 4m, P. = 167

b) éf—rf—’: em?

240°

90

a) 3847 cm® b) 1007 ¢cm?
a) 4327 em® b) 1007 cm®
a) E‘IJET em® b) 30°

a) 3‘:'21' em® b) 167 (22 A5 1°1)

a) Py =4x em?, V = -.-i-?r 35 em”
b) Py = 367 em?, V = 7273 em®
c) Pp = 647 cm?, V = hr /5 em®
d) P, = 81w r.m' Vi Slﬂﬁ em®

2. a) 72° b) -2-%"—5 cm?

3. a) P. = 187(1 + v2) em?,

V = 1872 em®
h} 60° ¢) 36m(3 + 2v/3) em?

4. a :rr\f_ 3 em?

b] P

5. 45

6. 1,57 1, 201 em

a) 807 cm®

b) 47(2v/29 + /41) em®
9. 36w cm’
10. 487 cm?
11. 967 cm®

t"‘F‘P":“F‘E-"P

Linie geodezyjne

1. a) 2v/972% + 16
b) 2+/972 + 4

2. a) 12¢/3 b) 67

9 em?, V = E—Z’w{w”ﬁ— v2) em?

3.3. Kula
[€]1. a) 517 em?® b) 3 em
2. a) & b) 28
3. a) P=97r em?, V = §7 cm®
b) P = 127 em? V—-1v”_'.rr(m
¢) P=32rcm? V = E%in' cm®
“Ixl o 3 8 2 | 09
P| 147 367 | 256m | 167 | 3241
V| 288w | 36x | 5tw| Tx [0972r
[Z]1. a) P = 1927 ecm?, V = 25673 cm®

b) P = 400x cm?, V = &5y ~::m3
¢) P = 1447 cm?, V = 2887 cm?®

2. {xﬁ— :Iv’g} cem lub (/55 + rlyﬁ] cm

10.

11.

12.

a) 108v/37 b) 157

a) 16m cm”

b) 3+/3 em lub 3+/5 em
a) 48w cm® b) 1447 em®
c) 757 cm?

a)4 b)4v3

af3
5]

g
a) %Tr 5 em

b) 67 cm

a) P=T2ncm?, V = 7272 em?®
b) P = 3247 cm?, V = 972x unE'
¢) P=2rcm?, V = i—?r em?

a) 0 900 cm? b) o 7007 cm?

3.4. Bryly podobne

[€]1.

S T B ol vl ol L

a) r = 2,4, skala podobienstwa: k = %
b) @ = 5,4, skala podobienstwa: k = g
8:1

Ve = 2887 em®, 1:4

7 em”, 267 em®

a) nie b) tak

a) 9 cm

a) 2:3 b) 1:2 ¢) 3:4 d) 4:1

a) 3 }? b) 117 c) 1%

L : w’j - 13

a) == b) £ ¢) 0,36 d) 0,16
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7. 12 em
8. o 72,8%

9. 27 em®, 1267 cm?”

3.5. Zagadnienia uzupelniajace
136v34 . .3
1. Tﬂ' €1

. 54w em?

2
3. -"l\,/gﬂ‘ em®
4

. 127 em?

Zestaw powtorzeniowy I

1. a) P. = 40, V = 2472
b) P: =24m(1+V3), V= T2n
¢c) P. =8w(3+2V3), V =487

2. 9:4
3. 10007 cm®
4. SW{\/E + 1) em?
5. a) P. =9n(v2+41), V=9x
b) P. = 27r, V = 973
¢) P. = 167(2v3 +3), V = 64x
6. %‘Eﬂ' em”
7. %?r
8. a) %7 ecm” b) 27 om®
?‘z-,-r\.fi em®

9. a) 97 cm® b) 5767 em? ¢) 727 V4 cm?

Zestaw powtorzeniowy 11
. £ em?
ks

. 5767 lub 768+

1
2
3
4
5. 31
6
7
¥
9

b) 673 em

. a) 9.67 cm

Zadania testowe
1.A 2B 3. B 4.C
8. A 9.C

B 6.A 7.C

Odpowiedzi do dwiczen | zadan, str. 126-157

Przed obowiazkowa matura z matematyki

3

2

15
Qn'sf.‘j em®
18075 em?®
10 szklanek
4327 em?

V = 63r, P. = 3mv/3(6 4+ /127)
527 em?

494 em

5.1. Liczby rzeczywiste

= 2B e e e

3 _ 18

L 8) 21 = 4,52 = &, 29 = 5, 5=
o= 02,00 = B 2= B
2. 0p.2) 27 b) 3 o) (2)° 4 (4)"

e) (V2)* 1) N_)”

3.a)7T b) L ¢) L d) L e -1 £)08
4a) B)B )it g2 g &2 £) 2

5..8):3,3:10'% 'b) 5-10'° ) 5-107%
d)3-107% e) 1.8-1072 £) 7107
6. a) 14,167, z nadmiarem
b) 10,625, wartosé¢ dokladna
¢) 1,879, z nadmiarem
d) 0,099, z niedomiarem
a) 1,7783 b) 1778,28 ¢) 0,01778
8. a) 62 b) TV2 ¢) 51
d) 4v2 e) 5V5
9. a) 15 b) 24 ¢) —3 d]
SEREERSE
10. a), c), d), e), f) tak b) nie
11. a) 2 b) —11 ¢) 1 d) 49 e) 127 £) 25
12. a) 4 b) 140 ¢) 40 d) 26
13. a) B b) B ¢) A
14. a) Zmaleje o 4%.
b) Nie zmieni sie,
15. 25

16. a) 2¢/5+4 b) 2L
c) 3v2+ 23 d]3v”3—4

17.a) 7 b) =134+ 55 ¢) —17T-T/5
d) -I+15

3



39. a) (z +4)(z? — 42 + 16)
b) (2x — 1)(4a® + 2z + 1)

18. a) 1 b) 8 ¢) 2v3 d) 10
19. a) tak b) nie

20.

21.

a), ¢) 2, wymierna

b) —,-2"3, wymierna

a) 1 b) 2v/3 ¢) 2/3 d) —2v2
e) 2v3 -2 f) 2V/3+2

¢) (= + 2y)(a* — 2zy + 4y°)

d) (22 — 3y)(42® + 6zy + W*)

e) (z* + 5)(z* — 5z + 25)

£) (3a — 4y°)(92* + 12297 + 16y*)

g) 2(v2++v3) h) 0 i 1. P95 F
22. a) 4o, B3 b) 4r? 3 50. 1. F,2. P
/ | 51. C. 2.

c) 22, ’%ﬁ
23. a) —2y%, 2(-9+4v2) b) 0
26. b o 75%

5.2. Zbiory, przedzialy i nieréwnoéci
1. A={-1,0,2,457}

27. El:] TE'}E- b:] 3?5%- B = {_2: = l-.-Dv l-.- 3'| l}:

28, 2[”13” Zl AUHZ{—EF—I,D,I.,ETS,‘*,;E,?},
AN B ={-1,0,4},

29. 2000 21 A\B=1{2,57), B\ A={-2,1,3)

30. a) o 24%

31.

b) o 1 punkt procentowy

a) (11 —7x)(11 4+ 7x)

b) (3= — Sy)(3z + 3v)

) (2x — 1)(22 + 1)(42* + 1)

d) (3z — 1y)(3x + 1y)(92* + 14?)
e) 33z — 1)(z+ 1)

f) 4(z — 2)(22 — 1)

g) (z — 2)%(z +2)?

h) (3z — 1)*(3x + 1)*

i) (2z — 3)%(2x + 3)?

. a) AUB = {-2,-1,0,1,2}, ANB = {0},

A\ B ={1,2}, B\A={-2-1)

b) AUB = {~1,0,1}, An B = {0,1},
A\B=1{-1}, B\A=0

¢) AUB=A, ANB =B, A\ B = {2,6},
B\ A=

d) AUB = {1,2,3,4,5,6}, ANB = 0,
A\B=A B\A=B

.a) AUB=(-T:5), AN B = (-3;2),

A\ B = (-7;—3), B\ A= (2;5)
b) AUB = A = (—o0; 3),

32. a) T b) 49 ANB=B={-1;1),
35. a) 2° + 62° + 120 + 8 A\ B =(—o0;=1)U(1;3), B\ A=10
b) 27z% — 272° + 92 — 1 ¢) AUB=R, ANB=(-3;-2) U (2;3),
¢) 8z — 3622y + Sday® — 27y° A\ B =(-2;2),
d) 1252* + 15022 + 60z + & B\ A= (—oc;—3) U (3;00)
e) %f3+z%x'+ﬁm+3 .a) A= (—00;2), B = (0;00), AUB =R,
: 2 1 1
f)a® -2+ 32— 5 ANB=(0;2), A\ B = (—o0;0),
36. a) 10 + 63 B\ A = {2;00)
b) 16 — 85 b) A=(—0co;®), B=(0;00), AUB =R,
d) 124 + 535 B4 =1{D;c0)
¢) 12 2973 .a) ANB=1{0;2),0,1,2
f) 124~ 53/5 i @: 6), 2,3, 4,5, 6
s ) ANB=(0;1)U(4:;8),1,4,5,6,7
37. a) —198 b) 25+ 152 d) AN B ={0}U(24),0,34
38. a) z* — 27 b) 8z + 27 e) ANB=(-2-1)u(4;6), -2, -1, 5

)z -8y d)zt -2 —ax+1

f) AN B = (-3:2), -3, -2, -1, 0, 1
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6.

10.

11.

12.
13.

a) A= (—00;2), B = (—1;00),
ANB=(-1:2), A\ B = (—o0; —1)
b) A= (3:00), B=(—oc;3),
ANB=(3;3), A\ B=(};00)
c) A=(-23), B=(0;2),

AN B = (0;2),

A\ B = (=2:0) U (2;3)
d) A= {-1;5)}, B=(-2;3),
AnNB=(-1;3), A\ B=(3:5)

a) x € (4;00) b) x € (5;00)

¢) x € (—oo; 10) d) x € (=T;00)

e) x € (—o0;2) f) « € (0; 00)

g) x € (4;00) h) z € (—o0; %)

a)z € (—1;8),0,1,2 3,4, 5,6, 7,8
b) z € (1:6), 2, 3, 4, 5, 6

¢) x € (—1;0), brak liczb catkowitych
a)l b))z ¢)2-V3
d)3v2-2v3 )3 £) 1

&) =4, =8, =2, =1,.0,1; 2,84

) =3, =2 =1,0,1,2.3

¢) -2, -1,0, 1,2

d) -4, -3, 2,2, 3, 4

e) =6, —5, —4, 4, 5, 6

£) -8 2,23

a) A={2.3,4,5}, B={1,2.3.4,6)
b) A= {1,2,5,6}, B = {3,4,5,6}
c) A={1,3,5}, B={2,4,6)

d) A=1{1,2:8,4,5,6},B=10

a) 15 b) 11 ¢) 12 d) 514

a) AUB=A, ANB =B,

A\ B = (4;5)U(6:8), B\ A =0,
5e¢ AUBiIS e ANBEB

b) AuB=A, AnB=B,
A\B={5}uU(6;7), B\ A=,
e AUBibe A\ B

c) AUB = ({—1;00), AN B = (0;4),

A\ B = (-1;0) U(5;00), B\ A = (4;5),

5¢ AUBiIBeEB\ A
d) AUB = (—o0;8),
AN B={5}U(6;7),

A\ B = (—00;5) U(T;8), B\ A = (5;6),

5cAUBiISeEANB
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14.

15.
16.

17.

18.
19.

20.

21.

22,

23.

a) AUB b) AUB, A\ B

c) AUB, AnB d) AuUB

a) (—1;2) b) (—6;—5)

a)x €(2:9);3 b)z e (;); 5

¢)z€(—1;6);0 d) we (—£;00); —1

a) prawdziwadlazs € Riye R
b) falszywa dlaxz =2iy= -3
c) falszywadlaz =2iy = -3
a)4v2-3 b)1 ¢) 5 d) 1
ajr=—-9, =9
byx=-16,xz=1,6

c) sprzeczne d) x =0

e) r=—v3—-1.2=v3+1
f) sprzeczne

ajr=—-1,z=5
byz=-5=2=T

ejz=-3 djz=—-4,a=2

e)z=02=28
fle=1, =3
a)r=0a=1
b) z=—=2, x=4
c)r=-1,z=5
a)lx=0,5=86
h}.‘x.':—é-,“t }3_?-
c)x=—06,r=-4
d) p=d, 0=8§

a) AUB = (1:5), AN B = (2;4),
ANEB=1{12), B\ A ={4:5)

b) AUB=(-2;5), AnB =40,
A\B=A,B\A=B

¢c) AUB=R, An B = (0;2),
A\ B = (—o0;0) U (2;6),

B\ A= {6;)
d) AU B = {—5;0) U (2;00),
AN B = (4;00),

A\ B = (2:4), B\ A= (-5;0)
e) AUB = {—2,0,4} U (1;3),
ANB={3}, A\ B=(1;3),
B\ A={-2,0,4}

f) AUB={-2,0,1}U(3;7),
An B = {5},

A\ B ={-2,0,1,3},
B\A=(3;5uU(®T



24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.
31.

32.

33.
34.
35.

a) AU(BNC) = (1;5),
AN(BUC) = (2:3),
(A\B)NC =0

b) AU(BNC) = A,
AN(BUC) = B,
(A\B)NC =10

¢} AVLBNC) = (27},
An(BucC) = A,
(A\B)NC =10

d) AU(BNC) = (3;6},
ANBLUE)=43.5}
(A\B)NC =20

a)x € (1;9) b)ze (—91)
¢) & € (—oo0;1) U {5; 00)

d) € (—oo;—5)U(1;00)
e) x € (2;10)

f) x € (—oo; —1) U (5;00)
a) @ € (—4; —3) U (—1;4)
b) z € (—3;0) U (4;9)

c) z € (—oc; —6) U {8; oc)
a) = =% Ma=0.8=1

g =—F =1 djFr=2a=4
2
=

a) x € (—4;—1) U (1;4)

b) z € (—6;—1) U (3;8)

c)x e (—11;5)d) x € {—-2;2) U (4;8)
a) x € (—5;1)

b) x € (—o0; —2) U (—1;20)
c)x€(—2:6) d)ze($:1)

e) x € (0;4)

f) x € (—o0;0) U (1; 00)

g) £ € (—oo; —8) U (—2:00)

h) 2 € (~3:5)

a) —2x b)1 ¢) -3 d) —2+7

A = (—4;00), B = (—c0;3),

C = (—o0;2)

a), b) nie nalezy ¢) nalezy
a)zeR\ {0} b)ze (1-vV2v2-1)
)z e(HiE)

d) z € (—-DG;—%} U (%,DG}

B. 1

1.F,2. P

I.F,2.P

e) = z=3 fla=3,2="7

5.3. Funkcje

i

a), d) Nie jest funkcja.
b) Jest funkeja, zbiér wartodei: {0}.
¢) Jest funkcja, zbior wartosci: {—1,0,2}.

. a) f(D) = {0.1},

wartode najmniejsza: 0,
wartosé najwicksza: 1
b)) #P)=1{0,1,2,3},
wartosé najmniejsza: 0,
wartos¢ najwicksza: 3
¢) f(1) = R. nie przyjmuje wartosci
najwigkszej ani najmniejszej
a) D=1{-3,-2,-1,0,1, 2,3},
(D) =4=1;8;1;2,3}
miejsce zerowe: 2,
warto$¢ najmniejsza: —1,
wartosc najwieksza: 3
b) D={-3,-2,-1,0,1,2,3},
I{D} = {_'5". _"2:{]13:5}-.
miejsca zerowe: —2, 0, 2,
wartosé najmniejsza: —5,
wartos¢ najwicksza: 5
fr—2) =1, f(V2+1) = V2
i -1 0 1 2| 3 | 4
flz) | 1 1 1 1 213
a) D=R\ {6}, f(0)=0
b) D =R\ {0}, f(-3) =0
c) D=R\ {2}, f(-3)=f(3)=0
d) D=R\{-2}, f(2)=0
e) D=R, f(-1)=f(1)=0
f) D =R\ {—1.1}, brak miejsc
zerowych
a) D={—4;00) b) D= (—00;3)
¢) D= (4;00)
d) D= (—og;—-1)U({l;00)
a) roénie w (—2; —=1) i w (2;3), maleje
w (1;2) i w (3;6), jest stala w (—1;1)
b) rodnie w (3;4), maleje w (—3;0)
i w (0;3), jest stala w (4;6)
a) D= (—4;4), f(D)=(-12),
flz)=1dlaz=-3,x=1,
flz) >0dlaz e (—4;-2)U(0;3)
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8. b) D = (~3:6), f(D) = (=2:9),
f@y=1dlaz=-3,z==L&£=1,
= 5%, f(z) > 0dla
€ {(—3;-2)U(—2:2) U (5;6)

9. a) D= (-3;3), f(D) =(—1;3),

f rognie w (—1; 1), maleje w (—3; —1)
iw (1;2), jest stala w (2;3),
flx) 20dlax e (—3;-2) U (—3:3),
f(z) > 1 dlaze (0;2)
b) D = (~4;4), f(D) = (~22),
f roénie w (—2; —1) i w (0; 3),
maleje w (—4; —2) i w (—1;0),
jest stala w (3:4),
flz) 2 0dlaze {—d,—1}U(1;4),
flx) > 1dlaxz € (2;4)
10. 8) fuin(=3) = =1, fimx(—1) =3
b) fumin(4) = 1, fimax(1) =3
c} fmiﬂ{_g} =1,
fmﬂx{_l} — Jrumx[” =3
11. a) g(z) = 22° + 3z + 4
b) g(x) = 22 + 3z — 3
¢) g(x) = 2¢* — 5z + 3
d) g(z) =22 + Ta + 6
12. a) Dy = (~3:4), fu(D1) = (0;3),
Dy = (—3:4), f2(D2) = (—3:0),
D3 = (=700, fs(D3) = (—1:2),
Dy = (0;7), fa(Ds) = (~1;2)
b) Dy = (—4;4), f(D1) = (0;2),
—4;4), fo(D2) = (~3;—1),
—8;0), fs(D3) = (—1:1),
=(—L7), fa(Da) = (-1:1)
13. a) Dy = {-T7;0), fi(D1) = (0; 3},
Dy = (1;8), f2(D2) = (=2;1)
b) Dy = (—6;-2), f(Ih) = (0;3),
D3 = (2;6), fa(D2) = {—2;1)
14. a) g(z) = (x — 3)%, hz) = 2*> - 2
b) g(z) = |z + 4|, h(z) = |z| + 2

15. a)
Y4

B 272 Cdpowiedzi do dwiczen | zadar, str. 169-172

b}:

16. a)
Y o4
i ENEYrZEnN
b)

ol 11 1 X

17. a) przesunac o 4 jednostki w prawo
b) przesunaé o 2 jednostki w lewo
c¢) przesunad o 6 jednostek w gore

18. a) g(a) = (2 +3)

b) g(z) = f(z — 1)

¢) glx) = flx+1)—2
d) g(z) = —flz +2) + 1
¢) g(x) = f(x —3) +3
f) gla)=—fla+4) -1



19. a) D = (—5;3), g(D) = {—1;3),
miejsce zerowe: 2
b) D = (=3;5), 9(D) = (—1;3),
miejsce zerowe: —2
¢) D= (—6;2), g(D) = (-5;-1),
brak miejsc zerowych
20. a) f(z) =0dlaz € {-2,1},
J rognie w (—o0; —1),
maleje w (—1; 4},
jest stala w (4; o),
f(z) = -3 dlaz € (-35;)
b) flz) =0dlax € {2,4},
[ rognie w (0;2),
maleje w (—1;0} i w (2;00),
jest stala w (—o0; —1),
flz) 2 -3dlaz e (—o0;—1) U{1;T)
21. a) f(z) =g(x) dla x € {-1,1, 3},
flx) L glz) dlaz € (—1;1) U (3; cc)
b) flz) = g(z) dla x € (0;2),
flzx) < g(zx) dla x € {0; o)
¢) flz) =g(z) dlaz € {-1,0,1},
f(z) < g(x) dla
x € (—oo;—1) U {0} U{l;c0)
d) f(z) = g(z) dlaxz € {—1,1},
flz) < glz) dlax e (—1;1)
22. a) 45 b) 9
23. a) 45 b)6 ¢) 3
24, a) f(z) = —1dlaz € {-3,5},
flz) =2 —1 dla z € (—3;5)
B - L B S

b) f(x) - —ldlazxe {_—oo;;1§1
flr) Zz-1ldlaz e R
EEEL ANV EERE

25.

26.

27.
28.

29.

30.

31.

32.

33.

a) D=R\{-1}, f(z) =1
b) D =R\ {0}, f(z) =z

¢) D=R\{-2}, f(z)=2—2
d) D =R\ {0}, f(z) =2+ 1

1. 1 AT 3
allfﬂvff.’i*_‘f_ =

b) 0. 0, 0, 0, l.?d :

a) —5,2 b) —6,1 ¢) —-1,6
a) z € (-3 —-2)U(—2;2) U (4;5)
b) —4, -2, 2

¢) (~1;5)

d) m € {-2,3}

a) glz)= flr —2) -1

b) glx) = fle+1)+ 2

¢) glz) = —f(z)

d) g(z) = f(—=x)

a) f(D) = h(D) = (1;3),
g9(D) = (=3;-1),

[ jest niemalejaca,

g i I sa nierosnace

b) £(D) = h(D) = (0:2),
g(D) = (-=2;0},

[, g i h sa niemonotoniczne
a) @ € (—oc; —3) U (3: 00)
b) brak rozwiazania

a) glx) = 2x — 4,

hiz) = —2x+ 7,

k(z) = —2x

b) glz) = |z + 1] — 4,
h(z)=1-— |z — 2|,
klx)=|zr—-2| -2

c) g(z) = —2|x + 1| — 4,
hiz) = 2|z — 2| + 1,

k)= —2|x—2| —2
g-D; h-C

5.4. Funkcja liniowa

1.

i uklady rownan liniowych
a) (0,1), (—3,0), rosnaca
b) (0,2), (1,0), malejaca
¢) (0,-2), (3.0), rosngca

. a), ¢) rosnaca

b) malejaca
d) stala
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N

10.

11.

12.

13.

Odpowiedzi do dwiczen | zadan, str. 177-181

h)&:—ﬁy:

a) ¢ € (—4;00)
b) x € {—4;00)
c)y=zz+2
a)b=—16
b) b= —7

a)a=1,y=x+3
—x/ﬁ-t—i-?\,ﬁ
e)a=0,y=T

a) tak b) nie

a)y=3z+2
b)y=-2¢x4+5
¢)y=v2r—4
d)y=238

a) y = —3x
h}y=%;r+2

¢) y= —3z+2
d)y=— -‘,aiﬂr-—):‘
AB: y——:;‘:r—%,
BC:y=—ia+ %,
(_,'U:y—-:- +~1T
.df_?:y=—%:r:—T?,

trapez jest prostokatny
— /2

a) o= l_—l— =
204

b) t = -

_ 3(v3+1)
6) = RSl

d) z=3(v2-1)
a}:r:{'-:;
b) x < —1
c)x <2
d}.b}%

y==x+2
a) =%
y=-—a+>5

=2 =3

h){y *’f 2

U:—ESE'-]-S

y=—-3ax+7
c)

y=4r—14
r=3,y=-2

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.
22.

23.

a)x=6,y=2

by e=1;4=1
c)z=0,4=5

d). e) uktad sprzeczny

f) uklad nieoznaczony: x € R,
y=—2xr+2

a) x € (—oo; —6) U (4; oc)
b) x € (—oc; 2)

a) m= —2

b) m = -1

a) m < —3

b) m < 6

¢) m € (—2;2)

d) m € (—oc; —6) U (6;00)

a)a=—2

b) a = -5

eya="T

d)a= -3

a)a=>5

b)a=1

a)11 b) -1 ¢) —% d) 2
a) -7 b) 2

a) (—o0; 2)

b) (—o0; —1)

c) (—o0;2)

a) AB: —2, AC: 3, AD: 2
b) ic

¢c) x € (—oo; —T)

24, (0,2), (3,6), (4.—1)

25.a)z=—-1,y=-3
b)zx=3,y=0

26. a)z =4, y=-1
b)x=-1,y=-2

27. 36

28. ojciec: 48 lat, syn: 16 lat

29. 140 =zt

30. f(x) = 100 + 0.2z, 1000 km

31. va =60 kin/h, vg =90 km/h

32. 25% - firma A, 75% — firma B

33. f(z)=—-3a2+13



M. f(zx)=—6x—12
35. m=—1

36. funkcja g. *%

37. a) réwnolegle dla m = — %,

prostopadle dla m =6
b) réwnolegle dla m = 7,
prostopadie dla m = — 3

¢) réwnolegle dla m = 2,

nie ma m, dla ktdrego sa prostopadle

38..a) p=—1, 9y =4
b) =2 y=—1
¢} m=2 =3
d) 2 = —4L, y = —423
39. a)z=1,1, y=0,1
b= <8, y=11
40. a) 2 b) 13,5
41. a), c¢) rosnaca b), d) malejaca
42. a) Przecinaja sie,
Jlz) = g(x) dla z = 6.
b) Przecinaja sie,

flz) =z glz) dla @ =
43. a)a <2 b)a < -2
44. 1.F, 2. F
45. C, F

—10,2.

5.5. Funkeja kwadratowa
L a)y= 3(z—2)°

b) y = 32 —4
Jy=3(x+2)°+3
2. a) g(z) = 22* —da + 8

b) g(z) = —22° + 2z + 2
¢) glz) =04a* + 1,22 40,7

L MR MR LR

4.

10.

= (0;0)
b) f(z) = (z—2)° — 4, f(D) = (—4;0)

a) fla) = (z+4)% f(D)

c) f(z) = —(x+3)? +4, (D) = (—o0;4)
d) f(z) = —2(z — 1)?, f(D) = (—00;0)
a)b=c=0, f(D)={0;00)

b)b=2 ¢=1, f(D) = (0; )
) b=0, c=—1, f(D) = (—1;00)
d) b=-2,¢c=05, f(D) = (4;00)
e)b=—4, ¢=17, f(D) = (3;00)
£) b=2,¢=5, f(D) = {4;0)
g) b=—8, c=17, f(D) = (1;00)
h)b=2¢=0, f(D)=(-1;00)
a) maleje w (—oo; —2v/2),

rosnie w {—E\E:DG}

b) maleje w (10; o0 ), rodnie w (—oo; 10)
a)b=—4,b=14
b)b=—-2b=2
c)b=—-6,b=6

a) ma b) nie ma ¢) ma
a)z=—-12=0
b)x=0,z2=2
Jr=-%t,z=3%
d)z=— 3.2 =143
o) o=
f)z=-3
a]u:=%_.:.':=l

T B

b) o= 3VZL 5 — 340
B '
gfx=-—2;2=10

de=—32=3

e} - —z--s—fﬁ i -24-3:‘_.'“19
£) 2= 150, o = L
plg=0.a=3
h]:r.={],x=%
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11. a) y = 6(

12. a) y =

+ 3Nz —3)
b) y = 2{5—2}(:&—%
¢)y=3(z+1)(x-7)

d) y = (x + 2v2)(z — /2)
)y =~9(z+ )z~ 3)

f) nie ma postaci iloczynowej

c) y = iz +4)*

0 y=4(- 2’

13. a) y = (z — 1)(z — 5),

Pi(1,0), P2(5,0), P3(0,5), W(3,—4)
b) y = —(z+ 3)(z +1),

Py(=3,0), Fz(-1,0), Ps(0,=3), W(—2,1)

¢) y = 2z(x+ 1),

P1(—1,0), P:(0,0), Hf{——,— )
d) y = —2{:17‘ 4+ 8){= + 1), Pi(—5,0),
Pa(—1,0), P:;([},—EE}, Wi(-3,2)

14. a) f(x) = (x — 4)(x + 6),
flz) > 0dlaz e (—o0;—6) U (4;00),

flz) <0dla z € (—6;4)

b) flx) = —(x —4)(z + 1),

flz) >0dla z € (—1:4),

f(z) <0dlax e (—oc;—1) U (4;00)
c) flz) = 3(x — 1){x — 3),

flxe) < 0dlax e (1;3),

flz) >0dlax € (—o0;1) U (3;00)
d) f(z) = 3x(x + 4),

f(z) > 0 dla z € (—oo; —4) U (0; 00),

fle) <Odlaxe(—4;0)

e) f(z) = (z —3)?,

flx) >0dlaz e R\ {3},
wartosci ujemnych nie przyjmuje
f) f(z) = —2(z - 1)?,

flz) <0dlaz e R\ {1},
wartosci dodatnich nie przyjmuje

15. a) z € (—3;0)

b) x € (—o0; —T) U (T;00)
¢c)r=-2 djzeR

e) x € (—3;4)

f) z € (-V2;V2)

g) « € (=, By

h) x € R i) sprzeczna
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—(x-T7)* b)y=—4(z+)?

16.

17.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
28.

29.
30.

31.

a) —4,—3,-2,—-1,0,1,2,3,4
b) —2,—1,0,1,2 ¢) 1,2,3 d) 4
a) g(D) = (0;00), 2 = 1

b) (m+( —00:0), z = 2

c) g(D

= (— DG'D} z =0

}—1 1 l}] —=, =

a) y = —x +7'-|-2
by=2*+z—-2

a) f(z) = —2(z — 1) +8, W(1,8)
b) f(z) = 2(x — 1)% -2, Wi{l,=2)
a) (-2,-1), (1,2)

b) (—1,2), (2,-1)

¢) (—3,-6), (1,2)

d) (—-2,-1), (0,3)

e) (—2,-1), (3,-6)

f) (2, —1} (1,2)

a) (23,—14), (—3,3)

b) br .a.k punktow wspdlnych
a)x € (—1;2)

b)z=-1 ¢jzeR

a) D =R\ {-2,1}

b) D={-%3)

c) D = (—00;3) U (5; 00)
a) ANB = (2-v3;3),
A\ B =(3;2+3)

b) AN B = (1;4),
A\B= (_m;_@a) n (wz ",1> g
U (4; 00)

a) fuin=—1; fase=3
h} foita = =8 Fage =9
{'.} Jmin = 1, fmax =4

d} fmin — U', fman =8
a= %, W(3,-4)

a) y = —22° + 4z
b)y=ta®—ax+3
a)c=T7 b)e=2 ¢)e=5
a)b=3 ¢c=-10

b)b=2¢=8

¢) b=-3,c=—4
d)b=—-6,c¢=5

a) c< 2 h}(}'—“_—
c)e>-36 d)e>—1



32.

33.

34.

35.
36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.
43.

a) b= —2v3, b=2V3

b) Nie ma takich wartosci.

c)b=20

a) flz)=-2z(x-2)=-2(z—-1)* + 2,
f(D) = (—00;2), f(0) = f(2) =0,

J maleje w (1; 00}, rodnie w (—o0; 1),
f(z) £0dlaz € (—o0;0) U (2; c0)

b) flz)=(z+1)(x—3) = (z—1)* —4,
f(D) = (—4;00), f(—1) = f(3) =0,

[ maleje w (—oo; 1), rosnie w (1;00),
flz) <0dlazxe (—1;3)

¢) flz) = 3{x+2)(z—1) = I(z+1)* -2,
f(D) = (—§i00); F(—2) = f(1) =0,

f maleje w (—oc; —3), roénie w {—3;00),
flz)<0dlaxze (—2;1)

a)m=—4 b)m=41

¢) m=—131

a)2 b)0 ¢)2 d) 1

a) (—4,0), (-1,3)

b) (0, —3), (3,0)

a) (-3,-3). (4.0)

b) x € (—00;—3) U (4: 00)

a) pi=—],p=—=2 ubhz=2 y=1
bjr=-1,y=4lubz=3, y=—4
c)z=d;p=8lubp=—-2,9="2
a)r=—-4,y=-3lubzr=-1,y=-6
hlr=13=3hbzr=4,3=0
cJz=4,y=-1lbzr=6,y=1

alr=—2,2=2

b)#=-3;2=3

c}:r::—ﬁ.a:: 3
«:l:l:n=—-‘%‘EJJ.'::-";—"2

e)r=— 5,:r=—‘2?:tr=2?;r=\.-‘f§
f)x =— 3,:{::\/5

a]:r:l—ﬁ,a::l—ﬁ,
z=1+vV3,z=1+5
h}$=3—£?ﬂ‘=3+£
¢jr=—4, = = RV
.1':—2+\f§,:r.:[}
d)z=-6,z=-4

o= 1.8

a)—4,Tlub 7, -4 b) 7, —4

44.
45.
46.

47.

48.
49.
3.

5l.

52,
5.

r=32m

a) 45 b) 18 ¢) 0

2&]% em (ramka kwadratowa)

i 38‘%‘ cm (ramka prostokatna)

a) P(z) = 2z{4 — z), Dp = (0;4),
pole najwieksze dla x = 2,
wymiary prostokata: 2 x 4

b) P(zx) = 2z(6 — z), Dp = (0;6),
pole najwicksze dla x = 3,
wymiary prostokata: 6 x 3
kwadrat o boku 6 cm

a) 5m/s b) 13 m/s ¢) 9m/s

a) 3 h

b) pierwsza godzina: 30 km/h,
druga godzina: 18 km/h,

cata trasa: 18 km/h

a) D= (0;5+ v/26)

b) kolejno uzupelniamy: 110, 125, 130
¢)pol0s d)pods e) 130 m
C.1,

G e

5.6. Wielomiany

1.

. gl e

a) w(—2) = —20, w(0) = —6, w(2) = 24
b) w(—2) =53, w(0) =2, w(2) = 253
¢) wi—2)= -3, w(0) =-1, w(2) =5
d) w(—2) = —4, w(0) = 2, w(2) =4

a) P, R b)Q

a) —162 b) -2 ¢) §

a)a=1 b)a=-2 c)Ja=—3
a)a=-9b=35

b)a= 3%, b=-3
¢cJa=-3,b=2

6. a=10. b= -2

a)a=—3 b)a=6,b=—4

8. a) k(z) =32% + 2° — 1, st(k) =3

b) k(z) = 32® — 32* + 1, st(k) = 3
¢) k(z) = 62% — 1, st(k) =3

d) k(x) = 22% — 3z, st(k) =2
a)a=-1,b=6

b)a=-3,b=0

cJa=-3,b=1
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

1T.

I 278

a) w(z) = —a°+4z*—62° + 1022 - 11243,
st(w) =25

b) w(z) =z — 62 —2® + 2z + 9,
st(w) =6

¢) w(z) = a® +2° — 22 — 2, st(w) =3

a) f(z) = 2° — 42* — 52° + 222 — 10z,
g(z) = —a* + 122° — 282* 4+ 4

b) f(z) = —102" + 52® + 22° — 112" +
—62® + ba? — 6,

g(z) = —4z2° +42° — 112" —8z> +62% —10
¢) f(z) = —8z° + 102* — 102° + 92° +
—3r4 2,

g(zr) = —42° + 82° — 82" + 82° + 322 4+ 3
a) v(z,y) = —x’y? — 2%y — 32%y? +

— 832y + 4, v(2,V2) = —4{11\;’§+ﬂ}

b) v(z.y) = 'J"Sy‘z + x%y? — daly —4d2® +

— 22y + day? — 3,

v(2,v2) = 12(1 — 2v/2)
am=1,n=4

b)m=5n= -4
m=2n=1

a) w(z) =9z(x+ 3 )(z - %)

b) w(z) = 502*(a + £)(x — 2)

¢) w(z) = —272%(z + £ )(z — 3)
Q) w(e) = 4oz + 22 )z — 2V3)
e) w(z) = ba’(x + 2)(x — 2)

f) w(x) 5)(x* + 5z + 25)
a) w(z) = 2?(x — 5)°

b) w(z) = 92*(x + %)z

= g%(z —

¢) w(zx) =22z +3)(x—1)

d) w(z) = :.':(:.': — J;—E)E

e) w(z) =2*(x—1—-V3)(z—1+3)
f) w(z) = —52°(x — 3)?

a) w(z) = (2 + z +4)(x + T)(z - 1)

b) w(x) =9z + 2)(z + 1) (¢ — 1)
c) w(z) = (¢° — x4+ 4)(z + 2)(z — 1)
d) w(z) = —16z*(z + 1)(z — %]2
a) w(z) = (x — 1)(a* + r~*+:r +r—|—1}
b) u'{t =32(x— 1)(a* + 32* + 32%+
+ T+ I!i}
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

a) w(z) = (z+ 1)(z — 1)?

b) w(z) = (* + 1)(z + 1)*(z — 1)
¢) w(z) =2(x+ 1)(z—1)(z— 3)
d) w(z) = 6(2* + 2 )(z — 3)

e) w(z) =27(x+ 1)z — -%}2
f) w(z) = 4(a® + 2)(x + ) (z + V2)-

(2 — v2)(x— 3)

a) w(z) =2(x— 3)(z—1)(x—2)

b) w(z) = 2(x + 1)(x — )z — 2)

¢) w(z) = 3(92® — 5z + 1)(z + %)

d) w(z) = 3(z +1)(z — 3)(z - 1)(z - 3)
e) w(z) = (x4 2)(x+v2)(x+ 1) (x—2)
t) w(z) = 2(22% + 1)(z + 1)(z - 3)
ajz=—-2,z=0,z=2

h}w:—ﬁ!m:n?;}_‘.:vﬁ

¢y &x=0,5=2
d)z=-22=0
elr=0,z=4
f]:ﬂ=ﬂ¢m=—l:;?j
alr=0,2=2
b}:r——S,m=ﬂ,;r-—%
e}z =—1; o.=0;5="T

d}x=—2,:::=ﬂ_.;tr=

f) z=5— 2a~_ﬂm_(+z

a) g ==0, =1 m=1

b) x = -5

c)z=-2,z=2, =3
. TR L

d)r=—52=352=2
—ak

e)z=3

f]:i':z— 2.2:2%,-.;&:1‘/?

aje=-2, =3

b)z=-,a=3

&) ar=1;x=2

d)z=3

a]:.-::—l,::r::l,:.-:::i]x/ﬁ
h}::::—:ivﬁ,a::—i!.;r:‘z



25. a) x? — x. reszta —5. nie jest

26.

27.

28.
29.
30.
31.

32.

33.

34.
35.

36.

b) 3z? + = + 3, jest

¢) —2a% + 122 — 39, reszta 118, nie jest
d) z° — 8a? + 33z — 135, reszta 536,

nie jest

e) —a® 4 2% + 22 — 3, jest

a) w(z) = (2*+2-2)(x—5)—5

b) w(z) = (—2*+22 - 2)(z+2) -1

¢) w(z) = (22 + 3)(x —4) + 12

d) w(z) = (52° —52® + 5z —4)(z +1) +4
e) w(x) = (4x* + 6)(z—3)—2

a) w(z)=(z"—z—-1)(2zx - 1) +1

b) w(z) = (42 —32° + 22— 1)(42+3) +3
¢) w(z) = (2% + 22 + 1)(32 — 2)

d) w(z) = (22° — 42® + 6)(zx+1)—1
a)31 b) 11 ¢) 3v2+7

a)3 b) -2 ¢)—-1 d) &

4 3
a), c), d), f) nie jest b), e) jest
a), b), d) jest
c¢) nie jest
a) w(z)=(r+3)(z+1)(xz—2)
b} w(z) = (x - 1)*(z—17)
¢) wiz) = (2* + 1)(x — 2)(z — 3)
d) w(x) = (z+5)(x+vV2)(z —V2)(z—2)

a) m=—1

b)m=-3 m=1
c)m=—-8 m=—1

a) -3,0,5 b)0,5 ¢)0, 2
a] a.=1

b) T=—2—2 a=-1,2=—24+2
ez =)e=30=3
dar=-3, =3
e)x=-5
flz=-3,a=—-3, 2=
gle=-1;z=23,2=2
h]:i:=—‘2;r=% T=b
a) w(z) = (z* + 1)(z — 1)*

b) w(x) = (22* — 5z + 4)(z + 2)(z — 1)
¢) w(z) = (2* + z + 1)(z + 5)(z — 3)
d) w(z) = (v+ L55) (2 - 1)-

(a+ L‘.;E){m—zj

T.a)m=T,e=-8,z=—
38. P(zo) = 3(3 +20)*(3 — 20),

39. a) V(z) = 52° + 202% — 25z, & > 1
b) V(5) = 1000
¢) P(z) = 22x* 4+ 40z — 50, = > 1

40. V(z) =22 — 62 + 4z, 2 > 2,
V(3) =12

41. a) w(z) = 2° + 62* + 11z, 2 > 0
b)x=2

42. a) w(z) = z° + 152° + Tlz + 105, £ > 0
b)z =2

43. 1. P;2. P

44. D

5.7. Funkeje wymierne

a - R
Yy | 48 | 36 | 24 | 12
xr 2 3 4 24
y 6 | 1 | 3 | :
2. f(z) = 4°

a) D= {1,2,3,4,5,6,8. 10,12, 15, 20,
24,30, 40,60, 120}

b) f(6) =20, f(24) =5

¢) & =15 d) nie

8.a)y=-2 b)y=2
Jy=-% d)y=22
4. a)
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5. a) najmniejsza wartosé: 1,
najwigksza wartosé: 2
b) najmniejsza wartosé: —2,
najwieksza wartosé: —1
¢) najmniejsza wartosé: 2,
najwigksza wartosé: 4
d) najmniejsza wartodé: —3,
najwieksza wartoscé: —%
6.a=5 a) A, C
b) z € (—o0;0) U (5; c0)
7. a) maleje w (—oc;0) i w (0; 0)
b) rodnie w (—oc:0) i w (0; 00)
B.a)a=5 b)a=3 c¢)a=—4
9.a)a=3,b=1%
b) f(z) = g(z) dla x € {-3,3},
flx) < g(z) dla z € (—3;0) U (3; 00)
10. a) (—2,-1), (1,2)
b) (1,-3), (3,-1)
1. y=22>0

F i

8) Y

I ERSFERSIIEERTL:
b)x =2 dm.y=6dm

12. a) D =R\ {0}, f(D) =R\ {-1},
maleje w (—o0:0) i w (0;00)
b) D =R\ {2}, /(D) =R\ {0},
maleje w (—o0:2) i w (2;00)
¢) D =R\ {0}, (D) =R\ {1},
rosnie w (—o0;0) i w (0;00)

13. a)a= -4 b)a= -5

14. a) f(z) = % —=2,
flz) > 1dlax e (0;1)
b) f(z) = 3,
flz)>1dlaze (-3;0)
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15. a) f(z) > 0 dla z € (—1;0),
f(z) < 0dlaz € (—o0; —1) U (0; o0)

b) flz) > 0dla x € (—00:2) U (3;00),

flxz) < 0dlazx e (2;3)

¢) flz) >0dlax e (—oc; 1)U (2;00),

flz)<Odlaze(1;2)
16. a) f(z) = o5 +1, D=R\ {-1},
m=—z
b) flx) =

m= 13

=2 _3, D=R\ {2},

17. a) maleje w (—o00;2) i w (2;00)
b) maleje w (—oc; —2) i w (—2; 00)
¢) roénie w (—o0; —1) i w (—1;00)
18. a) R\ {1} b)R\ {-1,1}
c) R\ {0} d)R\{-1,0}

e) R\ {0,1} f) R\ {1}
19. a) —v/2: 5 —3v/2, 0: —1,
Vv2: 3v2+5

b) —v2: -3 -2v2,0: -1, 1: -4,
V2 2v2 —
—/2: —323 .0, 1: -1,

V2: vz
20. a) =2 D =R\ {0.3}, 1

b) x(z? - 9). D =R. 10

¢) &, D=R\ {-8}, -3

d) &£, D=R\{-1,1}, -1

c}ﬂi’ D=R\{-51}, -1

f) 3=, D=R\{-v3,-3,V3}, -5
21. a );LER\{-31G,3}._m

b) x e R\ {-7.0}, IT—T

¢)zeR\ {-5

d)ze R\ {-3, U}a ==

e)reR\{-1,2}, 'r+l

f) x € R\ {-3,3}, &3
22. a];z:ER\{-l,l].ﬁ},a;+2

b) € R\ {-6,-1,0,6}, L&

c) z € R\ {—1,0,1}, &£
d) z € R\ {—4,0,4}, =&
e)z e R\ {55}, m
f)zeR\{-1,0,1}, 2

23.

24,
25.
26. a

27.

28.

29.

30.

31.

32.
33.
34.
35.
36.
37.

a) z € R\ {l}; =
bz € R\ {~1,1}, — L

¢) x € R\ {-2,—1}, Ztil=t2
Do eR\ (1), 22
e)ze R\ {-1,1}, :.f_:

f) 2 € R\ {0,3}, &=L

a}-r—% b]a:=:3= c) x=-—18
a)x=4 b)z=-% ¢)r=-—
a) D=R\{-21,2}, - &%, ¢
b) D =R\ {-2}, 2> — 4, 45

a) x e R\ {-2,1}, 752, 4

b)z e R\ {-2,-1}, %,%

) w € R\ {-1}, Sttt U1

d)zeR\ {11}, HE 4

e) z e R\ {-3,3}, %2, 18

-7 5

8

J'

2
B3

! 1 2 G 3
f} I'ER\{E:E 3915334.+-2?§

a)xr=3 b)zr=—3

7 7
Jr=—g2=¢% daz=32=1
e}.’r:—%,.::l fle=-<1,5=2
glz=% hja=0r=1
: 143y29 14378
l]'.’I."‘— +1025!'T: -}CI.-E

1
a)z=2,z=3 bljxz=5
ejx=—1 d)z=-—3
e)r=-8 flz=
a)r=—-1,z=2,z=6 b)z=—4
Jr=-1da=-lLz=0z=1
ep=0z=% Hor=2xr=23
a) .
b) D=R\{0,3}, — &, 2
c) D=R\{-3,0}, "’—1[—3

nie przyjmuje wartosci 0

d) D=R\{-2,1}, &,

nie przyjmuje wmmau [}

vy = 80 km/h, vz = 70 km/h
1 = 18 km/h, v2 = 14 km/h
10 km/h

3 km/h

1. F,'2-F

D, G
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5.8. Funkeje trygonometryczne 14. a) a = 37", B~ 53° oraz a = 10, b = %1

] — 15 o — 2B
1. a) sina = %, cosa = 13, tga = 73, c=F lube=7,0=10,c=%F
. AED 40
: 3 P 0 13 b) a=45"; =45, a =b= 10,
5111:1'——d COS | w8l =% = 10v3
b) sina = 3, cmn—-‘t;i,t.ngr:-‘ﬁ&. 15, VI8
sinfi =, cos = 3, tg =3 16 ;1 b)1 ¢)4 d)2
: zaﬂ _.xri-'; — A6 '
c) sina = COS (1 ,tZa - = 17. a) 1 b) 18
sinf=¥2 cosd= y10 Jtgd=x8 s
f 5 * _ 2 18 3
d) sma_-‘f—%—g msrt—ﬂu';*l—ﬁ, 3
5 19. a) 1 b) 133 ¢) 16
tga=2—+3,sing = @2\ T 7
cos 3 = 3—% 2 tgB8=2++3 20. b) sina = HZ, cosa = 3
oo 21. a) — 51
2.a)b=3,¢c= Hﬁ, sina = &5&! {(1-cos® o) cos® o ! ] 3
5 3 b) 2cos’a — 1, —3
CORaES & . c) 1 —cos®a, 2
Bo=3c=dema=dtgazd g
— AG . — VB . 2,6
c}b—-‘?.r—’T,mnu -t 23. I
tgﬂ:ﬁ o e 24. a) 12 b) & ¢) &
d) a = .;il_,b=3.2hismr:}= o 25.a) I b) 12 ¢) 12
COS(x = Vo
26.
3. a) 3=78", b= 941, c = 9,62 9. 60°
b) a = 15°, a & 5,18, b~ 19,32 o o -
c) e 20°, B T0°, b 18,74, e 14,62 28 @) sina =1, cosa = —3%, tga = —1
d) a ~ 45°, B~ 45°, a ~ 10,61, b~ 10,61 b)sina = §, cosa=—3§, tga=—3
10 /10
4. ﬁinn=-f{—~, cosa = %, tga = 2¢/2 ¢) sina = 258, cosa = — 4,
5.a) < b)< ¢) > d) < 1gu=—31 ) .
6. a) sina = 5, cosa = 12, tga = A gin e =i, (:Di;l‘= —5 Ba=—g
b) ﬁil’lt‘}:—_—: COS (¥ ngrt:g zz E}GT :]ﬂ f} =3¢ ~1 d) =1
) sina = 2, cosa = &=, tga = & -a) g b) - - -
L 17 L1 _ /D
7.8)2 b)1 ¢) 1 d)0 31. a) sina = 225, cosa = -
_ V2 - V2
8. a)sina= 2 tga=2 b) sina = i
h}cmu:%,tgaz% c}sina=-‘fﬁ£—"’1nmn=—%
s 3 : 12 5
) Sil]ﬂ:f?,@.cmazif d) sina = 3, cosa = 5
d) sino = _g_}i_'g"‘ cosa = 1 32. a) tak b) nie ¢) nie d) tak
161 161 2 15 33. a) VT p) 34T
2) A }Tﬁ ) i 9 & } 11:5 } :hz
10. a) 30° b) 60° ¢), d). e) 45° f) 60° 34. a) 3= b) -
2 —2
11. a), b) nie c¢) tak 35. a) § b) —3
12. a) b= 40v/3, ¢ = 80, # = 60° 36. a) a = 10" b) a = 15" ¢) a =225
b:} a= ﬁ‘u"'ﬁu ce=12. 8 =30° 37. 30°, 607, 1207, 150°
¢) c= 2(V2 — 1), a=30°, 3=60° 38. 63 cm, 163 em
3 3

13. a)x = 1433 b)z = 23 ¢)a =3+/3-2 39. 43

3
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40.
41.

42.
43.
44.
45.

46.
47.
48.
49.
50.
51.

. " 22 1343
przekatne: 13, 13\,@, wysokose: -—}C

a) 33

b) |AB| = 6/3, XCAB = 30°,
LABC = 9r

42°, 48°, 3, /21

99 em?

|BC| = 3v/2 cm, ¥BCD =~ 118°,

XCBD =~ 34°, ¥BDC = 28°
okolo 48°

okoto 26.54 m

okolo 1273 m

okoto 221,5 m

1.F,2. P

1. D, 2. G

5.9. Funkcja wykladnicza

-l -

5. a) 49 b) 36 c) =

i funkeja logarytmiczna
a)1 b)0 ¢) 12 d) 5
a) 37 b) 37 ¢) 3%
a) 3' b) 5% ¢) 2% d) 2f

a) a =y, np. zyz = 27

e) 3t f) 5!

bja=y=2znp.oyz= 3-#
c)a=x=z np. xyz =27

1
d) a =2 =y =z, np. zyz = 962

L d) £ e)4 f) 81

6.a)2 b)625 ¢) 1 d) 1
7.a)4 b) 4+ ¢) -3 d) -1 e) -5 f) L
g) 8 h) 0,3

11.

12.
13.
14.

.a)—1 b)2 ¢)3 d)6
10.

a) =56 b)z=2 ¢)4=13
dz=3 e)z=5 flz=14
gle=0ho=2 )z=-L2,2=2
a)a=1,b=-3,¢e=32
ba=33 b=-1,¢=0

a)z>3 b)z<—-2 ¢Jz>2 d)z>4
-8B, -G II-A

a) f(D) = (—8;2c), rosnaca

b) f(D) = (—4;20). malejaca

c) f(D) = (3;c), malejaca

d) f(D) = (—o0;0), rosnaca

15.

16.
17.
18.

19.

20.
21.
22.

23.

24.
25.
26.
27.
28,

29.

30.
31.
32.
33.

34

e) f(D) = (0;00), rosnaca

£) f(D) = (0;00), malejaca

a) m € (2:00) b) me (0; %)

c) me (—1;1)

a),d) a € (1;00) b),c)ac(0;1)
a)< b)> ¢)=

a) 3% < 9v3 < 9% < 21%

b ()" < ()7 < (3) " <087
a) x € (0;00) b) x e (—2;00)

c) @ € (—oc;0)

a)r=—-1l,z=0 b)xz=2

a)a=236 b)a=logyd

a) 12 b) 13 ¢) 1000 d) 2

e) 16 f) 243 g) 2025 h) &

a)a=3 bla=1 cJa=1 d) a=28l
eja=2 f)a=12
a)x =27 b))z =33 )z =1
g)x=16 b)z=45 ¢)Jzr=5 d)jz=
a) 6 b) 20

a)2 b) 1 ¢ 1

a) f(x) < 1dlax e (0;2),

glz) £ 1dlaz e (1;3)

b) f(z) < 1dlazx e (3:00),

glz) < ldlaze (—3;)

¢) f(z) < 1dlaxe (0;3),
glz)<1dlaze (25

d) f(z) < 1 dlaz e (3;00),

glz) < ldlaxe (—2;00)

a) flz)=1ldlaz=3,g(z)=1dlazx =
b} flz)=1dlax=4,

glz)=1dla z=—4

¢) fla)=1dlax= %,
gler)=1dlax=23

d) flxr)=1dlax= 41
glz)=1dlaz=—3
a)x €(—3;-2) b) z € (3;00)
a) 32 h b) 48 h

a)12g b)6g

8 dni

I.F,2.P

=] P

=

Odpowiedzi do dwiczer i zadan, str, 208-214 283 IS



5.10. Ciagi 21. a) tak b) tak ¢) nie d) tak

1. a) 40 b) 6(1 +8v/2) ¢) -8 d) 9 22. a) tak b) tak c) nie
2 E} a7 b} a2, 10 23. a) 21, 63 b) 12, 24 48
3. a) trzy, a1 = —11, asg = -3 c) ‘;": 1,3 lub 3, 1, "-;7

b) pieé, az = —5, ar = —5 24. a) S12 =51 b) So = 9(1 + 3v2)

c) trzy, a2 = =5, ag = =5 c) Si15 =270 d) S; =84
4. 8) an=n® b)an =37 ¢ an =g 25. a) 981 b) 1566

d) an = (-1)""'2n e) an = 3= 26. ar

f) { 2 dla n nieparzystych 27 42

n =1q9 _2_ : ﬂ
2+ i dla n parzystych 28. a) 2 = 20 b) 2 = 23

6. a), ¢), e) rosngcy b), f) niemonotoniczny =8 dz=6

d) malejacy 29. a) 16 b) 5

T.a)an=2n—1,a5=9,as =15

b) 3 o 301672

= —in+ 1 y @5 — — 12, = -2
B DD e s 31. 10

€) an = 3n— 1z, a5 =1, ag = 23 1055 - V2
8. H.} ar = 8 h} ap = —42 t:} a5 = —23 32. a) 55 = l.ﬁ b) Sis = v2 oo

d) azo = -7 c) S = —& d) S7 =314 222
9. (bn), (dn) 33. a) an = —3n+5, a1z = —31

b) a, =2n+4, a1z = 34
10. a) tak b) nie c) tak d) nie ) a Lk
34. tak

11. a) a, = 2n — 1, rosnacy
) 35. a) 6 b) 14

36. a) 1048575 b) —2097 150

b) @, = 3n — 18, rosnacy

¢) an = £n — 2, rosnacy

12. a) r=2 b)r=4 ¢)r=—41 37. a) staly b) rosnacy c), d) malejacy
13.a)z=7 b)z=0,z=6 38. a) geometryezny b) arvtmetyczny

. d i t tw % i
14. a) a = 18, b = 33, ¢ = 48 b) 10 + V2, 6);-d) anl axytmstycany; ni

8 + \/’j 6 + V@ s, ﬁ 24 \..-""E geomelryczny
| ? ‘ $9. 2) 580 b) a1 = 16, ais =46
15. &} ar=1,r= -2 h} an, = 3n— 10 H.} ; } a1 ; 416
40. a; = —6,n =25
16. a) a, = 2", ag = 64, a0 = 1024
a7 1 1 41. a; =36, n = 20
b) an = 55, a6 = 37, @10 = Fg7 B B R
¢) @n = (V2)"2, a6 = 4, a0 = 16 2N M AR
17. H.:II iy = —3+ 2”"1, ay = —24. a7 = —192 43. n =10
b) an =4-(-1)"", as = —4, ar =4 4. r=2,n=21

¢) an = 3+ (—v2)"Y, ag = —6v/2, 45. 8, 10 lub 43, 73
ar = 24 d]ﬂft=w,—[§.a4=%~ﬂ7=qlg 46. a) 3,4 b) 6, 8
e) an = 0" a4 = —9, ar = 243 47. 8, 12, 16 lub 32, 12, —8
f) an =2 (V3)", as = 18, ar = 543 48. 54, 36, 24 lub 24, 36, 54
18. (bn), (dn) 49. a) 1081,60 zt b) 1340,10 zI
19. a) a, = 2", rosnacy c) 1480,24 z}
b) a, = 27 {%}"' e malejacy 50. po 4 latach: 234980 zl,
(:] G = ll . (—\.-"'rj) ", niemonotoniczny po 8 latach: 5841,60 =i
20. g =2, a5 =48 51. a) 609,50 zt b) 610,30 zt ¢) 610,50 =t
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a2.

53.
a4,
i1

najwigksze odsetki w banku ', w banku
A o 2%, w banku B o okolo 2,015%,

w banku €' o okolo 2,018%

bank '

1.E, 2.P

A. 3

5.11. Geometria analityczna

1.

9"

10.
11.

12.
13.

14.

15.

16.
17.
18.

i te

:‘"F‘F".“'

a) (1,-2) b) (2,—3)

c) (0, 4} d) (3,-%)

a) B(=7,3) b) B(1— v2,5V3)
a]a=% _i=l b)a=8 b6=3
c)a=4;b=—6 d)la=4b="06
a) 5 b) 3v2

a) 10v/2 b) 10

a) 10 + 4v/5 b) 615+ 2V/13
a) V115, V135, V58

b) 2 _9 _3 um?
)4({+F} h] 16

a) réwnoramienny i prostokatny

b) nieréwnoramienny i nieprostokatny
a) 10 b) 15
a)2z4+y—4=0,y=-2r4+4
by—3=0,y=3
¢)2r—3y+2=0,y=32zx+ 3
d2r+y—4=0,y=-2x+4
e)y—5=0,y=5

f)z—v2=0
a)y=6x+T7 b)a=—-1 cjy=—2x+32
a)y=1b)y=3z+3
c) y=—La+ 22
ay=4%
b)y=—3z+4
¢)y==2a+1

a) h=4v2, P =20

b) h =35, P =30
a) 8 b) 21

a) 8 b) 26

a) A'(1,3), A"(—1,-3), |A'A"| = 2/10
b) A'(—v2, —4), A"(V2,4),
|A'A"| = 6+/2

c) A(7,0), A"(~7,0), |A’A"| = 14

19

20.
21.

22.

23.

24,

25.

26.

27. a

28.

29.

30.

J1.

32.

33.

34. a

35.

a) A'(1,2), B'(—3.2). C'(=3,-1),
D(l;—1); P=4

b) 4'(0,2), B'(-5,-3), C'(—2,-6),
D'(3,-1), P=28

y=2x—2

a)p=—6,4=2 b)p=4,¢g=-1
c)p=—-6,g=—1

a) A'(1,3), B'(=3,-1),C'(9,-5), P =12
b) A'(3,2), B'(-3,2), C'(0,—-4), P =12
a) (1,3}, r=6 b}S(—2,6),r=12

¢) S(—3,—1).r=+3

d) S(4.-8), r = 2¢/2
a) (z—3)°+(y—4)>=9
b) (2 +35)°+(y—3)*=3

¢) (z+3)°+(y+2)* =18
a) (z -2 +y* =10

b) (z —3)*+(y+6)* =8

¢) (x -2 %+ (y—-12 =65
a) (x —5)°+ (y—6)* =5

b) (z4+2)*4+(y—2)*=13
) @~ B+ - =4
a) wzgledem osi OY

b) wzgledem poczatku uktadu
wspdilrzednych

a) (z+1)>+ (y—4)° =16
b) (z+1)*+(y—4)° =1

¢) (z+ 1)+ (y—4)* =25
a) (z—-3)7+(y—-27%=9

b) (#+5)*+ (y—2)> =25
a) (@—1)"+(y-2)° =

b) (44 +(y+2)°= iﬁ

}['.-:—3}'2+{J+1] =2
b) (z+1)° 4+ (y—1)*=25
a) (z-3) +4° =9

b) (x + }+{J+-3J'2—-€~
a) (x+3)°+(y—2)° =

b) (z —2)* +(y— }2=

a) styczne wewnetrznie
b) rozlaczne zewnetrznie
¢) przecinaja sie
d) rozlaczne wewnetrznie

a)2 b)0 ¢) 1
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36. a), b) 52 ¢) TV2

37. 125

38. |AC| = 10v/2, |[BD| = 22, P = 20
39. 3

40. 6v/5 +8v2

41. 25

42. 44/5

Boy=5r+5U=57-5 33)

44.

45.
. C(1,3), S(5,0)
47.
48.
49.

al.
al.

52.

ad.
o4.
D
afi.
57.

58.
59.

60.

61.
62.

C(0,—-4) lub €(0,4) lub C(-2,-4) lub
C(—2,4) lub C(2,—4) lub C(2,4)

B(—5,3) lub B(5,3)

C(1,4) lub C(—3, —4)

y=a—1, B(5,4)

a) AB:y=—-ux—-1,CD:y=—x+35,
AD:y=243

b) 18

D(6,12), P = 45
a)y=—3r+ 3. y=c—8, y=Te+16
b)y=-2.y=—-3tr— 3, y=—-2z-11
a) (—=1.7), (1,=7), (=5, =5)

b) (—2,4), (6,0), (—6,—8)

g = %.T-E— 1

A'(4,2), B'(~10,2), C'(—1,—6), P = 22
A(5,—8), B(5,8), C(—5,8)

217
a)a=—z,b=5
bja=-1,b=-1
c)a=—-3,b=5
D(~17,2)

a) (0,0), (0,8), (6,0)

b) (0,2 — /7), (0,2 + V7),
(—3—2/3:0); (—3+2/3.0)

a) (z—4) +(y+1)*=10, (1,-2)
b) (z + 4)* + (y — 3)* = 25, (0, 6)

c) (z—3)2+(y—2)2 =05, (4,0)

d) (x+4)* + (y—2)* =13, (-6,-1)
r=+5y=2c—1

y=4r+ 16

B 256 Cdpowiedzi do dwiczen | zadar, str. 225-233

63.

64.
65.
66.

C(—2v2 —1,-2v2+2) lub
C(2v2 - 1,2v/2 + 2)
1.P,2.F

AE

1.F,2 P

5.12. Planimetria

1.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

19.
20.

21.

22.

Ao o BT

a) 6 = 30°, ¢ = 60° b) § = 32°30/,
0 =57°30" ¢) & = 50°, g = 40°
b) 5,4 ¢)6,3V5
a) 2 cm, V13 cm, l}E cm

b) £ cm ¢) L;E em

a) 28 1) 8B 3.3./3

6(1 + +/10) em
a=3cm,b=4cm,r=1¢cm
a) 24 em® b) 6/7 em?

84

2V/10

4 em, 4v2—1) em

3 cm

a) 23,2

Hoem, Hem, D

12(v/3 + 2) em

g

P =39 em?, Ob = (13 4+ 5v/13) ecm
a) 1:4 b) 1:2

z=242, y=1

z=1
3, 3(v2—1), 3(v3 — v2)

a) przecinaja sie b) rozlaczne

15

zewnetrznie c) styczne zewnetrznie
d) przecinaja si¢

a) =1 bjE=35

a) (0 punktow dla x € (0;4) L (6; 00).
I punkt dla @ € {4,6},

2 punkty dla = € (4;6)

b) 0 pkt dla = € (0;2+/3 — 2) U (2; 00),
1 punkt dla 2 € {23 — 2,2},

2 punkty dla z € (2v/3 - 2;2)

0 punktéw dla r € (0;25) U (43; 0¢),
1 punkt dla r € {23,414},

2 punkty dla r € (25:43)

24 cm, 5,6 cm



23.

gl a=F=v=40°
b) a =30°, 7 =120°, v = 90°
¢) a=50° 3= 100° v=40°

25. YA =¥B =32°, ¥O = 116°

26. a) 62° b) 120" ¢) 54°

27, 15°

28. a) dziesieciokat foremny: 1447,
dwunastokat foremmy: 150°

29. a)4 b) 2

30. P = d?*(3 +2v/2), Ob=4d(\/2 + 1)

31. a)

32. 70°

33. 8(v3 + V7

34. 6 cm

35. P =128 em®, Ob = 16(2 + v/2) cm

36. b) 50 cm?

37. a) a~ 3,1, b 25 v="T75

38.

39.
40.
41.
42,
43.
44,
45.

46.
47.
48.
49,

50.
al.
53.

b)a=~164, ¢~ 20,1, v=120°

a) 8 =30°,v=90°

b) a = 105°, v = 30°

¢) 3= 60°, v=190° lub & = 1207,
~ = 30°

d) a = 105°, v = 45° lub a = 157,
+ = 135°

a) 64/2 b) 53

a) 33 b) 7

33, 6V3

a) nie jest b) jest

4, 47

120°, /19

|BC| = 2L, |AC| = 2L,
|AB| =8

1642 em?

YA =%B =172, ¥C = 36°
24 cm

k=8 ky= ky=1,
P =243

b= “‘f em, P = lﬁf em?
2.4

P = 60y/3 ¢cm®, Ob = 44 cm

ad.

35.
a6.
a7.
a8.
59.
60.

od podstawy: 3.5 cm,
od ramienia: 2,1 c¢m

ﬁz_..

63.
64.
65.
66.

67.

68.
69.

70.

El[uzz —bg]tgu
sina = £, Ob=4(2+ v2)
1072
56~ vB)
dv13
X L 1 T
8 a1 ar§
4:9
|PA| =8, |PB| =18
11
b) mctm
=
|AA;| = /6(2v3 + 5),

|BB1| = 24/3(V3 + 4),
ICCy| = 1/6(8 — /3)

a) 20 em? b) 11,25 em?
a) P =46, r = 48
b) P =315, r = 2
LBy 2. F

|

i

5.13. Stereometria

1.
2.
3.

10.
11.
12.
13.
14.

0 e o g

P. =360, V = 300
720 em®

a) 2343

b) 48(3 + 5v/2)

¢) 36(10 + 3v/3)

Przekatna AH tworzy kat prosty
z krawedziami AB oraz GH.
43

8v2

24(5 + 2+/61)

GO

2

a) 2v/69 b) 2V7 ¢) 25
6(13 + V13)

a) 30° b) 63

V = 4863, tea = 23

V=27 F, =54
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15.
16.
17.
18.
19.

20.

21.
22.
23.
24.

26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.

44.
45.
46.
47.
48.
49.

Odpowiedzi do dwiczen | zadan, str. 243-251

BT 12 15°
272

V =32, P. = 8(4 + /34)

lﬂﬁvﬁ cm’®

' 255
1

60

a2
27

180 em? lub
m™w

VArV

3Y1, 45°

a) m:? b) 51?@?
8713

62

a) 3 em b) 54 em®
415

1444/2 em?

V = 362, 90°

a) 972V/3

b) 36(3 + v/2)

62,5 cm®

V3

3T

153647 {:"13

P |

3

200 f:IIl:
™

49
V =135, P, = 23
9(5 + 2v2 + /5)

L;’?r 119 ¢cm®

okoto 83"

288+/3, 288(6 — /3)
216

a) cos o

b) 61/3

a6

3(9 + v29)
V34

B. 2

B. 3

fl\/I — sin® 20° ~ 4 [em]

© % NS P kW N

e
[
H

.14. Rachunek prawdopodobienstwa

-]
b2

42, nieparzystych: 24

4 osoby: 24, 6 oséb: 720
40

a) 720 b) 144

2880

a) 362880 b) 2880

a) 2160 b) 6400

a) 720 b) 46656

a) 336 b) 840 ¢) 27216

. a) 243 b) 6561 c) 280

. a) pary zdarzen wykluczajacych sie:

AiCoraz BiC,

para zdarzen przeciwnych: B i C
b) zdarzenie niemozliwe: AN C',
zdarzenie pewne: B U O

13. a) P(A) = ¢, P(A") =2
b) P(A) =1, P(A) =2

14. P(ANB) = &,
P(AUB) = &

15. a) 3 b) + ¢) 2

16. a) = b) =

17.a) 5 b) 5 ¢) 2

18. a) 5 b) =

19. 3=

20. a) 557 = 5
h} *-J!t-ﬂ'.:.r s ‘T_]l'.’;

21. 2

22. &

23. a) 1= b) 3

24. a) = b) %

25.

26. 3

27. =

28. a) 16 b) 25

29. 30

30. 62



31.
32.
33.

34.
35.
36.
37.
J8.
39.
40.
41.
42.
43.

b
0,7
bez zwracania: % ze zwracaniem: %

bardziej prawdopodobne przy losowaniu
Ze Zwracaniem

19
T

a) 33 b) 12
a) === b)
a) 2 b)
4,50 zl
36

a) 5 b) 60
48

a), b) 8
P, 2P

29

4500

&
&

5.15. Statystyka

1.

a)E=T, M=8D=10
b E=4, M=4, D=2
¢)T=06, M=35 D=3
d)T=8 M =8, D=
4800 =zt

172 ecm

4.2)T=3, M=3, D=2

goi X 1R

b)F=356 M =3, D=3
) T~333, M=3, D=3

3

17 lub 19
a) 4 b) 6,1
4

10.

11.

12.
13.
14.

15.
16.

18. T
19.
20.

21.
22.
23.
24.
25.
26.

27.

a)x=5 M=, D=14
b)x=10,y=1

T =Ty =10 m?

a) okoto 2,58 m* b) okolo 4.24 m*
¢) okoto 3,51 m*

Ta = 4, 02 = 1,08, Ty =4, op =~ 1,17,
To=4, o =~1,8

a) 4580 zt b) zwiekszy sie o 20 zi
5000 =i

a) para l: 5,1, para II: 5,75

b) para I: 5,12, para II: 5,76

okoto 11,1%

— g
a}::?,i:i%,al =2
b)T=3,z2=11,0% =2
¢) T =30, 2% = 1100, o = 200
d)T=12%22=8% 0" =83

T = 4666,67 zi, o = 986,01 zi
a) drednia i odchylenie — wazrost o 5%:
odpowiednio 6300 zt i 525 =zt

b) drednia — wzrost o 200 z}: 6200 =l
odchvlenie bez zmian: 500 z}

F=2 4=9>5

8

14 l% €I

a) 5000 zt b) 3350 zt

S

(Tp = 3, op = 1,38),
e =4, oc =~ 0,89) b) 0,455
it o )

| %I-{

(

ol Bty

-

Odpowiedzi do éwiczen | zadan, str. 251-258
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kuli 120, 240
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prostopadloscianu 74, 240
stozka 115, 241
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walca 110
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kuli 120, 240
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walca 110
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ukladu wspolrzednych 170
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dodawania 25
mnozenia 10, 11
romboedr 77
rozktad
prawdopodobienstwa 38
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rownanie
kierunkowe prostej 176
ogolne prostej 176
okregu 224
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ciagu arytmetycznego 215
zbiorow 161
zdarzen 29
rzut prostokatny
figury na plaszczyzne 64
punktu na plaszezyzne 64

schemat klasyvezny
prawdopodobiefistwa 32
sfera 119
silnia 15
skala podobienstwa bryt 124
spodek wysokodei
ostroshupa 78

stozka 114
stozek 114, 241
suma

n poczatkowych wyrazéw ciagu
arytmetycznego 215
n poczatkowych wyrazéw ciagu
geometrycznego 215
zbiorow 161
zdarzen 29
svmetralna boku tréjkata 229
szeScian 67, 100, 101

deiana boezna
graniastostupa 66
ostrostupa 78
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srednia
aryvtmetyczna 253
wazona 253

Incleks

srodek
cigzkosci trojkata 229
odeinka 222
okregu opisanego na trojkacie 229
okregu wpisanego w trojkat 229
srodkowa trojkata 229

talia kart 26
tozsamoscl trygonometryezne 204
tréjmian kwadratowy 183
twierdzenie

Bézouta 191

cosinusow 235

o dwusieczne] kata w trojkacie 152, 236

o pierwiastkach catkowitych
wielomianu 191

o prostej prostopadie;
do plaszczyzny 64

o reszcie 191

sinusow 235

Talesa 231

tworzaca
stozka 114
walca 110

uklad réwnan
nieoznaczony 176
oznaczony 176
sprzeczny 176

walec 110, 241
wariacje
bez powtérzen 19, 247
# powtdrzeniami 21, 22, 247
wariancja 253
wartosé
bezwzgledna 161
oczekiwana 47, 252
wielkosci odwrotnie proporcjonalne 198
wielokat foremny 234
wielomian 191
zerowy 191
wieloécian foremny 100
wierzcholek
graniastostupa 66
ostrostupa 78
stozka 114
wlasnosci logarytmow 210



wlasnodei prawdopodobienstwa 40, 247
wspdlezynnik
kierunkowy prostej 176
proporcjonalnosci odwrotnej 198
wielomianu 191
wapolrzedne
srodka odeinka 222
wierzcholka paraboli 183
wykres funkeji liniowej 176
wynik sprzyjajacy zdarzeniu 28
wyraz wolny wielomianu 191
wyrdznik tréjmianu kwadratowego 183
wysokosd
czworoscianu foremnego 85
graniastostupa 66
ostrostupa 78
stozka 114
walca 110

WZOTY
na pole trojkata 229
skréconego mnozenia 154, 159

wzor ogdlny ciagu
arvimetyeznego 215
geometrycznego 215

zbiory rozlaczne 25
zbior wartosel funkeji 167
zdarzenia rozlaczne 29
zdarzenie
elementarne 28
losowe 28
niemozliwe 28
pewne 28
przeciwne 29
zmienna losowa 46
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Tablice logarytmoéw dziesietnych

b b+0,00 b+0,01 b+002 b+0,03 b+0,04 b+0,05 b+0,06 b+0,07 b+0,08 b+ 0,09
1,0 0,0000 0,0043  0,0086 00128 00170 00212 00253 00294 0,0334 0,0374
1,1 00414 00453 00492 00531 00569 00607 00645 00682 00719 00755
1.2 0,0792 | 0,0828 | 0,0864 | 00899 00934 00969 0,1004 0,1038  0,1072  0,1106
1,3 0,1139  0,1173 | 0,1206  0,1239  0,1271  0,1303 | 0,1335 0,1367 | 0,1399 0,1430
1,4 0,1461 @ 0.1492 | 0,1523 | 0,1553 = 0,1584  0,1614 | 0,1644  0,1673 | 0,1703 = 0,1732
1,5 0,1761  0,1790 @ 0,1818  0,1847  0,1875  0,1903  0,1931 0,1959  0.1987 @ 0.2014
1.6 0,2041 | 0,2068 | 0.2095 | 0,2122 02148 02175 02201 = 0,2227  0,2253  0,2279
1,7 0,2304 | 0,2330 | 02355 | 0,2380 | 0,2405 = 0,2430 | 0,2455 = 0,2480 = 0,2504 = 0,2529
1,8 02553  0.2577 | 0,2601 | 0,2625 02648  0,2672 | 0,2695 02718 | 0,2742 0,2765
1,9 02788 02810  0,2833 | 0,2856 02878  0,2000 = 0,2923  0,2945 @ 0,2067 0,2080
2.0 03010 | 03032 | 0.3054 03075  0,3096  0,3118  0,3139 03160 03181 0.3201
2.1 03222 | 03243 | 0,3263 03284 03304  0,3324  0,3345  0,3365 0,3385 0,3404
22| 03424 | 0,3444 | 0,3464 | 0,3483 03502 = 0,3522 | 0,3541 0,3560  0,3579  0,3598
23 03617 03636 03655 @ 0,3674 023692 | 0,3711 | 03720 @ 0,3747 03766 | 0,3784
94| 03802 | 03820 | 03838 | 03856 03874  0.3802 | 0,3909 0.3927  0,3944 0,3962
25 03979 | 0,3997 | 0,4014 | 04031 04048 = 04065 @ 0,4082 0,4099 04116 0.4133
26 04150 | 04166 | 04183 | 04200 04216 = 04232 04249  0,4265 0,4281  0,4208
2.7 04314 | 04330 | 04346 | 04362 04378 04393 | 0,4409 0,4425  0,4440 = 0,4456
2.8 04472 | 0,4487 | 0,4502 | 04518 | 0,4533 | 0,4548 | 04564 = 0,4579 | 0,4594 | 0,4609
29 04624 | 04639 | 04654 | 04669 04683 04698 04713 04728 04742 04757
3,0 04771 04786 04800 @ 04814 04829 04843 04857 04871 | 04886 0,4900
3,1 04914 04928 04942 04955 04969 04983 04997  0,5011 | 0,5024  0,5038
32| 0,5051 | 0,5065 | 0,5079 | 0,5092 | 0,5105 | 0,5119 | 0,5132 | 05145 | 0,5159 | 0,5172
3,3 05185 05198 05211 05224 05237 | 0,5250 | 0,5263 @ 0,5276 | 0,5280 0,5302
34 05315 05328 | 0,5340 | 0,5353 05366 05378 | 0,5391 | 0,5403 | 0,5416 = 0,5428
3,5 05441 | 05453 | 0,5465 | 0,5478 @ 0,5490 @ 0,5502 @ 0,5514  0,5527 | 0,5539 | 0,5551
3,6 05563 05575  0,5587 | 0,5599 05611 @ 0,5623 | 0,5635 @ 0,5647 | 0,5658 0,5670
3,7 05682 05694 | 05705 | 0,5717 05729 | 0,5740 | 0,5752 | 0,5763 | 0,5775 @ 0,5786
3,8 05798  0,5809 05821  0,5832 05843  0,5855 05866 05877  0,5888  0,5809
3,9 05911 05922 05933 05944 05955 05966 @ 0,5977  0,5988 | 0,5999 0,6010
4,0 06021  0.6031 | 06042 | 0,6053 06064 06075 | 0,6085 0,6096 | 06107 06117
4,1 06128 06138 06149 06160 06170 06180 06191 06201 | 06212 06222
4,2 06232  0,6243 06253 06263 06274 06284 06294 06304 | 06314 06325
4,3 06335  0.6345  0.6355 06365 06375 06385 | 06395 06405 | 06415 0.6425
44 06435 06444 06454 06464 06474 06484 | 06493  0,6503 | 06513  0,6522
4,5 06532  0,6542 06551 06561 06571 06580 @ 0,6590 06599 | 0,6609 06618
4,6 06628 0,6637  0,6646 06656 06665 06675 06684 0,6693 | 06702 06712
4,7 06721 | 06730  0,6739 06749 06758 | 06767 | 06776 | 0,6785 | 0.6794 = 0,6803
4,8 06812  0.6821 06830 06839 06848 06857 06866 06875 0,688 0.6803
4,9 06902 06911 06920 06928 06937 06946 06955 06964 0,6972  0,6981
50 06990 | 0,6998 | 0,7007 | 07016 = 0,7024 = 0,7033 @ 0,7042 0,7050 @ 0,7059 = 0,7067
51| 0,7076 | 0,7084 | 0,7093 | 0,7101 @ 0,7110 | 0,7118 | 0,7126 | 0,7135 | 0,7143 | 0,7152
52| 0,7160 | 0,7168 | 0,7177 | 0,7185 | 0,7193 | 0,7202 | 0,7210 | 0,7218 | 0,7226 | 0,7235
53| 0,7243 | 0,7251 | 0,7259 | 0,7267 | 07275 | 0,7284 | 0,7292 = 0,7300 @ 0,7308 @ 0,7316
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b [b+0,00 b+0,01 b+0,02 b+0,03 b+0,04 b+0,05 b+0,06 b+0,07 b+0,08 b+ 0,09
54 07324 | 0,7332 | 0,7340  0,7348 @ 0,7356 0,7364  0,7372 | 0,7380 @ 0,7388 | 0,7396
5,5 0,7404 | 0,7412 | 0,7419 | 0,7427 | 0,7435 | 0,7443 | 0,7451 | 0,7459 | 0,7466 | 0,7474
56 0,7482 | 0,7490 | 0,7497 | 0,7505 | 0,7513 | 0,7520 | 0,7528 | 0,7536 @ 0,7543 | 0,7551
5,7 0,7559 | 0,7566 | 0,7574 | 0,7582 | 0,7589 | 0,7597 | 0,7604 | 0,7612 | 0,7619 | 0,7627
5,8 07634 @ 07642 | 0,7649 @ 0,7657 @ 0,7664 @ 07672 @ 0.7679 | 0.7686 | 0.7694 | 0,7701
59 0,7709 | 0,7716 | 0,7723 | 0,7731 | 0,7738 | 0,7745 | 0,7752 | 0,7760 | 0,7767 | 0,7774
6,0 07782  0,7789 | 0,7796 0,7803 @ 0,7810 0,7818 @ 0,7825  0.7832  0.7839 @ 0,7846
6,1 0,7853  0,7860  0,7868 = 0,7875 0,7882  0,7889 | 0,7896 | 0,7903  0,7910 | 0,7917
6.2 0.7924 @ (0.,7931 0,793  0.7945  0,7952 | 0.,7959 | 0.7966 | 0.,7973 | 0.7980 | 0.7987
6,3 07993  0,8000 08007 08014 08021 0,8028 08035 0.8041 08048  0.8055
6,4 08062 08069 08075 08082 0,8080 08096 08102 0,8109 08116 0,8122
6,5 08129 08136 08142 08149 08156 08162 08169 08176 08182  0,8189
6.6 08195 08202  0.8209 @ 08215 08222 08228  0.8235 | 0.8241 | 0.8248 | 0.8254
6.7 08261 08267 08274 08280 08287 0.,8293  0.8299 | 08306 @ 0.8312 @ 0,8319
6,8 08325 08331  0,8338 08344  0,8351 08357  0.8363 0,8370  0,8376 @ 0,8382
6,9 08388  0,83095 08401 0,8407 08414  0,8420 08426 0.8432 08439  0.8445
7.0 0,8451 (0.8457 08463 08470  0.8476 @ 08482 08488 @ 0.8494 @ 0.8500 | 0.8506
7.1 08513 | 0,8519 | 0.8525 @ 0.,8531 0,8537  0,8543 0.,8549 | 0,8555 0,8561 | 0.8567
7.2 08573  0,8579  0,8585  0,8501 0.8597  0,8603 08609  0,8615 0.8621 @ 0.8627
7.5 08633 08639 08645 @ 0,8651 0,8657  0,8663 @ 08669 | 0.8675 | 05681 (),5686
74 08692 (08698 08704 08710 08716 08722 08727 | 0.8733  0.,8739 | 0,8745
75 08751 | 0,8756 | 0,8762 @ 0,8768 @ 08774 | 0,8779 | 08785 | 0.8791 | 0.8797 | 0,8802
7.6 08808 08814 08820 0,8825 0,8831 0,8837  0,8842  0,8848  0.,8854 | 0,8859
7.7 08865 08871 08876 @ 0,8882 0,8887  0,8893  0,8809 0,8904 @ 0,8010 @ 0,8915
7.8 0,8021 0.8927 08932  0.8935  0.8943 @ 0.8949 | 0.8954 | 0.8960 | 0.8965 | (.8971
7.9 08976 08982 08987  0.8993  0,8998  0,9004 09000 09015 09020 @ 09025
2.0 09031 09036 09042 09047 09053 09058 09063 @ 09069 09074 @ 09079
8.1 09085 | 09090 | 09096 | 0,9101 | 09106 | 09112 | 0,9117 | 0,9122 | 00,9128 | 0,9133
5.2 09138 09143 @ 09149 @ 09154 @ 09159 @ 09165 @ 09170 | 09175 | 0.9180 | 0.9186
83 09191 09196 09201 09206 09212 09217 09222 | 09227 | 0.9232 | 00,9238
84 09243 09248 09253 09258 009263 09269 009274 09279 09284  0.9289
85 09204 09209 00304 09309 09315 09320 09325 09330 09335  0,9340
8.6 09345 0,350 09355 09360 00365 09370 009375 0.9380 09385  0.9390
8.7 009395 09400 09405 09410 009415 09420 009425 09430 09435  0,9440
8.8 09445 09450 009455 09460 09465 0,9469 09474 09479 09484  0,9489
80 09494 09499 09504 09509 009513  0,9518 09523  0,9528 09533  0,9538
9.0 09542 09547 | 09552 09557 09562 09566 009571 | 09576 09581 | 0.9586
9.1 09590 09595 09600 09605 09609 09614 09619 09624 09628 @ 0,9633
0.2 09638 09643 09647 09652 009657 09661 09666 09671 09675 0,9680
9.3 09685 09689 09694 09699 09703 09708 @ 09713 | 08717 | 09722 | 09727
94 09731 09736 09741 09745 09750 09754 09759 09763 09768 @ 0.9773
05 09777 09782 09786 09791 09795 09800 009805 09809 09814 09818
9.6 09823 09827 09832 09836 09841 09845 09850 09854 09859 @ 0.,9863
9.7 09868 09872 09877 09881 09886  0,9890 09894 | 09899 | 0,9903 | 09908
9.8 009912 09917 09921 009926 09930 09934 09939 09943 09948  0.9952
9.9 09956 09961 09965 09969 09974 09978  0.9983 | 09987 @ 0.9991 | 0,9996
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Tablice wartosci funkcji trygonometrycznych

D

e B T R

]
a

100
11
12°
13"
14

15"

167
1 22
18
19
20°
217

23
24°
25°
26°
27
28°
29°
30°
31°
32
33"
34°
35°
36"
37
38"
39°
40°
41°
42°
43"
44°

sin o

10,0000 |

0,0175
0,0349
0,0523
0,0698
0,0872
0,1045
0,1219
0,1392
0,1564
0,1736
0,1908
0,2079
0,2250
0,2419
0,2588
0,2756
0,2924
0,3090
0,3256
0,3420
0,3584
0,3746
0,3907
0,4067
0,4226
0,4384
0,4540
0,4695
0,4848
0,5000
0,5150
0,5299
0,5446
0,5592
0,5736
0,5878
0,6018
0,6157
0,6293
0,6428
0,6561
0,6691
0,6820
0,6947

COS ¥

1,0000
00,9998
0,9994
0,9986
0,9976
0.9962
0,9945
0,9925
(1.9903
0.9877
00,0848
00,9816
0.9781
0,9744
0.,9703
00,9659
0,9613
0,9563
0.9511
0,9455
0.9397
00,9336
0,9272
0,9205
0,9135
0,9063
00,8988
0.8910
00,8829
0,8746
{0, 8660
00,8572
00,8480
0. 8387
0.8290
0.8192
00,8090
0.7986
0,7880
0,7771
00,7660
0,7547
0.7431
0,7314
0,7193

tga

©0,0000

0,0175
0,0349
0.0524
0,0699
0,0875
0,1051
0,1228
0,1405
0,1584
0,1763
0,1944
0,2126
0,2309
0,2493
0,2679
0,2867
0,3057
0,3249
0,3443
0,3640
0,3839
0,4040
0,4245
0.4452
0,4663
0,4877
0,5005
0,5317
0,5543
0,5774
0,6009
0.6249
0,6494
0,6745
0,7002
0,7265
0,7536
0,7813
0,8008
0.8391
0,8693
0,9004
0,9325
0,9657

ctg o

57,200
28,636
19,081
14,301
11,430
9,5144
8,1443
7.1154
6.3138
5,6713
5,1446
4,7046
4,3315
4,0108
3,7321
3,4874
3,2709
3,0777
2.0042
2,7475
2.6051
2,4751
2,3559
2,2460
92,1445
2,0503
1,9626
1,8807
1,8040
1.7321
1,6643
1,6003
1,5399
1,4826
1,4281
1,3764
1,3270
1,2799
1,2349
1,1918
1,1504
1.1106
1,0724
1,0355

cx

45°
467
47°
48°
49°
507

83"
84
85°
86
87
88"
89°

sin o

| 0,7071

0,7193
0.7314
0,7431
0,7547
0,7660
0,7771
0,7880
0,7986
0,8090
0,8192
0,8290
0,8387
0,8480
0,8572
0,8660
0,8746
0,8829
0,8910
0,8088
0,9063
0,0135
0,9205
0,0272
0,336
0,9397
0,9455
0,0511
0,9563
0,9613
0,9659
0,9703
0,0744
0,0781
0,9816
0,0848
0,0877
0,0903
0,0925
0,0045
0,0962
0,9976
0,9986
0,9994
0,9998

COS ¥

- 0,7071

0,6947
0,6820
0,6691
0,6561
0,6428
0,6293
0,6157
0,6018
0,5878
0,5736
0,5592
0,5446
0,5299
0,5150
0,5000
0,4848
0,4695
0,4540
0,4384
0,4226
0,4067
0,3907
0,3746
0,3584
0,3420
0,3256
0,3090
0,2924
0,2756
0,2588
0,2419
0,2250
0,2079
0,1908
0,1736
0,1564
0,1392
0,1219
0,1045
0,0872
0,0698
0,0523
0,0349
0,0175

tga

1.0000

1,0355
1,0724
1,1106
1,1504
1,1918
1,2349
1,2799
1,3270
1,3764
1,4281
1,4826
1,5399
1,6003
1,6643
1,7321
1,8040
1,8807
1,0626
92,0503
21445
2 2460
2,3559
2 4751
26051
2 7475
2,9042
3,0777
3,2709
3,4874
3,7321
41,0108
4,3315
41,7046
5,1446
5,6713
6,3138
7,1154
8,1443
9,5144
11,430
14,301
19,081
98,636
57,290

ctg (i |
1,0000
0,9657
0,9325
0,9004
0,8603
0,8391
0,8008
0,7813
0,7536
0,7265
0,7002
0,6745
0,6494
0,6249
0,6000
0,5774
0,5543
0,5317
0,5005
0,4877
0,4663
0,4452
0,4245
0,4040
0,3839
0.3640
0,3443
0,3249
0,3057
0,2867
0,2679
0,2493
0,2300
0,2126
0,1944
0,1763
0,1584
0,1405
0,1228
0,1051
0,0875
0,0609
0,0524
0,0349
0,0175
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Twoje mocne strony MATeMAtyka
era

Podrecznik MATeMAtyka 4 do zakresu podstawowego w spajny i przystepny sposob
wprowadza ucznia w zagadnienia matematyczne. Dzieki niemu lekcje w szkole sa ciekawe,
a jednoczesnie pozwala on na efektywna samodzielna nauke w domu.

Czytelny uktad

- Przejrzyste wprowadzenia nowych tresci,
) przykiady, proste ¢wiczenia i utozone
; zgodnie ze wzrastajgcym stopniem
trudnosci zadania tworza czytelny
ukiad kazdego tematu. Utatwia to prace
na lekcjach i w domu.
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Pomocne sekcje e e

i
“hy

Sekcje Warto powtorzyc pomagaja lepiej

przygotowac sig do kolejnych lekcji. S s :'-—.-;- ,
Sekcje Warto wiedziec uzupetniaja : e, !
i rozszerzaja tresci z lekcii, — :
Roznorodne formy przekazu e o=

Ciekawe infografiki | Zagadnienia uzupetniajace " =

urozmaicaja prace na lekcjach i zachecaja
uczniow do samodzielnych poszukiwan.

@ WIESZ, UMIESZ, ZDASZ

Na korncu kazdego z rozdzialow 1-4 sg
dwa zestawy powtérzeniowe, dzieki ktérym
uczniowie moga utrwalic zdobyte wczesniej
wiadomosci, oraz sekcja zadan zamknietych
i otwartych, w ktorej znajdziemy rowniez
Sposoby na zadania pokazujace rozne
metody rozwiazywania zadan. Rozdziat 5,

ostatni, zawiera przekrojowe powtorzenie
materiafu z catego cyklu nauczania.
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