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Poczatki rachunku prawdopodobienstwa sa zwiazane z grami losowymi. do

ktoryeh nalezy na przyklad gra w kodei, i checia poznania szansy wygranej.

W 1654 roku we Francji zapalony gracz w kosci kawaler de Méré [czyt. de mere]

zwrocil sie do Blaise’a Pascala z prosba o wyjasnienie pewnych zagadnien
zwiazanych z grami hazardowymi. W celu rozwiazania tych zagadnien Pas-
cal prowadzil korespondencje z innym francuskim matematykiem — Pierre’em
de Fermatem. Rok 1654 jest przyjmowany za date narodzin rachunku praw-

dopodobienstwa.
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1.1. Reguta mnozenia

Przykiad 1

Rzucamy dwiema monetami: dwuzlotéwka i pieciozlotowka. Wypisz wszystkie
mozliwe wyniki tego doswiadczenia.

Niech o oznacza otrzymanie orla, a r — reszki
na monecie dwuzlotowej, natomiast O — orla,
a R — reszki na monecie pigciozlotowej. Moz-
liwe wyniki doswiadczenia to:

00, oR, rO, TR

Przykiad 2
Rzucamy dwiema kostkami: niebieska i czerwona. Ile jest mozliwych wynikéw
tego doswiadczenia?

Wypisujemy wszystkie mozliwe wyniki:

L1 21 31 41 51

12 22 32 42 02 62

13 23 33 43 53 Fil st e
& - Y crotnego rzutu Kostka Jest hezba

14 24 34 44 54 64 otrzyvmanych oczek, a wynikiem

-5 25 38 45 59 65 rzutu dwiema kostkami

16 26 36 46 56 66 uporzadkowana para liczh.

G1 Kiedy piszemy o kostee, mamy na
mysli szescienna kostke do gry.

G3 Przyvimujemy, ze wynikiem jedno-

Wiszystkich mozliwych wynikéw jest 36 (zwrdé uwage, ze rozrézniamy wyniki
takie jak np. 23 1 32).

Cwiczenie 1

Pewien kod sklada sie¢ z jednej litery alfabetu i nastepujacej po niej jednej
cyfry. Ile roznych kodéw mozna utworzyd, jezeli w kazdym bedzie wystepowala
jedna z 26 liter: A, B,C,D,E,F, G, H, L J, K, L, M, N, O, P, Q, R, S, T,
U, V., W, X, Y, Zoraz jednaz 10 cyfr: 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9?7

W takiej sytuacji. jak opisana w éwiczeniu, zamiast wypisywac¢ wszystkie moz-
liwe pary tworzace kod. warto skorzystac z reguly mnozenia. Mowi ona, ze jesli
zbior A ma m elementéw, a zbior B ma n elementow, to liczba réznych par
(x,y) takich, ze x € A oraz y € B, jest rowna m - n.

A

Uwaga. Liczbe elementéw zbioru A bedziemy oznacza¢ A (lub

)

1. Rachunek prawdopodobieristwa



Przykiad 3

Niech A bedzie zbiorem wszystkich dzielnikow naturalnych liczby 15,
a B — zbiorem wszystkich dzielnikéw naturalnych liczby 30. Ile jest par (x.y)
takich, zex € Aiy e B?

Sl
I
oo

A={13,515}, B={1,23,5,6,10,15,30}, zatem A = 4,

Liczba opisanych par jest réwna A-B =4 -8 = 32.

Cwiczenie 2

a) Ile jest wszystkich punktéw plaszezyzny, ktorych pierwsza wspoélrzedna
jest dzielnikiem naturalnym liczby 12, a druga — dzielnikiem naturalnym
liczby 287

b) Ile jest wszystkich punktow plaszezyzny, ktorych pierwsza wspolrzedna jest
liczba naturalng mniejsza od 20 i podzielna przez 3, a druga — liczba naturalna
mniejsza od 30 1 podzielng przez 47

Regule mnozenia mozna sformulowad bardziej ogdlnie.
Reguta mnozenia

Jezeli pewien wybor polega na podjeciu n decyzji, przy czym pierwsza
decyzje mozna podjac na ky sposobéw, druga — na k, sposobéw, ..., n-ta —
na k, sposobow, to takiego wyboru mozna dokona¢ na ky - ky - ... - k,
sposobow.

Przykiad 4

Ile moze by¢ numeréw rejestracyjnych ma-
jacych na poczatku dwie litery, a nastepnie E w E 9 1 3 3 8 \
pie¢ cyfr (litery i eyfry moga sie powtarzac),
jesli w numerach tych moga wystepowac je-

dynie litery W, E oraz cyfry 1, 3, 8, 97

Takich numerow moze byé: 2:2.4.4.4.4.4 = 4096.

Cwiczenie 3
Ile moze by¢ kodow majacych na poczatku cztery litery, a nastepnie trzy cyfry
(litery i cyfry moga sie powtarzac), jesli do utworzenia kodéw wykorzystujemy:

a) jedynie litery V, X, Y, Z oraz cyfry 1, 3, 5, 7. 9;
b) jedynie litery A, B, C, D, E, F, G oraz cyfry 1, 2, 3, 4. 5, 6;

¢) 26 liter alfabetu oraz wszystkie cyfry?

1.1, Regula mnozenia
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Przykiad 5

Rzucono kostka i moneta. Wynikiem doswiadczenia jest para (a,b). gdzie a
jest liczba oczek na kostee, a b — orlem lub reszka. Ile jest mozliwych wynikow
takiego doswiadczenia?

Zbiorem mozliwych wynikow rzutu kostka jest zbior A = {1,2.3,4,5,6}. Zbio-
rem mozliwych wynikéw rzutu moneta jest zbiér B = {o,r}, gdzie o oznacza
wypadniecie orla, a r — reszki.

A = 6 oraz B = 2, wiec wszystkich mozliwych wynikéw jest A - B = 12.

Ponizej przedstawiamy drzewo ilustrujace wszystkie mozliwe wyniki tego do-
swiadcezenia.

W

3

1 2 4 5 ]
A AN i Wi Wi
o r o T o r o r o T

o

wynik rzutu kostka

wyvnik rzutu monetg
Wynikami tego do$wiadezenia sa pary: (1,0), (1.7). (2.0), (2,7), (3,0), (3.7),
(4,0), (4,r); (5;0), (8,r); (6,0), (6,r)

Cwiczenie 4
Rzucono dwiema kostkami: zielong i z61ta. Na kostce zielonej otrzymano pa-
rzysta liczbe oczek, a na kostce zoltej — liczbe oczek mniejsza od 4. Ile jest moz-
liwych takich wynikow? Zbior wynikow tego doswiadczenia przedstaw w po-
staci drzewa.

Cwiczenie 5

Rzucono kostka oraz dwiema monetami: dwuzlotowa i pieciozlotowa. Na kost-
ce wypadla liczba oczek nie mniejsza od 5. Ile jest mozliwych takich wynikow?
Zbiér wynikow tego doswiadczenia przedstaw w postaci drzewa.

Zadania

1. Ile jest mozliwych kodow, w ktéryeh na poezatku wystepuja dwie litery,
a nastepnie dwie cyfry (litery i eyfry moga sie powtarzaé), jesli wykorzy-
stujemy litery A, B, C, D, E, F, G, H oraz cyfry 1, 2, 3, 4, 57

2. lle jest mozliwych kodow, w ktorych na poczatku wystepuja trzy litery,
a nastepnie cztery cyfry (litery i cyfry moga sie powtarzac), jesli wykorzy-
stujemy litery A, B, C, D oraz cyfry 1, 2, 3, 4. 5, 67

3. Na ile sposobéw moze sie ubrac pani, ktéra ma trzy rozne kapelusze, szesc
sukni i cztery pary butow?

1. Rachunek prawdopodobierstwa
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Rzucamy trzy razy kostka. Otrzymane liczby oczek zapisane kolejno tworza
liczbe trzyveyirowa. Ile wsrod mozliwyeh wynikow jest liczb parzystvceh.
a ile — wiekszych od 5007

Ile jest liczb czterocyfrowych, w ktorych zapisie:

a) pierwsza cyfra jest nieparzysta, a pozostale sa parzyste,

b) pierwsze dwie cyfry sa parzyste, a pozostale — nieparzyste?

Ile jest liczb szesciocyfrowych, w ktérych zapisie:

a) cyfry pierwsza i ostatnia sa takie same,

b) pierwsze dwie cyfry sa takie same i ostatnie dwie cyfry sa takie same?
Ustal, ile jest liczb czterocyfrowych, w ktorych zapisie cyfra dziesiatek jest:

a) o 4 wigksza od cyfry jednosci, b) o 2 mniejsza od cyfry jednosci.

a) Uzasadnij, ze liczb trzycyfrowych podzielnych przez 5 jest mniej niz 200.
b) Uzasadnij, Ze jest ponad 2000 liczb pieciocyfrowych podzielnych przez 5,
w ktorych zapisie moga wystepowac cyfry 0, 1. 2, 3. 4. 5.

a) Zapisz mozliwe wyniki do$wiadczenia pole- /\

gajacego na trzykrotnym rzucie moneta (drzewo 0 r
przedstawione obok jest ilustracja graficzng tego /\ /\
doswiadczenia).

0 r 0 r
b) Ile jest mozliwych wynikéw pieciokrotnego. /\ /\ /\ /\
e r oL g r e T

a ile — dziesieciokrotnego rzutu moneta?

W urnie znajduja sie trzy kule oznaczone numerami 1, 2 i 3. Trzykrotnie
wyciagamy kule, zapisujemy jej numer i zwracamy ja do urny. Zapisane
numery tworza liczbe trzyeyfrowa.

a) Przerysuj ponizsze drzewo do zeszytu i uzupelnij je tak, aby ilustrowalo
wszystkie mozliwe wyniki tego doswiadczenia.

pierwsze losowanie

1 2 3
o - /N! losowanie
b) Ile w ten sposob mozemy i 2 3
otrzymac liczb parzystych? trzecie losowanie
¢) Ile w ten spos6b mozemy i 9 3
otrzymac liczb podzielnych 331 332 333 ol "“.‘"l'_”“;“"
iczby

przez 67

1.1, Regula mnozenia
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1.2. Permutacje

Przyktad 1

Na ile sposobéw mozna ustawic¢ na polce trzy rézne
ksiazki?

Oznaczamy ksigzki numerami 1, 2, 3 i wypisujemy
wszystkie mozliwe ustawienia:

123 132 213 231 312 321

Trzy ksiazki mozemy ustawic na 6 sposobow.

Przyktad 2

Na ile sposobow mozna ustawi¢ na polce cztery rozne
ksiazki?

Oznaczamy ksiazki numerami 1. 2, 3. 4 i wypisujemy
wszystkie mozliwe ustawienia:

1234 2134 3124
1243 2143 3142
1324 2314 3214
1342 2341 3241
1423 2413 3412
1432 2431 3421

Otrzymalismy 24 mozliwe ustawienia ksigzek.

W przykladzie 1. podalismy wszystkie trzywyrazowe ciagi, ktére mozna utwo-
rzyc. przestawiajac liczby 1. 2, 3, a w przykladzie 2. — wszystkie czterowyra-
zowe ciagi, ktore mozna utworzye, przestawiajac liczby 1, 2, 3, 4. Takie ciagi

nazywamy permutacjami.

Definicja

Kazdy n-wyrazowy ciag utworzony ze wszystkich elementow n-elemento-

wego zbioru A nazywamy permutacja tego zbioru.

Cwiczenie 1
Wypisz wszystkie permutacje podanego zbioru.

a) {3,5) b) {3,5,7} ¢) {3,5,7,9}

Liczbe wszystkich permutacji zbioru n-elementowego oznaczamy przez P,.

Obliczamy ja, korzystajac z reguly mnozenia.

1. Rachunek prawdopodobieristwa
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Przykiad 3

Na ile sposobow mozna ustawic¢ na polce pie¢ roznych ksiazek?

Nalezy odpowiedzie¢ na pytanie, ile jest permutacji zbioru piecioelementowego

{1,2,3.4,5}. Najpierw wybieramy jedna sposrdd pieciu ksiazek i ustawiamy
ja na pilerwszyim miejscu — mozemy to zrobi¢ na 5 sposobéw. Nastepnie wybie-

ramy jedna z czterech pozostalych ksiazek i ustawiamy ja na drugim miejscu —

mozemy to zrobi¢ na 4 sposoby, nastepnie wybieramy jedna z trzech pozosta-

lych ksiazek itd. Mozliwych ustawien jest wiec:
5:4-3-2-1=120

Definicja
kolejnych liczb naturalnych od 1 do n:

nl=1:2:3....'n

Przyvjmujemy réwniez, ze 0l =11 1! = 1.

Cwiczenie 2
Podaj liczbe, ktora nalezy wstawi¢ w miejsce 7.

a) 41 =317 b) 8! =71 2 ¢) 121 =11!- 7

Zauwaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi
rOWNOoSe:

(n+ 1) =nl(n+1)

Cwiczenie 3
Upros¢ utamek.

. 8t N 8 & (n41)! (n+2)!
a) 4 ¢) To e) = 8) —

7! 102! (n—1)! (n—2)!
bJ 5 d) ﬁ f) ! h} !
Twierdzenie

Wizystkich permutacji zbioru n-elementowego jest n!l.

Cwiczenie 4

Ile jest wszystkich permutacji zbioru A, jesli wiadomo, ze:

a) A =6, b) A =7, ¢) 4 =10,

d)

0!

3!
4!
5!
6!
T

9!
10!
11!

21

12! =

A

Dla liczby naturalnej n > 1 symbol n! [czyt. n silnia] oznacza iloczyn

o ) T e

fo]

24

120

720

5040
40320
362880
3628 800
39916 800
479001 600

=127

1.2. Permutacje
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Zadania

L

a) Ile liczb pieciocyfrowych mozna utworzyé, wykorzyvstujac wszystkie
cyfry liczby 56 7897

b) Ile liczb szedciocyfrowych mozna utworzyé, wykorzystujac wszystkie
cyfry liczby 245 7687

a) Ile jest liczb dziewieciocyfrowych, w ktorych zapisie nie wystepuje
cyfra 0 i zadna cyfra sie nie powtarza?

b) Ile jest liczb dziesigciocyfrowych, w ktorych zapisie zadna cyfra sie nie
powtarza?

Rozwazmy liczby pieciocyfrowe, w ktorych zapisie kazda z cyfr 1, 2, 3, 4, 5
wystepuje dokladnie raz.

a) Ile jest takich liczb mniejszych od 500007

b) Ile jest takich liczb wigkszych od 300007

Z cyfr 4, 5, 6. 7, 8, 9 tworzymy liczby szesciocyirowe o niepowtarzajacych
sie cyfrach. Oblicz, ile mozna utworzy¢ takich liczb:

a) podzielnych przez 5. b) parzystych.

Podaj liczbe elementéw zbiorn A, o ktérym wiadomo, ze wszystkich moz-
liwych jego permutacji jest:

a) 24, b) 120, ¢) 40320, d) 3628 800.

a) Zawodnikom przydzielono kolejne numery od 1 do n. Ile oséb bralo
udzial w zawodach. jesli wiadomo. ze numery startowe mozna bylo przy-
dzieli¢ na 5040 sposobow?

b) Zawodnikom przydzielono kolejne numery od 1 do n. Najpierw roz-
dano numery parzyste, po czym okazalo sie, ze numery nieparzyste mozna
przydzieli¢ na 720 sposobdw. Ile oséb bralo udzial w zawodach?

Na ile sposobow mozna zakwaterowac cztery osoby:

a) w czterech jednoosobowych pokojach,

b) w piecin jednoosobowych pokojach?

a) Na ile sposobdéw mozna umiesci¢ 7 kul w 7 szufladach (kule i szuflady
rozrozniamy) tak, aby kazda szuflada byla zajeta?

b) Na ile sposobéw mozna umiedci¢ 7 kul w 8 szufladach (kule i szuflady
rozrozniamy) tak, aby tylko jedna szuflada byla pusta?

1. Rachunek prawdopodobieristwa



10.

11,

12,

[0] 13.

18.

16.

a) Na ile sposobéw mozna ustawié¢ dziewieé oséb w kolejce?

b) Na ile sposobéw mozna ustawi¢ czworo dziewczat i pieciu chlopeow
w kolejce tak, aby dziewczeta staly na poczatku kolejki?

¢) Na ile sposobéw mozna ustawié troje dziewczat i szesciu chlopeéw w ko-
lejce tak, aby dziewczeta staly na koncu kolejki?

Oblicz.
v daw 9w ) Gh
) o 0% WEE W

a) Liczba permutacji zbioru (n + 1)-elementowego jest o 600 wigksza od
liczby permutacji zbioru n-elementowego. Oblicz n.

b) Liczba permutacji zbioru (n + 3)-elementowego jest 120 razy wieksza
od liczby permutacji zbioru n-elementowego. Oblicz n.

Rozwiaz rownanie.

) N — i 3 (n42)! _ y (n=3)Y(n+2)! -
a) (n+2)! = 90n! c) = 42 e) T 30
| [ - S [N‘+3}I o TL!{ZT]‘-—E}! . L
b) 6{(n+1)!=Tl-nl =0 d) ) 110 *f) B = 1
a) Uzasadnij, Ze nieréwnosc¢ H < 12 spelniaja tylko dwie liczby natu-

ralne.

I Lo (n+D(n—-1)!
b) Uzasadnij, ze nieréwnosc {”Jr{i,{;; }

< n spelniaja wszystkie liczby
naturalne wieksze od 1.
Uzasadnij, ze réwnosé (n + 1)! — n! = n - n! jest spelniona przez kazda
liczbe naturalna n. Korzystajac z ndowodnionego stwierdzenia, uzasadni]
rOWnNOoSE:

1-114+2.21 4331 +...+nnl=(n+1) -1

Ile zer na koncu ma podana liczba?

a) 15! b) 30! ¢) 100!

Grupa n przedszkolakéw zostawila rano swoje czapki w szatni. Z powodu
popoludniowego zamieszania kazde dziecko wrocilo do domu w nie swojej
czapce. Na ile sposobow jest to mozliwe. jesli:

a) n =3, b) n =4, *c) n =257

1.2. Permutacje
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Permutacje z powtdrzeniami

Przykiad 1

a) Mamy do dyspozycji klocki z literami A, A, K, R. Zmieniajac kolejnos¢ li-
ter, otrzymujemy czteroliterowe slowa (majace sens lub nie). Wyznacz wszyst-
kie mozliwe slowa.

Jest 12 mozliwych stow:
AAKR AKAR AKRA KAAR KARA KRAA
AARK ARAK ARKA RAAK RAKA RKAA

b) Mamy do dyspozycji klocki z literami A, A, T, T. Zmieniajac kolejnos¢ liter,
otrzymujemy czteroliterowe slowa (majace sens lub nie). Wypisz wszystkie
mozliwe slowa.

Jest 6 mozliwych stow:

AATT ATAT ATTA TAAT TATA TTAA

Rozpatrzmy n-elementowy ciag, ktorego wyrazy naleza do zbioru:

A ={ay,as,...,a:}
przy czym kazdy z elementéw a,,as,...,a; wystepuje jako wyraz ciagu
odpowiednio ny,na, ..., 0y razy (czyli ny +ns+ ... +np =n).
Taki ciag nazywamy n-elementowa permutacja z powtérzeniami zbioru A.
Liczba takich permutacji jest réwna

n!
nglomaloooomg!”

Przykiad 2
Niech m okresla, ile liczb szesciocyfrowych mozemy otrzymad, przestawiajac
cyfry liczby x.

g3 : 6! .
a) Jesli x = 112222, to m = o— = 15.
: !
b) Jesli z = 112223, to m = z—— = 60.

1. a) lle siedmioliterowych sléw (majacych sens lub nie) mozemy otrzymac,
przestawiajac litery w slowie BARBARA?
b) Ile dziewiecioliterowych sléw (majacych sens lub nie) mozemy otrzy-
mac, przestawiajac litery w stowie KATAPULTA?

2. lle dziesieciocyfrowych liczb mozemy otrzymac, przestawiajac cyfry w licz-
bie:
a) 1222333444, b) 99898798767

1. Rachunek prawdopodobieristwa



1.3. Wariacje bez powtdrzen

Przyktad 1

Pewien kod tworzymy z trzech liter wybranych sposrod
nastepujacych: A, B, C, D, E, F, G, H. przy czym litery D E F

nie moga sie powtarzac. lle jest takich koddow?

Na pierwszym miejscu kodu mozemy wpisac¢ jedna z osmiu liter, na drugim
jedna z pozostalych siedmiu. a na trzecim — jedna z pozostalych szesciu. Zatem
jest 8- 76 = 336 kodow.

Przykiad 2
Pewien kod tworzymy z trzech liter wybranych sposrod 26 liter alfabetu. przy
czym litery nie moga sie powtarzac. Ile jest takich kodéw?

Takich koddow jest 26 - 25 - 24 = 15600.

Cwiczenie 1

a) Ile mozna utworzy¢ kodéw czteroliterowych, w ktorych moga wystapic li-
tery A, B, C., D, E, F i zadna litera sie nie powtarza?

b) Ile mozna utworzyc¢ kodow czteroliterowych, w ktoryeh moze wystapic kaz-
da z 26 liter alfabetu i zadna litera sie nie powtarza?

Opisane wyzej ciagi liter tworzace kody to przyklady wariacji bez powtorzer.
Definicja
Kazdy k-wyrazowy ciag utworzony z réznych elementow n-elementowego

zbioru A, gdzie k < n, nazywamy k-elementows wariacja bez powtérzen
zbioru A.

Zauwazmy, ze kazda n-elementowa wariacja bez powtorzen zbioru n-elemen-
towego jest permutacja.

Aby obliczy¢ liczbe k-elementowych wariacji bez powtdrzen zbioru n-elemen-
towego, korzystamy z reguly mnozenia.

Cwiczenie 2
Dany jest dziesiecioelementowy zbior A. Uzasadnij, ze:
a) 4-elementowych wariacji bez powtérzen zbioru A jest 10-9-8. 7,
b) k-elementowych wariacji bez powtérzen zbioru A jest:
10-9-...- (10— (k—1)), gdzie k =1,2,...,10

1.3. Wariacje bez powtdrzeri
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Twierdzenie

Jesli k < n, to wszystkich k-elementowych wariacji bez powtorzen zbioru
n-elementowego jest:

n!
no(p—=1)-...-(n—(k-1)) = (n—k)!

Uwaga. Jesli liczbe wszystkich k-elementowych wariacji bez powtdrzen zbioru n-ele-
mentowego oznaczymy przez V¥, to tre§é powyzszego twierdzenia zapiszemy:

V,f‘ == {n'_i}‘ dla k <n

Cwiczenie 3
Ile jest liczb trzyeyfrowych, w ktorych zapisie nie wystepuje cyfra 0 i cyfry sie
nie powtarzaja? A ile jest takich liczb czterocyfrowych?

Przyktad 3

Ile jest liczb pieciocyfrowych podzielnych przez 5, w ktorych zapisie wystepuja
tylko cyfry 0, 1, 2, 3. 4, 5, 6 i zadna z nich sie nie powtarza?

Liczba jest podzielna przez 5. jesli jej ostatnia cyfra jest 0 lub 5.

Niech A bedzie zbiorem tych liczb spelniajacych warunki zadania, ktorych
ostatnia cyfra jest 0. TIZ[21710
Wowezas A jest réwna liczbie czteroelementowych wariacji bez powtérzen

zbioru {1,2.3,4,5,6}.
Zatem A = —&— = 360.

(6—4)!
Niech B bedzie zbiorem tych liczb spelniajacych warunki zadania, ktérych
ostatnia cyfra jest 5. A EAEIEA

Zwr6émy uwage, ze pierwsza cyfre liczby wybieramy ze zbioru {1,2,3,4,6},
wiec B=5-5-4-3 = 300.

Zatem A + B = 360 + 300 = 660.

W powyzszym przykladzie zastosowalisiny regule dodawania. Mowi ona. ze

jesli zbiory A i B sa rozlaczne, to liczba elementéw zbioru A U B jest réwna

sumie liczby elementow zbioru A i liczby elementow zbioru B: AU B = A+ B.
Regule dodawania mozna sformulowac bardziej ogdlnie.

Reguta dodawania

Jesli zbiory A;. As, ..., A, sa parami rozlaczne, to:
AjUA,U...UA, =A, +A;+...+ A,

1. Rachunek prawdopodobieristwa



Cwiczenie 4
Ile jest parzystych liczb czterocyfrowych, w ktorych zapisie wystepuja tylko

cyfry 0, 1, 2, 3, 4, 5, 7 i zadna z nich si¢ nie powtarza?

Zadania

Ile jest liczb trzycyfrowych, w ktorych zapisie wystepuja tylko eyfry 1, 3, 5.
7, 91 zadna z nich si¢ nie powtarza? A ile jest takich liczb czterocyfrowych?
a) Ile mozna utworzy¢ siedmiocyfrowych numerdéw telefonicznych rozpo-
czynajacych sie od 71, w ktorych zadna cyfra nie bedzie sie powtarzala
i ktore nie beda zawieraly cyfry 07

b) Ile mozna utworzy¢ siedmiocyfrowych numeréw telefonicznych rozpo-
czynajacych sie od 701, w ktérych zadna cyfra nie bedzie sie powtarzala?

Do windy zatrzymujacej sie na 10 pietrach wsiadly 4 osoby. Na ile sposo-
béw osoby te moga opusci¢ winde, jesli kazda z nich wysiada:

a) na innym pietrze,

b) na innym pietrze i nikt nie wysiada na trzech ostatnich pietrach?

Ile jest liczb pieciocyirowych o niepowtarzajacych sie cyfrach, jesli pierwsza
cyfra jest parzysta, a pozostale sa nieparzyste?

Ile jest liczb parzystych szesciocyfrowych o niepowtarzajacych sie cyfrach,
jesli wiadomo, ze w zapisie tych liczb wystepuja cyiry:

a) 1,2, 38, 45,6, b) 0,1, 2, 3,5, 7,97

Oblicz, ile jest liczb siedmiocyfrowych o niepowtarzajacych sie cyfrach,
jesli wiadomo, ze w zapisie tych liczb nie wystepuje eyfra 0. Ile sposrad tych
liczb jest takich, ze cyfry parzyste nie sgsiaduja ze soba i cyfry nieparzyste
nie sasiaduja ze soba?

Oblicz, ile jest liczb siedmiocyfrowych podzielnych przez 25 o niepowta-
rzajacych sie cyfrach.

Oblicz.

a) V7 b) V7 c) Vg d) V¢! e) V, £) Ve
Dany jest zbior n-elementowy. Uzasadnij, ze:

a) liczba (n — 1)-elementowych wariacji bez powtdrzen tego zbioru jest
rowna liczbie jego permutaci,

b) liczba 2-elementowych wariacji bez powtorzen tego zbioru jest parzysta.

1.3. Wariacje bez powtdrzen
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1.4. Wariacje z powtdrzeniami

Przyktad 1
Ile jest wszystkich liczb trzycyfrowych, w ktérych zapisie moga wystepowac
tylko cyfry 11 27

Kazda z trzech cyfr mozemy wybra¢ na dwa sposoby, zatem jest 2-2.-2 =28
takich liczb.

111 121 211 221 Jest 8 liezb trzyveyfrowych, w ktorych za-
112 122 212 299 pisie moga wystepowad tyvlko evfry 11 2.
Przykiad 2

Ile jest wszystkich liczb trzycyfrowych, w ktorych zapisie moga wystepowad
tyvlko cyfry 1. 2, 3, 41 57

Jest 555 =125 takich liczb.

Cwiczenie 1
a) Ile jest wszystkich liczb czterocyfrowych, w ktoryeh zapisie moga wystepo-
wacé tylko cyfry 11 27
b) Ile jest wszystkich liczb szesciocyfrowych, w ktérych zapisie moga wyste-
powaé tylko cyfry 1, 2, 3, 41 57
Opisane wyzej ciagi cyfr tworzace liczby to przyvklady wariacji z powtorze-
niami.
Definicja
Kazdy k-wyrazowy ciag utworzony z elementéw zbioru A nazywamy
k-elementowa wariacja z powtorzeniami zbioru A.

Uwaga. W wariacji z powtérzeniami wyrazy moga sie powtarzac.

Przyktad 3
Ile pigcioliterowych kodéw mozna utworzy¢ z li-
ter A, B, C, D, E, F, G, H, jeéli litery moga sie DIAIE|A|G

powtarzac?

Mozna utworzy¢ 8 = 32768 takich kodow.
Cwiczenie 2

Ile pigcioliterowych koddw mozna utworzy¢ z 26 liter alfabetu, jesli litery moga
si¢ powtarzac?

1. Rachunek prawdopodobieristwa



Twierdzenie

Wizystkich k-elementowych wariacji z powtdrzeniami zbioru n-elemento-
wego jest nf.

Uwaga. Jesli liczbe wszystkich Fk-elementowyveh wariacji z powtdrzeniami zbioru
n-elementowego oznaczymy przez WE, to treéé powyzszego twierdzenia zapiszemy:

h — pk
Wi =n

Cwiczenie 3
a) Ile jest wszystkich dwuelementowych wariacji z powtoérzeniami zbioru dzie-

sigcioelementowego?

b) Ile jest wszystkich dziesiecioelementowych wariacji z powtérzeniami zbioru

dwuelementowego?

Zadania

Ile jest wszystkich liczb trzyceyirowych, w ktorych zapisie nie ma:
a) cyfry 0, b) cyfr 01 4, c) cyfr 0,415, d) cyfr4ib5?

Ile jest wszystkich liczb pieciocytrowych:

a) zaczynajacych sie od 12, b) ktérych ostatnig cyfra jest 77

Ktora z liczb jest wicksza:

a) liczba dwuelementowych wariacji z powtorzeniami zbioru trzyelemen-
towego czy liczba trzyelementowych wariacji z powtérzeniami zbioru dwu-
elementowego,

b) liczba trzyelementowych wariacji z powtorzeniami zbioru czteroelemen-
towego czy liczba czteroelementowych wariacji z powtorzeniami zbioru
trzyelementowego?

Z urny, w ktorej znajduja sie kule z numerami 4, 5, 6, 7. 8, 9. losujemy
kolejno cztery kule. Numery kul zapisane w kolejnosci losowania tworza
liczbe czterocyfrowa. Uzasadnij, ze przy losowaniu ze zwracaniem mozli-
wych do otrzymania liczb jest ponad trzykrotnie wiecej niz przy losowaniu
bez zwracania.

Uwaga. Losowanie polega na wyciaganiu przedmiotow (np. loséw, kul, zetondw)
w sposob, ktéry wyklucza wplyw osoby losujacej na otrzymany wynik.

a) Do 3 szuflad wrzucamy 9 kul (kule i szuflady rozrézniamy). Na ile
sposobow mozemy rozmiesci¢ te kule?
b) Do 9 szuflad wrzucamy 3 kule (kule i szuflady rozrézniamy). Na ile
sposobow mozemy rozmiesci¢ te kule?

1.4. Wariacie z powtdrzeniami
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6. a) Na ile sposobdéw 6 0os6b moze wysiasé z windy, ktéra zatrzymuje sie na
dziesieciu pietrach?
b) Na ile sposobéw 10 os6b moze wysiasé z windy, ktora zatrzymuje sie
na szesciu pietrach?

@ 7. Niech m bedzie liczba sposobow, na ktore 5 pasazerow moze wysiascé z po-
ciagu na czterech stacjach, a n — liczba sposobdw, na ktore 4 pasazerow
moze wysigs¢ z pociagu na pieciu stacjach. Uzasadnij, ze m — n < 400.

8. lle jest wszystkich liczb, w ktorych zapisie wystepuja tylko eyfry 01 1
i ktére maja co najwyzej: a) 5 cyfr, b) 11 eyfr, ¢) n cyfr?

9. Ile jest wszystkich liczb, ktore sa zapisane tylko za pomoca cyfr 0, 1, 2
oraz maja: a) d cyfr, b) 11 cyfr, ¢) n cyfr?

10. Rzucamy czterokrotnie kostka. Wyrzucone liczby oczek sa kolejnymi cy-
frami liczby czterocyfrowej. Ile sposrod otrzymanych w ten sposob liczb

jest:
a) wiekszych od 6000, ¢) podzielnych przez 25,
b) wigkszych od 3500, d) podzielnych przez 47

11. Oblicz, ile jest liczb pieciocyfrowych:
a) mniejszych od 48000, ¢) o nieparzystym iloczynie cyfr,

b) wiekszych od 56700, d) o parzystym iloczynie cyfr.

Liczby palindromiczne to liczby, ktore czytane od lewej do prawej i od
prawej do lewej sa takie same, np. 12321, 44444 lub 345543.

12. Czy liczb palindromicznych szesciocyfrowych jest wiecej niz pieciocyfro-
wych? Odpowiedz uzasadnij.

13. Liczba sposobow rozmieszezenia 3 kul, kazdej w innyim kolorze, w n ponu-
merowanych szufladach jest o 331 mniejsza od liczby sposobéw rozmiesz-
czenia tych kul w n + 1 ponumerowanych szufladach. Oblicz n.

14. Ile dzielnikéw naturalnych ma liczba x?

a) z=2%:3%:5° b) & = 810000

15. Nota za styl skoku narciarskiego wynosi od 0 do 20 punktow i moze by¢
przyznawana co pol punktu. Na ile sposobow pieciu sedziow moze przyznac
note za styl?
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*1.5. Kombinacje

Przyktad 1

W turnieju szachowym bralo udzial
piecioro zawodnikow. Ile partii roze-
grano, jesli kazdy uczestnik rozegral
jedna partie z kazdym z pozostalych?

Oznaczmy uczestnikow numerami:
1,223,418

Rozegranych partii jest tyle samo co dwuelementowych podzbiorow zbioru

{1,2,3,4,5}. Jest dziesig¢ takich podzbioréw, zatem rozegrano dziesieé partii:
{1,2}, {1,3}; {1,4}, {1,5}; {2.3}, {2,4}, {2,5}, {3,4}.{3,5}, {4,5}
Kazdy taki podzbior nazywamy dwuelementowa kombinacja zbioru piecioele-
mentowego. Zwroc uwage, ze przy podawaniu elementéw kombinacji nie jest
wazna kolejnosé, w jakiej sa one wymieniane.

Definicja

Kazdy k-elementowy podzbior zbioru n-elementowego A, gdzie 0 < k < n,
nazywamy k-elementowa kombinacjg zbioru A.

Przykiad 2
W tabeli podano 1-, 2-, 3- i 4-elementowe kombinacje zbioru {1,2,3,4}.

Zauwazmy. ze kombinacja O-elementowa jest zbior pusty.
Kombinacje jednoelementowe {1}, {2}, {3}, {4}
Kombinacje dwuelementowe {1,2}. {1,3},{1,4}, {2,3}, {2.4}, {3,4}
Kombinacje trzyelementowe {1,2.3}, §1,2,4},:1,3,4},-{2,8,4}

Kombinacja czteroelementowa {1,2,3,4}

Cwiczenie 1
Dany jest zbior {x,y, z}. Podaj wszystkie jego k-elementowe kombinacje dla

k=1,2,3.

Gwiczenie 2

Podaj wszystkie 2- i 5-elementowe kombinacje zbioru {1,2,3.4,5,6}.
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Jezeli k < n, to wszystkich k-elementowych kombinacji zbioru n-elemen-
towego jest: !
K (n—k)!

Uwaga. Jesli liczbe wszvstkich k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego

k < n) oznaczvmy przez CF. to treéé powviszego twierdzenia zapiszemy:
f ' b » !
Ck — n!

" kN n—k)!
Dowdd. Kazde & wybranvch elementéw mozna ustawic¢ w ciag na k! sposobow. Kazdy
taki ciag jest k-elementowa wariacja bez powtdrzen zbioru n-elementowego. Zatem:
k. k= Yk
Ch o kl=V]

3 n! i
czyli CF - k! = )1’ skad otrzymujemy:
i 3 I
Gk = T,
o k{n—k)!
Uwaga. Liczbe wszystkich k-elementowych kombinacji zbio- n\ n!
ru n-elementowego oznacza si¢ tez symbolem (}) [czytaj: k) kl(n—k)!

n nad k|, zwanym symbolem Newtona.

Cwiczenie 3
Oblicz.

) (o) () ) ) () 5 (o) () ) ) () )

Cwiczenie 4
Uzasadnij, ze:

a) (:) =1, b) (T) = n, c) (”T 1) =, d) (:) =1.

Cwiczenie 5
Wykaz, ze k-elementowych kombinacji zbioru n-elemen- (”) ( " )

towego jest tyle samo co (n — k)-elementowych kombi- E =tk

nacji tego zbioru.
Przykiad 3
Na ile sposobéw mozna wybrac¢ sposrdd 8 0s6b trzyosobowa delegacje?

Delegacje skladajaca sie z trzech os6b mozna wybrac¢ na:

8 8! 51.6:7-8 678 _
Of = ( ) = = = 56 sposobow

3] = 315 31,51 2.3

Cwiczenie 6
Na ile sposobdow mozna wybrac¢ sposrod T oséb delegacje trzvosobowa, a na
ile — delegacje czteroosobowa?
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B Wz6r dwumianowy Newtona
Wyrazenie przedstawiajace rozwinigcie (@ + b)", dla n = 1.2,..., mozemy
znalez¢, korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona:

Twierdzenie

(@b = (e + () 1b+ (a2 4 ..+ ([2)ab + ()b

Na przyklad:
(a+b)° = (5)a® + (})a*b+ (3)a®h® + (3)ab® + (3)ab* + (2)b° =
= a’ + 5a’b + 10a*b* 4 10a*b* + 5ab® + b°

Jesli do powyzszego wzoru zamiast b podstawimy —b, to otrzymamy:
(a — b)® = a® — 5a'b + 10a*h* — 10a*b* + Sab® — V°

Cwiczenie 7
Uzasadnij, ze dla n:

a) parzystego: (a—b)" = (;)n." - (T){]‘.”_]h F-vas—i( Mo et (::)hn

b) nieparzystego: (a — b)" = (j)a" — (7)a" b+ ... + (

Wspolezynniki liczbowe wystepujace

w rozwinieciu wyrazenia (a + b)™ mo- : ” Il'l l : 1

zemy znalezé¢ w kolejnych wierszach n=2 1 2 1
trojkata Pascala. Liczba znajdujaca n=3 o B

sie w n-tym wierszu na k-tej pozycji ::21 i 15 ':lmb md 51 ]
(gdzie £ = 0,1,...,n) jest réwna (:) B 1 6 15 20 15 6 1
Na przyklad wiersz siédmy to kolejno: n=7 1 721 3535 21 71

O=1 =7 Q=21 (=35 Q=3 =21, (=7 (=1

Kazda liczba w trojkacie Pascala (z wyjatkiem skrajnych, ktore sa jedynkami)
jest suma dwdch liczb znajdujacych sie nad nia (np. dla n = 7 mamy: 7 = 146,
21 =6+ 15, 35 = 15 + 20).

Cwiczenie 8

i . fn i _ fn+l
Udowodnij wzér podany obok. Dls k <5 mamy: (’-) + ( ) = ( )

k+1 k41
Cwiczenie 9

Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona, wyznacz rozwiniecie:

a) (a+b)°, b) (a— b)°, ¢) (a+b)%, d) (a—b)®.

1.5. Kombinacje
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Zadania

1.

Ohli{tz.

2) o) o) 9D a(®) w(m)
o) oG 0G) wG) dm) ()

a) Wypisz wszystkie 2- i 3-elementowe kombinacje zbioru {a,b,c.d}.

b) Wypisz wszystkie 4-elementowe kombinacje zbioru {1,2,3,4,5}.

W szufladzie znajduje sie 12 krawatéw. Na ile sposobow mozemy wycia-
gnac sposrod nich:

a) dwa krawaty, b) cztery krawaty?

Klasa liczy 18 oséb, w tym 10 dziewczat. Na ile sposobdéw mozna wybrac
czteroosobowa delegacje, w ktorej sklad wejda:

a) dwaj chlopcy i dwoje dziewczat, b) jeden chlopiec i troje dziewczat?
a) Podezas egzaminu student losuje 4 pytania sposréd 6. Na ile sposobdw
moze to zrobic¢?

b) Czes¢ A egzaminu zawiera 8 pytan, cze$¢ B — 10 pytan. Student losuje
6 pytan z czesci A 19 z czedei B. Na ile sposobow moze to zrobic¢?

a) Spotkalo si¢ dziesiecioro znajomych i kazdy z kazdym przywital sie
usciskiem dloni. Ile bylo powitan?

b) W turnieju szachowym rozegrano 55 partii. Ilu bylo uczestnikéw, jesli
kazdy uczestnik rozegral jedna partie z kazdym z pozostalych?

Jesli przez kazde dwa wierzcholki n-kata foremnego poprowadzimy prosta,
to otrzymamy 66 roéznych prostych. Wyznacz miare kata wewnetrznego
tego n-kata.

P, B

a) Ile tréjkatéw mozna utworzyé, laczac trzy punkty
wybrane sposrod rozmieszezonych na okregu punk-
tow Py, Py, ..., Py (rysunek obok)?

b) Na okregu zaznaczono n punktéw. Liczba tréjka-
tow, ktore mozna utworzyc, laczac dowolne trzy spo-
érod tych punktow, jest rowna 84. Oblicz n. Py Py

Na okregu zaznaczono 6 punktow. Ile jest czworokatow, a ile wszystkich
wielokatow, ktorych wierzcholki leza w tych punktach?

1. Rachunek prawdopodobieristwa



10.

Ths

T2

13.

14.

15.

18.

Na jednej prostej zaznaczono 4 punkty, a na
drugiej proste]. rownoleglej do pierwszej. za-
znaczono 5 punktéw (rysunek obok). Ile jest
trojkatow, a ile czworokatow, ktorych wierz-
cholki leza w tych punktach?

Wyznacz rozwiniecie podanego wzoru.
a) (a+b)? b) (a — b)* ¢) (a+b)7 d) (a—=0b)7

Wyznacz wiersze trojkata Pascala dla n = 9 1 n = 10 oraz podaj rozwi-
niecia wzoréw (a +b)? i (a + b)'°.

Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona, oblicz:
| 4 5 5
a) (V34+1), b)(2-v2), ¢ (2+v2), d) (V3-1).

Wyznacz rozwiniecie podanego wyrazenia.

a) (x+1)" c) (2z+1)* e) (z+2)° g) (x41)8
b) (z —2)" d) (2z — %)1 f) (2z—1)° h) (z —2)¢

Wyznacz wspélezynnik podanego wielomianu przy x°.
a) (VZe+1) o (22+v2) ) (4*+4) ) (82°+3)
b) (V2z-1) d) (2-3) £ 4®-3)° h) (8*-1)
Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona, uzasadnij, ze:

(o) + (D) +G) +--+ (L) + () =2"

Uzasadnij, ze podana rownos¢ zachodzi dla wszystkich liczb nieparzy-

@+E+---+() =0+ +---+()

Rozpatrujemy wszystkie lamane skladajace sie Yt 4
z odcinkow rownoleglych do osi ukladu wspol- |
rzednych, ktorych konicami sa punkty o obu
wspolrzednych catkowitych (przykladowa lama- sy
na na rysunku obok). Ile jest takich lamanych 1|
dlugosci 9 o poczatku w punkcie O(0,0) i koncu
w punkcie A(5,4)?

b
| =

stych n.

1.5. Kombinacje
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1.6. Kombinatoryka - zadania

Aby ustali¢, ile obiektow spelnia warunki zadania, czasami warto wypisac
wszystkie takie obiekty i je policzy¢.

Przykiad 1

Rzucamy cztery razy kostka i1 otrzymane liczby oczek zapisujemy jako kolejne
cyfry liczby czterocyfrowej. Ile mozna w ten sposob otrzymac liczb, ktérych
suma cyfr jest rowna 67

Suma cyfr moze byé¢ rowna 6 w dwoch przypadkach:
o w zapisie liczby wystepuja raz cyfra 3 i trzy razy cyfra 1; sa cztery takie
liezby: 1113, 1131, 1311, 3111;

» w zapisie liczby wystepuja dwa razy cyvira 2 i dwa razy cyfra 1; jest szes¢
takich liczb: 1122, 1212, 1221, 2112, 2121, 2211.

Waszystkich takich liczb jest 4 + 6 = 10 (korzystamy z reguly dodawania).

Cwiczenie 1
Rzucamy trzy razy kostka i otrzymane liczby oczek zapisujemy jako kolejne
cyfry liczby trzycyfrowej. Ile mozna w ten sposob otrzymac liczb, ktérych:

a) suma cyfr jest réwna 6, b) iloczyn cyfr jest rowny 67

W ponizszym przykladzie wypisanie wszystkich liczb spelniajacych warunki
zadania nie byloby praktyeczne, dlatego wykorzystamy wzdér na liczbe wariacji
7z powtorzeniami.

Przykiad 2
Ile jest liczb czterocyfrowych, w ktorveh zapisie moga wystepowacd cyfry na-
lezace do zbioru {1,2,3,4,5,6} i co najmniej raz wystepuje cyfra 37

Niech X bedzie zbiorem wszystkich liczb czterocyfrowych zapisanych za po-
moca cyfr 1, 2, 3, 4, 5, 6: A — zbiorem tych liczb ze zbioru X, w ktérych
zapisie co najmniej raz wystepuje cyfra 3;: B — zbiorem tych liczb ze zbioru X,
w ktorych zapisie ani razu nie wystepuje cyfra 3.

Wéwcezas X = 64, B = 54, L
Zauwazmy, ze X = AU B oraz A i B sa rozlaczne, stad X = A + B.

Zatem A = X — B = 6* — 5* = 1296 — 625 = 671.

Cwiczenie 2
Ile jest liczb czterocyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuje cyfra 0, a suma
cyfr jest mniejsza od 357

1. Rachunek prawdopodobieristwa



Podczas rozwiazywania zadan bedziemy korzystac z ponizszych wzoréw.

Wzor Opis
E.=nl liczba permutacji zbioru n-elementowego
sk _ _nl liczba k-elementowych wariacji bez powtorzen zbioru

| A [ S
: (n=Fk)! " n-elementowego

liczba k-elementowych wariacji z powtorzeniami zbioru

Wk = n¥
n-elementowego

C.,’: = (1‘) liczba k-elementowych kombinacji zbioru n-elemmentowego

Przykiad 3
Ile jest liczb osmiocyirowych, ktoryeh suma cyfr jest rowna 37

Warunki zadania spelniaja liczby nalezace do zbiorow:

A — w zapisie liczby wystepuja jedna cyfra 3 i siedem cyfr 0.

Jedynym elementem tego zbioru jest liczba 3000000, zatem A = 1.
B — w zapisie liczby wystepuja jedna cyfra 2, jedna cyfra 1 i szes¢ cyfr 0.
Jesli pierwsza cyfra tej liczby jest 2, to eyfra 1 znajduje sie na jednej z po-
zostalych siedmiu pozycji, analogicznie jesli pierwsza cyfra jest 1, to cyfra 2
znajduje sie na jednej z pozostalych siedmiu pozycji, zatem:

— i 7 .
B=2:(})=14
C' — w zapisie liczby wystepuja trzy cyfry 1 i pie¢ cyfr 0.
Pierwsza cyfra jest 1, pozostale cyfry 1 znajduja si¢ na dwéch sposrod pozo-
stalych siedmin pozyeji, zatem:

= 7 7!

Zbiory A, B, C' sa parami rozlaczne, zatem:
AUBUC=A+B+C=1+14+21=36

Cwiczenie 3

Ile jest liczb szesciocyfrowych o iloczynie cyfr réwnym: a) 6, b) 87
Cwiczenie 4

Ile jest liczb dziesieciocyfrowych o sumie cyfr rowne;j:

a) 2, b) 4, c) 87, d) 887

1.6. Kombinatoryka — zadania
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Zadania

8

Podczas sprawdzianu nalezalo obliczy¢, ile jest liczb czterocyfrowych o roz-
nych cyfrach nalezacych do zbioru {0,1,2,3.4,5}. Ponizej przedstawiono
rozwiazania podane przez dwoch uczniow.

uczen I: 5-5-4-3 =300 uczen II: 6-5-4-3—-1-5-4-3 = 300

Uzasadnij podane rozwiazania.

Ile jest pieciocyfrowych liczb parzystych o réznyceh cyfrach, jesli wiadomo,
ze w zapisie tych liczb nie wystepuje cyfra 77 Ile jest takich liczb szescio-
cyfrowych?

Ile jest liczb czterocyfrowych, ktérych eyfry naleza do zbioru {0, 2,4, 6,8}
1 nie moga sie powtarzac, a ich suma jest wigksza od 127

Ile jest wszystkich liczb, w ktorych zapisie wystepuja tylko eyfry 0, 11 2
i ktére maja co najwyzej:  a) 4 cyfry, b) 6 cyfr?

W partii 40 monitoréw komputerowych 4 sa uszkodzone. Wybieramy 3 mo-
nitory. Na ile sposobdéw mozna dokonaé takiego wyboru, aby:

a) zaden z wybranych monitoréw nie byl uszkodzony,

b) co najwyzej jeden z wybranych monitoréw byl uszkodzony?

Na parkingu salonu samochodowego stoi 10 samochodow tej samej marki.
Cztery samochody sa czarne, trzy — srebrne, a pozostale — granatowe.
Wybieramy trzy samochody. Na ile sposobéw mozna dokonac¢ wyboru tak,
aby wszystkie wybrane samochody byly:

a) w roznych kolorach, b) w tym samym kolorze?

Rzucamy dwiema kostkami do gry. Liczbe 11 21 31 41 51 61
oczek na pierwsze] z nich oznaczamy

; 12 22 32 42 52 62

przez x, a na drugiej — przez y. Ile jest
mozliwych wynikéw spelniajacych podany 13 23 .33 43 53 63

warunek? 14 24 34 44 54 64
a) r <y lub z > y + 2 (diagram obok
) # <ylubz>y+2 (diag ) 15 95 35 45.55 65

b)z=ylubz>y+2 |
¢c) a+y<dHlubax+y=10 16 26 36 46 56 66

Termin kombinatoryka pochodzi z wydanej w 1666 r. rozprawy Gottfrieda

Wilhelma Leibniza Dissertatio de arte combinatoria.

1
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Th

12.

[p] 13.

14.

a) Pieciu posléw — trzech z partii X i dwdch z partii Y — zajmuje wspdlna
piecioosobowa lawe na sali sejmowej. Poslowie jednej partii siedza obok
siebie. Uzasadnij. ze sa 24 mozliwe sposoby zajecia miejsc przez poslow.
b) Siedmiu poslow — trzech z partii X i czterech z partii Y - zajmuje
wspolna siedmioosobowa lawe na sali sejmowej. Postanowili oni zajac¢ miej-
sca W ten sposob, ze zaden nie ma za sasiada posla ze swojej partii. Na ile
sposobow poslowie moga zasias¢ w lawie?

Grupa uczniow — czworo dziewczat i oSmiu chlopecow — zajmuje wspolny
dwunastomiejscowy rzad w kinie. Na ile sposobdéw uczniowie moga zajac
miejsca tak, aby:

a) dziewczeta siedzialy razem, b) chlopcey siedzieli razem.

W sklad rady uczniow wchodzi po dwoje przedstawicieli klas I1la, II1b,
IIIc. IVa i IVb. Na ile sposobéw mozna wybrac:

a) piecioosobowa delegacje tej rady,

b) pigcioosobowa delegacje tej rady tak, aby byl w niej przedstawiciel
kazdej klasy,

¢) piecioosobowa delegacje tej rady tak, aby przynajmniej jedna klasa byla
reprezentowana przez dwoje uczniow?

Do klubu golfowego nalezy 20 mezezyzn i 10 kobiet. Czlonkowie klubu
wybieraja przewodniczacego, wiceprzewodniczacego 1 sekretarza. Na ile
sposobéw moga dokona¢ wyboru tak, aby zostala wybrana przynajmniej
jedna kobieta?

W szufladzie znajduje sie 10 par rekawiczek, kazda para jest innego koloru.
Na ile sposobdéw mozna wyciagnac z szuflady 4 rekawiczki, aby wsrod nich
nie bylo ani jednej pary?

W konkursie kulinarnym wzielo udzial 12 par malzenskich. Do drugiego —
indywidualnego — etapu konkursu jury wybralo 8 oséb. Uzasadnij, ze jesli
wsrod wybranych oséb:

a) jest tylko jedna para malzenska, to takiego wyboru mozna dokonaé na
ponad 350000 sposobow,

b) sa dwie pary malzenskie, to takiego wyboru mozna dokonaé na ponad
220 000 sposobow.

W hostelu jest pie¢ pokojow o numerach od 1 do 5, ktdre informuja o liczbie
miejsc noclegowych w danym pokoju. Na ile sposobéw mozna rozlokowac
w tych pokojach 15 osob?

1.6. Kombinatoryka — zadania
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15.

16.

17.

18.

19.

W zapisie pewnej liczby wystepuja cyfry od 1 do 6, przy czym cyfra n
wystepuje dokladnie n razy, gdzie n € {1,2,...,6}. Z ilu cyfr sklada sie
ta liczba? Ile jest takich liczb?

Talia 52 kart sklada sie z 13 pikéw (#), 13 kieréw (9), 13 kar (#) i 13 tre-
fli (). Litery A, K, D. W oznaczaja figury: odpowiednio asa, kréla, dame
i waleta. W sklad talii wchodza karty wymienione ponizej.

Ad K& Dé [V () O Sd T (b d (6 36 26

A K@ D@ e 109 09 3@ 79 (@ @ 19 39 2@

A® K& D& Ve [10¢ 9¢ S5¢ 74 (¢ 54 14 3¢ 2¢

Ad Kd Do W 10k Ob S& T (G LHdb i 3& 24

a) 7 talii 52 kart wybrano jednego pika, jednego kiera, jedno karo oraz jed-
nego trefla. Wiadomo. ze wsrod wybranveh czterech kart nie ma dokladnie
trzech asow. Na ile sposobdéw mozna dokonad takiego wyboru?

b) Z talii 52 kart wybrano jednego asa, jednego kréla. jedna dame oraz
jednego waleta. Wiadomo, ze nie wybrano czterech kierow. Na ile sposobow
mozna dokona¢ takiego wybornu?

Z talii 52 kart wybieramy 13 kart. Oblicz, na ile sposobéw mozna dokonaé
wyboru tak, aby wsréd wybranych kart bylo 5 kierow oraz:

a) 8 trefli, b) 4 trefle, 3 kara i 1 pik.

Z talii 52 kart wybieramy 5 kart. Oblicz, na ile sposobdéw mozna dokonac
wyboru tak, aby wérdod wybranych kart:

a) byly dokladnie 3 karty jednego koloru, b) byla co najmniej 1 figura.

Z talii 52 kart wybieramy 13 kart. Na ile sposobow mozna wybra¢ karty
dokladnie dwéch koloréw?

W jednej z gier liczbowych nalezy skresli¢ 1123 |4 |58 |67
6 sposrod 49 liczb. Czy liczba mozliwych wy- g lol1ol11l12]13!14

e 0 |
boréw jest wieksza od 10000 0007 AR

Na ile sposobow mozna skreslic 6 liczb na 22 | 23|24 | 25 | 26 | 27 | 28
kuponie gry liczbowej takim jak przedsta-
wiony obok, jesli nie mozna skreslic 2 liczb
w tym samym wierszu?

20130131 32 33 |34|35
36 | 37 38 | 39 | 40 41 | 42
43 | 44 | 45 46 | 47 | 48 | 49

1. Rachunek prawdopodobieristwa



Dwadjkowy system liczbowy

Wszystkie operacje wykonywane przez komputery
sa realizowane w systemie dwojkowym (binarnym).
Do zapisywania liczb w systemie dwojkowym wy-

Zapis liczby w systemie

dziesietnym dwdéjkowym

korzystuje sie tyvlko cyfry 0 i 1. Kolejne pozycje 1 1
odpowiadaja kolejnym potegom liczby 2. Na przy- 9 10
klad liczba zapisana w systemie dwoéjkowym jako 5 i
10111 to:
101115y =1-204+0-25+1.2241-2141.20= - 109
=164+44+24+1=23 5 101
Uwaga. Indeks (2) bywa uzywany. aby zaznaczyc, ze ] 110
liczba zostala zapisana w systemie dwojkowym. . 111
Jesli cheemy liczbe podana w systemie dziesietnym 8 1000

zapisa¢ w systemie dwojkowym, to zaczynamy od 9 1001

przedstawienia jej jako sumy poteg liczby 2. Na

przykiad dla liczby 113 mamy:
113=64+32+16+1=1-2°4+1-2°41.2"4+1-2°

zatem liczba 113 zapisana w systemie dwojkowym to 1110001 .

10 1010

Dzialania w systemie dwojkowym wykonujemy analogicznie jak w systemie
dziesietnym. W wypadku dodawania nalezy pamietac, ze w systemie dwojko-
WYIIL 1(2] -+ 112} = 1”(3].

1. Zapisz w systemie dziesietnym liczbe podana w systemie dwojkowym.
a) 1011y b) 110104, ¢) 101010115,  d) 10000000001

2. Zapisz w systemie dwdjkowym liczbe podana w systemie dziesietnym.
a) 31 b) 36 c) T8 d) 150
3. Wykonaj dodawanie liczb zapisanvch w systemie dwéjkowym. Sprawdz
otrzymany wynik, przeprowadzajac obliczenia w systemie dziesietnym.
a) 1013 + 113 ¢) 111015 + 11110y,
b) 110112y + 10119, d) 101010105 + 111111y

4. Ile jest liczb, ktore w zapisie dwojkowym maja:
a) 10 cyfr,

b) 10 cyfr, a wsréd nich sa tylko cztery jedynki?

Dwioikowy system liczbowy
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1.7. Zdarzenia losowe

Rzut moneta czy rzut kostka to przyklady doswiadczen losowych, ezyli takich
doswiadczen, ktorych wyniku nie mozemy przewidzie¢. W przypadku jedno-
krotnego rzutu moneta mozliwe wyniki to orzel lub reszka. W przypadku
jednokrotnego rzutu kostka mamy szes¢ mozliwych wynikow: 1, 2, 3, 4, 5 lub
6 oczek.

Poszezegolne wyniki doswiadezenia losowego nazywamy zdarzeniami elemen-
tarnymi, a ich zbior — przestrzenia zdarzen elementarnych lub krotko prze-
strzenia. Zgodnie z tradycja przestrzen zdarzen elementarnych oznaczamy
grecka wielka litera omega (£1), a pojedyncze zdarzenia elementarne — mala
litera omega (w).

Przyktad 1

a) Przestrzen zdarzen elementarnych rzutu moneta: 2 = {o,r}, gdzie o ozna-
cza otrzymanie orla, a r — reszki.

b) Przestrzen zdarzen elementarnych rzutu kostka: Q = {1,2,3,4,5.6}.

¢) Przestrzenia zdarzen elementarnych w dos$wiadczeniu polegajacym na rzu-
cie najpierw moneta, a nastepnie kostka jest zbior:

Q= {{U? 1}-. (G, 2)-. (Uf 3) (0'- 4)1 (Os 5): (O* ﬁ)v ('f', 1): (’ 2)? (""? 3}1 ('r-. al)_, (Ta 5}? ("'v 6)}

Cwiczenie 1

Z urny zawierajacej trzyv kule ponumerowane 1, 2 i 3 losujemy jedna kule,
a nastepnie druga. Numery kul zapisane w kolejnosci losowania tworza liczbe
dwucyfrowa. Podaj przestrzen zdarzen elementarnych. jesli:

a) wylosowanej kuli nie zwracamy do urny (losowanie bez zwracania),
b) wylosowang kule zwracamy do urny (losowanie ze zwracaniem).
Definicja
Zdarzeniem losowym nazywamy dowolny podzbior przestrzeni zdarzen ele-
mentarnych £2.

Zdarzenia losowe, zwane krotko zdarzeniami, bedziemy oznaczac¢ wielkimi li-

terami: A, B, C itd.

Zbior ) nazywamy zdarzeniem pewnym, natomiast zbior pusty nazywamy
zdarzeniem niemozliwym. Elementy zdarzenia A nazywamy wynikami sprzy-
jajacymi zdarzeniu A.

1. Rachunek prawdopodobieristwa



Przykiad 2

Rzucamy raz kostka. Rozpatrzmy zdarzenia:
A — wypadla parzysta liczba oczek,

B — wypadla liczba oczek wicksza od 8,

C' — wypadla liczba oczek mniejsza od 7.

Przestrzenia zdarzen elementarnych jest zbior € = {1,2.3,4.5,6}.
Zdarzeniu A sprzyjaja wyniki 2, 4, 6, zatem A = {2,4,6}.
Zdarzenie B jest zdarzeniem niemozliwym, a C' — zdarzeniem pewnym.

Cwiczenie 2

Rzucamy dwa razy kostka. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom:
A — suma otrzymanych oczek jest mniejsza od 4.

B — iloczyn otrzymanych oczek jest podzielny przez 10.

Cwiczenie 3

Rzucamy cztery razy moneta. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom:
A — wypadly co najwyzej dwie reszki,

B — wypadly dokladnie dwie reszki.

Zdarzenia losowe sa zbiorami, zatem mozemy na nich wykonywac takie same
dzialania jak na zbiorach.

Niech A, B C ).

Suma zdarzen A i B nazywamy zdarzenie AU B,
ktoremu sprzyjaja wszystkie zdarzenia elementarne

sprzyjajace zdarzeniu A lub zdarzeniu B i tvlko one.

Iloczynem zdarzen A i B nazywamy zdarzenie
AN B, ktoremu sprzyjaja wszystkie zdarzenia
elementarne sprzyjajace jednoczesnie zdarzeniu
A i zdarzeniu B i tylko one.

Réznica zdarzen A i B nazywamy zdarzenie A\ B,
ktoremu sprzyjaja wszystkie zdarzenia elementarne
sprzyjajace zdarzeniu A oraz niesprzyjajace zdarze-

niu B i tylko one.

Mowimy, ze zdarzenia A 1 B sa rozlaczne lub wykluczaja sie, jesli czescé
wspélna AN B tych zdarzen jest zdarzeniem niemozliwym (AN B = ().

Zdarzenie A = Q\ A nazywamy zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A.
Zauwaz, ze ANA' =0 oraz AUA =Q,.

1.7. Zdarzenia losowe
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Cwiczenie 4

Rzucamy trzy razy moneta. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom:

A — orzel wypadl co najwyzej raz. D — wypadly same orly.

B — co najmniej raz wypadla reszka, F - wypadlo wiecej orlow niz reszek.
C — reszka wypadla dokladnie dwa razy,

Wskaz pary zdarzen wykluczajacych sie oraz pary zdarzen przeciwnych,

Uwaga. Jesli wszystkie elementy zdarzenia A nalezg do zdarze-
nia B, to méwimy, ze zdarzenie A zawiera sie w zdarzeniu B, B
co zapisujemy A C B.

Zauwaz, ze jeSli AC B,to ANB=A. AUB=BiA\B=.

Zadania

1. Rzucamy trzy razy kostka. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom:
A — suma wyrzuconych oczek jest rowna 17,
B — suma wyrzuconych oczek jest nie wieksza niz 6.
C' - iloczyn wyrzuconych oczek jest réwny 36.

2. 7 urny, w ktorej sa trzy kule ponumerowane 12, 13 i 14, losujemy bez
zwracania dwie kule. Ktore z ponizszych zdarzen jest zdarzeniem pewnym,
a ktore — niemozliwym?
A — obydwie wylosowane liczby sa nieparzyste
B — suma wylosowanych liczb jest liczba pierwsza
C - suma wylosowanych liczb jest réwna co najwyzej 24
D — jedna z wylosowanych liczb jest parzysta

3. Rzucamy dwa razy kostka. Rozpatrzmy zdarzenia:
A — pierwsza wyrzucona liczba jest nie mniejsza od drugiej,
B — wsrod wyrzuconych liczb sa liczba parzysta i liczba nieparzysta.
Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom A’ i B'. Sprawdz, czy zachodza
zaleznoéci: AUB=Q, AUB=B, A\B=PH, B' C A.

4. 7 urny, w ktorej jest pie¢ kul ponumerowanych od 1 do 5, losujemy kolejno,
bez zwracania, dwie kule.
a) Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom:
A — za drugim razem wylosowano liczbe parzysta,
B — iloczyn wylosowanych liczb jest rowny 4,
C' — pierwsza wylosowana liczba jest mniejsza od drugiej.

b) Wyznacz zdarzenia: AUB, ANB, BNCiANBNC.

1. Rachunek prawdopodobieristwa



Czestos¢ zdarzen

Rzucamy n razy monetg. Jesli k razy wypadnie orzel, to mowimy, ze czestosé
otrzymania orla wynosi :—r W tabeli i na wykresie podano czestos¢ wyrzucenia
orla podczas pewnego eksperymentu.

Liczba wykonanych rzutéw n = 10 20 30 | 40 50 60 70 | 80 90 100

Liczba otrzymanychoriow & = 3 | 12 | 17 | 20 | 26 | 29 | 33 | 39 | 45 51

ngstﬂéf‘% 03 06 057 0,5 0,520,48|0,47(0,49| 0,5 (0,51
_|czestosé wyrzucenia orla
Zwroé uwage, ze dla duzej liczby 0,6 T G s R
- . : ) e e P ot T Pl I S L
rzutéw czestosé otrzymania orta ”‘: S AR A
0.4/

oo " liczba wykonanych rzutéw
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

jest bliska 3.

W ponizszej tabeli przedstawiono wyniki eksperymentow polegajacych na rzu-
cie moneta, przeprowadzonych przez Francuza Georges'a Louisa Leclerca de
Buffona [czyt. Zzorza luisa leklerka de bufona] (1707-1788) i Anglika Karla
Pearsona [czyt. pirsona] (1857-1936).

Liczba rzutow Liczba orlow Czestosc
G.L.L. de Buffon 4040 2048 0,5069
K. Pearson 12000 6019 00,5016
K. Pearson 24000 12012 0,5005

1. Wykonaj 100 rzutéw moneta. Podaj otrzymana czestosé wypadniecia orla.

2. Wykonaj 100 rzutow kostka. Sprawdz, czy czestosc¢ otrzymania szostki jest

bliska é

3. Wykonaj 30 rzutéw dwiema kostkami. Za kazdym razem zapisz, czy suma
wyrzuconych oczek jest parzysta, czy nieparzysta. Podaj czestosc, z jaka
wystepowala parzysta liczba oczek.

W 1733 r. de Buffon sformulowal problem, zwany pozniej

problemem igly Buffona, polegajacy na obliczeniu praw-

dopodobienstwa tego, ze igla o dlugosci [, rzucona na pod-
loge podzielona liniami réwnoleglymi odleglymi o d, spad-
nie na linie. Rozwiagzanie tego problemu, podane przez

Buffona w 1777 r., pozwala wyznaczy¢ przyblizona war-

tos¢ liczby m metodami rachunku prawdopodobienstwa.

Czestodd zdarzern 39 IS



I 40

1.8. Prawdopodobienstwo klasyczne

Gdy rzucamy kostka, mozemy otrzymac jeden z wynikéw nalezacych do zbioru
Q= {1,2,3,4,5,6}. Przyjmujemy, ze kostka jest symetryczna (upada na kazda
Scianke rownie czesto), zatem szansa otrzymania ktoregokolwiek wyniku jest
rowna [—l. Rozpatrzmy zdarzenie polegajace na wyrzucenin parzyste] liczby
oczek. Zauwazmy, ze zdarzeniu temu sprzyjaja trzy wyniki: 2, 4 i 6. Zatem

szansa zajscia tego zdarzenia jest réwna f — %

Jezeli wszystkie wyniki doswiadczenia zdarzaja sie réwnie czesto, mowimy, ze
mamy do czynienia z prawdopodobienstwem (schematem) klasycznym. W ta-
kiej sytuacji prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A zawartego w prze-
strzeni 2 okreslamy nastepujaco:

Definicja

Jezeli 1 jest zbiorem skonczonym i niepustym, to prawdopodobienstwem

zdarzenia A C (2 nazywamy liczbe:
P(A) =

ol e

Przykiad 1
Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania sumy oczek wiekszej od 10 w dwu-
krotnym rzucie symetryczna kostka.

Q={(1,1),(2,1),(3,1),(4,1),(5,1), (6,1), Przestrzen zdarzen elemen-
(1,2),(2,2), (J 2) (4,2),(5,2),(6,2), tarnych ma 36 elementow:
(1,3).(2,3),(3,3).(4,3),(5,3).,(6,3). 0 — 36
(1,4),(2,4),(3,4),(4,4),(5,4),(6,4),

(1 5),(2,5),(3,5),(4,5),(5,5),(6,5),
(1,6),(2,6).(3.6),(4.6),(5,6),(6,6)}

Zdarzenie, ktorego prawdopodobienstwo checemy obliczyé, to zdarzenie:
A={(5,6),(6,5),(6,6)}, stad A =3
3 1

Zatem P(A) =

T 36 T3

A=l

==
|

Cwiczenie 1
Rzucamy dwukrotnie symetryczna kostka. Oblicz prawdopodobienstwo otrzy-
mania:

a) sumy oczek mniejszej od 5, b) parzystej sumy oczek.

1. Rachunek prawdopodobieristwa



Przykiad 2

Rzucamy trzykrotnie symetryczna kostka i zapisujemy liczbe, ktorej kolej-
nymi cyframi sa otrzymane liczby oczek. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze
wszystkie cyfry tej liczby sa nieparzyste.

Przestrzen zdarzen elementarnych ) jest zbiorem wszystkich trzyelemento-
wych wariacji z powtérzeniami zbioru {1.2.3,4.5.6}.

Stad Q2 = 6% = 216.

Rozpatrujemy zdarzenie losowe A, ktérego elementami sa wszystkie trzyele-

mentowe wariacje z powtérzeniami zbioru {1,3,5}.

Stad A=3=2

il

27

Zatem P(A) = = = 56 =

o[ [N
I
o | =

Cwiczenie 2

Rzucamy czterokrotnie symetryczna kostka i zapisujemy liczbe, ktorej kolej-
nymi cyframi sa otrzymane liczby oczek. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze
otrzymana liczba jest podzielna przez: a) 5, b) 4.

Przykiad 3
Z urny, w ktorej sa 3 kule zielone 1 5 kul niebieskich, losujemy jednoczesnie
2 kule. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania kul tego samego koloru?

(1 jest zbiorem dwue]mnﬂttt-uwy{:h kombinacji zbioru osmioelementowego.

Zatem ) = ( Y= 2I o = 28.

Szukamy prawdopodobienstwa zdarzenia polegajacego na wylosowaniu 2 kul
zielonych lub 2 kul niehieskich:

_(5)_1_() 2|1r 2151_3_1_1[}_&1‘5

13

Zatem P(A) = = = ==

ol | :n-ll

Cwiczenie 3

Z urny, w ktorej jest 8 kul bialych i 4 czarne, losujemy jednoczesnie 4 kule.
Oblicz prawdopodobiefistwo tego. ze wsrod wylosowanych kul:

a) beda kule tylko jednego koloru, ¢) beda 3 kule czarne i 1 biala,

b) beda 2 kule biale i 2 czarne, d) beda co najmniej 3 kule biale.

1.8. Prawdopodobienstwo klasyczne
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Zadania

L

Rzucamy cztery razy symetryczna moneta. Rozpatrzmy zdarzenia:

A — wypadly co najmniej trzy orly,

B — liczba orlow jest rowna liczbie reszek,

C' - wypadla parzysta liczba reszek.

Ktore z tych zdarzen jest najbardziej prawdopodobne?

Rzucamy dwukrotnie symetryczna kostka. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze:

a) liczba oczek otrzymana w drugim rzucie jest o 2 wigksza od liczby oczek
otrzymanej w pierwszym rzucie,

b) liczby oczek otrzymane w obu rzutach réznia sie co najwyzej o 1.

Rzucamy trzykrotnie symetryezna kostka. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze otrzymane kolejno liczby oczek tworza ciag:

a) geometryczny, b) arytmetyczny.

Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania sposrod wszystkich liczb dwu-
cyfrowych liczby, ktérej suma cyfr jest réwna: a) 11, b) 6.

Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania sposrod wszystkich liczb trzy-
cyfrowych liczby, ktorej suma cyfr jest rowna: a) 2, b) 3.

Winda zatrzymujaca sie na 6 pietrach jada 4 osoby. Oblicz prawdopodo-
bienstwo tego. ze:

a) kazda osoba wysiadzie na innym pietrze,

b) wszyscy wysiada na tym samym pietrze.

Dziesie¢ kul rozmieszczamy w dziesieciu szufladach (kule i szuflady rozroz-
niamy). Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze kazda szuflada bedzie zajeta.

Z urny, w ktorej jest 6 kul bialych 1 4 ezarne, losujemy jednoczesnie 8 kul.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w urnie zostana:

a) tvlko kule biale, b) kule réznych kolorow.

Z urny. w ktorej znajduje sie 7 kul bialych i 5 czarnych, losujemy jednoczes-
nie 3 kule. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wsrod wylosowanych kul:

a) beda 2 kule czarne i 1 biala, ¢) beda tylko kule biale,

b) beda 2 kule biale i 1 czarna, d) beda kule biala i czarna.

1. Rachunek prawdopodobieristwa
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10.

a) Na loterii jest 40 losow, w tym 4 wygrywajace. Kupujemy 2 losy. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze wérod nich bedzie dokladnie 1 los wygrywa-
jacy.

b) Na pierwszej loterii jest 10 loséw, w tym 1 wygrywajacy, a na dru-
giej — 20 losow, w tym 2 wygrywajace. Na ktorej loterii szanse wygrania
sa wieksze, jesli kupujemy 2 losy?

11. W dwudziestoosobowej klasie, w ktorej jest 8 dziewczat, rozlosowano 6 bi-
letow do kina. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze bilety otrzyma:
a) dokladnie troje dziewczat, b) co najmniej troje dziewczat.

12. Z worka, w ktorym jest 5 par butow, wyjmujemy losowo 2 buty. Ob-
licz prawdopodobienstwo wyciagniecia butow tworzacych pare. lle razy
zwiekszy sie¢ prawdopodobienstwo wyciagniecia pary, jesli bedziemy loso-
wac 3 buty?

13. Egzamin sklada sie z 10 pytan, na ktoére mozemy odpowiedzie¢ .tak” lub
wnie”. Oblicz prawdopodobienstwo zdania egzaminu, jesli odpowiedzi po-
dajemy losowo i aby zda¢, musimy odpowiedzie¢ poprawnie na co najmniej:
a) 9 pytan, b) 7 pytan.

14. 7 talii 52 kart losujemy bez zwracania trzy karty. Oblicz prawdopodobien-
stwo wylosowania: a) samych aséw, b) dwdch asow i krola.

15. 7 talii 52 kart losujemy bez zwracania cztery karty. Oblicz prawdopodo-
bienstwo wylosowania:

a) dwoch kieréw, pika i trefla, ¢) co najwyzej jednego asa,
b) co najmniej trzech kroli, d) co najmniej jednej damy.
16. W urnie jest 6 kul biatych i pewna liczba kul czarnych. Losujemy dwa razy

bez zwracania po jednej kuli. Prawdopodobienstwo wylosowania dwéch kul
bialych jest rowne l} Ile kul czarnych znajduje sie w tej urnie?

Klasyezna definicje prawdopodobienstwa precyzyjnie
sformutowal francuski matematyk, fizvk i astronom
Pierre Simon de Laplace [czyt. pier sima de laplas]
(1749-1827). Zamiescil ja w dziele Théorie analytique
des probabilités (Analityczna teoria prawdopodobien-
stwa), wydanym w 1812 r. Od 1785 r. Laplace byl
czlonkiem Akademii Nauk w Paryzu.

1.8. Prawdopodobienstwo klasyczne
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1.9. Wiasnosci prawdopodobienstwa

Sformulujemy teraz definicje prawdopodobienstwa pozwalajaca rowniez opi-
sywac sytuacje, w ktorych zdarzenia elementarne nie sa jednakowo prawdo-
podobne.

Definicja

Prawdopodobienstwem nazywamy funkcje P okreslona na skonczonym
zbiorze zdarzen elementarnych §) o wartosciach rzeczywistych spelniajaca
nastepujace warunki:

1. 0 < P(A) <1 dla dowolnego A C €2,

2. Plly=01 P2)=1,

3. P(AU B) = P(A)+ P(B) dla dowolnych zdarzen roztacznych A, B C (.

Liczbe P(A) nazywamy prawdopodobienstwem zdarzenia A.

Przyktad 1

Pewna niesymetryczna kostke poddano testowi, wykonujac dluga serie rzutow.

W tabeli podano w procentach czestos¢ wystepowania danych liczb oczek.
Liczba oczek 1 2 3 4 D 6
Czestos¢ wystepowania 12,5% | 12,6% | 12,6% 25% 12,5% 25%

Zwroemy uwage, ze czestosé wystepowania nie jest taka sama dla wszystkich
wynikow. Na tej podstawie mozna przyjac dla testowanej kostki nastepujace
prawdopodobienstwa pojawienia sie danych liczb oczek.

Liczba oczek 1 2 3 4 6

o

Prawdopodobienstwo 11 11

G ol [

1 1 1
Niech A oznacza wyrzucenie parzystej li('rhv U('?ek a B - liczby oczek wiekszej
od 2. Wowczas: P(A) = P({2,4,6}) = + + & —I— 1=2

P(B) = P({3,4,5,6}) = -+ + +3=15

Prawdopodobiefistwo na skoficzonym zbiorze 2 = {w;,wa,....w,} czasami
okresla sie, podajac prawdopodobiefistwo kazdego ze zdarzen elementarnych.
Dla kazdego ze zdarzen w;. gdzie i = 1,2,....n, podaje sie liczbe nieujemna p;
tak, aby spelniony byl warunek: p; +ps + ... + p, = 1 (jak w przykladzie 1).
Mowimy wtedy, ze na zbiorze €1 zostal okreslony rozklad prawdopodobien-
stwa. Wowcezas prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A C (2 jest suma
prawdopodobienstw zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzenin A.

1. Rachunek prawdopodobieristwa



Twierdzenie

Niech P bedzie prawdopodobienstwem okreslonym na zbiorze €.
Wéwezas dla dowolnych zdarzen A, B C €, jesli A C B, to P(A) < P(B).

Dowod

Jesli AC B,to B=AU(B\ A). Zbiory A i B\ A sa rozlaczne, wiec:
P(B)=P(AU(B\ A) =P(A)+P(B\ A

Stad P(A) < P(B), poniewaz P(B\ A) = 0.

Twierdzenie

Niech P bedzie prawdopodobienstwem okreslonym na zbiorze (2.
Wéwezas dla dowolnego zdarzenia A € Q: P(A') =1 — P(A).

Uwaga. Prawdopodobienstwo klasyczne spelnia warunki prawdopodobienstwa zdefi-
niowanego w tym temacie.

Cwiczenie 1
Udowodnij powyzsze twierdzenie.

Uwaga. W dalszyvm ciggu podrecznika dla rzutu kostka (moneta) bedziemy przyjmo-
wad, ze kostka (moneta) jest symetryczna, czyli ze wszystkie Scianki (orzel lub reszka)
wvpadajg z takim samymn prawdopodobienstweimn, chyba ze zaznaczono, ze jest inaczej.

Przykiad 2
Rzucamy trzykrotnie moneta. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze przynaj-
mniej raz wypadnie orzel.

Zauwazmy, ze €} = 8. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na otrzymaniu
przynajmniej jednego orla w trzech rzutach. Rozpatrzmy zdarzenie A" prze-
ciwne do zdarzenia A. Polega ono na wyrzuceniu samych reszek: A'={(r,r,7)}.

Zatem A’ =1, czyli P(A') = % =1.Stad P(A)=1—-P(A)=1-3=1
Cwiczenie 2

a) Rzucamy czterokrotnie moneta. Oblicz prawdopodobiefistwo tego. ze przy-
najmniej raz wypadnie reszka.

b) Rzucamy trzykrotnie kostka. Oblicz prawdopodobienistwo tego. ze przynaj-
mniej raz otrzymamy 6 oczek.

Cwiczenie 3

Rzucamy dwukrotnie kostka. Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen:

A - suma oczek, ktore wypadna w obydwu rzutach, jest rowna co najmniej 4,
B — iloczyn oczek, ktore wypadna w obydwu rzutach, jest mniejszy od 25.

1.9. Wiasnodei prawdopodobienstwa
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Twierdzenie

Niech P bedzie prawdopodobienstwem okreslonym na zbiorze (2. Wowcezas
dla dowolnych zdarzen A, B C 2:

P(A\ B) = P(A) — P(AN B)

Dowdd

Dla dowolnych A, B C 2 mamy:
A=(A\ B)U (AN B), wiec:
P(A) = P(A\ B)+ P(An B),

astad P(A\ B) = P(A) — P(AnN B).

Zauwaz, ze zbiory A\ B oraz
A B sa rozlaczne.

Cwiczenie 4

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A\ B, jesli:
a) P(ANB) = 3, P(4) = 3, b) BC A, P(A) =2, P(B)=t.
Cwiczenie 5

Sposrod wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych wybieramy losowo jedna.
Rozpatrzmy zdarzenia:

A — wylosowana liczba jest podzielna przez 3.

B — wylosowana liczba jest podzielna przez 4.

Oblicz prawdopodobiefistwa zdarzen A\ B, B\ A.

Twierdzenie

Niech P bedzie prawdopodobiefistwem okreslonym na zbiorze £2. Wowcezas
dla dowolnych zdarzen A, B C ()

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Dowod

Dla dowolnych A, B € {2 mamy:

AUB=(A\ B)U B, wiec:

P(AuUB)=P((A\B)UB)= P(A\ B)+ P(B) =
= P(A) — P(AN B) + P(B).

Lauwaz, ze zhiory A\ B oraz
— ; B sa rozlaczne.
Cwiczenie 6

Oblicz prawdopodobienstwo sumy zdarzen A, B C €2, jesli:
a) P(A)=42, P(B)= ;’;, P(ANnB) =

27 T
b) P(A)=2, P(B)=2<, P(ANB) =1,
z,

¢) P(A)=1I, P(B)=2, P(ANB)=1.

L=
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Zadania

s

10.

Oblicz prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen A, B C (2, jesli:
a) P(A)=2, P(B)=1%, P(AUB) =4,
b) P(A) = 1—

3 i
2, P(B)=1, P(AUB)=
Oblicz prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen A, B C (2, jesli:
a) P(A') =04, P(B')=0_85 P(AUB)=10,7,
P(A\B)=04, P(B\A) =01, P((AuUB))=0,25.

Uzasadnij, ze jesli BC A C , to P(A\ B) = P(A) — P(B).

Niech A, B C 2. Oblicz pI‘ﬂW’{lﬂpDd{}hif‘-flﬁtwﬂ roznicy zdarzen A\ B, jesli:
a) P(ANB) =3 i P(A) = b) P(AUB) =& i P(B) =

0 J.[}

Przeczyta) podany w ramce przykiad.

Czy zdarzenia A, B C Q moga sie wykluczaé, jesli P(A) = i P(B) = 27

Zalozmy, ze zdarzenia A 1 B sie wykluczaja. ﬂ’éwc'za'-;'
_ S I .
P(AUB)=P(A)+ P(B)=3+: = m > 1

Otrzymalismy sprzecznosc, zatem zdarzenia te nie moga sie wykluczac.

Czy zdarzenia A, B C () moga sie wykluczac¢?
a) P(A)=32, P(B)=1 b) P(A)=2, P(B)=1

o

Czy zdarzenia A i B moga si¢ wykluczaé, jesli wiadomo, ze P(AU B) =
P(A\B)=3, P(B\ 4) =1

T
3

a) Wykaz, ze jesli P(A) = &, P{B)
b) Wykaz, ze jesli P(4) = P(B) =

o=
5

5. to P(AUB) <
. to P(ANB) > 3.

i ||

Rzucamy dwukrotnie kostka. Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen:
A — w obu rzutach otrzymano parzysta liczbe oczek lub obie otrzymane
liczby oczek sa wigksze od 3,

— iloczyn liczb otrzymanych oczek jest nieparzysty lub wickszy od 24.

Losujemy jedna liczbe sposréd liczb 1,2, 3,...,100. Oblicz prawdopodo-
bienstwo tego, Ze liczba ta jest podzielna przez: a)2lub 3, b) 3 lub 7.

Losujemy jedna liczbe sposrod liczb 1.2.3,....200. Oblicz prawdopodo-
bienstwo tego, ze liczba ta nie jest podzielna ani przez 2, ani przez 5.

1.9. Wiasnodei prawdopodobienstwa
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11. Korzystajac z podanych w ramce réwnosei, oblicz
Prawa de Morgana

(AUB)Y = AN B

prawdopodobienstwo zdarzenia:

a) A'NB, jedli P(ANB) =1, P(A) =1,

P(B) = ¢, (ANB) =AUB
b) AUB', jedli AC B, P(B) =2, P(B\A) = 1.

12. Niech A, B C (). Korzystajac z praw de Morgana, oblicz P(A"U B') oraz
P(A'NB'), jesli P(A") = ]J’- P(B') = TT—_; oraz P(ANB) = 3.
@ 13. Niech A, B C ). Uzasadnij, ze jesli P(A) = P(B) = 3, to:

P(ANB) = P(A'N B

1
g

14. Rzucamy dwukrotnie kostka. Zdarzenie A polega na tym, ze w kazdvm
rzucie otrzymamy inna liczbe oczek, a zdarzenie B — ze ani razu nie otrzy-

mamy szostki. Oblicz P(A'"U B') i P(A'Nn B’).

15. W pewnej grupie uczniow kazdy zna jezyk angielski lub niemiecki. Wia-
domo, ze prawdopodobienstwo wylosowania z tej grupy ucznia znajacego
jezyk angielski jest rowne %._ natomiast prawdopodobienstwo wylosowania
ucznia znajacego jezyk niemiecki jest réwne é Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze losowo wybrany uczen zna obydwa jezyki.

16. W ankiecie przeprowadzonej wérod 200 uczniow klas czwartych pewnego
liceum otrzymano nastepujace wyniki:

» matematyke lubi 100 uczniow,

o historie lubi 90 uczniow,

» biologie libi 35 uczniow.,

« matematyke 1 historie lubi 25 uczniow,

« matematyke i biologie lubi 15 uczniow,

» historie i biologie lubi 20 uczniow,

« matematyke, historie i biologie lubi 5 uezniow.

Przerysuj do zeszytu diagram przedstawiony

obok i go uzupelnij. Oblicz prawdopodobien-

stwo tego. ze losowo wybrany uczen nie lubi

zadnego z wymienionych przedmiotow.

17. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania ze zbioru {1,2,3,...,100} liczby
podzielnej przez 3, 4 lub 7. Skorzystaj z ponizszego wzoru na prawdopo-
dobienstwo sumy trzech zdarzen:

P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C)+
— P(ANB) - P(ANC)— P(BNC)+ P(ANBNC)
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Rozktad prawdopodobienstwa

W tabeli obok przedstawiono rozklad

o we| 1| 28|45 6
prawdopodobienstwa dla rzutu symetrycz- o T T T B
na kostka. Zwrdcé uwage, ze wszystkie zda- Pil s | 6|5 |8 |5 |®
rzenia elementarne sa jednakowo prawdo-
podobne.

1. W tabeli obok przedstawiono rozklad el 1 1203456
prawdopodobienstwa dla doswiadcze- o T T i e
Bl s |65 |15 3|6 |18

nia polegajacego na jednokrotnym

rzucie niesymetryczna kostka. Oblicz prawdopodobienstwo wyrzucenia nie-
parzyste] liczby oczek w tym doswiadczeniu.

Na sciankach symetrycznej kostki znajduja sie nastepujace liczby oczek:
1, 2, 3. 4, 5, 5. Podaj rozklad prawdopodobienstwa dla rzutu ta kostka.

Rzucamy raz niesymetryczna kostka. | 1 |2 3l4)|5 |6
Przerysuj do zeszytu i uzupelnij tabele = 11 VR
8 |30 | 3 | T U

przedstawiajaca rozklad prawdopodo-
bienstwa dla rzutu ta kostka, jesli prawdopodobienstwo otrzymania 6 oczek
jest dwa razy wieksze od prawdopodobienstwa otrzymania 5 oczek. Oblicz
prawdopodobienstwo otrzymania parzystej liczby oczek.
Rzucamy dwiema symetrycznymi kostkami. Uczniowie A 1 B, opisujac
doswiadczenie polegajace na badaniu sumy wyrzuconych oczek, okreslili
przestrzen {2 jako zbior wszystkich mozliwych sum:

Q= 1{2,3:4,6,6,7,8,9,10,11,12}
Ueczniowie podali nastepujace rozktady prawdopodobienstwa.

Rozklad podany przez ucznia A:
Wy 2 3 4 5 6 7 8 9 10| 41 | 12
1

: P 5 i % 1 1 ! 5
Pi A6 18 12 9 36 i 36

Rozklad podany przez ucznia B:

-
=

Wi 2 3 4 ) 6 T 8 9 11 12

: = i A iy A = 5
Pi 11 11 11 11 11 11

L L L L

1 11 11 11 11

l_.

—

Ktoéry z podanych rozkladéw nalezaloby wzia¢ pod uwage przy szacowaniu
wynikéw powyzszego doswiadczenia wykonanego wiele razy?

Rozklad prawdopodobienstwa
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*1.10. Prawdopodobienstwo warunkowe

Przykiad 1

Rzucamy dwa razy kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego. ze suma otrzy-
manych oczek:

a) jest rtowna 11,  b) jest rowna 11, jesli w pierwszym rzucie wypadlo 5 oczek.

a) Q=1{(1,1),(1,2),(1,3),....(6,6)}, zatem Q = 36.
Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wyrzuceniu sumy oczek rownej 11.
Zdarzeniu A sprzyjaja dwa wyniki: (5,6) i (6,5), zatem P(A) = & = .

b) Niech B bedzie zdarzeniem polegajacym na wyrzuceniu 5 oczek w pierw-
szym rzucie: B = {(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6)}. Spoérdd tych zda-
rzen elementarnych jedynie wynik (5,6) daje sume oczek réwna 11. Mozemy
to zapisa¢ nastepujaco: AN B = {(5,6)}. Zatem szukane prawdopodobiefistwo

jest rowne:

I

inB 1
B G
Wyrzucenie 5 oczek w pierwszym rzucie zwieksza wiec szanse uzyskania sumy

11 oczek w obvdwu rzutach kostka.

Prawdopodobienstwo zdarzenia A, gdy wiemy, ze zaszlo zdarzenie B, nazy-
wamy prawdopodobienstwem warunkowym i oznaczamy P(A|B). Zauwaziy,

ze w schemacie klasycznym mamy P(A|B) = %ﬁ
Zatem: p—
_7AnB _ &% _ panp)
FlAB) =5~ B P(B)
o
Definicja

Niech A, B € Qi P(B) > 0. Prawdopodobiefstwo zdarzenia A pod wa-
runkiem, ze zaszlo zdarzenie B, okreslamy wzorem:
P(ANB)

P(A|B) = =55,

Cwiczenie 1

Rzucamy dwukrotnie kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze suma wy-
rzuconych oczek:

a) jest mniejsza od 10,

b) jest mniejsza od 10, jesli w pierwszym rzucie wypadlo 5 oczek,

¢) jest mniejsza od 10, jesli w pierwszym rzucie wypadlo 1 oczko.
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Cwiczenie 2
Rzucamy dwukrotnie kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze suma wy-
rzuconych oczek:

a) jest parzysta,
b) jest parzysta, jesli w pierwszym rzucie wypadly 3 oczka.

¢) jest parzysta, jesli w pierwszym rzucie wypadly 4 oczka.

Przykiad 2
Niech A, B C Q2. Wykaz, zZe jes§li P(B) > 0, to P(A’|B) =1— P(A|B).

Zauwazmy, ze AN B =B\ (AN B).

Zatem: — P AnE
— —_— NANB) _ P(B)-P(ANB) _
1 ~BlAB)=1 P(B) P(B) -
_ P(B\(ANB)) _ P(A'NB) _ p 41 “ 0
o P(RB)  P(B) P(A'|B).

Cwiczenie 3

Rzucamy trzema kostkami. Oblicz prawdopodobienstwo tego. ze wypadnie:
a) co najmniej jedna szostka,

b) co najmniej jedna szostka, jesli na kazdej kostce wypadla inna liczba oczek,
¢) co najmnie]j jedna szostka, jesli na kazdej kostce wypadla taka sama liczba
oczek.

Cwiczenie 4
Niech 4,B C Qi 0 < P(B) < 1. Wykaz, ze jesli P(A|B) = P(A|B'), to
P(AN B) = P(A) - P(B).

Przykiad 3
W urnie jest 7 kul niebieskich i 4 czerwone. Losujemy z niej kolejno dwie
kule bez zwracania. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu za
drugim razem kuli czerwonej, a B — na wylosowaniu za pierwszym razem kuli
niebieskiej. Oblicz P(A|B).

Drzewo obok jest ilustracja tego doswiadezenia.

Jesli za pierwszym razem wyciagnelismy kule nie- z 4
bieska, to w urnie pozostalo 6 kul niebieskich i 4

czerwone. Zatem:

N
4 2
P(AIB)=5=% 3 4 5 r
" 10 10 10 10
Galaz zaznaczona kolorem czerwonym przedsta-

wia ten etap doswiadczenia, ktory nas interesuje. N C N C

1.10. Prawdopodobieristwo warunkowe
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Cwiczenie 5

Z urny, w ktorej jest 5 kul bialych i 7 czarnych, losujemy kolejno dwie kule bez
zwracania. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu za drugim
razem kuli czarnej. B, — na wylosowaniu za pierwszym razem kuli bialej, By -
na wylosowaniu za pierwszym razem kuli czarnej. Oblicz P(A|B,) i P(A|B,).
Umies¢ obliczone prawdopodobienstwa na odpowiednim drzewie.

Zadania

W urnie sa cztery kule biale oznaczone numerami 1, 2, 3, 4, trzy kule czarne
oznaczone munerami 1, 2, 3 oraz jest szesé¢ kul niebieskich oznaczonych
numerami 1, 2, 3, 4, 5, 6. Losujemy jedna kule. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze:

a) jest to kula o numerze parzystym, jesli wiemy, ze wylosowalismy kule
biala.,

b) jest to kula biala, jesli wiemy, ze wylosowalismy kule o numerze parzy-
stym.

Rzucamy trzy razy kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:
a) suma oczek jest rowna 13, jesli w drugim rzucie wypadly 3 oczka,

b) zaréwno w drugim, jak i w trzecim rzucie wypadla nieparzysta liczba
oczek, jesli suma oczek w trzech rzutach byla rowna 6.

Z urny, w ktorej sa kule ponumerowane od 1 do 9, losujemy kolejno dwie
kule bez zwracania. Numery wylosowanych kul, zapisane w kolejnosci lo-
sowania, tworza liczbe dwucyfrowa. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze
jest to liczba podzielna:

a) przez 3,

b) przez 3. jesli pierwsza z wylosowanych liczb jest 1,

c) przez 3, jesli pierwsza z wylosowanych liczb jest 6.

Rzucamy dwa razy kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wypadla
co najmniej raz szostka, jesli wiadomo, ze:

a) suma oczek, ktére wypadly w obydwu rzutach, byla nieparzysta,

b) w pierwszym rzucie wypadlo wiecej oczek niz w drugim.

Niech A, B C €. Oblicz:

a) P(A|B), jedli P(A') = 2, P(B) =1 i P(B|A) =
P(A|B), jedli P(A) = g. P(B)=2i P(B|A} = g._
P(B|A), jesli P(LAUB) = &, P(A)=1i P(B) = &.
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10.

[0] 11.

12

Z urny, w ktorej jest 6 kul bialych i 8 czarnych, losujemy kolejno trzy
kule bez zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze za trzecim razem
wylosujemy:

a) kule bialg. jesli pierwsze dwie wylosowane kule byly biale,

b) kule czarna, jesli pierwsze dwie wylosowane kule byly réznego koloru.
Jedna kule bialg i szedé¢ czarnych wrzucamy losowo do dwoch ponumero-

wanych szuflad. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze biala kula znajdzie
sie w pierwszej szufladzie, jesli do drugiej wrzuciliSmy pieé¢ kul.

Ze zbioru {1,2,3,....20} losujemy bez zwracania trzy liczby. Oznaczmy
zdarzenia:

A — suma wylosowanych liczb jest nieparzysta,

B — iloczyn wylosowanych liczb jest parzysty.

Ktére z prawdopodobienstw jest wieksze: P(A|B) czy P(B|A)?

Niech A, B C (). Oblicz:

a) P(B), jedli P(A) =1, P(A|B) =1 i P(B|A) = 1,

b) P(A), jesli P(B) =2P(B'), P(A|B) = & oraz P(A|B') = 2.

Niech A, B < . Oblicz:

a) P(AUB), jesli P(B) = &, P(4') = L oraz P(A|B) = &,
b) P(AU B), jesli P(A) =2P(A’) oraz P(A|B) = P(B|A) =
¢) P(AN B), jedli P(B) = P(B') oraz P(A|B) = L,

d) P(A\ B), jesli P(A) = £ oraz P(B|A) = 2.

1
21

P(A")
P(B) "

Niech A,BC Qi P(B) > 0. Wykaz, ze P(A|B) > 1 —

W pewnej klasie kazdy uczen umie plywac lub jezdzi¢ na nartach. Ucznio-
wie umiejacy plywaé stanowia 80% wszystkich uezniéw, a jezdzacy na nar-
tach — 50%. Oblicz prawdopodobienstwo tego. ze losowo wybrany uczen
z tej klasy:

a) umie plywaé i jezdzi¢ na nartach,
b) umie jezdzi¢ na nartach, jesli umie plywac,
¢) umie jezdzi¢ na nartach, jesli nie umie plywac,

d) umie plywadé, jesli umie jezdzi¢ na nartach.

1.10. Prawdopodobieristwo warunkowe



Warto wiedziec

Zdarzenia niezalezne
Zdarzenia A, B C ) nazywamy niezaleznymi. jesli P(AN B) = P(A) - P(B).

Intuicyjnie zdarzenia okreslamy jako niezalezne, jesli nie maja wzajemnie na
siebie wplywu. O zdarzeniach, ktore nie sa niezalezne, mowimy. ze sa zalezne.

Przykiad

Na jednym z 64 pdl szachownicy ustawiamy

losowo wieze. Rozpatrzmy zdarzenia:

A — wieza zostala ustawiona w wierszu:
1,2 lub 3

B — wieza zostala ustawiona w kolumnie:

G ll_lb H
Zatem P(A) =& = P(B) = m —

64 1"
Zdarzeniu A N B sprzyja szesé zdarzeﬂ ele-

mentarnych: G1, G2, G3. H1. H2, H3, czvli:
P(ANB)=£&£ =2

?:"

Zauwazmy, ze P(A)- P(B) = £ -3 = &, zatem P(AN B) = P(A) - P(B), co

4 57
oznacza, ze zdarzenia A i B sa niezalezne.

1. Wykonujemy doswiadczenie opisane w powyzszym przyvkladzie. Rozpa-
trzmy zdarzenie C' polegajace na tym, ze wieza zostala ustawiona w wier-
szl 0 numerze nieparzystym. Uzasadnij, ze zdarzenia B i C sa niezalezne,
a zdarzenia A i C sa zalezne.

2. Rzucamy raz kostka. Uzasadnij, ze zdarzenia: A - wypadla nieparzysta
liczba oczek i B — wypadla liczba oczek wicksza od 4, sa niezalezne.

3. Rzucamy dwa razy kostka. Rozpatrzmy zdarzenia: A — za pierwszym razem
wypadla szostka, B — za drugim razem wypadla szostka, C' — suma oczek
w obydwu rzutach jest wicksza od 10. Uzasadnij, ze zdarzenia:
a) A i B sa niezalezne, b) Ai C sa zaleine.

4. Losujemy jedna liczbe sposrdd liczb 1,2,....100. Niech A oznacza zda-
rzenie polegajace na wylosowaniu liczby parzystej. B — liczby podzielnej
przez 5, C' — liczby podzielnej przez 6. Czy podana para zdarzen to zda-
rzenia niezalezne?

a) Ai B b) AiC &) B 1e

@ 5. Niech A, B C (). Uzasadnij, ze jesli zdarzenia A 1 B sa niezalezne oraz

I 5

P(B) > 0, to P(A|B) = P(A).
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*1.11. Prawdopodobienstwo catkowite

Przykiad 1

Wydawnictwo wydrukowalo 80% nakladu pewnej ksiazki w drukarni I, a pozo-
stale 20% — w drukarni II. Wady ma 0,1% ksigzek z drukarni I 1 0,6% ksiazek
z drukarni II. Oblicz prawdopodobienstwo tego. ze losowo wybrana ksiazka

jest wadliwa.
| B B»
Oznaczmy przez A zdarzenie, ze wybrana ksiazka jest
wadliwa, przez B,. ze pochodzi z drukarni I, a przez -
. . . , . A
Bs, #e pochodzi z drukarni I1. Mamy wowczas:
A=(ANB;))U(AN By) Q

Zdarzenia (AN By) i (AN B,y) sie wykluczaja, zatem:
P(A)=P(AN B,)+ P(AN Bs)

Stad: P(A) = P(B,) - P(A|B,) + P(B,) - P(A|B>)

Podstawiamy P(B;) = 0.8, P(A|B,) = 0,001, P(B,) = 0,2, P(A|B,) = 0,006
1 otrzymujemy:

P(A) =0,8-0,001+0,2-0,006 = 0,002

W powyzszym przykladzie mielismy B, U B, = €2

oraz B, N B, = (). Zastosowany przy tych zaloze- 1\553‘ "ﬁ@
niach wzor: X 2/

P(A) = P(B,) - P(A|B;) + P(B,) - P(A|B5) Bl__ﬁ H\Bgﬂ
nosi nazwe wzoru na prawdopodobienstwo calko- CE@H *;;L Q@ ’75%
wite. Drzewo obok jest ilustracja graficzna tego < s, R 3,
WZOT1l. A zr A A

Wzor na prawdopodobienstwo calkowite mozna sformulowac bardziej ogdlnie.
Wzor na prawdopodobienstwo catkowite

Niech 2 bedzie zbiorem wszystkich wynikow pewnego doswiadczenia. Jegli
zdarzenia B, Bs, ..., B, spelniaja nastepujace warunki:

m zawsze zachodzi przynajmniej jedno z nich (B U B, U...U B, = ),

= prawdopodobienstwo kazdego z nich jest dodatnie,

» zdarzenia te parami sie wykluezaja,

to prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A C £ opisuje wzor:

P(A) = P(B,) - P(A|B,) + P(B,) - P(A|Bs) + ...+ P(B,) - P(A|B,)

1.11. Prawdopodobieristwo catkowite
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Przykiad 2

W urnie U, znajduje sie 6 kul bialych i 10 zielonych, a w urnie U; — 12 kul
bialych i 4 zielone. Rzucamy dwukrotnie moneta. Jesli wypadna dwa orly,
to losujemy kule z urny U;. w przeciwnym wypadku — z urny U,. Oblicz
prawdopodobienstwo wylosowania kuli zielonej.

Rozpatrzmy zdarzenia:
A — wylosowana kula jest zielona,
B — wypadly dwa orly.

. 5 5 — 10 N —4 p — 1 =3
Zauwazmy, ze P(A|B) = 35, P(A|B') = %, P(B) = ¢, P(B') = =.
Korzystamy ze wzoru na prawdopodobienstwo calkowite:

P(A)= P(B)- P(A|B)+ P(B')- P(A|B)
Zatem:
-1, 10,3 4 10, 12 22_1
P(A‘} 416 L 4 16 G4 T G4 G4 a2
Cwiczenie 1
Wisrod 10 monet sa 3 monety niesymetryezne, na ktorych orzel wypada z praw-
!

dopodobienstwem <, a pozostale monety sa symetryczne. Oblicz prawdopo-

dobienstwo tego, ze w rzucie losowo wybrana moneta wypadnie orzel.

Cwiczenie 2

a) W pierwszej urnie sg 3 kule biale i 4 czarne, a w drugiej — 2 kule biale
1 5 czarnych. Wybieramy losowo urne, a z niej jedna kule. Oblicz prawdopo-
dobienstwo wylosowania kuli bialej.

b) W pierwszej urnie jest 6 kul bialych i 4 czarne, w drugiej — po 8 kul bialych
i czarnych, a w trzeciej — 5 kul bialych i 3 czarne. Wybieramy losowo urne,
a z niej jedna kule. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarnej.

Cwiczenie 3

a) Fabryka kupuje 40% potrzebnych czesci od kooperanta A, 35% — od ko-
operanta B i1 25% - od kooperanta C'. Wady ma 1% czesci dostarczonych
przez kooperanta A, 2% — dostarczonych przez kooperanta B i 4% — dostar-
czonych przez kooperanta C'. Oblicz prawdopodobienstwo tego. ze wybrana
losowo czes¢ jest wadliwa.

b) Wydawnictwo wydrukowalo 60% nakladu pewnej ksiazki w drukarni I,
30% — w drukarni II, a pozostale 10% — w drukarni III. Egzemplarze wa-
dliwe stanowia odpowiednio 0.3%. 0.4%, 1% ksiazek wydrukowanych w wy-
mienionych drukarniach. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana
ksiazka nie jest wadliwa.

1. Rachunek prawdopodobieristwa



Zadania

Brygady B,. B; i B; produkuja deski do prasowania. Wsréd desek wypro-
dukowanych przez brygade B, jest 6% wadliwych, a wéréd wyprodukowa-
nych przez brygady Bs i By — po 3% wadliwych. Polowa desek znajduja-
cych sie w magazynie zostala wytworzona przez brygade Bj, a pozostale
(w tej same]j liczbie) przez brygady B, i B;. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze deska wybrana losowo z magazynu jest wadliwa.

Mamy 10 urn. Do czterech wrzucono po 4 kule biale, 4 czarne i 1 niebie-
skiej, a do szesciu pozostalych — po 2 kule biale, 3 czarne i 4 niebieskie.
Z losowo wybranej urny losujemy jednoczesnie dwie kule. Oblicz prawdo-
podobienstwo wylosowania kul roznyvch kolorow.

Maszyny M,. M,, M; i M, produkuja zarowki. Maszyny M;, M, 1 M,
wyprodukowaly taka sama liczbe zaréwek, a maszyna My — dwa razy wiece]
niz kazda z pozostalych. Maszyny M, i M, produkuja po 2% wadliwych
zarowek, a maszyny Ms; i My — po 4%. Wsazystkie wytworzone zaréwki
znajduja sie w magazynie. Oblicz prawdopodobienstwo tego, Zze zarowka
wybrana losowo z magazynu jest wadliwa.

20%
Grupa uczniow klas czwartych ma przystapic
do egzaminu maturalnego z jezyka niemiec- A% m .
kiego. Na diagramie kolowym przedstawiono @ 1%
procentowy udzial w tej grupie uczniow
z kazdej klasy. Uczniom przed egzaminem za- 30%

dano pytanie: ,,Czy czujesz si¢ dobrze przy- q09
gotowany do egzaminu?”. Na diagramie slup-  gou
kowym przedstawiono procentowy rozklad  60%
odpowiedzi twierdzacych. Oblicz prawdopo-  40% |
dobiefistwo tego, ze losowo wybrany uczen 20%
odpowiedzial na pytanie twierdzaco.

IVa IVb 1IVe IVd

W pierwszej szkatulce jest 10 monet zlotych i 5 srebrnych, a w drugiej -
5 monet zlotych i 10 srebrnych. Mozemy losowaé trzema sposobami:

« losujemy po jednej monecie z kazdej szkatutki,

« przekladamy monety do jednej szkatulki i losujemy z niej dwie monety,
¢ losowo wybieramy szkatulke, a z niej losujemy dwie monety.

Przy ktorym sposobie losowania prawdopodobienstwo wylosowania dwoch
zlotych monet jest najwieksze?

1.11. Prawdopodobieristwo catkowite
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10.

W pewnej grupie, liczace] m dziewczat i n chlopcoéw, 25% dziewczat 1 60%
chlopcow interesuje sie hokejem. Prawdopodobienstwo tego, ze losowo wy-
brana osoba z tej grupy interesuje sie hokejem, wynosi 2. Oblicz stosunek
] : :

liczby dziewczat do liczby chlopeéw w tej grupie.

W pierwszej urnie jest 6 kul bialych i 2 czarne, a w drugiej jest n kul
bialych i 4 czarne. Z losowo wybranej urny losujemy jednoczednie trzy
kule. Obliez n. jesli wiadomo, ze prawdopodobienstwo wyciagnigcia trzech

bialych kul jest rowne '1l|

Na loterii jest 100 loséw. w tym 2 losy wygrywajace. Wszystkie losy po-
dzielono na dwie czesci i wrzucono do dwdch urn, przy czyvm do kazdej
urny trafily co najmniej dwa losy. Wybieramy losowo urne i wyciagamy
z niej jeden los. Przy jakim rozmieszczeniu losow prawdopodobienstwo
wyciagniecia losu wygrywajacego jest najwicksze?

W pewnym miescie sa cztery salony fryzjer-  Procent oséb, ktére
odpowiedzialy TAK

skie. Z uslug salonu S, korzysta 1] mieszkancow, 3 |
: 4 [

z ushug salonu S, — 1. z ustug salonu S3 — <, xR

a z uslug Sy — &= Kazda z tych os6b odwiedza S - I

tylko jeden wybrany salon. Pozostali mieszkan- Sz

cy nie korzystaja z ustug tych salonéw. Miesz- ¢ F=————

kancom zadano pytanie: ,,Czy jestes zadowolo-
ny z ustug swojego fryzjera?”. Wyniki ankiety
przedstawiono na diagramie. Oblicz prawdopodobiefnstwo tego, ze losowo
wybrany mieszkaniec tego miasta korzysta z uslug salonu fryzjerskiego
i jest z niego zadowolony.

0% 20% 40% 60% 80%

Zbior zadan z matematyki jest podzielony na 6 rozdzialéow. Na diagra-
mie A przedstawiono liczbe zadan w poszezegélnych rozdzialach, a na
diagramie B — liczbe zadan w poszezegolnych rozdzialach, ktére nalezy
rozwiazac, korzystajac z kalkulatora. Rzucamy kostka i wybieramy roz-
dzial, ktorego numer jest rowny liczbie wyrzuconyeh oczek, a nastepnie
losujemy jedno zadanie z tego rozdzialu. Oblicz prawdopodobienstwo tego,
ze wylosowane zadanie nalezy rozwiagzac¢ bez uzycia kalkulatora.

Diagram A Diagram B

ey i A AN : O B i
TS T ERRERN R gy s
00 b 35 e ... ...
100 |- H N e o |- R :.::H::: ::l;]

I mn nur v v
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*1.12. Wzor Bayesa

Wzor Bayesa

Niech €2 bedzie zbiorem wszystkich wynikow pewnego doswiadczenia. Jesli

zdarzenia By, B,, ..., B, spelniaja nastepujace warunki:

» zawsze zachodzi przynajmniej jedno z nich (B, U B, U...U B, = ),

= prawdopodobienstwo kazdego z nich jest dodatnie,

» zdarzenia te parami sie wykluczaja,

to dla dowolnego zdarzenia A C €2 o dodatnim prawdopodobienistwie praw-

dziwy jest wzor:

P(By|A) = - - . P[BH“*F(MBH _
(B1):P(A|B1)+P(B2)-P(A|B2)+...+ P(Bn) - P(A|By)

Uwaga. Powyzszy wzor jest tez nazywany wzorem na prawdopodobiefistwo przyezyny.

[b] Cwiczenie 1
Udowodnij wzér Bayesa (skorzystaj ze wzoru na prawdopodobienstwo calko-
wite).

Przykiad 1

W pierwszej urnie sa 3 kule biale i 2 kule czarne, a w drugiej urnie — 4 kule
biale i 1 kula czarna. Wybieramy losowo urne, a z niej jedna kule. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze wylosowana kula pochodzi z pierwszej urny,
jesli wiadomo. ze jest to kula biala.

Niech B; oznacza zdarzenie polegajace na wybraniu pierwszej urny, a By — na
wybraniu drugiej urny. Zauwazmy. ze P(B,) = P(B;y) = l]E

Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu kuli bialej.

Woéwczas P(A|B,) = 2 i P(A|B,) = 1.

Prawdopodobienstwo tego, ze wylosowana biala kula pochodzi z pierwszej

urny, jest rowne:

F(B:)-P(AlB
P(B,|A) = (B1)-P(A[B1)

]
— 3 3
P(B1): P(A|B1)+P(Bz2)-P(A|B2) — %2+ =

R
]

Cwiczenie 2

W pierwszej urnie jest 1 kula biala i 3 kule czarne. W drugiej urnie sa 2 kule
biale i 4 kule czarne. Z losowo wybranej urny wyjeto jedna kule. Oblicz praw-
dopodobienstwo tego, ze wylosowana kula pochodzi z pierwszej urny. jesli
wiadomo, ze jest ona: a) czarna, b) biala.

1.12. Wzdr Bayesa
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Cwiczenie 3

W I urnie sa 2 kule zielone i 4 kule niebieskie. W II urnie jest 6 kul zielonych
1 3 kule niebieskie. Rzucamy dwukrotnie moneta. Jesli wypadna dwa orly, to
losujemy kule z I urny. W pozostalych przypadkach losujemy kule z II urny.
Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze wylosowana kula pochodzi z IT urny, jesli
wiadomo, ze jest to kula: a) zielona, b) niebieska.

Przykiad 2

W sakwie znajduje sie 20 monet:

» O pierwszego rodzaju — majacyvch po obu stronach orla,

e 4 drugiego rodzaju — majacych po obu stronach reszke,

» 10 trzeciego rodzaju (typowych) — majacych po jednej stronie orla, a po
drugiej reszke.

Wykonano dwa rzuty moneta losowo wybrana z sakwy i otrzymano dwa orly.
Oblicz prawdopodobienstwo tego. ze rzucano moneta typowa.

Wprowadzmy oznaczenia zdarzen:

A — wyrzucono dwa orly,

B, — wylosowano monete pierwszego rodzaju, P(B,) = %7
B, — wylosowano monete drugiego rodzaju, P(By) = =
By — wylosowano monete trzeciego rodzaju, P(Bs) = 3.
Zauwazmy, ze P(A|B,) =1, P(A|B;) =0, P(A|B;) = 1.
Korzystamy ze wzoru Bayesa i otrzymujemy:

B P(B3)-P(A|B3)
P(B3|A) = P(B1)-P(A|By1)+ P(B2) -P(A|By)+ P(B3s) - P(A|By)

10 1 5 5

= B E:ﬁ : o1 = |2m = =
b L i

20 1+50+tma wHtw 17

5

Prawdopodobienstwo tego, ze rzucano moneta typowa, jest rowne 75,

Cwiczenie 4
Wyhbrano jedna z trzech kostek, ktorych siatki przedstawiono ponizej.

I . e I . o 111 see

L L LE N
® | oe® | & @ ® oe0 o0e o (00 S8

L] L] L] L]

L] eae® | & @ L] LEL L R R L] LA BN R §

L ] L ] LE B

L] L]
L] L] LR & ]

Rzucono ta kostka dwukrotnie i otrzymano dwie szostki. Oblicz prawdopodo-
bienstwo tego, ze byla to kostka: a) I, b) II, ¢) IIL.

1. Rachunek prawdopodobieristwa



Zadania

1

W szkatulee znajduje sie 20 monet, z ktérych 15 to monety typowe (maja
orla i reszke), a pozostale maja po obu stronach reszki. Rzucono trzykrot-
nie losowo wybrana moneta i otrzymano trzy reszki. Oblicz prawdopodo-
bienstwo tego, ze rzucono moneta typowa.

Z dwoch kostek jedna jest symetryczna, a dla drugiej prawdopodobien-
stwo otrzymania szostki jest rowne %J Rzucono dwukrotnie losowo wy-
brana kostka i wypadly dwie szd6stki. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze

rzucono kostka niesymetryczna.

Mamy dwie symetryczne kostki. Jedna jest klasyczna (z liczbami oczek
1, 2, 3, 4, 5, 6), natomiast na Sciankach drugiej sa nastepujace liczby
oczek: 1, 3. 5. 5. 6, 6. Rzncamy dwukrotnie wybrana losowo kostka. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze rzucono klasyczna kostka, jesli suma wyrzu-
conych oczek byla réwna: a) 4, b) 11,

Statystycznie wsrod 10000 mezezyzn jest 500 daltonistow, a wsrod 10 000
kobiet jest 50 daltonistek. Z grupy 100 mezezyzn i 400 kobiet wybieramy
losowo jedng osobe. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wybrana osoba
jest kobieta, jesli ma problemy z rozpoznawaniem kolorow.

W tabeli obok zebrano dane dotyczace

) . . Zmnak zodiaku IVa IVb IVe
znakow zodiaku uczniow w trzech trzy-

dziestoosobowych klasach czwartych. Baran 4 1 2
Rzucamy moneta: jesli wypadnie orzel, Byk 3 2 3
to losujemy osobe z klasy IVa, jesli wy- Bliznieta 1 6 0
padnie reszka, to rzucamy ponownie. -
Jesli w drugim rzucie wypadnie orzel, Rak 2 1 B
to losujemy osobe z klasy IVb, a jesh Lew 3 2 4
reszka — z IVe. Panna 5 0 9
a) Oblicz prawdopodobienstwo tego., Wags 1 3 1
ze wylosowana osoba jest spod znaku
Blizniat. Skorpion 1 3 2
b) Stosujac opisana wyzej procedure, Strzelec L g L
wylosowalidmy osobe, ktorej znakiem Koziorozec 4 3 2
zodiaku jest Wodnik. Oblicz prawdo- Wodik 3 1 9
podobienstwo tego, ze jest to uczen kla-

Ryby 2 3 4

sy I'Va.

1.12. Wzdr Bayesa
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*1.13. Doswiadczenia wieloetapowe

Przyktad 1

W klasie IVa jest 15 chlopcow i 15 dziewczat, w klasie IVD jest 9 chlopcow
i 21 dziewczat. Rzucamy kostka: jesli wypadnie szostka, to losujemy jedna
osobe z klasy IVa. w przeciwnym razie losujemy jedna osobe z klasy IVb.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wylosowana osoba bedzie dziewczyna.

Przedstawiamy na drzewie ilustracje tego doswiadczenia.

1 5
5 G reut kostka
W klasie [Va jest 6 1,2,3,4,5 W Klasie IVD jest
15 chlopeow Lo - - 2L 9 chiopeow
R 30 30 30 30 ° e
i 15 dziewczat. i 21 dziewcezat.
ch dz ch dz

Zdarzeniu A polegajacemu na wylosowaniu dziewczyny sprzyja wyrzucenie
6 oczek 1 wylosowanie dziewczyny z klasy IVa oraz wyrzucenie liczby oczek
mniejsze] od 6 1 wylosowanie dziewczyny z klasy IVb. Zatem:

- 1 15 5 21 1 7 2
PA=- =4+ ===+ —==
() G 3ﬂ+{i 30 12+1‘2 3

W rozwiazaniu wykorzystujemy wzor na prawdopodobienstwo calkowite. Ilu-
stracje przebiegu doswiadczenia przedstawiamy za pomoca drzewa.

Cwiczenie 1

Jedna z 0s6b uczacych sie w klasie I'Va lub IVDh ma otrzymac¢ darmowy bilet do
cyrku. W klasie IVa jest 20 chlopcow i 10 dziewczat, w klasie IVb — 12 chlop-
cow 1 18 dziewczat. Rzucamy kostka: jesli wypadnie 1 lub 2, to losowo wybiera
sie osobe z klasy IVa, jesli 3, 4, 5 lub 6 — z I[Vbh. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze bilet otrzyma dziewczyna.

Przyktad 2
Na loterii jest 20 loséw, w tym 4 wygrywajace (oznaczone litera w) i 2 upraw-
niajace do dalszego losowania (oznaczone litera d). Pozostale losy sa prze-

grywajace (oznaczone litera p). Za- - : =
kupiono jeden los. Oblicz prawdopo- 20

dobienstwo wygranej. D it d
14 i1
Na drzewie przedstawiamy ilustracje mozliwych 19 1_19 19
wynikoéw. Niech A oznacza zdarzenie polegajace 1
na kupieniu losu wygrywajacego. Wéwczas: p Voo 5
E 4
4 2 4 2 3.4 2 =
Py =& o Lo - //‘18
(4) 5 720 18 T2 19 18 9 B -
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Cwiczenie 2

Wsrod 20 losow loterii fantowej sa 4 losy uprawniajace do odebrania jednej
z nagrod (jest 1 nagroda glowna i sa 3 nagrody pocieszenia) oraz 2 losy upraw-
niajace do dalszego losowania. Oblicz prawdopodobienstwo wygrania nagrody
pocieszenia, jesli kupimy 1 los.

Przykiad 3

Wisrad 30 uczestnikow wycieczki do Szezecina jest 12 nezniow i 18 studentow.
Biuro turystyczne postanowilo zwrocié polowe kosztow wycieczki dwom lo-
sowo wybranym osobom. Oblicz prawdopodobienstwo tego. ze zwrot polowy
kosztéw otrzyma przynajmniej jeden uczen.

Przebieg losowania ilustrujemy za pomoca drzewa.

12 [§s] : .
a0 30 Losujemy PlErwWSER osol 128

Losujemy druga osobe.

1 b 1 ]

Niech zdarzenie A oznacza, ze wsrod wylosowanych dwoch oséb jest przynaj-
mniej jeden uczen. Rozpatrzmy zdarzenie A" — wsréd wylosowanych nie ma
ani jednego ucznia:
2E00CE p(a) =18, 17 _ 51
© 30 29 145

Zatem:

P(A)=1-P(4)=1-2L =

Cwiczenie 3

W pewnej firmie pracuje 36 mezezyzn i 12 kobiet. W ramach nagrody posta-
nowiono ufundowaé wycieczke do Swinoujscia trzem losowo wybranym oso-
bom. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wycieczke wygra co najmniej jedna
kobieta.

Zadania

1. W urnie sa 3 kule biale, 4 czarne i 5 zielonych. Losujemy bez zwracania
3 kule. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wsréd wylosowanych kul:

a) nie bedzie kuli czarnej, b) bedzie kula czarna lub zielona.

2. 7 urny zawierajacej 6 kul bialych, 3 czarne i 5 niebieskich losujemy bez
zwracania jedna kule. Nastepnie dokladamy do urny dwie kule w kolorze
wylosowanej kuli i ponownie losujemy jedna kule. Oblicz prawdopodobien-
stwo tego, ze kula wylosowana za drugim razem bedzie niebieska.

1.13. Doswiadczenia wieloetapowe
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W pewnej klasie jest 10 chlopceow i 20 dziewcezat. Liczba biletow do kina,
ktore beda rozlosowane w tej klasie, jest rowna liczbie orléw otrzymanych
w rzucie dwiema monetami. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze biletu
nie otrzyma zaden chlopiec.

Z urny, w ktorej jest dwa razy wiecej kul bialych niz czarnych, losujemy
kule i przekladamy ja do drugiej urny, w ktorej sa 2 kule biale i 6 kul czar-
nych. Nastepnie losujemy kule z drugiej urny. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze obie wylosowane kule beda tego samego koloru.

Poddane testowi kostki A i B okazaly si¢ niesymetryczne. Na diagramach
kolowych przedstawiono rezultaty testu (w procentach podano czestosc po-
jawiania sie poszezegolnych wynikéw). Oblicz prawdopodobienstwo otrzy-
mania sumy oczek wiekszej od 10, jesli rzucamy jednoczesnie kostkg A
i kostka B.

10%  10% 10% 15%

20%

kostka A

20%

W urnie jest n kul, w tym 3 biale, a pozostale sa czarne. Losujemy kolejno
2 kule bez zwracania. Prawdopodobienstwo tego, ze obie wylosowane kule
sa biale, jest réwne ]—1- Ile kul czarnych jest w urnie?

W urnie jest n kul, w tym 4 czarne, a pozostale sa biale. Losujemy ko-
lejno 2 kule bez zwracania. Prawdopodobienstwo tego, ze wylosujemy kule
roznego koloru, jest rowne ?l Ile kul bialych jest w urnie?

Z urny, w ktorej jest 1 kula czarna i pewna liczba kul bialych, losujemy
2 kule bez zwracania. Ile kul bialych jest w urnie, jesli prawdopodobienstwo
wylosowania dwdch kul bialych jest réwne %?

Sposrod liczb 1,2,3,...,99 losujemy jedna liczbe, a nastepnie z pozosta-
lych — druga. Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen:
- za plerwszym razem wylosowano liczbe parzysta,

za drugim razem wylosowano liczbe parzysta.

obie wylosowane liczby sa parzyste,

sima wylosowanych liczb jest réwna 100.

o Qe
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10.

11.

T2

13.

14.

15.

W magazynie zainstalowano trzy czujniki, z ktorych kazdy niezaleznie od
pozostalych moze uruchomic¢ alarm w wypadku pozaru. Prawdopodobien-
stwo wykrycia pozaru przez pojedynczy czujnik jest rowne 0.6. Oblicz
prawdopodobienstwo tego. ze w wypadku pozaru alarm zostanie urucho-
miony.

a) Pewien szczur wpuszezony do labiryn- D p
tu na rozwidleniu dréog dwa razy czesciej
skreca w lewo niz w prawo. Oblicz prawdo-
podobienstwo tego. ze szezur dotrze do po-
karmu (oznaczonego na rysunku litera p).

b) Inny szezur wpuszezony do tego same-

go labiryntu na rozwidleniu drog skreca

w prawo w z% przypadkéw. Oblicz x, je-

sli prawdopodobienstwo tego, ze szezur do- "
wejscie

trze do pokarmu. jest réwne l“—b

W urnie znajduja sie kule zielone i biale — razem 9 kul. Losujemy dwu-
krotnie po jednej kuli bez zwracania. Ile jest kul bialych, jesli prawdopo-
dobienstwo wylosowania dwoch kul tego samego koloru jest réwne praw-
dopodobienstwu wylosowania dwoch kul o réznych kolorach?

Z urny, w ktérej sa 3 kule biale i n kul ezarnych (n > 0), losujemy 2 kule.
Ile moze by¢ kul w urnie, jesli prawdopodobienstwo wylosowania przynaj-
mniej jednej kuli bialej jest wieksze od 0,57

Wsrod n losow na loterii jest 6 losow wygrywajacych. Dla jakich wartosci n
prawdopodobienstwo tego, ze:

a) zakupione dwa losy beda wygryvwajace, jest wicksze od %

b) wéréd zakupionych dwdéeh loséw przynajmniej jeden wygrywa, jest
wigksze od 17

Na loterii jest 50 losow, w tym 15 wygrywajacych. Nagrody to: jedna w wy-
sokosci 100 zl, cztery po 10 zl i dziesie¢ po 5 zl. Jeden los kosztuje 5 zl.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wygrana bedzie nie mniejsza od po-
niesionych kosztow, jesli kupimy:

a) jeden los, b) dwa losy.

Na loterii jest n loséw, z ktorych jeden wygrywa. Wykaz, ze jesli dorzu-
cimy do puli los. ktérego wyciagniecie pozwala na powtorne losowanie, to
prawdopodobienstwo wygranej przy zakupie jednego losu si¢ nie zmieni.

1.13. Doswiadczenia wieloetapowe



Rzut moneta

Rzut monet3 to jeden z najbardziej znanych sposobow losowego
podejmowania decyzji. Wykorzystuje si¢ go w niektérych dyscyplinach
sportu, na przyklad aby rozstrzygnad, ktéra druzyna rozpocznie mecz.

Sprawiedliwa decyzja

Nawet jesli podejrzewamy, ze moneta nie jest symetryczna
(prawdopodobienstwo wyrzucenia orla jest rowne p,
prawdopodobienstwo wyrzucenia reszki jest rowne g oraz p # g),
mozemy za je] pomoca podjac sprawiedliwa decyzje.

Nalezy wykonac dwa rzuty moneta. 3 :

Dalsze postepowanie zalezy od ' %

wyniku rzutow zgodnie | Wykonujemy !
ze schematem: . dwa rzuty

AN
e T X

powtarzamy wybieramy wybieramy powtarzamy
oba rzuty reszke orta oba rzuty

MNawet gdy moneta nie jest symetryczna, otrzymanie par orzel-reszka oraz reszka—orzet jest
jednakowo prawdopodobne. Prawdopodobienstwo kazdego z tych zdarzen jest rowne pq.

F

Rzut powinien by¢ wykonany w taki ”

sposdb, aby moneta podczas lotu
kilka razy sie obrocita. Nastepnie,
w zaleznosci od zwyczaju, monete
mozna ztapac w locie lub pozwolic
jej upas¢ na ziemie.




*1.14. Schemat Bernoulliego

Schemat Bernoulliego polega na wielokrotnym powtdrzeniu tego samego do-
swiadczenia losowego majacego dwa mozliwe wyniki o dodatnich prawdopodo-
bienistwach. Kazde powtdrzenie doswiadezenia nazywamy préba Bernoulliego
(lub krotko — préoba). jeden z wynikow nazywamy sukcesem, drugi — porazka.
Na przyklad, jesli proba polega na rzucie moneta, za sukces mozemy przyvjac
wyrzucenie orla, a za porazke - wyrzucenie reszki. Wymagamy, aby proby
byly niezalezne, to znaczy, by pojawienie sie jakiegokolwiek wyniku w dowol-
nej probie nie mialo wplywu na wyniki w nastepnych probach.

Przykiad 1
Rzucamy trzy razy kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze 6 oczek wy-
padnie dokladnie dwa razy.

Trzykrotny rzut kostka jest schematem
Bernoulliego, w ktérym prawdopodobien-
stwo sukcesu w pojedynczej probie (wy-
rzucenie szostki — oznaczone litera s na
rysunku obok) jest réwne é. Prawdopo-
dobienstwo porazki w pojedynczej probie
(oznaczone litera p) jest réwne é Galezie
drzewa ilustrujace otrzymanie dokladnie
dwoch szostek zaznaczono kolorem czer-

WOILY11l.

Prawdopodobienstwo otrzymania dokladnie dwéch széstek jest rowne:

Oznaczmy przez S, liczbe sukcesow w n probach Bernoulliego. Prawdziwy
jest nastepujacy wzor.

Wzor Bernoulliego
W schemacie n prob Bernoulliego prawdopodobienstwo otrzymania k suk-
cesOw wyraza sie wzorem:

F.(k)=(F)ptq*dla k=0,1,...,n

gdzie p oznacza prawdopodobienstwo sukcesu, a ¢ - prawdopodobienstwo
porazki w pojedynczej prébie (¢ = 1 — p).

1.14. Schemat Bernoulliego
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Przykiad 2
Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania dwoch orléw w pieciokrotnym rzucie
moneta.
Pieciokrotny rzut moneta to schemat Bernoulliego, w ktérym prawdopodo-
bienstwo sukcesu (wyrzucenie orla) w pojedynczej préobie p = % a prawdo-
podobiefistwo porazki ¢ = . Zatem prawdopodobienistwo otrzymania dwéch
orlow w pieciokrotnym rzucie moneta jest rowne:
5 2 3 E £
— (Y PRy St 3 L R fieigE
P2)=(;) (3) () =xm 1 5§=15=03125
Cwiczenie 1
Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania trzech orlow:
a) w czterokrotnym rzucie moneta,
b) w szesciokrotnym rzucie moneta.

Przyktad 3
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w caterech rzutach kostka szostka wy-
padnie co najmniej trzy razy.

Za sukces przyjmujemy otrzymanie széstki w rzucie kostka, a za porazke —
1

jakiejkolwiek innej liczby oczek. Prawdopodobienstwo sukcesu p = &, a praw-
dopodobienistwo porazki ¢ = 2.

Prawdopodobienstwo otrzymania trzech szostek jest rowne:

PO = () (1) it &=

3 G 1296
Prawdopodobienstwo otrzymania czterech szostek jest rowne:

(4 1V N0 _ R |
Py(4) = (1) (G) (ﬁ) =15 = 5%
Zatem prawdopodobienstwo otrzymania co najmmniej trzech szostek wynosi:

P.;(3}+P.-1(4):Lm 1 E 21 _ 7

206 1206 1296 — 432

Cwiczenie 2
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze przy pieciokrotnym rzucie kostka otrzy-
mamy: a) co najmniej cztery szostki, b) co najwyzej trzy jedynki.

Czy wiesz, ze...

Jakob Bernoulli (1654-1705) byl wybitnym szwajcarskim
matematykiem. Jest uznawany za jednego z tworcow ra-
chunku prawdopodobienstwa. Podany w tym rozdziale
wzor Bernoulliego jest jego autorstwa.

L4

1. Rachunek prawdopodobieristwa



Przykiad 4
Gramy z réwnorzednym przeciwnikiem w szachy. Co jest bardziej prawdopo-
dobne: wygranie dwoch partii z czterech czy trzech partii z szesciu?

Zakladamy, ze wyniki kolejnych partii sa niezalezne. Prawdopodobienstwo wy-

A .‘ .1 '.1. T —i [ o +.'|"' P 4 —l o A
granej w jednej partii p = 3, a prawdopodobienstwo porazki ¢ = 5. Zatem

prawdopodobienstwo uzyskania 2 sukceséw w 4 prébach jest rowne:
_ (4 1\ (1\2 _ 6 _ 3 _
Py(2)=(3)-(3)-(3) =% =3=0375
Prawdopodobienstwo uzyskania 3 sukceséw w 6 probach jest rowne:
_ (6 1V (1 _ 20 _ 5 __ naiors
Po(3)=(3) - (3) - (3) = % = 7 = 03125

Bardziej prawdopodobne jest wiec wygranie dwoch partii z czterech.
Cwiczenie 3

Gramy z réwnorzednym przeciwnikiem w szachy. Co jest bardziej prawdopo-
dobne: wygranie trzech partii z pieciu ezy czterech partii z siedmiu?

Zadania

1. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania dwoch orlow w czterokrotnym
rzucie moneta:

a) korzystajac ze wzoru Bernoulliego, b) sporzadzajac drzewo.

2. Rzucamy szes¢ razy moneta. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania:

a) czterech orléw, b) co najmniej czterech orléw.

3. Rzucamy n razy moneta. Dla jakich wartosci n prawdopodobienstwo otrzy-
mania co najmniej jednego orla jest wieksze od:

a) 0,9, b) 0,99, ¢) 0,999, d) 0,9999?

4. Rzucamy cztery razy kostka. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania:

a) dwoch szostek, b) co najwyzej dwbch szostek.

5. Rzucamy piec razy kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:
a) trzy razy wypadnie 6 oczek,

b) co najmniej dwa razy wypadnie liczba oczek wicksza od 4.

6. Rzucamy trzy razy dwiema kostkami. Oblicz prawdopodobienstwo tego,
ze co najmniej dwa razy suma oczek bedzie:

a) wieksza od 10, b) réwna 6.

1.14. Schemat Bernoulliego
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7. W pewnej partii pilek 4% pilek jest wadliwych. Losujemy pie¢ razy ze
zwracaniem jedna pilke i badamy jej jakosé. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze:

a) za kazdym razem wylosujemy piltke jakosciowo dobra,

b) co najmniej raz wylosujemy pitke wadliwa.

8. Pewien test sklada sie z dziesieciu pytan. Do kazdego pytania podane
sa trzy odpowiedzi, z ktorych tylko jedna jest poprawna. Uczen zakresla
odpowiedzi losowo. Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen:

A — uczen nie zakresdli zadnej poprawnej odpowiedzi.
B — uezen zakresli co najmniej jedna poprawna odpowiedz,
C' — uczen zakresli co najwyzej jedna poprawna odpowiedz.

9. Pewien test sklada sie z szescin pytan. Dla kazdego pytania podane sa
cztery odpowiedzi, z ktorvch tylko jedna jest poprawna. Aby zaliczy¢ test,
nalezy dobrze odpowiedzie¢ na co najmniej pie¢ pyvtan. Odpowiedzi wy-
bieramy losowo. Czy szansa zaliczenia testu jest wieksza od 0,5%7?

10. a) W schemacie 5 préb Bernoulliego prawdopodobienistwo otrzymania sa-
mych sukcesow jest rowne % Oblicz prawdopodobienstwo nzyskania suk-
cestt w pojedyncze) probie.

b) W schemacie 4 prob Bernoulliego prawdopodobiefistwo otrzymania co
najmniej jednego sukcesu jest réwne :—E Oblicz prawdopodobienstwo uzy-

skania sukcesu w pojedynczej probie.

11. Jedna z koszykarek, wykonujac rzuty osobiste, trafia do kosza srednio pieé¢
razy na dziesie¢, a druga — osiem razy na dziesie¢. Obie koszykarki wy-
konuja po pie¢ rzutow. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze kazda z nich
trafi do kosza:

a) trzy razy, b) cztery razy, ¢) co najmniej raz.

12. Wykonano serig¢ rzutéw niesymetryczna  liezba wynikéw
kostka. Wyniki testu przedstawiono na dia- 200 oo Pt e
gramie obok. 150 . e

a) Zaproponuj wartosci prawdopodobiefi- 59

stw dla kazdego z wynikéw 1, 2, 3, 4, 5, 6 2o
B b .

b) Jakie jest prawdopodobiefistwo otrzy- I—| H H

mania w szesciokrotnym rzucie ta kostka za 1 2 :

kazdym razem liczby oczek wiekszej od 37 liczba oczek

70 1. Rachunek prawdopodobieristwa



1.15. Wartos¢ oczekiwana zmiennej
losowej

Przyktad 1

Rozpatrzmy gre polegajaca na rzucie dwiema mone-

tami. Jeshi wyrzucimy dwa orly, to wygrywamy 20 zi. & | 20 | 10 1 —40
jesli jednego orla — wygrywamy 10 zl, a w przypadku, Di
edy wypadna dwie reszki — przegrywamy 40 z1. W ta-

beli podano mozliwe wielkosci wygranej w jednym
rzucie w zlotych: x, = 20, z, = 10 i 3 = —40 (prze-

e =
b |
e =

grana) oraz ich prawdopodobienstwa.

Przy omawianiu zagadnien takich jak w powyzszym przyvkladzie bedziemy
uzywac pojec¢ zmienna losowa i rozklad zmiennej losowej.

Definicja

Zmienng losowa nazywamy funkcje o wartosciach rzeczywistych okreslona
na zbiorze zdarzen elementarnych 2.

Uwaga. Zmienne losowe zwyczajowo oznacza sie duzymi literami, np. X, Y.

Przykiad 2
Rzucamy raz kostka. Zmienna losowa X przyporzadkowuje kazdemu zdarzeniu
elementarnemu kwadrat otrzymanej liczby oczek. Zmienna losowa X przyj-
muje nastepujace wartosci:

=Xt =1, pa =X{2)=4, ..., Ls=X(6)=136

Kazda z tych wartosci jest przyjmowana z prawdopodobienstwem %
Definicja
Zbiér par (x;,p;), gdzie x; jest wartoscia zmiennej losowej X, a p; prawdo-

podobienstwem, z jakim zmienna losowa przyjmuje te wartosé, nazywamy
rozkladem zmiennej losowej.

Rozklad zmiennej losowej zwvkle
" ¥ J ) OEWIRT N 1 | 4. | o | 16 |95 | 98
wygodnie jest prezentowaé w tabeli.

=

=l
T
=

W tabeli obok przedstawiono roz- Pi
klad zmiennej losowej z przykladu 2.

1.15. Wartogé oczekiwana zmiennegj losowe;
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Cwiczenie 1

Losujemy ze zwracaniem dwie liczby ze zbiorn
{1,2,3}. Zmienna losowa X kazdej parze liczb
przyporzadkowuje ich sume. Uzupelnij w zeszy- | P
cie tabele przedstawiajaca rozklad tej zmiennej.

2l 2 | 3| 4|5 VY

BT
el [ov]
<5
..\.j_
=)

Cwiczenie 2
Losujemy dwie liczby ze zbioru {1,2,3,4}. Zmienna losowa X kazdej parze
liczb przyporzadkowuje ich sume. Podaj rozklad zmiennej X, jesli losujemy:

a) ze zwracaniem, b) bez zwracania.
Definicja
Niech X bedzie zmienna losowa o wartosciach x,, zs. ..., T, przyjmo-

wanych z prawdopodobienstwami odpowiednio py, pa, ..., p,. WartoScia
oczekiwang zmiennej X nazywamy liczbe:

EX = it ¥ Lapa T i T L P

Przykiad 3

Rozpatrzmy gre polegajaca na rzucie trzema monetami. Jesli wyrzucimy same
orly, to wygrywamy 100 zl, jesli wyrzucimy same reszki, to wygrywamy 60 zi.
W pozostalych przypadkach przegrywamy 20 zl. ”
W tabeli obok przedstawiono rozklad zmiennej lo- 2a) _ a0 | ==

sowej X opisujacej te gre. Pi 2

06 =

1
3 i
Wartosé oczekiwana zmiennej losowej X (warto$c¢ oczekiwana gry):
FX = Py + Taps + Eapy = 100 - é + 60 - é — 20 - % = % =D [Zl]
Wartos¢ oczekiwana tej gry jest dodatnia, czyli gra jest korzystna dla gracza.

Cwiczenie 3

Bierzemy udzial w pewnej grze. Rzucamy kostka — jesli wypadnie co najmniej
5 oczek. to wygrywamy x; zl, w przeciwnym wypadku przegrywamy x, zi.
a) Uzasadnij, ze jesli #y = 50 1 x5 = —40. to warto$¢ oczekiwana tej gry jest
réowna —10 zl (czyli gra jest dla nas niekorzystna).

b) Oblicz wartoéé¢ oczekiwana tej gry, jesli wygrana x; = 45, a przegrana
Ty = —15,

Definicja

| Gre nazywamy sprawiedliwg, jesli jej wartos¢ oczekiwana jest roéwna ().

1. Rachunek prawdopodobieristwa



Cwiczenie 4
Rzucamy dwiema monetami. Jesli wypadna dwie reszki, to wygrywamy x, zl,
jesli wypadnie jedna reszka, to wygrywamy x4 zl. Jesli wypadna dwa orly, to
przegrywamy rs zi.

@ a) Uzasadnij, ze jesli z; = 20, xo = 10 1 23 = —40, to gra jest sprawiedliwa.

b) Dla jakiej wartosci x5 gra jest sprawiedliwa, jesli x; = x, = 497

Zadania

1. Bierzemy udzial w pewnej grze. Rzucamy kostka — jesli wypadnie parzysta
liczba oczek, to wygrywamy 10 zl, jesli wypadnie 5 oczek, to wygrywamy
120 z1, a jesli 1 oczko lub 3 oczka, to przegrywamy 90 zl.

a) Oblicz wartosé oczekiwana tej gry.

b) Jaka powinna byé¢ wysokosé przegranej, aby gra byla sprawiedliwa?

2. Rzucamy dwa razy kostka. Jesli w drugim rzucie wypadnie wiecej oczek
niz w pierwszym, to wygrywamy x; zl. jesli tyvle samo, to przegrywamy
120 z1. W pozostalych przypadkach przegrywamy 60 zl.

a) Oblicz wartoéé¢ oczekiwana tej gry, gdy ; = 180,

b) Dla jakiej wartosci x; gra bylaby sprawiedliwa?

3. W pierwszej grze rzucamy trzema monetami i otrzymujemy x = 24 zl za
kazdego wyrzuconego orta. W drugiej grze rzucamy czterema monetami
i otrzymujemy y = 15 zl za kazdego wyrzuconego orla.
a) Wartos¢ oczekiwana ktorej gry jest wigksza?
b) Ile powinna by¢ réwna wygrana x, aby — bez zmiany wartosci y w dru-
giej grze — wartosci oczekiwane obu gier byly réwne?

Czy wiesz, ze...

Zagadnieniem wartosci oczekiwanej gry zajmo-
wal sie holenderski matematyk, fizyk i astronom
Christiaan Huygens [czyt. kristian hojchens]
(1629-1695). W 1657 r. wydal prace dotyczaca
rachunku prawdopodobienstwa De ratiociniis in
ludo aleae (O wnioskowaniu w grach hazardo-
wych). Christiaan Huygens byl czlonkiem To-
warzystwa Krélewskiego w Londynie i Akademii
Nauk w Paryzu.

1.15. Wartogé oczekiwana zmiennegj losowe;
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4.

5.

Rzucamy pewna liczba monet. Jesli w rzucie wypadlo n orlow i k reszek, to
wygrana (lub przegrana) jest réwna (2" —3k) zl. Oblicz wartos¢ oczekiwang
tej gry, jesli rzucamy:

a) czterema monetami, b) piecioma monetami.

W tabeli podano prawdopodobienstwa trafienia trojki. czworki, piatki
i szostki w grze liczbowej, w ktorej skreslamy 6 sposrod 49 liczb.

tréjka (5) - () : () =~ 0,017 650 404
czworka (5) - (%)« (%) = 0,000 968 620
piatka (‘.]‘) (”) (;) & 0,000018450 |
szostka 1: (%) = 0,000000072

a) Przyjmijmy, ze wygrywamy jedynie wtedy, gdy tra.ﬁmy szostke, 1 ze
cena jednego zakladu jest rowna 1 zl. Jaka powinna by¢ wysokos¢ wygra-
nej, aby byla to gra sprawiedliwa?

b) Przyjmijmy, ze jesli trafimy trojke. wygramy 10 zl, czwdrke — 100 zl,
piatke — 1000 z1, i Zze cena jednego zakladu jest rowna 1 zl. Jaka powinna
by¢ wysokos¢ wygranej w przypadku trafienia szostki, aby gra byla spra-
wiedliwa?

¢) Przyjmijmy, ze jesli trafimy trojke, wygramy 100 zl, czworke — 1000 zi,
piatke — 10000 z1, a széstke — 10000000 z1. Jaka powinna by¢ cena jednego
zakladu, aby gra byla sprawiedliwa?

Dane sg trzy odeinki o dlugosei 4 em i dwa o dlugosei 6 cin. Wybieramy lo-
sowo trzy sposrod tych odeinkéw 1 budujemy z nich tréjkat. Oblicz wartosé
oczekiwang zmiennej losowej, ktora kazdemu otrzymanemu w ten sposob
trojkatowi przyporzadkowuje:

a) jego obwdd, b) jego pole.

Dany jest szescian o krawedzi 1 cm.

a) Wybieramy losowo dwa wierzcholki szeScianu. Zmienna losowa przy-
porzadkowuje wybranym dwom punktom odleglosé miedzy nimi. Oblicz
wartos¢ oczekiwana tej zmiennej.

b) Wybieramy losowo trzy wierzcholki szeScianu. Zmienna losowa przy-
porzadkowuje wybranym trzem punktom pole trojkata, ktorego sa wierz-
cholkami. Oblicz wartos¢ oczekiwana tej zmienne;j.

1. Rachunek prawdopodobierstwa



1.16. Zagadnienia uzupetniajgce

B Prawdopodobienstwo geometryczne

Na plaszczyznie dane sa figury A i € takie, ze A C €.
Niech P, bedzie polem figury €2, a P4 — polem fi-

gury A. Przyjmujemy. ze prawdopodobienstwo tego, 0
ze losowo wybrany punkt figury £2 nalezy do figury A,
jest rowne: e P

P= 5
Przykiad 1 Vi
Niech € bedzie kwadratem OPQR. a A — zbiorem : o
zaznaczonym na niebiesko (rysunek obok). Jakie jest B ' 1@

prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany punkt
kwadratu £ nalezy do zbioru A?

Zauwazmy, ze Py = 25 oraz P(A) = 9, zatem: N L
p=fa_29 Ol1: P X
Pq 25 ' e

1. Niech 2 = {(z,y): z € (—3:3) i y € (—3:;3)}. Jakie jest prawdopodobien-
stwo tego, ze losowo wybrany punkt ze zbioru {2 nalezy do zbioru zazna-
czonego na niebiesko?

2. Niech Q = {(x,y): x € (0;6) i y € (0;4)}. Jakie jest prawdopodobienstwo
tego, ze wspolrzedne losowo wybranego punktu ze zbioru €2 spelniaja wa-
runek: a)z+y—4<0, b)|z—-2|>1, ¢) |lz—y| <17

Joseph Bertrand (1822-1900) sformulowal nastepujacy problem (znany
jako paradoks Bertranda). Rozpatrujemy trojkat rownoboczny wpisany
w okrag. Wybieramy losowo cieciwe tego okregu. Jakie jest prawdopo-
dobienstwo tego, ze jest ona dluzsza od boku trojkata? Bertrand przed-
stawil trzy metody rozwiazania tego problemu — kazda z nich daje inny
wynik. Sprzecznosé te wyjasniono dopiero po wprowadzeniu aksjomatyki
rachunku prawdopodobienstwa w 1933 r. przez Andrieja Kolmogorowa.

1.16. Zagadnienia uzupelnigjace



Przykiad 2

Ania i Zosia umowily sie, ze kazda z nich przyjdzie do parku pod fontanne
miedzy godzina 12:00 a 13:00 i bedzie czeka¢ tam przez 10 minut. Jakie
jest prawdopodobienstwo tego. ze kolezanki sie spotkaja?

Oznaczmy czasy przybycia Ani i Zosi pod fontanne  13.00
odpowiednio przez x i1 y. Rozpatrzmy punkty na- :
lezace do kwadratu §2 przedstawionego na rysunku
obok. Ania i Zosia sie spotkaja, gdy punkt (z,y)
nalezy do zbioru A zaznaczonego na rysunku na
niebiesko. Pole zbioru A jest réwne 11 (sprawdz).

Prawdopodobienstwo spotkania jest wigc rowne: 12:[}0: == 13:00
)= FA — 1 ~
o= Py = 3 h.-{].3].

3. Jakie byloby prawdopodobienstwo spotkania Ani i Zosi przy fontannie
(patrz przyklad 2), gdyby kazda z nich czekala 20 minut?

Przyktad 3
Momnete o srednicy 2 cm rzucamy na szachownice utworzona z kwadratow
o boku 3 cm. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze moneta w calosci

znajdzie sie wewnatrz ktoregos z kwadratow?
3 cm

Rozpatrzmy kwadrat €2, na ktéry upad! srodek rzu-
conej monety (rvsunek obok). Aby cala moneta 1 em
znajdowala sie wewnatrz tego kwadratu, jej sro-

dek musi naleze¢ do kwadratu A zaznaczonego na  Se—0) 4 LW
) ! : o o
rysunku na niebiesko. Poniewaz P4 = 1 cm” oraz
= 2,
Fa=9cm?: l em Q
— Py __ 1 2
p=5r =g~0,11

4. Monete o srednicy 3 cm rzucamy na szachownice utworzona z kwadratow
o boku 6 cm. Jakie jest prawdopodobiefnstwo tego, ze moneta w caloSci
upadnie wewnatrz ktorego$ z kwadratow?

5. Monete o Srednicy 2 cm rzucamy na szachownice
utworzona z kwadratow o boku 4 ecm w taki sposob,
aby cala moneta znalazla si¢ na szachownicy. Jakie
jest prawdopodobienstwo tego, ze moneta w calosci

upadnie wewnatrz bialego kwadratu?

B 76 1. Rachunek prawdopodobieristwa



Zestawy powtorzeniowe

W Zestaw |
1. lle jest liczb czterocyfrowych, ktorych iloczyn cyfr wynosi: a) 8, b) 107

2. Ile jest liczb czterocyfrowych parzystych, w ktorych zapisie:
a) moga wystapi¢ tylko cyfry 0, 1, 2, 3 i 4,

b) wystepuje dokladnie jedna cyfra 0 i dokladnie jedna cyfra 37

3. lle jest liczb czterocyfrowych nieparzystych, w ktorych zapisie:
a) wystepuja tylko eyfry 41 5,

b) wystepuje dokladnie jedna cyfra 4 i dokladnie jedna cyfra 57

4. Na ile sposobdéw mozna ustawi¢ w kolejce:
a) 2 kobiety i 6 mezczyzn tak, aby kobiety staly obok siebie,
b) 4 kobiety i 4 mezczyzn tak, aby kobieta nie stala za kobieta?

5. Rzucamy dwa razy kostka. Ktore ze zdarzen jest bardziej prawdopodobne:
A — dokladnie w jednym z rzutow wypadnie co najmniej 5 oczek,
B — suma oczek, ktore wypadna w obydwu rzutach, jest nie mniejsza od 87

6. Rzucamy dwa razy kostka. ktorej dwie Scianki sa zielone, a cztery czer-
wone. Oblicz prawdopodobienstwo wyrzucenia:
a) co najmniej raz Scianki zielonej,
b) co najwyzej raz scianki czerwonej.

7. Student zna odpowiedzi na 6 spoérdd 15 pytan egzaminacyjnych. Na egza-
minie losuje 4 pytania. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze zna odpowiedz
na co najmniej jedno z nich.

8. Rzucamy cztery razy niesymetryczng moneta, dla ktorej prawdopodobien-
stwo wypadniegcia orla jest rowne % a reszki % Oblicz prawdopodobien-
stwo tego, ze wypadna:

a) cztery reszki, b) co najmniej trzy reszki.

9. W urnie jest jedna kula czarna o numerze 1 oraz dwie kule biale o nume-
rach 11 2. Losujemy kolejno dwie kule. Oblicz prawdopodobienstwo tego,
ze pierwsza z wylosowanych kul jest biala, a druga ma numer nieparzysty,
jesli losujemy:

a) ze zwracaniem, b) bez zwracania.

Zestawy powtdrzeniowe
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

W szesciu urnach Uy, Us,..., Us znajduja sie kule biale i czarne. Urna
U, zawiera jedna kule biala i n kul czarnych, n € {1,2,...,6}. Rzucamy

kostka i losujemy jedna kule z urny U,, gdzie n jest liczbg wyrzuconych
oczek. Czy prawdopodobienstwo wyciagniecia kuli bialej jest wieksze od ll’

W urnie jest 12 kul: 8 bialych i 4 czarne. Z urny losujemy bez zwracania
3 kule. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wylosujemy:
a) tylko kule biale, b) 2 kule biale i 1 czarna.

a) W urnie U; mamy 3 kule biale i 7 czarnych, w urnie U, — 6 kul biatych
i 4 czarne. Z losowo wybranej urny wyciagamy 3 kule bez zwracania. Oblicz
prawdopodobienstwo wyciagniecia 3 kul czarnych.

b) W urnie U; mamy 3 kule czarne i 2 biale, w urnie U; — 4 kule czarne
i 1 biala. Z losowo wybranej urny wyciagamy 2 kule bez zwracania. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze beda to kule o réznych kolorach.

Mamy 10 kul bialych i 10 kul czarnych oraz dwie urny. Do kazdej z urn
wrzucamy po 10 kul. Jak nalezy rozmiesci¢ kule w urnach, aby:

a) prawdopodobienstwo wylosowania bialej kuli., gdy losujemy jedna kule
z losowo wybranej urny, bylo najwieksze,

b) prawdopodobienstwo wylosowania dwoch kul bialych, gdy losujemy bez
zwracania dwie kule z losowo wybranej urny, bylo najwieksze?

W rzucie pewna moneta orzel wypada dwa razy czesciej niz reszka. Oblicz
prawdopodobienstwo uzyskania co najmniej dwoch orlow w trzykrotnym
rzucie ta moneta.

W urnie sa kule biale, niebieskie i zielone. Prawdopodobienstwo tego,
ze wylosowana kula bedzie biala lub niebieska, jest rowne % Prawdopo-
dobienstwo tego, ze wylosowana kula bedzie niebieska lub zielona, jest
rowne . Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze wylosowana kula bedzie

niebieska.

W urnie sa dwie kule biale z numerami 1 i 2 oraz cztery kule czarne z nu-
merami 3, 4, 5 1 6. Z urny losujemy dwie kule. Niech A oznacza zdarzenie
polegajace na wylosowaniu dwoch kul czarnych, a B — dwoch kul o nume-
rach nieparzystych. Oblicz prawdopodobienstwa P(A|B) i P(B|A).

Stwierdzono, ze po spryskaniu drzew owocowych pewnym srodkiem och-
ronnym ginie 80% szkodnikéw, natomiast te, ktore przezyja, zyskuja cze-
Sciowa odpornosé i po ponownym spryskaniu ginie ich tylko 30%. Uzasad-
nij, ze prawdopodobienistwo tego, ze losowo wybrany szkodnik zginie po
pierwszym lub drugim spryskaniu, jest mniejsze od 0.,9.

1. Rachunek prawdopodobieristwa
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B Zestaw Il

1

Z grupy szesciu chlopcow i1 czworga dziewczat wybieramy losowo trzy
osoby. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wsrod wybranych osob bedzie:

a) co najmniej jeden chlopiec, b) co najwyzej jedna dziewczyna.

Partia towaru sklada sie ze 100 elementéw, wsrod ktorych 2 sa wadliwe.
Poddajemy kontroli 50 losowo wybranych elementéw. Partie przyjmujemy,
jesli wsrod kontrolowanych elementéw jest nie wiecej niz 1 element wa-
dliwy. Oblicz prawdopodobienstwo przyjecia partii.

Ze zbioru liczb szeSciocyfrowych, w ktoryeh zapisie wykorzystano tylko
cyfry 2, 31 4, losujemy jedna liczbe. Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen:
A — wylosowano liczbe, ktorej wszystkie cyfry sa identyczne, B — wylo-
sowano liczbe, w ktorej zapisie przynajmniej dwa razy wystepuje cyfra 4,
C' — wylosowano liczbe, w ktérej zapisie kazda z cyfr 2, 3., 4 wystepuje dwu-
krotnie.

Sposrod liczb 1,2, 3, ..., 15 wylosowano dwie rézne liczby. Oblicz prawdo-
podobienstwo tego, ze:

a) suma wylosowanych liczb jest mniejsza od 5,

b) obie wylosowane liczby sa mniejsze od 7.

¢) iloczyn wylosowanych liczb jest parzysty.

Na egzamin przygotowano 20 pytan. Student zna odpowiedzi na 12 spo-
srod nich, a przystepujac do egzaminu, losuje 3 pytania. Oblicz prawdo-
podobienstwo tego, ze student zna odpowiedzi na wszystkie wylosowane
pytania.

Basia kupila po jednym losie na dwdch réznych loteriach. Prawdopodo-
bienstwo wygranej na pierwszej loterii jest rowne f; a na drugiej wynosi lt
Oblicz prawdopodobienstwo tego. ze Basia kupila:

a) dwa losy wygrywajace, b) jeden los wygrywajacy.

W urnie sa kule biale i czarne. Czarnych kul jest dwa razy wiecej niz

bialych. Wyciagamy z urny 2 kule. Jaka jest najmniejsza liczba kul w urnie,

dla ktorej prawdopodobienstwo wylosowania 2 kul czarnych jest wieksze
29

od 7

Losujemy liczbe n ze zbioru {1.2, 3,4}, a nastepnie rzucamy n razy kostka.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:

a) wypadna same szostki, b) nie wypadnie ani jedna széstka.

Zestawy powtdrzeniowe
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Mamy dwie urny z kulami. W pierwszej jest 10 kul: 4 biale i 6 niebieskich,
w drugiej — tez 10 kul: 3 biale, 5 z6ltych i 2 niebieskie. Rzucamy dwa razy
moneta: jesli przynajmniej raz wypadnie orzel, to losujemy kule z pierw-
szej urny, w przeciwnym razie — z drugiej. Oblicz prawdopodobienstwo
wylosowania kuli:

a) bialej, b) niebieskiej.

Wisrod piecin kostek mamy cztery kostki klasyezne i jedna nietypowa,
ktora ma po szesé oczek na czterech sciankach. Rzucamy losowo wybrang
kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze otrzymamy szesc¢ oczek.

Student zna odpowiedzi na 8 sposrdod 10 pytan w ezesci I egzaminu i na
10 sposrod 12 pytan w czesci I egzaminu. Na egzaminie losuje po 2 py-
tania z kazdej jego czesci. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze student
zda egzamin, jesli musi odpowiedzie¢ poprawnie na wszystkie wylosowane
pyvtania.

Zdarzenia A, B C () sa jednakowo prawdopodobne oraz zawsze zachodzi
przynajmniej jedno z nich. Oblicz:

a) P(A|B)i P(A|B'), jedli P(ANB) = +. b) P(ANB), jeéli P(A|B) = l’

1
Wykonano dwa rzuty kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w dru-
gim rzucie wypadla dwajka, jesli:
a) suma otrzymanych oczek jest réwna 6,

b) iloczyn otrzymanych oczek jest réwny 6.

Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze przy dziesieciokrotnym rzucie moneta
otrzymamy co najwyzej:

a) jedna reszke, b) trzy reszki.

Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze pray dziesieciokrotnyvm rzucie kostka
za plerwszym razem wypadla szostka, jesli wiadomo, ze wyrzucono:

a) dwie szbstki, b) trzy szostki.

Rzucamy dwa razy kostka. Za kazda wyrzucona piatke dostajemy 10 zl,
a za kazda wyrzucona szostke — 20 zl. Jesdli obie wyrzucone liczby oczek
sa mniejsze od 5, to przegrywamy x zl. Dla jakiej wartodci o gra jest
sprawiedliwa?

Rzucamy monetg tak dlugo. az otrzymamy cztery orly z rzedu lub pierwsza
reszke. Oblicz wartos¢ oczekiwana liczby wykonanych rzutow.

1. Rachunek prawdopodobieristwa



Sposob na zadanie @

Przykiad
Ile jest wszystkich liczb stucyfrowych o sumie cyfr rownej &, jesli wiadomo, ze
w zapisie tyvch liczb wystepuja tylko cyfry 0, 2, 4, 67

Zauwazmy, ze liczby spelniajace warunki zadania mozemy podzieli¢ na cztery
Zrupy.

1. Liczby, w ktorych zapisie wystepuje jedna cyfra 6, jedna cyfra 2 i 98 cyfr 0.
o Jesli na pierwszym miejscu znajduje sie cyfra 6, to pozycje cyfry 2 mo-
zemy wybrac na 99 sposobow.
o Jesli na pierwszym miejscu znajduje sie cyfra 2, to pozycje cyfry 6 mo-
zemy wybrac¢ na 99 sposobow.
Zatem jest 99 4+ 99 = 198 takich liczb.

2. Liczby, w ktérych zapisie wystepuja dwie cyfry 4 1 98 cyir 0.
Na pierwszym miejscu takiej liczby znajduje si¢ cyfra 4. Pozycje drugiej
cyfry 4 mozemy wybra¢ na 99 sposobow.
Zatem jest 99 takich liczb.

3. Liczby, w ktorych zapisie wystepuja jedna cyfra 4, dwie cyfry 2 1 97 cyir 0.
o Jesli na pierwszym miejscu znajduje sie cyfra 4, to pozycje dla dwéch
cyfr 2 mozemy wybrac na:
(5;}) — 5]'.!;;!8 — 4851
sposobow.
o Jesli na pierwszym miejscu znajduje sie cyfra 2, to pozycje drugiej cyfry
2 1 pozycje cylry 4 mozemy wybrac na 99 - 98 = 9702 sposobow.
Zatem jest 4851 + 9702 = 14 553 takich liczb.

4. Liczby, w ktoérych zapisie wystepuja catery cyfry 2 i1 96 eyfr 0.
Na pierwszym miejscu takiej liczby znajduje si¢ cyfra 2. Pozycje dla trzech
pozostalych cyfr 2 mozemy wybra¢ na:

99\ _ _99! _ 99-98-97 _ 18R QAC
(.‘j) = gorm = 5 = 156849

sposobow.
Zatem jest 156 849 takich liczb.

Korzystamy z reguly dodawania i stwierdzamy, ze wszystkich liczb spelniaja-
cych warunki zadania jest:

198 + 99 4 14553 + 156849 = 171 699

Odpowiedz: Liczb stucyfrowych spelniajacych warunki zadania jest 171 699.

Sposob na zadanie
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@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1.

Liczb pieciocyfrowych. w ktorych zapisie pierwsza i ostatnia cyfra sa takie
same, jest:

A. 10°, B. 10°, C. 9-10%, D. 9%.10%

Z cyfr 1, 2, 3 i 4 utworzono takie czterocyfrowe kody. ze suma pierwszych
dwoch cyfr jest parzysta, a suma ostatnich dwoch jest nieparzysta (cyiry
moga sie powtarzac). Takich kodow jest:

A. 2 B. 2%, .8 D; 45,

Rzucamy dwukrotnie kostka. Zdarzenie A polega na tym, ze iloczyn liczb
wyrzuconych oczek jest liczba parzysta. Wtedy:

A. P(A)=%  B.PA)=%! C.PA)=L D PA)=L

— g

Rzucamy trzykrotnie moneta. Zdarzenie A polega na wyrzuceniu niepa-
rzystej liczby orlow, a zdarzenie B — na wyrzuceniu wiekszej liczby orléow
niz reszek. Wtedy:

A. P(A) > P(B), C. P(A) < P(4'),

B. P(A) < P(B), D. P(B) > P(B').

Niech A, B C . Jedli P(A) = 2, P(B) = 3 oraz A C B, to:

1
A. P(AUB)zﬁ. C. P(AﬁB)z%,

B. P[AUB}z%, D. P(ANnB) =0.

W urnie jest pie¢ kul o numerach 1, 2, 3, 41 5. Losujemy bez zwracania trzy
kule. Numery wylosowanych kul zapisane w kolejnosci losowania tworza
liczbe trzyeyfrowa. Prawdopodobiefnstwo tego, ze jest to liczba podzielna
przez n. jest réwne % dla n réwnego:

A. 2, B. 6, C.. 9, D. 25.

Z szuflady zawierajacej 5 par rekawiczek wyjmujemy losowo dwie reka-
wiczki. Prawdopodobienstwo tego, ze obie rekawiczki sa na lewa reke, jest
rowne:

A. 2 B.

ke

2

C. i, D. 1.

Prawdopodobienstwo otrzymania co najmniej trzech reszek przy dwuna-
stokrotnym rzucie moneta jest rowne:

4017 4035 4067 4083
A. 4006 7 B. 400946 7 C. 4006 7 D. 40067

1. Rachunek prawdopodobieristwa
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B Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Z cytr 0.1,2,....n tworzymy liczby trzycyirowe, w ktorych zapisie cyfry sie
nie powtarzaja. Wyznacz n., jesli wiadomo, ze wszystkich takich liczb jest 100.

Zadanie 2 (2 pkt)
Ustal, ile jest liczb czterocyfrowych, w ktoryeh zapisie wystepuja tvlko eyiry
0,5, 7. 9.

Zadanie 3 (2 pkt)

W urnie jest pie¢ kul o numerach 1, 2, 3. 41 5. Losujemy kolejno cztery kule
i zwracamy za kazdym razem wylosowana kule do urny. Oblicz prawdopodo-
bienstwo tego, ze wszystkie wylosowane kule maja numery nieparzyste.

Zadanie 4 (2 pkt)
Rzucamy dwa razy kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze dokladnie
w jednym z rzutéw wypadna 3 lub 4 oczka.

Zadanie 5 (3 pkt)
Rzucamy szes¢ razy moneta. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze co najwyzej
cztery razy wypadnie reszka.

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 6 (4 pkt)
Oblicz, ile jest czterocyfrowych parzystych liczb naturalnych, w ktorych zapi-
sie dokladnie dwa razy wystepuje cyfra 6.

Zadanie 7 (4 pkt)

W urnie jest pie¢ kul o numerach 1, 2, 3, 4 i 5. Losujemy bez zwracania
trzy kule. Numery wylosowanych kul zapisane w kolejnosci losowania two-
rza liczbe trzycyfrowa. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze jest to liczba po-
dzielna przez 2.

Zadanie 8 (4 pkt)

Sposrod liczb szesciocyfrowych losujemy jedna. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze jest to liczba podzielna przez 4 lub przez 5.

Zadanie 9 (4 pkt)

Na loterii jest 200 loséw, z tego 2 wygrywajace po 450 zl i 4 wygrywajace po
250 zl. Kupujemy jeden los za 10 zl. Oblicz wartos¢ oczekiwana wygranej na
tej loterii. Uwzglednij cene zakupu losu.

Przed matura
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@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1 (2 pkt)
Ile jest permutacji cyfr liczby 324516 prowadzacych do otrzymania liczby
wigkszej od wyjsciowej liczby?

Zadanie 2 (2 pkt)
Niech A, B C Q oraz P(A) = 0.6, P(B') = 0,3, P(AU B) = 0,9. Oblicz
P(A|B).

Zadanie 3 (4 pkt)

Na egzaminie nalezy wylosowa¢ 3 pytania z 10. Student potrafi odpowiedzie¢
na 7 pytan. Zda egzamin, jesli odpowie na co najmniej 2 pytania. Oblicz
prawdopodobienstwo tego. ze student zda egzamin, jesli potrafi odpowiedzied
na pierwsze z wylosowanych pytan.

Zadanie 4 (4 pkt)
Sposrad liczb 1,2, ..., 10 wybrano kolejno eztery bez zwracania i ustawiono je

w clag. Uzasadnij. ze prawdopodobienstwo tego. ze jest to ciag monotoniczny,
réwna sie .

Zadanie 5 (4 pkt)

Fucznik trafia w tarcze z prawdopodobienstwem rownym p. Prawdopodobien-
stwo tego. ze strzala, ktora trafila w tarcze, trafila w dziesigtke, jest réwne
1— %p Oblicz p, jesli prawdopodobienstwo tego, ze hucznik trafi w dziesiatke,
gdy strzela raz, jest rowne 0.36.

Zadanie 6 (4 pkt)

Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania przynajmmniej raz dwoch szostek
w 24 rzutach dwiema kostkami.

Zadanie 7 (4 pkt)

Sposrod liczb szesciocyfrowych losujemy jedna. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze wylosowana liczba ma tyle samo cyfr parzystych co nieparzystych.

Zadanie 8 (4 pkt)
Mamy piec¢ klasycznych kostek do gry oraz jedna nietypowa,

ktorej siatke przedstawiono na rysunku obok. Wykonano ’ Al [P :
dwa rzuty losowo wybrana kostka i otrzymano dwie czworki. Py
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze rzucano kostka niety- 555
powa. . *

* @
Zadanie 9 (6 pkt) o o
Oblicz, ile jest wszystkich nieparzystych liczb stucyfrowych [ o

o sumie cyfr rownej 5.

1. Rachunek prawdopodobieristwa
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Graniastostupy
| ostrostupy

Piramidy w Gizie zbudowano na przetomie XXVI i XXV w. p.n.e. Najwiek-
sza z nich — piramida Cheopsa (po lewej na zdjeciu) — miata okolo 146 m
wysokosci, a jej podstawa byl kwadrat o boku 230 m. Aby obliczy¢ objetosé
piramidy, korzystamy ze wzoru na objetos¢ ostroshupa V' = %PP - H, gdzie P,
jest polem podstawy ostroslupa. a H — jego wysokoscig. Objetosé piramidy
Cheopsa wynosila okolo 2600000 m®. Obecnie jej wymiary sa nieco mniejsze.
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2.1. Proste i ptaszczyzny w przestrzeni

B Wzajemne polozenie dwoéch ptaszczyzn

A

Plaszezyzny przecinajace sie — ich
czescia wspolna jest prosta.

Plaszezyzny rownolegle — nie maja punk-
téw wspolnych lub sie pokrywaja.

D, c
Przyktad 1 4 . :
W szescianie (rysunek obok) plaszczyzna za- | By
wierajaca podstawe ABCD jest réwnolegla do :
plaszezyzny zawierajacej podstawe A, B,C D,. A@{ e
A B

Cwiczenie 1
Wskaz Sciang szescianu (rysunek powyzej) zawarta w plaszezyZnie réwnoleglej
do plaszezyzny zawierajacej Sciane: a) ADDA,, b) DCC,D,.

Zauwazmy, ze aby opisa¢ plaszczyzne, wystarczy podac trzy niewspoélliniowe
punkty nalezace do niej, gdyz przez kazde trzy punkty nielezace na jednej
prostej przechodzi dokladnie jedna plaszczyzna.

Cwiczenie 2
Do plaszezyzn Py, Pa, Ps. Py naleza wymienione wierzcholki szescianu (rysu-
nek ponizej).

1| D '

Pl:A,D,Dl PQ:A,B,D A I

) I By
|
Ps: B, By, C,y Pa: B, By, A, :

o
Ktore z tych plaszczyzn przecinaja sie wzdluz AEE 5
prostej [, a ktore — wzdluz prostej k7

Cwiczenie 3

Sciany szescianu sa zawarte w szedcin réznych plaszezyznach. Wskaz dowolne
trzy wierzcholki szeScianu (rysunek powyzej) nalezace do plaszezyzny przeci-
najacej te szes¢ plaszcezyzn.

Uwaga. Dla figur na plaszczyinie w przestrzeni prawdziwe sg wszystkie twierdzenia
przyjete w planimetrii.

2. Graniastostupy i ostrostupy



B Wzajemne potozenie dwdch prostych

= 7 /S

Proste rownolegle leza Proste przecinajace sig Proste skodne nie lezg

w jednej plaszczyznie i nie leza w jednej plaszezyi- w jednej plaszczyinie,
maja punktéw wspdlnych nie i maja jeden punkt zatem nie maja punktow
lub sie pokrywaja. wspolny. wspolnych.

Przykiad 2
Na ryvsunku obok przedstawiono ostrosiup, ktérego pod-
stawa jest kwadrat.

« Proste zawierajace krawedzie AB 1 DC sa rownolegle.

« Proste zawierajace krawedzie AS i BC' sa skosne. /A
/ /3
Cwiczenie 4 f

Ktére krawedzie ostroslupa (rysunek powyzej) zawieraja si¢ w prostych skos-
nych do prostej zawierajacej krawedz AB?
Mowimy, ze prosta [, skosna do prostej k, jest do £| 1 |
prostej k prostopadla, gdy istnieje prosta [; rowno-
gy
|
|

legla do prostej [ 1 przecinajaca prosta k pod katem
prostym.
Zauwazmy, ze kazda prosta réwnolegla do prostej [

jest prostopadla do prostej k.

Uwaga. Proste prostopadle sa skosne lub sie przecinaja (gdy leza w jednej
plaszczyznie).

Cwiczenie 5 | b e,
Prosta | zawiera krawedz AA, szeScianu (rysunek //’: /
obok). Wskaz proste zawierajace pozostale krawe- i : B,

dzie tego szescianu, ktore sa: :

a) rownolegle do prostej [, Dl .

b) prostopadle do prostej [. Pl s - 2 o

Cwiczenie 6
W szescianie (rysunek powyzej) wskaz pary wierzcholkéw, ktére wyznaczaja
proste skosne nieprostopadle do prostej [.

2.1, Proste i plaszczyzny w przestrzeni
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B Wzajemne potozenie prostej i ptaszczyzny

Prosta | nazywamy réwnolegla do plaszczyzny P, Jesli prosta | ma z plaszczy-
jesli nie ma ona punktéw wspdolnyeh z ta plasz- zng P dokladnie jeden punkt
(-?‘,r?m; lub jest w niej zawarta. wspolny, to moéwimy, ze pro-

sta [ przecina plaszezyvzne P,

b JET L]

Mowimy. ze prosta | jest prostopadia do
plaszczyzny P. jesli jest ona prostopadla do
kazdej prostej zawartej w plaszczyZnie P. Ay

k Dy h

By

Przykiad 3

|

|

|

|
W szescianie (rysunek obok) prosta k za- /B_j.{ o
wierajaca krawedz A A, jest prostopadla do /; 4
plaszczyzny zawierajacej podstawe ABCD.

Twierdzenie o prostej prostopadlej do ptaszczyzny

Jesli prosta [ jest prostopadia do dwoch nieréwno- L /k

leglych prostych zawartych w plaszezyznie P, to / A /

jest ona prostopadla do plaszczyzny P. /P | / kg
7

Dowédd — patrz zadanie 6 na stronie 90.

Przyktad 4

Podstawa ostroshupa (rysunek obok) jest kwadrat
ABCD. Jesdli odcinek SO jest prostopadly do prze-
katnych podstawy ostroslupa, to jest on prostopa-
dly do plaszezyzny zawierajacej te podstawe. Zatem

np. dla dowolnego punktu P nalezacego do krawedzi
podstawy ostroslupa trojkat SOP jest prostokatny.
A

Cwiczenie 7

Dany jest szescian o podstawach ABCD i A, B,C D, (jak na rysunku w przy-
kladzie 3.). Odcinek C'D, jest przekatna sciany bocznej tego szescianu. Wskaz
krawedzie podstaw zawarte w prostych prostopadlyvch do prostej CD,. Czy
prosta C'D,; jest prostopadla do plaszczyzn zawierajacych te podstawy?

B 58 2. Graniastostupy i ostrostupy



Dla dowolnego punktu S mozemy poprowadzi¢ prosta [ przechodzaca przez
ten punkt i prostopadla do plaszczyzny P. Punkt przeciecia prostej | z plasz-
czyzna P nazywamy rzutem prostokatnym punktu S na plaszczyzne P.
Rzutem prostokatnym figury na plaszezyzne jest figura skladajgca sie z rzutow
prostokatnych wszystkich punktow rzutowanej figury. %i"

g
Na rysunku obok punkt S’ jest rzutem prostokat- =
nym punktu S na plaszezyzne P. a prosta k' jest / / a

Z 1S / K
Cwiczenie 8 |
Odcinek RS, jest rzutem prostokatnym odcinka RS na plaszczyzne P. Czy

rzutem prostokatnym prostej k na te plaszezyzne.
odcinek RS, moze by¢ dluzszy od odcinka RS? Sformuluj i udowodnij od-

powiednie twierdzenie.

Kiedy stosujemy twierdzenia planimetrii, musimy mie¢ pewnosé, ze rozpatry-
wane punkty leza w jednej plaszczyznie. Pamietajmy, ze plaszezyzne wyzna-
czaja jednoznacznie:

e trzy punkty nielezace na jednej prostej,

« dwie przecinajace si¢ proste,

« prosta i punkt nielezacy na tej prostej,

« dwie rézne proste rownolegle.

Zadania

1. Dwa szesciany maja wspolna Scia- D, c P
ne BCOC, B, (rysunek obok). Wskaz /’:

pary wierzcholkéw tych szescianow

B1 El

[
wyznaczajace proste rownolegle oraz :
pary wierzchotkow wyznaczajace pro- :
ste prostopadle do prostej: - -G F
a) EF, b) A, C,. A B E

2. Rzutem prostokatnym odcinka D B na Sciane &5
ABCD szescianu jest odcinek DB (rysunek A, :\ B/
obok). Wskaz odcinek bedacy rzutem prosto-
katnym odcinka D, B na Sciane:

a) A B,C,D,, ¢) BCC,B,, T, | IR
b) ADD, A, d) ABB,A;. A heZ

153

@ 3. Dla prostych k, [, m lezacych w tej samej plaszczyZnie zachodzi wlasnosé:

jesli b L 11l L m, to k || m. Uzasadnij, ze analogiczna wlasnos¢ nie
zachodzi dla prostych w przestrzeni.

2.1, Proste i plaszczyzny w przestrzeni



4. Dany jest szescian o krawedzi dlugosci 2 (ry- D, C)
sunek obok). Wskaz przykladowy odcinek, kté- & //ql
rego konce naleza do krawedzi szescianu, a dlu- : By
goscl jego rzutéw prostokatnych na Sciany sze- :
Scianu przyjmuja wartosci: B [
- . ' - = /lﬁ
a) V5 i2v2, b) 21 2v2, ¢) vV2i /5. e .

5. Trojkat A, B,C, jest rzutem prostokatnym trojkata ABC na plaszczy-
zne P. Ustal, czy:
a) obwdd trojkata Ay B;C; moze by¢ wigkszy od obwodu tréjkata ABC,
b) pole tréjkata A, B;C; moze by¢ wigksze od pola tréjkata ABC,
¢) miara kata A, B,C, moze by¢ wieksza od miary kata ABC.

E] 6. Przeczytaj dowod twierdzenia o prostej prostopadlej do plaszezyzny i po-
daj brakujace uzasadnienia.

Rozpatrzmy prosta [ prostopadla do dwdéch nieréwnoleglych prostych
ky 1 ko zawartych w plaszezyznie P. Niech A bedzie punktem wspélnym

prostej | 1 plaszczyzny P.
l
]

AR 4

Niech m bedzie dowolna prosta przechodzgca przez punkt A i zawarta
w plaszczyznie P. Na prostej [ wybieramy punkty B i C' takie, ze
|AB| = |AC|. Na plaszczyznie P prowadzimy prosta n przecinajaca
proste ki, m i ke odpowiednio w punktach D. E i F.

Wowcezas |BD| = |CD| oraz |BF| = |CF| (uzasadnij).

Zatem ABDF = ACDF (uzasadnij), skad otrzymujemy |CE| = |BE|
(uzasadnij). Oznacza to, ze S BAE = ¢CAE = 90° (uzasadnij). Zatem
prosta [ jest prostopadla do prostej m, a skoro prosta m byla dowolnie
wybrana prosta zawartag w P, to [ L P.

B 00 2. Graniastostupy i ostrostupy



2.2. Graniastostupy

Graniastoshup to wieloscian, ktorego dwie Sciany, zwane podstawami, sa przy-
stajacymi wielokatami zawartymi w plaszezyznach réwnoleglych. a pozostale
sciany, zwane Scianami bocznymi, sa rownoleglobokami o wierzchotkach nale-

zacych do podstaw.

| |

L L

L) 1]

| |
= - ==
— - =
- -

Jesli krawedzie boczne graniastoslupa sa prostopadle do podstaw, to gra-
niastostup nazywamy prostym., w przeciwnym razie graniastoshup nazywamy
pochylym. Sciany boczne dowolnego graniastoslupa prostego sa prostokatami.
Dowolny odcinek, ktory laczy plaszezyzny zawierajace podstawy graniasto-
stupa 1 jest do nich prostopadly, nazywamy wysokoScia graniastostupa.
Powierzchni¢ boczna graniastoslupa stanowia wszystkie jego sciany boczne.

Pole powierzchni calkowite] graniastostupa jest réwne P —9P + P
; S : ; . a i o b
sumie pol jego podstaw i pola powierzchni bocznej.

Cwiczenie 1
Oblicz pole powierzchni calkowitej graniastoslupa prostego, ktorego wysokosé
jest rowna 30 cm, a podstawa jest tréjkat o bokach 6 cm, 8 cm i 10 cm.

W zaleznosci od tego, jakim wielokatem jest krawedz podstawy — podstawa
podstawa graniastoslupa, méwimy o grania-

: s - , |
stoshupie tréjkatnym. czworokatnym, piecio- wierzchotek ——— ,
katnym itd. Graniastoslup pieciokatny przed- :
stawiony na rysunku obok ma 7 scian (2 pod- krawedz '

s e s - . boezna I
stawy 1 5 $Scian boeznych), 15 krawedzi =
(10 krawedzi podstawy i 5 krawedzi bocz- - /ﬁ .

A [e
nych) oraz 10 wierzcholkéw. hoczna

Cwiczenie 2
Podaj liczbe $cian, krawedzi i wierzcholkéw graniastostupa:

a) tréjkatnego, b) czworokatnego, ¢) szesciokatnego.

Cwiczenie 3
Czy istnieje graniastostup, ktorego liczba krawedzi jest réwna: a) 21 b) 257

2.2. Graniastosiupy



Graniastoshup prosty, ktorego podstawa jest prosto-

kat. nazywamy prostopadloscianem. !

Uwaga. Za podstawe prostopadloscianu mozemy przyjac I

jego dowolna Sciane. :

Pole powierzchni calkowite] prostopadioscianu o kra- “ :

wedziach a, b, ¢ opisuje wzor: e RESS
P. = 2ab 4+ 2ac + 2bc //f :

Cwiczenie 4
Diugosei krawedzi podstawy prostopadloscianu sg réwne 4 cm i 6 em. Oblicz
wysokos¢ tego prostopadloscianu, jesli wiadomo, ze jego:

a) pole powierzchni calkowitej wynosi 100 cm?.

b) pole powierzchni bocznej stanowi 60% pola powierzchni catkowitej.

Prostopadloscian o wszystkich krawedziach réownych nazywamy szeScianem.
Pole powierzchni calkowitej szecianu o krawedzi a jest réwne 6Ga®.

Cwiczenie 5 '

Do wykonania modelu szescianu zuzyto 1620 em? kar- :

tonu, z czego 20% stanowily zakladki. Oblicz dlugosé a I

krawedzi tego szescianu. e S
-~ I

Cwiczenie 6
Suma oczek znajdujacych sie na przeciwleglych scianach szesciennej kostki do
gry jest rowna 7. Czy przedstawiona siatka moze by¢ siatka tej kostki?

) [ b) [13 ) [+ d) 53

Graniastoshup prosty, ktorego podstawa jest wie-

|
lokat foremny, nazywamy prawidlowym. r
|
L
(0] Cwiczenie 7 B gl |
Wymiary dwdch graniastostupéw prawidltowych, troj- : é : :
katnego i szedciokatnego, podano na rysunku obok.  E| | [
Uzasadnij, ze pole powierzchni calkowitej jednego 2= | B
z tych graniastoslupow jest o 50% wigksze od pola : J— U

powierzchni calkowitej drugiego. -

4 cm 2 cm

I 02 2. Graniastostupy i ostrostupy



Zadania

1

Oblicz pole powierzchni calkowitej graniastoslupa prostego o wysokosci
8 cm, ktorego podstawa jest:

a) romb o kacie ostrym 30° i boku dlugosci 12 cm,

b) trojkat rownoramienny o kacie 120 i ramionach dlugosci 6 cm.

Podstawa graniastoslupa prostego jest trapez rownora-
mienny o bokach dhigosci 12 em, 5 ¢m, 6 cm 1 5 cm.
Oblicz wysokos¢ tego graniastoslupa, jesli wiadomo, ze:

a) jego pole powierzchni bocznej jest réwne 560 cm?,

b) jego pole powierzchni calkowite] jest réwne 492 cm?.

Podstawa graniastoslupa prostego jest tréjkat prostokatny o obwodzie
24 em. Wysokosc graniastoslupa jest rowna przeciwprostokatne) podstawy,
a pole najwiekszej Sciany bocznej jest réwne 100 em?. Oblicz pole po-
wierzchni calkowitej tego wieloscianu.

Na rysunku ponizej przedstawiono fragment siatki graniastoslupa pro-
stego. Narysuj cala siatke tego graniastoshupa i oblicz jego pole powierzch-
ni catkowitej.

a) 0 b) . c)
6 ] 7
. 6 5
6 45°
8 12 4

Narysuj siatke graniastoslupa prawidlowego n-katnego, ktérego wszystkie
krawedzie maja diugosé 2 em. i oblicz jego pole powierzchni calkowite;j.

a) n=23 b) n=4 c) n==06

Istnieje 11 roznych siatek, z ktérych mozna zlozy¢ model szescianu. Ponize]
przedstawiono 9 z nich. Narysuj dwie brakujace siatki szeScianu.

| | | =

2.2, Graniastosiupy
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2.3. Odcinki w graniastostupach

Przyktad 1

Przekatna sciany bocznej graniastostupa prawidlowego
czworokatnego ma dlugosé 10 cmn 1 tworzy z krawedzia
podstawy kat a taki, ze cosa = £ (rysunek obok). Ob-
licz pole powierzchni boceznej tego graniastoshupa.

:."r..a.’:.'-ﬁ_':—, lec — o v s
Zauwazmy, ze cosa = 15, wiec a = 10 ?; 6 |cm

b= 102 -6 = \/64 = 8 [cm]

(i

Obliczamy pole powierzchni bocznej: P, = 4ab=4-6-8 = 192 [cm?.

Cwiczenie 1

{l

Przekatna sciany bocznej graniastoshupa prawidlowego czworokatnego ma dhu-
gos¢ 25 cm i tworzy z krawedzia boczna kat o taki, ze sina = 0,28. Oblicz

pole powierzchni calkowitej tego graniastostupa.

Cwiczenie 2

Przekatna sciany bocznej graniastoslupa prawidlowego trojkat-
nego tworzy z krawedzia podstawy kat o taki, ze cosa = 3 (rysu-

nek obok). Oblicz pole powierzchni calkowitej tego graniastostupa, b :
jesli wiadomo, ze: L
a) a.=6 cm, b) b= 6 cm. 5 54
[ 4]
Cwiczenie 3 Dy o
Przekatne AD; i C'D, 4cian bocznych graniastostupa 4 : Bi
prawidlowego czworokatnego (rysunek obok) maja diu- 1| \
goscl rowne 8 cm. Tworza one z przekatna podstawy |
kat « taki, ze cosa = ll Oblicz pole powierzchni bocz- Igi___ (2N
nej tego graniastoshupa. A e
B
Dy & Przekatng graniastostupa nazywamy taki od-
: cinek laczacy dwa jego wierzcholki. ktory nie
A : B C jest zawarty w zadnej scianie graniastoshupa.
DJ_ ok Prostopadloscian ma {121:01'}.' pr‘zck;@tlm.
i : Na rysunku obok sa to odcinki:
Al r BD,, AC,, CA, i DB,

Zwroc uwage na to, ze przekatna sciany bocznej graniastoslupa nie jest prze-
katna graniastoslupa oraz ze graniastostup trojkatny nie ma przekatnych.

2. Graniastostupy i ostrostupy



[b] Cwiczenie 4
a) Uzasadnij twierdzenie podane obok.
b) Uzasadnij, ze przekatna szescianu
o krawedzi @ ma dlugodé réwna av/3.

Przekatna prostopadioscianu
o krawedziach a, b, ¢ ma dlu-
2OS¢ rowna:

VETE T &

Cwiczenie 5
Oblicz dlugosci przekatnych wszystkich Scian oraz dlugosé przekatnej prosto-
padlosciann o krawedziach:

a) 5,9, 12, b) 6. 8, 15. Dy ol
| -

o " |
Cwiczenie 6 A i %
W szedcianie z tego samego wierzcholka poprowa- |
dzono jego przekatna i przekatna podstawy (rysunek DI

o o -
obok). Tworza one kat a. Oblicz cosinus tego kata .
oraz jego przyblizona miare z dokladnoscia do 1°. z

A B

Zadania

1. Oblicz pole powierzchni calkowitej graniastoslupa prawidlowego czworo-

katnego, ktorego krawedz podstawy ma dlugosé 5 em. a przekatna jego
sciany bocznej tworzy:

a) z krawedzia podstawy kat 30°,

D

b) z krawedzia boczna kat 30°, '_ : Ci
¢) z przekatna graniastostupa kat 30°. A BN

S11 T B

| 1
Kat miedzy przekatnymi sasiednich $cian bocz- :
nych graniastoslupa prawidlowego czworokatnego D __ | _Ne
jest réwny 60° (rysunek obok). Wykaz, ze grania- o7
.

stoslup ten jest szescianem. A 5

Oblicz dlugosé przekatnej graniastoslupa prawidlowego czworokatnego,
ktorego krawedz podstawy ma dlugosé 4 ¢cm, a przekatna ta tworzy:

a) z przekatna podstawy kat 45°,

b) z jedna z krawedzi bocznych kat 30°,

c) z przekatna jednej ze scian bocznych kat 30°.

Przekatna graniastostupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosé 41/6.

a jego wysokos¢ jest rowna 8. Oblicz pole powierzchni calkowite] tego
graniastoslupa.

2.3. Odcinki w graniastosiupach



10.

11.

D] 12.

R

14.

Dany jest graniastoshup prawidlowy szescio- E4 D,
katny, ktérego wszystkie krawedzie maja diu-
gos¢ 4 cm. Oblicz dlugosci przekatnych tego
graniastoshupa (rysunek obok).

Fi g

Dluzsza przekatna graniastoslupa prawidlo-
wego szesciokatnego ma diugosc 10 cm, a jego  F
wysokosé jest rowna 5 cm. Oblicz pole po-

wierzchni calkowitej tego graniastoslupa.

Roéznica diugosci przekatnych graniastoslupa prawidlowego szesciokatne-
g0, ktorego wszystkie krawedzie sa rowne, wynosi 2 cm. Oblicz dlugosé
krawedzi tego graniastoshupa.

Oblicz pole powierzchni calkowite] prostopadloscianu, ktorego przekatne

scian maja dlugosci 10 em, 17 em, 34/29 cm.
I

Przekatna A,C prostopadlodcianu (rysunek ) R
obok) tworzy z krawedziami wychodzacymi A, I| B,

z wierzcholka C katy «, 31 4. Wykaz, ze: | =

a) sin” a 4 sin” 8 + sin®y = 2, /Qi- ===t C
b) cos® o + cos® F + cos® v = 1. " = %

Pole powierzchni calkowitej graniastoslupa prawidlowego czworokatnego
jest trzy razy wieksze od jego pola powierzchni bocznej. Oblicz cosinus
kata zawartego miedzy przekatna tego graniastoslupa a jego krawedzia
boczna.

Wyznacz pole powierzchni boczne) graniastoslupa prawidlowego szescio-
katnego, ktorego krawedz podstawy ma dlugosc a, a dluzsza przekatna jest
trzy razy dluzsza od krotszej przekatnej podstawy.

Podstawa graniastoslupa prostego jest romb o kacie ostrym a. Wszystkie
krawedzie tego graniastoslupa maja dlugosé a. Uzasadnij, ze jego krotsza
przekatna ma diugosé rowna a/1 + 45i1‘12%.

Przekatna graniastoshipa prawidlowego czworokatnego ma diugosé d i two-

rzy z krawedzia podstawy kat a. Uzasadnij, ze pole powierzchni bocznej
X i r i a0 f
tego graniastoshupa jest réwne 4d” cusr.t\/ sin” v — cos? a.

Liczba przekatnych graniastoslupa prawidlowego n-katnego jest o 24 wiek-
sza od liczby przekatnych jego wszystkich scian bocznych. Oblicz n.
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2.4. Objetosc¢ graniastostupa

G
Objetosé prostopadloscianu o wymiarach a, b, ¢ ’l’lﬁ
wyraza sie za pomoca wzoru: V. = abe. o

Przykiad 1 a=5cm ¥
Przedstawiony na rysunku powyzej prostopadloScian ma objetos¢ rowna
5cm-4 em-3 em = 60 cm?®. Zauwaz, ze mozna go podzieli¢ na 60 szescianow
o objetosci 1 em? kazdy.

Cwiczenie 1

Dane sa prostopadlosciany P, i P, o wymiarach:
P:15emx2dmx10ecm, P:0,12mx1,2dmx22cm

Ktory z nich ma wicksza objetosé?

Cwiczenie 2
Pole powierzchni calkowitej szescia-

. , i, et . Objetosc szescianu o krawedzi a wy-
nu jest rowne 1.5 dim”. Oblicz obje-

5 0 raza sie za pomoca wzoru: V = a®.
tosc tego szesclanu.

Cwiczenie 3 A'b"— 1 b
Na rysunkach przedstawiono graniastostupy — : A
ulozone z szesciennych kostek o objetosci _;__/"'/

1 em® kazda. Oblicz objetosci tych grania- BV =il
stostupow. =

Objetos¢ dowolnego graniastoslupa wyraza sie za pomoca wzoru:
V=PF,-H
gdzie P, jest polem podstawy graniastoslupa, a H — jego wysokoscia.

Przykiad 2
Oblicz objetos¢ graniastoslupa prawidlowego trojkatnego
o krawedzi podstawy 6 cm 1 wysokosci 4 cm.

|
Obliczamy pole podstawy: |
3 i [
P, = ﬁT"ﬁ = 0v/3 [em?] = L
Zatem objetosé: =
V=P,-H=9/3-4=36V3 [cm?] 6 cm
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Cwiczenie 4
Wyznacz wzor na objetos¢ graniastostupa prawidlowego:
a) trojkatnego, b) szedciokatnego,

ktorego wszystkie krawedzie sa réwne i maja dlugosé a.

Cwiczenie 5
a) Oblicz objetosé¢ graniastoslupa prawidlowego szesciokatnego o krawedzi
podstawy 4 cm, ktérego pole powierzchni bocznej jest réwne 180 em?.

b) Pole powierzchni bocznej graniastostupa prawidlowego
trojkatnego jest rowne sumie pol jego podstaw. Wiedzac,
ze krawedz podstawy ma diugosé 5 cm, oblicz objetosé
tego graniastosiupa.

Cwiczenie 6

Oblicz kubature (objetosé) budynku przedstawio-
nego obok na schematycznym rysunku. Wymiary s 6
tego budynku podano w metrach.

1.5

Zadania

1. a) Wysokoé¢ graniastoslupa prostego jest réwna 7 cm, a jego podstaws
jest trapez o bokach dlugosci 4 cm. 4 em, 4 cm i 8 ecm. Oblicz objetosé
tego graniastoslupa.

b) Podstawy trapezu prostokatnego maja dlugosci a i 2a. a jego kat ostry
jest rowny a. Wyznacz objetosé graniastoslupa prostego o wysokosci 3a,
ktorego podstawa jest ten trapez.

2. a) Przekatna graniastoslupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosé
9 c¢m, a pole jego podstawy jest réwne 16 em?. Oblicz objetod¢ tego gra-
niastoslupa.

b) Przekatna graniastoslupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosé d
i tworzy z krawedzia podstawy kat a. Wyznacz objetosé tego graniasto-
stupa. Jakie wartosci moze przyjmowac a?

3. Do dwdch akwariéw (rysunki A i C) wrzucono kolejno ten sam kamien (ry-
sunki BiD). Za kazdym razem kamien byl calkowicie zanurzony w wodzie.
Oblicz .

A,

2. Graniastostupy i ostrostupy

[4=

B.

-
-

" f{"}

20 em

o
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11 em

D.
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4. Prostopadloscienny drewniany klocek o wymiarach 10 ¢m 10 cm 10 cm
18 em x 30 em x 50 cm przecieto na cztery czesci |
majace ksztalty graniastoshupow tak, jak
przedstawiono na rysunku obok. Oblicz
objetosc kazdej z otrzymanych czesci.

6 cm /

fi cm

f cm

5. Schody skladaja si¢ z 15 jedna-
25 cm kowych betonowych stopni o wy-
miarach podanych na rysunku
obok. Oblicz objetos¢ betonu zu-
12 m zvtego na ich wykonanie.

20 em

6. Podstawa graniastoslupa prostego jest trojkat, ktorego dwa boki maja
dlugosci 3a i av/3, a miara kata miedzy nimi wynosi 30°. Wyznacz objetosé
tego graniastoslupa, jesli wiadomo, ze jego pole powierzchni calkowitej jest
dwa razy wicksze niz pole powierzchni bocznej.

7. Krawedz podstawy graniastoslupa prawidlowego tréjkatnego ma diugoscé b,
a przekatne jego sasiednich scian bocznych poprowadzone z jednego wierz-
cholka tworza kat 45°. Wyznacz objetosé tego graniastoslupa.

8. Podstawa graniastoslhupa prostego jest romb o kacie ostrym a. Przekatna
sciany bocznej ma dlugosé d i tworzy z krawedzia podstawy kat 5. Wy-
znacz objetosc tego graniastoslupa.

9. Na ktorym z ponizszych rysunkoéw przedstawiono siatke graniastoshupa?
Oblicz objetosé tego graniastoshupa.

A, B.

1 8 1 1 3 1
4 ;
60° 60° /

10. Objetosé¢ graniastoslupa prostego. ktorego podstawa jest romb o kacie

ostrym 30°, jest réwna 27 em®, a jego pole powierzchni bocznej jest réwne
36 cm?. Narysuj siatke tego graniastoshupa.

2.4, Objeto$é graniastosiupa 99 I



Graniastostupy pochyte

Sciany boczne ABFE i DCGH graniasto-
shupa pochylego przedstawionego na rysunku
obok sa rombami o boku a i kacie ostrym o.
Podstawy oraz pozostale sciany boczne tego
graniastoslupa sa kwadratami. Odcinek EP
jest jego wysokoscia.

|E'P| = asin a, zatem objetosé tego graniastoslupa:

3 i 9 .
V= Pp h=a? -asina = a’sina

Zauwaz, ze objetos¢ tego graniastostupa mozemy rowniez wyznaczyce, prayj-
mujac, ze jego podstawami sg romby ABFFE i DCGH . Wowcezas otrzymujemy:

3 sin o

V="F_ h= a’sina-a =a
Innym przykladem graniastoslupa pochylego
jest romboedr. czyli graniastostup, ktérego
wszystkie sciany sa przystajacymi rombami.

Na rysunku obok przedstawiono romboedr,
ktorego wysokoscia jest odcinek EP.

Zauwaz, ze wysokos¢ Sciany bocznej nie jest
wysokoscig romboedru.

*1. a) Oblicz wysokos$¢ romboedru, ktorego kazda Sciana jest rombem o boku 4
i kacie ostrym 60°.

@ b) Wyznacz wysokosé romboedru, ktorego kazda Sciana jest rombem o bo-

ku a i kacie ostrvin a. Uzasadnij, ze objetos¢ tego romboedru dana jest

WZOTem:
V =a*(1—cosa)y1+2cosa
3 em
2. Na rysunku obok przedstawiono siatke 45

romboedru, ktorego Scianami sa romby
o boku dlugosdci 3 cm i kacie ostrym 45°.

a) Oblicz pole powierzchni calkowitej te-
go romboedru.

| b) Korzystajac ze wzoru podanego w za-
daniu 1, oblicz objetos¢ tego romboedru
z dokladnoscia do 0,01 em?®.
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sciana
boczna

2.5. Ostrostupy

Ostrostup to wieloscian, ktorego jedna

wierzcholek

wysokos¢
2 2 - 3 a ¥, s
sciana, zwana podstawg, Je&,t? dowolnym Nrdseds
wielokatem, a pozostale Sciany, nazy- boczna
wane Scianami bocznymi. sa trojkata- spodek
. - . [y P AP r

mi o wspélnym wierzcholku, zwanym wysokosci // 7
wierzcholkiem ostrostupa. / Yraweis
Wysokoscia ostroshipa nazywamy odci- podstawa podstawy
nek, ktorego jednym koncem jest wierz- Ostrostup nazywamy tréjkatnym, czwo-
cholek ostrostupa, a drugim — rzut rokatnym, pieciokatnym itd. — w zalez-

_ : : nosci od tego, jakim wielokatem jest
prostokatny wierzcholka na plaszczyzne jego podstawa. Na rysunku przedsta-
podstawy, zwany spodkiem wysokosci. wiono ostrostup ezworokatny.
Definicja

Ostrostup nazywamy prostym, jesli wszystkie jego krawedzie boczne maja
te sama dlugosc.

Jesli podstawa ostroshupa prostego jest wielokat foremny, to taki ostroship
nazywamy prawidlowym.

Cwiczenie 1
Uzasadnij, ze w ostroslupie prostyvm spodek wysokosci jest srodkiem okregu
opisanego na podstawie tego ostroslupa.

Pole powierzchni catkowitej ostrostupa jest rowne su- P.—P +P
. 4 i ; : i L b
mie pola jego podstawy 1 pola powierzchni bocznej.
Cwiczenie 2

Czy na rysunku przedstawiono siatke ostroslupa prostego? Jesli tak, to oblicz
jego pole powierzchni calkowitej.

a) 3 3 b) c) 'hﬁ'

1 \
3 3
r 3 3 5
an)

3 3 ? $ 3 [y

D5 A X
3 3

2.5. Ostrosiupy

101 I



I 102

Cwiczenie 3

Oblicz pole powierzchni calkowitej ostroslupa prawidlowego tréjkatnego, kto-
rego Sciany boczne sa trojkatami prostokatnymi, a krawedz podstawy ma dlu-
gos¢ 4 cm.

Cwiczenie 4

Podstawa ostrostupa prawidlowego tréjkatnego ma pole réwne 25v/3. Oblicz
wysokos¢ Sciany bocznej tego ostroslupa, jesli jego pole powierzchni catkowite]
jest siedmiokrotnie wieksze od pola podstawy.

Katem plaskim przy wierzchotku ostroslupa prawidlowego nazywamy kat
miedzy ramionami trojkata rownoramiennego bedacego Sciana boczna tego
ostrostupa.

Cwiczenie 5

Oblicz pole powierzchni calkowitej ostroslupa prawidlowego czworokatnego,
ktorego krawedz podstawy ma dlugosé 6 cm, a kat plaski przy wierzcholku
ma miare 60°.

Ostroslup prawidlowy trojkatny. ktorego wszystkie
sciany sa trojkatami réwnobocznymi, nazywamy A c
czworoScianem foremnym.

Cwiczenie 6 B

a) Oblicz pole powierzehni calkowitej czworoscianu foremnego, ktorego kra-
wedz ma dlugosé 5 cm.

b) Oblicz sume dlugosci wszystkich krawedzi czworoscianu foremnego, ktérego
pole powierzchni calkowitej jest réwne 49v/3 cm?.

Zadania

1. Na rysunku obok przedstawiono frag- s/ 2 5
ment siatki ostrostupa prostego. Oblicz .
pole powierzchni calkowitej tego ostro-
stupa. [ 8 o o

2. Podstawa ostroslupa prostego jest prostokat o bokach dlugosci 6 cin i 8 cin.
Dwie sposrod jego Scian bocznych sa fréojkatami réwnoboceznymi. Oblicz
wysokos$¢ tego ostroslupa (rozpatrz dwa przypadki).

2. Graniastostupy i ostrostupy



3. Wysokos¢ ostroshupa prawidlowego czworokatnego jest rowna 12 cm. Two-
rzy ona z wysokoscia sciany bocznej kat « taki, ze sina = % Oblicz pole
powierzchni calkowite) tego ostrostupa.

4. Pole podstawy ostroslupa prawidlowego czworokatnego jest réwne 8 cm?,
a jego sciany boczne sa trojkatami rownoramiennymi o kacie miedzy ra-
mionami 30°. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego ostrostupa.

5. Wysokosé ostrostupa prawidlowego trojkatnego tworzy z krawedzia boczna
tego ostroslupa kat a taki, ze cosa = 0,8. Krawedz podstawy ma dlu-
gos¢ 3 cm. Obliez pole powierzchni calkowite] tego ostroslupa.

6. Sciana boczna ostroshipa prawidlowego tréjkatnego jest trojkatem réwno-
ramiennym, w ktorym ramiona maja dlugosé 2 em, a kat miedzy nimi jest
rowny 30°. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego ostrostupa.

7. W ostroslupie prawidlowym trojkatnym suma diugodei jednej krawedzi
podstawy i wysokosci Sciany bocznej jest rowna s, a kat miedzy krawedzia
bocznag a krawedzia podstawy ma miare . Wyznacz pole powierzchni
bocznej tego wieloscianu.

8. Wyznacz pole powierzchni bocznej ostroslupa prawidlowego czworokat-
nego, ktorego wysokosc jest rowna h, a kat plaski przy wierzchotku ma
miare 2aq.

9. W ostroshipie prawidlowym szesciokatnym krawedz podstawy ma diu-
gos¢ 8, a kat miedzy wysokosciami sasiednich scian bocznych ma miare 30°.
Oblicz wysokos¢ tego ostroshupa oraz jego pole powierzchni calkowite].

10. Dany jest ostroslup prawidlowy szesciokatny, w ktorym wysokos¢ Sciany
bocznej jest rowna 9 cm. Roéznica miedzy polem kola opisanego na podsta-
wie tego ostroslupa a polem kola wpisanego w te podstawe wynosi 87 c¢m”.
Oblicz pole powierzchni calkowite] tego ostrostupa.

11. Podstawa ostrostupa o wierzcholku S jest kwadrat ABCD
o boku a. Krawedz SA jest prostopadla do podstawy oraz
|ISA| = a. Wyznacz dlugosci pozostalych krawedzi tego
ostroslupa oraz jego pole powierzchni catkowite;j.

12. Dany jest ostroslup tréjkatny, w ktérym krawedz SC
jest prostopadla do podstawy ABC (rysunek obok)
oraz |AB| = 5, |BC| = 3, |AC| = |SC| = 4. Oblicz
cosinusy katow trojkata ABS. B
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Szlify diamentow

Diamenty po oszlifowaniu czesto maja
ksztalt wieloscianu wypuklego.

Wieloscian nazywamy wypukiym, jesli kazdy
odcinek, ktorego korice sa punktami tego
wieloscianu, jest caly w nim zawarty.

Na szkicach ponizej pokazano
najwczesniejsze szlify diamentéw w Europie.

Pierwsze szlify diamentow polegaty na wygtadzaniu naturalnych scianek krysztatow.
Dopiero wynalezienie tarczy szlifierskiej pozwolito na skosne scinanie krawedzi
diamentow | tworzenie tzw. fasetek, czyli symetrycznie rozmieszczonych scianek.

N

szpiczasty kamien gruby kamien cienki kamien
XIV w. XIV w. XIV w.

pojedyncze dobro szlif Mazarina szlif Peruzziego
XN w. XV we. KV we.

Wzor Eulera

Dia dowolnego wieloscianu wypuklego zachodzi zaleznosc opisana tzw. wzorem Eulera:
s—k+w=2

gdzie s oznacza liczbe scian, k - liczbe krawedzi, w - liczbe wierzchotkow.

El Sprawdz? prawdziwosé wzoru Eulera dla wielosciandw, ktérych ksztatt
maja pierwsze trzy szlify diamentéw przedstawione na ilustraciji.



2.6. ObjetoscC ostrostupa

V=1PH

Przykiad 1

Szescian o krawedzi dlugosci 6 cm przecieto plasz-
czyzna przechodzaca przez wierzcholki B, D i C
(rysunek obok). Oblicz objetosci wielosciandw otrzy-
manych w ten sposob.

Jednym z wielogcianow jest ostroslup, ktorego pod-
stawa jest trojkat BDC o polu:

P,=3-6-6=18 [cm?
Wysokosé tego ostrostupa H = 6 cim., zatem jego
objetos¢ V = £ -18-6 = 36 [cm?].

Natomiast objetosé drugiego wieloscianu jest rowna
AL Bleg ]

Cwiczenie 1

Wysokosé graniastostupa prawidlowego czworokat-
nego jest rowna 6 cm. a przekatna podstawy ma dlu-
gos¢ 8 cm. Oblicz objetosci wieloSciandéw powstalych
z przecigcia graniastoslupa plaszezyzna BDM (ry-
sunek obok), jesli punkt M nalezy do krawedzi CC,
i odcinek C'M jest dwa razy dluzszy od odcinka M C,.

Cwiczenie 2

Oblicz objetos¢ ostrostupa prawidlowego czworokat-
nego o wysokosci rownej 9, jesli cosinus kata miedzy:
a) wysokoscia tego ostroslupa a wysokoscia jego Scia-
ny bocznej jest réwny 0.9 (rysunek obok),

b) wysokoscia tego ostrostupa a jego krawedzia bocz-
ng jest réwny 0.06.

Cwiczenie 3

."'lj

Objetosé dowolnego ostroslupa wyraza sie za pomoca wzori:

gdzie P, jest polem podstawy ostroslupa, a H — jego wysokoscia.

h
|
|
1
| Bl
|
|
|
Dyt il .
P
/
B

6* — 36 = 180 [cm?].

Ay

Dy

By

Ci

{_;j_

M

¢

Pole podstawy ostroslupa prawidlowego czworokatnego jest réwne P, a wyso-
kos¢ jego sciany bocznej jest réwna h. Wyznacz pole powierzchni calkowitej

1 objetosc tego ostrostupa.
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105 I



Przykiad 2
Oblicz objetosé ostroslhupa prawidlowego trojkatnego, ktérego

wysokos¢ jest rowna 8 ¢, a krawedz boczna — 10 cm. A
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok oraz dlu-
gos¢ krawedzi podstawy oznaczmy przez a.
Wowcezas:
|AD| = 2/ 4 ¢
Spodek wysokosci ostrostupa — punkt O — jest srod- 2
B

kiem okregu opisanego na podstawie, zatem:

2 . av'a Srodek okregu opisanego na trojkacie rowno-
|AO| - ElA'D| R bhocznym dzieli jego wysokosé w stosunku 1:2.
Rozpatrzmy trojkat AOS. Na podstawie twierdzenia S
Pitagorasa mamy:
7
av3\® | g2 _ 102
(%2) +82=10 "
(12 8
== 100 — 64
a?=36-3 7
: | | _ A L83 O
Obliczamy pole podstawy ostroshipa: '3
Py=2V8 _38°3V3 _ 97./3 [em?]
Zatem objetoé¢ ostrostupa: V = 1P, - H = 1.27V3 -8 = 72V/3 [em?].

Cwiczenie 4
Oblicz objetosé ostrostupa prawidlowego trojkatnego. ktérego wysokosé jest
rowna 12 cm, a wysokos¢ sciany bocznej — 15 cm.

Cwiczenie 5

Oblicz objetos¢ ostrostupa prawidlowego trojkatnego, ktérego wysokosé jest
rowna 16 cm i tworzy:

a) z krawedzia boczna kat o taki, ze tga = 0,5,

b) z wysokoécia Sciany bocznej kat o taki, ze cosa = 0,8.

Cwiczenie 6

W ostrostupie prawidlowym kat plaski przy wierzcholku ma miare «, a kra-
wedz podstawy ma dhugosé a. Wyznacz objetosé takiego ostroshupa o podsta-
wie:

a) kwadratu, b) tréjkata.
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Wysokosé czworoscianu foremnego o krawedzi a wyraza sie za pomoca
WEZOT11!
iy G
H =28
a jego objetosé — za pomoca wzoru:
3
a2
=2
12
Dowad

Na rysunku ponizej przedstawiono czworodcian foremny o krawedzi a.
Niech punkt O bedzie spodkiem wysokosci czworo-
scianu. Rozpatrzmy trojkat prostokatny AOS.
Zauwazmy, ze |AO| = 2|AD| = %E oraz |AS| = a.

Zatem na podstawie twierdzenia Pitagorasa:
2

2 .9  fanwdy" g l.o Z.o
H = ( 5 ) =a 3@ 3@
2 5 (] A
Stad H = /5a* = %= oraz objetos¢ czworoscianu:
_1P H—l a?y3 av“'i_i_ais\ﬁ
T 3 4 3 12

Cwiczenie 7

a) Oblicz objetosé czworoscianu foremnego, ktérego pole powierzehni calko-
witej jest réwne 36v/3 cm?.

b) Oblicz pole powierzchni calkowitej czworoscianu foremnego o objetosci
réwnej 18v/2 em®.

Zadania

1. Wysokosé ostroshupa prawidlowego jest rowna 15 cm, a obwdd jego pod-
stawy jest rowny 24 cm. Oblicz objetosé tego ostrostupa, jezeli jest on:
a) czworokatny, b) tréjkatny, ¢) szesciokatny.

2. Na rysunku obok przedstawiono fragment siatki
ostroslupa prawidlowego czworokatnego, kto-
rego pole powierzchni calkowitej jest réwne
36(14v/3) cm?. Oblicz objetoéc¢ tego ostrostupa. 60°

3. Sciana boczna ostroslupa prawidlowego czworokatnego jest trojkatem row-
noramiennym, w ktorym ramiona maja dlugosé 13 cm i tworza kat o taki,

o coq & = 12 o : Al T B ;
ze cos § = 3. Oblicz objetosé tego ostrostupa.

4. Wyznacz objetosc ostroslupa prostego, ktorego wysokosc tworzy z krawe-
dzig boczna kat o, a podstawa jest prostokat o bokach a i 2a.

2.6. Objetosé ostrostupa
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5. Pole sciany bocznej ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest réwne S,
a kat plaski przy wierzchotku ma miare 2a. Wyznacz objetosc tego ostro-
stupa.

6. Oblicz objetosc¢ ostroslupa prawidlowego tréjkatnego. ktérego sciany bocz-
ne sa trojkatami prostokatnymi o przeciwprostokatnej réwnej 20 cm.

7. Suma dlugosci krawedzi ostrostupa prawidlowego trojkatnego wynosi 21,
a jego wysokosé jest rowna v/ 13. Oblicz objetosé tego ostroslupa.

8. Oblicz objetos¢ ostroslupa prawidlowego szesciokatnego. ktorego wysokosc
jest dwa razy krotsza od wysokosei jego Sciany bocznej, a krawedz pod-
stawy ma diugosé 6 cm.

9. Oblicz objetos¢ czworoscianu foremnego, ktérego wysokosc:
a) jest rowna 2 cm,
b) jest o 1 cm krétsza od wysokosci jego Sciany.

10. Dany jest czworoscian, w ktorym dwie skodne krawedzie maja dlugosé
4 em kazda, a pozostale krawedzie maja po 5 cm. Oblicz objetosé tego
CZWOTOSClaIl.

11. Pole powierzchni calkowitej ostrostupa prawidlowego trojkatnego jest sie-
dem razy wieksze od pola jego podstawy. a krawedz podstawy ma dlu-
gos¢ a. Wyznacz objetoscé tego ostrostupa.

S

12. Wysokos¢ ostroslupa prawidlowego trojkatnego tworzy
z wysokoscia Sciany boceznej kat a. KrawedZ podstawy
ma dlugosé a. Wyznacz objetosé tego ostrostupa.

@ 18. Ostrostup prawidlowy czworokatny o objetosci V'
przecieto plaszezyzna przechodzaca przez srodki
krawedzi bocznych (rysunek obok). Wykaz, ze
otrzymany ostrostup sciety ABCDA,B,C, D,
ma objetosé LV.

{’.'1'

A B

14. Pole podstawy ostroslupa prawidlowego czworokatnego jest réwne 18 cm?,
a jego krawedz boczna ma dlugosé 10 cm. Ostroshup przecieto plaszezy-
zna rownolegla do plaszezyzny podstawy. Punkty, w ktorych plaszezyzna
przecieta krawedzie boczne ostrostupa, sa wierzchotkami kwadratu o polu
4 em?®. Oblicz objetosel wielogciandéw, na ktére plaszezyzna ta podzielila
ostroslup.

B 108 2. Graniastostupy i ostrostupy



*2.7. Twierdzenie o trzech prostych
prostopadtych

Prosta [, ktora ma z plaszczyzng P jeden punkt

wspolny i nie jest do tej plaszezyzny prostopadla, l
nazywamy prosta pochyla do plaszczyzny P. Had

Prosta [, pochyla do plaszczyzny P, tworzy z pro- / IA( a4 /,
sta [' bedaca jej rzutem prostokatnym na plaszczy- / i P / ¢
zne P kat a € (0°:90°) (rysunek obok). P =

Twierdzenie o trzech prostych prostopadtych

Prosta k zawarta w plaszczyznie P jest prosto-

padla do prostej [ pochylej do plaszczyzny P
wtedy i tylko wtedy, gdy jest prostopadia do
prostej " bedacej rzutem prostokatnym prostej [
na plaszezyzne P.

Dowdéd — patrz zadanie 9 na stronie 111.

o

Zauwazmy, ze jesli prosta k (rysunek obok) jest
prostopadla do prostej [, to kazda prosta rownole-
gla do prostej k jest rowniez prostopadla do pro-
stej 1.

Cwiczenie 1 D,
@ a) Prosta AB jest rzutem prostokatnym prostej A; B
na plaszcezyzne zawierajaca podstawe ABCD sze- 4

|

I -
5 - , | By
Scianu (rysunek obok). Ktére proste przechodzace |
, g |
przez dwa wierzcholki tej podstawy sa prostopadle

do prostej A; B7 Odpowiedz uzasadnij. o)

-—t-—7C

b) Ktére proste przechodzace przez dwa wierzcholki A
tego szescianu sa prostopadle do prostej BD,?

[b] Cwiczenie 2

Uzasadnij, ze prosta zawierajaca krawedz boczna ostroslupa prawidlowego
czworokatnego jest prostopadla do prostej zawierajacej jedna z przekatnych
podstawy tego ostroshipa.

2.7. Twierdzenie o trzech prostych prostopadiych 109



Zadania

@ 1. Dany jest graniastoslup prawidlowy czworokatny o)
niebedacy szescianem (rysunek obok). Uzasadnij. ze
jego przekatna BD:

C

Ay B

a) jest prostopadla do prostej AC,
b) nie jest prostopadla do prostej B,C.

@ 2. Uzasadnij, ze proste zawierajace skosne krawedzie 7
ostroslupa prawidlowego trojkatnego sa prostopadle. A B

3. Podstawa ostrostupa ABC DS jest kwadrat ABC D, a krawedZ boczna AS
jest jego wysokoscia.
El a) Wykaz, ze wszystkie Sciany boczne tego ostroslupa sa tréjkatami pro-
stokatnymi.

b) Oblicz pole powierzchni calkowitej tego ostroshupa. jesli wiadomo, ze
jego wysokosé jest rowna 3, a krawedz podstawy ma dlugos¢ 4,

4. Dany jest graniastostup prawidlowy szesciokatny E D,
(rysunek obok). Rozpatrzmy proste wyznaczone F [ I o,
przez dwa punkty wybrane sposrod punktow A, '41 Bi
B,C., D, E, F. Ktore z tych prostych sa prosto- ,Jlit":- - _LD
padie do prostej: " - -
a) BFy, b) BE;, ¢) BC;, d) BB,?

A B
5. Dany jest graniastoslup prawidlowy osmiokatny. Ile jest prostych wyzna-
czonych przez dwa wierzcholki dolnej podstawy tego graniastoslupa oraz
prostopadlych do jego najdluzszej przekatnej?

@ 6. Dany jest graniastostup prawidlowy pieciokatny. Uzasadnij, ze przekatna
tego graniastoslupa nie jest prostopadla do zadnej proste] wyznaczonej
przez dwa wierzcholki jego podstawy.

Dy
7. Dany jest prostopadloscian o krawedziach pod- | -
stawy |[AB| = 5 em i |BC| = 3 em oraz wysokoSci G | B
4 cm (rysunek obok). Czy ktéres dwie sposrdd DJ______ ,
przekatnych tego prostopadloscianu sa do siebie 2
prostopadle? A B

8. Podstawa graniastoslupa prostego jest trapez réwnoramienny o wysokosci
V3 em 1 kacie ostrym 60°. Przekatna tego graniastoslupa jest prostopadia
do jednej z krawedzi. Oblicz pole jego podstawy.
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@ 9. Przeczytaj dowdd twierdzenia o trzech prostych prostopadlych. Podaj.
z jakiego twierdzenia korzystamy w miejscach oznaczonych 7.

Rozpatrzmy prosta [ pochyla do plaszezy-

zny P i przecinajaca ja w punkcie A oraz ' B~
prosta [' bedaca rzutem prostokatnym pro- el

stej [ na te plaszezyzne (rysunek obok). / A (__ 7
Na prostej | wybieramy punkt B rézny od e 57 1
punktu A. Niech B’ bedzie rzutem prosto- / i /
katnym punktu B na plaszczyzne P. ]

Przez punkt A prowadzimy prosta AC prostopadla do plaszczyzny P
(zauwazmy, ze proste AC' i BB’ sa rownolegle).

= Zakladamy, ze prosta k zawarta w plaszczyZnie P jest prostopadla
do prostej [ (rysunek ponizej) i pokazemy, Ze jest wtedy prostopadia
do prostej I'.

Prosta & jest prostopadla do dwdch nierow-

{
noleglych prostych zawartych w plaszezyz- ' % B /
7

nie, do ktorej naleza punkty A, B, B'i C
sa to proste AB i AC. Zatem na podstawie / . . 7
twierdzenia ? , prosta k jest prostopadla do - i
kazdej prostej zawartej w tej plaszezyznie, | i

w szezegolnosci do prostej . /]

» Zakladamy, ze prosta k zawarta w plaszczyinie P jest prostopadia
do prostej I (rysunek ponizej) i pokazemy, ze jest wtedy prostopadla
do prostej [.

Prosta k jest prostopadla do dwoch nieréw-

l
nolegtych prostych zawartych w plaszezyz- & /L: B /
nie, do ktorej naleza punkty A, B, Bi C P
sa to proste AB' 1 AC'. Zatem na podstawie / A /; 7
twierdzenia 7 , prosta k jest prostopadla do — B/ 1
kazde] prostej zawarte] w te] plaszczvznie, / | :/

w szezegolnosci do prostej [. /| |
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2.8. Kat miedzy prosta a ptaszczyznag

[
e

r'._,,.-""

Katem miedzy prosta a plaszczyzng nazywamy kat ostry, ktory ta prosta
tworzy ze swoim rzutem prostokatnym na te plaszczyzne. Jesli rzutem prostej
jest punkt, to przyjmujemy, ze plaszczyzna i prosta tworza kat prosty. Jesli
prosta jest rownolegla do plaszezyvzny, to tworzy z nia kat 07,

Przykiad 1 H
Wyznacz miare kata miedzy przekatna szescianu
a jego podstawa.

(&

E
Rozpatrzmy przekatna szescianu BH (rysunek

obok) i jej rzut prostokatny na plaszczyzne pod-
stawy — odcinek BD.
Jesli |DH| = a, to |BD| = ay/2, zatem:

= G — V2 o stad o i 85 A
tga = = B 0.7071, stad a = 35

Cwiczenie 1
Dany jest graniastosiup prawidlowy szesciokatny, ktorego wszystkie krawedzie
maja te sama dlugosé. Wyznacz miary katow, ktore jego przekatne tworza
z podstawa.

Cwiczenie 2

Podstawa graniastoslupa prostego o wysokosci 5 cm jest prostokat o bokach
dhugosci 3 em i 4 em. Oblicz sinusy katow, ktore przekatna tego graniastoshupa
tworzy z jego scianami bocznymi.

Cwiczenie 3

Przekatna graniastoslupa prawidlowego czworokatnego tworzy ze sciana bocz-
na kat a, a krawedz podstawy ma dlugosé a. Wyznacz objetosé tego grania-
stostupa. Uzasadnij, ze zadanie ma rowigzanie dla a < 45°.

Cwiczenie 4

Przekatna sciany boczne) graniastoslupa prawidlowego trojkatnego ma dlu-
gos¢ d 1 tworzy z sasiednia sciana boczna kat a. Wyznacz wysokosé tego
graniastostupa. Uzasadnij, ze zadanie ma rowiazanie dla o < 60°,
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Przykiad 2
W ostrostupie prawidlowym czworokatnym krawedz
podstawy ma dlugosé¢ 10 cm, a krawedZ boczna

13 e¢m. Oblicz cosinus kata, ktéry z podstawa tego
ostroslupa tworzy:

Ibi

a) jego krawedz boczna,

b) wysokosé jego Sciany boczne;. A B

a) Kat miedzy krawedzia boczna SB ostroslupa a jej rzutem prostokatnym
na podstawe (odcinek OB) oznaczono na rysunku przez a. Odcinek OB jest
polowa przekatnej kwadratu o boku 10 em, wiec |OB| = 5v/2 em.

Rozpatrzmy trojkat OBS:
E ) ika OB| _ 52

s a = =
Gos |BS| 13

b) Kat miedzy wysokoscig SE sciany bocznej ostrostupa a jej rzutem prosto-
katnym na podstawe (odcinek OF) oznaczono przez 3. Na rysunku ponizej
przedstawiono sciane boczng ostroslupa — jest to trojkat rowno- S
ramienny o wysokosci SE. Na podstawie twierdzenia Pitagora-
sa otrzymujemy: |SE|* = 13% — 5% = 144, skad |SE| = 12 cm.
Rozpatrzmy trojkat OFES:

OE| 5
COs = = = —
P ISE| ~ 12 5

Cwiczenie 5
Dolna podstawa szescianu jest kwadrat ABCD.

(-:]_

Punkt S jest punktem przeciecia przekatnych -
kwadratu A, B,C, D, bedacego gorna podstawa 4
szescianu. Rozpatrzmy ostroslup o podstawie
ABCD i wierzcholku S. Oblicz sinus kata, ktory

7z podstawa tego ostrostupa tworzy:

-H-——=3

#*

a) jego krawedz boczna,

b) wysokosé¢ jego Sciany bocznej. B
Cwiczenie 6

a) Oblicz sinus kata. ktory krawedz boczna czworoscianu foremnego tworzy
7z jego podstawa.

b) Dany jest ostrostup prawidlowy tréjkatny, ktérego pole powierzchni bocz-
nej jest szesc¢ razy wieksze od pola podstawy. Oblicz sinus kata, ktéry krawedz
boczna tego ostroslupa tworzy z jego podstawa.
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Zadania

1. Dany jest prostopadloécian o krawedziach dlugosci 2 cm, 3 em i 2v/3 em.
Oblicz cosinus kata zawartego miedzy przekatng tego prostopadloscianu
a jego sciana o najwiekszym polu.

h ¢
s " . . . E d 4
2. W szedcianie (rysunek obok) punkt F jest srodkiem AL |
krawedzi A, D;. Oblicz sinus kata, ktory odcinek BE | ' By
tworzy: f})— +=C
a) ze Sciang ABB, A, b) z podstawa ABCD. 4kZ

I

@ 3. Przekatna prostopadloscianu tworzy z jego Scianami majacymi wspolny
wierzcholek katy a, 81 v. Wykaz, ze cos® a 4 cos® 3 4+ cos® v = 2.

4. a) Wysoko§¢ dciany bocznej ostrostupa prawidlowego czworokatnego two-
rzy z podstawa kat 60°. Oblicz sinus kata, ktory z podstawa tego ostroslupa
tworzy jego krawedz boczna.

b) Krawedz boczna ostrostupa prawidlowego czworokatnego tworzy z pod-
stawa kat 60°. Oblicz cosinus kata, ktory z podstawa tego ostroslupa two-
rzy wysokos¢ jego sciany bocznej.

5. Pole podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest réwne P, a kat
miedzy wysokoscia Sciany boeznej a podstawa ma miare a. Wyznacz pole
powierzchni calkowitej 1 objetosé tego ostroslupa.

6. Dany jest ostroslhup prawidlowy trojkatny o krawedzi podstawy a i objeto-

A M. 0 " , »
sci rownej 2 Iff’. Oblicz cosinus kata. ktory z podstawa ostrostupa tworzy:
a) krawedZ boczna, b) wysokosé Sciany bocznej.

@ 7. Uzasadnij, ze jezeli wszystkie krawedzie boczne ostroshupa sg nachylone do
podstawy pod takim samym katem, to spodek wysokosci tego ostroslupa
jest srodkiem okregu opisanego na jego podstawie.

8. Podstawa ostrostupa jest tréjkat o bokach 6, 8 i 10, a wszystkie krawedzie
boczne maja dlugosé 13. Oblicz cosinusy katéw, ktére z podstawa tego
ostrostupa tworza jego krawedzie boczne.

9. Podstawa ostroslupa jest trojkat rownoramienny, ktorego ramiona maja
diugosé a, a miara kata miedzy ramionami jest rowna a. Wszystkie kra-
wedzie boczne tego ostroshipa sa nachylone do podstawy pod katem [.
Wyznacz jego objetosé.
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2.9. Kat dwuscienny

Dwie polplaszezyzny o wspdélne] krawedzi dziela przestrzen
na dwie czesci. Kazda z tych czesci, lacznie z pélplaszczy-
znami, nazywamy katem dwusciennym, polplaszezyzny —
Scianami tego kata, a wspdlna krawedz polplaszezyzn — jego
krawedzia.

Miara kata dwusSciennego nazywamy miare
kata plaskiego otrzymanego jako przekrdj
kata dwusciennego plaszczyzna prostopa-
dla do jego krawedzi.

W dalszym ciagu, kiedy bedziemy mowi¢ o kacie dwuSciennym, bedziemy rozwazad
ten z katow miedzy polplaszezyznami, ktéry ma mniejszg miare.

F
Przykiad 1 1
Dany jest graniastoslup prosty trojkatny, ktorego podsta- [
wa jest tréjkat prostokatny o bokach dlugoéci 3, 41 5. P ,r E
Podaj miary katow. ktore tworza ze soba $ciany boczne :
tego graniastoslupa. :
Sciany BCFE i ACFD tworza kat prosty. o\
Sciany ABED i ACFD tworza kat a taki, ze: 4 f’(""\a
sina = £, wige a & 37° ,Ef\z ﬁ \
Sciany ABED i BCFE tworza kat 3 = 90° — a =~ 53°. A 3 B

Cwiczenie 1
Podaj miare kata utworzonego przez dwie sasiednie Sciany boczne graniasto-
stupa prawidlowego:

a) trojkatnego, b) pieciokatnego, ¢) szesciokatnego.
Cwiczenie 2 o ,
Oblicz cosinus kata, ktéry z plaszezyzna podstawy Pl =
ABCD szescianu tworzy plaszczyzna przechodzaca 4, ! B
przez wierzcholki A 1 B oraz: \
a) érodki krawedzi A;D; i B;C, (rysunek obok), D/L___ o
b) érodki krawedzi DD, i CC,. ,z’

A B

2.9. Kat dwuscienny
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Przykiad 2

Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny, ktorego wysokosé jest rowna
5v/3, a krawedZ podstawy ma dlugo$é¢ 10. Oblicz miare kata nachylenia $ciany
bocznej tego ostroslhupa do jego podstawy.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok.
Zauwazmy, ze proste FE 1 SE sa prostopadle do
BC - krawedzi kata dwusciennego zawartego miedzy
Sciana boczna a podstawa ostroslupa. czyli miara
tego kata jest miara kata plaskiego F'ES.

Zatem szukamy miary kata a w trojkacie OES:

tgo = llgill = 5;@ = /3, czyli a = 60°

Cwiczenie 3

a) KrawedZ podstawy ostroslupa prawidlowego czworokatnego ma diugosé
12 em. a jego wysokodé jest réwna 2v/3 em. Oblicz miare kata nachylenia
Sciany bocznej tego ostroslupa do jego podstawy.

b) Przekatna podstawy ostroslupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosé¢
6 cm. Sciana boczna tego ostrostupa jest nachylona do jego podstawy pod
katem 45°. Oblicz objetosc tego ostroslupa.

Przykiad 3
Sciany boczne ostroshupa prawidlowego czworokatnego sa tréjkatami réwno-
bocznymi. Oblicz cosinus kata. ktory tworza dwie sasiednie sciany boczne tego
ostrostupa.

Szukamy cosinusa kata BED, gdzie E jest wierz-
cholkiem kata plaskiego otrzymanego przez prze-
kro) plaszezyzna prostopadla do krawedzi kata
dwusciennego zawartego miedzy sasiednimi scia-
nami ostrostupa.
Oznaczmy dhugoscé krawedzi ostroshupa przez a. .
Wéwezas przekatna podstawy |DB| = av/2. A L B
Odcinek EB jest wysokoscig trojkata rownobocznego BC'S o boku a, zatem
|EB| = 2. Podobnie |ED| = 2.

Korzystamy z twierdzenia cosinusow dla trojkata DBE'"

: @2 = () + () -2 P eona /1

3 3 3
2=-—-+4—-—2-—coso
D B 4 4 4
SR = _‘l Zauwaz, ze cosa < (), wiec

3 o jest katem rozwartym.
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Cwiczenie 4

Krawedz boczna ostroslupa prawidlowego czworokatnego jest dwa razy dluz-
sza od jego krawedzi podstawy. Oblicz cosinus kata, ktory tworza dwie sasied-
nie Sciany boczne tego ostrostupa.

Przyktad 4
Sciana boczna ostrostupa prawidlowego tréjkatnego tworzy z podstawa kat a
(rysunek ponizej). Krawedz podstawy ma dlugoéé a. Wyznacz objetosé tego
ostrostupa.
Trojkat ABC jest trojkatem réwnobocznym, a punkt O
jest srodkiem opisanego na nim okregu. zatem:
AP| = %2 oraz |OP| = L|AP| = 22
Wyznaczamy wy sokost.: ostroshupa:
H=|0P|-tga= ::P tga
Zatem objetosé ostrostupa:
3
V=Lip gr=1 498 6V8 -

5 a5 dga

Cwiczenie 5
Wysokosé ostroshupa prawidlowego trojkatnego jest rowna H, a Sciana boczna
tworzy z podstawa kat a. Wyznacz objetosé tego ostrostupa.

Zadania

1. Podstawa graniastoslupa prostego jest trojkat prostokatny Dy ¢
o przyprostokatnych diugosci 7 cm i 24 em. Oblicz miary ka-
tow zawartych miedzy sasiednimi scianami bocznymi tego
graniastoslupa.

Ay

2. Dany jest graniastoslup prawidlowy czworokatny, ktorego
pole powierzchni bocznej jest réwne 480 cm?, a pole po-
wierzchni calkowitej — 530 cm?. Oblicz sinus kata, ktory
tworzy plaszczyzna zawierajaca krawedzie AB 1 C\ D, tego
graniastoslupa (rysunek obok) z jego podstaws.

CEaee—

= {;"

ol

A B

3. a) Objetos¢ ostroslupa prawidlowego trojkatnego jest réwna 72v/3 em®,
a jego wysokosc¢ jest rowna 2 cm. Oblicz miare kata nachylenia sciany
bocznej tego ostrostupa do jego podstawy.

b) Oblicz cosinus kata zawartego miedzy sasiednimi Scianami bocznymi
ostrostupa prawidlowego czworokatnego, ktorego krawedz podstawy ma
dlugosé 10 cm, a krawedz boczna — 13 cm.

2.9. Kat dwuscienny
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4. Dany jest czworoscian foremny ABCS (rysunek s
obok). Punkt D jest srodkiem krawedzi C'S. Ob-
licz cosinus kata zawartego miedzy plaszezyzna D
ABD a plaszczyzna zawierajaca podstawe ABC
tego ostroshupa.

IE] 5. Cosinus kata zawartego miedzy scianami boczny-
mi ostroshupa prawidlowego tréjkatnego jest row- B
ny % Uzasadnij, ze jest to czworoscian foremny.

6. Objetoéc¢ ostrostupa prawidlowego tréjkatnego jest réwna 20v/3 em?®, a ko-
lo opisane na jego podstawie ma pole réwne 167 cm?. Oblicz tangens kata
zawartego miedzy sciana boczna tego ostrostupa g
a jego podstawa.

@ 7. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym kat
plaski przy wierzcholku ma miare o (rysunek
obok). Wykaz, ze jesli cosa = % to cosinus
kata zawartego miedzy dwoma sasiednimi Scia-

nami boeznymi tego ostroshupa jest réwny —-=-

" 2 B

8. W ostroslupie prawidlowym tréjkatnym kat plaski przy wierzcholku ma
miare o oraz cosq = % Oblicz cosinus kata zawartego miedzy dwoma
sasiednimi scianami bocznymi tego ostroslupa.

9. Kat plaski przy wierzcholku ostrostupa prawi-
dlowego czworokatnego ma miare 2ce. Punkty E
1 F' sa srodkami krawedzi podstawy odpowied-
nio AB i BC (rysunek obok). Wyznacz tangens
kata zawartego miedzy podstawsg tego ostro-
slupa a plaszczyzna, do ktorej naleza punkty
E, Fib.

A E B

10. W podstawe ostroslupa prawidlowego szesciokatnego o wysokosci 6 wpi-
sano okrag o promieniu 64/3. Oblicz cosinus kata zawartego miedzy sa-
siednimi scianami bocznymi tego ostrostupa.

@ 11. Uzasadnij, ze jezeli wszystkie sciany boczne ostroshupa sa nachylone do
podstawy pod takim samym katem, to spodek wysokosci tego ostrostupa
jest srodkiem okregu wpisanego w podstawe.
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2.10. Przekroje prostopadioscianow

Przykiad 1

Szescian o krawedzi 4 cm przecieto

plaszczyzna wyznaczong przez row- H c I
nolegle przekatne jego podstaw (ry-

sunek obok). Oblicz pole otrzyma- = F 1
nego przekroju. &

Dany przekréj jest prostokatem /,’ > 7 12 B
opolu P=4:4y/2=16y2 [em?. A A

Cwiczenie 1
Szescian o krawedzi a przecieto plaszczyzna przechodzaca przez krawedz dol-
nej podstawy. Plaszezyzna ta tworzy 2z podstawa kat a. Wyznacz pole otrzy-

manego przekroju, jesli wiadomo, ze: a) cosa = —1 b) cosa = %
Przykiad 2
Wyznacz pole przekroju szescianu o krawedzi a D ]
plaszczyzna BDQ, gdzie () jest srodkiem krawe- | C
dzi CC; (rysunek obok). I
Ay -
Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata PCQ: : B 4@
2 >
Pt = (22 +(2) - 3o ot =25 | L F]
Zatem pole przekroju: 2’ S
1 1 av'3 u.?'w.,)'ﬁ d F _

Pgpq = 5|BD| - |PQ| = Efi'\/§ eeie— A B
Cwiczenie 2 Dll =
Punkty P, Q. R sa Srodkami krawedzi szescianu :
wychodzacych z wierzcholka C' (rysunek obok). 1 [ B 1@
Oblicz pole przekroju szedcianu plaszcezyzna PO R, : /
jesli wiadomo, ze: f.}i—— s %__ n
a) krawedz tego szescianu ma dlugosé 12, o
b) przekatna tego szescianu ma dhugoéé 2v/6. : s

B
Cwiczenie 3
Wyznacz pole przekroju szescianu o krawedzi a plaszczyzna przechodzaca
przez przekatna dolnej podstawy i tworzaca z ta podstawa kat o taki, ze:
1

a) (:Usu:-'*;ﬁ, b) tga = 3.

2.10. Przekroje prostopadiosciandw
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Cwiczenie 4

Oblicz pole przekroju szescianu przedstawionego na rysunku ponizej, jezeli
wiadomo, ze krawedz szescianu ma dlugosé 6 cm.

a) IJL (-'11
|
|
Ay f—1
| 1
|
|
|
U}_ — o | C
f ml
Fs
/!
A

Plaszczyzna przekroju prze-
chodzi przez Srodki sasied-
nich krawedzi C'D 1 BC' (od-
powiednio punkty £ i F)
oraz wierzchotek ;.

b) D ol
|
Ay
{:1'
A

Plaszczyzna przekroju prze-
chodzi przez wierzchotki A
i C'y oraz punkty G i H be-
dace odpowiednio Srodkami
krawedzi DDy 1 BB,.

Cwiczenie 5

[
[
l
4'11 1 | B

[
|
|

Dy —

'

'y
4
A B

Plaszczyzna przekroju prze-
chodzi przez przekatng pod-
stawy DB i tworzy z ta pod-
stawa kat 60°.

Graniastoslup prawidlowy czworokatny o krawedzi podstawy réwnej 4 prze-
cieto plaszczyzna przechodzaca przez przekatna dolne) podstawy 1 jeden
z wierzcholkow gornej podstawy. Uzasadnij, ze jesli pole otrzymanego prze-
kroju jest rowne 16. to plaszczyzna przekroju tworzy z podstawa kat 60°.

Przykiad 3

Podstawa prostopadloscianu jest prostokat ABC'D
o bokach |AB| = 4 i |BC| = 3. Plaszczyzna prze-
chodzaca przez wierzcholki B, C, i D tworzy z pod-
stawa kat o taki., ze cosa = % (rysunek obok). Ob-
licz pole trojkata BC, D.

Przekgtna podstawy |[BD| = 5.
Aby obliczy¢ dlugosé odcinka PC', wyznaczamy po-
le trojkata BC'D na dwa sposoby:

Pucp = % .|BC|-|CD| :%-3-4:6

Dy

1 I 5
PBCD=§'|DB|'[PC|=§'U'|PC|=5']PG|
Stad |[PC| = 2.

POl _ e tee PO = 1S _ 22, 2
Poy] = Cosa, Wi [Py = e =i =1,
Zatem Ppe,p = % - |DB| - |PC,| = % +5+6=185.
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Cwiczenie 6

Prostopadloscian, ktorego podstawa jest prostokat o bokach 5 em 1 12 cm,
przecieto plaszezyzna przechodzaca przez przekatna dolnej podstawy i jeden
z wierzcholkoéw gornej p{)dﬁtaw . Otrzymany przekrdj jest trojkatem, ktorego
pole jest réwne 84,5 em?. Oblicz objetosé tego prostopadloscianu.

Przyktad 4
Graniastostup prawidlowy czworokatny o kra- Dy Cy
wedzi podstawy a przecieto plaszczyzna prze- I
chodzaca przez srodki krawedzi wychodzacych : B
z jednego wierzcholka (rysunek obok). Wyznacz At : I
objetosc tego graniastoslupa oraz pole otrzyma- : @
nego przekroju, jesli jest on nachylony do pod- |
stawy graniastosiupa pod k@tem o = 60°. I;‘-': .
|AC| = av/2, zatem |SC| = i oraz: Wid S :
/3 £ "

5Q| =2|SC| = "'T —

Wyznaczamy pole Tréjka_ta PQR: 0
Pror=3|PR|-|sQ| =3 22 . 22 — &
Zauwazmy, ze:
CQ| =1SC] - V3= 28

Zatem wysokos¢ graniastostupa:

cCi| =2icQ| = 28 AN
Objetod¢ graniastostupa: V = a? - ﬂ"'@ _ &vE e

2 2

Cwiczenie 7

Graniastoslup prawidlowy czworokatny o krawedzi podstawy a przecieto
plaszczyzna przechodzaca przez Srodki krawedzi wychodzacych z jednego
wierzcholka. Oblicz miare kata, ktory plaszczyzna przekroju tworzy z pod-
stawa tego graniastoslupa. i wyznacz jego objetosé, jesli trojkat bedacy prze-
krojem ma pole réwne:

2a? 3a?
) b 5

Cwiczenie 8

Graniastoslup prawidlowy czworokatny przecieto plaszczyzna przechodzaca
przez jeden z wierzcholkéw i otrzymano w przekroju romb, ktorego kat ostry
ma miare 2a. Wyznacz cosinus kata nachylenia plaszczyzny przekroju do pod-
stawy tego graniastostupa.

2.10. Przekroje prostopadicsciandw
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Zadania

@ 1. Przekrojem szescianu o krawedzi a jest szeSciokat = H £ G
PP, P3Py P; Py, ktorego wierzcholki sa srodkami 7
odpowiednich krawedzi szeécianu (rysunek obok). & F NP

Uzasadnij, ze otrzymany szesciokat jest foremny.

|
1
|
|
. !
Wyznacz jego pole. Fsh. D IR B
2. SzesScian o krawedzi 6 przecieto plaszczyzng prze- 4 |/ 2

chodzaca przez przekatna podstawy i tworzaca z ta
podstawa kat «. Oblicz pole otrzymanego prze-
kroju, jesli: a) @ =30° b) a=45". Dy C

3. Szescian o krawedzi 4 przecieto plaszezyzng prze-
chodzaca przez srodki dwoch sasiednich krawedzi
podstawy (punkty P i ) na rysunku obok) oraz
wierzcholek C';. Plaszczyzna ta tworzy z podstawa
kat cv. Oblicz cosinus kata o oraz pole otrzymanego
przekroju.

&y

4. Graniastostup prawidlowy czworokatny przecieto plaszczyzna przechodza-
ca przez przekatna dolnej podstawy i jeden z wierzcholkéw gornej pod-
stawy. Otrzymany przekrdj jest trojkatem rownoramiennym, ktorego ra-
miona tworza kat « taki, ze cosa = ~;- Pole podstawy tego graniastostupa
jest réwne 32 em?. Oblicz jego objetosé.

5. Graniastoslup prawidlowy czworokatny o krawedzi podstawy a przecieto
plaszczyzna przechodzaca przez przekatna dolnej] podstawy i srodki dwaéch
krawedzi gornej podstawy. Plaszczyzna otrzymanego przekroju tworzy
z podstawa kat 45°. Wyznacz pole przekroju i objetoscé tego graniastostupa.

6. Podstawa prostopadlodcianu jest prostokat o bokach 6 ¢cm i 8 em. Prosto-
padloscian ten przecigto plaszezyzna przechodzaca przez przekatng dolnej
podstawy i jeden z wierzcholkow gornej podstawy. Otrzymany przekro]
ma pole 25 cm?. Oblicz objetosé tego prostopadlodcianu.

*7. Szescian o krawedzi 6 cm przecieto plaszezyzna 2 5!
przechodzaca przez Srodki krawedzi wychodza- : B,
cych z wierzcholka C (rysunek obok). P jest At :
punktem wspolnym tej plaszezyzny i przekatne; :
A, C szescianu. Oblicz dlugosé odeinka PC. D ___4dPSc
<
//
A B
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Przekroje innych graniastostupow

Przykiad

Wiszystkie krawedzie graniastostupa prawidlowego e

trojkatnego majg dlugosé a. Wyznacz pole przekroju 5 '\.Q

otrzymanego z przecigcia tego graniastoslupa plasz- ,

czyzng przechodzaca przez krawedz dolnej podstawy A D : B

i srodki dwoch krawedzi gornej podstawy. :

Niech punkty P i Q beda odpowiednio érodkami kra- C:

wedzi A,C) i B,C, gornej podstawy, punkty D i D, ,—"\\

— $rodkami krawedzi AB i A,B,, a punkt E niech g B

bedzie srodkiem odcinka PQ. Rozpatrzmy prostokat 4 Z B : B

B Ry . v i Uk D E G

ID\E| = 3|D,Cy| = 5 - 22 = 22
2
DE| = \/a.z (9 =

Opisany przekrdj jest trapezem o podstawach AD

i P@Q oraz wysokosci DE. Zatem jego pole:

p— |AB|+|PQ)| .|DE| = a+4a ‘ am _ 3a2\/19 D e
2 2 4 16

1. Graniastoslup prawidlowy tréjkatny o krawedzi podstawy a przecieto
plaszcezyzna przechodzaca przez krawedz dolnej podstawy i srodki dwdch
krawedzi gornej podstawy. Otrzymany przekrdj ma pole réwne a?. Oblicz
cosinus kata, ktory plaszezyzna przekroju tworzy z dolna podstawa tego
graniastoslupa.

2. Graniastoslup prawidlowy trojkatny o krawedzi podstawy a przecieto
plaszcezyzna przechodzaca przez przekatna sciany boceznej i srodek tej kra-
wedzi podstawy., ktéra nie ma punktu wspolnego z ta przekatng. Pole
otrzymanego przekroju jest rowne S. Oblicz cosinus kata, ktory plasz-
czyvzna przekroju tworzy z dolng podstawa, oraz wyznacz objetosé tego
graniastoslupa.

3. Graniastoslup prawidlowy szeSciokatny o krawedzi Fa th
podstawy a przecieto plaszezyznag zawierajaca prze- p ! N
katne sasiednich scian bocznych wychodzace z te- A1 Bi
go samego wierzcholka (rysunek obok). Pole otrzy- B \"-’L‘D
manego przekroju jest réwne S. Oblicz cosinus ka- |/ ~ N
ta, ktory plaszczyzna przekroju tworzy z podstawa, g c
oraz wyznacz objetosc¢ tego graniastoslupa. A B

Przekroje innych graniastostupdw
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*2.11. Przekroje ostrostupéw

Przyktad 1

Ostroshup prawidlowy czworokatny o wysokosci 9 cm
przecieto plaszczyzna przechodzaca przez jego wierz-
cholek i przekatna podstawy (rysunek obok). Pole

otrzymanego przekroju jest réwne 36 cm?. Oblicz ob-
jetosé tego ostroslupa.

Rozpatrzmy przekrdoj DBS:

151
3IDB| -9 =36, czyli [DB| = 8 cm. ;
Podstawa ostroshupa jest kwadrat o przekatnej 8 cm, :
wiec bok kwadratu ma dlugosé \fﬁ — 44/2 [em]. :
Obliczamy objetos¢ ostroslupa: |

1 1 . . [
V=c-P- -H=<-(4v/2)?-9=96 [cm® ey

Cwiczenie 1
Oblicz pole przekroju ostroslupa prawidlowego czworokatnego przedstawio-
nego na rysunku ponizej. Wiadomo, ze krawedz jego podstawy ma dlugosé

a

6 cm., a wszystkie Sciany boczne sa trojkatami réwnoboceznymi.

Plaszczyzna przekroju prze- Plaszczyzna przekroju prze- Plaszczyzna przekroju prze-
chodzi przez wysokosé sciany  chodzi przez przekatna pod-  chodzi przez krawedz pod-
boczne] i wysokosé ostro- stawy i punkt & bedacy stawy i punkty H, I bedace
shupa. sgrodkiem krawedzi bocznej.  srodkami krawedzi bocznych.

Cwiczenie 2

Narysuj przekrdj ostrostupa prawidlowego trojkatnego plaszezyzna przecho-
dzaca przez:

a) wysokosé podstawy i krawedz boczna,

b) krawedZ podstawy i srodek przeciwleglej krawedzi bocznej.

Oblicz pole tego przekroju. jesli wiadomo. ze krawedz podstawy ostroslupa
ma dlugosé 6 em, a krawedz boczna — 12 cm.
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Cwiczenie 3

Dany jest ostroslup prawidlowy czworokatny, ktorego krawedz podstawy ma
dlugosé 5 em. Pole przekroju tego ostrostupa plaszezyzna prostopadla do pod-
stawy i zawierajaca jej przekatna jest réwne 25 em?. Oblicz pole przekroju

tego ostroslupa plaszczyzna zawierajaca przekatna podstawy 1 prostopadla

do krawedzi bocznej rozlacznej z ta przekatna.

Przykiad 2

Krawedz podstawy ostroslupa prawidlowego trojkat-
nego ma dlugosc a, a krawedz boczna — 2a. Ostroshup
ten przecieto plaszezyzna przechodzaca przez krawedz
podstawy i srodek przeciwleglej krawedzi bocznej (ry-
sunek obok). Wyznacz pole tego przekroju.

Niech punkt O bedzie spodkiem wysokosci ostrostupa.

W tréjkacie PCS: |SC| = 2a, |PC| = “’”J oraz:
oc| = 2|po| = =2

oc| _ 22 _ V3

ISC| ~ 2a 6

Z twierdzenia cosinusow dla trojkata PCQ:

Zatem cosa =

)
|PQI* = |PC|*+ |CQ|* —2-|PC|-|CQ| - cosa
|PQI* = (a\r) fL2—2+%—ﬁ-cz'%
B ﬁ 2 _ a® _ 5a
PQ| = %a
Wyznaczamy pole przekroju, Lz:yl} pole trojkata ABQ:
1. VB _ o :
= e T Ty P (;\ ﬂf:?

Cwiczenie 4

Czworoscian foremny przecieto plaszezyzna zawierajaca krawedz podstawy
i srodek przeciwleglej krawedzi bocznej. Oblicz sinus kata, ktory plaszezyzna
przekroju tworzy z podstawa czworoscianu.

Cwiczenie 5

Czworoscian foremny przecieto plaszezyzna przechodzaca przez krawedz bocz-
na i wysokosé¢ podstawy. Jako przekrdj otrzymano trojkat o polu réwnym
4v/2 em?. Oblicz objetoéé tego czworodcianu.

2.11. Przekroje ostrostupdw
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Zadania

@ 1. Krawedz boczna ostrostupa prawidlowego trojkatnego ma dlugosc 26 em,
a pole podstawy jest réwne 100v/3 cm?. Ostroslup ten przecieto plaszezy-
zna przechodzaca przez srodki dwoch krawedzi podstawy oraz jego wierz-
cholek. Wykaz. ze pole otrzymanego przekroju jest wieksze od 115 em®.

2. Ostroship prawidlowy tréjkatny o krawedzi podstawy a przecieto plasz-
czyzna przechodzaca przez srodki krawedzi wychodzacych z jednego wierz-
cholka podstawy. Pole otrzymanego przekroju jest rowne 5. Wyznacz ob-
jetosé tego ostroslupa.

IE] 3. Krawedz podstawy ostroslupa prawidlowego trojkatnego ma dlugosé a,
. . 44 5k o V2.3 wr & " .

a jego objetosc jest rowna La”. Wykaz, ze przekroj tego ostroslupa plasz-

czyzna zawierajaca jego wysokosc oraz krawedz boczna jest tréjkatem pro-

a
stokatnym o polu =a”.

4. Przekroj ostrostupa prawidlowego czworokatnego plaszezyzna przechodza-
ca przez jego wierzcholek i przekatna podstawy jest trojkatem réwnobocz-
nyvm o polu P. Wyznacz objetosé tego ostrostupa.

5. Ostroshup prawidlowy czworokatny o krawe-
dzi podstawy a przecieto plaszezyzna przecho-
dzaca przez jego wierzcholek 1 srodki sasied-
nich krawedzi podstawy. Plaszczyzna ta tworzy
z podstawa kat a. Wyznacz pole otrzymanego
przekroju oraz objetosc¢ tego ostrostupa.

@ 6. Dany jest ostrosiup prawidlowy czworokatny o podstawie ABCD i wierz-
chotku S. Ostroslup ten przecieto plaszezyzna przechodzaca przez punkty
B i D oraz przez punkt P bedacy srodkiem krawedzi C'S. Wykaz, ze je-
sli trojkat BD P jest rownoboczny, to stosunek dlugosci krawedzi bocznej
ostrostupa do dingodci krawedzi podstawy jest réwny 2v/3 : /2.

7. Przekro] ostrostupa prawidlowego trojkatnego plaszczyzna zawierajaca
krawedz podstawy i érodek jego wysokoscei ma pole réwne 2v/6. Plaszezy-
zna przekroju jest nachylona do podstawy pod katem 45°. Oblicz objetosé
tego ostroslupa.

8. KrawedZ podstawy ostroslupa prawidlowego tréojkatnego ma dlugosé 4.
Ostrostup ten przecieto plaszczyzna zawierajaca krawedz podstawy i éro-
dek jego wysokosci. Plaszczyzna ta jest nachylona do podstawy pod katem
45°. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego ostroshipa.

e 126 2, Graniastostupy i ostrostupy



2.12. Zagadnienia uzupetniajace

B Wielosciany foremne

Wieloécianem foremnym (bryla platonska) nazywamy wielodcian wy-
pukly, ktorego wszystkie Sciany sa przystajacymi wielokatami forem-
nymi i w kazdym wierzcholku zbiega sie jednakowa liczba $cian.

Istnieje pie¢ wieloscianow foremnych. Wszystkie znane byly juz w staro-
zytnosei (nazwy greckie podane w nawiasach pochodza od greckich nazw

liczb 4, 6, 8, 12 i 20).

| :
A
i 1
|
|
|

U
o
- o
- P
: e

Czworodeian foremny (tetra-  Szedcian (heksaedr) Oédmioscian foremny (oktaedr)
edr) ma cztery sciany bedace ma szes¢ scian beda- ma osiem scian bedacych troj-
trojkatami rownobocznymi. cych kwadratami. katami rownobocznymi.

Dwunastoscian foremny (dodekaedr)
ma dwanascie Scian bedacych piecio-
katami foremnymi.

Dwudziestoscian foremny (ikosaedr)
ma dwadziedcia scian bedacyvch tréj-
katami rownobocznymi.
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Siatki wieloscianow foremnych /\

JAVAVAY
V

VVVVV

1. Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i uzupelnij dane dotyezace wieloscia-
now foremmnych. Sprawdz, czy dla kazdego z tych wieloScianéw spelniony
jest wzor Eulera: s — k + w = 2, gdzie s oznacza liczbe Scian, k — liczbe
krawedzi, w — liczbe wierzcholkow.

Wieloscian Liczba Liczba Liczba

foremny dcian krawedzi wierzcholkdw
czworoscian ‘? '? W /% /)
szescian 6 12 8
osmioscian / LRI i ST, / 7
dwunastoscian s ._ : ..'_f? 1IN VI
dwudziestoscian ' _' ; ?'.' / W Y, 1/ /i

2. Oblicz pole powierzchni i objetos¢ osmioscia-
nu foremnego, ktorego krawedz ma dlugosé

4 cm.

3. Laczymy odpowiednio srodki scian szescianu
i otrzymujemy o$mioscian foremny (rysunek

obok). Oblicz pole powierzchni i objetosé
tego osmioscianu, jesli wiadomo, ze krawedz
szescianu ma dlugosé 8 cem.

4. Przekroj osmioscianu foremnego plaszezyzna, ktora przechodzi przez jego
dwa przeciwlegle wierzcholki oraz srodki dwoch przeciwleglych krawedzi,
jest rombem o polu réwnym 18v/2 cm?. Oblicz sume dlugoéci wszystkich
krawedzi tego osmioscianu.
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5. Pole powierzchni czworodcianu foremnego jest dwa razy wieksze od pola
powierzchni osmioscianu foremnego. Oblicz stosunek objetosci tych wielo-
scianow.

6. Laczymy odpowiednio srodki ciezkosci Scian osmioscianu
foremnego i otrzymujemy szescian (rysunek obok). R
Oblicz objetosé tego szescianu, jesli wiadomo, \
ze krawedz osmioscianu ma dlugosé 4 cm. :

7. Sciany wieloscianu foremnego malujemy :
w ten sposob, aby zadne dwie Sciany ma- ;=i

jace wspolna krawedz nie byly tego samego T

koloru. Jakiej najmniejszej liczby koloréow /

nalezy uzy¢ do pomalowania:

a) czworo$cianu, b) szeScianu, c¢) oSmioScianu?
8. Dwa czworosciany foremne tej samej wielkosei zlaczono podstawami

1 w ten sposdb otrzymano wieloscian o szesciu scianach. Narysuj otrzyma-

ny wieloscian. Czy jest on foremny?

= Dlaczego istnieje tylko pie¢ wieloscianow foremmnych?

W kazdym wierzcholku wieloscianu spotykaja sie co naj-
mniej jego trzy Sciany. Na prayklad w szescianie sa to trzy
kwadraty — fragment siatki przedstawiajacy Sciany ma-
jace wspolny wierzcholek przedstawiono na rysunku obok.
W kazdym fragmencie siatki wieloscianu zawierajacym Sciany majace
wspolny wierzcholek suma katow przy tym wierzcholku musi by¢ mniejsza

b
=/

od 360°. Zatem jesli sciana wielo$cianu jest trojkat rownoboczny, to przy
jednym wierzcholku moga sie znajdowaé trzy tréjkaty (czworoscian fo-
remny ), cztery tréjkaty (o§miogcian foremny) lub pieé trojkatéow (dwudzie-
stoscian foremmny). W przypadku szesciu tréjkatéw otrzymalibysmy 360°.

Istnieje tylko jeden wieloscian foremny, ktorego Scianami sa pieciokaty i nie
istnieja wielosciany foremne, ktorych Scianami sa n-katy dla n > 5 (uza-
sadnij). Zatem istnieje tylko pie¢ wieloscianéw foremnych.

2.12. Zagadnienia uzupeinigigce 129



M Bryly Archimedesa

o

szescio-osmioscian szescio-osSmicscian dwudziesto-
rombowy maty rombowy wielki ~dwunastoscian sciety

szescian dwudziesto- dwudziesto-

Sciety przyciety -dwunastoscian -dwunastoscian
rombowy maly rombowy wielki

Na rysunkach przedstawiono 13 bryl Archimedesa -
wieloscianow polforemnych. Wszystkie ich Sciany sa
wielokatami foremnymi, nie wszystkie o jednakowej
liczbie bokow. Wszystkie krawedzie maja jednakowa
dlugosé.

dwunastoscian
przyciety

9. Oblicz objetos¢ szescianu Scietego, ktorego krawedz ma dlugosé 1 cm.

10. Z szescianu o krawedzi 3 em odceigto narozniki i otrzymano szescian Sciety.
Oblicz diugosc jego krawedzi.
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Zestawy powtorzeniowe

B Zestaw |

Krawedz podstawy graniastoshupa prawidlowego ma dlugosc 2, a jego pole
powierzchni catkowitej jest rowne 24. Oblicz wysokosé tego graniastostupa,
jezeli jego podstawy jest: a) czworokat, b) tréjkat. c) szesciokat.

Oblicz pole powierzchni calkowitej i objetos¢ szescianu, ktorego przekatna
jest o 2 dluzsza od jego krawedzi.

Sciana boczna ostrostupa prawidlowego jest nachylona do podstawy pod
katem 307, a krawedz podstawy ma dlugos¢ 6. Oblicz pole powierzchni
calkowite] 1 objetosé tego ostroslupa, jezeli jego podstawa jest:

a) czworokat, b) trojkat, ¢) szesciokat.

Wysokos¢ prostopadloscianu jest rowna 4 cm, a jego podstawa jest kwa-
drat o boku 3 cm. Oblicz cosinus kata zawartego miedzy przekatnymi scian

bocznych wychodzacymi z tego samego wierzcholka. D

Cy
Szescian o krawedzi dlugosci 1 przecieto plaszezyzna ; I\
przechodzaca przez wierzcholki C' i D, oraz érodek ' : B
krawedzi AD (rysunek obok). Oblicz diugosci bokow Ly
trojkata C' D, E oraz cosinus kata polozonego naprze- 5 i_;:;;;' :
ciwko najdiuzszego boku tego trojkata.

A B
W szeScianie polaczono wierzcholki dolnej podstawy z jednym z wierzchol-
kow gornej podstawy i otrzymano ostroslup. Oblicz cosinus kata zawartego
miedzy scianami bocznymi tego ostrostupa. ktorveh wspolna krawedzia
jest przekatna szescianu.

Oblicz dlugosé krawedzi czworoScianu foremnego, ktorego wierzcholki sa
czterema wierzcholkami szescianu o objetosci 8.

Wyznacz objetosé ostrostupa prawidlowego czworokatnego, ktorego pole
powierzchni bocznej jest rowne P, a kat miedzy wysokosciami scian bocz-
nych opuszczonymi z wierzcholka ostrostupa ma miare 2a. Rozwaz dwa
przypadki.

Sposréd wszystkich ostroslupow prawidlowych czworokatnych ABCDS
o krawedzi bocznej dlugosci 5 wybieramy ten, dla ktérego pole trojkata
ACS jest najwieksze. Oblicz objetos¢ tego ostroslupa.

Zestawy powtdrzeniowe
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B Zestaw I

1. Dany jest graniastoslup prawidlowy trojkatny
o krawedzi podstawy dlugosci 6 em (rysunek

obok). Przekatne $cian bocznych poprowadzone

z wierzcholka D tworza kat o taki. ze tga = 3.

Oblicz objetosé i pole powierzchni calkowite)
tego graniastostupa.

2. W graniastoslupie prawidlowym tréjkatnym przekatne scian bocznych wy-
chodzace z tego samego wierzcholka maja diugos¢ p 1 tworza kat o. Wy-
znacz objetosc tego graniastostupa.

3. Podstawa ostroslupa ABCS jest trojkat rownoramienny ABC, w ktorym
|AB| = 4, |AC| = |BC| = 6, a sciany boczne sg nachylone do podstawy
pod katem 60°. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego ostrostupa.

4. Sciany boczne ostrostupa prawidlowego trojkatnego sa trojkatami prosto-
katnymi. Oblicz miare kata a zawartego miedzy Scianami bocznymi i miare
kata (3, ktory tworza Sciany boczne z podstawa tego ostroslupa.

5. Kat dwuscienny zawarty miedzy sasiednimi scianami bocznymi ostrostupa
prawidlowego czworokatnego ma miare 2a. Wyznacz sinus kata nachylenia
sciany bocznej tego ostrostupa do jego podstawy.

*6. Wysokos¢ ostroslupa prawidlowego czworokatnego jest rowna 6 cm, a kat
zawarty miedzy jego sasiednimi §cianami bocznymi ma miare 120°. Oblicz
objetosc tego ostrostupa.

7. Krawedz podstawy graniastoshipa prawidlowego czworokatnego ma diu-
gos¢ 4 cm, a krawedZ boczna — 5 cm. Graniastoslup ten przecieto plasz-
czyzna przechodzaca przez przekatna podstawy tak, ze w przekroju otrzy-
mano trapez, ktorego jedna podstawa jest dwa razy kréotsza od drugiej.
Oblicz pole tego trapezu.

8. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym wysokos¢ jest rowna h i tworzy
z krawedzia boczna kat 45°. Ostroshup ten przecieto plaszezyzna przecho-
dzaca przez przekatng podstawy i nachylona do podstawy pod katem 60°.
Wyznacz pole otrzymanego przekroju.

@ 9. Niech P bedzie dowolnym punktem lezacym wewnatrz czworoScianu fo-
remnego. Wykaz, ze suma odleglosci punktu P od $cian tego czworoscianu
jest rowna jego wysokosci.
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Sposob na zadanie @

Przykiad

Suma dlugosci wszystkich krawedzi ostrostupa prawidlowego szesciokatnego
jest rowna 12. Jakie powinny by¢ dlugosci krawedzi takiego ostrostupa, aby
mial on mozliwie najwieksza objetosé? Oblicz te objetosc.

Oznaczmy przez & dlugosé krawedzi podstawy,

a przez b — dlugos¢ krawedzi bocznej.

Z warunku zadania 6z 4+ 6b = 12, czyli z =2 —D.

Poniewaz b > & > 0, otrzymujemy 0 < 2 — b < b, 7EAR

czyli b € (1;2), a stad x € (0;1). b/ \

Zauwazmy. ze jesli O jest spodkiem wysokosci H (o \

ostroslupa, to |AQ| = 2. Na podstawie twierdze- /- “\

nia Pitagorasa dla tréjkata AOS otrzyvmujemy: )
H*=b0-2*=2-z) —-a*=4—4x 5 & o

Zatem wysokosc ostroshupa:

H= - =2—% (1)
Pole podstawy ostroslupa: B
P,=4%6" 1:2;!3 = 3‘2'@::*.2
Wyznaczamy objetosé ostroshupa jako funkcje zmiennej a:
V(x) = %PP+H:%+ 3\’Tﬁ:ﬁ+2m:
=V3a2*V1 —x = V32" =325, Dy = (0;1)
Rozpatrzmy funkcje pomocnicza f(z) = 3z* — 32°, Dy = (0;1).
Funkcja g(t) = /1 jest rosnaca, wiec funkcje f i V najwieksza wartosé¢ prayj-
muja dla tego samego argumentu.
f(z) = 1223 — 152, Dy = (0;1)

fllz)=0dlaz= =

5 znak f'
Funkcja f rosnie w przedziale fﬂ:_ %) oraz maleje w prze- ;I/fr-‘k\k_ "L
dziale (3:1), zatem dla x = 1 funkcje f i V przyjmuja 0 g-'\l X

najwieksze wartosci.
Krawedz boczna ma zatem diugoéé: 2— 1 = £. Obliczamy najwieksza objetosé:

V(5= () - () -
b (1) (1) = 2520

Odpowiedz: Najwicksza objetos¢ ma ostrostup o krawedzi podstawy —: i kra-

wedzi bocznej £. Objetosé tego ostrostupa jest réwna 18415,

Sposéb na zadanie 133 S
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@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1.

Podstawg prostopadloscianu jest kwadrat o boku 6 cm, a kat nachylenia
przekatnej prostopadloscianu do Sciany bocznej ma miare 30°. Przekatna
ta ma dlugosc:

A. 3v2 cm, B. 3v/3 cm, C. 63 cm, D. 12 cm.

Podstawa graniastoslupa prostego jest romb o przekatnych diugosci 3 1 4.
Jedli przekatna $ciany bocznej tego graniastoslupa ma dlugosé /7, to jego
pole powierzchni calkowitej jest rowne:

A. 121/3, B. 12 + 5v/3, C. 10 + 4v/3, D. 13.

Krawedz podstawy ostroslupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosc 6,
a krawedz boczna tworzy z podstawa kat 45°. Objetosé tego ostroshupa
jest rownas

A. 3612, B. 48y/2, C. 72v/2. D. 108v/2.

Graniastostup prawidlowy czworokatny o krawedzi podstawy 3 cm prze-
cieto plaszezyzna zawierajaca przeciwlegle krawedzie jego podstaw. Otrzy-
many przekroj tworzy z jedna ze Scian bocznych kat o taki, ze cosa = 0,8.
Pole tego przekroju jest rowne:

A. 8 em?, B. 9 cm?, 0. 12 em®, D. 15 cm?.

W ostroshupie prawidlowym szesciokatnym o krawedzi podstawy 2 em pole
podstawy jest dwa razy mniejsze od pola powierzchni bocznej. Pole po-
wierzchni catkowitej tego ostroslupa jest rowne:

A 12 enmi®, C. 18v/3 cm?,
B. 18 cm?, D. 36v/2 cm?. Dy e
f
|
Punkty M i P sa Srodkami krawedzi szeScianu 4 /(:
przedstawionego na rysunku obok. Sinus kata, : 2
ktory odeinek M P tworzy z podstawa, jest rowny: 'H
A, 8 C. &3 & e
g a7 . 3 7 -
6 3 .
B. 1‘?, D. %u A M B

Ostroshup prawidlowy trojkatny, ktorego sciany bocezne sa trojkatami pro-
stokatnymi. a pole podstawy jest réwne 16v/3 ¢m?, przecieto plaszezyzna
rownolegla do dwoch krawedzi bocznych 1 przechodzaca przez srodek trze-
ciej. Pole otrzymanego przekroju jest réwne:

A. 4 cm?, B. 6 cm?, C. 43 em?, D. 6v/3 em?.

2. Graniastostupy i ostrostupy



Przed obowigzkowa matura z matematyki @

B Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)

Szescian o krawedzi 4 cm i graniastoslup prawidlowy czworokatny o krawe-
dzi podstawy 2v/2 c¢m maja taka sama objetoéé. Oblicz dlngosé przekatnej
graniastostupa.

Zadanie 2 (2 pkt)

Wysokosé ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest dwa razy dluzsza od
krawedzi jego podstawy. Oblicz tangens kata nachylenia sciany bocznej tego
ostrostupa do jego podstawy.

Zadanie 3 (2 pkt)

Sciany boczne ostroslupa prawidlowego trojkatnego sa trojkatami prostokat-
nymi o przyprostokatnych dlugosci 2 cm. Oblicz pole powierzchni calkowitej
tego ostroslupa.

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 4 (4 pkt)

Wysokos¢ graniastoslupa prostego jest rowna 12 cm, a przekatna sciany bocz-
nej ma dlugosé 15 em. Jego podstawa jest romb o kacie ostrym 60°. Oblicz
objetos¢ tego graniastostupa.

Zadanie 5 (4 pkt)
W graniastoslupie prawidlowym czworokatnym o krawedzi podstawy rownej 4
przekatna tworzy z ta krawedzia kat 60°. Oblicz objetosé tego graniastoshupa.

Zadanie 6 (4 pkt)

Krawedz podstawy ostrostupa prawidlowego szesciokatnego ma dlugosé 6 cm,
a pole podstawy jest cztery razy mniejsze od pola powierzchni bocznej. Oblicz
objetosc tego ostrostupa.

Zadanie 7 (4 pkt)
Oblicz objetos¢ ostroslupa prawidlowego trojkatnego, w ktorym wysokosé
sciany bocznej jest réwna 10 em i tworzy z podstawa kat 45°,

Zadanie 8 (4 pkt)

Podstawa ostrostupa jest trojkat prostokatny, ktorego przeciwprostokatna ma
dlugosé 12 cm., a jeden z katow ostrych ma miare 60°. Wysokos¢ ostrostupa jest
rowna 8 cm, a spodkiem wysokosci jest srodek okregu opisanego na podstawie.
Oblicz pole powierzchni bocznej tego ostrostupa.

Przed matura
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@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1 (2 pkt)
Wysokosé graniastoslupa prawidlowego trojkatnego jest réwna 2, a kat miedzy
przekatna sciany bocznej a podstawa ma miare 60°. Oblicz pole powierzchni
boeznej tego graniastoshipa.

Zadanie 2 (2 pkt)

Krawedz podstawy ostrostupa prawidlowego szescio-
katnego ma dlugosé 4, a krawedz boczna — dlugosé 6.
Oblicz stosunek pola tréjkata C'FS do pola trojkata
CES (rysunek obok).

Zadanie 3 (4 pkt)
Podstawa graniastostupa prawidlowego czworokatnego ma pole réwne 50 em?.
Przekrdj tego graniastoslupa plaszezyzna przechodzaca przez przekatna dol-

nej podstawy i jeden z wierzcholkow goérnej podstawy jest tréjkatem o polu
réwnym 65 cm?®. Oblicz objetosé tego graniastoshupa.
Zadanie 4 (5 pkt)

Ostrostup prawidlowy czworokatny przecieto plasz-
czyzna BCP(Q), ktora tworzy réwne katy z plaszezy-
rnami ABC'D i BOS (rysunek obok). Oblicz miare
kata nachylenia Sciany bocznej do podstawy, jesli wia-
domo, ze plaszczyzna BC P(Q) podzielila powierzchnie
boczna tego ostroslupa na dwie czedei o réwnych po-
lach.

Zadanie 5 (5 pkt)

Ostroship prawidlowy czworokatny o krawedzi podstawy a i wysokosci h prze-
cieto plaszezyzna przechodzaca przez srodki dwoch sasiednich krawedzi pod-
stawy i srodek wysokosci ostroslupa. Wyznacz pole otrzymanego przekroju.
Zadanie 6 (5 pkt)

Ostroshup prawidlowy trojkatny o krawedzi podstawy a i kacie plaskim przy
wierzcholku a przecieto plaszezyvzna zawierajaca wysokosci dwoch scian bocz-
nych wychodzace z wierzcholka ostroslupa. Wyznacz pole tego przekroju.
Zadanie 7 (5 pkt)

Suma dhigosci wszystkich krawedzi ostroshupa prawidlowego czworokatnego

jest rowna 60. Dla jakich dlugosci krawedzi ostroship ten bedzie mial naj-

wieksza objetosé?

Zadanie 8 (5 pkt)

Suma dlugosci krawedzi graniastostupa prawidlowego trojkatnego wychodza-
cych z jednego wierzcholka jest rowna P. Jaka najwieksza objetos¢ moze miec
taki graniastostup?

2. Graniastostupy i ostrostupy



Bryly obrotowe

W celu zapewnienia bezpiecznego ruchu statkow przy podejsciach do portow
tor wodny jest oznakowany czerwonymi bojami w ksztalcie walca i zielonymi
w ksztalcie stozka. Stosuje sie tez boje o innych ksztaltach i kolorach. Boje
malowane w bialo-czerwone pasy to znaki bezpiecznej wody — wskazuja, ze
wokol nich woda jest zeglowna. Zwykle boje takie sa kuliste, walcowe lub
drazkowe. Na zdjecin boja podejsciowa do portu w Gdyni.



3.1. Walec
Walec to bryla obrotowa otrzymana przez obrét pro- D//__:\

2
stokata wokol prostej zawierajace] jeden z jego bokow. ..
Prosta te nazywamy osig walca.

Dwa kola otrzyvmane przez obréot dwoch bokdéw pro-
stokata prostopadlych do osi obrotu nazywamy pod-
stawami walca. Dowolny odecinek laczacy podstawy
walca i do nich prostopadly nazywamy wysokoscia 4 O ]

4 1
walca. W szezegolnosei odeinki 0,0, oraz AD (ry- w

sunek obok) sa wysokosciami walca.

Dowolny odcinek, ktory laczy dwa punkty z brzegow podstaw walca 1 jest
prostopadly do tych podstaw, nazywamy tworzaca walca (np. odcinek AD na
rysunku powyzej).

podstawy r i wysokosci h wyraza sie wzorem:

P,=2P,+ P, =27r*+ 2nrh = 27r(r + h)
gdzie P, jest polem podstawy walca, a I, — polem
jego powierzchni bocznej.

i .,,;
Pole powierzchni calkowitej] walca o promieniu

Siatka walca o promieniu
Cwi io 1 podstawy r i wysokoéci h
wiczenie

@ a) Uzasadnij wzér na pole powierzchni calkowitej walca.
b) Pole powierzchni calkowitej walca jest réwne 407 cm?, a jego wysokoS¢ ma
10 em. Oblicz pole kola bedacego podstawa tego walca.
D m
Przekrojem osiowym walca nazywamy przekrdj walca \_L__//

plaszezyzna zawierajaca jego oé (rysunek obok) — jest
to prostokat o bokach h i 2r. e —— ”

Cwiczenie 2
Pole przekroju osiowego walca jest réwne 40 cm?, a promient jego podstawy
ma 4 em. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego walca.

Cwiczenie 3 ..

Przekatna d prostokata bedacego przekrojem osiowym

walca ma dlugosé 12 em i tworzy z jego podstawa ]
kat o« = 30° (rysunek obok). Oblicz pole powierzchni 7o\ | ~

calkowitej tego walca. S B
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Twierdzenie

Objetoéd¢ walea o promieniu podstawy r i wysokodei h wyvraza sie wzorem:
¥ WY ; e

V=P, -h=nr*h

gdzie P, jest polem podstawy walca.

Cwiczenie 4
Oblicz objetosé¢ walca, ktorego przekrdj osiowy jest:

a) kwadratem o polu 64 cm?,

b) prostokatem o bokach 6 cm 1 8 em (rozpatrz dwa przypadki).

Cwiczenie 5
a) Srednica podstawy walca ma 8 cm, a pole jego powierzchni bocznej jest
czterokrotnie wigksze od pola podstawy. Oblicz objetosé tego walca.

b) Przekatna przekroju osiowego walca ma dlugosé 15 em i tworzy z jego
podstawa kat o taki, ze cosa = 0.6. Oblicz objetos¢ tego walca.

Zadania

Przekatna przekroju osiowego walca ma diugosé d i tworzy z jego podstawa
kat «. Oblicz pole powierzchni calkowitej 1 objetosé tego walca.

a) d=6, a=30 b) d = 8, a = 60° ¢) d =12, a = 45°

Przekatna przekroju osiowego walca ma dlugosé 20 cm i tworzy z jego
podstawa kat «. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego walca.

a) cosa = 0,8 b) tgar =2 ¢) sina =

N

Pole powierzchni bocznej walca wynosi 3927, a promien jego podstawy
i wysokosé sa réwne. Oblicz pole podstawy i objetosé tego walca.

Oblicz objetosc i pole powierzchni calkowitej walca, ktérego przekrojem
osiowym jest prostokat o polu 144 em?, jezeli wiadomo, ze stosunek diu-
gosci bokéw tego prostokata jest réwny 9:4 (rozpatrz dwa przypadki).

Uzasadnij, ze w kazdym walcu stosunek pola powierzchni bocznej do pola
przekroju osiowego jest rowny .

Dany jest prostokat o bokach a i b, przy czym a < b. Wykaz, ze walec otrzy-
many w wyniku obrotu tego prostokata wokoél krotszego boku ma wieksza
objetosé¢ od walca otrzymanego w wyniku obrotu wokol dluzszego boku.
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7. Walec przecieto plaszezyzna rownolegla do jego przekroju p O
osiowego i otrzymano prostokat ABCD o polu § (rysu- ([ __©2 |
nek obok). Trojkat AO, B (gdzie O, jest $rodkiem podstawy K\__L.«/)
walca) jest prostokatny. Wyznacz pole przekroju osiowego |
tego walca. :

|
|
|
=}
|
|
i

8. Odcinek laczacy srodek dolnej podstawy walca z punktem ;

na brzegu gornej podstawy tworzy z tymi podstawami kat o \i/
Wyznacz objetos¢ walca, jezeli wiadomo, ze:

a) pole jego przekroju osiowego jest réwne S,

b) przekatna jego przekroju osiowego ma dlugosé d.

9. W pudetku majacym ksztalt walca mozna zmiescic trzy pitki
tenisowe o Srednicy 6,4 cm kazda (rysunek obok). Czy pole
powierzchni bocznej tego pudelka jest wieksze od 3 dm?*?

10. Przekrojem osiowym walca jest prostokat ABCD. Dlugosci
bokéw AB i BC' oraz przekatnej AC sa kolejnymi wyrazami
ciagu geometryeznego. Oblicz stosunek pola powierzchni
bocznej tego walca do pola jego podstawy (rozpatrz dwa
przypadki).

11. Powierzchnia boczna walca po rozwinieciu jest prostokatem o przekatnej
dlugosci 6 tworzacej z jednym z bokow prostokata kat 60°. Oblicz objetosé
tego walca.

[El 12. W prostopadlosciennym kartonie umieszczono szesé
puszek w ksztalcie walca o objetosci 1 litra i wyso-

kosci 10 em kazda (rysunek obok). Wykaz, ze pole OOO

podstawy kartonu jest wieksze od 750 cm?,

13. Kubek majacy ksztalt walca o srednicy podstawy 8 cm i wysokosci 10 em
jest w 90% wypelniony woda. Wkladamy do niego cztery szescienne me-
talowe kostki o krawedzi 2 cm kazda. Czy woda z kubka sie wyleje (pomin
grubosé scianek kubka)?

14. Zbiornik w ksztalcie walca o promieniu podstawy
6 dm i wysokosci 15 dm jest polozony poziomo
(rysunek obok). Zostal on czeSciowo wypelniony
woda tak. ze odleglosé¢ h przedstawiona na ry-
sunku jest réwna: a) 3 dm, b) 3(2 —v/2) dm.
Oblicz objetos¢ wody w zbiorniku.
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3.2. Stozek

Stozek to bryla obrotowa otrzymana przez obrot troj-
kata prostokatnego wokol proste) zawierajace] jedna

z przyprostokatnych tego trojkata. Prosta te nazy-
wamy osig stozka.

Kolo otrzymane przez obrét drugiej przyprostokatnej
nazywamy podstawg stozka, a wierzcholek trojkata B
nienalezacy do podstawy — wierzchotkiem stozka.

Odcinek laczacy wierzcholek stozka ze $rodkiem podstawy (punkt O na ry-
sunku) nazywamy wysokoécia stozka. Srodek podstawy zwany jest tez spod-
kiem wysokosci stozka. Dowolny odcinek laczacy wierzcholek stozka z brze-
giem podstawy nazywamy tworzaca stozka (np. odeinek SB na rysunku).
Powierzchnia boczna stozka po rozwinieciu jest wyci-
nek kola o promienin réwnym tworzacej stozka.

l [
Pole powierzchni bocznej stozka o promieniu pod-
stawy r 1 tworzacej | wyraza sie wzorem:
By =mrl
Cwiczenie 1 Siatka stozka o promieniu

- s " . . : , yodstawy r i tworzacej [
Uzasadnij wzér na pole powierzchni bocznej stozka. PO ™ =

Pole powierzchni calkowitej stozka o promieniu podstawy r i tworzacej [
wyraza sie wzorem:

P.=P,+ P=mr*+arl=ar(r+1)
gdzie P, jest polem podstawy stozka.

Cwiczenie 2

Na rysunku obok przedstawiono wycinek kola, ktory @ 6
po zwinieciu jest powierzchnia boczna stozka. Ob-

licz pole podstawy i pole powierzchni catkowitej tego

stozka.

Cwiczenie 3

Podstawa stozka jest kolo o polu réwnym 367 em?, a powierzchnia boczna tego
stozka po rozwinieciu jest wycinkiem kola o promieniu 9 ¢m wyznaczonym
przez kat srodkowy e. Oblicz miare tego kata.

3.2. Stozek
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Przekrojem osiowym stozka nazywamy przekroj stozka
plaszczyzna zawierajaca jego os. Przekrojem tym jest
trojkat rownoramienny. Kat miedzy ramionami tego
trojkata nazywamy katem rozwarcia stozka (kat « na
rysunku obok). Kat miedzy tworzaca stozka a jego pod-
stawa oznaczono na rysunku przez (3.

Cwiczenie 4
Oblicz miare kata rozwarcia stozka, ktorego tworzaca
ma dhugosé 10 em, a pole podstawy jest réwne 507 cim?.

Objetoéc¢ stozka o promieniu podstawy r 1 wysoko-

Objetod¢ stozka jest
Sci h wyraza s1¢ WZorerl: rowna % objetosci wal-
V = %Pp h = %?f?‘gh ca o takiej samej pod-

stawie 1 wysokosci.

gdzie P, jest polem podstawy stozka.

Cwiczenie 5
Kat miedzy tworzaca [ stozka a jego podstawa ma mia-
re 3 (rysunek obok). Oblicz objetosdé tego stozka, jesli:

a) sinf# = 0,6, l = 15 cm,
b) tg8=24,1=13 cm. A

B

Cwiczenie 6
a) Przekréj osiowy stozka jest tréjkatem réwnobocznym
o polu réwnym 164/3 cm?. Oblicz objetosé tego stozka.
b) Pole podstawy stozka jest rowne 277 cm?, a jego
objetosé jest réwna 277 em®. Oblicz miare kata mie-
dzy tworzaca stozka a jego podstawa.

Przykiad 1

W tréjkacie rownoramiennym ABC' kat przy wierz-
cholku B ma miare 120° oraz |AB| = |BC| = 6 cm.
Bryla, ktéra powstala przez obrot tego trojkata wo-
kol najdiuzszego boku, to dwa stozki polaczone pod-
stawami (rysunek obok). Oblicz objetosc¢ tej bryly.

r = |OB| =3 c¢m oraz h = |0C| = 3V/3 cm.
Obliczamy objetosé¢ otrzymanej bryly:
V=2 lr?h=2-1x.32.3V3 = 18V3r [em®] A
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Cwiczenie 7

Oblicz objetos¢ bryly otrzymane] w wyniku obrotu:
a) tréjkata prostokatnego réwnoramiennego o polu réwnym 8 cm? wokél jego
przeciwprostokatne],

b) trojkata ABC (rysunek obok) wokdl jego najdiuzszego
boku.

Zadania

1. Powierzchnia bocezna stozka po rozwinieciu jest wycinek kola o promieniu
12 em wyznaczony przez kat sSrodkowy . Oblicz pole podstawy i objetosé
tego stozka.

a) a = 60° b) a = 180° ¢) a=240° d) a=270°

2. a) Powierzchnia boczna stozka po rozwinieciu jest wycinek kola o pro-
mieniu 15 cm wyznaczony przez kat srodkowy a. Podstawe tego stozka
mozna wycia¢ z kwadratu o boku 6 em. Wyznacz najwieksza mozliwa
miare kata a.

b) Oblicz pole przekroju osiowego stozka, ktérego podstawy jest kolo opi-
sane na kwadracie o boku 5 em, a sinus kata miedzy tworzaca a wysokoscia
stozka jest réwny 2.

3. a) Przekrojem osiowym stozka jest tréjkat prostokatny o polu réwnym S.
Wyznacz pole powierzchni calkowitej i objetosé tego stozka.

b) Pole powierzchni bocznej stozka jest dwukrotnie wigksze od pola jego
podstawy. Oblicz miare kata rozwarcia tego stozka.

4. a) Kat rozwarcia stozka ma miare 60°, a pole jego powierzchni bocznej
jest réwne 87 em?. Oblicz objetodé tego stozka.
b) Kat rozwarcia stozka ma miare 30°, a jego podstawa ma pole réwne
(18 — 9v/3 Jw ecm?. Oblicz pole przekroju osiowego i objetosé tego stozka.

5. Dany jest stozek o polu powierzchni bocznej 27v/2 e¢m? i polu powierzehni
calkowite] \ET : cm?®. Oblicz miare kata zawartego miedzy tworzaca tego

stozka a jego podstawa. A em

6. Poziom wody w zbiorniku w ksztalcie stozka siega po-
lowy jego wysokosci (rysunek obok). Ile litréw wody
znajduje sie w zbiorniku? Na jaka wysokosc siegalaby
woda, gdyby zajmowala polowe objetosci zbiornika?
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7. Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetosc bryly, ktora powstanie w wy-
niku obrotu trojkata ABC wokol proste] AB.

a) C b) Y c) 7]
13 12 N 15
/o
A B A 6 B A 5 H

8. Trojkat rownoramienny o podstawie 10 cm i ramionach 13 cm obracamy
wokol prostej zawierajacej jego ramie. Oblicz pole powierzchni calkowite)
otrzymanej bryly.

9. Dwa stozki maja identyczne podstawy o polu 167 cm?®. Stozki te zlaczono
podstawami i otrzymano bryle przedstawiona na rysunku.
Jej przekrojem osiowym jest deltoid o polu 60 cm?,
a) Oblicz objetosc tej brytly.

b) Oblicz pole powierzchni caltkowitej tej bryly,

jesli wiadomo, ze wysokos¢ jednego stozka jest

dwukrotnie dluzsza od wysokosci drugiego. v
@ 10. Wykaz, ze stosunek pola podstawy stozka do pola jego powierzchni bocznej

jest rowny sinusowi kata miedzy tworzaca a wysokoscia tego stozka.

11. a) Wysokoé¢ stozka o wierzchotku S jest réwna 2v/3, a podstawa tego
stozka jest kolo o promieniu 12. Cieciwa AB podstawy ma dlugosé 12+/3.
Oblicz miare kata nachylenia plaszczyzny ABS do podstawy stozka.

b) W podstawe stozka o wierzcholku S i wysokosci 7 wpisano kwadrat
ABCD o boku dhlugosci 6. Oblicz pole przekroju stozka plaszczyvzna prze-
chodzaca przez wierzcholek S i zawierajaca bok AB.

12. Stozek o promieniu podstawy 10 em i wysokosei 6v/3 em przecieto plasz-
czyzna przechodzaca przez jego wierzcholek i nachylona do podstawy stoz-
ka pod katem 60°. Oblicz pole otrzymanego przekroju.

: . . S
13. Stozek przecieto plaszczyzna prostopadla do je-
go wysokosci i otrzymano dwie bryly: mniejszy
stozek 1 stozek Sciety, ktorego podstawami sa — oy

kola o promieniach ry i ry (rysunek obok). Ob-
licz objetosc stozka scietego.

a) 1 =06, ro=4, |0:05] =5

b) ri=12, ro =9, 4ASB =9(F
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Linie geodezyjne

Najkrotsza linia na powierzchni bryly laczaca dwa punkty nazywa sie linig
geodezyjna.

Po zwinieciu prostokata przedsta- g B

: =5
wionego na rysunku obok w po- :

wierzchnie boczna walca otrzymu-
jemy na powierzchni tego walca /
tzw. lini¢ Srubowa (zaznaczona ko- P @

lorem czerwonym). Nazwa tej krzy-
wej pochodzi stad, ze wzdluz linii A A’

srubowej nacinany jest gwint Sruby. Zauwazmy, ze dla punktow P i () polozo-

| | |
'}
_rf !/

e
Lo

i

A=A

nych na powierzchni walca tak jak na powyzszym rysunku najkrotsza droga
miedzy tymi punktami prowadzi wzdluz linii srubowej.

Przykiad 1 S
Przekrojem osiowym stozka o two-
rzacej rownej 6 jest trojkat ABS 6

(rysunek obok). Powierzchnia bocz-

ng tego stozka po rozwinieciu jest P

wycinek kola wyznaczony przez kat
srodkowy 120°. Najkrotsza droga z punktu A do punktu B poprowadzona
po powierzchni bocznej stozka (kolor czerwony) ma dlugoéé 6. Diugosé naj-
krotsze) petli poprowadzonej po powierzchni bocznej stozka, zaczynajacej sie
i konczacej w punkeie A (kolor zielony), jest réwna 6v/3.

1. Przekroj osiowy walca jest kwadratem ABC'D o boku 12. p
Na boku BC wybrano punkt E taki. ze |BE| = 2|CE| B
(rysunek obok). Oblicz dlugos¢ najkrotszej drogi popro-

(j

wadzonej po powierzchni bocznej walca z punktu E do S

punktu: a) A, b) D. A% B

2. Przekrojem osiowym stozka o promieniu podstawy 8 1 wysokosci 4v/5 jest

trojkat ABS. Punkt C jest srodkiem odcinka BS (rysunek ponizej). Oblicz

dlugosé najkrotsze] drogi poprowadzonej A A
po powierzchni bocznej stozka:
a) z punktu A do punktu B, S S
b) z punktu A do punktu C. e,
A=A B
B
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3.3. Kula

Kula to bryla obrotowa otrzymana przez obrét kola

wokdl prostej zawierajacej jego Srednice.

Kula o srodku w punkcie O i promieniu r > ) jest

zbiorem punktow przestrzeni, ktorych odleglosé od
punktu O jest mniejsza lub réwna r.

Sfera o Srodku w punkcie O i promieniu r > 0 jest
zbiorem punktéw przestrzeni, ktorych odleglosé od
punktu O jest réwna r (sfera jest powierzchnia kuli).

ik LR

Kazdy przekrdj kuli plaszezyzna, ktora ma wiecej niz jeden punkt wspolny
z ta kula, jest kotem. Jesli plaszezyzna ta przechodzi przez srodek kuli, to
przekroj ten nazywamy kolem wielkim.

Przykiad 1

Przyjmujac, ze Ziemia jest kula, oblicz stosunek
dlugosci réownoleznika przechodzacego przez punkty
o szerokosci geograficznej 60° do dlugosci réwnika.

W tréjkacie OOy A mamy |OA| = 2|0, A| (rysunek
obok). Stosunek dlugodci okregéw jest réwny stosun-
kowi dlugosci ich promieni, wiee szukany stosunek
dlugosci rownoleznika 60° do dlugosci réwnika jest
rowny 1:2.

Cwiczenie 1
a) Kule o promieniu 10 ¢m przecieto plaszezyzna. Otrzymany przekrdj jest
kolem o srodku oddalonym od srodka kuli o 7 em. Oblicz pole tego kola.

b) Kule o promieniu 5 cm przecieto plaszezyznag. Otrzymany przekrdj jest
kolem o polu réwnym 167 em?. Oblicz odlegloéé érodka tego kola od érodka
kuli.

Jesli plaszczyzna ma z kula dokladnie
jeden punkt wspodlny, to méwimy, ze ta
plaszczyzna jest styezna do kuli. Promien
poprowadzony ze Srodka kuli do punktu
stycznosci jest prostopadly do plaszezy-
zny stycznej.
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Cwiczenie 2

Punkt O jest srodkiem szescianu
(punktem przeciecia przekatnych
sze§cianu) o krawedzi a. Oblicz
promien sfery o srodku w punk-
cie O:

a) styeznej do wszystkich Scian
tego szescianu (rysunek obok),

H &

AN
"/

E F

b) zawierajacej wszystkie wierzcholki tego szesciamu.

Sformulowanie wzordw na pole powierzchni i objetosé kuli zawdziedzamy grec-
kiemu filozofowi i matematykowi Archimedesowi (ok. 287 ok. 212 r. p.n.e.).

Przykiad 2
Pole powierzchni kuli jest réwne 1447 cm?.
Oblicz Dbj(&‘t-(}&,ié tf:"J kuli. Pole 1}{.'-'Wi'El'ZChI]i kuli o pPro-
. i _ mieniu r wyraza sie wzorer:
Obliczamy promien kuli: Y €
P = A47r?

P =A47r? = 1447

stad r? = 36, czyli r = 6 cm,
Zatem Dbjtgt-(}éé kuli:

= dE
V = 3ar® = 37 - 6% = 2887 [cm?] V=g

Objetos¢ kuli o promieniu r
wyraza si¢ wWzorern:

Cwiczenie 3
Oblicz pole powierzchni i objetosé kuli o promieniu r.

a) r=3 cm b) r =3 cm ¢) r=2v2cm

Cwiczenie 4
Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

Promien kuli 6 3 LI 1, i,

Pole powierzehni kuli =~ 1447 367 956r /) 3,247

Objetoéé¢ kuli 288x (/IR 2 e

) . ’_..---‘____"--.__\‘
Cwiczenie 5 1

i |

Dane sa kula, stozek 1 walec o wy- |
miarach takich jak na rysunku obok. 2"“:
Uzasadnij, ze suma objetosci kuli ' o
: . i i . i -~ i "
i stozka jest rowna objetosci walca. e
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Zadania

1. Kule o srodku O przecieto plaszezyzna przecho-
dzaca przez punkt O; (rysunek obok). Oblicz
pole powierzchni i objetosc tej kuli, jesli:

a) sina =051 |00, = 2v/3 cm,
b) tga =0,751 |O0,| = 6 cm,
¢) cosa = 21|00 = 2v/5 cm.

2. Kule o promieniu 8 cm przecieto dwiema réwnoleglymi plaszezyznami
i otrzymano w przekrojach kola o promieniach 3 em 1 4 em. Oblicz odle-
glos¢ miedzy tymi plaszezyznami (rozpatrz dwa przypadki).

3. Kule o srodku O przecieto plaszezyzna i otrzymano w przekroju kolo
o $rodku S. Oblicz:
a) objetosé¢ kuli, jedli |OS| = v/2, a pole przekroju jest réwne 257,
b) pole przekroju, jesli |OS| = 2v/3, a objetosé¢ kuli jest réwna 108v/37.

4. a) Dane sa dwie kule o promieniach 3 cm i 5 cm oraz wspoélnym srodku.

Oblicz pole przekroju utworzonego przez przeciecie wiekszej kuli plaszezy-
zna styczna do mniejszej kuli.
b) Dane sa dwie kule o promieniach 6 cm i » em oraz wspdlnym $rodku,
Pole przekroju utworzonego przez przeciecie wiekszej kuli plaszczyzna
styczna do mniejszej kuli jest réwne 97 cm?. Oblicz r (rozpatrz dwa przy-
padki).

5. a) Kulisty balon ma promien réwny 20 cm. Po dopompowaniu powietrza
promieit balonu zwiekszyl sie o 25%. O ile wzroslo jego pole powierzchni?
b) Z kulistego balonu o promieniu réwnym 20 cm spuszczono czeSciowo
powietrze. Promien balonu zmniejszyl sie o 25%. O ile zmalalo jego pole
powierzchni?

IE] 6. Na rysunku ponizej przedstawiono stozek, poltkule i walec. Wszystkie bryly
maja taka sama podstawe, a wysokosci stozka i walca sa réowne promieniowi
polkuli. Uzasadnij, ze objetosci tych bryl sa kolejnymi wyrazami ciggu
arytmetycznego.
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10.

11.

12

Czasza kulista (czasza kuli) nazywamy kazda
z dwoch czesci, na ktore dzieli powierzch-
nie kuli przecinajaca ja plaszczyzna. Pole po-
wierzchni czaszy kuliste] wyraza sie wzorem:

Kazda z dwaéch bryl, na ktore dzieli kule prze-
cinajaca ja plaszezyzna, nazywamy odcinkiem
kulistym (odcinkiem kuli). Objetos¢ odcinka R — promien kuli,

a) Szescian z brazu przetopiono na kule. Wykaz, ze stosunek pola po-
wierzchni tej kuli do pola powierzchni szescianu jest rowny /.

b) Metalowy walec, ktérego przekrd) osiowy jest kwadratem, przetopiono
na kule. Wykaz, ze promien tej kuli jest réwny {/ET promienia podstawy
walca.

Kula i stozek maja réwne objetosci. Promien podstawy stozka jest réwny 7.
a stosunek jego pola powierzchni bocznej do pola podstawy wynosi 2.6.
Wyznacz promien kuli.

Srodki dwaéch sfer sa oddalone od siebie o 10 ¢m, a ich promienie sa réwne
ry i 9. Oblicz dlugosé okregu bedacego czescia wspdlna obu tych sfer.

a) rp,=0cm, r, =8 em b) r; =6 cm, r; = 14 ¢m

Srodek sfery o promieniu r| nalezy do sfery o promieniu r,. Oblicz dlugosc¢
okregu bedacego czescia wspolna obu tych sfer.

a) ry=4dem, ry =3.cm .,
g

b) r1 =6 em, 5 = 23 em

Kule o Srednicy 7 przecieto dwiema plaszczy-
znami, ktore sa do siebie prostopadle (rysu-
nek obok). Otrzymane przekroje sa kolami
o promieniach 2 i 3. Oblicz dlugosé odcinka
bedacego czescia wspdlna obu przekrojow.

P=2xth

kulistego wyraza si¢ wzorem: r — promiei podstawy
CZASZY,
10 b | 2 2 : .
V = zmh*(3R — h) = zwh(3r* + h7) h — wsokost ezaszy
Kule o promieniu 6 cm przecigto plaszczyzna, ktorej odleglosé od srodka

kuli jest rowna 3 em. Oblicz objetosci otrzymanych odcinkéw kuli.

3.3. Kula
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Odwzorowania kartograficzne .

Odwzorowanie powierzchni Ziemi na plaszczyznie,
jaka jest plaska mapa, pociaga za soba rézne znieksztal-
cenia. Moga to by¢ znieksztalcenia pol powierzchni,
dlugosci badz katow. Oto przyklady dwoch odwzoro-
wan wiernokatnych, czyli zachowujacych zaleznosci
katowe miedzy poludnikami a rownoleznikami.

Odwzorowanie walcowe Odwzorowanie stozkowe
Powierzchnia modelu Ziemi jest Powierzchnia modelu Ziemi
odwzorowana na powierzchni bocznej jest odwzorowana na powierzchni
walca stycznego do powierzchni modelu bocznej stozka stycznego do
wzdiuz rownika. Obrazami potudnikow sa powierzchni modelu wzdtuz
proste prostopadte do rownika. jednego z rownoleznikow.

) ]
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Takie odwzorowanie nazywamy odwzoro- Za pomoca takich siatek przedstawia sie
waniem Merkatora, od nazwiska flamandz- na przyktad obszary miedzy zwrotnikami
kiego matematyka i kartografa (1512-1594). a kotami podbiegunowymi.

Zauwaz, ze w tym odwzorowaniu szczegolnie
znieksztalcone sa obszary okolobiegunowe.

Znajdz informacje o odwzorowaniu powierzchni Ziemi za pomoca siatki azymutalnej.



3.4. Bryly podobne

Dwie bryly sa podobne. jesli odleglosci mie-

dzy punktami jednej bryly sa proporcjonal- [

ne do odleglosci miedzy odpowiadajacymi : :

im punktami drugiej bryly. Stosunek odle- | s ke
glosci miedzy odpowiednimi punktami bryl z)__ I 734
podobnych nazywamy skalg podobienstwa. 1 em 1,5 em

Na przyklad dowolne dwie kule czy dowolne dwa szesciany sa podobne. Na
rysunku powyzej skala podobienstwa wiekszego szescianu do mniejszego jest
rowna 33 co mozemy tez zapisaé 3:2.

Cwiczenie 1

Na rysunku przedstawiono wielosciany podobne. Oblicz x oraz podaj skale
podobienstwa mniejszego wieloscianu do wiekszego.

b)

10

i

|

// )_ =
(i} 3.6

Przyktad 1
Pole powierzchni kuli K} jest dwa razy wieksze od pola powierzchni kuli K.
Oblicz stosunek objetosci tych kul.

Niech 7y i r» beda odpowiednio promieniami kul K, i K,. Stosunek pol po-
wierzchni tych kul: amr? ( 1 )'z o

4?1";‘."_; o
zatem L = V2 — zauwazmy, ze jest to skala podobienstwa kuli K, do kuli K.
Obliczamy stosunek objetosci:

=TS ™3

Jesli skala podobienstwa bryl podobnych jest rowna a: b, to:
» stosunek pol powierzchni tych bryl jest réwny a?: b2,
= stosunek objetosei tych bryl jest réwny a®: b*.

Cwiczenie 2
Dane sa dwa szesciany. Pole powierzchni pierwszego jest czterokrotnie wieksze
od pola powierzchni drugiego. Oblicz stosunek objetosci tych szescianow.

3.4, Bryly podobne



Cwiczenie 3

Dane sa dwie kule. Objetosé pierwszej jest réwna 367 cm’
dwa razy krotszy od promienia drugiej kuli. Oblicz objetos¢ drugiej kuli. Jaki
jest stosunek pol powierzehni tych kul?

', a jej promien jest

Przyktad 2

Stozek o promieniu podstawy 8 cm i wysokosci
12 em przecieto plaszezyzna prostopadla do tej wy-
sokosci w odlegloei 3 em od wierzcholka S (rysu-
nek obok). Oblicz objetosci bryl, na ktére plasz-
czyzna podzielila stozek.

Obliczamy objetosé duzego (wyjsciowego) stozka:
W wyniku przecigcia stozka

_ 1 _ 2y 1 22 _ 9= o
V= 37" h = 37 8% - 12 = 2567 [cm”] plaszczyzna rownolegla do

Skala podobienstwa malego stozka do duzego:
1SO4] _ 3 _ 1
1sol T 12 T4

Zatem objetos¢ malego stozka:

Vi= (l)ﬂ V=2r=4r [em?]

jego podstawy otrzymujemy
dwie bryly: stozek i stozek
sciety.

4 64
Obliczamy objetosé¢ stozka Scigtego: Vo = V — V) = 2567 — 47 = 2527 [em?).

Cwiczenie 4

Stozek o objetodei 277 em® przecieto plaszezyzna réwnolegla do podstawy.
Plaszcezyzna ta podzielila wysokosé stozka w stosunku 2:1, gdy liczymy od
podstawy. Oblicz objetosci bryl powstalych w wyniku tego podzialu.

Zadania
1. Promienie podstaw dwdoch walcow oraz ich wy- p——
sokosci sa réwne 1y, hy 1 19, hy (rysunek obok). e 59 T

Sprawdz, czy te walce sa podobne.
/

a) r; =20 cm, hy = 24 cm, w ha

ro = 12 em, he = 15 cm

.;-""'-__T"l"--. .-""-__1“"_"'

b)riy=12cem, by =16cm, rs =9 cm, by =12 cm 0~

2. a) Dane sa dwa stozki podobne. Wysokosé mniejszego stozka jest réwna
6 cm. a pole powierzchni calkowitej wiekszego jest o 125% wieksze od pola
powierzchni calkowitej mniejszego. Oblicz wysokos¢ wiekszego stozka.

@ b) Uzasadnij. ze stozek o wysokosci 4 i polu powierzchni caltkowitej 24
nie jest podobny do stozka o tworzacej 20 i objetosci 10247

B 152 3. Bryly obrotowe



3. Ostroslupy prawidlowe O, Oy, O3 i 04 sa podobne. Przerysuj ponizsza
tabele do zeszytu i ja uzupelnij. Podaj skale podobienstwa ostrostupow:

a) Oy i Oy, b) Oy i O3, ¢) O3 1 Oa, d) Oz1 Oy.
Ostrostlup ~ Wysokos¢ = Krawedz podstawy = Pole podstawy ~ Objetosé
N | Sem | 6 em | 36 em? 96 cm? |
Oy e 9 em 7 _. i |
O3 | 7 ._ 7/ ) '?' / 144 em? 7, ’ Y,
Oy W Y | i W 12 ¢m?

4. Na rysunku przedstawiono ostrostup i jego przekroj plaszczyzna rownole-
gla do podstawy. Plaszczyzna ta podzielila ostroshup na dwie czesci. Oblicz
stosunek objetosci mniejszej czesci do objetosci wiekszej czescei.

b)

5. Stozek zostal podzielony plaszczyzng réwnolegla do podstawy na dwie
bryly o réwnych objetosciach. W jakim stosunku plaszezyzna ta podzielila

wysokos¢ stozka?
FiE——0
{

7. Podstawami stozka Scietego sa kola o promieniach 1 cm i 4 em, a odle-
glos¢ miedzy plaszezyznami podstaw jest réwna 6 cm. Stozek ten zostal
podzielony plaszczyzna rownolegla do jego podstaw na dwie bryly po-
dobne. Oblicz objetosci tych bryl.

Korzystajac z oznaczen na rysunku obok, wypro-
wadz wzor na:

a) objetos¢ stozka Scietego w zaleznosciod r, R, h,

b) pole powierzchni bocznej stozka Scietego w za-
leznosci od r, R, [.

Podstawami stozka Scietego sa kola o promieniach ry i ro. Plaszczyzna
poprowadzona rownolegle do podstaw podzielila ten stozek na dwa stozki

sciete podobne. Uzasadnij, ze skala ich podobienstwa jest rowna |, / f';—f

3.4, Bryly podobne



@ 1. Kule o promienin R przecieto walcem (rysunek

I 154

Zasada Cavalieriego

Bonaventura Cavalieri [czyt. kawalieri] (1598-1647), matematyk wloski, sfor-
mulowal nastepujaca zasade. zwana zasada Cavalieriego.

Jesli przekroje dwoch bryl dowolna plasz-
czyzna réwnolegla do pewnej ustalonej
plaszczyzny maja réwne pola, to bryly te
maja rowne objetosci.

Ponizej pokazemy. jak te zasade mozna wykorzysta¢ do ndowodnienia wzoru
na objetos¢ kuli.

Rozpatrzmy polowe kuli o promieniu r oraz walec o promieniu podstawy r
1 wysokosci r. Z walca usuwamy stozek w sposob przedstawiony na rysunku.
Pokazemy, ze przekroje obu bryl plaszczyznami réwnoleglymi do podstawy
walca maja rowne pola.

Rozwazmy przekroje poprowadzone na wysokosci & od podstawy walca.
Przekr6j potkuli jest kolem o promieniu v/r? — x2, pole tego przekroju jest
wiec réwne 7 (r* — x?).

Przekroj walca z usunietym stozkiem jest pierscieniem o promieniach wewne-
trznym z i zewnetrznym r, zatem jego pole jest réwne 7r? — wa? = w(r® — x?).
Pola te sa rowne, wiec zgodnie z zasada Cavalieriego objetosci obu bryl sa
rowne. Objetos¢ polkuli jest rowna réznicy objetosci

walca i objetosei stozka: V,, =V, = 7r’ — %:'r'r"5 = %ﬂ"r”.
Zatem objetos¢ kuli dana jest wzorem:
V= inr?

h

obok), a nastepnie usunieto z niej czes¢ wspdlna
tej kuli oraz walca i otrzymano pierscien kulisty
o wysokosci h. Udowodnij (lub znajdz dowdd w do-
stepnych Zrodlach), ze objetosé takiego pierscienia
nie zalezy od wielkosci kuli, a tylko od wysokosci h.

3. Bryly obrotowe



*3.5. Bryly opisane na kuli

Szescian opisany na kuli (kula wpisana w szeScian)

Kula jest styczna do kazdej Scia-
1 G i ¢ ny szeScianu. Kwadrat EFGH jest
- : / \ przekrojem szescianu przechodza-
. R R cym przez srodki odpowiednich kra-
| : @ wedzi. Jesli szescian jest opisany na
- \ / kuli o promieniu R, to jego krawedz

G E F ma dlugos¢ 2R.

Uwaga. Jesli prostopadloscian jest opisany na kuli, to musi on by¢ szedcianem (uzasadnij).

Ostrostup prawidlowy czworokatny opisany na kuli (kula wpisana w ostrostup)

S Kula jest styczna do podstawy oraz
wszystkich Scian bocznych ostrostu-
pa. Trojkat EFS jest przekrojem
ostroslupa przechodzacym przez je-
go wysokosé oraz srodki dwoch prze-
ciwleglych krawedzi podstawy. Jesli
ostrostup jest opisany na kuli o pro-
mieniu /2, to trojkat ten jest opisany
na okregu o promieniu R.

Walec opisany na kuli (kula wpisana w walec)

Kula jest styczna do obu podstaw
walca 1 do kazdej jego tworzacej.
Kwadrat ABCD jest przekrojem
osiowym walca. Jesli walec jest opi-
sany na kuli o promieniu K, to je-
go przekroj osiowy jest kwadratem
A B o boku 2R.

Stozek opisany na kuli (kula wpisana w stozek)

Kula jest styczna do podstawy stoz-
ka i do kazdej jego tworzacej. Trojkat
ABS jest przekrojem osiowym stoz-
ka. Jesli stozek jest opisany na kuli
o promieniu [7, to jego przekrdj osio-
wy jest trojkatem opisanym na okre-
a1 0 promieniu 7.

3.5. Bryly opisane na kuli



Przykiad 1

Krawedz podstawy ostroslhupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosé 12 cm,
a jego sciana boczna tworzy z podstawa kat 60°. Oblicz objetosé kuli wpisanej
w ten ostroslup.

Niech punkt S bedzie wierzcholkiem ostroslupa,
punkt FE — srodkiem krawedzi AD,

punkt F' - Srodkiem krawedzi BC',

a punkt O — srodkiem odcinka E'F.

Rozpatrzmy tréjkat EFS: 4SEF =<4SFE = 60°,
wiec jest to trojkat rownoboczny.

Zatem |SO| =12 - % = 6/3 [cm].
Promien r kola wpisanego w tréjkat EFS jest
zarazem promieniem kuli wpisanej w ostrostup:
= %—|SO1 = 2v/3 ¢m
Zatem objetos¢ kuli:
Vi= %w-r"’ = %?1'(2\/3]3 = 3273 [cm?]

Cwiczenie 1

a) KrawedZ podstawy ostroslupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosé
18 cm, a jego Sciana boczna tworzy z podstawa kat 2« oraz tga = % Oblicz
objetos¢ kuli wpisanej w ten ostrostup. |

b) KrawedZ podstawy ostroslupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosé
43 em. Kula wpisana w ten ostrostup ma promieft 2 em. Oblicz miare kata
nachylenia sciany bocznej do podstawy tego ostrostupa oraz jego objetosc.

Przykiad 2
Oblicz promien kuli wpisanej w stozek o promieniu podstawy 4 1 tworzgce]
rownej 6.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ponizej, na ktorym przedstawiono
przekroj osiowy ABS stozka.

Obliczamy wysokos¢ stozka i pole tego przekroju:

S
ISD| = /62 — 42 = 2/5
P=2-8-2/6=8/5
Promien r kuli wpisanej w stozek jest promieniem y e
okregu wpisanego w trojkat ABS, zatem: .
i
_ |AB[+|BS|+]AS] . _ 10n :
= 2 r= 10 A = B

Otrzymujemy 107 = 8v/5, skad r = %

I 156 3. Bryly obrotowe



Cwiczenie 2
Na kuli opisano stozek, ktorego przekro) osiowy jest trojkatem:
a) rownobocznym o boku 12, b) prostokatnym o przeciwprostokatnej 6.

Oblicz promien tej kuli.

Przyktad 3
Wyznacz promien kuli wpisane] w czworoscian
foremny o krawedzi a (rysunek obok).

Oznaczmy przez R promien kuli wpisanej w ten
czworoscian, a przez H jego wysokosé.

six : iy G
Przypomnijmy, ze H = ;’:_
Rozpatrzmy trojkat APS bedacy przekrojem
tego czworoscianu.

7 . 5
Trojkaty SOQ 1 SPO, sa podobne, zatem:
3 i "'E
00| _ [POIl oy R _ o
|50 |SP| H-R E_E_ﬁ
R _1
H-R 3 )
JsR=H—-R Or R
R
R=lg=1.a/6_a/6 :
4 4 3 12 @ O, P

Cwiczenie 3
Krawed? podstawy ostroslupa prawidlowego tréjkatnego ma dlugosé a, a kra-
wedz boczna — 2a. Wyznacz promien kuli wpisanej w ten ostroshup.

Zadania

1. Oblicz promien i objetos¢ kuli wpisanej w szescian, jezeli wiadomo, ze:
a) dlugos¢ krawedzi szescianu jest réwna 6,

b) dlugosé przekatnej szeScianu jest réwna 8.
2. Obliez stosunek objetosci szescianu do objetosci wpisanej w niego kuli.

3. a) Oblicz objetos¢ walca opisanego na kuli o promieniu 2.

b) Oblicz promien kuli wpisanej w walec, ktérego przekrdj osiowy jest
kwadratem o przekatnej dlugosci v/2.

@ 4. Wykaz, ze jesli w walec wpiszemy kule, to zaréwno stosunek ich pol po-
wierzchni, jak i stosunek ich objetosci sa rowne 3:2.

3.5. Bryly opisane na kuli




E] 5. Dana kule mozna wpisa¢ w pewien graniastostup prawidlowy trojkatny
oraz w pewien graniastostup prawidlowy czworokatny. Uzasadnij, ze sto-

‘ v i P i " g, /3

sunek objetosci tych graniastostupéw jest réwny 22,

6. Na kuli opisano graniastoslup prawidlowy szesciokatny, ktorego krawedz
podstawy ma dlugosc 5. Oblicz promien kuli oraz wysokos¢ graniastoshupa.

7. Przekrdj ostroshupa prawidlowego czworokatnego zawierajacy dwie jego
krawedzie boczne jest tréjkatem réwnobocznym. W ostrostup ten wpisano
kule. Oblicz stosunek objetosci tej kuli do objetosci ostroshupa.

8. Ostroship prawidlowy czworokatny o krawedzi podstawy 6 opisano na kuli
o promieniu v/3. Oblicz miare kata dwusciennego zawartego miedzy $ciana
boczna a podstawa ostrostupa.

9. Oblicz promien kuli wpisanej w ostroshup pra-
widlowy czworokatny, ktorego kazda krawedz
ma dlugos¢ 8.

10. W ostrostup prawidlowy szesciokatny przedsta-
wiony na rysunku obok wpisano kule. Oblicz
pole powierzchni tej kuli. 6v/3

@ 11. Ostroslup o polu powierzchni calkowitej P, jest opisany na kuli o promie-
niu r. Uzasadnij. ze objetos¢ tego ostroslupa jest réwna %Pﬂ T

12. Wyznacz pole powierzchni kuli wpisane] w stozek, ktorego przekrojem
osiowym jest trojkat rownoramienny o polu S i najwiekszym kacie réwnym:
a) 90°, b) 120°.

*13. Kula wpisana w stozek ma pole powierzchni
dwa razy mniejsze od pola powierzchni calkowi-
tej stozka. Oblicz cosinus kata nachylenia two-
rzacej tego stozka do jego podstawy.

14. Podstawami stozka scietego sa kola o promie-
niach 2 1 8 (rysunek obok). Oblicz objetosé kuli
wpisane] w ten stozek.

15. Ostroslup prawidlowy szesciokatny, ktérego kat plaski przy wierzcholkn
ma miare 2q, przecieto plaszezyzna rownolegla do podstawy i styczna do
kuli wpisanej w ten ostroslup. Wyznacz stosunek objetosci wieloscianow,
na ktore plaszczyzna przekroju podzielila ten ostroslup.
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*3.6. Bryly wpisane w kule

Prostopadloscian wpisany w kule (kula opisana na prostopadloscianie)

R (@)

N

Wiszystkie wierzcholki prostopadlo-
scianu leza na powierzchni kuli.
Prostokat ACC,A; jest przekro-
jem prostopadloscianu przechodza-
cym przez przekatne jego podstaw
— przekatna prostopadloscianu jest
srednica kuli.

Ostrostup czworokatny wpisany w kule (kula opisana na ostrostupie)

Wiszystkie wierzcholki ostrostupa le-
za na powierzchni kuli. Trojkat ACS
jest przekrojem ostroslupa popro-
wadzonyim przez jego wierzcholek
i przekatna podstawy. Jezeli wyso-
kos¢ ostrostupa jest dluzsza od pro-
mienia kuli, to srodek kuli lezy we-
wnatrz ostroslupa.

Walec wpisany w kule (kula opisana na walcu)

0

Okregi ograniczajace podstawy wal-
ca zawieraja sie w powierzchni kuli.
Prostokat ABCD jest przekrojem
osiowym walca — jego przekatna jest
srednica kuli.

Stozek wpisany w kule (kula opisana na stozku)

S

Okrag ograniczajacy podstawe stoz-
ka zawiera si¢ w powierzchni kuli,
a wierzcholek stozka lezy na po-
wierzchni kuli. Trojkat ABS jest
przekrojem osiowym stozka. Jesli
wysokos¢ stozka jest diuzsza od pro-
mienia kuli, to srodek kuli lezy we-
wnatrz stozka.

3.8. Bryly wpisane w kule



Przykiad 1
Oblicz promien kuli opisanej na szescianie, ktorego krawedz ma dlugosé 6 cm.

Rozpatrzmy prostokat ACC, A, bedacy przekrojem
szescianu plaszezyzna przechodzaca przez przekatne

AC i A,C; podstaw szescianu (rysunek obok). At @
Aby obliczy¢ promien kuli, korzystamy z twierdzenia R\ o
Pitagorasa dla tréjkata ACA;: 6

(2R)? = 6% + (61/2)? R
zatem R? = 27, stad R = 3v/3 cm. A 6v/2 =

Cwiczenie 1

a) Oblicz objetosé kuli opisanej na graniastoshupie prawidlowym czworokat-
nym o wysokosei 10 em, ktérego pole podstawy jest réwne 32 em?.

b) Pole powierzchni kuli jest réwne 127 cm?. Oblicz objetosdé szescianu wpi-
sanego w te kule.

Przyktad 2
W kule o promieniu 3 em jest wpisany ostrostup prawidlowy czworokatny, kto-
rego krawedz boczna tworzy z podstawa kat 60°. Oblicz objetosé tego ostro-
stupa.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunkach obok. Oznacz-
my dodatkowo przez h wysokosé trojkata AC'S, przez a —
dhugosé jego boku, a przez R — promien kuli.

4SAC = 4SCA = 60°, wige tréjkat ACS jest réwno-

boczny.

Korzystamy z zaleznosci R = %h 1 otrzymujemy:

h = 2 em, jednoczesnie h = 22 wiec a = 3v/3 em.
5 J 7 £

Przekatna podstawy ostrostupa ma dlugosé 3v/3 cm,

zatem krawedz podstawy ma dlugosc %ﬂ c.

Wysokos¢ trojkata AC'S jest tez wysokoscia ostroslupa.

Zatem objetos¢ ostroslupa:

2

Cwiczenie 2

W kule o promieniu 6 cm jest wpisany ostrosiup prawidlowy czworokatny. kto-
rego krawedz boczna tworzy z podstawa kat 45°. Oblicz objetos¢ tego ostro-
shupa.

B 160 3. Bryly obrotowe



Przykiad 3

Wyznacz promien kuli opisanej na czworo$cianie foremnym o krawedzi a.

Promien kuli opisane] na czworoscianie oznaczmy
przez R, a wysokoS¢ czworoscianu — przez H.
Przypomnijmy, ze H = %

Rozpatrzmy trojkat APS bedacy przekrojem czwo-
roscianu (rysunek obok).

Trojkat AO,0O jest trojkatem prostokatnym o bo-
kach |AO| = R, |AO,| = 2 - 22 = 23 oraz:

3

00:| = H—~R=2Y8 —R

Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy:

(5] + (<8 -] - o

3(,!_2 + ﬁa.?' - 2{1";@ . R+ R2 — RQ

9 9 :
2 Eav“ﬁ -

R

fl

i

R =

) ]
=[5,

Cwiczenie 3
Wyznacz objetosc kuli opisanej na ostroslupie prawidlowym tréojkatnym o kra-
wedzi podstawy a i krawedzi bocznej 2a.

Przykiad 4
W kule o promieniu R wpisano bryle zlozona z dwoéch stozkow polaczonych
podstawami o promieniu r. Wyznacz objetosc tej bryly.
Oznaczmy przez hy i hs wysokosci danych stozkow.
Wyznaczamy ich objetosci:
Vl = %?T?'zh-l._ VQ = %W'?'zhg
Wyznaczamy objetosc bryly:
V=Vi+ Vs =iar?hy + tnr?hy, =
= 17r2(hy + ho)
Ale hy + hs = 2R, wiec V = %ﬂ"rzR.

Cwiczenie 4

W kule o promieniu R wpisano dwa stozki o wspoluej podstawie. Pole po-
wierzchni bocznej jednego z nich jest dwa razy wigksze od pola powierzchni
bocznej drugiego. Wyznacz wysokos¢ wiekszego stozka.

3.6. Bryly wpisane w kule
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Zadania

1. a) Oblicz objetos¢ szescianu, na ktérym opisano kule o promieniu 2 cm.

b) Oblicz objetosé¢ kuli opisanej na szeicianie, ktérego pole powierzchni
calkowitej jest réwne 864 cm?.

2. W kule o promieniu 7 em wpisano graniastostup prawidlowy czworokatny
o polu podstawy réwnym 16 em?. Oblicz wysokoéé tego graniastoshupa.

3. a) W kule o promieniu 13 wpisano walec, ktérego wysokosc jest réwna 10.
Oblicz objetosé tego walca.
b) W kule o promieniu 5 wpisano walec, ktorego pole powierzchni boczne]
jest réwne 487. Oblicz objetosé tego walca (rozpatrz dwa przypadki).

4. a) Promien podstawy stozka jest réwny 6 cm, a kat miedzy tworzaca
a podstawa ma miare 15", Oblicz odleglosc srodka tej podstawy od srodka
kuli opisanej na tym stozku.

b) Promien podstawy stozka jest rowny r, a kat miedzy tworzaca stozka
a jego podstawa ma miare a. Wyznacz objetosé kuli opisanej na tym
stozku.

5. Tworzaca stozka jest nachylona do podstawy pod katem «. Oblicz stosunek
objetosci kuli wpisanej w ten stozek do objetosei kuli na nim opisanej dla:
a) a=45° b) a = 30°.

6. a) Na ostroslupie prawidlowym czworokatnym. ktérego Sciany boczne sa
nachylone do podstawy pod katem 607, opisano kule o polu powierzchni
167. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego ostroshupa.

b) Krawedz podstawy ostroslupa prawidlowego czworokatnego ma dhugosé
rowna a, a jego sciany boczne sa nachylone do podstawy pod katem 45°.
Wyznacz promien kuli opisanej na tym ostrostupie.

7. Oblicz objetosé ostrostupa prawidlowego czworokatnego o krawedzi pod-
stawy 8 wpisanego w kule o promieniu 6 (rozpatrz dwa przypadki).

8. Wyznacz promien kuli opisanej na graniastostupie prawidlowym trojkat-
nym, ktorego wszystkie krawedzie maja diugosc a.

*9, Sciany boczne ostroslupa prawidlowego trojkatnego sa trojkatami prosto-
katnymi. Oblicz stosunek objetosci tego ostrostupa do objetosei kuli na
nim opisane;j.
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*3.7. Inne bryly wpisane i opisane

Ponizej przedstawiono przyklady bryl wpisanych i opisanych.

Walec opisany na graniastostupie (graniastostup wpisany w walec)

D & - - Podstawy graniastostupa sa wpi-
5

|

A ) R
¥
I

sane w podstawy walca. Na rysun-

B kach przedstawiono walec opisany
na graniastosthupie prawidlowym

DR O czworokatnym oraz podstawe wal-
|- A s ca z wpisana w nia podstawa gra-
niastoslupa.

Walec wpisany w graniastostup (graniastostup opisany na walcu)

Podstawy walca sa wpisane w pod-

stawy graniastoslupa. Na rysun-
kach przedstawiono walec wpisany
w graniastostup prawidlowy czwo-
rokatny oraz podstawe walca z opi-
sang na niej podstawa graniasto-
stupa.

Walec opisany na stozku (stozek wpisany w walec)

s ' Podstawa stozka pokrywa sie z jed-

D
ng podstawa walca, a wierzcholek

stozka nalezy do drugiej podsta-
wy walca. Na rysunku po prawej
przedstawiono wspolny przekro]

1 ' osiowy tych bryl.

Walec wpisany w stozek (stozek opisany na walcu)

g Okrag ograniczajacy jedna podsta-
we walca zawiera sie w powierzch-
ni bocznej stozka, a druga pod-

5 I stawa walca zawiera sie w podsta-
wie stozka. Na rysunku po pra-
~ wej przedstawiono wspolny prze-
A ¢ D B 16 osiowy tych bryl.
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Cwiczenie 1

a) Oblicz objetos¢ walca opisanego na szeScianie o krawedzi 6 cm.

b) Oblicz stosunek objetodci walca opisanego na szeScianie do objetosci walca
wpisanego w ten szescian.

Cwiczenie 2
Na stozku o tworzacej dlugosci 6 cm i kacie rozwarcia « opisano walec. Oblicz
1

objetos¢ tego walca, jesli wiadomo, ze: a) a =45°, b) cosa = 3.

Cwiczenie 3

a) Walec o promieniu podstawy réwnym 1 i wysokosci 4 jest wpisany w stozek
o kacie rozwarcia 90°. Oblicz objetos¢ tego stozka.

b) Walec o promieniu podstawy réwnym /3 i wysokoéci 2 jest wpisany w sto-
zek o kacie rozwarcia 120°. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego stozka.

Przyktad 1
Na ostroshipie prawidlowym czworokatnym opisano stozek w ten sposob, ze
podstawa ostrostupa jest wpisana w podstawe stozka, a wierzcholki obu bryl
sie pokrywaja. Oblicz stosunek objetosci stozka do objetosci ostrostupa.
Oznaczmy przez r promien podstawy stozka, wowczas
przekatna podstawy ostroslupa ma dlugosé 2r, a jego
krawedz podstawy ma dlugoéé /2r.

Oznaczmy przez h wspdlna wysokoscé ostrostupa i stozka.
Wowcezas objetosc stozka: Vg = %?TT'E.-‘!..

Wyznaczamy objetos¢ ostrostupa:

Vo = A(vENR- = Lp%

Zatem stosunek objetosci stozka do objetosci ostroshupa:

Vg Lrr2h T

V_g - I‘grzh, - 2
Cwiczenie 4
Ostrostup prawidlowy szesciokatny wpisano w stozek w ten sposéb, ze pod-
stawa ostroshipa jest wpisana w podstawe stozka, a wierzchotki obu bryl sie
pokrywaja. Wyznacz stosunek objetosci stozka do objetosci ostroslupa.

Cwiczenie 5

Stozek wpisano w ostroslup prawidlowy czworokatny w ten sposob. ze pod-
stawa stozka jest wpisana w podstawe ostroslupa, a wierzcholki obu bryl sie
pokrywaja. Wykaz, ze stosunek objetosci ostroslhupa do objetosci stozka jest
rowny *.
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Zadania

1

10.

Dany jest graniastostup prawidlowy szesciokatny. Oblicz stosunek obje-
tosci walca opisanego na tym graniastostupie do objetosci walca w niego
wpisanego.

W prostopadloscian. ktorego podstawa jest kwadratem, wpisano walec.
Pole powierzchni calkowitej tego prostopadlodcianu jest réwne 16. Oblicz
pole powierzchni calkowitej walca.

Wysokos¢ graniastostupa jest rowna 5 cim. a jego podstawa jest trojkat
prostokatny o przyprostokatnych dlugosei 6 em i 8 em. Oblicz objetosc
walca:

a) opisanego na tym graniastostupie, b) wpisanego w ten graniastoshup.

W stozek o promieniu podstawy 3 wpisano walec o wysokosci 4 i promieniu
podstawy 2. Oblicz objetosé tego stozka.

W walec o promieniu podstawy 5 wpisano stozek, ktérego powierzchnia
boczna po rozwinieciu jest polowa kola. Oblicz pole powierzchni calkowitej
tego walca.

W walec wpisano stozek. Pola powierzchni bocznych obu bryl sa réwne.
Oblicz miare kata rozwarcia stozka. =

W stozek sciety, w ktorvm stosunek promieni pod-
staw jest rowny 1 :4, wpisano walec jak na rysunku
obok. Oblicz, jaka czeS¢ objetosci stozka scietego
stanowi objetos¢ walca.

Oblicz sinus kata nachylenia tworzacej stozka Scietego do podstawy. jezeli
wiadomo, ze w bryle te mozna wpisac kule o objetosci cztery razy mniejszej
niz objetos¢ tego stozka scietego.

Wyznacz najwieksza mozliwa objetosé sze-
scianu zawartego w polkuli o promieniu R
(rysunek obok).

Prostopadlodcian ma osiem krawedzi diugo-

sci x 1 eztery krawedzie dlugosci 2z. Oblicz
najwieksza mozliwa objetos¢ takiego prosto-
padloscianu, jesli wiadomo, ze jest on za-
warty w polkuli o promieniu 15.

3.7. Inne bryly wpisane i opisane
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*3.8. Zagadnienia optymalizacyjne

Przykiad 1
Jakie wymiary powinna mie¢ puszka w ksztalcie walca o polu powierzchni
calkowitej 1507 em?, aby jej objeto$é byla najwicksza?

Oznaczmy przez r promien podstawy walca, m
a przez h — jego wysokosc. \

Pole powierzchni calkowitej walca:

P, = 27r? + 27rh = 1507 h
150-2r% _ 75-r% . . =
Stad h = = e, gdzie r € (0; E.I'\/E}- ]
Wyznaczamy objetosé walca jako funkcje zmiennej r: i o i

. e T
Vir)=ar?h =ar?. ?'J?z = 7(75r —r?), r € (0;5v3) v

Aby wyznaczy¢ najwieksza wartos¢ funkeji V', obliczamy jej pochodna:
= e 1 znak [’
V'(r) = (75 — 3r?) /

TN 58

e [T . L i .
Viir)=0dlar=5 75 5 - N——
V'(r) > 0 dla r € (0;5) oraz V'(r) < 0 dla r € (5:5V3).
Pochodna V' zmienia znak z dodatniego na ujemny X
. . . . . . -1 \
w punkcie r = 5, wiec w punkcie tym funkcja V' osigga maksimum. \

Funkcja V roénie w przedziale (0;5) i maleje w przedziale (5;5v/3), wiec ob-
jetos¢ walca jest najwieksza dla r =5 cm i h = 22222 = 10 [cm).

Cwiczenie 1
Oblicz promien podstawy i wysokosé walca, ktorego przekrdj osiowy jest pro-
stokatem o obwodzie 12 cm i ktory ma najwieksza mozliwa objetosc.

Cwiczenie 2
Jakie wymiary powinna mie¢ puszka w ksztalcie walca o objetosci 1 1, aby
zuzy¢ jak najmniej materialu do jej wytworzenia?

Cwiczenie 3

Blaszana puszka w ksztalcie walca ma mieé¢ pojemnosé 0,4 dm®. Na wyciecie
kol na obie podstawy puszki trzeba przeznaczy¢ kwadratowe kawalki blachy.
Cena materialu, z ktérego wykonuje sie podstawy, jest o 5% wyzsza od ceny
materialu, z ktorego wykonuje sie powierzchnie boczna. Jakie wymiary po-
winna miec¢ puszka, aby koszt jej wykonania byl najmniejszy?
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Przykiad 2
Jaka najwieksza objetos¢ moze miec stozek, ktorego przekrdj osiowy jest troj-
katem o obwodzie rownym 8 em?

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok.

204 2r =8, czylil = 4—r. Zauwazmy, ze |l > v > 0,
czylid—r>r>0,skad r € (0;2).

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata

0OBS:

— == A== I8
Wyznaczamy objetos¢ stozka jako funkeje zmien- A
nej r:

V(r) = twr’h = 17r?V/16 — 8r = inV/16r7 — 815, r € (0;2)
Rozpatrzmy funkeje pomocnicza f(r) = 167" — 8r°, gdzie r € (0;2).
Funkeja g(t) = v/ jest rosnaca, wiec funkcje V i f osiagaja wartoéé najwicksza
dla tego samego argumentu.
f'(r) = 64r3 — 40r*, gdzie r € (0;2)
647 — 40r* =0 dlar € {0, 2

Z zalozenia r € (0;2), zatem f'(r) =0< r = 2. znak f'
]
Funkcja f roénie w przedziale (0; %} i maleje w prze- m G
dziale (%;2), czyli dla r = £ funkecje f i V osiagaja el TN
2O b ' /
wartosci 11&1Jw1qk&ae / \

d \
Dla r = £ mamy h = ,/16 — 8- “’7}“ 45 [em).

Obhcxalm najwieksza nhjf;tnat stozka

V= E?T (5)2 ‘ 4..;"3 25615

5 5 375

[em?]

Cwiczenie 4
Jaka najwieksza objetos¢ moze mie¢ stozek, ktorego tworzaca ma dlugosc
6 cm?

Zadania

1. Wymiary puszki w ksztalcie walca o objetosci 2 dm?® zaprojektowano tak,
aby do jej wykonania zuzy¢ jak najmniej blachy. Na cala powierzchnie
boezna puszki naklejono etykiete. Oblicz powierzchnie tej etykiety.

2. Sposrod wszystkich walcow o polu powierzchni calkowitej S wybrano ten,
ktoéry ma najwieksza objetosé. Wyznacz jego wysoko$¢ i promien pod-
stawy.

3.8. Zagadnienia optymalizacyjne
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@ 3. Sposrod wszystkich walcow o objetosci V' wybrano

ten, ktory ma najmniejsze pole powierzchni calko-
witej. Uzasadnij, ze przekroj osiowy tego walca jest [ - T
kwadratem. f

4. Oblicz, jaka najwigksza czes¢ kuli moze stanowic¢ wpi- = L
sany w nia walec (rysunek obok). ==

5. Sposrod wszystkich stozkéw o tworzacej | wybrano ten, ktéry ma najwiek-
sza objetosé. Oblicz miare kata srodkowego wycinka kola, ktory tworzy po
rozwinieciu powierzchnia boczna tego stozka.

6. Dany jest tréjkat rownoramienny o obwodzie rownym 24 cm. Trojkat ten
obrécono wokoél jego podstawy. Dla jakich diugosci podstawy i ramion
takiego trojkata otrzymana bryla obrotowa ma najwicksza mozliwa obje-
tosc¢?

7. Sposrod wszystkich stozkow wpisanych w kule o pro-
mieniu 12 cm wybrano ten o najwigkszej objetosci.
Oblicz jego wysokos¢ i promien podstawy.

*8. Oblicz, jaka najmniejsza objetos¢ moze mie¢ stozek
opisany na kuli o promieniu 4 cm.

9. W stozek o promieniu podstawy r i wysokosci h wpi-
sano prostopadloscian, w ktorym stosunek dlugosci
krawedzi podstawy wynosi 2: 1. Wyznacz najwieksza
mozliwa objetos¢ tego prostopadlosciami.

Uwaga. W stozek jest wpisany prostopadloscian, gdy wierz-
cholki jego gornej podstawy naleza do powierzchni bocznej
stozka, a dolna podstawa jest zawarta w podstawie stozka.

10. Trapez rownoramienny o obwodzie 22 cm obraca sie wokol dluzsze) pod-
stawy rownej 6 cm. Dobierz dhugosci pozostalych bokéw trapezu tak, aby
otrzymac bryle o najwieksze] mozliwej objetosci.

@ 11. Sposrod wszystkich walcow wpisanych w stozek, kto- A

rego przekroj osiowy jest tréojkatem rownobocznym
o boku 2a, wybrano ten o najwiekszej objetosci. Wy-
kaz, ze objetosc¢ tego walca jest réwna objetosci kuli
wpisanej w dany stozek.
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3.9. Zagadnienia uzupetniajgce

M Uktad wspotrzednych w przestrzeni

1.

Polozenie dowolnego punktu w przestrzeni jest okres-
lone przez tréjke jego wspélrzednych (x,y, 2).
Wierzcholkami dolnej podstawy prostopadloscianu
przedstawionego na rysunku obok sa punkty:
(0,0,0), (0,2,0), (3,2,0), (3,0,0),

a wierzcholtkami gornej podstawy — punkty:
(0,0,4), (0,2,4), (3,2,4), (3,0.4).

Zﬂu
1
W
e
l.
|01 3 X
‘

Wspélrzedne punktow nalezacych do prostopadloscianu spelniaja uklad

nierownosci:

Obliczmy objetos¢ tego 1)1'(Jsmpa{iloécialm: Vi=D-g«l=24

Oblicz objetos¢ graniastostupa. do ktérego naleza punkty o wspoéhrzednych

spelniajacych podany uklad nieréwnosci.

DL <o 2L <8 0 x
a) ¢ 1<y<4 b) { —2<y<4 *c) L 0<y<2—2a
2€z2z<6 -z -2 Dz 4

Rozpatrzmy walec o promieniu podstawy r i wy-
sokosci h umieszezony w trojwymiarowym ukla-
dzie wspolrzednych (rysunek obok). Wspélrzedne
punktow nalezacych do tego walca spelniaja uklad

nierownosci: 9 o 9
;I. _I_ y x{,‘ T
0 h

Oblicz objetosé 1 pole powierzchni boeznej walca opisanego podanym ukla-

dem nierdwnosei.

z? + y2 <9 e i}z 1
a) b)
0<z<4 —-2<2<6

f?\aﬁ“a

0 {.-r‘z +22+42—15<0
*C)

z €9

3.9. Zagadnienia uzupelniajace
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Odleglo$é punktu P(z.y. z) od poczatku tréjwymiarowego ukladu wspoél-
rzednych 0(0,0,0) wyraza sie wzorem (uzasadnij):
r=r*+y?+ 22
Zatem nierownosc:

2% y2 + 22 < r?
gdzie r > (), opisuje kule o srodku w punkcie O
1 promieniu r, a rownanie:

2 +yt+ 22 =r? f
opisuje sfere bedaca powierzchnia tej kuli.

Na przyklad nieréwnosé z* + y* + z* < 36 opisuje kule o $rodku w punk-
cie 0(0,0,0) i promieniu r = 6. Jej objetosé: V' = %afr . 6% = 288, a pole
powierzchni: P = 47 - 6% = 1447,

3. Oblicz pole powierzchni i objetosé kuli opisanej nierownoscia:

a) 2 +y* + 22 <9, b) 2% +y* + 2% < 3, ¢) a? +y* + 22 < 10.

4. Podaj nieréwnosé¢ opisujaca zbior punktéw (z,y.z) nalezacych do kuli
o srodku w poczatku tréjwymiarowego ukladu wspolrzednych, jesli wiado-
mo, ze: a) jej srednica jest rowna 8, b) jej objetos¢ jest réwna 972w,

Polozenie punktu w przestrzeni mozemy opi-
sac za pomoca wspolrzednych sferycznych.
Rozpatrzmy punkt P’ bedacy rzutem pro-
stokatnym punktu P(z,y, z) na plaszczyzne
OXY (rysunek obok).

Aby okresli¢ polozenie punktu P we wspol-
rzednych sferyeznych, podajemy:

r — dlugos¢ odeinka OP.

6 — kat miedzy odcinkiem OP i odcinkiem OP' (=% <0 < ’—;)
@ — kat miedzy odcinkiem OP' i osia OX (—7 < ¢ < 7).

@ 5. Uzasadnij, ze wspélrzedne sferyczne punktu P(2,2,2v/2) sa réwne:

r=4, 0=7%, p=17%

@ 6. Uzasadnij, ze wspélrzedne sferyezne punktu P(1,1,1/6) sa réwne:
r=2/2, =%, p=2=x

3
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Zestawy powtorzeniowe

W Zestaw |

1.

10.

Dwa walce maja taka sama wysokosé. Promien podstawy jednego z nich
jest o 50% dluzszy od promienia podstawy drugiego. Oblicz stosunek ob-
jetosci tych walcow.

1 em§ L
Oblicz objetosé metalu uzytego do wykona- 4 ., £y
nia metalowej rury o wymiarach podanych e - L’t‘f*-'
na rysunku (skala nie jest zachowana). 2m

Oblicz pole przekroju osiowego walca, ktorego powierzchnia boezna po
rozwinieciu jest prostokatem o wymiarach 7 cm x 5 cm.

Powierzchnia boczna stozka po rozwinieciu jest wycinkiem kola o pro-
mienin 12 em wyznaczonym przez kat srodkowy 225°. Oblicz objetosé tej
bryly.

Wrycinek kola o promieniu 2 wyznaczony przez kat srodkowy 90° zwinieto
w powierzchnie boczna stozka. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego
stozka.

Stozek 1 walec maja réwne pola powierzchni bocznych, réwne tworzace
i takie same objetosci. Oblicz tangens kata nachylenia tworzacej stozka do
jego podstawy.

Dany jest trojkat rownoramienny, w ktorym kat przy podstawie ma miare
307, a wysokosc¢ opuszczona na podstawe jest rowna 1. Oblicz objetosé
i pole powierzchni calkowitej bryly otrzymanej przez obrot tego trojkata
wokol: a) jego podstawy, b) jednego z jego ramion.

Objetos¢ bryly otrzymanej w wyniku obrotu trapezu réwnoramiennego
wokol dluzszej podstawy stanowi 70% objetosci bryly otrzymanej w wy-
niku obrotu tego trapezu wokdél krotszej podstawy. Oblicz stosunek diu-
goscl podstaw trapezu.

Kule o srodku O przecieto plaszezyzna i otrzymano w przekroju kolo
o srodku S. Oblicz dlugosé odceinka 085, jesli wiadomo, ze pole powierzchni
kuli jest rowne 207, a obwdd przekroju jest rowny 2.

Stozek o wysokosci 4 przecieto plaszezyzna rownolegla do podstawy. Plasz-
czyzna ta podzielila powierzchnie boczna stozka na dwie czgécei o rownych
polach. Oblicz odleglosc plaszezyzny przekroju od podstawy tego stozka.

Zestawy powtdrzeniowe
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B Zestaw I

@ 1. Wykaz, ze jezeli przekro] osiowy stozka jest trojkatem rownobocznym, to
pole powierzchni bocznej tego stozka jest dwa razy wigksze od pola jego
podstawy.

2. Przekréj osiowy stozka jest trojkatem prostokatnym o polu 32 em?. Oblicz
objetos¢ graniastoslupa prawidlowego czworokatnego opisanego na tym
stozku.

3. Oblicz objetosé stozka wpisanego w graniastoslup prawidlowy czworo-
katny, ktorego przekroj plaszezyzna zawierajaca przekatne podstaw jest
kwadratem o boku 5.

4. W stozek o promieniu podstawy G wpisano graniastostup prawidlowy
czworokatny. Przekatna graniastostupa ma diugosé 24/13, a pole jego pod-
stawy jest rowne 18. Oblicz objetosd stozka.

5. Wysokosé¢ walca wpisanego w stozek o promieniu podstawy 4 cm jest dwa
razy krotsza od wysokosci tego stozka. Oblicz, jaka czes¢ objetosci stozka
stanowi objetos¢ walca.

6. W kule wpisano stozek o wysokosci 4. Objetosé stozka jest czterokrotnie
mniejsza od objetosci kuli. Oblicz pole przekroju osiowego stozka.

7. Oblicz stosunek objetosci kuli wpisanej w walec do objetosci kuli opisanej
na tym walcu.

8. Kat rozwarcia stozka ma miare 2a. Wyznacz stosunek objetosci kuli wpi-
sanej w ten stozek do objetosci kuli na nim opisanej.

9. Krawedz podstawy ostroslupa prawidlowego szesciokatnego ma dlugosé r,
a krawedz boczna — 2x. Wyznacz promien kuli:

a) opisanej na tym ostroshupie, b) wpisanej w ten ostroshup.

10. W kule wpisano walec, ktérego promient podstawy stanowi 60% promienia
kuli. Oblicz sinus kata, pod ktérym ze Srodka kuli widaé srednice podstawy
walca.

11. W kule o promieniu R wpisano stozek o wysokosci H, gdzie H > R. Wy-
znacz cosinus kata rozwarcia stozka.

12. Promien podstawy stozka jest dwa razy dluzszy od promienia kuli wpisanej
w ten stozek. Oblicz cosinus kata rozwarcia stozka.
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Sposob na zadanie @

W zadaniach ze stereometrii czesto kluczowe jest przeanalizowanie odpowied-
niego przekroju danej bryly.

Przyktad

W stozek o promieniu podstawy 2 1 wysokosci 6 wpisano
ostrostup prawidlowy tréojkatny w nastepujacy sposob:
wierzcholek ostroslupa jest srodkiem podstawy stozka,
a wierzcholki podstawy ostroslupa naleza do powierzchni
boeznej stozka (rysunek obok). Oblicz najwicksza moz-
liwa objetosc takiego ostroshupa.

Rozpatrzmmy przekrdj osiowy stozka zawierajacy srodko-
wa podstawy ostroslupa — odcinek AP.
Oznaczmy przez a krawedz podstawy ostroslupa, a przez

h jego wysokosé (odeinek OO, na rysunkach). Wéowcezas: \\i//

_ 2. aV3 _ a3
MQil=g " =%
Trojkaty A0S i DOS sa podobune, zatem: S
|AOy| _ |SO,|
DO |SO|
czyli:
ay3 3
ji;_ c E’—_‘;ﬁ gdzie h € (0;6)
aV3=6—h
. Af—L—p
a= %(6 —h)
Wyznaczamy objetos$¢ ostrostupa jako funkeje zmiennej h: ‘
Wy=3pn=1.28 = B (B Y. h
Vi) =g -h=3- = h_lz(a(b h)) -h= D O E

= L2(36h — 12h* + 1)

gdzie h € (0;6).
Obliczamy pochodna funkeji V:

V/(h) = ¥3(36 — 24h + 3h?) = Y2 (12— 8h + h?) = (6 — h)(2 - h)
Dy = (0:6), wiee V'(h) =0 dla h = 2. \
\,

Funkcja V' ro$nie w przedziale (0; 2) i maleje w prze- \ mak [’
dziale (2:6), zatem dla h = 2 osiaga warto$¢ naj- s
wieksza:

-
-

0 e

323 /3
V(@)= L2(36-2-12-4+8) = & = 85

Odpowiedz: Najwicksza objetos¢ takiego ostroslupa jest réwna ﬁigﬁ

Sposob na zadanie
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@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1

Roéznica objetosci bryl powstalych przez obrét prostokata o bokach 4 cm
i 6 cm wokol krotszego i wokol dluzszego boku jest rowna:
A. 487 cm®, B. 427 em?, C. 367 cm®, D. 307 cm?’.

Pole powierzchni calkowitej walca, ktorego przekrojem osiowyin jest kwa-
drat o boku a, jest rowne:

A. wa?, B. %?mg._ G..2wa”, D.

Przekrdj osiowy stozka jest trojkatem rownobocznym o boku 12. Pole po-
wierzchni boeznej tego stozka jest réwne:

A. 144, B. 727, C. 36, D. 24r.

Powierzchnia boczna stozka po rozwinieciu jest polkolem. Kat rozwarcia
tego stozka ma miare:
AL 120°, B. 90°, C. 60", D. 452,

Tréojkat o bokach dhugosci 15, 20 i 25 obracamy wokol najdhuzszego boku
i otrzymujemy bryle zlozong z dwoch stozkow o wspoélnej podstawie. Ob-
jetosc tej bryly jest rowna:

A. 16007, B. 12007, C. 1000, D. 7507.

Kolo o polu 367 obracamy wokol srednicy. Otrzymujemy wowcezas bryle
o objetosci:

A. 288, B. 240, C. 144, D. 1207,

Suma promieni dwoch kul jest rowna 12. Wynika stad, ze suma pél po-
wierzchni tych kul moze by¢ dowolna liczba z przedziatu:

A. (0;2407), B. (2407:2887), C. (2887:576m), D. (2967;6847).

Dane sa dwa stozki podobne. Przekrd] osiowy pierwszego z nich jest troj-
katem réwnobocznym o obwodzie 12, a przekrdj osiowy drugiego ma pole
16v/3. Wynika stad, ze skala podobienstwa wigkszego stozka do mniejszego
jest rowna:

A2 B. 23, C. 4, D. 4/3.

Na kuli opisano stozek, ktorego pole powierzchni bocznej jest trzykrotnie
wieksze od pola jego podstawy. Wynika stad, ze stosunek objetosci stozka
do objetosci kuli jest rowny:

A 251, B. V3:1, .21, D 3:1.
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Przed obowigzkowa matura z matematyki @

M Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Przekroj osiowy walca jest kwadratem. Oblicz stosunek pola powierzchni cal-
kowitej tego walca do pola jego powierzchni bocznej.

Zadanie 2 (2 pkt)
Srednica podstawy stozka jest dwa razy krétsza od jego tworzacej. Oblicz
tangens kata nachylenia tworzace] stozka do jego podstawy.

Zadanie 3 (2 pkt)
Przekréj osiowy stozka jest tréjkatem réwnobocznym o polu 9v/3 em?. Oblicz
objetos¢ tego stozka.

Zadanie 4 (2 pkt)
Oblicz objetosc kuli, ktorej pole powierzchni jest réwne sumie pol powierzchni
dwoch kul o promieniach 3 em i 6 cm.

M Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 5 (3 pkt)

Whnetrze szklanki ma ksztalt walca o srednicy podstawy 6 cm 1 wysokosci 8 cm.
Oblicz, ile takich szklanek mozna napelni¢ po brzegi sokiem przechowywanym
w dwdch prostopadlosciennych kartonach o wymiarach 10 em x 8 em x 15 cm.

Zadanie 6 (4 pkt)
Uzasadnij, ze pole powierzchni bocznej stozka stanowi wiecej niz 50% jego
pola powierzchni calkowitej.

Zadanie 7 (3 pkt)
Oblicz objetos¢ bryly, ktora powstala przez obrot trojkata réwnobocznego
o boku 12 ecm wokdl jednego z bokow.

Zadanie 8 (3 pkt)

Kule o promieniu 6 cm przecieto dwoma rownoleglymi plaszezyznami dziela-
cymi promien kuli na trzy réwne odcinki. Oblicz sume pol otrzymanych w ten
sposob dwoch przekrojow.

Zadanie 9 (3 pkt)

Ostroslup o wysokosci 8 ¢m przecigto plaszezyzna rownolegla do podstawy
i otrzymano dwa wielosciany o réwnych objetosciach. Oblicz, w jakiej odle-
glosci od wierzcholka ostroslupa lezy ta plaszezyzna.

Przed matura



@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1 (2 pkt)
Oblicz réznice objetosci szescianu opisanego na kuli o promieniu 3 i szescianu
wpisanego w te kule.

Zadanie 2 (2 pkt)
Dany jest walec o objetosci 327, Srednica podstawy tego walca jest rowna
polowie jego wysokosci. Oblicz objetosc kuli opisanej na tym walcu.

Zadanie 3 (4 pkt)

Trapez prostokatny o podstawach a i 2a oraz kacie ostrym « obracamy wo-
kol prostej zawierajacej krotsze ramie trapezu. Wyznacz objetosé otrzymanej
bryly.

Zadanie 4 (6 pkt)

Oblicz, jaka najwieksza objetos¢ moze mie¢ graniastostup prawidlowy troj-
katny wpisany w stozek o promieniu podstawy r 1 wysokosci h.

Uwaga. W stozek jest wpisany graniastoslup, gdy wierzcholki jego gornej podstawy
naleza do powierzchni bocznej stozka, a dolna podstawa jest zawarta w podstawie
stoizka.

Zadanie 5 (6 pkt)

Stosunek dlugosci krawedzi podstawy prostopadloscianu jest rowny 2. Prosto-
padloscian ten jest wpisany w stozek, ktorego przekrdj osiowy jest trojkatem
réwnobocznym o polu réwnym 9v/3. Oblicz najwicksza objetoéé, jaka moze
miec¢ taki prostopadloscian.

Zadanie 6 (4 pkt)

Stozek o promieniu podstawy 3 1 wysokosci 4 przecieto plaszezyzna rownolegly
do podstawy. Pole otrzymanego przekroju jest rowne 4. Oblicz objetosci bryl,
na ktore plaszezyzna ta podzielila stozek.

Zadanie 7 (4 pkt)
Pole powierzchni bocznej stozka stanowi =; jego pola powierzchni catkowitej.
Oblicz miare kata, ktory tworzy wysokosé stozka z jego tworzaca.

Zadanie 8

Dany jest prostopadloscian o wymiarach 6 x 8 x 24.
Zadanie 8.1 (2 pki)

Oblicz promien kuli opisanej na tym prostopadloscianie.

Zadanie 8.2 (3 pkt)
Wybieramy losowo dwa wierzcholki tego prostopadloscianu. Oblicz prawdo-
podobienstwo tego, ze sa one koncami odcinka o dlugosci wiekszej od 25.
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Przyktady dowodow
w matematyce

Pitagorasowi (VI/V w. p.n.e.) przypisuje sie autorstwo pierwszego dowodu
twierdzenia nazwanego jego imieniem. Uczony nie pozostawil jednak po sobie
zadnych pism. Dowdd twierdzenia Pitagorasa przedstawil Euklides (IV /111 w.
p.ae.) w Elementach — dziele podsumowujacym stan wiedzy matematycznej
starozytnej Grecji. Sklada si¢ ono z trzynastu ksiag. Ksiegi I-IV 1 VI po-
swiecone sa geometrii plaszezyzny, ksiegi V i VII-X — arytmetyce, a ksiegi
XI-XIII — geometrii przestrzeni. W ksiedze IX znajduje sie dowod istnienia

nieskonczenie wielu liczb pierwszych. W tym podreczniku przedstawiono go

na str. 181. Powyzej pokazano fragment fresku Rafaela Santi Szkola ateriska
przedstawiajacy Pitagorasa.




° 4.1. Dowody w algebrze (1)

Przyktad 1
Wykaz, ze jesli suma dwdch liczb naturalnych jest nieparzysta, to iloczyn tych
liczh jest parzysty.

Zalozmy, 7ze ny 1 no sa liczbami naturalnymi takimi, ze suma n, + n, jest
liczba nieparzysta. Wowezas jedna z liczb (mozemy przyjac, ze ny) jest liczba
parzysta. a druga — nieparzysta (uzasadnij).
Zatem dla pewnych ki, ks € N: ny = 2k, oraz ny, = 2ks + 1. Czyli:

ny - ng = 2k  (2ks + 1) = 2(2k ks + k1), gdzie 2k1ks + k1 € N

Oznacza to, ze iloczyn n, - ny jest liczba parzysta.

Zdanie postaci ,jesli p, to ¢7 nazywamy implikacja. p - poprzednikiem
implikacji, a ¢ — nastepnikiem implikacji.

Twierdzenia w matematyce czesto mozna sformulowa¢ w postaci implika-
cji. Poprzednik implikacji nazywamy zalozeniem, a nastepnik — teza twier-
dzenia. Wykazanie prawdziwosci takiego twierdzenia polega na wykazaniu
prawdziwosci tezy przy zalozeniu prawdziwosci zalozenia.

Cwiczenie 1
Wykaz, ze jesli suma trzech liczb naturalnych jest nieparzysta, to suma ich
kwadratow jest nieparzysta.

Przyktad 2

Wykaz, ze dla kazdej liczby calkowitej n liczba n?(n? — 1) jest podzielna
przez 12.

Zauwazmy, ze n*(n® — 1) = n(n — 1)n(n + 1). Wéréd dowolnych dwéch kolej-
nych liczb calkowitych znajduje sie liczba podzielna przez 2. a wsrdd trzech -
liczba podzielna przez 3. Oznacza to, ze liczba:

e n(n — 1) jest podzielna przez 2,

o n(n + 1) jest podzielna przez 2,

e (n—1)n(n+ 1) jest podzielna przez 3.

Zatem liczba n*(n?—1) jest podzielna przez 4 oraz przez 3, jest wiec podzielna
przez 12.

Cwiczenie 2

Wykaz, ze dla kazdej liczby calkowitej n liczba:
a) n(n*—1) jest podzielna przez 6, b) n®—2n*+n? jest podzielna przez 36.
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Cwiczenie 3
a) Udowodnij, ze iloczyn pigcin kolejnych liczb naturalnych jest podzielny
przez 120,

b) Udowodnij, ze suma szescianéw trzech kolejnych liczb naturalnych jest po-
dzielna przez 3.

Przyktad 3
Wykaz, ze liczba 17% — 6° jest podzielna przez 11 i przez 23.
Korzystamy ze wzorow skroconego mnozenia i otrzymujemy:
177 =6 = (1T =6 (17T +6*) = (172 - 6*)(17° + 62)(17* + 6*) =
= (17— 6)(17+6)(17> + 6%)(17* + 6*) =
=11-23-(17%+62)(17* + 6*) (172 + 6217 +6') e N

Zatem liczba 17% — 6% jest podzielna przez 11 i przez 23.

Cwiczenie 4
a) Wykaz, ze liczba 777 — 6 - 7 + 12 - 7™ jest podzielna przez 19.

b) Wykaz, ze liczba 32%% — 5% jest podzielna przez 7.

Przykiad 4
Wykaz, ze reszta z dzielenia liczby pierwszej wiekszej od 3 przez 6 jest rowna
1 lub 5.

Kazda liczbe naturalna n mozna zapisa¢ w jednej z postaci: 6k, 6k +1, 65+ 2,
6k + 3, 6k+4, 6k + 5 dla pewnego k € N. Liczby postaci 6k, 6k + 2, 6k 44 sa
podzielne przez 2, a liczba postaci 6k + 3 jest podzielna przez 3. Zatem jesli
liczba n jest pierwsza i rozna od 2 1 3, to ma postac¢ 6k + 1 lub 6k + 5.

Cwiczenie 5

a) Reszta z dzielenia liczby naturalnej n przez 6 jest réwna 5. Wykaz, ze reszta
z dzielenia liczby n” przez 6 jest réwna 1.

b) Reszta z dzielenia kazdej z liczb naturalnych n, . ns i ng przez 6 jest réwna 4.
Wykaz, ze suma kwadratow tych liczb jest podzielna przez 12.

Zadania

1. Dane sa dwie liczby naturalne, obie podzielne przez 3.
a) Udowodnij, ze réznica kwadratéw tych liczb jest podzielna przez 9.

b) Udowodnij. ze suma szeScianow tych liczb jest podzielna przez 27.

2. Wykaz. ze iloczyn trzech kolejnych liczb naturalnyvch. z ktéryeh pierwsza
jest parzysta, jest podzielny przez 24.

4.1. Dowody w algebrze (1)



3. a) Dane sa trzy liczby naturalne takie, ze reszta z dzielenia kazdej z nich
przez 3 jest rowna 2. Udowodnij, ze suma tych liczb jest podzielna przez 3.
b) Dane sg trzy liczby naturalne takie, ze reszta z dzielenia kazdej z nich
przez G jest rowna 4. Udowodnij, ze suma tych liczb jest podzielna przez 6.
4. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 0:
a) liczba 3"*! 4 3" 4 3""! jest podzielna przez 13,

b) liczba 82" 1 + 43771 jest podzielna przez 24.

5. a) Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba %1—]- + % + Ef— jest natu-
ralna.
b) Wykaz, ze dla kazdej nieparzystej liczby naturalnej n liczba % — & jest

naturalna.

6. a) Udowodnij, ze jesli reszta z dzielenia liczby naturalnej n przez 5 jest
réwna 4, to liczba n* — 1 jest podzielna przez 5.

b) Udowodnij, ze jedli liczba naturalna n nie jest podzielna przez 5, to
jedna z liczb n* — 1 lub n? + 1 jest podzielna przez 5.

7. a) Wykaz, ze jeéli liczba naturalna n nie jest podzielna przez 3, to reszta
z dzielenia liczby n? przez 3 jest réwna 1.
b) Wykaz, ze suma kwadratow trzech liczb naturalnych niepodzielnych
przez 3 jest podzielna przez 3.

8. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wykaz, ze dla zadnej liczby naturalnej n liczba n*+2 nie jest podzielna
przez 4.

Jesli n jest liczba parzysta, to n = 2k dla pewnego k € N. Wowczas
n? + 2 = (2k)* + 2 = 4k* + 2, co oznacza, Ze reszta z dzielenia n* + 2
przez 4 jest rowna 2.

Jesli n jest liczba nieparzysta, to n = 2k 4+ 1 dla pewnego k& € N.
Wowezas n” +2 = 2k + 12 +2 = 4k* + 4k +3 = 4(k* + k) + 3, co
oznacza, ze reszta z dzielenia n”® + 2 przez 4 jest réwna 3.

Zatem liczba n? + 2 nie jest podzielna przez 4.

Wykaz, ze dla zadnej liczby naturalnej n liczba:
a) n* + 6n + 2 nie jest podzielna przez 4,

b) n? 4+ n + 2 nie jest podzielna przez 3.
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Dowod nie wprost

Dowdd nie wprost polega na zalozeniu, ze dowodzona teza jest nieprawdziwa,
a nastepnie pokazaniu, ze prowadzi to do sprzecznosci. Ponizej przedstawiamy
przyklad takiego dowodu.

Twierdzenie

Liczb pierwszych jest nieskoniczenie wiele.

Dowad
Zalézmy, ze liczb pierwszych jest skonczenie wiele. Niech py,po.pa, ... pPn
beda wszystkimi liczbami pierwszymi ustawionymi w kolejnosci rosnacej (czyli
P =2, pp = 3, p3 = 5 itd.). Rozpatrzmy liczbe:

M=ppa-p3*... Ppt1

Liczba M jest wicksza od kazdej z liczb py, ps, ps. ..., p, oraz jest albo liczba
pierwsza, albo zlozona.
Jezeli M jest liczba pierwsza, to liczby pi.ps,ps.....p, nie sa wszystkimi
liczbami pierwszymi.
Jezeli M jest liczba zlozona, to mozna ja przedstawi¢ jako iloczyn czynni-
kow bedacych liczbami pierwszymi. Zauwaziny, ze w rozkladzie liczby M na
czynniki nie moze wystapi¢ zadna sposrod liczb py,pe, ps, ..., pu. gdyz przy
dzieleniu przez py (k < n) otrzymujemy reszte réwna 1. Zatem liczba M ma
dzielnik pierwszy rozny od kazdej z liczb:
P1sP2:Paye vy Pn
Oznacza to, ze zaréwno wtedy, gdy liczba M jest
pierwsza, jak 1 wtedy, gdy jest zlozona, istnieje
liczba pierwsza wieksza od kazdej z liczb:
P1:P2y P3y-- s Pn
Zatem nie jest prawda, ze liczb pierwszych jest
skonczenie wiele.

Powyizsze twierdzenie podal i udowodnil Euklides
(ok. 365 -ok. 300 r. p.n.e.).

*1. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej
n = 3 istnieje liczba pierwsza p taka, ze:
n<p<n!

Wskazowka. Rozpatrz liczbe n! — 1.
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o 4.2. Dowody w algebrze (2)

Aby zapisac, ze dwie nieréwnosci sq rownowazne, bedziemy uzywac symbolu
A [(TZ}rt, Hwt,edy i t:"flku “,ted}r-._-].

Przyktad 1
Udowodnij, ze nieréwnosé a® + b? = 2ab jest prawdziwa dla dowolnych liczb
rzeczywistych a i b.
Przeksztalcamy nieréwnosc¢ rownowaznie:
a® + b > 2ab
& a®>—2ab+ b =0 i e
NOPEY hh"l]ll_‘g. L8 Waoru
< (a—0)2=20 skréconego mnozenia,

Ostatnia nieréwnosé zachodzi dla dowolnych a,b € R, zatem rowniez nierow-
nos¢ a® + b* = 2ab zachodzi dla dowolnych a,b € R.

Przyktad 2

Wykaz, ze dla dowolnych liczb nieujemnych a i b prawdziwa jest nier6wnosc
1xb > V/ab (czyli 7e §rednia arytmetyczna liczb nieujemnych jest nie mniejsza
od ich $redniej geometrycznej).

Zalozmy, ze a i b sg liczbami nieujemnymi.

% = vVab [a llcm'c:uln_\'uh Ii'l{‘.ltjt‘]I‘Itl}'t'].iJH if
B2 nieréwnosci o =2 Jia® =z §°
a+hy= Y
= ( 5 ) = ab sq rownowazne.

& a® + 2ab + b2 > dab
S at—2ab+b2 20

Korzystamy ze wzoru
= {1’1 — b)i = () skrdconego mnozenia,
Ostatnia nierownos¢ zachodzi dla dowolnych liczb nieujemnych a i b, zatem

takze nieréwnoscé ".J;’ = Vab zachodzi dla dowolnych liczb nieujemnych a i b.

Cwiczenie 1

a) Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b takich. ze ab > 0, praw-
; : o W fa

dziwa jest nierownosc 5 + = = 2.

b) Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a 1 b takich, ze ab < 0, praw-

; ; i g b
dziwa jest nieréwnosc¢ T =% =2,
i

Cwiczenie 2
Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b prawdziwa jest nieréwnosé:
a) a* = 4b(a — b), b) a(6b— Ta) < 2(b—a)(b+a).
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Przykiad 3
Wykaz, ze réwnanie ' — 322 — 42 + 8 = (0 nie ma pierwiastkdw.
' =32 -4 +8=0
gl 42 44422 42 4+4=0 ” : e
Lorzyvstamy ze wzoru

= [.‘J.'g —_ 2]2 4 (;:.‘ —_ 2)‘2 =} skrdconego mnozenia.
Rozpatrzmy skladniki otrzymanej sumy: (2 —2)? i (x — 2)*. Zauwazmy, ze:
o (22 =2)2201 (z —2)* = 0 dla dowolnego x € R.
« nie istnieje takie z, dla ktorego jednoczesdnie (2 —2)2 =01 (z —2)* =0
(pierwszy skladnik przyjmuje wartoéé 0 dla x = —/2 oraz dla & = V2, a drugi
skladnik — dla = = 2).
Zatem réwnanie ! — 32% — 42 4+ 8 = 0 nie ma pierwiastkow.,

Cwiczenie 3
Udowodnij, ze podana nieréwnosé jest prawdziwa dla dowolnej liczby rzeczy-
wiste] x.

a) 2 — 22 +4+2> 2" + 42 — 8 b) ' —42® +5 > 4o — 12

Przyktad 4

Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych @ i y prawdziwa jest nieréwnosé:
b+t +2xy —4z+120

Przeksztalcamy wyrazenie po lewej stronie nierownosci:

bty 42y —4do+ 1=+ 2zy+y* +4 —da+1= (2 +y)*+(22-1)*

Dla dowolnych liczb rzeczywistych z i y zachodza nieréwnosci (z +y)? = 0

oraz (2x — 1)% > 0, wiec nieréwno$é jest zawsze prawdziwa.

Cwiczenie 4
Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest nierdwnosc:

a) 22+ 10y? 4+ 9 = 6y(z + 1), b) 32% +y* — 22y > 2z — 5.
Zadania
1. Wykaz, ze dla dowolnej liczby & > 0 prawdziwa jest nierdwnosc:
4 1 4 1 9 G
3 : =y } . 3 = .-}r" = ; - . } —
a) J.—|-:L_,-—1. b]lﬂl-i—m 7 ) St—2

2. Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb a 1 b prawdziwa jest nierownosc:

(atb)? - a2 L ¥ g & e L ol
a-} ab > 4, h} b * a >a+0b, {} atb  a + b’
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3. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest
nierownosc:

a) (x—y)®+ 222+ 8> 4a(2 —y),
b) (z+2)(z+3)+1>(1—y)(lz+y+1).

4. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych = i y prawdziwa jest
nierownosc:
a) 22 +y? —z(y+1) =y —1, b) 22%y* + 2% + y* > 6xy — 2.

5. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b takich, ze a + b = 3,
prawdziwa jest podana nierownos¢. Skorzystaj z zaleznosci miedzy srednia
arytmetyczna a srednig geometryczna dwoch liczb.

a) ab < = b)2+;:>8 ¢) 57 —4da>6+4b

6. a) Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b takich, ze ab = 4,
prawdziwa jest nieréwnosc¢ a + b = 4.
b) Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b takich. ze
a+b =1, prawdziwa jest nieréwnosé¢ a® + b* = ab.

7. Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b takich, ze:
a) ab = 16, prawdziwa jest nieréwnoéé (1 +a)(1 + b) = 25,
b) ab = 3. prawdziwa jest nieréwnos¢ 4(1 4 a)(1+b) > 9.

8. a) Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b takich, ze
a = b > 0, prawdziwa jest nieréwnosé b*(a + 1) < a?(b+ 1).
b) Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a # 01 b # 0 takich,

ze a* 4+ b* = 1, prawdziwa jest nieréwnoéé¢ (1+ %) (1+ %) > 9.

*9. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Dany jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych a, b i przeciwpro-
stokatnej c. Wykaz, ze a +b < /2e.

W dowodzie skorzystamy z tego, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych
a i b zachodzi nieréwnoéé 2ab < a® 4 b oraz z twierdzenia Pitagorasa.
(@a+b)2 =a? +2ab+ b? < a® + (a? + b?) + b2 = 2(a? + b?) = 2¢2

a+b> 0 oraz v2¢ > 0, zatem otrzymujemy a + b < 2e.

Dany jest prostopadloscian o krawedziach a, b, ¢ i przekatnej d. Wykaz,
e a+b+c<V3d.
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bl 4.3. Dowody w geometrii (1)

Cwiczenie 1
Udowodnij, ze suma miar katow trojkata jest rowna 180°.

Gdy przedstawiamy dowod twierdzenia, czesto korzystamy z twierdzen juz
udowodnionych. W dowodach twierdzen w ¢wiczeniach 2. i 3. mozna skorzy-

sta¢ z twierdzenia udowodnionego w éwiczeniu 1.
D C

Cwiczenie 2
Udowodnij. ze dwusieczne dwoch sasiednich katow
rownolegloboku przecinaja sie pod katem prostym.

Cwiczenie 3 A B
Udowodnij, ze jesli sSrodek okregu opisanego na tréjkacie jest srodkiem jednego
z jego bokow, to trojkat ten jest prostokatny.

W dowodzie przedstawionym w ponizszym przykladzie korzystamy z twier-
dzen nazywanych cechami przystawania tréjkatéw (przypomnij ich tresc).

Przyktad 1

W tréjkatach ABC i A, B,C, (rysunek obok) poprowa- C

dzono dwusieczne odpowiednio AD i A, D,. Wykaz. ze jesli

|AB| = |A1B,|. |AD| = |A1D,| oraz SCAB = 4C A, By, D

to |[AC| = |A,C4].

|AB| = |A,B,|, |AD| = |A;D,| oraz 4 BAD = 4B,A,D,, 4 B

wiec na podstawie cechy BKB trojkaty ABD i1 A, B, D, sa Gy

przystajace (AABD = AA B, D). D,

Stad < ABC = 4A,B,C,.

Z powyzszego wniosku i zalozen 4CAB = 4C A B, oraz .
l 1

|AB| = |A,B,|, na podstawie cechy KBK, otrzymujemy:
AABC = AAB,C,. Zatem |AC| = |A,C,].

Cwiczenie 4

Srodkowe AD i A, D, poprowadzone odpowiednio w tréjkatach ABC'i A, B,C,
maja rowne dlugosci. Wykaz, ze jesli:

a) |AB| = |A;By| oraz |BC| = |B,C,|, to |AC| = |A,C,|,

b) SCAD = 4C1 A, D, oraz SADB = 4 A, D\ By, to |[AB| = |4, B,|.
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Przykiad 2 C
Srodkowa CD tréjkata ABC zawiera sie w dwusiecz-
nej kata AC'B (rysunek obok). Wykaz, ze trojkaty ADC e
i BD(C' sa przystajace.

Trojkaty ADC 1 BDC maja wspolna wysokosé opusz-
czona z wierzcholka C' i rowne podstawy, zatem:

Pz‘.‘a ADC = Pf.‘sBIJC A T D T B
Wyznaczamy te pola:

Pyape = 3|AC| - |CD|-sina
Puippe = 3|BC| - |CD| - sina
i otrzymujemy |AC| = |BC|. Tréjkaty ADC i BDC maja odpowiednie boki

tej samej dlugosci, zatem na podstawie cechy BBDB sa przystajace.

Zwrocmy uwage, ze z udowodnionego w przykladzie 2. twierdzenia wynika, ze
jesli srodkowa tréjkata zawiera si¢ w dwusiecznej jednego z jego katéw, to jest
ona wysokoscia tego trojkata.

W niektorych dowodach geometrycznych potrzebne jest poprowadzenie do-

datkowvch prostych lub odecinkow.

Przyktad 3

Punkt FE jest srodkiem boku AD prostokata ABCD. Na g
boku DC obrano taki punkt F, ze <ABE = 4 FBE.
Wykaz, ze kat FEB jest prosty.

Odcinek FE przedluzamy do przeciecia z prosta AB
w punkcie G. Tréjkaty FDE i GAFE sa przystajace (uza- D F C
sadnij), stad |EF| = |EG|. Odcinek EB jest wiec érod-
kowa tréjkata F'BG, a poniewaz zawiera si¢ w dwusiecz- g
nej kata F'BG, jest tez wysokoscia tego trojkata. Zatem /
kat FEB jest prosty.

A B

Cwiczenie 5

Punkt P nalezy do przekatnej AC' rownolegloboku D c
ABCD (rysunek obok). Wykaz, ze pola trojkatow

ADP i ABP sa rowne.

Wskazowka. Narysuj wysokosc trojkata AC' D opuszezona P

z wierzchotka D oraz wysokosé trojkata ACB opusz-
czona z wierzcholka B i wykaz, ze wysokosci te sa rowne. A B
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Zadania

1. Korzystajac z podanych informacji, wykaz, ze |AB| = |AC]|.

a) E b) A
IDE| = |FE|,
|AF| = |AD| ‘
B D B O
A i
|AG| = |AlI,
YBAG = XGAH =

B s H = HAI = £T1AC

2. Korzystajac z podanych informacji, wykaz, ze trojkat ABC jest rownora-

mienny.
AH|=|BH il =arerh
I b E] = [ |DB| = |AE]|
A B
G D A B FE

3. Korzystajac z podanych informacji, wykaz, ze odcinek AD zawiera sie
w dwusiecznej kata BAC'.

. b
a) = 5 ) .

|BD| = |CD|

H

|BD| = |CD|,
G H \pG| = |DH|,
¥CDG = ¥BDH
A B C

4. Dany jest czworokat ABC'D (rysunek obok).
a) Wykaz, ze |AB| = |DC|, jesli wiadomo, ze
|AF| = |CE| oraz SFAD = S ECB.

b) Wykaz, ze |AD| = |BC|, jedli wiadomo, ze
|BE| = |DF| oraz AB || CD.
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5. Dany jest réwnoleglobok ABCD (rysu- D C
nek obok). Punkt E jest $rodkiem boku
BC, a punkt F - punktem przeciecia pro- E
stych AB i DE. Wykaz, ze pola trojkata
AFD i réwnolegloboku ABC D sa roéwne, A B i

6. Na bokach AB., BC i AC trojkata rownobocznego ABC obrano odpowied-
nio punkty P, Qi R tak, ze |AP| = |BQ| = |CR|. Wykaz, ze trojkat PQR
jest rownoboczny oraz ze punkty przeciecia odcinkow AQ, BR i CP sa
wierzcholkami trojkata rownobocznego.

7. W tréjkacie ABC poprowadzono $rodkowa C'D, a z punktu D poprowa-
dzono srodkowe trojkatow ADC i C'DB: odpowiednio DE i DF. Wykaz,
ze jeéli |DE| = |DF|, to trojkat ABC' jest réwnoramienny.

8. Dany jest rownoleglobok ABCD o kacie ostrym przy wierzcholku A.
Na poélprostych AB i C'B obrano odpowiednio punkty E i F takie, ze
|CB| = |CE| oraz |AB| = |AF|. Wykaz, ze ADAF = AECD.

9. Na zewnatrz réwnolegloboku ABC D (ry- Q

sunek obok) obrano punkty P i @ tak,
ze trojkaty BAP 1 CBQ sa réwnoboczne.
Wykaz, ze trojkat PQD jest réwnoboczny.

10. Dany jest trapez ABCD. Punkt P jest o, B
srodkiem ramienia AD. Udowodnij, ze po- \
le trojkata BPC jest dwa razy mniejsze
od pola trapezu ABCD.

D A

11. Punkty P, @, R i S sa srodkami bokéw trapezu rownoramiennego. Wykaz,
ze czworokat PQRS jest rombem.

12. Dany jest czworokat ABCD, na kto-
ryin opisano okrag. Na boku AD tego D
czworokata obrano punkt K taki, ze
|AK | = |BC|, a na prostej AB — punkt L
taki, ze |AL|=|DC| (rysunek obok).
Wykaz, ze trojkaty LAK 1 DC B sa prazy-
stajace oraz ze prosta AC jest réwnolegla / / -
do prostej K L. L AT
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b/ 4.4. Dowody w geometrii (2)

. ) I iy
Cwiczenie 1

a) Przypomnij cechy podobienstwa trojkatow. €

b) Dany jest trapez ABCD, ktérego przekatne
ot - . A B

rzecinaja sie w punkcie P (rysunek obok). Po- .

PLOECLARIN S W Pt ,( JEuH ) > Tréjkaty ABP i CDP sa po-

daj ceche, na podstawie ktérej mozna uzasadnic dobne, co Zapisujemy:

podobienstwo trojkatow ABP i CDP. AABP ~ ACDP

Przykiad 1
W tréjkatach podobnych ABC i A, B,C'; poprowadzono srodkowe AD i A, D,.
Wykaz, ze dlugosci tych srodkowych sa proporcjonalne do dlugosci bokéw
trojkatow.

o
Korzystamy z podobienstwa trojkatow ¢
A.BC 1 A[B[O[: D D
|AB| _ |BC| _ 4|BC| _ |BD|
A1 By | B1C| 5|B1C | By 1Dy 2,

1
|
A A B,
Ponadto katy ABD i A, B, D, sa réwne, wiec na podstawie cechy BKB trojkaty
ABD i A, B, D, sa podobne. Zatem:
|IAD| __ |AB] _ |BC| _ |AC|
|[ArDy| T A1 B T |BiC1|  |ALCy|

Cwiczenie 2

Boki AB, BC i AC trojkata ABC sa proporcjonalne odpowiednio do bokow
A B,. BiC, i A,C, tréjkata A, B,C,.

a) W trojkatach ABC i A,B,C, poprowadzono dwusieczne katéw BAC
i By A,C,. Przeciely one boki BC i B,C odpowiednio w punktach D i D,.
Wykaz, ze dhugosci odcinkow AD 1 A, D, sa proporcjonalne do dlugosci bokow
trojkatow.

b) Symetralna boku AB przecina boki trojkata ABC w punktach P 1 ().
a symetralna boku A, B, przecina boki trojkata 4, B,C, odpowiednio w punk-
tach Py i Q. Wykaz, ze trojkaty APQ i A, P,Q, sa podobne. C

Cwiczenie 3

Dany jest tréjkat prostokatny ABC (rysunek obok).
Wykaz, ze stosunek pdl trojkatow:

a) BDC i ABC jest réwny sin® o,

b) AED i ABC jest réwny cos! a.
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Przykiad 2

Udowodnij, ze wysokosci trojkata sa odwrotnie proporcjonalne do diugosci
bokow, na ktore je opuszczono.

Rozpatrzmy trojkat o bokach a, b i ¢ oraz wy- C

sokosciach h,, hy, i h. (rysunek obok). Wéwezas

pole trojkata ABC":

P= %n.h.,, = %:‘Jh,;, P
h b h
Stad =2 = -, ¥
2d ey, a
i i Mg & by, e
nalogicznie =+ = — oraz — = -, -
Analogiczni h. = g oraz p=v B

Cwiczenie 4
Udowodnij, ze jesli wysokosci jednego trojkata sa proporcjonalne do wysokosci
drugiego trojkata. to trojkaty te sa podobne.

Cwiczenie 5
Na rysunku przedstawiono trojkat prostokatny T
o przyprostokatnych dlugosci a, b i przeciwpro-
stokatnej dlugosci x + y, gdzie x i y sa dlugo- af p y
Sciami odcinkdéw, na ktore wysokosé h podzie-
lila przeciwprostokatna. Udowodnij, ze:

b
s _ ab ‘ - o
a) h= R ¢) a=alx+y),
b) h = /Ty, d) b= ylz+y).
Zadania
1. Boki tréojkata ABC sa rownolegle do I
odpowiednich bokéw trojkata DEF ¢
(rysunek obok). Udowodnij, ze tréj- /\
katy te sa podobne.
A B D E
e o TARY o) e :
2. Wykaz, ze jeshi AB| = [CB’ to stosunek obwodéw trojkatow ABE 1 CBD
(rysunek ponizej) jest réowny %
|BD| D
E
2, ;.
A B C
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3. Wewnatrz tréjkata ABC obrano punkt P tak, ze SCAP = 4CBP. Wy-
kaz, ze AAPL ~ ABPK oraz AAPB ~ AKLP, gdzie punkty K 1 L sa
punktami przeciecia prostych AP i BP odpowiednio z bokami BC' i AC.

4. Korzystajac z podanych informacji, wykaz, ze x = y.

a) C \Ac| =|BC|  ©) C
)
R
A P B AP B
x = |AR[-|PQ|, y = |PR|-|BQ| x = |AR|-|QR|, y = |PR|-|CR|
b) D F C d) F
AB || DC , -
P G i E
i 3
By
A K B A B a ( D
¢ =|FD||PB|, y=|EB|-|PD| z=a? y=|AB|-|CD|

5. Punkt M jest érodkiem boku AB tréjkata ABC oraz $ACM = S ABC.

T e T — .
Wykaz, ze |[AB| = /2 |AC)|. B & o

6. Punkty E i F' sa srodkami bokéw AB i DC
rownolegloboku ABCD. Wykaz, ze odeinki
DE i FB dziela przekatna AC na trzy od-
cinki réwnej dlugosci. A B B

7. Dany jest trojkat ABC. Punkt P jest punktem przeciecia prostej bedacej
przediuzeniem boku AB i dwusiecznej kata zewnetrznego trojkata (rysu-
nek ponizej). Odcinek BD jest rownolegly do odcinka AC. Wykaz, ze:

a) trojkat BC'D jest réwnoramienny,
|AC| __ |AP]
b)|ﬂc|_|BPr
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Rézne dowody twierdzenia o dwusiecznej kata w trojkacie
Ponizsze twierdzenie zostalo przedstawione w klasie pierwszej.

Twierdzenie o dwusiecznej kata w trojkacie

Dwusieczna kata w trojkacie dzieli przeciwlegly C
bok na odeinki proporcjonalne do pozostalych éb
bokéw tréjkatas b a

s
b

L
g A T & B

Dowod 1
Prowadzimy prosta réwnolegla do boku AC tréj- #,

kata ABC i przechodzaca przez wierzcholek B
az do przecigcia z dwusieczng C'D kata ACB.
Punkt przeciecia oznaczamy przez F.

Katy ACE 1 CEB sa naprzemianlegle, zatem A
JCEB = 1.

JCEB = 4 ECB, wigc trojkat BCE jest réw-
noramienny, zatem |EB| = |BC| = a.

Na podstawie cechy KKK trojkaty ADC i BDE

sa podobne, zatem:

80| _ [BE| op@ _ &

[AD| ~ TAc] “N Y T
Dowod 2 c
Niech d =<4 ADC.
Z twierdzenia sinusow dla tréjkata ADC otrzy- b éb a
mjeny:

y _ _b 4
sin § sind A Y .U'lll £ B

Z twierdzenia sinusow dla trojkata BDC' otrzymujemy:
r a
Hil]% © sin(180°—4)

Zauwazmy, ze sin(180" — §) = sind, zatem:

y _ sin % - -

) b sin o a
skad otrzyvimujemy: .
y b
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5.1. Liczby, zbiory
| wartos¢ bezwzgledna

Zbiér liczb rzeczywistych oznaczamy litera R.

Liczby naturalne to liczby: 0,1.2, 3, ... Zbior liczb naturalnych oznaczamy
litera N.

Liczby calkowite to liczby naturalne dodatnie: 1,2,3.4, ..., liczby do nich
przeciwne: —1,—2, —3,—4,... oraz liczba 0. Zbior liczb calkowitych ozna-
czamy literg Z.

Liczby wymierne to liczby, ktore mozna zapisa¢ w postaci 2, gdzie m,n € Z

('
oraz n # (. Zbior liczb wymiernych oznaczamy litera Q.
Liczby niewymierne to liczby rzeczywiste, ktore nie sa wymierne. Zbior
liczb niewymiernych oznaczamy jako R\ Q.

Potega o wykladniku catkowitym Potega o wykladniku wymiernym
a" =1 dlaa#0 ar = Va dlaa>0,neN,n > 1
a'=1 dlaa#0 a" = ({a)" dlaa>0,n€N,
a"=- dlaa#0,neN n>1l,mei

Dzialania na potegach

Dla dowolnych liczb a,b > 01 x,y € R:

= : a” a\=*
a*-gf =gt (a®)¥ = a®¥ i (?)
= )
a” i
_H_ — ﬂ'.'! w ﬂ.'r ; h.:. — {ﬂ-h)m
(L

Va-b= ¢a-vb dlaa,beR

Dzialania na pierwiastkach
3

Va-b=a-vb dlaa,b>0
a Va

- =—-— dlaaeR,b#0
JE:EEdMQ;&b}ﬂ b b
b Vb

Wzory skroconego mnozenia

(a+ b)? = a® + 2ab + b* a’—b*=(a—b)(a+b)

(@ —b)? = a* — 2ab + b®

(@ +b)* = a® + 3a®b + 3ab® + b° a® +b* = (a+ b)(a® — ab + b?)
(@ —b)* = a® — 3a*b + 3ab* — b* a® — b = (a—b)(a® + ab + b?)
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Zestaw | - wprowadzajacy

1.

m

Przedstaw liczbe w postaci a™, gdzie m € Z.

a) 0,125% - 322 c) 0,47-2,57: (2)° e) vV2-V2:/8
b) (&) :813% d)0,64°: ()" ()7 f) 9%5.V27
Oblicz. Wynik przedstaw w postaci ulamka nieskracalnego.

5% + 20.51 q 1~75+095‘(§)_:
a) 356 —100.57 gL —3.(2)°

345 -3(%)

b) 6-4%2 —8.-4% ) 2,2- 14 4 0,6-(0,9) !

2.82 _ 5.26 4

ORCED
2. (%) '35 (33) 7. (0,3)"5
) (BT = (12 (1))
Oblicz. Wynik przedstaw w notacji wykladnicze;j.
a) (6-10%)-(5,5-107)  «¢) 0,0000125-0,00004  ¢) (0,81 -0,0004)"°
b) (4-10%):(8-10"% d) 0,0000027 : 0,00009 f) (245 :0,0005)%3

2

c) f)

Sprawdz, czy podana rownosc jest prawdziwa.

a) V27 + 348 — 375 =10 d) (7v12 — /48) - V75 = 150
b) V48 + V12 = /50 e) (V24— V150 +/54) : V12 =0

Q) Y3+ V31+ V=BT =0 f) /=83 {/-55=13
Oblicz.

a) (3v2 — 4)(3v2 +4) d) (1-2v2)%2(9+4V2)

b) (3 +2v/5)(3 — 2V5) e) B+ V72— (38— V7)

c) (2+ V3)(7—4v/3) ) (2v2—v3)2+ (2v3 + v2)?
Usun niewymiernos¢ z mianownika.

. v VT ; Ve 5-v3

8) 753 b) 5377 ) 7A-va V17

Oblicz warto$¢ wyrazenia dla 2 = 2 — 5 i y = 1 + 3v/5. Wynik Zapisz
w postaci a + bv/5, gdzie a,b € Q.
2y—ax

a) 3r+y b) z-y c)y:a d) 2x+y

Sprawdz, czy ponizsza réwnosc jest prawdziwa.

a) 3—v3=v12-3/12 b) V2 - V3 =15-2V6
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10.

11.

12.

13.

14.

iz2]

16.

15,

Oblicz.
a) IQ\/‘E + 1| - 2|\/§ — 2| c) V(1—v3)?2 [o = { a dla a>=0

—a dla a <0

b) [VIT—2v3| - (VII+2v3) d) \/8=3VT)? aZ—|a/dlaaecR

Jedli a > 0, to |z| = a wtedy i tylko wtedy, gdy x = —a lub x = a.
Jesli a > 0, to |z] < a wtedy i tylko wtedy, gdy x € (—a;a).
Jesli a > 0, to |z > a wtedy i tylko wtedy, gdy = € (—o0; —a) U (a; o<).

Rozwiaz réwnanie.
a) [t+3]=0 b)|lx+1]=3 c) 22—z[=4 d)31l—=zx|=9
Rozwiaz réwnanie.

a) [;1r+2\/3—|3—2\/§[|:] b)

2-V5) +2—=z|=0

Rozwiaz nieréwnoseé.
r—5|<4 ¢c) |z —3|>2 e) [6—xz| <4
b) [x+4] <5 d) [z+2|>3 f) 2—z|>3

Oblicz, jaki procent liczby x stanowi liczba y.

a}:r:(lz—i);(l_i)* y:w

3 12 116 V3
1 3 1 2
P -—1 814 2 v 4
] L 1, L Ly = (_) .
) =375 m=, Y= (3 =

Wiadomo. ze 21% dodatniej liczby a jest réwne 12% liczby b, Ktéra z tych
liczb jest wieksza i o ile procent?

Podaj rozwiniecie dziesietne ulamka zwyklego. Zaokraglij je do trzeciego
miejsca po przecinku. Czy jest to przyblizenie z nadmiarem, czy z niedo-

miarem?
55 85 G2 11

Liczba 17.7828 jest przyblizeniem liczby 101?® z dokladnoscia do czterech
miejsc po przecinku., Wiedzac o tym, wyznacz przyblizenie liczby:

a) 10%% z dokladnoécia do czterech miejsc po przecinku,

b) 107 7 dokladnoscia do dwdéch miejse po przecinku,

¢) 1071 z dokladnoécia do pieciu miejsc po przecinku.
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Zestaw Il — cwiczeniowy

1

18.

18,

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

Sprawdz, czy podana liczba jest niewymierna.

) [srri-a-20] o (e vT-e T

o ()" v () 2]

Oblicz wartoé¢ wyrazenia dla a = V3 — V2 ib= vV V3+ V2.

a) a-b c) E + % e) (a—b)? g) L + b?
1 1 .
b) =5 + 3 d) 7 — = £) (a+b)? h) — —b?

Uprosé¢ wyrazenie i oblicz jego wartosé dla x = ﬁg
(z+/3)% +2z(z+3)(z — 3) + (z — V3)?
(z —V3)(z*+ V32 +3) + (2 + V3)(2? — V3z + 3)
Uproé¢ wyrazenie i oblicz jego wartoéé dlax =v2—1iy=1-2v2.
a) (V6z —y) (V6x +y) — (32 + y)? + 32(2y + z)
b) (z + 2y)(x? — 22y + 4%?) — (= + 2y)* + 6zy(z + 2y)
Oblicz a’ + b*, wiedzac, ze:
a) ab =1 oraz a* + b* = 3, b) a?+ b =9oraza+b=1.

Wykaz, ze v/21 — 12v/3 jest liczba odwrotna do EVE+3.

Wykaz, ze liczba /3 — 2v/2 jest liczba przeciwna do 1 — /2.

Wykaz, ze nierownosc jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczy withj :

a) (20 +1)? > 8z b) z(z + 12) > 9(2z — 1) c) _3+1 > —;1:"E

Rozwiaz réwnanie.

a) |5z + 10| = 20 a0 = la] - |bl, |%]= l[iill dla b #0
b) |7T—14z|=T7
¢) |3z 46|+ [Tz + 14| =10 e) V922 — 6z + 1+ |92 — 3| =12

d) |4z —12|=5—|3 — 2| f) V25— 102 + 2® = 8 — 3|z — 5|

Zaznacz na osi liczbowej zbior liczb, ktore spelniaja podany warunek.
a) 1< |z| <4 b)2<|e—-1|<7 c) 0< |z + 3| < 8

5.1. Liczby, zbiory | wartos$¢ bezwzgledna
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27. Rozwiaz nieréwnosc.

a) |2z +4| <6 ¢) |5—10z| > 4+2|x— i

b) |22 +3| > 1 d) |5z + 25| — |3z + 15| > 7+ |z + 5|
28. Rozwiaz rownanie.

a) ||+ |z +2|=8 ¢c) 20 —-1|=x+ |z + 4]

b) [z—3|+|1—2|=2 d) |34 2z| =12 — 3|z — 3|
29. Rozwiaz nierownosé.

a) e —T7] 2 |x+ 3| c) |z|+|z—2| =4

b) |z 4+ 5] < |z + 1] d) lt—1]+|z+1| <3

30. Zaznacz w ukladzie wspolrzednych zbior punktow plaszezyzny, ktorych
wspolrzedne (x, y) spelniaja réwnanie:

3 & 2
Ty z2+y
B +1)|=2
y*—a? ( 2xy )‘

31. Towary A i B mialy jednakowa cene. Oblicz, ktory z nich jest obecnie
tanszy, jezeli:
a) cene towarun A obnizano dwukrotnie, za kazdym razem o 20%. a cene
towaru B obnizono jednokrotnie o 40%.
b) cene towaru A zwigkszano dwukrotnie, za kazdym razem o 20%, a cene
towaru B zwickszono jednokrotnie o 40%,
¢) cene towaru A obnizono o 20%, a nastepnie zwickszono o 20%, nato-
miast cena towaru B nie ulegla zmianie.

32. Na cene brutto pewnego towaru wynoszaca 176,55 zl sklada sie cena netto
oraz T% podatku VAT od ceny netto. Oblicz, jaka bedzie cena brutto tego
towaru po podwyzszeniu podatku do 22% przy niezmienionej cenie netto.

33. Pewna kwote wplacono do banku na lokate roczna oprocentowana 3.5%
w skali roku. Od odsetek dopisanych po roku bank odprowadzil podatek
w wysokosci 14 zl. Jaka kwote umieszezono na lokacie, jezeli wiadomo. ze
podatek od odsetek wynosil 20%7

34. a) Oprocentowanie lokat w pewnym banku. réwne poczatkowo 5% w skali
roku, wzroslo o 1.2 punktu procentowego. O ile procent wzroslo to opro-
centowanie?

b) Oprocentowanie lokat w pewnym banku, réwne poczatkowo 5% w skali
roku, zmniejszylo sie o 20%. O ile punktéw procentowych zmniejszylo sie
to oprocentowanie?
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Zestaw lll - podsumowujacy

35. Rozwiaz uklad nieréwnosci. Rozwiazanie zaznacz na osi liczbowej.

| < 4 -3 <6 r+1| >4
., {|a«| ) {h | . {h+ |

le+2] > 1 le — 2| > 2 le =1 > 7

36. Rozwiaz rownanie.

a) ||lz| —4| =3 b) [1—|z|| =6 ¢) |[2e—4|-3]=7T

37. Rozwiaz nieréwnosc.
a) |4lz| —2| <6 b) ||| —=1| > 3 c) ||1—2z—1| <4

@ 38. Uzasadnij, ze:

a) V6—4v2 + V6 +4v2=4, b) VT+2V10 +v7 - 2v/10 = 2V/5.

@ 39. Uzasadnij, ze liczba Yoy jest wymierna.

Dla n = 2 réznica n-tych poteg dowolnych liczb rzeczywistych a i b wyraza
si¢ WZOTen:

a"—b" = (a—b)(a" ' +a" b+a" PP+ .. 4 0" P a0

@ 40. Udowodnij powyzszy wzor dla: a) n =4, b) n = 6.

@ 41. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb a i b € R prawdziwa jest nieréwnosé.
a) a*+b*=22(a—b—1) b)a*+b*=>4(a+b—-2) ¢) a*+ab+b*=>0

@ 42. Udowodnij, ze jezeli dla dowolnych liczb dodatnich a i b prawdziwa jest
I . S | (a+b)% | (a+b)? _
OWNOSC == = —=, to — 53—+ 55— = 8.

@ 43. Udowodnij, ze jezeli dla dowolnych liczb dodatnich a i b prawdziwa jest

. R 1 2
rownos¢ — + — = —, toa = b.
2a + 2b  a+b’

@ 44. Udowodnij. ze suma dwoch kolejnych poteg liczby 2 o wykladnikach cal-
kowitych dodatnich jest podzielna przez 6, a suma trzech kolejnych poteg
jest podzielna przez 14.

@ 45. a) Udowodnij, ze suma kwadratéw dwoch dowolnych liczb nieparzystych
jest liczba parzysta.

b) Udowodnij, ze réznica kwadratéow dwich kolejnych liczb naturalnych
jest liczba nieparzysta.

5.1. Liczby, zbiory | wartos$¢ bezwzgledna
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D] 48.

a) Udowodnij, ze kwadrat sumy trzech kolejnych liczb naturalnych jest
podzielny przez 9.

b) Udowodnij, ze jesli suma dwdch liczb naturalnych jest liczba parzysta,
to ich réznica tez jest liczba parzysta.

a) Udowodnij, ze szeSciocyfrowa liczba, w ktore) wszystkie cyfry sa jedna-
kowe, jest podzielna przez 3.

b) W pewnej liczbie naturalnej podzielnej przez 9 cyfra jednosci jest réw-
na a. Suma pozostatych cyfr jest podzielna przez 9. Udowodnij. ze a = 0
lub a = 9.

a) Jesli w liczbie dwucyfrowej z zmienimy kolejnosé cyfr, to otrzymamy
liczbe y. Udowodnij, ze suma liczb x 1 y jest podzielna przez 11.

b) Jesli cyfry liczby trzycyfrowe] x zapiszemy w odwrotnej kolejnodei,
to otrzymamy liczbe y. Udowodnij, ze réznica liczb x i y jest podzielna
przez 99.

Udowodnij, ze roznica czwartych poteg dowolnej liczby naturalnej i liczby
0 2 od niej mniejszej jest podzielna przez 8.

Udowodnij, ze suma kwadratow trzech kolejnych liczb nieparzystych po-
wiekszona o 1 jest podzielna przez 12.

Udowodnij, ze szescian sumy trzech kolejnych liczb naturalnych jest po-
dzielny przez 27.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n podana liczba jest podzielna
przez 6.

a) 2n(dn® —1) b) n(n? —7) c) n® —n
Udowodnij, ze a + b = —2, jezeli:

N | 1 1 1 1
“_1+ﬁ+ﬁ+ﬁ+vﬁ+ﬁ+ﬂ+ﬁ+"'+ 99++/100"
=t ___ Y 1 1 . 1

1=/2 V3G | B A=gs, YT ee0001

a) Udowodnij, ze prawdziwa jest réwnoscé:

1 ] ) 1
e = (0,48
2-3+3-4+4-5+ +49'5ﬂ '
b) Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n = 1 prawdziwa jest
nierownosc: 1 1 1 1 1
54736 e T 2n(2n+2) <3
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5.2. Funkcje

Funkcja ze zbioru X w zbior Y nazywamy przyporzadkowanie, w ktorym

kazdemu elementowi x € X odpowiada dokladnie jeden element y € Y.

Wykresem funkcji f : X — Y nazywamy zbior wszystkich takich punktow

(z,y), 2e¢ x € X oraz y = f(x).

Zbior X nazywamy dziedzina funkcji. a jego elementy — argumentami.

Zbior wartosci funkcji f: X' — Y to zbidr tych wszystkich y € Y. dla kto-

rych istnieje taki argument x € X, ze f(x) = y.

Miejscem zerowym funkeji f nazywamy taki argument x, dla ktérego:
flz) =0

Monotonicznos¢ funkeji f: X — R, gdzie X C R

Funkcje f: X — R nazywamy rosngca, jesli
dla dowolnych argumentow x;,zs € X spel-
niony jest warunek:

jesli x; < mo, to f(xy) < flas)

Funkcje f: X — R nazywamy malejaca, jesli
dla dowolnych argumentow .z, € X spel-
niony jest warunek:

jesli ¢y < o, to f(xy) > f(xs)

Funkcje f: X — R nazywamy stala, jesli dla

- 2 " }’ &
dowolnych argumentow x,,x9 € X prawdzi- /
wa jest rownosc: ,
) e @ X
flax1) = f(z2)
Funkcje f: X — R nazywamy niemalejaca, }/
jeshi dla dowolnych argumentow xy,x, € X /
spelniony jest warunek: /_/ O X
jesli z; < @o, to f(xy) < f(x2)
Funkcje f: X — R nazywamy nierosnaca. je- Y4
sli dla dowolnych argumentow x;.x0 € X
spelniony jest warunek: 0 f X
jesli ¢y < xs, to f(xy) 2 fxs)

Funkcje, ktora jest rosnaca, malejaca, nierosnaca, niemalejaca lub stala,
nazywamy funkcja monotoniczng.
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Przeksztalcenia wykresu funkcji

» Wykres funkeji y = f(x—p) 4+ ¢ otrzymujemy przez przesuniecie wykresu
funkeji y = f(x) o wektor [p, ¢.

= Wykres funkcji y = — f(x) otrzymujemy przez symetryczne odbicie wy-
kresu funkeji y = f(x) wzgledem osi OX.

= Wykres funkeji y = f(—x) otrzymujemy przez symetryczne odbicie wy-
kresu funkeji y = f(x) wzgledem osi OY.

s Wykres funkeji y = |f(a)| otrzymujemy przez symetryczne odbicie
wzgledem osi OX tej czesci wykresu funkeji f, ktora znajduje sie pod
osig OX . pozostala czesé wykresu zostawiamy bez zmian.

s Wykres funkeji y = f(|x|) otrzymujemy z wykresu funkeji f, korzystajac
z tego, ze:

~dla x > 0 (nalezgcych do dziedziny) zachodzi réwnosé f(|xz|) = f(x),

— wykres funkeji y = f(|z|) jest symetryczny wzgledem osi OY'.

Zestaw | - wprowadzajacy

1:

3.

Odezytaj z wykresu funkeji f:
— jej dziedzine, zbidor wartosci oraz przedzialy monotonicznosci,
argumenty. dla ktorych przyjmuje ona wartosci nieujemne.

a) b)

Wyznacz dziedzine i miejsca zerowe tunkeji f.
2

a) f(a) =S ¢) fla) =L e) f(x)=(x+5)

: e — x2— :
b) flz) = ;4; d) f(z) = .-:.-+11 f) f(z) =6 —4x
Wyznacz dziedzine funkceji f.
a) f(z)=vz—-2-Vax—4 ¢) f(z) = (2x—6) — (2z — 6)"2
b) f(x) = V(& =2)(x - 4) d) f(z) = (a* - 4)% +(9-2%) 2
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4. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji P Ed @ k1 Fd g
£(-4:4) — R. Odeayte] zwykresuwartold T T T T
najwieksza i wartos¢ najmniejsza funkcji f
w przedziale:

a) (—3;0), b) (1:4), c) (—4:4).

5. Dany jest wykres funkcji f. Naszkicuj wykresy, wyznacz dziedziny i zbiory
wartoscei funkeji fi(z) = f(z +4) + 1 oraz fo(z) = f(z —4) — 1.
a) f:(=3;4) = R b) f:{-2;2) = R

6. Na rysunkn obok przedstawiono
wykres funkeji f:(—5:8) — R.

Jak nalezy go przeksztalcié, aby

otrzymac¢ wykres funkcji ¢?7 Za-
pisz to przeksztalcenie za pomoca
WZOT11.

a)

b)

BEREN 4

EERREREE:

7. Naszkicuj wykres funkeji g, przeksztalcajac odpowiednio wykres funkeji
Flz)=2=z|.
a) g(x) = 2|z + 3 ¢) glz) =2(lx+1|—1) e) glx) =20 — 6|+ 3
b) g(z) = 2|4 — z| d) g(x) =-2|z+2|+1 f) g(z)=—|2x+8|-1

5.2. Funkcie
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Zestaw Il - ¢wiczeniowy

8.

10.

11.

12.

13.

Naszkicuj wykres funkcji f: X — R. Podaj jej zbior wartosci oraz wartosci
najmniejsza i najwicksza. Czy f jest funkcja monotoniczna?
2) X = {1,2,3,4,5,6,7.8,9}, f(z) = {U._ gdy x :jest !icz.b::; }.)a?‘zyatz%

1, gdy @ jest liczba nieparzysta
b) X ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}, f kazdemu argumentowi przyporzadkowuje
jego reszte z dzielenia przez 4.

Wyznacz dziedzine, uprosé¢ wzor, a nastepnie naszkicuj wykres funkeji f.

a) f(z) = ’*““_:-’” b) f(z) = Z=4 d) Fla) =22

x+2 1,5—x

Oblicz wartosci funkeji f dla argumentow: —1, 0, é— 1,v2,2.
: 0 dla € (—o0;l)U(2:00)
v 1=

a) flz)= 2z+1 z2—1 dla z € (1:2)

Naszkicuj wykres funkcji f: R — R. Z wykresu odczyta] miejsca zerowe
funkeji f. jej przedzialy monotonicznosci oraz zbior rozwiazan nierownosci
f(z) = 3.

(20 +4 dla € (—o0;—1)

a) flz)=¢ —xz+1 dla x € (-1;4)

L =3 dla x € (4x)

[ -3 dla z € (—o0;-1)

b) flx)=q 2*—4 dla z€(-1;2)

| —z+4 dla z € (2;00)

Zbiorem wartosci funkeji f: (—5:3) — R jest przedzial (—3;1). a miejscem
zerowym — liczba 2. Wyznacz dziedzine, zbidér wartosci 1 miejsce zerowe
funkeji g.

a) g(x) = —f(z) b) g(z) = —f(—x) c) glx) = flz+1) -2

h

Na rysunku przedstawiono wykres funk- N LB L L LD
cjii frR—R. W tym samym ukladzie
wspolrzednych naszkicuj wykresy funk-
cji f 1 g, a nastepnie odezytaj, dla jakich
argunmentow funkcje f i g przyjmuja te

same wartosci, oraz podaj zbior rozwia-
zan nieréwnosci f(z) < g(x).

a) g(x) =1 b)alz) =2 ¢) g(z) = 2* d) g(z) =2 —2?
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Zestaw lll - podsumowujacy

14.

15.

16.

1L

18.

19.

Naszkicuj wykresy funkcji g(x) = f(—az) oraz h(x) = 3 — f(x) i na ich
podstawie podaj rozwiazanie réwnania f(—x) =3 — f(x).

Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj wzory funkeji g(z) = f(z + 1) — 4,
hz)=1- f(x—2), k(z) = f(2 — x) — 2 i naszkicuj ich wykresy.
2) flz)=22-2  b) f(z) =l ¢) f(z) = —|2a]

Na rysunku przedstawiono wykres funkeji f: R — R. Naszkicuj wykresy
funkeji g(x) = |f(x)|, h(z) = |f(2 — 2) — 1| oraz k(z) = |2 — f(z)].

LA E .

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej przedzialy monotonicznosci.

a) f(z)=||z]—-1|-2 b) flz)=|lz —1| -2

Naszkicuj wykres funkeji f i okresl liczbe rozwiazan réwnania f(xz) = m
w zaleznosci od parametru m.

a) f(z) = x|+ |z — 2| b) flz) =] — 2|+ |z + 2]

Na rysunku przedstawiono wykres funkeji f: R — R. Naszkicuj wykresy
funkeji g(z) = f(|z]) i h(z) = |f(|x])|. Okresl liczbe rozwiazan réwnania
g(x) = m oraz roéwnania h(x) = m w zaleznosci od parametru m.

5.2. Funkcie
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5.3. Funkcja liniowa
| uktady réwnan liniowych

Funkcja liniowa nazywamy funkcje okreslong wzo- -,
rem f(z) = axr+bdla z € R, gdzie a i b sa stalymi.
Wykresem funkcji liniowej jest prosta. Liczbe a 42
nazywamy wspotczynnikiem kierunkowym prostej.
a rownanie y = axr + b — rownaniem kierunkowym.

Wspolezynnik kierunkowy prostej y = ax + b,
przechodzacej przez dwa rézne punkty A(xy,y;) &
i B(xa,y2), jest réwny: /
Y2—Y1
La—]

Funkeja liniowa okreélona wzorem f(x) = ax + b jest:

= rosngca dla @ > 0, = malejaca dla a <0, = stala dla a = 0.

Proste y = a,x + by 1 y = asx + by sa:

= rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy a, = a.,

= prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy a; - as = —1.

Réwnanie Ax+ By+C = 0, gdzie A # 0 lub B # (), nazywamy réwnaniem
ogolnym proste;j.

Proste Az + By + C; = 0 oraz Asx + By + Cy = 0 sa:
= rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy A, B, — A, B, = 0,
= prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy A, A, + B1 B> = 0.

Zestaw | - wprowadzajacy

1. Wyznacz punkty przeciecia wykresu funkcji f z osiami ukladu wspolrzed-
nych i naszkicuj ten wykres. Okresl monotonicznosé funkeji f.
a) f(z) =3z +1 b) f(z) = —2x+2 ¢) flz) =4z —2

2. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = —22 + 4 o dziedzinie (—1; 1) U (2;3). Wy-
znacz zbior wartosci tej funkeji i miejsca zerowe, jesli je ma. Czy rownanie
f(z) = 1 ma rozwiazanie?

3. Wyznacz wzor funkeji liniowe], ktorej wykres jest rownolegly do prostej &
i przechodzi przez punkt P.

a) k: y =3z, P(—4,2) b) k: V2z—y—1=0, P(v/2,-2)
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10.

Wyznacz wzor funkeji liniowej, ktorej wykres jest prostopadly do prostej &
i przechodzi przez punkt P.

a) k: y=2z, P(2,-1) c) k: z—3y—3=0, P(1,-1)

b) k: y=—-4x + 1, P(8,4) d) &: vViz—y+3=0, P(v/5,—3)
Wyznacz wzér funkeji liniowej f, ktéra spelnia podane warunki.

a) f(2)=01i f(0)=4 b) fG) =11 f(2)=-1

Rozwiaz réwnanie (wynik zapisz w najprostszej postaci).

a) V2r—2=1+2-1 ¢) V152 — 5 =52+ /20

b) V3t —2=t—1/3 d) vV6z—+v3=v12-+32

Rozwiaz nierdéwnosc.

a) % > Azl c) 10(3x — 6) — 5(x — 2) < 2(4z — 8)

b) V3@ —1) > vz d) (V3-2)(V3+a) < 4— (V3—2)?

Zapisz uklad rownan liniowych, ktorego interpretacje geometryczna przed-
stawiono na rysunku. Jesli uklad ma rozwiazanie, to je podaj.

a) b) c)

Rozwiaz algebraicznie i graficznie uklad réwnan.

) r—3y=10 : —4x + 2y = 10 -0124+02y =1
a C e
br + 3y =15 2y=x+1

b) r+4y =795 Q) bx — 2y = -2 f) z+0,0y=1
5 0,5z + 0,25y = 0,5

3y —9x =6

Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk- =
¢ji liniowych f i g. Odcezytaj, dla jakich argu-
mentow:

a) wartodci funkeji f i g maja rézne znaki,

b) spelniona jest nieréwnosc f(x) < g(x). AL b \F
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Zestaw Il - ¢wiczeniowy

1.

L4

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Wyznacz wzér funkeji liniowej f, ktéra dla kazdej liczby rzeczywistej x
spelnia warunek:
a) f(—2z+1) =4z — 3, b) f(3z+2) =9z + 1.

Sprawdz, czy punkty A, B i C' naleza do wykresu tej samej funkcji liniowej.
a) A(0.2). B(5,—3), C(-2,3) b) A(%,2), B(—1,1), C(2,3)

Punkty A, B i C naleza do wykresu tej samej funkcji liniowej. Oblicz
wspolrzedna a.

a) A(0,-2), B(—‘?- 2), C(0,a) ¢) A(L,7), B(—6,7), C(v3,a)
b) A(1,3), B(5,5), C(a,0) d) A(3,2), B(a,6), C(-1,%)
Dla jakich wartosci parametru m funkcja f jest stala?

a) flx)=(m+2)z+ 7 b) f(#) =(2—|m+3|)x+4
Dla jakich wartosci parametru m fullkria f jest malejaca?

a) flx)=(m?—4)x+7 (z) = (m? — 5m + 6)x + 14
b) f(z)=(6—|m|)z—3 d) ( r)=(4—|m+4|)z+4

Dane sa punkty A(5,—3), B(4.2) 1 C(3.2m — 1). Wyznacz wartosci para-
metru m. dla ktorych:

a) proste AB 1 AC sa prostopadle,

b) prosta AC' jest réwnolegla do prostej 3z — 6y + 1 = 0.

Dla jakich wartosci parametru m proste p; i p» sa prostopadle?
a) pry=(_1-mjz—4, pry=-20+7

b) p1: y = max + 5, pry=(m-—2)xz—-3

o) pry=(ml-Dz-1, pry=5z+1

Oblicz miare kata, ktory dana
prosta tworzy z osia OX.

) V3z—3y=6
b) 3z — 3y =1
c] 2242y =3
d) V2 + 6y =2

Jesli a jest katem, ktory prosta y = ax+b
tworzy z osia OX, to a = tga.

b<'|f
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19.

20.

21:

22

23.

24,

25.

26.

Oblicz z dokladnoscia do 1° miare kata, ktory prosta przechodzaca przez
punkty A i B tworzy z osia OX.

a) A(—6,—1), B(2,3) b) A(—4,1), B(2,—8)

Wyznacz rownanie prostej przechodzacej przez punkt P i tworzacej z osia

OX kat a.

a) P(—9,-2v3), a = 30° b) P(2v/3,-2), a = 150°

Okresl liczbe rozwiazan réwnania w zaleznosci od parametru a.

a) z+a =2z —3a d) 4ax +a = 2a — ax

b) (B3—a)z=4+= e) a’r +1=a®+azx

¢) ar—1l=a—2x f) alar—a—1)=x2—2

Dla jakich wartosci parametru a rozwigzaniem rownania jest liczba dodat-
nia?

a) 2{z+1)=3+ax b)(a+1)z=2z—a

Koszt (w zlotych) wypozyczenia samochodu na jeden dzien opisuje funkcja
flz) =40 + 0.2z, gdzie 40 zl jest oplata stala, 0.2 zl — oplata za kazdy
przejechany kilometr, a x - liczba przejechanych kilometrow. Oblicz koszt
wypozyczenia samochodn, zakladajac, ze przejechal on 500 km.

Koszt wypozyczenia samochodu na 3 dni sklada sie z oplaty stalej 100 z1
oraz oplaty 0,2 zl za kazdy przejechany kilometr. Podaj wzor funkcji opi-
sujace] koszt wypozyczenia samochodu w zaleznosci od liczby przejecha-
nych kilometrow. Naszkicuj wykres tej funkcji. Ile maksymalnie kilome-
trow mozna przejechac, aby koszt wypozyezenia samochodu na 3 dni nie
przekroczyl 300 217

Inwestor za kwote K zlotych zakupil akcje dwdéch firm A i B. Po roku
zvsk ze sprzedazy akcji wyniost 7%, w tym zysk ze sprzedazy akcji firmy
A~ 4%, a firmy B - 8%. Jaki procent zainwestowanej kwoty wydal inwestor
na akcje firmy A, a jaki — na akcje firmy B?

Inwestor za 100 tysiecy zlotych zakupil akcje dwéch firm, A i B, oraz ob-
ligacje. Po roku zysk ze sprzedazy akeji wyniosl 5,6%, w tym ze sprzedazy
akeji firmy A — 2%, a firmy B — 6%. Zysk ze sprzedazy obligacji wynidsl
4,6%. Oblicz, jaka kwote przeznaczy!l inwestor na akcje firmy A. jaka — na
akcje firmy B, a jaka — na obligacje, jesli wiadomo, ze zysk ze sprzedazy
wszystkich papieréw wartosciowych wyniost 5,4%.
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Zestaw lll - podsumowujacy

27.

28.

29.

30.

31.

32

33.

35.

36.

Wyznacz rownania prostych, w ktorych zawieraja sie przekatne rownoleg-
loboku ABCD. Podaj wspoélrzedne punktu przeciecia tych przekatnych.

a) A(=2,—1), B(4,-1), C(3,6) b) A(0,0), B(6,1), C(4,6)

Wykres funkeji g jest symetryezny do wykresu funkeji f(xz) = %;r. + 1
wzgledem poczatku ukladu wspolrzednych. Wyznacz wzor funkeji g. Na-
szkicuj wykresy obu funkcji i odezytaj, dla jakich argumentow zachodza
jednoczesnie nieréwnodci f(x) < 31 g(x) = —2.

Zbada) wzajemne polozenie wykresow funkeji f i g. Dla jakich argumentow
funkeja f przyjmuje wartosci nie mniejsze niz funkcja g7

3 T
a) flx)=352-T9(x)=—zx+9

g 42 x—3 x+ 6 x+4
b) f(:t.'):TS —14 .g(a:):‘L;L —Jh_

Funkcje liniowe f(x) = 4x — a oraz g(z) = ax — 1 maja wspdlne miejsce
zerowe, a ¢ jest funkecja malejaca. Oblicz a.

Funkcje liniowe f(x) = 32 + b oraz g(x) = ax — 1 maja wspdlne miejsce
zerowe. Oblicz wszystkie calkowite wartosci wspolezynnikéw a 1 b.

Wyznacz wzor funkcji liniowej f, jesli wiadomo, ze dla kazdej liczby rze-
czywistej x zachodzi réwnosé f(x+2) + f(x —2) = 62 — 8.

Funkcja f dana jest wzorem f(z) = |22+ 4| —6. Z wykreséw odpowiednich
funkcji odezytaj rozwigzanie réwnania.

a) f(x)— flz+2)=4 b) fle—1)+ f(z+1)=0

Dla jakich wartodci parametru m réwnanie 4m?r — 1 = 2m + x ma do-
kladnie jedno rozwigzanie spelniajace warunek |z| > 7

Wykres funkeji liniowej f przechodzi przez punkty A(0,3) 1 B(—2,1). Roz-
wigz nierownosc:

a) |f(3z)| < 6, b) f(|lz]) =2 =+ 2, ¢) f(|2z2+1]) < 13—3z.
Funkcje f i g dane sa wzorami f(x) =+ (2 —m|ig(x) = 22 + |m + 1|.
Wyznacz wartosci parametru m, dla ktorych:

a) wykresy tych funkeji przecinaja o$ OY w tym samym punkcie,

b) funkcje te maja wspélne miejsce zerowe.
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Wyznacz calkowite wartodci parametru m, dla ktérych punkt wspodlny
wykreséow funkeji f(z) = =2z + |m| — T i g(z) = 6z — 3 lezy w trzeciej
¢wiartce ukladu wspolrzednych.

Rozwiaz uklad rownan.

. ' [ 3(y—x) 22—y _ 1
{?(-’r+y)-d(m—y}=27 9T =3
3 + r—1) =—=20 ' ﬂ;r—y_-ya—m:l
(x+y)+(z—y) = ==

. (Bx—-y  1-y
(2¢+y) —6(x+2y) =3 N ===l
C s 2 ..
(2+2y)+2(2z+y) =6 =

Dla jakich wartosci parametru m rozwiazaniem ukladu réwnan jest para
liczb dodatnich?

r—3y=m mr+y=3
) c) .
2e+y=m+1 T—my=29

b) r—my=4 ) max + 2y = 6
) &
z+3y =2 2r+my=1

Dla jakich wartosci parametru m rozwigzaniem ukladu réwnan jest para
liczb réznych znakéw?

2e+y=m+1 3z —2y=2m+1
a) b

r—2y=m-—3 r+4y=4-—-m

Dla jakich wartosci parametru m punkt przecigcia prostych y —x =m—1
oraz 2z + y = 4m + 1 nalezy do wnetrza trojkata ograniczonego prostymi
y=b. 2¢+y=1ix—p=17

Dane sa proste y = & + m + 2 oraz y = 2x + 3m.

a) Dla jakich wartoseci parametru m punkt przecigcia tych prostych nalezy
do obszaru opisanego nieréwnoécia |z| + |y| < 47

b) Jaka figura jest zbidr punktow przeciecia tych prostych dla m € R?

Zaznacz w ukladzie wspoélrzednych zbior rozwiazan ukladu nierownosci.

y=z—3r+1 —x+2y <4 lze+y| < 4
a) c) ¢

2y < x—12 y = || —1 le—y| < 4

r—2y <2 y<L 2=z —2 y| < |z
b) y<2 L |z — 2| ) ly| | |

z+2y <6 y > |z| -2 ] <3

5.3. Funkcja liniowa i uklady réwnar liniowych
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5.4. Funkcja kwadratowa

Funkcje f(a) = ax? + bz + ¢ okreslong dla x € R, gdzie a.b.c € R oraz
a # (), nazywamy funkejg kwadratowa lub tréojmianem kwadratowym.

Wykres funkcji kwadratowej nazywamy parabola.

Znak wspolezynnika a decyduje o tym, czy ramiona paraboli o rownanin
y = ax® + bx + ¢ sa skierowane do géry (a > 0), czy do dolu (a < 0).
Wyréznikiem trojmianu kwadratowego nazywamy liczbe A = b* — 4ac.
Miejsca zerowe funkeji kwadratowej y = ax? + bx + ¢

w Jesli A > 0. to funkcja ma dwa rézne miejsca zerowe:

= BB o hAE
1 = 2n i 2a

w Jesli A = 0, to funkcja ma jedno miejsce zerowe: x, = -,—;’ (nazywamy je
pierwiastkiem podwdéjnym).

e Jesli A < 0, to funkcja nie ma miejsc zerowych.

Polozenie wykresu funkeji kwadratowej y = ax® + b + ¢ wzgledem osi OX

JLY JLY JY
a <0 a«-:[l a<0
A>0 fh:ﬂ Nz

Y4 ~ Y4
0] X O X O] X O] X O ¥
a =10 g >0 a>=0
A>0 A=0 ¥ sz /

Wzor funkeji kwadratowej

= Posta¢ ogélna: y = ax® + bx + ¢, gdzie a # 0 \L}/
= Posta¢ kanoniczna: y = a(x — p)? + ¢, gdzie a # 0 \ P
Punkt o wspolrzednych (p. q) jest wierzcholkiem @) : X
paraboli oraz: |
e ey gl-—a
2= 20 1§ = 4a 1

= Postac iloczynowa:

ejesli A > 0, to y = alx—x)(x—x5), gdzie 2, 1 5 sa miejscami zerowymi;
o jesli A =0, to y = a(x — xy)?, gdzie x; jest miejscem zerowym;

e jesli A < 0, to nie istnieje postac iloczynowa.
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Zestaw | - wprowadzajacy

1. Podaj réwnanie paraboli przedstawionej na rysunku, jezeli wiadomo, ze

powstala ona w wyniku przesuniecia paraboli y = %;rz .

2. Przedstaw wzor funkcji f w postaci kanonicznej. Naszkicuj wykres tej
funkeji i odezytaj z niego jej zbior wartosci.
a) f(z) =a*+ 8z + 16 ¢) flz)=—a*—6x—5
b) f(z) = 2% —4x d) f(z)=—-22"+ 40 -2

3. Wykresem funkeji f(z) = 2* + bz + ¢ jest parabola o wierzcholku w punk-
cie W. Oblicz wspdlezynniki b i ¢ oraz podaj zbior wartosci funkcji f.
a) W(0,0) c) W(0,-1) e) W(2,3) g) W(4,1)
b) W(-1,0) d) W(1,4) f) W(-1,4) h) W(-1,-1)

4. Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji f.
a) f(z)=2®+4v2x -2 b) f(x) = =10z + 200z + 3000

5. Podany przedzial jest zbiorem wartodci funkcji f(z) = #* + bx + 1. Oblicz
wspolezynnik b.
a) (—3;00) b) (0;00) c) (—8;00)

6. Wykres funkcji kwadratowej f, do ktorego naleza punkty A i B, jest

osiowosymetryczny wzgledem prostej @ = 1. Zapisz wzor funkeji f w po-
staci kanonicznej oraz podaj wspolrzedne wierzcholka jej wykresu.

a) A(-1,0), B(0,6) b) A(0,0), B(3,6)
7. Parabole o réwnaniu y = 2 4+ 2z + 1 przesunieto o wektor @. Naszkicuj
otrzyimana w ten sposob parabole i podaj jej wzor.
a) W = [3,0] b) w=1[0,-2] ¢) w=[3,-2] d)w@=[-1,-2]
8. O jaki wektor nalezy przesunaé¢ wykres funkeji f(z) = 322, aby otrzymaé
wykres funkcji g7
a) g(z) =3x* +6x+5 c) g(z) =3z*+3x+1
b) g(z) = 32% — 6z + 5 d) g(z) =322 +12x + 12
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10.

11.

T

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Rozwiaz rownanie.
a) r(2z+1) =0 ¢) 2522 —-1=0 e) 2 —6x+9=0
b) 32* — 62 =0 d) 22-3=0 f) 422 +42+1=0

Sprawdz, czy roOwnanie ma rozwiazanie.

a) 22—=32+v6=0 b)2®+42+3v2=0 ¢) 202 —2v/62+3 =0

Wyznacz miejsca zerowe funkeji f i zapisz jej wzér w postaci iloczynowej
(0 ile jest to mozliwe). Naszkicuj wykres funkcji f i odezytaj z niego, dla

jakich argumentow przyjmuje ona wartosci dodatnie, a dla jakich — ujemne.

a) flz)=—-a+3x+4 ¢) flz)=a°—6x+9

b) f(z) =322 —-122+9 d) f(z) = —22%+ 4z —2

Wyznacz punkty wspdélne paraboli i proste;j.

a) y=—6z*+Te+6,y=1—6z b)y=32"—-2x+T,y=4x—4
Wyznacz wszystkie liczby calkowite spelniajace podana nierownosé.

a) #* < 16 b) 9—2z?>0 ¢) zt< 4z d) 16 + z* € 8z
Dane sa funkcje f(z) =2z2° —x + 3 i g(x) = x + 7. Rozwiaz nieréwnos¢.
a) f(x) < g(x) b) flz)+z-g(x) <0 ¢) flz)+g(x) >0
Wyznacz dziedzine funkeji f.

a) flx)= mﬁ_H;;i_” b) f(z) = V6 —bdx— 622 ¢) f(z)= %1

:,,; 2 _Rx+15

Naszkicuj wykres funkcji f. Wyznacz wartosci najmniejsza i najwieksza
funkcji f w podanym przedziale.

a) f(x)=2*—-2x, (—1;3) ¢) f(&)=x*+4x+4, (—4;-3)

b) f(z) = —a* -2z, (0;2) d) f(z) = —22°+4x + 6, (0;3)

Podaj wzor funkeji, ktorej wykres otrzymano w wyniku przeksztalcenia
paraboli o réwnaniu y = (x + 1)(x — 2) przez:

a) symetrie wzgledem osi OX, d) przesuniecie o wektor w = [—1,4],
b) symetrie wzgledem osi OY, e) symetrie wzgledem prostej r = —2.

¢) symetrie wzgledem poczatku ukladu wspélrzednych,

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj liczbe rozwigzan réwnania f(x) = |m)|
w zaleznosci od parametru m.

a) f(z)=|(z+3)*—4| b) f(z) = |(z + 1)(z + 3)]
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Zestaw Il — cwiczeniowy

19.

20.

21.

22,

23.

24,

25.

26.

Dana jest funkcja f(z) = a(x — 7)(x + 1), ktérej najmniejsza wartosé jest
rowna —4. Oblicz wspolezynnik a oraz wyznacz wspolrzedne wierzcholka
paraboli bedacej wykresem funkcji f.

Wyznacz wzor funkeji kwadratowej, jezeli wiadomo, ze jej wykresem jest
parabola o wierzcholku W(1,2) oraz:

a) jednym z miejsc zerowych jest 0, b) nalezy do niej punkt A(3.4).

Dana jest funkcja f(z) = 2% 4+ 5z + ¢. Oblicz wspélezynnik ¢, jesli:
a) do wykresu funkeji f nalezy punkt P(—-2,1).
b) funkcja f ma dokladnie jedno miejsce zerowe,

5

c¢) najmniejsza wartos¢ funkcji f jest réwna —+.
Oblicz wspélezynniki b i ¢ tréjmianu y = 22 + b + ¢, jedli:

a) tréjmian ten ma dwa pierwiastki 2 1 —35,

b) tréjmian ten osiaga najmniejsza warto$é rowna 7 dla z = —1,

¢) tréjmian ten przyjmuje wartosci ujemne tylko dla x € (—1;4),

d) wykres tego trojmiann jest symetryczny wzgledem prostej x = 3 i prze-
cina 0§ OY w punkcie (0,5).

Wyznacz wszystkie wartosci wspolezynnika e, dla ktoryceh funkeja f ma
dwa rozne miejsca zerowe.,

a) f(z) =22 —4x+c ¢) flx)=32?—6x—c

b) f(z)=—-2*+5z+¢ d) f(zg)=a*—-z—c¢

Wyznacz wszystkie wartosci wspolezynnika b, dla ktorych funkcja f ma
dokladnie jedno miejsce zerowe.

a) f(x)=a2*+bx+3 b) f(x)=z*+bx—4 ¢) f(z)=22"+ba

Rozwigz rownanie.
a) ' +522—-36=0 ¢) 2" +22°-15=0 e) 2 —9x|=0
b) z* —8z2*-9=0 d) 22 + 722 —4=0 ) 2* +18 =9|z|

Rozwigz algebraicznie i graficznie uktad réwnan.

a b c)

Y :.1‘-2—|-‘4;'.'-'—3 Y= —;1?2 + 4 §f=
l"+y:—7 3—|—y:4 q
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27. Okresl liczbe miejsc zerowych funkeji f w zalezno$ci od parametru m.
a) f(x)=a*+2x+m b) f(x) = (m—1)2%+2mx + 3m — 2
28. Okresl liczbe rozwiazan réwnania w zaleznosci od parametru a.
a) 4z +ax+9=0 b) (a+1)z*+(a+2)z+1=0
29. Dla jakich wartosci parametru a funkcja f przyjmuje tylko wartosci nie-
ujemne?
a) f(z)=(a+3)x® — 4z +2 b) f(z) =(1—a)2® + 4z — 2a
30. Dla jakich wartosei parametru m funkeja f przyjmuje tylko wartosci ujem-
ne?’
a) flx)=(m+1)2* —xz+m+1 b) f(z)=(m*-1)a°+(m—-1)z—-=%
31. Dla jakich wartosci parametru m nierownosc jest prawdziwa dla kazdej
liczby rzeczywistej =7
a) mr*+mae—1<0 ¢) (m—1)(m+1)2*+(m—1)z+5 >0
) (1=m)z® +mz—1<0 d) me* +(m—-3)z+2—-m <0

Wzory Viete’a
Jezeli réownanie kwadratowe az?+bz+c¢ = 0 ma pierwiastki z; i xs (A = 0),
to:

Ty + Ty = —% Oraz I, - Ty = —
32. Oblicz sume i iloczyn pierwiastkéw réwnania.
a) 322+ 12z — 18 =0 b) (vV3+1)2®+6x=1—-+3
33. Okresl znaki pierwiastkow rownania.
a) 102? — 3z — 100 =0 ¢) 202 +5v2242=0
b) —T#?+ 142 —3=0 d) =622 +z+2V3=0
34. Liczby x; i x5 sg pierwiastkami réwnania 122% —42—15 = 0. Oblicz wartosé
wyrazenia:
a) z3 + 3, ¢c) |z — a2, e) 3—1_; ;lg
hj {;T‘| — _'1.'.2].21 d:} {'_21 +2;7:9}[;r.'3+2:r1}, } r i‘z ;%!r—]
35. Dla jakich wartosci parametru a réwnanie ma pierwiastki o réznych zna-
kach?
a) 2’ +2x+a+2=0 b) az* +4x+a+3=
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

Dla jakich wartosci parametru a réwnanie ma dwa rézne pierwiastki do-
datnie?

a) 22+ (2a—3)z+2a+5=0 b) az? - (a+2)z+a+2=0

Dla jakich wartosci parametru a réwnanie ma dwa rozne pierwiastki ujem-
ne’?

a) 2*+(a+2)z+a—-1=0 b) az* —dz+a+3=0

Zmnajdz dwie liczby. ktorych suma jest réwna 3 oraz:

a) suma ich kwadratéw jest réwna 65,

= ]

b) réznica ich kwadratéw jest rowna 33.

L 3

Wokél basenu o wymiarach 9 m x4 m wylozono

kafelkami pas szerokosci x. Jaka jest szerokosé

tego pasa, jesli zuzyto 68 m? kafelkéw?

Suma cyfr liczby dwucyfrowej jest réwna 7. Jezeli pomnozymy ja przez
liczbe o przestawionych cyfrach, to otrzymamy 1300. Znajdz te liczbe.

Wyznacz najmniejsza wartos¢ sumy kwadratow liczb x 1 y, jesli:
a) x+y =3, b) . —y = 6, ¢) 2z —y=0.

Drut o diugosei 68 em dzielimy na dwie czeSci — z jednej tworzymy ramke
kwadratowa, a z drugiej — prostokatng. Stosunek dlugosci bokéw ramki
prostokatnej wynosi 3:1. Na czesci jakiej dlugosei nalezy rozciac¢ drut,
aby suma poél powierzchni ograniczonych przez ramki byla najmniejsza?’

Przedstaw pole P prostokata (rysunek ponizej) jako funkcje zmiennej .
Podaj dziedzine tej funkcji i naszkicuj jej wykres. Dla jakiego argumentu
pole jest najwicksze? Wyznacz wymiary prostokata o najwiekszym polu.

a) b) |AC| = |BC|
- i
@ 2 2r
A\ A B
4 | 12

Obwod prostokata jest rowny 24 cm. Jakie powinny by¢ dlugosei jego bo-
kow. aby walec, ktory powstanie przez obrét tego prostokata wokol jednego
z bokow, mial jak najwieksze pole powierzchni bocznej?

5.4, Funkcja kwadratowa
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45.

46.

47.

48.

49.

Wyznacz liczbe wierzcholkow wielokata, ktory ma:
a) 90 przekatnych. b) 135 przekatnych, ¢) 189 przekatnych.

Dwaj kolarze przejechali trase 120 km. Pierwszy jechal ze srednia predko-
Scig o 1 km/h wigksza od predkosci drugiego i cala trase pokonal w czasie
0 12 minut krotszym. Oblicz Srednia predkosé kazdego z kolarzy.

Punkt porusza sie wzdluz osi OX, a jego polozenie w chwili ¢ dane jest
wzorem x(t) = 4t*+t, gdzie z wyrazone jest w metrach, a ¢ — w sekundach.
Oblicz srednia predkosé punktu od chwili ¢, do chwili £..

a) t1=0s,fa=18 b)ti=18to=2s ¢c) ti=08,t =28

Rowerzysta przejechal z miasta A do miasta B odleglego od A o 54 km.
Wzér s(t) = 36t — 62 opisuje dlugodé¢ s (w kilometrach) drogi pokonanej
przez rowerzyste po t godzinach jazdy.

a) Oblicz, ile czasu jechal rowerzysta.

b) Oblicz srednie predkosci rowerzysty w pierwszej i w drugiej godzinie
jazdy oraz na calej trasie (w km/h).

Z wysokosci 5 m wypuszczono z huku pionowo do gory strzale z predkoscia
poczatkowa 50 m/s. Wysokosé strzaly nad ziemia (w metrach) mozna
przyblizy¢ wzorem:

h(t) = 5 + 50t — 5t

gdzie 1 jest czasem lotu strzaly (w sekundach).

pwysokosé [m]

a) Okresl dziedzine funkcji h.

b) Przerysuj tabele wartosci funkcji h do ze-
szytu i ja uzupelnij.

el |1 |2|3|4|5|6|7|8]9
h [m] 50 85 _3?_' v/125(110| 85 | 50
¢) Po ilu sekundach od momentu wypuszcze-

nia z luku strzala osiagnie wysokos¢, z ktorej
ja wypuszczono?

d) Po ilu sekundach od momentu wypuszczenia
z huku strzala osiagnie najwicksza wysokosé?

=t

e) Na jaka najwicksza wysokosé doleci strzala? 1 czas [s]
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Zestaw lll - podsumowujacy

50.

o1.

52.

53.

55.

56.

57.

Wyznacz miejsca zerowe funkeji f, ktorej wykresem jest parabola o wierz-
cholku W przystajaca do paraboli y = x2.
a) W(m*,0) b) W(0,-25m?) ¢) W(=2m,—4m?) d) W(m,—4m?)

Funkcja f dana jest wzorem f(z) = (z — 2p)? + p. gdzie p € R. Wyznacz
zbior wartosci funkcji ¢ oraz podaj rownanie osi symetrii jej wykresu.

a) g(z) = f(x+p) —p c) g(z) =p— f(z)
b) g(z) = f(p— ) d) g(z) =p— f(2p— )
Naszkicuj wykres funkeji f. a nastepnie odezytaj z niego liczbe rozwigzan

rownania f(z) = a w zaleznosci od parametru a.
_ : 20z —1)> dla <2

a) flx)=2((z+1)(z—3 c )=
) f@ =2 +0E-9 9 fw={ 2 <
12242z dla z<0

b) f(z) = —|a* — 4] + 2 d) f(z) = { 2

_%:;:2+ 4z dla = =0

Rozwiaz rownanie.

a) |3x2? —dx+2| =1 d) 2* =2z +|z—1|=1
b) |22 + 2 — 10| = 10 e) |z|+ |1 -2 =1
¢) 2?2 — 6z + 7| =2 f) |o*+ 42— 5|+ |2* +4z| =5

Rozwiaz uklad réwnan.

) y=a"+8z+ 12 " y =z —6x+11 y=(z—2)"-1
a C '
y=—a°—2 y=(zx—1)(z+1) y+a*=6x—>5
Rozwiaz uklad rownan.
ry = —6 T +y° =13 92 +y* =25
a) b) c)
z+y=1 & Ty = 4
Dla jakich wartosci parametru m dziedzina funkeji:
f(z) = y/ma?+ (m+2)z + (m +2)

jest zbior liczb rzeczywistych?

Dla jakich wartosci parametru m zbiorem wartosci funkcji:
f(x)=(m+1)a? —8x+m

jest przedzial (—7;00)7
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58.

D] 50.

60.

61.

62.

63.

65.

66.

67.

68.

Dla jakich wartogci parametru m réwnanie (m+ 1)x® —4max+2m+3 =10
ma pierwiastek podwojny? Wyznacz ten pierwiastek.

Wykaz. ze dla dowolnej wartosci parametru m przynajmniej jedno z row-
nan x? + 2z +m = 0 oraz 2° + (m + 1)z + 1 = 0 ma rozwiazanie.

Dla jakich warto$ci parametru m funkcje f(z) = 22? — 32 +m — 1 oraz
g(x) = x* — 2x +m+ 1 maja wspdlne miejsce zerowe? Wyznacz to miejsce
ZETOWE.

Liczby x, i x5 sa pierwiastkami réwnania 2 — Tx + 2 = 0, a liczby 4,
i 425 sa pierwiastkami réwnania x? + bz +c¢ = 0. Oblicz z, + x5 oraz T, - 21,

a nastepnie wyznacz wspolezynniki b i c.

Dla jakich wartosci parametru m suma dwoch réznych pierwiastkow row-
nania #° + (m — 1)z — m + 1 = 0 jest mniejsza od 27

Dla jakich wartosci parametru m suma odwrotnosci dwoch réznych pier-
(s - o L] 2 = . : H -4 ?
wiastkow réwnania max® — 2z + m = 0 jest nieujemna’

Dla jakich wartosci parametru m dwa rozne pierwiastki rownania:
222 +mr—2m=20
a) sa wieksze od 1. b) sa mniejsze od 27
Dla jakich wartosci parametru b dwa rézne pierwiastki x; i o réwnania
6x% + bx + 1 = 0 spelniaja warunek:
o e s e e
a) &1+ 2 =4, b) |22 — 1| = 37

Sprawdz, czy istnieje taka liczba m. ze dwa rozne pierwiastki oy 1 o row-
nania x* + max + m = 0 spelniaja warunek:

(;1'1- + :1.'2) (}-1: i g ;t.'l) =

Dla jakich wartosci parametru m dwa rézne pierwiastki x; i ry rownania:

] Lia]

a) (4m — 1)x? — 8ma + 4 =0 spelniaja warunek ri, + Li_ = 1,

b) 222 + (2m — 1)z +2m + 1 =0 spelniaja warunek x7 + 23 > 1,

¢) 2+ (m+2)z+4 =0 spelniaja warunek |z, — 25| = 37

Wyznacz wzér funkeji y = f(m) i naszkicuj jej wykres, jesli wiadomo, ze
f(m) jest suma:

a) kwadratow pierwiastkéw réwnania x* — 2ma +m? — 1 = 0,

b) odwrotnodci pierwiastkéw réwnania (5m — 1)(m — 1)a? 4 62 + 1 = 0.
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5.5. Wielomiany

Funkcje zmiennej rzeczywistej @ dang wzorem:
w(x) = apa™ +ap 2" '+ ... +ayx +ag
gdzie a,, # 0. n € N, nazywamy wielomianem stopnia n.
Funkcje w stale réwna zero nazywamy wielomianem zerowym (w = 0)
i jego stopnia nie okreslamy.
Liczby: a,,, a,, 1. ..., a;, ap nazywamy wspétczynnikami wielomianu,
a wspolezynnik ay — wyrazem wolnym.
Kazdy niezerowy wielomian mozna przedstawi¢ jako iloczyn czynnikow
stopnia co najwyzej drugiego.
Liczbe a nazywamy pierwiastkiem wielomianu w, jesli w(a) = 0.

Twierdzenie o rozkladzie wielomianu
Dla dowolnych wielomianéw w i g, gdzie ¢ # 0, istnieja wielomiany p i r
takie, ze:
w(z) = plz) - qlz) + r(x)
oraz r = 0 lub st(r) < st(q).

Twierdzenie o reszcie
Jesli r jest reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian x — a, to
r=uwla).

Twierdzenie Bézouta
Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w wtedy i tylko wtedy, gdy wielo-
mian w jest podzielny przez dwumian x — a.

Twierdzenie o pierwiastkach caltkowitych

Jezeli wielomian w(x) = a, 2" +a, 12" ' +...+ax+ay (ag # 0) o wspol-
czynnikach calkowitych ma pierwiastek calkowity, to jest on dzielnikiem
wyrazu wolnego ag.

Twierdzenie o pierwiastkach wymiernych

Jezeli wielomian w(z) = a,a" +a, 12" '+...+ax+ag (a, #0, ag #0)
o wspolezynnikach calkowitych ma pierwiastek wymierny @ = f ip,qsa
liczbami calkowitymi wzglednie pierwszymi, to p jest dzielnikiem wyrazu
wolnego ag, a g jest dzielnikiem wspolezynnika a,,.

Liczbe a nazywamy pierwiastkiem k-krotnym (k € N, ) wielomianu w.
jezeli w jego rozkladzie wystepuje czynnik (z — a)® i nie wystepuje czynnik
(z—a)"T.
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Zestaw | - wprowadzajacy

1. Oblicz wspélezynniki a i b wielomianu w, jezeli w(1) =3 1 w(0) = —2.

a) w(z) =2+ ax* =2z +b

h) "H}(.T.) — ammﬂ + 53:50 = 10;_325 5 b

2. Dane sa wielomiany w(z) = 2221 iu(z) = 32*—2*. Wyznacz wielomian k

i podaj jego stopien.
k(x) = u(’r] + w(x)
b) k(z) = u(z) — w(x)

¢) k(z) =w(x)+ 2u(x)
d) k(x) =3z - w(x) — 2u(z)

3. Dla jakich wartosci parametréow a i b wielomiany « i w maja rowne wspol-
czynniki przy odpowiednich potegach?
a) u(z) =82 —a, w(z)=(b+2)2*+1

b) w(z) = z(x +a)* + b,
¢) u(x) = x(ax — b)? + b,

4. Rozléz wielomian w na czynniki.

a) w(x) = dx° — 202°
b) w(x) = 2° — 12522

5. Rozloz wielomian w na czynniki.
a) w(z) =a% - 222 —x+2
b) w(z) = 2® + 32% — 4z — 12
c) w(z) =3z — 22 + 6z — 2

6. Rozloz wielomian w na czynniki.
a) w(z) =(x+3)°*—(2x+1)°
b) w(z) = (22— 4)* — (2 — z)?

7. Rozwiaz réwnanie.

a) 3z° =122 d)
b) 52° = 20x e) 3
¢) g¥=(22)" f) @

8. Rozwiaz réwnanie.
a) o*+2r2—x—-2=0
b) 2* +52* + 32 +15=0
¢) 22 =32 —4xr+12=0
d) 22*—2*+ 162 —-8=0

. 222 5. Powtdrzenie

w(z) = z°
w(z) =922+ 622+ +1

— 62* 4 9x

¢) w(z) = —5a + 302 — 4523
d) w(z) = 22° + 82" — 102

d) w(x) = 32* — 152% — 62* + 302
e) w(z) = 8% + 32% — 12z
f) w(x) 1:5’ - —x?+1

¢) w(z) = 5(z — 1)* — 20(z — 1)*
d) w(z) =4(z+1)° — 8(z +1)*

2’ = —8x* g) 621 —1223+462% =0
z = §2%° h) z7 — 2° = 62°

5 . 1.6 PO S (L B |
T i) 2%+’ =38"-a

e) ' -32*=3-2

f) 42 — 82 =2 —2

g) 1223 — 2 = 3x* — 8z
h) bdz* =272° + 22 — 1



10.

11.

12

13.

14.

15.

16.

Wykonaj dzielenie wielomianu w przez wielomian . Zapisz wielomian w

w postaci w(z) = p(zx) - g(x) + r(z).

a) w(z)=22—2*-2r-3, q(x)=z+1

b) w(z) =32* — 522 + 20+ 3, ¢(z) =3z —2

¢c) w(z)=—2>—-3z'+102° -3z -9, g(z)=x+5

. . . . . ]
Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w(z) = z* + z* + 2% + 2 + 1 przez

dwumian q.

a) glx) =x — b) q(z) =2+ 2 ¢) glz) =a— V2

Nie wykonujac dzielenia, sprawdz, czy wielomian:
w(z) =2 +32% — 1522 — 192 + 30

jest podzielny przez dwumian gq.

a) qle) =x+1 ¢) glz) =2 +3 e) glx) =x+5
b) g(z) =z +2 d) glz) =2 —4 f) glzx)=x—6

Wspéblezynniki wielomianu w(z) = a® + a.a® 4+ ... + a1 + ay sa liczbami
calkowitymi. Ktore z liczb: —3, 0, 1, 2, 5 nie moga by¢ pierwiastkami

wielomianu w, jezeli:

a) ag = 4, b) ay = 6, c) ag = 157

Rozwiaz rownanie.

a) 32 —2?—zx—=1=0( d) 22 + 823+ T2 —dx —4=0
b) a® — 622+ 1l —6=0 e) 2 +32°+x—-2=0
¢) 22 +a2* — 13z +6=0 fy 2'—ad—a?—2—-2=0

Rozl6z wielomian w na czynniki.

a) w(z) =22% - 32* - 11z + 6 ¢c) wz)=az"+2%+ 2% - 40— 20
w(z) = 22* — 92 + 27 d) w(z) = 2" +22° — 142? + 22— 15

Wspdlezynniki wielomianu w(z) = asa® + a2t + ... +a,x+ag sa liczbami

1 2 4

calkowitymi. Ktére z liczb: —2, —%, =, =,  nie moga by¢ pierwiastkami

1 31 3* 3

wielomianu w, jezeli:

a) ag =4, ag =4, ¢) ag =6, as =4,

}J) fly = 4, i, = ﬁ, d) gy = {j, iy, = G7
Rozwiaz rownanie.

a) 3z° -2z +2x+1=0 c) dz* +72° — 6z +1=10
b) 223+ 22 —-3z+1=0 d) 122° + 82 =z +1

5.5. Wielomiany
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Zestaw Il - ¢wiczeniowy

17. Wyznacz wielomian v(z,y,z) = 4u(z,y,z) — 2w(z,y, z) i oblicz jego war-
tos¢dlaz =—-1,y=2, 2= —3.
a) u(x,y,z) = 32%yz — 2zy’z + 22%, w(z,y,z) = 31‘21;3 + dayz* — xy?

b) u(x,y,z) = 223%y%z — tay2?, w(z,y,2) = 1a®y’z + Jay?2® —ayz

18. Rozwiaz réownanie. Podaj krotnosci pierwiastkow.
a) (x—2)(2* -6z +10) =2(x — 2)
b) (2 + 22 + 1)(2* — 22) = 3(x + 1)?
c) (x+42)(4a® + 82%) =2 + 42 + 4
d) (z—1)*(z+2+(z—-1)°%(x+2)? =0

19. Rozwiaz nieréwnosc.

) z(x—2)(x+3)<0 e) z° +8z% <0

b) 3(z+2)(z*+ 1) (z+1)2 >0 f) d2° +122° -2 -3 20
¢) 3x+2) (2 +1)(x+1)*20 g) 2*+32°+32+1<0
) <

il

d) 2(z+1){z—2)(2>-1)2<0 h) —23+222—-4x+3>0
20. Rozwiaz nierownosc.

a) o1+ 32% — 422 <0 e} o+t > 2t

b) 162° — 82> +x > 0 d) 2° + 4z > 5a®

21. Po podzieleniu wielomiami w przez wielomian p otrzymano iloraz ¢ oraz
reszte r. Wyznacz wielomian p.

a) wz)=a"+22*-5z+5, glxr)=2*+3v—-2, r=3
b) w(zx) =22 52" +2+1, qlz)=2?—-32+2, r=-1
22. Dla jakich wartosci parametru m reszta z dzielenia wielomianu w przez
wielomian g jest rowna r?
a) w(z)=a2*+22° +mx -8, qlz)=2—-2, r=14
b) w(z)=2>+32* +|m—=2|, qz)=2+1, r=6
¢) wz)=x>+(m*—1)2®-3maz, qg(z)=x—-1, r=-2
23. Dla jakich wartosci parametru a wielomian w jest podzielny przez dwu-
mian g7
a) w(z) =2 —ax* +2ax -3, q(z)=a-3
b) w(z) = a*2® — dax + 5, q(z)=z+1
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24,

25.

26.

27.

28.

29,

Na rysunku przedstawiony jest wykres wielomianu trzeciego stopnia. Po-
daj jego miejsca zerowe, zbior argumentow, dla ktorych przyjmuje wartosci
dodatnie, oraz wzor tego wielomianu.

a) Yy L L b L

Dla jakich wartosci parametréow p i g liczba g jest dwukrotnym pierwiast-
kiem réwnania?

a) a* =22+ pr=gq, z0=1 b) 2 +pr?+qgr =2, 1o = -1

Dla jakich warto$ci parametréw a i b wielomian w(z) = 32° + 422 — 13246

jest rowny wielomianowi u?

a) u(x) = (z — 1)(az® + bz — 6) {) u(r) = (3.1 —2)(ax®* +bxr+a—b)

b) u(z) = (ax + b)(2* — bz — a) w(z) = (z+3)(ax® — bz +a—b)
Wierzcholki trapezu ABCD naleza do VA 1 ,
paraboli y = %(9 —a?). Punkty A i B sa D Clao, 3(9 — 25))

punktami przeciecia paraboli z osia OX |
a punkty C' i D leza powyzej osi OX.
Wyznacz wielomian opisujacy pole tra-
pezu w zaleznosci od z (rysunek obok). 11
Podaj c.lziedzimg tej ﬁuﬂﬂfc-.ji. Dla jakiej /4 o 7 [_,\ %
wartosci xg pole trapezu jest rowne 167

Dany jest prostopadloscian (rysunek obok).

a) Wyznacz wielomian opisujacy objetos¢ tego pro- .
stopadloscianu w zaleznosci od x. Podaj dziedzine tej !

funkeji. . P
-~ 1:-‘_,

b) Oblicz objetod¢ tego prostopadlodcianu dla = = 5. T 5%

¢) Wyznacz wielomian opisujacy pole powierzchni catkowitej tego prosto-
padloscianu. Podaj dziedzine tej funkcji.

Krawedzie prostopadlodcianu maja diugosci 2z, x —2. #—1. Wyznacz wie-
lomian opisujacy objetosé tego prostopadloscianu w zaleznosci od z. Poda]
dziedzine tej funkeji. Dla jakiej wartosci @ objetosé prostopadloscianu jest
rowna 127
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Zestaw lll - podsumowujacy

30. Po podzielenin wielomianu w przez dwumian x — 4 otrzymano iloraz
x? — 3z + 1 1 reszte 2. Rozwiaz réwnanie w(z) = 6 — x.

31. Dla jakich warto$ci parametru m wielomian w(z) = x* 4+ (m — 8)x + 2m
jest podzielny przez dwumian x — m?

- & i [ l_) “ -
32. Wielomian w(x) = 32* + (a+b)a? — 272 + a — 4b jest podzielny przez dwu-
mian xr—2, a reszta z dzielenia przez dwumian x—1 jest rowna 24. Wyznacz
wartosci parametrow a 1 b oraz oblicz pierwiastki tego wielomianu.

33. Dane sa wielomiany f(z) = (a — 2b)2® + 92* — 6z — 2, p(x) = ax + 2
i g(z) = 2° + br — 2. Wyznacz wartosci parametréow a i b, dla ktérych
wielomian w(x) = p(x) - q(x) — 2f(x) jest wielomianem zerowym.

34. Reszta z dzielenia wielomianu w trzeciego stopnia przez dwumian x+1 jest
rowna —8. Liczby —2 i 3 sg pierwiastkami tego wielomianu, a jego wykres
przechodzi przez punkt (0,—24). Wyznacz wzdér wielomianu w i podaj
zbior argumentow, dla ktorych przyjmuje on wartosel nieujemne.

35. a) Wielomian w(z) = 3z*+52% — 92— 4 ma pierwiastek wymierny nalezacy
do przedzialu (1; 2). Rozwiaz nieréwnosé w(x) = 0.
2

b) Wielomian w(x) = 52® — 2* — 92 — 4 ma pierwiastek wymierny nalezacy
do przedziatu (—1;—1). Oblicz pierwiastki tego wielomianu.

36. Pierwiastki z,, x5 i 3 wielomianu w(z) = z* + azx + b spelniaja warunki
x; — a9 =0 oraz xy — x3 = 3. Oblicz a i b oraz rozwiaz nieréwnosc:

w(z) Zzx+ 2

37. Wyznacz dziedzine funkeji f.

a) f(z) =+va?—5a2+3z+9 b) f(z) !

V1823 322 —4x+1

@ 38. Wykaz, ze liczba p # 0 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu:
w(ax) = a® — 3p*x + 2p*
39. a) Jaki warunek musza spelnia¢ wspotezynniki wielomianu trzeciego stop-

nia w(z) = az® + bx? + cx + d, aby dla dowolnego argumentu = € R
zachodzila rownoéé w(z) + w(—x) = 07

@ b) Wykaz, ze jesli dla dowolnego argumentu z € R wielomian w spelnia
warunek w(z) = w(—x), to wielomian ten nie moze by¢ wielomianem

trzeciego stopnia.
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5.6. Funkcje wymierne

Funkcje postaci y = 2, gdzie x € R, oraz
a jest stala dodatnia, nazywamy propor-
cjonalnoscia odwrotng, wielkosci = i y
odwrotnie proporcjonalnymi, a stala a —
wspolczynnikiem proporcjonalnosci.

Wykresem funkeji y = £, gdzie x € R\ {0},
a # (), jest hiperbola.

Prosta y = 0 jest jej asymptota pozioma,
a prosta @ = (0 — jej asymptota pionowa.

Funkcje postaci f(z) = 222, gdzie ¢ # 0, okreslong dla z € R\ {—E;f :

T cx+d?

jezeli nie jest ona funkcja stala, nazywamy funkeja homograficzna.

Wykresem funkeji homograficznej jest hiperbola.

Postaé¢ f(zr) = = + q, gdzie z € R\ {p} i » # 0, nazywamy postacia

T—p

kanoniczng funkeji homograficznej.

Zestaw | - wprowadzajacy

15

Przerysuj do zeszytu i uzupelnij tabele, wiedzac, ze wielkosci x 1 y sa

odwrotnie proporcjonalne.

= 1 1 1 ‘
y ? ? ? ? 7

?

il

23 4
23 3

b=

Do wykresu proporcjonalnosci odwrotnej y = £ nalezy punkt A. Wyznacz

jej wzor.
a) A(3,2) b) A(-1%,4)
Wyznacz dziedzine wyrazenia.
) (x+4)(x-2) ) x2—2x+3
(x=3)(x+T7) 9r?—-4
Rozwiaz réwnanie.
. 4a—1 -
) — =7} 3] —— =30
a) T+3 {} T S
3x—1 1 I 2z
b = = d = —
) 9—5x 2 ) T2 r—2

c) A(v2,V6)

) xS 4+4x
R g

e) =+

1
T 2x

f)

5.6. Funkcje wymierne

227 I



5. Na rysunku obok przedstawiono wy-
kres funkcji f(x) = <. Oblicz a.
a) Ktore sposrod punktow A(—5,2).
B(v5,V5) i C(%,—20) nie naleza do
wykresu funkcji f7

b) Podaj zbiér tych argumentéw, dla
ktoryeh funkeja f przyjmuje wartosci
mniejsze od 1.

6. Wykres funkeji f przesui o wektor . Podaj wzor otrzymanej w ten spo-
sob funkcji g, wyznacz jej dziedzine i zbiér wartosci. Odezytaj z wykresu
przedzialy monotonicznosci funkeji ¢.

a) f(z)= % T = [2,0] b) f(z)= _%, @ = [1,-2]
7. Wykres funkeji f(z) = —-3% przesunieto o wektor i otrzymano wykres funk-

cji g. Wyznacz wzor tej funkeji, jezeli punkt P jest Srodkiem symetrii jej
wykresu. Sprawdz, czy punkt A(% —4) nalezy do tego wykresu.

a) P(0,-3) b) P(1,—6) ¢) P(~2,2)

8. Podaj wzor funkeji, ktorej wykres przedstawiono ponizej. Dla jakiej war-
tosci wspolrzednej m punkt P(m,3) nalezy do tego wykresu?

|
|
|
i
|
i
) e
i
i
|
i
i

9. Przedstaw wzér funkeji f w postaci kanonicznej. Naszkicuj jej wykres i od-
czytaj, dla jakich argumentow funkcja [ przyjmuje wartosci nieujemne.

Ny __ x-S _ —2r-4 vy ox+18
H‘) f[:‘l} - D h) f(ﬂ") - x43 {h') j[‘}’} - 45
10. Funkcja f dana jest wzorem f(x) = % Zapisz wzor funkeji ¢ w postaci

kanonicznej i wyznacz rownania asymptot jej wykresu.

a) g(x) = flz+4) -1 b) g(z) = f(—2) c) g(x) =3 - f(z)
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Zestaw Il — cwiczeniowy

1k

12

13.

14.

15.

16.

Na rysunku obok przedstawiono wy- = Yt
S Lt O R B i
kres funkeji f(x) = T

a) Podaj wspolezynniki p i g oraz wy-
znacz miejsce zerowe funkeji f.

|
E
r
|
E -3 3
t
i
|
|
r

b) Odezytaj z wykresu, dla jakich ar-
gumentow funkcja f przyjmuje warto-
sci wieksze od 5, a dla jakich — mniej-

= 2 ERREE

sze od 3.

Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej dziedzine, zbidér wartosci oraz miejsca
zerowe. Dla jakich argumentéw funkcja ta przyjmuje wartosci dodatnie?

) f@) =2 o fw) =22 o) fla) =22

x+2
h =8 =35 0 f@=5

Wykres funkcji f przesunieto o wektor w. Podaj wzoér otrzymanej hi-
perboli oraz wspolrzedne punktéow, w ktoryeh przecina ona osie ukladu
wspolrzednych.

2) fo) =75 T=R-1 o fl@)=3 +3 7 =0,
b) fa)=d4——, W=[1,-2] d) fle)=5, ¥=[-23

Wyznacz dziedzine wyrazenia, a nastepnie je uprosc¢. Oblicz jego wartoscé
dla x = —2.

d) {_.) 2 +9x+8 L-‘.} w2 4+10x+25
1‘3 3:1' 2r+16 x244x-5
x?—8lx d z2424-3 [-) e |
) 249 ) x2-1 23412623

Wyznacz dziedzing wyrazenia, a nastepnie je uprosc¢. Oblicz jego wartosc

dla x = —T.
,.3_3,.'2 Fr—1 _._.2_4 .2 Fp-4-4
a) 2= v 8 b) (4% —§) s E TEE
16—x p=—2x+1 r+2

’Wvl{(maj d?iahmia. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

o 3T
a _ d — -8
} ;1+2 + } x—1 + x+1
3r+1 x x+3 r—3 x249
1 » — —
J) z+1 + +2 F) =3 r+3 20

) 1 3 [ L 1 3

242241  x+1 3z-1 3r-2 T Qr2—09p+2

5.6. Funkcje wyrnierne
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17. Rozwiaz rownanie.

= 4r—12 _ -. 3 2 z+1 -1
a) 5 z ) =T W -8 0 ) z—1 ] r—3 @
21 9 4 2r+1 -
b) 2+ 2 =1 . et 3 4=
}) Zag T 0 l) z—1 -2 ) x+1 4 o—1
18. Rozwiaz réwnanie.
s 6 x 18
a) —— = d = —
]I x2+3r—4 ) } a+3 + x—3 x2—9
a+322+2 2x-3 |, 5z—3 2 —6
})J I +I)J +4E :{} EJ I + Jq _2+ J" +l
r<<42r T =
912 -5 T l—x x+2 9
) ——— =2 t = =
) 3x—2 T 3r—2 } 42 T x—1 ri4x-2
19. Naszkicuj wykres funkeji f i odezytaj z niego zbior rozwigzan nieréwnosci
flz) < 2.
4 3r—5
_ = dla x>0 T dla =<2
a) f(z)= i b) f(z) = :
—— dla =< = dla = > 2
»—2 @
20. Rozwiaz nierownosc.
v 4 2a-5 3 2z
2w :
ﬂJ r = : d) 34z >1 F:’) T+2 - z-2
& E xz+41 2x+-2 a1
) = <& e) rz 1 =
1) = < 0 ] I = T | } o 13
1 3 2 ‘ 14-%
- — -_
{} 2 é 7 f} x4+l - 32 1) T +4> 142
21. Rozwiq.?; nierownosc.
1 x+1 3 1 1 1
- = ——= >
EL) T+1 zr - 2 ) o+1 r+2 > r2+4-3x+2
3 2x+43 x+2 T—3 |
T = d < -
b) a5 -3 % 3—x ) a+1 -1  a2-1
22. Rozwiaz graficznie réwnanie f(x) = g(x) i nieréwnosé f(x) = g(x).
2 3.;:' 1
a) f(@) =2, gla) =22 b) f(z) = 2L g(a) =21
23. Dana jest funkcja f(z) = ""—"_’i Rozwiaz nieréwnosc:
a) flz) < flz+1), b) f(z —3) > f(z).
24. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie ma dwa rozwiazania?
1 -3
a) r+—=m b) = =g
4 =T
25. Dla jakich wartosci parametru m nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdego
r € R?
ma+5 24241 —p%—
( b) ——— <0 ; (
ﬂ] x2+1 >4 )) —x?+mz—9 =l () max? } )
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Zestaw lll - podsumowujacy

26.

‘W}rznﬂr:z dziedzine i miejsca zerowe funkeji f.

8) fla)= 45— 3 ¢) fla)=

b) f(z) = T—:HE' — 2 d) flz) = <

42 o =3
r—2 T—5
-z 21—-5
e+1 T Q-2

Punktem kratowym w ukladzie wspolrzednych nazywamy punkt, ktorego

obie wspolrzedne sa liczbami calkowityni.

27. Wyznacz wspolrzedne wszystkich punktéw kratowych nalezacych do wy-

kresu funkeji f.

2241 22+20
8) f(z) = 2L ¢) f(z) =222
-2x—-2 31+ﬁ
I F
28. Wyznacz najwicksza liczbe calkowita spelniajaca nierownosé.
1 2
El}—-""—].}.l L};—_vi-‘:»x_i_z
-2 2
3;_ d) 2z4+1 x4l
29. Rozwiaz rownanie.
1 2
d)lT— 7| =1 1+3‘__1 E} 13—z| |2z—1
B 6x—3
b) —=See =5 Q) [22] =3 ~1| =38
) (1—3x)2 } 2r+1 |z+2|
30. Rozwiaz nierownosc.
9 1 1 1
. ; =
a) |6x—3] <1 b) |4—3x| >2 ) lz+3] = |z—6|
31. Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej dziedzine i zbiér wartosci. Okresl
liczbe rozwiazan réwnania f(x) = m w zaleznosdci od parametru m.
2 . 2 ' RN -
a) f'[-T}—T c) flz) =|—=7+3 e) f(z)=—=
b ;I::— 3 d =— 3 f) flz) ==
32. Rozwiaz graficznie nierownosc.
2r—1 T—x
= ;
a) ‘ <3 b) |-—3| 23 c) P
33. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie |3 - %l = m ma dwa pier-

wiastkl dodatnie?

5.6. Funkcje wyrnierne
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[p] 34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Przeczytaj zamieszczony w ramce przyklad.

Wykaz, ze funkcja f(z) = 25 jest rosnaca w przedziale (—3;00).

Zakladamy, ze x, < x5 oraz x;,xs € (—3;00). Wowczas:
: 2o 211 2ea{x1+3)-2x1(22+3) 6(ao—ax1)
i o — T — —_— — —
f( 2) f( IJ xa+3 ry+3 (o+3)x14+3) (2243 (x1+3)
Z zalozen wynika, ze o —x; > 0, 22 +3 > 0i 2, +3 > 0, zatem
flaxe)—f(xy) > 0, co oznacza, ze funkcja f rodnie w przedziale (—3: 00).

a) Wykaz, ze funkcja f(x) = —T‘z_‘l jest rosnaca w przedziale (2;00).

b) Wykaz, ze funkcja f(x) }r—ﬁ‘- jest malejaca w przedziale (—1:00).

Dla jakich wartoSci parametru m przedzial (0;4) jest zbiorem rozwigzan
podanej nieréwnosci?

a) = >m b) 2 o ¢) L >m?
H a£ £
Wykres funkeji f(z) = 2;—:3 nie ma punktow wspolnych z prosta @ = —2.

Oblicz a oraz wyznacz wspoélrzedne punktow przeciecia wykresu funkcji f
Z prosta y = x.

Funkcja homograficzna f jest malejaca w przedzialach (—oc: 3), (3; 00), jej
wykres nie ma punktow wspdélnych z prosta y = 3, a miejscem zerowym
jest liczba 1. Wyznacz wzor funkeji f i rozwiaz nieréwnosé f(x) < 1.

Proste o rownaniach y = —x + 1 i y = x + 5 sa osiami symetrii wykresu
funkeji homograficznej f. Wykres ten przecina o§ OY w punkcie (0,2).
Podaj wzor funkeji f 1 wyznacz je] miejsce zerowe.

Dwa samochody wyjechaly jednoczesnie z miasta A do miasta B, od-
dalonego od A o 560 km. Srednia predkosé pierwszego samochodu byla
o 10 km/h wieksza od Sredniej predkosci drugiego, wiec przybyl on na
miejsce o godzine wezesniej. Oblicz Srednie predkosei obu samochodéw.

Z dwoch miejscowosci oddalonych od siebie o 126 km wyjechali naprzeciw
siebie dwaj rowerzysci. Jeden z nich wyjechal godzine pdzniej i jechal
o 4 km/h szybciej. Rowerzysei spotkali sie w polowie drogi. Oblicz Srednia
predkosé kazdego z nich.

Droge w doét rzeki z punktu A do punktu B motoréwka przeplywa w czasie
0 22,5 minuty krotszym niz droge powrotna. Odleglosé miedzy punktami A
i B wynosi 18 km, a predko$¢ wlasna motoréwki jest réwna 20 km/h.
Oblicz predkosé pradu rzeki.
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5.7. Funkcje trygonometryczne

Funkcje trygonometryczne kata ostrego

sina = = tga = 2
§ ¢ X =3
b b
cosq = - ctgox = —
Lo r
0 305 4:} 60.::.
: 1 /3 3
Sin o 3 s -"'z—i
e ¥2 1
COS (¥ - 5 :
3 ;
tg o =t 1 V3
ctga | /3 1 :

Zestaw | - wprowadzajacy

1. Oblicz dlugosci pozostalych bokow tréjkata prosto-
katnego ABC (rysunek obok) oraz wartosci pozosta-
lych funkeji trygonometryeznych kata a.

a) a=0,tga =2 ¢) a=6,cosa=12

bla=2 sina=2% d) é= V5, tga =3

5

__ COS (¥

sin cx

sina + cos?a =1

COS X

_ sina sin(90° — ) = cosav
cos(90” — a) = sina
tg(90° — a) = ctga

1

b o {'.t-g(gf]"' = ﬂ') =tg o

A b C‘

2. Rozwiaz tréjkat prostokatny ABC (rysunek powyzej). w ktorym:

a) a=40; @ =30°, b)b=86, a=60°,

c)a=+v2-1,b=+6—+3.

3. Oblicz wartosci funkeji tryvgonometrycznych kata ostrego o, jesli:

a) sin(90° —a) = {3,  b) cos(90° —a) =3,  c) tg(90° —a) = 3;.

4. Oblicz wartosci pozostalych funkeji trygonometryeznyceh kata ostrego c.

a) cosa = =

e b) sina =

g 3—-sina 1
a) —— =i

b) sina = V3 cosa,

¢) v2sina — cos? a = sin® a,

¢) tea = V6 d) tga = 22

5. Oblicz miare kata ostrego a, jesli wiadomo, ze:

1

sina cosa 0,
l1-sin*ar 3

cos?ar 2]

sina cos® a4sin® o 9

sin o cosa
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I -34

10.

11.

13.

Kat « jest ostry oraz tga = 3. Nie wyznaczajac wartosci sina i cosa,
oblicz wartos¢ wyrazenia:
4sin? o + 5cos? o sin o + cos a)?

sin o cos o cos? oy

} 3siney — 2coso

5 COS 0 -

Kat « jest ostry oraz sina - cosa = ;i: Oblicz wartos¢ wyrazenia:

L] 2 @ 2 a ‘ v 2
a) (sina + cosa)”. b) (sina — cosa)”, ¢) (sin®a — cos? ar)”.
Dla katow ostrych a1 3 pewnego trojkata prostokatnego zachodzi rownosé
sina + sin @ = ::; Oblicz:
a) cosa + cos 3, b) sina - sin 3, ¢) cosa - cos 3.
Rozwiaz tréojkat prostokatny o przeciwprostokatnej dlugosci 10 oraz katach
ostrych e i 3 spelniajacych warunek:

a) sina-cos3=036, b)tga+tgf=2, ¢) cosa-tg =15,

Uprosé wyrazenie tak, aby wystepowala w nim jedynie funkcja cosinus.
Oblicz jego wartos¢ dla cosa = 1, jesli o jest katem ostrym.

, 1 2 1-tg?a te? o
) (teat ;) b) TFre%a ) Wa+1

1+ tg? o

Oblicz .

/] 30° 60
|
= Mo

Wierzcholek latarni morskiej znajduje sie 30 m nad poziomem morza.
W kierunku latarni plynal ponton, z ktorego byvlo widac jej wierzcholek
pod katem 10°. Po pewnym czasie ponton zblizyl sie do latarni tak, ze
jej wierzcholek bylo wida¢ pod katem 35°. Jaka odleglos¢ przebyl ponton
w tym czasie?

Z jednego okna latarni morskiej wida¢ kuter pod katem 10°, a z drugiego.
polozonego 4 m wyzej — pod katem 11°. Oblicz odleglos¢ kutra od latarni.
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Funkcje trygonometryczne dowolnego kata

Niech P(x.y) bedzie dowolnym punktem, roz-
nym od poczatku ukladu wspolrzednych, leza-
cym na ramieniu konicowym kata a € (07; 3607).

Wtedy:

sina =

58 3=

cosQ =

, tgar = £ (¢ #0),

, ctga == (y #0),

gdzie r = |OP| = /2% + y~.

Tozsamosci trygonometryczne

sin® & + cos? x =1 dla dowolnego = € R

fEx = SINE - dla 2 € R\ {% + hkm: k€ Z}

COs 6

ctgr = === dlaxz € R\ {kn: ke Z}

sina

¥

= -1 or e : kr. 1.
ctge = —— oraz tgr = —— dla ceR\{&: keZ}

2

I S cos? &
g 1

1 +ctg”x = 7

Wzory redukeyjne
sin(—a) = —sina
cos(—a) = cos a
tg(—a) = —tga
ctgl—a) = —ctga

sin(m — a) = sina
cos(m — a) = —cosa
teg(m—a) = —tga
ctg(m — a) = —ctga

dlaz € R\ {Z+km: keZ}
dla x € R\ {km: k€ Z}

Sin{ - — {r) = COS Oy

R

) =sina

b

(:t}ﬂ(: ==k

tg(3 — a) =ctga
c:t-g(% — ae) =tga
sin(m + a) = —sina
cos(m+ a) = —cosa
tg(r + ) = tga
ctg(m + o) = ctg o

sin(2 + a) = — cosa
cos(% + o) =sina

tg(%“ + r.r) = —clg
ct-g(%“ + cr) = —tguw

sin(% - {r) = COS ¥
cos(% + a:) = —sina
tg(3 + a) = —ctga

ctg(Z +a) = —tga

Wzory redukeyjne moz-
na stosowac dla tych ka-
tow, dla ktorych dana
funkeja jest okreslona.

sin(2m — a) = —sina
cos(2m — o) = cos
tg(2r —a) = —tga
ctg(2r —a) = —ctga
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Zestaw Il - ¢wiczeniowy

14.

15.

16.

E:

18.

19.

20.

Wykres funkcji sinus

Oblicz wartosci funkcji trygonometryeznych kata a. jesli do jego ramienia
koncowego nalezy punkt A.

a) A(8,6) b) A(-3,-—4) c) A(5,—12) d) A(4,—4)
Oblicz.

a) sin 765° ¢) tg810° e) sin(—17107) g) sin 960°
b) cos1200° d) cos(—1395°) ) tg420° h) tg(—7507)
Oblicz.

a:] cos? 180° — sin 120° - cos 150° b) sin? 405° + sin? 405° - cos® 405°

tg45° — tg 1357 cos? 4057 - tg 405°

Wyznacz miare ukowa kata srodkowego w okregu o promieniu r, opartego
na luku o dlugosci [. Podaj miare tego kata w stopniach.
a) r=2.l=r blr=8.l=4r ) r=41= %’n‘ d)r=8l==2%

"
.

Oblicz wartosci pozostalych funkeji trygonometrycznych kata x.

a) sinz =% i v € (5;n) c) tgx = %_,E i ze(mim)

1]

o

b) sinx = ——‘-g— = (%‘:T:Qﬂ') d) tgz=-3 1 ¢ € (g-?r)

Sprawdz, czy istnieje taki kat x, dla ktérego:

a) sinz =06 i cosx = 0.8, ¢) sine = 2
5

G R G eneq — (R N i = B 3 fgae— B
b) sinz =05 i cosx = 0.5, d) sinz =33 i tgez=3.

Naszkicuj wykres funkeji f(x) = tgx. Podaj jej dziedzing, okres podsta-
wowy, miejsca zerowe i przedzialy monotonicznosci.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Naszkicuj wykres funkcji f i odezytaj z niego jej zbior wartosci.
a) f(x) =sinz+2 ¢) f(z)=32sinz -1 e) f(x) =3cosx —2
b) f(z) =cosz —1 d) f(z) =2tgz +1 f) f(z) =2cosxz+3
Naszkicuj wykres funkeji f i odezytaj z niego jej miejsca zerowe.
a) f(z) =sin(z—2) b) f(z)=cos(zx+ %) c) flz)=tglz+ %)

Wyznacz okres podstawowy funkcji f i naszkicuj jej wykres. Odcezytaj
z niego zbior wartosci funkeji f oraz jej przedzialy monotonicznosci.

a) f(x) = —2sin2x e) f(z)=cos(2z — %)

b) f(z) = —3cosjx f) f(z) =sin(3z+ )

¢) flz)=Ltg2a g) flz)=1+1tg(32+ %)

d) flx) = sin(2:r. + %) h) f(z)=2—- cos(?:z: — %)

Rozwiaz rownanie.

a) sin3r =1 d) cos?(2z— %) =1 g) 2sin’ 2z =1

b) sin(3z — ) =0 e) 2cos(3z — X) = —v3 h) tg?2r=1

¢c) cos(z — %) =1 f) V3tg(Bz+32w)=1 i) |cos2z—1] =1
Rozwiaz nieréwnoéé dla x € (—2m; 27).

a) sina < % d) sin 2z < _»E g) 2sin(z + %) 2 V3
b) V2cosz > 1 ) cosE > 3 h) 2cos(z— %) < -2
¢) 2cosdr > —1 f) Stg.rxx ﬁ i) \/ﬁt.g(%—.r)‘:}ii
Rozwiaz nierdownosc.

a) 2sin’z < 1 d) tg?x <1 g) [3tgx| < V3

b) dcos*z -3 <0 e) sinzcosz > 0 h) [4sinz +1] < 3
¢) sin®z—12>0 f) 2|cosx| =1 i) [dcosz—1|>1

Wyznacz dziedzine i zbior wartosci funkcji f.

a) f(z)=|1—-tgz|—2 d) f(z) = 3sin*z +2cos’*z
b) f(xz) =2 — 3|sinz| e) flz) = =
¢) f(z)=sin’z —cos?z + 1 £Y flz)= 2+|sl.i|m|

Naszkicuj wykres funkcji f. Dla jakich wartodci parametru m réwnanie
f(x) = m ma rozwiazanie?

a) f(z)=|sinz|—1 b) flz) =3-2|cosz| c) flz)=|tgz|—4
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Funkcje trygonometryczne sumy i roznicy katow

Dla dowolnych «, 3 € R:
sin(a + ) = sin o cos 3 + cos a sin 3
sinfae — 3) = sina cos f — cosasin 3
cos(a + (3) = cos a cos 3 — sin acsin 3

cos(a — 3) = cosacos 3 + sinasin

Jesli a, B, a+ 3 € R\ {E + km:k € Z}._ to:

tga +tg o i / tga —tg 3
tg(a+ ) = ————== oraz tgla—f0) = ————
g( +“r) 1—tgatg3 g( H ) 1+tgatgs
Funkcje trygonometryczne podwojonego kata
sin 2a = 2 sin o cos 3
cos2a = cos? a — sin® o
cos2a =2cos*a — 1
cos2a =1 — 2sin’ a
Jesli a € R\ {:I:% +kr,Z+kmke Z}7 to:
2tg o
i = ——)
tg 2av T—ta
Zestaw lll - podsumowujacy
@ 29. Udowodnij tozsamosé trygonometryczna.
‘ - . sin 2x l—cos2x
a) sinx Jcosx =2sin(laz + £ C =
‘) + \/E ( * --J') } l1+cos2x sin 2x
i ; =2 1-tg? x
b) sinx — cosr = —2cos(x + = d) cos2zx = ——
) V/E ( ¢ 1] ) ) 1+t£.f,'2 T
@ 30. Udowodnij tozsamoS¢ trygonometryczna.
1 1 _ 2 ST Tn I EEIIN . R
a) e e S ey d) tg°z —sin“ o = tg“x -sin” x
i enep — BT N SR W Y N S
b) sinxcosx = oy e e) tgx(cosw + cos®r) =sinx + 5 sin 2z
) a1 cosr  _ 2 f) 14 cos?2x = 2(sin® z + cos! z)
COS T 1—sinmx COS @
31. Oblicz.
a) sin £ ¢) sinl13°cos17°+sin17°cos 13" e) sin 105° cos 105°
08 —— inLsin & — cos & cos & 0s2 105° — 2195°
b) cos 5w  d) sin % sin & — cos 5 cos & f) cos® 105 — cos® 195
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32.

33.

36.

37.

38.

39.

D] 40.

41.

-'I

Wiadomo, ze sinz = - 1 1 (% ) Oblicz:
v P
i ‘L),

Oblicz sin x i cos . jesli wiadomo,

a) cos(x+ %), I_l} am(

a) cos2z =06 i z € (U: .1)1
b) cos2z =06 i z € (%),
Rozwiaz rownanie.

a) sin®z=1—cosx

b) 2sin® x = cos 2z

Rozwiaz réwnanie dla x € (0;27).

a) cos’z +2cosxz+1=0
b) 2sin?2 — 2/2sinz +1=10

¢) 2sinz=1—sinz

Rozwiaz rownanie.
a) cos2z +2 =2y2cosx
b) 2sin’ z —sin®z =0

S DT P |
c) cos’x —sin"x = 3

¢) 2cos?xz = sin2x

d) sindxr = cos2x

ze:

¢c) cos (=) d) sin 2.
¢) sinf=32 i z€(0;3),
d) sin § = —% 1 T E (%:rr 2:'T)

e) sinzcosx =

T

f) sin2zxtge =

d) 2cos*z =sinx — 1

e) 2cos?z +v2cosz—2 =10

i . L. . £
f) 2cos®xz —3sin®“c =2cosz — 3

d) 4cos'z —Tcos’z+3=10
e) tg?z—3tga =0
f) 3tg’r —3tg*r —tga+1=0

Wyznacz najwigksze rozwiazanie rownania nalezace do przedziatu (0; ).

a) sin2z + V3cosz =0
b) cos2z + Tsinz +3 =0

Rozwiaz rownanie.
a) sin’2x + 6sin*c =6
. D i
b) 2sin“2x 4+ 3cos2x =0

Rozwiaz réwnanie.

a} 2 sin? r+sin —0
gin 2z
2cos? r—3cosxr+1
b . =
} dcos? x—1 0

Udowodnij ponizsza rownosc.

a) sinz + cosz = V2 cos(z — %)

Rozwiaz rownanie.

a) sinz +cosx =0

b) sinx —cosx =1

¢) 2sin®z + 3cos’z — 2sinz = 3

d) 2cos’x —2cos*x —cosx+1=0

¢) sin® z 4 cos’ & = cos 2

d) sin8z —sindx =0

vﬁtga:

o tg® -3

tg‘z T
é :
) tgz T—3

d) 2v/2 — 2sinx = gon ookl

sin

b) sinz — cosx = v/2sin(x — )

V2

¢) sinz + cosx =
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42.

43.

44.

45.

46.

47.

48,

50.

o1.

52,

Wyznacz pierwiastki réwnania nalezace do przedziatu (—3: %).

a) 4cosbasin2z + 2sin3z =v2  ¢) 4cosbzcos2e — 1 = 2cos 8z
b) 2sin3z + 4sinzcosdr = 1 d) sin3zcosw + ; =sinzcosx
Rozwiaz nieréwnosé¢ w przedziale (0; 27).

a) (sinz—2)2<§—8sinfcost ¢ cos'z+sin'z<1

b) (cos2z —2)? < 8sin’z + } d) cos®zsinz — sin zcosz > 1

Naszkicuj wykres funkeji f. Czy jest to funkcja okresowa?

a) f(x)=sin2z — |sin 2z| b) f(z) = |cosx| — cosz

Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej miejsca zerowe nalezace do prze-
dziatu (1;5).

a) f(z) = |coszcos(F — z) +sinxsin(f — z)|

b) f(z) = 4]sin(x + §) cos(z + %)|
Naszkicuj wykres funkeji f 1 rozwiaz nie-
réwnosé f(xz) = 0.

a) f(z) =coswzx b) f(z) = sin 27z

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkeji postaci f(x) = acos(bx).

a) Podaj wspdlezynniki a i b.

b) Rozwiaz nierownosc 2 f(x) > 3.

Wyznacz najmniejsza dodatnia wartosé¢ sumy x + y, jezeli:
1
2cosx - cosy

=1—-tgx-tgy

Wykaz, ze jezeli & —y = %, to sin'(z + y) — cos*(x + y) = cos 4.
asin da

: —8cos’ & = 0, jezeli:
g H s 0

Podaj najwiekszy ujemny pierwiastek réwnania

(sin 15° + cos 15°)?2
sin 125° - cos 25° + 8in 25° « cos 125°

a=

= S| 2ok s  Doosio 2eose B S s
Oblicz sin a + cos a, jezeli =27 4 {55205 = j oraz o € (2’”' 21:‘).

Na podstawie wykresow funkcji f i ¢ danych wzorami:

f(z) = V2|sin(z + Z) + sin(z — %),

g(z) = 2 (sin(z — %) cos(x — %) +sin(% — z) cos(Z — x))

podaj zbior rozwiazan nieréwnosci f(x) < g(x) w przedziale (—m; 7).

B 240 5. Powtdrzenie



5.8. Funkcja wyktadnicza
| funkcja logarytmiczna
Funkcja wykladnicza

Funkcje postaci f(z) = a*, gdzie a > 01 a # 1, okreslona dla z € R,
nazywamy funkcja wyktadnicza.

A D<a<l a> 1 Y

ol 1 X ol 1 X
Dla a € (0:1) funkeja wykladnicza Dla a € (1; 00) funkeja wykladnicza
f(x) = a™ jest malejaca. f(x) = a” jest rosnaca.
Logarytm

Niech a i b beda liczbami dodatnimi oraz a # 1, wowczas:

log, b =& wtedy i tylko wtedy, gdy a" =b
Jezeli a. b, x i y sa liczbami dodatnimi oraz a # 1, to:
log,a* =z log,(z - y) = log, x +log, y
a'%fab =} log, ;’ = log, x — log, y

log, ¥ = plog, x, gdzie p € R

Funkcja logarytmiczna
Funkcje postaci f(x) = log, x, gdzie a > 0. a # 1, okreslong dla x € (0;00),
nazywamy funkcja logarytmiczna.

1Y a>1
1..
0 X
Dla a € (0:1) funkcja logarytmiczna Dla a € (1; 00) funkeja logarytmiczna
flz) = log, = jest malejaca. flz) = log, = jest rosnaca.
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Zestaw | - wprowadzajacy

; 3

10.

11.

Przedstaw liczbe w postaci a®, gdzie a € N, x € Q.

a) 31 .9°% ¢) 32% - /21 e) V273 (V9)

&)

b) 251 : 125 2 d) V64 : (0,5)% f) (0,04) % . /53
Oblicz.

) [a 0] ) (3725 (1)

b) VB’ . 5VEH1 . 1051 % d) (2 - v3)3(2+ V3)"2

Dla jakich wartosci parametru m funkcja [ jest rosnaca?
a) f(x)=(2m—3)" b) flz) =1 —-4m)* <) f(a)=(2-m?)"

Okresl, do ktérego z przedzialéw: (0:1) czy (1:00) nalezy liczba a. jezeli:

o A L
a) a¥? < u"’ﬁ, b) av? <av3, ¢} @ L are, d) a® > alz

Porownayj liczby. Wpisz odpowiedni symbol: <, > lub = w miejsce 7.

a) (1) 2v2%° b o6 (2) ¢) 2,525 7 0,4°2°
Zapisz liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwieksze;j.

: 3 v 1,5 s5y\—1,8 VB
a) 9v/3, 271, 3V3, 92! b) 0,8V%, (3)™, (B)%, (&)

Naszkicuj wykres funkeji f. Z wykresu odezytaj., dla jakich argumentéw
funkcja f przyjmuje wartosci wieksze od 1.

a) flz)=2-2"7 b) f(#)=27-3—2 ¢) f(z)=—-2"+1+3

Dla jakich argumentow funkcja f przyjmuje wartodci dodatnie?

a) f(x)=9-3"-1 b) f(z) =v2—-47¢ ¢) flz)=5%+ — 57

Rozwiaz graficznie réwnanie f(z) = g(x).
ﬂ) f(T) =4.2 -1, _'-?(lf-') = 37+ l)) f(]) = _‘22""""'T _q(;:fr) = %

Oblicz.

a) log, 16 c) log, & e) log, ;32 g) log 516
b) log,s 2 d) log. 2 f) logg v2 h) logq, 2v/2
Oblicz.

a) logg 42 + logy 43 — log; 42 ¢) 3log2 — log0.,2 + log 25

b) logg 15 — log, % + 2log, 6 d) log 56 + 2log 52— log 53
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12. Oblicz podstawe logarytmu.

a) log, 81 =4 c) log, 9=—-2 e) log, &%= =3

b) log, 81 = —4 d) log, 9= 3 f) log, 5z = —1
13. Oblicz z.

a) logy = -3 c) log(,,2)27=3 e) log2 45=1

b) log 2 =3 d) log(,41)9 =2 f) logizyqy (2® +3) =2
14. Oblicz x.

a) log, z = 2log, 6 — log, & ¢) loge = -2+ 3logh —log0,25

b) logysx =1+ 2log, ;3 d) logsx =2log,4 —log,12 — 1

15. Dla jakich wartosci parametru m funkcja f jest malejaca?
a) f(x) =log om b) f(x) = log,, 2}{_17)

16. Naszkicuj wykres funkeji f. Z wykresu odezytaj, dla jakich argumentéw
funkcja przyjmuje wartosci wicksze od 1.
a) f(x)= log (x+3)+1 b) f(x) =logy(z+ 1) —1

Zestaw |l - ¢wiczeniowy

17. Rozwiaz graficznie rownanie.
a) 22+ 4 2% =3 b) 2% =z +1 c) 2|z|=3*"—-1

18. Rozwiaz rownanie.

; =% 2r—2 4 )
a) 16%° = 9% b) (ﬁ) = 81172 ) 2e+1 _3.972 =8

3

19. Rozwiaz nierownosé.

a) 9273 > 27\/3 b) (4)*" < 0,04 ¢) 25-(0,2) < 5°

20. Naszkicuj wykres funkeji f i odezytaj z niego zbior wartosci oraz przedzialy
monotonicznosdci tej funkeji. Wyznacz wartosci parametru m, dla ktorych
rownanie f(x) = m ma dokladnie jedno rozwiazanie.

a) f(z) =2|2* - 2| b) flz) = |1—§;’+“ o) flz) =24 +4

Twierdzenie o zmianie podstawy logarytmu
Jesli a, b, x sa liczbami dodatnimi oraz a # 1, b # 1, to:

log, =

log, x = rore
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21

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

Oblicz.

a) log, 25 - log z 2 ¢) QBlos 2+ogs 2 e) (V/8)¥mez

b) logg 45 27 - log 5 & d) 5B Stioe vf) 3loerd _ glogs3
Niech a = log, 3 1 b = log, 10. Wyraz liczbe p za pomoca a i b.

a) p=log3 ¢c) p=logh e) p=log, 10
b) p=log4 d) p=logb f) pzlﬂg;ﬁifﬂ]

Oblicz vabe, jezeli wiadomo, ze:
a) log, 2 = 1,

b) a =log, 6. b=log;8. ¢ =logg32,

IDEV”E b=38, logy,sc=—2,

c) a=log;4, b=log;81, ¢=log,5.

Wyznacz dziedzine funkeji f oraz podaj jej miejsca zerowe.

o) ) =logas (=2 ) f(z) =logg, |z — 1]
b) f(z) = log (3 — 4x) d) f(z) = log, (2% — 3x)

Wyznacz dziedzine funkcji f.
a) f(x)=log, (10%‘% (z — 3}) g) fid)= \/log:'; (10 — z2)
b) f(x) = log(,_1)(3— o) d) f(z) = logiay(z+1)

Funkcja f dana jest wzorem f(z) = log,x. Naszkicuj wykres funkeji g

oraz podaj jej dziedzine, zbior wartosci i przedzialy monotonicznodci.
a) g(x) =flz+3)—-1 b)glx)=1-f(z—-2) c)g(z)=|f(z+2)

Naszkicuj wykres funkcji f oraz podaj jej dziedzine, zbiér wartosci i prze-
dzialy monotonicznosci.

a) f(z)=|logy(x+ 1)+ 2| b) f(z) = |1 — 1log, z?|

Naszkicuj w jednym ukladzie wspolrzednych wykresy funkeji f i g. Od-
czytaj zbior rozwiazan nieréwnosci f(x) = g(x).

a) f(r) =3+logy (z +2), g(z) =logs (z — 4)

b) f(x) =logy (z —3), g(x) =2 —logy @

. Wykaz, ze nierownosc jest prawdziwa.

1 1
logg 16 logs 16

1 1

1 b
S ) logg 2 log /3 2

a) >2

. Wykaz, ze jesli:

3-2a
2a °

a) a = log; 15, to log; v/5 = L, b) a=logg27, to logy2 =
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Zestaw lll - podsumowujacy

31.

32.

[D] 33.

34.

35.

Dla jakich wartosci parametru m rownanie ma pierwiastek ujemny?
a) logy s (x+1) =m? —2 b) logom =4 —2a

Dla jakich wartosci parametru m dziedzina funkcji f jest zbior liczb rze-
czywistych?

a) f(x) =log, (2* + 3z —m) b) f(x) =log (x* — 3mx + 1)*
Uzasadnij, ze funkcja f jest rosnaca.

a) f(x)=logg,(log ;) b) f(x) =logy . (—x)
Wyznacz liczbe p, dla ktorej zachodzi réwnosé:

a) log s(log, 5 p) = 0, ¢) logy(log sp) =2,

b) logy 5(logs p) = 1, d) logs(logy(log, p)) = 1.

Wyznacz liczbe g. dla ktorej zachodzi réwnosé:

a) log, q = log, 5 ¢ + log, 5 5, b) logy, ¢ =2 —2log5 + log 4.

Wykaz. ze dla dowolnej liczby @ € R zachodzi réwnosé:

log (V1 + a2 —z)| = |log (V1422 +2)|

Okres polowicznego rozpadu izotopu promieniotworczego to czas T'. po
ktorym masa probki tego izotopu zmniejszy sie o polowe. Jesli my jest

poczatkowa masg probki, to masa probki po uplywie czasu t jest réwna:

37.

39.

t
m(t) =my- (3)7
Okres polowicznego rozpadu izotopu promieniotwérczego pewnego pier-
wiastka wynosi 16 godzin. Po jakim czasie probka tego izotopu straci:

a) 75% swojej masy, b) 87,5% swojej masy?

Okres polowicznego rozpadu izotopu wegla " C wynosi okolo 5730 lat. Jaka
mase bedzie miala probka tego izotopu o masie poczatkowe) 96 gramow
po uplywie:

a) 17190 lat, b) 22920 lat?

Masa probki izotopu promieniotworczego pewnego pierwiastka wynosila
48 gramow., a po 24 dniach zmniejszyla sie do 6 graméw. Oblicz okres
polowicznego rozpadu tego izotopu.
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5.9. Ciagi

Ciagiem nieskonczonym nazywamy funkcje, ktorej dziedzing jest zbior
liczb naturalnych dodatnich. Ciag a: N, — R oznaczamy (a,), a kolejne
jego wartosci nazywamy wyrazami 1 oznaczamy: aj, s, g, - - .

Ciagiem skonczonym k-wyrazowym nazywamy funkcje, ktorej dziedzing
jest skoniczony zbiér liczb {1,2.3...., k}.

Ciagi monotoniczne

Ciag (a,) nazywamy:

« rosnacym, jesli dla kazdego n € No: a,41 > a,,

» malejacym, jesli dla kazdego n € N.: a4 < a,,

» nierosngeym. jesli dla kazdego n € Ny: a,41 < a,.
« niemalejgcym, jesh dla kazdego n € N,: a,.y = a,,

o stalym, jezeli wszystkie wyrazy ciagu sa rowne.

Ciag arytmetyczny
Ciag liczbowy (a,) nazywamy ciggiem arytmetycznym, jezeli istnieje taka
liczba r, ze dla kazdego n € N, zachodzi réwnosé:

Qpy) =8+ T

Liczbe r nazywamy roznica ciggu (a,,).
Wzor ogoélny ciagu arytmetycznego (a, ) o réznicy r:
=01 +{n—=1)r

Suma n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego (a,, ) o réznicy 7:

Sn:m-n:w

) T
3 5 <

Cigg geometryczny
Ciag liczbowy (a, ) nazywamy ciagiem geometrycznym, jezeli istnieje taka
liczba g, ze dla kazdego n € N zachodzi réwnosc:
Opy1 — p = Y
Liczbe g nazywamy ilorazem ciagu (a, ).

Wzor ogoélny ciggu geometrycznego (a, ) o ilorazie ¢:
an =ay - q"!
Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,, ) o ilorazie g # 1:

g 1—qg"
N — iy ———
T 1 71— q
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Zestaw | - wprowadzajacy

1.

10.

Oblicz 3ag + bys.

a') iy = ( 1)” L (}! hn. = (_1}11+1 vian + 1
b) a, = logy n, Eln = log,(5n + 4)

Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu (¢, ), gdzie ¢, = a,, - b, oraz:

= { L dla n nieparzystych b — {2?:-. + 5 dla n nieparzystych

2 dla n parzystych 2" —n dla n parzystych

Ile wyrazow ujemnych ma ciag (a,)?

a) a, =4n — 15 b) a, = n?—10n + 16 ¢) a, = (2n—3)(2n—9)

Zaproponuj wzor ogolny ciggu.
a) 1,4,9,16,25,... WER SN e) &4 L L L

21314156 308 274 BT 56
b) 1,5,2: 7, 5. d) 2,-4,6,-8,10,... f) 2,25,2,23,2?...
Wrykaz, ze ciag (a,) jest malejacy.

ik s 4 . TP
8) an = n+1 h) an =2+ n ¢) @n = 2n+1
Zbadaj monotonicznosé ciagu (a,, ).
. . ~ dn41 y .
a) a, =n“+n+1 d) a, = i g) a, =n’ —n
b) a, = 4n — n? e) a, = ?:g:: h) a, =+vn+4
2n ;

¢) a, =n*—6n+8 f) a, = e i) ax = (—-1)*1

Dane sg pierwsze trzy wyrazy ciagu arytmetycznego (a,). Podaj wzér

ogolny tego ciagu. Oblicz wyrazy as 1 ag.

a) 1,3,9,... b) 8,3,-2,... 0) —1;=5; 0.
Oblicz n-ty wyraz ciagu arytmetycznego (a,) o réznicy r.
a)ai=—4,r=2,n="7 ¢) Hy =3, r=-29=15
bYiay =3, r=—6n=10 d)ag=2,r=—3,n=20

Sprawdz, czy ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.

FL} 2”‘:‘1 })) a‘ﬂ_ — ”2 = ]_ f) ”‘J‘l — Vﬁn = 1 d) ﬂ.n - Tl:;l

Wyznacz wzér ogblny ciagu arytmetycznego (a,, ). Okresl monotonicznosé

tego ciagu.
a.} ) = 1._ s = 9 h) iy = _G, thinp = 12 f:) tly = U, (lg = 2

5.9. Ciagi
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19,

Oblicz réznice clagu arytmetycznego (a,) spelniajacego podane warunki.

: Gl‘f—ﬂg:—'ﬁ ﬂ[+ﬂ3:2 {1-3*{15:—8
a) b) c)
s + ay = 0 fly -y = F, az + ay = —2
Dla jakich wartosci & podane liczby sa kolejnymi wyrazami ciagu arytme-
tycznego? Podaj te wyrazy.

a) 2oz —1,2zx+ 5,3z +4 b) (z+ 1), (2z+1)%, (3z —1)?

a) Wyznacz takie liczby a, b, ¢, aby liczby 3, a, b, ¢. 63 tworzyly ciag
arytmetyczny.

b) Miedzy liczby 124 /2 i /2 wstaw pieé takich liczb, aby wszystkie razem
tworzyly ciag arytmetyczny.

a) W ciagu arytmetycznym suma wyrazéw drugiego i trzeciego jest row-
na —4. natomiast roznica wyrazow szostego i dziesiatego jest rowna 8.
Oblicz pierwszy wyraz i roznice tego ciggu.

b) W ciggu arytmetycznym suma wyrazéw drugiego i széstego jest réwna 4,
natomiast iloczyn wyrazow czwartego i siodmego jest rowny 22. Wyznacz
wzor ogdlny tego ciagu.

Oblicz sume n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,, ).

a) ap =32, r = %, n=12 ¢) oy =—3,a3+a3=9,n=15

2

b)a =1- V2.r=v2,n=9 d) as=2,a12—a9g =15, n=7
Oblicz sume wszystkich liczb dwueyfrowych dodatnich, ktore:

a) przy dzieleniu przez 5 daja reszte 2,

b) sa podzielne przez 4 lub sa podzielne przez 6.

Drugi wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny 0, a suma jedenastu poczat-
kowych wyrazow jest rowna 220. Ktory wyraz tego ciagu jest rowny 257

Czwarty wyraz ciggu arytmetycznego jest réwny 6. Oblicz sume siedmiu
poczatkowych wyrazéw tego ciagu.

Lewa strona rownania jest suma kilku poczatkowych wyrazow ciagu aryt-
metycznego. Oblicz .

a)2+4+6+...+2=110 ¢) 14+5+9+ ...+ (4x—-3)=120
b)5+1—-3— ... —2=-T72 d) —4-14+2+...+3z+2)=T72
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20. S, jest suma n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,). Wyznacz wzor ogélny
tego ciagu. Czy jest to ciag arytmetyczny?
a) 8 =n* b) S, =n*—1 ¢c) S,=n*—1
@ 21. Wykaz, ze jezeli ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym, to ciag (b,) tez
jest ciggiem arytmetycznym.
a) b, = ao, b) b, = agn41 ¢) b, =2a,—5

22. Dane sa trzy poczatkowe wyrazy ciagu geometrycznego (a,). Podaj wzoér
ogolny tego ciggu. Oblicz wyrazy ag 1 ap.

a) 2,4,8,... b) 9,3,1,... c) {31\/5

23. Wyznacz wzér ogblny ciagu geometrycznego (a,). Oblicz wyrazy a4 i a;.
a) ag =—-3,¢g=2 ¢) a; =3, g=—v2 e) az =3, ag = —81
b)a; =4,¢=-1 d) a,=2,a3=1 f) f51=2\/§,§:—?=3\/§

24. Wyznacz wzor ogblny ciagu geometrycznego (a, ). Okredl monotonicznosé
tego ciagu.

g g = _2\/@

o | =

a) a3 =38, ay = 16 h) a, = 18, a5 = 13—{] ¢) dg =

25. Sprawdz, czy ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym.

&) o= % b) a, =4- Frs ¢) a, =14 2" d) a, = 3" ek

@ 26. Wykaz, ze ciag a,, = 32" jest ciagiem geometrycznym. Czy ciag (b, ) jest
ciagiem geometrycznym?
a) ‘b =[as)* b} b, =6 -a, ¢) b, =1-—a,

@ 27. Wykaz, ze jezeli ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym, to ciag (b,) tez
jest ciagiem geometrycznym.

a) b, = aay b) b, = aa,41 ¢) b, =an 1 — a,

28. a) Miedzy liczby 7 i 189 wstaw dwie takie liczby, aby wszystkie razem
tworzyly ciag geometryczny.
b) Miedzy liczby 6 1 96 wstaw trzy takie liczby, aby wszystkie razem two-
rzyly clag geometryczny rosnacy.
¢) Trzy liczby tworza ciag geometryczny. Suma tych liczb jest réwna 4%,

a ich iloczyn jest rowny 1. Znajdz te liczby.

29. Oblicz sume n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (ay,).

a.) ﬂ-;=5.q=%,ﬂ.=5 c) a,—;:—l,rxﬁ:-é._-n.:ﬁ
b) a; = V2, g=-1,n=45 d) ay-ay, = Vi, as=1,n=7
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s3]

30.

31.

32.

33.

35.

36.

Pierwszy wyraz ciagu geometrycznego jest rowny 10, a iloraz jest réwny 2.
Ile co najmniej poczatkowych wyrazow tego ciagu nalezy zsumowac, aby
otrzymac liczbe: a) wieksza od 600, b) wieksza od 15007

a) Dany jest ciag geometryczny (a,), w ktérym a; = 3 1 ag = 12. Suma
trzech poczatkowych wyrazéw tego ciagu rowna sie 9. Oblicz sume dzie-
sieciu poczatkowych wyrazow tego ciagu.

b) Dany jest ciag geometryczny (a, ), w ktérym as + a3 =81 ay + a5 = 2.
Oblicz sume szesciu poczatkowych wyrazow tego ciagu.

W ciagu geometryeznym suma drugiego 1 czwartego wyrazu jest rowna
300, a suma trzeciego i piatego jest réwna 225. Ile poczatkowych wyrazow
tego ciagu nalezy zsumowad, aby otrzymac 5927

W ciggu geometrycznym a; = 2 i as = —v/2. Oblicz sume szeéciu poczat-
kowych wyrazow tego ciagu:

a) o numerach parzystych, b) o numerach nieparzystych.

Kapital w wysokosci 1000 zl zlozono w banku na procent skladany. Jaka
bedzie wielkos¢ kapitalu po n latach przy oprocentowaniu rocznym r?

a) n=2,r=4% b) n =6, r =5% ¢c) n=10,r=4%

Bank przyjal kwote 10000 z1 na 3% rocznie i pozyczyl ja na 8% rocznie.
Ile zyska bank w ciagu czterech lat, a ile — w ciagu osmiu lat?

Do jakiej kwoty wzrosnie kapital 500 zl zlozony w banku na piec lat, jezeli
roczna stopa procentowa wynosi 4%, a odsetki sa kapitalizowane:

a) co pol roku, b) co dwa miesiace, ¢) co miesiac?

W bankach A, B, C lokaty terminowe sa oprocentowane 2% w skali roku.
W banku A odsetki sa kapitalizowane co rok, w banku B - co kwartal,
a w banku C' - co miesige. Do kazdego z tych bankéw wplacono 2000 zl.
W ktérym banku odsetki od tej kwoty po roku beda najwieksze? O jaki
procent wzrosnie kapital w kazdym z tych bankéw po roku?

Banki A, B, C' i D oferuja nastepujace warunki oprocentowania lokat:
bank A — 5,6% rocznie, odsetki kapitalizowane co miesiac,

bank B - 5.65% rocznie, odsetki kapitalizowane co kwartal,

bank C' - 5,75% rocznie, odsetki kapitalizowane co pél roku,

bank D — 5.8% rocznie, odsetki kapitalizowane co rok.

Ktéry z tych bankéw oferuje najkorzystniejsze warunki?
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Zestaw Il — cwiczeniowy

39. Ciag (a,) jest okredlony rekurencyjnie. Wypisz pie¢ poczatkowych wyra-
zow tego ciagu. Z’uadﬂj czy jest to ciag monotoniczny.
a) 4, =2, apy = a” +1.n=1 ¢) 41 =3, bpp1=0=n" 021
b) a1 = —4, apy1 =ay +n,n > 1 d) a1 = 1, Bayi= ﬂnja,m n>1
40. Ciag (a,) jest okreslony rekurencyjnie. Czy jest to ciag arytmetyczny lub
geometryczny?
a) ay =1, a,4 =5a,,n=>1 ¢) oy =3,8,41=3a,—1,n2z21
b) a; =-2, a1 =a,—6,n>21 d) a; = =5, apy = 3"a,, n =1
41. Oblicz sume szesciu poczatkowych wyrazéw ciagu (a,, ).
a) ay =1, a1 =3a, —n*,n>1 b)a;=2,a,,,=na,—1,n>1
42. Ciag (a,) jest rosnacy i wszystkie jego wyrazy sa ujemne. Zbadaj mono-
tonicznosé ciagu (b, ).
a) b, =3a, —1 b) b, = —2a, + 4 ¢) b= &
n
43. Ciag (a,) jest malejacy i wszystkie jego wyrazy sa dodatnie. Zbadaj mo-
notoniczno$é ciagu (b, ).
a) b, =4a, — 1 ¢) b, =+/a2 +1 e) b, = i—ﬂ
; 1
b) b, = —a? d) b, = aZ + a, f) b, =— T

Ciag (a,) ma granice rowna g, jesli dla kazdego £ > 0 istnieje liczba natu-
ralna k taka, ze dla wszystkich n > k zachodzi nieréwnosc:

lan — gl < ¢
Jesli ciag (a,) ma granice réwna g, to méwimy, ze jest zbiezny do g.
Ciag (a,) jest rozbiezny do oo, jesli dla kazdej liczby M istnieje liczba
naturalna k taka, ze dla wszystkich n > k zachodzi nieréwnos¢ a,, > M.

Ciag (a,) jest rozbiezny do —oco, jesli dla kazdej liczby M istnieje liczba
naturalna k taka, ze dla wszystkich n > k zachodzi nieréwnosé a, < M.

= Jeslig € (—1;1), to ]im git=A). = Jesli ¢ > 1, to lim ¢" = oc.
=+ L0

= Jesli k> 0, to 111’:1 13~ = 0. = Jedli k > 0, to lim n* = occ.

w Jeslia > 0, to 11111 {a = » lnn Wn=1
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Jezeli lim a, = a, lim b, = b, gdzie a.b € R, to:

n—0oC

=00

= lim(a, +b,) = hm a, +limb, =a-+b

n—og

= lim (a, —

—o0 Ti—O0

= lim (a,

Ti—20 Ti—+0
lim ay
B ]1111 =820
Ti—oc bn lim by,
30

T+

b,) = lim a, — lim b,

b,) = lim a,, -

I=

lim (¢-a,) =c- llm a, =c-a, gdziece R
-

Fi—+

=a—b

—00

limb,=a-b

T—20

granica sumy ciagow
granica roznicy ciagow

granica iloczynu ciagiw

granica ilorazu ciagow

gdy b#01ib, #0dlane N,

44, Oblicz granice ciggu (a,).
—4n? +3n+1 6nt+n?—5
— C = e——
1:1) n 24+n+2n2 ) an 2—nd
10n2 -2 2n* —2n+4
] A —_ R
)) Gn 2—n+4n3 {1) G n24+1
45. Oblicz granice ciagu (a,).
2n+1)(2n-1)2 2)2(2n+3)2
8) = L )2[ ) ¢) a, = &t et
(4—2n<)(n4+3) (3n—1)(2n+1)°
_ (6—=3n)%(1-2n) __2.5n+1.g3
b) a, = BTl d) a, = T

46. Oblicz granice ciagu (a,

a) a, =2n° —n+35

).
b) a, = 8 4 2n® — 4n®

47. Oblicz granice ciagu (a,).

2n—1
Bnd-8

a) G, =

4n2+1

9n? —n

b) a, =

Twierdzenie o trzech ciggach

Jesli wyrazy ciagow (a,,), (b,) i (¢,) spelniaja nieréwnosé a,, < b, <

F‘) G = 6—2n—9n?
W 6+ 2n + 3n?
_ —3n*+3n?+4
f) n = dni4nd41
AL +3_4n+1
©) an = T g
SISH_EH-I-Z
t) a, =

36+ 6" +4.8n

¢) a, =8-2" — 4"
_af n?42
o Snddn

¢, dla

wszystkich (lub prawie wszystkich) n € N, oraz lim a,, = lim ¢, = g. to:

48. Oblicz granice.
a) lim /8" + 9n

n—0o0

b) lim /6" — 37
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=00

lim b, =g
Ta—20

c) lii11 Y9.3n £ 2. 4n

d) 11111 V3" 4 b4 T

The=#

=00

e) lim V8 4+ 206n
f) lun V23" —sinn

=




Szereg geometryczny a, +a;q +a;q° +a1¢° + . .. o ilorazie g € (—1;1) jest
zbiezny. Jego suma wyraza sie¢ wzorem:

§==
1-gq

49. Oblicz sume wszystkich wyrazéw ciagu geometrycznego (a,, ), wiedzac, ze:

a) ﬂ-:=2:t}=~"%§a c) a; +az =10, ay + a4y = =5,
b) a; = —18, a, + as = —12, d) ag = \/i dag = (ﬂ-ﬂ)g-

50. Zamien ulamek okresowy na ulamek zwykly.
a) 0,(2) ¢) 2,1(3) e) 2,(45) g) 1,(450)
b) 1.(4) d) 2.4(9) f) 3.(01) h) 0,(270)

51. Dla jakich wartosci x szereg geometryczny o ilorazie g jest zbiezny?
a) q=2x—1 b) q-:—%:r2+;1:+%

52. Dla jakich wartosci = szereg geometryczny jest zbiezny? Wyznacz jego

sume.
9. 2 3 L 1 1
a) 1+2x4+4r*+ 8z +... b) 1+ i e Taig T
53. Rozwiaz réwnanie.
1 1 i
a) 1+ s P T ee= 3 — 2z
2
X & R O |
b) 1+u:-+3 +(:r:+3) s Sl kg
c) b(z—22+a3—..) = ——+ (= )2+(1)3+
WS TR T e T ATk L4
d) cosz —cos*z +cosPx — ... = —1
54. Rozwiaz nierownosc.
a) -2+£-—%+...{1:2+:r
i a0
b) sin*z +sin®*z +sin*ac+... > % dla z € (0; )
55. Rozwiaz rownanie.
lim(tgz+tg®r +tg°z+... +tg¥ 1z) = %
TE— 3

56. Okresl dziedzine i naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej zbior wartosci.
a) f(z) =2x+ 22+ 22>+ ... b) f(z)=-1+ ‘} — % +...
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Zestaw lll - podsumowujacy

o7.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

a) Drugi wyraz ciagu arytmetycznego jest réwny 4, a czwarty jest réwny 16.
Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw o numerach parzystych.
b) Ciag aryvtmetyczny sklada sie z szesnastu wyrazéw. Suma wyrazow
o numerach parzystych jest réwna 250, a suma wyrazow o numerach nie-
parzystych jest réwna 240. Oblicz pierwszy i ostatni wyraz tego ciagu.

W skonczonym ciagu arytmetycznym wyrazy drugi, piaty 1 ostatni sa
rowne odpowiednio: —4, 2 i 42. Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu oraz
liczbe jego wyrazow.

W skonczonym ciagu arytmetyeznym trzeci wyraz jest rowny 28, a dzie-
siaty — 0. Suma wszystkich wyrazow jest réwna —40. Oblicz pierwszy wyraz
tego ciagu oraz liczbe jego wyrazow.

Pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego (a,,) jest rowny 6. Dla pewnej licz-
by k& mamy a; = 48, a suma k poczatkowych wyrazow ciagu Sp = 405.
Oblicz réznice tego ciggu oraz k.

Suma n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego o roznicy 5 jest
o 500 mmiejsza od sumy nastepnych n wyrazow tego ciagu. Oblicz n.

Skonczony ciag arytmetyezny ma nieparzysta liczbe wyrazow. Pierwszy
wyraz tego ciagu jest rowny 2, a ostatni jest rowny 42. Suma wszystkich
wyrazow tego ciagu jest o 242 wiegksza od sumy wyrazow o numerach
parzystych. Oblicz roznice tego ciagn oraz liczbe jego wyrazow.

a) W ciagu geometrycznym suma trzech poczatkowych wyrazéw jest row-
na 2, a suma kwadratow tych wyrazow jest rowna 12. Wyznacz wzor ogolny
tego ciagu.

b) W ciagu geometrycznym suma trzech poczatkowych wyrazow jest row-
na 27. a suma dziewieciu poczatkowych wyrazow jest rowna 39. Oblicz
iloraz tego ciagu.

Czwarty wyraz ciagu geometrycznego jest rowny v 5. Oblicz iloczyn sied-
miu poczatkowych wyrazéw tego ciggu.

Trzy kolejne wyrazy ciagu geometrycznego sa dlugosciami bokow tréjkata.
Jakie wartosci moze przyjmowac iloraz tego ciagu?
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66.

67.

68.

70.

[p] 71.

72.

73.

74.

75.

Dlugosci bokow tréojkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny. Jedna
z przyprostokatnych ma dlugosé 6. Oblicz dlugosci drugiej przyprostokat-
nej oraz przeciwprostokatnej (rozwaz dwie mozliwosei).

Oblicz dlugosci bokéw prostokata, jezeli dlugosci dwoch z nich razem z dlu-
goscia przekatnej tworza ciag arytmetyczny oraz:
a) obwod prostokata jest rowny 14, b) pole prostokata jest réwne 48.

a) Miedzy liczby 21 56 wstaw dwie takie liczby. aby pierwsze trzy tworzyly
ciag geometryczny, a ostatnie trzy — ciag arytmetyczny.

b) Suma trzech liczb tworzacych ciag arytmetyczny jest rowna 21. Jesli do
pierwszej liczby dodamy 1, do drugiej 2, a do trzeciej 15, to otrzymamy
ciag geometryczny. Wyznacz te liczby.

Wykaz, ze dla dowolnego ciagu arytmetycznego zachodzi réwnosc:

33,, == B{S-gn — SﬂJ

Wyznacz takie katy o € (0;7), dla ktérych ciag: -% sin v, cos 2« jest cia-
giem geometrycznym.

Dany jest ciag geometryezny o wyrazach calkowitych. Wykaz, ze suma
kwadratow trzech jego kolejnych wyrazow jest podzielna przez sume tych
wyrazow.

Ciag (a,) jest okreslony rekurencyjnie:
ity = 3
peg =4a, +6 dla n=1

a) Wykaz, ze ciag (b,) okreslony wzorem b, = a,, + 2 jest ciagiem geome-
trycznym oraz wyznacz wzor ogolny tego ciagu.
b) Wyznacz wzér ogblny ciagu (a,).

Zbadaj monotonicznosé ciagu (a,).
142434+...4n b) e 34+64+94...4+3n
n+1 7 4n+6

a) g =

Oblicz granice ciagu (a,,).

1+44+7+...4+(Bn-2) 349427+...4+3"

a) ay = c) a, =
a) ay n2 41 ) an 145.27

_ 143+454...4+(2n+1)  14+5+254...+5"
b) a = —2-m d) an = 3_gnt

Zbadaj zbieznos¢ ciagu (a,) w zaleznosci od parametru p.
pn b, = (p? —4)n3 +5
(p+1)n+2 T (p-2)n?+1

a) a, =

5.9. Ciagi
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76. Dla jakiej wartosci parametru p granica ciagu (a,) jest réwna 67

i 2p B p+1
El} iy =N ({?1_5_1).[-;14_2} {-r1+2}{ﬂ+3:|)

aof 2p-—1 p+2
b) a, = (n+ 2 3( — — )
) n=(n+ ) n242n n2+3n

77. Dla jakich wartosci parametrow a i b zachodzi ponizsza roéwnosé?

y ani45nd41
lim

—_— = -
T b”d —'”-d +2

@ 78. Wykaz, ze dla kazdego a € (0: £) szereg geometryczny o pierwszym wyra-
zie a; = 1 i ilorazie g = L jest zbiezny. Wyznacz wartos¢ a € (0; %)

S0 G- cos o

dla ktérej suma tego szeregu jest réwna /2 + 2.

79. Suma wszystkich wyrazow nieskonczonego ciagu geometrycznego jest row-
na 8. Suma pierwszego i trzeciego wyrazu jest rowna 15. Oblicz pierwszy
wyraz i iloraz tego ciagu.

80. Suma wyrazow o numerach parzystych nieskonczonego ciagu geometrycz-
nego jest réwna 6, a suma wyrazow o numerach nieparzystych jest rowna 9.
Oblicz pierwszy wyraz i iloraz tego ciagu.

81. Suma wszystkich wyrazow nieskonezonego ciagu geometrycznego jest row-
na 10, a suma kwadratow tych wyrazéow jest réwna 60. Oblicz pierwszy
wyraz i iloraz tego ciagu.

82. W trdjkat rownoboczny o boku 1 wpisano trojkat
tak, ze jego wierzcholki sa srodkami bokéw wyjscio-
wego tréjkata (rysunek obok). W powstaly tréj-
kat wpisano w ten sam sposob nastepny trojkat.

Opisana procedure powtorzono nieskonczenie wiele
razy i otrzymano nieskonczony ciag trojkatow row-
nobocznych. Oblicz sume:

a) obwodéw tréjkatéow czerwonych,

b) pol trojkatéw niebieskich.

83. W kat o mierze 60° wpisano nieskonczony ciag kol
stycznych do siebie zewnetrznie (rysunek obok).
Promien najwiekszego kola jest rowny 3. Oblicz

sume:
a) obwodow wszystkich tych kél,

b) pél wszystkich tych kél.
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5.10. Geometria analityczna

Dane sa punkty A(xy.1) 1 B(xe, ys2). &
Srodek odcinka AB ma wspolrzedne:

S(ﬂfl +xg 'HI‘I'!I‘-'!)

2 7 2
Dhugosé odcinka AB wyraza sie wzoren: 5 .
: : 0 X
|AB| = /(x2 — 21)% + (y2 — 41)? Y e

Odleglos¢ punktu P(xy. yy) od prostej | o réwnaniu Ax + By + C =0
WyTraza si¢ Wzoremni: |Az + Byo + 0|

VA B2

Dane sa punkty Az, y,) i B(xs, y.). Wspélrzedne wektora AB okreslone
S4 za pomocyg Wzori:

d

E — [J-z — Ly, Y2 — yl]

Diugosé wektora o = [a, b| wyraza si¢ za pomoca wzoru: || = va? + b°.

Wektorem przeciwnym do wektora o = [a, b] jest wektor —uw’ = [—a, —Db].

Suma wektoréw w = [a.b] i T = [e.d] jest wektor:
W+ 7T =[a+cb+d]

Roéznica wektorow o = [a,b] i ¥ = [e.d] jest wektor:

U - = [ﬂ;—t‘_!,h‘“d]

lNloczynem wektora w = [a.b] przez liczbe a € R nazywamy wektor:

al = [aa, bl

Zestaw | - wprowadzajacy

1. Punkt S jest srodkiem odcinka AB. Oblicz a i b.
a) A(1,-3), B(2,5), S(a,b) ¢) A(0.4), B(a,b), S(2,—1)
b) A(-3,a), B(b,2), 5(0,5) d) A(ae,2), B(2a.b), S(b,a)
2. Obliez odleglosé¢ punktu A(3,2) od srodka odcinka BC.
a) B(—5,-2), C(3,0) b) B(75,2), C(43,—-4)
3. Oblicz obwod tréojkata ABC.
a) A(2,-1), B(6,7), C(2,4) b) A(0,3), B(2,-1), C(6,7)
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10.

11.

12.

13.

Czy trojkat ABC jest rownoramienny? Czy jest on prostokatny?
a) A(2.1), B(16,7), C(6,11) c) A(-2,-9), B(2,-10), C(3,11)
b) A(-6,-8), B(10,0), C(-3,6) d) A(—4,-5), B(12,-3), C(—-6,7)

Wyznacz rownanie osi symetrii odeinka AB.

a) A(4,—14), B(4,25) b) A(-2,-2), B(2,10) ¢) A(-1,7), B(5,-2)

Oblicz wysokosé trojkata ABC opuszcezong z wierzcholka €. a nastepnie
pole tego trojkata.

a) A(=3,1), B(2,—-4), C(3,3) b) A(=2,2), B(6,6), C(3,-3)

Oblicz pole rownolegloboku ABC' D, ktérego bok C'D jest zawarty w pro-
stej k.

a) A(0,3), B(4,1), k:y=—1z+5 b) A(~1,-3), B(5,—1), k:z = 3y—5

Oblicz odleglosé miedzy prostymi & i [.

a) k:y=-3z+2,Ly=-3z-2 b)ky=1z+3, Ly=3cx—1
SprawdzZ, czy okrag o Srednicy AB jest symetryczny do okregu o Sred-
nicy CD wzgledem osi OX, osi OY lub poczatku ukladu wspdélrzednych.
a) A(1,0), B(3,-6), C(—5,—4), D(1,-2)

b) A(-3,-1), B(5,5); C(—4,2), D(2,—6)

Wyznacz wspolrzedne punktu B symetrycznego do punktu A wzgledem
prostej [.

a) A(10,11),l:y —5=10 c) A(2,3), lixc+3y—1=0

b) A(10,11). Ly = —x d) A(2,3), Ly =3z —3

Wyznacz wspoélrzedne punktu przeciecia symetralnych bokow trojkata
ABC.

a) A(—5,4), B(3,0), C(7,8) b) A(—6,4), B(—1,-1), C(2,2)

a) Wyznacz wspélrzedne punktu lezgcego na osi OX i réwno odleglego
od prostych x +y — 8 =0 oraz y = T — 14.

b) Wyznacz wspolrzedne punktu lezacego na osi OY i réwno odleglego od
prostych —x +y+4=0o0raz2z—y—7=0.

Wyznacz rownanie prostej rownolegle] do podanych prostych oraz réwno
odleglej od kazdej z nich.
a) r—y+2=0, z—y—-5=0 b)2x—y-3=0, 2e—y+7=0
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Zestaw Il — cwiczeniowy

14,

15.

16.

g &

18.

19.

20.

21.

Dane sa punkty A(—1,2), B(2,6) i C(4,2). Wyznacz wspélrzedne wektora:
a) AB + BC, b) BA — 4B, c) AB +2BC.

Dane s punkty A(2,1), B(2,-3) i C(-1, 3. Wyznacz wspolrzedne punk-
tu P, wiedzac, ze: a) AC = BP, b) BA+ PC = BC, ¢) PC = 24B.

Punkty A, B, C'i D sa kolejnymi wierzcholkami rownolegloboku, O za$
jest punktem przeciecia jego przekatnych. Czy prawdziwa jest rownosé:

a) AB + BC = A0 + 0OC, ¢) AC — DB = 24D,
b) AB + AD = 240, d) 1AC + \DB = AD?

Punkty A, B, C'i D sa kolejnymi wierzcholtkami réwnolegloboku. Wyznacz
wspolrzedne punktu D, jezeli wiadomo, ze:

a) A(-3,-2), B(5,2), C(1,6),  b) A(3,-1), B(5,2), C(~1,6).

Dane sa punkty A(0.0) i B(—3.2). Narysuj w ukladzie wspolrzednych
odcinek A'B’, ktéry powstal przez przesuniecie odeinka AB o wektor 7.
Podaj wspolrzedne punktow A" i B'.

a) ¥ =[3,0] b) 7 = [3,3] ¢) T

Il

[1,-3] d) 7 =1[0,-4]

Dany jest kwadrat o wierzchotkach A(2,2), B(4,6), C(0,8) i D(-2,4).
Znajdz wspolrzedne wierzcholkow kwadratu otrzymanego przez przesu-
niecie kwadratu ABC'D o wektor 7.

a) ¥ = AB b) © = BA ¢) ¥ =1CD

W réwnolegloboku ABC'D dane sa: A(—3,—2), B(3,1) oraz DB = [5,—1].
Wyznacz wspoélrzedne pozostalych wierzcholkéw tego rownolegloboku oraz
oblicz jego pole.

W dowolnym trojkacie srodkowe przecinaja sie w jednym punkcie, zwa-
nym Srodkiem ciezkosei trojkata. Wspolrzedne srodka ciezkosci trojkata
o wierzchotkach A(x,y,), B(xe,y2) 1 Cx3.y3) wyrazaja sie wzorami:

o T1+xatxy = Y1 t+y2tTys

3 ! 3

W tréjkacie réwnoramiennym ABC o podstawie AB dane sa wspolrzedne
wierzcholkéw A(—5,1) i C(3,7) oraz $rodka podstawy D(—1,—1). Wy-
znacz wspolrzedne srodka ciezkosci tego trojkata.
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22. W trojkacie ABC dane sa: A(1,—3), B(4.2) i srodek ciezkosci D(1,—1).

Wyznacz wspolrzedne wierzcholka C' oraz oblicz pole tego trojkata.

Okrag o srodku w punkcie S(a,b) i promieniu r > () jest zbiorem wszyst-
kich punktow plaszezyzny, ktorych odleglosé od punktu S jest rowna r.
Punkt (z,y) nalezy do tego okregu wtedy i tylko wtedy, gdy:

(x—a)* + (y —b)* =r*

Réwnanie o° + y* + Az + By + C = 0, gdzie A, B, C sa stalymi, jest
rownaniem okregu wtedy i tylko wtedy, gdy AT + E_ET'! —C > 0.

23. Wyznacz réwnanie okregu o srodku S przechodzacego przez punkt A.

24,

25.

26.

27,

28.

29.

30.

31.

I 260 S5

a) S(0,0), A(1,3) b) S(1,3), A(0,0) ¢) 8(3,-1), A(0,3)

Wyznacz rownanie okregu o promieniu 5, do ktorego naleza punkty A i B.
a) A(—6.0), B(4.0) b) A(—3,-2), B(5,4) ¢) A(0,1), B(1,2)

Wyznacz réwnanie okregu o srodku S(—1.4), ktéry jest styczny do:
a) osi OX, b) osi OY, ¢) prostej 4z —3y = 9.

Punkt A nalezy do okregu stycznego do osi OY w punkcie B(0.2). Wyznacz
réwnanie tego okregu, jesli: a) A(6.2), b) A(—2,-2).

Wyznaez réwnanie okregu o srodku S(3, 1) stycznego do okregu o podanym
rownaniu (rozpatrz dwa przypadki).

a) 22+ 2 +2r—-2y+1=0 b) 22+ +2x+4y+1=0

Dany jest okrag o érodku S(1,2) i promieniu 2. Okresl wzajemne polozenie
tego okregu oraz okregu danego réwnaniem:

a) 2+ (y—2)* =1, ¢) a* —2r+y* -8 =0,

b) (x+2)*+ (y +2)* =8, d) 2 — 10z +y* — 4y + 25 =0.

Zbada] wzajemne polozenie okregéw O; i O,.

a) Op: 22+ 9> —8y+8=0, Oy 2 +y* —82+8=10

b) O 22+ y* —dox+8y+11=0, Oy 2°+y*+6z—4y—12=0
Dla jakich wartosci parametru m podane réwnanie opisuje okrag?

a) 2 +y —2y—m=0 b) z2+y?—2mz—m=0

Wyznacz réwnanie okregu opisanego na trojkacie ABC.
a) A(—9,0), B(—1,—4), C(3,4) b) A(-1,1), B(3,-1), C(3,5)
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Dany jest okrag o srodku S(—2,3) i promienin 3. Okresl, ile punktéw
wspolnych ma podana prosta z tym okregiem.
a) 3x—4dy+4=0 b)y=x+1 ¢) 3z+4y+9=0

Okreél, ile punktéw wspélnych ma podana prosta z okregiem o réwnaniu
(x+2)* + (y — 3)* = 25.

a) r—2y+18=10 b)2r—y—6=0 ¢) e —3y—8=10
Oblicz odleglosé miedzy prostymi ki l. Wyznacz rownanie okregu o srodku
lezacym na osi OX stycznego do obu tych prostych.

a) k:ry=z+ 1, Ly=x-3 b) kiy=-2z—-6,l:y= -2z + 14
Dla jakich wartosci parametru m podana prosta jest styczna do okregu
okreslonego réwnaniem z° — 4a + y* 4+ 2y — 11 = 00?

a) r—y+m=20 b)r4+y+m=0 ¢) x—2y+m=20
Wryznacz réwnanie okregu. ktory jest obrazem okregu K w symetrii wzgle-
dem prostej [.

a) Ki(zx—6)*+(y+1)*=16,Ly=x+1

b) Ki(z+2)*+(y—3)*=50,1:2y —x+2=0

Rozwiaz uklad réwnan. Podaj jego interpretacje geometryczna.

{1‘2-]—1;2—{5;17-—?:0 {172—|—y2:ﬁ
a) c)

y=z+1 4y —2r—-2y—3=0
b) Pyt -2 —2=0 : 2?4+ y* =25
I C .

y=x+4 2 +y*+8x+7=0

Oblicz dlugosé cieciwy okregu K zawarte) w prostej [.
a) Kiz?+y*—2x—-2y+1=0, Lea—y—-1=0
b) Kiz?+y*—6x—8y+15=0, l:x+2y—6=0

Oblicz odleglosé punktu P(—1,—4) od prostej, do ktérej naleza punkty
wspolne okregéw 2 — 6z + y* — 8y + 21 = 0 oraz 2 + y* — 2y — 9 = 0.

Punkty A(0,—4) i D(—3.0) sa wierzcholkami trapezu réwnoramiennego
ABCD., a jego podstawa AB zawiera si¢ w prostej 2z — y = 4. Prosta
x4+ 2y — 2 = 0 jest osia symetrii tego trapezu.

a) Oblicz wspolrzedne wierzcholkéw B i C tego trapezu.

b) Wyznacz réwnanie okregu opisanego na tym trapezie.
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Zestaw lll - podsumowujacy

41.

42.

43.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

Dla jakich wartosci parametru m punkt wspolny prostych o rownaniach
r+2y=—11xr—y=3m—4 nalezy do wnetrza kwadratu o wierzchol-

kach (1,1), (1,—=1), (=1,1)i (=1,—1)?

Dla jakich wartosci parametru m proste o réwnaniach 3z — 2y = 2m — 1
e IR . £ S = ey . b . i . S . |
i x4y = 3—m przecinaja sie w punkcie nalezacym do okregu x=+y~ = 5"

Dla jakich wartosci parametru m punkt wspolny prostych k i [ nalezy do
s e TN el 1

kola ograniczonego okregiem z° + y° = 27

a) k:3x+4y=3m -7, La—4y=m+3

b) k:dx+y=m—4, L2r—y=-m—3

Dla jakich wartosci parametru m proste ki [ sa prostopadle? Dla wyzna-
czonych wartosci m oblicz odleglosé punktu przeciecia tych prostych od
poczatku ukladu wspolrzednych.

a) kimz+2y—6=0, L4de+m?y+6=0

b)k:(m?—m)z+y—1=0, (m—1)z+my—4=0

Dla jakiej wartoscl parametru m proste o rownaniach 20 +my + 1 = 0
i 2max + y — 1 = 0 nie maja punktéow wspolnych? Dla wyznaczonej warto-
sci m podaj rownanie okregu o srodku w poczatku ukladu wspoélrzednych,
ktory jest styczny do obu tych prostych.

Proste o rownaniach ax +y = b+ 11 & 4+ by = 1 — 2a przecinaja sie¢
w punkcie P(1,4). Oblicz obwéd tréjkata ABP, gdzie A i B sa punktami,
w ktoryeh podane proste przecinaja os OX.

Pole trojkata ABC o wierzcholkach A(—-3.1) i B(3,—2) jest réwne 15.
Wierzcholek C' nalezy do prostej o réwnaniu y = 32 + 1. Oblicz wspdl-
rzedne wierzcholka C'.

W tréjkacie ABC wierzcholek A ma wspolrzedne (3, —2), a dwie wysokosci
rawieraja sie w prostych y = 20 +71 x = —7. Wyznacz rownania prostych
rawierajacych boki trojkata ABC.

Oblicz wspolrzedne wierzcholkéw tréjkata, wiedzac, ze punkty P(—3,1),
R(—2.—6). S(0,0) sa srodkami jego bokéw. Wyznacz réwnanie okregu
opisanego na tym trojkacie.

Oblicz odleglosé srodka okregu opisanego na tréjkacie ABC od srodka jego
ciezkosci, jezeli wiadomo, ze A(—8,0), B(4,-6) i C(-2,6).

B 262 5. Powtdrzenie



51. Z punktu P(2,0) poprowadzono styczna do okregu (v +3)% + (y—4)* = 1.
Oblicz odleglos¢ punktu P od punktu stycznosei.

52. Podstawa AB trojkata réwnoramiennego ABC' jest zawarta w prostej
2c —y — 3 = 0 oraz |AC| = |BC| = 2v/10. Wyznacz wspolrzedne po-

zostalych wierzcholkéw tego tréjkata, jesli wiadomo, ze C'(—3,1).

53. Punkt A(—4,4) jest wierzcholkiem kwadratu, ktorego jedna z przekatnych
jest zawarta w proste] y = %r + 1. Wyznacz wspolrzedne pozostalych
wierzcholkow oraz réwnanie okregu opisanego na tym kwadracie.

54. Punkt P(0,—2) jest srodkiem podstawy trojkata réwnoramiennego,
a punkt S [-; ——i) jest punktem przeciecia sie jego srodkowych. Wyznacz
wspolrzedne wierzcholkow tego trojkata, jesli wiadomo, ze jedna ze srod-

kowych zawiera sie w prostej 7o +y — 8 = 0.

55. W tréjkacie réwnoramiennym ABC wierzcholek A ma wspélrzedne (0. —2).
Podstawa tego trojkata zawiera sie w prostej x + y = 6 i ma dlugosé 4v/2.

a) Oblicz wspélrzedne wierzcholkéw B i C' tego tréjkata.

b) Wyznacz réwnanie okregu opisanego na tym trdjkacie.

56. Punkt P(—2,—2) jest wierzcholkiem rombu, ktérego jeden z bokéw jest
zawarty w prostej @ — 2y — 2 = 0. Punkt S(1,2) jest srodkiem symetrii
rombu. Wyznacz wspoélrzedne pozostalych wierzcholkéw oraz cosinus kata
ostrego tego rombu.

57. Wyznacz réwnania stycznych do okregu 2% + 4 + 2x — 6y + 5 = 0 prosto-
padlych do prostej & — 2y + 1 = 0.

58. Dla jakich wartosci parametru k punkt przeciecia prostych y =x +k — 3
i y = —2x 4+ 10k nalezy do kola o $rodku S(1,—-2) i promieniu 17

59. Punkt S(1,0) jest érodkiem boku AB réwnolegloboku ABCD oraz
BC = [1,3] i CD = [0, —2]. Wyznacz wspdlrzedne wierzcholkéw tego
rownolegloboku oraz oblicz jego pole.

60. Punkty A(—5.2)i B(—1,—2) naleza do okregu % +y*+2x—4y = 11. Wy-
znacz wspolrzedne punktu C nalezacego do tego okregu tak, aby trojkat
ABC' o podstawie AB byl réwnoramienny.

61. Punkty A(2,-1), B(5.2) i C(0,7) sa trzema wierzcholkami prostokata
ABCD, na ktérym opisano okrag. Wyznacz réwnanie stycznej do tego
okregu w punkcie D.
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5.11. Planimetria

C C

I C
\
Bieh
A D B A B A 3] B

Srodkowa trojkata to od- Symetralna boku trojka- Dwusieczna kata wewnetrznego
cinek laczacy wierzcholek ta to prosta prostopadia  tréjkata to pélprosta o poczat-
trojkata ze srodkiem prze- do tego boku i przecho- ku w wierzcholku tego kata.
ciwleglego boku (np. odei-  dzaca przez jego drodek dzielaca go na dwa katy prav-
nek CD). (np. prosta [). stajace (np. polprosta C'D).

Punkt przeciecia sie srodkowych trojkata
(Srodek ciezkosci) dzieli kazdg ze srodko-
wych w stosunku 2:1, gdy liczymy od wierz-
chotka.

Symetralne bokow dowolnego trojkata przecinaja sie w jednym punkcie,
ktory jest srodkiem okregu opisanego na tym trojkacie.

Dwusieczne katow wewnetrznych dowolnego
trojkata przecinajq sie w jednym punkcie, kto-
ry jest Srodkiem okregu wpisanego w ten troj-

kat.
Wzory na pole trojkata

— 1 o R g i ;
P = 5ch, gdzie h jest wysokoscig opuszczona na bok ¢

P= %bcain a, gdzie a jest katem miedzy bokami b i ¢

_ a+4bte . e £l s
P = 5= .1, gdzie r jest promieniem okregu
wpisanego w trojkat A Iz

P= ”;—‘;;‘ gdzie R jest promieniem okregu opisanego na trojkacie
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Zestaw | - wprowadzajacy

1. Trojkat ABC jest trojkatem prostokatnym o kacie prostym przy wierz-
cholku C'. Oblicz miary katow 4 i ¢, jesli wiadomo, ze odcinek:

a) OD jest wysokoscia, b) AD jest zawarty ¢) CD jest srodkowa.
w dwusiecznej,
C
40°
A D B A B A D 51

Wskazéwka do podpunktu c). W trdjkacie prostokatnym Srodkowa poprowadzona z wierz-
cholka kata prostego jest promieniem okregu opisanego na tym trdjkacie.

2. Dlugosé jednej z prayprostokatnych trojkata prostokatnego jest rowna 3.
Oblicz dlugosci pozostalych bokow tego trdjkata, jesli wiadomo, ze:
a) wysoko$é¢ opuszczona na przeciwprostokatna jest réwna /5,
b) érodkowa wychodzaca z wierzcholka kata prostego jest rowna 2.5,
¢) odcinek dwusiecznej kata prostego zawarty w trojkacie jest réwny 2v/2.

Wskazowka do podpunktu c). Zapisz pole trojkata jako sume pdl trojkatéw, na ktore
podzielila go dwusieczna.

3. Przyprostokatne tréjkata prostokatnego maja diu- c
gosci 3 em 1 4 em. Oblicz:
a) dlugosci srodkowych tego trdjkata, D
b) wysokoé¢ opuszezona na przeciwprostokatna, -
¢) dlugosé odeinka AD (rysunek obok). : o .

4. Dwa boki tréjkata maja dlugosci 3v/3 i 6, a kat miedzy nimi zawarty ma
miare 30”. Oblicz:

a) pole tego trdjkata, b) wszystkie wysokosci tego tréojkata.

5. Dany jest trojkat prostokatny rownoramienny o przeciwprostokatnej din-

gosci 18 em. Srodkowe tego trojkata przecinaja sie w punkcie P. Oblicz
sume odleglosci punktu P od wierzcholkow tego tréjkata.

6. W trojkat prostokatny wpisano okrag. Przeciwprostokatna zostala podzie-
lona przez punkt stycznosci z okregiem na odcinki o dlugosciach 2 cm
i 3 cm. Oblicz dlugosci przyprostokatnych oraz promien okregu wpisanego
w ten trojkat.
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7. Oblicz pole trojkata prostokatnego o jednej z przyprostokatnych dlugosci
6 cm, jesli wiadomo, ze:

a) promien okregu wpisanego w ten tréjkat jest réwny 2 cm,

b) promien okregu opisanego na tym tréjkacie jest réwny 4 cm.

8. Promien okregu opisanego na trojkacie prostokatnym jest réwny 12.5,
a promien okregu wpisanego w ten tréjkat jest rowny 3. Oblicz pole tego

trojkata. &

9. Dane sa dlugosci bokéow tréjkata prosto- D
katnego ABC' (rysunek obok): |[AB| = 10,
|BC| =81 |AC| = 6. D jest punktem stycz-
nosci okregu wpisanego w ten tréjkat z bo-
kiem BC'. Oblicz diugosé odcinka AD.

A B

10. Podstawa w trojkacie rownoramiennym ma dlugosé 8 cm, a wysokosé na
nia opuszczona jest rowna 4 cm. W tréjkat ten wpisano okrag. Oblicz
dlugosci odeinkéw, na ktore ramie trojkata zostalo podzielone przez punkt
stycznosci z okregiem.

11. W okrag o promieniu 5 cim wpisano trojkat rownoramienny o kacie miedzy
ramionami 120°. Oblicz dlugosci bokdéw tego trojkata.

12. Na okregu o promieniu 6 cm opisano tréojkat réwnoramienny o kacie miedzy
ramionami 150°. Oblicz dlugosé¢ podstawy tego trojkata.

Cechy podobienstwa trojkatow
Cecha BBB: jesli dlugosci trzech bokow jednego tréjkata sa odpowiednio
proporcjonalne do diugosei trzech bokéw drugiego trojkata, to tréjkaty te
sa podobne.

Cecha BKB: jesli dlugosci dwoch bokéw jednego trojkata sa odpowied-
nio proporcjonalne do dlugosci dwéch bokow drugiego trojkata oraz katy
zawarte miedzy tymi bokami sa réwne, to trojkaty te sa podobne.

Cecha KKK: jesli katy jednego tréjkata sa rowne katom drugiego trojkata,
to tréjkaty te sa podobne.

Twierdzenie Talesa

Jezeli ramiona kata A przetniemy dwiema prosty-

mi réwnoleglymi BD i C'E (rysunek obok). to:

|AB| _ |BC| |AB| _ |AD|
[AD| ~ |DE|’ |AC| — |AE] o D\ B\
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13.

14. W trojkacie prostokatnym wysokosé opuszczona na

15.

16.

T

W tréjkacie prostokatnym ABC' z wierzcholka kata B
prostego opuszczono wysokos¢é C'D (rysunek obok).
Oblicz promienie okregow wpisanych w trojkaty
ABC. ADC i BCD, jesli wiadomo, ze |AD| = 3 oraz
CD| = 4.

przeciwprostokatna dzieli ja na odeinki o dlugosciach
4 cm i 9 em. Oblicz pole i obwod tego trojkata. C A

W tréjkacie prostokatnym wysokosé opuszezona na przeciwprostokatna
dzieli ja w stosunku 1:4. Oblicz stosunek:

a) pol trojkatéw, na ktére wysokosé dzieli ten trojkat,
b) diugosci przyprostokatnych tego tréjkata.

D

Odcinki BE i C'D sa réwnolegle (rysunek
obok). Oblicz z i y.

A ! B 3 C

W trojkacie ABC poprowadzono dwie proste rownolegle do boku AB.
Podzielily one tréojkat na trzy figury o réwnych polach. Oblicz diugosei
odcinkéw, na ktére te proste podzielily bok AC, jesli ma on dlugosé 3v/3.

Okregi styczne (maja jeden punkt wspdélny)
styczne zewnetrznie styczne wewnetrznie

Okregi przecinajace sie (maja dwa punkty wspdlne)

ea IR—r| < |0S| < R+r

Okregi rozlgezne (nie maja punktéw wspélnych)
rozlaczne zewnetrznie rozlaczne wewnetrznie

R r
@——@ |OS| > R+ % |OS| < |R — |
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18.

19.

20.

21.

22,

Dane sa dwa okregi o promieniach r i K. Okresl wzajemne polozenie tych
okregéw, jesli wiadomo, ze odleglodé miedzy ich érodkami wynosi 2v/5 oraz:
a) 7 =/5, R=3, ¢) r=2, R=2(v/5-1),

b) r=1,R=2, d) r=158,R=235.

Promienie dwoch okregow sa rowne 2 i & + 3, a odleglosé miedzy ich
srodkami jest rowna 6. Dla jakie] wartosci x okregi te sa:

a) styczne zewnetrznie, b) styczne wewnetrznie?

Dane sa dwa okregi o promieniach r i R, a odleglos¢ miedzy ich srodkami
jest rowna x. Okresl liczbe punktéw wspolnych tych okregow w zaleznosci
od .

a) r=1,R=5 b) r=v3, R=2-3

W tréjkacie prostokatnym ABC odcinek C'D jest wysokoScia. a przypro-
stokatne maja dlugosci |[AC| =5 i |[BC| = 2v/5. Dane sa réwniez dwa
okregi: pierwszy o srodku w wierzcholku C' 1 promieniu 1, drugi o srodku
w punkcie D i promieniu r. Podaj liczbe punktéw wspdélnych tych okregow
w zaleznosci od r.

Dwa okregi styczne zewnetrznie wpisano w kat o wierzcholku P. Oblicz
promienie tych okregow, jesli wiadomo, ze odleglosé punktu P od jednego
ze srodkow okregow wynosi 6 cm. a od drugiego — 14 cm.

Kat srodkowy w okregu ma miare dwukrotnie wigk-
sza od miary kata wpisanego w ten okrag opartego
na tym samym tuku.

Katy wpisane w okrag oparte na tym samym luku
maja rowne miary.

Suma miar katéow «a i F wpisanych w okrag, jak na
rysunku po lewej, jest rowna 180°.
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23.

[D] 24.

25.

26.

20

28.

29.

Wyznacz miary katow a, 31 .
a) b) AB || CD c)
0

Uzasadnij, ze kat PAB miedzy styczna do okregu
a cieciwa okregu poprowadzona z punktu stycznosci
jest rowny katowi wpisanemu AC'B opartemu na tu-
ku wyznaczonym przez konce tej cieciwy (rysunek
obok).

W okregu o srodku O poprowadzono cigciwe AB. Miara kata zawartego
miedzy cieciwa AB a styczna do okregu poprowadzona w punkcie B wy-
nosi 58°. Wyznacz miary katéw trojkata AOB.

Prosta k jest styczna do okregu o srodku O. Wyznacz miare kata a.

a) b) c)

W okregu o promieniu 3 em cigeiwa AB wyznacza luk o dlugosci I em.
Wyznacz miare kata zawartego miedzy cieciwa AB a styczna do okregu
poprowadzona w punkcie A.

Wielokat nazywamy foremnym. jesli
ma wszystkie boki réwne i1 wszystkie
katy wewnetrzne przystajace.

a) Podaj miary katéw wewnetrz-
nych dziesieciokata i dwunasto-
kata foremnego.

b) Wykaz, ze katy wewnetrzne n-kata foremmnego maja miare % - 180°.

Oblicz dlugosé boku wielokata foremnego o obwodzie réwnym 20, jesli su-
ma miar katéw wewnetrznych tego wielokata jest réwna: a) 5407, b) 1440°.
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Zestaw Il - ¢wiczeniowy

30.

o)

31.
32.
33.

34.

D] 35.

. 270 5

a) Bok szedciokata foremnego ma dlugosé 1. Oblicz réznice pola kola opi-
sanego na tym szesciokacie i pola kola w niego wpisanego.

b) Wykaz, ze dla dowolnego wielokata foremnego o boku diugosci a réznica
pola kola opisanego na tym wielokacie i pola kola w niego wpisanego jest

rowna %rxz.

Kat ostry rombu ma miare 70°. Oblicz miare kata zawartego miedzy wy-
sokosciami poprowadzonymi z wierzcholka kata rozwartego.

Przekatne rownolegloboku maja diugosci 16 1 8, a kat zawarty miedzy nimi
ma miare 60°. Oblicz obwdd tego rownolegloboku.

Dluzsza podstawa trapezu ma dlugosé 9 em, a punkt przeciecia jego prze-
katnych dzieli je w stosunku 2:3. Oblicz dlugosé krotszej podstawy.

W trapezie réwnoramiennym przekatna ma diugosé 8v/5 cm, wysokosé jest
rowna 8 cm, a stosunek dlugosci podstaw wynosi 1:3. Oblicz pole i obwod
tego trapezu.

a) Wykaz, ze dlugosé odeinka laczacego srodki ramion trapezu jest srednia
arytmetyczna dlugosci jego podstaw.
b) Wysokos¢ trapezu jest réwna 5 ¢m, a odcinek laczacy srodki jego ra-
mion ma dhigosé 10 em. Oblicz pole tego trapezu.

Okrag wpisany w czworokat
W czworokat wypukly mozna wpisaé okrag wtedy
1 tylko wtedy, gdy sumy dlugosci przeciwleglych
bokéw tego czworokata sg rowne:

a+c=b+d

Srodek okregu wpisanego w czworokat jest punktem przeciecia sie dwu-
siecznych katow wewnetrznych tego czworokata.

Okrag opisany na czworokacie 6

Na czworokacie mozna opisac okrag wtedy i tylko wtedy, ,

gdy sumy miar przeciwleglych katéw tego czworokata sa an

rowne i maja po 180 \Q
advy=8+4=180° :

Srodek okregu opisanego na czworokacie jest punktem przeciecia sie syme-
tralnych bokow tego czworokata.
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D] 36.

37.

38.

39.

40.

42.

43.

44.

Uzasadnij.

a) Jesli trapez jest réwnoramienny, to mozna na nim opisa¢ okrag.

b) Jedli na trapezie mozna opisa¢ okrag, to jest on réwnoramienny.

W trapez réwnoramienny wpisano okrag. Oblicz obwéd i pole tego trapezu,
jesli wiadomo, ze jego:

a) ramie¢ ma dlugosé 6 cm, a promien okregu wpisanego jest rowny 2.5 cm,
b) podstawy maja dlugosci 4 em i 16 cm,

¢) kat ostry ma miare 607, a promien okregu opisanego na tym trapezie
jest rowny 1 cm.

Na okregu o promieniu 1,5 opisano trapez o katach przy dluzszej podstawie
307 1 60°. Oblicz pole tego trapezu.

a) W trapezie réwnoramiennym kat ostry ma miare 60°, ramie ma dlugosé
2 cm, a przekatna — 2v/3 cm. Oblicz promieft okregu opisanego na tym
trapezie.

b) Dluzsza podstawa trapezu réwnoramiennego ma dlugosé 8 cm. Kat
nachylenia jego przekatnej do tej podstawy ma miare 30°, a wysokos¢ jest
réwna 21/3 cm. Oblicz pole kola opisanego na tym trapezie.

Dlugosé jednego z bokéw trapezu rownoramiennego jest rowna promie-
niowi okregu wpisanego w ten trapez i wynosi 3 cm. Oblicz pole tego
trapezi.

Wrykaz, ze jezeli w trapez rownoramienny mozna wpisac okrag. to wysokosé
trapezu jest srednia geometryczna dlugosci jego podstaw.

a) Wyznacz pole kola wpisanego w romb o kacie

ostrvm « i boku a.

b) Wyznacz promien okregu wpisanego w romb
o polu P i kacie ostrym a.

W okrag wpisano czworokat ABCD. Kat mie-
dzy prostymi AB i DC wynosi 40°, a miedzy
prostymi AD i BC' - 30° (rysunek obok). Oblicz
miary katéw tego czworokata.

A

Z punktu P odleglego od srodka okregu o 10 poprowadzono sieczna. Siecz-
na przeciela okrag w punktach A i B takich, ze |PA| = |AB| = 4y/2. Oblicz
promien tego okregu.
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Twierdzenie sinusow
W dowolnym tréjkacie stosunki diugosci bokéw do
sinusow przeciwleglych katow sa rowne srednicy
okregu opisanego na tym trojkacie:

i1 b (o

sin o sin 3 sin =y

Twierdzenie cosinusow
Dla dowolnego trojkata (oznaczenia jak na rysunku)
prawdziwe sa nastepujace zaleznosci:

a* = b+ c* — 2bccosa

b? = a® + ¢? — 2accos 3

c? = a® +b? — 2abcosy

45. Oblicz miary pozostalych katow trojkata, w ktorym:

a) a=4v3, b=4, a = 60°, ¢) a=3v3,b=9, a=30°
b) b=8, c =42, B = 45°, d) b=2v2, c=4, 8 =30

46. Rozwiaz trojkat o danych katach i boku.
a) a=060°, =45 ¢c= 23 b) a=45°, =15,b=6

47. a) Najdluzszy bok trojkata ma dlugosc 12, a jeden z katéw ma miare 135°.
Oblicz promien okregu opisanego na tym trojkacie.
b) Kat rozwarty tréjkata wpisanego w okrag o promieniu 5 ma miare 120°.
Oblicz dlugosé najdiuzszego boku tego trojkata.

48. Oblicz dlugosé boku ¢ trojkata, w ktorym:
a) a=3,b=6,v=060, b) a =33, b=2,v =150

49. Jeden z katow trdojkata ma miare 60°, a bok polozony naprzeciwko tego
kata ma dlugosc 9. Oblicz dlugosci pozostalych bokéw tréjkata. jesli wia-
domo, ze jeden z nich jest dwa razy dluzszy od drugiego.

50. Sprawdz. czy tréjkat o podanych bokach jest rozwartokatny.
8) a=80=8 g=9 b)a=10,b=4,¢=7

51. Dlugodci bokéw réwnolegloboku sa réwne 4 i 4v/3, a jeden z katéw ma
miare 30°. Oblicz dlugosci przekatnych tego réwnolegltoboku.

52. Jeden z bokow rownolegloboku ma diugosé 7, a przekatne maja dlugosci
6 i 10. Oblicz miare kata rozwartego zawartego miedzy przekatnymi tego
rownolegloboku oraz dlugosé jego drugiego boku.
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53.

99.

Dany jest trapez prostokatny, ktérego dluzsza podstawa ma dlugosé 6.
ramie ma dlugo$¢ 3v/2 i tworzy z podstawa kat ostry a, a krétsza przekatna
ma diugosé v6. Oblicz sina i obwédd tego trapezu.

W tréjkacie rownoramiennym ABC o podstawie AB srodkowe poprowa-
dzone z wierzcholkow A i B przecinaja sie pod katem prostym w punkcie P
oraz |[AP| = 6. Oblicz dlugoéé okregu opisanego na tym trojkacie.

W trojkacie rownobocznym ABC o obwodzie 6 na boku AC wybrano

punkt P taki, ze :—‘ﬁ% = i- Oblicz pole kola opisanego na trojkacie APB.

Twierdzenie o dwusiecznej kata w trojkacie C

Dwusieczna kata w trojkacie dzieli przeciwlegly bok : Ab
] L

56.

57.

58.

59.

61.

62.

tego trojkata na odcinki proporcjonalne do jego pozo-
stalych bokow.

g
b

E
y A ¥y | = B

W trojkacie ABC kat AC' B ma miare 60°. Dwusieczna tego kata przecina
bok AB w punkcie D. Oblicz dlugosci bokéw tego tréjkata, jesli wiadomo,
ze |AD| =21 |BD| = 6.

Dany jest trojkat prostokatny ABC, ktoérego przeciwprostokatna AB ma
dlugosé 6 em. Dwusieczna kata BAC przecina bok BC' w punkcie D i dzieli
go w stosunku 2:1. Oblicz obwody trojkatow ACD 1 ABD.

Na kole o promieniu 2 opisano trapez rownoramienny o kacie ostrym 757,
Oblicz pole i obwod tego trapezu.

W okrag o promieniu 3 wpisano czworokat. Jedna z przekatnych tego czwo-
rokata jest srednica okregu, a jeden z jego katow ma miare 135°. Oblicz
dlugos¢ drugiej przekatnej tego czworokata.

Ramiona trapezu maja dlugosci réwne 5 1 7, a odeinek laczacy ich srodki
dzieli trapez na czesci, ktorych pola sa w stosunku 1:2. Oblicz dlugosci
podstaw tego trapezu, jesli wiadomo, ze mozna go opisa¢ na okregu.

Jedno z ramion trapezu ma dlugosc 5 i jest nachylone do dluzszej podstawy
pod katem 60°. Diugos¢ dluzszej podstawy jest réwna 8. Na trapezie tym
mozna opisa¢ okrag. Oblicz promien tego okregu.

W tréjkat ABC wpisano okrag o promieniu 1. Bok BC' zostal podzielony
przez punkt styeznosci D na odcinki dhugosci |[BD| =71 |DC| = 3. Oblicz
sinus kata ABC' i dlugosci bokow AB i AC tego trojkata.
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Zestaw lll - podsumowujacy

63.

65.

66.

67.

69.

70.

71.

Podstawa tréjkata rownoramiennego ABC jest odcinek AB. Na boku BC
istnieje punkt D taki, ze |AB| = |AD| = |CD|. Oblicz miary katéw tréj-
kata ABC.

Przyprostokatne trojkata prostokatnego maja dlugosei 4 em i 6 ecm. Ob-
licz promien okregu stycznego do obu przyprostokatnych, ktorego srodek
nalezy do przeciwprostokatne;j.

Na boku AD prostokata ABCD obrano taki punkt E. ze trojkaty ABE,
DEC i1 EBC sa podobne. Wyznacz skale podobienstwa AABE do ADEC,
ADEC do AEBC, ANABE do AEBC i oblicz pole trojkata BEC, jesli
wiadomo, ze SECD = 60° i |[DC| = 6.

Podstawa AB tréjkata rownoramiennego ABC ma dlugosé 8 em. Wyso-
kos¢ C'D réwna jest dlugosci odcinka DFE laczacego srodek podstawy ze
srodkiem ramienia. Oblicz dlugosé ramienia oraz pole tego trojkata.

Dany jest trojkat ABC o bokach |AC| = 4 C
i |[BC| = 6. Na bokach tego tréjkata obrano
punkty D, E i F takie, ze czworokat DECF

jest rombem (rysunek obok). Oblicz dlugosé
boku tego rombu. F

W trojkacie rownoramiennym ABC o podsta-
wie AB wysokos¢ AD podzielila bok BC na
odcinki dlugosci |BD| = ki |CD|=1. Wykaz, A D B

se |AB| = \/2k(k +1).

W trapezie rownoramiennyim katy przy krotszej podstawie maja miare

dwa razy wieksza niz katy przy dluzszej podstawie. Dluzsza podstawa ma
dlugosé 16 cm, a odcinek laczacy srodki ramion — 10 cm. Oblicz pole
i obwod tego trapezu.

Dlugosci podstaw trapezu prostokatnego sa rowne 7 em i 3 cm, a ra-
mie prostopadle do podstaw ma dlugosé 5 ecm. Oblicz odleglosei punktu
przeciecia sie przekatnych tego trapezu od dluzszej podstawy i ramienia
prostopadiego do podstaw.

Dlugosci podstaw trapezu réwnoramiennego sa rowne a i b (a > b), a kat
ostry ma miare a. Wyznacz pole czworokata, ktory powstal przez pola-
czenie odcinkami Srodkow sasiednich bokow tego trapezu.
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72,

73.

F 7

W trapezie katy przy podstawie maja miary 60° i 45°, a réznica kwadratow
dlugosei podstaw jest rowna 30. Oblicz pole tego trapezu.

W réwnolegloboku ABCD krotsza przekatna BD ma dlugosé d i jest
prostopadla do bokéw AD i BC'., a kat ostry ma miare 30°. Wyznacz
dlugosé przekatnej AC.

Dlugosci dwoch bokow tréjkata sa réwne a i b. Kat lezacy naprzeciwko
trzeciego boku ma miare dwa razy wigksza od miary kata lezacego na-
przeciwko boku o dlugosci a. Wykaz, ze dlugosé trzeciego boku jest rowna

vala+Db).

. Dlugodei podstaw trapezu sa rowne 6 1 9, a ramiona maja diugosci 2 1 4.

Oblicz cosinusy katoéw tego trapezu. c

Dane sa tréjkaty ABC 1 A'B'C" takie,
ze punkty C' i A’ sa symetryczne wzgle-
dem punktu A, punkty A i B' — wzgle-
dem punktu B, a punkty B i C" - wzgle-
dem punktu C'. Pole trojkata ABC jest
rowne S. Wykaz, ze pole trojkata A'B'C’

jest réwne 7S. A

W tréjkacie prostokatnym dwusieczna kata prostego dzieli przeciwprosto-
katna w stosunku 2:3. W jakim stosunku dzieli przeciwprostokatna wyso-
kosé¢ poprowadzona z wierzcholka kata prostego?

Z punktu P poprowadzono sieczna przeci-
najaca dany okrag w punktach A i B oraz
styczna do okregu w punkcie €' (rysunek
obok). Wykaz, ze tréjkaty PCA i PCB
sa podobne. Oblicz dlugo$ci odcinkéw PA
i PB, jesli |PC|=121i |AB| = 10.

Wskazéwka. Wykaz, 7e $PBC =4 PCA oraz APCA ~ APBC.

Wykaz, ze trojkaty ACP i BDP (rysu- 2
nek obok) sa podobne, oraz uzasadnij, ze ‘\
|PA| - |PB| = |PC|-|PD)|. Oblicz promien

okregu, jesli |AP| =5, |PB| =2,

B
cpP|=1 G W
i JCBD = 150°. C
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5.12. Stereometria

Oznaczenia
P, — pole powierzchni catkowitej P, — pole powierzchni bocznej
P, — pole powierzchni podstawy V' — objetosc
Prostopadloscian Graniastostup prosty
o 1
i G
| : I
: ' H
B | | |
| £, F{— &
| | |
|
| :E tf} h
i LS
e fa \
// ! 3
/! b / C
A I B A B
P, = 2(ab + bc + ac) P,=p-h
V = abe V=F-h
gdzie a, b, ¢ sa dlugosciami gdzie p jest obwodem podstawy
krawedzi prostopadloscianu graniastoslupa, a h — jego wyso-
koscia
Ostrostup Kula
P = 4xr?
V =3’
= %Pp - h gdzie r jest promieniem kuli
gdzie h jest wysokoscia
ostroslupa
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Walec Stozek

h
=
s =i
P, = 2xrh P.=mr(r+1)
P.=2nr(r+h) V = 3wr?h
V =nr?h gdzie r jest promieniem podstawy
gdzie r jest promieniem podstawy stozka, h — jego wysokoscia, a
walca, a h — jego wysokoscia dlugoscig tworzace]

Zestaw | - wprowadzajacy

1.

Dany jest graniastostup prawidlowy o wysokosci 10. Promien okregu opi-
sanego na jego podstawie jest réwny 6. Oblicz pole powierzchni calkowite]
tego graniastoslupa, jezeli wiadomo, ze jest on:

a) trojkatny, b) czworokatny, ¢) szesciokatny.

Dany jest ostrostup prawidlowy o krawedzi podstawy 4 i krawedzi bocz-
nej 6. Oblicz wysokos¢ tego ostrostupa, jezeli wiadomo, ze jest on:

a) trojkatny, b) czworokatny, ¢) szesciokatny.
Podstawg ostrostupa jest kwadrat ABCD o boku dhugosci 6. Sciana bocz-
na ABS jest prostopadla do podstawy oraz |AS| = |BS| = 5. Narysuj
siatke tego ostroshupa i oblicz jego pole powierzchni calkowitej.

Krawedz podstawy ostroshupa prawidlowego tréjkatnego ma diugosé 6.
a krawed# boczna ma dlugosc 4.

a) Oblicz miare kata nachylenia krawedzi bocznej tego ostrostupa do jego
podstawy.

b) Oblicz objetosé¢ tego ostroshupa.

Wysokoéé ostrostupa prawidlowego tréjkatnego jest réwna v/3, a kat na-
chylenia Sciany bocznej do jego podstawy ma miare 30°. Oblicz objetosé
i pole powierzchni bocznej tego ostrostupa.

5.12. Sterecmetria
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10.

11.

12

13.

14.

15.

Pole Sciany bocznej ostroslupa prawidlowego czworokatnego jest réowne
polu jego podstawy. Oblicz sinus kata nachylenia krawedzi bocznej do
podstawy tego ostroslupa.

Sciana boczna ostrostupa prawidlowego szesciokatnego jest nachylona do
podstawy pod katem 30°, a wysokoé¢ tej éciany jest réwna 3+v/3. Oblicz
objetos¢ tego ostrostupa.

Podstawg ostroshupa o wierzcholku S jest tréjkat ABC o bokach dlugosci
|AB| = 6, |[AC| = |BC| = 5. Wysoko$§¢ ostrostupa jest réwna 2, a jej
spodek jest srodkiem okregu opisanego na podstawie. Oblicz tangens kata
nachylenia sciany ABS do podstawy ostrostupa.

Podstawa graniastoslupa prostego jest romb o przekatnych dlugosei 10
1 12. Dluzsza przekatna graniastostupa jest nachylona do podstawy pod
katem 45°. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego graniastoslupa.

Przekatna graniastoshupa prawidlowego czworokatnego ma diugosé d i two-
rzy ze Sciana boczna kat 30°. Wyznacz objetos¢ tego graniastoslupa.

Objetos¢ walca jest rowna V', a jego powierzchnia boczna po rozwinieciu
jest kwadratem. Wyznacz wysokosé tego walca.

Stosunek pola powierzchni bocznej stozka do jego pola podstawy jest
réwny V2 : 1. Objetodé stozka jest réwna objetosei kuli o Srednicy 6. Oblicz
wysokosé tego stozka oraz miare kata nachylenia tworzacej do podstawy.

Oblicz objetosc stozka, ktérego pole podstawy jest rowne 16, a pole po-
wierzchni bocznej jest rowne 20,

Od szescianu, ktorego krawedz ma dlugosé 2, odcieto naroza, zawiera-
jace po jednym wierzcholku, plaszezyvznami przechodzacymi przez srodki
krawedzi wychodzacych z tych wierzcholtkéw. Oblicz objetosé wieloscianu
otrzymanego w ten sposob.

Prostopadloscian o wysokosci 6 e, ktorego podstawa jest kwadrat, prze-
cieto plaszezyzna przechodzaca przez jeden z wierzcholkow podstawy i na-
chylong do niej pod katem 30°. W przekroju otrzymano romb, ktérego
dluzsza przekatna jest réwna 2v/6 cm.

a) Oblicz dlugosé krawedzi podstawy tego prostopadloscianu.

b) Oblicz objetosé tego prostopadlosciama.
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Zestaw Il — cwiczeniowy

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

W graniastostupie prawidlowym tréjkatnym krawedz podstawy ma dlu-
gos¢ a, a przekatna sciany bocznej tworzy z druga sciana boczna kat a.
Wyznacz objetosé tego graniastoshupa.

Podstawa graniastostupa prostego o objetosci rownej 12 jest romb o kacie
ostrym 60°. Wysokos¢ tego graniastostupa jest rowna dluzszej przekatnej
jego podstawy.

a) Oblicz dlugoéé krawedzi podstawy.

b) Oblicz cosinusy katéw miedzy przekatnymi sasiednich $cian bocznych.

Graniastoslup prawidlowy czworokatny przecieto

dwiema plaszczyznami i otrzymano przekroje o po-
lach 20 i 8y/13 (rysunek obok). Oblicz objetosé
tego graniastoslupa, wiedzac, ze punkty P i () sa
srodkami jego krawedzi bocznych.

Prostopadloscian o wymiarach 6 x 8 x 15 przecieto I [~

I,

plaszczyzna przechodzaca przez jego trzy wierz- 4
cholki i otrzymano w przekroju tréjkat. Oblicz ob- y

wod tego tréjkata.

W ostrostupie prawidlowym czworokatnym dlugosé krawedzi podstawy
jest rowna 4, a odleglosé srodka jego wysokosci od krawedzi bocznej jest
rowna 1. Oblicz objetos¢ tego ostroslupa.

Przekrdj ostrostupa prawidlowego czworokatnego plaszczyzna przecho-
dzaca przez przekatna podstawy i wierzcholek ostroslupa jest trojkatem
rownoramiennym o ramionach dlugosci 6 cm oraz kacie miedzy ramio-
nami 30°. Oblicz pole tego przekroju i objetosé ostrostupa.

Trojkat rownoramienny o podstawie a i ramie-
niu 2a obracamy wokol prostej zawierajace] jed-
no z jego ramion. Wyznacz objetos¢ otrzymane;j
bryly.

Powierzchnia boczna stozka po rozwinieciu jest
polkolem o promieniu 10. Stozek ten przecieto
plaszezyzna przechodzaca przez cieciwe podsta-
wy AB i wierzcholek S (rysunek obok). Oblicz
cos 4ASB, jesli $AOB = 120°.
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24. Kule przecieto dwiema rownoleglymi plaszezyznami odleglymi od siebie
o 8 w ten sposob, ze srodek kuli lezy miedzy nimi. Pola otrzymanych
przekrojow sa réwne 9 1 257, Oblicz promien tej kuli.

25. Podstawa ostroshuipa jest prostokat o polu S, a dwie sSciany boczne sa
prostopadle do podstawy. Pozostale Sciany tworza z podstawa katy « i 3.
Wyznacz objetosé tego ostrostupa.

26. W czworoscianie o podstawie ABC 1 wierzcholku S dwie krawedzie AB
i C'S maja dlugosc 2, a dlugosc kazdej z pozostalych krawedzi jest rowna 3.
Oblicz objetosé tego ostroslupa.

27. W ostroshupie prawidlowym trojkatnym pole sciany boczne) jest cztery
razy wieksze od pola podstawy. Oblicz cosinus kata zawartego miedzy
sasiednimi Scianami bocznymi tego ostrostupa.

28. Dany jest prostopadloscian P;. ktorego podstawa jest
kwadratem o boku dlugosci 4 (rysunek obok). Jego
przekatna jest nachylona do podstawy pod katem a, | 8
a ze Sciana boczna tworzy kat (3. Prostopadlosdcian P
0 objetosci 64 jest podobny do prostopadloscianu P;. y
Oblicz skale podobienstwa tych prostopadloscianow, /
jesli wiadomo, ze: a) a = 60°, b) 3 = 30°. 4

29. W podstawe stozka wpisano kwadrat. Przekrd) stozka plaszczyzna prze-
chodzaca przez jego wierzcholek oraz jeden z bokow kwadratu jest troj-
katem rownoramiennym o kacie miedzy ramionami rownym «. Wyznacz
cosinus kata rozwarcia tego stozka.

30. Czworoscian foremny o krawedzi dlugosci a przecieto plaszezyzna prze-
chodzaca przez srodki dwoch krawedzi podstawy 1 wierzcholek nienalezacy
do tej podstawy. Wyznacz pole otrzymanego przekroju oraz cosinus kata,
ktory plaszezyzna przekroju tworzy z podstawa czworoscianu.

31. W ostroslupie prawidlowym czworokatnym pole podstawy jest réwne S,
a kat miedzy sciana boczna a podstawa ma miare a. Ostrostup ten prze-
cieto plaszezyzna zawierajaca krawedz boczna oraz srodek krawedzi pod-
stawy. Wyznacz pole otrzymanego przekroju.

@ 32. Miara kata miedzy ramionami Sciany bocznej ostroslupa prawidlowego
czworokatnego wynosi 2a. Ostroslup ten przecieto plaszezyzna przecho-
dzaca przez jego wierzcholek i przez srodki sasiednich krawedzi podstawy.
Wykaz, ze tangens kata, ktory ta plaszezyzna tworzy z podstawa, jest

' 2 ocos 20
s o

rOWNY
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Zestaw lll - podsumowujacy

33.

[p] 36.

37.

39.

D] 40.

Podstawa graniastoslupa prostego jest trapez rownoramienny o podsta-
wach dlugosci 8 1 2 oraz wysokosci rownej 3. Oblicz objetosc tego grania-
stoslupa oraz miare kata miedzy jego przekatna i najdluzsza krawedzia,
jezeli wiadomo, ze ta przekatna ma dlugoéé 5v/2.

Podstawa ostrostlupa ABC'S o objetodci 36 em® jest trojkat réwnobocezny
ABC o boku dlugosci 12 em. Punkt P jest Srodkiem krawedzi BC,
a punkt (). bedacy srodkiem odcinka AP, jest spodkiem wysokosci tego
ostrostupa. Oblicz pole powierzchi bocznej ostroshupa.

e
Na rysunku przedstawiono szescian ABCDEFGH
i jego przekréj plaszezyzna AQR. Wiadomo, ze P
|HQ| : |QD| = |FR| : |RB| =1 : k, gdzie k jest
liczba naturalna wieksza od 1. Oblicz stosunek diu- C
gosci odeinkéw, na jakie plaszezyzna przekroju

dzieli krawedzie FG 1 HG. A

W prostopadloscianie z wierzcholka podstawy poprowadzono przekatne
dwoch sasiednich Scian bocznych. Katy nachylenia tych przekatnych do
podstawy wynosza a i 3. Wykaz, ze cosinus kata zawartego miedzy tymi
przekatnymi jest roéwny sin a - sin 3.

Punkt P jest srodkiem krawedzi szescianu przed-
stawionego na rysunku obok. Niech S bedzie rzu-
tem prostokatnyim punktu D na plaszezyzne ACP.
Wyznacz odleglosé¢ punktu S od punktu A, jesli
diugos¢ krawedzi tego szescianu jest rowna a.

Miara kata miedzy ramionami sciany bocznej ostroslupa prawidlowego
trojkatnego wynosi 2, a pole sciany bocznej jest réwne S. Wyznacz pole
powierzchni calkowitej tego ostroslupa.

W ostrostupie prawidlowym czworokatnyim kat miedzy Sciana bocznag
a podstawa jest rowny 2a, a krawedz podstawy ma dlugos¢ a. Wyznacz
pole przekroju otrzymanego z przeciecia tego ostrostupa plaszczyzng prze-
chodzaca przez krawedz podstawy i nachylona do podstawy pod katem «a.

Miara kata miedzy Scianami bocznymi ostrostupa prawidlowego czworo-
katnego wynosi 3. Uzasadnij, ze § > 90°. Wykaz, ze cosinus kata miedzy
Sciana boczna tego ostroshipa a jego podstawa jest réwny /— cos J.
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5.13. Rachunek prawdopodobienstwa

Permutacje
Liczba sposobow, na ktore n réznych elementow mozna ustawi¢ w ciag,
jest rowna n!.

Wariacje z powtorzeniami

Liczba sposobow. na ktore z n roznych elementow mozna utworzy¢ ciag
skladajacy sie z k niekoniecznie réznych wyrazéw, jest réwna n”.
Wariacje bez powtorzen

Liczba sposobow, na ktore z n réznych elementéw mozna utworzyc¢ ciag

skladajacy sie z k réznych wyrazow (1 < k < n). jest réowna:

mn: {”' = 1) it {”' B “' o 1}) - {H.i!-:i:}!

Kombinacje
Liczba sposobow, na ktore sposrdd n réznych elementow mozna wybrac

1
k elementéw (0 < k < n), jest rowna (::) = ®N = E)
T — K )

Wilasnosci prawdopodobienstwa

= ) < P(A) <1 dla kazdego zdarzenia A C Q

= P(()) =0 (@ — zdarzenie niemozliwe), P(§2) = 1 (2 — zdarzenie pewne)
= P(A) < P(B)dlaAc BcC§}

= P(A") =1— P(A), gdzie A’ oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia A

= P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) dla dowolnych zdarzen A, B C ()

Prawdopodobienstwo warunkowe

Niech A, B C Qi P(B) > 0. Prawdopodobienstwo zdarzenia A pod wa-
runkiem, ze zaszlo zdarzenie B, okreslamy wzorem:

P(ANB)

P(A|B) = ‘W‘
Prawdopodobienstwo catkowite

Niech 2 bedzie zbiorem wszystkich wynikéw pewnego doswiadcezenia. Jesli
zdarzenia By, B, ..., B, spelniaja nastepujace warunki:

s zawsze zachodzi przynajmniej jedno z nich (B, U B, U...U B, = 1),

» prawdopodobienstwo kazdego z nich jest dodatnie,

= zdarzenia te parami sie wykluczaja,

to prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A C € opisuje wzor:

P(A) = P(B,) - P(A|B,) 4+ P(B,) - P(A|Bs) + ...+ P(B,) - P(A|B,)
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Zestaw | - wprowadzajacy

1. Dane sa zbiory A = {1,2}, B = {2,3,4} i C = {1,2,3,4,5,6,7}. lle jest
wszystkich liczb trzveyirowych takich, ze pierwsza cyfra nalezy do zbio-
ru A, druga - do zbioru B, a trzecia — do zbioru C'7 lle wsréd nich jest
liczb nieparzystych?

2. Dwie druzyny rozgrywaja ze soba mecz pilki noznej. lle jest mozliwych
wynikow, jesli wiadomo, ze kazda z druzyn strzelila:

a) nie wiecej niz 3 bramki, b) nie wiecej niz 4 bramki?
3. Na ile sposobdéw mozna ustawi¢ w kolejce 4 osoby, a na ile — 6 0s6b?

4. Dziewieciorgu zawodnikom, wsrod ktoryceh jest pieé¢ dziewczat, przydzie-
lono kolejne numery od 1 do 9.
a) Ile jest wszystkich sposobow przydzielenia numeréw?
b) Ile jest takich sposobow przydzielenia numerow, aby dziewczeta dostaly
numery nieparzyste, a chlopey dostali parzyste?

5. Pewien kod sklada sie z trzech liter na poczatku oraz z dwoch dowolnych
cyfr na koficu. Litery naleza do zbioru {A,B,C,D}. Ile mozna utworzy¢
takich koddow, jezeli:

a) cyfry i litery sie nie powtarzaja, b) cyfry i litery moga sie powtarzac?

6. Ile jest wszystkich liczb:
a) trzyeyfrowych, w ktéryeh zapisie nie wystepuja cyfry 0 i 1 oraz zadna
cyfra sie nie powtarza,
b) czterocyfrowych, w ktorych zapisie nie wystepuja cyfry 0, 1 1 2 oraz
zadna cyfra sie nie powtarza,

¢) pieciocyfrowych, w ktorych zapisie zadna cyfra sie nie powtarza?

7. lle jest wszystkich liczb:
a) pieciocyfrowych, w ktoryeh zapisie moga wystepowac tylko cyfry 1, 21 4,
b) ezterocyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuje cyfra 0,
c) parzystych trzycyfrowych, w ktorych zapisie nie wystepuja cyfry 71 97

8. Dwie siostry kupily wspdélnie 10 dlugopisow, kazdy w innym kolorze. Ob-
licz, na ile sposobéw moga sie nimi podzieli¢, jesli obydwie maja dostaé
tyvle samo diugopisow.

9. lle mozna utworzy¢ roznych siedmiocyfrowych ciagow, w ktoérych cztery
razy wystepuje cyfra 1 i trzy razy cyfra 07
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

L

Ile jest wszystkich liczb podzielnych przez 3, do ktorych zapisu uzyto wy-
lacznie cyfr 01 1, jesli liczby te sa:

a) czterocyfrowe, b) pieciocyfrowe, ¢) os$miocyfrowe?

Rzucamy trzy razy moneta. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na tym,
ze co najwyzej raz wypadla reszka, B — Ze co najwyze] dwa razy wypadla
reszka, C' — ze trzy razy wypadla reszka.

a) Podaj pary zdarzen wykluczajacych si¢ i pary zdarzen przeciwnych.
b) Ktére ze zdarzen BUC, A'N B, AN C jest zdarzeniem niemozliwym,
a ktore — zdarzeniem pewnym?

Z urny zawierajacej cztery kule ponumerowane od 1 do 4 losujemy dwie
kule. Niech A bedzie zdarzeniem polegajacym na tym, ze dwie wylosowane
kule maja numery nieparzyste. Opisz przestrzen zdarzen elementarnych 2
tego doswiadczenia, wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom A i A’ oraz
oblicz prawdopodobienstwa tych zdarzen, jesli losujemy:

a) bez zwracania, b) ze zwracaniem.

Ze zbioru liczb {1,2.3,..., 12} wybieramy losowo jedna liczbe. Oblicz

prawdopodobienstwo tego, ze bedzie to liczba podzielna:

a) przez 2, b) przez 3, ¢) przez 2 lub 3.

Rzucamy dwa razy kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:
a) iloczyn oczek, ktore wypadna w obydwu rzutach, bedzie réwny 6,

b) w kazdym rzucie liczba oczek bedzie wigksza od numeru rzutu.

W urnie sa cztery kule oznaczone numerami 1. 2, 3 i 4. Losujemy kolejno
cztery kule bez zwracania. Numery kul zapisane w kolejnosci losowania
tworza liczbe czterocyfrowa. Oblicz prawdopodobienstwo tego, Ze otrzy-
mana liczba bedzie:

a) parzysta, b) wieksza od 1234.

Z urny, w ktorej znajduje sie 5 kul bialych i 3 czarne, losujemy kolejno
3 kule. Czy bardziej prawdopodobne jest wylosowanie trzech kul bialych
w wypadku losowania bez zwracania, czy ze zwracaniem?

W klasie IVa jest 8 chlopcow i 12 dziewczat, a w klasie IVb — 10 chlop-
cow 1 6 dziewczat. Z kazde] klasy wybieramy losowo jedna osobe. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze beda to:

a) dwie dziewczyny, b) dziewczyna i chlopiec.
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Zestaw Il — cwiczeniowy

18.

19.

20.

1.

22,

23.

24,

25.

26.

Winda. w ktorej sa 3 osoby, zatrzyvmuje sie na 5 pietrach. Oblicz prawdo-
podobienstwo tego, ze:
a) kazda osoba wysiadzie na innym pietrze,

b) na ktéryms z pieter wysiada dokladnie 2 osoby.

Losowo ustawiamy w rzedzie 7 dziewczat 1 8 chlopecow. Oblicz prawdopo-
dobienstwo tego, ze:
a) zaden chlopiec nie stoi obok chlopea,

b) wszystkie dziewczeta stoja obok siebie.

Na egzaminie posadzono losowo w jednym rzedzie 10 oséb, w tym dwie
z jednej szkoly. Oblicz prawdopodobienstwo tego. ze nie siedza one obok
siebie.

Liczby 1.2.3,....10 uporzadkowano w sposéb losowy. Oblicz prawdopo-

dobienstwo wystapienia w tym uporzadkowaniu:
a) dwdjki bezposrednio przed dsemka, b) dwdjki przed ésemka.

Z grupy, w ktorej jest 8 dziewczat i 6 chlopcow, wybieramy losowo 4 osoby.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wybierzemy:

a) 2 dziewczyny i 2 chlopcow, b) 1 dziewczyne i 3 chlopcow.

Na loterii jest 10 loséw, w tym 2 wygrywajace. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze wygrywa co najmniej jeden sposrod pieciu zakupionych losow.

Z urny, w ktorej jest 7 kul bialych i 5 zielonych, losujemy jednoczesnie
3 kule. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wérod wylosowanych kul:
a) przynajmniej jedna jest biala, b) jest wiecej zielonych niz bialych.

W szafie sa 4 pary butéw. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:
a) losowo wybrane dwa buty sa para,
b) wéréd losowo wybranych czterech butéw jest co najmniej jedna para.

Rzucono piecioma kostkami. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania:

a) na wszystkich kostkach takiej samej liczby oczek.

b) dokladnie na dwéch kostkach takiej samej liczby oczek (pary), a na
trzech pozostalvch kostkach — réznych liczb oczek.

¢) dokladnie na trzech kostkach takiej samej liczby oczek (tréjki), a na
dwoch pozostalych kostkach — roznych liczb oczek,

d) tréjki i pary.
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

W urnie jest 7 kul bialych i 8 czarnych. Losujemy z urny jedna kule,
a nastepnie drugg. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze druga kula jest
czarna, jesli pierwsza byla biala.

Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze suma oczek otrzymanych w trzech
rzutach kostka jest rowna 10, jesli w dwoch pierwszych rzutach wypadly
parzyste liczby oczek.

Do dwdéch szuflad wrzucamy losowo 1 kule czarna i 5 kul bialych. Oblicz
prawdopodobienstwo tego. ze kula czarna znajdzie sie w drugiej szufladzie,
jesli do pierwszej zostaly wrzucone dokladnie dwie kule.

Ze zbioru {1,2,3} wybieramy losowo jedna liczbe, a nastepnie rzucamy
tyle razy kostka. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania dokladnie jednej
szostki.

Wzor Bayesa

Niech 2 bedzie zbiorem wszystkich wynikéw pewnego doswiadcezenia. Jesh
zdarzenia By, B,, ..., B, spelniaja nastepujace warunki:

» zawsze zachodzi przynajmniej jedno z nich (B, U B, U...U B, = ),

= prawdopodobienstwo kazdego z nich jest dodatnie,

= zdarzenia te parami sie wykluczaja.,

to dla dowolnego zdarzenia A C 2 o dodatnim prawdopodobienstwie praw-
dziwy jest wzor:

P(B|A) = P(By)-P(A|By)

P(B1)-P(A|B1)+ P(Bz)-P(A|B2)+...+ P(By) - P(A|Byn)

Zaklady Z,, Z, i Zs wyprodukowaly odpowiednio 20%, 30% i 50% pewnej
partii towaru. Wiadomo. ze wadliwe wyroby zakladu Z; stanowia 1% calej
jego produkcji, zakladu Z, - 3%, a zakladu Z; — 5%. Oblicz prawdopo-
dobienstwo tego, ze losowo wybrany wyrob z te] partii towaru pochodzi
z zakladu Z,, jesli wyrdb ten jest wadliwy.

Rzucamy raz kostka. Jezeli wypadnie mniej niz 5 oczek, to losujemy jedna
kule z pierwszej urny, ktora zawiera 5 kul bialych i 1 kule czarna. W prze-
ciwnym razie losujemy jedna kule z drugiej urny, ktora zawiera 6 kul bia-
tyvch i 3 kule czarne. Oblicz prawdopodobienstwo tego. ze kula pochodzi
z drugiej urny. jesli jest to kula czarna.

B 256 5. Powtdrzenie



33. Rzucamy raz kostka. Jezeli wypadnie 6 oczek. to losujemy 2 kule z pierw-
sze] urny, ktora zawiera 2 kule biate 1 4 kule czarne. W przeciwnym razie
losujemy 2 kule z drugiej urny, ktora zawiera 3 kule biale i 3 kule czarne.
Wrylosowano dwie kule czarne. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze po-
chodza one z pierwszej urny.

34. Prawdopodobienstwo otrzymania orla i reszki w rzucie pierwsza moneta
jest takie samo. Dla drugiej monety prawdopodobienstwo otrzymania orla

jest rowne la a reszki § Wykonujemy trzy rzuty losowo wybrana moneta.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze rzucono:
a) pierwsza moneta, jeéli wypadly dwa orly,

b) druga moneta, jesli wypadly dwie reszki.

Schemat Bernoulliego
W schemacie n prob Bernoulliego prawdopodobienstwo otrzymania k suk-
cesOW wyraza sie wzorem:

Falk)= (;:')pkq”' dla ki =01, 0000
gdzie p oznacza prawdopodobienstwo sukcesu. a ¢ — prawdopodobienstwo
porazki w pojedynczej probie (¢ =1 — p).

35. Oblicz prawdopodobienstwo tego. ze w czterech rzutach moneta:
a) ani razu nie wypadnie orzel, b) wypadna dokladnie 3 orly.

36. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w dziesieciu rzutach moneta reszka
wypadnie:
a) dokladnie 3 razy, b) co najmniej 3 razy.

37. Rzucamy szeS¢ razy kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze liczba
oczek mniejsza od 3 wypadnie:
a) dokladnie 2 razy, b) co najwyzej 2 razy.

38. Tomek i Romek rzucaja pilka do kosza. Tomek trafia w 80% rzutéw, a Ro-

mek - w 60%. Kazdy z nich wykonal po 5 rzutéw. Oblicz prawdopodo-
bienstwo tego, ze pilka trafila do kosza co najmniej 9 razy.

39. Prawdopodobienstwo tego, ze Basia trafi pilka do kosza, jest rowne (.8.
Ile co najmniej rzutéw powinna wykonac¢, aby prawdopodobienstwo co
najmniej jednego trafienia bylo wigksze od 00,9997
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Zestaw lll - podsumowujacy

40.

41.

42,

43.

44,

45.

46.

47.

48.

Ze zbioru liczb dwucyfrowych wybieramy losowo jedna liczbe. Oblicz praw-
dopodobienstwo tego, ze bedzie to liczba podzielna przez 10 i niepodzielna
przez 3.

Kazda z os6b bawiacych sie na pewnym przyjeciu, wychodzac, zegnala
sie ze wszystkimi pozostalymi gosémi usciskiem dloni. lle bylo oséb na
przyjeciu, jezeli wymieniono 66 usciskow?

lle jest wszystkich liczb szesciocyfrowych., w ktorych zapisie wystepuje
dokladnie raz cyfra 5 oraz dokladnie dwa razy cyfra 77

Ze zbhioru liczb dwucyfrowych losujemy bez zwracania dwie liczby. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze suma wylosowanych liczb jest parzysta.

Uczen potrafi rozwigzac 10 z 20 zadan egzaminacyjnych. Losuje 3 zadania
i jesli rozwiaze co najmniej 2 z nich, to zda egzamin. Oblicz prawdopo-
dobienstwo tego. ze uczen zaliczy egzamin. Jakie byloby to prawdopodo-
bienstwo, gdyby uczen wmial rozwiazac¢ 15 zadan?

W partii 25 zaréwek 16% jest uszkodzonych. Losujemy dwie zaréwki. Ob-
licz prawdopodobienstwo tego, ze:
a) obie zaréwki beda dobre,

b) przynajmniej jedna zaréwka bedzie dobra.

Z cyfr liczby 12345678 tworzymy liczby odmiocyfrowe, w ktorych zapisie
cyfry sie nie powtarzaja. Oblicz prawdopodobienstwo tego. ze:
a) cyfry 1, 2 i 3 znajduja sie obok siebie w dowolnej kolejnosei,

b) pomiedzy cyframi 1 i 2 znajduja si¢ dokladnie trzy cyfry.

Ze zbioru {—2,—1,0,1,2} losujemy kolejno dwie liczby bez zwracania
i wstawiamy je odpowiednio w miejsce wspolezynnikéw a i b do wzoru
funkcji f(xr) = ax? + bx + 1. Oblicz prawdopodobienstwo tego. ze:

a) funkcja f jest rosnaca w zbiorze R,

b) wykres funkcji f jest symetryczny wzgledem osi OY,

¢) wykres funkcji f jest symetryczny wzgledem prostej @ = 1.

Na pierwszej loterii jest n loséw, w tym 1 wygrywajacy, a na drugiej jest 2n

losow. w tym 2 wygrywajace. Sprawdz, czy prawdopodobienstwo wygrania
na obu loteriach jest jednakowe, gdy kupujemy: a) 1 los. b) 2 losy.
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49.

50.

51.

52.

56.

57.

W sklepie jest n sztuk pewnego wyrobu, w tym 30% sztuk pierwszego
gatunku i 70% — drugiego. Na opakowaniach tego wyrobu nie podano jed-
nak informacji o gatunku. Prawdopodobiefnstwo tego, ze druga sprzedana
sztuka bedzie pierwszego gatunku. pod warunkiem, ze pierwsza sprzedana
sztuka bedzie tez pierwszego gatunku, wynosi % Oblicz n.

Rzucamy trzy razy kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze za trzeciim
razem wypadla szostka, jesli:

a) iloczyn otrzymanych oczek jest liczba podzielna przez 3.

b) suma otrzymanych oczek jest réwna 12,

¢) suma otrzymanych oczek przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1.

Z urny zawierajacej 4 kule biale i 2 czarne losujemy 1 kule i wkladamy ja
do drugiej urny zawierajacej 3 kule biale i 5 czarnych. Oblicz prawdopo-
dobienstwo tego. ze kula wylosowana z drugiej urny bedzie czarna.

Z urny, w ktorej znajduja sie 3 kule biale i 5 czarnych, losujemy jedna
kule, zwracamy ja do urny i dorzucamy 2 kule koloru wylosowanej kuli.
Nastepnie losujemy jeszcze jedna kule. Oblicz prawdopodobienstwo tego.
ze dwie wylosowane kule sa takiego samego koloru.

Ze zbioru {1,2,3,...,50} wybieramy losowo jedna liczbe, a nastepnie z po-
zostalych losujemy jeszcze dwie liczby. Oblicz prawdopodobienstwo wylo-
sowania za drugim razem dwoch liczb parzystych.

W dwdch urnach, w ktoryeh sa po 4 kule czarne, rozmieszezamy dodatkowo
6 kul bialych. Nastepnie z losowo wybranej urny losujemy jedna kule. Jak
rozmiescic¢ biale kule w urnach. aby prawdopodobienstwo wylosowania kuli
bialej bylo najwieksze? Oblicz to prawdopodobienstwo.

Student z 2n pytan (n > 1) losuje na egzaminie 2 pytania. Jezeli odpowie
na nie dobrze — zdaje egzamin, jezeli odpowie na kazde zle — nie zdaje
egzaminu. W przypadku jednej zlej odpowiedzi wyciaga dodatkowe pyta-
nie i jezeli odpowie poprawnie, zda egzamin. Oblicz prawdopodobienstwo
tego. ze student zda egzamin, jezeli umie odpowiedzie¢ na n pytan.

W rzucie niesymetryczna kostka prawdopodobienstwo uzyskania co naj-
wyze] czterech oczek jest rowne 0,6, a co najmniej czterech oczek — 0,8.
Oblicz prawdopodobienstwo uzyskania czterech oczek w rzucie ta kostka.

Niech A, B C 2. Oblicz P(A|B), jesli wiadomo, ze P(A) = 2, P(B') = %
oraz P(B|A) = 3.
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58. Niech A.B < f1. Oblicz P(A N B), jesli wiadomo, ze P(A) = _1]_
P(AU B) = 2 oraz P(A|B) = 1.

59. a) Niech A, B C Q. Oblicz P(An B) i P(B\ A), jeSli wiadomo, ze
P(A) = 3, P(B) = 2 oraz AU B jest zdarzeniem pewnym.
b) Niech A,B < €. Oblicz P(AU B) i P(A\ B), jesli wiadomo, ze
P(A) = 1, P(B) = ; oraz AN B jest zdarzeniem niemozliwym.

60. a) Niech A,B C Q. Oblicz P(A' U B) i P(A|B), jesli wiadomo, ze
P(A) =2, P(B') = 2 oraz P(AUB) = 3.
b) Niech A, B C Q. Oblicz P(A'|B). jesli wiadomo, ze A U B jest zdarze-
niem pewnym oraz P(A) = P(B) = 3P(AnN B).
[D] 61. Dane sa zdarzenia A, B C () takie, ze P(B) > 0. Wykaz, 7e:

P(A)+P(B)-1
P(B)

P(A|B) >

Niech X bedzie zmienna losowa o wartosciach xy, @9, ..., T, przyjmo-
wanych z prawdopodobienstwami odpowiednio p;. ps. .... p.. Wartoscia
oczekiwang zmiennej X nazywamy liczbe:

EX = Tipr + TP+ ...+ TpPn

Gre nazywamy sprawiedliwg. jesli jej wartos¢ oczekiwana jest rowna 0.

62. Pewna gra polega na dwdch rzutach moneta. Jesli wypadna dwa orly, to
wygrywamy 80 zl, jesli dwie reszki — wygrywamy 40 zl. W pozostalych
przypadkach przegrywamy p zl.

a) Oblicz wartosé oczekiwana tej gry dla p = 50.

b) Dla jakiej wartosci p gra jest sprawiedliwa?

63. Pewna gra polega na rzucie dwiema kostkami i dodaniu liczby wyrzuconych
oczek. Jesli otrzymamy co najmniej 10 oczek, to wygrywamy x zl, jesl
otrzymamy 7 oczek, to wygrywamy 2x zl. W pozostalvch przypadkach
przegrywamy 36 zl. Dla jakiej wartosci o gra jest sprawiedliwa?

64. Sposrod liczb 3, 41 5 losujemy dwie. Zmienna losowa X przyporzadkowuje
kazdej parze liczb jej sume. Oblicz wartos¢ oczekiwana zmiennej X. jesli
losujemy:

a) bez zwracania, b) ze zwracaniem.
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5.14. Statystyka

Srednia arytmetyczna n liczb x, x5, ..., 2, nazywamy liczbe:
= — b 1 i ot 2 My R b 1

I

Srednia wazona n liczb x,,%,,....2,, ktorym przypisano odpowiednio
wagi wy, ws, ..., w,. bedace liczbami dodatnimi. jest réwna:
WiT]+wors+...+WpTy
W wWa o Wy

Mediang uporzadkowanego w kolejnosci niemalejgcej zbioru n liczb:

TS Ty S T3 < ... <Xy, jest:

= dla n nieparzystych: xnp1 — wartodé srodkowa,

» dla n parzystych: %[:L‘% -I'-;r%ﬂ} — Srednia arytmetyczna dwoch sasiednich
wartosci srodkowych.

Dominanta (wartos¢ modalna, moda) jest wartoscia, ktora wystepuje wirod
danych najczesciej.
Wariancja n liczb x,, x4, ... .2, o Sredniej arytmetycznej T jest liczba:

2 (21 =P+ (22 -F) 2 +... 4+ (xn—F)2 . :Iff—i—ar%—i—.“-i-:r:ﬁ - {,,_]2

o &

T T

Odchylenie standardowe o jest pierwiastkiem kwadratowym z wariancji.

Zestaw | — wprowadzajacy

1. Oblicz srednia arytmetyczna, mediane i dominante danych liczb.
a) 4, 3. 1, 10, 10, 13, 8, 10, 4 ¢) 3,2,3,9,4,10, 14, 3
b) 2,2,4,4,2,6,6,4, 2,2, 10 d) 16, 8, 8,0, 8, 8, 14, 2
6000 21 4000 21
2. Pewna firma ma cztery oddzialy. Na dia- o
gramie przedstawiono. jaki procent osob

pracuje w poszczegolnych oddzialach i ja-
30%

kie sa w nich srednie zarobki. Oblicz sred- B ez
i 5000 7t 4500 2}

nia zarobkéw w tej firmie.

3. W pewnej szkole sa trzy klasy drugie liczace kolejno 21, 23 i 23 uczniow.
Sredni wzrost uczniéw w pierwsze] z nich jest rowny 172 em, w drugiej —
174 cm, w trzeciej — 170 em. Oblicz $redni wzrost wszystkich uczniow klas
drugich.
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4. Uczniom klas Ia i Ib zadano pyvtanie: .lle pokoi ma twoje mieszkanie?”.
Wyniki ankiety przedstawiono na ponizszych diagramach. Oblicz srednig
arytmetyczna, mediane i dominante zebranych danych dla:

a) klasy Ia, b) klasy Ib. ¢) obu klas razem.
Ia Ib

liczba ucznié liczba ucznidw

IG ...... IE]

7 7 |

ﬁ ....... ﬁ FPCERERURETRGRE R . .. FEETOONCIRTRRI | . .- |
5 .......... 5 -

4 . () D . WS, .
:.; 3 FOSTLUMRRIN |-\ =] Y o ] Rl ik o

2 2 |

1 l f IORERRRN | R Lt

2 4 h 2 3 q

o 0 ‘ i’
liczba pokoi liczba pokoi

5. Pewien nauczyciel, aby wystawi¢ oceny na polrocze, oblicza srednia aryt-
metyczng wszystkich ocen, a nastepnie zaokragla wynik do liczby calkowi-
tej. Oceny Ani to 5, 3, 4, 4, 4. 21 3. Jaka najnizsza ocene musi dosta¢ Ania
7z ostatniego sprawdzianu, zeby na koniec semestru miec¢ ocene dobra?

. . ‘ R T liczba rzutow
6. Wykonano serie rzutéw kostka — Srednia liczba it

6
otrzymanych oczek jest rowna 4. Na diagramie 5 |-
przedstawiono, ile razy wypadly poszczegolne licz- T
by oczek, ale pominieto informacje, ile razy wypa- ; ..
dly 2 oraz 3 oczka — wiadomo, ze kazdy z tych B
wynikow wyrzucono parzysta liczbe razy. Ile rzu- T IT =B
tow wykonano podczas tej serii? liczba oczek

7. W tabeli podane sa liczby 1 odpowiadajace im wagi. Oblicz srednia wazona
tych liczb.

8) [iobal 2 | 3| 5110] ® ltiesbal o | 2 | 6 | 8 | 16
Wega | 4 | 5 | 1| 2 Waga | 0.2 | 0,4 (0,25/0,05/ 0,1

8. Ocena wystawiana na polrocze przez pewnego nauczyciela jest srednia wa-
zona (zaokraglona do liczby calkowitej) ze srednich arytmetycznych ocen
z prac klasowych, sprawdzianow i pracy na lekcji — z wagami odpowiednio
0.5, 0,31 0,2. Oceny Kuby z prac klasowych to 5, 4, 2, ze sprawdzianow — 4,
3.3, 5, 21 za prace na lekeji — 4, 3. Jaka ocene otrzyma Kuba na poélrocze?
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9.

10.

g2

Na wykresach ponizej podano zuzycie wody w kolejnych miesiacach przez
rodziny Kowalskich i Nowakow. Sprawdz, czy srednie miesieczne zuzycie
wody w obu rodzinach jest takie samo. Oblicz odchylenie standardowe
miesiecznego zuzycia wody dla:

a) rodziny Kowalskich.,  b) rodziny Nowakéw,  ¢) obu rodzin razem.

Rodzina Kowalskich Rodzina Nowakow

zuzycie wody [m’] zuzycie wody [m?]
16 16 |
14 - 14 |
- B S R =
i0 [& : 10 -a
& [k ol
G
4 4

1 23 45 6 7 8 9101112 1234-’5{5?3!]1!]1112

miesiac miesige

Na diagramach podano wyniki sprawdziaim w trzech klasach w pewnym

liceum. Oblicz srednia ocen ze sprawdzianu w kazdej klasie. W ktorej z nich
odchylenie standardowe ocen jest najwicksze?

IVa IVh IVe
liczba uczniow liczba uczniow liczba ucznidw

8 - - 8 - 8

'T HEPESTT PN TUTE TN |\ . AT i T [ e X0y LA Y T

E AR A ianed ﬁ  IEORORRRR, 4 | AR L. | Rt .ﬁ i e e L e L

l:', .................. 5 i CORERORRTEE, | | RRORRER LY e 5

4 ......... 4 P ___'I

‘3 3 i s it i '3 ..............

2 e 2r 2

1 l [ HRRRRE |l WUAR o] Frreren ] T 1

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 b 6 1 2 3 4 5 6
ocena ocena ocena

Pewna firma ma dwa oddzialy. W oddziale I pracuje 20% oséb zatrudnio-
nych w tej firmie, pozostale osoby pracuja w oddziale I1. Srednie zarobki
w oddziale I wynosza 6000 zl, w oddziale II — 4000 zl, natomiast odchy-
lenia standardowe sa rowne odpowiednio 1000 zl i 200 zl. Oblicz srednia
i odchylenie standardowe zarobkow dla calej firmy.
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Zestaw Il - ¢wiczeniowy

12. a) Srednia arytmetyczna liczb 14,2, 4. 15,14, 2, 6 jest réwna 12. Oblicz x
oraz wyznacz mediane i dominante tych liczb.
b) Srednia arytmetyczna liczb 3,1,2,5,6,z,y jest réwna 4. Oblicz = 1 y,
jesli wiadomo, ze dominanta tych liczb jest réwna 1 oraz = > y.

13. Pewna firma zatrudnia 120 os6b w ezterech oddzialach znajdujacych sie
w réznych miastach. Srednie miesieczne wynagrodzenie w I oddziale wy-
nosi 4400 z1, w 11 — 4800 z1, w 111 — 4200 zl, w IV — 6000 zl. Na diagramie
ponizej zostal podany procentowy rozklad zatrudnienia w poszczegdlnych
oddzialach. 10%

a) Oblicz srednie miesieczne wynagrodze-
nie w tej firmie.

10%
b) Jak zmieni si¢ Srednie miesieczne wyna- 30%
grodzenie w tej firmie, jesli w I oddziale
zatrudnienie zmniejszy sie o 25%, a sred-
nia zarobkow w tym oddziale nie ulegnie
zmianie? 20%

14. W pewnej firmie 20% pracownikéw zarabia srednio miesiecznie 7 tysiecy
zlotych. Srednia placa pozostalych pracownikéw tej firmy wynosi 4.5 ty-
siaca zlotych. Oblicz Srednie miesieczne wynagrodzenie w tej firmie.

15. Podczas miedzyszkolnych zawodow w lyzwiarstwie figurowym dziewieciu
sedziow przyznawalo noty za technike i prezentacje programu w skali od 0.0
do 6.0 punktow. Nota zaréwno za technike, jak 1 za prezentacje programnu
byla srednia arytmetyczna uzyskanych punktow. Jakie byly koncowe noty
dwdch par, ktorych punktacja zostala podana w tabeli, jesli koncowa nota
byla:

a) éredniag aryvtmetyczng noty za technike i noty za prezentacje,

b) érednia wazona, przy czym nota za technike miala wage 0.6, a nota za
prezentacje — wage 0,47

technika 50156,1(50|b2 |55 (50158351 ]| 5,6
Pﬂra I ] ! ! | | l |
prezentacja 4,9 50 48 52 54 49 5.0 | 48 50
technika 6058|959 |60|5,7|98|57)| 59| 54
Para I1 i i |
prezentacja | 5,5 | 58 | 55|59 | 56 58|59 |54 |59
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16.

18.

19.

20.

21.

22.

Oblicz érednia arytmetyczna 7, érednia arytmetyczna kwadratéw 22 oraz
wariancje ponizszych danych.

a) Ty 1, 22,28, 3,8 c) 10, 20, 30, 40, 50

b, % 2.3.3,4,4,8; 5 d) -2, -2, -1,-1,0.5.5

Wykaz, ze jezeli 22 jest $rednia arytmetyczna kwadratow liczb . ..., x5,
a y? jest $rednia arytmetyczna kwadratéw liczb y,, ...,y to $rednia aryt-
metyczna kwadratow wszystkich tych liczb jest réwna:

k-x2+1-y2

k+l1

W pewnej klasie jest 12 dziewczat 1 8 chlopcow. W tabeli podano srednie
ocen z klasowki ze statystvki w tej klasie oraz odchylenia standardowe
(z podzialem na dziewczeta i chlopeow).

Dziewczeta Chlopcy
Srednia ocen 4 4,2

Odchylenie standardowe 0,9 1.5

Oblicz $rednia ocen z tej klaséwki 1 odchylenie standardowe dla calej klasy.
Wynik zaokraglij do dwdoch miejse po przecinku.

W firmie A pracuje 10 o0séb, a w firmie B — 20 o0s6b. Srednie miesieczne
wynagrodzenie w firmie A wynosi 4000 zl, a odchylenie standardowe
500 zl, natomiast w firmie B Srednie miesieczne wynagrodzenie wynosi
5000 zl, a odchylenie standardowe — 1000 zl. Oblicz Srednie miesieczne
wynagrodzenie oraz odchylenie standardowe dla obu firm lacznie. Wynik
zaokraglij do dwoch miejsc po przecinku.

Srednie zarobki w pewnej firmie wynosza 6000 zl. a odchylenie standar-
dowe wynosi 500 zl. Oblicz, jak zmieni sie srednie wynagrodzenie i odchy-
lenie standardowe, jezeli kazdy z pracownikow dostanie:

a) b% podwyzki, b) 200 zt podwyzki.

Srednia arytmetyczna liczb x.y,2.6,6,4.3,4 jest réwna 4, a odchylenie
standardowe jest rowne 1.5. Oblicz i y. jesli wiadomo, ze & < y.

Wsrad 10 ocen z matematvki pewnego ucznia sa tylko trojki 1 czworki.
Oblicz, ile jest czworek, jesli wiadomo. ze wariancja ocen wynosi 0,16 oraz
czworek jest wiecej niz trojek.
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Zestaw lll - podsumowujacy

23. Srednia wynikéw w skoku wzwyz 12 uczniow wyniosla 140 cm. Dwdéch
uczniow skoezylo na wysokosé 150 em. Ile wynosilaby srednia, gdyby sko-
czyli oni o 10 cm wyzej?

24. W pewnej firmie srednia placa wynosi 4800 zl, przy czym srednia placa
pracownikéw ze stazem nie dluzszym niz 5 lat wynosi 4000 zl, natomiast
tych ze stazem dluzszym — 4900 zl. Oblicz, jaki procent wszystkich pra-
cownikow stanowia pracownicy z krotszym stazem.

25. Pewna firma ma dwa oddzialy. Srednie miesieczne wynagrodzenie w [ od-
dziale wynosi 4600 zl, a w II — 5800 zl. Oblicz srednie miesieczne wyna-
grodzenie w obu oddzialach razem, jezeli wiadomo, ze:

a) I oddzial zatrudnia dwa razy wiecej pracownikéw niz II oddzial,

b) I oddzial zatrudnia o 40% pracownikéw mniej niz IT oddzial.

26. W tabeli podano miesieczne wynagrodzenia pracownikow pewnej firmy.
Oblicz prawdopodobienstwo tego. ze losowo wybrany pracownik z tej firmy
zarabia powyzej mediany.

Liczba pracownikow 19 6 2 2 3
Wynagrodzenie [z1] 3000 3500 4000 5000 7000
27. W klasach drugich pewnej szkoly przepro- procent uczniow
wadzono test sprawdzajacy z matematyki, 50 B
w ktorym wzielo udzial 60 uezniéw, w tym 0 R B
20 dziewczat. Na diagramie podano oceny
chlopcow. 46|
a) Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze
ocena losowo wybranej dziewczyny bedzie L 1T T NI
sie roznila od Sredniej w grupie dziew- §
czat o wiecej niz odchylenie standardowe. F AT 1
Ile wynosi to samo prawdopodobienstwo [] dziewczeta [ chtopey

w grupie chlopcow?

b) Wybieramy losowo dziewczyne i chlopca. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze ocena dziewezyny bedzie nie mniejsza od sredniej w grupie dziew-
czat, a ocena chlopca — nie mniejsza od sredniej w grupie chlopcow.
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*5.15. Rachunek rézniczkowy

Funkcja f: (a:b) — R jest ciagla w punkcie x, € (a;b) wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje granica lim f(x) oraz lim f(x) = f(x0).

T—a(

Funkeje f:(a;b) — R nazywamy ciggla w przedziale otwartym (a;b), jezeli
jest ciagla w kazdym punkcie tego przedziatu.

Funkcje fi(a;b) — R nazywamy ciagla w przedziale domknietym (a; b).
jezeli jest ciagla w przedziale (a:b) oraz:

lim f(z) = f(a) 1 lim f(z) = f(b)

Twierdzenie o przyjmowaniu wartosci posrednich

Jeshi funkeja f: (a;b) — R jest ciagla oraz f(a) # f(b), to funkcja ta prayj-
muje w przedziale (a;b) kazda wartoéé liczbowa p znajdujaca sie miedzy
liczbami f(a) i f(b).

Powyzsze twierdzenie mowi, ze funkcja ciagla ma wlasnosé Darboux.

7Z twierdzenia o przyjmowaniu wartosci posrednich wynika, ze jesli funkeja
f:{a:b) — R jest ciagla oraz:
fla) <0, f(b) >0 lub f(a) >0, f(b) <0

to istnieje przynajmniej jeden argument ¢ € (a: b) taki, ze f(c) = 0.

Twierdzenie Weierstrassa

Jesli funkeja f:(a:b) — R jest ciagla, to w pewnym punkcie tego prze-
dzialu funkcja ta przyjmuje wartos¢ najwieksza oraz w pewnym punkcie
tego przedzialu przyjmuje wartos¢ najmniejsza.

Zestaw | - wprowadzajacy

1.

Oblicz granice.
ad—9 at—1 . —z*44x—3
a) lim = d) lim = o) lim ———
) rd dx—5 ]I Fos_1 T2—T D] r3 T2—5r+6
e | T2 _3r—4 r2 g9
b) lim —— e) lim —=—=—= hY hm ST
) T—e—23 2"'.'?.:'! } r—si] .'i'."'—].ﬁ ) r——2 ;r'd-+*8
’ - . ; -9 . . 2% —3x—2
c¢) lim ) lim ——— 1) lim ———
} z—2 =1 ) P IE—T 6 } g1 223 +3z2-1
Oblicz granice.
T —3 R = . Vv2—r—1
a) lim vE b) lim — ¢) lim —
r—-g T—0 r—3 43— ] Z2=vB—mx
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3. Oblicz granice.

6x2 L 3xr—4 22 -1 : 3 g.2 .
a 11111 e S ¢) lim e) im(z® — 8z — 9z
) o T 3+21‘ ) o 2:1, —r—1 ) .I‘—"'K.( 8 )
b) lim M d) lim i f) lim (227 4 62% +1)
rone dxd a3 -1 pne 1+o—212 =it
4. Oblicz granice.
1 “ .T_2

a) im — ¢) lim e) lim

) E I —4 ) 1-41“ .T—-'i ) i—"} TE_I_Z

z+4 r+2

b = —_—

) urlfll]_ z—4 d) Tllfl,l S5-x f) JIEI:}} 4z—3—x?

5. Zbadaj ciaglosé¢ funkeji f.

) F(z) = { 41 dlaz>0 by F(z) = 2 daz>1
—z°+1 dlaz<0 —xz+1 dlaz<1

6. Dla jakich wartosci parametréw a i b funkcja f jest ciagla?

a—z dlaz<l1 r’+a dlar<?2
) flz) = 4 dlaz=1 b) f(z) = 3 dlaz=2
' G b
] +b dlaz>1 T dla x =2
7. Wyznacz punkty, w ktorych funkcja f nie jest ciagla.
£ -
o=y dlazeR\{-2,2} z—T7 dlaz<?2
a) flz)=4 * dlaz=-2 b) f(z) =4 ¢ —9 da2<z<7
4 x2+1
1 dlazx>2T
= dla z =2 r

%

8. Dla jakiej wartosci parametru a funkcja f jest ciagla? Naszkicuj wykres
te] funkeji 1 z wykresu odezyta] jej ekstrema lokalne.

ar+1 dlaz<0 2224+ax dlaz < —1
8] fHa)= a dlaxz =10 b)) fle)= G
fe—ulE a0 3ys Gate—l

@ 9. Wykaz, ze funkcja f ma w podanym przedziale co najmniej jedno miejsce
Zerowe.,
a) f(z)=a® b2 +Tx — Tlog,z, (1;4) b) f(z)= “15 — 3%, (=1;1)

@ 10. Wykaz, ze réwnanie ma w podanym przedziale co najmniej jedno rozwia-
zanie.

a) 22 —3x+1=0, (0;1) b) —2'+4x+3=0, (1;2)

11. Wyznacz przyblizone rozwiazanie rownania z dokladnoscia do l1
a) 2* +4r—1=0 b) 2 +22+1=0

e 298 5. Powtdrzenie



Jezeli istnieje skonczona granica:
a ) Bl i
lim L&) =f(zo)
LT r—iLg
to granice te¢ nazywamy pochodng funkcji f w punkeie r; i oznaczamy
f'(o). Mowimy wowezas, ze funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie .

Pochodna f'(zy) funkeji f w punkcie x jest réwna tangensowi kata, jaki
styczna do wykresu funkeji f w punkcie Py(xg, f(xg)) tworzy z osia OX.
Jesli funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie xg, to styezna do wykresu
tej funkeji w punkcie (zg, f(20)) ma réwnanie:

y — f(xo) = f(x0)(z — 20)
Jesli funkcje f i g sa rozniczkowalne w punkcie x, to:
= (c- f(z)) = c- f(x), gdzie ¢ jest dowolna stala
= (f(z) +g(2)) = f'(z) + g ()
( z) —g(z)) = f'(z) — g'(z)
f(z)-g(z)) = f(z) - g(x) + f(z) - ¢ ()

f@) _ fa)g@)—f(x) g (=) _
' (g{xn) = (9(x))?2 dla; gle)70

= (9(f(2)) =g(f(z)) f'(z)
Pochodne niektorych funkcji

/ s _ (¥ L
(e) = 0, gdzie ¢ — stala (;) = TE R\ {0}
(H?):l (ﬁ)1=ﬁv$ER+

(") =ra"', r € R\ {0}

12. Na podstawie definicji oblicz pochodna funkcji f w punkcie .
) flz)=2*+1,2,=1 ¢) flx) —*JU—Z
b)Y flz) =22 o =14 d) flz)= —%, o =1

13. Sprawdz. korzystajac z definicji pochodnej funkcji w punkcie, czy istnieje
pochodna funkcji f w punkcie x4 = 0.

a) f(z) = [2z] b) f(x) = zlz]

14. Wyznacz pochodna funkcji f, a nastepnie oblicz f’([}) i f(1).
a) flz)=30%~ 4o +6 ¢) f(z) = ga*—32° —62*+x
b) f(z) = —a* +4a% — 3z + 2 d) f(a)=z°+ 223 4+ 0,522 + 1
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

4 P

Wyznacz pochodna funkeji f, a nastepnie oblicz f'(—1) 1 f'(—2).
a) f(z) =3z —1)(z+2) ¢) f(z)=(1-42*)(z*+1)
b) f(z) = («® — 4)(x® + x) d) flz) =(z+1)%(xz —1)2

Okresl dziedzine funkcji f, a nastepnie wyznacz jej pochodna i okresl dzie-
dzine pochodne;.

fla) = 22 ) flz)= Zte h) flz) =30 - 5
O f@) =3 =2 0 f@) =50 fe)= Ao

Okresl dziedzine funkeji f, a nastepnie wyznacz jej pochodna i okresl dzie-
dzine pochodne;j.

a) f(z) =v2x(z®-1) c¢) f(z)=vVzT+222 &) f(z)= /422 +/x
b) f(z) = /I ) @)=\ 55 0 f@)=LE

Oblicz miare kata, ktory styczna do wykresu funkeji f w punkcie o odcie-
tej xy tworzy z osig OX.

f(z) =23z, xp = —é- ¢) f(z) =x?—6x+ g- o =3
b) f(z) = Vbz, 2o = % d) f(z) = (2% — 2)°, 2= -;-

Oblicz tangens kata, ktory styczna do wykresu funkeji f w punkcie o od-
cietej xg tworzy z osia OX. Podaj przyblizona miare tego kata.

2) f{:r:}:-'rf”+3fv—§-.mu=2 ¢) f(z) = VaTF1, 0=
4
f) = gm0 = V5 Q) f()= (322 =1) 20 = -3

Wyznacz réwnanie styeznej do wykresu funkceji f w punkcie o odcietej axp.

a) f(x)=22?-3, 2y = -1 e) flz)= :.»2+4 = -2

b) f(z)=a> — 6z, 35 =2 f] )= ﬁ =1

¢) flz)=2zx+ l._ To = % g) flz) =v222+1, 2y = -2
d) f(z) = E‘Ij; 2o = —4 h) f(z) =Vl + 22+ 7, 20 = 1

Wyznacz rownania styeznych do wykresu funkeji f w punktach jej prze-
ciecia z osia OX.

a.) f(L} = ;1'.2 -+ 4 b] f{J) = 81 — :1?4 [‘,) f(i.} == if;;
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22. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkeji f(z) = =a* — 1:

b |

a) rownoleglej do prostej 2x + y = 0,
b) prostopadlej do prostej 4x +y —1 =0,

¢) przechodzacej przez punkt (U, —%)

23. Wyznacz réwnanie stycznej do wyvkresu funkeji f(r) = B = 1, jesli wia-

domo, ze z osia OX tworzy ona kat 150°.

@ 24. Wykaz, ze prosta o rownaniu y = 2(x — 3) jest wspolng styczna wykresow

funkeji:

o] — _2:]:2 H o e N i o
f("l) == 3{ 37_1} 1 QI{J') = (‘1' 1)(J 2)(J '3)
Wyznacz wspolrzedne punktow stycznosci.

25. Dla jakiej wartosci parametru m podana prosta jest styczna do wykresu
funkeji f(z) = a' + m?

a) y=—4dux b) y= c) y=—2

Jesli pochodna funkeji f jest dodatnia w przedziale (a: b). z wyjatkiem co
najwyzej skonczonej liczby punktow, w ktérych przyjmuje ona wartosc 0,
to funkeja f jest w tym przedziale rosnaca.

Jesli pochodna funkeji f jest ujemna w przedziale (a:b), z wyjatkiem co
najwyzej skonczonej liczby punktéw, w ktoryeh przyjmuje ona wartosé 0,
to funkcja f jest w tym przedziale malejaca.

Jesli funkcja f jest rosnaca (malejaca) w przedziale (a:b) 1 jest ciagla
w przedziale (a:b), to jest rosnaca (malejaca) w przedziale (a:b).
Warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego

Jesli funkeja f ma pochodna w punkcie xq i osiaga w tym punkcie ekstre-
mum, to f'(zg) = 0 (styczna do wykresu funkeji f w punkcie (zq, f(xg))
jest réwnolegla do osi OX).

Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum lokalnego
Jesli funkcja f ma pochodna w przedziale (a:b) i f'(x) > 0 dla x € (a;xg)
oraz f'(x) < 0 dla x € (x9:0). to ma ona w punkcie x, maksimum.

Jesli funkcja f ma pochodna w przedziale (a;b) i f'(z) < 0 dla x € (a;xy)
oraz f'(x) > 0 dla x € (24:)), to ma ona w punkcie x, minimum.

Dalej ekstrema lokalne bedziemy nazywac ekstremami.
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Zestaw Il - ¢wiczeniowy

26.

27

28.

29.

30.

31.

32.

33.

35.

Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeji f.

a) f(x)=a—32* — 24z + 1 e) flx)= {;_"'1”2

b) f(z) = —32°% — 52° + 30z — 1 f) f(z) = —JJATT,:S

¢) f(@) =z +2 g) fla) = &=L -1

d) f(z) = (42* - 9)* h) f(x) =vaz® — 422 + 4
Wyznacz ekstrema funkeji f.

a) fle)=2*—92+1 ¢) fla)= 142.“;: e) f(z)= 755+ 43
b) f(z) = a* — 622 d) f(z) = ;:21 f) flz) = % W m
Wyznacz najwieksza 1 najmniejsza wartos¢ funkeji f w danym przedziale.
a) f(z)=2% —5a* + 523 — 1, (=1;2) ¢) fla)=T22t8 (_3.1)
b) f(z) = & + £ — 202 — 3z, (0;3) d) f(z) =528, (-1;4)
Wyznacz najmniejsza wartosé tunkeji f.

a) f(z)=3z*+ (32 — 6)* c) fiz)= % + %(3: +1)*

b) f(z)=+vz2 -2z +3 d) f(z) = Vat — 222+ 2
Wyznacz zbior wartosci funkcji f.

a) flo) =22 —z'  b) fl@)= s o) fla) =2

Okresl liczbe pierwiastkow rownania w zaleznosci od parametru a.
a) 2 — 6z =a b) 2 — 42> +3=a

Okresl liczbe ekstremow funkeji f w zaleznosci od parametru a.
a) f(z)=az*+2x—-2 b) f(z)=2+ar?-1 ¢) flzg)=0ag’— 2"

Dla jakiego o > 0 wyrazenie z* + 2y przyjmuje najmniejsza wartosé, jesli
wiadomo, ze 6x +y — 1 = 07 Oblicz te wartosc.

Dla jakich @ i y wyrazenie x* + y? przyjmuje najmniejsza wartosé. jesli
wiadomo, ze r 4y + 3 = 07 Oblicz te wartosc.

Jakie wymiary powinien mie¢ prostokat o polu rownym 18, aby jego obwaod
byl najmniejszy?

5. Powtdrzenie



36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Wyznacz najmniejsza wartos¢ sumy dlugosci przekatnych rombu o polu
rownym 50,

Na kole o promieniu 2 opisano tréjkat prostokatny. Wyznacz wymiary
trojkata, dla ktorego promien kola na nim opisanego jest najkrotszy.
Jaka najwicksza objeto$¢ moze mieé¢ graniastostup prawidlowy, jesli suma
diugosci wszystkich jego krawedzi jest réwna 36, a jego podstawa jest:

a) trojkat, b) czworokat?

Z drutu o dlugosci 720 cm zrobiono szkielet akwarium w ksztalcie pro-

stopadloscianu, ktorego dlugosci krawedzi podstawy sa w stosunku 1:2.
Wyznacz wymiary akwarium o najwiekszej objetosci.

Pole powierzchni calkowitej prostopadloscianu o podstawie kwadratowe]
jest réwne 24 cm?. Jakie wymiary powinien mieé¢ ten prostopadlodcian,
aby jego objetos¢ byla najwieksza?

Uczen mial rozwiazaé¢ nastepujace zadanie:

LObwod trojkata rownoramiennego jest rowny 8. Dla jakiej dlugosci bokow
trojkata objetosé¢ bryly powstale] przez obrot tego trojkata dookola jego
osi symetrii jest najwieksza?”

Poczatek rozwigzania podanego przez ucznia przedstawiono w ramece.

Mamy 2x + 2r = 8,

stad x =4 — r, gdzie r € (0;2).

Objetos¢ stozka:

V = irr?h = dnr?Va? = 2

Zaten:

V(r)=3imr?/(4—r)2—r? = inr’y/16 — 8r
czyli V(r) = %wm gdzie r € (0:2).

Dokonez rozwiazanie zadania:

a) analizujac znak pochodnej funkeji V,

b) rozpatrujac funkcje pomocnicza f(r) = 160* — 8r°.

Tworzaca stozka ma dlugosé 12. Wyznacz objetosé stozka jako funkcje jego
wysokosei r 1 podaj dziedzine tej funkcji. Dla jakiej wartosci x objetosé
stozka jest najwieksza?

5.15. Rachunek rézniczkowy
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Zestaw lll - podsumowujacy

43.

D] 44.

I 304

45.

46.

47.

48.

49.

50.

ot.

jakiej wartosci parametru a styczne do wykresow

Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkeji f(z) = “qﬁ i prostopa-

dlej do prostej przechodzacej przez punkty A(9,0) i B(0,—-1).
z—8
-3

w punktach jego przeciecia z osiami ukladu wspolrzednych, sa rownolegle.
Oblicz odleglosé miedzy tymi stycznymi.

Wykaz, ze styczne do wykresu funkeji f(z) = r # 3, poprowadzone

Prosta o rownaniu y = 117 jest styczna do wykresu funkeji:

ekl ok
(z) = =2 + cos2a — L sina
3z41 2

w punkcie o dodatniej odcietej. Wyznacz «, jesli o € (0; ).

Dane sa funkcje f(z) = %;1_.2 +aig(z)= % Dla Y“ LN O O e

funkeji f i ¢ w punkcie ich przeciecia sa prosto-
padle?

2 a) = BB
Funkcja f(z) = == (rysunek obok) w punk-
cie A osigga maksimum, a w punkcie B — mini- 1 0
mum. Wyznacz wspélrzedne punktow Ai B oraz e
rownanie prostej przechodzacej przez srodek od- |

cinka AB i rownoleglej do stycznej do wykresu
funkeji f w punkcie o odcietej rownej 2.

Punkt P(1,—2) nalezy do wykresu funkcji f(z) = "‘—r”‘l;r‘{*f“, b # —1. Stycz-
na do tego wykresu poprowadzona w punkcie P jest prostopadla do prostej

3z+y+5H=0. Obliczaib.

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P(3,4) i ogranicza-

jacej z dodatnimi pélosiami uktadu wspolrzednych tréjkat o najmniejszym

polu. Oblicz pole tego tréjkata.

Dany jest tréjkat o wierzcholkach A(0,0), B(6,0) i C(x,y). Wyznacz
wspolrzedne punktu C' tak, aby pole tréjkata ABC' bylo najwieksze, je-
sli punkt ten nalezy do wykresu funkcji f(z) = %;iill oraz r € (—2;1).
Oblicz pole tego trojkata.

Wyznacz wspolrzedne punktu P nalezacego do wykresu funkceji f i lezacego
najblizej prostej r —y + 2 = 0.

‘d.:l f{:'ﬂ) =1 — 22 *I}) f{:ﬂ) = 2r—3

-1
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52.

53.

54.

93.

o7.

58.

o] 59.

60.

W okrag o promieniu 1 wpisano trojkat rownoramienny. Niech @ oznacza
odleglos¢ srodka tego okregn od podstawy trojkata. Dla jakiej wartosci x
pole trojkata jest najwieksze? Oblicz to pole.

Oblicz najwieksza mozliwa objetosé walca, ktorego przekatna przekroju
osiowego ma dlugosé 6.

Dlugos¢ boku rombu jest rowna 4. Wyznacz dlugosci przekatnych rombu
tak, aby objetos¢ bryly otrzymanej z obrotu rombu wokdl jednej z prze-
katnych byla najwieksza.

Powierzchnia metalowego zbiornika w ksztalcie walca bez pokrywy wy-
nosi 47 m?. Wyznacz wysoko$¢ pojemnika o najwiekszej objetodci.

Suma diugosci wszystkich krawedzi prostopadloscianu jest rowna 40, a jego
pole powierzchni calkowitej jest rowne 64. Wyznacz najmniejsza mozliwa
objetos¢ tego prostopadloscianu.

Namiot ma ksztalt graniastoslupa prawidlowego tréj-
katnego (rysunek obok). Pole powierzchni calkowitej
namiotu (lacznie z podloga) jest réwne 18v/3 m>. Dla
jakiej dlugosci krawedzi x € (2;3), podanej w me-
trach, objetos¢ namiotu bedzie najwieksza? %

y

Objetos¢ graniastoslupa prawidlowego tréojkatnego jest rowna 16. Jakie
wymniary powinien mie¢ ten graniastoslup, aby jego pole powierzchni cal-
kowitej bylo najmniejsze?

Krawedz boczna ostroshupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosé a.
Wyznacz taka wysokoS¢ ostroslupa, dla ktorej jego objetosé jest najwiek-
sza, 1 uzasadnij, ze kat miedzy przeciwleglymi krawedziami bocznymi jest
rozwarty.

W tréjkacie réwnoramiennym ABC (rysunek ponizej) na wysokosci opusz-
czonej z wierzcholka C' obrano punkt P taki, ze suma |AP|+ |BP|+ |CP)|
jest najmniejsza. Oblicz dlugosé¢ odcinka C'P.

a) C b) C

5.15. Rachunek rézniczkowy
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Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan

1.1. Regula mnozenia
[€]1. 260
2. a) 36 b) 56
3. a) 32000 b) 518616 <) 456976 000

) /‘\
kostka

y 4 6 zielona

2
A A kostka

1 23 1 2 31 2 3 z6ha

Mozliwych jest 9 wynikow,

D, /\
//5\
0 r o r o r o
Mozliwyeh jest 8 wynikow.
. 1600

2. 82944
3. 72

>$

r

r

o

liczb parzystych: 108,
liczb wiekszyvch od 500: 72
a) 625 b) 500

a) 90000 b) 9000

a) 540 b) 720

ol K

b) pieciokrotnego: 32,
dziesieciokrotnego: 1024
10. b) 9 ¢) 3

1.2. Permutacje

1. a) 35, 53
b) 357, 875, 537, 573, 735, 753

¢) 3579, 3597, 3759, 3795, 3957, 3975,

5379, 5397, 5739, 5793, 5937, 5973,
7359, 7395, 7539, 7593, 7935, 7953,
9357, 9375, 9537, 9573, 9735, 9753

2.2)4 b) 8 c) 12

Odpowiedzi do dwiczen i zadan, str. 10-21

a) 000, 00T, OTO, OIT, TOO, TOT, TTO, I'TT

[
=

11.
12.

15.
16.

Ll B R

a) 5 b) 42 ¢) 5= d) 10302 e) n+1
f) ﬁ g) n® + 3n+ 2 h) Fl_—"

a) 720 b) 5040 ¢) 3628800 d) 479001 600
a) 120 b) 720

a) 362880 b) 3265920

a) 96 b) 72

a) 120 b) 360

a)4 b)5 ¢)8 d) 10

a) 7 b) 11 lub 12

a) 24 b) 120

a) 5040 b) 40320

a) 362880 b) 2880 ¢) 4320

a) 56 b) == ¢) 35 d) 120 e) =

£)75 g) 2 h) £ i)n*—5n+6
dnf4+n k)n* )1+ L

a)5 b)3

ajn=8 b)n=6 ¢jn=>

din=8 ¢n=4 fin=2

a)3 b) 7 ¢) 24

a)2 b)9 c) 44

Permutacje z powtdorzeniami

1.
2.

a) 210 b) 30240
a) 16800 b) 12600

1.3. Wariacje bez powtodrzen

[E]1.

. trzyeyfrowych: 504,

o

a) 360 b) 358800

czterocyfrowych: 3024
320

. trzycyfrowych: 60,

czterocyfrowych: 120

a) 2520 b) 840

a) 5040 b) 840

480

a) 360 b) 1320

wszystkich: 181440,

spelniajacych podany warunek: 4320



7.
8.

18 480
a) 210 b) 5040 ¢) 56
d) 1680 €) n f) n!

1.4. Wariacje z powtérzeniami

i,
2.
3.

Z]

ol ool e

10.
11.
12.
13.
14.
15.

a) 16 b) 15625

11881376

a) 100 b) 1024

a) 720 b) 512 c) 343 d) 448
a) 1000 b) 9000

a) Wi < Wi b) Wi < wy
a) 19683 b) 729

a) 10° b) 6'°

a) 32 b) 2048 ¢) 2"

a) 162 b) 118098 ¢) 2.3"!
a) 216 b) 720 ¢) 36 d) 324
a) 38000 b) 43299 ¢) 3125 d) 86875
tyle samo

n=10

a) 64 b) 125

11°

1.5. Kombinacje

] 1.

k=1: {x}, {y}. {2}
k=2 {ur,y}, {*’L 3}1 {y'z}
k=3 {J:,yfs}

. 1.2} {23} {1, 4}, {1; 5} {1.6}.. {23}

{2,4}, {2,5}, {2,6}, {3,4}, {3,5}, {3,6},
{4,5}, {4.6}, {5,6}

{2,3,4,5,6}, {1,3,4,5,6}, {1,2,4,5,6),
{1,2,3,5,6}, {1.2,3,4,6}, {1,2,3.4,5}
a)1,4,6,4,1 b) 1,5, 10, 10, 5, 1

obie na 35 sposobdw

a) a° 4+ 6a’b+ 15a"b* + 200”6 + 15a*b" +
+ Gab® + b°

b) a® — 6a®b+ 15a*h® — 20a°b + 15a%b" +
— 6ab® + b°

¢) a® +8a’b+ 28a°b* + 56a”b* + T0a'b* +
+ 56a*h* + 28a*b® + 8ab” + b*

d) a® — 8a"b+ 28a°h* — 56a"b* + T0a'b* +
— 56a”b° 4 28a”b® — 8ab” + b°

10.
11.

12.

13.

14.

15.

18.

il Sl T

. a) 56 b) 28 ¢) 45 d) 120 e), f) 165

g) 12 h) 220 i), j) 1 k) 5050 1) 5151

. a) {a.b}, {a,c}, {a.d}, {b,c}, {b,d},

{e,d};

{a,b,c}, {a,b,d}, {a.c.d}, {b.c.d}

b) {1,2.3.4}, {1.2.3,5}, {1,2.,4,5},
{1,3,4,5}, {2,3,4, 5}

a) 66 b) 495

a) 1260 b) 960

a) 15 b) 280

a) 45 b) 11

150°

a) 120 by n=19

czworokatow: 15,

wszystkich wielokatdw: 42

trojkatow: 70, czworokatow: 60

a) a' + 4a°b + 6a*b* + 4ab® 4+ b'

b) a* — 4a’b + 6a*b* — 4ab® + b*

c) a’ + Ta%b+ 21a°h? + 354 + 354°b* +
+21a°h° + Tab® 4+ b7

d) a” — 7a°h+ 21a°b* — 35a*b* + 354”0 +
—21a*b° 4 Tab® — b"

(a+b)? = a® + 9a°h + 36a"b* 4 84a5b® +
+126a°b" + 126a*b" + 84a°b°" + 360" +
+9ab® + b,

(@4 b)'"° = a'" + 10a’b + 45a%b% +
+120a"b* +210a°b"* +252a"b" +210a b° +
+120a°b" + 45a*b" + 10ab” + b

a) 28 + 161/3 b) 68 — 482

c) 232 4+ 164v/2 d) 443 - 76

a) o' +42® + 62° + 4z + 1

b) ' — 82 + 242% — 322 + 16

¢) 16z* +322° + 242% 4+ 8z + 1

d) 162" — 162" + 62° — 2z + &+

e) x° + 102" + 402* + 802* + 80z + 32
£) 322° — 80z + 802 — 4022 + 102 — 1
g) a°% 4 62° + 152" 4 202% + 152 4+ 6z + 1
h) 2% — 122° + 60z* — 1602 + 2402° +
— 192z + 64

a) 8 b) —56 ¢) 3584 d) —
e) 128 f) —160 g) 160 h) —28
126

21
2
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1.6. Kombinatoryka — zadania 3. A= {(r,r,0,0),(r,0,7,0),(r,0,0,7),
l. ﬂ} lﬂ ]J} g lG" T!‘ r!‘ OJ" {G: " G!‘ r}? {O“ o, ?’-T r}! {.r‘.' 0: G: G}'l
2. 6556 (0,7,0,0).(0,0,1,0),(0,0,0,1),(0,0,0,0)},
i . B = {(r,r.0,0),(r.o.r.0),(r.0.0.r),
3. 3} 36 h} o6 (ﬂ_.'l", 'J".GJ_. (0} 0, ?'}- {01 a.r, T]}
4. a) 10 b), ¢) 220 d) 55 4. zdarzenia wykluczajace sie: Ai D, Ai F,

[2]2. pieciocyfrowych: T560, BiD,CiD, CikE;
szesciocyfrowych: 30240 zdarzenia przeciwne: Ai K, Bi D
3. 78 @1. A= {(5,6,6),(6,5,6),(6,6,5)},
4. a) 81 b) 729 B = {(1,1,1),(1,1,2),(1,1,3), (1,1,4),
5. a) 7140 b) 9660 (1.2.1), (1,2.2), (1,2,3), (1.3, 1), (1,3,2),
6. a) 36 b) 6 (1,4,1).(2,1,1), [2?1,2},{2.I,:%}.[E,E,I}.
| (z, 2,2),(2,3,1), (3,1,1),(3,1,2), (3,2, 1),
7. a) 21 b) 16 ¢) 13 (41 1)),
8. b) 144 C = {(1,6,6),(2,3,6),(2.6,3),(3,2,6),
9. a) 8709120 (3,3,4), (3.4,3),(3,6,2), (4,3,3), (6. 1,6),
b) 4838400 (6,2,3), (6,3,2), (6,6,1)}
10. a) 252 b) 32 ¢) 220 2. pewne: D, niemozliwe: A, B,C
11. 17520 3. Zadna nie zachodzi.
12. 3360 4. b) AU B = {(1,2),(1,4),(2,4),(3,2),
14. 37837800 (3,4),(4,1),(4,2),(5,2), (5,4)},
15. cyfr: 21, liczb: 2053 230379200 ENF=ROg=4n8ne =1l
16. a) 28513 b) 255 1.8. Prawdupuduhieﬂstwo klasyczne
17. a) 1656369 b) 3421322190 [€]1. a) &
18. a) 847704 b) 2221968 2. a) é ]%
19. 62403588 3.8) % B) 2 o)y 22 A) B8
20. tak 1. C
21. 77 = 823543 2.a) 5 b) 3
_ _ 3.a) % b) %
Dwojkowy system liczbowy 4. a) EEET b) T]'s'
;' . ::nb 1] N :] 11n?u1m§] - “uew Um
- :; lf}[]ll[lgu; ]d} mm;l}m{-,; o afr% b) s
- * 7. 9 = 24— 0,00036288
3. a) 10002, b) 1001102, 8. a) % b) %
) 3 ;;ﬂlhl}{gq d) 11101001, 5. a) é b) 2 o) L d) 8
10. a) z= b) na I loterii
1.7. Zdarzenia losowe 11. a) %%3-3 b) é*j%-
[@1. a) @ = {12,13,21,23,31,32} 12. 5: 3 razy
b) Q = {11,12, 13,21, 22, 23,31, 32, 33} 13. a) 744 b) &
2. A={(1,1),(1,2),(2, 1)}, 14. a) &5 b) 55
B = {(2,5),(4,5),(5,2),(5,4),(5,6), 15. a) sh5s b) moem © Tovas D) tiie
(6,5)) 16. 4
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1.9. Wlasnosci prawdnpudﬂhieﬁstwa

[€]2. a) {3 31
3. P(A] % P(B) =
4. a) & b) 3
5. Pm\m =4 P(B\A) =%
6. a) o)l
1. a) & h] 0
2. a) 0,05 b) 0,25
4.a) 3 b) ¢
5. a) nie b) tak
6. nie
8. P(A)= %, P(B)=
9. a) 0,67 b) 0,43
10. 0.4
11. a) 0 b) 5
12. P(AUB)= 4, P(A'NB) =
4. P(AUB)=35, P(ANB)=3
15. 22
16. =
17. 0,58

Rozklad prawdopodobienstwa

13
Ligs

20 12|34
SRR
5 B
W I 2 3 1
Pt % %4

4. rozklad ucznia A

1.10. Prawdopodobienstwo warunkowe

[€]1.a) 2 b) 3 ¢) 1
2. a), b), ¢) 3
3.a) = b) = ¢
5. P(A|B1) = {5, P(A|B:) =

[

11

L
1

o

= |

=

._5_

12
=
36

o

] B

| L3

P(B|A)

a) 3 b) 3

10. a) 22 b) 1 ¢) 75 d)
12. a) n,a b) 2 ¢) 1 d)

S R T e EK
=1lka

G i

Zdarzenia niezaleine
4. a) tak b), ¢) nie

1.11. Prawdopodobiefistwo catkowite
L =
5 17
2. El] 13 b] ETil
. a) 0,021 b) 0,996

-
B0

0.7

0,032

0,56

przy trzecim
m:n=24:25
n=4

w jednej urnie: 2 losy wygrywajace,

(]

Z]

ol Bl O ol

w drugiej urnie: 98 loséw przegrywa-
jacych
9. 0,52

1129
10. 1260

1.12. Wzor Bayesa

@2 a) & b) 3
3.2) 8 b) 2
ta)k b4 ol

@1 &

s =
e - g

ol o o A o
3 e B 2
e
hjos
=g
e
=

) 15 b)

"]
tolha

1.13. Doéwiadczenia wieloetapowe

23
[€]1. 2
1
2. &
2538
3' 1424
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=
o
In—
[
(=2
s’
|I.\.,
=
ind

:,1
Sl
b
b
S

Bt ""i;:l

e

s &
<l &
&0

=1 =W
[
oh

[
=
o
—

5

P(A) = P(B) = ;—;;‘

P(C) =+, P(D) = 5

10. 0,936

11. a) £ b)ax =75

12. 3 lub 6

13. 4, 5,6, 7, 8,9, 10

14. a) 6 <n<12 b)6<n<33
15. a) 0,3 b) &=

vl e O O - Gl

1.14. Schemat Bernoulliego
1. a) 1 b) =
2. a) 2= b) %-E-é—-hg
3. trzech partii z pieciu
(z]1. a), b) 0,375
2. a) 2 b) &
.ajn=24 b)n=27
c)n=10 d)n =14
a) 22 b) 3%

4. 716 132

5. a —}fg‘; b -ﬁl{
6. a) o2 b) o
.

a) 0,96" =~ 0,815
b) 1 — 0,96" = 0,185
8. P(A) = (2)" ~0,0173,
. 10 :
P(B)=1- (%) =~ 09827,
P(C) = 0,104

9. nie
10. a) 2 b) 3
11. a), b) = c¢) 0,06844
12.
NPl 1] 2]3]4]s
2 B BRI
) 3968

s 210  Cdpowiedzi do éwiczen | zadarh, str. 6377

o=

S

1.15. Wartosé oczekiwana zmiennej losowe]j

1.

Ty 2 3 1 5 £
Pi | 5|5 3|53
2. a) = =
Tl 2 3 | 4 D | 6 f 8
- ENESENESERESE
Mlfe|s|T6|qd|T6|5|T
b) oedl 3 | 4 | 6 | T
Pils |5 |55 |3
3. b) 5zl
4. b) 147
1. a) =5zl b) 75 zt
2. a) 30 b) 108
3. a) w pierwszej b) 20 zl
4. a) —32 zt b) & 2
5. a) okolo 13888889 2zl
b) okolo 9835888 zl
c) okoto 3,64 zi
6. a) 14,4 em
b) £(12v2+ 2V3 + 9V7) em®
7. a) 3(3+3v2+ 3) em
b) ﬁ(.’i + 32 4 ﬁ} em?
1.16. Zagadnienia uzupelniajce
L.a)i b))+ ¢ X
2..n) -% h]éi- ¢) ]-%
3. %
.3
32
5 235

Zestaw powtdrzeniowy I

1
2
3
4.
5
6
T

. a), b)

. a) 20 b) 12
. a) 300 b) 320
. a) 8 b) 360

a) 10080 b) 2880
A

L=l =]

59

U 6b



14.

15.
16.

8. a) 1
9. a)

10.
11.
12,
13.

T
L=

b) 4
b)

=1

1

@il ®

1

2

tak

a) 55 b)

a) £ b) 0.5

a) Sposéb rozmieszezenia kul nie ma

Znaczenia.

b) w jednej urnie: wszystkie kule biale,

w drugiej urnie: wszystkie czarne

S= =S

P(A|B) = 1, P(B|A) =

Zestaw powtorzeniowy 11

e e ek et e e
e | e ko= o

17.

O - B il o

a) 35 b) 3

149

198

P(A) = 355, P(B) = 3, P(C) = &
a) % h]% c %

11

a7

a) 17 b) 13

9

a) si5: b) 3

a) 3 b)j

_..1_

15

14

33

a) P(A|B) = 2, P(A|B) =1 b) §
a) 3 b) 3}

a) mzm b) &

a) 3 b) 55

22,50

o0
s
o

Zadania testowe

1.6
6. C

22D 3.D 4.C 5. B

T.A 8. A

Przed obowigzkowa maturg z matematyki

1_ #
2.
3.

W0 U N e

4

9

57

64

329

£

B

2

5

—0,5 2l

Przed matura z matematyki
na poziomie rozszerzonyin

S0 gan S g g g B9

447
3

11

2
p=061lubp=10.9
1 - (2)* =~ 0,4914
‘B

16

4

g

166 749

2.1. Proste i plaszezyzny w przestrzeni

1
2,

a] Bfa'(_.-T1B1 h:! ﬂB.B|A1

Wazdtuz prostej | przecinaja sie plaszczy-
zny Py i Py. Wzdluz prostej k przecinaja
sig plaszczyzny P2 i Ps.

3. np. A, B|. (._-11
4. 8O, SD
5. a) BBy, CCy, DD,

2.

b) AB, BC, €D, AD, A, By, BiCy,
C1Dy, ALDy

. By Bi1Dy, Ci By, € i Dy,

DiB,Diy
AD, A\, BC, B:1Cq; nie

nie

. a) proste rownolegle: BC,, ADy,

proste prostopadle: BE, AB, AE, CF,
DC, DF, Bi1Ey, AiBy, A1E,, C1F,
Doy, DywFy EVF, BC, ALD

b) proste réwnolegle: B Fy, AC, BF,
proste prostopadte: D1 By, C1 E,, DB,
CE, AAy, BBy, CCy, DI, EE,, FF,
DB, B1D, CWE, E.C

a] By b:l Ay C} ch B d} A B
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4. M, P i @ — érodki krawedzi szedcianu
odpowiednio A, By, CCy i CD
a) np. MC' b) np. M@ c¢) np. MP
5. a). b) nie ¢) tak

2.2. Graniastostupy

1. 768 cm?®

=)
ok N oo

o

2. graniastostup trajkatny: 5 scian,
9 krawedzi, 6 wierzcholkdw;
graniastostup czworokatny: 6 scian,
12 krawedzi, 8 wierzcholkow;
graniastostup szesciokatny: 8 scian,
18 krawedzi, 12 wierzchotkow
3. a) tak — graniastoslup siedmiokatny
b) nie - liczba krawedzi graniastostlupa
musi by¢ podzielna przez 3
a) 2,6 em b) 3.6 cm
ﬁv’ﬁ cm
a), b), d) tak c) nie
a) 528 em? b) 6(16 + 114/3) em?
a) 20 em b) 15 em
288 cm®
a) 18(10 + v/3) b) 16(7 + 3v/2) ¢) 180
a) 2(6 + v3) ecm? b) 24 cm?
c) 12(2 4+ v3) cm?

I l l

i

L—J —

2.3. Odcinki w graniastostupach

[¢]1. 770 em?

2. a) 18(v3 + 12v/2) em?
b) 9(3v/2 + -%V"_‘]} em?

3. 32v/7 em?

a) przekatne Scian: /106, 13, 15;

przekatna prostopadiodcianu: 5v/10

b) przekatne scian: 10, 329, 17;

V13

lII'.'..-"l

przekatna prostopadloscianu:

6. cosax = L2, a & 35°

[Z]1. a) 50(1 + 2v/3) cm® b) 50(1 + 2v/3) cm?
¢) 50(1 + 2v/2) em?
B 312 Odpowiedzi do éwiczen i zadan, str. 90-102

[€])2.

a) 8 cm b) 8y/2em ¢) 8 cm

160

|BE:| = 4V/5 em, |BD:1| = |BFy| = 8 ¢m
%ﬁ cm?

2(v/5+2) em

2

0 MW e

516 em

&

10. 322
11. 6v/23a?

14. n=8

2.4. Objetos¢ graniastoshupa

[El. 2

2. 0,125 dm®

3. V4 =30 cem?, Ve =50 em?

T 33 3

4. a) 2a” b) Z=a’

5. a) 180v/3 em® b) £ em®
6. 78 m?

1. a) 84+/3 em? b) -‘%ﬂ” te o
2. a) 112 cm®

b) d* cos’a /= cos 2a, a € (45°;90°)
3. z=14 cm
4. Vi = 1500 em®, Va = 4500 ¢m?,
Vi = 7500 em®, Vi = 13500 em®
0,45 m?*
2(2v3 - 3)a®
d® cos? @sin 3 sin ey
A —nie, B - tak, V = 0963
10. krawedz podstawy a = 6 cm,

i
o=

wysokodd graniastostupa H = 1,5 em

Graniastostupy pochyle

1. a) V6 b) =g/ T+ 2cosa
2. a) 27+/2 em? b) 12,29 em”

2.5. Ostrostupy

a), ¢) nie
b) tak, P. = 4(1 + 2v/2)
3. 4(3 + v/3) cm?
4. 10v/3
5. 36(1 + v/3) em?®
6. a) 253 cm® b) 42 cm



10.
11.

12.

sn?nra.ms-ﬂzhwmw

. 64+ 23
. h=+11 em lub h = +/39 em
. 360 em?

83 + {} em”
“*(3-1—5) em?

2\,#"3 cm®

2h° tg 20

H = 4,/3(1 + v/3),

P. = 96(v/3 + \/ml
12(4v/3 + 9v/2) em?

pozostate krawedzie: ﬂﬂ, a2, a ﬁ

Pe 232{24‘ 'v“r]
cos XSAB —{m.;:,ﬂ.sa — 2
cos XABS = 25

2.6. Objetosé ostroshupa

1. Vi= f—’;l em?®, Vo = 5—.:5 em’”
2. a) 228 b) 864
8. P.=P+2n/P, V=43P h?2-1P
4. 972+/3 em?®
5. a) 25 Fv'ﬁ em® b) 23043 em?
6. a) ST ) S
7. a) 18«.,/'2“ ecm® b) 363 cm?
[Z]1. a) 180 em® b) 80v/3 cm® ¢) 120v/3 em?

2. 364/2 em?
3. mn 119 em®

4. ‘h a’ etg o

5. %-5\/.5 tgal(l — tg” a)

6. 1202 em?
7. 38

8. 54+/3 cm?®

9. a) V3 em® b) 24/3(140 + 994/2) em?®

10. 3-1?- em”

11. £Eq

12. 2-1t:.;n

14. V| = 182 em?®

Vo = v‘r“(’iv’y ~ 2) cm?

2.7. Twierdzenie o trzech prostych
prostopadtych

1. a) AD, BC
b) AC, A1Cy, ABy, CBy, 1D, C1 D
[Z)3. b) 48
4. a) AD, BC, EF b) AC, DF ¢) BF.CE

d) AB, AC, AD, AE, AF, BC, BD, BE,

BF,CD,CE, CF, DE, DF, EF
5.3
7. tak, ACy L. BDy, A1C 1L B1D
8. 3'.,»*%- em?

2.8. Kat miedzy prosta a plaszczyzna

1. 30°, okolo 27°

2 3V I
* 10 F B

3. y 1-tg? e a;:,

b o

e

dy/1— 3sin®a
VB b} 'Ev"ﬁ

i W 1365
= h) 55

B gR g g e B R e
)

2.9. Kat dwuscienny
[€]1. a) 60° b) 108° ¢) 120°

2.2) X2 b) AR

. a) 30° b) 9v2 em?

=
1:

H33
tgc o
90°, okolo 74", okolo 16°
244801

601

a} okolo 18" b) —

-]

14—1

o
[~ re1E m|{

.

32

v2(ctgta — 1)

T

ga GEG g g e bR g g e

=
ol

oo
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1. a) 247

&
o og e o e

I 314

2.10. Przekroje prostopadloSciandw

b) %fa’

. a) 18¢/3 b) V3

3. a} n'{;‘ﬁ h] nz_i-..-’ﬁ

4. a) 13,5 em® b) 18v6 em?
¢) 24(v6 — 1) em?

Gy fgi 961 cm 3

a) 45°, V=& =

b) 30°, V = 426

o]

o

tg o

/3 2
—r‘*r i

a) 12v/3 b) 18V/2

COS M = J—“ P = 4"—";?
128 em?

P = 31; 21‘: V — P
67,2 em®

V3 em

Przekroje innych graniastoshupow

.“F".‘"‘."""E“E"L“F"

i3
3,3
Lk

2.
2. cosx = "—Hg&, V==

5
3. cosa =233 V=2 \r’lhfﬂ — 3a’

2.11. Przekroje ostrostupow
1. a), b) 9v/2 em? ¢) 2L o?
2. a) 911 em? b) 9v/5 em?
3. 5-&’:'3' em?
V3
D
Ev‘ﬁ cm”
;—‘\ITESSE —a*
2 VAP
P\ 5
a’ : R 3
= Beosa’ V= ﬁﬁﬂ tga

rl
4{v’_+u"i_"]

2.12. Zagadnienia uzupelniajace

1. do uzupelnienia kolejno:
ceworoscian: 4, 6, 4,
osmioscian: 8, 12, 6,
dwunastoscian: 12, 30, 20,
dwudziestoscian: 20, 30, 12

Odpowiedzi do dwiczen | zadan, str. 119-134

= — 32\,»"5 em?, V = %\J’E em”
P. = 64:/3 em®, V = 85% em”
T2 cm

2:1

””\/”a:m

a)d b)3 c) 2

nie

7(1 + 3v/2) em®

3(v2— 1) em

Zestaw powtorzeniowy I
1.a)2 b)4-% ¢)2-3
2. P. = 12(+/3 +2),
V = 2(5+ 3v3)
3. a) P. = 12(3+2v3), V =123
b) P. =9(2+ v3), V=33
¢) Pe=54(2+4 v3), V = 54/3
4. 0,64

FF".‘"F"S-*'F‘P’P

1

o

5. |CD1| = V2, |CE| = |[EDy| = &,
'~‘C!'llli5nl'."c'_%1
=

7. 242
8. %Fcoﬁav."—‘siuﬂ lub
jﬁﬁ Py/Psina(l — 2sin® a)
9 1252
" T B

Zestaw powtorzeniowy 11

1. P. = 18(v/3 + 38) em?,

V = 27v3 em®

V = {;jpﬁ{l —cosa)y2cosa — 1
244/2

a =590 9=55

V2cosa

288 ¢cm®

9v/6 cm”

h*(V3—1)

i

Zadania testowe
1.D 2B 3. A 4D 5.0C

6. A 7. A



Przed obowigzkowa maturg z matematyki
’-1\/71 Cm

4

2(3 + v/3) em?

186v/3 cm”

64+/2

162+/15 em®

250v/6 cm®

3(16 + /219 + /91) em?

Przed matura z matematyki
na poziomie rozszerzonym

i, DR L Al L O

1. 443

2. ¥10

3. 600 em?

4. 45°

5. ﬁam

6. za’y/detg?§ —1

7. krawed? podstawy: 5(5 — V13),

krawed# boczna: 5(v/13 — 2)

8 P fﬁ
108

3.1. Walec
. b) 107(7 — 3v/5) em?
2. 727 cm?®
3. IBW(E =+ Eﬁ} em?
4. a) 1287 em® b) 727 em® lub 967 cm”
5. a) 1287w em® b) 2437 cm’”
.a) Po=9n(2+3),V=_2ng
b) P. =8n(1+2V3), V = lﬁv"_rr
¢) P. = 1087, V = 10827
2. a) 320m cm® b) “f’l"”w em’
¢) 327(6 + v6) em?®
Py = 196w, V = 2744x

V = 28871 cm®, P- = 1767 cm®
V = 6487 cmﬁ_. P. = 3067 em?

T. v25

ol o

lub

3
: 7
b) ﬂ'{f‘i tgft' (4 P ng.z o )

[r 4]

. a) 378, /55

2tg o
9. tak

10.

11.
13.
14.

dy/ ¥BEL Jub 44/ 521

2 lub 24
nie
a) 45(87+3v/3) dm® b) 135(3x +2) dm?

3.2. Stozek

[€] 2.
3.

o

-l - o

.a) 72 b) B

Py =4n, P. = 167

240°

90"

a) 4327 cm® b) 1007 cm®

a) Mr em” b) 30°

a) “‘” rem” b) lﬁr{i"ﬁ—i- 1)

a) P, = 47 em?, V = §7v/35 cm?
b) .’ = 367 cm®, V = T?Wﬁ em?
c) P‘P = 64w em?, V = {f:“'r.r 5 cm®
d) P, = 817 cm?, V = 817wy/7 cm®

]
5 cm”

a) P. = (1+v2)7S, V = 375V5 b) 60°
a) 3mv/3 em?
b) P=9cm? V = 'i—'?r{vﬁ - /2) em?

45°

6. 1.57 1, 20v/4 em

8.
9.
11.
12.
13.

a) P, = 336w, V =672m
b) P, = 187(3 + v/3), V = bdx
¢) P. =16,8x, V = 9,67

53;'-9_:-’:11' em?
a) 80w em? b) A7 (24/29 + VA1) em?
a) 30° b) 358
96 cm*
a) £l7r b) 3337

Linie geodezyjne

18

2.

a) 2¢v/97% 4+ 16
b) 2972 + 4
a) 123 b) 67

3.3. Kula

[€]1.
5.
3.

a) 517 cm® b) 3 cm
a) 4 b) &2

a) P=9r -:'1112, V = 37 cm
b) P = 127 em?, V = 437 em?

¢) P = 32r cm* V = 842 1 opd

3

Odpowiedzi do dwiczer i zadan, str, 135-147
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4.

rlo6 3 8 2 | 09
P | 1447 | 367 | 2567 | 167 | 3.24w
V | 2887 | 36w | x| 2 0972n

. a) P=192x em?, V = 25673 em®
b) P = 4007 em?, V = m”“w Lﬂ'ls
¢) P = 1447 cm?, V = 2887 cm?

2. (x/ﬁ — 4\}’3} cm lub {v’ﬁ + 4\;‘1_} cm
3. a) 10837 b) 157

. a) 167 cm?

b) 3v3 cm lub 3v5 cm

5. a) 0 9007 em? b) o 7007 cm?

8. 22r

o

9. a) 9,6 em b) 64/37 em
8

10. a) zmv/5 em b) 67 em

3

12. 457 cm®,

2437 em”

3.4. Bryly podebne

1. a) x = 2.4, skala podobienstwa: &k = %
b) x = 5,4, skala podobienstwa: k = =i
2. 8:1
3. Vo = 2887 em?, 1:4
4. 7 em?, 267 cm?
[Z]1. a) nie b) tak
2. a) 9 cm
3. a) 2:3 b) 1:2 c) 3:4 d) 4:1
4. a} & b)dr i
5. 1: (V2 —1)
6. %m’t{ R+ Rr+1%)

a) V
b) By = "ri(ﬁ’ + )

7. -.1 T em?, ci.r ?rn;m

Zasada Cavalieriego
YW= %rrh.a

3.5. Bryly opisane na kuli

1. a) 367 cm®

I 316

b) a = 60°, V = 96 cm®

.a) 2v3 b) 3(v2-1)
3 (3vE-11vE3
? 132

-a)r=3,V=36m
b} r= -i:;'SI. V = 2:ﬁn,v!“

i

Odpowiedzi do dwiczen | zadan, str. 147-165

| N Sk b
[
4]
-
i

10. 817

12. a) 475(3 — 2/2)
b} 47 S(7TV3 — 12)

13.

14.

Gbi

15 EtEﬂ+ vﬁ 3 s -I
Y\ ctga-v3

3.6. Bryly wpisane w kulg
1. a) 1"4';37; em® b) 8 em®

2. 144 em?®

32433 __ 3

3. =5r-ma
R
a) 2v/3 cm® b) 86437 em”
Ev’ﬂ cm
a) 14407 b) 72x lub 96x

E:-vﬁ cm —-:—ﬂ'

Jsin” 2o
a) G
b) 2(26v/3 — 45)

a) 23,04 b) Za
238 ub %

."'-"'.'""E‘“E“-"!".""‘

21

a

el e
L]

Sl

3.7. Inne bryly wpisane i opisane
[€]1. a) 1087 cm® b) 2:1
2. a) 27w (2 — V2)V2+ v2 cm®
'321'@ em®
a) 1227 b) 97(3 + 2v/3)

‘|‘T

i dF:
a'.'l

4w

a) 1257 cm® b) 207 em®
367

507(1 + v/3)

120°

o A N



10. 2000

3.8. Zagadnienia optymalizacyjne
L.r=h=2cm

2. r= —"E dm, h =
3. r= E‘f VA4l em, h = 27441 em
4. 1673 em®

7] 1. 46#’_dm2
25 {5
2- ||r3 = P i
¥3

3

i
‘!IHE T

J

3
W

[

— dm

o

ramig: 9 cm, podstawa: 6 cmn

H=16cm, r= S\ff cm

“'],:211' cm”

32 2
T h

E’P"?“F‘F‘f‘

10. ramie: 6 cm. krotsza podstawa: 4 em

3.9. Zagadnienia uzupelniajace
1. a) 60 b) 108 ¢) 8
2. a) V = 36w, P, = 24r
b) V = 80w, P, = 161107
c) V =96x, P, = 487
3. a) P = 36w, V = 367
b) P= 127, V =4\3x
¢) P =407, V = 210x
doa)z*+y*+2°<16
b) z° + o + 2% < 81

Zestaw powtorzeniowy I
. 9:4

. 10007 em?

. §i (‘HIE

1
2
3
4. zz-;n
5
6
7

.a)V=2Cr P =4r

b) V = 2x, P. = 2r(3 + V3)

et
= =

12.

8.
9. 2

10. 2(2 — /2)

Zestaw powtdrzeniowy 11

512+/2 em?
125
24

Q6T
3

=
16 lub 164/ v5 — 2

¥2
4

m

8sin® a (1 —sina)?

2 [ \r'ﬁ-v'ﬁ
a) §v3z b) ==
24
o5
H-R

"

B gE: B g PR e ger e

-

Zadania testowe

1.A 2B 3.B 4C 5B 6.A T7.C

& A 8.C

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
3

1. 2

2. V15

3. Qﬁ?r em?
4. lﬁﬂﬁn em’”
5. 10 szklanek
7. 4327 cm®

8. 527 cm?

9

. 4 H €I

Przed matura z matematyki
na poziomie rozszerzonyin

24(9 — V/3)

)
5 Hlf?k 5 T

rad tga
.’i-'r

r"lﬁfl wl=1

G
&il

2y

o

(4]

My =T

3.8
i LR A

1.
2
3
4
5.
6
7. 30°
8.
8.

M I—l
e =

Odpowiedzi do éwiczen | zadan, str. 165-176
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[

5.1. Liczby, zbiory i wartos¢ bezwzgledna 19. a) 4%, g{’_ﬁ_
. a5 216 i
L np.a) 27" b) 3 * ¢) (2) b) 227, 22
d) (3)" ¢) (V2)2 £) (¥3)7 20. a) —2y%, —18 + 832
2.a) 2 b) 2 ¢) i b) 0
d) L0 ¢) 12 f) 8 21. a) 7 b) 49
3. a) 3,3-10'° b) 5-10" ¢) 5-107'° 25. a) x = —6, v =2
d)3-107% ¢€) 1,8-107% f) 7-10° b2 =0 ¢=
4. a), ¢), d), e), f) tak c)r=-3 a=-1
b) nie d) x = Ev;' = 1
5.a)2 b) —11 ¢) 1 ?}Jﬂ"f;:i—-g
d) 49 e) 12V7 f) 25 B
= 26. 3 —4: -1y U {1: 4
6. a) 2V/5+4 b) BT B s E(=h=1) U i)
J34+2V3 d) 3V3 b) £ € {—6;—1) U (3;8)
¢) 3V2+2V3 d) 3v3—14 &) 2 € (~11:5)
7. a)7 E] _jj: 5v/5 - 27. a) x € (-5 1)
c) —17—7v5 d) —3+ gV B) e (=6 =2 Ui(=1:56)
8. a) tak b) nie ¢) & € (—o0;0) U (1;00)
9.a)4v2—-3 b) 1 d) 2 € (—o0; —12) U (2;00)
c) vV3-1 d)8-3V7 28. a)xa=-5,z=3
10. a)z=-3 b)a=—4,2=2 b) x € (1;3)
c)z=0,2=4 d)x=-2, =4 c]a::—i—:-
1l.a)z=-4,z=—-2 b)z= 5 d)z=0z=F
12. a) z € {(1;9) 29. a) x € (—ox; 2)
b) z € (—9;1) b) z € (—o0; —3)
¢) x € (—o0; 1) U (5;00) c) z € (—o0; —1) U (3; 00)
d) z € (—o0; —5) U (1;0) d) z € (1,5 1,5)
e} x € (2:10) 30. suma dwdch prostych y = %zp iy =
f) x € (—oo;—1) U (5;00) bez punktu (0,0)
13. a) 75% b) 375% 31.a) B b) B ¢) A
32. 201,30 =zt
33. 2000 zt

14. b o 75%
15. a) 14,167, z nadmiarem
b) 10,625, wartos¢ dokladna

a) o 24%
¢) 1,879, z nadmiarem b) o 1 punkt procentowy
d) 0,099, z niedomiarem 35. a) @ € {(—4; —3) U (=1;4)
a) 1,7783 b) 177828 ¢) 0,01778 b) z € (—3;0) U (4;9)
c) x € (—oo; —6) U (8;00)
ay g=~7, g==1, g=1E="T

34.

16.
17. a), ¢) 2, wymierna
b) —,2—'?5_. wymierna 36.
18. a) 1 b) 2/3 b)z=-T,2=7
c) 2v/3 )rx=-3,z="T
d) —2v/2 e) 2/3 -2 37. a) x € (—2:2)
b) x € (—o0; —4) U (4; o0)
c) xr €(—2;3)

f) 24/3 + 2
g) 2(v2+v3) h) 0

B 518 Odpowiedzi do cwiczen | zadan, str. 195-192



5.2. Funkecje 8.

L a) D=(-3;3), (D) =(-13),
J rodnie w (—1; 1),
maleje w (—=3;—1) i (1;2),

jest stala w (2;3), 9.

flz) 20dlaze (-3;-2)U(—3;3)
b) D = (~4;4) \ {~1}, F(D) = (~2:3),

[ roénie w (=2;—1) i (0; 2}, 10.

maleje w (—4; —2), (—=1;0) i (2;4),
flz) 20dlaze {—-4} U (1;4)
2. a) D = R\ {-3, 3}, brak miejsc zerowych
b) D = R, miejsca zerowe: —3, 3
c) D=(—1;1)U(1;00), brak miejsc
zerowych
d) D = (—1;0c), miejsce zerowe: 1
e) D = (—5;00), miejsce zerowe: —5
3

f) D= (—oc; —;—} miejsce zerowe: 3

3. a) D= (4;0)
b) D = (—o0;2) U (4;0)
&) D= (3;60) 12
d) D= (-3;-2) u(2;3)
4. B.] fm'm{—:.ﬂ = —1, fmaxf_” =3
b) fmin(4) = 1, fumax(1) =3
¢) fain(—3) = —1,
fmax{_l} = fmnx{i} =3

5. a) D, = (—7:0), fi(Dy) = (0;3), 13.

Do = (1;8), fa(D2) = (—2;1)
b) Dy = {(—6;-2), fi(Dh) = (0;3),
D2 = (2;6), f2(D2) = (-2:1)
6. a) g(x) = f(z—2) 1
b) glz) = flz+ 1)+ 2
¢) g(z) = —f(z)
d) g(x) = f(—=)
7. a) g(x) = f(z +3)

b) g(z) = f(z —4) 14.

c) gla) = flz+1) -2

d) g(x) = —f(z +2) + 1 15.

¢) g(x) = f(x —3) +3
f) 9(z) = —flz+4) -1
8. a) f(D) = {0, 1},
wartosé najmniejsza: 0,
wartosé najwicksza: 1,
nie jest monotoniczna

11.

b) f{D) = {0,1,2,3},

wartosc najmniejsza: 0,

wartosé najwicksza: 3,

nie jest monotoniczna

a) D=R\{0} flz) =241

b) D=R\ {-2}, f(z)=x—2
¢c) D=R\ {3} fla) =42 —6
a) 1,0, § §, 554, 2

b) 0,0,0,0, 1, 3

a) f(z) =0dlaz € {-2,1},

f rosnie w (—oc; —1),

maleje w (—1;4),

jest stala w (4; 00),

f(z) = =3 dla & € (—33;00)

b) f(x) = 0 dla = € {2, 4},

f rognie w (0; 2),

maleje w (—1;0) i w (2;00),
jest stala w (—oc; —1),

flx) 2 -3dlax € (—oc;—=1)U{1;T)

. a) D= (-5;3), g(D) = (-1;3),

miejsce zerowe: 2

b) D = (-3;5), g{D) = (—1;3)},
miejsce zerowe: —2

c) D= (—6;2), g(D) = (-5;—-1),
brak miejsc zerowych

a) f(z) =g(z) dlaz e {—1,1,3},
f(z) < g(x) dla z € (—1;1) U (3; 00)
b) f(z) = g(z) dla = € {0;2),

flx) < glx) dla x € {0;00)

¢) f(z) = g(x) dla z € {—1,0,1},
f(z) < g(z) dla

x € (—oo;—1) U {0} U (1; cc)

d) f(z) =g(z) dlaz € {-1,1},
flz) < glx)dlaxe (—1;1)

a) @ € (—oo; —3) U (3; 00)

b) brak rozwigzania

a) glx) =2r — 4, h(z) = -2+ 7,
k{x) = -2z

b) glz)=|x+ 1| -4, h(z) =1- |x - 2],
klx)=|r—2|—2

¢) g(z) = —-2|z + 1] — 4,
hlz)=2|z— 2|+ 1,

klz) = 2|z —2| -2

Odpowiedzi do ¢wiczer i zadan, str. 202-205
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16. a) 19. a) dla obu réwnaii:
0 rozwiazan dla m € (—o0; 1) U (3; 0c),

| rozwiazanie dla m = 1,

2 rozwiazania dla m € (1;3),
nieskorczenie wiele rozwiazan dla m = 3
b) dla réwnania g(z) = m:

0 rozwiazan dla m € (3;00),

2 rozwiazania dla m € (—oc; —1) U {3},

3 rozwiazania dla m = —1,

4 rozwiazania dla m € (—1;3),
dla réwnania h(x) = m:

0 rozwigzan dla m € (—oo;0),
2 rozwiazania dla m € (3; 00),
4 rozwiazania dla m € {0, 3},

6 rozwiazan dla m € (1;3),
7 rozwiazan dla m = 1,
8 rozwiazan dla m € (0; 1)

5.3. Funkcja liniowa
i uklady réwnan liniowych
1. a) (0,1), (—3,0), rosnaca
b) (0, 2), (1,0), malejaca
¢) (0,-2). (3.0), rosnaca
2. f(D)=(-2;0)U(%6),
miejsce zerowe: 2,

réwnanie f(xz) = 1 nie ma rozwiazania
3.a)y=3z+14 b)y=12r -1
4 a)y=—32 b)y=jz+2
)y=-3z+2 d)y=—LBa—2
5. a) f(z) =—2v+4 b) f(z)=32z-6
6. a];r:=1+3§ b) ¢ — ¥i-1

2
c) z = 2B q) ;= 3(/F 1)
P81 X T.a)z< 2 b)z < -1
17. a) maleje w (—oc; —1) i w (0; 1), c)r<2 d)r>LE
rosnie w (—1;0) i w (1;00) Y= -;—:r 40
b) maleje w (—oo; —1) i w (1:3), 8. a) IREPIEY, -
rosnie w (—1;1) i w (3; 0¢) g=0 y=3
18. a) 0 rozwiazaii dla m € (—o0;2), I 2
) ) . y=—3¢r+3
2 rozwiazania dla m € (2;00). b) \
. . N . 4 y=—zr+3
nieskonezenie wiele rozwiazan dla m = 2 #
b) 0 rozwigzai dla m € (—oc;4), ) y=—3x+7
2 rozwigzania dla m € (4; 00), y=4r— 14
nieskonczenie wiele rozwigzan dla m = 4 r=3 53=-2
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10.

11.
12.
13.

14.
15.

16.

17.

18.
19.
20.
21.

22.
23.
24, f
23. -
26.

a)n==0y=2
bjr=1,y=1
e)jz=0,4y=5

d), e) uklad sprzeczny

f) uklad niecznaczony: x € R,
y=—2r+2

a) r € (—o0; —06) U (4; ca)

b} x € (—~o0;2)

a) flx)=—2x—-1 b) flx) =32z -5
a) tak b) nie
a)a=—-2 b)a=—
c)a=7 d)a=-3
ajm=—2 b)m=—
a)me (—2;2)

b) m € (—o0; —6) U (6:00)
c) me(2;3)

d) m e (—o0;—8) U (0;20)
a)jm=—-% bym=—3

s bym=1
¢) Nie ma takiego m.
a) 45° b) 60° ¢) 135°
a) 27" b) 124°

a) y = 3:?;1.‘+ﬁ b}y=—}:g—~ﬁm

a) 1 rozwiazanie dla kazdego a € R

5, m=-—1

a) m=

d) 150°

b) 1 rozwiazanie dla a # 2,
brak rozwiazan dla a = 2
c¢) 1 rozwiazanie dla a # —1,
nieskoiczenie wiele rozwiazai dlaa = —1
d) 1 rozwiazanie dla a # 0,
nieskonczenie wiele rozwiazan dla a = 0
e) 1 rozwigzanie dlaa #0i a # 1,
brak rozwigzan dla a = 0,
nieskonczenie wiele rozwiazan dla a = 1
f) 1 rozwigzanie dlaa # —1ia # 1,
brak rozwigzan dla a = —1,
nieskoiiczenie wiele rozwiazan dla a = 1
a) a € (—o0;2) b)ac(0;1)

140 =l

Jflx) = 100 4 0,22, 1000 km

25% — firma A, 75% -

akcje firmy A — 8000 =1,
akcje firmy B — 72000 zl,
- 20000 =i

firma B

obligacje

2. a)y=Io+ 2, y=—-2+3,(3.21)
b)y=32z, y=—1a+4, (2,3
28. g(z) =3z — 1, x € (—24)
29. a) Przecinaja sie,
flz) = g(x) dla z = 6.
b) Przecinaja sie,
flz) =z glz) dla z = —10,2.
30. a=-2
3l.a=1i1b=—-3luba=-11b=3

32.
33.

34.

35.

36.
37.
38.

39.

40.

41.
42.

43.

luba=3ib=—-1luba=-3ib=1
f(z) =3z —4

a) x € (—oo; —4)

bjax=—=ha=1

m e (—oo;—3)U(—3:3)
J£)=2+4+3

a)re(—3;1) bjaeR

¢) & € (—o0; F)

a) m= 3
m € {-3,-2,-1,0,1,2,3}
a)r=—T,y=4 b)z=2y=-1
gjle=2y=3
d)z=—41, y=
a)me (—3:1)
b) m € (—o0; —6)
¢)me (—3:2)

d) me (—23)U(12; )

a) m € (—o0; 3) U (T;00)

b) m € (—o0; —2) U (L 00)

m e (0;3)

a) mE(%;?}

b) prosta o réwnaniu y = %1‘ +3

a) b

b)m=1,m=25

~49%
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5.4. Funkcja kwadratowa

1.

a)y=1(z—2)* b)y= 32" —4
c)y=3(r+2)°*+3

a) f(z) = (x+4)%, f(D) = (0;0)

b) f(z) = (z — 2)* — 4, f(D) = (—4; )
c) flx) = —(z+3)* +4, f(D) = (—o0;4)
d) f(z) = —2(z — 1)%, f(D) = (—o0;0)

Ay b=c=0, f(D)={660)

b)b=2,¢c=1, f(D) = {0;00)

¢} b=0, c= -1, f(D) = (—1;00)
d)b= -2, ¢=35, f(D) = {4;00)
e) b=—4 =1, f{D)={3:00)
f) =2, ¢=5, f(D)= {4;060)

g) b= —8; =17, f{I3):={]l;00)
h) b =2 =0, f(D)={—1;00)

. a) maleje w (—o0; —2v/2),

roénie w {—24/2; o0)

b) maleje w (10; oc), rosnie w (—oc; 10)
a)b=-4,b=4 b)b=-2,b=2
¢)b=—6,b=6

a) flz) = —=2(z — 1)* + 8, W(1,8)

b) f(z) =2(z — 1)* — 2, W(1,-2)
a)y=z"—4z4+4 b)y=2°+4+2zr -1
Jy=z2—do+2 d)y=a*+42+2

8. a} [_1:2] h} [1?2] C] [_%:%] d] [—E,G]

1

9.a)x=—5, =0

10.
11.

b)z=0,z=2
cx=—2 =%
d)z=—-v3,z= v3

e)x=3 fla=—3

a) ma b) nie ma ¢) ma

a) f(x) = —(z — 4)(a + 1),

flz) > 0dla z € (—1;4),

flz) < 0dlaz e (—o0;—1)U(4;00)
b) f(z) = 3(x — 1)(z — 3),

flz) < 0dla z € (1;3),

flz) >0dlaz e (—o0;1) U (3;00)
0) f(z) = (2 — 3)%,

flz) >0dlaxz e R\ {3},
wartosci ujemnych nie przyvjmuje
d) f(z) = —2(z — 1),

flz) <0dlaxzeR\ {1},

wartosei dodatnich nie przyjmuje



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.
22.

23.

24.

25.

a) (23, -14), (-1.3)

b) brak punktéw wspdlnych

a) —4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4

b) —2,-1,0,1,2 ¢) 1,2,3 d) 4
a)z€(—1;2) b)z=-1 ¢)zeR
a) D=R\{-2,1}

b) D= (-%2)
¢) D = (—o0;3) U (5; c0)

ﬂ] fmin — _I, fmm: =3

h} fmiu = _S‘_- fmux =1

€) fmin = 1, foax = 4

d] ft]'iill = U7 fmux =8
a)y=—x+x+2
bDy=a*+z-2

c)y=—-a’—x+2
dy=z*4+z+2

e) y=x"+9x + 18

a) 2 rozwiazania dla

m € (—oo;—4) U {0} U (4;00),

3 rozwiazania dla m € {—4,4},

4 rozwigzania dla m € (—4;0) U (0;:4)
b) 2 rozwiazania dla

m € (—oo;—1) U {0} U(1;00),

3 rozwiazania dla m € {—1,1},

4 rozwiazania dla m € (—=1;0) U (0; 1)
a= %, W(3,-14)

a) y=—2x°+4z
b)y=3212"—z+3
a)c=Tb)e=2 ¢)e=5
a)b=3,¢=-10 b)b=2,c=8
c)b=-3,¢c=—-4 d)b=—-6,c=5
a)c<2 b)e>—% ¢)je>-36

d) e > -}

a) b=—2v3,b=2V3

b) Nie ma takich wartosci.

c)b=0

8 r=—-24x=2
blz=-3,2=3
e}z = —\/ﬁ, r =3
d)w= -2 =222
e)r=—92=0,2=9
flg==—8, p==3, 3 =3, 4 =6

26.

27.

28.

29.
30.
31.

32.

33.

34.

35.
36.

37.
38.
39.
40.
41.
42.

43.

44.

a)z=—-4,y=-3lubxr=-1,y=—-6
bjz=1,y=3lubz=4,y=0
¢)x=4,y=-1lhbz=6,y=1
a) 0 miejsc zerowych dla m € (1; 00},

1 miejsce zerowe dla m = 1,

2 miejsca zerowe dla m € (—o0: 1)
b) 0 miejsc zerowych dla

m € (—o0; 3) U (2;00),

1 migjsce zerowe dla m € {% 1,2},

2 miejsca zerowe dla m € (3;1) U (1;2)
a) 0 rozwiazan dla a € (—12;12),

1 rozwiazanie dla a € {—12, 12},

2 rozw. dla a € (—oc; —12) U (12; 00)
b) 1 rozwiazanie dla a € {—1,0},

2 rozwiazania dlaa € R {—1,0}
a)az—-1 b)ja<g -1
a) m < -% b) m € (V2 —1;1)
ajme(—4;0) b)m=2 ¢)m=1
d) Nie ma takiego m.
a) r1 + 22 = —4, 172 = —B
b) 21+ 22 =—-3(vV3-1), 2122 =2 — /3
a) roznych znakéw b) dodatnie
¢) ujemne d) réznych znakow
a) 2L b) 5% ¢) 4
d) ~155 €) 135 f) &
a)a< -2 b)ae (-3:0)
a)ae (—2;—-3)
b) a e (0; %)
a)a>1 b)ae(—4;-3)
a)—4,Tlub 7, —4 b) 7, —4
z=2m
25 lub 52
a) 45 b) 18 ¢) 0
29% em (ramka kwadratowa)
i 382 em (ramka prostokatna)
a) Plz) =2z(4 — z), Dp = (0;4),
pole najwicksze dla x = 2,
wymiary prostokata: 2 x 4
b) P(x) = 22(6 — z), Dp = (0;6),
pole najwicksze dla x = 3,
wymiary prostokata: 6 x 3

kwadrat o boku 6 cm
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I 224

45.
46.
47.
48.

49.

50.

5l.

52.

ad.

54.

3.

a) 15 b) 18 ¢) 21
25 km/h i 24 km/h

a) 5m/s b) 13 m/s ¢) 9 m/s

a) 3 h

b) pierwsza godzina: 30 km/h,

druga godzina: 18 km/h,
cala trasa: 18 km/h
a) D = (0:5+ /26)

b) kolejno uzupelniamy: 110, 125, 130
¢)polls d) pois e) 130 m

a) r =m’

b) x = —5m, x = 5m
c)x=0,2=—4m

d) r = —m, z=3m

a) g(D) = (0;0c), x=p

b) g(D) = (p;o0), = —p
c) g(D) = (—00:0), & = 2p

d

a

)
)

g(D) = (—00;0), @ =0

0 rozwiazan dla a € I: oo; 0),

2 rozwiazania dla a € {0} U (8; oc),
3 rozwigzania dla a = 8,

4 rozwiazania dla a € (0;8)
b) 0 rozwigzan dla a € (2; 00),

2 rozw. dla a € (—o0; —2) U {2},
3 rozwiazania dla a = =2,
4 rozwiazania dla a € (—2:2)

¢) 1 rozwiazanie dla a € (—oo; 0)U(2; ),

2 rozwigzania dla a € {0, 2},

3 rozwiazania dla a € (0; 2)

d) 1 rozw. dla a € (—o0; —2) U (5;00),
2 rozwigzania dla a € {—2,5},

3 rozwiazania dla a € (—2;5)

o= 1

=

a)r=

b)r=-5z=-1,z=0,z=4

gla=Le=383=25
d)z=0,z=2

) x==1,g=10,z=1
f) © € (=5 —=4) U{0;1)

a)r=—3,y=—3luba=-2,9=0

be=2y=3

clz=1y=0lubas=4, 4=
.y

a)r=-2,y=3lubz=

b)r=-2,y=-31lubx
cJr=-3,y=-3lubx
lubz=1,y=4lubz =

4
3

3

-

7 Y

3

-2

y=2
_'Ly:._

Il

L
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56.
57.
58.
60.
61.
62.
63.
.alm=>16 b)m<0
65.
66.
67.

68.

m;‘e:%

m =1

m= 3. g lub m = —%, o = —2
m=—4,z=—1lubm=—-1,x=2
1+ re =T, 21x: =2, b= =28, ¢=132

m > 1
m e (0;1)

a)b=-24 b)b=—-5,b=5
Takie m nie istnieje.
a) m > 3

b) m € (—oc0;—3) U
¢ mi=—T,m=3
a) f(m)=2m*+2,meR
b) f(m)=—6, me (—3;2)

(3 +2v2; )

5.5. Wielomiany

a)a=6b=-2
b)a=10, b= -2
a) k(z) = 3z° + z° —1, st(k) =3
b) k(z) = 3z° — 3z° + 1, st{k) =3
c) k(xz) = 62® — 1, st(k) =3
d) k(z) = 22% — 3z, st(k) = 2
a)a=-1,b=6
b)a=-3b=0
c)a= -3, b=
a) w(z) = 5z’ (z — 2)(z + 2)
b) w(z) = a*(x — 5)(a® + bz + 25)
¢) w(z) = —52%(x — 3)°
d) w(z) = 2z%(x + 5)(z — 1)
a) w(z) =(z+1)(z— 1)} (z—2)
b) w(x) = (z + 3)(z + 2)(z — 2)
¢) w(z) = (3z - 1)(«* +2)
d) w(x) = 3z(z — 5)(x — V2)(z + V2)
e) w(z) = z(z — 4)(22* + 3)
f) w(z) = (z—1)*(x+ 1) (z* +x+1)
a) w(zr) = —(z—2)(3z+ 4)
b) w(x) = 3(x — 2)*
¢) w(z) = 5(x — 1) (x - 5)
d) w(z) = 4(z + 1)*(z + 1 + v2)-
(z+1-+v2)



T.8)d=—2.9=0,%5=2

b)r=-— 2.x=0 =2
o=t =12
dz=-%,2=0

e)r=0, =4

f) :l:='[],.1:=4'3f'f§E
g)z=0;2=1

h) =2 0=, =3
yza=-3,2=0

8. a)z=—2,z=—1, =1
b)x = -5
Qr=—22=23=3

e o
dz=-2,2=3
o) p==1,x=73
flz=—3,z2=2,2=2
g]r:i— ]1}:.-::%._3::-%

9. a) w(z)=(z+1)(22° -3z + 1) — 4
b) w(z) = (3 = 2)(z* —x) + 3
¢) w(z) = (e +5)(—z*+22°-3)+6
10. a) 31 b) 11 ¢) 3v2+7
11. a), ¢}, d), f) nie b), e) tak
12. a) =3,0,5 b) 0,5 ¢) 0, 2

13. a) o = 1
bjz=1z=2,2=3
)z=-3,z=z,2=2
d}.’t‘z—E,.‘L’=—£,:ﬂ=%§
¢) £=-2,z="1003 p= i
f:II=—'|?-J.'=2

14. a) w(z) = (20 — 1)(z + 2)(x — 3)
b) w(x) = (x — 3)%(2z + 3)
¢) w(z) = (z — 2)(x + 2)(a* + & +5)
d) w(z) = (z — 3)(z + 5)(z® + 1)

15. a) —2, 1, 5,3 b) -2

3» 313
1 2 4 3 4
€)3: 5.5 d)—-%:3
_ 1
lﬁ.a]mu—ﬁ = | i
b)w =92 0= o= =9
c}m:—l—ﬂ,r:%.,a::—l—i—ﬂ
I, PR

17. a) v(z,y, z) = —4x*yz — 8xy°z — 8xyz’+

+4xz® + 27y, v(—1,2,—%) = 17
b) v(x,y, z) = —ay?2? — zyz? + 2xyz,
1:{—1._2?—'25} = 3%

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

a) @ = 2 — dwukrotny,
r =4 - jednokrotny

b) x = —1 — trzykrotny,
x =3 - jednokrotny

¢) ¥ = —2 - dwukrotny,

& = —5 — jednokrotny,
x = 1 - jednokrotny

d) x = —2 — dwukrotny,
x = —% — jednokrotny,

x = 1 - dwukrotny

a) r € (—o0;—3)U(0;2)

b) x € (—2;00)

c) z € (—oo; —2) U {-1}

d) z € (—oo; —1) U {1} U (2;00)
e) x € (—o0; —2) U {0}

f)z e (-3, —3)U(3i00)

g) x € (—o0;—1)

h) x € (—o0;1)

a)re (—41)

b) z € (0; 3) U (5:00)

c) x € (—o0; —1) U{0} U (1;00)
d) z € (=2 —1)U(0;1) U (2 )

a) plx)=2-—1

b) p(z) =2x +1
ajm=23
b)m=—8 m=12
c)m=-2, m=1
a)a=2=~8

bja=-1,a=5

a) w(z) =0dla z € {1,2,4},

w(xz) > 0dlaxz € (1;2) U (4; o0),

w(z) = (x — 1)(x — 2)(z —4)

b) w(z) =0dla z € {-2,2},

w(z) > 0dlaxe (-2;2) U (2;00),

w(z) = z(z —2)*(z +2)

¢) w(z) = 0 dla z € {0,3}, w(z) > 0 dla
2 € (—o0;0) U (0;3), w(z) = —z*(x — 3)

a) p=149=0

b)p=0,¢9=-3

a) a=3,0=7 b)a=3, b= —2

c). d) Nie ma takich a i b.

P(xo) = 2(3 + 20)*(3 — z0), D = (0;3),
P(1) =16
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28. a) V(x) = 5a® + 202° — 25z, 2 > 1
b) V(5) = 1000
¢) P(z) = 222* + 40z — 50, 2 > 1
29. V(z)=22% — 622 + 4z, 2> 2, V(3) =12
3. =1, x =2 =4
L. m==-3, m=0,m=2
2. a=6,b=—-12,z=-3,x=2, =3

33.
34.

35.

36.

37.

39.

a=8b=2

w(x) = 2z* + 22* — 162 — 24,
w(z) 2 0dlaz e {-2} U (3;00)
a) o € (— 2505, 28 | (1)

/B /5
b)o=—220=2138 =1
a=—8 b=2,

w(r) zx+4+2dlaz e (—2;0) U {2;00)
a) D= (-1;00)

b) D= (-3;3) U (3i)
a)b=d=0,a,ceR

5.6. Funkcje wymierne

1.

I 226

kolejno uzupelniamy
@ 4, 24,

y: 48, 36, 24, 12, 6, 4
a)y=3 b)y=-2

¢)y =22

a) D=R\{-7,3}

b) D=R\{-%,2

¢c) D=R)\ {0}

a)z=1 bz =1
C};I'_%,.’I.’:]
d)z=-6,2=0 e 2=1
fla=-%,a=1

a=2>5

a) A, C

b) x € (— mﬂ}u{om

a) g(x) = 7%, D =R\ {2},
g(D) = R\ {0},
maleje w (—o00;2) i w (2;00)
b) g(z) = 22, D=R\ {1},
g(D) =R\ {-2},

rognie w (—oo;1) i w (1;00)
a) glz) = —== — 3, tak
)q{:.-}—— — 6, tak
¢) g(x) = — '1r+ﬁ+? nie

Odpowiedzi do éwiczen | zadan, str. 2256-229

10.

11.

12.

13.

) flz) —1},
m=—§

b) f(z) = =5 -3, D=R\ {2}
m=]t2

a) flz) =1- 25,

x € (—00;2) U (5;00)

b) f(x) =
x € (—3;-2)
c) fleg) =3+ = 141

x € (— DG,—&}L.J{ 5; 00)
asymptoty: x = —5, y = 2
b) g(z) = 3+ 5,
asyvmptoty: v =1,y = 3
c) g(z) = T,

asymptoty: = -1, y=0

a)p=1,q=2,
flxy=0dlaz=—3

b) f(z) > 5 dla x € (1;2),
flz)<3dlaz e (—oc;l)U(4;x)
a) D =R\ {3}, f(D) =R\ {3},
Jiz) =0dla z =0,

flz) > 0dlax € (—o0;0) U (3; )
b) D =R\ {2}, f(D)=R\{-2},
flz)=0dlaz= 3,
flz)>0dlaz e (2;2)
¢) D=R\{-2}. /(D) =
flz)=0dlaaz= -3,
f(z) > 0dlaz € (—o0; —2) U (—3;00)

R\ {2},

d) D=R\{-3}, f(D) =R\ {-3},
flz)=0dla = -2,

flz) > 0dla x € (—-3;-2)

¢) D=R\ {3}, /(D) =R\ {3},

flz)=0dla =4,

f(z) > 0dlaz € (—o0;3) U (4;00)

f) D =R\ {-3}, f(D) =R\ {3},
flz) =0dlaxz = —4,

flz) >0dla x € (—o0; —4) U(—3; 00)

a) y = ==L, (7,0), (0,—%)
h:' ¥y= %.‘ {'_%!UJ? (D?”
o)y =12 (~£,0).(0,3)
d} u= 31:-? [_lnﬂ}s {ﬂ?ﬁj



14. a) & D=R\ {0,3}, 3

b) a(x* - 9), D=R, 10

]:H D =R\ {-8}, —l

d} 3 D=R\{-1,1}, -1

245 ;;_R\{_.'a, }i =1

f} , D =R\ {-v3,-3,V3}, -5
15. a) _?;Jr—d, D=R\{-21,2}, 5

b) ;;:2—4,13:11\{_2}1 45

Ta+2 d4z?p8z42
16. a) f.r+;’]{_r—l’] b) {:.I+1}:.:+21

—3x?—3r41 248
C} (x41} d] r<—1

e) iiﬂ; f) & -lﬁf&;-m
1To8) o= —3;0="4
b)x=23 =T
C]if-‘::!:r—? d)z=4
e) =2
flz=—v3, z=v3
18. a) z=3 bh)z=-1
¢) sprzeczne
d)z=-12 E]u.'=§
f) sprzecane
19. a) z € (—o0;0) U (2; 00)
b) « € (1;00)
20. a) x € (0;4)
b}IE{—OG;[!}U[%;oc}
¢) & € (—o0; 3) U (%;00)
d}TEI{“J e) x € (l;00)
f]‘LE{—:E;—]}U{E?m}
g) z € (—2;0) U (2;10)
h) x € (—o0; =T) U (=3; -1) U (1;00)
i)z e [—m;—:ﬁlu{ﬂ;ooj
21. a) z € (—oo; —2) U (—1;0) U (1;:00)
b) z € (3; 00)
c)ze(—2-1)U(-1;00)
d)ze (-5 -1)u(1;2)
22. a) f(z) =g(z) dlax € {-1,1},
f(x) = glz) dla z € (—oc; —1) U (0; 1)
b) f(z) = g(z) dla x € {-3,0},
flz) =
23. a) x € (0;1)
b) z € (—o0; 1) U (4;00)

g(z) dla o € (—o0; —3) U (—1;0)

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

.a]}_):R\{ﬂ},fL'!}_

a) m € (—oo; —4) U (4; oc)

b) m € (—oo; —6) U (2;3) U (3;00)
a)jm=>0

b) m € (—6;6)

¢) m € (—oo;0)

a) D =R\ {1}, miejsce zerowe: —1
b) D =R\ {0},

miejsca zerowe: —72-, 2

c) D =R\ {2,5}, miejsce zerowe: 8
d) D =R\ {-1,1}, miejsce zerowe: 7
a) (~2,1), (0,~1), (2,5), (4,3)

b) (=25, -3), (—17,—4), (—13, —6),

{_1]* _]{]:}i {_1[}? _18‘}? {_8‘! 14]1 {_?'6}"

_51 2}: {_l-ﬂ}: {?1 _l}

¢) (—13,1), (—10,9), (—9,-1), (-8, -4),

(—6,8), (—5,5), (—4,4), (—1,3)

d) (~10,2), (=4,1), (~2,0), (~1,~1),
(0,-3), (1,-9), (3,15), (4,9), (5,7),
(6,6), (8,5), (14,4)

ajz=-3 b)z=0

e) =3 d}x=1

a)r=2,z=12

b)a=—-%,2=31
¢}z = -1

d)x=0

e}::.'=§
f]m——%,&——%

a) x € (—oo;—1) U (2; 00)

b] T € [h’d)u(1’2

¢) x € (—oo;—3) U (—3; 2)

(0; 00},
liczba rozwiazain réwnania f(x) =

0 rozwiazan dla m < 0,

2 rozwigzania dla m > 0

b) D =R\ {—1}; f(D) = (3;00);
liczba rozwiazan rownania f(x) =

0 rozwiazan dla m < 3.

2 rozwiazania dla m > 3

¢) D =R\ {~1}, /(D) = (0;0),
liczba rozwigzan réwnania f(x) = m:
0 rozwiazan dla m < 0,

| rozwiazanie dla m € {0, 3},

2 rozwiazania dla m € (0;3) U (3; 00)
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I 225

31.

32,

33.
35.

E1iN

37.

38.

39.
40.
41.

d) D =R, f(D) = (3;5),

liczba rozwiazan rownania f(x) = m:
0 rozwiazan dla m € (—oc; 3) U (5 00),

1 rozwigzanie dla m = 5,
2 rozwiazania dla m € (3;5)

e) D =R\ {1}, f(D) = (—00; 0} U(1; 00),
liczba rozwigzan rownania f(x) = m:

0 rozwiazan dla m € (0; 1),

1 rozwiazanie dla

m € (—oo; —1) U {0} U (1;00),

2 rozwigzania dla m € (—1;0)

£) D=R\ {1}, /(D) = (~1;00),
liczba rozwiazai réownania f(z) =
0 rozwiazan dla m < —1,

1 rozwigzanie dla m € (—1;1),

2 rogwiazania dla m > 1

a) T € (—oo;—=T)U (—1;00)

b) z € (1;3) U (3;4)

¢) & € (—o0:0) U (2;00)

m e (0;3) U (6;00)

a)m=1

b)m=—3

cym=—3, m=3
a=3,(-1,-1), (-%.—3)

miejsce zerowe: —%
v1 = 80 km/h, v2 = 70 km/h
vy = 18 km/h, v2 = 14 km/h

4 km/h

5.7. Funkeje trygonometryczne

1.

Odpowiedzi do éwiczen | zadan, str. 231-236

a) b= 3, 0—3\/15111&—‘!‘5
1

COS = 5 , ctga =
3 5 E. d
b)b=3,e=3,cosa=3,tga= 3,
3
ctga = 2

2. a) b= 403, ¢ = 80, § = 60°
b) a =63, e=12, g =30°
c) e=2(vV2—1),a=30", =60
3. a) sina = 3, cosa = 15, tga = 3,
{:t.g-:t'=%
. - _ VT _ BT
b) sina = %, cosa= 3, tga = -¥£1
ctgn:{.]i
c) fiillr‘)::g'-;,rmtr:z-h"g?tgu:%i,
Ct-gﬂr:zi_l
4. a) sina= 22, tga= %, ctga = 5;
b) cosa = 2, tga = &, ctga =
c) sina = 371—’_‘3, cos o = .f, clga = -*:;iﬁ'
d) sina = % cosa = %, ctga = "—F
5. a) 30° b) 60° c) 45°
d) 45" e) 45" f) 60°
2 02 .
7.a) 12 b) 1 ¢) 2
8.a) I b) i ¢) 2
9. a) ax i3, fHbY. a=6,0=8

10.

11.

12.
13.
14.

b)a=F=45", a=b=5/2
c)a=30°, 3=60",a=>5b=>5/3

1 =1
a) (T-cosla)conta’ ~3

b) 2cos’a—1, —1

) 1—cos’a, 3
a)x=1+3V3
b) z = 23

c) r=3/3-2

okoto 127.3 m

okolo 221.5 m

a)sina =2, cosa = 3, tga = 3,
Ltgn-_%

b) sinev = —2, cosa = -2, tga = 3,
{‘.1'.gr1=1i

c) sina = —%, cosa = ﬁ, tga = —=—=
ctga:—{?ﬁ

d) sina = -—J'Q—E* COSr = J;éf tga= -1,
ctga = —1



15.

16.
17.

18.

19.
20.

21.

22.

23.

a) -“;-E b) —1 ¢) Nie istnieje.
d)F e) 1 f) V3 E} — )=
a)Z b)1

a) $=90" b) 2=90° ¢) £ =30
d) & =15°

a) cosx = —%, tgar = —%ﬁ,

ctgr = —2@

b) cosa = B2 tga = —3, ctga = —2
¢) sinx = H%;E COS T = "'%-.

ctgr = Ef;—%

d) sina = -:"J{%E. COST = —J%E‘
ctgr = —3

a) tak b) nie ¢) nie d) tak

D=R\{S+kr:kecl},T=m,
tgx=0dlaz=km ke,

rosnie w kazdym z przedzialow postaci
(———i—k ™5 +km), kel

;|}“‘:f=§|§§fl
I RAEY B EERY
Loe b BN = b 2 2 0l
AR
T
Lodedoifdoddin B 1
MR R A
NETT 1 [
| it i
| G 4.
| P |
| | O
| 2 |
| | 1
)(13}11}{2{?') c){—21) d)R
e) (—5;1) :5)
a) @ = & + km, AEZ

bje=Z+kr, kel
c)r=—-L+km kel

a) T'=m, f(D) = (—2;2), maleje
w przedziatach (=5 + km; 5 + km), rodnie
w przedzialach (X + km; 37+ kn), k € Z
b) T'= 4=, f(D) = (—3;3),

maleje w przedzialtach (—2x + 4km; dkn),
rosnie w przedzialach (4km; 27 + 4km),

kel

24.

25.

¢)T=2%, f(D)=R
ro§nie w przedziatach (= Z+k$; Z+EZ),
kel

@) T = 7, f(D) = (~11), maleje

+ km; 'r+.k7'} rognie
w przedzialach {——T + F-Tr 15 + kn),
kel

e) I'=m, f(D) = (—1;1), maleje w prze-
dziatach (T + km; 37+ kr), rodnie w prze-
dzialach {—% + ke -} + k), ke Z

f) T'= 4w, f(D) = {(—1;1), maleje

w przedzialach (£ + 4km; 37 + 4k7),
rosnie w przedziatach

(=27 + dkm; Z+4dkm), ke k

g) I'=2m f(D)=R

roénie w przedzialach (2km; 2(k 4+ 1)w),
kel

h) T'= =, f(D) = (1;3), maleje

w przedzialach {—%} + km;
+ ki %

w przedziatach ({5

£ 4+ km), rosnie

w przedziatach (& m+km), kel

a)r= T+ 3hkmax=Fn+ Zkn, kel
b)o=%+kE kel
c)x=—Z+2kmzez=S+2km, kel
d)z=%+kZ, kel

e}ur:% 2.I‘r'ﬂ' r=1ﬂ+§kmk€z
De=%+k%, kel
gle=%5+k, kel

h)z=Z+k3, k€Z
e=—-f+kmc=Z+km kel
a)x € (—2m—Yr)u(-ImI)u(dm 2m)
b) x € (—2m;—Im) U (—F; F) U (Im;2n)
c) x € (—2m; ——r]lL_J{ Emi—3m)U
U(=gm—gmU(-im -5 U(-%§U
U(%: 3m)U(2m 2m)U(3m: 'S*r}u{”?r,-w}
d) x € (-2m—Er)U(—2m—2m)U

U(=3m Z)U(5;
e) z € (—3m; 3m)
f) z € (—2m; —'lqr}u(
U8 B U (5 In) U (32
g]ifE{——?n—-?r}L_,l{h?E
h) & € (—m; —F) U (m; 3m)

i) 2 € (—2m; —FmU(—m;—gm)u(0; §) U
U{TI.";%TT}

GWJU{H?T,Q?T}

%?r} U
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26. a)z € (—T+kmZ+kn). kel
b)ze(E+kmint+hn), kel
c)r=5+km kel
d}mE<—§+kﬂ:§+kﬂ>,kEZ
e)x € (kmi S +km), kel
flee(—-S+kmE+hn), kel
g}rE{—E+kn;}:+£T?r),A'EZ
h) x € (37 + 2km; 37 + 2kr) U

U (37 + 2km; 2 rr—l—.!!-'r} kel
1]:16{—34-2&?1',3 + 2km) U
U(Z + 2km; 37 + 2kn), ke Z
27. a) D=R\ {3 +kmk e Z},
f(D) = (=2;00)
b) D=R, f(D)=(-12)
¢) D=R, f(D)=(0;2)
d) D =R, f(D) = (2;3)
e) D=R\{Z +km S +Fkmkel},
f(D) =R\ {0}
f) D=R. f(D)={(3:3)
28. a) me (—1;0)
b) m € (1:3)

c) m € (—4; o0)
§1..) A2 ) AE
1 /3

e) -1 f) -8
-3 13 _3-4y/F
32. a) = ] T
} vz d}

33. a) sinx = -‘f.a—, COST = E{E
b) sinx = ﬂ , COs @ = —2‘;7
¢) sinx = %-‘é-f:;- cosx = i3
d) sinx = —%, CosS T = %

M.a)v=F+kr,z=2kr, kel
bjz=%+km,e=3n+hkr, kel
=L +kmae=%+km kel
d) 2 =% +kr,z = 7+ kn,
m=%+%rr, kel

e) x %ﬁ-{-k?‘r,kez

[l
B
4
o
i
£
Il

35. ﬂ}.’l.'.':?r b]_-',[.': %!_‘1'=HT1'

|
Jr=% 2= =%
djz=% e)x=35, 2=
=L =3 s X g BE
le=Z,a=5,86=8,8=3
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36.

38,

39.

41.

42.

a]::::—%-{—%?r,.t:%—!-?k?r,k&ﬁ
h};r:krr._a:=:‘§~+.§1r,k€3
c)r=-L+kmac=%+knr, kel

d) z=—%+kmx= % +kr, = kn,
kel
e)x=—% +km =% +km z=knr,
kel

fa=—-F+km, o= 5+km z= T+kn,

L b) brak rozwigzania ¢) 7 d) 3x
r:§+kw,k(€z
b}ﬂ:=—%+kﬂ,m=%+kﬂ,k(—:3
c)e=km, kel

d)$=%~,;ﬂ——%+%ﬁ,
,L=E—“2~+-k2—“,LEE
a}::=—g+‘2k1r,:rr=§ﬂ‘+2k7r,kéz

b)zx=2km, kel

kmw, ke Z

Z4+2%km, a=3n+2%kn kel
a)z=3n+km kel
h}.-:r:%-t—?kﬂ.:::l[i!k—l—I}?r,kEz
c)z=%4+2km kel

&2
B )
I

1 4

8) — 5% —47 T B ET

zgra“' ;;T

b) —g57 ST:::"“ ot E‘T

“}_12“ — it gt &) =i
.a}IE %} 3 3w) U (§m;2n)

U (Fm5 gm) U (FmigmpU




45.

46.

47.

48.
50.
al.
52.

a) f(z) = |c052[:t:— )

5 il
127 127 13

b) f(z) = 2[sin2(z + Z)|,

2 '
3'.??.. ﬁ?i‘

a)r€(—3+2ki+2k), kel
b)x € (kik+3), kel

miejsca zerowe: T

)

miejsca zerowe:

a]a=—3,b=%luha=—3,b=—%
b) x € (37 +dkm; Sw + dkm), k€ Z
r4y==%

r=-%

siua—i—msa:%

€ (-m—2mU(-E;Z)U(Emm)

3.8. Funkcja wykladnicza

i funkeja logarytmiczna
a) 3' b)5? ¢) 2% d)2t )3t g5
a)2 b)625 ¢)1 d) 1

3. a) me (2;00c) b) me(0;1)

¢) m € (—1;1)

4. a),d)ac(l;<) b),c)ac(0;1)
5.a) < b) > ¢) =

10.

11.
12.

13.

14.
15.
16.
17.

a) 3% < 9v/3 < 9% < 272

b) (%%}l.-ﬁ{{%}#5{:{%}-1.8{{},8\.@
a) x € (0;00) b)x e (—2;00)

c) x € (—o0;0)

a) T € (—200) b) z€ (—1;00)

c) x € (—1;00)

a)p==1, 8=0 b)lae=2

a)d b)) ¢) -3 d)—1 e -5 )¢
g) 8 h) 0,3

a) -1 b)2 ¢)3 d)6

a)a=3 b)la=3 ¢Ja=1 d)a=38l
eja=32 fla=2

a)z=27 b)e=3v3 cjz=1
djo=2 elo==8, =3 =1
a)x=16 b)x =45 c)Ja=5d)z=3
a)me (1;13) b) me (3;00)

a) xe(—3;,—2) b)x € (3;00)
a)r=-1,z=0
b)z=0z=1

&) =0, 8=

18.

19.

20.

21.
22.

23.
- a) D=(=1;1), f(0) =0

25.

26.

27.

28.

a)z=0z=13
b]:r*m},u::l
clx==6

a) 2 € (33;00) b) x € (—o0;0)

¢) z € (—oo; —2) U (1;00)

a) f(D) = (0;o0), roénie w {1;00),
maleje w (—oo;1), m € {0} U (4; 00)
b) f(D) = (0; 0c), rodnie w {—1;00),
maleje w (—oo; —1), m € {0} U (3; 00)
c) f(D) = (4:5), roénie w (—oc; 0},
maleje w ((;00), m =5

a)4 b)9 ¢)32 d) 2 e) V5 £)0
a)2 b)Z ¢)l—1 d)ot e) b
) -1

a) 64 b) V5 ¢) 2

b) D = (—c0; %), f(3)=0

c) D=R\ {7}, f(6) = f(8) =0

d) D = (—oc;0) U (3; 00),

J(32) = f(32) =0

a) D = (3;4)

b) D = (1;2) U (2;3)

c) D = (—/10; -3) U (3; v10)

d) D = (1;v/2) U (v2; 00)

a) D = (—3;00), g( D) = R, rosnaca

b) D = (2;00), g(D) = R, malejaca

c) D = (—2;00), g(D) = (0;00), maleje

w (—2; —1), roénie w (—1;00)
Y

CREBREREE:

a) D= (—1;00), f(D) = (0; ),
maleje w (—1; —3), rosnie w (—3;00)
b) f(x) = |log, 2| — 1.

D =R\ {0}, f(D) = (0;00),

maleje w (—oo;—2) i w (0;2),

rodnie w (—2;0) i w (2;00)

a)z € (4;7) b)ae(34)
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31.

32.
34.

35.
37.

a) m € (—oo; —v'2) U (v?2;00)
b) m € {lﬁ;fx}
a) m € (—oo;— } b) m e {—g, z)
a) p=0,5 b]p—vﬁ ¢) p=4

d) p = 65536

a)g=>5 b)g= -

a) 32h b) 48 h

38. a)12g b)6 g
39. 8 dni
5.9. Ciagi
1.a) -8 b)9
=T ca=4 3= % oy = 24
3.a)3 b)5 ¢)3
4. a) an = n? b) an = 'gnl_r ¢) tn = ﬁ
d) tn = (=121 e) an= i%
) gy = { 2 dla n nieparzystych
n 2+ =% dla n parzystych
6. a), d), g). h) rosnacy
b). €), i) niemonotoniczny
e) staly
f) malejacy
T.a)an=2n—1, a5 =9, a8 = 15
b) an = =51+ 13, as = =12, ag = =27
c) an = n—13, a5 =1, as = 23
8.a)ar =8 b)ayw = —42 ¢) a5 = —23
d) azs = —T
9. a) tak b) nie ¢) tak d) nie
10. a) a, = 2n — 1, rosnacy
b) a,, = 3n — 18, rosnacy
£} i = %ﬂ. — 2, rosnacy
1l.a)r=2 b)r=3 ¢)r=—41
12.8)3=7 B)z=0,2=6
13. a) a =18, b =133, e =48
b) 10+ v2, 8+ V2, 6+ V2, 4 + V2,
242
4. a)a1=1,r= -2
b) @n = 3n— 10
15. a) 512 = 51 b) Sy = 9(1 +3v2)
¢) S15 =270 d) Sy =84
16. a) 981 b) 1566
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17.
18.
19.

20.

22,

23.

24.

25.
26.
28.

29.

30.
31.
32.
33.
34.

35.

36.
37.

ay

12

a) x =20 h}..:2‘3

gfa=8 dja=

a) ap, = 2n — 1, tak

s = {2?1{1 1 :j]i: : > }' -

s { , {]‘ dan=1 .
n"—3n+1 dan>1

a) an, = 2", ag = 64, ainp = 1024

b) an = $%, a6 = g7, a10 = g7

c) an = (V2)"2, ag = 4, aro = 16

a) Gn =—3-2", as = —-24, ay = —192

b)an =4-(-1)"", a4 = -4, a7 =4
c) an = 3- (—vV2)" 7, a4 = —6v/2,
ay — 24

d) an = 55, a1 = 3,
e) ap = —”: (g =
f] i = 2 {v’r’}“, A=

ar = 1lﬁ
'.r_}. a7y = 243

18, a7 = 54/3

a) a, = 2", rosnacy

b) an =27 (%)™ ', malejacy

£} ity = Jl- . [—\r@}”, niemonotoniczny
a) tak b) tak ¢) nie d) tak

a) tak b) tak c¢) nie

a) 21, 63 b) 12, 24, 48
¢)3,1,3ub3, 1, %

a) S5 = 1033 b) Gy = /2

c) S = —2 d) S7 =31 + 1268
a) 6 b) 8

a) —1023 b) —21 lub 21

3

a) —55* b) 5

a) 1081,60 21 b) 1340,10 zt

c) 1480,24 =i

po 4 latach: 2349,580 =i,

po 8 latach: 5841.60 =i

a) 609,50 zt b) 610,30 =zt ¢) 610,50 zt

najwigksze odsetki w banku €', w banku A
o 2%. w banku B o okolo 2,015%,
w banku C' o okolo 2,018%



38. bank C
39. a) staly b) rosnacy c), d) malejacy
40. a) geometryczny b) arytmetyczny
¢), d) ani arytmetyczny, ani
geometryczny
41. a) —123 b) 47
42, a) rosnacy
b), ¢) malejacy
43. a), c}, d), F) malejacy
b). e) rosnacy
44. a) -2 b) 0 ¢) —c d) ¢ €) =3 f) -3
45. a) —4 b) —oc ¢) oo d) 0 e) 12 f) 3
46. a) co b) —o0 ¢€) —00
47.a) 3 b) £ ¢) &
48. a) 9 b)6 ¢)4 d)7 €)1 £) 3
49. a) 3+3 b) =& ¢) £ d) 4(1+v72)
50.a) 2 b) L ¢) 22 d) 2 ) X f) 28
g 4 by &
51. a) x € (0;1) b)z e (—1;1)U(1;3)
82. a) € (—3:3): S = =5
W€ (~o0i-4)U (400, 5 =t
8. a)z=1—-2 b)jz=—-3,z=1
€)= :i
dye=2r+2km,e=37+2%n kel
54. a) x € (—o0; —2) U (2; 00)
b) z € (§:3) U (3:8m)
55. x=¢ +hkm keZ
56. a) D= (—1;1), fx) = ££ = =% - 2,
f(D) = (—1;00)
b) D= (— -:x:‘—l]l'..]{l 00),
flz) = .r-H- - 1_{-1 =l
f(D) = (—oo;—1) U (—1;—3)
57. a) 580 b) a; = 16, ai5 = 46
8. a1 = —6,n=25
59. a1 =36, n =20
60. r=3, k=15
61. n =10
62. r=2 n=21
63. a) a, =2-(—1)""
b) g=-3FE, ¢= 13

64.
65.

66.
67.

125v/5

8, 10 lub 4%, T%
a) 3,4 b)6, 8

68. a) 8, 32 lub —7, 241
b) 2, 7, 12 lub 26, 7, —12
T0. %i‘r? %?r
72. 8) by =5:4"1 b)a,=5.4""1 -2
73. a) a, = . rosngcy
b) an, = %’- rOSnacy
4. a) 2 b) —x ¢)x d) -1

75.

76.
7.
78.
79.
80.
81.
82.
83.

dla p # -1
a) lim a, = Fi P
h—oo —oo dla p=—1
—oc dlap< —2
0 dlap=-2
b) lim a, =
Tl 5 dlap=2

oo dlap>-2ip#2

a)p=7b)p=9
a>0ib=10
o=
m:llq:—rz—
r11=5.q=§
m=1r q—
a) 2 b) &2

a) 97 b) ll[];l,;-rr

5.10. Geometria analityczna

1s

ol o B

a)a=3,b=1b)a=8b=3
¢)a=4,b=-6d)a=4,b=6

.a)5 b) 32

a) 10 + 4v/5 b) 645+ 24/13

a) réwnoramienny i prostokatny

b) réwnoramienny ¢) prostokatny

d) ani prostokatny, ani réwnoramienny
a)y=4 bjy=—32+4 c)y=3a+]
a) h =42, P =20 b) h = 3+/5, P =30
a) 8 b) 26

a) 2 b) 4

a) wzgledem osi OY

b) wzgledem poczatku ukladu
wspalrzednych
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10.

11.
12.

13.
14.
15.
16.
17.
18.

19.

20.
21.
22.
23.

24.

25.

26.

27.

28.

I 254

a) B(10,—1) b) B(—11,-10)
c¢) B(0,—3) d) B(6,-5)

a) (1,6) b) (—2,3)

a) (—13,0) lub (3,0)

b) (0,2 —+/10) lub (0,-2 + /10)

a)r—y—2=0b)2—y+2=0
a) [5.0] b) [-6,—8] ¢} [T, -]
a) P(—1,—1) b) P(2,1) c) P(-1,11)

a), b), ¢) tak d) nie

a) D(-7,2) b) D(-3,3)
a) A'(3,0), B'(0,2)

b) A'(3,3), B'(0.5)

e} A'(1,-3), B'(-2,-1)
d) A'(0,—4), B'(-3,-2)

a) A'(4,6), B'(6,10), C'(2,12), D(0,8)
b) A'(0.—2), B(2.2), C'(~2,4),
D'(—4.0)

c) A'(1,0), B'(3,4), C'(—1,6), D'(
C(4,5), D(-2,2), P =21
(3:3)

C(-2,-2),P=9

a) 224+ y2 =10

b) ( —1)*+ (y—3)* =

c) (x—3)*+ (y+1)" =25
a) (z+1)2+y*=25
b)(z—1)°+(y—1)*=25
¢) (x—4)* +(y+2)*=25
(x+3)°+(y—5)7°=25

8. %)

—_—

ub

a) (x+ 1)+ (y—4)* = 16
b){’f‘+1}'+{y 4)* =1

¢) (@+1)*+(y—-4)*=25
a) (x—3)°+(y—2)2=9

b) (z+ 5%+ (y—2)"=25
a) (x—3)*+(y—1)*=9lub
(z—-3)2+(y—1)2=25

b) (x — 3)? —I—{y } = 9 lub
(2 —3)2+ (y— 1) =49

a) styczne wewm;;t.rzniﬂ
b) rozlaczne zewnetrznie
c¢) przecinajy sie

d) styczne zewnetrznie
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29.

30.
31.

32.

35.

a) styczne zewnetrznie

b) przecinaja sie

a)m>—1 b) me€ (—oc;—1) U (0; 00)
a) (z+3)% +(y—2)* “rlf}

b) (& — l} + ( } =

a), b) dwa punl{ty w:-;pf:n]ne

¢) jeden punkt wspdlny

.a)2 b0 )1
34,

a)d=2v2, (z—1)*+y* =2
b) d=4V5, (x - 2)* +y* =20
a) m = —3+4v’"§, m=—3—4y2
b) m = —1 +4vV2, m=—-1-4v2
¢)m=—4+4y5, m=—-4-4/5

36. a) (z+ 27+ (y—-7)°=
b) (@~ 2)? + (y+5)° = 50
37. a)c=—1,y=0lubx=3,y=14
b) sprzeczny
¢)z=3;y=0lub2r=0;y=3
d)z=-4,y=3lubz=-4,y=-3
38. a) b) 2¢/5
39. Ev’"'
40. a) B(4,4), C(—1,4)
b) (e —5)*+ (y- 1)’ =%
41. m € (1;2)
2. m=0,m=4
43. ayme (3: 7
b) m € {U 2)
44. a) my = -2, d; = % 10,
mz =0, da = %»/5
bym=0,d= T
45. m=1a2%+y* =%
46. 6 + 4v/2 +2V/5
47, /C( 1 4) Tub €32, 32
48, y=-2, y=—z2— 3, y=—22—11
49. (—5,-5), (-1,7), (1,=7), 22 + 4> =50
50. /2
51. 210
52. A(—1,—5), B(3,3)

53. B(-

54.

6,—2), C(0,—4), D(2,2),
(x4+2)2 4+ y° =20
(—2,2), (2, —6), (4,0)



55. a) B(6,0), q_a 4) lub B(2,4), €(6,0)
b) (a—3) +(y—1) =%

56. (3.1). (4.6), (—1,3). &

8. y=2r—4,y=—-2r+6

3. ke (—41)

59. A(—2,-1), B(4,1), C(5,4), D(-1,2),
P =16

60. C(—2v2—1,-2v2 +2) lub
C(2v2 - 1,2v2 + 2)

61, D(—3,4), y =4z + 16

5.11. Planimetria

1. a) § = 30", ¢ = 60" b) § = 32730,
@ =5730" ¢) §=50° ¢ =40"

2.a) 25 2 b)5 4 ¢)6,3/5

a) % e, ";1

b) £ em ¢ -]—47"—2 cim

a) f b) 23 3 3.3

6(1 4+ +/10) em

a=3cm,b=4cm,r=1cm

a) 24 cm? b) 6v/7 em?

84

2v/10

10. 4 em, 4(v/2 — 1) cm

11. 5 cm, 5 cm, 3 em

12. 12(v/2 + V’"+ V6 +2) em

13. 2, 3.1

14. P =39 em?, Ob= (13 + 5V/13) cm

15.°a) 1:4 b) 1:2

16. » = ]J‘—'ﬁ?yz%

17. 3, 3(v2 - 1), 3(v3 — V2)

18. a) przecinaja sie¢ b) rozlaczne

e

13 em., o

o g ERL g ke

zewngtrznie e¢) styczne zewnetrznie
d) przecinaja sie

19. a)x=1 bjz=35

20. a) 0 punktow dla z € (0;4) U
I punkt dla = € {4,6},
2 punkty dla x € (4;6)
b) 0 pkt dla 2 € (0;2/3 - 2) U
| punkt dla z € {2V/3 — 2,2},
2 punkty dla x € (23 —2;2)

(6;00).

(2; 00),

21.

22.
23.

25.
26.
27.
28.

29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
37.

38.
39.
40.
42,
43.

4.
45.

46.

47.
.a)3v3 b) 7
49.
50.

0 punktéw dla r € (0;24) U (44; 00),
| punkt dla r € {2%,41}.

2 punkty dla r € {‘2' 41)

2.4 em, 5.6 cm

a) &= =%=40°

b} a=30°, 8= 120°, v = 90°

¢) a=>50", 3=100°, v = 40°
YA =B =32, ¥O = 116°
a) 62° b) 120° ¢) 54°

15

a) dziesieciokat foremmy: 144°,
dwunastokat foremny: 1507

a)4 b) 2
) 3
T

8(v3 +V7)
6 cm

P =128 em”,
b) 50 em?®

a) Ob = 24 em, P = 30 cm”®
b) Ob =40 cm, P = 80 em?

Ob = 16(2 + v2) em

c) Ob= —"ﬁ ety P = ﬁﬁ cm?
3(3 + v/3)

a) 2 cm b) 167 cm?

45 cm?

a) —Iﬂ"a'-.ln‘g o b) %m

$A =55", ¥B =95°, =125,
¥D = 85°

6

a) #=30°, ¥ =90° b} a=105°
~=30° ¢) B=60°, v =090° lub

8 =120°, v =30° d) a= 105", v = 45°
hib &« = 157, 4 = 135°

a) a = 3(v6 — v2), b= 2(3 — V3),
="

b) a = 6(1 + v3), ¢ = 3(3v2 + V),

5 = 120°

a) 64/2 b) 53

3v3, 63

a) nie jest b) jest
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51. 4, 47

52. 120°, /19

53. sina = &, Ob = 4(2 + /2)

54. 10\ 2r

55. i

56. |AB| =8, |AC| = B |BC| = 2T

57. Obacp = 3(V3 + lJ cm,
Obapp = 2[2\.’@ +3) em
58. P = 16(v/6 — v2), Ob = 16(v/6 — V2)
59. 3v/2
60. 2. 10

v
61. L3

62. sin YABC = £, |[AB| =175, |AC| =35
63. YA=XB =T, ¥C = 3¢°

64. 2.4 em

85,k =4E, ky =, ks =3,
P _24(

66. b = —"L em, P= & em”

67. 2.4

69. P = 60v3 cm?, Ob =44 em

70. od podstawy: 3.5 cm,
od ramienia: 2.1 em

7L 1(a® —b*)tga
72. 2(3-V3)

73. d\v13
I N
T7.4:9

78. |PA| =8, |PB| =
79. 11

5.12. Stereometria

1. a) 234v/3 b) 48(3 + 5/2)
¢) 36(10 + 3+/3)

2. a) V69 b) 2V7 ¢) 2
3. 6(13 + /13)

4. a) 30° b) 63

5.V =27, P, =54

6. 8

7. 603

8. 22

I 556 Odpowiedzi do céwiczen | zadan, str. 272-283

9.
10.
11. |
12.
13.
14.
15.

16.
17.
18.
19.
20.
21.

22.

23.
24.
25.
26.
27.
28.

a) 3 em b) 54 em®
a¥y/3(3-4sin? a)

H=in o
a)2 b) 32,1
06
3(9 + v/29)
3242
3
P 9 em?
18\;’?— 3 em® = 9(v6 — V2) em®
%?ﬂl
5
V3
1SV Stgatgd
3
47
a6
a) vE b) V2
2eosar — 1

29. 2c¢

30.

31.
33.
34.
35.
37.
38.
39.

V = 60, 45°
6(v/39 + v/30) ecm®
\FS|:|SG| = |[HP|: |PG| =1: (k—1)
x&ﬂ
*La

S(3+V3tga)

da? cos? o

(1+2cos 2a)

5.13. Rachunek prawdopodobienstwa

o B e

42, nieparzystych: 24

a) 16 b) 25

4 osoby: 24, 6 os6b: T20
a) 362880 b) 2880

a) 2160 b) 6400

a) 336 b) 840 ¢) 27216
a) 243 b) 6561 c) 280



10.
11.

12.

13.
14.
15.
16.

17.
18.

19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.

252

35

a)3 b)6 ¢) 42

a) pary zdarzen wykluczajacych sie:
AiCoraz BiC,

para zdarzen przeciwnych: B i O
b) zdarzenie niemozliwe: AN C,
zdarzenie pewne: BU O

a) P(A) =}, P(A) =2

b) P(A) =1, P(A") =3

a)1 b) i c)2

a)+ b) 2

a) % b) ;—i

bez zwracania: 2, ze zwracaniem: 2,

bardziej prawdopodobne przy losowanin

Ze Zwracaniem

g 21
a) 55 b) &
a) -;é b) %

8171 | o171 1
a) T g5 D) T 715
4
5
a) 1—10 b) ’5

60 160
a) 153 b) 1501
7
)

2 4

27

a) = b) 2

| 25 25 25
a) e P& 99 D
4
i
1
5
2
;|
19
T2
1
1=
|
Z
2
7

27 32
El:] el I'J' %0
a) —]-lg b) ‘ET

15 121
a} 1_;?-:‘ b 128
) 2 P)S5

38.

314367
DAL

5"

39. 5

40.
41.
42.
43.
44.

45. a
46.
47.
48.
49.
50,
5l.
52.
5.
54.
5.
56.
57.
a8.
59.

60.

62.
63.
64.

g =
= D8 o o

e

{r ]
w

h}l-—
ch|
pit}

]
b)

2

28

=
1t

}
a)
a) 5
a)

= Il b
=

2l
@l

kazdej

Sow- g

1.'.;

e =

aj P(ANB) =
b) P(AUB) =

a) P(A'UB) =
b) P(A'|B) =%

~ (,1423

T T—

c}ll

jednakowe b) na I wicksze

c)

)
o=

o | 1)

urnie po 3 kule hiale,

P(B\ A) =3
P(A\B) =%
P(A|B) = 2

1
1
3 p
6
1
2?

a) 5 b) 60

48
a), b) 8

5.14. Statystyka

1.

rI

a) T
T

4,

b)
)T
d) T

2. 4800 =}
3. 172 cm

4. a) T =3,

wWM=8 D=10

M=4 D=2
M=35 D=3
M:S,D:S
M=3 D=2

b) =356, M =3, D=3
¢)T~333, M=3 D=3
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10.

11.
12.

13.
14.
15.

16.

18.
19,
20.

21.
22.
23.
24.
25.
26.
27. a

el e

3
17 lub 19

a) 4 b) 6.1
4
T;{ — TN = 10 t]];;

a) okoto 2,58 m”

b) okolo 4,24 m*

¢) okolo 3,51 m®

Ta =4, 00 52 1LOB, Th = 4. o3
Te=4 o= 18

T = 4400 21, o, ~ 933.8 zi
a)z=5b M=14,D=14
b)z=10,y=1

a) 4580 2zt b) zwickszy sie o 20 zl
5000 zt

a) para I: 5,1, para II: 5,75

b) para I: 5,12, para II: 5,76

a)T =2 35:4%»:72—%

b) =3, x%=11,0% =2

¢) T = 30, 22 = 1100, o = 200
T=%.“§=H?', ﬂ'z=8%

T ~ 4666,67 z1, o =~ 986,01 zl
a) srednia i odchylenie — wzrost o 5%:
odpowiednio 6300 zt i 525 =zt
b) érednia — wzrost o 200 zk: 6200 z1,

odchylenie bez zmian: 500 zl

t=2,1=5
3

2
1-115 CIm

okolo 11,1%
a) 5000 zt b) 5350 =t

Tp =3, op = 138),
=4, oc &~ 0,89) b) 0,455

5.15. Rachunek rézniczkowy

1.

a)5 b)4 ¢) -4 d)-2¢e)2 f) ¢
g) =2 h) -3 i) 1

2.a)  b)—3 ¢) -2

L]

3.a) =3 b) 3z ¢)0 d) —oc e) ¢ f) -

4. a) ¢ b), ¢), d),

e). f) —

B 538 Odpowiedzi do cwiczen | zadan, str. 292-300

= 1,17,

® 3@

11.
12.

13.
14.

15.

16.

a) ciagla b) nieciagla
a)a=5b=1bla=-1,b=12

A es==2 b)x="T
. a) a =1, maksimum: f(0) =

minimum: f(1) =0

b) a = 5, brak ekstremdw

a) ¢+ b) —1

a) f'(1)=2 b) f(4) =16 ¢) f'(2) =~
d) f(1) =2

a) Nie istnieje. b) f(0) =0

a) f'(x) =6z —4, f'(0) =—4, f(1) =2
b) f'(z) = —32*% + 8z — 3,

f(0)=-3, fi(1) =2

¢) fi(z) =22 —2® — 120 + 1,

Fl0) =17 =-

d) f'(z) = 5z* + 62® + =,
£(0) =0, f(1) =12
a) f'(x) = 6x + 5,
fi(=1) =1, f(~2) = -
b) f'(z) = 42 + 32* — 8z — 4,
f(=1) =3, £1(=2) =
¢) f'(z) = —20z* + 32% — 8,
F(=1) =9, f/(=2) = —202

d) f(z) = 42° — 4=z,
fi(-1) =0, f/(-2) = —24
H.:l Df = Dfﬂ = Rl\{—f-i}, fj(.'l.']'l = —ﬁg—
b) Dy = Dy =R\ {8}, F'(2) = — 3z
c) Dy = Dy =R\ {0},
flla) =122% + 5

&) =-%— =5
e) Dy =Dy =R\ {~2,2},

PN — 241244
fz) = —Z7 % .
f) Dy = Dy =R, f(z) = “igr™

g) D; = Dy =R\ {-1,0},

ff(ar} — —z 04342571

{zh e
h) f},:nf,=n.\{u Iy
fl@)=—map+=
1] ﬂ; = D,a == R\‘[ 29_11{’}!
fo) = -8~ i



17.

18. a
19.

20.

21.

22.

23.
24,
25.
26.

a] D_If — {D C:C-} Jr..}_rr -
{3} Vex '5:" 1]

WDJ={NJMMQML

D = (—o0;1) U(2; c0),

(0; 00),

f(&) = —gmzm\/ T
¢c) Dy =R, Dy =R\ {0},
_ Zai{z?41)
I{J} 4252
d) Dy = -D;f =R, f(z) = |;.1-'5’+l]‘E jjili
e) Dy = (0;00), Dy = (0;00),

o) = ek
E} Df = {ﬂ,"-”'._.'{:l,cﬂ)_.

Dy = (0;4) U (4; 0),

__x-4yF42
f;{m} - 2T (2—x)e
a) 60° b) 30° ¢) 135° d) 0°
a) 9, 84° b) 2, 48°
Z ] 375 g
c) —%=, 145 d} 2239
a)y=—4x -5
b) y = 6x — 16
c)y=—22+4
dy=7r+19
e)y=1
f)y=ta+3
g y=—352+3
h)y=xz+2

PE(_"J],'[]}, 3= —4dr — 16
b) Pi(0,0), y = 8ux;

P2(2,0), y = —24x + 48
c) Pi(-1,0), y= -2z — 2;
FE(]«[}}TH—%T _%

a) y =—2x — —g—
b)y=3z0—-§

t]y——&r—% y=2x— 2

Y= _“£+

Pr(3,-3), !—*_,,-,[3,(1]

aym=3 b)m=+ ¢ m= -2
a) malejaca w (—2;4),

rosnaca w (—oo; —2) i w (4;00)

b) malejaca w (—oc; —1) i w {1;00),
rosnaca w (—1;1)

27.

28.

29.

30.
31.

32.

33.

¢) malejaca w (—=3;0) i w (0:3),
rosngea w (—oc; —3) i w (3; 00)

d) malejaca w (—oo; —3) i w {05 3),
310} i w (5;00)

e) malejaca w (—o0;0) i w (1; 2),

rosnaca w {(—

rosngca w (0;1) i w (2;00)

f) rosnaca w (—oo; —3) i w (—3;00)
g) malejaca w (—oo; —3) i w (—3:1),
rosngea w (—3;—2), (—2;—3) i w (1;00)
h) malejaca w (2;2),

rosngca w {0; %} iw {2,00)

a) minimum: f(v3) = —6v3 + 1,
maksimum: f{m\;’ﬁj =63+ 1

b) minima: f(—v3) = f(V3) = —
maksimum: f(0) =0

¢) minimum: f(—1) = —1,
maksimum: f(1) =1

d) minimum: f(2) =4,

maksimum: f(0) =0

e} maksimum: f(0) =0

f) minimum: f(4) = =

a) f(—1)=-12, f(1) =0
b) £(2) = -8, f(0) = f(3) =0
¢) f(-3) =-29, f_{_ﬂJ =
d) f(v3 - 2) =
f{v’_+2 =
a) f(3)=% )fliil—v"_
o) [(-3)=5 d) f(-1)=/(1)=1

) (~o0:1) B) {0;20) ) ( F+1)
a) 1 pierwiastek

dla a € (—o0; —4) U (4; 00),

2 pierwiastki dla a € {—4,4},

3 pierwiastki dla a € (—4;4)

b) 0 pierwiastkéw dla a € (—oc; —1),
2 pierwiastki dla a € {—1} U (3;00),
3 pierwiastki dla a = 3,

4 pierwiastki dla a € (—1;3)

a) 0 ekstremow dla a = 0,

1 ekstremum dla a # 0

b) 0 ekstreméw dla a = 0,

2 ekstrema dla a # 0

¢) 1 ekstremum dla a = 0,

2 ekstrema dla a #£ 0

r = 2, najmniejsza wartoscé: —14
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34.
35.
36.
37.
38.

39.
. szescian o krawedzi 2 cm
41.
42,

43.
44.
45.
46.

47

I 540 Odpowiedzi do céwiczen | zadan, str. 302-305

x = —1, y = —2, najmniejsza wartodé: 5

kwadrat o boku 32

20

44 2v2, 4+ 2V2, 4+ 42
a) 16v/3

b) 27

40 em, 80 cm, 60 cm

2.4, 24, 3.2
V(z) = 37(144z — a),
D= (0:12), 2 = 4y/3

y=—9x+ 12

e i s s ey BAfID
y=zx—2,y=zx+2, 2%
— _3
a=%luba=z7w

1

=

A(1,2), B(5,10), y = =3z + 15

S8

al.

52.
53.

55.
56.
57.
58.

af.
60.

27 4
b) P(0,3)

I T P e [ 343
x = 3, tréjkat rébwnoboczny P = ==

12+/3x
8B B3
3 ) 3
o5 Sy

_%;E‘ii m
32
r=3m

krawedZ podstawy: 4,

krawgdz boczna: 142

avd
3

a}l 10(3 — V/3)
b) 36 — 5v/3



Indeks

argument funkcji 201
asymptota
pionowa hiperboli 227
pozioma hiperboli 227

bryta platonska 127
bryty
Archimedesa 130
podobne 151

cechy podobienstwa trajkatow 266
ciag

arvtmetyczny 246

geometryezny 246

malejacy 246

monotoniczny 246

niemalejacy 246

nierosnacy 246

nieskonczony 246

rosnacy 246

rozbiezny 251

skonczony 246

staly 246

zbiezny 251
czasza kulista (czasza kuli) 149
czestose zdarzen 39
czworoscian foremny 102, 127, 128

diugosé
odeinka 257
wektora 257
dominanta 291
dowdd nie wprost 181
dwudziestoscian foremny 127, 128
dwunastoscian foremny 127, 128
dwusieczna kata wewnetrznego
trojkata 264
dziatania
na pierwiastkach 194
na potegach 194
dziedzina funkcji 201

funkecja 201
ciagla w przedziale domknietym 297
ciagta w przedziale otwartym 297
ciagta w punkcie 297

ekstremum lokalne 301

funkcja
homograficzna 227
kwadratowa 212
liniowa 206
logarytmiczna 241
malejaca 201
monotoniczna 201
niemalejaca 201
nierosnaca 201
rosnaca 201
rozniczkowalna w punkecie 299
stala 201
wykladnicza 241

funkcje trygonometryczne
dowolnego kata 235
kata ostrego 233
podwojonego kata 238
sumy i roznicy katéw 238

gra sprawiedliwa 72, 290

graniastostup 91
pochyty 91, 100
prawidlowy 92
prosty 91, 276

granica ciagu 251, 252

hiperbola 227

igta Buffona 39
iloczyn
wektora przez licebe 257
zdarzen 37
iloraz ciagu geometryeznego 246
implikacja 178

kat
dwuscienny 115
miedzy prosta a plaszezyzna 112
nachyvlenia prostej do osi OX 208
plaski przy wierzcholku ostrostupa
prawidlowego 102
rozwarcia stozka 142
srodkowy w okregu 268
wpisany w okregu 268
koto wielkie kuli 146

Indeks
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kombinacje 25, 26, 31, 282
krawedz
boczna graniastoshupa 91
boczna ostrostupa 101
podstawy graniastostupa 91
podstawy ostrostupa 101
kula 146, 276

liczby
calkowite 194
naturalne 194
niewymierne 194
palindromiczne 24
wymierne 194
linia
geodezyjna 145
srubowa 145
logaryvtm 241

maksimum lokalne 301

mediana 291

miara kata dwusciennego 115

miejsca zerowe funkeji kwadratowej 212
miejsce zerowe funkeji 201

minimum lokalne 301

monotonicznosé funkeji liniowej 206

nastepnik implikacji 178

objetosé
czworoscianu foremnego 107
graniastostupa 97, 276
kuli 147, 276
ostrostupa 105, 276
prostopadtoscianu 97, 276
stozka 142, 277
szedcianu 97
walca 139, 277
odchylenie standardowe 291
odcinek kulisty (odcinek kuli) 149
odlegtosé punktu od prostej 257
okrag 260
opisany na czworokacie 270
wpisany w czworokat 270
okres polowicznego rozpadu 245
okregi
przecinajace sie 267
rozlaczne wewnetrznie 267
rozlaczne zewnetrznie 267

Incleks

okregi styczne
wewnetrznie 267
zewnetrznie 267
ostrostup 101, 276
prawidltowy 101
prosty 101
0s
stozka 141
walca 138
osmioscian foremny 127, 128

parabola 212
paradoks Bertranda 75
permutacje 14, 15, 31, 282
z powtdrzeniami 18
pierwiastek
k-krotny wielomianu 221
wielomianu 221
plaszezyzna styezna do kuli 146
plaszezyzny
przecinajace sig 86
rownolegle 86
pochodna funkeji w punkeie 299
pochodne wybranych funkeji 299
podstawa
graniastostupa 91
ostrostupa 101
stozka 141
walca 138
pole powierzchni
bocznej stozka 141, 277
bocznej walca 138, 277
calkowite] graniastostupa 91
catkowitej ostrostupa 101
catkowitej stozka 141, 277
calkowitej walca 138, 277
kuli 147, 276
poprzednik implikacji 178
postac
iloczynowa funkeji kwadratowej 212
kanoniczna funkcji
homograficznej 227
kanoniczna funkeji kwadratowej 212
ogolna funkeji kwadratowej 212
potega o wykladniku
caltkowitym 194
wymiernym 194
powierzchnia boczna graniastostupa 91
prawa de Morgana 48



prawdopodobienstwo 44
calkowite 55, 282
geometryczne 75
klasyczne 40
roznicy zdarzen 46
sumy zdarzen 46
warunkowe 50, 282
zdarzenia 40, 44
zdarzenia przeciwnego 45

proporcjonalnosé odwrotna 227

prosta
pochyla do plaszezyzny 109
prostopadla do plaszezyzny 88
przecinajaca plaszezyzne 88
rownolegla do plaszezyzny 88

proste
prostopadle 87, 206
przecinajace sig 87
rownolegle 87, 206
skosne 87

prostopadloscian 92, 276

proba Bernoulliego 67

przekatna
graniastostupa 94
prostopadloscianu 94, 95

przekrdj osiowy
stozka 142
walca 138

przeksztalcenia wykresu funkeji 202

przestrzen zdarzen elementarnych 36

punkt kratowy w ukladzie
wspolrzednych 231

regula
dodawania 20
mnozenia 10, 11
romboedr 100
rozklad
prawdopodobienstwa 44, 49
zmiennej losowej 71
rownanie
kierunkowe prostej 206
ogolne proste] 206
okregu 260
roznica
ciggu arytmetyeznego 246
wektorow 257
zdarzen 37

rzut prostokatny
figury na plaszezyzne 89
punktu na plaszczyzne 89

schemat
Bernoulliego 67, 287
klasyezny prawdopodobienstwa 40
sfera 146
silnia 15
skala podobienistwa bryl 151
spodek wysokosei
ostrostupa 101
stozka 141
stozek 141, 277
styvezna do wykresu funkeji 299
suma
n poczatkowych wyrazow ciagu
arytmetycznego 246
n poczatkowyvch wyrazow ciagu
geometrycznego 246
szeregl geometrycznego 253
wektorow 257
zdarzen 37
symbol Newtona 26, 27
symetralna boku trojkata 264
szescian 92, 127, 128

sciana boczna
graniastostupa 91
ostrostupa 101
grednia
arvtmetyczna 291
geometrycezna 182
wazona 291
srodek
ciezkosel trojkata 259, 264
odcinka 257
okregu opisanego na trojkacie 264
okregu wpisanego w trajkat 264
srodkowa trojkata 264

talia kart 34
tozsamosci trygonometryezne 233, 235
trojmian kwadratowy 212
twierdzenie
Bézouta 221
cosinusow 272

Indeks
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twierdzenie

o dwusiecznej kata w trojkacie 192, 273

o pierwiastkach catkowitych
wielomianu 221

o pierwiastkach wymiernych
wielomianu 221

o prostej prostopadlej
do plaszczyzny 88

O przyjmowaniun wartosci
posrednich 297

o reszcie 221

o rozkladzie wielomianu 221

o trzech ciagach 252

o trzech prostych prostopadlych 109

o zmianie podstawy logaryvtmu 243

sinuséw 272

Talesa 266

Weierstrassa 297

tworzaca
stozka 141
walca 138

walec 138, 277
wariacje
bez powtarzen 19, 20, 31, 282
# powtorzeniami 22, 23, 31, 282
wariancja 291
wartosé
bezwzgledna 196, 197
oczekiwana zmiennej losowej 72, 290
warunek
konieczny istnienia ekstremum 301
wystarczajacy istnienia ekstremum 301
wektor przeciwny 257
wielkodei odwrotnie proporcjonalne 227
wielokat foremny 269
wielomian 221
zerowy 221
wielogcian foremny 127
wierzchotek
graniastosiupa 91
ostrostupa 101
stozka 141
wlasnos¢ Darboux 297
wlasnosci
logarytmdow 241
pochodnej funkeji 299
prawdopodobienstwa 44-46, 282

Incleks

wspotezynnik
kierunkowy prostej 206
proporcjonalnosci odwrotnej 227
wielomianu 221
wspolrzedne
sferyezne 170
srodka odecinka 257
wektora 257
wierzchotka paraboli 212
wykres funkeji 201
cosinus 236
liniowej 206
sinus 236
wynik sprzyjajacy zdarzenin 36
wyraz wolny wielomianu 221
wyrdznik trojmianu kwadratowego 212
wysokosd
czworoscianu foremnego 107
graniastoslupa 91
ostroshupa 101

stozka 141
walca 138
WZOry

na pole trgjkata 264

redukeyjne 235

skrdoconego mnozenia 194, 199

Viete'a 216

WEOT

Bayesa 59, 286

Bernoulliego 67, 287

dwumianowy Newtona 27

na prawdopodobienistwo
catkowite 55, 282

ogolny ciagu arytmetyeznego 246

ogolny ciggu geometrycznego 246

zasada Cavalieriego 154
zbior wartosci funkeji 201
zdarzenia
niezalezne 54
roztaczne (wykluczajace sig) 37
zalezne 54
zdarzenie
elementarne 36
losowe 36
niemozliwe 36
pewne 36
przeciwvne 37
zmienna losowa 71






ng% Twoje mocne strony

MATeMAtyka

Podrecznik MATeMAtyka 4 do zakresu podstawowego i rozszerzonego w spojny i przystepny
sposob wprowadza ucznia w zagadnienia matematyczne. Dzieki niemu lekcje w szkole sg
ciekawe, a jednoczesnie pozwala on na efektywnag samodzielng nauke w domu.

Pomocne sekcje

Sekcje Warto powtorzyc pomagaja lepiej
przygotowac sie do kolejnych lekgcii.
Sekcje Warto wiedzie¢ uzupelniaja

i rozszerzaja tresci z lekgji.

Roéznorodne formy przekazu

Ciekawe infografiki i Zagadnienia uzupefniajace
urozmaicaja prace na lekcjach i zachecaja
uczniow do samodzielnych poszukiwarn.

@ WIESZ, UMIESZ, ZDASZ

Na koricu kazdego z rozdziatow 1-4 sa

dwa zestawy powtorzeniowe, dzieki ktorym
uczniowie moga utrwali¢ zdobyte wczesniej
wiadomosci, oraz sekcja zadarn zamknietych
| otwartych, w ktorej znajdziemy rowniez
Sposoby na zadania pokazujace rozne
metody rozwiazywania zadan. Rozdziat 5,
ostatni, zawiera przekrojowe powtorzenie
materiatu z catego cyklu nauczania.

Nowa Era Sp. z 0.0.
@ www.nowaera.pl Q nowaera@nowaera.pl

@ Centrum Kontaktu: 58 721 48 00

Czytelny uktad

Przejrzyste wprowadzenia nowych tresci,
przykfady, proste ¢wiczenia i utozone
zgodnie ze wzrastajgcym stopniem
trudnosci zadania tworza czytelny

uktad kazdego tematu. Utatwia to prace
na lekcjach i w domu.
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