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Liczby
rzeczywiste

Podstawowe dane holownika ,Stefan” przedstawionego na zdjeciu: ditugosé
28,74 m, szerokos¢ 6,53 m, zanurzenie 2,6 m, predkos¢ maksymalna 10 weztow.
Predkos¢ statkow morskich podaje sie w weztach, czyli w milach morskich na
godzine. Jedna mila morska (Mm) to przyblizona diugosé takiego tuku potu-
dnika, ktéry jest wyznaczony przez 1 minute katowa (1/60 stopnia). Potudnik
jest w przyblizeniu poétokregiem o dtugosci 20000 km. Zatem:
20000 km
e M~ =———— =Rt 5 D8 G
180-60

Otrzymany wynik zaokragla sie¢ do pelnych metréw, czyli przyjmuje sie, ze
1 Mm = 1852 m.
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Przypomnij sobie

Cechy podzielnosci liczb

Twierdzenie

Liczba naturalna jest podzielna przez:

= 2, gdy ostatnig jej cyfra jest jedna z cyfr 0, 2, 4, 6, §;

= 3, gdy suma jej cyfr jest podzielna przez 3;

= 4, edy jej dwie ostatnie cyfry tworza liczbe podzielna przez 4;
= 5, gdy ostatnia jej cyfra jest 0 lub 5;

= 9, gdy suma jej cyfr jest podzielna przez 9.

1. Przez ktore z liczb 2, 3, 5, 9 jest podzielna liczba:

a) 653925, b) 574038, c) 946 030, d) 7492987
2. Czy liczba n jest podzielna przez 47
a) n = 63874 b) n = 58052 c) n = 35406 d) n=47796

3. Jaka cyfre mozna podstawi¢ za a, aby dana liczba byta podzielna przez 47
a) 684 56a b) 2353a c) 215a6 d) 357aa

4. Jaka cyfre mozna podstawi¢ za a, aby dana liczba byta podzielna przez 37
a) 333 3a4 b) 64a 871 c) 434 ada d) 5aa6a3

5. Wyszukaj w dostepnych Zrdédtach ceche podzielnosci liczby naturalnej
przez 8. Sprawdz, czy liczba x jest podzielna przez 8.

a) z=713592 b) z=639044 ) x=480658 d) = = 817296

6. Przeczytaj przyklad obok i podaj
Liczba 69222 jest podzielna przez

2 i przez 3, ale nie jest podzielna
przez 4. Zatem liczba ta jest po-
dzielna przez 6, ale nie jest podziel-
na przez 12.

przez ktore z liczb 6, 12, 15 jest po-
dzielna liczba:

a) 775584,
b) 868470,

c) 894665,
d) 501474.

7. Dana jest liczba siedmiocyfrowa 3 150 57a, gdzie a oznacza cyfre jednosci.
Wyznacz te liczbe przy zalozeniu, ze jest ona podzielna przez:

a) 9, b) 6, c) 4, d) 8.

8. Nie wykonujac dzielenia, ustal, przez ktére sposrod liczb 15, 45, 75 jest
podzielna liczba:

a) 1155, b) 9825, c) 5165, d) 8235.

1. Liczby rzeczywiste

1.1. Liczby naturalne

0 1 2 3 ! 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Liczb naturalnych: 0,1, 2,3, ... jest nieskonczenie wiele. Dla dowolnej liczby
naturalnej n istnieje nastepna liczba naturalna: n+1. Na przyktad po milionie
nastepuje milion jeden, potem milion dwa, milion trzy, a po trylionie (liczba
zapisywana jako jedynka z 18 zerami) — trylion jeden itd.

Zbior wszystkich liczb naturalnych oznaczamy literg N.

Definicja

Niech m i n beda liczbami naturalnymi oraz m # 0. Liczbe m nazywamy
dzielnikiem liczby n, gdy istnieje taka liczba naturalna k, ze n = m - k.

Jesli liczba m jest dzielnikiem liczby n, to méwimy, ze liczba n jest podzielna
przez liczbe m lub ze liczba n jest wielokrotnoscia liczby m.

Zauwaz, ze:

e liczba 1 jest dzielnikiem kazdej liczby naturalnej,

e liczba 0 nie jest dzielnikiem zadnej liczby,

» kazda dodatnia liczba naturalna jest dzielnikiem liczby 0.

Przyktad 1
Wymien dzielniki liczby 54.

Liczba 54 ma nastepujace dzielniki: 1, 2, 3, 6, 9, 18, 27, 54.

Cwiczenie 1
Wymien dzielniki liczby:
a) 12, b) 28, ¢) 36, d) 48.

Podzielnos¢ liczb naturalnych zapisu-
jemy w nastepujacy sposéb: Niech n bedzie liczba naturalna.
e zapis 3|n czytamy: 3 dzieli n lub Jesli 2| n, to liczbe n nazywamy
inaczej: liczba n jest podzielna przez 3, parzysta.

e zapis 7 fn czytamy: 7 nie dzieli n Jesli 2 [n, to liczbe n nazywamy
lub inaczej: liczba n nie jest podzielna nieparzysta.

przez 7.

Liczbe parzysta mozemy zapisa¢ w postaci 2k, a nieparzysta — w postaci
2k + 1, gdzie k jest liczba naturalna.

1.1. Liczby naturalne

11 I
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Cwiczenie 2
Czy podane stwierdzenie jest prawdziwe?

a) 3]323232 b) 11]111 c) 15 f2345 d) 7 /4949

Zamiast moéwic, ze liczba 3 jest dzielnikiem liczby 45, mozemy tez powiedziec,
ze liczba 45 dzieli sie przez 3 bez reszty. 45 : 3 = 15 reszta 0

W wyniku podzielenia liczby 47 przez [3], otrzymujemy 47 : 3] = 15 resuta Q)
15 1 reszte @
Oznacza to, ze liczbe 47 mozemy przedstawié¢ w postaci 47 = [3]- 15 + @

Cwiczenie 3

Zapisz liczbe w postaci 3k, 3k 4+ 1 lub 3k + 2, gdzie k jest liczba naturalng.
a) 26 b) 76 c) 108 d) 127 e) 713
Cwiczenie 4

Zapisz liczbe w postaci 4k, 4k + 1, 4k + 2 lub 4k + 3, gdzie k jest liczba
naturalng.

a) 3 b) 49 c) 79 d) 126 e) 492
Definicja

Liczbe naturalna, ktora ma doktadnie dwa dzielniki (1 i samg siebie), na-
zywamy liczbg pierwsza. Kazda liczbe naturalng wiekszg od 1, ktora nie
jest liczbg pierwsza, nazywamy liczba zlozona.

Liczbami pierwszymi s na przyktad liczby 7 i 37.

Zwr6é uwage na to, ze liczb 0 i 1 nie zaliczamy ani do liczb pierwszych, ani
do zlozonych (jakie sa dzielniki liczby 1, a jakie liczby 07).

Grecki matematyk Euklides (zyja- Liczby pierwsze miedzy 100 a 1000:

cy na przetomie IV i III w. p.n.e.) 101 179 263 353 443 547 641 739 839 947
nil. ze istaieie nieskoficzeni 103 181 269 359 449 557 643 743 853 953
u(-iowo-d ) 28 stnieje nieskonczenie 107 191 271 367 457 563 647 751 857 967
wiele liczb pierwszych. 109 193 277 373 461 569 653 757 859 971
113 197 281 379 463 571 659 761 863 977
. ) 127 199 283 383 467 577 661 769 877 983
Cwiczenie 5 131 211 293 389 479 587 673 773 881 991
- - : , 137 223 307 397 487 593 677 787 883 997
Podaj wszystkie liczby pierwsze: 139 227 311 401 491 599 683 797 887
149 229 313 409 499 601 691 809 907

a) parzyste, 151 233 317 419 503 607 701 811 911

b) mniejsze od 20, 157 239 331 421 509 613 709 821 919
, : .. 163 241 337 431 521 617 719 823 929
c) wieksze od 20 i mniejsze od 50, 167 251 347 433 523 619 727 827 937

: L 173 257 349 439 541 631 733 829 941
d) wigksze od 50 i mniejsze od 100.

1. Liczby rzeczywiste

Rozktad liczby naturalnej na czynniki jest przedstawieniem tej liczby w po-
staci iloczynu liczb naturalnych wiekszych od 1. Na przyktad liczbe 52 mozna
roztozy¢ na czynniki nastepujaco:

b2 =2-26, H52=4-13, 52=2-2-13
Ostatni z tych rozktadéw jest rozkladem na czynniki bedace liczbami pierw-
szymi. Mowimy krotko, ze jest to rozklad na czynniki pierwsze.

Uwaga. Zauwazmy, ze 2 - 2 - 13 jest tym samym rozktadem co np. 2-13 - 2.

Twierdzenie

Kazda liczbe zlozona mozna roztozyé na czynniki pierwsze. Istnieje do-
ktadnie jeden taki rozktad (z dokladnoscia do kolejnosci czynnikéw).

Rozklad na czynniki pierwsze liczby ztozonej odbywa sie 15013

zwykle w kilku krokach. Na przyklad dla liczby 150 mamy: 5012
150 =3-50=3-2-25=3-2-5-5 22?

Rozktad mozemy tez zapisaé tak, jak podano obok. 1

Cwiczenie 6
Podaj rozktady na czynniki pierwsze liczb 99, 720, 770, 1024, 1323.

Praktycznym zastosowaniem rozktadu na czynniki pierwsze jest wyznaczanie
najmniejszej wspolnej wielokrotnosci dwoch liczb — NWW oraz najwiekszego
wspolnego dzielnika — NWD.

Przyktad 2 12012 542
Korzystajac z podanych obok rozktadéw na czynniki 6012 2713
pierwsze liczb 120 i 54, otrzymujemy: 3012 9(3
NWW(120,54) =2-2-2-3-3-3-5=1080 1513 313
NWD(120,54) =2-3 =6 ? D 1

Cwiczenie 7

Oblicz NWD(z,y) oraz NWW (z,y).

a) r =18,y =30 c) x =24,y ="72
b) x =15, y = 50 d) x =144, y = 192

e) x =284,y =105
f) =196,y =420

Cwiczenie 8

Dane sa dwie liczby x i y takie, ze zaden czynnik wystepujacy w rozktadzie
na czynniki pierwsze liczby = nie wystepuje w rozktadzie na czynniki pierwsze
liczby y. Wyznacz NWD(z,y) i NWW (z, y).

1.1. Liczby naturalne

13 I
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Zadania

1. TIle jest liczb naturalnych mniejszych od 201 i podzielnych przez:
a) b, b) 8, c) 9, d) 117

2. Przedstaw liczbe n w postaci 5k + r, gdzie k jest liczba naturalng, nato-
miast r jest jedna z liczb 0, 1, 2, 3, 4.
a) n =39 b) n = 62 c) n =156 d) n =275

3. Czy liczbe n mozna przedstawi¢ w postaci 6k + r, gdzie k jest liczbg na-
turalna, a r jest jedna z liczb 1, 2, 37
a) n =46 b) n =74 c) n =147 d) n =276

4. Wyznacz sume trzech kolejnych liczb nieparzystych, z ktérych pierwsza
jest podana liczba, a n jest liczba naturalna.

a) 2n+ 1 b)2n—1,n>0 c)2n—5,n>2 d) 4n + 3

@ 5. Uzasadnij, ze iloczyn:

a) trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielny przez 6,
b) trzech kolejnych liczb parzystych jest podzielny przez 48,
c) czterech kolejnych liczb naturalnych jest podzielny przez 24.

6. Oblicz wartosé SWW () ).

NWD(z,y)
a) v =2%.3.73 y=2%.3".73 c) x=23*-5%.7 y=3*.5.73
b) z=2%-3-52.17, y=2-3*-17, d)z=2-3-5° y=3-5%-T.
START >

Najwiekszy wspélny dzielnik Wezytaj m in
liczb naturalnych mozna obli-
czy¢, korzystajac z opisanego <=>TA—Kl
przez Euklidesa w ,,Elemen- s ( KONIEC >
tach” algorytmu, ktéry przed- NWD(m,n) =m
stawiono obok. Wykorzystuje NIE 70 > TAK
on fakt, ze dzielnik liczb na-
turalnych m i n jest rowniez m—m-—n nmn—m
dzielnikiem réznicy tych liczb. | |

7. Korzystajac z algorytmu Euklidesa, oblicz NWD liczb:
a) 48, 72, b) 360, 600, c) 253, 69.

1. Liczby rzeczywiste

Dowiedz sie wiecej

Liczby pierwsze

Liczba 31415926535897932384626433832795028841 zestawiona z 38 poczat-
kowych cyfr rozwiniecia dziesietnego liczby 7 jest liczba pierwsza.

Duze liczby pierwsze sg stosowane przy tworzeniu szyfrow.

Najwieksza znana liczba pierwsza (znaleziona w grudniu 2018 roku) jest
réwna 282589933 _ 14 jej zapis dziesietny ma 24 862048 cyfr. Wielkich liczb
pierwszych poszukuje sie posréd liczb specjalnej postaci, na przyktad 27 — 1
(tak zwanych liczb Mersenne’a), gdzie p jest liczba pierwsza.

Do tej pory nie udalo sie rozwigza¢ wielu probleméw dotyczacych liczb
pierwszych. Na przyktad nie wiadomo, czy istnieje nieskonczenie wiele bliz-
niaczych liczb pierwszych (blizniaczymi nazywamy liczby pierwsze rézniace
sie od siebie 0 2, np. 315, 171 19 czy tez 9999971 i 9999973).

Nierozstrzygnieta réwniez pozostaje hipoteza Goldbacha: ,,Kazda liczba pa-
rzysta wicksza od 2 jest suma dwdch liczb pierwszych”.

1. W kwadracie magicznym sumy liczb w kazdym wierszu,
o .. . . 569| 59 | 7
w kazdej kolumnie i wzdluz obu przekatnych sa sobie

réwne (oznaczmy te sume litera S). Przerysuj do zeszytu 239 7 7
i uzupetnij przedstawiony obok kwadrat magiczny sktada-
jacy sie z liczb pierwszych dla S = 1077.

Sito Eratostenesa to jedna z metod wyszukiwania kolejnych liczb pierwszych.
Zastosujemy ja do wyszukania liczb pierwszych wsrod liczb: 2,3, ...,24. Za-
czynamy od wypisania wszystkich tych liczb, nastepnie zaznaczamy liczbe 2 —
najmniejsza liczbe pierwsza i wykreslamy jej wszystkie wielokrotnosci:

@ 37 4/7 57 /6/7 79 & 97 /1’6/7 117 /1/2/7 ]-37 /14/7 157 /1/6/7 177 lga ]-97 %7 2]-7 %7 237 24

Najmniejsza niewykreslona liczba jest kolejna liczba pierwsza — jest nia 3. Za-
znaczamy ja i wsrod pozostatych niewykreslonych liczb wykreslamy wszystkie
jej wielokrotnosci:

@6 4 5,8, 7,8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24

Powyzsza procedure powtarzamy dla kolejnych liczb pierwszych tak dtugo, az
wszystkie liczby beda albo zaznaczone jako pierwsze, albo wykreslone.

QB 46 6@ 8 9 WA 12,A3) 14, 15, 16,A7) 18,A9) 20, 21, 22,23) 24

@ 2. Stosujac sito Eratostenesa, wyznacz wszystkie liczby pierwsze mniejsze

od 100. Uzasadnij, ze po wykresleniu wielokrotnosci liczby 7 wszystkie
niewykreslone liczby beda pierwsze.

Liczby pierwsze

15 I
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Przypomnij sobie

Dziatania na liczbach catkowitych i utamkach zwyktych

1. Oblicz.
a) 4 — (6 — (12 - 10)) d) =9+ ((14 - 6) — (7 - 13))
b) 6 —2((8 —19) - 7) e) —6(—2-9—17)—19
) 8— (4 +(-12- (—4))) £) 13(5 — 19) — 3(9 — 13)

2. Oblicz.

a) 4((13 —17) — 6(19 — 11)) : 2 c) —12:(4—19)—(17—-8): (9—12)
b) 8((15—3):2+32: (-4 +12)) d) (42:(-6-8))((-5—17): (5—7))

3. Zamien liczbe mieszang na utamek zwykty.

2 1 3 4 11 93 = 2243 _ 20

2 1 3 4 11 4~ 4 1

a)13 10)33 c)47 d)611 e)515

4. Zamien utamek zwykty na liczbe mieszang. 19 1544 _ . 4
SRRSO - R o8

3 4 8 9

5. Oblicz. Wynik podaj w postaci liczby calkowitej lub mieszane;j.

2 3 5 11 17 3 7 23
a) 5+3 )5t ) 3 =3 )%
7 4 13 23 19 3 29 61
b)3+3 d 3+% T3 h) %5 — 25

R e
) 222 0E-Zeio2

7. Oblicz. Wynik podaj w postaci liczby calkowitej lub mieszane;.
a) 22 c) 2-(-8) ¢) 224 g) 17 -6
b) 2.5 d) — - (-6) f) ©-45 h) 329

8. Dany jest czworokat ABC'D (rysunek obok).

a) Oblicz dtugosé boku kwadratu, ktérego ob-
wod jest rowny obwodowi tego czworokata.

b) Stosunek dlugosci bokéw prostokata jest row-
ny 2:1, a jego obwdd jest rowny obwodowi czwo-

1.2. Liczby catkowite. Liczby wymierne

rokata ABC'D. Oblicz pole tego prostokata.

1. Liczby rzeczywiste

=6 -5 -4 -3 —2 1 0 1 5 3 1 5 6

Liczby calkowite to liczby naturalne dodatnie: 1,2,3,4, ..., liczby
do nich przeciwne: —1, —2, —3, —4, ... oraz liczba 0.
Zbior wszystkich liczb catkowitych bedziemy oznaczac litera Z.

Zera oraz liczb ujemnych uzywano w Indiach juz w drugiej poto-
wie I tysiaclecia n.e. W Europie przyjety sie dopiero kilkaset lat
poézniej. Wspoblczesnie idee osi liczbowej z zerem i liczbami ujem-
nymi widzimy np. w termometrze zaokiennym, a reguly rachun-
kowe dotyczace liczb ujemnych sg przedmiotem ¢wiczen w szkole
podstawowe].

Cwiczenie 1

Oblicz w pamieci.

a) 42 — 78 c) —240-(-3)

b) —47 — (—63) d) —342 4 (—139)

e) 7-(—4)—2-(=3)-(-5)
f) (=16)-(=2) = (=54) : (-9)

Dziatania wystepujace w powyzszym ¢wiczeniu: dodawanie, odejmowanie oraz
mnozenie sg zawsze wykonalne w zbiorze liczb catkowitych. Inaczej jest w dzie-
leniu, gdyz wynik dzielenia liczb catkowitych nie zawsze jest liczba catkowita.

Na przyklad wynik dzielenia (—3) : (—2) = 2 nie jest liczbg calkowita.

Definicja

n?

witymi (n # 0), nazywamy liczbami wymiernymi.

Liczby, ktére mozna zapisa¢ jako iloraz gdzie m i n sa liczbami catko-

Zbior wszystkich liczb wymiernych oznaczamy literg Q.
Zwrbé uwage na to, ze kazda liczba catkowita jest liczbg wymierna (dlaczego?).

Utamki zazwyczaj przedstawiamy w mozliwie najprostszej postaci, a wiec
w postaci nieskracalnej, np.:

180 _ 18"]‘6/1 _ 18 _ ﬁ/i _3 Utamek 2 jest nieskracalny
480 48-10' 48 8.4 8 8 '

Po doprowadzeniu utamka do postaci nieskracalnej otrzymujemy utamek, kto-
rego licznik i mianownik to liczby wzglednie pierwsze (nie maja zadnych
wspélnych dzielnikéw catkowitych z wyjatkiem liczb 11 —1).

Uwaga. Okreslenia dzielnik uzywamy réwniez w odniesieniu do liczb catkowitych, np.
liczba —6 ma nastepujace dzielniki: 1, —1, 2, —2, 3, —3, 6, —6.

1.2. Liczby catkowite. Liczby wymierne 17 il
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Cwiczenie 2

Sprawdz, czy utamki x i y sa rowne.

27 36 60
= b) x =

a)x:57y_%

Czasami trzeba utamek rozszerzyc, na przyktad wtedy, gdy chcemy dodaé lub

myy:

75
135

84 126

odja¢ dwa utamki o ré6znych mianownikach.

Cwiczenie 3
. s . 5 7 . .
Oblicz roznice 5 — 15, biorac jako

wspolny mianownik utamkow:

a) iloczyn liczb 121 18, R e b#£0,d+#0

b) NWW (12, 18). o c_ad—be o

. b d bd 70, d 70

Cwiczenie 4 0 e e

Oblicz. 5 d- bd b#0,d70 ] 6.
5 9 5 2 5 1

)1z -572% 927375 |a,e_a d_ad ;.
3 2 1 2 5 7 b d b c bc ’d;éo’

b) 65 -2z —32 d)2-+15 —<

Cwiczenie 5

Oblicz. 7.

1 27 3 1 1 11 3 1 1. . l
Zadania

Dzialania na liczbach wymiernych

ad+bce

156 246

4. Uporzadkuj liczby x, y, 2 w kolejnosci rosnacej.

1-1.1
— 8 2 —93 .46 .25  (_1 — 24 3 93 (_11
a)x— %_% ) 9_25 411 313 ( 4)’ Z=11 3 24 ( 13)
23 .1 99 6 15 g _ 1
b) 1 = —2 +13, y=40—2.23 2 =2 2
) 6—(—5) 47 27 74 12+4
Oblicz.
2,1
3ts

—1 . (2_1 I _ (1 _1
a)m_Z (3 4)’ Y 2 (3 4/ <
1 1 1 1 1 1
b) o= 21 y_QE_Z Z_1§+§
1 2 - 1 1> - 2 1
35 251 13+7

Utamek egipski to utamek postaci +

n?

gdzie n jest liczba naturalna dodatnia.
Przeczytaj informacje obok i przed-

53 _gl
f) 14_(2)32 - % : (_%)
2 3
g 3:G-3)-G-(E-13)

Kazdy utamek postaci %, gdzie
n jest liczba nieparzysta, mozna
przedstawi¢ jako sume:

1. Podaj liczby odpowiadajace punktom zaznaczonym na osi liczbowej.

2) —— " e 13 2

b) 12_,3, 5 ; [ d)
2. Oblicz.

2 12 -2k D5+ (5-3)

b) 32 +22 e) —(-23) +

O5-(573) 0t h

3. Oblicz wartos¢ podanego wyrazenia dla x = 1%, y =

a) —Y

b) rT+y—=z
y—z

Yy+z

1. Liczby rzeczywiste

¢ o, 1 o] 8.
3% 7%
J K . L
—1 L3
9.
5% 2 1
&) 15— (-25+3)
2 7 1
h) 15 -35 -3
11 <1 1>
i) 2—=—(>—<
2 3 4 5 10.
1 _ 3
T AT 78
) r—y+2z
r+y—+ 3z

staw podany ulamek jako sume roz- 2 _ L, 2
nych utamkéw egipskich. dla: noa b
2 2 2 g=2t1l p_nrtD
a) b) &7 ) 31 Z 2
Uzasadnij wzér - — —— = n(n1+1), gdzie n jest liczbg naturalng dodatnia,

a nastepnie oblicz:

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1-2 + 2.3 T 3-4 + 4-5 T 5-6 T 6-7 t 7-8 T 8-9 t 9-10

Woda plynaca jednocze$nie z kranéw A, B i C' moze napelni¢ basen
w ciggu 6 godzin. Woda ptynaca tylko z kranu A napelnia w ciaggu godziny
+ basenu, a tylko z kranu B — = basenu. Ile czasu trwaloby napelnianie
basenu woda ptynaca tylko z kranu C?

Woda plynaca z kranu A napelnia zbiornik w ciagu 6 godzin. Aby napetni¢
ten sam zbiornik woda plynaca tylko z kranu B, potrzeba 9 godzin. Ile
czasu zajmie napetnienie zbiornika, jesli kran B odkrecono 4 godziny po
odkreceniu kranu A?

1.2. Liczby catkowite. Liczby wymierne
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1.3. Liczby niewymierne

W VI w. p.n.e. Grecy sformutowali jedno z najstynniejszych twierdzen.
Twierdzenie Pitagorasa

Suma kwadratéw ditugosci przyprostokatnych trojkata
prostokatnego jest rowna kwadratowi dtugosci przeciw- c b
prostokatnej:

CL2-|—b2ZC2 a

Twierdzenie to miato istotny wplyw na rozwdj pojecia liczby.
Rozpatrzmy trojkat prostokatny o przyprostokatnych dtugo-
sci 1 (rysunek obok).

Zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa: ¢*> = 1% + 1% = 2, czyli
c = /2 (przekatna kwadratu o boku 1 ma dtugoéé v/2). 1

Okazalo sie, ze nie istnieje liczba wymierna, ktérej kwadrat jest réwny 2.

a

Definicja

Liczby, ktore nie sa wymierne, nazywamy liczbami niewymiernymi.

Stwierdzenie, ze v/2 jest liczba niewymierna, oznacza, ze liczba ta nie jest

réwna zadnemu utamkowi 7, gdzie m i k sg liczbami catkowitymi.

Ogolnie, dla dowolnej liczby naturalnej n liczba /n jest albo liczbg naturalng
(gdy jest kwadratem liczby naturalnej, np. v/81 = 9), albo liczba niewymierna.
Np. /82 nie jest liczba naturalna, gdyz 9 = v/81 < v/82 < /100 = 10, jest
wiec liczba niewymierna. Analogicznie jest dla pierwiastka szesciennego (np.
V/8 =2, a v/9 jest liczba niewymierng).

Cwiczenie 1
Wsrod podanych liczb wskaz liczby niewymierne.

a) V7, V9, V16, V18, V44, V144 b) V1, V2, V10, V16, v/25, V27

W dowodzie niewymiernoéci liczby /2 wykorzystamy nastepujacy fakt: jesli
liczba 2 jest dzielnikiem liczby n, to w rozkladzie liczby n? na czynniki pierwsze
wystepuje ona parzysta liczbe razy, np.:
182 =18-18=(2-3-3)-(2-3-3)= 2-2-3-3-3-3
——

dwukrotnie

56°=56-56=(2-2-2-7)-(2-2-2-7)=2:2:2:2:2:2.7-7

~"

szesciokrotnie

1. Liczby rzeczywiste

Dowé6d niewymiernosci liczby /2
Przypusémy, ze v/2 jest liczba wymierna, czyli istnieje utamek = (gdzie

m i k sa liczbami catkowitymi, k # 0) taki, ze:
\/52%, CzyliZ:TIZ—Q2
wtedy 2k? = m?
Zauwazmy, ze ostatnia rownos¢ nie moze zachodzi¢, gdyz oznaczataby ona,
ze w rozktadzie na czynniki pierwsze liczba 2 wystepuje parzysta liczbe
razy po stronie prawej i nieparzysta liczbe razy po stronie lewej. Otrzy-
mali$my sprzecznosé, a wiec przypuszczenie, ze /2 mozna wyrazié¢ jako
utamek 7*, bylo falszywe (z prawdy nie moze wynikac falsz). Zatem V2
jest liczba niewymierna.

Dowd6d niewymiernosci v/2 jest dowodem przez sprowadzenie do sprzecznosci
(reductio ad absurdum). Ten sposéb rozumowania polega na wykazaniu, ze
przyjecie prawdziwosci jakiegos zdania prowadzi do sprzecznosci. Zatem musi
by¢ prawdziwe zdanie przeciwne.

Inne przyktady liczb niewymiernych Sl plainlete fopemnegs

otrzymamy, jezeli zauwazymy, ze suma o boku dtugoéci 1 ma dlugosé
liczby wymiernej i niewymiernej jest réwna 1+2_\/5 Jest to liczba nie-
liczbg niewymierng. Podobnie iloczyn wymierna.

liczby wymiernej réznej od zera i liczby
niewymiernej jest liczba niewymierna.

AN

Dlatego na przyktad liczby:
sa liczbami niewymiernymi.

Cwiczenie 2
Czy liczba z jest niewymierna?

a)sz\/_—% C)x:\/1—6—|—2\/ﬁ e)x:\3’/§—1
b) 2 =10+ V9 d) z = 2vI- V121 f) o =1546v27

Cwiczenie 3
Podaj przyktad dwoch réznych liczb niewymiernych, ktérych:
a) suma jest liczba wymierna, b) iloczyn jest liczba wymierna.

Uwaga. Oprocz liczb niewymiernych, ktore sg pierwiastkami kwadratowymi lub sze-
Sciennymi, istnieja inne liczby niewymierne, np. znana z geometrii liczba 7.

1.3. Liczby niewymierne
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Definicja liczby rzeczywiste
4
o . . . liczb

Zbior wszystkich liczb wymiernych Wymiel}rfne

i niewymiernych nazywamy zbiorem

liczb rzeczywistych. _ liczby liczby catkowite

niewyimierne
liczby

Zbior wszystkich liczb rzeczywistych naturalne
oznaczamy literg R. L )

Zbior liczb niewymiernych bywa oznaczany literami IQ.

Uwaga. W dalszym ciagu, jezeli nie napiszemy inaczej, przez ,liczbe” rozumie¢ be-
dziemy liczbe rzeczywista.

Zadania

1. Wsréd podanych trzech liczb wskaz liczbe niewymierna.
a) V4, /64, \/164 c) V25, V125, /225 e) V0, v4, /64
b) V9, v/29, /49 d) V169, v/196, /286 f) /81, v/125, /216

2. Wyznacz wspoélrzedna punktu P zaznaczo-

Konstrukcyjne wyznacze-

nego na osi liczbowej. Czy jest to liczba nie na osi liczbowej punk-

1 ‘)
wymierna: tu o wspolrzednej v/2
a) . b) N <
\ \ Te== o
\ \ N
k=== == A
I\ I\ [\
I\ I : i j_
Y L 2
0 2P 0 3P

3. Dany jest prostokat o bokach x i y. Czy dtugosé przekatnej tego prostokata
wyraza si¢ liczba wymierna?
b)z=3,y=4 d)z=28,y=10

a) x=2,y=4 c)r=6,y=38

4. Dane sa liczby niewymierne p =3 —2v/3, ¢ = 2v3,r =2V3 -7, s = 7\/3.
Wybierz dwie sposréd tych liczb tak, aby:
a) ich suma byla liczba wymierna,  c¢) ich iloczyn byt liczba wymierna,

b) ich réznica byta liczba wymierng, d) ich iloraz byt liczba wymierng.

5. Korzystajac z podanych przyblizen, sprawdz, czy nieréwnosé jest praw-
dziwa (nie uzywaj kalkulatora).

a) V2+v3>3 ¢ 22+V5>5 e)4—2\/§<§ gii,g;l
b) VE+v3>4 d)VE-v3<li f) B2o\3 E ~ 2,236

1. Liczby rzeczywiste

Na rysunkach przedstawiono trojkat rownoboczny, kwadrat i szesciokat
foremny. Obwod ktoérego z tych wielokatow wyraza sie liczba wymierna?

V6 >

N

Przeprowadzajac rozumowanie analogiczne do dowodu niewymiernosci
liczby v/2, udowodnij, ze liczba x jest niewymierna.

a)x:\/§ b)x:\/g c)a::\/é

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Iloczyn dowolnej liczby niewymiernej x i liczby calkowitej k £ 0 jest
liczba niewymierna.

Dowdd. Zalézmy — przeciwnie — ze istnieja liczba niewymierna x oraz
liczba catkowita k # 0 takie, ze iloczyn k-x jest liczba wymierna. Ozna-

cza to, ze istnieja liczby catkowite m i n (n # 0) takie, ze k- x = ™.
Wowczas x = 7=, 7z czego wynika, ze x jest liczbg wymierng. Otrzy-

maliSmy sprzecznosé¢, a zatem iloczyn k - x jest liczbg niewymierna.

Udowodnij, ze:

a) iloczyn dowolnej liczby niewymiernej x i liczby wymiernej w # 0 jest
liczba niewymierna,

b) suma dowolnej liczby niewymiernej = i liczby wymiernej w jest liczba
niewymierna.

) . Miedzy dwiema réznymi liczbami rze-
Przeczytaj podane obok twier-

) _ _ czywistymi na osi liczbowej znajduja
dzenie. Podaj przyktad liczby

, , ) o sie liczby niewymierne.
niewymiernej x takiej, ze:
b) 0,01 < z < 0,02,

a) 1<z <2, ¢) 5,001 < z < 5,002

. Uzasadnij, ze jesli przekatna szescianu ma dilugosé 3, to jego pole po-

wierzchni wyraza sie liczba wymierng, a objetos¢ — liczba niewymierna.

. Uzasadnij, ze wsréd dzielnikéw liczby 12 sa takie liczby a, b, ¢, ze dtugosé

przekatnej prostopadtoscianu o krawedziach dlugosci a, b, ¢ jest liczba
wymiernag.

1.3. Liczby niewymierne
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1.4. Rozwiniecie dziesietne
liczby rzeczywistej

Utamki o mianownikach 10, 100, 1000, ... (czyli mianownikach bedacych po-
tegami liczby 10) nazywamy ulamkami dziesietnymi. Moga one by¢ zapisane
na dwa sposoby: % =0,15; % = 0,037; 5% = 5,7.
Zapis po prawej stronie powyzszych réwnosci nazywamy
rozwinieciem dziesietnym lub postacia dziesietng liczby.
Aby uzyskac¢ postaé¢ dziesietng liczby wymiernej, wyko-
nujemy dzielenie. Na przyktad dla liczby 14—3 otrzymamy:
% —13:4=325
Dla liczby % w wyniku dzielenia otrzymamy:

é — 0,166666666. ..

Takie rozwiniecie zapisujemy w nastepujacy sposob:
1

= =0,1(6)

Dla liczby = w wyniku dzielenia otrzymamy: Pray obliczeniach na licz-
4

= =0,571428571428571428... bach podanych w postaci
7 dziesietnej wygodnie jest
co zapiszemy % = 0,(571428). korzysta¢ z kalkulatora.

Nawias w rozwinieciu dziesietnym oznacza powtarzanie sie nieskonczenie wiele
razy zapisanej w nim grupy cyfr. Taka najkrotsza powtarzajaca sie grupe cyfr
nazywamy okresem, a rozwiniecie dziesiectne mozemy tez nazwaé okresowym.
Liczbe cyfr wystepujacych w okresie nazywamy dlugo$cia okresu.

Cwiczenie 1

Przeczytaj podany w ramce przyktad,

. 6 .
a nastepnie przedstaw liczbe w postaci Przedstaw liczbe 55 w postaci

dziesietnej. dziesi¢tnej.
7 52 4 6 6 4 24
11 143 17

b) 5 d) 5 f) 256

Cwiczenie 2
Jaka cyfra znajduje sie na dziesiatym, a jaka na dwudziestym miejscu po
przecinku w rozwinieciu dziesietnym podanej liczby?

a) 0,(1234) b) 5,(732) ¢) 2,6(435) d) 0,32(1410)

1. Liczby rzeczywiste

W tabeli ponizej podano dtugosci okreséw rozwinie¢ dziesietnych nieskracal-
nego utamka ™ dla wybranych wartosci n.

n 7 11 13 | 17 | 19 | 23 | 29 | 31 | 37 | 41
dtugosé okresu = 6 2 6 16 | 18 | 22 | 28 | 15 3 5

Cwiczenie 3
Uzasadnij, ze jesli utamek ™, gdzie m, n sa liczbami naturalnymi oraz n # 0,
ma rozwiniecie dziesietne okresowe, to dtugos¢ okresu jest mniejsza od n.

Wskazowka. Liczba roéznych reszt z dzielenia liczby m przez liczbe n jest mniejsza
od n.

Twierdzenie

Kazda liczbe wymierna mozna zapisa¢ w postaci dziesietnej skonczonej
lub nieskonczonej okresowej.
Kazde rozwiniecie dziesietne okresowe przedstawia liczbe wymierng.

Uwaga. Rozwiniecia dziesietne nieskoniczone nieokresowe przedstawiaja liczby niewy-
mierne, np. 0,101001000100001...

Cwiczenie 4
Wskaz liczby, ktére maja rozwiniecia dziesietne nieskonczone nieokresowe.

a) VE, VB, ([ /3 ) b) V8, VO, V16, {32, /%
B Przyblizenia. Reguta zaokraglania

Moéwimy, ze liczba x jest przyblizeniem liczby a z doktadnoscia do d, jesli liczby
a i x réznia sie o nie wiecej niz d. Na przyktad liczba 1,414 jest przyblizeniem

liczby v/2 z dokladnoécia do 0,001.
V2 ~ 1,41421356237

Cwiczenie 5
Podaj przyblizenie liczby /2 z dokladnoscia do:
a) 0,1, b) 0,01, c) 0,0001, d) 0,00001.

Do przyblizenia liczby zapisanej w postaci dziesietnej zwykle stosujemy regule
zaokraglania, ktéra polega na odrzuceniu koncowych cyfr tej liczby i zasta-
pieniu ich zerami, przy czym:

o jezeli pierwsza z odrzuconych cyfr jest 0, 1, 2, 3, 4, to ostatnig z zachowanych
cyfr pozostawiamy bez zmian;

* jezeli pierwsza z odrzuconych cyfr jest 5, 6, 7, 8, 9, to ostatnig z zachowanych
cyfr zwiekszamy o jeden.

1.4. Rozwiniecie dziesietne liczby rzeczywistej
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Przyktad 1
Zaokragleniem liczby 6,9874 do:

* trzech miejsc po przecinku jest liczba 6,987,
e dwbch miejsc po przecinku — liczba 6,99,
* jednego miejsca po przecinku — liczba 7.

Cwiczenie 6
Zaokraglij do liczby catkowitej.

a) 20,9813 b) 19,901 ¢) 0,401

Cwiczenie 7

Zaokragleniem liczby na-
zywamy jej przyblizenie
zgodne z reguta zaokra-
glania.

d) 1,099 e) 2,49957

Podaj zaokraglenia liczb x = 7,89517, y = 9,99625 i z = 5,90394 do n miejsc
po przecinku dla: a)n=4, b)yn=3, ¢)n=2, d)n=1.

Jezeli przyblizenie liczby jest mniejsze od tej liczby, to méwimy o przyblizeniu

z niedomiarem. Natomiast jezeli przyblizenie liczby jest od niej wieksze, to

mowimy o przyblizeniu z nadmiarem.

W 2002 r. Yasumasa Kanada wyzna-
czyl za pomoca komputera liczbe m
z doktadnoscig do ponad biliona cyfr
po przecinku. W praktyce wystarczaja
znacznie mniej doktadne przyblizenia.

Cwiczenie 8

3,141592653589793238462643383279502
88419716939937510582097494459230781
64062862089986280348253421170679821
48086513282306647093844609550582231
72535940812848111745028410270193852
11055596446229489549303819644288109
75665933446128475648233786783165271
20190914564856692346034861045432664

Podaj zaokraglenie liczby 7 z doktadnoscia do n miejsc po przecinku. Czy jest
to przyblizenie z nadmiarem, czy z niedomiarem?

a) n==06 b) n=>5 c) n=4

Zadania

d) n=3 e) n=2

1. Na podstawie podanych obok informacji znajdz

rozwiniecie dziesietne podanej liczby.

7 1 1 5
)y P I Do

3 = 0,33333333...
. 2 =0,16666666...
)35 L=o1111111t...

2. Jaka cyfra znajduje sie na dwudziestym czwartym, a jaka na setnym miej-
scu po przecinku w rozwinieciu dziesietnym liczby: a) 2, b) 27

1. Liczby rzeczywiste

7

3. Liczba o rozwinieciu dziesietnym okresowym 7,19(1ab693) ma na jedena-

stym miejscu po przecinku cyfre 3, a na dwudziestym drugim — cyfre 6.
Wyznacz cyfry a i b tego rozwinigcia.

m

Na podstawie podanego obok twierdze- | Ulamek nieskracalny T+ ma
rozwiniecie dziesietne skonczo-

ne wtedy i tylko wtedy, gdy
liczba n jest iloczynem pew-
nej liczby czynnikéw rownych
2 lub 5.

nia odpowiedz, czy rozwiniecie dziesiet-
ne utamka jest skonczone czy okresowe.

a) 932 b) L1

6561 11111
320 480 ) d)

22400 51200

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Przedstaw liczbe 0,(12) w postaci utamka zwyktego.

xr=0,121212...
’ Obie strony réwnania mnozymy przez 100, aby przecinek
100z = 12,121212... znalaz! sie za pierwszym wystapieniem okresu.

100 =12+ =x

99z =12
12 4

=39 7 33

Przedstaw liczbe w postaci utamka zwyktego.
a) 0,(36) b)3,(72) «¢)—6,(24) d)0,9) e) 41,709) f) 2,1(52)

Liczby x = 0,(6) i y = 4,(36) przedstaw w postaci utamkéw zwyktych, a na-

stepnie oblicz: a) x + v, b) z* — y, c) T + 2.

Yy

Liczba o rozwinieciu dziesietnym okresowym 0,(122y3) ma na dwudzie-
stym trzecim miejscu po przecinku cyfre dwukrotnie wieksza od cyfry znaj-
dujacej sie na miejscu dwudziestym drugim i trzykrotnie mniejsza od cyfry
znajdujacej sie na miejscu dwudziestym czwartym. Wyznacz cyfry x i y.

Pieciokat foremny o boku 1 ma przekatna o diugo-
sci %3 ~ 1,6180. Liczba 12—\/5 jest nazywana zlotg
liczba (patrz str. 63). Jej coraz doktadniejszymi przy-
blizeniami sa utamki tworzone w nastepujacy sposob:
jako pierwszy bierzemy dowolny ulamek ¥, gdzie a, b
sg liczbami naturalnymi oraz a > b > 0. Nastepny ma

“;Lb, a kazdy kolejny powstaje z poprzedniego w analo-

wowczas postac

giczny sposob. Na przyktad, jesli wezmiemy a = 51 b = 4, to otrzymamy

22, 2 itd. Wyznacz pierwszych osiem takich utamkéw i sprawdz, ktére

z nich przyblizaja ztota liczbe z doktadnoscia do 0,005.

1.4. Rozwiniecie dziesietne liczby rzeczywistej
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1.5. Pierwiastek kwadratowy

Przypomnijmy definicje pierwiastka kwadratowego.

Definicja

Pierwiastkiem kwadratowym (pierwiastkiem drugiego stopnia) z liczby

nieujemnej a nazywamy liczbe nieujemna b, ktérej kwadrat jest rowny a.

va=>b, gdy b>=a i b>0

Przyktad 1

v/36 = 6, poniewaz 62 = 36.

V0,16 = 0,4, poniewaz 0,42 = 0,16.
v/0 = 0, poniewaz 0% = 0.

liczby.
Cwiczenie 1
Zapisz w postaci liczby wymiernej.
a) V144 d) V625 g) V1,21
b) v/225 e) v/2500 h) /3,61
c) V324 f) /8100 i) V4,41

Prawdziwa jest nastepujaca wlasnosé:

Dla dowolnej liczby rzeczywiste;j:

Jaz {adlaa}ﬂ
a< =

—a dla a <0

Stad v/52 = 5 oraz \/(—5)2 = —(—5) = 5.

Cwiczenie 2
Podaj wartos¢, korzystajac z powyzszej wlasnoSci.

a) V32 b) /(=3)? c) v/(=9)? d) v/(=1,2)?

Wyznaczenie pierwiastka kwadratowego z liczby nieujem-
nej odpowiada wyznaczeniu dtugosci boku kwadratu, gdy
znamy jego pole (P = a?, wiec a = v/P).

Cwiczenie 3
Oblicz obwdd kwadratu o polu: a) 3,24 cm?, b) 1024 cm?.

1. Liczby rzeczywiste

Zwr6é uwage na to, ze /36 nie jest réwny —6,
poniewaz umowiliSmy sie, ze pierwiastek kwa-
dratowy jest liczba nieujemna, aby uniknacé sy-
tuacji, w ktérej v/36 oznaczalby dwie rézne

112 =121
122 = 144
132 = 169
142 = 196
152 = 225
162 = 256
172 = 289
182 = 324
192 = 361
20% = 400
212 = 441
22 — 484
232 = 529
42 = 576
I = 5725
e) \/(—V3)?
a

Przy odpowiednich zalozeniach (jakich?) prawdzi-

we sg podane obok wzory.

Przyktad 2

a) V49144 = /49 - /144 =7 -12 = 84

b) /2 = Vi _ 4
25 V25 5
Cwiczenie 4
Oblicz.
a) V481, /25 - 0,36, /0,09 - 361

b Vi Vi Ve )

Pierwiastek iloczynu

Vab=+a-vb

Pierwiastek ilorazu

c) V2-v8, V6-V15, v2:v5-V10

Vb4 V3 V10-V14

V6T V127 V35
Zadania
1. Oblicz.
a) V121 + /49 — /225 d) v/3,61 —

b) V196 — 169 — /144
¢) V0,25 + /1,44 + /6,25

2. Uzasadnij, ze:

ﬁ
(\)
—
IQT
=~ O

(@)

Ne)

=
O@
en)
\)
ot

0 o+ [
\/?

w
at
(\)
ﬁ
_|_
—_
O3

a) 15 £VI+ /5 b) ol #£va+ [t o Jib£vi+, /L

3. Podaj wszystkie liczby naturalne lezace na osi miedzy liczbami:

a) V2133,

4. Wytacz czynnik przed pierwiastek.

a) V18 c) V48 e) V108

b) 24 d) V96 f) v/252
5. Zapisz liczbe w postaci av/2.

a) 4v2+ /8 c) V18+198

b) V32 —3v2 d) v/200 — /50
6. Zapisz liczbe w postaci av/b.

a) 7Tv5+ /20 c) VI2+ V75

b) V48 — /27 d) V45 — /125

b) V10 i v/140,

c) /80 i v/300.

o) v/392 V80 =16 -5 =
h) V50 =V16-v5 =45

e) VI8 + V72 + /242
) V800 + /242 — /162

e) 0,2v/50+0,8v/72 — 0,3v/32
f) 3v/20 — 1145 — 5180

1.5. Pierwiastek kwadratowy
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10.

11.

12.

13.

14.

Usun niewymiernos¢ z mianownika, postepujac tak jak w przyktadzie.

1 V2 5
a) ﬁ C) E e) m 5 5 \/g 3\/_
L 4 _3 Vs Vs VB 5
b) V3 d) 3v2 f) 5V15

Usun niewymiernos$¢ z mianownika. Podaj przyblizong warto$¢ wyrazenia
(przyjmij v/2 ~ 1,4).

8++2 6 —3v2 5v2—10 5v2+3
) b) o M a2
Oblicz.
a) V12-/3 ¢) VI0-v40  e) vV28-v63  g) v/30-/480
b) V328 d) V18 -4/50  f) v/45-v/20  h) /80 /180
Oblicz.
a) V54 /350 b) V98 -+/375 ¢) V52 -1/363 d) V48 -/162

V21 V80 v/30-v/130 V72135

Wykonaj dziatania.

a) 2v/3 (V27 + 3v6 — 2v/3)
b) 3v2 (2V/6 — 4v8 + V18)

Oblicz pole trapezu.
a) V3

V5

N =

B 7

V18

3V3

Oblicz obwdd i pole tréjkata prostokatnego, ktérego przyprostokatne maja
dtugosci z i y.

a) r=3V2,y=4V2 b)x:2\/ﬁ,y:4\/ﬁ c) z = 2v/10, y = V50

Na rysunku obok przedstawiono spirale
Teodorosa. Pokazuje ona, jak konstruk-
cyjnie wyznaczy¢ odcinek o dtugosci y/n,
gdzie n > 1 jest liczba naturalna, gdy
dany jest odcinek o dtugosci 1. Opisz, jak
za pomoca cyrkla i linijki skonstruowac
odcinek o dtugosci:

a) V17, b) V/38.

1. Liczby rzeczywiste

1.6. Pierwiastek szescienny.

Pierwiastek n-tego stopnia

B Pierwiastek szescienny z liczby nieujemnej

Rozpatrzmy zagadnienie polegajace na wyznaczeniu dtu-
gosci krawedzi szeScianu o danej objetosci V. Na przy-
klad dtugos$é krawedzi szescianu o objetosci V' = 125 cm?
jest rtéwna 5 cm, bo 5 cm -5 cm - 5 cm = 125 cm?®. Za-
pisujemy to nastepujaco v/125 = 5. Méwimy, ze liczba 5
jest pierwiastkiem trzeciego stopnia z liczby 125.

Definicja

Pierwiastkiem szeSciennym (pierwiastkiem trzeciego stopnia) z liczby

nieujemnej a nazywamy liczbe b, ktéra podniesiona do trzeciej potegi

jest rowna a.

Ja=2>b, gdy b®> =a

Przyktad 1

Podaj pierwiastek trzeciego stopnia i uzasadnij odpowiedz.

a) V8 = 2, poniewaz 23 = 8. ) @ 27

b) V0 = 0, poniewaz 0% = 0.

Przyktad 2
Oblicz dtugos$é¢ krawedzi szescianu o objetosci 27.

Objetosé¢ V szeScianu o krawedzi dlugosci a jest réwna a?,

wiec a = V'V, czyli a = /27 = 3.

Cwiczenie 1
Oblicz dtugosé krawedzi szescianu o objetosci V.
a) V=1 b) V=64 c) V=216

Cwiczenie 2
Podaj wartos¢, korzystajac z informacji podanych obok.

a) /512 ¢) V1331 e) /1,331
3/ 1 3/ 8 5/ 729
b) 729 d) 729 £) 1331

1.6. Pierwiastek szescienny. Pierwiastek n-tego stopnia

2T _ 3 oniewaz §3—§
62 1P 4) 64"

d) v/0,216 = 0,6, poniewaz 0,6° = 0,216.

4 a
a
d) V = 8000
73 = 343
83 =512
93 = 729
112 = 1331

|
|
/)_____
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Obliczanie pierwiastka trzeciego stopnia jest dzialaniem
odwrotnym do podnoszenia do trzeciej potegi.

Va3 =a
Na przyktad v/113 = 11 oraz ({’/@)3 =9. (\3/5)3 =a

W obliczeniach wykorzystujemy podane ponizej wzory na pierwiastek sze-

scienny iloczynu i pierwiastek szescienny ilorazu. Sa one analogiczne do wzo-
réw dla pierwiastka kwadratowego (podaj potrzebne zalozenia).

Przyktad 3
a) v/0,001 - 343 = /0,001 - v/343 =0,1-7 = 0,7

3
b) 2 = /5 = VB3 =7

Pierwiastek iloczynu
va-b=a- Vb

Pierwiastek ilorazu

Cwiczenie 3 Ja _ va
Oblicz. b %
a) V827 c) v/28-+v/98 6)32—7—3%

3/E 3 /56 Va0 | V3

Cwiczenie 4
Przeanalizuj przyktad w ramce. Na jego podstawie usun niewymiernos¢ z mia-
nownika podanego utamka.

Q) o= b) o= o) o 3 _ 3 Yi_3Vai_3¥i_3¥a

B Pierwiastek szescienny z liczby rzeczywistej

W przeciwienstwie do definicji pierwiastka kwadratowego definicje pierwiastka
szesciennego mozna rozszerzy¢ na liczby ujemne.

Na przyktad: v/—1=—1,bo (-1)* = —1; /-8 = -2, bo (-2)*> = -8.
Definicja
Pierwiastkiem trzeciego stopnia z liczby rzeczywiste] a nazywamy taka
liczbe b, ktéra podniesiona do trzeciej potegi jest rowna a.

Ja=0b, gdy b> =a

Cwiczenie 5
Zapisz w postaci liczby wymiernej.

a) /=27 b) v/—64 c¢) v/—125 d) /-2 e) /-2

97 1000

1. Liczby rzeczywiste

B Pierwiastek n-tego stopnia

Ogoélnie dla pierwiastka n-tego stopnia mamy nastepujace definicje:

Jesli n jest liczba parzysta, to dla Jesli n jest liczbg nieparzysta, to

dla dowolnej liczby rzeczywistej a:
Ya=0>b, gdy b" =a

Uwaga. Dla pierwiastka 2. stopnia zamiast pisa¢ /a stosujemy zapis /a.

dowolnej liczby nieujemnej a:
Ya=b, gdy b>0ib" =a

Cwiczenie 6

Zapisz w postaci liczby wymiernej.

a) v81 c) v/0,0016 e) V729
b) Y732 ) Y0000 f) Y138

Zadania

V256 = 2, bo 2% = 256.
v/—512 = =2, bo (—2)? = 512.

1. Zapisz w postaci liczby wymiernej.

3/1 3/ 8 5/ 27 3/6 10

a) /5 ) Vo ¢) v/ To00 8) /257

5/ 1 .,/ 64 . /125 s/1a19

b) V& d) /135 £) V316 h) {/125;
2. Oblicz.

a) V125 + /8

b) VIZ5 - /63
3. Wylacz czynnik przed pierwiastek.

a) v/32 c) V135 e) v/108

b) V250 d) V375 f) V120
4. Wtlacz czynnik pod pierwiastek.

a) 2/3 c) 3/3

b) 3v/2 d) 6v/2

5. Sprawdz, czy podana réwnosé jest prawdziwa.

c¢) /1000 + /27
d) /512 — /216

e) +/0,125 + /0,001
f) +/0,027 + +/0,008

¢) 4/10 3\/36‘: 27-36:
£) 605 — /27 .6 = /162

ﬁ — 3 23ﬁ — 3 5V3 _ 3/97
a) 23 = V2,25 b) i V0,08 c) S5 = 23
6. Ktoéra z podanych liczb jest wieksza: x czy y?
Y125 /27 Y216 _ ,/135
a)x_€/6_4’y_ g C>$—3/_729,y— ﬁ
__ /1000 _ 5/3000 /0,064 /0,081
b) z = T YT 81 d) z= V0,125’ y= /0,192

1.6. Pierwiastek szescienny. Pierwiastek n-tego stopnia
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@ 7. Uzasadnij, ze podana liczba jest liczba naturalna. 1.7. POtha o Wykl,adniku Cal_kowitym

a) /33 +43 +53 c) v14% — 132 e) v12- /18
b) V1° + 6% + 8 d) V112 + /64 f) 2472 Przyktad 1

Zal6zmy, ze mamy pare krolikéw oraz ze liczba krolikow podwaja sie co pot

8. Objetos¢ prostopadtoscianu o wymiarach z cm X y cm X z cm jest rowna roku. Tle krélikéw bedziemy mieli po 5 latach?

2-2-2-2-2-2-2-2-2-2-2:211:2048
a) t=4,y=4, z=32 b) x =16, y =20, z = 25 ~

10 pétrocznych okreséow

objetosci pewnego szescianu. Oblicz dtugos$é¢ krawedzi tego szescianu.

9. Z trzech szeSciennych klockéw zbudowano wieze. Jej objetosé jest rowna

o . . . Lo P ijmy definicj tegi ktadnik tural :
objetosci prostopadtoscianu o podanych wymiarach. Oblicz wysokos¢ te] FZypomnimy Geiilicje potegl o wysiadiist naturainytl

wiezy.

Definicja
a) 4 cm x 6 cm X 16 cm b) 6,25 cm x 7,5 cm X 8 cm , , _ o
Dla liczby naturalnej n > 1 potega a™ nazywamy iloczyn n czynnikéw
10. Wtacz czynnik pod pierwiastek. 2UF — W . UF — réwnych liczbie a: i e
4 4 5 6
a) 3v2 b)5v4 c¢)4v2 d) 10+v/0,01 _ WaTE - AT a"=a-a-a-..-a
11. Oblicz. | enmnikow
) ) , , 256 podstawa potegi
a) V16 + V81 + V256 + v625 e) 2 3Y/ 525 Przyjmujemy réwniez, ze: a* = a oraz a® = 1 dla a # 0.
b) V2 V8 — /27 /3 + /10000 f) 6v/0,0625 — 3v/0,0081
) V416 — GV;%% 3 g) V64 /6_4 _ /64 Nie definiujemy wartosci 0°.
d) V8- v/32 - V1024 + v/1024 h) v/1000000 + v/256 Przyktad 2 . o »
nNd 11 1 11 Przydatna jest umiejetnos¢ rozpo-
12. Oblicz. a) (5) — 22227 16 znawania niektérych poteg liczb:
2,3, 4, 5.
a) /250 - /40 + /375 - /135 ¢) /405- /1875 — ¥/108- /72 b) (=2)" = (=2)-(-3) - (-3) =%
by o/ of61 L[58 L [IE R c) < ) -3 i i i
500 15 50 175 108 135 d) 1 2 3 4 5)
13. Zapisz w postaci liczby wymiernej. 2 4 9 16 25
a) /=8000 b) &/—0,001 ¢) (/-2 d) {/-32 Cwiczenie 1 3 1 8 |27 | 64 | 125
Oblicz. 4 | 16 | 81 | 256 | 625
; 2 93 o4
14. Oblicz. 8 _ PR a) 9%, 9°, 9 5 | 32 | 243 | 1024
1 — & — 3/ 2 _ 3/_9=+ e 2 3 4
a) 2v/—1— V=27 ) V125 27 ©) 577 T V= b) (1) () () 6 | 64 | 729
- V—9-Y—9 V24 v/—128 | /—128 2 3 4
b) —4 36;1"' V—0,125 d) \/_\?7_—\:?— T V=3 f) —4 + J—1 C) (_é) ) (_g) ’ (_g) 7 128
8 256
@ 15. Uzasadnij, ze iloczyn xyz réwna sie zero. Cwiczenie 2 9 519
a) r=+/—32— V16, y = V1—2V1, 2= V1024 4+ 2v/—1 Uporzadkuj liczby w kolejnosci rosnacej. 10 | 1024
b) x =32 V8L, y=V-32-V8l, z=V-1+V1 (=2)% (=2)% (=2)", (=3)*, (=3)°

B 34 1. Liczby rzeczywiste 1.7. Potega o wyktfadniku catkowitym 35 Il



I 36

Mozemy réwniez okresli¢ potege o wyktadniku catkowitym ujemnym.
Definicja

Dla liczby naturalnej n > 1 i dla liczby a # 0 przyjmujemy, ze:

a "= 1
an
Przyktad 3
N 1 _ 1 1 1\2 1 1
3 =3 b3 =5z =5 ) (-3) = =19
(—3) 9
Cwiczenie 3
Oblicz.

a) 4-2 ¢) (=3) o) (%)2 ) (-%)2 i) 0,22
At )y

Cwiczenie 4
Czy podane liczby sa réwne?

EN3 /73 AN6 79\ 6 3\ 5 /5\5
2 (3) - (3) b (-3) - (%) 9 (-3) - (§)
Do obliczania wartosci wyrazen, w ktérych wystepuja potegi o wyktadnikach

catkowitych, mozemy wykorzystywaé¢ prawa analogiczne do praw dziatan na
potegach o wyktadnikach naturalnych.

Twierdzenie

Dla liczb catkowitych m,n oraz réznych od 0 liczb rzeczywistych a i b:

- am_an — am+n - an .bn — (G,b)n - (am)n — am-n
- & _ g o = (2)n
am™ bn — \b

Cwiczenie 5
Oblicz.
a) 39.3°6 ) (25)°7 e) 52:5 1  g) 6°:3° i) 6327
b) 0,5 - 0,57 d) (025" f) 4:47* h) 10" : 5 j) 10*- 52
Cwiczenie 6

Podaj konieczne zatozenia i upros¢ wyrazenie.
a) (z?-x%):2* b) (z7:2?) :x! ¢) (z?y)~ ' ad d) (z2¢3)2:y 3

1. Liczby rzeczywiste

Zadania

1. Oblicz.
. 4 —2 6
a) (-2)°, (-2)7, 27" ¢) (V3), (v3) " (V3)
b ()5 (1) (L) ) (VD' (V3 (va)
3 Y 3 9 3 9 Y

2. Zapisz liczbe w postaci 2™, gdzie m jest liczba catkowita.

a) 2% .4° b) 475 - 82 c) 64*:327° d) (1672 :478) .84
3. Zapisz podane liczby w postaci poteg o tej samej podstawie.

a) 16, —, 83, (v2)", 10242 ¢) 0,001, 1007 (L)_4 (L)_6
Y 647 Y Y 9 Y Y 100 9 0,1

b) &, 27,972, (vV3)°, 817 d) 2573, (l)_z, (L)4, 625

81’ 5 125
4. Oblicz.
_ —4 -3 -
2) (-2v3)" 1) () o (-Z) @ (sv)”
5. Oblicz.
5 5
w5t st o (22): (1) g (02
b) 027°-5°  d)187°:6°  f) 1,32:0,17* h) (~1,2)"°: (§>5
6. Oblicz.

a) (g)_5. <%)_3- (g)_4 b) (22—1>_3-15—3.7—3 c) 0,43 (%)3:4—3

7. Ktoéra z liczb jest wieksza: x czy y?
a) x =242 y=4"*.87

8. Oblicz.

272 4\2 69 + 0° 1\°6
a) 33" (§> c) 61 + (46 o 163) e) (075 ) (§> -2 164) 73

o ((3)7) o (-6 0 (@7 E)- 6

9. Podaj konieczne zalozenia i upro$é¢ wyrazenie, a nastepnie oblicz jego war-

c) <((m‘3)2 : x_4) : xo)_z, r=>5
b) ((:&)—3)_2 : ((x2)—2>_3, r=1 d) <<x3)6 + (y?)*’) () =

tos¢ dla podanej wartosci .

a) () + (z 1)’ oz =—2

N | W

1.7. Potega o wyktadniku catkowitym
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Dowiedz sie wiecej

Liczby Fermata

Pierre de Fermat (1607-1665) — francuski matema-
tyk, z zawodu prawnik. Wiekszos$ci swoich prac nie
opublikowal. Tak zwane wielkie twierdzenie Fermata
(opublikowane dopiero po jego $mierci, w 1670 r.)
moéwi, ze nie istnieja liczby naturalne dodatnie
x,y,z,n takie, ze x" 4+ y" = 2" dla n > 2. Twier-
dzenie to zostalo udowodnione dopiero w 1995 r. In-
nym pojeciem zwigzanym z jego nazwiskiem sa liczby

F,=22" 41, gdzie k jest liczbg naturalng, nazywane
liczbami Fermata. Pie¢ poczatkowych liczb Fermata:

Fo=2"4+1=2"4+1=3 Fy=2"4+1=2841=257
F,=2241=224+1=5 F, =22 4+1=2%41=65537
F,=22 4+1=24+1=17

Fermat przypuszczal, ze wszystkie liczby Fj, = 22" 41 sg pierwsze, ale
w 1732 r. Leonhard Euler [czyt. ojler] wykazal, ze F5 = 4294967297 =
= 641-6700417, czyli jest liczba ztozona. Do dzi$ nie wiadomo, czy ktorakol-
wiek z liczb Fermata oprocz Fy, Fi, F,, F5 i F} jest liczbg pierwsza. Ponizsze
twierdzenie, udowodnione przez Carla Friedricha Gaussa, podaje zwiazek mieg-
dzy liczbami pierwszymi Fermata a wielokgtami foremnymi.

Twierdzenie

Za pomoca cyrkla i linijki mozna skonstruowac n-kat foremny wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba n jest: potega dwojki lub liczba pierwszg Fermata pomnozong przez 2%,
lub iloczynem réznych liczb pierwszych Fermata i liczby 2%, gdzie k jest dowolna
liczba naturalna.

W tabeli obok podano liczby naturalne mniejsze z _ 52 2(2) _ 35 3
od 100, dla ktérych mozna skonstruowaé¢ n-kat 5 — 34 —9.17
foremny. 6=2-3 | 40=2%.5
g =2° 48 =2*.3
1. Sprawdz, czy jest mozliwe skonstruowanie za 10=2.5 | 51 =3.17
pomocyg cyrkla i linijki n-kata foremnego, 12=22.3|/60=22.3.5
gdy n réwne jest 170, 200, 204, 1020. 15=3-5 | 64=2°
16 = 2* 68 = 2% .17
2. Zmajdz informacje o konstrukcji 17-kata fo- 17 =17 80 = 24 .5
remnego (mozliwos¢ takiej konstrukeji wyka- 20=2%.5| 85=5-17
zal C.F. Gauss w 1796 r.). 24=2"-3]/96=2"-3

1. Liczby rzeczywiste

1.8. Notacja wyktadnicza

Przy zapisywaniu bardzo duzych i bardzo matych liczb wygodnie jest postu-
giwaé sie notacja wyktadnicza (inaczej zwana notacja naukowa).

Definicja
Liczbe dodatnia a mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynu:
a==x-10"

gdzie x jest liczba spetniajaca warunki 1 < x < 10, a n — liczbg catkowita.
Takie przedstawienie liczby nazywamy notacja wykladnicza.

Przyktad 1

a) 326 000000000 = 3,26 - 10" b) 0,00000097 = 9,7 - 107
11 cyfr 7 cyfr

Cwiczenie 1

Zapisz liczbe w notacji wyktadnicze;.

a) 5020000000 000 000000000000 000 ton (masa Syriusza)

b) 0,00027 mm (wielko$¢ wirusa ospy)

c¢) 0,000 000 000 000 000000 000 000 029 9 kg (masa czasteczki wody)

d) 0,000 000000 000 000 000 000000 000000910956 kg (masa elektronu)

Cwiczenie 2
Zapisz liczbe w notacji wyktadniczej.

a) 6320000 c) 43,728 e) 0,00065 g) 0,100324
b) 109000 000 d) 8765,2 f) 0,00302 h) 0,000001
Cwiczenie 3

Zapisz liczbe w postaci dziesigtnej.

a) 8,62 - 10 b) 7,89 -10°* c) 834-10°° d) 6,02 -10°

Cwiczenie 4
Oblicz. Odpowiedz podaj w notacji wyktadniczej i w postaci dziesietne;j.
a) (3,4-107) - (4-107°)

b) (1,4 - 103) (8 -10%)

c) (4,8-1071):(1,6-107?)
d) (72 107%) : (1,2-1072)

Oblicz.
(5,2-10%)-(0,5-1077) =5,2-0,5- 109" =
=2,6-10% = 260

1.8. Notacja wyktadnicza
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Zadania

1.

Oblicz. OdpowiedzZ podaj w notacji wyktadniczej i w postaci dziesietne;j.
a) 2100000000 : 105000 c¢) 51000000000 : 0,017
b) 243000000000 : 2,7 d) 102400000000 : 0,64

Oblicz. Odpowiedz podaj w notacji wyktadnicze;j.

a) (3,2-10712) . (1,2-10%) ¢) (3,4-1071%).(7,5-10716)
4-1018 2,5-10-30

b) (5,2-108)-(1,5-1073) d) (4,8-1018).(1,8-10710)
1,3-1018 (6-10-8)-(1,2-1016)

W tabeli podano wybrane predkosci, stosujac zapis dziesietny i notacje
wyktadnicza. Przerysuj do zeszytu i uzupeinij te tabele.

v [m/s] (zapis dziesietny) v [m/s| (notacja wykladnicza)

Rosnacy wlos ? 46-107°
Szybki slimak 0,00194 ?
Sprinter 10 ?
Ziemia wokol Stonca ? 2,96 - 104

Swiatlo w prézni 299792 458 ?

Predko$¢ swiatla wynosi w przyblizeniu 300000 km/s. Odlegtosé, jaka
przebywa $wiatlo w ciagu roku (365 dni), nazywamy rokiem Swietlnym.
Oblicz, ile kilometréw ma rok swietlny i przedstaw podane nizej wielkosSci
w kilometrach. Odpowiedz zapisz w notacji wyktadnicze;j.

Odlegto$é z Ziemi wyrazona w jednostkach swietlnych

Ksiezyc 1,3 sekundy swietlnej
Stonce 8 minut 19 sekund swietlnych
Pluton 5,5 godziny swietlnej

okoto 430 lat swietlnych
okoto 28 000 lat swietlnych

Gwiazda Polarna
srodek Galaktyki
okoto 1,5 mld lat $wietlnych

najblizsze kwazary
Najwieksza predkosé, z jaka kiedykolwiek podrézowal czlowiek, osiagneta
zatoga misji Apollo 10 — niemal 40000 km/h. Oblicz, ile czasu zajeloby
pokonanie z taka predkoscia odlegltosci dzielacej nas od Gwiazdy Polarne;j.
Odpowiedz podaj, stosujac zapis dziesietny i notacje wyktadnicza.

I 40 1. Liczby rzeczywiste

Nazwy wielkich liczb

Bilion amerykanski czy bilion europejski | pgtega N N—
Dlaczego europejski miliard to amerykaniski bilion, 10 europejska amerykariska
a europejski bilion to amerykanski trylion? 9 miliard bilion
Amerykanskie nazewnictwo wielkich liczb 12 bilion trylion

odnosi sie do zapisu 10*+2 j fgczy faciriskie 15 biliard kwadrylion

przedrostki: bi- (n = 2), tri- (n = 3) itd.

i ) 18 trylion kwintylion

z koncowka -lion. : :

21 tryliard sekstylion
Europejskie nazewnictwo pokazuje wielokrotnos¢ o el | et
miliona lub miliarda i do faciriskiego przedrostka ry. £ y
dodaje, odpowiednio: -lion lub -liard. 27 kwadryliard  oktylion

30 kwintylion nonylion
Amerykanski matematyk Edward Kasner &8 bt decylion
wprowadzit nazwe googol, oznaczajgcg 10'. 36 sekstylion ' undecylion
1 googol = 10 000 000 000 000 000 000 000 39 sekstyliard  duodecylion
000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 42 septylion tradecylion
000 000 000 000 000 000 48 oktylion kwindecylion

E} Wyszukaj w internecie informacije o1 Oktyliard seksdecylion

o liczbach googol i googolplex. o4 nonylion septendecylion

Stonce i planety

Ponizej podano mase: najmniejszej z planet w naszym systemie planetarnym — Merkurego,
najwiekszej — Jowisza, a takze Ziemi i Stonca (na rysunku nie zachowano skali). Masa Storica
stanowi 99,89% masy Uktadu Stonecznego.

Stonce Merkury Ziemia Jowisz
1,989 - 10%° kg 3,302 - 102 kg 5,974 - 10* kg 1,899 - 10?7 kg

2| Zapisz mase Stonca, Merkurego, Jowisza
i Ziemi, korzystajac z europejskiego oraz
amerykanskiego nazewnictwa wielkich liczb.
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1.9. Potega o wyktadniku wymiernym
Definicja
Dla dowolnej liczby a > 0 i liczby naturalnej n > 1 przyjmujemy:

a%:{b/a

Przyktad 1
Oblicz.

a) 492 = /49 =7 b) 1255 = V125 =5 ¢) 161 = /16 = 2

Cwiczenie 1

Oblicz.

a) 4% b) 163
Potege o wykladniku wymiernym 7 definiujemy nastepujaco:
Definicja

Dla dowolnej liczby a > 0, liczby naturalnej n > 1 i liczby catkowitej m

rzyjmujemy: m

Przyktad 2
Oblicz.

3 3 o3 2 /3 2 40 11
a) 97 = (V9) =3"=27 Db)8i=(V8) =22=4 ¢ 9r=—F5=1
Cwiczenie 2
Oblicz.
a) 42 c) 83 e) 8117 g) 12575 i) (i)72’5

3 2

ot as e SNE R NN
Cwiczenie 3
Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby a > 0, liczby naturalnej n > 1 i liczby cal-
kowitej m zachodzi réwnosé (’C/E)m = Vvam.
Cwiczenie 4
Oblicz.

2) (VD) o V2B o) (V625)" o) (X \/ﬁf
b) /410 d) v/323 f) v/v/81 h) v/ V43 i) V V168

1. Liczby rzeczywiste

Prawa dziatan na potegach o wy-
ktadnikach wymiernych sa analo-
giczne do praw dzialan na pote-
gach o wyktadnikach catkowitych.

Dla liczb wymiernych x, y oraz do-
datnich liczb rzeczywistych a i b:
| | aw . ay — aw+y

a:c

.= a* Y
Przyktad 3 @
Oblicz. - (ab)

a® a\*

a) 37.32 =3272 =32 =9 'b_w:(E)
b) 65 : 65 =635 =6' =6 = (a®) = a®'¥
Cwiczenie 5
Oblicz.
a) 2525 b) 5353 c) 47 ;43 d) 275 ; 225 e) 32.375.35
Przyktad 4
Oblicz.

5
a) 83.28 = (8.2)F = 16% = (16% = 45 = 1024

Cwiczenie 6
Oblicz.
a) 122 .33 b) 122 :3% ) 247 .33 d) 9

Cwiczenie 7
Oblicz.

2) @%ﬁ b) @%f o (1258)" ) ((

Obliczajac przyblizone wartosci poteg o wyktad-

Ok
~lo

)‘2’5)_0’6 ) <32%—?)_

O3~y
niku wymiernym, mozemy skorzystac¢ z odpowied- 1077 ~ 1,995262315
niego kalkulatora (przykladowe wyniki zostaly 10°4 ~ 2,818382931

przedstawione obok). 109625 ~ 4,216965034

Cwiczenie 8

Korzystajac z powyzszych przyblizen, podaj z doktadnoscia do czterech miejsc
po przecinku przyblizong wartos¢ potegi:

a) 1022, b) 10345, c) 10%, d) 10717,

1.9. Potega o wyktadniku wymiernym
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Na da'lszym etapie naffl (]io.zlizerzymy pp jecie 1014 ~ 25.118864315
potegl na potege o wykiadniku rzeczywistym, il
czyli takze niewymiernym, np. 2V3, 10V, 10 R 25,703957828
) . ) o 101414 R 25,941793621
W tabeli obok przedstawiono kilka przyblizen
liczby 10v2 100414213562 1 ~ 95 954553497
10v2 ~ 25,954553519

Uwaga. 2 ~ 1,414213562

Zadania

1. Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 2.

a) V2 c) V0,5 e) V512 g) 2v/2

b) v/2 d) V4 f) /1024 h) 2v/2
2. Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 7.

1 1
a) V73 c) 7 e) \V 75 g) 497
3 1 1

b) /72 d) 5= f) 7= h) 7V/7
3. Oblicz.

a) 92 c) 873 e) 144705 g) 100002

b) 1253 d) 2775 f) 16°7 h) 81-0:125
4. Oblicz.

a) 0,042 ¢) 0,0273 e) 0,0625 1 g) 0,0081 125

b) 0,162 d) 0,0016-1 f) 0,000323 h) 0,00000256°-375
5. Oblicz.

a) 2283 b) 3%.277%  ¢) 0,008% - /125 d) 0,0256% - (¥/10)"

6. Zapisz podana liczbe w postaci a”, gdzie a jest liczbg naturalng, natomiast
x — liczbg wymierna.

a) V2 d) V2 -2 g) 22.23 -2  j) 25.3%.63
b) V5% e) V3:V3 h) 97-3%:/3 k) V2. /27:6%
¢) V53 f) V3:V3 i) 22.43:85 1) 38.12%1:8

7. Ktéra liczba jest wieksza: x czy y?
a) ©=3-1024701 y =275 .45 : /2 b)x=(2)": o1 = 36

8 7

1. Liczby rzeczywiste

1.10. Logarytm i jego wtasnosci
Definicja

Logarytmem o podstawie 10 (logarytmem dziesietnym) z dodatniej licz-
by b nazywamy liczbe x taka, ze 10” = b. Piszemy wéwczas logb = .

Przyktad 1

a) log 1000 = 3, poniewaz 10° = 1000.
b) log0,1 = —1, poniewaz 10~! = 0,1.
c) log /10 = 2, poniewaz 102 = v/10.

Pytanie o log b to pytanie o to,
do jakiej potegi nalezy podnies¢ 10,
aby otrzymac liczbe b.

Cwiczenie 1
Oblicz.
a) log 10 b) log 100 ¢) log 100000 d) log 0,01 e) log v/10

Rozpatruje sie tez logarytmy o innych podstawach. Na przyktad logarytmem
o podstawie 2 z dodatniej liczby b jest taka liczba x, ze 2* = b. Piszemy
wowczas log, b = x.

Przyktad 2
a) log, 8 = 3, poniewaz 2° = 8. Pytanie o log, b to pytanie o to,
. C Al do jakiej potegi nalezy podnies¢ 2,

1 4 _ 1
b) log, 16 —4, poniewaz 27" = 16 aby otrzymad liczbe b.
c) log, V2 = <, poniewaz 23 = /2.
Cwiczenie 2
Oblicz.

1 1

a) log, 16 b) log, 1024 c) log, 5 d) log, 3 e) log, v/2
Definicja

Niech a i b beda liczbami dodatnimi oraz a # 1. Logarytm o podstawie a
z liczby b to wyktadnik potegi, do jakiej nalezy podnie$¢ podstawe a, aby

otrzymac liczbe b.
logosb =, gdy a* =0b

Przyktad 3 .
a) log; 9 = 2, poniewaz 32 =0, / 1czba logarytmowana
b) log; 125 = 3, poniewaz 5° = 125. log, b=x logarytm

¢) log,s 625 = 2, poniewaz 25% = 625. \podstawa logarytmu

1.10. Logarytm i jego wtasnosci
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Cwiczenie 3
Oblicz.
a)logs3  b)logs8l  c¢)logsv/3  d)logs27  e) log, % f) log, v/3

Cwiczenie 4

Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby dodatniej a réznej od 1 log,1 =0

zachodza podane obok wtasnosci. log,a =1

Pojecie logarytmu wprowadzit ponad 400 lat temu szkocki matematyk
John Napier (1550-1617), a logarytmy dziesietne zdefiniowal Anglik Henry
Briggs (1561-1630) — opublikowal on tablice takich logarytmow.

W obliczeniach sa wykorzystywane nastepujace wlasnosci logarytmoéow (ich
dokladne omoéwienie i dowody zostang przedstawione w dalszym toku nauki).

Twierdzenie

Jesli a, b, ¢ sg liczbami dodatnimi oraz a # 11 p € R, to:

log,bc = log,b + log,c logarytm iloczynu

logag = log,b — log,c logarytm ilorazu

log, b? = plog,b logarytm potegi
Przyktad 4
a) log,(256 - 1024) = log, 256 + log, 1024 = 8 + 10 = 18

b) log, 16v/2 = log, 16 + log, V2 =4+ ; =4

Cwiczenie 5
Oblicz, korzystajac ze wzoru na logarytm iloczynu.

a) log,(64-256) b) log;(125-625) c) logs5v5 d) log,8v/2 e) log; 9v/3

Przyktad 5

a) log, 0:’))% = log, 0,25 —log,32=—-2—-5= -7
81 1 1

b) logs = =log; 81 —logs V3 =4 — - =33

Cwiczenie 6

Oblicz, korzystajac ze wzoru na logarytm ilorazu.

0,5 1024 2 625 243
a) log, o1 b) log, 0125 c) log, % d) log; NG e) logs 3

1. Liczby rzeczywiste

Cwiczenie 7

5 _ _
Oblicz, korzystajac ze wzoru na logarytm potegi. log, 8" = 5log, 8 =

a) log, 4  b)log,32* ¢)log;9° d) logy81°* i ?5 3=
Zadania
1. Oblicz.

a) log, 512  b) log, 2 c) log, 3% d) log, v/2 e) log, /8
2. Oblicz.

a) logs 1 b) log, 243 c) log, % d) log, 3v/3 e) log, \/%
3. Oblicz.

c) log, é log1 27 = —3, bo (%)_3 = 27.

[
e

a) log; 2 b) log

4. Sprawdz prawdziwos¢ réwnosci log, x +log, y = log, xy dla podanych war-
tosci x i .

a) x =4, y=16 b)z=8y=1 c) x=+2,y=18

5. Sprawdz prawdziwos¢ rownoéci logs x — logs y = log, % dla podanych war-
tosci x 1 .
a) x =27,y=3 b) x=81,y=9 c)z=3,y=+3

6. Oblicz, korzystajac ze wzoru na logarytm iloczynu.

a) log, 2 + log, 8 b) logs 2 + log, 3 c) log, 12 +log, 2

7. Uzasadnij ponizsza réwnosc.

a) log 15+ log12 — 2 = log % b) log, 54 — log, 3 = 2log, V/3 + log, 6

8. W karcie wybranych wzorow i sta-
x log T log x x log x

lych fizykochemicznych na egza-

min maturalny z biologii, chemii 0,01 —2,000 0,26 | —0,585 0,51 | —0,292

i fizyki znajduje sie tablica przybli- | 0,02 —1,699 | 0,27 | —0,569 | 0,52 | —0,284
zonych wartosci logarytmow dzie-

, ’ , 0,03 —1,523| 0,28 | —0,553 | 0,53 | —0,276
sietnych. Korzystajac z zamiesz-

czonego fragmentu tablicy, podaj | 0,04 —1,3980,29 | —0,538 | 0,54 | —0,268

przyblizone wartosci: 0,05 —1,301 | 0,30 | —0,523 | 0,55  —0,260
a) log 0,03, log 0,3, log 3,

b) log 0,054, log 0,0054, log 5,4,
c) log3+log9, log8 — log 2.

0,06 —1,222 0,31  —0,509 | 0,56 | —0,252

0,07 | —1,155 | 0,32 | —0,495 | 0,57 | —0,244

1.10. Logarytm i jego wtasnosci
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1.11. Procenty (1)

B Obliczanie procentu danej liczby
1 procent (1%) danej wiel-

Nalezy pamietac, ze procenty zawsze odnosza lode o 007 el wteledel

sie do jakiej$ catosci (wielkosci ustalonej).

1., _ 15 . _ _ 240
1%w = oW = 0,01w, 15%w = oW = 0,15w,  240%w = oW = 2. 4w

Cwiczenie 1
Oblicz:

a) 1%, 5%, 25%, 75% liczby 600, b) 2%, 8%, 40%, 120% liczby 250.

Cwiczenie 2
Oblicz:

a) 20% liczby 500,
b) 40% liczby 800,

c) 15% liczby 400,
d) 80% liczby 15,

e) 150% liczby 48,
f) 210% liczby 20.

Cwiczenie 3 Produkt = Cena = Obnizka

(w tabeli podano ceny przed obnizka i wyso- czapka 45 71 o 40%
kosé obnizki). Oblicz, ile zapltacila. rekawice | 60 z1 | o 35%

Karolina kupita czapke i rekawice po obnizce

Warto zauwazy¢, ze wielokrotnej zmiany wartosci o pewien procent nie mozna
zastapi¢ jednorazowa zmiana o sume procentéw kazdej ze zmian.

Cwiczenie 4

W styczniu narty kosztowaly 825 zl. W lutym ich cene obnizono o 30%,
a w marcu — o dalsze 20%. Ile trzeba bylo zaplaci¢ za narty po marcowej
obnizce? Ile kosztowalyby te narty, gdyby ich cene od razu obnizono o 50%7

Cwiczenie 5

Cena kajaka wynosita 1000 zt. Cene podniesiono najpierw o 20%, a nastepnie
o 15%. Ile kosztuje kajak po tych zmianach? O ile procent wzrosta cena kajaka
w stosunku do ceny poczatkowej?

Cwiczenie 6
Po dwukrotnej obnizce ceny pewnego towaru o p% jego cena spadla o x%.
Oblicz p dla:

a) r =19, b) x = 36, c) x =5l.

1. Liczby rzeczywiste

W niektorych sytuacjach wykorzystuje sig 1 promil (1%0) danej wiel-

dziesiata czeS¢ procentu, czyli promil. kosci to 0,001 tej wielkosci.

Cwiczenie 7
Oblicz:

a) 2% liczby 300,
b) 8%o liczby 1400,

c¢) 50%o liczby 100,
d) 5%o liczby 1000,

e) 0,2%o liczby 1800,
f) 5,5%0 liczby 180.

B Obliczanie, jakim procentem jednej liczby jest druga liczba

Przyktad 1
Za jedna akcje firmy X tydzien temu trzeba byto zaptaci¢ 25 zt, a dzisiaj —

o 2,25 zt wiecej. O ile procent podrozaly akcje?

2,25 _
Tl 100% = 9%

Akcje podrozaty o 9%.

Cwiczenie 8 Firma | Luty = Marzec

W tabeli podano ceny jednej akcji firmy Y
P - ) ) Y Y 18 zt | 24,30 zt

i firmy Z w lutym i w marcu. Oblicz, o ile
procent podrozaly akcje kazdej z tych firm. Z 24 71 27 71

Cwiczenie 9
Oblicz, jakim procentem liczby x jest liczba y oraz jakim procentem liczby y
jest liczba .

a) = = 100, y = 50 b) x =50, y = 40 c) x =10,y =16

B Wyznaczanie liczby, gdy dany jest jej procent

Przyktad 2

tabeli pod taw6w rondli po ob- i
W tabeli podano ceny zestaw6w rondli po o Zestaw | Obnizka Cena

duzy o 15% | 272 zt
$redni 0 24% | 190 zt

nizce oraz wysoko$¢ obnizki. Oblicz cene du-
zego zestawu przed obnizka.

Oznaczmy przez = cene duzego zestawu przed
obnizkg. Obecna cena stanowi 85% ceny x: maly 0 32% 85 zl

2 =2721stad v = 272 - 2 = 320 [z1].

Cwiczenie 10
Oblicz cene $redniego i cene matego zestawu rondli z przyktadu 2 przed ob-
nizka.

1.11. Procenty (1)
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Zadania

1. Oblicz: a) 401% liczby 40, b) 15%0 liczby 300, ¢) 2%o liczby 2.

2. Cene sukni §lubnej obnizono o p%. O ile procent nalezaloby podniesé¢ nowg
cene, aby suknia kosztowala tyle samo, ile przed obnizka?

a) p=50 b) p =25 c) p=36

3. Cene pewnego towaru podniesiono dwukrotnie o p%. O ile procent nale-
zatoby obnizy¢ jego cene, aby towar ten kosztowat tyle, ile na poczatku?

a) p=25 b) p =50

4. Wycieczka do Londynu kosztuje 2400 zt. Jaka bylaby cena tej wycieczki:
a) gdyby najpierw podniesiono ja o 10%, a nastepnie obnizono o 10%,
b) gdyby najpierw obnizono ja o 25%, a nastepnie podniesiono o 25%,
c¢) gdyby najpierw obnizono ja o 25%, a nastepnie podniesiono o 20%?

5. Na diagramie obok przedstawiono liczbe  liczba ocen
poszczegolnych ocen, jakie bracia Bolek, 4 =

Olek i Alek otrzymali na koniec pierw- 3l 3 B
szego semestru.

a) Ile procent ocen Olka to oceny dobre 2

i bardzo dobre? 1

b) Ile procent wszystkich ocen braci sta- 1 (

dop dst db bdb cel

nowia oceny lepsze od oceny dopuszcza- ocena

jacej? O Bolek [10lek [ Alek

6. Firma A w II kwartale miala obroty o 50% wieksze niz w I kwartale.
W III kwartale jej obroty spadly o 20%, a w IV — o kolejne 20%. Oblicz,
jakie byty obroty firmy A w pozostalych kwartatach w przypadku, gdy
wyniosty: a) w II kwartale 3750000 zt, b) w IV kwartale 1440000 zt.

7. Cena brutto komputera jest réwna cenie netto plus 23% podatku VAT.

a) Cena netto komputera jest rowna 2200 zt. Oblicz jego cene brutto. Ile
procent ceny brutto stanowi podatek VAT?

b) Cena brutto komputera jest réwna 3198 zt. Oblicz jego cene netto. Ile
procent ceny brutto stanowi cena netto?

c) Podatek VAT doliczony do ceny netto komputera wyniost 483 zt. Jaka
jest cena brutto tego komputera? Ile bytaby réwna cena brutto tego kom-
putera, gdyby jego cena netto zostala podniesiona o 200 zt?

I 50 1. Liczby rzeczywiste

1.12. Procenty (2)

Przyktad 1

W tabeli przedstawiono procentowy udziat
Chinskiej Republiki Ludowej, Republiki Potu-
dniowej Afrykii Stanéw Zjednoczonych w $wia-
towym wydobyciu zlota w latach 2008 i 2022.

Kraj 2008 rok 2022 rok
ChRL 12,2% 10,6%
RPA 9,8% 3,5%
USA 9,9% 5,5%

Zrédto: www.goldsheetlinks.com /production,
en.wikipedia.org/wiki/List_of_countries_by_gold_production

Zauwazmy, ze udzial USA w $wiatowym wydobyciu ztota spadl prawie o po-
lowe. Mozna tez powiedzie¢, ze spadt on doktadnie o 4,4 punktu procentowego.
Udzial RPA spadl w tym czasie o 6,3 punktu procentowego.

Przyktad 2
Sondaz przeprowadzony we wrzesniu pokazal, ze partie X popiera 12% wy-
borcéw. W pazdzierniku poparcie dla partii X deklarowato 18% wyborcow.

Mozna powiedzie¢, ze poparcie dla partii X wzrosto o 6 punktéow procentowych
lub ze liczba 0s6b popierajacych te partie wzrosta o 50%.

Cwiczenie 1
W tabeli przedstawiono wyniki sondazu, w ktorym pytano o poparcie dla

.o Y 2 Z .
partil ¥ oraz partiu Partia | Luty = Marzec

Y 16% 20%
A 10% 8%

a) O ile punktéw procentowych wzrosto poparcie
dla partii Y? O ile procent wzrosta liczba oséb
popierajacych partie Y7

b) O ile punktéw procentowych zmalato poparcie dla partii Z? O ile procent
zmalata liczba os6b popierajacych partie Z7

Cwiczenie 2

W tabeli podano wysokos¢ oprocentowania lokat | pank | 2023 2024
VV. bar.lkach AiBw la.tach 2(?23 i 2024. Jak zrr,ue— A 4.3% 5.8%
nito sie oprocentowanie w kazdym z tych bankow?

Odpowiedz podaj w punktach procentowych. b 5,47 4,27%

1.12. Procenty (2) 51 I
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Cwiczenie 3

Kapital 5000 zt ztozono w banku na roczna Kapital w wysokoéci k zlozony
na rok przy oprocentowaniu
rocznym w wysokosci 7% wy-
nosi po roku k(l + ﬁ).

lokate oprocentowang w wysokosci r w skali
roku. Podaj wielko$¢ kapitatu po roku.

a) r=2% b) r =3,5% c) r=4%

Zadania

. Dorota wptlacila 8000 zt do banku A na lokate roczng oprocentowang 4,3%

w skali roku. O ile wiecej zarobitaby, gdyby wplacita te sama kwote do
banku B, w ktérym oprocentowanie lokaty rocznej jest o 1,5 punktu pro-
centowego wyzsze niz w banku A?

. Potowe z 6000 zt ztozono na lokate roczna w banku A, a druga potowe —

w banku B. Odsetki uzyskane po roku w banku B byty o 45 zt wyzsze niz
odsetki w banku A. O ile punktéw procentowych bylo wyzsze oprocento-
wanie lokaty w banku B od oprocentowania lokaty w banku A?

. Tomek ztozyl w banku 7500 zt na lokate roczng oprocentowana 4% w skali

roku. Oblicz, jaka kwote odbierze po roku w przypadku, gdy od odsetek:
a) nie jest pobierany podatek,

b) jest pobierany podatek w wysokosci 20%.

Uwaga. W Polsce podatek od odsetek wynosi 19%, jednak w zadaniach, dla
uproszczenia obliczen, przyjmujemy, ze jest to 20%.

. Darek chciatby za rok wydaé¢ na remont 5250 zl. Czy uzyska potrzebna

kwote, jesli ztozy 5000 zt na lokacie rocznej oprocentowanej 5% w skali
roku, a od naliczanych odsetek jest pobierany podatek w wysokosci 20%7

. Krysia wplacita do banku pewna kwote na lokate roczna oprocentowana

4% w skali roku. Od dopisanych odsetek zostal pobrany podatek w wyso-
kosci 20%. Jaka kwote:

a) odebrala po roku, jesli do banku wptacita 2250 zt,
b) wplacita, jesli po roku odebrala z banku 2580 z1?

Kwote 12000 zt podzielono na dwie czesci. Jedng czes¢ wptacono do ban-
ku A na lokate roczng oprocentowana 3% w skali roku. Drugag czesé wpla-
cono do banku B na lokate roczna oprocentowanag 3,5% w skali roku.
W obu bankach od dopisanych odsetek zostat pobrany podatek w wyso-
kosci 20%. Po roku z obu bankéw odebrano tacznie 12300 z1. Jakg kwote
wplacono do banku A?

1. Liczby rzeczywiste

Vv

Powtorzenie

1.

Zestaw |

Jaka jest najwieksza liczba trzycyfrowa podzielna przez:
a) b, b) 6, c) 7, d) 15, e) 457

Wyznacz liczbe przeciwna do podanej liczby.

a) 23: (—72) -2 ¢) (—62):(-TL)— /X2 o) 33:E—(-11):1
b) (-22)-3t+% d) -12-3L+435:5 f) 43: (3 -2 -1

Wsrod ponizszych liczb wskaz liczbe niewymierng i podaj najwieksza licz-
be catkowita od niej mniejsza.

3
a) 4— Y12 14— VIO6, 2vI6 - v36 o) Y2 4 VT2 BT 4 ¥Rl
b) % 14, VI2-V75 d) /729, 5 V125

Wyznacz liczbe odwrotna do podanej liczby.

\[ V15 ¢) /25 - /40 e) VIZ g) \/115 /5%

/51 \[ d) V75 V45 f) vt h) (/1% :,/12
Oblicz.

s [(—2)® 125 V4 V10 50 . 3/1.9
a) \/ 125 \/ ) V5 V9 8) V08 : /155

3(_2)6 \/E—W 3/al 3/ 1 3/0 . 3
b))V e ) VEae O {25s bR via

a) Oblicz iloraz sumy liczb =2 — /5 i y = 4 — /5 oraz ich réznicy.
b) Oblicz szescian réznicy liczb z =1 —6+/3 i y = 0,(9) — V/3.

c) Oblicz réznice odwrotnosci kwadratéw liczb = = \/75 i y=0,2)-V3.

Podaj liczbe naturalng n spetniajaca nieréwnosci:
a) n<2vV3<n+1l, bn-1<5/5<n, c) n<V35<n+l.

Oblicz. Wynik podaj w notacji wyktadnicze;j.

.1018. .107
) 12107 40:10 ¢) 4410000000:0,021 €) 0,000000216 : 360000

b) 1,44-10'.5,4.1023
1,8-105-3,6-108

d) 10240:0,00000008 ) 0,00000000008:2,5

Powtérzenie
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10.

11.

12.

13.

14.

Uporzadkuj liczby a, b, ¢ i d od najmniejszej do najwiekszej.
a) a =log, 64, b=log;81, c=log, 1024, d = logs 125
b) a=logy 5, b= logy 27, c=log1 64, d =log; 25

Wyznacz liczbe o 20% mniejsza od podanej liczby.

33 -15)-(-24+1) 0 —48 0,6+12-45-13:1%

a)(

(2,25-31): 2+ 1 15 (—22)+ (8- )05
b (4-8):04-1) 3 230G+ (-3) 0
(3-%)-035-13:(-2%) (4 13)-(-0,8)+1,44:22

O ile procent zmienito sie pole prostokata, jesli:
a) oba boki skrécono o 20%,
b) jeden bok skrécono o 10%, a drugi wydtuzono o 10%7?

Liczba cztonkéow pewnego klubu golfowego wzrastata przez ostatnie trzy
lata o 20% rocznie. Ilu czlonkéw liczyl ten klub trzy lata temu, jesli rok

temu nalezalo do niego 216 os6b?

Kwote 3000 zt wptacono do banku A na lokate oprocentowana p% w skali
roku. Kwote 4000 zt wptacono do banku B, w ktérym oprocentowanie jest
o 2 punkty procentowe wyzsze. Po roku odsetki uzyskane tacznie w obu

bankach wyniosty 360 zt. Oblicz p.

Wyznacz liczbe:
a) o 2%o wieksza od 100, b) o 1,6%0 wieksza od 500.

Zestaw |l

Ktora z liczb a, b, ¢, d, e ma najwiecej dzielnikéw, a ktéra najmniej?
a=12 b =50 c = 60 d=110 e =123

Oblicz.

D 9B 6 E 9 () o

3

by ()72 g (et (V) (5152

32

Sprawdz, czy podana liczba jest catkowita.

31.(22-13)-2 . 3,6-(2++32)-23
a) 2 ( 3 12) 8 2 b) 3,74-(2,34+ 3,86) C) 7 23)

2
3 3 1
33 3.8l 3 1,759 + 0,35 - 8,26

1. Liczby rzeczywiste

. Liczba k jest sumag pieciu kolejnych liczb nieparzystych. Uzasadnij, ze &

Uzasadnij, ze nieréwno$¢ zachodzi dla dowolnej liczby rzeczywistej x.

\/1253: _\/9:0 b) { 64:(; — /OO > 2\/_ o

Liczby x = 0,8(3) i y = 1,(3) zapisz jako utamki zwykle i oblicz:
1 1 1 1 1 1
a) ;—f—;, b);—f—yj, C) ;+y2, d) xz—y—2.
Podaj potrzebne zalozenia i upro$¢ wyrazenie.
25 T —6y0 .y 1\? 322\2 2344 st — 3
a) ——e b <—> c < > — d
) (:(72)3 ) y—3 ) y—3 z‘ly_2 ) 5%2 o t%

Oblicz wartos¢ wyrazenia:
a) (5z%y?)? : (252%y*) dla z = /2, y = V/8,
b) (8x7%y)% : (4o~ %y?)? dla = = /12, y = 4V/3,

c) (= y322 m( §x3y2)3 dlaz =3,y = %

d) (z2y 1) 2(-zy ?)? dla z — {4/5, y = \S/g

(x3yd)~1

Oblicz u + v + w. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

14m?t — 35mt + 28mt> I9m2t2 — 21m?2t m2t? +0,5mt3
a) u = , v = 5 , _— 5
Tmt 3m=t —2mt

b . 64xy? — 60x3y? . 60zy3 — 85x2y3 o 1123y + 322y
) u= —4x3y? » U= 5zy3 » W —x2y
Oblicz. Odpowiedz podaj w notacji wyktadnicze;j.
) (2,4-103)-(7-1013) ¢) (1,2-108)-(5,1-1079)
(6-109)-(3,5-10%) (1,7-1077)-(4,8-107)

(25-1072)-(6-1079)
(1,5-1011).(5-10-9)

b)

d) 0,00015 : 0,0006

k
5

jest liczba catkowita.

. Najwiekszy wspolny dzielnik dwucyfrowej liczby x i liczby 48 jest réwny 8.

Ile moze by¢ rowna liczba x7?

. Uzasadnij, ze jesli jeden bok prostokata ma dlugosé¢ réwna 1, a drugi —

réwna n, gdzie n jest liczbg naturalna, to dtugos¢ przekatnej tego prosto-
kata jest liczba niewymierna.

. Uzasadnij, ze dla dwdéch kolejnych liczb catkowitych m i m 4+ 1 mozna

wskazac liczbe niewymierna c taka, ze m < c < m + 1.

Powtérzenie
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&

Zadania z kontekstem realistycznym

1. W trzech wiezowcach, z ktérych zaden nie ma wiecej niz 15 pieter, na par-
terze sa lokale uzytkowe, a na pietrach — mieszkania. Na kazdym pietrze
kazdego z budynkéw mieszka tyle samo oséb, a mieszkancow w tych bu-
dynkach jest odpowiednio 420, 462 i 504. Ile pieter ma kazdy z wiezowcow?

2. W kazdej sekundzie okoto 600 milionéw ton wodoru zawartego w Stonicu
ulega zamianie w hel na skutek reakcji termojadrowej. Przyjmujac, ze
Stofice zawiera okolo 1,49 - 10*" ton wodoru, oszacuj, po ilu latach zapas
wodoru zawartego w Stonicu ulegtby wyczerpaniu, gdyby tempo reakcji sie
nie zmienito.

3. Cena netto pewnego towaru wynosi 140 zl.
Podatek VAT od tego towaru jest réwny 23%.

a) Oblicz cene brutto tego towaru. Jaki pro-
cent ceny brutto stanowi podatek VAT?

Cena brutto sktada sig
z ceny netto powiekszo-
nej o podatek VAT.

b) Przy jakiej stawce podatku VAT cena brutto tego towaru wynositaby
151,20 z1? O ile procent cena netto bytaby wtedy mniejsza od ceny brutto?

c) O ile procent zmalalaby cena brutto tego towaru, gdyby obecna stawke
podatku VAT zmniejszono do 5%?

4. Pan Kowalski ulokowal 5000 zl na lokacie oprocentowanej 5,05% w skali
roku. Pan Nowak wptacil taka sama kwote na lokate péiroczna. Po 6 mie-
sigcach otrzymal te kwote powiekszong o 2,5%. Ulokowal te pienigdze po-
nownie na tej samej lokacie potrocznej. Ktéry z nich po roku oszczedzania
zgromadzil wiekszy kapitat?

5. Klient wplacil w banku 4000 zt na lokate roczng oprocentowanag 4% w skali
roku. Po pierwszym roku oszczedzania cala kwote wraz z odsetkami ulo-
kowal ponownie na tych samych warunkach. Tak samo postapit po drugim
roku oszczedzania. Jaki kapital zgromadzit po 3 latach? O ile mniejsze by-
tyby jego oszczednosci, gdyby co roku ponownie wptacal na lokate 4000 zt
wyptacone z poprzedniej lokaty, a odsetki gromadzil poza lokata?

6. Pan Antoni zainwestowal na gietdzie papieréw wartosciowych pewna kwote
pieniedzy. Po roku stan jego rachunku zwiekszyl sie o 5%, w drugim roku
zmniejszyl sie o 4,5%, w trzecim wzrést o 6%. Po trzech latach stan jego
rachunku wyniést 2125,83 zt. Ustal, jaka kwote zainwestowal pan Antoni.

1. Liczby rzeczywiste

Sposob na zadanie

Przyktad 1
Ile jest liczb dwucyfrowych dodatnich, ktorych reszta z dzielenia przez 7 jest
rowna 37

Aby rozwiazaé to zadanie, mozemy postapi¢ na rézne sposoby.

* Liczb spelniajacych warunki zadania nie jest duzo, mozna je zatem wszystkie
wypisa¢: 10, 17, 24, 31, 38, 45, 52, 59, 66, 73, 80, 87, 94 — jest ich 13.

» Zauwazmy, ze najmniejsza liczba dwucyfrowa spetniajaca podany warunek
jest 10, a najwieksza 94. Wszystkie te liczby mozna zapisa¢ w postaci 7n + 3,

gdzie 1 < n < 13, zatem jest 13 takich liczb. Lo
Odpowiedz: 13

=» Zadanie 20, str. 61
Przyktad 2

Ile jest liczb czterocyfrowych dodatnich, ktére sa podzielne przez 3 i przez 57

Zauwazmy, ze liczby podzielne przez 3 i przez 5 to liczby podzielne przez 15.
Najmniejsza liczba czterocyfrowa podzielng przez 15 jest 1005, a najwieksza
9990. Liczb spetliajacych warunki zadania jest zbyt duzo, aby je wszystkie
wypisac.

1005 = 15 - 67, 1020 = 15 - 68, 1035 = 15 - 69, ..., 9990 = 15 - 666
Kazda z tych liczb mozemy zapisa¢ w postaci 15 - n, gdzie 67 < n < 666.

Zatem takich liczb jest 666 — 66 = 600. .
Odpowiedz: 600

=» Zadanie 21, str. 61
Przyktad 3

Ile jest liczb trzycyfrowych dodatnich, ktére sa podzielne przez 5 lub przez 67

Rozpatrujemy liczby trzycyfrowe podzielne przez 5: 100, 105, 110, ..., 995.

Najmniejsza z nich jest 100, a najwicksza 995. Liczby trzycyfrowe podzielne

przez 5 mozna zapisa¢ w postaci 100 + 5n, gdzie 0 < n < 179, zatem takich

liczb jest 180.

Rozpatrujemy liczby trzycyfrowe podzielne przez 6: 102, 108, 114, ..., 996.

Najmniejszg z nich jest 102, a najwiekszg 996. Liczby trzycyfrowe podzielne

przez 6 mozna zapisa¢ w postaci 102 + 6n, gdzie 0 < n < 149, zatem takich

liczb jest 150.

Zauwazmy, ze dwa razy zostaly policzone liczby podzielne przez 30 (sa one

podzielne zaréwno przez 5, jak i przez 6).

Liczby trzycyfrowe podzielne przez 30 mozna zapisa¢ w postaci 120 + 30n,

gdzie 0 < n < 29, takich liczb jest wiec 30.

Zatem liczb podzielnych przez 5 lub przez 6 jest: 180 + 150 — 30 = 300.

Odpowiedz: 300

=» Zadanie 22, str. 61

Sposéb na zadanie
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W zadaniach 1-12 wybierz wtasciwa odpowiedz sposréd podanych.

Zadanie 1 (0-1)
Liczba podzielng przez 15 jest

A. 9720279 B. 2220205 C. 22222220 D. 23420340

Zadanie 2 (0-1)
Liczba odwrotna do 025~ ”

A.6 B. 4 C. 14 D. -6

Jest

Zadanie 3 (0-1)
Najmniejsza liczba catkowita wicksza od 6 — 27 jest
A. -1 B. 0 C. 1 D. -2

Zadanie 4 (0-1)

Liczba wymierna jest

2v/6—-+/16 3-V3 V2545 V2-V3
A. — B. 7 C. 7 D. NG
Zadanie 5 (0-1)

3/ 3/

Utamek _1\2/'__4_16 jest réwny
A. % B. 3;?_4 C. 14 D. 4
Zadanie 6 (0-1)
Utamek % jest rowny
A. 56 B. 15+ 2-5° C. 25 D. 57
Zadanie 7 (0-1)
Liczba logg 4 jest réwna
Al B. 1 c. 2 D. 2

2 3 3 2

Zadanie 8 (0-1)
Cena ulgowego karnetu na basen stanowi 60% ceny karnetu normalnego. Kar-
net ulgowy kosztuje 60 zt. Za karnet normalny trzeba zaptacic¢

A. 84 71 B. 100 zt C. 360 zt D. 36 zt

Zadanie 9 (0-1)
Oprocentowanie lokaty terminowej bylo réwne 4%. Po roku bank podwyzszyl
oprocentowanie do 5%. Oprocentowanie lokaty wzrosto

A. o0 20%. B. o 25%. C. o0 40%. D. o 75%.

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 10 (0-1)
Suma 2 + 21 + 215 4+ 215 jest réwna

A. 260 B. 8% C. 28 D. 27
Zadanie 11 (0-1)

Ioczyn liczb 6,4 - 10% i 8,5 - 1073 jest réwny

A. 544 -10° B. 0,544 - 10° C. 5,44 -10°
Zadanie 12 (0-1)

Liczba b jest o 20% mniejsza od liczby a, zas liczba ¢ jest o 20% wieksza od
liczby b. Zatem

A.az%c B.a=c

Zadanie 13 (0-1)
Dana jest liczba (2- (—3%) —7: 4%) :

D. 5,44 - 107

_ 13 _qL
C.a= 5C D.a—124c

—24+0,625- 2

—2+4+15-(-6) "

Ocen prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.

Podana liczba to liczba catkowita ujemna. P F

Podana liczba to liczba wymierna nieujemna. P F

Zadanie 14 (0-2)
Dokonicz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich otrzy-
mane zdanie byto prawdziwe.

Liczba wymierna jest

A. V6 (V3 +V2) E. V12 (V48 +V27)
B. V6 (V6 + V18) F. V12 (v54 4 v24)
C. v8 (V18 +v/50) G. V18 (V32 4 v24)
D. v/8 (V36 + v/25) H. /18 (V25 + v/49)

Zadanie 15 (0-2)
Dokoncz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich otrzy-

mane zdanie byto prawdziwe.
Wartosé 2 przyjmuje wyrazenie
A. log, 1+ log, 1

B. log, 4 + log, 4

E. log, 4 + log, 2
F. log, 8 +log, 2
C. log, 4 — log, 2 G. log, 4 — log, 2

D. log, 8 — log, 2 H. log, 8 + log, 2
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Zadanie 16

Dane sg liczby V11, V64, {/(—17)3, V121, V8, /22, /(-2)%

Zadanie 16.1 (0-1)
Ocen prawdziwos$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.

Doktadnie dwie sposréod podanych liczb sg ujemne. P

Doktadnie dwie sposréd podanych liczb sa niewymierne. P

Zadanie 16.2 (0-1)
Uzupetnij zdanie tak, aby byto prawdziwe.
Suma dwo6ch najmniejszych liczb spoéréd podanych jest réwna [ ?].

Zadanie 17 (0-1)
Dane sg liczby x i y speliajace warunki: x < —1 oraz = < y < 0.

Dokoncz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedZz A, B albo C
oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Iloczyn liczby o 1 wiekszej od x i liczby y jest

A. | dodatni, 1. | jeden z czynnikéw jest réwny zero.
B. | réwny zero, | poniewaz | 2. | czynniki sa réznych znakéw.
C. | ujemny, 3. | oba czynniki sa ujemne.

Zadanie 18

Dane sg liczby a = 6 — 3v/48 i b = 8 + 24/108.

Zadanie 18.1 (0-1)
Dokoncz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedZz A albo B oraz
jej uzasadnienie 1., 2. albo 3. Suma liczb a i b jest liczba

suma liczb niewymiernych jest

1.

A. | wymierna, liczba niewymierna.

poniewaz suma liczb wymiernych jest liczba

: : 2 wymierna.
B. | niewymierna,
3. | suma tych liczb jest rowna 14.

Zadanie 18.2 (0-1)
Iloczyn liczb a i b jest rowny

A. 24(16 ++/3) B. —24(16++/3)  C. —24(16 —/3)  D. 24(16 — /3)

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 19 (0-2)
Okreél znak iloczynu liczb a = 22 — 2,(5) oraz b = /2 — 1,(4).

5

Zadanie 20 (0-2) ® Przykiad 1, str. 57
Ile jest dodatnich liczb dwucyfrowych, ktérych reszta z dzielenia przez 6 jest
réwna 27

Zadanie 21 (0-3) = Przyktad 2, str. 57
Ile jest dodatnich liczb trzycyfrowych, ktére sa podzielne przez 3 i przez 47

Zadanie 22 (0-4) = Przykiad 3, str. 57
Ile jest dodatnich liczb trzycyfrowych, ktore sa podzielne przez 4 lub przez 57

Zadanie 23
Dany jest trojkat prostokatny, ktorego przyprostokatne maja dtugosci 21/27

14+/12.

Zadanie 23.1 (0-2)
Oblicz obwod tego tréjkata.

Zadanie 23.2 (0-2)
Kwadrat o boku a ma pole réwne polu tego tréjkata. Oblicz a.

Zadanie 24 (0-2)

Cena brutto kurtki zimowej wynosita 307,50 zt. Na cene te sktadata si¢ cena
netto oraz 23% podatku VAT. Cena kurtki zostala obnizona i po obnizce
podatek VAT wynosit 51,75 zt. O ile zmniejszyla sie cena netto tej kurtki?

Zadanie 25 (0-2)
Cene towaru obnizono o 60%, a nastepnie podniesiono o p% i w ten sposéb
otrzymano cene sprzed obnizki. Wyznacz p.

Zadanie 26 (0-4)
Dane s liczby z = (2 — 1—25) : (% —0,2) iy =(0,5-3)"2-2%.371. O ile procent
liczba x jest wieksza od liczby y?

Zadanie 27 (0-4)

Woda plynaca jednoczesnie z kranéw A, B i C' moze napelni¢ basen w ciggu
4 godzin. Woda plynaca tylko z kranu A napelnia w ciggu godziny % basenu,
a tylko z kranu B — % basenu. Ile czasu trwaloby napelnianie basenu woda
ptynaca tylko z kranu C?

Zadanie 28 (0-4)

Uzasadnij, ze jedlia = 45, b = (2 —/5)(1 —2v5) i c = (=2 ++/5)(11 + 2/5),
Ja

. a . . .
to liczba P jest liczbag wymierna.
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Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1 (0-2)

Dane sg liczby a =3-5%-11%, b=3%-5%-7-13ic=3-5-11-13% Liczba x
jest najmniejszg wspolng wielokrotnoscig liczb a i b, a liczba y — najmniejsza
wspolng wielokrotnoscig liczb a i c. Wyznacz zaokraglenie ilorazu % z doktad-
noscig do dwoch miejsc po przecinku.

Zadanie 2 (0-2) ,
Oblicz wartos¢ wyrazenia vyt (zy) dlaz=v4iy= V2.

(2 —1) 1 2,y2

Zadanie 3 (0-2)
Liczbe 1,(54) zapisz jako utamek nieskracalny .

@ Zadanie 4 (0-3)
Wykaz, ze iloczyn pieciu kolejnych liczb naturalnych jest podzielny przez 120.

@ Zadanie 5 (0-3)

Uzasadnij, ze liczba 7! - 117 ma 96 réznych dzielnikéw.

@ Zadanie 6 (0-3)

Przekatna szeécianu o krawedzi ¢ ma dlugos$é av/3,

a przekatna jego podstawy ma dtugoéé av/2. Uzasad- a3

nij, ze jesli dlugos$é¢ przekatnej szescianu jest liczba a

wymierng, to dlugosé¢ przekatnej podstawy jest liczba a\/‘/L
niewymierng. . a

@ Zadanie 7 (0-3)
Logarytmy o podstawie 3 liczb a, b i ¢ sa kolejnymi liczbami naturalnymi.
Uzasadnij, ze liczba a + b + ¢ jest podzielna przez 13.

@ Zadanie 8 (0-3)

Uzasadnij, ze jesli av/2 jest liczbg wymierna rézng od 0, to a jest liczba nie-
wymierng.

Zadanie 9
Z cyfr 1, 2, 3 1 4 utworzono wszystkie mozliwe liczby czterocyfrowe o niepo-
wtarzajacych sie cyfrach.

[D] Zadanie 9.1 (0-2)
Uzasadnij, ze reszta z dzielenia przez 9 kazdej z tych liczb jest rowna 1.

@ Zadanie 9.2 (0-2)
Uzasadnij, ze zadna taka liczba nie jest suma trzech sposréd tych liczb.

Wskazowka. Mozesz skorzystac z tego, ze reszta z dzielenia przez 9 kazdej z takich liczb jest
rowna 1.

g
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Wieza CN Tower w Toronto jest najwyzsza budowla na zachodniej potkuli.
Stosunek jej wysokosci (553,33 m) do wysokosci, na ktoreJ znaJdu e si¢ ka
wiezy (342 m), wynosi okoto 1,618. Jest to prz blize ~zb S
liczbg lub zlotym stosunkiem. O odcmku # Wi

tym stosunku, jesli stosunek dl'uzszeJ e

calego odcinka do dluzsze] cze;scr T
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2.1. Zbiory

Zgodnie z tradycja zbiory oznaczamy wielkimi literami. Aby opisa¢ zbior,
nalezy okresli¢, jakie sa jego elementy. Mozna to zrobi¢ stownie lub (jesli to
mozliwe) wypisaé jego elementy, np.:

N=1{0,1,2,3,4,5, ...} — zbiér liczb naturalnych

A =1{1,2,4,5,10,20} — zbiér naturalnych dzielnikéw liczby 20

Zbior, ktory ma skonczong liczbe elementow, nazywamy zbiorem skonczonym.
Zbior, do ktorego nalezy nieskonczenie wiele elementéw, nazywamy zbiorem
nieskonczonym.

Aby zapisaé¢, ze element nalezy do zbioru, uzywamy symbolu €, np. 7 € N,
aby zapisaé, ze element nie nalezy do zbioru — symbolu ¢, np. v2 ¢ Q.
Zbior, do ktorego nie nalezy zaden element, nazywamy zbiorem pustym i ozna-
czamy symbolem (.

Cwiczenie 1

Na diagramie przedstawiono zbiér A. Okredl, czy zdanie jest prawdziwe.
a) 2e€ A c) V16 € A e) 6¢ A A 1
b) 1€ A d) Voe A f) 6¢ A & 5 U g

Jeszcze innym sposobem opisania zbioru jest podanie warunku, jaki musza
spelniaé jego elementy. Na przyklad zapis B = {x € N: 22 < 16} oznacza, ze
B=1{0,1,2,3,4}.

Cwiczenie 2 Dwa zbiory sa réwne

Czy zbiory A1 B sg réwne? wtedy i tylko wtedy,
a) A= {CU € N: 332 < 27}7 B = {;1; e N: :I;Q < 30} gdy maj@ te same
elementy.

b) A={-3,-2,-1,0,1,2,3}, B={x € N: 2 < 9}
Uwaga. Zdanie: ,,p wtedy i tylko wtedy, gdy ¢” oznacza, ze prawdziwe sg dwa zdania:
»jezeli p, to ¢” oraz jezeli q, to p”

Definicja
Zbior A jest podzbiorem zbioru B, jesli kazdy element zbioru A jest ele-
mentem zbioru B. Méwimy tez, ze zbiér A jest zawarty w zbiorze B.
Zapisujemy to: A C B.
Zapis A ¢ B oznacza, ze A nie jest podzbiorem zbioru B.

Uwaga. Dla dowolnego zbioru A zachodza zaleznosci: A C Ai () C A.
Jesli AC Bi B C A, to zbiory Ai B sa rowne: A = B.

2. Jezyk matematyki

Przyktad 1

2 )
B C
Na diagramie obok przedstawiono zbiory:
A=1{1,2,3,4,5,6,7}, B=1{1,2,3},C = {6,7}. 0
Miedzy tymi zbiorami zachodza zaleznosci: 4 5 4

BCAiCCA

Cwiczenie 3

Czy prawdziwa jest ktéras z zaleznosci: A C B, B C A?
a) A={1,2,3,4,5,6,7}, B={3,4,5,6,7}

b) A={-4,-2,-1,0,1,2,4}, B ={x € Z: 2* < 16}
c) A={zxcR:2?>=12}, B={-2V3,2V3}

Zwroémy uwage, ze dla poznanych dotychczas

zbioréw liczbowych zachodza zaleznosci:

NCZCQCR { Z}@R
Cwiczenie 4

Uzasadnij, ze: a) Z¢ N, b) R ¢ Q.

Zadania

1. Zapisz zbiory A i B, wypisujac wszystkie ich elementy. Czy zachodzi ktéras
z zaleznoéci: A C B, B C A?

a) A={reN: 2z <5}, B={reN:z?<36}
b) A={re€Z: —4<x< -2}, B={xeZ: 4<a2*<16}
c) A={x e Z: 2* =49}, B ={r e N: 22 =49}
2. Czy zbiory A i B maja tyle samo elementow?
a) A — zbiér dzielnikéw liczby 6, B — zbiér dzielnikow liczby 15
b) A — zbiér dzielnikéw liczby 36, B — zbiér dzielnikow liczby 48
c)*A —zbior liczb naturalnych mniejszych od 100 podzielnych przez 2 lub 5,
B — zbior liczb naturalnych mniejszych od 100 podzielnych przez 3 lub 4
3. Liczba podzbioréw zbioru dwuelementowego {1,2} jest réwna 2. Podzbio-
rami tymi sa: (), {1}, {2}, {1,2}. Wypisz wszystkie podzbiory:
a) zbioru trzyelementowego {1,2,3} i sprawdz, czy jest ich 2?,
b) zbioru czteroelementowego {1,2, 3,4} i sprawdz, czy jest ich 2%.
4. Ktory ze zbiorow A, B ma wiecej podzbioréw?
a) A={neN:2<n®<125}, B={ne N:n|125}
b) A={keZ:2<k*<15}, B={keZ: 1<k* <75}
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2.2. Dziatania na zbiorach

Na zamieszczonym obok diagramie U oznacza zbior
wszystkich rozpatrywanych elementéw i jest nazywany
przestrzenia. Gdy méwimy o liczbach, to przestrzenia
jest zwykle zbiér liczb rzeczywistych R.

Definicja

Iloczynem (cze$cia wspolng) zbioréw A i B nazywamy zbiér elementéw,
ktore naleza jednoczesnie do obu tych zbioréw. Iloczyn zbioréw A i B

oznaczamy AN B.
ANB={x:x€A i z€B}

Na zamieszczonym obok diagramie iloczyn
zbioréw A i B jest przedstawiony jako obszar
podwdjnie zakreskowany.

Przyktad 1
Niech A ={1,2,3,4}, B = {0,2,4,6,8,10}. Tylko liczby 2 i 4 naleza do obu
zbioréw jednoczes$nie, zatem:

ANB ={2,4}

Cwiczenie 1
Na podstawie diagramu podaj elementy zbiorow A, B oraz AN B.

a) A B b) A B

<

Cwiczenie 2

Wyznacz iloczyn zbiorow A i B.

a) A=10,2,4,6,8,10,12,14,16,18}, B = {0,3,6,9,12,15, 18}
b)A:{llllllll} B:{ﬂﬁﬂﬂﬂ

c) A={0,1,2,3,4,5,6,7}, B = {log1,log10,log100,log 10000, log 100000}

2. Jezyk matematyki

Zbiory A i B nazywamy rozlacznymi, gdy nie maja

wspélnych elementéw, czyli gdy AN B = (). Na
zamieszczonym obok diagramie przedstawiono roz-
U

taczne zbiory A i B.

Cwiczenie 3

Czy zbiory X i Y sa roztaczne?

a) X — zbior liczb parzystych, Y — zbior liczb nieparzystych

b) X — zbiér liczb parzystych, Y — zbiér liczb podzielnych przez 5

Definicja
Suma zbioréw A i B nazywamy zbiér elementéw, ktore naleza do co naj-
mniej jednego ze zbiorow A lub B. Sume zbioréw A i B oznaczamy AU B.

AUB ={x:x€ A lub xz€ B}

Na zamieszczonym obok diagramie suma zbioréw )
Ai B jest przedstawiona jako obszar zakreskowany.

Przyktad 2
Jesli A ={2,3,4} i B=1{1,3,5,7}, to
AUB={1,2,3,4,5,7}.

Cwiczenie 4

Na podstawie diagramu podaj elementy sumy zbioréw A i B.

a) ( A B ) b) ( A B )
Cwiczenie 5

Wyznacz sume zbioréw A i B.

a) A={5,10,15,20,25}, B ={9,10,11,12,13,14,15}

b) A — zbiér dzielnikow liczby 6, B — zbiér dzielnikéw liczby 8
c) A — zbiér liczb parzystych, B — zbioér liczb nieparzystych

Cwiczenie 6
Korzystajac z diagramu, wyznacz zbiory: A “ B
a) AUB, AuC, BUC, AUBUC, Aw

C U

b) ANB, ANC, BNC, AnBNC.
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Definicja Zadania
Ro6znica zbiorow A i B nazywamy zbiér elementéw, ktore nalezg do zbio- 1. Na diagramie przedstawiono zbiory A i B. [ 1 5 \
ru A i nie nalezg do zbioru B. Réznice zbioréw A i B oznaczamy A\ B. Wyznacz zbiory AUB, ANB, A\ B, B\ A.
A\B={xz:x€cA i x¢B}
2. Wyznacz zbiory AUB, ANB, A\ B, B\ A.
Na zamieszczonym obok diagramie A B a) A={-2,-1,0,1,2}, B={-3,-1,1,3} § U
r6znica A\ B jest przedstawiona jako b) A=1{3,1,2,4}, B={0,1, V2,V/4)

obszar zakreskowany. ) A=N,B=7
U
3. Na diagramie obok obszar potrdjnie za-
Przykfad 3 kreskowany odpowiada zbiorowi AN B N C.
Dane sa zbior A = {0,2,4,6,8} i zbior B = {0,1,2,3}. Wyznacz zbiory A\ B Wyznacz ten zbiér dla A = {1,3,5,7,9},
oraz B\ A. B =1{2,3,4,5,6,7}, C = {1,2,4,5,7,8}. L Y

4. Dane sa zbiory: A — zbidr spotgtosek w stowie arytmetyka, B — zbior spol-
gltosek w stowie geometria oraz C' — zbiér spélglosek w stowie algebra.
Wyznacz zbior:

a) AN B, c) B\ A, e) B\C, g) ANBNC,
A\ B=1{4,6,8} b) A\ B, d) BNC, f) C\ B, h) AUBUC.
Cwiczenie 7 5. Na ktorym z ponizszych diagramoéw ciemnoniebieski obszar odpowiada

Wyznacz zbiory A\ B i B\ A.

podanemu zbiorowi?

4 N\

a) A={1,3,57,9,11}, B={0,1,2,3,4,5,6} I I 111

b) A={neN:8nin <50}, B={neN:6/nin <50} ‘ ‘ ‘

Szczegdlnym przypadkiem roéznicy zbiorow jest (¢ "‘ "‘ "‘

dopelienie zbioru oznaczane przez A’ i definio- v v v

wane jako roznica catej przestrzeni i zbioru A: § Ul | Ul | U |
A=U\NA={zela ¢ A} 0 a) (AN B)\ C b) C\ (AU B) ¢) (ANC)U(BNC)

Obszar zakreskowany na diagramie to zbiér A'.

6. Przyjmij, ze zadne dwa sposréd zbioréw
A, B, C nie sa rozlaczne, i na oddziel-
nych diagramach przedstaw zbiory:

a) AU(BNC) i (AUB)N(AUCQC),
b) AnN(BUC) i (AnB)U(ANC),

(ANB) = A UB c) AN(B\C) i (ANB)\(ANC),
(AUB) = A'NB d) B\ (AUC) i (AUB)\(AUC)

Poréwnaj otrzymane wyniki.

[D] CEwiczenie 8
Rozpatrzmy zbior U = {0,1,2, ...,10} oraz jego podzbiory A i B, przy czym
do zbioru A naleza liczby parzyste, a do B liczby podzielne przez 3. Uzasadnij,
ze zachodzi rownos¢:

a) (ANB) = AUB,

Diagramy ilustrujace zalez-
nosci miedzy zbiorami — ta-
kie jak uzyte w tym tema-
cie — nosza nazwe diagra-

b) (AUB) = A'NB. Prawa De Morgana

mow Venna, na czes¢ angiel-
skiego matematyka i filozofa
Johna Venna (1834-1923).

Podane obok rownosci zachodza dla dowolnych
zbioréw A, B. Nazywane sg prawami De Morgana.

B 68 2. Jezyk matematyki 2.2. Dziatania na zbiorach 69 Il
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7.

8.

9.

10.

Dany jest zbiér U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. [ i
Przerysuj przedstawiony obok diagram do ze- A

szytu i umie$¢ na nim liczby ze zbioru U, ko- A v B
rzystajac z podanych nizej informacji.

ANBNC={1,2}, AnB=1{1,2,3}, 0

BNC ={1,2,6}, AnC ={1,2}, L ¢ Y

A=1{1,2,3,4,9}, B={1,2,3,6,7,8}, C ={1,2,5,6}.

Nastepnie wyznacz zbiory:

a) AUB, AuC, A\C, B\ C, c) Au(BNCOC), (AUuB)NC,
b) A\ (BNC), (A\B)NnC, d) AnB,AucC, AuB'uUC'.

W ofercie pewnej stotowki sg tylko trzy zupy: pomidorowa, szczawiowa
i grochowa. Wéréd 300 ucznidéw korzystajacych z tej stoléwki przeprowa-
dzono ankiete, ktérej wyniki podano ponizej.

130 uczniéw lubi zupe pomidorowa,

110 uczniow lubi zupe szczawiowa,

80 uczniéw lubi zupe grochows,

40 uczniéw lubi zupe pomidorowa i szczawiows,

30 uczniéw lubi zupe pomidorows i grochows,
20 uczniéw lubi zupe szczawiowq i grochowa,

10 uczniow lubi wszystkie zupy. %2z awio™”
L =

Przerysuj do zeszytu i uzupelnij powyzszy diagram. Podaj, ilu uczniéw:
a) nie lubi zadnej z oferowanych przez stotéwke zup,
b) lubi doktadnie jedna zupe oferowang przez stotéwke,

c¢) lubi doktadnie dwie zupy oferowane przez stotéwke.

W 30-osobowej klasie 14 uczniéw ma psa, 9 — kota, 3 — Swinki morskie,
a 8 nie ma zadnego z wymienionych zwierzat. Uczniowie majacy Swinki
morskie nie maja innych zwierzat. Podaj, ilu uczniéw ma jednoczesnie psa
i kota.

Naszkicuj diagramy dla zbioréw:
(AUBUCY, (ANBNC)Y,AUBUC', ANB NC

Na ich podstawie sformutuj odpowiednie prawa rachunku zbioréow.

2. Jezyk matematyki

Dowiedz sie wiecej

lloczyn kartezjanski zbiorow. Punkty kratowe

Para uporzadkowang (a, b) nazywamy dwa elementy a, b, wéréd ktorych a jest
wyrozniony jako pierwszy element tej pary. Pary uporzadkowane (a,b) i (¢, d)
sg réwne wtedy i tylko wtedy, gdy a =ci b = d.

Definicja
Iloczynem kartezjanskim zbioréw A i B nazywamy zbiér wszystkich par
uporzadkowanych (a, b) takich, ze a € Aib € B. Zbiér ten oznaczamy Ax B.

Nazwa ,iloczyn kartezjanski” upamietnia francuskiego mate-
matyka, fizyka i filozofa René Descartes’a (1596-1650), zwa-
nego w Polsce Kartezjuszem, autora sentencji ,,Mysle, wiec
jestem”. Wprowadzit on do geometrii metode wspoétrzednych.
Obecnie stosujemy w matematyce wiele oznaczen Kartezju-
sza, np. zmienne: x, vy, z, ..., wspotczynniki literowe: a, b, c,. ..,

zapisywanie poteg w postaci: a’, x? x4, ...
Zbiér Z x 7 to zbiér wszystkich par (z,y) takich, v
ze x i y sa liczbami catkowitymi (rysunek obok). oo g

Nazywamy go zbiorem punktow kratowych. R R + b
Przykfad 1 .+L5f0.}5.5X
Niech A = {172}7 B = {1’273}’ wowcezas i ' ' ¢ 1 . r

Ax B=1{(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3) }.
Twierdzenie Picka

Pole wielokata, ktorego wierzchotkami sa punkty kratowe, mozna obliczy¢,

korzystajac ze wzoru:
SRR P=w+ g —1

gdzie w jest liczba punktéw kratowych nalezacych do wnetrza wielokata,
b — liczbg punktéw kratowych nalezacych do brzegu wielokata.

Przyktad 2
Dla wielokata przedstawionego na rysunku obok ma-
my: w = 24, b = 10, czyli pole P = 24+§ — 1= 28.

1. Korzystajac z twierdzenia Picka, oblicz pole wie-
lokata ABCDE.

a) A(—4,4), B(=2,-1), C(3,2), D(2,5), E(0,3)
b) A(—4,1), B(—1,-2), C(1,2), D(7,1), E(—1,5)

lloczyn kartezjanski zbiorow. Punkty kratowe
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Przypomnij sobie

Os liczbowa

0§ liczbowa to prosta, na ktérej wyrdézniono punkt zerowy (poczatek osi),
zwrot oraz przynajmniej jeden punkt wskazujacy na jednostke.

Kazdej liczbie rzeczywistej odpowiada dokladnie jeden punkt na osi liczbowej.
Kazdemu punktowi na osi liczbowej przyporzadkowana jest doktadnie jedna
liczba zwana wspolrzedna tego punktu.

Na ponizszej osi liczbowej punkt P odpowiada liczbie —4, co mozemy zapisac
jako P(—4). Pozostale punkty: Q(2), R(43).

2
rF . Q R

~6 -5 -4 -3 —2 ~1 0 1 3 3 A 5 6

1. Odczytaj wspoétrzedne punktow zaznaczonych na osi liczbowej.

a) :A :B : C: b) A: : B: ¢
0 1 0 1

2. Odczytaj wspoétrzedne punktow zaznaczonych na osi liczbowej.
a) : 4 : : B : ¢ C) : 4 : : B g
0 10 0 0,1
by _A ___BC d _A_ | B C
0 200 ' 0 002

3. Na osi liczbowej zaznaczono przyblizone potozenia punktéw odpowiadaja-
cych liczbom —+/7 oraz v/2. Przerysuj te o$ do zeszytu i zaznacz na niej
przyblizone potozenia punktéw odpowiadajacych liczbom —+v/10, —v/2,
V3, V5, VT.

V7T | | V2

3 ) 1 0 1 5 3

4. Na ktorym z ponizszych rysunkéw zaznaczono zbiér tych liczb z, ktore
spetniaja podany warunek?

L. — 1 | | I1I. | | —1
0 1 0 1
m . ; ; V. 1
0 1 0 1
1 3 1 1
a) v < ; b) x <3 c) x> —3 d) z> —3

5. Zaznacz na osi liczbowej zbior tych liczb z, ktére speiniaja warunek:
a) r <4z, b) x < —22, c) x> —31, d) x > 8,3.

6. Zaznacz na osi liczbowej zbiér tych liczb x, ktére spetniaja warunek:
a) > 21, b) x < —35, ¢) x < 0,03, d) = > —3:.

2. Jezyk matematyki

2.3. Przedziaty

B Przedziaty ograniczone

Przyktad 1
Zaznacz na osi liczbowej zbior tych liczb x, ktore spetniajg jednoczesnie dwa
warunki (dwie nieréwnosci): x > —2 iz < 3.

Liczby, ktére spelniaja obie nieréwnosci jednoczes$nie, musza by¢ wieksze
od —2 i mniejsze od 3, co mozemy tez zapisa¢ symbolicznie za pomoca po-
dwojnej nieréwnosci: —2 < x < 3. Na osi liczbowej zbiér ten przedstawiamy
nastepujaco:

’L + + + + JI‘
—2 0 3

Liczby —2 i 3 nie naleza do zbioru. Na osi zaznaczamy je pustymi kotkami.

Ten zbioér nazywamy przedzialem otwartym od —2 do 3, co symbolicznie za-
pisujemy (—2;3). Liczby —2 i 3 nazywamy koncami przedziatu.

Podajac, ktore liczby z spelniaja obie nieréwnosci, piszemy: = € (—2;3).

: : Warunek, jaki spelniaja [lustracja
Nazwa zbioru Oznaczenie . . .
liczby x nalezace do zbioru graficzna
przedzial otwarty (a;b) a<xz<b ¢

Uwaga. Przedzial otwarty (a;b) czesto zaznacza sie na osi liczbowej nastepujaco:

) 1\
a b

Cwiczenie 1
Zapisz nieréwnosci, ktore sa spetnione przez liczby nalezace do podanego prze-
dziatu. Zaznacz ten przedziat na osi liczbowe;.

a) (—3;2) b) (0;4) ) (—33) d) (100;150)

Przyktad 2
Zaznacz na osi liczbowej zbiér liczb spetiajacych warunek: —2 < z < 3.

l + + + + i
—2 0 3

Liczby —2 i 3 nalezg do zbioru, dlatego na osi konce przedziatéw zaznaczamy
zamalowanymi kotkami. Ten zbiér nazywamy przedzialem obustronnie dom-
knietym od —2 do 3 i zapisujemy symbolicznie [—2; 3].

2.3. Przedziaty 73 Il
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Jesli do przedziatu nalezy tylko jego lewy koniec, to taki przedzial nazywamy
lewostronnie domknietym, a jesli nalezy do niego tylko jego prawy koniec —
to prawostronnie domknietym.

. . Warunek, jaki speitniaja [lustracja
Nazwa zbioru Oznaczenie ;. . .
liczby x nalezace do zbioru graficzna

przedzial domkniety [a; D] a<zr<b - 7
przedzial lewostronnie
domkniety [a; ) a<x<b a b
przedzial prawostronnie '
domkniety (a; b] a<xz<b D OE—— ,

Dlugoécia kazdego z przedziatow (a;b), (a;b] [a;b) [a;b] nazywamy liczbe: b — a.

Cwiczenie 2

Zapisz nieréwnosci, ktore sa spetnione przez liczby nalezace do podanego prze-
dziatu. Zaznacz ten przedziat na osi liczbowej. Podaj, ile liczb catkowitych
nalezy do tego przedziahu.

a) [—1;4] b) [3:5)

3, ¢) (~2;—1] d) [~60; 40]

B Przedziaty nieograniczone

Przyktad 3
a) Zbiér liczb spelniajacych nieréwnosé x > —1 nazywamy przedziatem lewo-
stronnie otwartym od —1 do oo i zapisujemy symbolicznie (—1;00).

5 :
-1 0

b) Zbiér liczb spetniajacych nieréwnos$é¢ r < 3 nazywamy przedzialem prawo-
stronnie otwartym od —oo do 3 i zapisujemy symbolicznie (—o0;3).

+ + + J‘
0 3

Przyktad 4
a) Zbiér liczb spelniajacych nieréwnosé x > —1 nazywamy przedziatem lewo-
stronnie domknigetym od —1 do oo i zapisujemy symbolicznie [—1;00).

—
-1 0

r
C

b) Zbiér liczb speliajacych nieréwnosé x < 3 nazywamy przedzialem prawo-
stronnie domknietym od —oo do 3 i zapisujemy symbolicznie (—oo; 3].
)

b

o 3

Uwaga. Zbiér liczb rzeczywistych R mozemy zapisaé jako przedzial (—oo;00).

2. Jezyk matematyki

Cwiczenie 3
Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

N b 0 ) Warunek, jaki spetlniaja [lustracja
azwa zbIott ANACZEnIe liczby x nalezace do zbioru graficzna
przedzial otwarty (a;00) ? —
przedzial lewostronnie
> ?
domkniety [a; 00) r=a
? (—OO; b) ? ?
Zadania

1. Zapisz jako przedzial zbiér liczb spelniajacych podany warunek. Zaznacz
ten przedzial na osi liczbowe].

a) —7T<z<0 b)i<z<v2 ¢ z>22 d) z < —1
2. Zapisz symbolicznie przedzial zaznaczony na osi liczbowej i podaj waru-
nek, jaki musza spetniac¢ liczby nalezace do tego przedziatu.

c) "1 3 ©

0 10 g) T 1

sV
~—
|
N |
(NN

1 2 1
3 3 1
b) —=50 2=O d) 3,14 T f) O V2 h) 0 27

3. Zaznacz na osi liczbowej i zapisz w postaci przedziatu zbior wszystkich:
a) liczb dodatnich, ktérych odleglosé od zera jest mniejsza od 4,
b) liczb ujemnych, ktérych odleglos¢ od zera jest nie wieksza niz 4,
c¢) liczb nieujemnych, ktérych odlegloéé od zera jest wieksza od 2%,

d) liczb niedodatnich, ktérych odleglogé od zera jest nie mniejsza niz v/2.

4. Zaznacz na osi liczbowej i zapisz w postaci przedziatu zbior, do ktorego
nalezg liczby odlegte:
c¢) od liczby 3 o nie wiecej niz 2,

d) od liczby —% o nie wigcej niz 3.

a) od liczby 1 o mniej niz 2,
b) od liczby —1 o mniej niz 3,
5. Wypisz wszystkie liczby catkowite nalezace do podanego przedziatu.

a) [~1;4) b) (0;6) c) [~3:3] d) [-%5 2]

372 4

2.3. Przedziaty
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6. Ktore sposrod liczb z, y, 2z naleza do podanego przedziatu?
o) (~23:32), o=}, y= -2, 23

b) [-1;2), z=—-1,01, y=—0,(9), z=1,(9)

7. lle liczb catkowitych x spelnia podany warunek?
a) Ve el[l;2] b)) vee[%3] o Vre(l;2) d) Vre[-2:0)

8. Sprawdz, czy zachodzi ktoras z zaleznosci: A C B, B C A.
2) A=(-1;2], B = [-1;3) Q) A=(-5%), B=[-4 ]

b) A= (—00;7), B=(2;7] d) A= (2—72?77)8, B = (m; \/75770;

9. Okredl najdtuzszy przedzial domkniety, ktorego konce sa liczbami catko-
witymi i ktory jest zawarty w podanym przedziale.

a) (—23;5] b) (=;6) c) [—33:29) d) [-v2;v3]

10. Wskaz na osi liczbowej liczbe jednakowo odlegta od koncéw przedziahu:

a) [_3; 1]7 b) [_2;3]7 C) [\/574\/5]5 d) [1%1722}

11. Dla jakich wartoéci parametru p przedzialy [p; p+ 1] oraz [2p;2p+ 1] maja
doktadnie jeden punkt wspolny?

12. Wspoélrzedne (z,y) punktow nale- BER RN %
zacych do prostokata A (rysunek TR

obok) spelniaja warunki: @ € [3;5] | . | | 1ol
iy € [—1;3]. Zapisz warunki, jakie o EEEe BN
spelniaja punkty nalezace do: . ] - _
a) prostokata B, f j 19 1 ; X

b) kwadratu C.

13. Na ktérym z ponizszych rysunkéw przedstawiono zbiér punktéw (z,y),
ktorych wspoétrzedne spetniajg podane warunki?

a) r € (2;4],y € [1;4] b)xe[l;5],ye(2;4) c¢) x€(1;5),y € [1;4]

I Y} i | I Yy iiiip i HIYp o |
' | . T I
| AT i | | : i i et
BNy H B [ ]
_____ B AN e ]
sl .L_._.—L S s ..... e ol
o1 X o1 X o1 X

Uwaga. Linia przerywana na rysunku oznacza, ze lezace na niej punkty nie naleza
do zbioru.

2. Jezyk matematyki

2.4. Dziatania na przedziatach

Przedzialy to podzbiory zbioru liczb rzeczywistych. Mozna wykonywac na nich
dziatania: U, N, \.

Przyktad 1
Wyznacz zbiory AUB, ANB, A\ B, B\ Adla A=[-2;3]1 B=(0;5).

Kiedy wykonujemy dziatania na przedziatach, wygodnie jest postugiwac sie
ich ilustracja graficzna.

A B
i - 5 - - 3 )
—2 0 3 5)
AUB =[-2:5) Sumie przedzialow A i B odpowiada ta czes¢ osi,
N ’ ktora jest zaznaczona co najmniej jednym kolorem.
Iloczynowi przedzialéow A i B odpowiada ta czeS¢ osi,
AN B =(0;3] L :
ktora jest zaznaczona dwoma kolorami.
Réznicy A \ B odpowiada ta cze$¢ osi, ktora jest
A\ B =[-2;0] o
zaznaczona tylko kolorem niebieskim.
B\ A= (3:5) Réznicy B\ A odpowiada ta cze$¢ osi, ktora jest

zaznaczona tylko kolorem czerwonym.

Uwaga. Wykonujac dziatania na przedziatach, zwrd¢ szczegdlna uwage na ich konce.
Na osi liczbowej uzywamy pustego kotka, gdy liczba odpowiadajaca temu punktowi
nie nalezy do zbioru, a koétka zamalowanego — gdy nalezy.

Cwiczenie 1
Wyznacz zbiory AUB, ANB, A\ B, B\ A.

a) A= (1;4), B =(2;6) c) A=[1;3], B=[-53]

b) A= [41], B =[1;3) d) A=(-3;2], B=(~1;2]

Przyktad 2

Zbiér X zaznaczony na osi liczbowej jest suma przedziatéw [—3;0) i (1;4].
I . . 1 I . . 1 . __a. :

Cwiczenie 2
Zaznacz na osi liczbowej zbiér X.
a) X =[—4;—1]U[2;4) b) X =[—6;—5]U(—3;2) U [4;00)

2.4. Dziatania na przedziatach
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Przyktad 3
Dane sa zbiory A = [—2;3] i B = [0;2]. Wyznacz zbiér A\ B.

r A £ D 3 + Ré6znicy zbioréw A i B

—9 ' 0 ' 2 3 jest suma przedziatéw.
A\ B=[-2;0)U(2;3]
Cwiczenie 3
Wyznacz zbiér A\ B.
a) A=[-5;4], B=(-3;—-1) c) A=[-3;00), B=[-1;2)
b) A=[-3;5), B=[23) d) A=R, B=[-3;1]
Zadania

1. Wyznacz zbiory AUB, ANB, A\ B, B\ A.
a) A= (-3;0), B=[-14) c) A= (—00;2], B=10;2)
b) A= (-4;2], B=[-3;3) d) A=[-1;2], B =[2;00)

2. Ile elementow nalezy do zbioru X7 Wykonaj odpowiednig ilustracje gra-
ficzna.

a) X =[-5;6]NN b) X =(-3;3)NZ c) X=(—mm)NN

3. Niech A = (-5;3), B = (=7;4). Ile liczb calkowitych nalezy do zbioru:

a) AUB, b) AN B, c) A\ B, d) B\ A?

4. Zaznacz zbiér X na osi liczbowe].
a) X =[—2;0] U[1;2] U [4;6] c) X = (—o0;—4|U[-2;1)U {3}
b) X =(—=3;—1) U (0;2] U [3;00) d) X = (—o00;—=2)U{0,1} U [4;00)

5. Zaznacz na osi liczbowej zbiory A i B, a nastepnie wyznacz zbiory AU B,
ANB, A\ B, B\ A.

a) A=(=3;1)U(3;6), B=(0;4) d) A=(-2:0], B={0}U][3;5]
b) A=[-2;1]U[4;5], B=(0;00) e) A=[0;7], B=(1;3)U]I8;9]
c) A= (-00;0]U[2;5], B=(-1;6) f) A=[1;9], B=(1;2)U(6;9)

6. Zaznacz na osi liczbowej zbiory A i B, a nastepnie wyznacz zbiory A\ B
i B\ A.
a) A=[-5;2], B={1,2} c) A= (—o0;4], B={0}U[4;00)
b) A=[3;0), B=1{2,3,4} d) A={1,2,3}, B={1}U(2;00)

2. Jezyk matematyki

10.

11.

Zapisz w postaci przedzialow zbiory A = {x € Rix > —4 i z < 0},
B={xeR:x>—-1ix<3},C={reR: x> 2}, anastepnie wyznacz:

a) (AUB)\C, b) (AUC)\B, ¢ (AnB)\C.

Wyznacz zbiory A, B'i AN B, gdy A, B C R. A =R\A
a) A=(-3;0), B=[$;3] ¢) A= (—00;:1)U(3:00), B = [—4:4]
b) A=[-44), B =(0:2) d) A= (~00;0) U (1;5), B = (~5:~1)

Podaj za pomoca przedzialow, jakie warunki spetniajg wspotrzedne punk-
téw (z,y) nalezacych do przedstawionego zbioru.

) i o s b) gt ]

......... 1 — : e
Ol 1 1 111X o1 X

Zaznacz w ukladzie wspélrzednych zbiér punktéw (z,y), ktérych wspot-
rzedne spelniaja warunki z € [—3; —1] U (1;2) oraz:

a) ye[=23,  byel[=3-DU(L3], ¢ ye (-oo-1]U[200).

Na rysunku przedstawiono poczatkowe etapy zaproponowanej przez nie-
mieckiego matematyka Georga Cantora (1845-1918) konstrukcji pewnego
zbioru — zbioru Cantora. Zaczynamy od przedzialu Cy = [0; 1], ktéry dzie-
limy na trzy czeSci rownej dlugosci i usuwamy srodkowa cze$¢ bedaca

1592

przedzialem (£;2). W ten sposéb otrzymujemy zbiér C; = [0; =] U [3;1].

373 3 37

Nastepnie z kazdej czesci zbioru C; usuwamy jej srodkowa trzecia czescé itd.

Cy

a) Zapisz zbiér Cy w postaci sumy przedziatow. Jaki jest stosunek sumy
dtugosci przedziatéw wchodzacych w sktad zbioru C5 do sumy diugosci
przedzialéw wchodzacych w sktad zbioru C;?

b) Jaki jest stosunek sumy dlugosci przedzialéw wchodzacych w sktad
zbioru C, do dtugosci zbioru Cy?

2.4. Dziatania na przedziatach
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Przypomnij sobie

Rozwigzywanie rownan

1.

Rozwiaz réwnanie.
Sprawdz, czy liczba p spelnia podane

a)2r—3=9
rownanie. 2% —3=9/+3
a) 20 —5r =4 — 13z, p= —2 20 =12 / : 2
b) 3z — (1+5z) = 32+ 14, p = =5 =6

Rozwiaz réwnanie. Rozwiagzaniem jest liczba 6.

a) 20 +4=9 ) dr+3=20-9  b)TEL=5
b) —3r+6=7 d)$—6:5$—2 :c—21—6:5/2
Rozwiaz réwnanie. r+6=10/—6
) 43;3—1:5 o) 6a:5+1:le =4

_ _ Rozwiagzaniem jest liczba 4.
b) 243x:1 d)3—$=2x23 q J

Liczba x jest rozwigzaniem podanego réwnania. Oblicz sume liczby prze-
ciwnej i liczby odwrotnej do .

3xr—5 3x+5 x+4 —2x—5 0,5 + 2,5
a _— C — g
) 2 +3 6 ) 2 6 3
b) 4$+1:2_4—8$ d) 5—4$_6:E—1:4£B—1
5 3 4 3 12

Rozwiaz rownanie.

a) 3(2z —7)— (7Tx —13) = —10

b) —2(—27 — 3x) = —3(2z — 10)
¢) 6—2(2z—3) =4z —2(3 - 32)

d) Sx::c—( —(a:—3)>
e) 5a:—(2:13+(3—a:)):11

f) 1—(x—(x—(x—1))):0

Sprawdz, czy réwnanie jest tozsamosciowe (spelnione przez kazda liczbe
rzeczywista), czy sprzeczne (niespelnione przezzadna liczbe rzeczywista,).

a) 3r —6=1—(7— 3z) ¢) 2(4z—6) = 2(92 — 6)
b) 4 — (3+22) =5 — (22 +6) d) 1(8—iz)=4— 1z

2

Poczawszy od liczby x, wykonano kolejno ciag operacji. Wyznacz liczbe .

liezba o pomnoz dodaj 6 podziel
przez 4 przez 3

odejmij 2 pornoz dodaj 9 liczba 17
przez 2

2. Jezyk matematyki

2.5. Rozwiagzywanie nieréwnosci

Warunek ax + b > ¢, gdzie x jest niewiadoma, nazywamy nieréwnoscia.
Moéwimy, ze liczba spelnia nieréwnos¢, jesli po podstawieniu jej na miejsce
niewiadomej otrzymujemy nieréwnos¢ prawdziwa. Na przyktad liczba 7 spet-
nia nieréwnos¢ x + 1 > 5, bo 7+ 1 > 5. Rozwiazanie nieréwno$ci polega na
wyznaczeniu zbioru wszystkich liczb, ktore ja spelniaja.

Cwiczenie 1

Sprawdz, czy podana liczba spelnia nieréwnos¢é %x —2< 1.

a) 2 b) 4 c) 6 d) 8
Przyktad 1

L ., Nieréwnosci, w ktorych wyste-
a) Rozwiaz nieréwnosé x + 3 > 7. puje znak > lub <, nazywamy

r+3>7
r+3-3>7-3

nieréwnosciami ostrymi.

x >4 Nier6wnosé jest prawdziwa dla z € (4; 00).

b) Rozwiaz nierownoé¢ x — 4 < 5. Nieréwnosci, w ktorych wyste-
r—4<5

r—4+4 <5 +4

puje znak > lub <, nazywamy
nieréwnosciami nieostrymi.

<Y Nieréwnosé jest prawdziwa dla z € (—oo;9].
Zauwaz, ze dodanie tej samej liczby do obu stron nieréwnosci lub jej odjecie
od obu stron odpowiada czynnosci przeniesienia tej liczby na druga strone
nierownosci z przeciwnym znakiem.

Cwiczenie 2
Rozwiaz nierownosé. Podaj najmniejsza liczbe naturalng spetniajaca te nie-
réwnosc.

a) +309<273 b)zx—1>2 c)x—1< -5 d)22-3>x+17

W=

Definicja

Dwie nieréwnosci nazywamy réwnowaznymi, jesli maja one ten sam zbior
rozwigzan.

Cwiczenie 3
Czy podane nieréwnosci sg rownowazne?
a) x —13 <56, x+ 26> 95 b)z+i>32 o+5>

12

N [

2.5. Rozwigzywanie nieréwnosci
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Twierdzenie

Jezeli obie strony nieréwnosci pomnozymy lub podzielimy przez t¢ sama
liczbe dodatnia, to otrzymamy nieréwnosé réwnowazna.

Przyktad 2
Rozwiaz nieréwnos¢ 6x + 5 < 17.
6xr +5 < 17 Od obu stron nieréwnoéci odejmujemy 5.
6r <12 /:6 Obie strony nieréwnosci dzielimy przez 6.
r <2
Cwiczenie 4

Rozwiaz nieréwnosc.
a) 3xr+7<34 b)dz—-1>1 ¢ 0lz+1<—-f d)bz—T7>3x+5
Twierdzenie

Jezeli obie strony nieréwnosci pomnozymy lub podzielimy przez te sama
liczbe ujemna, to po zmianie zwrotu nieréwnosci otrzymamy nieréwnosc

réwnowazna.
Przyktad 3
a) Rozwiaz nieréwnosé —ix > 5.
1 . . , . .
—37 >5/-(=3) Obie strony nieréwnoéci mnozymy przez —3.
r < —15 Zmieniamy zwrot nieréwnoéci.

Zwr6é uwage na to, ze zamiast mnozy¢ obie strony nieréwnosci przez liczbe
ujemna (—3), mozna je pomnozy¢ przez 3 i przenie$¢ odpowiednie wyrazy na
druga strone nieréwnosci.

b) Rozwiaz nieréwno$¢ —6z — 4 < —13.

—6xr —4 < —13 Do obu stron nieréwnosci dodajemy 4.
—6x < —9 /:(—6)  Obie strony nieréwnosci dzielimy przez —6.
T = % Zmieniamy zwrot nieréwnosci.
Cwiczenie 5
Rozwiaz nieréwnos¢. Zaznacz na osi liczbowej zbior rozwiazan tej nieréwnosci.
a) =31 —7<2 c) 3(z—1)>x+5 e) L2 <22
b) —2z+1<5 d) 2(z+ 1) > 5z +4 f) 222 <2

2. Jezyk matematyki

Definicja
Nierownos¢, ktora nie jest spetniona przez zadna liczbe rzeczywista, nazy-
wamy nieré6wnoscia sprzeczna.
Nierownos¢, ktora jest spetniona przez kazda liczbe rzeczywista, nazywamy
nierownoscig tozsamosciowa.

Przyktad 4
Rozwiaz nieréwnosc.
1—-3x 1 ox — 2
a) T <37 b) 2T =2
1—-3x 1 S5x — 2
1 -3z < 32 or —2 2 dx — 10
1 <0 sprzecznosé —2 2> —10 tozsamosé

Nieré6wnos¢ jest sprzeczna. Nier6wnos¢ jest tozsamosciowa.

Cwiczenie 6

Sprawdz, czy podana nierdwnos¢ jest tozsamosciowa, czy sprzeczna.
a) 3(2—tx) > —0,5z +1 d) 252> 222 45

b) —2(3z —2) > (3 — 4x) e) 28 c2=bl 222

) 52 <t ) -2 > do -3
Zadania

1. Zapisz w postaci przedziatu zbiér liczb speiniajacych ponizszy warunek
(klamra oznacza, ze obie nieréwnosci maja by¢ jednoczes$nie spelnione).

+9>13 3r+6 > -9
a) {07 b) ¢ )

20 —6 < 4 l—22>3

—2z+3<4
5—4dx > 1
2. Zaznacz na osi liczbowej i zapisz w postaci przedziatu zbior liczb, ktére
jednoczesnie spetniajg obie podane nieréwnosci. Podaj najmniejsza i naj-
wickszg liczbe catkowita nalezaca do tego przedziatu.
a) 2r+20>8 1 h<l—=x c) 2e4+3<7 1 3—4xr<19
b) 2z 4+3>2 1 4 <3 d)3z4+9>-71 =3z >4x+ 21

3. Ktoére sposréd liczb a = 1—+/2, b = v/5—1, ¢ = 742 spelniaja nieréwnosé:

C) 3xr—2 > x+1 e) 390_45;2 <3—$,

3 2 1
a) jx—35>1+ 3,

5 Z 3
b) o —ge<ir—g,  d) B> f) —3(a+3) > =527

2.5. Rozwigzywanie nieréwnosci
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Rozwigz nieréwnosc.

a) 2 _ z+3 < 2z -3

d) 3z+1 _ 6— 2:L'>_1 rz—1

3 2 4 5 20 2
b)%_2m3—1<1_$ e) —%.T 2x — 5>3_T
z+4 x _ 3—x x—1_2x—1 1 z—3
C) 12 +1> 6 4 f) 3 2 5

Rozwigz nieréwnos¢.

a) V3x—6<9— 23z b) V2 +4 < +8x—38 c) \/333<%5:1:—22

3

a) Jesli podwoimy liczbe naturalna mn, od otrzymanego iloczynu odej-
miemy 11, a uzyskana réznice pomnozymy przez 3, to otrzymamy liczbe
naturalna mniejsza od 21. Podaj mozliwe wartosci n.

b) Jesli potroimy caltkowita liczbe ujemnag k, do otrzymanego iloczynu do-
damy 7, a nastepnie otrzymang sume pomnozymy przez 4, to otrzymamy
liczbe wieksza od 2. Podaj mozliwe wartosci k.

c) Jesli od potowy liczby naturalnej m odejmiemy trzecia czes¢ liczby m
pomniejszonej o 2, to otrzymamy liczbe mniejsza od 3. Podaj mozliwe
wartosci m.

Wysokosé prostopadioscianu jest rowna k, a jego podstawa jest kwadrat
o boku 3. Jakie wartosci catkowite moze przyjmowac¢ k przy zalozeniu, ze:

a) suma dlugosci wszystkich krawedzi tego prostopadtoscianu jest wieksza
od 38 i mniejsza od 46,

b) pole powierzchni catkowitej tego prostopadloscianu jest wieksze od 40
i mniejsze od 687

Witasciciel klubu chce zaprosi¢ na koncert jeden z dwoch zespotéw rocko-
wych. Zesp6t Gamma zazadal za wystep 2230 zt, a zesp6t Kappa — 1550 zt
plus 8 zt od kazdego uczestnika koncertu. Dla jakiej liczby uczestnikéw
tansze bedzie zaproszenie zespotu Gamma?

Liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniaja warunki: ¢ < 0 oraz a > b. Ktory
symbol, < czy >, nalezy wstawi¢ w miejce [?], aby otrzymaé nieréwnosé
prawdziwg?

a) —ac 7| —bc b) ii

c? c?

. Udowodnij ponizsze stwierdzenie.

a) Jeslip<qir<s,top(r—s)>q(r—s).

¥ s1e 'E r P ptr ptr r
b) Jesli p,q,r,s > 0 i , to 2 b< B oraz B <

2. Jezyk matematyki

Przypomnij sobie

Mnozenie sumy algebraicznej przez jednomian

Przypomnijmy, ze aby pomnozy¢ sume alge-

braiczng przez jednomian, nalezy kazdy wyraz
sumy pomnozyc¢ przez ten jednomian.

1.

D] 4.

[b] 5.

(2432 —2) -z =
=22 x+4+3x-x—2-c=
=23+ 322 - 22

(a—l—b) c=a-c+b-c
A 4

Wykonaj mnozenie.
a) (3x% 42z —4)z?
b) —22°(32% — 2z — 2)

¢) —ix?(42?y — 2zy?)

Dopasuj do figury wzor na jej pole.

d) v2z* (\/ga:y + y?)
e) (v*y —ay + xy®)a’y

f) 2v/3zy? (V322y* — 223y)

A. B. C. D.
a —e
A I [
- B
a—+1 a—+1 a—+1 2a
I. 2a%> 4+ a II. a®> +a I11. %a2 + %a IV. a + %

Wykonaj mnozenie i zredukuj wyrazy podobne.
a) 2x(3:1: —4) — 6z (2 + 22 — 3)
b) —iz?(z? 2$+6)—2£C< —4x)
c)\f (\fx—f)+\fx(2x2—4\/§m)
d) zy?(2z — 3zy +y) + 127y (3y? — 8y)
) —s2y(zy — 2xy?) — say® (4o — 1627y)
f) —32*y(—2z+y) — jy(a® —2%y) —

Wyrazy sumy algebraicznej sa
podobne, gdy sktadaja sie z tych
samych zmiennych oraz zmienne
te wystepuja w tych samych po-
tegach, np.: 4z%y i Tz?y. Wy-
razy podobne r6znig si¢ co najwy-
zej czynnikiem liczbowym. Wyra-

¢ zami podobnymi sg tez liczby.

4>|>—l le

5(@%y + zy)

Wykaz, ze wartos¢ podanego wyrazenia nie zalezy od wartosci zmiennej x.
a) 4z?(2® — 32+ 1) — 3z(52% — 222 + 1) — 4(2? — 32 - 8)
b) v15z(2v/32% — 6v/52 — v/10) — 2v/52%(3z — 3v/15) + V6(5z — 1)

Uzasadnij, ze suma podl figur F; i F; réwna sie réznicy pol figur Fs i F.

<f
Iy - o : I
+ Fy |+ —~le
T+ 2 — 8 HI&
+ B 51
8 T
T T r—1 | Fy |

6

Mnozenie sumy algebraicznej przez jednomian
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2.6. Wytaczanie jednomianu przed nawias

Jezeli wsrod poszezegolnych wyrazow sumy wystepuja jednakowe czynniki,
mozna wyltaczy¢ je przed nawias — czasami utatwia to obliczenia.

Przyktad 1
Oblicz sume 7-49 + 7 - 51.

Wytaczamy przed nawias liczbe 7:
74947 -51=7-(49+51)=7-100 = 700

Korzystamy z wtasnosci dziatan:
alb+c)=a-b+a-c
zwanej rozdzielnosciag mnozenia

< . . wzgledem dodawania.
Cwiczenie 1

Oblicz w pamieci.
a) 2-183+2-17
b) 9-27+4+9-23

¢) 3-251+ 3249
d) 6378+ 6 - 222

e) 22812+ 172-12
f) 19116 + 84 - 19

Zauwazmy, ze wspolny czynnik mozna wyltaczy¢ przed nawias rowniez w su-
mach algebraicznych.

Przyktad 2

Dana jest suma algebraiczna 6x° + 122%. Wylacz przed nawias wspélny czyn-
nik.

» Wylgczamy przed nawias 6: 62 + 1222 = 6(a® + 22?)
» Wylgczamy przed nawias 6: 62° + 122% = 6x(2? + 2x)
» Wylaczamy przed nawias 622%:  62° + 122% = 622 (z + 2)

« Wylaczamy przed nawias 1227 62° + 1222 = 1222 ($2 + 1)

To, jaki czynnik wytaczymy przed nawias, zalezy od konkretnego zadania.

Wytaczanie wspélnego czynnika przed nawias jest czynnoscia odwrotng do
mnozenia jednomianu przez sume algebraiczng.

a-b+a-c=ualb+c)
v

Cwiczenie 2

Wytlacz wspolny czynnik przed nawias.
a) bx + by c) 9z — 27y?

b) 4b — 8a d) —622 + 18y?

e) 39y* — 262
£) —11a®+ 2202

g) —48p + 364>
h) 75xy® — 125

2. Jezyk matematyki

Cwiczenie 3

Wytacz wskazany jednomian przed nawias.

c) 3xy — xyz, TY e) a?b+ 3a*b* — a®b, a*b

b) 22® — 12xy, 2 d) 6pg + 18p3q, 6pq ) 4x*y*—>bx’y?+222y>, x2y?

a) 4x® +zy, x

Przed nawias wylaczamy zwykle czynnik liczbowy oraz wszystkie mozliwe
zmienne w jak najwyzszych potegach. Na przyktad:

27x%y? + 182%y° = 922y* (3 + 2y)

Cwiczenie 4
Wytacz przed nawias czynnik liczbowy oraz wszystkie mozliwe zmienne w jak
najwyzszych potegach.
a) 8x® — 3622

b) Ty? — 14y*

¢) bx® 4+ 10x%y

d) 20az — 15ay
e) 8ab+ 12bc
f) 4xy + 627y

g) 2a°b + 4a*b — 4a*b?
h) 21p°¢* — 27p*q’ + 3p*¢?
1) 48x2y + 18xy* — 12x%y?

Zadania

1. Oblicz.
a) 4-49+4-51 c) 113-25+87-25
b) 40 - 47 440 - 53 d) 63-37437-37

e) 10-17+10-33+50-10
f) 15-174+15-2+15

2. Wytacz podany czynnik przed nawias.
a) a’b+ab®, ab ¢) 9a°b*—3a*c?, 3a®  e) 3a’b? — 6a?b, 3a?b
b) z?y? —xy?®, xy?  d) datyt +8yiz, 4y® 1) 622y + 823y, 22%y?
3. Zapisz podang sume algebraiczng w postaci iloczynu, wyltaczajac przed
nawias wskazany jednomian.
a) r?yz + vy’z + vy, ryz c) 2xy — 4x?y* + 62°yz, 22y
b) 2?yz? + xy?2® — 2Py2?, xyz? d) 12z%y° + 623y° — 925y, 3x3y?

4. Przepisz do zeszytu i uzupetnij odpowiednimi jednomianami.
a) 27y* + 361 — 54y® = 9y2(3y> + 72/ +[?)
b) 3ab(3a +b+[?)) = 9a*b +[?]+ 6ab
c) 12t* — 9> + 3t =[?7]- (2] -3t + 1)

5. Wiadomo, ze a 4+ b = 15. Oblicz warto$¢ podanego wyrazenia.
a) —3a — 3b b) 2(a+b) —4a — 4b c) a(a+0b)+b(a+b)

2.6. Wytaczanie jednomianu przed nawias
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6. Wiadomo, ze 6x + 9y = 12. Oblicz warto$¢ podanego wyrazenia.
a) 60z + 90y b) 12z + 18y c) 2z + 3y d) z+ 2y

7. Aby obliczy¢ warto$é¢ wyrazenia a® — 2ab dla a = 18,5 1 b = 4,25, mozna
postapi¢ tak, jak podano ponizej.
Obliczenia beda prostsze, gdy zauwazymy, ze a* — 2ab = a(a — 2b).
Po podstawieniu wartosci liczbowych otrzymamy:
ala —2b) = 18,5(18,5 —2-4,25) = 18,5(18,5 — 8,5) = 18,5- 10 = 185

Korzystajac z podanej metody, oblicz wartos¢ wyrazenia:
a) 2?2 4+ 2zy dla z = 17,51 y = 6,25, b) 22? —3zy dlax =141y = 6.

8. Dopasuj do figury wyrazenie opisujace jej pole.

A. B. c. =z
ar + x xL 2z
B . B
a+1 2a* + 6a ar
L. ax(a + 3) II. 2?(a + 1) I z(a+ 1)?

@ 9. W pudetkach ponumerowanych od 1 do 7 znajdowaly sie kulki. W pierw-

szym z nich bylo x kulek, a w kazdym nastepnym o jedng kulke wiecej niz
w poprzednim. Uzasadnij, ze we wszystkich pudetkach byto 7(z+3) kulek.

@ 10. Przeczytaj podane obok uzasadnienie

Niech n, n+1 i n+2 beda kolej-
nymi liczbami naturalnymi. Ich
suma S jest réwna:

n+n+1)+n+2)=
=3n+3=3(n+1)

Suma S zostala przedstawiona

b) suma trzech kolejnych liczb parzy- w postaci iloczynu, ktérego jed-

stych jest podzielna przez 6, nym z czynnikow jest liczba 3,
a drugim liczba naturalna n+1.
Zatem S jest podzielna przez 3.

stwierdzenia, ze suma trzech kolej-
nych liczb naturalnych jest podzielna
przez 3. Nastepnie uzasadnij, ze:

a) suma pieciu kolejnych liczb natural-
nych jest podzielna przez 5,

c) suma trzech kolejnych liczb niepa-
rzystych jest podzielna przez 3.

@ 11. Uzasadnij, ze jesli dwie liczby naturalne sa podzielne przez 3, to suma ich

kwadratow jest podzielna przez 9.

@ 12. Uzasadnij, ze suma dowolnej liczby dwucyfrowej i liczby powstatej z prze-

I S8

stawienia cyfr tej liczby jest podzielna przez 11 (np. 23 + 32 = 55, a liczba
55 jest podzielna przez 11).

2. Jezyk matematyki

2.7. Mnozenie sum algebraicznych

Prostokat narysowany obok ma boki dtugosci a + b ac be

i ¢+ d, zatem jego pole jest réwne (a+b) - (c+ d).

Pole tego prostokata mozemy réwniez obliczy¢, su-

mujac pola czterech mniejszych prostokatéw: d ad bd
ac + ad + bc + bd

Mamy zatem roéwnosc: a b

(a+0b)-(c+d)=ac+ ad+ bc+ bd

Aby pomnozy¢ dwie sumy algebraiczne, nalezy kazdy wyraz jednej sumy
pomnozy¢ przez kazdy wyraz drugiej sumy i zapisa¢ sume otrzymanych
iloczynow.

P N
(a—l—bﬁc—l—d)zac—l—ad—l—bc—i—bd
~~——" 7

Uwaga. W zapisie iloczynu sum algebraicznych mozemy pominaé¢ znak mnozenia mie-
dzy nawiasami.

Przyktad 1

a) Wykonaj mnozenie (z + 3)(x 4 5). Zredukuj wyrazy podobne.

Kazdy wyraz jednej sumy
mnozymy przez kazdy wyraz
drugiej sumy.

(x+3)(z+5)=x-z4+z-5+3-2+3-5=
=2+ 8x+15

b) Wykonaj mnozenie (a + 4b)(a — b). Zredukuj wyrazy podobne.

(a+4b)(a — b) = a* — ab + 4ab — 4b*> = a® + 3ab — 4b*

Cwiczenie 1

Wykonaj mnozenie. Zredukuj wyrazy podobne.
a) (z+4)(x+3) ¢) (p+q)(qg—2p)

b) (p+6)(p—q) d) (3z+1)(27 + 6)

e) (a+ 3b)(3a — 2b)
f) (2a — 1b)(4a — 3b)
Przyktad 2

Wykonaj mnozenie (x — 3)(x? + x — 2).

Zauwazmy, ze nie ma znaczenia, w jakiej kolejnosci wykonamy mnozenie da-
nych sum algebraicznych.

(x=3)(x*+z—-2)=a+2>—20—32* —3x+6=20°—22>—5x+6
(2 4+2x—-2)(z—3)=a2>—-32*+2>—-3x—20+6=210>—22>—5x+6
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Cwiczenie 2

Wykonaj mnozenie.

a) (x—1)(@*+z-2) ¢ (@+y-4@-y) e (-y+2)(z+y—3)
b) (x+3)222 —2+3) d) Le—y+6)(x+3y) f) (*4+x+1)(z*—2+1)

Przyktad 3
Wyznacz objetosé prostopadloscianu przedstawionego

na rysunku obok. Zapisz otrzymane wyrazenie w jak

|
: : . |
najprostszej postaci. |
| ™
Aby wyznaczy¢ objetos¢ prostopadtoscianu, mnozymy : o
przez siebie wyrazenia opisujace dlugosci sasiednich J- Bl
krawedzi jego podstawy i wysokos¢: e g N
V= (z+1)(z—1)(z>+1) vl
((ZC + 1) (x — 1)) (x2 +1) Mnozymy dwie dowolnie wybrane sumy i w otrzy-

_ (562 4 1)(332 + 1) _ manym wyrazeniu redukujemy wyrazy podobne.

= (- 1) +1) =
=xt4+ -2 —1=zx*—-1

Mnozymy dwie sumy i ponownie
redukujemy wyrazy podobne.

Zatem objeto$¢ tego prostopadloécianu wyraza sie¢ wzorem V = z% — 1.

Cwiczenie 3
Wyznacz objetosé¢ prostopadto$cianu o podanych wymiarach. Zapisz otrzy-
mane wyrazenie w jak najprostszej postaci.

a) v+ 2, v —2, 2%+ 2 b)x—2, 2> -1, 22+ 1

Przyktad 4
a) Oblicz (v/3 +2)(vV3 — 1).

Postepujemy analogicznie jak w przypadku mnozenia sum algebraicznych.

(V3+2)(V3—-1)=(V3)?—v3+2/3-2=3+/3-2=1++3

b) Oblicz (V3 + v2)(2v3 — v2).

(VB+V2)(2v3 - VD) = 2(v3) — V3 V2 +2v3 V2~ (V2)? =
—6-v6+2/6—-2=4+6

Cwiczenie 4

Oblicz.

a) (VZI+3)(VZ-1) o (V3—vD(3-2v2) e) (V3+vVD(3+v2-1)

b) (VB—2)(v5-3) ) 2V5+v2)(VE+3v2) f) (VE—V3+v2)(V3—V2)

2. Jezyk matematyki

@ Przyktad 5

Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby catkowitej n liczba S jest podzielna przez 5.
S=MAn—-1)(n—2)+(4—n)(2—n)
Przeksztalcamy wyrazenie opisujace liczbe S:
S=M4n—-1)(n—2)+(4—n)(2—n) =
=4n? —8n—n+2+8—4n—2n+n? = Redukujemy wyrazy podobne.
=5n? —15n+10 =
=5(n*—3n+2)

Mnozymy sumy algebraiczne.

Wytaczamy liczbe 5 przed nawias.

Liczbe S przedstawiliSmy w postaci iloczynu, ktéorego jednym z czynnikow
jest liczba 5, a drugim liczba n? — 3n + 2. Liczba n? — 3n + 2 jest calkowita,
poniewaz jest suma liczb catkowitych. Zatem S jest podzielna przez 5.

Cwiczenie 5

Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby catkowitej n liczba postaci:
a) (2n —3)(n+4) + (n—3)(n+ 2) — n jest podzielna przez 3,
b) (3n —4)(2n —5) — (2n — 1)(5 — 2n) jest podzielna przez 5,
c) (6n—3)(n+4)— (3n—2)(2n — 1) jest podzielna przez 7.

Przyktad 6
a) Rozwiaz réwnanie (z — 1)(x + 3) = 22,
(z —1)(z+3) =2”
?*+3rx—x—-3—-2=0
2% =3 /:2

— 11
x—12

Mnozymy sumy algebraiczne i przenosimy z*
na lewg strone réwnania ze zmienionym znakiem.
Redukujemy wyrazy podobne.

b) Rozwiaz nieré6wnosé¢ (2z + 1)(2x +5) + = < (4o — 1)(z + 3).
2z +1)(22+5)+z < (4z—1)(xz+3)

42> +10c +2x+ 5+ <4z’ + 12z —x — 3

422 + 10z +2x + x — 42%> — 122 + £ < —3 — 5 Przenosimy ze zmienionym znakiem

20 < —8 / -9 wyrazenia zawierajace niewiadoma
na lewg strone nieréwnosci,

< —4 a liczby na prawa strone.

Cwiczenie 6

Rozwiaz réwnanie lub nieréwnosc.
a) (x+2)(x—>5)=2a?

b) (z+3)(1—2z)+22>=0

¢) 3z — (x+1)(3x+2)=0

d) (z+4)(z—1)<z(z+2)+2z—1
e) 2z+3)Bx—1)+4> (6x—2)(x+1)
f) (1-2)22+3) < 2(x+1)(z—-2)—-2
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Zadania

Wykonaj mnozenie.
a) (2a+b)(a—1)
b) (3a — 2b)(2b+ 3)

c) (—2a+b)(6a —2)
d) 3+ 4a)(—2b—1)

e) (2a+b%)(a — 2b)
) (a® —3b)(2b — 3a)

Wykonaj mnozenie.
a) (x+2y+3)(z—2) ¢) (@*+y)(r+y+2) e) 2z(z—2y)(3+y)
b) 2z —y+1)2x—3) d) (x —y)(x* =22+ 1) ) —4z(2z —y)(2z + )

Upros¢ wyrazenie.
a) (a+3)(a—4)+(a—3)(at4) c) 3y*—2x(x+2y)—(z—y)(2z+y)
b) (2a —b)(a+3b) — (a —4b)(2a +b) d) 22° + 3(x(z +2) — x(x — 3))

Upros¢ wyrazenie i oblicz jego wartos¢ dla z = —0,5.
a) (z+2) (6(3: +4) —5(x + 6)) b) —2(x*+2?)+2?*(z+1)+(2?—2)(2*+3)

Dany jest prostokat o bokach dtugosci a i a + 2.
a) Przedstaw wzor na pole tego prostokata w postaci sumy algebraicznej.

b) Krétszy bok tego prostokata przedtuzono o 1, a dluzszy skrécono o 1,
w wyniku czego powstal kwadrat. Wyznacz réznice miedzy polem kwa-
dratu a polem prostokata.

a) Dany jest kwadrat o boku dlugosci « + 3. O ile zmniejszy sie pole tej
figury, gdy jeden jej bok zmniejszymy o 2, a drugi o 17

b) Dany jest trojkat o podstawie réwnej a + 3 1 wysoko$ci opuszczonej na
te podstawe rownej a+4. O ile zwigkszy sie pole trojkata, gdy te wysokosé
zwiekszymy o 27

c) Dany jest prostokat o bokach dtugosci  + 4 i 2z + 3. O ile zwigkszy
sie pole tego prostokata, jesli jeden z jego bokéw zwigkszymy o 2, a drugi
o 17 Rozpatrz dwa przypadki.

Oblicz.
2) (V3+2V3)(4v/3 - 8v2)
b) (25 — 4v3)(2v2 + V5)

c) (2v3-3v2)(vV2+V3)—(4—V6)
d) (vV5+2v3)(2v5—/3)+(6—3/15)

. Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby x € R warto$¢ wyrazenia jest nieujemna.

a) (3x —6)(4xr —2) — (6x + 3)(2z — 6)
b) 3z —2)2x —1) — (bz — 2)(x — 1)

B 92 2. Jezyk matematyki

10.

11.

12.

13.

[p] 14.

Rozwiaz réwnanie.
a) (t+2)(x—3)=2*+4 d) (x—=2)(zx—5)=(z+3)(x+06)
b) (x —4)(z +6) =x(x —4) e) 2z +1)(z+3)=(x—4)(2x —3)
c) (2—a*)(2?—=3)=ax+5bx*—a* f) 22*+2x-3)(x—4)=2*Q2x—7)
Rozwiaz nieréwnosc.

a) 22 — (x 4+ 3)(x — 3) < 6z
b) (4 —2)(2x+3) +22* <6

¢) (22—1)(3z—1)—(32—2)(22—3) > 0
d) (4—6x)(22+1)+(4x—5)(3z—1) > x

Ile liczb naturalnych spelnia podana nieréwnosc?

a) Bz+1)2—2)+xzB8x—5)>=x

b) 222 — (22 4+ 1)(z — 3) > 62 — 7

c) Bxr+3)2zx—1)+4x<6(x+2)(x—1)+9

d) (z+13) 2z +1)> (224 3) (x — 1) + 6z

a) Dane sa dwa prostokaty: P, o wymiarach (2x 4+ 30) cm x (z 4 20) cm

oraz P, o wymiarach (2x+10) cm x (x4 10) cm. Réznica pdl prostokatéw
P, i P, jest réwna 900 cm?. Oblicz obwody tych prostokatow.

b) Dane sa dwa prostokaty o wymiarach (6 — z) cm X (2x — 5) cm oraz
(x+5) cm X (2x —1) em. Suma ich pdl jest réwna 69 cm?. Oblicz réznice
miedzy polami wiekszego i mniejszego prostokata.

c) Dane sa dwa czworokaty: kwadrat o boku (22 4 7) cm oraz prostokat
o wymiarach (4 + 1) cm x (z + 3) cm. Pole kwadratu jest o 91 cm?
wicksze od pola prostokata. Oblicz réznice miedzy obwodami kwadratu
i prostokata.

Wykonaj mnozenie.
a) (x+1)(z—1)(z*—1)(z* - 1)
b) (1 —2)(1+z)(1+2?)(1+ )

¢) (a+0b)(a*—ab+ b*)(a® —b?)
d) (a —b)(a*+ ab+ b?*)(a® — b?)

a) Z prostokatnego arkusza tektury o bokach 30 cm "~ -

I | z| |
i 20 cm wycieto w rogach kwadraty o boku x cm. i =

|
Pozostala czes¢ sklejono i otrzymano otwarte pu- |
|

detko. Uzasadnij, ze pojemnosé¢ tego pudetka wy- L

raza sie wzorem V = 4z° — 1002* + 600z. L_1E ol

b) Z kwadratowego arkusza tektury o boku réwnym 40 cm wycieto w ro-
gach kwadraty o boku x cm. Pozostala czesé sklejono i otrzymano otwarte
pudetko. Zapisz w postaci sumy algebraicznej wzoér opisujacy pojemnosé
tego pudelka.

2.7. Mnozenie sum algebraicznych
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2.8. Wzory skréconego mnozenia

B Kwadrat sumy i kwadrat réznicy

Twierdzenie

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b:
(a + b)? = a® + 2ab + b?
(@ — b)? = a? — 2ab + b?

kwadrat sumy

kwadrat réznicy

Wzory na kwadrat sumy i kwadrat réznicy mozna zilustrowac¢ nastepujaco:
O+0°=0"+2-0-0+0O°
O-0°=0"-2-0-0+0O?

Cwiczenie 1
Wykaz, ze dla dowolnych liczb a i b prawdziwe sg podane wyzej wzory.

Przyktad 1

a) (x+5)?=22+2-2-5+52 =22+ 10x + 25

b) (x—4)*=a?>—2-2-44 4> =2 —8x + 16

¢c) Br+2)?=0Bx)*+2-32-2+22=92>+ 12z +4
d) 2z —5)? = (22)*—2-2x -5+ 5% =4x? — 20x + 25

Cwiczenie 2
Zapisz w postaci sumy algebraiczne;j.

a) (x+1)2 ¢) (z—3)? e) (2x+1)? g) (4o —1)?
b) (z + 2)2 d) (z —5)? f) (lz+42)° h) (22 — 1)
Przyktad 2
a) (x +4y)? =2+ 2 x4y + (4y)* = 2* + 8zy + 16y*
b) (2z — 3y)? = (2x)* — 2 2z - 3y + (3y)* = 42® — 122y + 9y?
Cwiczenie 3
Zapisz w postaci sumy algebraicznej.

2 2
a) (x+2y)? c) (3z +2y)’ e) (z—3v) g) (22— 1v)
b) (22 — y)? d) (3z — 4y)? £) (3z+ 1y)” h) (fz+ 1y)”

2. Jezyk matematyki

Przyktad 3

a) (VB+2)2=(V5)?2+2-vV5-2+22=5+4/5+4=9+4/5

b) (V6 +v2)? = (
¢) (V6—+v3)*=(

Cwiczenie 4
Oblicz.
a) (VT+1) ¢) (

6
b) (VB-3)" ) (4+

Cwiczenie 5
a) Wyjasénij, dlaczego rysunek przedstawiony obok jest
interpretacjg geometryczng wzoru:

(a+b)? = a*+ 2ab + b*
b) Podaj analogiczna interpretacje geometryczna wzoru:
(a —b)? = a* — 2ab + b*

B ROéznica kwadratéw

Twierdzenie

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b:
a®*—b*=(a—0b)(a+b)

Cwiczenie 6

V6)2+2-vV6-vV2+ (V2)2=6+2/12+2=8+4V3
V6)2—2-v6-V3+ (V3)2=6—-2V18+3=9—6v2

roznica kwadratow

Wykaz, ze dla dowolnych liczb a i b prawdziwy jest podany wyzej wzor.

Przyktad 4

) (@-6)(@+[) =@ ~[F =+~ 36

b) (x+5)(x —5)=a®>—-5*=2%—-25
c) (2z — 3y)(2x + 3y) = (22)? — (3y)? = 4a? — 9y?
(

d) (y+22)2z —y) = 2z +y)(2z —y) = (22)* — y* = 42® — ¢°

Cwiczenie 7

Zapisz w postaci sumy algebraicznej.

a) (z—3)(z+3) c) 2z —4)(2x + 4)
b) (x4 7)(x—T7) d) (6 + 5z)(bx — 6)

e) (3z — 4y)(3z + 4y)
D) (b +39) (39 - 1o)

(5-)
ab b
a? ab
a b

2.8. Wzory skréconego mnozenia
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Przyktad 5
(7—V3)(T+V3) =49 —3 =46
Ten przyktad rozwiazany za pomoca kalkulatora wygladatby nastepujaco:
(7 — \/5)(7 + \/§) ~ (7 — 1,732050808)(7 + 1,732050808) =
= 5,267949192 - 8,732050808 ~ 46

Cwiczenie 8

Oblicz.

2) 5-VDE+VT) 4 (3+E)(5-%) o (V2-VE)(V2+VE)
b) (6+V3)(6-v3) e (2V3+3)(2V3—-3) h) (V2+V6)(V6—V2)
0 (VE+1)(1-vB) ) (vE3-3)(3+2v2) i) (VB+Z)(VE-2)

Przyktad 6

Oblicz wartoéé¢ wyrazenia (z — 1)(z + 1) + (z + 1) dla z = /5.
(x—1)(z+1)+(x+1)2=a?—-1+2*+20+1=22>+ 22

Wartoéé tego wyrazenia dla @ = /5 jest réwna 2(v/5)? + 2v/5 = 10 + 21/5.

Cwiczenie 9

Oblicz wartos¢ wyrazenia:

a) (x+2)(x—2) — (x+4) dlaz =5,

b) (3z —1)(3x+ 1) + (32 — 1)> dla z = *2,

¢c) 2r+3)2x—3)— 2z +1)*dlaz = —\f,
d) (1 —4x)(4z 4+ 1) + (4o — 3)* dla z = —2/3.

Zadania

1. Upro$¢ podane wyrazenie.
a) (x=3)(z+3)+2+2)(2—2)
b) (z+3) (¢ =3) = (z—3) (&+3)
c) (y+3z)(3z —y) - (z - 5y)(z + 5y)
d) (22 —y)(2z +y) + 3z + 2y)(3z — 2y)
2. Oblicz warto$¢ wyrazenia:
a) (z+1)(z—1)+(z+2)(x—2)— (z+3)(z—3) dlaz =3,
b) (1 —22)(1+42z) + (1 — 32)(1+32) — (1 — 4z) (4w + 1) dla x = /5,
c) 22 —1)%2 - (22— 1)(1+22) — (22 + 1)2 dla z = /2.

2. Jezyk matematyki

[p] 10.

D] 11.

Oblicz.
a) (1+v2)° +(1-v2) e (4—vB)([a+5)—(v5-2)(2+5)
b) (V3-1)"—(2-v3)" ) (vV6-V5)(VE+VE) + (V6 —v5)

o) (2v3-4) = (2vB+2)" g (2v5-VI0) - (2v5+1)(1 - 2V5)
d) (2+3v2)° - (2-3v2)° h) (V6-2v3) — (5v2-1)(1 +5v2)
Oblicz.

a) VV2+1- ) VVT—V3-VVT+V3

J1
b) V243 V2 -3 d) V4—2V3- V4123

Oblicz pole powierzchni catkowitej szescianu o krawedzi a.

a) a=3++2 b) a=2V3-1 c) a=+v6++2

Oblicz obwod trojkata prostokatnego o przyprostokatnych a i b.

a)a:4—\/§, b=14++2 b)a:8—|—\/§, b=4—2V2
Oblicz.

2) (VA= VT + 1+ VT)
b) (¢2+\f—%f—2)2

Oblicz wartos¢ wyrazenia:

a) (2z +3y)(2z — 3y) — (22 — 3y)? dla = =103, y = V//10 + 3,

o) (V5—2v5+ \/5+2\/6)2
Q) (VT B VT—B)

b) (V3z —y)* — (x —3y)* dla z=v6+ V2, y=v6—-2,
)(\/_:Jc—\/_y) (vV2r — v/5y)(vV2z ++by) dla x=+5—4, y =6,
d) (2% — 49y*)? — (4y? — 2?)? dla x:ﬁ,y:ﬁ.

. Uzasadnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba:

a) (n+ 1)? —n? jest nieparzysta,

b) (2n + 1)? jest nieparzysta,

) (n+ 1) — (n—
d) n® —n jest podzielna przez 6.

£)? jest parzysta,

Wyprowadz wzor:
(a+b+c)? =a*+b* 4 ¢* + 2ab + 2bc + 2ac

Wskazowka. Odpowiednio pogrupuj wyrazy i skorzystaj ze wzoru na kwadrat sumy.

Wykaz, ze:
a)jeSlic#0 1 (a+b—c)* =a*>+b*+c* + 2ab, to a = —b,
b)jeslib#0 i (a—b+c¢)* =a*+ c¢® —2ab+ 2ac, to b=2c.
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Liczby tréjkatne
Liczby 1, 3, 6, 10, 15, to kolejne liczby tréjkatne. Zauwaz, ze n-ta liczba tréjkatna to suma

liczb naturalnych od 1 do n.
3 6 10 15

1

Wzér na n-tg liczbe tréjkatna ma postac

nin + 1)
5

Liczby kwadratowe

1=12 000

Qxii 1+3=22 o ojele

® ::: m D 143+5=% ° 0 oo
1 4 9 16 25

1+3+5+7=42 o e 0o

El Zauwaz, ze n-ta liczba kwadratowa jest suma n poczatkowych liczb nieparzystych
(rysunek po prawej). lle jest réwna suma dwudziestu poczatkowych liczb nieparzystych?

F1 Wykaz, ze dla n > 1 n-ta liczba kwadratowa jest sumg dwdch kolejnych liczb trojkatnych.

Liczby pieciokatne
1 5 12 22 35

Korzystajgc z podanego obok wzoru,

li dsta li ieciokatna.
oblicz sz0stg liczbe pieciokatng n-ta liczba r-katna wyraza sie wzorem:

I3 Oblicz pieé kolejnych liczb szesciokatnych. n(n - 1)
Podaj ich ilustracje graficzna. (r-2)- +n

’

2.9. Zastosowanie przeksztatcen
algebraicznych

Wzér na réznice kwadratéw: (a — b)(a + b) = a®> — b* mozna zastosowaé do
usuwania niewymiernosci z mianownika.

Przyktad 1
5 5 V2+1  5V245
) 5T T V2-1 V2+1 o 21 =5V2+5
6 6 3-v3 6(3-v3)  6(3-v3) o
b) 3+v3  3+V3 3-vV3  9-3 6 =3-V3
¢) 2 2 WVTHVB _2(WTHVB)  2(WTHV3) _ VTHV3
VT—V3  VT-V3 VT+V3  7-3 4 2
Cwiczenie 1
Usun niewymierno$¢ z mianownika.
1 2v2 2 2V3-1 V3
8) 553 b) Fia °) =375 4 55tz ©) 513

Wzory skréconego mnozenia wykorzystujemy do rozwiazywania réwnan i nie-
réwnosci.

Cwiczenie 2 - o . .

Przeczytaj podany obok przyklad. Rozwiaz réwnanie.

Rozwiaz réwnanie. (z—4)(z+4) - (z-3)* =17

a) 12— (2—2)2 =8 2?2 —16 — (22 — 62 +9) =17

b) Bz +1)* =927 =7 $2—166—x2+ix—9=17
xr—25=17

¢) (z+1)2—(z+1)(z—1)=12 6o — 49

=17

Cwiczenie 3 . )
Rozwigz nieréwnos¢.
a) 422 — 2z +1)2 < 3
b) (3—12)* > 2?+ 12

c) (2x+1)(2x —1) > 42> — 9z

d) 2— (22 —1)*> < (3 —2x)(2z + 3)
Przyktad 2

Dla jakich warto$ci x wyrazenie z* + 4x + 4 przyjmuje warto$¢ réwng 07?
2? +4x +4 = (x + 2)?, wiec:
P+4r+4=0& (z+2)*=02=-2.

Symbol < zastepuje zwrot:
Swtedy i tylko wtedy, gdy”.

2.9. Zastosowanie przeksztatcen algebraicznych
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Cwiczenie 4

Dla jakich wartos$ci x podane wyrazenie przyjmuje wartos¢ réwna 07
a) 2+ 8x + 16 d) 422 —4x +1 g) 4x® + 122+ 9
b) z? — 6z + 9 e) 25x% + 10z + 1 h) 922 + 122 + 4
¢) x* 4 10z 4 25 f) 162* 4+ 8z +1 i) 9% —3x+ 1

Przyktad 3
a) Rozwiaz réwnanie (x + 3)% = 6.

2?4+ 624+ 9 = 62

Kwadrat liczby rzeczywistej
x? = -9 nie moze by¢ liczba ujemna.

Zatem réwnanie jest sprzeczne — nie jest spetnione przez zadna liczbe z € R.
b) Rozwiaz nieréwnosé (2x — 1)? < 4x(x — 1).
4% — 4o + 1 < 42* — 4o

1<0
Zatem nieré6wnosc¢ jest sprzeczna — nie jest spetniona przez zadna liczbe x € R.

Przyktad 4
a) Rozwiaz réwnanie (z + 3)? — (z — 3)* = 12x.
2?24+ 6x+9— (2 —6x+9) =12z
122 = 122
Zatem rownanie jest tozsamosciowe — jest spelnione przez kazda liczbe z € R.
b) Rozwiaz nier6wnoséé¢ (z — 2)(z +2) +5 > 0.
Kwadrat liczby rzeczywistej

2 _
X 4 + 5) > 0 Zawsze jest Wi@kszy od liczby
2> —1 ujemnej.

Zatem nieré6wnos¢ jest tozsamosciowa — spetniona przez kazda liczbe x € R.

Cwiczenie 5

Sprawdz, czy rownanie jest tozsamosciowe lub sprzeczne.

a) (6—12)>—(2—x)>=—-8x ¢) (x—4)?+4x = (x —2)* + 12
b) Bz +1)*— (1 —3x)*=12x d) (z —3)* + 14z = 22% — (z — 4)?

Cwiczenie 6

Sprawdz, czy nier6wnos¢ jest tozsamosciowa lub sprzeczna.

a) (t+1)?—-2<(x—1)(1+z)+2x c) 62— (3x—1)*>> (22 + 3)?

b) (2—x)*—(4—x)* >4z —8 d) (2z + 3)* — 30 < 8x% — (2 — 3)?

I 100 2. Jezyk matematyki

Zadania

. Wykaz, ze jesli g = , to

Usun niewymierno$¢ z mianownika. Czy podana liczba nalezy do prze-
dziatu (0;4)7

1 2 1 . V2
8) 173 ) 57 8) o s ) Brve

1 6 4 V6
b) 3= °) 3728 b) k) Bavs

3 8 . 10 14++v2
) Daaa ) v D 5

Rozwiaz réwnanie.

a) (z—>5)(xz+5)=12*—100z d) 4(x +2)* — (22 — 1) = 202 + 10

b) B=a)f - (@+3) =5 ) (6+32)(-5e+6)+(Gr—4) =4
(

¢) 4(tz—3)" = (6 — )2 f) (—dz—3)(4z—3)+8(1—v2z)" =1

Rozwiaz nieréwnos¢. Zaznacz na osi liczbowej zbior rozwiazan.

a) 4(r —3)* — (20 —5)* > 2 d) —92—2)*—(1-32)(3x+1) <11
b) 92z —1)">(1-22)2 -8z ¢ (le+2) +1(1-1a)(1+Lz)>0
¢) 2z +2)2—(V2r—22>0 f) (§x+1)(§x—1)<@

Wyznacz przedziat bedacy zbiorem liczb spetiajacych obie nieréwnosci.
) (x+1)*>2°+1 (22 +5)(5—2z) + (22 —-3)*—2>0
¢
(x—1)2 < (2—2x) (z—1) —d4<az—(2-2)2+2)

2
x—3 x+1
b) { 4 < 2

1 x_4w3—2>$_6
(22 —3)* < (5 — 22)? ) {1—(2x—1)(1+2x) < —2x — (22 —1)?

Oblicz.
1 n 1 n 1 T 1 n 1
VI+V2 O V24+V3 0 VB3+V4A T T V98+4V99 1 V9944100

Usun niewymiernos¢ z mianownika.

b)

1 2 1
°) BrvE 1 V2T ) BrvEis

. Udowodnij réwnos¢ (v1 + z? + 96)_1 =1+ 2% — .

x r+y Liczba 14_2_\/5 to zlota
y z ~ liczba (patrz str. 63).

2.9. Zastosowanie przeksztatcen algebraicznych
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Dowiedz sie wiecej

Zastosowanie wzorow skréconego mnozenia w dowodach 2°10° Wa rtOSC bezwzgledna

@ Przyktad 1 Definicja

Uzasadnij, ze liczba 13% — 7% jest podzielna przez 120. Oznaczenie |a| wprowadzit Karl

Liczbe |a| okreslong za pomoca wzoru:

138 — 78 = (13* — TH(13* + 74 = Weierstrass [czyt. wajersztras]
= (137 - 7*)(13* + 7*)(13* + 7*) = la| = { a dlaa >0 VZV 1841 . ’

—a dlaa <0 wroc uwage, ze |a| jest zawsze

= (169 —49)(13* + 7°)(13* + 7*) = liczba nieujemna: |a| > 0 dla

= 120(13% + 72)(13* + 7%) nazywamy wartoscig bezwzgledna liczby a. dowolnego a € R.

Zatem liczba 13% — 78 jest podzielna przez 120.
o 6 o . - Przyktad 1
@ 1. a) Uzasadnij, ze liczba 19'° — 9% jest podzielna przez 280. a) I3,5] = 3,5 b) |=3,5| = —(—3,5) = 3,5 ¢) 0] =0 q) |v2| = v2

132

b) Uzasadnij, ze liczba 11%? — 732 jest podzielna przez 72.

Przyktad 2
@ Przyktad 2 a) |[vb —2| =52, gdyz v/5 -2 > 0.

Uzasadnij, ze dla dowolnych liczb a i b zachodzi nieréwnosé 42 < “2;rb2. B [1—v2 = —(1-v2)=+v2—1, gdyi 1 — v2 < 0.
Jesli a + b < 0, to nieréwnoscé jest prawdziwa (dlaczego?).

Zaktadamy teraz, ze a+b > 0. Obie strony nierownosci sg wowczas nieujemne,
mozemy wiec podnie$¢ je do kwadratu bez zmiany zwrotu nieréwnosci. Nie-
réwnosc¢ przeksztatlcamy rownowaznie: a) 5 b) =5 c) V3—1 d) v3-3 e) 4 —3v2 f) 5—2v5

(a—zb)Q < az‘z"bQ /-4 Korzystamy ze wzoru na
kwadrat .
a2 + 2ab + b? < 2a2 + 22 e ey » . . y . o
Wartos$¢ bezwzgledna liczby x to jej odlegto$é na osi liczbowej od liczby 0.
0 < a?—2ab+ b? Korzystamy ze wzoru na - .
0< (a B b)2 kwadrat réznicy. . _L

Nieréwnoséé 0 < (a — b)? zachodzi dla dowolnych liczb a i b, zatem wyjSciowa

Cwiczenie 1
Podaj wartos¢ bezwzgledna liczby.

B Interpretacja geometryczna wartosci bezwzglednej

oo
ENE S8

7 t
Liczby —7 1 7 leza w tej samej odleglosci od 0 na osi liczbowej i maja te sama

nieré6wnos¢ jest prawdziwa. . ,
wartos¢ bezwzgledna, rowng 7.

@ 2. Uzasadnij, ze dla dowolnych liczb a,b > 0 zachodzi podana nieréwnosc. -7|=7 i |7]=7 Dla dowolnego a € R:
a) ThT < 4 b) 5T < Vab |—al = |a
ek a’b Przyktad 3
@ Przyktad 3 Rozwiaz réwnanie |z| = 3.

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb x i y prawdziwa jest nieréwnoSc:

Poniewaz zgodnie z interpretacjg geometryczng wartos¢ bezwzgledna liczby x
222 — 2y —2x+ 12 +1>0

jest rowna jej odlegltosci na osi liczbowej od 0, jedynymi liczbami spetniajacymi

Przeksztalcamy wyrazenie po lewej stronie nieréwnosci: réwnanie sg —3 oraz 3. ; ;
202 — 2zy — 2z +y P +1=2> -2y + 9y’ + 2> 22+ 1= (xz—y)*> + (z — 1)% [ | gl | |
(x—9)*>0 i (x—1)% >0, wiec wyjSciowa nieréwnos¢ jest prawdziwa. . - ! ’
Cwiczenie 2
IE] 3* Udowodnij, ze dla dowolnych liczb = i y prawdziwa jest nieréwnoSc: Podaj, dla jakich wartosci x spelnione jest réwnanie:
a) y* + 2x* —2xy —6x+9 > 0, b) 5x? + y* + 4 > 4ay + 4x. a) |z| =2, b) |x| = 10, c) || =0, d) |z| = -3.

I 102 2. Jezyk matematyki 2.10. Wartos¢ bezwzgledna 103 IS



Cwiczenie 3
Ktora z liczb x, y ma wigksza wartos¢ bezwzgledna?
a) x=7,y=—6 b) x =—-10, y = —12 c) x=-8y=0

Przypomnijmy, ze:

Ja { a dlaa >
a“c =

—a dlaa<0

0 Dla dowolnego a € R:
Va? = |al

Na przyktad: /52 = |5| = 5 oraz 1/(—5)2 = |—5| = 5.

Cwiczenie 4
Oblicz.

a) (V3 —2) b) /(4 2v3) &)\ (2V3-3v2)’

Korzystajac z interpretacji geometrycznej, mozemy rozwigzywac niektore nie-

rownosci z wartoscia bezwzgledna.

Przyktad 4

a) Rozwiaz nier6wnosé |z| < 5.

Zaznaczamy na osi liczbowej zbior tych liczb z, ktorych odlegtosé od 0 jest
mniejsza od 5.

Y oo - ———— O
=5 0 5

Nieréwno$¢ jest spelniona przez —5 < x < 5, zatem = € (—5;5).

b) Rozwiaz nieréwnosé |z| > 2
Zaznaczamy na osi liczbowej zbior tych liczb z, ktorych odlegtosé od 0 jest
wieksza lub rowna 2.

- -1
—2 0 2
Nierownosé jest spelniona przez x < —2 oraz przez x > 2, zatem:
x € (—o0; —2] U [2;00)
Cwiczenie 5
Rozwiaz nieréwnos¢ i zaznacz na osi liczbowej jej zbiér rozwiazan.

a) |r| <8 b) |z| < V2 c) |z| >3 d) |[z| > 7
Cwiczenie 6

Rozwiaz nieréwnosc.

a) |z| >0 b) |z] <0 c) |z >0 d) |z| <0

BN 104 2. Jezyk matematyki

Zadania

1.

Oblicz = + |x| oraz = — 2|z|.

b)zx=4-2V6 ¢)2=6/2-8 d)z=7-2V3

a) r=—3

Wyznacz liczby spelniajace réwnanie.
a) 2|z| =8 c) 2zl =4
b) é\:f;\ =7 d) =3|z| = -2

e) 3lz| +6=7 g) 3—2|z| =1
f) Slz|—1=3  h)9—2|z[=6

Ktéra nieréwnosé jest tozsamosciowa, a ktora sprzeczna?
a) x| > =7, |z| < -7 b) |z| > -3, |z| < -3

Zbior rozwigzan nieréwnosci zaznacz na osi liczbowej i zapisz w postaci
sumy przedziatéw. Ile liczb catkowitych nalezy do tego zbioru?

a) 1 <|z| <4 ¢) 2<z[<5 e) 5 <z <3 g) 5 < |zl <3
b)0<|z|<6 d)3<|z|<7 f) V3<|z|<6 h)V2<|z|<5
Oblicz.

a) /(2= v5)" +1/(7-35)°

Uzasadnij, ze:

b) \/(2v2—=3)" +/(3vV2—4)

a) V6 —4v2=1|v2-2|, c) V24 — 85 =2 —25,
b) V7 —4v3 =|V3 - 2|, d) /21 —12v/3 = |3 — 2V/3|.

Na rysunkach przedstawiono zbiory punktéw ptaszczyzny. Do kazdego
z nich dopasuj warunki spelnione przez wspélrzedne (z,y) tych punktow.

A, B. (©n
NIEE B LvE g | Y |
1 s — ..... 1 ........ — e -
__________ ol x Tl o1[x __ o1 X
L. |:13| 2 1 |yl < II. \:c\ 2 i |y| ILL 2| <2 1 |yl <1

Zaznacz w uktadzie wspolrzednych zbiér punktéw plaszczyzny, ktéorych
wspétrzedne (x,y) spelniaja podane warunki.

a) || <5 1 |y <1 b) 2] <31 |y>2 ¢ 1<|z[]<3i |y <4

2.10. Wartos¢ bezwzgledna
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Dowiedz sie wiecej

Zastosowanie wartosci bezwzglednej w dowodach

@ Przyktad 1
Wykaz, ze liczba a = \/(2 — 3\/5)2 — 32 jest catkowita.

Zauwaz, 7e \/(2 — 3\/5)2 =2 -3V2|=3v2-2.
Stad a =3v2 —2—3v2 = -2, czyli a € Z.

[D] Przyktad 2
Wykaz, ze liczba /11 — 62 + 2 jest catkowita.

Wyrazenie 11 — 61/2 chcemy zapisa¢ w postaci kwadratu réznicy. Mozemy do
tego zastosowaé metode préb i btedow:

(1-v2) =1-2V2+2=3-2/2#11-6V2

(1-3v2)" =1-6v2+18=19—6v2 £ 11— 612

3-+v2)" =9-6v2+2=11-62

VII-6V2+v2=1/(3-v2) +v2=[3-v2|+v2=3-v2+v2=3,

czyli dana liczba jest catkowita.

[D] Przyktad 3
Wykaz, ze liczba a = VA+2v3—V4—-23 jest wymierna.

Aby wykazaé, ze liczba a jest wymierna, mozemy postapi¢ na jeden z poniz-
szych sposobow.
* Obliczamy kwadrat liczby a:

a* = (\/4+2f—\/4—2\/§)2:

:4+2\/§—2\/(4+2\/§)(4—2\/§)+4—2\/§:
=8—-2V16—12=8—-4=4

Poniewaz a > 0, otrzymujemy a = 2 — jest to liczba wymierna.

e Zauwazamy, ze 4 + 2v/3 = (V3 + 1) oraz 4 — 2v/3 = (V3 — 1)? (sprawdz),
czyli:

a=/(VB+172—/(VB- 102 = |VB+1|- [V3-1|=v3+1-(V3-1) =2,

co oznacza, ze a jest liczba wymierna.

@ 1. Wykaz, ze:

a) VI+4v/3+v12—6V/3=5, b)3V1l+6v2— /19— 6v2 = 10.
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2.11. Wtasnosci wartosci bezwzglednej

Interpretacja geometryczna wartosci bezwzgledne] | R
liczby a jest jej odlegtosé na osi liczbowej od 0. la —b| = [b— a

Zauwazmy, ze odlegtos¢ na osi liczbowej miedzy Odleglogé miedzy liczbami

a i b na osi liczbowej jest
la — b] , taka sama jak odleglosé¢

(!z ll) miedzy liczbami b i a.

liczbami a i b jest réwna |a — b|.

Przyktad 1
Rozwiaz réwnanie |z — 3| = 5.

Szukamy na osi liczbowej takich liczb z, ktérych odlegto$é od 3 wynosi 5.

. 3 , 5
l - - - ; i ; : , , i
Zatem x = —2 lub z = 8. Sprawdzenie:
dlaw=—2 |-2-3=|-5 = 5,
Przyktad 2 dlaz =8: |8 —3| =15 =5.

Rozwiaz rownanie |z + 4| = 3,5.

Rownanie zapisujemy w postaci: |z — (—4)| = 3,5 i szukamy na osi liczbowe;
takich liczb z, ktérych odlegtos¢ od —4 wynosi 3,5.

3,9 3,5
+ i + + + + + + L + + + + + + i
75 —4 05
Zatem x = —7,5 lub x = —0,5. Sprawdzenie:
dla x = —7,5: |—7,5+4| = |—3,5| = 3,5,
Rozwiaz rownanie |x — 4| = —2,

Wartos$¢ bezwzgledna dowolnej liczby rzeczywistej jest nieujemna, zatem row-
nanie jest sprzeczne.

Cwiczenie 1

Rozwiaz réwnanie.

a) |[r—2|=3 c) |z 46| =2 e) 24z =3 g) [z+1i=1
b) |z —4| =35 d) |6 —z|=1 f) |z 4+1]=-1 h) |[z4+9]=0
Cwiczenie 2

Korzystajac z interpretacji geometrycznej wartosci bezwzglednej, uzasadnij,
ze liczba “£2 jest jedynym rozwiazaniem réwnania |z — a| = [z — b|.
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R Przyktad 4

Rozwiaz nieréwnosé |z — 2| < 5.

Szukamy na osi liczbowej takich liczb x, ktoérych odlegto$é od 2 jest mniejsza
od 5.

[\oF
3

+ _3 +
Zatem —3 < x < 7, czyli z € (=3;7).

Cwiczenie 3

Rozwiaz nieréwnos¢.

a) |z —7] <3 c) lx+6[>1 e) 9—x| <7 g) |[z+ i <01
b) |z —3] <7 d) |z +4| >4 f) |54+ x| > 8 h) |z — V7| > V7
Przyktad 5

Rozwiaz nieréwno$é¢ v/o2 — 6z + 9 + |x — 3| > 10.

V(e —=3)?2+|z—3|>10

Korzystamy ze wzoru na kwadrat réznicy.

\

lx — 3|+ |x — 3] > 10 Korzystamy ze wzoru va2 = |al|.
2|z —3| > 10
lz—3]>5

Szukamy na osi liczbowej takich liczb z, ktorych odleglosé od 3 jest wieksza
od 5 lub réwna 5.

i 3 . . . . § . . . . 3
Zatem x < —2 lub x > 8, czyli x € (—o0; —2] U [8;00).

Cwiczenie 4
Rozwiaz nieréwnos¢.

a) \/(x—=T72+]z -7 <5

Przyktad 6

b) Va2 —4dz+4+ |z —2| >3

Rozwiaz nieréwnosé |3z — 6| < 9. la - b| = |a| - [b]
a| _ |al
3 — 6] = 3z — 2)] = 3] - |z — 2| = 3 — 2, 5= b#0
zatem:
lr —2] <9
lz—2] <3 ——o——— 2
x € (—1;5)
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Zadania

Rozwiaz réwnanie.
a) |2z — 8| =4

b) [4z +2| =6
Rozwiaz nieréwnos¢.
a) |2z +4] <8

b) |3x —9| > 6

¢) |22+ 3| > 2

Rozwiaz réwnanie.
a) /(x+5)2=5
b) /(3 —1x)2 =

Rozwiaz nieréwnos¢.

o) e —1=3
d) 2z + 4| =2
d) |2 — sz <1

&) |2z 410/ > 5
f) 10,75+ 2z| < 1

c) Vit —2x+1=1

d) vz +4z+1=3

a) o] < \/(4 - 2v2)? + /(4 - 3v2)?

b) |z +1] > \/(3—2\/5)2—\/(2\/5—2)2

Rozwiaz réwnanie.
a) lt—3|=z—3
b) |3z — 6| =6 — 3z

) lt+V2|=—-z—-V2

d) V(z—2)2=2-2

Uprosé wyrazenie dla x < 0.

a) Va2 +

nij, ze jedli a < b, to zbiorem rozwiazan nieréwnosci |z — a| < |z — b| jest
a—i—b)

przedzial (—oo; %5

tosci x.

b) /3 -V

a) |—z|+ 12—z —[3—2z|dlazxz > 2

b) Va2 +6x+ 9+ |-z — |22 — 6| dla z < -3

e) 10 —z| =4
f) [1—3x|=6

g) |22 — 4] <0
h) |+ 11| >0
i) |z —3|>-1

e) \/i+tz+a2=4

£) V922 — 122 +4 =6

lz — 8| =8 —ux,
gdy © — 8 <0,
czyli z < 8.

c) Vo —dr+4+x

. Korzystajac z interpretacji geometrycznej wartosci bezwzglednej, uzasad-

. Wykaz, ze wyrazenie przyjmuje stale te sama wartos¢ dla podanych war-

2.11. Wiasnosci wartosci bezwzglednej

. Wykaz, ze jesli 0 < a < b, to \/a—i—b—l—Q\/a_—\/a—I—b—Q\/E:Z\/a.
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Dowiedz sie wiecej

Logika matematyczna

Sposoby budowania zdan w jezyku, ktéorym porozumiewamy sie na co dzien,
sg okreslone przez reguty gramatyki. W matematyce podobna role odgrywaja
reguty logiki matematycznej. Odnosza sie one do zdan, ktérym mozna w jed-
noznaczny sposob przypisa¢ wartos¢ logiczna: prawdy lub falszu. Stosowane
sa oznaczenia: 1 (prawda), 0 (falsz).

Przyktad 1
Przypisz wartos¢ logiczna podanemu zdaniu.

a) V2 jest liczbg wymierng. falsz 0
b) Kazdy prostokqt jest réwnolegtobokiem. prawda 1
c) Kazdy rownoleglobok jest prostokgtem. falsz 0

Uwaga. Reguly logiki mozna stosowa¢ réwniez do zdan o tresci niematematyczne;j.

Ze zdan skladowych (bedziemy je oznaczaé literami p,q,r, ...) mozemy two-
rzy¢ zdania zlozone przy uzyciu spéjnikéw logicznych: ,nieprawda, ze”, ,lub”,
, wtedy i tylko wtedy, gdy...”.

vy e '
W, Ljezeli..., to...

B Negacja zdania
Rozpatrzmy dwa zdania: zdanie p i jego zaprzeczenie — zdanie Nieprawda,
zZe p, co zapisujemy ~p i nazywamy negacja zdania p. Na przyktad:

p: 7 jest liczbg ujemng. 0
~p: Nieprawda, ze 7 jest liczbg ujemng. 1

Zdanie p jest falszywe, zdanie ~p jest prawdziwe.

Zwr6é uwage na to, ze z dwoch zdan,

~p
i ~p, zawsze jedno jest prawdziwe
p . p, J y b ’ 1 0 Jesli zdanie p jest prawdziwe,
a JedIlO falszywe. to zdanie ~p jest falszywe.
0 1 Jesli zdanie p jest falszywe,

to zdanie ~p jest prawdziwe.

1. Sformutuj zdanie:
a) ~p dla danego zdania p: 2v/3 > 31,
b) ~p dla danego zdania p: v/625 # 25,
c) p dla danego zdania ~p: 100 jest

Jezeli zdanie p ma postac
V8 < 3, to zdanie ~ p ma
postaé v/8 > 3. Wartosci lo-
giczne zdan p i ~p to odpo-
wiednio 1 i 0.

liczbg nieparzystq.

Okresl wartosci logiczne zdan p i ~p.
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B Koniunkcja zdan

Niech p oznacza zdanie: Liczba 12 jest podzielna przez 2, a q — zdanie: Liczba 12
jest podzielna przez 3. Zdanie p A q (czytamy: p i q), zwane koniunkcja zdan,
bedzie brzmiato: Liczba 12 jest podzielna przez 2 i jest podzielna przez 3.

Przyjmujemy, ze zdanie p A ¢ jest prawdziwe jedynie wtedy, gdy oba zdania
P, q sa prawdziwe.

Interpretacja fizyczna koniunkcji zdan p A g jest uktad

p 9 pPAg . L :
dwoch wytacznikow potaczonych szeregowo. Kazdy z wy-
1 1 1 lacznikéw moze byé wlaczony (stan 1) lub wylaczony
(stan 0). Przeplyw pradu nastapi tylko wtedy, gdy oba
1 0 0 - .
wytaczniki bedg w stanie 1.
0 1 0
O O O —C (e, Q/C O O O O

Oba wytaczniki w stanie 0  Oba wylaczniki w stanie 1

2. Zapisz zdanie p A q. Okresl prawdziwos¢ zdan p, ¢ oraz koniunkcji p A q.
a) p: 2|20, ¢: 5|20 ¢) p: —2< (=2)°, ¢2<2?
b) p: 3|39, ¢: 9|39 d) p: V221 €Q, ¢q: v212€Q

B Alternatywa zdan

Niech p oznacza zdanie: Liczba 92 jest podzielna przez 4, a q — zdanie: Liczba 92
jest podzielna przez 3. Zdanie pV q (czytamy: p lub ¢), zwane alternatywa
zdan, bedzie brzmiato: Liczba 92 jest podzielna przez 4 lub jest podzielna
przez 3.

Przyjmujemy, ze zdanie p V q jest prawdziwe, gdy jest prawdziwe co najmniej
jedno ze zdan p, q.

Interpretacja fizyczna alternatywy zdan p V q jest uktad

dwoch wytacznikow potaczonych rownolegle. Na rysunku

1 z lewej oba wytaczniki sa w stanie 0. Przeptyw pradu

1 nastapi wtedy, gdy ktorykolwiek z wytacznikéw zostanie
wlaczony (bedzie w stanie 1) — rysunek z prawej.

1 o/ o o

0 o s

Oba wytlaczniki w stanie 0 Jeden wytacznik w stanie 1

PVq

ol o~ RIS

q
1
0
1
0

3. Okresl wartosé logiczng podanego zdania.
a) (—6)2 =136 VvV 62=36 d) —v2< -2V vV2>2
b) 192 =361 v 19 = 381 e) |—al=la| V |-a|=—a
c) —2> -1V (=2)*> (-1)? f) |—a|=a V |—a|] = —|a|
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B Implikacja zdan

Niech p oznacza zdanie: 1035 jest liczbg podzielng przez 9, a q — zdanie: 1035
jest liczbg podzielng przez 3. Zdanie p = q (czytamy: jezeli p, to q), zwane
implikacja zdan, bedzie brzmiato: Jezeli 1035 jest liczbg podzielng przez 9, to
jest liczbg podzielng przez 3.

Zdanie p nazywamy poprzednikiem, a zdanie ¢ — nastepnikiem implikacji.

p=q Przyjmujemy, ze implikacja jest falszywa tylko wte-

dy, gdy prawdziwy jest jej poprzednik i falszywy jej
nastepnik — z prawdy nie moze wynika¢ falsz.

niu matematycznym. Zwro¢ uwage na dwa ostatnie
wiersze tabeli: wnioskowanie rozpoczynajace si¢ od

oo lR IR

q

1 1

0 0 Implikacja pojawia sie bardzo czesto we wnioskowa-
1 1

0 1

falszywego poprzednika jest zawsze prawdziwe.

4. Podaj wartos¢ logiczna poprzednika, nastepnika i implikacji.
a) 0>1=5=5 c) 4|12 = 2|12
b)24+2=5=2+2=050 d) 525 = 10|25

B Roéwnowaznos$é zdan

Roéwnowaznos¢ zdan p i q jest to zdanie postaci:

: .. p q pP<=q
p wtedy 1 tylko wtedy, gdy q, co zapisujemy p < q.
Przyjmujemy, ze zdanie p < ¢ jest prawdziwe, gdy 1 1 1
oba zdania p, ¢ maja te sama wartos¢ logiczna. Na 1 0 0
przyktad: 0 ] 0
—3 <2 & 2 <3 - rownowaznosé jest prawdziwa, 0 0 1

zdanie zdanie
prawdziwe prawdziwe

—3 > 2 < 2 >3 — rownowaznos¢ jest prawdziwa,
zdanie zdanie
falszywe  falszywe

(—=3)? = 3% & (—3)% = 3% — réwnowazno$é jest falszywa.
zdanie zdanie
prawdziwe falszywe

5. Podaj wartos¢ logiczna kazdego ze zdan sktadowych i zdania ztozonego.
c) (-3 =32 (-3)" =3¢
d) (-2)° =23 < (—2)° =2¢

a) 24+2=5<1<0

b) Vb2 =5 /(—5)2 = —5
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B Prawa rachunku zdan

Sposrod zdan ztozonych, ktére mozemy zapisac za pomocg spojnikéw ~, V, A,
=, &, szcezegbdlng role odgrywajg zdania, ktorych wartosé logiczna zawsze jest
réwna 1 (sa zawsze prawdziwe). Takie zdania nazywamy prawami rachunku
zdan.

Przyktad 2
Wykaz, ze zdanie: ~ (p A q) < [(~p) V (~q)] — zaprzeczenie koniunkcji jest
rownowazne alternatywie zaprzeczen — jest prawem rachunku zdan.

Sporzadzamy tabele, w ktorej uwzglednimy wszystkie mozliwe wartosci lo-
giczne zdan p, q.

q pAqg~(ppAq) ~p ~q (~p)V(~q) ~(PAq = [(~p)V(~q)

olo|lVRk |~ 3
— = = | o

Vv
0 0 1
0 1 1
1 1 1
1 1 1

—_ O = O

1
0
0
0

S| = O =

W ostatniej kolumnie, bez wzgledu na wartosé¢ logiczng zdan p i q, zawsze
otrzymujemy, ze zdanie jest prawdziwe, zatem jest ono prawem rachunku zdan.
Zdanie to jest znane jako jedno z praw De Morgana.

@ 6. Wykaz, ze podane zdanie jest prawem rachunku zdan.

~(pVq) < [(~p)A(~q)] drugie z praw De Morgana

@ 7. Wykaz, ze podane zdanie jest prawem rachunku zdan.

a) (Np) Vp prawo wylaczonego srodka
b) ~ (Np) =P prawo podwojnego przeczenia
C) ~ (p N Np) prawo sprzecznosci

prawo odrywania

d) [pA(p=q9)]=q

e) (p = q) ~ (Nq = Np) prawo transpozycji
)

f) ~(p=q < (pA~q) prawo zaprzeczenia implikacji

8. Sprawdz, czy podane zdanie jest prawem rachunku zdan.
a) (p=r~q) = (~q=~p) d) [p=aA(@g=r)]=({@=r)
b) [(p=a)A~q =~p e) [(pva Alp=r)=(¢=r)
c) [(~pV ~q) Ap] =~q f) [(pAng) =r]e p=(¢=r)]

Logika matematyczna
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Powtorzenie W Zestaw Il
1. Wsdrod zbiorow X, Y, T wskaz pare zbioréw réwnych.
B Zestaw | )
a) X = (_472] ﬂZ? Y - {ZC € Z: € < 4}7 T — {_33 _27_1707172}
1. Wsrod 180 studentéw przeprowadzono ankiete dotyczaca znajomosci je- b) X = (27)U{7}, Y =[27]\ {2}, T=(24)U (47

zykéw obcych. Otrzymano nastepujace wyniki: 90 studentow zna jezyk
angielski, 81 — niemiecki, 75 — rosyjski, 45 — angielski i niemiecki, 25 — an-
gielski i rosyjski, 20 — niemiecki i rosyjski, a 4 — wszystkie trzy jezyki. Ilu
sposrod ankietowanych studentéw nie zna zadnego z tych jezykow?

Dane sa zbiory: A — zbidr liczb naturalnych mniejszych od 15, B — zbiér
liczb naturalnych podzielnych przez 3, C = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19},
D — zbioér liczb naturalnych, ktére przy dzieleniu przez 4 daja reszte 1.
Wypisz wszystkie elementy zbioru:

a) AN B, c) AnNBNC, e) An(D\ B),

b) A\ C, d) A\ (BUC), fy A\ (B\D)
Wyznacz zbiory ANB, AUB, A\ Bi B\ A.

a) A=[-1;4], B=(2;5) d) A= (—00;0]U(1;2), B =[0;4]

b) A=1[27), B=(3;5] ¢) A= (—o0;—1)U[3;5], B=(-2;4)
c) A=[-4;2], B=[2;9) f) A=(-12]U(5;00), B=][0;5)

Wykonaj mnozenie.

a) (a+2b+3)(a—2) d) —4(x* — 2y) (22 — y)
b) (2a — b+ ¢)(2a — 3b) e) 2x(3z? — 2y)(2y — 32?)
c) (a+2b— 3c)(2a — 3b) f) (z+y)(2*+y?)(x—vy)

Wskaz liczbe catkowita k, dla ktérej x € [k k + 1),

a) x=+17 b)x=y-25 c)r=3-2v2)? d)z=+27-10V/2
Ile liczb naturalnych spelnia podang nieréwnosc¢?

) 2m2—{—1_2<x_$;3 o) x;1_2$5—1>m;3_2;x

b) %x_6w4——3>_2_2x3—1 d) 2;x_éx>1—54:13_3;w

Zaznacz na osi liczbowej zbiér liczb spelniajacych obie nieréwnosci.

a) || >11|z|<9 b)|lz[>21i|x—2|<4 o) |zg|<4di|z+1]>2
Dane sa zbiory: A ={rx e R: |[x — 3| <4}, B={z e R: |z + 2| > 3}

i C ={z € R: |z| > 3}. Zaznacz na osi liczbowej zbidr:

a) ANB, b)A\B, ¢ B\A, d) (AUC)\ B, e) (A\B)UC

B 114 2. Jezyk matematyki

o) X={zeN: |z|<6}, Y =(-7;7)NN, T=N\ (5;8)

Sprawdz, czy prawdziwa jest ktoras z zaleznosci: A C B, B C A.
a) A={reR:0<|z| <2}, B={zeR:|jz—-5 >1}

b) A={zeR:|z+1| >3}, B={zecR:|2z—6]> 16}

c) A={reR: 1< |z|<3}, B={reR: Va2 — 10z + 25 < 8}

Oblicz.

2) (V2+V6)(2v2 - V6) e) (2v3 - V2 + (2V3 +v2)’

b) (V3 +2v2)(4V3 — V2) ) (vV6+2v3)2 — (V6 — 2V/3)?

¢) (V6 —2v3)(2v6 + 6/3) g) (V6++v2)2—(vV6—v2)(vV6++2)
d) (5v2—2v10)(-=3v10—2v2) h) (V7 —v3)(V10 —v2)*(v/3+ V7)

Zaznacz na osi liczbowej zbior liczb spelniajacych obie nieréwnosci.

) {1;x_;>;_m N <’2—x2—(x—2)2<6—2(m+4)‘i
(. — 2)? 40,75z > \(4_5,;)2_(6_@2)%_0’5;59‘3
b) {iw—(é—§x>>x—z N B
(2-2) < (x+1)? | et (Ee 0B 0,95
x;%_%d \/_+1+4a:(1—a:)>\/_33—(1—2x)
g (x—3)?>a”—3 ) \;il—%& 20 — (3 —x)?

Zaznacz w ukladzie wspolrzednych zbior punktéw ptaszcezyzny, ktorych
wspétrzedne (z,y) spelniaja podane warunki. Ile punktéw o obu wspél-
rzednych calkowitych nalezy do tego zbioru?

a) |z <3 1 |yl < c) 1<zl <21 1<|y[<3

b) 1 < |z| < 41|y|<1 d)o<|z|<3 1 1<|y <2

a) Liczby p i q przy dzieleniu przez 4 daja reszty odpowiednio 1 i 3. Wykaz,
ze reszty z dzielenia liczb p? i ¢® przez 4 sa réwne.

b) Liczby p i g przy dzieleniu przez 5 daja reszty odpowiednio k i [, gdzie
k < 1, a reszty z dzielenia liczb p? i ¢* przez 5 sg réwne. Wyznacz k i .
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Zadania z kontekstem realistycznym

1. W ubiegltym roku szkolnym 20 uczniéw reprezentowato szkote w konkursie
informatycznym, 15 uczniow — w konkursie matematycznym, 5 uczniéw —
w konkursach informatycznym i fizycznym, 7 uczniéw — w konkursach ma-
tematycznym i fizycznym, 8 uczniéw — w konkursach informatycznym i ma-
tematycznym, a 2 uczniow — we wszystkich trzech konkursach. 12 uczniéw
brato udziat tylko w jednym konkursie.

a) Ilu ucznidéw uczestniczylo tylko w konkursie matematycznym?
b) Ilu uczniéw brato udzial w konkursach?

c¢) Ilu uczniéw reprezentowalo szkole w konkursie fizycznym, ale nie brato
udziatu w konkursie informatycznym?

2. Na kartkéwce kazdy uczen rozwigzat poprawnie dwa sposréd trzech zadan.
Zadanie 1. poprawnie rozwiazato 23 uczniéw, zadanie 2. — 10 uczniow,
a zadanie 3. — 21 uczniéw. Ilu uczniéw pisato te kartkéwke?

3. Na parkingu A pobiera si¢ oplate 5 zt za pierwsza godzine parkowania
i 3 zt za kazda nastepng godzine. Na parkingu B ptaci sie 3,90 zt za pierw-
sza godzine i 3,20 zt za kazda nastepna. Ile co najmniej godzin parkowatl
samochd6d na parkingu A, jezeli wiadomo, ze za te sama liczbe godzin na
parkingu B zaptacitby wiecej?

4. Naleznos¢ za przejazd takséwka pewnej firmy nalicza si¢ nastepujaco: jesli
przebyta droga wyrazona w kilometrach nalezy do przedziatu [k; k + 1),
gdzie k € N, to kwota optaty wyrazona w ztotych jest wartoscig wyrazenia
8 4+ 2,4k. Oblicz, ile kosztuje przejazd ta takséowka trasy diugosci:

a) 4,5 km, b) 12,9 km, c) 12,1 km, d) 6 km.

5. Na kwadratowym placyku zaprojekto-
wano nieregularng rabate kwiatowa -
jej plan przedstawiono na rysunku obok
(wymiary sa podane w metrach).

a) Zapisz za pomoca wyrazenia algebra- x—1
icznego pole tej rabaty, a nastepnie spro- 7 x — 2

wadz to wyrazenie do najprostszej posta-

ci (przyjmujemy, ze x > 4).
b) Oblicz pole tej rabaty dla x = 11.
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Sposob na zadanie

@ Przyktad 1

Uzasadnij, ze reszta z dzielenia przez 3 sumy kwadratow trzech kolejnych liczb
naturalnych jest réwna 2.

Rozpatrzmy trzy kolejne liczby naturalne: n, n + 1, n 4 2, gdzie n € N. Suma
kwadratéw tych liczb:

S=n’+(n+1>2+(n+2)*=
=n’+n*+2n+1+n°+4n+4=
=3n°+6n+5=3(n*+2n+1)+2

Poniewaz n? + 2n + 1 jest liczbg naturalng, reszta z dzielenia S przez 3 jest
réwna 2.

s Zauwaz, ze aby wykazac, ze reszta z dzielenia liczby S przez 3 jest réwna 2,
przedstawiliSmy te liczbe w postaci 3k + 2, gdzie k € N.

» Konieczne jest rozumowanie dotyczace dowolnych kolejnych trzech liczb na-
turalnych, bo sprawdzenie dla konkretnych liczb naturalnych, np.:

124224+432=14449=14=3-4+2
1124+ 1224132 =121+ 144+ 169 = 434 = 3 - 144 + 2

nie jest wystarczajacym uzasadnieniem.

CZy:

=» Zadanie 25, str. 121

Przyktad 2
Uzasadnij, ze reszta z dzielenia przez 4 sumy kwadratéw trzech kolejnych liczb
nieparzystych jest rowna 3.

Trzy kolejne liczby nieparzyste mozna zapisa¢ w postaci 2n+1, 2n+3, 2n+5,
gdzie n € Z. Rozpatrywana sume oznaczamy przez S.

S=02n+1)*+2n+3)*+ (2n+5)* =
= (4n® +4n+ 1)+ (4n* + 12n +9) + (4n® + 20n + 25) =
=12n* +36n+35=4(3n* +9n +8) + 3

Poniewaz 3n? + 9n + 8 jest liczbg calkowita, reszta z dzielenia S przez 4 jest
réwna 3.

» Zauwaz, ze aby wykazac, ze reszta z dzielenia liczby S przez 4 jest rowna 3,
liczbe S przedstawiliémy w postaci 4k + 3, gdzie k € Z.

» Konieczne jest rozumowanie dotyczace dowolnych kolejnych trzech liczb nie-
parzystych, bo sprawdzenie dla konkretnych liczb nieparzystych, np.:

17432 +52=14+9+25=35=4-8+3
(—=7)2 4+ (=5)2+(-3)2=49+25+9=83=4-20+3

nie jest wystarczajacym uzasadnieniem.

CzZy:

=» Zadanie 25, str. 121

Sposéb na zadanie
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-9 wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Zadanie 1 (0-1)
A jest zbiorem kwadratéw liczb naturalnych, a B — zbiorem ich szeSciandow.
Ile liczb mniejszych od 200 nalezy do zbioru B\ A?

A.5 B. 4 C.3 D. 0
Zadanie 2 (0-1)
A = (—2v/3;2v/3) N Z jest zbiorem

A. siedmioelementowym. C. czteroelementowym.

B. szescioelementowym. D. pustym.

Zadanie 3 (0-1)

Zbiér R\ (—1;1) mozna zapisaé w postaci

A. (—oo;—1)U(=1;1) U (1;00) C. (—oo;—1]U[1;00)
B. (—o0;—1) U (1;00) D. {-1,1}
Zadanie 4 (0-1)

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci § + 2 < £ jest przedzial
A. (—o00;12) B. (—o0;—12) C. (—12;00)
Zadanie 5 (0-1)

Zbior wszystkich liczb spetniajacych jednoczesnie dwie nieréwnosci 1 — x > 2

D. (12;00)

i 2x + 4 > —6 mozna zapisa¢ w postaci przedziatu
A. (—5;—1] B. (=5;—1) C. [-5;—1]
Zadanie 6 (0-1)

Dla dowolnych liczb a i b zachodzi réwnos¢
A. (a—2b)? =a® — 4b° C. (a —2b)? = a® — 2ab + 4b*
B. (a —2b)? = a® 4 4V? D. (a — 2b)? = a® — 4ab + 4b*

Zadanie 7 (0-1)
Dla dowolnej liczby x wyrazenie % — %x + 1 jest réwne

D. (—o0; —5)

A (—2+1)° B. (-2 —1)° C. (-2 -3)° D. (2 1)
Zadanie 8 (0-1)

Ulamek —— jest réwny

A1+ V2 B. —1-2 c. 12 D.
Zadanie 9 (0-1)

Liczba [v/3 — 4| nalezy do przedziatu

A. (—o0;0) B. [0;2,3) C. [2,3;4) D. [4;00)

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 10
Dane sa liczby a = V44 2v3- V4 —2V3ib= (V3 +1)2.

Zadanie 10.1 (0-1)
Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest

prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.

Obie podane liczby sa niewymierne.

Liczba b jest wieksza od liczby a. P

Zadanie 10.2 (0-1)
Uzupelnij zdanie.

Najwieksza liczba catkowitg mniejsza od b jest liczba [?].

Zadanie 11 (0-1)

Dana jest nieréwnosé (z — 3)* — (z — 1) > —2.

Ocen prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.

Podang nieréwnosé¢ spetnia nieskonczenie wiele liczb naturalnych. P | F

Liczba x = 2v/3 spelnia te nieréwnosé. P F

Zadanie 12 (0-1)

Dane jest wyrazenie (ﬂc — %y)2 — (x + %y)2

Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz odpowiedz A, B albo C
oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y podane wyrazenie jest rowne

[\

) (z — 1y)” = 2% — tay + 1y° oraz
A. —52Y, 1. 1 \2 2 1 1,2
(:1:+§y) ="+ 2y + 7y°.
1,\2 2 1,2
. i r—zy) =x° —xYy+ ;Y° oraz
B.  —zxv, poniewaz 2. ( f )2 , ‘11 ,
(33—|—§y) =z +zy+ 7y
(z — %y)2 = 2® — 2zy + ;y? oraz
C. —2zy, 3. L \2 ) L s
(x+§y) ="+ 2xy + 7y

Zadanie 13 (0-2)
Oblicz warto$é¢ wyrazenia (x —4y)* — (dy+z)* dlaz =iy =

~[&
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Zadanie 14 (0-2)
Dokonicz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich otrzy-
mane zdanie byto prawdziwe.

Liczba (2v/6a — v/2)? jest catkowita dla
A.a=+6 C.a:%§ E.a=(vV6—-2)2-38
B.a:§ D.a:%5 F.a:(\/6+\/§)2—4\/§

Zadanie 15 (0-1)
Ocen prawdziwos$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Dla dowolnych liczb p, ¢, jeéli p < q, to p? < ¢>. P F

Dla dowolnych réznych od zera liczb p, g, jedli p < g, to % < %. P F

Zadanie 16 (0-1)
Dokonicz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedZz A albo B oraz
jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Suma |3 — 2v/3| + [4V/3 — 7| jest réwna

A | 4-2V3 1. | 3-2V3>01 4/3-7>0.
poniewaz | 2. | 3—2V3<0 i 4V/3—-7<0.
B. | 6v3 - 10, 3.  3-2V3<0i 4/3—7>0.

Zadanie 17 (0-2)
Dane sg liczby a = v/5 —2v6 i b = /5 + 2V/6.

Dokoncz zdania. Wybierz odpowiedz spoéréd A-D oraz odpowiedz spoérdd
E-H.

1. Iloczyn ab jest réwny

A. 1 B. 2 C. 26 D. 5
2. lloczyn (b+ a)(b— a) jest réwny
E. 46 F. 10 — 46 G. 10 + 46 H. —46

Zadanie 18 (0-2)

Zapisz w postaci przedziatu zbioér rozwiazan nieréwnosci:
(3 —2x)% < (22 — V/3)(v/3 + 212)

Zadanie 19 (0-2)
Podaj liczby naturalne spelniajace nieréwnosé (4o + 3)? — (4 — 3)? < 100.
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[D] Zadanie 20 (0-3)

Uzasadnij, ze nieréwnosé¢ v2z —3v/2 < 6 —x spelniaja cztery liczby naturalne
dodatnie.

Zadanie 21 (0-2)
Wyznacz najmniejsza liczbe naturalng n speiniajacg nieréwnosé:
n? > 10 — 10v/10]

Zadanie 22 (0-2)

Ile liczb catowitych x spetlnia warunek L

23

< x] <97

Zadanie 23 (0-2)
Uzasadnij, ze dla dowolnego k € Z liczba (3k —1)?+ (3k+1)*+ (3k +2)? — 3k?
jest podzielna przez 6.

Zadanie 24 (0-2)
Uzasadnij, ze roznica kwadratéw dwoéch kolejnych liczb nieparzystych jest po-
dzielna przez 8.

Zadanie 25 (0-4) » Przyktad 1 2, str. 117
Uzasadnij, ze reszta z dzielenia przez 8 sumy kwadratéw czterech kolejnych
liczb nieparzystych jest réwna 4.

Zadanie 26 (0-4)

. s .. VE4—v@ . a-b . . a9
Oblicz wartos¢ wyrazenia I dla a=3+v2 i b=3—-V2

Zadanie 27 (0-3)
Uzasadnij, ze kazda liczba z przedziatu (%, oo) spelnia nieréwnos¢:

\/ﬁm + 2 < 2z
Zadanie 28 (0-4)

Zaznacz na osi liczbowej zbior liczb spetniajacych jednocze$nie obie nieréw-
nosci.

1—x 5—x
= S 1
2z —1)*> (22— 3)(2x + 3) + 2

Zadanie 29 (0-4)

Ile jest liczb catkowitych spelniajacych jednocze$nie obie nieréwnosci?

1 1 1 5
{ 43j (8 2x> > 4

(2— )2 < (¢ +1)?

I 120 2. Jezyk matematyki

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
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' Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1 (0-2)
Wyznacz najmniejsza liczbe naturalna spetniajaca nieréwnoscé:

1
_O,le < 1_\/5

Zadanie 2
Dane sa zbiory A = (—o0; —6) U [4;00), B = [—100;36] i C = [—8;4].

Zadanie 2.1 (0-2)
Ile liczb caltkowitych nalezy do zbioru (AN B)\ C?

Zadanie 2.2 (0-3)
Wyznacz p i g, tak aby zbiorem rozwiazan nieréwnosci |x — p| > ¢ byl zbio6r
A\ B.

Zadanie 3 (0-2)

A jest zbiorem wszystkich liczb catkowitych k takich, ze liczba v/2k spelnia
nieréwnosé |2z —3| < 241. Oblicz r6znice miedzy najwiekszym a najmniejszym
elementem zbioru A.

Zadanie 4 (0-2)

Wyznacz liczbe punktéow (z,y) o obu wspoltrzednych catkowitych spetniaja-
cych warunki: |z — 3] <30 i |y + 2| < 60.

@ Zadanie 5 (0-3)
Wykaz, ze jesli liczba naturalna n nie jest podzielna przez 3, to reszta z dzie-
lenia n? przez 3 jest réwna 1.

@ Zadanie 6 (0-3)
Wykaz, ze dla dowolnych liczb = i y zachodzi nieréwnos¢:

—2V2x + 1> 2zy — 9
[D] Zadanie 7 (0-4)
Uzasadnij, ze liczba 1378 — 119® jest podzielna przez 2!1.

Zadanie 8 (0-4)
Wyznacz wszystkie liczby catkowite spelniaj@ce nier6wnos¢:

Zadanie 9 (0-5)
Dane sa zbiory:

A={zeR 2<V13-4/3-V21-12V3}
B={zxecR: |22+ 12| > 2}
Wyznacz zbior B\ A.

g
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Uktady
rownan

Samolot lecacy pod wiatr przebywa trase 1200 km w ciagu 2,4 h. Te sama
trase z wiatrem pokonuje w 2 h. Jaka jest predkos$¢ samolotu, a jaka Wlatru
' te sa stale) S

przyjmujemy, ze pr@dkos

e ¥ =




Przypomnij sobie

Wykorzystanie réwnan do rozwigzywania zadan

Przyktad 1
W skarbonce znajduje sie 12 monet — sa to monety 2- i 5-ztotowe. Razem daja
one kwote 36 zt. Oblicz, ile monet kazdego nominatu znajduje si¢ w skarbonce.

Oznaczmy przez x liczbe 2-ztotéwek, wowcezas liczba 5-ztotowek jest réowna
12 — x. Zapisujemy rownanie uwzgledniajace informacje zawarte w zadaniu:
2¢ +5(12 —x) = 36
2z + 60 — 5z = 36
—3r=-24

r =38 Sprawdzenie: 8 -2 +4-5 = 36

Zatem w skarbonce znajduje sie 8 monet 2-ztotowych i 4 monety 5-ztotowe.

1. W portmonetce znajduje sie 19 monet: 6 monet 1-ztotowych oraz monety
2- i b-zlotowe. Razem daja one kwote 50 zt. Oblicz, ile monet 5-ztotowych
znajduje sie¢ w portmonetce.

2. Otrzymalismy 6 zt reszty w monetach 10-, 20- i 50-groszowych. Monet 20-
i 50-groszowych bylo tyle samo, a wszystkich monet byto 20. Oblicz, ile
otrzymaliSmy monet 10-groszowych.

Przyktad 2

Z, dwoch miast odlegtych o 390 km wyjechalty o tej samej godzinie naprze-
ciw siebie dwa samochody. Pierwszy samochdd jechal z predkoscia 60 km /h,
a drugi z predkoscig o 10 km/h wieksza. Po jakim czasie samochody sie spot-
kaja?

Oznaczmy przez t czas w godzinach, jaki minat od wy-

jazdu do momentu spotkania. Pierwszy samochéd prze- 3 =v-t
jechal w tym czasie 60¢ km, a drugi — 70¢f km. Otrzymu- gdzie:
jemy rownanie: s — droga,
60t + 70t = 390 v — predkosé,
130t = 390 t - czas
t=3 Sprawdz otrzymane rozwiazanie.

Zatem samochody spotkaja sie po 3 godzinach.

3. Samochdd pokonat trase o dlugosci 525 km. Pierwszy odcinek trasy prze-
byt z predkoscia 90 km/h. Przejechanie drugiego odcinka z predkoscia
60 km/h zajelo mu dwa razy wiecej czasu niz przejechanie pierwszego
odcinka. Ile czasu trwata cala podréz?

B 124 3. Ukfady rownan

3.1. Co to jest uktad réownan

Przyktad 1
Podaj trzy pary liczb x, y spelniajace rownanie 2x + 4y = 20.

Przyktadowe pary:

r =0 r=—2 r =05
y=5 |y=6 ~ |y=475

Roéwnanie 2x + 4y = 20 to przyklad réwnania z dwiema niewiadomymi. Réw-
nanie to jest spelnione przez nieskonczenie wiele par liczb.

Po wybraniu jako x dowolnej liczby
wyznaczamy ¥y, rozwiazujac
odpowiednie rownanie.

Przyktad 2
Do skarbonki wrzucono 7 monet. Byly to monety 2- i 5-ztotowe. Wiadomo, ze
w skarbonce jest 26 zt. Ile monet 2-, a ile 5-ztotowych wrzucono do skarbonki?

Wprowadzmy oznaczenia niewiadomych:

x — liczba monet 2-ztotowych,

y — liczba monet 5-ztotowych.

Aby opisaé sytuacje z zadania, potrzebujemy dwoch réwnan: z + y =7 (do
skarbonki wrzucono 7 monet) i 22 + 5y = 26 (w skarbonce znajduje sie
26 zt). Rownania te musza by¢ spelnione jednoczesnie — zapisujemy to, taczac

je klamra:
: * {x+y—7

2z 4 5y = 26

Ustalmy najpierw, ktére pary liczb spetniaja pierwsze réwnanie. Liczby mo-
net x i y moga by¢ tylko liczbami dodatnimi naturalnymi, zatem rownanie
x + y = 7 spelnia sze$¢ par liczb:

x=1 x =2 r=23 r=4 =209 r=20
y=6" |y=5" |y=4" |y=3" |y=2" |y=1

r =3
spetnia drugie réwnanie 2x + by = 26.

y=4
. S o Jrty=T
Zatem jest ona rozwiazaniem uktadu roéwnan

2x 4+ 5y = 26

Sposréd nich tylko para {
, czyli do skar-
bonki wrzucono 3 monety 2-zlotowe i 4 monety 5-ztotowe.

Cwiczenie 1

Kasjerka wydata reszte 2 z1 10 gr w 9 monetach, wsrod ktorych byty tylko 10-
i 50-groszéwki. Ile bylo 10-groszéwek, a ile 50-groszéwek?

3.1. Co to jest uktad réwnan
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Ukladem dwéch réwnan z dwiema niewiadomymi (lub krétko: ukladem row- 2. Sprawdz, ktoéra para liczb spetnia uklad rownan.
nan) nazywamy dwa jednoczeénie rozpatrywane réwnania opisujace zwigzek 3z + 2y = —8
miedzy tymi dwiema niewiadomymi. Rozwigzanie ukladu réwnan to para {63: By =11
liczb, ktéra spetnia jednoczesnie oba réwnania.

r=—2 r=—4 r=—6 T = -8
Przyktad 3 A 1 B 2 © 5 b 8
rzykta - — = = —
Sy dz, kto liczb spelnia uklad réwnan { o7~ ’ ’ ’ ’
prawz, Ktota bata Hczb spetiiia tiiac Towhatl —z+2y =14 3. Podaj wszystkie pary liczb naturalnych dodatnich spelniajace réwnanie.
v =1 r—=_9 a) 3x + 2y =17 b) 3z + 4y = 17 c) 2x +4y =17
A. B.
{ y=2 { y==0 4. Do podanego rownania dopisz takie drugie, aby utworzony uktad réwnan
byl spetlniony przez wskazang pare liczb.
A. Podstawiamy do réwnan ukladux =1 iy = 2. v —5 R
o T2
4-14+3-2=44+6=10 Speltnione pierwsze réwnanie. a) 4x + 3y = 14, {y_ 9 c) 4z — 9y = —1, {y_ 1
- — 3
—14+2-2=3#14 Drugie réwnanie nie jest spetnione. .
T =95 T =—5
Zatem para x = 1, y = 2 nie spelnia podanego uktadu réwnan. b) 3z — Ty = 6, { 5 d) 12z + %y = —10, { 82
Yy=- Yy=-

B. Podstawiamy do réwnan uktadux = =2 iy =16.
4.(=2)4+3-6 =—-8+18 =10 Spelione pierwsze réwnanie.
—(=2)+2-6=2+12=14

Spelnione drugie réwnanie.

Zapisz podane informacje w postaci uktadu rownan.
a) Suma liczb z i y wynosi 5. Réznica tych liczb wynosi 2.

b) Liczba x jest o 8 wieksza od liczby y. Liczba y jest pieciokrotnie mniej-

Zatem para x = —2, y = 6 spelnia podany uktad réwnan. sza od liczby .
i c) Liczba x jest trzykrotnie wieksza od liczby y. Srednia arytmetyczna
Cwiczenie 2 S0 — 2y — —18 liczb x i y jest réwna 10.
Sprawdz, ktéra para liczb spetnia uktad réwnan { 143y =7 d) Liczba z jest o 3 mniejsza od liczby y. Réznica liczb x i y jest dwa razy
2 wieksza od liczby y.
r=—6 r = -5 r = -5 r=—4 _ . _ )
A. B. C. D. 6. Zapisz podane informacje w postaci uktadu rownan.
y=0 y=—15 y=15 y=3 . . : .
a) Liczba a stanowi 40% liczby b. Gdy do 20% liczby a dodamy 60%
. liczby b, to otrzymamy 4.
Zadania

b) Suma liczb a i b jest rowna 14. Gdy do 120% liczby a dodamy 70%
liczby b, to otrzymamy sume a i b.

spetnia podany uklad réwnan. ¢) Liczba o 10% mniejsza od liczby a jest o 10% wigksza od liczby b.

x
1. Sprawdz, czy para liczb {
Réznica liczby o 15% wiekszej od a 1 liczby o 15% mniejszej od b wynosi 1.

bz — 2y = 16 2z + 3y =3 5T — 3Y =23 . » o N o
a) c) e) ¢ ° N y 7. Dla jakich wartosci parametrow m i n rozwigzaniem uktadu réwnan jest

Tr—y=17 podana para liczb?

Ly 9y — Iy g 24 — 1y 1y — _ _ e — _
b) ST —2y =17 Q) ST+ 5y =2 f) 1T+ Y= 2) mx + 2y = 39 | r=2>5 b) 8xr —my 57 x
de +y =11 Sy =1 =4 L= = —8xr +ny = —34 y =2 nx — 10y = 2 Yy =

e LN [V
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3.2. Rozwiazywanie uktadoéw rownan
metoda podstawiania

Jedng z metod rozwiazywania uktadéw réwnan jest metoda podstawiania.

r—3y=2>5

Rozwiaz uktad rownan
dx + 5y =3

Przyktad 1
{ metodag podstawiania.

Wybieramy jedno z réwnan i wyznaczamy z niego jedng z niewiadomych. To,
ktéora niewiadoma wyznaczymy, nie ma wplywu na ostateczne rozwigzanie
uktadu réwnan.

r=3y+5 Wyznaczamy niewiadoma x z pierwszego réwnania.

dx + 5y =3 Drugie rownanie przepisujemy bez zmian.
W miejsce  w drugim réwnaniu podstawiamy wyrazenie 3y + 5, dzieki czemu
otrzymujemy réwnanie z jedng niewiadoma y.

x=3y+5 Pierwsze rownanie przepisujemy bez zmian.

4(3y+5)+5y =3

Podstawiamy wyrazenie 3y + 5
w miejsce x w drugim réwnaniu.

r=3y+5
12y + 2045y =3

Rozwiazujemy drugie rOwnanie z niewiadoma y.

zc—3y+5

Q@

Podstawiamy wyznaczong wartos¢ y do pierwszego
réwnania i obliczamy niewiadoma, x.

“1) +5

T =2 Otrzymana para liczb jest jedynym
rozwiazaniem uktadu réwnan.

¥
{
.
Lo
o
o

Aby przekonac sie, czy nie popelniliSmy btedu, mozemy sprawdzié¢ otrzymane
rozwiazanie, podstawiajac je do uktadu rownan:

{ 2_-3. (_1) =24+3=5 Spelnione pierwsze réwnanie.

4-2+5. (_1) — 8 — 5 =3 Spelnione drugie réwnanie.

Zatem otrzymana para liczb jest rozwiazaniem tego uktadu réwnan.

B 128 3. Uktady réwnan

W wyniku przeksztatcen réwnan uktadu w kolejne réwnowazne réwnania
otrzymujemy réwnowazne uklady réwnan, czyli takie, ktére maja to samo
rozwiazanie (sa spelnione przez te sama pare liczb).

Cwiczenie 1
Rozwiaz podany uktad réwnan metoda podstawiania. Sprawdz otrzymane roz-

wigzanie.

x4+ 2y =12 r+3y=3 Sr + 3y = 12
a) c) e)

x—3y=717 r—2y=—1 20 —y =17

—3xr+y=—-20 2z +y =20 —Tx+2y =13
b) Y d) Y f Y

20 —y =1 r—3y=-—4 —dr+y=11
Przyktad 2

. . JArty=6-2y .
Rozwiaz uktad rownan metoda podstawiania.

2 —x=2+y

Zaczynamy od doprowadzenia obu réwnan do prostszej postaci — takiej, w kto-
rej niewiadome znajduja sie po jednej stronie réwnan.

dr + 3y =6

Wybierajac rownanie, z ktorego wyznaczymy niewiadoma,
—r =2 kierujemy sie przede wszystkim tatwoscig obliczen.

4o + 3y =6

y=x+2 Wyznaczamy niewiadoma y z drugiego réwnania.

6 Podstawiamy wyrazenie x + 2
W miejsce y w pierwszym rownaniu.

dr+3(x+2)=
y=x+2
Rozwiazujemy pierwsze réwnanie z niewiadomg x.

y=x+2

Tx=0/:7
y=x+2

Wyznaczong warto$¢ niewiadomej x
podstawiamy do drugiego réwnania.

x =20
Yy =2

b
{
{
{4x+3:€+6—6
{
Lo
{

Para liczb x = 0, y = 2 jest rozwiazaniem podanego uktadu rownan.

3.2. Rozwigzywanie uktadéw réwnan metoda podstawiania
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Cwiczenie 2
Rozwiaz uktad réwnan metoda podstawiania.

{x+y—2m—4y {B:U—x—y—l—?) ){2(:v+2)—y—2
a c

b
r+y="7—y ) 2=y—=zx 2c —y=x+y—15

Przyktad 3

y+3 —_z+1 -1
6 3

metoda podstawiania.
2 +y=1

Rozwiaz uktad réwnan {

Zaczynamy od doprowadzenia pierwszego réwnania do prostszej postaci, a na-
stepnie rozwiazujemy uktad réwnan metoda podstawiania.

{%3—”"?1/-6 {y—2x7

20 +y =1 20+ 2x—T7 =1

y+3=2(zx+1)—6 y=2x—7

2 +y=1 dr=8/:4

y+3=22+2-6 =9 N.a dowol.nym .etapie roz-
Wlgzywalla ImMozemy zamie-

20 +y=1 y=2-2 —7 nié réwnania miejscami.

y=2xr—7 r =2

20 +y=1 y=—3

Zatem rozwigzaniem uktadu jest para liczb: x = 2, y = —3.

Cwiczenie 3
Rozwiaz uktad rownan metoda podstawiania.

r+y 20—y __ 3x+ r—1 __ +1
a) Ty_ b) 3y_ 2y C) 1 - 2 _2+yT
=Y =4 r=2x+y+1) r+y+4=0

Nie kazdy uklad ré6wnan ma rozwigzanie. Na przyktad uktad réwnan:

rH+y="7

{x+y:8
nie jest spelniony przez zadna pare liczb (jesli suma dwéch liczb jest réwna 7,
to nie moze by¢ jednoczesnie rowna 8). Zauwazmy, ze rowniez ukltad réwnan:

T—y=2
20 -2y =17

nie ma rozwiazania (dlaczego?).

B 130 3. Uktady réwnan

Przyktad 4

. . jr=2y=3 .
Rozwiaz uktad réownan metoda podstawiania.
—2r+4y =7
r=3+2y Wyznaczamy niewiadoma = z pierwszego réwnania.
—2(3+2y)+4y="7 Pods‘tz‘iwiamy WyraZ.enie/B +2y
w miejsce z w drugim réwnaniu.

{x—3+2y

—6—4dy+4y=7
r=3+2y

Drugie rownanie jest sprzeczne — nie jest spetnione
Oy = 13 . St spra .

przez zadng warto$¢ niewiadomej y.

Zatem zadna para liczb nie spelnia podanego uktadu réwnan.

Uktad rownan moze mieé¢ nieskonczenie wiele rozwigzan. Na przyktad uktad:

rT+y=2
20 + 2y =4

spetnia kazda para liczb x, y, ktorych suma jest rowna 2.

Przyktad 5
.. i | 6z —2y =12 o
Rozwiaz uktad réwnan metodg podstawiania.
—3r+y=—06
3r—y =206 Doprowadzamy pierwsze réwnanie do prostszej postaci.
y= 3xz—6 Wyznaczamy niewiadoma y z drugiego réwnania.

3r — (3g; -6 ) —6 Pod'stawiamy varaZe.nie 3r — 6 w miejsce y
W pierwszym rownaniu.
y=3xr—06

{3x—3x+6:6

= — 6wnanie Ox = 0 (mozemy je réwniez zapisaé 0 =
y . R¢ e 0 0 semy je réwnies aé 0 = 0
jest zawsze spelnione, niezaleznie od tego, jaka wartosé
Or =0 wstawimy w miejsce niewiadomej x.
Zatem o liczbie rozwigzan uktadu decyduje tylko
y=3r—06 drugie réwnanie, w ktérym wystepuja obie niewiadome.

Roéwnanie y = 3z — 6 jest spelnione przez nieskonczenie wiele par liczb, co
oznacza, ze uklad réwnan jest spelniony przez nieskonczenie wiele par liczb,

i lierh z =0 r=1 T =2 r=0,5
np. speinia O par 1CZD: 5 D 3

3.2. Rozwigzywanie uktadéw réwnan metoda podstawiania
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Uktad réwnan z dwiema niewiadomymi x i y:

a1x + by =c¢; gdzie a; # 0 lub by # 0
T + by = ¢y gdzie ay # 0 lub by # 0

nazywamy ukladem rownan liniowych.
Definicja
Uktad réownan liniowych, ktérego rozwiazaniem jest jedna para liczb, na-

zywamy ukladem oznaczonym.

Uktad réwnan liniowych, ktéry ma nieskonczenie wiele rozwigzan, nazy-
wamy ukladem nieoznaczonym.

Uktad rownan liniowych, ktéry nie ma ani jednego rozwiazania, nazywamy
ukladem sprzecznym.

Cwiczenie 4
Sprawdz, czy uktad réwnan jest oznaczony, nieoznaczony czy sprzeczny.
20 + 4y = 24 b x+3y=3 r+3y="7
a c
x4+ 2y =12 r—3y=-3 20 + 6y =4
Zadania

1. Rozwiaz uktad réwnan metoda podstawiania.

{x+6=3x—|—y {—2:1;:33/—2 {x?)y—la:y
a) c) e)

4=x—2y+5 y —6x = —6 0,2z + 0,1y = —0,1
3r—2y=1 q 20 — 3y = 0,7 ¢ 0,4x — 0,3y = —2
20 +y =10 r+4y =53 1,6z + 1,5y = 46

2. Rozwiadz uktad rownan metoda podstawiania.
d(x—y) = -5 Q) 3—2y—4dz)=4(1—-2)—19
—w—2x—3y)—18 32z —y+1)=—2y+26

6x — (2y — 3:1:) =Ty —9 ) 43z —0,5) = 5(y+0,5) =9
e
—3x + 8 2(33 — 2y —9) —2x —5(y —2,5) = -9y + 5,5

y)—23 ¢ 4x—1)—2(y—05)=7
) 3(z —2) + 5(y — 1,5) = 13,5

v - (
6+5(1—3(y—x) =20z+1

B 132 3. Uktady réwnan

Czy rozwiazaniem uktadu réwnan jest para liczb catkowitych?

ztb Ly - y+8 24a _ y—1
a) 2 2 4 C) 4 3
—3517—y:5 Bf;:fy — x—EQy
b) 20 4 6y =3 Q) =l
r—6y—1=2y =2 _yl=2

Sprawdz, ile rozwigzan ma uklad réwnan.

) 2(x = 3y) +3(x —2y) =1 0 z—Ty—1)=-2(5+2)
20 -2y =4(y+1) —2(1—-2x—y)=1—x— by

b) ( 2y) —2(y—x+15)=5 Q) 3(1—-2)—52-y)=5
0,2(2—3x)+y =08

By =10

. Rozwiaz uktad roéwnan.

X {(:I;—i-2)2—|-2y—x—|—15—|—(a:—2)(a:—|—2)
v+ (y—1)°=1-(V3-y)y+V3)

b) (1 —2z) —y(1—y) = (y — V2z)(y + V2z) +
2z — (2y — 1)* + 167 = (2y + 3)(3 — 2y)

Sprawdz, czy uktad rownan jest oznaczony, nieoznaczony czy sprzeczny.

) 204+ 3y =7 b) e —y =2 ) 2 —x =8
a C
2r+3(y—2)=1 sy =2(z—1) r+4=2y—2)

. Dane jest réwnanie 3z — 4y = 2. Dopisz do niego drugie réwnanie, tak aby

otrzymany uktad réwnan byt:

a) sprzeczny, b) nieoznaczony, c) oznaczony.

Dla ktérych wartosci parametru m € {—2,0,2} uklad jest oznaczony, dla
ktérych nieoznaczony, a dla ktérych sprzeczny?

r+2y==6 b 20 4+ 3y =4 mx + 2y = 2
a C
T+ my=3m mx + 3y =6 2r +my = —2
. Uktad réwnan: 5 5
"4y =38
{xz—yz—O

nie jest uktadem réwnan liniowych. Ma cztery rozwiazania, ktore sa parami
liczb catkowitych. Podaj te rozwigzania.

3.2. Rozwigzywanie uktadéw réwnan metoda podstawiania
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3.3. Rozwiazywanie uktadow rownan
metoda przeciwnych wspoétczynnikow

Inng metoda rozwiazywania uktadéw réwnan jest metoda przeciwnych wspot-
czynnikow.

Przyktad 1

- o jrt3y=—4 . , :
Rozwiaz uktad réwnan metoda przeciwnych wspotezynni-

—x + 6y =13
kéw. Sprawdz otrzymane rozwiazanie.

Zauwazmy, ze wspoOtczynniki przy niewiadomej x sa liczbami przeciwnymi
(1i—1), zatem po dodaniu obu réwnan stronami, otrzymamy réwnanie z jedna
niewiadoma y.

x +3y=—-4
+| —x +6y=13

r—x +3y+6y=-—-4+13 Dodajemy réwnania stronami.

9y =9 Otrzymalidémy réwnanie z jedng niewiadoma.
y=1
Wyznaczona wartos¢ niewiadomej y podstawiamy do jednego z réwnan wyj-

sciowego uktadu, na przyktad do réwnania x + 3y = —4. Otrzymujemy nowy,
réwnowazny uktad réwnan:

y=1 Podstawiamy liczbe 1 w miejsce y w rownaniu
r+3-1=—-4 x + 3y = —4 i obliczamy niewiadomag, x.

Stad otrzymujemy jako rozwiazanie uktadu réwnan pare liczb:

r=—"
y=1
Sprawdzenie

—74+3-1=-T7T+3=-4 Spelnione pierwsze réwnanie.
—(=7)+6-1=746=13 Spelnione drugie réwnanie.

Cwiczenie 1
Rozwiaz uktad rownan metoda przeciwnych wspoétczynnikow.

dr +y=9> 20+ 3y =95 ox —3y =1
a) b) c)

20 —y = —2 —2r+y=-—1 —dr+y=9
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orx +4y =6
+ | 8z —4y = —12

Czasami zanim dodamy réwnania stronami, najpierw musimy pomnozy¢ obie
strony jednego réwnania (lub obu réwnan) przez taka liczbe (lub liczby), aby
wspotczynniki przy jednej z niewiadomych w obu réwnaniach byty liczbami

przeciwnymi.
Przyktad 2
- . )dr+dy=6 . , o
Rozwiaz uktad rownan 5 5 metoda przeciwnych wspotczynnikéw.
rt+y=

Wspotczynniki przy zadnej z niewiadomych nie sa liczbami przeciwnymi. Prze-
ksztatcimy zatem jedno z réwnan tak, aby otrzymac przeciwne wspotczynniki
przy niewiadomej y.

or + 4y =6
2r+ y=3/-(—4)

Mnozymy obie strony drugiego réwnania przez —4.

Dodajemy réownania stronami.

br —8xr =6 — 12

Otrzymalidémy réwnanie z jedng niewiadoma.

Rozwiagzujemy réwnanie z niewiadoma x:
—3x = —6, stad x = 2
Wyznaczong wartos¢ niewiadomej x podstawiamy do jednego z réwnan wyj-

Sciowego ukladu, np. do réwnania 2z +y = 3, i otrzymujemy nowy, rowno-
wazny uktad réwnan:

T =2
2-2+y=3 Podstawiamy liczbe 2 w miejsce z w réwnaniu 2z + y = 3.
T =2
y=-1
Otrzymana para liczb x = 2, y = —1 jest rozwiazaniem podanego uktadu.
Cwiczenie 2

Rozwiaz uktad rownan metoda przeciwnych wspoétczynnikow.

x—2y=3 der — Ty =3 10z + 21y = -9
a c e

3x + by = —2 3r+ 14y =5 —br — Ty =38
b 3r+y=-—13 q br — 2y = 16 f) 20 + 3y = —3.,5

2z + 3y = —4 3r 4+ 5y = —9 3r—2y =45

3.3. Rozwigzywanie uktadéw réwnan metoda przeciwnych wspdtczynnikéw
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Przyktad 3

20 + 3y =2 : , y
metoda przeciwnych wspotczynnikow.

Rozwiaz uktad rownan
b+ Ty =4

Rozwiagzanie uktadu réwnan rozpoczynamy od pomnozenia kazdego z row-
nan przez takie liczby, aby przy jednej z niewiadomych otrzymac¢ przeciwne
wspotczynniki.

20 +3y=2/-5

Mnozymy obie strony pierwszego rOwnania przez 5,

be+Ty=4/-(-2) a drugiego przez —2.

10z + 15y = 10
Oz — 14y = —8

Dodajemy réwnania stronami.

Yy =2

20 + 3y = 2

NSNS
||

r+3-2 =2

Podstawiamy liczbe 2 w miejsce y w drugim réwnaniu.

{ Otrzymujemy nowy uktad rownan, réwnowazny do danego.

20 =—-4/:2
Yy =2

Zatem rozwigzaniem uktadu réwnan jest para liczb: x = =2, y = 2.
Cwiczenie 3
Rozwiaz uktad rownan metoda przeciwnych wspoétczynnikow.

3x — 2y =10 b de 4+ Ty =17 ) 6x + 2y = 13
a c

20 + 3y = —2 3+ 6y =3 4 — Ty = 2
Cwiczenie 4

Podaj liczby, przez ktoére mozna pomnozy¢ obie strony rownan uktadu, aby
moc skorzystac z metody przeciwnych wspotczynnikéw. Nie rozwigzuj uktadu.

3r— Ty =2 —1 17y =4 2r—6y =1
a){a: Y b){ 2x+ Y c){f’x Y

—5x +4y =8 sx—13y =5 3x — 5y =29

3. Uktady réwnan

Przyktad 4
5(x—1y)+5=22z+y)

2@ —-1)=y+1

Rozpoczynamy od doprowadzenia réwnan uktadu do najprostszej postaci.
o — by +5 =4z + 2y

{ 20 =2 =y +1

Rozwiaz uktad rownan {

r—"Ty=-5 Redukujemy wyrazy podobne. Niewiadome

2 —y=3 zapisujemy po lewej stronie kazdego rownania.
Otrzymany uktad réwnan mozemy rozwigzac¢ jedng z dwoch metod.
Metoda Metoda przeciwnych
podstawiania wspotczynnikow

T=—=5+Ty r—"Ty=-5/-(-2)

2(=5+Ty)—y=3 2r —y =3

r=-5+Ty —2x + 14y = 10

10+ 14y —y=3 + 20 —y=3

T==5+Ty 13y =13 /: 13

13y =13 /:13 y=1

= —8+ Ty Yy =

y=1 2r —y =3

rT=—-0+7 Y=

y=1 20 —1 =3

r =2 y=1

y=1 T =2

Rozwigzanie uktadu rownan nie zalezy od:

* wyboru metody rozwiazywania,

* kolejnosci réwnan w uktadzie — mozna ja zmieni¢ na kazdym etapie rozwia-
zywania.

W przypadku metody podstawiania rozwigzanie uktadu réwnan nie zalezy od
wyboru wyznaczonej niewiadomej i tego, z ktérego rownania ja wyznaczamy.
W przypadku metody przeciwnych wspoétczynnikow rozwigzanie uktadu réw-
nan nie zalezy od wyboru niewiadomej, ktéra redukujemy.

3.3. Rozwigzywanie uktadéw réwnan metoda przeciwnych wspdtczynnikéw
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Rozpatrywane poprzednio uktady réwnan byty uktadami oznaczonymi. Poka-
zemy, jak wyglada rozwiazywanie metodg przeciwnych wspoétczynnikow ukta-
du sprzecznego oraz nieoznaczonego.

Przyktad 5

o ) | 3z — 2y =4
Rozwiaz uktad rownan
—T + y =1
3x—2y =4
—r + %y =1/-3 Mnozymy obie strony drugiego réwnania przez 3.
—2y =4
S Y Dodajemy réwnania stronami.
-3z +2y =3
Ox +0y=7 Otrzymaliémy rOéwnanie sprzeczne.

Rownania 0z + 0y = 7 (mozna je zapisa¢ w postaci 0 = 7) nie spelnia zadna
para liczb x i y, zatem ukltad réwnan jest sprzeczny.

Przyktad 6 )
. , , | —Hhr+3y=—4
Rozwiaz uktad réwnan ) )
—dz + %y = —4 / -3 Mnozymy obie strony pierwszego réwnania przez 3,
3 1, drugi 4.
3133 —ly= 3 / 4 a drugiego przez

Dodajemy réwnania stronami.

—15z 42y = —12
+| 152 =2y =12

Or+0y =20 Otrzymalidmy réwnanie tozsamosciowe.

Roéwnanie 0z + Oy = 0 (mozna je zapisa¢ w postaci 0 = 0) spelnia dowolna
para liczb x i y. Wyjsciowy uktad réwnan jest réwnowazny nieoznaczonemu
uktadowi réwnan:

Ox+0y =20
15z — 2y = 12

Uktad ten jest spetniony przez nieskonczenie wiele par liczb, dla ktorych praw-
dziwe jest drugie réwnanie. Jego rozwigzanie mozna zapisa¢ w postaci:

reR
y=2x—6

B 138 3. Uktady réwnan

Cwiczenie 5
Sprawdz, czy uktad réwnan jest nieoznaczony czy sprzeczny.

br — 2y =4 1,5z — 2y =6 —§x+3y:4
a) b) 1 C) 1 1

—r+ 04y =1 r—1zy=4 ST —27Yy =095
Zadania

1. Rozwiaz uklad rownan metodg przeciwnych wspotczynnikéw.

{:Uy—Q {2:U+3y—5 {2m+3y—15
a) c) e)

20 +y =13 6xr —8y =3 2(2z + 3y) = 30
3x — 4y =15 q 3r — 5y =3,5 f) 20c+y)=2—-2y
Tr+2y=1 —4r + 2y = —7 r+2y==6

2. Rozwiaz uktad réwnan.
0,2(x + 2y) —0,3(290— y) =3,5
(x4+y)—(r—2)=2y+2

x4 y=cr—1
—sr+ 3y =cy+3

a){
b) {:Jc—y—4a:—3y—|—5

0,01z — 0,01(y — 1) = —0,06

T4y =3z+5y—2 0,03z — 0,02(y — 2) = —0,12

3
2
tx—i(y+3z)=—4 0,6(y—z)=0,1(y+2x+1)

3. Rozwigz uktad réwnan.

—y) =Lz +y) { 0,01(4x —y) = 0,01y + 0,02

S5(y+2)+z=3z+y 2 +1)=3(@y—1)+13
UE2S = g 41 z oy +3+1
333—y—5 —;— ; 7y;3:L‘
(r+ D@+ —y=a(@+1)  |5@+1)=3y—1)
x—1 y+1 _ Tz+y
L 14T =3 =1

C) {x—2|—1 y?—)2_2 f) {52 2_31 1
i YT AT TR

4. Dla ktérych wartosci parametréw m € {1,3} i n € {1,3} uklad jest nie-
oznaczony, a dla ktérych — sprzeczny?

) 3r— 18y =mn b) 20 —y =2mx — 1
a
mx — 6y =1 mr—+y=—x+n
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Dowiedz sie wiecej

Uktady trzech réwnan z trzema niewiadomymi

Niektore zagadnienia wymagaja wprowadzenia trzech lub wiecej niewiado-
mych. Tworzy sie wtedy i rozwiazuje uktad tylu réwnan, ile niewiadomych
zostato wprowadzonych. Pokazemy, jak postepowa¢ w przypadku trzech réw-
nan z trzema niewiadomymi.

1. Przeczytaj zamieszczony obok
opis metody rozwigzywania Z jednego z réwnan wyznacza-
uktadu trzech réwnan z trze- my wybrang niewiadoma i pod-

ma niewiadomymi, a nastepnie stawiamy otrzymane wyrazenie do

rozwiaz podany uktad rownan. obu pozostalych rownan. Powstaja

(z+y+2=10
a)d x+y—2z=20

w ten sposob dwa rownania z dwie-

ma niewiadomymi.

Rozwiazujemy otrzymany uktad
(£ =y =2z=30 dwéch réwnan z dwiema niewiado-
(3x+2y+2=1T

b) ¢ x+2y+32=1

mymi dowolna metoda.

Obliczone wartosci dwbch nie-
| 5z —3y—2=38 Wladomych/ pods'tawmmy do do-
. 5 9 wolnego rownania poczatkowego
Ty t+z= uktadu i obliczamy warto$é trzeciej
c)§2z—-2y+3z=1 niewiadomej.

3z +4y — 4z = -1

2. Czy podany uktad réwnan spetnia trojka liczb catkowitych?
(2 4+ 2y —2=28
c)  2x+2y—2=10

(z+2y — 2= —4
a) ¢ 2y +2z=2

L 2y — —2 (22 +3y+2=5

(o — Iy — =3 (—u— 2 =15
b) < 2y +3z=16 d) S z+2y+2=4

Sy —2z=2 \z— 3y —2z2=-3

3. a) Suma trzech liczb jest réwna 36. Suma pierwszej i drugiej liczby jest
dwukrotnie wieksza od trzeciej liczby, a suma drugiej i trzeciej jest o 10
wieksza od pierwszej liczby. Jakie to liczby?

b) Suma liczb a, b, ¢ jest réwna 27. Liczba ¢ jest o 3 wigksza od Sredniej
arytmetycznej liczb a i b, a liczba b jest o 3 mniejsza od $redniej arytme-
tycznej liczb a i c. Wyznacz liczby a, b i c.

BN 140 3. Ukfady rownan

3.4. Uktady rownan -
zadania tekstowe (1)

Przyktad 1

Dwie ciezaréwki przewozace piasek wykonaty tacznie 13 kurséw. Jedna z nich
przewozita za kazdym razem 15 ton, a druga — 8 ton piasku. Lacznie prze-
wiozly one 132 tony piasku. Ile kursow wykonata kazda z ciezarowek? Utdz
odpowiedni uktad réwnan i go rozwiaz.

Wprowadzmy oznaczenia niewiadomych:

x — liczba kurséow wykonanych przez pierwsza ciezarowke,

y — liczba kursow wykonanych przez druga ciezaréwke.

Zapisujemy uktad rownan odpowiadajacy tresci zadania.

r +y =13
152 +8y =132

L.aczna liczba kurséw dwoéch ciezarowek.

F.aczna masa przewiezionego piasku.

Uktad réwnan rozwiazujemy metoda
przeciwnych wspoétczynnikow.

x+y=13/-(-8)
152 4+ 8y = 132

—8xr — 8y = —104
_|_

15z + 8y = 132

Tr = 28
Stad otrzymujemy rozwigzanie uktadu réwnan x =4 iy = 9.

Pierwsza ciezaréwka wykonata 4 kursy, a druga 9.

Cwiczenie 1

Dwie cigzaréwki, jedna o tadownosci 6 ton, a druga — 10 ton, przewiozty
lacznie 460 ton piasku podczas 50 kurséw (za kazdym razem byly maksymalnie
obcigzone). Ile kurséw wykonata jedna ciezaréwka, a ile druga?

Cwiczenie 2

a) Sliwki na targowisku kosztowaly 6,50 z1/kg, a wisnie — 8,50 zt /kg. Gospo-
dyni kupita tacznie 4 kg tych owocoOw i zaptacita za nie 31 zt. Ile kupita sliwek,
a ile widni?

b) Warzywa znajdujace sie na stoisku kosztuja: marchew — 4 zt/kg, buraki —
6 zt kg, rzepa — 7,50 zt/kg. Kierownik stotéwki kupit 8 kg tych warzyw, w tym
2 kg rzepy. Za wszystko zaptacit 49 zt. Ile kupil marchwi, a ile burakéw?

3.4. Uktady rownan - zadania tekstowe (1)
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Przyktad 2
Piotr i Dorota maja razem 30 lat. Dorota jest o cztery lata mtodsza od Piotra.
Oblicz wiek Doroty i wiek Piotra.

Oznaczamy niewiadome:
d — wiek Doroty w latach, p — wiek Piotra w latach.

Zapisujemy warunki zadania w postaci uktadu réwnan:
d+p=30
d=p—4

Po rozwiazaniu tego uktadu réwnan otrzymujemy (sprawdz):

p=17
d=13
Dorota ma 13 lat, a Piotr — 17 lat.

Cwiczenie 3
Tomek jest o cztery lata starszy od swojej siostry. Za dwa lata beda mieli
w sumie 30 lat. Ile lat ma obecnie kazde z nich?

Przyktad 3
Szesé lat temu mama Basi byta trzy razy starsza od swojej corki, a za cztery
lata bedzie od niej dwa razy starsza. Ile lat ma obecnie Basia, a ile jej mama?

Oznaczamy niewiadome:
b — wiek Basi w latach, m — wiek mamy Basi w latach.

Informacje z zadania wygodnie jest przedstawi¢ w formie tabeli.

Szesé lat temu Obecnie Za cztery lata
Wiek Basi b—6 b b+ 4
Wiek mamy Basi m — 6 m m+ 4

Zapisujemy uktad réownan, w ktérym pierwsze réwnanie opisuje sytuacje
sprzed szesciu lat, a drugie — sytuacje, ktéra nastapi za cztery lata.

m—6 = 3(b— 6)
m+4=2(b+4)

Po rozwigzaniu tego ukladu réwnan otrzymujemy (sprawdz):

b= 16
m = 36

Basia ma obecnie 16 lat, a jej mama — 36 lat.
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Cwiczenie 4
a) Pie¢ lat temu Daria miata dwa razy mniej lat niz Maria. Daria jest mtodsza
od Marii o 5 lat. Ile lat ma obecnie Daria, a ile Maria?

b) Za trzy lata Olek bedzie o potowe starszy od Alka, a dziewieé lat temu Olek
mial o dwa lata wiecej niz wynosit podwojony wiek Alka. Ile lat ma obecnie
Olek, a ile Alek?

Zadania

1. Dziewie¢ lat temu ojciec byl szes¢ razy starszy od syna. Za dziewie¢ lat
obaj beda mieli razem 85 lat. Ile lat ma obecnie kazdy z nich?

2. Dwa lata temu Ania, jej siostra blizniaczka i ich starszy brat mieli razem
45 lat. Za trzy lata suma wieku blizniaczek bedzie o 12 wieksza od wieku
ich brata. Ile lat ma obecnie kazde z nich?

3. Moneta 2-zlotowa wazy 5,21 g, a 5-ztotowa — 6,54 g. Skarbnik klasowy
zebrat 30 monet o nominatach 2 zt oraz 5 zt. Wszystkie monety wazyty
tacznie 169,6 g. Ile monet 2-ztotowych, a ile 5-ztotowych zebrat skarbnik?

4. Wydano 48 ztotych w 20 monetach: byto wsréd nich 8 monet 2-ztotowych
oraz monety 1- i 5-ztotowe. Ile bylo monet 1-, a ile 5-ztotowych?

5. Kwote 100 ztotych wydano w monetach 1-, 2- i 5-ztotowych — tacznie
w 32 monetach, przy czym liczba monet 5-zlotowych byta o dwa wieksza od
podwojonej liczby monet 1-ztotowych. Ile monet kazdego rodzaju wydano?

6. Jednego dolara rozmieniono na monety 5-, 10- 1 dolar — 100 centéw

i 25-centowe. Okazalo sie, ze po rozmienieniu

byto tacznie 12 monet, w tym jedna moneta 25-centowa. Ile byto monet

5-, a ile 10-centowych?

Moneta 10-centowa Moneta 25-centowa

Moneta 5-centowa

7. W skarbonce znajdowaly si¢ 4 dolary w monetach 5-, 10- i 25-centowych.
Wszystkich monet byto 29, a 10-centéwek bylo trzy razy wiecej niz 5-cen-
towek. Ile byto monet kazdego nominatu?

3.4. Uktady rownan - zadania tekstowe (1)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Dhugos¢ jednego boku prostokata jest o 3 cm wigksza od podwojonej dtu-
gosci drugiego boku. Obwdd tego prostokata jest réwny 36 cm. Oblicz jego
pole.

Obwod prostokata jest rowny 56 cm. Gdyby zwiekszyé¢ dhugos$é jednego
jego boku o 2 cm, a drugiego o 6 cm, to stosunek dtugosci bokow otrzyma-
nego prostokata wynositby 1:3. Oblicz dtugosci bokéw wyjsciowego pro-
stokata (rozpatrz dwa przypadki).

Na widowni teatru muzycznego znajduje sie 280 miejsc. Na spektakl sprze-

dano % wszystkich miejsc i uzyskano przychod wysokosci 7000 zt. Cena
biletu ulgowego wynosi 30 zl, a normalnego 35 zl. Ile sprzedano biletéw

ulgowych, a ile normalnych?

W sobote wystawe fotografii odwiedzity 72 osoby: 50 osoéb kupito bilety
normalne, pozostali kupili bilety ulgowe. Dochod ze sprzedazy biletéw
w tym dniu wyniost 654 zt. W niedziele wystawe obejrzato 112 oséb, w tym
42 osoby, ktore kupity bilety ulgowe. Tego dnia dochdd ze sprzedazy bile-
tow wyniost 994 zt. Ile kosztowal bilet normalny, a ile ulgowy?

Ro6znica miedzy pewna liczba dwucyfrows a liczba otrzymana w wyniku
przestawienia cyfr tej liczby wynosi 36. Suma tych liczb wynosi 110. Jakie
to liczby?

Dana jest dwucyfrowa liczba A oraz liczba B uzyskana z przestawienia
cyfr liczby A. Suma liczb A i B wynosi 121, a liczba A jest o 7 wigksza od
podwojonej liczby B. Wyznacz te liczby.

Dana jest trzycyfrowa liczba A o cyfrze dziesigtek réwnej 5. Po usunieciu
tej cyfry otrzymujemy dwucyfrowa liczbe B. Roéznica liczb A i B wy-
nosi 320, a suma liczb A i B jest rowna 388. Jakie to liczby?

Liczba x powstaje z trzycyfrowej liczby y, majacej dwie cyfry takie same,
przez zapisanie jej cyfr w odwrotnej kolejnosci. Réznica miedzy liczbg x
a liczba y jest rowna 396, a suma cyfr kazdej z nich jest réwna 16. Wyznacz
te liczby.

W pewnym spotkaniu brato udziat 180 os6éb. Ustawiono dla nich tacznie
60 krzeset i pewna liczbe trzyosobowych kanap. Niestety, nie dla wszystkich
starczylto miejsc siedzacych. Stosunek liczby oséb stojacych do siedzacych
byt réwny 1:4. Oblicz, ile kanap ustawiono.
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3.5. Uktady rownan -
zadania tekstowe (2)

Uktady rownan sa czesto wykorzystywane przy rozwiazywaniu zadan doty-
czacych wielkosci podanych w procentach oraz zadan dotyczacych predkosci.

Przyktad 1
Tle kilograméw solanki o stezeniu 6% na- ~ Stezenie procentowe roztwo-

lezy zmieszaé z solanka o stezeniu 2%, aby ru okresla, jaki procent masy

otrzymaé 100 kg solanki o stezeniu 5%7 calego roztworu stanowi ma-

sa rozpuszczonej substancji.

Oznaczamy niewiadome: , . :
Roztwor soli nazywany jest

xr — masa w kg solanki 6-procentowej, solanks
y — masa w kg solanki 2-procentowe;. '

Uktadamy réwnania opisujace warunki zawarte w tresci zadania:
r +y = 100

0,06 -z + 0,02 -y = 0,05- 100

Zapisujemy uktad rownan i go rozwigzujemy:

z +y = 100 solanka
I solanka IT solanka ) .
0,06z 4+ 0,02y =5 /- (—50) po zmieszaniu

x +y =100
+ —_—
+ | =3z —y = —250
6% 2% 5%
—2x = —150 / : (—2)
x kg ykg 100 kg

r =175

Stad otrzymujemy rozwiazanie uktadu: x = 75 i y = 25. Sprawdzamy otrzy-
mane rozwigzanie: 25 + 75 = 100 oraz 0,06 - 75 + 0,02 - 25 = 5.

Aby otrzymaé¢ 100 kg solanki 5-procentowej, nalezy zmieszaé¢ 75 kg solanki
6-procentowej i 25 kg solanki 2-procentowe;.

Cwiczenie 1
a) Ile kilograméw solanki o stezeniu 13% nalezy zmieszaé z solanka o steze-
niu 6%, aby otrzymaé¢ 35 kg solanki o stezeniu 9%7

b) Do 5-procentowego roztworu soli dosypano taka jej ilos¢, ze otrzymano 95 g
roztworu o stezeniu 6%. Ile soli dosypano?

3.5. Uktady réwnan - zadania tekstowe (2)
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kodz ptyngca z pradem i pod prad

Gdy rozpatrujemy ruch fodzi na rzece, waznym pojeciem jest
predkos¢ wlasna todzi.

Predkos¢ wtasna todzi to predkosc, jaka
osigga t6dz na stojgcej wodzie.

droga | L
czas ' ’

predkos¢ =

o e —— T

Na predkosc¢, z jaka po rzece porusza sie t6dz, wptywa predkos¢ pradu rzeki.
Oznaczmy przez v predkos¢ wtasng todzi, a przez v, predkos¢ pradu rzeki.

v v
4 ==
Yo Yo
- — . -
N
et - gk =
3
1 Predkos$c¢ todzi poruszajace;j sie Predkosc todzi ptynacej
él' z pradem rzeki jest rowna v + v, pod prad jest réwna v — v,

Przyktad 2

1.6dZ motorowa ptynaca z pradem rzeki przebyta trase pomiedzy przystaniami
odleglymi o 36 kilometrow w 2 godziny, droge powrotna natomiast w 3 go-
dziny. Oblicz predkos$¢ wlasng todzi i predkosé pradu rzeki.

W tego typu zadaniach zaktadamy, ze wszystkie predkosci sa stale.
Oznaczamy przez v — predkos¢ wtasna todzi, a przez v, — predkos¢ pradu rzeki.
Informacje podane w zadaniu mozemy przedstawi¢ w tabeli.

v+v, =18
+lv—v, =12

Odlegtosé Predkosé Czas
Ptyniecie z pradem 36 km v+ v, 2 h
Ptyniecie pod prad 36 km v — U, 3h
Predkos¢ todzi plynace] 3z6 Eraddem jest rowna % = 18 km/h, a predkosé
todzi ptynacej pod prad =33 = 12 km/h.

Otrzymujemy uklad réwnan i rozwiazujemy go metoda przeciwnych wspol-
czynnikow:

2v = 30
v=15

v=15
{ v+wv, =18
v =15
{ v, = 3
Sprawdzenie: 2(15 + 3) = 36, 3(15 — 3) = 36.
Predko$¢ wlasna todzi byta réwna 15 km/h, a predkosé pradu rzeki 3 km/h.

Cwiczenie 2
Plynac w dot rzeki, 16dZ pokonata 24 kilometry w 2 godziny. Droga powrotna
lodzi trwata trzy razy diuzej. Oblicz predko$é¢ wlasna todzi oraz predkosé
pradu rzeki.

Cwiczenie 3

Pierwszego dnia t6dz motorowa ptynaca 2 godziny z pradem rzeki, a nastepnie
3 godziny pod prad przebyta trase diugosci 58 km. Drugiego dnia, ptynac
3 godziny z pradem oraz 4 godziny pod prad, przeptyneta trase dtugosci 82 km.
Oblicz predkos¢ wlasna todzi i predkosé pradu rzeki.
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Zadania

1. W pewnym liceum uczy si¢ 500 oséb. Jezeli liczba dziewczat zmniejszytaby

sie 0 40%, a liczba chlopcéw zwickszylaby sie o 60%, to liczba 0séb uczesz-
czajacych do tej szkoty by sie nie zmienita. Ile dziewczat, a ilu chtopcow
uczy sie w tym liceum?

Pawel i Bartek pracowali w wakacje przy zbiorze owocéw. Pawel zaro-
bit 110% tego co Bartek i jeszcze 280 zl, natomiast Bartek dostal 60%
tego co Pawel i jeszcze 240 zt. Ile zarobit kazdy z nich?

Kwote 10000 zt podzielono na dwie cze- o
$ci. Jedng z nich wplacono do banku A na Oznaczamy niewiadome:

lokate roczna oprocentowana 3% w skali xr — kwota w zt wptacona

roku, druga do banku B na lokate roczna do banku A,
oprocentowang 4% w skali roku. Po roku y — kwota w zt wplacona
z lokat otrzymano taczne 10340 zt. Jaka do banku B.

x +y = 10000

kwote wplacono do banku A, a jaka
do banku B? Przeanalizuj przedstawiony {

obok poczatek rozwigzania tego zadania 1,03z + 1,04y = 10340
i je dokoncz.

Kwote 20 000 zt zainwestowano w dwie rézne lokaty roczne oferowane przez
bank X i bank Y. Lokata w banku X oprocentowana byla 3,5% w skali
roku. Oprocentowanie lokaty w banku Y bylo o 1 punkt procentowy wyz-

sze. Po roku wyptacono z lokat 20840 zt. Jaka kwote ztozono na lokacie
w banku X, a jaka w banku Y7

Mosiadz to stop miedzi, w ktérym gltéwnym dodatkiem jest

cynk. Z mosiagdzu wykonuje sie na przyktad dzwony okretowe.

5. Zawarto$¢ miedzi w dwdbch réznych stopach wynosi 40% i 80%. Ile kaz-

dego z tych stopow nalezy uzy¢, aby otrzymac 2 kg stopu zawierajacego
50% miedzi?

Mamy do dyspozycji dwa stopy miedzi o roéznej jej zawartosci. Jesli uzy-
jemy 2 kg pierwszego i 6 kg drugiego, to otrzymamy stop o zawartosci
55% miedzi. Jedli natomiast uzyjemy 3 kg pierwszego i 5 kg drugiego, to
otrzymamy stop o zawarto$ci 52,5% miedzi. Jaka jest zawarto$é miedzi
w kazdym z tych stopow?
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7.

10.

11.

Roman przygotowuje sie do zawodow rowerowych. Na sobotnim treningu
przejechal 90 kilometrow w ciagu 5 godzin. Cze$é trasy wiodla po dro-
gach asfaltowych, czes¢ po gruntowych. Na drogach asfaltowych $rednia
predkosé jazdy wynosita 20 km/h, a na drogach gruntowych 15 km /h. Ile
czasu Roman jechat po drogach asfaltowych? Jaka odleglos¢ w tym czasie
pokonat?

Z miast A i B wyruszaja jednoczesnie
naprzeciw siebie ze stalymi predkosciami
dwa pociagi. Jeden z nich jedzie z predko-
Sciag dwukrotnie wigksza niz drugi. Spo-
tykaja sie po godzinie i 20 minutach.
Gdyby wolniejszy pociag jechal z pred-
koscig o 10 km/h wieksza, spotkanie na-
stapitoby po godzinie i 12 minutach. Jaka

jest odleglo$é miedzy miastami A i B?

Pociag pokonat 120 km w ciggu godziny i 45 minut. Pierwszy odcinek trasy
przebyl z predkoscia 80 km/h, a drugi — ze wzgledu na roboty torowe —
z predkoscia 40 km/h. Jaka byla dlugo$é¢ drugiego odcinka?

Na pewne przedstawienie w teatrze sprzedano tacznie 500 biletéw. Byty
to bilety normalne po 50 zl, ulgowe po 40 zt i wejsciowki po 30 zt. Biletéw
normalnych byto o 40 wigcej niz ulgowych i wejsciéwek razem. Wszystkie
bilety kosztowaly tacznie 22300 zt. Ile biletow poszczegdlnych rodzajow
sprzedano? Przeanalizuj przedstawiony ponizej poczatek rozwiazania tego
zadania i je dokoncz.

Oznaczamy niewiadome:

x — liczba sprzedanych biletow normalnych,
y — liczba sprzedanych biletow ulgowych,

z — liczba sprzedanych wejsciowek.

Mozemy zatem utozy¢ ukltad trzech rownan z trzema niewiadomymi:
r+y+ 2z =500
r=y+2+40
50z + 40y + 30z = 22300

Jedna $ciana prostopadito$cianu ma obwdd réwny 26 cm, druga — 28 cm,
a trzecia — 34 cm. Oblicz dtugosci krawedzi tego prostopadtoscianu.

3.5. Uktady réwnan - zadania tekstowe (2)
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Dowiedz sie wiecej

1. Okresl, czy uktad rownan jest oznaczony, nieoznaczony czy sprzeczny. Jesli

Rozwigzywanie uktadow rownan metoda wyznacznikowa uktad jest oznaczony, to korzystajac ze wzoréw Cramera, wyznacz jego
Uktad réwnan liniowych: rozwigzanie.
{a1x+b1y—cl ) 2z +y=—T7 ) 4y —y =8 %x—|—6y:12
_ a c e
G2T + Doy = Co z+3y=4 —z+ 1y =—2 sx+2y=—4
gdzie |ai|+ |b1] # 01 |az|+ |b2| # 0, mozna rozwiaza¢ metoda wyznacznikows.
Liczbe: 2r + Ty =1 ’ T+ 4y = —2 . r+iy=38
a; by . ) 3z — 4y = 16 —5x + 3y =19 %x—%y:—él
W = = a1by — axb; nazywamy wyznacznikiem gléwnym,
as b Przyktad 2
c; by Okresl liczbe rozwiazan uktadu réwnan w zaleznosci od parametru k.
W, = = c1by — cob; nazywamy wyznacznikiem niewiadomej x,
cy by kx —y=2
a, ¢ —dx+ ky=14
W, = = a,Cy — aoC; nazywamy wyznacznikiem niewiadomej y. ) .
ay Co Obliczamy wyznaczniki:
1. Jedli W # 0, to uktad réwnan ma jedno rozwigzanie wyznaczone za pomoca W — koo -1 =kk—(—4)-(-1) =k2—4
’ R _ W W -
tzw. wzorow Cramera: © = 72 1y = 3. 4 k
2. Jesli W =01 W, =0,iW, =0, to uklad rownan ma nieskoniczenie wiele 9 _1
rozwiazan (jest nieoznaczony). W, = A o = 2-k—4-(-1)=2k+4
3. Jesli W =01 (W, # 0 lub W, # 0), to uklad réwnan nie ma rozwiazan
jest sprzeczny). k 2
(jest sp y) Wy=|_, |=4k-(-9-2=4k+8
Przyktad 1 x4+ 2y =11
ROZWiQZ uklad réwnan { metodg% Wyznacznikow@_ e Dla k e R \ {—2, 2} Wyznacznik w # 0. Zatem uklad réwnan ma jean
dr —4y =13 rozwiazanie (jest oznaczony).
Obliczamy wyznaczniki: e Dla k = 2 wyznacznik W = 0, ale W, # 0 i W, # 0. Zatem uklad réwnan
1 2 . N
W 1 (—4)—5.2=—14 nie ma rozwigzan (jest sprzeczny).
5 —4 * Dla k£ = —2 zachodzg réwnosci W = 0, W, = 0 i W, = 0. Zatem uktad
T réwnan ma nieskoniczenie wiele rozwigzan (jest nieoznaczony).
W, = =11-(—-4)—13-2=-70 _ o _
13 —4 2. Dany jest uktad réwnan z niewiadomymi x, y i parametrem k. Dla jakich
o warto$ci parametru k uktad jest oznaczony, dla jakich nieoznaczony, a dla
W, = —1.13—-5-11 = —42 jakich sprzeczny?
5 13
—x+2y=>5 x+ky=3 ) k*x — 2y = —4
: . : : . - . 2
W # 0, wiec uktad ma doktadnie jedno rozwiazanie (z,y), gdzie: e — Ty = —5 o L = m4y=2
U
w14 x+2ky =4 Q) 2kx+y=1 ; (k+ 1Dz +ky=2
y:% —42 _ 3 2+ 8y =k —4dx — ky =2 x+ky=4

— 2
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Dowiedz sie wiecej

Metoda eliminacji Gaussa

Czasami przy rozwiazywaniu uktadu rownan pomija si¢ w zapisie niewiadome,
a wspotczynniki wystepujace w rownaniach przedstawia sie w postaci tablicy
zwanej macierza (ponizej macierze zapisano kolorem niebieskim).

Przyktad 1

Rozwiaz uktad réwnan.
T—3y+z2=-2 1 -3 1 | =2
—2zx + Ty — 6z =13 -2 7 -6 | 13
2r — 9y + 3z = —9 2 -9 3 | -9

Najpierw eliminujemy niewiadoma = z drugiego i trzeciego réwnania. W tym
celu do drugiego réwnania dodajemy stronami pierwsze réwnanie pomnozone
przez 2, a do trzeciego dodajemy stronami pierwsze pomnozone przez —2.
Otrzymujemy uktad rownan (zwrdéé uwage, ze operacjom na réwnaniach od-
powiadaja odpowiednie operacje na wierszach macierzy):

r—3y+2=-—2 1 -3 1 ‘ —2 Do 2. wiersza macierzy

- _ B dodano 1. wiersz pomnozony
UzSeysdze= o 0 1 4 ’ ) przez 2, do 3. wiersza dodano
Oz —3y+2=-95 0 -3 1 ’ -5 1. wiersz pomnozony przez —2.

Nastepnie eliminujemy niewiadoma ¥y z trzeciego réwnania. W tym celu do
trzeciego rownania dodajemy stronami drugie réwnanie pomnozone przez 3.
Otrzymujemy uktad réwnan:

r—3y+z=-2 1 —3 1| -2 Do 3. wiersza macierzy
Ox+y—42=9 0 1 —4 | 9 dodano 2. wiersz

pomnozony przez 3.
Ox 4+ 0y — 11z = 22 0 0 -—11 | 22J

Z trzeciego réwnania dostajemy z = —2. Podstawiamy te wartos¢ do drugiego
réwnania i otrzymujemy y = 1. Nastepnie podstawiamy uzyskane wartosci y
i z do pierwszego réwnania i otrzymujemy x = 3.

Zatem uktad spelniony jest przez tréjke liczb:

r=3
y=1
z=-—2

Przedstawiona powyzej metoda rozwigzywania uktadu réwnan nosi nazwe
metody eliminacji Gaussa.
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Przyktad 2

Rozwiaz podany uktad réwnan metoda eliminacji Gaussa.
z+y—3z2=1
z+2y—2z=0

T+ 5y + 6z =—4

Zapisujemy wspotczynniki wystepujace w rownaniach uktadu w postaci ma-

cierzy:
(1 1 =3 | 1]
1 2 -1 ‘ 0 Kolejne wiersze macierzy odpowiadaja
kolejnym réwnaniom uktadu.
1 5 6 | —4]
i 1 -3 | 1]
) ‘ -1 Od 2. i 3. wiersza macierzy
odjeto 1. wiersz.
0 4 9 | 5]
(1 1 =3 | 1]
2 ‘ -1 Od 3. wiersza macierzy odjeto
2. wiersz pomnozony przez 4.
0 0 1 -1
Z trzeciego réwnania (reprezentowanego przez trzeci wiersz macierzy)
otrzymujemy z = —1. Podstawiamy te wartos¢ do drugiego réwnania i otrzy-
mujemy y = 1. Otrzymane wartosci y i z podstawiamy do pierwszego réwnania
i otrzymujemy x = —3. Zatem uktad réwnan jest spelniony przez tréjke liczb:
75 = —3
y=1
%= —l

1. Rozwiaz podany uklad rownan metoda eliminacji Gaussa. Sprawdz otrzy-
mane rozwigzanie.

(2 —3y+2=14 (z+2y+3z=11
a) ¢ r—4y+4z=—1 c) 22 +3y+2=5

(| —2r+y—952=3 | 20 — 2y — 2 =12
(c+2y—2=—2 (2 +2y+2=2

b) { z+3y+32=4 d) z+y+32=11

| —z+4y—62=7 3z —y—5z2=-19

Metoda eliminacji Gaussa
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Powtorzenie
B Zestaw |
1. Rozwiaz uktad réwnan.
(T y _ (3z—1 4y—-7
12+8_1 2 3 =2
a) xr—2 —6 C) <
Yy —9 3y—6_5—:13__1i
. 4 2 { 4 6 12
r£_£2095 f2;c—y_y—|—2:c_12
b) 5 2 ’ d) { 5 4 7
ﬁ 21‘—2+3—2y_3 2;c—|—3y_4x—y_025
. 5 2 12 8

Czy rozwiazaniem uktadu réwnan jest para liczb o réznych znakach?

a){Qm—S(ly)JrZy C){y-é(ml)
3ly—z)=y—1 3(z4+1)=—(y+1)

B Zestaw Il

Podaj, ile rozwiazan ma uktad rownan dla m =1, a ile — dla m = —2.

20 —my = 1
a){ oy b){
mx — 2y =1

T+ my =2

r — |mly = m?

C
mx+y=4—2m {—x—|—2y——4

Dla jakich wartosci parametréw m i k para liczb: z = 3, y = 2 jest roz-

wigzaniem uktadu réwnan?

) mx + ky =5
a
(k—1)xz—2my=—1

Rozwiaz uktad réwnan.

(1 —=m)z +4ky = 10

b)
(m —2k)x — (4k + m)y = —8

Dla jakich wartosci parametru m rozwiazaniem uktadu réwnan jest para

liczb ujemnych?

2) {x—yzl—m

r—2y=m-—3

b) {2x—3y:2m—6

3x—3y=3-m

Dla jakich wartosci parametru m rozwiazaniem uktadu réownan jest para

_2—|—x+5:x+y—l—8 x—2_y—3::c—i—y
b) 2 3 d) 4 3 6
243z  2y+6 :E—i-y—l_x_y—l
4 2 3 4
3. Okresl liczbe rozwigzan uktadu réwnan.
22y +1) =6(4—x) ) —2x4+2y=y—2
c
3r+ 2y =11 20y—3x)=6—y
0,2y:6f’f;y+1 %x—y:Q;m
b) 5 d) 203
r—1=%22 _rty 223y
6 2 2
4. a) Suma cyfr pewnej liczby dwucyfrowej jest rowna 13. Gdybysmy zamie-
nili miejscami cyfry tej liczby, wtedy otrzymalibysmy liczbe o 45 wigksza
od szukanej. Co to za liczba?
b) Jesli do licznika pewnego ulamka dodamy 1, a od jego mianownika
odejmiemy 1, to otrzymamy % Jesli natomiast od licznika odejmiemy 1,
a do mianownika dodamy 1, to otrzymamy % Co to za utamek?
5. a) Roztwor soli o stezeniu 5% zmieszano z roztworem soli o stezeniu 40%

i otrzymano 1,4 kg roztworu soli o stezeniu 30%. Ile graméw kazdego z tych
roztworéw uzyto?

b) Laborant potrzebuje 10 g roztworu azotanu potasu o stezeniu 9%. Ma
do dyspozycji roztwory tego zwigzku o stezeniach 6% i 10%. Ile gramoéw
jednego roztworu i ile drugiego powinien zmieszac¢?
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liczb o przeciwnych znakach?

20 —y=m
a)
or — 3y =2m +1

b r+2y=m—3
3r—y=2-—m

Okresl liczbe rozwiagzan uktadu w zaleznosci od parametru m € {—1,1,2}.

+3y=14
2) mx + 3y b)
2 — 6y = —8

—8x + 6y =m sx+my =1
c
r+2y=m

mx — 3y = —6

Dla jakiej wartosci parametru m uktad jest nieoznaczony, a dla jakich

sprzeczny?

6 — 9y = 15
SRS b)
20 — 3y =m

— A4z + 5y =8 {2x+y—7
C

20 — 2Dy =m dr +my = —14
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Zadania z kontekstem realistycznym

1. Na straganie mozna kupi¢ banany i jabtka. Jedno jabtko kosztuje 1,20 zt,
a jeden banan 1,80 zt. Krysia kupita kilka owocéw i zaptacita 7,20 zt. Piotr
kupit tyle bananow, ile Krysia jabtek, i tyle jabtek, ile Krysia bananéw.
Za zakupy zaptacit 7,80 zt. Ile jabtek i ile bananow kupita Krysia?

2. W dwoéch skrzynkach znajdowalo sie 60 jabtek. Po przetozeniu potowy
jabtek z drugiej skrzynki do pierwszej w pierwszej skrzynce bylo cztery
razy wiecej jablek, niz zostalo w drugiej. Ile jabtek byto w kazdej skrzynce
na poczatku?

3. W hurtowni wafle sa pakowane w wigksze pudetka, a cukierki — w mniej-
sze. Pudetko z waflami wazy 5,20 kg, a z cukierkami 3,20 kg. Do sklejenia
wiekszego pudetka zuzywa sie 1,60 m tasmy, a do mniejszego 1,20 m. Na
zamowienie jednego ze sklepoéw przygotowano transport 20 pudetek z tymi
stodyczami i zuzyto do tego 30 m tasmy. Czy cala dostawe mozna prze-
wiezé¢ wozkiem, ktorego dozwolona tadowno$é jest réwna 100 kg?

4. Student ma do skserowania 30 kartek, z ktérych czes$é jest zapisana jed-
nostronnie, a pozostate — dwustronnie. W punkcie ustugowym kserowanie
jednostronne kosztuje 20 gr, a dwustronne 30 gr. Student skserowal swoje
kartki tak, ze otrzymal taka sama kopie jak oryginal (30 kartek) i za-
ptacit 7,40 zl. Ile kosztowatyby jego odbitki, gdyby kazda zapisang strone
kserowal na osobnej kartce?

5. Na trasie miedzy Opolem a Warszawa, o dlugosci 320 km, kursuja busy
i autokary. Bus wyjechal z Opola o godzinie 15.00 i poruszat si¢ ze Sredniag
predkoscia 60 km/h. Autokar wyruszyl z Warszawy o godzine pézniej,
a jego srednia predkos¢ wynosita 70 km/h. O ktérej godzinie i w jakiej
odlegtosci od Opola pojazdy sie minety?

6. 7 jednakowych prostokatnych plytek utozo-

no kwadrat o polu réwnym 324 dm? (rysu-

nek obok). Oblicz obwéd pojedynczej ptytki.

7. Samochéd przejechal pierwsza cze$é trasy

ze $rednia predkoscia 70 km /h. Druga czesé

trasy, dtuzsza o 60 km, pokonal ze Srednig

predkoscia 90 km/h. Jego érednia predkosé
na calej trasie bylta réwna 80 km/h. Oblicz
dtugosé calej trasy.
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Sposob na zadanie

Rozwiazujac zadania tekstowe, spotkamy sie takze z takimi, w ktérych mamy
trzy niewiadome. Jednak mozemy jedna z nich opisa¢ za pomoca pozostatych
i otrzymac¢ uktad dwoch rownan z dwiema niewiadomymi.

Przyktad 1
Dany jest tréjkat o katach a, 3, v, przy czym suma miar katéw « i 0§ jest
rowna 105° oraz spelniona jest réwnos¢ a + 23 + 3y = 400°. Wyznacz te katy.
Zauwazmy, ze o = 105° — 3.
Mozemy wiec napisa¢ uktad dwoch rownan z dwiema niewiadomymi:

(105° — B) + 206 4 3y = 400°

(105° — B) + B+~ = 180°

B+ 3y = 295°

v =75

B =170° Pamietaj, ze po rozwigzaniu uktadu réwnan
S warto sprawdzi¢, czy otrzymane rozwigzanie

Y= 75 spetnia warunki zadania.

Zatem a = 105° — 3 = 35°.
Odpowiedz: o = 35°, § = 70°, v = 75°
=» Zadanie 17, str. 161

Przyktad 2

W skarbonce znajduje si¢ 18 monet — sg to monety 1-, 2- i 5-zlotowe. Ra-
zem daja one kwote 48 zt. Monet 5-ztotowych jest o dwie mniej niz monet
1-ztotowych. Oblicz, ile monet kazdego nominatu znajduje sie w skarbonce.

Zauwazmy, ze w tym zadaniu rowniez mamy trzy niewiadome:

x — liczba monet 1-ztotowych,

y — liczba monet 2-ztotowych,

z — liczba monet 5-ztotowych.

7 tresci zadania wynika, ze z = x — 2.

Otrzymujemy zatem uktad dwoch réwnan z dwiema niewiadomymi:

r+y+ (x—2)=18

x4+ 2y +5(x —2) =48
Rozwiazaniem tego uktadu jest para liczb: x = 9 oraz y = 2 (sprawdz).
Zatem z = —2=17.

Odpowiedz: W skarbonce znajduje sie 9 monet 1-ztotowych, 2 monety 2-zto-

towe oraz 7 monet 5-ztotowych.
=» Zadanie 19, str. 161

Sposéb na zadanie
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-9 wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Zadanie 1 (0-1)

Kuba jest o 5 lat starszy od Magdy. Wiek Magdy stanowi 2

= wieku Kuby.
Ktory z ponizszych uktadéw réwnan opisuje te sytuacje?

Przyjeto oznaczenia: k£ — wiek Kuby, m — wiek Magdy.

k=m—5 k=m-+5 k=m-+D5 k=m-—5
A. ) B. . C. , D )

Zadanie 2 (0-1)

W tréjkacie réwnoramiennym miara kata miedzy ramionami jest o 18° mniej-
sza od miary kata przy podstawie.

Przyjeto oznaczenia: o« — miara kata przy podstawie, 3 — miara kata miedzy
ramionami, a nastepnie utozono uktad rownan opisujacy sytuacje z zadania:

20 4+ 5 = 180°
a=/F3+18°

Wskaz uktad rownan réwnowazny temu uktadowi.

20+ 3 = 180° 20 = 144° 20 = 108° 20 = 132°
A. B. C. D.
B=a+18° a=0+18° 38 = 144° 38 = 144°

Zadanie 3 (0-1)

_ i ) _ _ ) | —dx+2y=—6
Wskaz pare liczb, ktéra nie spetnia uktadu réwnan 5 5
x—y=

r=-3 T=—3 T = T =
A. B. C. D.
y=-9 y=—4 y=0 y=-3

Zadanie 4 (0-1)

[\GR[eV)

, )3Tt —2y=6 "
Uktad réwnan nie jest sprzeczny dla
—6zr +4y=m
A.m=12 B. m=3 C.m=-3 D. m=-12
Zadanie 5 (0-1)
2mix — 3y =5

jest uktadem nieoznaczonym dla

Uklad rownan
dxr — 6y = —10m

A.m:—% B. m=-1 C.m=1 D. m=

1
2

B 158 3. Uktady réwnan

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 6 (0-1)
Wskaz rownanie, ktére nalezy dopisa¢ do rownania 3x — 4y = 6, aby otrzymac
nieoznaczony uktad réwnan.

A. 3x — 4y = —6 C. %x—Zy:—S
B. 3r+4y=6 D. —%x+2y:—3
Zadanie 7 (0-1)

br — 2y = 27
T+ 3y =2

T =—=5 T = =5 T =295 T =
A. B. C. D.

Zadanie 8 (0-1)

Wskaz rozwigzanie uktadu réwnan {

2c+y=—4 . . .
jest para liczb ujemnych dla
mx —y=m—1

_ 1 _3
C.m—3 D.m—2

Rozwiazaniem uktadu réwnan {

B. m=—

N[Ot

A.m=—

DO | =

Zadanie 9 (0-1)

Proste k£ i [ na rysunku obok sg réwnolegte. i l
Wiynika stad, ze
I c.1e=® A 3+ 30°
B = 30° B =15°
3a — 20°
a = 50° a = 55’
B. D.
6 =20° 6 =15°

Zadanie 10 (0-1)

Dana jest dwucyfrowa liczba M. Suma cyfry jednosci i cyfry dziesiatek tej
liczby jest réwna 8. Réznica miedzy liczba powstaly przez przestawienie cyfr
liczby M oraz liczba M jest réwna 54.

Ocen prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Roéznica miedzy cyfra jednosci a cyfra dziesiatek liczby M
jest réwna 6.

Suma liczby M i liczby powstatej z przestawienia jej cyfr jest
réwna 88.

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
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Zadanie 11 (0-1)
Adam jest o dwa lata starszy od Tomka. Trzy lata temu mieli w sumie 24 lata.

Ocen prawdziwos$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Adam i Tomek maja w sumie 30 lat. P

Za cztery lata Tomek skonczy 18 lat. P

Zadanie 12 (0-2)
Dane sa dwa uktady réwnan:

I 3z +y =10 i —3r+y =10
2z —y=12 |z +2y=-8

Kazdemu z tych uktadéow przyporzadkuj rownowazny mu uktad réwnan.
Whpisz obok numeréw uktadéw réwnan w tabeli ponizej wtasciwe odpowiedzi
wybrane sposréd A-F.

Numer zadania Uktad rownan Roéownowazny uktad réwnan

121 I ?

12.2 IT ?

=10—-3 =10—-3 = -2
ALY ! c. !’ ! E {7

—x =22 ox = 22 3r—y=—10

= 10+3 =10+3 =3z —10
B. {’ ! D. !’ ! N

ox — 10y = 12 —z — 10y = 12 r=—-2y—38

Zadanie 13 (0-1)
Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz
jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

V2r —y=+v2

jest
2x—\/§y:2

Uklad réwnan {

1. | wszystkie pary liczb rzeczywistych.

A. oznaczony, poniewaz
jest o | nieskonczenie wiele par liczb
spetniony rzeczywistych.

B. nieoznaczony, przez
3.  tylko jedna pare liczb rzeczywistych.

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 14 (0-2)
Dokoncz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich otrzy-
mane zdanie bylo prawdziwe.

0ty =1

jest para liczb
3xr+y==6

Jednym z rozwigzan uktadu réwnan {

Az=1y=-3 E.o=-2 y=0:1
B.ox=3,y=—3 F. o= 34 y=62
C.x:%,y:—% G.:U:—g,y:7%
D.z=3,y=3 H.z=-8 y=282

Zadanie 15 (0-2)
Para liczb z = 2, y = 3 jest rozwigzaniem uktadu réwnan utworzonego przez
dwa sposréd ponizszych réwnan. Wskaz te réwnania.

L.z -2y =—-4 II. 22 + 3y = 15 III. 2x — 3y = -5 IV. 3z —y =2

Zadanie 16 (0-2)

Bankomat wyptacit kwote 940 zt w banknotach o nominatach 10 zt, 20 zt
i 50 zt. Banknotow 10-ztotowych byto tyle samo co banknotéw 50-ztotowych,
a banknotow 20-ztotowych byto o 7 wiecej niz 50-ztotowych. Ile byto bankno-
tow kazdego rodzaju?

Zadanie 17 (0-2) = Przykiad 1, str. 157
Ro6znica miar katéw a i 8 pewnego tréjkata wynosi 30°. Kat v tego tréjkata ma
miare o 20° wiekszg od sumy miar katéw « i 3. Wyznacz katy tego tréjkata.

Zadanie 18 (0-3)

Cztery lata temu Kasia i jej dwaj bracia blizniacy mieli razem 22 lata. Za
dwa lata Kasia bedzie miala tyle lat, ile obaj jej bracia razem. Oblicz, ile lat
bedzie mie¢ Kasia, gdy jej bracia beda mieli po 18 lat.

Zadanie 19 (0-3) & Przyktad 2, str. 157

Tomek ma w skarbonce trzydziesci jeden monet, w tym: trzy monety 5-ztoto-
we, monety 1- i 2-zlotowe oraz monety 10- i 50-groszowe. Liczba monet 10-gro-
szowych jest taka sama jak liczba monet 50-groszowych, a monet 1-zlotowych
jest dwukrotnie wiecej niz monet 2-ztotowych. Laczna kwota w skarbonce
wynosi 42 zt. Oblicz, ile jest monet kazdego rodzaju.

Zadanie 20 (0-3)
Az +y)* -4y +y) = (22)" +z+y

Rozwiaz uktad réwnan
(z =Dy +1) = (z+2)(y - 2)

B 160 3. Uktady réwnan
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Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1 (0-2)

Dwaj rowerzysci wyruszyli w te sama trase: pierwszy o 10.00, drugi godzine
pézniej, przy czym drugi jechal ze $rednia predkoscia o 5 km/h wieksza niz
pierwszy. O godzinie 14.00 drugi rowerzysta dogonit pierwszego. Oblicz pred-
kosci obu rowerzystow.

Zadanie 2 (0-2)

Wyznacz liczby x i y spelniajace uktad rownan:
y—x(2x+1)=-2(x—-1)*>+3
(y+1)P2+2z=yly+1)+5

Zadanie 3 (0-2)

Oblicz sume liczb z i y, ktére tworza pare bedaca rozwiazaniem uktadu row-

nan: Vor+y =42

T — \/§y =2

Zadanie 4 (0-4)

Michat uczestniczyt w dwudniowym zgrupowaniu zawodnikow klubu kajakar-

skiego. Pierwszego dnia ptynatl kajakiem 3 godziny z pradem rzeki oraz tyle

samo czasu pod prad i pokonatl tacznie 24 km. Drugiego dnia ptynat kajakiem

2 godziny z pradem rzeki i 4 godziny pod prad i pokonat tacznie 21 km. Oblicz
predkos¢ pradu rzeki.

Zadanie 5 (0-3)
Uzasadnij, ze punkt P(z,y), ktérego wspolrzedne spelniaja podany uktad
réwnan, nalezy do prostokata o wierzchotkach A(1,1), B(3,1), C(3,6), D(1,6).

{(w—2)2+(y—fv)(y+w)=y(y—1)

x—|—y—x;y=x+22y+2

Zadanie 6
Dany jest uktad réwnan z parametrem m:

20 —y =2m+1
3r—2y=2m—3

Zadanie 6.1 (0-2)

Uzasadnij, ze dla m = —Z

5 rozwigzaniem uktadu réwnan jest para liczb prze-

ciwnych.

Zadanie 6.2 (0-3)
Wykaz, ze m = —5 jest najwieksza liczba catkowita, dla ktorej uktad rownan
jest spetlniony przez pare liczb ujemnych.
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4 Funkcje

U o0s6b wyczynowo uprawiajacych sport regu-
larnie przeprowadza sie specjalistyczne badania
lekarskie.

Elektrokardiografie wykonuje sie za pomoca
przyrzadu, ktory odbiera i wzmacnia impulsy
elektryczne. Jako wynik badania otrzymujemy
elektrokardiogram — wykres funkcji napiecia
elektrycznego, wytworzonego na skutek skurczu
miesnia sercowego, w zaleznosci od czasu.

Prawidlowa czynnosé¢ serca

Zaburzenie rytmu serca




4.1. Pojecie funkgji

Przyktad 1
W szkolnym turnieju pitki noznej wzieto udziat pie¢ druzyn: A, B, C, D i F.
Grano systemem kazdy z kazdym. Za zwyciestwo przyznawano 3 pkt, za remis
1 pkt, a za przegrana 0 pkt. Najmniejsza
mozliwa do zdobycia liczba punktéw to 0,
a najwicksza to 12. Kazdej druzynie przy-
porzadkowano sume zdobytych punktow —
wyniki turnieju przedstawiono w tabeli.

Druzyna A B| C| D | FE
Zdobyte punkty | 3 | 7 | 8 | 1 | 8

Przyktad 2
Na przedstawionym obok grafie kazdej
z czterech os6b przyporzadkowano dzien

« poniedziatek
e wtorek
» Sroda

tygodnia, w ktéorym dana osoba sie uro-
dzita. Zbiér oséb oznaczono litera X,
e niedziela

a zbior dni tygodnia — literg Y.

Omowione powyzej przyporzadkowania sg przyktadami funkcji. W kazdym
z nich sa wskazane dwa zbiory, czesto oznaczane przez X i Y, oraz okreslony
sposoéb przyporzadkowania elementom zbioru X elementéw zbioru Y — mozna
to zrobi¢ np. za pomoca tabeli, grafu lub opisu stownego.

Przyktad 3

Kazdej liczbie ze zbioru X = {1, 2, 3, 4, 5, 6} przyporzadkowano jej reszte
z dzielenia przez 4. Zbiér mozliwych reszt oznaczono litera Y. Przyporzadko-
wanie to przedstawiono za pomocg tabeli i grafu.

X Y
Liczba 1 2 3 4 5 6 —
Reszta 1 2 3 0 1 2 -/

Cwiczenie 1

Kazdej liczbie ze zbioru X = {1,2,3,4,5,6,7} przyporzadkowano liczbe ze
zbioru Y = {0,1,2,3,4} bedaca jej reszta z dzielenia przez 5. Przedstaw to
przyporzadkowanie za pomoca tabeli i grafu.

B 164 4. Funkcje

Definicja
Funkcja ze zbioru X w zbiér Y nazywamy przyporzadkowanie, w ktérym
kazdemu elementowi x € X odpowiada doktadnie jeden element y € Y.

Zbior X nazywamy dziedzing funkcji, a jego elementy argumentami.

Zbior Y nazywamy przeciwdziedzing funkcji. Jesli element zbioru Y jest przy-
porzadkowany jakiemus$ elementowi zbioru X, to nazywamy go wartoScia
funkcji.

Funkcje zwykle oznaczamy matymi literami, na przyktad f, g, h.

Mowiac o funkcji f ze zbioru X w zbiér Y, uzywamy zapisu f: X — Y, a war-
to$¢, jaka funkcja f przyjmuje dla argumentu x, oznaczamy przez f(x).

Przyktad 4
Dane sg zbiory X = {-2,-1,0,1,2} i Y = {0,1,2,3,4}. Funkcje f ze zbio-
ru X w zbior Y, ktora kazdej liczbie przyporzadkowuje jej kwadrat, okreslono
za pomoca grafu i tabeli.
X f Y
=~ Argument x —2/—=1,0 | 1| 2
/R Wartosé funkeji f(z) 4 ' 1 | 0 | 1 4

Zwr6é uwage na to, ze liczby 2 i 3 naleza do przeciwdziedziny funkcji f, ale
nie sa wartosciami tej funkcji.

Funkcja f dla argumentu x = 2 przyjmuje warto$¢ y = 4, co zapisujemy
»f(2) =47 1iczytamy: ,f od 2 jest réwne 4”.

Wartos¢ y = 4 funkcja f przyjmuje rowniez dla argumentu x = —2, zatem

f(=2) = 4.

Cwiczenie 2
Dane sg zbiory X = {1,2,3,4,5} i Y ={-2,—1,1,2} oraz funkcja f: X — Y
przedstawiona za pomoca grafu.

a) Podaj wartosci funkcji f dla argumentéow pa-
rzystych.

b) Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje
warto$¢ 2, a dla jakich — wartos¢ 17

c) Przedstaw funkcje f za pomocy tabeli.

4.1. Pojecie funkcji
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Cwiczenie 3

Dane sg zbiory X = {—2,-1,0,1,2} i Y = {0, 3,1, 2,2}. Funkcja f: X — Y
przyporzadkowuje kazdemu argumentowi potowe jego kwadratu. Przedstaw te
funkcje za pomoca grafu i tabeli. Ktére elementy zbioru Y nie sa wartosciami

funkcji f7 Ktoére wartosci sa przyjmowane dla wiecej niz jednego argumentu?

Cwiczenie 4
Funkcje f:{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} — {—2,-1,0,1,2,3,4} przedstawiono za
pomoca tabeli.
T 0 1 2 3 4 5) 6 7 8 9
f@) | 1 1 | -2 0 2 1|3 | 3 3 4

Dla ktérych argumentéw zachodzi rownosSc:

a) f(z)=0, b) flx) =1, c) f(z) = =2, d) f(z) = —17

Zauwazmy, ze zgodnie z definicja przyporzadkowanie jest funkcja ze zbioru
X w zbiér Y, jezeli kazdemu elementowi zbioru X przyporzadkowany jest
dokladnie jeden element zbioru Y.

[D] Przyktad 5
Uzasadnij, ze na ponizszym grafie nie przedstawiono funkcji ze zbioru X

w zbiér Y.

Liczbie 2 nalezacej do zbioru X nie przy- Liczbie 2 nalezacej do zbioru X przy-
porzadkowano zadnego elementu zbio- porzadkowano dwa elementy zbioru Y.
ru Y. Zatem graf nie przedstawia funkcji Zatem graf nie przedstawia funkcji ze
ze zbioru X w zbior Y. zbioru X w zbior Y.

Cwiczenie 5
Czy na ponizszym grafie przedstawiono funkcje ze zbioru X w zbior Y7 Jesli
tak, to podaj argument, dla ktérego funkcja ta przyjmuje wartosé 0.

L
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Definicja
Miejscem zerowym funkcji f nazywamy taki argument z, dla ktérego:

f(x) =0

Przyktad 6

Funkcja f:{-2,-1,0,1,2} — {0,1,2,3,4}
przedstawiona za pomoca tabeli ma dwa
miejsca zerowe: —1 1 2.

Cwiczenie 6

Funkcja f kazdej liczbie ze zbioru X = {—1,0,1,2,3} przyporzadkowuje:

a) liczbe o 2 mniejsza, c) kwadrat tej liczby pomniejszony o 1,
b) liczbe o 3 wieksza, d) szescian tej liczby pomniejszony o 8.

Przedstaw za pomocg tabeli funkcje f i podaj jej miejsca zerowe.

Zadania

1. Funkcje f:{-2,-1,0,1,2} — {-1,0,1,2,3,4} przedstawiono za pomoca
tabeli. Przedstaw te funkcje za pomoca grafu i podaj jej miejsca zerowe.
Az 2 -1/0 1 2 bl 2 |—2/-1 0|1 2

f(x) 312 0 2 3 fx) =1, 01|23

2. Funkcja f:{—2,—1,0,1,2,3} — {0,1,2,3,4,5} zostala podana w postaci
tabeli. Przedstaw jg za pomoca grafu oraz opisu stownego. Dla ilu argu-
mentéw przyjmuje ona wartosci nieparzyste?

a) o 910 1,2 3 Pz —2_-10l1 2 3
f@) 01 2.3 4 5 f@) 2 10 1 2 3

3. Funkcje f: X — Y przedstawiono w postaci grafu. Przedstaw te funkcje
za pomoca tabeli i podaj jej miejsca zerowe.

a) X Y
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10.

11.

Dane sa zbiory X = {—2,-1,0,1,2} oraz Y = {0,1,2,3,4,5}. Funkcja
f: X — Y kazdemu argumentowi przyporzadkowuje jego kwadrat.

a) Przedstaw te funkcje za pomoca tabeli i grafu.

b) Ktére elementy zbioru Y nie sa wartosciami funkcji f? Ktére wartosci
sg przyjmowane dla wiecej niz jednego argumentu?

Funkcja f zostatla podana w postaci tabeli. Okresl jej dziedzine, a nastep-
nie przedstaw te funkcje za pomoca grafu oraz opisu stownego. Dla ilu
argumentéw przyjmuje ona wartosci dodatnie?

a) z -1 01 2 34 Pz 3-2-10 1 2
f(z) -4 -3/ -2 -1 0 | 1 flz) 32 1 0 -1 -2

Funkcja f kazdej liczbie ze zbioru X = {-3,—-2,—1,0,1,2} przyporzad-
kowuje jej kwadrat pomniejszony o 4. Dla ktérych argumentéw funkcja ta
przyjmuje wartosci ujemne? Czy ma ona miejsca zerowe?

Rozwazmy przyporzadkowanie, w ktorym danej liczbie odpowiada jej pier-
wiastek kwadratowy. Uzasadnij, ze to przyporzadkowanie nie jest funkcja
ze zbioru X w zbiér Y dla:

a) X ={0,1,2,3,4}, Y =Q, b) X ={-1,0,1,2}, Y =R.

Funkcja f kazdej dwucyfrowej liczbie naturalnej przyporzadkowuje jej
reszte z dzielenia przez n. Ile miejsc zerowych ma funkcja f7

a) n =2 b) n=4 c) n=>5 d) n=10

Funkcja f kazdej dwucyfrowej liczbie naturalnej przyporzadkowuje sume
jej cyfr, np. f(24) = 6.
a) Podaj wszystkie wartosci, ktére moze przyjmowaé funkcja f.

b) Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartoé¢ 3, a dla jakich 77

Funkcja f kazdej trzycyfrowej liczbie naturalnej przyporzadkowuje sume
jej cyfr, np. f(234) = 9.

a) Podaj wszystkie wartosci, ktére moze przyjmowaé funkcja f.

b) Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartoé¢ 2, a dla jakich 37
Funkcja f kazdej trzycyfrowej liczbie naturalnej przyporzadkowuje iloczyn
jej cyfr, np. f(213) = 6.

a) Ile miejsc zerowych ma funkcja f7

b) Dla ilu argumentéw funkcja f przyjmuje wartosé 87
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Przypomnij sobie

Uktad wspoétrzednych

Prostokatny uklad wspélrzednych (lub krétko: 1 v/ 1
uktad wspoétrzednych) to uklad dwéch prostopa- L 1
dtych osi liczbowych o wspélnym poczatku. Os po- P(4,2)
zioma nazywana jest osia OX lub osig odcietych, Sl e BN

a 0§ pionowa to o$ OY lub inaczej o$ rzednych. et : """
Kazdy punkt plaszczyzny jest w uktadzie wspol- O] 1 4 X
rzednych jednoznacznie okreslony przez pare liczb | |
zwanych wspoélrzednymi. Na przyktad punktowi P IH el : IV

na rysunku obok odpowiadaja wspétrzedne (4,2).

Uktad wspotrzednych dzieli ptaszczyzne na ¢wiartki, ktore oznaczamy cyframi

rzymskimi. Punkt P nalezy do I ¢wiartki uktadu. Kolejne numerujemy prze-

ciwnie do ruchu wskazéwek zegara.

Punkty lezace na osiach uktadu nie naleza do zadnej ¢wiartki.

Prostokatny uktad wspotrzednych nazywany jest rowniez kartezjanskim ukta-

dem wspoélrzednych na czes$¢ francuskiego matematyka, fizyka i filozofa René
Descartes’a [czyt. rene dekarta] (1596-1650), zwanego w Polsce Kartezjuszem.

1. Odczytaj wspoétrzedne punktow P, Q, R, S, T, Y o :
U, W (rysunek obok). ERKENERN

T D it
2. Podaj, w ktérej ¢wiartce uktadu wspodirzed- 1 ii i iR

nych potozony jest punkt: f b :
11 QL L e PoiX

2) A(=3,6), ) C(5:5), A N

b) B(4,—11), d) D(-50,—60). W U

3. Naszkicuj uktad wspoétrzednych, a nastepnie zaznacz w nim punkty:

A(0,5), B(=2,4), C(—-1,-4), D(6,1%), E(-2,0), F(3,-3)

4. Naszkicuj prostokat ABCD. Ile punktéw
kratowych lezy wewnatrz tego prostokata?

a) A(1,-1), B(4,-1), C(4,3), D(1,3)
b) A(—4,-2), B(5,~2), C(5,4), D(—4,4)

Punktami kratowymi na-
zywamy punkty, ktérych
obie wspolrzedne sg licz-
bami catkowitymi.

5. Dane sa trojkat Ty o wierzchotkach A(—4,—-2), B(2,—2) i C(—4,4) oraz

trojkat T, o wierzchotkach D(0,2), E(8,2) i F(4,6). Do wnetrza ktérego
z tych trojkatéw nalezy wiecej punktow kratowych i o ile?

Uktad wspoétrzednych
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4.2. Szkicowanie wykresu funkcji (1)

Funkcje, ktoérej argumenty i wartosci sg liczbami, nazywamy funkcja liczbowa.
W dalszym ciggu rozdziatu bedziemy rozpatrywac tylko takie funkcje.
Jednym ze sposobéw przedstawienia funkcji liczbowej jest wykres.

Przyktad 1

Dziedzina funkcji f jest zbior {1,2,3,4,5,6}. Funkcja f przyporzadkowuje
kazdemu argumentowi liczbe o 2 mniejsza. Ponizej te funkcje przedstawiono
za pomocy tabeli oraz wykresu.

% 1 2 3 4 5 6 Y A
y=flz) -1 0 1 9 3 4 | sl f ..................................
Do wykresu funkcji f naleza punkty o wspot- e i b i b
rzednych (x,y), gdzie x jest argumentem, -
a y — wartoscig funkcji. Sa to punkty: 0 } X
(1,-1), (2,0), (3,1), (4,2), (5,3) i (6,4). f

Definicja
Wykresem funkcji f: X — Y w ukladzie wspoélrzednych nazywamy zbior
wszystkich takich punktow (z,y), ze x € X oraz y = f(x).

Cwiczenie 1

Dziedzina funkcji f jest zbiér {—2,—1,0,1,2}. Funkcja f przyporzadkowuje
kazdemu argumentowi liczbe o 2 wieksza. Przedstaw te funkcje za pomoca
tabeli oraz wykresu.

Przyktad 2

Dziedzina funkcji f jest zbior {1,2,3,4,5,6,7,8}. Funkcja f przyporzadkowuje
kazdemu argumentowi jego reszte z dzielenia przez 3. Ponizej te funkcje przed-
stawiono za pomocg tabeli oraz wykresu.

y
z | 1|23 |4|5|6|7]|8]| B A :
f@) | 1]/2/ 01 2012 T
o CREBEREERE:

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji, ktora kazdej liczbie ze zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8}
przyporzadkowuje jej reszte z dzielenia przez: a) 2, b) 4.
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Czesto mozliwe jest okreslenie funkcji za pomoca wzoru. Na przyktad:
Opis stowny Dziedzina Wzér

Funkcja f przyporzadkowuje kazdemu
argumentowi x liczbe o 3 wieksza.

R f@)=2+3

Funkcja f przyporzadkowuje kazdemu
argumentowi x jego potowe powigkszong o 1.

(—o0i2] | fla)=1tw+1

Funkcja f przyporzadkowuje kazdemu
argumentowi x jego kwadrat.

[1; 00) f(z) = a?

Uwaga. Wzér funkcji f(x) = z 4+ 3 mozemy zapisaé tez w postaci y = = + 3.

Sposoby przedstawiania funkcji

opis stowny graf tabela wykres wzOor

Przyktad 3
Funkcja f kazdej jednocyfrowej liczbie naturalnej przyporzadkowuje liczbe
przeciwng do jej poltowy. Przedstaw te funkcje za pomoca tabeli, grafu i wy-

kresu. Podaj jej wzor.

Y## v :
M
Ol -« - P 1 X
— e e :
Funkcje f mozna okredli¢ wzorem f(z) = —%az, gdzie dziedzing jest zbiér

{0,1,2, ...,9}.

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres oraz podaj wzér funkcji f, ktora kazdej liczbie nalezacej do
zbioru {—3,—-2,—1,0,1, 2,3} przyporzadkowuje:

a) liczbe o 3 mniejsza, b) potowe kwadratu tej liczby.

4.2. Szkicowanie wykresu funkgji (1)
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Przed naszkicowaniem wykresu funkcji nalezy zwroci¢ uwage na jej dziedzine.

Przyktad 4
Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy trzech réznych funkcji okreslo-
nych tym samym wzorem, ale ktérych dziedzinami sg kolejno:

I. zbior {—2,-1,0,1,2} II. przedzial [—2;4] III. przedzial (—2;4)

Yyoi I O
fot o = .
| T3
N S S S ) X
f:{-2,-1,0,1,2} - R g:[-2;4 — R h:(—2;4) — R
f(x) =3x+2 g(z) =1tz +2 hz)=1z+2

» Wykresem funkcji f (rysunek I) jest pie¢ punktow.

» Wykresem funkcji g (rysunek IT) jest odcinek taczacy punkty (—2,1) i (4,4) —
jego konce zaznaczono petnymi kétkami.

* Na rysunku IIT puste kétka w punktach (—2,1) i (4,4) oznaczaja, ze punkty
te nie naleza do wykresu funkcji h (poniewaz liczby —2 i 4 nie naleza do
dziedziny tej funkcji).

Jesli dziedzing funkcji f(z) = ax + b, gdzie a,b € R, jest przedzial domkniety
[x1;x5], to wykresem tej funkcji jest odcinek. Aby go naszkicowaé, wystarczy
obliczy¢ wartosci f(x1) 1 f(x2). Jesli dziedzing funkcji f jest przedzial otwarty,
to jej wykresem jest odcinek bez swoich koncow.

Przyktad 5
Naszkicuj wykres funkcji f:[—2;6) — R danej wzorem f(z) = —5x + 2.
Obliczamy warto$¢ funkcji dla x = —2:
f(=2)=—%-(-2)+2=3
Obliczamy warto$¢ wyrazenia —%:E-I—Q dla x = 6:
—2-6+2=-1

Wykresem funkcji f jest odcinek taczacy punkty
(—2,3) 1 (6,—1) bez konca w punkcie (6,—1).

Cwiczenie 4

Naszkicuj wykres funkcji f: D — R.
a) D=[-2;3], f(x) =x+1 c) D=(0;5), f(x)y=2—1
b) D =[-2;6), f(z) = 30 —2
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Dla dowolnych liczb a,b € R wykresem funkcji f:R — R okreslonej wzorem
f(x) = ax + b jest prosta. Takie funkcje beda szczegdélowo omawiane w na-
stepnym rozdziale.

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji f:R — R danej wzorem f(x) =z — 2.
Aby naszkicowaé wykres tej funkcji, wystarczy
obliczy¢ jej wartosci dla dwéch dowolnych ar-

gumentéw (dlaczego?), zaznaczy¢ odpowied-

nie punkty i poprowadzi¢ przez nie prosta.

Przyktad 6

Naszkicuj wykres funkcji f:R — R okreslonej wzorem f(z) = ja — 1.
Obliczamy wartosci funkcji f dla dwéch do- Y

wolnych argumentéw, np. dla ¢ = 2 i & = 4: - - o
naleza punkty (2,0) oraz (4,1). Szkicujemy O/ NS
prosta przechodzaca przez te punkty. // - o

Cwiczenie 5
Naszkicuj wykres funkcji f: R — R okreslonej wzorem:

a) f(x) =2z, b) f(z) = —x, c) flx) =2 —1, d) f(z) = —2x+ 2.

Przyktad 7
Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy funkcji okreslonych tym samym

wzorem, ale ktérych dziedzinami sa kolejno:
L. przedzial [—3;00) II. przedzial (—3;00)  III. przedzial (—oo; 3]

R EBER T

o[ T ot x Tl oy rix
f:[-3;00) = R g:(—=3;00) = R h:(—00;3] = R
flz) =32+2 g(x) = 32 +2 h(z) = 4o +2

Wykresami funkcji f i h sa pélproste domkniete (z poczatkiem). Wykresem
funkcji g jest pélprosta otwarta (bez poczatku).

Cwiczenie 6
Naszkicuj wykres funkcji f: D — R okreslonej wzorem f(z) = Lz + 2.

a) D= (—00;2) b)D=(-00;2] ¢) D=(2;00) d) D = [2;0)

4.2. Szkicowanie wykresu funkgji (1)
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Zadania

1. Naszkicuj wykres funkeji f: {—1,0,1,2,3} — R, ktora kazdej liczbie z dzie-
dziny przyporzadkowuje:
a) liczbe o 1 mniejsza, c) jej warto$¢ bezwzgledna,

b) liczbe przeciwna, d) jej kwadrat.

2. Dziedzing funkcji f jest zbiér {—2, —1,0,1,2,3}. Przedstaw te funkcje za
pomoca tabeli i naszkicuj jej wykres.

a) flx)=x+3  b) fla)=32 ¢ flz)=|32] d) f(z)=—]|z|

3. Funkcja f podana zostala za pomoca tabeli. Naszkicuj wykres tej funkcji
i sprobuj odgadna¢ wzor, ktérym mogtaby by¢ okreslona.

a)l o 101 2 3 4 9 z —2-10 1 2 3
fl@)|—5|—4| -3 —2|-1| 0 fl) 6 5 43 2 1
) R N o |
)x_—gogq_giz )_93__%:0:515%;2_
fz) =1 012 3 4 f@) —2/-1 01 2 3

4. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = x + 1, ktérej dziedzing jest przedzial:
a) [0;4], b) [=2:3], c) [1;00), d) (—o0;2].

5. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = —x + 3, ktorej dziedzing jest przedzial:
a) (0;4), b) (=3:2), c) (0;00), d) (—o0;—1).

6. Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji Y o
f:D — R danej wzorem f(x) = x — 1, gdzie " T /
D = [~1;4] \ {2,3}. Naszkicuj wykres funkeji | /"
g: D, — R okreslonej tym samym wzorem. - / |
2) Dy = [-350]U(24) o) D,=R\{-12} ;/1 WWE

7. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej jej reszte z dzielenia
przez 4, a funkcja g jej reszte z dzielenia przez 5. Naszkicuj wykresy tych
funkcji. Dla ilu liczb naturalnych mniejszych od 25 funkcje f i g przyjmuja
te same wartosci?

BN 174 4. Funkcje

4.3. Szkicowanie wykresu funkcji (2)

Przyktad 1

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = {

r dlaz e [-2;1]

Zauwaz, ze dziedzing
funkcji f jest przedzial

2 dlaz e (1;5) [—2; 5).
MEEEDN gy B D AP EE:
Al X% o1 % i by

Fragment wykresu Fragment wykresu Wykres funkcji f

funkcji f dla z € [-2;1] funkcji f dla =z € (1;5)

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f.

—1 dlaz e [-2;1] 1 dlaze(-3;-1)
a) f(z) = c) fz)=
2 dlax € (1;4) —z dlax e [-1;4)
—2 dlaz € [—4; 2] r dlaz e (—oo;l)
b) f(z) = d) f(z) =
x dlaz e (—2;3] 3 dlazxel(l;o0)
Przyktad 2
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji o b Ly -
f:R — R danej za pomoca wzoru f(z) = |z|. | |
W tabeli podano wartosci funkcji f dla wybra- oy
nych argumentéw. Tabele taky nazywamy tabelg e
wartosci funkcji. - A
-3 | =2 | -1 -
z_| ! o1 x
fz) 3 5 ] ]

o o . , —z dlaz € (—o00;0)
Wzér tej funkcji mozna zapisaé w postaci: f(x) =

x dlax € [0;00)
Cwiczenie 2
Sporzadz tabele wartosci funkcji f:R — R dla catkowitych argumentéw x,
takich ze |z| < 3. Naszkicuj wykres tej funkcji i zapisz jej wzér bez uzycia
symbolu wartosci bezwzgledne;j.

a) f(x) = [27] b) f(z) = |3z| c) f(z) = |3z| d) f(z) = —[z|

4.3. Szkicowanie wykresu funkgji (2) 175 IS



Przyktad 3
Naszkicuj wykres funkcji f:R — R okreslonej za
pomocg wzoru f(z) = x*. gumentu. Zauwazmy, ze dla argumentu z y=fx)fF-———

istnieje dokladnie jedna wartos¢ y taka, ze

Z, wykresu funkcji mozna czasem odczytaé VA

warto$é, jaka przyjmuje ona dla danego ar- \ }\\
|
|

Aby naszkicowaé¢ wykres funkcji f(x) = 22, spo-

rzadzamy tabele jej wartosci dla wybranych argu- punkt (z,y) nalezy do wykresu funkeji f. o P NX
mthOW~ | | | | | | Przyktad 4 Lo Yy -

z | -3/-2 -1/-2 0| 1| 1] Na rysunku obok przedstawiono wykres A |

| f(x) 9 g 1] < 0 < 1] 4] 9 funkcji f: R — R. Odczytaj z niego wartosci i 4 | _"1 f

: : e funkcji dla argumentéw x = —1 oraz xz = 2. - ' s & P L

Wyznaczone punkty zaznaczamy w ukladzie wspot- i TN . . L 5 1 | X

Dla z = —1 odczytujemy f(—1) = 2.
Dla z = 2 odczytujemy f(2) = —1.

rzednych i taczymy je krzywa, jak na rysunku —

w ten sposéb otrzymujemy wykres funkcji f.

Cwiczenie 6
Wykresem funkcji f:R — R jest prosta przechodzaca przez punkty A i B.

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkcji danej wzorem f(z) = 22, o podanej dziedzinie D.

a) D =[-2:2] b) D= [1:3) ¢) D = [0:00) Naszkicuj ten wykres i odczytaj z niego wartosci funkcjidlaxz =1idlaxz = 7.

a) A(_37_1)> B(573) b) A(3,0), B<57_3)
Na rysunku obok przedstawiono wykresy Cwiczenie 7
oo 1.2 2 402
fun.kCJl.y - 49_6 ’ y Y= 436.: _ » Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej wartosci dla x = 1 oraz x = 3.
Dziedzing kazdej z tych funkcji jest zbidr
: : —3 dlaz € (—o0; —2] —2 dlax € (—o0; —2]
liczb rzeczywistych.
a) f(x)=< = dlaxe(—2;4) b) f(z) =< —x dlaxz e (—2;2)
Cwiczenie 4 4 dlax € [4;00) 3 dlaze[2;00)
Sporzadz tabele wartosci funkcji f dla po-
danych argumentéw. Czasami doktadne odczytanie wartosci funkcji z wykresu moze by¢ trudne lub
niemozliwe, ale mozemy jag obliczy¢, gdy znamy wzér funkcji.

a) f(x) =42 ze{-2,-1,—3,0,5,1,2}

’ 9

b) f(x) = 12? 2z €{-4,-2,-1,0,1,2,4}

z Przyktad 5

Oblicz warto$ci funkcji f(x) = 2* + 3, g(x) = 52° — 62 i h(x) = 2° — 1 dla

Cwiczenie 5 argumentu z = 2. Czy punkt P(2,7) nalezy do wykresu ktorejs z tych funkcji?

Na r.}fsunku obok prz?dsta-wiono wykres Obliczamy wartosci funkcji dla x = 2: Punkt o danych wspélrzednych nalezy
funkcji f:R — R okreslonej za pomoca F2)=2243=4+3="7 do wykresu funkcji y = f(x), jesli po
WZOTu f(ZU) = —12 _ 5 B B wstawieniu jego wspolrzednych odpo-

9(2) =5-2-06-2=20-12=8#7 wiednio na miejsce x i y do wzoru funk-

a) Sporzadz tabele wartosci tej funkcji dla
re{-3,-2,-1,—-1,0,4,1,2,3}.

) 99

h(2) =2 -1=8-1=7 cji otrzymamy réwnos¢ prawdziwa.

Zatem punkt P nalezy do wykresu funkcji f oraz do wykresu funkcji h.
b) Naszkicuj wykres funkcji g: D — R okre-

$lonej za pomoca wzoru g(z) = —x?, o dzie- Cwiczenie 8
dzinie D = [—1;2]. Sprawdz, czy punkt P nalezy do wykresu funkcji f: R — R.
a) f(x) =3z*+1, P(—2,—11) b) f(z) = —22° — z, P(—3,0)
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Funkcja kazdemu argumentowi x przyporzadkowuje tylko jedna wartosé v,

wiec do wykresu funkcji nie moga naleze¢ dwa punkty o tej samej odcietej.

Przyktad 6
Okrag (rysunek obok) nie jest wykresem funkcji,
gdyz mozna wskazaé takie liczby z, ktérym odpo-

Lol

wiadaja dwie rézne wartosci y,,y», np. dla z = 3
mamy y; = —4 iy, = 4. Jest to sprzeczne z defini-
cja funkcji.

Zadna prosta pionowa (réwnolegla do osi OY') nie przecina wykresu funkcji

w wiecej niz jednym punkcie.

Cwiczenie 9

Czy na rysunku przedstawiono wykres funkcji? Odpowiedz uzasadnij.

1

@)

b)

SANEI I

Zadania

c)

v

1. Naszkicuj wykres funkcji danej wzorem f(x) = |x| o podanej dziedzinie D.

a) D={-3,-2,-1,0,1,2,3} b) D = (—4;4) c) D=[-2;00)
2. Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji LYt
f:R — R okreslonej za pomocg wzoru f(z) = 2.\ |/
Naszkicuj wykres funkcji g(z) = [2z[ o podanej Nobb i il
dziedzinie D.
2) D = (—4;2) 2,4
3. Naszkicuj wykres funkcji f: R — R okreslonej za | |
pomocy wzoru f(z) = |$z|. ol 1 %
4. Naszkicuj wykres funkcji okreslonej za pomoca wzoru f(z) = }%az’ 0 po-
danej dziedzinie D.
a) D={-5,-4,-2,0,2,4,5} b) D = (—4;4) c) D= [-2;00)
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Szwajcarski matematyk Leonhard Euler [czyt. ojler] (1707-1783) jako
pierwszy do opisu wartoéci funkcji uzywal oznaczenia f(x). Podana przez
nas definicja funkcji zostata sformulowana dopiero w potowie XIX wieku

przez niemieckiego matematyka Petera G.L. Dirichleta (1805-1859).

5. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej wartosci dla x = —4 oraz dla x = 4.
—z dlax € (—o0;0] 2 dlaz € (—o0;—2)
a) f(z)= b) f(z) =
2¢ dla z € (0;00) |z| dla x € [—2;00)
6. Naszkicuj wykres funkcji f: D — R okreSlonej wzorem f(x) = —x2.
a) D=(-2;3) b) D=[-2;3] c) D=(-3;2) d) D =1[-3;2)
7. Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk- N A Y lglff
cji f(z) = 52? oraz g(z) = 2. AU NS
a) Ktéry Spoéréd punktéw P(172), Q(4, 8)7 .......................................................
R(—2,8), S(3, 3) nalezy do wykresu funkcji g7
b) Podaj pie¢ punktéw o obu wspdlrzednych . ... N\g| /A i
catkowitych nalezacych do wykresu funkcji f. o1 ? =
8. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej wartosci dla x = —3 oraz dla x = 2.
(1 dlaz € (—o0;1] (3 dlaz € (—oo; —3]
a) f(x)=< = dlaxe (1;4] c) flx) =< —x dlaxz e (-3;2]
L 4 dlaz € (4;00) L 2 dlaz e (2;00)
(—4 dla x € (—o0; —2] (2 dlaz € (—o0; —3)
b) f(z) =1 2z dlaxe (—2;2) d) f(x) =1 |z| dlaz e [-3;3]
L 1 dlaze[2;00) | 3 dlax e (3;00)
9. Dana jest funkcja f: R — R. Ktéry z punktéw P(—1,—5), Q(2,—9) nalezy
do wykresu tej funkcji?
a) f(z)=—-32z-6 b) f(z) = —42* + c) f(z) = 2% — 422
10. Cgzy na rysunku przedstawiono wykres funkcji? OdpowiedzZ uzasadnij.

a)

Y ) L1 L

4.3. Szkicowanie wykresu funkgji (2)
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4.4. Monotonicznosc¢ funkgji

Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f. Zauwaz, ze wiekszemu
argumentowi odpowiada wicksza wartosé¢ funkcji.

Definicja

Funkcje f: X — R nazywamy rosnaca, jesli
dla dowolnych argumentéw xi,z, € X spel-
niony jest warunek:

jesli &1 < @2, to f(x1) < f(z2)

Uwaga. Warunek z definicji mozna tez zapisaé: jesli 1 < x2, to f(x2) — f(z1) > 0.

@ Przyktad 1
Wykaz, ze funkcja f:R — R dana wzorem f(x) = jx — 4 jest rosnaca.

Zalozmy, ze x1, 9 € R sa dowolnymi argumentami, takimi ze x; < x».

Woéwezas f(x1) = ja1 — 4 oraz f(z2) = j22 — 4.

f(.fl?g) — f(a:l) = (%Qfg — 4) — (%331 — 4) = %ZEQ — %331 = %(332 — 2171) >0
poniewaz na podstawie zatozenia o, — x; > 0.
Oznacza to, ze funkcja f jest rosnaca.

Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f. Zauwaz, ze wiekszemu
argumentowi odpowiada mniejsza warto$é¢ funkcji.

Definicja
Funkcje f: X — R nazywamy malejaca, jesli

dla dowolnych argumentéw x,z, € X spel-
niony jest warunek:

jesli &1 < @3, to f(x1) > f(x2)

Uwaga. Warunek z definicji mozna tez zapisaé: jesli x1 < x2, to f(xz2) — f(x1) < 0.

G (D] Przykiad 2
Wykaz, ze funkcja f:(0;00) — R dana wzorem f(z) = 2 jest malejaca.

Zalézmy, ze x1,15 € (0;00) sa dowolnymi argumentami, takimi ze x; < xs.
Wéwcezas f(xy) = mil oraz f(xy) = -+

T "

B _ 4 4 Az —dws _ 4(z1—x2)

poniewaz na podstawie zalozenia x,x, > 0 oraz x; — xo < 0.
Oznacza to, ze funkcja f jest malejaca.
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1 O T2 X

[0] Ewiczenie 1
Uzasadnij, ze:

a) funkcja f:R — R dana wzorem f(z) = —2x + 6 jest malejaca,

@b) funkcja f:(0;00) — R dana wzorem f(x) = —2 jest rosnaca, R
Bc) funkcja f:(—00;0) — R dana wzorem f(x) = —2 jest rosnaca. ;
Definicja

Funkcje f: X — R nazywamy stalg, jesli dla dowolnych argumentow
x1, %y € X prawdziwa jest rownosé: f(x,) = f(x2).

Na ponizszych rysunkach przedstawiono wykresy funkcji statych.

HEEEE BEMEERN L
SN U 0 O SUUURO: S S S S h
1 T et L ik
o TR et e T A
[fR—=R, f(x) =3 g:(—2;4) = R, g(x) =2 h:Z — R, h(z) =3
Definicja
. . . YJ
Funkcje f: X — R nazywamy niemalejaca,
jesli dla dowolnych argumentéw x1, x5, € X / %

spetniony jest warunek:
jesli 1 < @a, to f(x1) < f(x2)

/—/© :
Przyktad funkcji niemalejacej

Cwiczenie 2
Czy na ponizszym rysunku przedstawiono wykres funkeji niemalejacej?

a) in— b) <. 14 g C) : 4 L

Definicja
: . Y
Funkcje f: X — R nazywamy nierosngca, H
jesli dla dowolnych argumentéw x1, x5, € X

spetniony jest warunek: ON

jedli ¢y < xo, to f(x1) > f(x2)

Przyktad funkcji nierosngcej
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Cwiczenie 3 EERRERA
a) Naszkicuj wykres funkcji nierosnacej .. 2. . 00 S O O FO O S SO

f:]-5;5] — R, tak aby nalezaly do niego oo e i
cztery sposrod punktow A-F. — 5

b) Czy mozna naszkicowa¢ wykres funkcji C’ .' i Sins
niemalejacej f:[—5;5] — R, tak aby nale- A ol D F
zaly do niego cztery sposréd punktow A—F7 : E - !

Kazda funkcja malejaca jest funkcja nierosnaca, a kazda funkcja rosnaca jest
funkcja niemalejaca.
Funkcja stata jest zarowno funkcja niemalejaca, jak i nierosnaca.

Definicja

Funkcje rosnace, malejace, nierosnace, niemalejace i state nazywamy funk-

cjami monotonicznymi.

Przyktad 3
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji
f:R — R okreslonej wzorem f(z) = 1.

Funkcja f rozpatrywana w calej swojej
dziedzinie nie jest monotoniczna. Jest to
funkcja przedzialami monotoniczna.

0

W przedziale (—oo; 0] funkcja f maleje, a w przedziale [0; 00) — ros$nie. Prze-

dzialy te nazywamy przedzialami monotonicznosci tej funkc;ji.

Przyktad 4

Na rysunku przedstawiono wykres funk-
cji f:(—o0;0)U(0;00) — R danej wzorem
f(z) = 2. Funkcja ta jest malejaca w kaz-
dym z przedzialéw (—o0;0), (0;00).

Jednak funkcja f nie jest funkcja malejaca
w zbiorze (—o0;0) U (0;00). Na przyktad
dla pary argumentow —2 i 2 mamy:

—2<2 i f(-2)=-2<f(2)=

Cwiczenie 4

Naszkicuj wykres funkcji, ktéra jest przedziatami rosnaca, ale nie jest funkcja

monotoniczng.
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Zadania

1. Dany jest wykres funkcji f: (—3;6) — R. Podaj przedzialy monotoniczno-

[p)1s.

Sci tej funkcji.
8) e L LT

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji
f:(—=5;4) — R. Podaj jej przedzialy mo-
notonicznosci. Ktore z ponizszych zdan sa

prawdziwe?

A. Funkcja f jest nierosnaca w [—4;2].
B. Funkcja f jest niemalejaca w (—5; —2].

1).

C. Funkcja f jest niemalejaca w [2;

Naszkicuj wykres funkcji f: (—5;6) — R spelniajacej warunki:

a) f roénie w (—5;—1] 1 w [3;6) oraz maleje w [—1; 3],

b) f jest stata w [0;4], ro$nie w [4;5], maleje w (—

5,0l iw [5;6).

Dany jest wykres funkcji f:[—4;5] — R. Uzasadnij, ze funkcja ta nie jest

monotoniczna. Podaj przedzialy monotonicznosci tej funkcji.

Przeczytaj podany w ramce przy-
ktad. Wykaz, ze funkcja:

a) f:(—o00;0] — R dana wzorem

f(x) = 622 + 1 jest malejaca,
b) f: ( ;0) — R dana wzorem
f(x) = =5 — 2 jest rosnaca,

c) f: ) — R dana wzorem
flx) = —8:1: + 6 jest malejaca.

%,

LA T

Wykaz, ze funkcja f:[0;00) — R dana

wzorem f(x) = 4x? jest rosnaca.
Niech z1, x5 € [0;0) oraz 1 < z5.
f(x2) = f(z1) = 523 — 527 =

= %(552 —x1)(T2 + 1)

ro —x1 >0 oraz x9 +x1 > 0, zatem

flxa)—f(x1) > 0, czyli f(x2) > f(x1).

Oznacza to, ze funkcja f jest rosnaca.
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Przypomnij sobie

Wykorzystanie wykresu do prezentacji informacji

Na ponizszym wykresie przedstawiono zmiany temperatury powietrza w pew-
nym miescie w dwoch pierwszych tygodniach sierpnia podane przez jeden
z serwisOw meteorologicznych. Temperature mierzono kazdego dnia w potu-
dnie. Otrzymane punkty wykresu zwyczajowo taczy sie krzywa ilustrujaca
ciagly proces zmiany temperatury.

t[OC] ; : 5 : : : 5 ; : : 5
20! - i '.f " ~— S - :::f:: ” f;f A R A G R R R

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
dzien

7, wykresu mozemy odczytac nastepujace informacje:
* najwyzsza temperatura odnotowana w tym okresie to 27°C (11 11 sierpnia),
* najnizsza temperatura odnotowana w tym okresie to 18°C (5 i 14 sierpnia).

1. Na ponizszych wykresach przedstawiono zmiany temperatury powietrza
w miastach A i B w pierwszych dwoch tygodniach stycznia. Dla kazdego
miasta odczytaj z wykresu:

a) najnizsza temperature i podaj dni, w ktérych byla ona odnotowana,
b) najwyzsza temperature i podaj dni, w ktérych byla ona odnotowana,
¢) dni, w ktorych temperatura byla ujemna.

Miasto A

BN 184 4. Funkcje

4.5. Odczytywanie wtasnosci funkcji
z wykresu (1)

B Odczytywanie dziedziny funkcji

Dziedzina funkcji y = f(x) to zbiér wszystkich argumentéw x, dla ktérych
funkcja jest okreslona. Dziedzine funkcji f oznaczamy przez D lub Dy.

Przyktad 1
Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji f. Jej dziedzing jest zbior:

D =[-6;-3)U[-2;3]

Na rysunku zostatl on zaznaczony na osi

OX kolorem niebieskim.

Cwiczenie 1

Z wykresu funkcji f odczytaj jej dziedzine.
a) © ot i1 oqyp boiodoq b) vy

B Odczytywanie zbioru wartosci funkcji

Z wykresu funkcji mozna odczytac nie tylko wartosé¢, jaka ta funkcja przyjmuje
dla danego argumentu, lecz takze zbiér wszystkich liczb, ktére sa wartoSciami
tej funkcji. Zbior ten nazywamy zbiorem wartosci funkcji.

Przyktad 2

Na rysunku obok przedstawiono wykres R
funkcji f: [—4;6] — R. Odczytaj z niego - Lafeoibagy
f(=4), f(=2), f(1) 1 f(3) oraz zbiér war- . A R e
todci funkcji f ....... SN O o 8 TR T TR .............. .

e o s
Z, wykresu odczytujemy wartosci funkcji: i

|

I

. !

f(-9=1f(-2)=3f(1) =4if@)=2. 1 =2 01

: : i : i . ;

Wartosciami funkcji f sa wszystkie liczby y spelniajace warunek 1 < y < 4.
Zatem zbiorem wartosci funkcji f jest przedziat [1;4].

|

i

| : .

3. X

4.5. Odczytywanie wtasnosci funkcji z wykresu (1)
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Definicja
Zbior wartosci funkcji f: D — Y to zbior tych wszystkich y € Y, dla ktoé-
rych istnieje taki argument x € D, ze f(z) = y.

Zbiér wartosci funkeji f oznaczamy przez f(D) lub f(Dy).

Przyktad 3 LY

7 wykresu funkcji f odczytaj jej zbior wartosci.

Przy odczytywaniu zbioru wartosci funkcji wy-
godnie jest poprowadzi¢ odpowiednie proste po- \
ziome (réwnolegle do osi OX). INL Ly
Zbiér wartosci f(D) = (—3;—2) U [—1; 6] zostal N
zaznaczony na osi QY kolorem niebieskim.

Cwiczenie 2
Linia ciagla narysowano wykres funkcji f(x) = ixZ o dziedzinie D. Odczytaj]
z wykresu zbiér wartosci funkcji f.

c) D= (—o0;4]

Cwiczenie 3

Na rysunkach przedstawiono wykresy funkcji f, g i h okreslonych w przedziale
[—3;4]. Najmniejsze wartosci kazdej z tych funkcji podano pod wykresami. Od-
czytaj ich najwieksze wartosci. Dla jakich argumentow sg one przyjmowane?

A .. BN AR o
............ L O i : s el s e
._ / 8 N0 1 X L\ X
Najmniejsza wartos¢ funkcji Najmniejsza wartos¢ funkcji Funkcja h nie przyjmuje
f jest rowna —3. Jest ona g jest réwna —2. Jest ona najmniejszej wartosci.

przyjmowana dla x = 2. przyjmowana dla z = —3.

BN 186 4. Funkcje

Przyktad 4
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji f(z) = =
o dziedzinie D = R.

Zbiorem wartosci funkcji f jest przedzial [0; 00).

2

Najmniejsza wartos¢ funkcji f, réwna 0, jest przyjmowana
dla x = 0. Funkcja f nie przyjmuje wartosci najwieksze;j.

Zadania

1. Odczytaj z wykresu funkcji f jej dziedzine, zbiér wartosci, najmniejsza
warto$¢ i najwieksza wartosé oraz argumenty, dla ktérych sa one przyjmo-

wane.

4.5. Odczytywanie wtasnosci funkcji z wykresu (1)
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2. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-

4.6. Odczytywanie wtasnosci funkcji
: z wykresu (2)

cji f:R — R danej wzorem f(z) = {z + 1.
Podaj zbior wartosci funkcji, ktorej dziedzina

jest zbiér D, okreslonej tym samym wzorem. o1 ix
a) D = [—4;4] b) D = [—4;—2] U [0;4] ¢) D= [—4;0) U (2:4] Na podstawie wykresu funkcji mozemy podaé Y
argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje dana /
3. Naszkicuj wykres funkeji f(z) = sz + 3 o dziedzinie D. Odczytaj z wy- wartos¢. Zwro¢ uwage na to, ze funkcja f, kto- Yr T N
kresu zbior wartosci tej funkcji. rej wykres przedstawiono obok, przyjmuje wska- T P \X
a) D = [—4:6] b) D = [—4;0] U [2;4] ¢) D = [—4;—2] U [4;6] zang wartos¢ y dla dwoch argumentéw: xq i x,.
4. Podany zbiér jest zbiorem wartosci funkcji f(x) = 2x — 4. Okresl dziedzine Przyktad 1
tej funkcji. Dany jest wykres funkcji f:R — R. Odczytaj,
a) (—3;4] b) (—2:2) U (2;00) ¢) (0;2)U {3} d) {0,2,3) dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje war-

tos¢ 3 oraz podaj jej miejsca zerowe.
5. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-

Rysujemy prost = 3. Przecina ona wykres
cji f:R — R danej wzorem f(z)=|z|— 2. ysujemy prostg y O y

funkcji w punktach (1,.3) i (5/,13).

Dla funkeji g: D) — R okreslonej tym samym Zatem funkcja f przyjmuje wartosé réwna (3 dla

wzorem podaj wartoSci najwieksza i naj- iy —5

mniejsza oraz argumenty, dla ktérych sg one

Miejscami zerowymi tej funkcji sa liczby 2 i 4.

przyjmowane. - :
a) D= [—4;—1] b) D = [=3;4) ¢) D= [~200) Cwiczenie 1
6. Naszkicuj wykres dowolnej funkcji f:[—2;6] — R, ktorej zbiér wartosci Na podstawie wykresu funkcji f:[—4;4] — R podaj jej miejsca zerowe oraz te
jest réwny: argumenty z, dla ktérych spelnione jest réwnanie f(z) = 2.
a) [-2;6),  b) [-4;0]U(1;4], c) [-2;3)u{5},  d){0,4}. a)

7. Aby naszkicowaé¢ wykres funkcji f:[0;00) — R danej wzorem f(z) = /x,
sporzadzono tabele wartosci tej funkcji dla wybranych argumentow.

f(x) 0 > 1 | 2 | 3 | 1 ....... - ...... e b | IR RED : e EETETEE e
Odczytaj z wykresu, jakie wartosci IR - .
funkcja f przyjmuje dla: o1 . X Przyktad 2
a) z e (0;1], b) z € (3:1), o) z € [4:9), d) z € [21;61]. Dany j(‘ast wykres funkcji f:[1;8] — R. Odczytuje-
my z niego:
8. Na podstawie odpowiedniej tabeli wartosci funkcji naszkicuj wykres funk- * rownanie f(x) = 0 jest spelnionedlax =1, x = 3,
cji f:R — R danej wzorem f(x) = /x. Jakie wartosci funkcja f przyjmuje xr =38,
dla argumentéw z przedziatu: * nieréwnos¢ f(x) > 0 zachodzi dla x € (1;3),
a) [0;1], b) (0;8), c) [-8;1], d) (—8;00)7 * nieréwnosé¢ f(x) < 0 zachodzi dla = € {1} U [3;8§].
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Cwiczenie 2
Z wykresu funkcji f odczytaj jej miejsca zerowe, zbidr rozwigzan nieréwnosci
f(x) > 0 oraz nieréwnosci f(x) < 0.

a) TR S 4 L L N I A B )

Przyktad 3
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f: R — R okreslonej wzorem:

2 dlaz e (—o0;—2)

AERR L IR E
flz)=q lz| dlaze[-24) B O s

3 dlaze[4;00) 5 : Loz
Odczytaj z wykresu zbior rozwigzan nieréwno- P » -
sci f(z) > 2 oraz nieréwnosci f(z) > 2. o 011 g X

Nieréwnosé f(x) > 2 zachodzi dla = € (2;00), a nieréwnosé f(x) > 2 zachodzi
dla z € (—o0; —2] U [2; 00).
Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkcji f: R — R. Odczytaj z niego:
» rozwiazanie réwnania f(z) = 3 i zbiér rozwigzan nieréwnosci f(zx) > 3,
* rozwiazanie réwnania f(z) = 1 i zbiér rozwiazan nieréwnosci f(z) < 1.

5 dlax € (—oo;—b) 1 dlaze (—o0;—1)
a) f(x) =< |z| dlaze[-5;3) b) f(x) =< |z| dlaz e [-1;1]

1 dlaz € [3;00) 3 dlaz e (1;00)
Przyktad 4
Rozwiaz graficznie réwnanie ;2® = |z| oraz nieréwnosé +z* < |z|.
W jednym uktadzie wspolrzednych szkicujemy Y ]
wykresy funkeji f(z) = 122 1 g(z) = 2. -
Z Wykreséw Odczthjemy: ........................................................................

2> =lz|dlax=—-4, =0,z =4,

i I W W i !

Cwiczenie 4
Odczytaj z wykreséw funkeji f(z) = 32? i g(x) = |z| z przyktadu 4. zbiér
rozwigzan nieréwnosci ;x* > |z|.
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Zadania

1. 7Z wykresu funkcji f:[—4;4] — R odczytaj jej miejsca zerowe oraz zbiory
rozwigzan nieréwnosci f(x) > 01 f(x) > 0.

&) [ AWyt b) Ly e) § vy

2. Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f: R — R. Odczytaj

z wykresu: o _ _

a) rozwiazanie réwnania f(z) = 0 oraz YJ -
zbidr rozwigzan nieréwnosci f(x) > 0, Fonegueit g
b) rozwiazanie rownania f(x) = 2 oraz TN
zbiér rozwiazan nieréwnosci f(x) > 2, ] 1 N
c) rozwiazanie réwnania f(z) = 3 oraz \i/ TN
zbior rozwigzan nieréwnosci f(x) < 3.

3. Naszkicuj wykres funkcji f:R — R, a nastepnie odczytaj z niego rozwia-
zanie réwnania f(z) = 1 oraz zbiér rozwigzan nieréwnosci f(x) > 1.

(4 dlaz € (—o0;—4) (1 dlaz € (—o0; 2]
a) f(x) =1 |z| dlaze[—4;1) c) f(x) =< |2z| dla z € (—2;2)

| 3 dlaz e [l;00) L 2 dlaz € [2;00)

(1 dlaz € (—o0;—4) (0 dlaz € (—o0;—2)
b) f(x) =< || dlax € [—4;2) d) f(z) =< |22z| dla z € [-2;1]

| 4 dlax € [2;00) (1 dlax e (1;00)

4. Na rysunku obok przedstawiono wykresy funkcji e ¢ /
f(z) = a* i g(x) = x. Odczytaj z wykreséw: ey &
a) rozwiagzanie réwnania z° = =, — —
b) zbidr rozwiazan nieréwnosci f(z) < g(x), -

c) zbiér rozwiazan nieréwnosci f(z) > g(x).

|5.T a) Rozwiaz graficznie réwnanie 22 = |2z i nieréwno$é 22 < |2z

b) Rozwiaz graficznie réwnanie 22 = 2 — x i nieréwno$é x* > 2 — x.

4.6. Odczytywanie wtasnosci funkcji z wykresu (2)
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Wykresy jako nosnik

Informacji finansowych

Wiele informacji finansowych jest prezentowanych w postaci wykresow.
Ponizej przedstawiono zmiany kursu franka szwajcarskiego w stosunku do
zlotego w okresie od 2 stycznia do 29 lutego 2024 r. Taki wykres sklada sie

z punktéw odpowiadajgcych kursom franka w kolejnych dniach - zwyczajowo
laczy si¢ je odcinkami. Poprawia to czytelnos¢ wykresu.

oS pionowa
- ceny

wal
472 1 T
4,68
464 |
4,60 1
4,56 |

4,52

| Badaniem zachowan rynku

| na podstawie analizy wykresow
" finansowych zajmuje sie

— analiza techniczna.

oS pozioma

4,48 : i | = :
02.01 9.01 16.01 23.01 3001 6.02 13.02

Zrédio: http://www.nbp.pl/home.aspx?f=/statystyka/kursy.htm|

B} Na rysunku przedstawiono ceny akcji spétki X

(kolor czerwony) i spofki Y (kolor niebieski)

na koniec kolejnych miesiecy 2023 roku.

a) Jaki jest najwiekszy mozliwy zysk przy
zakupie i sprzedazy po 3 miesigcach
jednej akcji spotki X, a jaki — spotki Y?

b) Jaka jest najwieksza mozliwa strata przy
zakupie i sprzedazy po 5 miesigcach jednej
akcji spotki X, a jaka — spoétki Y?

cena [zi]

1301

1201

1104

100+

90
80
70 4
60
50
40

I v Vil X X
miesiac

20.02 27.02 —czas

dzien

ERRRREREERE
sekeabiRith

4.7. Przesuwanie wykresu wzdtuz osi OY

Przyktad 1

Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy funkcji y = %xQ, y = tx? + 4

6
oraz y = ga° — 3.

1

Wykresy funkcji y = ¢

2> +4 iy = ;2> — 3 mozna otrzymac przez przesuniecie

wykresu funkcji y = éxQ wzdhuz osi OY o odpowiednig liczbe jednostek.

Twierdzenie

Wykres funkcji y = f(z) + ¢ dla ¢ > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
f(x) o q jednostek w gére wzdtuz osi OY'.

Wykres funkcji y = f

wykresu funkcji y = f(

wykresu funkcji y =

() — q dla ¢ > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
x) o q jednostek w doét wzdtuz osi OY'.

Przyktad 2

Jesli przesuniemy wykres funkcji y = s
o 2 jednostki w gore, to otrzymamy wy-
kres funkcji y = %:I; +2.

Jesli przesuniemy wykres funkcji y = s

o 3 jednostki w dét, to otrzymamy wy-

kres funkcji y = s —3.

Cwiczenie 1
Stosujac odpowiednie przesuniecie wykresu funkcji y = |z|, naszkicuj wykres
i podaj zbiér wartosci funkcji:

a) y=lz|+2, b)y=|z|-2,

o) y=lz|-3,  d)y=|z|+3.
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Zadania

1. Dany jest wykres funkcji y = f(x).
Naszkicuj wykres funkcji g i podaj

jej zbiér wartosci.

a) g(x) = f(z)+2
b) g(z) = f(z) — 2
c) g(z) = f(z) -3

2. Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie wykresy funkcji g(xz) = f(x) + 1
oraz h(x) = f(x) — 2. Podaj zbiory wartosci funkcji f, g i h.

2 dlaz e (—oo0;—1) 1 dlaz € (—o0;—2)
a) f(x) =4 22| dla x € [—1;2] b) f(z) =< |3z dla z € [-2;2]
4 dla x € (2;00) 3 dlax € (2;00)

3. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = |z|, a nastepnie naszkicuj wykres funkcji
g(z) = |z| + a oraz podaj wartos¢ parametru a w przypadku, gdy:

a) zbiorem wartoéci funkcji g jest przedzial [1;00),

b) miejscami zerowymi funkcji g sa liczby —4 i 4.

lz| dla z € [-3;3)

4. Dana jest funkcja f(z) = { 3 dla x € (—o00;—3)U[3;00)

Naszkicuj wykresy funkcji f oraz funkcji g(z) = f(x)+a takiej, ze podane
rOwnanie ma doktadnie jedno rozwiazanie.

a) g(x) =5 b) g(z) = —4

5. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji f(x) = x* oraz wykresy funkcji g i h. Podaj
wzory funkcji g i h.

6. Naszkicuj wykres funkcji y = x%, a nastepnie
wykres funkcji f. Podaj liczbe rozwiazan réw-
nania f(z) =m dlam € {-3,—1,2}.

a) f(z) =2 +2 c) flz)=2"=3
b) f(z) =2 -1 d) flz) =2* -9
7. Dla jakiej wartosci wspdlezynnika a wykres funkeji f(z) = 3|z| + a wraz

z osig OX ograniczaja tréjkat o polu réwnym: a) 8, b) 987
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y=(x-2? 9 4|1 0 1 4 9

4.8. Przesuwanie wykresu wzdtuz osi OX

Przyktad 1

Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji y = 2?2
oraz y = (x — 2)? naszkicowane na podstawie od-
powiednich tabel wartosci funkcji.

x 3 -2 -1 0 1|2 3
y = 22 O 4 1 0 1|4 9
x 1.0 1 2 3| 4 5

Zauwazmy, ze wykres funkcji y = (x—2)? mozemy otrzymadé przez przesuniecie
wykresu funkcji y = 22 o 2 jednostki w prawo wzdluz osi OX.

Przyktad 2

Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji y = 22
oraz y = (z + 3)* naszkicowane na podstawie od-
powiednich tabel wartosci funkcji.

7 6| -5 -4 -3, -2 -1 0
y=(x+32 9 4 1 01 4 9

Zauwazmy, ze wykres funkcji y = (x + 3)* mo-
zemy otrzymac przez przesuniecie wykresu funkcji

y =z o 3 jednostki w lewo wzdtuz osi OX.

Twierdzenie

Wykres funkcji y = f(x — p) dla p > 0 otrzymujemy przez przesuniecie

wykresu funkcji y = f(x) o p jednostek w prawo wzdtuz osi OX.

f
S
Wykres funkcji y = f(x + p) dla p > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
S

wykresu funkcji y = f(z) o p jednostek w lewo wzdtuz osi OX.

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji g, stosujac odpowiednie przesuniecie wykresu funkcji
f(x) = |z|. Podaj miejsce zerowe funkcji g.

) g(x) = [z — 1 ¢) g(w) =[x + 3|
g(x) =

b) g(x) = |z + 2| d) g9(z) = |z — 4]

4.8. Przesuwanie wykresu wzdtuz osi OX 195 I



Przyktad 3

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji f:[—4;4] — R. Naszkicuj wykres funkcji
g(x) = f(x — 3) i podaj jej dziedzine.

Wykres funkcji g(x) = f(x —3) otrzymujemy,
przesuwajac wykres funkcji y = f(x) o 3 jed-
nostki w prawo.

Dziedzina funkcji g jest przedzial [—1;7].

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji g, stosujac odpowiednie przesuniecie wykresu funk-
cji f z przyktadu 3. Podaj dziedzine funkcji g.

a) g(x) = flz—2) b) g(z) = f(z+3) c) g(x) = flz+4)
Zadania
1. Naszkicuj wykres funkeji f(z) = x*, a nastepnie stosujac odpowiednie

przesuniecie, naszkicuj wykres funkcji g. Podaj jej miejsce zerowe.
a) g(z) = (v —1)* b) g(z) = (z +1)* c) g(x) = (z+2)*

2. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = |2x|, a nastepnie stosujac odpowiednie
przesuniecie, naszkicuj wykres funkcji g.

a) g(x) = 2(x =3)|  Db)gl@)=2(z-2)] ¢ g(z) =[2(z +2)|

3. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji f:[—4;3] — R. Naszkicuj wykres funkcji g
i podaj jej dziedzine.
a) g(zx) = f(z—2) c) g(x) = f(z+1)
b) g(z) = f(z —3) d) g(z) = f(z +2)

4. Miejscami zerowymi funkeji f(x) = x°—4x sa liczby —2, 0, 2. Podaj miejsca
zerowe funkcji g.

a) g(x) = (z —3)° —4(x — 3) b) g(x) = (x +5)*> — 4(x + 5)

5. Dla jakiej wartosci wspotczynnika a liczba x( jest miejscem zerowym funk-
cji f7? Naszkicuj wykres funkcji f.

a) f(z) =3z +al|, zo=1 b) f(z) = |3z +al, zo=—4
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4.9. Wektory w uktadzie wspo’rrzednych

Intuicyjnie wektor to odcinek z wyréznionym poczat- Yt B
kiem i koncem, czesto rysowany Jako strzatka. Wektor | = 7
0 poczegtku A i koncu B oznaczamy AB.

Wektor AB (rysunek obok) mozemy okresli¢, podajac 1A
wspotrzedne poczatku wektora A(1,1) i wspdlrzedne . :

jego konca B(5,4). o 1 X
Punkt A bedacy poczad‘@;m wektora AB nazywamy tez punktem zaczepienia

wektora, a o wektorze AB moéwimy, ze jest zaczepiony w punkcie A.

Cwiczenie 1 .
Narysuj wektor AB.
a) A(_372)7 B(47_1) b) A(272)7 B(_175) C) A(673)7 B(67_1)

Definicja

Dane sa punkty A(xa,ya) i B(zp,ys). Wspdlrzedne wektora AB okre-

slamy wzorem: —
Y AB = [xB — A, YB — YA]

Przyktad 1
Na rysunku obok:

AB =[4,3), CD=[-3,0],
— —
EF =[0,4], KL=[-2 —1].

Cwiczenie 2

Zaplsz Wspolrzgdne wektorow
GH IJ J, MN przedstawionych
na rysunku obok.

Cwiczenie 3
Zaznacz w ukladzie wspolrzednych punkty A(—2,3), B(3,4), C(6,3), D(3,1),
E(—2,-2). Podaj wspétrzedne wektoréw:
— — — — — —_— —_ —
a) BC i BE, b)AC i AE, <) AB i BA, d) BD i DA.

— . —
Wektor BA nazywamy wektorem przeciwnym do wektora AB.

Cwiczenie 4 .
Podaj wspotrzedne wektora przeciwnego do wektora AB.
a) A(2,1), B(3,7) b) A(5%,—2), B(—31,62)
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. . . /7 % / % /
Zauwaz, ze jesli wektor AB ma wspolrzedne [a, b, to wektor BA ma wspdl-

rzedne [—a, —b]. Zapisujemy to: BA = —AB.

Cwiczenie 5
Dany jest réwnoleglobok ABCD (rysunek
obok). Podaj wspolrzedne wektorow:

a) AB, BA, DC, CD,
b) AD, DA, BC, CB.

Aby okresli¢c wektor zaczepiony, podajemy
wspolrzedne jego poczatku i konca. Rozwazamy

rowniez wektor swobodny, dla ktérego poda-
jemy wylacznie jego wspolrzedne [a, b]. Wektory

— = —
swobodne oznaczamy zwykle v, 0", w.

Uwaga. Tam, gdzie nie prowadzi to do nieporozu-  Wszystkie wektory na rysun-
mien, zamiast ,wektor swobodny” czy ,wektor za- ku reprezentuja wektor swo-
czepiony” moéwimy po prostu ,wektor”. bodny = [3,1].

Wektory sa wygodnym sposobem opisu przesuniecia v oo ¢ g
w uktadzie W&élrzgdnych. Zauwazmy, ze przesunie- e s
cie o wektor AB (rysunek obok) oznacza przesuniecie

o 5 jednostek w prawo i o 2 jednostki w gore. Zapi-

. . %
sujemy to nastepujaco: AB =[5, 2],

Twierdzenie

W przesunieciu o wektor [a, b]:

= wspolrzedna a okresla, o ile jednostek nastapito przesuniecie w poziomie
(wzdluz osi OX') w prawo, jesli a > 0, lub w lewo, jesli a < 0;

= wspolrzedna b okresla, o ile jednostek nastapilo przesuniecie w pionie
(wzdluz osi OY) w gore, jesli b > 0, lub w dél, jesli b < 0.

Przyktad 2
Tréjkat A’ B'C’ (rysunek obok) otrzymano
przez przesuniecie tréjkata ABC o wektor

v = [4,2]. Zauwaz, ze jedli znamy wspol-

rzedne punktéw A, B, C i wektor ©’, to
mozemy wyznaczy¢ wspolrzedne punktow

A B C.
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Figure F' otrzymang w wyniku przesuniecia figury F' o wektor »° nazywamy

obrazem figury F w przesunieciu o wektor v’.

Cwiczenie6 p ¥ ¢
Prostokat ABCD (rysunek obok) przesunieto L
o wektor ¥ i otrzymano prostokat A'B'C'D’. ] :
Oblicz pole czesci wspoélnej tych prostokatow. O] 1 | X
a) ¥ =[-3,2] b) ¥ = [41, 1] 4 L 11 B
Zadania
1. Wyznacz wspoétrzedne punktu B, majac dane punkt A i wektor AB.
— —

a) A(=3,5), AB=19,0] c) A(2,2), AB = [3,—3]

b) A(2,2), AB = [—5,-2] d) A(4,-1), AB = [-5%,1]
2. Wyznacz wspoélrzedne punktu A, majac dane punkt B i wektor AB.

a) B(0,4), AB = [3,4] ¢) B(~1,2), AB = [14, —15]

— —

b) B(-2,3), AB =1[-3,2] d) B(1,4), AB = [-22, 28]
3. Sprawdz, , czy podana, para li liczb to wspoétrzedne wektora przeciwnego do

wektora AB lub wektora CD.

a) [73,6], A(8,4), B(3,-2), C(33,-21), D(—4,32)

b) [-3,24], A(-24,28), B(3,—4), C(v3,28), D(5
4. a) O jaki wektor nalezy przesuna¢ odcinek ne

PQ, aby Qtrzymaé odcinek PlQl? ........ fm ...... i

b) Narysuj obraz odcinka PQ w przesunigciu s

o wektor [2, —2].

c¢) Narysuj obraz odcinka P@Q w przesunieciu

o wektor [—2,1].
5. Tréjkat A, B;C; otrzymujemy, przesuwajac tréjkat ABC o wektor . Ob-

licz pole czesci wspolnej tych trojkatow.

a) A(—5,-3), B(4,-3), C(1,3), v = [-2,1]

b) A(—4,-3), B(5,3), C(—1,6), v = [-5,—1]

Dane sa wspotrzedne Jeg%ego z Wlel"ZChOH{OW rownolegtoboku ABCD:
C(2,4). Wiadomo, ze BC = [—4,4], DC = 9,3]. Wyznacz wspol-

rzedne wierzchotkow A, B i D. Obhcz pole czesci wspolnej réwnolegtoboku
ABCD i jego obrazu w przesunieciu o wektor v = [3,1].
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4.10. Przesuwanie wykresu o wektor

Przyktad 1
Naszkicuj wykres funkcji y = (v — 2)? + 3.

Wykres funkcji y = x? przesuwamy najpierw o 2 jednostki w prawo wzdluz

osi OX, a nastepnie otrzymany wykres przesuwamy o 3 jednostki w gore
wzdtuz osi OY.

i
O 0
i
fig

%)

Wykres funkcji Wykres funkcji

Zauwaz, ze wykres funkcji y = (x — 2)? + 3 moze-
my otrzymad, przesuwajac wykres funkcji y = a2
jednoczesnie o 2 jednostki w prawo i o 3 jednostki
w gore (rysunek obok). Moéwimy, ze wykres funk-
cji zostal przesuniety o wektor [2,3] — wektor ten
nazywamy wektorem przesuniecia.

Cwiczenie 1
Naszkicuj w jednym uktadzie wspoétrzednych wy-
kresy funkcji f(z) = x* oraz g i h. O jaki wektor na-

lezy przesunac¢ wykres funkcji f, aby otrzymac wykres funkCJl h?
a) g(z) = (x—=1)% h(z) = (-1)*=2 b) g(x) = (x+3)% h(z) = (x+3)*+2

Twierdzenie

Wykres funkcji y = f(x — p) + q otrzymujemy przez przesuniecie wykresu
funkcji y = f(x) o wektor [p, q|.

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji f, przesuwajac wykres funkcji y = 2 o odpowiedni
wektor. Podaj ten wektor.

a) flg)=(z—-2)"=1 b) flz)=(x+3)°=2 ¢ fla)=(z+1)"+1
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Zadania

1. Wykres funkcji f otrzymano przez przesuniecie wykresu funkcji v = 2.
Podaj wzor funkceji f oraz wektor przesuniecia.

i 4 L 1 '\ YA

2. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej miejsca zerowe i zbiér wartosci.
a) f(x)=|x+2|+3 b) f(z)=|r—2]—3 c) fle)=|z+1|—2
3. Oblicz pole obszaru ograniczonego wykresami funkcji f i g.
a) f(z) =2z -2, g(z)=lr—1]+1 b bl
b) f(z) =2z +2|+1, g(z) =]z —2|+1

4. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-

cji f:[—2;6] — R. Naszkicuj wykres funkcji g,
odczytaj jej dziedzine i zbior wartosci. Podaj

zbidr rozwigzan nieréwnosci g(x) < 0.

a) g(x) = flx+2)—2 b)gx)=flz—-1)+2
5. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-

cji f:[0;00) — R danej wzorem f(x) = /x.

Naszkicuj wykres funkcji g. Podaj jej dzie- N

dzine i zbiér wartosci. o, + 1 { L IXx

=vVr—14+3 Db)glx)=vzex+4—-2 ¢) gla)=+vVr+1-1

6. Dziedzing funkcji f jest przedzial [—7; —1], a zbiorem wartoéci przedzial

[5; 8]. Wykres funkcji g powstal przez przesuniecie wykresu funkcji f o wek-
tor v . Podaj dziedzine i zbiér wartosci funkcji g.

a) T =[2,3) b) ¥ =[-3,-5] c) v = [-63,13%]

7. Wykres funkcji g otrzymano przez przesuniecie wykresu funkcji f danej
wzorem f(x) = |z + 2| — 3. Wyznacz wektor przesuniecia.

a) g(z) =[x — 3| b) g(z) = |z +1 c) g(x) = |z +3[ -
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4.11. Przeksztatcanie wykresu
przez symetrie wzgledem
osi uktadu wspoétrzednych

Przyktad 1

Naszkicuj wykresy funkeji y = 1% 1 y = —;a? okredlonych dla z € [—4;4].

W tabeli obok poda- x -4 =2 —1 0O | 1 | 2 4

no wartosci tych funk- y = 1a? R 1 | 0 | 1 1 4

cji dla wybranych ar- \ . . 1
, y=—32> -4 | -1| -] 0 |-%| -1 -4

gumentow. 4 4 4 |

Dla porownania wykresy tych funk-
cji narysowano w jednym ukladzie
wspotrzednych. Zauwazmy, ze wykresy
funkeji y = 2? 1 y = —12® sa syme-

tryczne wzgledem osi OX — punktowi

P(z,y), nalezacemu do wykresu funkcji

y = ;2°, odpowiada punkt Q(z,—y),

nalezacy do wykresu funkcji y = —+22.

1
4

Twierdzenie

Wykres funkcji y = —f(x) otrzymujemy przez symetryczne odbicie wy-
kresu funkcji y = f(z) wzgledem osi OX.

Cwiczenie 1
Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji f oraz wykres funkcji:
9(x) = —f(z)
Dla kazdej z tych funkcji podaj:

a) jej dziedzine i zbiér wartosci,

b) przedziaty, w ktorych jest ona rosnaca.

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykresy funkcji f i g oraz podaj ich zbiory wartosci.

a) f(x)=lz| i g(x)=—|z] b) f(z)=2" i g(z)=—a®

4. Funkcje

Cwiczenie 3
Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f:[—6;4] — R. Naszkicuj
wykres funkcji g(x) = — f(x). Podaj zbiory wartosci funkcji f i g.

o Jllipmipirs b

Przyktad 2
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = 2, a nastepnie kolejno wykresy funkcji:

9(x) = f(z=2), h(x) = f(x —2) — 4, k(z) = =[f(z — 2) - 4].

4 5\‘Yf hi 1 R LTI
st Fapeeond, | Koy i o g e Wi SRECTE T St e
A i h 5 I
X L
A i
PN NS
0 X OpN 1 ¢ X
Linig przerywang zaznaczo- Linig przerywang zaznaczo- Linig przerywang zaznaczo-

no wykres funkcji: no wykres funkcji: no wykres funkcji:
f(z) = 2 g(z) = (z - 2)° h(z) = (z—2)" =4
linig ciagty — wykres funkcji: linig ciagta — wykres funkcji: linig ciagta — wykres funkcji:

g(z) = (z - 2)° hz) = (z—2)* — 4 k(z) = —[(z —2)* — 4]
Cwiczenie 4
. . z dlax e (—o0;2) . .
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = , a nastepnie kolejno
2 dlazx e [2;00)

wykresy podanych funkcji.
a) g(x) = f(x) =3, hz)=f(z—-2)-3, k(z)=—[f(z—2) -3
b) g(x) = f(x+3), h(z)=f(x+3)+1, k(x)=—[f(x+3)+1]

Cwiczenie 5
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji f.
Naszkicuj wykres funkcji g.

a) g(r) = —f(z —1)

b) g(x) = —f(z +2)
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Przyktad 3
Naszkicuj wykres funkcji f: [0;00) — R danej za pomoca wzoru f(x) = \/x
oraz wykres funkcji g: (—o0;0] — R danej za pomoca wzoru g(x) = /—x.

Zauwazmy, ze: o - Y

Z) = :
o~9=fw=2 T I __
g(=1)=f(1)=1 I L Y ) M b
9(-1)=rf() =3 S S O 7o

Wykresy funkcji f i g sa symetryczne wzgledem osi OY — punktowi P(z,y),
nalezacemu do wykresu funkcji f, odpowiada punkt Q(—=x,y), nalezacy do
wykresu funkcji g.

Twierdzenie

Wykres funkcji y = f(—x) otrzymujemy przez symetryczne odbicie wy-
kresu funkcji y = f(z) wzgledem osi OY'.

Przyktad 4

Na rysunku obok przedstawiono wykresy
funkcji y = f(x) oraz y = f(—x).

Zwr6é uwage na to, ze dziedzing funkcji
y = f(x) jest przedzial [—5; 3], a dziedzina
funkcji y = f(—x) jest przedzial [—3;5].

Funkcje y = f(z) i y = f(—x) maja ten
sam zbiér wartosci.

Cwiczenie 6

Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie kolejno wykresy funkcji g i h.

a) f(z) =z, g(z)=f(z—-2), h(z)=f(-z—-2)

b) f(x) =a* g(z) = f(z+2), h(z) = f(-z+2)

Cwiczenie 7

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji:

r+3 dlaz € (—o0;—2)
f(x) = 1 dlaxe|[-2;—1]
r? dlaz e (—1;0)

Naszkicuj wykres funkcji g(x) = f(—z) i podaj

jej wzor.
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Zadania

1. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f. Naszkicuj wykres funkcji
g(x) = — f(x) oraz podaj zbiory wartosci funkcji f i g.

b

2. Naszkicuj wykresy funkcji f i g(x) = —f(x). Podaj punkty wspdlne tych

wykresow.
a) f(z)=lz| -1 c) f(z) =[x —2| e) f(z) = |32| -2
b) f(z) = |z|+2 d) f(z) =z +2| f) f(z)=[22z]+1

3. Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f. Naszkicuj wykres
funkcji g(z) = f(—=x) oraz podaj dziedziny funkcji f i g.

—/é,l X _/ O 1 X

4. Naszkicuj wykresy funkcji f oraz funkcji g(z) = —f(z) i h(z) = —f(—x).
Podaj wzory funkcji g i h.

—2 dlax < -2 r+2 dlazx< -1
a) flx)=¢ x dla—-2<z<3 b) f(z) = lz] dla—-1<2z<2
3 dlax>3 3 dlaxz>2
5. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- : Y1
cji f. Naszkicuj wykres funkcji g oraz podajjej N\
dziedzine i zbiér wartosci. coodasschid g 2N s / ’
a) g(z) = f(=2) ¢) 9(@) = f(-2-2+1 oI N

Y

b) g(z) = f(-x+2) d) g(z)=—f(-z+1)
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'R 4.12. Inne przeksztatcenia wykresu

Przyktad 1
Ponizej przedstawiono wykresy funkcji y = o +1iy = |iz +1].
SR Er B SATERE <

Zauwaz, ze punktowi (—6,—2), nalezacemu do wykresu funkcji y = %3: +1,
odpowiada polozony symetrycznie wzgledem osi OX punkt (—6,2), nalezacy
do wykresu funkeji y = |32 + 1|.

Twierdzenie

Wykres funkcji y = |f(x)| otrzymujemy przez odbicie symetryczne wzgle-
dem osi OX tej czesci wykresu funkcji f, ktora znajduje sie pod osia OX.
Pozostatej czesci wykresu nie zmieniamy.

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykresy funkcji y = f(z) iy = |f(x)|.
a) f(x)=xz—2 D) f(z)=-22+2 c¢) flx)=2*—-1 d) f(z)=—2*>+4

Przyktad 2
Naszkicuj wykres funkeji f(z) = |(z — 3)* — 2|.

yz(fE—?3)2—é2

Po przesunieciu wykresu funkcji y = z2 Nastepnie odbijamy symetrycznie wzgledem osi

o wektor [3,—2] otrzymamy wykres OX fragment wykresu funkcji y = (z — 3)% — 2,
funkcji y = (z — 3)* — 2. ktory znajduje sie pod osig OX, i otrzymujemy
; wykres funkcji f(x) = |(x — 3)% — 2|.
Cwiczenie 2

Naszkicuj wykres funkcji f.

2) f@) =l@+32 =1 b) f@)=|e+3-1] <) fla)=|al—2]

BN 206 4. Funkcje

Przyktad 3
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = (Jz| — 2).
Skorzystamy z tego, ze:
(—SU _ 2)2 dla r € (—OO; O) Zauwaz, ze
x| —2)* = —x—2)? = (z+2)%
(12| - 2) {(xmg ove iy CEmUmeD

Y§E b

O
W jednym uktadzie wspétrzednych szkicu- Odpowiednie fragmenty tych wykresow
jemy wykresy funkcji y = (z + 2)* oraz tworza wykres funkcji f(z) = (|z] — 2)°.
y = (z—2)%

Zauwazmy, ze wykres funkcji f(x) = (|x|—2)? mozemy tez otrzymac w opisany
ponizej sposob.
Y

-

o[ 1 | x T 0

ol 1

Dla = > 0 wykresy funk- ~ Wykres funkcji f(z) = (Jz| — 2)?
cjii fiy = (x—2)? sie jest symetryczny wzgledem osi OY.
pokrywaja.

Szkicujemy wykres
funkcji y = (z — 2)?.

Twierdzenie

Wykres funkcji y = f(|x|) otrzymujemy w nastepujacy sposéb: szkicujemy
cze$¢ wykresu funkeji f dla z > 0 (gdzie x € Dy), a nastepnie te czesé
odbijamy symetrycznie wzgledem osi OY .

Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkcji f.
a) f(z) = (lz| 1)

b) f(x) = (lz[ +1)* c) f(z) = (|z| = 3)"

4.12. Inne przeksztatcenia wykresu
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Zadania

. Na rysunku obok przedstawiono wykres BRI

. Na rysunku obok przedstawiono

. Na rysunku obok przedstawiono

. Naszkicuj wykresy funkcji y = f(x) iy = |f(x)].

a) f@)=—te+3  b) f@)=2al-2 o f@)=

funkcji f: [—5;5] — R. Naszkicuj wykres _
fllnkCJl g i pOdaJ hCZbQ rOZWiQZ&fl oW SO 1,

nania g(z) = 1.
a) g(z) = |f(z)] c) g(x) = f(=|x|)
b) g(z) = f(lz])

wykres funkcji f:[-8;4] — R.

Naszkicuj wykres funkcji: \/ \/ \//\\/j
Dy=f), b=V VLV VN

. Naszkicuj wykres funkcji f.

a) f(z) = (lz|=3)* =4 b) f(z) = (jz[+2)* ¢

wykres funkcji f: R — R. Na-
szkicuj wykres funkcji g.

a) g(z) = [f(z —1) - 2|
b) g(z) = f(lz] = 1) -2

Na rysunku obok przedstawiono wy- | 1Y

kres funkcji f: R — R okreslonej wzorem
f(x) = [z], gdzie [z] oznacza najwiek-
sza liczbe catkowitg nie wieksza od x

(up. [-31] = —4, [-3] — -3, 0,22 =0, .

[3,7] = 3).

a) Naszkicuj wykres funkcji g: R — R
okreslonej wzorem g(z) = x — [z].

b) Dla jakich z € R zachodzi réwnos¢
g(lzl) = g(x)? ik

Naszkicuj wykres funkcji f.
a) f(z) = —[z] b) fx) = [—x] c) f(z) =[]

BN 208 4. Funkcje

4.13. Proporcjonalnos¢ odwrotna

Przyktad 1

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji y = 2

x)

gdzie x > 0. Zwrdé uwage na to, ze jesli punkt (z,y) ... I, T TNL T R
nalezy do wykresu tej funkcji, to jego wspoirzedne : |
spelniaja zaleznos¢ z -y = 3. T R T e,

Jedynymi punktami o wspoétrzednych catkowitych na- 3
lezacymi do wykresu tej funkcji sa punkty (1,3)1 (3, 1). o

Cwiczenie 1
Funkcje f, g i h, ktérych wykresy przedstawiono ponizej, okreslone sg dla
x > 0. Podaj punkty o obu wspotrzednych catkowitych nalezace do wykresu

kazdej z nich.

Y4 Y
ol 1 | | X ol 1 = X ol 1 = X

Definicja

Funkcje postaci y = %, gdzie x > 0 oraz a € R, nazywamy proporcjonal-
noscig odwrotng. Wielkosci x i y nazywamy odwrotnie proporcjonalnymi,
a stala a — wspoétczynnikiem proporcjonalnosci odwrotnej.

Jesli wielkosci x i ¢ sa odwrotnie proporcjonalne, to ich iloczyn jest staty. Wzoér
proporcjonalnosci odwrotnej mozemy réwniez zapisa¢ w postaci x - y = a.

Dwie masy m; 1 my umieszczone na réwnowazni
w odlegtosciach 7 i ry od punktu podparcia znaj- @ sz
duja sie w rownowadze, jesli zachodzi réwnos¢: ™ o

mq -T1 = M9y - Ty
Oznacza to, ze masa i jej odlegtos¢ od punktu podparcia sa wielkosciami

odwrotnie proporcjonalnymi. Odkrycie tego prawa (zwanego tez zasada
dzwigni) zawdzieczamy Archimedesowi (ok. 287 r. p.n.e.—ok. 212 r. p.n.e.).

4.13. Proporcjonalnosé¢ odwrotna
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Przyktadem wielko$ci odwrotnie proporcjonalnych sa diugosci x i y bokow
prostokata o ustalonym polu P. Zachodzi wowczas zaleznosé¢ x - y = P.

Przyktad 2 ¥

Rozpatrzmy prostokaty, kazdy o polu réw- Ap
nym 12 i dwoch bokach z, y zawartych | N
w osiach ukladu wspélragdnych (rysunek | L NA»
obok). Wierzchotki A, Ay, As i Ay tych A3 - i
prostokatéw laczymy krzywa, ktéra jest | ~ A
wykresem funkeji y = 12, gdzie z > 0. [ [T T—— ¢
Ich wspolrzedne (z,y) spelniaja zaleznosé - : . .
x-y=12. o 1 . . X

Cwiczenie 2

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = 2, gdzie # > 0, i narysuj prostokat, ktérego
jeden z wierzchotkéw nalezy do wykresu tej funkcji, a dwa boki zawierajg
sie w osiach uktadu wspotrzednych. Ile jest réwne pole tego prostokata? Czy

odpowiedz zalezy od wyboru wierzchotka nalezacego do wykresu funkcji f7

Zauwaz, ze jesli wielkosci = i y sa odwrotnie proporcjonalne, to wraz ze wzro-
stem jednej z nich druga proporcjonalnie maleje.

Przyktad 3
W tabeli podano, ile kilograméw winogron mozemy kupic¢ za 24 zt w zaleznosci
od ceny za jeden kilogram.

r—cenalzt] | 4 | 5 6 8 12
y — masa [kg] 6 4,8 4 3 2

Wraz ze wzrostem ceny za kilogram x proporcjonalnie maleje liczba kilogra-
moéw winogron y, ktére mozemy kupic¢ za 24 zt.
Wielkoéci x i vy sa odwrotnie proporcjonalne: y = 2.

xX

Cwiczenie 3

Na zakup jablek przeznaczono kwote | T [z1] | 1,5 | 2 | 3 | 4,5 | 6
9 zt. Niech x oznacza cene za kilo- | i r r i
gram, a y — liczbe kilograméw ja-
btek, ktére mozemy kupic.

a) Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

b) W ukladzie wspoélrzednych zaznacz punkty odpowiadajace warto$ciom
z tabeli i korzystajac z nich, naszkicuj wykres funkcji y = %, gdzie z > 0.

BN 210 4. Funkcje

Zadania

1. Wielkosci x i y sa odwrotnie proporcjonalne. Przerysuj tabele do zeszytu
i ja uzupekhij. Podaj wzor tej proporcjonalnosci i naszkicuj jej wykres.

a) b)
z | 12|25 4 5 z |1 22545
y | 7|7 (32|77 y | 2| 7|7 |25|7

2. Pewng stala kwote k zt przeznaczono na za-

kup sliwek. Na wykresie przedstawiono za-
lezno$¢ miedzy cena x w ztotych za kilogram :
a liczba kilograméw y, ktére mozna w tej ce- - LA S
nie kupic.

a) Podaj wartos¢ k.

b) Przedstaw za pomoca tabeli zaleznosé Pob ; ; :
miedzy z iy dla x € {1,2,3,4,5,6}. o 1 : | f X

3. Naszkicuj wykres funkcji y = f(z), gdzie z > 0. Ile punktéw o obu wspdl-
rzednych calkowitych nalezy do wykresu tej funkcji?

a) f(z) =2 b) f(z) =2 c) f(z)=2 d) f(x) =1

4. Rozwazmy n-katy foremne o obwodzie réwnym 12. Sporzadz odpowiednia

tabele i naszkicuj wykres funkcji opisujacej zaleznos¢ dtugosci boku n-kata
od liczby jego bokdéw dla n < 12. Podaj dziedzine tej funkcji.

Czas t potrzebny do przebycia drogi s ze Srednia predkoscig v wyraza sie
wzorem t = 2.

5. Rowerzysta ma do przebycia dystans 60 km. ¢nt \ -
Na wykresie przedstawiono zaleznos¢ czasu

jego jazdy od sredniej predkosci. Ile czasu i "

zajmie rowerzyscie pokonanie catego dystan- q

su, jesli bedzie jechal z predkoscia: o...

a) 15 km/h, c¢) 24 km/h, L= _ _ |

b) 18 km/h, d) 25 km/h? 0 0 30 30 v.[km/h’]

6. Samoché6d ma do przebycia trase 240 km. Dobierz odpowiednio jednostki
na osiach uktadu wspotrzednych i naszkicuj wykres zaleznosci miedzy sred-
nig predkoscia samochodu a czasem podroézy.

4.13. Proporcjonalnosé¢ odwrotna
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Powtdrzenie . Zestaw |l
1. Dziedzing funkcji f (rysunek obok) jest prze-
W Zestaw | dzial (—5;2]. Podaj dziedzine i naszkicuj wy-
1. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej dwucyfrowej liczbie naturalnej iloczyn kres funkeji g.
jej cyfr. a) g(z) = f(z —3) c) g(x) = —f(z+2)
a) Jaka jest najmniejsza warto$¢ funkcji f, a jaka najwieksza? b) g(x) = f(2 —x) d) g(z) = —f(1—2x)

b) Dla ilu argumentéw funkcja f przyjmuje wartosé 12, a dla ilu 167 - o
2. Podaj wzér i naszkicuj wykres funkcji g(x) = —f(z). Odczytaj z wykresu

c¢) Dla ilu argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci parzyste? - o ) _ 7 -
zbiér wartosci i przedzialy monotonicznosci funkcji g.

2. Naszkicuj \g}ikres fur{kf:ji .f;Xk—iR okreslonej wzorem f(z) = |x| — 1. 1 dlaze (—o0;—1) 2 dlaz € (—o0; —2)
Wyznacz zbior wartosci tej funkcji. a) f(z)={ |2 dlaze|-1:3] b) f(z) = { —a? dla z ¢ —2: 1]
a) X ={-4,-1,0,1,3}  b) X =(-00;2)  ¢) X =[-3;-1]U[2;4)
3 dlaz € (3;00) —5 dla z € (1;00)
3. Dany jest wykres funkcji f:(—4;4) — R. Podaj przedzialy monotoniczno-
Sci, miejsca zerowe i zbior argumentow, dla ktérych funkcja f przyjmuje 3. Liczby —1, —%7 3 sa miejscami zerowymi funkcji f(z) = 22° —32% — 8z 3.
wartoéci dodatnie. Podaj wzor i miejsca zerowe funkcji g.
a) g(z) = f(—=) b) g(z) = flz+1) c) g(z) = f(1 - =)

: ! - o )

o N | /f/ . dnbhadii . 4. Na rysunku obok przedstawiono wykres b i)
: X Q 1 ‘-' X flll’le]l f [—6, 5] — R. Naszkicuj Wykres ..... \ ...... ofesig
__________ A0 S 0 i, - O funkeii g 1 podaj jof micjsca zerowe. N T

a) g(x) = —f(=x)  b)g(x)=—|f(2)]

4. Naszkicuj wykres funkcji f, przesuwajac wykres funkcji y = %]m] o wektor.

a) f(z) =3l —2[—1 b) f(z)=3lz+3|+2 ¢) f(zr)=35lz+1] -3 5. Naszkicuj Wyk.res funkCJl- f. Dla ‘]akIC}-l Wartosm parame'tru m réwnanie
f(x) = m ma jedno rozwiazanie, a dla jakich — trzy rozwigzania?

5. Oblicz pole obszaru ograniczonego wykresami funkcji f i g.

1 dlaz e (—o0;—3)
flz)= ¢ |z| —2 dlaz e [-3;2]
—1 dlaz € (2;00)

) r+4 dlaxr < -2 r+6 dlazx< -2
2) fw) =22 =1, g(@) = e +2|  b) fl&) =—5la], g(@) = |z +3] =6 a) f@)={ || dla—2<z<4 b)fl@)={ 2 dla-2<z<2
6. Na rysunku obok przedstawiono wy- ; 8—x dlax>14 r+2 dlax > 2
kres funkcji f: R — R danej wzorem: s | o
% 6. Na rysunku obok przedstawiono wykres LYy

funkcji f:R — R. Oblicz pole obszaru
ograniczonego wykresami funkcji:

a)y=f(z) i y=—f(),
b)y=f(-z) i y=|zl.

Naszkicuj wykres funkcji g(x) = f(—x). Podaj jej wzdr, a nastepnie od-
czytaj z wykresu rozwiazanie:

a) réwnania g(z) = 0 1 zbidr rozwigzan nieréwnosci g(z) < 0, 7. Wykres funkcji f(x) = ¢, gdzie z > 0 oraz a € R, przechodzi przez punkt
b) réwnania g(z) = 1 i zbiér rozwigzan nieréwnoéci g(x) < 1, (3,28). Ile punktéw o obu wspélirzednych catkowitych nalezy do wykresu
¢) réownania g(z) = —1 i zbiér rozwiazan nieréwnoéci g(z) < —1. funkcji f? Naszkicuj wykres tej funkcji.
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Zadania z kontekstem realistycznym

1.

Przejazd samochodem z miasta A do
odlegtego o 240 km miasta B i z po-
wrotem zajal (razem z dwugodzin-
nym postojem) 10 godzin. Korzysta-
jac z wykresu obok, podaj Srednig
predkos¢ przejazdu:

a) z miasta B do miasta A,

b) calej trasy bez postoju.

240
200
160

odleglogé
od:-miasta; A
[krn] :

190 ke drs il s e b R s it

80

A0 et et el i fad]

i-czas

[h]

0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Na wykresie ponizej przedstawiono, jak zmieniata sie odlegtos¢ samochodu
od Plocka podczas jazdy na trasie Plock—Gdansk—Ptock.

a) Oblicz $rednia predko$¢ samocho-
du bez uwzgledniania postojow.

b) Jaka bylaby érednia predko$é¢ na
trasie z Gdanska do Ptocka, gdy-
by postéj w Gdansku przedtuzyl sie
o godzing, a cata wyprawa trwataby
111 godziny?

Jacht znajdujacy sie w odlegtosci
10 mil morskich od portu ptynat w je-
go kierunku z predkoscia 8 weztow.
Po poétgodzinie wiatr ostabt, a pred-
kos¢ jachtu spadta o potowe. Na wy-
kresie obok pokazano, jak zmieniata
sie odlegtosé jachtu od portu w zalez-
nosci od czasu.

Inny jacht, bedacy 10 mil morskich
od portu, plynal w jego kierunku
przez godzine z predkoscia 2 weztow,
a nastepnie — z predkoscia 6 we-
ztow. Naszkicuj wykres przedstawia-
jacy zmiany odlegtosci tego jachtu od
portu w zaleznosci od czasu. Po ja-
kim czasie dotart on do portu?

BN 214 4. Funkcje

{ odleglos¢c
200
160 =gty
: ; Ve e e 0 0208
S 5 5 : [h]
O 1 2345 6 7 8 91011

A

10

odlegtos¢ od portu [Mm]

Sposob na zadanie

Przyktad 1
Ile miejsc zerowych ma funkcja f7

—2x —2 dlaz € (—o0;—2)

f(x) = sz +3 dlaxe[-2;2)
—2x+8 dlaz € [2;00)

A. zero B. jedno

Aby wskaza¢ poprawna odpowiedz, mozemy postapié¢ na rézne sposoby.

* Miejsca zerowe funkcji f mozemy wyznaczy¢, rozwigzujac réwnania:

C. dwa

—2x —2=0,skad x = —1, ale —1 & (—o0; —2)

1 +3=0,skad z = —6, ale —6 & [—-2;2)
—2r+8=0, skad x =4 € [2;00)

Liczby —1 i —6 nie sg miejscami zerowymi
funkcji f, jedynym jej miejscem zerowym
jest liczba 4.

Zatem funkcja f ma jedno miejsce zerowe.
* Mozemy tez naszkicowaé¢ wykres funk-
cji f i odczytaé z niego liczbe jej miejsc

zerowych. L
Odpowiedz: B
=» Zadanie 6, str. 216
=» Zadanie 19, str. 219
Przyktad 2

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji f:[—2;6] — R. Suma miejsc ze-
rowych funkcji g(z) = f(—x) jest réwna
A. -2 B. 4 C. -6 D. -8

Aby wskaza¢ poprawng odpowiedz, mozemy postapi¢ na rézne sposoby.

» Miejscami zerowymi funkcji f sa liczby: —1, 2, 5. Zatem miejscami zerowymi

D. trzy

funkcji g sa liczby: 1, —2, —5. Ich suma jest réwna —6.

* Mozemy tez naszkicowa¢ wykres funk-
cji g i odczytaé¢ z niego jej miejsca ze-
rowe. Sa to liczby: —5, —2 i 1. Ich suma

jest rowna —6. L
Odpowiedz: C

=» Zadanie 9, str. 217
=» Zadanie 20, str. 219

-
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-10 wybierz wtasciwa odpowiedZ sposrod podanych.

Zadanie 1 (0-1)
Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej jej reszte z dzielenia
przez 4. Niech a = f(129). Wéwczas

A. a> f(29) B. a = f(59) C. a < f(89) D. a = f(149)
Zadanie 2 (0-1)

Liczba —% jest miejscem zerowym funkcji danej wzorem

A.y=a2>+13 B.y=2a"—2 C.y=2-22> D.y=32-3a°

Zadanie 3 (0-1)
Liczba —2 nie jest miejscem zerowym funkcji danej wzorem

A.y=+z+2 B. y=2a2*-2 C.y=2%>+8 D.y=2+1

x

Zadanie 4 (0-1)
Do wykresu funkcji f(z) = x + /22 nalezy punkt

A. A(-2,0) B. B(4,6) C. C(%,3) D. D(—4,—8)

Zadanie 5 (0-1)

Do wykresu funkeji f(x) = v/3(z — 1)? nalezy punkt

A. (—2v/3,-13V/3) C. (—2v/3,-13V3 +12)
B. (2v/3,13V3) D. (2v/3,13V3 — 12)

Zadanie 6 (0-1) @ Przykiad 1, str. 215
Ile miejsc zerowych ma funkcja f7

lz| —2 dlax € (—o0;4)
flz) =19, ,
sr+2 dlaz e [4;,00)
A. zero B. jedno C. dwa D. trzy

Zadanie 7 (0-1)

Wykresy funkcji f, g, h, k otrzymano :
przez odpowiednie przesuniecia wykre- s
su funkcji y = 62°. Zatem b
A. f(z) = 6(2* — 122 + 36) L
B. g(z) = 6(2* + 62+ 9)

C. h(z) =6(2> -2z + 1) +2

D. k(x) =6(x*—1)+ 1 1 . X
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Zadanie 8 (0-1)
Jedli D; = [—5; 3], to dziedzina funkcji g(x) = f(x — 1) + 2 jest zbior
A. [—2;6] B. [-3;5] C. [—4;4] D. [-6;2]

Zadanie 9 (0-1) = Przykiad 2, str. 215

Funkcja f ma pie¢ miejsc zerowych: —5, -3, —1,0,2. Wynika stad, ze suma
miejsc zerowych funkcji y = —f(—x) jest rowna

A. -9 B. -7 C. 7 D. 9

Zadanie 10 (0-1)
Do wykresu funkcji f(z) = ax? nalezy punkt (—\/g,—%). Zatem do tego
wykresu nalezy réwniez punkt

A (V3,-1) B. (v3,3) C. (=3,-3) D. (=3,-3)

Zadanie 11 (0-1) 360 b o B A

Przejazd samochodem z miasta A do od- 59| k™ ! : i !
legltego o 360 km miasta B i z powro- 240f - AN roispen N righss
tem zajal (razem z godzinnym postojem)  180| /. e e
10 godzin. Na wykresie obok przedsta- 120

i

wiono, jak zmieniala sie w tym czasie od- : ] : : |
legto$¢ od miasta A. O 12 3 456 78 910

Ocen prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.

Srednia predko$é przejazdu z miasta A do miasta B wynosila

90 km/h. P F

Srednia predkosé na calej trasie (bez postoju) wynosita 72 km/h. P F

Zadanie 12 (0-1)

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji
okreslonej wzorem f(z) = 2, ktérej dziedzina jest
zbiér D = [—4; —2] U [2;4].

Ocen prawdziwos$¢ ponizszych stwierdzen. Wy-
bierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F —

jesli jest fatszywe.

Do zbioru wartoéci funkcji f nalezy siedem liczb catkowitych. P

Funkcja f jest funkcjg malejaca. P

y,

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
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Zadanie 13 (0-2)
Funkcja f(z) = 2> — =5 jest okredlona dla wszystkich liczb rzeczywistych réz-
nych od zera.

Dokoncz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich otrzy-
mane zdanie byto prawdziwe.

Do wykresu funkcji f nie nalezy punkt

A. (=1,0) D. (—2,1) G. (v2,3)
B. (1,0) E. (3,—%) H. (—v2,3)
C. (0,1) F. (—3.—5%) L (-v2,-3)

Zadanie 14 (0-1)
Dziedzina funkcji f jest przedzial [—4;2].
Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz

jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Dziedzing funkcji g(z) = f(x + 2) jest przedzial
. : : . 1. | do gory.
A. [-6;0], poniewaz wykres funkcji g
otrzymujemy przez przesuniecie 2. W prawo.
B. [-2:4], wykresu funkcji f o 2 jednostki

3.  w lewo.

Zadanie 15
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji
f:[=5;4] — R.

Zadanie 15.1 (0-1)
Uzupelnij zdanie tak, aby byto prawdziwe.

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci f(z) < 1

jest [7].

Zadanie 15.2 (0-1)
Uzupehij zdanie tak, aby bylo prawdziwe.

Najdtuzszym przedziatem, w ktérym funkcja f jest rosnaca, jest [2].

Zadanie 16 (0-1)
—3xr+5 dlax <2

Wryznacz miejsca zerowe funkeiji f(z) =
Y ) i fz) {5x+3dlax>2
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Zadanie 17 (0-2)

Funkcja f okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych jest funkcja nierosnaca,
a punkty (—6,4), (=3,2), (1,2) i (4,—5) naleza do jej wykresu. Wyznacz
wartosé f(—2v/2).

Zadanie 18 (0-2)

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji f:[-3;6] — R. Podaj dziedzine funkcji
g(x) = f(—=x) i naszkicuj jej wykres.

Zadanie 19 (0-2) = Przykiad 1, str. 215
—rx—2 dlaz< -1
se—5 dla-1<z<3

r—2 dlaxz>3

Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(z) =

Zadanie 20 (0-3) = Przyktad 2, str. 215
Miejscami zerowymi funkcji f: R — R sa liczby —3, 2 i 4. Wyznacz sume miejsc
zerowych funkcji g(z) = f(—x + 6).

Zadanie 21 (0-4)

Dana jest funkcja f:R — R okre$lona wzorem f(x) = 2z + 2. Naszkicuj wy-
kresy funkcji g(x) = —f(z) i h(z) = f(x — 4). Oblicz pole obszaru ograniczo-
nego osig OX i wykresami funkcji g i h.

Zadanie 22 (0-4)

Zbiér X jest zbiorem liczb naturalnych mniejszych od 12. Funkcja f kazdej
liczbie ze zbioru X przyporzadkowuje reszte z dzielenia przez 4. Naszkicuj
wykres funkcji g(x) = f(x) — 1 i podaj jej miejsca zerowe.

Zadanie 23 (0-4) o
Na rysunku obok przedstawiono wykres e

funkcji f: R — R. Naszkicuj wykres funk-

cji 9(2) = = f(2). Podaj predzialy mono- N g X

tonicznosci funkcji g i odczytaj zbiér roz-

wiazan nieréwnosci g(z) < 0.

Zadanie 24 (0-1)

Podstawa tréjkata réwnoramiennego jest odcinek o koncach (0,0) i (a,0),
4 .
=, gdzie

x > 0. Uzasadnij, ze pole tego trojkata nie zalezy od wyboru parametru a.

gdzie a > 0. Trzeci wierzchotek trojkata nalezy do wykresu funkcji y =

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
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Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1 (0-2)
Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji f:R — R. Oblicz sume miejsc ze-

rowych funkcji:

g(z) = flz —3v2) 1

Zadanie 2 (0-2)
Wykres funkcji g otrzymujemy, przesuwajac wykres funkcji f(x) = |z — 2| —6

o wektor v = [0, \/§] Dla jakich argumentéw funkcja g przyjmuje wartosci
ujemne?

Zadanie 3 (0-2)
Wykres funkcji g(z) = 6(x — 8)? + 7 otrzymujemy, przesuwajac wykres funkcji
f(x) =6(x+9)? — 12 o wektor [a,b]. Wyznacz ten wektor.

Zadanie 4
Na rysunku obok przedstawiono wykres

funkeft :R = K. i } Nl

Zadanie 4.1 (0-3)
Naszkicuj wykres funkcji g(x) = |f(—x)|.

Podaj rozwiazanie nieréwnosci g(x) > 2.

Zadanie 4.2 (0-2)
Naszkicuj wykres funkcji h(x) = —|f(x)|. Rozwiaz réwnanie h(x) = —2.

Zadanie 5 (0-3)

Naszkicuj w jednym uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji:
f@)=lz+4—-2 1 glx)=—|z+3|+5

Oblicz pole figury ograniczonej tymi wykresami.

Zadanie 6 (0-4)
Naszkicuj wykresy funkcji f oraz g(z) = f(—=z) — 3. Podaj rozwiagzanie row-

B |z| dla x € [-2;3]
fla) = { 2 dlaz e (—o0;—2) U (3;00)

nania g(x) = —1.

Zadanie 7 (0-4)
Naszkicuj w jednym uktadzie wspoélrzednych wykresy funkcji f(z) = 2|z| — 2
i g(x) = (|x| — 1)?. Podaj rozwiazanie nieréwnosci 2|z| — 2 < (|z| — 1)2.
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Funkcja
liniowa

Dla snowboardzisty czy narciarza kat nachylenia stoku jest bardzo wazny. Jest

to jeden z czynnikéw branych pod uwage podczas ustalania stopnia trudnosci
trasy narciarskiej.

Kat nachylenia terenu ma tez zasadnicze znaczenie w zagadnieniach inzy-
nieryjnych, takich jak budowa drog czy kolei. Przy badaniu kata nachylenia
terenu wykorzystuje sie pojecie kata nachylenia proste;j.

O nachyleniu prostej bedacej wykresem funkcji liniowej y = ax + b decyduje

wspoOtczynnik a.




Przypomnij sobie

Punkty kratowe nalezace do prostej

Punkty kratowe to punkty, ktérych obie wspolrzedne sa catkowite.

Punkty A(—2,6) i B(6,2) naleza ~_ Y/
do prostej [. Do odcinka AB nalezg '
réwniez nastepujace punkty kra-
towe: (0,5), (2,4) 1 (4,3).

Punkt (8,1) jest punktem krato-
wym, ktéry nalezy do prostej [, ale o | . : P
nie nalezy do odcinka AB. . 0 1 _ f T \

1. Podaj wspolrzedne wszystkich punktéw kratowych nalezacych do odcinka

AB oraz dowolnych trzech punktéw kratowych nalezacych do prostej [, ale
nienalezacych do odcinka AB.

Przyktad 1
Dane sg punkty A(7,6), B(9,3) i C(4,2). Wyznacz wspdirzedne punktu D
tak, aby odcinki AB i C'D byly réwnolegle oraz miaty réwne dtugosci.

W uktadzie wspoélrzednych rysujemy od- Y
cinek AB i zaznaczamy punkt C.
Zauwazmy, ze aby przeniescé sie z punktu A
do punktu B, przesuwamy sie o 2 jed-
nostki w prawo i o 3 jednostki w dot.

Zatem warunki zadania S Speinione przez R S e e e s da . Y R T SRR R [

dwa punkty: 0
Dy(6,—1) i Dy(2,5) =

2. Wyznacz wspotrzedne punktu D tak, aby odcinki AB i CD byty réwno-
legte oraz miaty réwne dtugosci.

a) A(—2,2), B(2,4), C(3,1) b) A(—1,4), B(2,1), C(4,2)
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5.1. Wykres funkcji liniowej

Przyktad 1

Naszkicuj wykres funkcji okreslonej za pomoca wzoru
f(x) = 2x+1, ktérej dziedzing jest zbidr liczb rzeczy-
wistych.

Aby naszkicowaé wykres funkcji f(x) = 2z + 1, spo-
rzadzamy tabele wartosci funkcji dla wybranych argu-

mentow.
T -3 -2 —1 0 1 2
f(x) -5 -3 —1 1 3 5)

Otrzymane punkty zaznaczamy w uktadzie wspotrzednych. Zwrdé uwage, ze
wszystkie te punkty leza na jednej prostej — jest ona wykresem funkcji f.

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f, ktorej dziedzina jest zbidr liczb rzeczywistych.

a) flx)=2+2 b)) fle)=20—-1 ¢ flz)=—z d) flz)=—2+3
Definicja

Funkcje f:R — R okreslona wzorem f(x) = ax + b, gdzie a,b € R, nazy-
wamy funkcja liniowa.

Wykresem funkcji f(x) = ax+b (uzywamy tez zapisu y = ax + b) jest prosta.
Aby naszkicowaé wykres tej funkcji, wystarczy znalezé dwa nalezace do niego
punkty i poprowadzi¢ przez nie prosta (przez dwa rézne punkty przechodzi
tylko jedna prosta). Prosta ta ma réwnanie y = ax + b. Powiemy tez krotko:
prosta y = ax + b.

Przyktad 2

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = gx — 1.
Dla z =0 mamy f(0)=2-0—-1=—1.
Dla z = 3 mamy f(3)=2-3 —1=4.

Otrzymane wyniki mozna przedstawi¢ w tabeli.

z 0 | 3 | Punkty (0,—1) i (3,4) nalea
f(x) | 4 do wykresu funkcji f.

5.1. Wykres funkcji liniowej
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Cwiczenie 2
Zmajdz dwa punkty kratowe nalezace do wykresu funkcji f. Naszkicuj ten

wykres.

a) f(z)=32zx—2 ¢) flz)=32x+2
b) f(z) = —ta d) f(z) =tz —1
Definicja

Liczbe a wystepujaca we wzorze funkcji liniowej f(x) = ax + b nazywamy
wspolczynnikiem kierunkowym prostej, a liczbe b — wyrazem wolnym.

Przyktad 3 b e %
Wykresy funkeji liniowych y =22+ 21y = 2z — 3 s3 : oS L.
prostymi réwnolegltymi. Kazdy z nich mozemy otrzy v #

maé przez przesuniecie wykresu funkcji y = 2z wzdluz — |F |/
osi OY.

bo pracommiccin prosiel y < 3 ™= - /[ Pttt
* 0 2 jednostki w gore otrzymamy prostay = 2x + 2, . ' 2
* 0 3 jednostki w dot otrzymamy prosta y = 2x — 3.

Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkcji y = 3x, a nastepnie wykres funkcji f.
a) f(xr) =3z+1 c) flz)=3x—2

b) f(z) =3z +3 d) f(z) =3z —,

Zauwazmy, ze wykresy funkcji liniowych o tym samym wspotczynniku kierun-
kowym sg prostymi rownolegtymi. Proste, ktore sa wykresami funkcji linio-
wych o réznych wspoétczynnikach kierunkowych, nie sg réwnolegte.

Twierdzenie

Proste dane rownaniami y = a,x + b; 1 ¥y = asx + by sa rownolegte wtedy
i tylko wtedy, gdy a; = as.

Cwiczenie 4
Ktére sposréd prostych [y, 1o, ..., 1ls sa réwnolegte?
Lh:y=zx—3 l3:y:—%x—|—3 l5:y:8—%x l;my=1-2x

lo:y=2x—3 ly: y=4+42zx le: y =22 — /3 lgzy:\/g—%m
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Przyktad 4

Wyznacz wzér funkcji liniowej, ktérej wykresem jest
prosta przechodzaca przez punkt P(4,1) i réwnole-
gta do prostej y = %x + 3.

Szukana funkcja liniowa ma wzoér postaciy = ax + b,
a jej wykresem jest prosta réwnolegta do prostej
y =3z + 3, wiec a = 3.

Aby obliczyé wspolczynnik b, podstawiamy wspot-

rzedne punktu P(4,1) do réwnania y=jz+b
i otrzymujemy 1 = % -4+ b, skad b= —1.

Zatem warunki zadania spetnia funkcja y = %m — 1.

Cwiczenie 5
Wyznacz wzoér funkcji liniowej, ktorej wykresem jest prosta réownolegta do
prostej [ i przechodzaca przez punkt P.

a) l:y=2x—4, P(3,7)
b) l: y = -3z +5, P(—%,Q)

Szczegdlnym przypadkiem funkceji liniowej jest funkcja stata.

Przyktad 5 v

Funkcja f(z) = 2 dla dowolnego argumentu x € R - f
przyjmuje wartos¢ rowng 2. Jej wykresem jest pro- R

sta réwnolegta do osi OX i przechodzaca przez f : -
punkt (0,2). o1 X
Cwiczenie 6

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = ax + b o wspo6lezynnikach:

a)a=0,b=1, b)a=0,b=-3, c) a=0,b=0.

Wspélezynnik b we wzorze funkcji liniowej f(x) = ax + b wskazuje punkt
przeciecia prostej bedacej wykresem funkcji z osia OY.

Przyktad 6
Wyznacz wspotrzedne punktu przeciecia wykresu
funkeji f(z) = 2o + 2 z osia OY.

Jedli podstawimy z = (0 do wzoru funkcji, to otrzy-
mamy rzedna punktu, w ktérym jej wykres prze-
cina 0§ QY. Zatem f(0)= % 10 +2=12, czyli
wykres przecina o§ OY w punkcie (0, 2)).

5.1. Wykres funkcji liniowej
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Twierdzenie Zadania

Prosta bedaca wykresem funkcji liniowej f(x) = az + b przecina o$ OY

w punkeie (0, b). 1. Naszkicuj w jednym uktadzie wspoétrzednych te sposrod prostych [y, ..., ls,

ktére przecinaja o$ OY w punkcie (0,2), a w drugim te, ktére przecinaja
} 0§ OY w punkcie (0,—1).
Cwiczenie 7

Wyznacz wzér funkcji, ktorej wykresem jest prosta réwnolegta do prostej [ hiy=3e+2 biy=—1 bty =—2a+2 by = %x -1
i przecinajaca 0§ OY w punkcie P. lry=3r—1 lyry=2 lgry=—2z—1 ls:y = 3 +2
a) l:y=3x—4, P(0,6) b) iy =—3z+1, P(0,—-2) 2. Wyznacz wzor funkcji, ktérej wykresem jest prosta réwnolegta do proste;
o podanym réwnaniu i przechodzaca przez punkt P.
Cwiczenie 8 B AN a) y =4z —2, P(0,5) ¢) y=—4z+6, P(—6,5)
Na rysunku przedstawiono proste pr.zechod.z.z%c.e ........ ....... ............. / b) P —— P(l, 8) d) ) = \/gx 3, P(2\/§, 6)
przez punkt (0,3). Sa one wykresami funkcji li- S i e £ -yt
niowych: T 3. Sprawdz, czy punkt () nalezy do wykresu funkcji liniowej f, jesli nalezy
fi(z) = 2 + 3, fo(z) = _%x 43, do niego punkt P. 1
=3 f@=sres TS VDGO R PERS, QILA) 0 PO Q)
a) Oblicz wartosci tych funkcji dla z = 1. / - )
b) Dla kazdej z tych funkcji okredl, ktora prosta / f / o 1 X
jest jej wykresem. Y P
Zbior wszystkich prostych przechodzacych przez ustalony punkt nazy- 4. Wykres funkcji liniowej przechodzi przez punkt P i przecina o§ OY
wamy pekiem prostych, a punkt przeciecia tych prostych — srodkiem peku. w punkcie (0,4). Wyznacz wzor tej funkcji i naszkicuj jej wykres.
a) P(2,6) b) P(-6,1) c) P(5,—11) d) P(2,-2)
Przyktad 7 5. Skorzystaj z danych na rysunku i oblicz pole zacieniowanej figury.
Wyznacz wzér funkcji liniowej, ktorej wykres ' ; a) v+t b) Y1 5 o
przechodzi przez punkty P(0,3) i Q(3,5). | WA¢%®

Szukana funkcja ma wzér postaci y = ax + b.

/

~
17 /
P A

2

Jej wykres przecina o OY w punkcie (0, 3), wiec

b = 3. Aby wyznaczy¢ wspoétczynnik a, podsta-

AN ——
P

wiamy wspétrzedne punktu Q(3,5) do réwnania
y = ax + 3 i dostajemy 5 = 3a + 3, skad a = %

O/%
2.9
4(3)

R g

Zatem szukany wzor funkeji to: y = 5o+ 3. - o @@ Wykaz, ze punkt (0,0) jest jedynym punktem o obu wspéirzednych wy-
Cwiczenie 9 miernych nalezacym do wykresu funkeji y = v/2z.

Wyznacz wzor funkcji liniowej, ktorej wykres przechodzi przez punkty P i (). @| 7.| Wykaz, ze do wykresu funkeji y = v/2x — V/3 nie nalezy zaden punkt o obu
Czy punkt R nalezy do wykresu tej funkcji? wspolrzednych wymiernych.

a) P(0,5), Q(4,2), R(8,—-1) b) P(0,—4), Q(—3,-9), R(6,5) Wskazéwka. Przeprowadz dowdd przez sprowadzenie do sprzecznosci.

I 226 5. Funkcja liniowa 5.1. Wykres funkgcji liniowej 227 il



5.2. Wtasnosci funkcji liniowej

B Miejsce zerowe funkcji liniowej

Przyktad 1
Wyznacz miejsce zerowe funkcji liniowej y = 2z + 3

(wykres obok).
Aby wyznaczy¢ miejsce zerowe tej funkcji, rozwiazu-
jemy réwnanie:
20+3=0
20 = —3
3

217:—5

Zatem miejsce zerowe jest rowne —

3
.
Cwiczenie 1

Uzasadnij podane obok twierdzenie. Jesli a # 0, to funkcja liniowa

y = azr + b ma jedno miejsce
. b
Cwiczenie 2 zerowe: — .
Wyznacz miejsce zerowe funkcji:

a) y = —4x 46, b) y = —3z — 4, ¢)y=3x+3, d)y=1Iz—%.

Cwiczenie 3
Dla jakich wartosci wspotczynnikéw a, b funkcja f(x) = ax + b:

a) nie ma miejsc zerowych, b) ma nieskonczenie wiele miejsc zerowych?

Przyktad 2

Oblicz pole tréjkata wyznaczonego przez osie ukta-
du wspotrzednych i wykres funkcji f(z) = =x + 3
(rysunek obok).

Wyznaczamy miejsce zerowe funkcji f:
wr+3=0daz=—. Zatem |OA| = 7.
Punkt B ma wspotrzedne (0, 3), stad |OB| = 3.
Obliczamy pole trojkata AOB:
P=3|0A|-|OB|=35-%-3=28

2

Symbolem |OA| oznaczamy
dtugos$é odcinka OA.

Cwiczenie 4

Oblicz pole trojkata wyznaczonego przez osie uktadu wspotrzednych i wykres
funkcji f.

a) f(x)=2x+4 b) f(x)=—32+2 ¢) f(x)=—32—-4 d) f(z)=32-5
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B Monotonicznos¢ funkgji liniowej

Funkcja liniowa moze by¢ funkcja rosnaca, malejaca lub stata.

Przypomnijmy, ze funkcje f nazywamy rosnaca,

jesli dla dowolnych argumentéw x4, x5 spetniony
jest warunek: jesli z; < xs, to f(x1) < f(z2).

Y

el et
L ; .
) -

Jesli a > 0, to funkcja liniowa f(x) = ax+b

- Na rysunku przedstawio-
jest rosnaca.

no wykres funkcji liniowej,
ktorej wartosci rosng wraz
Dowéd ze wzrostem argumentéw.
Rozpatrzmy funkcje f(x) = ax + b, gdzie a > 0.

Niech x;, x5 beda dowolnymi argumentami takimi, ze r; < x,.

Wéwcezas mamy:
T, < Ty / - a Mnozymy obie strony nieréwnosci
przez liczbe a > 0, zatem nie

ary < ars .. ..
zmilenlamy jej zwrotu.

ar; +b<axy+b
Oznacza to, ze f(x1) < f(x2). Zatem f jest funkcja rosnaca.

Funkcja f jest funkcja malejaca, jesli dla dowol-
nych argumentow x;, x5 spetniony jest warunek:
jesli &y < xo, to f(x1) > f(xs).

Jedli a < 0, to funkcja liniowa f(z) = ax+b

st lei Na rysunku przedstawio-
jest malejaca.

no wykres funkcji linio-
wej, ktorej wartosci male-

< . . ja wraz ze wzrostem argu-
Cwiczenie 5 t

mentow.
Udowodnij powyzsze twierdzenie.
Funkcja f jest funkcja stala, jesli dla dowol- LY
nych argumentéw x;, x, prawdziwa jest row- e
nosé: f(z) = f(xa). 1

| o1 X
Jesli a = 0, to funkcja liniowa f(z) = ax +b e Sl e

jest funkcja stala.

Na rysunku przedstawio-
no wykres funkcji liniowej,
Jesli funkcja liniowa jest funkcja stata, to jej wy- ktéra przyjmuje stale te

kresem jest prosta réwnolegta do osi OX. samg wartosé.

5.2. Wtasnosci funkcji liniowej
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Cwiczenie 6
Okresl monotonicznosé funkcji f.

a) f(x)=>5x—12 ) f(z)=(3—-2v2)x
b) f(x) =8 -3z d) f(z) = -3
Cwiczenie 7

Dany jest wykres funkcji f(x) = ax + b. Podaj znaki wspolczynnikow a i b.

B Proporcjonalnos$é prosta

Przypomnijmy, ze zaleznos¢ miedzy dwiema dodatnimi wielkosciami x i y dana
wzorem y = az, gdzie a € R, nazywamy proporcjonalno$cia prosta. Wielko-
sci x i y nazywamy wprost proporcjonalnymi, a liczbe a — wspolczynnikiem
proporcjonalnosci proste;j.

Y
Przyktad 3

Dtugosé boku kwadratu x i dtugosé jego przekatnej y sa

wielkosciami wprost proporcjonalnymi: zachodzi réwnosé 1 /
y = \/2x. Zaleznosé te przedstawiono na wykresie obok. a f

1
Cwiczenie 8

Czy opisane wielkosci sa odwrotnie proporcjonalne, czy wprost proporcjo-
nalne? Podaj wzor tej proporcjonalnosci.

a) Dhugo$¢ boku tréjkata rownobocznego i jego obwod.

b) Dtugoéci przyprostokatnych trojkata prostokatnego o ustalonym polu P.
c) Obwdd i promien okregu.

d) Dhugosci przekatnych rombu o ustalonym polu P.

Cwiczenie 9

Wielkosci x i1 y sa wprost proporcjonalne. Podaj wzoér tej proporcjonalnosci,
a nastqpme uzupelnu ponizsza tabekg Naszklqu wykres tej proporqonalnosm

)z 2 12 D1 1879 2 2|2 14
y_Qle.?=? y:?.1,2.2 y:1§.5.?
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Cwiczenie 10

a) Samochdd jedzie autostrada ze sta- DTk el 72 e e oI e
ta predkoscia. W pottorej godziny po-
konat 165 km. Oblicz odlegtos¢, jaka

ten samochod pokona w dwie i pot go-

przebyta droga s jest wprost pro-
pocjonalna do czasu t:

s=v-t
dziny.
b) Samochéd jadacy ze stala predkoscia znalazt sie 60 km od punktu poczat-
kowego o godzinie 13.00. O godzinie 15.24 byt juz od tego punktu oddalony
o 252 km. Jak daleko od punktu poczatkowego byl ten samochéd o 16.007

Zadania

1. Przez ktore ¢wiartki uktadu wspotrzednych przechodzi prosta bedaca wy-
kresem funkcji f7

2) f(z) = 3o+ 1

c) fle)=-8x—-3 ¢ flz)= ( —V2)r+3
b) f(x) =4z +1 f

Q) flr) =120—1 ) f(z) =
2. Okresl monotoniczno$¢ funkeji f(x) = ma — 4 dla:

a) m=+3—2, b) m =5 — 2/5, c) m=3— /=217,
3. Okresl monotoniczno$é¢ funkeji f w zaleznosci od parametru m.

a) f(x)=(5—m)x b) f(z) = (1 +5m)z c) f(x)=(Im|—-1)z

4. Okresl monotonicznosé funkcji, ktorej wykresem jest prosta przechodzaca
przez podane punkty.

a) (—8,6) 1 (4,12) c) (6,v5)1(10,v5) e (-1,3) i (25)
b) (=37,-9)i (-9,-37) d) (3v2,7)i(2v3,5) f) (3,-8)i(2,-7)

5. Wyznacz wzor funkceji liniowej, do ktorej wykresu nalezy punkt:

a) (0,4) i ktéra przyjmuje wartosci ujemne tylko dla x < —6,

b) ( , —%) i ktora przyjmuje wartosci dodatnie tylko dla x > 2,

c) (0,—2) i ktéra przyjmuje wartosci nieujemne tylko dla z < —4.

6. Wyznacz wzory funkcji liniowych, w ktérych
wykresach zawierajg sie:

a) boki przedstawionego obok czworokata,

b) boki czworokata o wierzchotkach:

A(—48,0), B(0,—72), C(36,0), D(0, 144).

5.2. Wtasnosci funkcji liniowej
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10.

11.

12.

13.

Wykres pewnej funkcji liniowej i osie uktadu wspotrzednych ograniczaja,
trojkat rownoramienny. Wyznacz wzor tej funkcji, jesli wiadomo, ze:

a) przyjmuje ona wartosci ujemne tylko dla z > 3,

b) do jej wykresu nalezy punkt (0, —4).

Podaj wzor proporcjonalnosci prostej, do ktérej wykresu nalezy punkt:
) (21.15), b) (21.13). ) (31.22).

a) Uzasadnij, ze dlugo$é boku kwadratu i jego obwdd sa wielkosciami
wprost proporcjonalnymi,

b) Uzasadnij, ze dlugo$¢ boku kwadratu i jego pole nie sa wielkosciami
wprost proporcjonalnymi (mimo ze wraz ze wzrostem dtugosci boku kwa-
dratu rosnie jego pole).

Przyktadem wielkoSci wprost proporcjonalnych sa odlegtosé na mapie (pla-
nie) i odpowiadajaca jej odlegltosé w terenie. Na rysunku ponizej przed-

stawiono plan sasiadujacych ze sobg 2 em

dzialek budowlanych A i B.

a) Dzialka A ma ksztalt prostokata, B 3 em
ktorego krotszy bok ma diugosé 15 m.

Oblicz obwodd tej dzialki.

b) Dziatka B ma ksztalt trapezu pro-

stokatnego. Czy na jej ogrodzenie wy- A 2,5 cm
starczy 95 m biezacych siatki, jesli |

brama ma mie¢ szerokosé¢ 2 m? 6 cm

Prostokatna dziatke budowlana o wy- Skala mapy (planu) to sto-

sunek odlegtosci na mapie
do odpowiadajacych im od-
legtosci rzeczywistych.

miarach 20 m x 30 m przedstawiono na
planie w postaci prostokata o wymia-
rach x cm X (z 4 2) cm. Wyznacz skale
tego planu.

Wyznacz wzér funkceji liniowej, ktérej wykres, przecinajacy os OY w punk-
cie (0,—3), i osie uktadu wspdlrzednych ograniczaja tréjkat o polu réw-
nym:

a) 6, b) 101, c) 9v/2.

Wyznacz wzoér funkcji liniowej, ktorej wykres, przecinajacy o8 OX w punk-
cie (g, 0), i osie uktadu wspélrzednych ograniczaja tréjkat o polu rownym:

a) 67 b) 4%, C) 3\/§
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5.3. Réwnanie prostej na ptaszczyznie

Jesli znamy wspoétrzedne dwodch réznych punktéw nalezacych do prostej, mo-
zemy wyznaczy¢ jej rownanie. Dla prostej bedacej wykresem funkcji liniowej
wyznaczamy rownanie postaci y = ax + b.
Definicja

Réwnanie postaci y = ax + b nazywamy réwnaniem kierunkowym proste;j.
Przyktad 1

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej
przez punkty C(—2,1) i D(4,3).

Aby wyznaczyé¢ wspotezynniki a, b réwnania

Py

y = ax + b, rozwiazujemy uklad réwnan: 1

podstawiajac wspotrzedne punktéow C'i D

1=aq- (_2) +b Roéwnania uktadu otrzymujemy,
3=a-4+0b do réwnania y = ax + b.

Powyzszy uklad spelniony jest przez pare liczb a = £, b = 2.
Zatem réwnanie prostej ma postac y = ;:I: + g

Cwiczenie 1
Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty C' i D.

a) C(—1,-5), D(3,3) b) C(—2,4), D(8,—1) c) C(-3,-3), D(6,3)

Cwiczenie 2

Sprawdz, czy punkty A, B, C' sa wspoétliniowe.

a) A(0,1), B(6,2), C(12,3) c) A(-2,6), B(2,-2), C(5,—T7)
b) A(8,3), B(6,4), C(—2,8) d) A(—4,5), B(7,5), C(7,2V6)

Przyktad 2

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez LY f
punkty C(3,2) i D(3,—1). . 1 ¢

Do szukanej prostej naleza wszystkie punkty _ ]

o pierwszej wspotrzednej rownej 3. Jej rowna- ; Q 1 1D &
nie ma postaé¢ x = 3.

Zwr6c¢ uwage na to, ze prosta réwnolegta do osi OY nie jest wykresem funkcji
(dlaczego?), a jej rOwnania nie mozna zapisa¢ w postaci kierunkowej.
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Roéwnanie prostej y = b (réwnolegtej do osi OX) jest y=>0 Y Zadania

réwnaniem w postaci kierunkowej. Dla tej prostej b

wspotezynnik a = 0. O X 1. Réwnanie prostej przedstawionej na rysunku zapisz w postaci kierunkowej
3 oraz w postaci ogolnej. Czy punkt A(—10,—5) lub punkt B(—S, %) nalezy
Cwiczenie 3

do tej prostej?

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty C' i D. Czy ta prosta

c);

jest wykresem funkcji liniowe;j?
a) C(_37 4)7 D(_Ba 6) b) C(_57 _3)5 D(77 _3) C) 0(87 _2)7 D(87 6)

Przyktad 3
Naszkicuj prosta dang za pomoca réwna-
nia r 4+ 3y — 3 = 0.

2. Naszkicuj prosta o podanym réownaniu. Wyznacz wspotrzedne punktow,

. - e -2 O] 1 2 X
Roéwnanie przeksztalcamy do postaci kie- : i :

runkowej y = —%x + 1 i nastepnie szkicu-

jemy prosty. w ktoérych przecina ona osie uktadu wspoétrzednych.

Definicja a) 2r—y+2=0 ¢c) —Sx+iy—2=0 e) —4(y—4z) =16

Roéwnanie Ax + By + C = 0, gdzie A # 0 lub B # 0, nazywamy réwna- b) 10z +5y —5 =0 d) %-’13_ 29_2%1 =0 f) 2(1_?13,@)—490:0

niem ogo6lnym prostej.
S L 3. Zapisz w postaci ogdlnej rownania prostych, w ktérych sa zawarte boki

, ) D . , . , . ., . rownolegtoboku ABCD.
Roéwnanie kazdej prostej na plaszczyznie (réwniez prostej réwnoleglej do

osi OY) mozna zapisa¢ w postaci Az + By + C = 0. v

N | e i i —

Cwiczenie 4 / e I / EB

Naszkicuj prosta dana réwnaniem ogdlnym. s L
X

a) —w4+2—4=0 b) 62+ 3y — 9 =0 ¢) iz —ly+2=0 i T

Jed t / ie¢ wiele ré N ogblnych. N ktad kazd i7- , . , - .
CELa Prosta Hoze Hiee wiele rowhan ogotlyc @ prayxiat Xazce z pollz 4. Dla jakiej wartosci parametru m prosta o podanym réwnaniu jest réwno-

szych réwnan opisuje te samg prosta. legla do prostej 4z + 3y + 7 — 07

L 204+y—4=0 II. 42+ 2y —8 =10 I 24+ 3y —2=0
Y Y 2Y a) mx+6y—1=0 ¢c) (m—3)z—3y=0 e z+my+9=0
Zauwaz, ze po przeksztatceniu do postaci kierunkowej w kazdym z powyzszych b) (2m+1)z—y =0 d) ma— %y 13-0 f) %l’ ~ 9my = 0

przyktadéw otrzymujemy rownanie y = —2z + 4.

i @ 5. Uzasadnij podane ponizej twierdzenie.
Cwiczenie 5

Ktoére réwnania opisuja te samg prosta?

Jesli rownania ogdlne A,z + B1y+C, = 01 Asx+ Boy+ Cy, = 0 opisuja
L —4r+y—1=0 n: 9z — 12y +12=10 p: 3z —4y+4=0 te sama prosta oraz Ay, By i C5 sa rézne od zera, to%:%:%.

2 2 2
m: —3r+4y+4=0 0: 6x —8y+12=0 r:—%x+2y—2:0
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6. Podstawy trapezu sa zawarte
w prostych [; i ;. Korzystajac
z podanego obok twierdzenia, oraz

Proste o roéwnaniach:
Aix+Biy+C1 =0

Asx + Boy+ Co =0

. B sa rownolegte wtedy i tylko wtedy, gdy:
a) l;: —6x 4+ 4y +3 =0, A By = Ay,

lo>mx+(m+1)y—4=0
b) 1: 92 +8y+1=0, lo: —mPx+(1-m*y+4=0

wyznacz wartosci parametru m.

7. Dla jakich wartosci parametru m prosta 2z —y+m = 0 ma punkt wspolny
z odcinkiem AB?

a) A(—2,0), B(0,—4)  b) A(0,2), B(6,2) Y4 i

8. Ile punktéw wspélnych, w zaleznosci od pa- Ll _
rametru m, ma prosta mz —y = 0 z bokami 1 g e
narysowanego obok prostokata? > f? : D

@ 9. Uzasadnij, ze jesli a # 0 i b # 0, to réwnanie prostej y = ax + b mozna
zapisa¢ w postaci:

5ty =1

Czy wiesz, ze...
Rownanie prostej przecinajacej o§ OX w punk-
cie (p,0), gdzie p # 0, i 0§ OY w punkcie (0, q),
gdzie q # 0, mozna zapisa¢ w postaci:

zT |y

4 _q

P q

Jest to ré6wnanie odcinkowe prostej.

10. Wyznacz punkty, w ktorych prosta o podanym réwnaniu odcinkowym
przecina osie uktadu wspoétrzednych. Narysuj te prosta w uktadzie wspot-
rzednych i wyznacz jej rownanie kierunkowe.

T LY LA - = 4+ ¥ =
a)8+6 1 b)5+_3 1 c) it 1
11. Dane jest rownanie prostej w postaci odcinkowej. Zapisz to réwnanie w po-

staci kierunkowej i okre$l monotonicznosé funkcji, ktorej wykresem jest ta
prosta.

T Y Ly T, Y _
a)3—'_9_1 b)—4+2_1 C)8+—2_1
12. Wyznacz rownanie odcinkowe prostej o podanym réwnaniu kierunkowym.

a)y:2lﬁ+6 b)y:%x—ll C)y:_%x_i_?ll
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Dowiedz sie wiecej

Ptaszczyzna w trojwymiarowym uktadzie wspoétrzednych

Roéwnanie Ax + By+ Cz+ D = 0, gdzie A # 0 lub Z

B # 0 lub C # 0, opisuje ptaszczyzne w przestrzeni )

z trojwymiarowym uktadem wspotrzednych. 0
Rozwiazujac uktad trzech takich réwnan, szukamy ./ L X
punktéw wspolnych trzech ptaszczyzn. Y

Na pierwszym rysunku ponizej przedstawiono przypadek, gdy uktad réwnan
ma doktadnie jedno rozwiazanie, na drugim — gdy uklad ma nieskonczenie
wiele rozwiazan, a ptaszczyzny sie nie pokrywaja.

Na ponizszych rysunkach przedstawiono przyktadowe sytuacje, gdy uktad réw-

nan jest sprzeczny.

1. Wyznacz wspotrzedne punktu wspoélnego ptaszczyzn Py, Py i Ps.
a) P:2x—y+2—4=0, Phodor+y—2—2=0, P;:3x—3y+2—1=0
b) P:ax4+2y+2—-7=0, P:2x+y—2—2=0, Psx+2y—2—-9=0

2. Podaj réwnanie ptaszczyzny zawierajacej osie uktadu wspoéirzednych:
a) OX i OY, b) OX i OZ, c) OY i0Z.

3. Wyznacz réwnanie plaszczyzny, do ktérej naleza punkty A, B i C.
a) A(1,1,0), B(2,1,—-2), C(1,0,1) b) A(2,0,2), B(1,3,5), C(3,2,9)

4. Podaj rownania ptaszczyzn, w ktoérych sa zawarte Sciany prostopadto-

Scianu o wierzchotkach:
(0,0,0), (0,2,0), (1,0,0), (1,2,0), (0,0,3), (0,2,3), (1,0,3), (1,2,3)
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5.4. Wspéotczynnik kierunkowy prostej

Twierdzenie

Wspolczynnik kierunkowy prostej y = ax + b przechodzacej przez punkty
(x1,y1) 1 (2,¥2), gdzie x; # x5, dany jest wzorem:

Y2 —Ya
L2 — L1

a =

Dowod
Podstawiamy wspotrzedne punktéw (1, y1) i (22, y2) Y
do réwnania prostej i zapisujemy uktad réwnan:
Y2 1
y1 =ax1+b
Y2 = axry +b

Y1t
Odejmujemy rownania stronami i otrzymujemy:

Y2 — Y1 = ar2 — axy
czyli yo — y1 = a(xe — x1), skad:
Y2—u1 Uwaga:
To— T T1 # T2

SIAN

T T2 X

a =

Przyktad 1
Oblicz wspétcezynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty A(—2, 3)
i B(4,6).
Mamy (z1,y1) = (—2,3) oraz (x3,y2) = (4,6).
Zatem wspoOtczynnik kierunkowy prostej y = ax + b przechodzacej przez
punkty A i B jest rowny:

Y2 — Y1 6—3 3 1

a = pr— e
Tro — 1 4—(-2) 6 2

Cwiczenie 1
Oblicz wspotcezynnik kierunkowy prostej, do ktérej naleza punkty A i B.
a) A(377)a B(9712> b) A<395)7 B(_77_5) C) A(127_2)a B(678)

Cwiczenie 2
Czy prosta przechodzaca przez punkty P(4,8) 1 Q(—2,—1) jest réwnolegta do
prostej przechodzacej przez punkty R i S?

a) R(0,6), S(—4,0) b) R(—2,4), S(1,7) ¢) R(5,-2), S(8,2)

Cwiczenie 3
Uzasadnij, ze czworokat ABC'D o wierzchotkach A(—3,—5), B(6,—2), C(4,2)
oraz D(—5,—1) jest réwnoleglobokiem.
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B Interpretacja geometryczna wspoétczynnika kierunkowego

Wspotczynnik kierunkowy prostej pozwala okre-
sli¢, jak bardzo jest ona ,stroma’”.

Przyktad 2

W przypadku prostej bedacej wykresem funkcji:
y=@z+1

wzrostowi argumentu o 1 jednostke odpowiada

wzrost wartosci funkcji o 2 jednostki.

Cwiczenie 4
Wykonaj rysunek i przedstaw interpretacje geometryczng wspotczynnika kie-
runkowego podanej proste;j.

a) y=u1x+ 2 b) y=3x+2 c) y=4xr+2
Przyktad 3
W przypadku prostej bedacej wykresem funkeji:

y=sz+1
wzrostowi argumentu o 1 jednostk¢ odpowia-
da wzrost wartosci funkcji o % jednostki (czyli
wzrostowi argumentu o 3 jednostki odpowiada

wzrost wartosci funkcji o 1 jednostke).

Cwiczenie 5
Wykonaj rysunek i przedstaw interpretacje geometryczng wspotczynnika kie-
runkowego podanej proste;j.

a) y =3z +2 b) y =iz +2 c) y=zx+2
Przyktad 4
W przypadku prostej bedacej wykresem funkcji: Yy o i AL i

Yy = %x +1
wzrostowi argumentu o 1 jednostke odpowia-
da wzrost wartosci funkcji o i; jednostki (czyli
wzrostowi argumentu o 3 jednostki odpowiada

wzrost wartosci funkcji o 4 jednostki).

W przypadku prostej bedacej wykresem funkcji: ] ; 2 T
wzrostowi argumentu o 5 jednostek odpowiada ’}’
wzrost wartosci funkcji o 2 jednostki. @

Py

5.4. Wspodtczynnik kierunkowy prostej
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Cwiczenie 6
Wykonaj rysunek i przedstaw interpretacje geometryczng wspotczynnika kie-
runkowego podanej proste;j.

a) y=2x—2 c) y=72x—2

Jesli prosta bedaca wykresem funkcji liniowej ma ujemny wspoétczynnik kie-
runkowy, to ze wzrostem argumentu funkcji maleje jej wartosc.

Przyktad 5

W przypadku prostej bedacej wykresem funkcji:
y=-—2x+7

wzrostowi argumentu o 1 jednostke odpowiada

spadek wartosci funkcji o 2 jednostki.

W przypadku prostej bedacej wykresem funkcji:
y=—3c+7

wzrostowi argumentu o 3 jednostki odpowiada

spadek wartosci funkcji o 1 jednostke.

Cwiczenie 7
Wykonaj rysunek i przedstaw interpretacje geometryczng wspotczynnika kie-
runkowego podanej proste;j.

a) y=-3cx+4 b)y=—-4dr+4 c¢)y=—3r+4 d)y=—z+4

Cwiczenie 8
Wykonaj rysunek i przedstaw interpretacje geometryczng wspotczynnika kie-
runkowego podanej proste;j.

a) y=—3x—-3 b)y=—-32-3 c¢)y=—-32-3 d)y=-322-3

Przyktad 6
Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty P(3,—7) i Q(—2,3).

Obliczamy wspotczynnik kierunkowy prostej PQ) o réwnaniu y = ax + b:
__3—(=7) _ 10

a = ===-2
-2-3 -5
Nastepnie do réwnania y = —2x+b podstawiamy wspoétrzedne jednego z punk-
téw P lub Q. Dla P(3,—7) otrzymujemy: —7 = —2 -3 + b, stad b = —1. Réw-
nanie prostej ma zatem posta¢ y = —2x — 1.

Cwiczenie 9
Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty P i Q.
a) P(47 5)7 Q(_479) b) P(47 _13)7 Q(za _7) C) P(?),?)), Q(la g)
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Zadania

Odczytaj z rysunku wspolrzedne wierzchot-
kow trojkata ABC. Podaj wspoétczynniki kie-
runkowe prostych zawierajacych jego boki.

Oblicz wspoétczynniki kierunkowe prostych,
w ktorych sa zawarte boki czworokata ABC D,
gdzie A(—4,-2), B(2,1), C(0,3), D(-5,4).

Oblicz wspotczynnik kierunkowy i wyznacz rownanie prostej przechodzace]
przez punkty P i Q.

a) P(374)7 Q(77 6) C) P(%?D?Q(%v_l) e) P(_27_6)7 Q(&_G)
b) P(_277)7 Q<27_1> d) P(?’v%)) Q(27%) f) P(\/ga 4)7 Q(?’\/galo)

Oblicz wspotczynniki kierunkowe i wyznacz rownania prostych zawieraja-
cych boki czworokata ABC D. Uzasadnij, ze jest on rownolegtobokiem.

CONNE W 4 0 T L) O O O O O

i

B N

Oblicz wspoétczynniki kierunkowe prostych, w ktorych zawieraja sie boki
czworokata PQRS. Uzasadnij, ze czworokat ten jest trapezem i nie jest
réwnolegtobokiem.

a) P(0,—5), Q(9,1), R(6,11), S(—6,3)
b) P(—8,5), Q(—6,—2), R(4,—6), S(7,—1)

Dane sa punkty A, B, C' i D. Wyznacz wartos¢ parametru m, dla ktére]
proste AB i C'D sa rownolegte.

a) A(—1,-3), B(9,2), C(5,4), D(1,m)
b) A(9,m), B(4,—m), C(9,2), D(3,6)

Dane sg punkty K(—4,5), L(4,—1), M(0,8), N(m, m). Wyznacz wartos¢
parametru m, dla ktorej proste KL i M N sa réwnolegte.

5.4. Wspodtczynnik kierunkowy prostej
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8. Dany jest czworokat o wierzchotkach A(—2,4), B(-3,-2), C'(4,1 — m?)
i D(0,4). Wspoélczynniki kierunkowe prostych, w ktérych zawieraja sie
przekatne czworokata ABC' D, sg liczbami przeciwnymi. Wyznacz wartoscé
parametru m.

E] 9. Udowodnij ponizsze twierdzenie.

Roéwnanie prostej o wspotczynniku kierunkowym a przechodzacej przez
punkt (z;,¥y;) mozna zapisa¢ w postaci y — y; = a(x — x1).

10. Zapisz w postaci y — y; = a(x — x1) réwnanie prostej rownolegtej do pro-
stej [ i przechodzacej przez punkt P.

a) l:y=2x+8, P(2,1) ¢) lLy=—Izx+8, P(2,-9)
b) l:y =Te — 1, P(—3,-5) d) Iy =22 7, P(—1,V2)

@ 11. Uzasadnij, ze jesli prosta nie jest rownolegla do osi OY, to jej réwnanie
mozna zapisa¢ w postaci:
Y-y1 _ Y2—Yi

Tr—x1 To — X1

gdzie (x1,y1) 1 (22,¥y2) sa réznymi punktami nalezacymi do tej proste;j.

12. Przeczytaj podang w ramce informacje.

Na wykresie przedstawiono, jak zmie- \droga [km] | C(5,420)

niala si¢ droga podezas pieciogodzinnej 420/

jazdy samochodem. Punkty A i B wy- 360

kresu odpowiadaja poczatkowi i ko | S

cowi jazdy autostrada. Aby obliczy¢, i AB(3,300)

z jaka predkoscia jechal wtedy samo- 240 /o

chéd, korzystamy ze wzoru v = 3: 180
= —3030_ 160 = 120 [km/h] 190 st i

Zwroc¢ uwage na to, ze predkosé v jest 60 o A(1,60) N iié.i i

réwna wspotczynnikowi kierunkowemu g czas [h]

prostej AB. O 1 2 3 4 5

a) Oblicz wspotczynniki kierunkowe prostych OA i BC. Z jaka srednia
predkoscia jechal samochéd w ciggu pierwszej godziny jazdy, a z jaka
w ciggu dwdbch ostatnich godzin?

b) Oblicz wspélezynnik kierunkowy prostej OC' i podaj jego interpretacje.
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Nachylenie trasy

Wspotczynnik kierunkowy prostej méwi nam o jej nachyleniu,
o tym, jak bardzo ta prosta jest ,,stroma”

Nachylenie trasy

Nachylenie trasy czesto podaje sie w procentach.
Wyraza sie je wzorem:

n=%-100% -

d

Nachylenie réwne 100% odpowiada katowi 45°, a nachylenie 10% — katowi okoto 6°.

Kat a 5° 10° 58 20° 30° 45°
Nachylenie ok. 9% ok. 18% ok. 27% ok. 36% ok. 58% 100%

Skocznia narciarska

Najwieksza skocznia narciarska na swiecie znajduje sie w Vikersund
w Norwegii. Ma ponad p6t kilometra dtugosci: od najwyzszej belki
startowej do konca odjazdu jest okoto 570 metréw. Maksymalne
nachylenie zeskoku to 38°.

ET Wyszukaj informacje dotyczace nachylenia
poszczegolnych czesci skoczni narciarskie;:

rozbiegu, progu, grzbietu skoczni i zeskoku.
o

—-_—




[D] Przyktad 1 ¥

5.5. Warunek prostopadtosci prostych

Wykaz, ze proste y =2x iy = —%m sa prostopadte.
Punkt A(1,2) nalezy do prostej y = 2z, a punkt
B(2,—1) do prostej y = —3x (rysunek obok). Tréj-
katy prostokatne OPA i BQO maja przyprosto-

katne tej samej dlugosci, sa wiec przystajace. i e A e S
Przyjmijmy, ze |[<AOP| = «, wéwczas w tréjkacie . | p Q
BQO mamy: |[SOBQ| = a oraz |[<BOQ| = 90° —a. ' 1 T
Stad otrzymujemy: N | 5

=a+90° —a=90°

Zatem proste y =2x iy = —%az sq prostopadte. Symbolem |§AOB| ozna-

czamy miare kata AOB.

Cwiczenie 1
Udowodnij, stosujac metode pokazanag w przyktadzie 1., ze podane proste sa

prostopadte.

a)y=3z i y=—2r by=32riy=-32 c)y=v2riy=-La

Twierdzenie

Proste y = a;x + by (a1 # 0) i y = asx + by sa prostopadle wtedy i tylko

wtedy, gdy:

a, = —ail (czylia; - ay; = —1)

Przyktad 2
Sprawdz, czy proste przedstawione na rysunkach I i I sa prostopadte.

I. Wspoétczynniki kierunkowe
prostych k i [ sg odpowiednio
réwne: a; = —% iay, = 1%.

a; - ay = —1, wiec proste k il
sg prostopadte.

IT. Wspétczynniki kierunkowe

prostych m i n sa odpowied-
nio réwne: a; = 1% 1ay = —%.

ai-ay # —1, wiec proste min
nie sg prostopadte.

B 244 5. Funkcja liniowa

Cwiczenie 2
Sprawdz, czy proste przedstawione na rysunku sa prostopadte.

a):

290N

Przyktad 3
Prosta k jest prostopadta do prostej y = %l’ — 4. Oblicz wspoétezynnik kierun-
kowy prostej k.

Oznaczmy przez a wspotczynnik kierunkowy prostej k. Wowczas:

e
8
Cwiczenie 3
Oblicz wspotezynnik kierunkowy prostej prostopadiej do podanej prostej.
a) y = x+4 b) y =9z c)y=—25x—3 d)y=%Lz -1

@ Cwiczenie 4

Uzasadnij, ze jesli proste y = a;x 1 y = asx sa prostopadte, to dla dowolnych
liczb by, by prostopadte sa tez proste y = a1z + by i y = asx + bs.

Przyktad 4

Prosta k ma réwnanie y = 2z + 2. Wyznacz
réwnanie prostej [ prostopadiej do prostej k
i przechodzacej przez punkt P(—3,4).

Réwnanie prostej | ma posta¢ y = —2z + b
(poniewaz [ | k). Podstawiamy do réwnania

wspolrzedne punktu P(—3,4) i otrzymujemy
4=—2.(=3)+0b, stad b= —1.
Prosta [ ma zatem réwnanie y = —

N o

T —u
Cwiczenie 5

Wyznacz réwnanie prostej prostopadtej do podanej prostej i przechodzacej
przez punkt P.

a)y=—-3r+2, P(0,—1) b)y=-01lz, P(1,9) c¢)y=3z+9, P(3,2)
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Przyktad 5

Miejscem zerowym funkcji liniowej jest liczba 3, a jej wykresem jest prosta [

prostopadta do prostej 4x + 3y — 7 = 0. Wyznacz réwnanie prostej (.

Roéwnanie 4z + 3y — 7 = 0 przeksztatlcamy do postaci kierunkowej:
y=—5¢+1

Stad rownanie prostej [ ma posta¢ y = %az + b. Podstawiamy wspotrzedne

punktu (3,0) i otrzymujemy 0 = 3 - 3+ b, czyli b= —2.

NG (GO |
©

Prosta [ ma zatem réwnanie y = Sx — =.

4

Cwiczenie 6

Miejscem zerowym funkcji liniowej jest liczba —2. Wyznacz rOwnanie prostej
bedacej wykresem tej funkcji i jednoczesnie prostopadtej do podanej proste;j.
a) 3r+2y+6=0 b) 2z — iy —5=0 ¢) —3x+3y+3=0

Przyktad 6 Yt y=3
Wyznacz rownanie prostej prostopadtej do proste] '

P

P / ki i ta x = —2. | : I £ P
owyzsze warunki speinia prosta x — CEREY

y = 3 i przechodzacej przez punkt P(—2,1).

Cwiczenie 7
Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P (6, —5) i prostopadle;j
do podanej prostej.

a) y=—3 b) x = -3

Zadania

1. Wyznacz réwnanie prostej prostopadtej do prostej [ i przechodzacej przez
punkt P.

a) lly=—-3z+1, P(3,-2)
b) l:y =3 —3, P(4,1)

¢) liy=—sx+11, P(—4,-2)
d) l:y = 352 — 3, P(14, —4)

2. Wyznacz réwnania prostych AB, AC' i BC. Czy trojkat ABC' jest prosto-
katny?

a) A(1,5), B(4,2), C(7,5) c) A(=7,-2), B(8,-2), C(—2,3)
b) A(-2,-1), B(0,-3), C(4,5) d) A(4%,6), B(-2,—3), C(4%,-3)

3. Punkty A, B, C'i D sa kolejnymi wierzchotkami rombu. Wyznacz rownania
prostych, w ktorych sa zawarte przekatne tego rombu.

a) A(—2,—6), B(5,—3), C(8,4) b) A(~1,-2), B(6,—1), D(—6,3)
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] 4.

10.

Uzasadnij, ze przedstawiony na rysunku czworokat ABC'D jest trapezem.
Czy jest to trapez prostokatny?

a) Y C(5,5) b) Y o

D(—3’/2)/ D(—ﬁhl)% B
T B(7.3) \/0,.1»'*"’ X
[

A(=5,-3)

Uzasadnij, ze czworokat PQRS jest prostokatem.
a) P(_57 0)7 Q(_17 _6)7 R(87 0)7 5(47 6)
b) P(_87 _2)7 Q(67 _8)7 R(97 _1>7 S(_57 5)

Punkty A(0,0) i C(2,8) sa wierzchotkami prostokata ABC D, ktorego prze-
katna BD jest zawarta w prostej y = —ix + 4%. Uzasadnij, ze prostokat
ten jest kwadratem. Oblicz jego obwdd i pole.

a) Dany jest tréjkat prostokatny ABC, ktérego przeciwprostokatna jest
zawarta w prostej y = 3z + 10, a odcinek o koncach B(—5,—-5), C(3,—1)
jest przyprostokatna. Wyznacz wspolrzedne wierzchotka A.

b) Punkty A(—5,4) i C(4,—3) sa wierzchotkami tréjkata ABC, a jego
bok AB jest réwnolegly do osi OY. Prosta y = —3x — 11 zawiera jedna
z wysokosci tego tréjkata. Wyznacz wspotrzedne wierzchotka B.

Proste prostopadte [} i I, przecinaja sie w punkcie (2,4), a jedna z nich
przecina o§ OX w punkcie (—6,0). Wyznacz rownania prostych [, i 5. O ile
procent jest wieksze pole trojkata ograniczonego prostymi [y, I i osig OX
od pola tréjkata ograniczonego tymi prostymi oraz osig OY?

Korzystajac z podanej obok informacji,
sprawdz, czy proste k i [ sa prostopadte.

a) k:3z—4y+9=0, I: 3+ Jy =0
b) k:dx+6y—3=0, I: 2z —3y=0

Proste Ajx + Biy + Cy = 0
oraz Asx + Boy + Cy = 0 sa
prostopadte wtedy i tylko wte-
dy, gdy A1Azs + B1Bs = 0.

Dla jakich wartosci parametru m proste [y, [y sa prostopadte?
a) li:x+my—9=0, ly: 0,1z — 0,02y +3=0
b) li:4x — 9y —T7=0, ly: (dm* —4d)z —m?*y+17=0
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5.6. Interpretacja geometryczna
uktadu réownan liniowych

Rozpatrzmy proste [, i [, opisane rownaniami uktadu:
ar+ by =c
asx + bay = ¢

Wspotrzedne punktéw (z,y) nalezacych jednoczesnie do obu prostych sa roz-
wigzaniami tego uktadu. Moze zachodzi¢ jedna z ponizszych sytuacji.

Yt Y4 Y

P >
2 N
l 1 ZQ b

lh \
O

il /
/ O \X \ X /O X

Uklad oznaczony (ma jed- Uklad sprzeczny (nie ma  Uklad nieoznaczony (ma

no rozwiazanie) — proste rozwiazan) — proste sa  nieskonczenie wiele roz-
przecinaja sie w jednym  réwnolegtle i rozne. wigzan) — proste sie po-
punkcie. krywaja.

Przyktad 1

Rozwiaz graficznie uktad réwnan:
r+y=-3
{ 3r — 2y =—4
Przeksztalcamy réwnania uktadu do postaci kie-

y=-—-x—3
y=32x+42

Szkicujemy obie proste i odczytujemy wspot-
rzedne ich punktu przeciecia: P(—2,—1).

runkowej:

Rozwigzaniem ukladu jest wiec para liczb: z = —2, y = —1 (poprawnosé
rozwiazania mozna sprawdzi¢, podstawiajac je do uktadu réwnan).

Cwiczenie 1
Rozwiaz graficznie uktad roéwnan. Sprawdz otrzymane rozwiazanie.

20 —y = —4 de —y =3 r—y—3=0
a) b) c)
r+y=1 —r+ 2y =38 3r+y=1
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20 — 4y = —4

r—2y=—6

Przyktad 2
Rozwiaz graficznie uktad réwnan {

Roéwnania uktadu przeksztatcamy do po-
staci kierunkowej i szkicujemy obie pro-

yz%x—l—l
y=3x+3

ste.

Sa to proste rownolegle — nie maja punk-

tow wspolnych. Zatem uktad rownan nie

ma rozwiazania — jest sprzeczny.

Przyktad 3
Rozwiaz graficznie uktad réwnan:

r—3y=-3
2x — 6y = —6

Obydwa réwnania opisujg te sama prosta

o réwnaniu kierunkowym y = {1z + 1.
Uktad ma zatem nieskonczenie wiele rozwiagzan. Sa nimi wszystkie pary liczb
(z, 32 + 1), gdzie z € R.

Rozwigzaniami tego uktadu sa na przyktad pary: (—3,0), (0,1) czy (3,2).

Podaj trzy inne pary liczb bedace rozwigzaniami tego uktadu réwnan.

Cwiczenie 2
Rozwiaz graficznie uktad réwnan.

r—y=—1 20—y =06 —3x + 2y =2
a) b) c)
—r+y=3 0,0y —x = —3 6x — 4y = 8

Czasami nie musimy przeksztatca¢ rownan uktadu, aby okresli¢, czy jest on
oznaczony, nieoznaczony czy sprzeczny. Wystarczy przyjrzec si¢ wspotczynni-
kom przy niewiadomych oraz wyrazom wolnym.

Cwiczenie 3

Okresl, bez rozwigzywania uktadu réwnan, czy jest to uktad oznaczony, nie-
0ZNACZONY CZy SPrzeczny.

20 —y =1 3r — 2y =—1 20 +y=1
a) b) c)
dr — 2y =6 —3r+2y=1 —3r+y=—-4

5.6. Interpretacja geometryczna uktadu réwnan liniowych
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Zadania

1. Rozwiaz algebraicznie i graficznie uktad réwnan.

1
a){y iz C){w y e){x y

y+ax="7 3r —y=>5 —Sr+2y=—4
= —2x +2 —2r =141 3y+r =9
b) { Y d) {7 £) Y
4y + 3x = —12 9r — 2y = —3 y—l—Sz—%x
2. Rozwiaz graficznie uklad réwnan. Sprawdz otrzymane rozwiazanie.
3r+2y =9 0,50+ 2y =1 y = 6x 4 2
a) c) €) 9 s
xr =342y y=2-—ux S +3r=0

y=2x —2 20 =6 —y 2y —1==x
b) d) § ., f)
—2r+3y==6 ==z 6y — 3z =3

3

3. Napisz uktad réwnan, ktorego interpretacje geometryczna przedstawiono
na rysunku.

a) v

4. Dany jest uktad réwnan:

y=a1x+b
Y = T + by

Jakie warunki powinny spetiaé¢ wspoétczynniki aq, as, by, by, aby uktad byt:

a) nieoznaczony, b) sprzeczny, c) oznaczony?

5. Dla jakich wartosci parametru k& uktad réwnan jest oznaczony, dla jakich
nieoznaczony, a dla jakich sprzeczny?

rT—y =2 20 +y =4 doe —y = —1
a) b) c) 0 h
kr +2y=4 x+ ky =4k r—kiy =3
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6. Narysuj réwnolegtobok, ktéorego boki sa zawarte w podanych prostych.
Wyznacz wspdtrzedne wierzchotkéw tego rownolegtoboku.

a) y=x—2, y=x—6, y+3=0, y—2=0
b)y=2120+3, y=30-2, y=-20—-7, y=—-2x+38
c)3r—y=-2, 3r—y=4, r—2y=6, x —2y=—14

7. Trzy boki trapezu prostokatnego ABC' D sa zawarte w prostych y = %x—?,
y = sx+ 3, y = 2z + 3. Wierzcholek B jest punktem przeciecia osi OX
z prosta y = %CIZ — 2. Wyznacz wspoélrzedne wierzchotkow tego trapezu.

8. Dany jest réwnolegtobok ABCD (ry-
sunek obok).

a) Punkt P jest punktem przeciecia
prostej AD z prosta y = —x + 2. Ob-
licz pole trojkata ABP.

b) Punkt @ jest punktem przeciecia

prostej BC' z prosta y = —2x + 7. Ob-
licz pole trapezu ABQD.

|9.| Wierzchotki B i C' tréjkata prostokatnego ABC' sg punktami przeciecia
prostej y = —ix + 3 z osiami uktadu wspoélrzednych, a przeciwprostokat-
na AB jest zawarta w prostej y = %az — 2. Narysuj ten tréjkat i odczytaj
wspolrzedne wierzchotka A.

@ 10. Prosta AC dana jest réwnaniem y = 3x — 1, a wierzcholek B kwadratu

4
ABC D ma wspoélrzedne (—1, —8). Naszkicuj proste zawierajace przekatne
kwadratu i odczytaj wspotrzedne ich punktu przecigcia. Uzasadnij, ze dwa

wierzchotki tego kwadratu naleza do osi uktadu wspoétrzednych.

Pole tréjkata o wierzchotkach A(zq,y1), B(x2,v2), C(x3,y3) wyraza sie

WzOorem: 1
P = 1|z1ys + Tays + Tay1 — T1Ys — Tays — T3Yo]

11. Narysuj trojkat, ktérego boki sa zawarte w podanych prostych. Wyznacz
wspoOlrzedne wierzchotkéw tego tréjkata. Oblicz jego pole, korzystajac
z podanego powyzej wzoru.
a) y=x+4, y=—3z+1, y=-22+10
b)y=32x4+5, y=3r—-2, y=—1ix—2

5.6. Interpretacja geometryczna uktadu réwnan liniowych
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X H 4 1 ling Przyktad 3 X
R 5.7. Uktady nieréwnosci liniowych vaads oo LR
Wyznacz nierownosc opisujaca potptaszezyzng za- g T
Kazda z dwoch czeéci plaszezyzny, na ktére dzieli ja dowolna prosta, nazy- znaczona na rysunku obok. i R ol
wamy polplaszczyzng, a te prosta — krawedzig obu péltptaszczyzn. Krawedz potplaszczyzny jest prostg przechodzaca L
Polptaszezyzne zawierajaca krawedz nazywamy polplaszczyzng domknietq. przez punkty (0,2) i (3,0) — wyznaczamy jej r6w- ““x\ >
Potptaszczyzne, do ktorej nie nalezy zaden punkt jej krawedzi, nazywamy nanie: ) O] 1 ¢ ixKX
polplaszczyzng otwarta. y=—37+2
Prosta I: y = ax + b wyznacza dwie polplasz- Ve Y Polptaszczyzna jest otwarta, a jej punkty leza ponizej prostej y = —%JJ + 2,
czyzny otwarte: o zatem szukang nieréwnoscia jest y < —§a: + 2.
» zbiér {(z,y):z e R,y € Riy < ax + b} jest y>artb _}5,«/”” )
poltptaszczyna lezaca ponizej prostej [, o i Cwiczenie 2
e zbidr {(z,y): 2 €R, y € Riy > az + b} jest o 0 b Wyznacz nierownos¢ opisujaca potptaszczyzne zaznaczona na rysunku.
polplaszczyna lezaca powyzej tej prostej. e y<ar+b a) 1 1 1 iY4 4 by Y}y c) 1 iyt |
e A P
Przyktad 1 S —— = - e [ B =
Zaznacz na plaszczyznie zbiér punktéw spelnia- AN o500 // et P - oo oo
jacych nieréwno$é 2z —y + 1 > 0. - o B VA5 : - :
Nieréwnodé zapisujemy w postac: o y e ¥ e e e
i _i i i v ]
y < 2 +1 i 1‘;'_2;”"_ Vhiak cal e
Szukany zbior punktow jest poédiptaszczyzng L] S Y
. e _— mr o EX Przyktad 4
otwarta lezaca ponizej prostej y = 2x + 1. N | e . . o o
Wspélrzedne punktéw tej prostej nie spetniaja Q?‘, : in Przedstaw ilustracje graficzna uktadu nieréwnosci:
l'f 3 0 H i
nierownosci y < 2z + 1, wiec te prostg rysujemy Q//;; L . r+y+1<0
linig przerywanag. r : o y <3
Przyktad 2 Zaznaczamy odpowiednia polptaszczyzne
Zaznacz na ptaszczyznie zbiér punktow spetnia- iyt domknieta, ktoérej krawedzig jest prosta
jacych nieréwnosé 2z +y + 1> 0. N Tl T U J = —2 — 1. Dla drugiej nieréwnosci zazna-

., L, . ) czam Olptaszezyne otwarta ograniczon
Nierownosé zapisujemy w postaci: Y poip yne & 08 4

z gory prosta y = 3. Czes¢ wspolna obu pot-

> —2z—1
Y= 73 plaszczyzn jest zbiorem punktéw, ktorych

Szukany zbiér punktéw jest podiptaszczyzna do-

wspolrzedne spelniajg uktad nierownosci. B 2N ____‘

mknieta ograniczong przez prosta y = —%:z: — 1.

Wspélrzedne punktéw tej prostej spelniaja nie- Zauwaz, ze punkt (—4,3) nie nalezy do czesci wspdlnej obu polplaszezyzn.
réwnosc y > —%x — 1, wiec te prosta rysujemy

linig ciagta.

Cwiczenie 3
Przedstaw ilustracje graficzna podanego uktadu nieréwnosci.

Cwiczenie 1
Zaznacz na plaszczyznie zbiér punktéw spelniajacych podang nieréwnosé. . { —2x+y—3<0 b) { 3r—y—2<0 . { r—3y+3=20
a) —3z+2y—6>0 b)y>—3z—1 c) y—2x< -3 > —1 —6z 42y <0 20 + 1y > 8
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Zadania

1. Przedstaw ilustracje graficzna podanego uktadu nieréwnosci. Ktore spo-
srod punktéw P(6,1), Q(—3,5), R(8,—3) naleza do otrzymanego zbioru?

) r—y+12>0 b r—y+1>0 2c+y+120
a ¢
y+3>20 r—y—5<0 r+2y—7<0
2. Wyznacz ukltad nieréwnosci opisujacy zbiér punktéw przedstawiony na
rysunku.
a) \{Y ) ... VY bk
: £ T
i N Aol [%
o] MERY X gt

3. Wyznacz uktad nieréwnosci opisujacy zbior punktow lezacych wewnatrz
trojkata ABC: a) A(1,2), B(5,—2), C(5,4), b)A(—6,7), B(0,1), C(2,3).

4. Pewien tréjkat zostal opisany przez podany uktad nieréwnosci. Naszkicuj
ten trojkat i wyznacz wspolrzedne jego wierzchotkow.

y—x >0 3r+y—12<0 r+y+3=20
a) S y+x<6 b) ¢ 3x —2y+6>0 c) ¢ 2r—y—6<0
r+1>20 y+3=>0 r—2y+32>0

5. Wyznacz uktad nieréwno$ci opisujacy zbiér punktéw przedstawiony na

rysunku.

6. Dane sg zbiory: A = {(z,y) € R*: y > 2},
B={(z,y) e R* z +y > 6},
C={(z,y) €eR* —xz+y—2<0}.

Symbol R? oznacza zbior
wszystkich punktow ptasz-
czyzny kartezjanskiej, czyli

Zaznacz w uktadzie wspoirzednych zbidr: plaszczyzny z wprowadzonym

a) ANBNC, ¢) (AUB)\C, ukladem wspétrzednych.
R? = {(z,9): z € Riy € R}

b) (ANC)\ B, d) (A\ C)UB. O Y ,_
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= Dowiedz sie wiecej

Programowanie liniowe

Przyktad
Wyznacz najwieksza i najmniejsza warto$¢ sumy x + y dla punktow (x,y)
nalezacych do wielokata opisanego za pomocg uktadu nieréwnosci:

(y> -2z + 10 i
y<sz+1

y=>0

<6

Wielokat ten przedstawiono na rysunku obok. O 123456 X

Skorzystamy z twierdzenia moéwigcego, ze wartos¢ najwieksza oraz wartosé
najmniejsza sumy z + y sa osiagane w ktérychs z wierzchotkéw (lub na calym
boku) danego wielokata.

Wierzchotkami wielokata sg punkty:
(5,0), (6,0), (6,4) i (2,2)

Obliczamy dla nich wartosci sumy = + y:

(5,0 z+y=5+0=5

(6,0 z24+y=6+0=6

(6,4):c+y=6+4=10

(2,2):z+y=2+2=14

Zatem najwigksza wartoscia sumy x + y jest 10, a najmniejsza 4.

W powyzszym przyktadzie przedstawiono proste zagadnienie z dzialu ma-
tematyki zwanego programowaniem liniowym. Dziat ten zajmuje sie zagad-
nieniami optymalizacyjnymi, czyli szukaniem najlepszego rozwigzania wsréd
wszystkich mozliwych (np. maksymalizacji zyskéw lub minimalizacji kosztéw).
Programowanie liniowe byto intensywnie rozwijane podczas II wojny swiato-
wej, kiedy wykorzystywano je w logistyce.

1. Wyznacz warto$¢ najwiekszg i wartos¢ najmniejsza sumy = + y dla wielo-
kata opisanego uktadem nieréwnosci.

(y < 2z+4 (y <2049 (2-6<0

y>2x—4 y>2r—6 T—y+3>0
a) < b) < ¢) S

y > —2 y>—x—3 r+y—7<0

(2 <6 Ly < —57+4 l2+3y+3>0
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R 5.8. Rodwnania i nierownosci liniowe

Z parametrami

Przyktad 1
Rozwigz rownanie a’xr — 3 = a — x z niewiadomg = w zalezno$ci od paramet-
ru a. Podaj rozwiazanie tego réwnania dla a = —11 a = 3.

a’r—3=a—=x

a’r+r=a+3
Zauwaz, ze a® +1 # 0
(a2+1)x:a+3/:(a2—|—1) dla a € R.
_a+3 Otrzymane rozwigzanie row-
 a?2+1 nania zalezy od parametru a.

Roéwnanie ma jedno rozwiazanie dla kazdego a € R.

oo

Dla a = —1 otrzymujemy z = 1, natomiast dla a = 3 otrzymujemy = = <.

W przypadku rownan z parametrami zazwyczaj przyjmujemy, ze x jest nie-
wiadoma, chyba ze wyraznie zaznaczono inaczej.

Przyktad 2

Rozwigz rownanie a’xr — 3 = a + 92 w zaleznosci od parametru a.
a*r —3=a+ 9%
a’*r —9r =a+3

Zauwaz, ze wyrazenie a® — 9
(a2 — 9):(3 =a+3 moze przyjmowaé wartosé 0.

* Dla a = —3 otrzymujemy réwnanie tozsamo$ciowe (spetnione przez dowolna
liczbe): 0z = 0.

* Dla a = 3 otrzymujemy réwnanie sprzeczne: Ox = 6.

* Dla a € R\ {-3,3} mamy a* — 9 # 0. Réwnanie ma jedno rozwigzanie

at3 __ a+3 A |
a?2-9  (a+3)(a—-3)  a-3°

postaci: x =

Cwiczenie 1
Rozwiaz podane réwnanie w zaleznosci od parametru a.

a) sar —da=z+a b) (a—1)z+4=3z+a ¢) da’xz+ =a+x

Cwiczenie 2
Sprawdz, dla jakich wartosci parametréw a i b rownanie ax + b = 0 jest toz-
samosciowe, dla jakich jest sprzeczne, a dla jakich ma jedno rozwiazanie.
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Przyktad 3
Sprawdz, dla jakich wartosci parametréw a i b rownanie ax + 4 = 2a + 2bx jest

tozsamosciowe, dla jakich jest sprzeczne, a dla jakich ma jedno rozwigzanie —
znajdz to rozwiazanie. Podaj rozwigzanie tego réwnania dla a =51 b = 1.
ax + 4 = 2a + 2bx
axr — 2bx = 2a — 4
(a —2b)x = 2a — 4
*Dlaa—2b=01i2a—4 =0 (czylia =21ib= 1) rownanie jest tozsamosciowe.

*Dlaa—2b=0i2a—4#0 (czylia#2ib= %a) réwnanie jest sprzeczne.

2a — 4

* Dla a — 2b # 0 (czyli b # $a) réwnanie ma jedno rozwigzanie: r = 22—

Po podstawieniu a = 51 b = 1 otrzymujemy x = 2.

Cwiczenie 3
Przeprowadz analize liczby rozwiazan rownania ze wzgledu na wartosci para-
metrow a i b. Podaj rozwiagzanie tego rownania dlaa =21 b = —1.

a) 2ax — 1 =a*+ bz d) ax —b=2—bx
b) a*xr+2=10b—b*x e) 3ax —9 = 2bx + 3b
c) 6ax + 3a = 2bx + b f) ar +a=3bxr+b

Przyktad 4

Dla jakich wartosci parametru m miejsce zerowe funkcji f(z) = (m + 1)z + 2
jest liczba dodatnia?

* Zauwazmy, ze dla m = —1 funkcja f nie ma miejsca zerowego — jest funkcja
stata f(x) = 2.

* Dla m # —1 wyznaczamy miejsce zerowe funkcji f.

(m+1Dz+2=0

(m+ 1)z = -2
=2
o m-+1
< P . . .
Nierownos¢ =5 > 0 jest spelniona, gdy m + 1 <0, czyli dla m < —1.
Cwiczenie 4

Dla jakich wartosci parametru m miejsce zerowe funkcji f jest liczba ujemna?
a) f(x)=(m—2)x—4 c) f(z) = (m*+ 1)z +m
b) f(x)=(2m+3)z+1 d) f(z)=—-m*z+3—m

5.8. Réwnania i nieréwnosci liniowe z parametrami
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Przyktad 5
Dla jakiej wartosci parametru k zbiorem rozwazan nieréwnosci (k+1)z—2 < 0
jest przedzial (—oo;1)?

Rozpatrzmy funkcje f(z) = (k+ 1)z — 2.

Zbiorem rozwiazan nieréwnodci f(x) < 0 jest przedzial (—oo;1], gdy jest to
funkcja rosnaca, ktérej miejscem zerowym jest 1.

* Funkcja f jest rosnaca, gdy k+ 1 > 0, czyli dla & > —1.

* Miejsce zerowe funkeji f jest réwne 1, gdy 5 = 1, czyli dla k = 1.

Zatem warunki zadania sg spetnione dla k£ = 1.

Cwiczenie 5
Wyznacz wartosé¢ parametru k, dla ktérej zbiorem rozwiazan nierownosci jest
podany przedzial.

a) (k—3)z+2<0, (—oo0;—2]
b) (k+1)x+6 >0, (—o0;3)

c) kx+3 >4z, [1;00)
d) 2z < kx +2, (—4;00)

Zadania

1. Dla jakich wartosci parametru m podane réwnanie ma jedno rozwiazanie
bedace liczba dodatnia?

) r—m _ m-+4 b) mr—m _ 1—2m C) mx — 1

3 2 2 4 =1tz

2. Okresl liczbe rozwigzan rownania ze wzgledu na parametr m.

d) (1 -2m)x=m? -1

a) 2r —2=4+mx i
b) mx+2=m — 3z

c) (m+1x=m?*—-1

e) (m?>—1)z=m?>+m

f) (m?*+2m)x =m? — 4

3. Zbadaj liczbe rozwiazan réwnania w zaleznosci od parametrow p i q.
d) p’r+q=p+q¢°z

e) (x—p)(z—q)=2"+pq

f) (x—p)=2"—qu

a) 2pr —qr =p — 4

b) pr+2=3z+¢q

c) pr+¢° =p*—qx
4. Rozwiaz rownanie ar — 2x = 4a — 1:

a) z niewiadoma z i parametrem a, b) z niewiadoma a i parametrem .
5. Dla jakich wartosci paramatru k miejsce zerowe funkcji f nalezy do prze-

dziatu [—2;2]7

a) f(x)=—-3z+1—6k b) f(e)=(x—k)*—(z+k)*+Ek>, kE#£0
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5.9. Funkcja liniowa - zastosowania

Przyktad 1

Funkcja f(x) = 1500 + 12z, gdzie D; = N, opisuje miesieczne koszty (w zlo-
tych) firmy Skrzat, produkujacej krasnale ogrodowe: 1500 zt to koszt staly,
12 zt to koszt wyprodukowania jednego krasnala, = — liczba krasnali.

a) Naszkicuj wykres funkcji f. il = dlael — Tty
b) Jaki byl pélroczny zysk firmy, jesli
Y

10500..m.im.i m.m..mlm.é..m m.”m.m
9000 “."“i"”.i.m.m m.i.m mi. . .

w tym czasie wyprodukowano 1800 kra-
snali i sprzedano je po 37 zt za sztuke?

Dochéd ze sprzedazy: —— _. ) )
1800 - 37 = 66 600 [z1] 6000
Koszty po 6 miesiacach: JESI I 5 o A5 00
6 - 1500 + 12 - 1800 = 30600 [z1] 3000 |

Poélroczny zysk: 1500 ¥~
66 600 — 30600 = 36 000 [z1]

O 100 200 300 400 500 600 700 X
Cwiczenie 1

W firmie opisanej w przyktadzie 1. podjeto decyzje o produkcji wiekszych kra-
snali, przy czym koszt wyprodukowania takiego krasnala wyniost 20 zt (koszty
stale pozostaly bez zmian). Naszkicuj wykres funkcji g opisujacej obecne mie-
sieczne koszty tej firmy.

Cwiczenie 2

Funkcja f(x) = 2z + 800, gdzie D; = N, opisuje dzienne koszty, jakie ponosi
firma produkujaca pokarm dla kotow: 800 zt to staly koszt dzienny, x — liczba
puszek pokarmu wyprodukowanych dziennie, a 2 zt — koszt wyprodukowania
jednej puszki. Dochody firmy opisuje funkcja g(z) = 4z, gdzie D, = N, x jest
liczbg sprzedanych dziennie puszek pokarmu, a 4 zt to cena jednej puszki.
Przyjmujac, ze liczba wyprodukowa- Vi oo _
nych i sprzedanych danego dnia, puszek 2800 s s o e e

jest taka sama, podaj wielko§¢ dziennej 2400 S
000 0 T SR WNPOU: (SO SO S ol -

produkcji, dzieki ktérej firma osiagnie: 600 b

a) zerowy wynik ekonomiczny (dochéd 00| | f_—7 -
jest réwny kosztom), 800 P sl ks sk
b) dzienny zysk w wysokosci 400 zt, 400 |l ittt ki il

c) dzienny zysk w wysokosci 1400 zt. O 100 200 300 400 500 600 700 X

5.9. Funkcja liniowa - zastosowania
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Zadania

1. Samochdd A kosztuje 34 tys. zt i spa- Y

la 8 1 benzyny na 100 km, a samo- 70000
chod B kosztuje 40 tys. zt i spala 6 1
benzyny na 100 km. Cena benzyny 60000
wynosi Srednio 6 zt za litr. Niech =
oznacza liczbe przejechanych tysie- 50000
cy kilometréow, y — cene samochodu

plus koszty paliwa w zlotych (pozo-
state koszty pomijamy). Na zamiesz-

40000 [~

czonym obok wykresie przedstawio-

30 000
no taczny koszt dla samochodu B.

0 20 40 60 80 100 120 X
a) Naszkicuj analogiczny wykres dla samochodu A.
b) Jezeli zakupiono samochéd B, to po przejechaniu ilu kilometréw zwréci

sie roznica w cenie?

Przeczytaj informacje dotyczace warunkéw wypozyczenia roweréow w wy-
pozyczalniach Wagabunda i Szprycha (z oznacza liczbe godzin).

WYPOZYCZALNIA WAGABUNDA WYPOZYCZALNIA SZPRYCHA
* Rower goérski 10 zt + 2x zt * Rower gorski 6 zt + 3x zt

* Rower dzieciecy 6 zt 4+ 2z zi * Rower dzieciecy 2 zt + 3z zl

Na wykresie obok przedstawiono tkoszt [21] | .
koszt wypozyczania roweru gorskie- 22 R

go w wypozyczalni Wagabunda w za- 20
leznosci od czasu. sl _ ;
a) Naszkicuj analogiczny wykres dla 16 ' " '
wypozyczalni Szprycha.

b) Odczytaj z wykreséw, na ile go- H
dzin korzystniejsze jest wypozycze- 12 : e : :
nie roweru gorskiego z wypozyczalni LU T M CZ;S"[h]
Wagabunda, a na ile z wypozyczalni =

Szprycha.

c¢) Trzyosobowa rodzina chce wypozyczy¢ dwa rowery gorskie i jeden rower
dzieciecy. Na ile godzin korzystniejsze jest wypozyczenie roweru gorskiego
z wypozyczalni Wagabunda?
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3. Piotri Stefan wyruszaja na wycieczke ro- 30 km 105 km

werowg do miasta C' o tej samej godzinie. A B ¢
Piotr startuje z miasta B i jedzie ze stala predkoscia 15 km/h, a Stefan
z miasta A i jedzie ze stala predkoscia 22,5 km /h.

a) Naszkicuj wykres pokazujacy odlegloéé Piotra od miasta C' w zaleznosci
od czasu oraz w tym samym uktadzie wspotrzednych — wykres pokazujacy
odleglos¢ Stefana od miasta C' w zaleznosci od czasu.

b) Po jakim czasie Stefan dogoni Piotra?
c) O ile Piotr musialby zwiekszy¢ swoja $rednia predkosé, aby Stefan do-
gonit go dopiero w miescie C?

Z miasta A o godzinie 8.00 wyjechal rowerzysta poruszajacy sie z predko-
Scia 20 km /h. Dwie godziny p6zniej z miasta A w te sama strone wyjechal
samochodd, ktory poruszal sie z predkoscia 60 km/h. Naszkicuj w jednym
uktadzie wspotrzednych wykresy zaleznosci liczby kilometréw przejecha-
nych przez kazdy z pojazdow od czasu, jaki uptynal od rozpoczecia po-
drézy przez pierwszy z nich. Oblicz na podstawie wykresu:

a) o ktérej godzinie samochdéd wyprzedzil rowerzyste,

b) jaki dystans dzielil rowerzyste i samochdd o godzinie 10.30,

c) o ktérej godzinie samochdd oddalit sie od rowerzysty o 40 km.

Z Kartuz do odlegtych o 15 km Ostrzyc wyruszyt pieszo turysta. Godzine
pézniej z Ostrzyc do Kartuz wyjechal samochod, ktéry minat turyste po
15 minutach jazdy. Po potgodzinnym postoju w Kartuzach kierowca ruszyt
w droge powrotna. Po raz kolejny minat turyste zmierzajacego do Ostrzyc
po 50 minutach od ich ostatniego spotkania. Oblicz, ile czasu zajeta tu-
ryscie droga z Kartuz do Ostrzyc. Przyjmij, ze turysta szedl cala droge
w tym samym tempie, a kierowca w obie strony jechat z taka sama stata
predkoscia.

Z miejscowos$ci A do oddalonej o 40 km miejscowosci B wyruszyl rowe-
rzysta jadacy z predkoscia 16 km/h. Jednocze$nie z miejscowosci B do
miejscowosci A wyruszyt drugi rowerzysta, ktéry poruszat sie z ta sama
predkoscia.

a) Przedstaw na wykresie i za pomoca wzoru odlegto$¢ kazdego z rowe-
rzystow od miejscowosci A w zalezno$ci od czasu.

b) Zapisz wzor okreslajacy odleglo$é miedzy rowerzystami w zaleznosci
od czasu. W jakim czasie od chwili rozpoczecia podrozy odlegtosé ta byta
rowna 8 km?

5.9. Funkcja liniowa - zastosowania
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Dowiedz sie wiecej

Posta¢ parametryczna réwnania prostej

4. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

W tym rozdziale przedstawiono dwa sposoby opisu prostej w uktadzie wspot- Ruch kuli K toczacej si¢ po prostej & opisuja rownania parametryczne:

rzednych — postacie kierunkowa i ogélng. Istnieje jednak wiele innych sposo- x =2t dzie t € R v
béw — jednym z nich jest posta¢ parametryczna. y=t 8 e e P
Na przyktad uktad rownan z parametrem ¢: Ruch kuli K, toczacej si¢ po prostej | )

o - Opisuj% rownania parametryczne: N S
e s A= o ks PI6. 3
. { - gdzie teR 1 B e A _

y=-3+1t

jest parametrycznym przedstawieniem prostej NCHNIE B
Czy kule K; i K sie zderza? 1L/ X

AB (rysunek obok). Opisuje on ruch punktu

po prostej AB. Dla t = 0 otrzymujemy punkt 5 1 S )E Wyznaczmy réwnania kierunkowe prostych k: y = sz i l: y = x — 3.
A(2,3), adlat =1 - punkt B(6,5). : A : Proste k i | przecinaja si¢ w punkcie P(6,3). Zderzenie jednak nie
nastapi, gdyz kula K; bedzie w punkcie P dla ¢ = 3, natomiast ku-

1. Naszkicuj prosta opisang parametrycznie.
LR e iR v la K5 dopiero dla t = 6.

r=—-1+2¢t . xT=—2+1% _
a) , gdzie t €R b) , gdzie t €R . o . . A
y=-—-3+1¢ y=2-—3t Przemieszczanie sie slimakéw S; i Sy opisuja podane réwnania parame-
tryczne (t > 0). Czy te §limaki sie spotkaja?
Przyktad 1
rzy 2 , . . . . . . L= 3 —|— 2t = St
Wyznacz réwnanie kierunkowe prostej przedstawionej parametrycznie: a) Si: 2 Sy o
y=o—1t y=-1+

:C:1+%t _
, gdziet € R
b)Sll 522

Z pierwszego réwnania wyznaczamy parametr: ¢ = 2z — 2 i podstawiamy do y=8-—2t y=—4+2t
drugiego rownania:

y=3—-2t=3-—2(2zx —2) Réwnanie prostej w trojwymiarowym uktadzie wspétrzednych mozemy przed-
skad otrzymujemy y = —4x + 7. stawi¢ w postaci parametrycznej. Na przyktad prosta opisana réwnaniami:
r=3+1
@ 2. Uzasadnij, ze dla t € R podane uktady réwnan opisuja te sama prosta. _
y=2—t ,gdziet € R
B =% 7= =1 =k 20 #=1 =%
I. { o II.{ )t 6 I11. { s z=4+2t
y=1+ y=-—2 g=s przechodzi przez punkty A(3,2,4) dlat =0 oraz B(4,1,6) dla t = 1.
<5 FERES G G R O R I S e 5. Ktore sposrod punktéw P(3,1,2), Q(9,0,6), R(—3,7,2) naleza do prostej
= k=% ) przedstawionej w postaci parametrycznej?
faion gdziet € R
y=a+2i z =52t r=6— 3t
Podaj wartosé¢ parametru ¢, dla ktérego punkt A nalezy do prostej [. a) { y=1+ %t  edzie t € R b) { y=—-2+3t, gdziet € R
a) A(—10,12) b) A(11,-2) c) A(2, %) 4t =5 _¢
Czy punkty P(—1,2) i Q(8,4) leza na prostej [? .
»
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Powtorzenie

A
1.

10.

Zestaw |

Naszkicuj prosta [. Podaj, ktore z punktow P, Q), R naleza do tej prostej.
a) l: y =2z —4, P(5,6), Q(—3,—10), R(—1,—11)
b) l:y=3x+2, P(—8,-2),Q(9,%), R(17,103)

Naszkicuj wykres funkcji f. Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje
wartosci ujemne, a dla jakich wieksze od 27

a) f(z)=2z+4 b) f(z) = —3x+5 c) f(z)=—25x—3

Wyznacz punkty przeciecia wykresu funkcji f z osiami uktadu wspotrzed-
nych. Oblicz pole obszaru ograniczonego osiami uktadu wspéirzednych
i wykresem funkcji f.

a) f(x)=—3x+3 b) f(z)=22x—38 c) f(x)=—-3x—17,5

Okresl monotonicznosé funkcji f w zaleznosci od parametru m.
a) fl&)=(m+ 3z -7 b) f(z) = (6—2m)z+9
Sprawdz, czy punkty A, B i C naleza do wykresu tej samej funkcji liniowe;j.
a) A(2,-7), B(3,-10), C(—-2,5) b) A(—4,-3), B(—2,-2), C(12,5)

Punkty P i @ nalezg do wykresu funkcji y = azx. Oblicz k.

a) P(3,2), Q(5,k) b) P(k,6), Q(5.5) ) P(L8, 24), Q(12,k)
Wyznacz wzor funkeji, ktérej wykresem jest prosta réwnolegla do prostej |
i przechodzaca przez punkt P. Czy ta funkcja jest malejaca?

a) l:y=—3x+7, P(6,5) b) I: y =tz — 11, P(—6,1)
Wyznacz rownanie prostej przechodzacej przez punkt P(—3,—1) i prosto-
padtej do prostej (.

c) l:y=—6
d) I: x=11

a) lLy=3o—7T
b) l: y=—4,5x — 5

e) :3z—5y—1=0
fy ix—y=y+=z
Wyznacz wzér funkcji liniowej f, ktéra spetnia podane warunki.

a) F(=2) = —4 i f(4)=—1 ¢) f(-8)=6 i f(~3)=14

b) f(=3)=21 f(3)=6 d) f(0)=01 f(v2)=2
Rozwiaz rownanie z niewiadoma x w zaleznosci od parametru m.

a) m(z —6) =2z — 12 b) m(mx —1) =9x + 3

I 264 5. Funkcja liniowa

B Zestaw Il

1.

Wykresem funkcji f jest prosta . Wyznacz zbiér argumentoéw, dla ktérych
funkcja f przyjmuje wartosci niedodatnie.

a) l:y=6x+18 b) l: y = =32 — 10 ¢) :V2r+y—4=0

Wyznacz réwnania prostych, w ktorych zawarte sa boki tréjkata o wierz-
chotkach A, B, C. Czy jest to trojkat prostokatny?

a) A(07 O)a B(87 6)7 C(_67 8) b) A(_67 O)a B(L 1)7 C(_Sv 4)
Wyznacz rownania prostych zawierajacych boki czworokata o wierzchot-

kach A(-2,-3), B(4,0), C(2,4), D(—4,1). Uzasadnij, ze czworokat ten
jest prostokatem.

Rozwiaz algebraicznie i graficznie uktad rownan.

T—Yy=—9 3x —2y =95 0,50y — 0,125 = 1,5
2) ) e) 1 1 1
2r+y=—4 —6x + 4y = 8 ly—Lto=1
3r—y =3 3x+4y=-19 2y—3m2_4:O
b) d) { f)
r—3y=—15 sx—y=-—15 y—15z=5

Wyznacz wspotrzedne wierzchotkow trojkata, ktorego boki sa zawarte
w prostych [, [ i l3. Narysuj ten tréjkat i oblicz jego pole.

a) liry=x+2, lyxy=—x+2, I3 y=-3x+6

b) l1:2c—y+6=0, [5:3z—4y+4=0, l5:y—4=0

c) lirx—2y—4=0, l5:3x+4y—28=0, l3:24+2=0

Przekatne rombu sg zawarte w prostych 3z + 4y = 1014z — 3y = 5, a dwa
sposrod jego bokéw w prostych x — 2y — 5 =01 z — 2y + 5 = 0. Narysuj
podane proste i odczytaj wspotrzedne wierzchotkéw rombu. Wyznacz réw-
nania prostych, w ktérych sg zawarte pozostate boki rombu.

Narysuj trojkat prostokatny, ktérego boki sa zawarte w prostych k, [, m
i odczytaj wspotrzedne jego wierzchotkéw. Wyznacz wspolrzedne spodka
wysokosci opuszczonej z wierzchotka kata prostego.

a) kry=2x+2, Ly=32x—3, m:y=—ix+5;

b) kry=-20-7, lty=2x—3, my=1ix+3

2

Dwa boki réwnolegtoboku sg zawarte w prostych y = %x —liy= —%x + 6,
a jeden z jego wierzchotkéw ma wspolrzedne (—1,2). Wyznacz wspol-
rzedne pozostatych wierzchotkow tego réwnolegtoboku.

Powtérzenie
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Zadania z kontekstem realistycznym

1. Aby oprézni¢ wypelniony woda basen, otworzono odplyw, przez ktory
woda wyptywata jednostajnym strumieniem w tempie 60 litréw na mi-
nute. [los¢ wody y (w litrach), ktéra po uptywie & minut pozostawala
jeszcze w basenie, mozna opisa¢ funkcja y = 9000 — 60z. Oblicz, po jakim
czasie w basenie zostalo 40% poczatkowej ilosci wody.

2. Student dorabial, rozwozac pizze. Przez 7 dni pracowal w pizzerii Milano,
w ktorej obowigzywalta stawka dzienna 48 zt i dodatkowo 3 zt za kazda do-
stawe. Nastepnie przeniost sie do pizzerii Torino, w ktorej stawka dzienna
wynosita 60 zt i dodatkowo 2,40 zt za kazda dostawe. Po 7 dniach pracy
w Torino stwierdzit, ze zrealizowal tyle samo dostaw i zarobit tyle samo
co w Milano.

a) Oblicz, ile dostaw zrealizowal student w kazdej pizzerii.

b) Oblicz, ile zarobit student w kazdej pizzerii.

3. Wypozyczalnia limuzyn oferuje dwa warianty ustug.

Limit kilometréw | Cena za 1 km
Optata stata . . C e
w cenie optaty statej powyzej limitu
Wariant I | 800zt | 200 1 2t
Wariant II |~ 6002t | 300 1,80 2t

a) Dla obu wariantéw oblicz koszt wynajecia limuzyny dla trasy 350 km.
b) Dla obu wariantow zapisz wzor funkcji opisujacej koszt wynajecia li-
muzyny w zalezno$ci od liczby przejechanych kilometrow.

c) Jaka co najmniej dlugosé trasy zaplanowatl klient, jezeli korzystniejszy
dla niego okazal sie wariant I7

4. Koszt chodnika o szerokosci 2 m, uwzgledniajacy jego utozenie i materiaty,
mozna opisa¢ za pomoca pewnej funkcji liniowej. Wiadomo, ze dla takiego
chodnika o dtugosci 160 m koszt wynosi 70 000 zt, a dla chodnika o dtugosci
240 m to 104 000 zt. Oblicz koszt chodnika o dtugosci 180 m.

5. W pewnym eksperymencie puszczano promien swietlny w ptaszczyznie opi-
sanej ukladem wspoélrzednych. Promien ten przeszedl przez punkt A(5,3)
i odbit si¢ w punkcie B(Z,0) od przeszkody ustawionej wzdluz osi OX.
Wyznacz réwnanie prostej, wzdluz ktorej biegt ten promien przed odbi-
ciem, i réwnanie prostej zawierajacej promien odbity.
Wskazowka. Kat odbicia jest rowny katowi padania.
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Sposob na zadanie

Przyktad 1
Prosta y = ax + b przechodzi przez punkty P i (). Dla ktorej pary punktow
P, Q wspoélczynnik kierunkowy a jest ujemny?

A-P(=55): Q=5 5) C.P(-},-%). Q(3.5)
B. P(2,-1), Q(%.9) D. P(-3.4), Q(%.9)

Aby wskazaé¢ poprawna odpowiedz, mozemy postapi¢ na rézne sposoby.

* Obliczamy wspolczynniki kierunkowe prostych w kazdym z przypadkéw A,
B, CiD.

 Zaznaczamy punkty P i Q w uktadzie wspélrzednych, .. A Y
aby sprawdzi¢, w ktorym przypadku prosta PQ jest wy- . . 1IN\Q |

kresem funkcji malejacej (na rysunku obok przedstawio- : .
no prosta PQ dla przypadku D). o1 \ X

* Zauwazmy, ze tylko w przypadku D: zp < xg (gdyz —g < g ) oraz yp > yg
(gdyz 2 > 2), zatem prosta PQ jest wykresem funkcji malejacej, czyli a < 0.
Odpowiedz: D

=» Zadanie 6, str. 268

Przyktad 2
Ktéra para punktow nie nalezy do prostej y = ax + 2 dla zadnej wartosci
wspotcezynnika a?
A. (-8,-5), (8,9)
B. (—9,6), (9,—2)

C. (-8, —6), (4,—2)
D. (—10,4), (5,1)

Aby wskaza¢ poprawna odpowiedz, mozemy postapi¢ na rézne sposoby.

* Sprawdzamy wspétliniowo$é podanych punktéw z punktem (0,2) w kazdym
z przypadkow A, B, C i D.

* Zauwazamy, ze prosta y = ax + 2 nie moze przechodzi¢ jednoczes$nie przez

punkty nalezace do III i IV ¢wiartki ukladu wspoétrzednych (patrz rysunki),
a takie punkty podano tylko w przypadku C.

Gp98 s XM i i az8 ) I P12 -

Odpowiedz: C
=» Zadanie 7, str. 268

v
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-10 wybierz wtasciwa odpowiedZ sposrod podanych.
Zadanie 1 (0-1) v

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji \
liniowej o wzorze f
A. f(z)=32+2 C. f(z)=3z+1 o1 X
B. f(z)=—iz+2 D. f(z)=—iz+1

Zadanie 2 (0-1)

Przez ktora ¢wiartke uktadu wspolrzednych nie przechodzi wykres funkcji
flx)=—2z—47

A. 1 B. II C. 1II D. IV

Zadanie 3 (0-1)
Miejsce zerowe funkcji f(z) = v/2x + 4 jest réwne

A. —2./2 B. V2 C. 2 D. 2./2

Zadanie 4 (0-1)
Prosta przechodzaca przez punkt (—1,6) i przecinajaca o$ OX w punkcie

o odcietej 1 przecina o$ OY w punkcie o rzednej
A. 3 B. 3 C. -3 D. —6

2
Zadanie 5 (0-1)
Punkt A(2k,7) nalezy do wykresu funkcji f(z) = 2z + 1 dla
A.kz% B.kz% C.kz% D. k=7

Zadanie 6 (0-1) = Przykiad 1, str. 267
Prosta y = ax + b przechodzi przez punkty P i (). Dla ktorej pary punktow
P, ) wspoélczynnik kierunkowy a jest dodatni?

A. P(-3,-3), Q5. %) C. P(3,-1), Q(2,-1)
B. P(5,-%), Q(5.—%) D. P(-3,-%), Q(¥,-1)

Zadanie 7 (0-1) = Przykiad 2, str. 267

Ktora para punktéw nie nalezy do prostej y = a(x — 2) dla zadnej wartosci
parametru a?

A. (4,1), (—4,-3) C. (-3,-2), (—1,3)

B. (—3,-10), (1,—-2) D. (1,3), (3,-3)

Zadanie 8 (0-1)
Proste y = 3x + 3m iy = (2m + 1)x + 6 sa prostopadle wtedy, gdy

A.m=0 B. m=—1 C.m=-—1 D. m=—

3

w (N
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Zadanie 9 (0-1)

Y
Dwa boki trojkata prostokatnego o kacie pro- \
stym przy wierzchotku A sa zawarte w pro- RN

1
O

N

1 X

stych przedstawionych na rysunku obok. Pole

tego trojkata jest réwne
A. 20 B. 24 C. 28 D. 40

Zadanie 10 (0-1)
Dany jest czworokat o kolejnych wierzchotkach P(0,—5), Q(3,—4), R(4,—1)
iS(1,—2). W ktorej prostej jest zawarta jedna z przekatnych tego czworokata?

A.y=z+5 B.y=—x2+5 Cy=z-1 D.y=—x2-1

Zadanie 11 (0-1) Y
Na rysunku obok przedstawiono prosta k.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wy- k
bierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F —

jesli jest falszywe. ol 1 X

—

Prosta y = —%x + 8 jest réwnolegta do prostej k. P F

Prosta y = %:c + 3 jest prostopadta do prostej k. P F

Zadanie 12
Na rysunku obok dany jest odcinek AB bedacy Y
jednym z bokow trojkata ABC.

Zadanie 12.1 (0-1)
Ocen prawdziwos$¢ ponizszych stwierdzen. Wy- N /1

bierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F' —
jesli jest falszywe. O] 1 X

Wysokosé¢ trojkata ABC' opuszczona z wierzchotka C' jest

2 P F

zawarta w prostej o wspotczynniku kierunkowym rownym —z.

Jesli wierzcholek C' ma wspélrzedne (9, —4), to trojkat ABC
jest prostokatny.

Zadanie 12.2 (0-2)
Wierzcholek C' ma wspolrzedne (1, —1). Wyznacz réwnania prostych zawie-
rajacych boki AC' i BC tego tréjkata.
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 13 (0-2)
Na rysunku obok przedstawiono prosta k.

Dokoncz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby
dla kazdej z nich otrzymane zdanie bylto prawdziwe.

Prosta, ktora przecina prosta k£ w punkcie o obu

wspotrzednych catkowitych, dana jest rownaniem

Aly=—32-6 E.y=ic+2
B.y=—2-6 F.y:%x-i—Z
C.y=-2xr—-6 G.y=x+2
D.y=-3x—-6 H o y=3z+2

Zadanie 14 (0-1)
Punkty K (—4,—5)1 M(8,1) sa przeciwlegltymi wierzchotkami rombu K LM N.

Dokonicz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedZz A albo B oraz
jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Przekatna LN tego rombu jest zawarta w prostej o wspétczynniku kierunko-
wym rownym
A —2 1. | maja rowne diugosci.
poniewaz przekatne rombu 2, | dziela sie na potowy.

3. | sa prostopadte.

Zadanie 15
Dany jest trapez o kolejnych wierzchotkach A(—4,—3), B(4,1), C(4,3) oraz
D(—4,7).

Zadanie 15.1 (0-2)
Uzasadnij, ze przekatne tego trapezu nie sg prostopadte.

Zadanie 15.2 (0-3)
Wyznacz punkt, w ktéorym przecinajg si¢ proste zawierajace ramiona tego
trapezu.

Zadanie 16 (0-2)
Dla jakiej liczby ¢ miejsce zerowe funkcji f(x) = 2z + ¢ jest réwne 67

Zadanie 17 (0-2)
Uzasadnij, ze proste y = %x —(1—2)iy=0,4x — (x — 1) sa prostopadte.
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Zadanie 18 (0-2)
Prosta k jest prostopadta do prostej [: y = %ZC + 2 i przecina o§ OX w tym
samym punkcie co prosta [. Wyznacz réwnanie prostej k.

Zadanie 19 (0-2)
Zmajdz najwieksza liczbe catkowita m, dla ktérej prosta y = (%m + 9) x—4
jest wykresem funkcji malejacej.

Zadanie 20 (0-4)
Oblicz pole trojkata ograniczonego osia OX oraz prostymi 2x —y — 2 = 0
ix—2y+5=0.

Zadanie 21 (0-4)

Dwa boki tréjkata sa zawarte w prostych y = —2x +4 iy = 2z — 6. Wykaz,
ze jesli punkty P(2,—4) 1 Q(—2,2) naleza do trzeciego boku tego tréjkata, to
jest on prostokatny.

Zadanie 22
Punkty A(0,—-5), B(8,—3), C(4,5) sa wierzchotkami réwnolegloboku ABCD.

Zadanie 22.1 (0-2)
Uzasadnij, ze réwnolegtobok ABC D nie jest prostokatem.

Zadanie 22.2 (0-4)
Wyznacz réwnania prostych, w ktorych sg zawarte odcinki AD i CD.

Zadanie 23 (0-4)
Punkty (—3,-5) i (3,4) sa wierzchotkami tréjkata prostokatnego, ktérego
przeciwprostokatna jest zawarta w prostej x = —3. Oblicz pole tego trojkata.

Zadanie 24 (0-4)
Prosta y = %a: + 5 przecina osie uktadu wspédtrzednych w punktach A i B,
a prosta y = 1,bx — 6 — w punktach C' i D. Oblicz pole czworokata ABCD.

Zadanie 25 (0-4)
Punkty P(—3,0) i S(—1,4) sa wierzchotkami prostokata PQRS oraz wierz-
chotek R lezy na osi OX. Wyznacz wspotrzedne punktu przeciecia przekatnych
tego prostokata.

Zadanie 26 (0-4)
Punkty A(—2,0), B(0,—2) i C(4,0) sa wierzchotkami trapezu prostokatnego
ABCD o podstawach AD i BC'. Wyznacz wspoélrzedne wierzchotka D.

y,

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
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Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1 (0-2)

Punkty A(—1,2), B(—2,—1), C(4,—2) sa kolejnymi wierzchotkami réwnole-
gtoboku. Bok CD tego rownolegtoboku zawiera sie w prostej przecinajacej
os OX w punkcie (zg,0). Wyznacz xo.

Zadanie 2 (0-2)
Wyznacz najmniejsza liczbe catkowita m # 0, dla ktérej rozwigzaniem poniz-
szego uktadu réwnan jest para liczb dodatnich.

{ 20 —y=m — 170

mz + my = 2m?* — 550m

Zadanie 3
Dany jest czworokat o wierzchotkach A(0,—4), B(6,—4) C(8,0) oraz D(3,2).

Zadanie 3.1 (0-3)
Udowodnij, ze czworokat ABC'D nie jest trapezem prostokatnym.

Zadanie 3.2 (0-3)
Udowodnij, ze pole czworokata ABCD jest réwne 5|AC| - |BD].

Zadanie 4 (0-2)
Wyznacz liczbe punktéw o obu wspoétrzednych catkowitych nalezacych do tréj-
kata, ktorego boki sa zawarte w prostych:

r=0, r—3y+9=0, 3r—y—5=0

Zadanie 5 (0-4)

Udowodnij, ze proste y = m?z + 2z iy = —n’r — x — 2 przecinajg sie w punk-
cie nalezacym do III éwiartki uktadu wspoétrzednych dla dowolnych wartosci
parametrow m i n.

Zadanie 6 (0-4)
Udowodnij, ze do prostej y = v/6x — 1 nalezy tylko jeden punkt o obu wspél-
rzednych wymiernych.

Zadanie 7 (0-5)
Dwa boki tréjkata prostokatnego sa zawarte
w prostych k i [, a trzeci bok jest zawarty

w prostej przechodzacej przez punkt P (rysu-
nek obok). Udowodnij, ze pole tego trdjkata
jest réwne 10 lub 20.
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6 Planimetria

Jednym z poje¢ omawianych w tym rozdziale jest pojecie kata. W zeglar-
stwie od kata miedzy kierunkiem wiatru a kursem jachtu zalezy ustawienie
zagli. Na ponizszych rysunkach podano nazwy kurséw jachtu wzgledem wiatru
(strzatka w oznacza kierunek wiatru, punkt J — polozenie jachtu, a strzatka k —
kurs obrany przez jacht).

1. Lw 20w 3 lw 4. lw
|
! ' | S
la /K 2 Q
| o T Jra
J ek k k
bajdewind poétwiatr baksztag fordewind




6.1. Miary katow w trojkacie

Katy
Kat to jeden z dwéch obszaréw plaszezyzny Przypomnijmy, ze tréjkat to figura wyznaczona przez trzy punkty nielezace
wyznaczony przez dwie pélproste (zwane na jednej prostej. Kazdy z tych punktow jest wierzcholkiem tréjkata, a od-
ramionami kata) o wspélnym poczatku B cinki tgczace wierzchotki nazywamy bokami. Trojkaty mozna klasyfikowac ze

(zwanym wierzcholkiem kata) wraz z tymi wzgledu na ich katy.

potprostymi.

P A

Miare kata AP B oznaczamy |t APB].
Kat wypukly ma miare mniejsza od 180° lub réwna 180°. Kat o mierze wiekszej

o B
od 180° nazywamy wkleslym.
Trojkat ostrokatny ma Trojkat prostokatny Trojkat rozwartokatny
Dwa katy wypukle nazywamy przyleglymi, gdy wszystkie katy ostre. ma jeden kat prosty. ma jeden kat rozwarty.
maja wspélne ramie, a ich pozostale ramiona do- B (Kat ostry to kat o mie- (Kat prosty to kat (Kat rozwarty to kat
C e : rze mniejszej od 90°). o mierze réwnej 90°). o mierze wiekszej od 90°
petiaja sie do prostej. i mniejszej od 180°)
Katy APB i BPC na rysunku obok sa przylegte. A P C Twierdzenie I '
1. Wyznacz miary katow przyleglych, ktérych stosunek miar jest rowny: Suma miar katéw wewnetrznych trojkata jest rowna 180°.
a) 1:2, b) 1:3, c) 1:5, d) 5:7.
Dowéd
Dwie przecinajace si¢ proste tworza dwie pary 5 Rozpatrzmy tréjkat ostrokatny ABC (rysunek
katéw wierzchotkowych o i 8 oraz 716 (rysunek « . g obok). Rysujemy pomocnicza prosta [ réwno-
obok). Zachodza réwnosci a = 3 oraz v = 0. leglta do boku AB, przechodzaca przez wierz- na

chotek C. Katy a i o/ saréwne (jako katy na-

2. Przekatna prostokata jest dwa razy dtuzsza od jego krétszego boku. Wy- _ - . ’
. , : . przemianleglte). Rowniez katy 8 i (" sa rowne
znacz miary katow wierzchotkowych utworzonych przez proste zawierajace o kat o leol
przekatne tego prostokata. (jako katy naprzemianlegle).

kIl / N Zatem a + f +v= o + B +1.
Para prostych rownolegtych przecietych trzecia 56 Ponadto o/ + ' 4+ v = 180°, wiec réwniez:
prosta wyznacza katy odpowiadajace o réwnych l o+ B+ = 180°
. (6
Elaradﬁi{} q i obok o — B i~ — 8 / g Zauwazmy, ze powyzsze rozumowanie jest takie samo dla tréjkata rozwarto-
a przykdad na rysunku obok o= i v = 0. katnego czy prostokatnego. UdowodniliSmy w ten sposob, ze suma miar katéw
[E] 3. Na rysunku obok zaznaczono katy naprze- k1l B k wewnetrznych w dowolnym tréjkacie jest réwna 180°.
mianlegle ] oz.nac/zono je. a i f. Uzasadnij, = l Uwaga. Tam, gdzie nie powoduje to nieporozumien, bedziemy zamiennie uzywac
ze katy te maja rowne miary. 5 o okreslen . kat” i ,miara kata”.
4. Punkt P jest punktem przeciecia przekat- N Cwiczenie 1
P
nych trafpezuk A,BCD, .(ll;ysurg;;bok). Wy- @ a) Wykaz, ze trojkat ABC, w ktorym kat B jest dwa razy wiekszy od kata A,
inaczcrr;;ry tow trojikata oraz tro)- 5eo 50° a kat C' jest trzy razy wiekszy od kata A, jest trojkatem prostokatnym.
ta .
? A B b) Stosunek miar katéw trojkata jest jak 1:4:5. Podaj miary tych katéw.
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Definicja

Dwusieczng kata nazywamy poélprosta o poczatku
w wierzchotku kata, dzielaca ten kat na dwa katy
o rownych miarach. 2

Przyktad 1
Dany jest tréjkat prostokatny rownoramienny ABC o kacie prostym przy
wierzchotku B (rysunek ponizej). Dwusieczna kata BAC' przecina bok BC
w punkcie P. Oblicz miare kata APC.

Trojkat ABC' jest prostokatny réwnoramienny, wiec:
|XBAC| = |9 BCA| = 45°

Stad:
|XCAP| = % -45° = 22,5°

Zatem | APC| = 180° — (45°+22,5°) = 112,5°.

ia
A B
Cwiczenie 2
Dany jest trojkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzchotku C.
Dwusieczna kata BAC przecina bok BC' w punkcie P. Oblicz miary katow
trojkata APB w przypadku, gdy: a) |[<BAC|=30°, b) |{BAC|=35°.

C
Cwiczenie 3
Miary katéw CAB i CBA tréjkata ABC na rysunku
obok sa odpowiednio réwne 32° i 108°. Dwusieczne
katow tego trojkata dziela go na szesé trojkatow. Wy-
znacz miary katow tych tréjkatow.
A B

Zadania
1. Wyznacz miary katow o i 5.

) b) @/

g

2. Stosunek miar dwoch katéw trojkata wynosi 2:3, a miara trzeciego kata
jest o 26° wieksza od miary najmniejszego kata. Wyznacz miary katow
tego trojkata.
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3.

4.

10.

11.

12.

Wyznacz miary katéow o, 31 7.
b)

52°
AN B

AC| = |BC|

D C

Do wykonania pomiaréw geodezyjnych wykorzystuje si¢ metode zwana
triangulacja. Polega ona na podzieleniu mierzonego obszaru na przylega-
jace do siebie tréjkaty, czyli
utworzeniu tak zwanej siatki
triangulacyjnej. Oblicz braku-

jace miary katéw narysowane-
go obok fragmentu siatki trian-

gulacyjnej.

Dany jest trojkat rownoramienny ABC' o ramionach AC' i BC' oraz kacie
miedzy nimi 40°. Oblicz miary katéw tréjkatéw powstatych z podzielenia
trojkata ABC dwusieczng kata: a) ACB, b) CAB.

Miary katéw przyleglych réznia sie o 32°. Wyznacz te miary.
Uzasadnij, ze dwusieczne katow przylegtych sg prostopadte.

Wykaz, ze miara kata zewnetrz-
nego v trojkata (rysunek obok) B
jest réwna sumie miar katéw we-
wnetrznych a i 3.

Wykaz, ze suma miar katéw wewnetrznych czworokata jest réwna 360°.
Wskazowka. Podziel czworokat przekatna na dwa trojkaty.

Ile wynosi suma miar katéw wewnetrznych:

a) pieciokata, b) szesciokata, c) n-kata?

Suma miar katéw wewnetrznych pewnego wielokata jest rowna 1440°. Ile
bokéw ma ten wielokat?

Przekatne szesciokata foremnego poprowadzone z jednego z jego wierzchol-
kéw podzielity go na cztery tréjkaty. Wyznacz miary katéw tych trojkatow.
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Punkty specjalne w trojkacie

Dwusieczna kata nazywamy polprosta
o poczatku w wierzchotku kata dzielaca ten
kat na dwa katy o rownych miarach.

Dwusieczne katow tréjkata przecinaja P
sie w jednym punkcie.

1

Symetralng odcinka nazywamy prosta pro-
stopadta do tego odcinka przechodzaca
przez jego Srodek.

Symetralne bokéw trojkata przecinaja
sie w jednym punkcie.

Wysokoscig trojkata nazywamy odcinek
prostopadly do boku tréjkata taczacy ten

bok (lub jego przedluzenie) z przeciwleg-
lym wierzchotkiem.
Proste zawierajace wysokosci tréjkata
przecinaja sie w jednym punkcie. a
B

A

Punkt przeciecia wysokosci trojkata nazywamy ortocentrum troéjkata.

Srodkows tréjkata nazywamy odcinek la-
czacy wierzchotek tréjkata ze Srodkiem
przeciwlegtego boku.

Srodkowe tréjkata przecinaja sie w jed-
nym punkcie.

A B

Punkt przeciecia srodkowych trojkata nazywamy Srodkiem ciezkosci lub
barycentrum trojkata. Punkt ten dzieli kazda ze sSrodkowych w stosunku 2: 1,
gdy liczymy od wierzchotka.
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6.2. Trojkaty przystajace

Figury przystajace to, intuicyjnie, figury tego samego ksztaltu i wielkosci.
Dwa wielokaty sa przystajace, jesli ich odpowiednie boki i odpowiednie katy
sg réwne.

Na tej lekcji omoéwimy przystawanie tréjkatow.

Dlugosé odcinka AB bedziemy oznaczaé |AB|.

Cwiczenie 1
Tréjkaty przedstawione na ponizszym rysunku sa przystajace. Wskaz pary
réwnych bokéw i rownych katow.

C E D

A B F
Do stwierdzenia, ze trojkaty sa przystajace, nie jest konieczne poréwnanie az
6 par wielkosci (3 par katow i 3 par bokéw). Przypomnijmy twierdzenia po-
zwalajace wnioskowaé o przystawaniu tréjkatoéw zwane cechami przystawania
trojkatow.
Cecha BBB

Jesli trzy boki jednego trojkata sg rowne odpowiednim trzem bokom dru-
giego trojkata, to trojkaty te sa przystajace.

JeSlia=d,b=01ic=7/, B B
to tréjkaty ABC' i A'B'C’" sa . / o
przystajace, co zapisujemy: ! !
— IR
NABC = ANA'B'C c ; A o 5 7t

Cecha BKB

Jesli dwa boki i kat zawarty miedzy nimi w jednym tréjkacie sa réwne
odpowiednim dwoém bokom i katowi zawartemu miedzy nimi w drugim
trojkacie, to trojkaty te sa przystajace.

B
Jeslia=da,b=b1i~v=+ to:
NABC = ANA'B'C'

C b A C’ b A

6.2. Tréjkaty przystajace
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Cecha KBK

Jesli bok i dwa lezace przy nim katy w jednym trojkacie sa réwne odpo-
wiedniemu bokowi i dwém lezacym przy nim katom w drugim tréjkacie,
to trojkaty te sa przystajace.

B
Jedlib=0V,a=adiv=+ to:
NABC = NA'B'C'
Y a
C b A

Cwiczenie 2
Czy przystajace sa tréjkaty, o ktérych wiadomo, ze:

a) trzy katy jednego z nich sa réwne trzem katom drugiego,

b) maja jedna pare réownych katéw i dwie pary réwnych bokéw?
Cwiczenie 3

Podaj ceche przystawania, na podstawie ktorej mozna stwierdzic, ze tréjkaty
T, 1715 sa przystajace.

a) A B b) c) D C
T, T
C 1>
15
D E C A A B
AB || DE, |AC|=|CE| |AD| = |CD| AB || CD, AD | BC
Przyktad 1

Uzasadnij, ze dowolny punkt symetralnej odcinka jest rowno oddalony od
koncow tego odcinka.

Rozpatrzmy odcinek AB o $rodku S i jego sy-

metralna [. P
Niech P bedzie dowolnym punktem symetralnej.

Jesli P =S, to |AP| = |BP|.

Zalozmy teraz, ze P #£ S.

Korzystajac z cechy BKB, stwierdzamy, ze tréj- ian)
katy ASP i BSP sa przystajace (uzasadnij). A S I
Zatem zachodzi réwnoé¢ |AP| = |BP|.

Cwiczenie 4

Uzasadnij, ze symetralne bokéw dowolnego tréjkata przecinaja sie w jednym
punkcie.
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@ Cwiczenie 5

a) Pélprosta AP jest dwusieczng kata BAC (ry-
sunek obok). Uzasadnij, ze punkt P jest réwno B
oddalony od ramion tego kata. P
b) Uzasadnij, ze dwusieczne katéw dowolnego
trojkata przecinaja sie w jednym punkcie. A

C

Przyktad 2
Skonstruuj (narysuj za pomoca cyrkla i linijki) tréjkat o bokach dlugosci
1,5 cm, 2 cm i 3 cm.

Cy
21 3 cm B A\\\ B
\\\ //
Cy
krok 1. krok 3.

W kroku 2. z punktéw A i B zataczamy tuki okregéw, ktore przecinaja sie
w punkcie (' oraz w punkcie Cy. W wyniku tej konstrukecji otrzymalismy dwa
trojkaty spelniajace podany warunek: AABC, i ANABC5.

Zauwazmy, ze nie z kazdych trzech odcinkéw mozna zbudowac trojkat. Méwi
o tym ponizsze twierdzenie.

Nieréwnos¢ trojkata

7, odcinkéw o dtugosciach a, b, c mozna zbudowac¢ trojkat wtedy i tylko

wtedy, gdy: atb> e

gdzie c jest dtugoscia najdtuzszego odcinka.

Cwiczenie 6
Czy boki tréjkata moga mie¢ dtugosci:

a) 2,2, V7, b) 7, 8, v/225, c) d) 1, % V27

N |
=
[

Cwiczenie 7
Na ile sposobéw mozna zbudowac tréjkat, jezeli sa do dyspozycji dwa odcinki
dtugosci 2 cm, trzy odcinki dtugosci 3 cm i dwa odcinki dtugosci 5 cm?
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Zadania

[b] 1.

[b] 2.

. W tréjkacie rownobocznym ABC' (rysunek obok)

b) Uzasadnij, ze punkt przeciecia przekatnych

a) W prostokacie ABC'D punkt P jest érodkiem boku AB. Uzasadnij, ze
réwnolegtoboku dzieli je na potowy.
Tréjkat ABC' jest rownoboczny (rysunek obok).

trojkaty APD i BPC sg przystajace. C
F
E
Odcinki AD, BE i CF maja réwne dtugosci. Uza-
D B

sadnij, ze trojkat DEF' tez jest rownoboczny. A

Dany jest tréjkat prostokatny réwnoramienny ABC' o kacie prostym przy
wierzchotku C. Srodkowe AP i B(Q tego trojkata przecinaja sie w punk-
cie O. Uzasadnij, ze trojkaty AOQ i BOP sa przystajace.

na bokach AB i BC' wybrano odpowiednio punkty
PiQ tak, ze |[AP| = 2|BP| i |CQ| = 2|BQ|. Od-
cinki AQ i CP przecinajg sie w punkcie S. Uza-
sadnij, ze trojkaty APS i CQ.S sa przystajace. A

C
Q
P B

. W czworokacie wypuktym ABC'D dwie pary bokow sa réwne: |AB| = |BC|

oraz |CD| = |DA|. Przekatne AC i BD tego czworokata przecinaja sie
w punkcie O. Uzasadnij, ze trojkat AO B jest przystajacy do trojkata COB
oraz ze trojkat AOD jest przystajacy do trojkata COD.

Kula bilardowa odbija si¢ od bandy stotu C B
bilardowego pod takim samym katem, pod P

jakim w nig uderzyla (kat o na rysunku). > 5
Kula przebyta droge z P do S'iz S do Q, a
gdzie S jest érodkiem bandy AB. Uzasad- (@

nij, ze |PC| = |QD|. D A

Uzasadnij, ze jesli wysokos¢ trojkata zawiera sie¢ w dwusiecznej kata tego
trojkata, to trojkat ten jest réwnoramienny.

. W czworokacie ABC'D (rysunek obok) katy ¢ z E
EFB i FEB sa rowne oraz |AE| = |CF). z
Uzasadnij, ze: D B
a) trojkaty BAF i BCE sa przystajace,
b) czworokat DEBF ma dwie pary bokdéw E
A

rownych.

I 282 6. Planimetria

6.3. Twierdzenie Talesa

Twierdzenie Talesa

Jezeli ramiona kata AOA’ sg przecigte dwiema prostymi réwnoleglymi
AA" i BB, to dtugosci odcinkéw wyznaczonych przez te proste na jednym
ramieniu tego kata sa proporcjonalne do dtu-

goéci odpowiednich odcinkéw wyznaczonych B’
przez te proste na drugim ramieniu: A
joA| _ |A'B| __ |0A| _ |OB
[OA| — [AB] [OA] — [0OB] O A
Cwiczenie 1
a) Dhugo$é ktorego odcinka (rysunek obok) na-
lezy wstawié¢ w miejsce [?], aby otrzymaé proporcje B C BD | CE
prawdziwa?
1Bl jAc] A=
|AE|  |AD|’ |BC| |DE|

b) Oblicz dlugosé odcinka AD dla |AB| = 3,6, |AC| =54, |DE| =1,2.

Cwiczenie 2
Proste BD, CE i ST (rysu-
nek obok) sa réwnolegte.

a) Uzasadnij, ze:
|1BC| |CS]
|DE|  |ET|
b) Wiadomo, ze |AS| = 10. Oblicz dtugosci odcinkéw AD i DE.

A i / yad a/ b . / . . . . .
Zauwazmy, ze rTOWnos¢ — = p zachodzi rowniez w sytuacji przedstawionej na
(&

rysunku ponizej (BD || CE).

Cwiczenie 3

Proste BD i CE sg réwnolegte (ry-
sunek obok) oraz a = 3,6, b = 4,8,
c = 4,5. Oblicz dtugos¢ odcinka ED.

6.3. Twierdzenie Talesa
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Cwiczenie 4 @ Cwiczenie 7 C R
Kazda z trzech dziatek budowlanych potozonych Wykaz, ze w dowolnym trojkacie odcinek ta- /\
miedzy ulicami Klonowa i Wiazowa ma ksztalt tra- czacy srodki dwoch bokéw jest rowmnolegly do
pezu (rysunek obok). Dla dziatek I i ITI oblicz dtu- trzeciego boku (rysunek obok). \
gosci bokéw przylegajacych do ulicy Klonowej]. F;

B
Przyktad 1 fonow Zadania

Za pomoca cyrkla i linijki podziel dany odcinek AB na trzy réwne czeSci.

5 ) h 1. Proste k, [ i m na rysunku sa réwnolegte. Oblicz dtugosci x i y.
m
A B P P, A N NI ON

Odcinek AB umieszczamy na jednym ra-  Przez punkt Ps; i B prowadzimy prosta

mieniu kata. Na drugim ramieniu odmie- (prosta k), nastepnie konstruujemy dwie

rzamy trzy odcinki tej samej (dowolnej) proste rownoleglte do prostej k przecho-

dlugodci. Sa to odcinki APy, Py P> i P,P;.  dzace przez punkty Py i Py (proste lim).
Patrz str. 305.

45 |/ 36 [/ y /

2. Dany jest trapez ABC'D o ramionach [AD| = 9 c¢cm, |BC| = 12 cm. Na

Zgodnie z twierdzeniem Talesa odcinki wyznaczone na ramionach kata przez ramieniu AD wybrano punkty P i Q takie, ze |AQ| = 7 cm i |[DP| = 5 cm.
proste rownolegte sa proporcjonalne, wigc opisana konstrukcja prowadzi do Oblicz dlugosci odcinkéw, na jakie proste réwnolegle do podstaw trapezu
podziatu odcinka AB na trzy rowne czesci. i przechodzace przez punkty P i Q podzielily ramie BC.
Cwiczenie 5 o o ) 3. Na rysunku pokazano, jak — majac dane od-
Jak za pomoca cyrkla i linijki podzieli¢ dany odcinek: - , : ,
) . ) o cinki o dtugosciach 1 i a — skonstruowac¢ od-
a) na 5 réwnych czedci, b) na 7 rownych czedci, c) w stosunku 4:57 cinek o dlugosci @ = L. Opisz, jak - majac 1 z
R Prawdziwe jest réwniez twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa — mowi dane odcinki o dlugosciach 1 i a — skonstruo-
ono, ze z proporcji odpowiednich odcinkéw wynika réwnolegltosé prostych. wac odcinki o dtugoéciach a® i a”. ¢ !
Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa 4. Opisz, jak podzieli¢ konstrukcyjnie dany odcinek w stosunku 1: v/2.

Jezeli odcinki wyznaczone przez dwie proste na jednym ramieniu kata sa 5 g 45 Tt veh k. 1 i ) leo]
. Sprawdz, ktére z prostych k, [ i m sa réwnolegte.

b)

proporcjonalne do odpowiednich odcinkéw wyznaczonych przez te proste
na drugim ramieniu kata, to te proste sa rownolegte.

Cwiczenie 6
a) Podaj przyktady proporcji, z ktérych wynika
réwnolegtosé prostych k i [ (rysunek obok).

[D] b) Uzasadnij, ze jesli |[AB| = 2,4, |AC| = 3,6,
|AD| =281 |DE| =14, to proste BD i CE sa
réwnolegte.
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6. Punkty P, Qi R sa $rodkami odcinkéw AB, BC i DE (rysunek ponizej).

A P B Q C
@ a) Wykaz, ze trojkat PQR jest prostokatny.
b) Dane sg |[AB| =6 i |CD| = 4. Oblicz obwody tréjkatéw BDE i PQR.

Najstarszy zachowany dowod twierdzenia Talesa to dowdd autorstwa
Fuklidesa przedstawiony ponizej.

Zaktadamy, ze proste k i [ sa réwnolegle (rysunek ponizej).

Trojkaty ADB i DEB maja
wspolng wysokos¢ hi, zatem:

1
Pspp _ 3ch1 _ ¢

PppB 1dhy  d

Trojkaty ADB i CBD maja
wspo6lng wysokos$¢é hg, zatem:

Papp _ 30h2 _ a
PoeD 1bho b

Trojkaty DEB i CBD maja
wspolna podstawe BD oraz te
sama wysokosé¢ (gdyz proste
k il sa réwnolegte). Zatem:

PDEB :PC’BD

. a c , .. a b
Zatem otrzymujemy r =7 lub réwnowaznie — = 'E
C

. , e ee e , , « Q
@ 7. Skorzystaj z oznaczen na rysunku powyzej i uzasadnij, ze z réwnosci — =
C

. , ., Q a+b
wynika réwnosé — = .
c c+d

d
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6.4. Wielokaty podobne

Dwie figury geometryczne sg podobne, jesli sa tego samego ksztattu, lecz nie-
koniecznie tej samej wielkosci. Na przyktad podobne sa dwa dowolne kota,
dwa dowolne kwadraty czy trojkaty réwnoboczne.

Na rysunku ponizej podobne sa czworokaty F; i Fs. Zaden z nich nie jest
podobny do czworokata F3.

A A A

Definicja

Dwa wielokaty sa podobne, jesli ich odpowiednie katy sa réwne, a odpo-
wiednie boki proporcjonalne.

Jesli figury Fi i F, sa podobne, to piszemy F; ~ F5.

Przyktad 1
Uzasadnij, ze réwnolegtoboki F} i F3 na rysunku ponizej sa podobne.

Dtugosci bokéw réwnolegtobo- 15

kéw Fi i F; sa proporcjonalne, 10

poniewaz 12 = 42, a ich odpo- /8< / Fy 12
wiednie katy sg réwne. Zatem I O

Fy ~ . 60° 120

Cwiczenie 1
Dany jest prostokat P, o bokach a = 2,41 b = 1,8. Sprawdz, czy prostokat ten
jest podobny do prostokata P, o bokach c i d.

a) c=3,6, d=2,7 b)c=4, d=6 c) c=54, d="T72

Cwiczenie 2
Sprawdz, czy rownolegtoboki F i F; sa podobne.

a) 7.5

b)
12
D 8
F 4,5
3 By ’ 6 1 4 Iy
70° 110° 65° 105°
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Definicja
Dla wielokatéw podobnych stosunek dtugosci odcinkow jednego wielokata

do dtugosci odpowiadajacych im odcinkéw drugiego wielokata nazywamy
skala podobienstwa (zwykle oznaczamy ja litera k).

Przyktad 2 3.6

Prostokaty P, i P, (rysunek obok) sa 97 ’

podobne. Podaj skale podobienstwa ) .
p

prostokata P, do prostokata P, oraz 1,5 P

prostokata P, do prostokata P..

Skala podobienstwa prostokata P, do prostokata P; jest rowna:

2 4
ki = 1,5~ 3
Zauwaz, ze rowniez g =

=]

s
IS

Skala podobienstwa prostokata P, do prostokata P, jest réwna:
k, — L5 — 3 Zauwaz, ze skale podobienstwa
2 2 4 ki i k2 sa liczbami odwrotnymi.
Zwr6é uwage, ze jesli figury Fi i F; sa przystajace, to sa podobne, a ich skala
podobienstwa jest rowna 1.

Cwiczenie 3
Figury F i F;, sa podobne. Podaj skale podobienstwa figury F; do figury F}
oraz skale podobienstwa figury F do figury Fs.

a 1,4 b
) » ) 6
1,2
Fy |2,6 Fy
2.1 F 3
3,6 2
Przyktad 3

Dane sg prostokaty P, o bokach a; = 5 i b; = 8 oraz podobny do niego P,
o krétszym boku a; = 15. Oblicz dhugos$é drugiego boku prostokata Ps.

Oznaczmy przez by, dtugosé szukanego boku. Prostokaty sa podobne, zatem:
b2 _ 15 bz _ a2
bo ) 8 5 b1 a1
Stad 5 = 3, czyli by = 24.

Dtugos$é boku by, mozna tez wyznaczy¢, obliczajac najpierw skale podobien-

stwa. Skala podobienstwa k prostokata P, do prostokata P, jest rowna 3, co

oznacza, ze:
bp=k-8=3-8=24
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Cwiczenie 4

Czworokaty ABCD i A'B'C'D' sa podobne. Oblicz skale podobienstwa czwo-
rokata ABCD do czworokata A'B'C'D’ oraz brakujace dtugosci bokéw tych
czworokatow.

D/
b c'z2 D
p | [
5.4
D C B A
C/
6 7,5
12
B 5 12,5 B

Cwiczenie 5

Jesli dwa wielokaty sa podobne
w skali k£, to proporcjonalne sa
nie tylko ich boki, lecz takze
inne odpowiadajace sobie od-
cinki, na przyktad wysokosci
czy przekatne.

przekatna tworzy z jego krétszym bokiem hy _ di g,

Przeczytaj informacje w ramce, a nastepnie
wyznacz szukane wielkosci.

Dany jest réwnoleglobok ABCD o bo-
kach dtugosci 6 cm i 12 cm. Jego krétsza

kat prosty. Rownoleglobok A'B'C'D’ jest e
podobny do réwnolegtoboku ABCD, a jego

krétsza przekatna ma diugosé 9v/3 cm. By \d2
a) Oblicz obwdd réwnolegtoboku A’B'C'D'. / p

b) Oblicz wysokosci obu réwnoleglobokéw.

Zadania

1. Oblicz skale podobienstwa kwadratu K; o boku 5 cm do kwadratu Ko:
a) o przekatnej 8v/2 cm, b) o obwodzie 40 cm.

2. Trapez o podstawach dtugosci 4 cm i 9 cm podzielono prosta réwnoleglta do
podstaw na dwa trapezy podobne. Oblicz skale podobienstwa otrzymanych
trapezow.

3. Dany jest prostokat P o bokach dtugosci 12 cm i 8 cm. Oblicz obwdd
prostokata P’ w przypadku, gdy skala podobienstwa prostokata:

a) P’ do P jest réwna 3, b) P do P’ jest réwna 2.

@ 4. Uzasadnij, ze dwa prostokaty sa podobne, gdy stosunek dlugosci do sze-

rokosci jest w obu prostokatach taki sam.
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5. a) Dwa romby sa podobne w skali £ = 2. Dlugosci przekatnych mniejszego 6 5 Tréj katy pOdObne

z nich sg rowne 12 i 16. Oblicz obwdd kazdego z tych rombow.

b) Przekatne rombu ABC'D maja dtugosci 10 i 24. Obwéd podobnego do Aby ustali¢ podobienstwo trojkatow, nie musimy sprawdzaé rownosci wszyst-
niego rombu A'B'C"D’ jest réwny 78. Oblicz skale podobienstwa wigkszego kich katow i proporcjonalnosci wszystkich bokéw. Mozemy skorzystac¢ z twier-
rombu do mniejszego. D 2 C dzen znanych jako cechy podobienstwa tréjkatow.

6. Trapez A’B'C'D’ o obwodzie réwnym 24 jest podobny Cecha BBB
do trapezu prostokatnego ABC D (rysunek obok). Ob-
licz dtugosci bokéw trapezu A'B'C'D'. 4 Jesli trzy boki jednego trojkata sa proporcjonalne do odpowiednich trzech

bokow drugiego tréjkata, to tréjkaty te sa podobne.
7. Dany jest trojkat prostokatny ABC o bokach dlugo- [\

i 9 cm, 12 cm i 15 cm. Tréjkat A’B'CY jest podobny 4 D B Jedli % _ 5 _ 57 to trojkaty ABC

i A'B’'C" sa podobne, co zapisujemy:
ANABC ~ NA'B'C’

do trojkata ABC w skali k = %. Oblicz wysokos¢ opuszczong na przeciw-
prostokatna w kazdym z tych trojkatéw oraz sume ich obwodow.

8. Dwa kwadraty o przekatnych dlugosci d; i d» sa podobne w skali k = /2

oraz wiadomo, ze d; 4+ dy = 2. Oblicz sume¢ obwodéw tych kwadratow. Cwiczenie 1
C . . .
9. Prostokat A'B'C'D’ jest podobny do prostokata Przed(sita]t)wmni)ﬁ? rysgllnku ,Ol,)c;)k lt{r,o‘]kz%t}., I tl Tﬁ
ABCD (rysunek obok). Obwéd prostokata A'B'C'D’ g 53 PoCobhie. LILLUCz CIUEOSCl DOKOW &' 1 Y LyC
60 8 trojkatow. Podaj skale podobienstwa tréjkata 15

jest réwny 20 + 20+/3. Oblicz skale podobienistwa tych

do trojkata Tj.

figur.
gur i >

@ 10. Prostokat o bokach dtugosci x i 4, gdzie x > 4, jest podobny do prostokata Cwiczenie 2
o bokach dtugosci 6 i x+ 5. Uzasadnij, ze suma obwoddéw tych prostokatow Dane sa dlugosci bokow dwoch trojkatow. Czy te trojkaty sa podobne?
jest rowna 70. a) 6,8, 12 oraz 9, 12, 18 b) 1%, 23, 3% oraz 9, 15, 20

. . D F_C

@ 11. Dany jest prostokat ABCD o bokach diugosci =5 Cecha KKK
i 1 (rysunek obok). Uzasadnij, ze po odcigciu od tego 1 Jesli katy jednego trojkata sa réwne katom drugiego trojkata, to trojkaty
prostokata kwadratu o boku 1 otrzymamy prostokat

te sa podobne.
BCFFE podobny do prostokata ABCD.
Uwaga. Liczba %g nosi nazwe zlotej liczby. A 1 E B Jedlia = o/, B = 3 orazy =, to: 3
12. Arkusz papieru formatu A4 jest prostokatem, ktéry po AABC ~ AA'B'C!
ztozeniu na pol daje dwa arkusze formatu A5 bedace 4 / A
prostokatami podobnymi do wyjsciowego prostokata. C A
a) Jaki jest stosunek dtugosci bokow arkusza A4? A6 @ Cwiczenie 3
b) Krétszy bok arkusza A4 ma dlugoéé 21 cm. Jaka a) Uzasadnij, ze jesli dwa katy jednego trdojkata sa rowne dwém katom dru-
dtugo$é ma dtuzszy bok? OdpowiedZ podaj w zaokra- giego trojkata, to trojkaty te sa podobune.
gleniu z doktadnoscig do 1 mm. b) Uzasadnij, ze trojkat prostokatny, w ktérym jeden z katéw ma miare 27°,
c) Jakie sg wymiary arkusza A5, a jakie — arkusza A6?7 A5 jest podobny do tréjkata prostokatnego, w ktorym jeden z katéw ma miare 63°.
A4
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Cecha BKB 3. Korzystajac z podobienstwa odpowiednich trojkatéw, oblicz dtugosci od-

Jesli dwa boki jednego tréjkata sa proporcjonalne do dwoch bokéw dru- clnkow T 1Y N

giego trojkata i katy zawarte miedzy tymi bokami sa réwne, to trojkaty te a) D b)

sa podobne.
7,5 X
B
Jesli = = 3, oraz v =7/, to:
e A A A
) C b A C’ v A 4. Odcinki ED i BC sa rownolegte. Oblicz obwod trojkata ABC.
@ Cwiczenie 4
.. . L - a) C b) A
Dane sa trojkaty prostokatne T) i 1. Uzasadnij, ze jesli stosunek diugosci
przyprostokatnych tréjkata T réwna sie stosunkowi diugosci przyprostokat- D
nych trojkata Ts, to tréjkaty te sa podobne. 4
N
@ Cwiczenie 5 8 E 5 %
Uzasadnij, ze tréjkaty T i T sa podobne. Podaj skale podobienstwa tréjkata 1 I 10
. A 12 E 6 B B C
T do trojkata Th.
a) b) 5. a) Tréjkat prostokatny o przyprostokatnych réwnych 12 i 16 jest podobny
- 3 3v3 do tréjkata o obwodzie réwnym 6. Oblicz dtugosci przeciwprostokatnych
- /IB% T Lﬂ 3 Ty obu tréjkatéw.
9 ; ; 12 NG : b) Tréjkat prostokatny o przeciwprostokatnej réwnej 100 jest podobny do
trojkata o przyprostokatnych 12 i 3,5. Oblicz obwody obu tréjkatéow.
Zadania C
[D] 6. Uzasadnij, ze AABC ~ ADEC (rysunek @
1. Wsréd trojkatow przedstawionych na rysunku wskaz pary trojkatéw po- obok). Oblicz: ~
dobnych. Dla kazdej pary podaj skale podobienstwa. a) skale podobienstwa tych tréjkatow, D 10 Es P
24 b) obwody tych tréjkatéw. / 15 3
3.5 . N A B
12 I 7 7. a) Wypisz pary tréjkatow podobnych (rysunek ponizej). Dla kazdej pary
8 10 T 12 podaj odpowiednia ceche podobienstwa. B
T b) W tréjkacie prostokatnym o przyprostokat- D
AW 15 nych dlugosci 3 i 4 poprowadzono wysokosé -
2. a) Dany jest tréjkat ABC' o bokach dlugosci 6, 8, 12. Dtugo$é¢ najdiuz- z-Wli(%rzcholkakltha prostig(?./Obiilc-z ﬁugosa ?d_
szego boku trojkata A'B'C’ jest réwna 16 oraz NABC ~ NA'B'C'. Jaka CIKOW, Na jakie ta Wysokosc podzielita przeciw-
prostokatna. C A

jest skala podobienstwa tréjkata A'B'C’ do trojkata ABC'? Oblicz obwdd

trojkata A'B'C".
b) Trojkat ABC, ktérego obwdd jest rowny 55, jest podobny do trdjkata
o bokach dtugosci 4, 8, 10. Oblicz dtugosci bokéw trojkata ABC.
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Oblicz pole tréjkata prostokatnego, w ktérym wysoko$é poprowadzona
z wierzchotka kata prostego podzielita przeciwprostokatng na dwa odcinki
o dlugosciach 2 cm i 8 cm.
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13.

. W tréjkacie ABC potaczono odcinkami punkty

. Uzasadnij, ze jesli stosunek diugosci przeciw-

Aby obliczy¢ wysoko$é drzewa, uczen o wzroscie 180 cm ustawit sie tak, ze
koniec jego cienia o dtugosci 4,5 m pokryt sie z konicem cienia drzewa. Oka-
zalo sie, ze uczen stanat w odlegtosci 22,5 m od drzewa. Oblicz wysokos¢
drzewa.

. W tréjkacie ostrokatnym D FEF poprowadzono wysokosci DM i EN. Wy-

kaz, ze trojkaty FEN i FFDM sa podobne.

bedace srodkami bokéow (rysunek obok).

a) Wykaz, ze trojkaty ABC i EFG sa podobne.
b) Wykaz, ze trojkaty Ty, T, Ts i Ty sa przy- 15 Ty
stajace. A G B

% b&
DN
a CL/

D C

prostokatnych tréjkatéw prostokatnych jest
rowny stosunkowi dtugosci odpowiednich przy-
to troj-

prostokatnych, tj. 5 — % lub 5 — 57

katy te sa podobne.

W trapezie o podstawach AB i C'D przekatne
przecinaja sie w punkcie O (rysunek obok).

a) Uzasadnij, ze tréjkaty ABO i CDO sa po-
dobne. A B

b) Przyjmij, ze wysoko$é¢ trapezu wynosi 6 cm, a dtugosci podstaw AB
i C'D sa réwne odpowiednio 8 cm i 4 cm. Jaka jest odlegtosé punktu O od
krotszej podstawy? Oblicz pola trojkatéow ABO i CDO.

. a) Dany jest trapez o podstawie AB i przekatnych AC i BD. Wykaz, ze

jesli przekatne trapezu przecinajg sie w punkcie O, to pola tréjkatéw AOD
i BOC sa réwne.

b) Dtuzsza podstawa trapezu ma dlugosé 10 cm. Punkt przeciecia przekat-
nych tego trapezu jest odleglty o 5 cm od jego dtuzszej podstawy i 0 3 cm
od krétszej. Oblicz pola trojkatow, na ktére przekatne dzielg ten trapez.
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Dowiedz sie wiecej

Proste i odcinki pomocnicze

Przeprowadzajac dowody w geometrii, czesto dorysowujemy pomocnicze od-

cinki lub proste.

o] 1.

Udowodnij, ze srodkowe tréjkata przecinaja sie¢ w jednym punkcie, ktory
dzieli kazda ze srodkowych w stosunku 2:1, gdy liczymy od wierzchotka.
Przeczytaj poczatek dowodu w ramce i podaj wskazane uzasadnienia.

Rozpatrzmy $rodkowe AP i B() dowolnego troj- C

kata ABC. Niech punkt O bedzie punktem ich

przeciecia. Rysujemy pomocniczy odcinek PQ).

Uzasadnij kolejno, ze: 0 p
odcinek P() jest rownolegly do odcinka AB,
trojkaty ABO i PQO sa podobne, 0
punkt O dzieli kazda ze srodkowych AP i BQ

w stosunku 2:1, gdy liczymy od wierzchotka.

A B

Przeprowadz analogiczne rozumowanie dla srodkowych poprowadzonych
z wierzchotkéw A i C, a nastepnie uzasadnij, ze wszystkie srodkowe troj-
kata przecinaja sie w jednym punkcie.

Udowodnij, ze proste zawierajace wysokosci trojkata przecinaja sie w jed-
nym punkcie. Przeczytaj dowéd w ramce i podaj wskazane uzasadnienia.

Rozpatrzmy dowolny tréjkat ABC'. Rysujemy proste réwnolegte do ko-
lejnych bokow tréjkata i przechodzace przez odpowiednie wierzchotki:

sk || BC oraz A € k, B\ C w Ay
*l|| AC oraz B €I,

em || AB oraz C € m.

Proste k, [, m przecinaja sie parami.

Odpowiednie punkty przeciecia ozna- A -~ B

czono na rysunku przez A,, By, C,.

Uzasadnij kolejno, ze: k
czworokaty ABCB; i AC,BC sa réwnole-

globokami (skad wynika, ze |AC)| = |AB,|; ©1

analogicznie |BC,| = |BA,| 1 |CA;| = |CB,)),

punkt przeciecia symetralnych bokow trojkata A, B;C jest punktem

przeciecia prostych zawierajacych wysokosci trojkata ABC.

Proste i odcinki pomocnicze
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Przypomnij sobie

Pola czworokatéw

Pole prostokata o bokach dtugosci a, b wyraza si¢
wzorem:

P =ab a

1. a) Oblicz pole prostokata, ktérego obwdd wynosi 48 cm, a stosunek dtu-
gosci bokow jest rowny 3: 5.
b) Oblicz obwdd prostokata, ktérego krotszy bok ma diugos$é 6 cm, a pole
jest réwne 72 cm?.

Pole réwnolegloboku jest réwne iloczynowi dtugo-

sci boku i wysokosci opuszczonej na ten bok. h
P =ah :\a

2. a) Oblicz pole rownolegltoboku o bokach dtugoséci 8 cm i 12 c¢m, ktérego
kat ostry ma miare 45°.
b) Stosunek dlugosci bokéw rownolegtoboku jest réwny 1:2; jego obwod
wynosi 54 c¢m, a pole jest réwne 80 cm?. Oblicz obie jego wysokoSci.

Przekatne rombu przecinaja si¢ pod katem prostym
w punkcie, ktory dzieli je na potowy.
Pole rombu o przekatnych dtugosci d, e wyraza sie

wzorem: 1
P = 5 de

3. Oblicz pole i dtugo$é boku rombu o przekatnych dtugosci 6 cm i 8 cm.

, . i b
Pole trapezu o podstawach dtugosci a, b i wysoko-
sci h wyraza si¢ wzorem: 7
p— a+b h B
a

2

4. Dany jest trapez o podstawach dtugosci 4 cm i 12 cm, ktérego kat ostry
ma miare 45°. Oblicz pole tego trapezu w przypadku, gdy jest on:

a) rOwnoramienny, b) prostokatny.
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6.6. Pola wielokatow podobnych

Przyktad 1
Bok jednego kwadratu jest o 20% dluzszy od boku drugiego kwadratu. Jaka
jest skala podobienstwa tych kwadratéw? Ile wynosi stosunek ich p6l1?

Niech bok pierwszego kwadratu ma dlugos$é a, wéwczas bok drugiego z nich
ma dlugosé a +20% a = 120% a = a.

Zatem skala podobienstwa k = %.

Pola kwadratéw sa odpowiednio réwne a* i 22a”, zatem stosunek ich pdl jest

réwny 22. Zauwazmy, ze 50 = k.

Cwiczenie 1
Na rysunku przedstawiono wielokaty podobne F} i F,. Podaj skale podobien-
stwa i oblicz stosunek pola figury F5, do pola figury Fj.

e

Przyktad 2
Trojkat T, jest podobny do trojkata T) w skali k. Uzasadnij, ze stosunek pola
trojkata T, do pola trojkata T} jest réwny k2.
Pole trojkata T1: P, = %alhl.

Dla trojkata T5 mamy: Ty

h
ay=k-ay, hy=Fk-hy. i
. ai Ty
Stad pole trojkata T5:
P, = %azhz - %(k . al)(k . hl) - %k2 ~aih;. &
1.2
Zatem 12 — 2K2a1h1 _ o B
Py §a1h1 as

Cwiczenie 2
Prostokat Ps jest podobny do prostokata P, w skali k. Uzasadnij, ze stosunek
pola prostokata P, do pola prostokata P; jest réwny k2.
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Twierdzenie

Jesli skala podobienstwa figur podobnych réwna sie k, to stosunek ich pél
jest réwny k2.

Cwiczenie 3

Dane sa dwa kwadraty, przy czym pole jednego z nich jest:

a) o 19% mniejsze od pola drugiego,  b) o 125% wieksze od pola drugiego.
Jaka jest skala podobienstwa tych kwadratow?

Cwiczenie 4

Dany jest trapez prostokatny 7 o podstawach dtugosci 5 cm i 7 cm oraz wyso-
ko$ci réwnej 4 cm. Pole trapezu T, podobnego do trapezu T jest rowne 6 cm?.
Oblicz skale podobienstwa trapezu 15 do trapezu 1) oraz ich obwody.

Cwiczenie 5

Na rysunku obok przedstawiono plan
sasiadujacych dziatek budowlanych.

a) Dzialka B jest prostokatem o wymia- A

2,5 cm

rach 32 m x 24 m. Wyznacz skale tego planu.
b) Dziatka A jest trapezem prostokatnym. Jego

najdtuzszy bok ma na planie dtugos¢ 6 cm. Czy na
ogrodzenie dzialki A ze wszystkich stron wystar-
czy 125 m biezacych siatki, jesli furtka ma mieé

wy)
3 cm

szerokos¢ 1,5 m?

c) Na planie wykonanym w tej samej skali dzial-

ka C jest kwadratem o polu réwnym 9 cm?. Jaka

jest powierzchnia tej dziatki? 4 cm

Cwiczenie 6
Dany jest tréjkat rownoboczny ABC, ktorego bok ma diugosé 12 cm. Odci-
nek DFE jest réwnoleglty do boku AB, a pole tréjkata D EC' jest réwne P. Wy-
znacz stosunek dtugosci odcinkéw DC do AC' i oblicz obwdd trapezu ABED.
a) P =9v3 cm? b) P = 4v/3 cm? c) P =16v3 cm?

C C C
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Zadania

1. Prostokaty P, i P, sa podobne, przy czym pole prostokata P; jest rOwne
144 cm?. Oblicz skale podobienstwa prostokata P, do prostokata P, oraz
pole prostokata Ps.

a) b)

P.
Pl P2 Pl ’

16 12 18 30

2. Prostokat o bokach diugosci 6 cm i 12 cm jest podobny do prostokata
o obwodzie 60 cm. Oblicz pole wigkszego prostokata.

3. a) Trojkat prostokatny T, jest podobny do trojkata T; w skali k = % Pole
trojkata T} jest réwne 45 cm?, a jedna z przyprostokatnych tréjkata Th ma
dtugosé 10 cm. Oblicz obwdd trojkata Ts.

b) Romb R, jest podobny do rombu R; w skali k = 3. Pole rombu R, jest
réwne 648 cm?, a jedna z przekatnych rombu R; ma dlugoéé 6 cm. Oblicz
obwod kazdego z tych rombow.

4. Dany jest réwnolegtobok R;, ktérego boki maja diugosci 4 cm i 6 cm.
Jedna z przekatnych tego réwnolegtoboku jest prostopadta do jego krot-
szych bokéw. Réwnolegtobok R, o polu 2001/5 cm? jest podobny do réw-
nolegtoboku R;. Oblicz obwdd réwnolegtoboku R;.

5. a) Suma pdl dwéch figur podobnych jest réwna 340 dm?, a ich skala po-
dobienstwa k = 4. Oblicz pole kazdej z tych figur.
b) Suma pél dwoch tréjkatéw prostokatnych réwnoramiennych jest réw-
na 180 cm?, a ich skala podobiefistwa k = 3. Oblicz obwdd kazdego z tych
trojkatow.

6. Przekatne deltoidu ABCD maja dlugosci: D
|AC| = 15 cm i |BD| = 10 cm. Oblicz pole
powierzchni latawca majacego ksztatt delto- A BEAPS
idu podobnego do deltoidu ABCD przy za-
lozeniu, ze wymiary latawca sg czterokrotnie
wieksze. B

7. Wielokat F; jest podobny do wielokata F, w skali %. Stosunek poél wielo-
katéw podobnych F, i F3 jest rowny %. Oblicz skale podobienstwa wielo-

k@ta Fg do Fl-

6.6. Pola wielokagtéw podobnych
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8. Trzy odbitki zdje¢ maja ksztalt
podobnych prostokatow Py, P»
i P;. Pole prostokata P, jest
o 44% wieksze od pola prosto-
kata P;, a pole prostokata P
jest 0 125% wieksze od pola pro-
stokata P;. Wymiary prostoka-
ta P sa réwne 24 cm x 36 cm.
Oblicz wymiary prostokata Ps.

9. W trojkacie prostokatnym ABC, ktorego przeciwprostokatna AB ma dtu-
go$¢ 15 cm, poprowadzono wysokos¢ C'D. Stosunek pdl tréjkatéw ADC
i BCD jest réwny 4. Oblicz obwéd trojkata ABC.

10. Przekatne trapezu o podstawach AB i C'D oraz wysokosci rownej 10 prze-
cinaja sie w punkcie P. Stosunek pola tréjkata ABP do pola tréjkata C D P
jest rowny %. Oblicz odleglosci punktu P od podstaw trapezu.

11. Trapez o wysokosci rownej 5 cm i podstawach dtugosci 4 cm i 9 cm po-
dzielono prosta rownolegta do podstaw na dwa trapezy podobne. Oblicz
pole kazdego z trapezéw otrzymanych w wyniku tego podziatu.

12. Dziatka budowlana o powierzchni 1025 m? ma ksztalt trapezu o podsta-
wach 32 m i 50 m. Dziatke te podzielono prosta réwnoleglta do podstaw
trapezu na dwie dziatki bedace trapezami podobnymi. Oblicz pole kazde]
z nowo powstatych dziatek.

@ 13. Przekatne trapezu o podstawach AB i CD przecinaja sie w punkcie P.
Pole trojkata ABP jest réwne S, a pole trojkata DCP jest rowne S,.
Uzasadnij, ze pole tego trapezu jest réwne (\/Sl + \/52)2.

14. Wedlug projektu zewnetrzny obrys fundamentéw D C
domu jest prostokatem (rysunek obok). Przed roz-
poczeciem wykopu kierownik budowy nakazal wyko-
nanie pomiaru nie tylko dtugosci bokéw, lecz takze
dtugosci przekatnych. Jak sadzisz, dlaczego?

a) W projekcie budynku wykonanym w skali 1:50

|AB| = 12 cm, |BC| = 18 cm. Ile powinien wyniesé

wynik pomiaru przekatnych w terenie?

b) Fundamenty maja mieé¢ glebokos$¢ 0,5 m oraz gru-

bo$é 0,5 m. Ile m® betonu potrzeba na ich wykonanie? A B

I 300 6. Planimetria

Fraktale

Fraktal to figura geometryczna cechujaca si¢ samopodobienstwem -
dowolnie mate czesci tej figury sa podobne do calosci.

Krzywa Kocha i $niezynka Kocha

Przyktadem fraktala jest krzywa Kocha (jej konstrukcje opisat w 1904 r. szwedzki
matematyk Helge von Koch). Oto kolejne etapy jej powstawania.

1 A 1
1 3/\3 1
1 5/\§_mm

Na kazdym kolejnym etapie konstrukcji

krzywej Kocha jej dtugos¢ powigksza sie

o] % dtugosci krzywej z poprzedniego

etapu. Jesli zatem dlugosé poczatkowego

odcinka jest réwna 1, to kolejne krzywe

maja dtugosci: . oo
2 /4\3 rzywa Kocha

58 (4

1,3:(3): (3

SAMOPODOBIENSTWO
Powiekszajac dowolnie

Jezeli konstrukcije krzywej przeprowadzimy
na bokach tréjkata rownobocznego, _

. 2 —p o maty fragment krzywej
otrzymamy figure nazywang sniezynka Kocha, otrzymamy jej | =
Kocha. idealng kopie. '

Sniezynka Kocha ma skoriczone pole,
chociaz jest ograniczona przez krzywa

0 nieskoriczonej dtugosci. Sniezynka Kocha




¥ 6.7. Twierdzenie o dwusiecznej kata Zadania ¥
wW trOj kaae 1. Dany jest tréjkat ABC o bokach |BC| = a, |[AC| = b i |AB| = ¢. Oblicz
dhugosci odcinkow, na jakie dwusieczna kata AC'B dzieli bok AB, dla:

Korzystajac z twierdzenia Talesa, mozemy udowodni¢ ponizsze twierdzenie. a) a=2,b=6,c=5 b) a=6,b=10, c=12.

Twierdzenie o dwusiecznej kata w trojkacie 2. Dany jest trojkat prostokatny réwnoramienny ABC', ktérego przeciwpro-
Dwusieczna kata w trojkacie dzieli przeciwlegty C stokatna AB ma dlugoéé /2. Dwusieczna kata ABC przecina bok AC
bok na odcinki proporcjonalne do pozostatych éb w punkcie P. Oblicz obwody tréjkatéw BC'P i BAP.
bokéw trojkatas b a

@ 3. Dany jest trojkat ABC o bokach dtugosci |BC| =a, |[AC| =b1i |AB| = c.

r_a
y b Uzasadnij, ze dwusieczna kata AC'B dzieli bok AB na odcinki dlugosci
A Y D\ T B ac_ 1 _be
a+b a+b’

Dowod @ 4. Przeczytaj podany ponizej dowdd twierdzenia o dwusiecznej kata w tréj-
Wyznaczamy poétprosta AC oraz prosta [ réwnolegta do dwusiecznej C'D prze- kacie. W miejscach oznaczonych | 7| podaj brakujace uzasadnienia.
chodzaca przez punkt B. Punkt przeciecia potprostej AC' z prosta [ oznaczamy
przez P. Odcinek C'D jest zawarty w dwusiecznej kata ACB, a C'G jest wyso-

. _ koscig trojkata opuszczona z wierzchotka C'.
Proste C'D i BP sa roéwnolegle, wiec:

C
.. Prppc _ |DB|
|SACD| = |3 APB| oraz | DCB| = |4 CBP)| (uzasadnij). Stad Prane  |AD| 4
anacza to, ze tréojkat BPC' jest réwnoramienny Odcinki DE i DF maja réwne F
i|CP|=|CB|=a. dlugosci.
Z twierdzenia Talesa dla kata C'AD otrzymujemy: Zatem: £
\DB| _ |CP| Papec _ |BC| a
|AD| — |AC] Prapc  |AC] A G D B
zatem = = = : c .. |[DB| _ |BC]
Yy A Y D\ x B\ Czyli prawdziwa jest proporcja AD| — [AC|’
Cwiczenie 1 P
@ 5. W trojkacie ABC poprowadzono dwu-

a) Dany jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych 51 12. Oblicz dlugosci
odcinkéw, na jakie dwusieczna kata prostego tego tréjkata dzieli jego przeciw-
prostokatna.

b) Przeciwprostokatna tréjkata o katach 30°, 60°, 90° ma dlugos$¢ 2. Oblicz
dtugosci odcinkéw, na jakie dwusieczne katow dziela boki tego trojkata.

sieczng C'D kata 7 (rysunek obok).
Punkt A’ lezy na pdélprostej C' A, od-
cinek A'B jest prostopadly do dwu-
siecznej C'D i przecina ja w punk-
cie P, a odcinek A’D’ jest réwnolegly

c) Dwusieczna kata prostego dzieli przeciwprostokatna trojkata prostokatnego do odcinka AD. Uzasadnij, ze tréjkaty
na odcinki dtugosci % 1 %. Oblicz obwdd tego trojkata. A'D'P i BDP sa przystajace, a tréj-
d) Jeden z katéw ostrych trojkata prostokatnego ma miare 22,5°, a dluzsza katy A'D'C' i ADC' sa podobne. Ko-
przyprostokatna ma dtugosé rowna 1. Oblicz dlugosé krétszej przyprostokat- rzystajac z réwnosci |A'C| = a, uza-
nej tego tréjkata. sadnij prawdziwos¢ proporcji % = 7. Al \D'
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Problemy konstrukcyjne

Klasyczne konstrukcje wykonuje sie tylko za pomoca cyrkla i linijki. Oto nie-
ktére z nich.

B Konstrukcja symetralnej odcinka \

1. Z jednego konca danego odcinka rysuje-

my tuk okregu o promieniu dtuzszym od A B

potowy odcinka.

2. 7 drugiego konca tego odcinka rysuje-
my tuk okregu o takim samym promie-

niu. Punkty przeciecia tukéw oznaczamy
przez P i Q.

= =

3. Rysujemy prosta P(Q — jest ona syme-
tralna odcinka AB, poniewaz odcinki

PQ i AB sa przekatnymi rombu AP BQ. A B

B Konstrukcja dwusiecznej kata

1. 7Z wierzchotka danego kata rysujemy tuk
okregu przecinajacy ramiona tego kata.
Punkty przeciecia oznaczamy przez A
i B. P

2. Wewnatrz kata rysujemy tuki okregéw
o érodkach w punktach A i B oraz ta-
kich samych promieniach. Punkt prze- XR

ciecia tych tukéw oznaczamy przez R. p il
3. Rysujemy poétprosta PR — jest ona dwu- 3
sieczng kata APB, poniewaz trojka-
ty PAR i PBR sa przystajace (cecha
BBB).
) P n
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1. Z danego punktu P rysujemy tuk okre-

gu przecinajacy dang prosta k. Punkty
przeciecia oznaczamy przez A i B.

. Z punktéw A i B rysujemy przecinaja-

ce sie tuki okregéw o promieniu |AP|.
Punkt przeciecia tych tukéw oznaczamy
przez Q.

. Rysujemy prosta P — jest ona pro-

stopadta do prostej k, poniewaz odcinki
PQ i AB sa przekatnymi rombu AP BQ.

przez dany punkt

. Rysujemy dowolng prosta [ nieréwnole-

glta do danej prostej k i przechodzaca
przez dany punkt P. Punkt przeciecia
prostej [ z prosta k oznaczamy przez ().

. Rysujemy tuki okregow o $rodkach

w punktach P i () oraz takich samych
promieniach. Punkty przeciecia tych tu-
kéw z prosta [ oznaczamy odpowied-
nio przez T i R. Punkt przeciecia tuku
o srodku w punkcie ) z prosta k ozna-
czamy przez S.

. Rysujemy tuk okregu o srodku w punk-

cie T i promieniu |RS|. Punkt przeciecia
tego tuku z tukiem o srodku w punkcie
P oznaczamy przez U.

. Rysujemy prosta PU — jest ona réwno-

legta do prostej k, poniewaz kat T'PU
jest przystajacy do kata RQ.S.

B Konstrukcja prostej prostopadtej do danej prostej i przechodzacej
przez dany punkt nielezacy na tej prostej

P
k
A B
P
k
A B
>Q
P
k
A B
Q

B Konstrukcja prostej rownolegtej do danej prostej i przechodzacej

'S
T 1
P
U
Q k
1S
T 1
%
U
Q k
'S
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Powtorzenie

1.

Zestaw |

Wyznacz miary katéw trojkata o podanym stosunku tych miar.
a) 1:2:3 b) 1:3:5 c) 2:9:13

Katy miedzy bokiem trojkata ostrokatnego a wysokosciami poprowadzo-
nymi z wierzchotkéw nalezacych do tego boku majg miary 40° i 20°. Wy-
znacz miary katéow tego trojkata.

Dane sa dtugosci bokéow dwoéch trojkatow. Czy trojkaty te sa podobne?
a) 15, 18, 24 oraz 20, 24, 32 c) 1,2; 14; 1,8 oraz 1,8; 2,1; 2.8
b) 4, 8, 10 oraz 6, 3, 7,5 d) 20, 25, 30 oraz 6, 9, 7,5

Tréjkat Ty o bokach 5 cm, 5 cm i 4 cm jest podobny do tréjkata T5. Oblicz
dtugosci bokow trojkata T, w przypadku, gdy:

a) jego obwdd jest réwny 35 cm, b) jego pole jest réwne 4v/21 cm?,

W tréjkacie ABC o polu 50 dm? bok AB ma dlugo$é 20 dm. Punkt P lezy
na boku AC i |CP| = £|AC|. Punkt @ lezy na boku BC'i |CQ| = +|BC]|.
Oblicz diugos¢ odcinka P@) i pole trojkata C'PQ.  ~

Przyprostokatne trojkata ABC' (rysunek obok)
majg dlugosci 10 i 15. Oblicz pole kwadratu
ADEF. N

F

Dany jest trojkat o bokach 4 cm, 6 cm i 8 cm.
Oblicz dtugosci odcinkéow, na jakie dwusieczne
katéw tego tréjkata dzielg jego przeciwlegte boki. E

Punkt C' jest wspélnym wierzchotkiem kwadra-
tow ABCD i CEFG (rysunek obok). Wykaz, ze

pola trojkatéw DEC i CBG sa réwne.

A B

Dziatke budowlana w ksztalcie trojkata o bokach ditugosci 60 m, 60 m
i 40 m podzielono na dwie czesci o réwnych polach plotem réwnoleglym
do boku dtugosci 40 m. Oblicz z doktadnoscig do 1 m obwodd kazdej z nowo
powstatych dziatek.
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B Zestaw Il

o] 1.

a) Wykaz, ze dowolne dwa prostokaty, w ktorych przekatne przecinaja sie
pod tym samym katem «, sa podobne.

b) Wykaz, ze jesli prostokat o bokach x i y jest podobny do prostokata
o bokach odpowiednio x + 1 i y + 1, to prostokaty te sg kwadratami.

Oblicz obwod trojkata AEC.

a) BD||C’E b)
B
C
x + 2 b
5)
B
T 5
B
A x+2 D r+5 FE A 3 D 3 C

Suma obwodow dwodch figur podobnych jest rowna 260 cm, a ich skala
podobienstwa k = 2. Oblicz obwdd kazdej z tych figur.

Figury F; i F; sa podobne w skali 1: 2, a figury F5 i F5 sa podobne w skali
1:3. Suma pdl figur Iy, I, i Fy jest réwna 410 dm?. Oblicz pole kazdej
z tych figur.

. Wykaz, ze w trapezie niebedacym réwnolegtobokiem odcinek taczacy

srodki:
a) ramion trapezu jest rownolegly do jego podstaw (rozpatrz kat otrzy-

many przez przedtuzenie ramion trapezu),

b)*przek@tnych trapezu jest rownolegly do jego podstaw.

. W rombie ABCD potaczono srodki kolejnych bokéw i otrzymano czwo-

rokat A’B'C'D’. Uzasadnij, ze czworokat ten jest prostokatem o polu dwa
razy mniejszym od pola rombu.

. W trapezie ABC'D o podstawach a i b (rysu- D b C
nek obok) poprowadzono odcinek PQ o dtu-
P \/— 4 Clb
gosci vab rownoleglty do podstaw trapezu. p v Q
Uzasadnij, ze:
a) [AP| _ |AB|
PD PQ|’
PD| ~ [PQ K Z 5

b) trapezy ABQP i PQCD sa podobne.
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Zadania z kontekstem realistycznym

1. Geodeta mial zmierzy¢ w terenie kat oznaczony na
rysunku obok przez x. Ze wzgledu na uksztattowa-
nie terenu okazato sie to niemozliwe, wiec zmierzyt
katy a;, 81~ 1otrzymal a = 22°, 3 = 37°, v = 46°.
Ile wynosi miara kata z7 o 3

2. Na trawniku majacym ksztalt trojkata réwnora-
miennego wytyczono trzy jednakowej wielkosci ra-

baty kwiatowe, kazda w ksztalcie kwadratu (rysu-

nek obok). Oblicz, jaka czesé powierzchni trawnika
zajmujg rabaty.

3. Na mapie sporzadzonej w skali 1:700000 odlegtos¢ miedzy miejscowo-
Sciami A i B jest rowna 4 cm. Oblicz odlegto$é miedzy tymi miejscowo-
Sciami na mapie w skali 1:800 000.

6 cm

4. Na rysunku przedstawiono plan ogrodu w pew- ) ]
nej skali. Wiadomo, ze fragment ptotu biegnacy < v
wzdhuz odcinka 2 ma dhugosé 6 m. Jaka jest dhu- 4™

L, . , S 2 cm
gos¢ plotu postawionego wokoét tego ogrodu, jezeli B a
na wejscie pozostawiono 2 m? 3,5 cm

5. Na planie w skali 1:450 kwadratowa dzialka ma pole réwne 81 cm?. Ile
siatki potrzeba na ogrodzenie tej dziatki, jezeli brama ma mie¢ dtugos¢ 4 m?

@ 6. Jas potlozyt dwie jednakowe kwadratowe kartki tak
jak na rysunku obok, a nastepnie cze$é¢ trojkatow /\

pomalowal na niebiesko, a czes¢ na fioletowo.

a) Uzasadnij, ze wszystkie pomalowane tréjkaty <
sa podobne.

b) Uzasadnij, ze na pomalowanie tréjkatow niebie-

skich potrzebowal tyle samo farby, co na pomalo-
wanie trojkatéw fioletowych. N

7. Dgziatke budowlana majaca ksztalt trapezu podzielono ptotem réwnole-
glym do podstaw trapezu na dwie dziatki o réwnych polach. Czy dlugosé
ptotu dzielacego nowo powstale dziatki jest wieksza od dilugosci ptotu
réwnolegtego do podstaw trapezu dzielacego te dziatki na dwa trapezy
podobne?

I 308 6. Planimetria

Sposob na zadanie

Przedstawiajac dowdd, nalezy precyzyjnie uzasadni¢ kazdy krok rozumowania.

Mozna to zrobi¢ tak jak w przyktadzie 1. lub w postaci dowodu dwukolum-
nowego, ktéry jest zapisany w tabeli (przyktad 2.).

Przyktad 1 D C
Dane sa kwadrat ABC'D i réwnolegtobok FFBA (ry-
sunek obok). Udowodnij, ze tréjkaty ADE i BCF sa

przystajace.
Niech kat ostry rownolegtoboku ma miare a. Wéwcezas B 7
|XCBF| = 90° + . Suma miar katéw przy jednym A o/ B
boku réwnolegtoboku jest réwna 180°, wiec:
|SXBAFE| = 180° — «
E F

Stad:
|SDAE| = 360° — (|[SBAE| + |9 BAD|) = 360° — (180° — o + 90°) = 90° 4+ «
czyli |[SDAE| = |<CBF|. Jednoczeénie |AD| = |BC| (boki kwadratu) oraz
|AE| = |BF| (przeciwlegte boki réwnolegloboku).
Na podstawie cechy BKB wnioskujemy, ze AADE = ABCF.

=» Zadanie 13, str. 312

Przyktad 2
Prosta zawierajaca $rodkowa tréjkata ABC po- C
prowadzona z wierzchotka C' przecina bok AB
w punkcie D. Punkty F i F' leza na prostej C'D,
przy czym AE 1 CD oraz BF 1. CD (rysunek
obok). Udowodnij, ze tréjkaty ADFE i BDF' sa

A D B
przystajace. \§7/
E

Dowdéd przedstawimy w dwukolumnowej tabeli.

W jednej kolumnie zapisujemy kolejne stwierdzenia, a w drugiej — ich uzasad-
nienia. Pozwala to uporzadkowaé cate rozumowanie.

Stwierdzenie Uzasadnienie

|AD| = |BD| Punkt D jest érodkiem boku AB.

|[SADE| = |<BDF| | Sa to katy wierzchotkowe.

|SAED| = |<BFD| | Sa to katy proste.

|SDAE| = |4<DBF| | Tréjkaty ADE i BDF maja dwa katy réwne, wiec
wszystkie ich katy sa rowne.

NADE = ABDF Na podstawie cechy KBK przystawania trojkatow.

=» Zadanie 13, str. 312

S
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-8 wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Zadanie 1 (0-1)
Przekatna o$miokata foremnego dzieli go na siedmiokat i tréjkat réwnora-
mienny. Miara kata ostrego tego tréjkata jest réwna

A. 22.5° C. 26,5°

B. 24)5° D. 28,5° R

Zadanie 2 (0-1) &

Na rysunku obok RK || SL. Suma miar 75
katéw x 1 y jest réwna

A. 104° C. 106° 1169 y

B. 105° D. 110° K I

Zadanie 3 (0-1)
Suma obwodéw dwdch figur podobnych jest rowna 340 cm, a ich skala podo-
bienstwa k = {=. Réznica obwodéw tych figur wynosi

A. 60 cm B. 65 cm C. 75 cm D. 80 cm

Zadanie 4 (0-1)
Przyprostokatne tréjkata ABC' (rysunek ponizej) maja dlugosci 5 cm i 12 cm.
Ile wynosi obwdd tréjkata AED, jesli jego pole jest réwne 4,8 cm??

B
D
a
A E C
A. 6 cm B. 8 cm C. 10 cm D. 12 cm

Zadanie 5 (0-1)

Jezeli prostokat P; o bokach dtugosci 9 cm i 12 cm jest podobny do prosto-
kata P, o przekatnej dtugosci 20 cm, to

A. obwdd prostokata P, jest rowny 54 cm.

pole prostokata P, jest réwne 200 cm?.

pole prostokata P, jest o 64 cm? wieksze od pola prostokata P;.

o oW

. stosunek pola prostokata P, do pola prostokata P, jest rowny 9: 16.

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 6 (0-1)

Na boku AB tréjkata ABC wybrano punkt P, a na boku AC' — punkt @ tak,
ze PQ || BC. Jedli |AB| = 4,5 cm, |[AC| =5 cm, |AQ| =2 cm i |BC| = 3 cm,
to obwdd trojkata APQ jest rowny

A. 5 cm B. 6 cm C. 6,5 cm D. 7 cm

Zadanie 7 (0-1)
Prostokat P, o bokach dtugosci 7 cm i 24 ¢m jest podobny do prostokata P,
ktérego pole jest réwne 42 cm?. Dlugoéé przekatnej prostokata P, wynosi

A. 6,25 cm B. 12,5 cm C. 14,5 cm D. 25 cm

Zadanie 8 (0-1)

Dany jest trojkat ABC'. Dwusieczna kata AC' B przecina bok AB w punkcie P
takim, ze |BP| = |AP| + 1 cm. Ponadto |AC| = 4 c¢cm oraz |BC| = 6 cm.
Obwod trojkata ABC' wynosi

A. 15 cm B. 14,5 cm C. 12,5 cm D. 12 cm

Zadanie 9 (0-2)
Dwa boki tréjkata majg dtugosci 4 cm i 8 cm.

Dokoncz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich otrzy-
mane zdanie byto prawdziwe.

Dtugoscé trzeciego boku tego trojkata nie moze by¢ réwna

A. 3v2 cm E. (74 2V5) cm
B. 2V/3 cm F. (8 +2v3) cm
C. (3++2) cm G. (9+2v2) cm
D. (2++/5) cm H. (10 +2v/2) cm

Zadanie 10 (0-1)
Trojkaty T, i T sa podobne. Najkrotszy bok trojkata T ma diugosé 4,5 cm,
a najkrotszy bok trojkata T, ma diugosé 7,5 cm.

Ocen prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Jedli pole tréjkata Ty jest réwne 27 cm?, to pole trojkata T jest p T
réwne 75 cm?.

Jesli pole tréjkata T jest rowne 25 cm?, to pole tréjkata T jest
réwne 9 cm?.

P F
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 11 (0-1)

Przekatne poprowadzone z jednego wierzchotka pieciokata foremnego podzie-
lity ten pieciokat na trzy trojkaty.

Ocen prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.

Jeden z tych tréjkatow ma katy o miarach 30°, 75°, 75°. P
Dwa z tych tréjkatow maja katy o miarach 30°, 30°, 120°. P

Zadanie 12 (0-2)
Proste AD, BE i C'F sa réwnolegle (rysunek ponizej).

P

4 A 6 B C
Kazdemu rozpoczetemu zdaniu przyporzadkuj wtasciwe dokonczenie. Wpisz

obok rozpoczetych zdan w tabeli ponizej wtasciwe odpowiedzi wybrane spo-
srod A-E.

Numer zadania Zdanie do uzupelnienia Dokonczenie zdania

12.1 Odcinek BC' ma dtugo$é¢ réowna ?

12.2 Odcinek PD ma dtugos¢ réwna ?
A. 25 B. 2,8 C. 3,2 D. 3,6 E. 3.8
Zadanie 13 (0-2) & Przyktady 1 i 2, str. 309 D C
Na bokach AB i BC kwadratu ABC'D wybrano odpowied-
nio punkty E i F' takie, ze CE L DF (rysunek obok). Uza-
sadnij, ze trojkaty BCE i CDF sa przystajace. F
Zadanie 14 A E B

Przekatne rombu ABC'D maja dtugosci 12 cm i 16 cm.

Zadanie 14.1 (0-2)
Punkt P jest punktem przeciecia przekatnych rombu ABCD. Oblicz dtugosci
odcinkoéw, na ktére dwusieczna kata AP B dzieli bok rombu.

Zadanie 14.2 (0-2)
Romb EFGH o polu réwnym 150 cm? jest podobny do rombu ABCD. Oblicz
obwod rombu FFGH.
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Zadanie 15 (0-1)

Dany jest trapez ABCD (rysunek obok). Podstawy
trapezu maja dlugosci |[AB| = 16 cm, |[CD| = 12 cm,
a pole tréjkata ABP jest réwne 48 cm?.

Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz od-
powiedz A albo B oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Pole tréjkata C'DP jest réwne

A. | 36 cm?, , , ., .
poniewaz skala podobienstwa tréjkata C'D P

, do trojkata ABP jest réwna
B. 27 cm?, 3.

of5 | Blo | s

Zadanie 16 (0-4) D C
W trapezie prostokatnym (rysunek obok) dane sa
dlugosci podstaw |AB| = 61 |C D| = 2 oraz ramienia 0
|AD| = 4. Punkt O jest punktem przeciecia przekat-
nych tego trapezu. Oblicz obwdd trojkata AOB.

A B
Zadanie 17 (0-4)
Dany jest trapez ABC'D o podstawach |[AB| = 40 cm i |CD| = 25 cm i ra-

mionach dtugosci 12 cm i 9 cm. Przedluzenia ramion tego trapezu przecinaja
sie w punkcie P. Oblicz obwdd trojkata ABP.

Zadanie 18 (0-4)

Dany jest réwnolegtobok ABC'D o bokach [AB| = a
i |[BC| = b. Czworokat EBCF jest réwnoleglobo-
kiem podobnym do rownolegtoboku AB C D Wykaz,

ze obwod czworokata AEF D jest réwny 2 2b2+2ab

Zadanie 19 (0-4)

Dany jest tréjkat réwnoramienny o ramieniu dtugosci 6 cm i kacie przy podsta-
wie réwnym 30°. Oblicz odleglosci punktu przeciecia prostych zawierajacych
wysokosci tego tréjkata od jego wierzchotkéw.

Wskazowka. Proste zawierajace wysokosci trojkata przecinajg sie w jednym punkcie.

Zadanie 20 (0-4)
Uzasadnij, ze suma dtugosci srodkowych trojkata o obwodzie L jest mniejsza
od 2L.

2
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L.

Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1 (0-2)

Dany jest tréjkat prostokatny ABC, w ktorym |AC| = 8 1 |[BC| = 6, a kat
prosty znajduje sie przy wierzchotku C. Odcinek C' P jest wysoko$cia trojkata
ABC, a odcinek P() jest wysokoscig trojkata C'PA. Oblicz stosunek pola
trojkata APQ do pola trojkata ABC.

Zadanie 2 ¢
Dany jest trojkat prostokatny ABC o przy- Q
prostokatnych dlugosci |AB| =41 |BC| =2

(rysunek obok). Odcinek PQ dzieli ten trdj-

kat na dwie figury o réwnych polach. a

Zadanie 2.1 (0-2)
Oblicz obwdd trojkata APQ).

Zadanie 2.2 (0-2)
Dwusieczna kata AQP przecina odcinek AB w punkcie D. Oblicz dtugosé
odcinka DB.

Zadanie 3 (0-2)

Dany jest trapez ABC D o dtuzszej podstawie AB. Na ramieniu AD wybrano
punkt E, a na ramieniu BC punkt F w taki sposéb, ze odcinek FF' jest
réwnolegly do podstaw trapezu oraz |BF| = 2,8 i |CF| = 1,2. Przedluzenia
ramion trapezu przecinaja sie w punkcie P takim, ze |PA| = 7,81 |PB| = 10,4.
Oblicz dtugosci odcinkéw PD i PE.

Zadanie 4 (0-4)
Uzasadnij, ze jesli odcinek taczacy $rodki ramion trapezu dzieli go na dwa
trapezy podobne, to trapez ten jest réwnolegtobokiem.

Zadanie 5 (0-4)
Trapez prostokatny o podstawach dlugosci a i 2a oraz krétszym ramieniu
rownym a podzielono odcinkiem réwnolegtym do podstaw na dwa trapezy

podobne. Uzasadnij, ze pola tych trapezow sa rowne “~22 ia?.

Zadanie 6 (0-6) I

Punkty A, B, C' (rysunek obok) sa wspotli-

niowe oraz AE | BD i BE || CD. Pola tréj- D
katow ABE i BCD sa réowne odpowiednio

S; i 55. Udowodnij, ze pole trojkata BDE /\

jest réwne /S - Ss.

BN 314 6. Planimetria

Funkcja
kwadratowa

Funkcje postaci f(z) = ax® + bz + ¢ (a,b,c € R,
a # 0) nazywamy funkcja kwadratowa lub tréjmia-
nem kwadratowym. Wykres funkcji kwadratowej na-
zywamy parabolg. Méwimy ,,parabola okreslona réw-
naniem y = az® + bx + ¢’ lub krétko: ,parabola
y = ax® + bz + .

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji kwa-
dratowej f(z) = —32° + z + 2.

. o ,
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7.1. Wykres funkcji f(x)=ax?

Na rysunku ponizej przedstawiono parabole, ktéra jest wykresem funkceji
f(x) = 22. Jej dziedzing jest zbidr liczb rzeczywistych, a zbiorem wartosci —
przedzial [0; 00). Z wykresu mozemy odczytaé nastepujace wlasnosci:

Y - ramiona paraboli sa skierowane do gory,

- 08 OY jest osig symetrii paraboli,

- punkt (0,0) jest wierzchotkiem paraboli,
- funkcja f jest malejaca w przedziale
(—o00; 0] oraz rosngca w przedziale [0; 00),

« dla x = 0 funkcja f przyjmuje wartosé
najmniejsza réwna zeru, natomiast dla
kazdego x # 0 prawdziwa jest nieréwnos¢

f(z) >0,

.+ funkcja f nie przyjmuje wartosci najwiek-

szej.

Cwiczenie 1

Sporzadz odpowiednie tabele wartosci funkcji i naszkicuj w jednym uktadzie

wspotrzednych wykresy funkcji fi(z) = 22, fo(x) = 22% i f3(x) = 222, laczac

2

punkty wykresu odpowiednia krzywa (patrz wyzej).

Parabole y = 12?, y = 22, y = 4a? zostaly
dla poréwnania naszkicowane w jednym
uktadzie wspotrzednych. Zwr6é uwage na za-
lezno$¢ miedzy wspodtczynnikiem a w rowna-
niu paraboli y = az? i rozchyleniem ramion
tej paraboli.

Cwiczenie 2
Czy punkt P nalezy do paraboli y = 4227

a) P(—3,1) c) P(3,1)

R 9

b) P(4,32) d) P(—2,16)

O

Cwiczenie 3
Dla jakiej wartoéci wspétczynnika a punkt ) nalezy do paraboli y = ax??

B 316 7. Funkcja kwadratowa

Wykres funkcji y = —2? mozna otrzymadé, od-
bijajac symetrycznie wzgledem osi OX wykres
funkcji y = 2. Zwr6¢ uwage na to, ze ramiona
paraboli bedacej wykresem funkcji y = —22 s
skierowane w dot.

Cwiczenie 4
a) Podaj przedzialy monotonicznosci funkcji
flz) = —a*.
b) Podaj réwnanie osi symetrii i wspéirzedne
wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji

f(z) = —a2.

Cwiczenie 5

Wykresy funkcji fi1, fa2, f3, f1, f5 (rysunek ponizej) otrzymano, odbijajac syme-

1

trycznie wzgledem osi OX wykresy funkcji y = ¢

Yy = 4$2. POdaj Wzory funkcji f17 f27 f37 f47 f5°

2 _ 1,2 2 _ 2
:E,y—zzc,y—m,y—%:,

O

Warto$¢ wspolezynnika a we wzorze funkcji f(x) = ax?, a # 0, decyduje
o tym, czy ramiona paraboli bedacej jej wykresem skierowane sg do gory
(gdy a > 0) czy w dot (gdy a < 0) oraz o tym, jak bardzo sa rozchylone.

Cwiczenie 6

Do wykresu funkcji f(z) = az? nalezy punkt P. Naszkicuj ten wykres i podaj]

pie¢ punktoéw o obu wspolrzednych catkowitych, ktore do niego naleza.

a) P(2,—4) b) P(4,-1) c) P(—v2,-6) d) P(—2v/2,—4)
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Zadania

. Naszkicuj wykres funkcji f o dziedzinie D. Podaj zbiér wartosci tej funkcji.

2) f)= 3%, D=(-24) ¢ flx)=32 D=(-12)
b) f(z) = 7%, D= [—4; 2] d) f(z) = —22%, D= [1; 2]

4

. Dopasuj do réwnan y = 2?, y = 32°, y = <2° odpowiednie parabole
sposrod A-E. Podaj réwnania pozostalych parabol.

1 H

. Dla ktoérej sposrod trzech podanych funkcji odlegtosé od osi OX punktu

o odcietej x = 1 nalezacego do jej wykresu jest najmniejsza?
a) y:$2, y:4332, y:—6$2 C) y:_%$27 y:3$2, y:2\/§3§2
b) y =322 y=+22% y=22> d)y=-32 y=mnz? y=3,1422

2

. Punkty P(zy,y1) i Q(z2,y2) naleza do paraboli y = ax?. Oblicz odleglosé
punktu @ od osi OX dla podanych wspotrzednych punktow P i Q.

3332:—2 b)$1:—2\/§,y1:207332:2

—5

a) x1 =3,y =

. Prosta y = 4 przecina parabole y = ax? w punktach A i B. Oblicz a dla:
a) |AB| =2, b) |AB| =8, ¢) |AB| =1, d) |AB| = 2V/2.

. Punkty O(0,0), A(x,3) i B(—x,3) naleza do paraboli y = az?. Pole trdj-
kata AOB jest rowne 12. Naszkicuj te parabole.

a) Podaj dziedzine i wzoér funkcji opisujacej pole kwadratowej dziatki bu-
dowlanej w zaleznosci od dtugosci jej przekatnej x. Naszkicuj jej wykres.
b) Prostokatng dziatke budowlana mozna podzieli¢ na dwa kwadraty. Po-
daj dziedzine i wzér funkcji opisujacej pole tej dzialki w zaleznosci od
dtugosci przekatnej = tej dzialki.

BN 318 7. Funkcja kwadratowa

7.2. Przesuniecie wykresu funkgji

f(x)=ax? o wektor

Przyktad 1

Wykres funkcji f(z) = 22%—4 otrzymamy,
przesuwajac parabole y = 222 [0 4 jednostki
w dét, czyli o wektor w = [0,[—4] (rysunek
obok).

Cwiczenie 1

Naszkicuj wykres funkcji f i okresl jej zbidr
wartosci.

a) f(r)=a*>—-3 c) f(x)=—22%—4
b) f(x) =241 d) f(x) = —22% 42
Przyktad 2

Wykres funkcji f(x) = 2(z— 3)? otrzymamy,
przesuwajac parabole y = 2z° |0 3 jednostki
w prawo , czyli o wektor u = [3),0] (rysunek

bbok)

Cwiczenie 2

Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej prze-
dzialy monotonicznosci.

a) f(z)=(z+3)* c) flz)=-2

b) f(z) = (z —1)* d) f(z) = —2(z—2)°

Przyktad 3
Wykres funkcji f(z) = (x—2)%+1 otrzymamy,
przesuwajac parabole y = 22 [0 2 jednostki'_'_

w prawo, a nastepnie [0 1 jednostke w gore

lub bezpoérednio o wektor w = [2,1]].

Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkcji f.
a) f(z)=(z—3)*-2

b) f(z) =(x+2)*+1

c) f(z)=(z—-2)"-1
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Wykres funkcji f(z) = a(x — p)* + ¢, gdzie a # 0, otrzymujemy przez
przesuniecie wykresu funkcji y = ax? o wektor [p, ¢|.

Wierzchotkiem paraboli bedacej wykresem funkcji f jest punkt (p, q).
Jej osia symetrii jest prosta z = p.

Cwiczenie 4
O jaki wektor nalezy przesunaé parabole y = 222, aby otrzymaé¢ wykres po-
danej funkcji?

a) f(x)=2(x+6)>—3 b) f(x) =2x* — 4z + 2
Ponizsze wlasnosci funkeji f(z) = a(x — p)? 4 ¢ zaleza od wspdlezynnika a.

a>0

ramiona paraboli sg skierowane do goéry

dla x = p funkcja osigga wartos¢ naj-
mniejsza y = q

funkcja maleje w przedziale (—oo; p|

funkcja rosnie w przedziale [p; 00)

zbiorem wartosci funkcji jest przedziat |

[q; 0) 0 D X

a<0

=

ramiona paraboli sg skierowane w dot

dla x = p funkcja osigga wartos¢ naj-
wieksza y = ¢

funkcja rosnie w przedziale (—oo; p]

funkcja maleje w przedziale [p; c0)

zbiorem wartosci funkcji jest przedziat
(—o0; ] ] 0

Cwiczenie 5
Podaj przedzialy monotonicznosci i zbiér wartosci funkcji f oraz wspotrzedne
wierzchotka paraboli bedacej jej wykresem. Naszkicuj te parabole.

a) f(x) = 2(x —3)* — 4 ¢) flx) = —(x+4) 1
b) f(z) = {(x+2)*+2 d) fz) = —3(z—1)*+3
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Zadania

1. Wykres funkcji f(z) = 2% przesun o wektor u’. Nastepnie podaj wzér
otrzymanej funkcji oraz jej przedzialy monotonicznosci.

a) w=I[1,2] b)w=[1,-2 ¢ wW=[-3-2 d) u=[-2 -4

2. Naszkicuj parabole, ktorg otrzymamy przez przesuniecie wykresu funkcji

f(z) = —2? o wektor u’. Podaj wspélrzedne jej wierzchotka i réwnanie jej

osi symetrii.

a) w =[-2,4 b) W =[-3,-1 c¢) U =][22] d) v =[3,—1]
3. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbior wartosci.

a) flz) =2(z—1)"—4 ¢) fz) =—2(x+3)"+2

b) f(z)=3(x+2)+1 d) f(z)=—%(z—4)>+4

4. Wykres funkcji g powstaje przez przesuniecie wykresu funkcji f o wek-
tor . Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

Wzér funkcji f Wektor Wzér funkcji g
f(z) =52* -3 w = [-1,5] 7
f(z) = 422 ? g(x) =4(x +2)*+3
? w = [7,-3] g(xz) =3(x—T7)*—13
f(z)=2(x—5)*>+3 w = [4,—6] ?

5. Punkty F'i G sg wierzchotkami p_)arabol bedacych wykresami funkcji f i g.
Wyznacz wspoétrzedne wektora F'G i naszkicuj obie parabole.

aofwr:%x+n?—1g<>:é<—3f+2
b) f(z) =4—-2(x+1)? g(z)=2-2(z+3)?
¢) flx)=—1(x—2)°+4, glx)=—-1(z+1)*-1
d) f(z)=2-3(xz+1)% g(z)=-1-3(x—3)?

6. Do wykresu funkcji f(z) = ax® + ¢ nalezy punkt P(—1,2). Zbiorem war-
tosci funkcji f jest podany przedzial. Wyznacz wzoér tej funkcji.

a) [1;00) b) [0;00) c) (—o0;3] d) (—o0;6]

7. Do paraboli y = (x — p)? — 1 naleza punkty A i B. Oblicz warto$¢ wspol-
czynnika p i naszkicuj te parabole.

a) A(—4,3), B(0,3) b) A(—1,8), B(5,8)
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Przypomnij sobie

Obliczanie wartosci trojmianu kwadratowego

1. Oblicz wartos¢ wyrazenia dla x = —2 i dla x = —3.

a) v — 31 —6 b) 22?4+ 22 — 3 c) —3x* 42z —1
2. Oblicz warto$¢ wyrazenia dla x = —% idlax= i.

a) 4a? —2x 43 b) —8x% 4+ 4z — 1 c) —2x* — 6z + 3

3. Oblicz wartosci funkcji f, g, h dla argumentu z = —2 i uporzadkuj je od
najmniejszej do najwiekszej.
a) f(x)=—a?+6z+1, g(x)=22"+10z -5, h(z)=—-32>—jx+4

b) flz) =32 +32 -7, g()=—32* + 32 -8, hiz)=—Fa?—z—4

4. Oblicz wspélezynnik ¢ funkeji f(z) =—22?—2x + ¢, ktéra spelnia warunek:

a) f(=2) =9, b) f(4) = -2, c) f(=2v2) = 6.

5. Sprawdz, ktére sposrod punktow:
A(—-1,2 - 3v/2), B(—/2,10 — 2V/2), C(-2,8),
D(14 2,4+ 2), E(V/2,8 —2V/2)
nie naleza do wykresu funkcji f(z) = 222 — 2z — 2v/2.

Jesli dla dwoch réznych argumentow
x1, To funkcja kwadratowa przyjmuje
te sama wartosc¢, to o$ symetrii para-
boli bedacej wykresem tej funkcji jest
prosta okreslona za pomoca réwnania:

T1 + T2

€r =
2

6. Sprawdz, czy f(—3) = f(1). Podaj réwnanie osi symetrii paraboli bedace]
wykresem funkcji f oraz wspotrzedne wierzchotka tej paraboli.

a) flz) =32 +x—1 b) f(z) = —22% — 4o + 2
7. Oblicz f(—2), f(—1), f(1)1i f(2). Podaj réwnanie osi symetrii oraz wspél-
rzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji f.
a) f(z)=a*—ax—2 c) f(z)=—22*4+6x—4
b) f(x) =22* — 62 — 2 d) f(x) = —62* — 62 + 8
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7.3. Postac¢ kanoniczna i posta¢ ogdlna
funkcji kwadratowej

Definicja

Postaé:
ostac y = ax® + bx + ¢, gdzie a,b,c € R, a # 0

nazywamy postacig ogolng funkcji kwadratowej.

Postac:
st y = a(x — p)® + q, gdzie a,p, €R, a # 0

nazywamy postacia kanoniczng funkcji kwadratowe;j.
Funkcje kwadratowa nazywamy tez trojmianem kwadratowym.

Cwiczenie 1
Przeczytaj przyktady w ramce pokazujace, w jaki sposéb przejs¢ od postaci
kanonicznej funkcji kwadratowej do postaci ogdlnej.

cy=3(x—4)?-7=
= 3($2 —8r+16) — 7= Korzystamy ze wzoru (a — b)? = a® — 2ab + b*.
= 322 — 242 + 41 Postaé¢ ogélna,

Postaé¢ kanoniczna

2
*YyY= _4(33 + %) +1= Posta¢ kanoniczna
= —4($2 +x + i) + 1= Korzystamy ze wzoru (a + b)? = a® + 2ab + b*.

= — 41?2 — 4y Postac¢ ogdlna

Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci ogélnej.
a)y=—2(r—3)2+6 b)y=—-i(z+3)°+3 c)y=3x—5)2+9

Przejscie od postaci ogdlnej funkceji kwadratowej do postaci kanonicznej wy-
maga zastosowania uzupetniania do kwadratu.

Przyktad 1
Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci kanoniczne;j.
a) Yy = 2 — 10z + 27 = Posta¢ ogdlna
— 22 -92.5x+27 = Wspotczynnik —10 zapisujemy jako —2 - 5.

Dodajemy i odejmujemy 25 = 52,
czyli uzupetniamy do kwadratu.

=22 —2-52+25 — 254+ 27 =
— (@—5)% —25+27 =
=(x—5)>+2

Korzystamy ze wzoru (a —b)? = a® — 2ab+ b*.

Postaé¢ kanoniczna

7.3. Postac¢ kanoniczna i posta¢ ogdlna funkcji kwadratowej
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b) y=a2?+52+3 = Postaé ogélna Zauwazmy, ze jesli wyznaczymy pierwsza wspoOtrzedna wierzchotka paraboli

=2242-324+3= Wspélcezynnik 5 zapisujemy jako 2 - 2. be,;d.acej’ Wykresem. funkecji kws.idratowej f, to jego druga wspotrzedna mozemy
) ) ] obliczy¢, korzystajac z tego, ze y, = f(x).
=22 +2. g:v + (%) — (%) + 3 = Dodajemy i odejmujemy (%)2
2 K
~ ey s Ko e Pz . _.
52 13 Wyznacz wspoétrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji:
- (:E + 5) 4 Posta¢ kanoniczna fz) = 222 4+ 8x — 1
Cwiczenie 2 Wspotezynniki a = =2, b = 8, wige 2, = _% - 2 (8_2) =2
Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci kanonicznej. Podaj wspolrzedne
Strzed = = f(2) =—-2-22 2—-1=".
wierzcholka paraboli bedgcej wykresem tej funkcji. Wspblrzedna g, = f(2u) = £(2) 8 /
5 ) 5 L Wierzchotkiem paraboli jest punkt (2, 7).
a) y=x>—8r+6 c) y=a*—6x—2 e) y=x’+x+
b) y=ux*+4r+8 d)y=2*-3r+1 f) y=2%—-2-2 Cwiczenie 5
Wyznacz wspotrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji f, ko-
Wykresem funkcji kwadratowej f(x) = a(x —p)* + ¢ jest Y f rzystajac z tego, ze Y, = f(y).
parabola o wierzchotku (p, q). Wspélrzedne wierzchotka a) fla) = 22% —dw 43 o) flz) = 122 — 2 410
paraboli oznaczamy takse (T, yu). IN_ b) f(z) = —a? — 3z +4 Q) f(&) = 3% + 62— 10
(T, Yuw)
Twierdzenie .
Zadania
Parabola y = az? + bx + ¢ ma wierzcholek w punkcie o wspélrzednych:
Ly = —%, Yoo = _4A_a7 gdzie A = b? — dac, a # 0 1. Przedstaw trojmian kwadratowy f w postaci ogdlnej i oblicz jego wyrdznik.
— _ 12 = — 2
Wyrazenie A nazywamy wyroéznikiem tréjmianu kwadratowego. a) flz)=(z—3)" -3 d) f(z) 3(z+2)°+8
b) f(z)=—(z—4)*+5 e) flz)=—3(z—2)>+2
Dowbd c) f(z)=2(z—3)"—14 f) f(z)=3(2-3)"-9
_ _ b _ b _
y = axz® +bx +2C =a(2® + jx) +c= a(zz +2-50x) o= , 2. Korzystajac ze wzordéw x,, = —% iy, = —%, wyznacz wspolrzedne wierz-
=a [(w + L) - 4%] te=az+L) - L tce=ax+L) — e chotka paraboli bedacej wykresem funkcji f. Przedstaw funkcje f w postaci
Jest to postaé kanoniczna funkcji y = a(z —p)? +q dlap = —% ig= —%, zatem kanonicznej.
tu =ty = 2 a) f@)=a?+20+3  d) f(z) = —42’+8u+1 g) fa) =2 —a
b) f(x)=a®> -4 -2 e) f(x)=22>+8x—7 h) f(x)=—22>+6x
Cwiczenie 3 c) f(x)=—2*—-2x4+1 f) f(x)=—-222—6x+2 1) f(x)=32">—-38
Oblicz wyréznik tréjmianu kwadratowego. . -
a) y=a%+3z+1 c) y=a®—4dx+4 e) y=—3a”+ 2z +4 3. Korzystajac ze waorbw o, = —5; 1 yu = f(ou), wymaca wspolragdne
b) 22 4+ 4 4 1 Q) 22 + 61 — G f 22% — f3g 1 wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji f.
= T = — —_ — J— — =
Y Y Y 1 a) f()=222+6x—3 b) flx)=1La?—2+4 ¢ f(z)=—32>—6a
Cwiczenie 4 4. Przedstaw funkcje f w postaci kanonicznej. Naszkicuj wykres funkcji f,
Wyznacz wspoélrzedne wierzchotka paraboli. stosujac odpowiednie przesuniecie paraboli y = 22 lub y = —z2.
a) y=4z*+6x +3 b)y=—-22"4+42+1 ¢)y=32"—z+1 a) f(x)=a2*+2x+4 b)) f(z)=—-2*—-62—12 c¢) f(z)=—2*+4z
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. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Prosta = =3 jest osia symetrii paraboli bedacej wykresem funkcji
f(z) = 32 + bz + 5. Oblicz wspélczynnik b.
Osig symetrii jest prosta x = —Q—ba, zatem —% = 3, skad:

b=—-6a=—6-1=-3

Prosta [ jest osig symetrii paraboli bedacej wykresem funkcji kwadrato-
wej f. Oblicz wspotczynnik b.

a) f(x)=a*+br+4, l:2=2 ¢) fla)=224+bx—1, l: x=—-1
b) f(x) =—=2*+bx—3, La=4 d) f(z)=—52>+bz—7, l:x=—6

. Wierzchotek paraboli bedacej wykresem funkcji kwadratowej f lezy na

prostej [. Oblicz wspotczynnik a. Zapisz wzér funkeji f w postaci kano-
nicznej.

Dla dowolnych dwéch punktéw plaszczyzny (nie- TR
lezacych na prostej pionowej) istnieje nieskoncze- N\ /N = [
nie wiele parabol opisanych za pomocg réwnania | | :
y = ax? + bx + ¢ przechodzacych przez te punkty : \ 1 /
(rysunek obok). / : @\ 1 o

Przez trzy niewspoétliniowe punkty (z ktorych zad-
ne dwa nie leza na prostej pionowej) przechodzi

doktadnie jedna parabola y = ax? + bx + c.
Jesli mamy dane wspolrzedne tych punktow, to mozemy obliczy¢ wspol-
czynniki a, b i c. W tym celu rozwiazujemy odpowiedni uktad réwnan.
Na przyklad, aby wyznaczyé réwnanie paraboli y = ax? + bx + ¢ prze-
chodzacej przez punkty A(—1,0), B(1,—4) i C(4,5), rozwiazujemy uktad
réwnan:

a- (=12 +b-(=1)+c=0

Rozwiazaniem uktadu réwnan jest trojka liczb:
a=1,b= -2, c= —3, zatem szukana parabola
jest dana réwnaniem y = z* — 2z — 3.

a-1°+b-1+c=—-4
a-42+b-4+c=5

a) f(z)=ax®>+4x -3, l: 2 =2 ¢) f(x)=ax*+2x+5, : x=—4
b) f(x)=ax*+6x+2, l:x=1 d) f(x)=ax?*—6x—1, I: x =—

[\CR OV

Uwaga. Jezeli mamy dany wierzchotek paraboli, to do wyznaczenia jej rownania

7. Przeczytaj podany w ramce przyktad. ) J ° . : o
wystarczy znajomos¢ jeszcze jednego nalezacego do niej punktu.

Oblicz wspoOlezynniki b i ¢ funkeji kwadratowej f(x) = x* + bx + c,
ktorej wykresem jest parabola o wierzchotku w punkcie (3, —2). 9. Do paraboli bedacej wykresem funkcji kwadratowej f(x) = ax® + bx + ¢
nalezy punkt P, a wierzchotkiem tej paraboli jest punkt W. Oblicz wspo6i-

b .
Ze wzoru xr,, = —— otrzymujemy: .
v 2a ymujemy czynniki a, b, c.

b
T3 - Sskdb=-0 a) P(0,2), W(2,0)
Zatem f(x) = x® — 6z + c¢. Podstawiamy wspolrzedne punktu (3, —2)

(1,2)

c) P(3,1), W(0,3) e) P(2,1), W(1
W(2,4)

b) P(070)7 W(_17_1) d) P(_270)7 W(—1,3) f) P<172>7
do wzoru funkcji i otrzymujemy rownosé:

—2=3"-6-3+c¢,skad c =T.

Szukane wspolczynniki: b= —61ic= 7.

10. Wyznacz réwnanie paraboli, o ktérej wiadomo, ze przecina osie uktadu
wspotrzednych w punktach A, B i C'. Naszkicuj te parabole.

a) A(0,3), B(1,0), C(3,0) b) A(0,6), B(—6,0), C(2,0)
Oblicz wspo6lezynniki b i ¢ funkeji kwadratowej f(x) = 22 + bx + ¢, ktérej
wykresem jest parabola o wierzchotku w punkcie W.

a) W(2,4) b) W(-1,-3) c) W(3,-1) d) W (10,0)

11. Wyznacz rownanie paraboli przechodzacej przez punkty A, B, C.
a) A(-3,1), B(0,4), C(1,1) c) A(-5,3), B(—1,-5),C(1,-3)
b) A(—4,1), B(-3,-2), C(1,-2) d) A(—4,2), B(2,-1), C(4,—6)

8. Wyznacz wspolczynniki a i ¢ funkcji kwadratowe]j f(z) = az? + 6z + ¢,

12* 0 jaki wektor nalezy przesunaé¢ wykres funkcji f, aby otrzymac parabole
przechodzaca przez punkty A(—2,0) i B(2,4)7

d) W(-3,-1) a) f(x) = ax? b) f(x) = —2?

ktoérej wykresem jest parabola o wierzchotku w punkcie W. Zapisz wzor
tej funkcji w postaci kanonicznej.

a) W(-1,2) b) W (6, —3) ¢) W(2,4)
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7.4. Réwnania kwadratowe (1)

Przyktad 1

Naszkicuj wykres funkcji i odczytaj z niego miejsca zerowe tej funkcji.
a) y=a?—4x b) y=a®+ 2z —2

Po przeksztatceniu do postaci ka-  Po przeksztatceniu do postaci kanonicz-
nonicznej mamy: y = (r —2)*—4.  nej mamy: y = (z +1)? — 3.

Ay RN LEEE O
A Lo
o\ 1 X 1 | .
Z, wykresu mozna odczytac tylko przybli-
zone wartosci miejsc zerowych. Wyzna-
7, wykresu mozna odczytac¢ miej-  czenie ich dokladnych warto$ci wymaga

sca zerowe: x = 01z = 4. rozwigzania réwnania 2 + 2z — 2 = 0.

Rozwigzania réwnania kwadratowego ax?® + bx + ¢ =0 (a # 0) to miejsca
zerowe funkcji y = ax? + bz + c.

Cwiczenie 1

Na rysunkach ponizej przedstawiono mozliwe potozenia wykresu funkcji kwa-
dratowej wzgledem osi OX. Ile rozwigzan moze mie¢ réwnanie kwadratowe
ax® + br + ¢ = 0, gdzie a # 07

\y NY \\Y
o‘\//f 0\ % o\/;; Zf\i Z/ o
/

1\

Rozwiazanie rOwnania z niewiadoma z polega na wyznaczeniu wszystkich

wartosci x, dla ktorych to réwnanie jest spetnione. Zbiér tych x nazywamy
zbiorem rozwigzan réwnania. Rozwigzania réwnania nazywane sa réwniez jego
pierwiastkami.

BN 328 7. Funkcja kwadratowa

Przyktad 2
Podaj zbiér rozwigzan réwnania 4z — 8z = 0. Dla dowolngchg, bER:
Lewa strone réwnania rozktadamy wtedy i fylko_wtedy, ody
na czynniki: o= 0 el B = 0.
dx(x —2)=0
czyliz =01ub z —2 =0, zatem = 0 lub x = 2.
Zbiorem rozwiazan réwnania jest zbiér {0, 2}.
Cwiczenie 2
Podaj zbior rozwiazan rownania.
a) 3% + 6x =0 b) 7o — 322 =0 c) 222 = bx d) 8z = ja?

W niektérych przyktadach przy rozktadzie trojmianu kwadratowego na czyn-
niki mozemy skorzysta¢ ze wzoréw skroconego mnozenia.

Przyktad 3
Rozwigz réwnanie 422 — 9 = 0.
Korzystamy ze wzoru na réznice kwadratéw: 422 — 9 = (22 + 3)(2z — 3).
(22 +3)(22 — 3) = 0
2c +3=0 lub 2x —3=0

— _3 — 3

r=—-lub x =73
. . ’, . . § . §
Rozwiazaniem rownania sg liczby —3 1 ¢.

Cwiczenie 3
Rozwiaz réwnanie.
a)16x2—25=0 b)4—100x2:0 C)4x2—121=() d) I42-81=0

Przyktad 4

Rozwiaz réwnanie x? — 4x +4 = 0.

Korzystamy ze wzoru na kwadrat réznicy: 2 — 4z + 4 = (z — 2)%
(r—2)>=0,czyliz—2=0

Zatem liczba 2 jest jedynym pierwiastkiem tego rownania.

Cwiczenie 4
Rozwiaz réwnanie.
a) 2 +8x 4+ 16 =0
b) #> —z+ =0

c) 4’ +4x+1=0 e) sz +2s=x—2

d) 42? =122 +9=0 f) 3224+9=12%—622

7.4. Réwnania kwadratowe (1)
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Dowiedz sie wiecej
Przyktad 5

a) Rozwigz réwnanie 42 — 7 = 0. b) Rozwiaz réwnanie 222 + 9 = 0. Parabola v
Parabola jest zbiorem punktéw ptaszczyzny réwno

Lat=7/-2% Zauwazmy, ze 2x* + 9 > 9 dla kazde- : . =
2 % g0 = € R, wiec 222 + 9 nie moze by¢ OEilegl.ych od ustalonej prostej k (zwanej .klefrow-
- = S — nica) i ustalonego punktu F (zwanego ogniskiem). .
T="\n lub z = \/ 1T Zatem rOownanie jest sprzeczne. Na rysunku obok mamy: =
, PF| = [PQul, IP.F| = [PoQal, [PF = [PoQsl  —
Cwiczenie 5 @@ 01
Rozwiaz réwnanie. Parabola, ktora jest zbiorem punktéw réowno odleglych od prostej y = —p
a) 62% — 18 = 0 b) 22 +4=0 ¢) 422 —2=0 d) 42 +1=0 i punktu F'(0,p), jest okre$lona za pomoca réwnania y = ﬁa:?
. Przyktad 1
Zadania Parabola y = 12 ma kierownice Parabola y = —+z* ma kierownice
dang rownaniem y = —1 i ognisko dang réwnaniem y = 1 i ognisko
1. Rozwiaz rownanie. F(0,1). F(0,-1).
a) —7x?+42x =0 c) 36z% = 6z e) vV2r? —/8x =0 v v y—1
b) 922 + 22 =0 d) 22+ 1822 =0 f) V3x = —3a? L t

, |
/ |
2. Rozwiaz réwnanie. e / }
/
a) 100z% — 81 =0 d) z° + 64 = 16 g) v°=(1-2)(1+w) 1 19 1 X — O 1 X
b) ;2 —5=0 e) 24x — x? = 144 h) s2(6—2) =242 | .
c) 24+ 10x+25=0 f) 1+9224+62=0 i) (z—3)(z—2) = T72—30 | N
|

:—]_ AN
Y F

3. Wyznacz punkty przeciecia paraboli z osiami uktadu wspoétrzednych.
a) y=3z° — 12z c) y=3x>+12 e) y=900x*+4 Parabola y = 2® ma kierownice dana réwnaniem y = —1 i ognisko F(0, ).

>
b) y = 3a? — 12 d) y = 900x? + 4x f) y =9002* —4
1. Podaj rownanie paraboli, ktora jest zbiorem punktéw réwno odlegtych od

4. Wyznacz wspélne miejsce zerowe funkcji f i g. prostej k i punktu F.

a) f(z)=1a2—4, g(z) =22 —4z+4 a) k:y=—-1 F(0,2) b)k:iy=43 F(0,—-31) ¢) k:y=—2¢, F(0,3)
b) f(x) =2 +4w, g(z)=52° +4z+8 2. Wyznacz réwnanie kierownicy i wspétrzedne ogniska podanej paraboli.
¢) flx)=g2"—1, glo) =a>—6z+9 a) y = —a b) y = 227 ¢) y= —2a7 d) y = 1a?

5. Podaj zbior rozwigzan rownania. @ 3. Dana jest parabola o ognisku F' i kierow- \ !
a) (2z +3)% = (z — 3)2 ¢) (1622 — 8z +1)(922—4) =0 nicy k. Prosta [ jest rownolegta do kierow-
b) (1 B %33)2 _ (%x B 5)2 a) (ixz Y34 9)<1 _22?) = 0 nicy i lezy powyzej wierzchotka paraboli.

Uzasadnij, ze dla dowolnego punktu P na-
lezacego do paraboli suma odlegtosci tego
punktu od ogniska i od prostej [ jest stala.

6. Rozwiaz réwnanie.
a) |22 —1]=3 b) |4z* — 3| =1 c) |22 — 6/ =0 d) 2 = |z|
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4. Skonstruuj parabole zgodnie z podanym nizej opisem.
» Narysuj kierownice i prosta do niej prostopadta — o$ symetrii paraboli.
* Na osi symetrii wybierz punkt F' — ognisko paraboli i zaznacz wierzchotek
paraboli w potowie odlegto$ci miedzy ogniskiem a kierownica.

* Po tej samej stronie wierzchotka, po ktorej znajduje sie ognisko, narysuj
kilka prostych rownolegtych do kierownicy.

* Odmierz cyrklem odleglto$¢ kazdej z narysowanych prostych od kierow-
nicy, a nastepnie narysuj tuk okregu o srodku w punkcie F' i promieniu
réownym tej odlegtosci — punkty przecigcia tuku z dang prosta naleza do
paraboli.

Promienie réwnolegte padajace na zwierciadto o parabolicznym ksztatcie po
odbiciu skupiaja sie w jednym punkcie — ognisku paraboli. Zjawisko to wyko-
rzystuje sie w telewizyjnych antenach satelitarnych i radioteleskopach, w kto6-
rych odbiornik umieszcza sie¢ w ognisku, aby uzyskaé¢ silny sygnat.

Natomiast promienie wychodzace z zaréwki umieszczonej w ognisku zwiercia-
dta parabolicznego po odbiciu sa rownolegte. Zjawisko to jest wykorzystywane
na przyktad w reflektorach samochodowych.

B 332 7. Funkcja kwadratowa

7.5. Réwnania kwadratowe (2)

Przyktad 1 C . .
C e ) zy wiesz, ze...
Rozwigz rownanie 4z* + 20z + 25 = 0. Roéwnania kwadratowe bytly

rozwiazywane juz przez staro-

K 2 — 249 2
orzystamy ze wzoru (a+b) a”+2ab+b zytnych Babilonczykéw okoto

(22 +5)*=0 1800 r. p.n.e. Swiadczg o tym
2r+5=0 zachowane gliniane tabliczki
, . . . ) z pismem klinowym.
Rownanie ma jeden pierwiastek: z = —%. Y
Cwiczenie 1

Rozwiaz réwnanie.
a) 92 — 122 +4=0 b) 252% + 40z + 16 =0 c) 42? —28x +49 =10

Przyktad 2

Rozwigz rownanie 4x* — 20z + 27 = 0.
Zauwaz, ze:
(22 -5)=25+27=0 (3, _5)2_ 25— 422 — 20
(20 — 5)> = —2

Réwnanie to jest sprzeczne, gdyz (22 — 5)? > 0 dla dowolnego x € R.

Cwiczenie 2
Uzasadnij, ze podane réwnanie jest sprzeczne.
a) 22 —2x4+2=0 b) 2?4 62+ 12 =10 c) da* +4x+5=0

Przyktad 3
Rozwiaz réwnanie 422 — 20z + 23 = 0.

5 Zauwaz, ze:
(20 =5)"=25+23=0 (9, _5)> _ 25— 402 — 20s.
(20 —5)* =2
20 —5=—/2 lub 22 —5=+2

2r=5—+2 lub 22 =5++2

Réwnanie ma dwa pierwiastki: x = > _2\/5, g =2 +2\/§.

Cwiczenie 3

Rozwiaz réwnanie.

a) 22 —2x —3=0 b) 22 +6x+8 =10 c) 22+ 6x+7=0
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Postepujac tak jak w przyktadach 1-3, mozemy rozwiaza¢ dowolne réwnanie
kwadratowe. Zwykle korzystamy jednak ze wzoréw podanych w ponizszym
twierdzeniu.

Twierdzenie

Rozwazmy réwnanie kwadratowe ax? + bx + ¢ = 0, gdzie a # 0.

1. Jesli A > 0, to rownanie ma dwa pierwiastki:
_ —b—VA _ —b+VA
= - = = SO

4
L 2a 2a

2

2. Jedli A = 0, to rownanie ma jeden pierwiastek:
b

Ty = ——
L 2a

3. Jedli A < 0, to réwnanie nie ma pierwiastkéw.

Dowadd
Zapiszmy tréjmian w postaci kanonicznej: az?® + bx + ¢ = a(a: + %)2 — f—a.
Stad ax? + bx + ¢ = 0, gdy a(a: + %)2 — ﬁ = 0, co oznacza, ze:
b )2 A
(x4 5)" =
o Jesli A < 0, to powyzsze réwnanie jest sprzeczne.
e Jesli A = 0, to otrzymujemy réwnanie:
2
(z+2)" =0
Jego rozwigzaniem jest liczba zq = —%.
e Jedli A > 0, to otrzymujemy:
a:—|—%:—_2‘{lz lub x—|—%:2—\/az
Rozwigzaniami rownania sa liczby x; = %Z, Ty = %Z.
W przypadku, gdy A = 0, pierwiastek 2o = —5~ nazywamy pierwiastkiem
podwdjnym (zauwaz, ze dla A = 0 ze wzoréw: r; = %, Ty = %,

otrzymujemy z; = xo = — ).

" 2a

Cwiczenie 4
Oblicz wyréznik tréjmianu kwadratowego i podaj liczbe rozwigzan rownania.

a) 22 +8x+15=0 d) 222 — 52 —-3=0 g) =327 +v22—-1=0
b) 22 —4x+6 =0 e) 22° —6x+5=0 h) V222 — 22 +1=0
¢) ba? + 5z —1 =0 f) —2?+42-7=0 i) 42224+ 32 =0
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B Interpretacja geometryczna réwnania kwadratowego

Rozwigzania réwnania kwadratowego ax? + bx + ¢ = 0 sa miejscami zerowymi
funkcji y = ax? + bx + c. Sg one zatem odcietymi punktéw przeciecia odpo-
wiedniej paraboli z osig OX.

Ponizej przedstawiono mozliwe poltozenia paraboli y = ax? + bx + ¢ wzgledem
osi OX w zaleznosci od wspotcezynnika a i wyrdznika A.

Y Y Y a<0 a<0 a<0
A >0 A=0 A <O
Y /‘\ Y Y
O\_/ X O X O X O X O/’ X O X
a>0 a>0 a>0
A>0 A=0 A <O
dwa miejsca jedno miejsce brak miejsc dwa miejsca jedno miejsce brak miejsc
Zerowe Zerowe zerowych Zerowe zerowe zerowych
Przyktad 4

Rozwigz réwnanie.
a) 3x? —4r —2=0
A= (—-4)>—-4-3-(-2) =16 + 24 = 40. Poniewaz A > 0, réwnanie ma dwa

pierwiastki.

VA = /40 = 24/10
—b—\/Z:4—2\/ﬁ:2—\/ﬁ :—b+\/Z:4+2\/E:2+\/ﬁ

2a 6 3 2a 6 3

Ty = 2

b) 4z? + 62+ 9 =0

A = 6 —4-4-% = 36—36 = 0, rownanie ma zatem jeden pierwiastek podwdjny.

-b —6 3
:L'O: = — =

2a 8 4
c) Te? —3x4+2=0
A= (-3)2—4-7-2=9—-56=—47 < 0, wiec réwnanie jest sprzeczne.

Cwiczenie 5
Rozwiaz réwnanie.

a) 2224+ 7x+3=0 d) 282* —dz+1 =0 g) =322 +2x—-3=0
b) 42> —x —5=0 e) —a*4+6x+1=0 h) 622 —2x —1=0
¢) 322 —5x—2=0 f) 32> —20—-1=0 i) 22> =22 +1=0

7.5. Réwnania kwadratowe (2)

335 I



Zadania

1.

Rozwiaz rownanie.

a) 202 —9x — 35 =10
b) 42? — 132 +3 =10
c) =622 +13x+5=0

Rozwiaz rownanie.

a) 22 +3 =Tz

b) x4 10 = 322

c) 162 4 24y/22 = —18

d) 522 — 6z +6=0  g) 2
e) =222 4+5x—3=0  h)2?—
f) 42?4+ 1224+9=0 i) 5

d) =22 —32246=0 ¢g) 11(z*+5) ==
e) ba? =2 — 2z h) 2> +x=4o+7
f) 5z? =8x —5 i) 322 +1="Tzx

Wyznacz wspoétrzedne punktéw przeciecia wykresu funkcji f z osiami ukta-

du wspoétrzednych.

a) f(x)=3a? 422 —1
b) f(x) =22+ 62+ 3
c) f(z)=—42>+2+3

Rozwiaz rownanie.

a) 22> —Tx+3 =2z —1)?

d) f(z) = 32° + 4o + 12
e) flz) =132 -3z +5
f) f(:r)z—iﬁ—%x—kl

d) (32-3)(z+2)=(5—2)(6—x)

b) 622+ T7x+2=(2-32)3z+2) e) (x—3)(z+5)=2x+3)(x—4)

¢) 32° =3z +9=(x—3)(z—5)

f) de—1)(x—4)=Bx+2)(x—7)

Wyznacz liczbe rozwiazan rownania.

a) (V2—1)a?>4+2x+2=0

b) 1322 — (2v/3 -1z + 1 =0

Wyznacz miejsca zerowe funkcji f, g i h.
a) f(z) =222 -8z +5, g(z)=2(z— i)2 —8(z— 1) +5,

h

~

(
(
(z

Rozwiaz réwnanie.

a) |2 — 2z =1

b)

>

Rozwiaz roéwnanie.
a) |2? + x| = |2? — 2

b) |x* — x| = |22? — x|

BN 336 7. Funkcja kwadratowa

;U):2<:c— ‘26>2—8<a:— VZG) +5
x) = —sa® + 4z + 6, g(a;):—%(x+g)2+4(x—i—g)—|—6,
)= —1(z+2V7) +4(z+2V7) +6

b) |22 +4z| =3

c) |z? — 1] = |2* + 2z — 3|
d) |z = 3| = |2* + = — 4

= Dowiedz sie wiecej

Szkicowanie paraboli

Aby naszkicowaé parabole bedaca wykresem funkcji f(x) = ax?+bx + ¢, moz-
na wykorzysta¢ posta¢ kanoniczna funkcji f lub postapi¢ zgodnie z nastepu-
jaca instrukcja.

* Podaj punkt, w ktérym parabola przecina o§ OY. Jest to punkt (0, c).

* Wyznacz (jesli istnieja) punkty, w ktérych parabola przecina o$ OX. Sa

to punkty (z1,0) i (x9,0), gdzie x; = 7b;a\/Av i = 76_22\/:

» Wyznacz wierzcholek paraboli W(—2, f(—=2)).
» Aby uzyska¢ doktadniejszy szkic, wyznacz kilka dodatkowych punktow

nalezacych do paraboli (mozna wykorzystaé¢ fakt, ze prosta x = —% jest
osig symetrii paraboli).

* Potacz otrzymane punkty odpowiednig krzywa.

Przyktad

Naszkicuj parabole bedaca wykresem funkcji f(z) = 2 — 2x — 3.
* Parabola przecina o§ OY w punkcie (0, —3).

* Rozwigzujemy réwnanie 22 — 2z — 3 = 0.
A=16,stad z; = &2 = -1, 2, = 22 =3

Parabola przecina o§ OX w punktach (—1,0) i (3,0).

* Wyznaczamy wierzcholek paraboli.
xw = —mm——— el —— ]_

b= F(~2) = F()=1-2-3= 4
Wierzchotkiem paraboli jest punkt (1, —4).

* Wyznaczamy inne punkty nalezace do pa-

raboli. f(—2) = 5, czyli do paraboli nalezy
punkt (—2,5). Prosta x = 1 jest osia syme-
trii paraboli, wiec naleza do niej takze punkty
(4,5) 1 (2,—3).

* Szkicujemy parabole.

1. Naszkicuj parabole bedaca wykresem funkcji f.

2) f(z) = 22 — 62+ 5 d) f(z) = —2* + 20+ 3
b) f(z) =42 +2—4 e) f(x)=—22%+ 62 —4
¢) flx)=22*4+8x+6 f) f(xg)=—32>+22-3

Szkicowanie paraboli
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7.6. Postac iloczynowa funkcji kwadratowej
Definicja

Posta¢ y = a(x — x,)(x — ), gdzie a # 0, nazywamy postacia iloczy-
nowa funkcji kwadratowej.

Przedstawienie wzoru funkcji kwadratowej w postaci iloczynowej nazywamy
réwniez rozkladem na czynniki liniowe. Rozktad na czynniki liniowe mozna
zapisa¢ na rézne sposoby, np.:
y=0Bx+2)(x—-T7)= Czynniki liniowe: 3z + 21 x — 7

= 3(£B + %)(w — 7) Czynniki liniowe: x + % ix—T7

Aby przejsé od postaci illoczynowej do ogblnej, wystarczy wykona¢ mnozenie.
Na przyklad dla tréjmianu y = 2(z — 3)(x + 5) mamy:
y=2(x—3)(x+5)=2(x*+ 5z —3x — 15) = 22* + 4z — 30

Cwiczenie 1
Przedstaw tr6ojmian kwadratowy w postaci ogolnej.
a) y=—5(x+3)(xz—9) b) y=4(x—3)(z—3) c) y=gz(z+2)

Liczby x; i x5 wystepujace w postaci iloczynowej y = a(z—x)(x —x2) sa miej-
scami zerowymi (pierwiastkami) trojmianu kwadratowego, czyli pierwiastkami
réwnania a(r — x1)(z — z5) = 0.

Przyktad 1
Postac¢ ogélna | Postac iloczynowa = Czynniki liniowe Pierwiastki
y=a>—-92+14 y=(x —2)(xz —7) r—21ax-7 r1 =21 a29=7

| _ 1
T+ 3 r= -3

=4z +4z +1 =4z + 3)?
Y y =4z +3) (czynnik podwéjny) | (pierwiastek podwojny)

y=2224+6 nie mozna roztozy¢ na czynniki liniowe brak pierwiastkow

Cwiczenie 2

Odczytaj czynniki liniowe i podaj pierwiastki tréjmianu kwadratowego.

a) y=4(x —3)(x —5) c) y=—(z+4)(z+8) e) y=—3(x—2)?
b) y=1(x—2)(x+6) d) y =8x(z —9) f) y=13(x+7)?
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Twierdzenie

Dany jest trojmian kwadratowy y = az?® + bx + ¢, a # 0.

= Jesli A > 0, to tréjmian mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowej
y=a(r —z,)(x — x,), gdzie z,, x5 sa pierwiastkami tego trojmianu.
= Jesli A = 0, to tréjmian mozna przedstawi¢ w postaci illoczynowej
y = a(xr — xy)?, gdzie x, jest pierwiastkiem podwdjnym tego tréjmianu.

= Jesli A < 0, to tréjmianu nie mozna roztozy¢ na czynniki liniowe.

Przyktad 2
Przedstaw trojmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe.
a) y=2x*+5x — 3
A =25+24 =49, VA =7, zatem:
—5-7 _
— =
Postaé iloczynowa: y = 2(z + 3)(z — 3).

b) y=a?—2x—1
A=4+4+4=8, VA =22, zatem:

5U1:2_22\/§:1—\/§, 372:2_'_22\/5:1—#\&

Postaé iloczynowa: y = (m —(1— \/i)) (:L‘ —(1+ \/5)), ktoéra mozemy za-
pisaé: y = (z — 14+ V2)(z — 1 — v/2).

¢c) y=—-22*+x—4
A =1-32=-31 <0, wiec tréjmian nie ma pierwiastkow i nie mozna go
roztozy¢ na czynniki liniowe.

Ir1 = —3, To = = 5

Cwiczenie 3

Przedstaw trojmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe.

a) y=ua?—8x+15 d) y =122+ 11z + 2 g) y=2x*—3x+4
b) y = 2 + 3x — 28 e) y=—2x*—2x+24 h) y=a*—2x—2
c) y=3x>—Tx+2 f) y=—42>+3x+1 i) y=22%—2x—1
Zadania

1. Podaj pierwiastki tréjmianu kwadratowego.
a) y=—(zr —3)(x— 13) d) y = —2(z + v2)(z — V3)
b) y =2(x —2)(x +5) e) y=—2(x+1)(z+1-2)
¢) y=z(z+15)(x+9) f) y=(z+2—V3)(z—3+V2)
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2. Przedstaw trojmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe.

a) y=2r*>—3r—2 d) y =322 -5z +1 g) y =10 — 222
b)y=—-a2>+x+6 e) y=—4x*+2x—1 h) y =22+ 2z
¢) y=4x*—x —3 f) y=a>++32—6 i) y=6z>+9

3. Oblicz wspdtczynniki b i ¢ tréjmianu kwadratowego y = 22 + bx + ¢ o po-
danych pierwiastkach.

a) 3i5 c) £17 e) =510 g) V2il++2
b) 4i -9 d) 2i-32 f) =313 h) 1+V7i1—7

Zmnajomos¢ miejsc zerowych x, x, funkcji kwa- \ YT : /
dratowej pozwala wyznaczyé¢ o$ symetrii pa- :

.. , L : T1NO Tw T2 X
raboli i wspotrzedna x,, jej wierzchotka, gdyz \’\:/
Ty — ZLLE2 |

2

4. Wyznacz rOwnanie osi symetrii paraboli oraz wspolrzedne jej wierzchotka.
a) y = z(z —6) b)y=3@+6)(x-2) ¢ y=(2z+1)(2x-3)

5. Zmnajdz punkty przeciecia paraboli z osiami uktadu wspoélrzednych oraz
wyznacz wspolrzedne jej wierzchotka. Naszkicuj te parabole.

a) y=—x(x+06) b) y=(x—1)(x—5) c) y= —%(az—|—3)(a:—1)

6. Wyznacz tréjmian kwadratowy o pierwiastkach z, x5 i zbiorze wartosci W.
Odpowiedz podaj w jednej z wymienionych ponizej postaci.
a) x1=—1, 2y =3, W =[—4;00)
) Xy = —4, 2o =0, W = (—00; 2]
) 1 = —8, x5 =2, W = (—00; 10]
d) z; =0, 25 =6, W = [—6; 00)

Postac¢ ogdlna: y=ax’+br+c

o

Postaé kanoniczna: y = a(xz — p)? + ¢

@)

Postaé iloczynowa: y = a(x—x1)(x—x2)

7. Na rysunku przedstawiono parabole, ktéra jest wykresem funkcji kwadra-
towej f. Wyznacz wzor tej funkeji w postaciach iloczynowej i ogdlnej.

a)P(O, 3)\ \ s C) fY
P(-3,3)
\ \_/3 §
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le
~

S

v

10.

11.

12.

[p] 13.

Na rysunku przedstawiono fragment paraboli, ktéra jest wykresem funk-

cji kwadratowej f. Znajdz miejsce zerowe tej funkcji niezaznaczone na

rysunku. Wyznacz wzOr funkcji f w postaciach iloczynowej i kanoniczne;j.

a) 1V b) Y c)
5 ———2

L / NS

a) Parabola bedaca wykresem tréjmianu kwadratowego ma wierzcholek
w punkcie (—2,4). Jeden pierwiastek tréjmianu jest o dwa wiekszy od
drugiego. Wyznacz ten tréjmian.

X

A
i
_z

b) Parabola bedaca wykresem tréjmianu kwadratowego ma wierzchotek
w punkcie (4,2). Jeden pierwiastek trojmianu jest trzy razy wiekszy od
drugiego. Wyznacz ten tréjmian.

Krople wody tryskajace z fontanny poruszaja sie
po torach opisanych za pomoca wzoréw:
flx) = —3a2* + 4z, g(z) = —32° + 2x,
h(z) = —22 + 2x
Parabole f;, gi, hi sa symetryczne odpowiednio

do parabol f, g i h wzgledem osi OY. Podaj réw-
nania parabol f;, g1, h; w postaciach kanonicznej

i iloczynowe;j.

Oblicz wspélezynniki b i ¢ tréjmianu kwadratowego y = x% + bz + ¢, kto-
rego pierwiastki sa dwukrotnie wieksze od pierwiastkéw podanego tréj-
mianu.

a) y=x°—4x + 3 b) y = 2% — 32z + 4 c) y=ua*—4x+2

l

O jaki wektor nalezy przesungé¢ wykres funkcji y = 222, aby otrzymaé

wykres trojmianu kwadratowego, ktéorego plerW1astkam1 sq podane liczby.

a) 1i5 b) —61i2 c) 3—v2i3+V2

Tréjmian kwadratowy y = ax®+bxr+c, gdzie a # 0, ma postaé kanoniczna:

_ b\2 A
y—a[(“z) —m]

Wykaz, ze jesli A > 0, to tréjmian mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej.

Uwaga. Jest to dowdd twierdzenia ze str. 339.
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Rzut ukosny

Tory rzuconej pitki, ukosnie skierowanego strumienia wody
czy lawy wyrzuconej z wulkanu to fragmenty paraboli
(jezeli pominie si¢ opor powietrza).

Portowa straz pozarna

Ruch wody wystrzeliwanej z armatek
statku gasniczego pod duzym cisnieniem
jest przyktadem rzutu ukosnego. Umozliwia
to zwalczanie pozaréw na jednostkach
ptywajgcych i na obszarach portowo-
-stoczniowych z bezpiecznej odlegio_égi.

‘-L- )

Pchniecie kula
Rysunek pokazuije tor lotu kuli pchnietej przez zawodnika podczas zawodoéw w pchnieciu

kula (h — wysokos¢, | — odlegtosc). Tor lotu kuli jest fragmentem paraboli y = ax® + bx + ¢,
ktorej wierzchotek ma wspétrzedne (1 0, 6%) i ktéra przechodzi przez punkt ( 0, 115)

‘II

E} Wyznacz réwnanie paraboli.

A Czy zawodnik uzyskat wynik powyzej 20 m?

7.7. Nierownosci kwadratowe

Jesli mamy wykres funkcji kwadratowej i znamy jej miejsca zerowe, mozemy
wyznaczy¢ zbior rozwigzan odpowiedniej nieréwnosci kwadratowe;j.

Przyktad 1
Dany jest wykres funkcji y = —x? + 2z + 3. Rozwigz
nieré6wnos$é¢ —z? + 2z + 3 > 0.

7, wykresu odczytujemy, ze:
—2*+2rx+3>0dlax e (-1;3)

Uwaga. Zauwaz, ze do rozwigzania nieréwnosci kwadrato-
wej nie potrzebujemy doktadnego wykresu odpowiedniej —1§ O
funkcji. Wystarczy znajomos¢ jej miejsc zerowych i infor- '
macja o tym, czy ramiona paraboli, bedacej wykresem tej
funkcji, sa skierowane do géry czy w dot.

Przyktad 2
a) Rozwiaz nieréwnosé 222 — 6x > 0.
W celu wyznaczenia miejsc zerowych funkcji y = 22? — 6x rozwigzujemy row-

nanie 222 — 6z = 0, czyli 2z(xz — 3) = 0. Zatem z = 0 lub z = 3.

Rozwigzania réwnania zaznaczamy na osi OX. Szkicujemy parabole o ramio-
nach skierowanych do gory (wspotezynnik przy z? jest dodatni), przechodzacy
przez zaznaczone punkty. Ze szkicu wykresu odczytujemy: % ./

222 — 62 > 0 dla z € (—00;0) U (3;00) N__"3 X

b) Rozwiaz nieréwnoéé —z2 + 3z — 1 > 0.

Rozwiazujemy réwnanie —z2 + 3z — 1 = 0.

—3-v6 _ 3+v6 _ —3+v5 _ 346
— T — .

A=9—4=5, zatem x; = — 5 2 ) 2

Rozwiagzania réwnania zaznaczamy na osi OX. Szkicujemy parabole o ramio-
nach skierowanych w dot (wspolezynnik przy x? jest ujemny), przechodzaca
przez zaznaczone punkty. Ze szkicu wykresu odczytujemy:

—x2—|—3:13—1>0d1ax€[3_\/3;32\/3} /3‘—‘/5 %5\ X

2 2

Cwiczenie 1
Rozwiaz nierownosc.
a) 3z —2r—1>0

b) 22?2 +2—-1<0 ¢) —x*+2x+4>0
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Przyktad 3

Rozwigz nieréwno$é —x? + 2z — 1 > 0.
Rozwigzujemy réwnanie —x? + 2x — 1 =0, czyli —(z — 1)*> = 0. Zatem z = 1
(jest to pierwiastek podwdjny). Rozwiazanie réwnania zaznaczamy na osi OX
i szkicujemy parabole o ramionach skierowanych w doét.

Ze szkicu wykresu odczytujemy: —x? + 2z — 1 > 0 dla /i\ X
r = 1.

Cwiczenie 2
Rozwiaz nieréwnos¢.
a) —x*+2x—1<0 b) —2?+2x—-1<0 ¢c) —2*+2x—1>0

Przyktad 4
a) Rozwiaz nieréwnosé 5ax? — 3z + 2 < 0.

A=9—-4.5-2=-31<0
Réwnanie 5z? — 3z + 2 = 0 nie ma pierwiastkéw oraz \/
wspoOlczynnik przy z? jest dodatni. Parabola znajduje

sie zatem nad osiag OX, a to oznacza, ze nieréwnosc jest

sprzeczna.
b) Rozwiaz nieréwnosé —3z2 + 2z — 1 < 0.

A=4—4.(-3)-(~1)=-8<0

Réwnanie —322 + 22 — 1 = 0 nie ma pierwiastkéw oraz X

wspOlczynnik przy z? jest ujemny. Parabola znajduje
sie zatem pod osig OX, a to oznacza, ze nieré6wnos¢ jest
prawdziwa dla dowolnego x, czyli x € R.

Cwiczenie 3
Rozwiaz nieréwnos¢.
a) 4r? +2x+1>0 b) 22+ 2x+3<0 c) —22°4+v22-1<0

Przyktad 5
Rozwiaz nieréwnos¢ 2(2 — x) < —x(x — 3).

4 — 9x < —z% + 3z Wykonujemy mnozenie.
Przenosimy wszystkie wyrazy
2
T —or+4<0 na lewg strone nieréwnosci.

Rozwigzujemy réwnanie 22 —5x +4 = 0 i otrzymujemy \ /

x = 1 lub x = 4. Szkicujemy parabole i odczytujemy,

P : . N4 X
ze nierowno$¢ jest spetniona dla x € (1;4).
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Zadania

1. Rozwiaz nieréwnos¢.

a) x? > 25 d) 2> —2>6 g) 9x +5> 22  j) 62—z > 12

b) 22 < 16 e) x> —4<3z h)22*+5x>3 k) 3z+8> iz’

c) 422 > 9 f) dx+5>22> i) 322 +1<ux ) 22°4+6<z
2. Ile liczb catkowitych spelnia podang nieréwnosc¢?

a) 9—32> >0  b) z2 >z ¢) 222 —10<z d) 2—z>a?
3. Rozwiaz nieréwno$c.

a) —22°+6x—5<0 ¢ 2®+22+2>0 e) 22° —x+ 3 <0

b) =32 +2z -1 <0 d) —92°4+22x—5<0 f) —42>+120—-9>0
4. Wyznacz zbiér argumentow, dla ktorych funkcja f przyjmuje wartosci
wieksze niz funkcja g(z) = 2? — 2z + 3.

a) f(zr)=22>—2x+1 b) f(z)=32>—x ¢) f(z)=1z*—6x

2
5. Rozwiaz nieréwno$c.
a) 2z —2)(z—3) < (x—3)(z—4) d) 2z —2)*> 3z —2)(x — 3)
b) Bx—1)(x+2) > (x—3)(2x—1) e) 22> —3x+4> —(x—1)*—6
c) (dr—1)4—2)<(2—3x)(x+1) f) 204+3)2—9<8—(3—x)?
6. Dane sg zbiory A i B. Zaznacz na osi liczbowej zbiory AUB, ANB i A\ B.
a) A={reRi2*—2—-6<0}, B={xeR: —2? <4z}
b)A={zeR:a’+Iz-2>0}, B={zeR: 2> —z+1<0}
7. Wyznacz dziedzine funkcji f.
a) f(z)=+vx2—3x—4 c) flz)=+va2—1—+4—2?
b) f(x) =v—222 +5x +3 d) f(z) = V222 —1—+/9 — 422
8. Boki prostokata maja dtugosci réwne x — 1 i 2z + 3. Podaj wzér funkcji
y = P(x) opisujacej pole tego prostokata i okredl jej dziedzine. Dla jakich
wartosci x pole tego prostokata jest:

a) mniejsze od 7, b) wigksze od 187
9. Rozwigz nierownosc.

a) v —4|z| >0 b) 22+ 2|z| < 3 c) 222 —5|z| > 3
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Powtorzenie W Zestaw
1. Wyznacz wzoér funkcji kwadratowej f, o ktérej wiadomo, ze:
B Zestaw | o . o :
a) przyjmuje ona najwieksza warto$¢ réwna 2, a jej miejscami zerowymi
1. Wyznacz zbiér wartosci oraz przedzialy monotonicznosci funkcji f. sg liczby —11 3,
a) f(z)=ax2—2 ¢) flx)=a®>—8x+7 e) flz)=—1z*+22 b) jej zbiorem wartosci jest przedzial [—5;00), a miejscami zerowymi sa
b) f(x) = -2+ 62 d) flz)=—a?+4w+5 f) f(2)=Lla®+ 1o liezby =317,
¢) przyjmuje ona najmniejsza warto$¢ réwna 0, a do jej wykresu naleza
2. Wyznacz punkty przeciecia paraboli z osiami uktadu wspotrzednych oraz punkty (2,5) 1 (4,5).
wspolrzedne jej wierzchotka. Naszkicuj te parabole.
8) y = a? — 4z ¢) Y= —a?+ 22 +8 ¢) y =2 — 5y + 2 2. Wyznacz WzOr fU.‘IlkCJI kwadratowej, o ktorej wiadomo, ze jej wykresem
N , 1 , . , jest parabola o wierzchotku W (2, 4) przechodzaca przez punkt P.
)y x* + 2z ) y=a"+6x+8 )y r*+8x—6 a) P(4.0) b) P(—1,7) ¢) P(6.10)
3. Rozwigz rownanie. . 3. Punkt W jest wierzchotkiem paraboli bedacej wykresem funkcji kwadra-
a) ¥ +4r —21 =0 c) j7* — 122 +16 =0 e) 3z° +5r+1=0 towej f, a liczba 3 jest miejscem zerowym tej funkcji. Wyznacz jej drugie
b) 62> —Tx+5=0 d) —2>+3vV2x—-5=0 f) 222 —3x—-1=0 miejsce zerowe.
L . a) W(5,4) b) W(=3,-6)  «¢) W(3,2) d) W(3,6)
4. Rozwiaz rownanie.
a) 492% + 140z + 100 = 0 e) (20—4)(x—10) = (z+6)(x—10) 4. Rozwigz réwnanie.
b) 4 6z + 9 = (22 — 1)? f) 2(3—2) =2z +1)(z+2) -1 a) (r—3)°= (22— 1)(z - 3) d) 927 — (22— 1)*=0
¢) 3x? —|—2x—|—1—3x—i—4x ~3 g) (z—1)(z+2) =2z —3)(z +4) b) 2 +dz+4=(z+2)3x—4) e) 42°=(1-2)
d) 4— 122 3z =22 +22+49 h) (22 —1)2 = (3 — z)(z — 6) ¢) 16— (3z—1)*=0 f) 2z+1)* = (42 +5)°
5. Rozwiaz nieréwnoé. 5. Rozwiaz uktad nieréwnosci.
a) 3:!:2—120 e) 22 —3x(x —1)<2(x—1)(x+1) — 4z Bz +1)(z—2) >0 x(2—3x) > —3(x + 2)
a) 2 b 2
b) —4x? < 12z f) 7—x(5z+2)>3—x(4—2x) 4" —1<0 25 =927 <0
c) % —or+7<0 g) 22" +a° —3> (1-22%)(3 - 2?) 6. Wyznacz wspOlczynniki a, b, ¢ tréjmianu kwadratowego y = ax? + bx + ¢,
d) 62+ 3 > 2x h) (2—32)?—6(3x—1) < —(1—4z)(2z—1) do ktérego wykresu naleza podane punkty.
6. Wykresem funkcji f(z) = x? + bx + ¢ jest parabola o wierzchotku w punk- a) A4(0,2), B(1,0), €(-1,0) c) A(3,0), B(2,4), C(4,4)
cie W. Wyznacz wsp6tczynniki b i ¢ oraz zapisz wzér funkcji f w postaci b) A(0,4), B(1,3), C(2,0) d) A(1,2), B(3,2), C(4,—4)
kanonicznej. Przedstaw ten trojmian w postaci iloczynowe;j.
a) W(Oa 1) b) W(1,3) C) W(_Qa 2) d) W(47 _1) . ’ Ny , ..
7. Zaznacz w uktadzie wspélrzednych zbior punktow (x,y) spelniajacych po-
7. Wyznacz wspoélczynnik b tak, aby podany przedzial byl zbiorem wartosci dane warunki.
funkcji f(z) = 22 + bx + 1. a) *<x+12 i y* <4 c) 2?—2x >3 1 y* <2
a) [—1;00) b) [0; o) ¢) [2;00) d) [5;00) b) 22 <3z 1 y*—y <2 d) 22 —x>6 i y* > 3y
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Zadania z kontekstem realistycznym

1. W Rozmowach i dowodzeniach matematycznych z 1638 r. Galileusz anali-
zowal funkcje opisujaca ruch spadajacego ciata. Znane jest jego doswiad-
czenie, podczas ktorego z wiezy w Pizie z wysokosci 49 m zrzucat metalowe
kule. Jesli pominiemy opér powietrza, to odlegtos¢ od ziemi h kuli upusz-
czonej swobodnie z wysokosci 49 m, w zaleznosci od czasu ¢, mozna opisac
za pomocy wzoru h(t) = —4,9t% + 49.

a) Przerysuj tabele wartosci funkcji h do zeszytu i uzupelnij ja. Znajdz
miejsca zerowe i okresl dziedzine tej funkcji.

) | o | 1 2 | 3
h[m] 49 ? ? ?
b) Na rysunku przedstawiono wykres funkcji h be-

dacy fragmentem paraboli. Ile metréw przebyla
kula w ostatniej sekundzie?

¢) Naszkicuj wykres funkcji k(t) = —4,9t* + 80
opisujacej odlegloéé¢ od ziemi k (w metrach) kuli
upuszczonej swobodnie z wysokosci 80 m, gdzie

czas t liczony jest w sekundach.

2. Janek wyrzucit pitke pionowo do goéry z predko-
Scia 12 m/s. W momencie rzutu pitka znajdowala
sie 2 m nad ziemia. Zalezno$¢ wysokosci pitki nad
ziemig od czasu mozna wyrazi¢ wzorem:

h(t) = —4,9t* + 12t + 2
Wykres funkcji A przedstawiono na rysunku.
a) Odczytaj z wykresu przyblizona wysokosé, jaka,
osiagneta pitka. Jaka jest dlugos¢ drogi, ktoéra
przebytla pitka?
b) Jak sadzisz, kiedy pitka poruszala sie z wigksza

predkoscia — w chwili t =1 s czy t = 2 87 0 —

Iy

3. Z wysokosci 5 m wypuszczono z tuku strzate pionowo do gory z predkoscia,

poczatkowa 50 m/s. Wysoko$¢ strzaly nad ziemia (w metrach) opisuje
wzér h(t) = 5+ 50t — 5t%, gdzie t jest czasem lotu strzaly (w sekundach).
Po ilu sekundach od momentu wypuszczenia z tuku strzata:

a) ponownie osiagnie wysokosé, z jakiej ja wypuszczono,

b) osiagnie najwieksza wysokosé?

BN 348 7. Funkcja kwadratowa

Sposob na zadanie

Jesli w zadaniu mamy do wyznaczenia wzor funkeji kwadratowej, ale nie jest
powiedziane, czy chodzi o posta¢ ogblna, kanoniczna czy iloczynowa, mozemy
wybrac¢ taka, ktéra jest dla nas najwygodniejsza.

Przyktad 1
Na rysunku obok przedstawiono fragment paraboli be-

dacej wykresem funkcji f. Wierzchotkiem tej paraboli - 5 \ """" -
jest punkt (—2,4). Wyznacz wzor funkcji f. Ile liczb B BV R
calkowitych spelnia nieréwnosé f(z) > Sz + 27 P ol \ ix

Wzér funkcji f zapisujemy w postaci kanonicznej. Wierzchotkiem paraboli
jest punkt (—2,4), wiec: () = alw +2) + 4
Z rysunku odczytujemy, ze do wykresu funkcji f nalezy punkt (0,2), zatem
2=a(0+2)*+4istad a=—3, czyli f(z) = —3(z+2)*+ 4
Rozwiazujemy nieréwnosé:
—(x+22+4>32+2 /- (—2)
2 +4r+4—-8< —x—4
22 +52x<0
z(x+5) <0
Zatem x € [—5;0], czyli nieréwnos¢ te spelnia szesé liczb caltkowitych.
Odpowiedz: f(x) = —5(z + 2)* + 4; szeé¢ liczb
= Zadanie 22, str. 352
Przyktad 2
Obwod prostokata jest réwny 14, a jeden z jego bokéw ma dtugosé z. Wyznacz
wzOr funkcji opisujacej pole tego prostokata w zaleznosci od x i podaj jej
dziedzine. Uzasadnij, ze jesli ten prostokat nie jest kwadratem, to jego pole
jest mniejsze od 124,

Dtugos¢ drugiego boku prostokata oznaczmy przez y. Wtedy 2x + 2y = 14,
czyli y = 7 — x. Pole tego prostokata opisuje funkcja kwadratowa, ktorej wzor
zapisujemy w postaci iloczynowej, a nastepnie przeksztalcamy go do postaci

ogoblnej:
BOTEl Px)=2-(7T—xz)=—2*+ Tz, gdzie xz € (0;7)

Wykresem funkcji P jest fragment paraboli o ramionach skierowanych w doét

i wierzchotku w punkcie o odcietej z,, = = = I. Obliczamy rzedna wierz-

2
chotka: 9

7\ _ Z 7 _ —49 | 49 _ 49 _ 191
PE)=—(F) +7-5="L+5=2=12;
L
29
kwadratem. Zatem dla prostokata niebedacego kwadratem pole jest mniejsze

od 12%.

Funkcja P przyjmuje wartosé 12& dla x = y = czyli gdy prostokat jest

=» Zadanie 23, str. 352

v
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-9 wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Zadanie 1 (0-1)

Przedzial [—10; 00) jest zbiorem wartosci funkcji

A. f(x) =42® — 122 4+ 10 C. f(x) =42 — 122 — 1
B. f(z) =42 — 122+ 1 D. f(x) =42* — 122 — 10

Zadanie 2 (0-1)

Prosta x = v/2 jest osia symetrii wykresu funkcji

A. f(z) =222+ 2z —1 C. f(z) = V22® + 4z — 1
B. f(z) =v22®> -2z +1 D. f(z) = V22 — 4z + 1

Zadanie 3 (0-1)
Wykresem funkcji f jest parabola o ramionach skierowanych w doét i wierz-
chotku potozonym nad osia OX, gdy

A. fz)=(2—-V2)2*—6 C.f

B. f(z)=(2—V2)2? — 62 D. f(z) = (
Zadanie 4 (0-1)

Dwa rézne pierwiastki ma réwnanie
A. 222 — 232 ++v/3=0

B. 227+ 23z +v3=0

Zadanie 5 (0-1)

Miejscami zerowymi funkcji y = 4x* + bx + ¢ sg liczby 5 1 —3, zatem
A.b=-8ic=-60 C.b=2ic=-8
B.bo=-2ic=-15 D.b=4ic=-30

—\/§)x2—6

1
1—\/§)x2—6x

C. 222 — 322 +/3=0
D. 222 + 322 +2V3 =0

Zadanie 6 (0-1)
Wierzchotkiem paraboli danej réwnaniem y = (2x + 8)(3z + 6) jest punkt

A. (—3,-6) B. (—3,6) C. (3,—6) D. (3,6)
Zadanie 7 (0-1)

Zbior liczb rzeczywistych jest zbiorem rozwiagzan nieréwnosci
A. 522 +42 >0 C. 922 + 30z — 25> 0
B. -4z -1<0 D. —222 +24x — 48 <0

Zadanie 8 (0-1)
Liczba 7 nalezy do zbioru rozwiazan nieréwnosci
A. 222 —-92—-11>0 C. 222 —bx—7>

0
B. 222 —7x—9>0 D. 222 —-3x—5>0

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 9 (0-1)

Zbiorem wszystkich rozwigzan nieréwnosci 222 > 3 jest

A. <—§; @) C. <—oo;—§) U <§;oo)
B. <@'oo> D (—00' —M) U (M'oo>
2 ° I 2 2

Zadanie 10 (0-2)

Punkt P jest wierzchotkiem paraboli bedacej wykresem funkcji danej wzorem
_ 211 173

Kazdemu rozpoczetemu zdaniu przyporzadkuj wtasciwe dokoniczenie. Wpisz

obok rozpoczetych zdan w tabeli ponizej wlasciwe odpowiedzi wybrane spo-
sr6d A-E.

Numer zadania Zdanie do uzupelnienia Dokonczenie zdania

10.1 Odcieta punktu P jest rowna ?
10.2 Rzedna punktu P jest réwna ?
A. 6% B. 5% C. 4% D. 3% E. 2%

Zadanie 11 (0-1)
Dana jest nieréwnoéé (x — v/17)(z + 4v/17) < 0.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Nierownosci tej nie spetnia zadna liczba calkowita ujemna. P F

Nierownos¢ ta jest spetniona przez 5 liczb catkowitych dodatnich. P @ F

Zadanie 12 (0-1)
Dana jest funkcja f(z) = 2? — 4v/3z + 9.

Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz
1., 2. albo 3.

Posta¢ kanoniczna funkcji f to

A, (z—1)2—-4-23, - .
a je] postac

iloczynowa to
B. (z—2V3)?-3, 3. (x4

B 350 7. Funkcja kwadratowa
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 13 (0-2)
Rozwiaz réwnanie 3z(z + 3) = (x + 3)%

Zadanie 14 (0-2)
Rozwigz nieréwnoéé¢ 222 + Tx > 4.

Zadanie 15 (0-2)
Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(z) = (V3 — 1)z + 3z + v/3 + 1.

Zadanie 16 (0-2)
Rozwiaz nieréwnos$é¢ (x + 1)(2z+3) < (z+ 1)(5 — z).

Zadanie 17 (0-2)
Wyznacz przedzialy monotonicznosei funkeji f(z) = —6x + 2.

Zadanie 18 (0-2)
Oblicz najmniejszg warto$é¢ funkcji f(z) = 2(z + 3)(x — 5).

Zadanie 19 (0-2)
Zapisz w postaci iloczynowej tréjmian kwadratowy y = }le — 2x + 4.

Zadanie 20 (0-4)
Wykres funkcji g otrzymano przez przesunigcie wykresu funkcji f(z) = —3a”
o trzy jednostki w lewo. Naszkicuj wykres funkcji ¢ i odczytaj z niego naj-

mniejsza i najwieksza wartos¢ tej funkcji w przedziale [—5; 1].

Zadanie 21 (0-4)
Podaj wszystkie liczby calkowite spetniajace jednoczes$nie obie nieréwnoSci:

4+4r<0i 22—4>0

Zadanie 22 (0-4) = Przyktad 1, str. 349

Na rysunku obok przedstawiono fragment paraboli
bedacej wykresem funkcji f. Wierzchotkiem tej pa-
raboli jest punkt (3,—1). Wyznacz wzér funkcji f

i uzasadnij, ze zadna liczba niewymierna nie spet-

nia nieréwnosci f(z) < —2x + 2.

Zadanie 23 (0-4) - Przyktad 2, str. 349

Jedna z przekatnych rombu ma dtugosé z, a suma dtugosci obu przekatnych
jest rowna 10%. Wyznacz wzér funkcji opisujacej pole tego rombu w zalezno-
sci od x. Podaj jej dziedzine. Uzasadnij, ze dla dowolnego catkowitego argu-
mentu x funkcja ta przyjmuje wartos¢ mniejsza od %.

BN 352 7. Funkcja kwadratowa

Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1 (0-2)
Wyznacz najmniejszy pierwiastek réwnania:

(2?2 — 11z —26)(22° + Tx +4) =0

Zadanie 2 (0-2)
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych spelniajacych jednoczesnie obie nie-
réwnosci 2 — 14z — 32 > 01 22 — 232 < 0.

Zadanie 3
Wykres funkcji f otrzymujemy przez przesuniecie paraboli y = 22 — 8x — 11
o wektor [p, q|.

Zadanie 3.1 (0-2)
Wyznacz liczbe ¢, dla ktérej zbiorem wartosci funkcji f jest przedzial [—7; 00).

Zadanie 3.2 (0-2)
Wyznacz miejsca zerowe funkeji f dla p=3v/31iq=0.

Zadanie 4 (0-2)

Liczba —5 jest jednym z miejsc zerowych funkcji f, ktérej wykresem jest
parabola o wierzchotku w punkcie (—3, 1). Po przesunieciu wykresu funkcji f
o wektor [0,p] otrzymujemy wykres funkcji g, dla ktérej jednym z miejsc
zerowych jest liczba 4. Wyznacz liczbe p.

Zadanie 5 (0-4)
Funkcje f(z) = 22° — 11z + 151 g(x) = 2® + bz + ¢ maja te same miejsca
zerowe. Oblicz wartosci wspétczynnikow b i c.

Zadanie 6 (0-4)
Naszkicuj wykres funkeji f(z) = |#* — 22 — 3|. Podaj rozwiazanie nieréwnosci

f(z) > 3.
Y
Y f
/
\

At \ b%
Zadanie 8 (0-4)

Dane sa funkcje f(z) = —a? +4|z| + 11 g(z) = x + 1. Rozwiaz graficznie
nieréwnoé¢ f(z) < g(z).

Zadanie 7 (0-4)

Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk-
cji f(x) = —a?+2x+31g(x) =ax®+bxr — 1.
Parabola bedaca wykresem funkcji g ma wierz-

chotek w punkcie (—1,—2). Podaj rozwiazanie
nieréwnosci f(z) - g(z) < 0.

"
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Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan

Cechy podzielnosci liczb

1.
2.

3.

. a

a)3,5 b)2,3,9 ¢ 25 d)2 3
a), c¢) nie b), d) tak
)

Y

a) 0,4, 8

b) 2, 6
c)1,3,5 79
d) o0, 4,8

a) 2,58
b)1,4,7
c)0,3,6,9
)

)

d) nie ma takiej cyfry

a), d) tak b), c) nie

a) 6,12 b) 6, 15

c) przez zadna d) 6
a)a=6 b)a=0luba=6
c)a=2luba=6 d)a=6
)1

5 b) 15, 75
c) przez zadnad
d) 15, 45

1.1. Liczby naturalne

a) 1,2 3 4,6, 12
b)12471428

) 1,2, 3,4,6,9, 12, 18, 36
d) 1,2, 3,4, 6,8, 12, 16, 24, 48

), ¢) tak b), d) nie
a)3-8+2 b)3-25+1 c)3-36
d)3-42+1 e) 3237 +2

a)4-04+3 b)4-12+1 ¢)4-19+3
d)4-31+2 e)4-123

a

Y

) 2

b) 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19

c) 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47

d) 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97
99 = 3.3 11,
720=2-2-2-2-3-3.5,
770=12-5-7-11,

1024 =2-2-2.2.2.2.2.2.2.2,
1323=3-3-3-7-7

B 354 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 10-16

7. a) NWD(18,30) = 6,
NWW (18, 30) = 90
b) NWD(15, 50) = 5,
NWW(15,50) = 150
¢) NWD(24, 72) = 24,
NWW (24, 72) = 72
d) NWD(144, 192) = 48,
NWW(144,192) = 576
e) NWD(84, 105) = 21,
NWW (84, 105) = 420
f) NWD(196, 420) = 28,
NWW (196, 420) = 2940
8. NWD(z,y) =1,
NWW(z,y)=x-y
41 b) 26 ) 23 d) 19

a)
a)5-7+4 b)5-12+2
¢)5-31+1 d)5-55+0
3. a) nie b) tak, dlar =2
c) tak, dla r =3 d) nie
4. a) 6n+9 b) 6n+3
c)6n—9 d) 12n+ 15
6. a) 6 b) 150 c) 245 d) 70
7. a) 24 b) 120 «¢) 23

Liczby pierwsze

569 | 59 | 449
239 | 359 | 479

269 | 659 | 149

Dziatania na liczbach catkowitych
i utamkach zwyktych

1.2)0 b)42 ¢) 12 d) 5

e) 191 f) —170
2. a) —104 b) 80 c) 32 d) —33
3.2) 5 b) X )L d) 12 o)
4. a) 32 b) 41 c) 22 d) 32 e) 132

5.a) 1 b) 32 c) 22 d) 43
e) 22 f)4 g) —1Z h) —1L
6.a)4 b) 12 ¢) 22 d) -1+
7.a) 11 b) 33z ¢) —62 d) —52
e) 20 f) 40 g) 73 h) 33
8.a)3 b)8

1.2. Liczby catkowite. Liczby wymierne

[€]1. a) —36 b) 16 c) 720
d) —481 e) —58 f) 26
2.a),b)x = yc):c;«éy
3. =
4.a) —232 b) 3 ¢) 35 d) 2%
5.a) 2% b) -2 ¢) -2 d)5
2)1. a) A=10%, B=113,C =121
b)D=-32, E=-12, F=2
) G=25,H=06:,1=281
dJ=-L K==~ L=2%
2.a) —3f b) 6 ¢)1 d) -1
f) -3 g)45; h) —22 i) L
3.a) 14 b) —22 ¢)8
4.a) z<y<z b)y<z<uzx
5.a) =82 b) & ¢) —55 d) 13
e) 22 f) —42 g) 1. h) ¢
7.0 2 =1t+4& b)) =1+:%
¢) 57 = 75 + 706
8. 2
9. 60 h
10. 5 h 12 min

1.3. Liczby niewymierne

[€]1. a) V7, V18, V44
b) V2, /10, V16, ¥/25

)

)

, €), €) jest

b), d), f) nie jest

) np. V3,23

b) np. v/3, V27

) V164 b) V29 ¢) V125
) V286 e) V4 f) /81
2. a) v/5; nie b) v/10; nie

3. b), ¢) tak a), d) nie

N
»

w
o

=

=

N
=
(=P

0 o v A

a)p,qlubp,r b)g,r ¢)gq s d)g,s
a), c), e) jest b), d), f) nie jest
szesciokata

a) np. v/2 b) np. 0,01v/2

¢) np. 5 + 0,001v/2

1.4. Rozwiniecie dziesietne

(€)1.

Z)1.

0o

.a) 2
. a) 7,8952, 9,9963, 5,9039
7,

N A

— 2 — 48
- T=3Y= 13
1

liczby rzeczywistej
a) 0,35 b) 0,44 c) 2,08
d) 2,86 e) 0,032 f) 0,068
a) na 10. miejscu: 2,
na 20. miejscu: 4
b) na 10. miejscu: 7,
na 20. miejscu: 3
c¢) na 10. miejscu: 5,
na 20. miejscu: 4
d) na 10. miejscu: 0,

na 20. miejscu: 4

a) \/_ \/E b

a) 1,4 b) 1,41 c) 1,4142 d) 1,41421
) 21 b)20 c)0 d)1 e)2

b) 7,895, 9,996, 5,904

c), d) 7,9, 10, 5,9

. a) 3,141593; z nadmiarem

)

b) 3,14159; z niedomiarem

c) 3,1416; z nadmiarem

d) 3,142; z nadmiarem
)

3,14; z niedomiarem

e)
) 0

<%

,(7) b) 0,01(6) c) 0,00(3)
d) 0,00(5) e) 0,3(6)

. a) na 24. miejscu: 4, na 100. miejscu: 7

b) na 24. miejscu: 5, na 100. miejscu: 2

.a=6,b=3
. a), d) skonczone b), c) okresowe

.a) = b) 4 ) 26

11 33

1
d) 1 e) 22 f) 2
48

a) 535 b) =331 ¢) &

48

.x=1,y=6
. z doktadnoscia do 0,005: o7 157

37’ 60° 97

Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 16-27
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1.5. Pierwiastek kwadratowy 6.a)3 b) —2 ¢) 0,2 d) —0,1 e)3 f) —2 5. a) 0,001 b) 1 c)q5 d) > Nazwy wielkich liczb
[€]1. a) 12 b) 15 ¢) 18 d) 25 e) 50 (1. a) % b) i c) % d) % e) 32 f) 169 g) 1 h) -1 2. nazewnictwo europejskie:
£) 90 g) 1,1 h) 1,9 i) 2,1 e) = )2 g) 5 h)Z a) 35 b) 0,001 ¢) L Storice — 1,989 kwintylionéw kg,
2.a)3 b)3 ¢)9 d)1,2 ) V3 2.a)7 b)1 ¢)13 d)2 e) 0,6 f) 0,5 La)z b)y Merkury — 330,2 tryliardéow kg,
3.a) 72cm b) 128 cm 3.a) 2V/4 b)5V2 ¢) 3V5 8. a) 1% b) é_gi c) 6 J(.)WiS‘Z - 1,899 kwadryli'ard,éw kg,
4. a) 18,3, 5,7 b) L 12, b 2 d) 53 ) 3Y4 ) 2915 )38 €0 f) Ziemia - 5,974 kwadrylionow ke;
¢) 43,10 d) 3, L i g 4. 2) Y20 b) V51 <) VAT . 8 125 naz?wnlctwo ameryk'anskle.
.x#0 Stonce — 1,989 nonylionéw kg,
[2)1.2)3 b) —11 ¢) 42 d) 0,5 d) V432 e) V640 f) V1080 a) 2% 128 b) z'%; 1 Merkury — 330,2 sekstylionow kg,
e) —il f) 112 5. Wszystkie réwnoéci sg prawdziwe. ¢) ot 625 d) 22%; 27 Jowisz — 1,899 oktylionéw kg,
3.2) 23,45 6.a)y byr=y c)y d) =z , ! Ziemia — 5,974 septylionéw kg
b) 4,5, 6, 7, 8,9, 10, 11 8. a) 8 cm b) 20 cm Liczby Fermata ) )
¢) 9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17 9. a) 12¢/2 cm b) 15 cm 1. tak: 170, 204, 1020; nie: 200 1.9. Potega o wykfadniku wymiernym
4. a) 3v/2 b) 2v6 ¢) 43 d) 46 10. a) YT63 b) Y00 ¢) IR (€]1.a)2 b)4 ¢)9 d)2 e)3 f)3
e) 63 f) 6v7 g) 142 h) 152 d) Y0000 1.8. Notacja wyktadnicza 2.2a)8 b)9 c) 16 d) 8 e) 729
5.a) 6v/2 b) V2 ¢) 10v2 11 8) 14 )9 ) —10 d) 4 [@1. a) 5,02-10%" b)2,7-10°* f) 32 g) 5 h) 27 i)32 j) 3
d) 52 e) 202 f) 2212 'e) 06 )21 g) 11 h) 12 c) 2,99 - 10726 d) 9,10956 - 103 4. a) 1000 b) 1024 ¢) 25 d) 8 e) 5
6. 2) 95 b) V3 ¢) 7V3 d) —2v5 12.2)25 b) 2 ¢) 9 d) I 2. a) 6,32-10° b) 1,09 - 10° f)3 g3 h)2 D)7 j)4
©) 46v2 f) ~25V5 13.2) 20 b) 0,1 ¢) ~2 d) —15 ¢) 4,3728 10" d) 8,7652 - 10° 5-a) 4 b) 125 ¢) 16 d) 32 e) V3
7.a) 2 b) L2 ) YO 14.2) 1 b) 0.3 c),&d)il e)_’24 f 4 e) 6,5-1074 f) 3,02-10° 6. a) 216 b) 32 ¢) 12 d) § ) 15
d) 22 ¢) Y10 ) V5 ' ’ o ’ g) 1,00324 10" h) 1-10°° 7.a)81 b)4 ¢) 55 d) & e) L
8.a) 4/2+1~6,6 1.7. Potega o wyktadniku catkowitym 3. a) 86200 b) 0,000789 8. a) 199,5262 b) 2818,3829
b) 2(vV2 1) ~ 0,6 [€]1. a) 81, 729, 6561 b) 15, &7, 255 ¢) 0,0000834 d) 6,02 ¢) 42,1697 d) 0,0200
c) 3(1—v2)~ 0,5 ¢) 35 ~ T2 w2k 4. a) 1,36 - 10> = 1360 [Z]1. a) 2§ b) 21%0 c) 273% d) 24%
d) (10 + 3v/2) =~ 3,55 2. (_329 < £_2)9 < i_z)o <(-2)*= b) 1,12 - 10° = 1120000 e) Zi f) 2§ g) 2?1 h) 23 1
9.2a) 6 b) 16 c) 20 d) 30 =2 <3 =(-3 ¢) 3-10% = 300 2.2)72 b) 75 )T AT
e) 42 f) 30 g) 120 h) 120 3.a) 5 b)gg )5 d) —5 €4 d)6-107' =0,6 e)7 2 £)7T5 g)72 h)T75
10. a) 30 b) 216 ) 2.2 d) 255 f) 32 g) 7 h) 3 1) 25 j) —125 [Z)1. a) 2 10* = 20000 3.2)27 b)25 ¢) 55 d) 5
11. ) 6+ 18v2 b) 123 — 30 4. a), b) tak c) nie b) 9 - 10" = 90 000 000 000 e) & )8 g) 10 h) ¥
O IVE- 23— d)5vI+4vE—1 5227 b) @ o) oy ¢) 310" = 3000 000 000 000 4. a) 0,008 b) 2,5 ¢) 0,09 d) 125
12. a) 15 )6\/_+8\/§ c) 16 d) 5755 €) 25 f) 1024 d) 1,6 - 10" = 160000 000 000 e) 32 £) 0,008 g) (&) h) 0,008
13. a) Ob = 12V/2, P = 12 g) 32 h) 1024 i) & j) 400 2. a) 9,6-10” b) 6-107" 5.a) 16 b) 1 ¢) 1 d) 64
b) Ob = 24v/3, P = 72 6.a) zt, 2 #0 b) 2% x #£0 c) 1,02-10° d) 1,2-10° 6. a) 2% b) 5% c) 5% d) 28 e) 3t f) 3T
¢) Ob = 5(v/10 + v2), P = 10v/5 ¢) L, 2,y#0 d) I3, 2,y #0 3. wlos: 0,0000000046 m /s, g) 25 h) 3¢ i) 2% j)18' k)22 1) 3%
101 At . 103
1.6. P!erw!astek szescienny. . . :; 9_’ 3l2 : _iﬁ(,i)g_;, 2:)\)/;: ;27, N zii?j'irilf%lollom/?/sj P b
Pierwiastek n-tego stopnia 2 ) 2153 b2)72_4 o 27 d1)6220 Ziemia: 20600 m/s, 1.10. Logarytm i jego wtasnosci
[€]1.2)1 b)4 )6 d) 20 3. a) 2,276 99, 22, 9 $wiatlo: 2,99792458 - 10° m/s -1 a)1 b)2 ¢)5 d)—2 e) 3
2.2)8 b) % c) 11 d) % e) 1,1 f) % . b) 3:47 331 3*’4’ 3,3, 320 4. rok $wietlny: 9,4608 - 10'? km; a)4 b) 10 ¢) -1 d) =3 e) %
3.2)6 b)5 c) 14 d) 2 e) —35 f) 23 ¢) 1073, 101, 10%, 10~ kolejno: 3,9 - 10°, 1,5 - 108, 5,9 - 10°, 3. a) b)4 ¢c)Lt d)3 e —2 f) 1L
4.2) 33 b) 2§32 ¢) 23 d) 579, 52, 5712, 520 4,1-10", 2,6 -10'7, 1,4 - 10* 5. a) 14 b) c) 15 d) 33 e) 23
5.a) =3 b) —4 ¢) -5 d) —3 e) —1> 4. a) —7—V§ b) & c¢) —40v5 d) 18 5. 1,017-10" h 6. a) =7 b) 13 ¢) —21 d) 35 e) 42
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N

© o kAW NP N

0 b)20 ¢) 12 d) —16

2
9 b))l c)-54d): e 3
0

b)5 ¢) -1 d) 2 e) -2

2

-1 b)2 ¢)4

a)2 b))l ¢)3
a) —1,523, —0,523, 0,477
b) —1,268, —2,268, 0,732 c¢) 1,431, 0,602

1.11. Procenty (1)

1.
2.
3.

0 O N oW,

10.

N

AN S o

a) 6, 30, 150, 450 b) 5, 20, 100, 300
a) 100 b) 320 ¢) 60 d) 12 e) 72 f) 42

czapka — 27 zt, rekawice — 39 zl,
razem 66 zt

cena nart po obnizce: marcowej — 462 zt,
o 50% — 412,50 zt

1380 zl; wzrosta o 38%

a) 10 b) 20 ¢) 30

a) 0,6 b)11,2 ¢)5 d) 5 e) 0,36 f) 0,99
firma Y: o 35%, firma Z: o 12,5%

a) y = 50%x, © = 200%y

b) y = 80%z, x = 125%y

¢) y = 160%z, z = 62,5%y

cena Sredniego zestawu: 250 zt,

cena maltego zestawu: 125 zt

a) 160,4 b) 4,5 ¢) 0,004

a) 100% b) 331% c) 56,25%

a) 36% b) 552%

a) 2376 zt b) 2250 zt ¢) 2160 zt
a) 62,5% b) 75%

a) I kwartat: 2500000 zt,

[T kwartat: 3000000 zt,

IV kwartatl: 2400000 zt

b) I kwartat: 1500 000 z1,

IT kwartat: 2250000 zt,

IIT kwartat: 1800 000 zt

a) 2706 zl; podatek stanowi okoto
18,7% ceny brutto

b) 2600 zl; cena netto stanowi okoto
81,3% ceny brutto
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c) 2583 zt; cena brutto po podniesieniu
ceny netto: 2829 zt

1.12. Procenty (2)

(€)1.

AN o

a) poparcie o 4 punkty procentowe;
liczba 0s6b o 25%
b) poparcie o 2 punkty procentowe;
liczba 0séb o 20%

W banku A wzrosto o 1,5 punktu procen-
towego, w banku B zmalato o 1,2 punktu
procentowego.

a) 5100 zt b) 5175 zt ¢) 5200 =zt
120 zt

1,5 punktu procentowego

a) 7800 zt b) 7740 zt

nie

a) 2322 zt b) 2500 zt

9000 zt

Zestaw |

12.
13.
14.

)995 b) 996 ¢) 994 d) 990 e) 990
)8 c) —= d) 40,9

5 V125, 8
1
5

a

.a)6,3-107 b) 1,2-10*

c) 2,1-10" d) 1,28 - 10"

e)6-107"% £)32-107!

.a d<b<c<a b)b:c<d<a
10.
11.

b)§ o) 2 a2

25
a meejszylo sie o 36%

a) 4

) —

)

)

)

)

) —

) 3 %
a) —3++5
)

)

)

)

)
a) 1

)

b) Zmniejszyto sie o 1%.
150
4
a) 100,2 b) 500,8

Zestaw Il

1. Najwiecej dzielnikéw ma liczba 60,

a najmniej liczba 123.
2.a)4 b) : c)2i d) 61
3. a), c¢) jest b) nie jest

e) 64 f)

243

5.x=%,y—§
12 b) 25k ) 2% d) 12

) 400 144
) ‘896750 b) 36y, y # 0
) 82%y°, 4y #0, 2 #0
d)s#0,t#0,s#t, s# —t
7.2) 20 b) 2 ¢) 27 d) 2
8.a) 13 m—|—6t 12, m#0,t#0
b) —44x +24, x #0,y #0
9.a)8-10° b)2-107°
c) 7,5-10% d) 2,5-10""
11. x = 40 lub x = 56 lub x = 88

Qo

o
o o

Zadania z kontekstem realistycznym
1. 10, 111 12
2. okoto 7,87 - 10'°

3. a) 172,20 z1; okoto 18,7%
b) 8%; o okoto 7,4%
¢) o okoto 14,6%

4. pan Nowak
5. 4499,46 zt; o 19,46 zt
6. 2000 zt

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
1.D 22A 3.B 4D 5.C 6.C 7.C 8.B
9.B 10.D 11.C 12.D

13. FF

14. CE

15. DH

16.1. FP 16.2. —15
17. A3

18.1. A3 18.2. B
19. ujemny

20. 15

21. 75

22. 360

23.1. 24v/3 23.2. 6v/2

24, 25 zt
25. 150
26. 12,5%
27.15h

Przed maturg z matematyki
na poziomie rozszerzonym

1.
2.
3.

0,62

0,25

17
1

2.1. Zbiory

tak b) nie c) nie

)
)
)
)
.a) ACB b)ACB ¢)BCA
)
)
)

2.2. Dziatania na zbiorach

[€)1.

a) A={1,3,6,7,8},
B=1{1,2,3,4,5}, An B = {1,3}
b) A ={a,b,c,d, e},

B ={c,d,e, f,g,h,i},
ANB={¢d,e}

a) {0,6,12,18} b) {3,3}
c) {0,1,2,4,5}

. a) tak b) nie

)
a) 1,2,6,7,8,9,10 b) s,t,u,v,w
)

a) {5,9,10,11, 12,13, 14, 15, 20, 25}
b) {—1,1,-2,2,
) Z
a) AUB = {1,2,3,4,5,6, 7},

AUC ={1,2,3,5,6,7,8,9]},

BUC ={2,3,4,5,6,7,8,9},

AUBUC ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}

b) ANB ={2,3}, AnC = {3,7},
BNC={3,56}, ANBNC = {3}

a) A\ B={7,9,11}, B\ A={0,2,4,6}
b) A\ B = {8, 16, 32, 40},

B\ A= {6,12,18,30, 36,42}

~3,3,-4,4,-6,6,—8,8}

]
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(z]1. AuB={k,l,m,n,o,p,q,7,5}, 2. a) A(-5), B(15), C(25) 2.4. Dziatania na przedziatach 6.a) A\ B=[-51)U(1;2), B\A=10
AN B = {n,0}, A\ B = {k,1,m}, b) A(—200), B(400), C(500) E11. a) AUB — (1:6). AN DB — (2:4 )A\B ( 4 U (00), B\ A= {2)
) (1;6), (2;4),
ANB={-1,1}, A\ B={-2,0,2}, 4.2)IV b) I ¢) I d) I A\ B =[-4;1), B\ A= (1;3) d) A\ B={2}, B\ A=(2;3)U(3;00)
B\ A={-3,3} . ¢) AUB=[-53], AnB = [1,3], 7. A=[-40), B=(-1;3], C = [2;00)
b) AUB = {0,1,1,v32,2,4}, 2.3. Przedziaty A\B=0 B\ A=[51) a) [—4;2) b) [—4;—1] U (3;00)
AﬂB—{1,2},A\B:{%,4}, €]1.a) -3<2<2 b)0<xz<4 d) AUB=(-3;2], AnNB = (—1;2], ¢) (—1;0)
B\ A={0,v2} c)——<m<— d) 100 < z < 150 A\B=(-3;—1], B\A=0 8. a) A" = (—o0;—3]U|[0;00),
¢c) AUB=Z,ANnB=N, A\ B =0, 2. a) — < 4, 6 liczb catkowitych 2.8) ——+ &3+ S B' = (—o0; %) U (3; 00),
B\A={-1,-2,-3,-4,...} b) % x < b, 3 liczby catkowite 1—1_4 —10 2 4 A'N B = (—o00; =3] U [0; %) U (3; 00)
3. AnNBNC ={5,7} ¢) —2 <z < —1, 1 liczba calkowita b) 6 _g ) 5 ’ i — b) A" = (—o0; —4) U (4; 00),
4. 2) ANB = {m,r,t} d) —60 < = < 40, 101 liczb catkowitych 3. ) [-5 —3]U[~1;4] i/ :BS/_OOQO] U [2340)03 (4 o0)
= (—o0; - ; 00
b) A\ B = {k} [@11. a) [-7;0] b) [}:V2) b) [~3;2) U [5;5) ¢) A'=[1;3], B' = (—o0; —4) U (4; 00)
¢) B\A={g} d) BNC ={g,r} ¢) [23:00) d) (—o05—3) ¢) [-3;—1) U2 00) ANB =0 | o
e) B\C = {m,t} f) C\ B={bl} 2.a) (-7;2], —T<ax<2 d) (—oo0; —3) U (1;00) d) A’ = [0:1] U [5: 00)
g) ANBNC = {r} b)[ 50; 2] —5o<x<20 Z)1. a) AUB = ( 4),AﬂB:[—1;0), B,:(_OC:._5]U’[_1.’OO)
h) AUBUC = {b, g,k I,m,rt _ s : » ),
wubiot d) B14im), 314 <z < ) AU = (43, AN = 42 9. a) @ € [~3-1]U(26), y € [1;3
6. W kazdym podpunkcie odpowiednie e) (—00;10), z < 10 A\B = (-4 —3), B\ A=(%3) b) z € [~3;6], y € [1;2] U (3;4)
zbiory sa réwne. £) (\/— ), 7> V32 c) AUB = (—o00;2], AN B =10;2), ) 5 1 5 - o )
11.a) (0;z| U [2;2|U |25 U551, 2
7.a) AUB = {1,2,3,4,6,7,8,0}, 9 [ o) x5 1 A\ B = (—00;0) U {2}, B\ A=0 b))[l_ﬁg] [3;55] U351 0[5, 3
AUC =1{1,2,3,4,5,6,9}, h) (— 00271') x<2;"r d) AUB = [-1;00), ANB = {2}, 81
AN\NC ={3,4,9}, B\ C = {3,7,8} 3. a) (0:4) b) [4:0) A\NB =[-1;2), B\ A= (2;00) Rozwiazywanie réwnan
b) AN (BN C) =13,4,9}, . c) (2 ’l 00) d) (’—oo—\/i] 2.2) 7 b)5 )4 1. a) spetnia b) nie spelnia
(A\B)NC =0 2 ’ 3.2)10 b)7 ¢) 0 d) 3 2 a)r=2 byo—_1
¢) AU(BNC) ={1,2,3,4,6,9}, 4. a) (—1;3) b) (—4;2) L ca)r =35 b)r=—3
5.a) AUB = (-3;6) _ _
¢) [1;5] d)[—z'é] 19 c)r=-6 d)z=-1
Lumne= 1126 | o ANB = (01) U (34), Ba)a—4 b)a=—1
! ! _ . aAd) r= €rT = —=
d) A'n B = {5,10}, 5.a) —1,0,1,2,3 b) 1,2 3,4, 5 A\ B = (—3:0]U [4:6). B\ A = [1:3 A
A'uC =1{3,4,5,6,7,8,9,10}, ¢)0,1,2 d) —6, —5, —4, —3, —2 b) AU B = [-2: 00) c)r=-1d)z=73
AUB UC ={3,4,5,6,7,8,9,10} 6.2) z b)y AﬂBz(O;l]Lj[4;E;], 4.a) 22 b) —32 ¢) 22 d) 11
8. a) 60 b) 170 c) 60 7.2)4 b)6 ¢)6 d) 8 A\B=[-2,0, B\A=(L4)U(5;00) >V e=2bw=-2 ¢) T =5
9.4 8.a) AC B ¢) AUB = (—00;6), d)xz—% e)ffa f) =2
10. (AUBUC)Y =A'NnB'NnC, b) Nie zachodzi zadna z tych zaleznosci. ANB = (-1;0]U[2;5], 6. a), d) tozsamosciowe
(ANBNCY =AUBUC ¢) BCA d)ACB A\ B = (—o0; 1], B\ A = (0;2) U (5;6) b), ¢) sprzeczne
9 _3.5 d) AU B = (—2;0] U [3;5], 7. z=3
locs ) [-2:5] b) [-3;5]
yn kartezjanski zbioréw. 3 5 11 ANB=1{0}, A\ B =(-2;0),
Punkty kratowe c) [ I d)[- if] B\ A=[3;5] 2.5. Rozwigzywanie nierownosci
1) 52 = 19
1. a) 20 b) 25,5 10.2) ~1 b) 5 ¢) %= d) 2 e) AUB =1[0;7UI8;9], [€]1. a), b) spelnia c), d) nie spetnia
O¢ liczh l.p=-1lbp=1 ANB=(1;3), A\ B=1[0;1]U[3;7], 2. a) © < —36, nie istnieje taka liczba
> liczbowa 12. a) z € [1;2] i y € [1; 5] B\ A=[8;9] b) z > 22, liczba 3
1. a) A(—é); B(%), C(lé) b) z € [-5;—1] iy € [0;4] f) AUB=11;9], AN B = (1;2) U (6;9), c)x g —51 nie istnieje taka liczba
b) A(-11), B(2), C(13) 13.a) II b) III ¢) I A\ B={1}U[2;6]U{9}, B\A=10 d) = > 20, liczba 21
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(Z]1. a)

I 362

3. a)
4. a) x

)
5. a)
)«

(=}

o
oo

]

) (=
) [-

3. a)
e)
)z

Ca
o

)
d)

d)
5.a)x
6. a)

c) m
7. a)

nie b) tak

<9 b)yz>L
x<—15 d)z>6
r>-3 b)z>—-6 c)z >4
>—e)x<13 f)z>-1

), e), f) tozsamosciowa

, ), d) sprzeczna

[4,5) b) (=5;-2] ¢) [—3;1]

),
zadna b) ¢ ¢)c d) b, c
a, b, ¢ f) zadna

>2 b)r>=2 o< P

>B ezl Na<
5f b) = > 612 c)x>4f

n€{678} b) k€ {—2,—-1}
<13imeN

ke {4,5} b) ke {2,3,4}

8. wiekszej niz 85

9. a)

> b) > ¢) <

Mnozenie sumy algebraicznej
przez jednomian

1. a) 32"

b)
c)
)
)

+ 223 — 422
15 4 gt g8
=2ty + 2%y d) 42y + V2zy?

e) z4y? — x3y? + 23y3

23y® — v/3rty

2.A-TI,B-1V,C -1, D -1

)
c)
e)
f)

—62® — 62° + 10z b) —iz* + 527
3v2z* — 4622 d) —Z :c2y3 + xy?
—$4y2+$4y3+2$ y

2,2 3.2 1
Yyt — gty — sayY

N =

2.6. Wytaczanie jednomianu przed nawias

[€]1. a)

d)

N
G

)
)
)1
)

g

400 b) 450 c) 1500

3600 e) 4800 f) 3800
5(x+y) b) 4(b— 2a)

9z — 3y ) d) —6(z* — 3y°)
3(3y® —22) f) —11(a® — 2b°)

—12(4p — 3¢*) h) 25(3zy® — 5)

Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 81-91

3. a) z(4x +y) b) 2z(2* — 6y)
y(3—2) d) 6pg(l+ 3p)
a’b(1+ 3b — a)
2?y?(4 — bz + 2y)
?(2z —9) b) Ty*(1 —2y%)

*(z +2y) d) 5a(4z — 3y)

e) 4b(2a + 3c) f) 2zy(2 + 3x)

g 2a2b(a +2 —2b)

h) 3p*¢*(7Tp — 9¢ + 1)

i) 6wy(8x + 3y — 2zy)

1. a) 400 b) 4000 ¢) 5000
d) 3700 e) 1000 f) 300

ab(a + b?) b) zy®(2* —y)

2(3ab® — ) d) 4y®(zty + 22)
y® (3y + 4z)

C

) ©
e)
f)
) 4z
) 5z
)
)

&
Y

(¥

[=ry

N
®

)
c) 3a
e) 3a*b(ab — 2) f) 22°
3. a) :ryz(:z: +y+z)
b) zyz*(z + yz — z?)
)

)
)
) 22%y(x — 2y + 32)
)
)

]

d) 32%y? (4zy + 2y — 327)

4. a) 4y — 6
b) 3ab(3a + b + 2) = 9a*b + 3ab* + 6ab
c) 3t2(4t* — 3t + 1)

) —45 b) =30 c) 225

) 120 b) 24 ¢) 4 d) 2

a) 525 b) 140

I-C,II-AIII-B

1Y

a

© N o w

2.7. Mnozenie sum algebraicznych
(€]1. a) 22 + 7Tz + 12 b) p* — pg + 6p — 6¢
c) —2p° —pq+¢* d) 62® +20x +6
e) 3a® + Tab — 6b> f) 8a® — 8ab + 2b°
)

b) V=2a"—22*—z+2
4.2a)2v2 -1 b) 11 —55
¢) 7—3v6 d) 16 + 710
e) 5+2v6 — 3 -2
)

f) —5+2v6 — 2v/3 +3v2
6.a)m=—% b)azz%c)x:—g
d)z>-3eaz>-1f)z>z

Z)1.

6. a

10.

11.
12.
13.

14.

. a

) P
)
. a)
) x
)

a) 2a®> —2a +ab—b

b) 6ab+ 9a — 4b* — 6b

¢) —12a® + 4a + 6ab — 2b
d) —4a — 8ab — 6b — 3
2a% — 4ab + ab® — 203
—3a® 4 2a°b + 9ab — 6b°

z? + x4+ 2zy — 4y — 6

@

)
f)
)
)
)

Y

b) 42* — 4z — 2xy +3y — 3

]

)
)
)
) 23 4 y+2x +ay+y?+2
) 2® — 2Py —22% + 22y +x —y
)
) @
)

(=}

e) 222y + 62% — 12xy — 4xy”

f) —162° + 4ay?

. a) 2a° —24 b) 12ab + b*

c) 4y° — — 3zy d) 2z° + 15z

.a) 2?2 —4r — 12, —9,75

=3

3 — 2% — 6, —6,375
=a*+2a b) 1

3r+7 b)a+3
c) 5z + 12 lub 4z + 13

Y

20 b) -6 ¢) -4 d) 10
—10 b)z=4 ¢)xr=-6

(=}

|
N
o

1
2

)z = 2
b)x<—g c)x >3

Y

>
<

N[ = N[

=9

x
x

a)3 b)10 ¢) 0 d) 5

160 cm i 100 cm b) 57 cm® ¢) 14 cm

a) 2° —22°4227 —1 b) 1 —2® ¢) a® —1°

d) a® — 2a°b® + b°

b) V = 42* — 160z + 1600z

)
)

a

2.8. Wzory skréconego mnozenia

a) x° +2x+1 b) 2® +4x+4
c)a: — 649 d)x —10a:+25
e) 42° +4x+1 f) 12° + 22 +4
g) 162> — 8z + 1 h)4a; —2z+1
a) 2% + dxy + 4y* b) 4® — day +
c) 927 + 12xy + 4y°

d) 922 — 242y + 16>

) = —:vy+4y

f) 9z° + 3zy + 1
>4ﬁ—my+my

h) 12° + oy + §u°

e’

oQ

4. a) 8 +2v7 b) 14 —6/5
c) 39 —12v/3 d) 21485
e) 5426 f) 12 —2/35

g)21+6\/_0 h)6 —2v/3

7. a)

c) 4:c — 16 d) 252 — 36

) 927 —16y> f) 9y* — Fa°

) 18 b) 33 ¢) —4 d) —1%

) 1

)

)

)

€

8. a
e) 112 f) —1 g) —1 h)4 i) 4,5
) =8v/5—20 b) 9 — 32
c) 4¢6—10 d) 48/3 + 10
Z)1. a) =5 b) —2 c) 8z? + 24¢*
d 13x2—5y2
2.a) 7
3.a)6
d
g) 49 — 20/2 h) —
b) 1 ¢)2 d)?2
5. a) 66 + 361/2 b) 78 —244/3
c) 48 + 24V/3

) 1
)
6. a) 14 b) 12— /2 + 3110
) 14
)

0
»

b) 16 ¢) —7 — 82

b) =3 +2v3 ¢) —12V3
44/2 €) 10 f) 12 —2/30
31 — 12¢/2

Y

)
7. a b) 2v/5 — 2
c) 12 d) 2/7 —4

8. a) —18V/10 — 42 b) 16v/3
c) 96 — 12v/5 d) 0

Liczby wielokatne
1. 400

3. 51

4. 1, 6, 15, 28, 45

2.9. Zastosowanie przeksztatcen
algebraicznych

GERSESEENgE

c) —4—3v2 d) =33
e)‘/ﬁQ3

2a)z=3 b)z=1c)z=5

3.a)z>-1b)z< -3
c)z>5 d)z<2

4.a):1::—4 b)x=3 ¢)x=-5
d)zrz=1 e)z=—3 flz=—1
glz=—-2 hyz=-2 i)oz=3:
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5. a), d) sprzeczne 2Za)z=—-4,2x=4 b)r=-14, =14 3. a) x € (4;10) b) z € (—4;10) 3.a) ANB =(2;4], AUB =[-1;5),
b), ¢) tozsamosciowe )z=-62r=6dr=—7, =1 c) z € (—oo;—7) U (—5;00) A\ B=[-1;2], B\ A= (4;5)
6. a), d) tozsamodciowa e)r=—ta=1fz=-8a2= d) x € (—o0; —8] U [0;00) e) z € [2;16] b) ANB = (3;5], AUB = [2;7),
b), ¢) sprzeczna glz=-1,z=1 h)yz=—-42=4 f)xe(—o;);—ll?))u(?);oo) A\ B =[2;3]U(57), B\A=10
_ €(—2;—+ ANB={2}, AUB = [-4;9),
@ 1. a) Y31 tak b) 22 tak 3.a) 2| > 7dlazcR, 8) « € (155 —10) c) AN {2}, AU [—4;9)
4242 . h) x € (—00;0] U [2v/7; 00) A\ B =[-4;2), B\ A= (2;9)
c) 35 — 6, tak d) —22+2 nie |z < =7 dlax €0 -
S a4l R 4. a) x € [41;91] d) ANB = {0}U(1;2), AUB = (—o0;4],
e) 4\/3—6, tak b) |£L" = 3 azrec ) 1 1 _ . _ . .
< —3dl @ b)xe(—oo;§)u(3§;oo) A\B—(—O0,0),B\A—(O,l]U[2,4]
£) 12v/2 + 16, nie 2] < 3 dlaz e - e) ANB = (—2;—1)U[3:4)
' 4. a) (—4;—1)U (1:4), 4 Zll.a)xz=2,z2=6 b)x=—-2, 2= ; %)
g) V6 + /5, nie ' 7 Y c)r=—-4,z=8 d)xz=-9,z=-3 AU B = (—00;5],
h) 25 — 2V/3, tak b) (=6;0) U(0;6), 10 r=6a2=14 o= 3 o=1 A\B = (—o0; ~2]U[4;5], B\ A = [-1;3)
i) 2V7 4 2v/2, nie j) V6 — 2, tak Z) =5 2; [23;5]’82 2.a) z€[—6;2] b)z € (—o0;1] U [5;00) f) AnB =[0:2)
: —m; =3 U [3; 7], = (-1 ;
k) — V3432 pie I) 122 pa) ) [ g 1]U[17;] . &) 7 € (—o0i—2) U (3100) d) 7 € (3;9) AUB = (—1;5) U (5; ),
2.2)z=1 b)z=13 ¢)zeR ? (= ’_\2[] [2’f)’ e) = € (—o0; —6] U [—2; o) ANB = (=1,0)U (5;00), B\ 4 = (2;5)
_ 2
d) sprzeczne e) z = 18 f) x = ;g ) | i, 53) 5( . 6], 1 f)z e (—%;—%) g) x =2 4. a) a* +2ab+a—4b—6
— e 9 2= . 2
Ba)r<?b)reR oL -1 ® 172 malUlia) h)z€R\{-11} Do cR b) 4a” — 8ab + 5b° + 2ac — She
d)zr<2 e)r>—-2 o< h) (-5 —V2) U (v/2;5), 3.a)2=-10,2=0 b)z=1,2=5 ¢) 2a” + ab — 6b*> — 6ac + 9bc
4.2) (0:3) b) (52 2 5.2)5-2V5 b) v2 -1 r=02=2 dr=-2s=1 d) 82" +20a%y — &
c)(lé) d) (2;5] 7.1-B,I1-C, Il - A e)x:—g,x:% f)x——%‘,x—% e) —182° +24a:y—82:y
873 20
5 8. a) XN IR RN 4. a)z€[~v22 b)zeR f) o* -
' 5 eo3 b <o 5.a)2b)— )0 d)3
N 2\/54_31\257\/% P O 1 X c)ajg—\/é d)z>2 . a) )8 ) ) 5
. ... 6.2) 0 b)3 c)2 7. a) [-9;—-1) U (L;9]
2.10. Wartos¢ bezwzgledna b ' b : Losika matemat b) [2;6)
@185 b)5 ) Vil o = ogika matematyczna ) (~4 =3 U[1:4)
d _\/_ \/5_4 ...................... i R ................ ............ 1.a)~p:2\/§<35,p—0,wp—1 8_a)[1,7) b)( : )
)3-V3 )3 o b) ~p: V625 =25, p 0, ~p - 1
f)5—2\/5 . : . )Np' - P » P C)( o0 — ]U[77 )
2 _ olub o — 2 EENEEARNES SN ¢) p: 100 jest liczb parzysty, d) (=5;=3]U(-1;1)
'f))“”:‘w‘i o T p—1,~p-0 e) (=003 —3] U (—151) U [3; 00)
)z =—101ubz = o ittt B i o e B X 2. wartoéé logiczna koniunkcji:
¢) # =0 d) brak rozwiazasi N O T a)1 b)0 ¢)0 d)0 Zestaw |l
3.a)z b)y ¢)x e : 5 : 3.a)l b)l ¢)1 d)0 e)1 )0 1L.a)X=T b)X=Y ¢)X=Y
.a)2—+3 b)4-2V3 ¢) 3v2-2V3 4.2)0,1,1 b)0,0,1 ¢)1,1,1 d)1,0,0 2.a) ACB b) BC A ¢)zadna
5. a) z € (—8§;8) b)xe[—\/ﬁ;\/ﬁ] 5.a)0,0,1 b)1,0,0 ¢)1,1,1 d)0,1,0 3.a) 2423
¢) x € (—oo; —3) U (3;00) 2.11. Wtasnosci wartosci bezwzglednej 8. Tylko a) i €) nie sg prawami rachunku b) 8 + 76
d) z & (—o0; —7] U [m; 00) (€] 1. a)r=—-1lubz=5 zdan. c) —24 +6v2
6.a)x€R b)x= b) = 0,5 lub z =75 d) —22v/5 + 40
c) x € R\ {0} d) sprzeczna ¢)z=—-8lubxz=—4 Zestaw | e) 28 f) 24+/2
Z)1. a) x4 |z| =0, z — 2|z| = —9 d)z=51lubz= 1. 20 g) 4+ 4v/3
b) z + |z| = 0, & — 2| = 12 — 6/6 e)zr=-2—v3lubz=—2+/3 2. a) {0,3,6,9,12} h) 48 — 16v/5
) z+ |z| = 12v/2 — 16, f) sprzeczne b) {0,1,4,6,8,9,10,12,14} «¢) {3} 4. a) (1] b) [5;2]
r—2lz| = —6v2+8 g)z=—-2lubz=1 d) {1,4,8,10,14} e) {1,5,13} c) (—oo;2] d) 0
d) z+ |z| =0, z — 2|z| = 37 — 61/3 h) z = -9 f) {1,2,4,5,7,8,9,10,11, 13,14} e) (—oo; %) f) (—oo;1)
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6.b)k=1,1=4lubk=2,1=3

Zadania z kontekstem realistycznym
1.a)2 b) 28 ¢)6

2. 27
3.7

4. a) 17,60 zt b) 36,80 zt
¢) 36,80 zt d) 22,40 zt

5. a) P =28z — 26 b) 282 m®

Przed obowiazkowa matura z matematyki
1.C 22A 3.C 4B 5. A 6D 7.A

8.B 9.B

10.1. FP 10.2. 7
11. FF

12. C2

13. —/3

14. CE

BN 366 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 115-127

15.
16.
17.
18.
19.
21.
22.
26.
28.
29.

FF
A2
AE
[1; 00)
0,1,2

Przed maturg z matematyki
na poziomie rozszerzonym

1.

242

2.1. 124
22.p=-32,q=068

3.
4. 7381
8.

9. (2;0)

170

—2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

Wykorzystanie réwnan do rozwigzywania
zadan

1.
2.
3.

6
4
7,5 h

3.1. Co to jest uktad réwnan

[€)1.

2.
1.

6 monet 10-groszowych i 3 monety

50-groszowe

C
a), c), f) tak b), d), e) nie

Q

2) (1,7), (3,4), (5,1) b) (3,2)

c¢) Nie ma takich liczb.

)unp.z+y=3 b)np.y—xz =2
¢)np.4x+3y=3 d)np. 2z +y = -9

a

rT+y=>5 +8=x
. a) R N
rT—y=2 Sy =z

c) Y d) Y
iy — 10 x—y =2y

7.

3.2. Rozwigzywanie uktadéw rownan
metoda podstawiania

o)
=

Y

a = 0,4b
a)
0,2a 4+ 0,60 = 4
a+b=14
b)
1,2a 4+ 0,7b =a + b
0,90 = 1,1b
c)
1,15a — 0,85b = 1
aym=7,n=3 b)

m=4,n==6

a)r =10,y =
r=19, y =37
gr=%y=4%
d)z=8,y=4
e)r=3y=-1
fa =-3,y=—4
a)r=5y=1
b)z=3,y=3
c)x=1,y=38
a)r=11,y= -1
b)x=2,y=-2
c)rx=3,y=—7
a) nieoznaczony b) oznaczony
c) sprzeczny
)z =22 y=16
c)z=19y=0
d)z=1,7,y=09

1 o, 2
e)x__gay -3
f) 2 =10, y = 20
a)r=2y=-3
b) x =-28,y=-18
c)rx=>5y=-1
d)xz—%,y:5
e)r=05y=-15
f)za=4,y=3
a) tak b), c), d) nie
a)0 b)l ¢)1 d)0
a)r=1y=2

_ _4 13
b)$——3,y TG
a), ¢) nieoznaczony
b) sprzeczny

7. a

9. (—2,

) np. 6 — 1 =8y
b) np. 6 — 4 = 8y
¢) np. 3x — 8y = 2
a) oznaczony dla m = —2 lub m = 0,
nieoznaczony dla m = 2
b) oznaczony dla m = —2 lub m = 0,
sprzeczny dla m = 2
¢) nieoznaczony dla m = —2, oznaczony

dla m = 0, sprzeczny dla m = 2

-2), (-2,2), (2,-2), (2,2)

3.3. Rozwigzywanie uktadéw réwnan

(€] 1.

metoda przeciwnych wspétczynnikow

a)z=3,y=3 b)z=1,y=1
c)x:—5,y——5

a)r =1, y——l b) x =—-5,y=2
gr=1y=12 d)z=2,y=-3
e)z=-3,y=1fa=5y=-3
a)r=2,y=-2 b)x="7y=-3
¢c)x=19y=0,8

aynp.5i3 b)np.2i3 ¢)np. L i-1

5. a), ¢) sprzeczny b) nieoznaczony

<%

)z=5,y=3 b)x=1y=-3
c)x =245 y=18
)x=2,y=0,5

(=}

e) nieoznaczony: y = ——:B +5 xz€eR

)
f) sprzeczny

a)r=-8,y=4
b)z=-1,y=1
c)x=—-25y=->5
d)z=0,y=5
e)r=-2,y=>5
f)z=3,y=5
a)r=—7,y=—3
b)r=3y=4

c) x = 5y:2
d)z=1y=-2
e) xr = —1 y=1

f) nieoznaczony: y = —tz + 2, z € R

a) nieoznaczony dlam =11in = 3,
sprzeczny dlam=1in =1
b) nieoznaczony dla m =3 in =1,

sprzeczny dlam =3in =3

Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 127-139
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Uktady trzech réwnan

z trzema niewiadomymi

1. a)x=20,y=-5,2=-5
b)z=2y=1,2z=-1

c) x 1,y— %72212_1
2. a):v—2 y=—1, z=4; tak

b)z = -1,y =2, z =4; tak

c)z=2y=12 2=-3%;n

d)z=2,y=—-1, 2z =4 tak
3. a) 13, 11, 12

)
b)a=9,b=7c=11

3.4. Uktady réwnan - zadania tekstowe (1)

1. 101 40

2. a) 1,5 kg $liwek i 2,5 kg wisni
b) 1 kg marchwi i 5 kg burakéw

3. Tomek 15 lat, siostra 11 lat

4. a) Daria 10 lat, Maria 15 lat
b) Olek 27 lat, Alek 17 lat

(Z)1. syn 16 lat, ojciec 51 lat
2. Ania i siostra po 15 lat, brat 21 lat

3. 20 monet 2-ztotowych
i 10 monet 5-ztotowych

4. 7 monet 1-ztotowych

i 5 monet 5-ztotowych

5. 6 monet 1-ztotowych,
12 monet 2-ztotowych
i 14 monet 5-ztotowych

6. 7 monet 5-centowych

i 4 monety 10-centowe

7. 5 monet 5-centowych,
15 monet 10-centowych
i 9 monet 25-centowych

8. 65 cm”
9. 7cmi2l cm lub 3 cm i 25 cm
10. 70 biletéw ulgowych i 140 normalnych
11. 10 z! normalny, 7 zt ulgowy
12. 371 73
13. A=83, B=38
14. A =354, B =34
15. x = 844, y = 448
16. 28

I 368 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 140-153

3.5. Uktady réwnan - zadania tekstowe (2)
(€]1.a)15 b) 1 g

2. predko$é wlasna todzi — 8 km/h,

predkosé pradu — 4 km/h

3. predkos$é¢ wlasna todzi — 12 km/h,
predko$é pradu — 2 km/h
300 dziewczat, 200 chtopcow
Bartek 1200 zt, Pawel 1600 zt
6000 zt do banku A i 4000 zt do banku B
6000 zt w banku X i 14000 zt w banku Y
1,5 kg stopu 40% i 0,5 kg stopu 80%
60% 1 40%
3 h, 60 km
120 km
20 km

. 270 biletéw normalnych, 190 biletow
ulgowych, 40 wejsciéwek

N

W ® NO U A~ WDNR

=
o

11. 5cm, 8 cm, 9 cm

Rozwiazywanie uktadéw rownan
metoda wyznacznikowa

l.aje=-5,y=3 b)z=4,y=—-1
¢) nieoznaczony d) x = -2,y =3
e) sprzeczny f) z =4,y =38

2. a) oznaczony dla k # 5,
nieoznaczony dla k = 5
b) oznaczony dla k # 2,
sprzeczny dla k = 2
¢) oznaczony dla k # —11k # 1, nieozna-
czony dla k = —1, sprzeczny dla k£ =1
d) oznaczony dla k # —/2 i k # /2,
sprzeczny dla k € {—v/2,/2}
e) oznaczony dla k # —2 1 k # 2,
nieoznaczony dla k € {—2,2}
f) oznaczony dla k # 0,
sprzeczny dla k£ =0

Metoda eliminacji Gaussa
lLa)z=3y=-1,2=-2
b)z=-5y=2 2=1
c)x=5y=-3,2=4
d)z=0,y=-1,2=4

Zestaw |

1.

!J’:h.w!\’

a)z=6y=14

b) nieoznaczony: x € R, y = 0,4z — 1,9
c)r=1y=1d)z=-3,y=-2

, €), d) nie b) tak

, d) nieskonczenie wiele b) 1 ¢) 0

Y

a
a) 49 b) =

a) 400 g roztworu 5%
i 1000 g roztworu 40%

)
)
)
)

b) 7,5 g roztworu 10% i 2,5 g roztworu 6%

Zestaw Il

1.

a) m = 1: jedno rozwigzanie,

m = —2: nie ma rozwigzan

b) m = 1: nieskonczenie wiele rozwiazan,

m = —2: jedno rozwiazanie

¢) m = 1: jedno rozwigzanie,

m = —2: nieskonczenie wiele rozwigzan
26

aym=1, k=2 b)ym=-1,k=1

a x—%,y:6 b)z=0y=-1

e)m:—%,y:2 f)zx=0,y=0
a)m>2 b)ym>3

a) m € (1;2) b) m € (&;5)

a) nieskonczenie wiele dla m = —1

Y

1 dlam e {1,2}
b)Odlam=2,1dlame {-1,1}
¢c) 0dlam=1,1dlame {-1,2}

. a) nieoznaczony dla m =5,

sprzeczny dla m # 5

b) nieoznaczony dla m = —4,
sprzeczny dla m # —4

c¢) nieoznaczony dla m = —2,
sprzeczny dla m # —2

Zadania z kontekstem realistycznym

NOo U~ DNR

3 jablka i 2 banany
36124

tak

8,80 zt

o 18.00, 180 km

10 dm

480 km

Przed obowigzkowa maturg z matematyki

1.
8.

10.
11.

C 2D 3.D 4D 5B 6D 7.C
D 9.B

PP
PP

12.1. C 12.2. E

13.
14.
15.
16.

17.
18.
19.

20.

B2
BH
I'iIII

10 banknotéw 10-ztotowych,
17 banknotow 20-ztotowych,
10 banknotéow 50-ztotowych

a =55, =25 ~=100°
28

po 5 monet 10- i 50-groszowych, 12 monet

1-ztotowych, 6 monet 2-ztotowych

_ 1 1
x__§7y_§

Przed matura z matematyki
na poziomie rozszerzonym

1.
2.
3.
4. 1,5 km/h

15 km/h i 20 km/h

_ _22
=32 y=

104+ 2V2
3

4.1. Pojecie funkcji

[€)2. a) f

. Wartoéciami funkcji nie sa 1 i 2.

2)=-1 f(4) =
b) f(z) =2 dla x € {3,4},
nie istnieje argument, dla ktérego funkcja
przyjmuje wartos¢ 1.

2
Wartosci przyjmowane dla dwoch
argumentow: % i2.
a)3 b)0,1,5 c¢)2 d) dla zadnych
a) nie b) tak, 2

6. miejsca zerowe funkcji f:

a)2 b) brak ¢) —1,1 d) 2

. miejsca zerowe funkcji f:a) 0 b) —1

2. a), b) dla trzech argumentéw

a) 0, 2

b) brak miejsc zerowych

Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 154-167
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4. b) Wartosciami funkcji f nie sa: 2, 3, 5;
114 sg przyjmowane dla dwéch argumen-
tow.

5. wartosci dodatnie dla:

a) 1 argumentu
b) 3 argumentéw

6. wartosci ujemne dla: —1, 0, 1,
dwa miejsca zerowe: —2, 2

8.2a)45 b) 22 ¢) 18 d) 9

9.a) {neN:1<n<<18}

b) f(x) =3 dla x € {12, 21, 30},
f(x) ="7dla
x € {16,25,34,43,52,61,70}

10. a) {n e N: 1 <n <27}

b) f(x) =2 dla x € {101, 110, 200},

f(x) =3 dla

z € {102, 111,120, 201, 210, 300}
11. a) 171 b) 10

Uktad wspotrzednych

1. P(4,0), Q(2,3), R(5,1), S(0,4),
T(-2,3),U(3,-2), W(-1,-2)

2.a)II b)IV ¢) 1 d)III

4. a) 6 b) 40

5.doTi,01

4.2. Szkicowanie wykresu funkcji (1)

(€]2.a) Y4

o

BN 370 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 168-174

<ol -

Ea

o

e
~

v

< o/~

S

o
v
:><\

7. dla o$miu

4.3. Szkicowanie wykresu funkcji (2)

1. a) . . ‘Y4 f

@)
Xh
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{ —2z dla x € (—o0;0)

2z dla z € [0; 00)

RO

h

0

_. —3z .dl.a x € (—o0; 0).
f@) = { 3z dla z € [0;00)

¢ i v

k H

x dlax € (—o00;0)
z dlaz € [0;00)

r dlax

J(@) = { —x dlax

€ (—o.o;O)
€ [0; 00)

BN 372 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 175-177

8. a) nie nalezy b) nalezy

9. a), ¢) nie b) tak

BLa) LY

i

0
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4.4. Monotonicznos¢ funkcji
(€] 2. a) tak b) tak c) nie

3. a) :
B

b) nie
1. a) maleje w (—3;2], stata w [4;6),
ro$nie w [2; 4]
b) maleje w [-2;0] i w [2; 3],
rosnie w (—3; —2[, [0;2] i w [3;6)
2. Wszystkie zdania sa prawdziwe.
4. a) maleje w [—2;2],
ro$nie w [—4; —2] i w [2; 5]
b) rosnie w [—4; —1] i w (—1; 5]

Wykorzystanie wykresu
do prezentacji informacji
1. a) A: —5°C, 12 stycznia,
B: —7°C, 10 stycznia
b) A: 4°C, 7 stycznia,
B: 1°C, 2, 3, 14 stycznia
c) A: 2-4, 9, 10, 12, 13 stycznia,
B: 2-12 stycznia

4.5. Odczytywanie wtasnosci funkgcji
z wykresu (1)

(€]1. a) D = (—5;1] U (2;6]
b) D = (—5; —3) U (—3;5]

2. a) f(D) = (1;4]
b) f(D) =[0;4)
c) f(D) = [0;00)

3. Funkcja f przyjmuje najwieksza
warto$é¢ réwna 2 dla x = 4.
Funkcja g nie przyjmuje wartosci
najwiekszej.

Funkcja h przyjmuje najwieksza
warto$¢ réwna 3 dla x = 3.

1. a) D = [~24), f(D) = [~4; 4],
fmin = —4 dlaz =2,
fmax =4 dlax = -2

BN 374 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 181-189

b) D = [~4;3), f(D) = (—5;4],
nie przyjmuje warto$ci najmniejszej,
fmax =4 dlax =0

¢) D= (-5;5), f(D) =[-4;2],

fmin = —4 dla z € (—5; -3,

fmax =2dlaze [0, 5)
fmax =4 dlax =2

e) D =[-3-1]U[1;5],

f(D) = [-4;-2] U [3;4],

fmin = —4 dla z =5,

fmax — 4: dla xr = _3

f) D= (—4;-1] U (1;4],
f(D)=[-4-1)U[1;4),

fmin = —4dlaz= —1,

nie przyjmuje wartos$ci najwiekszej

2. a) f(D) =[-1;3]

b) f(D) =[-1;0] U [1;3]

¢) f(D)=[-11)U (23]
3. a) f(D) = [1;6]

b) f(D) = [1;3] U [4;5]

¢) f(D) = [1;2] U [5; 6]
4. a) D = (3;4]

b) D = (1;3) U (3; 00)

c) D=(2;3)U{f}

d) D=1{2,3,1

5. a) fmin=—-1dlaxz=—1,
fmax =2 dlax = —4
b) fmin = —2 dla x =0,
nie przyjmuje warto$ci najwiekszej
€) fmin = —2dlaz =0,
nie przyjmuje wartosci najwiekszej

7.a) (0;1] b) (1;1) ¢) 23] d) [2;3]

72 272

8. a) [0:1] b) (0:2) ¢) [2:1] d) (—2;00)

4.6. Odczytywanie wtasnosci funkgcji
z wykresu (2)

(€]1. a) f(z) =0dlaxz =1,
f(x)=2dlax e {—1,3}
b) f(x) =0dla z € {—4,0,2},
f(z)=2dlax e {-3,-1,3}
c) brak miejsc zerowych,
flx)=2dlax e {-2,0} U [2;4]

2. a) f(z) =0dlax € {-3,2},

f(x) >0 dlaxz € [-4;-3),
f(x) <0dlaz e [-3;6]
b) f(z) =0 dlaz € {~3,—1,3,5},
flx)>0dlax e [-4;-3)U(-3;—-1) U
U(3;5), f(z) <0dlaz € [-1;3]U{-3,5}
S BN 0 0 T 0 L O T
TR
f(x) =3 dlaxz = -3,
f(x) > 3 dlaxz € (—o0; —3),
flz)=1dlax e {-1,1} U[3;00),
flx) <1ldlaz e [-1;1]U|[3;00)
RN SN LEE S
SZEE
O 151 1 :X

f(x) =3 dla z € (1;00),

nie przyjmuje wartosci wiekszych od 3,
f(z)=1dlax € (—oo; —1] U {1},

f(z) <1dlax e (—oo;1]

4. x € (—oo; —4] U {0} U [4; c0)

a) f(z) =0dlax € {-2,0,3},

(
f(x) > 0dlaz e [—4;0] U [3;4]
b) f(x) =0dlaz € {—4,-2,2,3},
f(x) >0dlax e (—4;-2)U(2;3),
f(x) > 0dlaz e [—4;—2] U[2; 3]
¢) f(x) =0dlax e {—4,-2,0,2,4},
f(z) >0dlaxz e (—4;-2) U (—2;0),
f(z) > 0dlaz e [—4;0] U{2,4}
2.a) f(z)=0dlax € {-1,1,4},
f(x) >0dlaxz e (—oo;—1)U(1;4)
b) f(z) =2dlax =2,
f(z) >2dlax e (—o0; —2] U {2}
¢) f(x) =3 dlaz € (—o0; 2],
f(x) <3dlazeR

f(z) >0dlaz e [—4;-2)U(—2;0)U(3;4],
) 2

3.a) f(x)=1dlaz= -1,
f(z) > 1dlax € (—o0; —1] U [1; 00)

v £ 3ok
Recty/

i "R B

ol 1. | | x

b) f(z) =1dlax € (—o0; —4) U {—1,1},
f(x) > 1dlaz e (—oo;—1] U [1;00)

¢) f(x) =1dlaz € (—o0; —2] U{—é, ;},

f(x) > 1dlax e (—oo;—%] U [%,oo)
7 i J Y i : : :

L+] H ¥

ol Tz
d) f(z)=1dlaz € {—3,3}U(1;00),
fla) > 1 dlaw € -2 4] U 00)

4. a) v € {—1,0,1} b) (—oo;—1)U(0;1)

¢) [=1;0] U [1; 00)

5. a) f(2) = 2%, g(z) = [2a]
N LE A

ol 1

=|2z| dla z € {—2,0, 2},
r? < |2z] dla z € (—2;0) U (0;2)
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6. a) 0dlam e {-3,—1}, 4.10. Przesuwanie wykresu o wektor c) f(Dy) =[—-2;1] U (2;4],
1 dlam =2 €1 a) [1,-2] b)[-3,2] 9(Dg) = [-4;,-2) U [-1;2]
b) 0 dla m = —3,
1dlam=—1, 2. a) 2,-1] b) [-3,-2] ) [-1,1] 2. a) (-1,0), (1,0)
92 dla m — 2 Z)1. a) f(z) = (z —2)* =2, [2, —2] b), f) brak punktéw wspdlnych
c) 1dlam=—3, b) f(z) = (z —1)* +2, [1,2] c) (2,0) d) (-2,0)
> dlam € {~1,2} Q) f@) = (2 +2)* — 1, [~2,~1] ¢) (—4,0), (4,0)
7. d) 2dlam e {-3,—1,2} 2. a) brak miejsc zerowych, f(D) = [3;00) 3.a),b) Dy =[—4;3], D, = [-3;4]
1 \ ); 7.a) a=-2 b)a=-7 b) f(x) =0dlaz € {-1,5}, ¢) Dy = [-3;4], D, = [-4; 3]
| 4.8. Prz ie wyk dtuz osi OX F(D) = [=3;00) .
=2 zdlaze{-21)}, .8. Przesuwanie wykresu wzdtuz osi &) F(z) 0 dla o € {~3,1) 2 dlaz € (—o0;—2)
22>2 zdlaze(—o0;—2U[lioo) [l a)l b) -2 ¢) -3 d)4 F(D) = [~2: o0) C 4, 2) g(z) =4 —z dlaz € [-23]
Wykresy jako nosnik informacji z :3 gi [[::’ g]] b) D =[-T:1] 3.a)1l b)6 —3 dla z € (3; 00)
finansowych o 4. a) D, = [~4:4], g(D,) = [~4: 2] -3 dla x € (—o0; —3)
@)1. a) g(1) =0 b) g(—1) =0 g 12l 9\ <l h(z) = dl a9
1. a) X: 402}, Y: 50 zt ¢) g(~2) = 0 g(z) <0 dlaz e [—4;—2] U {0} U [2;4] & z dlaze[-3;2]
b) X: 50 zt, Y: 10 zt 3 b) Dy = [-1;7], g(Dg) = [0; 6], 2 dlaz e (2;00)
- @) [=25] b) [-1;6] (r)<0dlaz="7 —z—2 dlaz € (—o0;—1)
i ) osi ¢) [-5:2] d) [~6;1] s P ’
4.7. Przesuwanie wykresu wzdtuz osi OY T ¢) Dy = [0;8], g(Dy) = [6;0], b) g(z) = { —|z| dlaze|-1;2]
(€] 1. a) [2;00) b) [~2;00) 5’ 2) e i)_ ’__2’ a g9(z) <0 dlax € [0;8] -3 dlaz € (2;00)
) [=300) d) [3:00) a=s b= 5. ) Dy = [1;00), g(Dy) = [3;00) 23 dlaz e (—o0;—2)
1. a) g(D) = (—o0; 4] 4.9. Wektory w uktadzie wspétrzednych b) D, = [—4;00), g(Dg) = [—2;00) h(z) =< —|z| dlaze[-2;1]
b) g(D) = (—o0;0] 2. CT_I?I:: (3, —3], I—j = [—4, -5], c) Dy =[-1;00), g(Dy) = [~1;00) z—2 dlaz € (1;00)
) 9(D) = (~o0; 1] MN = [2,0 6. 2) D, = [-5:1], g(Dy) = [$: 11 |
2. ) f(Dy) = [0:4], g(Dy) = [1:5), 3. ) BC = [3,~1), BE = [-5,6 b) Dy = [~10:~4], 9(D,) = [0:3 > ) Do =153}, 9(Da) = [-1:3]
h(Dy) = [-2;2] vl B _ 1 oo P Y P
5 » b) AC = [8,0], AE = [0, —5] ¢) Dy = [-133; T3],
¢) AB = [5,1], BA = [-5, —1] 9(Dg) = [18%;21%]
; d) BD = [0, 3], DA = [-5,2] 7.a) [5,3] b)[2,4] ¢)[~1,~1]
@) [_—1>’ _6]_13) [8%’ _85] 4.11. Przeksztatcanie wykresu przez symetrie L P : -
- 1 : — be 5. %A C:,—>DDC[:EE6, 2;,] o ) v;zgledem o[si uk’f:]:\du wspotrzednych b) Dy = [~3:5], g(Dy) = [—1:3]
~ — T Cll.a) Dy = 9——a5» P Ny 45
B R P 2 ) ) 5o, D) — e B VA 7
ol @1 a) B(6,5) b) B(=3,0) b) f(D;) = [0;00), g(Dy) = (—00;0] ot NP — L X
e O BELY) ) B-13-D) 0.0 )= (14 o0) - a1 T
s 2. a) A(=3,0) b) A(1,1) b) f(Dy) = [ 3 1], g(Dy) = [-1; 3]
i i c) A(—15,17) d) A(23,32) z? dlaxe( 00; 1)
ol 4 X 3.;;1)1E3> b)C'—l>) 7. g { 1 dlazxe[l;2]
3.a)a=1 b)a=—-4 4. a) [5,1] —r+3 dla$€(2,oo)
a)a=5 b)a=—4 5.a) 12 b) 3,5 @1. a) £(Dy) = [-1;3], g(Dy) = [-3; 1] AT 1 1 T
5. g(x) =2* + 1, h(z) = 2% — 4 6. A(—3,-3), B(6,0), D(—7,1), P = 32 ) f(Dg) = [-2:4], g(D ) [—4; 2] P P O] 1 X
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4.12. Inne przeksztatcenia wykresu

1. wykresy y = |f(z)]
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4.13. Proporcjonalnos¢ odwrotna

(€] 1.

2.a) k=15
3.a)2 b)2 ¢)4 d)6
4. D={neN:3<n<12}
5.a) 4h b)3h20min c)2,5h
d) 2 h 24 min
6. t[h] ¥ P i .
5
4l
3|
2
O 40 80 120 v[km/h]
Zestaw |
1. a) fmin = 0, fmax = 81
b) 12 dla 4 argumentow,
16 dla 3 argumentéow
c) 65
2.a) f(X)={-1,0,2,3}
b) f(X) =[-1;00) ¢) f(X)=1[0;3)
3. a) f ro$nie w (—4; 2] i w [0;4),
maleje w [—2; 0],
f(x)=0dlax e {-3,—-1,2},
flx)>0dlaze (=3;—1)U(2;4)
b) f rosnie w (—4; 2] i w [1;4),
maleje w [—2; 1],
f nie przyjmuje wartosci 0,
flx) >0dlax e (—4;-1)U[2;4)
c) f rosnie w [—3; —2], w [0;1] i w [2;4),
maleje w (—4; —3], w [—2;0] i w [1;2],
flx)=0dlaz € {-3,—-1,1, 3},
flz) >0dlaz e (—4;,-3)U (=3;-1) U
U(3;4)
5.2) 6 b) 21

fr(1,1), g2 (1,4), (2,2), (4,1),
h: (1,6), (2,3), (3,2), (6,1)

6, nie zalezy

a) kolejno uzupelniamy: 6, 4,5, 3, 2

. kolejno uzupetiamy:
a) 8,4,2, 1,6 b) 10, 5, 4, 2
>0 b)y=22>0

wzOr: a) y = %,

BN 380 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 209-214

a) g( )=0 oilla.a: e {-2,2},
() < 0dlaz e (—oo;—2) U (—2;2)
)

g

b) g(z) =1 dla z € [3;00),
g(z)y<ldlazeR

c) g(z) = —-1dlaz € (—o0; —2)U{-1, 1},
g(z) < —1ldlax € (—o0;—2) U [—1;1]

Zestaw I
1. a) Dy = (=2;5] b) Dy =[0;7)

6.
7.

.a) g(z) = —22°

¢) Dg = (=7;0] d) Dy =[-1;6)
—1 dlaz € (—o0;—1)

.a) g(z) =« —|z| dlax € [-1;3]

—3 dlaz € (3;00)
g(Dg) = [—3;0], stala w (—o0; —1]
iw [3;00), rosnie w [—1; 0], maleje w [0; 3]
—2 dlax € (—o0;—2)
b) g(z) = ¢ z* dlaz € [-2;1]
5 dlax e (1;00)
9(Dy) = {-2} U [0;4] U {5},
stata w (—o0; —2) i w (1;00),
ro$nie w [0; 1], maleje w [—2; 0]
—3z% 4+ 8z — 3,
miejsca zerowe: —3, %, 1
b) g(z) = 22® + 32 — 8z — 12,
miejsca zerowe: —2, —:—23, 2
¢) g(v) = —22° + 32* + 8z — 12,
miejsca zerowe: —2, %, 2
a) —4,2,5 b) -5, —2, 4
a) 1 rozwiazanie dla m = 4,
3 rozwigzania dla m € {0, 2}

b) 1 rozwiazanie dlam € (—o0;0)U(4; 00),

3 rozwigzania dla m € (0;4)
a)32 b)7
4 punkty; f(z) = 1;4

Zadania z kontekstem realistycznym

1.
2.
3.

a) 80 km/h b) 60 km/h
a) 70 km/h b) 80 km/h
2 h 20 min

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
1.D 2.C 3.B 4 A 5D 6.C 7.B

8.C 9.C 10.D
11. FF
12. FF
13. CI
14. A3
15.1. [-3; -1 U [1;4] 15.2. [-2;0]
16.
17.
18.

@ N wlc

g = [_63 3]

19. —2. 1
20. 15
21. 8
22.1,5,9
23 N

stala w (—o0; —3],
ro$nie w [—3; —1] i w [0; 00),
maleje w [—1;0],

g(z) <0dlaz € (—o0; —2] U {0}

Przed maturg z matematyki
na poziomie rozszerzonym

1. 6v2 -2

2. zc(—4+V3;8—3)
3. [17,19]

41. x € (—o0; —3]U{-1, 3}
4.2. x € {—3,1} U[3;00)

5. 24
6. z € (—o0,—-3)U{—-2}U[2;00)
7.z € (—oo0; =3|U[—-1;1] U[3;00)

Punkty kratowe nalezace do prostej

1.

a) punkty nalezace do odcinka AB:
(_37 _3)7 (_1’ _2)’ (L _1)a (37 O)a
punkty nalezace do prostej [, ale
nienalezace do odcinka AB:

(_57 _4)7 (57 1)7 (77 2)

b) punkty nalezace do odcinka AB:
(0,2), (3,1), (6,0),

punkty nalezace do prostej [, ale
nienalezace do odcinka AB:
(9,—1), (12,—-2), (15, -3)

a) D(7,3) lub D(—1,-1)

b) D(7,—1) lub D(1,5)

5.1. Wykres funkcji liniowej (1)

(€] 2.

4,
5.

7.
8.

9.
(Zz] 1.

a) n -2), (2,1)
b) np. ( 0), (5,—3)
c) np. (0,2), (=4, 1)
d) np. (0, 1), (=7,3)

2 || l4 s, 13 s [| Is
a)y=2x+1 b)y=-3x+1
Jy=—-2z—-2 d)y=—-2z+1

a)y=3r+6 b)y=—2z—2

a) fl(l) - 47 fz(l) - 3,

f3(1) =24, fu(1) =

b) fi — niebieski, fo — brazowy,
J3 — czerwony, fi — zielony

a)y:—%a:—l—& tak b)yz%x—él; nie
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y=x+4 b)y:%w—kél
y=-3r+4 d)y=—-8zr+14
5.a)l

5.2. Wtasnosci funkcji liniowej
©@2.2) % b)—% ¢) 6 ) 2
3.a)a=01ib#0 b)a=b=0
4.a)4 b)6 c) 16 d) 7,5
6
7

a)
)
)
. a), ¢) rosngca b) malejaca d) stala
)
)
)

a

[

.a)a<0ib>0 b)a>0ib<0

c)a<0ib<O

8. a) wprost proporcjonalne, a = —Ob

_ 2P
b) odwrotnie proporcjonalne, a = £

¢) wprost proporcjonalne, Ob = 27r

2P

d) odwrotnie proporcjonalne, d; = P

b)y =32z ¢)y=2x

)
10. a) 275 km b) 300 km
)

o
»

y = 3x

(Z)1. a) I, IL, IV b) I, IL, III ¢) II, III, IV

d) I, III, IV e) I, II, IV f) III, IV
2. a)
3. a)
malejaca dla m > 5

malejaca b), c) rosnaca

rosnaca dla m < 5, stata dla m =5,

b) rosnaca dla m > —1,
stata dla m = —%,
malejaca dla m < —%
¢) rosnaca dla m € (—oo; —1) U (1; 00),
stata dla m € {—1,1},
malejagca dla m € (—1;1)

d) rosnaca b), e), f) malejaca
stala
2r+4 b)y=iz—

1
—Qm—Q

C

b
&

o
| |

a),
)
)
)
)

o

)

< &
I

r—2,y=—32z+3,
Yy = :1;+3 Yy=—x—2
b) y —§x—72,y:2x—72,
y=—4x+ 144, y = 3x + 144
7.a) y=—x+3
b)y=—z—4luby=x—4

8.a)y=6z b)y=2z ¢)y=za

N oo
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10.
11.
12.

13.

a) 102 m b) tak

1:500
a)y=—322z—-3luby=3z-3
b)y:—%x—?)luby—%x—?)
c)y:—%x 31uby:‘fx—3
a)y:—5§x+8luby:5§x—8
b)y=—-4x+6luby=4z—6

y=—8—\3{2x+4\/§
lubyz%‘/?x—él\/i

5.3. Rownanie prostej na ptaszczyznie

(€] 1.

10.

a)y—2:r—3 b)y=—iz+3
)y==2zx-1

a), b) sa c), d) nie sg

a) r = —3; nie jest b) y = —3; jest
c) = = &; nie jest

Ln,p,r

a) y = 5z — 1, z — 3y — 3 = 0; nie naleza
b) y=—1iz — 22, 4o+ 3y + 8 = 0;

nie naleza

c) y=35x+23, 3z —4y+10=0;

A nalezy, B nie nalezy

a) (07 2)7 (_170) b) (071) (% 0)

C) (074)7 (_%170) d) (07 _3) (% )

e) (07 _4)7 (167 0) f) (073) (% )

a) AB:y+1=0,DC:y—2=0,

AD: 3z —y+5=0,BC:3z—y—10=0
b) AB: z4+2y+2 =0, DC: z+2y—4 = 0,
AD: z+2=0,BC:2—2=0

c) AB: x—3y—2=0, DC: z—3y+6 =0,
AD: x4+y+2=0,BC:z+y—6=0

a)ym=8 b)m=—1%
c)m:—% d) m=—6
eym=3 f)ym=—3
aym=—< b)m=-3lubm=
)

)
.0dlam e (—oo; %) U (2; 00),

1dlam e {%,2},

2dlam e (%;2)

a) (87 0)7 (076)7 Yy = —%$+6
b) (57 0)7 (07 3 ) §LE—3

) :
c) (—1,0), (0,4); 4o + 4

< <
I

11. a) y = —3z + 9, malejaca
b) y = %$+2, rosnaca
¢) y = 3z — 2, rosnaca

12.a) £+ 4=1Db) s +4L =1
c) §+% =1

Ptaszczyzna w tréjwymiarowym
uktadzie wspétrzednych

1. a) (1,2,4) b) (-2,5,—1)
2.a)z=0 b)y=0 ¢c)xz=0
.a)2x+y+2—3=0

b) 3z +2y—2—4=0
4. r=0,y=0,2=0,z=1,y =2,

5.4. Wspétczynnik kierunkowy prostej

[€)1. a)2 b)1l c)—2

3
2. a), c) jest b) nie jest

z=3

6.a) | P 1oy |

9.a)y=—21247 b)y=-3z—1
¢)y=zsx+2
2 1. AB:—%,BC’: 3, AC:%

2. AB: %, BC: -1, CD: —%, AD: —6
r+25 b)y=-22+3
—12z+45 d) y =2z — 33
—6 f)y=+3z+1

a) y =
)y
e) y

10. a

12.

a) AB: y——ac—— AD: y=2x+6,
BC:y=2x—6,CD: y——x+§

b) AB: y———x 12 AD: y———x 22
BC’.y——gac—i-?,CD.y——;x-l-Zg
a) PQiRS: 2, QR: -1, PS: -3

b) PQ: -1, RS: 3 QR1PS —2
)

m =2 b)m:—g

a) 60 km/h, 60 km/h b) 84

5.5. Warunek prostopadtosci prostych

5.

Y

0 ® N o A

10.

Y

a), b) sa )niesad

a) —5 b) =% ¢) 2 d) -3V2
a)y:%w lb)y—l():zr—l
c)y=—52+9

a)yz%x—l—% b)y:—ix—%
¢)y=—-22-3

Yx=6 b)y=-5 ¢)y=-5
Jy=3r-3 b)y=—3z+7
Jy=3z+1d)y=—-2z

a) AB:y=—x+6, BC: y=x— 2,

AC’.y:5,Jest

b) AB: y=—x—3, BC: y =2z — 3,
AC: y=x+1; jest

¢) AB:y= -2, BC: y=—1z + 2,

AC: y = x + 5; nie jest

d) AB:y=x+3, BC: y = —3,
AC: = 4%; jest

a) AC:y=xz—4,BD:y=—x+2

b) AC:y=3z+1,BD:y=—2z+1
a) nie jest b) jest

Ob = 4v/34, P = 34

a) (_177) b) (_57_6)

liy=32x+3, lory=—2x+8; 0 300%
a) sa b) nie sa

aym=5 b)m=—2lubm=3
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383 ===



5.6. Interpretacja geometryczna
uktadu réwnan liniowych

Jr=—-1l,y=2 b)z=2,y=5
)x=1,y= -2
)

, €) sprzeczny

(€] 1.

Y

]

2. a
b) nieoznaczony: x € R, y = 2x — 6
3. a) sprzeczny b) nieoznaczony
¢) oznaczony
)

(Z]1.a)x=3,y=4 b))z =4, y=—6

O

o

)
e) nieoznaczony, r € R, y = zx -2
)

L)

sprzeczny

N
&

)r=3,y=0 b)z=3,y=4
c)zx=2,y=0d)z=1y=4
e) sprzeczny
)

f) nieoznaczony, r € R, y = %az + %

+y=2
3.a)np.{x Y

—2r+y=2

r+2y=4
b) np. Y

T+ 2y = -2

3r — 2y = =2
c) np.

b6r — 4y = —4

4. a

)alzagiblzbg
)

=3

al 75 a 1 bl, bz dowolne

)
5. a) oznaczony dla k € R\ {—2},
sprzeczny dla k = —2
b) oznaczony dla k € R\ {1},
nieoznaczony dla k = %
¢) oznaczony dla k € R\ {—1,1},

nieoznaczony dla k = —%,

o

sprzeczny dla k = %

6. a) A(—1,-3), B(3,-3), C(8,2), D(4,2)
b) A(—2,—3), B(4,0), C(2,4), D(—4,1)
©) A(~2,—4), B(2,-2%), C(42,93),
D@ﬁ)

7. A(-3,-3), B(6,0), C(5,3), D(—1,1)
8. a) 12 b) 27

9. A(—6,-5)

10. (—4,—4)

11. a) 24 b) 31,5
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5.7. Uktady nieréwnosci liniowych

(€] 1. a)y>%x—|—3

i3l
- —
PO |O
.............. /z’,... L
S, I

i ;’lrlf // ...................................
1 ,rf ,-f: g& )
o1 X
¥y .
;-,—*'-- )
I,

(y<iaz+3

3.a)qy>-—x+3

[z <5

(y > —x+1

b) S y>az+1

ly<—3z+4

4. a) (—1,-1), (-1,7), (3,3)
b) (—4,-3), (5, —3), (2,6)
c) (1,-4), (5,4), (—3,0)

w

8

8
A\VZR/ANE\VAR/AN

|

alw oldw DN
&
+

w
NP

8
|
gl ulo

<

(<3
x> —3
b) L
y< zr+2
LYy = _%w -2
(y<go+3
y=>gr—3
c)
y=>3r—6
(y<3x+6
6.a) Y% S
ool B b g b b
o
it S
........... \\ .
..... e R
O] 1
b)
B T
c) Y
................................. .
0
d) %
-1
-0

Programowanie liniowe

1. a) warto$¢ najmniejsza:
warto$¢ najwieksza: 22

b) wartos¢ najmniejsza:

wartos¢ najwieksza: 6

¢) wartos¢ najmniejsza:

wartos¢ najwieksza: 7

Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 253-255
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5.8. Rownania i nieréwnosci liniowe

Z parametrami

(€] 1. a) sprzeczne dla a = 2,

1. a

. . . . __ 10a
jedno rozwigzanie dla a # 2: © = =5

b) tozsamosciowe dla a = 4,

jedno rozwigzanie dla a # 4: x =1

¢) tozsamosciowe dla a = 3,

1

29

. . . 1 17.
jedno rozwigzanie dla a € R\ {—3, 5 }:

1
4a+2

sprzeczne dla a = —

T =

. tozsamosciowe dla a = b = 0,

sprzeczne dla a =01 b # 0,
jedno rozwigzanie dla a # 0

1
5b

2 Y

jedno rozwigzanie dla a # %b: x =
dlaa=2ib=—-1:2=1

b) sprzeczne dla a = b = 0,

a) sprzeczne dla a =

a?+1
2a—-b"

jedno rozwigzanie dla a # 0 lub b # 0:
dlaa=2ib=—-1.20x=—

¢) tozsamosciowe dla b = 3a,

xr =

ol

1
2

d) tozsamosciowe dla a =21 b= —2,

jedno rozwigzanie dla b # 3a: x = —

sprzeczne dla a = —bi b # —2,

. . . . _ b+2
jedno rozwigzanie dla a # —b: x = pt
dlaea=2ib=—-1:2=1

e) tozsamosciowe dla a = —21 b= -3,

sprzeczne dla a = %b ib# -3,
jedno rozwiazanie dla a # %b: r = S22

3a—2b?
dlaa:2ib:—1:x:§

f) tozsamosciowe dla a = b =0,
sprzeczne dla a = 3b i a # 0,

b—a

jedno rozwigzanie dla a # 3b: v = =%,

dlaa:2ib:—1;x:_%

aym<2 b)ym>—3
c)m>0 d)m>3

)
.a)k=4 b) k=3
)

¢) nie ma takiego k d) k = §

m>—2 b)m>0 c)m>2

)
2. a) 0dlam=2,1dlam # 2
)

b) 0 dla m = -3, 1 dlam # —3
c) 1dlam # —1,

nieskonczenie wiele dla m = —1
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5.

d) 1 dlam # 1,
nieskonczenie wiele dla m = ;
e)0dlam=1,1dlameR\ {-1,1},

nieskonczenie wiele dla m = —1
f) 0 dlam =0, 1dlame R\ {-2,0},
nieskonczenie wiele dla m = —2

a)0dla2p=qip#4,1dla2p#gq,
nieskonczenie wiele dlap=41iq =38
b)0dlap=3ig#2,1dlap#3,
nieskonczenie wiele dlap =31iq =2

c) 1 dla p # —gq, nieskoniczenie wiele

dla p = —q
d)Odlap=—q#0,1dlap#qip# —q,
nieskonczenie wiele dla p = ¢

e) 1 dla p # —q, nieskonczenie wiele dla
p=—q

f) Odlap;«réin:%q, 1 dlap;«é%q,
nieskonczenie wiele dla p=¢q¢ =20

a) dla a = 2 sprzeczne,
dla a # 2: ¢ = 4a=1

a—2
b) dla = = 4 sprzeczne,

2x—1
dla x # 4: a = <=

a) ke [-2;7] b) ke[-80)U(0;8]

5.9. Funkcja liniowa - zastosowania

(€] 1.

D, =N
Y 4
3000
1500 . |
O 100 300 500 X
. a) 400 b) 600 ¢) 1100
. b) 50000 km
. b) korzystniej z wypozyczalni Waga-
bunda dla liczby godzin wiekszej od 4
¢) dla liczby godzin wiekszej od 4
. b) po 4 godzinach c¢) o 2,5 km/h

4. a) 0 11.00 b) 20 km c¢) o 12.00

5. 3 h 45 min
6. t — czas [h]
a) di1(t) = 16t, t € [0;2,5];
da(t) = 40 — 16t, t € [0; 2,5]
b) d(t) = [32t — 40|, Dg = [0; 2];
polhipol,5h

Postac¢ parametryczna réwnania prostej
3.a)t=4b)t=-3 c)t=7¢
P i @ nie leza na prostej [.
4. a) tak b) nie
5.a)@Q b) R

Zestaw |
1. a) wszystkie b) P, R
2. a) ujemne dla z < —6,
wieksze od 2 dla x > —3
b) ujemne dla z > 2
wieksze od 2 dla z < 1
¢) ujemne dla z > —¢,
wieksze od 2 dla z < —2
3. a) (9,0), (0,3), P=13,5
b) (14,0), (0, —8), P =56
c) (—2,0), (0,—%), P=9,375
3109);
1

malejaca dla m € (—oo; —),

4. a) rosnaca dla m € (—

stata dla m = —%
b) rosnaca dla m € (—o0;9),
malejaca dla m € (9; 00),

stala dlam =9

5. a), b) naleza

6. a) 15 b) 12 ¢) 16
7. a)y:—%x+7; malejaca
b) y = 2z + 23, rosnaca
8.a)y=-2x-7
b)y=2z—1
c)r=-3d)y=-1
e)y=—22—6 f)z=-3
9.a) f(z)=42—3
b) f(z) =3z +4
c) f(ac)z—%a:+24
d) f(z) = V22

10. a) dla m = 2 nieskoniczenie wiele rozwia-

zan, dla m # 2 jedno rozwigzanie: x = 6
b) dla m = 3 sprzeczne,
dla m € R\ {—3,3} jedno rozwiazanie:

T = m;_?,, dla m = —3 nieskonczenie wiele
rozwiazan

Zestaw |l

1. a) x € (—o0; —3]
b) x € [—4; oo)
c)x €] 2\/_‘

2.a)y= —{1: y——4x,y:—%x+7%;
jest
b)y=1z+2, y=22+8,
Y = ——:17+ 13 ; jest

3. AB:y = 2 x—2, BC: y=—2x+38,
CD: y= %x—i—S, AD:y=—2x -7

4. a)x=-3,y=2 b)x=3,y=6
c) sprzeczny d) x = —5,y = —1
e)z=8y=5 flz=-8 y=-7

5. a) (0,2), (1,3), (2,0); P=2
b) (—4,—2), (4,4), (-1,4); P =15
C) (_27_3)a (_27 %7)> (%’ %)7 P =529

6. (_17_3)a (47_%)7 (5a5 ) O’%)Q
y=52+3y=5e- 7%

7. a) wierzcholki: (—4,—6), (4,0), (1,4),
spodek wysokosci: (0, 2)
b) wierzchotki: (—4,1), (4,5), (—1,-5),
spodek wysokosci: (2, —1)

8. (2,0), (6,2), (3,4)

Zadania z kontekstem realistycznym

1.
2.
3.

1,5 h
a) 140 b) 756 zt
a) wariant I: 950 z1, wariant II: 690 z}
800 dla 0 < x <200
b) fi(z) =
x 4+ 600 dla = > 200
600  dla 0 <z < 300
fu(z) =
1,8x + 60 dla x > 300
¢) wiecej niz 675 km
78 500 zt

y=2z0—-"T,y=-2x+7
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Przed obowigzkowa maturg z matematyki 3. a) a=30°, =280°, v =50° 4. a) k = g, |CD| =45, |A'D'| = 17,8, Pola czworokatéw

1.D 22A 3.A 4 A 5B 6.C 7.C b) a = 52°, B = 52°, v = 76° |IB'C'| = 17,2 1. a) 135 cm? b) 36 cm
8.D 9.A 10.D 4, |XAEF| = 67°, |XAFB| = 65°, b)/k' = 25, |CD| =5, [A'B| = 5, 2. a) 48y/2 cm? b) 4,5 cm, 9 cm
11. PF |¥BCF|=19°, |¥EFD| = 83°, [AD] =24 3. 24 cm?, 5 cm
12.1. FP |%:DFC| = 25O, |%:CDF| = 84O 5. a) 54 cm 4 a) 392 Cm2 b) 64 sz
sy = —Lp 1 e — 2 5. a) oba trojkaty: 20°, 70°, 90° b) wysokosci réwnolegtoboku ABCD: )
12.2. AC: y , BC:y=3x—14
13. CF b) AABE: 35°, 70°, 75°, 3v/3 cm, 6v/3 cm, wysokosci réwnoleg- 6.6. Pola wielokatéw podobnych
14. A3 ANAEC: 35°, 40°, 105° loboku A'B'C'D': %\/5 cm, 9v/3 cm [€]1. a) k= % % _ %
. Py
15.2. (6,2) 6. 74°, 106 1. 3)58 b)12 b)k:2,%=4
16 10. a) 5400 b) 7200 C) (TL — 2) . 1800 2. 23 3. a) 0’9 b) 1’5
18. e 11. 10 3. a) 120 cm b) 20 cm 4. k=1L 0b = (16 +2V5) cm
19' . 12. dwa trojkaty: 30°, 30°, 120°; 5. a) 40, 100 b) 3:2 Oby = (84 /) cm
20. 19 pozostate dwa: 30°, 60°, 90° 6. 3,6, 7,5, 7,5 5. a) 1:800 b) tak c) 576 m?
) .. . _ r_ _ 1 _
22.2. AD: y=—2x—5,CD: y = o +4 6.2. Trojkaty przystajace 7. h= 772bcm7d h —773’2 cm, 6. 2) Z =3 82 = 32 cm
23. 39 (€]1. |AB| = |DE|, |AC| = |DF|, suma obwodow: 73,5 cm ))k :S’Ob:;& cm
24. 385 BC| = |EF|, |¥BAC| = |XEDF| 8. 4v2 ¢/ k=35, Ob=28 cm
25. (2.0) |XABC| = |¥DEF|, 9. 1,25 1. a) k= 275 P =81 cm®
" D&M ) |XACB| = |XDFE| 12.a) v2:1 b) okolo 207 mm b) k = 3, P =400 cm®
. =, = 2
5°5 2. a), b) nie c) A5: 21 cm x 14,8 cm, 2. 200 cm
Przed matura z matematyki 3. a) KBK b) BKB ¢) KBK A6: 10,5 cm x 14,8 cm 3. a) (144 2v29) cm
na poziomie rozszerzonym . b) 124/17 cm, 361/17 cm
6. a), d) tak b), c) nie 6.5. Tréjkaty podobne
1.z =43 7 syedd 4. 100 cm
5 311 . szedc¢ €1 z2=8,y=3; k= % 5. a) 20 dm?, 320 dm?
4. 19 6.3. Twierdzenie Talesa 2. a) s3 b) nie sa b) (12 + 6/2) cm, (36 + 18v/2) cm
3 V3
1 a) G5 = 430, 58 = 55 b) 24 5.2) 7 b) % 6. 1200 cm?
Katy 2. b) |DE| =3, |AD| =6 1.T1iT3,k1:2-T2iT4,k:2:% 7.9
1. a) 60°, 120° b) 45°, 135° 3. |[ED|=10,5 2.a)k Ob = 342 b) 10, 20, 25 8. 30 cm X 45 cm
¢) 30°, 150° d) 75°, 105 4. dziatka I: 35 m, dziatka III: 21 m 3.a)z= 2 y=25 b)x=15y=13 9. (15 +9v/5) cm
2. (o) (o)
o ACDP 5 30 105 6. ) wp. 145 — g 1421 — 120, 4.) 525 b) 1875 10,6, 4
: TET O ’ |AB| _ |BD| 5. a) 20, 21 b) 224, 28 11. 22,5 cm?, 10 cm?
ACBP: 30°, 75°, 75° lacl - [CE s 2 2
@1 a)r=6,y=24 b)z=10,y =12 6. a) 3 12. 625 m?, 400 m
6.1. Miary katéw w tréjkacie 2. 5% cm, 4 cm, 22 em b) ADEC: 6v/5 410, AABC: 9V5+15 14, a) okolo 10,82 m b) 7 m®
[€]1. b) 18°, 72°, 90° 5.2) kim b)lim 7. a) AABC ~ ACBD, KKK; Eraktal
raKtale
2. a) 15°, 60°, 105° 6. b) Obsps = 3+ 4v3 + VAT, NABC ~ ANACD, KKK; Lz
b) 17,5°, 55°, 107,5° Obpar = L(3+v3) ACBD ~ NACD, KKK —
3. 16°, 1287, 36°; 52°, 54°, 74°; 6.4. Wielok dob b) 1’8’2 3,2 6.7. Twierdzenie o dwusiecznej
54°, 56°, 70°; 124°, 20°, 36°; lelokaty podobne 8. 20 cm kata w tréjkacie
20°, 86°, 74°; 94°, 16°, 70° ll a), c) jest b) nie jest 9.10,8 m 1. a) 314 92
@)1. a) a =22°, B = 48° 2. a) sa b) nie sa 13. b) 2 em; Paapo = 16 cm?, b)\/§—1,3—\/§7 V3245 4 — 92V,
b)OéZGOO,ﬁ:BOO 3 a) F1 do FQ 2,F2 do F1 % PADCO:4CH12 2\/§_3
2. 44°, 66°, 70° b) Fi do Fp: £, Fy do Fu: 2 14. b) 25 cm?, 15 cm?, 15 cm?, 9 cm? c) 12 d) v2 -1
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(Z]1. a) 1,25, 3,75 b) 4,5, 7,5 Przed matura z matematyki Z]1. a) y = (z — 1)* + 2, ¢)y=(x—3)7%—11, W(3,—11)
2. ABCP: 2+ /4 — 22, na poziomie rozszerzonym maleje w (—oo; 1], rosnie w [1; c0) d)y=(z— %)2 — %, W(%, —%)
ABAP: 2 /4 — 22 1. 0,4096 b)y=(x—1)72%-2, e) y=(z+1)% W(-1,0)
Zestaw | 2.1.3v2+ V10 22.4— 210 maleje w (—002; 1], rosnie w [1; 00) fy=@—-3)°"-% W(,-3)
L ) 50 60 90" b) 20°, 60, 100 3. |PD| = 4,8, |PE| = 5,7 )y = (“’ZL?)) - 2] [ | 3.2)5 b)8 ¢)0 d) —12 e) 12 f) 4
- a °, 60°, 90° °, 607, ° maleje w (—oo; —3], rosnie w |—3; 00 3 3 1
" : —33 1 1,1
c) 15°, 67°30', 97°30' 7.1. Wykres funkcji f (x) = ax? d)y=(z+2)?>—4 a) W(—%,7) b) W(1,3) ¢) W(1,3)
’ 5.2) W(1,1) b) W(—1%,61)
2. 50°, 60°, 70° (€] 2. a), b) nie nalezy c), d) nalezy maleje w (—o0; —2], ro$nie w [—2;00) ) ) W(2’ %) &) W 12’ 1;)
¥ ) b
3. a), b), d) tak c) nie 3.a)6 b)2 ¢) 0,5 d)0,75 2. a) W(-2,4), x = =2
b _ Z]1. a) f(z) =2 —x—23 A =12
4. a) 12,5 cm, 12,5 cm, 10 cm 4. a) roénie w (—o0; 0], maleje w [0; c0) ) W(=3,-1), z=-3 b) f(z) = —2% + 8 _4’11 A =920
b) 5v2 cm, 5v/2 cm, 4v/2 cm b) 0$ symetrii: = 0, wierzchotek: (0, 0) ¢) W(2,2),z=2 d W3, -1),z=3 o :;; . N
| ’ 2 2 3. a) f(D) = [~4550) b) f(D) = [1;x) 0 Jl) =20 e b, A =112
5. |PQ| =4 dm, P = 2 dm” 5. fi(z) = —4z7, fa(x) = =227, - d) f(z) = —32% — 122 — 4, A = 96
6. 36 fs(x) = —a?, fa(z) = —1a?, c) f(D) = (—00;2] d) f(D) = (—o0;4] ) He) = —1a? 4 20 A ’4
5 ) f5(:v) — 1,2 4. kolejno uzupelmamy g(z) = 5(x+1)%+2, ) ST 2:1: e
7. 3,2 cm, 4,8 cm; 12 cm, 2 cm; 8 7 = [-2,3], f(z) = 222 — 10, f) f(x):3x 4or — 3, A =24
c) f(D) = [0 12) d) f(D) = [-8; —2] g(x) =2(z—9)" =3 ) 1,2
9. 160 — 40v/2 ~ 103 [m], T O b) f(x) ( 2)* — 6, W(2,—6)
80v/2 ~ 113 [m] 2 A‘?J:x b ?/—‘962 Ciy:imga S g A e ¢) f(z) = —(z +1)* +2, W(-1,2)
~ X T ; —1,
Zestaw |l o 6. a) f(r)=2>+1 b) f(z) = 22> ’ ’
)y By v &) F(@) = 2%+ 3 d) f(z) = 42> +6 ©) f(@) = 2(x +2)° ~ 15, W(-2,~15)
2. 2) 375 b) 144 ) y=—30" d)y= 37 r s 1 - f) f(2) = ~2(c+ 3)* + 2, W(-3,2)
.a)p=— =
3. 100 cm, 160 cm 4.2) 5 b) 10 ! ! §) /(@) = (2= 3)° ~ 1, W(3,—)
4. 10 dm?, 40 dm?, 360 dm” 5.a)a=4 b)a=1 ¢c)a=64 d)a=2 Obliczanie wartosci tréjmianu h) f(z)= -2z -2+ 2, W(,2)
_ 3 kwadratowego i _
Zadania z kontekstem realistycznym 6. a =15 g 1 i) f(x)=3z" -8, W(0,-8)
1. 7 —=13° 7. a) P(m) = %ZBQ, x>0 1. ) 4, 12 b) 45, 13 C) —17, —34 3. a) W(_%,_%) b) W(l 7) C) W( 1 3)
2.2 b) P(x) = 2>, & >0 2 ;5(23) b) =5, —( )> 3 1 4.2) f(z) = (@ +1)"+3
_ .. . a) g(=2) =-17, f(=2) = —15, b) f(x) (r+3)°>—3
3. 3,5 cm 7.2. ‘I?rzes_unlezae wyli«esu funkciji h(=2) = —7 b) g(—2) = —103, 0 f(x) (w—2)?+4
4. 58 m (x) = ax* o wektor h(—2) = —10L, f(~2) = -8
@1 by [1: (=2) = —103, f(=2) = 5.a)b=—4 b)b=8 ¢)b=4 d) b=—6
5. 158 m ¢/l a)[-3 ) ) [1;00) 4.a)c=7b)c=20 c¢)c=—5/2 _ _ 2
¢) (—o0;—4] d) (—00;2] 6.a)a=—-1, f(z)=—(x—2)"+1
7. tak ’ 5. A, B,E b)a:—3 f($):—3(1‘—1)2+5
) ) 2. a) maleJe w (—o0; —3], rosnie w [—3; 00) 6. a) z=—1,W(—1,—2) L ) )
Przed obowiazkowa maturg z matematyki b) male . Lo _ -a)Tr=-—4 » T3 c)a=7, f(z)=3(@+4)°"+1
je w (—o0; 1], rosnie w [1; 00) b)z = —1, W(—1,4) 4o o
1.A2C3.A4D5D 6.A7B8A ¢) roénie w (—o0; —2], maleje w [—2; 00) ; l‘:l ;/Vl »21 d)a=-2 f(z)=-2@+35)" +3
9. BH d) rosnie w (—o0; 2], maleje w [2; c0) 'z))x_g’ WE27_1§§ ) s ey 7.a) b=—-4,¢c=8 b)b=2,c= -2
Tr =35, 997 o c)xr =3, 29 9 — —_3 — _ —
10. PP 4. a) [ ] b) [170] d :il M/Q_lQE 2 272 C)b— ]_,C— 1 d)b— 20,0—100
Jo=—3W(=373) 8 =3,c=5 b)a= -1, c=-21
11. FF 5. a) maleje w (—00; 3], ro$nie w [3; 00), -a) a= ’30 = a==3°¢c= -
121. A 12.2. C F(D) = [~4; 00), W (3, —4) 7.3. :’osl'zas ianc:jmctzna |.postac ogélna c)a=—-5,c=-2d)a=2c=3
14.1. 42 cm, 52 cm 14.2. 50 em b) maleJe w (—oo; —2], roénie w [—2;00), , Hnel adratows) 9.a)a=3b=-2c=2
) 5 c) rosnlew( oo;—4],malejew[—4;oo), b)y:—%$2—%$+% c) a:—%,b=0,0=3
16.6+§(\/5—|—\/ﬁ) F(D) = (—o00; —1], W (=4, —1) c) y = 3x® — 30z + 84 d)a=-3,b=—-6,c=
17. 96 cm d) ro$nie w (—o0; 1], maleje w [1; 00), 2. a) y = (z—4)*> — 10, W(4, —10) e)a=-1,b=2c=1
19. 6 cm, 61/3 cm, 64/3 cm f(D) = (—o0; 3], W(1,3) b) y = (x +2)* +4, W(-2,4) f)a=-2,b=8,c=—-4
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a)y=x>—4r+3
b)y=—12>—2z+6
a)y=—2°—2x+4
_ 3.2 6 19
b)y=z2"+zx—- %
)y=3ia"+z—2
d)y=—12>—z+2

ca) [-5,-3] b) [5, %]

7.4. Réwnania kwadratowe (1)

[€]1.

Z)1.

Roéwnanie kwadratowe moze mieé¢ 2 roz-
wigzania, 1 rozwigzanie lub 0 rozwiazan.

a) {=2,0} b) {0, 3

~—

c) {0,2} d) {0,16}

a)r=-2 =2
b)z=-%z=1
c)x:—%,x:%
d)z=-21,z=21

a)r=—4 b)a:z% c)xz—%
d)z=32 e z=2 f)x:—%ﬁ
a)x:—\/g,a::\/g b) sprzeczne
c) x = @,x:@ d) sprzeczne
a)z=0,z=6 b)z=—5%,2=0
Jz=0,z=5 d)z=—-3%,z=
e)x=0,z=2 f)x:—‘/Tg, -
a)r=—1,2= 15
b)z=-2z=12
c)z=-5d)z=8 e) =12
f)a;z—% g):l::—TQ,:/l::T2
h)yz=2 i) z=6

a) (0,0), (4,0)

b) (—2,0), (2,0), (0, —12)

c) (0,12), nie przecina osi OX

d) (070)5 (_%70)

e) (0,4), nie przecina osi OX

f) (_%50)7 (%70)7 (07 _4)

a)2 b) —4 ¢) 3

a) {—6,0} 2b) {23,4} ) {~3 13}
d) {_67_7a7}

a)r=—-2 =2
b)w:—TQ,w:—l,w—l,x:@
c)xz—\/g,a:z 3
d)zrz=-1,2=0z=

BN 392 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 327-336

Parabola
la)y=12" b)y=—12"¢)y= 227
2’ a) Y= %a F(07_i) b) y:_%a F(07%)
C) Yy = %a F(Ov_é) d) Yy = _2a F(072)
7.5. Réwnania kwadratowe (2)
£ _ 2 4 _ 7
€]l a)z=2 b)z=-2 ¢c)z=1
.a)z=—-1,2=3 b)x=—-4,z=-2
)r=-3—-v2,x=-3+2
4. a) A =4 > 0, 2 rozwigzania
b) A = —8 < 0, 0 rozwigzan
c) A =35>0, 2 rozwiazania
d) A =49 > 0, 2 rozwigzania
e) A =0, 1 rozwigzanie
f) A =—-12 <0, 0 rozwigzan
g) A = —2 <0, 0 rozwigzan
h) A = 25 — 4,/2 > 0, 2 rozwigzania
i) A=9>0, 2 rozwiazania
5.a) x1 = -3, 32 =—3
b)x1:—1,x2:%
c)z1=—3,22=2 d) zo =
e) z1 =3 — /10, 2 = 3 + 10
f) 371:2—\/6,.%2:2—}—\/6
g) sprzeczne h) x; = 176\/7, To = 1+6ﬁ
i) sprzeczne
1.a)az1 —%,x2=7 b)$1—4,$2—3
¢) z1 =32, 22 = —% d) sprzeczne
e)m1:%,x2=1 f)a:():—%
g) sprzeczne h) z; = —1, zo =1
. 2
i) 20 = 3
2. a) X1 =—3, Z'Q:—%
b)wlz—%,x2:2 C)x(): 34—2
d) Tl = M To = 717@
3 3
e) 1 = “1VIL o — 71+5\/ﬁ
5 )
f), g) sprzeczne
h) 2, = 3—5/?, Ty = 3+5/3_7
i) 21 = 7—%/37, Lo — 7+%/§
3. a) (0,-1), (—1,0), (3,0)
b) (07 3)7 (_\/§2 370)7 (\/527370)
) (0 3,0
(

7.6. Posta¢ iloczynowa funkcji kwadratowej

[€)1.

@1

a):rl— 2,332—%

b)$1— %,IBQ—%
¢)x1=5—13, 22 =5++/13
d)371=6,1'2:12

e) xp = T3 gy = THYST

f) sprzeczne

a)2 b)0

a) f(w)zOdlaa:zQ—‘/Tg,x:2+76,
g(x):()dlaac:%—‘/?g,:c:%—k‘/?g;
h(m)zOdlasz,x:2—|—\/6

b) f(z) =0dlaz =427, 2 = 4+2V7;
glz)=0dlaz =13 —2V7, 2 =1+2VT;
h(z)=0dlaz=4—4V7, x =4
a)r=1-v2,2=1,2=1++2
b)z=-2-V7,2=-2+V7,2z=—1,
Tz =3
a)x:—2,x:_1_Tm,x=_l+Tm
b)z=0z=2

c)r=-2,z=1
d)z=—-1-2V2,2=-14+2V2, 2= -1,
r=1

a)y=—22"+22+9

b y:4w2—%w—|—§

y:%xQ—l—%x

x1:3,x2:5 b)x1:—6,x2:2
=8 zo=—-4d)z1=0,22=9
=2 f)m0:—7

(z —3)(x—5)

(x+T7)(x—4)

(z— 1)@ —2)

2z + 2)(z + 1)

—2(x — 3)(x +4)

—4(z+ 3)(z—1)

ma postaci iloczynowe;j
y=(2+V3- - v3-1)
1=afo- ) o )
117123,582213 b)x1:2,x2:—5
c) z1 =—15, 22 =—-9

d)z1 = -2, 22 =3

e)x1 =—1, 32 =/2—1

) V3—=2,20=3-12

2Lz

o
—

@
(=)

TR e e 8 8
I
—

Y

o
N

2 e

@

)
N N

ni

@

zER

8
=
I

10.

11.

12.

a)y=2(z+3)(z—2)
b)y=—(z —3)(z+2)
¢)y=4(z—1)(z+ 2)

0y —3(s - =)c -2
e) nie ma postaci iloczynowej

f) y=(z—V3)(z+2V3)

g) y = —2(z — V3)(z +V5)

h)y = zz(x+3)

i) nie ma postaci iloczynowej

a)b=-8,¢c=15 b)b=5,c=—-36
c) bz—?%,cz?% d)bzé—é,c:—g%
e)b=5,c¢c=0f)b=0,c=-3
g)b=—(1+2v2),c=2+2
h)b=—-2,¢c=—-6
a) x =3, W(3,-9)
b) z = —2, W(—2, —8)
) o= LW (3~
a) (0,0), (—6,0), W(-3,9)
b) (1,0), (5,0), (0,5), W(3,—4)
¢) (—3,0), (1,0), (0,2), W(-1,2)
a)y=(zx+1)(z—3) b)y=—1z(z+4)
¢)y=—2(z+8)(z—2) d)y = 2z(z—6)
a) f(x)=(x—1)(z—3)=2" -4z +3
b) f(z) = Lo+ )@ —3) = fa? —a — 4
¢) f(z) = —x(x+4) = —2* — 4o
2z =1, f(z) = (x — 1)(z - 5),
flz)=(z—3)"—4
b) & — 0, f(x) = —da(a + 1),

(

)
= —4(x+3)(x+1)

a) y

b) y = —5(z —2)(z — 6)
f1(x):—g(x+%)2+3:—%x(x+3),
gi(z) = —5(x +2)° + 2 = —gz(z + 4),
h(x)=~3(x+8)" +5=—5a(x+3)
a)b=-8,c=12 b) b= —6v2, c =16
c)b=-8,c=

a) [3,—2] b) [-2,-8] ¢) [3,—1]

Rzut ukos$ny

1.
2.

y=—552° +x+3

tak
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7.7. Nierownosci kwadratowe

(€]1. a) z € (—o0; —2]U

€ (—o0; —5) U (5; 00)
€ (—o0; —3]U[5;00)
€ (—o0; —2] U [3; 00)
)re[-1;4] f)ze (—1;5)

g) x € [—3;5] h)ze (-0 )Lz

i) sprzeczna j) x € (—oo; ——)
k) x € [-2;8] 1) sprzeczna

) 13 b) nieskoniczenie wiele ¢) 5 d) 2
)z eR\ {2} b)zeR c¢)zeR

)xGR\{é}
€ (—o0;—2)

b) x € [—4;4]

xT
1.
Z 25

(
2300)

2. a

Y

3
2

(=9

e) sprzeczna f) x =
U (15 00)
(=003 =5) U (1;00)

(—4 — /10; —4 + V/10)

N v H
cgEreaozElTE
I
|7
B.Dl\)h—t
-
=
C
'F‘

L)

OO g 8 8 8B 8 8 8 8 8
I I
T n
Nl - 8
|
N} et
—_ C
cC - =
w|§ B
N o

(=9
N

Zestaw |
1. a) f(D) = [—/2; >0), maleje w (—o0; 0],
rosnie w [0; 00)
b) f(D)

maleje w [3; 00)

c) f(D) =

ro$nie w [4; 00)

d) (D)

maleje w [2; 00)

= (—00; 9], roénie w (—o0; 3],
[—9; 00), maleje w (—o0; 4],

= (—00;9], ros$nie w (—o0; 2],

BN 394 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 343-347

[1;00) b) z € [—1; %]

00)

e) f(D) =

maleje w [3; 00)
f) f(D) = [~3535;00),

(—o0; 3], rosnie w (—o0; 3],

maleje w (—oo; —2], rosnie w [—3; 00)
2. a) (0,0), (4,0), W(2,—4)
b) (0,0), (2,0), W(1,1)

b)xlz—g,I‘Q:%
c) To = % d) sprzeczne
e) 1 = 75—\/57 Ly = —5+6\/1_3
£) 2y = 3=YT0 gy = 3j:43[17
4 a)wo——1—70 b)$1——%,x2—4
) ¥ = 7172\/17’ Lo — 714-2\/17
d) xo = —2 e) xo = 10 f) sprzeczne
g) x1=—-2—+14, 20 = -2+ /14

5.a)z € <—oo;—3§] U [@;oo)

b) z € (—o0; —3] U [0; 00)

c) z€(10-6v2;10+6v2) d)zecR

e) z € (—oo;—1] U[2;00)

f) z e (—2;1)

g) v € (o0~ 4| U [L00)

h) z € [12 — 3V/15;12 + 3V/15]
6.a)b=0,c=1, f(x) =2 +1

b)b=-2c=4, f(z) = (z—1)>+3

c)b=4,c=6, fz)=(x +2)* +2

d)b=-8,c=15, f(z)=(z—4)> -1
7.a)b=—4,b=

b) b= —2v2,b=22

¢) nie ma takiego b d) b= —2, b =2
Zestaw I
1.a)f(x)=—% +z+3

b) f(z) = g2° — 52— %

c) f(z) = 5z* — 30x + 45
2.a)y=—(z—2)°+4

b)y=1(z—2)?+4

Yy

ool W

(x —2)% +4

. a

Qo

Y

Y

)z =7 b)z=—9
)r=-2d)z=—3
)1’1 —2 1’2—3 b)m1——2 582—3
zi=-lza=2 d)o1=-1,22=+
e)x1=—1, 20 =% f)z1 = -2, 22 1
)€ [-3:-3) b)we (58
)a=-2,b=0,c=2,
y=—2—1)(z+1)
b)a=-1,b=0,c=4,
y=—(r—-2)(x+2)
c)a=4,b=-24, c= 36,
y = 4(x — 3)?
d)a=-2,b=8,c=—4,
y= -2 —2-VI)(x -2+ V2)
. a) . Y i :
g f
ol 1T X
b) Yy o
ot X
c) Y4
| L
e |
0| 1 : X
d) LYY ! ;
- e 8
| | :
o | |
Lol ] |
4 j s
eI R
| | :
| |
......................... | T b Ty |
| |

Zadania z kontekstem realistycznym

1.

2.
3.

a) 44,1; 29,4; 4,9; Dy, = [0;/10],
miejsce zerowe: V10 b) okoto 26 m
a) h =~ 9,3 m, okoto 16,6 m b) t =2
a) 10s b)5s

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
1.C 22D 3.D 4. C 5.A 6.A 7.B
8.D 9.C

10.1. E 10.2. D

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.
22.
23.

FF

maleje w (—o0; 3], rosnie w [3; 00)
—32

y=1(z—4)

warto$¢ najwieksza: 0,

wartos¢ najmniejsza: —8

—4, =3
@) =1@-372 -1
P(z) = 32(105 — ), D = (0;103)

Przed maturg z matematyki
na poziomie rozszerzonym

1, LT

2. 140

31.¢g=20 32. =4, 2 =4+6V3

4. p=11,25

5.b=-1 =1

- 0= )

6.3:6( ool—\/_]U[02] U1+ v7; 00)

0 - iy ;

7.2 € (—o0;—1—2)U(~1;—1++/2)U
U (3; 00)

8. x € (—o0; —5] U {0} U [3;00)
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Indeks

algorytm Euklidesa 14
alternatywa zdan 111
Archimedes 209

argumenty funkcji 165

barycentrum trojkata 278
Briggs Henry 46

Cantor Georg 79

cechy
podobienstwa trojkatow 291, 292
podzielnosci liczb 10
przystawania tréjkatéw 279, 280

cena
brutto 56
netto 56

¢wiartki uktadu wspéirzednych 169

Descartes René (Kartezjusz) 71, 169
diagramy Venna 69
Dirichlet Peter G.L. 179
dtugosé
okresu 24
przedzialu 74
dopetnienie zbioru 68
dowdd
niewymiernosci liczby V2 21
przez sprowadzenie do sprzecznosci 21
twierdzenia
o dwusiecznej kata w trojkacie 302
o sumie miar katow wewnetrznych
trojkata 275
Talesa 286
dwusieczna kata 276, 278
dziatania na potegach 36, 43
dziedzina funkcji 165, 185
dzielnik 11, 17

element zbioru 64
Euklides 12, 14, 286
Euler Leonhard 38, 179

Fermat Pierre de 38
figury podobne 287

Indeks

figury przystajace 279

fraktale 301

funkcja 164, 165
kwadratowa 315
liczbowa 170
liniowa 223
malejaca 180, 229
monotoniczna 182
niemalejaca 181
nierosngca 181
przedziatami monotoniczna 182
rosnaca 180, 229
stala 181, 229

Gauss Carl Friedrich 38
googol 41

iloczyn
kartezjanski zbiorow 71
zbioréw 66

implikacja zdan 112

kartezjanski uktad wspotrzednych 169
Kartezjusz (René Descartes) 71, 169
Kasner Edward 41
kat 274
wklesty 274
wypukty 274
katy
naprzemianleglte 274
odpowiadajace 274
przylegte 274
wierzchotkowe 274
kierownica paraboli 331
Koch Helge von 301
koniunkcja zdan 111
konstrukcja
dwusiecznej kata 304
prostej prostopadtej 305
prostej réwnolegtej 305
symetralnej odcinka 304
krawedz potptaszczyzny 252
krzywa Kocha 301
kwadrat réznicy 94
kwadrat sumy 94

liczba
logarytmowana 45

T 26

liczby
catkowite 17, 22
Fermata 38

kwadratowe 98
Mersenne’a 15
naturalne 11, 22
nieparzyste 11
niewymierne 20, 22
parzyste 11
pierwsze 12, 15
pieciokatne 98
rzeczywiste 22
trojkatne 98
wielokatne 98
wymierne 17, 22
wzglednie pierwsze 17
zlozone 12

logarytm 45
dziesietny 45
iloczynu 46
ilorazu 46
potegi 46

logika matematyczna 110

macierz 152
metoda
eliminacji Gaussa 152
podstawiania 128, 137
przeciwnych wspétczynnikéw 134, 137
wyznacznikowa 150
miejsce zerowe funkcji 167
liniowej 228
mnozenie sumy algebraicznej
przez jednomian 85

najmniejsza wspolna wielokrotnos¢ 13
najwiekszy wspoélny dzielnik 13
Napier John 46
nastepnik implikacji 112
nazwy wielkich liczb 41
negacja zdania 110
nierownosci
nieostre 81
ostre 81
réwnowazne 81, 82

nierownos¢ 81
sprzeczna 83
tozsamosciowa 83
trojkata 281

notacja wyktadnicza 39

obraz figury 199
odbicie symetryczne wykresu funkcji 202,
204
ognisko paraboli 331
okres 24
dtugos¢ 24
ortocentrum trojkata 278
08
liczbowa 72
odcietych 169
rzednych 169
symetrii paraboli 320, 340

para uporzadkowana 71
parabola 315, 316, 331, 337
pek prostych 226
pierwiastek
iloczynu 29, 32
ilorazu 29, 32
kwadratowy (drugiego stopnia) 28, 33
n-tego stopnia 33
podwdjny réwnania kwadratowego 334
szesScienny (trzeciego stopnia) 31, 32
pierwiastki rownania kwadratowego 328,
334
plaszczyzna w trojwymiarowym uktadzie
wspotrzednych 237
podstawa
logarytmu 45
potegi 35
podzbiér zbioru 64
podzielnos¢ liczb 11
pole
prostokata 296
rombu 296
réwnolegtoboku 296
trapezu 296
trojkata 251
poprzednik implikacji 112
postac
dziesigtna liczby 24
iloczynowa funkcji kwadratowej 338, 339
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postaé
kanoniczna funkcji kwadratowej 323
ogolna funkcji kwadratowej 323
parametryczna réwnania prostej 262,
263
potega o wyktadniku
naturalnym 35
catkowitym ujemnym 36
wymiernym 42
potptaszczyzna 252
domknieta 252
otwarta 252
prawa
De Morgana 68, 113
rachunku zdan 113
procent 48
programowanie liniowe 255
promil 49
proporcjonalnosé
odwrotna 209
prosta 230
proste
prostopadte 244, 247
rownoleglte 224, 236
prostokatny uktad wspoétrzednych 169
przeciwdziedzina 165
przedziat
domkniety 74
lewostronnie domkniety 74
lewostronnie otwarty 74
obustronnie domkniety 73
otwarty 73, 74
prawostronnie domkniety 74
prawostronnie otwarty 74
przekatna pieciokata foremnego 21
przestrzen 66
przesuniecie wykresu funkcji 193, 195, 200
przyblizenie 25
z nadmiarem 26
z niedomiarem 26
punkt
procentowy 51
zaczepienia wektora 197
punkty kratowe 71, 169, 222

ramiona kata 274
reguta zaokraglania 25

Indeks

rozktad

liczby na czynniki pierwsze 13

na czynniki liniowe funkcji

kwadratowej 338

rozwigzania réwnania

kwadratowego 328
rozwigzanie uktadu réwnan 126
rozwiniecie dziesigtne liczby 24
réwnanie

kierunkowe prostej 233

odcinkowe prostej 236

ogdblne prostej 234

sprzeczne 80

tozsamosciowe 80

z dwiema niewiadomymi 125
rownowazne uktady réwnan 129
rownowaznos¢ zdan 112
réznica

kwadratow 95

zbioréow 68

Sierpinski Wactaw 301
sito Eratostenesa 15
skala
mapy 232
podobienstwa 288
spirala Teodorosa 30
sposoby przedstawiania funkcji 171
stezenie procentowe 145
stosunek pdl figur podobnych 298
suma zbioréw 67
symetralna odcinka 278
symetryczne odbicie wykresu funkcji
202, 204

$niezynka Kocha 301
srodek
ciezkodci trojkata 278
peku prostych 226
srodkowa trojkata 278

tabela wartosci funkcji 175

triangulacja 277

trojkat 275
ostrokatny 275
prostokatny 275
rozwartokatny 275

trojkat Sierpinskiego 301
trojmian kwadratowy 315, 323
twierdzenie
odwrotne do twierdzenia Talesa 284
o dwusiecznej kata w trojkacie 302
Picka 71
Pitagorasa 20
Talesa 283
wielkie Fermata 38

uktad
dwoéch réwnan z dwiema
niewiadomymi 126
réwnan nieoznaczony 132, 248
réwnan oznaczony 132, 248
réwnan liniowych 132
réwnan sprzeczny 132, 248
trzech rownan z trzema
niewiadomymi 140
utamek
dziesietny 24
egipski 19
nieskracalny 17, 27

Venn John 69

wartosc
bezwzgledna liczby 103, 107, 108
interpretacja geometryczna 103, 107
funkcji 165
Weierstrass Karl 103
wektor 197
przeciwny 197
swobodny 198
zaczepiony 198
wielkosci
odwrotnie proporcjonalne 209
wprost proporcjonalne 230
wielkie twierdzenie Fermata 38
wielokaty
podobne 287
przystajace 279

wielokrotno$é¢ 11
wierzchotek
kata 274
paraboli 320, 337
wspoétezynnik
kierunkowy prostej 224, 238
interpretacja 239, 240
proporcjonalnosci 209, 230
wspotrzedna punktu 72
wspoétrzedne
punktu 169
wektora 197, 198
wierzchotka paraboli 320, 324, 325
wyktadnik potegi 35
wykres funkcji 170
liniowej 223
wyrazy podobne 85
wyréznik tréjmianu kwadratowego 324
wysokos¢ trojkata 278
wzory Cramera 150
wzor funkcji 171

zaokraglenie 26
zbiory
roztaczne 67
rowne 64
zbidr
Cantora 79
liczb catkowitych 17, 22
liczb naturalnych 11, 22
liczb niewymiernych 22
liczb rzeczywistych 22
liczb wymiernych 17, 22
nieskonczony 64
pusty 64
skonczony 64
wartosci funkcji 185, 186
ztota liczba 27, 63, 101, 290
ztoty stosunek 63
zwierciadlo paraboliczne 332
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Wzory skréconego mnozenia

Dla a,b € R:

e (a+0b)?=a’+2ab+b?
e (a—0)?=a?—2ab+V?
e a?—b%>=(a—b)(a+b)

Wartos¢ bezwzgledna

Dla a € R:

a a jesi a>0
e (| =
—a jesli a<O0

* |—al =la|
Dla a,b € R:
* la-b[=lal - |b]

Dlaa,beRib#0:
a

b

_ lal

1ol

Pierwiastek kwadratowy

Dla a > 0:
o\/E:b,gdybzzaib>0
Dla a € R:

.\/ﬁ_{ a dlaa>0

—a dlaa<0
Dla a,b > 0:
.« Va b= i Vi
Dlaa>01ib>0:
T _va

b Vb

Pierwiastek n-tego stopnia

Dla a > 0 i parzystego n:

e Va=b,gdyb>0ib"=a
Dla a € R i nieparzystego n:
o YVa="b,gdy b =a

I 400 Woybrane wzory i twierdzenia matematyczne

Potegi i pierwiastki

Dlaa>0,keZ,ne Ny:

kK 1
® () = —
ok
[ ] CL% = {l/a
Dla a,b >0, z,y € Q:
e a”-a¥=a*"Y e a1 = (ab)*
a® _ -y a® _ (2):5
[ ] [ =
av e \b

Logarytmy

Dla a,b > 0, a # 1:

e log, b=z, gdy a* =0
Dla a,b,c>0,a#1,peR:
e log,a=1

e log,1=0

e log, bc =log, b+ log, c

e log, % =log,b—log, c

log, b? = plog, b

Réwnanie proste;j

e Rownanie kierunkowe: y = az + b

e Rownanie ogélne: Ax + By + C = 0,
gdzie A#01lub B # 0

e Rownanie prostej o wspolczynniku
kierunkowym a przechodzacej przez
punkt (z1,y1): y —y1 = a(z — 1)

Proste y = a1x 4+ b1 i y = asx + by sa:

e réwnolegle, gdy a1 = ao,

e prostopadte, gdy a; - as = —1.

Wspoétezynnik kierunkowy proste;j:
y=ax+b

przechodzacej przez punkty (x1, 1)

i(x2,y2), gdzie 1 # xa:

Y2 — Y1

T2 —T1

a =

Rownanie kwadratowe

e Wyrdznik réwnania kwadratowego
ar? +br+c=0,a#0:
A =b% — dac

Pierwiastki réwnania kwadratowego:

e Jedli A > 0, to rOwnanie ma dwa
pierwiastki:
—b-VA —b+vVA

= —F T2 = —F5F

2a 2a

e Jesli A =0, to réwnanie ma jeden
pierwiastek (podwdjny):

U

T = —2
0 2a
e Jedli A < 0, to rownanie nie ma pier-

wiastkow.

Wzér funkcji kwadratowej

e Postac¢ ogdlna:
f(z)=az?+br+c,a#0
Wspblrzedne wierzchotka paraboli:
(p.q) = (—i,—é)
2a 4a
e Posta¢ kanonicza:
fx)=alz —p)*+q a#0
e Postaé iloczynowa:
— jesli A > 0, to:
f(x) =alx —x1)(x — 22), a # 0,
gdzie x1, o sg pierwiastkami,
—jesli A =0, to f(z) = a(x — x0)?,
gdzie xg jest pierwiastkiem,
— jesli A < 0, to funkcja nie ma
postaci iloczynowe].

Pola tréjkatéow i czworokatow

e Trojkat
= %ah L

a
e Trojkat rownoboczny
h = %ga a/ h a
P = V3 a® :
4 a
e Roéwnolegtobok
P =ah h
B
a

e Trapez

P:a+b-h h
2 B

a
Twierdzenie Talesa

Jesli AC || BD, to:

. [Pc| _ |cD|
PA| ~ |AB|
. [Pcl _ |PD|

D
C
|\PA| — |PB| p AN B\

Potozenie paraboli wzgledem osi OX

VRV

a<0
A <O

a<0
A=0

a<0
A>0

X O X

ON\_/ X

O
a>0 a>0 a>0
A>0 A=0 A<O0

Ql N ——~—

Q < —~—

/ X X
"\
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