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Liczby
rzeczywiste

Podstawowe dane holownika ,,Stefan” przedstawionego na zdjeciu: dlugosé
28,74 m, szerokos¢ 6,53 m, zanurzenie 2,6 m, predkos¢ maksymalna 10 weztow.
Predkosé statkéw morskich podaje sie w weztach, czyli w milach morskich na
godzine. Jedna mila morska (Mm) to przyblizona diugosé takiego tuku potu-
dnika, ktéry jest wyznaczony przez 1 minute katowa (1/60 stopnia). Potudnik
jest w przyblizeniu poétokregiem o dtugosci 20000 km. Zatem:
20000 km
1 Mm~ ———— =~ 1,851852 km
180-60
Otrzymany wynik zaokragla sie¢ do pelnych metréw, czyli przyjmuje sie, ze
1 Mm = 1852 m.

Odpowiedzi do polecen i rozwigzah zadan nie nalezy zapisywac¢ w podreczniku.
@ Oznaczenie przyktadow z dowodami oraz éwiczen i zadan na dowodzenie.

5| Oznaczenie zadan, przy ktérych rozwiazaniu nalezy skorzystaé z kalkulatora.
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Przypomnij sobie

Cechy podzielnosci liczb

Twierdzenie

Liczba naturalna jest podzielna przez:

= 2, gdy ostatnig jej cyfra jest jedna z cyfr 0, 2, 4, 6, §;

= 3, gdy suma jej cyfr jest podzielna przez 3;

= 4, gdy jej dwie ostatnie cyfry tworza liczbe podzielna przez 4;
= 5, gdy ostatnia jej cyfra jest 0 lub 5;

= 9, gdy suma jej cyfr jest podzielna przez 9.

1. Przez ktore z liczb 2, 3, 5, 9 jest podzielna liczba:

a) 653925, b) 574038, c) 946 030, d) 7492987
2. Czy liczba n jest podzielna przez 47
a) n = 63874 b) n = 58052 c) n = 35406 d) n=47796

3. Jaka cyfre mozna podstawi¢ za a, aby dana liczba byta podzielna przez 47
a) 684 56a b) 2353a c) 215a6 d) 357aa

4. Jaka cyfre mozna podstawi¢ za a, aby dana liczba byta podzielna przez 37
a) 333 3a4 b) 64a 871 c) 434 ada d) 5aa6a3

5. Wyszukaj w dostepnych Zrodtach ceche podzielnosci liczby naturalnej
przez 8. Sprawdz, czy liczba x jest podzielna przez 8.

a) z=713592 Db) z=639044 ) x=480658 d) = = 817296

6. Przeczytaj przyklad obok i podaj
Liczba 69222 jest podzielna przez

2 i przez 3, ale nie jest podzielna
przez 4. Zatem liczba ta jest po-
dzielna przez 6, ale nie jest podziel-
na przez 12.

przez ktore z liczb 6, 12, 15 jest po-
dzielna liczba:

a) 775584,
b) 868470,

c) 894665,
d) 501 474.

7. Dana jest liczba siedmiocyfrowa 3 150 57a, gdzie a oznacza cyfre jednosci.
Wyznacz te liczbe przy zatozeniu, ze jest ona podzielna przez:

a) 9, b) 6, c) 4, d) 8.

8. Nie wykonujac dzielenia, ustal, przez ktére sposrod liczb 15, 45, 75 jest
podzielna liczba:

a) 1155, b) 9825, c) 5165, d) 8235.

1. Liczby rzeczywiste

1.1. Liczby naturalne

0 1 2 3 ! 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Liczb naturalnych: 0,1,2, 3, ... jest nieskonczenie wiele. Dla dowolnej liczby
naturalnej n istnieje nastepna liczba naturalna: n+1. Na przyktad po milionie
nastepuje milion jeden, potem milion dwa, milion trzy, a po trylionie (liczba
zapisywana jako jedynka z 18 zerami) — trylion jeden itd.

Zbior wszystkich liczb naturalnych oznaczamy literg N.

Definicja

Niech m i n beda liczbami naturalnymi oraz m # 0. Liczbe m nazywamy
dzielnikiem liczby n, gdy istnieje taka liczba naturalna k, ze n = m - k.

Jesli liczba m jest dzielnikiem liczby n, to méwimy, ze liczba n jest podzielna
przez liczbe m lub ze liczba n jest wielokrotnoscia liczby m.

Zauwaz, ze:

o liczba 1 jest dzielnikiem kazdej liczby naturalnej,

e liczba 0 nie jest dzielnikiem zadnej liczby,

 kazda dodatnia liczba naturalna jest dzielnikiem liczby 0.

Przyktad 1
Wymien dzielniki liczby 54.

Liczba 54 ma nastepujace dzielniki: 1, 2, 3, 6, 9, 18, 27, 54.

Cwiczenie 1
Wymien dzielniki liczby:
a) 12, b) 28, ¢) 36, d) 48.

Podzielnos¢ liczb naturalnych zapisu-
jemy w nastepujacy sposéb: Niech n bedzie liczba naturalna.
o zapis 3|n czytamy: 3 dzieli n lub Jesli 2| n, to liczbe n nazywamy
inaczej: liczba n jest podzielna przez 3, parzysta.

e zapis 7 fn czytamy: 7 nie dzieli n Jesli 2 fn, to liczbe n nazywamy
lub inaczej: liczba n nie jest podzielna nieparzysta.

przez 7.

Liczbe parzysta mozemy zapisa¢ w postaci 2k, a nieparzysta — w postaci
2k + 1, gdzie k jest liczba naturalna.

1.1. Liczby naturalne

11 I
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Cwiczenie 2
Czy podane stwierdzenie jest prawdziwe?

a) 3]323232 b) 11]111 c) 15 f2345 d) 7 /4949

Zamiast moéwic, ze liczba 3 jest dzielnikiem liczby 45, mozemy tez powiedziec,
ze liczba 45 dzieli sie przez 3 bez reszty. 45 : 3 = 15 reszta 0

W wyniku podzielenia liczby 47 przez [3], otrzymujemy 47 : 3] = 15 resuta Q)
15 1 reszte @
Oznacza to, ze liczbe 47 mozemy przedstawié¢ w postaci 47 = [3]- 15 + @

Cwiczenie 3

Zapisz liczbe w postaci 3k, 3k 4+ 1 lub 3k + 2, gdzie k jest liczba naturalng.
a) 26 b) 76 c) 108 d) 127 e) 713
Cwiczenie 4

Zapisz liczbe w postaci 4k, 4k + 1, 4k + 2 lub 4k + 3, gdzie k jest liczba
naturalng.

a) 3 b) 49 c) 79 d) 126 e) 492
Definicja

Liczbe naturalna, ktora ma doktadnie dwa dzielniki (1 i samg siebie), na-
zywamy liczbg pierwsza. Kazda liczbe naturalng wiekszg od 1, ktora nie
jest liczbg pierwsza, nazywamy liczba zlozona.

Liczbami pierwszymi s na przyktad liczby 7 i 37.

Zwr6é uwage na to, ze liczb 0 i 1 nie zaliczamy ani do liczb pierwszych, ani
do zlozonych (jakie sa dzielniki liczby 1, a jakie liczby 07).

Grecki matematyk Euklides (zyja- Liczby pierwsze miedzy 100 a 1000:

cy na przetomie IV i III w. p.n.e.) 101 179 263 353 443 547 641 739 839 947
nil. ze istaieie nieskoficzeni 103 181 269 359 449 557 643 743 853 953
u(-iowo-d ) 28 stnieje nieskonczenie 107 191 271 367 457 563 647 751 857 967
wiele liczb pierwszych. 109 193 277 373 461 569 653 757 859 971
113 197 281 379 463 571 659 761 863 977
. ) 127 199 283 383 467 577 661 769 877 983
Cwiczenie 5 131 211 293 389 479 587 673 773 881 991
- - : , 137 223 307 397 487 593 677 787 883 997
Podaj wszystkie liczby pierwsze: 139 227 311 401 491 599 683 797 887
149 229 313 409 499 601 691 809 907

a) parzyste, 151 233 317 419 503 607 701 811 911

b) mniejsze od 20, 157 239 331 421 509 613 709 821 919
, : .. 163 241 337 431 521 617 719 823 929
c) wieksze od 20 i mniejsze od 50, 167 251 347 433 523 619 727 827 937

: L 173 257 349 439 541 631 733 829 941
d) wigksze od 50 i mniejsze od 100.

1. Liczby rzeczywiste

Rozktad liczby naturalnej na czynniki jest przedstawieniem tej liczby w po-
staci iloczynu liczb naturalnych wiekszych od 1. Na przyktad liczbe 52 mozna
roztozy¢ na czynniki nastepujaco:

52=2-26, 52=4-13, 52=2-2-13
Ostatni z tych rozktadéw jest rozkladem na czynniki bedace liczbami pierw-
szymi. Mowimy krotko, ze jest to rozklad na czynniki pierwsze.
Uwaga. Zauwazmy, ze 2 - 2 - 13 jest tym samym rozktadem co np. 2-13 - 2.

Twierdzenie

Kazda liczbe ztozona mozna roztozy¢ na czynniki pierwsze. Istnieje do-
ktadnie jeden taki rozktad (z doktadnoscia do kolejnosci czynnikow).

Rozklad na czynniki pierwsze liczby ztozonej odbywa sie 1503

zwykle w kilku krokach. Na przyklad dla liczby 150 mamy: 502
150=3-50=3-2-26=3-2-5-5 222

Rozklad mozemy tez zapisaé tak, jak podano obok. 1

Cwiczenie 6
Podaj rozktady na czynniki pierwsze liczb 99, 720, 770, 1024, 1323.

Praktycznym zastosowaniem rozktadu na czynniki pierwsze jest wyznaczanie
najmniejszej wspolnej wielokrotnosci dwoch liczb — NWW oraz najwiekszego
wspolnego dzielnika — NWD.

Przyktad 2 12019 549
Korzystajac z podanych obok rozktadéw na czynniki 6012 2713
pierwsze liczb 120 i 54, otrzymujemy: 30| 2 93
NWW(120,54) =2-2-2-3-3-3-5=1080 15(3 313
NWD(120,54) =2-3=6 ? 5) 1

Cwiczenie 7

Oblicz NWD(z,y) oraz NWW (z, ).

a) x =18, y = 30 c) x =24,y ="72
b) =15, y = 50 d) = = 144, y = 192

e) v =284,y =105
f) x =196,y = 420
Cwiczenie 8

Dane sa dwie liczby x i y takie, ze zaden czynnik wystepujacy w rozktadzie

na czynniki pierwsze liczby = nie wystepuje w rozktadzie na czynniki pierwsze
liczby y. Wyznacz NWD(z,y) i NWW (z, y).

1.1. Liczby naturalne

13 I



Zadania

1. Ktoére sposrod liczb 2, 3, 4, 6, 9, 12 sg dzielnikami podanej liczby?
a) 256 b) 294 c) 405 d) 588 e) 648

2. Ile jest liczb naturalnych mniejszych od 201 i podzielnych przez:
a) b, b) 8, c) 9, d) 117

3. Przedstaw liczbe n w postaci bk + r, gdzie k jest liczba naturalna, nato-
miast r jest jedna z liczb 0, 1, 2, 3, 4.
a) n =39 b) n = 62 c) n =156 d) n =275

4. (Czy liczbe n mozna przedstawi¢ w postaci 6k + r, gdzie k jest liczba na-
turalna, a r jest jedna z liczb 1, 2, 37
a) n =46 b) n =74 c) n =147 d) n =276

5. Wyznacz sume trzech kolejnych liczb nieparzystych, z ktérych pierwsza

[b] 7.

jest podana liczba, a n jest liczbg naturalna.

a) 2n+ 1 b)2n—1,n>0 c)2n—>5n>2 d) 4n + 3

. Uzasadnij, ze suma:

a) trzech kolejnych liczb podzielnych przez 3 jest podzielna przez 9,
b) czterech kolejnych liczb nieparzystych jest podzielna przez 8,
c¢) pieciu kolejnych liczb parzystych jest podzielna przez 10.

Uzasadnij, ze iloczyn:
a) trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielny przez 6,
b) trzech kolejnych liczb parzystych jest podzielny przez 48.

Sprawdz sie

8.

9.

10.

Ile dzielnikéw ma liczba n?

a) n=12 b) n =27 c) n=29 d) n =36 e) n =60
Wykonaj dzielenie z reszta.
a) 75: 8 b) 75 :3 c) 109:6 d) 738 :4 e) 3241:6

Oblicz NWD(z,y) oraz NWW(z,y).
a) r =24,y =40 c) x =48,y =172
b) x =36, y =45 d) x =54, y =96

e) x =112, y = 144
f) z =105, y = 150

I 14 1. Liczby rzeczywiste

Przypomnij sobie

Dziatania na liczbach catkowitych i utamkach zwyktych

1.

Oblicz.

a) 4 — (6 — (12 - 10)) d) =9+ ((14 - 6) — (7 - 13))
b) 6 —2((8 —19) = 7) e) —6(—2-9—17)—19

) 8 — (4 +(—12- (—4))) f) 13(5—19) — 3(9 — 13)
Oblicz.

a) 4((13 —17) = 6(19 — 11)) : 2 c) —12:(4—19)—(17-8): (9—12)
b) 8((15—3):2+32: (-4 +12)) d) (42:(-6-8))((-5—17): (5-17))

Zamien liczbe mieszang na utamek zwykty.

2 1 3 4 11 93 - 2443 _ 11
Zamien utamek zwykty na liczbe mieszana. 19 _ 1544 _ 5 4
gl pl ogA g2 o5

3 4 8 9

Oblicz. Wynik podaj w postaci liczby catkowitej lub mieszane;j.

2 3 5 11 17 3 7 23
a) 5+3 ) 5t% ¢) 5 =3 85— %
7 4 13 23 19 3 29 61
b)3+3 d T+% T3 h) 35— 55

4 4 4 4 11 11 11 11
0222 0%~ k-
Oblicz. Wynik podaj w postaci liczby catkowitej lub mieszane;j.
a) 2.2 c) 2-(-8) ¢) 2-24 g) 16
b) 2.5 d) = - (-6) f) £-45 h) 329

Dany jest czworokat ABCD (rysunek obok).

a) Oblicz dlugosé boku kwadratu, ktérego ob-
wod jest rowny obwodowi tego czworokata.

b) Stosunek dlugosci bokéw prostokata jest row-
ny 2:1, a jego obwdd jest rowny obwodowi czwo-

rokata ABCD. Oblicz pole tego prostokata.

Dziatania na liczbach catkowitych i utamkach zwyktych
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1.2. Liczby catkowite. Liczby wymierne

~6 -5 -4 3 —2 -1 0 1 2 3 1 5 &
Liczby caltkowite to liczby naturalne dodatnie: 1,2,3,4, ..., liczby
do nich przeciwne: —1, —2, —3, —4, ... oraz liczba 0.
Zbior wszystkich liczb catkowitych bedziemy oznaczac litera Z.

Zera oraz liczb ujemnych uzywano w Indiach juz w drugiej poto-
wie I tysiaclecia n.e. W Europie przyjety si¢ dopiero kilkaset lat
poézniej. Wspodlczesnie idee osi liczbowej z zerem i liczbami ujem-
nymi widzimy np. w termometrze zaokiennym, a reguty rachun-
kowe dotyczace liczb ujemnych sa przedmiotem éwiczen w szkole
podstawowe].

Cwiczenie 1

Oblicz w pamieci.

a) 42 — 78 c) —240-(-3) e) 7-(—4)—2-(=3)-(-5H)
b) —47 — (—63) d) —342 4 (—139) f) (=16)-(—2)—(—54): (—9)

Dziatania wystepujace w powyzszym ¢wiczeniu: dodawanie, odejmowanie oraz
mnozenie sa zawsze wykonalne w zbiorze liczb catkowitych. Inaczej jest w dzie-
leniu, gdyz wynik dzielenia liczb catkowitych nie zawsze jest liczba catkowita.
Na przyklad wynik dzielenia (—3) : (—2) = 2 nie jest liczba calkowita.

Definicja

m

Liczby, ktére mozna zapisac jako iloraz ™, gdzie m i n sg liczbami catko-
witymi (n # 0), nazywamy liczbami wymiernymi.

Zbior wszystkich liczb wymiernych oznaczamy litera Q.
Zwr6é uwage na to, ze kazda liczba calkowita jest liczba wymierna (dlaczego?).

Utamki zazwyczaj przedstawiamy w mozliwie najprostszej postaci, a wiec
w postaci nieskracalnej, np.:
180 _ 18107 — 18 %1 _3 Utamek 2 jest nieskracaln
480 48161 48 8.6 8 8 ) v

Po doprowadzeniu utamka do postaci nieskracalnej otrzymujemy utamek, kto-

rego licznik i mianownik to liczby wzglednie pierwsze (nie maja zadnych
wspélnych dzielnikéw catkowitych z wyjatkiem liczb 11 —1).

Uwaga. Okreslenia dzielnik uzywamy réwniez w odniesieniu do liczb catkowitych, np.
liczba —6 ma nastepujace dzielniki: 1, —1, 2, —2, 3, —3, 6, —6.

1. Liczby rzeczywiste

Cwiczenie 2

Sprawdz, czy utamki x i y sg rowne.

27 36 60 75 84 126
= = b) x = = — ) x = =

a) r=—,y = — Yy = - = ==
) 72’ Y 96 108’ Yy 135 156’ Yy 246

Czasami trzeba utamek rozszerzy¢, na przyktad wtedy, gdy chcemy dodac lub
odja¢ dwa utamki o réznych mianownikach.

Cwiczenie 3
. ) . 5 7 . .
Oblicz réznicg 5 — {5, biorac jako

, . . , Dzialania na liczbach wymiernych
wspolny mianownik utamkow:

c _ ad -+ be

a) iloczyn liczb 12 i 18, - == b#0,d#0
b) NWW (12, 18). o c_ad—be oL
) b d  bd 70, d7
Cwiczenie 4 0 ¢ ac
Oblicz. S =2 b#0,d#0
5 9 5 2 5 1
)1 "572% 927375 |a,e_a d_ad , .,
By 63 92 3l gy 92415 7 b d b ¢ bc 440
) 6525735 DAHIg -3
Cwiczenie 5
Oblicz.
L (2T 3,51 o) _ql.q1.3 11 (51
a)—2§-(—%> by -32:5L o -1l :? g sl 36.<29>
Zadania

1. Podaj liczby odpowiadajace punktom zaznaczonym na osi liczbowej.

a) _A B C o) G ., H I
1T 13 - 3% I - 7% -
b) D, . T L F Q) 4K L
3 0 e %
2. Oblicz.
3 1 7 5 4 5 2 1
a) 15— 25 )+ (-3-3) 8) 15 - (-2 + 1)
3 5 2 7 2 7 1
b) 32 422 ) _(_2§)+B hy12-37 -1
1 1 1 9 11 . 1 1 1 1
9 5-(5-3) ) 15+ ) 5-35-(:-3)
3. Oblicz.
2 ! 14l (sl ol q16 .7
a) —1%-(—2§> b) 4?—45.( 54) ¢) —21 1181

1.2. Liczby catkowite. Liczby wymierne
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4. Oblicz.
ol 13 341 ol _ 3l
6 12 4 8 4 2
a) Ty ) 17 ¢) 31 8) 1
9 2 3 4 8 8 2
1 1 1 1 2 1 3
141 21 :_2 34 2.2
2 3 3 2 5 2 4
b) 1 d) o0_1 f) 1_q1 h) 2l.2_o
2 2 2 5 2 5
5. Oblicz warto$¢ podanego wyrazenia dla ¢ =13, y = —1, 2 = —2.
r—y r+y—=z r—y+2z
a) — b) ——— )
Yy—z Y+ z r+y+ 3z
6. Uporzadkuj liczby a, b, ¢ w kolejnosci rosnacej.
1-%-3 1,6 .2 1 2 3 .3 1

@ 7. Uzasadnij, ze nie istnieje trojkat o bokach dtugosci x, y i z.

a) x =

8. Utamek egipski to utamek postaci %

Y

gdzie n jest liczbg naturalna dodatnia.
Przeczytaj informacje obok i przed-

.<2_1> _1_(1_1>
3 1) Y73 3 4)
1

1 1\? 1 1\?
=(5-3) +(i-3)

Kazdy utamek postaci %, gdzie
n jest liczba nieparzysta, mozna
przedstawic¢ jako sume:

staw podany utamek jako sume réz- 2_1 1
nych ulamkéw egipskich. dla: e b( |
2 2 2 —ntl ,_nntl
a) 11 b) 17 c) 31 2’ 2
Sprawdz sie
9. Podaj liczbe odwrotna do liczby .
a)x:l—i—z c)xzé—i—z e)ac:l—l—li%—l
4 3 6 8 2 4
b)x—4 2 d) x =5 f) x 5 34+
10. Oblicz.

a) (1%—3%)-515—3 ) <§+1§>-(—2)2

2
4 2 _5 3 1 5 3 32
b) 17 —32.52 d) (21—35)-(—2) f) <Z‘(‘Z>)
11. Oblicz.
11 1 9.3 _33.2 14421 215
4 3 6 b 57 4 5 2 4 3 )
Y 135 ) T ) Tl g

I 18 1. Liczby rzeczywiste

Przypomnij sobie

Pierwiastek kwadratowy i pierwiastek szescienny

1.

Zapisz w postaci liczby catkowitej.

a) V0 d) v9 g) V81 ,
b) VI &) V9 h) /100 V36 = 6, bo 6 = 36

V144 = 12, bo 122 = 144
c) V4 f) /64 i) V121

Zapisz w postaci utamka zwyktego.

L 1 11
7 4 13 Vie Vo 3 3
b) /25 d) /55 f) /15
Zapisz liczbe w postaci dziesietnej.
a) v0,01 c) 0,36 e) V1,21 \/0,09:0,23, bo:
V 0,3 = 0,09
b) V0,04 d) V0,81 £) 1,44

Zapisz w postaci liczby catkowitej.
V216 = 6, bo 6% = 216

a) V0 d) v/27 g) V343
b) /1 e) v/64 h) /1000 V8000 20307 ‘;‘300
¢) V8 f) /125 i) /27000 -~

Zapisz w postaci utamka zwyktego.

1 8 125
) V3 J)VE 9 WVT

by /1 27 216 Sizg’bo(gf:%?
W DYm D :

Zapisz w postaci utamka dziesietnego. /0,001 = 0,1, bo:

a) v/0,008  b) /0,125 ) V0,216 (0,1)®> = 0,001
Oblicz.

a) V81 — /64 4 V64 b) V125 + v/25 — /100

Pierwiastek kwadratowy i pierwiastek szescienny
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1.3. Liczby niewymierne

W VI w. p.n.e. Grecy sformutowali jedno z najstynniejszych twierdzen.

Twierdzenie Pitagorasa

Suma kwadratéw dltugosci przyprostokatnych trojkata
prostokatnego jest rowna kwadratowi dtugosci przeciw- c b
prostokatnej:

a2—|—b2202 i

Twierdzenie to miato istotny wptyw na rozwoj pojecia liczby.
Rozpatrzmy trojkat prostokatny o przyprostokatnych dtugo-
sci 1 (rysunek obok).

Zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa: ¢ = 12 + 12 = 2, czyli
¢ = /2 (przekatna kwadratu o boku 1 ma dtugoéé v/2). 1

Dowdd tego, ze /2 nie jest liczba wymierna, bedzie przestawiony w klasie 4.

a

Definicja

Liczby, ktore nie sg wymierne, nazywamy liczbami niewymiernymi.

Stwierdzenie, ze v/2 jest liczba niewymierna, oznacza, ze liczba ta nie jest

réwna zadnemu utamkowi 7, gdzie m i k sg liczbami catkowitymi.

Ogdlnie, dla dowolnej liczby naturalnej n liczba /n jest albo liczbg naturalna
(np. v/81 = 9), albo liczba niewymierna (np. v/3, v/5, v/10, v/82). Analogicznie
jest dla pierwiastka szesciennego (np. v/8 = 2, a v/9 jest liczba niewymierna).

Cwiczenie 1
Wisréd podanych liczb wskaz liczby niewymierne.

a) V7, V9, V16, V18, V44, V144 b) V1, V2, V10, V16, V25, V27

Inne przyktady liczb niewymiernych
Przekatna pieciokata foremnego

otrzymamy, jezeli zauwazymy, ze suma
’ ’ o boku dlugosci 1 ma dlugosé

liczby wymiernej i niewymiernej jest
vy ) Y ) rowna #5 . Jest to liczba nie-

wymierna.

AN

liczba niewymierng. Podobnie iloczyn
liczby wymiernej réznej od zera i liczby
niewymiernej jest liczba niewymierna.
Dlatego na przyktad liczby:

3+VT, VI3, 1-2V17, 2V3-1

sg liczbami niewymiernymi.

1. Liczby rzeczywiste

Cwiczenie 2
Czy liczba z jest niewymierna?

a)a::3\/_—% c) =16+ 214
b) & =10+ /9 d) = 2vi- V121

e) r=+v9—1
f) x =15+ 627

Cwiczenie 3
Podaj przyktad dwoch réznych liczb niewymiernych, ktérych:
a) suma jest liczba wymierna, b) iloczyn jest liczbg wymierna.

Uwaga. Oprocz liczb niewymiernych, ktore sg pierwiastkami kwadratowymi lub sze-
Sciennymi, istnieja inne liczby niewymierne, np. znana z geometrii liczba .

Definicja liczby rzeczywiste
Yy . . . ( liczby b
Zbior wszystkich liczb wymiernych wymierne

i niewymiernych nazywamy zbiorem ) )
liczby liczby catkowite

niewymierne
liczby
naturalne

Zbior liczb niewymiernych bywa oznaczany literami 1Q.

liczb rzeczywistych.

Zbiér wszystkich liczb rzeczywistych

oznaczamy litera R. .

Uwaga. W dalszym ciagu, jezeli nie napiszemy inaczej, przez ,liczbe” rozumieé¢ be-
dziemy liczbe rzeczywista.

Zadania

1. Wsdrod podanych trzech liczb wskaz liczbe niewymierna.

a) V4, V64, V164 ¢) V25, V125, V225 e) v0, V4, V64
b) V9, V29, v/49 d) v169, /196, /286 f) /81, v/125, v/216

2. Wyznacz wspotrzedng punktu P zaznaczo-

Konstrukcyjne wyznacze-

i liczbowe;j. jest to liczb ) o :
nego na osi liczbowej. Czy jest to liczba nie na osi liczbowej punk.

. o .
wymierna: tu o wspolrzednej v/2
a) b : :
\ \ == _ ok
\ \ I\
lr—————= lp—————————= I\

I\ I\ [\

I\ I : |1 \j_

L4 L4 2

0 2P 0 3P

3. Dany jest prostokat o bokach x i y. Czy dtugosé przekatnej tego prostokata
wyraza sie liczba wymierng?
a) x=2,y=4 b)z=3,y=4 c)x=6,y=8 d)x=8,y=10

1.3. Liczby niewymierne
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Przypomnij sobie

4. Dane sg liczby niewymierne:

p=3-2V3, ¢=2V3, r=2V3—-7, s=7V3 Dziatania na utamkach dziesietnych i utamkach zwyktych
Wybierz dwie sposrod tych liczb tak, aby: 1. Oblicz.
a) ich suma byla liczba wymierna, c) ichiloczyn byt liczba wymierna, a) 16,29 + 12,82 c) —0,81 4235 e) —41,2 —9.86
b) ich réznica byla liczbg wymierng, d) ich iloraz byl liczbg wymierna. b) 147,09 + 14,709 d) 12,68 — 10,24 f) 4,36 — (—3.8)
5. Korzystajac z podanych przyblizen, sprawdz, czy nieréwno$¢ jest praw- 2. Oblicz.
dziwa (nie uzywaj kalkulatora). s a) 24.8-2,1 ¢) 5,32 (=55) e) —(0,07-0,052)
a) V2HVE>3¢) V24 VE>5 ) 4-2V3 < gf B b) 10,5 - 3,2 d) (~0,34)- (-1,5)  £) —(3.2-(~0,05)
1 V5 +/2 )
b) VB+v3>4 d) V5-V3< > £) —s < V3 V5 = 2,236 3. Przeczytaj podany w ramce przyklad.
6. Podaj najwigksza liczbe naturalng n spelniajaca nieréwnosé (m ~ 3,14): Zamien utamek zwykly na utamek dziesietny, wykonujac dzielenie
a) n < 2w+ 5, b) n<m?—1, c) n? < 10w — 7. pisemne.
7 19
7. Na rysunkach przedstawiono tréjkat réwnoboczny, kwadrat i szesciokat a) 20 b) R
foremny. Obwod ktérego z tych wielokatow wyraza sie liczba wymierna? 0,35 4,75
7:20 19:4
-0 — 16
e o 70 30
— 60 — 28
B 100 20
— 100 —20

8. Dtlugosé przekatnej prostopadloscianu o wymiarach 0 0
a X b X ¢ wyraza si¢ wzorem:

|
|
|
d=+a%+ b+ c? : Zamien utamek zwykty na utamek dziesietny, wykonujac dzielenie pisemne.
Czy dlugosé przekatnej prostopadtoscianu o poda- EAWE 3 8 13 21 13 16 49 11
= b)) = — d) = = ) = — h) —
nych krawedziach jest liczba niewymierng? /)_ AT 2) 4 ) 5 °) 8 ) 8 °) 20 ) 25 &) 50 ) 125
a) a=6,b=8,c=10 b)a=3,b=4,c=12 g b 4. Oblicz.
a
o a) 1,75:0,25 c) 8,4:1,5 e) 0,0525: (—0,42)
Sprawdz sie b) 0,65 : 1,3 d) 3,96 : 0,06 £) 0,001 : (—0,000001)
9. Wisréd liezb 0,1, —3, 0, V4, —22, V125, —/3, 1211, 2 — /2 wskaz liczby: 5. Oblicz.
a) naturalne, b) caltkowite, c) wymierne, d) niewymierne. a) 240,5-3 c) (1£+0,7)-2 e) 20— (1,2-2)
10. Podaj liczbe naturalna n spelniajaca warunek: b) § —4:08 d) (55 +7,125) : 2 f) 3,25 - (3+3)
a) n<V35<n+1, byn<2V3<n+l, ¢ n—-1<5/5<n. 6. Oblicz.
11. Czy dlugosé przekatnej prostokata o bokach a, b jest liczba wymierna? a) 6,4: 212_5 —248: % b) 2% +3(6,2 + 4.8) c) 24,75 % + 5% : 2%
a) a=>5,b=12 b) a=6,b=10 c) a=7,b=24

I 22 1. Liczby rzeczywiste Dziatania na utamkach dziesietnych i utamkach zwyktych 23 s
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1.4. Rozwiniecie dziesietne
liczby rzeczywistej

Utamki o mianownikach 10, 100, 1000, ... (czyli mianownikach bedacych po-
tegami liczby 10) nazywamy ulamkami dziesietnymi. Moga one by¢ zapisane
na dwa sposoby: % =0,15; % = 0,037; 5% = 5,7.
Zapis po prawej stronie powyzszych réwnosci nazywamy
rozwinieciem dziesietnym lub postacia dziesietng liczby.
Aby uzyskac¢ postaé¢ dziesietng liczby wymiernej, wyko-
nujemy dzielenie. Na przyktad dla liczby 14—3 otrzymamy:
% —13:4=325
Dla liczby % w wyniku dzielenia otrzymamy:

é — 0,166666666. ..

Takie rozwiniecie zapisujemy w nastepujacy sposob:
1

= =0,1(6)

Dla liczby % w wyniku dzielenia otrzymamy: Przy obliczeniach na licz-
4

= =0,571428 571428 571428..... bach podanych w postaci
7 dziesietnej wygodnie jest
co zapiszemy % = 0,(571428). korzysta¢ z kalkulatora.

Nawias w rozwinieciu dziesietnym oznacza powtarzanie sie nieskonczenie wiele
razy zapisanej w nim grupy cyfr. Taka najkrotsza powtarzajaca sie grupe cyfr
nazywamy okresem, a rozwiniecie dziesiectne mozemy tez nazwaé okresowym.
Liczbe cyfr wystepujacych w okresie nazywamy dlugo$cia okresu.

Cwiczenie 1

Przeczytaj podany w ramce przyktad,

. 6 .
a nastepnie przedstaw liczbe w postaci Przedstaw liczbe 55 w postaci

dziesietnej. dziesi¢tnej.
7 52 4 6 6 4 24
11 143 17

b) 5 d) 5 f) 256

Cwiczenie 2
Jaka cyfra znajduje sie na dziesiatym, a jaka na dwudziestym miejscu po
przecinku w rozwinieciu dziesietnym podanej liczby?

a) 0,(1234) b) 5,(732) ¢) 2,6(435) d) 0,32(1410)

1. Liczby rzeczywiste

Cwiczenie 3

Wykonaj dzielenie i podaj dlugos¢ okresu nieskonczonego rozwiniecia dzie-
sietnego kazdej z liczb 2, 2, & 2.

Twierdzenie

Kazdg liczbe wymierna mozna zapisa¢ w postaci dziesietnej skonczonej
lub nieskonczonej okresowej.
Kazde rozwiniecie dziesietne okresowe przedstawia liczbe wymierna.

Uwaga. Rozwiniecia dziesigtne nieskonczone nieokresowe przedstawiaja liczby niewy-
mierne, np. 0,101001000100001...

Cwiczenie 4

3 2 7 4 5 4 3 : NS o
Sy 30 I 5r » = 3 Maja rozwinigcia dziesietne
skonczone, a ktore nieskonczone?

b) Ktére z liczb /8, V16, \/%, \/g, v/ o V8, v9, V16, § 33, {/3: maja

rozwiniecia dziesietne nieskonczone nieokresowe?

a) Ktére z liczb wymiernych

B Przyblizenia. Reguta zaokraglania

Mowimy, ze liczba x jest przyblizeniem liczby a z doktadnoscia do d, jesli liczby
a i x réznia sie o nie wiecej niz d. Na przyktad liczba 1,414 jest przyblizeniem

liczby v/2 z dokladnoécia do 0,001.
V2 a2 1,41421356237

Cwiczenie 5
Podaj przyblizenie liczby v/2 z dokladnoscia do:
a) 0,1, b) 0,01, c) 0,0001, d) 0,00001.

Do przyblizenia liczby zapisanej w postaci dziesietnej zwykle stosujemy regute
zaokraglania, ktora polega na odrzuceniu koncowych cyfr tej liczby i zasta-
pieniu ich zerami, przy czym:

o jezeli pierwsza z odrzuconych cyfr jest 0, 1, 2, 3, 4, to ostatnig z zachowanych
cyfr pozostawiamy bez zmian;

o jezeli pierwszg z odrzuconych cyfr jest 5, 6, 7, 8, 9, to ostatnia z zachowanych
cyfr zwiekszamy o jeden.

Przyktad 1
Zaokragleniem liczby 6,9874 do:
« trzech miejsc po przecinku jest liczba 6,987,

Zaokragleniem liczby na-
zywamy jej przyblizenie
zgodne z reguta zaokra-

o dwbch miejsc po przecinku — liczba 6,99, :
glania.

« jednego miejsca po przecinku — liczba 7.

1.4. Rozwiniecie dziesietne liczby rzeczywistej
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Cwiczenie 6

Zaokraglij do liczby catkowite].

a) 20,9813 b) 19,901 c) 0,401 d) 1,099 e) 2,49957
Cwiczenie 7

Podaj zaokraglenia liczb x = 7,89517, y = 9,99625 i z = 5,90394 do n miejsc
po przecinku dla: a)n=4, b)yn=3, ¢)n=2, d)n=1.

Jezeli przyblizenie liczby jest mniejsze od tej liczby, to méwimy o przyblizeniu
z niedomiarem. Natomiast jezeli przyblizenie liczby jest od niej wigksze, to
moéwimy o przyblizeniu z nadmiarem.

3,141592653589793238462643383279502
W 2002 r. Yasumasa Kanada wyzna- 88419716939937510582097494459230781

Czy} zZa pPomocy komputera hczb@ T 64062862089986280348253421170679821

, . . 48086513282306647093844609550582231
z dokladno$ciag do ponad biliona cyfr 72535940812848111745028410270193852

po przecinku. W praktyce wystarczaja — 11055596446229489549303819644288109
75665933446128475648233786783165271

znacznie mniej doktadne przyblizenia. 20190914564856692346034861045432664

Cwiczenie 8
Podaj zaokraglenie liczby 7 z doktadnoscia do n miejsc po przecinku. Czy jest
to przyblizenie z nadmiarem, czy z niedomiarem?

a) n==06 b) n=>5 c) n=4 d)n=3 e) n=2

Zadania

1. Znajdz postaé dziesietng liczby (nie korzystaj z kalkulatora):
2% b)-L -l A 9 DL gL b

47 40 8y 87 8" 8 807 80
2. Na p'oc-istéwie 'po.danycllq obok informacji znajdz % — 0,33333333...
rozwiniecie dziesietne liczby: X
= = 0,16666666. . .
) 4 )d 9 f
b) %’ d) g%’ f) %. 5 = 0,11111111...

3. Jaka cyfra znajduje sie na dwunastym, a jaka na dwudziestym pigtym
miejscu po przecinku w rozwinieciu dziesietnym podanej liczby? Zaokraglij
te liczbe do trzech miejsc po przecinku.
a) 1,(046) b) 0,3(25) c) 7,0(037)

d) 9,(3486)  e) 2,86(345)

1. Liczby rzeczywiste

4. Jaka cyfra znajduje si¢ na dwudziestym czwartym, a jaka na setnym miej-

scu po przecinku w rozwinieciu dziesietnym liczby: a) 2, b) 27

5. Liczba o rozwinieciu dziesietnym okresowym 7,19(1ab693) ma na jedena-
stym miejscu po przecinku cyfre 3, a na dwudziestym drugim — cyfre 6.
Wyznacz cyfry a i b tego rozwiniecia.

6. Na podstawie podanego obok twierdze- | Ulamek nieskracalny 7+ ma

rozwiniecie dziesietne skonczo-
ne wtedy i tylko wtedy, gdy
liczba n jest iloczynem pew-

633 137 6561 11111 i ikéw 16
a) oa b) o ) o d) e I21eljull)1<:5zby czynnikow réwnych

nia odpowiedz, czy rozwiniecie dziesiet-
ne utamka jest skonczone czy okresowe.

7. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Przedstaw liczbe 0,(12) w postaci utamka zwyklego.
r=0,121212...

Obie strony réwnania mnozymy przez 100, aby przecinek
100z = 12,121212... znalaz! sie za pierwszym wystapieniem okresu.

100 =12+ x
99z = 12
po2_ 4
99 33

Przedstaw liczbe w postaci utamka zwyktego.
a) 0,(36) b)3,(72) «¢)—6,(24) d)0,9) e)41,7(9) f)2,1(52)

8. Liczby x = 0,(6) i y = 4,(36) przedstaw w postaci utamkéw zwyklych,
a nastepnie oblicz: a) z+y, b) 2> —y, ¢) v+ i

Sprawdz sie

9. Przedstaw liczbe w postaci dziesietnej (nie korzystaj z kalkulatora):
a) 7, ¢) 105° e) 2, g) I, i) 5,
b) %7 d) _58_9’ f) 23_67 h) _%7 .]) 5_0

10. Jaka cyfra znajduje sie na dwudziestym miejscu po przecinku w rozwinie-
ciu dziesietnym podanej liczby (nie korzystaj z kalkulatora)?

a) -2 b) 2 c) & d) 2 e) =

11 15 30 60

11. Podaj przyblizenie liczby /5 z dokladnoscia do n

d . V5 ~ 2,23606798
miejsc po przecinkudla: a) n =7,b)n =5,¢c)n = 1.

1.4. Rozwiniecie dziesietne liczby rzeczywistej
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1.5. Pierwiastek kwadratowy

Przypomnijmy definicje pierwiastka kwadratowego.

Definicja

Pierwiastkiem kwadratowym (pierwiastkiem drugiego stopnia) z liczby

nieujemnej a nazywamy liczbe nieujemna b, ktérej kwadrat jest rowny a.

va=>b, gdy b>=a i b>0

Przyktad 1

V25 = 5, poniewaz 5% = 25.

V0,16 = 0,4, poniewaz 0,42 = 0,16.
v/0 = 0, poniewaz 0% = 0.

liczby.
Cwiczenie 1
Zapisz w postaci liczby wymiernej.
a) V144 d) V625 g) V1,21
b) v/225 e) v/2500 h) /3,61
c) V324 f) /8100 i) V4,41

Prawdziwa jest nastepujaca wlasnosé:

Dla dowolnej liczby rzeczywiste;j:

Jaz {adlaa}()
a“ =

—a dla a <0

Stad V52 = 5 oraz \/(—5)2 = —(—5) = 5.

Cwiczenie 2
Podaj wartos¢, korzystajac z powyzszej wlasnoSci.

a) V32 b) /(-3)? c) v/(=9)? d) v/(=1,2)?

Wyznaczenie pierwiastka kwadratowego z liczby nieujem-
nej odpowiada wyznaczeniu dtugosci boku kwadratu, gdy
znamy jego pole (P = a?, wiec a = v/P).

Cwiczenie 3
Oblicz obwdd kwadratu o polu: a) 3,24 cm?, b) 1024 cm?.

1. Liczby rzeczywiste

Zwr6é uwage na to, ze /36 nie jest réwny —6,
poniewaz umowiliSmy sie, ze pierwiastek kwa-
dratowy jest liczba nieujemna, aby uniknacé sy-
tuacji, w ktérej v/36 oznaczalby dwie rézne

112 =121
122 = 144
132 = 169
142 = 196
152 = 225
162 = 256
172 = 289
182 = 324
192 = 361
20% = 400
212 = 441
22 — 484
232 = 529
42 = 576
I = 5725
e) \/(—V3)?
a

Przy odpowiednich zalozeniach (jakich?) prawdzi-

we sg podane obok wzory.

Przyktad 2

a) V49144 = /49 - /144 =712 = 84

b) /2 = Vi6 _ 4
25 V25 5
Cwiczenie 4
Oblicz.
a) V481, /25 - 0,36, /0,09 - 361

b Vi Vi Ve )

Pierwiastek iloczynu

Vab=+a-vb

Pierwiastek ilorazu

c) V2-v8, V6-V15, v2:v5-V10

Vb4 V3 V10-V14

V6T V127 V35
Zadania
1. Oblicz.
a) V121 + /49 — /225 d) v/3,61 —

b) V196 — /169 — /144
c) V0,25 + /1,44 + /6,25

2. Uzasadnij, ze:

“ﬁ
[\
—
IQT
O

-

Ne)

=
O@
en)
\)
ot

0 o+ [
\/?

w
at
(\)
ﬁ
_|_
—_
O3

a) 15 £VI+ /5 b) ol #£va+ [t o Jib£vi+, /L

3. Podaj wszystkie liczby naturalne lezace na osi miedzy liczbami:

a) V2133,

4. Wytacz czynnik przed pierwiastek.

a) V18 c) V48 e) V108

b) 24 d) V96 f) v/252
5. Zapisz liczbe w postaci av/2.

a) 4v2+ /8 c) V18+198

b) V32 —3v2 d) v/200 — /50
6. Zapisz liczbe w postaci av/b.

a) 7Tv5+ /20 c) VI2+ V75

b) V48 — /27 d) V45 — /125

b) V10 i v/140,

c) /80 i v/300.

o) v/392 V80 =16 -5 =
h) V50 =V16-v5 =45

e) VI8 + V72 + /242
) V800 + /242 — /162

e) 0,2v/50+0,8v/72 — 0,3v/32
f) 3v/20 — 1145 — 5180

1.5. Pierwiastek kwadratowy
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7. Usun niewymiernos$¢ z mianownika, postepujac tak jak w przyktadzie.

1 V2 5
a) ﬁ C) E e) m 5 5 \/g 3\/_
L 4 _3 Vs Vs VB 5
b) V3 d) 3v2 f) 5V15

8. Usun niewymiernos¢ z mianownika. Podaj przyblizona wartos¢ wyrazenia
(przyjmij v/2 ~ 1,4).

842 6 —3v2 5v2—10 5v2+3
a) 72 b) 232 c) 12 d) 22
9. Oblicz.
a) VIZ-v3 ¢ VI0-VA0 o) V28463 g) V30480
b) v32-v8 ) VIS-vE0  f) v45-v/20  h) v/80- /180
10. Oblicz.
a) YRLVESO ) VORVBTS ) VER.WEG gy VIS V162
V21 /80 v/30-v/130 V724135

11. Wykonaj dziatania.
a) 2v/3 (V27 +3v6 — 2v/3) b) V3 (v6—-Vv2) + (V3 -2v2)

12. Oblicz pole trapezu.

a) 3 b) _2v3 c)
| V5D
175 12v/6
' V8
B £ i
3v3 442 V18

Sprawdz sie

13. Oblicz.

2) VET+v35  b) VOIO+VOET o) i+ /hk )i/

14. Wtacz czynnik pod pierwiastek.
) 55 b)TVB 9 9v2  d)13v2 ) V2T f)15V6
—

15. Figure przedstawiong na rysunku obok mozna rozcia¢ na |

dwa kwadraty o polach 6,251 4,41. Oblicz obwod tej figury. :

16. Prostokat o polu P mozna rozcia¢ na dwa kwadraty. Oblicz obwdd tego
prostokata.

a) P =98 cm? b) P = 6,48 cm? c) P=

BN 30 1. Liczby rzeczywiste

1.6. Pierwiastek szescienny.
Pierwiastek n-tego stopnia

B Pierwiastek szescienny z liczby nieujemnej

Rozpatrzmy zagadnienie polegajace na wyznaczeniu dtu-

gosci krawedzi szeScianu o danej objetosci V. Na przy-
klad dlugos$é krawedzi szescianu o objetosci V' = 125 cm?

jest rtéwna 5 cm, bo 5 cm -5 cm - 5 cm = 125 cm?®. Za- 1
pisujemy to nastepujaco v/125 = 5. Méwimy, ze liczba 5
jest pierwiastkiem trzeciego stopnia z liczby 125.

Definicja
Pierwiastkiem sze$ciennym (pierwiastkiem trzeciego stopnia) z liczby
nieujemnej a nazywamy liczbe b, ktéra podniesiona do trzeciej potegi

jest réwna a.
va=">b, gdy b®>=a

Przyktad 1
Podaj pierwiastek trzeciego stopnia i uzasadnij odpowiedz.
- g /27 _ 3 3\ _ 27
a) V8 =2, poniewaz 2% = 8. ) = 1 poniewaz (4> =1
b) V0 = 0, poniewaz 0% = 0. d) v/0,216 = 0,6, poniewaz 0,6° = 0,216.
Przyktad 2 |
Oblicz dtugos$é¢ krawedzi szeScianu o objetosci 27. :
Objetosé¢ V szeScianu o krawedzi dlugosci a jest réwna a?, /)— - T~
wiec a = vV, czyli @ = /27 = 3. d a
a
Cwiczenie 1
Oblicz dtugosé krawedzi szescianu o objetosci V.
a) V=1 b) V = 64 c) V=216 d) V = 8000
Cwiczenie 2 75 _ 343
Podaj wartos¢, korzystajac z informacji podanych obok. ; -
8> =512
a) V512 c) V1331 e) v1,331 93 — 799
J s/ 8 3/ 729 113 = 1331
b) 729 d) 729 f) 1331

1.6. Pierwiastek szescienny. Pierwiastek n-tego stopnia
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Obliczanie pierwiastka trzeciego stopnia jest dzialaniem
odwrotnym do podnoszenia do trzeciej potegi.

Va3 =a
Na przyktad v/113 = 11 oraz ({’/@)3 =9. (\3/5)3 =a

W obliczeniach wykorzystujemy podane ponizej wzory na pierwiastek sze-

scienny iloczynu i pierwiastek szescienny ilorazu. Sa one analogiczne do wzo-
réw dla pierwiastka kwadratowego (podaj potrzebne zalozenia).

Przyktad 3
a) v/0,001 - 343 = v/0,001 - v/343=0,1-7=0,7

3
b) 2 = /80 = VB3 =7

Pierwiastek iloczynu
vVa-b= a-vVb

Pierwiastek ilorazu

Cwiczenie 3 Ja _va
Oblicz. [

a) /8- 27 ) V2898 o) ¢/ _ g/l

6 216
3 3 3
b) V5925 d) YT f) S04 32

Cwiczenie 4
Przeanalizuj przyktad w ramce. Na jego podstawie usun niewymiernosé z mia-
nownika podanego utamka.

L L g2 3 _ 3 VA_ 3Vi _3V4_ 3V
AT Y V2% Vi Yea W8 2

B Pierwiastek szescienny z liczby rzeczywiste;j

W przeciwienstwie do definicji pierwiastka kwadratowego definicje pierwiastka
szesciennego mozna rozszerzy¢ na liczby ujemne.

Na przyklad: v/—1=—1,bo (—1)* = —-1; /-8 = -2, bo (—2)* = -8.
Definicja
Pierwiastkiem trzeciego stopnia z liczby rzeczywiste] a nazywamy taka
liczbe b, ktéra podniesiona do trzeciej potegi jest rowna a.

Ja=>b, gdy b> =a

Cwiczenie 5
Zapisz w postaci liczby wymiernej.

a) /=27 b) v/—64 c¢) v/—125 d) /-2 e) /-2

97 1000

1. Liczby rzeczywiste

M Pierwiastek n-tego stopnia

Ogoélnie dla pierwiastka n-tego stopnia mamy nastepujace definicje:

Jesli n jest liczba parzysta, to dla
dowolnej liczby nieujemnej a:

Ya=b, gdy b>0ib" =a

Jesli n jest liczbg nieparzysta, to
dla dowolnej liczby rzeczywistej a:

Ya=0>5, gdy b™ = a
Uwaga. Dla pierwiastka 2. stopnia zamiast pisa¢ ¥a stosujemy zapis 1/a.

Cwiczenie 6
Zapisz w postaci liczby wymiernej.

a) V81  ¢) v0,0016 e) V729
b) ¥/=32 d) /—0,00001 f) ¢/—128

Zadania

V256 = 2, bo 28 = 256.
V=512 = -2, bo (—2)? = 512.

1. Zapisz w postaci liczby wymiernej.

1
2) /3 o {2 0 {2 g) {220

b) ¢/~ a) {2 f = h) (/122
2. Oblicz.

a) V125 + V8

b) V125 — /64
3. Wylacz czynnik przed pierwiastek.

a) V32 ¢) V135 e) Y108 V500 = /125 -4 =

b) /250 d) V375 £) Y120
4. Wtiacz czynnik pod pierwiastek.

a) 2v/3 c) 3v3

b) 3v/2 d) 6v/2

5. Sprawdz, czy podana réwnosé jest prawdziwa.

o

c¢) /1000 + /27
d) v/512 — /216

e) +v/0,125 + v/0,001
f) +/0,027 + +v/0,008

3 3 L3 .
¢) 49/10 3\/36_ 2736—
£ 635 = /27 -6 = /162

3V2 _ 3 2V5 3 5V3 _ 5/o7
a) Y V2,25 b) 7 V0,08 c) Y 25
6. Ktoéra z podanych liczb jest wieksza: x czy y?
Y125 /27 Y216 _ ,/135
a)x_€/6_4’y_ g C>$—3729,y— %
_ /1000 ~ 4/3000 _ {0,064 _ {0,081
b) z = T YT 81 d) z= 70,125’ y= /0,192

1.6. Pierwiastek szescienny. Pierwiastek n-tego stopnia
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7. Objetos¢ prostopadtoscianu o wymiarach z cm X y cm X z cm jest rowna
objetosci pewnego szescianu. Oblicz dtugosé krawedzi tego szeScianu.

a) x=4,y=4, z =32 b) x =16, y =20, z =25

8. Z trzech szesciennych klockéw zbudowano wieze. Jej objetosé jest rowna
objetosci prostopadtoscianu o podanych wymiarach. Oblicz wysokos¢ te]
wiezy.

a) 4 cm x 6 cm X 16 cm b) 6,25 cm x 7,5 cm X 8 cm

9. Wilacz czynnik pod pierwiastek.

a) 3v2 b)5v4 c¢)4v2 d)10v0,01
10. Oblicz.

a) V16 + v/81 + v/256 + v/625

b) V2 V8 — V27 V/3+ 10000

0) VA YT6 - 190 _ /33

2V/6 = V210. V5=
= V2105 = V/5120

s 4/256
d) 2 3V 6

e) 6\4/0,062 — 30,0081

V0,001
11. Zapisz w postaci liczby wymierne;j.
a) VZB000  b) VO00L o) f—gr d) {/-35
12. Oblicz.
a) 2¢/—1 — /=27 c) ¢ % - {/-25 e) Z%G - %J_l;
b) -y v AR LI L IE

@ 13. Uzasadnij, ze iloczyn xyz réwna si@ Z€ro.

I 34

a) T =v/—32— V16, y=+v1-2V1, z= V1024 + 2v/—1
b) z=+v32—v81, y=+/-32— \4/81, z=~/—14+ V1

Sprawdz sie

14. Oblicz.
a) —v/343 + v/216

b) /—0,216 + /0,064 ¢) V0,001 — </—0,008

15. Ktéra sposrod liczb a, b, ¢, d jest najmniejsza, a ktora — najwieksza?

a) a=+v8- V18, b=+2-V32, ¢c=+v16-v81, d=/—125- /=27

/27 3 _\/362 _ ./ 25
b)a'_ o Eab \/—70—\/_\/_d \/_Z -y

1. Liczby rzeczywiste

1.7. Potega o wyktadniku naturalnym

Przyktad 1

Zal6zmy, ze mamy pare krolikéw oraz ze liczba krolikow podwaja sie co pot

roku. Ile krélikow bedziemy mieli po 5 latach?
2:2:2.2:2.2-2.2.2-2.2=2"=2048

~"

10 pétrocznych okreséow
Przypomnijmy definicje potegi o wyktadniku naturalnym.
Definicja

Dla liczby naturalnej n > 1 potega a™ nazywamy iloczyn n czynnikéw

réwnych liczbie a: , ,
/Wykladmk potegi

=a-a-a- ... a
7

A

a’I’L

>
n czynnikéw

podstawa potegi

Przyjmujemy réwniez, ze: a* = a oraz a® = 1 dla a # 0.

Nie definiujemy wartosci 0°.

Przyktad 2
Przydatna jest umiejetnos¢ rozpo-
znawania niektérych poteg liczb:

B (3= (D (B (=g REAE

) < > 3 Gl S I
d) 1 2 3 4 5%
2 4 9 16 25
Cwiczenie 1 3 8 27 | 64 | 125
Oblicz. 4 16 | 81 | 256 | 625
2 3 4
a) 9%, 9%, 9 5 | 32 | 243 | 1024
2 3 4
b) (3)" () (3) 6 | 64 | 729
2\ 2 23 2\4
c) (=3)" (=2)" (-3) T |18
8 256
Cwiczenie 2 9 | 512
Uporzadkuj liczby w kolejno$ci rosnace;j. 10 | 1024

<_2)07 (_2)47 (_2)97 (_3)47 (_3)9

1.7. Potega o wyktadniku naturalnym
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Twierdzenie

Dla liczb naturalnych m,n oraz réznych od 0 liczb rzeczywistych a i b:

mg™m.aq” = am—i—n mqg”-b" = (ab)n - (am)n —aqgmmn
-C;T::am_”dlam>n .g_::(%)
Cwiczenie 3
Oblicz.
a) 2%.2° c) 29 :2° e) 20.5° g) 6°:3° i) (22)3
b) 2% .2° d) 3?:3° f) 43.5° h) 124 : 44 j) (3%)?
Zadania
1. Oblicz.
a) (§) 6" o) (3) -3° e) (~3) - (-2)°
b) () -5 d) (-4) - (-2)° f) (1) (-2)°
2. Oblicz. . . .
a) (2 o (—0°) o (&) 8) (%))
b) (32 o (=) (@) w(ey)

3. Pordéwnaj liczby x i y.
a) o= (—4)%, y=(-1f
b)w= (-1, y= (-3

4. Uporzadiay liezby (—3)°, 2, (~2)%, (3)’,

rosnace;j.

Sprawdz sie

8 o
8 8
i

—~

OJ!M ,;;!,_.

|
N | =
~—
[\&)

\S]

o
<
I
|

-~

N[ =
~—, —%

5. Oblicz.
a) 25.2.2° b) 32.
6. Oblicz.

a) 53 _ (22)3 _ 30
b) (42)2 — 43 + 42
c) 112+2%.1

1. Liczby rzeczywiste

3.3? c) (42-43): 4°

d) 3%-2% —36%: 93
e) (=2)*+(-2)°
f) —25 4 (—=3)*

d) (5°:5%) - 52

g) 2% 5%+ 10° — 107
h) (3°-2%) : 6
i) (6:36).5

1.8. Potega o wyktadniku catkowitym.
Notacja wyktadnicza

Okreslenie potegi o wykltadniku naturalnym mozemy rozszerzy¢ na potege
o wykladniku catkowitym (w szczegdlnosci ujemnym).

Definicja

Dla liczby naturalnej n > 1 i dla liczby a # 0 przyjmujemy, ze:

a_”:i
an
Przyktad 1 ,
_ 1 _ 1 1 1\ 1 1
a)31:§ b)32:3—2:§ C)<—§> :(_1)2:g:9
3

Cwiczenie 1
Oblicz.

a) 4-2 ¢) (-3)2 ) (%)_2 ) (—g)_2 ) 0,2°2
bat e 0 () w0
Cwiczenie 2

Czy podane liczby sa rowne?

) () () b (-5) (3) o (5) - ()

Do obliczania wartosci wyrazen, w ktérych wystepuja potegi o wyktadnikach
catkowitych, mozemy wykorzystywaé prawa analogiczne do praw dziatan na
potegach o wyktadnikach naturalnych.

Twierdzenie

Dla liczb catkowitych m,n oraz réznych od 0 liczb rzeczywistych a i b:

mag™-a” =a™mt" " a™-b" = (ab)” m (a™)" =a™™
Bo() emee
b b a
Cwiczenie 3
Oblicz.
a) 39.3°0 ¢) (25)°° e) 579: 51 g) 6°:3° i) 6°-2°7
b) 0,5°-0,57 ) (0,251 f) 4:44 h) 10'°: 50  j) 10*-572

1.8. Potega o wyktadniku catkowitym. Notacja wyktadnicza
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M Notacja wyktadnicza

Przy zapisywaniu bardzo duzych i bardzo matych liczb wygodnie jest postu-
giwa¢ sie notacja wyktadnicza (inaczej zwana notacja naukowa).

Definicja
Liczbe dodatnia a mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynu:

a==ax- 10"

gdzie x jest liczbg spetniajaca warunki 1 < z < 10, a n — liczba catkowitg.
Takie przedstawienie liczby nazywamy notacja wykladnicza.

Przyktad 2

a) 326 000000 000 = 3,26 - 10" b) 0,00000097 = 9,7 - 1077
11 cyfr 7 cyfr

Cwiczenie 4

Zapisz liczbe w notacji wyktadniczej.

a) 5020000000 000 000000000 000000 ton (masa Syriusza)

b) 0,00027 mm (wielko$¢ wirusa ospy)

c¢) 0,000 000000000000 0000000000299 kg (masa czasteczki wody)

d) 0,000 000000 000 000 000 000000000 000910956 kg (masa elektronu)

Cwiczenie 5
Zapisz liczbe w notacji wyktadniczej.

a) 6320000 ¢) 43,728 e) 0,00065 ¢) 0,100324
b) 109000 000 d) 8765,2 f) 0,00302 h) 0,000001
Cwiczenie 6

Zapisz liczbe w postaci dziesietne;j.
a) 8,62-10 b) 7,89 - 1074 c) 834-107° d) 6,02 -10°

Cwiczenie 7
Oblicz. Odpowiedz podaj w notacji wyktadniczej i w postaci dziesigtnej.
a) (3,4-107)-(4-107°)

b) (1,4-10%) - (8-10%)

c) (4,8-1071):(1,6-107?)
d) (7,2-107%): (1,2-1072)

Oblicz.
(5,2-10%)-(0,5-1077) =5,2-0,5- 10977 =
=2,6-10% = 260

1. Liczby rzeczywiste

Zadania
1. Oblicz.
_ 4 -2 6
a) (_2>57 (_2) 57 27° C) (\/g) ’ (\/g) ? (\/g)
1\2 1\73 1\ 6 7 -8
b) ()5 (-3) - (-3) ) (v2)°, (v3)', (V)
2. Zapisz liczbe w postaci 2™, gdzie m jest liczba catkowita.
a) 2°-4° b) 477 . 82 c) 647 :3277° d) (1672 :478) .84
3. Zapisz podane liczby w postaci poteg o tej samej podstawie.
1 o3 4 5 s /1Yt /1Y
a) 16, . 8% (v2)", 1024 ¢) 0,001, 100%, (155) -+ (55)
1 -2 6 q1-5 3 (1Y 1! 5
b) L. 27,92 (v3)', 81 d) 2573, (g) , <ﬁ) 625
4. Oblicz.
-3 3\ * NS N2
2) (-2v3)"  b) () o) (-%) d) ((-3v2)™)
5. Oblicz.
3\° . (17’
a) 5%.2°% c) 8. 44 e) (2;) ‘(E) g) (—0,2)%: 58
-5
b) 0,255  d)18%:6°  f) 1,32:0,12 h) (=1,2)°: (g)
6. Oblicz.

2) (g)“” . (g)‘3 . (g)“‘ b) (;_1)‘3 5070 ) 047 (5_6)3 4

7. Ktora z liczb jest wieksza: x czy y?
a) r =242 y=4":87 b) = (274:2°67", y=(24. 23"

8. Oblicz.

272 /4?2 60 + 06 1\°6
a) 3—3-<§) ) SE 4+ (40~ 16°) o) (0,5.(5) —2-164):73

0 ((3)7) o (B60)) e 0 (7 @)6)

9. Podaj konieczne zalozenia i upro$¢ wyrazenie, a nastepnie oblicz jego war-
1

tosé dla a = —3-

a) a®-a’-a® ¢) (a*:at)-a? e) (at- a6)_2 - (a_3)2

b) (a®-a?) : a? d) (¢":a?):a™ £) (@®:a % (a*)"

1.8. Potega o wyktadniku catkowitym. Notacja wyktadnicza 39 I
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10.

11.

12.

13.

Oblicz. Odpowiedz podaj w notacji wyktadniczej i w postaci dziesietne;j.
a) 42000 -6500 b) 1600-0,0125 c¢) 0,0044 - 0,055 d) 0,0605 - 8600

Oblicz. Odpowiedz podaj w notacji wyktadniczej i w postaci dziesietne;j.
a) 2100000000 : 105000 c¢) 51000000000 : 0,017
b) 243 000000000 : 2,7 d) 102400000000 : 0,64

Oblicz. Odpowiedz podaj w notacji wyktadnicze;j.

a) (3,2-10712) . (1,2-10%) ¢) (3,4-1071%) . (7,5-10716)
4-10-18 2,5-10-30

b) (5,2-10%)-(1,5-1073) d) (4,8-10'8).(1,8-10710)
1,3-1018 (6-10-8)-(1,2-1016)

W tabeli podano wybrane predkosci, stosujac zapis dziesietny i notacje
wyktadnicza. Przerysuj do zeszytu i uzupeinij te tabele.

v [m/s] (zapis dziesietny) v [m/s| (notacja wykladnicza)

Rosnacy wlos ? 46-107°
Szybki slimak 0,00194 ?
Ziemia wokol Stonca ? 2,96 - 104
Swiatlo w prézni 299792458 ?

Sprawdz sie

14.

15.

16.

Oblicz. , » ) y
Dr ()0 (1)

b) 43, (—4)73, —4°3, —(—i)g

Oblicz. ) i i ;

dore 0@ 0T ) e
b) 48 . 46 e) 5710:57 b (§>_7: (g)_g k) (473) 7" 49
¢) 0574057t f) 74:7°6 i) (3)77.3%0 1) (8%)72:g8°10

Podaj konieczne zatozenia i upros¢ wyrazenie, a nastepnie oblicz jego war-

c) (((:16_3)2 : x_4) : :1:0)_2, r=>5
b) ((x4)3>_2 : ((562)2)_3, r=1 @) (@ + @) @) =

tos¢ dla podanej wartosci .

a) ()2 + ()’ o =—2

N

1. Liczby rzeczywiste

Nazwy wielkich liczb

Bilion amerykanski czy bilion europejski

Dlaczego europejski miliard to amerykarniski bilion,
a europejski bilion to amerykanski trylion?
Amerykanskie nazewnictwo wielkich liczb

odnosi sie do zapisu 10% +3 i taczy tacinskie
przedrostki: bi- (n = 2), tri- (n = 3) itd.

z koricowka -lion.

Europejskie nazewnictwo pokazuje wielokrotnosc
miliona lub miliarda i do faciriskiego przedrostka
dodaje, odpowiednio: -lion lub -liard.

Amerykanski matematyk Edward Kasner
wprowadzit nazwe googol, oznaczajgca 10'%.

1 googol = 10 000 000 000 000 000 000 000
000 000 000 000 000 000 000 000 000 000
000 000 000 000 000 000 000 000 000 000
000 000 000 000 000 000

El Wyszukaj w internecie informacije
o liczbach googol i googolplex.

Stonce i planety

Potega
10

9
i
15
18
21
24
o7
30
33
36
39
42
45
48
51
54

Nazwa Nazwa
europejska amerykanska
miliard bilion
bilion trylion
biliard kwadrylion
trylion kwintylion
tryliard sekstylion

kwadrylion septylion
kwadryliard = oktylion
kwintylion nonylion
kwintyliard decylion
sekstylion undecylion
sekstyliard duodecylion
septylion tradecylion
septyliard kwatuordecylion

oktylion kwindecylion

oktyliard seksdecylion

nonylion septendecylion

Ponizej podano mase: najmniejszej z planet w naszym systemie planetarnym — Merkurego,
najwiekszej — Jowisza, a takze Ziemi i Stonca (na rysunku nie zachowano skali). Masa Storica

stanowi 99,89% masy Uktadu Stonecznego.

Stonce Merkury
1,989 - 10*° kg 3,302 - 102 kg

Ziemia
5,974 - 10* kg

Jowisz
1,899 - 10?7 kg

2| Zapisz mase Stonca, Merkurego, Jowisza
i Ziemi, korzystajac z europejskiego oraz
amerykanskiego nazewnictwa wielkich liczb.
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1.9. Potega o wyktadniku wymiernym
Definicja
Dla dowolnej liczby a > 0 i liczby naturalnej n > 1 przyjmujemy:

a%:{”‘/a

Przyktad 1

Oblicz.

a) 492 = /19 =7 b) 1255 = /125 =5 ¢) 167 = v/16 = 2
Cwiczenie 1

Oblicz.

a) 4% b) 163 c) 812 d) 83 e) 273 f) 814

Potege o wykladniku wymiernym ** definiujemy nastepujaco:
Definicja

Dla dowolnej liczby a > 0, liczby naturalnej n > 1 i liczby catkowitej m

przyjmujemy:
an = (%)m

Przyktad 2
Oblicz.

3 3 o3 2 /3 2 40 N T |
a) 97 = (V9) =3"=27 D)8 =(V8) =2=4 ) 92= 5=
Cwiczenie 2
Oblicz.
a) 47 c) 83 e) 8117 g) 12573 D (L)

3 _2

ot amt e SEESE N CO
Cwiczenie 3
Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby a > 0, liczby naturalnej n > 1 i liczby cal-
kowitej m zachodzi réwnosé (’C/E)m = Vvam.
Cwiczenie 4
Oblicz.

a) (VI0)' ) V125?
b) /410 d) v/323 f) v/ v/81 h) v/V43 i) V V168

1. Liczby rzeczywiste

Prawa dziatan na potegach o wy-
Dla liczb wymiernych x, y oraz do-

datnich liczb rzeczywistych a i b:

ktadnikach wymiernych sg analo-
giczne do praw dzialan na pote-

gach o wyktadnikach catkowitych. mag”®.q¥ =a®*t¥
[ | ﬁ = aT7Y

Przyktad 3 ay

Oblicz = a” - b” = (ab)”

a) 37.32 =322 =32 =9 'Z—i:(%)w

b) 63 : 63 =633 = 6! =6 . (a®)¥ = a='¥

Cwiczenie 5

Oblicz.

a) 25.25  b)5i.58 ) 43 :43 d) 279:2%5 ) 32.37%.3%

Przyktad 4

Oblicz.

5 5 5 5 15
a) 8% .28 = (8.2)8 = 16% = (16?) — 45 = 1024
b) 102 : 5
¢) 807 .57 = (16-5)7 - 57 = 16

Cwiczenie 6
Oblicz.
a) 122 .37 Db) 123 :3% () 245 .33 d) 9

Cwiczenie 7
Oblicz.

o () wE) e ()7 (@) e (26)

Obliczajac przyblizone wartosci poteg o wyktad-

35

O3~y
nikach wymiernych, mozemy skorzysta¢ z odpo- 1077 ~ 1,995262315
wiedniego kalkulatora (przykladowe wyniki zosta- 10°4 ~ 2,818382931

ly przedstawione obok). 109625 ~ 4,216965034

Cwiczenie 8

Korzystajac z powyzszych przyblizen, podaj z doktadnoscia do czterech miejsc
po przecinku przyblizong wartos¢ potegi:

a) 1022, b) 10345, c) 10%, d) 10717,

1.9. Potega o wyktadniku wymiernym

43 I



I 44

Zadania

Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 2.

e) /512
f) /1024

e) \/%
D 7

e) 144790
f) 16%7

e) 0,0625 1
f) 0,000323

e) 0,0083 - /125

a) V2 c) V0,5
b) V2 d) V4
Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 7.

3 1
a) V73 c) 7

1

b) v/72 d) 7=
Oblicz.
a) 92 c) 873
b) 1255 d) 275
Oblicz.
a) 0,042 ¢) 0,0275
b) 0,16 2 d) 0,0016-1
Oblicz.
a) 2283 c) 33.2773
b) 2*: 325 d) 275 : 973

Sprawdz sie

f) 0,042 : 645

g) 49v7
h) 7V7

g) 1000025
h) 8170,125

g) 0,008171:25

h) 0,00000256%37

g) 0,0256% - (¥/10)"

h) 0,0275 : v/272

6.

Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 3.

a) V3

b) V3
Oblicz.

a) 253 4 83
b) 492 — 273
Oblicz.

a) 167

Oblicz.

1. Liczby rzeczywiste

c) V9

0\

c) 325 + 814

d) 645 — 167
b) 643
b) 492 : 494

e) V8l g) 3v3

f) /243 h) 9v/3

e) 472 4873 g) (&) 7+ (&%

f) 972 —27°5  h) 0,008 5 — 0,252
d) 2572 e) 811

c) V75770 d) 971:27°3

)—%

1.10. Logarytm i jego wtasnosci
Definicja

Logarytmem o podstawie 10 (logarytmem dziesietnym) z dodatniej licz-
by b nazywamy liczbe x taka, ze 10” = b. Piszemy wéwczas logb = .

Przyktad 1

a) log 1000 = 3, poniewaz 10° = 1000.
b) log0,1 = —1, poniewaz 10~! = 0,1.
c) log /10 = 2, poniewaz 102 = v/10.

Pytanie o log b to pytanie o to,
do jakiej potegi nalezy podnies¢ 10,
aby otrzymac liczbe b.

Cwiczenie 1
Oblicz.
a) log 10 b) log 100 ¢) log 100000 d) log 0,01 e) log v/10

Rozpatruje sie tez logarytmy o innych podstawach. Na przyktad logarytmem
o podstawie 2 z dodatniej liczby b jest taka liczba x, ze 2* = b. Piszemy
wowcezas log, b = x.

Przyktad 2
a) log, 8 = 3, poniewaz 2° = 8. Pytanie o log, b to pytanie o to,
. C e do jakiej potegi nalezy podnies¢ 2
1 4 1 ’
b) log, 16 4, poniewaz 27" = 16" aby otrzymac liczbe b.

c) log, V2 = <, poniewaz 23 = /2.

Cwiczenie 2
Oblicz.
a) log, 16 b) log, 1024 e) log, v/2

1 1
c) log, 5 d) log, 3

Definicja
Niech a i b beda liczbami dodatnimi oraz a # 1. Logarytm o podstawie a

z liczby b to wyktadnik potegi, do jakiej nalezy podnie$¢ podstawe a, aby

otrzymac liczbe b.
logosb =, gdy a* =0b

Przyktad 3
a) log; 9 = 2, poniewaz 32 = 9.

b) logs 125 = 3, poniewaz 5% = 125.
¢) log,s 625 = 2, poniewaz 25% = 625.

/liczba logarytmowana
log, b==x
\podstawa logarytmu

logarytm

1.10. Logarytm i jego wtasnosci
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Cwiczenie 3
Oblicz.
a)logs3  b)logs8l  c¢)logsv/3  d)logs27  e) log, % f) log, v/3

Cwiczenie 4

Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby dodatniej a réznej od 1 log,1 =0

zachodza podane obok wtasnosci. log,a =1

Pojecie logarytmu wprowadzit ponad 400 lat temu szkocki matematyk
John Napier (1550-1617), a logarytmy dziesietne zdefiniowal Anglik Henry
Briggs (1561-1630) — opublikowal on tablice takich logarytmow.

W obliczeniach sa wykorzystywane nastepujace wlasnosci logarytmoéow (ich
dokladne omoéwienie i dowody zostang przedstawione w dalszym toku nauki).

Twierdzenie

Jesli a, b, ¢ sg liczbami dodatnimi oraz a # 11 p € R, to:

log,bc = log,b + log,c logarytm iloczynu

logag = log,b — log,c logarytm ilorazu

log, b? = plog,b logarytm potegi
Przyktad 4
a) log,(256 - 1024) = log, 256 + log, 1024 = 8 + 10 = 18

b) log, 16v/2 = log, 16 + log, V2 =4+ ; =4

Cwiczenie 5
Oblicz, korzystajac ze wzoru na logarytm iloczynu.

a) log,(64-256) b) log;(125-625) c) logs5v5 d) log,8v/2 e) log; 9v/3

Przyktad 5

a) log, 0:’))% = log, 0,25 —log,32=—-2—-5= -7
81 1 1

b) logs = =log; 81 —logs V3 =4 — - =33

Cwiczenie 6

Oblicz, korzystajac ze wzoru na logarytm ilorazu.

0,5 1024 2 625 243
a) log, o1 b) log, 0125 c) log, % d) log; NG e) logs 3

1. Liczby rzeczywiste

Cwiczenie 7

5 _ _
Oblicz, korzystajac ze wzoru na logarytm potegi. log, 8" = 5log, 8 =

a) log, 4  b)log,32* ¢)log;9° d) logy81°* i ?5 3=
Zadania
1. Oblicz.

a) log, 512 b) log, 2 c) log, % d) log, V2 e) log, V8
2. Oblicz.

a) logs 1 b) log;243  ¢) log, % d) log; 3v/3 e) log, \/LQ_?

3. Oblicz. ;
a) logy 2 b) log: i c) log, 8% logy 27 = -3, bo (5) =21

4. Dla jakiej podstawy logarytmu a podana réwnosé jest prawdziwa?
a) log, 16 =4 b) log, 16 =1 c) log, 16 = —1

5. Sprawdz prawdziwos$¢ rownosci log, = +1log, y = log, xy dla podanych war-
tosci x 1 9.

a) x=4,y=16 b)ﬂc:8,y:l c) r=+2,y=18

4

6. Sprawdz prawdziwos¢ rownosci log; x — log, y = log, % dla podanych war-
tosci x 1 y.
a) x =27, y=3

b) z=81,y=9 c) x=3,y=+3

7. Oblicz.

a) log2+ logh c) log250 + log % e) log 1250 — log Z

b) log 8 + log 125 d) log 150 — log 15 f) log % — log?%

Sprawdz sie

8. Oblicz.

a) log, 1+ %log2 16 c) log, 4 — log, 64 e) log, % —log; 3

b) log; 27 —log, 1 d) log; 125 — log; % f) log, 2 + log, 3

9. Dla jakiej liczby logarytmowanej b podana réwnoscé jest prawdziwa?
a) log, b =15
b) log 1b=-1

e) log1 b= _3 g) log,,b=06

4
f) log 5b= —6 h) loggb = —1

2
c) logy b= 3
d) log,b=10

1.10. Logarytm i jego wtasnosci
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1.11. Procenty

B Obliczanie procentu danej liczby
. R 1 procent (1%) danej wiel-
Nalezy pamietac, ze procenty zawsze odnosza

) ) o o _ kosci to 0,01 tej wielkosci.
sie do jakiej$ catosci (wielkosci ustalonej).

1 . 15 . 240
Przyktad 1

a) Oblicz 4% liczby 300.
_ 2 a3pp’—
4%0300_,1—9613% =12

b) Oblicz 110% liczby 600.
110% - 600 = 1,1 - 600 = 660

Cwiczenie 1
Oblicz:

a) 1%, 5%, 25%, 75% liczby 600, b) 2%, 8%, 40%, 120% liczby 250.

Cwiczenie 2
Oblicz:
a) 20% liczby 500,

b) 40% liczby 800,

¢) 15% liczby 400,
d) 80% liczby 15,

e) 150% liczby 48,
f) 210% liczby 20.

Przyktad 2

W tafbeh podano ce.ny .OWOCOW W pewn.yr.n Owoce | Cena | Podwyzka

sklepie przed podwyzka i wysokos$¢ powyzki. o

Oblicz, ile po podwyzce trzeba bylo zaptacié sliwki | 8 zl/kg | 0 15%

za 2 kg gruszek i 4 kg $liwek w tym sklepie. | gruszki |6 zt/kg o 20%

Cena gruszek po podwyzce: 6 - 120% = 6 - 1,2 = 7,20 [zl /kg].

Cena sliwek po podwyzce: 8 - 115% = 8 - 1,15 = 9,20 [zl /kg].

Za 2 kg gruszek i 4 kg sliwek po podwyzce trzeba bylto zaptaci¢:
2-720+4-9,20 = 14,40 + 36,80 = 51,20 [zl]

Cwiczenie 3

Produkt | C Obnizk
Karolina kupita czapke i rekawice po obnizce roct ena e

(w tabeli podano ceny przed obnizka i wyso- czapka 45 71 o 40%
ko$¢ obnizki). Oblicz, ile zaplacita. rekawice | 60 z1 | o 35%

Warto zauwazy¢, ze wielokrotnej zmiany wartosci o pewien procent nie mozna
zastapi¢ jednorazowa zmiang o sume procentow kazdej ze zmian.

1. Liczby rzeczywiste

Przyktad 3

Kurtka kosztowata 400 zt. Jej cene dwukrotnie obnizono, za kazdym razem
o 10%. Ile kosztowala kurtka po tych obnizkach? Ile kosztowalaby ta kurtka,
gdyby poczatkowa cene obnizono jednorazowo o 20%?

Cena kurtki po pierwszej obnizce o 10%: 400 - 90% = 400 - 2% = 360 [z1].

100

Cena kurtki po drugiej obnizce o 10%: 360 - 90% = 360 - 2= = 324 [z1].

100

Cena kurtki po jednorazowej obnizce o 20%: 400 - 80% = 400 - 2% = 320 [z1].

100

Cwiczenie 4

W styczniu narty kosztowaly 825 zi. W lutym ich cene obnizono o 30%,
a w marcu — o dalsze 20%. Ile trzeba bylo zaplacié¢ za narty po marcowej
obnizce? Ile kosztowalyby te narty, gdyby ich cene od razu obnizono o 50%7?

Przyktad 4
Po dwukrotnej obnizce ceny pewnego towaru, za kazdym razem o p%, jego
cena spadla o 75%. Oblicz p.

Oznaczmy przez k ceng¢ towaru przed obnizkami. Zauwazmy, ze cena towaru
po obnizkach wynosita 25%%k. Zatem:

p\°_ 25
100/ 100

Stad p = 50. Zatem cene towaru dwukrotnie obnizono o 50%.

Cwiczenie 5
Po dwukrotnej obnizce ceny pewnego towaru o p% jego cena spadla o x%.
Oblicz p dla: a) z =19, b) x =36, ¢) x = 51.

Przyktad 5
Cene pewnego towaru obnizono o 20%. O ile procent nalezy podniesé te cene,
aby otrzymac¢ cene poczatkowa?

Oznaczmy przez k cene poczatkowa. Po obnizce o 20% cena wynosi 0,8k. Cene
te nalezy podnie$é o % tak, aby (100% + x%) - 0,8k = 100%k. Stad:

100% + 2% = 180;% — 125%

Zatem cene nalezy podnie$é o 25%.
Cwiczenie 6

Cene pewnego towaru obnizono o 60%. O ile procent nalezy podniesé te cene,
aby otrzymac cene poczatkowa?

1.11. Procenty 49 s
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W niektorych sytuacjach wykorzystuje sig 1 promil (1%0) danej wiel-

dziesiata czes¢ procentu, czyli promil. kosci to 0,001 tej wielkosci.

Cwiczenie 7
Oblicz:

a) 2% liczby 300,
b) 8% liczby 1400,

c¢) 50%o liczby 100,
d) 5% liczby 1000,

e) 0,2%o liczby 1800,
f) 5,5%0 liczby 180.

B Obliczanie, jakim procentem jednej liczby jest druga liczba

Przyktad 6
Za jedna akcje firmy X tydzien temu trzeba bylto zaptaci¢ 25 zt, a dzisiaj —
o 2,25 zt wiecej. O ile procent podrozaty akcje?

2,25 B
> 100% = 9%

Akcje podrozaty o 9%.

Cwiczenie 8

Firma | Lut Marzec
W tabeli podano ceny jednej akcji firmy Y il “

i firmy Z w lutym i w marcu. Oblicz, o ile Y 18 zt | 24,30 zt

procent podrozaly akcje kazdej z tych firm. A 24 71 27 71

Cwiczenie 9
Oblicz, jakim procentem liczby «x jest liczba y oraz jakim procentem liczby y
jest liczba x.

a) x =100, y = 50 b) x =50, y = 40 c) =10,y =16

B Wyznaczanie liczby, gdy dany jest jej procent

Przyktad 7

li 5 li - ..
W tabeli podano ceny zestawow rondli po ob Zestaw | Obnizka | Cena

duzy o 15% | 272 zt
$redni 0 24% | 190 zt

nizce oraz wysokos¢ obnizki. Oblicz cene du-
zego zestawu przed obnizka.

Oznaczmy przez x cene duzego zestawu przed
obnizka. Obecna cena stanowi 85% ceny x: maly 032% | 85zt
85 p =272 istad o = 272 % = 320 [zl].

100

Cwiczenie 10
Oblicz cene sredniego i cene matego zestawu rondli z przyktadu 7 przed ob-
nizka.

1. Liczby rzeczywiste

Zadania

1. Oblicz:
a) 20% liczby 80,
b) 40% liczby 60,

¢) 11% liczby 40,
d) 401% liczby 40,

e) 15%o liczby 300,
) 2%o liczby 2.

2. Ktoéra liczba jest wieksza:
a) 12% liczby 20 czy 10% liczby 25,
b) 45% liczby 30 czy 6% liczby 250,
¢) 55% liczby 200 czy 18% liczby 600,
d) 150% liczby 20 czy 5% liczby 60007

Stowa ,,procent” i ,,promil” po-
chodza od tacinskich wyrazen:
procent: per centum — na sto,
promil: pro mille — na tysiac.

3. Oblicz, jakim procentem liczby 600 jest podana liczba.
a) 150 b) 1860 c) 270 d) 450

4. Oblicz, jakim procentem liczby a jest liczba b.
a) a=280,b=20 c) a =800, b=44
b) a =160, b = 12 d) a =450, b = 36

e) a=60,b=090
£) a =90, b= 342

5. Oblicz liczbe, ktore;j:
a) 15% jest réwne 30,
b) 60% jest réwne 240,

c) 45% jest réwne 900,
d) 12% jest rowne 14,4.

6. Cena kajaka wynosita 1000 zl. Cene podniesiono najpierw o 20%, a na-
stepnie o 15%. Ile kosztuje kajak po tych zmianach? O ile procent wzrosta
cena kajaka w stosunku do ceny poczatkowej?

7. Cene sukni §lubnej obnizono o p%. O ile procent nalezaloby podnie$é nowq
cene, aby suknia kosztowata tyle samo, ile przed obnizka?

a) p=50 b) p =25 c) p=36

8. Cene pewnego towaru podniesiono dwukrotnie o p%. O ile procent nale-
zatoby obnizy¢ jego cene, aby towar ten kosztowal tyle, ile na poczatku?

a) p=25 b) p =50

9. Wycieczka do Londynu kosztuje 2400 zt. Jaka bylaby cena tej wycieczki:
a) gdyby najpierw podniesiono ja o 10%, a nastepnie obnizono o 10%,
b) gdyby najpierw obnizono ja o 25%, a nastepnie podniesiono o 25%,
¢) gdyby najpierw obnizono ja o 25%, a nastepnie podniesiono o 20%?

1.11. Procenty

51 I



I 52

10.

11.

12.

Na diagramie obok przedstawiono liczbe  liczba ocen
poszczegdlnych ocen, jakie bracia Bolek, 4~

Olek i Alek otrzymali na koniec pierw- 4|

szego semestru.

a) Ile procent ocen Olka to oceny dobre ORI
i bardzo dobre? 1

b) Ile procent wszystkich ocen braci sta- W ’7

dop dst db bdb cel

nowig oceny lepsze od oceny dopuszcza- ocena

jadcej? [0 Bolek [ Olek 1 Alek

Oblicz p% liczby z.

a) 1=2"5",p=55 b)r=+v16-5,p=12 c) o= V64-5% p=02

Wyznacz liczbe, ktérej p% jest rowne y.

a) y=2-3"p=50 Db)y=22-52p=20 c¢) y=2"'1:22p=125

Sprawdz sie

13.

14.

15.
16.

17.

Oblicz:
a) 5%, 10%, 20% liczby 200,
b) 2%, 4%, 12% liczby 50,

¢) 3%, 6%, 30%, 270% liczby 150,
d) 8%, 15%, 45%, 125% liczby 400.

Oblicz:

a) 4%o liczby 600, b) 5%o liczby 240, c¢) 16%o liczby 550.

Wyznacz liczbe, ktérej: a) 30% jest réwne 45, b) 120% jest rowne 90.

liczba dziewczat liczba chtopcow
4 ........................................ i 4 .................... i o b

Na diagramach przedstawiono
zestawienie ocen semestralnych
7 matematyki W pewnej kla_ 3 s e o QPR .| E———

iﬂ{q f}]f%

123456 123456
ocena ocena

sie (z podzialem na dziewczeta
i chlopcéw). Oblicz, ile procent
uczniéw otrzymalto ocene dobra,

a ile procent — ocene pozytywna.

O ile procent liczba x jest wieksza od liczby y? O ile procent liczba y jest
mniejsza od liczby 7

a) r =32,y =20
b) x =60, y = 48

c) z=8,y=6
d)z=24y=0,6

e) x =22, y=44
£) z =80,y =25

1. Liczby rzeczywiste

N

Powtorzenie

B Zestaw |

1.

Podaj wszystkie naturalne dzielniki liczby:

a) 18, b) 38, ¢) 40, d) 58, e) 68.

Jaka jest najwieksza liczba trzycyfrowa podzielna przez:
a) b, b) 6, c) 7, d) 15, e) 457

Wyznacz liczbe przeciwng do podanej liczby.

02 (T o (6 (-8 o8t (1))
b (-2)-3i+h @ -12-3Fesbis 0 agi(i-2)) -

Podaj liczbe przeciwna do liczby «x i liczbe odwrotna do liczby y.

a) x= (31 —15)- (-2t +1), y=(225—-35):2+1

o= (-4 (152, v=(-1)- 035—114—1%)

c) x=—48:06-+12-54—-12:1&, y=11 (=33 +(2-22)-0
d)z=03(3-3)—-(2-%):075, y=(3-11) - (-0,8) +1,44: 22
Wsréd ponizszych liczb wskaz liczbe niewymierna i podaj najwieksza licz-
be calkowit@ od niej mniejsza.

a) 4— Y2 14— /196, 2VT6— V36 ¢ Y24 YT BT 4 ¥R1
b) 42, 25,\/_\/_ d) V/7- /49, V5125

Wyznacz liczbe odwrotna do podanej liczby.

a) /2 V5 ¢) V25- VA0 o) = g) /12 : /2
b) (51T Q) VBV ) B h) (/120 /12
a) Oblicz iloraz sumy liczb x = 2 — V5 oraz y=4—+/51ich réznicy.

b) Oblicz szeécian réznicy liczb x =1 —6+/3 i y = 0,(9) — /3.

c¢) Oblicz réznice odwrotnoséci kwadratéw liczb = = % i y=0,2)-V3.

. Uzasadnij, ze podana liczba jest wymierna.

a) logs 6 + log; 1,5
b) log, 6 —log, 0,75

c) log 625+ log 16
d) log175 —log 13

e) log, 2 +log, 3
f) log, V18 — log, 3

Powtérzenie
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10.

11.

O ile procent zmienito sie pole prostokata, ktérego:
a) oba boki skrécono o 20%,
b) jeden bok skrécono o 10%, a drugi wydtuzono o 10%7

Liczba cztonkéow pewnego klubu golfowego wzrastala przez ostatnie trzy
lata 0 20% rocznie. Rok temu nalezalo do niego 216 oséb. Ilu cztonkow
liczyl ten klub trzy lata temu?

Wyznacz liczbe o 20% mniejsza od podanej liczby.

o) ~48:0,6+12-45—-12:14,
(2.25-3%):2+1 15 (-22)+(2-5%)05

Zestaw I

a) Suma trzech kolejnych liczb catkowitych jest o 15 wieksza od podwojonej
najwiekszej z nich. Wyznacz te liczby.

b) Suma czterech kolejnych liczb parzystych jest o 20 wieksza od potrojonej
najwiekszej z nich. Wyznacz te liczby.
Liczby = = 0,(3) i y = 1,(3) zapisz jako utamki zwykle i oblicz:

11 1 1 1
a);+§, b)§+y_27 C);—FQQ, d)ZC—y—Q

Oblicz sume oraz iloczyn liczb x i y.

a) ©= /1%, y=./53 ¢) v= {13 ¥={/3%

Wyznacz liczbe a.

a) V3= a c) \/1: = e) 2v/3

b f-va  a)L-va ) 3v3=Va
Oblicz « — <.

a) 2= /2 o)z = (V169 —/196)

_9)6
b) x =/ —2_333

e) =88+ 144
f) 2 =+v625—0.25

1. Liczby rzeczywiste

10.

11.

12.

13.

14.

Oblicz wartos¢ wyrazenia 2m — 3n, gdy:
a) 3™ =81, 0,5" = 0,125, c) 0,5™ =64, ()" = 3,375,
b) 6™ = 216, 0,4" = 2,5, d) (-1)" =-27, (-2)" = —15,625.

3

Podaj konieczne zalozenia i oblicz wartoéé¢ wyrazenia dla a = 2ib =2

4 9°
ab)~1 ab? . (ab) 3 a 1p2)3a2p°
) b) e )

Rozwiaz réwnanie.

12 25 h (1:2)73 T 9
7 xS x4 7 1
Oblicz.
183 123 163 143 901:2 . 240.3
a) R b) o c) I ) 61,3 .950,1

Uporzadkuj liczby a, b, c i d w kolejnosci rosnace].
a) a =log, 64, b=log;81, ¢=1log, 1024, d = log; 125
b) a = log, 2v/2, b =log, 9v/3, c¢=log, 32, d=log,0,04

Oblicz. Odpowiedz podaj w notacji wyktadnicze;.
(2,4-103)-(7-10'3)
a)
(6-106)-(3,5-10%)

(25-1072)-(6-1079)
(1,5-1011).(5-1079)

c¢) 2500000 -0,0015

b)

d) 420000000 : 0,003

Oblicz 125% liczby x, gdzie x jest rozwigzaniem podanego réwnania.

a)9—g:p:6 b)3m—7:%x—|—8 c) ‘7)_3—1—!—%_2

2 T 6
Oblicz:

a) 6%o liczby 400, b) 0,5%0 liczby 64, c) 20,5%o liczby 8.

Wyznacz liczbe:

a) o 2%o wieksza od 100, b) o 1,6%0 wieksza od 500.

. Uzasadnij, ze jesli z,y,2 #0oraz x +y ' — 272 =0, to:

2 2
a) v =242 b) y = —=

yz2 1—x2z2’

2 2_ Y _
xz® # 1, c) z2° = 1+xy,:1;y7£ 1.

. Uzasadnij, ze suma trzech kolejnych liczb naturalnych:

a) jest podzielna przez 3, b) parzystych jest podzielna przez 6.

Powtérzenie
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Sposob na zadanie

Przyktad 1
Ile jest liczb dwucyfrowych dodatnich, ktorych reszta z dzielenia przez 7 jest
rowna 37

Aby rozwiazaé to zadanie, mozemy postapi¢ na rézne sposoby.

« Liczb spetniajacych warunki zadania nie jest duzo, mozna je zatem wszystkie
wypisa¢: 10, 17, 24, 31, 38, 45, 52, 59, 66, 73, 80, 87, 94 — jest ich 13.

o Zauwazmy, ze najmniejszg liczbag dwucyfrowa spetniajaca podany warunek
jest 10, a najwicksza 94. Wszystkie te liczby mozna zapisa¢ w postaci 7n + 3,

gdzie 1 < n < 13, zatem jest 13 takich liczb. Lo
Odpowiedz: 13

-» Zadanie 20, str. 60
Przyktad 2

Ile jest liczb czterocyfrowych dodatnich, ktére sa podzielne przez 3 i przez 57

Zauwazmy, ze liczby podzielne przez 3 i przez 5 to liczby podzielne przez 15.
Najmniejsza liczba czterocyfrowa podzielng przez 15 jest 1005, a najwieksza
9990. Liczb spetliajacych warunki zadania jest zbyt duzo, aby je wszystkie
wypisac.

1005 = 15 - 67, 1020 = 15 - 68, 1035 = 15 - 69, ..., 9990 = 15 - 666
Kazda z tych liczb mozemy zapisa¢ w postaci 15 - n, gdzie 67 < n < 666.

Zatem takich liczb jest 666 — 66 = 600. .
Odpowiedz: 600

-» Zadanie 21, str. 60
Przyktad 3

Ile jest liczb trzycyfrowych dodatnich, ktore sa podzielne przez 5 lub przez 67

Rozpatrujemy liczby trzycyfrowe podzielne przez 5: 100, 105, 110, ..., 995.

Najmniejsza z nich jest 100, a najwicksza 995. Liczby trzycyfrowe podzielne

przez 5 mozna zapisa¢ w postaci 100 + 5n, gdzie 0 < n < 179, zatem takich

liczb jest 180.

Rozpatrujemy liczby trzycyfrowe podzielne przez 6: 102, 108, 114, ..., 996.

Najmniejsza z nich jest 102, a najwiekszg 996. Liczby trzycyfrowe podzielne

przez 6 mozna zapisa¢ w postaci 102 4+ 6n, gdzie 0 < n < 149, zatem takich

liczb jest 150.

Zauwazmy, ze dwa razy zostaly policzone liczby podzielne przez 30 (sa one

podzielne zaréwno przez 5, jak i przez 6).

Liczby trzycyfrowe podzielne przez 30 mozna zapisa¢ w postaci 120 + 30 n,

gdzie 0 < n < 29, takich liczb jest wiec 30.

Zatem liczb podzielnych przez 5 lub przez 6 jest: 180 + 150 — 30 = 300.

Odpowiedz: 300

-» Zadanie 22, str. 60
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1. Liczby rzeczywiste

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-12 wybierz wtasciwa odpowiedz sposréd podanych.

Zadanie 1 (0-1)
Liczba podzielng przez 15 jest

A. 9720279 B. 2220205 C. 22222220 D. 23420340
Zadanie 2 (0-1)

Liczba odwrotna do 025~ ” Jest

A. 6 B. 4 C. 14 D. -6

Zadanie 3 (0-1)
Najmniejsza liczba catkowita wicksza od 6 — 27 jest
A. —1 B. 0 C.1 D. -2

Zadanie 4 (0-1)
Liczba wymierna jest

2v/6—1/16 3-3 V25 +/5 V23
A‘T B. 7 C.T D. NG

Zadanie 53 (0-1)3
Ulamek =16 - v—16

jest rowny

V-4

~16 16
A. T B. 1 C. -4 D. 4
Zadanie 6 (0-1)
Utamek % jest réwny
A. 5° B. 15+2-5° C. 25 D. 57
Zadanie 7 (0-1)
Liczba logg 4 jest réwna

1 1 2 3
A.c 5 Bo g Co g Do 5

Zadanie 8 (0-1)
Cena ulgowego karnetu na basen stanowi 60% ceny karnetu normalnego. Kar-
net ulgowy kosztuje 60 zt. Za karnet normalny trzeba zaptaci¢

A. 84 7zt B. 100 zt C. 360 zt D. 36 zt

Zadanie 9 (0-1)
Oprocentowanie lokaty terminowej bylo réwne 4%. Po roku bank podwyzszyl
oprocentowanie do 5%. Oprocentowanie lokaty wzrosto

A. 0 20%. B. o 25%. C. 0 40%. D. o 75%.

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 10 (0-1)
Suma 2% 4 215 + 215 4 215 jest réwna

A. 20 B. 8'° C. 2'® D. 2'7

Zadanie 11 (0-1)
Ioczyn liczb 6,4 - 10% 1 8,5 - 1073 jest réwny

A. 544 -10° B. 0,544 - 10° C. 5,44 -10° D. 5,44 - 107

Zadanie 12 (0-1)
Liczba b jest o 20% mniejsza od liczby a, zas liczba ¢ jest o 20% wieksza od
liczby b. Zatem

C. a= L3¢ D.a=121c¢

_ 4 _
A.CL—BC B.a=c B 5

Zadanie 13 (0-1)

: : (_al) -, 41\ . —2§+0625 %
Dana jest liczba <2 ( 35) 7.45). Sril(06)

Ocen prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest fatszywe.

Podana liczba to liczba catkowita ujemna. P F

Podana liczba to liczba wymierna nieujemna. P F

Zadanie 14 (0-2)
Dokoncz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich otrzy-
mane zdanie byto prawdziwe.

Liczba wymierng jest

A. V6 (V3 +V2) E.
B. V6 (V6 + V/I5) F.
C. V5 (V5 + V/30) G.
D. V8 (V36 + V35) H.

Zadanie 15 (0-2)
Dokoncz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich otrzy-

(V48 + v/27)
(V54 + v24)
(V32 + v24)
(V25 4 v/49)

EEEE

mane zdanie byto prawdziwe.
Wartosé 2 przyjmuje wyrazenie
A. log, 1 +log, 1

B. log, 4 + log, 4

E. log, 4 + log, 2
F. log, 8 + log, 2
G. log, 4 —log, 2
H. log, 8 + log, 2

C. log, 4 — log, 2
D. log, 8 — log, 2

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 16
Dane sg liczby V11, V64, {/(—17)3, V121, V8, /12, /(-2)2.

Zadanie 16.1 (0-1)
Ocen prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.

Doktadnie dwie sposréd podanych liczb sa ujemne. P

Doktadnie dwie sposréd podanych liczb sa niewymierne. P

Zadanie 16.2 (0-1)
Uzupenij zdanie tak, aby bylo prawdziwe.
Suma dwdch najmniejszych liczb spo$réd podanych jest réwna [?].

Zadanie 17 (0-1)
Dane sa liczby = i y speliajace warunki: x < —1 oraz x < y < 0.

Dokoncz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedz A, B albo C
oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Iloczyn liczby o 1 wiekszej od x i liczby ¥y jest

A. | dodatni, 1. | jeden z czynnikéw jest réwny zero.
B. | réwny zero, | poniewaz | 2. | czynniki sg réznych znakéw.
C. | ujemny, 3. | oba czynniki sg ujemne.

Zadanie 18

Dane sg liczby a = 6 — 3v/48 1 b = 8 + 21/108.

Zadanie 18.1 (0-1)
Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz
jej uzasadnienie 1., 2. albo 3. Suma liczb a i b jest liczba

suma liczb niewymiernych jest

1.

A. | wymierna, liczba niewymierna.

poniewaz 9 suma liczb wymiernych jest liczba
, _ " | wymierna.
B. | niewymierna,
3. | suma tych liczb jest rowna 14.

Zadanie 18.2 (0-1)
Iloczyn liczb a i b jest rowny

A. 24(16 ++/3)  B. —24(16++/3)  C. —24(16 —/3)  D. 24(16 — /3)
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1. Liczby rzeczywiste

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 19 (0-2)
Okreél znak iloczynu liczb a = £ —2,(5) oraz b = V2 — 1,(4).

5

Zadanie 20 (0-2) = Przyktad 1, str. 56
Ile jest dodatnich liczb dwucyfrowych, ktérych reszta z dzielenia przez 6 jest
rowna 27

Zadanie 21 (0-3) = Przyktad 2, str. 56
Ile jest dodatnich liczb trzycyfrowych, ktére sa podzielne przez 3 i przez 47

Zadanie 22 (0-4) © Przyktad 3, str. 56
Ile jest dodatnich liczb trzycyfrowych, ktére sa podzielne przez 4 lub przez 57

Zadanie 23
Dany jest trojkat prostokatny, ktérego przyprostokatne maja diugosci 24/27

14v12.

Zadanie 23.1 (0-2)
Oblicz obwdd tego trojkata.

Zadanie 23.2 (0-2)
Kwadrat o boku a ma pole réwne polu tego trojkata. Oblicz a.

Zadanie 24 (0-2)

Cena brutto kurtki zimowej wynosita 307,50 zt. Na cene te sktadata sie cena
netto oraz 23% podatku VAT. Cena kurtki zostala obnizona i po obnizce
podatek VAT wynosit 51,75 zt. O ile zmniejszyta sie cena netto tej kurtki?

Zadanie 25 (0-2)
Cene towaru obnizono o 60%, a nastepnie podniesiono o p% i w ten sposéb
otrzymano cene sprzed obnizki. Wyznacz p.

Zadanie 26 (0-4)
Dane sg liczby z = (2 — 2) : (2 —-0,2) iy = (0,5-3)72-2%.371. O ile procent
liczba x jest wieksza od liczby y?

Zadanie 27 (0-4)

Woda ptynaca jednoczesnie z kranéw A, B i C moze napelnié¢ basen w ciggu
4 godzin. Woda plynaca tylko z kranu A napelnia w ciggu godziny 11—0 basenu,
a tylko z kranu B — % basenu. Ile czasu trwaloby napelnianie basenu woda
ptynaca tylko z kranu C?

Zadanie 28 (0-4)

Uzasadnij, ze jesli a = 45, b = (2—v/5)(1 = 2V5) i ¢ = (=2 +V/5)(11 +2v/5),
Va

to liczba
b+c

jest liczbg wymierna.
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1. Liczby rzeczywiste

Jezyk
matematyki

Wieza CN Tower w Toronto jest najwyzsza budowla na zachodniej (oAl
Stosunek jej wysokosci (553,33 m) d il s . C

wiezy (342 m), wynosi .okQI}I"
liczba lub zlotym stosunki em. (
tym stosunku, jesli osunek

calego odcinka do diuz
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2.1. Zbiory

Zgodnie z tradycja zbiory oznaczamy wielkimi literami. Aby opisa¢ zbior,
nalezy okreslié¢, jakie sg jego elementy. Mozna to zrobi¢ stownie lub (jesli to
mozliwe) wypisaé jego elementy, np.:

N =1{0,1,2,3,4,5, ...} — zbiér liczb naturalnych

A ={1,2,4,5,10,20} — zbiér naturalnych dzielnikéw liczby 20

Zbior, ktory ma skonczong liczbe elementow, nazywamy zbiorem skonczonym.
Zbioér, do ktorego nalezy nieskonczenie wiele elementéw, nazywamy zbiorem
nieskonczonym.

Aby zapisac¢, ze element nalezy do zbioru, uzywamy symbolu €, np. 7 € N,
aby zapisaé, ze element nie nalezy do zbioru — symbolu ¢, np. v2 ¢ Q.
Zbior, do ktorego nie nalezy zaden element, nazywamy zbiorem pustym i ozna-
czamy symbolem 0.

Cwiczenie 1
Na diagramie przedstawiono zbiér A. Okredl, czy zdanie jest prawdziwe.

a) 2e€ A c) V16 e A e) 6¢ A
b)le A d) vVoe A f) 6¢ A

Jeszcze innym sposobem opisania zbioru jest podanie warunku, jaki musza
spelniaé jego elementy. Na przyklad zapis B = {n € N: n? < 16} oznacza, ze
B=1{0,1,2,3,4}.

Przyktad 1

Opis stowny zbioru Wypisanie elementow Zapis symboliczny

A jest zbiorem tych liczb
catkowitych, ktorych kwadraty | A = {-2,2}
sa rowne 4.

A={x el 2*> =4}

B jest zbiorem tych liczb
naturalnych, ktérych kwadraty | B = {0,1,2,3,4,5}
sg mniejsze od 30.

B ={n e N: n? <30}

Cwiczenie 2

Wypisz wszystkie elementy zbioréw D, E' i F' oraz podaj ich zapis symboliczny.
D — zbiér tych liczb naturalnych, ktérych kwadraty sa mniejsze od 5

E — zbiér tych liczb calkowitych, ktorych kwadraty sg mniejsze od 5

F' — zbior tych liczb rzeczywistych, ktérych kwadraty sa rowne 5

2. Jezyk matematyki

Definicja

Dwa zbiory sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy maja te same elementy.

Cwiczenie 3

Ktére sposréd zbioréw A, B i C' sa réwne?

a) A={-6,-3,0,3,6}, B={-6,-3,0,3,6,8}, C ={0,3,-3,6,—6}

b) A ={-3,-2,—1, %, 1,2,3}, B={xeZ:2* <15}, C — zbidr tych liczb
catkowitych, ktorych kwadraty sa mniejsze od 10

Kazda liczba naturalna jest liczba catkowita. Méwimy, ze zbior liczb natural-
nych jest podzbiorem zbioru liczb catkowitych.

Definicja
Zbior A jest podzbiorem zbioru B, jesli kazdy element zbioru A jest ele-
mentem zbioru B. Méwimy tez, ze zbiér A jest zawarty w zbiorze B.

Zapisujemy to: A C B.
Zapis A ¢ B oznacza, ze A nie jest podzbiorem zbioru B.

Uwaga. Dla dowolnego zbioru A zachodzg zaleznosci: A C Ai () C A.
Jesli AC Bi B C A, tozbiory Ai B saréwne: A = B.

Przyktad 2 1 )

Na diagramie obok przedstawiono zbiory:

A=1{1,2,3,4,5,6,7}, B=1{1,2,3},C = {6,7}.

Miedzy tymi zbiorami zachodza zaleznosci:
BCAiCCA N J

Cwiczenie 4

Czy prawdziwa jest ktéras z zaleznosci: A C B, B C A?

a) A={1,2,3,4,5,6,7}, B={3,4,5,6,7}

b) A={-4,-2,-1,0,1, 2,4}, B={x € Z: 2* <20}

c) A — zbiér dzielnikéw liczby 40, B — zbiér dzielnikéw liczby 60

Zwroémy uwage, ze dla poznanych dotychczas

zbioréw liczbowych zachodza zaleznosci:
NCcZcQcR

 Czjofk

Cwiczenie 5
Uzasadnij, ze: a) Z ¢ N, b) R ¢ Q.

2.1. Zbiory
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Zadania

1.

2.

Stowo ,zbior” w jezyku potocznym jest uzywane
w wielu sytuacjach. Na przyktad zbiorami nazywa
sie roznorodne kolekcje gromadzone przez hobbystéow
czy tez kolekcje dziet sztuki. Wazon z irysami na
zoltym tle — obraz Vincenta van Gogha, nalezy do
zbiorow Muzeum van Gogha w Amsterdamie.

Okresdl zbiory A i B, wypisujac wszystkie ich elementy. Czy zachodzi ktéras
z zaleznosci: A C B, B C A?

a) A — zbiér naturalnych dzielnikéw liczby 12,
B — zbiér naturalnych dzielnikéw liczby 24

b) A — zbiér naturalnych dzielnikow liczby 42,
B — zbiér naturalnych dzielnikow liczby 45

Wypisz wszystkie dwuelementowe podzbiory zbioru A.
a) A=1{0,1,2} b) A={a,b,c} c) A=1{1,2,3,4}

Wypisz wszystkie czteroelementowe podzbiory zbioru {a, b, ¢, d, e}.

Wypisz elementy zbioru X, do ktérego naleza tylko nieparzyste liczby
naturalne takie, ze ich:

a) kwadrat jest mniejszy od 180, b) pierwiastek jest mniejszy od 5.

Sprawdz sie

@ 5. Czy zbiory A i B maja tyle samo elementéw? Uzasadnij, ze A ¢ B.

I 64

6.
7.

a) A — zbiér dzielnikow liczby 6, B — zbiér dzielnikéw liczby 15
b) A — zbiér dzielnikéw liczby 18, B — zbior dzielnikéw liczby 30
c) A — zbiér dzielnikow liczby 36, B — zbior dzielnikéw liczby 48

Wypisz wszystkie trzyelementowe podzbiory zbioru {0, 1,2, 3}.

Wypisz trzyelementowe podzbiory zbioru {0, 1,2,3,4}, dla ktorych:
a) suma wszystkich elementow jest wieksza od 7,

b) iloczyn wszystkich elementow jest réwny 0.

2. Jezyk matematyki

2.2. Dziatania na zbiorach

Na zamieszczonym obok diagramie U oznacza zbior
wszystkich rozpatrywanych elementéw i jest nazywany
przestrzenia. Gdy méwimy o liczbach, to przestrzenia
jest zwykle zbidr liczb rzeczywistych R.

Definicja
Iloczynem (czeScia wspdlna) zbioréw A i B nazywamy zbiér elementéw,

ktore naleza jednoczesnie do obu tych zbioréw. Iloczyn zbiorow A i B

oznaczamy AN B.
ANB={x:x€A i z€B}

Na zamieszczonym obok diagramie iloczyn
zbioréw A i B jest przedstawiony jako obszar
podwdjnie zakreskowany.

Przyktad 1
Niech A ={1,2,3,4}, B = {0,2,4,6,8,10}. Tylko liczby 2 i 4 naleza do obu
zbioréw jednoczes$nie, zatem:

AN B ={2,4}

Cwiczenie 1
Na podstawie diagramu podaj elementy zbioréw A, B oraz AN B.

a) A B b) A B

Cwiczenie 2

Wyznacz iloczyn zbiorow A i B.

a) A={1,3,5,7}, B={2,3,4,5,6}

b) A=1{0,2,4,6,8,10,12,14,16,18}, B = {0,3,6,9,12,15,18}
) A={3,1, 1111111 p_flo 20 30 40 50

2737475767 77879 1007 1007 100’ 100’ 100

2.2. Dziatania na zbiorach
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Zbiory A i B nazywamy rozlacznymi, gdy nie maja

wspélnych elementéw, czyli gdy AN B = (). Na
zamieszczonym obok diagramie przedstawiono roz-
U

taczne zbiory A i B.

Cwiczenie 3

Czy zbiory X i Y sa roztaczne?

a) X — zbior liczb parzystych, Y — zbidr liczb nieparzystych

b) X — zbiér liczb parzystych, Y — zbiér liczb podzielnych przez 5

Definicja
Suma zbioréw A i B nazywamy zbior elementow, ktore nalezg do co naj-
mniej jednego ze zbioréw A lub B. Sume zbioréw A i B oznaczamy AU B.

AUB ={x:x€ A lub xz€ B}

Na zamieszczonym obok diagramie suma zbioréw )
A1 B jest przedstawiona jako obszar zakreskowany.

Przyktad 2
Jesli A =1{2,3,4} i B=1{1,3,5,7}, to
AUB=1{1,2,3,4,5,7}.

Cwiczenie 4
Na podstawie diagramu podaj elementy sumy zbioréw A i B.
a) A B ) b) ( A B )

Coe &

U U

Cwiczenie 5

Wyznacz sume zbioréw A i B.

a) A={5,10,15,20,25}, B ={9,10,11,12,13,14,15}

b) A — zbiér dzielnikéw liczby 6, B — zbiér dzielnikow liczby 8
c) A — zbior liczb parzystych, B — zbior liczb nieparzystych

T

a) AUB, AUC, BUC, AUBUC, A
o U

b) ANB, AnNC, BNC, ANBNC.

Cwiczenie 6
Korzystajac z diagramu, wyznacz zbiory:

2. Jezyk matematyki

Definicja
Roéznica zbioréw A i B nazywamy zbior elementéw, ktére naleza do zbio-
ru A i nie nalezg do zbioru B. Roznice zbioréw A i B oznaczamy A \ B.

A\B={x:x€cA i ¢ B}

Obszary zakreskowane na ponizszych diagramach przedstawiaja:

zbior A\ B, zbiér B\ A.

A B A B
\ U U
Przyktad 3

Dane sg zbior A = {0,2,4,6,8} i zbior B = {0,1,2,3}. Wyznacz zbiory A\ B
oraz B\ A.

A\ B = {4,6,8} B\ A={1,3

Cwiczenie 7

Dane sg zbiory A = {0,2,4,6,8} — zbior liczb
parzystych mniejszych od 91 B = {0,1,2,3} —
zbioér liczb naturalnych mniejszych od 4. Wy-
znacz zbiory A\ Bi B\ A.

Cwiczenie 8
Dla podanych zbioréw A i B wyznacz zbiory A\ B i B\ A.
a) A: {17273}7 B: {2737475} b) A: {1737577}7 B: {07172737475}

Szczegbdlnym przypadkiem réznicy zbioréw jest ¢
dopelienie zbioru, ktore oznaczamy przez A’ /
i definiujemy jako roéznice calej przestrzeni
i zbioru A:
A=U\A={zxecU:z¢ A} /
Obszar zakreskowany na diagramie to zbior A’. %

2.2. Dziatania na zbiorach
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Zadania

1. Na diagramie przedstawiono zbiory A i B. [ A B )
Wyznacz zbiory AUB, ANB, A\ B, B\ A.

2. Dla podanych zbioréw A i B wyznacz zbiory 0
AUB, AnB, A\ B, B\ A. U

a) A: {CL?C?e?g}? B: {d7e7f7g}
b) A={1,5,7,9}, B ={4,5,6,7,8}

3. W pewnej 30-osobowej klasie 16 uczniéw jezdzi na nartach, a 10 — gra
w hokeja. Wiadomo, ze potowa ucznidéw grajacych w hokeja jezdzi na nar-
tach. Ilu uczniéow nie uprawia zadnego z wymienionych sportéw?

4. Na ktérym z ponizszych diagraméw ciemnoniebieski obszar odpowiada

IT ‘ I1I ‘
AN AvA

A& S J A J

a) (ANB)\C b) O\ (AU B)

podanemu zbiorowi?

Sprawdz sie

5. Na diagramie przedstawiono zbiory A i B. Do ktérych ze zbiorow A U B,
AN B, A\ B, B\ A naleza tylko liczby nieparzyste?

a) A B b) A B

® o

U U

6. Dane sg zbiory: A — zbior spolglosek w stowie arytmetyka, B — zbior spol-
glosek w stowie geometria oraz C' — zbior spolgltosek w stowie algebra.
Wyznacz zbior:

a) ANB, c) B\ A, e) B\C,
b) A\ B, d) BNnC, f) C'\ B,

g) ANBNC,
h) AUBUC.

2. Jezyk matematyki

Przypomnij sobie

Os liczbowa

0§ liczbowa to prosta, na ktérej wyrdzniono punkt zerowy (poczatek osi),
zwrot oraz przynajmniej jeden punkt wskazujacy na jednostke.

Kazdej liczbie rzeczywistej odpowiada doktadnie jeden punkt na osi liczbowe;.
Kazdemu punktowi na osi liczbowej przyporzadkowana jest doktadnie jedna
liczba zwana wspoétrzedna tego punktu.

Na ponizszej osi liczbowej punkt P odpowiada liczbie —4, co mozemy zapisac
jako P(—4). Pozostale punkty: Q(2), R(42).

2
P , , , , , Q , R

-6 -5 -4 -3 2 1 0 1 5 3 A 5 6

1. Odczytaj wspoétrzedne punktow zaznaczonych na osi liczbowe;j.

A A B C b) .4, __B._C
' 0 1 ' ' 0 1

2. Odczytaj wspotrzedne punktéw zaznaczonych na osi liczbowej.
a) + A + + B + C C) + A + + B g
0 10 0 0,1
b) 4 ' ' @ ¢ d) 4 ' ' ; I ' ¢
0 200 0 0,02

3. Na osi liczbowej zaznaczono przyblizone potozenie punktow odpowiadaja-
cych liczbom —v/7 oraz v/2. Przerysuj te o$ do zeszytu i zaznacz na niej
przyblizone potozenia punktéw odpowiadajacych liczbom —+/10, —v/2,
V3, V5, VT,

-7 | | V2

3 9 1 0 1 5 3

4. Na ktérym z ponizszych rysunkéw zaznaczono zbior tych liczb x, ktore
spetniaja podany warunek?

T ee— 111 A ———
0 1 0 1
| | P ‘ ‘ IV. ‘ — 1
0 1 0 1
1 3 1 1
a) v <3 b) x < 3 c) T>—3 d) 2> —3

5. Zaznacz na osi liczbowej zbiér tych liczb x, ktére spetniaja warunek:
a) x <4z, b) z < —23, c) x> —3%, d) = > 8,3.

6. Zaznacz na osi liczbowej zbiér tych liczb x, ktére spetniaja warunek:
a) v > 21, b) x < —35, c) x < 0,03, d) = > —3%.

Os$ liczbowa
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2.3. Przedziaty

B Przedziaty ograniczone

Przyktad 1
Zaznacz na osi liczbowej zbior tych liczb x, ktore spelniaja jednoczesnie dwa
warunki (dwie nieréwnosci): x > —2 1 x < 3.

Liczby, ktoére speiniaja obie nieréwnosci jednocze$nie, musza by¢ wieksze
od —2 i mniejsze od 3, co mozemy tez zapisa¢ symbolicznie za pomoca po-
dwojnej nieréwnosci: —2 < x < 3. Na osi liczbowej zbiér ten przedstawiamy
nastepujaco:

'L + + + + JI‘
—2 0 3

Liczby —2 i 3 nie naleza do zbioru. Na osi zaznaczamy je pustymi kotkami.

Ten zbiér nazywamy przedzialem otwartym od —2 do 3, co symbolicznie za-
pisujemy (—2;3). Liczby —2 i 3 nazywamy koncami przedziatu.

Podajac, ktére liczby = spetniaja obie nieréwnosci, piszemy: z € (—2;3).

: : Warunek, jaki spelniaja [lustracja
Nazwa zbioru Oznaczenie . . .
liczby x nalezace do zbioru graficzna
przedzial otwarty (a;b) a<xz<b ¢

Uwaga. Przedzial otwarty (a;b) czesto zaznacza sie na osi liczbowej nastepujaco:

I\ )\
a b

Cwiczenie 1
Zapisz nieréwnosci, ktore sa spetnione przez liczby nalezace do podanego prze-
dziatu. Zaznacz ten przedzial na osi liczbowe;j.

a) (—3;2) b) (0;4) c) (—33) d) (100;150)

Przyktad 2
Zaznacz na osi liczbowej zbiér liczb speliajacych warunek: —2 < z < 3.

l + + + + JI‘
—2 0 3

Liczby —2 i 3 nalezg do zbioru, dlatego na osi konce przedziatéw zaznaczamy
zamalowanymi kotkami. Ten zbiér nazywamy przedzialem obustronnie dom-
knietym od —2 do 3 i zapisujemy symbolicznie [—2; 3].

2. Jezyk matematyki

Jesli do przedziatu nalezy tylko jego lewy koniec, to taki przedzial nazywamy
lewostronnie domknietym, a jesli nalezy do niego tylko jego prawy koniec —
to prawostronnie domknietym.

. . Warunek, jaki spetniaja [lustracja
Nazwa zbioru Oznaczenie | . . .
liczby x nalezace do zbioru graficzna

przedzial domkniety [a; b] a<xT<b . 7
przedzial lewostronnie
domkniety [a; b) a<x<b a b
przedzial prawostronnie
domkniety (a; ] a<z<b _(C)L—l:_)

Dlugoscia kazdego z przedzialow (a;b), (a;b] [a;b) [a;b] nazywamy liczbe: b — a.

Cwiczenie 2

Zapisz nieréwnosci, ktore sa spetnione przez liczby nalezace do podanego prze-
dziatu. Zaznacz ten przedzial na osi liczbowej. Podaj, ile liczb calkowitych
nalezy do tego przedziatu.

a) [—1;4] b) [3:5) c) (=2;—3] d) [~60;40]
B Przedziaty nieograniczone
Przyktad 3

a) Zbiér liczb speliajacych nieréwnosé x > —1 nazywamy przedzialem lewo-
stronnie otwartym od —1 do oo i zapisujemy symbolicznie (—1;00).

5 :
-1 0

b) Zbior liczb speliajacych nieréwno$é x < 3 nazywamy przedzialem prawo-
stronnie otwartym od —oo do 3 i zapisujemy symbolicznie (—oo;3).

+ + + 'L
0 3

Przyktad 4
a) Zbiér liczb speliajacych nieréwnosé x > —1 nazywamy przedziatem lewo-
stronnie domknietym od —1 do oo i zapisujemy symbolicznie [—1;00).

. :
-1 0

b) Zbiér liczb spetniajacych nieréwnosé z < 3 nazywamy przedzialem prawo-
stronnie domknietym od —oo do 3 i zapisujemy symbolicznie (—oc; 3].
)

0o R

Uwaga. Zbiér liczb rzeczywistych R mozemy zapisaé jako przedzial (—oo;00).

2.3. Przedziaty
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Cwiczenie 3
Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja uzupetnij.

N b 0 ) Warunek, jaki spelniaja [lustracja
azwa ZbIoTl ANACZEIIE liczby x nalezace do zbioru graficzna
przedzial otwarty (a;00) ? -
przedziat lewostronnie
. > ?
domkniety [a; 00) r=a
? ? r<b -
b
! (—00;0) i i
Zadania

1. Zapisz jako przedzial zbior liczb spetniajacych podany warunek. Zaznacz

ten przedzial na osi liczbowe].
a) —T<r<0 ¢ i<a<v2 e z>24 g) x
x> —3 h) x

b) i <z<9 d) -2 <z<5 f)

2. Zapisz symbolicznie przedzial zaznaczony na osi liczbowej i podaj waru-
nek, jaki musza spelnia¢ liczby nalezace do tego przedziatu.

a) 7 s c) 1 g e) 0 1T g) S 1 =
3 3 1
b) "5 20 )73« 079 /o h) = 2

3. Zaznacz na osi liczbowej i zapisz w postaci przedziatu zbiér wszystkich:
a) liczb dodatnich, ktérych odlegto$é od zera jest mniejsza od 4,
b) liczb ujemnych, ktorych odlegtos¢ od zera jest nie wieksza niz 4,
¢) liczb nieujemnych, ktérych odleglosé od zera jest wieksza od 2%,

d) liczb niedodatnich, ktérych odleglogé od zera jest nie mniejsza niz /2.

4. Zaznacz na osi liczbowej i zapisz w postaci przedziatu zbior, do ktorego
naleza liczby odlegte:
c¢) od liczby 3 o nie wiecej niz 2,

d) od liczby —7 o nie wiecej niz 2.

a) od liczby 1 o mniej niz 2,

b) od liczby —1 o mniej niz 3,

2. Jezyk matematyki

5. Wypisz wszystkie liczby calkowite nalezace do podanego przedziatu.

a) [—1;4) b) (0;6) c) [-2;7] d) [-2;-2]
6. lle liczb catkowitych x spelnia podany warunek?

a) VEelli2 b)) Vael%3] o Yae(Li2)  d) ael-20)
7. Sprawdz, czy zachodzi ktoras z zaleznosci: A C B, B C A.

a) A=(-1;2], B=[-1;3) c) A= (-%;8), B=[-%; 8]

87 8 7T

b) A= (—00;7), B=(2;7] d)Az(%;?),B:(W;@)

8. Okresl najdtuzszy przedzial domkniety, ktorego konce sg liczbami catko-
witymi i ktory jest zawarty w podanym przedziale.

a) (—23:5] b) (—;6) c) [-3%;2%) d) [-v2;v3]
9. Wskaz na osi liczbowej liczbe jednakowo odlegta od koncéw przedziatu:

a) [_3; 1]7 b) [_2;3]7 C) [\/534\/5]7 d) [121;2%]-

10. Dla jakich wartoéci parametru p przedzialy [p; p+ 1] oraz [2p; 2p+ 1] maja
doktadnie jeden punkt wspolny?

11. Wspélrzedne (z,y) punktéw nale- _ _y
zacych do prostokata A (rysunek --

obok) spetniaja warunki: = € [3;5] .. . AN
iy e [—1;3]. Zapisz warunki, jakie - ativagen
spetniaja punkty nalezace do: T Py -
a) prostokata B, BRI T N O O 0 D ¢
b) kwadratu C. SR BEE -

Sprawdz sie

12. Zaznacz na osi liczbowej podany przedzial. Ile liczb catkowitych nalezy do
tego przedziatu?

a) [-3;2] b) (—1;6) c) [~13:4)

13. Zapisz nieréwnosci, ktore sa spetnione przez liczby x nalezace do poda-

d) (=245

nego przedziatu. Ile liczb catkowitych podzielnych przez 3 nalezy do tego
przedziatu?

a) [—3;5] b) [—v/5; V5]

14. Ktoére sposrod liczb —%, —2%, 3%, 7 naleza do podanego przedziatu?
a) (—22%;32] b) [—22;3,4) c) [—2;3,14] d) (—24;34)

¢) [—%; 3] d) (—m;2m)
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2.4. Dziatania na przedziatach

Przedzialy to podzbiory zbioru liczb rzeczywistych. Mozna wykonywac na nich
dziatania: U, N, \.

Przyktad 1
Wyznacz zbiory AUB, ANB, A\ B, B\ Adla A=[-2;3]1 B =(0;5).

Kiedy wykonujemy dzialania na przedziatach, wygodnie jest postugiwaé sie
ich ilustracja graficzna.

A B
§ : 5 : : 3 !
—2 0 3 )
AUB =[-2:5) Sumie przedzialéow A i B odpowiada ta czesé osi,
N ’ ktoéra jest zaznaczona co najmniej jednym kolorem.
Iloczynowi przedzialéw A i B odpowiada ta czeS¢ osi,
AN B =(0;3] L :
ktora jest zaznaczona dwoma kolorami.
Réznicy A\ B odpowiada ta czes$¢ osi, ktora jest
A\ B =[-2;0 o
zaznaczona tylko kolorem niebieskim.
B\ A= (35) Réznicy B\ A odpowiada ta czes$¢ osi, ktora jest

zaznaczona tylko kolorem czerwonym.

Uwaga. Wykonujac dziatania na przedziatach, zwré¢ szczegdlna uwage na ich konce.
Na osi liczbowej uzywamy pustego koétka, gdy liczba odpowiadajaca temu punktowi
nie nalezy do zbioru, a kétka zamalowanego — gdy nalezy.

Cwiczenie 1

Wyznacz zbiory AUB, ANB, A\ B, B\ A.

a) A= (1;4), B=(2;6) c) A=[1;3], B=[-5;3]
b) A=[-4;1], B=[1;3) d) A=(-3;2], B=(-1;2]

Przyktad 2
Zbiér X zaznaczony na osi liczbowej jest suma przedziatéw [—3;0) i (1;4].

T S y X =[=30) U (1;4]
Cwiczenie 2
Zaznacz na osi liczbowej zbiér X.
a) X =[—4;—-1]U[2;4) b) X = [—6; 5] U (—3;2) U [4;00)

2. Jezyk matematyki

Przyktad 3
Dane sa zbiory A = [—2;3] i B = [0;2]. Wyznacz zbiér A\ B.

A B

R6znicy zbioréow A i B
jest suma przedziatow.

O¢-
NoY S5
woe-

G
A\ B =[-2;0)U (2;3]

Cwiczenie 3

Wyznacz zbiér A\ B.

a) A=[-54], B=(-3-1)
b) A=[-3;5), B=[2;2)

12

c) A=[-3;00), B=[-1;2)
d) A=R, B=[-31]

Zadania

1. Wyznacz zbiory AUB, ANB, A\ B, B\ A.
a) A=(-3;0), B=[-1;4) d) A= (-o0;2], B=10;2)
b) A= (-4;2], B=[-1%;3) e) A=[-1;2], B =[2;00)

c) A=[-5;4], B= (—22;,0] f) A= (—00;6), B=[—3;00)

2. Zaznacz zbiér X na osi liczbowej.
a) X =(-1;3) U {5} b) X =[0;2]U{3,4} c) X ={1}U(3;5]
3. Zaznacz na osi liczbowej i zapisz jako sume przedzialéw podany zbior.

a) R\ (=2;3) b) R\ [-3:3] o) R\(0;10]  d) R\[-v2;v2)

4. Zaznacz na osi liczbowej zbiory A i B, a nastepnie wyznacz zbiory AU B,

ANB, A\ B, B\ A.
a) A= (-3;1)U(3;6), B=(0;4) b) A=1[0;7], B=(1;3)U[8;9]

Sprawdz sie

5. Zaznacz zbiér X na osi liczbowe;j.
a) X =(—4;0)U(2;4)
b) X =[-3;1]U[2;5)

c) X =[-2;0]U[1;2] U [4; 6]
d) X =(-3;—-1)U (0;2] U [3;6)

6. Niech A = (-5;3), B = (—T;4). Ile liczb catkowitych nalezy do zbioru:
a) AU B, b) AN B, c) A\ B, d) B\ A?

7. Ktory ze zbiorow AU B, AN B, A\ B, B\ A jest zbiorem pustym?
a) A=[0;4], B=(0;4) b) A=[1;3), B=(3;6]

2.4. Dziatania na przedziatach
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Przypomnij sobie

Rozwigzywanie rownan

1.

Rozwiaz réwnanie.
Sprawdz, czy liczba p spelnia podane

a)2r—3=9
rownanie. 2% —3=19/+3
a) 20 —5r =4 — 13z, p= —2 20 =12 / : 2
b) 3z — (1+5z) = 32+ 14, p = =5 =6

Rozwiaz réwnanie. Rozwiagzaniem jest liczba 6.

a) 20 +4=9 ) dr+3=20-9  b)TEL=5
b)—3$+6:7 d)$—6:5$—2 ;:(:—21—6:5/2
Rozwiaz réwnanie. r+6=10/—6
a) 4333_1:5 c) 6x;1:x x=4

_ _ Rozwiagzaniem jest liczba 4.
b)243x:1 d)3_$:2x23 q J

Liczba x jest rozwigzaniem podanego réwnania. Oblicz sume liczby prze-
ciwnej i liczby odwrotnej do .

3x—5 3x+5 x+4 —2x—5 0,5z + 2,5
a _— C — g
) 2 +3 6 ) 2 6 3
b) 4:1:+1:2_4—8:c d) 5—4$_6x—1:4x—1
5 3 4 3 12

Rozwiaz rownanie.

a) 3(2z —7)— (7Tx —13) = —10

b) —2(—27 — 3x) = —3(2z — 10)
¢) 6—2(2z—3) =4z —2(3 - 32)

d) 390::10—( —(a:—3)>
e) 5a:—(2:13+(3—a:)):11

f) 1—(m—(x—(x—1))):0

Sprawdz, czy réwnanie jest tozsamosciowe (spelnione przez kazda liczbe
rzeczywista), czy sprzeczne (niespelnione przezzadna liczbe rzeczywista,).

a) 3r —6=1—(7— 3z) ¢) 2(4z—6) = 2(92 — 6)
b) 4 — (3+22) =5 — (22 +6) d) 1(8—iz)=4— 1z

2

Poczawszy od liczby x, wykonano kolejno ciag operacji. Wyznacz liczbe .

liezba o pomnoz dodaj 6 podziel
przez 4 przez 3

odejmij 2 pornoz dodaj 9 liczba 17
przez 2

2. Jezyk matematyki

2.5. Rozwiagzywanie nieréwnosci

Warunek ax + b > ¢, gdzie x jest niewiadoma, nazywamy nieréwnoscia.
Moéwimy, ze liczba spelnia nieréwnos¢, jesli po podstawieniu jej na miejsce
niewiadomej otrzymujemy nieréwnos¢ prawdziwa. Na przyktad liczba 7 spet-
nia nieréwnos¢ x + 1 > 5, bo 7+ 1 > 5. Rozwiazanie nieréwnosci polega na
wyznaczeniu zbioru wszystkich liczb, ktore ja spelniaja.

Cwiczenie 1
Sprawdz, czy podana liczba spelnia nieréwnos¢ %x —2<1.

a) 2 b) 4 ¢) 6 d) 8

Przyktad 1

C . Nieréwnosci, w ktorych wyste-
a) Rozwiaz nieréwnosé x + 3 > 7.

puje znak > lub <, nazywamy

x+3>7 nierownosciami ostrymi.
r+3—-3>7-3
x >4 Nier6wnosé jest prawdziwa dla = € (4; 00).

b) Rozwiaz nieréwnoéé¢ x — 4 < 5. Nieréwnosci, w ktorych wyste-

puje znak > lub <, nazywamy

x - 4 < 5 . 14 L4 . . . .o
Nnierownosclamnil nleostryml.
r—44+4 <5 +4
r <9 Nier6wnosé jest prawdziwa dla x € (—oo; 9.

Zauwaz, ze dodanie tej samej liczby do obu stron nieréwnosci lub jej odjecie
od obu stron odpowiada czynnosci przeniesienia tej liczby na druga strone
nieré6wnosci z przeciwnym znakiem.

Cwiczenie 2
Rozwiaz nierownosé. Podaj najmniejsza liczbe naturalng speiniajaca te nie-
réwWnosc.

a) t+309 <273 b)z—1>2

c)x—:<-5: d)2r—-3>z+17

W=

Definicja

Dwie nieréwnosci nazywamy rownowaznymi, jesli maja one ten sam zbior
rozwigzan.

Cwiczenie 3
Czy podane nierdéwnosci sg rownowazne?
a) r — 13 <56, x+26> 95 b)r+3>2 o+5>

12

N [

2.5. Rozwigzywanie nieréwnosci
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Twierdzenie

Jezeli obie strony nieréwnosci pomnozymy lub podzielimy przez t¢ sama
liczbe dodatnia, to otrzymamy nieréwnosé réwnowazna.

Przyktad 2
Rozwiaz nieréwnos¢ 6x + 5 < 17.
6xr +5 < 17 Od obu stron nieréwnoéci odejmujemy 5.
6r <12 /:6 Obie strony nieréwnosci dzielimy przez 6.
r <2
Cwiczenie 4

Rozwiaz nieréwnosc.
a) 3xr+7<34 b)dz—-1>1 ¢ 0lz+1<—-f d)bz—T7>3x+5
Twierdzenie

Jezeli obie strony nieréwnosci pomnozymy lub podzielimy przez te sama
liczbe ujemna, to po zmianie zwrotu nieréwnosci otrzymamy nieréwnosc

réwnowazna.
Przyktad 3
a) Rozwiaz nieréwnosé —ix > 5.
1 . . , . .
—37 >5/-(=3) Obie strony nieréwnoéci mnozymy przez —3.
r < —15 Zmieniamy zwrot nieréwnoéci.

Zwr6é uwage na to, ze zamiast mnozy¢ obie strony nieréwnosci przez liczbe
ujemna (—3), mozna je pomnozy¢ przez 3 i przenie$¢ odpowiednie wyrazy na
druga strone nieréwnosci.

b) Rozwiaz nieréwno$¢ —6z — 4 < —13.

—6xr —4 < —13 Do obu stron nieréwnosci dodajemy 4.
—6x < —9 /:(—6)  Obie strony nieréwnosci dzielimy przez —6.
T = % Zmieniamy zwrot nieréwnosci.
Cwiczenie 5
Rozwiaz nieréwnos¢. Zaznacz na osi liczbowej zbior rozwiazan tej nieréwnosci.
a) —3x—7<2 c) 3(x—1)>x+5 e) L2 <22
b) —2z+1<5 d) 2(z+ 1) > 5z +4 f) 222 <2

2. Jezyk matematyki

Definicja
Nierownos¢, ktora nie jest spetniona przez zadna liczbe rzeczywista, nazy-
wamy nieré6wnoscia sprzeczna.
Nierownos¢, ktora jest spetniona przez kazda liczbe rzeczywista, nazywamy
nierownoscig tozsamosciowa.

Przyktad 4
Rozwiaz nieréwnosc.
1-3 1 S5r —2
a) 6x<—§x b) m5 >z —2
1—-3x 1 Sx —2
= <—§CC/-6 = >x—2/-5
1 -3z < -3z or — 2 2 dx — 10
1 <0 sprzecznosé —2 > —10 tozsamosé

Nieréwnosé jest sprzeczna. Nieréwnosé jest tozsamosciowa.

Cwiczenie 6
Sprawdz, czy podana nierownos¢ jest tozsamosciowa, czy sprzeczna.

a) 3(2—+x) > —0,50 +1 d) 2522 > 22 45

b) —2(3z —2) > (3 — 4x) e) L8 22l 222
) 55 <t - R
Zadania

1. Zapisz w postaci przedziatu zbidr liczb speilniajacych ponizszy warunek
(klamra oznacza, ze obie nieréwnosci maja by¢ jednoczes$nie spelnione).

z+9>13 3246 > —9
a) b) c)

2r —6 < 4 1l—ax>3

—2z+3<4
b—4xr > 1
2. Zaznacz na osi liczbowej i zapisz w postaci przedziatu zbior liczb, ktére

jednoczesnie spetniajg obie podane nieréwnosci. Podaj najmniejsza i naj-
wicksza liczbe catkowita nalezaca do tego przedziatu.

a) 2r+20>8 1 h<l—ux c) 2r4+3<7 i 3—4x<19
b) 2z 4+3>2 1 4 <3 d)3z+9>-71 =3z >4x+ 21

3. Ktore sposréd liczb a = 1—+v/2, b = V/5—1, ¢ = 742 spelniaja nieréwnosé:

3 2 1 3x—2 x4+ 1 3x+2
a) Z$—§>flf+§, C)—> e)_—5<3—$,

5 3 0
b) o —ge<ir—g,  d) B> f) —3(a+3) > =527

2.5. Rozwigzywanie nieréwnosci
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4. Rozwiaz nieré6wnosc.

a) 2 _ 1;—:_1;3 < 2w2—3 d) 3m2—1 - 6—52:c > % o w;l

b) 2;x_2m§1 <1_x e) _%x_Zm;S >3_8x373
x+4 x 3—x x—1 2¢ — 1 1 r—3

) Hy tl1=§-3° f) %5 - <3 %

5. Rozwiaz nieréwnosc.

a) V3z —6 < 9—23x b) V22 +4 < /8xr—8 c) \/5:1:<%3x—22

3

6. a) Jesli podwoimy liczbe naturalna n, od otrzymanego iloczynu odejmie-
my 11, a uzyskang réznice pomnozymy przez 3, to otrzymamy liczbe na-
turalng mniejsza od 21. Podaj mozliwe wartosci n.

b) Jesli potroimy caltkowita liczbe ujemnag k, do otrzymanego iloczynu do-
damy 7, a nastepnie otrzymang sume pomnozymy przez 4, to otrzymamy
liczbe wieksza od 2. Podaj mozliwe wartosci k.

c) Jesli od potowy liczby naturalnej m odejmiemy trzecia czes¢ liczby m
pomniejszonej o 2, to otrzymamy liczbe mniejsza od 3. Podaj mozliwe
wartosci m.

7. Wysoko$¢ prostopadioscianu jest réwna k, a jego podstawa jest kwadrat
o boku 3. Jakie wartosci catkowite moze przyjmowac¢ k przy zalozeniu, ze:

a) suma dlugosci wszystkich krawedzi tego prostopadloscianu jest wieksza
od 38 i mniejsza od 46,

b) pole powierzchni catkowitej tego prostopadloscianu jest wieksze od 40
i mniejsze od 687

Sprawdz sie

8. Rozwiaz nieréwnosc.
a) 3—x <4
b) 6z > 1+ 8z

—2
r+1

¢c) 3+ix>z2x—1 e) 2x+1
d)1-22<8+ 2z f) 2,5z —

1
2
<

= \\/
NS [JN) 8

9. Ktore liczby ze zbioru {—4,-3,-2,—1,0,1,2,3,4} spelniaja nieréwnos¢?
a) r — (2x — 3) < 2(z — 1,5)
b) 1—(0,6 —0,3z) < x —0,1(4x + 5)
¢) 0,3(z —0,3) — 0,4(0,4z — 3) > —0,25
d) 2z —1) =312z +1) > —z — 1(6 — 4x)

10. Zapisz w postaci przedziatu zbiér rozwigzan nieréwnosci.

xr—3 x—4 _x—=2 2x +1 z4+3 _ z=+4+3 x+3
a) 6 < 4 b) 3 4 > 2 C) 2 3 < 4

2. Jezyk matematyki

Przypomnij sobie

Sumy algebraiczne. Redukcja wyrazéw podobnych

Jednomianem nazywamy wyrazenie, ktore jest liczba, zmienna, zapisana za
pomocy litery, lub iloczynem liczb i zmiennych, na przyktad:

7, 8, —dxy, sy’
1. Pomnéz jednomiany:
sx - 8wy? = 4a?y?
6%y - 2x3y? = 122593

a) 922 i 2zy?,
b) 4%y i say?,

c) —saxyz® i 8az,
d) —8x3y?z i 8xy?z3.

2. Pomnéz podany jednomian przez —12a2b.

a) 4a* b) tab* c) —2abc d) —32p%c3

4

3. Dlugo$é krawedzi szeScianu jest réwna 3pg?. Zapisz za pomocq jednomia-
now pole powierzchni catkowitej tego szescianu oraz jego objetosc.

Wyrazenie algebraiczne bedace suma lub réznica jednomianéw nazywamy
sumg algebraiczng.

Poszczegdlne sktadniki sumy algebraicznej, czyli poszczegdlne sktadajace sie
na nig jednomiany, nazywamy wyrazami sumy algebraicznej.

O wyrazach sumy algebraicznej, ktére réznia sie co najwyzej wspotczynnikiem
liczbowym, méwimy, ze sa podobne, na przyktad:

22 1 8% lub 62%yz i s2°yz

4. Wskaz wyrazy podobne w podanej sumie algebraicznej.

a) 6z + 6z — 42> b)) xzy® + 2%y — 32’y ¢) 22%y — 3zy? + 92y + xy?

Wyrazy podobne mozemy dodawaé (lub

3_ 5.3 _ 9.3
odejmowac). Dodawanie (lub odejmowanie) S = ba = 3u

wyrazow podobnych nazywamy redukcja wy- 9z%y + da’y = 132%y

razéw podobnych. Sxyz® — twyz® = 250y2®

5. Zredukuj wyrazy podobne.
a) 8x® — dxy — 92° 4 2y
b) 6z*y + sa® — T2 — 3aty

c) x?yz — 3xz® + 61°yz
d) dzy® + 222° — Say?

6. Opusc¢ nawiasy i zredukuj wyrazy podobne.
a) (22% — 62%) — (4a® — 22?) c) x’ — (;UQy — (423 — 2:U2y))
b) —(4x?y + zy?) — (6zy? — 2%y)  d) —2zy* — (—2x2 — (2* — 3xy4))

Sumy algebraiczne. Redukcja wyrazéw podobnych
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2.6. Mnozenie sumy algebraicznej
przez jednomian

Przyktad 1
Iloczyn liczb 17 - 9 mozemy obliczy¢ w nastepujacy sposob:

17-9 =(104+7)-9 =10-9 +7-9 =90 + 63 = 153

Cwiczenie 1
Oblicz.
a) 197 b) 1217 ¢) 21-17 d) 22-19

Aby pomnozy¢ sume algebraiczng przez jednomian, nalezy kazdy wyraz su-
my pomnozy¢ przez ten jednomian i zapisa¢ sume otrzymanych iloczynow.

(a—l—b)/-\c:a-c—l—b-c
N~ 7

Przyktad 2
Pomnoéz sume algebraiczna przez jednomian.

a) (222 —6x +7) - 2® = 22° — 62* + Ta?
b) 2zy(x? + 2y + 322y) = 223y + dxy® + 623y

Cwiczenie 2

Pomnéz sume algebraiczna przez jednomian.
a) 42?(62° — Lz) c) zy(xy? — 32%y)

b) ;a°(82% + 2x) d) (2%y — 52°°) - xy® ) 2*y?2(20%y — 422’ + 2)

e) (2 — 6xz+ 2°) - xyz

Przyktad 3
Wykonaj mnozenie i zredukuj wyrazy podobne.

a) —2z(6x —2y — 1) — 6y(—2x +2y) = —122% + 4oy + 2z + 122y — 12y* =
= —122% + 16 zy + 22 — 129>
b) (4z — 3y) - 2z — (6x — 2y)(—22) =8xz —6yz + 12a2z —4yz =
=20xz — 10yz
Cwiczenie 3
Wykonaj mnozenie i zredukuj wyrazy podobne.
a) x(4x® — 7w — 1) — 62*(22 — 3) c) x(—3x+ 5y) — (22 — 3y) - 3y
b) 323(22% — 8x) + 4w (—2z* + 23) d) 22%y(4x — 2y) + 62y*(—3z — 4)

2. Jezyk matematyki

@ Przyktad 4

Wykaz, ze warto$¢ wyrazenia 62°(2z2 — 6z + 1) — 2z(6z* — 182° + 32?) nie
zalezy od wartosci zmiennej .

613 (2m2 — 62 + %) — 2:1:(6954 — 1823 + %xz) =

= 122° — 362* + 323 — 122° + 362* — 323 =0

Zatem wartos¢ tego wyrazenia nie zalezy od wartosci zmiennej x.

Cwiczenie 4

Wykaz, ze warto$é¢ podanego wyrazenia nie zalezy od wartosci zmiennych x i y.
a) 6zy(8z? — 3z +y) — 2y(242® — 92?) — 6xy* + 8

b) s2y*(32% — 4w + 6) — j2?y(6zy — 8y) — 3wy® — 1

Zadania

1. Wykonaj mnozenie.
a) z3(6x% — 8x + 3)
b) —2z*(22% —4x + 1)

¢) (3x* 4 2z —4)2?

d) —22%(12% — Lz - 2)
2. Wykonaj mnozenie.

d) V2 (V8ry + ¢?)
e) (z%y —zy +ay?)z’y

f) 2v/3zy® (V322y? — 12°y)

a) xy(3z* — 2zy +y)
b) 3xy?(—2x%y — 22 + y?)
c) —3a*(4a”y — 2xy?)
3. Wykonaj mnozenie.
a) ala —4)a?

b) 2a*(a® — 3a) - 4a

¢) 3a*b(2a* — 8ab*) b®
d) sab*(4a*b — 6b) - sa*b

2

4. Dopasuj do figury wzor na jej pole.

A. B. C. D.
a —la
AN\ e
- B
a+1 a+1 a+1 2a
I. 2a° +a 1. a* + a I a2 + Lla IV.a+1

5. Wyznacz jednomian, przez ktory nalezy pomnozy¢ sume algebraiczng
222 — 3xy + 6y, aby otrzymaé¢ podane wyrazenie.

a) 623 — 9z%y + 18zy c) 83y — 1222y + 24xy?
b) —4x* + 623y — 122%y d) —122%y? + 18z2%y* — 362>

2.6. Mnozenie sumy algebraicznej przez jednomian
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6. Wykonaj mnozenie i zredukuj wyrazy podobne.
a) (222 — x) — 6x(a® — 22?)
b) 2z(2® + L) — 3x(22% + )
c¢) 8z%(x® —2) + sx(4a* — 82?)
d) 233(3x —4) — 6x(2? 4+ 22 — 3)
) —ia?(2? — 22+ 6) — 2z(ia2? — 4a)
f) \fx (\[x—\f) +\/§$(2x2—4\/§x)
7. Wykonaj mnozenie i zredukuj wyrazy podobne.
a) zy?(2z — 3zy +y) + 12y (3y? — 8y)
b) —ia2’y(zy — 22y°) — soy®(4a® — 162%y)

2

¢) —12%y(—2z +y) — 3y(a? — 2?y) — (2%y + 2y)

e

@ 8. Wykaz, ze wartos¢ podanego wyrazenia nie zalezy od wartosci zmiennej x.

a) 4o?(2® — 3o+ 1) — 3 (32% — 222 + 1) — 4(2? — 32 - 8)

4

b) \/ﬁx(2\/§x2 — 6751 — \/E) — 2522 (31; — 3\/@) +V6(5z — 1)

@ 9. Uzasadnij, ze suma pél figur F; i F, rowna sie roznicy pol figur F3 i Fj.

I 84

<t
_|_
F F
: i F :i i i
T+ 2 4 5 5
+ o S5x
8
- - Tz I |
6
Sprawdz sie
10. Oblicz.
a) 9-13 b) 13-12 ¢) 17-15 d) 1725

11. Wykonaj mnozenie.
a) z%(6x® —4) ¢) 3a?(x® —a2? +4x)  e) j2?(4a*—8x’+x+5)
b) 22%(2? — x) d) 92°*(22* 4+ = — 6) f) v22%(v/22° — 2¢/22)
12. Wykonaj mnozenie i zredukuj wyrazy podobne.
a) ry(4a’y — 6x) — 22 (xy? — 3y)  d) x(22%y—4dxy—2z)+y(x®+622+32)
b) 322y(bx?y —y) — y(2zty + 222%) e) xPyz(x? + 22) — x2*(4ay — y)
¢) tay?(8z — 1) +y(iaty + tay) f) 292°(32® —y) + 2y%2(2® — 42)

2. Jezyk matematyki

2.7. Wytaczanie jednomianu przed nawias

Jezeli wsrod poszezegdlnych wyrazéow sumy wystepuja jednakowe czynniki,
mozna wyltaczy¢ je przed nawias — czasami utatwia to obliczenia.

Przyktad 1
Oblicz sume 7-49 + 7 - 51.

Wytaczamy przed nawias liczbe 7:
7-494+7-51=17-(49+51)=7-100 = 700

Korzystamy z wtasnosci dziatan:
alb+c)=a-b+a-c
zwanej rozdzielnoscia mnozenia

< . . wzgledem dodawania.
Cwiczenie 1

Oblicz w pamieci.
a) 2-183+2-17
b) 9-27+9-23

¢) 3-251 + 3249
d) 6378 + 6 - 222

¢) 22812417212
f) 19116 +84-19

Zauwazmy, ze wspolny czynnik mozna wytaczy¢ przed nawias rowniez w su-
mach algebraicznych.

Przyktad 2

Dana jest suma algebraiczna 6x° + 122°. Wylacz przed nawias wspélny czyn-
nik.

« Wylagczamy przed nawias 6: 62° + 1222 = 6(2® + 22?)
62 + 1222 = 6x(2? + 22)

627 + 122% = 62%(x + 2)

« Wylaczamy przed nawias 6x:
« Wylaczamy przed nawias 622:

« Wylaczamy przed nawias 1227 62° + 1222 = 1222 (32 + 1)

To, jaki czynnik wyltaczymy przed nawias, zalezy od konkretnego zadania.

Wytaczanie wspélnego czynnika przed nawias jest czynnoscia odwrotng do
mnozenia jednomianu przez sume algebraiczng.

a-b+a-c=ualb+c)
\_/

Cwiczenie 2

Wytacz wspolny czynnik przed nawias.
a) 5x + by c) 9z — 2Ty?

b) 4b — 8a d) —62* + 18y?

e) 39y* — 262 g) —48p + 364>
f) —11la®+ 2207 h) 75xy® — 125

2.7. Wytaczanie jednomianu przed nawias
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Cwiczenie 3

Wytacz wskazany jednomian przed nawias.

¢) 3xy — xyz, TY e) a*b+ 3a*b* — a®b, a*b

b) 22® — 12zy, 2¢  d) 6pg + 18p3q, 6pq ) 4x?y*—bx’y? +22°y°, x2y?

a) 4x% + vy, x

Przed nawias wylaczamy zwykle czynnik liczbowy oraz wszystkie mozliwe
zmienne w jak najwyzszych potegach. Na przyktad:

27x%y? + 182%y° = 922y*(3x + 2y)

Cwiczenie 4
Wytacz przed nawias czynnik liczbowy oraz wszystkie mozliwe zmienne w jak
najwyzszych potegach.
a) 8x® — 3622

b) 7y* — 14y*

¢) bx® 4+ 10x%y

d) 20az — 15ay
e) 8ab+ 12bc
f) 4ry + 627y

g) 2a°b + 4a*b — 4a*b?
h) 21p°¢® — 27p*q’ + 3p*¢?
1) 48x2y + 18xy* — 12x%y?

Zadania

1. Oblicz.
a) 4-49+4-51 c) 113-25+4+87-25
b) 40-47 4 40-53 d) 63-37+437-37

) 10-17+10-33+50-10
f) 15-17+15-2+ 15

2. Wytacz podany czynnik przed nawias.
a) a’b+ab®, ab ¢) 9a°b* —3a*c?, 3a*  e) 3a’b* — 6a*b, 3a*b
b) x?y? —xy?, xy?  d) 4oty +8y3z, 4y® 1) 627yt + 8x3yd, 2x%yP
3. Zapisz podang sume algebraiczng w postaci iloczynu, wytaczajac przed
nawias wskazany jednomian.
a) r2yz + xy’z + xyz?, wyz c) 2z3y — 4x*y? + 62%yz, 22y
b) 2?yz? + xy?2® — 23y2?, xyz? d) 122%y> + 623y> — 9x°y?, 3ady?

4. Przepisz do zeszytu i uzupetnij odpowiednimi jednomianami.
a) 27y* + 361° — 5dy® = 9y2(3y> +[7]+[7)
b) 3ab(3a + b +[?]) = 9a*b +[?]+ 6ab
c) 12t* — 9> + 3t =[7]- (2] -3t + 1)

5. Wiadomo, ze a + b = 15. Oblicz wartos¢ podanego wyrazenia.
a) —3a — 3b b) 2(a +b) —4a — 4b c) a(la+0b)+bla+b)

2. Jezyk matematyki

6. Wiadomo, ze 6x + 9y = 12. Oblicz warto$¢ podanego wyrazenia.

a) 60z + 90y b) 12z + 18y c) 2z + 3y d) z+ 2y
7. Dopasuj do figury wyrazenie opisujace jej pole.
A. B. c. =z
ar +x a0 L 2x
[ . B
a+1 2a° + 6a ax
L. ax(a + 3) IT. 22(a + 1) II. z(a + 1)?

@ 8. Przeczytaj podane obok uzasadnienie

stwierdzenia, ze suma trzech kolej- Niech n, n+11in+2 beda kolej-

nych liczb naturalnych jest podzielna nymi liczbami naturalnymi. Ich
suma S jest réwna:
n+n+1)+n+2)=
=3n+3=3(n+1)
Suma S zostata przedstawiona
w postaci iloczynu, ktérego jed-
nym z czynnikow jest liczba 3,
a drugim liczba naturalna n+1.
Zatem S jest podzielna przez 3.

przez 3. Nastepnie uzasadnij, ze:

a) suma pieciu kolejnych liczb natural-
nych jest podzielna przez 5,

b) suma trzech kolejnych liczb parzy-
stych jest podzielna przez 6,

c) suma trzech kolejnych liczb niepa-
rzystych jest podzielna przez 3.

@ 9. Uzasadnij, ze jesli dwie liczby naturalne sa podzielne przez 3, to suma ich

kwadratéw jest podzielna przez 9.

@ 10. Uzasadnij, ze suma dowolnej liczby dwucyfrowej i liczby powstaltej z prze-

stawienia cyfr tej liczby jest podzielna przez 11 (np. 23 + 32 = 55, a liczba
55 jest podzielna przez 11).

Sprawdz sie

11. Wylacz przed nawias czynnik liczbowy oraz zmienna r w jak najwyzszej
potedze.

a) 9% — 6% + 152 b) 18z* + 2423 — 122° ¢) 8z° — 162* + 122°

12. Wylgcz przed nawias czynnik 3z? lub 2zy?.
a) 9x° + 3x%y? c) 6x%y? — 2xy? e) 6x%y>—6xty*+122y>
b) 3xty* — 627y d) 8xy® + 1222y* f) 6xty?+623y*—18x%y
13. Wytlacz przed nawias czynnik liczbowy oraz wszystkie mozliwe zmienne
w jak najwyzszej potedze.

a) 9zty® — 12¢° b) 8a*b* + 4a*b* c) 8p*¢® +4p*q* — 6p*g?

2.7. Wytaczanie jednomianu przed nawias
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2.8. Mnozenie sum algebraicznych

Prostokat narysowany obok ma boki dtugosci a + b ac be

i ¢+ d, zatem jego pole jest réwne (a + b) - (¢ + d).

Pole tego prostokata mozemy rowniez obliczy¢, su-

mujac pola czterech mniejszych prostokatéw: d ad bd
ac + ad + bc + bd

Mamy zatem réwnosé: a b

(a+0b)-(c+d)=ac+ ad+ bc+ bd

Aby pomnozy¢ dwie sumy algebraiczne, nalezy kazdy wyraz jednej sumy
pomnozy¢ przez kazdy wyraz drugiej sumy i zapisa¢ sume otrzymanych
iloczynow.

P N
(a—l—bﬁc—l—d)zac—l—ad—i—bc—l—bd
~—" 7

Uwaga. W zapisie iloczynu sum algebraicznych mozemy pominaé¢ znak mnozenia mie-
dzy nawiasami.

Przyktad 1

a) Wykonaj mnozenie (z + 3)(x 4 5). Zredukuj wyrazy podobne.

Kazdy wyraz jednej sumy
mnozymy przez kazdy wyraz
drugiej sumy.

(x+3)(z+5)=xz-2+z-5+3-2+3-5=
=2*+8x+ 15

b) Wykonaj mnozenie (a 4 4b)(a — b). Zredukuj wyrazy podobne.

(a+4b)(a — b) = a® — ab + 4ab — 4b* = a* + 3ab — 4b*

Cwiczenie 1

Wykonaj mnozenie. Zredukuj wyrazy podobne.
a) (z+4)(x+3) ¢) (p+q)(q—2p)

b) (p+6)(p—q) d) (3z +1)(2z + 6)

e) (a+3b)(3a — 2b)
f) (2a — 1b)(4a — 3b)
Przyktad 2

Wykonaj mnozenie (z — 3)(z% + x — 2).

Zauwazmy, ze nie ma znaczenia, w jakiej kolejnosci wykonamy mnozenie da-
nych sum algebraicznych.

(x=3)(2*+z—-2)=a+2*—20—32> -3 +6=20—222— 52 +6
(*+z—-2)(x—3)=a®—-32*+2> —-3x—2r+6=20>—22> -5z +6

2. Jezyk matematyki

Cwiczenie 2

Wykonaj mnozenie.

a) (z—1)(@*+2-2) o (+y—4)(z—y) e (zx-y+2)(z+y—3)
b) (x+3)22* —x+3) d) 2e—y+6)(zx+3y) f) (*4+x+1)(a?—2+1)

Przyktad 3

Wyznacz objetos¢ prostopadloscianu przedstawionego
na rysunku obok. Zapisz otrzymane wyrazenie w jak
najprostszej postaci.

Aby wyznaczy¢ objeto$é prostopadloscianu, mnozymy

przez siebie wyrazenia opisujace dtugosci sasiednich J-

krawedzi jego podstawy i wysokos¢: - /
V=(@+1)(z—1)(z>+1) z+1

((:U+1)(x—1)>(x2+1) =
= —xz+z—-1)(2*+1) =
= (2 - (a2 1) =

=xt4 -2 -1=2*-1

Mnozymy dwie dowolnie wybrane sumy i w otrzy-
manym wyrazeniu redukujemy wyrazy podobne.

Mnozymy dwie sumy i ponownie
redukujemy wyrazy podobne.

Zatem objeto$é tego prostopadloécianu wyraza sie wzorem V = z? — 1.

Cwiczenie 3
Wyznacz objetosé¢ prostopadtoscianu o podanych wymiarach. Zapisz otrzy-
mane wyrazenie w jak najprostszej postaci.

a) r+2,x—2, 2%+ 2 b)x—2,2>—1,22+1

Przyktad 4
a) Oblicz (V3 4 2)(v/3 —1).

Postepujemy analogicznie jak w przypadku mnozenia sum algebraicznych.

(V3+2)(vV3-1)=(V3)2—V3+2V/3-2=3+V/3-2=1+3

b) Oblicz (V3 + v2)(2V3 — V2).
(V3+v2)(2v3 —v2) =2(v3)2 = V3-V2+2V3 - V2 - (V2)? =
—6—-vV6+2V6—-2=4+6

Cwiczenie 4
Oblicz.

) (VZ+3) (V1) © (VB-vVD)(VE-2vD) o) (VB+VD(V3+VI-1)
b) (V5—2)(vV5-3) d) (2V5v2)(V5+3v2) ) (vVB—/3+v2)(V3-2)

2.8. Mnozenie sum algebraicznych
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Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby catkowitej n liczba S jest podzielna przez 5.
S=MAn—-1)(n—2)+(4—n)(2—n)
Przeksztalcamy wyrazenie opisujace liczbe S:
S=MAn—-1)(n—2)+(4—n)(2—n) =
=4n? —8n—n+2+8—4n—2n+n?=
=5n? —15n+ 10 =
=5(n*—3n+2)

Mnozymy sumy algebraiczne.
Redukujemy wyrazy podobne.
Wytaczamy liczbe 5 przed nawias.

Liczbe S przedstawiliSmy w postaci iloczynu, ktorego jednym z czynnikow
jest liczba 5, a drugim liczba n? — 3n + 2. Liczba n? — 3n + 2 jest calkowita,
poniewaz jest suma liczb catkowitych. Zatem S jest podzielna przez 5.

Cwiczenie 5

Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby catkowitej n liczba postaci:
a) (2n—3)(n+4) + (n — 3)(n+ 2) — n jest podzielna przez 3,
b) (3n —4)(2n —5) — (2n — 1)(5 — 2n) jest podzielna przez 5,
c) (6n—3)(n+4)— (3n —2)(2n — 1) jest podzielna przez 7.

Przyktad 6
a) Rozwiaz réwnanie (z — 1)(x + 3) = 22,
(z —1)(z+3) =2
?+3x—x—-3—2*=0
20 =3 /:2

_ 11
zr:—12

Mnozymy sumy algebraiczne i przenosimy x>
na lewg strone réwnania ze zmienionym znakiem.
Redukujemy wyrazy podobne.

b) Rozwiaz nieréwnos¢ (2x + 1)(2x +5) + = < (4 — 1)(x + 3).

2x4+1)2z+5)+2 < (4 —1)(x + 3)
A2 + 10z + 22+ 5+ <42? + 122 — 2z — 3
422 + 10z +2x + x — 42%> — 122 + x < —3 — 5 Przenosimy ze zmienionym znakiem

20 < —8 / -9 wyTazenia zawierajgce m/ex.madomq

<4 na lewg strone nieréwnosci,
TS~ a liczby na prawa strone.
Cwiczenie 6

Rozwiaz rownanie lub nieréwnosc.
a) (z+2)(x—>5) =a?

b) (x+3)(1—2z)+22>=0

¢) 32— (x+1)(Bz+2)=0

d) (z+4)(z—-1)<z(x+2)+2z—-1
e) 2z +3)B3x—1)+4> (6x—-2)(x+1)
f) (1-2)22+3) < —2(zx+1)(x—2)—-2

2. Jezyk matematyki

Zadania

Wykonaj mnozenie.
a) (2a+b)(a—1)
b) (3a — 2b)(2b+ 3)

c) (—2a +b)(6a —2)
d) (3+4a)(—20—1)

e) (2a+b%)(a — 2b)
f) (a® — 30)(2b — 3a)

Wykonaj mnozenie.
a) (x+2y+3)(x—-2) c) (#*+y)z+y+2) e) 2z(x—2y)(3+y)
b) 2z —y+1)2x—3) d) (x —y)(x* =22+ 1) ) —4z(2z —y)(2z + v)

Upros¢ wyrazenie.
a) (a+3)(a—4)+(a—3)(a+4) ¢) 3y*—2x(x+2y)—(z—y)(2z+y)
b) (2a —b)(a+3b) — (a —4b)(2a +b) d) 227 + 3(x(z +2) — z(z - 3))

Upros¢ wyrazenie i oblicz jego wartos¢ dla x = —0,5.
a) (x+ 2)(6(90 +4) —5(x+ 6)) b) —2(ax*+a2%)+x?(x4+1)+(2*—2) (2*+3)

Dany jest prostokat o bokach dtugosci a i a + 2.
a) Przedstaw wzér na pole tego prostokata w postaci sumy algebraicznej.

b) Krétszy bok tego prostokata przedtuzono o 1, a dluzszy skrécono o 1,
w wyniku czego powstal kwadrat. Wyznacz réznice miedzy polem kwa-
dratu a polem prostokata.

a) Dany jest kwadrat o boku dlugosci x + 3. O ile zmniejszy sie pole tej
figury, gdy jeden jej bok zmniejszymy o 2, a drugi o 17

b) Dany jest trojkat o podstawie réwnej a + 3 i wysoko$ci opuszczonej na
te podstawe rownej a+4. O ile zwigkszy sie pole trojkata, gdy te wysokosé
zwiekszymy o 27

c) Dany jest prostokat o bokach dtugosci x + 4 i 2x + 3. O ile zwiekszy
sie pole tego prostokata, jesli jeden z jego bokow zwiekszymy o 2, a drugi
o 1?7 Rozpatrz dwa przypadki.
Oblicz.

a) (V3 +2v2)(4V3 - 8v2)
b) (2v5 — 4v2)(2v2 + V5)

c) (2v3=3v2)(vV2+V3) — (4 - 6)
d) (v/5+2v3)(2v5—V3) + (6 — 3V15)

. Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby x € R warto$¢ wyrazenia jest nieujemna.

a) (3x —6)(4x —2) — (6x + 3)(2z — 6)
b) 3z —2)(2x —1) — (bz — 2)(x — 1)

2.8. Mnozenie sum algebraicznych
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9. Rozwiaz réwnanie.
a) (x+2)(x—3)=a%+4
b) (z —4)(x+6) = z(x —4)

10. Rozwiaz nieréwnosc.
a) 22 — (z+ 3)(x — 3) < 6z
b) (4—x)(2x + 3) +22° <6

11. Ile liczb naturalnych spelnia podana nieréwnosc¢?
a) Bz+1)2—2)+zBx—5)>=x
b) 222 — 22+ 1)(z —3) > 62 — 7
c) Bx+3)2z—1)+4x<6(x+2)(z—1)+9

12. a) Dane sa dwa prostokaty: P, o wymiarach (22 + 30) cm X (z + 20) cm
oraz P, o wymiarach (2x+10) cm x (x+10) cm. Réznica pdl prostokatéw
P, i P, jest réwna 900 cm?. Oblicz obwody tych prostokatow.
b) Dane sa dwa prostokaty o wymiarach (6 — z) cm X (2x — 5) cm oraz
(x+5) cm X (2x — 1) cm. Suma ich pdl jest réwna 69 cm?. Oblicz réznice
miedzy polami wiekszego i mniejszego prostokata.

13. Dane sg prostokat o wymiarach (4z 4+ 1) cm X (z 4 3) cm oraz kwadrat
o boku (22 + 7) ecm. Pole kwadratu jest o 91 cm? wigksze od pola prosto-
kata. Oblicz réznice miedzy obwodami kwadratu i prostokata.

Sprawdz sie

14. Upros¢ wyrazenie.
a) (3k+5)(4k —2)+2(5—Tk) c) 2k —-0)(Bk+1)—4dk+1)(k-1)
b) 3—=0D(4—-1)—-(6-0)(1-1) d) 3k(8k—2l)— (6k+1)(4k —1)

15. Rozwiaz réwnanie lub nier6wnosc¢.
a) Bz —4)2x—1)=(6x+2)(z—1)
b) (92 4+ 1)(2x — 1) = (1 — 6x)(1 — 3x)
¢) 922 — (3 —4x)(3 —2z) < z(x —9)
d) (z+13)2z+1) > 2z +5)(z— 1) + 6z

@ 16. Uzasadnij, ze jesli n jest liczba catkowita, to liczba postaci:

I 92

a) (3n+2)(1—2n)+ (2 —5n)(2n — 3) — 2n jest podzielna przez 4,
b) (bn—8)(4n+1) — (2n—5)(9n — 2) + n(4n + 2) jest podzielna przez 6.

2. Jezyk matematyki

2.9. Wzory skroconego mnozenia

B Kwadrat sumy i kwadrat réznicy

Twierdzenie
Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b:
(a + b)? = a? + 2ab + b?
(a — b)? = a® — 2ab + b?

kwadrat sumy

kwadrat réznicy

Wzory na kwadrat sumy i kwadrat réznicy mozna zilustrowa¢ nastepujaco:
O+’ =0"+2-0-0+0O?
O-DO*=0"-2-0-0+0O?

Cwiczenie 1
Wykaz, ze dla dowolnych liczb a i b prawdziwe sg podane wyzej wzory.

Przyktad 1

a) (x+5)*=2*+2-2-5+5* =2+ 102 + 25

b) (x—4)*=2?—-2-2-444% =2*> — 8x + 16

¢c) Bx+2)2=0Bx)*+2-3x-2+2°=92>+ 12z +4
d) (22 —5)% = (22)2 — 22z - 5 + 52 = 4% — 202 + 25

Cwiczenie 2
Zapisz w postaci sumy algebraicznej.

a) (z+1)2 ¢) (z—3)2 e) (22 +1)? g) (4x —1)?
b) (z + 2)2 d) (z —5)>2 £) (tz+2)° h) (22 — 1)
Przyktad 2

a) (x+4y)? =2 +2 -2 -4y + (4y)* = 2* + 8zy + 16y>
b) (2x — 3y)? = (2x)* — 2 2z - 3y + (3y)* = 42* — 122y + 9y?

Cwiczenie 3

Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
a) (x4 2y)? c) (3z+ 2y)?

b) (22 —y)* d) (3z — 4y)?

g) (2z—1y)’
h) (3z+1y)’

e) (v—13y)°
f) (3z+ %y)2

2.9. Wzory skréconego mnozenia
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Przyktad 3

a) (VB+2)2=(V5)242-vV5-2422=54+4/5+4=9+4/5

b) (V6 +v2)2=(V6)2+2-V6-vV2+ (V2)2=6+2V124+2=8+43
c) (V6—v3)2=(v6)2—2-vV6-v3+(V3)2=6-2V18+3=9—62

Cwiczenie 4

Oblicz.

a) (VI+1) o (6-v3)" o (VB+v2) g (VB+VIB)
\/5

b) (v5—3)’ d) (4+

Cwiczenie 5

a) Wyjasnij, dlaczego rysunek przedstawiony obok jest b ab b

interpretacja geometryczng wzoru:

2 _ 2 2
(a+b)*>=a*+2ab+b al 2 ab
b) Podaj analogiczna interpretacje geometryczng wzoru:
(@ —b)* =a* — 2ab+ b* a b

B Rbznica kwadratow

Twierdzenie

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b:

a’ — b? = (a == b)(a + b) roznica kwadratow

Cwiczenie 6
Wykaz, ze dla dowolnych liczb a i b prawdziwy jest podany wyzej wzor.

Przyktad 4

) (@-E)@+E) =@ (5 =~ 36

b) (x+5)(x —5) =a*—5*=2a*—25

c) (2z —3y)(2z + 3y) = (22)* — (3y)* = 4z* — 9y

d) (y+22)(2z —y) = 22 +y) (22 —y) = (22)* — y* = 42 — y?

Cwiczenie 7

Zapisz w postaci sumy algebraicznej.

a) (x—3)(z+3) c) (22 —4)(2x +4)
b) (x+7)(x—7) d) (6 + 5x)(bx — 6)

e) (3z —4y)(3z + 4y)
f) (37 +3y) 3y — 32)

2. Jezyk matematyki

Przyktad 5
(7—V3)(T+V3) =49 —3 =46
Ten przyktad rozwiazany za pomoca kalkulatora wygladatby nastepujaco:
(7 — \/§)(7 + \/5) ~ (7 — 1,732050808)(7 + 1,732050808) =
= 5,267949192 - 8,732050808 ~ 46

Cwiczenie 8

Oblicz.

2) 5-VIG+vT) @ (A+E)((-%) 8 (V2-VB)(V2+VB)
b) (6+V3)(6-v3) e (2V3+3)(2v3-3) h) (V2+V6)(V6-v2)
o (VB+1)(1-vB) ) 2vE3-3)(3+2v3) i) (VB+Z)(VE-2)

Przyktad 6

Oblicz wartoéé¢ wyrazenia (z — 1)(z + 1) + (z + 1)* dla z = /5.
(x—1D(z+1)+(x+1)2=a?—1+2*4+20+1=22"+ 22

Wartoéé tego wyrazenia dla & = /5 jest réwna 2(v/5)? + 2v/5 = 10 + 2v/5.

Cwiczenie 9

Oblicz wartos¢ wyrazenia:

a) (x4 2)(z —2) — (z+4)% dla z = /5,

b) 3z —1)(3z+ 1) + 3z — 1)> dla z = 2,

¢c) 2z +3)2x—3)— 2z +1)*dlaz = —\[,
d) (1 —4x)(4x + 1)+ (4o — 3)? dla = = —2V/3.

Zadania

1. Upros¢ podane wyrazenie.
a) (t—3)(z+3)+2+x)(2—2x)
b) (w+3) (@=3) = (z—3) (v +3)
¢) (y+3z)(3z —y) — (z — Sy)(z + 5y)
d) 2z —y)(2x +y) + (3z + 2y)(3x — 2y)

2. Oblicz warto$¢ wyrazenia:
a) (z+1)(xz—1)+(z+2)(xz—2)— (z+3)(x—3) dlaz = /3,
b) (1 —2x)(1+2z)+ (1 —3z)(1+3z) — (1 — 4o)(4z + 1) dla z = /5,
c) 2r—1)2— 2z —1)(1+22) — (2x +1)2 dla z = /2.

2.9. Wzory skréconego mnozenia
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Oblicz.
a) (1+v2) '+ (1-v2)" o (4—VB)(A+v5)—(v5-2)(2+ V5)
by (V3-1)"—(2-v3)" ) (V6—5)(V6+V5) + (V6 - V5)’
Oblicz.

) VV2H1-V/V2 -1 (\/\/3_2.\/\/54_2:

b) V2+V3-v2-3
) VT VBT 3 = (VB 2)(VE 1 2) =

=5—4=1=1
d) V4—2vV3-V4+2V3 \ )
Oblicz pole powierzchni catkowitej szescianu o krawedzi a.
a) a=3++2 b) a =2v3 -1 c) a=+6++2

Oblicz obwdd trojkata prostokatnego o przyprostokatnych a i b.

a) a=4—v2, b=4++2 b)a=8++2, b=4-2V2

Oblicz wartos¢ wyrazenia:

a) (22 4+ 3y)(2x — 3y) — (2 —3y)? dla z= V10 -3,y = V10 + 3,
b) (V3z —y)?— (z —V3y)? dla z=+v6+Vv2,y=V6-2,

¢) (V2x —3y)> — (V2z — Vby)(V2z + Vby) dla z=+5-4,y =16,

d)( 4y) (4y2—332)2 dla 33_\/— l,y_m

Uzasadnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba:
a) (n+1)? —n? jest nieparzysta, c¢) (n+3)>— (n— 3)? jest parzysta,

b) (2n + 1)? jest nieparzysta, d) n® —n jest podzielna przez 6.

Sprawdz sie

9.

10.

11.

Zapisz w postaci sumy algebraicznej.

a) (7— )2 ) (2z +4)? e) (Lz+8)° g) (0,52 + 0,4)2
b) (z+ 1) d) (3z + 8)? £) (2¢—6)° h) (0,12 — 2,5)?
Oblicz.

a) (3+\/§)2 c) (4—3\/5)2 e) (2\/_—|— \/§)2 g) (\/g_%i)
b (1-v3) @) (V7437 B (VB-28) 1) (L+vE)
Oblicz.

a) (VI-1{+V7) D) B+v3)(3-v3) ¢ (V2-V6)(v2+V6)

2. Jezyk matematyki

Liczby tréjkatne

Liczby 1, 3, 6, 10, 15, to kolejne liczby tréjkatne. Zauwaz, ze n-ta liczba tréjkatna to suma

liczb naturalnych od 1 do n.
3 6 10 15

1

Wzér na n-ta liczbe tréjkgtng ma postac nin + 1).

Liczby kwadratowe

1=12 ole|o]e

Qtii 1+3=22 o olofe

® ::: m D 143+5=3 o0 oo
1 4 9 16 25

1+3+45+7=42 e e 0o

El Zauwaz, Ze n-ta liczba kwadratowa jest suma n poczgtkowych liczb nieparzystych
(rysunek po prawej). lle jest rowna suma dwudziestu poczatkowych liczb nieparzystych?

F1 Wykaz, Zze dla n > 1 n-ta liczba kwadratowa jest suma dwdch kolejnych liczb tréjkatnych.

Liczby pieciokatne
1 5 12 22 35

E] Korzystajac z podanego obok wzoru,

li ysta li ieciokatna.
oblicz szostg liczbe pieciokatng n-ta liczba r-katna wyraza sie wzorem:

I3 Oblicz pieé kolejnych liczb szesciokatnych.
Podaj ich ilustracje graficzna. (r-2)-

’

n(n 1)
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2.10. Zastosowanie przeksztatcen
algebraicznych

Wzér na réznice kwadratéw: (a — b)(a + b) = a® — b* mozna zastosowaé do
usuwania niewymiernosci z mianownika.

Przyktad 1

5 5 V241 5V2+45
a) V2—-1  V2-1 V241 @ 2-1 =5V2+5

6 6 3-v3 _ 6(3-v3) _ 6(3-v3) _
b) 3+v3 3+v3 3-v3  9-3 6 =3-V3
o) 2 2 WVT4+VB L 2(VT4+VB) _ 2(WTHVB) _ VT+VB
VT—V3  VT-V3 VT+V3  T-3 1 2

Cwiczenie 1
Usun niewymiernos¢ z mianownika.
1 22 2 2V3-1 V3

Virvm PEa Yisa 0 Yiam Y9%rs
Wzory skréconego mnozenia wykorzystujemy do rozwigzywania rownan i nie-
réwnosci.
Cwiczenie 2
Rozwiaz rownanie.

(x —4)(z+4)— (x - 3)> =17

a) 22— (2— )2 =8 22 —16 — (22 — 62+ 9) = 17
- 2 2 -
b) Bx+1)> =922 =7 ¢ —16 —x° +6x —9 =17
6x — 25 =17

) (z+1)° —(z+1)(z—1)=12 62 = 42
r="7

Przeczytaj podany obok przyktad.
Rozwiaz réwnanie.

Cwiczenie 3

Rozwiaz nieréwnos¢.
a) 42 — 2z +1)2 < 3
b) (3—x)* > 2?+ 12

¢c) 2z +1)2x —1) > 42* — 9z
d) 2— (22 —1)* < (3 —2z)(2x + 3)

Przyktad 2
Dla jakich warto$ci x wyrazenie z? + 4z + 4 przyjmuje warto$é¢ réwng 07

> +4r+4 = (x+2)?
Zatem z? +4x +4 =0, gdy (z+2)* =0, czyli x = —2.

2. Jezyk matematyki

Cwiczenie 4

Dla jakich wartosci x podane wyrazenie przyjmuje wartos¢ réwna 07
a) x> 4+ 8x 4 16 d) 4o — 4z + 1 g) 4a* + 12249
b) x> — 6z + 9 e) 25x% + 10z + 1 h) 922 + 122 + 4
¢) x? 4+ 10x + 25 f) 162>+ 8z + 1 i) 92° —3x+ 1

Przyktad 3
a) Rozwiaz réwnanie (x + 3)? = 6.

2 —
r” +6r + 9 = 62 Kwadrat liczby rzeczywistej
x? = -9 nie moze by¢ liczba ujemna.
Zatem réwnanie jest sprzeczne — nie jest spetnione przez zadna liczbe = € R.
b) Rozwiaz nier6wnosé (2x — 1)? < 4x(x — 1).
472 — 4o + 1 < 42? — 4o

1<0
Zatem nieré6wnosc¢ jest sprzeczna — nie jest spetniona przez zadna liczbe x € R.

Przyktad 4
a) Rozwiaz réwnanie (z + 3)* — (z — 3)* = 12x.
2> 4+6x+9— (2 —6x+9) =12z
122 = 122
Zatem rownanie jest tozsamosciowe — jest spelnione przez kazda liczbe x € R.
b) Rozwiaz nier6wnoéé¢ (z — 2)(z +2) +5 > 0.
Kwadrat liczby rzeczywistej

2 _
xr 4 —|— 5 > O 7Z.aWSZe jest qukszy od hCZby
2> —1 ujemne;j.

Zatem nieré6wnos¢ jest tozsamosciowa — spetniona przez kazda liczbe x € R.

Cwiczenie 5

Sprawdz, czy réwnanie jest tozsamo$ciowe lub sprzeczne.

a) (6—1x)?—(2—x)*=—8x ¢) (x—4)? +4z = (x —2)* + 12
b) 3z +1)*— (1 —3x)* =12« d) (z —3)* + 14z = 22% — (z — 4)?

Cwiczenie 6

Sprawdz, czy nieréwnos¢ jest tozsamosciowa lub sprzeczna.

a) (t+1)-2<(z—1)(1+2z)+2x c¢) 62— (3x—1)*> (22 + 3)?

b) (2—x)>—(4—x)* >4z — 8 d) (2z +3)* — 30 < 82 — (22 — 3)?

2.10. Zastosowanie przeksztatcen algebraicznych
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Zadania

1. Usun niewymierno$¢ z mianownika. Czy podana liczba nalezy do prze-
dziatu (0;4)7

1 2 1 . V2
Y T Vi 8) T vE ) v

1 6 4 V6
b) 57 °) 372 b) 7 RN

3 8 : 10 142
Vv D ae D 7 D 5

2. Rozwiaz réwnanie.
a) (r—5)(z+5)=12?—100z d) 4(z +2)*— (20 — 1)*> =20z + 10
R S A ST Sy
¢) 4(kz —3)* = (6 — 2)? f) (—4z—3)(4z—3)+8(1 — v2z) =1

3. Rozwiaz nieréwnos¢. Zaznacz na osi liczbowej zbiér rozwiazan.
a) 4(x —3)*— (22 —5)* > 2 c) —92—2)?—(1-3x)3z+1) <11
b) 92z —1)" > (1-22) -8z d) (le+2)"+14(1 - La)(1+ L2) >0
4. Wyznacz przedziat bedacy zbiorem liczb spetniajacych obie nieréwnosci.

a){(x+1)2>x2+1 . {(2x+5)(5—2x)+(2x—3)2—2>0

(x—1)2 < (2—x) (r-3) —d<z—(2-2)2+2)

-3 ~z+l r—=2>,_6
b)Y (o _ ay , 4) i )
(22 —3)* < (5 —2z) 1—2x—1)(1+422) < -2z — (22 —1)

Sprawdz sie

5. Usun niewymiernosé¢ z mianownika.
1 1 4 V2 3+2V3
a) b) — c) 73 d) Ve e)

V2
6. Rozwiaz réwnanie.
a) (x—1)*—(x+2)*=6 ¢c) P —(r—4)4d+z)=2
b) (3—2)*+(20+1)*=52>  d) (5+3)(2-3)=(2-1)°
7. Rozwiaz nierownoSsc.
a) (r+3)?—(x+2)*<0
b) (4—x)*+ (2+z)* > 222

¢) 922 4+ (24 32)(2 — 3z) > 6x
0 (3 9) (3 +4) < (30 1)

I 100 2. Jezyk matematyki

2.11. Wartosc bezwzgledna

Definicja
Oznaczenie |a| wprowadzit Karl

Liczbe |a| okreslona za pomoca wzoru: Weierstrass [czyt. wajersztras|

a dlaa >0 w 1841 r.
lal = —a dlaa <0 Zwroé uwage, ze |a| jest zawsze
liczba nieujemna: |a| > 0 dla
nazywamy wartoSciag bezwzgledna liczby a. dowolnego a € R.
Przyktad 1

a) 3,5] = 3,5 b) |-3,5| = —(—3,5) = 3,5 c) 0] =0 d) [v2| =2

Przyktad 2

a) |v5—2| =5 -2, gdyz v/5—2>0.

b) [1—v2|=—(1-v2)=v2—1, gdyz 1 -v2<0.
Cwiczenie 1

Podaj wartos¢ bezwzgledna liczby.

a) b b) -5 c) vV3—-1 d) v3 -3 e) 4 —3v2 f) 5 —2v5

M Interpretacja geometryczna wartosci bezwzglednej

Wartosé bezwzgledna liczby x to jej odleglo$é na osi liczbowej od liczby 0.
7 7

|
—

oo
ENE S

7 +

Liczby —71 7 leza w tej samej odleglosci od 0 na osi liczbowej i maja te sama

wartos¢ bezwzgledna, rowng 7.
-7|=7 i |[7]=7 Dla dowolnego a € R:

|—al = |a]

Przyktad 3

Rozwiaz réwnanie |z| = 3.

Poniewaz zgodnie z interpretacja geometryczng wartos¢ bezwzgledna liczby x

jest rowna jej odlegltosci na osi liczbowej od 0, jedynymi liczbami spetniajacymi

rOwnanie sg —3 oraz 3.

[
-3

O
Loe—

2.11. Wartos¢ bezwzgledna
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Cwiczenie 2

Podaj, dla jakich wartosci x spelnione jest réwnanie:

D=2 Blel=10, o ll=0,  d)ld=-3
Cwiczenie 3

Ktora z liczb x, y ma wigksza wartos¢ bezwzgledna?
a) r=7,y=—6 b) z =—-10, y = —12 c) x=-8y=0

Przypomnijmy, ze:

Jaz adlaa>0 Dla dowolnego a € R:
a“c =
—a dlaa <0 va? = |a|

Na przyktad: /52 = |5| = 5 oraz 1/(—5)2 = |—5| = 5.

Cwiczenie 4
Oblicz.

a) \/(V3-2)° b) /(4 —2v3)’

0) \/(2v3—3v2)’

Korzystajac z interpretacji geometrycznej, mozemy rozwiazywacé niektore nie-
rownosci z wartoscia bezwzgledna.

Przyktad 4

a) Rozwiaz nier6wnosé |z| < 5.

Zaznaczamy na osi liczbowej zbior tych liczb z, ktérych odlegtosé od 0 jest
mniejsza od 5.

—4 . . . . = . . . . L >
-5 0 )

Nieréwno$é¢ jest spelniona przez —5 < x < 5, zatem = € (—5;5).
b) Rozwiaz nieréwnosé |z| > 2.

Zaznaczamy na osi liczbowej zbior tych liczb z, ktorych odlegtosé od 0 jest
wieksza lub rowna 2.

' )\ ' = ' I\
—2 0 2

Nierownosé jest spelniona przez x < —2 oraz przez x > 2, zatem:

x € (—o0; —2] U [2;00)

Cwiczenie 5
Rozwiaz nieré6wno$c¢ i zaznacz na osi liczbowej jej zbiér rozwiazan.

a) [z] <8 b) |z <4 c) |z >3 d) Ja| > 1

I 102 2. Jezyk matematyki

Cwiczenie 6
Rozwiaz nieréwnosc.

a) |z| >0 b) |z| <0 c) |z| >0 d) |z| <0
Zadania
1. Oblicz.

a) [21] + |21 ¢) |—-0,5/+]—0,25|—0,75| e) 1+|1- 2

b) 73] = [-7i] d) 23] = 3[5] + 4[5 f) V3-|2-v3|

2. Oblicz x + |x| oraz = — 2|z|.

a) =25 b) x = -3 c)x=2—-+v6 d)z=3v/2-4

3. Wyznacz liczby spelniajace rownanie.
a) 2lx| =8 c) Zz| =4 e) 3lz|+6=7 g)3-2z]=1
b) Azl =7 ) -Bla|=—3 ) Ya|-1=3 h)9—3a|=6

3
4
4. Ktoéra nieréwnosé jest tozsamosciowa, a ktora sprzeczna?

a) |z| > =7, x| < =7 b) |z| > -3, || < -3

5. Ktére sposrod liczb —3, 3, 1 — /2, 1 + /2 spelniaja podany warunek?
a) |z| <3 b) |z| < 2 c) |z| > 1 d) |z| >3

6. Zaznacz na osi liczbowej i zapisz jako sume przedzialow zbiér liczb x, ktére
jednoczesnie spelniaja obie podane nieréwnosci.

a) || <31 |z[>1 b) || <5 i |z]>2 ¢) x| <4 i |z|> 35

Sprawdz sie

7. Oblicz.
a) \/(VT—3)° b) \/(2v2—3)’ ¢) \/(3v2—4)°

8. Rozwigz réwnanie.
2) 8l =2 b) —3al=—6 ) Lel-1=28 d)lal+2=1,9)

2
9. Zaznacz na osi liczbowej i zapisz w postaci sumy przedzialow zbiér roz-
wigzan podanej nieréwnosci.

a) 1<|z|<4 b)b<|z]<6f ¢ s<|z[<3 d)2<|z[<3

2.11. Wartos¢ bezwzgledna
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Powtorzenie W Zestaw ll
B Zestaw | 1. Wyznacz zbiory ANB, AUB, A\ BiB\ A.
a) A=[-1;4], B=(2;5) d) A= (—o00;0], B=[0;4]
1. Zaznacz na osi liczbowej i zapisz jako przedzial zbiér liczb jednocze$nie b) A=12;7), B=(3;5] e) A= (-o0;—1), B=(-2;4)
spetniajacych obie nieréwnosci. c) A=[-4;2], B=[2;9) f) A=(2;00), B=][0;5)
a) 3z +14>8 i 5<1—dz ¢) dr+3<19 1 21 —2w>7 2. Ile liczb calkowitych spelnia jednocze$nie obie nieréwnosci?
b)3z+2>11 3x<4 d) 22 +7> -2 1 -4z >3x+ 14 . . )
2. Roz;viz%z I51ieréwn0éé. ; 1 o 4 2— 2 < —(1—2x) “2ro1>1og ¢ ly>-1-2
a) ~x < = ) T2 2t e)x——=>1x—6
4 2 4 2 . 3 ) 3. Rozwiaz réwnanie.
1- 1- ~1 ~1
b) = <1 d) 53— <0 f) 5% -2 <1 a) (z+2)(2—2) = 6z — 22 ¢) (x+3)2=(x—5)(x+5)
2
3. Zapisz wyrazenie w postaci sumy algebraicznej. b) ja? =3z +5= (52— 4) (52 +4) d) (2-3) =2"—3
a) (z+1)*+ (z+2)° c) (-4 —(z+4)* e) (2z—1)*+(2z-3)° 4. Wyznacz liczbe catkowita n tak, aby rozwigzanie réwnania nalezato do
b) (x+3)*+(x—2)?? d) (x—3)*—(zx—1)* f) 2x+1)>—Bzx—1)? przedziatu (n;n + 2).
4. Uprosé wyrazenic. a) (x+2)>—(x—2)>=56 c) (z—3)(x+3)+(d—2x)4d+z)=2x
N2 (42— B B 12
2) (1—D@+2)+ (x+5)@—5) ) (5—2)(5+27)— (33+4)(4—32) b) (=3~ (4—-2)"=13 d) (22 =11 +22) - 22— 1)" =6
b) (z—1)(z+1)—(z—4)(z+4) d) (3—2)(z+3)+(z+2)(z-3) 5. Rozwiaz nieréwnosé. Zaznacz na osi liczbowej otrzymany zbior rozwiazan.
5. Oblicz wartoé¢ wyrazenia dla x = /3 + 1 a) 9z +1)° — (32 —1)* > 4 ¢) 4B +2)* - (22 - 1)(2r +1) <13
. : )
6. Oblicy 6. Podaj najmniejsza liczbe catkowita spetlniajaca nierownosc.

7. Zapisz podana liczbe w postaci a+bv/3, gdzie a, b sa liczbami calkowitymi. 7. Sprawdz, czy liczba p jest liczbg wymierna.

2 A b) 2 o 2 gy 23 ) p=0B-V2P+@2v2-3° b p=(5-V3)+(V5+V3)?
V3-1 2-3 2v/3—4 V3+1
@ 8. Uzasadnij, ze liczba q jest liczba wymierna.
8. Dlalicsz:Q—\/giy:2—|—\/50blicz: a) ¢ = 11 b) ¢ = 1 n 6 ¢) = 1 n 5
a) iloczyn x iy, b) iloraz x i y, ¢) sume kwadratéw z i y. V241l V2l 2-V3 V343 3+V5 5-V5

9. Wymien wszystkie liczby catkowite x spetniajace podany warunek.
9. Zapisz podane wyrazenie jako kwadrat sumy lub kwadrat réznicy. Dla

< < x| <
jakich wartosci x wyrazenie to przyjmuje wartos¢ réwna 07 a) |of < 4 b) 0 <la| <3 ¢) 2< ol <4
a) 2+ 10x + 25 c) 922 — 6z + 1 e) 9z% + 12z + 4 10. Oblicz warto$¢ podanego wyrazenia dla z = —23.

b) z? — 16x + 64 d) 162* + 8x + 1 f) 12 +2+1 a) ||z] —3| -1 b) |1 —|z|| + 1 ¢) ||z — 6] — |x]
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Sposob na zadanie

@ Przyktad 1
Uzasadnij, ze reszta z dzielenia przez 3 sumy kwadratéw trzech kolejnych liczb
naturalnych jest réwna 2.

Rozpatrzmy trzy kolejne liczby naturalne: n, n + 1, n 4 2, gdzie n € N. Suma
kwadratéw tych liczb:

S=n*+n+1)>2+n+2)?=
=n’+n*+2n+1+n*+4n+4=
=3n°+6n+5=3n*+2n+1)+ 2

Poniewaz n? + 2n + 1 jest liczbg naturalng, reszta z dzielenia S przez 3 jest
réwna 2.

« Zauwaz, ze aby wykazac, ze reszta z dzielenia liczby S przez 3 jest réwna 2,
przedstawiliSmy te liczbe w postaci 3k + 2, gdzie k € N.

« Konieczne jest rozumowanie dotyczace dowolnych kolejnych trzech liczb na-
turalnych, bo sprawdzenie dla konkretnych liczb naturalnych, np.:

124224+432=14449=14=3-4+2
112 4+1224+132 =121+ 1444+ 169 =434 =3 - 144 + 2

nie jest wystarczajacym uzasadnieniem.

CZy:

-» Zadanie 25, str. 110

D] Przyktad 2
Uzasadnij, ze reszta z dzielenia przez 4 sumy kwadratéw trzech kolejnych liczb
nieparzystych jest rowna 3.

Trzy kolejne liczby nieparzyste mozna zapisa¢ w postaci 2n+1, 2n+3, 2n+5,
gdzie n € Z. Rozpatrywana sume oznaczamy przez S.
S=02n+1)*+ (2n+3)>+ (2n+5)* =
= (4n*+4n+ 1)+ (4n* + 12n + 9) + (4n® + 20n + 25) =
=12n* +36n+35=4(3n*+9n+8) + 3

Poniewaz 3n? + 9n + 8 jest liczbg calkowita, reszta z dzielenia S przez 4 jest
réwna 3.

« Zauwaz, ze aby wykazac, ze reszta z dzielenia liczby S przez 4 jest réwna 3,
liczbe S przedstawiliSmy w postaci 4k + 3, gdzie k € Z.

« Konieczne jest rozumowanie dotyczace dowolnych kolejnych trzech liczb nie-
parzystych, bo sprawdzenie dla konkretnych liczb nieparzystych, np.:

12432452 =149+25=35=4-8+3
(=7)2 4+ (=5)2+ (—3)2 =49+ 25+ 9 =83 =4-20 + 3

nie jest wystarczajacym uzasadnieniem.

CzZy:

-» Zadanie 25, str. 110

.

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-9 wybierz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Zadanie 1 (0-1)
A jest zbiorem kwadratéw liczb naturalnych, a B — zbiorem ich sze$ciandw.
Ile liczb mniejszych od 200 nalezy do zbioru B\ A?

A.5 B. 4 C.3 D. 0O
Zadanie 2 (0-1)
A = (—2v/3;2V/3) N Z jest zbiorem

A. siedmioelementowym. C. czteroelementowym.

B. szescioelementowym. D. pustym.

Zadanie 3 (0-1)

Zbiér R\ (—1;1) mozna zapisa¢ w postaci

A. (—o0;—1)U(=1;1) U (1;00) C. (—o0;—1] U [1;00)

B. (—o0;—1) U (1;00) D. {-1,1}

Zadanie 4 (0-1)

Zbiorem rozwigzan nierownosci 3 + 2 < ¢ jest przedzial

A. (—o0;12) B. (—o0;—12) C. (—12;00) D. (12;00)
Zadanie 5 (0-1)

Zbior wszystkich liczb spelniajacych jednoczesnie dwie nieréwnosci 1 —x > 2
i 2x +4 > —6 mozna zapisa¢ w postaci przedziatu

A. (—5;—1] B. (—5;—1) C. [-5;—1] D. (—o0;—5)
Zadanie 6 (0-1)

Dla dowolnych liczb a i b zachodzi réwnosé

A. (a —2b)? = a® — 4b® C. (a —2b)* = a*® — 2ab + 4b*
B. (a —2b)? = a® + 4b® D. (a — 2b)? = a® — 4ab + 4b*

Zadanie 7 (0-1)
Dla dowolnej liczby x wyrazenie "’%—2 — 22+ 1 jest réwne

A (-24+1)"  B.(-z-1) C. (-2-3)"  D.(2z-1)
Zadanie 8 (0-1)

Utamek 1_1 7 jest rowny

A 1+32 B. —1-2 c. 12 D. 3
Zadanie 9 (0-1)

Liczba |v/3 — 4| nalezy do przedziatu

A. (—o0;0) B. [0;2,3) C. [2,3;4) D. [4;0)
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Zadanie 10
Dane sg liczby a = V4 + 23 \/4—2\/§ib: (V3 +1)2

Zadanie 10.1 (0-1)

Ocen prawdziwos$é¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest

prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.

Obie podane liczby sg niewymierne. P

Liczba b jest wicksza od liczby a.

Zadanie 10.2 (0-1)
Uzupelnij zdanie.

Najwiekszg liczba catkowitg mniejsza od b jest liczba [?].
Zadanie 11 (0-1)
Dana jest nieréwno$é¢ (x — 3)? — (z — 1)? > —2.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest fatszywe.

Podang nieréwnos¢ spetnia nieskonczenie wiele liczb naturalnych.| P | F

Liczba z = 2/3 spelnia te nier6wnos¢. P | F

Zadanie 12 (0-1)

Dane jest wyrazenie (z — %y)2 — (z+ %y)2

Dokoncz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedz A, B albo C
oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y podane wyrazenie jest rowne

\V]

2

) (m — %y) =x° — %a:y + %yQ oraz
A. | —5ry, L. 1,N2 2 1 1,2
(az+5y) ="+ 2y + 3Y°.
1,\2 2 1,2
) . r—zy) =x° —xy—+ ;yY° oraz
B.  —zv, poniewaz 9. ( ? )2 ) ‘11 )
(:c+§y) ="+ 2y + Jy°.
(z — %y)2 = 2® — 2zy + ;y® oraz
C. —2xy, 3. L \2 ) Lo
(a:+§y) =x° + 2xy + 7y°.

Zadanie 13 (0-2)
Oblicz warto$é¢ wyrazenia (x —4y)* — (dy +z)* dlaz =iy =

~[5

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 14 (0-2)
Dokoncz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich otrzy-
mane zdanie bylo prawdziwe.

Liczba (2v/6a — v/2)? jest catkowita dla

A.a=6 C.a= 25 E. a=(V6—2)2—38
B.OL:%6 D.az% F. a:(\/6+\/§)2—4\/§

Zadanie 15 (0-1)
Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Dla dowolnych liczb p, g, jedli p < g, to p* < ¢>. P | F

Dla dowolnych réznych od zera liczb p, q, jesli p < g, to i < é. P F

Zadanie 16 (0-1)
Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz
jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Suma |3 — 2v/3| + [4v/3 — 7| jest réwna

A, | 4-92V3 1. [3-2vV3>01i 4/3-7>0.
poniewaz | 2. | 3—2V3<0 i 4/3-7<0.
B. | 63— 10, 3. 13-2V3<01i 4/3—-7>0.

Zadanie 17 (0-2)
Dane sa liczby a = /5 —2v6 i b= /5 + 2V6.

Dokoncz zdania. Wybierz odpowiedz spoéréd A-D oraz odpowiedz spoérdéd
E-H.

1. Iloczyn ab jest réwny

A1 B. 2 C. 26 D.5

2. lloczyn (b+ a)(b— a) jest réwny
E. 46 F. 10 — 46

Zadanie 18 (0-2)
Zapisz w postaci przedziatu zbioér rozwiazan nieréwnosci:

(3 —2x)%? < (22 — V3) (V3 + 22)

G. 10 + 46 H. —4/6

Zadanie 19 (0-2)
Podaj liczby naturalne spelniajace nieréwnosé (4x + 3)* — (4z — 3)* < 100.

I 108 2. Jezyk matematyki

Przed obowigzkowa maturg z matematyki

109 IS



@ Przed obowiazkowa matura z matematyki

D] Zadanie 20 (0-3)

Uzasadnij, ze nieréwno$é v/2x —3v/2 < 6 —x spelniaja cztery liczby naturalne U kl’ a d y
dodatnie.

V& V4
Zadanie 21 (0-2) rOW n a n

Wyznacz najmniejszg liczbe naturalna n spetniajaca nieréwnosé:
n? > 10 — 1010

A s

Samolot lecacy pod wiatr przebywa trase 1200 km w ciagu 2,4 h. Te sama
Zadanie 22 (0-2) tras¢ z wiatrem pokonuje w 2 h. Jaka jest predkos¢ samolotu, a jaka wiatru

Ile liczb catowitych = spelnia warunek 773 S |z| < 97 Bz enyEsze LDied kOIei thiesse

o= ,,l. e S A

S

D] Zadanie 23 (0-2)
Uzasadnij, ze dla dowolnego k € Z liczba (3k —1)?+ (3k+1)%+ (3k+2)? — 3k?
jest podzielna przez 6.

D] Zadanie 24 (0-2)
Uzasadnij, ze réznica kwadratéw dwdch kolejnych liczb nieparzystych jest po-
dzielna przez 8.

D] Zadanie 25 (0-4) > Przykiad 11 2, str. 106
Uzasadnij, ze reszta z dzielenia przez 8 sumy kwadratéw czterech kolejnych
liczb nieparzystych jest réwna 4.

Zadanie 26 (0-4)

. ., . . Va+Vb . a-b . . _a
Oblicz wartos¢ wyrazenia Y dla a=3+v21ib=3-2.

D] Zadanie 27 (0-3)

Uzasadnij, ze kazda liczba z przedziatu (%, oo) spelnia nieréwnos¢:

V2 +2 < 2z

Zadanie 28 (0-4)
Zaznacz na osi liczbowej zbior liczb spetniajacych jednoczesnie obie nierow-
nosci.

2 =

(22— 1) > (22— 3)(22 4+ 3) + 2

1—x 5—x
4

Zadanie 29 (0-4)
Ile jest liczb calkowitych spelniajacych jednoczesnie obie nieréwnosci?

= (7)) 2w -3%
(2—2)*<(zr+1)
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Przypomnij sobie

Wykorzystanie réwnan do rozwigzywania zadan

Przyktad 1
W skarbonce znajduje sie 12 monet — sa to monety 2- i 5-zlotowe. Razem daja
one kwote 36 zt. Oblicz, ile monet kazdego nominatu znajduje si¢ w skarbonce.

Oznaczmy przez x liczbe 2-ztotéwek, wowcezas liczba 5-ztotowek jest réowna
12 — x. Zapisujemy rownanie uwzgledniajace informacje zawarte w zadaniu:
2¢ +5(12 —x) = 36
2x 4+ 60 — bz = 36
—3r=-24

r=3_ Sprawdzenie: 8 -2 +4-5 = 36

Zatem w skarbonce znajduje sie 8 monet 2-ztotowych i 4 monety 5-ztotowe.

1. W portmonetce znajduje sie 19 monet: 6 monet 1-ztotowych oraz monety
2- i b-ztotowe. Razem daja one kwote 50 zl. Oblicz, ile monet 5-ztotowych
znajduje sie¢ w portmonetce.

2. Otrzymalismy 6 z! reszty w monetach 10-, 20- i 50-groszowych. Monet 20-
i 50-groszowych bylto tyle samo, a wszystkich monet bylo 20. Oblicz, ile
otrzymaliémy monet 10-groszowych.

Przyktad 2

Z, dwéch miast odlegtych o 390 km wyjechaly o tej samej godzinie naprze-
ciw siebie dwa samochody. Pierwszy samochdd jechal z predkoscia 60 km /h,
a drugi z predkoscig o 10 km/h wieksza. Po jakim czasie samochody sie spot-
kaja?

Oznaczmy przez t czas w godzinach, jaki minat od wy-

jazdu do momentu spotkania. Pierwszy samochdd prze- 3 =uv-t
jechal w tym czasie 60t km, a drugi — 70¢ km. Otrzymu- gdzie:
jemy réwnanie: s — droga,
60t + 70t = 390 v — predkoseé,
130t = 390 t — czas
t=3 Sprawdz otrzymane rozwiazanie.

Zatem samochody spotkaja sie po 3 godzinach.

3. Samochdd pokonal trase o dtugosci 525 km. Pierwszy odcinek trasy prze-
byt z predkoscia 90 km/h. Przejechanie drugiego odcinka z predkoscia
60 km/h zajelo mu dwa razy wiecej czasu niz przejechanie pierwszego
odcinka. Ile czasu trwala cata podréz?

e 112 3. Ukfady rownan

3.1. Co to jest uktad réownan

Przyktad 1
Podaj trzy pary liczb x, y spelniajace rownanie 2x + 4y = 20.

Przyktadowe pary:

=0 r = —92 =0, Po wybraniu jako x dowolnej liczby
, , wyznaczamy ¥y, rozwiazujac
y=>5 y==6 y=4,75 odpowiednie réwnanie.

Roéwnanie 2x + 4y = 20 to przyklad réwnania z dwiema niewiadomymi. Réw-
nanie to jest spelnione przez nieskonczenie wiele par liczb.

Przyktad 2
Do skarbonki wrzucono 7 monet. Byly to monety 2- i 5-ztotowe. Wiadomo, ze
w skarbonce jest 26 zt. Ile monet 2-, a ile 5-ztotowych wrzucono do skarbonki?

Wprowadzmy oznaczenia niewiadomych:

x — liczba monet 2-ztotowych,

y — liczba monet 5-ztotowych.

Aby opisaé sytuacje z zadania, potrzebujemy dwoch réwnan: z + y =7 (do
skarbonki wrzucono 7 monet) i 22 + 5y = 26 (w skarbonce znajduje sie
26 zt). Rownania te musza by¢ spelnione jednoczesnie — zapisujemy to, taczac

je klamra:
: * {x+y—7

2x + 5y = 26
Ustalmy najpierw, ktére pary liczb spetniajg pierwsze réwnanie. Liczby mo-

net x i y moga by¢ tylko liczbami dodatnimi naturalnymi, zatem rownanie
x + y = 7 spelnia sze$¢ par liczb:

x=1 x =2 r=23 r=4 =209 r=20
y=6" |y=5" |y=4" |y=3" |y=2" |y=1

r =3
spetnia drugie réwnanie 2x + by = 26.

y=4
. S o Jrty=T
Zatem jest ona rozwiazaniem uktadu roéwnan

2x 4 by = 26

bonki wrzucono 3 monety 2-zlotowe i 4 monety 5-ztotowe.

Sposréd nich tylko para {

, czyli do skar-

Cwiczenie 1
Kasjerka wydata reszte 2 zt 10 gr w 9 monetach, wsrod ktérych byty tylko 10-
i b0-groszowki. Ile byto 10-groszéwek, a ile 50-groszowek?

3.1. Co to jest uktad réwnan
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Ukladem dwéch réwnan z dwiema niewiadomymi (lub krétko: ukladem réow- 2. Sprawdz, ktoéra para liczb spetnia uklad rownan:
nan) nazywamy dwa jednoczeénie rozpatrywane réwnania opisujace zwigzek 3z + 2y = —8
miedzy tymi dwiema niewiadomymi. Rozwigzanie ukladu réwnan to para {63: By =11
liczb, ktéra spetnia jednoczesnie oba réwnania.

xrx= —2 r=—4 r = —06 r=—8
Przyktad 3 A. 1 B. 2 C. 5 D. 8
rz a — — — — —
Y {4x+3y10 Y Y Y Y

Sprawdz, ktéra para liczb spetnia uktad réwnan

—x 42y =14 3. Podaj wszystkie pary liczb naturalnych dodatnich spelniajace réwnanie.
=1 L= _9 a) 3x + 2y =17 b) 3x + 4y = 17 c) 2x + 4y =17
A B
{ y =2 { y==56 4. Do podanego réwnania dopisz takie drugie, aby utworzony uktad réwnan

byt spetlniony przez wskazang pare liczb.

A. Podstawiamy do réwnan uktaduz =1 iy = 2. =5 r=1
_ - _ — 2
4-14+3-2=44+6=10 Spelione pierwsze réwnanie. a) 4 + 3y = 14, {y_ _9 c) 4r —9y = —1, {y_ 1
3
—14+2-2=3#14 Drugie réwnanie nie jest spetnione. )
T = -5 T =—3
Zatem para x = 1, y = 2 nie spelnia podanego uktadu réwnan. b) 3z — Ty =6, { 3 d) 12z + %y = —10, { 82
Yy=—- Yy=—-
B. Podstawiamy do réwnan ukladu z = @21y =@ 5. Zapisz podane informacje w postaci uktadu rownan.
4-(=2)+3-6 =—-8+18=10 Spelnione pierwsze réwnanie. a) Liczba z jest o 8 wieksza od liczby y. Liczba y jest pieciokrotnie mniej-
—(=2)+2-6=2+12=14 Spetnione drugie réwnanie. sza od liczby x.
Zatem para x = —2, y = 6 spelnia podany uklad réwnan. b) Suma liczby z i podwojonej liczby y wynosi 10. Potowa liczby z jest
réwna y.
Cwiczenie 2 . . .
o _ . ) [ 3z —2y=-18 6. Zapisz podane informacje w postaci uktadu rownan.
Sprawdz, ktéra para liczb spelnia uktad réwnan . _ _ . _
—lrx4+3y="7 a) Liczba a stanowi 40% liczby b. Gdy do 20% liczby a dodamy 60%
liczby b, to otrzymamy 4.
x=—6 x=-5 xr = -5 x=—4 . .. : : : :
A. B. C. D. b) Liczba o 10% mniejsza od liczby a jest o 10% wieksza od liczby b.
y=0 y=-15 y=15 y=3 Réznica liczby o 15% wiekszej od a i liczby o 15% mniejszej od b wynosi 1.
Zadania Sprawdz sie
1S iy liczh xr =2 i q Kad 16 ) 7. Podaj wszystkie pary liczb naturalnych spetniajacych rownanie z + 3y = 9
+ Oprawaz, tzy pata Ucz y=-3 Spetilla podatly uklad rownan. oraz te, ktore spetniajg réwnanie 5x + 2y = 19. Czy istnieje para liczb
naturalnych spetniajaca oba réwnania?
ox — 2y = 16 2x—|—%y:3 %I—%yZQ% Ja
a To—y =17 c) —r—y=1 ) el | oytl 3 8. Zapisz podane informacje w postaci uktadu rownan.
3 4 2
) . ) a) Suma liczb z i y jest réwna 5. Réznica tych liczb wynosi 2.
2T —2y=7 ;T 3y =2 3T+ 5y = ' i b iest rd i
b) d) < ; ) 9.1 ", . b) Suma liczb a i b jest réwna 14. Gdy do 120% liczby a dodamy 70%
dzty=11 2y —ar=1 5 T3 T % liczby b, to otrzymamy sume a i b.
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3.2. Rozwiazywanie uktadoéw rownan
metoda podstawiania

Jedng z metod rozwiazywania uktadéw réwnan jest metoda podstawiania.

r—3y=2>5

Rozwiaz uktad rownan
dx + 5y =3

Przyktad 1
{ metodag podstawiania.

Wybieramy jedno z réwnan i wyznaczamy z niego jedng z niewiadomych. To,
ktéora niewiadoma wyznaczymy, nie ma wplywu na ostateczne rozwigzanie
uktadu réwnan.

r=3y+5 Wyznaczamy niewiadoma x z pierwszego réwnania.

dx + 5y =3 Drugie rownanie przepisujemy bez zmian.
W miejsce  w drugim réwnaniu podstawiamy wyrazenie 3y + 5, dzieki czemu
otrzymujemy réwnanie z jedng niewiadoma y.

x=3y+5 Pierwsze rownanie przepisujemy bez zmian.

4(3y+5)+5y =3

Podstawiamy wyrazenie 3y + 5
w miejsce x w drugim réwnaniu.

r=3y+5
12y + 2045y =3

Rozwiazujemy drugie rOwnanie z niewiadoma y.

zc—3y+5

Q@

Podstawiamy wyznaczong wartos¢ y do pierwszego
réwnania i obliczamy niewiadoma, x.

“1) +5

T =2 Otrzymana para liczb jest jedynym
rozwiazaniem uktadu réwnan.

¥
{
.
Lo
o
o

Aby przekonac sie, czy nie popelniliSmy btedu, mozemy sprawdzié¢ otrzymane
rozwiazanie, podstawiajac je do uktadu rownan:

{ 2_-3. (_1) =24+3=5 Spelnione pierwsze réwnanie.

4-2+5. (_1) — 8 — 5 =3 Spelnione drugie réwnanie.

Zatem otrzymana para liczb jest rozwiazaniem tego uktadu réwnan.

e 116 3. Ukfady rownan

W wyniku przeksztatcen réwnan uktadu w kolejne réwnowazne réwnania
otrzymujemy réwnowazne uklady réwnan, czyli takie, ktére maja to samo
rozwiazanie (sa spelnione przez te sama pare liczb).

Cwiczenie 1
Rozwiaz podany uktad réwnan metoda podstawiania. Sprawdz otrzymane roz-

wigzanie.

x4+ 2y =12 r+3y=3 Sr + 3y = 12
a) c) e)

x—3y=717 r—2y=—1 20 —y =17

—3xr+y=—-20 2z +y =20 —Tx+2y =13
b) Y d) Y f Y

20 —y =1 r—3y=-—4 —dr+y=11
Przyktad 2

. . JArty=6-2y .
Rozwiaz uktad rownan metoda podstawiania.

2 —x=2+y

Zaczynamy od doprowadzenia obu réwnan do prostszej postaci — takiej, w kto-
rej niewiadome znajduja sie po jednej stronie réwnan.

dr + 3y =6

Wybierajac rownanie, z ktorego wyznaczymy niewiadoma,
—r =2 kierujemy sie przede wszystkim tatwoscig obliczen.

4o + 3y =6

y=x+2 Wyznaczamy niewiadoma y z drugiego réwnania.

6 Podstawiamy wyrazenie x + 2
W miejsce y w pierwszym rownaniu.

dr+3(x+2)=
y=x+2
Rozwiazujemy pierwsze réwnanie z niewiadomg x.

y=x+2

Tx=0/:7
y=x+2

Wyznaczong warto$¢ niewiadomej x
podstawiamy do drugiego réwnania.

x =20
Yy =2

b
{
{
{4x+3:c+6_6
{
Lo
{

Para liczb x = 0, y = 2 jest rozwiazaniem podanego uktadu rownan.

3.2. Rozwigzywanie uktadéw réwnan metoda podstawiania
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Cwiczenie 2
Rozwiaz uktad réwnan metoda podstawiania.

{x+y—2m—4y {B:U—x—y—l—?) ){2(:v+2)—y—2
a c

b
r+y="7—y ) 2=y—=zx 2c —y=x+y—15

Przyktad 3

y+3 —_z+1 -1
6 3

metoda podstawiania.
2 +y=1

Rozwiaz uktad réwnan {

Zaczynamy od doprowadzenia pierwszego réwnania do prostszej postaci, a na-
stepnie rozwiazujemy uktad réwnan metoda podstawiania.

{%3—”"?1/-6 {y—2x7

20 +y =1 20+ 2x—T7 =1

y+3=2(zx+1)—6 y=2x—7

2 +y=1 dr=8/:4

y+3=22+2-6 =9 N.a dowol.nym .etapie roz-
Wlgzywalla IMOZEemnly zaimile-

20 +y=1 y=2-2-7 ni¢ réwnania miejscami.

y=2xr—7 r =2

20 +y=1 y=—3

Zatem rozwigzaniem uktadu jest para liczb: x = 2, y = —3.

Cwiczenie 3
Rozwiaz uktad rownan metoda podstawiania.

r+y 20—y __ 3x+ r—1 __ +1
a) Ty_ b) 3y_ 2y C) 1 - 2 _2+yT
=Y =4 r=2x+y+1) r+y+4=0

Nie kazdy uklad ré6wnan ma rozwigzanie. Na przyktad uktad réwnan:

r+y="7

{x+y=8
nie jest spelniony przez zadna pare liczb (jesli suma dwéch liczb jest réwna 7,
to nie moze by¢ jednoczes$nie rowna 8). Zauwazmy, ze rowniez ukltad réwnan:

T—y=2
20 — 2y =17

nie ma rozwigzania (dlaczego?).
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Przyktad 4

. . jr=2y=3 .
Rozwiaz uktad réownan metoda podstawiania.
—2r+4y =7
r=3+2y Wyznaczamy niewiadoma = z pierwszego réwnania.
—2(3+2y)+4y="7 Pods‘tz‘iwiamy WyraZ.enie/B +2y
w miejsce z w drugim réwnaniu.

{x—3+2y

—6—4dy+4y=7
r=3+2y

Drugie rownanie jest sprzeczne — nie jest spetnione
Oy = 13 . St spra .

przez zadng warto$¢ niewiadomej y.

Zatem zadna para liczb nie spelnia podanego uktadu réwnan.

Uktad rownan moze mieé¢ nieskonczenie wiele rozwigzan. Na przyktad uktad:

rT+y=2
20 + 2y =4

spetnia kazda para liczb x, y, ktorych suma jest rowna 2.

Przyktad 5
.. i | 6z —2y =12 o
Rozwiaz uktad réwnan metodg podstawiania.
—3r+y=—06
3r—y =206 Doprowadzamy pierwsze réwnanie do prostszej postaci.
y= 3xz—6 Wyznaczamy niewiadoma y z drugiego réwnania.

Podstawiamy wyrazenie 3z — 6 w miejsce y
W pierwszym réwnaniu.

3r—(3x—6)=06
y=3xr—6

{3x—3x+6:6

= — 6wnanie Ox = 0 (mozemy je réwniez zapisaé 0 =
y . R¢ e 0 0 semy je réwnies aé 0 = 0
jest zawsze spelnione, niezaleznie od tego, jaka wartosé
Or =0 wstawimy w miejsce niewiadomej x.
Zatem o liczbie rozwigzan uktadu decyduje tylko
y=3r—06 drugie réwnanie, w ktérym wystepuja obie niewiadome.

Roéwnanie y = 3z — 6 jest spelnione przez nieskonczenie wiele par liczb, co
oznacza, ze uklad réwnan jest spelniony przez nieskonczenie wiele par liczb,

i lierh z =0 r=1 T =2 r=0,5
np. speinia O par 1CZD: 5 D 3

3.2. Rozwigzywanie uktadéw réwnan metoda podstawiania
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Uktad réwnan z dwiema niewiadomymi x i y:

a1x + by =c¢; gdzie a; # 0 lub by # 0
T + by = ¢y gdzie ay # 0 lub by # 0

nazywamy ukladem rownan liniowych.
Definicja
Uktad réwnan liniowych, ktérego rozwiazaniem jest jedna para liczb, na-

zywamy ukladem oznaczonym.

Uktad réwnan liniowych, ktéry ma nieskonczenie wiele rozwigzan, nazy-
wamy ukladem nieoznaczonym.

Uktad rownan liniowych, ktéry nie ma ani jednego rozwiazania, nazywamy
ukladem sprzecznym.

Cwiczenie 4
Sprawdz, czy uktad réwnan jest oznaczony, nieoznaczony czy sprzeczny.

20 + 4y = 24 b x+3y=3 r+3y="7
a c

x4+ 2y =12 r—3y=-3 20 + 6y =4
Zadania

1. Rozwiaz uktad réwnan metoda podstawiania.

{x+6:3x—|—y {—2x:3y—2 {zr;?)y—la:y
a) c) e)

4=x—2y+5 y— 6z = —6 0,2 4+ 0,1y = —0,1
3r—2y=1 q 20 — 3y = 0,7 ¢ 0,4x — 0,3y = —2
20+ 1y =10 r+4y =53 1,6z 4+ 1,5y = 46

2. Rozwiadz uktad rownan metoda podstawiania.
d(x—y) = -5 Q) 3—2y—4dz)=4(1—-2)—19
—m—2x—3y)—18 32z —y+1)=—2y+26
6x — (2y — 3x) =Ty —9 ) 43z —0,5) = 5(y+0,5) =9
e
—3x + 8 2(33 — 2y —9) —2x —5(y —2,5) = -9y + 5,5

y)—23 ¢ 4x—1)—2(y—05)=7
) 3(z —2) + 5(y — 1,5) = 13,5

T - (
6+5(1—3(y—x) =20z+1
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3. Cgzy rozwiagzaniem uktadu réwnan jest para liczb catkowitych?

ztb Ly - y+8 24a _ y—1

a) 2 2 4 C) 4 3
—3517—y:5 57:;:71/ — x—EQy
r—6y—1=2y =2 _yl=2

4. Sprawdz, ile rozwigzan ma uktad rownan.

) 2z —3y)+3(x—2y) =1 0 r—T(y—1)=-2(3+2)
2x—2y=4(y+1) —2(1—-2x—y)=1—x—by

b) ( 2y) —2(y—x+15)=5 Q) 3(1—2)—52-y)=5
0,2(2—3z) +y =0,8

5. Rozwiaz uktad réwnan.
(z+2)>+2y=2+15+ (z—2)(z+2)
Y {w+(y1)2—1(\/§y)(y+\/§)
{w(l—%)—y(l—y) = (y — V2z)(y + V22) +3
21 — (2y — 1)* + 161 = (25 + 3)(3 — 2y)

6. Sprawdz, czy uklad réwnan jest oznaczony, nieoznaczony, czy Sprzeczny.
20+ 3y =7 de —y =2 2y —xr =8
a) b) 1, c)
2r+3(y—2)=1 5y =2(x—1) r+4=2y—2)
7. Dane jest réwnanie 3x — 4y = 2. Dopisz do niego drugie rownanie, tak aby
otrzymany uktad réwnan byt:

a) Sprzeczi b) nieoznaczon C) 0zZnaczony.
) )

Sprawdz sie

8. Rozwigz uktad réwnan metoda podstawiania.

) 3r+4=2y—4 b) 6y +x+1=0 ) 2410 4 gy = 22
r+y=1—2x 2y —6x+7=0 332 — 54 9y

9. Sprawdz, czy uklad réwnan jest oznaczony, nieoznaczony, czy sprzeczny.

) 3r—2y=5 b) 7,50 — 5y =6 0 2 + 3y = —3
—2x + 3y = —3 2y — 3z =—24 dr — 4ty =6

3.2. Rozwigzywanie uktadéw réwnan metoda podstawiania
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3.3. Rozwiazywanie uktadow rownan
metoda przeciwnych wspoétczynnikéow

Inng metoda rozwiazywania uktadéw réwnan jest metoda przeciwnych wspot-
czynnikow.

Przyktad 1

- o jrt3y=—4 . , :
Rozwiaz uktad réwnan metoda przeciwnych wspotezynni-

—x + 6y =13
kéw. Sprawdz otrzymane rozwiazanie.

Zauwazmy, ze wspoOtczynniki przy niewiadomej x sa liczbami przeciwnymi
(1i—1), zatem po dodaniu obu réwnan stronami, otrzymamy réwnanie z jedna
niewiadoma y.

x +3y=—-4
+| —x +6y=13

r—x +3y+6y=-—-4+13 Dodajemy réwnania stronami.

9y =9 Otrzymalidémy réwnanie z jedng niewiadoma.
y=1
Wyznaczona wartos¢ niewiadomej y podstawiamy do jednego z réwnan wyj-

sciowego uktadu, na przyktad do réwnania x + 3y = —4. Otrzymujemy nowy,
réwnowazny uktad réwnan:

y=1 Podstawiamy liczbe 1 w miejsce y w rownaniu
r+3-1=—-4 x + 3y = —4 i obliczamy niewiadomag, x.

Stad otrzymujemy jako rozwiazanie uktadu réwnan pare liczb:

r=—"
y=1
Sprawdzenie

—74+3-1=-T7T+3=-4 Spelnione pierwsze réwnanie.
—(=7)+6-1=746=13 Spelnione drugie réwnanie.

Cwiczenie 1
Rozwiaz uktad rownan metoda przeciwnych wspoétczynnikow.

dr +y=9> 20+ 3y =95 ox —3y =1
a) b) c)

20 —y = —2 —2r+y=-—1 —dr+y=9

e 122 3. Ukfady rownan

orx +4y =6
+ | 8z —4y = —12

Czasami zanim dodamy réwnania stronami, najpierw musimy pomnozy¢ obie
strony jednego réwnania (lub obu réwnan) przez taka liczbe (lub liczby), aby
wspotczynniki przy jednej z niewiadomych w obu réwnaniach byty liczbami

przeciwnymi.
Przyktad 2
- . )dr+dy=6 . , o
Rozwiaz uktad rownan 5 5 metoda przeciwnych wspotczynnikéw.
rt+y=

Wspotczynniki przy zadnej z niewiadomych nie sa liczbami przeciwnymi. Prze-
ksztatlcimy zatem jedno z réwnan tak, aby otrzymac¢ przeciwne wspotczynniki
przy niewiadomej y.

or + 4y =6
2r+ y=3/-(—4)

Mnozymy obie strony drugiego réwnania przez —4.

Dodajemy réownania stronami.

br —8xr =6 — 12

Otrzymalidémy réwnanie z jedng niewiadoma.

Rozwiagzujemy réwnanie z niewiadoma x:
—3x = —6, stad x = 2
Wyznaczong wartos¢ niewiadomej x podstawiamy do jednego z réwnan wyj-

Sciowego ukladu, np. do réwnania 2z +y = 3, i otrzymujemy nowy, rowno-
wazny uktad réwnan:

T =2
2-2+y=3 Podstawiamy liczbe 2 w miejsce z w réwnaniu 2z + y = 3.
T =2
y=-1
Otrzymana para liczb x = 2, y = —1 jest rozwiazaniem podanego uktadu.
Cwiczenie 2

Rozwiaz uktad rownan metoda przeciwnych wspoétczynnikow.

x—2y=3 der — Ty =3 10z + 21y = -9
a c e

3x + by = —2 3r+ 14y =5 —br — Ty =38
b 3r+y=-—13 q br — 2y = 16 f) 20 + 3y = —3.,5

2¢ + 3y = —4 3r 4+ 5y = —9 3r—2y =45

3.3. Rozwigzywanie uktadéw réwnan metoda przeciwnych wspdtczynnikéw
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Przyktad 3

20 + 3y =2 : , y
metoda przeciwnych wspotczynnikow.

Rozwiaz uktad rownan
b+ Ty =4

Rozwiagzanie uktadu réwnan rozpoczynamy od pomnozenia kazdego z row-
nan przez takie liczby, aby przy jednej z niewiadomych otrzymac¢ przeciwne
wspotczynniki.

20 +3y=2/-5

Mnozymy obie strony pierwszego rOwnania przez 5,

be+Ty=4/-(-2) a drugiego przez —2.

10z + 15y = 10
Oz — 14y = —8

Dodajemy réwnania stronami.

Yy =2

20 + 3y = 2

NSNS
||

r+3-2 =2

Podstawiamy liczbe 2 w miejsce y w drugim réwnaniu.

{ Otrzymujemy nowy uktad réwnan, réwnowazny do danego.

20 =—-4/:2
Yy =2

Zatem rozwigzaniem uktadu réwnan jest para liczb: x = =2, y = 2.
Cwiczenie 3
Rozwiaz uktad rownan metoda przeciwnych wspoétczynnikow.

3x — 2y =10 b de 4+ Ty =17 ) 6x + 2y = 13
a c

20 + 3y = —2 3+ 6y =3 4 — Ty = 2
Cwiczenie 4

Podaj liczby, przez ktoére mozna pomnozy¢ obie strony rownan uktadu, aby
moc skorzystac z metody przeciwnych wspotczynnikéw. Nie rozwigzuj uktadu.

3r— Ty =2 —1 17y =4 2r—6y =1
a){a: Y b){ 2x+ Y C){5:c Y

—5x +4y =8 sx—13y =5 3x — 5y =29

3. Uktady réwnan

Przyktad 4
5(x—1y)+5=22z+y)

2@ —-1)=y+1

Rozpoczynamy od doprowadzenia réwnan uktadu do najprostszej postaci.
o — by +5 =4z + 2y

{ 20 =2 =y +1

Rozwiaz uktad rownan {

r—"Ty=-5 Redukujemy wyrazy podobne. Niewiadome

2 —y=3 zapisujemy po lewej stronie kazdego rownania.
Otrzymany uktad réwnan mozemy rozwigzac¢ jedng z dwoch metod.
Metoda Metoda przeciwnych
podstawiania wspotczynnikow

T==5+Ty r—Ty=-5/(-2)

2(=5+Ty)—y=3 2r —y =3

r=-5+Ty —2x + 14y = 10

10+ 14y —y=3 + 20 —y=3

T==5+Ty 13y =13 /: 13

13y =13 /:13 y=1

= —8+ Ty Yy =

y=1 2r —y =3

rT=—-0+7 Y=

y=1 20 —1 =3

r =2 y=1

y=1 T =2

Rozwigzanie uktadu rownan nie zalezy od:

« wyboru metody rozwiazywania,

o kolejnosci réwnan w uktadzie — mozna ja zmieni¢ na kazdym etapie rozwia-
zywania.

W przypadku metody podstawiania rozwigzanie uktadu réwnan nie zalezy od
wyboru wyznaczonej niewiadomej i tego, z ktérego rownania ja wyznaczamy.
W przypadku metody przeciwnych wspoétczynnikow rozwigzanie uktadu réw-
nan nie zalezy od wyboru niewiadomej, ktéra redukujemy.

3.3. Rozwigzywanie uktadéw réwnan metoda przeciwnych wspdtczynnikéw
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Rozpatrywane poprzednio uktady réwnan byty uktadami oznaczonymi. Poka-
zemy, jak wyglada rozwiazywanie metodg przeciwnych wspoétczynnikow ukta-
du sprzecznego oraz nieoznaczonego.

Przyktad 5

o ) | 3 —2y=4
Rozwiaz uktad rownan )
—x+3y=1
3x—2y =4
—r + %y =1/-3 Mnozymy obie strony drugiego réwnania przez 3.
r —2y =4
$ Y Dodajemy réwnania stronami.
-3z +2y =3
Ox +0y=7 Otrzymaliémy rOéwnanie sprzeczne.

Rownania 0z + 0y = 7 (mozna je zapisa¢ w postaci 0 = 7) nie spelnia zadna
para liczb x i y, zatem ukltad réwnan jest sprzeczny.

Przyktad 6 )
. , ) o +gy=—4
Rozwiaz uktad réwnan ) )
—dz + %y = —4 / -3 Mnozymy obie strony pierwszego réwnania przez 3,
drugi 4.
3%5,3 _ %y =3 / .4 a druglego przez

Dodajemy réwnania stronami.

—15z +2y = —12
+ 15z —2y =12

Or+0y =20 Otrzymalidmy réwnanie tozsamosciowe.

Roéwnanie 0z + Oy = 0 (mozna je zapisa¢ w postaci 0 = 0) spelnia dowolna
para liczb x i y. Wyjsciowy uktad réwnan jest réwnowazny nieoznaczonemu
uktadowi réwnan:

Ox+0y =20
15z — 2y = 12

Uktad ten jest spetniony przez nieskonczenie wiele par liczb, dla ktorych praw-
dziwe jest drugie réwnanie. Jego rozwigzanie mozna zapisa¢ w postaci:

reR
y=2x—6

e 126 3. Ukfady rownan

Cwiczenie 5
Sprawdz, czy ukltad réwnan jest nieoznaczony czy sprzeczny.

br — 2y =4 1,5z — 2y =6 —%x—l—?)y:él
a) b) . c) ) )
Zadania

1. Rozwiaz uklad réwnan metoda przeciwnych wspotczynnikéw.

{a:y—Q {2x+3y—5 {2x+3y—15
a) c) e)

20 +y =13 6x — 8y =3 2(2z + 3y) = 30
3x — 4y =15 d 3x — by =3,5 ¢ 20c+y)=2—-2y
Tr+2y=1 —4x + 2y = =7 r+2y==6

2. Rozwigz uktad réwnan.
0,2(x 4 2y) —03(2x— y)=3,5
(x4+y)—(r—2)=2y+2

a) {%w—l—iy:ix—l
1 1 1
0,01(4z — y) = 0,01y + 0,02

b){ Y

(r—y)=3(z+y)
x 0,6(y —x —01(y+2x+1)

— +(y+3x) =—4
3. Rozwigz uktad réwnan.

gt
gt
Bly+2)+x=3z+y {
gte
" e

\ 2z +1)=3(y—1)+13
a
pE2E — 41 o~ +35+1
— Ty —3x
b) v —y = ; T 3
(x+1)(a:+1)—y:a:(3:+1) S5x+1)=3(y—1)
+ =1

r—1 +1
S R N
z+l _y-2 _ 9

3 6

Sprawdz sie

4. Rozwiaz uktad rownan metoda przeciwnych wspoétczynnikow.

x—y=4r —3y+5 0,01z — 0,01(y — 1) = —0,06
a c
24 y=23z+5y—2 0,03z — 0,02(y — 2) = —0,12

Sy —y=1ly—3z42 o 2By =4—3gy
50— (y — (z—2y)) =4 Teroy = Rr Ay
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3.4. Uktady rownan -
zadania tekstowe (1)

Przyktad 1

Dwie ciezaréwki przewozace piasek wykonaly tacznie 13 kurséw. Jedna z nich
przewozita za kazdym razem 15 ton, a druga — 8 ton piasku. Lacznie prze-
wiozty one 132 tony piasku. Ile kursow wykonata kazda z ciezarowek? Utoz
odpowiedni uktad réwnan i go rozwiaz.

Wprowadzmy oznaczenia niewiadomych:

x — liczba kursow wykonanych przez pierwsza ciezarowke,

y — liczba kurséw wykonanych przez druga ciezaréwke.

Zapisujemy uktad rownan odpowiadajacy tresci zadania.

z+y =13
152 +8y =132

FLaczna liczba kurséw dwoch ciezaréwek.

t.aczna masa przewiezionego piasku.

Uktad réwnan rozwiazujemy metoda

{:U+y—13/-(8)

15z + 8y = 132 przeciwnych wspoétczynnikow.
—8xr — 8y = —104
+| 152 + 8y = 132
Tx = 28

Stad otrzymujemy rozwiazanie uktadu réwnan x =41y = 9.

Pierwsza ciezaréwka wykonata 4 kursy, a druga 9.

Cwiczenie 1

Dwie cigezaréwki, jedna o tadownosci 6 ton, a druga — 10 ton, przewiozty
lacznie 460 ton piasku podczas 50 kursow (za kazdym razem byly maksymalnie
obcigzone). Ile kurséw wykonala jedna ciezaréwka, a ile druga?

Cwiczenie 2

a) Sliwki na targowisku kosztowaly 6,50 zl/kg, a wisnie — 8,50 zt/kg. Gospo-
dyni kupita tacznie 4 kg tych owocow i zaptacita za nie 31 zt. Ile kupita sliwek,
a ile wisni?

b) Warzywa znajdujace sie na stoisku kosztuja: marchew — 4 zt/kg, buraki —
6 zt /kg, rzepa — 7,50 zl/kg. Kierownik stoléwki kupit 8 kg tych warzyw, w tym
2 kg rzepy. Za wszystko zaptacit 49 zt. Ile kupil marchwi, a ile burakéw?

e 128 3. Ukfady rownan

Przyktad 2
Piotr i Dorota maja razem 30 lat. Dorota jest o cztery lata mtodsza od Piotra.
Oblicz wiek Doroty i wiek Piotra.

Oznaczamy niewiadome:
d — wiek Doroty w latach, p — wiek Piotra w latach.

Zapisujemy warunki zadania w postaci uktadu réwnan:
d+p=30
d=p—4

Po rozwiazaniu tego uktadu réwnan otrzymujemy (sprawdz):

p=17
d=13
Dorota ma 13 lat, a Piotr — 17 lat.

Cwiczenie 3
Tomek jest o cztery lata starszy od swojej siostry. Za dwa lata beda mieli
w sumie 30 lat. Ile lat ma obecnie kazde z nich?

Przyktad 3
Szes$é lat temu mama Basi byta trzy razy starsza od swojej corki, a za cztery
lata bedzie od niej dwa razy starsza. Ile lat ma obecnie Basia, a ile jej mama?

Oznaczamy niewiadome:
b — wiek Basi w latach, m — wiek mamy Basi w latach.

Informacje z zadania wygodnie jest przedstawi¢ w formie tabeli.

Szesé lat temu Obecnie Za cztery lata
Wiek Basi b—6 b b+ 4
Wiek mamy Basi m — 6 m m—+ 4

Zapisujemy uktad réownan, w ktérym pierwsze réwnanie opisuje sytuacje
sprzed szesciu lat, a drugie — sytuacje, ktora nastapi za cztery lata.

m—6=3(b— 6)
m+4=2(b+4)

Po rozwiazaniu tego ukladu réwnan otrzymujemy (sprawdz):

b= 16
m = 36

Basia ma obecnie 16 lat, a jej mama — 36 lat.

3.4. Uktady rownan - zadania tekstowe (1)
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Cwiczenie 4
a) Pie¢ lat temu Daria miata dwa razy mniej lat niz Maria. Daria jest mlodsza
od Marii o 5 lat. Ile lat ma obecnie Daria, a ile Maria?

b) Za trzy lata Olek bedzie o potowe starszy od Alka, a dziewieé lat temu Olek
mial o dwa lata wiecej niz wynosit podwojony wiek Alka. Ile lat ma obecnie
Olek, a ile Alek?

Zadania

1. Dziewieé lat temu ojciec byl szes¢ razy starszy od syna. Za dziewieé lat
obaj beda mieli razem 85 lat. Ile lat ma obecnie kazdy z nich?

2. Dwa lata temu Ania, jej siostra blizniaczka i ich starszy brat mieli razem
45 lat. Za trzy lata suma wieku blizniaczek bedzie o 12 wieksza od wieku
ich brata. Ile lat ma obecnie kazde z nich?

3. Moneta 2-ztotowa wazy 5,21 g, a 5-ztotowa — 6,54 g. Skarbnik klasowy
zebrat 30 monet o nominatach 2 zt oraz 5 zt. Wszystkie monety wazyty
tacznie 169,6 g. Ile monet 2-ztotowych, a ile 5-ztotowych zebrat skarbnik?

4. Wydano 48 ztotych w 20 monetach: byto ws$réd nich 8 monet 2-ztotowych
oraz monety 1- i 5-ztotowe. Ile bylo monet 1-, a ile 5-zlotowych?

5. Kwote 100 ztotych wydano w monetach 1-, 2- i 5-zlotowych — tacznie
w 32 monetach, przy czym liczba monet 5-ztotowych byta o dwa wieksza od
podwojonej liczby monet 1-ztotowych. Ile monet kazdego rodzaju wydano?

6. Jednego dolara rozmieniono na monety 5-, 10- 1 dolar = 100 centdw

i 25-centowe. Okazalo sie, ze po rozmienieniu

byto tacznie 12 monet, w tym jedna moneta 25-centowa. Ile byto monet

5-, a ile 10-centowych?

Moneta 10-centowa Moneta 25-centowa

Moneta 5-centowa

7. W skarbonce znajdowaly si¢ 4 dolary w monetach 5-, 10- i 25-centowych.
Wszystkich monet byto 29, a 10-centéwek bylo trzy razy wiecej niz 5-cen-
towek. Ile byto monet kazdego nominatu?
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8. Dtlugosé jednego boku prostokata jest o 3 cm wieksza od podwojonej dtu-
gosci drugiego boku. Obwdéd tego prostokata jest réwny 36 cm. Oblicz jego
pole.

9. Obwdd prostokata jest réwny 56 cm. Gdyby zwiekszy¢ dlugosé jednego
jego boku o 2 cm, a drugiego o 6 cm, to stosunek dtugosci bokéw otrzyma-
nego prostokata wynositby 1:3. Oblicz dtugosci bokéw wyjsciowego pro-
stokata (rozpatrz dwa przypadki).

10. Obwdd trapezu rownoramiennego jest réwny 40 cm. Jego ramie ma dtugosé
réwng Sredniej arytmetycznej dtugosci jego podstaw i jest o 6 cm dluzsze
od jego krotszej podstawy. Oblicz dtugosci bokéw tego trapezu.

11. W sobote wystawe fotografii odwiedzity 72 osoby: 50 osoéb kupito bilety
normalne, pozostali kupili bilety ulgowe. Dochéd ze sprzedazy biletow
w tym dniu wyniost 654 zt. W niedziele wystawe obejrzato 112 osoéb, w tym
42 osoby, ktore kupity bilety ulgowe. Tego dnia dochéd ze sprzedazy bile-
tow wyniost 994 zt. Ile kosztowal bilet normalny, a ile ulgowy?

12. Roznica miedzy pewna liczba dwucyfrowa a liczba otrzymana w wyniku
przestawienia cyfr tej liczby wynosi 36. Suma tych liczb wynosi 110. Jakie
to liczby?

13. Dana jest trzycyfrowa liczba A o cyfrze dziesigtek réwnej 5. Po usunieciu
tej cyfry otrzymujemy dwucyfrowa liczbe B. Roéznica liczb A i B wy-
nosi 320, a suma liczb A i B jest réwna 388. Jakie to liczby?

Sprawdz sie

14. Na widowni teatru muzycznego znajduje si¢ 280 miejsc. Na spektakl sprze-
3
4
biletu ulgowego wynosi 30 zl, a normalnego 35 zt. Ile sprzedano biletow

dano = wszystkich miejsc i uzyskano przychoéd w wysokosci 7000 zt. Cena

ulgowych, a ile normalnych?

15. Obwdd trapezu rownoramiennego jest rowny 50 cm. Jego dtuzsza podstawa
ma dlugosé 20 cm, a suma dlugosci jego ramion jest o 2 cm mniejsza od
dtugosci krotszej podstawy. Oblicz dtugo$é ramienia tego trapezu.

16. Ramiona trapezu maja dtugosci 25 cm i 65 cm, a jego obwod jest rowny
205 cm. Suma dilugosci dwéch diuzszych bokéow trapezu jest o 105 cm
wieksza od sumy dlugosci jego dwdéch kréotszych bokéw. Oblicz diugosci
podstaw tego trapezu.

3.4. Uktady rownan - zadania tekstowe (1)
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3.5. Uktady réwnan - kodz ptyngca z pradem i pod prad
Zada n ia te kStOWE (2) Gdy rozpatrujemy ruch fodzi na rzece, waznym pojeciem jest

predkos¢ wiasna todzi.

Uktady réwnan sa czesto wykorzystywane przy rozwiazywaniu zadan doty-

czacych wielkosci podanych w procentach oraz zadan dotyczacych predkosci.
Predkos¢ wtasna todzi to predkosé, jaka

osiaga t6dz na stojacej wodzie.
Przyktad 1 1ag z jacej wodzi

Ile kilograméw solanki o stezeniu 6% na- Stezenie procentowe roztwo- droga !
predkos$é = ‘

_ | hn
lezy zmieszaé z solanka o stezeniu 2%, aby ru okresla, jaki procent masy czas P _H 3
otrzymaé 100 kg solanki o stezeniu 5%7 catego roztworu stanowi ma- ¥

o sa rozpuszczonej substancji.
Oznaczamy niewiadome: ) . .
Roztwoér soli nazywany jest

xr — masa w kg solanki 6-procentowej,
solanka.

y — masa w kg solanki 2-procentowej.
Zapisujemy roOwnania opisujace warunki zawarte w tresci zadania:
r +y =100

0,06 - x 4+ 0,02 -y = 0,05 - 100

Na predkosc, z jaka po rzece porusza sie todz, wptywa predkosé pradu rzeki.
Oznaczmy przez v predkos¢ wtasng todzi, a przez v, predkosc pradu rzeki.

Zapisujemy uktad réwnan i go rozwiazujemy:

r +y = 100
I solanka IT solanka sol.anka :
0,062 + 0,02y =5 / . (_50) po zmieszaniu
v v
x +y = 100 - >
4| 32—y =—250 + — o -
6% 2% 5%
—2z = —150 / : (—2) e
r =175 x kg vy kg 100 kg T T —
Stad otrzymujemy rozwigzanie uktadu: x = 75 i y = 25. Sprawdzamy otrzy- < g
mane rozwigzanie: 25 + 75 = 100 oraz 0,06 - 75 + 0,02 - 25 = 5.
Predkosc todzi poruszajacej sie Predkosc todzi ptynacej

Aby otrzymaé¢ 100 kg solanki 5-procentowej, nalezy zmieszaé 75 kg solanki
6-procentowej i 25 kg solanki 2-procentowe;.

z pradem rzeki jest rowna v + v, pod prad jest rowna v - v,

Cwiczenie 1
a) Ile kilograméw solanki o stezeniu 13% nalezy zmiesza¢ z solanka o steze-
niu 6%, aby otrzymaé 35 kg solanki o stezeniu 9%7

b) Do 5-procentowego roztworu soli dosypano taka jej ilos¢, ze otrzymano 95 g
roztworu o stezeniu 6%. Ile soli dosypano?
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Przyktad 2

1.6dZ motorowa plynaca z pradem rzeki przebyla trase pomiedzy przystaniami
odleglymi o 36 kilometrow w 2 godziny, droge powrotna natomiast w 3 go-
dziny. Oblicz predkos¢ wlasna todzi i predkosé pradu rzeki.

W tego typu zadaniach zaktadamy, ze wszystkie predkosci sa state.
Oznaczamy przez v — predkos¢ wlasna todzi, a przez v, — predkos¢ pradu rzeki.
Informacje podane w zadaniu mozemy przedstawi¢ w tabeli.

Odlegtosé Predkosé Czas
Ptyniecie z pradem 36 km v+ v, 2 h
Ptyniecie pod prad 36 km v — v, 3h
Predko$é lodzi plynacej z pradem jest réwna 2822 = 18 km/h, a predkosé
- : 36 km _
todzi ptynacej pod prad =5 = 12 km/h.

Otrzymujemy uktad réwnan i rozwiazujemy go metoda przeciwnych wspol-

czynnikow:
v+uv, =18
+lv—v, =12
2v =30
v =15

v =15
{ v+uv, =18
v =15 il
{ v, = 3
Sprawdzenie: 2(15 + 3) = 36, 3(15 — 3) = 36.
Predko$¢ wlasna todzi byta réwna 15 km/h, a predkosé pradu rzeki 3 km /h.

Cwiczenie 2
Plynac w dot rzeki, t16dZ pokonata 24 kilometry w 2 godziny. Droga powrotna
todzi trwata trzy razy diuzej. Oblicz predkos¢ wtasng todzi oraz predkosé
pradu rzeki.

Cwiczenie 3

Pierwszego dnia t6dz motorowa ptynaca 2 godziny z pradem rzeki, a nastepnie
3 godziny pod prad przebyta trase diugosci 58 km. Drugiego dnia, ptynac
3 godziny z pradem oraz 4 godziny pod prad, przeptyneta trase dtugosci 82 km.
Oblicz predkos¢ wlasna todzi i predkosé¢ pradu rzeki.
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Zadania

1. W pewnym liceum uczy si¢ 500 oséb. Jezeli liczba dziewczat zmniejszytaby
sie 0 40%, a liczba chlopcéw zwiekszylaby sie o 60%, to liczba 0séb uczesz-
czajacych do tej szkoty by sie nie zmienita. Ile dziewczat, a ilu chtopcow
uczy sie w tym liceum?

2. Pawel i Bartek pracowali w wakacje przy zbiorze owocéw. Pawel zaro-
bit 110% tego co Bartek i jeszcze 280 zl, natomiast Bartek dostal 60%
tego co Pawetl i jeszcze 240 zt. Ile zarobit kazdy z nich?

3. Kwote 10000 zt podzielono na dwie cze-

Sci. Jedng z nich wplacono do banku A na Oznaczamy niewiadome:

lokate roczna oprocentowang 3% w skali x — kwota w zl wptlacona
roku, druga do banku B na lokate roczna do banku A,
oprocentowana 4% w skali roku. Po roku y — kwota w z! wplacona
z lokat otrzymano taczne 10340 zl. Jaka do banku B.

2+ y = 10000
1,03z + 1,04y = 10340

kwote wplacono do banku A, a jaka
do banku B? Przeanalizuj przedstawiony {
obok poczatek rozwiazania tego zadania

i je dokoncz.

4. Kwote 20000 zt zainwestowano w dwie rézne lokaty roczne oferowane przez
bank X i bank Y. Lokata w banku X oprocentowana byta 3,5% w skali
roku, a w banku Y — 4,5% w skali roku. Po roku wyplacono z lokat
20840 zt. Jaka kwote ztozono na lokacie w banku X, a jaka w banku Y7

Mosiadz to stop miedzi, w ktorym gléownym dodatkiem jest
cynk. 7Z mosigdzu wykonuje sie na przyktad dzwony okretowe.

5. Zawarto$¢ miedzi w dwdéch réznych stopach wynosi 40% i 80%. Ile kaz-
dego z tych stopow nalezy uzyé¢, aby otrzymac 2 kg stopu zawierajacego
50% miedzi?

6. Mamy do dyspozycji dwa stopy miedzi o roéznej jej zawartosci. Jesli uzy-
jemy 2 kg pierwszego i 6 kg drugiego, to otrzymamy stop o zawartosci
55% miedzi. Jesli natomiast uzyjemy 3 kg pierwszego i 5 kg drugiego, to
otrzymamy stop o zawarto$ci 52,5% miedzi. Jaka jest zawarto$¢ miedzi
w kazdym z tych stopow?

3.5. Uktady réwnan - zadania tekstowe (2)
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7.

Roman przygotowuje si¢ do zawodow rowerowych. Na sobotnim treningu
przejechat 90 kilometréw w ciagu 5 godzin. Czes$é trasy wiodta po dro-
gach asfaltowych, czes¢ po gruntowych. Na drogach asfaltowych Srednia
predkos¢ jazdy wynosita 20 km/h, a na drogach gruntowych 15 km/h. Ile
czasu Roman jechat po drogach asfaltowych? Jaka odlegtos¢ w tym czasie
pokonatl?

Z miast A i B wyruszaja jednoczesnie
naprzeciw siebie ze statymi predkosciami
dwa pociagi. Jeden z nich jedzie z predko-
Scig dwukrotnie wigksza niz drugi. Spo-
tykaja si¢ po godzinie i 20 minutach.
Gdyby wolniejszy pociag jechal z pred-
koscia o 10 km/h wieksza, spotkanie na-
stapitoby po godzinie i 12 minutach. Jaka
jest odleglo$¢ miedzy miastami A i B?

Pociag pokonat 120 km w ciggu godziny i 45 minut. Pierwszy odcinek trasy
przebyl z predkoscia 80 km/h, a drugi — ze wzgledu na roboty torowe —
z predkoécig 40 km/h. Jaka byta dtugos¢ drugiego odcinka?

Sprawdz sie

10.

11.

12.

13.

14.

Po zmieszaniu roztworéw soli 5- i 10-procentowego otrzymano 200 g roz-
tworu 8-procentowego. Ile byto roztworu 5-procentowego?

Zmieszano 60 g 10-procentowego roztworu soli z roztworami 8- i 5-procen-
towym. W rezultacie otrzymano 150 g roztworu o stezeniu 8%. Ile graméw
roztworu 5-procentowego wykorzystano?

Do 7-procentowej solanki dolano 3 litry wody i dosypano pewna ilos¢ soli.
W rezultacie otrzymano 8,5 kg solanki o stezeniu 10%. Ile soli dosypano?
Przyjmij, ze 1 litr wody ma mase 1 kg.

Pan Tomek podzielil kwote 17000 zt na trzy czesci: 2000 zt odtozyl do
szuflady, a pozostate dwie czesci ulokowal na lokatach oprocentowanych
odpowiednio 2% i 2,5% w skali roku. Po roku mial do dyspozycji 17 350 z1.
Jaka kwote ulokowal na lokacie 2-procentowe;j?

Z kwoty 10000 zt wydzielono x zt i ztozono na lokacie oprocentowanej 2,5%
w skali roku, pozostate y zt ztozono na lokacie o oprocentowaniu rocznym
wynoszacym 2,75%. Po roku z obu lokat odebrano 10260 zt. Oblicz x i y.
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Vv

Powtorzenie

B Zestaw |

1.

Rozwiaz uktad réwnan.
(3x—1 4y-—7

» =8 v 2 3 =2

a x—2_y—6:2 ¢ 3y—6_5—x:_ 5
\ 4 2 \ 4 6 12
,g_%20,95 f2m5—y_y—z2m:1,2

b> < 2x—2_|_3—2y_3 d) < 2:1:—|—3y_4a:—y_025
\ 5% 2 o \ 12 ) — Y

Czy rozwiazaniem ukladu rownan jest para liczb o réznych znakach?

a){Zx—3(1y)+2y C){y-é(m—l)
3y—a)=y—1 3(z+1)=—(y+1)
y+8 r—2 y—3

b) 2 3 d) 4 3 6
243z  2y+6
4 2 3 4

Okredl liczbe rozwigzan uktadu rownan.

) {2(2y—|— 1) =6(4—x)

3+ 2y =11

0,2y:6$;y+1 %x—y:2;x
b) y—>5 d) T+ vy 22 — 3y

a) Suma cyfr pewnej liczby dwucyfrowej jest réwna 13. GdybySmy zamie-
nili miejscami cyfry tej liczby, wtedy otrzymalibysmy liczbe o 45 wieksza
od szukanej. Co to za liczba?

b) Dana jest dwucyfrowa liczba A oraz liczba B otrzymana z przestawienia
cyfr liczby A. Liczba A jest o 7 wieksza od podwojonej liczby B, a ich suma
jest rowna 121. Wyznacz te liczby.

c) Jesli do licznika pewnego utamka dodamy 1, a od jego mianownika
odejmiemy 1, to otrzymamy % Jesli natomiast od licznika odejmiemy 1,
a do mianownika dodamy 1, to otrzymamy % Co to za utamek?

Na wycieczke pojechato 23 uczniow. Na postoju dwie dziewczynki i jeden
chlopiec zostali w autokarze. Wsrod dzieci, ktére opuscity pojazd, byto
trzy razy mniej chtopcoéw niz dziewczynek. Ile dziewczynek, a ilu chtopcow
pojechato na wycieczke?

Powtérzenie
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6. Na straganie mozna kupi¢ banany i jabtka. Jedno jabtko kosztuje 1,20 zt,

a jeden banan 1,80 zt. Krysia kupita kilka owocéw i zaptacita 7,20 zt. Piotr
kupit tyle bananow, ile Krysia jabtek, i tyle jabtek, ile Krysia bananéw.
Za zakupy zaptacit 7,80 zt. Ile jablek i ile bananow kupita Krysia?

. W dwbch skrzynkach znajdowato sie 60 jabtek. Po przetozeniu potowy
jabtek z drugiej skrzynki do pierwszej w pierwszej skrzynce bylo cztery
razy wiecej jablek, niz zostalo w drugiej. Ile jabtek byto w kazdej skrzynce
na poczatku?

. W hurtowni wafle sa pakowane w wicksze pudetka, a cukierki — w mniej-
sze. Pudetko z waflami wazy 5,20 kg, a z cukierkami 3,20 kg. Do sklejenia
wiekszego pudetka zuzywa sie 1,60 m tasmy, a do mniejszego 1,20 m. Na
zamowienie jednego ze sklepéw przygotowano transport 20 pudetek z tymi
stodyczami i zuzyto do tego 30 m tasmy. Czy cala dostawe mozna prze-
wiezé¢ wozkiem, ktorego dozwolona tadowno$é jest réwna 100 kg?

Student ma do skserowania 30 kartek, z ktorych czesé jest zapisana jed-
nostronnie, a pozostale — dwustronnie. W punkcie ustugowym kserowanie
jednostronne kosztuje 20 gr, a dwustronne 30 gr. Student skserowalt swoje
kartki tak, ze otrzymal taka sama kopie jak oryginal (30 kartek) i za-
ptacit 7,40 zt. Ile kosztowalyby jego odbitki, gdyby kazda zapisana strone
kserowal na osobnej kartce?

Zestaw ||

Rozwiaz uktad rownan.

r—2y =28 — (3x — 2y) b) 22z —y) — 12(y — 22) = 98
13(x —y) = 24(2x — y) — 149 2y + 0,1z = —0,1(x — 4y — 24)

Podaj, ile rozwigzan ma uktad réwnan dla m =1, a ile — dla m = —2.

2) 20 —my =1 b) x+my =2 0 r — |mly = m?
mx — 2y =1 mr+y=4—2m —x+ 2y = —4

Dla jakich wartosci parametréow m i k para liczb: z = 3, y = 2 jest roz-
wigzaniem ukltadu réwnan?

mx + ky =5 b (1 =m)x +4ky = 10
Y (k =1z —2my = —1 ) (m —2k)x — (4k +m)y = —8
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Vv

Rozwiaz uktad rownan.

a) Roztwdér soli o stezeniu 5% zmieszano z roztworem soli o stezeniu 40%
i otrzymano 1,4 kg roztworu soli o stezeniu 30%. Ile graméw kazdego z tych
roztworow uzyto?

b) Laborant potrzebuje 10 g roztworu azotanu potasu o stezeniu 9%. Ma
do dyspozycji roztwory tego zwigzku o stezeniach 6% i 10%. Ile graméw
jednego roztworu i ile drugiego powinien zmieszac?

c) Do 240 g roztworu soli kuchennej dolano roztwor tej soli o stezeniu
dwukrotnie wiekszym i otrzymano 400 g roztworu o stezeniu 7%. Oblicz
stezenia roztworow, ktére zmieszano.

Jubiler dysponuje dwoma rodzajami stopu ztota. W jednym na kazde
37,5 g czystego zlota przypada 62,5 g miedzi, drugi ma probe 750. Ile
graméw kazdego z tych stopow nalezy stopi¢, aby otrzymaé 100 g zlota
proby 5857

Uwaga. Préba ztota — zawarto$é ztota w stopie wyrazona w promilach.

Dwa samochody poruszajace si¢ ze Srednimi predkosciami vy i v, wyru-
szyly jednoczes$nie naprzeciwko siebie z miejscowosci oddalonych o 450 km.
Samochody te minety sie po uptywie 3 godzin. Gdyby wolniejszy samo-
chod jechat z predkoscia o potowe wieksza, to spotkanie nastapitoby po
uptywie 2% godziny. Oblicz predkosci, z jakimi poruszaty sie te samochody.

. Na trasie miedzy Opolem a Warszawa, o dtugosci 320 km, kursuja busy

i autokary. Bus wyjechal z Opola o godzinie 15.00 i poruszal sie ze Srednia
predkoscia 60 km/h. Autokar wyruszyl z Warszawy o godzine pdzniej,
a jego $rednia predkosé wynosita 70 km/h. O ktérej godzinie i w jakiej
odleglosci od Opola pojazdy sie minety?

Samochdd przejechal pierwsza czesé trasy ze $rednig predkoscia 70 km /h.
Druga czes¢ trasy, dtuzsza o 60 km, pokonal ze srednia predkoscia 90 km /h.
Jego érednia predko$é na calej trasie byla réwna 80 km/h. Oblicz dlugosé
catej trasy.
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Sposob na zadanie

Rozwiazujac zadania tekstowe, spotkamy sie takze z takimi, w ktérych mamy
trzy niewiadome. Jednak mozemy jedna z nich opisa¢ za pomoca pozostatych
i otrzymac¢ uktad dwoch rownan z dwiema niewiadomymi.

Przyktad 1
Dany jest tréjkat o katach «, 3, v, przy czym suma miar katéw « i 3 jest
rowna 105° oraz spelniona jest rownosé¢ a + 20 + 3v = 400°. Wyznacz te katy.
Zauwazmy, ze a = 105° — [3.
Mozemy wiec napisa¢ uktad dwoch rownan z dwiema niewiadomymi:

(105° — B) 4+ 206 + 3~ = 400°

(105° = B) + B+~ = 180°

B+ 3y = 295°

v =T75°

B ="T70° Pamietaj, ze po rozwigzaniu uktadu réwnan
S warto sprawdzié, czy otrzymane rozwiazanie

Y= 75 spetnia warunki zadania.

Zatem a = 105° — 3 = 35°.
Odpowiedz: a = 35°, § = 70°, v = 75°
-» Zadanie 17, str. 144
Przyktad 2
W skarbonce znajduje si¢ 18 monet — sa to monety 1-, 2- i 5-ztotowe. Ra-
zem daja one kwote 48 zt. Monet 5-ztotowych jest o dwie mniej niz monet
1-ztotowych. Oblicz, ile monet kazdego nominatu znajduje sie w skarbonce.

Zauwazmy, ze w tym zadaniu rowniez mamy trzy niewiadome:

x — liczba monet 1-ztotowych,

y — liczba monet 2-ztotowych,

z — liczba monet 5-ztotowych.

Z tresci zadania wynika, ze z = x — 2.

Otrzymujemy zatem uktad dwéch réownan z dwiema niewiadomymi:

r+y+(r—2)=18

r+2y+5(x—2) =148
Rozwiazaniem tego uktadu jest para liczb: x =9 oraz y = 2 (sprawdz).
Zatem z = —2=1.

Odpowiedz: W skarbonce znajduje sie 9 monet 1-ztotowych, 2 monety 2-zto-

towe oraz 7 monet 5-zlotowych.
-» Zadanie 19, str. 144

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-9 wybierz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Zadanie 1 (0-1)
Kuba jest o 5 lat starszy od Magdy. Wiek Magdy stanowi

wrno

wieku Kuby.
Ktoéry z ponizszych uktadéw rownan opisuje te sytuacje?
Przyjeto oznaczenia: k — wiek Kuby, m — wiek Magdy.

k=m-—25 k=m-+5 k=m+5 k=m-—25
A. B. C. D.
mzék m:%k mz%k m:%k

Zadanie 2 (0-1)

W tréjkacie réwnoramiennym miara kata miedzy ramionami jest o 18° mniej-
sza od miary kata przy podstawie.

Przyjeto oznaczenia: a — miara kata przy podstawie, 3 — miara kata miedzy
ramionami, a nastepnie utozono uktad rownan opisujacy sytuacje z zadania:

200+ B = 180°
a=/F3+18°
Wskaz uktad rownan rownowazny temu uktadowi.

20 + 3 = 180° 200 = 144° 20 = 108° 200 = 132°
A. B. C. D.
f=a+18° a=3+18° 33 = 144° 303 = 144°

Zadanie 3 (0-1)
hd : Z . . ’ ’ _433 + 2y — _6
Wskaz pare liczb, ktéra nie spetnia uktadu rownan 5 5
x—y=

r=—3 SC:—% 3::% =3
A. B. C. D.

Zadanie 4 (0-1)

) dr=2y=6 "
Uktad réwnan nie jest sprzeczny dla
—6x +4y =m
A.m =12 B. m=3 C.m=-3 D.m=-12
Zadanie 5 (0-1)
2m’r — 3y =5

jest uktadem nieoznaczonym dla

Uklad réwnan
dxr — 6y = —10m

B. m=-1 C.m=1 D.m:%
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 6 (0-1)
Wskaz réwnanie, ktére nalezy dopisa¢ do réwnania 3 — 4y = 6, aby otrzymac
nieoznaczony uktad rownan.

A. 3z —4y=—6 C. 2z —2y=-3
B. -3x+4y=6 D. —%:1:+2y:—3

Zadanie 7 (0-1)
dx — 2y = 27

T+ 3y =2

r=—9 T =—95 r =25 T =
A. B. C. D.
y=—1 y=1 y=—1 y=1

Zadanie 8 (0-1)

Wskaz rozwiazanie uktadu réwnan {

2e+y=—-4 | : .
jest para liczb ujemnych dla

Rozwigzaniem uktadu rownan
mx—y=m—1

C.m=1 D.m=3

A.m=-3 B. m=— 5

N[

Zadanie 9 (0-1)

Proste k i [ na rysunku obok sa réwnolegte. L I
Wiynika stad, ze
AL a = 60 C. a =45 / 3+ 30°
6 =30° B =15°
3a — 20°
a = 5H0° a = 55°
B. D.
8 =20° g =15°

Zadanie 10 (0-1)

Dana jest dwucyfrowa liczba M. Suma cyfry jednosci i cyfry dziesiatek tej
liczby jest réwna 8. Roéznica miedzy liczba powstaly przez przestawienie cyfr
liczby M oraz liczba M jest réwna 54.

Ocen prawdziwos$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.

Ro6znica miedzy cyfra jednosci a cyfra dziesiatek liczby M
jest réwna 6.

Suma liczby M i liczby powstalej z przestawienia jej cyfr jest
réwna 88.

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 11 (0-1)
Adam jest o dwa lata starszy od Tomka. Trzy lata temu mieli w sumie 24 lata.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.

Adam i Tomek maja w sumie 30 lat. P F
Za cztery lata Tomek skonczy 18 lat. P F

Zadanie 12 (0-2)
Dane sg dwa uktady réwnan:

I 3z +y =10 I -3z +y =10
2z -y=12 "] z+2y=-38

Kazdemu z tych uktadow przyporzadkuj rownowazny mu uktad réwnan.
Whpisz obok numeréw uktadéw réwnan w tabeli ponizej wtasciwe odpowiedzi
wybrane sposrod A-F.

Numer zadania Uktad réwnan Réwnowazny uktad rownan

12.1 I ?

12.2 IT ?

=10—-3 =10—-3 = =2
ALY ! c.{’ ! E. {’

—x = 22 Sr = 22 3r —y=—10

—10+3 =10+3 =3z — 10
B. Y ’ D. Y ’ F. Y ’

Sr — 10y = 12 —r — 10y =12 r=—2y—38

Zadanie 13 (0-1)
Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz
jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

V2z —y =2

Uktad réwnan jest
{ 2x — \@y =2
) | 1. | wszystkie pary liczb rzeczywistych.
A. oznaczony, poniewaz
jest nieskonczenie wiele par liczb
speliony rzeczywistych.

B.  nieoznaczony, przez
3. tylko jedna pare liczb rzeczywistych.

e 142 3. Ukfady rownan

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 14 (0-2)
Dokoncz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich otrzy-
mane zdanie byto prawdziwe.

Jednym z rozwiazan ukltadu réwnan {iiijy :61 jest para liczb
A.x:%,y:—g E.xz—%,yzfi%
Bx:g,y:—% F.x——%,y:6§
C.x:%,y:—% G.m:—%,y:7%
D.ox=3y=3 H.o=-8 y=282

Zadanie 15 (0-2)
Para liczb x = 2, y = 3 jest rozwigzaniem uktadu réwnan utworzonego przez
dwa sposrod ponizszych réwnan. Wskaz te réwnania.

L.z —2y=—4 II. 2z + 3y = 15 III. 22 — 3y = —5 IV.3x —y =2

Zadanie 16 (0-2)

Bankomat wyptacit kwote 940 zt w banknotach o nominatach 10 zt, 20 zt
i 50 zt. Banknotow 10-ztotowych byto tyle samo co banknotéw 50-ztotowych,
a banknotéw 20-ztotowych byto o 7 wiecej niz 50-ztotowych. Ile byto bankno-
tow kazdego rodzaju?

Zadanie 17 (0-2) ® Przyktad 1, str. 140
Ro6znica miar katéw a1 8 pewnego tréjkata wynosi 30°. Kat v tego trojkata ma
miare o 20° wieksza od sumy miar katéw « i 3. Wyznacz katy tego tréjkata.

Zadanie 18 (0-3)

Cztery lata temu Kasia i jej dwaj bracia blizniacy mieli razem 22 lata. Za
dwa lata Kasia bedzie miata tyle lat, ile obaj jej bracia razem. Oblicz, ile lat
bedzie mie¢ Kasia, gdy jej bracia bedg mieli po 18 lat.

Zadanie 19 (0-3) = Przyktad 2, str. 140

Tomek ma w skarbonce trzydziesci jeden monet, w tym: trzy monety 5-zloto-
we, monety 1- i 2-ztotowe oraz monety 10- i 50-groszowe. Liczba monet 10-gro-
szowych jest taka sama jak liczba monet 50-groszowych, a monet 1-ztotowych
jest dwukrotnie wiecej niz monet 2-ztotowych. Laczna kwota w skarbonce
wynosi 42 zt. Oblicz, ile jest monet kazdego rodzaju.

Zadanie 20 (0-3)
Az +y)? —4ye+y) = (22)* + o +y

Rozwiaz uktad rownan
(z-Dy+1)=(+2)(y-2)

e 144 3. Ukfady rownan

4 Funkcje

U o0s6b wyczynowo uprawiajacych sport regu-
larnie przeprowadza sie specjalistyczne badania
lekarskie.

Elektrokardiografie wykonuje sie za pomoca
przyrzadu, ktory odbiera i wzmacnia impulsy
elektryczne. Jako wynik badania otrzymujemy
elektrokardiogram — wykres funkcji napiecia
elektrycznego, wytworzonego na skutek skurczu
miesnia sercowego, w zaleznosci od czasu.

Prawidlowa czynnosé¢ serca

Zaburzenie rytmu serca




4.1. Pojecie funkgji

Przyktad 1
W szkolnym turnieju pitki noznej wzieto udziat pie¢ druzyn: A, B, C, D i F.
Grano systemem kazdy z kazdym. Za zwyciestwo przyznawano 3 pkt, za remis
1 pkt, a za przegrana 0 pkt. Najmniejsza
mozliwa do zdobycia liczba punktéw to 0,
a najwicksza to 12. Kazdej druzynie przy-
porzadkowano sume zdobytych punktow —
wyniki turnieju przedstawiono w tabeli.

Druzyna A B| C| D | FE
Zdobyte punkty | 3 | 7 | 8 | 1 | 8

Przyktad 2
Na przedstawionym obok grafie kazdej
z czterech os6b przyporzadkowano dzien

« poniedziatek
e wtorek
» Sroda

tygodnia, w ktéorym dana osoba sie uro-
dzita. Zbiér oséb oznaczono litera X,
e niedziela

a zbior dni tygodnia — literg Y.

Omowione powyzej przyporzadkowania sg przyktadami funkcji. W kazdym
z nich sa wskazane dwa zbiory, czesto oznaczane przez X i Y, oraz okreslony
sposoéb przyporzadkowania elementom zbioru X elementéw zbioru Y — mozna
to zrobi¢ np. za pomoca tabeli, grafu lub opisu stownego.

Przyktad 3

Kazdej liczbie ze zbioru X = {1, 2, 3, 4, 5, 6} przyporzadkowano jej reszte
z dzielenia przez 4. Zbiér mozliwych reszt oznaczono litera Y. Przyporzadko-
wanie to przedstawiono za pomocg tabeli i grafu.

X Y
Liczba 1 2 3 4 5 6 —
Reszta 1 2 3 0 1 2 -/

Cwiczenie 1

Kazdej liczbie ze zbioru X = {1,2,3,4,5,6,7} przyporzadkowano liczbe ze
zbioru Y = {0,1,2,3,4} bedaca jej reszta z dzielenia przez 5. Przedstaw to
przyporzadkowanie za pomoca tabeli i grafu.

I 146 4. Funkcje

Definicja
Funkcja ze zbioru X w zbiér Y nazywamy przyporzadkowanie, w ktérym
kazdemu elementowi x € X odpowiada doktadnie jeden element y € Y.

Zbior X nazywamy dziedzing funkcji, a jego elementy argumentami.

Zbior Y nazywamy przeciwdziedzing funkcji. Jesli element zbioru Y jest przy-
porzadkowany jakiemus$ elementowi zbioru X, to nazywamy go wartoScia
funkcji.

Funkcje zwykle oznaczamy matymi literami, na przyktad f, g, h.

Mowiac o funkcji f ze zbioru X w zbiér Y, uzywamy zapisu f: X — Y, a war-
to$¢, jaka funkcja f przyjmuje dla argumentu x, oznaczamy przez f(x).

Przyktad 4
Dane sg zbiory X = {-2,-1,0,1,2} i Y = {0,1,2,3,4}. Funkcje f ze zbio-
ru X w zbior Y, ktora kazdej liczbie przyporzadkowuje jej kwadrat, okreslono
za pomoca grafu i tabeli.
X f Y
=~ Argument x —2/—=1,0 | 1| 2
/R Wartosé funkeji f(z) 4 ' 1 | 0 | 1 4

Zwr6é uwage na to, ze liczby 2 i 3 naleza do przeciwdziedziny funkcji f, ale
nie sa wartosciami tej funkcji.

Funkcja f dla argumentu x = 2 przyjmuje warto$¢ y = 4, co zapisujemy
»f(2) =47 1iczytamy: ,f od 2 jest réwne 4”.

Wartos¢ y = 4 funkcja f przyjmuje rowniez dla argumentu x = —2, zatem

f(=2) = 4.

Cwiczenie 2
Dane sg zbiory X = {1,2,3,4,5} i Y ={-2,—1,1,2} oraz funkcja f: X — Y
przedstawiona za pomoca grafu.

a) Podaj wartosci funkcji f dla argumentéow pa-
rzystych.

b) Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje
warto$¢ 2, a dla jakich — wartos¢ 17

c) Przedstaw funkcje f za pomocy tabeli.

4.1. Pojecie funkcji
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Cwiczenie 3

Dane sg zbiory X = {—2,-1,0,1,2} i Y = {0, 3,1, 2,2}. Funkcja f: X — Y
przyporzadkowuje kazdemu argumentowi potowe jego kwadratu. Przedstaw te
funkcje za pomoca grafu i tabeli. Ktére elementy zbioru Y nie sa wartosciami

funkcji f7 Ktoére wartosci sa przyjmowane dla wiecej niz jednego argumentu?

Cwiczenie 4
Funkcje f:{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} — {—2,-1,0,1,2,3,4} przedstawiono za
pomoca tabeli.
T 0 1 2 3 4 5) 6 7 8 9
f@) | 1 1 | -2 0 2 1|3 | 3 3 4

Dla ktérych argumentéw zachodzi rownosSc:

a) f(z)=0, b) flx) =1, c) f(z) = =2, d) f(z) = —17

Zauwazmy, ze zgodnie z definicja przyporzadkowanie jest funkcja ze zbioru
X w zbiér Y, jezeli kazdemu elementowi zbioru X przyporzadkowany jest
dokladnie jeden element zbioru Y.

D] Przyktad 5
Uzasadnij, ze na ponizszym grafie nie przedstawiono funkcji ze zbioru X

w zbiér Y.

Liczbie 2 nalezacej do zbioru X nie przy- Liczbie 2 nalezacej do zbioru X przy-
porzadkowano zadnego elementu zbio- porzadkowano dwa elementy zbioru Y.
ru Y. Zatem graf nie przedstawia funkcji Zatem graf nie przedstawia funkcji ze
ze zbioru X w zbior Y. zbioru X w zbior Y.

Cwiczenie 5
Czy na ponizszym grafie przedstawiono funkcje ze zbioru X w zbior Y7 Jesli
tak, to podaj argument, dla ktérego funkcja ta przyjmuje wartosé 0.

L
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Definicja
Miejscem zerowym funkcji f nazywamy taki argument z, dla ktérego:

f(x) =0

Przyktad 6

Funkcja f:{-2,-1,0,1,2} — {0,1,2,3,4}
przedstawiona za pomoca tabeli ma dwa
miejsca zerowe: —1 1 2.

Cwiczenie 6

Funkcja f kazdej liczbie ze zbioru X = {—1,0,1,2,3} przyporzadkowuje:

a) liczbe o 2 mniejsza, c) kwadrat tej liczby pomniejszony o 1,
b) liczbe o 3 wieksza, d) szescian tej liczby pomniejszony o 8.

Przedstaw za pomocg tabeli funkcje f i podaj jej miejsca zerowe.

Zadania

1. Funkcje f:{-2,-1,0,1,2} — {-1,0,1,2,3,4} przedstawiono za pomoca
tabeli. Przedstaw te funkcje za pomoca grafu i podaj jej miejsca zerowe.
Az 2 -1/0 1 2 bl 2 |—2/-1 0|1 2

f(x) 312 0 2 3 fx) =1, 01|23

2. Funkcja f:{—2,—1,0,1,2,3} — {0,1,2,3,4,5} zostala podana w postaci
tabeli. Przedstaw jg za pomoca grafu oraz opisu stownego. Dla ilu argu-
mentéw przyjmuje ona wartosci nieparzyste?

a) o 910 1,2 3 Pz —2_-10l1 2 3
f@) 01 2.3 4 5 f@) 2 10 1 2 3

3. Funkcje f: X — Y przedstawiono w postaci grafu. Przedstaw te funkcje
za pomoca tabeli i podaj jej miejsca zerowe.

a) X Y

4.1. Pojecie funkcji 149 s



Przypomnij sobie

Uktad wspoétrzednych

4. Dane sa zbiory X = {-2,-1,0,1,2} oraz Y = {0,1,2,3,4,5}. Funkcja
f: X — Y kazdemu argumentowi przyporzadkowuje jego kwadrat.

a) Przedstaw t¢ funkcje za pomoca tabeli i grafu. Prostokatny uklad wspéirzednych (lub krétko: g Y I
b) Ktére elementy zbioru Y nie sa wartosciami funkcji f? Ktére wartosci uktad wspétrzednych) to ukltad dwéch prostopa- |
sg przyjmowane dla wiecej niz jednego argumentu? dtych osi liczbowych o wspélnym poczatku. Os po- : )

5. Funkcja f zostala podana w postaci tabeli. Okredl jej dziedzine, a nastep- zlor/na-nazywana szst 081 QX IUb, OS,IQ odcigtych, AT __ _ 1™
) ) i g a 0 plonowa tO o$ OY lub 1naczeJ 0$ rz@dnych 1 ........... ...... | ............

nie przedstaw te funkcje za pomoca grafu oraz opisu stownego. Dla ilu i ) . ) : : S
, o , . : Kazdy punkt ptaszczyzny jest w uktadzie wspot- F3o 101 1 8o 4 2 X

argumentow przyjmuje ona wartosci dodatnie? ) _ ) : o B b b

_ - | _ _ | - _ _ | rzednych jednoznacznie okreslony przez pare liczb

a) xr |—1/011 213! 4 b) r -3 -2 =101 2 zwanych wspoélrzednymi. Na przyktad punktowi P IH e ";IV

na rysunku obok odpowiadaja wspétrzedne (4,2).

) a2t ] @) 3 2 1[0 -2

Uktad wspotrzednych dzieli ptaszczyzne na ¢wiartki, ktére oznaczamy cyframi
6. Funkcja f kazdej liczbie ze zbioru X = {-3,—-2,—1,0,1,2} przyporzad-
kowuje jej kwadrat pomniejszony o 4. Dla ktérych argumentéw funkcja ta

rzymskimi. Punkt P nalezy do I ¢wiartki uktadu. Kolejne numerujemy prze-

ciwnie do ruchu wskazéwek zegara.

przyjmuje wartosci ujemne? Czy ma ona miejsca zerowe? ) ) . . . o _
Punkty lezace na osiach uktadu nie naleza do zadnej ¢wiartki.
@ 7. Rozwazmy przyporzadkowanie, w ktérym danej liczbie odpowiada jej pier-

wiastek kwadratowy. Uzasadnij, ze to przyporzadkowanie nie jest funkcja Prostokatny uktad wspotrzednych nazywany jest rowniez kartezjanskim ukta-

dem wspolrzednych na czes$¢ francuskiego matematyka, fizyka i filozofa René
Descartes’a [czyt. rene dekarta] (1596-1650), zwanego w Polsce Kartezjuszem.

ze zbioru X w zbior Y dla:

a) X ={0,1,2,3,4}, Y =Q, b) X ={-1,0,1,2}, Y =R.

8. Funkcja f kazdej dwucyfrowej liczbie naturalnej przyporzadkowuje jej 1. Odczytaj wspolrzedne punktow P, Q, R, S, T, Y‘S
reszte z dzielenia przez n. Ile miejsc zerowych ma funkcja f7 U, W (rysunek obok). COELO N
T.; B S
a) n=2 b)n=4 ¢) n=>5 d) n=10 2. Podaj, w ktérej éwiartce ukladu wspohzed- i LB
L. nych potozony jest punkt: : ; : ;
Sprawdz sie Yo p yASEP . i.ol1:  PiX
a) A(=3,6). ©) C3:3): S
9. Funkcje f:{-1,0,1,2,3,4} — {—2,—1,0,1,2} przedstawiono za pomoca b) B(4,—11), d) D(—50,—60). W P U

tabeli. Przedstaw te funkcje za pomoca grafu. Dla ilu argumentéw zachodzi
réwnoséé f(x) = x? Czy funkcja f ma miejsca zerowe? Jezeli tak, podaj je. 3. Naszkicuj uklad wspolrzednych, a nastepnie zaznacz w nim punkty:

A(0,5), B(=2,4), C(—-1,-4), D(6,1%), E(-2,0), F(3,-3)

) g —1jol1]2/3/ 4] Pz 110123 4

fz) =1/ 2 -1 2 0 2 f(z) -1/ 11 _2- 2 | 1 | 4. Naszkicuj prostokat ABCD. Ile punktéw ) )
- ' - kratowych lezy wewnatrz tego prostokata? Tl kriiowi?l na};
. R ) . o ) zywamy punkty, ktoryc
10. Funkcja f kazdej liczbie ze zbioru X = {-2,—1,0,1, 2,3} przyporzadko a) A(1,—1), B(4,-1), C(4,3), D(1,3) obie wspblizedne sa, licz.

wuje liczbe przeciwng do jej kwadratu. Przedstaw te funkcje za pomoca D catlkowityoi

b) A(—4,-2), B(5,—2 4), D(—4,4
tabeli. Dla ilu argumentéw przyjmuje ona warto$é¢ wicksza od —27 ) Al=4,-2), B(5,-2), C(5,4), D(=4,4)

11. Funkcja f kazdej dwucyfrowej liczbie naturalnej przyporzadkowuje sume 5. Dane sg trojkat T o wierzchotkach A(—4,—2), B(2,—2) i C'(—4,4) oraz

jej cyfr, np. f(24) = 6. Podaj wszystkie wartosci, ktére moze przyjmowac
funkcja f. Dla jakich argumentow przyjmuje ona wartosé 3, a dla jakich 77

BN 150 4. Funkcje

trojkat T, o wierzchotkach D(0,2), E(8,2) i F(4,6). Do wnetrza ktérego
z tych trojkatéw nalezy wiecej punktow kratowych i o ile?

Uktad wspoétrzednych
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4.2. Szkicowanie wykresu funkcji (1)

Funkcje, ktoérej argumenty i wartosci sg liczbami, nazywamy funkcja liczbowa.
W dalszym ciggu rozdziatu bedziemy rozpatrywac tylko takie funkcje.
Jednym ze sposobéw przedstawienia funkcji liczbowej jest wykres.

Przyktad 1

Dziedzina funkcji f jest zbior {1,2,3,4,5,6}. Funkcja f przyporzadkowuje
kazdemu argumentowi liczbe o 2 mniejsza. Ponizej te funkcje przedstawiono
za pomocy tabeli oraz wykresu.

x 1 2 3 4 5 6 1 . o
y=flz) -1 0 1 9 3 4 | wesleneesisspeg f ..................................
Do wykresu funkcji f naleza punkty o wspot- e i b i b
rzednych (x,y), gdzie x jest argumentem, -
a y — wartoscig funkcji. Sa to punkty: G } 2.3
(1,-1), (2,0), (3,1), (4,2), (5,3) i (6,4). f

Definicja
Wykresem funkcji f: X — Y w ukladzie wspoélrzednych nazywamy zbior
wszystkich takich punktow (z,y), ze x € X oraz y = f(x).

Cwiczenie 1

Dziedzina funkcji f jest zbiér {—2,—1,0,1,2}. Funkcja f przyporzadkowuje
kazdemu argumentowi liczbe o 2 wieksza. Przedstaw te funkcje za pomoca
tabeli oraz wykresu.

Przyktad 2

Dziedzina funkcji f jest zbior {1,2,3,4,5,6,7,8}. Funkcja f przyporzadkowuje
kazdemu argumentowi jego reszte z dzielenia przez 3. Ponizej te funkcje przed-
stawiono za pomocg tabeli oraz wykresu.

y
z | 1|23 |4|5|6|7]|8]| B A :
f@) | 1]/2/ 01 2012 T
o CREBEREERE:

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji, ktora kazdej liczbie ze zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8}
przyporzadkowuje jej reszte z dzielenia przez: a) 2, b) 4.

BN 152 4. Funkcje

Czesto jest mozliwe okreslenie funkcji za pomoca wzoru. Na przyktad:
Opis stowny Dziedzina Wzér

Funkcja f przyporzadkowuje kazdemu
argumentowi x liczbe o 3 wieksza.

R f(@)=2+3

Funkcja f przyporzadkowuje kazdemu
argumentowi x jego potowe powigkszong o 1.

(—o0i2] | fla)=1tw+1

Funkcja f przyporzadkowuje kazdemu
argumentowi x jego kwadrat.

[1; 00) f(z) = a?

Uwaga. Wzér funkcji f(x) = z 4+ 3 mozemy zapisaé tez w postaci y = x + 3.

Sposoby przedstawiania funkcji

opis stowny graf tabela wykres wzOor

Przyktad 3
Funkcja f kazdej jednocyfrowej liczbie naturalnej przyporzadkowuje liczbe
przeciwng do jej poltowy. Przedstaw te funkcje za pomoca tabeli, grafu i wy-

kresu. Podaj jej wzor.

Y¥ T :
M
O| -« - P 1 X
wffiiig e :
Funkcje f mozna okredli¢ wzorem f(z) = —%az, gdzie dziedzing jest zbiér

{0,1,2, ...,9}.

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres oraz podaj wzor funkcji f, ktora kazdej liczbie nalezacej do
zbioru {—3,—-2,—1,0,1, 2,3} przyporzadkowuje:

a) liczbe o 3 mniejsza, b) potowe kwadratu tej liczby.

4.2. Szkicowanie wykresu funkgji (1)
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Przed naszkicowaniem wykresu funkcji nalezy zwroci¢ uwage na jej dziedzine.

Przyktad 4
Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy trzech réznych funkcji okreslo-
nych tym samym wzorem, ale ktérych dziedzinami sg kolejno:

I. zbior {—2,-1,0,1,2} II. przedzial [—2;4] III. przedzial (—2;4)

Yyoi I O
fot o = .
ki </1
N S S S ) X
f:{-2,-1,0,1,2} - R g:[-2;4 — R h:(—2;4) — R
f(x) =3x+2 g(z) =1tz +2 hz)=1z+2

» Wykresem funkcji f (rysunek I) jest pie¢ punktow.

» Wykresem funkcji g (rysunek I1) jest odcinek taczacy punkty (—2,1)1i (4,4) —
jego konce zaznaczono petnymi kétkami.

» Na rysunku IIT puste kétka w punktach (—2,1) i (4,4) oznaczaja, ze punkty
te nie naleza do wykresu funkcji h (poniewaz liczby —2 i 4 nie naleza do
dziedziny tej funkcji).

Jesli dziedzing funkcji f(z) = ax + b, gdzie a,b € R, jest przedzial domkniety
[x1;x5], to wykresem tej funkcji jest odcinek. Aby go naszkicowaé, wystarczy
obliczy¢ wartosci f(x1) 1 f(x2). Jesli dziedzing funkcji f jest przedzial otwarty,
to jej wykresem jest odcinek bez swoich koncow.

Przyktad 5
Naszkicuj wykres funkcji f:[—2;6) — R danej wzorem f(z) = —5x + 2.
Obliczamy warto$¢ funkcji dla x = —2:
f(=2)=—%-(-2)+2=3
Obliczamy warto$¢ wyrazenia —%:E-I—Q dla x = 6:
—2-6+2=-1

Wykresem funkcji f jest odcinek taczacy punkty
(—2,3) 1 (6,—1) bez konca w punkcie (6,—1).

Cwiczenie 4

Naszkicuj wykres funkcji f: D — R.
a) D=[-2;3], f(x) =x+1 c) D=(0;5), f(x)y=2—1
b) D =[-2;6), f(z) = 30 —2
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Dla dowolnych liczb a,b € R wykresem funkcji f:R — R okreslonej wzorem
f(x) = ax + b jest prosta. Takie funkcje beda szczegdélowo omawiane w na-
stepnym rozdziale.

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji f:R — R danej wzorem f(x) =z — 2.
Aby naszkicowaé wykres tej funkcji, wystarczy
obliczy¢ jej wartosci dla dwéch dowolnych ar-

gumentéw (dlaczego?), zaznaczy¢ odpowied-

nie punkty i poprowadzi¢ przez nie prosta.

Przyktad 6

Naszkicuj wykres funkcji f:R — R okreslonej wzorem f(z) = ja — 1.
Obliczamy wartosci funkcji f dla dwéch do- Y

wolnych argumentéw, np. dla ¢ = 2 i & = 4: - - o
naleza punkty (2,0) oraz (4,1). Szkicujemy O/ NS
prosta przechodzaca przez te punkty. // - o

Cwiczenie 5
Naszkicuj wykres funkcji f: R — R okreslonej wzorem:

a) f(x) =2z, b) f(z) = —x, c) flx) =2 —1, d) f(z) = —2x+ 2.

Przyktad 7
Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy funkcji okreslonych tym samym

wzorem, ale ktérych dziedzinami sa kolejno:
L. przedzial [—3;00) II. przedzial (—3;00)  III. przedzial (—oo; 3]

ivf L1 R (NN

o[ T ix "ot x TP o iy ix
f:[-3;00) = R g:(—=3;00) = R h:(—00;3] = R
flz) =32+2 g(x) = 32 +2 h(z) = 4o +2

Wykresami funkcji f i h sa pélproste domkniete (z poczatkiem). Wykresem
funkcji g jest pélprosta otwarta (bez poczatku).

Cwiczenie 6
Naszkicuj wykres funkcji f: D — R okreslonej wzorem f(z) = Lz + 2.

a) D= (—00;2) b)D=(-00;2] ¢) D=(2;00) d) D = [2;0)

4.2. Szkicowanie wykresu funkgji (1)
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Zadania

1. Naszkicuj wykres funkcji f: {—1,0,1,2,3} — R, ktora kazdej liczbie z dzie-
dziny przyporzadkowuje:
a) liczbe o 1 mniejsza, c) jej warto$é bezwzgledna,
b) liczbe przeciwna, d) jej kwadrat.

2. Dziedzing funkcji f jest zbiér {—2, —1,0,1,2,3}. Przedstaw te funkcje za
pomocy tabeli i naszkicuj jej wykres.
a) flz)=z+3 b) fla)=32 ¢ flx)=|32] d) flx) =~z

3. Funkcja f podana zostala za pomoca tabeli. Naszkicuj wykres tej funkcji
i sprobuj odgadnaé¢ wzor, ktérym moglaby by¢ okreslona.

a) ¢ —10|1 23 4 9 & —2-101 2 3

f(z) | -5 -4 -3 —2| -1 0 f@) 65 4 3 2 1
e | - ; - |
)..x.—%:O AREIE >.x:—%:0:é:15352:

f@) =1 0 1 2 3 4 f@) =2 -1 0 1 2 3

4. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = x + 1, ktorej dziedzing jest przedzial:
a) [0;4], b) [=2;3], c) [1;00), d) (—o0;2].

Sprawdz sie

5. Funkcje f:{-1,0,1,2,3} — {-2,—-1,0,1,2,3} przedstawiono za pomoca
tabeli. Przedstaw te funkcje za pomoca grafu i wykresu.
Dl e —1/0 1 2 3

a)l 7z 101 2 3
fl@) =23 -1 -2 0

@ 21 -1 21

6. Dziedzing funkcji f jest zbiér {—3, —2,—1,0, 1,2, 3}. Przedstaw te funkcje
za pomocy tabeli oraz wykresu.

a) f(x) =2z b) f(zr)=2—2 c) flx)=x+3
7. Naszkicuj wykres funkcji f: D — R.

2) D= [-33], f(z) =z —2

b) D= (-1;4), f(z) =2z -3 d) D = (0;00), f(z) =

r+3
1
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4.3. Szkicowanie wykresu funkcji (2)

Przyktad 1

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = {

r dlaz e [-2;1]

Zauwaz, ze dziedzing
funkcji f jest przedzial

2 dlaz e (1;5) [—2;5).
Y Ypooopb Y f
1 e ] | 1
REZEREREEF SN JERENE X 1 X

Fragment wykresu Fragment wykresu Wykres funkcji f

funkcji f dla z € [-2;1] funkcji f dla =z € (1;5)

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f.

—1 dlaz e [-2;1] 1 dlaze(-3;-1)
a) f(z) = c) fz)=
2 dlax € (1;4) —z dlax e [-1;4)
—2 dlaz € [—4; 2] r dlaz e (—oo;l)
b) f(z) = d) f(z) =
x dlaz e (—2;3] 3 dlazxel(l;o0)
Przyktad 2
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji LY »
f:R — R danej za pomoca wzoru f(z) = |z|. e
W tabeli podano wartosci funkcji f dla wybra- oy
nych argumentéw. Tabele taks nazywamy tabelg e
wartosci funkcji. - A
-3 | -2 -1 -
. : o1 . .X
fz) 3 5 ] ]

o o . , —z dlaz € (—o00;0)
Wzér tej funkcji mozna zapisaé w postaci: f(x) =
x dlax € [0;00)
Cwiczenie 2
Sporzadz tabele wartosci funkcji f:R — R dla catkowitych argumentéw x,
takich ze |z| < 3. Naszkicuj wykres tej funkcji i zapisz jej wzér bez uzycia
symbolu wartosci bezwzgledne;j.

a) f(x) = [27] b) f(z) = |3z| c) f(z) = |3z| d) f(z) = —[z|

4.3. Szkicowanie wykresu funkcji (2) 157 s



Przyktad 3
Naszkicuj wykres funkcji f:R — R okreslonej za
pomocg wzoru f(z) = x*. gumentu. Zauwazmy, ze dla argumentu z y=fx)fF-———

istnieje dokladnie jedna wartos¢ y taka, ze

Z, wykresu funkcji mozna czasem odczytaé VA

warto$é, jaka przyjmuje ona dla danego ar- \ }\\
|
|

Aby naszkicowaé¢ wykres funkcji f(x) = 22, spo-

rzadzamy tabele jej wartosci dla wybranych argu- punkt (z,y) nalezy do wykresu funkeji £. ‘ %
mentow. _ . _ . . _ Przyk’rad 4 . Yo v

z | -3 -2/ -1|—3/ 0|3 1| Na rysunku obok przedstawiono wykres A [

| f(x) 9 41| l 0 | ! 14 9 funkcji f: R — R. Odczytaj z niego wartosci Al | _”1 f

: : A funkcji dla argumentéw x = —1 oraz xz = 2. - ' P E P L

Wyznaczone punkty zaznaczamy w ukladzie wspot- i TN . . L 5 1 | X

Dla z = —1 odczytujemy f(—1) = 2.
Dla z = 2 odczytujemy f(2) = —1.

rzednych i taczymy je krzywa, jak na rysunku —

w ten sposéb otrzymujemy wykres funkcji f.

Cwiczenie 3 Cwiczenie 6
Naszkicuj wykres funkcji danej wzorem f(z) = 22, o podanej dziedzinie D.

a) D =[-2;2] b) D =[1;3) c) D =[0;00)

Wykresem funkcji f:R — R jest prosta przechodzaca przez punkty A i B.
Naszkicuj ten wykres i odczytaj z niego wartosci funkcjidlaxz =1idlaxz = 7.

a) A(_37_1)> B(573) b) A(3,0), B<57_3)
Na rysunku obok przedstawiono wykresy Cwiczenie 7
oo 1.2 2 402
fun.kCJl.y - 49_6 ’ y Y= 436.: _ » Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej wartosci dla x = 1 oraz x = 3.
Dziedzing kazdej z tych funkcji jest zbidr
: : —3 dlaz € (—o0; —2] —2 dlax € (—o0; —2]
liczb rzeczywistych.
a) f(x)=< = dlaxe(—2;4) b) f(z) =< —x dlaxz e (—2;2)
Cwiczenie 4 4 dlax € [4;00) 3 dlaze[2;00)
Sporzadz tabele wartosci funkcji f dla po-
danych argumentéw. Czasami doktadne odczytanie wartosci funkcji z wykresu moze by¢ trudne lub
niemozliwe, ale mozemy jag obliczy¢, gdy znamy wzér funkcji.

a) f(x) =42 ze{-2,-1,—3,0,5,1,2}

’ 9

b) f(x) = 12? 2z €{-4,-2,-1,0,1,2,4}

z Przyktad 5

Oblicz warto$ci funkcji f(x) = 2* + 3, g(x) = 52 — 62 i h(x) = 2° — 1 dla

Cwiczenie 5 argumentu z = 2. Czy punkt P(2,7) nalezy do wykresu ktorejs z tych funkcji?

Na r.}fsunku obok prz?dsta-wiono wykres Obliczamy wartosci funkcji dla x = 2: Punkt o danych wspélrzednych nalezy
funkcji f:R — R okreslonej za pomoca F2)=2243=4+3="7 do wykresu funkcji y = f(x), jesli po
WZOTu f(ZU) = —12 _ 5 B B wstawieniu jego wspolrzednych odpo-

9(2) =5-2-06-2=20-12=8#7 wiednio na miejsce x i y do wzoru funk-

a) Sporzadz tabele wartosci tej funkcji dla
re{-3,-2,-1,—-1,0,4,1,2,3}.

) 99

h(2) =2 -1=8-1=7 cji otrzymamy réwnos¢ prawdziwa.

Zatem punkt P nalezy do wykresu funkcji f oraz do wykresu funkcji h.
b) Naszkicuj wykres funkcji g: D — R okre-

$lonej za pomoca wzoru g(z) = —x?, o dzie- Cwiczenie 8
dzinie D = [—1;2]. Sprawdz, czy punkt P nalezy do wykresu funkcji f: R — R.
a) f(x) =3z*+1, P(—2,—11) b) f(z) = —22° — z, P(—3,0)
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Funkcja kazdemu argumentowi x przyporzadkowuje tylko jedna wartosé v, 5. Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk- f h vk E Jg i r

wiec do wykresu funkcji nie moga naleze¢ dwa punkty o tej samej odcietej. cji f(z) = 3a* oraz g(z) = 22°. REUN Sy .
..I : b ) Ktéry SpOéI’éd punktéw P(l 2) Q(4 8) ..... ] ..... ......... ..... ......... .....

--3:-:._.(3 4) R(-2,8), S(,2) nalezy do wykresu funkcjig? N\ \ | [/

Przyktad 6
Okrag (rysunek obok) nie jest wykresem funkcji,

gdyZ mozna wskazaé takie liCZby z, ktérym Ode— b) PodaJ plQC punktow o obu Wspo}rz@dnych ...... ...... A ..... ............ ......

wiadaja, dwie rézne wartosci ys, s, np. dla z = 3 catkowitych nalezacych do wykresu funkcji f. — o1 >
mamy y; = —4 1 y» = 4. Jest to sprzeczne z defini- o - o _
cja funkeji 6. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej wartosci dla x = —3 oraz dla x = 2.
(1 dlaz € (—o0;1] (3 dlaz € (—oo; —3]
: _ . . . - a) f(x)=< =z dlaze (1;4] c) flx) =< —x dlax e (-3;2]
Zadna prosta pionowa (réwnolegla do osi OY') nie przecina wykresu funkcji
D . 4 dlax € (4;00) 2 dlaze(2;00)
w wiecej niz jednym punkcie. \ \
(—4 dla z € (—o0; —2] (2 dlaz € (—o0; —3)
Cwiczenie 9 ) f(z) =< 2z dlaze (—2;2) ) f(x) = ¢ |z|] dlax € [-3;3]
Czy na rysunku przedstawiono wykres funkcji? Odpowiedz uzasade (1 dlaze[2 OO) (| 3 dlaz € (3500)
a) Y9 ¢ @ 1 L 7. Dana jest funkcja f: R — R. Ktéry z punktéw P(—1,—5), Q(2,—9) nalezy

do wykresu tej funkcji?
a) f(z)=—-22-6 b) f(x) = —4a* +x ¢) f(x) =2 — 422

1
O

8. Czy na rysunku przedstawiono wykres funkcji? Odpowiedz uzasadnij.
a) TR RN (EEE R

Y

Zadania

1. Naszkicuj wykres funkcji danej wzorem f(x) = |x| o podanej dziedzinie D.
a) D={-3,-2,-1,0,1,2,3} b) D = (—4;4) c) D=[-2;00) Sprawdz sie

2. Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji Y

9. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej tosci dla x = —4 dla x = 4.
1R = R okreglonej za pomoca wzort f(z) = [2:]. aszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej wartosci dla x oraz dla x

Naszkicuj wykres funkcji g() = |2z] o podanej N\ | f/ 0) flo)= | ¢ dawe(zoall b, ]2 dlawe (o)
dziedzinie D. ot st o 2¢  dla x € (0;00) |z| dla x € [—2;00)
a) D= (—42) b) D = [-2,4] : 10. Naszkicuj wykres funkcji f: D — R okre$lonej wzorem f(x

3. Naszkicuj wykres funkcji f: R — R okreslonej za a) D=[-1;1] b) D= (-1;1) c) D=[-3;2) d) D= ( 2; 3]

pomocy wzoru f(z) = |$z|. 0 1 iX 11

. Naszkicuj wykres funkcji f: D — R okreslonej wzorem f(z

)
)
)=
) D

4. Naszkicuj wykres funkcji okreslonej za pomoca wzoru f(z) = |iz| o po- a) D=(-23) b) D=[-23] c) D=(-32) d [ ;2)
danej dziedzinie D. 12. Podaj szes¢ punktow o obu wspotrzednych catkowitych nalezacych do wy-
a) D ={-5-4,-2,0,2,4,5} b) D= (—4;4) c) D=[-2;00) kresu funkcji f:R — R okreslonej wzorem f(zx) = éxQ.
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4.4. Monotonicznosc¢ funkgji

Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f. Zauwaz, ze wiekszemu
argumentowi odpowiada wicksza wartosé¢ funkcji.

Definicja
Funkcje f: X — R nazywamy rosnaca, jesli
dla dowolnych argumentéw xi,z, € X spel-

niony jest warunek:
jesli &1 < @2, to f(x1) < f(z2)

Uwaga. Warunek z definicji mozna tez zapisaé: jesli 1 < x2, to f(x2) — f(z1) > 0.

Przyktad 1
Wykaz, ze funkcja f:R — R dana wzorem f(x) = jx — 4 jest rosnaca.

Zalozmy, ze x1, 9 € R sa dowolnymi argumentami, takimi ze x; < x».

Woéwezas f(x1) = ja1 — 4 oraz f(z2) = j22 — 4.

f(.fl?g) — f(a:l) = (%Qfg — 4) — (%331 — 4) = %ZEQ — %331 = %(332 — 2171) >0
poniewaz na podstawie zatozenia o, — x; > 0.
Oznacza to, ze funkcja f jest rosnaca.

Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f. Zauwaz, ze wiekszemu
argumentowi odpowiada mniejsza warto$é¢ funkcji.

Definicja
Funkcje f: X — R nazywamy malejaca, jesli

dla dowolnych argumentéw x,z, € X spel-
niony jest warunek:

jesli &1 < @3, to f(x1) > f(x2)

Uwaga. Warunek z definicji mozna tez zapisaé: jesli x1 < x2, to f(xz2) — f(x1) < 0.

Przyktad 2
Wykaz, ze funkcja f:(0;00) — R dana wzorem f(z) = 2 jest malejaca.

Zalézmy, ze x1,15 € (0;00) sa dowolnymi argumentami, takimi ze x; < xs.
Wéwcezas f(xy) = mil oraz f(xy) = -+

T "

B _ 4 4 Az —dws _ 4(z1—x2)

poniewaz na podstawie zalozenia x,x, > 0 oraz x; — xo < 0.
Oznacza to, ze funkcja f jest malejaca.

4. Funkcje

1 O T2 X

D] Ewiczenie 1
Uzasadnij, ze:

a) funkcja f:R — R dana wzorem f(z) = —2x + 6 jest malejaca,

¥ b) funkcja f:(0;00) — R dana wzorem f(z) = —2 jest rosnaca,
¢) funkcja f:(—o00;0) — R dana wzorem f(z) = —2 jest rosnaca.
Definicja

Funkcje f: X — R nazywamy stalg, jesli dla dowolnych argumentow
x1, %y € X prawdziwa jest rownosé: f(x,) = f(x2).

Na ponizszych rysunkach przedstawiono wykresy funkcji statych.

MEEEE BEAEEEE ort
1 2 O D e 0 o 3
b e o] S I el
oTTTX Te[TTTR e TR

FR—R, f(z)=3
Definicja

Funkcje f: X — R nazywamy niemalejaca,
jesli dla dowolnych argumentéw x1, x5, € X / %

g i

Przyktad funkcji niemalejacej

spetniony jest warunek:
jesli &1 < @a, to f(x1) < f(x2)

Cwiczenie 2
Czy na ponizszym rysunku przedstawiono wykres funkeji niemalejacej?

a) in— b) <. 14 g C) : Y L

Definicja

Funkcje f: X — R nazywamy nierosnaca,
jesli dla dowolnych argumentéw x1, x5, € X

spetniony jest warunek:
jesli & < @a, to f(x1) 2 f(x2)

Przyktad funkcji nierosngcej
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Cwiczenie 3 FRRANARERREN
a) Naszkicuj wykres funkcji nierosnacej ..B. . . | _un i
f:]-5;5] — R, tak aby nalezaly do niego o |
cztery spoéréd punktéw A-F. 0

b) Czy mozna naszkicowaé wykres funkcji = C© | :
niemalejacej f:[—5;5] — R, tak aby nale- 4 | D F
zaly do niego cztery sposréd punktow A—F7 : E - !

Kazda funkcja malejaca jest funkcja nierosnaca, a kazda funkcja rosnaca jest
funkcja niemalejaca.
Funkcja stata jest zarowno funkcja niemalejaca, jak i nierosnaca.

Definicja

Funkcje rosnace, malejace, nierosnace, niemalejace i state nazywamy funk-
cjami monotonicznymi.

Przyktad 3
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji
f:R — R okreslonej wzorem f(z) = 1.

Funkcja f rozpatrywana w calej swojej
dziedzinie nie jest monotoniczna. Jest to

funkcja przedzialami monotoniczna. o X

W przedziale (—oo; 0] funkcja f maleje, a w przedziale [0; 00) — ros$nie. Prze-
dzialy te nazywamy przedziatami monotonicznosci tej funkcji.

Przyktad 4

Na rysunku przedstawiono wykres funk-
cji f:(—o00;0)U(0;00) — R danej wzorem
f(z) = 2. Funkcja ta jest malejaca w kaz-
dym z przedzialéw (—o0;0), (0;00).

Jednak funkcja f nie jest funkcja malejaca

w zbiorze (—o0;0) U (0;00). Na przyktad

dla pary argumentow —2 i 2 mamy:
—2<2 i f(-2)=-2< f(2)=2

Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres funkcji, ktéra jest przedziatami rosnaca, ale nie jest funkcja
monotoniczng.

N 164 4. Funkcje

Zadania

1.

Dany jest wykres funkcji f: (—3;6) — R. Podaj przedzialy monotoniczno-
Sci tej funkcji.
a) L oooyp o

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f: (—5;4) — R. Podaj jej prze-

dzialy monotonicznosci. Ktére z ponizszych zdan sa prawdziwe?
' b LY

A. Funkcja f jest nierosnaca w [—4;2].
B. Funkcja f jest niemalejaca w (—5; —2].

C. Funkcja f jest niemalejaca w [2;4).

Dany jest wykres funkcji f:[—4;5] — R. Uzasadnij, ze funkcja ta nie jest
monotoniczna. Podaj przedzialy monotonicznosci tej funkcji.

8) Y i b

SE

Sprawdz sie

4. Naszkicuj wykres funkcji f. Czy jest to funkcja monotoniczna?

2 —1 dla z <0

tr—1 dla >0

a) f(r) =

—%x+2 dla 2 <0
2 dla >0

b) f(fﬁ)—{

Odczytaj z wykresu funkcji f: (—5;6) — R przedzialty, w ktérych funkcja

rosnie, maleje, jest niemalejaca.

4.4, Monotoniczno$¢ funkcji
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Przypomnij sobie

Wykorzystanie wykresu do prezentacji informacji

Na ponizszym wykresie przedstawiono zmiany temperatury powietrza w pew-
nym miescie w dwoch pierwszych tygodniach sierpnia podane przez jeden
z serwisOw meteorologicznych. Temperature mierzono kazdego dnia w potu-
dnie. Otrzymane punkty wykresu zwyczajowo taczy sie krzywa ilustrujaca
ciggly proces zmiany temperatury.

t°Cly : .
%! - N i T e At B M 50 A o
24 : d ! i 2 2 H

18

I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14
dzien

Z wykresu mozemy odczytac¢ nastepujace informacje: ‘

» najwyzsza temperatura odnotowana w tym okresie to 27°C (11 11 sierpnia),

» najnizsza temperatura odnotowana w tym okresie to 18°C (5 i 14 sierpnia).

1. Na ponizszych wykresach przedstawiono zmiany temperatury powietrza
w miastach A i B w pierwszych dwoch tygodniach stycznia. Dla kazdego
miasta odczytaj z wykresu:

a) najnizsza temperature i podaj dni, w ktérych byla ona odnotowana,
b) najwyzsza temperature i podaj dni, w ktérych byla ona odnotowana,
¢) dni, w ktorych temperatura byla ujemna.

Miasto A
tPC

BN 166 4. Funkcje

4.5. Odczytywanie wtasnosci funkcji
z wykresu (1)

B Odczytywanie dziedziny funkcji

Dziedzina funkcji y = f(x) to zbiér wszystkich argumentéw x, dla ktérych
funkcja jest okreslona. Dziedzine funkcji f oznaczamy przez D lub Dy.

Przyktad 1
Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji f. Jej dziedzing jest zbior:

D =[-6;-3)U[-2;3]

Na rysunku zostatl on zaznaczony na osi

OX kolorem niebieskim.

Cwiczenie 1

Z wykresu funkcji f odczytaj jej dziedzine.
SR RN EER RN b) vy

B Odczytywanie zbioru wartosci funkcji

Z wykresu funkcji mozna odczytac nie tylko wartosé¢, jaka ta funkcja przyjmuje
dla danego argumentu, lecz takze zbiér wszystkich liczb, ktére sa warto$ciami
tej funkcji. Zbior ten nazywamy zbiorem wartosci funkcji.

Przyktad 2

Na rysunku obok przedstawiono wykres R
funkcji f: [-4;6] — R. Odczytaj z niego - g
f(=4), f(=2), f(1) i f(3) oraz zbibr war- - 4~ e
tosei funkcji f ....... Lol ol de s M 1.0 O -

R
Z, wykresu odczytujemy wartosci funkcji: A

!

|

. !

f(-9=1f(-2)=3f(1) =4if@)=2. 1 =2 01

: : i : i . ;

Wartosciami funkcji f sa wszystkie liczby y spelniajace warunek 1 < y < 4.
Zatem zbiorem wartosci funkcji f jest przedziat [1;4].

|

i

| .
3 X

4.5. Odczytywanie wtasnosci funkcji z wykresu (1)
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Definicja
Zbior wartosci funkcji f: D — Y to zbior tych wszystkich y € Y, dla ktoé-
rych istnieje taki argument x € D, ze f(z) = y.

Zbiér wartosci funkeji f oznaczamy przez f(D) lub f(Dy).

Przyktad 3 LY

7 wykresu funkcji f odczytaj jej zbior wartosci.

Przy odczytywaniu zbioru wartosci funkcji wy-
godnie jest poprowadzi¢ odpowiednie proste po- \
ziome (réwnolegle do osi OX). INL Ly
Zbiér wartosci f(D) = (—3;—2) U [—1;6] zostal
zaznaczony na osi QY kolorem niebieskim.

Cwiczenie 2
Linia ciagla przedstawiono wykres funkcji f(z) = ixz o dziedzinie D. Odczy-
taj z wykresu zbiér wartosci funkcji f.

a) D = (2;4] b) D = (—2;4) c) D= (—o0;4]

Cwiczenie 3

Na rysunkach przedstawiono wykresy funkcji f, g i h okreslonych w przedziale
[—3;4]. Najmniejsze wartosci kazdej z tych funkcji podano pod wykresami. Od-
czytaj ich najwieksze wartosci. Dla jakich argumentow sg one przyjmowane?

A .. BN AR o
e b L] e : 5 b s SN
._ / 8 N0 1 X L\ X
Najmniejsza wartos¢ funkcji Najmniejsza wartos¢ funkcji Funkcja h nie przyjmuje
f jest rowna —3. Jest ona g jest réwna —2. Jest ona najmniejszej wartosci.

przyjmowana dla z = 2. przyjmowana dla z = —3.

BN 168 4. Funkcje

Przyktad 4 Y}

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji f(z) = 22 f

o dziedzinie D = R.

Zbiorem wartosci funkcji f jest przedzial [0; 00).
Najmniejsza wartos¢ funkcji f, réwna 0, jest przyjmowana

dla x = 0. Funkcja f nie przyjmuje wartosci najwieksze;j. o1 X

Zadania

1. Odczytaj z wykresu funkcji f jej dziedzine, zbiér wartosci, najmniejsza
warto$¢ i najwieksza wartosé oraz argumenty, dla ktérych sa one przyjmo-

wane.

4.5. Odczytywanie wtasnosci funkcji z wykresu (1)
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2. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji f:R — R danej wzorem f(z) = {z + 1.
Podaj zbior wartosci funkcji, ktorej dziedzina - - i X
jest zbiér D, okreslonej tym samym wzorem. o1 ix

a) D = [~4;4] b) D=[-4;-2]U[0;4] ¢) D=[-4;0)U(24]

3. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = 2z + 3 o dziedzinie D. Odczytaj z wy-

—3
kresu zbior wartosci tej funkcji.

a) D = [—4;6] b) D = [—4;0] U [2;4] c) D=[—4;-2]U[4;6]

4. Podany zbiér jest zbiorem wartosci funkcji f(x) = 2x — 4. Okresl dziedzine
tej funkcji.

a) (—3;4] b) (=2;2)U(2;00)  ¢) (0;2)U{3} d) {0,2,3}
5. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-

cji /iR — R danej wzorem f(x)= |z|—2.
Dla funkcji g: D — R okreslonej tym samym

wzorem podaj wartoSci najwieksza 1 naj-

mniejsza oraz argumenty, dla ktérych sg one

przyjmowane. t 1 :
a) D= [—4;—1] b) D =[-3;4) c) D=[-2;00)

6. Naszkicuj wykres dowolnej funkcji f:[—2;6] — R, ktorej zbiér wartosci
jest réwny:
a) [-2;6),  b) [=40]U(1;4], o) [-23)u{5},  d) {0,4}.

Sprawdz sie

7. Naszkicuj wykres funkeji f(z) = —32 — 2 o dziedzinie D. Odczytaj z wy-
kresu zbior wartosci tej funkcji.

a) D = [0;4] b) D = (—1;2) c) D=[-1;0]U[1;3]

8. Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji f:R — R okreslonej za pomoca
wzoru f(z) = 12> — 1. Wyznacz zbibr
wartoci funkeji g(z) = 12 — 1, ktorej
dziedzina jest przedzial:

a) [2;4], c) (—42),
b) (=2;0), d) (—o0;4].
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4.6. Odczytywanie wtasnosci funkcji
z wykresu (2)

Na podstawie wykresu funkcji mozemy podaé Y

argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje dana f
warto$¢. Zwro¢ uwage na to, ze funkcja f, kto- YyrA=————- N~
rej wykres przedstawiono obok, przyjmuje wska- xll g;|2 X
zang wartos¢ y dla dwoch argumentéw: xq i x,. \

Przyktad 1

Dany jest wykres funkcji f:R — R. Odczytaj,
dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje war-
tos¢ 3 oraz podaj jej miejsca zerowe.

Rysujemy prosta y = 3. Przecina ona wykres
funkcji w punktach (1, 3) i (5,13).
Zatem funkcja f przyjmuje wartosé réwna (3 dla

r=0iz=05.

Miejscami zerowymi tej funkcji sa liczby 2 i 4.
Cwiczenie 1

Na podstawie wykresu funkcji f:[—4;4] — R podaj jej miejsca zerowe oraz te
argumenty z, dla ktérych spelnione jest réwnanie f(z) = 2.

ot iy et e

Przyktad 2
Dany jest wykres funkcji f:[1;8] — R. Odczytuje-
my z niego:

« réwnanie f(x) = 0 jest spelnionedlax =1, z = 3,
T =8,

« nier6wnos¢ f(x) > 0 zachodzi dla = € (1;3),

« nieréwnosé f(x) < 0 zachodzi dla = € {1} U [3;8§].

4.6. Odczytywanie wtasnosci funkcji z wykresu (2)
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Cwiczenie 2
Z wykresu funkcji f odczytaj jej miejsca zerowe, zbidr rozwigzan nieréwnosci
f(x) > 0 oraz nieréwnosci f(x) < 0.

) Yt b

Przyktad 3
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f: R — R okreslonej wzorem:

2 dlaz e (—o0;—2)

AREEER {1 EN
fle)=q |z dlaze[-2;4) i b i ahAL

3 dlaze[4;00) L ) s
Odczytaj z wykresu zbior rozwigzan nieréwno- NN n E .
Sci f(x) > 2 oraz nieréwnosci f(z) > 2. EERYE THEE

Nieréwnosé f(x) > 2 zachodzi dla = € (2;00), a nieréwnosé f(x) > 2 zachodzi
dla z € (—o0; —2] U [2; 00).

Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkcji f: R — R. Odczytaj z niego:

« rozwiazanie réwnania f(z) = 3 i zbiér rozwigzan nieréwnosci f(zx) > 3,
« rozwiazanie réwnania f(z) = 1 i zbiér rozwiazan nieréwnosci f(z) < 1.

5 dlaz € (—oo;—5) 1 dlaze (—o0;—1)
a) f(x) =< |z| dlaze[-5;3) b) f(x) =< |z| dlaz e [-1;1]
1 dlaz € [3;00) 3 dlaz e (1;00)

Przyktad 4
Rozwiaz graficznie réwnanie ;2® = |z| oraz nieréwnosé +z* < |z|.

W jednym uktadzie wspoélrzednych szkicujemy Y ;
wykresy funkcji f(x) = %1372 ig(x) =zl P
Z wykresow odczytujemy:

2> =lz|dlax=—-4, =0,z =4,

i EoLOINING E f

Cwiczenie 4
Odczytaj z wykreséw funkeji f(z) = 2% i g(z) = |z| z przykladu 4. zbiér
rozwigzan nieréwnosci ;x* > |z|.
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Zadania

1. 7Z wykresu funkcji f:[—4;4] — R odczytaj jej miejsca zerowe oraz zbiory
rozwigzan nieréwnosci f(x) > 01 f(x) > 0.

&) JLAWy it b) iy e) § v

2. Naszkicuj wykres funkcji f: R — R. Odczytaj z wykresu rozwiazanie row-
nania f(x) = —1 oraz zbiér rozwiazan nieréwnosci f(z) < 3.

a) f(z)=2z+1 b) f(x)=—z—2 ¢) fla)=3z+1

3. Naszkicuj wykres funkcji f:R — R, a nastepnie odczytaj z niego rozwia-
zanie rownania f(z) = 1 oraz zbior rozwigzan nieréwnosci f(x) > 1.

(4 dla z € (—o0;—4) (1 dlax € (—o0;—2]
a) f(z) =< |z| dlaze[-41) c) f(z) =<2z dlaz e (- ,2)

L 3 dlaze[l;00) | 2 dlaz € [2;00)

(1 dlaz € (—o0;—4) (0 dlax € (—o0;—2)
b) f(z) = ¢ || dlaz e [—4;2) d) f(z) = <|2z| dla z € [-2;1]

| 4 dlaz e [2;00) (1 dlaz e (1;00)

Sprawdz sie

4. Odczytaj z wykresu funkcji f:[—4;4] — R jej miejsca zerowe oraz zbiory
rozwigzan nieréwnosci f(z) < 01i f(x) <

5. Naszkicuj wykres funkcji f: R — R, a nastepnie odczytaj z niego rozwia-
zanie rownania f(x) = 2 oraz zbiér rozwigzan nieréwnosci f(z) < 1.

_J—z dlaz € (—00;0) | |z dlaz € (—o0;2]
a) flz) = {%a: dla x € [0; 00) b) flz)= { 2 dlaz e (2;00)

4.6. Odczytywanie wtasnosci funkcji z wykresu (2)
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Wykresy jako nosnik

Informacji finansowych

Wiele informacji finansowych jest prezentowanych w postaci wykresow.
Ponizej przedstawiono zmiany kursu franka szwajcarskiego w stosunku do
zlotego w okresie od 2 stycznia do 29 lutego 2024 r. Taki wykres sklada sie

z punktéw odpowiadajgcych kursom franka w kolejnych dniach - zwyczajowo
laczy si¢ je odcinkami. Poprawia to czytelnos¢ wykresu.

oS pionowa
- ceny

wal
472 1 T
4,68
464 |
4,60 1
4,56 |

4,52

| Badaniem zachowan rynku

| na podstawie analizy wykresow
" finansowych zajmuje sie

— analiza techniczna.

oS pozioma

4,48 : i | = :
02.01 9.01 16.01 23.01 3001 6.02 13.02

Zrédio: http://www.nbp.pl/home.aspx?f=/statystyka/kursy.htm|

B} Na rysunku przedstawiono ceny akcji spétki X

(kolor czerwony) i spofki Y (kolor niebieski)

na koniec kolejnych miesiecy 2023 roku.

a) Jaki jest najwiekszy mozliwy zysk przy
zakupie i sprzedazy po 3 miesigcach
jednej akcji spotki X, a jaki — spotki Y?

b) Jaka jest najwieksza mozliwa strata przy
zakupie i sprzedazy po 5 miesigcach jednej
akcji spotki X, a jaka — spoétki Y?

cena [zi]

1301
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100+
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70 4
60
50
40

I v Vil X X
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4.7. Przesuwanie wykresu wzdtuz osi OY

Przyktad 1

Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy funkcji y = %xQ, y = tx? + 4

6
oraz y = ga° — 3.

1

Wykresy funkcji y = ¢

2> +4 iy = ;2> — 3 mozna otrzymac przez przesuniecie

wykresu funkcji y = éxQ wzdhuz osi OY o odpowiednig liczbe jednostek.

Twierdzenie

Wykres funkcji y = f(z) + ¢ dla ¢ > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
f(x) o q jednostek w gére wzdtuz osi OY'.

Wykres funkcji y = f

wykresu funkcji y = f(

wykresu funkcji y =

() — q dla ¢ > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
x) o q jednostek w doét wzdtuz osi OY'.

Przyktad 2 LG PV Y]

Jesli przesuniemy wykres funkcji y = %33 ‘J/% \ebiﬁ :
o 2 jednostki w gore, to otrzymamy wy- s e
kres funkcji y = so +2.

Jesli przesuniemy wykres funkcji y = s

o 3 jednostki w dét, to otrzymamy wy-

kres funkcji y = s —3.

Cwiczenie 1
Stosujac odpowiednie przesuniecie wykresu funkcji y = |z|, naszkicuj wykres
i podaj zbiér wartosci funkcji:

a) y=lz|+2, b)y=|z|-2,

o) y=lz|-3,  d)y=|z|+3.
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Zadania

1. Dany jest wykres funkcji y = f(x).
Naszkicuj wykres funkcji g i podaj

jej zbiér wartosci.

a) g(x) = f(z)+2
b) g(z) = f(z) — 2
c) g(z) = f(z) -3

2. Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie wykresy funkcji g(z) = f(z) + 1
oraz h(x) = f(x) — 2. Podaj zbiory wartosci funkcji f, g i h.

2 dlaz e (—oo;—1) 1 dlaz € (—o0;—2)
a) f(x) =< |2z dla z € [-1;2] b) f(z) = ¢ |sz| dla z € [-2;2]
4 dla x € (2;00) 3 dlax € (2;00)

3. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = |z|, a nastepnie naszkicuj wykres funkcji
g(x) = |x| + a oraz podaj wartos¢ parametru a w przypadku, gdy:

a) zbiorem wartoéci funkcji g jest przedzial [1;00),
b) miejscami zerowymi funkcji g sa liczby —4 i 4.
. 'Y o
4. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- \ LD g/f us

cji f(z) = x* oraz wykresy funkcji g i h. Podaj
wzory funkcji g i h.

5. Naszkicuj wykres funkcji y = 2%, a nastepnie

wykres funkcji f. Podaj liczbe rozwiazan row-
nania f(x) =m dlam € {-3,—1,2}.

a) f(z)=a"+2 c) f(z) =2* -3
b) f(x)=a*—1 d) f(z) =2*—-9

Sprawdz sie

6. Naszkicuj wykres funkcji y = %a:, a nastepnie wykres funkcji:

7. Naszkicuj wykres funkcji g(x) = 1|z|, a nastepnie wykres funkcji f. Podaj

)
zbiér wartosci funkcji f.

a) f(z) =;lx|+3 b) f(z) = 3lz| -1 c) f(z) =3lz| -3

BN 176 4. Funkcje

y=@x-22 9 4|1 0 1 4 9

4.8. Przesuwanie wykresu wzdtuz osi OX

Przyktad 1

Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji y = 2?2
oraz y = (x — 2)? naszkicowane na podstawie od-
powiednich tabel wartosci funkcji.

x 3/-2/-1 0|1 2|3
y=2> 9 | 41 01| 4 09
x —1 0 1 2 3 4 5

Zauwazmy, ze wykres funkcji y = (x—2)? mozemy otrzymadé przez przesuniecie
wykresu funkcji y = 22 o 2 jednostki w prawo wzdluz osi OX.

Przyktad 2

Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji y = 22
oraz y = (z + 3)* naszkicowane na podstawie od-
powiednich tabel wartosci funkcji.

7 6| -5 -4 -3, -2 -1 0
y=(z+32% 9 4|1 0|1 4 9

Zauwazmy, ze wykres funkcji y = (x + 3)* mo-
zemy otrzymac przez przesuniecie wykresu funkcji

y =z o 3 jednostki w lewo wzdtuz osi OX.

Twierdzenie

(x — p) dla p > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
x) o p jednostek w prawo wzdluz osi OX.

Wykres funkcji y = f
wykresu funkcji y = f
Wykres funkcji y = f

f

(
(x 4+ p) dla p > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkcji y = f(

x) o p jednostek w lewo wzdtuz osi OX.

Cwiczenie 1

Naszkicuj wykres funkcji g, stosujac odpowiednie przesuniecie wykresu funkcji
f(x) = |z|. Podaj miejsce zerowe funkcji g.

a) g(z) = |z — 1| c) g(z) = |z + 3|

b) g(z) = |z + 2| d) g(z) = |z — 4|
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Przyktad 3

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji f:]—4;4] — R. Naszkicuj wykres funkcji
g(x) = f(x — 3) i podaj jej dziedzine.

Wykres funkcji g(x) = f(x —3) otrzymujemy;,
przesuwajac wykres funkcji y = f(x) o 3 jed-
nostki w prawo.

Dziedzina funkcji g jest przedzial [—1;7].

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji g, stosujac odpowiednie przesuniecie wykresu funk-
cji f z przyktadu 3. Podaj dziedzine funkcji g.

a) g(x) = f(z —2) b) g(x) = f(z +3) ) g(x) = flz+4)

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie stosujac odpowiednie przesuniecie,
naszkicuj wykresy funkcji g(z) = f(z — 3) i h(z) = f(x 4+ 2).

2) f(z) = {—:13 dla x <0 b) f(z) { x dla ©r < 2

%CE dla z >0 —2z+3 dlaz>2

Przyktad 4
Naszkicuj wykres funkcji y = (z — 2)? + 3.

Wykres funkcji v = x? przesuwamy najpierw o 2 jednostki w prawo wzdluz
osi OX, a nastepnie otrzymany wykres przesuwamy o 3 jednostki w gore
wzdtuz osi OY.

o A

8

\ i : 1 . + 7 i
i H P b P . e b /: : .
0l 18 X EELDIEERE T 0|1 X
Wykres funkcji Wykres funkcji Wykres funkcji
y = a? y=(z—2) y=(r—2)"+3

Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres funkcji f.
a) flx)=(x—2°-1  b) fla)=(+3)°-2 ¢ flz)=(@+1)"+1

BN 178 4. Funkcje

Zadania

1. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = 22, a nastepnie stosujac odpowiednie
przesuniecie, naszkicuj wykres funkcji g. Podaj jej miejsce zerowe.
a) g(z) = (z —1)* b) g(x) = (x + 1) c) g(x) = (z+2)*

2. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = |2z|, a nastepnie stosujac odpowiednie

przesuniecie, naszkicuj wykres funkcji g.
a) g(z) = 2(x =3)]  b) glz) =2z -2)] ¢ g(x)=[2(z+2)

3. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = |3x|, a nastepnie stosujac odpowiednie
przesuniecie, naszkicuj wykres funkcji g.
a) g(z) =Bz —1)|  b) g(z) =3z + 3| c) g(x) = |3z + 12|

4. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji f:[—4;3] — R. Naszkicuj wykres funkcji g
i podaj jej dziedzine.
a) g(z) = f(r—2) c) g(x) = flz+1)
b) g(z) = f(z —3) d) g(z) = fz +2)

5. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej miejsca zerowe i zbiér wartosci.
a) f(z)=lr+2[+3 b) fle)=lr-2/-3 ¢ flz)=|r+1]-2

6. Wykres funkcji g otrzymujemy przez przesuniecie wykresu funkcji y = |z|:
a) o 3 jednostki w prawo i 2 jednostki w gore,
b) o 4 jednostki w lewo i 3 jednostki w dot,
c) o 1 jednostke w lewo i 2 jednostki w gére.

Podaj wzor funkcji g i naszkicuj jej wykres.

7. Wykres funkcji f otrzymano przez przesuniecie wykresu funkcji y = x2.

Podaj wzor funkcji f.
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8. Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji f:[—2;6] — R. Naszkicuj wykres
funkcji g, odczytaj jej dziedzine i zbidr
wartosci.

4.9. Przeksztatcanie wykresu Y
przez symetrie wzgledem osi OX

Przyktad 1
Naszkicuj wykresy funkcji y = s i y = —5x okreslonych dla z € [—3;6].

d - 9 _ 4 W tabeli obok poda- 5 -3 -2 0 1 3 1 6
) 9(x) = f(x —2) — no wartosci tych funk- | y=1g '_11 I 1 I 0 1 11 9 | 3
.. 2 2 2
9. Oblicz pole obszaru ograniczonego wykresem funkcji f i osia OX. cji dla wybranych ar- | y=—lg | 11 1 0 | _1|_11] _o ' _3
a) f(x) =z —3 -2 b) f(a)=|e+1] -4 Bumentow. o B
10. Oblicz pole obszaru ograniczonego wykresami funkcji f i g. Dla poréwnania wykresy tych funkcji nary- b Yk S .
a) f(z)=|2z], g(z)=|z—2|+1 sowano w Je.dnym uktadzie W.spolrz?dnych. KRN ae. _gé;};{& o
Zauwazmy, ze wykresy funkcji y = o oraz . 4| TP,y
b) f(z) =122 =2, g(z) =|o -1 +1 y = —s sa symetryczne wzgledem osi OX — P ! W
S ds si punktowi P(x,y), nalezacemu do wykresu . 7 7| T '!Q(":'c;'y); X
prawdz sie funkeji y = iz, odpowiada punkt Q(z, —y), | Fm N
2 ) 9 Y : H ! :\J
11. Na rysunku obok przedstawiono wykres Y o nalezacy do wykresu funkeji y = — 5. 2 S SR e
funkcji f:[-3;5] — R. Podaj dziedzing =/ b o / § Drmvictad 2
i miejsca zerowe funkcji g. / ON\1 [ I x rzykiad « . L . )
T ] I R, 3 e Naszkicuj wykresy funkcji y = +2? i y = —=a? okreslonych dla x € [—4;4].
b) g(z) = f(z +2) . : o W tabeli obok poda- x -4 -2 -1 0 1 2 4
no wartosci tych funk- | ,, _ 1.2 1 | 1
12. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = |2z|, a nastepnie wykresy funkcji g i h. . " Y | Y= 4% 4 1 1 0 P 1 4 |
S o - o cji dla wybranych ar- . . .
Podaj zbiory wartosci oraz miejsca zerowe funkcji g i h. gumentéw y= —Z:Ez -4 | -1| —3 0 | —3 | -1] -4
2) 9(z) = [2(z + 1)], hlz) = [2(z + 1) - 1 N
b) g(x) = [2(z — 4)], hlx) = [2(z — 4)| -2 Wkresy funka:
y=22® oraz y= —<a’
13. Naszkicuj wykresy funkcji f i g. sg symetryczne wzgledem osi OX — punk-
a) f(z) = z  dlaz € (—o0;2) g(z) = f(z +3) towi P(x,y), nalezacemu do wykresu funk-
2 dlaze€[200) cji y = 12?, odpowiada punkt Q(z, —y), na-
4% ) ’
—r dl — 00 —1 lezacy do wykresu funkcji y = —222.
0 1@ ={ 77 ST o) = s -5) v domy =
x € [—1;00
—1 dlaz e (—o0;—1
c) f(z)= { r dlazec E—l;oo) ) , g(z) = flz—2)+4 Twierdzenie
2 dlaz € (—00;2) Wykres funkcji y = —f(x) otrzymujemy przez symetryczne odbicie wy-
d) f(z) = —r dlaze[2o0) g(z) = f(z+3)+1 kresu funkcji y = f(x) wzgledem osi OX.
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Cwiczenie 1
Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji f oraz wykres funkcji:

9(x) = —f(z)

Dla kazdej z tych funkcji podaj:

a) jej dziedzine i zbiér wartosci,

b) przedzialy, w ktorych jest ona rosnaca.

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykresy funkcji f i g oraz podaj ich zbiory wartosci.

a) f(z) = lz[, g(z)= —|| b) f(z) =a? g(z) = —2*

Cwiczenie 3
Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f:[—6;4] — R. Naszkicuj
wykres funkcji g(x) = — f(x). Podaj zbiory wartosci funkcji f i g.

a) LY

Przyktad 3
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = 22, a nastepnie kolejno wykresy funkcji:
g(x) = flex =2), h(z) = fx =2) =4, k(z) = —[f(z —2) — 4].

Y i = =

Linig przerywana zaznaczo- Linig przerywana zaznaczo- Linig przerywang zaznaczo-
no wykres funkcji: no wykres funkcji: no wykres funkcji:

f(z) =2 g(z) = (z - 2)* h(z) = (z—2)" —4
linig ciagta — wykres funkcji: linig ciagly — wykres funkcji: linig ciagtyg — wykres funkcji:
g(z) = (- 2)° h() = (z = 2) — 4 b(w) = —[(@ - 2)* — 4]
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Cwiczenie 4

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = |z| okre$lonej dla x € [—4;4], a nastepnie
kolejno wykresy podanych funkcji.

a) g(x) = f(zx) =3, Mz)=—(f(z)-3)

b) g(z) = f(z) +1, h(z) = =(f(z) +1)

c) g(x) = f(z = 1), h(z) =—f(z—-1)

r dlaz € (—o0;2)

, a nastepnie kolejno
2 dlax € [2;00)

Cwiczenie 5
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = {

wykresy podanych funkcji.

a) g(z) = f(z) =3, hz)=flz—2)-3, k(z)=—[f(z—2) -3
b) g(x) = f(x+3), h(z)=f(x+3)+1, k(x)=—[f(x+3)+1]

Cwiczenie 6 Y
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji f. | L

a) g(x) = —f(z—1) b) g(x) = —f(z +2)

Zadania

1. Sporzadz tabele wartosci funkcji y = f(z) i y = —f(x) dla:
re{-3-2-1,01,23)

a) f(z)=2x+1 b) f(z) = 3 b) f(x)=2°—=x

2. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = ‘%9:! okreslonej dla x € [—4;4], a nastep-
nie kolejno wykresy podanych funkcji.

) o(a) = |3 = 1. h(a) = — (|3a] - 1)
b) g(x) = [3z| + 1, h(z)=—(|3z|+1)

3. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f. Naszkicuj wykres funkcji

g(x) = — f(x) oraz podaj zbiory wartosci funkcji f i g.

4.9. Przeksztatcanie wykresu przez symetrie wzgledem osi OX 183 s



K

X

4. Naszkicuj wykres funkcji f oraz wykres funkcji g(x) = — f(z). Podaj prze-
dzialy monotonicznosci funkcji f i g.

_Jxz+2 dlaz<O0 2 dlax <0
2) f(x)—{ 2 dlaz >0 ¢) fl@)= {%x dla z >0
2 dlazx < -2 4 dla z < -2
b) f(zx)=49 -2z dla-2<z<3 d) fla)=¢ -2z dla-2<z<1
-3 dlaxz >3 r—3 dlaxz>1

5. Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f. Naszkicuj wykresy
funkcji g(z) = —f(x — 2) i h(z) = —f(x + 1). Podaj dziedziny i zbiory
wartosci funkcji g i h.

a) b)

LIOLINA X

6. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f, Y
ktora kazdej liczbie naturalnej n przypo- I
rzadkowuje jej reszte z dzielenia przez 3. Na-
szkicuj wykres funkcji g(n) = —f(n).

Sprawdz sie

7. Naszkicuj wykresy funkcji f i g(x) = —f(x). Podaj punkty wspdlne tych

wykresow.
a) f(z)=lz| -1 c) f(z)=lz—2| e) f(z)=|32| -2
b) f(x) = [z +2 d) f(z) = [z +2| £) flx)=[22|+1

8. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f. Naszkicuj wykres funkcji

g(x) = — f(x). Podaj zbiér wartosci funkcji g oraz jej przedzialy monoto-

nicznosci.

8) 1Y b) 1L 4.
@) X X
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4.10. Przeksztatcanie wykresu przez
symetrie wzgledem osi OY

Przyktad 1
Naszkicuj wykres funkcji f: [0;00) — R danej za pomoca wzoru f(x) = /x
oraz wykres funkcji g: (—o0;0] — R danej za pomoca wzoru g(z) = v/—x.

Zauwazmy, ze:
g(—4)=f(4)=2
g(-1)=f(1)=1
(=) = 1(4) =
Wykresy funkcji f i g sa symetryczne wzgledem osi OY — punktowi P(x,y),

nalezacemu do wykresu funkcji f, odpowiada punkt Q(—=x,y), nalezacy do
wykresu funkcji g.

Twierdzenie

Wykres funkcji y = f(—z) otrzymujemy przez symetryczne odbicie wy-
kresu funkcji y = f(x) wzgledem osi OY.

Przyktad 2

Na rysunku obok przedstawiono wykresy
funkcji y = f(x) oraz y = f(—x).

Zwr6é uwage na to, ze dziedzinag funkcji
y = f(x) jest przedzial [—5; 3], a dziedzina
funkcji y = f(—x) jest przedzial [—3;5].

Funkcje y = f(x) i y = f(—z) maja ten
sam zbior wartosci.

Cwiczenie 1

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji
f:]-2;4] — R danej wzorem f(z) = |x —2| oraz
wykres funkcji g(z) = f(—=x). Podaj dziedzine
funkcji g oraz miejsca zerowe funkcji f i g.

Cwiczenie 2
Dana jest funkcja f:[—2;6] — R, ktérej miejscami zerowymi sg liczby —1, 0,
3 i 5. Podaj dziedzing i miejsca zerowe funkcji g(z) = f(—=x).
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Przyktad 3
Na rysunku obok przedstawiono wy-
kres funkcji f:[—4;6] — R oraz wy-

kres ke () = f(—2). o N NG

W tabeli ponizej poréwnano informa-
cje dotyczace tych funkcji.

Funkcja f
Dziedzina [—4; 6]
Miejsca zerowe —11i5H

stata w [—4; —3]
Przedzialy monotonicznosci rosnie w [—3; 1]
maleje w [1; 6]

Cwiczenie 3
Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji f:[—4;5] — R. Naszkicuj wykres

[—6;4]
~5il

stata w [3;4]
rosnie w [—6; —1]

maleje w [—1; 3]

funkcji g(z) = f(—x). Podaj jej dziedzine
i miejsca zerowe oraz przedzialy monoto-
nicznosci funkcji f i g.

Przyktad 4
Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji:

) -3 dlaze|-4;-2]
fa) = {x 1 dlaz e (—2;5]

oraz wykres funkcji g(z) = f(—x).
Zauwaz, ze funkcja g dana jest wzorem:

Fla) = —x—1 dlaz € [-5;2]
e -3 dlaz € (2;4]

Cwiczenie 4
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji:
F) = {:1:—22 dla x € (—oo; —1]
x dla z € (—1;00)
Naszkicuj wykres funkcji g(x) = f(—x) i podaj
jej wzor.

BN 186 4. Funkcje

Zadania

1. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f. Naszkicuj wykres funkcji

g(x) = f(—x) oraz podaj dziedziny funkcji f i g.

2. Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie wykres funkcji g(x) = f(—=z) oraz
podaj jej wzor.
-3 dlaz e |[-5;-3 2 dlazxe|[—4;-2
D ) s = { Y

Y = { r dlaz e [-3;3] —z dlaze[-26]

3. Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie kolejno wykresy funkcji g i h.
a) f(z) = |zf, g(x) = f(z—2), hz)=f(-z—-2)
b) f(z) =27 g(z) = f(z+2), h(z)=f(-z+2)
4. Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie wykresy funkcji g(x) = f(—=x)
i h(z) = —f(x). Podaj przedzialy monotonicznosci funkcji f, g i h.
2 dlaz e (—o0;2) 1 dlaxze (—o0;—1)
a) fl(x)=4¢ = dlax€[2;3) b) f(r) =< —x dlax € [—1;4]
3 dlaze€[3;00) —4 dla z € (4;00)

Sprawdz sie

5. Na rysunku obok przedstawiono wy-
kres funkcji f: [—4; 6] — R. Podaj dzie-

dzine funkeji g(a) = f(a) i naszkicu] . \
jej wykres. Podaj miejsca zerowe funk- .. o 1\/ : \X
cjii fig. 5 i -

6. Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie wykresy funkcji g(x) = f(—x)
i h(x) = —f(x). Podaj przedzialy monotonicznoéci funkcji f, g i h.

[z dlaz e (—o0;4) _ [—z dlaz e (—o0;1)
2) J(w) = { 4 dlax € [4;00) b) flw) = {—1 dla z € [1;00)
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4 11 Pl'OpOI‘CjOI’Iah‘\OéC' odwrotna Przykladem wielkosci odwrotnie proporcjonalnych sa dlugosci z i y bokdéw

prostokata o ustalonym polu P. Zachodzi wowczas zaleznosé = -y = P.

Przyktad 1 Przykiad 2 Y4
Na rysunku Obok przedstawiono Wykres funkcji y — z’ Rozpatrzmy prOStOk@ty’ kaZdy O pOlu r(l)W_ ............ Al ................................................
gdzie x > 0. Zwr6é uwage na to, ze jesli punkt (x,y) nym 12 i dwoch bokach x, y zawartych : ' |
nalezy do wykresu tej funkcji, to jego wspoéirzedne w osiach ukladu wspéirzednych (rysunek T N\
spelniaja zaleznos¢ z -y = 3. . _ , obok). Wierzcholki A, Ay, As i A, tych | Ay
Jedynymi punktami o wspoétrzednych catkowitych na- : - rostokatéw laczvmy krzvwa. ktora iest | S
i do sk e ro1laian. O 3 L E1 X P atéw laczymy krzywa, j
ezacymi do wykresu tej funkcji sa punkty (1,3)1 (3, 1). ! B i wykresem funkcji y = 12, gdzie ¢ > 0
) . -1
Ich wspolrzedne (z, y) spelniaja zalezno$é

Cwiczenie 1 2oy =12, O 1 ! o X

Funkcje f, g i h, ktérych wykresy przedstawiono ponizej, okreslone sg dla
x > 0. Podaj punkty o obu wspéirzednych catkowitych nalezace do wykresu Cwiczenie 2
kazdej z nich.

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = £, gdzie # > 0, i narysuj prostokat, ktérego

xT

Yt Yt | jeden z wierzchotkéw nalezy do wykresu tej funkcji, a dwa boki zawierajg
T I e A - sie w osiach uktadu wspoétrzednych. Ile jest réwne pole tego prostokata? Czy
odpowiedz zalezy od wyboru wierzchotka nalezacego do wykresu funkcji f7
s s - Zauwaz, ze jesli wielkosci = i y sg odwrotnie proporcjonalne, to wraz ze wzro-
S — L I : L stem jednej z nich druga proporcjonalnie maleje.
o1 X o 1 X O 1 koo X
o Przyktad 3
Definicja W tabeli podano, ile kilograméw winogron mozemy kupic za 24 zt w zaleznosci
Funkcje postaci y = 2, gdzie x > 0 oraz a € R, nazywamy proporcjonal- od ceny za jeden kilogram.

noscig odwrotng. Wielkosci x i y nazywamy odwrotnie proporcjonalnymi, ' f '
x —cena [z1] | 4 5 | 6 | 8 12

a liczbe a — wspoétczynnikiem proporcjonalnosci odwrotne;. |
y — masa [kg] 6 | 48 4 3 2

Jesli wielkosci z i y sa odwrotnie proporcjonalne, to ich iloczyn jest staly. Wzoér . . : - .
i o ) i O o _ Wraz ze wzrostem ceny za kilogram x proporcjonalnie maleje liczba kilogra-
proporcjonalnosci odwrotnej mozemy réwniez zapisaé w postaci x - y = a. , . , : .,
méw winogron y, ktére mozemy kupic¢ za 24 zt.

Wielkosci x i y sa odwrotnie proporcjonalne: y = 2.
. . : , . Cwiczenie 3
Dwie masy m; i m, umieszczone na réwnowazni Nawalus tablek braernacsono kuote | : . . .
w odlegtoéciach ; i 75 od punktu podparcia znaj- (m sz a zakup ja pTzeznacz WOLe zlzl] 15| 2 | 3 |45 6
9 zt. Niech x oznacza cen¢ za kilo- |

duja sie w réwnowadze, jesli zachodzi réwnoéé: = " . . , . y [kg] | ? | ? | ? | ? | 1,5 |
o gram, a y — liczbe kilogramow ja- | . . . . .
Pt 20 btek, ktére mozemy kupic.

Oznacza to, ze masa i jej odlegto$¢ od punktu podparcia sa wielkosciami . .. ..
_ i _ } _ a) Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzupelnij.
odwrotnie proporcjonalnymi. Odkrycie tego prawa (zwanego tez zasada

dzwigni) zawdzieczamy Archimedesowi (ok. 287 r. p.n.e.—ok. 212 r. p.n.e.). b) W ukladzie wspolrzednych zaznacz punkty odpowiadajace wartosciom

z tabeli i korzystajac z nich, naszkicuj wykres funkcji y = %, gdzie z > 0.
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Zadania Powtorzenie
1. WielkosSci x i y sa odwrotnie proporcjonalne. Przerysuj tabele do zeszytu B Zestaw |
i ja uzupeknij. Podaj wzoér tej proporcjonalnosci i naszkicuj jej wykres.
a) b) 1. Funkcje f przedstawiono w postaci grafu. Podaj jej dziedzine, zbior war-
- = - = = = - - = = - = tosci, miejsca zerowe oraz warto$¢ najmniejsza i warto$¢ najwieksza. Spo-
* : 1 2 2,5 _ 4 | o | - | 1 | 2 ; 2,5 4 | o rzadz tabele i naszkicuj wykres funkcji f.
Y :?:?_3,2_?_?_ Y _?_?_?:2,5:? a) X fY b) X FY
—* ==y
Pewna stala kwote k zl przeznaczono na za-
kup sliwek. Na wykresie przedstawiono za- = _ =
lezno$¢ miedzy cena x w ztotych za kilogram
a liczba kilograméw gy, ktére mozna w tej ce-
nie kupi¢. Podaj warto$é¢ k i przedstaw za 2. Naszkicuj wykres funkcji f: X — R okreslonej za pomoca wzoru f(x) = |x|.

pomocg tabeli zalezno$¢ miedzy = i y dla - ool 8
336{1,2,3,475,6}, 0 B P P X

Odczytaj z wykresu zbiér wartosci funkcji f.

a) X ={-4,-1,0,1,3} b) X = [—4;4] c) X =[—2;00)

Czas t potrzebny do przebycia drogi s ze Srednia predkoscia v wyraza sie 3. Dany jest wykres funkeji f: (—4;4) — R. Podaj jej przedzialy monotonicz-

wzorem t = f

nosci i miejsca zerowe oraz argumenty, dla ktérych funkcja f przyjmuje
wartosci dodatnie.

3. Rowerzysta ma do przebycia dystans 60 km.
Na wykresie przedstawiono zaleznos¢ czasu
jego jazdy od $redniej predkosci. Ile czasu

zajmie rowerzyscie pokonanie catego dystan-

su, jesli bedzie jechal z predkoscia:
a) 15 km/h, c) 24 km/h,
b) 18 km/h, d) 25 km/h?

4. Naszkicuj wykres funkcji f, korzystajac z wykresu funkcji y = |z|.
a) f(z) = lz] -3 ¢) flz)=lz =5 e) flz) =z +3] -2
b) f(z) = || +4 d) f(z) = |z + 3] f) f(z)=lz—-2+3

O 10 20 30 ofkm/h]
4. Samochod ma do przebycia trase 240 km. Dobierz odpowiednio jednostki

na osiach uktadu wspotrzednych i naszkicuj wykres zaleznosci miedzy sred-

nia predkoécia samochodu a czasem podrézy. 5. Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie wykresy funkcji g(z) = f(x) + 3
i h(x) = f(x) — 2. Podaj zbiory wartosci funkcji g i h.

)z dla ze[-31] -4 dla e (—4-2)
2) @)= { —1 dla z € (1;4] b) flz) = { 2z dla x €[-2;2)

Sprawdz sie

5. Naszkicuj wykres funkcji y = f(z), gdzie x > 0. Ile punktéw o obu wsp6l-
rzednych catkowitych nalezy do wykresu tej funkcji?

a) f(z) =3 b) f(z) =2 c) flx) =2 d) flz) =1

6. Na rysunku obok przedstawiono wykres Yt .
funkcji f:]0;4] — R okreslonej za pomoca  of ol

6. Rozwazmy n-katy foremne o obwodzie rownym 12. Sporzadz odpowiednia

tabele i naszkicuj wykres funkcji opisujacej zaleznos¢ dtugosci boku n-kata
od liczby jego bokow dla n < 12. Podaj dziedzine tej funkcji.

BN 190 4. Funkcje

wzoru f(:U) — \/E Podaj dziedziny funkcji ....... SRRl TENL SENORR - A——
g(z) = f(x+2) i h(x) = f(x — 3) oraz na- N NS T
szkicuj ich wykresy. 0 1 ¢ 4 § X
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7. Dziedzing funkcji f jest zbiér D. Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie

wykres funkcji g(z) = —f(z). Podaj wzér funkcji g oraz zbiory wartosci
funkcji f i g.

2) f2) =2 —2, D=[-21] b) f(z) = —dw+1, D=[-24]
Dziedzing funkcji f jest zbiér D. Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie
wykres funkcji g(x) = f(—=x). Podaj dziedzine i wzér funkcji g oraz jej
warto$¢ najmniejsza i warto$¢ najwieksza.

2) f() =2 —1, D=[1;3 b) f(z) = do+2, D=[42]

Uzasadnij, ze nie istnieje funkcja, do ktorej wykresu nalezg punkty: (=5, 1),
(—2,-1), (-2,-2), (0,-3), (4,1).

Zestaw I
Naszkicuj wykres funkcji f: R — R. Podaj wartosci f(3\/§) i f(\/§ — 6).

-3 dla < -4 1 dla z< -3
a) flz)=<¢x+1 dla -4<x<2 b) f(x)= —2 dla -3<z<3
1 dla =z > 2 4 dla >3

Dany jest wykres funkcji f: (—4;4) — R. Odczytaj z wykresu rozwiazanie

réwnania f(z) = —2 oraz zbidr rozwiazan nieréwnosci f(x) < 0.

Wykres funkcji g przechodzi przez punkt (0,1). Wykres ten mozna otrzy-
macé przez przesuniecie wykresu funkcji f wzdluz osi OY. Naszkicuj wy-
kresy funkcji f i g.

r+3 dlax<O0

a) f(év)—{ 3 dags0 b) f(w)—{

rz+2 dax< -2
-2 dlaxz > -2

Wykres funkcji g przechodzi przez punkt (—2,0). Wykres ten mozna otrzy-
mac przez przesuniecie wykresu funkcji f wzdluz osi OX. Naszkicuj wy-
kresy funkcji fig.

{ 3 dla x < —1 {331 dla x < -3

a) f(x) =

b T) =
—x+1 dlazxz> -1 ) @) —x—2 dlazxz > -3

BN 192 4. Funkcje

10.

11.

Przedstawione na rysunku obok wykresy
funkcji f, g, h, k otrzymano przez od-
powiednie przesuniecia wykresu funkcji
y = sx” zaznaczonego kolorem niebieskim.

a) Podaj wzory funkcji f, g, h, k.

b) Do ktérego wykresu nalezg poszczegdlne
punkty: P(876)7 Q(_473)7 R(272%)?

Na rysunku obok przedstawiono wy-
kres funkcji f: [—6;6] — R. Naszkicuj
wykres funkcji:

a) Yy = —f(Jf),

b)y = f(—x).

Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie wykresy funkcji g(z) = —f(x)
i h(z) = f(—x). Podaj zbiory wartosci funkcji: f, g i h.

—2 dlax < -2 r+2 dax<l1
a xTr) = b T) =
) f@) { ) £(a) { IR

rz dlazxz> -2

Dziedzina funkcji f (rysunek obok) jest prze-
dzial (—5;2]. Podaj dziedzine i naszkicuj wykres

funkcji g.
a) g(x) = f(z—3) c) g(x) = —f(z—2)
b) g(z) = f(2+2) d) g(z) = —f(1+=)

Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie ze zbioru {1, 2, 3,4} jej kwadrat
pomniejszony o podwdjng wartosé tej liczby. Naszkicuj wykres funkcji f,
a nastepnie wykres funkcji g(x) = f(—x).

Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalne;j:
a) jej reszte z dzielenia przez 3 powiekszong o 1,

b) jej reszte z dzielenia przez 4 pomniejszona o 4,

c) polowe jej reszty z dzielenia przez 5.

Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie wykres funkcji g(x) = —f(x).
Podaj zbiory wartosci obu funkcji.

Qa

Wykres funkcji f(x) = ¢, gdzie z > 0 oraz a € R, przechodzi przez punkt

(2,2). Ile punktéw o obu wspélrzednych catkowitych nalezy do wykresu

funkcji f7 Naszkicuj wykres tej funkcji.
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Sposob na zadanie

Przyktad 1
Ile miejsc zerowych ma funkcja f7

—2x —2 dlaz € (—o0; —2)

f(x) = sz +3 dlaxe[-2;2)
—2x+8 dlaz € [2;00)
A. zero B. jedno C. dwa D. trzy

Aby wskaza¢ poprawna odpowiedz, mozemy postapié¢ na rézne sposoby.
» Miejsca zerowe funkcji f mozemy wyznaczy¢, rozwiazujac réwnania:
—2x —2=0,skad x = —1, ale —1 ¢ (—o0; —2)

tx+3 =0, skad x = —6, ale —6 & [—2;2)
—2r+8=0, skad x =4 € [2;00)

Liczby —1 i —6 nie sg miejscami zerowymi
funkcji f, jedynym jej miejscem zerowym
jest liczba 4.

Zatem funkcja f ma jedno miejsce zerowe.

+ Mozemy tez naszkicowa¢ wykres funk-
cji f i odczyta¢ z niego liczbe jej miejsc
zerowych.

Odpowiedz: B
-» Zadanie 6, str. 195
=» Zadanie 19, str. 198

Przyktad 2
Na rysunku obok przedstawiono wykres

funkcji f:[—2;6] — R. Suma miejsc ze-
rowych funkcji g(z) = f(—x) jest réwna
A. -2 B. —4 C. -6 D. -8

Aby wskaza¢ poprawng odpowiedz, mozemy postapi¢ na rézne sposoby.
» Miejscami zerowymi funkcji f sa liczby: —1, 2, 5. Zatem miejscami zerowymi
funkcji g sa liczby: 1, —2, —5. Ich suma jest réwna —6.

» Mozemy tez naszkicowa¢ wykres funk-

cji g i odczyta¢ z niego jej miejsca ze-
rowe. Sa to liczby: —5, —2i 1. Ich suma

jest rowna —6. L
Odpowiedz: C

=» Zadanie 9, str. 196
=» Zadanie 20, str. 198

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-10 wybierz wtasciwa odpowiedz sposréd podanych.

Zadanie 1 (0-1)
Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej jej reszte z dzielenia
przez 4. Niech a = f(129). Wéwczas

A. a> f(29) B. a = f(59) C. a < f(89) D. a = f(149)

Zadanie 2 (0-1)

Liczba —g jest miejscem zerowym funkcji danej wzorem

A.y=a2>+13 B.y=2a®—2 C.y=2—-222 D.y=2-24°
Zadanie 3 (0-1)
Liczba —2 nie jest miejscem zerowym funkcji danej wzorem
A.y=+z+2 B.y=12?-2 C.y=2a+8 D.y=2+1
Zadanie 4 (0-1)
Do wykresu funkeji f(z) = = + V22 nalezy punkt
A. A(—2,0) B. B(4,6) C. C(3,2) D. D(—4,-8)
Zadanie 5 (0-1)
Do wykresu funkeji f(x) = v/3(x — 1)? nalezy punkt
A. (—2v/3,-13V/3) C. (—2v/3,-13V3 +12)
B. (2/3,13V/3) D. (23,133 — 12)
Zadanie 6 (0-1) < Przykiad 1, str. 194
Ile miejsc zerowych ma funkcja f7

lz| —2 dlaz € (—o0;4)

flx) =4

sr+2 dlaz € [4;00)

A. zero B. jedno C. dwa D. trzy

Zadanie 7 (0-1)
Wykresy funkcji f, g, h, k otrzymano
przez odpowiednie przesuniecia wykre-

su funkcji y = 62%. Zatem

A. f(z) =6(z* — 122 + 36)

B. g(x) = 6(a* + 6x +9)
C. hiz)=6(x*—2z+1)+2
D. k(z) =6(z*—1)+1

BN 194 4. Funkcje
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 8 (0-1)
Jesli D; = [—5; 3], to dziedzina funkcji g(x) = f(x — 1) + 2 jest zbior
A. [-2;6] B. [-3;5] C. [—4;4] D. [-6;2]

Zadanie 9 (0-1) < Przykiad 2, str. 194

Funkcja f ma pieé¢ miejsc zerowych: —5, —3,—1,0,2. Wynika stad, ze suma
miejsc zerowych funkcji y = —f(—x) jest rowna

A. -9 B. -7 C. 7 D. 9

Zadanie 10 (0-1)
Do wykresu funkcji f(z) = ax?® nalezy punkt (—\/3,—%). Zatem do tego
wykresu nalezy rowniez punkt

A(VE-Y)  B(VAD (8-l D (-3
Zadanie 11 (0-1) o logomsl,

Przejazd samochodem z miasta A do od- oo /.

leglego o 360 km miasta B i z powro- 240 et Fopdrommd
tem zajal (razem z godzinnym postojem) 180 stz it N S B
10 godzin. Na wykresie obok przedsta- 20|/ ! 5 |
wiono, jak zmieniala si¢ w tym czasieod- |/ N Tl
legto$é¢ od miasta A. O 12345678910

Ocen prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.

Srednia predkoéé przejazdu z miasta A do miasta B wynosila

90 km/h. Bl £

Srednia predkosé na calej trasie (bez postoju) wynosita 72 km/h. P F

Zadanie 12 (0-1)

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji
okreslonej wzorem f(z) = 2, ktérej dziedzina jest
zbiér D = [—4; —3] U [2;4].

Ocen prawdziwos$¢ ponizszych stwierdzen. Wy-
bierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F' —

jesli jest fatszywe.

Do zbioru wartosci funkcji f nalezy siedem liczb catkowitych. P F

Funkcja f jest funkcja malejaca. P

L.

BN 196 4. Funkcje

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 13 (0-2)
Funkcja f(z) = #? — = jest okreslona dla wszystkich liczb rzeczywistych réz-
nych od zera.

Dokoncz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich otrzy-
mane zdanie bylo prawdziwe.

Do wykresu funkcji f nie nalezy punkt

A (-1,0) D. (-2, %) G. (v2.2)
B. (1,0 E. (3-%) H. (—v2,3)
¢ 0.1 F. (-5-%%) L (-v2-3)

Zadanie 14 (0-1)
Dziedzina funkcji f jest przedzial [—4;2].

Dokoncz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedZ A albo B oraz
jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Dziedzina funkcji g(x) = f(x + 2) jest przedzial

A. [-6;0], poniewaz wykres funkcji g 1. do gory.

ot

otrzymujemy przez przesuniecie
B. [-2:4], wykresu funkcji f o 2 jednostki

W prawo.

3.  w lewo.

Zadanie 15
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji i v
f:[-5;4] — R. b '

Zadanie 15.1 (0-1)
Uzupenij zdanie tak, aby byto prawdziwe.

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci f(x) < 1

jest [7].

Zadanie 15.2 (0-1)
Uzupeij zdanie tak, aby byto prawdziwe.

Najdtuzszym przedzialem, w ktérym funkcja f jest rosnaca, jest [?].

Zadanie 16 (0-1)
—3r+5 dlax <2

Wryznacz miejsca zerowe funkcji f(xz) =
Y ) ji /(@) {5x+3dlax>2

y,

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
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Zadanie 17 (0-2)

Funkcja f okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych jest funkcja nierosnaca,
a punkty (—6,4), (—=3,2), (1,2) i (4,—5) naleza do jej wykresu. Wyznacz
wartosé f(—2\/§)

Zadanie 18 (0-2)

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji f:[-3;6] — R. Podaj dziedzine funkcji
g(x) = f(—x) i naszkicuj jej wykres.

Zadanie 19 (0-2) - Przyktad 1, str. 194
—x—2 dlaxz< -1

r—21 dla-1<2x<3

1
2 2

z—2 dlaxz>3

Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(x) =

Zadanie 20 (0-3) < Przyktad 2, str. 194
Miejscami zerowymi funkcji f: R — R sa liczby —3, 2 i 4. Wyznacz sume miejsc
zerowych funkcji g(z) = f(—z + 6).

Zadanie 21 (0-4)

Dana jest funkcja f:R — R okre$lona wzorem f(z) = 2x + 2. Naszkicuj wy-
kresy funkcji g(x) = —f(z) i h(x) = f(x — 4). Oblicz pole obszaru ograniczo-
nego osig OX i wykresami funkcji g i h.

Zadanie 22 (0-4)

Zbior X jest zbiorem liczb naturalnych mniejszych od 12. Funkcja f kazdej
liczbie ze zbioru X przyporzadkowuje reszte z dzielenia przez 4. Naszkicuj
wykres funkcji g(x) = f(x) — 1 i podaj jej miejsca zerowe.

Zadanie 23 (0-4)
Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji f:R — R. Naszkicuj wykres funk-

cji g(z) = —f(x). Podaj przedzialy mono-
tonicznosci funkcji g i odczytaj zbiér roz-

wiazan nieréwnosci g(z) < 0.

Zadanie 24 (0-1)
Podstawa tréjkata rownoramiennego jest odcinek o koncach (0,0)
gdzie a > 0. Trzeci wierzchotek trojkata nalezy do wykresu funkcji y =

(a,0),
—, gdzie
x > 0. Uzasadnij, ze pole tego tréjkata nie zalezy od wyboru parametru a.

1
4

BN 198 4. Funkcje

Funkcja
liniowa

Dla snowboardzisty czy narciarza kat nachylenia stoku jest bardzo wazny. Jest
to jeden z czynnikéw branych pod uwage podczas ustalania stopnia trudnosci
trasy narciarskiej.

Kat nachylenia terenu ma tez zasadnicze znaczenie w zagadnieniach inzy-
nieryjnych, takich jak budowa drog czy kolei. Przy badaniu kata nachylenia
terenu wykorzystuje sie pojecie kata nachylenia proste;j.

O nachyleniu prostej bedacej wykresem funkcji liniowej y = ax + b decyduje

wspoélczynnik a.

_ R TTE

a’f

Q.



Przypomnij sobie

Punkty kratowe nalezace do prostej

Punkty kratowe to punkty, ktorych obie wspdéirzedne sa catkowite.

Punkty A(-2,6) i B(6,2) maleza ~_ Y}
do prostej [. Do odcinka AB nalezg : '
réwniez nastepujace punkty kra-
towe: (0,5), (2,4) 1 (4,3).

Punkt (8,1) jest punktem krato-
wym, ktéry nalezy do prostej [, ale o | . o P
nie nalezy do odcinka AB. . 0 1 _ f R \

1. Podaj wspolrzedne wszystkich punktéw kratowych nalezacych do odcinka

AB oraz dowolnych trzech punktéw kratowych nalezacych do prostej [, ale
nienalezacych do odcinka AB.

Przyktad 1
Dane sg punkty A(7,6), B(9,3) i C(4,2). Wyznacz wspdirzedne punktu D
tak, aby odcinki AB i C'D byly réwnolegle oraz miaty réwne dtugosci.

W uktadzie wspoélrzednych rysujemy od- Y
cinek AB i zaznaczamy punkt C.

Zauwazmy, ze aby przeniescé sie z punktu A
do punktu B, przesuwamy sie o 2 jed-

nostki w prawo i o 3 jednostki w dot. sl __I Sl L

e punkty oI T N T

Dy (6,—1) i Dy(2,5)

2. Wyznacz wspotrzedne punktu D tak, aby odcinki AB i CD byty réwno-
legte oraz miaty réwne dtugosci.

a) A(—2,2), B(2,4), C(3,1) b) A(—1,4), B(2,1), C(4,2)

B 200 5. Funkcja liniowa

5.1. Wykres funkcji liniowej (1)

Przyktad 1

Naszkicuj wykres funkcji okreslonej za pomoca wzoru
f(x) = 2x+1, ktérej dziedzing jest zbidr liczb rzeczy-
wistych.

Aby naszkicowaé wykres funkcji f(x) = 2z + 1, spo-

rzadzamy tabele wartosci funkcji dla wybranych argu- P

mentéw. e
z 3 -2 -1 0 | 1 @ 2

fl@) -5 | =3 | -1 | 1 3 5

Otrzymane punkty zaznaczamy w uktadzie wspotrzednych. Zwrdé uwage, ze
wszystkie te punkty leza na jednej prostej — jest ona wykresem funkcji f.

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f, ktorej dziedzina jest zbidr liczb rzeczywistych.

a) flx)=2+2 b)) fle)=20—-1 ¢ flz)=—z d) flz)=—2+3
Definicja

Funkcje f: R — R okres$long wzorem f(x) = ax + b, gdzie a,b € R, nazy-
wamy funkcja liniowa.

Wykresem funkcji f(x) = ax+b (uzywamy tez zapisu y = ax + b) jest prosta.
Aby naszkicowaé wykres tej funkcji, wystarczy znalezé dwa nalezace do niego
punkty i poprowadzi¢ przez nie prosta (przez dwa rézne punkty przechodzi
tylko jedna prosta). Prosta ta ma réwnanie y = ax + b. Powiemy tez krotko:
prosta y = ax + b.

Przyktad 2

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = gx — 1.
Dla z =0 mamy f(0)=2-0—-1=—1.
Dla z = 3 mamy f(3)=2-3 —1=4.

Otrzymane wyniki mozna przedstawi¢ w tabeli.

z 0 | 3 | Punkty (0,—1) i (3,4) naleza
f(x) | 4 do wykresu funkcji f.

5.1. Wykres funkgji liniowej (1)
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Cwiczenie 2
Zmajdz dwa punkty kratowe nalezace do wykresu funkcji f. Naszkicuj ten
wykres.

a) flz)=3z-2 D) flx)=—fz ¢ fla)=2c+2 d) fla)=—te—1
Definicja

Liczbe a wystepujaca we wzorze funkcji liniowej f(x) = ax + b nazywamy
wspolczynnikiem kierunkowym prostej, a liczbe b — wyrazem wolnym.

Przyktad 3 R4 ;\, F Mf

Wykresy funkcji liniowych y =2z +21iy =2z — 3 sg 5 /;\]&w\/f;

prostymi réwnolegltymi. Kazdy z nich mozemy otrzy- - pt g A wf

mac przez przesuniecie wykresu funkcji y = 2z wzdtuz |/ |/ Q/ =

OSi OY. RO, . i . J,”

Po przesunieciu prostej y = 2x: ;f >
X

» 0 2 jednostki w gére otrzymamy prosta y = 2z + 2, ' j} j

» 0 3 jednostki w dot otrzymamy prosta y = 2x — 3. e

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkcji y = 3x, a nastepnie wykres funkcji f.

a) f(x)=3z+1 b) flx)=3x+3 ¢) f(x)=3z-2 d) f(z)=3z—1

Zauwazmy, ze wykresy funkcji liniowych o tym samym wspoétczynniku kierun-
kowym sg prostymi rownoleglymi. Proste, ktore sa wykresami funkcji linio-
wych o réznych wspotczynnikach kierunkowych, nie sa rownolegte.

Twierdzenie

Proste dane réwnaniami y = a;x + by 1 y = asx + by sa réwnolegte wtedy
i tylko wtedy, gdy a; = as.

Uwaga. Zdanie: ,,p wtedy i tylko wtedy, gdy ¢” oznacza, ze prawdziwe sg dwa zdania:

»jezeli p, to q” oraz jezeli q, to p”

Cwiczenie 4
Ktére sposréd prostych [y, 1o, ..., 1ls sa réwnolegte?
Lh:y=zx—3 l3:y:—%x—|—3 l5:y:8—%x l;my=1-2x

lo:y=2x—3 ly: y=4+42zx le: y =22 — /3 lgzy:\/g—%m

BN 202 5. Funkcja liniowa

Przyktad 4

Wyznacz wzér funkcji liniowej, ktérej wykresem jest
prosta przechodzaca przez punkt P(4,1) i réwnole-
gta do prostej y = %x + 3.

Szukana funkcja liniowa ma wzoér postaciy = ax + b,
a jej wykresem jest prosta réwnolegta do prostej
y =3z + 3, wiec a = 3.

Aby obliczyé wspolczynnik b, podstawiamy wspot-

rzedne punktu P(4,1) do réwnania y=jz+b
i otrzymujemy 1 = % -4+ b, skad b= —1.

Zatem warunki zadania spetnia funkcja y = %m — 1.

Cwiczenie 5
Wyznacz wzoér funkceji liniowej, ktorej wykresem jest prosta réownolegta do
prostej [ i przechodzaca przez punkt P.

a) l:y=2x—4, P(3,7) c) Ly=—-2x+3, P(3,—4)
b) l:y=—-3z+5, P(—3,2) d) Ly=-2z-1 P(E,-1)
Zadania

1. Naszkicuj wykres funkcji. Ktore z punktéw P(4,3), Q(2,5), R(—2,—-3)
nalezg do jej wykresu?
a) y=x+3 c) y=2x—5 e)
b)y=x—1 d)y=3z-1 f)

—z+7 g) y=—-3x+6
—2r—7 h)y=—4x—3

Y
Y

2. Naszkicuj wykres funkcji. Podaj trzy punkty kratowe nalezace do tego
wykresu.

a)y=1ir—-2 c)y=—-Ix+3 e)y=32r-1 g) —3r+4

2 3 4

Y Y Y
b)y=z1tr+4 d)y=-ix-2 f) y=320+2 h) y=—22x-2

3 2 3

3. Ktore sposrod prostych [y, 1s, ..., ls sa rownolegte?
ll:y:5x—% l3:y:%x—\/§ l5:y:—%:€—|—3 l7:y:4—%m
lry=—1tx ly: y =52 — ¢ l: y =5 + 5z ls: y =52 — /5
4. Czy czworokat, ktérego boki sg zawarte w prostych k, [, m, n, jest trape-
zem? Czy czworokat ten jest rownolegtobokiem? Odpowiedz uzasadnij.
a) kry=—3c+3, Ly=03z—-2, my=ir+4, n:y=6—0,75z
b) kry=2v2x—4, l:y=4—25z, m:y=1++8x, n: y=—2x+3

5.1. Wykres funkgji liniowej (1)
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5. Wyznacz wzor funkcji, ktérej wykresem jest prosta réwnolegta do prostej

o podanym réwnaniu i przechodzaca przez punkt P.
c) y=—3x+6, P(—6,5)
d) Y= %QZ—3, P(_éaz)

3

a) y=4x —2, P(0,5)
b) y=—-3x+4, P(1,8)

6. Dwa boki réwnolegtoboku sa zawarte w pro- P LY
stych y = jo —11iy = 3z + 4 (rysunek '
obok). Wyznacz réwnania prostych zawiera-
jacych pozostate boki réwnolegtoboku.

!

7. Jedna z podstaw trapezu o wierzchotkach /
A(0,-3), B(4,0), C(~2,4), D(~3,-1) jest /.

zawarta w prostej y = —%a: € % Wyznacz

réwnanie prostej zawierajacej druga podsta-

we trapezu.

8. Proste [; i I, sa rownolegte do prostej k. Do prostej [; nalezy punkt A,
a do prostej [, punkt B. Wyznacz réwnania tych prostych.

a) k:y =13z -3, A(2V3,6), B(l—+/3,V3—4)
b) k:y=(V2-1z+6, ANS,3—-2), B(l1++2,4)

Sprawdz sie

9. Odczytaj wspotczynnik kierunkowy podanej prostej, a nastepnie jg naszki-

cuj.

a)y=x—3 c) y=3—2x e) y=3x+2 g) y=3(6—5x)

b)y=2r+4 d)y=2->5zx f) y=2t8 h) y = 5 (42—6)
Y4~

10. Proste przedstawione na rysunku obok sa réwno-
legte do prostej k: y = %m. Podaj ich rownania.

11. Wsréd trzech podanych prostych wskaz dwie pro-

ste réwnolegte.

6—x
3

a)y:2—§x,y:2x—%,y:
o)y=Lr+1, y=Bx-3, y==

12. Wyznacz wzor funkcji f, ktorej wykresem jest prosta réwnolegta do proste;j
y = —6x + 5 i przechodzaca przez punkt P.

2) P(1L,-4)  b)P(22) o P(t-1) @ P(1-£3/2+2)

39 57 5
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5.2. Wykres funkcji liniowej (2)

Szczegblnym przypadkiem funkcji liniowej jest funkcja stala.

Przyktad 1 v

Funkcja f(z) = 2 dla dowolnego argumentu x € R : f
przyjmuje wartos¢ rowng 2. Jej wykresem jest pro- R L

sta rownolegta do osi OX i przechodzaca przez : =
punkt (0,2). 19 T 1X
Cwiczenie 1

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = ax + b o wspo6tezynnikach:

a) a=0,b=1, b)a=0,b=—-3, c) a=0,b=0.

Wspolezynnik b we wzorze funkcji liniowej f(x) = ax + b wskazuje punkt
przeciecia prostej bedacej wykresem funkcji z osig OY.

Przyktad 2
Wyznacz wspoélrzedne punktu przeciecia wykresu

funkcji f(z) = o + 2 z osig OY .

Jesli podstawimy = = |0 do wzoru funkcji, to otrzy-
mamy rzedna punktu, w ktérym jej wykres prze-
cina 0§ OY. Zatem f(0) = % 10 +2 =12, czyli
wykres przecina o§ OY w punkcie (0, 2)).

Twierdzenie

Prosta bedaca wykresem funkcji liniowej f(z) = ax + b przecina 0§ OY
w punkcie (0,b).

Przyktad 3
Wyznacz wzér funkeji, ktérej wykres przecina o$ OY w punkcie (0,3) oraz

jest prosta rownolegta do prostej o rownaniu y = %.CU — 6.

Szukany wzor funkcji ma postaé¢ f(x) = ax + b.
Z warunkéw zadania: a = 2, b = 3, zatem f(z) = 3z + 3.

Cwiczenie 2
Wyznacz wzor funkcji, ktérej wykresem jest prosta réwnolegta do prostej [
i przecinajaca o§ OY w punkcie P.

a) ly:356—4,P(0,6) b) l:y:_%x+17p(()7_%)

5.2. Wykres funkgji liniowej (2)
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Cwiczenie 3 C YR Zadania
Na, rysunku przedstawiono proste przechodzaee ........ ....... Sacmg i /
przez punkt (0,3). Sa one wykresami funkcji li- /’f 1. Naszkicuj w jednym uktadzie wspoétrzednych te sposréd prostych [y, ..., lg,
niowych: R W e 0, e e ktére przecinaja o$ OY w punkcie (0,2), a w drugim te, ktére przecinaja
filz) =z +3, fa(x) = =1z + 3, — — 0§ OY w punkcie (0,—1).
folz) = 3, fulz) = 3z + 3. A ~ li:y=3x+2 l3:y=—1 ls: y = —2x+2 l7:y:%x—1
a) Oblicz wartosci tych funkcji dla x = 1. e n ) lyry=3z—1 lyry =2 lgry = —22—1 lsty = 52 +2

. . .o , ’ 2 = O 1 i X
b) Dla kazdej z tych funkcji okresl, ktéra prosta / = / Sy 2. Sprawdz, czy punkt ) nalezy do wykresu funkcji liniowej f, jesli nalezy
jest jej wykresem. P ol do niego punkt P.

2) P(8,3), Q(16,9)  b) P(—6,-9), Q(7,19) ¢) P(9,~4), Q(8,~31)
WLGEBERENE e oYM ¢ e LYY 2o L

Zbior wszystkich prostych przechodzacych przez ustalony punkt nazy-
wamy pekiem prostych, a punkt przeciecia tych prostych — srodkiem peku.

Przyktad 4
Wyznacz wzér funkeji liniowej, ktorej wykres

przechodzi przez punkty P(0,3) i Q(3,5). 3. Wykres funkcji liniowej przechodzi przez punkt P i przecina o$ OY

w punkcie (0,4). Wyznacz wzor tej funkcji i naszkicuj jej wykres.
Szukana funkcja ma wzér postaci y = ax + b. a) P(2,6) b) P(—6,1) ¢) P(5,—11) d) P(§ _2)
Jej wykres przecina 0§ OY w punkcie (0, 3), wiec 7 ’ ’ 47

b = 3. Aby wyznaczy¢ wspétczynnik a, podsta- 4. Skorzystaj z danych na rysunku i oblicz pole zacieniowanej figury.

wiamy wspétrzedne punktu Q(3,5) do réwnania a) Y b) v & ol
y = axr + 3 i dostajemy 5 = 3a + 3, sk@da:% — Y=-ds4 4 WA&%L@X%
Zatem szukany wzor funkcji to: y = Fx + 3. LG P
1 2] /
Cwiczenie 4 O %‘L 6 X | /
L% ; >

Wyznacz wzor funkcji liniowej, ktérej wykres przechodzi przez punkty P i Q. o \/%‘5 O % 3 6 X
Czy punkt R nalezy do wykresu tej funkcji? ,/9¢%®
a) P(Oa 5)7 Q(472)7 R(87 _1) b) P(07 _4)a Q(_37 _9)7 R(675) Spl‘aWdZ' Sie
Cwiczenie 5 { 5. Prosta [ przecina os OY w punkcie P, a prosta k —w punkcie ). Naszkicuj
a) Ramiona trapezu ABC D zawieraja si¢ w pro- D te proste. Podaj dtugos¢ odcinka PQ).
stych y = 30— ¢ 1 y = —52+ 7 (rysunck C(5,1 a) lby=2x+6, kry=x+3 b)liy=—30—-2, kry=—32x+2
obok). Wyznacz wspolrzedne wierzchotkéw A 1 ’
i D, a nastepnie oblicz pole tego trapezu. ol 56 0)\X 6. Naszkicuj w jednym uktadzie wspotrzednych proste ki, ko, k3 i ky. Podaj
b) Proste y = g T4+ 5iy=— % 2 — 1 przecinaja ’ punkty, w ktorych te proste przecinajg o$ rzednych.

| | ca 1 ca— 1
sie w punkcie (—3,0). Oblicz pole tréjkata ogra- /4, a) kiiy =gz, kry=32—4, kyy=30+3, kiy=30+5
niczonego tymi prostymi i osig OY. b) ki:y=—-2x, ke:y=-2x—1, kzry=—-2x+8, ky:y=—2z+ %
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5.3. Witasnosci funkcji liniowej

B Miejsce zerowe funkcji liniowej

Przyktad 1
Wyznacz miejsce zerowe funkcji liniowej y = 2z + 3

(wykres obok).
Aby wyznaczy¢ miejsce zerowe tej funkcji, rozwiazu-
jemy réwnanie:
20+3=0
20 = —3
3

217:—5

Zatem miejsce zerowe jest rowne —

3
.
Cwiczenie 1

Uzasadnij podane obok twierdzenie. Jesli a # 0, to funkcja liniowa

y = azr + b ma jedno miejsce
. b
Cwiczenie 2 zerowe: — .
Wyznacz miejsce zerowe funkcji:

a) y = —4x 46, b) y = —3z — 4, ¢)y=3x+3, d)y=Zic— 3.

Cwiczenie 3
Dla jakich wartosci wspotczynnikéw a, b funkcja f(x) = ax + b:

a) nie ma miejsc zerowych, b) ma nieskonczenie wiele miejsc zerowych?

Przyktad 2

Oblicz pole tréjkata wyznaczonego przez osie ukta-
du wspotrzednych i wykres funkcji f(z) = =x + 3
(rysunek obok).

Wyznaczamy miejsce zerowe funkcji f:
wr+3=0daz=—. Zatem |OA| = 7.
Punkt B ma wspotrzedne (0, 3), stad |OB| = 3.
Obliczamy pole trojkata AOB:
P=3|0A|-|OB|=35-%-3=28

2

Symbolem |OA| oznaczamy
dtugos$é odcinka OA.

Cwiczenie 4

Oblicz pole trojkata wyznaczonego przez osie uktadu wspotrzednych i wykres
funkcji f.

a) f(x)=2x+4 b) f(x)=—32+2 ¢) f(x)=—32—-4 d) f(z)=32-5
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B Monotonicznos¢ funkgji liniowej

Funkcja liniowa moze by¢ funkcja rosnaca, malejaca lub stata.

Przypomnijmy, ze funkcje f nazywamy rosnaca,

jesli dla dowolnych argumentéw x4, x5 spetniony
jest warunek: jesli z; < xs, to f(x1) < f(z2).

Jesli a > 0, to funkcja liniowa f(x) = ax+b

- Na rysunku przedstawio-
jest rosnaca.

no wykres funkcji liniowej,
ktorej wartosci rosng wraz
Dowéd ze wzrostem argumentéw.
Rozpatrzmy funkcje f(x) = ax + b, gdzie a > 0.

Niech x;, x5 beda dowolnymi argumentami takimi, ze r; < x,.

Wéwcezas mamy:
T, < Ty / - a Mnozymy obie strony nieréwnosci
przez liczbe a > 0, zatem nie

ary < ars .. ..
zmilenlamy jej zwrotu.

ar; +b<axy+b
Oznacza to, ze f(x1) < f(x2). Zatem f jest funkcja rosnaca.

Funkcja f jest funkcja malejaca, jesli dla dowol-
nych argumentow x;, x5 spetniony jest warunek:
jesli &y < xo, to f(x1) > f(xs).

Jedli a < 0, to funkcja liniowa f(z) = ax+b

st lei Na rysunku przedstawio-
jest malejaca.

no wykres funkcji linio-
wej, ktorej wartosci male-

< . . ja wraz ze wzrostem argu-
Cwiczenie 5 t

mentow.
Udowodnij powyzsze twierdzenie.
Funkcja f jest funkcja stala, jesli dla dowol- LY
nych argumentéw x;, x, prawdziwa jest row- -
nosé: f(z) = f(xa). 1

| o1 x
Jesli a = 0, to funkcja liniowa f(z) = ax +b e S e

jest funkcja stala.

Na rysunku przedstawio-
no wykres funkcji liniowej,
Jesli funkcja liniowa jest funkcja stata, to jej wy- ktéra przyjmuje stale te

kresem jest prosta réwnolegta do osi OX. samg wartosé.

5.3. Wtasnosci funkgji liniowej
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Cwiczenie 6

Okresl monotonicznosé funkcji f.

a) f(xr)=>5r—12 c) f

b) flz) =8 —3x d) flz)=-3

Cwiczenie 7
Dany jest wykres funkcji f(x) = ax + b. Podaj znaki wspotczynnikow a i b.

M Proporcjonalnos¢ prosta

Przypomnijmy, ze zaleznos¢ miedzy dwiema dodatnimi wielkoSciami x i y dang
wzorem y = az, gdzie a € R, nazywamy proporcjonalnoscia prosta. Wielko-
Sci x i y nazywamy wprost proporcjonalnymi, a liczbe a — wspoélczynnikiem
proporcjonalnos$ci proste;j.

Przyktad 3
Dtugosc¢ boku kwadratu x i dtugosé jego przekatnej y sa

wielkosciami wprost proporcjonalnymi: zachodzi réwnosé
y = /2. Zalezno$é te przedstawiono na wykresie obok.

1 :
o1
Cwiczenie 8

Czy opisane wielkosci sa odwrotnie proporcjonalne, czy wprost proporcjo-
nalne? Podaj wzor tej proporcjonalnosci.

a) Dhugo$é boku tréjkata rownobocznego i jego obwod.

b) Dtugoéci przyprostokatnych trojkata prostokatnego o ustalonym polu P.
c) Obwod i promien okregu.

d) Dhugosci przekatnych rombu o ustalonym polu P.

Cwiczenie 9

Wielkosci x i1 y sa wprost proporcjonalne. Podaj wzoér tej proporcjonalnosci,
a nastepnie uzupelnu ponizsza tabelg Naszklqu wykres tej proporqonalnosm

)z 2 12 D1 1879 2 2|2 14
y_Qle.?=? y:?.1,2.2 y:1§.5:?
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Cwiczenie 10

a) Samochdd jedzie autostrada ze sta- DTk el 72 e e oI e
ta predkoscia. W pottorej godziny po-
konat 165 km. Oblicz odlegtos¢, jaka

ten samochod pokona w dwie i pot go-

przebyta droga s jest wprost pro-
pocjonalna do czasu t:

s=v-t
dziny.
b) Samochéd jadacy ze stala predkoscia znalazt sie 60 km od punktu poczat-
kowego o godzinie 13.00. O godzinie 15.24 byt juz od tego punktu oddalony
o 252 km. Jak daleko od punktu poczatkowego byl ten samochéd o 16.007

Zadania

1. Przez ktore ¢wiartki uktadu wspotrzednych przechodzi prosta bedaca wy-
kresem funkcji f7

2) f(z) = 3o+ 1

c) fle)=-8x—-3 ¢ flz)= ( —V2)r+3
b) f(x) =4z +1 f

Q) flr) =120—1 ) f(z) =
2. Okresl monotoniczno$¢ funkeji f(x) = ma — 4 dla:

a) m=+3—2, b) m =5 — 2/5, c) m=3— /=217,
3. Okresl monotoniczno$é¢ funkeji f w zaleznosci od parametru m.

a) f(x)=(5—m)x b) f(z) = (1 +5m)z c) f(x)=(Im|—-1)z

4. Okresl monotonicznosé funkcji, ktorej wykresem jest prosta przechodzaca
przez podane punkty.

a) (—8,6) 1 (4,12) c) (6,v5)1(10,v5) e (-1,3) i (25)
b) (=37,-9)i (-9,-37) d) (3v2,7)i(2v3,5) f) (3,-8)i(2,-7)

5. Wyznacz wzor funkceji liniowej, do ktorej wykresu nalezy punkt:

a) (0,4) i ktéra przyjmuje wartosci ujemne tylko dla x < —6,

b) ( , —%) i ktora przyjmuje wartosci dodatnie tylko dla x > 2,

c) (0,—2) i ktéra przyjmuje wartosci nieujemne tylko dla z < —4.

6. Wyznacz wzory funkcji liniowych, w ktérych
wykresach zawierajg sie:

a) boki przedstawionego obok czworokata,

b) boki czworokata o wierzchotkach:

A(—48,0), B(0,—72), C(36,0), D(0, 144).

5.3. Wtasnosci funkgji liniowej
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7. Wykres pewnej funkcji liniowej i osie uktadu wspotrzednych ograniczaja
trojkat rownoramienny. Wyznacz wzor tej funkcji, jesli wiadomo, ze:
a) przyjmuje ona wartosci ujemne tylko dla = > 3,
b) do jej wykresu nalezy punkt (0, —4).

@ 8. a) Uzasadnij, ze dlugo$¢ boku kwadratu i jego obwdd sa wielko$ciami
wprost proporcjonalnymi,

b) Uzasadnij, ze dlugo$¢ boku kwadratu i jego pole nie sa wielkosciami
wprost proporcjonalnymi (mimo ze wraz ze wzrostem dlugosci boku kwa-
dratu ros$nie jego pole).

9. Przykladem wielko$ci wprost proporcjonalnych sa odlegto$é na mapie (pla-
nie) i odpowiadajaca jej odlegltosé w terenie. Na rysunku ponizej przed-
stawiono plan sasiadujacych ze sobg 2 em
dziatek budowlanych A i B.

a) Dziatka A ma ksztalt prostokata,
ktorego krotszy bok ma dtugosé 15 m.
Oblicz obwodd tej dzialki.

b) Dziatka B ma ksztalt trapezu pro-

B 3 cm

stokatnego. Czy na jej ogrodzenie wy- A 2,5 cm

starczy 95 m biezacych siatki, jesli

brama ma mieé szeroko$é 2 m? 6 cm

10. Prostokatna dziatke budowlana o wy-

_ : Skala mapy (planu) to sto-
miarach 20 m x 30 m przedstawiono na

sunek odlegtosci na mapie
do odpowiadajacych im od-
legtosci rzeczywistych.

planie w postaci prostokata o wymia-
rach z cm X (4 2) cm. Wyznacz skale
tego planu.

Sprawdz sie

11. Wyznacz punkty, w ktoérych prosta o podanym réwnaniu przecina osie
uktadu wspotrzednych. Naszkicuj te prosta i okresl monotonicznosé funk-
cji, ktorej jest ona wykresem.

a) y=3x+6 b)y=-2x—-3 ¢)y=32+3 d)y=—2z—-2

12. Oblicz pole tréjkata ograniczonego osiami uktadu wspoétrzednych i prosta:
a) y=—2x+4, b)y=3x—-6, ¢)y=—r—1, d)y=06zx+3.

13. Podaj wzor proporcjonalnosci prostej, do ktérej wykresu nalezy punkt:
a) (23,15), b) (24,11), c) (33,2%).
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5.4. Réwnanie prostej na ptaszczyznie

Jesli znamy wspoétrzedne dwoch réznych punktéw nalezacych do prostej, mo-
zemy wyznaczy¢ jej rownanie. Dla prostej bedacej wykresem funkcji liniowej
wyznaczamy rownanie postaci y = ax + b.
Definicja

Rownanie postaci y = ax + b nazywamy rownaniem kierunkowym prostej.
Przyktad 1

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej
przez punkty C(—2,1) i D(4,3).

Aby wyznaczy¢ wspolezynniki a, b réwnania

T X

y = ax + b, rozwiazujemy uktad rownan:

1l=aq- (_2) 4+ b Roéwnania uktadu otrzymujemy,
podstawiajac wspoélrzedne punktow C'i D

3=a-4+0b do réwnania y = ax + b.
b=2a+1 Wyznaczamy b z pierwszego roéwnania
3=4da+2a+1 i podstawiamy do drugiego réwnania
b=2a+1
6a = 2

Stad a = % oraz b = 2- %—1—1 = %, czyli r6wnanie prostej ma postac y = %x -+ g

Cwiczenie 1
Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty C' i D.
a) C<_17_5)7 D<373) b) C(_274)7 D(87_1) C) C<_37 _3)7 D(673>

Przyktad 2
Sprawdz, czy punkty A(—1,—1), B(2,5) i C(6,12) sa wspdtliniowe, czyli czy
leza na jednej proste;j.

Réwnanie prostej AB zapisujemy w postaci y = ax + b i rozwiazujemy uklad

réwnan: , . :
1=aq- (_1) +b Roéwnania uktadu otrzymujemy,
podstawiajac wspolrzedne punktéw A i B
5=a-2+0b do réwnania y = ax + b.

Rozwiazaniem tego uktadu jest para liczb a = 21 b = 1. Zatem rownanie
prostej AB ma posta¢ y = 2x + 1. Wspolrzedne punktu C' nie spetniaja tego
réwnania (12 # 2 -6 + 1), wiec punkty A, B, C nie sa wspoétliniowe.
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Cwiczenie 2
Sprawdz, czy punkty A, B, C' sa wspoétliniowe.

a) A(071)a B(672)7 0(1273) C) A(_276)a B(27_2)7 0(57_7)
b) A(873)7 B(674)7 C(_278> d) A(_475)7 B(775)7 0(772\/6)
Przyktad 3
Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez A |
Do szukanej prostej naleza wszystkie punkty m

: . , . . . - L0l 1 : X
o pierwszej wspotrzednej rownej 3. Jej réwna- .o

nie ma posta¢ x = 3.

Zwro6c¢ uwage na to, ze prosta réwnolegta do osi OY nie jest wykresem funkcji
(dlaczego?), a jej rébwnania nie mozna zapisa¢ w postaci kierunkowej.

Cwiczenie 3
Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty C' i D. Czy ta prosta
jest wykresem funkcji liniowe;j?

a) 0(47 _6)7 D(47 6) b) C(_57 1)7 D(37 9) C) C(%? 9)7 D(%v 7)
Roéwnanie prostej y = b (réwnoleglej do osi OX) jest y=>0 Y

réwnaniem w postaci kierunkowej. Dla tej prostej b
wspOtezynnik a = 0. 1) X

Cwiczenie 4
Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty C' i D.

a) C(=5,-3), D(7,—3)  b) C(4,%), D(8,2) ¢) C(=3,4), D(3,6)

)2

)2

Przyktad 4
Naszkicuj prosta dang za pomoca rowna-
nia r + 3y — 3 = 0.

Roéwnanie przeksztatcamy do postaci kie-
runkowej y = —3x + 1 i nastepnie szkicu-

jemy prosta.
Definicja

Réwnanie Ax + By + C = 0, gdzie A # 0 lub B # 0, nazywamy réwna-
niem ogoélnym prostej.
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Rownanie kazdej prostej na plaszczyznie (rowniez prostej réwnoleglej do
osi OY) mozna zapisa¢ w postaci Az + By + C = 0.

Cwiczenie 5
Naszkicuj prosta dana réwnaniem ogolnym.

a) —r+2y—4=0 b) 6x +3y—9=0 ¢) sx—3y+2=0

Jedna prosta moze mie¢ wiele réwnan ogélnych. Na przyktad kazde z poniz-
szych rownan opisuje t¢ sama prosta.

. 224+y—4=0 II. 42 + 2y —8 =0 NI 2+ 4y —2=0
Zauwaz, ze po przeksztatceniu do postaci kierunkowej w kazdym z powyzszych

przyktadéw otrzymujemy réwnanie y = —2x + 4.

Cwiczenie 6
Ktére z ponizszych réwnan opisuja te sama prosta?

I =3z +y—1=0 n:9r — 12y +12=20 p:3r—4y+4=0
m: =3z +4y+4=0 0: 6r —8y+12=0 r:—%x+2y—2:()
Przyktad 5

Ro6wnanie kierunkowe prostej [ ma postac¢ y = %x — 4. Zapisz réwnanie ogdlne
tej prostej.
Rownanie ogélne prostej [ otrzymamy, przenoszac wszystkie wyrazy rownania
Yy = %az — 4 na jedna strone:

gaz —y—4=0
Inne réwnania ogdlne tej prostej to np. —%x +y+4=01ub2xr—-3y—12=0.

Cwiczenie 7
Zapisz rownanie prostej [ w postaci ogolnej: Ax + By + C = 0, gdzie A, B, C
sg liczbami catkowitymi.

a) liy=—3z+3 b) l:y =2z — 3 c) lLy=—-2ac+2

Zadania

1. Sprawdz, czy punkt C nalezy do prostej AB.

a) A(1,3), B(7,4), C(13,5) d) A(—6,3), B(4,3), C(6,4)
b) A(9,0), B(4,5), C(0,9) e) A(3,0), B(3,7), C(3,V6)
C) A(_574)a B(_17_4)7 0(279) f) A(_%’_%% B(_%’%)v 0(57_%)
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2. Rownanie prostej przedstawionej na rysunku zapisz w postaci kierunkowej
oraz w postaci ogélnej. Czy punkt A(—10,—5) lub punkt B(—3
do tej prostej?

8

, 5) nalezy

3. Naszkicuj prosta o podanym rownaniu. Wyznacz wspoélrzedne punktow,
w ktoérych przecina ona osie uktadu wspoétrzednych.

a) 2r—y+2=0 ¢) —Sx+iy—2=0 e) —4(y—3z) =16
b) 10z +5y —5=0 d) o0 —3y—25=0 f) 2(1—4y)—42 =0

2

4. Zapisz w postaci ogélnej rownania prostych, w ktorych sa zawarte boki
rownolegtoboku ABCD.

Sprawdz sie

5. Ktore z ponizszych réwnan opisuja te sama prosta?
[: 2x+4y+6=0 nr—2y—3=0 p: —6x —8y+4=0
m:3r+4y—2=0 0: 2x+4y—6=0 r: =3r+6y+9=0
6. Zapisz w postaci ogdlnej rownanie prostej przechodzacej przez punkt (4, 3)
i przecinajacej o$ OY w podanym punkcie. v
a) (0,-5) b) (0,6) c) (0,3)

D C

7. Dany jest prostokat ABC'D (rysunek obok). NN i
Wyznacz réwnania prostych, w ktorych zawie- A E | B
raja sie boki oraz przekatne tego prostokata. O T & ¢ | X
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5.5. Wspétczynnik kierunkowy prostej

Twierdzenie

Wspolczynnik kierunkowy prostej y = ax + b przechodzacej przez punkty
(r1,y1) 1 (22,Yy2), gdzie x; # x5, dany jest wzorem:

Y2 —Ya
L2 — L1

a =

Dowod
Podstawiamy wspétrzedne punktéw (1, y1) i (22, y2) Y
do réwnania prostej i zapisujemy uktad rownan:
Y2 1
Y1 =ax; +b
Y2 = axz +b

Y1t
Odejmujemy rownania stronami i otrzymujemy:

Y2 — Y1 = ax2 —ary

czyli y2 —y1 = a(xz — 1), skad: /1 : | .
q=Y2"9 Uwaga: O x1 T2 X
T2 —x1 T1 F# X2

Przyktad 1
Oblicz wspétcezynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty A(—2,3)
i B(4,6).

Mamy (z1,y1) = (=2, 3) oraz (z2,92) = (4,6).

Zatem wspoOtczynnik kierunkowy prostej y = ax + b przechodzacej przez
punkty A i B jest rowny:
q= Y291 _ 6-3 3 _ 1
xo—x;  4-(-2) 6 2

Cwiczenie 1
Oblicz wspotczynnik kierunkowy prostej, do ktérej naleza punkty A i B.
a) A(?’a 7)7 B(97 12) b) A(37 5)a B(_77 _5) C) A(127 _2)7 B(67 8)

Cwiczenie 2

Czy prosta przechodzaca przez punkty P(4,8) 1 Q(—2,—1) jest réwnolegla do
prostej przechodzacej przez punkty R i S7
Cwiczenie 3

Uzasadnij, ze czworokat ABC'D o wierzchotkach A(—3,—5), B(6,—-2), C'(4,2)
oraz D(—5,—1) jest réwnolegtobokiem.

5.5. Wspétczynnik kierunkowy prostej
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B Interpretacja geometryczna wspoétczynnika kierunkowego

Wspotcezynnik kierunkowy prostej pozwala okre-
sli¢, jak bardzo jest ona ,stroma”.

Przyktad 2

W przypadku prostej bedacej wykresem funkcji:
y=2x+1

wzrostowi argumentu o 1 jednostke odpowiada

wzrost wartosci funkcji o 2 jednostki.

Cwiczenie 4
Wykonaj rysunek i przedstaw interpretacje geometryczng wspotczynnika kie-
runkowego podanej proste;j.

a) y=x+ 2 b) y=3x+2 c) y=4xr+2
Przyktad 3
W przypadku prostej bgdaccej wykresem funkcji:

y=sz+1

wzrostowi argumentu o 1 jednostke odpowia-
da wzrost wartosci funkcji o % jednostki (czyli
wzrostowi argumentu o 3 jednostki odpowiada

wzrost wartosci funkcji o 1 jednostke).

Cwiczenie 5
Wykonaj rysunek i przedstaw interpretacje geometryczng wspotczynnika kie-
runkowego podanej proste;j.

a) y =3z +2 b) y=tx+2 c) y=zx+2

Przyktad 4

W przypadku prostej bedacej wykresem funkcji: Yy o i
Y = %x +1

wzrostowi argumentu o 1 jednostke odpowia-
da wazrost wartosci funkcji o 3 jednostki (czyli
wzrostowi argumentu o 3 jednostki odpowiada

wzrost wartosci funkcji o 4 jednostki).

W przypadku prostej bedacej wykresem funkcji: ; : ; Ll
y=2z+1 N W= WY

wzrostowi argumentu o 5 jednostek odpowiada '%

wzrost wartosci funkeji o 2 jednostki. (@
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Cwiczenie 6
Wykonaj rysunek i przedstaw interpretacje geometryczng wspotczynnika kie-
runkowego podanej proste;j.

a) y=2x—2 b) y=3z—2 c) y=2x—2

Jesli prosta bedaca wykresem funkcji liniowej ma ujemny wspoétczynnik kie-
runkowy, to ze wzrostem argumentu funkcji maleje jej wartosc.

Przyktad 5

W przypadku prostej bedacej wykresem funkcji:
y=-—2x+7

wzrostowi argumentu o 1 jednostke odpowiada

spadek wartosci funkcji o 2 jednostki.

W przypadku prostej bedacej wykresem funkcji:
y=—sc+7

wzrostowi argumentu o 3 jednostki odpowiada

spadek wartosci funkcji o 1 jednostke.

Cwiczenie 7
Wykonaj rysunek i przedstaw interpretacje geometryczng wspotczynnika kie-
runkowego podanej proste;j.

a) y=-3cx+4 b)y=—-4dz+4 c)y=—3gcr+4 d)y=—Jr+4

Cwiczenie 8
Wykonaj rysunek i przedstaw interpretacje geometryczng wspotczynnika kie-
runkowego podanej proste;j.

a) y=—3x—-3 bly=—-322-3 ¢ y=—22-3 d)y=—-3z-3

Przyktad 6
Wyznacz rownanie prostej przechodzacej przez punkty P(3,—7) i Q(—2,3).

Obliczamy wspotczynnik kierunkowy prostej PQ) o réwnaniu y = ax + b:

= 3—2(—?7)) - i_(; =2
Nastepnie do réwnania y = —2z+b podstawiamy wspoirzedne jednego z punk-
téow P lub Q. Dla P(3,—7) otrzymujemy: —7 = —2-3 + b, stad b = —1. Réw-
nanie prostej ma zatem postaé¢ y = —2x — 1.

Cwiczenie 9
Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty P i Q.
a) P(475)7 Q(_479) b) P(47 _13)7 Q(za _7) C) P(373)7 Q(la %)

5.5. Wspétczynnik kierunkowy prostej
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Zadania

1. Odczytaj z rysunku wspoélrzedne wierzchot-
kow trojkata ABC. Podaj wspotezynniki kie-
runkowe prostych zawierajacych jego boki.

2. Oblicz wspoélczynniki kierunkowe prostych, 1 Py
w ktérych sa zawarte boki czworokata ABC D, e \/
gdzie A(—4,-2), B(2,1), C(0,3), D(—5,4). B 4 B

3. Oblicz wspoétezynnik kierunkowy i wyznacz rownanie prostej przechodzacej
przez punkty P i Q.

a) P(374)7 Q(77 6) C) P(%71)7Q(%>_1) e) P(_2> _6)7 Q(87_6)

@ 4. Oblicz wspolczynniki kierunkowe i wyznacz rownania prostych zawieraja-

cych boki czworokata ABCD. Uzasadnij, ze jest on réwnolegtobokiem.
D) D he b e

B

@ 5. Oblicz wspoétczynniki kierunkowe prostych, w ktorych zawieraja si¢ boki
czworokata PQRS. Uzasadnij, ze czworokat ten jest trapezem i nie jest
réwnolegtobokiem.

a) P(0,-5), Q(9,1), R(6,11), S(—6,3)
b) P(—8,5), Q(—6,—2), R(4,—6), S(7, 1)

Sprawdz sie

6. Naszkicuj proste o wspotczynnikach kierunkowych 1, 2, 3, —2 i —3, prze-
cinajace sie w punkcie P.

a) P(0,2) b) P(0,—4) c) P(3,0) d) P(—4,-2)

7. Podaj, ktéry ze wspodtczynnikéw kierunkowych prostych zawierajacych
boki trojkata ABC' jest najwiekszy, a ktory — najmniejszy.
a) A(0,—-2), B(3,4), C(—2,2) b) A(6,3), B(0,1), C(—2,—1)
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Nachylenie trasy

Wspotczynnik kierunkowy prostej méwi nam o jej nachyleniu,
o tym, jak bardzo ta prosta jest ,,stroma”

Nachylenie trasy

Nachylenie trasy czesto podaje sie w procentach.
Wyraza sie je wzorem:

n=%-100% -

d

Nachylenie réwne 100% odpowiada katowi 45°, a nachylenie 10% - katowi okoto 6°.

Kat a 5° 10° 58 20° 30° 45°
Nachylenie ok. 9% ok. 18% ok. 27% ok. 36% ok. 58% 100%

Skocznia narciarska

Najwieksza skocznia narciarska na swiecie znajduje sie w Vikersund
w Norwegii. Ma ponad p6t kilometra dtugosci: od najwyzszej belki
startowej do konca odjazdu jest okoto 570 metréw. Maksymalne
nachylenie zeskoku to 38°.

ET Wyszukaj informacje dotyczace nachylenia
poszczegolnych czesci skoczni narciarskie;:
rozbiegu, progu, grzbietu skoczni i zeskoku.



5.6. Warunek prostopadtosci prostych

D] Przyktad 1 v
Wykaz, ze proste y =2x iy = —%x sg prostopadte.
Punkt A(1,2) nalezy do prostej y = 2z, a punkt
B(2,—1) do prostej y = —3z (rysunek obok). Tr6j-
katy prostokatne OPA i BQO maja przyprosto-

katne tej samej dtugosci, sa wiec przystajace. 1
Przyjmijmy, ze |<SAOP| = «, wéwczas w trojkacie :

) ’ Q P Q
BQO mamy: |[SOBQ| = a oraz |4 BOQ| = 90°—«a. ¥ 1 ¥
Stad otrzymujemy: 2N ~_| B

=a+90° —a=90°

Zatem proste y = 2z iy = —;x sa prostopadle. Symbolem |{AOB| ozna-

czamy miare kata AOB.

o] Ewiczenie 1
Udowodnij, stosujac metode pokazana w przyktadzie 1., ze podane proste sa

prostopadte.

a)y=3z i y=—1r by=32riy=-22 c)y=vV2riy=-%La

Twierdzenie

Proste y = ayx + by (a; # 0) i y = asx + by sa prostopadle wtedy i tylko

wtedy, gdy:
a, = _ail (czyli a; - az; = —1)

Przyktad 2
Sprawdz, czy proste przedstawione na rysunkach I i II sa prostopadte.

I. Wspélezynniki kierunkowe
prostych k i [ sg odpowiednio
rowne: a; = —% 1ay = 1%.

a; - ay = —1, wiec proste k il
sq prostopadte.

IT. Wspoélczynniki kierunkowe

prostych m i n sa odpowied-
nio réwne: a; = 1% 1ay = —%.

a;-ay # —1, wiec proste min
nie sg prostopadte.
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Cwiczenie 2
Sprawdz, czy proste przedstawione na rysunku sa prostopadte.

Przyktad 3
Prosta k jest prostopadta do prostej y = %l’ — 4. Oblicz wspoétezynnik kierun-
kowy prostej k.

Oznaczmy przez a wspotczynnik kierunkowy prostej k. Wowczas:

e
8
Cwiczenie 3
Oblicz wspotezynnik kierunkowy prostej prostopadiej do podanej prostej.
a) y = x+4 b) y =9z c)y=—25x—3 d)y=%Lz -1

@ Cwiczenie 4
Uzasadnij, ze jesli proste y = a;x 1 y = asx sa prostopadte, to dla dowolnych
liczb by, by prostopadte sa tez proste y = a1z + by i y = asx + bs.

# Przyktad 4
Prosta k ma réwnanie y = 2z + 2. Wyznacz
réwnanie prostej [ prostopadiej do prostej k
i przechodzacej przez punkt P(—3,4).

Roéwnanie prostej [ ma posta¢ y = —%x +b
(poniewaz [ | k). Podstawiamy do réwnania

wspolrzedne punktu P(—3,4) i otrzymujemy
4=—-2.(=3)+b, stad b= —1.
Prosta [ ma zatem réwnanie y = —%az —

1
5.
Cwiczenie 5

Wyznacz réwnanie prostej prostopadtej do podanej prostej i przechodzacej
przez punkt P.

a)y=-3x+2, P(0,-1) b)y=-01z, P(1,9) c¢)y=32x+9, P(3,2)
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* Przyktad 5

Miejscem zerowym funkcji liniowej jest liczba 3, a jej wykresem jest prosta [
prostopadta do prostej 4x + 3y — 7 = 0. Wyznacz réwnanie prostej (.
Roéwnanie 4z + 3y — 7 = 0 przeksztatlcamy do postaci kierunkowej:

Yy = —%az + %
Stad rownanie prostej [ ma posta¢ y = %az + b. Podstawiamy wspotrzedne
punktu (3,0) i otrzymujemy 0 = 2 - 3+ b, czyli b= —2.

oo 1

Prosta [ ma zatem réwnanie y = <x — %.

Cwiczenie 6
Miejscem zerowym funkcji liniowej jest liczba —2. Wyznacz rOwnanie prostej
bedacej wykresem tej funkcji i jednoczesnie prostopadtej do podanej proste;j.

a) 3r+2y+6=0 b) 2z — iy —5=0 c) —2x+32y+3=0

Przyktad 6 Y Y :3
Wyznacz rownanie prostej prostopadtej do proste]

8 N

P / ki i ta x = —2. i : .
owyzsze warunki speinia prosta x — oI %

y = 3 i przechodzacej przez punkt P(—2,1).

Cwiczenie 7
Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P (6, —5) i prostopadle;j
do podanej prostej.

a) y=—3 b) x = -3

Zadania

1. Wyznacz réwnanie prostej prostopadtej do prostej [ i przechodzacej przez
punkt P.

a) I:y=—-3z+1, P(3,-2)
b) l:y=2x—3, P(4,1)

¢) liy=—Sx+11, P(—4,-2)
d) l: y =352 — 3, P(14,—4)

2. Wyznacz réwnania prostych AB, AC' i BC. Czy trojkat ABC' jest prosto-
katny?

a) A(1,5), B(4,2), C(7,5) c) A(=7,-2), B(8,-2), C(—2,3)
b) A(-2,-1), B(0,-3), C(4,5) d) A(4%,6), B(-2,—3), C(4%,-3)

3. Punkty A, B, C'i D sa kolejnymi wierzchotkami rombu. Wyznacz rownania
prostych, w ktorych sa zawarte przekatne tego rombu.

a) A(—2,—6), B(5,—3), C(8,4) b) A(~1,-2), B(6,—1), D(—6,3)
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@ 4. Uzasadnij, ze przedstawiony na rysunku czworokat ABC' D jest trapezem.

Czy jest to trapez prostokatny?
a) Y C(5,5) b) Y o

A(—5,-3)

@ 5. Uzasadnij, ze czworokat PQ RS jest prostokatem.

a) P(—5,0), Q(—1,—6), R(8,0), S(4,6)
b) P(—8,-2), Q(6,—-8), R(9,—1), S(—5,5)

@ 6. Punkty A(0,0)1iC(2,8) sa wierzchotkami prostokata ABC D, ktérego prze-

katna BD jest zawarta w prostej y = —i:l? + 4&. Uzasadnij, ze prostokat
ten jest kwadratem. Oblicz jego obwdd i pole.

7. Dany jest trojkat prostokatny ABC', ktérego przeciwprostokatna jest za-
warta w prostej y = 3z + 10, a odcinek BC jest przyprostokatna. Wyznacz
wspolrzedne wierzcholtka A tego trojkata.

a) B(_27_8>7 C(_274> b) B(_67_8)a C(_677)

8. Proste prostopadte [; i [y przecinaja sie w punkcie (2,4), a jedna z nich
przecina o§ OX w punkcie (—6,0).
a) Wyznacz réwnania prostych Iy i [s.

b) O ile procent jest wieksze pole trojkata ograniczonego prostymi Iy, lo
i osig OX od pola trojkata ograniczonego tymi prostymi i osig OY?

Sprawdz sie

9. Wyznacz roéwnanie prostej prostopadlej do prostej [ i przechodzacej przez
punkt P(6,—2).
a) l:y=—2z+4
b) l:y=3z—1

c) lLy=—32c+6 e) :3x+y—3=0
d) I:y=15x—-25 f) :x+2y—3=0
10. Punkty A, B, C sa wierzchotkami prostokata ABC'D. Wyznacz réwnania
prostych zawierajacych jego boki.
a) A(_27 1)7 B(la _2)7 0(67 3) b) A(_157 3)7 B(_37 _3)7 C(Oa 3)

5.6. Warunek prostopadtosci prostych
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Przypomnij sobie

Uktady rownan

5.7. Interpretacja geometryczna
uktadu réownan liniowych

1. Czy wskazana para liczb (x,y) spelnia podany uklad rownan?

20 —y =3 3z —2y =2 Rozpatrzmy proste [, i [, opisane rownaniami uktadu:
a , (2,1) c - , (4,5)
—3r+y=-95 10z — Sy =13 a1x + by =
—lr4+y="7 6x —y = 32 axx + boy = ¢
by{ YT (34 d) Y (4, -8) , , . | "
2z 4 3y = -3 —5z — 2y = —36 Wspotrzedne punktéw (z, y) nalezacych jednoczesnie do obu prostych sa roz-

wigzaniami tego ukladu. Moze zachodzi¢ jedna z ponizszych sytuacji.
2. Wyznacz pare liczb (z,y) spelniajaca podany uktad réwnan. v Vil v

20 —y = 2 y=2x+8 r+y—8=0 N N\:W
N N N o \

r+2y=11 y=—x—1 20 —y—1=0
l
3xr+y =2 y=2<xr4+5 20 —y =20
b){ 10 d){ 2 f) { 2 O

L _ 3o /
—dr + Jy = y=—2x—-5 dr —5y+3=0 / o \X \ X /O X
@ 3. Uzasadnij, ze podany uktad réwnan jest sprzeczny. Uklad oznaczony (ma jed- Uklad sprzeczny (nie ma  Uklad nieoznaczony (ma
27 — 3y = 4 B %x by=2 g+ 9y = —12 no rqzwgzal.rue) - proste r(?zwmgzan) o .proste sa nl.esko/nczeme Wlelg roz-
a) b) c) przecinaja sie w jednym  réwnolegtle i rozne. wigzan) — proste sie po-
—4x +6y =06 2¢x — 6y = —8 %x — %y = -2 punkcie. krywaja.
@ 4. Uzasadnij, ze podany uklad réwnan jest nieoznaczony. Podaj trzy pary Przyktad 1
catkowitych liczb (x,y) spelniajacych ten uktad. Rozwiaz graficznie uklad réwnan:
3v—y=4 —tr+ <y =3 —tr+4+2y=1 r+y=-3
a) ! by § 2 o) § I y
—6x + 2y = =8 20 —y = —12 r— 6y =-3 3x — 2y =—4
@ 5. Para liczb (x,y;) spelnia uklad réwnan I, a para liczb (zs,y) spelnia Przekszt?ulcamy rownania ukltadu do postaci kie-
uklad réwna I1. Uzasadnij, ze 2, = 2. runkowej: y s
I'{3x+4y+220 H.{Bxy+6—0 {y—%x+2
20 +5y—8=0 —dr+2y—6=0 Szkicujemy obie proste i odczytujemy wspol-
_ _ ) ) rzedne ich punktu przeciecia: P(—2, —1).
6. Paraliczb (zy,y;) spetnia uktad réwnan I, a pa- Ly _ . _ , _ >
. . , , o Rozwigzaniem ukladu jest wiec para liczb: x = —2, y = —1 (poprawno$¢
ra liczb (xs,ys) spetnia uktad réwnan II. A | C ; . : : ., L. , ,
------ s o S S T B fj rozwiazania mozna sprawdzié¢, podstawiajac je do uktadu réwnan).
I T _|_ Sy — 3 II 35[: _|_ y — _2 ..... cenaZine .. .
b —y=4 N-z=+by=s UETITT Cuwiczenie 1 o | o
| _ mE Rozwiaz graficznie uktad roéwnan. Sprawdz otrzymane rozwiazanie.
Czy czworokat, ktorego kolejnymi wierzchotka- 0 1 T X
mi sa punkty A, B@i,91), C'i D(wage), jest A | S by 4 V=S SR i
prostokatem? ' P i r+y=1 —r+2y=38 3r+y=1
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20 — 4y = —4

r—2y=—6

Przyktad 2
Rozwiaz graficznie uktad réwnan {

Roéwnania uktadu przeksztatcamy do po-
staci kierunkowej i szkicujemy obie pro-

y:%x—l—l
y=1r+3

2

ste.

Sa to proste rownoleglte — nie maja punk-

tow wspolnych. Zatem uktad rownan nie

ma rozwiazania — jest sprzeczny.

Przyktad 3
Rozwiaz graficznie uktad réwnan:

r—3y=-—3
20 — 6y = —6

Obydwa rownania opisuja te sama prosta

o réwnaniu kierunkowym y = 1o + 1.
Uktad ma zatem nieskonczenie wiele rozwigzan. Sa nimi wszystkie pary liczb
(z, 32+ 1), gdzie z € R.

Rozwiazaniami tego ukladu sa na przyklad pary: (—3,0), (0,1) czy (3,2).

Podaj trzy inne pary liczb bedace rozwiazaniami tego uktadu réwnan.

Cwiczenie 2
Rozwiaz graficznie uktad réwnan.

r—y=—1 20 —y =06 —3x + 2y =2
a) b) c)
—r+y=3 0,0y —x = —3 6x — 4y = 8

Czasami nie musimy przeksztatca¢ rownan uktadu, aby okresli¢, czy jest on
oznaczony, nieoznaczony czy sprzeczny. Wystarczy przyjrzec si¢ wspolczynni-
kom przy niewiadomych oraz wyrazom wolnym.

Cwiczenie 3

Okresl, bez rozwigzywania uktadu réwnan, czy jest to uktad oznaczony, nie-
0ZNACZONY CZYy Sprzeczny.

20 —y =1 3r —2y =—1 20 +y =1
a) b) c)
dr — 2y =6 —3r+2y=1 —3r+y=—4
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Zadania

1. Rozwiagz algebraicznie i graficznie uktad réwnan.
y=<sx+3 3x — 2y =4 20 — 3y =6
a) c) e) A
y+xr="7 3r —y=>5 —sx+2y=-4

= —2x + 2 —2r =4 3y+z =9
b) Y v d) vt f) g
4y 4+ 3z = —12 92 — 2y = —3 y—|—3:—%x

2. Rozwiaz graficznie uklad réwnan. Sprawdz otrzymane rozwiazanie.

) 3xr+2y=9 0,52+ 2y =1 ) y = 6x + 2
a C e
T =342y 244+ 3z=0

y=2xr—2 2c =6 —y 2y—1==x
b) d) .., f)
—2x+3y==6 ==z 6y — 3z =3

3

y=2—=x

3. Napisz uktad réwnan, ktorego interpretacje geometryczna przedstawiono
na rysunku.

a) v

4. Dany jest uktad réwnan:

Y= a1T + by
Y = asx + by

Jakie warunki powinny spetnia¢ wspétczynniki aq, as, b1, by, aby uktad byt:

a) nieoznaczony, b) sprzeczny, c) oznaczony?

5. Narysuj réwnolegtobok, ktérego boki sa zawarte w podanych prostych.
Wyznacz wspoétrzedne wierzchotkéw tego réwnolegloboku.

a) y=x—2, y=x—6, y+3=0, y—2=0
b)y=32+3, y=30—-2, y=-20-7, y=—2x+38
c)3z—y=-2, 3x—y=4, v—2y=6, x —2y=—14

5.7. Interpretacja geometryczna uktadu réwnan liniowych
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6. Trzy boki trapezu prostokatnego ABC' D sg zawarte w prostych y = :1,)33— 2,
y = sz + 3,y = 2z + 3. Wierzcholek B jest punktem przeciecia osi OX
z prosta y = %az — 2. Wyznacz wspoOlrzedne wierzchotkoéw tego trapezu.

7. Dany jest réwnolegtobok ABCD (ry-
sunek obok).

a) Punkt P jest punktem przeciecia
prostej AD z prosta y = —x + 2. Ob-
licz pole trojkata ABP.

b) Punkt @ jest punktem przeciecia

prostej BC' z prosta y = —2x + 7. Ob-
licz pole trapezu ABQD.

@ 8. a) Uzasadnij, ze trojkat, ktorego boki sg zawarte w prostych = +y =0,
r —y =01y =3, ma pole réwne polu trdjkata o wierzchotkach A(0,0),
B(2,2), C(9,0).

b) Uzasadnij, ze trojkat, ktérego boki sa zawarte w prostych 2z —y = 0,
y—x—2=01iy+ 2 =0, ma pole rowne potowie pola réwnolegtoboku
o wierzchotkach A(—2,-1), B(4,-1), C(6,2), D(0,2).

Sprawdz sie

9. Rozwiaz algebraicznie i graficznie uktad réwnan.

r+y=-—4 3r—y =3 3r+2y=1
a) b) c)
20 +y = =5 20 — 3y = 2 rT—2y= -5

10. Sprawdz, czy wspéirzedne punktu P(z,y), ktory jest punktem przeciecia
prostych [ i l,, spelniaja warunek z? + y? < 25.
a) li:y=—x+1, lgzy:%x+5 c) lipy=2x+1, lrry=4x+5

b)liny=a—-2, bry=—3z+4 d) liry=—352—2, lyr y = —22+4

11. Ktoéra para prostych na rysunku obok przed-
stawia interpretacje geometryczng uktadu
réwnan?

r—y=23 r+2y=0
a) b) 4|
x+2y==~6 crt+y=3
12. Podaj rownanie dowolnej prostej, ktore wraz
z rOwnaniem prostej I3 (rysunek obok) two-

e\

rzy uktad sprzeczny.
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5.8. Funkcja liniowa - zastosowania

Przyktad 1

Funkcja f(x) = 1500 + 12z, gdzie D; = N, opisuje miesieczne koszty (w zlo-
tych) firmy Skrzat, produkujacej krasnale ogrodowe: 1500 zt to koszt staly,
12 zt to koszt wyprodukowania jednego krasnala, x — liczba krasnali.

a) Naszkicuj wykres funkcji f. stk = ot — Tosaty
b) Jaki byl pélroczny zysk firmy, jesli
Y

10500..m“1m.; m.m."m;m.€”"m “.m".m
9000 “”"“i"m.i.m.m.m.i.m.mi. R A e

w tym czasie wyprodukowano 1800 kra-
snali i sprzedano je po 37 zt za sztuke?

Dochéd ze sprzedazy: 7500 |- ) -
1800 - 37 = 66 600 [z1] 6000
Koszty po 6 miesigcach: 1500 sl O B
6 - 1500 + 12 - 1800 = 30600 [z1] 3000

Poélroczny zysk: 1500 ¥~ . - : b
66 600 — 30600 = 36 000 [z1]

O 100 200 300 400 500 600 700 X
Cwiczenie 1

W firmie opisanej w przyktadzie 1. podjeto decyzje o produkcji wiekszych kra-
snali, przy czym koszt wyprodukowania takiego krasnala wyniost 20 zt (koszty
stale pozostaly bez zmian). Naszkicuj wykres funkcji g opisujacej obecne mie-
sieczne koszty tej firmy.

Cwiczenie 2

Funkcja f(x) = 2z + 800, gdzie D; = N, opisuje dzienne koszty, jakie ponosi
firma produkujaca pokarm dla kotow: 800 zt to staly koszt dzienny, x — liczba
puszek pokarmu wyprodukowanych dziennie, a 2 zt — koszt wyprodukowania
jednej puszki. Dochody firmy opisuje funkcja g(z) = 4z, gdzie D, = N, x jest
liczbg sprzedanych dziennie puszek pokarmu, a 4 zt to cena jednej puszki.
Przyjmujac, ze liczba wyprodukowa- Vi oo ;
nych i sprzedanych danego dnia puszek 2800 el rassbussbu o Fun gl

jest taka sama, podaj wielko§¢ dziennej 2400
2000 frinhsrmame i

produkcji, dzieki ktérej firma osiagnie: reool e o |

a) zerowy wynik ekonomiczny (dochéd — o00( R P o . . -
jest réwny kosztom), S00TPEEG o g S s
b) dzienny ZySk W WySOkOéCi 400 Zla 400 |l i o L 8

c) dzienny zysk w wysokosci 1400 zt. O 100 200 300 400 500 600 700 X

5.8. Funkcja liniowa - zastosowania
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Zadania

1. Samochdéd A kosztuje 34 tys. zt i spa- Y

la 8 1 benzyny na 100 km, a samo- 70000
chod B kosztuje 40 tys. zt i spala 6 1
benzyny na 100 km. Cena benzyny 60000
wynosi Srednio 6 zt za litr. Niech =
oznacza liczbe przejechanych tysie- 50000
cy kilometréow, y — cene samochodu

plus koszty paliwa w zlotych (pozo- ;001

state koszty pomijamy). Na zamiesz-

czonym obok wykresie przedstawio-

30 000
no taczny koszt dla samochodu B.

0 20 40 60 80 100 120 X
a) Naszkicuj analogiczny wykres dla samochodu A.

b) Jezeli zakupiono samochéd B, to po przejechaniu ilu kilometréw zwréci
sie roznica w cenie?

Przeczytaj informacje dotyczace warunkéw wypozyczenia roweréow w wy-
pozyczalniach Wagabunda i Szprycha (z oznacza liczbe godzin).

WYPOZYCZALNIA WAGABUNDA WYPOZYCZALNIA SZPRYCHA
« Rower goérski 10 zt + 2x zt » Rower goérski 6 zt + 3x zt

« Rower dzieciecy 6 zt 4+ 2z zl « Rower dzieciecy 2 zt + 3z zl

Na wykresie obok przedstawiono tkoszt [21] | o
koszt wypozyczania roweru gorskie- 22 N

go w wypozyczalni Wagabunda w za- 20
leznosci od czasu. 15| ¢ :
a) Naszkicuj analogiczny wykres dla 16 ' ) '
wypozyczalni Szprycha.

b) Odczytaj z wykreséw, na ile go- H
dzin korzystniejsze jest wypozycze- 2 bt P
nie roweru goérskiego z wypozyczalni L i s i CZ;S"[h]
Wagabunda, a na ile z wypozyczalni 80 T 2 3 4 5 &

Szprycha.

c¢) Trzyosobowa rodzina chce wypozyczy¢ dwa rowery gorskie i jeden rower
dzieciecy. Na ile godzin korzystniejsze jest wypozyczenie roweru gorskiego
z wypozyczalni Wagabunda?
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Piotr i Stefan wyruszaja na wycieczke ro- 30 km_ 105 km

werowg do miasta C' o tej samej godzinie. A B ¢
Piotr startuje z miasta B i jedzie ze stala predkoscia 15 km/h, a Stefan
z miasta A i jedzie ze stala predkoscia 22,5 km /h.

a) Naszkicuj wykres pokazujacy odlegloéé Piotra od miasta C' w zaleznosci
od czasu oraz w tym samym uktadzie wspoétrzednych — wykres pokazujacy
odleglos¢ Stefana od miasta C' w zaleznosci od czasu.

b) Po jakim czasie Stefan dogoni Piotra?

c) O ile Piotr musiatby zwiekszy¢ swoja Srednia predkosé, aby Stefan do-
gonit go dopiero w miescie C?

Z miasta A o godzinie 8.00 wyjechal rowerzysta poruszajacy sie z predko-
Scig 20 km/h. Dwie godziny p6Zniej z miasta A w te sama strone wyjechal
samochéd, ktory poruszal sie z predkoscia 60 km/h. Naszkicuj w jednym
uktadzie wspotrzednych wykresy zaleznosci liczby kilometréw przejecha-
nych przez kazdy z pojazdow od czasu, jaki uptynal od rozpoczecia po-
drézy przez pierwszy z nich. Oblicz na podstawie wykresu:

a) o ktorej godzinie samochdéd wyprzedzil rowerzyste,

b) jaki dystans dzielit rowerzyste i samochdd o godzinie 10.30,

c) o ktorej godzinie samochdd oddalit sie od rowerzysty o 40 km.

Sprawdz sie

5. 7 miejscowosci A do oddalonej o 40 km miejscowosci B wyruszyt rowe-

rzysta jadacy z predkoscia 16 km/h. Jednoczeénie z miejscowosci B do
miejscowosci A wyruszyt drugi rowerzysta, ktéry poruszat sie z ta sama
predkoscia.

a) Przedstaw na wykresie i za pomocg wzoru odlegto$é¢ kazdego z rowe-
rzystow od miejscowosci A w zaleznoéci od czasu.

b) Zapisz wzor okreslajacy odleglo$é miedzy rowerzystami w zalezno$ci
od czasu. W jakim czasie od chwili rozpoczecia podrézy odleglosé ta byta
réwna 8 km?

Wymnajecie lokalu A na dyskoteke kosztuje 400 zt za sale i 10 zt za kaz-
dego uczestnika. Wynajecie lokalu B kosztuje 100 zt za sale i 15 zt za
kazdego uczestnika. Naszkicuj wykresy przedstawiajace koszty zorganizo-
wania dyskoteki w lokalach A i B w zaleznosci od liczby uczestnikéw. Dla
jakiej liczby uczestnikow koszty te beda réwne?

5.8. Funkcja liniowa - zastosowania
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Vv

Powtorzenie

Zestaw |

Naszkicuj prosta [. Podaj, ktore z punktow P, Q), R naleza do tej prostej.
a) l: y =2z —4, P(5,6), Q(—3,-10), R(—I,—11)

b) l:y=1x+2, P(-8,-2),Q(9,%), R(17,103)

Naszkicuj wykres funkcji f. Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje
wartosci ujemne, a dla jakich wieksze od 27

a) f(z)=2z+4 b) f(x) =—-3z+5 c) f(z)=—-2,5x—3
Wyznacz punkty przeciecia wykresu funkcji f z osiami uktadu wspétrzed-

nych. Oblicz pole obszaru ograniczonego osiami uktadu wspoétrzednych
i wykresem funkcji f.

a) f(x)=—3x+3 b) f(x) =22 —38 c) flz)=-3x—-75

Okresl monotonicznosé funkcji f w zaleznosci od parametru m.
a) fl&)=(m+3z -7 b) f(xz)=(6—2m)z+9

Sprawdz, czy punkty A, B i C naleza do wykresu tej samej funkcji liniowe;j.
a) A(_47 1)7 B<877)7 0(1175) C) A(_474)7 B(_270)7 C(la _6)
b) A(29 _7)7 B(37 _10)7 C(_27 5) d) A(_47 _3)7 B(_27 _2)7 C(l2a 5)

Punkty P i @ nalezg do wykresu funkcji y = az. Oblicz k.

a) P(3,2), Q(5,k) b) P(k,6), Q(L,1) ¢ P(1,8, 2,4), Q(12,k)
Wyznacz wzoér funkcji, ktorej wykresem jest prosta réwnolegta do prostej [
i przechodzaca przez punkt P. Czy ta funkcja jest malejaca?

a) l:y=3x—9, P(—8,3) ¢) l:y=—6x+27, P(3,3)

b) l:y=—3x+7, P(6,5) d) l:y=1iz—11, P(-6,1)
Wyznacz rownanie prostej przechodzacej przez punkt P(—3,—1) i prosto-
padtej do prostej [.

c) l:y=—6
d) I: z=11

e) :3z—5y—1=0
Y io—y=y+=x

a) liy=go—7
b) I: y=—4,5x — 5

Wyznacz wzér funkcji liniowej f, ktora spelnia podane warunki.
a) f(=2)=—4 i f(4)=—1 ¢) f(—8)=6 i f(~3)=4
b) F(—3)=2 i f(3)=6 d) F(0)=0 i f(V2)=2
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Zestaw ||

. Wykresem funkcji f jest prosta . Wyznacz zbiér argumentow, dla ktorych

funkcja f przyjmuje wartosci niedodatnie.

a) l: y=6x+ 18 b) I:y=—22—10 ¢) :V2r+y—4=0

. Wyznacz réwnania prostych, w ktorych zawarte sg boki tréjkata o wierz-

chotkach A, B, C. Czy jest to trojkat prostokatny?
a) A(0,0), B(876)7 C(_678) b) A(_670)7 B(17 1)7 C(_374>

. Wyznacz réwnania prostych zawierajacych boki czworokata o wierzchol-

kach A(-2,-3), B(4,0), C(2,4), D(—4,1). Uzasadnij, ze czworokat ten
jest prostokatem.

. Rozwiaz algebraicznie i graficznie uktad réwnan.

T—Yy=—9 3x —2y =95 0,50y — 0,125 = 1,5
2) ) e) V1 1 1
3r—y =3 3x+4y=-19 2y—3m2_4:O
b) d) <, f)
$—3y:—15 5513—3/:—1,5 y—1’5g;:5

. Wyznacz wspotrzedne wierzchotkéw trojkata, ktérego boki sa zawarte

w prostych [, [ i l3. Narysuj ten tréjkat i oblicz jego pole.
a) liry=x+2, lyxy=—x+2, I3 y=-3x+6

b) l1:2c—y+6=0, [5:3z—4y+4=0, l5:y—4=0
c) lirx—2y—4=0, l5:3x+4y—28=0, l3:24+2=0

. Przekatne rombu sa zawarte w prostych 3z + 4y = 101 4x — 3y = 5, a dwa

sposrod jego bokéw w prostych x — 2y — 5 =01 z — 2y + 5 = 0. Narysuj
podane proste i odczytaj wspotrzedne wierzchotkéw rombu. Wyznacz réw-
nania prostych, w ktérych sg zawarte pozostate boki rombu.

. Narysuj trojkat prostokatny, ktorego boki sg zawarte w prostych k, [, m

i odczytaj wspotrzedne jego wierzchotkéw. Wyznacz wspolrzedne spodka
wysokosci opuszczonej z wierzchotka kata prostego.

o 3 S 4 1
a) kry=20x+2, Ly=32—-3, my=—3x+53
b) kry=-20-7 lty=2x—3, my=12x+3

2

. Dwa boki réwnolegtoboku sg zawarte w prostych y = %x —liy= —%a: + 6,

a jeden z jego wierzchotkéw ma wspolrzedne (—1,2). Wyznacz wspol-
rzedne pozostatych wierzchotkow tego réwnolegtoboku.

Powtérzenie
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A

Sposob na zadanie

Przyktad 1
Prosta y = ax + b przechodzi przez punkty P i (). Dla ktorej pary punktow
P, Q wspoélczynnik kierunkowy a jest ujemny?

A P(-2.3). Q=31 C. P(-3.-4). Q{33
B. P(—5). Q3.3) D. P(-3.9). Q3.3)
Aby wskaza¢ poprawng odpowiedz, mozemy postapi¢ na rézne sposoby.

» Obliczamy wspotczynniki kierunkowe prostych w kazdym z przypadkéw A,

B, CiD.
: : , N 1Y
« Zaznaczamy punkty P i () w ukladzie wspélrzednych, . A ....... S
aby sprawdzi¢, w ktorym przypadku prosta PQ jest wy- . 4 INQ
kresem funkcji malejacej (na rysunku obok przedstawio- N .
no prosta PQ dla przypadku D). o1 \ X
» Zauwazmy, ze tylko w przypadku D: zp < zg (gdyz —g < g) oraz yp > Yo
(gdyz 2 > 2), zatem prosta PQ jest wykresem funkcji malejacej, czyli a < 0.
Odpowiedz: D

=» Zadanie 6, str. 237

Przyktad 2

Ktéra para punktéw nie nalezy do prostej y = ax + 2 dla zadnej wartosci
wspotcezynnika a?

A. (-8,-5), (8,9) C. (-8,-6), (4,—2)

B. (—-9,6), (9,—2) D. (—-10,4), (5,1)

Aby wskaza¢ poprawng odpowiedz, mozemy postapié¢ na rézne sposoby.
» Sprawdzamy wspdtliniowo$é podanych punktéw z punktem (0, 2) w kazdym
z przypadkow A, B, C i D.

« Zauwazamy, ze prosta y = ax + 2 nie moze przechodzi¢ jednoczesnie przez
punkty nalezace do III i IV ¢wiartki ukladu wspoétrzednych (patrz rysunki),
a takie punkty podano tylko w przypadku C.

a>Q |1y il akQ L Yp L

S

-

Odpowiedz: C
=» Zadanie 7, str. 237
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-10 wybierz wtasciwa odpowiedz sposréd podanych.

Zadanie 1 (0-1)
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji
liniowej o wzorze

A. f(z) =32 +2 C. flz)=32+1
B. f(z) =—1z+2 flz)=—3z+1
Zadanie 2 (0-1)

Przez ktora ¢wiartke ukladu wspolrzednych nie przechodzi wykres funkcji
flz) = -3 —47

A1 B. II C. III D. 1V

Zadanie 3 (0-1)
Miejsce zerowe funkcji f(x) = v/2x + 4 jest réwne

A. —2V/2 B. v/2 C. 2 D. 21/2

Zadanie 4 (0-1)
Prosta przechodzaca przez punkt (—1,6) i przecinajaca o8 OX w punkcie
o odcietej 1 przecina o§ OY w punkcie o rzednej

A.3 B. 2 C. -3 D. -6

2
Zadanie 5 (0-1)

Punkt A(2k,7) nalezy do wykresu funkcji f(z) =2z + 1 dla

A k=2 B. k=2 C.k=3 D. k=7

Zadanie 6 (0-1) = Przykiad 1, str. 236
Prosta y = ax + b przechodzi przez punkty P i (). Dla ktorej pary punktow
P, ) wspotczynnik kierunkowy a jest dodatni?

A P(=3,-3), Q(5.—%) C. P(5.—%)
B. P(5,-%), Q5. %) D. P(=3, -3

2 2

 Q(5 =3
). Q% —

l\’JI\I ~—

)

Zadanie 7 (0-1) <@ Przykiad 2, str. 236

Ktora para punktéw nie nalezy do prostej y = a(z — 2) dla zadnej wartosci
parametru a?

A. (4,1), (—4,-3) C. (-3,-2), (—1,3)

B. (—3,-10), (1,-2) D. (1,3), (3,-3)

Zadanie 8 (0-1)
Proste y = 3x +3m iy = (2m + 1)x + 6 sa prostopadle wtedy, gdy

A.m=0 B. m=-1 C.m:—% D.m:_§

y,
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Zadanie 9 (0-1)

Dwa boki trojkata prostokatnego o kacie pro-
stym przy wierzchotku A sa zawarte w pro-
stych przedstawionych na rysunku obok. Pole

tego trojkata jest rowne
A. 20 B. 24 C. 28 D. 40

Zadanie 10 (0-1)
Dany jest czworokat o kolejnych wierzchotkach P(0,—5), Q(3,—4), R(4,—1)
iS(1,—2). W ktorej prostej jest zawarta jedna z przekatnych tego czworokata?

A.y=x+5 B.y=—2+5 Cy=zx-1 D.y=—2-1

Zadanie 11 (0-1) oY
Na rysunku obok przedstawiono prosta k. L

Ocen prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen. Wy-
bierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F —

jesli jest fatszywe.

Prosta y = —%m + 8 jest réwnolegla do prostej k. P F
| Prosta y = %w + 3 jest prostopadta do prostej k. P F
Zadanie 12
Na rysunku obok dany jest odcinek AB bedacy Nl Amiqmng N

jednym z bokow trojkata ABC.

Zadanie 12.1 (0-1)

Ocen prawdziwos$¢ ponizszych stwierdzen. Wy-

bierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F —

jedli jest falszywe. 01X

| Wysokosé¢ trojkata ABC' opuszczona z wierzchotka C' jest p -

2

f 3 ) 1
Jesli wierzchotek C' ma wspélrzedne (9, —4), to tréjkat ABC
jest prostokatny.

zawarta w prostej o wspotczynniku kierunkowym rownym —

Zadanie 12.2 (0-2)
Wierzcholek C' ma wspotrzedne (1, —1). Wyznacz réwnania prostych zawie-
rajacych boki AC' i BC' tego trdjkata.

L.
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Zadanie 13 (0-2)
Na rysunku obok przedstawiono prosta k.

Dokoncz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby
dla kazdej z nich otrzymane zdanie byto prawdziwe.

Prosta, ktora przecina prosta k& w punkcie o obu
wspotrzednych catkowitych, dana jest rownaniem

Aly=—32-6 E.y=ic+2
B.y=—2-6 F.y:%x—l-Q
C.y=—-2x—-6 G.y=x+2
D.y=-3xz—-6 H. . y=3x+2

Zadanie 14 (0-1)
Punkty K (—4,—5)1 M (8,1) sa przeciwlegltymi wierzchotkami rombu K LM N.

Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz
jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Przekatna LN tego rombu jest zawarta w prostej o wspdtczynniku kierunko-
wym réwnym
A 2 1. | maja réwne dlugosci.
poniewaz przekgtne rombu | 2. | dziela sie na potowy.

3. | sa prostopadte.

Zadanie 15
Dany jest trapez o kolejnych wierzchotkach A(—4,-3), B(4,1), C(4,3) oraz
D(—4,7).

Zadanie 15.1 (0-2)
Uzasadnij, ze przekatne tego trapezu nie sa prostopadte.

Zadanie 15.2 (0-3)
Wyznacz punkt, w ktorym przecinajg sie proste zawierajace ramiona tego
trapezu.

Zadanie 16 (0-2)
Dla jakiej liczby ¢ miejsce zerowe funkcji f(z) = 3z + ¢ jest réwne 67

Zadanie 17 (0-2)
Uzasadnij, ze proste y = %x —(1—2z)iy=0,4x — (x — 1) sg prostopadte.

y,
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Zadanie 18 (0-2)
Prosta k jest prostopadia do prostej [: y = %az + 2 1 przecina 0§ OX w tym
samym punkcie co prosta [. Wyznacz rownanie prostej k.

Zadanie 19 (0-2)
Znajdz najwicksza liczbe catkowita m, dla ktorej prosta y = (%m + 9) r—4
jest wykresem funkcji malejacej.

Zadanie 20 (0-4)
Oblicz pole trojkata ograniczonego osia OX oraz prostymi 2z —y — 2 = 0
ix—2y+5=0.

D] Zadanie 21 (0-4)
Dwa boki trojkata sa zawarte w prostych y = —%x +4iy= %a: — 6. Wykaz,
ze jesli punkty P(2,—4) i Q(—2,2) naleza do trzeciego boku tego trdjkata, to
jest on prostokatny.

Zadanie 22
Punkty A(0,—5), B(8,—3), C(4,5) sa wierzchotkami réwnolegtoboku ABCD.

D] Zadanie 22.1 (0-2)
Uzasadnij, ze réwnolegtobok ABC'D nie jest prostokatem.

Zadanie 22.2 (0-4)
Wyznacz réwnania prostych, w ktorych sg zawarte odcinki AD i CD.

Zadanie 23 (0-4)
Punkty (—3,—5) i (3,4) sa wierzchotkami tréjkata prostokatnego, ktérego
przeciwprostokatna jest zawarta w prostej x = —3. Oblicz pole tego trojkata.

Zadanie 24 (0-4)
Prosta y = g:(: + 5 przecina osie uktadu wspolrzednych w punktach A i B,
a prosta y = 1,5z — 6 — w punktach C' i D. Oblicz pole czworokata ABCD.

Zadanie 25 (0-4)
Punkty P(—3,0) i S(—1,4) sa wierzchotkami prostokata PQRS oraz wierz-
chotek R lezy na osi OX. Wyznacz wspolrzedne punktu przeciecia przekatnych
tego prostokata.

Zadanie 26 (0-4)
Punkty A(—2,0), B(0,—2) i C(4,0) sa wierzchotkami trapezu prostokatnego
ABCD o podstawach AD i BC. Wyznacz wspolrzedne wierzchotka D.

G
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6 Planimetria

Jednym z poje¢ omawianych w tym rozdziale jest pojecie kata. W zeglar-
stwie od kata miedzy kierunkiem wiatru a kursem jachtu zalezy ustawienie
zagli. Na ponizszych rysunkach podano nazwy kurséw jachtu wzgledem wiatru
(strzatka w oznacza kierunek wiatru, punkt J — polozenie jachtu, a strzatka k —
kurs obrany przez jacht).

1. %w 2. %w 33 +w Al +w
| |

:a k |a> b o Jio
i T K k

bajdewind poétwiatr baksztag fordewind




Przypomnij sobie

Katy

6.1. Miary katow w trojkacie

Kat to jeden z dwéch obszaréw plaszezyzny Przypomnijmy, ze tréjkat to figura wyznaczona przez trzy punkty nielezace

wyznaczony przez dwie pélproste (zwane na jednej prostej. Kazdy z tych punktow jest wierzcholkiem tréjkata, a od-

ramionami kata) o wspdélnym poczatku B cinki taczace wierzchotki nazywamy bokami. Tréjkaty mozna klasyfikowaé ze

(zwanym wierzcholkiem kata) wraz z tymi wzgledu na ich katy.

potprostymi.

P 1

Miare kata AP B oznaczamy |t APB].
Kat wypukly ma miare mniejsza od 180° lub rowng 180°. Kat o mierze wickszej

o B
od 180° nazywamy wkleslym.
Trojkat ostrokatny ma Trojkat prostokatny Trojkat rozwartokatny
Dwa katy wypukle nazywamy przyleglymi, gdy wszystkie katy ostre. ma jeden kat prosty. ma jeden kat rozwarty.
maja wspélne ramie, a ich pozostale ramiona do- B (Kat ostry to kat o mie- (Kat prosty to kat (Kat rozwarty to kat
C e : rze mniejszej od 90°). o mierze réwnej 90°). o mierze wiekszej od 90°
pekiaja sie do prostej. i mniejszej od 180°)
Katy APB i BPC na rysunku obok sa przylegte. A P C Twierdzenie I '
1. Wyznacz miary katow przyleglych, ktérych stosunek miar jest rowny: Suma miar katéw wewnetrznych trojkata jest rowna 180°.
a) 1:2, b) 1:3, c) 1:5, d) 5:7.
Dowéd
Dwie przecinajace si¢ proste tworza dwie pary 5 Rozpatrzmy tréjkat ostrokatny ABC (rysunek
katéw wierzchotkowych i 8 oraz v 16 (rysunek « . g obok). Rysujemy pomocnicza prosta [ réwno-
obok). Zachodza réwnosci a = 8 oraz y = 0. leglta do boku AB, przechodzaca przez wierz- na

. g , :
2. Przekatna prostokata jest dwa razy dtuzsza od jego krétszego boku. Wy- cholek'C’. Katy o ,1 a. S@ rowne (:]aklo th}j ha-
. , : . przemianleglte). Rowniez katy 8 i (" sa rowne
znacz miary katow wierzchotkowych utworzonych przez proste zawierajace o kat o leol
przekatne tego prostokata. (jako katy naprzemianlegle).

y / N Zatem a + f +v= o + B +1.
Para prostych rownolegtych przecietych trzecia 56 Ponadto o/ + ' 4+ v = 180°, wiec réwniez:
prosta wyznacza katy odpowiadajace o réwnych l o+ B+ = 180°
. (6
r;luarachid q i obok o — B i~ — 8 / g Zauwazmy, ze powyzsze rozumowanie jest takie samo dla tréjkata rozwarto-
a przykdad na rysunku obok o= i v = 0. katnego czy prostokatnego. UdowodniliSmy w ten sposob, ze suma miar katéw
@ 3. Na rysunku obok zaznaczono katy naprze- k|l B k wewnetrznych w dowolnym tréjkacie jest réwna 180°.
mianlegle ] oz.na(:/zono je. a i f. Uzasadnij, = l Uwaga. Tam, gdzie nie powoduje to nieporozumien, bedziemy zamiennie uzywac
ze katy te maja rowne miary. 5 o okreslen . kat” i ,miara kata”.
4. Punkt P jest punktem przeciecia przekat- N Cwiczenie 1
P
nych trafpezuk A,BCD, .(ll;ysunce;;bok). Wy— @ a) Wykaz, ze trojkat ABC, w ktorym kat B jest dwa razy wiekszy od kata A,
iﬂacchzlapry atow trojkata oraz troj- = e a kat C jest trzy razy wiekszy od kata A, jest tréjkatem prostokatnym.
ta .
? A B b) Stosunek miar katéw trojkata jest jak 1:4:5. Podaj miary tych katéw.

W 242 6. Planimetria 6.1. Miary katow w tréjkacie 243



Definicja

Dwusieczng kata nazywamy poélprosta o poczatku
w wierzchotku kata, dzielaca ten kat na dwa katy
o rownych miarach. 2

Przyktad 1
Dany jest tréjkat prostokatny rownoramienny ABC o kacie prostym przy
wierzchotku B (rysunek ponizej). Dwusieczna kata BAC' przecina bok BC
w punkcie P. Oblicz miare kata APC.

Trojkat ABC' jest prostokatny réwnoramienny, wiec:
|XBAC| = |9 BCA| = 45°

Stad:
|XCAP| = % -45° = 22,5°

Zatem | APC| = 180° — (45°+22,5°) = 112,5°.

A B
Cwiczenie 2

Dany jest trojkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzchotku C.
Dwusieczna kata BAC przecina bok BC' w punkcie P. Oblicz miary katow
trojkata APB w przypadku, gdy: a) |[<BAC|=30°, b) |{BAC|=35°.

C
Cwiczenie 3
Miary katéw CAB i CBA tréjkata ABC na rysunku
obok sa odpowiednio réwne 32° i 108°. Dwusieczne
katow tego trojkata dziela go na szesé trojkatow. Wy-
znacz miary katéw tych tréjkatow.
A B

Zadania
1. Wyznacz miary katow o i 5.

) b) @/

g

2. Stosunek miar dwoch katéw trojkata wynosi 2:3, a miara trzeciego kata
jest o 26° wieksza od miary najmniejszego kata. Wyznacz miary katow
tego trojkata.
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3. Do wykonania pomiaréw geodezyjnych wykorzystuje sie metode zwana
triangulacja. Polega ona na podzieleniu mierzonego obszaru na przylega-
jace do siebie tréjkaty, czyli
utworzeniu tak zwanej siatki
triangulacyjnej. Oblicz braku-

jace miary katéw narysowane-
go obok fragmentu siatki trian-
gulacyjne;j.

4. Dany jest tréjkat rownoramienny ABC o ramionach AC' i BC oraz kacie
miedzy nimi 40°. Oblicz miary katéw tréjkatéw powstatych z podzielenia
trojkata ABC dwusieczng kata: a) ACB, b) CAB.

5. Miary katow przylegtych roznia sie o 32°. Wyznacz te miary.

@ 6. Uzasadnij, ze dwusieczne katow przyleglych sa prostopadte.

@ 7. Wykaz, ze miara kata zewnetrz-

nego ~y tréjkata (rysunek obok) B

jest rowna sumie miar katow we-
Q 7

wnetrznych a i (.

@ 8. Wykaz, ze suma miar katéw wewnetrznych czworokata jest réwna 360°.

Wskazowka. Podziel czworokat przekatnag na dwa tréjkaty.

Sprawdz sie

9. Wyznacz miary katow «, 51 7.

a) 4 B b) @\
A B B
AB || CD |AC| = | BC|
C D C

10. Pieciokat foremny mozna podzieli¢ na pie¢ identycz-
nych tréjkatow réwnoramiennych (rysunek obok).
Wyznacz miary katéw tych tréjkatow.

11. Przekatne szeSciokata foremnego poprowadzone z jed-

nego z jego wierzchotkow podzielity go na cztery tréj-
katy. Wyznacz miary katow tych trojkatow.
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6.2. Trojkaty przystajace

Figury przystajace to, intuicyjnie, figury tego samego ksztattu i wielkosci.
Dwa wielokaty sa przystajace, jesli ich odpowiednie boki i odpowiednie katy
sg réwne.

Na tej lekcji omoéwimy przystawanie trojkatow.

Dlugosé odcinka AB bedziemy oznaczaé |AB|.

Cwiczenie 1
Tréjkaty przedstawione na ponizszym rysunku sa przystajace. Wskaz pary
réwnych bokéw i rownych katow.

C E D

A B F
Do stwierdzenia, ze trojkaty sa przystajace, nie jest konieczne poréwnanie az
6 par wielkosci (3 par katow i 3 par bokow). Przypomnijmy twierdzenia po-
zwalajace wnioskowaé o przystawaniu trojkatéw zwane cechami przystawania
trojkatow.
Cecha BBB

Jesli trzy boki jednego trojkata sg rowne odpowiednim trzem bokom dru-
giego trojkata, to trojkaty te sa przystajace.

JeSia=d,b=0V1ic=/, B B’
to tréojkaty ABC i A’B'C" sa . / y
przystajace, co zapisujemy: ! !
— / / /
NABC = NA'B'C C 5 1 cr X oY

Cecha BKB

Jesli dwa boki i kat zawarty miedzy nimi w jednym tréjkacie sa réwne
odpowiednim dwém bokom i katowi zawartemu miedzy nimi w drugim
trojkacie, to trojkaty te sg przystajace.

B
JeSlia=dad,b=b1i~v=+ to:
NABC = ANA'B'C’
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Cecha KBK

Jesli bok i dwa lezace przy nim katy w jednym trojkacie sg réwne odpo-
wiedniemu bokowi i dwém lezacym przy nim katom w drugim trojkacie,
to trojkaty te sa przystajace.

B
Jeslib=0,a=a iy =7 to:
NABC = ANA'B'C
Y o)
C b A

Cwiczenie 2
Czy przystajace sa tréjkaty, o ktorych wiadomo, ze:
a) trzy katy jednego z nich sg rowne trzem katom drugiego,

b) maja jedna pare réwnych katéw i dwie pary réwnych bokdéw?

Cwiczenie 3
Podaj ceche przystawania, na podstawie ktérej mozna stwierdzi¢, ze trojkaty
T7 1T sa przystajace.

b) c) D C
Ty
15
C A A B
AB|| DE, |AC| =|CE]| |AD| = |CD) AB||CD, AD | BC

Definicja
Symetralng odcinka nazywamy prosta prostopadia do tego odcinka, prze-
chodzaca przez jego srodek.

Przyktad 1
Uzasadnij, ze dowolny punkt symetralnej odcinka jest réwno oddalony od
koncéw tego odcinka.

Rozpatrzmy odcinek AB o srodku S i jego sy-

metralng /. P
Niech P bedzie dowolnym punktem symetralnej.

Jesli P =S, to |AP| = |BP|.

Zaltozmy teraz, ze P # S.

Korzystajac z cechy BKB, stwierdzamy, ze tréj- an
katy ASP i BSP sa przystajace (uzasadnij). A S I B
Zatem zachodzi réwnosé |AP| = |BP|.
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@ Cwiczenie 4

Uzasadnij, ze punkt rowno oddalony od koncow odcinka lezy na symetralnej
tego odcinka.

Twierdzenie

Symetralne bokow trojkata przecinaja sie w jednym punkcie.

Dowaod

Rozpatrzmy dowolny trojkat i oznaczmy jego
wierzchotki A, B, C' (rysunek obok).

Niech () bedzie punktem przeciecia sie symetral-
nych bokéw AC' i BC.

Punkt @ jest réwno oddalony od koncéw boku
AC, czyli |[AQ| = |CQ|. Analogicznie otrzymu-
jemy réwnosé |CQ| = |BQ).

Zatem |AQ| = |BQ)|. Oznacza to, ze punkt @ lezy na symetralnej boku AB,
czyli symetralne bokow tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie.

o
Q
)
sy

Cwiczenie 5

Pétprosta AP jest dwusieczna kata BAC (rysu-
nek obok). Korzystajac z cechy KBK przystawa-
nia tréjkatow, uzasadnij, ze punkt P jest réwno
oddalony od ramion tego kata. A

Twierdzenie

Q
o8/
Q
g

Dwusieczne katow tréjkata przecinaja
sie w jednym punkcie.

Cwiczenie 6
Udowodnij podane wyzej twierdzenie.

%

A \ B
Zauwazmy, ze nie z kazdych trzech odcinkéw mozna zbudowac tréjkat. Mowi
o tym ponizsze twierdzenie.
Nieréwnosc trojkata
Z odcinkéw o dhtugosciach a, b, c mozna zbudowac¢ trojkat wtedy i tylko

wtedy, gdy: atb> e

gdzie c¢ jest dlugoscia najdtuzszego odcinka.
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Przyktad 2
Skonstruuj (narysuj za pomoca cyrkla i linijki) tréjkat o bokach dlugosci
1,5 cm, 2 cm i 3 cm.

4
21 3 cm B A DAY B
~ o VZ
C ~.7
2 c,
krok 1. krok 2. krok 3.

W kroku 2. z punktéw A i B zataczamy tuki okregéw, ktore przecinaja sie
w punkcie ' oraz w punkcie Cy. W wyniku tej konstrukcji otrzymalismy dwa
trojkaty spelniajace podany warunek: AABC, i AABCs.

Cwiczenie 7
Czy boki tréjkata moga mie¢ podane dtugosci?

a) 2,3, 5 ) 2,2, V7 e) 1,1, 1 g) V2, V3, VT
b) 17, 19, 35 d) 7,8, V225 f) 2, %, 3 h) 1, %=, V2
Cwiczenie 8

Na ile sposobow mozna zbudowaé tréjkat, jezeli sa do dyspozycji dwa odcinki
dhugosci 2 cm, trzy odcinki dtugosci 3 cm i dwa odcinki dtugosci 5 ¢cm?

Zadania

[E] 1. a) W prostokacie ABC'D punkt P jest srodkiem boku AB. Uzasadnij, ze

trojkaty APD i BPC' sa przystajace. C
b) Uzasadnij, ze punkt przeciecia przekatnych
réwnolegtoboku dzieli je na potowy.

@ 2. Tréjkat ABC jest réwnoboczny (rysunek obok). B

Odcinki AD, BE i CF maja réwne dtugosci. Uza-
sadnij, ze trojkat DEF' tez jest rownoboczny. A

D B

@ 3. Dany jest tréjkat prostokatny réwnora-

mienny ABC o kacie prostym przy wierz- Srodkowa tréjkata to od-

cholku C. Srodkowe AP i BQ tego tréjkata | cinek laczacy wierzcholek
trojkata ze srodkiem prze-

przecinaja sie w punkcie O. Uzasadnij, ze ciwleglego boku.

trojkaty AOQ i BOP sa przystajace.
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@ 4. W tréjkacie rownobocznym ABC' (rysunek obok)
na bokach AB i BC wybrano odpowiednio punkty
P i Q tak, ze |AP| = 2|BP| i |CQ| = 2|BQ|. Od-

cinki AQ) i CP przecinajg sie w punkcie S. Uza- N\

sadnij, ze trojkaty APS i CQS sa przystajace. A P B

@ 5. W czworokacie wypukltym ABC D dwie pary bokéw sa rowne: |AB| = |BC|
oraz |CD| = |DA|. Przekatne AC i BD tego czworokata przecinaja sie
w punkcie O. Uzasadnij, ze tréjkat AO B jest przystajacy do trojkata COB
oraz ze trojkat AOD jest przystajacy do trojkata COD.

Uwaga. Wszystkie katy wielokata wypuklego majg miary mniejsze od 180°.

D] 6. Kula bilardowa odbija si¢ od bandy stotu € B
bilardowego pod takim samym katem, pod P
jakim w nig uderzyla (kat a na rysunku). Q g
Kula przebyta droge z P do S'iz S do Q, a
gdzie S jest srodkiem bandy AB. Uzasad- (@
uij, 7e |PC| = QD D y

@ 7. Uzasadnij, ze jesli wysokos¢ trojkata zawiera sie w dwusiecznej kata tego
trojkata, to trojkat ten jest rownoramienny.

@ 8. W czworokacie ABCD (rysunek obok) katy

EFB i FEB sy réwne oraz |AE| = |CF)|. L
Uzasadnij, ze:

a) trojkaty BAF i BCE sa przystajace,
b) czworokat DEBF ma dwie pary bokdéw E
réwnych. A

Sprawdz sie

9. Na ile trojkatow przystajacych wszystkie osie symetrii podanej figury
dziela te figure?
a) trojkat réwnoboczny b) kwadrat c) szesciokat foremny

@ 10. Korzystajac z odpowiedniej cechy przystawania trojkatéw, uzasadnij, ze

przekatna rownolegtoboku dzieli go na dwa tréjkaty przystajace.

@ 11. Dany jest oémiokat foremny ABCDFEFGH. Wykaz, ze czworokat ACEG

jest kwadratem.

12. Danych jest pie¢ odcinkéw o dtugosciach 1 cm, 2 cm, 2,5 cm, 5 cm i 7 cm.
Ile r6znych tréjkatéw mozna zbudowaé z tych odcinkéw?

I 250 6. Planimetria

6.3. Twierdzenie Talesa

Twierdzenie Talesa

Jezeli ramiona kata AOA’ sg przecigte dwiema prostymi réwnoleglymi
AA" i BB, to dtugosci odcinkéw wyznaczonych przez te proste na jednym
ramieniu tego kata sa proporcjonalne do dtu-

goéci odpowiednich odcinkéw wyznaczonych B’
przez te proste na drugim ramieniu: A
joA| _ |A'B| __ |0A| _ |OB
[OA| — [AB] [OA] — [0OB] O A
Cwiczenie 1
a) Dhugo$é ktorego odcinka (rysunek obok) na-
lezy wstawié¢ w miejsce [?], aby otrzymaé proporcje B C BD | CE
prawdziwa?
1Bl jAc] A=
|AE|  |AD|’ |BC| |DE|

b) Oblicz dlugosé odcinka AD dla |AB| = 3,6, |AC| =54, |DE| =1,2.

Cwiczenie 2
Proste BD, CE i ST (rysu-
nek obok) sa réwnolegte.

a) Uzasadnij, ze:
|1BC| |CS]
|DE|  |ET|
b) Wiadomo, ze |AS| = 10. Oblicz dtugosci odcinkéw AD i DE.

A i / yad a/ b . / . . . . .
Zauwazmy, ze rTOWnos¢ — = p zachodzi rowniez w sytuacji przedstawionej na
(&

rysunku ponizej (BD || CE).

Cwiczenie 3

Proste BD i CE sg réwnolegte (ry-
sunek obok) oraz a = 3,6, b = 4,8,
c = 4,5. Oblicz dtugos¢ odcinka ED.

6.3. Twierdzenie Talesa
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Przyktad 1
Za pomoca cyrkla i linijki podziel dany odcinek AB na trzy réwne czeSci.

/B %
A P P, Py A 2 P P

Odcinek AB umieszczamy na jednym ra-  Przez punkt P3 i B prowadzimy prosta

mieniu kata. Na drugim ramieniu odmie- (prosta k), nastepnie konstruujemy dwie

rzamy trzy odcinki tej samej (dowolnej) proste rownolegle do prostej k przecho-

dlugodci. Sa to odcinki APy, Py P> i P,P;s.  dzace przez punkty Py i Py (prostelim).
Patrz str. 272.

Zgodnie z twierdzeniem Talesa odcinki wyznaczone na ramionach kata przez
proste rownoleglte sa proporcjonalne, wiec opisana konstrukcja prowadzi do
podziatu odcinka AB na trzy réwne czesci.

Cwiczenie 4
Jak za pomoca cyrkla i linijki podzieli¢ dany odcinek:

a) na 5 réwnych czesci, b) na 7 réwnych czesci, c) w stosunku 4:57

Prawdziwe jest réwniez twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa — mowi
ono, ze z proporcji odpowiednich odcinkéw wynika réwnolegtosé prostych.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa

Jezeli odcinki wyznaczone przez dwie proste na jednym ramieniu kata sa
proporcjonalne do odpowiednich odcinkéw wyznaczonych przez te proste
na drugim ramieniu kata, to te proste sa rownolegte.

Cwiczenie 5

a) Podaj przyklady proporcji, z ktérych wynika
réwnolegtosé prostych k i [ (rysunek obok).

b) Uzasadnij, ze jesli |AB| = 24, |AC| = 3,6,
|AD| =281 |DFE| =14, to proste BD i CFE sg
réwnolegte.

Cwiczenie 6
Wykaz, ze w dowolnym trojkacie odcinek ta-

czacy srodki dwéch bokéw jest rownolegly do
trzeciego boku (rysunek obok).

N 252 6. Planimetria

D] Ewiczenie 7

Wykaz, ze w trapezie niebedacym réwnoleglobokiem odcinek taczacy srodki:

a) ramion trapezu jest rownolegly do jego podstaw (rozpatrz kat otrzymany
przez przedluzenie ramion trapezu),

b)*przek@tnych trapezu jest rownolegly do jego podstaw.

Zadania

1. Proste k, [ i m sa réwnolegte. Wykorzystujac informacje podane na ry-
sunku, oblicz dtugosci x i y.

a) k

45 /) 36 [ v/

2. Dany jest trapez ABCD o ramionach |AD| = 9 cm, |BC| = 12 cm. Na
ramieniu AD wybrano punkty P i @ takie, ze |AQ| = 7cmi|DP| =5 cm.
Oblicz dtugosci odcinkéw, na jakie proste réwnolegte do podstaw trapezu
i przechodzace przez punkty P i () podzielily ramie BC.

3. Na rysunku pokazano, jak — majac dane od-
cinki o dtugosciach 1 i a — skonstruowac¢ od-
cinek o dtugosci z = % Opisz, jak — majac
dane odcinki o dtugosciach 1 i a — skonstruo-

, . . ;. . a
waé odcinki o dtugoéciach a? i a>. 1

4. Opisz, jak podzieli¢ konstrukeyjnie dany odcinek w stosunku 1: v/2.

5. Sprawdz, ktére z prostych k, [ i m sg rownolegte.
b)

6.3. Twierdzenie Talesa
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Najstarszy zachowany dowod twierdzenia Talesa to dowod autorstwa
Euklidesa przedstawiony ponizej.

Zaktadamy, ze proste k i [ sa réwnolegle (rysunek ponizej).

Trojkaty ADB i DEB maja
wspo6lng wysokosé hy, zatem:

PADB . %Chl

.
Ppgp  zdhi  d
I [
p OE Tréjkaty ADB i CBD maja
wspo6lng wysokos$é ho, zatem:
a PADB _ %ahg _ 2
Pcpp  sbha b
A c D~ d E ’
I [
b

Trojkaty DEB i CBD maja
a wspolng podstawe BD oraz te
sama wysokosé¢ (gdyz proste

A c D d k il sa réwnolegte). Zatem:
Ppep = Pcep

. / . . b
Zatem otrzymujemy % = 2 lub réwnowaznie % =

Sprawdz sie

6. Dany jest trapez ABCD, ktorego ramie AD ma dlugos¢ 30. Punkt P
lezy na ramieniu AD, punkt ) na ramieniu BC oraz P(Q || AB. Ponadto
|AP| ==z, |PD| =y, |BQ| =z +2, |QC| =y + 3. Oblicz z i y.

D] 7. Punkty P, Qi R sa $rodkami odcinkéw AB, BC'i DE (rysunek ponizej).

n D

A jz B O C
a) Wykaz, ze czworokaty BCDFE i ABDFE sg trapezami.
b) Wykaz, ze RQ || DC'i PR || BD oraz ze trojkat PQR jest prostokatny.
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6.4. Wielokaty podobne

Dwie figury geometryczne sg podobne, jesli sa tego samego ksztattu, lecz nie-
koniecznie tej samej wielkosci. Na przyktad podobne sa dwa dowolne kota,
dwa dowolne kwadraty czy trojkaty réwnoboczne.

Na rysunku ponizej podobne sa czworokaty F; i Fs. Zaden z nich nie jest
podobny do czworokata F3.

A A A

Definicja

Dwa wielokaty sa podobne, jesli ich odpowiednie katy sa réwne, a odpo-
wiednie boki proporcjonalne.

Jesli figury Fi i F, sa podobne, to piszemy F; ~ F5.

Przyktad 1
Uzasadnij, ze réwnolegtoboki F} i F3 na rysunku ponizej sa podobne.

Dtugosci bokéw réwnolegtobo- 15

kéw Fi i F; sa proporcjonalne, 10

poniewaz 12 = 42, a ich odpo- /8< / Fy 12
wiednie katy sg réwne. Zatem I O

Fy ~ . 60° 120

Cwiczenie 1
Dany jest prostokat P, o bokach a = 2,41 b = 1,8. Sprawdz, czy prostokat ten
jest podobny do prostokata P, o bokach c i d.

a) c=3,6, d=2,7 b)c=4, d=6 c) c=54, d="T72

Cwiczenie 2
Sprawdz, czy rownolegtoboki F i F; sa podobne.

a

) 7.5 b)
12
D 8
F: 4,5
3 ) ’ 6 1 4 Ey
70° 110° 65° 105°

6.4. Wielokaty podobne 255 s



Definicja
Dla wielokatéw podobnych stosunek dtugosci odcinkow jednego wielokata

do dtugosci odpowiadajacych im odcinkéw drugiego wielokata nazywamy
skala podobienstwa (zwykle oznaczamy ja litera k).

Przyktad 2 3.6

Prostokaty P, i P, (rysunek obok) sa 97 ’

podobne. Podaj skale podobienstwa ) .
p

prostokata P, do prostokata P, oraz 1,5 P

prostokata P, do prostokata P..

Skala podobienstwa prostokata P, do prostokata P; jest rowna:

2 4
ki = 1,5~ 3
Zauwaz, ze rowniez g =

=]

s
IS

Skala podobienstwa prostokata P, do prostokata P, jest réwna:
k, — L5 — 3 Zauwaz, ze skale podobienstwa
2 2 4 ki i k2 sa liczbami odwrotnymi.
Zwr6é uwage, ze jesli figury Fi i F; sa przystajace, to sa podobne, a ich skala
podobienstwa jest rowna 1.

Cwiczenie 3
Figury F i F;, sa podobne. Podaj skale podobienstwa figury F; do figury F}
oraz skale podobienstwa figury F do figury Fs.

a 1,4 b
) » ) 6
1,2
Fy |2,6 Fy
2.1 F 3
3,6 2
Przyktad 3

Dane sg prostokaty P, o bokach a; = 5 i b; = 8 oraz podobny do niego P,
o krétszym boku a; = 15. Oblicz dhugos$é drugiego boku prostokata Ps.

Oznaczmy przez by, dtugosé szukanego boku. Prostokaty sa podobne, zatem:
b2 _ 15 bz _ a2
bo ) 8 5 b1 a1
Stad 5 = 3, czyli by = 24.

Dtugos$é boku by, mozna tez wyznaczy¢, obliczajac najpierw skale podobien-

stwa. Skala podobienstwa k prostokata P, do prostokata P, jest rowna 3, co

oznacza, ze:
bp=k-8=3-8=24

I 256 6. Planimetria

Cwiczenie 4

Czworokaty ABCD i A'B'C'D' sa podobne. Oblicz skale podobienstwa czwo-
rokata ABCD do czworokata A'B'C'D’ oraz brakujace dtugosci bokéw tych
czworokatow.

D/
b c'z2 D
p | [
5.4
D C B A
C/
6 7,5
12
B 5 12,5 B

Cwiczenie 5

Jesli dwa wielokaty sa podobne
w skali k£, to proporcjonalne sa
nie tylko ich boki, lecz takze
inne odpowiadajace sobie od-
cinki, na przyktad wysokosci
czy przekatne.

przekatna tworzy z jego krétszym bokiem hy _odi g,

Przeczytaj informacje w ramce, a nastepnie
wyznacz szukane wielkosci.

Dany jest réwnoleglobok ABCD o bo-
kach dtugosci 6 cm i 12 cm. Jego krétsza

kat prosty. Rownoleglobok A'B’'C'D’ jest e
podobny do réwnolegtoboku ABCD, a jego

krétsza przekatna ma diugosé 9v/3 cm. By \d2
a) Oblicz obwdd réwnolegtoboku A’B'C'D'. f p

b) Oblicz wysokosci obu réwnoleglobokéw.

Zadania

1. Oblicz skale podobienstwa kwadratu K; o boku 5 cm do kwadratu Ko:
a) o przekatnej 8v/2 cm, b) o obwodzie 40 cm.

2. Trapez o podstawach dtugosci 4 cm i 9 cm podzielono prosta réwnoleglta do
podstaw na dwa trapezy podobne. Oblicz skale podobienstwa otrzymanych
trapezow.

3. Dany jest prostokat P o bokach dtugosci 12 cm i 8 cm. Oblicz obwdd
prostokata P’ w przypadku, gdy skala podobienstwa prostokata:

a) P’ do P jest réwna 3, b) P do P’ jest réwna 2.

@ 4. Uzasadnij, ze dwa prostokaty sa podobne, gdy stosunek dlugosci do sze-

rokosci jest w obu prostokatach taki sam.
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5. a) Dwa romby sa podobne w skali £ = 2. Dlugosci przekatnych mniejszego 6 5 Tréj katy pOdObne

z nich sa rowne 12 i 16. Oblicz obwdd kazdego z tych rombow.

b) Przekatne rombu ABC'D maja dlugosci 10 i 24. Obwdd podobnego do Aby ustali¢ podobienstwo trojkatow, nie musimy sprawdzaé rownosci wszyst-
niego rombu A'B'C"D’ jest rowny 78. Oblicz skale podobienstwa wigkszego kich katéw i proporcjonalnosci wszystkich bokow. Mozemy skorzystac z twier-
rombu do mniejszego. D 92 C dzen znanych jako cechy podobienstwa tréjkatow.

6. Trapez A’'B'C'D’ o obwodzie réwnym 24 jest podobny Cecha BBB
do trapezu prostokatnego ABC' D (rysunek obok). Ob-
licz dhugoéci bokéw trapezu A'B'C'D'. 4 Jesli trzy boki jednego trojkata sa proporcjonalne do odpowiednich trzech

bokow drugiego tréjkata, to tréjkaty te sa podobne.
7. Dany jest trojkat prostokatny ABC o bokach dlugo- [

i 9 cm, 12 cm i 15 cm. Tréjkat A’B'CY jest podobny 4 5 B Jedli % _ 5 _ 57 to trojkaty ABC

i A’B’'C" sa podobne, co zapisujemy:
ANABC ~ NA'B'C’

do tréjkata ABC w skali k = 22. Oblicz wysoko$¢ opuszczong na przeciw-
prostokatna w kazdym z tych trojkatow oraz sume ich obwodow.

8. Dwa kwadraty o przekatnych dlugosci d; i ds sa podobne w skali k = /2
oraz wiadomo, ze d; + dy = 2. Oblicz sume obwodéw tych kwadratow. Cwiczenie 1

¢ Przedstawione na rysunku obok tréjkaty 17 i 15

9. Prostokat A'B'C'D’ jest podobny do prostokata _ o ) _
ABCD (rysunek obok). Obwod prostokata A'B'C'D’ sa podobne. Oblicz diugosci bokow = i y tych

600 8 Y ’ . . 7 &
jest réwny 20 + 20v/3. Oblicz skale podobienstwa tych trOJkadt.OW' Podaj skalg podobienstwa trojkata 7
do trojkata Tj.

figur. A 5
@ 10. Prostokat o bokach dtugoéci x i 4, gdzie x > 4, jest podobny do prostokata Cwiczenie 2
o bokach dtugosci 6 i x+5. Uzasadnij, ze suma obwodow tych prostokatow Dane sa dlugosci bokéw dwoch trojkatow. Czy te trojkaty sa podobne?
jest réwna 70. a) 6,8, 12 oraz 9, 12, 18 b) 1%, 23, 3% oraz 9, 15, 20
: 145 D F C
@ 11. Dany jest prostokat ABCD o bokach dlugosci 5 Cecha KKK
i 1 (rysunek obok). Uzasadnij, ze po odcieciu od tego . . . , . . .
1 Jesli katy jednego trojkata sa réwne katom drugiego trojkata, to trojkaty
prostokata kwadratu o boku 1 otrzymamy prostokat te sa podobne.
BCFFE podobny do prostokata ABCD.
Uwaga. Liczba %g nosi nazwe zlotej liczby. A 1 E B Jeslia = o/, B = 3 oraz v = . to: B
Sprawdz sie ANABC ~ NA'B'C’ a
12. Czy prostokaty o podanych wymiarach sa podobne? Jesli tak, to oblicz ich Y / a
skale podobienstwa. . . C A
a) 12 x 18 oraz 5 x 7,5 b) 1,5 x 2,5 oraz 10,5 x 17,5 o] Cwiczenie s _ B , ,
a) Uzasadnij, ze jesli dwa katy jednego trdojkata sa rowne dwém katom dru-
13. Prostokat P; o bokach 6 cm i 9 ¢cm jest podobny do prostokata P,. Oblicz giego trojkata, to trojkaty te sa podobne.
diugosci bokow prostokata P, w przypadku, gdy: b) Uzasadnij, ze trojkat prostokatny, w ktérym jeden z katéw ma miare 27°,
a) obwdd jest rowny 50 cm, b) przekatna ma dlugoéé 2¢/13 cm. jest podobny do tréjkata prostokatnego, w ktorym jeden z katéw ma miare 63°.
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Cecha BKB 3. Korzystajac z podobienstwa odpowiednich trojkatéw, oblicz dtugosci od-

Jesli dwa boki jednego tréjkata sa proporcjonalne do dwoch bokéw dru- clnkow T 1Y N

giego trojkata i katy zawarte miedzy tymi bokami sa réwne, to trojkaty te a) D b)

sa podobne.
7,5 X
B
Jesli = = 3, oraz v =7/, to:
e A A A
) C b A C’ v A 4. Odcinki ED i BC sa rownolegte. Oblicz obwod trojkata ABC.
@ Cwiczenie 4
.. . L - a) C b) A
Dane sa trojkaty prostokatne T) i 1. Uzasadnij, ze jesli stosunek diugosci
przyprostokatnych tréjkata T réwna sie stosunkowi diugosci przyprostokat- D
nych trojkata Ts, to tréjkaty te sa podobne. 4
N
@ Cwiczenie 5 8 E 5 %
Uzasadnij, ze tréjkaty T i T sa podobne. Podaj skale podobienstwa tréjkata 1 I 10
. A 12 E 6 B B C
T do trojkata Th.
a) b) 5. a) Tréjkat prostokatny o przyprostokatnych réwnych 12 i 16 jest podobny
- 3 3v3 do trojkata o obwodzie réwnym 6. Oblicz dlugosci przeciwprostokatnych
- 33 T Lﬂ 3 Ty obu tréjkatéw.
9 ; ; 12 NG : b) Tréjkat prostokatny o przeciwprostokatnej réwnej 100 jest podobny do
trojkata o przyprostokatnych 12 i 3,5. Oblicz obwody obu tréjkatéow.
Zadania C
D] 6. Uzasadnij, ze AABC ~ ADEC (rysunek @
1. Wsréd trojkatow przedstawionych na rysunku wskaz pary trojkatéw po- obok). Oblicz: ~
dobnych. Dla kazdej pary podaj skale podobienstwa. a) skale podobienstwa tych tréjkatow, D 10 Es P
24 b) obwody tych tréjkatéw / 15 3
3,5 T \ ) A B
12 I 7 7. a) Wypisz pary tréjkatow podobnych (rysunek ponizej). Dla kazdej pary
8 10 T 12 podaj odpowiednia ceche podobienstwa. B
T b) W tréjkacie prostokatnym o przyprostokat- D
AW 15 nych dlugosci 3 i 4 poprowadzono wysokosé -
2. a) Dany jest tréjkat ABC' o bokach dlugosci 6, 8, 12. Dtugo$é¢ najdiuz- z-wlie/rzcholkaklfata prostig(?./Obiilc-z ﬁugosa ?d_
szego boku trojkata A'B'C’ jest réwna 16 oraz NABC ~ NA'B'C'. Jaka CIKOW, Na jakie ta Wysokosc podzielita przeciw-
prostokatna. C A

jest skala podobienstwa tréjkata A'B'C’ do trojkata ABC'? Oblicz obwdd

trojkata A'B'C".
b) Trojkat ABC, ktérego obwdd jest rowny 55, jest podobny do trdjkata
o bokach dtugosci 4, 8, 10. Oblicz dtugosci bokéw trojkata ABC.
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Oblicz pole tréjkata prostokatnego, w ktérym wysoko$é poprowadzona
z wierzchotka kata prostego podzielita przeciwprostokatng na dwa odcinki
o dlugosciach 2 cm i 8 cm.
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@ 9. W trdjkacie ABC potaczono odcinkami punkty

bedace srodkami bokéow (rysunek obok). /N
a) Wykaz, ze trojkaty ABC i EFG sg podobne.  F 3
b) Wykaz, ze tréjkaty Ty, Ts, T3 i T, sa przy- Ty Ty

stajace. A G B

10. W trapezie o podstawach AB i C'D przekatne D ¢
przecinaja sie w punkcie O (rysunek obok).
a) Uzasadnij, ze tréjkaty ABO i CDO sa po-

dobne. A B

b) Przyjmij, ze wysokos¢ trapezu wynosi 6 cm, a dlugosci podstaw AB
i C'D sa réwne odpowiednio 8 cm i 4 cm. Jaka jest odleglos¢ punktu O od
krotszej podstawy? Oblicz pola trojkatéw ABO i CDO.

@ 11. a) Dany jest trapez o podstawie AB i przekatnych AC' i BD. Wykaz, ze

jesli przekatne trapezu przecinajg sie w punkcie O, to pola tréjkatéw AOD
i BOC sa réwne.

b) Dtuzsza podstawa trapezu ma dlugosé 10 cm. Punkt przeciecia przekat-
nych tego trapezu jest odlegty o 5 cm od jego dtuzszej podstawy i o 3 cm
od krotszej. Oblicz pola trojkatow, na ktére przekatne dzielg ten trapez.

Sprawdz sie

12. Trojkaty przedstawione na rysunku sg podobne. Oblicz dtugosci pozosta-
tych bokéw tych tréjkatow. Podaj skale podobienstwa.

?) $ b) .
8 8

«

@ 13. Uzasadnij, ze trojkaty o podanych dtugosciach bokéw sa podobne.

a) 2,7,8 oraz 3,103, 12 b) V2, 2v/2, 4 oraz 2,4, 42

14. Tréjkat prostokatny C'DE ma przeciwprostokatna dltugosci 21/5 i jest po-
dobny do tréjkata ABO o wierzchotkach A(—6,0), B(0,3), O(0,0). Podaj
skale podobienstwa tych trojkatow. Oblicz obwdd i pole trojkata CDE.

15. Wysokosé trapezu ABC'D jest réwna 7, a dlugosci podstaw |AB| = 4 oraz
|CD| = 10. Przekatne trapezu przecinaja sie w punkcie S. Oblicz pola
trojkatow ABS i CDS.
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Przypomnij sobie

Pola czworokatow

Pole prostokata o bokach dtugosci a, b wyraza sie
wzorem:

P =ab

1. a) Oblicz pole prostokata, ktérego obwdd wynosi 48 cm, a stosunek dtu-
gosci bokéw jest rowny 3: 5.
b) Oblicz obw6d prostokata, ktérego krotszy bok ma dlugoéé 6 cm, a pole
jest réwne 72 cm?.

Pole réwnolegtoboku jest réwne iloczynowi diugo-

Sci boku i wysokosci opuszczonej na ten bok. h
P =ah Xa

2. a) Oblicz pole réwnolegloboku o bokach dtugoséci 8 cm i 12 cm, ktorego
kat ostry ma miare 45°.
b) Stosunek dlugosci bokéw réwnolegloboku jest rowny 1:2, jego obwod
wynosi 54 cm, a pole jest réwne 81 cm?. Oblicz obie jego wysokosci.

Przekatne rombu przecinaja sie pod katem prostym

w punkcie, ktory dzieli je na potowy.
Pole rombu o przekatnych dtugosci d, e wyraza sie

wzorem: 1
i 5 de

3. Oblicz pole i dtugosé¢ boku rombu o przekatnych dhugosci 6 cm i 8 cm.

, . . b
Pole trapezu o podstawach dtugosci a, b i wysoko-
Sci h wyraza sie wzorem: : h
p— atdb 4 B
2 a

4. Dany jest trapez o podstawach dlugosci 4 cm i 12 cm, ktérego kat ostry
ma miare 45°. Oblicz pole tego trapezu w przypadku, gdy jest on:

a) réwnoramienny, b) prostokatny.

Pola czworokatéow 263 s



6.6. Pola wielokatéw podobnych

Przyktad 1
Bok jednego kwadratu jest o 20% dluzszy od boku drugiego kwadratu. Jaka
jest skala podobienstwa tych kwadratéow? Ile wynosi stosunek ich pol?

Niech bok pierwszego kwadratu ma dlugos$é a, woéwczas bok drugiego z nich
ma dlugosé a +20% a = 120% a = La.

Zatem skala podobienstwa k = g.

Pola kwadratéw sg odpowiednio réwne a? i %cﬂ, zatem stosunek ich pél jest
, 36 . . 36 __ 1.2
rowny . Zauwazmy, ze 52 = k*.

Cwiczenie 1
Na rysunku przedstawiono wielokaty podobne F} i F;. Podaj skale podobien-
stwa i oblicz stosunek pola figury F, do pola figury F;.

.

Przyktad 2
Trojkat T, jest podobny do trojkata T7 w skali k. Uzasadnij, ze stosunek pola
trojkata T» do pola trojkata T} jest réwny k2.
Pole trojkata Ti: P, = %alhl.

Dla trojkata T, mamy: Ty

h
ay =k-ay, ho=Fk-hy. ClE
/. al T2

Stad pole trojkata T5:

h
Py = Yashy = 4 (k- ar) (k- hn) = 3k2 - arhn. 2
Zatem 22 = Lf%lhl = k. B

Py §a1h1 as

Cwiczenie 2
Prostokat P; jest podobny do prostokata P, w skali k. Uzasadnij, ze stosunek
pola prostokata P, do pola prostokata P; jest réwny k2.
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Twierdzenie

Jesli skala podobienstwa figur podobnych rowna sie k, to stosunek ich pol
jest réwny k2.

Cwiczenie 3

Dane sa dwa kwadraty, przy czym pole jednego z nich jest:

a) o 19% mniejsze od pola drugiego,  b) o 125% wieksze od pola drugiego.
Jaka jest skala podobienstwa tych kwadratow?

Cwiczenie 4

Dany jest trapez prostokatny 7} o podstawach dtugosci 5 cm i 7 cm oraz wyso-
kosci réwnej 4 cm. Pole trapezu T, podobnego do trapezu T jest réwne 6 cm?.
Oblicz skale podobienstwa trapezu 15 do trapezu T} oraz ich obwody.

Cwiczenie 5

Na rysunku obok przedstawiono plan
sasiadujacych dziatek budowlanych.

a) Dziatka B jest prostokatem o wymia- A

2,5 cm

rach 32 m x 24 m. Wyznacz skale tego planu.
b) Dziatka A jest trapezem prostokatnym. Jego

najdtuzszy bok ma na planie dtugos¢ 6 cm. Czy na
ogrodzenie dzialki A ze wszystkich stron wystar-
czy 125 m biezacych siatki, jesli furtka ma miec

&
3 cm

szerokos¢ 1,5 m?

c) Na planie wykonanym w tej samej skali dzial-

ka C jest kwadratem o polu réwnym 9 cm?. Jaka

jest powierzchnia tej dziatki? 4 cm

Cwiczenie 6
Dany jest trojkat rownoboczny ABC, ktorego bok ma diugosé¢ 12 cm. Odci-
nek DF jest réwnolegly do boku AB, a pole trojkata DEC jest réwne P. Wy-
znacz stosunek dtugosci odcinkéw DC do AC' i oblicz obwdd trapezu ABED.
a) P = 9v/3 cm? b) P = 4+/3 cm? c) P= 164/3 cm?

C C C

6.6. Pola wielokagtéw podobnych
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Zadania

. Wielokat F jest podobny do wielokata F, w skali

Prostokaty P; i P, sa podobne, przy czym pole prostokata P; jest réwne
144 cm?. Oblicz skale podobienstwa prostokata P, do prostokata P, oraz
pole prostokata P.

a) b)

P
P, P, P, i

16 12 18 30

Prostokat o bokach dtugosci 6 cm i 12 cm jest podobny do prostokata
o obwodzie 60 cm. Oblicz pole wigkszego prostokata.

a) Tréjkat prostokatny 75 jest podobny do tréjkata T w skali k = % Pole
trojkata 1) jest réwne 45 cm?, a jedna z przyprostokatnych tréjkata T, ma
dtugosé 10 cm. Oblicz obwod trojkata Ts.

b) Romb R, jest podobny do rombu R; w skali k = 3. Pole rombu R, jest
réwne 648 cm?, a jedna z przekatnych rombu R; ma dlugosé 6 cm. Oblicz
obwod kazdego z tych rombéw.

Dany jest réwnolegtobok R;, ktérego boki maja diugosci 4 cm i 6 cm.
Jedna z przekatnych tego réwnolegltoboku jest prostopadta do jego krot-
szych bokéw. Réwnoleglobok R, o polu 200v/5 cm? jest podobny do réw-
nolegtoboku R;. Oblicz obwdd rownolegtoboku Rs.

a) Suma pdl dwéch figur podobnych jest réwna 340 dm?, a ich skala po-
dobienstwa k£ = 4. Oblicz pole kazdej z tych figur.

b) Suma pol dwoch trojkatow prostokatnych réwnoramiennych jest row-
na 180 cm?, a ich skala podobienistwa k = 3. Oblicz obwdd kazdego z tych
trojkatow.

Przekatne deltoidu ABC'D maja dlugodci: D

|AC| = 15 cm i |[BD| = 10 cm. Oblicz pole

powierzchni latawca majacego ksztatt delto- A BN

idu podobnego do deltoidu ABCD przy za-
tozeniu, ze wymiary latawca sg czterokrotnie

wieksze. B

3
4

katéw podobnych F, i F3 jest rowny %. Oblicz skale podobienstwa wielo-
k@ta F3 do Fl-

. Stosunek pdl wielo-
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8.

10.

11.

12.

Trzy odbitki zdje¢ maja ksztatt
podobnych prostokatow P, P,
i P3. Pole prostokata P, jest
o 44% wieksze od pola prosto-
kata P;, a pole prostokata P
jest o 125% wieksze od pola pro-
stokata P;. Wymiary prostoka-
ta Py sa réwne 24 cm X 36 cm.

Oblicz wymiary prostokata Ps.

W tréjkacie prostokatnym ABC, ktorego przeciwprostokatna AB ma dtu-
gos$¢ 15 cm, poprowadzono wysokosé C'D. Stosunek pdl tréjkatéw ADC
i BCD jest rowny 4. Oblicz obwodd trojkata ABC.

Przekatne trapezu o podstawach AB i C'D oraz wysoko$ci réwnej 10 prze-
cinaja sie w punkcie P. Stosunek pola trojkata ABP do pola tréjkata C D P
jest rowny %. Oblicz odlegtosci punktu P od podstaw trapezu.

Trapez o wysokosci réwnej 5 cm i podstawach dtugosci 4 cm 1 9 cm po-
dzielono prosta réwnoleglta do podstaw na dwa trapezy podobne. Oblicz
pole kazdego z trapezéw otrzymanych w wyniku tego podziatu.

Dziatka budowlana o powierzchni 1025 m? ma ksztalt trapezu o podsta-
wach 32 m i 50 m. Dziatke te podzielono prosta réwnolegla do podstaw
trapezu na dwie dziatki bedace trapezami podobnymi. Oblicz pole kazdej
z nowo powstalych dziatek.

Sprawdz sie

13.

14.

15.

a) Prostokaty P; i P, o przekatnych dtugosci /12 cm i +/18 cm sa podobne.
Oblicz stosunek pdl tych prostokatow.

b) Tréjkaty T, i Ty sa podobne. Pole tréjkata T, jest o 300% wieksze od
pola tréjkata 1. Podaj stosunek obwodéw tych trojkatow.

C
W trojkacie prostokatnym ABC (rysunek obok) popro-
wadzono wysokos¢ BD. Wiadomo, ze |BD|:|CB| = 4:5. D,
Oblicz podany stosunek pol trojkatow.
a) Prapp: Prase b) Papep: Prasp N 5

Dane sa dwa romby, obydwa o kacie ostrym 60°. Stosunek ich pdl wy-
nosi 9:4, a pole wiekszego jest réwne 18y/3 cm?. Oblicz sume obwodéw
tych rombow.
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Fraktale

Fraktal to figura geometryczna cechujaca sie samopodobienstwem —
dowolnie mate czesci tej figury sa podobne do calosci.

Krzywa Kocha i $niezynka Kocha

Przyktadem fraktala jest krzywa Kocha (jej konstrukcje opisat w 1904 r. szwedzki
matematyk Helge von Koch). Oto kolejne etapy jej powstawania.

1 A1
1 3/\3 1
1 5/\§_m\_m

Na kazdym kolejnym etapie konstrukcji

krzywej Kocha jej dlugos¢ powigksza sie

o] % dtugosci krzywej z poprzedniego

etapu. Jesli zatem dtugosc¢ poczatkowego

odcinka jest réwna 1, to kolejne krzywe

maja dtugosci: . oo
2 /4\3 rzywa Kocha

O

1,3:13):\3

Jezeli konstrukcije krzywej przeprowadzimy

otrzymamy figure nazywang $niezynka

Sniezynka Kocha ma skoriczone pole,
chociaz jest ograniczona przez krzywa

0 nieskoriczonej dtugosci. Sniezynka Kocha

SAMOPODOBIENSTWO

na bokach tréjkata réwnobocznego, Powigkszajgc dowolnie
maty fragment krzywej

Kocha, otrzymamy jej
Kocha. idealna kopie.

6.7. Twierdzenie o dwusiecznej kata
w tréjkacie
Korzystajac z twierdzenia Talesa, mozemy udowodni¢ ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie o dwusiecznej kata w tréjkacie

Dwusieczna kata w trojkacie dzieli przeciwlegty C

bok na odcinki proporcjonalne do pozostalych é&
bokéw trojkata: b a

z_a
y b

Dowod

Wyznaczamy potprosta AC oraz prosta [ réwnolegta do dwusiecznej C'D prze-
chodzaca przez punkt B. Punkt przeciecia pétprostej AC z prosta [ oznaczamy
przez P.

Proste C'D i BP sa réwnolegle, wiec:
|YACD| = |4 APB]| oraz |[<DCB| = |<CBP| (uzasadnij).

Oznacza to, ze trojkat BPC' jest rOwnoramienny
i|CP|=|CB|=a.

Z twierdzenia Talesa dla kata CAD otrzymujemy:

|DB| _ |CP|
|AD|  |AC|

X a
zatem — =
Y

S|
N
Ny
sl
=
&

Cwiczenie 1

a) Dany jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych 5 i 12. Oblicz dlugodci
odcinkéw, na jakie dwusieczna kata prostego tego tréjkata dzieli jego przeciw-
prostokatna.

b) Przeciwprostokatna trdjkata o katach 30°, 60°, 90° ma dlugos$¢ 2. Oblicz
dtugosci odcinkow, na jakie dwusieczne katow dziela boki tego trojkata.

c) Dwusieczna kata prostego dzieli przeciwprostokatna trojkata prostokatnego
na odcinki dlugosci £ i 2. Oblicz obwdd tego tréjkata.

d) Jeden z katéw ostrych trojkata prostokatnego ma miare 22.5°, a dluzsza
przyprostokatna ma diugosé rowna 1. Oblicz dlugosé krétszej przyprostokat-
nej tego trojkata.

6.7. Twierdzenie o dwusiecznej kata w tréjkacie

x
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K

x

Zadania

Dany jest trojkat ABC o bokach |BC| = a, |AC| =bi |AB| = c. Oblicz
dtugosci odcinkéw, na jakie dwusieczna kata ACB dzieli bok AB, dla:
a) a=2,b=6,c=05, b) a =6, b= 10, c = 12.

Dany jest trojkat prostokatny réwnoramienny ABC, ktérego przeciwpro-
stokatna AB ma dilugo$é¢ v/2. Dwusieczna kata ABC przecina bok AC
w punkcie P. Oblicz obwody tréjkatéw BCP i BAP.

Dany jest tréjkat ABC o bokach dtugosci |BC| = a, |AC| =0b1i |AB| =c.
Uzasadnij, ze dwusieczna kata ACB dzieli bok AB na odcinki dlugosci

ac : be

a+b a+b’

Przeczytaj podany ponizej dowdd twierdzenia o dwusiecznej kata w troj-
kacie. W miejscach oznaczonych | 7| podaj brakujace uzasadnienia.

Odcinek CD jest zawarty w dwusiecznej kata AC'B, a C'G jest wyso-
koscia trojkata opuszczona z wierzchotka C.

P DB
@ Prapc |AD|

Odcinki DE i DF maja réwne
dtugosci.

Zatem:

Prppe _ |BC| 5 a
Prapc  |AC] A G D B

. . . |DB| _ |BC|

Czyli prawdziwa jest proporcja AD — [AC|"

Sprawdz sie

5.

D] 6.

Dany jest trojkat DEF o bokach |EF| =d, |DF|=ei|DE| = f. Oblicz
dtugosci odcinkéw, na jakie dwusieczna kata DEF' dzieli bok DF', dla:

a) d=5,e=6, f=T1, b) d=12,e =15, f = 18.

Dany jest rownolegtobok ABC'D o bokach |[AD| = 6 cm, |AB| = 12 cm
(rysunek obok). Dwusieczne katéw BAD D 8.
i BCD przecinaja przekatna BD odpo- p

wiednio w punktach P i (). Uzasadnij, ze Q

punkty te dziela przekatna BD na trzy
odcinki réwnej dtugosci. A B

N 270 6. Planimetria

Problemy konstrukcyjne

Klasyczne konstrukcje wykonuje sie tylko za pomoca cyrkla i linijki. Oto nie-
ktére z nich.

B Konstrukcja symetralnej odcinka
1. 7Z jednego konca danego odcinka rysuje- \

my tuk okregu o promieniu dtuzszym od A B
potowy odcinka.

my tuk okregu o takim samym promie-

niu. Punkty przeciecia tukéw oznaczamy

Q
2. 7 drugiego konca tego odcinka rysuje- A
przez P i Q). VP

3. Rysujemy prosta P — jest ona syme-
tralng odcinka AB, poniewaz odcinki
PQ i AB sg przekatnymi rombu APBQ). A B

B Konstrukcja dwusiecznej kata

1. Z wierzchotka danego kata rysujemy tuk
okregu przecinajacy ramiona tego kata.
Punkty przeciecia oznaczamy przez A
i B. P

2. Wewnatrz kata rysujemy tuki okregéw
o érodkach w punktach A i B oraz ta-
kich samych promieniach. Punkt prze- XR
ciecia tych tukow oznaczamy przez R. p

3. Rysujemy poétprosta PR — jest ona dwu-
sieczng kata APB, poniewaz trojka-
ty PAR i PBR sa przystajace (cecha
BBB). p

A
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B Konstrukcja prostej prostopadtej do danej prostej i przechodzacej Powtérzenie
przez dany punkt nielezacy na tej prostej
‘P
1. 7Z danego punktu P rysujemy tuk okre- I W Zestaw |
gu przecinajacy dana prosta k. Punkty A B . ) » _
przeciecia oznaczamy przez A i B. 1. Wyznacz miary katéw tréojkata o podanym stosunku tych miar.
b a) 1:2:3 b) 1:3:5 c) 2:9:13
2. 7 punktéw A i B rysujemy przecinaja-
ce sie huki okregéw o promieniu |AP|. k 2. Katy miedzy bokiem tréjkata ostrokatnego a wysoko$ciami poprowadzo-
Punkt przeciecia tych tukéw oznaczamy A B nymi z wierzchotkéw nalezacych do tego boku maja miary 40° i 20°. Wy-
przez Q. ><Q znacz miary katéw tego trojkata.
3. Rysujemy prosta PQ — jest ona pro- P 3. Dane sa dtugosci bokéw dwodch trojkatéw. Czy trojkaty te sa podobne?
stopadta do prostej k, poniewaz odcinki k a) 15, 18, 24 oraz 20, 24, 32 c) 1,2; 1,4; 1,8 oraz 1,8; 2,1; 2,8
PQ i AB sa przekatnymi rombu AP BQ. b) 4, 8, 10 oraz 6, 3, 7,5 d) 20, 25, 30 oraz 6, 9, 7,5
Q

4. 'Trojkat T o bokach 5 ¢cm, 5 cm i 4 cm jest podobny do trojkata T5. Oblicz

B Konstrukcja prostej rownolegtej do danej prostej i przechodzacej dhugosci bokéw tréjkata Ty w przypadku, gdy:
2 9 .

przez dany punkt a) jego obwdd jest réwny 35 cm, b) jego pole jest réwne 44/21 cm?.
1. Rysujemy dowolng prosta [ nieréwnole-
glta do danej prostej k i przechodzaca 5. W tréjkacie ABC' o polu 50 dm? bok AB ma dlugo$é¢ 20 dm. Punkt P lezy
na boku AC i |CP| = $|AC|. Punkt @ lezy na boku BC'i |CQ| = | BC]|.

Oblicz dlugos¢ odcinka PQ i pole trojkata C'PQ.  ~

przez dany punkt P. Punkt przeciecia

prostej [ z prosta k oznaczamy przez ().

l
P
Q k
w punktach P i () oraz takich samych T 1 maja diugosci 10 i 15. Oblicz pole kwadratu
P
M

2. Rysujemy luki okregéw o §rodkach 6. Przyprostokatne tréjkata ABC (rysunek obok) I3 E
promieniach. Punkty przeciecia tych hu- ADFEF. B\
kéw z prosta | oznaczamy odpowied- A D B
nio przez T' i R. Punkt przeciecia tuku 'S 7. Dany jest trojkat o bokach 4 cm, 6 cm 1 8 cm. o
o $rodku w punkcie Q 7 prostg% k ozna- Oblicz dhlgOéCi OdCinkéW, na jakie dwusieczne
czamy przez S. katow tego tréjkata dziela jego przeciwlegle boki. E
G
[
3. Rysujemy tuk okregu o $rodku w punk- p L @ 8. Punkt C jest wspolnym wierzchotkiem kwadra- e
cie T'i promieniu |RS|. Punkt przeciecia U tow ABCD i CEFG (rysunek obok). Wykaz, ze
tego tuku z tukiem o $rodku w punkcie Q e k pola trojkatow DEC i CBG sa réwne. i -
P oznaczamy przez U.
l 9. Dziatke budowlana w ksztalcie trdojkata o bokach dtugosci 60 m, 60 m
: : , T € ! JKa g ;
4. Rysujemy prost.eg PU - :]est 9na TOWLO- P/\IK i 40 m podzielono na dwie czeSci o réwnych polach ptotem rownoleglym
legla do prostej &, poniewaz kat TPU Q u e do boku dtugosci 40 m. Oblicz z doktadnoscig do 1 m obwdd kazdej z nowo

jest przystajacy do kata RQ.S.

'S powstalych dzialek.
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Sposob na zadanie

M Zestaw Il Przedstawiajac dowdd, nalezy precyzyjnie uzasadnié¢ kazdy krok rozumowania.
Mozna to zrobi¢ tak jak w przyktadzie 1. lub w postaci dowodu dwukolum-
@ 1. a) Wykaz, ze dowolne dwa prostokaty, w ktorych przekatne przecinaja sie nowego, ktéry jest zapisany w tabeli (przykiad 2.).
pod tym samym katem «, sa podobne.
b) Wykaz, ze jedli prostokat o bokach z i y jest podobny do prostokata D] Przyktad 1 D C
o bokach odpowiednio x + 11 y + 1, to prostokaty te sa kwadratami. Dane sa kwadrat ABCD i réwnoleglobok EF'BA (ry-
sunek obok). Udowodnij, ze tréjkaty ADE i BCF sa

2. Oblicz obwdd trojkata AEC. przystajace.

) BD H CE Niech kat ostry rownolegtoboku ma miare a. Wéwcezas B 7
E |XCBF| = 90° + . Suma miar katéw przy jednym A o/ B
boku réwnolegtoboku jest réwna 180°, wiec:
|SXBAFE| = 180° — «
Stad: E E
\ |SDAE| = 360° — (|[SBAFE| + |4 BAD|) = 360° — (180° — o 4+ 90°) = 90° 4+ «
r+2 D r+5 3 C czyli |[SDAE| = |<CBF|. Jednoczeénie |AD| = |BC| (boki kwadratu) oraz

|AE| = |BF| (przeciwlegte boki rownolegltoboku).
Na podstawie cechy BKB wnioskujemy, ze AADE = ABCF.
-» Zadanie 13, str. 278

3. a) Suma obwodéw dwdch figur podobnych jest rowna 260 cm, a ich skala
podobienstwa k = 2. Oblicz obwéd kazdej z tych figur.

b) Figury F; i F» sa podobne w skali 1:2, a figury F, i F3 sa podobne

w skali 1:3. Suma pél figur Fy, F, i Fy jest réwna 410 dm?. Oblicz pole @ Przyktad 2
kazdej 7 tych figur. Prosta zawierajaca srodkowa trojkata ABC po- C
B . prowadzona z wierzchotka C' przecina bok AB
F
@ 4. Uzasadnij, ze jedli proste AC'i BD sa réwnolegte, to “BE|| %. w punkcie D. Punkty F i F leza na prostej C'D,
a) Bl — b) przy czym AE 1 CD oraz BF 1. CD (rysunek b
Al B/ obok). Udowodnij, ze tréojkaty ADE i BDF sa 4 i B
>P< L,E/ —1C p [ przystajace.
E B
ol Dowdéd przedstawimy w dwukolumnowej tabeli.
Dl T —1A Dl W jednej kolumnie zapisujemy kolejne stwierdzenia, a w drugiej — ich uzasad-

nienia. Pozwala to uporzadkowaé cate rozumowanie.
@ 5. W rombie ABCD potaczono srodki kolejnych bokéw i otrzymano czwo-

rokat A’B'C'D’. Uzasadnij, ze czworokat ten jest prostokatem o polu dwa Stwierdzenie Uzasadnienie
razy mniejszym od pola rombu. |AD| = |BD| Punkt D jest érodkiem boku AB.
@ 6. W trapezie ABC'D o podstawach a i b (rysu- D b o |AYADE| = |<BDF| | Sa to katy wierzchotkowe.
nek obok) poprowadzono odcinek PQ o diu- / |[SAED| = |[¥BFD| | Sa to katy proste.
gosci vab réwnolegly do podstaw trapezu. Vab Q |SDAE| = |4<DBF| | Tréjkaty ADE i BDF maja dwa katy réwne, wiec
Uzasadnij, ze: wszystkie ich katy sa rowne.
a) ||£_§| — }%7 NADE = ABDF Na podstawie cechy KBK przystawania tréjkatow.
A a B
b) trapezy ABQP i PQCD sa podobne. = Zadanie 13, str. 278
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W zadaniach 1-8 wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Zadanie 1 (0-1)
Przekatna o$miokata foremnego dzieli go na siedmiokat i tréjkat réownora-
mienny. Miara kata ostrego tego tréjkata jest réwna

A. 22.5° C. 26,5°

B. 24,5° D. 28,5° R

Zadanie 2 (0-1) &

Na rysunku obok RK || SL. Suma miar 75
katéw x i y jest réwna

A. 104° C. 106° 1167 Y

B. 105° D. 110° K I

Zadanie 3 (0-1)
Suma obwodéw dwdch figur podobnych jest rowna 340 cm, a ich skala podo-

bienstwa k = %. Ro6znica obwodéw tych figur wynosi
A. 60 cm B. 65 cm C. 75 cm D. 80 cm

Zadanie 4 (0-1)
Przyprostokatne tréjkata ABC (rysunek ponizej) maja ditugosci 5 cm i 12 cm.
Ile wynosi obwdd tréjkata AED, jesli jego pole jest réwne 4,8 cm??

B
D
a
A E C
A. 6 cm B. 8 cim C. 10 cm D. 12 cm

Zadanie 5 (0-1)

Jezeli prostokat P; o bokach dtugosci 9 cm i 12 cm jest podobny do prosto-
kata P, o przekatnej dtugosci 20 cm, to

A. obwdd prostokata P, jest réwny 54 cm.

B. pole prostokata P, jest réwne 200 cm?.

C. pole prostokata P, jest o 64 cm? wicksze od pola prostokata P;.

D. stosunek pola prostokata P, do pola prostokata P jest rowny 9: 16.

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 6 (0-1)

Na boku AB tréojkata ABC wybrano punkt P, a na boku AC' — punkt @ tak,
ze PQ || BC. Jesli |AB| = 4,5 cm, |[AC| =5 cm, |[AQ| =2 cm i |BC| = 3 cm,
to obwdd trojkata APQ jest rowny

A.5cm B. 6 cm C. 6,5 cm D. 7 cm

Zadanie 7 (0-1)
Prostokat P, o bokach dtugosci 7 cm i 24 cm jest podobny do prostokata P,
ktérego pole jest réwne 42 cm?. Dlugoéé przekatnej prostokata P, wynosi

A. 6,25 cm B. 12,5 cm C. 14,5 cm D. 25 cm

Zadanie 8 (0-1)

Dany jest trojkat ABC'. Dwusieczna kata ACB przecina bok AB w punkcie P
takim, ze |BP| = |AP| + 1 cm. Ponadto |AC| = 4 c¢cm oraz |BC| = 6 cm.
Obwod trojkata ABC' wynosi

A. 15 cm B. 14,5 cm C. 12,5 cm D. 12 cm

Zadanie 9 (0-2)
Dwa boki tréjkata maja dlugosci 4 cm i 8 cm.

Dokoncz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich otrzy-
mane zdanie byto prawdziwe.

Dtugosé trzeciego boku tego trojkata nie moze by¢ réwna

A. 3v2 cm E. (7+ 2\/5) cm
B. 2¢/3 cm F. (8 +2v3) cm
C. (3++2) cm G. (9+2v2) cm
D. (2+/5) cm H. (10 + 2v/2) cm

Zadanie 10 (0-1)
Trojkaty T i T, sa podobne. Najkrotszy bok trojkata 77 ma diugosé 4,5 cm,
a najkrotszy bok trojkata T, ma diugosé 7,5 cm.

Ocen prawdziwo$é¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Jedli pole tréjkata Ty jest réwne 27 cm?, to pole trojkata T jest p T
réwne 75 cm?.

Jesli pole tréjkata T jest rowne 25 cm?, to pole tréjkata T jest
réwne 9 cm?.

P F
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Zadanie 11 (0-1)

Przekatne poprowadzone z jednego wierzchotka pieciokata foremnego podzie-
lity ten pieciokat na trzy trojkaty.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.

Jeden z tych tréjkatéow ma katy o miarach 30°, 75°, 75°. P
Dwa z tych trojkatow maja katy o miarach 30°, 30°, 120°. P

Zadanie 12 (0-2)
Proste AD, BE i C'F sa réwnolegle (rysunek ponizej).

P

4 A 6 B C
Kazdemu rozpoczetemu zdaniu przyporzadkuj wtasciwe dokonczenie. Wpisz

obok rozpoczetych zdan w tabeli ponizej wlasciwe odpowiedzi wybrane spo-
sréd A-E.

Numer zadania Zdanie do uzupelnienia Dokonczenie zdania

121 Odcinek BC' ma dtugo$é¢ réwna, ?

12.2 Odcinek PD ma dtugos¢ réwng ?
A.25 B. 2.8 C. 3,2 D. 3,6 E. 3,8
Zadanie 13 (0-2) = Przyktady 1 i 2, str. 275 D C
Na bokach AB i BC kwadratu ABC'D wybrano odpowied-
nio punkty F i F takie, ze CE 1 DF (rysunek obok). Uza-
sadnij, ze trojkaty BOE i CDF sa przystajace. F
Zadanie 14 A E B

Przekatne rombu ABC'D maja dtugosci 12 cm i 16 cm.

Zadanie 14.1 (0-2)
Punkt P jest punktem przeciecia przekatnych rombu ABCD. Oblicz dtugosci
odcinkow, na ktére dwusieczna kata AP B dzieli bok rombu.

Zadanie 14.2 (0-2)
Romb EFGH o polu réwnym 150 cm? jest podobny do rombu ABCD. Oblicz
obw6d rombu EFGH.

N 278 6. Planimetria
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Zadanie 15 (0-1)

Dany jest trapez ABCD (rysunek obok). Podstawy
trapezu maja dlugosci |[AB| = 16 cm, |[CD| = 12 cm,
a pole tréjkata ABP jest réwne 48 cm?.

Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz od-
powiedz A albo B oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Pole tréjkata C'DP jest réwne

A. 36 cm?, , , ., .
poniewaz skala podobienstwa tréjkata C'D P

, do trojkata ABP jest réwna
B. 27 cm?, 3.

of5 | Blo |

Zadanie 16 (0-4) D C
W trapezie prostokatnym (rysunek obok) dane sa
dlugosci podstaw |AB| = 61 |C D| = 2 oraz ramienia 0
|AD| = 4. Punkt O jest punktem przeciecia przekat-
nych tego trapezu. Oblicz obwdd trojkata AOB.

A B
Zadanie 17 (0-4)
Dany jest trapez ABCD o podstawach |[AB| =40 cm i |CD| = 25 cm i ra-

mionach dtugosci 12 cm i 9 cm. Przedtuzenia ramion tego trapezu przecinaja
sie¢ w punkcie P. Oblicz obwdd trojkata ABP.

Zadanie 18 (0-4)

Dany jest réwnolegtobok ABC'D o bokach [AB| = a
i |[BC| = b. Czworokat EBCF jest réwnoleglobo-
kiem podobnym do réwnolegtoboku AB C D Wykaz,

ze obwod czworokata AEF D jest réwny 2 2b2+ 2ab.

Zadanie 19 (0-4)

Dany jest tréjkat rownoramienny o ramieniu dtugosci 6 cm i kacie przy podsta-
wie réwnym 30°. Oblicz odleglosci punktu przeciecia prostych zawierajacych
wysokosci tego tréjkata od jego wierzchotkéw.

Wskazowka. Proste zawierajace wysokosci trojkata przecinaja sie w jednym punkcie.

Zadanie 20 (0-4)
Uzasadnij, ze suma dtugosci sSrodkowych trojkata o obwodzie L jest mniejsza
od 2L.

2
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Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan

Cechy podzielnosci liczb
1.a)3,5 b)2,3,9 ¢)2,5 d) 2 3

2. a), ¢) nie b), d) tak
3.a)0,4,8
b) 2, 6
¢)1,3,5 79
d) 0, 4, 8
4. a) 2,5, 8
b)1,4,7
c)0,3,6

Y Y

)

d) nie ma takleJ cyfry

5. a), d) tak b), c) nie

6. a) 6,12 b) 6, 15

c) p

7.a)a=6 b)a=0luba=26
c)a=2luba=6 d)a=6

) 15

rzez zadna d) 6

8. a b) 15, 75
c) przez zadnad
d) 15

1.1. Liczby naturalne

¢]1.a) 1,23, 4,6, 12

)
b) 1,2, 4,7, 14, 28
c) 1,2, 3,4,6,9, 12, 18, 36
d) 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 24, 48
2. a), c¢) tak b), d) nie
3.2)3-842 b)3-25+1 ¢) 336
d)3-42+1 e) 3237 +2
4.2)4-0+3 b)4-12+1 c)4-19+3
d)4-31+2 e)4-123

d
»

) 2
b) 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19
c) 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47
d) 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97
6.99 =33 11,
720=2-2-2-2-3-3.5,
770=2-5-7-11,
1024 =2-2.2.2.2.2.2.2.2.2,
1323=3-3-3-7-7
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7.

Z]1.

Q

10.

a) NWD(18, 30) = 6,
NWW (18, 30) = 90

b) NWD(15,50) = 5,
NWW (15, 50) = 150

¢) NWD(24, 72) = 24,
NWW (24, 72) = 72

d) NWD(144, 192) = 48,
NWW (144, 192) = 576
e) NWD(84, 105) = 21,
NWW (84, 105) = 420

f) NWD(196, 420) = 28,
NWW (196, 420) = 2940

. NWD(z,y) =1,

NWW(z,y) =z -y
a)2,4 b)2 3,6 c) 3,9

d) 2, 3,4,6,12 €) 2, 3,4,6,9, 12
.a) 41 b) 26 ¢) 23 d) 19
.a)5-7+4 b)5-12+2

c)5-31+1 d)5-55+4+0

. a) nie b) tak, dla r =2

c) tak, dla r =3 d) nie

.a)6n+9 b)6n+3

b)4 c)2 d)9 e) 12

. a) 9 reszta 3 b) 25 reszta 0

c) 18 reszta 1 d) 184 reszta 2
540 reszta 1

NWD(24, 40) = 8,
NWW (24, 40) = 120
b) NWD(36,45) = 9,
NWW 36, 45) = 180
) NWD(48, 72) = 24,
NWW (48, 72) = 144
d) NWD(54, 96) = 6,
NWW (54,96) = 864
e) NWD(112, 144) = 16,
NWW (112, 144) = 1008
f) NWD(105, 150) = 15,
NWW (105, 150) = 1050

e

)
)
)
)
)
)
c)6n—9 d) 12n+ 15
) 6
)
)
)
a)

[€)1.

N

Dziatania na liczbach catkowitych
i utamkach zwyktych

1.a)0 b)42 ¢) 12 d) 5

N

v h D
&

o
&

8. a

1.2. Liczby catkowite. Liczby wymierne
36 b) 16 c) 720

d) —481 e) —58 f) 26

a),b)r=y c)r#y

Qo
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6
) =22 b) & ¢) 312 d) 22
b) —2 ¢) —2I d)5
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11.

Qo
~

Pierwiastek kwadratowy i szescienny
1.a)0 b)1 ¢)2 d)3 )7

8 g) 9 h) 10 i) 11
Biogldilelns

w N
2 ez

&
Q (¢”]
N N—
S N

=y
N—
o =
o

n
e
Ot O = OO O O e
o
N N

6.
7.
8.

Qo

o

o
N—
o

o

<)
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o

o

1Y

QO
~— ~— ~—

1.3. Liczby niewymierne

€18 VAV VI
)\/_, 0, V16, /25

), €), €) jest

), d), f) nie jest

) np. V3,2 -3

) np. V3, V27

) VIGE b) v <) VIZ

) V286 e) V4 f) V/81

2. a) v/5; nie b) v/10; nie

3. b), ¢) tak a), d) nie

=3

N

<Y

(¢
~

w
o

=}

=3

=

N
=
(=P

Ca
o

) p qlubp,r b) ¢, r
c)gqg, s d)g,s
5. a), c), e) jest
b), d), f) nie jest
a) 11 b)8 ¢) 4
. szesciokata

a) tak b) nie

a) 0, \/_ V125
b) -2, 3,0, V4, V125
) —%,-3,0,0,1, V4, V125, 1211
) —V3,2-v2
)
)

)
11. a), c¢) tak b) nie

0 @ N o

(¢

%

10.

Cf‘m

S 3 3
I
5w o

]
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Dziatania na utamkach dziesietnych 2. a) 0,(7) b)0,01(6) c) 0,00(3) 6. a) 9v/5 b) V3 ¢) 7V3 d) —2v5 9. a) V162 b) v/2500 c¢) ¥/2048
i zwyktych d) 0,00(5) e) 0,3(6) f) 0,1(8) e) 4,6v2 f) —25\5 d) /10000
1. a) 29,11 b) 161,799 c) 22,69 3. a) na 12. miejscu: 6, 7. a) \/75 b) \/Tg c) 10 10. 2) 14 b) 9 ¢) —10
d) 2,44 e) —51,06 f) 8,16 na 25. miejscu: 0; 1,046 d) 2V2 e) V10 £) Vi3 d) 0,6 ) 2,1 f) 11
. . 3 6 25 ’ ) 4
2. a) 52,08 b) 33,6 ¢) —29,26 b) r;) 12-_@16JSC;' 37325 8. a) 4v/2 + 1 ~ 6,6 11.a) =20 b) —0,1 ¢) —2 d) —1,5
d) 0,51 —0,00364 f) 0,16 Na zo. miejscu: o5 U,
) ) ) 0, ) na 12, micjscu: 3 b) 3(vV2-1)~ 0,6 12.a) 1 b)03 c) 1
3.2a) 0,75 b) 1,6 ¢) 1,625 d) 2,625 €) na 1s. MICJSCU: 9, s
ieiscw: 7 ¢) 2(1-v2)~ —0,5 d) -1 e) —2,4 f) 4
na 25. miejscu: 7; 7,004 4 ’
e) 0,65 £) 0,64 g) 0,98 h) 0,088 | & (104 3v3) ~ 3.5 14.8) -1 b) —02 ) 0.3
d) na 12. miejscu: 6, i ~ 9, -a c
4. a)7 b 5,6 d) 66
Z; 0 1)2 f) )_1000 ) na 25. miejscu: 3; 9,349 9.a)6 b) 16 c) 20 d) 30 15. a) b — najmniejsza, d — najwicksza
91 ’ 4 1 e) na 12. miejscu: 3, e) 42 f) 30 g) 120 h) 120 b) ¢ — najmniejsza, b — najwieksza
5. a) 25 b) —45 ¢) 555 na 25. miejscu: 4; 2,863 10. a) 30 b) £v6 ¢) 2,2 d) 25
d) 6% e)2 ) 2_ .. .. 1.7. Potega o wyktadniku naturalnym
8 4. a) na 24. miejscu: 4, na 100. miejscu: 7 7 2
6. a) —28 b) 351 c¢) 35 b 4 112) 6+ 18[ b) 3v2 f Ve (€]1. a) 81, 729, 6561 b) > 81
- a) — 24. miejscu: 100. miejscu: 2 ) 64° 256
S ) na : miejscu: 5, na 100. miejscu 12. a) 15 )6\/_+8\/§ ¢) 16 X P 16 64 256
e e . . . .a=6,b=3 257 1257 625
1.4. :.Qozt\)/vmleae dz.|e5|.etne ) a) d), . b o) o 13.2) 14 b) 1,5 ¢) 3 d) & 2. (=3)° < (=2)° < (=2)° < (=2)* =
ICZDby rzeczyw|stej . a), sKonczone oKresowe — ,— ,— °
€)1. a) 0,35 b) 0,44 c) 2,08 7.a) 5 b) i} o) -3¢ v 1)/— =2 <8t =y
Cl/1. a) 0, , c) 2, . — =
) ) ) ! 20191 213?3 d) V338 e) \/_ f) 3. a) 256 b) 256 ¢) 8 d) 81 e) 1000000
d) 2,86 €) 0,032 f) 0,068 d) 1 e) = f) 55 15. 14,2 i ;
2. a) na 10, micjseu: 2 8 ) 48 - 1% f) 8000 g) 32 h) 81 i) 64 j) 729
. a) na . 1miejscu: 4, . X = 3, = -7
H J :15 Y 1191 » 16. a) 42 cm b) 10,8 cm Z]1.a) 6 b) 25 ¢) 9 d) 1 e) _% f) —1
na 20. miejscu: 4 a) 555 b) =35 ¢) & c)1,5m d)0,5m
b) na 10. miejscu: 7 2. a) 1024 b) 81 c) —64 d) 625
- riejseu: 7, 9. a) 4,75 b) 0,175 ¢) 0,0375 d) —7,375 \ o o
na 20. miejscu: 3 e) 3,125 £) 8,(6) g) 2,(3) 1.6. Pierwiastek szeécienny. e) 515 f) 735 8) 7y h) 11355
¢) na 10. miejscu: 5, h) —6,(4) i) 0,(2) j) 0,0625 Pierwiastek n-tego stopnia 3.a)z>y b) x3< y c) 5x >y d)4x >y
na 20. miejscu: 4 C/l.a)1l b)4 c)6 d) 20 4. (—2 _1 1 _1
d) na 10. miejscu: 0 10.2)5 b) 3 ¢) 6 d) 6 ¢) 5 2 ) )1 ) ) 5 0 ( )1:(2)1;(42)<(2)<
s, 20 H;iejscu_ 4' ’ 11. a) 2,2360680 b) 2,23607 c) 2,2 .a)8 b) s ¢)11 d) 2 e) 1,1 f) = < (AP < (i)Y <2
' ' 3.a)6 b)5 ¢) 14 d) 2 e) — f) 22 5. a) 2048 b) 243 ¢) 1 d) 625
3.1 2 i i
» 6 3 ' , R 1.5. Pierwiastek kwadratowy 4.a) L2 b) 22 ¢) 2 6. a) 60 b) 208 c¢) 125 d) 152 e) 8 f) 49
4. a) rozwinigcia skonczone: 5, 1, 5, %» (€]1.a) 12 b) 15 ¢) 18 d) 25 e) 50 5.a)—3 b) —4 ¢) =5 d) —1 ) —2 g) 10900 h) 6 i) 1000000
rozwiniecia nieskoficzone: 2, 2, 2 f) 90 g) 1,1 h) 1,9 i) 2,1 6.2)3 b) -2 ¢) 0.2
b) \/— \/%’ Y9, Y16 2.2)3 b)3 ¢)9 d) 1.2 e) V3 d) 01 ¢)3 f) 2 1.8. Potegaj\ o wyk’rad.nlku catkowitym.
5.a) 14 b) 141 ¢) 14142 d) 1414 3. ) 7.2 b) 128 J Notacja wyktadnicza
.a 1,41 ¢) 1,4142 1,41421 - a cm cm 1 1 2 4 z
b oo w L2y Py 45 ELa) 5 b) g5 05 d) 5 )4
6-a>21b>20c>0d>1e>2 A2 18, 3, 5,7 b) 320 50 %5 i D5 g5 ] )32 g) § b) 5 125 j) 125
g) 7 h)5 i i) -
7. a) 7,8952, 9,9963, 5,9039 c) 4,3,10 d) 3, 3,2 2.2)7 b)1 ¢)13 d)2 €) 06 £) 05 Lo k4 10
b) 7,895, 9,996, 5,904 (Z]1. a) 3 b) —11 ¢) 4,2 d) 0,5 3.2) 291 b) 592 ¢ 395 - a), b) ta <1:)me 1 1
c), d) 7,9, 10, 5.9 e) —5 f) 155 5 ; ; 3.2) 27T b) 1555 ©) 1551 ) 755 ©) 25
d) 5v/3 e) 3V4 f) 2v/15 o
8. a) 3,141593; z nadmiarem 3.2) 2,345 4. a) Y24 b) /51 ¢) V81 f) 1024 g) 32 h) 1024 i) - j) 400
b) 3,14159; z niedomiarem b) 4,5, 6,7, 8,9, 10, 11 d) VT332 <) Y10 f) /T080 4. a) 5,02-10%" b) 2,7-107*
c) 3,1416; z nadmiarem c) 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17 oV . c) 2,99 107 d) 9,10956 - 10**
d) 3,142; z nadmiarem 4. 2) 32 b) 2v6 ¢) 43 d) 46 5. Wszystkie rownosci sg prawdziwe. 5. 2) 6,32 10° b) 1,09 - 10°
e) 3,14; z niedomiarem e) 613 f) 64/7 g) 14v/2 h) 15/2 6.a)y b)z=y c)y d)x c) 4,3728 - 10" d) 8,7652 - 10°
[Z]1. a) 1,25 b) —6,75 ¢) —0,125 d) 0,375 5.2) 6v/2 b) V2 ¢) 10v/2 7. a) 8 cm b) 20 cm e) 6,5-107* £) 3,02-10°3
e) 0,625 f) 1,375 g) 0,0375 h) 0,0875 d) 52 e) 202 f) 222 8. a) 12¢2 cm b) 15 cm g) 1,00324-10"" h) 1-10°°

I 282 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 23-29 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 29-38 283 I



Z)1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

W % N O

a) 86200 b) 0,000789

c) 0,0000834 d) 6,02

a) 1,36 - 10° = 1360

b) 1,12 -10° = 1120000

c) 3-10% = 300

d)6-10' =0,6

) =32, —55, =5 b) 9, —27, 81
)9, 1, L d)8, 8v2, &

—4 C) 227 d) 220

—¥3 p) & ¢) —40V/5 d) 18
0,001 b)1 ) & d) &

)
)
e)32 f) 55 g) 1 h) —
)
)
)

32 b) 0,001 «¢) &

e) 0 f)
a#0 a)a® % b)a’, —% ¢)d?
d) a'®, —== e) a %, 65536
) a147 ﬁ
a) 2,73-10% = 273000000 b) 2-10" =20
c) 2,42 -107* = 0,000242
d) 5,203 - 10*> = 520,3
a) 2-10* = 20000
b) 9 - 10 = 90 000 000 000

)

L
12
1
4

ety

¢) 3-10' = 3000000000 000
d) 1,6 - 10'" = 160 000 000 000

a) 9,6-10° b) 6-10 "

c) 1,02-10° d) 1,2-10°
wtos: 0,0000000046 m/s,
dlimak: 1,94 - 10 m/s,
Ziemia: 29600 m/s,
$wiatto: 2,99792458 - 10° m/s

1
64, 64’ T 64

64’ 64’64
—81 d) 1,8, —%
¢) 32 d) & e) 3= f) 49

125

i)g j)% k) 64 1) 64

) 64
b) 64

Y 7817

b)
h)

Y

) 8
) 36
g) 16

wloo ;|H
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16. x #0 a) 22°, 128 b) z'?, 1

4 3 7
c) z*, 625 d) 2z°, 2L

Nazwy wielkich liczb

2.

nazewnictwo europejskie:

Stonice — 1,989 kwintylionéw kg,
Merkury — 330,2 tryliardow kg,
Jowisz — 1,899 kwadryliardow kg,
Ziemia — 5,974 kwadrylionow kg;
nazewnictwo amerykanskie:
Stonce — 1,989 nonylionéw kg,
Merkury — 330,2 sekstylionow kg,
Jowisz — 1,899 oktylionéw kg,

Ziemia — 5,974 septylionow kg

1.9. Potega o wyktadniku wymiernym

(€] 1.

2.

Z)1.

© N o W

. a

. a

a)2 b)4 ¢)9 d)2 e)3 f)3
a) 8 b)9 ¢) 16 d) 8 e) 729

f) 32 g) 5= h) 27 i) 32 j) 3

a) 1000 b) 1024 ¢) 25 d)8 e) 5

f)3 g3 h)21i)7 j)4

a)4 b) 125 ¢) 16 d) 32 e) V/3
a) 216 b) 32 c) 12 d) 2 e) 15
a) 81 b)4 ¢) 55 d) £ e) &
a) 199,5262 b) 2818,3829

42 1697 d) 0,0200

b)28 )27 d)2
2 f)2% g) 27 h)2s
b)7§ c)7% d) 73
2T g7 n)Th
b) 25 ¢) 5 d) 3
f) 8 g) 10 h)@
008 b) 25 ¢) 0,09 d) 125
£) 0,008 g) (12)° h) 0,008
b) 8 ¢) 3 d) 243
)005 g)

(¥

<Y
NV
o

o O
[N )

®
N N NN

<Y
-3

(¢”]
wl"‘

e

<4}

€

o

(S NN
= 3“,
W w

wlo N[
oR

N

Y
OOOQH\]OJOJD—‘HOJOH
=3
N
5
N
ot
=N

@

—r
N

Y
o
=3

\_/OMk

CDUQ
N

& wiw
=
N N
w O

) 4
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
) 32
) 16
)
)
)
)
)
)
)

=
S5
o
~
-3
(=W
~
[\
J

1.10. Logarytm i jego wtasnosci

[€)1.

!\’

N

WO NOO A~ WDNPRNO GO

a)l b)2 ¢)5 d) -2 e) %

a)4 b)10 ¢) -1 d) -3 e) %
1 b)dc)i d)3 e)—2f)

2

(=W
N—
w
|=
@
N
1N
NN

c) -2 d)4 e) -1 f) 1

2
2
3_
1
2
32 b)2 ¢)9 d)1 e)8 f) %

1.11. Procenty

1.
2.

10.

Z)1.

W ®©® N oW,

. a) 10% liczby 25

.a) 25%

a) 6, 30, 150, 450 b) 5, 20, 100, 300
a) 100 b) 320 c) 60

d) 12 e) 72 f) 42

czapka — 27 zt, rekawice — 39 zl,
razem 66 zt

cena nart po obnizce: marcowej — 462 zt,

0 50% — 412,50 7t

a) 10 b) 20 ¢) 30

150%

a) 0,6 b) 11,2 ¢) 5 d) 5 €) 0,36 £) 0,99
firma Y: o 35%, firma Z: o 12,5%

a) y = 50%x, z = 200%y

b) y = 80%z, x = 125%y

¢) y = 160%z, x = 62,5%y

cena $redniego zestawu: 250 zt,
cena malego zestawu: 125 zt

a) 16 b) 24 c) 4,4
d) 160,4 e) 4,5 f) 0,004
) b) 6% liczby 250
¢) 55% liczby 200 d) 5% liczby 6000
) b) 310% c¢) 45% d) 5%

10. a
11. a

13.

14. a
15.
16.
17.

.‘°9°.\‘.°‘.U"

a) 25% b) 7.5% c¢) 5,5%

d) 8% e) 150% f) 380%

a) 200 b) 400 c) 2000 d) 120

1380 zl; wzrosta o 38%

a) 100% b) 331% c) 56,25%

a) 36% b) 552%

2376 zt b) 2250 zt c¢) 2160 zl
62,5% b) 75%

110 b) 6 ¢) 5

162 b) 0,8 ¢) 1

10, 20, 40 b) 1, 2, 6

4,5, 9, 45, 405 d) 32, 60, 180, 500
2,4 b)1,2 c) 88

a) 150 b) 75

dobra: 25%, pozytywna: 87,5%

x wigksze od y o: a) 60% b) 25%
¢) 331% d) 300% e) 400% f) 220%

y mniejsze od x o: a) 37,5% b) 20%
¢) 25% d) 75% e) 80% f) 68,75%

\Q_,/\_/\_/\_/v

o o
~

\_/\_/

Zestaw |

1.

w

10.
11.

. a

)
) 4
) —
) —
) -
. a)
)
)
)
b)

a)1,2,3,6,9, 18 b) 1, 2,19, 38

c) 1,2, 4, 5,8, 10, 20, 40

d) 1,2, 29,58 e)1, 24,17, 34, 68

995 b) 996 c) 994 d) 990 e) 990
)8 c) —= d) 40,9

e) —

I
—

c) —

4 —

\/8_1+\3/_ 13 d) V5. V125, 8
%b)% ¢) 5 d) 35

2 f) 22 g) 2 h) 2

3+\/_ b) —375 ¢) 1%

)

e)

a

. a) Zmniejszylo sie o 36%.

Zmniejszyto sie o 1%.
a)l: b) 5 ¢) 2 d) &

25
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Zestaw Il

9.
10.
11. a

12.
13.
14.

a)
ca)rty=1, 1y =
)

. a)

.a)—1 b)9 ¢) -3

a) 16, 17, 18 b) 26, 28, 30, 32

32 b) 9% )4l d) -

o HIOJ
[\e] (o))

=3

x—i—y—lz,wy—
c)x+y=17 2y=0,3

)x+y=-275 2y =15
)a:3\/§ b)a:%g cJa=2
) a= e) a=144 f) a =324
2,1 b)—l c) 0
6

=9

oo

12

24322 ) 99 f)

d)

d)

Ol

3
0,b#0 a) 2 b) 3 )
=—-2,z=2 ¢c)x=3
I f)z=2

a) 100,2 b) 500,83

Przed obowigzkowa maturg z matematyki

1.D 22A 3B 4D 5.C6.C7.C 8B

9.B 10.D 11.C 12.D

13.
14.
15.

FF
CE
DH

16.1. FP 16.2. —15

17.

A3

18.1. A3 18.2.B

19.
20.
21.
22.

ujemny
15

75

360

23.1. 24/3 23.2. 62

24.
25.
26.
27.

25 zt
150
12,5%
15 h
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2.1. Zbiory

1.
2.

. a

B
vbdv\_/

a), c), f) jest b), d), e) nie jest

{0,1,2} = {n € N:n? < 5},

{—2,-1,0,1,2} = {x € Z:2* < 5},

{—/5,V5} = {x € R:2? = 5}

C b)B=C

CA b) AC B c¢) nie

{1,2,3,4,6,12},
={1,2,3,4,6,8,12,24}, AC B

b) A = {1,2,3,6,7,14, 21, 42},

B ={1,3,5,9,15,45}; nie

a) {0,1}, {0,2}, {1,2}

b) {a,b}, {a,c}, {b,c}

c) {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4},
{3,4}

D
E
F

CbtUib
I

-

. {a,b,c,d}, {a,b,c,e}, {a,b,d, e},

{a,c,d,e}, {b,c,d, e}

a) {1,3,5,7,9,11,13}

b) {1,3,5,7,9,11,13, 15,17, 19, 21, 23}
a) tak b) nie c) nie

{0, 1,2}, {0,1,3}, {0,2,3}, {1,2,3}

a) {1,3,4}, {2,3,4}

b) {0,1,2}, {0,1,3}, {0,
{0,2,4}, {0, 3,4}

1,4}, {0,2,3},

2.2. Dziatania na zbiorach

(€] 1.

S”PS*’!\’

a) A=1{1,3,6,7,8),
B=1{1,2,3,4,5}, AnB = {1,3)

b) A ={a,b,c,d, e},

B ={c¢de, f,g,h,i}, AN B ={c,d, e}

{3,5} b) {0,6,12,18} ¢) {1, 1
tak b) nie

a)
a)
a) 1,2,6,7,8,9,10 b) s,t,u,v,w
)
)

a) {5,9,10,11,12, 13,14, 15, 20, 25}
b) {—1,1,-2,2,
c) Z

a) AUB ={1,2,3,4,5,6,7},
AUC ={1,2,3,5,6,7,8,9},
BUC =1{2,3,4,5,6,7,8,9},
AUBUC ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}
b) ANB ={2,3}, AnC = {3,7},
BNC ={3,56}, ANBNC = {3}

-3,3,—4,4,-6,6, 8,8}

Z)1.

oA

A\ B={4,6,8}, B\ A={1,3}

a) A\ B={1}, B\ A= {4,5}

b) A\ B={7}, B\ A=1{0,2,4}
AUB ={k,l,m,n,o,p,q,r,s},
ANB={n,o}, A\ B={k,l,m},
B\A={p,qr s}

a) AUB ={a,c,d,e, f, g},
ANB={e, g}, A\ B={a,c},
B\A={d, [}

b) AUB = {1,4,5,6,7,8,9},
ANB =157} A\ B={1,9},

B\ A= {4,6,8)

9 uczniow

a) II b) III ¢) I

a) ANB,B\A b) A\B, B\ A

) ANB ={m,r,t} b) A\ B ={k}
) B\A={g} d) BNC ={g,r}
)
)
)

a

@ O

B\C={m,t} f) C\B={bl}
g) ANBNC ={r}
h) AUBUC ={b,g,k,l,m,r,t}

OsS liczbowa

1.

4.

= wlN

N ~—

C
( . C(13)
( 15), C(25)
(—200), B(400), C(500)
(—0,05), B(0,15), C(0,2)
(—0,03), B(0,03), C(0,05)
a) IV b) III ¢) II d) I

(1
(

2.3. Przedziaty

[€)1.

Z)1.

a) 3<zr<2 b)l<z<4

)

)——<a:<— d) 100 < = < 150
) — < 4, 6 liczb catkowitych
)

]

Y

b) % <z < 5 3 hczby catkowite

)

o

<z < —5, 1 liczba catkowita
<z < 40 101 liczb catkowitych

0] b) (%9 ¢ [:v2)
—1:5] e) [23;00) f) (—3;00)
—00; — ] h) (—o0;27]

(=8

—-2<

) —60
a) |—T;
)
g)

) (=
b) [-
c)

10.
11.

12.
13.

d)[3,14;7), 3 4<z <7
e) (—o0;10), x < 10

f) (V2;00), 2 > 2

g) [~1500), x> —;

h) (—o0;27m), x < 27

a) (0;4) b) [-4;0)

) (24:00) d) (~o0i V2]
a) (— ,3) b) (—4;2)

[1;

.a)—l 0,1,2,3 b) 1,2 3,4, 5

) 0,1,2 d) -6, —5, —4, —3, —2
a)4 b)6 c)6 d)8
.a) ACB

b) Nie zachodzi zadna z tych zalezno$ci.
c) BCA d ACB

a)[ ;5] b) [=3;5] ¢
) —

-
b) 5 ¢) %2 d)2

3;2] d) [-1;1]

QO

p=—1llubp=1

a)x €[1;2]1y € [l;5]

b) x € [-5;—1] iy € [0;4]

a)6 b)6 ¢)5 d) 8

a) -3<z<5 3

b) —VE <z < V51

c) 5 <z< 3l

d) —7m<z<2m; 4

a) 32, 7 b) -3, 7 ¢) zadna d) 7

2.4. Dziatania na przedziatach

[€]1.

a) AUB = (1;6), AN B = (2;4),
A\ B = (1;2], B\ A= [4;6)

b) AUB = [-4;3), AN B = {1},
A\ B =[-4;1), B\ A= (1;3)

c) AUB=[-5;3], AN B =[1;3],

A\B=0, B\ A=[-51)

d) AUB =(-3;2], AnB = (—1;2],

A\B = (-3;—1, B\ A=

b) 43+
—6 -3 0 2 4

a) [—5; —3] U [-1;4]

b) [—3;2) U [3;5)

¢) [-3;—1) U[200)
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Z]1.

3.

4.

6.
7.

a) AUB=(-3;4), AnB=1[-1;0),
A\ B=(-3;—-1), B\ A=[0;4)
b) AUB = (—4;3

),

ANB=(—4-1), B\ A= <-§
) AUB = [-5:4], AN B = (~2:0],
A\ B = [=5—2] U (0:4], B\ A = §

d) AUB = (—00;2], ANB =10;2
A\ B = (—-o0;0)U{2}, B\A=10
e) AUB =[-1;00), AN B = {2},
A\ B =[-12), B\ A= (200)
f) AUB=R, AN B =[-3;6),
A\ B=(—00;-3), B\ A=1[6;00)
a) (—o0; —2] U [3;00)

b) (=005 —3) U (5;00)

c) (—o0;0] U (10; 00)

d) (—o0; —v2) U [v/2; 00)

);

a) AUB = (—3;6), ANB = (0;1)U(3;4),
A\ B=(-3;0]U[4;6), B\ A=11;3]
b) AUB =10;7UI[8;9], An B = (1;3),

A\ B=1[0;1]U[3;7], B\ A=[8;9]
a) 10 b)7 ¢) 0 d) 3
a) B\A b) AnB

Rozwiagzywanie rownan

=

7.

a) spelnia b) nie spelnia

a)z=2b)z=-2c)z=1L
d)z=-4eaz=1f)az=2
a), d) tozsamosciowe

b), ¢) sprzeczne

=3

2.5. Rozwigzywanie nierownosci

[€]1.

2.

a), b) spetnia c), d) nie spelnia

a) z < —36; nie istnieje taka liczba
b) z > 22, liczba 3

) z < —5%; nie istnieje taka liczba
d) = > 20, liczba 21

a) nie b) tak

o

Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 75-81

), ANB = [-3;2],

5. a

o

=Y

10.

T <
.a)x>—-3 b)z>—-6 c)
>_

. a)
)
) (=
. a)
) x
) ©
)

. a

. a)
)

. a)

16
.a)x b) x >

c)z<—15 d)z >6

x
e)x<13 f) x > —

, ), f) tozsamosciowa
)

(=9

c ) sprzeczna

Y

c) [-

d (—— —3), —b, —4

zadna b) ¢ ¢)c d) b, ¢
b, ¢ f) zadna

185 b)

a,

>9

>2 ez o<l
<38 b)a>6v2 c) x> 45

ne{678} b) k€ {—2,—1}
<13imeN

ke {4,5} b) ke {234}

a;>—1 b)z< -3 c)z<4

r>-3 exz>-18 flz <2

3,4 b)3 4 c) wszystkie
d) —4, -3, -2, -1

a) [6; ) ) (—00;22) ¢) [-3;00)

) @

)

)

e)
c) x < 2

) x

)

)

a 1

d

c) m

d

Sumy algebraiczne.
Redukcja wyrazéw podobnych

1.

. P.= 54p2q4

. a) —22°
)

a) 18z%y? b) 22390
c) —4aPyz® d) —64atyte?
a) —48a"b b) —3a®b°
c) 24a°b’c d) 9a*b°c?
, V. =21p¢°
a) 63172 i —4a?
b) 2%y i ——a:3y
c) 227 y i 922y oraz —3zy? i zy?
)

=3

)Bxy_'_l 3
) Tz? yz—3xz
d) 3izy —|—2xz3
72

(¢

3$2y 7acy2

c) 5x® — 3%y
d) —5xy* + 322

2.6. Mnozenie sumy algebraicznej

Z] 1.

. a)

. a) 3z b) -2z

przez jednomian

a) 133 b) 204 c) 357 d) 418

a) 24z° — 22° b) 22° + 1a*

¢) 2%y — 3zty? d) 2yt — Llaty®
e) acgyz — 6a:2yz2 + xyz?

£) 2 — 4aPy? 4 La?ys?

a) —8z° + 11z° — z

b) —2z° — 20z*

) =322 —ay + 9y

d) 8z3y — 222%y? — 24xy?

o

)

a) 6x° — 8x* + 32°
) —42° + 82° — 22*
)3:1: —|—2x — 4a?

d) — 125 4+ 2* + 42°
)
)

=3

]

3 z?y? + zy?
6 6x2y +3:I:y4
—2z* y+:13y

d) 4x y—i—\/_:r;4y2

) z'y? — 2’y? +wy

) 62395 — V3zty

=3

c)

= O

.a) 4 4a b) 8a® — 24a°

c) 6a*b* —24a°0° d) a°b* — 3a’b*
A-TILB-1IV,C-1,D -1
c) 4xy d) —6xy?

6. a) —4z* + 112° b) —dz* — 32° + 22

10.
11.

12.

c) 10x2° — 202® d) —62° — 62° + 10z
e) —lx4 +52% f f) 3v2x* — 462>
a) 23x2y3 + iEy

b) _x4y2 +x4y3 +2$3y3

¢) 2%y’ — 227y — Loy

1
2
a) 117 b) 156 c¢) 255 d) 425
a) 62° — 4z b) z° — 22*

¢) 3z° — 3z* + 122°

d) 18z° + 92* — 54z

220 — 4zt + %x?’ + ng

a) 223y% b) 13zy?

C

— 3z%y? — 22%y

)
e) zlyz — 2x%y2? + xy2?
f) 623y2* + 22°y*z — 10y 2>

412%y? d) 32y + 22°y — 2 + 3yz

2.7. Wytaczanie jednomianu przed nawias

[€]1.

Z]1.

12.

13.

. a

a) 400 b) 450 c) 1500
d) 3600 e) 4800 f) 3800

.a)5(z+y) b)4(b— 2a)

9(z —3y*) d) —6(z* — 3y?)
13(3y* — 22) f) —11(a® — 2b°)
g) —12(4p — 3¢®) h) 25(3zy> — 5)
) z(4x +y) b) 2z(z* — 6y)

¢) zy(3 — z) d) 6pq(1l+ 3p)

e) 2b(l +3b—a)

f) 22y (4 — 5z + 2y)

<Y

. a) 427 (2x — 9) b) Ty*(1 — 247%)

¢) 5z*(x +2y) d) 5a(4x — 3y)
4b(2a + 3¢) f) 2xy(2 + 3x)
242 “ba+2 - 20)
h) 3p°¢*(Tp — 9q + 1)
i) 6xy(8:c + 3y — 2zy)
a) 400 b) 4000 c) 5000
d) 3700 e) 1000 f) 300
) ab(a +b?) b) iy “(a? —y)
) 3a*(3ab® — c*) d) 4y°(z*y + 22)
) 3a*b(ab — 2) f) 22°y*(3y + 4x)
) :vyZ(fE +y+2)
) xy2*(z +yz — z?)
) 222 y( — 2y + 32)
d) 32°y*(4xy + 2y — 32?)
)
)

o

e

SR

4y — 6
b 3zb(3a +b+2) = 9a’b + 3ab® + 6ab
c) 3t*(4t* — 3t 4+ 1)

) —45 b) —30 c) 225

a) 120 b) 24 ¢) 4 d) 2

1Y

A-CIT-AIII-B
11.

a) 3m(3m —2x +5)
b) 62%(32% + 4z — 2)
) 42* (22 — 4 + 32?)
) 32%(3z +y*) b) 32%(z%y* — 2y)
¢) 2zy*(3z — 1)
d) 2zy* (49> + 629?)
) 2z (3x%y — 32°y* + 6)
f) 3z (2x2y + 2x9% — 627y)
a) 3y°(3z* — 4y*) b) 4a*b*(2 + ab?)
¢) 2p°q°(4p + 2p*q — 3)

]

<Y

®
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2.8. Mnozenie sum algebraicznych

€)1 a) 2® + 7z + 12 b)p2—pq+6p 6q

c) —2p° —pqg+¢* d) 62> +20x +6
)
2.a) z® =3z +2 b) 22> + 522 +9
c) x° —dx + 4y — o°
d 290 +6m+5:vy+18y—3y
e)
)

w
&

V=zg*—2:2-28
V=xb—22*—2+2
2v/2—1 b) 11 — 55

=3

4. a

) 7—3v6 d) 16 + 710

5+2v6 - V3 -v2

5+2\f 2v/3 + 32

b)xz% c)xr=—

-3 e z>-1f)z>1

20 —2a+ab—b

6ab + 9a — 4b> — 6b

—12a® + 4a + 6ab — 2b

—4a — 8ab — 6b — 3

) 2a® — 4ab + ab® — 2b°

o O

f)

o
Y

r =
xr >

d

[

(Z] 1.
b

)

CN=7

f) —3a® 4 2a®b + 9ab — 6b>
2. a
b) 42?2 —4x—2xy+3y 3

c)x +x y+2x +ay + 1y 42y
2 — 2ty —22% + 2zy+x—vy
e) 227y + 62% — 122y — 4ay?

f) —162° +4xy
3. a) 2a® — 24 b) 12ab + b?

¢) 4y® — 4z* — 3ry d) 22° + 152
4. a

(=}

z? — :1:—12 —9,75

z —2* — 6, —6,375
P=da*>+2a b)1
3r+7 b)a+3

5x + 12 lub 4x + 13
—20 b) =6 c) —4 d) 10
= —10 b):c:4
kL
b) x < —

b
® T

6. a

C

)
)

oy N

10. a) c) x>

|ut

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
) 2% + x4 2xy — 4y — 6
)
)
)
)
)
)
)
)
)

A\
o= W

11.
12.

b) 10 ¢) 0

a)
a) 160 cm i 100 cm b) 57 cm?
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e 3a2+7ab 6b> f) 8a” — 8ab + b

> —x+5y—y>—6 f)zt 22+ 1

13. 14 cm
14. a) 12k* b) 6 c) 6k> d) I* — 4kl
b)z=1c)z<s3

2.9. Wzory skroconego mnozenia

€]2.a) 2> + 22+ 1 b) 2® +4x +4

c) 22 — 62+ 9 d)a: —10x+25
4z° + 4z +1 f) 12 + 2z +4
g) 162> — 8z + 1 h)4:13 — 2z + ¢

)

% + dzy + 4y°
) 4x? — dxy + 3>
c) 9z + 12y + 4y°
d) 9% — 24xy + 164>
:c2—xy+4y
f) 92° + 3zy + 1y

g 4x2—xy+16y
) 127 + 37y + 5y
)

)

¢]

©»
&

b

®

=

4. a) 8 +2v/7 b) 14 —6+/5
c) 39 — 12v/3 d) 21 +8v5
e) 5+2v6 f) 12 —2v/35
g) 21 +6v10 h) 63 —2v/3
7. a
c) 4z — 16 d) 252% — 36
> —16y° f) 9y® — 127

]

8. a

z? —9 b) % — 49
e)l

8 b)33 ¢) -4 d) —1L%
12 f) -1 g) —1 h) 4 i) 45

o
®

)
)
) 9z
)
—8V5—20 b) 9— 32
c)4\/6—10 d) 48v/3 410
)

(Z]1. a
d

2. a

1
) —2 ¢) 8z + 24y?
13:162 2
7 b) 16 c) —7-8V2
b) —3 423
d) 12 — 21/30
b) 1 ¢)2 d)2
5. a) 66 + 361/2
b) 78 — 24+/3
c) 48 + 24+/3
6. a) 14 b) 12 — /24310
7. a) —18V10 — 42 b) 16v/3
c) 96 — 12y/5 d) 0

<Y

o

) 10

<4

)
)
)
)
)
)
)
)
)
) —
)
) 6
)1
)
)

9.a)49 — Mz +2° b)2° +x+ 1
¢) 42° + 16x + 16
d) 92° + 48z + 64
)ix + 4z + 64
) 22% — 8z + 36
g) 0,252% + 0,4z + 0,16
h) 0,012* — 0,5z + 6,25
10. a) 11 +64/2 b) 6 —2V/5
c) 34 —24+/2 d) 37+ 12V/7
e) 23 +4y/15 f) 18 — 12v/2
)
) 6

== @

g) 4,5 h) 3,5+ 6
b) 6 c) —4

Liczby wielokatne
1. 400

3. 51

4. 1, 6, 15, 28, 45

11. a

2.10. Zastosowanie przeksztatcen
algebraicznych

G0 st ) sigpln
Q) ~4-3VT d) TP o) 38
2. a)$:3 byzr=1c¢)z=5
3.a)z>—-1 b)z< -1
c)z>3 d)z<2
4. a)z=—-4 b)x=3 ¢)z=-5
dz=3 e)oz=—1 f)z=—7
g)z=-3 hzr=-2i)z=2
5. a), d) sprzeczne
b), ¢) tozsamo$ciowe
6. a), d) tozsamosciowa

Z]1. a) ‘/§2_1, tak b) 2tY2 tak
)

3

) 4V/3 — 6, tak f) 12v/2 + 16; nie
g) V6 4+ v/5; nie h) 2/5 — 2v/3, tak
i) 2¢/7 + 2v/2; nie j) V6 — 2, tak

) — ‘/—+3‘/_ ; nie 1) #,tak

b

N
o

) iwx:L3qxeR
d) sprzeczne e) x =18 f) z = V2

2
3. a) b) z e R
) d) x>~

8
I

o
8 8
NN

IFNINTS

)
. a)

c) d)( ]

)
. a) @ b) 2+ V3 ¢) 4+2V2
)

22— 6 e) 7+4V3
r=-3 b)z=5

c) sprzeczne d) x =10
—5 b))z <5
d):l:<—

8 8
VANV/AN
Wl

c)

2.11. Wartos¢ bezwzgledna

[€]1.

a)5 b)5 ¢)v3—1

d)3—3 e)3v2-4

f) 5 —2v/5

)r=—-2lubx =2

b) x = —10 lub z = 10

x =0 d) brak rozwiazan

b)y ¢)x

— V3 b)4-2V3 ¢ 3VI-23
€ (~8;8) b) x € [—4:4]
€ (—o0;—3) U (3;00)

€ (—o0;—3] U[3500)
S

x € R\ {0} d) sprzeczna

V2 f) 2¢/3 -2

x4+ |z| =10, x — 2|z| = —
b) z+|z| =0, z—2/z| = —
)z +|z| =0,z -2z =6—3V6
d) = + |z| = 6v2 -8,

)

.a)5 b)0 ¢) 0 d) £
)
)

]

r—2lr| =4-3V2
a)r=—4, =

b)z=-14,z=14
c)xr=—6,z==6
d)z=-1z=1
e)r=—3, =3
f)x =-8 ==

glr=—-1,z=1

a) |z| > —7dlax e R,
lz] < =T dlaxz €
b) |z| > —3 dla z € R,
x| < -3 dlax e
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5.a) 1—v2,14++v2 b)1—+/2 2.a)4 b)1 ¢)3 (Z]1. a), ¢), f) tak b), d), e) nie 3. a) tak b), ¢), d) nie
c) -3,14++2,3 d) -3,3 B.ayjz=2 b)yz="7 . C .a)0 b)1 ¢)1 d)0
6. a) [—3;—1]U[1;3] b) (—5;—2)U(2;5) c)r=-43 dz=3] 3.a) (1,7), (3,4), (5,1) b) (3,2) 5a)z=1,y=2
c) [—4,—3%)U(3%;4] 4.a)n=6 b)n=9 ¢) Nie ma takich liczb. b)m:_%,y:_l?)_i”
7.2) 3—v7 b) 3— 205 <) 3T 4 Jr=zibn=s dn=l 4. a)up.xty=3 b)up.y—z=2 6. a), ¢) nicomaczony
8.a)x:—§,x—§ b) = —4, = 5.a)mi—1§ (113)96>1§ ¢)np. 4z +3y=3 d)np. 2z +y = -9 b) sprzeczny
)r=-13,2=13 d)z=0 )z -1 d)z<g s y+8=u=z b) z + 2y = 10 7. a) np. 6z — 1 = 8y
9. ) (—4i—1)U(L;4) b) [<6%;—5Ufs;68) &) T )2 o4 d) =2 P sy =s y=la b) np. 6z —4 = 8y
7. a) nie jest b) jest 3r — 8y =
o (-3-31U3) &) FH-FUlHs] ) mie jest b) j o o [a=0d ¢) np ot
.a) —4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4 . 0.2 4+ 0,65 = 4 8.a)or=-8 y=1
Zestaw | b) =2, -1,1,2 ¢) —4,-3,-2,2,3,4 b) z = %’ y %
=1,1b
a) (<21 b) (53] 10.2) 0 b) 2 <) 1 {(1”1’: A ¢) z =18,y = —29
—9._ a— = :
¢) (—o03d) d) [~5; 2] Przed obowiazkowa matura z matematyki - biai , . 30— O 9. a) sprzeczny  b) nicoznaczony
2. a) 31 b)z>—1 ¢ z>—5 . pary spelniajace réwnanie x + 3y = 9: ¢) oznaczony
Drcl o) r<s f)r<o 1.C 22A 3.C 4B 5 A 6D 7.A (0,3), (3,2), (6,1), (9,0);
3 bY 222 8.B 9.B pary spelniajace réwnanie 5z + 2y = 19: 3.3. Rozwigzywanie uktadéw réwnan
. a; 2%[6+ 6(;’7)+i +)82$ +2z+13 10.1. FP 10.2. 7 (1,7), (3,2); tak metoda przeciwnych wspétczynnikéw
c) —16x x
11. FF
e) 822 — 16z + 10 f) —522 + 10z 1o o 8a){m+y=5 [€]1. a; y—3 b);:—l y=1
4.2) 22> —29 b) 15 ¢) 52>+ 9 d) —6 13' /3 x—y=2 2" _5’9__b
5.a) —2v/3 b) 12V/3 ' atb—14 ca)x =1, y——l )z =-5y=2
14. CE ) gz=1y=1
6. a) 22 b) 8v/3 ¢) 6— 83 d) 26 15 Pp 1,24+ 0,70 = a +b d)z=2y=-3
7.2) 2+2V3 b) 442V3 16. A2 3.2. Rozwiazywanie uktadéw réwnan e) r = —3 y=1
c) —2—+3 d)3-V3 17. AE metoda podstawiania fle=1%y=-2
8.a) -1 b) —9+4V5 c) 18 18. [1; o) €l1.a)x=10,y=1 b)x =19,y =37 Sa)z=2,y=-2b)ar=T7y=-3
.a) (z+5)2%, z=—-5 b) (z—8)2 =38 19. 0. 1. 2 )r=32y=2 d)z=8y=4 c)z=19,y=08
¢)(Bz—1)*,z=3 d) (dz+1)*, z=—1 21 5’ ’ e)r=3,y=—-1 f)a=-3,y=—4 4.a)np.5i3 b)np.2i3 ¢)np. 2i-1
_ 2 .
E)) E?m + 2)) z :_g 22. 10 2.a)z=5y=1 b)x= %, Y= % 5. a), c¢) sprzeczny b) nieoznaczony
2 e 26. 1 c)r=1y= z]l.a)z=5,y=3 b))z =1,y=-3
Zestaw II 28;6(—3'2] Sar=1ly=-1bjz=2y=-2 ) x=245y=18 d)z=2,y=05
1. a) ANB = (2;4], AUB = [~1;5) 29. 4 | oe=3y=-T ¢) nieoznaczony: z € R, y = =3 +5
A\ B=[-1;2], B\ A = (4;5) ’ o ' ' . 4. a) nieoznaczony b) oznaczony f) sprzeczny
b) ANB = (3;5], AUB = [2;7), Wykorzystanie réwnan do rozwigzywania c) sprzeczny 2. a)r=—8, y =
A\ B=[2;3]U(5;7), B\A=0 zadan Z)1la)z=22,y=16 b)z=1,y=—3 b) z = =5
¢) ANB={2}, AUB = [-4;9), 1.6 cgz=1y=0 d)2w=1,7,y=0,9 ) z= y—5
A\ B =[-4;2), B\ A=(2;9) 2.4 e)z=—%y=-2 f)z=10,y =20 d)z=3y=5
d) AnB ={0}, AU B = (—o0; 4], 3.75h 2.a)r=2,y=-3 B.a)z=-2 y=-%
A\ B =(—00;0), B\ A=(0;4] 31 C ) dhad 16 ) b) x =-28,y=-1,8 b)xz=3y=141
e) ANB=(-2;—-1), AUB = (—o0;4), 1. Co to jest uktad rownan c)rx=5y=-1 c)x=5y=2
A\ B = (—o00; 2], B\ A =[-1;4) (€] 1. 6 monet 10-groszowych i 3 monety d) x = %, Yy=2>5 d)zr=1y=-2
f) AnB=(2;5), AUB = [0;00), 50-groszowe e)x=05y=-15 e)z=—-1y=1
A\ B =[5;00), B\ A=10;2] 2. C fa =4,y = f) nieoznaczony: z € R, y = —1z + ¢
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4 a)z=-1,y=1
. . o 4
b) nieoznaczony: x € R, y = 22 — 3
c)rx=-2,y=5
d)z=, y=3

3.4. Uktady réwnan - zadania tekstowe (1)
¢l1. 101 40
2. a) 1,5 kg sliwek i 2,5 kg wisni
b) 1 kg marchwi i 5 kg burakéw
3. Tomek 15 lat, siostra 11 lat

a) Daria 10 lat, Maria 15 lat
b) Olek 27 lat, Alek 17 lat

1. syn 16 lat, ojciec 51 lat
2. Ania i siostra po 15 lat, brat 21 lat
3. 20 monet 2-zlotowych

i 10 monet 5-zlotowych

4. 7 monet 1-ztotowych

i 5 monet 5-ztotowych

5. 6 monet 1-ztotowych,
12 monet 2-ztotowych
i 14 monet 5-zlotowych

6. 7 monet 5-centowych
i 4 monety 10-centowe

7. 5 monet 5-centowych,
15 monet 10-centowych
i 9 monet 25-centowych

8. 65 cm?
9. 7cmi21 cm lub 3 cm i 25 cm
10. 10 cm, 4 cm, 10 cm, 16 cm
11. 10 z! normalny, 7 zt ulgowy
12. 371 73
13. A=354, B=34
14. 70 biletéw ulgowych i 140 normalnych
15. 7 cm
16. 25 cm, 90 cm

3.5. Uktady réwnan - zadania tekstowe (2)

Cl1l.a)15 b)1g

2. predkos$é wlasna todzi — 8 km /h,
predko$¢ pradu — 4 km/h

3. predkosé¢ wlasna todzi — 12 km/h,
predko$é pradu — 2 km/h
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(z]1. 300 dziewczat, 200 chtopcow

Bartek 1200 zt, Pawet 1600 zt

6000 zt do banku A i 4000 zt do banku B
6000 zt w banku X i 14 000 zt w banku Y
1,5 kg stopu 40% i 0,5 kg stopu 80%
60% i 40%

3 h, 60 km

120 km

20 km

.80 g

. 40

. 0,5 kg

. 5000 zt

14. z = 6000, y = 4000

WX N A WD

R R R R
W N =, O

Zestaw |

l.ajr=6,y=4
b) nieoznaczony, = € R, y = 0,4z — 1,9

c)r=1,y=
d)x=-3y=-2

2. a), c), d) nie b) tak

3. a), d) nieskonczenie wiele
b)1 ¢)0

4.a) 49 b) A=83, B=38 ¢) &

5. 6 chlopcow, 17 dziewczynek

6. 3 jabtka i 2 banany

7. 36124

8. tak

9. 8,80 7t

Zestaw I

l.azx=3y=-4
b)z=4,y=1

2. a) m = 1: jedno rozwiazanie,
m = —2: nie ma rozwigzan
b) m = 1: nieskoniczenie wiele rozwigzan,
m = —2: jedno rozwiazanie
c) m = 1: jedno rozwigzanie,
m = —2: nieskonczenie wiele rozwiazan

11 5. 26
3. a)7n_17,k—17

b)m——l,k:%

4. a)z=32,y=6 b)z=0,y=-1
grz=2,y=2 d)z=1,y=—-4
e)z=—2,y=2 £)z=0,y=0

5. a) 400 g roztworu 5%

i 1000 g roztworu 40%
b) 7,5 g roztworu 10% i 2,5 g roztworu 6%
¢) 5% i 10%

56 g proby 750 i 44 g proby 375
v1 = 60 km/h, v = 90 km/h

o 18.00, 180 km

. 480 km

0 ® N o

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
1.C 2D 3.D 4D 5B 6.D 7.C
8.D 9.B

10. PP

11. PP

121. C 122. E
13. B2

14. BH

15. TiIII

16. 10 banknotéw 10-ztotowych,
17 banknotow 20-ztotowych,
10 banknotéw 50-ztotowych

17. a = 55°, B = 25°, v = 100°
18. 28

19. po 5 monet 10- i 50-groszowych, 12 monet
1-zlotowych, 6 monet 2-ztotowych

20.x:—%,y:%

4.1. Pojecie funkcji

€ 2.a) f(2)=—1, f(4) =

b) f(z) =2 dla x € {3,4},
nie istnieje argument, dla ktérego funkcja
przyjmuje wartos¢ 1.

3. Wartoéciami funkcji nie sa 1 i %
Wartosci przyjmowane dla dwoch
argumentéw: 3 i 2.

.a)3 b)0,1,5 ¢) 2 d) dla zadnych

5. a) nie b) tak, 2

6. miejsca zerowe funkcji f:

a) 2 b) brak ¢) —1,1 d) 2

(Z] 1. miejsca zerowe funkcji f: a) 0 b) —1

2. a), b) dla trzech argumentow

3. a) 0, 2 b) brak miejsc zerowych

4. b) Wartodciami funkcji f nie sa: 2, 3, 5;
114 sg przyjmowane dla dwoch argumen-
tow.

5. wartosci dodatnie dla:
a) 1 argumentu
b) 3 argumentéw

6. wartosci ujemne dla: —1, 0, 1,
dwa miejsca zerowe: —2, 2
8.a)45 b) 22 ¢)18 d) 9
9. a) dla dwdéch, miejsce zerowe: 3
b) dla dwbch; nie ma miejsc zerowych
10. dla trzech
11. {n e N:1 < n < 18},
f(z) =3 dla x € {12,21, 30},
f(x) =7dlax € {16, 25,34,43,52,61, 70}

Uktad wspotrzednych

1. P(4,0), Q(2,3), R(5,1), S(0,4),
T(-2,3),U(3,-2), W(-1,-2)

2.a)II b)IV ¢) 1 d)III

4. a) 6 b) 40

5.doTi,01

4.2. Szkicowanie wykresu funkcji (1)

€]2. a) Y 5
B
o1 T T %
b) YA £ & B4 & %%
....... SRINREN
T g
o 1 iz
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6. b)

(Z]2. a)

I 296 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 155-157

4.3. Szkicowanie wykresu funkcji (2)

1.2 1y

{ —2z dlaz € (—o0;0)

2z dla z € [0;00)

| =3z dlaz € (—00;0)
f) = { 3z dla x € [0;00)

B | dl:a T —:oo:;
f(@) = { : = (oait)

1z dlaz € [0;00)

B z dlax € (—o00;0)
f@) = { —z dla z € [0; 00)

4. a)

— N[ ‘

|4 16

~~
~
&
N—
I
—_
N
()
N
[a—y
NG

. a) nie nalezy b) nalezy

9. a), c¢) nie b) tak

Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 157-160
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b) np. (—4,8), (—2,2), (0,0), (2,2), (4,8)

6. a) f(=3)=1, f(2) =2
: : Y‘ Lo

W ..
ol 1%

12. np. (=9,27), (=3,3), (0,0), (3,3), (9,27),
(27,243)

4.4. Monotonicznos¢ funkgcji
€]2. a) tak b) tak c) nie
3. a) £ 3

b) nie

(z]1. a) maleje w (—3;2], stala w [4;6),

rosnie w [2;4]
b) maleje w [—2;0] i w [2; 3],
2], [0;2] i w [3;6)
2. Wszystkie zdania sg prawdziwe.
3. a) rosnie w [—4; —2] i w [2; 5],
maleje w [—2; 2]
b) rosnie w [—4; —1] i w (—1; 5]

ro$nie w (—3; —

4. a) tak; nierosnaca
b) tak, rosnaca
5. a) ro$nie w [2;6),
maleje w [—4; —2],
jest niemalejaca w (—5; —4] i w [—2;6)
b) rosnie w (—5; —4] i w [2;4],
maleje w [—4; —2] i w [0; 2],
jest niemalejaca w (—5; —4], w [—2;0]
iw [2;6)

Wykorzystanie wykresu
do prezentacji informacji
1. a) A: —5°C, 12 stycznia,
B: —7°C, 10 stycznia
b) A: 4°C, 7 stycznia,
B: 1°C, 2, 3, 14 stycznia
c) A: 2-4, 9, 10, 12, 13 stycznia,
B: 2-12 stycznia

4.5. Odczytywanie wtasnosci funkcji
z wykresu (1)
(€)1, a) D = (=5 1] U (2;6]
b) D = (—5;—3) U (—3; 5]
) f(D) = (1;4]
b) f(D) =[0;4)
c) f(D) = [0;00)

3. Funkcja f przyjmuje najwiekszg

A
»

wartosé¢ réwng 2 dla x = 4.
Funkcja g nie przyjmuje wartosci
najwiekszej.
Funkcja h przyjmuje najwieksza
warto$¢ réwna 3 dla x = 3.

-a) D =[-2;4], f(D) = [4;4],
fmin = —4 dla x = 2,
fmax =4 dlax = -2
b) D = [-4;3), f(D) = (—5;4],
nie przyjmuje wartos$ci najmniejszej,
fmax =4 dlaxz =0
¢) D= (-5;5), f(D) =[-4;2],
fmin = —4 dla z € (—5; =3,
fmax = 2 dla x € [0; 5)
d) D = (-55), f(D) = [-4;4],
fmin = —-4dlaxz= —2,
fmax =4 dlaxz =2
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1. e) D=[-3;—-1]U[1;5],
f(D) = [—4;=2] U [3; 4],
fmin = —4dlax = 5,
fmax =4 dlaxz = -3
f) D= (—4;—-1]U(1;4],
f(D) =[-4;-1) U [1;4),
fmin = —4 dla x = —1,
nie przyjmuje wartosci najwiekszej

2. a) f(D) =[-1;3]

b) f(D) = [-1;0] U [1; 3]

c) f(D) =[-1;1) U (23]

3. a) f(D) = [1;6]

b) f(D) = [1;3] U [4; 5]

¢) f(D) = [1;2] U [5; 6]

4. a) D= (35;4] b) D = (1;3) U (3;00)
c) D (23)U{%}

d) D =1{2,3,1

5. a) fumin=—1dlaz=—1,
fmax =2 dlax = —4
b) fmin = —2 dla x =0,
nie przyjmuje wartosci najwiekszej
€) fmin = —2dlaz =0,

nie przyjmuje wartosci najwiekszej

7. a) f(D) = [-4;-2]

¢) f(D) =[-} 5
8. a) g(D) = [0;3] b) g(D) = (=10)
c) g(D) = [-1;3) d) g(D) = [-1;00)

4.6. Odczytywanie wtasnosci funkgcji
z wykresu (2)

€1 a) f(z)=0dlaz=1,

x)=2dlaxz e {-1,3}

f(x) =0dlaz € {-4,0,2},

x)=2dlaz e {-3,—-1,3}

rak miejsc zerowych,
f(z)=2dlax e {-2,0} U[2;4]

2. a) f(z)=0dlax € {-3,2},

) >0dlax € [—4;-3),

z) < 0dlaz € [-3;6]

(z)=0dlaze{-3,-1,3,5},

o
~—
o

f(x) >0dlaxze|[—-4;-3)U(-3;—-1) U
U(3;5), f(z) <Odlaz € [~1;3|U{-3,5)
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3.

(] 1.

3. b)

a) EEE 7Y
mEE A
o 1 X
f(x) =3 dlax = -3,
f(x) > 3 dlaxz € (—o0;—3),
f(z)=1dlax e {-1,1} U[3;00),
flz)<1ldlaxe[-1;1]UI[3;00)
R ERERE BuEEr
A
o]l 1. @ X

f(x) =3 dlax € (1;00),
nie przyjmuje wartosci wiekszych od 3,
f(z)=1dlaz € (—o0; —1] U {1},
f(z) <1dlax e (—oo;1]
€ (—oo; —4] U {0} U [4; 00)
a) f(z) =0dlaz e {-2,0,3},

I

f(z) > 0dlax € [—4;0] U [3;4]

b) f(z) =0dla z € {—4,-2,2,3},
f(z) >0dlax e (—4;-2)U(2;3),
f(z) > 0dlax e [—4; —2] U [2; 3]
c) f(x)=0dlaz e {-4,-2,0,2,4},
) >0dlax e (—4;—2)U(—2;0),
z) > 0dlaz e [-4;0]U{2,4}

.a) f(z)=—-1dlaz=—1,

z) < 3dlaxz e (—o0;1]
flx)=—1dlaz= -1,
z) < 3dlaz € [-5;00)
¢) f(z) =—1dlax = —4,
f(z) <3dlaxz e (—o0;4]

.a) f(z)=1dlaz=—1,

> 0dlaz € [—4; —2)U(—2;0)U(3;4],

f(z) > 1dlax e (—oo;—1] U[1;00)
SRR
I U T A
NI
o] 1 X

f(x)=1dlax € (—o0;—4) U{—1, 1},
f(z) > 1dlax e (—oo;—1]U[1;00)
| ol 1 X

c) f(.)—ldla:ve( 00; —2]U{

11
2721

fle)z1dlaz e (— ,—%]U[;,oo)
o] 1 X

d) f(z)=1dlaz € {—3,3}U(1;00),
f(a:)}ldlame[?——]u[ 00)

&

o] 1

.a) f(x) =0dlaz e {-3,2},

<0dlazx € (-3;2),

<0dlax € [-3;2]

x) =0dlaz € {-3,3},

< 0dlaz € [—4;-3),
<0dlaz e [—4;-3]U{3}

¢) f(z) =0dlaz e {-3,—-1,2},
f(z) <0dlaxe[—4;-3),

flx) <0dlaze|[—4;-3]U{-1,2}

)
)

- s T s %
~—~~ N~ —~
g
—~
~—

.a) f(z)=2dlax e {-2,4},

flx)<1ldlaze(—1;2)
i : i .Yﬂ

o

b) f(z) = 2 dla & € {~2} U [2: o0),
fx) <ldlaze (—1;1)

Wykresy jako nosnik informacji
finansowych

1. a) X: 40 z1, Y: 50 zt
b) X: 50 zt, Y: 10 z}

4.7. Przesuwanie wykresu wzdtuz osi OY

) [2;00)
b) [—2;00)
¢) [—3;00)
d) [3;00)
) 9(D) = (—00;4]
b) g(D) = (—o0; 0]
¢) g(D) = (—o0; —1]
2. a) f(Dy) = [0;4], g(Dg) = [1;5],
h(Dn) = [-2;2]
_________________ f §
_ o T X
b) f(Dg) = [0;1] U {3},
9(Dg) = [1;2] U {4},
W(Dw) = [-2 -1]U {1}
! ' 1y : ;
........................................ Gf
I
O 1 X
3. a) a=
b) a =
4. g(x)—x +1, h(z) =2 -4
5. a) 0dlam € {-3,—1},
1dlam=2
b) 0 dla m = —3,
1dlam= -1,
2 dlam=2

c) 1 dlam = -3,
2dlam e {-1,2}
d) 2 dlam e {-3,—1,2}

7. a) f(D) = [3;00)
b) f(D) = [~1;00)
c) f(D) = [=3;00)
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4.8. Przesuwanie wykresu wzdtuz osi OX
¢]1.a)1 b) =2 ¢) =3 d) 4
=[=26] b) D =[-T7;1]
= [-8; 0]
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(Z)1.

4.

5.

13.

a) g(1) =0 b) g(=1) =0
c) g(=2)=0
a) [=2;5] b) [-1;6]
c) [-5;2] d) [-6;1]
a) brak miejsc zerowych,
f(D) = [3;00)
b) f(z) =0dlax € {-1,5},
f(D) =[=3;00)
¢) f(z)=0dlax e {-3,1},
f(D) =[-2;00)
a) g(x) = |z — 3| +2
b) g(z) = |z + 4| -3
c) g(z) =z + 1] +2
a) f(z) = (z —2)* -2
b) f(z)=(z —1)* +2
c) f(z) = (z+2)* -1
a) Dy = [—4;4], g(Dg) = [-1; 5]
b) Dy = [-6;2], g(Dy) = [~4;2]
¢) Dy = [-1;7], g(Dy) = [0; 6]
d) Dy = [0;8], g(Dg) = [-6;0]
a) 4 b) 16
a) 6 b) 11

a) Dy = [0;8],
g(x) =0dlax € {1,3,7}
b) Dy = [-5; 3],
g(x) =0dla xz € {—4,-2,2}
2) 9(Dy) = [0; 00),
g(x) =0dlaz = —1,

h(Dn) = [—1; 00),
h(z)=0dlaz=-32,2=—1
b) g(Dg) = [0;00)
g(x)=0dlax =4

h(Dn) = [=2;00)
h(z)=0dlax=3,z=5
a) P

4.9. Przeksztatcanie wykresu przez symetrie
wzgledem osi OX

(¢]1.

a)
(
)

T

a)
b)

. a)

b)
a)

Dy = Dy = [-4;5],

Dy) = [=1;3], 9(Dy) = [=3;1]
f rosnie w [2; 5], g rosnie w [—2;2]
f(Dg) = [ OO) 9(Dg) = (—00;0]
f
f
f
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. a) f ro$nie w (—oo;O], stata w [0; 00),

g maleje w (—o0; 0], stata w [0; 00)

b) f maleje w [—2; 3],

;—2] 1w [3;00),

g ros$nie w [ 2; 3],
—2]

statla w (—oo

stata w (—oo iw [3;00)

c) f maleje w (—oo;O], ro$nie w [0; 00),

g rosnie w (—o0; 0], maleje w [0; c0)
d) f maleje w [—2;1],

stata w (—o0; —2],

ro$nie w [1; 00),

g ros$nie w [—2; 1], stala w (—o0; —2],
maleje w [1; c0)

) Dy = [=2;6], Dy, = [-5; 3],
(Dg) = h(Dn) = [=3;1]
b) Dy = [-2;8], Dy = [-5;5],
9(Dg) = h(Dp) = [-3;0]
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6. v/ g .
1 ............................................... ..... B S
] R R W
7. a) (-1,0), (1,0)

b), f) brak punktéw wspdlnych

) (2,0) d) (=2,0) e) (=4,0), (4,0)
2) 9(D) = [~2;0],
g stata w [—3; —1] U [2; 4],
maleje w [—1;0] i w [1;2],
rosnie w [0; 1]
b) g(D) = [-2;1], g stala w [2;3],
maleje w [1; 2], rosnie w [—2; 1]
c) g(D) = [-2;2], g maleje w [—2; —1],
ro$nie w [—3; —2] i w [—1; 3]

C

4.10. Przeksztatcanie wykresu

(¢] 1.

przez symetrie wzgledem osi OY
Dy =[—4;2], f(x) =0dlaz =2,
g(x) =0dlax = -2

2. D = [—6; 2], miejsca zerowe: —5, —3, 0, 1

(Z) 1.

. D=[-5;4], g(x) =0dlaz € {-3,1},

f stata w [—4; —2], maleje w [—2; 1],
ro$nie w [1; 5],
g stata w [2; 4], rosnie w [—1; 2],
maleje w [—5; —1]

z?  dlaz € (—o0;1)
(z) = { —z+2 dlaz € [1;00)
o Dr= 45 0y = 15
b) Dy = [—4;3], Dy = [—3;4]

Q

¢) Dy = [=3;4], Dy = [-4;3]
—z dlaz € [~3;3]

a) g(z) = { —3 dla z € (3;5]
(z dlaze[-62

b) 9(35)_{2 dla z € (2;4]
a) -

o1

4. a) f stala w (—o00;2] i w [3; 00),
ro$nie w [2; 3],
g stata w (—oo0; —3] i w [—2; 00),
maleje w [—3; —2],
h stala w (—o0;2] 1 w [3; 00),
maleje w [2; 3]
b) f stala w (—o0
maleje w [—1;4],

g stala w (—oo; —4] i w [1; 00),
ro$nie w [—4; 1],
h stala w (—oo; —1] i w [4; 00),

ro$nie w [—1;4]

Dy = [ 6; 4]

f(x) =0dla x € {1, 3,5},

g(z)=0dlaz € {-5,-3,—1}
) f

6. a
g stala w (—o0; —4], maleje w [—4; 00),

ro$nie w (—oo; 4], stata w [4; 00),

h maleje w (—o0;4], stata w [4; 00)

b) f maleje w (—oo; 1], stata w [1; 00),
g stala w (—oo0; —1], rosnie w [—1; 00),

h roénie w (—o0; 1], stala w [1; 00)

4.11. Proporcjonalnos¢ odwrotna

A1 £ (1),

g: (1,4), (27 2), (4a 1),
he (1,6), (2,3), (3,2), (6,1)
2. 6; nie zalezy

3. a) kolejno uzupelniamy: 6, 4,5, 3, 2

4.

O T TP T

. kolejno uzupetniamy:

a) 8, 4,2 1,6 b) 10, 5, 4, 2
wzér:a) y=2,2>0 b)y=-2,2>0

k=15

€T 1 2 3 4 5 6
y'15i7,5' 5 375 3 |25

.a)4h b)3h 20 min c)2,5h

d) 2 h 24 min
thi¢ f4: ¢ ¢ 1 f 14 i
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o 1 X
d) 6
6. D={neN:3<n<<12}

FO

o T T T T T T T 117
Zestaw |
1.a) D={-2,-1,0,1,2},

f(D) ={-1,0,1},

miejsca zerowe: —1, 0,

fmin = =1, fmax =1

b) D ={2,3,4,5,6}, f(D)={-3,0,3},
miejsca zerowe: 4, 6,

fmin - _37 fmax =3

a) f(X)=1{0,1,3,4} b) f(X) =[0;4]
¢) f(X) = [0;00)
a) rosnie w (—4; 2], stala w [2;4),

(r) =0dlaz = -2,

() >0dlaz e (—2;4)

) rosnie w [1;4), maleje w (—4; —2],

stata w [—2; 1],

f(z)=0dlax € {-3,3},

f(z)>0dlax e (—4;-3)U(3;4)

c) rosnie w (—4; —2] i w [0;4),

maleje w [—2; 0],

f(z)=0dlax e {-3,-1,2},
f(z)>0dlax e (=3;—-1)U(2;4)
a) g(Dy) = [2; 6], h(Dn) = [=3;1]

b) ( ) [ 1a7)a h(Dh) - [_6; 2)

f
f
b

. Dg =[-2;2], Dy, = [3;7]
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7. a) g(z) = —x+2, f(Dy) = [-4 —1]
9(Dg) = [1;4]
b) g(z) = 32— 1, f(Dy) = [-1;2]
9(Dg) = [-2;1]

8.a) Dy, =[-3;-1], g(x) = —x — 1,

Jmin — O; Jmax — 2
b) Dy = [-2;4], g(z) = — 3z + 2,
gmin — 0, Jmax — 3

Zestaw Il
a) f(3v/2
) f(3v/2
)

)=1, f[(V2-6)=—
)=4, f(V2-6)=1
f(x)=—-2dlax e {-2,1},
fx)<0dlaz e (—3;—-1)U(—1;3)
b) f(z) =—-2dlaz =1,

f(x) <0dlaxe[-1;2)

¢) f(z) =—-2dlax € {0,2},

f(x) <0dlazxe (—1;1)U(1;3)

3. a) g om Y‘ §f:

b
2. a

<%

-a) P11

)f()
) =

(
b) P nalezy do wykresu funkcji h,

>

@ — do wykresu funkcji g,
R — do wykresu funkcji f

. )
b)
h(Dy) =
c)
................................. 1 1 * h
00 =

11.

f(Dy) =A{1,2,3},
Q(Dg) ={-3-2-1}
b) f(Df) ={-4-3,-2, 1}7
g(Dy) = {1,2,3,4}

f

(Df)_{ovza 7272}
9(Dg) = {-2,-35,-1,-3,0}

4 punkty

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
1.D 22C 3B 4A 5D 6.C 7.B
8.C 9.C 10.D

11.

FF 12.FF 13.CI 14. A3

15.1. [-3; —1] U [1;4] 15.2. [-2;0]

19. -2, 1
20. 15

21. 8

22.1, 5,9

23. A

stata w (—o0; —3], rosnie w [—3; —1]
i w [0;00), maleje w [—1;0],
g(z) <0dlaz € (—o0;—2]U{0}
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Punkty kratowe nalezace do prostej 10. l1: y =32+ 4,1y y = —x +1, 5.a) |[PQ|=3 b) |PQ|=4,5 10. 1:500

1
1. a) punkty nalezace do odcinka AB: ls: y=32 -2 6. a) k1:(0,0), k2: (0, —4), k3: (0, 3), 11. a) (-2 ) (0,6); rosnaca
(-3,-3), (—1,-2), (1,-1), (3,0), M.a)y=2—1Loiy=9" k4:(0,5) b) (—3,0), (0, —3); malejaca
punkty nalezace do prostej [, ale b)y—4(1—2)iy=—2(+1) b) ki: (10, 0), k2:(0,—1), k3:(0,8), c) (—6 ) (0,3); rosnagce.t
nienalezace do odcinka AB: 9 y— Lt 12 e ka: (0,3) d) (—3,0), (0, —2); malejaca
(=5,—4), (5’1)_’ (7,2) _ s T 5.3. Wiasnosci funkgiji liniowej 12. 2) 4 ) )2 d) g
b) punkty nalezace do odcinka AB: 12. a) f(z) = —6x + 2 A ) 13.a) y = b)y=2z c)y=2zx
(0,2), (3,1), (6.0), b) f(e) = —6 + 6 azaintooa o 9 y=1
punkty nalezace do prostej I, ale ¢) f(z) = —6x +1 3.a)a=0ib#0 b)a=b= 5.4. Réwnanie prostej na ptaszczyznie
nienalezace do odcinka AB: d) f(z) = —6z + 8 4.a)4 b)6 ¢) 16 d) 7,5 1. a)y=2z-3
(9,-1), (12,-2), (15, =3) 6. a), c¢) rosnaca b) malejaca d) stata b)y=—32+3
2. a) D(7,3) lub D(—1, —1) 5.2. Wykres funkgciji liniowej (2) 7.2)a<0ib>0 b)a>0ib<0 ¢)y=2s—1
b) D(7,—1) lub D(1,5) €l2.a)y=3z+6 b)y=—3z-2 ¢)a<0ib<O 2. a), b) sg c¢), d) nie sg
5.1. Wykres funkcji liniowej (1) 3.a) f1(1) =4, f2(1) = 3, 8. a) wprost proporcjonalne, a = 50b 3. a) z = 4; nie jest
2. a) np. (0,-2), (2,1) fa(1) = 2%, fa(l) =6 b) odwrotnie proporcjonalne, a = % b) y = x + 6; jest
b) np. (0,0), (5, —3) b) fi — niebieski, f> — brazowy, ¢) wprost proporcjonalne, Ob = 27r ¢) © = =; nie jest
¢) np. (0,2), (—4, —1) Js — czerwony, fi — zielony d) odwrotnie proporcjonalne, d; = Z—Z 4 a)y=-3 b)y=1 ¢)y= :};x +5
d) np. (0,—1), (—7,3) 4. a) y = —5x +5; tak 9.a)y=3z b)y=2z c)y= 2z 6. 1,n,p,r
4.0y | 1o || ls, 15 || Is || Is b) y = Sz — 4; nie 10. a) 275 km b) 300 km 7.a) 24+ 4y —2=0 b) 4z — 10y —5=0
5.a)y=22+1 b)y=—3z+1 5.a) A(0,-3), D(0, %), P=17,5 b) 9 Z)1.2) L, IL IV b) L, II, IIT ¢) II, IIL, IV ¢) 357 + 21y — 6 =0
c)y —%x -2 d)yy= —%x—i— 1 (Z)1. | LR IYH Lo : d) L, III, IV e) I, II, IV f) III, IV (z] 1. a), b), e) nalezy
F1.2)Q b)P.R o) P d)Q % s AR i 2. ) malejaca b), ) rosnaca ¢). d), £) nie nalezy
e) P,Q f) R g), h) zaden " iy puyig lg P 3. a) rosnaca dla m < 5, 2.a)y= :1,) —1, z — 3y — 3 = 0; nie nalezg
2. a) np. (—2,-3), (0,-2), (2,—1) Pp g ; stata dla m = 5, b) y=—1sz—22, 4o+ 3y +8 =0;
b) np. (—3,3), (0,4), (3,5) . LN E l4 . malejaca dla m > 5 nie nalezad
c) np. (—2,4), (0,3), (2,2) R - : b) rosnaca dla m > —¢ ¢)y=324+21 3z —4y+10=0;
d) np. (—4,-1), (0,—-2), (4,-3) stala dla m = é, A nalezy, B nie nalezy
e) np. (—3,-3), (0,—1), (3,1) malejaca dla m < —3 3. a) (0,2), (—1,0) b) (0,1), (%,0)
f) np. (—2,-3), (0,2), (2,7) ¢) rosnaca dla m € (—oo; —1) U (1; 00), c) (0,4), (—%,0) d) (0,-3), (2,0)
g) np. (—4,7), (0,4), (4,1) stala dla m € {-1,1}, e) (0,—4), (16,0) f) (0,3), (3,0)
h) np. (—3,3), (0,—2), (3,—7) malejaca dla m € (—1;1) 4.2) ABiy+1=0, DC:y—2=0,
ol ||l le || ls, L2 |15 || I7 4. a), d) rosnaca b), e), f) malejaca AD:3z —y+5=0, BC:3z —y—10 =0
a) trapez b) réwnolegltobok c) stala b) AB:z+2y+2=0,DC:x+2y—4 =0,
5.a)y=4x+5 b)y=-3z+11 5.a)y=32+4 b)y=qa—3 AD:z+2=0, BC:z —2=0
)y=—2x-3 dy=2z+1 )y=—3z—2 ¢) AB:z—3y—2=0, DC:z—3y+6 =0,
6. y=1z+3 y=3r-11 6.a)y=2z-2y=—2x+3, AD:z4+y+2=0,BC:24+y—6=0
7.y=—-22-3 R L s s y=3x +3 y=—x—2 5.1, n, r oraz m, p
8.a)l1: y=+3x,l: y=+3z—1 : - ' R b)y=—5z - 72, y=2x -T2, 6.a)2xr —y—5=0 b)3x+4y—24=0
b) iy = (V2— 1)z +v2— 1, 2. a), b) nie nalezy c) nalezy y = —dx + 144, y = 3z + 144 ¢)y—3=0
I y=(V2—1)z+3 B.a)y=a+4 b)y=3z+4 7.a)y=-x+3 7. AD:x =2, BC:xz =7, AB:y =1,
9.a)1 b)2 ¢) -2 d) =5 c)y=-3r+4 d)y=—-8r+4 b)y=—z—4luby=x—4 DC:y=4, AC:y = 3¢ — L,
e)3 f)3 g —2 h) 3 4.a) 15 b) 24 9. a) 102 m b) tak BD:y=—2x+5;
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5.5. Wspétczynnik kierunkowy prostej

¢/l a)3 b)1 ¢) -2

2. a), c) jest b) nie jest
6.a) P iy

5.6. Warunek prostopadtosci prostych

), b) sa c¢) nie sa

a) =5 b) =% ¢) 2 d) —3v2
a)y=z:z—1 b)y=10z—1
c)y=—5x+9
a)y=2z+3 b)y=—1z—1
c)y:—gx—?)

)x=6 b)y=—-5c¢)y=-5
a)y=ix—3 b)y=—-32+7
c)y:%x—l—l d)y——7

a) AB:y=—x+6, BC:y =z — 2,
AC:y = 5; jest

b) AB:y = —x — 3, BC:y = 2x — 3,
AC:y =x + 1; jest
¢) AB:y = -2, BC:y=—1z+ 2,

5.7. Interpretacja geometryczna
uktadu réwnan liniowych

a)r=-1y=2

bz =2 y=>5

c)rx=1y=-2
2. a), ¢) sprzeczny

b) nieoznaczony: = € R, y =2z — 6

3. a) sprzeczny b) nieoznaczony

) oznaczony
Zll.a)x=3,y=4
b)x=4,y=—-6
c)r=2,y=1
d)z=1y=6

e) nieoznaczony, x € R, y = 2 -2

Tty

) sprzeczny

5.8. Funkcja liniowa - zastosowania

(€] 1.

Dy =N
Y
10500

TEOQ |oooeioesmiong : ;

4500 |+ I S R N
3000 [isfinimmnaguiiigannmin i
1500

O 100 300 500 X

. a) 400 b) 600 c) 1100
. b) 50000 km
. b) korzystniej z wypozyczalni Waga-

bunda dla liczby godzin wiekszej od 4

e - 2.a)z=3,y=0 c) dla liczby godzin wigkszej od 4
1y = x + 5; nie jest b)z=3y=4 3. b) po 4 godzinach c¢) o 2,5 km/h
d) AB:y=2+2, BC:y = —2
Acar—43j%f7 27 ¢)z=2y=0 4. a) 0 11.00 b) 20 km ¢) o 12.00
rx = 433 d)z=1y=14 5. t — czas [h]
&E%xiy:§_4f§2y:_xj2l €) sprzeczny a) di(t) = 16t, ¢ € [0;2,5];
) o Y= x'+ ) rY =32+ f) nieoznaczony, z € R, y = 2z + % da(t) = 40 — 16t, t € [0;2,5]
4. a) nie jest b) jest 3 a) z+y=2 b) d(t) = 32t — 40|, Dy = [0; 3];
6. Ob=4,/34, P =34 T gy =9 polhipol5h
9.a)y=—32+7 b)y=-3z—1 7. a) (=6,-8) b) (=1,7) r+2y=4 6. 60
c) y= 3z +2 8.a)l1y_—:c~|—3l2y_—2x+8 b) np. 42y =2 Zestaw |
] ._1 Be. 1 b) o 300%
AB:1 BC:—1,CD:-%, AD:—6 9.a)y=35r—-5 b)y=—3x ¢) np.
2’ X 1’ : 0 3 11 d) 2,19 6r — 4y = —4 2. a) ujemne dla z < —6,
= 27 — = — =g
3. a)y=s3r+2; y_? L y2 3m 4. 2) a1 =asiby = b wicksze od 2 dla z > —3
b)y=—-2x+3 e)y—gx— )y =2z — b) a1 = a2 i by # by b)ujemnedlam>g
C)y:—1255‘25 10. a) AB:y=—-r—1, BC:y=1x — 3, ¢) a1 # a2 i b1, ba dowolne wieksze od 2 dla z < 1
d)) yi232— 3% SDAg: —x 49, AD:gC::U—I—ZSQ s 5.a) A(—1,-3), B(3,-3), C(8,2), D(4,2) ¢) ujemne dla x > —g,
0y Vo4 1 LA (Nl e b) A(~2,-3), B(4,0), C(2,4), D(~4,1 wigksze od 2 dla @ < =2
. )%2; 6 AD:y 2046 Y= 3T ALY =T c) A(—2,—4), B(2,-2%), C(42,92), 3. a) (9,0), (0,3), P =135
. a cy =2x — =2x — -
y=7 y=2wH Uktady réwnai D(2,8) b) (14,0), (0, —8), P = 56
BC:y =2z 60Dy——m+— c) (—2,0), (0,—%2), P =9375
. 6. A(—3,—3), B(6,0), C(5,3), D(—1,1 2 2
: 2 1. a) tak b), c), d) nie ’ ’ ’ ’
b) AB-Z/—_?@” 1 »n 4. a) rosnaca dla m € (—%;oo),
AD:y= —3z 22 2. a) (3,4) b) (2,—-4) ¢) (-3,2) 7. a) 12 b) 27 malejaca dla m € (—oo; —3)
y T 9 )
BCZy:—§$+7, CD: y:—%$+2—$ d) ( 4—73) e) (375) f) (_3,_6) 2. a) x:_l’y:_g b) $:1’ y:O stala d]am:—%
5. a) PQ i RS: %7 QR: —1—30, PS: —% 4. a) np. (0,—4), (1,-1), (2,2) )r=-1ly=2 b) rosngca dla m € (—o0;9),
b) P Z , RS: § , QR i PS: —2 b) np. (—6,0), (—5,2), (0,12) 10. a), d) nie b), c) tak malejaca dla m € (9;c0),
7. a) naJW1kazy 9, najmniejszy: _2 c) np. (—3,0), (3,1), (9,2) 11.a) l1il3 b)lLiil stata dlam =9
b) najwiekszy: 1, najmniejszy: 6. jest 12.np.y=12 5. a) nie nalezg b), c¢), d) naleza
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=Y
—_

5 b) 12 ¢) 16

%l‘ + 9; rosnaca

—133 + 7; malejaca

<Y
~ ~— ~—

=3
B S A I T S
I

—6x + 25, malejaca

ee

—:c +21 5 rosnaca

—2x -7
2 1
9 — 3
-3 dy=-1

~%2 -6 f)z=-3

3
1
§I 3

%a:+4

— 2024

V2z

Y

=3
~— =

=Y o O
~— —

=3
~— =

8

8

o

~
~ o~ —~
8

(=9
~—
8
~— — — —

Zestaw Il

1.

8.

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
1.D 22A 3. A 4 A 5B 6.C 7.C
8.

a) (—oo;=3] b) [~4;00)
¢) [2v/2; 00)

a)y =3z, y=—3
jest
b)y:%x—l—%,y:%x—l—&
y=—%x+1%;jest

irxr—2, BC: y=—2x +38,

C’D:y:%:c—l—B, AD:y= -2z —-7

xr=8,y=5 f)a=-8 y=-7

spodek wysokosci: (0,2

b) wierzchotki: (—4,1), (4,5), (—1,—5),

spodek wysokosci: (2, —1)
(2,0), (6,2), (3,4)

D 9.A 10.D

11. PF
12.1. FP
12.2. AC: y = —%x— %, BC:y=3x—-14

I 312 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 234-245

13. CF
14. A3
15.2. (6,2)
16. —4
18. y = 22— 8
19. -7
20. 12
222. AD:y=—2x—5,CD:y =tz +4
23. 39
24. 38,5
25. (2,0)
26. D(154, 152)
Katy
1. a) 60°, 120° b) 45°, 135°
c) 30°, 150° d) 75°, 105°
2. 60°, 120°

4. ACDP: 25°, 50°, 105°,
ACBP: 30°, 75°, 75°

6.1. Miary katow w trojkacie

(¢]1. b) 18°, 72°, 90°
2. a) 15°, 60°, 105° b) 17,5°, 55°, 107,5°

3. 16°, 128°, 36°; 52°, 54°, 74°;
54°, 56°, 70%; 124°, 20°, 36°;
20°, 86°, 74%: 94°, 16°, 70°

Z]1. a) a = 22°, 3 =48°

b) a = 60°, 8 = 30°
2. 44°, 66°, 70°
3. |XAEF| = 67°, |XAFB| = 65°,
|<BCF| =19, |XEFD| =83,
|<XDFC| =25, |XCDF| = 84°
4. a) oba trdjkaty: 20°, 70°, 90°
b) AABE: 35°, 70°, 75°,
AAEC: 35°, 40°, 105°
5. 74°, 106°
9. a) a=30°, =280, ~v=50°
b) a =52°, B =52°, v =T76°
10. 72°, 54°, 54°
11. dwa trojkaty: 30°, 30°, 120°;
pozostate dwa: 30°, 60°, 90°

6.2. Tréjkaty przystajace
€]1. |AB| = |DE|, |AC| = |DF,
|BC| = |EF|, |XBAC| = |{EDF],
|XABC| = |[xDEFY,
XACB| = |¥DFE|
2. a), b) nie
a) KBK b) BKB c¢) KBK
7. b), ¢), f), g), h) tak
a), d), e) nie
8. szesc
(Z]9.a) 6 b) 8 ¢) 12
12. dwa

6.3. Twierdzenie Talesa
1. a) |AC| _ |AB| |AC| _ |AE|

|AE| |[AD|’ |BC| |IDE)|
b) 2,4
b) |[DE| =3, |AD| =6
3. |ED| = 10,5
|AB| _ |AC| |AB| _ |BC
a) UP. X5 = [AG): [AD] = DB
|AB| _ |BD|
|AC| = |CE

Z]1.a) x =6,y=24
b) x =10, y = 12

2. 5% cm,4cm,2% cm
5.a)kim b)lim
6. =12,y =18

6.4. Wielokaty podobne
1. a),
2. a) sa b) nie sad
3. a) F1 do Fy: 2, F> do Fi:
b) Fi do F: £, F, do Fu:
4.a) k=2,|CD| =45, |A'D'| =748,
|B'C'| = 17,2
b) k =25, |CD| =5, |A'B'| =5,
|A'D'| =24
5. a) 54 cm

c) jest b) nie jest

wlot Wit

b) wysokosci réwnolegtoboku ABCD:

3v/3 cm, 6v/3 cm,

wysokosci réwnolegtoboku A'B'C'D':

3 cm, 9v/3 cm

© ®

N o bR

a)5:8 b) 1:2

2:3

a) 120 cm b) 20 cm

a) 40, 100 b) 3:2
3,6,75, 7,5
h=72cm, ' =7,5 cm,
suma obwodow: 73,5 cm

42

. 1,25
12.
13.

a) tak; k =24 b) tak; k = %
a) 10 cm, 15 cm b) 4 cm, 6 cm

6.5. Tréjkaty podobne

1.
2.

x:8,y:3;kz:%
a) sg b) nie sa

5.a) § b)Y

11.
12.
14.
15.

9‘9":“9’!\’!"

Tﬁi]%,kl % Tbl]l,kg 5

2, 0b =342 D) 10, 20, 25

a) k

)a:_2 y=25 b)x=15y =13
a) 52,5 b) 18,75

a) 20, 21 b) 224, 28

a) 2

b) ADEC: 65 + 10,
ANABC: 954 15
a) AABC ~ ACBD, KKK;
AABC ~ AACD, KKK;
ACBD ~ AACD, KKK
b) 1,8, 3,2

. 20 cm?
10.

b) 2 cm; Prapo = 16 cm?,
Prcpo = 4 cm?

b) 25 cm?, 15 cm?, 15 cm?, 9 cm?
a) 12145 k=2 b)8,6,6; k=3
k=2,0b=6+2V5 P=4

Paps =4, Pcps = 25

Pola czworokatow

1.
2.
3.
4,

a) 135 cm® b) 36 cm

a) 48v/2 cm? b) 4,5 cm, 9 cm
24 cm?, 5 cm

a) 32 cm® b) 64 cm?

Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 246-263
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6.6. Pola wielokatéw podobnych

1.
3.
4.

Z]1.

a) k=4, =5 b) k=2 22 =4

37 P 9
a) 0,9 b) 1,5
k=1, 0by = (16 +2V/5) cm,

Obz = (8 ++/5) cm
a) 1:800 b) tak c) 576 m?

)
6.a) k=1, Ob=30 cm
)

k=%, Ob=32cm
kz%,Ob:2SCm
a) k=0,75, P = 81 cm?
b) k= 2, P =400 cm®

3

. 200 cm?
. a) (14 4+2v29) cm

b) 12¢/17 cm, 36v/17 cm

4. 100 cm

v

0 o N o

10.
11.
12.
13.
14.
15.

a) 20 dm?, 320 dm?

b) (12 + 6v/2) cm, (36 + 18/2) cm
1200 cm?

2

30 cm X 45 cm

(15 +9v/5) cm

6, 4

22.5 cm?, 10 cm?

625 m?, 400 m?

2) 2 b) 4
a) 16:25 b) =

16
40 cm

Fraktale

1.

27
64

6.7. Twierdzenie o dwusiecznej

[€)1.

kata w tréjkacie
a) 312, 92

b)\/§_173_\/§7 \/?5’ 23_\/§74_2\/§7
2v/3 -3 ¢)12 d)vV2 -1

I 314  Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 264-279

Z]1. a) 1,25, 3,75 b) 4,5, 7,5

2. ABCP: V2 + V4 —2V2,
ABAP: 2 ++V4 —2V2

5.a) 2,2 b)6,9

27 2

Zestaw |

1. a) 30°, 60°, 90°
b) 20°, 60°, 100°
¢) 15°, 67°30/, 97°30/

2. 50°, 60°, 70°

3. a), b), d) tak c) nie

4. a) 12,5 cm, 12,5 cm, 10 cm
b) 5v/2 cm, 5v/2 cm, 4v/2 cm

5. |PQ| =4 dm, P = 2 dm?®

6. 36

7. 3,2 cm, 4,8 cm; 12 cm, 22 cm;
2 cm, 4 cm

9. 160 — 40v/2 ~ 103 [m],
80v/2 ~ 113 [m]

Zestaw I
2. a) 37,5 b) 14,4
3. a) 100 cm, 160 cm
b) 10 dm?, 40 dm?, 360 dm?

Przed obowigzkowa maturg z matematyki

1. A 22C 3. A 4D 5D 6A 7.B

8. A
9. BH
10. PP
11. FF
12.1. A 12.2.C
14.1. 4% cm, 5% cm 14.2. 50 cm
15. B1
16. 6 + 3 (V5 +V/13)
17. 96 cm
19. 6 cm, 6/3 cm, 6v/3 cm

Indeks

Archimedes 188
argumenty funkcji 147

Briggs Henry 46

cechy
podobienstwa tréjkatéw 259, 260
podzielnosci liczb 10
przystawania trojkatow 246, 247

¢wiartki uktadu wspoétrzednych 151

Descartes René (Kartezjusz) 151
dtugosé
okresu 24
przedziatu 71
dopetnienie zbioru 67
dowdd twierdzenia
o dwusiecznej kata w tréjkacie 269
o sumie miar katéw wewnetrznych
trojkata 243
Talesa 254
dwusieczna kata 244
dziatania na potegach 36, 43
dziedzina funkcji 147, 167
dzielnik 11, 16

element zbioru 62
Fuklides 12, 254

figury
podobne 255
przystajace 246

fraktale 268

funkcja 146, 147
liczbowa 152
liniowa 201
malejaca 162, 209
monotoniczna 164
niemalejaca 163
nierosnaca 163
przedziatami monotoniczna 164
rosngca 162, 209
stata 163, 209

googol 41

iloczyn zbioréw 65
jednomian 81

kartezjanski uktad wspotrzednych 151
Kartezjusz (René Descartes) 151
Kasner Edward 41
kat 242
wklesty 242
wypuktly 242
katy
naprzemianlegte 242
odpowiadajace 242
przylegte 242
wierzchotkowe 242
Koch Helge von 268
konstrukcja
dwusiecznej kata 271
prostej prostopadtej 272
prostej réwnoleglej 272
symetralnej odcinka 271
krzywa Kocha 268
kwadrat
réznicy 93
sumy 93

liczba
logarytmowana 45
m 26

liczby
catkowite 16, 21
kwadratowe 97
naturalne 11, 21
nieparzyste 11
niewymierne 20, 21
parzyste 11
pierwsze 12
pieciokatne 97
rzeczywiste 21
trojkatne 97
wielokatne 97
wymierne 16, 21
wzglednie pierwsze 16
ztozone 12

Indeks
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logarytm 45
dziesietny 45
iloczynu 46

ilorazu 46
potegi 46
metoda

podstawiania 116, 125

przeciwnych wspotczynnikéw 122, 125
miejsce zerowe funkcji 149

liniowej 208

najmniejsza wspoélna wielokrotnosé¢ 13
najwiekszy wspoélny dzielnik 13
Napier John 46
nazwy wielkich liczb 41
nierownosci

nieostre 77

ostre 77

réwnowazne 77, 78
nier6wnos¢ 77

sprzeczna 79

tozsamosciowa 79

trojkata 248
notacja wyktadnicza 38

odbicie symetryczne wykresu funkcji 181, 185

okres 24
dtugos¢ 24
os
liczbowa 69
odcietych 151
rzednych 151

pek prostych 206
pierwiastek
iloczynu 29, 32
ilorazu 29, 32
kwadratowy (drugiego stopnia) 28, 33
n-tego stopnia 33
szedcienny (trzeciego stopnia) 31, 32
podstawa
logarytmu 45
potegi 35
podzbiér zbioru 63
podzielnos¢ liczb 11
pole
prostokata 263
rombu 263

Indeks

pole
réwnolegtoboku 263
trapezu 263
postaé dziesietna liczby 24
potega o wyktadniku
naturalnym 35
catkowitym ujemnym 37
wymiernym 42
procent 48
promil 50
proporcjonalnosé
odwrotna 188
prosta 210
proste
prostopadte 222
réwnoleglte 202
prostokatny uktad wspoétrzednych 151
przeciwdziedzina funkcji 147
przedzial
domkniety 71
lewostronnie domkniety 71
lewostronnie otwarty 71
obustronnie domkniety 70
otwarty 70, 71
prawostronnie domkniety 71
prawostronnie otwarty 71
przekatna pieciokata foremnego 20
przestrzen 65
przesuniecie wykresu funkcji 175, 177
przyblizenie 25
z nadmiarem 26
z niedomiarem 26
punkty kratowe 151, 200

ramiona kata 242
redukcja wyrazoéw podobnych 81
regula zaokraglania 25
rozktad liczby na czynniki pierwsze 13
rozwigzanie uktadu réownan 114
rozwiniecie dziesietne liczby 24
réwnanie

kierunkowe prostej 213

ogoblne prostej 214

sprzeczne 76

tozsamosciowe 76

z dwiema niewiadomymi 113
roOwnowazne ukltady réwnan 117

roznica
kwadratéw 94
zbiorow 67

Sierpinski Wactaw 268
skala

mapy 212

podobienstwa 256
sposoby przedstawiania funkcji 153
stezenie procentowe 132
stosunek pdl figur podobnych 265
suma

algebraiczna 81

zbioréw 66
symetralna odcinka 247
symetryczne odbicie wykresu funkcji 181, 185

$niezynka Kocha 268
srodek peku prostych 206
srodkowa trojkata 249

tabela wartosci funkcji 157
triangulacja 245
trojkat 243
ostrokatny 243
prostokatny 243
rozwartokatny 243
Sierpinskiego 268
twierdzenie
odwrotne do twierdzenia Talesa 252
o dwusiecznej kata w trojkacie 269
Pitagorasa 20
Talesa 251

uktad

dwoch réwnan z dwiema niewiadomymi 114

réwnan nieoznaczony 120, 227

réwnan oznaczony 120, 227

rownan liniowych 120

réwnan sprzeczny 120, 227
utamek

dziesietny 24

egipski 18

nieskracalny 16, 27

wartosé
bezwzgledna liczby 101
interpretacja geometryczna 101
funkcji 147
Weierstrass Karl 101
wielkosci
odwrotnie proporcjonalne 188
wprost proporcjonalne 210
wielokaty
podobne 255
przystajace 246
wielokrotno$é¢ 11
wierzchotek kata 242
wspotezynnik
kierunkowy prostej 202, 217
interpretacja 218, 219
proporcjonalnosci 188, 210
wspoétrzedna punktu 69
wspoétrzedne punktu 151
wyktadnik potegi 35
wykres funkcji 152
liniowej 201
wyrazy
podobne 81
redukcja 81
sumy algebraicznej 81
wzor funkcji 153

zaokraglenie 25
zbiory
roztaczne 66
rowne 63
zbiér
liczb catkowitych 16, 21
liczb naturalnych 11, 21
liczb niewymiernych 21
liczb rzeczywistych 21
liczb wymiernych 16, 21
nieskonczony 62
pusty 62
skonczony 62
wartosci funkcji 167, 168
ztota liczba 61, 258
zloty stosunek 61

Indeks
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Dziatania na utamkach

Dla a,b,c,d € Z oraz b,d # 0:
ad -+ be

bd
ad—bc

bd

+
Qlo alo

c _ac

d~ bd
a,b,c,d € Z oraz b, c,d # 0:
d ad

a aa
b ¢ be

Wartos¢ bezwzgledna

Dla a € R:

4l a jesli a>0
e | =
—a jesli a<0

[ ] [ ]
Sl ol o e
I

=)
&

(Sl IS
Qulo

* |—al = |q
Dla a,b € R:
 la-b|=la| - |8

Dlaa,beRib#0:
a

b

_ la

1ol

Pierwiastek kwadratowy

Dla a > 0:
° \/E:b,gdybzzaib>o

Dla a € R:
ox/a_2—{ a dlaa>0

—a dlaa<0

Dla a,b > 0:
® \/ Q- :\/a\/g

Dlaa>01ib>0:
T _\a

b Vb

I 318  Woybrane wzory i twierdzenia matematyczne

Pierwiastek szescienny

Dla a € R:
o Ya=0b,gdy b®=a

Dla a,b € R:
[ ] \Sla,o :\3/5\3/5
Dla a,b € R oraz b # O:

Pierwiastek n-tego stopnia

Dla a > 0 i parzystego n:
Dla a € R i nieparzystego n:
o Ya="b,gdy b =a

Potegi i pierwiastki

Dlaa>0,ke€Z,neN;:

_ 1
.ak:_k
a

1
oa%:%

Dla a,b >0, z,y € Q:

PY ax.ay:a/m'Fy

o a” - b" = (ab)”

o — :am_y

Wzory skréconego mnozenia

Dla a,b € R:

o (a+0b)?=a’+2ab+ b?
e (a—b)?=a®— 2ab+ b?
e a?—b>=(a—b)(a+b)

Logarytmy

Dla a,b >0, a # 1:
e log,b==x,gdy a®* =0
Dla a,b,c >0,a# 1, p e R:

e log,a=1

log,1=0

log, bc = log, b+ log, c

log, g =log,b—log, c

log, b =plog, b

Réwnanie prostej

e Rownanie kierunkowe: y = ax + b

e Réwnanie ogdlne: Ax + By + C =0,
gdzie A #01lub B # 0

e Rownanie prostej o wspotczynniku
kierunkowym a przechodzacej przez
punkt (x1,y1):

y—y1 =alz— 1)

Proste y = a1z + b1 1 y = asx + by sa:

e réwnolegle, gdy a; = as,

e prostopadte, gdy a1 - as = —1.

Wspélczynnik kierunkowy proste;j:

y=ar+b

Pola trojkatow i czworokatow

o Trojkat
P = %ah h

Tréjkat rownoboczny

h:\/—ga
2

s}
=
S|

P:Ea2
4

Rownolegtobok
P =ah

[ ]
e
joV]
ko)
@D
N

Twierdzenie Talesa

Jezeli proste AC'i BD sa
réwnolegte, to:

przechodzacej przez punkty (z1,y1) . [PCl _ |CD] D
i (w2,y2), gdzie x1 # xa: |PA[  |AB| ¢
04— Y2=u . [PCl _ |PD]
Lo — o1 |PA|  |PB| P A\ B\
Twierdzenie o dwusiecznej kata w trojkacie
Dwusieczna kata w trojkacie dzieli przeciwlegly C

bok na odcinki proporcjonalne do pozostatych

bokéw trojkata:
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Wybrane wzory i twierdzenia matematyczne 319 I






nowa Twoje mocne strony NOWA
\€era MATeMA tyka

Za co polubisz podreczniki
NOWA MATeMAtyka? @

wiedza ujeta w formie zwieztych lekcji

powtorki Przypomnij sobie ’
atrakcyjne rozwigzania graficzne W
skuteczny trening umiejetnosci “
systematyczne przygotowanie do MATURY

wzory na koncu podrecznika

W podreczniku znajdziesz oznaczenia tresci,
ktore od wrzesnia 2024 r. nie sg juz wymagane.
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Te tresci

juz nie X
obowigzujg.

Zielona ikona na goérze strony wskazuje, ze na tej stronie
znajdujg sie tresci, ktére nie sg wymagane — oznaczono je szarq ikong i falkg.
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