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Odpowiedzi do polecen i rozwigzan zadan nie nalezy zapisywac w podreczniku.

Fioletowym paskiem na marginesie oznaczono materiat realizowany w zakresie roz-
szerzonym.

Temat w catosci obowigzujacy w zakresie rozszerzonym.
Oznaczenie przyktadow z dowodami oraz ¢wiczen i zadan na dowodzenie.

Oznaczenie zadan, przy ktorych rozwigzaniu warto skorzystac¢ z kalkulatora,
oraz tematow ze wszystkimi takimi zadaniami.

Oznaczenie trudniejszych zadan.

Zadania mniej typowe.

Sekcja Przypomnij sobie zawiera nieobowigzkowe powtorzenie przydatnych wiadomo-
Sci przed wybranymi lekcjami.

Sekcja Dowiedz sie wiecej zawiera materiat nieobowigzkowy, rozszerzajacy
tresci z poprzedzajacych ja lekcji.

Funkcja kwadratowa
| jej zastosowania

Jesli pominie sie opor powietrza, mozna przyjac, ze tor lotu pitki rzuconej
pod katem ostrym do poziomu lub pocisku wystrzelonego pod takim katem
jest fragmentem paraboli (kolor niebieski na rysunku). Jednak opér powie-
trza sprawia, ze tor ten ma ksztalt krzywej balistycznej (kolor czerwony na
rysunku).
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1.1. Réwnania kwadratowe - powtorzenie

Roéwnanie kwadratowe moze mie¢ dwa pierwiastki, jeden pierwiastek lub nie
mie¢ pierwiastkow.

Twierdzenie

Rozwazmy réwnanie kwadratowe ax? + bx + ¢ = 0, gdzie a # 0, oraz jego
wyréznik A = b* — 4ac.
1. Jesli A > 0, to réwnanie ma dwa pierwiastki:
S —b—VA - —b+VA
L o ¢ A 2a
2. Jesli A = 0, to réwnanie ma jeden pierwiastek podwdjny:
- b
g = —%

3. Jesli A < 0, to rownanie nie ma pierwiastkow.

Przyktad 1
a) Rozwiaz réwnanie 22? — 9z + 9 = 0.

Obliczamy wyroéznik réwnania kwadratowego.
A=0b—4dac=(-9?—-4-2-9=281—-"72=9 > 0, wiec réwnanie ma dwa
pierwiastki. VA = V9 =3

o Zb=VA _9-3 3
! 2a 4 27 2

_—b+\/Z_9+3_3
2« 4

b) Rozwiaz réwnanie 32> + 3z — 1 = 0.

A=0b—4ac=3*—-4-3-(—1) =9+ 12 = 21 > 0, wiec réwnanie ma dwa
pierwiastki. VA =21

_ —b—VA  —3-421
o 2a o 6 ’

b +VA 34421
- 2a - 6

1 2

¢) Rozwiaz réwnanie 22 — 6z + 4 = 0.
A=b—4ac=(—6)>—4-2.-4=36-36=0
A = 0, wiec rOwnanie ma jeden pierwiastek podwdjny:

b -6 _ 4

Tn — —— — =
0 2a % 3

d) Rozwiaz réwnanie 3x? — 4x + 2 = 0.
A=b—dac=(-4)*—-4-3-2=16—24= -8

A < 0, wiec rOwnanie nie ma pierwiastkow.

1. Funkcja kwadratowa i jej zastosowania

Cwiczenie 1

Rozwiaz réwnanie.
a) 22 +3x—18=0
b) 222 + 32 —2=0
¢) hr? —1lx +2=0

d) 422 — 122 +9=0
e) 22+ 3x—-2=0
f) 202 +42x—1=0

g) 22 —br+4=0
h) 32 — 22— 1 =0
i) 22 —3v2r+4=0

Aby rozwigzaé réwnanie kwadratowe postaci az?® + bx = 0, rozkladamy jego
lewa strone na czynniki.

Przyktad 2
Rozwigz réwnanie —3z2% + 48z = 0.
—3x(x—16) =0
x=0 lub 2 —-16=0

Pierwiastkami roéwnania sg liczby 0 i 16.

[loczyn czynnikéw jest
rowny zero, gdy ktorys
z nich jest réwny zero.

Cwiczenie 2
Rozwiaz réwnanie.

a) 2% —6x =0 ¢) 3x 442> =0 e) br = 1022
b) 22 — Lo =0 d) =2z —62°=0 f) a? — o= 22°

Niektore rownania kwadratowe mozemy rozwiazac, korzystajac ze wzoréw na
réoznice kwadratéow, kwadrat sumy lub kwadrat réznicy.

Przyktad 3
a) Rozwiaz réwnanie 162% — 1 = 0.
Korzystamy ze wzoru na réznice kwadratéw: a? — b* = (a — b)(a + b).
(dr—1)(4z+1)=0
dr —1=0 lub 4z +1=0
dr =1 lub 4z = -1

1

Zatem rownanie ma dwa pierwiastki: —% 17

b) Rozwiaz réwnanie 422 + 4x + 1 = 0.
Korzystamy ze wzoru na kwadrat sumy: a? 4+ 2ab + b*> = (a + b)>.
(2x+1)2=0
20 +1=0
20 = —1

Réwnanie ma jeden pierwiastek: z = —%.

1.1. Réwnania kwadratowe - powtdérzenie
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Cwiczenie 3

Rozwiaz réwnanie, korzystajac ze wzoréw skroconego mnozenia.

a) 4r* —25 =10 c) 22+ 142 +49 =0 e) 25+ 2% = 10x
b)1—-222=0 d) 922 +6x+1=0 f) 422+ 15 =20z — 10

Przypomnijmy, ze postaé¢ y = a(x — x1)(x — x2), gdzie a # 0, nazywamy
postacig iloczynowa funkcji kwadratowej.
Wyrazenia © — x; i © — x5 nazywamy czynnikami liniowymi.

Liczby x; i o wystepujace w postaci iloczynowej sa miejscami zerowymi (pier-
wiastkami) tréjmianu kwadratowego y = a(x — x1)(z — z5), czyli pierwiast-
kami réwnania a(x — 1) (x — x2) = 0.

Dany jest tréjmian kwadratowy y = az? + bx + c.

= Jesli A > 0, to trojmian mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowej
y=a(r —z)(x — x3), gdzie z,, x5 sg pierwiastkami tego trojmianu.

= Jesli A =0, to tréjmian mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowe]

y = a(x — x0)?, gdzie z¢ jest pierwiastkiem podwdjnym tego tréjmianu.

= Jesli A < 0, to trojmianu nie mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowe;j
(nie mozna go roztozy¢ na czynniki liniowe).

Przyktad 4
Przedstaw tréjmian kwadratowy y = 22% — x — 3 w postaci iloczynowej, jesli
to mozliwe.

Obliczamy wyro6znik:
A=b—4dac=(-1)*—-4-2-(-3) =1+ 24 =25 > 0, wiec trojmian ma dwa
pierwiastki. VA = /25 =5

_—b—\/Z_1—5__1 . _ b+VA 145 _ 3
- 2a 4 72T 24 T4 T2

1

Posta¢ iloczynowa tréjmianu: y = 2(z + 1) (x — %)
Cwiczenie 4

Wyznacz pierwiastki tréjmianu kwadratowego i przedstaw go, jesli to mozliwe,
w postaci iloczynowej.

a) y==6a*+x—1 d) y=32>—3zx—12 g) y=—-92%+1
b) y = 2x* — 5x + 2 e) y=a>++2r—4 h) y=—12% — 3z
c)y=—-a*+Jr—1 f) y=—32%+2x+2 i) y=4x*—4x +2

1. Funkcja kwadratowa i jej zastosowania

Zadania

1. Oblicz wyroznik réwnania kwadratowego i okresl liczbe jego pierwiastkow.
a) 22 —3x+4=0 d) 422 +20x+25=0 g) 82+ 3z =0
b) ba?+3x—-2=0 ) 62°—2x+1=0 h) 522 —9 =0
c) =32 +2r+9=0 f) —22°—-224+6=0 i) 32°4+5=0

2. Rozwiaz réwnanie.
a) 2° —6x—7=0 d)42*—2x+ =0 g) 2522 + 52— 6 =0
b) 222 +7x—4=0 e) 522 +2x+1=0 h) 222 — 622 +9=0
c) 422 +5x+1=0 f) —622+2+1=0 i) 222 -Ix4+1=0

3. Rozwiaz réwnanie.
a) 2 +1=5-22 d) (sz—1)(3z+1)=2 g) 1—-x)0’=1
b) 3(z*+1) =5 e) (x+1)*=(1-22)> h) Bz+1)*=9

¢c) (x—1)2=-2z f) Br—-22=22+3)?* i) (2x—1)2>=4

4. Rozwiaz réwnanie.

a) 1—2x2 _ ac23—1 C) (a:—;2)2 9 (a;—{:—))3)2
r—2 z(z—-2) _ (x+3)%2 5 (z+4)2
b) = — =0 d) E2 =0 4

5. Liczby x; i x5 sa miejscami zerowymi funkcji f. Oblicz |x; — z5|.
a) f(z) = (z+3)(z—3) o) f(z) = (x+2-V5)(z+2+5)
=4x

b) f(z) = dx(z — v?2) d) f(z) = (;c - %ﬁ)(x _ %ﬁ)

6. Wyznacz argumenty, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosé¢ réwna p.
a) f(x)=2*+4x—13, p=38 c) f(z)=—42*+24z, p=9
b) f(z)=32* 4+ 11z —6, p=—2 d) f(z) = 52° + 4z, p=—3

7. Wyznacz argumenty, dla ktoérych funkcje f i g przyjmuja réwne wartosci.
a) f(r)=a2>+12, g(x) = —2? + 11z ¢) f(x) = (22 —1)?, g(x) = 3z — 2
b) f(z) = 32° —x, g(x) = 32° — Jz  d) f(z) = (Bz+2)% g(z) = (x—4)

8. Przedstaw trojmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe.
a) y=ax*+2x — 24 d) y = —2% + 14z — 49 g) y=32*+2x+4
b) y=2z*—1lz+15 e) y=—42®>—122 -9 h) y =322 —4x+3
c) y=z22>—2r—3 f) y=—32"+2z+ ; i) y=32>—5x+4

1.1. Réwnania kwadratowe - powtdérzenie
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1.2. Nierownosci kwadratowe -
powtorzenie

Przyktad 1

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkeji

kwadratowej f(z) = j—"r..'z — .-;—.’I.-‘— ;1 Jej miejscami

zerowymi sg liezby —11 3.
Z wykresu mozemy odezytacé rozwiazania odpo-

wiednich nieréwnoscei, np.:

1-1:2 %.’L‘ — jT 2 0dlax e (—o0;—1] U [3;00),
ix? — 2z —2<0dlaxe[-1;3]

Cwiczenie 1
Na rysunku obok przedstawiono wykresy funkeji
flz) = — :—1;:;:2 + %."L‘ +21ig(x) =x*— 62+ 8.

Korzystajac z tych wykresow, podaj rozwiaza-

nie nierownosci.

a) —tx’+3i2+220 ¢) 22 —6x+8 >0
b) —zz®*+324+2<0 d) 22 — 62+ 8 <0

Przyktad 2

Rozwigz nieréwnodé 3z° — 4x — 15 < 0.

Zaczynamy od rozwiazania réwnania 3x? — 4 — 15 = 0.

A =0 —dac=(-4)2—-4-3-(—15) = 16 + 180 = 196, VA = /196 = 14
Pierwiastkami rownania sa liczby:

b— VA 4-14 5 b+vVA _ 4414
_’j’_.‘l — — — = :I:E — — ‘3
2a (5 3 2a 5]

Szkicujemy parabole o ramionach skierowanych do gory (wspoélezynnik przy

x? jest dodatni), przechodzaca przez punkty —2 i 3 na osi OX,

Ze szkicu wvkresu odezytujemy: A\ 7

Sk —~1r—1:)<‘.20dld.re( 3) _i\\/; *

b.
37

Rozwigzywanie nierownosci kwadratowej sklada sie z kolejnych etapdow:
» rozwiazanie odpowiedniego réwnania,
* naszkicowanie odpowiedniej paraboli,

= odczytanie z rysunku rozwiazania nieréwnosci.

1. Funkcja kwadratowa i jej zastosowania

jest ujemny), przechodzgca przez punkty

Przyktad 3

Rozwiaz nieréwnodéé —2x2 + Tz — 4 < (.

Rozwigzujemy réwnanie —2z% + 7z — 4 = 0.

A=b —dac=T"—4-(-2)-(—4) =49 - 32 =17, VA = V17
Pierwiastkami réwnauia sa liczby:

s VK . =T=3IT7.. . TH+VIT -, b+VA _ -T+VIT _ 7T-V1T
1 20 4 4 E e 2a -4 4

Szkicujemy parabole o ramionach skierowanyce 1'1 w dot (wspolezynnik przy x?
{ 1" (i +f” na osi OX.

Ze szkicu wykresu odczytujemy: /—\

—222+Tr—4<0dlazxe (—co; T_fﬁ) U (?Jr;"l_; QC) /- VIT 74 VIN X
: T

4

Zauwaz, ze zamiast nieréwnosci —2x% + 7z — 4 < 0 mozemy rozwigzaé réwno-

wazna nieréwnosé 2z* — Tx + 4 > 0.

Cwiczenie 2

Rozwiaz nierownosé.

a) 22 + 5z < 0 ¢) 28 +T7x—4>0 e) 5x2 —2x—120
b) —42®> + 2 <0 d) —3z>+11z2-6>0 f) —%;}:2 = Gapfe B )

Przyktad 4

Rozwiaz nieréwnoéé 92 — 122 + 4 > 0,

Rozwigzujemy réwnanie 92° — 12z + 4 = 0.

A=b —dac=(-12)"-4-9-4=144—-144 =10
> e e B U T ORI | S & W

Réwnanie ma jeden pierwiastek: xg 2= F= g \ /

Szkicujemy parabole o ramionach skierowanych do gory.

Jedyny punkt wspolny paraboli z osia OX to (% 0).

;:|ru

Odezytujemy rozwiazanie nieréwnosci:
2 ; 4 2 2
92 — 122 +4 > 0dla =z € | —oc; = U 3300
Cwiczenie 3
Rozwiaz nieréwnosé.

a) 92 — 1204+ 4 > 0 b) 92 — 120 +4 <0 c) 92 — 122 +4 <0

Cwiczenie 4
Czy nieréwnosc jest spelniona przez kazda liczbe x € R, czy jest sprzeczna?

a) 422 +1 20 b) gt e c) 0x% +4<0

1.2. Nieréwnosci kwadratowe - powtdrzenie
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Zadania

1.

Rozwigz nieréwnosc.

a) 3r> +2r —1<0 d) —2°+42+1>0 g) 2°+5x—-5<0
b) 22?2 +5x—3>0 e) —2°+32+3<0 h) —z?+22+7<0
¢) —4a*+5x—-1<0 f) 52> =3z —1>0 i) 22°—32—:<0
Rozwigz nieréwnosc.

a) —x® +6x—9<0 ¢) 227 +32+6>0 e) 2?—3vV22+5>0

b) 922 —6x+1>0 d) 222+ iz +1<0 ) —v222+ 32> 3V2

9
Rozwiaz nieréwnosc.

a) *+2xr>x+1 c) 3z —2x+1<x e) 3x—a*<3— 327
b) 52?4+ 4 < 10x — 202* d) —22* 4+ 5z > 1 f) —x(2—x)>1-—2?
Rozwiaz nieréwnosc.

a) (2z+1)?2+ (z—3)2 <10 (
b)3r—(1—2)*>(x—2)(x+2) e) 2—a*<(2—x)?
c) (x—3)—7< (2x—1)? £) (

Dane sg zbiory A i B. Wyznacz zbiory ANB1i A\ B.

a) A={reR:2?—4x+1<0}, B={xeR: 3z —2* >0}

b) A={zeR:2*+3x+1>0}, B={zeR: 2> —52+4 <0}
c) A={zeRi2*—42—-3>0}, B={zeR: —2>+2+12 >0}

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Wyznacz dziedzing funkcji f(z) = \/z(z — 4) + /=
Dziedzina funkcji jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych, dla ktorych
jej wzér ma sens. Wyrazenia pod pierwiastkami muszg by¢ nieujemne,
czyli musza jednoczes$nie zachodzi¢ nieréwnosci:

r(x—4)>01 x>0
Pierwsza nieréwnosé jest prawdziwa dla = € (—o0o; 0] U [4; 00).
Zatem dziedzing funkcji f jest zbiér Dy = {0} U [4; 00).

Wyznacz dziedzine funkcji f.
a) f(z) =+v12 -2 -3+ /x

c) f(x) =vVa2 —2z—6++16 — 22

b) flz) =v222+Tr —4—V1—x d) f(z) =322+ Tx — 6— 4z — 22

1. Funkcja kwadratowa i jej zastosowania

R 1.3. Réwnania sprowadzalne

do rownan kwadratowych

Roéwnanie postaci ax® + bx? + ¢ = 0, gdzie a,b,c € R oraz a # 0, nazywamy
rownaniem dwukwadratowym. Aby je rozwiaza¢, wprowadzamy niewiadoma
pomocnicza t = x? (gdzie ¢t > 0). Zauwaz, ze wowczas z* = (2?)? = t?, zatem
otrzymujemy réwnanie kwadratowe at? + bt + ¢ = 0.

Przyktad 1
Rozwigz réwnanie z* — 1022 + 9 = 0.

Roéwnanie mozemy przedstawié¢ w postaci (z2)? — 1022 + 9 = 0. Podstawiamy
t = 2* (zakladamy, ze t > 0) i otrzymujemy réwnanie kwadratowe:

2 —10t+9=0

A=100-36=64, VA=38
751:10—8:1>07 7§2:102+8:9>0

Wracamy do niewiadomej x:
=1 lub 22 =9
r=—1lub =1 lub £ =-3 lub z=3

Cwiczenie 1
Rozwiaz réwnanie.
a) 2 — 51> +4=0

b) #* — 1722 +16=0 c¢) z* —202*+64 =0

Przyktad 2
Rozwigz rownanie x4 — 1022 + 21 = 0.

Réwnanie mozemy przedstawi¢ w postaci (z2)? — 1022 + 21 = 0. Podstawiamy
t = 2* (zakladamy, ze t > 0) i otrzymujemy réwnanie kwadratowe:
2 —10t+21=0
A=100—84=16, VA=4

10—4:3>07 t2:102+4:7>0

tl —
Wracamy do niewiadomej x:
z>=3 lub 22 =7
r=—/3 lub 2=+3 lub 2= —7 lub z =7

Cwiczenie 2
Rozwigz réwnanie.
a) x* —8x*4+15=0

b) z* —8x*+12=10 c) z* — 1122+ 18 =0

1.3. Réwnania sprowadzalne do réwnan kwadratowych
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Przyktad 3 5. Przeczytaj podany w ramce przyktad.
Rozwigz rownanie x* + 822 — 9 = 0.
Aby rozwigzaé¢ réwnanie x° — 32® + 2 = 0, podstawiamy ¢t = 23

Podstawiamy ¢ = x? (zakladamy, ze ¢t > 0) i otrzymujemy réwnanie kwadra- (edzic t € R). Otrzymujemy réwnanie kwadratowe:

t :
owe 28— 0=0 2 -3t+2=0
A =64+ 36=100, VA =10 A=9-8=1, tlz%:L tgz?";—lzz
t, = _8;10 =-9<0, ty, = _8—;10 =1>0 Wracamy do niewiadomej x:
Rozwigzanie t; odrzucamy jako sprzeczne z zalozeniem. 2> =11lub 2® =2, czyliz =1 lub 2 = /2
Wracamy do niewiadomej z: 22 =1, czylix = —1 lub z = 1.
Rozwiaz réwnanie.
Cwiczenie 3 a) 25 —92°4+8=0 b) 20 —72* -8 =10 c) % —152* — 16 = 0
Rozwiaz réwnanie. 6 P - o
a) vt — 52 —6=10 c) *+2>—-12=0 e) 4ot + 722 -2=0 - Przeczyta) podany w ramce przyxiad.
b) 2% 4527 +6 =0 d) 2% — 42 +4 =0 f) 927 —8z* —1=0 Aby rozwigzaé réwnanie 22 — 2|z| — 8 = 0, podstawiamy ¢ = ||
3 (zaktadamy, ze t > 0). Otrzymujemy réwnanie kwadratowe:
Cwiczenie 4 )
- . . . t*-—2t—-8=0 2 = |z|* =2
Podaj liczbe rozwiazan réwnania.
a) ¥ — 922 =0 c) z*—622—7=0 e) 2zt +322+5=0 2A6:4+32:36’ \/5_§6
b)x4+9x2=0 d)x4—8$2—|—15:0 f) Ox* — 1222 +4=0 tlzT:—2<O» tQZT:4>O
. Rozwiazanie t; odrzucamy jako sprzeczne z zalozeniem.
Zadania Wracamy do niewiadomej x:

x| =4, czyliz=—4 lub x =4
1. Rozwiaz réwnanie.

a) 2 —13224+36=0 ¢) 2*—12224+36=0 e) —a'+ 72> -12=0 Rozwiaz réwnanie.
b) z* —5x% 4+ 36 =0 d) 2* +522+4=0 f) 2t —224+20=0 a) * —A4fz|+4=0 b) x* = Tlz[+10=0 ¢) 2° —5[z| -6=0
2. Rozwigz réwnanie. 7. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

a) dz* — 1322 4+3=0 ¢) 2+ 722 —-2=0 e) 4x* — 1722 +18 =0

4 2 o _ 4 9 _ A 2 o Rozwigz réwnanie x — 3/x + 2 = 0.
b) 92* + 172 —2=0 d) 92* —192°+2=0 f) 92" 4+ 142° -8 =0

Zakladamy, ze x > 0. Podstawiamy ¢ = /= (zakladamy, ze ¢t > 0)

3. Wyznacz pierwiastki réwnania nalezace do podanego przedziatu. i otrzymujemy réwnanie kwadratowe:
a) 2t — 52> +6=0, (—32;2) ¢) 2z =522 4+2=0, (—%;32) t? —3t+2=0
b) 2* — 92% + 18 =0, (—2;0) d) 62* — 72> +2=0, (~1;3) A=9-8=1, zatem t; =" =120, th="22=2>0

Wracamy do niewiadomej x:

Vr=1lub Vz=2,czyliz=1 lub z=4

4. Rozwigz roéwnanie.

a) (2 —3)? = (222 — 1)(a* — 3) d) z* +4 = 3222
b) (® +2)? = (2* + 2)(32* — 4) e) z* +4 = 3v2(v2 — 22?) Rozwiaz réwnanie.
c) (222 +3)* —9=8— (3 —x?)? f) ot —6=2v322 -9 a) t++/x—6=0 b) z+5yx+6=0 c) 6z —x—1=0

B 18 1. Funkcja kwadratowa i jej zastosowania 1.3. Réwnania sprowadzalne do réwnan kwadratowych 19 Il
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Przypomnij sobie

Szkicowanie wykresu funkcji kwadratowej

Przyktad 1
Naszkicuj wykres funkeji f(x) = —2® + 42 — 1.
Obliczamy wspolrzedne (x,,, y,,) wierzcholka
paraboli bedacej wykresem funkeji f:

Wi = —% = —_iz = &

Yo = flxy) =—-22+4-2-1=13

Korzystamy z postaci kanonicznej funkeji

kwadratowej y = a(z—x,)? +y.. gdzie a # 0,
i otrzymujemy wzoér funkeji f w postaci:

fl@)=—(z-2)*+8

Wrykres funkcji f otrzymujemy przez przesu-

nigcie paraboli y = —a* o wektor [2,3].

Przyktad 2
Naszkicuj wykres funkeji f(z) = %I‘E +x— 2.

) i(l'Z‘r'il'l’lV WEa ){) reedne \ Iy, Ya.y, wierzchotka paraboli bedace;j WYKTIEeseIn rninyKk-
Obl y wspotrzedne (., y, hotka | boli bedacej wykresem funk

cji f:

Ly = _Eh'l't' = _i' = =2
Yw = f[-ff-"n.l) = i(_g)j —2-2==3

Funkeja f ma postaé¢ kanoniczna:

2
P O 1 OO =
fz)=1(z-(-2) -3
Wrykres funkcji f otrzymujemy przez
przesuniecie paraboli y = %:z:z o wektor

[—2,-3].

1. Zapisz w postaci kanonicznej wzor funkeji f, a nastepnie naszkicuj jej

wykres.

a) f(z)=2* -2z -3 d) f(z) = —32* -2z +1
b) f(z) = —2® —2x + 1 e) flx)=2x*+4x -1

c) flz)= %:ir:2 — 2 f) f(x) = —22% + 12z — 14

2. O jaki wektor nalezy przesunaé¢ wykres funkeji f, aby otrzymaé wykres
funkeji g7

a) f(z) =32% g(z) =32 —6x+5 ¢) f(z)=3:
f

2 —2xr+4
b) f(z) = 4z?, g(z) = 42* + 24x d) a1

1
3
o2 2
o e gl 1l

1. Funkcja kwadratowa i jej zastosowania

R 1.4. Uktady rownan

Prosta i parabola moga mie¢ dwa punkty wspolne, jeden punkt wspdlny lub

nie mie¢ punktow wspolnych.

Y

:Yﬂ ;1-’1

Prosta przecinajaca parabole w dwoch punktach nazywamy sieczng paraboli.
Prosta, ktora nie jest réwnolegla do osi QY i ma z parabola dokladnie jeden

punkt wspolny, nazywamy styczna do paraboli.

Przyktad 1
Rozwiaz uklad réownan i podaj jego interpretacje

== D
y = o’

Poréwnujemy prawe strony obu rownan i otrzymu-

geometryczna.

jemy rownanie z° = 2z, czyli:
22— 25 =10
r(z—2)=0
Rozwigzaniami réwnania sa liczby 01 2.

Dla x = 0 mamy y = 0. Dla £ = 2 mamy y = 4.

Uklad réwnan spelniaja zatem dwie pary liczb:
=1 T=2
y=0 |y=4
Rozwigz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.
Yy=—=x y=1zx-+ 2 y=—x — 2 r—y—06=0
SR SR R S RS d) T
i =8 i = y=—x Y= —

1.4. Uktady rownan

Prosta y = 2z przecina pa-
rabole y = 2 w punktach
O0,0) 1 A(2,4).

Cwiczenie 1
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(D] Przyktad 2

I 22

Uzasadnij, ze parabola y = z? ma jeden punkt
wspoélny z prosta 2o — y — 1 = 0, natomiast nie ma

punktéw wspoélnych z prosta y — 2o = —4.
Rozpatrzmy najpierw uktad réwnan:
2r—y—1=10

2
=&

Z pierwszego rOwnania wyznaczamy y = 2z — 1
i podstawiamy do drugiego roéwnania:
2
2r—1=z
22 =22+1=0
(x—1)*=0

Rownanie to ma jeden pierwiastek z = 1, zatem jedynym rozwigzaniem ukla-

du rownan jest para liczb:

r=1 Prosta y = 22 — 1 i parabola y = 2°
y=1 maja jeden punkt wspdlny.
Rozpatrzmy teraz uklad rownan:
y—2x=—4
y =’

Z pierwszego rownania wyznaczamy y = 2x — 4 i podstawiamy do drugiego
rownania:
2r — 4 = g2
22 —-2z+4=0
A=(-22-4-4=-12<0

Réwnanie nie ma rozwiazania, czyli uklad rownan jest sprzeczny, zatem prosta
2

y = 2x — 4 nie ma punktéw wspoélnych z parabola y = z=.
Cwiczenie 2
Rozwigz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.

dr+y+2=10

a) b)

y=g>—2z2—1

dr—y+5=0 ) :r—i—%-y—l—1=0
¢

y=2z"+8x+7 y=—

Cwiczenie 3

Uzasadnij, ze uklad réwnan jest sprzeczny.
dz—y+1=10 2r4+y—T7T=0

a) b) c)

y=x>+2z+3 y=—-2z2+4xr+2

1. Funkcja kwadratowa i jej zastosowania

Zadania

1. Wyznacz wspélrzedne punktéw przecie-
cia paraboli y = 77~ oraz podanej prostej
(rysunek obok).

a) ly:y = %..! b) lo: y = —-%:n + 2

2. lle punktéw wspoélnych wykresow funkeji

f 1 g ma obie wspélrzedne catkowite?
a) f(x)=—-x+2, glx)=a2*—-2=x )
b) f(z)=2—-6, glz) =32 —-22-3 d) f(z)=1iz+1, g(z)= 3a?

3. Rozwiaz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.
y=2z> -4z -3
8r+y+5=0

. r+y—4=90 ) z’ — 4z -2y =0 3
y=2"—4r+4 : 2r+y—2=40 f
> +4y—16=10 y=2x+8x+5

z—2y+4=10

z_l_lr-’—]_:':}
by { ° T2 d)

y=2+22-2 J:—iy—i:ﬂ

4. Wykresy funkcji f i g przecinaja sie w punktach Pi(xz,y1) 1 Pa(xa,y2),
—

gdzie z, < 3. Wyznacz wektor P, F,.

a) f(x)=z+1, glz)=2*+1 ¢l F
b) flx)=x2+1, glz)=—-22*+3 d) f(x) = —2-2, g(z) = $2*-2

5. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Na rysunku obok zaznaczono w ukladzie wsp6l- ‘1 - GEY a ;1}’;

rzednych zbiér punktéow plaszczyzny, ktéorych “z """" e | - ;, 4
wspolrzedne (z,y) spelniaja uklad nieréwnosei: v 8 4

, . x,;;

_' t : 1 A =

-i_fl g - i i \_"l\"/ . f

BOREE il i .

y<z+2 L N y

= . .. s 9 Ea g o
Zaznaczony obszar lezy powyzej paraboliy = A 8 — =

T 5 g BE s . P i i

i jednoczesnie ponizej prostej y = = + 2. ool T4

Zaznacz w ukladzie wspolrzednyeh obszar opisany ukladem nieréwnosei.

) y >zt —2 b g p=1 X y{—%ﬂ’:—f—%
y<2r+1 y< —z2+1 ' y > 0,52% — 2

1.4. Uktady rownan
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R 1.5. Wzory Viéte'a

I 24

Korzystajac ze wzorow na pierwiastki rownania kwadratowego, mozna wyzna-
czy¢ ich sume i iloczyn.

Twierdzenie - wzory Viéte'a

Jesli rownanie kwadratowe ax? + bx + ¢ = 0 ma pierwiastki x;, xs, to:
b

T, + e = —y Oraz @&+ =Ty = —

Uwaga. Wzory Viete’a [czyt. wjeta] mozemy stosowaé jedynie wtedy, gdy réwnanie
ma pierwiastki, czyli gdy A > 0.

Cwiczenie 1
Przeczytaj dowodd wzoru na iloczyn pierwiastkow réwnania kwadratowego.

Jedli réwnanie kwadratowe az? + bx + ¢ = 0 ma pierwiastki, to dane sg
one wzorami:

A —b—VA y — —b+VA
1 2a ’ 2 2a
zatem: ) 9
o h=VA b VA (D) - (vA) _P-A P (0P -dac) _ ¢
1 2 2a 2a 4a? 4a? 4a2 a

a) Udowodnij wzér na sume pierwiastkow réwnania kwadratowego.

b) Udowodnij, ze jesli A = 0, czyli tréjmian kwadratowy ma jeden pierwiastek
podwojny xq, to wzory Viete’a maja postaci 2xy = —g i 2l = <.

Przyktad 1
Oblicz sume i iloczyn pierwiastkow rownania.

a) 2x?—20x+15=0

A =400 — 120 > 0, zatem istnieja dwa pierwiastki x{, x».
b 20 c

15
ZCl—l—xz:—E 7:10, x1I2:g:?:7,5

b) 32> —T7x+6=0
A =49 — 72 < 0, wiec réwnanie nie ma pierwiastkow.

Najpierw sprawdzamy, czy réwnanie ma pierwiastki.

Cwiczenie 2
Oblicz sume i iloczyn pierwiastkéw réownania.
a) 22 —9x—7=0 ¢) 622 — 162 +2 =0 e) — 222 —8x+1=0

3
b) =222 4+3x4+7=0 d) =322 +42x—-2=0 f) 222 +3zx— 1=

2 4

1. Funkcja kwadratowa i jej zastosowania

Przyktad 2
Okredl znaki pierwiastkéw réwnania 722 — 9z 4+ 1 = 0.

A =81 — 28 > 0, wiec réwnanie ma dwa pierwiastki z, x,.

Korzystamy ze wzoru Viete’a na iloczyn pierwiastkow:

_c 1
TLly = o=

Poniewaz x, - x5 > 0, liczby z;, x5 maja ten sam znak (obie sa ujemne lub
obie sa dodatnie). Korzystamy ze wzoru Viete’a na sume pierwiastkéw:

b 9
Ty +Tpo=—— =2
a 7
Oba pierwiastki majg ten sam znak oraz x; + x5 > 0, zatem x;, x5 sa liczbami

dodatnimi.

Zwr6é uwage na to, ze aby
okregli¢ znaki pierwiastkéw iy an, a5 66 dlodkintte, aily { Ty 22 >0
rownania kwadratowego, nie 1+ 22 >0
musimy ich wyznacza¢. Mo-

zemy skorzystaé z podanych | Liczby x1, x2 sa ujemne, gdy {
obok warunkéw.

x1 29 >0

1+ 29 <0

Liczby 1, x2 maja rézne znaki, gdy z1- x2 < 0.

Cwiczenie 3

Okresl znaki pierwiastkow rownania.

a) > —x—25=0 c) 1222 =206 +5=0 e) —22°—15x—3=0
b) 222 +6x+3=0 d) 322+ 50 +4=0 f) vV22? — V6 +3 =0

Frangois Viete (1540-1603) — francuski matematyk, z za-
wodu prawnik. Jako pierwszy konsekwentnie stosowat w al-
gebrze symbole literowe, chociaz jego notacja znacznie réz-

nita si¢ od uzywanej obecnie. Byt tajnym doradca na dwo-
rze Henryka III oraz Henryka IV, dla ktérego w 1590 r.
ztamal hiszpanski szyfr liczacy 500 znakow.

@ Przyktad 3

Uzasadnij, ze jesli rtéwnanie kwadratowe az?+bx+c = 0 ma pierwiastki x;, xs,
b2 _ 2
a? a '

to suma ich kwadratéow jest réwna

x5 4 x5 = (v + x9)? — 2x119 =
:<_9)2_2.£:ﬁ_%

a a a? a

Korzystamy ze wzoréw Viete’a
na sume i iloczyn pierwiastkow.

1.5. Wzory Viéte'a
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Przyktad 4

Oblicz sume kwadratéw pierwiastkéw réwnania 622 — 9x + 2 = 0.

Poniewaz A = 81 — 48 > 0, réwnanie ma dwa pierwiastki x,, xs.

2
9 2 9 2 27 — 8 19
.rf—l—.r% == (;f:1+:1:2:]2_2;.f:1£2 — (E) e Y e

6 4 3 12 T 12

Cwiczenie 4
Oblicz sume kwadratow pierwiastkow réwnania.
a) 22 —x—-1=0 b) 2z +62z—-3=0 ¢) 322 —dx+2=0

Zadania

1. Okresl znaki pierwiastkow rownania.
a) 4+ x—-1=0 ¢) 132* - 132 +3=0 e) V3z®—5z2+2=0
b) 152> +8z+1=0 d) 132 + 13z +4=0 f) —2? —2z4+v2=0
2. Uzasadnij, ze jesli réownanie kwadratowe az® + bx + ¢ = 0, gdzie ¢ # 0, ma
pierwiastki, to suma ich odwrotnosci jest réwna —{3_.

3. Oblicz sume odwrotnosci pierwiastkow réwnania.

a) 3z —r—1=10 b) =22 -8z —-3=10 ¢) 422 + 20z — 6 =0
4. Oblicz sume¢ kwadratéow pierwiastkéw rownania.

a) * +9x+6 =0 b) —2z*+6z+3=0 c) %:xr2 +vV22-1=0
5. Oblicz kwadrat réznicy pierwiastkow rownania.

a) 3z —x—-1=0 b) —22® + 5z +4=0 c) 2a’+31x—-2=0

6. Uzasadnij, ze jedli réwnanie kwadratowe ax? + bz + ¢ = 0, gdzie ¢ # 0, ma
2 i H I ’ - -, 2
pierwiastki x,, x5, to suma odwrotnosci ich kwadratow jest réwna f’—z — 28,

5 1 1 Ty + Tn)? — 27, T
Wskazowka, — + — = Lo @a) e
Ty o T (z122)°

7. Oblicz sume odwrotnosci kwadratow pierwiastkéw rownania.

a) —x*+10z+10=0 b) %:1:2—[—1.‘—2:0 ¢) —x*+3x+7=0

8. Czy mozna ulozy¢ réownanie kwadratowe tak, aby suma i iloczyn jego pier-
wiastkéw byly odpowiednio réwne: a) 713, b) 3177

9. Korzystajac ze wzordow Viete'a, uléz rownanie kwadratowe, ktorego pier-
wiastkami beda liczby dwa razy wieksze od pierwiastkéow rownania:

a) * —br+1 =0, b) —x* + 6z — 2 =0, ¢} 22 —3z+ 3 =0.

1. Funkcja kwadratowa i jej zastosowania

1.6. Rownania i nierownosci kwadratowe
Z parametrem

Przyktad 1
Dla jakich wartosci parametru m funkcja
y = (x—m)?+m ma dwa miejsca zerowe?

Wrykresem funkeji y = (x — m)? + m jest
parabola, ktéorej wierzcholek ma wspol-

rzedne (m,m), czyli lezy na prostej y = .
Z rysunku odczytujemy, ze funkcja:
y=(x—m)*+m

ma dwa miejsca zerowe dla m € (—oo;0).

Cwiczenie 1
Dla jakich warto$ci parametru m funkcja y = (x — m)? + m ma dwa miejsca

zerowe bedace liczbami ujemnymi?

Przyktad 2
Okredl liczbe pierwiastkéw rownania 22? — ma + 2 = 0 w zaleznos$ci od para-
metru m. Wyznacz te pierwiastki.
A=(-m)?—-4:2.2=m>= 16
» Réwnanie ma dwa rézne pierwiastki, gdv A = m? — 16 > 0, czyli dla
m € (—oo; —4) U (4; 00). Wowezas:

i, vy 1B Vm? - 16 ¢ oy = BB +vm? - 16
R 1 To = 4

» Réwnanie ma dokladnie jeden pierwiastek, gdy A = m? — 16 = 0, czyli dla
m = —4 (wowcezas ry = —1) i dla m = 4 (woéwcezas x4 = 1).

e Réwnanie nie ma pierwiastkéw, gdy A = m? — 16 < 0, czyli dla m € (—4;4).

Cwiczenie 2
Dla jakich wartosci parametru m rownanie ma dwa rozne pierwiastki? Wy-
znacz te pierwiastki.

a) =322 +2r—-m =0 b) 2> + (2m + 1)a+5=0 ¢c)z?+max—m=0

Cwiczenie 3
Okresl liczbe pierwiastkow rownania w zaleznosci od parametru m.
a) 2+ (m—1)z+2m—-5=0 b) -2z +2mz+2z+m— 3 =0

1.6.Réwnania i nieréwnosci kwadratowe z parametrem
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Przyktad 3
Dla jakich warto$ci parametru k réwnanie 22 — kx + k — 1 = 0 ma dwa rézne
pierwiastki o jednakowych znakach?

Réwnanie kwadratowe ma dwa rézne pierwiastki, gdy A > 0. Pierwiastki te

maja jednakowe znaki, gdy iloczyn tych liczb jest dodatni: x; - 2o = £ > 0.
A=k>—4(k—1)=k*—4k+4=(k—2) gzk—l
Otrzymujemy zatem dwie nierownosci, ktére muszg by¢ spelnione jedno-

czesuie: (k—2)2>01i k—1>0
k42 i k>1

Rownanie ma zatem dwa rézne pierwiastki o jednakowych znakach wtedy
i tylko wtedy, gdy k € (1;2) U (2; 00).

Cwiczenie 4
Dla jakich wartosci parametru k£ réwnanie ma pierwiastki o réznych znakach?
a) v — (k+2)x+k—2=0 b) 2?4+ (k—1)x—k=0

Przyktad 4
Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie (2m + 1)z?> —4(m — 1)z +4 =0
ma dwa rézne pierwiastki, ktérych suma odwrotnosci jest liczba ujemna?
Rozpatrzmy dwa przypadki ze wzgledu na wspélczynnik przy 2.
1° Dla 2m + 1 =0, czyli dla m = —%, réwnanie jest liniowe — ma tylko jeden
pierwiastek. Nie sg wiec spetnione warunki zadania.
2° Dla m € R\ {—1} réwnanie jest kwadratowe — ma dwa rézne pierwiastki,
gdy A > 0.
A=(=4m—-1)" —4-2m+1)-4=16m> - 64m
A >0, gdy 16m? —64m >0
16m(m —4) >0

(D) m € (—00;—3) U (—=5;0) U (400)  m#—3

Sume odwrotnosci pierwiastkow wyznaczamy, korzystajac ze wzorow Viete'a:
i+i:xl+x2:_cg:—9:—4(m_1):m—1
x1 o xr1-T9 = c 4

Warunek m — 1 < 0 jest spetniony, gdy:

() me (oYU (k1) me-d

Zatem ostatecznie wyjsciowe roéwnanie ma dwa rozne pierwiastki, ktorych
suma odwrotnosci jest ujemna, gdy warunki (I) i (II) sa jednoczesnie spel-
nione, czyli gdy m € (—oo; —%) U ( 1 0).

1. Funkcja kwadratowa i jej zastosowania

Cwiczenie 5

Dla jakich wartosci parametru m suma odwrotnosci dwoch réznych pierwiast-
kéw réwnania jest wieksza od —67
a) (m+3)z>+(m+2)z+1=0 b) maz?+ (m—1)z+1=0
Cwiczenie 6

Dla jakich wartosci parametru £ suma kwadratéw dwdéch réznych pierwiast-
kéw réwnania jest réwna 177
a) 2+ (k—1x+4=0 b) 2 — (k—2)z+ k> +1=0
Przyktad 5

Dla jakich wartosci parametru m nier6wnos$é (m + 2)x? — 2mx +m > 0 jest
prawdziwa dla kazdego x € R?

Rozpatrzmy dwa przypadki ze wzgledu na wspélczynnik przy 2.
1° Dla m = —2 otrzymujemy nieréwnos¢ liniowg 4x — 2 > 0. Nie spelnia ona
warunkow zadania.

2° Dla m # —2 otrzymujemy nieréwnos¢ kwadratowa.
Zachodzi ona dla kazdego x € R, gdy jednoczesnie spetnione sg dwa warunki:

m+2>0 (I) Parabola ma ramiona skierowa-
ne do géry i ma co najwyzej je-
A<O0 (H) den punkt wspoélny z osig OX.

Warunek (I): m € (—2;00)
Warunek (I1): A = (=2m)? — 4m(m + 2) = 4m?* — 4m? — 8m = —8m
A <0, gdy m € [0;0).

Zatem ostatecznie wyjsciowa nieréwnos¢ jest prawdziwa dla kazdego z € R,
gdy m € [0; 00).

Cwiczenie 7

Dla jakich wartosci parametru k podana nieréwnos¢ zachodzi dla kazdego
x € R?

a) 2 — (k—3)x +4k > 0 b) (k—1)a? —2kz+k—1<0

Zadania

@ 1. Wykaz, ze réwnanie 22°+mxz—3 = 0 ma rozwigzanie dla dowolnego m € R.

@ 2. Wykaz, ze nie istnieje taka wartos¢ parametru m, dla ktérej réwnanie

2?4+ (m+ 1)z +m*+ 1 = 0 ma rozwiazanie.

1.6.Réwnania i nieréwnosci kwadratowe z parametrem
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Dla jakich wartosci parametru m réwnanie ma co najmniej jeden pierwia-
stek?

a) x> — 6z +2m =0
b) iz —(m—2)z+m—2=0

2

c) mr* —4xr+1=0
d) (1—-m)z?>—(4m—4)z—3m+5=0

Dla jakich wartosci parametru k£ réwnanie ma dwa pierwiastki o réznych
znakach?

a) * —2x+k+3=0
b) 2> —(k—4)x —k+5=0

c) 2+ (2k+1)x—2k+2=0
d) 22+ (1 —-2k)x+4—4k=0

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie ma dwa rézne pierwiastki, ktore
sg liczbami dodatnimi?

a) 22— (m+2)x+m+5=0
b) 22 +4mx+m+3=0

c) 22+ (2m—5)z+2m—6=0
d) 22— Bm+1)ax+2m*—m—6=10

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie ma dwa rézne pierwiastki, ktoére
sg liczbami ujemnymi?

a) 2 +x+m?>—4m =0 b) =2+ Z2x—-m+1=0

Dla jakich wartosci parametru k nieréwno$é¢ zachodzi dla kazdego x € R?
a) 2 +3x+k>0 d) 2> —kzx+k+1>0

b) 22 +kx+9>0 e) (k+ 1)z —2x—-1<0

c) 2> —kx+k+3>0 f) kx?+2(k—1)z+k—1>0

Dla jakich wartosci parametru k funkcja f jest okreslona dla kazdej liczby
x € R?

a) flx)=2?+ (k+2)z+2k+1 d) f(z) =+/(k—4)2%+ 2kz + 2k

b) f(2) = /B R T (k—2z+1 o) flo)=———t

\/k:c2—|—2k:x—l—2

2
£ _ 2 —bx +3
) (@) ka2 + (2k - 1)z +2k -1

¢) fx)=+/(2—k)a®2 —2x+2—k

Dla jakich wartosci parametru a réwnanie ma dwa roézne pierwiastki z;
i x5 spetniajace podany warunek?

a) x2—(a—4)x—2a=0 Ty + Ty > 2

b) 22+ (a+ 1Dz +4=0, 23+ 25 =2(zx; + )
c)a: +a:c+2a—3—0 3Ty + 2125 < 0
d) =22+ (2a—1Dx+a=0, (; —x3)*=5

1. Funkcja kwadratowa i jej zastosowania

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Dla jakich wartosci parametru a suma odwrotnosci dwoch réznych pier-
wiastkéw rownania jest rowna 67

a) 22+ (a+2)x+1=0 b) 2> —=6(a—3)x+a—-3=0

Dla jakich wartosci parametru a suma kwadratéw dwoéch réznych pier-
wiastkéw rownania jest rowna 167

a) ©2 —2axr+3=0 b) 22+ (4—2a)x+a*+1=0

Dla jakich wartosci parametru a suma odwrotnosci kwadratow dwoéch roz-
nych pierwiastkéw réwnania x? + ax + 1 = 0 jest réwna 77

Dla jakich wartosci parametru a suma odwrotnosci dwoch réznych pier-
wiastkéw réwnania —x? —2x+a’+a+1 = 0 przyjmuje najwicksza wartosé?

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie ma tylko
jedno rozwiazanie.

a) (x> — 2m—4)xr+m—2)=0 b) (z+3)(x2*+ (m+3)z+m?) =0
Naszkicuj wykres funkcji y = f(m), ktéra kazdemu argumentowi m € R
przyporzadkowuje liczbe rozwigzan réwnania.

a) (m—1Dz*+2x+m—1=0 b) (m? +2m)a* 4+ 2mz+3 =0
Niech y = f(m) bedzie funkcja okreslajaca warto$¢ iloczynu dwoch roz-
nych pierwiastkéw réwnania z? — 2x + m? + 4m + 1 = 0 w zaleznosci od

parametru m. Podaj dziedzine funkcji f oraz wyznacz pierwiastki réwna-
nia tak, aby ich iloczyn byl najmniejszy.

Funkcja y = f(m) opisuje sume dwoch réznych pierwiastkéw réwnania:
1,.2 m o __
4+ (m+1lzx+5 =0

Wyznacz pierwiastki rownania tak, aby ich suma byta najwicksza.

Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie ma cztery roézne pierwiastki?
a) vt +maz®>+1=0
b) 2t —22+m =0 d) z* + (m

c) zt+ma—m—-6=0
—2)2?+4—m =0

Wyznacz liczbe pierwiastkéw réwnania w zaleznosci od parametru m.

a) z*+ma*+4=0 b) z*+ 2+ m =0 o)¥|z? + 22 — 8| =

Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie (m + 3)z? +mx + 1 = O ma
dwa rézne pierwiastki z; i x5 spelniajace nieréwnosé |x,| + |z2| <

Wskazéwka. Obie strony nieréwnosci |21 |+ |z2| < 1 mozna podniesé do kwadratu.

1.6.Réwnania i nieréwnosci kwadratowe z parametrem
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1.7. Funkcja kwadratowa -

zastosowania (1)
Przyktad 1

Suma liczb p i g jest rowna 12. Oblicz najwiekszg wartosé iloczynu tych liczb.
p+qg=12, zatem q¢q = 12 — p.
Hoczyn tych liczb to p-q = p(12 — p) = 12p — p* = —p? + 12p.

Wryznaczamy wierzchotek paraboli bedacej wykresem funkeji danej wzorem:
Wrykresem funkcji f jest parabola

oS .. .
f(p) =-—p + 12p o ramionach skierowanvech w daol.

Pu=— = =2 =6, f(p,)=—6"+12-6=—36+72 = 36

Najwieksza wartosé iloezynu liczb p i ¢ jest réwna 36 (dla p = ¢ = 6).

Cwiczenie 1
Oblicz najwigksza wartosc iloczynu dwéch liezb, ktérych suma jest réwna:

a) 38, b) c) V2.

b2 | =
-

Cwiczenie 2
Suma liczby p i podwojonej liczby g jest rowna 36. Oblicz najwicksza wartosc

iloczynu liczb p i q.

Przyktad 2
Wyznacz wartodci najmniejszg i najwieksza funkeji f(x) = —2? + 22 + 4
w przedziale [—1;2].

Obliczamy wartosci funkeji f na koncach przedziatu:
f(—=1) =1 oraz f(2) = 4.

Wierzcholek paraboli ma wspoélrzedne: z, = —EF’;; =],
Yy, = f(1) = 5. Poniewaz z,, € [-1;2] oraz ramiona pa-
raboli sa skierowane w dél, najwiecksza wartos¢ funkeji

w tym przedziale jest rowna 5. Wartosé najmniejsza jest

przyjmowana dla x = —1 i wynosi 1. : 1o

Aby wyznaczy¢ najmniejsza lub najwicksza wartodé funkeji kwadratowej
f(x) = azx® + bxr + ¢ w przedziale [p;;p,], nalezy obliczyé f(p,) i f(p2).
Jesli x,, (pierwsza wspélrzedna wierzcholka paraboli bedacej wykresem tej
funkeji) nalezy do przedzialu [p,:p,], to obliczamy réwniez y,, = f(x,).
Najmniejsza sposrod tych wartosci jest najmniejsza wartoscia funkeji w da-
nym przedziale, a najwigksza — najwicksza wartoscia.

1. Funkcja kwadratowa i jej zastosowania

Przyktad 3
Wyznacz wartosci najmniejsza i najwigksza funk-
cji f(z) = —32° + 2z + 1 w przedziale [—1;2].

Obliczamy kolejno:

« f(-1) = —g oraz f(2) =4
S Xy = —% = __25 =4 ¢ [-1;2]

Zatem wartos¢ najmniejsza i wartosé najwicksza funkeji f przyjmowane sa na

id.

konicach przedzialu [—1;2], czyli sa to odpowiednio —

e | T

Cwiczenie 3

Wyznacz wartoscl najmniejsza i najwieksza funkeji f w podanym przedziale.
a) f(z) =2+ 4z + 8, [-3;1] ¢) f(z)=—2*+ 4z — 6, [—1; 3]

b) f(z) = —22* — 4z — 1, [0; 4] d) f(z) =22%+ 2x — 3, [-2;1]

Przyktad 4
Z prostokatnego arkusza tektury o bokach 60 cm

i 40 cm wycinamy w rogach kwadraty tak, aby po

odpowiednim sklejeniu pozostalej czesei otrzymad | l
otwarte pudetko. Jaka powinna by¢ dlugosé bo- I |

kéw wycinanych kwadratéw, aby pole powierzchni | |
I : |

bocznej pudetka byto najwieksze? Oblicz to pole.

Pole powierzchni bocznej pudetka w zaleznosci od diugosei bokéw wycietych
kwadratow przedstawia funkcja:
P(z) = 2(40 — 2z) - = + 2(60 — 2z) - * = —8z” + 200z

Okreslamy dziedzine funkcji P: D = (0;20). x> 0, 2x < 40, 2z < 60

Wyznaczamy wspolrzedne wierzchotka paraboli y = —82° + 200a:
b 200 i A 40 000
i s B o IO L HE g e e o — 195
= = 9 Yu P = 50

Poniewaz z,, € (0;20) oraz ramiona paraboli sa skierowane w dol, najwicksza
wartosc¢ funkeji P jest przyjmowana dla x,,.
Pudetko ma zatem najwicksze pole powierzchni boceznej, jesli dlugoéé bokow

wycietych kwadratéw jest rowna 12,5 em. Pole to jest réwne 1250 em?.

Cwiczenie 4

7 kwadratowego arkusza tektury o polu 1600 ecm? wycinamy w rogach kwa-
draty tak, aby po odpowiednim sklejeniu pozostalej czesci otrzymadé otwarte
pudetko. Jaka powinna by¢ diugosé bokéw wycinanych kwadratow, aby pole

powierzehni boeznej pudetka byto najwigksze? Oblicz to pole.

1.7. Funkeja kwadratowa - zastosowania (1)
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Zadania

1. Wyznacz wartosci najmniejsza i najwiekszg funkcji f(x) = —2? + 4z — 1
oraz funkcji g(z) = 12 + x — 3 w przedziale: a) [0;4], b) [—4;6].

2. Suma dlugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatnego jest rowna 8.
a) Wyznacz najwieksze pole takiego tréjkata.
b) Wyznacz najmniejsza warto$¢ kwadratu dlugosci przeciwprostokatne;
takiego trojkata.

3. Trzeba ogrodzi¢ prostokatng rabate kwiatowa o jak naj-
wiekszej powierzchni, przy czym nie bedzie ona grodzona
na jednym boku na odcinku 4 m (rysunek obok). Wiadomo,
ze potrzeba do tego 80 m biezacych siatki ogrodzeniowe;.

W
=

Jakie wymiary ma ta rabata?

4. Taras przylega jednym z bokéw do Sciany domu (rysunek
obok). Wiadomo, ze na ogrodzenie tego tarasu potrzeba

28 m biezacych paneli ostonowych i ze jego powierzchnia
jest najwieksza z mozliwych. Jakie wymiary ma ten taras?

5. Podstawa prostopadtoscianu o wysokosci 5 cm jest prostokat o obwodzie
12 cm. Jakie powinny by¢ wymiary podstawy tego prostopadtoscianu, aby
jego pole powierzchni catkowitej byto najwieksze?

6. Szkielet prostopadto$cianu wykonano z 56 cm drutu. Podstawa prosto-
padtoscianu jest prostokat, ktérego jeden bok jest dwa razy dtuzszy od
drugiego. Jakie powinny by¢ dlugosci krawedzi tego prostopadtoscianu,
aby jego pole powierzchni catkowitej byto najwieksze?

7. Wyraz pole prostokata przedstawionego na rysunku jako funkcje zmien-

nej x. Podaj wymiary prostokata o najwiekszym polu.

a) }| b)

2 8

o 4 | | 24

8. Wyznacz warto$ci najmniejsza i najwieksza funkcji f w podanym prze-

dziale.

a) (@) = ——5 (14 ¢) f(x)

b) f(z) =V—22+4x + 4, [0;4]

B 1
/522 — 10244
d) f(z) = (2* = 62+ 3)%, [1;5]

—2;0]

1. Funkcja kwadratowa i jej zastosowania

1.8. Funkcja kwadratowa -
zastosowania (2)

Przyktad 1

Prostokatny trawnik ma powierzchnie 209 m?. Oblicz wymiary tego trawnika
w przypadku, gdy réznig si¢ one o 8 m.

Oznaczmy dlugosé krétszego boku trawnika przez = (x > 0). Otrzymujemy
réwnanie:

z(x + 8) = 209
24+ 8xr—209=0
A = 64 + 836 = 900, VA = 30

—-8-30 —8+30
2 2 -

Pierwsze rozwigzanie odrzucamy, poniewaz nie speilnia warunkéw zadania.

11

<0, Ty —

rK —

Zatem trawnik ma wymiary 11 m x 19 m.

Cwiczenie 1
Prostokatny trawnik ma powierzchnie 216 m?. Oblicz wymiary tego trawnika
w przypadku, gdy r6znig sie one o: a) 6 m, b) 15 m.

Przyktad 2

Wokot prostokatnego trawnika o wymia-
rach 12 m X 6 m ma zosta¢ utozony pas

kostki brukowej o szerokosci x m oraz po-
wierzchni 63 m? (rysunek obok). Oblicz . AL 6 m <5

Powierzchnia pokryta kostka jest réwna 19 m

réznicy pol wigkszego i mniejszego prosto- m

kata:

(12 +22)(6 + 22) — 12-6 = 72 + 24w + 122 + 42* — 72 = 42 + 362, © > 0
Otrzymujemy réwnanie:
472 4 367 = 63
42* + 362 — 63 =0
A = 1296 + 1008 = 2304, VA = 48

—36 — 48 —36 448
Ir1 = 3 < O, Lo — ; = 1,5

Pierwsze rozwiazanie odrzucamy, poniewaz nie spetnia warunkow zadania.

Zatem szerokos¢ pasa jest rowna 1,5 m.

1.8. Funkcja kwadratowa - zastosowania (2)
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Cwiczenie 2

Wokot basenu o wymiarach 4 m x 8 m wytozono ka-

I 1m

felkami pas o szeroko$ci x m oraz powierzchni 45 m?

(rysunek obok). Jaka jest szeroko$é¢ tego pasa?

Przyktad 3
Firma produkujaca zabawki oszacowala roczng wielkos¢ sprzedazy lalek na
s sztuk w zaleznosci od ceny x zl za sztuke (tabela ponizej). Okazalo sie, ze

jest to zalezno$¢ liniowa s(x) = —40x + 3600.
Cena x w zt 40 50 60 70 80 90
Liczba lalek s 2000 1600 1200 800 400 0

Koszt wyprodukowania jednej lalki wynosi 20 zt. Ustal taka cene za jedna
lalke, aby roczny zysk firmy byl najwiekszy. Jaka bedzie wtedy wielkos$¢ sprze-
dazy i jaki zysk?
Zysk ze sprzedazy jednej lalki, gdy kosztuje ona x zl, jest réwny (z — 20) zt
(przyjmujemy, ze x > 20). Okreslmy funkcje z opisujaca roczny zysk ze sprze-
dazy s lalek dla ceny x zt za lalke:

z(x) = s(x) - (x — 20) = (—40x 4 3600)(z — 20) =

= —402° + 4400z — 72000, gdzie z € [20;90]

Funkcja z najwieksza wartos¢ przyjmuje w wierzchotku odpowiedniej paraboli:

4400
L
—80 g

Zatem zysk bedzie najwigkszy dla ceny x = 55 zl.
Wielkos¢ sprzedazy bedzie wéwczas réwna:
s(b5) = —40 - 55 4 3600 = 1400
a roczny zysk bedzie wynosit:
Zmax = 2(55) = 1400 - (55 — 20) = 1400 - 35 = 49000 [z1]

Ty =

Cwiczenie 3

Koszt wyprodukowania jednego pluszowego misia wynosi 10 zt. Dla ceny 15 zt
za misia wielkos¢ sprzedazy wynosi 1000 sztuk rocznie. Kazdorazowe podnie-
sienie ceny o 1 zt powoduje spadek sprzedazy o 50 sztuk w ciggu roku.

a) Wyznacz wzor funkcji kwadratowej opisujacej roczny zysk w zaleznosci od
ceny x zt za sztuke.

b) Ustal taka cene za jednego misia, aby roczny zysk firmy byl najwiekszy.
Jaka bedzie wtedy wielkos$¢ sprzedazy i jaki zysk?

1. Funkcja kwadratowa i jej zastosowania

Cwiczenie 4

Sklep z odzieza sportowa sprzedaje dziennie 16 bluz dresowych. Zysk ze sprze-
dazy jednej sztuki wynosi 40 zt. Wtasciciel sklepu przewiduje, ze kazde obnize-
nie ceny o 5 zt spowoduje wzrost sprzedazy o 4 sztuki dziennie. O ile powinien
on obnizy¢ cene, aby mie¢ najwiekszy zysk?

Zadania

1. Plac zabaw ma ksztalt prostokata o wymiarach 12 m x 18 m. Szerokos¢
placu zwiekszono o x m, a dtugos¢ o 2z m. Powierzchnia placu wzrosta
wowcezas o 144 m?. Oblicz =.

2. Reprodukcje obrazu o powierzchni P oprawiono w prostokatng rame o wy-
miarach zewnetrznych x x y. Oblicz szeroko$¢ tej ramy, gdy:
a) P =2400 cm?, x =80 cm, y = 60 cm,
b) P =2700 cm?, x =75 cm, y =55 cm.

3. Wokét prostokatnego trawnika o wymiarach 4 m X 8 m ma zosta¢ utozona
kostka brukowa. Projektant przedstawil dwie propozycje: A i B (rysunki
ponizej). Dla kazdej z tych propozycji oblicz .

Propozycja A
obszar pokryty kostka — 66 m?

Propozycja B
obszar pokryty kostka — 78 m?

T m
2x m
2x m Am 2x m
8 m T m Am|EH0
T m 8 m
4. Dany jest prostokat o wymiarach 21 cm x 4 cm. 2z m
Jego dtugosé i szerokosc¢ zwiekszono o x cm. Dla

jakiej wartosci x przekatna nowego prostokata
ma dlugosé 25 cm?

5. Dany jest prostokat o wymiarach 3 cm X 10 cm. Jego dtugosé i szerokosé
zwiekszono o x cm. Dla jakich wartosci x przekatna nowego prostokata ma
dtugos¢ wigksza od 13 cm?

6. Szerokos¢ pokoju jest o 2 m mniejsza od jego dtugosci. Jakie wymiary moze
mie¢ ten pokdj, jesli przekatna podtogi jest niekrotsza niz 6 m i niedtuzsza
niz 10 m?

1.8. Funkcja kwadratowa - zastosowania (2)
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7. Bok BC tréjkata prostokatnego ABC jest o 2 ¢m T Krzywa iaﬁCUChowa

krétszy od boku ABio 7 em dluzszy od boku AC.

Oblicz obwdd tego tréjkata. Wiszacy, zamocowany na koncach laficuch przyjmuje ksztalt przypominajacy
parabole. W 1638 r. opisywal to juz Galileusz, wloski fizyk i astronom.

W drugiej polowie XVII w. wykazano, ze jest to inna krzywa, zwana krzywa
lancuchowa lub catenarig [czyt. katenaria], od lacinskiego stowa catena

[czyt. katena] oznaczajacego lanicuch.

8. Boki prostokata maja dlugodci 8 i 10 (rysunek
obok). Dla jakich wartosci x zacieniowany obszar

stanowi co najmniej 40% powierzchni prostokata? x

9. Powierzchnia stawu wynosila 400 m?. Przez dwa kolejne lata, na skutek

suszy, powierzchnia stawu si¢ zmniejszala — w kazdym roku o p%. Po

uplywie dwéch lat staw mial powierzchnie 289 m?. Oblicz p. Na rysunku obok przedstawiono
krzywa fancuchowa (kolor czerwony)
@ 10. Wykaz, ze istnieje tylko jeden trojkat prostokatny, ktorego boki maja dhu- oraz parabole (kolor niebieski), ktéra
gosci rowne kolejnym liczbom: a) naturalnym, b) parzystym. dla wartosci argumentow bliskich 0
) jest bardzo dobrym przyblizeniem
11. LEuk przesta mostu ma ksztalt paraboli tej krzywej faricuchows.
(rysunek obok). Korzystajac z wymiarow
podanych na rysunku, znajdz réwnanie £
tej paraboli. Przyjmij, ze poczatek ukladu A B
wspolrzednych znajduje sie: ' 12 m '
a) w punkcie A, b) w srodku odcinka AB. i
o| 1 X
12. Czy pod mostem opisanym w zadaniu 11. przeplynie barka o szeroko- :
sci 6 m, ktora po zaladowaniu wystaje 3,1 m ponad powierzchnie wody?
:] o 3 11 y 3 | 5 o 1 3 Ly 5 L A r é % i i ‘LI : I.I E - i A i i i i i
Przyvjmij, ze przekrojem poprzecznym barki jest prostokat et irsswit ihotehowed prsimll whksos izns 1 et Vol tysvens
tancuchy, liny lub przewody wysokiego w architekturze. Na zdjeciu monument
napiecia. Gateway Arch w Saint Louis w Stanach
Czy wiesz, ze... Zjednoczonych.

Wszystkie parabole sa podobne. Aby sie o tvm przekonaé, warto przvirzedé
¥ I I Yy BI¢ ¥ I : Pray]

si¢ ponizszym rysunkom (zauwaz, ze jednostki na osiach na rysunku po
prawej sa dwukrotnie wigksze niz na rysunku po lewej). Na przyklad para-
bole narysowane kolorem czerwonym (na rysunku po prawej parabola dana

2 . . . . 1 i
wzorem ¥y = x°, a na rysunku po lewej parabola y = ;2-:1:2} sa identyczne.

El Skorzystaj z dostepnych zrédet i znajdz inne
przyktady wykorzystania krzywej taricuchowej
w architekturze.

H D

=T
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Powtorzenie
B Zestaw |
1. Rozwiaz réwnanie.

a) 422 —5x =0 c) 2522 —1=0 e) z(x+2)=-1

b) = = /222 d)1-222=0 f) z(x —8)=4(x—9)
2. Rozwiaz réwnanie.

a) 22 —4x—5=0 c) 322 —=3z4+9=0 e) z(z—5)=2z(x—1)

b) 222 +5x+1=0 d) Ta? +2x =1 f) 2(1 —5x)=(1—2)?
3. Rozwiaz nieréwnosc.

a) 22 4+2x—1>0 ¢) bt —br+2<0 e) 4o —32* <2 —2a?

b) 42?2 + 202 4+25<0 d) —32% + 62 > 2 f) —x(4—2)>4—a?
4. Dane sg zbiory A i B. Wyznacz zbiory AN B i A\ B.

a) A={reR:2?+2x—1<0}, B={reR: 2>+ >0}

b)) A={reR:2?+42+2>0}, B={z eR: 2> -z —6 <0}

¢c) A={rx eR: 3z +18 > 2%}, B={z € R: 2 — 42 < 3}
5. Rozwigz réwnanie.

a) (2 —4) (2> +9)=0 ¢) 2*—222+1=0 e) ot — 1622 =0

b) (922 —4)(2* —3)=0 d) 2*+ 162> =0 f) 4ot +42°+1=0
6. Rozwiaz réwnanie. Zastosuj odpowiednie podstawienie.

a) vt —32* —4=0 d) 82* —322-3=0 g) 2*—222-8=0

b) z* — 62> +8 =10 e) ¥ —622—-16=0 h) 2* +222—-15=0

c) 2 + 72> +10=0 f) z* — 222 —5=0 i) z* +102*+25 =0
7. Rozwiaz uktad rownan. Podaj jego interpretacje geometryczna.

y=x+3 y=3r—95 y=2xr—2
a) ) b) ) c) )
y=—-x"+5 y=1x"—3 y=2x>—2x+1

8. Naszkicuj wykres funkcji f. Wyznacz wartos¢ najmniejsza i warto$¢ naj-

wieksza funkcji f w podanym przedziale.
2) f(x) = 2% + 4z, [~ 1] &) f(z) =2* + 20 +1,[0;2]
b) f(z) = —x? + 2z, [0; 4] d) f(z) = —2® + 32 — 2, [-2;2]

B 40 1. Funkcja kwadratowa i jej zastosowania

10.

11.

12.

Dla jakich wartoéci a i b suma a?+b? przyjmuje warto$é najmniejsza, jesli:
a) a+b=4, b) a —b =3, c) 2a+b=17

Trzeba ogrodzi¢ prostokatny plac, przy czym nie be-
dzie on grodzony na jednym boku na odcinku 10 m
(rysunek obok). Wiadomo, ze na ogrodzenie tego pla-
cu potrzeba 240 m biezacych siatki ogrodzeniowej i ze 10 m
jego powierzchnia jest najwicksza z mozliwych. Jakie

wymiary ma ten plac?

W sklepie zostaje codziennie sprzedanych 40 sztuk pewnego towaru. Zysk
przypadajacy na jedna sztuke tego towaru wynosi 240 zt.

a) Ekspert A twierdzi, ze obnizenie ceny o x zt spowoduje wzrost dziennej
sprzedazy tego towaru o x sztuk. O ile nalezy obnizy¢ ceng, aby zysk byt
najwiekszy? O ile zwickszy sie wtedy zysk?

b) Ekspert B twierdzi, ze podniesienie ceny o (20 - z) zt spowoduje spadek
dziennej sprzedazy tego towaru o x sztuk. O ile nalezy podnies¢ cene, aby
zysk byl najwiekszy? O ile zwiekszy sie wtedy zysk?

Zdjecie w ksztalcie prostokata o bokach 75 ki
pdm i ¢ dm oprawiono w rame o sze-
rokosci  dm (rysunek obok). Pole po-
wierzchni zdjecia wraz z rama jest rowne
P dm?. Oblicz szeroko$¢ ramy.

a) p=3,q=>5, P=2925

b) p=4,q=6, P=235

Zestaw I

Dla jakich wartosci parametru ¢ funkcja f ma dokladnie jedno miejsce
zerowe?

a) f(x)=a*4+3x+c c) fla)=—-a?4+ax+c+1

b) f(z)=2>—-2Vbx —c d) f(x) =2+ cx+c

Dla jakich wartosci parametru b funkcja f ma dwa rézne miejsca zerowe?
a) f(x) =2 +bx+4 b) f(x) = —2* + 2bx — 1

Wyznacz wspdélne mniejsca zerowe funkcji f i g.

a) f(x)=a*—T72*4+12, g(x) =a* —92* 4+ 18

b) f(z) =6z* — bz + 1, g(x)=6x*— 1122 + 4

Powtérzenie
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10.

11.

12.

Rozwiaz rownanie. Zastosuj odpowiednie podstawienie.

a) (2 —2x)* +5(x* —22)+4=0 c) (2 —5x)(2® —bx +2) =24
b) (z? +4x)* 4+ 7(2? +4x) + 12 =0 d) (22 +2zx)(2® + 22— 1) =2
Rozwiaz rownanie. Sprawdz otrzymane rozwiazania.

a) Vic—x2—12- (22 -1) =0 b) (2?2 +2x —15) - Va2 — 4z =0

Uzasadnij, ze podane rownanie ma dwa pierwiastki x;, x5. Oblicz wartos¢

wyrazenia x2 + x3 — 81,75 bez wyznaczania tych pierwiastkow.
a) 1522 — 122 —20=0 b) W2+ 12?4+ (V2—-1Dax—1=0

Wyznacz wzér tunkcji kwadratowej f w przypadku, gdy:

a) do jej wykresu nalezy punkt (0,—2), suma jej miejsc zerowych jest
réowna %, a suma ich odwrotnosci jest rowna 4,

b) iloczyn jej miejsc zerowych jest réwny 24, a parabola bedaca jej wykre-
sem ma wierzchotek w punkcie (5,2).

Dla jakich warto$ci parametru m podane réwnanie ma dwa pierwiastki
o réznych znakach?

a) 2+ (m—3)x+m =0
b) 22 +(m+1)z+1=0

¢) tma’+(m? —1)z+m?—4m =0

d) Bm—2)2>+mz+1—-2m=0

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie:

a) 222 —mx +m+ 2 = 0 ma dwa rézne pierwiastki dodatnie,

b) —z? 4+ (2m — 2)xz +m? — 2m = 0 ma dwa rdézne pierwiastki ujemne?
Dla jakich wartosci parametru m podana nieréwnos¢ jest spetniona przez
dowolna liczbe rzeczywista x?

a) mz* +4r+m—1<0 b) (m—=3)2>+ B3 —m)z+m >0

Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych zbiorem wartosci funkcji f
jest przedzial [1;o00).

a) f(r)=2>+ (2m+2)z—m b) f(z) = (m+1)z*+(m+1)z+m+3

Zaznacz w ukladzie wspélrzednych zbiér punktéw (k, m), dla ktérych row-
nanie % + kz +m = 0O:
a) ma jedno rozwiazanie x, spelniajace warunek |z,| < 2,

b) ma dwa rozwigzania x, T, spelniajace warunek x? + 23 = 4.

1. Funkcja kwadratowa i jej zastosowania

&

Zadania z kontekstem realistycznym

1.

Wedtug projektu pokodj mial mie¢ wymiary 6 m x 9 m. W trakcie realizacji
tego projektu krotsza sciane pokoju wydtuzono o x m, a dtuzsza skrécono
o x m tak, aby powierzchnia tego pokoju byta najwicksza. Wyznacz x.

Na rysunku obok przedstawiono plan sSciezek

w parku wykonany w skali 1:1000. Prowadza ¢
one wzdtuz bokow trojkata ABC. Miedzy Sciez-
kami ma sie znajdowaé¢ prostokatny trawnik 1,5 cm
umieszczony jak na rysunku obok. Jaka naj-
3 cm B

wiekszg powierzchnie moze mie¢ taki trawnik? A

Kawalek tkaniny ma ksztalt trojkata prostokatnego o przyprostokatnych
2 m i3 m. Aby uszy¢ prostokatna serwete, krawcowa zamierza odciaé od
niego dwa rogi. Jak powinna to zrobi¢, aby otrzymac serwete o jak naj-
wiekszej powierzchni?

Na klombie rosty w réwnych rzedach 24 krzaki r6z. W kazdym rzedzie
posadzono jeszcze 2 krzaki i dodano jeden nowy rzad. Na klombie rosnie
teraz 45 krzakow réz, po tyle samo w kazdym rzedzie. Ile rzedow roz byto
na poczatku?

7, wysokosci 5 m wypuszczono z tuku pionowo }
do gory strzale z predkoscia poczatkowa 50 m/s.
Wysokosé strzaly nad ziemia (w metrach) mozna
przyblizy¢ wzorem:

h(t) = 5+ 50t — 5¢*
gdzie t jest czasem lotu strzaly (w sekundach).
a) Uzupelnij tabele wartosci funkcji h i okresl jej
dziedzine.

ts] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
hlm] 50 85 ? ? ? 125110 85 50 5

b) Po ilu sekundach od momentu wypuszczenia

z tuku strzata ponownie osiaggnie wysoko$¢, z ja-
kiej ja wypuszczono?

c¢) Po ilu sekundach od momentu wypuszczenia

z tuku strzata osiggnie najwieksza wysokos¢? 5

i |t

d) Na jaka najwieksza wysokosé doleci strzata?

Zadania z kontekstem realistycznym
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Sposob na zadanie

Przyktad
Dla jakich wartosci parametru m réwnanie 2 — 2mx +m — 1 = 0 ma dwa
rézne pierwiastki mniejsze od 27

Aby rozwigzac to zadanie, mozemy postapi¢ na jeden z ponizszych sposobow.

I sposé6b
Rownanie to ma dwa rozne pierwiastki mniejsze od 2, gdy:
A>0 A>0 A>0 Liczby 1 —2 1 x2 — 2

71<2 2 —2<0 S Q (11 —2)(x,—2) >0  saujemne, gdy ich ilo-
czyn jest dodatni, a su-
Ty < 2 To—2<0 ($1—2)+($2—2)<0 ma ujemna.

e A=0b—4dac=(—2m)>* —4(m —1) =4m* —4m + 4
A=4m?* —4m+4 > 0 dlam € R (sprawdz).

° ($1—2)(ZL’2—2) = $1$2—2$1—2$2+4 = l’1x2—2($1—|—$2)+4 = §+2§+4 =

=m-—-1—-4m+4=-3m+3
Zatem (z; —2)(zy —2) > 0 < —3m + 3 > 0.

Nieré6wnos¢ ta jest prawdziwa dla m < 1.

°($1—2)—|—(x2—2) =x1+x2—4:—§—4:2m—4
Zatem (x; —2) 4+ (x2 —2) <0< 2m —4 < 0.
Nierownosé ta jest prawdziwa dla m < 2.

Po uwzglednieniu powyzszych warunkéw otrzymujemy: m € (—oo;1).

IT sposob
Rozpatrzmy tréjmian kwadratowy f(z) = 2? —2mx +m — 1. Poniewaz a > 0,
podany w zadaniu warunek zachodzi, gdy:

A >0 Y Dwa rézne pierwiastki rownania sa
mniejsze od 2, gdy pierwsza wspot-
Ty < 2
A rzedna wierzchotka paraboli x,, < 2
f(2)>0 O| 2 X oraz f(2) > 0 (dlaczego?).
« A >0dlaméeR (sprawdz).
ey —_ b _2m
Yo 2a 2

Zatem x, < 2 dla m < 2.
cf(2)=22-2m-24+m—1=-3m+ 3
Nieré6wnos¢ —3m + 3 > 0 jest prawdziwa dla m < 1.
Odpowiedz: m € (—oo; 1)
-» Zadanie 6, str. 48

Przed obowiazkowa matura z matematyki

W zadaniach 1-8 wybierz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Zadanie 1 (0-1)

Dwa rézne pierwiastki dodatnie ma réwnanie

A. 22 —42+5=0 C.2°-5x+6=0

B. 22 -3x—-4=0 D. 2 +5x —6=0
Zadanie 2 (0-1)

Pierwiastkami réwnania 2x% + bx + ¢ = 0 sg liczby —3 1 4, zatem
A.b=—-1ic=—-12 C.b=2ic=-24
B.b=-2ic=-24 D.b=1ic=-12

Zadanie 3 (0-1) 1;

Na rysunku obok przedstawiono fragment paraboli,

ktérej wierzchotkiem jest punkt (1,—2). Drugim O : %
miejscem zerowym funkcji, ktérej wykresem jest ta _%\

parabola, jest liczba \\/

A. 13 B. 2 C. 25 D. 3

Zadanie 4 (0-1)
Jednym z pierwiastkéw réwnania 4a? + 4z 4+ /2 — % = 0 jest liczba

A7% Bﬁ% C. —V2 D. —2v/2

Zadanie 5 (0-1)

Najmniejsza wartosé¢ funkcji f w przedziale [0; 2] jest liczba dodatnia dla
A. f(z)=2*—-2x+1 C. f(z)=—2*+3z+1

B. f(z) =32 +6x—1 D. f(z) = -3z + 4z +1

Zadanie 6 (0-1)
Najwicksza warto$é¢ funkeji f(x) = 22% + 4o w przedziale [1;2] jest réwna
A. 16 B. 4 C.3 D. 0

Zadanie 7 (0-1)
Pole prostokatnej dziatki, ktérej jeden bok jest o 2 m dtuzszy od drugiego
boku, wynosi 288 m?. Obwdd tej dziatki jest réwny

A. 64 m B. 68 m C. 2m D. 76 m

Zadanie 8 (0-1)

Boki prostokata P; o wymiarach 4 cm X 8 cm wydtuzono o x cm i uzyskano
prostokat P, o polu réwnym 96 cm?. Przekatna prostokata P, ma dlugo$é
réwna

A. 3v/10 cm D. 4v/13 cm

B. 4v/10 cm C. 3v13 cm

4/

1. Funkcja kwadratowa i jej zastosowania

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
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Przed obowiazkowa matura z matematyki

Zadanie 9 (0-2)

Dana jest funkcja f(z) = (2x — 6)* — 2.
Dokoncz zdania. Wybierz odpowiedz sposréd A-D oraz odpowiedz sposrod
E-H.

1. Wierzchotkiem paraboli bedacej wykresem funkeji f jest punkt

A. (3,-2) B. (3,2) C. (6,—2) D. (—6,—2)

2. Parabola bedaca wykresem funkeji f przecina o$ rzednych w punkceie

E. (0,34) F. (0,—18) G. (0, —38) H. (0,-2)
Zadanie 10 (0-1)

Na rysunku obok przedstawiono fragment wykresu funkeji
kwadratowe] f. Oznaczmy przez x,, x, miejsca zerowe
funkeji f, a przez x,, odcigeta wierzchotka paraboli bedace]

jej wykresem.

Dokoncz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpo-

wiedz A albo B oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Suma miejse zerowych funkeji f jest rowna

A 9 1. Ty = 2(x; + x2).
poniewaz 2 Tw = L1+ Ts-
B. 1 ' I Tt
: 3. Ly = —FH—-

Zadanie 11
Dana jest funkcja kwadratowa f(x) = —4(:1’; 4 %)(:}; — ;—’)

Zadanie 11.1 (0-1)
Ocen prawdziwosé¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest

prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.
Wykres funkeji f przecina o§ OY w punkeie (0, —5). P F
Wykres funkcji f ma wierzcholek w punkcie (—2,5). P F
Zadanie 11.2 (0-1)
Wyznacz zbiér rozwigzan nieréwnosei f(x) < 0.

Zadanie 12 (0-2)
Rozwigz réwnanie 3z(z + 3) = (z + 3)°.
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Przed obowiazkowa matura z matematyki

Zadanie 13 (0-2)

Dana jest funkcja f(x) = V222 — 242z — 4.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Najmniejsza wartos¢ funkeji f w przedziale

[—2;0] jest réwna —2. P F
[2:4] jest réwna —4. P F
[0; 2] jest réwna —6. P F

Zadanie 14 (0-2)

A plaza D
Przy brzegu jeziora ma by¢ wyvdzielone kapielisko za
pomoca liny o dlugosci 72 m. Lina ta ma wyznaczy¢
prostokat ABCD jak na rysunku obok (wzdluz plazy
nie bedzie liny).
B C

Uzupelnij zdanie tak, aby bylo prawdziwe.
Ogrodzone w ten sposob najwigcksze mozliwe kapielisko bedzie mialo powierz-

chnie réwna [? , a wejscie do kapieliska z plazy bedzie mialo wtedy dlugodé [7 ]

Zadanie 15 (0-2)
Oblicz najmniejsza wartos¢ funkeji f(x) = 2(x + 3)(x — 5).

Zadanie 16 (0-4) y
Boki trapezu prostokatnego przedstawionego na rysunku obok / "
spetniaja warunki x + y + 2z = 18 oraz z = 2x. Uzasadnij, ze
jesli taki trapez ma najwigksze mozliwe pole, to jego obwoéd
jest niemniejszy od 27.
Y
Zadanie 17 (0-4) LN
Rozpatrujemy prostokaty polozone w 1 ¢éwiartce
ukladu wspoélrzednych. Trzy wierzchotki tych prosto- O '
katéw leza na osiach ukladu wspotrzednych, a czwar-
ty lezy na prostej y = —%.r + 4 (rysunek obok). O A %

a) Podaj wzor opisujacy pole prostokata w zaleznosci od wspétrzednej xg
punktu A.
b) Ktory sposrod tych prostokatéw ma najwicksze pole? Podaj wspélrzedne

jego wierzcholkow.

Przed obowiazkowa maturg z matematyki
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Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1 (0-2)

Oblicz sume dodatnich pierwiastkéw rownania 36z — 4322 + 12 = 0.

Zadanie 2 (0-2)
Wyznacz najwigksza caltkowita wartod¢ parametru m, dla ktorej rownanie
(m — 1)a* — 32 + 1 = 0 ma dwa rézne pierwiastki.

Zadanie 3
Dane jest rownanie z parametrem m.
1

2 o A
IJ’J L = e

Zadanie 3.1 (0-2)

. - £ * 1
Rozwigz to rownanie dla m = ;.

Zadanie 3.2 (0-2)

Okresl liczbe rozwigzan rownania w zaleznosci od m.

Zadanie 4 (0-5) [\

Kazdy ksiezyc zbudowany na boku prostokata jest ogra-

niczony okregiem opisanym na tym prostokacie oraz |
okregiem, ktorego srodkiem jest srodek danego boku. /

Wykaz, ze jesli obwdd prostokata jest rowny 8 cm, to

pole zacieniowanego obszaru jest niewicksze niz 4 ¢m?, v

Zadanie 5 (0-4)
Naszkicuj wykres funkcji f, ktora kazdej liczbie rzeczywistej m przyporzad-
kowuje liczbe rozwigzan réwnania (m — 1)z? + (m — 1)a + 2 = 0.

Zadanie 6 (0-4) & Przykiad, str. 44
Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie 2 + (m — 1)z + 4 = 0 ma dwa
rozne pierwiastki mniejsze od 47

Zadanie 7 (0-5)

Dla jakich wartosei parametru m rownanie z° — (3':1‘.'_. — %) x + 6 = 0 ma dwa
rozne pierwiastki @, x5 spelniajace warunek |z, — 5| = 127

Zadanie 8 (0-4)

Dla jakich wartos$ci parametru k suma kwadratow dwoch roznych pierwiast-

kéw réwnania x? + kx + %k = () jest wicksza od 27

Zadanie 9 (0-4)
Dla jakich wartodci parametru m funkcje f(z) = (m — 2)x* + (m — 2)x oraz

g(x) = 2 + 62 — 7 maja ten sam zbiér wartosci?
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1. Funkcja kwadratowa i jej zastosowania

2 Wielomiany

Omawiane w tym rozdziale funkcje, zwane wielomianami, stuza do opisu wielu
zjawisk. Za pomoca wielomianu mozna opisa¢ na przyklad zaleznosé miedzy
liczba obrotéw na minute silnika lodzi motorowej a jej predkoscia. Na poniz-

szych rysunkach przedstawiono wykresy przyvkladowych wielomianow.
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2.1. Stopien i wspotczynniki wielomianu

Definicja
Jednomianem stopnia n nazywamy funkcje y = ax™, gdzie a € R\ {0},
n < N_|_.
Jednomianem stopnia 0 jest funkcja stata y = a, gdzie a # 0.

Funkcja y = 0 jest jednomianem zerowym, ktorego stopnia nie okreslamy.
Liczbe a nazywamy wspotczynnikiem jednomianu.

Cwiczenie 1
Czy ponizsza funkcja jest jednomianem? Jesli tak, to podaj jego stopien.
a)y=-52"  bly=% Jy=5  dDy=6/z e y=v2’
Sume dwoch jednomianéw réznych stopni nazywamy dwumianem, np.:

Yy = 3+ 2x dwumian trzeciego stopnia

Yy = S5axt +1 dwumian czwartego stopnia

Sume trzech jednomianéw réznych stopni nazywamy tréjmianem, np.:
y=x*+2x+1
y =5z’ — 222 +4

trojmian drugiego stopnia (kwadratowy)
trojmian szostego stopnia
Ogolnie sume jednomianéw nazywamy wielomianem, np.:

y = 6x° — 92° + 22% — 2%  wiclomian ésmego stopnia
Zwr6é uwage na to, ze stopniem wielomianu jest najwyzszy stopien sposréd
stopni wystepujacych w nim jednomianéw. Wielomian jest zapisany w sposob
uporzadkowany, gdy jednomiany, ktérych jest suma, sa ustawione kolejno —
od jednomianu najwyzszego stopnia do jednomianu najnizszego stopnia.

Definicja
Funkcje zmiennej rzeczywistej x dang wzorem:
w(x) = apnx™ + ap_1 "'+ ...+ a1+ ag
gdzie a,, # 0, n € N, , nazywamy wielomianem stopnia n.

Jednomian w stopnia 0 nazywamy tez wielomianem stopnia 0.
Jednomian zerowy (w = 0) nazywamy tez wielomianem zerowym.

Jednomiany wystepujace w wielomianie nazywamy tez jego wyrazami.
Liczby: a,,,a,_1, ..., a1, a9 nazywamy wspolczynnikami wielomianu.
Wspolczynnik ay nazywamy wyrazem wolnym.

Stopien wielomianu w oznaczamy przez st(w).

2. Wielomiany

Zauwaz, ze — zgodnie z definicja — wielomianem jest zaréwno funkcja liniowa,
jak i funkcja kwadratowa.

Cwiczenie 2
Uporzadkuj wielomian w i podaj jego stopien.
a) wx)=z+23+2°—1—2>—2* ¢) wx)=32*—2+6x—2>+2" 422"

b) w(x) =22° — 2 + 22* —x — 22°  d) w(z) =5— 52+ 22" — 2° + 322

Przyktad 1

Wypisz wspélczynniki wielomianu w(z) = 5a* — 22> + s + 1 i podaj jego
stopien.

Wspélczynniki wielomianu: ay = 5, a3 =0, ay = —2, a1 = %, ag = 1, stopien

wielomianu: st(w) = 4.

Cwiczenie 3
Wypisz wspétezynniki wielomianu w i podaj jego stopien.

a) w(r) =-22°+2  blw()=a'—- 32" +2°+2®+1  c) w(z) =2"

Cwiczenie 4
Zapisz wielomian czwartego stopnia, dla ktérego:
a) ag=ay =a9=-3,a3=a; =0, b)a,=(—1)"dlan=0,1,2,3,4.

Przyktad 2

Oblicz wartosci wielomianu w(x) = 3z* —52® — 7T dla: x =2, 2 = -2 12 = 0.
w(2) =320 —5.28 _7—3.16—-5.8—T—48—40—T=1

w(—2) =3 (=2)* —5.(—2)3 —7=3-16—5-(—8) — 7 =48 + 40 — 7 = 81
w(0)=3-0-5-0-T7T=—T

Zauwaz, ze wartos¢ w(0) jest rowna wyrazowi wolnemu wielomianu w.

Cwiczenie 5
Oblicz wartosci wielomianu w dla: x =0, x =2 iz = —2.
a) w(x) =22 -2 +x—4 ¢) w(x) =12 — 2%+ 3z —2

b) w(z) = 2* + 22° — 6x + 1 d) w(z) =—a+22° —x+3

Cwiczenie 6
1

Oblicz wartosci wielomianu w dla: x = -3 1o =

a) w(r) = -4 — 22 — 62 + 3 b) w(z) = 32z* — 82 — 2z + 3

[V [e%)

2.1. Stopien i wspotczynniki wielomianu
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Zadania

1. Dane sg wielomiany: u(z) = 22° — 622 + 0,12, v(z) = —62% + 4 + 2°,
w(z) = 2z + 42* — 323 — 62° — 1. Wskaz wérdd nich wielomian:
a) stopnia trzeciego; uporzadkuj go i podaj wspotczynniki: as, as, a1 1 ag,
b) stopnia piatego; uporzadkuj go, podaj wspotczynniki: as, a4, asz, as, a;
i ag oraz oblicz ich sume (patrz zadanie 9.).

2. Oblicz wartoéci wielomianu w dla . =0, r =2, 2 = —2ix = 1.
a) w(x) =323 +2%—2x—3 ¢) w(z) =a®—4x*+3x — 4
b) w(x) = -2 + 2% — bx + 2 d) w(x) = —2* + 52® — 42 — 10

3. Punkty: P(1,a), Q(—1,b), R(2,¢), S(3,d) naleza do Y

. . w
wykresu wielomianu w(z) = 2* — 223 — Sa? + 32 + 4

2 vt

(rysunek obok). Oblicz wspolrzedne: a,b,c i d.

4. Ktoére sposrod punktow: P, (Q naleza do wykresu wie-
lomianu u?
a) u(z) =22° — 32 —5x + 1, P(-2,7), Q(2,-5)
b) u(z) =4a® — 222 + 3z + 1, P(%,2), Q(—3,-1)

27 27

5. Oblicz wspétczynnik a wielomianu w.
a) w(z)=ar®+x+1, w(l) =3 ¢) w(z) =2+ ax®+ 3, w(—4) =3
b) w(x) =32 —2>+a, w3) =0 d) w(z)=azx*+42x+ 2, w(2) = —6

6. Oblicz wspoétczynniki a i b wielomianu w.
a) w(r) = —32%+ ax® + bx + 2, w(—1) = 4, w(2) = 20
b) w(z) =a2*+ax® +br? + 2, w(-3) =11, w(l) =7

7. Okresl stopien wielomianu w w zaleznosci od parametru m.
a) w(zr) = (m?*—4)2°+ (m+2)2* +x
b) w(x) = (m? + 4m)x® + ma* — 22
8. Podaj wielomian stopnia 4., ktérego wspotczynniki: ag, aq, as, as, a, sa ta-

kimi liczbami, ze kazda nastepna jest dwukrotnie wieksza od poprzedniej,
a suma wszystkich jest réwna 1.

@ 9. Uzasadnij, ze suma wspotczynnikéw dowolnego wielomianu w jest réwna
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w(1). Oblicz sume wspolczynnikéow wielomianu w.
a) w(x) = (x*—27)(22* 4+ 11z)(z* — 1) b) w(x) = (22° — ba + 2)'*

2. Wielomiany

2.2. Dodawanie i odejmowanie
wielomianow

Aby wyznaczyé¢ sume wielomiandéw, dodajemy wyrazy podobne wystepujace
w tych wielomianach. Suma wielomianéw jest wielomianem.

Przyktad 1
Wyznacz sume wielomianow:

w(r) =2x* 4+ 92° — 62> + 32 —5 1 w(r)=—-32>+22° —x
w(z) +w(x) = (22* + 923 — 622 + 32 — 5) + (—32® + 227 —z) =
= 22"+ 92® — 62% + 3x — 5 — 32® + 22° — z =
= 22* + 62° —42? + 22 — 5

Cwiczenie 1
Wyznacz sume wielomianow u i w. Podaj stopien wielomianu u, wielomianu w
oraz stopien ich sumy.

a) u(x) =17z* — 142> + Tx — 5, w(x) = 62° + 112> —5x + 5
b) u(x) = 92" — 132% + 102* — 2, w(x) = —92" 4+ 62* — 1222 + 7

Cwiczenie 2

Podaj przyktady wielomianéw wu i w takich, ze st(u) = 4, st(w) = 4 oraz:
a) st(u+w) =4, c) st(u+w) =2, e) st(u+w)=0.

b) st(u+ w) = 3, d) st(u+w) =1,

Twierdzenie

Jesli wielomiany: u, w oraz u + w sa niezerowe i st(u) < st(w), to:
st (u + w) < st(w)

Przyktad 2

Wyznacz sume wielomianéw w(z) = 82° + 52 — T i w(z) = —8x° — bz + Tx.
u(z) + w(x) = 8x® + 5z? — Tw — 83 — ba* + Tx =0

Zatem suma u + w jest wielomianem zerowym.

Cwiczenie 3

Dany jest wielomian u(z) = a,2" + a, 12" ' + ... + axx® + a17 + ay. Co

mozna powiedzie¢ o wspolczynnikach wielomianu w, jesli u+ w jest wielomia-
nem zerowym?

2.2. Dodawanie i odejmowanie wielomianéw
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Aby wyznaczy¢ réznice wielomiandéw, odejmujemy od wyrazéw pierwszego
wielomianu odpowiednie wyrazy podobne drugiego wielomianu. Roznica wie-
lomiandéw jest wielomianem.

Przyktad 3
Dane sa wielomiany u(z) = 6z* — 32 + 22? — 3 i w(z) = 42" + 22% — 2% — 5.

Wyznacz réznice u — w.

Zmieniamy

- — (6 3 e o e oo S S e W
U{:J") TU( = ( & + 2z 3) — (4z" + 2z £ Sr) = znaki wspol-

= Bt — 31 i 2_}, — 3 dz* — 223 + 22 + By = czynnikow

wielomianu w.

x* — 5x* + 32% + bx — 3

Cwiczenie 4

Wyznacz réznice v — w. Podaj stopnie wielomianow u, w i u — w.
a) u(x) =5z + 22% + 42* + 22 + 1, w(x) = —22° — 62 + g:r: —t
b) u(x) = 22 + ta* — 22 + 1, w(x) = 0,752° — 0,2z* + 0,125z>

Przyktad 4
Dane sa wielomiany f(xr) = — 23 — L2 + 11 g(x) = bz* +2° — 22 + 3a.
('»‘) - 29@?)-

h(z) =3(3z* — 22° — 222 + 1) — (5;!:4 +2® — 222 + 3x) =

Wyznacz wielomian h(x) =
Mnozymy kazdy
wyraz wielomianu f

— (}_.IA = BL; == ."I: + 3 — l[}_r = _|- 4;- — 3 = przez 3 i kazdy
wyraz wielomianu g
— 8.1 =t 3.1“ —3r+3 przez —2.

Cwiczenie 5

Wyznacz wielomian h(x) = 3f(x) — 4¢g(x). Oblicz h(—1).

a) f(r)=—22°+42° — 8z + 5, g(z) =2° — 22* + 32 — 6z + 2
b) f(z) = 2x° — 62* — 2% + 4z, g(x) = 1,52° —2* + 322 + 32 — 1

Y

Cwiczenie 6

Na rysunku obok przod*-}tawiunn wykresy
wielomianéw f(x) = x® —222 +x+1 oraz
g(z) = z* — 32® + 22" — 1.

a) Czy punkt P(1,—2) nalezy do wykresu
wielomianu u(z) = 2f(x) + 4g(x)?

b) Niech w(z) = 2f(x) — 3g(x). Dla jakiej

wartosci wspolrzednej a punkt Q(0,a) na-

.

lezy do wykresu wielomianu w?

2. Wielomiany

Oprécz wielomiandow jednej zmiennej rozpatruje si¢ rowniez wielomiany wielu
zmiennych, np.:
Wz, y) = 3xty? — Tay® — zy — 29" jest wielomianem dwdch zmiennych,

w(z,y, z) = 9ry?z + 42*y*2* + 6yz jest wielomianem trzech zmiennych.

Przyktad 5

Podaj wielomian opisujacy pole powierzchni catkowitej

\

e T

oraz wielomian opisujacy objetos¢ prostopadioscianu

o krawedziach dlugosei z, y, z (rysunek obok).

]

P(x,y,z) = 2xy + 2xz + 2yz dla z,y, z > 0 jest wielo-

mianem trzech zmiennych opisujacym pole powierzchni

b
%
N

catkowitej prostopadloscianu. Objetosé tego prostopa-

dlodcianu opisuje wielomian V(x.y,z) = zyz.

Wyrazy wielomianu wielu zmiennych sa podobne, gdy odpowiednie zmienne
wystepuja w nich w tych samych potegach. Wyrazami podobnymi sa na przy-
klad 4z%y? i 6x2%y*. Aby wyznaczyé sume (réznice) wielomiandéw wielu zmien-
nych, nalezy dodad (odjaé) wyrazy podobne tych wielomiandw.

Przyktad 6
a) Wyznacz sume u + w wielomianéw u 1 w.

u(x,y) = 32y + 62y — day, w(x,y) = dzy® + 42y + 2y + 2
u(x,y) +wlz,y) = 322y + 6zy* — day + Sz + 4’y + a2y + 2 =

= Tx%y + 5xy® + 6zy? — 3zy + 2
b) Wyznacz réznice u — w wielomiandéw u i w.
u(x,y, 2) = 5x’y?2® — dzy2?, w(x,y,z) = 5z?y’z — 3zy2® + 2y2°
u(z,y, z) — w(x,y,2) = 5z?y?2? — dey2® — 5x°y%2 4 3xy2® — 2y2° =
= 52%y?2? — Bx?y?z — zy2® — 2y2?

Cwiczenie 7
Wyznacz sume u + w 1 réznice v — w wielomiandéw u i w.
a) u(z,y) = dz’y* — 3a?y? + 2xy + 2, w(z,y) = 32%y® — 62°y* — 6y — 3
b} alaig)= %:r‘ly +3zdy — %:z:*yz +1, w(z,y) = iz3y + S iy —z+ 4

Cwiczenie 8

Wyznacz sume u + w i réznice u — w wielomianéw u i w.

a) u(z,y,z) = dzy*2® — 62%y*z — xy2®, w(x,y,z) = zy*2® + 622y2* + 2xy2?
b) u(z,y, z) = 8z%y + 6x2% — 4?2 —y2?, w(z,y,2) = 8z2® +4y?2 — 3y2? + 2°

2.2. Dodawanie i odejmowanie wielomianow
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Zadania

1.

Wyznacz sume f + g oraz réznice f — g wielomianow f i g.
a) flz) = 32% — 20 + L2® + 4, g(z) =L2% + 22 + 2% - 14% — 22 + 2
b) f(z) = —22% + 4z — z°* + 2, g(z) = =5z + 32? + 2% — 32°

¢) f(z) =3z + 22" — 5+ 4z, g(z)= -3z +z° — 227 + 2

Wyznacz wielomiany w(zx) = 2f(z) — 3g(x) oraz u(z) = 2(;(;) — 3 f(z).

blltf.-,-

Podaj stopien oraz sume wspolezynnikéw kazdego z tych wielomiandw.
= ¥ J:Q

a) f(z) =2+ 32 +3, g(z)=-22"+ 5 +2

b) f(z) = 32° + 62* — 9z, g(x) = 22° + 42% — 4a*

Wiadomo, ze f(x) = u(x) + 2w(x), g(xz) = 2u(x) — 3w(x), gdzie u i w sa
pewnymi wielomianami. Oblicz:

a) f(5) i g(5),gdyu(5)=7 i w(b) = -2,

b) f(—3) i g(-3), gdy u(—-3)=-4 i w(-3) = -6,

c) -u(—%) i -'m(—%), gdy _;F(—%) =-9 i g(—%) =13

Co mozna powiedzie¢ o stopniu sumy wielomianéw p i g7

a) st(p) = 5, st(qg) =4 ¢) st(p) =m, st(q) =n

b) st(p) = 5, st(g) =5

Okresl stopien wielomianu u + w w zaleznosei od parametru a.

a) u(z) =2z* — 3z + 6, w(z) =az®+ 52°> +4

b) u(x) = 32° — ax® + 22% — 2, w(x) = —32° —62° — 22+ 9

¢) u(z) = (a+1)2* — 2? + 4z, w(z) = (a®* — Va* + 2% + 3

Okresl stopien wielomianu u + w w zaleznodci od parametrow a i b.

a) u(x) = azx® + 2° 6, 'm(:n) =bax® + T2+ +2

b) u(x) 7+ 3x? , w(x) =3x" —bx* — 5x +6

c) u(x) (a-{— a* — ba® + 222 + 1, \ Y4
w(zx) = (=1 - b)z* — 42® — 22 + 9z i

Niech h(z) = p- f(z)+q-g(x), gdzie f(z) = a

oraz g(z) = x%. Wykresy tych wielomiandw

przedstawiono na rysunku obok. Vi ; 1 N }f
a) Oblicz wartosei p i g. o s
k(z) = 2h(x) + 4g(x) T |

I S5 2. Wielomiany

10.

11.

12.

13.

Oblicz wartosé¢ wielomianu w dla podanych wartosei x i y.
a) w(zx,y) = 11.2?}3 —3xy?+ 2y, z=-2,y=3
b) w(x,y) = z° — i:}:iya —say® - %:jty": =12, =4

Wyznacz sume u+w oraz réoznice u—w wiclomianéw u i w. Oblicz wartosei
sumy i roznicy dla x = -2 1 y = 3.

a) u(x,y) = l:.r,'zfz;.r — 3:1:1;2 + 2%y, w(z,y) = —;-:r.‘?y — 2%y + xy®

apl sy == A 2 2 ey o s Tl oL [ j L
b) u(z,y) = I.Itj + it =ty wilty) = sy =y ¥ 527y
Wyznacz wielomian P opisujacy sume pol figur Fy, Fy, i F3 w zaleznosci
818 oscl 1. 1,
od dlugoseci x 1 y i ly

)
o
‘ ‘ F y oy
x 1 2
Fy F3
x ‘ €T
y ) - r+y

Dla ktorej tréjki liczb, P czy @, wartosé¢ wielomianu w jest wigksza?
a) w(x,y.z) = 20%yz — dxyz* + Sxy® — 62 [z=1 [ 2= <=1
b) w(x,y, z) = 22%°® + 2°y*2 — 3zy®2° + 2 P { y=-1 QL y=1
: _ 1.5 _1_..2 5.9 4
c) wlz,y,2) = zy2° — sey2* + zz°y*z+ 1 l ¥ 1 l 2= —1

Stopien jednomianu wielu zmiennych jest suma wyktadnikéow zmiennych
w nim wystepujacych. Na przyklad jednomian z*y*® ma stopien réwny 5,
a jednomian xy®z* ma stopiefi réwny 8.

Stopient wielomianu wielu zmiennych jest réwny najwiekszemu sposrdd
stopni wystepujacych w nim jednomianéw.

Wielomian u(x,y) = 6z'y* — 8z%y* + 12xy* + 32° jest stopnia 6.
Wielomian w(z,y, 2) = —3xy*2" + 4x*yz® — 22%y? 4 Tx2® jest stopnia 9.

Wyznacz wielomian v(x,y,z) = 2u(x,y,z) — 3w(x,y, z) oraz okresl jego
stopien.

- _ 1,22 , 3.2 PRI, T . . N .2 »
a) wlm g, 8 =gty 4 satyr —aye®, w(@y,z) = 52 2y2? — 2%yz 4 Yz
b) u(z,y,2) = 22%y*z — xy®2? + 2yz, wl(r,y,z) = 3zyz? — zyz — 2y2>
Dany jest prostopadloscian o krawedziach diugosci z, y, z oraz prosto-
padlodcian o krawedziach dlugoscei x + 1, y + 2, z + 3. Podaj wielomian
opisujacy sume poél powierzchni catkowitych tych prostopadiosciandw.
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2.3. Mnozenie wielomianow

Aby wyznaczy¢ iloczyn wielomianéw, mnozymy kazdy wyraz pierwszego wie-
lomianu przez kazdy wyraz drugiego wielomianu. Iloczyn wielomianéw jest
wielomianem.

Przyktad 1
Wyznacz iloczyn wielomianéw u(x) = 22 — 3 i v(z) = 2 — 2z + 2.

A
uw(z)-v(r) =22 —3) - (2?2 — 20+ 2) = 2x(2x* — 22 +2) — 3(2* — 20+ 2) =
S=—— " —2% 4 +4x— 327 +62 6=
= 22° — T2* + 10z — 6

W wyniku pomnozenia wielomianu stopnia pierwszego przez wielomian stop-
nia drugiego otrzymaliSmy wielomian stopnia trzeciego.

Twierdzenie

Iloczyn wielomianéw stopnia m i stopnia n jest wielomianem stopnia m-+n.

st (w - v) = st (w) + st (v)

Cwiczenie 1
Wyznacz iloczyn wielomianéw v i w. Podaj stopien otrzymanego wielomianu.
a) u(z) =2, wx)=2*4+222 -2z -1 c¢)ulz)=z—1,wk)=2*+z+1

b) u(z) =2 -1, w(x)=2°—x+1 d) u(x) =5—-3z+2* w(r) =2°—1

Przyktad 2
Wyznacz wielomian zmiennej x opisujacy objetos¢ prosto-

padtoscianu przedstawionego na rysunku obok.

2x + 3

Dtugosci krawedzi prostopadto$cianu sa liczbami dodat-
nimi, zatem zaktadamy, ze: ~

20 —1>0 22 -1 %
r+4>0 Czylix>%
20 +3>0

Objetos¢ tego prostopadtoscianu wyraza sie wzorem:
Vi) =2z —1)(z+4)2x+3) = 22>+ 8z —x —4)(2x + 3) =
= (22 + 7z — 4)(2x + 3) = 42° + 62% + 142° + 21 — 8x — 12
V() = 42* + 202? 4+ 13z — 12 opisuje objetoéé¢ prostopadlodcianu dla z > 3.

2. Wielomiany

Cwiczenie 2

Wyznacz wielomian zmiennej x opisujacy objetos¢ prostopadtoscianu o kra-
wedziach dtugosci: a, b, c.

c)a=2x+1,b=sx+1,c=2x—-1
d)a=z+3,b=x+3,c=2*>-9

a) a=rx—1,b=z+1,c==x
b)a=x+1,b=x+2,c=x+3
Mnozenie wielomianéw wielu zmiennych przebiega analogicznie do mnoze-
nia wielomianéw jednej zmiennej. Aby wyznaczy¢ iloczyn wielomianéw wielu
zmiennych, mnozymy kazdy wyraz pierwszego wielomianu przez kazdy wyraz
drugiego wielomianu.

Przyktad 3
Wyznacz iloczyn wielomiandéw u(x,y) = 22 — 2y 1 w(x,y) = 22> + y? — 3y.
w(z,y) - w(z,y) = (2% — 2y) - (22 +y* — 3y) =

= 2%(22% +y* — 3y) — 2y(22* + y* — 3y) =

= 22 + 2%y — 322y — 422y — 293 + 6y? =

= 2x* + x%y? — T2y — 27 + 692

Cwiczenie 3

Wyznacz iloczyn wielomianow w i w.

a) u(z,y) =zy — 222, w(x,y) =22 —3y* +x

b) u(x,y) =3zy* —2x + 1, w(x,y) = 2%y +2xy —y

¢) u(z,y) = 422y + 3zy? — 2zy, w(z,y) = 2%y* — 2%y + 2y

Cwiczenie 4

Wyznacz iloczyn wielomianéw w i w.

a) u(x,y,z) =2’y +2°2 +yz, w(x,y,z) =2xyz —yz

b) u(z,y, z) = 3vyz — 4x2* + vz, w(x,y,2) = 2%y — zy* + 22
¢) u(w,y,2) = xy?2 + 2xyz® — vyz, w(zr,y,2) = x* + 2y* + 322

Zadania

1. Wyznacz iloczyn. Podaj wspotczynnik przy najwyzszej potedze otrzyma-
nego wielomianu oraz jego wyraz wolny.
a) (2o —1)(2® — 32% + Tx) d) (6 — 32% — 22°)(2® — 4o + 1)
b) (2 + 2)(42* — 3z + 4) e) 22+ 3z +1)(2* —z—1)
¢) (22 —x)(22* —x + 1) f) (2 —v22% — 2 (V2 + x + 42?)

2.3. Mnozenie wielomianow
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10.

Podaj stopien wielomianu w, wspoélczynnik przy najwyzszej potedze oraz
jego wyraz wolny bez wykonywania mnozenia wielomianéw.

a) w(z) = (r—1)(1—x+2?) d) w(z) = (x—1)(x —2)(x — 3)
b) w(z) = (3z — 2)(22® — z + 3) e) w(x)=(1-2x)(1+2x)(3z*+2)
¢c) wz)=(1—-a2*)(1—a2*+42%) ) wx)= (42> +1)(1 —2*)(6 — 32)

Wyznacz wielomian v(z) = [w(z)]* i podaj jego stopien.
a) w(r) =2 — 42* + 3 b) w(z) = V222 + 2 — 22

Wyznacz wielomiany f(z) = u(x) - w(x) oraz g(x) = [u(z)]* — w(x).

a) u(z) =2 +3x —1, w(r) =2* — 623 — 222

b) u(z) =a* —a?+1, w(x)=—6a>+22%—1

) u(z)=a—2*+x+1, wlx)=3x*—2x+1

Wyznacz wielomian zmiennej x wyrazajacy pole powierzchni catkowite]
prostopadloscianu o krawedziach dtugosci: a, b, c.

a) a=x+1,b=x+2,c=2r—4 bla=2*+4,b=x+2,c=12*—1
Dla jakich wartosci parametrow m i n wielomiany w i w maja rowne wspot-
czynniki przy tych samych potegach zmiennej?

a) u(z) = (2% — 3z + 1)(2? + 42), w(z) = 2* + ma® + na® + 4x

b) u(z) = (2% — 22*) (222 —z + 1), w(x) = ma®+ 22° + nz* — 23 + 22

¢) u(x) = (2 + 2z)(x* — 22%), w(z)=(m+1)z" + (2n — 1)2° + 223

Wyznacz wielomian v(z,y) = [u(z,y)]* — 2w(z,y).
a) u(z,y) = 22* —xy, w(z,y) = 62"y* —3z°y* +y"
b) u(z,y) = 32%y + 229>, w(x,y) = 22'y" + da'y® + 32y’ — 2y’

Wyznacz iloczyn.
a) (22°y + 3zy®) (v —y — 4) c) (z+y)(@®+y*) (2 +y°)
b) (z+y)(z—2y)(z—ay+y?) d) (V2z—v3y)(22° + V6xy + 3y?)

Wyznacz iloczyn.

a) (z—2y)(y —2z)(z — 22) ¢) (2z —y)(3y + 22)(2z +y) 3y — 22)
b) (x+y+2)(z—y—2) d) (z+ 2y +ayz)(1 + 2 — y2)
Wyznacz wielomian zmiennych x, y, z opisujacy réznice objetosci prosto-

padtoscianu o krawedziach dtugosci: x + 1, y + 2, z + 3 oraz objetosci
prostopadloscianu o krawedziach dtugosci: x + 1, y + 1, z + 1.

2. Wielomiany

Powierzchnie

Funkcja f dwoch zmiennych to funkgja, ktérej argumentami sg pary liczb
rzeczywistych (x, y), a wartosciami — liczby rzeczywiste z. Wykres funkc;ji
z = f(x, y) jest powierzchnig w tréojwymiarowym ukladzie wspdtrzednych.

Wielomiany

Funkcja dwoéch zmiennych moze by¢ wielomianem.
Na rysunku przedstawiono fragment wykresu {
funkciji okreslonej réwnaniem: Akl |

FO ) =x2+y?

Wykresem tej funkciji jest powierzchnia noszaca R
nazwe paraboloidy obrotowej. Zwré¢ uwage

na to, ze czes¢ wspolna tej paraboloidy i ptaszczyzny

OYZ jest parabolg o réwnaniu z = y?, a cze$é

wspolna paraboloidy i ptaszczyzny OXZ — parabola

o réwnaniu z = x°. /Y'

Ponizej przedstawiono inne przyktady powierzchni, ktére sg wykresami wielomianéw dwaéch zmiennych.

fx, y) =xy®=x% fix, y) =x*y?-10x%? - y?

/

B} Za pomoca odpowiedniego programu komputerowego
znajdz przyktady innych powierzchni bedgcych
wykresami wielomianéw dwéch zmiennych.
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Twierdzenie

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b:
(a + b)® = a® + 3a®b + 3ab® + b
(a — b)® = a® — 3a?b + 3ab®* — b*

szeScian sumy

szescian roznicy

Dowo6d wzoru na sze$cian sumy

(a+b)* = (a+b)*(a+b)=(a®+2ab+b*)(a+b) =
= a® 4 a®b + 2a°b + 2ab* + ab® + b* =
= a® + 3a*b + 3ab® + b*

Cwiczenie 1

Wyprowadz wzér na szeScian réznicy, korzy-
stajac z tego, ze: b
a) (a—b)* = (a—b)*(a—0), b
b) (a —b)® = (a + (—b))>.

Przyktad 1
Zapisz (x + 2)® w postaci sumy algebraicznej.

b
3 a b
(@—z) - , , 5 Na rysunku przedstawiono
:@ +3.@.+3.@. + —

interpretacje geometryczna
= 2%+ 62 + 122 + 8

Wzoru na szescian sumy.

Cwiczenie 2
Zapisz w postaci sumy algebraicznej.

a) (z+1)° c) (z+3)° e) (2z+3)° g) (3z+1)°
b) (x —1)3 d) (xz —4)3 f) (22 —1)3 h) (1 —3z)?
Przyktad 2

Oblicz (2 — v/3)%.
(2—v/3)% = 23-3-22./343-2-(v/3)*—(V3)? = 8—-12V3+18—-3v3 = 26— 153
Cwiczenie 3
Oblicz.

a) (2+v2)°
b) (v5—1)°

e) (1+2v5)?
f) (23 —3)°

2. Wielomiany

Twierdzenie
Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b:
a® + b2 = (a -+ b)(a2 —ab + b2) suma sze$cianéw

a® — b®> = (a — b)(a® + ab + b?) réznica szesciandw

Cwiczenie 4
Wyprowadz wzory na sume szesSciandéw i réznice szesciandow.

Cwiczenie 5

Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
a) (x+2)(2? —2x +4)

b) (x —1)(z*> +x+1)

¢) (* —z+1)(1+2)

d) (z? — 62 + 36)(z + 6)
e) (x —8)(x*+ 8x + 64)
f) (222 —1)(4z* +22° + 1)

Przyktad 3
Zapisz w postaci sumy algebraicznej.

a) (x—2)(x+2)(a* +42* + 16) =
= (2* — 4)(2* + 42* + 16) =
= (2?)® — 4% = 2% — 64

b) (V3z +1)(v3x —1)(9z* + 322 + 1) =
= (32 —1)(92* + 32 + 1) =
= (322" —1=272° -1

Korzystamy ze wzoru na réznice kwadratéw.

Korzystamy ze wzoru na réznice szescianow.

Korzystamy ze wzoru na réznice kwadratéow.

Korzystamy ze wzoru na réznice szeScianow.

Cwiczenie 6

Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
a) (x—D(z+1)(a* + 22+ 1)

b) (3+ x)(3 — z)(x* + 922 + 81)

¢) ((z+2)* —4z)(z* — 42 + 16)
d) (22 + 5)2(4a? — 20z + 25)

Cwiczenie 7

Wykaz prawdziwosé
Dla dowolnych a €e Rin > 2:

podanego obok wzo-
(a—1)(a™ t+a™2+...+a*+a+1)=a™—1

rudla n =5.

Cwiczenie 8

Zapisz w postaci sumy algebraicznej.

a) (x —1)(1+z+ 2>+ 2°) ¢) (e*+2*+a*+z+1)(z—1)(2°+1)
b) (P +at+ 23+ +2x+1)(r—1) d) (P +22+2+1)(2*>—1)(xz—1)

2.4. Wzory skréconego mnozenia

63 I



I 64

Zaréwno wzér " — 1= (a—1)(a" '+ a"?+ ... +a*+a+ 1), jak i wzér na
réznice szescianéw a® — b = (a—b)(a? 4+ ab+b?) sg szczegblnymi przypadkami
ponizszego wzoru.

Twierdzenie

Dla n > 2 réznica n-tych poteg dowolnych liczb rzeczywistych a i b wyraza
sie wzorem:
a™ — b" =

=(a—"b)(a" *+a" b+ a™ 3b*+ ... + a*b" 2 + ab" 2+ b" 1)

Cwiczenie 9
Uzasadnij prawdziwos¢ powyzszego wzoru dla:

a) n =4, b) n = 5.

Cwiczenie 10
Zapisz w postaci sumy algebraicznej.

a) (r—3)(x® + 3x* + 9z + 27) b) (z —2)(z* + 22% + 42% 4 8z + 16)

Zadania

1. Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
a) (r+4)° c) (z—2)° e) (2x+1)°
b) (z+5)3 d) (z —3)3 f) (bz —1)>

g) (z—v2)°
h) (z++/3)*
2. Oblicz objetos¢ szescianu o krawedzi a.
a)a:ﬂ—l b)a:3+\/§ c)a:2\/5—1 d)a:\/é—l—\/i
3. Oblicz.
2) (14 V2P + (1 - v2)? ¢) (23— 1) — (2V3+ 1)
b) (44 v2)? — (4 —/2) d) (V5 —v2)3 + (V5 +V2)?

4. Zapisz w postaci sumy algebraiczne;j.

a) (2z +y)’ ) Br+2y)* o) (z+1y)’ g (VBz+y)
b) (@—2y° ) (2e-3y)° f) (@-2)" b (Lo-y)

5. a) Wyznacz sume objetodci szeScianu o krawedzi dtugosci 2x + 2y i sze-
Scianu o krawedzi dtugosci 2z + 3y.

b) Wyznacz réznice objetosci szedcianu o krawedzi dlugosci 3z + y i sze-
Scianu o krawedzi dtugosci x + 3y.

2. Wielomiany

D] 10.

11.

13.

Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
a) (z+5)%(z* — bx + 25)
b) (2% + 5x + 25)(x — 5)?

¢) 3z —1)*(92* + 3z +1)

d) (z—D(2*+x+1)(2*+1)
Oblicz wartos¢ wyrazenia:

a) (z++v2)(z —V2)(z* +22% +4) dla z = V/9,

b) (922 — 62+ 4)(3x +2) dla v = ¢/ —%

( o1
¢) (x—v5)*—2z(x+5)(z—5)+ (z++5)* dla z = X,
d) (z +5)(2? — Vb2 +5) — (Vb —2)(2* + bz +5) dla z = /4.
Rozwiaz réwnanie.
a) (t+3)(z* —3x+9)=2"+=z
b) (x —4)(2* + 4z + 16) = 2° + 8«

c) (4o® +2x4+1)(2z —1) =26
d) (122 —z+4)(32+2) = -9

Skro¢ utamek.
) (a—1)(a®+a?+a+1)
a

a?+1
Uzasadnij prawdziwos¢ wzoru.
a) a® —b® = (a —b)(a+0b)(a® + b*)(a* + b*)
b) a® — b = (a — b)(a* + ab + b*)(a® + a’b* + b°)

(a4—|—a3—|—a2—|—a—|—1)(a2—1)
ad —1 ’

b) a#1

Przedstaw wielomian jako iloczyn czynnikéw stopnia co najwyzej drugiego.
a) a® — b by al + b

. Uzasadnij, ze dla dowolnego n € N liczba:

a) 4" — 1 jest podzielna przez 3, b) 7" — 1 jest podzielna przez 6.

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

1 1

B (V0) 4280422
Vo2 V-2 (V0)"+2¥9 422

Korzystamy ze wzoru
na réznice szesScianow.

Y81 +299+4  ¥BI4+2¥9+4
= 2 = = 3v3+2¥/9+4

(%) _ 93 9-8

Usun niewymiernos¢ z mianownika.

59 10 11
b) 2 )35

a) _ L
V2+1
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Dowiedz sie wiecej

Trojkat Pascala

Wzory skréconego mnozenia:
(a+b)? = a*+ 2ab + b*
(a+b)? = a® + 3ab + 3ab® + b
sa szczegdlnymi przypadkami rozwiniecia (a + b)"™ dla dowolnego n € N.

Wspotezynniki liczbowe wystepujace w rozwinieciu (a + b)™ mozemy znalezé
w kolejnych wierszach tréojkata Pascala.

n=>0 1

n=1 1 1

n =2 1 2 1

n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 5 1
n=~6 1 6 15 20 15 6 1

n="7 1 721 35 35 21 7 1
n=8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

Kazda liczba w tréjkacie Pascala (z wyjatkiem skrajnych, ktére sg jedynkami)
jest suma dwdch liczb znajdujacych sie nad nia (np. dlan = 8 mamy: 8 = 1+7,
28 =7+ 21, 56 = 21 + 35, 70 = 35 + 35).

Odpowiednie wzory skréconego mnozenia:

(a+b)° =1

(a+b)=a+0

( )? = a® + 2ab + b?

(a+b)* =a® + 3a®b + 3ab® + b°

( )t = a* + 4a®b + 6a*b* + 4ab® + b*

(a+b)
(

1. Podaj wzory na:
a) (a+0b)", b) (a—b)", c) (a+0b)°, d) (a—0b)".

2. Wyznacz wiersze tréjkata Pascala dlan =9 in = 10 oraz podaj wzory na
(a+b)? 1 (a—0)".

3. Korzystajac z odpowiednich wzoréw skréconego mnozenia, oblicz:

a) (V2+ 1% b)) (V3-1% ¢ (V2+1)°  d) (V3-1)°.

2. Wielomiany

2.5. Rozktad wielomianu na czynniki (1)

Przedstawienie wielomianu jako iloczynu dwdéch lub wiecej wielomianéw na-
zywamy rozkladem wielomianu na czynniki.

Przyktad 1
Rozt6z wielomian w(x) = 122° — 82* na czynniki.
w(x) = 122° — 8z* = 4a*(3x — 2)

Zauwaz, ze wielomian w zostal juz roztozony na czynniki liniowe (stopnia

Wytaczamy 4z* przed nawias.

pierwszego), poniewaz mozna go zapisa¢ jako w(z) =4-z-x-x-x - (3z — 2).

Przyktad 2

Roz16z wielomian w na czynniki.

a) w(z) =25 — 62° + 92* = 2*(2? — 62+ 9) = Wylaczamy z* przed nawias.
= :B4($ — 3)2 Korzystamy ze wzoru (a — b)? = a® — 2ab + b*.

b) w(z) = 2° — 162 = z(2* — 16) =

— x(xQ - 4) (xQ + 4) — Dwukrotnie korzystamy ze wzoru
=x(x —2)(x+2)(2* + 4) a? —b* = (a — b)(a +b).

Zauwaz, ze czynnika z? + 4 nie mozna rozlozy¢ na czynniki liniowe.

Wytaczamy x przed nawias.

¢) w(z) =6x° —2* + 2% = 23622 — 2 + 1)
Czynnik 622 — z + 1 jest tréjmianem kwadratowym, ktérego nie mozna rozto-
zy¢ na czynniki liniowe, gdyz A = —23 < 0.

Wylaczamy z° przed nawias.

Podstawowe twierdzenie algebry

Kazdy niezerowy wielomian mozna przedstawi¢ jako iloczyn czynnikow
stopnia co najwyzej drugiego.

Rozklad wielomianu na czynniki stopnia co najwyzej drugiego zawsze ist-
nieje, natomiast nie zawsze potrafimy go wyznaczy¢ — czasem jest to zbyt
skomplikowane obliczeniowo, a czasem niemozliwe (w przypadku niektérych
wielomianéw stopnia wigkszego od 4).

Cwiczenie 1
Roz16z Wielomian w na czynniki.

a) w(zr) = e) w(z) = 6z + 122 + 6x

b) w(x) = 18z + 3022 f) w(x) =—-3z*+122% — 1222
¢) w(r) = — 8zt g) w(x) = —27:13 + 18x° — 324
d) w(z) = —5423 + 3622 h) w(z) = St
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Roz16z wielomian w na czynniki. Jezeli w rozktadzie pojawi sie czynnik stopnia
drugiego, uzasadnij, ze nie da si¢ go roztozy¢ na czynniki liniowe.

a) w(z) = 323 + 12x e) w(z) = 7:1:“ — 510 + 2?

b) w(z) = 12° + 2z f) w(z) = 2%+ 2° + 227

¢) w(r) = —6z° — 422° g) w(x) = —4:6 + 3zt — Ta?

d) w(z) = —v22" — V62° h) w(z) = 3v22° — 2v/32* + /62°
Przyktad 3

Rozt6z wielomian w(x) = 42° + 3z* — 23 na czynniki.
w(zr) = 23(42? + 3z — 1) Wytaczamy z° przed nawias.
Obliczamy pierwiastki tréjmianu kwadratowego 4x? + 3z — 1:
A=3*—-4-4-(-1)=25

—b—VA _ -3-5 — 1 g —b+vVA _ 345 1
2a 8 27 T, T T8 T 1

Zatem trojmian ten mozemy zapisa¢ w postaci iloczynowej:
4 +3r—1=4(z+1)(z — 1)

4
czyli wielomian w mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu czynnikéw liniowych:

w(z) =4z’ (z +1)(z — )

xr, =

Cwiczenie 3
Rozl6z wielomian w na czynniki.

a) w(zr) =a* — 2x% — 322 e) w(x) =—22°+ 202* — 10z
b) w(z) = 22° — 2* — 2° f) w(x) — 323 + 222
¢) w(x) = — 2% + 62 g) w(z) = 22° — 4a* + 23
d) w(z) = 202° + 142* + 223 h) w(x) = 42°% — 122° + 24

W 1799 r. Carl Friedrich Gauss [czyt. karl fridri§ gals] (1777-1855) po-
datl dowdd podstawowego twierdzenia algebry. Ze wzgledu na swe wybitne
osiggniecia Gauss zyskal przydomek ,princeps mathe-
maticorum” [czyt. princeps matematikorum| (ksiaze
matematykéw). Jako dziewietnastoletni student Gauss
wykazal mozliwo$é konstrukeji (za pomoca cyrkla i li-
nijki) siedemnastokata foremnego. Zyczyl sobie, by zo-
stal on wyryty na jego nagrobku, ale jego zyczenie nie
zostalo spetnione.

2. Wielomiany

Zadania

1. Rozltéz wielomian w na czynniki.

a) w(z) =42 — sz b) w(z) = 162° — 423 c) w(z) = 2z* — 622

2. Wytacz przed nawias wskazany czynnik. Sprawdz, czy tréjmian kwadra-

towy otrzymany w nawiasie mozna roztozy¢ na czynniki liniowe. Jesli tak,
to podaj rozktad wielomianu w na czynniki liniowe.

a) w(x) =2° —22* + 523, 2° d) w(z) = 62* + 32® — 322, 622
b) w(x) = z* — 2® — 622, 22 e) w(x) =61 — 152 + 9z, 6x

¢) w(x) =225 — 4a® + 22, 224 f) w(r) = %1;5 _ %x‘l _ %xs, %963

3. Rozl6z wielomian w na czynniki.

a) w(z) = z* — bz’ + 6x g) w(z) = (2* — 3z + 2)(2® — 22 — 3)
b) w(z) = 22° — 922 — bz h) w(z) = (2* — 3z — 4)(x* + bx + 4)
¢) w(x) =—62°+bz* —x i) w(x)= (222 —5x —3)(22* — Tz + 3)
d) w(x) = 2* + 32 + 4z j) w(x) = (x*+ 2x) (2?4 22% — 15x)
e) w(r) =2+ V222 + k) w(z) = (az4+3§ —62?)(2° + 22" 4 32°)
f) wz) =—22°+ 22t +32% 1) w(z) = (2* — 32 + 2z)(2® + 4z + 1)

4. Sume kwadratéw kolejnych liczb naturalnych mozna wyrazi¢ wzorem:

4+ 1n —|— n na czynmkl

12+22+32+ 0=
a) Rozléz wielomian S(n) =

b) Sprawdz prawdziwos¢ wzoru dlan =4 1in = 5.

[]

5. Sume szeScianéw kolejnych liczb naturalnych mozna wyrazi¢ wzorem:

13+23+33+ +n3_1n4+1n+ n
a) Rozléz wielomian S(n) =
b) Oblicz sume 1% + 2% + 3% + 43 +5% 4+ 6% + 7% + 8% + 9% + 10°.

Z
V4

* 4+ In® 4+ 1n? na czynniki.

FZ

7
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Przyktad 1

Rozt6z wielomian w(z) = 2 + 8z* na czynniki.

w(r) = 2"+ 8xt = 374(x3 +8) = Korzystamy ze wzoru
— :B4(:U 4+ 2) (562 — 27 + 4) na sume szescianow.

Czynnik 22 — 2z + 4 jest nierozkladalny na czynniki liniowe, gdyz A < 0.

Cwiczenie 1

Rozl6z wielomian w na czynniki.

a) w(xz) = 22° + 22? ¢) w(z) =8z*—x e) w(r)=8z% — 27a°
b) w(x) = —2° — 8x? d) w(x) =2*—0,0012° ) w(z) =0,054z" + 2z

W pewnych przypadkach wielomian mozemy roztozy¢ na czynniki, grupujac
odpowiednio jego wyrazy.

Przyktad 2
Roz16z wielomian v na czynniki, grupujac jego wyrazy.

a) u(x)=a®—4a®+ 22 — 8
7 dwoéch pierwszych i dwoch ostatnich wyrazow
u(:z;) =|$3 — 4£E2I+|2$ — 8 = mozna wyltaczy¢ ten sam czynnik: x — 4.

=z (x—4) +2 (z—4) = (2*+2) (x—4)

b) u(x) = T7x* 4 22* — 142 — 4
wz) =723+ 22% — 4o — 4 =2*(Tx +2) = 2(Tx +2) = (2> = 2)(Tx +2) =
= (z — \/i)(56—|—\/§)(756+2)
¢) u(z) = 4x° — 2z* — 162 + 822
w(z) = 42° — 22t — 162° + 82% = 22* (22 — 1) — 82*(2x — 1) =
= (224 —8x?)(2x—1) = 222(2* —4) (22 —1) = 22*(x—2)(z+2)(22—1)

Cwiczenie 2
Roz16z wielomian v na czynniki, grupujac jego wyrazy.
a) u(x) =23 +5x*+x+5 e) u(x) =23+ 4x* — 252 — 100
b) u(z) =a2* + 32> —x — 3 f) u(z) =vba® —x —\/_:chl
c) u(x) =4ax® + 2 — 16z — 4 g) u(x) = 8z° + 1623 —2
d) u(z) = 2* + 32® + 2% 4 32 h) u(z) = 2° — v/22* —|—f:133—\/6x2

2. Wielomiany

Zadania

1. Roztéz wielomian w na czynniki.
a) w(z) =2*+27r  ¢) w(r)=—2*— 64z e) w(x) =27z% + 823
b) w(z) =2 -8z d) w(z)=—z2° +642> f) w(z)=1252% — 2°

2. Rozt6z wielomian w na czynniki, grupujac jego wyrazy.
=2*+22° — 8x — 16 e) w(x) —:U3—6 —3r+1
b) w(x) = 14a® — T2 + 4o — 2 f) w(z) = — 322 — 6x + 27
20% — 6% + 5z — 15 g) w(z) =2° —22% +2x -2
=t —3x>+2x—3 h) w(z) = V32* + V62® + 22 + 2z

o
~—
S

~~ o~
8

~— — ~— ~—
I

w T

3. Rozl6z wielomian w na czynniki.
a) w(x) =2°+a2*—22% — 222 + 2 + 1
b) w(z) = 4a® — 8x* — 4a® + 8x* + x — 2
¢) w(z) = 3z° + 22* — 62° —4a? — 92 — 6

4. Rozl6z wielomian w na czynniki.

a) w(z) = (202® — 2822 + 8x)(a* + 62° + 22° + 12x)
) w(z) = (—3z* — 22° — 42?) (2® — T2® — 4 + 28)
¢) w(z) = (Tz* + 1423 — 212?) (2° — 423 — 2% + 4)

(z) = (32" — 22° + £27) (25 — 1)

o

g

i

@

) w(x

5. Przeczytajpodane w ram- o . o
Rozt6z wielomian w na czynniki.

ce przyklady, a nastep- a) w(z) =z* +4= (2" +42% +4) — 42° =

nie roztéz wielomian w na

czynniki. = (2 +2)* — (22)* =
a) w(x)=z*+1 = (2° — 22+ 2)(2® + 22 + 2)
b) w(z) = 4a* +9 b) w(z) = 2* + 62% + 25 =
¢) w(z) = 92" + 16 = (2° +5)® — 102* + 62° =
d) w(z) =a* + 52+ 9 — (2 +5)° —da® =
e) w(z)=16x* — 2% +1 — (22 — 22 + 5)(2® + 22 + 5)
f) w(z) =4z* + 822+ 9

6. Rozt6z wielomian w na czynniki.
a) w(z) = 2x° — 52% + 5x — 2 ¢) w(r) =8z —62% —3x +1
b) w(x) = 323 — 4a? — 4z + 3 d) w(x) = 642 + 122> — 3z — 1
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2.7. Rownania wielomianowe

Réwnanie postaci w(x) = 0, gdzie w jest wielomianem, nazywamy réwnaniem
wielomianowym z niewiadoma .

Rozklad wielomianu w na czynniki moze by¢ wykorzystany do wyznaczenia
jego pierwiastkow, czyli takich argumentéw x, dla ktérych spelnione jest row-
nanie w(x) = 0. Pierwiastki te nazywamy rozwigzaniami réwnania.

Przyktad 1
Wyznacz pierwiastki wielomianu w(z) = ir? — x?.

Aby wyznaczy¢ pierwiastki wielomianu w (czyli jego miejsca zerowe), rozwig-

zujemy rownanie:

22’ —x* =0

- a-b =0 wtedy
x*(z —4) =0 .
4 i tylko wtedy, gdy

2=0 lub r—4=0
=0 lub z=4

a=01lubb=0.

Pierwiastkami wielomianu w sa liczby 0 i 4.
Przyktad 2
Rozwigz réwnanie x° — 62* + 92 = 0.
z(x? —6x+9) =0
.'J’.-'(:!.-' — 3)2 = () Korzystamy ze wzorun na kwadrat rdznicy.
p=0 lul =3
Rozwigzaniami réwnania sa liczby 01 3.
Cwiczenie 1
Rozwiaz réownanie.

a) 6z*+22° =0 e) s2° +22> +6x=0

b) —2° + 4a® =0 f) —da* +42® — 2> =0

Przyktad 3
Rozwiaz réwnanie z° — 2z* — 152° = 0.
(2 —2x—15) =0
z=0 lub 22 - 2x—-15=0
Rozwigzujemy otrzymane rownanie kwadratowe:

A=4+60=64, VA=28
2—-8 248
Py= —2~=—3= By ==

Zatem wyjsciowe rownanie ma trzy rozwigzania: —3, (0 1 5.

2. Wielomiany

Przyktad 4
Rozwiaz réwnanie 5z* + 4x? + 4x = 0.
z(ba* +4x+4)=0
t=0 lub 52 +4x+4=0 A=16-80=-64<0
Rownanie kwadratowe jest sprzeczne (A < 0), zatem jedynym rozwiazaniem

wyjsciowego rownania jest liczba 0.

Cwiczenie 2

Rozwiaz rownanie.

a) 2 =722 4+ 122 =0 c) 3x2 +d4z2+x2 =0
b) —2z2* + 92° + 522 = 0 d) 42° — 3z* + 22 =0 f) 22% —g® =2 42

Przyktad 5
Wryznacz punkty wspolne wykresu wielomianu

w(z) = zz* + ;2% — 127 1 0si OX.

Aby wyznaczy¢ pierwsze wspolrzedne punktow
wspolnych wykresu wielomianu w oraz osi OX,
rozwiazujemy rownanie:

Lod o B8 A0
= + 5 0
1

2% (x* 4+ 2r —8) =0

16

=0 lub z2+2x—-8=0
A=4+432=236=6

1
—2 —6 -2+ G =g 16
= 2 Pierwiastki rownania w(z) = 0
Szukane punkty: (—4,0), (0,0) i (2,0). to miejsca zerowe wielomianu w.

¥

w(z) = Lz! + %.‘1:3 — %T‘J‘

= = —4, I, =

Cwiczenie 3
Na ponizszych rysunkach przedstawiono wykresy wielomianow:

u(z) = zlf:r:g — }‘;1:2 — %;’J’:, v(x) = —l%.rc’ — %2-:;;2 —z, w(xr)= 313:11:3 + 45,1"‘3 —x

Rozwiaz odpowiednie rownania i podaj pierwiastki tych wielomianoéw. Do kaz-

dego z nich dopasuj wykres.

2.7. Rownania wielomianowe
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Przyktad 6
Wyznacz pierwiastki wielomianu w(z) = z* — 2* — 9z + 9.

Rozkladamy wielomian w na czynniki metoda grupowania wyrazow:
wrx)=2"-2"-92+9=2(z—-1) -9 —-1)=@*-9)(z—1) =
=(z—3)(x+3)(x—1)
Aby wyznaczy¢ pierwiastki wielomianu w, rozwigzujemy rownanie:
(x=3)(x+3)(z—1)=0
r—3=0 lub 24+3=0 lub 2—-1=0

Zatem pierwiastkami wielomianu w sa liczby: —3, 11 3.

Cwiczenie 4
Rozwiaz réwnanie.

a) 3 —92% 4+ 2 —18=0 d) 3z* — 52 — 62° + 102z = 0
b) 22° +2* —8r —4 =0 e) #° —4x® — 82> +32=0
c) x® + bzt + 23+ 5x? =0 f) 2° —3v222 4+ V22 - 6=0
Zadania

1. Rozwiaz réwnanie.
a) 223 = 4x? c) z* = —272° e) 2° —16x =0
b) 2® = 923 d) x° = 822 f) 2°—2522 =0

2. Rozwiaz réwnanie.

a) 2’ — 223+ =0 e) 22° = 2z* + 1227 i) a® 4 4x = —52?
b) x* + 322+ 22 =0 f) 10z* + 23 = 22 j) —zat+a® = sa?
7, 3.6
¢) z* = 4x® + 522 g) 92° +62° +2* =0 k) 3:{35:%23%
7 T _ o5
d) 623 + 92* = 32* h) 2° + 42* = 1223 ) 22 8+‘T’ z _2296
3. Rozwiaz réwnanie.
a) 23 —32x*=12—42x d)1—-2’=2*—z g) 2 = s+ 2z —1
b) 223 + 3 = 2 + 6x e) v* —8r =8 —2* h)§+%x2:3—|—2x
¢) *+91° =2+ 9 f) 2 +42° =2 +4 i) 1—3z=32°—2a°

4. Rozwiaz rownanie.
a) 23 —bxr —4=0 b) 23 —3x+2=0 c) vt —Ta® + 6z =
Wskazéwka. W podpunkcie a) zapisz —5x jako —z — 4zx.

2. Wielomiany

5.

10.

12.

Na rysunku obok przedstawiono wykres wielomianu
w(zr) = 2% —3x*—2x+91iprostal: y=2x—3. Wy-
zZNnacz punkty, w ktoérych prosta [ przecina wykres
wielomianu w.

Wyznacz punkty wspolne wykresu wielomianu w
i prostej .

a) w(z) =32 +r+2, I y=4z+2
b) w(x) =42 — 2> —bx+3, I: y=3z+1
¢) w(x) =12 —4x* + 323+ 22, I: y=4x —3

Wyznacz punkty wspolne wykreséw wielomianéw u i w.

a) Y b) Y c)

SR

[ l
\ Y l
(@) X

w(z) = -2+ 22+25 -3 u(z) = 1 633 + 22 -922—3 u(x)=%$4—x2+x—3
w(z) = —a? 42z =3 w(z) = -3 +i2+2-3 w(z) = —tz'—iz2+a2-1

Podaj przyktad wielomianu czwartego stopnia, ktorego jedynymi pier-

wiastkami sg liczby: a) —v/2 1 v/2, b) 1, 2, 3.

Podaj przyktad wielomianu stopnia n, ktérego jedynymi pierwiastkami sg

liczby —2 i 3, a wyraz wolny jest réwny 1.
a) n =2 b)n=4 c) n==56

Podaj wzor funkcji opisujacej objetosé prostopa-
dloscianu przedstawionego na rysunku obok. Dla
jakiej wartosci x objetos¢ tego prostopadtoscianu
jest réwna 127

I
P A
xr+4

®

. Dany jest prostopadlo$cian o krawedziach: x cm, (x — 3) cm, (z + 5) cm

i objetosci 30 cm?. Uzasadnij, ze suma dlugosci wszystkich krawedzi tego

prostopadloscianu jest mniejsza od 56 cm.

Dany jest prostopadloscian o krawedziach: £ m, (z + 1) m, (4z — 3) m

i objetosci 0,75 m?. Ktéra $ciana tego prostopadlo$cianu ma najmniejsze

pole? Oblicz to pole.

2.7. Réwnania wielomianowe

75 IS



R 2.8. Dzielenie wielomianéw

I 76

Przypomnijmy, ze je$li n i m sa liczbami calkowitymi (gdzie m # 0), to
moéwimy, ze n jest podzielne przez m, jesli istnieje taka liczba catkowita k, ze
n==k-m.

Podobnie méwimy, ze wielomian w jest podzielny przez wielomian niezerowy g
(q £ 0), jedli istnieje wielomian p taki, ze w = p - q.

Przyktad 1
(2% + bz + 62) : (z + 3) = x* + 2z, poniewaz:
x® 4+ 522 + 6x = (2* 4+ 2z) - (z + 3)

Dzielenie wielomianéw wykonujemy podobnie jak

dzielenie liczb naturalnych. Dzielenie liczb

naturalnych
Przyktad 2 3171 : 7 =453
Wykonaj dzielenie (322 — 2 —4) : (4 1). Sprawdz —28
otrzymany wynik. 37
(Bx? —x—4): (x+1)=3x—4 —35
—3x? — 3z 21
1 1 — 21
Ay — kall
4r + 4 U
0

Ponizej wyjasniamy, jak wygladaly kolejne kroki podczas wykonywania tego
dzielenia.

(322 —x—4): (2 +1) = 3x

Drzielimy 3z? przez pierwszy wyraz dzielnika.

2

—32” — 3w Mnozymy 3x przez dzielnik z+1,i zapisujemy

—4dx —4 wynik ze zmienionym znakiem. Dodajemy.

B2 —x—4): (2 +1)=3x — 4

—3a% — 3z Dzielimy —4x przez pierwszy wyraz dzielnika.
—4r —4 Mnozymy —4 przez dzielnik x41,i zapisujemy

dr + 4 wynik ze zmienionym znakiem. Dodajemy.

0 Otrzymalidmy reszte rowna 0.

Sprawdzenie: (3x —4)(z+ 1) = 32> + 32 — 4z — 4 = 32> —x — 4.

Cwiczenie 1
Wykonaj dzielenie wielomianéw. Sprawdz otrzymany wynik.

a) (x? —6x+8): (z—4) c) (2 =32*+3zx—-1): (z—1)
b) (922 + 3z — 12) : (x — 1) d) (22* 4+ 523 4+ 22 — 22) : (v + 2)

2. Wielomiany

Tak jak iloraz liczb naturalnych nie zawsze jest liczbg naturalna, tak dla wie-
lomianéw w i ¢ (¢ Z 0) nie zawsze istnieje wielomian p taki, ze w : q = p.
W takiej sytuacji otrzymujemy iloraz oraz niezerowa reszte.

Przyktad 3 Dzielenie liczb
Wykonaj dzielenie (522 + 13z + 11) : (x + 2). Sprawdz  naturalnych
otrzymany wynik. 752 : 9 = 83
(5a2 4+ 13z +11) : (z+2) =5z +3 —72
—52% — 10z 32
3z + 11 =2
—3z— 6 D
5 752 =83-9+5

W wyniku dzielenia otrzymalismy iloraz réwny 5x + 3 oraz reszte réwna 5, co
oznacza, ze: bax® + 13x + 11 = (5z + 3)(z + 2) + 5.

Sprawdzenie: (52 4+ 3)(z +2)+ 5 =52*+ 10x +3x + 6 +5 =52+ 13z + 11

Przyktad 4

Wykonaj dzielenie (22° — 2? — 2z — 5) : (z — 2). Sprawdz otrzymany wynik.
(2% —2? =22 —5): (z — 3) =222+ 2z + 1

—2x° + 3a?
20% — 21 — 5
—2x% + 3x
T —9
—x+ %
—3% Otrzymalidmy reszte rowna —3%.

Sprawdzenie:
(222 +2z+1)- (z—3)—32 =22 -3+ 222 -3z +z— 2 - 31 =

=23 — 2> —2x—5

Cwiczenie 2

Wykonaj dzielenie wielomianéw. Sprawdz otrzymany wynik.

a) (x> —8x+19): (x —5) ¢) (2 4+ Ta* +Tx —16) : (x +4)
b) (42> +62+7): (z + 3) d) (3z* 4+ 22° — T2® —4x) : (z — 1)

3

Zwr6émy uwage na to, ze w wyniku dzielenia wielomianu w przez dwumian
xr — a otrzymujemy jako iloraz pewien wielomian p oraz reszte r, ktéra jest
funkcja stata.

2.8. Dzielenie wielomianéw
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Cwiczenie 3
Zapisz wielomian w w postaci w(z) = p(z)q(x) + r(zx), gdzie wielomian p jest

ilorazem, a r — reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian gq.

a) w(x) =2 -2+ 2z, qlx)=x—2

b) w(z) = —22°+ 32> + 4, gla) =2+3
¢c) wx)=az*+2*> -3 +1x, qlx)=2—-1
d) w(x) =3z*— 2>+ 92— 1, q(x) =2 +2

Wielomian w jest podzielny przez dwumian ¢, jesli reszta z dzielenia wielo-
mianu w przez dwumian ¢ jest réwna zero (jest wielomianem zerowym).

Zadania

1. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez dwumian q. Czy wielomian w jest
podzielny przez dwumian ¢?

a) w(x) =22° —5r —12, q(z) =z —4

b) w(z) =a® — 222+ 3x — 4, q(x) =242
(x) = —22* 4+ 32> +6, g(z)=2—-3

d) w(z) =42° + 82+ 42 —9, g(x)=x+3
()

) w(z) =22° —2*+3x—4, qla)y=2—1

@)

2. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez dwumian ¢. Zapisz wielomian w
w postaci w(zx) = p(x)q(z) + r(x).
a) w(z) =22"4+2"+2 -1, glz) =2 -4

()

(x) =3z* — 2%, q(z)=2—1

d) w(x) =2 +82*>+ 11z — 4, g(x)=x+6
() =22% + 72> + 32 — 2, q(z) =2+ 5
() =122 42> —x+3, q(z) =0 — 3

3. Sprawdz, czy dzielenie zostalo wykonane poprawnie.
a) (—22° + 322+ 122 — 9) : (z — 3) = —22% — 32+ 3
b) (—32% + 722 + 61 — 6) : (v — 3) = —3a2 — 20 + 2

) (Bt — 8a® +4a? + 22 —2) : (x — 2) 2 308 — 222 + 1

d) (22" —2® —4a® + 4z —4) : (z — 3) = 22% — 4z + 8

@)

2. Wielomiany

4. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez dwumian q. Rozt6z wielomian w

na czynniki, jezeli wielomian w jest podzielny przez dwumian q.
a) w(z) =6x° — bz —2r+1, glx)=2—1

() =22° + 92> + Tz — 6, q(z) =2+ 2
¢) w(z) =32 —42®> — 17Tx +6, g(x) =2 —3

(x) =23+ 32> —br—4, qglv)=x+4

Dowolny wielomian w mozemy podzieli¢ przez wielomian ¢, jezeli wielo-
mian ¢ nie jest wielomianem zerowym. Jako iloraz otrzymujemy pewien
wielomian p oraz reszte r. Reszta r albo jest wielomianem zerowym, albo
zachodzi zaleznosé: st(r) < st(q).
Méwi o tym ponizsze twierdzenie.

Dla danych wielomianéw w i q, gdzie ¢ #Z 0, istniejg wielomiany p i r

takie, ze:
w=p-q+r

oraz r = 0 lub st(r) < st(q).

Przyktad
Wykonaj dzielenie (2z® + 8z — 1) : (2 4+ = + 3).
(223 + 022 +8x — 1) : (2?2 + 2+ 3) =22 — 2
—2x% — 227 — 62
272 +2x —1
222 + 21+ 6
4z + 5

Otrzymali$my reszte r(x) = 4z + 5, czyli zachodzi nastepujaca réwnoscé:
20 +8x—1= (22— 2)(z*+x+3)+4z+5

Zauwazmy, ze reszta jest wielomianem stopnia pierwszego.

5. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez wielomian q. Zapisz wielomian w

w postaci w(z) = p(z)q(x) + r(z).

a) w(x) = -3z —2*+3x —4, q(xr)=2*>—4
b) w(x) =22* —32® —br + 2, q(x) =2+
) w(z) =246, gla)=2*+z+1

d) w(z) = 4a* — 22+ 3, q(z) =2°—1

xT

@)

Z

2.8. Dzielenie wielomianéw
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Dowiedz sie wiecej

Schemat Hornera

Algorytm zwany schematem Hornera pozwala na zmniejszenie liczby wykony-
wanych operacji mnozenia podczas obliczania wartosci wielomianu dla danego
argumentu (William Horner — angielski matematyk, zyt w latach 1786-1837).

Rozpatrzmy wielomian:
w(z) = agx® + ez’ + a1 + ap =
=qa3 T - Tr-TrT+ay-r-r+a-xr+a
Aby obliczyé¢ wartosé tego wielomianu dla danego argumentu, nalezy wykonaé
szes¢ mnozen i trzy dodawania.
Zauwazmy, ze:
w(z) = agx® + ayx® + a1z + ag =

= (agx® + o + a1) - T+ ag =

= ((ag-z+az) - z+ay) -+ ag
Korzystajac z otrzymanej postaci wielomianu w, mozemy obliczy¢ jego war-
tos¢ dla argumentu x = a, wykonujac trzy mnozenia i trzy dodawania.

Jesli wprowadzimy oznaczenia:

w(a) = ((,a3-a+az)-a+ay)-a+ag

2]
b3 = as

ba = abs + a2
b1 = ab2 + a1
bo = ab1 + ap = w(a)

to obliczenia mozemy przedstawi¢ w postaci schematu:

as a9 aq Qo
+ + +
a o abs o7 ab, o ab;
v
b3 bs b1 bo

Przyktad 1

Dany jest wielomian w(x) = 42 — 52? + 7x — 20. Korzystajac ze schematu
Hornera, oblicz w(2).

by =4 Zapis w postaci schematu:
bp=2-4—5=23 4 =5 7 —20

- - +
by =2.-3+7=13 ‘
9 8 o -6 2%
bo=2-13—20=6 | s C o

Zatem w(2) = 6. 4 3 13 6

2. Wielomiany

1. Oblicz wartos¢ wielomianu w dla argumentu a. Skorzystaj ze schematu
Hornera.

a) w(z) =223 —bax*—4x+7, a=3
b) w(z) =5z —62® — 32> +x—1, a=2

Schemat Hornera mozemy réwniez wykorzysta¢ do wyznaczenia ilorazu i resz-
ty z dzielenia wielomianu przez dwumian x — a.

Rozpatrzmy wielomian w(z) = asx® + asx® + ayx + ag. Zgodnie z przyjetymi
poprzednio oznaczeniami mamy:
w(z) = azx® + ayx® + ayx +ag =

= b3x3 =F (b2 — abg)IQ =F (bl — a,bz).f aF bo — a,bl =

= (b3$2 + be —+ bl)x . (bgﬂfz + bQCU —+ bl)a + bo =

= (b3x2 + ng + bl)(fE — CL) + b()
Zatem bsx? + byx + by jest ilorazem, a by reszta z dzielenia wielomianu w przez
dwumian x — a.

Przyktad 2
Wyznacz iloraz p i reszte r z dzielenia wielomianu w(zx) = 52% — 722 + 3z — 3
przez dwumian x — 2. Wielomian w zapisz w postaci w(x) = p(z)(x — 2) + r.

Sporzadzamy schemat:
5 7 3 -3
o+
W10 Y7 6 7 18
v
5 3 9 15
Ze schematu odczytujemy iloraz p(z) = 5x* + 3z + 9 i reszte r = 15. Zatem
w(z) = (5z* + 3z +9)(x — 2) + 15.

2. Wykonaj w sposéb tradycyjny dzielenie (3z* — 102® — 29z + 2) : (x — 4).
Poréwnaj zapis tego dzielenia z podanym nizej zapisem dzielenia wyko-
rzystujacym schemat Hornera.

3 —10 0 -29

4 12 8 32 12
3 2 8 3 14

Zwr6¢ uwage na
wspo6lezynnik 0 przy z2.

3. Wykonaj dzielenie wielomianéw, korzystajac ze schematu Hornera.
a) (62> —3x? — 10z +9) : (v — 3) c) (z* —62%+622—8): (z—2)
b) (2z° +42* — 10z —9) : (z + 2) d) (2* =522 —2—2): (z+2)

Schemat Hornera
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Dwa wielomiany sa rowne, gdy sa wielomianami zerowymi lub maja ten sam
stopien, réwne wspolczynniki przy tych samych potegach zmiennej oraz réwne
wyrazy wolne.

Cwiczenie 1
Czy istnieje taka warto$¢ parametru a, ze wielomian w(z) = 3ax? — x + 2a?
jest rowny wielomianowi u?

a) u(x) =62 —x+8 b)ulx)=32*—x+1 ¢) u(r)=-92>—x+18

Przyktad 1
Dla jakiej wartosci parametru m réwnosc:

32° +8x% —bx —6 = (32 —x — 2)(z +m)
jest prawdziwa dla kazdego x € R?
Wykonujemy mnozenie:
(32* —x — 2)(xz +m) = 32° + 3ma® — 2> — mx — 22 — 2m =
=32° + (3m —1)2> — (m +2)z — 2m
Aby wielomiany 3z° + 82% — bz — 6 oraz 32° + (3m — 1)x* — (m + 2)z — 2m
byly réwne, musza by¢ spetnione warunki:

3m—1=28 Wspélezynniki przy 22 musza byé réwne.
—m—2=-5 Wspotczynniki przy x musza by¢ réwne.
—2m = —6 Wyrazy wolne musza by¢ réwne.

Wszystkie trzy rownosci sa jednoczesnie prawdziwe dla m = 3.

Przyktad 2
Wyznacz warto$¢ parametru a tak, aby iloczyn wielomianéw f(z) = ax — 4
i g(x) = axr — 1 byl réwny wielomianowi h(z) = 92% + 15z + 4.
Wyznaczamy iloczyn f - g:

f(z)-g(x) = (ax — 4)(ax — 1) = a*2* — ax — 4az + 4 = a®z* — baxw + 4
Aby wielomiany f(z) - g(z) = a*x® — bax + 4 oraz h(x) = 92® + 15x + 4 byly
réwne, musza by¢ réwne wspotczynniki przy tych samych potegach zmiennej,

czyli:
a’>=9,stada=-31luba=23
—ba = 15, stad a = —3
Obie réwnosci sg jednoczesnie prawdziwe dla a = —3.

2. Wielomiany

Cwiczenie 2

Dla jakiej wartosci parametru m réwnosé jest prawdziwa dla kazdego = € R?
a) 2t —xP -2t —r—-2=(+2>+x+1)(x —m)

b) z* —22% — b +2 = (2% + 22% + 22 — 1)(z — m)

¢) a® — 22% — 232 4+ 60 = (2 + 22 — 15)(z — m)

Zadania

1. Dla jakiej wartosci parametru m iloczyn wielomianéw f i g jest réwny
wielomianowi h?

a) f(x)=xz—m, glx)=x+7, h(z) =2+ 42 —21
b) f(z)=imx—2, g(z) =z +2m+1, h(z)=2z>+3z—10
¢c) f(x)=max+1, g(x)=x—2m, h(zr)=22*—-3x+1

2. Dla jakiej wartosci parametru a réwnosc¢ jest prawdziwa dla kazdego x € R?
a) ©° — 2 —x —15= (22 + ax + 5)(x — 3)
b) * +2* — 170 — 20 = (2* + ax — 5) (v + 4)
¢) 223 —4a? — Te + 18 = (22° + ax + 9)(z + 2)

3. Dla jakich wartosci parametréw a i b wielomian v -v —w jest wielomianem
zerowym?
a) u(z) = —z+4, vir) =22+ ar+b, w(x)=—2x°+ 62>+ 5+ 12
b) u(x) =2azx +0b, v(z)=12>—2, w(x)=72*—62*+ bz

4. Dla jakich wartosci parametrow a i b rownosé jest prawdziwa dla kazdego
x € R?
a) —x*+5x° — 2 +8xr — 15 = (—2® + ax® + bxr + 3)(x — 5)
b) 22t — 23 +22% — 3 = (22° + ax® + bx + 3)(x — 1)
¢) 20" —32* + Tx +3= (22> + azx® + bx + 6)(x + 1)

5. Przedstaw wielomian w jako iloczyn dwoch tréjmianéw kwadratowych
o wspotczynnikach catkowitych.

a) w(x) =z +22° +2* -1

b) w(z) =x* +2* —62% — 5x — 1

) fw(z) = z* + 2° — 307 + 4w + 2

A w(z) = 2t — 322 + 4z — 3
Fw(z) -

2.9. Réwnoé¢ wielomianow
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Po podzieleniu wielomianu w przez dwumian x — a otrzymujemy iloraz p oraz
reszte r: w(x) = p(x)(z — a) + r. Reszta w tym przypadku jest wielomianem
stopnia 0, zatem bedziemy pisa¢ krotko: reszta r.

Czasami interesuje nas tylko reszta z dzielenia — wtedy mozemy postapié¢ jak
w ponizszym przyktadzie.

Przyktad 1

Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w(x) = %az3 + 2% — 3x — 5 przez dwumian

x — 4, nie wykonujac dzielenia.

Wielomian w zapisujemy w postaci w(z) = p(x)(x —4) + r. Dla x = 4:
wd)=p4)4—4)+r=0+r=r

Obliczamy reszte z dzielenia wielomianu w przez x — 4:

r:w(4):%-43+42—3-4—5:8+16—12—5:7
Twierdzenie o reszcie

Jesli r jest reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian x — a, to:

r =w(a)

Cwiczenie 1
Udowodnij twierdzenie o reszcie, korzystajac z tego, ze wielomian w mozna
przedstawi¢ w postaci w(z) = p(x)(z — a) + r.

Przyktad 2
Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w(z) = 22° + 32* — x4+ 5 przez dwumian
x + 2, nie wykonujac dzielenia.

r=w(-2)=2 (-2 +3- (=22~ (-2)+5=—-16+12+2+5=3

Cwiczenie 2

Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w przez dwumian ¢, nie wykonujac dzie-
lenia.

a) w(xr) =2 —22% — 22 -3, q(x)=2—3

b) w(z) =42® — 42> —z+1, q(x) =2 —3

c) wx)=z"+a*+2*+x+1, qglz)=z+1

d) wx)=a2"+a2*—2*>—2+6, ¢glx)=2+2

2. Wielomiany

Rozwazmy przypadek, gdy reszta r z dzielenia wielomianu w przez dwumian
x — a jest réwna zeru (r = 0), czyli gdy wielomian w jest podzielny przez
dwumian z — a.

Twierdzenie Bézouta

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w wtedy i tylko wtedy, gdy wielo-
mian w jest podzielny przez dwumian x — a.

Zwrot . wtedy i tylko wtedy, gdy” w twierdzeniu Bézouta [czyt. bezu] oznacza, ze
jednoczesnie prawdziwe sa dwa zdania:

Jezeli liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w, to wielomian w jest podzielny przez
dwumian x — a.

Jezeli wielomian w jest podzielny przez dwumian = — a, to liczba a jest pierwiastkiem
wielomianu w.

Dowod
Zalézmy, ze liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w, czyli w(a) = 0. Jesli podzielimy
wielomian w przez dwumian r — a, to otrzymamy wielomian p i reszte r:

w(z) =p(z)(z —a)+r
Podstawiamy x = a:
w(a) =pla)(a—a)+r=r
Ale w(a) = 0, wiec 7 = 0, co oznacza, ze wielomian w jest podzielny przez z — a.
Zalézmy teraz, ze wielomian w jest podzielny przez dwumian x — a, czyli istnieje taki
wielomian p, ze w(x) = p(z)(z — a). Woéwczas w(a) = p(a)(a —a) = 0, czyli a jest
pierwiastkiem wielomianu w.

Przyktad 3

Ktéry z wielomianéw: w(z) = 2* 4+ 22> =3z —10 czy u(z) = 2 —5z*+2x—6
jest podzielny przez dwumian z — 27
w(2)=2°42-22-3-2—-10=8+8—6— 10 = 0, zatem wielomian w jest
podzielny przez dwumian x — 2.

w(2)=2"-5-2242-2—-6=8-20+4—6 = —14 # 0, zatem wielomian u
nie jest podzielny przez dwumian x — 2.

Cwiczenie 3
Sprawdz, czy wielomian w jest podzielny przez dwumian gq.
a) w(r) =a*—22>+32*-3x+1, qlz) =2 —1
b) w(z) = 2z* — 32® + 62 + 22— 9, q(z)=z+1
c) w(z) =—a*+ 2%+ 32+ 11, ¢g(x) =2 — 3
(x) =a2* 4+ 8x* + 22+ 16, ¢q(z) =z + 2

=
g

2.10. Twierdzenie Bézouta
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W pewnych przypadkach znajomos¢ jednego z pierwiastkow wielomianu umoz-
liwia znalezienie pozostalych pierwiastkow.

Przyktad 4
Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu w(x) = 2* — 42* + = + 6. Wyznacz
jego pozostate pierwiastki.

Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu w, wiec na podstawie twierdzenia
Bézouta wielomian ten mozna przedstawi¢ w postaci:
2° —42° + 2+ 6 = p(z)(x —2)
Aby wyznaczy¢ wielomian p, wykonujemy dzielenie:
(2 — 42>+ 24+6): (v —2) = 2% — 22 — 3

—x3 + 222
222+ +6
222 — 4z
—3x + 6
3x — 6
0

Zatem 2® — 4a® + x + 6 = (2* — 22 — 3)(xz — 2).
Pozostalymi pierwiastkami wielomianu w sg pierwiastki trojmianu kwadrato-
wego x? — 2x — 3. Sa to liczby —1 1 3.

Jesli liczba a jest pierwiastkiem

Cwiczenie 4 wielomianu trzeciego stopnia w,
Liczba a jest pierwiastkiem wielomia- to pozostale pierwiastki tego wie-
nu w. Wyznacz jego pozostale pierwiast- lomianu (jezeli istnieja) mozemy

wyznaczy¢ w nastepujacy sposob:
1. Dgzielimy wielomian w przez
dwumian x — a.

2. Otrzymujemy trojmian kwadra-
towy, ktérego pierwiastki (jezeli
istnieja) sa pozostalymi pierwiast-
kami wielomianu w. Wyznaczamy
te pierwiastki.

ki i rozt6z wielomian w na czynniki.
a) w(x) =23 +52>+2r -8, a=—4
b) w(zx)=2*+22*-2x—-1, a=1

Zadania

1. Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w przez dwumian ¢, nie wykonujac
dzielenia.
a) w(r) =323+ 112> +8x — 6, ¢q(x) =z +1
b) w(z) = —2z* + 102> + x — 8, ¢q(x) =2 —2
c) w(z) =8z +42°> +4x — 4, q(v)=z— 1

2

2. Wielomiany

2. Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w. Wyznacz jego pozostale pier-
wiastki. Rozt6z wielomian w na czynniki.

a) w(x) =a>—6x*>—9x+14, a=1
b) w(z) = 22* + 92? + 132 + 6, a = —2
¢) w(z) =a*+22% — 1lx + 20, a= -5
3. Sprawdz, ktora z liczb: —1, 1 czy 2 jest pierwiastkiem wielomianu w. Wy-
znacz pozostate pierwiastki tego wielomianu.
a) w(r) =2° — 2> —5x+6 ¢) w(z) =22 —2*—5x+4
b) w(x) = 22> + T2* +2x — 3 d) w(z) = -2 + 12 + 4z — 2

4. Dla jakich wartosci parametru m wielomian w jest podzielny przez g7

a) w(z) =2+ 5> +mx+3, gx) =x+3
b) w(x) = =22° + m?ax* + ¢ — 6, q(x) =2z —2
¢c) w(x)=m*z*+ma*+x+7, qglx)=z+1
5. Sprawdz, nie wykonujac dzielenia, czy wielomian w jest podzielny przez
wielomian wu.
a) w(z) =a* +a2° —42® + 5z — 3, u(x) = (z—1)(xz+3)
b) w(z) =72 — 62 +3x+ 1, u(x)=22+2z—1
¢) w(z) =4a*+2* —192% —4a + 12, u(z) = (x + 1)(x + 2)(x — 2)

Jesli ¢ jest wielomianem drugiego stopnia, to wielomian w mozna przedsta-
wi¢ w postaci w(x) = p(x)q(z)+ax+b, gdzie p jest pewnym wielomianem
oraz ax + b jest reszta z dzielenia wielomianu w przez wielomian q.

6. a) Reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian x — 3 wynosi 7, a przez
dwumian x4+ 2 wynosi —3. Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu w przez
(x —3)(z+2).
b) Reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian x—1 wynosi —1, a przez
dwumian x — 2 wynosi 3. Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu w przez
% — 3x + 2.

7. Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu w przez wielomian u, nie wykonujac
dzielenia.
a) w(z) =2" =33z + 11, u(x)=(x+1)(z—2)

b) w(z) =2 -1, u(zr)=2*—-1

2.10. Twierdzenie Bézouta
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Aby znalez¢ pierwiastki calkowite réwnania wielomianowego o wspotczynni-
kach catkowitych, mozemy skorzystaé¢ z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie o pierwiastkach catkowitych

Jezeli wielomian w(x) = a, 2" +a, 1" '+ ...+ a7+ ay (ag # 0) 0 wspol-
czynnikach catkowitych ma pierwiastek catkowity, to jest on dzielnikiem
wyrazu wolnego aq.

Dowaod
Zalozmy, ze ag,aq, ...,an € Z, ag # 0 oraz liczba calkowita x; jest pierwiastkiem
wielomianu w(z) = a,2™ + ap_12" 1 + ... + a1x + ag. Wowcezas:

~1
anT} + ap—127 4+ ...+ a1x1 + a9 =0

n—1 n—1 n—2
ap = —anxy —ap—12} " — ... — a1y = v1(—anxl —ap_12}C — ... —aq)
Liczba —anx?*l — an_la:g“2 — ... —aq jest catkowita, wiec x1 jest dzielnikiem ay.

Przyktad 1
Znajdz pierwiastki catkowite wielomianu w(z) = 22® 4+ 32* — 8x + 3.

Zgodnie z twierdzeniem, pierwiastkéw catkowitych wielomianu w szukamy
wérod dzielnikow wyrazu wolnego ag = 3, czyli wéréd liczb: 1, —1, 31 —3.
w(l)=24+3-8+3=0
w(=1)=—-2+3+8+3#0
w(3) =54+27—-244+3#0
w(—3)=-544+274+244+3=0

Zatem jedynymi pierwiastkami catkowitymi wielomianu w s liczby 11 —3.

Liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu w.
Liczba —1 nie jest pierwiastkiem wielomianu w.
Liczba 3 nie jest pierwiastkiem wielomianu w.

Liczba —3 jest pierwiastkiem wielomianu w.

Cwiczenie 1
Wypisz wszystkie dzielniki catkowite wyrazu wolnego wielomianu w i sprawdz,
ktére z nich sa jego pierwiastkami.

a) w(x) =223 —3a? + 4z — 3
b) w(z) =323 + 102° — 9z — 4

¢c) w(z) =x°—22*—5x+6
d) w(z) =z* —72*+ 10

Cwiczenie 2
Wyznacz pierwiastki catkowite rownania.

1,3 1,2 _ 13 _ 1,3 2 | 17 5 _
a) 32° — g2’ — T —1=0 b) ;2° =22+ o —5=0

Wskazéwka. W podpunkcie a) pomn6z obie strony réwnania przez 6.

2. Wielomiany

Przyktad 2
Rozwigz rownanie 5x° — 82 — 5z + 2 = 0.
Dzielnikami wyrazu wolnego aq = 2 sa liczby: 1, —1, 2, —2. Obliczamy wartosci
wielomianu w(z) = 5a® — 8% — 5x + 2 dla tych liczb:

w(l)=—-6#0, w(—-1)=-6#0, w(2)=0, w(—-2)=-60#0
Zatem liczba 2 jest jedynym pierwiastkiem catkowitym réwnania.
Wykonujemy dzielenie:

(5a® —8x* —bx +2): (x —2) =52° + 22 — 1

i wyznaczamy pierwiastki tréjmianu kwadratowego 52 + 2x — 1:

A=d+420=24, 3= 2Y0 4= 1IVE
Zatem pierwiastkami réwnania sg liczby: *1;/6, *145”/6 i2.

Cwiczenie 3

Rozwiaz réwnanie. Zacznij od znalezienia pierwiastka catkowitego.
a) ® — 622 4+9x—4=0 ¢) 24+ 622+ 102 +3 =0
b) 3z + 322 = br +2 =0 d) 22° + 82>+ Y+ 3 =0

Przyktad 3
Rozwigz réwnanie x* + 22% — 622 — 62 + 9 = 0.

Wyraz wolny ap = 9 ma nastepujace dzielniki: 1, —1, 3, —3, 9, —9. Stwier-
dzamy, ze liczba 1 jest pierwiastkiem catkowitym tego réwnania. Zatem wielo-
mian w(x) = 2* 4+ 22 — 622 — 62 + 9 jest podzielny przez x — 1:

(% +22° — 62> =62 +9): (x—1) =2+ 32> — 32— 9
Otrzymany wielomian rozkltadamy na czynniki, grupujac wyrazy:
24+ 32° -3z —-9=2*(z+3)—-3(x+3)= (2> - 3)(z + 3) =
=(z—V3) (z+V3) (z+3)

at+22% — 622 — 62+ 9= (z—1) (z—V3) (z +V3) (z+3)

Zatem rozwiagzaniami réwnania sa liczby: —3, —v/3, 1 1 /3.

Stad:

Cwiczenie 4

Rozwiaz réwnanie.

a) * —4z3 + 812 - 200 +15=0 d)z* -2 —-T2?+13x—-6=0
b) z* +2® — 1122 — 92 + 18 =0 e) 32 — 22+ 32> =22+ 5 =0
¢) 2z* —8x* — 92 — 4o — 5 =0 f) *+32% — b2 — 122 +4=0

2.11. Pierwiastki catkowite wielomianu
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Zadania

1. Rozwiaz rownanie.
a) 23 +32*—9x+5=0 e) 323 + 112> =3z +4=0
b) 2 —Tx —6 =0 ) 5x? —2x =1— 62"
¢) 22° 4+ 9224+ 102 +3=0 ) x® — 6 = 4a* — bx
d) 22° — 32> —32x4+4=0 h) —32® 4+ 152* — 2024+ 6 = 0

o Hh

2. Rozwiaz réwnanie.
a) 2zt — 7o’ +22* 4+ 3x =0 d) 3z* + 523 — 22 —br —2=0
b) 2t +a2?—6x+4=0 e) v+ 22° — 82 — 192 — 6 =0
¢) 22t — 623+ 522 —3x+2=0 f) do*+122°+ 132>+ 62+ 1=0

3. Rozwiaz réwnanie.

a) sx°+x+4=2a" d) szt +2°+ 222+ 32 4+1=0

b) a® =322 -2 —-1=0 e) tat+ 32— =a+ 3

¢) TE= =1p 1 f) 22— 52%— 322 = (31— 9)(22°+2)
4. Dwa wierzchotki prostokata leza na osi OX, a dwa Y

_f 2
pozostale — nad osiag OX inaleza do paraboli o row- y=06-u

naniu y = 6 — 2 (rysunek obok).

a) Podaj wzér wielomianu opisujacego pole tego
prostokata w zaleznosci od t. Jaka jest dziedzina
tej funkcji?

b) Dla jakiej wartosci t pole tego prostokata jest

rowne 87 / —t O t \ X

5. Dwa wierzchotki prostokata lezg na osi OX, a dwa pozostate nalezg do
paraboli y = %x2 + 2. Pole tego prostokata jest rowne 39. Wyznacz wspot-
rzedne jego wierzchotkow.

8 dm
6. Fragment drewnianej konstrukeji (rysunek obok) =
zostal wyprodukowany z belek, ktérych przekré] ‘ /
jest kwadratem o boku x dm. o
a) Objetos¢ bryly, ktora tworzy ta konstrukcja, S

jest réwna 24 dm?®. Oblicz x. z dm

b) Objetosé bryty, ktéra tworzy ta konstrukcja, jest réwna 80 dm?. Oblicz
pole powierzchni catkowitej tej bryty.

2. Wielomiany

Dowiedz sie wiecej

Rownania wielomianowe. Wz6r Cardano

Istnieja wzory pozwalajace rozwigzywac¢ dowolne réwna-
nia wielomianowe stopnia trzeciego i czwartego. Odkryli je
Wiosi: Niccolo Fontana, zwany takze Tartaglia [czyt. tar-
talja] (1499 lub 1500-1557), Girolamo Cardano [czyt. dziro-
lamo kardano| (1501-1576, rycina obok) i Lodovico Ferrari
(1522-1565). W 1545 r. Cardano opublikowal wzory pozwa-
lajace rozwiagzaé¢ dowolne réwnanie postaci 23 + ax = b.

1. Rozwiaz réwnanie 23 + x = 2, korzystajac:
a) z twierdzenia o pierwiastkach catkowitych,

b) z ponizszego wzoru Cardano dla réwnania x* + ax = b.

_3/b b2 a\® 3] b b2 a)®
v= \/5*\/(5) +(5) - \/‘5*\/(5) +(3)
2. Rozwigz réwnanie, korzystajac ze wzoru Cardano.

a) ¥3—2x—21=0 b) z3 + 6x —20 =0

3* Przeczytaj informacje w ramce.

Rownanie postaci:
2+ ayr? +a1x+ay=0

mozna sprowadzi¢ do postaci y3 + ay = b, podstawiajac v = y — 2.

a) Wyznacz pierwiastek rownania z® — 622 + 18z — 18 = 0, korzystajac
z powyzszej informacji i wzoru Cardano.

b) Uzasadnij, ze istnieja: pierwiastek z; rownania x* + 32 + 92 +9 =0
oraz pierwiastek x, réwnania x® — 322 +9x — 5 = 0 takie, ze spelniony jest
warunek o, — r; = 2.

Nie istnieje ogélna metoda znajdowania pierwiastkow wie-
lomianéw stopnian > 5. W 1803 r. ukazata sie praca Wto-
cha Paola Ruffiniego (1765-1822), w ktérej dowodzit on
nieistnienia takiej metody dla wielomianéw stopnia pig-
tego. Dowod dla wielomianow stopnia n > 5 przedstawit
w 1824 r. Norweg Niels Henrik Abel (1802-1829, rycina
obok).

Réwnania wielomianowe. Wzér Cardano
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Przyktad 1
Wyznacz pierwiastki wielomianu w(x) = x* — 8z* + 16z.
w(z) = x(x? — 8x + 16) = x(x — 4)*

Zatem pierwiastkami wielomianu w sa liczby 0 1 4.

W rozkladzie na czynniki wielomianu w(x) = z* — 82 + 16z czynnik z — 4
wystepuje dwa razy. Dlatego liczbe 4 nazywamy pierwiastkiem dwukrotnym
(podwojnym) wielomianu w. Liczba 0 jest pierwiastkiem jednokrotnym
(pojedynczym) tego wielomianu.

Definicja

Jezeli w rozkladzie wielomianu w na czynniki wystepuje czynnik (z — a)”
i nie wystepuje czynnik (z — a)*', gdzie k € N, to liczbe a nazywamy
pierwiastkiem k-krotnym wielomianu w.

Przyktad 2

Podaj pierwiastki wielomianu w i okresl krotno$¢ kazdego z nich.

a) w(z) = 2*(z + 2)(x — 3)?
pierwiastki: 0 —2 3
krotnos¢: trzykrotny jednokrotny dwukrotny

b) w(z)=2*(x* —9)(z+ 3)* =
=2*(z — 3)(x + 3)(z + 3)* = 2*(z — 3)(x + 3)*

I

pierwiastki: 0 3 -3
krotnos¢: dwukrotny jednokrotny czterokrotny
Cwiczenie 1

Czy liczba 2 jest pierwiastkiem dwukrotnym wielomianu w?
a) w(z) = (x—2)(x* —4) b) w(z) = (x —2)*(x* —x — 2)

Cwiczenie 2

Podaj pierwiastki wielomianu w oraz okresl krotnos¢ kazdego z nich.

a) w(z) =a*(z + 3) (x - 1) ¢) w(z) = (z — 4)3(2? — 16)

b) w(x) = =3z(x* + 1) (2 + 2) d) w(x) =Tz(x —2)(bx + 3)(x? — 4)?

2. Wielomiany

Mozemy méwic¢ rowniez o pierwiastkach jednokrotnych lub wielokrotnych row-
nania wielomianowego w(z) = 0.

Przyktad 3
Rozwigz réwnanie 4x® — 722 +2x+1 = 0. Podaj krotno$¢ kazdego pierwiastka.

Pierwiastkéw catkowitych wielomianu w(x) = 4z* — 7a* 4+ 22 + 1 szukamy
wérod dzielnikéw jego wyrazu wolnego: w(l) =4—7+2+1 =0, czyli liczba 1
jest pierwiastkiem.

Wykonujemy dzielenie:

(4o —T2? +2x 4+ 1) : (x — 1) =4a? — 3z — 1

—423 + 42?
— 322 +2x+1
32 — 3x
—x+1
r—1
0

Wyznaczamy pierwiastki tréjmianu kwadratowego 4x? — 3x — 1:

8 1 8
Zatem pierwiastkami réwnania 4z — 7z* + 2z + 1 = 0 sg liczby —+ 1 1.
Réwnanie mozna zapisa¢ w postaci 4(x — 1)?(z + 1) = 0, wiec liczba 1 jest
jego pierwiastkiem dwukrotnym, a liczba —i — pierwiastkiem jednokrotnym.

Cwiczenie 3

Rozwiaz réwnanie. Podaj krotnosé kazdego pierwiastka.

a) z° + 5z +T7r+3=0 ¢) ot —62° +92* —4x =0

b) x® 4+ 2? -8z —12=0 d) 2* — 623+ 1322 — 120+ 4 =0

Twierdzenie

Wielomian stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkow.
Powyzsze twierdzenie jest prostym wnioskiem z twierdzenia Bézouta.

Cwiczenie 4

Ponizej podano wielomian w oraz wszystkie jego pierwiastki catkowite wraz
z krotnoscia kazdego z nich. Czy wielomian ten moze mie¢ jeszcze inne pier-
wiastki?

a) w(z) = 32 — Lz + 3, pierwiastki jednokrotne: —3, 1, 2

b) w(x) = 22° — 112* 4+ 12z + 9, pierwiastek dwukrotny: 3

2.12. Pierwiastki wielokrotne wielomianu
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Zadania

1. Rozwiaz réwnanie. Podaj krotnosé kazdego pierwiastka.

a) 2z +1)(x*+x—6)=0 e) (x2—=9)(z+3)2=0

) (x+1)*(2x—4) =0 )(2—J—6){ +z—-1)=0
¢c) (5—x)(z? —Tx+10) =0 g) (z* —4)*(z* + 32 — 102%) =0
d) (22 +2z - 3)(z—1)* =0 h) (x*+a%—12x)(2* =523 +62%) = 0

@ 2. Uzasadnij, ze rownanie nie ma pierwiastkow wielokrotnych.

L

a) 2} —5r? —2x+24 =10 c) 20 + 822 +9x+2=10

b) 32+ 22 — 12z -4 =10 d) 2 +62° +8x+15=0

3. Rozwiaz réwnanie. Podaj krotnosé kazdego pierwiastka.
a) ¥ — 3z —dz =0 d) 2* —4z* +4 =10 g) 2+ 32 —dx =0
h) .-'f:""' —62°+92°=0 e) 2*+42* +52° =0 h) 3z*-22*+2* =0
c) * =222 +1=0 f) 2+ 4zt +42° =0 i) 2" —162°=0

4. Liczba x; jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu w. Wyznacz pozo-
stale pierwiastki tego wielomianu.

a) w(z) =3x® — 1122 + 8z + 4, z, =2
b) w(x) = x* + 22* — 22* — 62 — 3, 1y = —1
¢) w(z) = —122° + 162> —Te + 1, ¢ = %

5. Podaj przyklad wielomianu, ktorego jedynymi pierwiastkami sa liczby: —3,
2, 4 1 ktérego stopien jest rowny: a) 3, b) 4, ¢) 6.

6. Podaj przvkiad wiclomianu o wyrazie wolnym a, = 2, ktory ma tylko
jeden pierwiastek dwukrotny rowny 3 i ktorego stopien jest réwny:
a) 2, b) 4, c) 6.

7. Dla jakich wartodci parametru a liczba z, jest dwukrotnym pierwiastkiem
wielomianu w?
a) w(z) =(z+3)(z2+ ax +6), z, =—3
b) w(z) = (22% — T — 4)(2* — 4a?), 2 =14

8. Czy istnieje taka wartosé¢ parametru a, dla ktorej liczba x, jest dwukrot-
nym pierwiastkiem wielomianu w?
a) w(z) =6z +82> -8z +ax +a+ 10, zy = —1
b) w(z) =2* —32* +az* + (a+5)x+4, xy=2

2. Wielomiany

2.13. Wykres wielomianu

Wykresem wielomianu stopnia pierwszego, w(x) = ax + b, jest prosta, a wy-
kresem wielomianu stopnia drugiego, w(z) = ax® + bx + ¢, jest parabola.
Dokladne narysowanie wykresu wielomianu wyzszego stopnia, bez korzysta-
nia z kalkulatora graficznego lub komputera, moze okazaé¢ si¢ bardzo praco-
chlonne. Mozna natomiast sprawnie naszkicowaé¢ przyblizony ksztalt wykresu,

gdy znamy pierwiastki wielomianu.
Ponizej przedstawiono wykresy kilku wielomianow trzeciego stopnia.

Wykresy wielomianéw o dodatnim wspolezynniku przy najwyzszej potedze:

Y ¥
9 1 X
y=x(z+ 1)(z — 2) y = z(xr— 2)? )= %(:}: +1)%(z - 1)

Wykresy wielomianéw o ujemnym wspolezynniku przy najwyzszej potedze:

y=—z(z+1)(z— 2) y = —z(zx—2)° y = —-3—[; + 13z —1)

Zauwaz, ze gdy wykres wielomianu przechodzi przez pierwiastek jednokrotny,
wartosci wielomianu zmieniaja znak z dodatniego na ujemny lub odwrotnie.
Mowimy wtedy, ze wielomian zmienia znak. Natomiast w pierwiastkach dwu-

krotnych wielomian nie zmienia znaku.
Znak wielomianu w przedziale (a; o0c), gdzie a jest najwiekszym pierwiast-

kiem, jest taki sam jak znak wspolezynnika przy najwyzszej potedze.
Wielomian zmienia znak tylko w pierwiastkach krotnosci nieparzyste;j.
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Przyktad 1
Okredl znak wielomianu w w przedziale (a; 0c), gdzie a jest najwickszym pier-
wiastkiem, i naszkicuj wykres tego wielomianu.

a) w(x) = —z(z + 2)(x — 2)

Wielomian w ma tylko pierwiastki jednokrot-

ne: —2, 01 2, co oznacza, ze zmienia on znak w
w kazdym z tych pierwiastkow.

I
:._'ﬂ

Wspoélezynnik przy najwyzszej potedze jest
ujemny, wiec wielomian w przedziale (2;oc)

przyjmuje wartodci ujemne.

b) wiz) = %{;‘f: —3)%(x + 3)

Pierwiastkami wielomianu w sa liczby:

—3 — pierwiastek jednokrotny — wielomian
zmienia znak,

3 — pierwiastek dwukrotny — wielomian

nie zmienia znaku. 3 0 3 v
Wspoélezynnik przy najwyzszej potedze jest
dodatni, wigc wielomian w przedziale (3;oc)

przyjmuje wartodci dodatnie.

Cwiczenie 1

Naszkicuj wykres wielomianu w.
a) w(z) =(z—3)(z— 1)z + 2)
b) w(z) = z(x + 3)*

¢) w(z) =x*(z—1)

d) w(z) = —z(2* + 22 + 1)
e) w(z) = (1—z)(x*+ 4z — 5)
f) w(z)=(2—x)(x*+ 6x+9)

Ponizej przedstawiono wykresy kilku wielomiandéw czwartego stopnia o dodat-

nim wspolczynniku przy najwyzszej potedze.

y=x(x+2)x+1)(zx—1) Yy = %;:r:(:;: =Tl 2)2

2. Wielomiany

Ponizej przedstawiono wykresy kilku wielomianéw czwartego stopnia o ujems-

nym wspoltezynniku przy najwyzszej potedze.

-
i~
st

y=—z(z4+2)(z+1)(z—-1) y= —‘-gi;r:'.{.‘r — 1){z +2) y = —2%(z — 2)°

Cwiczenie 2
Ponizej przedstawiono szkice wykresow wiclomiandow czwartego stopnia, dla
ktérych wspolezynnik przy najwyzszej potedze jest dodatni (ay > 0).

A. ¥t B. i C. Y

: NN

= I 3 X oMN1 3 X 1 o 4 X

Dobierz szkic wykresu do kazdego z podanych wiclomiandw:

u(x) = x(x—1)*(x=3), v(z) = (z+1)*(x—4)*, w(z)=z(x+1)(x—1)(xz—3).

Cwiczenie 3
Ponizej przedstawiono szkic wykresu wielomianu czwartego stopnia o wspol-

czynniku a, = —1. Podaj wzdr tego wielomianu.

a) Y b) Yy ¢) Y4

2.13. Wykres wielomianu
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Cwiczenie 4

Naszkicuj wykres wielomianu w.

a) w(z) = (z + 3)(z+ 1)(z — 2)?

¢) w(z) = —3x*(z +4)(z — 1)

b) w(z) = 2x*(x — 3)? d) w(z) = —(x + 2)(x — 1)(22* — 8)

Przyktad 2
Naszkicuj wykres wielomianu u(z) = 42%(z + 3)*(z + 1)(z — 2)3.

Stopien wielomianu: 8, jego pierwiastki: 0, —3, —1, 2.

Krotnosé pierwiastkow wielomianu: —3, -1, 0, 2.
dwukrotny jednokrotny dwukrotny treyvkrotny
Wspoélezynnik przy najwyzszej po- Y1 u

tedze jest dodatni, wige wielomian u
w przedziale (2;00) przyjmuje war-
tosci dodatnie.

W pierwiastkach o parzystej krotno- —3
Sci (czyli w —3 1 0) wielomian nie

zmienia znaku.

1/‘\ 0

o ;

N\I‘

Cwiczenie 5

Naszkicuj wykres wielomianu w.
a) w(z) = (zx—3)2x+ 1)*(x+1)* ¢) w(z)=-3(x—5)(z+1)*(x — 2)?
b) w(z) = z(z — 3}z +4)*(z* - 9) d) w(z)=-5(x—1)* (= + 3)*(1 — z?)

Zadania

1.

Naszkicuj wykres wielomianu w.

a) w(xz)=(xr—1)(x+2)(x+4) d) w(z) = (3—x)*(4— z?)

b) w(x) = —(x+3)(1+2)2—2) e) wx)=3x—4)(x+2)*(z+3)

¢) w(z) = —3z(z+ 3)(—z—2)? f) w(z) =-2(2* — 2)(z* - 9)

Na rysunku ponizej przedstawiono szkic wykresu wielomianu czwartego

stopnia o wspoélezynniku ay = 1. Podaj wzor tego wielomianu.
a) ¥ b) | ¥t

L)\
O / \
2 X =2 O )

i 10 X —17

2. Wielomiany

3. Na rysunku ponizej przedstawiono szkic wykresu wielomianu piatego stop-

nia o wspolezynniku a; = —1. Podaj wzoér tego wielomianu.
a) ¥e b) vt c) ¥

e, ] o

—3\]&—10 I X —4 B9 FIY X

X
—:\72 -N /] hx

Naszkicuj wykres wielomianu w. Dla jakich argumentéw wielomian ten

przyjmuje wartosci ujemne?

a) w(zx) = (z — 4)*(z + 3) d) w(z) = 42*(x + 1)(z — 6)

b) w(z) = (x* — 5)(z + 2) e) w(z)=—-3(z*—4)(x —2)*

¢) w(z) =1 -z?)(x - 3) f) w(z)= (2? + 62 +9)?

Naszkicuj wykres wielomianu w. Dla jakich argumentéw wielomian ten
przyjmuje wartosci nieujemne?

a) w(x) = (x—2)(z —3)*z—4) d) w(z) =2z(z+ 2)(2* — 4)(3 — x)?
b) w(x) = —z*(z + 1)*(z + 2)? e) w(z) = (J +3)(3—2%)(3 —x)?
¢) w(z) = 6x(z* — 6x)(x* — x) f) w(z) = (92® — 1)(3z — 1)*(z — 3)
Dany jest wykres wielomianu w trzeciego stopnia. Naszkicuj wykres wielo-
mianu v(x) = w(—=x) i zapisz jego wzdér w postaci:

v(x) = azz® + a,x? + a,z + ay

al:] i i i i p l):] E : C)

wry

2.13. Wykres wielomianu
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R 2.14. Nierownosci wielomianowe

Przyktad 1
Na rysunku obok przedstawiono szkic wy- Y
kresu wielomianu: w
w(z) = x(z +4)%(x — 2 + . + + 4+ + + 4+ +
) = (e + 4% 2 N e
Rozwiaz nieréwnosé z(x +4)*(x —2) > 0.

Z rysunku odczytujemy, ze wielomian w przyjmuje wartosci dodatnie dla:
x € (—o0;—4) U (—4;0) U (2;00)

Cwiczenie 1 w Y
Rozwiaz nieréwnosc, korzystajac ze szkicu + 4+ =N
wykresu wielomianu: -2 0|1 ?\X
w(z) = —3(z+2)(z - 1)(z - 3)
a) —1(z+2)(x—1)(z—3) >0 b) —3(z+2)(z—1)(z—3) <0
Cwiczenie 2 \t Y W
Rozwiaz nieréwnos¢, korzystajac ze szkicu + 4+ + 4+
wykresu wielomianu: —1 ‘0 1\/ﬁ X
w(z) = (z+ 1) — 1)@ - 4)
a) (x+1)2*x—1)(z—4) >0 ¢c) (x+1)2*(x—-1)(z—4

b) (z+1)*(z —1)(x—4) <0 d) (z+1)*(z—1)(z—4

Cwiczenie 3 w Y
Rozwiaz nieréwnosé¢, korzystajac ze szkicu + 4+ + 7

wykresu wielomianu: -3 \1\% X
w(z) = —(z+3)*(x + 1)(z — 2)?

) =
a) —(z+3)*(z+1)(z—-2)*>0 c) —(z+3)>2(x+1)(z—-2)?<0
b) —(z+3)*(z +1)(z—-2)* >0 d) —(z+3)2(z+1)(z —2)2< 0

Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres odpowiedniego wielomianu i rozwiaz nier6wnos¢.

a) 3(x—5)(zr+2)(x+4) <0 ¢) 32(z+3)2*(x—2)>0
b) —2(z —5)(x +2)*(z+4) <0 d) —2(z—=5)*(z+2)>>0
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Przyktad 2
Rozwigz nieréwnosé z° — 4x > 0.

Rozkladamy wielomian w(x) = 2 — 42 na czynniki:
w(z) =a® —dx = x(x* —4) = z(x — 2)(z + 2)

Pierwiastkami wielomianu w sa liczby: 0, 2 Y / w
oraz —2. Szkicujemy wykres wielomianu w + 4+ ++
i odczytujemy zbior rozwigzan nieréwnosci /22 OI\/Z X
w(z) >0: 2z e (—2;0)U(2;00).

Przyktad 3

Rozwigz nieréwnos$é —z* + x® + 6x* < 0.
Rozkladamy wielomian w(x) = —2* 4+ 2* 4+ 622 na czynniki:
w(r) = —a* + 2% + 62° =

Pierwiastkami tréjmianu

2 2 —
:13(33 X 6)— fofoSqliczby*Zi&

—2(z +2)(z — 3)

Pierwiastkami wielomianu w sa liczby: 0 (pierwia- Y
stek dwukrotny), —2, 3. Szkicujemy wykres wielo- "
mianu w i odczytujemy zbior rozwiazan nieréwno-
sci w(x) < 0O: A+ A+ +4++
7 € (—00; 2] U {0} U 3 00) 729 1x

Cwiczenie 5

Rozwiaz nierownosc.

a) —2°+222 —x <0 ¢) 2 —2*—2x+1<0 e) 20° +a2? —8r—4>0
b) —a® 4+ 2?4+ 6x>0 d) —a*4+102°+ 1122 >0 f) 32°—22*—62+4<0

Przyktad 4

Rozwiaz nieréwnoséé x(z + 2)(2* + x + 3) < 0.

Tréjmian x% + x + 3 przyjmuje tylko wartosci dodatnie. Zatem mozemy obie
strony nierownosci podzieli¢ przez ten trojmian. Otrzymujemy nieréwnosé

kwadratowa: 2(z+2) <0
x <

ktérej zbiorem rozwiazan jest przedzial (—2;0) — jest to zbiér rozwiazan wyj-
sciowej nieréwnosci.

Cwiczenie 6
Rozwiaz nieréwnosc.

a) (2 +3x+4)(a?+3x—-4)>0 b)2*—-322+2-3<0
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Przyktad 5
Rozwigz nieréwnoéé z* — 622 + 8z — 3 < 0.
Szukamy pierwiastkow catkowitych wielomianu:
w(zr) = 2* — 62° + 8x — 3
wérod dzielnikow jego wyrazu wolnego, czyli wsrod liezb: 1, —1, 3, —3.
w(l) = 0, wiec 1 jest pierwiastkiem wielomianu w. Wykonujemy dzielenie:
(z° — 62> +8x—3): (x—1)=2z> —5x+ 3
Obliczamy wyrdznik i pierwiastki tréjmianu kwadratowego 2% — 5z + 3:
£ 17 E
Asap—-1m=13 my= BV, g o ‘”fﬁ

Szkicujemy wykres wielomianu w i odezytujemy Y

T .ﬂﬂk ‘ 4 "

zbiér rozwiazan nieréwnosei w(x) < 0: 2k
- . 513 . B4+v13
s € (o0 8] U125

Cwiczenie 7

[ &4
__l

Wyznacz pierwiastki wielomianu w, a nastepnie rozwiaz nieréwnosé w(x) < 0.
a) w(z)=a*+3x* +x -1 ¢) w(x)=a*—22*> -2z -3
b) w(z) = 2* + 82% + 17x + 4 d) w(x) = —a* + 22° — 42% + 8z

Zadania

1. Rozwiagz nierownosc.

a) 92 — 4z >0 d) o< 82 g) 22% +52% — 32 > 0
b) 42* 4+ 32% > 0 e) x* < 8a? h) —a® + 222 + 42 <0
¢) x* + 4z < 42 By %5 8a i) 2* +5x* — 222 >0
2. Rozwigz nierownosc.
) 224+ V222 — 2 -2 <0 e) 2 =5z +x—-5<0
)4;;—{-12.{ —z—-3>0 f) 2* +22° — 62— 12> 0
¢) 22% — 32?2 — 10z + 15 < 0 g) 62° —9z* +42* — 622 > 0
d) %J i .I“ —6x—2<0 h) V3z® — vVBx? — V6 +2v3x2 = 0

3. Rozwiaz nieréwnosc.

a) z* — 2 =22 -4 <0 e)

b) ® + 62 + 62 > — f)
¢) —x +22% + 4z > 3

d) #® — 622 + 122 < 8

{fz-{—?,r—i— )32 —x—1) <0
(2 +x—2)(22* =32 +1) >0
3(:4—:17 +1)<4—2"

vt —2? +24 > 12(2* — 1)

B m
T e
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4. Wyznacz zbiory ANBi A\ B.
a) A={reR:z* -4z >0}, B={zeR: z* -2 - 92+ 9 < 0}
) —{IEJRJ—IGI <0}, B={zeR:2'-52*+4>0}
A={reR: 3> —-2*-62+2<0}, B={z € R: z — 2? > 25°}

5. Wyznacz zbior tych argumentow x, dla ktérych spelnione sa jednoczesnie
nierownosci f(:;:) glx)iglx) = h(x).
a) f(x) = 2 — 4z, g(x) = 42® + 82%, h(z) = 4x* —
b) f(x) =2* + 2%, g¢g(z) =3z — 2%, h(z)=2"+22"-9
¢) f(x) =22* —4a® + 3z, g(z) =22, h(z) =32 -3z +1

6. Naszkicuj w jednym ukladzie wspolrzednych wykresy funkeji f i g, a na-
stepnie odezytaj zbior mzwie;zaﬂ nieréwnosci f(x) < g(z).

a) f(x) =2°, g(x) = b) f(z) =2°, g(z) =2’

7. Dla jakiej wartosci parametru m liczba a jest miejscem zerowym funkeji f7
Rozwiaz nieréwnosé f(x) = 0 dla wyznaczonej wartosci m.
a) flx) =2 -2+ mx+4, a=1
b) f(z) =23+ 322 +mz —4, a=-2
¢) f(x) (Q—Sm,) — 22+ 2 -2, a=-1
d) f(x) + (m* —4)2* — Tz —6, a=3

Xz

8. Wyznacz dziedzine funkceji f.
a) f(z)=va? —da®> +v25— 22 d) f(z) = v +2* — Vz? — 162
b) f{.r}z?‘h— z? —9 e) flz)=vVad —Ta2+ 12z + ——
¢c) f(z) = vVat—622+8 £y flx)= zi o4 2c% 4z

\/fu —122% 44 \/—411+1?m—’—4

o

9. Na rysunku obok przedstawiono wykres wie- ¥
lomianu u czwartego stopnia oraz wykres
trojmianu kwadratowego w. Odczytaj z ry-

sunku zbior rozwiazan nierdownosci.
a) u(x) -w(x) >0

b) u(x) - w(x) <0

¢) u(x) —w(z) <0

2.14. Nieréwnosci wielomianowe
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Nierownosci wielomianowe mozna rowniez rozwiazywac, korzystajac z tak
zwanej siatki znakow. Aby ja utworzyc, nalezy doprowadzié¢ nieréwnosé do
postaci, w ktorej po jednej stronie znajdzie si¢ wielomian rozlozony na
czynniki, a po drugiej stronie — zero. Na przyklad:

(x+4)(x—1)(x—3) <0
Nastepnie nalezy okresli¢ znaki czynnikéow w przedzialach wyznaczonych
przez pierwiastki wielomianu.

g<—4 | -4 | —d<z<]1 1 |[l=z2<3| 3 |2>3a
z+4 e + k[ & | # B
z— 1 - - = 0 | + + +
il - - - = | — | 0 +
iloczyn = 0 -+ 0 - 0 +

Z ostatniego wiersza tabeli odezytujemy, ze nierownosé zachodzi dla:

x € (—oo; —4) U (1;3)

10. Rozwiaz nieréwnosc, korzystajac z siatki znakow.

a) z(2z+1)(z+6) <0 e) 2 +322—-4>0

b) (2—-3z)(z*—2)>0 f) 2°+32* —92—27<0
¢) (22 —4)(x—-3)*>0 g) ?* —Te—6<0
d) z* —52° + 42?2 < 0 h) (z2 —4)(2* +2—12) > 0

11. Aby rozwiazaé¢ nierOwnosc:

(z4+2)(zx+1)(z—3) =0

uczen sporzadzil siatke znakoéw. Trzy znaki w tabeli sa wpisane blednie.

Wskaz bledy i podaj poprawny zbior rozwiazan nierdwnosci.

g =2 | -2|2<xp<—1|-1|-1lg2<d | 3 |z2>3
a + 2 =% 0 v + - + i
< ol | — - — 0 + + "
£=-=3J - = = — - 0 o
iloczyn + 0 + 0 o 0 i
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R 2.15. Wielomiany - zastosowania

Cwiczenie 1
Dany jest prostopadloscian o krawedziach dtugosei 5 em, 6 cm i 8 em. Kazda
jego krawedz zwigkszono o x em, w wyniku czego objetosé prostopadloscianu

wzrosta o 320 em?®. Oblicz .

Cwiczenie 2

Z prostokatnego arkusza kartonu o wymiarach

30 em x 40 em wycieto w naroznikach kwadraty
o bokach dlugosci x cm, a nastepnie sklejono go | |

i otrzyvmano otwarte pudelko (rysunek obok).

a) Wyznacz wielomian V' zmiennej x opisujacy | |

objetodé otrzymanego pudelka. Okresl dziedzine
tej funkeji. ¥ S

. X 4000
b) Na rysunku obok przedstawiono wyvkres wielo-

mianu V. Na podstawie tego wykresu podaj przy- 3000 -

blizone wymiary pudelka o najwigkszej objetosci. 20004

¢) Czy zachodzi nieréwnosé V(10) > V(2,5)? 10004
d) Dla jakich wartosci = objetos¢ pudetka jest O
réwna 2000 cm®? !

Cwiczenie 3
Z kwadratowego arkusza kartonu o boku 12 dm wycieto w naroznikach kwa-
draty o bokach x dm, a nastepnie sklejono go i otrzymano otwarte pudetko

(rysunek ponizej).

T . : S . .. ., xdml |
a) Wyznacz wielomian V' zmiennej = opisujacy objetosc T o I
otrzymanego pudelka. Okresl dziedzine tej funkeji. : :
I I
b) Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja uzupelnij. I I
| |
1 1 2 3 4 3 ;I [
Viz) (100 2 | 2 | 2 | 2
T4
¢) Na rysunku obok przedstawiono wykres wie- 120|--,7 5---1-,- st
- r . o PNy P /
lomianu V. Odczytaj z wykresu przyblizone roz- < DO . O R
o T e e
wigzanie nieréwnosei V(z) < 64 dla z € (0;6). ié TN ER . TN ]
d) Rozwiaz algebraicznie nieréwnosé V(x) < 64 : B ST
) el = ol 1232356 X
dla x € (0;6). ! P .

2.15. Wielomiany - zastosowania
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Zadania

1. W prostopadloscianie, ktérego podstawa jest kwadrat o boku  dm, suma
dhugosci wszystkich krawedzi jest rowna 40 dm.
a) Wyznacz wielomian V' zmiennej x opisujacy objetosé tego prostopadio-

dcianu. Okresl dziedzine tej funkeji.

b) Dla jakich wartosci x objetodé tego prostopadtodeianu jest réwna 36 dm®?

2. Do akwarium (rysunek obok) wlano 112 1 wo-
dy, ktora siegneta do wysokosci (x — 0,5) dm.

Podaj wymiary tego akwarium (pomin gru-

bosé szkla).

3. Wyznacz wielomian V zmiennej x wyrazajacy

objetosé prostopadlodciennego klocka o wy-

(x —0,5) dm 0,5 dm

miarach 2z cm X 2z cm X (7 — ) cm. Okredl

22 dm

dziedzine tej funkc;ji.
a) Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja uzupelnij.
VoY
| B

200

Vi) | 2 | 2 | 1 ? | 2 .

1 2

[
[ R

5
5

\ =
]
. ; . ; \
b) Ile jest réwne pole powierzchni cal- 2
: X

kowitej tego klocka, jesli wiadomo, ze .Y

jego objetodé jest rowna 0,2 dm®?

4. Domek dla lalek ma ksztalt graniastostupa pro-
stego (rysunek obok). Wysoko$é tego domku
w najwyzszym punkcie wynosi 5 dm. Jego pod-

loga ma ksztalt prostokata o obwodzie 32 dm.

a) Wyraz objetos¢ domku V jako funkeje %

zmiennej x. Okresl dziedzine tej funke;ji. 22 dm

b) Dla jakich wartoséci x objeto$é domku jest mniejsza od 240 dm?®?

5. 7 tekturowego kola wycieto figure w ksztalcie
takim, jak pokazano na rysunku obok, i skle-

jono z niej otwarte prostopadloscienne pudelko. —
|2 em

Podstawa pudelka jest kwadratem o boku x cm,

a wysokos$é pudelka jest réwna (22— 1) em. Jakie

wartosci moze przyjmowac¢ pole kola, jesli obje-

to$é pudetka jest wicksza od 112 ¢m?®?
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v

Powtorzenie

Zestaw |

Dane sa wielomiany w(z) = * — 1 oraz p(z) = 22* + 42 + 1. Wyznacz

wielomian u i podaj jego stopien.
4

a) u(z) = 2w(x) + (1 — z)p(x) b) u(x) = [w(x)]* — % - p(x)
Dany jest wielomian w, dla ktérego w(—1) = 4 i w(0) = 3. Oblicz a i b.
a) w(r) =2+ (a —b)x? — 4z + 2 b) w(z) = —az® + 322+ a — 6b
Rozloz wielomian w na czynniki.

a) w(x) = 3z* G o d) w(z) = 52° — 102* + 5z

b) w(x) = 22* + 422 + 2z e) w(x) = —3z° + 302® — 7hx
¢) w(x) = a2® + 72" + 62* f) w(x) = 322° — 162* + 22*
Rozwigz rownanie.

a) bx?+2z*+2¥ =0 d) 20z% +g* =g

b) —2z* — 6z* + 8z =0 e) 42° + 2% = 4z!

¢) ° —Tz* +122° =0 f) x* =225 + 2°

Rozloz wielomian w na czynniki i podaj jego pierwiastki.

a) w(x) =a2* — 22° — 22 + 4 d) w(x) = 1252 — 27
b) w(x) = 2* + 2® — 42® — 4x e) w(xz) =27z
¢) w(x) =5z +2* — 152 — 3 f) w(x) = —1423 + 7..!

Rozwigz réwnanie. Ile pierwiastkéow tego rownania nalezy do przedzialu

(=311

a) 2 =222 +z2-2=0 e) 8la® — 922 — 9z +1 =0
b) 2* + 522 —2—-5=0 f) 2*+a2* -8z —-8=10
c) 2.-1:3%—:1:2 -8z —4=0 g) 8z* + 22+ 642+ 8=0

) 8
d) x* — 89z +9=0 h) 42® — 2% — 422 +1 =10
Dla jakich wartosci parametru m liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w?
a) w(z) =a2*+2m—-1)2* - 32+ 7, a=2
b) w(x) = —2* +ma®> —mx +5, a=3
¢) w(z) =2 +32*+ (m* —2m)r +2, a= —2

Powtarzenie
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10.

Wyznacz iloraz i reszte z dzielenia wielomianu w przez dwumian p.
a)w(x)=2>+z+1, pla)=2—-3

b) w(z) =a*+2>+1, pz)=z+ 3

c)w(z) =22 —a® 2> —2+6, pla)=o-1

Dany jest wielomian w. Przedstaw go w postaci w(z) = (z + 2)p(x) + .
a) w(r) =2°+2x+5 ¢) w(x) =4x* + 8x* — 2? — 2x
b) w(z) =23 +22%+x+1 d) w(z) =2® + 32* — 9z — 2

Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w przez dwumian gq.
a) w(x)=Te* — 2>+ 1, gx) =2 —1

b) w(x) = 22° + 62° — 8, ¢(x) =x +2

c) w(x) =—x°+ 32>+ 10z, q(x)=x—2

Zestaw Il

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w. Wyznacz jego pozostale pier-
wiastki. Rozt6z wielomian w na czynniki.

a) w(z) =2 —bx? —2x +24, a= -2
b) w(x) =a*—22°—-92x+4, a=4
¢) wx) =22+ +zx -1, a=;
d) wx)=2+32*>—-3x—-1, a=1
e) w(x)=a—2>—8x+12, a=2

Rozwiaz réwnanie.

a) 3 — 62+ 11z —6=0 e) 20° —92* —4xr —5=0
b) 2* — 622 — b — 14 =0 f) 152° 4+ 82— 92 —2 =0
¢) 2 +52°+8x+6=0 g) vt + a2 —4a® —22x4+4=0
d) 2 —2*-32-9=0 h) a* — 2% — 722 + 52+ 10 =0

Dla jakich wartosci parametru a wielomian w jest podzielny przez dwu-
mian q?

a) w(z) =(a+ 12—z +ad* ql@)=2-1

b) w(z) = 2* — 6x — 3a, q(x) =z —a

Wyznacz wartos¢ parametru a, dla ktérej reszta z dzielenia wielomianu
w(x) = x* + ax — 3 przez dwumian:

a) x — 1 jest réwna 4, b) x + 2 jest réwna 5.
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5. Dla jakiej wartosci parametru a wielomiany u i w sa réwne?
a) u(z) = (ax — 1)(ax +2), w(x) =92* —3x —2
b) u(z) = (2* —a)(ax + 1), w(x) =22+ 2* — 42 —2
¢) u(z)=—2*+ (a®> +a)r+ 1, w(x)=ax®— 22+ a?

6. Rozwigz niero6wnosc.
a) (x+1)(z> —5x+6) >0 ) >
b) (22 —1)*(?*—22x+1) <0 e) (22 —1)(7T—2)(1—2) <
¢) (—x*+ax+2)(a?—4x—-5)>0 f) (6—2)*(x—3)(x+5) <

7. Rozwiaz nieréwno$c.

a) 3+ x* — 20z >0 e) a® +4ax* +x+4>0

b) 2% — 322+ 22 <0 f) —a®+32*2 422 —-6<0
c) —a* +62° — 922 <0 g) 2’ —a3—2*+1>0

d) 3zt + 23+ 22 <0 h) —2° + 32® — 822 +24 < 0

8. Drewniany klocek ma ksztalt graniastostupa (rysunek ponizej), ktorego
objetosé jest rowna V. Oblicz dlugosé najdtuzszej krawedzi tego klocka.

b) V = 28 dm?

| |
lz dm |

A 7 &

rdm axdm 2 dm

9. Krawedz podstawy graniastostupa prawidlowego szeSciokatnego ma dtu-
go$¢ (2o — 3) dm, a jego wysoko$¢ jest réwna (x — 3) dm. Objetos¢ tego
graniastostupa jest réwna % dm?. Oblicz jego pole powierzchni caltkowi-
tej.

@ 10. Niech w(z) = (2* + 3x + 1)* — 1. Wykaz, ze dla dowolnego n € N liczba

w(n) jest iloczynem czterech kolejnych liczb naturalnych.

@ 11. Wykaz, ze jeSli wielomian trzeciego stopnia w(x) = az® + bax? + cx + d

mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu czynnikow liniowych:
w(z) =alr —x1)(x — z2)(x — 3)
to zachodza zwiazki:
b d c
Ty + &2+ T3 ===, T1-Tp Tg=——, L1 Tp+T1 T3+ T2 T3=

Sa to wzory Viete’a dla wielomianu trzeciego stopnia.

Powtérzenie
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Zadania z kontekstem realistycznym

1

Prostopadloscienne pudetko A ma wymiary 6 cm x 4 ¢m x 3 em. Prosto-
padloscienne pudetko B ma kazdy wymiar mniejszy o  cm i objetoscé

mniejsza o 42 em® niz pudetko A. Oblicz .

Do akwarium przedstawionego na

rysunku obok wlano 54 1 wody. Gle-
bokos$¢ wody wynosi (22 — 10) cm.

10} cm 10 em

Oblicz sume pdl powierzchni Scia- 4
g

nek bocznych tego akwarium. 5 ol
4r cm

(2

Podstawa prostopadlosciennego zbiornika jest kwadrat o boku x m, a kra-
wedz boczna jest o 2 m krotsza od krawedzi podstawy.

a) Wyznacz wielomian V' zmiennej x opisujacy objetosé tego zbiornika.
Okresl dziedzine tej funkeji.

b) Dla jakich wartosci x objetoéé tego zbiornika jest wigksza od 32 m®?

Prostokatny arkusz kartonu o wymiarach 18 ¢m x 10 e¢m przecigto na dwa
arkusze, z ktorych jeden jest kwadratem. Z arkuszy wycieto w naroznikach
kwadraty o bokach (x + 1) cm oraz x cm (rysunek po lewej), a nastepnie
pozostale czesei sklejono 1 otrzymano dwa otwarte pudetka: P, — pudetko
o podstawie kwadratowej oraz P, — pudetko o podstawie prostokatnej.

a) Wyznacz wielomian V| zmiennej x opisujacy objetosé pudetka P, oraz
wiclomian V, zmiennej x opisujacy objetosé pudetka P,. Okresl dziedziny
tych funkeji.

b) Na rysunku po prawej przedstawiono wykresy wielomiandéw Vi i V.
Odezytaj z nich, dla jakich wartosci x pudetko P, bedzie mialo mniej-

sza objetosé niz pudelko Ps. Sprawdz otrzymana odpowiedz, rozwigzujac

nieréwnosé Vi (z) < Viy(x).
Y4 el

(z+1) em

r Cin

B cm 10 em
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Sposob na zadanie

Przyktad

Dla jakich wartosci parametrow a i b liczba 3 jest dwukrotnym pierwiastkiem

wielomianu w(z) = 2* + az® + bx + 9?7

Aby rozwiazac to zadanie, mozemy postapic¢ na jeden z ponizszych sposobow.

I sposob

Jesli liczba 3 jest pierwiastkiem wielomianu w, to reszta z dzielenia tego wielo-

mianu przez r — 3 jest réwna 0.
(*+az’+bx+9):(x—-3)=z*+(a+3)z+3a+b+9
—z® 4 3
(a+ 3)x* + bz + 9
—(a+ 3)a* + 3(a + 3)x
Ba+b+%z+9
—Ba+b+9)x+3Ba+b+9)
9a + 3b+ 36

Otrzymujemy iloraz u(z) = 2* + (a + 3)x + 3a + b+ 9 i reszte r = 9a + 3b + 36.

Przeksztalcamy réwnanie 9a + 3b+ 36 = 0 i otrzymujemy b = —3a — 12.

Zatem iloraz ma postaé u(x) = 2 + (a + 3)z — 3.

Liczba 3 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu w, wiec jest pierwiast-

kiem wielomianu wu:

w(3) =03+ (a+3)-3—-3=0&a= -5
Obliczamy b: b= -3 (-5) — 12 = 3.
Otrzymalidmy zatem: a = =51 b = 3.

IT sposob

Liczba 3 jest pierwiastkiem podwoéjnym wielomianu w, wige istnieja liczby

¢, d € R takie, ze zachodzi rownosé:
w(z) = (z — 3)*(cx + d)

Stad:

+ar +bx+9= (2> —-6x+9)(cx+d) =

= cz® + (—6¢c + d)z? + (—6d + 9c)z + 9d

Poréwnujemy wspotezynniki przy z* oraz wyrazy wolne i otrzymujemy ¢
i-al=1:
Obliczamy a: ¢ = —6¢c+d= -6+ 1= -35.
Obliczamy b: b= —6d + 9¢ = —6 + 9 = 3.

Odpowiedz: a« = —5Hib

3

=» Zadanie 3, str. 116

S

Sposdb na zadanie
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W zadaniach 1-8 wybierz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Zadanie 1 (0-1)

Wielomian w(x) = —22* + ax? + 2z — 4 spetnia warunek w(y/2) = —w(—/2).
Wynika stad, ze

A.a=6 B.a=4 C.a=2 D.a=-2

Zadanie 2 (0-1)

2
Dany jest wielomian w(z) = (2 — ) (v2z 4+ 1)(v2z — 1)". Wsp6lezynnik przy
najwyzszej potedze tego wielomianu jest rowny

A. —8V2 B. —2/2 C. 22 D. 82

Zadanie 3 (0-1)

Wyrazenie (422 + 1 + 2x)(42* + 1 — 2x) jest réwne

A. 162* + 423 + 1 C. 162 + 42* + 1
B. 162* — 423 + 1 D. 162* — 422 + 1

Zadanie 4 (0-1)

Ktéra para punktéw nalezy do wykresu funkcji w(x) = 2* — 22 + 67
A. A (—1,4), Ay(1,6) C. Ci(1,6), C5(—2,2)

B. B,(2,8), Bs(—2,6) D. D,(—2,6), Ds(2,10)

Zadanie 5 (0-1)
Dany jest prostopadlo$cian o krawedziach x — 4, x + 4, % — 4, gdzie = > 4.
Objetos¢ tego prostopadtoscianu jest opisana wzorem

A . V(z)=2"-16 C. V(x) = z* — 162* + 16
B. V(z)=2"—64 D. V(z) = z* — 202* + 64

Zadanie 6 (0-1)
Wszystkie rozwiazania réwnania x(2x + 4)(2x — 5) = 0 naleza do przedziatu

A. [-5;12] B. [—3%;2] C. [-3;22] D. [—12;6]
Zadanie 7 (0-1)

Liczby —3, 1 sa jedynymi pierwiastkami réwnania

A. 2%+ 227 =3¢ C. (x—1)*(2*+6x+9)=0
B. 2(z?+2—-3)=0 D. (22 —1)(z+3)*=0
Zadanie 8 (0-1)

Wartosé¢ wielomianu w(z,y,z) = 6z*yz —8zy*z dlaz = 5, y = —
jest réwna

A. -3} B. —

1
512= 2

C.

DO [

D. 31

1
2

Przed obowiazkowa matura z matematyki

Zadanie 9 (0-1)

Dane jest rownanie z(z + 3)(z — 2) = 0.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Podane rownanie ma trzy rézne pierwiastki. P F

[loczyn niezerowych pierwiastkow tego rownania jest réwny 6. P F

Zadanie 10 (0-1)
Niech x = —2a oraz y = 3b.

Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz
odpowiedz 1., 2. albo 3.

Wyrazenie 22 — y? jest réwne

1. | 12a%b — 18a°.

A. | (2a—3b)(2a + 3b), a wyrazenie

zy(zr —y) 2. | 18ab® — 12a2.

_ _ jest rOwne
B.  (2a—3b)(—2a+3b), ] 3. | 12a2b -+ 18ab2.

Zadanie 11 (0-2)

Dany jest wielomian w(x,y) = —2xy* — xy® + 22y.

Kazdemu rozpoczetemu zdaniu przyporzadkuj wlasciwe dokonczenie. Wpisz
obok rozpoczetych zdan w tabeli ponizej wlasciwe odpowiedzi wybrane spo-

srod A-E.

Numer zadania Zdanie do uzupelnienia Dokonczenie zdania

111 Wartos¢ w(2, —2) jest réwna ?
11.2 Wartos¢ w(—2,2) jest réwna ?
A. —16 B. -8 C. 16 D. 32 E. 40

Zadanie 12 (0-1)

Dany jest wielomian w(z) = 2z* — V223 — 22

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Wartoéé wielomianu w dla —v/2 jest réwna 2. P  F

Wartoéé wielomianu w dla 2v/2 jest rowna 8. P F

B 112 2. Wielomiany
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Zadanie 13
Dany jest wielomian w(x) = 22* + m?2? — 6z + 9, gdzie m € R.

Zadanie 13.1 (0-1)
Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Jesli m = —1, to
dla x = —2 wielomian w przyjmuje wartos¢ réwna 9. P
dla z = —g wielomian w przyjmuje warto$¢ wieksza od 13. P

Zadanie 13.2 (0-2)
Rozwiaz réwnanie w(x) — 6mx = (mz — 3)%.

Zadanie 14
Dany jest wielomian w(x) = (2 + 2+ 1)(x — 3) + 3.

Zadanie 14.1 (0-1)
Dokoncz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz
odpowiedz 1., 2. albo 3.

Dla dowolnej liczby rzeczywistej z wielomian w mozna zapisa¢ w postaci

A, w(z)=2°—22* -2z, ) ., 1. 0.
a jego wartos¢ dla 5 1

\ , x = —1 jest réwna ’ '

B. w(x)=a2®— 22" — 3z, 3. _9

Zadanie 14.2 (0-1)
Uzasadnij, ze ’w(\/§ ) jest liczba catkowita.

Zadanie 15
Dany jest wielomian w(z) = z(z? — 4x + ¢), gdzie ¢ € R.

Zadanie 15.1 (0-1)
Uzasadnij, ze dla ¢ = 0 suma pierwiastkow tego wielomianu jest wicksza od
sumy pierwiastkow dla ¢ = 4.

Zadanie 15.2 (0-1)
Wyznacz pierwiastki wielomianu w dla ¢ = —12.

Zadanie 16 (0-2)
Oblicz Srednig arytmetyczna pierwiastkéw wielomianu:

w(x) =z(2x —1)3x —1)(6x — 1)

Przed obowiazkowa matura z matematyki

[D] Zadanie 17 (0-2)

Uzasadnij, ze rozwigzaniem réwnania 0,752° + 48 = 0 jest liczba wymierna.

Zadanie 18 (0-2)
Oblicz +/p, gdy p jest sumg pierwiastkéw réwnania z(z — 1)(16z — 9) = 0.

Zadanie 19 (0-2)
Ile wspolnych pierwiastkow majg ponizsze rownania?

> +r—12=0 1 (x+4)(2*+8z)=0

Zadanie 20 (0-2)
Ktére liczby catkowite o wartosci bezwzglednej mniejszej od 7 sa pierwiast-
kami wielomianu w(z) = z (32 + 4) (32 — 5) (22 4+ 6)?

Zadanie 21

Dany jest wielomian w(z) = (z — £)(2? — 7z + 127).

4 8
Zadanie 21.1 (0-2)
Wyznacz pierwiastki wielomianu w.

[D] Zadanie 21.2 (0-2)

Uzasadnij, ze dla argumentow 1% i 4% wielomian w przyjmuje te sama wartosc.

Zadanie 22
Sume szescianéw kolejnych liczb naturalnych mozna wyrazi¢ wzorem:

1P+ 22433+ ... +n® = In* + ind + 1n?

Zadanie 22.1 (0-1)
Sprawdz prawdziwos¢ powyzszego wzoru dla n = 4.

[D] Zadanie 22.2 (0-3)

Korzystajac z powyzszego wzoru, uzasadnij, ze suma szeScianéw kolejnych
liczb naturalnych od 1 do n jest kwadratem pewnej liczby naturalne;j.

@ Zadanie 23 (0-4)
Uzasadnij, ze objeto$¢ prostopadtoscianu o krawedziach © — 2, z, © + 4 jest
opisana za pomocg wzoru V(z) = x® + 22* — 8z, gdzie x > 2. Sprawdz, czy
dla z = 2v/2 objetos¢ tego prostopadloscianu jest liczba wymierna.

Zadanie 24 (0-2)
Objetos¢ graniastostupa przedstawionego na

rysunku obok jest réwna objetosci szeScianu .

o krawedzi 3x. Oblicz x.

| |
lZL’ |
A A o8~
€T €T €T

J

B 114 2. Wielomiany

Przed obowigzkowa maturg z matematyki

115 I



o

.

Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1 (0-3)

Rozwigz nieréwnoéé o* 4+ 4a® — 4o — 1 < 0.

Zadanie 2 (0-3)
Dla jakich wartodci parametru k wielomian w(z) = 22* — 62 + k*x — 4k + 8

jest podzielny przez dwumian = — k7

Zadanie 3 (0-3) & Przykiad, str. 111
Wyznacz wartosci parametrow m i n, dla ktoryeh liczba —2 jest dwukrotnym
pierwiastkiem wielomianu w(z) = 32* + mx?* + nx — 8.

Zadanie 4 (0-4) V4
Na rysunku obok przedstawiono trojkat rownoramienny
o podstawie AB i wierzchotkach A(0,0), B(x,,0), gdzie
g > 0, oraz wierzchotku C' nalezacym do paraboli
y = % + 1. Pole tego trojkata jest réwne 10. Wyznacz

wspolrzedne wierzcholkdéw B i C.

A B-X

Zadanie 5 (0-4)

Dany jest trojkat prostokatny ABC o wierzchotkach A(x,,0) i B(—xp,0),
gdzie xy > 0, ktore sa kohcami jednej z przyprostokatnych. Pole tego trojkata
jest rowne 8, a wierzcholek €' nalezy do paraboli y = é—.‘l-‘z + 2. Oblicz obwod
tego trojkata.

Zadanie 6 (0-3)

W pewnym wielomianie suma wspdélezynnikow przy potegach parzystych jest
rowna sumie wspolezynnikow przy potegach nieparzystych. Wykaz, ze licz-
ba —1 jest pierwiastkiem tego wielomianu.

Zadanie 7 (0-4)
Wyznacz wielomian V' zmiennej x opisujacy obje-
tos¢ ostrostupa prawidlowego czworokatnego o kra-

wedzi podstawy a i wysokosei h, gdzie:

a=x+3 i h=3(z*—6z+9)

Podaj dziedzine funkcji V. Dla jakich wartosci x
zachodzi nieréwnoséé V(x) < 2567

Zadanie 8 (0-5)
Podstawa graniastostupa prawidtowego jest osmiokat foremny o boku z dm.
Wysokoéé tego graniastostupa jest réwna (x + 2) dm, a jego objetosé jest

rowna 6(1 + v/2) dm®. Oblicz z.
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3 Funkcje wymierne

Czas potrzebny na przebycie pewnej usta-
lonej odleglosei jest tym krotszy, im wigk-
sza jest predkosé, z jaka sie poruszamy.
Na wykresie obok przedstawiono zalez-
nosé miedzy predkoscia a czasem potrzeb-
nym na pokonanie odleglosei 360 km.
Predko$é i czas (potrzebny do przebycia

okreslonej drogi) to wielko$ci odwrotnie N :
proporcjonalne. O 30 60 90 120 150 180  y[km/h]
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3.1. Wykres funkcji f(x)=4

Rozpatrzmy funkcje f(x) = ;i — jest ona okredlona dla x € R\ {0}.
Sporzadzamy tabele wartosci funkeji f, a nastepnie szkicujemy jej wykres.

x -4 -2 -1 -3 =i
. ;| -3 | 1| 2| 4

Wykres funkeji f(z) = 2, gdzie a # 0,
oraz kazda krzywa powstalag z tego wy-
kresu przez przesunigcie o wektor nazywa-
my hiperbola.

Wiasnodci funkeji f(z) = ;1_
e dla x < 0 funkcja f przyjmuje wartosci
ujemne, natomiast dla = > 0 — przyjmuje
wartosci dodatnie,

» funkcja f nie ma miejsc zerowych,

o funkcja f jest malejaca w przedzialach
(—o0;0) i (0;00).

Uwaga. Funkcja f(x) = } nie jest malejgca
w zbiorze (—o0;0) U (0; o0).

1
. 1 2 | 4

e =

&
2

Hiperbola sklada sie z dwdch
galezi.

Zauwazmy, ze kazda z galezi wykresu funkeji f(z) = :1; +zbliza si¢” do prostej

poziomej y = (0 oraz ,zbliza sie” do prostej pionowej x = (0. O takich pro-

stych mowimy, ze sg asymptotami wykresu funkeji — odpowiednio asymptotg

pozioma i asymptota pionowa.

Cwiczenie 1

Na rysunku obok przedstawiono jedna ga-
taz hiperboli f(z) = .

a) Podaj brakujace wspolrzedne punktow
A B . C,DikE.

b) Sporzadz odpowiednig tabele i naszki-

cuj obie galezie tej hiperboli.

Cwiczenie 2
Sporzadz odpowiednia tabele 1 naszkicuj

wykres funkeji f.

a) f(z) == b) f(z) ="

I

L

) f(z)

5
T

Ll
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Y\
5:12)
B((7]4)
c(7l2)
]_.
o] 1 x

Cwiczenie 3

Na rysunku obok przedstawiono wy-
& s TEN e e

kresy funkeji: f(z) g(z) = =,

Gpd s

h(z) = 2 oraz k(z) = £.

X

a) Oblicz wartosci kazdej z tych funkcji

dla x=1oraz dla z = —2.

b) Dobierz wzér do kazdego wykresu.
¢) Do ktérych hiperbol naleza punkty:
A(2,3), B(%,3), C(4,1), D(—-4,-1),

E(_%'.' _G)q

Aby naszkicowa¢ wykres funkeji g(x) = —;}, gdzie z € R\ {0}, mozna wyko-
rzysta¢ odpowiednia tabele wartosci funkeji lub odbi¢ symetrycznie wzgledem

osi OX wykres funkeji f(z) = L.

£
Wiasnosci funkeji g(z) = _'i':
e dla z < 0 funkcja ¢ przyjmuje war-
todci dodatnie, natomiast dla =z > 0 —
przyjmuje wartodci ujemne,
» funkcja g nie ma miejsc zerowych,
 funkcja ¢ jest rosnaca w przedziatach

(—oc;0) i (0;00), ale nie jest funkcja
rosnaca w swojej dziedzinie,
* prosta y = 0 jest asymptota pozioma,

a prosta * = (0 — asymptota plonowa

wykresu funkeji g.

Cwiczenie 4
Sporzadz odpowiednia tabele i naszkicuj wykres funkeji f.

2) fl@)==2 B f@=-7 o f@=-3

Czy wiesz, zZe...

= Wykres funkcji f(z) = 317 ma dwie osie symetrii.
Sa to proste y = x oraz y = —zx.

« Punkt O(0,0) jest $rodkiem symetrii wykresu
funkeji f(x) = %

Ogolnie, proste y = x 1 y = —z sg osiami symetrii,

a punkt O(0,0) jest srodkiem symetrii dowolnej

hiperboli o réwnaniu y = 2.

3.1. Wykres funkcji f(x) =%
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Zadania

1. Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej warto$¢ najmniejsza 1 wartosé naj-

wiekszg w przedziale [1;2].
a) f(z) = g b) f(z) = _% ¢) f(z)= e d) flm)s —g

2. Naszkicuj wykres funkeji f(z) = % ktorej dziedzina jest zbior D. Podaj

zbior wartosci tej funkceji.

a) D=[2:8 b) D= (-2;0)U (0;2) ¢) D= (—o00;—2]U][l;00)
3. Dla jakiej wartosci wspoélezynnika a punkt P nalezy do hiperboli be-

dacej wykresem funkeji f(z) = 27 Oblicz wartod¢ funkeji f dla argu-

mentu ¢ = —2/2.

a) P(—1,8) b) P(1,-32) ¢) P(—4,31) d) P(—%,-1)
4. Na rysunku przedstawiono wykres funkeji f(x) = =. Oblicz a. Znajdz

wspolrzedne punktu, w ktérym hiperbola przecina prosta y = —3. Od-

czyvtaj z wykresu, dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci
wigksze od —3.

5. Dla jakiej wartodci wspotezynnika a punkt P nalezy do hiperboli bedacej
wykresem funkcji f(x) = =7 Naszkicuj wykres tej funkcji i podaj wartosé
najwiecksza i wartosé najmniejsza, jakie ta funkcja przyjmuje dla argumen-
téw ze zbioru [—4; —1] U [2; 6].

a) P(2v2+2,v2-1) b) P(1-v5,1++v5) ¢) P(vV6—v24,V6)

6. Oblicz odlegloéé miedzy punktami przecigcia prostej y = 22 z hiperbola
2
¥y= =

7. Wykres funkcji f(x) = 2 przecina prosta y = z w punktach P, i P,. Ob-
licz a, gdy: a) |P,Ps| = 4v/2, b) |PP,| = 8.

B 120 3. Funkcje wymierne

3.2. Przesuniecie wykresu funkcji f(x)=%
o wektor

Przyktad 1

Wykres funkeji f(z) = + +2 otrzymu-
jemy przez przesuniecie hiperboli y = %
o 2 jednostki w gore, czyli o wektor
[0,2].

Zbiorem wartosci funkeji f jest zbior
(—oc; @) U (8); ).

Prosta y = 2 jest asymptota pozioma

wykresu funkeji f, a prosta x = 0 —

asymptota plonowa.

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj zbior wartodci tej funkeji oraz rownania
asymptot jej wykresu.

a) f(z) == +3 ¢) flz)=2-3 ¢) fla)=-2+1

1 1 1
b) f[.r,)—;—l d) _f{,r,}——; + 2 f) f(.x.)_—:?;—él
Przyktad 2
Wykres funkeji f(x) = —= otrzymuje-

3 = Ty H & v 3 1 . 17 — -.:!'-.-
my przez przesunigcie hiperboli y = -

o 3 jednostki w prawo, czyli o wektor
[3.0].
Dziedzing funkeji f jest zbior R\ {3 }.

Prosta x = 3 jest asymptota pionowa

wykresu funkeji f, a prosta y=0 —

. Ao
asymptota pozioma. I
Przypomnijmy, ze wykres funkcji y = f(z —p) dla p > 0 otrzymujemy przez

przesuniecie wykresu funkeji y = f(x) o p jednostek w prawo wzdluz osi OX.

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj dziedzine i rownania asymptot wykresu tej
funkcji oraz jej przedzialy monotonicznosci.

1 2 1

a) fle]= e b) f(z) = i c) f(z)= — d) f(z) = 2

z—1 T

3.2. Przesuniecie wykresu funkcji fr{,x}=% o wektor

121 I



Przyktad 3
Wykres funkeji f(z) = —ﬁ
mujemy przez przesuniecie hiperboli
gy = —11 o 2 jednostki w lewo, czyli
o wektor [-2,0].
Dziedzing funkcji f jest zbior R\ { —2 }.

Asymptota pionowa jej wykresu jest

otrzy-

prostax = —2, a asymptota poziomsg —

prosta y = 0.

Przypomnijmy, ze wykres funkeji y = f(x+p) dla p > 0 otrzymujemy przez
przesuniecie wykresu funkeji y = f(x) o p jednostek w lewo wzdhuz osi OX.

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj dziedzine tej funkcji i rownania asymptot
jej wykresu. Wyznacz punkt przeciecia wykresu z osig QY.

a) Flz)= -3 b) flz) = e ¢c) flz) = 4 d) f(z) = _ 2

r+1 T+2 r+4

Przyktad 4

Wykres funkeji f(x) = J,ITE + 1 mozemy otrzymac przez przesuniecie wykresu
funkeji g(z) = + o wektor [2,0], a nastepnie o wektor [0,1] (lub w odwrotnej
kolejnosci). Mozna tez od razu przesunaé wykres funkeji g o wektor [2, 1.

Dziedzina funkcji f jest zbiér R\ {2}.

Prosta x = 2 jest asvmptota pionowa wykresu funkeji f, a prosta y = 1 jest
jego asymptota pozioma.

Przypomnijmy, ze wykres funkcji y = f(z —p) + ¢ otrzymujemy przez prze-

sunigcie wykresu funkeji y = f(x) o wektor [p, q].

B 122 3. Funkcje wymierne

Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej dziedzine, zbiér wartodei oraz réwnania
asymptot jej wykresu.

a) f[:r;)zmiz—?} b) f{:r:}:—z—ll- + 2 ¢l Jlz)l= ’2 +3

Cwiczenie 5
Podaj wektor, o jaki nalezy przesuna¢ wykres funkeji f, aby otrzymac wykres

funkeji g.

a) flz) = jT g(x) = If‘%d —if ¢) o= %, g(z) = -3+ 211 -
b) f2) = =2, gle) =2- 2= d) (@) =~ gla) =1+ ;=

Cwiczenie 6
O jaki wektor nalezy przesunaé¢ wykres funkcji f, aby otrzymaé hiperbole,
ktorej asymptotami sa podane proste?

2

a) f(@)=2+2,2=8,y=—6 b) fla) = ——5 -

1
rT==-2, 4= —-=
) . Y 2

w|en

Cwiczenie 7
Wykres funkeji f(z) = %, a # 0, przesunieto o wektor [p,¢]. Podaj wzér
i rownania asymptot otrzymanej hiperboli.

Zadania

1. Wykres funkeji g otrzymujemy przez przesunigcie wykresu funkeji:

a) f(x) = = o 3 jednostki w dot, e) flx)= —% o 2 jednostki w gore,

B~

I

o o . R i e
b) f(z) = = o 3 jednostki w lewo, d) f(z) = —< o 2 jednostki w prawo.
Naszkicuj wykresy funkeji f 1 g. Podaj wzor funkeji g, jej dziedzine, zbidr
wartosci i réwnania asymptot jej wykresu.

L

2. Na rysunku przedstawiono wykres funkeji f(xr) = Podaj wartosé
wspolezynnika a i oblicz f(l:) i f(—4).

r—2°

/)

SN

3.2. Przesuniecie wykresu funkcji ﬁ):]l=% o wektor
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3. Przesuh wykres funkeji f o wektor o . Podaj wzor otrzymanej funkeji, jej R 3 3 Funkcja homograficzna

dziedzine, zbior wartosci i rownania asymptot jej wykresu.

a) f(z)=21, @ =[1,4] c) f{:.!:):—llf, w =[-1,3]

‘; . ; . Funkcje postaci f(x) = jm‘r:;, gdzie ¢ # 0, okredlong dla x € R\ {—% :
b) f(z) = —n W= [—2,-1] d) f(z)=— —w B E (2, —4] jezeli nie jest ona funkcja stala, nazywamy funkcja homograficzna.

4. Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj liczbe punktéw o obu wspolrzednych . . , . . .
: _ Podana w definicji postaé¢ wzoru funkeji homograficznej nazywamy postacia
catkowitych nalezacych do tego wyvkresu.

. . 0golna.
é ) = — - r)=— — 2 3 2 ; ; ; ;
1) f(x) o 3 c) f(=) z+ 2 Wrykresem funkeji homograficznej jest hiperbola — mozemy ja otrzymac przez
2 2 ¥ . . i . . i Ers . r . : . d | _1
A _ s} s yrzesuniecie o wektor hiperboli y = =, gdzie r jest pewna stals.
by Fli] = 1 d) ) e + 2 I ¢ I =i B jest | ! 1
5. Wyznacz rownanie przedstawionej hiperboli na podstawie informacji po- Przyktad 1
danych na rysunku. Naszkicuj wykres funkeji f(x) = %
a) : \JY c) 5 Dziedzina funkeji f jest zbior R\ {3}.
z=—1" r=2 Przeksztalcamy wzor funkeji:
'- P(3,21) ; ,
y y 43 I -2 _ (= 3)+l:1+ . | d
e 7 e T | P4, ) T3 z -3 z-3 1-3
\ il | g ) = _=F’_I_ T/}_—;i_—u"? Wykres funkcji f otrzymamy przez przesu-
ol 1 X @l 1., X nigcie wykresu funkcji g(z) = Jl o wektor
5 | [3,1]:
iy | | ]
b) Y d) 1 Przyktad 2
r=3 : Naszkicuj wykres funkcji f(x) = ii;
1 1
; X | Dziedzina funkeji f jest zbior R\ {—
_ dzing funkcji f jest zbiér R \ {—2}.
y==l O § | = P(-3, -3 0 1 X Pisekisial b wisde Bk
e ST z—}— =T : | = =2 rzeksztalcamy wzor funkeji:
(L~ g z+1  (z+2)-1 _ 1 1
- | //_' = =1-— = — +1
| x <+ 2 r -+ 2 r+2 T+2
==l Wykres funkeji f otrzymamy przez przesu-
100 T g V11 g :_l T
6. Wykres funkeji g, do ktorego nalezy punkt P, otrzymano przez przesunie- 111(?;,1(1, wykresu funkeji g(z) 2@ Wektor
cie wykresu funkeji f(z) = 2 o wektor . Wyznacz wzoér funkeji g. 2yl
a) ¥ = [2,—-9], P(6,—8) ¢) w=[3,-3], P(-2,-1) Definicja
b) W = [% 5], P(%; 1) d) @ = [-v2,-6], P(1,-3v2) Postaé f(z) = —= =4 gdzie z € R\ {p} i r # 0, nazywamy postacia

7. Podaj réwnania osi symetrii i wspolrzedne §rodka symetrii hiperboli o row- kanoniczng funkcji homograficznej.

naniu:

+1, c¢cly= ;:r:f-l +3, d) *y:—xl? + 8. Cwiczenie 1

a) y=2-6, b)ys=

r—4
Zapisz wzor funkcji f w postaci kanonicznej i naszkicuj wykres tej funkeji.

8. Wykres funkeji f(x) = £, a # 0, przesunieto o wektor [p, gq]. Podaj réwna- 41 48 11
% a) flz) == b} FHz) = ;+2 ¢] flz) = j :

nia osi symetrii i wspoélrzedne srodka symetrii otrzymanej hiperboli.
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Cwiczenie 2

Zapisz wzor funkeji f w postaci kanonicznej i naszkicuj wykres tej funkceji.

: TR W) H =i 2 a o+l
a) f(z) = —; b) f(z) = 2= c) flz) =22
Przyktad 3

Naszkicuj wykres funkeji f(x) = i_’*:_-ll__

Dziedzina funkcji f jest zbiér R\ {1}.
Przeksztalcamy wzor funkeji do postaci kano-

nicznej:

3z-1 3(z—-1)+2

z—1 z-1 T

2 :

—+ 3
Wrykres funkeji f otrzymamy przez przesunie-
cie wykresu funkcji g(x) = f o wektor [1, 3].

Cwiczenie 3

Wstaw w miejsce odpowiednia liczbe. Zapisz wyrazenie w postaci kano-

nicznej.

) 3x4+4 _ 3(z+1)+[?] w 2z 4+8  -2(z-3)+[?7] ) 4z +9  4(z+2)+ 7]
z+1 z+41 i -3 -3 ; T+2 T4 2

b) 3c+2  3(z+1)-[7] d) _opdb  —9la-9)— f) dr-3  4(z+2)-[7]
r+1 r+1 r—3 T—23 T -+ 2 o T+ 2

Z postaci kanonicznej funkcji homograficznej mozemy odczytaé¢ rownania

asymptot jej wykresu.

Twierdzenie

Asymptotami wykresu funkeji f(x) = —— + ¢, gdzie z € R\ {p}ir#0,
sa proste x =piy=q.

Przyktad 4

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = 2=

G e S
Dziedzing funkcji f jest zbior R\ {—1}.

Przeksztalcamy wzor funkeji do postaci kano-

nicznej:
2c  2(z+1)-2 2
z+1  z+1 T z+1

+2

Asymptota pionowa wykresu funkeji f jest

prosta r = —1, a asymptota pozioma — prosta

y =12
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Cwiczenie 4

Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj rownania asymptot wykresu tej funkcji.

a) fx) = 221 ¢) fla) =22 ¢) fla) = =2
b Hae)= ZTI +11 d) f(z) = ; +31 f) flx)= ?::“ +22

Zadania

1. Przedstaw wzor funkceji f w postaci kanonicznej. Podaj réwnania asymptot
wykresu funkeji f.

) oy _ 2z+38 _ v 4z +6 ; N gT+2
a) Fle)= =% By Flaey= = e) Flz) = w
. S 3z + 10 . S 2z 4+ 3 X dx
b) f(z) = e d) f(z) = — f) flz) T
2. Naszkicuj wykres funkeji f, podaj jej dziedzing i zbior wartosei.
B o) — 23 ; sx _ —dE~11
a) flz)= — b) f(x) — ¢) fix) T

3. Naszkicuj wykres funkeji f. Odezytaj z niego, dla jakich argumentow funk-
cja przyjmuje wartosci dodatnie, a dla jakich ujemne.

r—d T -+ 2 2r
8) Jlz)= e b) Flz)= o c) f(x)=— e
. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej przedzialy monotonicznosci.
4. Naszkicuj kres funkeji f. Pod lzial t
) oy dz—11 ; . —2m—3 ¥ N —3z+8
4o —-5 dx 4+ 6 B+ 6
b) f(z) = — d) f(z)=——" f) flzg)= —

5. Dla jakiej wartosci parametru m punkt P nalezy do wykresu funkcji f7
Wyznacz rownania asymptot wykresu tej funkcji dla otrzymanego m.

dxr +m mE —3
2) @)= 5E%, P(-3,2)  b) f(e) = jors, P(-4,1)

6. Podaj przyvklad takiej funkeji homograficznej f, ktorej dziedzina jest zbior
R\ {p}, a zbiorem wartosci — zbiér R \ {q}.

e) p=7,qg= -3

f) p=v2,¢g=v2

gy p=:l, p=-+=4
d)p=—-7,¢g=0

g8) p=0,0=1
b) p=0,9g= -5

7. Podaj réwnania asymptot wykresu funkcji f.

B PhE= ;T—E Wykres funkeji homograficznej f(x) = %&
ma asymptote pionowa @ = — ei asymptote

]: . 10z -I"' 1 i i c i

) flx) = ErEy pozioma y = .

3.3. Funkcja homograficzna
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Dowiedz sie wiecej

8. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Hiperbola
A+ o = = 10 7 ST ol rvie e Mty L --l_"-_l . : " . ‘ . 4 o 2 - 2
Wyznacz wszystkie punkty f{)rﬂhf wspolrzednych catkowitych nalezace Rozpatruje si¢ tez hiperbole okreslone réwnaniami & — % = 1lub &5 — 57 =1,
do wykresu funkeji f(z) = — gdzie a,b > 0. Jesli a = b, to asymptoty hiperboli sa do siebie prostopadte,
Tz —4 T(x—1)+7-4 % : a taka hiperbol¢ nazywamy réwnoosiowa (rysunek po lewej).
fle] = T 7 = o T, gdziex £1

Y 1

Poniewaz 7 jest liczba calkowita, f(z) € Z < % € Z. Zatem ¢ — 1

musi by¢ dzielnikiem caltkowitym liczby 3. Oznacza to, ze:
z—1€{-3,-1,1,3}, czyliz € {—2,0,2,4}

Istnieja cztery punkty o obu wspolrzednyeh catkowitych nalezace do

wykresu funkeji f. Sa to punkty: (—2,6), (0,4), (2,10), (4,8).

Wryznacz wszystkie punkty o obu wspoltrzednych catkowitych nalezace do

wykresu funkeji f.

4} Fla) = 2: 31 b) f(x) = _;_I-_i_;ﬂ By Pl 2;: +4<1 _ :
i P 2 : I o
9. Okresl wartosci ¢, dla ktorych funkeja f jest odpowiednio: funkeja homo- Hiperbalefr So=1 Hiperhply g g =1
graficzng, liniowa, stala. W tabeli przedstawiono dane dotyczace punktéw przeciecia hiperboli z osiami
a) f(z) = if +2 b) f(z) = .%,:" C‘l ¢) f(z) = Cfl‘ﬁ ukladu wspoétrzednych oraz rownania jej asymptot. |
, oy : : 2 2

10. Czy funkcja f jest funkcja homograficzna? Naszkicuj wykres funkeji f e _ :;_j — =1 _ a ~ ;_3 =1
(zwr6dé uwage na jej dziedzine). Punkty przecigcia z osia OX (a,0)1i(—a,0) brak
a) flx) = 3:: ; b) f(z) = _‘1@‘}:;—-1-; c) fz)= T 2?: Punkty przecigcia z osia OY | brak | (0,a)i(0,—a)

11. Przeczytaj podana w ramce informacje. Rownania asymptot A= %J“ 1= —%-:!.-‘ | y=1-riy=-—3-x

2

Funkeje homograficzna mozna przedstawi¢ w postaci kanonicznej, wy- Na rysunku obok przedstawiono hiperbole 22 — £ = 1

. . . a 4
konujac dzielenie, np.: o 5 (kolor czerwony) oraz hiperbole £- — x? = 1 (kolor nie-
Flz)= =i — o 71?e bieski).
bo (3z — 10) : (x — 4) = 3 reszta 2. Maja one wspolne asymptoty: y = —2z i y = 2x.
2 2 2 2
& o e o : : : Hiperbole & — & =11 4. — & = 1 nazywamy hiper-
Wykonaj dzielenie i przedstaw funkcje f w postaci f(z) = 45 +q. : . at bR b2 a? Y y 4P
. LS bolami sprzezonymi.
4r + 9 qT 5 35— FE

a ) b xr) = = c r) = =—2">t S . G

) f(@) z+3 ) f(z) z+3 ) (=) T+ 3 1. Wyznacz punkty przeciecia hiperboli z osiami ukia-

# - - - # - . . - # .. o 4 &1 W i o TY) L -i 1 'n- R =
12. a) Suma dwdch liczb x 1 y jest réwna ich iloczynowi. Podaj wzor funkeji du wspolrzgdnych oraz réwnania jej asymptot.

opisujacej zaleznoéé y od x i naszkicuj wykres tej funkeji. Naszkicuj t¢ hiperbol¢. Podaj réwnanie hiperboli
L. i , . sprzezonej.
b) Pole prostokata o bokach dlugosci & em, y em jest rowne 2(x + y) cm?. (: : 3 2
. r - & - ; - s - » ¥ Pl . P o il..-. P f‘:'r-.-... — L] j‘.—“; o ..:._ —_—
Podaj wzor funkeji opisujacej zaleznosc y od x. Okresl dziedzine tej funkcji a) 3 1 ! ¢} % 1 1
1 oy Q 17111 1603 T V) ;rz “2 — yz "2 —
i naszkicuj jej wykres. b)) —— =1 d) & —2z° =1
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Hiperbola i hiperboloida

Ogdlna definicja mowi, Zze hiperbola to zbidr tych
wszystkich punktow P na ptaszczyznie, dla ktorych
wartose bezwzgledna roznicy odlegtosci od dwoch
konkretnych punktow F, i F,, zwanych ogniskami,
jest stata:

Ir- 55| = const.

Obrét hiperboli

Hiperboloida to powierzchnia zakreslona w wyniku obrotu hiperboli wokot jej osi symetrii

w przestrzeni tréjwymiarowej.

Po obroceniu pokazanej wyzej hiperboli
wokot osi OY powstanie hiperboloida
jednopowlokowa.

e
¥

Chiodnie kominowe

Chtodnie kominowe maja najczesciej ksztalt
hiperboloidy jednopowlokowej. Pozwala to na
oszczedne zuzycie materiatow konstrukeyjnych.
Mimo znacznych rozmiarow (wysockosé chiodni
przekracza zwykle 120 m, a srednica podstawy
chtodni = 90 m) grubos¢ zelbetowego ptaszcza
w najcieniszych miejscach wynosi zaledwie
12-18 cm. Taki ksztatt chtodni zwigksza
rowniez ich odpornosc¢ na zginanie.

Po obroceniu tej hiperboli wokot osi OX
otrzymujemy hiperboloide dwupowfokowa.

3.4. Mnozenie i dzielenie
wyrazen wymiernych

Wyrazenie wymierne to ulamek, ktérego licznik i mianownik sa wielomianami,

6z+4 7 =243 Vv2z z?-4
np. .= j iy
2 T T -4 T 1 x4 41

Dziedzina wyrazenia wymiernego jest zbidor tych wszystkich liczb, dla kto-
rych wyrazenie ma sens liczbowy. Nalezy zatem pamigtac, ze miejsca zerowe

mianownika nie naleza do dziedziny wyrazenia wymiernego.

Przyktad 1

F A - % A e £
Podaj dziedzine wyrazenia 2 _82+5,

Jri - Tx

32— Tz = 3z (.‘J’: — %) =0dlaz =0oraz dlax = % wiec dziedzing wyrazenia
jest zbiér D = R\ {0, %}
Cwiczenie 1
Podaj dziedzine wyrazenia. Oblicz jego wartosé¢ dla @ = —1.
.1) 325 4+ 23 4 ('j 19x% + 823 -6 (\} Gr — 9 } 1dz* 4+ 8z2 4+ 4
- 2 -9 : r - 3z Y 32 4+ Br+6 oo 4+ 2712
62437 62 -5z +1 4z% 4+ 2z +1 52 — 10
L).} H ':‘l"‘ fs M i ] i} iFH : L f) H i F | ll) : b 1 H
dz2 - 25 2x2 4+ 5z 222 - Tz + 6 3 — 522 + dx — 20

Aby uprosci¢ wyrazenie wymierne, rozktadamy wielomiany w liczniku i mia-
nowniku na czynniki. Nalezy jednak pamie¢tac, ze dziedzina wyrazenia uprosz-

czonego jest dziedzina wyrazenia przed uproszczeniem.

Przyktad 2

. . . = . e |
Podaj dziedzine wyrazenia =

i 2 -2 L w s
ﬁ a nastepnie je uprosc.

Dziedzina wyrazenia jest zbiér D = R\ {—2, 2}.

z° — 222 mg(g_p-ﬁj"l x?

T2 — 4 (z+2)(z—2]1 x42

Cwiczenie 2

Podaj dziedzine wyrazenia, a nastepnie je uprosc.

‘1) 2 -9 ) 272 + 10z U) z? -1 ) zd — 312
¥ 3—-=x - 25 ot B & 2~ 6z -+ 9
322 — 6x 3 4 dx 4 — 2 2 4+ dx + 4
b = = gy =—— Lo ] =— — = iy === —
) r—2 ) T2 44 ) r? 21 } rt - 16

3.4. Mnozenie i dzielenie wyrazen wymiernych
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Przyktad 3
422 -1  x-3

Wykonaj mnozenie 5= - ==

Zakladamy, ze 22 —9 # 01 2z — 1 # 0, zatem = € R\ {3, 5,3}

4221 2-3 o1zt D@3 2241
z2-9 2z-1 ((z=3)(z+3)(2z—=1) | x+3

Cwiczenie 3

Wykonaj mnozenie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

Zadania

a) 4z —12 2244 ¢) —x?4+5¢ 4a* -1 ) (—2)2 24w
T+ 2 2r —6 20+ 1 x2 z24+4r+4 x2-—-4
b) 3—z 2x+6 d) z2-9 05z+1 ) 322 —x® z?42z+1

x x2 -9 x2—4 9—-3x 2x — 6 x4t — 2
Przyktad 4

. . . 2 . 10
Wykonaj dzielenie = : 5—"+3.

Zakladamy, ze x +4 # 01 3z + 12 # 0, zatem = € R \ {—4}.

2 .10 M 3@+l 3
r+4 " 3xr+12 x4 M5 5

Cwiczenie 4

Wykonaj dzielenie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

a)6_3 C)—6_9 )7,—35
xr—2  4dxr—8 3—2x  4x—6 50435  x+7
)—5_10 )16.12 )25.15
2z +1  6x+3 3z+1  9x+3 6r+9  4x+6
Przyktad 5
: : : w2—|—2ac x+ 2 CL.C_CL d
Wykonaj dzielenie “5==¢ @ 5=, 7 71 @
Zakladamy, ze 22 — 140, 2 +2#0i2*> —x # 0, dla b # 0, ¢ # 0,
d+#0
zatem x € R\ {—-2,-1,0,1}. 7
2+ 2x T +2 _a:2—|—2a:-:1;2—x_ alvm .x[(a’//fjl_ 2
z2 -1 ~x2—2 2 -1 z+2 1(;;/1/7(:54—1) TH2 z+1
Cwiczenie 5
Wykonaj dzielenie.
a) 20—-6 , -3 C) 2z 62 ) z3 -1 2?2 +x+1
x T 42 x2-9  x22-6x+4+9 x—1 2 +1
2 _ . _ 2
b) zc—-4  x+4+2 ) 125 — =z . xT—9 f) z+4 44z

z+1 " xz2-1 24+2x+1  z+1 2 —-3zx+9 ~ x34+27
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1. Cgzy liczba 2 nalezy do dziedziny wyrazenia?

) 1122 —5x—3 b) 1723 — 13z + 2 C) 9z4 — 223 + 112 -6
2 +4x+4 2 -5 +6 xd— x4 —10x+4

Ktére sposrod liczb: —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3 nie naleza do dziedziny wyra-

zenia?
a) 1622 +z+5 b) 224+ 6x+9 ) z° -3zt 4+ 2 d) 224 — 1622 4+9
x3 — 922 x4 — 423 + 422 2 —r—6 x3—x2 -2z

Podaj dziedzine wyrazenia, a nastepnie je upro$é¢. Oblicz wartosé tego

wyrazenia dla x = —1, jesli liczba —1 nalezy do jego dziedziny.
a) 26 — 7t ) 2 -1 e) x4 — 323 ) —xz2 4 26
z3 (x+1)2 x4 —9x2 & x4 — 223 + 2
b) 204 + 423 + 222 d) x2 -4 ) xt—1 ) 222 + 12z + 18
x3 4+ 2 2 —4x+4 x4 4+ 22241 z24+5x+6
Podaj dziedzine wyrazenia. Oblicz jego wartosci dla x = —1 1z = —2.
) 222 —6x —10 b) 3 —3x+3 ) 422 + 8x d) 4x3 + 422+ x
x2 + 3z %3,3—1 %:133—% 202 —Txr—4

Zapisz dziedzine wyrazenia jako sume przedziatéw. Oblicz wartosci wyra-
zenia dla: x = -3, x =112 = 3.

a) x2 + 2z b) x2 421 ) z+0,5 ) 322 — 6z
x2—4 x2 -3 422 —1 422 -9
Podaj dziedzine wyrazenia. Oblicz warto$¢ wyrazenia dla xz = —2.
a) 4dx + 2 C) 2 +4x e) 3+ x—2
2 —x—2 x3 4+ 8x2 + 16x x3 —8
b) 2332+9:c+4 d) a;2—1—2m—|—1 f) x4 —x
422 —1 x2—x—2 x3 —2x2 4+«

Dane sg wyrazenia A i B. Wyznacz dziedziny wyrazen A, B oraz A - B.

2 2
xe —2 x“ +4x 6x —5 5 —6
a) A=-—+—— B==1X—"— c) A=—"- B=
) x2 -9z’ x2 42z ) x3 — 4z’ x3 —4x2 +4x
4z% -1 9r — 3 5:02—2:U+4 33:2—2:(;+5
by A=2 -1 B= d) A= — Sz e
) x2—-4" 4 — 23 ) 3 —2x2 —x 42’ 24+ x—2

Wykonaj mnozenie.

4x2 — 16 2

) x—2. 3x d) x—l-w3+a:2 )
x2 20 —4 r+1 x4 —1 g 6 —3x 4x + 8
b) 3v+4,5 1-w o) z—3 (z+1)3 h) a2 +2x+1 4-a?
x—1 x+1,5 x2—1 20 — 1 2 —4x+4 22-1
2 2 4 2 2 3
x 3x—9 rc —4 x* —9x . x“+6x+9 x°-—27
C) 3 ' 4 f) 1) )

—x x x3 + 32 ’ x2 4+ 2z z24+3x+9 xz2 -9

3.4. Mnozenie i dzielenie wyrazen wymiernych
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Wykonaj dzielenie.

3r—3 z-1 10z +2 b5x+1 x> 2z
a : C : (& :
) 4x 6x ) x2 x ) 6r—2 1-—3x
b) 2r+4 33—z d) 6—4xr  2x—3 ) r+1 | x?2-1
r—3 ~x+2 (1-2)2 " z-1 (x+2)2 " 22-4

Upros¢ wyrazenie.

x2+2x+1 x2 4+ 8x+ 16 24:1:2—1
r—3 6x —9 x4 +4x+4
a) xz+1 b) 3 —16x C) 42 —4x+1
2 -9 6x —4x? x2 -4

Wyznacz dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres.

o 326 e’z
2 flz) = = o flx) =5 o fla) =T
$6 432; 2xx—8
b) f(z) = 5 ) f(z)= "5~ 1) fla) = —%
z—1 T+ 2 w?

Pole prostokata wyraza sie wzorem

P = %~ a dlugo$¢ jednego z jego a b P
z 3 ’ 2 .
bokéw jest rovvr/1/a Py gdzie x > 2. o1 . ? p> 1
Wyznacz dtugosé drugiego boku tego 22 +1 z 41 "
prostokata.
o s
Dany jest prostokat o bokach a, b
i polu P. Przerysuj do zeszytu tabele — ? 4522 5 >3
przedstawiona obok i ja uzupelnij.
Wykonaj mnozenie.
) :132—|—6:13+9.x3—23:2 ) x2—16.1—332 ) x3—|—3m2—|—3m—|—1' x4+ 2
212 -8 x2 + 3z r+1 x+4 x24+2x+1

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

22 fy2 ot —x2y2
12 _y2  gd 44 "

Upros¢ wyrazenie

Zakladamy, ze ¢ # y i ¢ # —y.

22 4y2 ot —g2y? _1mz xzwjl 22
R x?—y? (@e2)(@2—p?); 22-y?

Upro$¢ wyrazenie.

) (x+1)3(z—7vy) ) z3 + zy? b) 3r+y 8x2 + 4dxy C) 6z +3y 422 — 2zy + y>

x2 4+ 2zy + y2 xd —yt 2z +y 9x2 — 92
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8:133—|—y3 x2+y2

R 3.5. Dodawanie i odejmowanie

wyrazen wymiernych

Regutly dodawania wyrazen wymiernych sa analogiczne do regul dodawania
utamkow. Szczegdlng uwage nalezy zwrocié na dziedziny dodawanych wyrazen.

Przyktad 1

Wykonaj dodawanie —=

2z + 1

+ % Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

Dziedzing wyrazenia jest zbiér R \ {—31,0}.

4 n 2 Az 2(2z+1) Wspélnym mianownikiem
2c+1 'z  (2z+1)z z+1)z obu utamkéw jest (2z + 1)z.
_ —Ax+4r+2 2
- (2z+1Dz (2z+1z
Przyktad 2
Wykonaj odejmowanie ﬁ — 3012__“;9. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

Dziedzing wyrazenia jest zbior R \ {—3, 3}.
1 -2z 1 1—x

x—3 $2—9_m—3_(m—3)(m+3) -

Wspélnym mianownikiem

z+3 1—=x , .
= — = obu utamkéw jest
(z—3) (x+3) (. —3)(x+3) (z + 3)(z — 3).
_zz+3—-(1-z)  2x+2
 (z-3)(z+3)  x22-9
Cwiczenie 1
Wykonaj dodawanie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.
2 4 z+3 | x—4 2 2
a> :13—3+:1c—{—3 C) :13—{—4+:c—1 e) 332+x+332—x
r—5 x r+6 Tr—2 1 1
b> x +m+2 d) x279+m—|—3 f) :c271+:102+2:13+1
Cwiczenie 2
Wykonaj odejmowanie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.
2 2 r—1 x 8 x+4
) r  x+3 ) c+4 o+l ¢) 216 a2 1
6 —4x 2x 3x x4+ 2
b) :c—2_3 d) x—4_:c—|—2 f) .:c—i—l_ x — 2

Cwiczenie 3
Czy funkcja f jest funkcja homograficzna?

Tz +7 3z+5 2z _ =z 3 4x
a) f(x)_2x+4+2x_|_4 x+2 b) f(m)_6—3:c x—2+3x—6

3.5. Dodawanie i odejmowanie wyrazen wymiernych
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Przyktad 3

Wykonaj odejmowanie —5— 2

x2 4+ 2x T2 _g

Dziedzing wyrazenia jest zbior R\ {—2,0, 2}.

Wspélnym mianownikiem
obu utamkéw jest
z(x +2)(x —2).

T R 2 _
x2 4 2z 22 -4  z(z+2) (x+2)(z—2)

_ 15 = /4 . 2z _
z(x+2) (x—2) z(x+2)(x—2)
c—2-2c _  —(xt+2)" 1

z(@t2)(z-2) wlet2(z-2) z(z-2)

—8

Cwiczenie 4
Wykonaj dziatania.

) 3—x o 3+=x d) x+1 o x+1 x—1
x2 4+ 4x x2 —A4Ax x2 —25 x2 -5z z2 4+ 5z
+3 x—3 20 —4 x+2 x+1

b s — e —

) 2 —2x+1 2 -1 ) 2 —2x+1 x —I—a:—l

2 4 2¢z —1 6x—1 3—-2x 1

c) = — f —

) T :1:—3+x2—3x ) 42 -1 222 —x 2¢+1

[D] Przyktad 4

Wykaz, ze funkcja f(x) = f;jr; jest rosnaca w przedziale (—oo; —3).

Przeksztalcamy wzor funkeji do postaci kanonicznej:

_z+3-4_ -4
flz) = x+3 _:13+3+1

Funkcja f jest rosngca w (—oo; —3), je-
§li dla dowolnych z1, z2 € (—o0; —3),
takich ze x1 < x2, zachodzi nieréwnoscé

f(z1) < f(x2), czyli f(x2) — f(x1) > 0.

fa) = fe) = (5 +1) - (5 +1) = o + 25 =

_ —4($1 —|—3) —|—4(£C2 —|—3) _ 4(332 —.’131) > O
(x1+3)(z2+3) (1 +3)(z2+3)

gdy2$2—$1>0, 331+3<O, 5E’2+3<O

Niech zy, x5 € (—00; —3) oraz x; < z,.

Badamy znak réznicy:

Zatem f(x1) < f(z2), czyli funkcja f jest rosnaca w przedziale (—oo; —3).

[E] Cwiczenie 5

Wykaz, ze funkcja f jest monotoniczna w podanym przedziale.

a) f(x) = 25, (~2500) ¢) fla) =22, (—o0;—1)
b) f(z) = £, (—o0;4) d) f(z) = =25, (—00;5)

I 136 3. Funkcje wymierne

Zadania

1. Wykonaj dzialania.

) 3 + 4 C) 3r—6 6xr —1 e) x 2 —3x
x+ 2 x—3 rx—1 2 + 2 x—+5 3x—1
2 3 3r—1 x—T7 2z + 1 3—-2x
b — d - £ _
) x—4 rx—1 ) x 20 — 4 ) 6—=x xr+6

2. Wykonaj dzialania.

r—6 2x — 6 3z 1—3z2 T+ 2 r+3
a) rx—1 2 —1 C) CL’—1+.’132—2SC—|—1 e) 2 24+
b) 4x o 4 d) 2—x o 24+ 3x+4 f) x—1 xr+1
x2—4 2+ x x+2 2+ 4x+4 2+ x 2 —x
3. Wykonaj dziatania.
3 x+1 w2-|—4 x2 2—x 6
a) :1:—2+zc—{—2 x2—4 C) 4m2—9+2:c—3 3—2x
4 1— —1 202 — 7 2 —3z2
b) 2 T w+x d) 293 T = —
x4 + 6x 2x xr+6 9 —6x+1 3xr—1
4. Upros¢ wyrazenie. Oblicz jego wartos¢ dla x = —3.
) :132—{—:1:—3 . x+2 1 ) —3x—3 - x+1 5—x

2 —6x+9 2 — 6 2 —16 4—x 2¢ + 8

5. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Wyznacz R, ze wzoru - =

11,1 i
R. R Ro
4 -1 _ 1
Ry R. Ro R>
L _ RQ_RC .
Ri  Re Rs R. jest oporem zastgpczym
. uktadu dwoéch opornikow Ry
Zatem R, = Zefiz . Py
Rz — Rc i R2 potlaczonych réownolegle.
! 1 4 1
Wyznacz R, oraz R, ze wzoru ==& T

6. Wyznacz ze wzoru wskazana zmienna.

a) P=mr*+mnrl, | e) F=mg—mw?R, R
b) P=22t.h, b f) F=mg—mw?R, m
c) V.=2zimr’h, h g) W=GMm(t-1), m
d) V=235, r h) W=GMm(; - %), r

3.5. Dodawanie i odejmowanie wyrazen wymiernych
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3.6. Réwnania wymierne (1) Cwiczenie 3

Rozwiaz réwnanie.

Przyktad 1 2(z—3) (z+3)(@+4) (z+2)(z +3)
a) Hr=8) _ b —0 ¢ —0
Rozwigz réwnanie _im_z 5 —0. ) z(z+2) ) (x-3)(2z+1) ) z2 -9
Zaktadamy, ze x —3 # 0, czyli z € R\ {3}. W wyznaczonej dziedzinie wyj- Przyktad 4 ,
Sciowe réwnanie jest rownowazne rownaniu: Rozwiaz réwnanie = — 24m — 0.
22 _
—2x + 8 =0 Przyréwnujemy licznik wyrazenia do zera. Zakladamy, 7e 22— 4 ?é 0, czyli z € R \ {_27 2}.

r=4

2 J— — _ J— I —
Liczba 4 spelnia zalozenie, wiec jest rozwigzaniem rownania. z*-20=0o22-2)=0cs=0lubzr=2

Odrzucamy x = 2 jako sprzeczne z zalozeniem, zatem jedynym rozwigzaniem

Cwiczenie 1 rownania jest liczba 0.
Rozwiaz réwnanie.
x4 4 6 — 2 Az 42 2z — 3 Cwiczenie 4
a) =0 b) =0 c) =0 ) =0
z+2 v 2z —4 2z+1 Rozwiaz réwnanie.
2 2 2
Przyktad 2 i a) z2 4+ 4z _0 b) a;2 16 —0 ¢) x —|—22m+1 —0
Rozwiaz rownanie 233_4 = 0. z(z —6) 2z% + 8z ve=1
Zaktadamy, ze x — 4 # 0, czyli x € R\ {4}. .
Y 70, czy Vi Zadania
%:U —6=0 Przyréwnujemy licznik wyrazenia do zera.
2x =6 / -2 1. Rozwigz rOwnanie.
- Y s =0 b) S5 =0 ) 6 =0
Roéwnanie jest sprzeczne, poniewaz liczba 4 nie spetnia zatozenia.
2. Rozwiaz réwnanie.
IE] Cwiczenie 2 a) (z-3)(x+6) _ 0 b) (22 +8)(x—16) _ 0 ¢ (9—z)(2—62) _ 0
Wykaz, ze podane réwnanie jest sprzeczne. (z+3)(z+2) z? —16 22 -1
) se+3 _ 0 b) “B3r+5 0 3. Rozwigz réwnanie.
2 2 =3 2(z-5)(z+3) 3)(6x — 4 3z —2)(9z — 4
2) BT ; =0 ¢ (;:—3)(33—3) =0 o) = 3;_9)2(1:4_):0
Rozwiazywanie réwnania wymiernego % = 0 sktada si¢ z kilku etapow: B +1)(@+2) (; “3)(@+3)e (92 —4)
e wyznaczenie miejsc zerowych wielomianu w i przyjecie zatozen, b) wEer;))((x;jg =0 d) £ ((x;;)((ZJF? =0 f) (Qx(Jle;(x:r):s) —0
* wyznaczenie miejsc zerowych wielomianu u, ’ x . v . o v o
 uwzglednienie zalozen i sformutowanie odpowiedzi. 4. Rozwiaz rownanie.
2¢¢ +5x —3 x“ —2x—3 20 —3x+1
etk VRS R e e Y o) L ZBril
Przyktad 3 42 —4x+1 2—x—-6 2 -3x4+2
-, . (8z—-4)(z+2) 2 2 _ 2 _
Rozwiaz réwnanie ( = 0. 9z +12x +4 e —5r+4 6x°+x—1
:13(:1:—%) b) 32— -2 =0 d) 2 +x—2 =0 f) 3:52—1—5:17—2_0
Zakladamy, ze z(z — 3) #0, czyliz € R\ {0, %}. 5. Rozwigz réwnanie.
3 2 3 2 3 _ 2
8z —4)(z +2)=0 & 8¢ —4=0lubz+2=0 < z=1lubz=—2 a) (";:12)21;):0 ) 2 :24;1'4%’:0 e) 2””:64_752312;:0
Liczba % nie spetnia zalozenia, zatem jedynym rozwiazaniem réwnania jest 3 on 22t 4 4z 4 22 . 2% 4 322 4+ 20
liczba —2. ) 226239 =0 d) Zi o =0 ) iisezis =0
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3.7. Rownania wymierne (2)

Przyktad 1

T ; 6
Rozwigz roéwnanie 1= 4.
T

Zakladamy, ze z—1 # 0, czyliz € R\ {1}.
(§]
=1/
6 =4r—4
10 = 4x

b

2

€Tr =
Liczba 7 spelnia zalozenie, wige jest

rozwiazaniem rownania.

Cwiczenie 1

Rozwiagz rownanie.

. [§] e : 3 o X

a) i 4 c) i e)
3z4+2 2z

h)—~$ =5 II;n 1—3 f)

Przyktad 2

R . 2
R(JZ"W'I‘Q—Z rowialnile "—'é" = —
T

Zakladamy, ze z—2 # 0, czyli ¢ € R\ {2}.
22 =g | s [

| 2=(z—1)(z—2)

2=g2 ~3x+2
22 -32=0
ziz—3)=0

@& =0 hba=3
Liczby 0 i 3 spelniaja zalozenie, wige
sa rozwiazaniami rownania.

Cwiczenie 2
Rozwiagz rownanie.
2 4

a.];::r;—I—l (J)m::IZ-I-S

b) —%z:::-I—Q d)éj—a_zrﬂ
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e)

£)

i prosta y = 4 prze-

Hiperbola y = Tf

1
cinajg si¢ w punkeie o odcigtej 7.

To 40

=~ " g) 3;.:+1_.2:0
4—-2zx 2r 44 -
— =2 h) ——t4=1D

iprostay =2 —1

Hiperbola y = ;:
przecinaja sie w punktach o odeigtych 0

2

oraz 3.

I
on
|
£
=]
L
|
—

+
8
I
I
{mp]
=
e
I

H|o H|o

=8 Bl
i

Przyktad 3

Y, ; 2 3
R.UZ‘WIQZ rowiarnile 1 = 3"

Zakladamy, ze z +1#0ix—2#0, czylixz €

Przeksztalcamy rownanie rownowaznie przez

pommnozenie ,na krzvz”.
2 3
T+ 1:#:1.' -2
2(z—2)=3(z+1)
2r —4 =3z + 3
r=—7

Liczba —7 spelnia zalozenie, wiec jest roz-

wigzaniem réwnania.

Cwiczenie 3

Rozwiaz rownanie.

_]‘) 7 - 3 (-) 2 o ﬁl
bt | x+5 e 2 + 3
4 3 4 3
b = d =
) r—4 r—6 ) 2z —1 3r+4+2

Przyktad 4
T -+ 4 51 0

Rozwiaz réwnanie - ==
& 2r 41 x4 2

R\ {-1,2}.

Dla b# 01id # 0 rownoéc:

S
b d

jest rownowazna rownosci:
ad = be

Mnozenie ,na krzyz” jest tyvm sa-

mym co pomnozenie obu stron row-

nania przez iloczyn mianownikdw:
(4 Lz — 2)

T T -+ 2
& =
} x—2 -1

T —23 -2
i) = =
} 2r 2r+1

Zakladamy, ze 20 + 1 #0ixz+2# 0, czyliz e R\ {—2, —%}

r+4 5]
YIx+1 x+2

Przenosimy —
S

=~ na

druga strone réwnania.

(z+4)(xz+2)=5(2x+1)
22+ 6z+8=10x+5
22 —4dx+3=0

A=(-4)2-4.-3=16-12=4, VA =2

s 4 2_1 n o MR
,1——2 = ,..-g——2 =

Liczby 1 i 3 spelniaja zalozenie, wige sa rozwiazaniami rownania.

M 1102’-"”“.? Il kré"r'ﬁ

Cwiczenie 4

Rozwiaz rownanie.

5] z+1 x—1 2 —2 T §]
a) = - c) = e) =
z=—1 2c -5 T r—8 T3 x4 6
45 1 2r -2 3 2: T
I}) 4+ 5 _ d) T _ =+ f) r o T
2r+1 r+1 -4 T r—"T r—+1

3.7. Réwnania wymierne (2)

141 I



Zadania

1,

Rozwigz rownanie.

'l) i_ 3 (.) r  r+4+2 0) z4+1 z+1
T 241 7 or-1 oz ; r  2r+1
2 1 o r—3 43 =41 2

b) r+2 T 3_0 d) r—2 42 f) 2r -1 .1:_0
Rozwigz rownanie.

r+ 2 T -+ 4 T+ 4 1 BE—-2x 3
s - — . —_—— = a —
d) r+4 T — 2 0 } 2 -1 €T 0 () r—1 +rr:--d 0

4 T r+1 x 2—x -1
b) - = d = f — =
)I+:13+1 0 } .1:+2+I+1 0 ) =1 T+ 2 0

Znajdz pierwiastki catkowite rownania.
2—2x

€T —_ 5 9 - - v - r— e
a) = s ¢) z+1= o e) T 2r

b 2r+3 3 _ 9. _ . -
b) &= = d) — =2z -1 f) 6x+1 -

Ktére z podanych réwnan nie maja rozwiazania, a ktére maja nieskoncze-
nie wiele rozwiazan?

3 3 6z —2 1-—dz 3 9
229 ILE2-9 MIL-""E=-05 V.2 (3
-1 3z -1 Bxr —2 10x + 30
Podaj liczbe rozwiazan réwnania.
2-2 6 4 3 2 G
a) z+ 1= 2 c) 2 = -2 e) B A
z—1 2-3z 2r -1 2 -4dx
20 -2 : 1 1 3z-3
b) 2= = _Z d) = = il f) =22
T —2 r—1 T+ 2 3zx+1 r—1
Rozwigz rownanie.
2 3 1 T G 2
a = ( =k e) ——1=
)5:;-1-1{] 2 — 4 )lr+x1 )x z—1
2T 4+ 5 1 2x 2T 2z 41 3
b = d —-1= f =
) z2 -1 r+1 ) 2z + 3 2z — 3 ) z2-9 x-3 0
RN o i . a’z-4 5
Dla jakiej wartosci parametru a rownanie S 0 jest sprzeczne?
H i
Rozwigz rownanie.
1 1 2 3 14
a =% e =
) 1 I2+1+I ) ;1':+4+.'r 4 2 - 16
3—-=z e 3 12 1
]:l ; —_— = f T
)4I2+4I+1 2z + 1 0 ) z+2+r? 1% 0
2z l—x z+5 3 36
& = o _———
) 2 -1 x2 + 2x 41 h) x -4 G & T2 —Ax
2z +1 . 1 ; 1 4
L I- =0 ) -

24+ 6Gx+ 9 [P ——
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9.

10.

11.

12.

13.

Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wyznacz wspolrzedne punktow wspolnych wykresu funkeji y =

i prostej y = = — 3.

41
x—2

Zakladamy, ze x — 2 # 0, czyli x € R\ {2}, 1 rozwiazujemy réwnanie:
¥ , CZY 1 JCIILY

:+;=:r:—3 [ (x—2)

z+1=(z—-2)(x—3)

r+1=x22-5x+6
2 —6xr+5=0

A=(-6)—4-5=16

p=0t=1 g, = f‘*—--ff =

Obliczamy drugie wspoélrzedne punktow

wspolnych:

h=1-3=-2, =5-3=2

Zatem punktami wspdélnymi hiperboli i prostej sa (1, —2) i (5,2).

Wryznacz wspolrzedne punktéw wspélnyceh hiperboli y =

a) y=x+1, b) ¥y = 2z + 2,

Osie ukladu wspolrzednych sa osiami symetrii
kwadratu ABCD (rysunek obok). Wierzcholtki A
i C' naleza do hiperboli y = =. Podaj wspélrzedne
wierzcholkéw kwadratu i oblicz jego pole dla:

a) a =4, b) a = 3.

Rozwiaz algebraicznie i graficznie uklad réwnan.

— 3 gy — _—4
g T Y T -2

b)
y=z+2

2)
y=—xr—1

Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk-
cji f(z) = 21 g(x) = —2? + 22 + 1. Wyznacz

T
wspolrzedne punktéw przeciecia tych wykresow.

Rozwiaz algebraicznie i graficznie uklad réwnan.

— _r g = —2T
¥= T+ 2 l: Y= r+1
))

y=:r:2+23: 3

a)
y=—c

2z 42 - s
——; 1 Dprostej:
c) y=jzr+s;.
Y
D C
9] P
A B
— —E—1
J r+3
y=2r+5
Y
7

3.7. Réwnania wymierne (2)
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R 3.8. Nierownosci wymierne

Przyktad 1

Rozwigz nieréwnosé 2 < —1.

Zakladamy, ze z # 0.

3
— <L =1
T
3
- +1<0
H A
34z lloraz dwach liczb
- <0 roznych od zera ma

Fow dhh . 3 i " — s N .
taki sam znak jak Rozwigzanie nieréwnodci = < —1 moz-

B3+ x)x <0

ich iloczyn. na rowniez odezytac z wykresu.
Szkicujemy odpowiednia parabole i, uwzgledniajac zato- ik Jr+
zenie, odezytujemy rozwiazanie nierownosci: z € (—3;0). ENZ I

Uwaga. Nierownosc % < —1 mo#zna rowniez rozwigzal, mnozac jej obie strony przez
kwadrat mianownika (kwadrat wyrazenia réznego od zera jest zawsze dodatni). Otrzy-
mujemy wtedy nieréwnoéé 3z < —z2.
Cwiczenie 1

Rozwiagz nieréwnosé.

4 3

a) — > 2 &) — G 2 Dla a # 0, b # 0 znak ilorazu % jest taki
9 3 sam jak znak iloczynu a - b.

b) =< -1 d) —— <2
i dx

Przyktad 2

. = . - # o Dy — 5K
Rozwigz nierownoéé = < 3.

Zakladamy, ze x # 3. ;
—3<0 N W L
3 : i
P I Tl bt
n s e d
T4 ! ; ; : el Ly o L ieyme it
<0 B e £ b
=3 T e e
—(x—4)(x—-3)<0/-(-1) - '
Rozwigzanie nieréwnodei 222 < 3
(z—4)(x—-3)=0 mozna rowniez odezytaé z wykresu.
Szkicujemy odpowiednig parabole i, uwzgledniajac zalozenie, \ /ZF
- " - - » » - + + +
odezytujemy rozwigzanie nieréwnosci: T,

z € (—00;3) U [4;00)
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Cwiczenie 2
Odczytaj z wykresu funkcji f zbiory rozwiazan nieréwnosci f(z) > 2 oraz
flz) = —2. Sprawd? odpowiedzi, rozwiazujac odpowiednie nieréwnosci.

. ) — 2 2 Y — 2x—86
a) f(r) =3 =N
H T PR Do 1 moax oA

Cwiczenie 3

Rozwiaz nierownosé.

3 2 T 2r+3
a) — = ; : : £ -
) — > 1 ¢) T— <3 8) ——< -4 )m+3~:‘_5
2z 4+ T dr — 7 i 2 — 2 Tr 42
v {: t { —_—
b) = S (1) e = o f} Y > 2 h) T—+21— = §)
Przyktad 3
g S Sl T
a7 nie 1050 = 2.
RUZ“«I@Z Nierownos —5 |- e 2
Zakladamy, ze ¢ # —2 iz # 3.
x(r+ 2) z(x—3) - 2(z +2)(z — 3) Wspdélnym mianownikiem obu
(z+2)(z - 3) (z+2)(z — 3) = (x+2)(z - 3) ulamkéw jest (x + 2)(xz — 3).
T2 + 2z 2 - 3z 2x2 — G +dr - 12
- : , — =0
(z+2)(z-3) (z+2)(z-3) (z+2)(xz-3)
o412

Iloraz i iloczyn dwdch liczb

(z+2)(z-3) 7~
(x+12)(z+2)(z—3) =20

maja ten sam znak.
Szkicujemy wykres wielomianu:

w(z) = (z+12)(z + 2)(z — 3) i, A

Jego pierwiastkami sg liczby: —12, —21 3. ”7[12 -F=—3 X

Odezytujemy rozwiazanie nieréwnosei (z uwzglednieniem zatozen):
x € [-12;-2) U (3;00)
Cwiczenie 4

Rozwiaz nieréwnosé.

2r T -2 T -3 T 3 6 7
H — <1 C L — ! = = —
) z—3 =g ) r—2 t1s (z—-2)2 ) r+2 % =z T+ 3
1 3r T T —2 1 1 1
bl & 4 — d) 1— = f - =
);:r:+2} T+ 4 ) x+1/:r: 1 ) T 1{3:-1-1 T

3.8. Nierdwnosci wymierne
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Zadania

Rozwiaz nieréwnosc.

—6x+1 x+5 3xr+2 —4x —5
— > — <
a) Dy <4 c) o 2 e) —— > 1 g) —— <9
8r+6 3r+1 3r+6 —x+7
— < — =
b) 5= P d) 520 82 f) o > 4 h) 22+ 5 >4
Rozwiaz uktad nieréwnosci.

2 3x+1 x4+ 2 r+6
< —— < — <1<
a)o\x+2\4 C) 1<x—|—1 <3 e) a:—l—l\l\x—i—S

2 r—1 x+4 3—x
—2 < — <0<
b) 2\2m+1<2 d) 1<$+1<1 f) — <0< —
Zaznacz na osi liczbowej zbior rozwigzan nierownosci.
r—3 rz—1 4—-2x l—=x 4—x r—3
< >
a) z—4 S x-3 C) x—+1 > x ) 20 -2 7 1-2x
) x+3 S x+3 d) x+3 < 5—x f) 4x + 2 < 2x + 2

z+2 7 2047 1—2x x+2 20 —6 - 2243

. Wyznacz zbiory: AU B, AN B oraz A\ B.

a) A:{xeR:i>2},B:{xeR: 1 >—2}
x—+2 r+1

b)A:{azeR: il <1},B:{xeR: 93—1>:L'—|—1}

x—1 r—37° -2

2¢ +1 4o —1 2x + 3
C)A—{J]‘ER 1/1},3—{$€R \2 }

Rozwiaz nieréwnosc.

24241 2 —5 x 2c+1 2¢+3
- <
a) 2 —x—2 >0 d) z2-16 x+4 ) 2x2 4+ Tx 222 + 5z
2¢ + 1 x+3 2x 2x 2x + 3
< >
b) x3 4+ 422 + 4z = 0 ) 22-16 ° x2—4x h) x2 -1 ° 3z2 + 3x
3 + 422 x—1 2—x N ox+1 6z + 2
= > <
) 24+ x—12 >0 f) x2 4+ 2z 24z 1) r—2 - z2_4

Rozwiaz nieréwnosc.

rx+1 x+2 2 3x+2
> <
a) a:+2+:b+3/2 ) 9x2—1\3$—1+1
1 3z 222 -3 z+1 1
b) PR x+2 <3 f) (x—1)3 7 (z—1)2 S
C) 4 o <2w—|—3 ) x4+ 2 1 2x + 2
r—3 S ox a1 x(x+1) x+2 7 x(x+2)
3 1 2 1 1 2x + 3
h) —— + 2
d) x2—4>m—2+x+2 ) x—1 J:>:B(:B+1)
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3.9. Dziedzina funkcji. Funkcje wymierne

Gdy jest podany wzor funkcji y = f(x), ale nie zostata okreslona jej dziedzina,
przyjmuje sie, ze dziedzing jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych x, dla
ktérych wzér funkeji ma sens liczbowy (taka dziedzine nazywa sie tez dziedzing

naturalng funkcji).

Przyktad 1
Okresl dziedzine funkcji f(z) = RvE

z—2"

Wzér funkeji f(z) = x—\/_i ma sens liczbowy, gdy = > 0 (ze wzgledu na wyra-

zenie pod pierwiastkiem) oraz x # 2 (ze wzgledu na mianownik utamka).
Zatem dziedzina funkeji f jest zbiér D, = [0;2) U (2;00).

Cwiczenie 1
Okresl dziedzine funkcji f.

g) f(2) = 2=

a) flz)=va -8 Q) flz)= 7

b fo) = V=T e f() = 2

) flo) = vz ) Fl) = 2
Przyktad 2

Wyznacz miejsca zerowe funkeji f(z) = ji‘T‘*l

2

, .. .
Wzor funkeji f(x) = NCEST
funkcji f jest zbior Dy = (—1;00).

ma sens liczbowy, gdy z+1 > 0, zatem dziedzing

Réwnoéé 22 — 4 = 0 jest spelniona przez x = —2 oraz x = 2. Zauwaz, ze
—2 ¢ Dy, zatem jedynym miejscem zerowym funkcji f jest liczba 2.

Cwiczenie 2
Podaj dziedzine i miejsca zerowe funkcji f.

a) f(z) = 57 ¢) fla)= =5
b) f(z) = 225 d) f(z) = £

Cwiczenie 3
Podaj dziedzine i miejsca zerowe funkcji f.

R

|z +4

x2 —-25

b) fl@) = 5

3.9. Dziedzina funkcji. Funkcje wymierne
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Definicja

1”:9:} ., gdzie v i w s wielomianami (w # 0), na-

Funkeje postaci f(x) =
zywamy funkcja wymiernq. Dzmdzm@ takiej funkeji jest zbior wszystkich

liczb rzeczywistych x, dla ktérych w(z) # 0.

Cwiczenie 4

Okresl dzwdzmtc funkeji wymiernej f(x) = = m

v(x) Lw(x)=322—-6 d)v(z)=32"-2z+1, w(z)=2'+1
(z) =z —1, fL{r)— z! — 16 e) 'r'(.r)z 2 — 4, w(z) =2* - 22 + 2
(x) z, w(z) =4z +2? f) v(z) = z, w(z) =12+ T2 — 6

T

s

Przyktad 3
Okresl dziedziny funkeji: f, g i h, a nastepnie uprosé ich wzory.
2
Flai= u-[m—ﬁ, D, =R\ {0,1}, wzOr po uproszezeniu: f(x) = — -
Tl H i

g(z) = ok Y T - \{—1,1}, wzér po uproszczeniu: g(z) = —
- (x—1)(z+1)’ 4 dessg : z—1

oy — T(z—1) 5 . e S I
h(x) = oD D, =R\ {1}, wzdr po uproszezeniu: hx) = ==

Funkeje f, g, h opisane sa tym samym wzorem, ale maja rézne dziedziny.
Definicja

Funkeje f 1 g o przeciwdziedzinie R sa rowne, jesli majg te sama dzie-
dzing D oraz dla kazdego x € D zachodzi réwnosé f(z) = g(z).

Cwiczenie 5
Zbadaj, czy funkcje f i g sa réwne. Naszkicuj ich wykresy.
2
xz—-3

T 4+ 3

&) fle)= =, Glr) =i c) flz)= = g(z) = ﬁ
2 -1 T i 2 -

b) f(z) = oorr 9(@) = I_,_i d) f(z) = I2+ 11* 9(z) = o 3.T,1+1

Cwiczenie 6
Wryznacz sume funkeji wymiernych f i g oraz okresél jej dziedzine.
3 -2

a )= =, glr)= —
) f(z)==, g(z) = —;

b) f(x) = 2;’ ®, g(x) = ;I +m1 wymiernych sa funkcjami wymiernymi.

Suma, roznica, iloczyn i iloraz funkeji

B 148 3. Funkcje wymierne

Przyktad 4

Wyznacz iloraz % funkcji f(x) = ] g(r) = £ 2

z+1

Aby funkcje f, g oraz ich iloraz byly okreslone, musza by¢ spelnione warunki:
2-1#0, z+1#0, 22 +22#0,czyliz e R\ {-2,-1,0,1}.

flz) =  z?42x = T+l Loy, _ P . 1,
glzx) z2-1" 41 2 -1 z242x (z -1}11;._7_;4-”1']'13[::+‘2] (z=-1)(z+2)

Cwiczenie 7
Wyznacz iloczyn [ - g oraz iloraz i funkeji f i g. Okresl dziedziny iloczynu

i ilorazu.

r—2 T+ 2 4z2 —1 2.9
8) flo) =g 92)= 3 o) fla)= T3z 90 =3
dx — 2 2z -1 2 -4 a2 4z +
b) f(z) = 53—, g(z) = T d) f(z) = 5=, g(2) = "

Zadania

1. Okredl dziedzing i podaj miejsca zerowe funkeji f.

e | Az — 1) (z+1)(2x + 1
a) f(z)= 5 e T g) Flz) = ( }JEI:'.); +1)
a2 Gxr <49 3 (31'2+5.1'
b) f(z) = =——— d) f(2) = ——

2. Funkcja h dana jest za pomoca wzoru h(z) = f(x) + g(x). Okresl dzie-
dzine funkeji h, podaj jej miejsca zerowe 1 wyznacz zbidér argumentéw, dla

ktorych przyjmuje ona wartosci nieujemne.

a) f(x)= Tlﬁ glx) = 3:1_2 ¢) f(x)= 2; - i) = 3:; +1ﬁ
b) f(x) = qzil g(x) = 141 d) f(.__’:):-::z+z1 ol i z+_~;

3. Odczytaj z rysunku, dla jakich argumentow funkcja f przyjmuje wartosei
wigksze od wartosci funkceji g.

3.9. Dziedzina funkcji. Funkcje wymierne
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Podaj przyklad funkeji wymiernej, ktorej wykres przecina 0§ OY w punk-
cie (0,6) i ktérej dziedzina jest zbiér D.
a) D=R\ {3} b) D=R\ {-2,1} ay De BYy{1,2,3}

Dla jakich wartosci parametru k dziedzina funkeji f jest zbidr wszystkich

liczb rzeczywistych?

a) f(2) = e b) f(@) = o ©) f(2) = e —

kxr+1 T kxr + k&

Ponizej przedstawiono wykresy funkcji:

N T2tz +1 N =3z?2-10z+9
Hz) = —/75— 9(a) =

.1:2-4-2:!: 3

a) Okresl dziedziny funkceji f i g. Dla kazdej z tvch funkeji podaj jej prze-
dzialy monotonicznosci oraz argumenty, dla ktorych przyjmuje ona war-
tosel mniejsze od —3.

b) Podaj liczbe rozwigzan rownan f(z) = m oraz g(x) = m w zaleznosci

od parametru m.

; 3 —dx 3 -+ 252 + x4 2
Niech f(z) = o5 gle) = =

a) Okresl dziedziny i uprosé¢ wzory tych funkeji.
b) Rozwiaz réwnanie f(x) + g(z) — 2h(z) = 0.

¢) Rozwiaz nieréwnosé¢ f(x) - g(ax) — h(x) < 0.

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkeji:
4z2% — 8z + 3
f(;';;:] = J"‘E—J‘-IM
T 23

a) Podaj liczbe rozwigzan réwnania f(x) = m

w zaleznosci od parametru m.

b) Podaj liczbg rozwigzan réwnania f(z) = |m|

w zalezno$ci od parametru m.
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3.10. Réwnania i nierownosci
z wartoscia bezwzgledna (1)

Przyktad 1
Rozwiaz rownanie |3z — 4| = 2. Twierdzenie
3r—4=-2 lub 3x—-4=2

Jr=2 lub 3z=8

T = % lub =2

Jeslia > 0, to |z| = a
wtedy i tylko wtedy, gdy
= =g lnbz=1.

Cwiczenie 1
Rozwiaz rownanie.

a) |5z — 3| =2 b) 9z + 5| =4 c) |%.r—|—4| =6 d) |ﬁ— %.r| =]

Przyktad 2
Rozwiaz réwnanie |2z — 4| + |3z — 6] = 20. Twierdzenie
2z — 2| + 3|z — 2| = 20 la - b] = |a| - |b]
Sle—2|=20/:5
|l —2| =4

r—2=—-4 lub z—-2=14
r=—2 lub =26

Cwiczenie 2

Rozwiaz rownanie.

a) [t —3|+ |22 -6/ =9
b) |4z — 8|+ |2 — x| =5

¢) |[dx + 2| — 2z + 1|+ |6z + 3| =4
d) [6x+4|—[3z+ 2|+ |92+ 6| =8

Twierdzenie

Jesli a > 0, to |z] < a wtedy i tylko wtedy, gdy —a < x < a.

Przyktad 3

Rozwiaz nierownosc |2z + 3| < 5.

—5<2x+3<5/—3 Odejmujemy 3 od —5, od 2z + 3 i od 5.
—f8x Jps B o2
—d<e <1
€ (—4;1)

3.10. Rédwnania i nieréwnoéci z wartoécig bezwzgledna (1)
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Przyktad 4
Rozwiaz nieréwno$é |3z — 1| > 2.
3r—1< -2 lub 3x—1>2
3r < —1 lub 3x >3
r<—%+ lub z>1

3

z € (—o0;—3) U (1;00)

Cwiczenie 3
Rozwiaz nieréwnos¢.

a) [3z — 5| <2 c) 2z +4] <8
b) |4z —2| > 8 d) [z +z] <2
Zadania

Twierdzenie

Jesli a > 0, to |z| > a
wtedy i tylko wtedy, gdy
r < —alub z > a.

g) -3z +6|<9

9
7 h)|-2z-2|>3

1. Rozwigz rownanie.
a) Bz +1=5 ¢ |2z+1|=2
b) 2z -3|=1 d) [2—2z|=3
2. Rozwiaz réwnanie.
a) [3z — 6| =7+ |z — 2
b) |4z + 6] + |6 + 9] = 10
3. Rozwiaz nieréwnosc.
a) bz +2| <7 ¢ |zx+2|<1
b) Bz — 1| <2 d) |6z+2]>1

e) |[4z +5/ =0 g) |22 —1]=3
f) 20 —6|=—4 h) [2*-3]=1

¢) |6 —a|+|te—3|+ |20 -12|=7
d) |z —2|+ |2z — 4|+ |4z — 8| =7

e) 2z-3|>5 g) [2z—3|>0
f) Bz —1|>1% h)[4z—-1]<0

4. Wyznacz zbior liczb x spelniajacych podany warunek.

a) 3< 2z + 1| <5
b) 4<[2-3x| <7
5. Rozwiaz nieréwnosé.
a) |2z — 6|+ |3z — 9] <15
b) 4z — 2| —|2x — 1] > 6
c) 13x —=3|—]1—x| >8
6. Rozwiaz nieréwnosc.
a) vVaz —10x +25+ 2|z — 5/ <9
b) Vdx + 22 + 4+ 3|z + 2| > 20
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¢) —2<4—3lz| <3
d) 3<5—2[z[ <6

d) |z + 1|+ |3z + 3| <6—2x+1]
e) 2|z — 4|+ 3z — 12| < 4+ |8 — 2z
f) 2e+4|+1<[32+6|—|2+2|+2

c) 22+ 8| +vVr2+8r+16>1
d) V1—-2z+2%2 20 -2|+5<0

R 3.11. Réwnania i nieréwnosci

z wartoscia bezwzgledna (2)

Przyktad 1
Aby rozwiagzaé¢ réwnanie |x — 1| 4+ 3x = 7, rozpatrujemy dwa przypadki:

1° Je$lix —1 <0, czyli x € (—o0;1), 2° Jeslizx—12> 0, czyli x € [1;00), to
to réwnanie przybiera postac: réwnanie przybiera postac:

—(r—1)4+32=7 (x—1)+32x="7
—r+1+3z=7 4dr = 8
20 = 6 rT =2 2€(l;00)
r =3 3¢ (—o0;1), sprzecznoéé

Zatem rozwigzaniem réwnania |z — 1| + 3z = 7 jest liczba 2.

Cwiczenie 1
Rozwigz réwnanie.
a) lt—1| -2z =14
b) [x —1|+x=2

c) lt+4|+1=2x
d) [3—z|=2—-1

e) 2z 44| —2x =14
f) zlx —4] = 2% + 4z

Przyktad 2

Aby rozwiazaé nieréwnosé 2|z + 2| + = < 1, rozpatrujemy dwa przypadki:

1° JeSlix +2 <0, czylize(—o0;—2), 2° Jesli x+2 >0, czyli x € [—2;00),

to nieréwnos¢ przybiera postac:
2 +2)+x <1

to nieréwnos¢ przybiera postac:
—2(x+2)+x<1

—2r—4+zx<1 2r+4+ <1
-z <5 3r < =3
T > =9 Uwzgledniamy r<—1
T € [—5; —2) zalozenie. T < [—2; —1]

Zatem nieréwnos¢ 2|z + 2| + z < 1 zachodzi dla z € [—5; —1].

Cwiczenie 2

Rozwiaz nierownosc.
a) [z —2|—3z>1
b) 22 +6] +2 <3

c) lr—=5|<xz+5
d) |6+ 2| > 2z +6

e) |3—x| <x—|2x — 6]
f) |1 —z| <x+2?

3.11. Réwnania i nieréwnosci z wartoscig bezwzgledng (2)
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Przyktad 3 —{z — 2) r—2

' \
Rozwiaz rownanie 2|z| — |z — 2| = 1. = SOC -
0 2
1° Jesli x € (—o0;0), to rOwnanie przybiera postaé:
-2z —(—(x—2))=1
—2a+x—-2=1
—r =3
r=-3 -3¢ (—o0;0)
2° Jesli x € [0;2), to réwnanie przybiera postac:
2r — (—(z—2)) =1
2r4+x—2=1
3z=3
=1 1€]0:2)
3% Jesli & € [2;00), to réwnanie przybiera postaé:
X~ —2) =1
2r—x+2=1
r=—1 —1¢[2;:00), sprzecznosc
Zatem rozwiazaniami réwnania 2|x| — |x — 2| = 1 sa liczby —3 i 1.
—{x — 3) -3
Przyktad 4 i T
— =tk : & :
Rozwigz nieréwnosé |z — 3| + |z + 4] < 9. \ " =
—4 3

1° Jesli x € (—oo; —4), to nieréwnosé przybiera postadé:
~(z-3)— (z+4) <9
—2x < 10
T > —>
Po uwzglednieniu zalozenia otrzymujemy: x € (—5; —4).
2° Jesli x € [—4;3), to nierdéwnos¢ przybiera postadé:
—(z—3)+z+4<9
T8
Po uwzglednieniu zalozenia otrzymujemy: x € [—4; 3).
3% Jedli & € [3;00), to nierdwnosé przybiera postaé:
r—3+c+4<9
T <4

Po uwzglednieniu zalozenia otrzymujemy: x € [3;4).

Zatem nieréwnosé |z — 3| + |z + 4| < 9 zachodzi dla x € (—5;4).
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Cwiczenie 3

Rozwiaz rownanie.

a) |z +]z—3|=5 c) x|+ |z -2 =2z -2
b) l[r+4|—-|2—z| =6 d) |z|+|z+5 =2z +5
Cwiczenie 4

Rozwiaz nieréwnosé.

a) ||+ |z —2| < 4 c) lz+2|-3—z|<z-1
b) lx—1|4+|3—=z| >3 d) [z]| -5 —z|>x—2
Przyktad 5

Naszkicuj wykres funkeji f: R — R okreslonej wzorem:
f@) =le—1]+|c—3—6
Na podstawie wykresu podaj rozwiazanie nieréwnosdci f(x) = —2.

1° Dla z € (—o0;1):

fle)=—(x—-1)—(x—-3)—6=—2x—2 (5 —3) g m
2° Dla z € [1;3): —(x —1) : \ z —1
flz)=(x—1)—(z—-3)—6=—4 L 3 X

3° Dla z € [3;00):
flz)=(x—-1)+(z—3)—6=2z - 10

Wzér funkeji f mozemy wige zapisac

w postaci:

—2z—2 dlaz € (—o0;1)
fl)= —4  dlazr € [1;3)
| 2z — 10 dla z € [3; )

Nieréwnosé f(x) = —2 jest prawdziwa dla z € (—o0;0] U [4; 00).

Cwiczenie 5
Naszkicuj wykres funkeji f: R — R. Na podstawie wykresu podaj rozwiazanie
nierownosei f(x) < 4.

a) flx)=|z+3|+zx—-1 c) fl(z)=2z+ |1 — x|+ 2|z — 2|
b) f(z)=|z—-1|—-|z+1|+1 d) f(z)=|z|+ |z + 1| + |z — 2]

Cwiczenie 6
Oblicz pole obszaru ograniczonego osia OX i wykresem funkceji f.

a) fl(z)=|r+4|+ |z — 2| —10 b) flz)=|z+2|—|z| —=
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Zadania R 3.12. Roéwnania i nieréwnosci

1. Rozwiaz réwnanic. z wartoscia bezwzgledna (3)
a) lx+1|—|x| =0 c) |x|—|x—4] =2 e) lt—2|+r+2/=4

Przyktad 1
b) |x|+\az—|—5|:7 d) \:c—|—3|+\a:|:3 f) \2x+4|—\x—1\:3 Rozwiaz réwnanie |x31| = 1.
2. Rozwiaz réwnanie. Zaktadamy, ze x # 1.
a) VIZ 162190 |z -2/ == ¢) |z —2|— |z —3|+|z| =6 Mnozymy obie strony réwnania przez | — 1| i otrzymujemy:
=2
b) vVA—dz + 22+ Va2 =6 d) |4 — 2| —|z| = |z + 3| z -1
r—1=-2 lub z—-1=2
3. Rozwiaz nier6wnosc. r—=—1 lub = =3
a) v —3|+|z] <3 d) |3z — 6| — |z +2| <8 i
Cwiczenie 1
b) 1—zl-[1+z|>2 ¢) Va?+dr+4+|z[ <5 Rozwiaz rownanie.
c) v =5+ |r—1]>4 f) V9 —6z+ 22 —3> Va2 3 _ 2 _ -5  _ 1
) |z =5+ |z =1 ) 8) g = | b) o =5 O g =3 d) g5 =0
4. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj rozwiazanie nieréwnoéci f(z) > 0.
W) f@) =le—2+le+1-5 ) f@) =1~ |z -3 Prayidad2
Rozwiaz réwnanie !%‘ =1.
5. Przeczytaj podany w ramce przyktad. p| — Ipl
M Y prey Zaktadamy, ze x # 2. q lal 2 gdy ¢ # 0
Rozwigz réwnanie ||z| — 3| = 5. ’;f;" =1/ |x—2|
Jesli a > 0, to |x| = a wtedy i tylko wtedy, gdy x = a lub = = —a. 2+ 1| = |z — 2|
x| =3=5 lub |z|-3=-5 c+l=2—-2 lub z+1=—(z—2) Ip| = |q| oznacza, ze:
|z| =8 lub |z| = —2 sprzecznosé 1=—-92 lub 22=1 p=gqlubp=—gq

r=8lub x = -8

Pierwsze rownanie jest sprzeczne, z drugiego otrzymujemy rozwiazanie x = %
Rozwigzaniami rownania “x\ o 3} = 5 sa liczby —81 8. Uwaga. Rownanie z przyktadu 2. mozna tez zapisa¢ w rownowaznej postaci:
Rozwigz réwnanie. if; =—1 lub zf; =1
a) ||lz| —1| =1 ) [le+1]+5/ =4 e) [|2z+3|+3[=3 Ewiczenie 2
b) ||lz] +2| =3 d) ||z —3]—6| =2 f) ’|x|—1‘—1’:1 Rozwiaz rownanie.
6. Rozwiaz nieréwnosé. a) gi;;,’ =1 b) ‘_21;_81) =2 ¢ 5;__21‘ =4 d) gi:;" =0
a) ||z —3| <2 c) |lz+4]—3|>2 e) [|2—z[+5]<6 )
b) ||z] + 4| > 5 ) |2z —1]+2[>3 ) [T—[20+1]|>7 Cwiczenie 3~
a) Rozwiaz rownanie ‘x_ 3‘ = 2.
/. Rozwiaz rownanie. b) Naszkicuj wykres funkcji f(x) = —*5. Odczytaj z wykresu rozwigzania
a) ‘:U+\x| = |z| b) Hx|—1}:\x—1| c) !x—\x—l\‘:m—l\ réwnania |f(z)| = 2.
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Przyktad 3
Rozwiaz nieréwnosé

5

|3I—:::| > 1.

Zakladamy, ze x # 3. Poniewaz mianownik jest zawsze dodatni, mozemy obie

strony nieréwnosci pomnozy¢ przez |3 — x|. Otrzymujemy:

3—z| <5
—DLI—x<d
x € (—2;8)

Uwzgledniamy zalozenie i otrzymujemy rozwiazanie: z € (—2;3) U (3: 8).

Przyktad 4

Rozwigz nieréwnosé

e T
Zakladamy, ze x # 2. Poniewaz mianownik jest zawsze dodatni, mozemy obie
strony nieréwnoéci pomnozy¢ przez | — 2|. Otrzymujemy:
|z — 2| >1
r—2< -1 lub z-2>1
z<1 lub >3

Zatem x € (—o0; 1) U (3;00).

Cwiczenie 4
Rozwigz nieré6wnosc.

2 7 4] | 4 |
a) —— < ¥ s i X = K
1) = 1|>1 b) |I+2|a1 ():3E+1| 221 d) |1+m‘“‘3
Zadania
1. Rozwigz réwnanie.
: T o : 2 _ X 7 c—3| dr+41|
a) B 1|_2 ¢) 6 -3z 2 ) I+ﬁ‘_5 )‘ﬁ;r 1‘_
§] 1 2z -3 z—3 1
b) —— = ) —— = -2 f =2 1 = -
) |12z + 1| 3 d) |4z — 1| ) 5—-x l) 6 —2x 2
2. Rozwiaz nierownosc.
8 2 2 3
a) ——— <
1) 256 = L d) o9 <1 8) 2 Spaog 1!
1 1 -3 1
b) P > =3 e) T < 2 h) =T > Ba—d] 7
8 6 i 1 1
¢) — & —2 ) oe—— I || =
4 2z 1-2x ) T S Eoeay T3
) < ) >
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Rozwiaz nieréwnosé.

2r-3 e | 1 1
a =2 d ‘ -3 | ‘ £
) z—2 | ) z+1 g) |z + 4| - |z —2|
3—=x T+ 2 6 1
1 <
b) r+1 s ¢) 2x 3““"4 h) |4 - x| |2z + 1]
) r—1 T+ 3 . 2 1
C <0 f ‘ > 0 i
) :r+?‘h" ) -1 ) T f1|/|2;r+85
Przeczytaj podany w ramce przyklad.
Rozwiaz réwnanie — = 1.
|z —2
Zakladamy, ze x # 2.
5 3z :
1° Dla > 2 mamy Ig =1, czyli 3z =2 — 2.
i
Stad x = —1 — sprzeczne z zalozeniem, ze = > 2.
3 ;
2° Dla ¢ < 2 mamy i =1, czyli 3z = —x + 2.
H o
g
Stad z = 3.
Zatem rozwiazaniem réwnania ——— = 1 jest liczba %
I
Rozwiaz rownanie.
T 1 2
a) —— =1 b) —=x+ 2 C = —2
) |2z — 1| ) || T ) T — 3|
Rozwiaz nieréwnosé.
-1 l-=x 2
a) - |Z>U €] |<.’.U e) ‘-——1‘{3
|z| 2 2 1
Ly | ¥ A =
b) e 7 2 d) ™ 1|1<0 f) 2 Pz
Naszkicuj wykres funkeji f.
r—1 z|—1 T—1|
a T) = — b r)= —— C P =
) ) = &= ) f(z) = b2 ) f(a) = =

Zaznacz zbior A w ukladzie wspolrzednych.

a) A = {(ﬂ:,y) e R*: ﬁ > 11y %2}

b) A = {{I:y) € R*: |ﬁ—1rl = |r:—1|}

Na rysunku obok przedstawiono zbior

punktéw plaszczyzny, ktorych wspdl-
rzedne (x,y) spelniaja nieréwnosé:
(e

ly| < P 1

Oblicz wspotezynnik a.

3.12. Rédwnania i nieréwnoéci z wartoécig bezwzgledna (3)
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3.13. Wyrazenia wymierne -
zastosowania (1)

Przyktad 1
Licznik pewnego utamka jest rowny 6. Jesli licznik tego utamka zmniejszymy
o 2, a mianownik o 3, to wartos¢ utamka sie nie zmieni. Jaki to utamek?

Szukany utamek mozemy zapisa¢ w postaci %, wowczas nowy utamek bedzie

o ’ 6_2 . 4 . . , L
mial posta¢ >—, czyli —. Otrzymujemy wigc rownanie:

6 4 .
; = m, gdmexER\{O,?)}
6(x —3) =4x

=9
Zatem szukany utamek to g.

Cwiczenie 1

a) Licznik pewnego ulamka jest réwny 10. Jedli licznik tego utamka zwigk-
szymy o 20, a mianownik o 30, to warto$¢ utamka si¢ nie zmieni. Jaki to
utamek?

b) Dane sg dwie liczby dodatnie. Jedna z tych liczb jest o 3 mniejsza od
drugiej, a ich stosunek jest jak 75 do 100. Wyznacz te liczby.

Cwiczenie 2

a) Ola kupita cukierki A w cenie x zl/kg i zaplacita 24 zl. Ala kupila taka
samg ilo§¢ cukierkéw B, drozszych o 4 zt/kg, i zaptacita 30 zl. Ile kosztuje
kilogram cukierkéow A, a ile — cukierkow B?

b) Cena winogron to obecnie = zt/kg. Tydzien temu, kiedy winogrona byty
o 4 zt/kg drozsze, Tomek wydal na ich zakup 20 zl. Gdyby obecna cena
spadta o 1 zl/kg, to taka samag ilo$¢ winogron mozna by kupié¢ za 12 zl. Jaka
jest obecna cena winogron?

Zadania

1. a) Licznik pewnego ulamka jest o 3 mniejszy od jego mianownika. Jesli
licznik tego utamka zwiekszymy o 4, a mianownik o 7, to warto$¢ utamka
sie nie zmieni. Wyznacz ten utamek.

b) Licznik pewnego utamka nieskracalnego jest o 2 mniejszy od jego mia-
nownika. Jesli licznik tego utamka zwickszymy o 9, a mianownik o 5, to
wartos¢ utamka dwukrotnie wzrosnie. Wyznacz ten utamek.

I 160 3. Funkcje wymierne

2. a) Mama Bartka jest o 6 lat mtodsza od jego taty. Stosunek wieku mamy
i taty jest jak 8 do 9. Ile lat ma mama Bartka, a ile jego tata?

b) Magda ma 25 lat, a jej mlodsza siostra — 13 lat. Za ile lat stosunek
wieku Magdy i jej siostry bedzie réwny 27

3. a) Dany jest prostokat o bokach 32 cm i 51 cm. Jego krotszy bok skrécono

o x cm, a dtuzszy bok — o 3z cm i otrzymano prostokat, w ktérym stosunek
dtugosci bokéw jest réwny 3:4. O ile zmniejszyl sie obwdd prostokata?
Rozpatrz wszystkie przypadki.
b) Dany jest prostokat o bokach 30 cm i 18 cm. Jeden z tych bokdéw
wydtuzono o x cm, a drugi — o 2x cm i otrzymano prostokat, w ktérym
stosunek dtugosci bokéw jest réwny 5:9. O ile zwiekszyt sie obwod tego
prostokata? Rozpatrz wszystkie przypadki.

4. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Piotrek potrzebuje 4 godzin na pomalowanie ptotu wokét domu. Adam
te sama prace wykonaltby w ciagu 8 godzin. Ile czasu zajetoby im po-
malowanie plotu, gdyby pracowali razem, kazdy w swoim tempie?

Oznaczmy przez w prace, ktéra nalezy wykonaé. Wowcezas:

wo_

© — praca wykonana przez Piotrka w ciagu godziny,

§ — praca wykonana przez Adama w ciggu godziny,

w w __ 3 S . .
T+ % = zw — praca wykonana wspoélnie w ciggu godziny.
7 tego wynika, ze na wspdélne wykonanie pracy chtopcy potrzebowaliby:

.3 __ 8 __ 92

czyli 2 godzin i 40 minut.

Artur potrzebuje 10 godzin na pomalowanie pokoju, a Darek zrobitby
to w ciagu 6 godzin. Ile czasu zajetoby im pomalowanie pokoju, gdyby
pracowali razem, kazdy w swoim tempie?

5. Dwie koparki, pracujac razem, wykonuja wykop w ciggu 8 dni. Gdyby
pracowata tylko pierwsza z nich, wykop powstatby w ciggu 12 dni. Ile
czasu zajetoby wykonanie wykopu drugiej koparce?

6. Pierwsza koparka wykonala potowe wykopu w ciagu 6 godzin, reszte wy-
kopu wykonata druga koparka w ciggu 9 godzin. Ile czasu zajetoby wyko-
nanie wykopu, gdyby obie koparki pracowaty jednoczesnie, kazda w swoim
tempie?

3.13. Wyrazenia wymierne - zastosowania (1)
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3.14. Wyrazenia wymierne -
zastosowania (2)

Przyktad 1

Dwa samochody wyruszyty jednoczes$nie z Malborka. Kazdy jechal ze stata
predkoscia. Po pewnym czasie pierwszy znajdowat si¢ w odlegtosci 320 km,
a drugi — 240 km od tego miasta. Predko$¢ drugiego samochodu byta o 20 km /h
mniejsza od predkosci pierwszego. Oblicz predkosci obu samochodéw.

Oznaczmy przez vy 1 vy predkosci samochodéw w km/h. Wowczas:
320 240 Korzystamy ze wzoru t = 2,

v v1—20 gdzie t — czas, s — droga.

320(v; — 20) = 240v, stad v; = 80 oraz v, = 80 — 20 = 60
Predkosci samochodéw wynosity odpowiednio 80 km/h i 60 km/h.

Cwiczenie 1

a) Samochdd jadacy z predkoscia v pokonal odlegtosé 195 km. Samochdd
jadacy z predkoscia o 20 km/h wigksza pokonal w tym samym czasie 260 km.
Oblicz predkosci obu samochodéw.

b) Droga miedzy miastami A i B ma 350 km. Z tych miast wyruszyly jedno-
cze$nie naprzeciw siebie dwa samochody i jechaly ze stalymi predkosciami.
Pierwszy z nich jechal z predkoscia o 30 km/h wieksza niz drugi. Samochody
minety sie, gdy pierwszy pokonat % trasy miedzy miastami. Oblicz predkosci
obu samochodow.

Cwiczenie 2

a) Pociag ekspresowy jechal z predkoscig o 30 km/h wiekszg niz pociag oso-
bowy i przebyl trase dlugosci 360 km w czasie o godzine krétszym. Oblicz
predkosci tych pociagéw.

b) Trasa kolejowa z miasta A do miasta B ma 510 km. Z tych miast wyruszyly
jednoczesnie naprzeciw siebie dwa pociagi i jechaly ze stalymi predkosciami.
Predko$é¢ pierwszego byla o 10 km/h wieksza niz predkosé¢ drugiego. Pociagi

spotkaly sie w odlegtosci 270 km od miasta A. Oblicz predkosci obu pociggdw.
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@ b) Srednia predkosé jazdy samochodem z mia-

Zadania

1. Trasa rowerowa wokot jeziora ma dtugosé 12 km. Dwéch rowerzystow wy-
ruszyto jednoczesnie z tego samego miejsca i okrazalo jezioro w tym samym
kierunku w stalym tempie. Predko$¢ jednego z nich byta o 5 km /h mniej-
sza niz predkosé¢ drugiego. Do ponownego spotkania rowerzystéow doszto,
gdy szybszy z nich wykonatl 4 okrazenia jeziora, a wolniejszy — 3. Oblicz
predkosci obu rowerzystow.

2. Pocigg mial pokonaé¢ trase miedzy dwoma miastami w czasie okreslonym
w rozktadzie jazdy. Z powodu awarii zostal zatrzymany na pdét godziny
na stacji posredniej. Pozostate 120 km przejechal z predkoscia wieksza
0 20 km/h i dzieki temu nadrobil powstale opdznienie. Oblicz, jaka po-
winna by¢ $rednia predkosé pociggu zgodnie z rozktadem jazdy.

3. Dwaj rowerzysci wyjechali jednocze$nie na trase dtugosci 36 km. Predkosé
pierwszego rowerzysty byla o 6 km /h wieksza niz predkosé drugiego, wiec
pokonal on trase w czasie o godzine krétszym niz drugi. Oblicz predkosci
obu rowerzystow.

4. Tomek przejechat na rowerze 32 km szosa i 20 km polna droga w czasie
2 godzin i 40 minut. Predko$¢ jazdy po szosie byla o 20 km/h wieksza od
predkosci jazdy po polnej drodze. Oblicz predkos$¢ na szosie i predko$é na
polnej drodze.

5. a) Samochéd przejechal droge dlugosci 120 km. Gdyby jechat z predkoscia
o 30 km/h wieksza, to czas jazdy bylby krotszy o 54 minuty. Jaka byla
predkos$¢ samochodu?

b) Samochdd przejechal droge z miasta A do miasta B o dlugosci 240 km
z predkoscig v. W drodze powrotnej przez godzine jechat z predkoscia v,
a nastepnie zwiekszyl predkosé o potowe, w rezultacie droge powrotna
przejechat w czasie o godzine krotszym. Wyznacz predkosé v.

a) Samochéd przejechal droge z miasta A do miasta B ze $rednig predko-
Scia 40 km /h. Z jaka $rednia predkoscia powinien jechaé¢ w drodze powrot-
nej, aby jego érednia predkosé w czasie calej podrézy wyniosta 60 km/h?

Srednia harmoniczna

sta A do miasta B wyniosta v; km/h, a podczas liczb dodatnich a i b
drogi powrotnej v, km/h. Wykaz, ze Srednia nazywamy liczbe:
predkos¢ liczona dla catej podrézy jest rowna dry =

2+

o=

sredniej harmonicznej predkosci v; i vsy.

3.14. Wyrazenia wymierne - zastosowania (2)
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Vv

Powtorzenie

B Zestaw |

1. Na rysunku przedstawiono wykres funk-
cji f(x) = 2. Oblicz a.
a) Ktére sposroéd punktow: I’(—S, —g),
Q(% 12), R(\/?, \/3) naleza do wykresu

funkcji f7?

b) Odezytaj z wykresu, dla jakich argu-
mentow funkcja [ przyvjmuje wartosci
wicksze od —3.

¢) Rozwiaz nieréwnosé f(x) < 4.

2. Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Podaj dziedzine funkcji ¢ i réwnania

asymptot jej wykresu.
F 2wl = 2
a) fl@) =2, gla)=2+1

b).fla) = = glae) = _,j, -2

T

1

¢) fl@)=1,
d) f(z) ==

9(x) = —
1

T+ 2

, 9(z) = —

3. Naszkicuj wykresy funkcji: f, g i h. Podaj dziedzine i zbior wartosci kazdej

z tych funkeji.

2 2
a) Jlz) = = glzx) = =— hiz) = —=]
3 3 3
B flgl== gle) =7 ME) =51
2 2 2
¢) f{:{r}:—;, 'g{ﬂ:):_;;+2’ f:..(:xr):—m+2+3

4. O jaki wektor nalezy przesunaé¢ wykres funkeji g(z) = Jj—, aby otrzymad

wykres funkcji f7 Naszkicuj ten wykres.

a) f(z) = mia 433 b) f(z) = ﬁ il

0) f(x) = =

r—1

5. Podaj wzoér funkeji, ktorej wykres otrzymamy przez przesuniecie wykresu

funkeji f o wektor . Naszkicuj wykres tej funkcji.

1

T

a) f(z)=2, @ =[-2,3] b) f(x)

6. Wyznacz ze wzoru podana zmienna.

2 1
a) L =, b c) iy R
a b a a
E R - 2
b) = = Hﬂ, T d) -m('rr.i.. — -—) =2, B
= T L
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,u = [2,-3]

10.

11.

12.

13.

Rozwiaz réwnanie.

; ; : 1 2
a) —— =12 d) 2=z Y = s
r—1 T+ 2 T -+ 2 r+1
1 . . 4 . 4
b) rtlo g) —=x—3 h) i =0
3—z r -4 -2 T+ 2
2z -7 2z 410 r—3 x40
(f) @ = 0 f) 45 == ! 1) l—x T =+ 2 0
Rozwiaz réwnanie.
2 4 5.0 2 _. :
x4 0x T 2a T 2x — 8
a) —— = d) ———— = ) ——— =
:] 2 — 6z 0 ) 2 —dr 4+ 4 0 ?") 2 —x -2 0
2 2 _ 2 ;
T 4 - 3 da 1249 o T To+12 o
h) r? 4 2r =0 L) 3r — 2x2 =0 h‘) 2 — 6z + 8 o
2 2 T A
T 3z S 2 . 3z + T+ 2
C) ——— = f) ———— = i) ———— =
) 222 — 18 0 ) dz2 4+ 4z + 1 0 ) 222 + 5z + 2 0
Podaj dziedzing wyrazenia, a nast¢pnie je uprosc.
2 2
i} ; 3z T -+ 2 s = 5
a) = h) I.+T c) s d&
T4+1 2 - 3z 2 45z +6 3 + 125

a—I

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = 2=—=. Wyznacz wspdélrz¢dne punktéw,

w ktorych wykres funkeji f przecina prosta y = 2 oraz prosta y = .

a) d=2 b) a=—1 €) = d) a= -2
Na rysunkach przedstawiono wykresy funkeji f(x) = Tiz i g(x)= 3::__;

a) Dopasuj wzor do wykresu. Podaj miejsca zerowe funkeji f 1 g.

b) Rozwiaz rownania: g(x) = = oraz f(x) = —=z.
Naszkicuj wykres funkeji f i odezytaj rozwiagzanie nierownosei f(xz) > 1.

jl_c dlaz >0 _f—. dla x < —1
b) f@) = |

_% d_la T < 0 (fllél xr > _1

Naszkicuj wykres funkcji f. Rozwiagz réwnanie f(z) = .

a) f(z) =21 ) flz)= = e) flz)=2+ =5 .

T l=-=x r+3
r+3 2z -1 2—:
b) fle)= z - d) flz) = :+ : f) f(z) = - z
Powtdrzenie
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Zestaw Il

Rozwigz nieré6wnosé.

r—= -3 1 1
€ = 5 - - I
1) = 3,.’0 c) i 2 e) x E{D
r+ 2 T+ 2 l
b)x_l_ﬁ-f_o d}I . o2 f) T+ —>2

Rozwiaz nierownosé.

.y T(z+3) < : z(zx —1) ; z2(z + 2) e
a) e ) (z+2)(z+1) 0 ¢) (z ﬁ){3m+2}”’0

3r—4 2z -1)(z + 1) (z+5)(3z - 2)
= <
b) z(z-5) = 0 d) r(xz + 3) >0 f) 36z —4) 0
Rozwigz nierownosé.
(2z — 1)2 T+ 2 )
a) —— < 3 ) —— =
d) 4x2 -1 RO (} xz-dx{ﬁ OJ $2+21' XD
2 -1 2r—1 ;:r:2+:: 2
% % —_ —— %
b) 5a:+1n”'0 d) e Pl f) r2 4 2z 3 <0
Rozwigz nierownosé.
1 1 r—2 T—23 T+ 3 r—1
d) T 3{.7:+3 h} T 5+.7: 1}2 (J) T2 - 21 x2+23:f0

Wyznacz zbiory: AU B, AN B oraz A\ B.
a)Az{:}:ER::};}E-},Bz{IER: :: 5.1;_2}

=1

r+ 2

b)A:{:f:EJR:%{1},32{:{:ER:w;}ﬂ}

Rozwigz rownanie.

a) [dz|+22=3 d)|z—-1|+|x—3|=2 g) le—1+|z—-5|=4
b) [t+3|—2z=T7 e) [2e—1|+|z—5|=6 h) dlz+ 1|+ |z —1| =2
¢) 1-z|+1=2 ) 1-3z|—-|z+6/=-3 i) |[z2-7=2—-|4- z

Wyznacz liczby naturalne x, ktére spelniaja ponizszy warunek.

3 1 5 xz — 10
: LI B
LJO{RI--... h)‘m =

T

> 2 c) o 954 |

Wyznacz zbior wartosci funkceji f.

d) f(”—"} — i 2 1 h) f{:{:) = V3z —1

4r —1 T+ 3
Rozwigz graficznie réwnanie f(x) = g(x).

1 2
a) f(z)=—, glz) =2 ¢) Flg)= —, g(z) = |z|

4 1 1 z—1)2
b) f(z) = =, glx) = =z + 1 d} if[e) = = -1, glz) = (I 1)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Rozwigz graficznie réwnanie f(x) = g(x).
, N, o . -
&) flx) =<=2* glx) — : , g(x =
Rozwiaz graficznie réwnanie f(x) = g(z).

2m—2

a) fl) =222, gla)=—5  b) fla)=

Podaj wzor funkeji homograficznej, ktorej

wykres przedstawiono na rysunku obok.
a) O jaki wektor nalezy przesunaé¢ ten wy-

kres, aby otrzymac¢ wykres funkcji g7
-3
T -+ 2

g(z) =

b) O jaki wektor nalezy przesunaé¢ ten wy-
kres, aby osiami symetrii otrzymanej hiper-

boli byly proste: y=x —4iy=—x — 27
Naszkicuj wykres funkeji f(x) = ?— Dla jakiej wartosdci parametru m prze-
dzial (—8;0) jest zbiorem rozwigzan nieréwnosei j— <m?

Dla jakich wartosci parametru m wykresy funkcji f(z) = == ig(z) = mx
maja dokladnie jeden punkt wspdlny?

Dla jakich wartosci parametru m wykresy funkeji f i g nie maja punktow

wspolnych?
a) flz)= g(z) = —mz c) flx)
b) f(z) = d) f(z)= _mT3 glx)=xz+m

Dla jakich warto$ci parametru k réwnanie ma dwa rozwiazania ujemne?

a) (k+1a?—2kz =k —1 b) (k—1)2? - (2k—1)z+k—-2=0

m ek T — 1\
= =, glz)={m~—1)z
e
= glx) = mz

Dla jakich warto$ci parametru k& dziedzina funkeji:

f@)=+(k—-1)z®+2(2k — 1)z + 5k — 1

jest zbior liczb rzeczywistych?

Dla jakich wartodci parametru m dane proste sa rownolegle, a dla jakich

prostopadie?
i g 1—-m 1 ok m 4 1
al 4y = £ v 1 Yy = I b Yy = = A — 1 Yy = I
) Y m =1 +3 Y -2 ) Y 1—m?2 # Y mo—-1

Dla jakich wartosci parametru m nierdwnosc¢ jest prawdziwa dla kazdego
x € R?

2 ) ¥ e
a) m;:+2 ~ 0 b) 3r°-2z+1 <0 (:)* [mz 3Nz+3 - o
x4+ 1 -Ec 4+ —2

2 +mr—1

Powtarzenie
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Zadania z kontekstem realistycznym

1.

Dwie kopiarki o réznej wydajno$ci, pracujac jednoczesnie, skopiowaly pew-
ng liczbe ulotek. Skopiowanie tylu ulotek zajetoby pierwszej z nich trzy
razy wiecej czasu, a drugiej — o 4 minuty wiecej. Jak dlugo trwato kopio-
wanie ulotek?

Dwbch egzaminatorow, pracujac jednoczesnie, sprawdzilo wszystkie testy
w ciggu 12 godzin. Gdyby najpierw pierwszy egzaminator sprawdzit po-
towe testow, a potem drugi — pozostala czesé, praca zajetaby im 25 godzin.
[le czasu zajetoby samodzielne sprawdzanie wszystkich testow kazdemu
z egzaminatorow?

Zbiornik mozna napeini¢ woda z dwoch rur jednoczesnie w ciggu pot go-
dziny. Napetnianie zbiornika jedna z tych rur trwa o 11 minut dtuzej niz
napetnianie drugg rura. Ile czasu zajmie napetnianie zbiornika wytacznie
druga rurag?

Woda do basenu moze wpltywac¢ z trzech kranéw. Jezeli odkrecimy jedno-
czesnie krany pierwszy i drugi, to napelnimy basen w ciagu 9 godzin, jezeli
odkrecimy krany drugi i trzeci — w ciggu 12 godzin, a jezeli krany pierwszy
i trzeci — w ciggu 18 godzin. W jakim czasie napelnimy ten basen, jesli
odkrecimy jednoczesnie wszystkie trzy krany?

Jeden z pasazerow spoznit sie na autobus jadacy na lotnisko odlegte o0 20 km
i wsiadl do takséwki 5 minut po odjezdzie autobusu. Autobus i taksowka
dojechaly na lotnisko jednoczesnie. Z jaka predkoscia jechat autobus, jesli
wiadomo, ze autobus i taksowka jechaty ze statymi predkosciami, a pred-
kos¢ taksowki byla o 20 km /h wigksza od predkosci autobusu?

Odleglosé kolejowa miedzy miastami A i B wynosi 210 km, a odlegtos¢
drogowa miedzy nimi jest rowna 175 km. Pociag wyjechal z miasta A do
miasta B o godzine poézniej niz autobus. Oba pojazdy poruszaly sie ze
stalymi predkosciami. Pocigg przebyl calg trase z predkoscia o 40 km/h
wieksza, niz wynosita predkos¢ autobusu, i dotart do miasta B 10 minut
wcezesniej. Oblicz predkosé kazdego z pojazdow.

Ze stacji A i B wyjechaly jednoczesnie naprzeciw siebie pociggi osobowy
i pospieszny. Pociag pospieszny przyjechat na stacje B o 2 godziny wczes-
niej niz pociag osobowy na stacje A. Jak dtugo jechal pociag osobowy, jesli
obydwa pociagi jechaly ze stata predkoscia i spotkaly sie po 80 minutach
od chwili wyjazdu?
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Sposob na zadanie

Przyktad
Rozwigz nieréwnosé

r—2 .
—3 < 1, gdzie x # 3.

Aby rozwiazaé to zadanie, mozemy postapi¢ na rézne sposoby.

I sposéb

Rozpatrujemy dwa przypadki ze wzgledu na znak mianownika.

1° x—3<0, czyli z € (—00;3)
202 o1/ (z—3)

z—3
Zmieniamy zwrot nierownosci.

2° £ —3>0, czyli z € (3;00)

20 —2
— <1/-(z-3)

Nie zmieniamy zwrotu nierownosci.

20 —2>x—3 20 —2<x—3
x> —1 r < —1
Zatem x € (—1;3).
2x — 2
xr—3

Sprzecznosé z zatozeniem.

Niero6wnosé

< 1 jest prawdziwa dla x € (—1;3).
I1 sposdb

Mnozymy obie strony nieréwnosci przez kwadrat mianownika utamka.

22 <1/ (2 —3)
(22 — 2)(z — 3) < (z — 3)2
2z —2)(x —3)—(x—3)* <0
(@ —3)((20—2) — (z—3)) <0 N\ S
(x—=3)(z+1)<0 -N - A X

(x—3)2>0

20— 2
x—3

Nier6wnosé < 1 jest prawdziwa dla x € (—1;3).

I11 sposdb
Postepujemy nastepujaco:

20 — 2
xr—3
2x — 2
T2 _1<0
xr—3
2x — 2 x—3

r—3 _:1:—3 <0

r+1
po— <0

Wykorzystujemy fakt, ze iloraz i iloczyn maja ten sam znak, i rozwiazujemy
nier6wnosé¢ (x — 3)(z + 1) < 0, tak jak w II sposobie.

<1

2x

_32 < 1 jest prawdziwa dla x € (—1;3).

Odpowiedz: = € (—1;3)
=» Zadania 4, 9, str. 174

Nierownosé

J

Sposéb na zadanie
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Przed obowiazkowa matura z matematyki

W zadaniach 1-10, 13.2 1 15.2 wybierz wlasciwa odpowiedz spoérdéd podanych.

Zadanie 1 (0-1)

Liczba 3 jest miejscem zerowym funkeji f(x) = % + g dla
A.p=-3,9q=0 C.p=4,q=-3

B pr=idog=—ri] I 5= TLug=—s32

Zadanie 2 (0-1)

Funkecja rosnaca w kazdym z przedzialow (—oco; —2) i (—2;00) jest funkcja

5 6 2.3 2+ V5
A. f(ﬂf)zlzjzz B. f(z T T2 C. flz) = m:z D"f(m):TjT

Zadanie 3 (0-1)

Miejsce zerowe funkeji f(x) = E ”+ =+ 1, ktorej

wykres przedstawiono na rysunku obok, jest

rowne 5. Zatem
A.o=2ib=2 C.n=3ib==2
B.a=-2ib=2 D.a=-3ib=-2

Zadanie 4 (0-1) X

Punkty P(1,2) i Q(3,4) naleza do wykresu
3 NN mEn
3 2

B. _f{,.!,)—m—,—z—t—l D. _f{,.!,)—$+3—1

Zadanie 5 (0-1)

Jedli 22— 222 — (), to

~_ (rn=2)(n+1) _ (n+2)(n—-1) _ n?44 _ n“-4
Aug= (rn+2)(n—-1) B. o= (n—2)(n+1) * & n2 41 D. = n<—1

Zadanie 6 (0-1)

Rozwigzaniem réwnania ::% = H jest liczba
7 5 4 1
R B. —3 C. —3 D. —5
Zadanie 7 (0-1)
Liczby —5 1 1 sa rozwigzaniami rownania
8 — 8z Gx 4+ 30
=T — 58 = i
- 3 p—— + 5
2 -6z s 4+ 5 &
Z=2-3 D. ZX° =z +5
T+ 1 z+1
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Zadanie 8 (0-1) 0
Wykresy funkcji f(z) = £ i g(z) = bz przeci-
naja sie w punktach P(3,1) i @Q(—3,—1) (rysu-
nek obok). Wynika stad, ze a + b jest réwne

A. -22 B. 0 C. 33 D. 6

Zadanie 9 (0-1)

- # Fa 3 o == 1 2 = .
._]{}(111}'111 Z TOZWI1AZAal rownanila j—_ﬁ = = jest
3—+5 3—+11 3—+13 3a—+17
A, = B. i= Q. = D, i=

Zadanie 10 (0-1)
2

& R 5 & F s =T —23 % 3 = -
Ll[';Zk)a- (1] ]{‘:‘ht I'UZWI'(!:ZEII].IL‘-IH. IrOowIlalla '1_2 — D-,. i ll[.‘-Zhﬁ, b ]L’btl I‘()Z“’l?%ZEtIll(-EHL

3
’ . = —12 . " . #
rownania —";ffu— = 0. Suma liczb a i b jest réwna

q
A. 5% B. 5 C.5 D. 5

paral) | S
=3

Zadanie 11 (0-1)
Dane sg dwa wyrazenia wymierne F' i G okredlone dla x € R\ {—3,-2,2,3}.

-.F_r_1-2+’11'+¢1 G_.‘]’,“z 6.’]’.'""9
o T2 —4 # o 2 -9

Dokoncz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz
odpowiedz 1., 2. albo 3.

lloczyn F' - G jest rowny

2 + 5 -6

2
T r—6 1. o TR
A | Fre-e 2 tBE
: o 2 - 5x+6
a iloraz — jest rowny 9. -
. G : x4+ hHx+6
r“+4+xr—6
B. —5 24+ 5z 46
e +x+ 6 3.

2 - 5r+6"

Zadanie 12 (0-1)
Dane jest réwnanie | + V2 | = 24/,

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest

prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Wszystkie rozwigzania tego rownania

sa liczbami niewymiernymi. P F
naleza do przedzialu (—2;2). P F

"
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Przed obowiazkowa matura z matematyki

Zadanie 13
Dane sa dwa wyrazenia wymierne P i @ okreslone dla x € R\ {—3,3,4}.

+ 4 2 - 3z
P==2r_ Q0=
g g2’ Q T -4

Zadanie 13.1 (0-1)
Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

¥ - . . . s m .
Dl = —'—;- oba wyrazenia przyjmuja wartodci dodatnie. P
(¥ - . . - & .
Bla:g = 5} oba wyrazenia przyjmujg wartosci ujemne. P

Zadanie 13.2 (0-1)

. . . . 2
lloczyn wyrazen P i Q zapisano w postaci —Z +kz __

TR CIE gdzie k jest liczba rze-
czywista. Wynika stad, ze
A. k=-6 B. k=—-4 O bi=d D. k=6

Zadanie 14 (0-2)

Dokoncz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich otrzy-

mane zdanie bylo prawdziwe.

Dla argumentu réwnego —2 wartosé rowna —1 przyjmuje funkcja

A flo) =222k C.fe)="EF B I@-F
T =+ d 3zx-—-1 i |
B. f(2) = 5 D. f(z) = — F. f(z) = 7=

Zadanie 15 B
Dana jest funkcja f(x) = %:_i’j gdzie z € R\ {V2}.

Zadanie 15.1 (0-2)

Whisz obok rozpoczetych zdan w tabeli ponizej wlasciwe odpowiedzi wybrane
sposrod A-E.

Funkcja f dla z = v'2 — 1 przyjmuje wartosé rowna 7
Funkecja f dla 2 = V2 4+ 1 przyjmuje warto$é¢ rowng s
A. -1-v2 B. -2+ V2 C. 2v2 D.1-v2 E. 2+ V2

Zadanie 15.2 (0-1)
Wykres funkcji f przecina osie ukladu wspétrzednych w punktach (a,0) i (0,5).
Iloczyn ab jest rowny

A, —L B. -2 . 2 D. 2+/2

2
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Zadanie 16 (0-2)
Dana jest funkcja f(z) = 2, gdzie z € R\ {0}. Do jej wykresu nalezy punkt
{2\/5 — 3, 25 + 3). Oblicz a.

Zadanie 17 (0-2)
Rozwigz réwnanie |z — 1 + \f§| =3 - 1.

Zadanie 18
Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
ciifle) = —;;- + b.

Zadanie 18.1 (0-2)
Oblicz najmniejszg wartosé funkeji f w prze-

dziale [l:_ ﬁ] :

2

Zadanie 18.2 (0-2)

Rozwiaz rownanie f(z) = x.

Zadanie 19 (0-2)

Rozwiaz réwnanie — L
v 2z

-4 T r—2/2°

Zadanie 20 (0-3)
Uzasadnij, ze do wykresu funkeji f(x) = %—!— 1 nalezy dokladnie szesé¢ punktow

o obu wspolrzednych catkowitych.

Zadanie 21 (0-4)

Dane sa dwa prostokaty: jeden o bokach x ecm i (z+4) cm oraz drugi o bokach
(z+4) em i (2x+2) cm. Stosunek dlugoscei krétszego boku do dluzszego boku
dla obu prostokatow jest taki sam. Oblicz sume pol tych prostokatow.

Zadanie 22 (0-4)

Pierwsza polowe trasy pociag przebyl z predkoscia v, a druga potowe — z pred-
koscia dwa razy mniejsza. Cala trasa ma dlugoséé 140 km. Wyznacz wzor opi-
sujacy zaleznosdé¢ miedzy czasem ¢, w jakim pociag przebyl cala trase, a pred-
koscia v. Oblicz ¢ dla v = 120 km /h.

Zadanie 23 (0-4)

Kajakarz plynie po stojacej wodzie z predkoscia 10 km/h. Gdy plynal z pra-
dem rzeki, pokonal trase o 50% dluzsza, niz bylby w stanie pokona¢ w tym
samym czasie, gdyby plynal pod prad. Oblicz predkosé pradu rzeki.

Przed obowiazkowa maturg z matematyki
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Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1 (0-2)

Stosunek dtugosci bokéw prostokata P; jest rowny 6:5. Jesli kazdy bok tego
prostokata skrocimy o 2%, to otrzymamy prostokat P,, w ktorym stosunek
bokéw jest réwny 4:3. Oblicz obwdd prostokata P;.

Zadanie 2 (0-3)
Liczba x; jest dodatnim pierwiastkiem rownania 5-*— = ”3’12. Udowodnij, ze

1 3x —
prostokat o bokach x; i 1 jest podobny do prostokata o bokach 1 i %5

Zadanie 3 (0-4)
Liczba xq jest miejscem zerowym funkcji f(x) =
[z — x| + |2 — | = 1.

14
2x — 1

— 3. Rozwiaz réwnanie

Zadanie 4 (0-3) = Przykiad, str. 169
Liczba a jest najmniejsza, a liczba b najwigksza liczba naturalng spetniajaca

z2 466 : a
5 S 14 Wyznacz iloraz .

nieré6wnoscé
Zadanie 5 (0-5)
—x2 —6x

. . . . , . , ;. 3
Zbior A jest zbiorem rozwigzan nieréwnosci “5—5—

rozwigzan nieréwnoéci L2 < 0. Wyznacz zbiér A\ B.
x2—4

> 0, a zbiér B — zbiorem

Zadanie 6 (0-3)
Dana jest funkcja homograficzna f(x) = ’gf—j Dla jakich wartosci parame-
tru m funkcja ta jest rosnaca w kazdym z przedziatéow: (—oo;m) i (m;o00)?

Zadanie 7 (0-5)
Wykres funkcji g jest symetryczny wzgledem prostej x = —1 do wykresu
funkcji f(x) = 2=2£. Rozwiaz nieréwnosé¢ f(z) — g(z) > 0.

Zadanie 8 (0-4)

Naszkicuj wykresy funkcji f(z) = %2

2 -5x+6

I
~
L~
&

oraz g(r)

Zadanie 9 (0-4) = Przykiad, str. 169
Miejsce zerowe funkcji homograficznej f(x) = %*3}’ jest réwne %, a asymp-
tota pozioma wykresu tej funkcji przechodzi przez punkt (2,—2). Rozwiaz
nieréwnosé¢ f(z) < x4+ 1.

Zadanie 10 (0-3)

Z miasta A do oddalonego o 550 km miasta B wyruszyt samochdd jadacy
z predkoscia v km/h. Godzine pézZniej z miasta B ta sama droga wyruszyt
samochod do miasta A z predkoscig o 20 km/h wieksza. Samochody te minety
sie w odlegltosci 280 km od miasta A. Oblicz predkosci obu samochodéw.
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4 Trygonometria

Jedng z funkcji trygonometrycznych omawianych w tym
rozdziale jest funkcja sinus — stowo to po lacinie oznacza
zagiecie, zatoke. Jesli znamy warto$¢ sinusa kata o (w skro-
cie sin o) oraz dlugosé przeciwprostokatnej ¢ trojkata pro-

stokatnego, mozemy obliczy¢ dtugosé przyprostokatnej a

(rysunek obok), korzystajac z réownoéci a = csin a.
Na przyktad, chcac sie dowiedzieé, na jaka wysokos¢ siegnie drabina strazacka
o dtugosci 40 m podniesiona pod katem 65°, wykonujemy mnozenie 40-sin 65°.
Poniewaz sin 65° ~ 0,9, wiec wysokos¢ ta jest réwna okoto 36 m.




4.1. Trojkaty prostokatne

Twierdzenie Pitagorasa

Suma kwadratéw dtugosci przyprostokatnych trojkata
prostokatnego jest rowna kwadratowi dtugosci przeciw- c b
prostokatnej:

a? + b2 = ¢2 a

Istnieje wiele dowodow tego twierdzenia. W ponizszym dowodzie korzystamy
z wlasnosci podobienstwa tréjkatow.

Dowaod

Rozpatrzmy trojkat prostokatny ABC' o przyprostokatnych a i b oraz przeciw-
prostokatnej ¢. Prowadzimy w nim wysokos¢ CD (rysunek ponizej). Na pod-
stawie cechy KKK stwierdzamy, ze trojkaty CBD, ACD i ABC sa podobne.
Z podobienstwa trojkatow ABC' i CBD otrzymujemy:

a__ 2z B
ac2 _ Cax : XY D . v 16

Z podobienstwa tréjkatéw ABC i ACD °

otrzymujemy: Yy “
b_y a
c 0 a 8
b*=cy A b C

Zatem a® +b* = cx + cy = c(x +y), ale  +y = ¢, czyli a® + b* = 2.

Cwiczenie 1
Oblicz dlugosé¢ przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego o przyprostokat-
nych a i b.

a) a =30, b =40 c) a=2v2-1,b=2V2+1 e) a=b
b)a:\/g,b:2 d)a:\/_—\/ib:\/g—i-\/g f)a:%:Z

Cwiczenie 2
Oblicz =z.
a) 5
oL 2
/]
6 X
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Aby sprawdzié, czy dany tréjkat jest prostokatny, mozna wykorzystaé ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Jezeli suma kwadratow dlugosci dwoch bokow tréjkata jest réwna kwa-
dratowi dtugosci trzeciego boku, to trojkat ten jest prostokatny.

Dowod

Rozpatrzmy tréjkat T' o bokach dlugosci a, b, ¢ takich, ze a® + b* = ¢?, oraz
trojkat prostokatny 77 o przyprostokatnych dtugosci a i b.

7 twierdzenia Pitagorasa wynika, ze przeciwprostokatna c, tréjkata 7T spelnia
warunek ¢ = a® + b*. Zatem ¢, = c.

Oznacza to, ze trojkaty T i T sa przystajace na podstawie cechy BBB. Zatem
trojkat T' jest trojkatem prostokatnym.

Cwiczenie 3
Sprawdz, czy trojkat o podanych bokach jest trojkatem prostokatnym.
a) 3,4,5 b) 6, 8, 10 c) 5,9, 11 d) 2,4, 2v/5

Szczegbdlne znaczenie ma trojkat prostokatny bedacy polowa kwadratu, czyli
trojkat o katach 45°, 45°, 90°.

D C
Przekatna kwadratu o boku diugosci a jest réwna a+/2. &%
\ a
. /7]
Cwiczenie 4 A a B

a) Uzasadnij podane wyzej twierdzenie.

b) Oblicz obwéd trojkata prostokatnego rownoramiennego, ktérego pole jest
réwne 72 cm?.

Drugi wazny tréjkat prostokatny to tréjkat bedacy polowa tréojkata rowno-
bocznego, czyli trojkat o katach 30°, 60°, 90°.

C
Wysokosé trojkata réwnobocznego o boku dtugosci a
jest rowna aT\/E. a/ p a
Cwiczenie 5 1 B\ 1
a) Uzasadnij podane wyzej twierdzenie. 4 3¢ D a0 B

b) Oblicz obwdd tréjkata réwnobocznego, ktorego wysokosé jest réwna 6 cm.
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Cwiczenie 6
Oblicz obwod trojkata ABC.

a) C b) C© c) C
V2 6 :
By 45° 2\ By 45°
A B A 6 B A B
Cwiczenie 7

Oblicz obwodd tréojkata ABC.
a) C b) C c) C
2V 2 @
s . . 30°
A B A B A 3 B

Zadania

1. Oblicz pole tréjkata prostokatnego rownoramiennego, ktorego:
a) obwdd jest réwny 6(1 + /2),
b) przeciwprostokatna jest o 2(v/2 — 1) dtuzsza od przyprostokatnej,
c¢) srodkowa poprowadzona na przyprostokatna ma diugosé 44/5.

2. Roznica dtugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatnego jest rowna
12 — 4+/3. Jeden z katéw ostrych tego tréjkata jest dwa razy wiekszy od
drugiego kata. Oblicz pole tego trojkata.

3. Oblicz z i y.

4. a) Najdtuzszy bok tréjkata réwnoramiennego ma dtugoéé 84/3 cm, a jeden
z jego katow ma miare 120°. Oblicz obwdd tego trojkata.
b) Katy ostre trdjkata maja miary 30° i 45°, a wysokos$¢ opuszczona na
najdtuzszy bok jest réwna 3 cm. Oblicz obwod tego trojkata.

5. Jeden z katow ostrych tréjkata prostokatnego ma miare 60°, a diuzsza
przyprostokatna ma dtugosé 18. Oblicz dtugosci srodkowych poprowadzo-
nych z wierzchotkéw katow ostrych tego tréjkata.
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10.

11.

12.

13.

Oblicz obwod trojkata ABC.

a) C b) ¢ 5 9 o
Xq) 30

$ x 6—x T @J;

A r B A A r+1 B

a) Oblicz wysokoéé rombu o kacie ostrym 60° i obwodzie 32v/3 cm.
b) Oblicz obwdd rombu o kacie ostrym 45° i wysokosci 10v/2 cm. D

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym [AB| = 44/3 cm,
|AC| = |BC| = 4 cm. Punkt P jest srodkiem od-
cinka AB. Oblicz wysokosci trojkata APC.

Krotsza przekatna trapezu BCDE na rysunku obok
ma dtugos$é¢ £v/41. Oblicz obwéd tréjkata ACD.

Pole tréjkata BCD przedstawionego na rysunku
obok jest réwne 8v/3. Oblicz obwéd tréjkata ABD.

Jeden z katéw ostrych trojkata prostokatnego jest
dwa razy wigkszy od drugiego kata, a suma dtugo-
Sci przeciwprostokatnej i dtuzszej przyprostokatnej A B
jest réwna 6(2 + v/3). Oblicz pole tego tréjkata.

Wysokosé trojkata ABC opuszczona z wierzchotka C' ma dtugosé 4. Oblicz
obwdd tego trojkata.

a) C b) ¢
QI/[}
A 10 B A 3 B

a) Dany jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych dtugosci 6 cm i 8 cm.
Oblicz dtugosci srodkowych poprowadzonych z wierzchotkéw katow ostrych
tego trojkata.

b) Jeden z katow ostrych trojkata prostokatnego ma miare 60°, a jego
przeciwprostokatna ma dlugosé¢ 12 cm. Oblicz ditugosci srodkowych po-
prowadzonych z wierzchotkow katow ostrych tego trojkata.
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14. a) Obwdd tréjkata prostokatnego jest réwny 30 cm, a jego najdluzszy bok
ma dhugos$é 13 cm. Oblicz dlugosci pozostatych bokow tego tréjkata.
b) Przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego ma dlugosé 2 cm. Dhugosé
jednej z przyprostokatnych jest Srednig arytmetyczna dtugosci przeciw-
prostokatnej i drugiej przyprostokatnej. Oblicz obwod tego trojkata.

15. Obwdd rombu jest rowny 4v/41 cm, a jedna z jego przekatnych jest o 2 cm
dtuzsza od drugiej. Oblicz dtugosci tych przekatnych.

16F Przyprostokatne tréjkata prostokatne-
go maja dtugosci 8 cm i 15 cm. Boki
trojkata sa $rednicami poélokregéw
wyznaczajacych ksiezyce Hipokratesa
(rysunek obok). Oblicz sume pdl tych

ksiezycoOw i porownaj ja z polem troj-
kata.

Ksiezyce Hipokratesa (Hipokrates z Chios,
grecki matematyk z V w. p.n.e.)

17* a) Z kwadratu o boku 1 odcieto na rogach trdojkaty tak, ze otrzymano
o$miokat foremny. Oblicz obwdd tego osmiokata.

b) Z kwadratu odcieto na rogach tréjkaty tak, ze otrzymano osmiokat
foremny o boku 1. Oblicz obwdd tego kwadratu.

Liczby naturalne a, b, c bedace dtugosciami bokow tréjkata prostokatnego

nazywamy trojkami pitagorejskimi. Sa nimi na przyktad:

3,4, 5, bo 3% + 4% = 52, rowniez 6, 8, 10 czy 9, 12, 15

5,12, 13, bo 5% +12% =132, réwniez 10, 24, 26

7,24, 25, bo 7* + 24% = 252, réwniez 14, 48, 50

Wszystkie trojki pitagorejskie mozemy otrzymac, korzystajac ze wzorow:
a=1z?—y* b=2xy, c=2x*>+1y? gdziex >y orazx,yc N,

lub biorac wielokrotnosci otrzymanych liczb.

@ 18. Wykaz, ze jedli a, b, ¢ sg okreslone powyzszymi wzorami, to a® + b*> = %

Korzystajac z tych wzoréw, znajdz trojki pitagorejskie dla:
e) x =3, y=2,
f) x=6, y=3.

c) x =06, y=1,
d) x =5, y=2,

a) x =4, y=3,
b) x =4, y=1,

B 180 4. Trygonometria

Dowiedz sie wiecej

Dowody twierdzenia Pitagorasa

Znanych jest wiele dowodéw twierdzenia Pitagorasa. Autorem pierwszego

z przedstawionych ponizej dowodéw jest 20. prezydent Stanéw Zjednoczonych
James Abram Garfield [czyt. dzejms abram garfild] (1831-1881).

Dowdd 1
Rozpatrzmy trojkat prostokatny ABC' o przyprostokatnych a i b oraz przeciw-
prostokatnej c. Rysujemy trapez prostokatny ABDE o podstawach a i b oraz
wysokosci a + b (rysunek obok). Kat ACE jest katem prostym E a D
(uzasadnij). Pole P trapezu jest suma pol tréjkatéw ABC, -
CDE i ACE:

P=2ab+ 2ab+ 2
Korzystamy teraz ze wzoru na pole trapezu:
P = (a+b)(a+Db)

i otrzymujemy réwnosc: C

(a+b)* = 2ab + ¢? a
Zatem a? + b? = 2. A b B
Dowéd 2

Rozpatrzmy tréjkat prostokatny o przyprostokatnych a i b oraz przeciw-
prostokatnej c. Rysujemy kwadrat o boku a + b i wewnatrz niego kwadrat
o boku ¢ (rysunek ponizej).

a b
Duzy kwadrat ma bok réwny a + b, wiec jego pole:
P = (a+b)? . ¢
Pole duzego kwadratu jest rowne sumie pola ma-
tego kwadratu i pol czterech trojkatow: b
P=c*+4- %a b a
Zatem a? + 2ab + b? = ¢ + 2ab, czyli a® + b* = 2. b a
a b a
@ 1. Przeprowadz dowdd twier-
dzenia Pitagorasa, korzy- @
. , b
stajac z rysunkow przedsta-
wionych obok. W tym celu . .
poréwnaj pola biatych kwa- a
dratow.
b b b

Dowody twierdzenia Pitagorasa
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@ 2. a) Udowodnij twierdzenie Pitagorasa, wyznacza- € 4.2. Funkcje trygonometryczne kata Ostrego

jac pole duzego kwadratu przedstawionego na ry- b b

sunku obok. g Stosunki dlugosci bokéw tréjkata prostokatnego sg tak powszechnie stoso-

b) Przyjmij, ze bok duzego kwadratu ma dlu- °l a o ¢ wane, ze otrzymaly wtasne nazwy.

gos¢ 8, a bok maltego — dtugos¢ 2. Oblicz dtugosci 4 o

. b a b Definicja

przyprostokatnych a i b.
Dowdd 3 ¢ Stosunek dtugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko 5
Rozsaimmmy ds wedwty © boladh @ § b po- Jl:@t& 1(iotdlugoscl przeciwprostokatnej nazywamy sinusem © .
tozone jak na rysunku obok. Suma ich pdl jest 80 Kata. . a - .
réwna a® + b2. a s = 2 A b C
Tréjkaty prostokatne o przyprostokatnych a i b Stosunek dtugosci przyprostokatnej lezacej przy kacie do dtugosci przeciw-
oraz przeciwprostokatnej ¢ sa przystajace (rysu- s prostokatnej nazywamy cosinusem tego kata.

nek ponizej).

P Niebieski tréjkat ob-
racamy wokot punk-

b
cos o = —
C

Stosunek dtugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko kata do dtugosci

tu P, a 26ty — wokol przyprostokatnej lezacej przy tym kacie nazywamy tangensem tego kata.

_a
al \° Q punktu @, az otrzy- tga = ¢
¢ mamy kwadrat o bo- Stosunki te nazywamy funkcjami trygonometrycznymi kata ostrego a.
b kue.
2 2 _ 2
b “ Heiiam @ o = € Definiuje sie tez stosunek diugosci przyprostokatnej lezacej przy kacie do ditugosci

S . . b
Twierdzenie Pitagorasa mozna sformutowaé nastepujaco: przyprostokatnej lezacej naprzeciwko tego kata. Jest to cotangens kata: ctga = e

Pole kwadratu zbudowanego na przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego Zwréé uwage na to, ze stosunki te nie zaleza B

jest réwne sumie pol kwadratéw zbudowanych na jego przyprostokatnych. B,

od wielkoSci rozpatrywanego tréjkata, a je-

Szkic dowodu 4 D dynie od kata a. Z podobienstwa tréjkatow
Trojkaty FAC i BAE sa przystajace. P AB,C; i AB,;C5 wynikajg rownosci:
Pole tréjkata FAC jest rowne polowie pola gin o — [BiCil _ [BaCy ; /]
kwadratu AFGB. L |AB | |AB2| A C: O
Pole tréjkata BAFE jest réwne polowie pola C I @ Cwiczenie 1
prostokata AEPR. Uzasadnij, ze dla dowolnego kata ostrego a zachodza nieréwnosci:
Pole kwadratu AFGB jest réwne polu pro- A . H sina <1 i cosa < 1
stokata AEPR.
Pole kwadratu CBHI jest réwne polu pro- Przkaad 1 . -
stokata DCRP Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata 45°. &‘W» .
Przedstawione powyzej rozumowanie pochodzi 2 I Rozpatrzmy trojkat o katach 45°, 45, 90° (rysunek obok).
z 1 ksiegi , Elementéw” Euklidesa. e 1 V2 o 1 _ V2 o 1 _ 45° a
81n45—ﬁ—2, COS45—\/§—2, tg45—1—1 1

@ 3. Uzasadnij kolejne etapy szkicu dowodu 4.
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Przyktad 2
Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata 30°.

2. Przerysuj tabele do zeszytu
i ja uzupelnij. .
Skroty nazw funkcji trygonometrycznych
« 30°  45° @ 60° pochodza od lacinskich stow:
sin od sinus — zagiecie, zatoka;

D=

Rozpatrzmy trojkat o katach 30°, 60°, 90° (rysunek
obok).

. 1
= ? ? C .
- 1 1 \/75 V3 : SI & 2 : cos od complementi sinus — sinus dopet-
sin 30 =1 =5 cos 30 =T =5 tg 30 =5 = COS (v ? ? ? nienia;
2 te o o 1 o tg od tangens — styczna.
Cwiczenie 2

Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych kata 60°. 3. Przekatna prostokata o bokach diugosci 1 i 2 dzieli go na dwa tréjkaty.

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katéow ostrych tych tréjkatow.
Przyktad 3

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata o

3 4. Dla tréjkata przedstawionego na rysunku obok oblicz:

w trojkacie na rysunku obok. a) dlugosci przyprostokatnych,

sina:§:0,6, cosa=2=08, tea=>=0,75 a

5 4
4 5,

b) wartosci sin «, cos a, tg a oraz sin (3, cos (3, tg (.

x+ 14
Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych trojkata prosto-

Cwiczenie 3

katnego, ktérego jedna przyprostokatna jest trzy razy dluzsza od drugiej
Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych tréjkata prostokat-

nego o bokach a, b, c. przyp].rostolfactne‘]. . L
) a=5b=12c=13 b)a=8b=15c=17 ¢) a= %’ b= /3, c— % 6. Dany jest rownoleglobqk gmebegflafcy prostokatem) o bolfajch dtugosci 91 10.
Jedna z przekatnych dzieli ten rownolegtobok na dwa tréjkaty prostokatne.
Mozna udowodnié, ze: Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katéow ostrych tych tréjkatow.
sjesli a< B8 <90°, to sina < sin 3, 7. Podstawy trapezu réwnoramiennego maja dtugosci 6 i 10, a wysokoS¢ jest
ejesli o < B <90°, to cosar > cos 3. rowna 5. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata zawartego mie-
. o ) & dzy dtuzsza podstawa trapezu a jego: a) przekatna, b) ramieniem.
Aby uzasadni¢ pierwszg zaleznosé, rozpatrzmy tréj-
katy OB, C oraz OB,() takie, ze punkty C] i C, leza 8. Dane sa okrag o srodku O i promieniu 1 oraz A
na tuku okregu o $rodku w punkcie O i promieniu 1 tréjkat prostokatny AOC (rysunek obok). Wskaz B
(xysunek obok). Wowezas; ! c odcinek, ktorego dlugosc jest rowna: /
sina = 219 = B0y, sin = 2% = |B,¢y) ! a) sina, b) cosa, ¢) tga. AN,
oraz |B;C}| < |ByCs|, zatem sin o < sin 3. ﬁ o @ 9. Uzasadnij, ze na rysunku obok: P 1
O B, By a) [CO|= ——,  b) 40| = .
[D] CEwiczenie 4 cosa St F

Uzasadnij druga z podanych zaleznosci.

Zadania W trojkacie prostokatnym rozpatruje si¢ rowniez funkcje trygonometryczne

kat t :
1. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katow ostrych tréjkata prosto- ata OStIego

c 1
katnego o podanych bokach. secans kata o PECA= T T cosa c a
a) 6,8, 10 c) 1,4, V17 e) V5, 2V5, 5 cosecans kata a: coseca = = = Sirlla ©
b

b) 7, 24, 25 d) 1, 4, V15 f) V2, V6, 2
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4.3. Trygonometria - zastosowania

Funkcje trygonometryczne wykorzystuje sie w wielu sytuacjach praktycznych.
Ich przyblizone wartosci odczytamy z tablic wartosci funkcji trygonometrycz-
nych na str. 385. Mozemy tez skorzysta¢ z odpowiedniego kalkulatora.

Przyktad 1

Wierzchotek latarni morskiej znajduje si¢ 25 m nad poziomem morza i widac
go z jachtu pod katem a = 5°. Jaka jest odlegtos¢ jachtu od podnodza skarpy,
na ktoérej stoi latarnia?

M

d

w Gg

Do wyznaczenia szukanej wartosci d wykorzystamy odczytana z tablic przy-
blizona wartos¢ tg 5° ~ 0,0875.

25 25
tga  0,0875

tga =2, czyli d= ~ 286 [m]

d 9
Cwiczenie 1
Oblicz wysokos¢ budynku, ktoérego cien ma diugosé x
w momencie, gdy promienie stoneczne tworza z powierzch-
nig ziemi kat a.

a) x =5 m, a = 58° b) z =12 m, a = 39°
Przyktad 2

Obserwator widzi czubek drzewa odlegtego
o d = 65 m pod katem a = 29° (oczy ma na
wysokosci 1,5 m nad ziemia). Jaka jest wyso-
ko$¢ tego drzewa?

o X
tg 29 = o

Z tablic odczytujemy: tg29° ~ 0,5543, czyli x ~ 65 - 0,5543 ~ 36 [m].
Wysoko$é drzewa jest wiec réwna okoto 36 + 1,5 = 37,5 [m)].

Cwiczenie 2
Przyjmij, jak w przyktadzie 2., ze obserwator ma oczy na wysokosci 150 cm
nad ziemia, i oblicz wysokos¢ drzewa w przypadku, gdy:

a) o =40°, d =22 m, b) a = 14°, d = 100 m.
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Zmnajomos¢ wartosci funkeji trygonometrycznych moze postuzyé¢ do znajdowa-
nia miar katéw ostrych tréjkata prostokatnego.

Przyktad 3
Drabine o dtugosci 5 m oparto o Sciang budynku tak, ze doty-
ka jej na wysokosci 4,8 m. Jaki kat tworzy drabina z ziemia?

5m 478m

sina = 4?8 = 0,96. Z tabeli odczytujemy: a ~ 74°.

Cwiczenie 3
Jaki kat tworzy z ziemia drabina o dlugosci:
a) 6,5 m, jesli oparta o $ciane budynku siega na wysoko$é¢ 5,5 m,

b) 4,5 m, jesli jej koniec opierajacy sie o ziemie jest odleglty o 1 m od Sciany
budynku?

Zadania

1. Naciagniety sznurek dtugosci 20 m, ktérego jeden koniec jest przymoco-
wany do ziemi, a na drugim koncu jest przyczepiony latawiec, tworzy z po-
ziomem kat 70°. Na jakiej wysokosci nad ziemia znajduje sie latawiec?

2. O ile wyzej siegnie szeSciometrowa drabina ustawiona pod katem 73° do
poziomu ziemi od takiej samej drabiny ustawionej pod katem 53°7

3. Aby obliczy¢ wysokosé drzewa, uczen
ustawit sie tak, ze koniec jego cienia
pokrywat sie z koncem cienia drzewa.
Wiadomo, ze uczen ma 180 cm wzro-
stu, |BC| =18 m, a promienie sto-
neczne padaja pod katem 31° do po-

wierzchni ziemi. Jaka jest wysokosc
drzewa? A B

4. Drabina wozu strazackiego moze by¢ rozsunieta na dtugosé 20 m i podnie-
siona pod katem 72°. Na jaka wysokos¢ siegnie drabina, jesli jest zamoco-
wana 2,4 m nad ziemig?

5. a) Drzewo o wysokosci 20 m rzuca cien dtugoéci 17 m. Jaki kat z po-
wierzchnig ziemi tworzg w tym momencie promienie stoneczne?

b) Drabine oparto o Sciane tak, ze dotyka jej na wysokosci 3,6 m i tworzy
z ziemig kat 54°. Jaki kat bedzie tworzyta z ziemia ta drabina, jesli zostanie
oparta o $ciane na wysokosci 4 m?

4.3. Trygonometria - zastosowania
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6. Oblicz wysokos$¢ drzewa.
a) a =15°, 8 = 25°, b) a =10°, f = 28°,
|AB| =20 m |AB| =40 m

A B - A

7. Pilot lecacy samolotem na wysokosci 50 m widzi poczatek pasa startowego
pod katem a = 30°, a jego koniec pod katem ( = 10°. Samolot nadlatuje
wzdtuz pasa startowego. Jaka jest dlugosc¢ tego pasa?

Q B
A B

8. Samolot zblizajacy sie do lotniska leci na wysokosci 2400 m. Do ladowania
musi schodzi¢ pod katem 4°. Jak daleko od poczatku pasa startowego

powinien rozpoczac¢ ten manewr?

9. Startujacy samolot wznosi sie pod katem 15° z predkoscia 80 m/s. Jaka
wysokos¢ osiggnie samolot po 2 minutach od momentu oderwania sie od
ziemi?

10. Dwaj obserwatorzy stojacy w punk- g, =
tach A 1 B (rysunek obok) w odle-
gtosci 400 m od siebie widza nadla- o g

tujacy wzdtuz kierunku AB samolot A B

pod katami o = 20° i § = 8°. Na jakiej wysokosci leci samolot?

11. a) Komin fabryczny ma wysokos¢ 20 m. Jego wierzcholek widaé z punktu A
pod katem 26°, a z punktu B pod katem 40°. Podstawa komina oraz punkty
A'i B leza na jednej prostej. Jaka jest odlegtos¢ miedzy punktami A i B?
Rozpatrz dwa przypadki. W obliczeniach pomin grubosé¢ komina.
b) Wierzcholek komina jest widoczny z powierzchni ziemi pod katem 42°,
a po przejsciu 50 m w kierunku komina — pod katem 61°. Oblicz wysokosé¢
komina.

El 12. Obserwator stojacy na szczycie latarni morskiej na wysokosci a metréw

nad poziomem morza zobaczyl pod katem a do poziomu 16dz plynaca

w kierunku latarni. Po pewnym czasie znoéw spojrzat w tym kierunku i zo-

baczyt te sama t6dz pod katem 3 wciaz ptynaca w kierunku latarni. Wy-

kaz, ze odleglos¢, jaka t6dz przeplyneta miedzy kolejnymi obserwacjami,
1 1

byta réwna a(tg—a — tg—ﬁ).

BN 188 4. Trygonometria

4.4. Rozwiagzywanie trojkatow

prostokatnych

Rozwigzaniem tréjkata nazywamy wyznaczenie dlugosci jego trzech bokow
oraz miar jego trzech katow.

Aby rozwigzac trojkat prostokatny, wystarczy znac:

* dtugosci dowolnych dwoch bokow

lub
» dtugos¢ dowolnego boku i miare jednego z katow ostrych.

Przyktad 1
Rozwiaz trojkat prostokatny o przyprostokatnych dtugosci 4 cm i 10 cm.

Dtugos¢ przeciwprostokatnej obliczamy, korzystajac
z twierdzenia Pitagorasa: A

c =102+ 42 = /116 = 2/29 [cm)]

tg 3 = <& = 0,4. Z tablic (str. 385) odczytujemy: 4 cm
B~ 22°1istad o =90° — 3 ~ 68°. B :
B 10 cm C
Przyktad 2
A

Rozwiaz trojkat prostokatny, ktérego przyprostokatna
lezaca naprzeciwko kata 50° ma dlugosé¢ 8 cm.

a = 90° — 50° = 40°

8 cm
8 — sin50° ~ 0,766, stad ¢ ~ 10,44 cm.
8 = tg50° &~ 1,1918, stad a ~ 6,71 cm. ,
C
Cwiczenie 1

Rozwiaz trojkat prostokatny, o ktérym wiadomo, ze:

a) dwa jego dluzsze boki maja dtugosci 9 cm i 10 cm,

b) dlugosci jego przyprostokatnych sg réwne 5 cm i 13 cm,

c) jego przeciwprostokatna ma dlugosé 15 cm, a jeden z katéw ma miare 37°,
d) dhugos¢ jego przyprostokatnej lezacej naprzeciwko kata 54° jest réwna 8 cm.

Jesli potrzebna jest wieksza dokladnosé, to miare kata mozemy podawacd
w stopniach i minutach, a nawet w sekundach.

1 minuta (oznaczana 1) jest réwna & stopnia. 1° = 60’
/I iz
1 sekunda (oznaczana 1”) jest réwna % minuty . io - 3200”

Na przyktad 24,5° = 24°30'.
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Przyktad 3

Wyraz w minutach i sekundach = kata 45°.
45°

— 45 . I/ "o " no__ / "
1000 — 1000 3600" = 162" = 120" + 42" = 2’42

Cwiczenie 2

Wyraz w stopniach, minutach i sekundach ﬁ kata:
a) 360°, b) 4°, c) 15°, d) 12°, e) 42°,
Przyktad 4 8.

Dany jest trojkat prostokatny ABC' (rysunek obok).
Odcinek AD jest zawarty w dwusiecznej kata BAC.
Wiadomo, ze |AB| = 81 |BC| = 6. Oblicz miary katéw

trojkata ADC.
6 — 0,75, czyli | BAC| ~ 37° (]
g zyli |4 | i -
1

tg|9 BAC| =
Zatem: |JCAD| =~ 5 - 37° = 18°30

[XACD| ~ 90° — 37° = 53°

X ADC| ~ 180° — 18°30' — 53° = 108°30/

Cwiczenie 3
Dany jest trojkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzchotku A.

Wiadomo, ze |4 BCA| = 55° oraz |CB| = 10. Na boku AB obrano punkt D
w taki sposob, ze odcinek CD jest:

a) zawarty w dwusiecznej kata BCA, b) srodkowa tréjkata ABC.
Oblicz dtugos$é odcinka C'D oraz miary katow trojkata BCD.

Zadania

1. W trapezie prostokatnym ABCD (rysunek obok) kat D ¢
ADB ma miarg 43°46'25", a kat ABC — miarg 73°42'10".  p

a) Wyznacz miary katéow tréjkata BCD.

b) Wyznacz miary katéw tréjkata ABP w przypadku,

gdy punkt P lezy na dwusiecznej kata ABC'. A\ B

2. Rozwiaz tréjkat prostokatny o podanych dtugosciach przyprostokatnych.
a) 4 cm, 6 cm b) 1 cm, 7 cm c) 8 cm, 10 cm

3. Rozwiaz trojkat prostokatny ABC', o ktérym wiadomo, ze ma kat prosty
przy wierzchotku C' oraz:

a) |[JCAB| = 34°, |CB| = 6, b) |[LCBA| = 66°, |AB| = 10.
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10.

11.

a) Trapez réwnoramienny ma podstawy dlugosci 6 dm i 10 dm, a jego
obwdd jest rowny 32 dm. Oblicz miary katéw tego trapezu.

b) Trapez réwnoramienny ma podstawy dlugosci 4 ¢cm i 8 ¢cm oraz wyso-
ko$¢ 8 cm. Oblicz miare kata, jaki przekatna trapezu tworzy z jego pod-
stawa.

c) Wysokosé trapezu rownoramiennego wynosi 5 cm. Przekatna tego tra-
pezu ma diugos¢ 13 cm i tworzy z ramieniem kat prosty. Oblicz miary

katéw tego trapezu. D 15 C
Oblicz dtugosci bokow AB i AD trapezu prosto- = &
katnego ABCD oraz miare kata DCA (rysunek i
obok). AN 3

a) Przekatne deltoidu maja dtugosci 20 i 30. Punkt przeciecia przekatnych
dzieli dtuzsza z nich w stosunku 2:1. Oblicz miary katéw deltoidu.

b) Obwéd réwnolegltoboku jest réwny 90, a wysoko$é opuszczona na bok
dhugosci 30 jest réwna 10. Oblicz miary katéw tego rownolegtoboku.

Wysokos$é¢ rombu poprowadzona do jego boku podzie- C
lita go w stosunku 1:3. Wyznacz katy tego rombu.

W tréjkacie réwnobocznym ABC' o boku 12 na boku

CB obrano taki punkt D, ze 3|DB| = |CD| (rysu- D

nek obok). Oblicz dtugosé odcinka ED oraz dtugosci ,

bokéw trojkata ABD. A EB
C

Srodkowe poprowadzone z wierzchotkéw A i B troj-
kata prostokatnego réwnoramiennego ABC o ramie-
niu dlugoséci 6 cm przecinajag sie w punkcie P (rysu- 2

nek obok). Oblicz dlugo$ci bokéw tréjkata ABP oraz 4 B
przyblizone miary jego katow.

Dany jest prostopadtoscian o krawedziach podstawy E
dlugosci 11 3 oraz wysokosci 2 (rysunek obok). Ob- :
licz miare kata zawartego miedzy przekatna podstawy /

a przekatna prostopadtoscianu.

! /
Dany jest szescian o krawedzi a (rysunek obok). Wy- A’ 1? B’ ¢
znacz obwod i miary katow ostrych trojkata: :
a) BDD, :
b) DD'O, gdzie O jest $rodkiem odcinka BD. R\ Pge
A B
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4.5. Zwiazki miedzy funkcjami
trygonometrycznymi kata ostrego

TozsamosScig trygonometryczng nazywamy réwnosé, w ktoérej zapisie wyste-
puja funkcje trygonometryczne, prawdziwg dla wszystkich wartosci kata, dla
ktérych jest okreslona.

Podstawowe tozsamosci trygonometryczne

Dla dowolnego kata ostrego a prawdziwe sg zaleznosci:
sin o

= sina + cos’a =1 " tgo = -
COSs

2 2

Uwaga. Zapis sina oznacza (sin «)?, analogicznie cos?a = (cosa)? i tg2a = (tga)?.

Tozsamoséé sin® a + cos? @ = 1 nazywamy jedynka trygonometryczna. B

Dowéd jedynki trygonometrycznej c

Przy oznaczeniach takich jak na rysunku obok:

. a . b
siha=— 1 cosa = - A b C
C C
2 2 2 2 2 2 2 Korzystam
. 92 N b _a b=  a*+b"  c* y y
sin” v 4 cos” o = (Z) + <E) - 2 + 2 T T2 T 2 1 z twierdzenia
Pitagorasa.

Z jedynki trygonometrycznej wynikaja nastepujace tozsamosci:
sina=1—cos’a oraz cos’a =1 —sin’a

@ Cwiczenie 1

Udowodnij tozsamos¢ trygonometryczng tg o = sin o

COS &

Jezeli dana jest wartos¢ jednej funkcji trygonometrycznej, to — korzystajac
z tozsamosci podanych wyzej — mozna wyznaczy¢ wartosci pozostatych funkeji
trygonometrycznych.

Przyktad 1
Kat a jest ostry oraz sin a = % Oblicz cos a.

Wartos¢ cos a obliczymy, korzystajac z jedynki trygonometrycznej:

2
(§) + cosla=1

5%
2a=1-— 9 _16
cosTa 25 25
Wartosci funkcji trygonometrycznych
coOSx = 5 kata ostrego sa dodatnie, dlatego

wartosé —% odrzucamy.
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Cwiczenie 2
Kat « jest katem ostrym oraz cos a = g. Oblicz sin a.

Przyktad 2
Kat a jest katem ostrym oraz cosa = % Oblicz wartosci pozostatych funkcji
trygonometrycznych kata a.

Wartos¢ sin a obliczymy, korzystajac z jedynki trygonometryczne;j:

ot (5)
simn“a+ (=] =1

3
. 92 8
Slnl & = —
9
ina — 2v/2  Wartosci funkcji trygonometrycznych
S @ = 3 kata ostrego sa dodatnie.
Obliczamy warto$¢ tg a:
sin « 23ﬁ
cos « 3

Cwiczenie 3
a) Kat « jest katem ostrym oraz sina = 0,8. Oblicz cosa i tg a.
b) Kat « jest katem ostrym oraz cosa = % Oblicz sina i tg a.

c) Kat a jest katem ostrym oraz cosa = i. Oblicz sina i tg a.

Aby obliczy¢ wartosci funkcji trygonometrycznych, mozemy wykorzystaé¢ od-
powiedni tréjkat prostokatny.

Przyktad 3

Kat « jest katem ostrym oraz tg o = %. Oblicz sin v i cos a.

Zauwaz, ze dla trojkata prostokatnego o przypro- B
stokatnych a = 71 b = 24 otrzymamy tgo = ;. .

Dtugos¢ przeciwprostokatnej obliczamy, korzysta- A/K\a
jac z twierdzenia Pitagorasa: A b 2.

c=VT7*+242 =25

Zatem sin a = e oraz cos o = 24
25 25"

Cwiczenie 4
Narysuj odpowiedni trojkat prostokatny i oblicz wartosci pozostatych funkcji
trygonometrycznych kata ostrego a.

a) tga = 2 c) tga = % e) Sina:% g) cosa = ?
b) tga:g d) tga =2 f) sina:\/?i h) cosoz:g
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Rozwazmy trojkat prostokatny ABC' (rysunek obok).
W tym tréjkacie § = 90° — a. Zauwazmy, ze:

sin § = sin(90° — o) = %

. . / . b M
i jednoczesénie cos o = -, zatem sin(90° — ) = cos a.
(&

Twierdzenie

Dla dowolnego kata ostrego a zachodza réwnosci:
= sin (90° — ) = cos «
= cos (90° — ) = sin

1

@ Cwiczenie 5

Uzasadnij druga i trzecia z podanych wyzej tozsamosci trygonometrycznych.

Cwiczenie 6
Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata ostrego a.
a) sin(90° — o) = 2 b) cos(90° — a) = L

10 2

Zadania

c) tg(90° —a) = 2

1. Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata ostrego a.

g) tga = 22
b) cosa = 2 d) sina=04 f) tga=2 h) tga =

a) cosa =0,8 ¢) sina= = e) cosa =

V13
4 7

5 2

2. a) Kat « jest ostry oraz sina = 3 cos a. Oblicz sin a.
b) Kat « jest ostry oraz cosa = 2sin . Oblicz cos a.

3. Cgzy istnieje kat ostry a spelniajacy podane zaleznosci?

a) Sinazzg—ﬂ 1 COSCY:% c) tgazg 1 sina =
b)tga:%gicosa:% d)tgoz:@icosoz:

4. W tréjkacie prostokatnym jeden z katéw ostrych ma miare a, a przeciwpro-
stokatna ma dtugosé c. Oblicz dlugosci przyprostokatnych tego tréjkata.

a) tga =3, c=10 cm

5. Kat «a jest katem ostrym oraz tga = % Oblicz wartos¢ wyrazenia.

6sin o — 8 cos? o sin? o —2sin?2 a4+ 1
a) b) =

sin? o 1 —sin? o
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5

wiy 9

b) tga =3, c=239 cm

10.

o] 11.

Dany jest trojkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzchotku C.
Oblicz obwod tego tréjkata.

a) |AC| =12, sin | BAC| =

o c) |BC| =3, sin|[4ABC| = ¥¢
b) |AC| = 4, sin [ ABC| = &

d) |BC| =6, cos | BAC| = %:,}_3

Czy istnieje kat ostry a spetniajacy podane zaleznosci?

a) sina =% i sin(90° —a) = 1 c) cosaw =L i cos(90°—a) =

b) sina =2 i sin(90° —a) = 2 d) tga=+v2 i tg(90° — ) = ¥

5

& o

Kat a jest katem ostrym oraz cosa = m. Wyznacz warto$¢ wyrazenia.
a) (1 —sina)(1 4+ sina) ¢) (sina + cosa)?

b) (sina — cos ) (sin « + cos «) d) cosatga + sinatg(90° — )

Uzasadnij podana obok tozsamosé. Korzysta-

jac z niej, oblicz wartoSci pozostatych funkcji 1+tg2a = T
trygonometrycznych kata ostrego a w przy-

padku, gdy:

a) tga = 3, b) tga = 2, c) tga = /5.

Kat « jest katem ostrym i sina + cosa = 1,4. Oblicz warto$¢ wyrazenia.

a) sina - cosa b) sina — cosa c) sin® a — cos®

Wykaz, ze dla kata ostrego o podana réwnosé jest tozsamoscia.
a) (1+cosa)(l —cosa)=sina d) cos*a —sin® a = cos? a — sin” a
b) (1+sina)(l —sina) =cos’a  e) cos*a+sin*a =1—2sin* acos? a

1-2cos?
c) ————

. sin® o — sin? &
=sina — cosa f) < — =1

sin o + cos « cos®* o — Ccos“ «

Do oznaczania katow zwykle uzywamy liter alfabetu greckiego.

A « alfa H n eta N v ni T 7 tau

B 3 beta O 6 teta = & ksi T v ypsilon
I' v gamma I + jota O o omikron ¢ ¢ fi

A O delta K k kappa II ™ pi X x chi

E ¢ epsilon A A lambda P p 1o v 1) psi

Z (¢ dzeta M 1 mi Y o sigma (2 w omega
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Trygonometria | astronomia

Odleglosci dzielace nas od stosunkowo bliskich gwiazd mozna obliczy¢
na podstawie obserwacji zmiany ich polozenia na tle odleglych gwiazd.
Astronomowie w tym celu wyznaczajg kat, zwany katem paralaksy.

Ma on miare rzedu setnych czesci sekundy.

odlegte gwiazdy

gwiazda widziana gwiazda widziana
Z Ziemi w grudniu Z Ziemi w czerwcu

" potozenie gwiazdy wyznaczone
na podstawie obserwaciji wykonanych

ey W czZerwcu i grudniu
kat paralaksy

potozenie Ziemi potozenie Ziemi
W czerwcu w grudniu

Do wyznaczenia kata paralaksy mozemy wykorzystac obserwacje wykonane w czerwcu

i grudniu, gdy Ziemia znajduje sie w dwdch przeciwlegtych potozeniach na swojej orbicie
wokaot Stonca (patrz rysunek). Oznaczmy przez r srednia odlegtosc Ziemi od Stonca, rowna
w przyblizeniu 150 min km (wielkosc ta zostata nazwana jednostka astronomiczna).
Odlegtosc x obliczamy, korzystajac ze wzoru tg o =£~, gdzie a — kat paralaksy.

1 Oblicz odlegtosc od Stonca najblizsze] nam gwiazdy spoza Uktadu
Stonecznego — Proximy Centauri, dla ktorej kat paralaksy a = 0,77".
Przyjmij tg 0,77" = 0,00000373.

4.6. Funkcje trygonometryczne
kata wypuktego

W tej i kolejnych lekejach bedziemy rozpatrywaé katy umieszczone w ukla-
dzie wspolrzednych w taki sposob, ze poczatek ukladu jest wierzcholkiem
kata, a jedno z ramion kata, zwane jego ramieniem poczatkowym, zawiera sie
w dodatniej pdlosi OX. Drugie rami¢ bedziemy nazywaé ramieniem konco-
wym. Kat odlozony jest od ramienia poczatkowego do ramienia koncowego
w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara.
Y ¥ Y
60" 120° 150°

0| X 0| X O] X

Figure nazywamy wypukla, gdyv odcinek laczacy dowolne dwa punkty nale-
zace do tej figury jest w niej zawarty. W tym rozdziale rozpatrujemy katy
wypukle, ktérych miary naleza do przedzialu [0°;180°]. Przypominamy, ze
kat nazywamy rozwartym, gdy jego miara nalezy do przedzialu (907; 180°).

Cwiczenie 1
Do ramienia koncowego kata nalezy punkt P. Podaj miare tego kata oraz
wspolrzedne innego punktu nalezgcego do jego ramienia koncowego.
a) Y b) Y1p(0,9) c) Y
P(2,2) ' P(-2,2)

(&3

O] % O] x O] X
Przyktad 1
Dany jest trojkat POA, w ktérym P(3,2) i A(3,0). Oblicz dlugosé¢ odcinka
OP i wartosci funkeji trygonometrycznych kata POA.
Rozwazamy trojkat prostokatny POA (ryvsunek obok). Y fP("% ]5

Oznaczmy miare kata POA przez o.

Poniewaz |OA| = 3, |AP| = 2, z twierdzenia Pitago- -1{ - ok
. : |
rasa otrzymujemy: a | "
_ _— 0 I A X
|OP| = v22 + 32 = +/13
r STV W - . e E . BV1B G
Latem sina = s = gy COBQU= cEE = Sy 1 tga = =

Cwiczenie 2
Oblicz dlugosé odceinka OP i wartosci funkcji trygonometrycznych kata POA.

a) P(3,4), A(3,0) b) P(6,8), A(6,0) ¢) P(v3,1), A(V3.0)

4.6, Funkcje trygonometryczne kata wypuktego
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Niech P(z,y) bedzie dowolnym punktem, réznym od poczatku ukladu wspdl-
rzednych, lezacym na ramieniu koncowym kata ostrego a. Wtedy:

: . 1
sine = ¥, coso = =, teo = 2,
T r x

gdzie r = |OP| = /22 + ¢* |
O T x

Podane wyzej wzory stuza rowniez do zdefiniowania funkeji trygonometrycz-

nych dowolnego kata o € [0°; 180°] umieszczonego w ukladzie wspélrzednych.
Definicja

Niech P(z,y) bedzie dowolnym punktem, ré6znym od poczatku ukladu
wspolrzednych, lezgcym na ramieniu koficowym kata o € [0°; 180°]. Wtedy:

®sina = %, mCcosQx = :rf;’ gdzie r = Vx2 + ¢
mtga = ¥ (z # 0, czyli o # 90°) )
" %
Przyktad 2 A
Do ramienia konicowego kata a nalezy punkt P(—3,4). Npe |
Oblicz wartosei funkeji trygonometrycznych tego kata.
Punkt P ma wspélrzedne (—3,4), zatem x = —3, y = 4,
czvli: . i S ;
h . o : L a ; ir
teqy = = = ——= : : - i
& P 3 1 0| 1x
Ptk g = \/(—3)2 + 42 = /25 = b, zatem sino = %, COS v = —;;

Cwiczenie 3
Do ramienia koficowego kata a naleza punkty P i (). Przedstaw ten kat na ry-
sunku i oblicz wartosei jego funkeji trygonometrycznych, korzystajac ze wspol-

rzednych wybranego punktu.

'ﬁ) -P(_413)1 Q(_Ssﬁ) h) I}(_S,S)*Q(_‘i%,'i%) f-) 24 (_%J%) Q(_QJG)
Cwiczenie 4

Wrybierz dowolny punkt na ramieniu koncowym kata a i oblicz wartosci tych

funkcji trygonometrycznych kata a, ktore sa dla niego okreslone.

a) o= 0F b) o = 90° c) a=180°

Jako wartosci funkeji trygonometrycznych v

kata BAC w tréjkacie ABC przyjmujemy ¢

wartosci funkeji trygonometryeznyeh przy-

stajacego do niego kata o umieszezonego « v R
w ukladzie wspéirzednych. A B 0 X
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Twierdzenie

Dla « € (0°;90°) zachodza nieréwnosci: sina >0, cosa >0, tga > 0.

Dla a € (90° 180°) zachodza nieréwnosci: sina > 0, cosa < 0, tga < 0.

Rozpatrzmy punkt P(z,y) nalezacy do ramienia konicowego kata a oraz punkt
P,(—x,y) nalezacy do ramienia koncowego kata 180° — e (rysunek ponizej).

OPF,| = |OP| = r, zatem:

Zauwazmy, ze

sin(180° — a) = £ = sina, :
™

cos(180° — a) = — = —cosq, Bra N, e, P, y)
g ;T 1807 — o ro

tg(180° —a) = L =—tga l Cr | .
- (@] X

Przyktad 3

Punkt P(4,3) nalezy do ramienia koficowego kata a, a punkt P,(—4,3) — do
ramienia konicowego kata 180° — a. Oblicz wartoécei funkeji trygonometrycz-
nvch katow a i 180° — a.

OPy| = [OP| = 5, zatem: ™\ Bl o BA
sina = 2, sin(180° — a) = 2,
cosa = 2, cos(180° — o) = —3, & :13[{ —
tga =14,  tg(180° —a) = —{. . NE
P8 ol 1 X

Cwiczenie 5

Narysuj w ukladzie wspolrzednych dwa katy: «, do ktorego ramienia konco-
wego nalezy punkt P(4,2), oraz kat 180° — . Oblicz wartodei funkeji trygono-
metrycznych katow a i 180° — a.

Twierdzenie

Dla kata a € [0°; 180°] prawdziwe sa wzory:

= sin (180° — ) = sin & _
= tg (180° — ) = —tg e, gdzie a # 90°
= cos (180° — a) = —cos & |

Przyktad 4
Oblicz wartosei funkeji trygonometrycznych kata 120°.
sin 120° = sin(180° — 60°) = sin 60° = %

cos 120° = cos(180° — 60°) = — cos 60° = —%
tg 120° = tg(180° — 60°) = — tg60° = —v/3

4.46. Funkcje trygonometryczne kata wypuktego
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Cwiczenie 6

Oblicz wartosei funkeji trygonometryveznych kata:

a) a = 135°, b) o = 150°.

Cwiczenie 7 _ | Dla kata o € [0°; 180°] prawdziwe

a) Uzasadnij podane obok twierdzenie. o
' sa zaleznodci:

b) Uzasadnij, ze dla dowolnego kata e T D

wypuklego o zachodza nieréwnosei:

sin & : i
. . | | =
sinaa<1 i cosa<l1 g cos o gdzie o = 90
Przyktad 5
Oblicz cosa i tga dla kata a € (90°;180°) spelniajagcego warunek sina = 1.
(1)2 &£ cosla =1 Korzystamy z jedynki
_ E trygonometryczne].
i E TE TE
cos’ a = "i'FJ stad cosa = X2 lub cosa = —¥=2.
3 ? 4 4
Dla o € (90°; 180") cosinus jest ujemny, wiec cosa = — Vir’
< 1 TE
Eoias i L2 _ | _ slno i N — __ %1%
Obliczamy wartosé tga: tga= 5= g =~ =~

4

Cwiczenie 8
Oblicz cos® ar, cosa i tga dla kata o € (90°; 180°) spelniajacego warunek:

; : ; 5
b) sina = 2 ¢) sine = 2.

a) sing = %, =

Cwiczenie 9
Oblicz sin® @, sina i tga dla kata a € (90°;180°) spelniajacego warunek:

a) cosa = —%, b) cosa = —%, ¢) cosa = —-"%]j.
Zadania
1. Oblicz wartosei funkeji trygonometrycznych P f oy
podanego kata (rysunek obok). i P '
a) 4AOP b) $A0Q ¢) JAOR 17
2. Punkt P nalezy do ramienia kohcowego ka- bk ik
ta a, a punkt @ — do ramienia koficowego ... Cfl 15, 5% R A, PR
; : ; P : LA
ata 3. Oblicz sin o — sin 3. R i B IR el
KR : . o0l 1 X%

a) P(—2,4),Q(4,2)  b) P(-9,3), Q(2,6)

3. Punkt P nalezy do ramienia koncowego kata a, a punkt () — do ramienia
koncowego kata 3. Oblicz cos a + cos 3.

a) P(3,1), Q(~1,1)  b) P(-2,4), Q(-4,2) «¢) 1)(—2:\/5),19(%1)
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Oblicz.

a) sin 120" + sin 60° b) sin 135° - sin 150° c) 4cos150° — 3tg135°

Oblicz.,

4y sin120°—cos 150° y tg150°—tg120° \ cos 135%4 cos 1507

d:] 3tz 150° ) cos 120° {') sin 120°4 sin 135°

h} te 120° - cos 30° (1) tg 135°4 cos 457 f} tg 120° — cos 30°
sin 120° sin 45° . cos 135° cos 150°4 cos 60°

Przeczytaj podany w ramce przykiad.

Korzystajac z tablic wartosci funkeji trygonometryecznych (str. 385),

oblicz przyblizone wartosci sin 125° i cos 168°.
sin 125° = sin(180° — 55°) = sin 55° =~ (,8192
cos 168° = cos(180° — 12°) = — cos 12° = —0,9781

Korzystajac z tablic wartosci funkeji trygonometrycznych, oblicz przybli-
zong wartosé:

a) sin105°, b) sin165°, c¢) cos130°, d) cos175°, e) tg142°, f) tg163°.

Oblicz sin® o, sin v i tg a dla kata rozwartego o spelniajacego warunek:

i
¢) cosa = — L2,

0

8 Y — — 2
b) cosa = -z,

i =) s 1
a) cosa = —1,
Oblicz cos? a, cosa i tg a dla kyta rozwartego a spelniajacego warunek:

3 V3
3

a) sina = 1, b) sina = %, ¢) sina =

Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Narysuj w ukladzie wspélrzednych kat a € [0°;180°], taki ze
tga = —%. Oblicz sin o 1 cosa.

Wiemy, ze tga = £, wigc np. punkt P(-2,3) nalezy do ramienia ko-

cowego kata a. Zaznaczamy ten punkt w ukladzie wspodlrzednych i ry-

sujemy ramie¢ koncowe kata a.

r=|0P| = /(-2)% + 3% = V13,

it : i ifes & w18
stad sina = ¥ = — -

oz _ =2 _ _ 2Vi3 — :
cosa = T = = = — 2=, P14 10 1X

Narysuj w ukladzie wspoélrzednych kat o € [0°; 180°] spelniajacy podany
warunek oraz oblicz sina i cos a.

a) tga = —%

5

12

¢) tga=—2

b) tga=—

4.6. Funkcje trygonometryczne kata wypuktego
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Dowiedz sie wiecej

Wspoétczynnik kierunkowy prostej

a >0

Niech punkt P(x,y) nalezy do prostej y = ax, gdzie a # 0, i lezy w I lub 1I
¢wiartce ukladu wspolrzednych. Wowcezas zgodnie z definicja funkeji tangens:

%’y =tga, czyliy=tga-x

Zauwaz tez, ze dla dowolnego wspodlezynnika b prosta y = ax + b tworzy
z osia OX taki sam kat jak prosta y = axz. Wynika stad ponizsze twierdzenie.

Wspélezynnik kierunkowy a prostej y = ax + b, gdzie a # 0, jest rowny
tangensowi kata a, ktory ta prosta tworzy z osia OX:

a =tga

1. Wyznacz miare kata, ktory dana prosta tworzy z osia OX.
a) y = 3,-51: b) y = V3x ¢) y+x=10

2. Przeczytaj podany w ramce przyvklad.

Wyznacz miare kata miedzy prostymi: ¥
fj = —"fTS:f: 1 = —/3x

Prosta y = _?-”5 tworzy z osia OX kat «a
V3

=, czyli a = 150°.

taki, ze tga = —

Prosta y = —v/3x tworzy z osig OX kat 3
taki, ze tg 8 = —/3, czyli 8 = 120°.
Kat miedzy tymi prostymi jest wiec rowny:

a— 3 =150°—-120° = 30°

Wyznacz miare kata miedzy prostymi:
a) y=—V3z i y=u=x, b 9= e+ 1 i y=—x+ 2.

T

B 202 4. Trygonometria

4.7. Pole trojkata

Pole trojkata jest rowne potowie iloczynu diu-
gosci boku i wysokosci opuszcezonej na ten bok.

it
P—:j{lh

Przyktad 1
Oblicz pole tréjkata rownoramiennego, ktorego ramie ma diugosc 13 cm, a wy-
sokos$¢ opuszezona na podstawe jest rowna 5 cm.
Obliczmy potowe dlugosci podstawy tréjkata, ko-
rzystajac z twierdzenia Pitagorasa:

- : y o
2 =132 - 5% = V144 = 12 [cm] D
Zatem P = fah = 1.24.5 = 60 [cm®].

==
LI e

Przyktad 2

Przeciwprostokatna trojkata prostokatnego ma
dlugosé 8 cm, a cos o = g- (rysunek obok). Oblicz
pole tego trojkata.

b :
cosa = o = El‘ stad b = 6 [cm)].

a=+/8 —62 = /64— 36 =28 = 2/7 [cm]
Zatem P = %(Lb =1.92/7.6=6V7 [em?].

2

Cwiczenie 1

Obwdd trojkata rownoramiennego wynosi 28 cm. Oblicz pole tego trojkata
w przypadku, gdy:

a) jego ramie jest o 4 cm krétsze od podstawy,

b) cosinus kata przy jego podstawie jest rowny %

Cwiczenie 2
Przeciwprostokatna trojkata prostokatnego ma dlugosé 26 cm. Oblicz pole
tego tréjkata w przypadku, gdy:

= * . # . F 5
a) sinus jednego z jego katéw ostrych jest réwny -,
b) tangens jednego z jego katéw ostrych jest réwny 2.4,

c) jego katy ostre a1 3 spelniaja warunek sin o + cos 3 = V3.

4.7. Pole tréjkata
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Cwiczenie 3
a) Oblicz obwdd trojkata prostokatnego réwnoramiennego o polu 4,5 cm?.

b) Oblicz pole trdjkata prostokatnego rownoramiennego o obwodzie réwnym
(30 +15v/2) cm.

Cwiczenie 4

a) Udowodnij podany obok wzor. Pole tréjkata rownobocznego

o boku a wyraza sie wzorem:

b) Oblicz pole tréjkata réwnobocznego 2.3

) , P = a<v/3
o obwodzie réwnym 30v/3 cm. 4
Cwiczenie 5

a) Oblicz pole trojkata réwnobocznego, ktorego wysokosé jest réwna 4 cm.
b) Oblicz obwéd trojkata réwnobocznego o polu réwnym 108v/3 cm?.
Twierdzenie

Pole trojkata jest réwne potowie iloczynu dtugosci dwoch
jego bokéw i sinusa kata zawartego miedzy nimi. b

_ 1 p .
P = Zabsin~vy i

Dowoéd
Mozliwe sa trzy przypadki ze wzgledu na kat o zawarty miedzy bokami a i b
trojkata. Rozpatrzmy dwa z nich (przypadek trzeci — patrz ¢wiczenie 6).

1° Kat « jest katem ostrym (rysunek obok).

Niech h bedzie wysokoscia opuszczona na bok a. b L
Wowcezas % = sina, wiec h = bsin a.
(0

Zatem P = fah = fabsin a.
2° Kat « jest katem rozwartym (rysunek obok).

Niech A bedzie wysoko$cig opuszczona na przediuze-
nie boku a.

Wowezas 2 = sin(180° — «), wiec h = bsin(180° —a). -2 - 7

Korzystamy ze wzoru sin(180° — a) = sin «v i otrzymujemy h = bsin .

«

Zatem P = %ah = %absin Q.

Cwiczenie 6
Uzasadnij prawdziwos¢ wzoru na pole trojkata P = %ab sin a w przypadku,
gdy kat a zawarty miedzy bokami a i b jest katem prostym.
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Przyktad 3
Dany jest tréjkat ABC o bokach |AB| = 6v/3, |AC| = 4 i kacie | BAC| = 60°.
Oblicz pole tego trojkata.
Kat BAC jest zawarty miedzy bokami AB i AC, zatem:
P = 1AB|-|AC|-sin60° = 1 - 6y/3-4. ¥ =18

2
Cwiczenie 7
Oblicz pole trojkata ABC, o ktérym wiadomo, ze:
a) |AB| =6, |BC| =10 i |4ABC|=30°,
b) |[AB| =10, |AC| =12 i |CAB| =120,
¢) |[AB| =4V3, |AC| =+/3, |SABC| =35 i |JACB|=100°,
d) |[AB| = |AC| =3v2 i |SABC|= 15"
Cwiczenie 8
Oblicz dtugo$é boku AC tréjkata ABC, ktoérego pole jest réwne 12 cm?, bok
AB ma dlugo$é 4 cm, a kat CAB ma miare: a) 30°, b) 45°, ¢) 120°.

Zadania

1. a) Dany jest trojkat ABC o bokach |AB| =7 cm, |AC| = 5 cm oraz kacie
|XCAB| = 120°. Oblicz pole tego trdjkata.

b) Oblicz pole trojkata rownoramiennego, ktérego ramie ma dtugos$é 8 cm,
a kat przy podstawie ma miare 22°30'.

2. Obwod tréjkata réwnoramiennego ABC' (rysunek

obok) jest réwny (12+8v/3) cm. Punkt P jest érod- ¢

kiem boku BC, a punkt R dzieli bok AB w sto- @ P
sunku 3:2. Oblicz pole tréjkata:

a) APC, b) ARC, «c¢) PRB. A R B

3. a) Podstawa tréjkata réwnoramiennego jest cztery razy diuzsza od wyso-
ko$ci opuszczonej na te podstawe. Pole trojkata jest réwne 36 cm?. Oblicz
obwdd tego trojkata.

b) W tréjkacie réwnoramiennym o polu 12v/3 em? stosunek wysokosci
opuszczonej na podstawe do dlugosci tej podstawy jest réwny %. Oblicz
miary katéw tego trojkata oraz jego obwod.

4. Stosunek dlugosci ramienia tréojkata réwnoramiennego do jego obwodu
wynosi 0,3. Pole tréjkata jest réwne 8v/5. Oblicz dlugosci jego bokéw.

4.7. Pole tréjkata
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5. W kwadracie ABCD o boku 8 cm punkty F i F s3 D C
srodkami odpowiednio bokéw AD i AB (rysunek obok).
Oblicz pole tréjkata EFC oraz jego obwod.

E
6. Ramie trojkata réwnoramiennego ma dtugosé 12 i two-
rzy z podstawa kat o mierze 45°. Z wierzchotka tego
trojkata poprowadzono do podstawy odcinek dzielacy A 4 B
kat miedzy ramionami w stosunku 2 : 1. Oblicz pola po- .

wstatych tréojkatow.

o2

A 10 B D
8. Rozpatrzmy trojkaty o dwoch danych bokach a i b. Jaka powinna by¢

7. Na rysunku obok |BC| = |BD|. Oblicz ob-
wod i pole trojkata BCD.

miara kata miedzy tymi bokami, aby pole tréjkata byto najwieksze?

@ 9. Dany jest trojkat o bokach dtugosci a i 2a oraz kacie miedzy tymi bokami
o mierze 120°. Uzasadnij, ze pole tego tréjkata jest dwukrotnie wigksze od
pola tréjkata rownobocznego o boku dlugosci a.

Jezeli dane sg dtugosci bokow a, b, ¢ trojkata, to mozna obliczy¢ jego pole,
korzystajac ze wzoru Herona (Heron z Aleksandrii, I w. n.e.):

P=./plp—a)p—0b)(p—ro)
Bpbare jest potowa obwodu tego trojkata.

gdzie p = 5

10. Oblicz pole tréjkata o podanych bokach, korzystajac ze wzoru Herona.
a) 3,4, 5 b) 4,5, 7 c) 5,5,6 d) 9, 10, 17

Tréjkatami Herona nazywamy tréjkaty, ktérych 5 43 5
dtugosci bokéw oraz pole wyrazaja sie liczbami E

naturalnymi. - L

Przyktadami trojkatow Herona sa tréjkat o bo-

15

kach 5, 5, 8 (ktory powstal przez zlaczenie dwoch 12

13
trojkatéw prostokatnych o bokach 3, 4, 5) oraz

trojkat o bokach 4, 13, 15 (ktéry powstat przez od-

ciecie z trojkata prostokatnego o bokach 9, 12, 15
trojkata prostokatnego o bokach 5, 12, 13). 4 5
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Przypomnij sobie

Czworokaty wypukte

Wielokat nazywamy wypuklym, gdy odcinek ta-
czacy dowolne dwa jego punkty jest w nim zawarty.

A
B

Wszystkie katy wewnetrzne wielokata wypuktego Czworokat ABCD nie jest
sa wypukte. Wielokat, ktory nie jest wypukly, na-  wypukly.

zywamy wklestym.

czworokaty
Czworokatami wypuklymi trapezy
sa m.in.: kwadraty, romby, réwnolegloboki
3 - romby !
p.rc.)stokegty, réwnolegtobo kwadraty prostokaty
ki i trapezy.
Kwadrat Prostokat

* Wszystkie katy sa proste, wszystkie boki
sa réwnej dtugosci.
* Przekatne sa rownej dtugosci, sa do sie-
bie prostopadte, a punkt ich przeciecia
dzieli je na potowy.

Romb

* Wszystkie boki sa réwnej dlugosci,
przeciwlegte boki sa réwnolegte, przeciw-
legte katy sa réwne.

* Przekatne sg do siebie prostopadie,
a punkt ich przeciecia dzieli je na polowy.
e Suma miar katéow wewnetrznych przy
jednym boku jest rowna 180°.

Trapez

* Ma co najmniej jedna pare bokoéw
réwnoleglych.

* Suma miar katow wewnetrznych przy
kazdym z ramion jest réwna 180°.

» Wszystkie katy sa proste, przeciw-
legte boki sa réwne i rownolegte.
* Przekatne sa rownej dtugosci, a punkt
ich przeciecia dzieli je na potowy.

Roéwnoleglobok

* Przeciwlegle boki sa rowne i réwno-
legte, przeciwlegte katy sa rowne.

* Punkt przeciecia przekatnych dzieli je
na potowy.

* Suma miar katoéw wewnetrznych przy
jednym boku jest réwna 180°.

Trapez réwnoramienny

* W trapezie rownoramiennym, ktory
nie jest réwnolegtobokiem, przekatne
sg réwnej dlugosci, a punkt ich prze-
ciecia dzieli je w tym samym stosunku.

Czworokaty wypukte
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4.8. Pola czworokatow (1)

Aby obliczyé¢ pole dowolnego czworokata, mozemy podzieli¢ go na dwa troj-
katy, a nastepnie obliczy¢ pola tych tréjkatow i je dodaé¢. Do obliczania pol
szczegdlnych czworokatéw, takich jak rownolegtobok, romb i trapez, mozemy
stosowa¢ odpowiednie wzory.

Roéwnoleglobokiem nazywamy czworokat majacy dwie pary bokoéow réowno-
legtych.

Twierdzenie

Pole rownolegtoboku jest rowne iloczynowi dhu-
gosci boku i wysokosci opuszczonej na ten bok. Ih

|
|
P=a-h h —6:

Przyktad 1
Pole réwnolegtoboku o bokach dlugosci 6 cm i 9 cm jest réwne 24 cm?. Oblicz
wysokosci tego rownolegloboku.

Oznaczmy przez h; wysokos¢ opuszczong na bok dtugosci 6 cm, a przez hs
wysokos¢ opuszczong na bok dtugosci 9 cm.
Wowezas 6hy = 24, czyli hy =4 cm, oraz 9hy = 24, czyli hy, = 2 = 22 [cm].

Cwiczenie 1
Boki réwnolegtoboku maja diugosci 6 cm i 10 cm, a jego pole jest réwne
90 cm?. Oblicz réznice wysokosci tego réwnolegloboku.

Twierdzenie

Pole réwnolegtoboku o bokach a i b oraz kacie « N
zawartym miedzy nimi wyraza sie¢ wzorem: A

P = ab sin o

Dowod
Przekatna rownolegloboku dzieli go na dwa trojkaty przystajace (cecha BKB)
o bokach a, b i kacie miedzy nimi rownym «. Zatem:

P=2-2absina = absin o
Cwiczenie 2
Oblicz pole réwnolegtoboku, ktoérego boki majg dlugosci 8 i 12, a kat:
a) ostry ma miare 45°,  b) rozwarty jest pie¢ razy wiekszy od kata ostrego.
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Cwiczenie 3
Rownolegtobok o bokach 6 cm i 12 cm ma pole P. Oblicz miare kata ostrego
tego rownolegloboku.
a) P =36 cm?

b) P = 36v/2 cm? ¢) P =36v/3 cm?

Cwiczenie 4
Oblicz wysokoéci réwnolegltoboku, ktérego boki maja dlugosci 6 i 64/3, a kat
rozwarty ma miare 120°.

Cwiczenie 5
a) Uzasadnij, ze przekatne réwnolegtoboku dziela go na cztery tréjkaty o réw-
nych polach.

b) Oblicz pole réwnolegtoboku, ktérego przekatne maja dtugosci 5 cm i 10 cm
oraz przecinaja sie pod katem 30°.

Rombem nazywamy czworokat majacy wszystkie boki rowne.

Aby obliczyé¢ pole rombu, mozemy zastosowaé¢ wzor na pole réwnolegtoboku
lub skorzystaé z tego, ze przekatne rombu przecinaja sie pod katem prostym,
a ich punkt przeciecia dzieli je na potowy.

Cwiczenie 6

Pole rombu o przekatnych dtugosci d;, dy wyra-

Udowodnij pod
owodnl] podany za, si¢ wzorem P = %d1d2'

obok wzdr.

Przyktad 2
Pole rombu jest réwne 108 cm?, a jedna z jego przekatnych ma dlugos$é 18 cm.
Oblicz dtugos¢ drugiej przekatne;j.

Oznaczmy przez d, dlugosé drugiej przekatnej. Wowczas % - 18d, = 108, skad
d, = 12 cm.

Przyktad 3

Ile jest réwna wysokosé rombu o przekatnych dtugosci 6 cm i 8 cm?

Dtugosé boku rombu obliczamy, korzystajac z twierdze-

nia Pitagorasa: a® = 3% + 42, czyli a = 5 cm. Obliczamy
pole rombu:

P=2didy= 3 -6-8=24[cm?]

Jednoczesnie P = ah, czyli h = 5, zatem:
h = 25—4 = 4,8 [cm)]

4.8. Pola czworokatow (1)

D C
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Cwiczenie 7

Oblicz pole i wysokos$¢ rombu:

a) o boku 13 i jednej z przekatnych réwnej 24,

b) o boku 6 i kacie ostrym « takim, ze cos o =

W=

Zadania

a) Oblicz pole réwnolegloboku, ktorego kat rozwarty ma miare 150°, a boki
maja dtugosci 4 cm i 9 cm.

b) Pole réwnolegloboku wynosi 8 cm?, obw6d 24 cm, a sinus jego kata
ostrego jest réwny 0,25. Oblicz wysokosci tego réwnolegtoboku.

Oblicz pole i obwdd réwnolegltoboku.
a) b)

8 C) 5 k
: / /
-/
45° 2 60°

6
a) Wykaz, ze jesli przekatne rownolegtoboku o dtugosciach p i ¢ przecinaja

sie pod katem «, to pole rownolegloboku wyraza sie wzorem:

P = %pqsina

b) Przekatne réwnolegloboku o dtugosciach 6 cm i 10 cm tworzg z jednym
z bokow odpowiednio katy 12° i 33°. Oblicz pole tego rownolegtoboku.

Przekatne réwnolegltoboku o polu réwnym 161/2 cm? przecinaja sie pod
katem, ktorego sinus wynosi %

boku jest trzykrotnie dtuzsza od drugiej. Uzasadnij, ze krotsze boki tego

. Jedna z przekatnych tego réwnolegto-

réwnolegtoboku sg prostopadte do jednej z jego przekatnych. Oblicz obwod
tego rownolegtoboku.

a) Oblicz sinus kata ostrego rombu o przekatnych dlugosci 12 cm i 16 cm.
b) Oblicz wysoko$¢ rombu o polu réwnym 120 cm? i obwodzie 48 cm.

a) W rombie o boku dtugoéci 4 cm i kacie ostrym 60° potaczono odcinkami
srodki sasiednich bokow i otrzymano prostokat. Oblicz jego pole.

b) Jedna z przekatnych rombu o obwodzie 104 cm jest o 28 cm dtuzsza od
drugiej przekatnej. Oblicz pole tego rombu.

W prostokacie o przekatnej dtugosci 12 cm potaczono odcinkami srodki
sasiednich bokéw. Otrzymany romb ma pole réwne 12v/3 cm?. Oblicz war-
tosci funkcji trygonometrycznych kata ostrego tego rombu.
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4.9. Pola czworokatow (2)

Trapezem nazywamy czworokat majacy co najmniej jedna pare bokéw rowno-
legtych.

Twierdzenie

Pole trapezu o podstawach dtugosci a, b b
i wysokosci h wyraza sie¢ wzorem: | h
p—atb 4, B
2 a
Dowaod
Pole trapezu ABCD jest rowne sumie pél tréjkatéw
ABD i BCD. Tréjkaty te maja taka sama wyso- D b ¢
kos¢ h, a ich pola sg réwne: :
h
Prapp = %ah, Prpep = %bh |
Zatem pole trapezu P = fah + 3bh = £(a + b)h. A B B

Cwiczenie 1
Oblicz pole i obwdd trapezu rownoramiennego, ktorego:

a) podstawy maja dtugosci 10 i 6, a przekatna ma dlugosé 9,

b) ramie ma dtugos$é 7, krotsza podstawa 5, a wysokosé jest rowna 3v/5.

D b C

Przyktad 1

Podstawa AB trapezu réwnoramiennego ABCD
ma dtugosé 10, jego ramie ma dtugosé 6, a kat ostry
ma miare 60° (rysunek obok). Oblicz pole tego tra-

pezu.
Obliczamy wysokos¢ trapezu: h = 6sin60° =6 - @ = 3/3.

Zatem |AFE|? = 6% — h?* =9, czyli |AE| = 3, oraz b = |AB| — 2|AE| = 4.
Pole trapezu: P = (4 +10) - 3v/3 = 21V/3.

Cwiczenie 2
Oblicz pole i obwdd trapezu rownoramiennego, ktorego:

a) krétsza podstawa ma diugosé 33, dluzsza podstawa 7+v/3, a miara kata
rozwartego wynosi 150°,

b) jedna z podstaw jest trzy razy dluzsza od drugiej, przekatna ma diugoscé 9,
a wysoko$¢ jest réwna 3v/5.

4.9. Pola czworokatow (2)
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Przyktad 2

Dany jest trapez ABCD o katach ostrych a i 3,
krétszej podstawie dtugosci 4 i wysokosci rownej 6
(rysunek obok). Pole tego trapezu jest rowne 42,
a tga = 3. Oblicz tg 3.

_ |DE] _ 6 _
tga = AB] stad |[AF| = o

Pole trapezu:
P = $(|AB|+|CD|)-h = 1(JAB| +4) -6 = 42
Zatem |AB| + 4 = 14, czyli |AB| = 10. Obliczamy dlugo$¢ odcinka FB:
\FB| = |AB| — (JAE| + |CD|) = 10 — (4 +4) = 2

CF 6
St@dtgﬁzﬁzaza

= 4.

ol o

Cwiczenie 3
Dany jest trapez o wysokoéci 4 c¢m, krétszej podstawie 5v/5 c¢cm oraz katach
ostrych « i 3 takich, ze sina = %, sin 0 = %. Oblicz pole tego trapezu.

Definicja

Deltoid to czworokat, ktérego przekatne przecinaja si¢ pod katem prostym
i jedna z nich dzieli druga na potowy.

Cwiczenie 4
Na rysunku obok przedstawiono deltoid o przekat- do N di

nych d; i d,. Uzasadnij, ze jego pole wyraza si¢ \

wzorem P = %dldz.

Przyktad 3

Pole deltoidu jest réwne 24 cm?, a jedna z jego przekatnych jest trzy razy
dtuzsza od drugiej. Oblicz dtugosci tych przekatnych.

Dtugos¢ krotszej przekatnej oznaczmy przez x. Druga przekatna ma wtedy
dtugosé 3z. Wyznaczamy pole deltoidu:
sox-3r=24

Stad x? = 16. Zatem przekatne maja dlugoéci = 4 cm oraz 3z = 12 cm.

Cwiczenie 5
Boki deltoidu maja dtugosci 3v/2 1 5, a krétsza przekatna ma diugosé 6. Oblicz
pole tego deltoidu.
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Zadania

1. W trapezie prostokatnym o polu 90 cm? i kacie ostrym 45° dluzsza prze-
katna tworzy z podstawami kat « taki, ze tga = % Oblicz obwod tego

trapezu.

2. W trapezie prostokatnym na rysunku obok sinus kata D ¢
DAB jest réwny %, a boki AD i AB maja odpowiednio
dtugosci 10 cm i 14 cm. Oblicz pole tego trapezu. i KB

3. Trapez rownoramienny o podstawach dhugosci 2 cm i 4 cm ma pole réwne
18 cm?. Oblicz sinus kata, pod jakim przecinaja sie przekatne tego trapezu.

4. Dziatke budowlang w ksztalcie trapezu o kolejnych bokach dtugosci 50 m,
25 m, 20 m i 25 m podzielono linia réwnolegta do podstaw tak, ze obwody
nowo powstatlych dzialek sa réwne. Ile metréw biezacych siatki potrzeba
do ogrodzenia obu dziatek (siatka miedzy dzialkami jest wspélna), jezeli
bedg one mialty furtki o szerokosci 1,5 m? Oblicz pola tych dziatek.

@ 5. Przekatne AC i BD trapezu ABCD o podstawach AB i CD przecinaja sie

w punkcie F. Wykaz, ze trojkaty AED i BEC maja réwne pola.

@ 6. Udowodnij, ze odcinek taczacy srodki ramion D_b C\
AD i BC trapezu ABCD (rysunek obok) ma \
dtugosé a; : A 7 B

7. Ramiona trapezu maja dtugosci 3 cmi4 cm, krétsza podstawa ma 7,5 cm,
a odcinek taczacy srodki ramion — 10 cm. Oblicz dtugos$é¢ dtuzszej pod-
stawy tego trapezu i jego pole.

8* Ramiona trapezu majg dtugosci 7 cmi9 cm, a suma dtugosci jego podstaw
wynosi 16 cm. Odcinek taczacy srodki ramion dzieli trapez na dwie czesci,
ktorych stosunek pol jest réwny % Oblicz pole tego trapezu.

9." Przekatne trapezu réwnoramiennego o polu S zawierajg sie¢ w dwusiecz-
nych jego katéw ostrych. Jedna z podstaw jest dwa razy dtuzsza od drugie;j.
Oblicz miary katow i dtugosci bokéw tego trapezu.

10. Dziatke budowlana w ksztalcie trapezu rownoramiennego o bokach dtugo-
$ci 50 m, 20 m, 50 m, 80 m podzielono na dwie czesci o rownych polach
powierzchni ptotem réwnoleglym do podstaw trapezu. Jaka jest ditugosé
ptotu rozdzielajacego te czesci?

4.9. Pola czworokatow (2)
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Dowiedz sie wiecej

Odcinki w trapezie

Twierdzenie

Dany jest trapez o podstawach a i b. Odcinek taczacy ramiona tego trapezu
réwnolegly do jego podstaw oraz przechodzacy przez punkt przeciecia jego
przekatnych ma diugosé réownag Sredniej harmonicznej dtugosci podstaw:

2ab
a+b

Szkic dowodu
Trojkaty ABP i CDP sg podobne, wiec 4 = ¢,

ho b

7, podobienstwa trojkatow GDP i ADB: D b ¢
a _ hit+hy __ h __a __a+bd
P = = mtl=grl=5 ; - .
St@d |GP‘ = a(fb. P
APHC ~ AABC, zatem analogicznie: hy
a __ a-+b 9 _ _ab
P = L2 czyli |PH| = et 7
Stad |GH| = |GP| + |PCH| = 2. A “ B

Twierdzenie

Dany jest trapez o podstawach a i b. Odcinek réwnolegly do podstaw tego
trapezu dzielacy go na dwa trapezy o réwnych polach ma diugos$é¢ réwna

2 2
sredniej kwadratowej dtugosci podstaw trapezu: 4/ = _;b .

Szkic dowodu D b C
Pole trapezu ABCD: P = “£2(h; + hy).

Odcinek EF' jest rownolegly do podstaw trape- ha

zu ABCD i dzieli go na dwa trapezy o réwnych joyaa o
polach, zatem: £% - hy = £, wiec hy = ﬁ, I & \
OI‘&ZHTZU'hzzg,WiQChQZb_I_x. AK - .

Stad otrzymujemy:

__a+b P P 2(a+z)(b+x)
P_ 2 (a—i—m b—l—a:) / P

20+ x)(b+z)=(a+b)(b+x+a+x)

. , . 2 2
Z, ostatniego réwnania wyznaczamy r = 4/ %

@ 1. Uzupetnij powyzsze szkice dowodéw o niezbedne uzasadnienia.
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Vv

Powtorzenie

B Zestaw |

1.

Przekatna prostokata ma ditugos¢ 10, a obwdd kazdego z tréjkatow po-
wstatych przez podzial prostokata przekatna jest réwny 24. Oblicz pole
prostokata.

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych 6
katow a i 3 tréjkata ABC przedstawionego - 3
na rysunku obok. A 6 B

a) Obwod tréojkata prostokatnego jest réwny 60, a tangens jednego z jego
katéw ostrych wynosi 2,4. Oblicz dtugosci bokéw tego trojkata.

b) Pole tréjkata prostokatnego jest réwne 44/2, a sinus jednego z jego
katéw ostrych jest réwny % Oblicz obwdd tego tréjkata.

c) Przeciwprostokatna trdjkata prostokatnego ma dlugosé 16. Katy ostre
a i 0 spelniaja zaleznos¢ sin acos = é. Oblicz pole tego trojkata.

Oblicz wartoéci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych trojkata ABC.
a) A(07 O)a B(37 0)7 C(Oa 2) C) A(_Ga 1)7 B(6a _4)7 0(67 1)
b) A(07 O)a B(67 0)7 0(67 4) d) A(_la _5)7 B(47 5)7 C(_47 1)

Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata ostrego a
speliajacego podany warunek.

NI

a) sina = 0,1 c) cosa =

V3

Oblicz dtugos$é podstawy AB oraz dlugos¢ ramienia trojkata réwnoramien-
nego ABC, ktérego:

a) wysokosé¢ CD jest rowna 6 cm, a |LACB| = 40°,
b) pole jest réwne 12 cm?, a |[SCAB| = 40°.

I
DO

e) tga == g) tga
tg o

1
6
b) cosa=0,9 d) sina= ? f) tga =5 h)

a) Obserwator widzi wierzchotek 70-metrowej wiezy stojacej na ptaskim
terenie pod katem 12° do poziomu. Jaka jest odlegtos¢ obserwatora od
podstawy wiezy? W obliczeniach pomin wzrost obserwatora.

b) Line podtrzymujaca maszt przymocowano do niego na wysokosci 110 m
nad ziemia i zakotwiczono w ziemi w odleglosci 40 m od podstawy masztu.
Oblicz miare kata, jaki lina tworzy z poziomem.
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Z punktu obserwacyjnego O znajdu- 9

jacego sie na wysokosci 4,5 m nad zie-

mia wida¢ brzegi rzeki pod katami

a = 32°1 8 = 18° (rysunek obok). Ob- . > 3

licz szerokos¢ rzeki w tym miejscu. A B C

Turysta idzie prosta droga wznoszaca sie pod katem 5°.

a) Jaka réznice pozioméw pokona po przejsciu 0,5 km?

b) Jak dlugo musialtby iS¢ ta droga z predkoscia 4,5 km/h, aby pokonaé
réznice pozioméw réwng 130 m?

S
. Z punktéw A i B odleglych od siebie o 800 m widaé
szczyt gory S pod katami oo = 29° 1 8 = 50° (rysunek
obok). Oblicz wysokosé SC' tej gory. - 4
A B C

Zestaw I

W tréjkacie ABC kat ACB ma miare 75°, bok AC ma dlugosé 4v/3 cm,
a wysoko$¢ opuszczona z wierzchotka C' jest réwna 6 cm. Oblicz pole tego
trojkata.

Dany jest trojkat réwnoramienny o ramieniu diugosci 6 cm i kacie przy
podstawie 30°. Oblicz odleglosci punktu przeciecia prostych zawierajacych
wysokosci tego tréjkata od jego wierzchotkéw.

Przeczytaj informacje w ramce, a nastepnie rozwiaz zadanie.

Punkt trojkata taki, ze suma jego odlegltosci od wierzchotkéw tego
trojkata jest najmniejsza, nosi nazwe punktu Fermata (punktu Torri-
cellego). Mozna wykazad, ze:

* jesli ktorys z katow trojkata ma miare 120° lub wieksza, to punktem
Fermata jest wierzchotlek tego kata;

* jesli wszystkie katy trojkata maja miary mniejsze od 120°, to punkt
Fermata lezy wewnatrz trojkata i kazdy z bokow trojkata widaé z tego
punktu pod katem 120°.

Dany jest trojkat prostokatny rownoramienny ABC' o przeciwprostokatne;j
dtugosci 2. Niech punkt P bedzie takim punktem tego trojkata, ze suma
jego odlegltosci od wierzchotkéw trojkata jest najmniejsza. Wykaz, ze su-
ma ta jest réwna 1 + /3.
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4.

10.

12.

Trapez prostokatny ma kat ostry «, dluzsza podstawe a, krotsza pod-
stawe b 1 wysokos$¢ h. Oblicz obwdd i dtugosci przekatnych tego trapezu.

a) a =60°, a=8cm, h =63 cm b) a =30°, b =10 cm, h =4 cm

Przekatne trapezu réwnoramiennego ABCD przecinaja sie pod katem
prostym w punkcie P. Podstawy trapezu maja diugosci |[AB| = 12 cm
i |CD| =4 cm. Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych kata PAD.

Podstawy trapezu maja dtugosci 10 i 4, a jego ramiona tworza z dluzsza
podstawa katy 45° i 60°. Oblicz pole tego trapezu.

W trapezie réwnoramiennym przekatna o dtugosci 10 cm tworzy z jednym
z ramion kat 90°, a z drugim — kat 30°. Oblicz obwdd tego trapezu.

Narysuj w uktadzie wspotrzednych kat «, do ktérego ramienia koncowego
nalezy punkt P. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych tego kata.

a) P(1,4) b) P(—1,4) ¢) P(—3,2) d) P(-2,3)

Uzasadnij, ze nie istnieje kat o € [0°; 180°] spelniajacy podane réwnanie.

b) VEsina=5—+/5 c) 3cosa+V3=6

1 11
a) cosa+ 7 = 5cosq

Oblicz.
a) sin 30°(cos 0° — 2 cos 135°) e) cos135°-sin 90° — sin 135° - cos 90°
b) (cos30° + cos 150°) - tg 75° f) sin15°- (tg135° + 1) 4 cos? 0°
sin 150° — 2 sin 30° o tg 60° . 9 o
) cos 45° ~tg 135 8) u30° —costoor TS0 180
sin 45° + cos 150° ° tg 120° 4 tg150° | . o
d) P cos 180 h) oo : 8in 90

. Uzasadnij, ze podane wyrazenie przyjmuje wartosc 1.

a) sin® 37° + sin® 53° ¢) sin20° - cos 70° + cos? 20°
b) sin® 18° + sin® 72° d) sin®26° + sin 64° - cos 26°

Wskazéwka. Skorzystaj z zaleznosci cos a = sin(90° — «).

Ekierki majace ksztalt potowy kwadratu o boku 20 cm
sg produkowane z drewnianych listew o szerokosci 2 cm
i grubosci 2 mm. Jaka jest objeto$¢ drewna zuzytego do
wyprodukowania 1000 takich ekierek? Pomijamy obje-
tos¢ odpadow. Jaka bytaby objetosé drewna zuzytego
do wyprodukowania z takich samych listew 1000 ekie-

rek majacych ksztalt potowy tréojkata réwnobocznego o boku 24 c¢m?

Powtérzenie

217 I



{@} Sposob na zadanie

Zadania z kontekstem realistycznym Przykiad .

Dany jest tréjkat réwnoramienny o podstawie dlugosci 4 cm

i ramionach dtugosci 6 cm. Oblicz wysokosé tego trojkata opusz-

1. Sciana pokoju na poddaszu jest nachylona do podlogi pod ka- 2 czOong ha jego ramie.
tem 70°. W jakiej najmniejszej odlegloéci od krawedzi podlogi &

, o L. o L@ Aby rozwiazaé to zadanie, mozemy postapi¢ na rézne sposoby.
mozna ustawi¢ biurko o wysokosci 60 cm? Odpowiedz podaj ﬁ

z doktadnoscia do 1 cm. podloga I sposdb P
Mozemy skorzystaé z podobienstwa tréjkatow APB A 3
2. Wzdltuz stromej ulicy zamontowano barierke o diugosci 200 m. Pierw- i CDB (cecha KKK): |AP| _ |CD| A D B
sze 100 m barierki jest nachylone pod katem 4° do poziomu, a drugie " |AB|  |CBJ
100 m — pod katem 6° do poziomu. Oblicz réznice wysokosci miedzy kon- Na podstawie twierdzenia Pitagorasa: |CD| = /62 — 22 = V32 =42 [cm].
cem barierki a jej poczatkiem z doktadnoscia do 0,01 m. D Zatem: AP| = |AB|-|CD| _ 4-4Y2 _ 82 em)
3. Z domu Tomka (oznaczonego na rysunku obok litera D) I sposob e 0 ’
fio szkoty (oznaczonej litera S) prowadza dwie (.iro.gi: Kat 3 jest katem ostrym trojkata CDB:
jedna zaznaczona kolorem czerwonym, a druga — niebie- DB| _ 1
skim. Odcinek AD ma diugoéé 320 m. Oblicz dhugosé cos ff = CB| = 2=

kazdej z tych drog z doktadnoscig do 1 m.

Zatem sin 3 = \/1—COS2B—\/1— \/7
4. Wieza widokowa stoi na ptaskim terenie. Z punktu A widac jej wierzchotek

pod katem 40°, a z punktu B, lezacego o 100 m dalej od wiezy niz punkt A, Kat 3 jest réwniez katem ostrym tréjkata ABP, wiec M = sin (3, stad:

. : Lo , . |AB]
wida¢ go pod katem 15°. Oblicz wysokos$¢ wiezy z doktadnoscia do 1 m. , 2v2 832
L brama AP =[AB]-sin § =4 - == = == [em]
5. W parku od bramy wejsciowej do alei gléwnej prowa- IIT spos6b
?ZQ dwie ?cieZki: li'edlr)lakl;)iegr;iebdo porélnika, drl}iga do Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa i obliczamy wysokos¢ CD tréjkata ABC:
ontanny (rysunek obok). ramy do pomnika jest 55
345 m. Oblicz dlugo$é trasy spaceru od bramy wejscio- . . CD| = V6? ~ 2 = 4v/2 [cm]
wej do pomnika, nastepnie do fontanny i z powrotem e Pole tréjkata ABC obhczamy na dwa sposoby:
do bramy. Odpowiedz podaj z doktadnoscia do 1m. 8 At P =1AB|-|CD| =1 4-4v/2 =82 [cm?|
6. Przekrdj poprzeczny walu ochronnego ma ksztalt trapezu réwnoramien- P = 1‘30‘ |AP| = l 6 |AP| = 3|AP| [cm?]
nego. Szerokos¢ watu u szczytu wynosi 5 m, a boczne nasypy o dtugosci Poréwnujemy wyznaczone wyrazenia i otrzymujemy:
6 m sa nachylone do poziomu pod katem 40°. Oblicz szerokos¢ watu u pod- 3|AP| = 8v/2, stad |AP|= M cm
stawy z doktadnoscia do 0,1 m.
_ ) o IV sposéb
Z: Z.pufﬂfty A potozonego na WSChOdO od wiezy Oznaczmy |PB| = z, wéwczas |PC| = 6 —z. Korzystamy z twierdzenia Pitago-
widac 1€ szczyt pod kadtem.a = 40°. Z punk— rasa dla tréjkatéw APB oraz APC' i otrzymujemy réwnania: |[AP|? = 4% — x?
tu B lezacego 800 m dalej na poludnie niz ﬁ\\ >\A oraz |[AP|* = 6% — (6 — x)?. Rozwigzujemy réwnanie 4° — z? = 6% — (6 — x)*

punkt A widac szczyt wiezy pod katem 3 = 20° . . 4 AP| — 82
(rysunek obok). Oblicz wysoko$é¢ wiezy z do- {otrzymujemy: = cm oraz |AP] 3 o0 . 1 8,2
Odpowiedz: |[AP| = == cm

ktadnoscia do 1 m.

=» Zadanie 15, str. 222
=» Zadanie 9, str. 224
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-8, 11.1 i 13.2 wybierz wlasciwa odpowiedz sposrod podanych.

Zadanie 1 (0-1)
Trojkat prostokatny, ktoérego przeciwprostokatna ma dilugosé ¢, moze mieé
pole rowne

A. 1e? B.

4

Zadanie 2 (0-1)
Dany jest trapez réwnoramienny, ktorego ramiona sg tej samej dtugosci co

%CQ C. 3¢ D. ¢2

krotsza podstawa, a dtuzsza podstawa jest dwa razy dtuzsza od krétszej. Prze-
katne tego trapezu przecinaja si¢ pod katem

A. 90° B. 60° C. 45° D. 30°

Zadanie 3 (0-1)
Dla a = 60° prawdziwa jest rownos¢

A. V3sina+ 1 =tg30°

B. sin?a —cos?a =1

C. cosa + cos(90° — a) = \/51,1
2

D. 2sina + cosa = e

Zadanie 4 (0-1)
Jesli a jest katem ostrym oraz cosa = %, to a nalezy do przedziatu
A. (0°;30°) B. (30°;45°) C. (45°;60°) D. (60°;90°)

Zadanie 5 (0-1)
Wskaz wyrazenie, ktérego wartos¢ jest réwna 1.

A. sin 40° — cos 50° C. 2sin” 30° — 2 cos? 30°
B. sin29° + cos61° D. sin”® 30° + cos® 45° + X tg 45°

Zadanie 6 (0-1)
Wskaz wyrazenie, ktérego wartosc jest réwna 1.

A. sin61° + cos 151° C. sin151° - cos61°
B. sin151° — cos61° D. sin 151° : cos61°

Zadanie 7 (0-1)

Wartosé wyrazenia (sin 150° +tg 135°) - ;(;551125050 jest liczba przeciwng do liczby
A. -1 B. 1 C. V3 D. —/3

Zadanie 8 (0-1)
Pole rombu o boku 4v/2 cm i kacie rozwartym 135° jest réwne
A. 8 cm? B. 82 cm? C. 16 cm? D. 16y/2 cm?
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Przed obowiazkowa matura z matematyki

Zadanie 9 (0-1)
Dany jest trojkat prostokatny, ktoérego przeciwprostokatna ma dtugosé 41 cm,
a jedna z przyprostokatnych ma dtugosé¢ 40 cm.

Ocen prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.

Cosinus jednego z katéw tego trojkata jest réwny %. P F

Tangens jednego z katow tego tréjkata jest réwny 4%. P F

Zadanie 10 (0-4)
Na rysunku obok przedstawiono trojkat C
prostokatny ABC'. i

Uzupelnij zdania tak, aby byty prawdziwe.
Dtugosé boku BC' jest réwna [ 7.

Obwdd trojkata ABC' jest réowny [?7]. A2 P 8 B
Sinus kata ABC' jest rowny [?..

Cosinus kata ACP jest réwny |7,

Zadanie 11

Dany jest trapez prostokatny ABCD D 4v/3 C
(rysunek obok). 4 N
Zadanie 11.1 (0-1) == -
Tangens kata CAB jest réwny

A. 2 B. 3 C. D. ¥

Zadanie 11.2 (0-2)
Oblicz sinus kata ADC' oraz pole trojkata ADC.

Zadanie 12 (0-2)
Kat ostry a spelnia warunek sin a = % COSs Q.

Ocen prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Sinus kata a jest réwny 2£2. P F
Toczyn sin o - cos o jest réwny +. P | F
Tangens kata « jest rowny % P F

J

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 13 b
Dany jest trojkat ABC' (rysunek obok),
w ktorym sin o = 0,4 oraz |AC| = 10. o

A B
Zadanie 13.1 (0-1)
Ocen prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest

prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.

Cosinus kata « jest réwny 0,6. P

Sinus kata 90° — a jest rowny @ P

Zadanie 13.2 (0-1)
Dtugos¢ boku BC' jest réwna

A. 22 B. 32 C. 42 D. 5v/2

Zadanie 14 (0-1)
Dany jest réwnolegtobok o bokach dtugosci 4 cm i 8 cm. Kat rozwarty tego
1

réwnolegloboku ma miar¢ « taka, ze cosa = —7.

Dokoncz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedZz A albo B oraz
odpowiedz 1., 2. albo 3.

Sinus kata «a jest réwny

A V15 1. | 8V15 cm?.
. T
a pole réwnolegloboku jest rowne 2. | 4415 cm?.

e

3. 8 cm?.

Zadanie 15 (0-1) & Przyktad, str. 219
Dany jest trojkat réwnoramienny o podstawie dtugosci 12 cm i ramieniu diu-
gosci 10 cm.

Ocen prawdziwos$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Trojkat ten jest rozwartokatny. P F
Wysokosé tego trojkata opuszczona na jego ramie ma dtugosé

9,4 cm.

Zadanie 16 (0-2)
Tangens kata ostrego a jest réwny g Oblicz cos a.

Przed obowiazkowa matura z matematyki

Zadanie 17 (0-2)

Dany jest tréjkat prostokatny o przyprostokat-

nych v/2 i 21/2 oraz katach ostrych a i 3. Oblicz

sin « - sin 3. O

Zadanie 18 (0-2)

Dany jest okrag o érodku O i promieniu 6 (ry-

sunek obok). Wiadomo, ze sina = 0,8. Oblicz a

dlugo$é cieciwy AB. A B

Zadanie 19 (0-2)
Dany jest tréjkat ABC o bokach |BC| = 6 i |AB| = |AC| = 8. Punkt P

jest spodkiem wysokosci tego trojkata opuszczonej z wierzchotka C. Oblicz
dtugosci odcinkéow AP i BP.

Zadanie 20 (0-2)
Kwadrat odwrotnosci sinusa pewnego kata rozwartego jest réwny 5. Oblicz
cosinus tego kata.

Zadanie 21 (0-4)
Oblicz obwod trojkata ABC na rysunku obok
oraz warto$ci funkcji trygonometrycznych kata «.

A 2x B
Zadanie 22 (0-4)

Dtugosci bokéw trojkata prostokatnego o katach ostrych a i 8 sg kolejnymi
liczbami parzystymi. Oblicz warto$é wyrazenia (sin o + sin 3)2.

Zadanie 23 (0-4)

Dany jest trapez o podstawach dtugosci 4 cm i (7 + 3v/3) cm oraz wysokoéci
réwnej 3 cm. Jeden z dwoch katéw ostrych przylegajacych do diuzszej pod-
stawy ma miare 45°. Oblicz iloczyn cosinusow katéw rozwartych tego trapezu.

Zadanie 24 (0-4)
Przekatne rombu maja dtugosci 4 cm i 8 cm. Oblicz cosinus kata ostrego tego

rombu. E
Zadanie 25 (0-4)

Aby obliczyé¢ szerokosé rzeki (dtugosé ¢
odcinka C'E' na rysunku obok), wyko-

nano pomiary w terenie: |AC| = 120 m,

|SCAB| = 32°, |9CAE| = 8°. Oblicz /]
szerokos¢ rzeki. A B

J
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Przed obowigzkowa maturg z matematyki

223 I



g

Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1 (0-2)
Katy a i (8 spelniaja warunki: a < 3, a4+ = 180°, sina = %. Oblicz wartos¢
wyrazenia 1 + cos 3.

Zadanie 2 (0-2)
Wiadomo, ze tg22°30' = /2 — 1. Oblicz sin 22°30'.

Zadanie 3 (0-4)

Dany jest trapez ABCD, w ktérym |BC| = |CD| = |DA| = 5, |AB| = 11,
punkt M jest srodkiem boku AD, a P — punktem przeciecia prostych CM
i AB. Oblicz pole i obwod trojkata APM.

Zadanie 4 (0-5) A

Kat BAC na rysunku obok ma miare 30°,

kat CAD — miare 45°, a odcinek |AB| ma I\N
dtugosé 6. Oblicz pole tréjkata ABD. B > D

Zadanie 5 (0-3)

Dany jest tréjkat rownoramienny o podstawie dtugosci a i kacie przy podsta-
wie o mierze 15°. Uzasadnij, ze jesli wysoko$¢ opuszczona na podstawe jest
réwna h, to ramie tego tréjkata ma dlugosé v2ah.

Zadanie 6 (0-3)
Miary katow trojkata wynosza odpowiednio «, 3, v, a jego pole jest réwne P.

Wykaz, ze:
2P sin «
O=\ a2
sin 3 sin vy

gdzie a jest dlugoscia boku lezacego naprzeciw kata a.

Zadanie 7 (0-4)
Kat ostry rombu ma miare 30°, a jego pole jest rowne P. Wykaz ze suma
dtugosci przekatnych tego rombu jest réwna 2v/3P.

Zadanie 8 (0-5)
a) Wykaz, ze dtugosci dwéch dowolnych bokéw trdjkata sa odwrotnie propor-
cjonalne do wysokosci opuszczonych na te boki.

b) Oblicz wysokosci tréjkata o bokach dlugosci 4, 51 7.

Zadanie 9 (0-3) = Przykiad, str. 219

Dany jest tréjkat réwnoramienny ABC' o podstawie |AB| = 20 oraz ramio-
nach dtugosci 26. Oblicz dtugosci odcinkéw, na ktére wysokos$é tego trojkata
opuszczona z wierzchotka A dzieli rami¢ BC.
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5 Planimetria

Z regularnym podzialem ptaszczyzny mozemy mie¢ do czynienia w sytuacjach
praktycznych, takich jak uktadanie kafelkéw lub bruku.

Bardzo ciekawe przyktady podzialéw plaszczyzny znajdziemy w pracach ho-
lenderskiego malarza i grafika Mauritsa Cornelisa Eschera [czyt. malrica kor-
nelisa eszera] (1898-1972). Inspiracje matematyka wida¢ w wielu jego pracach.

--------




5.1. Okrag

Okregiem o $rodku O i promieniu r > 0 nazywamy promieri A'

zbiér wszystkich punktéw plaszczyzny, ktorych od-  $rodek !
legto$é od punktu O jest rowna 7. Srednica

Stosunek dtugosci okregu do jego Srednicy jest staty. dtugosé okregu

Oznaczamy go grecka literg m. Oznaczenie to zo- p :
- Srednica okregu

stalo wprowadzone przez brytyjskiego matematyka

Williama Jonesa [czyt. liliama dzonsa] w 1706 roku. Liczba 7 jest niewymier-

na, w obliczeniach czesto wykorzystujemy jej przyblizona wartosé: = ~ 3,14.
Dhugosé okregu o promieniu r wyraza sie wzorem | = 27r.

Przyktad 1
Oblicz dtugosci okregéw o promieniach r; = 0,5 c¢m,
ro = 1cm, r3 = 1,5 cm (rysunek obok). @
Dtugosci okregéw wynosza odpowiednio: a
I, =271, =27-0,5 =7 [cm] ‘

lo =27 -1y =2m -1 =27 [cm]
3 =2m-r3 =2m-1,5 =37 [cm]

Kat srodkowy to kat, ktorego wierzchotek jest srodkiem okregu.

Na rysunku obok ramiona kata srodkowego o przeci-
naja okrag w punktach A i B, ktére dzielg ten okrag
na dwa tuki. Jesli nie sa one pétokregami, to méwiac
Suk AB”. bedziemy mie¢ na mysli krotszy z nich,
chyba ze jest powiedziane inaczej. Luk taki oznaczamy
AB. Czasami stosujemy oznaczenie trzyliterowe, np.
czerwony tuk na rysunku to tuk APB.

Dhugos$é tuku okregu o promieniu r» wyznaczonego przez kat Srodkowy
(0%

360° 27r.

o mierze o wyraza sie wzorem L =

Cwiczenie 1
Punkty A, B lezace na okregu o srodku O i promieniu r = 12 cm wyznaczaja
tuk dtugosci 37 cm. Jaka miare ma kat AOB?

I 226 5. Planimetria

Cwiczenie 2

W okregu o srednicy 24 cm poprowadzono cztery promienie tak, ze stosunek
miar katéw pomiedzy kolejnymi promieniami wynosi 1:3:5:7. Oblicz dtugosci
tukéw wyznaczonych przez konce kolejnych promieni lezace na okregu.
Okregi majace tylko jeden punkt wspo6lny (zwany punktem styczno$ci) nazy-

wamy okregami stycznymi. Promienie okregdéw stycznych poprowadzone do
punktu stycznosci leza na jednej prostej.

Okregi styczne zewnetrznie Okregi styczne wewnetrznie

1 T2
01\ Oy

|0102’ =71+ 7T |OlO2| - |T1 - T2|
Odlegtos¢ miedzy srodkami okregow Jesli ri > ry, to odleglosé miedzy

jest rowna sumie ich promieni. srodkami okregow jest réwna r; —rs.

Dwa rézne okregi moga tez mie¢ dwa punkty wspélne (okregi przecinajace
si¢) lub nie mie¢ punktéow wspélnych (okregi rozlaczne).

Okregi przecinajace sie

¢

‘7"1 —7“2| < |0102‘ < 1 +7“2

Okregi rozlaczne zewnetrznie Okregi rozlaczne wewnetrznie
™ T2 1 T2
01 OQ 01 02
|0102‘ > 1)+ 1o |0102‘ < |7"1 - 7n2|
Cwiczenie 3

Cztery okregi o réownych promieniach sg

odpowiednio styczne (rysunek obok), a ich /_WY\

srodki leza na jednej prostej i |O;0,4| = 48. O1 O O3 Oy
Oblicz srednice kazdego z tych okregéw.
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Zadania

10.

Punkty A, B naleza do okregu o srednicy 10 cm oraz |AB| = 5 cm. Oblicz
dtugosé okregu oraz dtugosé tuku AB.

Oblicz dtugosé tuku okregu o Srednicy d wyznaczonego przez kat Srod-
kowy «.

a) d=12cm, a=75° b)d=30cm, a=15° ¢) d=5cm, «a=330°

FLuk okregu wyznaczony przez kat sSrodkowy o mierze 20° ma dtugosé 27 cm.
Oblicz srednice tego okregu.

Na okregu o srednicy 18 cm kat sSrodkowy wyznacza tuk o dtugosci 47 cm.
Oblicz miare tego kata.

Oblicz wartosci z, dla ktérych okrag o Srodku w punkcie P(zx,0) i promie-
niu r; = 5 oraz okrag o $rodku w punkcie Q(—1,0) i promieniu 7, = 3 sg
styczne: a) zewnetrznie, b) wewnetrznie.

Narysuj w uktadzie wspotrzednych okrag o srodku O, i promieniu r; oraz
okrag o srodku O, i promieniu r,. Podaj odlegtos¢ miedzy $rodkami tych
okregow. Ile maja one punktéw wspolnych?

a) 01(—2,0), T = 4, 02(—1,0), Ty = 2

b) 01(0,—2),7”1:4, OQ(O,B),T’QZ]_ e

C) 01(1,3>, r = 2, 02(4,3), ro = 5)

Punkty O,, Oy i O3, bedace srodkami odpowiednio
stycznych okregéw (rysunek obok), leza na jednej pro-
stej. Dwa mniejsze okregi maja réwne promienie oraz
|O,03| = 18. Oblicz srednice kazdego z tych okregdw.

Konce przekatnej prostokata o bokach dtugosci 4 cm i 8 cm sg srodkami
dwoch okregdéw stycznych zewnetrznie. Punkt stycznosci dzieli przekatna
prostokata w stosunku 1:3. Oblicz dtugosci tych okregdéw.

Punkty A, B i C, bedace $rodkami odpowiednio stycz-
nych okregéw (rysunek obok), leza na jednej prostej
oraz |AB| = 3 i |AC| = 4. Oblicz promien kazdego
z tych okregow.

Srodki trzech okregéw parami stycznych zewnetrznie
sg wierzchotkami tréjkata o bokach 5, 6, 7. Oblicz pro-
mienie tych okregéw.
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5.2. Koto

Kotem o $rodku O i promieniu r > 0 nazywamy zbiér wszystkich punktow
plaszczyzny, ktorych odlegtosé od punktu O jest mniejsza lub réwna r.

Zwr6é uwage na to, ze punkty nalezace do okregu ograniczajacego koto naleza
do tego kota.

Wzér na pole kota zostal udowodniony Pole kola o promieniu r wyraza

przez Archimedesa. sie wzorem P = 7rr?.
Cwiczenie 1
a) Oblicz pole najwigkszego kola zawartego w kwadracie o polu 36 cm?.

b) Oblicz dtugos$é okregu ograniczajacego koto o polu 2,257 cm?,

Czes¢ ptaszezyzny ograniczong przez dwa wspotsrodkowe

okregi (wraz z tymi okregami) nazywamy pierScieniem

kolowym.

Opisujac pierscien kolowy, podajemy jego promien ze-

wnetrzny i promien wewnetrzny. Réznice tych promieni '
nazywamy szerokoscig pierscienia. Dla pierscienia na ry-

sunku obok jest ona réwna R — r.

Cwiczenie 2

a) Oblicz pole pierscienia kotowego o promieniu zewnetrznym 25 cm i promie-
niu wewnetrznym 24 cm. Podaj promien kota, ktorego pole jest réwne polu
tego pierscienia.

b) Pole pierscienia kotowego o szerokosci 1 cm wynosi 177 ¢cm?. Oblicz pro-
mien zewnetrzny i promien wewnetrzny tego pierscienia.

Czesé kota o srodku O ograniczong tukiem AB i promieniami OA i OB (wraz
z brzegiem tej czesci) nazywamy wycinkiem kota lub wycinkiem kolowym.

. , B
Pole wycinka kola wyznaczonego przez kat srodkowy
0 mierze o wyraza si¢ wzorem: Q
P = io c 71'1“2
360
A
Cwiczenie 3

Oblicz pole wycinka kota o promieniu r wyznaczonego przez kat srodkowy «.
a) r=12, a =75 b) r =2, a=22°30 c) r=+/3, a=2315

5.2. Koto
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[EI 1. Bok kwadratu ma dlugos$¢ 6. Wykaz, ze pole zacienio- / \

Cwiczenie 4
Pole wycinka kota o promieniu 6 wyznaczonego przez kat « jest réwne 27.
Oblicz miare kata a. B

Czes¢ kota ograniczong tukiem APB i cieciwa AB (wraz P
z brzegiem tej czedci) nazywamy odcinkiem kola lub odcin-

kiem kolowym.
A

Przyktad 1

Oblicz pole odcinka kota o promieniu 4 wyznaczonego przez
cieciwe AB i kat AOB o mierze o = 45° (rysunek ponizej).
Obliczamy pole wycinka kota AOB:

__ 45° 2 __

Nastepnie obliczamy pole trojkata AOB:
Py=1-4-4-sin45° =42 <)
Zatem pole odcinka kota: A
P=P —P=21—4/2

Cwiczenie 5
Punkty A, B nalezace do okregu o srodku O i promieniu 12 wyznaczaja kat
srodkowy AOB. Oblicz pole odcinka kotowego wyznaczonego przez ten kat.

a) |LAOB| = 90° b) |XAOB| = 60° ¢) |3 AOB| = 30°

Do uzasadnienia wzoru .
na pole kota wykorzystu-

Je si¢ ustawlenie wycin- Dolna linia sktadajaca sie z tu-
kow ma dhugosé mr.

kéw kota w figure taka
jak na rysunku obok.

Zadania

wanego obszaru jest mniejsze od 9 (rysunek obok).

2. Cieciwa laczaca punkty A i B lezace na okregu o promie-

niu 5 ma dtugoéé 5v/3. Oblicz dlugosci tukéw wyznaczo-
nych przez te punkty oraz pola odpowiednich wycinkéw. K /

3. W kole o srodku O i promieniu 4 poprowadzono cieciwe AB. Pole trojkata
AOB jest réwne 41/2. Oblicz pola figur, na ktére cieciwa podzielila to kolo.

I 230 5. Planimetria

4. Wierzchotki oémiokata (rysunek obok) naleza do

okregu o promieniu 3. Sposréd kolejnych katow
srodkowych «aq, ..., ag kazdy nastepny jest o 10°
wiekszy od poprzedniego.

a) Oblicz pole wycinka kola wyznaczonego przez
kat as.

b) Oblicz sume pél odcinkéw kota wyznaczonych
przez katy as i ag.

5. Dany jest wielokat foremny, ktérego wierzchotki naleza do okregu o pro-
mieniu 2. Oblicz dtugos¢ czerwonej linii oraz pole zacieniowanego obszaru.

a) b) c)

@ 6. Uzasadnij, ze pole odcinka kota o promieniu r wyznaczonego przez kat

rodkowy o mierze 60° jest réwne Sr%(2m — 3v/3).

7. Oblicz pole zacieniowanej figury.
a) a=30° b) AB || CD c) r=2v2

8. Tréjkat ABC jest trojkatem réwnobocznym o boku diugosci 6 cm. Oblicz

pole zacieniowanego obszaru.

a) C b) A c) C
Al \B A — " \p AZ SB
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5.3. Wzajemne potozenie okregu i prostej

@ Cwiczenie 1

Uzasadnij, ze sposrod odcinkow taczacych dany punkt P z punktem lezacym
na prostej [ (P ¢ 1) najkrotszy jest ten, ktéry jest do tej prostej prostopadty.

Odlegloscig punktu P od prostej [ nazywamy diugosé naj-
krotszego odcinka taczacego punkt P z punktem na prostej [
(odcinek ten jest prostopadly do prostej [). Jesli punkt P
lezy na prostej [, to przyjmujemy, ze jego odlegtos¢ od tej

prostej jest rowna zero.

Okrag i prosta moga mie¢ dwa punkty wspoélne, jeden punkt wspélny lub nie
mie¢ punktéw wspolnych.

Niech |OP| bedzie odlegloscia $rodka okregu od prostej.
|OP| < r

Prosta, ktéra ma z okregiem dwa punkty wspol-
ne, nazywamy jego sieczng. Odlegtosé siecznej od
srodka okregu jest mniejsza od jego promienia.

Jesli prosta ma z okregiem jeden punkt wspolny,
to méwimy, ze jest styczma do okregu (wspélny
r punkt nazywamy punktem styczno$ci). Promien

|OP| =1

@, okregu poprowadzony do punktu stycznosci z pro-
sta jest do niej prostopadty. Odleglos$é stycznej od
srodka okregu jest réwna jego promieniowi.

|OP| > r
Na rysunku obok okrag i prosta nie majg punk-

D
o

téw wspolnych (sa roztaczne). Odleglosé proste;
od srodka okregu jest wieksza od jego promienia.

Cwiczenie 2
a) Prosta [ jest styczna do okregu o promieniu 6 cm w punkcie P. Punkt A
lezy na prostej [ i |[PA| = 4 cm. Oblicz odleglo$é punktu A od érodka okregu.

b) Prosta AB jest styczna do okregu o srodku w punkcie O. Punkt styczno-
Sci P jest érodkiem odcinka AB. Wiadomo, ze |AO| =20 cm i |[AB| = 32 cm.
Oblicz promien okregu.
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Twierdzenie o odcinkach stycznych

B

Jesli styczne do okregu w punktach A i B <
przecinaja sie w punkcie P, to: S

|PA| = |PB| <

A

Powyzsze twierdzenie mozna udowodni¢, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa

zastosowanego dla trojkatéw PAO i PBO.

Cwiczenie 3

a) Dany jest okrag o srodku w punkcie O i pro-
mieniu 6 cm. Z punktu P odleglego od punktu O

o 10 cm poprowadzono dwie proste styczne do
okregu w punktach A i B. Oblicz obwdd czworo-
kata PAOB. P

b) Obwdd czworokata PAOB (rysunek obok)
jest rowny 34 cm, a odcinek PS ma dlugo$é 8 cm.

Oblicz promien okregu o srodku w punkcie O.

Liczba wspolnych stycznych dwéch okregéw zalezy od potozenia tych okregow.

Okregi roztaczne zewnetrznie; Okregi styczne zewnetrznie;

cztery wspoélne styczne trzy wspolne styczne

Okregi przecinajace sie; Okregi styczne wewnetrznie;

dwie wspolne styczne jedna wspolna styczna

Okregi roztaczne wewnetrznie nie maja wspolnych stycznych.

5.3. Wzajemne potozenie okregu i prostej
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Cwiczenie 4
Dane sa okrag o srodku O, i promieniu r; oraz okrag o srodku O, i promie-
niu ry. Okresl liczbe wspdélnych stycznych tych okregow.
N R | _ gl Ak e 0L 1
a) ry =33, 2 =45, [010,] =53 c) i=3, ra=3, 010 =3

b} ri=11, Fa=13, |010:| =724 d) #i & ¥2, r=43, |0i0s] =4

Przyktad 1
Dany jest okrag o érodku O(0,0) i promieniu 3.
Ile punktow wspdélnych z tym okregiem ma pro-

sta © = m w zaleznosci od parametru m?

Prosta © = m z danym okregiem:

» ma jeden punkt wspdlny dla m € {—3, 3},

* ma dwa punkty wspdélne dla m € (—3;3),
* nie ma punktéw wpélnych dla m € (—oc; —3) U (3;0¢).

Przyktad 2
Ile punktéw wspolnych ma prosta y = 3 z okre-
giem o srodku S(3,1) w zaleznosci od promie-

nia r tego okregu?

Prosta y = 3 z okr¢giem o $rodku S:

*» ma jeden punkt wspdlny dla r = 2,
» ma dwa punkty wspolne dla r € (2;0¢),

* nie ma punktéow wspolnych dla r € (0;2).

Cwiczenie 5
Ile punktéw wspolnych ma prosta k z okregiem o $rodku S w zaleznoécei od
promienia r tego okregu?

a) k:y =3, 5(3,—1) k) k:g=ald, S(—gjﬂ_c) e) k:z =72, S(-1,1)

Przyktad 3
Oblicz dlugosc¢ cieciwy wyznaczonej przez punkty wspolne prostej [z = 3

i okregu o érodku O(0,0) i promieniu 5.
Niech |OP| bedzie odleglodcig érodka okregu od prostej [, V' I

o

a punkty A, B niech beda punktami przecigcia okregu z ta

prosta. Wowcezas |OP| = 3, zatem: <

4P| = VBT =T = V16 =4 afe

Trojkaty OPA i1 OPB sa przystajace, wige diugosé cigciwy:
|AB|=2-|AP| =8

X

t:a\_“u
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Cwiczenie 6

a) Oblicz dlugosé cieciwy wyznaczonej przez punkty przeciecia prostej y = —3
oraz okregu o $rodku w punkceie (2,0) i promieniu 4.

b) Cieciwa dlugosci 6 jest wyznaczona przez punkty przecigcia prostej » = 1

oraz okregu o srodku w punkeie (—3,2). Oblicz promien tego okregu.

Zadania

1. Prosta réwnolegla do osi OY przecina okrag o srodku w punkeie (0,0)

i promieniu 10 w punktach A i B. Wyznacz rownanie tej prostej dla:
a) |[AB| = 12, b) |AB| = 10V2, c) |AB| = 10, d) |AB| = 20.

2. Odleglosé¢ miedzy dwiema prostymi réwnoleglymi to dlugosé odceinka
prostopadlego do tych prostych o koficach nalezacych do prostych. Oblicz
promien okregu stycznego do dwdéch prostych rownoleglych, jesli wiadomo,
ze odleglo$é miedzy nimi jest rowna 5 cm.

3. Okregi o drodkach O, i O, oraz promieniach
r 1 R sa styczne zewnetrznie (rysunek obok).
Prosta PO, jest styczna do okregu o srodku Oy,
a prosta P — do okregu o srodku O,. Wyznacz
obwdd czworokata P0,0,(Q).

4. Dany jest okrag o srodku w punkeie (0,0) i promieniu 11. Cigciwa AB
tego okregu jest rownolegla do osi OX 1 ma diugosé 20. Punkt P nalezy
do tej cieciwy i jego odleglosé od srodka okregu jest rowna 5. Wyznacz
wspoOlrzedne punktu P. Rozwaz wszystkie przypadki.

5. Z punktu P poprowadzono wspdlne

styczne do okregow o srodkach w punk-

tach O, i O, (rysunek obok). Wiadomo,
02 B| = 51 |0,P| = 13. Oblicz pro-

mien r okregu o Srodku w punkcie O,.

yAS

6. Punkty A i B leza na okregu o érednicy 12 em, a odleglo$é miedzy nimi jest
rowna promieniowi tego okregu. Styczne do okregu poprowadzone przez
punkty A i B przecinaja si¢ w punkcie P. Oblicz
pole trojkata APB.

7. Dane sa okregi o $rodkach O, 1 O, 1 promie-
niach |0, 4| = 4 em i |0,B| = 12 cm (rysunek
obok). Prosta AB jest wspdlna styczna tych

okregow. Oblicz pole zacieniowanego obszaru.

5.3. Wzajemne potoZenie okregu i prostej
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Dowiedz sie wiecej

Konstrukcja stycznej do okregu

Aby skonstruowaé styczna do danego okregu o srodku O przechodzaca przez
punkt P lezacy na zewnatrz okregu, postepujemy w nastepujacy sposob.

* Wyznaczamy srodek odcinka OP — punkt S na rysunku ponize;j.

* Rysujemy okrag, ktérego promieniem jest
odcinek SO — okrag ten przecina dany ok-
rag w punktach A i B.

* Prosta PA jest styczna do danego okregu.
Zauwaz, ze PA 1 OA (aby to uzasadni¢,
mozna rozpatrzyé¢ katy trojkatéw rowno-

ramiennych PSA i OSA). Druga styczna
jest prosta PB.

1. Opisz konstrukcje stycznej do danego okregu przechodzacej przez punkt
nalezacy do tego okregu.

Konstrukcja wspadlnej stycznej do dwoch okregéw
roztagcznych zewnetrznie

Rozpatrzmy okrag L, o srodku O; i promieniu r; oraz roztaczny z nim ze-
wnetrznie okrag L, o srodku O, i promieniu 7, (rysunek ponizej).

* Rysujemy okrag Ls; o srodku w punkcie O, i promieniu rownym r; + rs.

e Rysujemy prosta O, A — styczng do okregu L3 przechodzaca przez punkt O,.
 Wyznaczamy punkt B — punkt przeciecia odcinka O; A z okregiem L.

e Rysujemy styczna do okregu L, przechodzaca przez punkt B. Jest ona réwno-
czesnie styczng do okregu L, (uzasadnij).

2* Opisz, jak skonstruowac¢ pozostate wspolne styczne do dwoch okregdéw roz-
tacznych zewnetrznie.
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5.4. Katy w okregu (1)

Kat srodkowy a przedstawiony na rysunku obok jest
wyznaczony przez tuk AB zaznaczony kolorem czerwo-

nym. B
Mowimy tez, ze kat sSrodkowy « jest oparty na tuku AB

lub na cieciwie AB. A
Cwiczenie 1 p, 1 P,
Punkty Py, P,, ..., Py dzielg okrag na 12 tukéw o réw- s Py
nej dtugosci. Podaj miare kata srodkowego opartego na P, P
tuku:
a) @, b) @12, C) P/G—PI?T 1 e
Py Pro Py
Definicja
P

Kat wpisany w okrag to kat wypukty, ktérego wierz-

chotek lezy na okregu, a ramionami sg polproste

zawierajace cieciwy tego okregu.
O kacie wpisanym [ (rysunek obok) méwimy, ze jest S N

oparty na tuku AB.

Twierdzenie

Kat srodkowy w okregu ma miare dwa razy wieksza od miary kata wpisa-
nego opartego na tym samym tuku.

Dowod — patrz zadanie 9., str. 240.

3 P
Cwiczenie 2

a) Podaj miare kata 3 (rysunek obok). A
b) Narysuj w dowolnym okregu kat $rodkowy o = 120°

i trzy rézne katy wpisane oparte na tym samym tuku @

co kat a. Podaj miary tych katow.

. A B
Cwiczenie 3

Podaj miare kata srodkowego opartego na tym samym tuku co kat wpisany J3.
a) 3 =15° b) = 48° c) f=137° d) g = 74°30

5.4. Katy w okregu (1)
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Cwiczenie 4
Kat wpisany (3 jest oparty na tym samym tuku co kat srodkowy «. Oblicz
miare kata a + 3 dla:

a) a = 110°, b) o = 45°, c) f=1T7°, d) g = 105°.
7, twierdzenia o katach srodkowym i wpisanym wynikaja nastepujace wnioski:

Twierdzenie

£\ A
(;»,J'ﬁ LN, o

A
Katy wpisane w okrag  Kat wpisany w okrag opar-  Suma miar katéw « i 3 wpisa-
oparte na tym samym  ty na polokregu (na s$redni-  nych w okrag, jak na rysunku
tuku maja réwne miary.  cy) jest katem prostym. powyzej, jest rowna 180°.

[D] Ewiczenie 5
Uzasadnij kazdy z powyzszych wnioskéw.

Cwiczenie 6
Promien okregu jest réwny r. Oblicz miary katow «, (1 7.

a. |
A
Cwiczenie 7
Oblicz miary katow a, (i 7.

a) %
40°
@)
4
s
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Zadania

1.

Punkty A, B,C, ..., P dziela okrag na 16 tukow
o réwnej dtugoéci. Punkt A lezy na jednym z ra-
mion kata $rodkowego (3. Ktéry z punktow lezy
na drugim ramieniu tego kata?

a) = 45° c) B =225°
b) 6= 112,5° d) B = 315° Py

Dany jest okrag o promieniu 6. Podaj miary katéw srodkowego oraz wpi-
sanego opartych na tuku o podanej dtugosci.

a) 27 b) 37 c) g d)

us
2 4

Odcinek BD jest srednica okregu, a odcinek AC jest cieciwa prostopadta
do odcinka BD. Oblicz miary katéw trojkata ADC w przypadku, gdy:

a) |XACB| = 707, b) |XABC| = 130°.

Oblicz miary katéow a i 3.

a) b) c)
ElE ﬂ
p
39° Y, o

Kat ( jest katem wpisanym w okrag opartym na tym samym tuku co kat

srodkowy a. Oblicz miary katow «a i 3.
a) a+ [ =111° b) a = 3+ 56°30' c) sa+ 33 =48

Oblicz miary katow a i 3.

A°

5.4. Katy w okregu (1)
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7. Oblicz miary katow a, 31 7.

a) b)

249

v 869 O

8. Promien okregu jest rowny r. Oblicz miary katow a, 51 7.

a) { b) c)
o’ O

@ 9. Przeczytaj informacje w ramce oraz dowdd przypadku I, a nastepnie prze-
prowadz dowody przypadkoéow 11 i II1.

Aby udowodnié, ze kat srodkowy o w okregu ma miare dwa razy wiek-
szg od miary kata wpisanego 3 opartego na tym samym tuku, wystar-
czy rozpatrzy¢ trzy przypadki.

I. Srodek O okregu I1. Srodek O okregu III. Srodek O okregu
lezy wewnatrz kata lezy na ramieniu kata lezy poza katem wpi-
wpisanego. wpisanego. sanym.

P

& A

A A,

Dowéd przypadku I A

Z punktu P prowadzimy promien PO. Wowczas 8 = 31 + Bs.
Wyznaczamy miare kata srodkowego:

o = 360° — (180° — 26,) — (180° — 26,) = 2(f + ) = 23

Wskazowka do przypadku III. Rozwaz katy o + a1 i 8+ (1.
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5.5. Katy w okregu (2)

Twierdzenie o cieciwach D
Jedli w okregu dwie cieciwy AB i CD przecinaja \
sie w punkcie P, to: B

PA|-|PB| = |PC|- |PD| A
C
Dowod

Katy ACD i ABD sa katami wpisanymi opartymi na tym samym tuku, za-
tem |SACD| = |<ABD)|. Analogicznie uzasadniamy, ze |SCAB| = |<CDB|.
Réwniez | APC| = | BPD| (uzasadnij), zatem na podstawie cechy KKK po-
dobienstwa trojkatéw stwierdzamy, ze AAPC ~ ABPD. Stad otrzymujemy:

|PA| _ |PC|
|PD|  |PB|

czyli |PA| - |PB| = |PC| - |PD|.

Przyktad 1
Oblicz dtugosé odcinka PB (rysunek obok).

Na podstawie twierdzenia o cieciwach:

|PA| - |PB| = |PC|-|PD|

czyli:

24 -x =18-8

. 18.8

T= = 6
Cwiczenie 1
Oblicz x.
a) b) c)

2 ; ;
0]
\x\Kl/

Cwiczenie 2

Srednica okregu AB przecina cieciwe CD w punkcie P oraz |PB| =1 cm,
|PC| =2 cm, |PD| =3 cm. Oblicz dlugo$¢ tego okregu.
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Cwiczenie 3

a) Dany jest okrag o promieniu 11 cm. Przez punkt P, odlegly od Srodka
okregu o 5 cm, poprowadzono cieciwe o dtugosci 20 cm. Oblicz dtugosci od-
cinkéw, na ktoére punkt P dzieli cigciwe.

b) Cieciwa przecina $rednice okregu pod katem prostym i dzieli ja na odcinki
o dtugosciach 6 cm i 24 cm. Oblicz dlugos¢ tej cieciwy.

Przyktad 2
Prosta AP jest styczna do okregu o srodku O w punk- C
cie A. Kat PAB ma miare 40°. Oblicz miare kata ACB.
Promien OA jest prostopadly do stycznej AP, zatem: A\
| YOAB| = 90° — 40° = 50° B
Trojkat AOB jest rownoramienny, wiec: -
| AOB| = 180° — 2 - 50° = 80° AP

Kat ACB jest katem wpisanym opartym na tym samym huku co kat srodkowy

AOB, zatem:
|XACB| = 5|3 AOB| = 5 - 80° = 40°

Cwiczenie 4

Uzasadnij, ze katy « i 3 na rysunku obok sa réwne,
czyli ze kat zawarty miedzy styczng a cigciwa okregu
poprowadzong z punktu stycznosci jest rowny katowi
wpisanemu opartemu na tej cieciwie.

Cwiczenie 5
Wyznacz miare kata a.

24°

427

Cwiczenie 6

Wierzchotki tréjkata réwnoramiennego ABC' o podstawie AB leza na okregu.
Kat miedzy bokiem BC a styczna do okregu w punkcie B ma miare 50°.
Oblicz miary katéw tego trojkata.
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Zadania

1. Oblicz promien okregu oraz pole trojkata ABC.
a) G by C

4 /
2 B
A = B > = B
3 2 |3
A

2. Wyznacz miary katéw «, 3, v oraz miare kata ostrego d miedzy cieciwg,

AB a styczna do okregu w punkcie A.

a) b) L c) B
b
A g
\ = RS R g
50° o
z B z NS

3. a) W okregu o srodku O poprowadzono cieciwe AB. Jeden z katéw troj-
kata AOB ma miare 96°. Wyznacz miare kata zawartego miedzy cieciwa
AB a styczna do okregu poprowadzona przez punkt A.

b) W okregu o promieniu 6 cm poprowadzono cieciwe AB. Dhugo$é tuku
AB jest rowna m cm. Wyznacz miare kata zawartego miedzy cieciwa AB
a styczna do okregu poprowadzona przez punkt B.

4. Proste przedstawione na rysunku sg styczne do okregu w odpowiednich
punktach. Wyznacz miary katéw trojkata ABC.

5. Punkt przeciecia dwoch cieciw okregu dzieli jedna z nich na odcinki dtu-
gosci x 1 18, a druga — na odcinki dtugosci x + 3 i z + 6. Oblicz dlugosci
tych cieciw.

5.5. Katy w okregu (2)
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5.6. Okrag opisany na trojkacie

Okrag nazywamy opisanym na trojkacie, jezeli wszystkie wierzchotki trojkata
naleza do okregu. Méwimy tez, ze trojkat jest wpisany w okrag. Na kazdym
trojkacie mozna opisa¢ okrag — mowi o tym ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie

Symetralne bokoéw trojkata przecinaja sie w jednym punkcie, ktéry jest

srodkiem okregu opisanego na tym trojkacie.

C
B
A
Srodek okregu opisanego Srodek okregu opisanego na Srodek okregu opisanego na
na trojkacie ostrokatnym trojkacie prostokatnym jest trojkacie rozwartokatnym le-
lezy wewnatrz trojkata. srodkiem przeciwprostokatne;j. zy na zewnatrz tego trojkata.

Cwiczenie 1

Udowodnij, ze symetralne bokéw trojkata przecinaja sie w jednym punkcie.
Wskazowka. Rozpatrz najpierw odlegtosci punktu przeciecia symetralnych dwéch bo-
kéw trojkata od jego wierzchotkow.

Promien okregu opisanego na trojkacie rowno-
bocznym o boku a wyraza sie¢ wzorem:

R=2/3

3

Cwiczenie 2

Udowodnij powyzsze twierdzenie.

Moéwimy, ze kolo jest opisane na trdjkacie, gdy jest na nim opisany okrag
ograniczajacy to koto.

Cwiczenie 3

a) Oblicz pole kola opisanego na tréjkacie réwnobocznym o polu 644/3 cm?.
b) Oblicz wysoko$¢ oraz pole trojkata réwnobocznego, na ktérym opisano
okrag o promieniu 6 cm.
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Przyktad 1
Na trojkacie prostokatnym o jednej z przyprostokatnych dtugosci 6 opisano
okrag o promieniu 5. Oblicz pole tego tréjkata.

Srodek okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym jest
srodkiem jego przeciwprostokatnej (jest ona $rednica tego 6
okregu), czyli przeciwprostokatna ma dlugosé:

c=2R=2-5=10 5 5
Na podstawie twierdzenia Pitagorasa: b = 10 — 62 = 64,

zatem b = 8, wiec pole tréjkata P = % -6-8=24.

Cwiczenie 4

a) Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym, ktérego przy-
prostokatne maja dtugosci 7 cm i 12 cm.

b) Pole trojkata prostokatnego jest réwne 18 cm?. Wysokosé poprowadzona
z wierzchotka kata prostego jest rowna 4 cm. Oblicz dlugosé okregu opisanego
na tym tréjkacie.

Cwiczenie 5

Oblicz obwdd trojkata prostokatnego wpisanego w okrag o promieniu 5, jesli:
a) jest to trojkat rownoramienny,

b) jedna przyprostokatna jest trzy razy dtuzsza od drugiej.

Cwiczenie 6
Odleglosci érodka okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym od jego przy-
prostokatnych wynosza 4 i 6. Oblicz pole trojkata.

Przyktad 2

Kat miedzy ramionami tréjkata réwnoramiennego ma miare 30°, a podstawa
trojkata ma dtugosé 2. Oblicz promien okregu opisanego na tym trojkacie oraz
odlegtosé srodka tego okregu od podstawy trojkata.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok. Wéw-
czas kat AOB jest katem srodkowym opartym na tym
samym tuku co kat wpisany ACB, czyli:
|XAOB| = 2|94 ACB| = 60°

Zatem tréjkat AOB jest rownoboczny, wiec:

R=|0OA| =1|0B| = |AB| =2
Odlegtos¢ srodka okregu od podstawy trojkata jest
réwna |OD|, a odcinek OD jest wysokoscia tréjkata

réwnobocznego: |OD| = ¥ = /3.
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Cwiczenie 7 Zadania
a) W trdjkacie rownoramiennym kat miedzy ramionami ma miare 45°, a pod-

stawa ma dlugos¢ 4 cm. Oblicz promien okregu opisanego na tym tréjkacie. 1. Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym w przypadku,

b) W okrag o promieniu 5 cm jest wpisany tréjkat réwnoramienny o podstawie gdy:

dtugosci 6 cm. Oblicz dtugosci ramion tego trojkata. Rozpatrz dwa przypadki. a) pole tego tréjkata wynosi 8 cm?, a wysoko§é opuszczona na przeciw-

Cwiczenie 8 prostokatna jest rowna 2 cm,
b) krétsza przyprostokatna tego trdjkata ma dlugosé 5 cm, a jeden z jego
katéw ostrych jest dwa razy wiekszy od drugiego,

Na rysunku obok przedstawiono trojkaty réwno-
ramienne wpisane w okrag o promieniu 8. Oblicz

—_
&=

stosunek pol tych tréjkatow. c) jest to trojkat rownoramienny, a jego obwéd wynosi 6 cm.

N __
N

Cwiczenie 9 Stosunek diugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatnego jest réwny

Trojkat rownoramienny o kacie migdzy ramionami \ - / 3:4. Pole kola opisanego na tym trdjkacie wynosi 6,257 cm?. Oblicz pole

réwnym 120° jest wpisany w okrag o promieniu 4. 4 tego trojkata.
Oblicz pole tego trojkata.
3. W okrag o promieniu 4v/3 wpisano tréjkat row- C
Ponizsze twierdzenie pokazuje, jaka zaleznos¢ taczy ze soba dlugosci bokow noboczny ABC' i tréjkat rownoramienny ACD
trojkata, jego pole oraz promien okregu opisanego na tym tréjkacie. (rysunek obok). Oblicz pole czworokata ABCD.
Twierdzenie 4. Oblicz promienr okregu opisanego na trojkacie D ) B
. . ) o réwnoramiennym o podstawie 8 cm w przypad-
Pole trojkata o bokach dtugosci a, b, ¢ wpisanego w okrag o promieniu R ku, gdy:
wyraza si¢ wzorem: ’ .
y ‘ B = a) ramie tego tréjkata ma diugosé 4y/5 cm, A

1R
b) sinus kata przy podstawie jest réwny %

Dowod
Dany jest trojkat ABC' o bokach dtugosci a, b, ¢
(rysunek obok) wpisany w okrag o srodku O i pro-

5. Do podstawy trojkata réwnoramiennego poprowadzono wysokosé h. Opi-
sany na nim okrag ma promien réwny 13 cm. Oblicz obwdd tego trojkata.

mieniu R. Odcinek CD jest wysokoscia tréjkata, a) h =20 cm b) h =6 cm

a odcinek C'F — érednica okregu. Katy CABi CEB

6. Oblicz pole trojkata ABC oraz promien ok opisanego na tym trdjkacie.
sa réwne (dlaczego?). Zatem tréjkaty ACD i ECB e b rorsa i e

sa podobne, czyli: a) C b) C
h  a _ab
E = ﬁ’ St@d h = R ) %Q 12 13
_1p_ 1. ab _ abe
Papo = 5ch =3¢ op =5 . -
A 4 2 B A B

Cwiczenie 10 . : : ;.
a) Oblicz pole trojkata o bokach dlugosci 4 cm, 13 cm, 15 cm wpisanego i Dane Sad punkt-y A(=1,-2) i B(, _2)', Odcinek AB ‘],e.St podstawac t110[1/—
65 kata rownoramiennego ABC'. Okrag opisany na tym trdjkacie ma promien

w okrag o promieniu réwnym <> cm.

rowny 5. Wyznacz wspoétrzedne wierzchotka C'.
b) Dany jest tréjkat o bokach dlugosci 13 ¢cm, 14 cm, 15 cm i polu réwnym

84 c¢m?. Oblicz promien okregu opisanego na tym tréjkacie. 8. Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie o bokach 12, 17, 25.
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5.7. Okrag wpisany w trojkat

Okrag nazywamy wpisanym w tréjkat, jezeli wszystkie boki trojkata sa stycz-
ne do tego okregu. Mowimy tez, ze trojkat jest opisany na okregu.
W kazdy trojkat mozna wpisaé¢ okrag — moéwi o tym ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie

Dwusieczne katow wewnetrznych tréjkata
przecinajg sie w jednym punkcie, ktory jest
srodkiem okregu wpisanego w ten trojkat.

Cwiczenie 1
Udowodnij, ze dwusieczne katow wewnetrznych trojkata przecinaja sie w jed-
nym punkcie.

Wskazowka. Rozpatrz najpierw odleglosci punktu przecigcia dwusiecznych dwdéch ka-
tow wewnetrznych trojkata od jego bokow.

Twierdzenie

Promien okregu wpisanego w trojkat row-
noboczny o boku a wyraza sie wzorem:

a3
6

Dowod
Odcinek AO (rysunek powyzej) jest zawarty w dwusiecznej kata BAC, czyli

|XOAD| = 30°. Zatem — =tg |YOAD| = tg30° = ?, stad r = %?3 — C‘T\/g,
2

Cwiczenie 2

a) Oblicz dlugos$¢ okregu wpisanego w tréjkat réwnoboczny o boku 18.

b) Oblicz obwbd tréjkata rownobocznego opisanego na okregu o dtugosci 107.

Zwro¢ uwage na okrag wpisany w trojkat réwnoboczny
i okrag opisany na tym trojkacie — maja one wspolny
srodek (punkt O na rysunku obok). Punkt ten dzieli wy- h
sokos¢ h trojkata réwnobocznego w stosunku 2:1, gdy
liczymy od wierzchotka, czyli r = %h, R = %h.

Cwiczenie 3 \\/

Oblicz sume dlugosci okregu wpisanego w tréjkat réwnoboczny o obwodzie
réwnym 36 cm i okregu opisanego na tym trojkacie.

R
O

r
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Przyktad 1 B B

Oblicz promien okregu wpisanego w tréj- \

kat prostokatny o przyprostokatnych diu- \

gosci b1 12.

Obliczamy dtugosé przeciwprostokatne;j:
c=+5%2+122 = /169 = 13

12 —r

a=12

\

\

\

Przy oznaczeniach jak na rysunku obok: \\
IAD|=5—r i |[BD|=12—r o\ ”

D
o
1N \
Zatem (b —r)+ (12 —7r) = 13. N r\/\ AN
Stad otrzymujemy r = 2. C b—p A C 1 5_, A
Cwiczenie 4

Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny, ktérego przyprosto-
katne maja dlugosci: a) 3i4, b) 71 24.

Cwiczenie 5
a) Na okregu o promieniu 4 cm opisano tréjkat prostokatny o jednej z przypro-
stokatnych dltugosci 10 cm. Oblicz dtugosci pozostalych bokéw tego trojkata.

b) Na okregu o promieniu 2 cm opisano trojkat prostokatny o przeciwprosto-
katnej dtugosci 10 cm. Oblicz dtugosci pozostatych bokéw tego trojkata.

Ponizsze twierdzenie pokazuje, jaka zaleznos¢ taczy ze soba obwdd trojkata,
jego pole oraz promien okregu wpisanego w ten trojkat.

Twierdzenie

Pole trojkata jest réwne iloczynowi potowy
obwodu tego tréjkata i promienia okregu
wpisanego w ten trojkat.

P = a+g+c.r

Uwaga. Jesli przez p oznaczymy potowe obwodu trojkata: p = %(a+b+c), toP=p-r.

Cwiczenie 6

Uzasadnij podany wzér na pole trojkata, korzystajac z powyzszego rysunku.

Cwiczenie 7
Oblicz pole trojkata o bokach 5, 5 1 6 opisanego na okregu dtugosci 3.
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Przyktad 2
Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny o przyprostokatnych
dtugosci 91 12.

Oznaczmy a = 91 b = 12. Obliczamy dtugos¢ przeciwprostokatnej:

c=vVa2+b2=v92+12°=+/81+144 =15

Obwod tréjkata jest réwny a + b + ¢ = 36,

a pole P = ©2 = 212 = 54, Przeksztalcamy

2
wzor na pole trojkata P = a+g+c

Promien r okregu wpisanego
w tréjkat o bokach a, b, c
oraz polu P wyraza sie wzo-

kt. rem: . 2P
ql: . 2P _2-54_108:3 atbtc

- r, gdzie r
jest promieniem okregu wpisanego w ten tréj-

a+b+c 36 36

Cwiczenie 8
Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny o przyprostokatnych
dtugoéci: a) 12116, b) 1i1, c) 10124, d) 2i /5.

Moéwimy, ze koto jest wpisane w trojkat, gdy jest w niego wpisany okrag
ograniczajacy to koto.

Cwiczenie 9

Wysoko$¢ opuszczona z wierzchotka kata prostego trojkata B
ABC' dzieli jego przeciwprostokatna na odcinki o dlugo-
Sciach 9 i 16 (rysunek obok). <

a) Uzasadnij, ze trojkaty ABC, ACD i CBD sg podobne.
b) Oblicz dtugosci bokéw trojkata ABC. D
c) Oblicz promien i pole kota wpisanego w trojkat ABC. :
d) Oblicz promien i pole kota wpisanego w tréjkat ACD

oraz promien i pole kota wpisanego w trojkat CBD. C A

Cwiczenie 10

Podstawa tréjkata rownoramiennego ma dtugosé z, a jego ramie — dtugosé y.
Oblicz promien okregu wpisanego w ten trojkat.

a) x =12, y =10 b) x =10, y =13

Cwiczenie 11

a) Na okregu o promieniu 3 opisano tréjkat réwnoramienny o kacie miedzy
ramionami réwnym 120°. Oblicz dtugosci bokéw tego trojkata.

b) W tréjkat rownoramienny o kacie przy podstawie réwnym 30° wpisano
okrag o promieniu 2. Oblicz pole tego tréjkata.
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Zadania

o] 1.

10.

Uzasadnij, ze pole trojkata rownobocznego o boku diugosci a wyraza sie

3

wzorem P = sar, gdzie r jest promieniem okregu wpisanego w ten trojkat.

a) Oblicz pole tréjkata rownobocznego opisanego na okregu o promieniu 2.

b) Oblicz stosunek pola kola opisanego na tréjkacie réwnobocznym o boku
dtugosci a do pola kota wpisanego w ten tréjkat.

a) Przeciwprostokatna trojkata prostokatnego ma dlugosé 8, a jeden z ka-
tow ostrych ma miare 30°. Oblicz promien okregu wpisanego w ten trojkat.

b) Krétsza przyprostokatna tréjkata prostokatnego ma dhugoéé 6, a jeden
z katéw ma miare 60°. Oblicz dlugosé¢ okregu wpisanego w ten trojkat.

Uzasadnij, ze promien r okregu wpisanego w tréjkat prostokatny o przy-
prostokatnych a, b oraz przeciwprostokatnej c wyraza sie wzorem:

r=1i(a+b—c)

Na okregu o promieniu 2 opisano tréjkat prostokatny. Odlegtosé¢ srodka
okregu od wierzchotka jednego z katéw ostrych trojkata jest rowna 24/10.
Oblicz pole tego trojkata.

Obwod trojkata réwnoramiennego o ramieniu diugosci x jest réwny q.
Oblicz dtugos$é okregu wpisanego w ten trojkat.

a) x =15, ¢ =54 b) x =13, ¢ =50

Na okregu opisano tréjkat réwnoramienny o podstawie dlugosci 8. Srodek
okregu dzieli wysokos¢ tréjkata opuszczong na podstawe w stosunku 2: 3
(liczymy od podstawy trdojkata). Oblicz promien tego okregu.

W trojkat réwnoramienny o podstawie dtugosci 6 cm i wysokosci 4 cm
wpisano koto oraz w trojkat rownoramienny o podstawie dtugosci 8 cm
i wysokosci 3 cm wpisano koto. Oblicz réznice pdl tych kot.

W trojkat rownoramienny o podstawie dtugosci 4 cm i ramieniu dtugosci
6 cm wpisano okrag. Oblicz promien tego okregu oraz odleglosci srodka
okregu od wierzchotkow tego trojkata.

W trojkat wpisano okrag o promieniu 4. Jeden z bokéw tego trojkata
zostal podzielony przez punkt stycznosci okregu na odcinki o dtugosciach
4 i 4+/3. Oblicz dlugosci pozostatych bokéw tego tréjkata.
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Dowiedz sie wiecej

Okrag dopisany do tréjkata

Okregiem dopisanym do trojkata nazywamy okrag styczny do jednego z bokow
trojkata oraz przedtuzen dwoch pozostatych jego bokdéw.

Srodkiem okregu dopisanego (rysunek powyzej) jest punkt przeciecia dwu-
siecznych dwéch katow zewnetrznych tréjkata — kata CBK i kata BC'L oraz
dwusiecznej kata BAC' (uzasadnij, ze dwusieczne te przecinaja sie w jednym
punkcie). Dla dowolnego tréjkata ABC' istnieja trzy okregi dopisane, styczne
odpowiednio do bokow AB, AC i BC.

Twierdzenie

Jesli trojkat ABC o bokach a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB| ma pole
réwne P, to promien r, okregu dopisanego do tego trojkata i stycznego do

boku BC jest rowny:
2P

Ta = +c—a
Dowadd
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku powyzej. Otrzymujemy:

Praco, = %b%, Prapo, = %Craa Phrcpo, = %aTa
Wyznaczamy pole trojkata ABC'

P = Praco, + Prago, — Proo, =
1

1 1 1
= sbry + scrg — sar, = Sre(b+c—a)

2P
Stad r, = e

1. Oblicz promien okregu dopisanego do tréjkata rownobocznego o boku 1.

2. Oblicz promienie okregéw dopisanych do trojkata prostokatnego o bokach
réwnych 3, 4, 5.
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R 5.8. Okrag opisany na czworokacie

Na czworokacie mozna opisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy,

gdy symetralne bokoéow tego czworokata przecinaja sie
w jednym punkcie (uzasadnij). Punkt ten jest srodkiem \

okregu opisanego.

Okrag jest opisany na czworokacie, jezeli wszystkie wierz-
chotki czworokata naleza do okregu. Méwimy tez, ze
czworokat jest wpisany w okrag.

Nie na kazdym czworokacie mozna opisa¢ okrag.

Cwiczenie 1
Uzasadnij, ze rownoleglobok, na ktérym mozna opisa¢ okrag, jest prostoka-
tem.

Twierdzenie

Na czworokacie mozna opisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy /6\

sumy miar przeciwlegtych katow tego czworokata sg réwne
1 maja po 180°:
a+v=084+46=180°

Cwiczenie 2

Udowodnij, ze jezeli na czworokacie mozna opisac
okrag, to sumy miar przeciwlegltych katow tego czwo-
rokata sa rowne i maja po 180°. Skorzystaj:

a) z rysunku obok,

b) z twierdzenia o kacie srodkowym i kacie wpisa-
nym opartych na tym samym tuku (str. 237).

Cwiczenie 3
Katy a i (8 to sasiednie katy wewnetrzne czworokata, na ktérym mozna opisaé
okrag. Oblicz miary pozostatych katéw tego czworokata.

a) a = 45°, 8 = 60° b) a = 100°, 3 = 50° ¢) a=120°, 8 = 150°

Cwiczenie 4
Na czworokacie ABCD mozna opisa¢ okrag oraz spelnione sa podane warunki.
Oblicz miary katéw wewnetrznych tego czworokata.

a) [JA| = 2|9C], [4B] = 3[4 D| b) |3A| = 3[9C], [§B| = 2[4C]
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@ Cwiczenie 5

Uzasadnij, ze trapez, na ktorym mozna opisa¢ okrag, jest rownoramienny.

Cwiczenie 6

Na trapezie o kolejnych katach: «, (8, v i ¢ takich, ze a i 5 sa katami przy tej
samej podstawie, mozna opisa¢ okrag oraz wiadomo, ze v = 4a. Oblicz miary
katéw tego trapezu.

Przyktad 1

Jedna z podstaw trapezu ABCD wpisanego w okrag o promieniu 2 jest Sred-
nica tego okregu, a jeden z katéw tego trapezu ma miare 60°. Oblicz dtugosci
jego przekatnych.

Na trapezie mozna opisa¢ okrag, wiec jest to trapez
réwnoramienny — jego przekatne majg réwnag diu-
go$¢. Kat ADB jest katem prostym (jest oparty na
i stad:

z
4

r=4- ? —2V/3
Kazda z przekatnych ma dlugosé 2+/3.

srednicy), zatem sin 60° =

Cwiczenie 7

a) Oblicz obwdd trapezu z powyzszego przykladu.

b) Jedna z podstaw trapezu jest $rednica opisanego na nim okregu. Ramie
trapezu ma diugo$¢ 1 cm, a jego przekatne przecinaja sie pod katem 60°.
Oblicz obwod tego trapezu.

Moéwimy, ze koto jest opisane na czworokacie, gdy jest na nim opisany okrag
ograniczajacy to koto.

Zadania

1. Czy na czworokacie o podanych kolejnych katach, gdzie a > 0, mozna
opisa¢ okrag?
a) «, 2a, 3a, da b) 2a, a, 4a, ba ¢) 3a, 4a, 3a, 2a

2. a) Oblicz pole kota opisanego na prostokacie o bokach dtugosci 6 i 10.
b) W okrag o promieniu 20 wpisano prostokat. Stosunek diugosci jego
bokow jest réwny 3:4. Oblicz pole tego prostokata.

3. Przekatne prostokata przecinaja sie pod katem 60°. Oblicz pole kota opi-
sanego na tym prostokacie, jesli wiadomo, ze dtugos¢ réwna 6 cm ma jego:
a) krétszy bok, b) dtuzszy bok.
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4. a) Na trapezie, ktérego wysokos¢ jest réwna 4 cm, opisano okrag o pro-
mieniu 5 cm. Jedna z podstaw trapezu jest $rednica tego okregu. Oblicz
obwdd tego trapezu.

b) Jedna z podstaw trapezu jest srednica opisanego na nim okregu. Kat
miedzy przekatna trapezu a ta podstawag ma miare 30°, a wysokos¢ trapezu
jest rowna 2 cm. Oblicz promien okregu opisanego na tym trapezie.

5. Na trapezie ABCD o podstawach |AB| = 8 oraz |CD| = 6 opisano okrag
o promieniu R = 5 (rysunek ponizej). Oblicz pole tego trapezu.

a) b)
D C AJ}QQB

R R

A B

6. Na trapezie ABCD, ktérego wysoko$é jest rowna h, opisano okrag o srodku
w punkcie O i promieniu R. Kat miedzy dluzszg podstawa AB a promie-
niem okregu poprowadzonym do punktu A jest rowny 30°. Oblicz dlugosci
podstaw tego trapezu.

a) R=4cm, h=>5cm b) R =10 cm, h =3 cm

7. W trapezie rOwnoramiennym jedna z podstaw jest dwa razy dituzsza od
drugiej, a przekatna jest dwusieczna kata przy dluzszej podstawie. Pole
trapezu jest réwne 9 cm?. Oblicz dlugodci jego bokéw oraz pole kola na
nim opisanego.

@ 8. a) Udowodnij, ze jesli na deltoidzie o bokach x i y mozna opisa¢ okrag, to

pole tego deltoidu wyraza sie za pomocg wzoru: P = zy.

b) Oblicz promien okregu opisanego na deltoidzie o bokach dlugosci 7 cm
i24 cm.

9. Na deltoidzie o polu réwnym 312 jest opisany ¢

okrag o promieniu 13 (rysunek obok). Oblicz ob-
wod deltoidu oraz pole tréjkata AOD.

10. Jeden z katéw deltoidu wpisanego w okrag o pro-
mieniu 6 ma miare . Oblicz pole tego deltoidu.

a) a=30° b) a = 45°
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Dowiedz sie wiecej

Twierdzenie Ptolemeusza

R 5.9. Okrag wpisany w czworokat

Ponizsze twierdzenie przypisuje sie Klaudiuszowi Ptolemeuszowi, greckiemu Okrag jest wpisany w czworokat, jezeli wszystkie
astronomowi i matematykowi zyjacemu w Aleksandrii w II w. n.e. boki czworokata sa styczne do tego okregu. Méwimy

tez, ze czworokat jest opisany na okregu.
Twierdzenie

W czworokat wypukly mozna wpisa¢ okrag wtedy

Jesli na czworokacie ABCD mozna opisac okrag, to D i tylko wtedy, gdy dwusieczne katéw wewnetrznych tego czworokata przecinaja
suma iloczynéw dlugosci przeciwlegtych bokow tego A sie w jednym punkcie (uzasadnij). Punkt ten jest sSrodkiem okregu wpisanego.
czworokata jest rowna iloczynowi dlhugosci jego prze- Nie w kazdy czworokat mozna wpisaé okrag.
katnych:
|AB| - |CD| + |AD| - |BC| = |AC| - |BD)| B & [D] Cwiczenie 1
Uzasadnij, ze prostokat, w ktéry mozna wpisa¢ okrag, jest kwadratem.
Dowod Twierdzenie
Na przekatnej AC' wybieramy punkt P tak, aby katy D - ] . . o ol ; d
ADB i CDP byly réwne. Poniewaz katy ABD i ACD p / W czworokat wypukly mozna wplsac okrag wtedy
. . : i tylko wtedy, gdy sumy dtugosci przeciwlegtych bo- c
sa rowne (jako katy wpisane oparte na tym samym ) ; a
kéw tego czworokata sa rowne:

tuku), trojkaty ABD i PCD sa podobne.
+c=b+d
|IBD| _ |AB| . . A @ b
Zatem cD| = PO i stad: B

C

[AB]-|CD| = |BDI- |PC] @ [D] CEwiczenie 2
Katy CAD i CBD sa réwne (jako katy wpisane oparte na tym samym tuku) Skorzystaj z rysunku obok i udowodnij, ze
oraz katy BDC i ADP sg réwne (dlaczego?), wiec trojkaty BCD i APD sa jesli w czworokat wypukly mozna wpisaé
podobne. okrag, to sumy dtugosci przeciwlegtych bo-
|BD| _ |BC| . : kow tego czworokata sg réwne.
Zatem AD| — [AP| i stad:

|AD| - |BC| = |BD| - |AP)| (I1) Cwiczenie 3
Réwnoéci (T) i (IT) dodajemy stronami i obrzymujemy: Czy W Ciworgkadt wypukty o podanych dtugosciach kolejnych bokéw mozna
wpisaé okrag’
|AB|-|CD| +|AD| - [BC| = |BD| - |AP| + |BD| - |PC| = a) 1,5, 3,7 b) 14, 9, 8, 13 ¢) 25, 16, 15, 24
— |BD- (|AP| + |PC]) = |BD| - |AC| ,
@ Cwiczenie 4

@ 1. Korzystajac z twierdzenia Ptolemeusza, udowodnij twierdzenie Pitagorasa. Uzasadnij, ze réwnolegtobok, w ktéry moszna wpisaé okrag, jest romben.

Na rysunku obok przedstawiono czworokat, w ktéry nie mozna

wpisa¢ okregu, mimo ze sumy dlugosci przeciwlegltych bokow
sg réwne:

|AB| + |CD| = |AD| + |BC| A

Przyktad ten pokazuje, ze w twierdzeniu powyzej

zatozenie, ze czworokat jest wypukty, jest istotne.
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Przyktad 1 4. Trapez ABCD jest opisany na okregu o promieniu 3. Oblicz pole i obwdd
Ramie trapezu réwnoramiennego ma dtugosc 5, a jego dtuzsza podstawa ma tego trapezu.
dhugos$é¢ 8. W trapez ten wpisano okrag. Oblicz promien tego okregu oraz pole a) D_25 ¢ b) D C
trapezu.
. , . 9 12
W trapez wpisano okrag, zatem sumy dlugosci Db C
przeciwlegltych bokéw tego trapezu sa rowne:
8+ b=05+4 5, stad b = 2. Zauwazmy, ze: A 15 B A B
—-b -2 . . . . .

|AE| = £ = 8 = 3 5. W trapez o katach ostrych przy diuzszej podstawie 30° i 60° wpisano okrag

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa obliczamy i — 5 o promieniu 1 ¢cm. Oblicz dlugosci podstaw tego trapezu.
4 D12 E2 92 s -
WySOl?OS/C trapezu: h_ =90 —3" =16, Czyh.h - 4 o . 6. Dtluzsza z podstaw trapezu prostokatnego ma diugos¢ 6 cm, a promien
Prolr.nlen cz)kr@gu wpisanego w ten trapez jest rowny potowie jego wysokosci, okregu wpisanego w trapez jest réwny 1 cm. Oblicz dtugosé krotszej pod-
czyli r = 2.
stawy tego trapezu.
Pole trapezu: P = a;—b-h:%%:QO. e
7. a) W romb o boku dtugosci 2 cm i kacie ostrym 60° wpisano koto. Oblicz
Cwiczenie 5 pole tego kota.
a) W trapez réwnoramienny o podstawach dtugosci 8 cm i 18 cm jest wpisany b) W romb o kacie ostrym 30° wpisano okrag o promieniu D
okrag. Oblicz pole tego trapezu. 2 cm. Oblicz pole tego rombu. C
b) Na okregu o promieniu 2 cm opisano trapez, ktérego ramiona maja dtugosci
) : €euop : L b b & Ja ¢ius 8. Czworokat ABCD (rysunek obok) jest opisany na okregu

5cm i 7 cm. Oblicz obwdd i pole tego trapezu. e ) )

_ . . o _ o promieniu 2. Wiadomo, ze |AB| = 5 oraz |CD| = 3.,4.
c) W trapezie réwnoramiennym opisanym na okregu o promieniu 4 ¢cm jedna Oblicz pole zacieniowanego obszaru
z podstaw jest o 12 cm dluzsza od drugiej. Oblicz pole i obwod tego trapezu. A B

Cwiczenie 6

Skorzystaj z rysunku obok i uzasadnij, ze pole P
czworokata o obwodzie réwnym [ opisanego na
okregu o promieniu r wyraza si¢ wzorem:

P:%rl

Zadania

1. a) Podstawy trapezu réwnoramiennego, w ktoéry mozna wpisaé okrag,

Wykaz, ze jesli w trapez réwnoramienny (niebedacy rombem) mozna wpi-
sa¢ okrag, to wysokos¢ tego trapezu h jest srednia geometryczng dtugosci
jego podstaw a i b, czyli h = v ab.

. a) Uzasadnij, ze w dowolny deltoid mozna wpisaé¢ okrag.

b) Pole deltoidu wynosi 42 cm?; a jego obwdd jest réwny 28 cm. Oblicz
pole kota wpisanego w ten deltoid.

majg dtugosci 5 cm i 9 cm. Oblicz dtugosé ramion i pole tego trapezu. Czworokatem bicentrycznym nazywamy czworo-

b) Podstawy trapezu prostokatnego, w ktéry mozna wpisaé¢ okrag, maja
dtugosci 1 cm i 3 cm. Oblicz dtugosci ramion tego trapezu.

kat, w ktéry mozna wpisa¢ okrag i na ktorym
mozna opisac¢ okrag. Przyktadem takiego czworo-

2. Oblicz pole trapezu rownoramiennego o ramieniu dtugosci 10 cm opisanego kata jest kwadrat lub deltoid o dwoch katach pro-

na okregu o promieniu 4 ¢m stych. Pole czworokata bicentrycznego o bokach

dtugosci a, b, ¢, d wyraza si¢ wzorem:
3. W trapez rownoramienny (niebedacy rombem) o kacie ostrym 45° wpisano P — Jabed
okrag o promieniu 1 cm. Oblicz dlugosci podstaw tego trapezu.
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Problem mostow krolewieckich

W XVIII w. w Krolewcu, miescie nad Pregola, byto az siedem mostow.

Czy mozna bylo przejs¢ kolejno przez wszystkie mosty tak, aby kazdy z nich
przekroczy¢ tylko raz i wrdci¢ do miejsca, z ktérego sie wyruszylo?

Na to pytanie odpowiedzial w 1736 r. Leonhard Euler [czyt. leonard ojler],

a zaproponowane przez niego rozwigzanie zapoczatkowalo rozwoj teorii grafow.

C
' ! D
B
Uktad mostow w XVIlI-wiecznym Krolewcu: jeden Uktad mostéw przedstawiony
most taczy dwie wyspy (oznaczone A i D), szes¢ za pomoca grafu. Czesci miasta
mostow tgczy te wyspy z resztg miasta (litery B i C). oznaczone na mapie jako A, B,

C i D sa wierzchotkami, a mosty
— krawedziami grafu.

Stopniem wierzchotka grafu nazywamy liczbe krawedzi wychodzacych z tego wierzchotka.
W powyzszym grafie stopien wierzchotka A jest réwny 5, a stopnie wierzchotkéow B, C i D sa
réwne 3. Jest to przyktad grafu spojnego, w ktorym miedzy dwoma dowolnymi wierzchotkami
wiedzie droga prowadzaca po jego krawedziach.

Euler wykazat, ze w spéjnym grafie ,,spacer” po wszystkich krawedziach, zaczynajacy sie i koriczacy
w tym samym wierzchotku, wykorzystujacy kazda krawedz dokfadnie jeden raz, jest mozliwy wtedy

i tylko wtedy, gdy kazdy z wierzchotkdw ma stopien parzysty. Taki graf nazywamy grafem
eulerowskim [czyt. ojlerowskim]. Graf z zadania nie jest grafem eulerowskim. Odpowiedz na pytanie
dotyczace spaceru po mostach w Krdlewcu brzmi ,nie”.

E} Wyszukaj w dostepnych zrédtach informacije o grafach.

1 Znajdz informacije o grafie péteulerowskim [czyt. pétojlerowskim].

rlt

5.10. Wielokaty foremne

Wielokagtem foremnym nazywamy wielokat, ktéry ma wszystkie boki row-
ne oraz wszystkie katy rowne.

Cwiczenie 1
Narysuj czworokat oraz sze$ciokat niebedace wielokatami foremnymi, ktére
maja réwne wszystkie: a) boki, b) katy.

Cwiczenie 2
Ile osi symetrii ma przedstawiony wielokat foremny?

a) trojkat c) pieciokat e) siedmiokat g) dziewieciokat
b) kwadrat d) szesciokat f) oémiokat h) dziesieciokat

® © O

Na kazdym wielokacie foremnym mozna opisa¢ okrag. Jego srodek jest punk-

tem przeciecia symetralnych bokéw tego wielokata.

Moéwimy, ze koto jest opisane na wielokacie, gdy jest na nim opisany okrag
ograniczajacy to koto.

Przyktad 1
Na rysunku obok przedstawiono okrag o $rodku O
opisany na pieciokacie foremnym. Oblicz miare kata
wewnetrznego tego pieciokata.
Kat o ma miare 365—00 = 72°, czyli:

B = 3(180° — 72°) = 54°

Zatem kat wewnetrzny ma miare réwng 2 - 54° = 108°.

@

Cwiczenie 3
Uzasadnij, ze kat wewnetrzny n-kata foremnego ma miare rownag *—= - 180°.
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Na rysunku obok przedstawiono okrag o srodku O opi- 4. Szesciokat foremny ma bok dtugosci a i pole P. Promien okregu opisanego

sany na szesciokacie foremnym o boku a. Zauwaz, ze dtuz- na tym szeSciokacie jest rowny R, a promien okregu w niego wpisanego
sze przekatne szesciokata dziela go na sze$¢ przystajacych R jest réwny r. Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzupelnij.
trojkatéw rownobocznych. Zatem promien okregu opisa-
nego na szesciokacie foremnym ma dtugosé réwna dtugo- \ A / a R r P
Sci boku szesciokata: —— A em ? ? ?
R=a
? 6 cm ? ?
Cwiczenie 4
a) Oblicz dlugo$é okregu opisanego na szesciokacie foremnym o polu 150v/3. ! ! ! 16 cm?
b) Oblicz pole szesciokata foremnego wpisanego w koto o polu 327. ? ? 12 cm ?

W dowolny wielokat foremny mozna wpisa¢ okrag. Jego $rodek jest punktem

przeciecia dwusiecznych katow tego wielokata. 5. a) Podaj liczbe przekatnych sze$ciokata foremnego.

e : . n(n—3)
Méwimy, ze koto jest wpisane w wiclokat, gdy jest w niego @ b) Uzasadnij, ze liczba przekatnych dowolnego n-kata jest rowna ————=.

wpisany okrag ograniczajacy to koto.

6. Przekatne osmiokata foremnego poprowadzone

Na rysunku obok przedstawiono okrag o srodku O wpi- ( ) z jednego wierzcholka podzielilty ten o$miokat na B
sany w szeSciokat foremny o boku a. Promien tego okregu szesé trojkatéw (rysunek obok). Wyznacz miary
wyraza S1¢ WZOrenmn: v N N katéw tych tréjkatow. E A
_ av3 a
2 @ 7. Uzasadnij, ze pole osmiokata foremnego wpisanego

Cwiczenie 5 w okrag o promieniu 1 jest réwne 2/2.

a) Oblicz pole kota wpisanego w szesciokat foremny o obwodzie 54 cm.

bY Oblicz diuzodc: k : ol ¢ _ " E 8. Uzasadnij, ze promien okregu opisanego na o$miokacie foremnym o boku a
) 1(fz. ugosci przekatnych szesciokata foremnego opisanego na okregu jest réwny % a/4 12 NG}
o dlugosci 127 cm.
D| 9. Uzasadnij, ze promien okregu wpisanego w osmiokat foremny o boku a

[D] CEwiczenie 6 jest réwny fa(l+v/2).
Dany jest n-kat foremny o boku dtugosci a opisany na okregu o promieniu 7.

Uzasadnij, ze pole tego wielokata jest rowne %n ca-r. E 10. Dany jest n-kat foremny o boku dtugosci 2 cm. Uzasadnij, ze réznica mie-
dzy polem kota opisanego na tym wielokacie i polem kota wpisanego w ten

Zadania wielokat jest réwna 7w cm? niezaleznie od liczby bokdéw wielokata.

1. Oblicz miare kata wewnetrznego: @ 11. Dany jest wielokat foremny o boku a. Promien okregu opisanego na tym

wielokacie jest rowny R, a promien okregu wpisanego w ten wielokat jest
rowny r. Uzasadnij, ze a = 2/ R? — r2.

a) osmiokata foremnego, b) dziesieciokata foremnego.

2. Ile bokéw ma wielokat foremny, ktorego suma miar katéw wewnetrznych
jest réwna: a) 720°, b) 900°, c) 1260°, d) 1440°, e) 1620°7 @ 12. a) Uzasadnij, ze bok n-kata foremnego wpisanego w okrag o promieniu R
ma dlugosé 2R sin 8-

3. Wyznacz réznice miedzy polem kota opisanego na podanym wielokacie
b) Uzasadnij, ze promien okregu wpisanego w n-kat foremny o boku dtu-

oraz polem kota wpisanego w ten wielokat.

;. . , a
a) kwadrat o boku a b) szesciokat foremny o boku a gosCl @ Jest rowny 2tg 1807
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Dowiedz sie wiecej

Wartosci funkcji trygonometrycznych katéw 18°, 36°, 54°, 72°

Twierdzenie

| Przekatna pieciokata foremnego o boku 1 ma dtugosé¢ réowna, %g
Dowod
Rozwazmy pieciokat foremny ABCDE o bo- D

ku 1 (rysunek obok). Oznaczmy przez d dtu-
g0os¢ jego przekatnej oraz niech:
|FA| = x E C
Trojkaty ABD i FAB sg podobnymi tréj-
katami rownoramiennymi o katach rownych
72°, 72°, 36° (sprawdz). Zatem:

E_l
1 d

A 1 B
der =1

Trojkat BEFD jest réwnoramienny (jego katy sa réwne 36°, 36°, 108°), wiec
|FB| = |FD| = d — z. W tréjkacie FAB mamy: |[FB| = |AB| = 1, stad
d —x = 1. Podstawiamy x = d — 1 do réwnania dz = 1 i otrzymujemy:
did—1)=1
d*—d—-1=0

d=152 lub d=1£08

1+5

Dodatnim rozwigzaniem tego rownania jest liczba =5

Przyktad

Oblicz sin 54°.

Zauwazmy, ze | DCB| = 108° (rysunek powyzej), zatem:
sina° = 2108l _ 1 1+vE _ 1445

|DC| 2 2 4

1. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycz-

o 18°  36° 54°  T72°
nych katow: 18°, 36°, 54°, 72° (rozpatrz

trojkaty réwnoramienne ABD oraz BCD sin o ? 2 |1 +4\/5 ?
z rysunku w dowodzie powyzej), a na-

. . : COS (v ? ? ? ?
stepnie przerysuj do zeszytu przedstawio- : : : :
ng obok tabele i ja uzupelnij. te o ? ? ? ?
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R 5.11. Twierdzenie sinusow

Przypomnijmy, ze rozwigzaniem troéjkata nazywamy wyznaczenie dlugosci
jego trzech bokéw i miar jego trzech katéw. Jednym z twierdzen wykorzy-
stywanych do rozwigzywania trojkatéw jest ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie sinusow

W dowolnym tréjkacie stosunki dtugosci bokéw do
sinuséw przeciwlegltych katéow sa réwne Srednicy
okregu opisanego na tym trojkacie:

e _ b _ ¢ _2pR
sin « sin 3 sin~y
Dowéd. Udowodnimy, ze —— = 2R. (Réwnoéci —— = 2R oraz —— = 2R
sin~y sin « sin 8
dowodzi sie analogicznie). Mozliwe sg trzy przypadki ze wzgledu na kat ~.
1° Kat ~ jest katem prostym (rysunek po prawej). B
Mamy ¢ = 2R oraz siny = 1, stad oy 2R.
2° Kat v jest katem ostrym (rysunek po

lewej).

Prowadzimy Srednice AD i rozwazamy

trojkat ABD. Kat ABD jest katem C

prostym, zatem % = sin .

Katy v i ¢ sa oparte na tym samym tuku, czyli sa réwne,
wiec % = sin~y. Stad otrzymujemy:

C —9R

sin 7y

3° Kat v jest katem rozwartym (rysunek ponizej).
Prowadzimy Srednice AD i rozwazamy trojkat ABD.
Kat ABD jest katem prostym, zatem:

C —=92R

sin ¢

Suma katow v i ¢ jest réwna 180°, stad:

siny = sin(180° — ¢) = sin

Zatem zachodzi réwnoéé —— = 2R.
sin 7y A —7C

Uwaga. W tym podreczniku, jezeli nie jest powiedziane inaczej, przyjmujemy ozna-
czenia wierzchotkéw, bokéw i katow tréjkata jak na rysunku przy twierdzeniu.
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Jesli dane sa dwa katy i bok tréjkata, to do jego rozwiazania mozemy skorzy-
sta¢ z twierdzenia sinuséw. Tam, gdzie jest to potrzebne, odpowiednie wartosci
mozna odczytaé z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych (str. 385).

Przyktad 1

Rozwiaz trojkat ABC (rysunek obok), w ktérym dane
sg katy a = 50° i 8 = 67° oraz bok ¢ = 4.

Obliczamy miare kata ~:

v =180° — (50° 4+ 67°) = 180° — 117° = 63°

Dtugosci bokéw a i b obliczamy, korzystajac z twier-

dzenia sinusow:

a c c-sin « 4 sin 50°

, = ——, zatem a = — = — ~ 3,44,
sin o sin 7y sin 7y sin 63°

b - si 4sin67°

~_ = - zatem b= ° ,Smﬁ = == ~ 4,13.
sin 8 sin 7y sin ~y sin 63°

Cwiczenie 1

Rozwiaz trojkat o danych katach i boku.

a) a =45° =60, c=06 c) a=40° ~v=50°b=10
b) a =30°, 6 =105° ¢c=38 d) 6=69°,v=35°a=5

Twierdzenie sinusow pozwala réwniez rozwiazac trojkat, gdy dane sa dwa jego
boki i kat lezacy naprzeciw jednego z tych bokéw.

Przykfad 2 ¢
Rozwiaz trojkat ABC' (rysunek obok), w kté- 4 5
rym dane sa dtugosci bokow a = 51 b = 4 20° 3
oraz kat a = 30°. A c B
Na podstawie twierdzenia sinusow:
a b
sina  sinf
. __ bsina __ 4sin30°
sin 3 = — = = 0,4

sin B = 0,4 rowniez dla § ~ 156°, ale te mo-

Z tablic odczytujemy, ze § ~ 247, zliwosé odrzucamy, gdyz 156° + 30° > 180°.

zatem v =~ 180° — (30° + 24°) = 126°.

obliczamy dtugosé boku c:

7 réwnoéci —— = —
sin « sin 7y
i 5sin126° _ 50,809
c= L8070 o 250 ~ = 8,09 sin126° = sin(180° — 54°) = sin 54° ~ 0,809

sin « sin 30° 0,5

5. Planimetria

Cwiczenie 2

Rozwiaz tréjkat o danych bokach i kacie.
a) a=7,b=6,a=280° c) b=9,c=10, v = 45°
b) a=3,b=6, a=30° d) b=5,¢c=4, §=060°

Przyktad 3
Uzasadnij, ze nie istnieje trojkat o bokach a = 3, b = 9 i kacie a = 30°.

Zalézmy, ze taki trojkat istnieje. Wowczas na podstawie twierdzenia sinuséw
prawdziwa jest rownos¢: 3 9
sin30°  sinf

Stad otrzymujemy:
sin 30°

3
7, otrzymanej sprzecznosci wynika, ze taki trojkat nie istnieje.

sin=29-

_ 3
—2>1

Cwiczenie 3
Uzasadnij, ze nie istnieje trojkat spetniajacy podane warunki.
a) a=3,b=2,5=060° b) a=2,b=4, a =45°

Przyktad 4
Rozwiaz trojkat o bokach a = 51 b = 8 oraz kacie a = 30°.

Wyznaczamy miare kata (:

a b . . ,
- = — Korzystamy z twierdzenia sinuséw.
sin «v sin 8
. b si 8 sin 30°
sin § = gla = H; = 0,8

Z tablic (str. 385) odczytujemy, ze sin3 = 0,8 dla kata ostrego §; ~ 53°.
Zauwazmy, ze sin § = 0,8 rowniez dla kata Gy, = 180° — 3, ~ 127°. Kat S,
spetnia warunki zadania, gdyz 127° 4+ 30° < 180°.

Zatem warunki zadania spetniajg dwa tréjkaty:
o trojkat o katach: a = 30°, 31 = 53°, e tréjkat o katach: a = 30°, B, =~ 127°,
vy & 180° — (30° + 53°) = 97° Yo /2 180° — (30° 4 127°) = 23°

C1

, . . , . Cc2
7 rOwnania — = —— obliczamy: 7 réwnania — = —
Sin 7y S1n &« Sin 7y Sin &

obliczamy:

asinyy _ 9.9
~ Iy

asinys _
_ asiny2 39
sin «

C1 — :
S1n &

Co =

5.11. Twierdzenie sinusow
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Rozpatrzmy dwa odcinki a i b oraz kat ostry «, z ktorych chcemy zbudowac
trojkat taki, ze kat o bedzie lezal naprzeciwko boku a. Moze woéwczas
zachodzi¢ jedna z ponizszych sytuacji:

I
I AN
V2 Y I \\
/ \
iAo £ :
a < bsin« a = bsin« bsina<a<b a=>b
Taki trojkat Trojkat jest Istniejg dwa Istnieje jeden
nie istnieje. prostokatny. takie trojkaty. taki trojkat.

Cwiczenie 4
Rozwiaz trojkat o danych bokach i kacie.
a) a=3,b=5, a=30° c) a=9,b=10, a = 60°
b) a =8, b =10, a = 45° d)a=1,b=2,=45°

Zadania

1. Oblicz miary pozostatych katow trojkata ABC.
a) |AB| =6, |BC| =3, |XBAC| = 60°
b) |AC| = 3V6, |BC| =9, | BAC| = 120°

2. a) Bok tréjkata potozony naprzeciw kata o mierze 120° ma dlugosé 10.
Oblicz promien okregu opisanego na tym tréjkacie.

b) Kat rozwarty trojkata wpisanego w okrag o promieniu 6 ma miare 135°.
Oblicz dtugosé boku tréjkata potozonego naprzeciw tego kata.

@ c) Kat przy podstawie trdjkata rownoramiennego ma miare 15°. Uzasad-
nij, ze promien okregu opisanego na tym tréjkacie jest rowny dilugosci
podstawy tréjkata.

3. Rozwiaz trojkat o danych bokach i kacie.

a) a=4,b=06, a=30° c) b=11,c=12, § =60°
b) a=9,b=10, a = 45° d) a =10, ¢ = 20, v = 150°

4. Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie ABC w przypadku, gdy:
a) a =4, a =135, d)a=17, a=120°,
b) a=7, =107, v =43°, e) a=3, 8 =30° a=4y,
c) b=10, § =135°, f) ¢c=11, a = § = 45°.

B 268 5. Planimetria

. Uzasadnij, korzystajac z twierdzenia sinuséw, ze
pole dowolnego tréojkata o bokach a, b, ¢ wyraza c a
sie za pomoca wzoru:
p — abe oL
4R
\y

W momencie, gdy promienie stoneczne tworzg z po-
wierzchnia ziemi kat 30°, cien drzewa jest o 12 m
dtuzszy niz wtedy, gdy tworza one kat 40°.
Oblicz wysoko$¢ drzewa.

Rozwiaz trojkat ABC w przypadku, gdy:
a) b =10, a = 30°, § = 75°, d) b=6,c=5, §=20°
b) b=06, a =45° v = T75°, e) a=5¢=17,~v=110°,
c) a=12,b =16, a = 30°, f) a=06,c=3,y=40°.

Dane sa katy a i 8 tréjkata wpisanego w okrag o promieniu 6 cm. Oblicz
obwdd trojkata w przypadku, gdy:
a) a=45°, 3 =60°, Db)a=230° 5 =135°.

Potprosta C'P jest dwusieczna kata v w tréj-
kacie ABC (rysunek obok). Korzystajac
z twierdzenia sinuséw, udowodnij réwnosc:

r_Y
a b C b A
Dany jest trojkat o bokach a, b, ¢ oraz katach «, 3, v. Wyprowadz wzor:
a b  c
sinae sinB  sin~

korzystajac z tego, ze pole dowolnego trojkata wyraza kazda z réwnosci:

1 : 1 . 1 .
P = jabsiny, P =jacsinff, P =;bcsina

gdzie R jest promieniem okregu opisanego na tym
trojkacie.

. Niech a i 3 beda katami ostrymi tréjkata takimi, ze o > (3. Uzasadnij, ze

bok a jest dtuzszy od boku b.

C
W okrag wpisano trojkat réwnoboczny ABC
(rysunek obok). Punkt P nalezy do tuku AB.
a) Oblicz sinus kata PAC' w przypadku, gdy
|AC| = 6 oraz |PC| = 3v/2 + /6. AwB
P

b) Wykaz, ze |AP| + |BP| = |CP|.
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5.12. Twierdzenie cosinusow (1)

Twierdzenie cosinusow

Dla dowolnego trojkata (oznaczenia jak na rysunku) prawdziwe
sa nastepujace zaleznosci:
a? = b?> + c®> — 2bccos

b2 = a? + c®> — 2accos 3

c® = a? + b®> — 2abcos~

Dowdd. Udowodnimy zaleznos$é ¢ = a? + b* — 2ab cos~y. (Pozostalych dwdch
zaleznosci dowodzi sie analogicznie). Mozliwe sa trzy przypadki ze wzgledu na
kat 7. Rozpatrzmy dwa z nich (przypadek trzeci — patrz é¢wiczenie 1.).
1° Kat v jest katem prostym, czyli trojkat ABC' jest prostokatny.
Woéwezas cosy = 0 i réwnosé przybiera postac:
2 = g2 + b2
Jest ona prawdziwa na podstawie twierdzenia Pitagorasa.

2° Kat v jest katem ostrym (rysunek ponizej).

Dowo6d przeprowadzimy przy zalozeniu, ze < BAC jest B

ostry. Z wierzchotka B opuszczamy wysokos¢ h. Punkt D

dzieli bok AC na dwa odcinki o dlugosciach: ¢ B \?
|DC| =acosy, |AD|=b— acos~y 4 A

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa dla trojkatow 4 D C

CBD oraz ABD i otrzymujemy odpowiednio:

b—acosy acosvy

h? = a® — (acosv)? oraz h®=c*— (b— acosv)?
Zatem:
¢ — (b—acosy)® = a* — (acosv)?
c? — b+ 2abcosy — a’cos* v = a® — a* cos® v

Ostatecznie ¢ = a® + b* — 2abcos .

Cwiczenie 1

Udowodnij, ze ¢ = a? +b* — 2abcosy w przypadku,
gdy = jest katem rozwartym (rysunek obok).
Wskazéwka. Zauwaz, ze |CD| = a cos(180° —+y), a nastep-

nie wyznacz h?, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla
trojkata BCD oraz dla trojkata BAD.

I 270 5. Planimetria

o]

]

Cwiczenie 2
Uzasadnij, ze z twierdzenia cosinuséw wynika twierdzenie odwrotne do twier-
dzenia Pitagorasa.

Przyktad 1

Uzasadnij, ze tréjkat o bokach a = 2v/3, b = 6 i kacie v = 30° jest réwnora-
mienny. Oblicz miary pozostatych katéw tego trojkata.

Aby obliczy¢ dtugosé boku ¢, korzystamy z twierdzenia cosinuséw:

c? =a*+b* —2abcosy
¢ = (2V3) + 6% —2-2v3-6 - cos30° = 12+ 36 — 24v/3- X2 = 12

Stad ¢ = V12 = 2v/3. Zatem jest to tréjkat réwnora- <
mienny. Z twierdzenia cosinuséw wynika, ze cos 3 < 0 b
(sprawdz), zatem [ jest katem rozwartym. Stad o = 30° “
oraz 3 = 120°. a p

A ¢ B
Cwiczenie 3

Oblicz dtugosé trzeciego boku trojkata ABC.
a) a=5,b="7v=60° c) a=3,c=2v2, =45
b) a=5,b="7,v=150° d) b=3,c=2v2, a =135

Twierdzenie cosinuséw pozwala réwniez wyznaczy¢ katy trojkata, gdy dane
sa dtugosci wszystkich jego bokéw.

Przyktad 2
Wyznacz miary katéw tréjkata o bokach a = 6, b = 3v/2, ¢ = 31/10.

Wyznaczamy miare kata ~:

c? = a® + b*> — 2abcos~y
a?+b2—-c?2  36+18-90 36 1 V2
2ab - 36V2

Korzystamy z twierdzenia
cosinusow.

T U36v2 V2 2

cosy =
Zatem vy = 135°.
Wyznaczamy miare kata a:

Korzystamy z twierdzenia
a? = b* + ¢ — 2bccos

cosinuséw.

_b*+c*—a® _ 18+490-36 _ 72 _ 2 _ 2V5 __
COSa = — = "5y o8 VB 5 U89
C
Z tablic (str. 385) odczytujemy: o ~ 26°30'. ,
Wyznaczamy miare kata (3: //@\\
B=180° — (a+7) ~ 18°30/ i ; b=

5.12. Twierdzenie cosinuséw (1)
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Cwiczenie 4
Wyznacz miary katéw trojkata o podanych bokach.
a)a=1,b=1,¢c=+v2+/3 b)a=+v2,b=2c=1++3

Zadania

1. Oblicz dlugosé trzeciego boku tréjkata ABC.
a) a=4,b=+/3 =30 c) a=2,b=6,y=120°
b) b=>5, c =32, a = 45° d) a =2v3, c=4, =150

2. Dane sag dtugosci dwoch bokéw tréjkata ABC: a = 6, b = 10 oraz wiadomo,
ze siny = %. Oblicz dtugosé boku ¢ w przypadku, gdy kat ~ jest:

a) ostry, b) rozwarty.

3. Dane sa dtugosci a, b dwoch sasiednich bokéow rownolegtoboku oraz kat

wyznaczony przez te boki. Oblicz dlugosci przekatnych tego réwnolegto-
boku.

a) a=2,b=4v3, v =30°
b) a=4,b=2V2, v=45°

c) a=5b=3,~v=060°
d) a=6,b=28,~v=120°

4. Oblicz miare kata (8 tréjkata ABC.

a) a=5b=+19,c=3 b) a=+v2,b=+10,c=2

5. Wyznacz miary katow trojkata o podanych bokach.

a) a=2V3,b=4V3,c=6 b) a=+v6,b=2V3 c=vV3+3

6. Wyznacz miary katow trojkata o podanych bokach.
a) a=2,b=3,c=4 b)a=3,b=5¢c=7

7. a) Jeden z bokéw tréjkata jest trzykrotnie dtuzszy od drugiego boku, a kat
zawarty miedzy nimi jest réwny 60°. Trzeci bok tego tréjkata ma dlugoscé 7.
Oblicz dtugosci dwdch pozostatych bokdw.

b) Jeden z bokéw tréjkata jest czterokrotnie dluzszy od drugiego boku,
a kat zawarty miedzy nimi jest rowny 120°. Trzeci bok tego trojkata ma
dtugosé 21. Oblicz dtugosci dwoch pozostalych bokow.

8. W trapezie ABCD dluzsza podstawa AB ma dlugoéé¢ 8v/3, a kat BAD
jest réwny 60°. Przekatna AC' ma dlugosé 6 i zawiera sie w dwusieczne]
kata BAD. Oblicz obwdd tego trapezu.

5. Planimetria

5.13. Twierdzenie cosinuséw (2)

Aby rozwigzaé¢ trojkat, gdy mamy dane dlugosci jego dwoch bokéw i miare
kata potozonego naprzeciwko jednego z nich, mozemy skorzystac z twierdzenia
sinuséw lub postapi¢ tak jak w przyktadzie ponizej.

Przyktad 1

W tréjkacie ABC (rysunek obok) dane sa dtugosci
bokéw |AC| = 4, |BC| = 5 oraz | BAC| = 60°.
Oblicz dtugosé boku AB.

Korzystamy ze wzoru a® = b? + ¢? — 2bc cos a:
25=16+c>—2-4-c-cos60°
Otrzymujemy réwnanie kwadratowe:
>—4c—-9=0
A=16+36=52, VA =213

Stad:

c= 4_22\/ﬁ =2 — /13 < 0 (sprzeczno$é)
lub

o= 4+22\/ﬁ _ 9413

Zatem bok AB ma dlugosé rowna 2 + v/13.

Zauwaz, ze réwnanie a® = b? + ¢ — 2bc cos a, gdzie nieznany jest bok ¢, moze
mie¢ dwa rozwigzania, jedno rozwigzanie lub nie mie¢ rozwigzan.

Cwiczenie 1

Oblicz dtugosé trzeciego boku trojkata ABC.
a) |AC| =38, |BC| =17, |94BAC| = 60°

b) |AC| =5, |AB| =8, |4 ABC| = 45°

Cwiczenie 2
W tréjkacie ABC dane sa dtugoéci bokéw: |AC| = 2v/6 i |BC| = 2v/3 oraz
miara kata BAC rowna 30°. Rozwiaz ten trojkat.

Cwiczenie 3

Rozwiaz trojkat ABC w przypadku, gdy:

a) b=6, c=6y2, §=45°, c) a=3++3,b=3V2, 3=60°,
b)a=4,b=2+2V3, v =30 d) a=2V7,c=2, a =120

5.13. Twierdzenie cosinuséw (2)
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Twierdzenie
W tréjkacie naprzeciwko wiekszego kata lezy dtuzszy bok.

Dowod
Niech a bedzie katem ostrym. Mozliwe sg trzy przypadki ze wzgledu na kat 3.

1° Kat [ jest katem ostrym (rysunek obok). Zalézmy, ze

a < 3, woéwezas sin o < sin 3, czyli 222 < 1. Na podsta-

sin 8 a
wie twierdzenia sinusow:
2 =2 zatem a=0b-222 <p a
sin « sin 8 sin 3 b
2° Kat 3 jest katem prostym. Wtedy 3 jest najwiekszym katem trédjkata,
a przeciwprostokatna jest jego najdiuzszym bokiem. 4 c

3° Kat [ jest katem rozwartym (rysunek obok). Rozwazmy
trojkat prostokatny ABC, taki, ze |BC,| = |BC|. Wow-
czas a < |AC| oraz z twierdzenia cosinuséw wynika,
ze |AC:| < b (gdyz cos 8 < 0). Zatem a < b.

Cwiczenie 4
a) Oblicz dlugosé najdluzszego boku trojkata, ktérego dwa krétsze boki maja
dtugosci 2 cm i 2v/3 c¢m, a jeden z katéw ma miare 150°.

b) Suma miar dwéch katéw tréjkata ostrokatnego jest réwna 135°, a jego dwa
dtuzsze boki maja dtugosci 3v/2 cm i (3 +v/3) em. Oblicz dtugoéé trzeciego,
najkrotszego boku tego tréjkata.

Przyktad 2
Dany jest trojkat o bokach 2, 3 i 4. Kat « jest najmniejszym katem tego
trojkata, a kat 3 — najwiekszym. Wykaz, ze dla katow tego trojkata zachodza

zaleznosci: sin 8 = 2sin « oraz cos 3 = —% cos Q.

Kat a lezy naprzeciwko najkrotszego boku tréjkata, a kat 5 —
naprzeciwko najdtuzszego. Z twierdzenia sinuséw:
2 4

sinae sing

zatem sin § = 2sin a.

Korzystamy z twierdzenia cosinuséw:

(30504——42+32_22 =2 _7
S 2.4-3 24 8
32492242 3 1

COSp = ———— = ——= = ——
p 2.3.2 12 4

Zatem cos J = —% cos Q.
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Cwiczenie 5
Dany jest trojkat o bokach 4, 5 i 6. Kat «a jest najmniejszym katem tego
trojkata, a 8 — najwiekszym. Wykaz, ze sin 8 = 2 sin a cos a.

Przyktad 3
a) Wykaz, ze trdjkat o bokach dlugosci: a = 4, b = 6ic¢ = 9 jest rozwartokatny.

Bok c jest najdtuzszym bokiem trojkata, zatem kat v jest jego najwiekszym
katem. Obliczamy cos~y, korzystajac z twierdzenia cosinuséw:
a?+b%—-c?  42462-92 29
2ab 2:-4-6 48
Otrzymali$my cosvy < 0, wiec v € (90°;180°). Oznacza to, ze trojkat jest roz-

cosy =

wartokatny.
b) Wykaz, ze tréjkat o bokach dlugosci: a =9, b =71 ¢ = 6 jest ostrokatny.

Bok a jest najdtuzszym bokiem tréjkata, zatem kat o jest jego najwiekszym
katem. Obliczamy cos «a, korzystajac z twierdzenia cosinuséow.
b’ +c2—a?  7T*462-9* 4 1
2bc 2.7-6 84 21
Otrzymalidémy cosa > 0, wiec a € (0°;90°). Najwiekszy kat trojkata jest ka-

COS ¥ —=

tem ostrym, co oznacza, ze trojkat jest ostrokatny.

Cwiczenie 6
Oblicz cosinus kata lezacego naprzeciw najdtuzszego boku tréjkata o podanych
bokach. Czy trojkat ten jest ostrokatny, prostokatny, czy rozwartokatny?

a) a=8,b=7,¢c=5 c) a=10,b=11,c=4
b) a=25,b="7,¢c=24 d) a=6,b=20,c=21

Zadania

1. Oblicz cosinus najwigkszego kata tréjkata o podanych bokach. Czy $rodek
okregu opisanego na tym trojkacie lezy wewnatrz trojkata?
a) a=6,b=7,¢c=8 c)a=2b=2v2c=1
b) a=10,b=7,¢=5 d)a=4,b=2V3,¢c=2
2. Boki tréjkata maja dtugosci 5, 6 i 7. Oblicz:
a) cosinus kata lezacego naprzeciwko najdtuzszego boku,
b) dlugosé¢ srodkowej poprowadzonej do boku o dlugosci 6,

c) promien R okregu opisanego na tym tréjkacie i promien r okregu wpi-
sanego w ten trojkat.

5.13. Twierdzenie cosinuséw (2)
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Dane sg dwa boki a i b pewnego tréjkata oraz jego pole P. Oblicz cosinus
kata wyznaczonego przez te boki, a nastepnie oblicz dtugosé boku c.

a) a=4,b=10, P =12 b) a=5,b=6, P =102

Oblicz cos~, sin~ i pole trojkata o bokach a, b, c.
a) a=3,b=+v2,¢c=+5 b)a=2,b=+5c=+3

a) Oblicz dlugosé przekatnej trapezu rownoramiennego, ktorego dtuzsza
podstawa ma dtugos¢ 10 cm, ramie ma dtugos¢ 6 cm, a kat miedzy ramie-
niem i dtuzsza podstawa ma miare 60°.

b) Podstawy trapezu maja dlugosci 3 cm i 6 cm, a jego ramiona sa réwne
4 cm i 5 cm. Oblicz dtugosci przekatnych tego trapezu.

a) Oblicz dlugosci przekatnych rombu o obwodzie réwnym 16, jesli wia-
domo, ze cosinus kata rozwartego tego rombu jest rowny —é.

b) Kat rozwarty réwnolegloboku jest dwukrotnie wiekszy od jego kata
ostrego, a jeden z jego bokow jest trzykrotnie dtuzszy od drugiego boku.
Obwod réwnolegtoboku jest rowny 16. Oblicz dtugosci jego przekatnych.

Na stoku o kacie nachylenia 10° ustawiono
stup XY wysokosci 14 m. Jakiej dtugosci sa
odciagi poprowadzone z punktu P, potozo-
nego w srodku wysokosci stupa, do punktéw
A i B znajdujacych sie 6 m od podstawy

shupa (rysunek obok)?

Przeczytaj podany w ramce szkic dowodu twierdzenia méwiacego, ze kat
lezacy naprzeciwko dtuzszego boku trojkata jest wickszy od kata lezacego
naprzeciwko krotszego boku.

Rozpatrujemy tréjkat ABC, w ktérym |BC| < |AC].
Na boku AC wyznaczamy punkt D taki, ze |CD| = |CB|.

1. Zauwazamy, ze o < 9.

2. |[4<CBD| <  oraz 6 = |<CBD)|
(trojkat BCD jest réwnoramienny),

wiec a < . A B

Uzasadnij spostrzezenie, ze w powyzszym szkicu dowodu a < 9.
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Dowiedz sie wiecej

Konstrukcja wybranych wielokatéw foremnych

Nie wszystkie n-katy foremne mozna skonstruowaé, korzystajac tylko z cyrkla
i linijki. Carl F. Gauss udowodnit twierdzenie mowiace, dla jakich liczb n jest
to mozliwe. Na przyktad dla n < 20 sa to: n € {3,4,5,6,8,10,12,15,16,17}.

B Konstrukcja szesciokata foremnego i dwunastokata foremnego
wpisanych w okrag

e Na okregu wybieramy dowolny punkt A

i zaczynajac od tego punktu, odmierzamy
tuki o promieniach réwnych promieniowi -
okregu. Wyznaczone w ten sposob punkty: e

A, B, C, D, E i F sg wierzchotkami sze- -
$ciokata foremnego. 0

e Konstruujemy symetralna odcinka AB.
Przecina ona okrag w punkcie A;. Odcinek

AA; jest bokiem dwunastokata foremnego

X~ _—F

wpisanego w ten okrag.

e Nastepnie, zaczynajac od punktu A, odmierzamy tuki okregdéw o promieniu
|AA;|. Punkty przeciecia tych tukow z okregiem sa pozostalymi wierzchotkami
dwunastokata.

1. Skonstruuj kwadrat i oSmiokat foremny wpisane w dany okrag.

B Konstrukcja pieciokata foremnego wpisanego w okrag

e Rysujemy dwie prostopadte srednice AC' i BD.

e Wyznaczamy punkt M — $rodek odcinka OC), C
gdzie O jest srodkiem okregu.

e Rysujemy tuk okregu o srodku M i pro-
mieniu | BM |. Luk ten przecina $rednice AC
w punkcie V. D

® Odcinek BN ma dtugos¢ boku szukanego
pieciokata — odktadamy go kolejno na okre-

gu i otrzymujemy pozostate wierzchotki pie-
CiOk@ta: Pl,PQ, P3iP4. A P\4\\\_

2. Powyzej opisano konstrukcje pieciokata foremnego wpisanego w dany
okrag. Opisz, jak za pomoca cyrkla i linijki skonstruowaé pieciokat fo-
remny, gdy dany jest bok tego pieciokata.

Konstrukcja wybranych wielokatéw foremnych
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Dowiedz sie wiecej

Odcinki stycznych i siecznych

Twierdzenie o siecznych

Jesli dwie sieczne poprowadzone z punk-
tu P lezacego na zewnatrz okregu prze-
cinaja okrag odpowiednio w punktach A
i Boraz C'i D, to:

|PA| - |PB| = |PC| - |PD|

Dowéd
Czworokat ACDB jest wpisany w okrag, stad |SCAB| = 180° — |4 PDB|.

|XPAC| = |4 PDB|, co oznacza, ze tréjkaty PAC' i PDB sa podobne.

Z proporcji ”?é," = ’uig" otrzymujemy réwno$¢ |PA| - |PB| = |PC|- |PD|.

Twierdzenie o stycznej i siecznej
Jesli przez punkt P przechodzi styczna

do okregu w punkcie C oraz sieczna prze-
cinajaca okrag w punktach A i B, to:

[PC|? = |PA| - |PB|

@ 1. Dany jest okrag o srodku w punkcie O.

Z, punktu P poprowadzono styczna do
tego okregu w punkcie C' oraz sieczng
przecinajaca okrag w punktach A i B.
Udowodnij twierdzenie o stycznej i siecz-
nej, wykazujac kolejno, ze:

s APCA ~ APBC,

« |PC|> = |PA| - |PBj.

2. Oblicz odlegtosé punktu P od $rodka okregu o promieniu 2,5 cm, jesli
wiadomo, ze:
a) styczna do tego okregu poprowadzona z punktu P ma z okregiem punkt
wspélny A taki, ze |PA| = 6 cm,
b) sieczna poprowadzona z punktu P przecina ten okrag w punktach C
i D takich, ze |PC| =2 cm i |PD| =5 cm.
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Powtorzenie

B
1.

Zestaw |

Oblicz pole zacieniowanego obszaru.

a)

Iy

Wyznacz miary katow « i (.

a)

« 30°

Odcinek AC' jest érednica okregu o promieniu 2. Cieciwa AB tego okregu
ma dtugosé 2v/3. Wyznacz miare kata ostrego miedzy:

a) cieciwag AB a styczna do okregu w punkcie B,
b) cieciwa BC' a styczna do okregu w punkcie C.

Punkty: A;, A,, ..., Ag dziela okrag na 8 lukéw
o réwnej dtugoéci (rysunek obok). Wyznacz miare
kata ostrego miedzy:

a) cieciwg A; A, a styczna do okregu w punkcie Ay,

b) cieciwa A3 Ag a styczng do okregu w punkcie Ag. A
6

Oblicz dlugoéé okregu wpisanego w trojkat: Az
a) prostokatny rownoramienny, ktérego wysoko$é opuszczona na przeciw-
prostokatna jest réwna 3,

A
b) o bokach dhugosci 20, 21 i 29.
R
W tréjkat o bokach: a = 16, b = 13 oraz ¢ = 9 7r ’
wpisano okrag (rysunek obok). Oblicz dlugosci Q
odcinkéw: AP, BQ i CR. B a C
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10.

11.

12.

Wykaz, ze suma dlugosci przyprostokatnych trojkata prostokatnego jest
réwna sumie Srednic okregu wpisanego w ten trojkat i okregu na nim

opisanego.

Oblicz promien okregu przechodzacego B

przez punkty A, B, D oraz promien

okregu przechodzacego przez punkty A, 3

B, C (rysunek obok). Oblicz odleglosé 4 s 6

miedzy Srodkami tych okregow. A D C

W tréjkat prostokatny wpisano okrag. Punkt stycznosci okregu z przeciw-
prostokatna podzielil ja na odcinki dtugosci 6 i 9. Oblicz pole tego tréjkata
oraz promien wpisanego okregu.

Okrag o promieniu 1 cm jest wpisany w trojkat rownoramienny o podsta-
wie 4 cm. Oblicz dlugos¢ ramienia tego tréjkata.

Jeden z bokéw trojkata wpisanego w okrag jest jego Srednicg i ma diu-
go$¢ 5 cm. Oblicz pole tego trojkata w przypadku, gdy:
a) stosunek dlugosci jego pozostalych bokéw jest réwny %,

b) jest on réwnoramienny.

Trojkat rownoramienny ABC o kacie miedzy ramio-

nami 45° jest wpisany w okrag o promieniu 8 (rysu- N
nek obok). Oblicz:

a) dlugoci tukéw AB i BC, A @

b) pole zacieniowanego odcinka kola,

c) obwdd tréjkata ABC. B

Zestaw |l

Dany jest rownolegtobok o bokach a i 2a oraz kacie ostrym 30°. Wyznacz
dtugosci przekatnych tego réwnolegtoboku.

Bok kwadratu BCDE ma dlugo$¢ 6 (rysunek obok),
a przekatna prostokata ACDF ma dtugosé 10. Ob-
licz promien okregu, ktorego tukiem jest BE.

A F

B E

Dhtugosci podstaw trapezu réwnoramiennego sg row-
ne 5 i 3. Oblicz promien okregu opisanego na tym
trapezie w przypadku, gdy jego:

a) wysoko$¢ jest réwna 3,
b) kat ostry ma miare 30°. C D
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4.

Oblicz pole osmiokata foremnego:
a) opisanego na kole o polu réwnym 47 cm?,

b) ktorego najkrotsza przekatna ma dtugoéé 2 cm.

Oblicz obwdd i pole tréjkata ABC.

a) a=10,b=28, v =60 b) b=4, 8 =30° =45

Dziatka budowlana ma ksztatt czworokata. Wyniki pomiaréw wykonanych

przez geodete sa przedstawione na rysunku. Oblicz pole powierzchni tej
dzialtki.

a)

20 N
2 150° 12077

50 m 60 m

Na czworokacie ABC'D opisano okrag o promieniu 6. Boki AD i DC maja
rowne dtugosci, a kat ABC' ma miare 120°. Stosunek pél trojkatow ABD
i BCD jest réwny 2: 1. Oblicz pole tego czworokata.

Srodek okregu opisanego na trapezie lezy na jednej z jego podstaw. Pod-
stawy te maja dlugosci 15 i 9. Oblicz dtugosci ramion tego trapezu.

W trapez réwnoramienny wpisano okrag. Oblicz pole tego trapezu, jesli:
a) jego wysoko$¢ ma 2 cm, a suma dhugosci ramion jest réwna 10 cm,

b) promien okregu jest rowny 6 cm, a kat ostry trapezu ma miare 30°.

Podstawy trapezu réwnoramiennego majag dtugosci a i 3a. Ile powinna by¢
rowna wysokos¢ tego trapezu, aby mozna byto w niego wpisa¢ okrag?

. Uzasadnij, ze prosta [ na rysunku ponizej dzieli odcinek AB na potowy.

Nastepnie przyjmij, ze promien wickszego okregu jest rowny 16, a mniej-
szego 9, i oblicz promien okregu:

a) opisanego na czworokacie O;PQA,

b) wpisanego w czworokat O; PQA.

Powtérzenie
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Zadania z kontekstem realistycznym

1.

Na kwadratowym placu o boku 32 m wyznaczono
trzy trawniki w ksztalcie kot. Kota te sa parami
styczne zewnetrznie, promienie kot stycznych do
jednego boku sa réwne (rysunek obok). Zakupiono
nasiona pozwalajace obsia¢ 600 m? powierzchni.
Czy taka ilo$¢ nasion wystarczy do obsiania tych
trzech trawnikow?

7, kawatka materialu majacego ksztalt
trapezu (rysunek obok) krawcowa wycie-

a

D C
ta serwetke w ksztalcie kota o promieniu
30 cm. Punkt E jest punktem stycznosci
kota z podstawa AB trapezu i dzieli ja
na odcinki o dtugosciach 45 cm i 90 cm.
Oblicz, jaki procent materiatu zostal od- Yo 90 cm %

rzucony jako Scinki (obszar zaznaczony
na rysunku na niebiesko).

Do whbitej szpilki przyczepiono dwie nitki, kazda o dtugosci 1 metra. Obie
te nitki naprezono. Jaka powinna by¢ odlegtosé miedzy ich nieprzyczepio-

nymi do szpilki koncami, aby kat zawarty miedzy nitkami miat miare 1°7

Wynik zaokraglij do centymetréow.

Maszt o wysokoSci h rzuca cien dtugosci 12 m na
zbocze nachylone do poziomu pod katem 43° (ry-
sunek obok). Kat padania promieni stonecznych
na zbocze wynosi 63°. Oblicz wysoko$¢ masztu
z doktadnoscig do 0,1 m.

Dwaj obserwatorzy znajduja sie w punktach A i B
oddalonych od siebie o 500 m (rysunek obok). Ob-
serwator A zameldowal, ze punkt C' jest odchylony
o 10°, a punkt B — o 80° na wschdéd od kierunku
poéinocnego. Obserwator B stwierdzil, ze punkt C
znajduje sie o 20° na zachdd od kierunku poinoc-
nego. Oblicz, z dokladnoscia do 0,1 m, odlegtos¢
kazdego z obserwatorow od punktu C.
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Sposob na zadanie

Przyktad
Punkt D lezy na boku AB tréjkata ABC oraz |[AD| = |AC|, |BD| = 1,
|ICD| =51 |BC| = 4v/2. Oblicz obwéd tréjkata ADC.

Aby rozwiazaé to zadanie, mozemy postapi¢ na rézne sposoby.
I sposdb C

Aby obliczy¢ cos (3, korzystamy z twierdzenia
cosinusow dla tréjkata BCD:

52 = (4v/2)2 412 —2-4y/2-1-cos 3 b 5N \4v2
25 = 33 — 8v2cos 3
8v/2cos 3 =8 5
cosﬁzg A b D1B

Obliczamy b, korzystajac z twierdzenia cosinuséw dla tréjkata ABC:
b= (b+1)2+ (4v2)2 —2-(b+1)-4y2-cos 3
b =b0*+2b+1+32—-8b—38

6b = 25
b=4:
Obwod trojkata ADC jest réwny 2 - 4% +5 = 13%.
I1 sposdb
Aby obliczy¢ cosd (rysunek obok), korzystamy C

z twierdzenia cosinuséw dla trojkata BCD:

(4\/5)2:52+12—2-5-1-cos5

32 =26 —10cosd b > 42
10cosd = —6
Ccosd = —% 5
Zatem: A b D1B

cos |SADC| = cos(180° — §) = —cosd = 2

5

Prowadzimy wysokos¢ AFE tréjkata réwnoramiennego ACD. Trojkat ADFE jest
prostokatny oraz |[ED| = 2, wigc:

cos |SADC| = cos | Y ADE| = £2

|AD]

Stad:

W =

Odpowiedz: Obsapc = 135
=» Zadanie 24, str. 287

J
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-8 i 12.1 wybierz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Zadanie 1 (0-1)
Dany jest okrag o promieniu av/2. Pole szesciokata foremnego wpisanego w ten
okrag jest rowne

A. 32ﬁa2 B. 6a?
Zadanie 2 (0-1)

Pole wycinka kota o promieniu 4 wyznaczonego przez kat 54° jest réwne
A. 0,67 B. 127 C. 1,87 D. 24r

C. 3v/3a? D. 6v/3a?

Zadanie 3 (0-1)

Dane sg trzy okregi o srodkach A, B, C' pa- a
rami styczne zewnetrznie (rysunek obok). ‘
Promienie tych okregéw sa odpowiednio Y
réwne 3, 6 i 10. Cosinus najwiekszego kata
trojkata ABC wynosi

A. -1 B. -4 C. —— D. 0

6
Zadanie 4 (0-1)
W trojkat réwnoramienny o kacie miedzy ramionami 120° wpisano okrag
o Srednicy 12. Podstawa tego trojkata ma dtugosc

A. 6+4V3 B. 123 C. 24 +12V3

Zadanie 5 (0-1)

Cosinus kata przy wierzchotku tréjkata rownoramiennego jest rowny %, a jego
ramie ma dtugosé¢ 30. Obwdd tego trojkata jest rowny

A. 108 B. 102 C. 96 D. 92

Zadanie 6 (0-1)
W tréjkacie ABC dane sa: | BAC| = 120°, |AB| = V2 —11i |[AC| = V2 + 1.
Wskaz dtugosé boku BC' tego trdjkata.

A. V5 B. V6 C. V7 D. 2¢/2

Zadanie 7 (0-1)
Dany jest tréjkat o bokach 2, 2v/2 i v/6. Cosinus najwiekszego kata tego
trojkata jest rowny

V6 V6
AL B. C.
Zadanie 8 (0-1)

Sasiednie boki réwnolegloboku maja diugoéci 4 i 2+ 2+/3, a jego kat rozwarty
ma miare 150°. Jedna z przekatnych tego réwnolegtoboku ma dtugosé

A. 2+ 2 B. 2++3 C. 2¢/2 D. 2¢/3

D. 36 + 24v/3

“[$
=
|
[
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Zadanie 9 (0-1)

. . C
Dany jest trojkat ABC (rysunek obok).
Ocen prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen. 3
Wybierz P, jesli stwierdzenie jest praw- .
dziwe, albo F — jesli jest fatszywe. A A D 6 B
Promien okregu opisanego na tréjkacie BCD jest réwny 4,5. P F
Promien okregu opisanego na trojkacie ABC' jest réwny 5. P F

Zadanie 10 (0-1)

Katy tréjkata réwnoramiennego ABC maja miary: «, « i 4, a jego ramie ma
dtugoscé 2.

Ocen prawdziwo$é¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.

Obwéd tréjkata ABC jest réwny 4 + 4+/3. P | F
Jedna ze érodkowych tréjkata ABC ma dtugosé /7. P F
Zadanie 11 (0-1) C
Dany jest tréjkat ABC' (rysunek obok).
Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz od- V6
powiedz A, B albo C oraz odpowiedz 1., 2. albo 3. 1
Bok AC ma dtugosé rowna, A V3+1 B
A. 2, 1 ima2,
%7 a pole trojkata ABC jest réwne 2. 3+2\/§.
V3 VB+3
c. | 28 3. | V32
Zadanie 12
Dany jest romb o obwodzie 16 i kacie rozwartym « takim, ze cosa = —i.

Zadanie 12.1 (0-1)
Pole tego rombu jest réwne

A. 415 B. 61/15 C. 8V5 D. 815

Zadanie 12.2 (0-2)
Oblicz dtugosé krotszej przekatnej tego rombu.

J
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Zadanie 13 (0-2)
Punkty A, A,, ..., Ag dzielg okrag na osiem réwnych
tukéw.

Uzupetnij zdanie. Wybierz dwie wlasciwe odpowiedzi
wybrane sposréd oznaczonych literami A—F i wpisz te
litery w wyznaczonych miejscach.

Miare réwna 22°30' maja [?| oraz [?].

A. JAALA; C. JAsAgA, E. 4A,AA;
B. SAgA A; D. 4 A,A;Ag F. SA;A5A;
Zadanie 14

Dany jest trojkat prostokatny ABC' o kacie prostym przy wierzchotku C'i przy-
prostokatnych o dtugosciach 10 cm oraz 24 cm.

Zadanie 14.1 (0-1)
Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz
jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Pole kota opisanego na tym trojkacie jest rowne

A. | 1697 cm?, 1. | 12em
poniewaz srednica tego kota jest réwna = 2. | 24 cm.

2
B. 1447 cm”, 3. 26 cm.

Zadanie 14.2 (0-2)
Wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka kata prostego dzieli ten tréjkat na dwa
trojkaty. Oblicz dtugosci okregdédw opisanych na tych trojkatach.

Zadanie 15 (0-2)

Dany jest tréjkat o bokach dtugosci 4, 5 i 6. Najmniejszy kat tego trojkata
jest rowny «, a najwiekszy 3.

Kazdemu rozpoczetemu zdaniu przyporzadkuj wtasciwe dokonczenie. Wpisz

obok rozpoczetych zdan w tabeli ponizej wtasciwe odpowiedzi wybrane spo-
sréd A-E.

Numer zadania Zdanie do uzupelnienia Dokonczenie zdania

151 cos « jest réwny ?

15.2 cos (3 jest rowny ?

1 1 1 3 4

A. g B. g Co § D- Z E g

Przed obowiazkowa matura z matematyki

Zadanie 16 (0-2)

Pole wycinka kota o promieniu r wyznaczonego przez kat srodkowy a < 180°
jest réwne P. Ile jest rowne pole wycinka kota o promieniu 27 wyznaczonego
przez kat 2a7

Zadanie 17 (0-2)
Oblicz réznice miedzy polem kola opisanego na kwadracie o boku /2 + 1
a polem kota wpisanego w ten kwadrat.

Zadanie 18 (0-3)
Na rysunku obok przedstawiono okrag o $rodku O
i promieniu r. Wyznacz kat a.

Zadanie 19 (0-2)

Oblicz dlugo$é okregu wpisanego w trojkat prosto-
katny, ktéorego najdtuzszy bok ma diugosc¢ 65, a naj-
krotszy 25.

Zadanie 20 (0-4)

Kat rozwarty rownolegloboku jest trzy razy wiekszy od jego kata ostrego,
a stosunek dtugosci jego bokéw jest réwny 1:2v/2. Jego krétsza przekatna ma
dtugoséé 2v/5. Oblicz pole i obwéd tego réwnolegtoboku.

Zadanie 21 (0-4)

Dane sa dwa okregi o srodkach O; i O, styczne

zewnetrznie (rysunek obok). Okrag o srodku O,

ma promien R = 5 oraz wiadomo, ze |PB| = 12.

Oblicz sinus kata O,PA oraz promien r okregu {

o $rodku O;. p 4% _
Zadanie 22 (0-4) A *

Dany jest trojkat prostokatny réwnoramienny, %

ktérego przeciwprostokatna ma dlugosé 8 cm.
Oblicz pole kota wpisanego w ten tréjkat.

Zadanie 23 (0-4) C
Wyznacz miary katéw rombu o boku a i jednej 6
z przekatnych diugosci av/2 — /2.

Zadanie 24 (0-4) & Przykiad, str. 283 4\ 21
Dany jest trojkat ABC (rysunek obok).

Uzasadnij, ze kat o ma miare 45°, i oblicz o

obwod tréjkata ABC. A D1B

J
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Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1 (0-2)
Czworokat ABCD, w ktorym |AD| = 4 cm, |BC| = 5 cm, jest opisany na
okregu o Srednicy 3 cm. Oblicz pole tego czworokata.

Zadanie 2 (0-2)

W tréjkacie ABC dane sa: |[SABC| = 23°, |9ACB| = 64° i |BC| = 800.
Oblicz dlugos¢ boku AC tego tréjkata i zaokraglij ja do najblizszej liczby
catkowitej.

Zadanie 3 (0-2)

Odlegtos¢ miedzy Poznaniem a Warszawa jest réwna 300 km. Pilot lecacy
samolotem z Poznania do Warszawy po przebyciu 200 km zorientowat sie, ze
pomylil kurs o 20°. W jakiej odlegtosci (z doktadnoscig do 1 km) znajdowal
sie wowczas od Warszawy?

Poznan 300 km Warszawa
20° 7

B

Q)

</

A
Zadanie 6 (0-4)

Dany jest trojkat o bokach 6 cm, 5 cm i 4 cm. Oblicz dtugosé srodkowej tego

200 ]fn] 7

Zadanie 4 (0-4)
Oblicz pole kota wpisanego w trapez rownora-
mienny o podstawach dtugosci 8 cm i 18 cm.

Zadanie 5 (0-5)

Proste AP i BP sa styczne do okregu o srodku
w punkcie O i promieniu r = 3 cm (rysunek
obok). Odlegloé¢ punktu O od punktu P jest

réwna 5 cm. Oblicz promien okregu wpisanego
w czworokat PAOB.

trojkata poprowadzonej do najdtuzszego boku.

Zadanie 7 (0-4)

Dany jest trojkat ABC, w ktorym |AB| = 12, |AC| = 6 oraz |4 BAC| = 60°.
Dwusieczna kata BAC przecina bok BC' w punkcie D. Oblicz promien okregu
opisanego na trojkacie ABD.

Zadanie 8 (0-4)
Podstawa AB trojkata réwnoramiennego ABC' ma diugosé¢ 24/10. Punkt A
lezy na odcinku CD oraz |AD| = 2, |BD| = 8. Oblicz obwdd trojkata ABC.

I 288 5. Planimetria

Funkcja wyktadnicza
| funkcja logarytmiczna

Do opisu niektorych wielkosci fizycz-
nych wykorzystujemy skale logaryt-
miczng. Jedna z takich wielkoSci jest
poziom gtosnosci réznych zrodet dzwie-
ku (tabela obok) — dziesieciokrotnemu
wzrostowi natezenia dzwieku odpowia-
da wzrost poziomu glosnosci o 10 decy-
beli (patrz str. 317).

Zrédlo dzwicku  Poziom glognosci
160 decybeli
120 decybeli
40 decybeli
10 decybeli
0 decybeli

Odrzutowiec
Koncert rockowy
Cicha rozmowa
Szelest lisci

Prog styszalnosci




Przypomnij sobie

Potega o wyktadniku catkowitym

1. Oblicz:
a) 2" dlan=0,1,2,...,10, b) 3" dlan=0,1, ...,6.
2. Oblicz.
a) (=3)* b) (=2)° c) (=6)° d) (=5)°
Definicja
Dla liczby naturalnej n > 1 i liczby a # 0 definiujemy: a=" = ain.
3. Oblicz.
a) 472 c) 677 e) (—4) g) (=2)
b) 57 d) 977 f) (=5)7 h) (=3)~°
4. Oblicz.
1\3 1)\6 5)1 1\~3
a) (1) c) (13) e) (5) g) (13)
4 0 -3 4
b) (3) d) (%) f) (3) h) (33)
5. Ktéra z liczb jest wieksza: x czy y?
a) r =20 y=(-2)" c) z=(-3)" y=(—4)*
b) x=5% y=(-5)° d) z=(=5)% y=(-7)°

Twierdzenie

Dla z,y € Z i a,b # O:

| | aw.ay :am—i_y

-a—:am_y I£:<%>ac

6. Przedstaw liczbe w postaci 2, gdzie m jest liczba caltkowita.

a) 24.26 d) (28 -24):2° g) 274:2°6
b) 42 . 24 e) 273.2° h) (22)3 -2
c) 2723 f) 2.24.92° i) 2.215; 93

7. Przedstaw liczbe w postaci 2™, gdzie m jest liczba catkowita.
a) 24-4%.271 c) (1672:273)-4 e) 3273 .(279)7°
b) 4% .24 .8 d) (43)72:6473 f) (870:47°6)1
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6.1. Potega o wyktadniku wymiernym -

powtorzenie

Definicja

Dla dowolnej liczby a > 0 i liczby naturalnej n > 1 przyjmujemy:

3|

= ¥a

a

Przyktad 1
a) 162 = /16 = 4 b) 645 = /64 = 4
Cwiczenie 1
Oblicz.
1
a) 817 o) (&) e 1693 g) 83

b) 1008 d) (L) f) 441} ) 27i

Definicja

) (%) =y1%=3
i) 811 k) 2561
j) 643 1) 10247

Dla dowolnej liczby a > 0, liczby naturalnej n > 1 i liczby catkowitej m

przyjmujemy:

an = (’{L/E)m
Przyktad 2
a) 85 =(¥8) =21 =16 b) 9% —
Cwiczenie 2
Oblicz.
a) 83 b) 325 c) 8127 d) 62574

Prawa dzialan na potegach o wyktadnikach wy-
miernych sg analogiczne do praw dziatan na po-
tegach o wyktadnikach catkowitych.

Przyktad 3
a) 2223 =233 = 24 = 16
b) 8% :85 =835 =8% =27 =32

¢) 253 1 125% = (52)2 : (5°)F =5%: 52 =552 =5

6.1. Potega o wyktadniku wymiernym - powtérzenie

e) 6473 £) (&)

Dla a,b >01ix,y € Q:
law.ay:aw—i_y
a® _  x .y
.a_y_a

= a” - b® = (ab)”

a”® a\*
E—— — (=
== (%)

- (am)y — a*'Y

[\J[e¥]
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Cviczenie S 6.2. Potega o wyktadniku rzeczywistym

i 1pd 3. 0,5 . 0,25 2 e3\ . gl
a) 163 - 167 c) 37: V3 ¢) 15 0,36 g) (63 62) 69 Potrafimy okresli¢ warto$¢ liczbowa potegi a” (nie okreslamy potegi 0°), gdy
b) (i)i _ (g)% d) (25v5) : 5% f) 208 .25 h) 7 (7§ , \/f) wykladnik z jest liczbg naturalng, catkowitg lub wymierna.
20 12 - ;
Pokazemy na przyktadach, jak mozna okresli¢ wartosé liczbowa potegi a”, gdy
Zadania x jest liczbg niewymierng (w celu sformutowania Scistej definicji wykorzystuje
sie pojecie granicy ciggu — zostanie ono omdéwione w dalszym toku nauki).
1. Oblicz. Provkiad 1
= 3505 5 /251 . 2 rzykta
2) V16 b) v27 ¢) V32 d) (V125) Podaj kilka przyblizen dziesietnych liczby 3V2.
2. Przedstaw liczbe w postaci a™, gdzie m € Q. V2 = 1,414213562..., zatem rozpatrujemy kolejno:
e 2} (2)75 3.3-4.92
a) [ C) (3) (3) e) 3003789 6 314 ~ 4,655536722 Podane w tabeli przyblizenia mozemy obliczyc¢,
5 o3 1 (E2\"3 —0,5 l) korzystajac z odpowiedniego kalkulatora lub kom-
b) 32 - 31 d) - (5%) f) 25 (53 3141 ~ 4,706965002 putera.
3. Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 5. 3l ~ 4,727695035

a) Vb b) v/5 c) V125 d) v/25 e) V125 314142 ~ 4,728733930

Po podstawieniu w wyktadniku coraz doktadniej-

4. Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 3.
P Cwp potest O p szych przyblizen liczby v/2 otrzymujemy coraz do-

1,414213562 A
a) \4/§ b) V31 C) 5%/5 d) \/% e) 3- \Lyg 3 ~ 4,728304336 ktadniejsze przyblizenia liczby 3v2,
5. Zapisz liczbe w postaci a”, gdzie a € N, x € Q. Zauwazmy, ze gdy wyktadnik x ,zbliza sie” do \/§, to 37 ,zbliza sie” do pewnej]
a) NG ) Y33 e) 2: g3 ¢) 3t .12% . /B liczby rzeczywistej, ktora oznaczamy 3v2, Korzystajac z kalkulatora, mozemy
b) (VB)' ) V33 £) 2% .43 83 h) 3104 .\/3 obliczy¢ przyblizona wartosé 3V2 ~ 4,72880438784.
6. Oblicz Przyktad 2
. ) 03 ' Q) P ) 1000017 ) 39 o7 Podaj kilka przyblizen dziesietnych liczby 5V2,
a 2 3 g ) ] 3
b) 1253 e) 2773 h) 81037 k) 22 .83 Hl4 ~ 9,518269694 V2 = 1,414213562...
¢) 167 f) 2572 i) 144705 1) 5%.12573 51,4142 ~ 9.738305174
7. Oblicz. 5l-414213 ~ 9,738508928
a) 0,093 ¢) 0,008% e) 0,06251 g) 0,008% - /125 HLAMZING 1~ 9 738517736
b) 0,25_% d) 0,0081_% f) 0,00032% h) 0,0256% : (\3/ 10 )9 Po podstawieniu w wyktadniku coraz doktadniej-
5\/5 ~ 9.738517742 szych ‘p?zybhzen h?_Zbyt \/5 otrzymujemy coraz do-
8. Przedstaw liczbe w postaci a™, gdzie a € N. ktadniejsze przyblizenia liczby 5Y2.
3. (81.9°6)! 0,01 -16 - 5* 322 (640 (3) ) _
2) ( ) ©) 0, °) (5) Cwiczenie 1
b) 125%-0,277 d) 2*.92.367° f) (%)_3 : (%)_3 - 1,5 Podaj przyblizenia dziesietne liczb 5V3 i 5V5 z dokladnoscia do 0,0001.
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Przyktad 3 Zadania
Podaj kilka przyblizen dziesietnych liczby 27.

= 3,14159265. .. 1. Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 3.
93,14 ~ 8,815240927 " P ewp poresio b s
a) 3%.31-V2 ) (3ﬁ¢§> e) 6V7: 2V
2314159 ~ 8,824961595
1-V3 ™ ™
93,14159265 ~ 8,824977805 b) 33 . 327\/5 d) (3\/§> f) <\/§) . (\/g)
: : Po podstawieniu w wyktadniku coraz doktadniej- 2. Oblicz.
P g szych przyblizen liczby 7 otrzymujemy coraz do- B B B B
: ~ 8824971827 kladniejsze przyblizenia liczby 27. a) 617V2.6v2H! d) 235 .85 g) 63 .31-V3.2-Vv3
b) 5743 ;57 e) 43 . 223 h) 47+3 .37 ;127
Cwiczenie 2 C) (é)\/E,1 ) (5)\/64-2 f 7% . 7V545 1) 62;6% . (6\/5_2)\/5+2
Korzystajac z odpowiedniego kalkulatora, podaj z dokltadnosciag do 0,0001 5 3 737 T2 6
przyblizenie dziesi¢tne podanej liczby. 3. Przedstaw liczbe w postaci a”, gdzie a € N.
a) R b) 57 C) il a) 2\/772 . 43 C) 9@ .97-1 e) % . 97r—|—% - 87127
2
Podane w poprzedniej lekcji wzory dla poteg o wykladnikach wymiernych sa b) 2V3 .\ /2 d) 27- (3—\/§) f) 7-2V2 . ggr V2
prawdziwe rowniez dla poteg o wykltadnikach rzeczywistych (zaréwno wymier-
nych, jak i niewymiernych). 4. Sprawdz, czy liczba ¢ nalezy do przedzialu (3;6). Nie korzystaj z kalkula-
tora, tylko z podanych przyblizen. .
. . 3 ~
Twierdzenie 8) g = 4311 ¢) = 63 - (\/5\/5)\/5 2\/5 ~ 3,32199709
: : : 4 3V ~ 6,70499185
Dla dowolnych liczb a,b € R, i dowolnych =,y € R prawdziwe sg wzory: v 3
b) g=0 5V3+1 . V3 d) ¢ = (&)Z 6V° ~ 22,2739634
ma®.q¥ = CLalr:+y m g% . bT = (ab):c - (am)y —a®'y ) 16
s @ _ g7y . 27 _ (2)33 5. Sposrdd liczb z, y, z wybierz takie dwie, z ktérych jedna jest odwrotnoscia
ad b b drugiej.
a) x =212, y=4%, 1 =8 %
Cw!czenle 3 | / | . b) z = | 54-2V3, Y = (%>2+\/§, L (%)ﬁ—2
Ktéry z powyzszych wzoréw wykorzystano w obliczeniach?
7 ¢) x=125""25 4y =292523V5 5 —(,0016 - 5V
B (27) =2 =2 Q) 6 (3 = (6-2) =0
6. Wstaw w miejsce | 7| jeden ze znakow: >, < lub =, tak by powstalo zdanie
b) 8% = (8)Y7 =32 d) 5v2. 51V = 5VEHI-VE _ 5 prawdziwe.
. 5V5 |, 992-V5 [9] 45 42Y5.8 11 nl V2ol tV2 o 1
Cwiczenie 4 a) 2 52 4 ) 16V3+1 — 2 e) 72 73
Oblicz. N N 9-2V5 . 973 1 927 . g™
y: Gir ) ko b)of 2rF M3 a) TimL ) 2T
a) (5‘/§> c) (5*51) e) 7V2.49"7 g) ~7Aa
2V3+1 e e . . . , oy
. s 7. Dla jakiej liczby x prawdziwa jest réwnosc?
2V/2 T+V2 V341 0-V3 o
b) (3+%) d) (2v77) f) 983025 g S 2T a) 525 =1 b) 517 .50 = 5 o) (57%) =25
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6.3. Funkcja wyktadnicza Przyktad 3

Wykres funkeji f(z) = (%)r okreslonej dla =z € R

szkicujemy, korzystajac z ponizszej tabeli.
Przyktad 1

Wykres funkeji f(x) = 2% okreslonej dla z € R szki-

cujemy, korzystajac z ponizszej tabeli.

x | -3|-2|-1 —-3|0 3 1|2 3

i a V2 1 1 1
fle)| 8 | 4|2 |1 v2|%¥ |5 |25

o _ 1 1 T ;
T -3 | =2 | -1 =| D 5 1 2 3 Uwaga. Wykres funkcji f(z) = (%) mozna otrzymad
1 1 - 1 VI — przez symetryczne odbicie wykresu i'l;lllkcji glx) = 2°
(@) 8 2 - T ¢ V2| 2 4 8 wzgledem osi OY, poniewaz f(x) = (%—)J =27F = g(—ux).

Cwiczenie 3

a) Naszkicuj wykres funkeji f(z) = (%)T

Zbiorem wartodci funkeji f jest przedzial (0; 00).

Przyktad 2
Wrykres funkeji g(z) = 4% okreslonej dla r € R szki-
cujemy, korzystajac z ponizszej tabeli.

b) Naszkicuj w tym samym ukladzie wspélrzednych
wykresy funkeji g(x) = 4% i h(z) = (iu)n

2 i Cwiczenie 4
T =2 | =5 |=L|—=5| 0

[
f—
b |
]

Na rysunku obok przedstawiono wykresy funkceji:
f(x) = 5%, g(x) = 0,27, h(z) = 1.5% i k(x) = 1=.

Dobierz wzor do kazdego wykresu.

glz) + + + 2 1 2 4 8 16

Zbiorem wartodcei funkeji g jest przedzial (0;00).
. - ; . Definicja
Wykresy funkcji g(x) = 4% i f(x) = 2* dla poréwnania ]

naszkicowano w tym samym uktadzie wspolrzednych. Funkeje postaci f(x) = a®, gdzie a > 01 a # 1, okredlong dla z € R
nazywamy funkcja wykladnicza.

Cwiczenie 1

Naszkicuj w tym samym ukladzie wspotrzednych wykresy funkcji: f(z) = 27, V4 Y
% . 5 ; ; 0<a=<1 i |

g(z) = 3 1 h(z) = 4% okreslonych dla # € R. Podaj wspélrzedne punktu

wspolnego tyvch wykresow.

Cwiczenie 2
Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk-

cji: f(z) = 2%, g(z) = (2)", h(z) = (%)". O] 1 X o] 1 X
a) Dobierz wzér do kazdego wykresu. Dla a € (0;1) funkcja wykladnicza Dla a € (1; <) funkcja wykladnicza
b) Punkty P(4,a), Q(—2,b), R(c, 3%) naleza do f(z) = a® jest malejaca. f(x) = a® jest rosnaca.

wykresu funkeji g. Wyznacz niewiadome wspol- o y o
rzedne tych punktow Dziedzina funkcji wykladniczej f(x) = a* dla dowolnego a € (0;1) U (1; 00)
; " : jest zbidr liczb rzeczywistych, a jej zbiorem wartosei — przedzial (0;0c). Wy-
¢) Ktore sposrod punktow:

A(138), B(-1, &), o(-4.£)

1 256

kres funkeji wyktadniczej przecina o§ OY w punkcie (0,1), natomiast nie ma

punktéw wspoélnych z osia OX, ktora jest jego asymptota pozioma.

nalezg do wykresu funkeji A7 Uwaga. Dla a = 1 funkeja f(z) = a” jest funkeja stala: f(z) = 1.
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Przyktad 4
Zapisz liczby 10¥2, 10*, 10" w kolejnodei od najmniejszej do najwickszej.
Funkcja y = 10" jest rosnaca i 1.4 < v2 < 1,5, stad:
10%4 < 10Y2 < 1018
Przyktad 5
Zapisz liczby 0,9V%, 0,97, 0,9"* w kolejnoéci od najmniejszej do najwiekszej.
Funkcja y = 0,9" jest malejaca i 1,7 < V3 < 1.8, stad:
0,9"® < 0,9V3 < 0,9"7

Cwiczenie 5
Zapisz liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.
d) 5%‘ 5%‘ 50,:3: 5(].33 C) 06%, 06’%, O,ﬁ"i. {},ﬁ%. 016{}‘%1

31 =32 om =yE 1y2 (1315 (13V2 13 VB 1y F
b) 781, 732 77 7 d (6" @66

3 3 3

Zadania

1. Oblicz wartodci funkeji f dla x € {—4,-3, -3, 3,3,4}.
a) Flz)=3* g] fle) = (i)m e) f(z) = 8"
b). flz) =4" d) flz)= (%)J‘

[) flz)= 100"
2. Punkt P(2,16) nalezy do wykresu funkcji f(z)
nalezy do wykresu funkeji f?7

a) Q(3,2) b) Q(5,1024) c) Q(-3, ) d) Q(—1,

3. Punkt P(2,2) nalezy do wykresu funkcji f(z) =
lezy do wykresu funkeji f7

a) Q(1,1) b) Q(4,4) ) Q(8,8) d) Q(-8, )

4. Do wykresu funkecji wykladniczej f(x) = a” nalezy punkt M. Naszkicu]

= a”. Czy punkt () tez

oI

=

a®. Czy punkt () tez na-

wvkres tej funkcji.

a) M(2,3) b) M(-3,8) ¢) M(%,2) d) M(3,3%)

5. Okresl monotonicznoéé funkeji f.

9 f@=(2)" WIi@=(E-1" o J@=W5-1

6. Zapisz liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.

a) 25 2;;5 2\;.-5! oV3

5 6 246 V26
By 3T )T 8

c) I, ‘JTJf, ‘Ir';, T

d) 9['!= 9—2’ 9—\.-'@: 9—-..-—"?
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7. Zapisz liczby w kolejnosci od najwigkszej do najmniejszej.

" :'J_i 1 o2 « 1 '3\.:""2 1 2.6 1 2" g 1
a) 47, 8% 167, 327, 2561 B « 5) "l (G) s 55

8. Podaj wspolrzedne trzech punktéw nalezacych do wykresu funkeji f, tak
aby kazda z tych wspoélrzednyceh byla liczba wymierna. Naszkicuj wykres
funkcji f.

a) f(z)=(V3) b) flE)= (2—2) c) f(z)=(V2)

9. Naszkicuj w jednym uktladzie wspolrzednyeh wykresy funkeji f i g. Od-
czytaj z rysunku rozwigzanie réwnania f(x) = g(x) oraz zbior rozwiazan
nieréwnosci f(x) = g(x).

a) f(z)=3" g(z)=4z +1 d) f(z)=(3)", gz)=2+4
b) f(x) =2, g(z) = Lx +1 e) f(z)=(5)" g(z) = o+
e) fl(#) =4%,g(2) =56—& f) f{z)= (%) L glz) = |=| + 1
10. Podaj zbidr rozwiazan nieréwnosdci, korzystajac z odpowiednich wykresow.

11.

g 9% o ge b) 3% < 4" c) (3)" < (3)° d) (3)° < 3°
Czy wiesz, ze...
W opisach niektérych zagadnien praktycznych
korzysta sie z funkeji wykladnicze] f(x) = e”.
Liczba e (oznaczenie to wprowadzil Leonhard
Euler [czyt. ojler]) jest liczba niewymierna:

e = 2,718281828...

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkeji
f(z) = e* oraz dla poréwnania wykresy funkcji
glz) =2F 1 h{z) =35

Coraz dokladniejsze przyblizenia liczby e otrzy-

mujemy, obliczajac wartosci wyrazenia:

[ 5)
T

dla coraz wigkszych liczb naturalnych:

1 10 1 100
(1+ﬁ) — 2,5937..., (”ﬁi) — 27048 ..,
1 1000 1 1 000 000

Uporzadkuj w kolejnosci rosnacej liczby: 9, 2v/2, (\ﬂ;):i el®. gV,

&.3. Funkcja wyktadnicza
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6.4. Przeksztatcenia wykresu
funkcji wyktadniczej

Przyktad 1
Wykres funkeji f(x) = 2° —1 otrzymujemy przez
przesuniecie wykresu funkeji y = 2* o 1 jednostke

w dél, czyli o wektor [0, —1].

Zbiorem wartosci funkeji f jest przedzial ( —1;00). y = 2®
Prosta y = —1 jest asymptota pozioma wykresu ; - i X

funkeji f.

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkeji g. Podaj zbior wartoscei tej funkeji i rownanie asymp-

toty poziomej jej wykresu.

a) glxz)=3"—2 b) glz) =2%+1

Przyktad 2

Wykres funkeji f(z) = 2 ? otrzymujemy przez
przesuniecie wykresu funkeji y = 2* o 2 jednostki
w prawo , czyli o wektor [2,0].

Funkcja f przyjmuje wartos¢ rowna 1 dla argu-

mentu xr = 2.

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji f. Dla jakiego argumentu funkcja ta przyjmuje war-

tos¢ rowna 17

a) f(r)=3" b fla)=0r?

Przyktad 3
Jak nalezy przeksztalci¢ wykres funkeji y = 3%,
i iy i ; S -1 s
aby otrzyma¢ wykres funkcji f(z) = ;2—?'? Dla jakich
argumentéw funkeja ta przyjmuje wartosei wicksze
od 17
g 3 r— 3
i) =i e e
Wykres funkcji y = 3% nalezy przesunaé o 3 jed- R S S S S
nostki w prawo, czyli o wektor [3,0]. — ___:j’
Nieréwnosé f(x) > 1 zachodzi dla x € (3;00). P i g 0
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Cwiczenie 3
Jak nalezy przeksztalci¢ wykres funkcji y = 2%, aby otrzymacé wykres funk-

cii 7 Podaj zbidor rozwiazan nieréwnosci f(x) = 1.
J1 . J

a) f(z) =% b) f(z) = o ¢ Flaf=n/Z 28

Przyktad 4

Naszkicuj wykres funkeji f(x) = 2°7' —3. Podaj jej
zbior wartodci oraz réwnanie asymptoty poziome]
jej wykresu.

; . . _— y =27
Wykres funkeji f otrzymujemy przez przesuniecie :

wykresu funkeji y = 2% o wektor [—1, —3].
Zbiorem wartosci funkcji f jest przedzial (—3; 0c)

X

a asymptota pozioma jej wykresu — prosta y = —3.

Cwiczenie 4

Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej zbiér wartosci oraz rownanie asymptoty

poziomej jej wykresu.
o ar+3 4 4

H.) f(lf.-']zgj 1+2 -+ 4

4

b) flz)=2 -2 8] flaj=

|

Przyktad 5
Wykres funkeji f(z) = —2% otrzymujemy przez syme-
tryczne odbicie wykresu funkeji g(z) = 2% wzgledem

osi OX (rysunek obok).

Funkcja g jest funkcja rosnaca, a funkcja f — funkeja

malejaca.

Cwiczenie 5

Naszkicuj wykres funkcji g i okresl jej monotonicznosé.

a) g(z) = —-3* b) g(z) = —4* c) glz) = _(%)T

X

Aby naszkicowaé¢ wykres funkcji f(x) = a™*, gdzie a > 0, mozemy odbié¢ syme-

tryeznie wzgledem osi OY wykres funkeji y = a® lub skorzystaé z zaleznosci
o = (3.

Cwiczenie 6

Naszkicuj kolejno wykresy funkcji f. g i h.

a) fleg) =28 gla)=2"", hlxg) =2"%42

b flg) =2 gle) =4 %, hle) =4 F—1

6.4. Przeksztatcenia wykresu funkcji wyktadnicze]
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Zadania

1,

Naszkicuj wvkres funkeji f. Podaj zbior wartosci i miejsce zerowe funkeji f

oraz rownanie asymptoty poziomej jej wykresu.

a) f(z)=2"+2 e} Flz)= (%)r -1 e} flg)=4%—4
b) flz) =3*—1 d) Fle) = (%)J‘ —3 £) fle)= 3*91
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji ¥ (3,5)
f(z) = 2* + a. Podaj warto$é¢ wspdlezynnika a.

i
Wykres funkeji f(z) = 2° + a przechodzi przez I X
punkt P. Podaj wartos¢ wspolezynnika a. 0 /1/ X
a) P(0,-3) b) P(2,7) c) P(4,0) B

Naszkicuj wykres funkeji f. Odczytaj z niego zbidr rozwigzan nierownosci

flz) = 1.
a) f(z)=4-2° b) f(x) c) f(z)=

Naszkicuj wykres funkeji f. Odczytaj z niego zbior rozwigzan nieréwnosci

f(z) > —1.

: r+3
a) f(z)=—2°"2 b) f(z) = —3=+! ¢) flz)=—(3)*"
Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie wykres funkeji g(z) = —f(z).

2:]5
&

0,04
5T

Podaj zbiory wartosci funkeji f i g.
a) flz)=2%—3 b) f(z)=3*+1 ¢) flx)=(3)" -2

T —1
Na ponizszych rysunkach przedstawiono wykresy funkcji f(x) = (\/g) .
gzl = (\/ET —11ih(x)= (\/3-)—.;,- — 1. Dopasuj wzor do wykresu.

I. i ?lfl P 11. Poi I11. E . Y ? v o
? - | - - I
s O T X B . ¢ —_— 1 ! X
Wykres funkeji f(x) = 5% przesunieto o wektor @ i otrzymano wykres

funkcji g. Podaj wzdr funkeji g i jej zbior wartosei.
a) v =[0,-3] b) @ = [1,2] c) U = [-2,4]

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej miejsce zerowe oraz zbidér wartosei.

a) flz)=2"2%-4 ¢) flz) == +2 e} flz)= (\/5)23‘_4 -1
b) f(z) =3t —1 d) f(z)=3- % f) f(z)=1-— 2"+
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6.5. Logarytm

Przypomnijmy, ze logarytmem z liczby dodatniej b przy podstawie a (gdzie a
jest liczba dodatnia rdézna od 1) nazywamy wykladnik potegi, do ktérej nalezy
podniesé podstawe a, aby otrzymacé liczbe logarytmowana b.

Przyktad 1

a) log, 16 = 4, poniewaz 2* = 16. /liczbﬁ logarytmowana

b) log, 1024 = 10, poniewaz 2'° = 1024. l()g b= logarytm
a .

: = o s . U

c) log, 16 4, poniewaz 2 % = 16" ‘\pmlst.awa logarytmu

Cwiczenie 1

Oblicz.
a) log, 32 ¢) log, 1 e) logs o5 g) log, V8
b) log, 2 d) log, + £) log, V2 h) log, v/4

Cwiczenie 2

Oblicz.

a) log, 81 d) log; == g) log, TVT j) logy 16

b) log, L e) log, 3 h) logy & k) log; V36
c) logs > f) log, = i) lngl§ 2 1) log, 216

Zauwazmy, ze wartos¢ logarytmu moze byé dodatnia,

Dlaa >0, a # 1:
0

ujemna lub réwna 0. Z definicji logarytmu wynikaja
log,1

wlasnosci podane obok.

log,a =1

Przyktad 2
Na rysunku przedstawiono wykres funkeji f(z) = 2~.

Zauwazmy, ze log, 3 to taka liczba c, ze 2° = 3.
Z wykresu mozemy odczytac, ze:
1<log,3 <2

Korzystamy z odpowiedniego kalkulatora i otrzymu-

jemy przyblizenie: log, 3 ~ 1,5849625.

Udowodnimy, ze liczba log, 3 jest niewymierna.

6.5, Logarytm
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Liczba log, 3 jest liczba niewymierna.

Dowdd
Przyjmijmy przeciwnie, ze log, 3 jest liczba wymierna. Oznacza to, ze istnieja
rozne od zera liczby naturalne m i n, takie ze log, 3 = ™. Zatem:

3=2%
Podnosimy obie strony
3" = 2" réwnodci do potegi n.

Otrzymujemy sprzecznos¢, poniewaz prawa strona réownosci jest liczbag po-
dzielna przez 2, a lewa nie. Zatem liczba log, 3 jest liczba niewymierna.

Cwiczenie 3
Wykaz, ze podana liczba jest liczba niewymierna.
a) log, 5 b) log; 5 c) log, 6 d) logg 2

Bezposrednio z definicji logarytmu wynikaja Dlaa>0,a#1,b>0:

podane obok wtasno$ci.
log,a®* = x

Cwiczenie 4 alo8.b — p
Oblicz.

a) log, 210 c) log,, 1,1% e) 2loe23 g) 0,480,410
b) logs 6'° d) log, 73 f) 3loes” h) 5loes?

Przypomnijmy, ze logarytmy dziesietne to logarytmy o podstawie 10.
Zamiast log,, b piszemy log b, np. log 10 =1, log 100 = 2.

Ponizej zamieszczono fragment tablicy, w ktérej znajduja sie przyblizone war-
tosci logarytmoéw dziesigtnych liczb.

b b+ 0,00 b+ 0,01 b+0,02 b+ 0,03 b+0,04 b+ 0,05 b+ 0,06 b+ 0,07 b+ 0,08 b+ 0,09
1,0 0,0000 0,0043  0,0086 0,0128 0,0170 0,0212  0,0253 0,0294 0,0334 0,0374
1,1 0,0414 0,0453  0,0492 0,0531  0,0569 0,0607 0,0645 0,0682 0,0719  0,0755
1,2 0,0792  0,0828  0,0864 0,0899  0,0934 0,0969 0,1004 0,1038 0,1072  0,1106
1,3 0,1139  0,1173  0,1206 0,1239  0,1271 0,1303 0,1335 0,1367 0,1399 = 0,1430
1,4 0,1461 0,1492  0,1523 0,1553 0,1584 0,1614 0,1644 0,1673 0,1703  0,1732
1,5 0,1761 0,1790 0,1818 0,1847 0,1875 0,1903 0,1931 0,1959 0,1987 0,2014
1,6 0,2041 0,2068  0,2095 0,2122  0,2148 0,2175 0,2201  0,2227  0,2253 = 0,2279

Cwiczenie 5
Korzystajac z tablicy logarytmoéw dziesietnych, podaj przyblizona wartosé:
a) log 1,5, b) log 1,11, c) log1,62, d) log1,68.
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Zadania

1. Oblicz.
- 1
a) log, 64 e) log, 0,125 i) log, 7 m)log, v/27
b) log, 512 f) log, 2 j) log 4 n) logs &
c) log, 5 g) log, 8 k) log 5 32 0) logs 625
d) log, 15 h) log, w5 1) logs; /3 p) logs 0,04
2. Oblicz.
a) logy 3 c) log s = e) log,, 125 g) logy V3
b) log,, 10° d) log, 55 16 f) logi 55 h) logy 2v/2
3. Oblicz.
a) 20829 ) (%)103?29 e) 4log9 o) \/510&9
b) (%)log%5 d) (%>log4% f) 8110g30’5 h) \/glog316
4. Oblicz.
a) log 1000 c) log10° e) log+v/10
b) log0,1 d) log0,0001 f) log104/10
5. Oblicz.
a) log 100 + log, £ c) logg & +log V10 e) log, 5 5 —log, 1

b) log 107 —log 5 8 d) log, V3 —logs v/3 1) logz 1,5 — logy 5 5>

6. Dla jakiej podstawy logarytmu a podana réwnosé jest prawdziwa?
a) log, 25 = 2 b) log, + =3 c) log,0,25=—1 d) log, 64 = -3

7. Dla jakiej liczby logarytmowanej b podana réwnosé jest prawdziwa?

a) log,b=5 c) log,,b=2 e) logrb=—7 g) logb=6

b) logib=-1  d)log;b=0 f) log s30=—6  h)logb= -1
8. Oblicz.

a) log,(log 100) c) log; (log, 8) e) log, <log8(log3 9))

b) log  (log, 1024) d) log 5 <log% 11—6) f) logg <log%(log4 2))

9. Podaj konieczne zatozenia i oblicz warto$¢ wyrazenia.

a) log, a® b) log, \/LE c) log, g—g d) log,. a'” e) log 5 a*
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6.6. Wtasnosci logarytmow

Twierdzenie o logarytmie iloczynu
Jezeli a, x i y sa liczbami dodatnimi oraz a # 1, to:

log,( - y) = log,x + log,y

Dowod
Przyjmijmy oznaczenia: log, * = p oraz log, y = q, wtedy:

r=a’ 1 y=a Korzystamy z definicji logarytmu.

r-y=al-al e 1
Y Korzystamy z wtasnoéci dziatan

x-y=aPlt? na potegach.

loga(:v . y) =p+q Korzystamy z definicji logarytmu.

log,(z - y) = log, x +log, y
Twierdzenie o logarytmie ilorazu

Jezeli a, x i y sa liczbami dodatnimi oraz a # 1, to:

logay, = log,x — log,y

Cwiczenie 1
Udowodnij twierdzenie o logarytmie ilorazu.

Przyktad 1
a) Sprawdz, czy rownosé log, 96 = 5 + log, 3 jest prawdziwa.

log, 96 = log,(32 - 3) = log, 32 + log, 3 = 5 + log, 3 R6wWnosé jest prawdziwa.

b) Sprawdz, czy réwnosé logs, g = log; 7 — 2 jest prawdziwa.

log, g = log, 7 —log;9 =log, 7 — 2 Réwnosé jest prawdziwa.

Cwiczenie 2
Sprawdz, czy podana réwnosé jest prawdziwa.

a) log, 6 =1+ log, 3 c) log, £ =3 —log,3
b) log 500 = 2 + log 5 d) log 0,07 = =2 + log 7
Przyktad 2

Oblicz.

a) log 125 + log4 — log 5 = log 1222 = 1og 100 = 2

5

b) logs 36 — logs 2 + logs + = logy (£ - 1) =logy3 =1

2
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Cwiczenie 3

Oblicz.

a) logs 4 + logg 9 d) logs 15 — logy 75 g) logs 0,04 — log, 0,008
b) log 8 + log 125 e) log; 19 —log; 13 h) log6 — log2 — log 3

c) logs 54 — log; 2 f) logy 0,6 —logy 0,15 i) log { —log 14 —log125

Twierdzenie o logarytmie potegi

Jezeli a i x sa liczbami dodatnimi oraz a # 1, to dla dowolnego p € R:

log, P = p - log,x

Dowod
Niech log, x = q, wtedy z definicji logarytmu x = a?. Zatem:
TP = (aqy?
. Korzystamy z wtasnosci dziatan
7P — qP4
na potegach.
loga P =p-q Korzystamy z definicji logarytmu.
log, 2" =p-log, >
Przyktad 3

Niech = bedzie taka liczba, ze log, x = 0,3. Oblicz log, z° i log, %
log, > = 5log,x =5-0,3=1,5
log, = =log, ' = —log,z = —0,3

Cwiczenie 4
Niech x bedzie taka liczba, ze logz = % Oblicz wartos¢ podanego wyrazenia.

1 1 23
a) log x° b) log = c) log+/x d) log 7= e) log 7
Przyktad 4
Przedstaw wyrazenie 3 4 log, 7 w postaci logarytmu o podstawie 2.
3+ log, 7= Zapisujemy 3 jako log, 8.
= log, 8 +log, 7 = Korzystamy z twierdzenia

o logarytmie iloczynu.

= log,(8 - 7) = log, 56

Cwiczenie 5
Przedstaw wyrazenie w postaci logarytmu pewnej liczby.
a) 2+ log, 5 b) 3log, 10 — 1 c) 2log; 6 —2 d) 4 —2log; 6

6.6. Wtasnosci logarytméw 307 I



Zadania

Oblicz.

a) log,, 2 + log,, 8 + log,, 9

o1 14 .10
b) log; 5 + logs = + log, 57

¢) log 0,12 — log 0,3 + log 25
d) log,, 0,3 — log, , 0,5 — log, , 15

Wykaz, ze dla dowolnych z,y.z € R, podana réwnosé jest prawdziwa.
a) log 2*y* = log x + log y + log 7y
e b @ e Laeaand

b) log p loge™ = s logy
¢) logxyz = lug% + log y°z

2
d) log xy + log = = log zyz — log £

Y z

a 2 y\ ' .

e) 2log ;- i Jlogz®z = 2log (Z) —5logz
Podaj dziedzing wyrazenia, a nastepnie przedstaw je w postaci logarytmu
pewnej liczby.
a) logz® + 2logx
b) log /& — g—log:r
c) —;;103; rt4+1

e) 2log,x + log,y + 1
f:] %lc’gn 8373 -2 1Dgﬁ :_g}r\/:r' 3 %
?,) %lf}gz T — logz y — 2

d) 1-2log: h) :logda*+;log8x°+1log162°—3
Oblicz.
-.'-.l) (2 ngR \/ﬁ i lUg‘g 2 L 1)Iug3 5 C) 6[].,2!’: log; 81 — 2log, 0,5
b) (log, :; — log, % + log, 4,5)"°8vz*  d) 9lo8eu4+0:5logyy3
Niech x bedzie taka liczba, ze log, 2 = — % Oblicz wartos¢ wyrazenia.
4 - o 3=
a) log, 9x* b) log, ‘;—1 ¢) log, V3z° d) log, sz

Niech p = log 2. Wyraz liczbe a za pomoca p.

a) a = log 200 b) a=10g0,02 ¢) a=1og0,04 d) a=logl600
Niech p = log, 2 oraz g = log,; 5. Wyraz liczbe a za pomoca p i q.

a) a = log, 20 ¢) a=log; = e) a=logg 33 g) a = log, 10
b) a =log, 100 d) a=1log, 0,4 f) a=log, % h) a = log, 0,2v/2

Wiadomo, ze logd = 0,6 oraz log 5 =~ 0,7. Oblicz przyblizong wartosé:

a) log 80, ¢c) log 2, e) log2.5, g) log5v2,
b) log 50, d) log0.5. f) log 0,64, h) log 25+/4.
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6.7. Funkcja logarytmiczna

Przyktad 1

Jesli kazdej liczbie dodatniej x przyporzad- Yh e
kujemy wartosc log, x, to otrzymamy funkcje
f(z) = log, = okreslona dla x € (0;00). Jej

wykres przedstawiono na rysunku obok.

T %— i— % 1 2 4 8
fl(z) | -3 | -2 |-1| 0 1 2 3

Definicja

Funkcje f(x) = log,x, gdzie a > 0 oraz a # 1, okreslong dla z € (0;00)
nazywamy funkcja logarytmiczna.

Cwiczenie 1
Naszkicuj w tym samym ukladzie wspolrzednych wykresy funkeji:
flz)=log, 2, gix)=Ibe. % hlz]=1og,2

Podaj wspolrzedne punktu wspolnego v
tych wykresow. SO [ T S 3
Cwiczenie 2

Na rysunku obok przedstawiono wykresy | = /7 | _—" | |
funkcji: f(x) = logg z, g(z) = log, x oraz R
h(x) = log, x. Do ktérego z tych wykre-

sow nalezy podany punkt? O .

a) (8.3) b) (2%,2) el (B0.2]
Przyktad 2

Na rysunku przedstawiono wykres funkeji f(z) = log z.
v/ -

Cwiczenie 3
Dla jakiego argumentu funkcja f(xr) = log & przyjmuje wartosé: a) 2, b) 67
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Przyktad 3
Wykres funkeji f(x) = log L okreslone;j
dla z € (0;00) szkicujemy, korzystajac

z ponizszej tabeli.
. 1 1
= 8 1

fizill 3| 2| 1]0

Cwiczenie 4

Naszkicuj w jednym ukladzie wspolrzednych wykresy funkeji:

Fla) = lugé i glE)= ].(}g__% x, hilg) = lt}g;ﬁ_ T

Dziedzina funkcji logarytmicznej f(x) = log, x dla a € R, \ {1} jest zbidr liczb

rzeczywistych dodatnich, a jej zbiorem wartosci — zbior liczb rzeczywistych.

0% OY jest asymptota pionowa wykresu funkeji f(x) = log, x, a punkt (1,0)

jest punktem przecigcia tego wykresu z osig OX.

L D<a<l

Dla a € (0;1) funkcja logarytmiczna
flz) = log, x jest malejaca.

Czy wiesz, ze...

v

d

Dla a € (1; c0) funkecja logarytmiczna
f(x) = log, x jest rosngca.

W zastosowaniach, obok logarytmu dziesigtnego, czesto wystepuje loga-
rytm przy podstawie e, gdzie e = 2,718281828... (patrz str. 299).

Logarytm ten nazywamy logarytmem -,

naturalnym. Zamiast pisa¢ log, x, uzy-
wamy oznaczenia ln x.

Na rysunku obok przedstawiono wy-
kres funkcji f(x) =Ilnz. Dla pordw-
nania w tym samym ukladzie wspol-

rzednych narysowano wykresy funkeji
g(z) =log, z i h(x) = log, x.
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Cwiczenie 5

Dla jakich argumentéw x funkeja f(x) = log, x przyjmuje wartosci dodatnie,

a dla jakich ujemne w przypadku, gdy:

Przyktad 4

Korzystajac z wykresu, podaj zbior
rozwigzan nierownosci log, z > 2.
Rownanie log, x = 2 jest prawdziwe
dla z=4.

Funkcja f(x) = log, x jest funkcja
rosnaca okreslona dla z € (0;00).
Zatem zbiorem rozwiazan nieréwno-

Sci jest przedzial (4;00).

Cwiczenie 6

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji f(x) = log, x. Korzystajac z tego
wykresu, podaj zbior rozwiazan nierow-
nosci.

a) log,x =21 c) log,z > —1

b) log, = < 1 d) log, z < -1

Cwiczenie 7

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkeji f(z) = 103;;1{ x. Korzystajac z tego
wykresu, podaj zbior rozwiazan nierow-
nosei.

a) l()g% e c) lmgir x>z —1

b) log: 2 < 1 d) log, z < -1

a) a € (1;00), b)ae (0;1)?

Przyktad 5

Korzystajac z wykresu, podaj zbior
rozwiazan nierownosci lf)g% B2l
Réwnanie log: = = 2 jest prawdziwe
dlaz = Jl‘ )

Funkcja f(z) = log: x jest funkcja
malejaca okreslong dla = € (0; 00).
Zatem zbiorem rozwiazan nieréwno-

sci jest przedzial (0; 1—]

|
L |
I
el -
o['! X
=

&.7. Funkcja logarytmiczna
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Zadania

o] 9

Dla jakiej wartosci a punkt P nalezy do wykresu funkeji f(x) = log, «?

a) P(27,3) b) P(625,4) ¢) P(32,-5) d) P(4,4)

Do wykresu funkeji f(z) = log, x nalezy punkt P. Naszkicuj ten wykres.
a) P(5,1) b) P(5,—1) c) P(2,%) d) P(2,2)

Podaj zbidr wartosci funkeji f(z) = log, z o dziedzinie D;.

a) D, = (0;1) b) D, =[200) ¢) D,=[L8 d) D, = [:;2;1024}

Podaj zbior wartosei funkeji f o dziedzinie Dy.
a) f(z)=1log,z, Dy = H—l] ¢) f(z) =logiz, Dy = [%8]
b) f(x) = logrz, Dy = [%;QT] d) f(x) =loggx, D; = [%, \/E]

Dla jakich wartosci parametru m funkcja f jest rosnaca?

a) f(x)=log,,, * B) e =10 £) flz) = log.. &

Dla jakich wartosci parametru m funkcja f jest malejaca?

ey Flg)=log; a2

a) f(z)=log, ,x b) f(z)=log; 22

Korzystajac z wykresu funkeji f
(rysunek obok), okredl, dla jakich
liczb rzeczywistych zachodzi po-

dana nieréwnosé.
a) log, x> 1
b) log,x < 1

c) log,x = 2
d) log, x < —2
Korzystajac z wykresu funkcji f

(rysunek obok), okredl, dla jakich

liczb rzeczywistych zachodzi po-

dana nierownosé.

a) log,x > 1 c) logyz > 2

b) log_i_ r <1 d) lf)g;i_ =2

Uzasadnij, ze wykres funkcji f(z) = log, z, gdzie a > 0, a # 1, z > 0,

T

jest symetryczny wzgledem prostej y = & do wykresu funkeji g(x) = a”,

gdzie € R.
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6.8. Przeksztatcenia wykresu
funkcji logarytmicznej

Przyktad 1

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = log, = + 2.
Wykres funkeji f mozemy otrzymaé przez
przesuniecie wykresu funkeji y = log,x
o 2 jednostki w gore, czyli o wektor [0,2].
Dziedzing funkeji f jest zbiér D, = (0; 00),
a asymptota pionowa jej wykresu — prosta

Eo={).
Przyktad 2
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = loggxz — 1.

Wykres funkeji f mozemy otrzymac przez

przesuniecie wykresu funkeji y = log, =

o 1 jednostke w dot, czyli o wektor [0, —1] .

Dziedzing funkeji f jest zbiér D; = (0:00),
a asymptota pionowa jej wykresu — prosta

=1

Cwiczenie 1

A2 I e e i

o/l_;iiﬁﬁX

Naszkicuj w jednym ukladzie wspoélrzednych wykresy funkeji f, g i h.

a) flz) =log,z, alz) =log,z+1, hiz)=log,2—3
b) f(z) =log,x, g(z)=Ilog,x+2, h(z)=log,z—1

Przyktad 3

Naszkicuj wykres funkeji f(x) = log‘% T —3.
Wykres funkeji f mozemy otrzymac przez
przesuniecie wykresu funkeji y = log L
0 3 jednostki w dél, czyli o wektor [0, —3].
Dziedzina funkeji f jest zbior Dy = (0; 0c),
a asymptota pionowa jej wykresu — prosta

= (],

Cwiczenie 2

Y§
L\

<

Naszkicuj w jednym uktadzie wspoélrzednych wykresy funkeji f, g i h.

flz) =logrx, g(x)=logrz+2, hiz)= ln:}g% T —4

6.8. Przeksztatcenia wykresu funkcji logarytmiczne;j
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Przyktad 4

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = log,(x — 4).

Wykres funkeji f mozemy otrzymaé przez przesunigcie wykresu funkcji
y = log. o 4 jednostki w prawo ., czyli o wektor [4,0].

Y A
1 1

bododb bbby =logs

R

Dziedzina funkeji f jest zbiér Dy = (4;00), a asymptota pionowa jej wykresu —

prosta ¥ = 4. Miejscem zerowym funkeji f jest liczba 5.

Przyktad 5
Naszkicuj wykres funkeji f(x) = log,(x+2). Dla jakich argumentéw przyjmuje
ona wartosci nieujemne?

U

Dziedzina funkeji f jest zbior Dy = (=2 ;00), X

Wrykres funkeji f mozemy otrzymad przez : Y - n
przesuniecie wykresu funkeji y = log, ' : R fU\J—‘I‘Jg?UT -
o 2 jednostki w lewo, czyli o wektor [—2,0]. “ 3 C T =g
;
e

a asymptota pionowa jej wykresu — prosta

r = —2. Miejscem zerowym funkcji f jest
liczha —1.

Nieréwnoéé log, (x + 2) = 0 zachodzi dla = € [-1; 00).

Cwiczenie 3

Okresl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Wyznacz miejsce zerowe tej
funkecji oraz réwnanie asymptoty pionowej jej wykresu. Odczytaj z wykresu
zbidr rozwiazan nieréwnosci f(z) = 1.

a) f(x)=log,(x — 1) b) f(x) = log,(x + 2) c) f(z) = log,(z + 4)

Przyktad 6
Naszkicuj wykres funkeji f(x) = l()g% (z—2).

Wrykres funkeji f mozemy otrzymac przez 4/
przesunigcie wykresu funkeji y = log. x
- X

o 2 jednostki w prawo , czyli o wektor [2,0].

Dziedzing funkeji f jest zbior D; = (2;00),
a asymptota pionowa jej wykresu — prosta

Hzlﬁl—’.l*

T = .
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Cwiczenie 4
Okresl dziedzine funkeji f i naszkicuj jej wykres. Podaj réwnanie asymptoty
pionowej wykresu tej funkcji.

a) f(&) = logé{:r: —3) b) fla)= l{)g{r(:r; + 4) ¢l fiz)= 10?;31:(:1,' - 2)

Przyktad 7
W jednym ukladzie wspodlrzednych naszkicuj wykresy funkeji f(z) = log, x,
g(z) = log,(xz — 1), h(x) = log,(x — 1) — 2.

Wrykres funkeji ¢ mozemy otrzymaé przez prze- Y

ga. T

oV

E;k:

e ﬁn
sunigcie wykresu funkeji f o wektor [1,0]. £) 7

Wrykres funkeji h mozemy otrzymac przez prze- -
suniecie wykresu funkeji g o wektor [0, —2].

- . : . : 0
Zauwazmy, ze wykres funkeji b mozemy otrzy-
mac¢ przez przesuniecie wykresu funkeji f

o wektor [1, —2].

Dziedzina funkcji f jest zbior (0;00), a funkeji

g 1 h — zbior (1;00).

Cwiczenie 5
Okresl dziedzine funkeji f i naszkicuj jej wykres. Podaj réwnanie asymptoty
pionowej wykresu tej funkcji.

a) f(x) =log,(x —2)+1
b) f(z) =logy(z —1) — 2
c) flx) =log,(x+2)—1

Przyktad 8
v

d) f(z) =logs(z+3) +2
e) f(z) =logy(z—1)—3
f) f(z) =logi(z+2)—2

"Hog

&
o :

Wykresy funkeji f i g sa symetryczne
wzgledem osi OX. Dy = D, = (0; 00)

Zauwaz, ze: —log, r = logé B

Wykresy funkeji f i h sa symetryczne
wzgledem osi QY.
D; = (0;00), Dy = (—00;0).

6.8. Przeksztatcenia wykresu funkcji logarytmiczne;j
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Cwiczenie 6
Okresdl dziedzine funkeji f i naszkicuj jej wykres.

a) f(z) =log,(—x) b) f(x) =logi(—x) ¢) f(z)=logs(—x)+2

Zadania

1. Naszkicuj wykres funkeji f. Wyznacz jej miejsce zerowe.
a) f(z)=log,x — 2 b) f(z) =logy,z+ 1 c¢) f(z)=logra—2

2. Okresl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj rownanie asymp-
toty pionowej tego wykresu.

a) f(z) =logy(z+3) b) f(r)=logs(z—1) c) f(z)=1log:(z+2)

3. Okresl dziedzine funkceji f i naszkicuj jej wykres. Podaj zbiér argumentow,
dla ktorych funkcja f przyjmuje wartosci ujemne.

a) f(x)=log,(x+1)—2 d) f(z) = logs(x + 3) —
b) f(:x.‘jzlug%(:z:—l)—l e) f(z) =logi(z+4)+1
¢) f(x)=log,(x—2)+ 3 f) flx) = log, (z —1)—3

4. O jaki wektor nalezy przesunac¢ wykres funkceji f(x) = log, x, aby otrzymad

wykres funkeji g7 Podaj wzor funkeji g.

5. Okresl dziedzine funkeji f i naszkicuj jej wykres.

a) flx) =2—-log, z ¢) flx) = logs{—x) — 2

b) flz)=-1~— lug‘% x d) fl(x) = l(}g%(—:z:} +3
6. Okresl dziedzine funkeji f i naszkicuj jej wykres.

2) f(z) =log,(1—2) b) f(z)=logy(~2—2) ¢) f(x)=logy(—1— )
7. Zaznacz w ukladzie wspdlrzednych zbiory AN B oraz A\ B.

A= {(z,y) eR*: y<logy(z+5)}, B={(z,y) eR* y>
h A= { y) € Ry < log,(x + 4 }: B= {{:1:,:1; )eR*: y < l{)gz(—;r:)}
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Skala logarytmiczna

Gdy porownujemy wielkosci fizyczne, ktore przyjmuja wartosci

z szerokiego zakresu, wygodniej jest porownywac ich logarytmy.

W ten sposob powstaje skala logarytmiczna, na ktorej w rownych
odstepach umieszczone s3 logarytmy wartosci tych wielkosci fizycznych.

Dzwiek

Natezenie dZzwieku i poziom natezenia dzwieku to wielkosci fizyczne
zwiazane z fala dzwiekowa. Zachodzi miedzy nimi zaleznosc¢:

L=10-mgi
gdzie: _
| - natezenie badanej fali dZwiekowej w watach na metr kwadratowy (W/m"),
Iy = 107" W/m?—prég styszalnosci (doina granica zakresu styszalnosci
cztowieka dla czestotliwosci 1000 Hz),

L - poziom natezenia dzwieku.
Poziom natezenia dzwieku podaje sie w decybelach (dB).

Na przykiad jezeli podczas koncertu rockowego natezenie dzwieku jest
réwne 1 W/m?, to poziom natezenia dzwieku wynosi:

L=10-log—L_=10-log10™ =10 - 12 =120 [dB]

10712

Na osi ponizej pokazano natezenia dzwiekow z roznych zrodet (skala liniowa) i odpowiadajace
im poziomy natezenia dZzwiekow (skala logarytmiczna). Zwro¢ uwage, Zze wzrost poziomu natezenia
dzwieku o 30 dB oznacza tysiackrotny wzrost natezenia tego dzwigku.

szelest cicha
lisci rozmowa odkurzacz koncert rockowy
‘1{]0{] razy wiecej | | natezenie
l l dzwieku [W/m?]
' '
1072 1 . h ° 107 10°° 10~° 10 10° 102 107 1 10  10?
1 1 1 | | | L 1 1 | | | 1 1 1 P
I 1 L} T I I ] 1 ] 1 I I ] ] |
0 10 20 30 40 50 60 70 &80 90 100 10 120 130 140
T T ! poziom natezenia
0 30 dB wiecej dzwigku [dB]
prog woda wyplywajaca granica bolu

slyszalnosci Z kranu

El O ile decybeli wzrosnie poziom natezenia dzwieku,
jezeli natezenie dzwieku wzrosnie dwukrotnie?




R 6.9. Zmiana podstawy logarytmu 0] Ewiczenie 3

Udowodnij podana réwnoéé¢ dla a € R, \ {1} i x € R,.

a) log 5z = log, x* b) log,> x = log, v/
Twierdzenie o zmianie podstawy logarytmu
Jesli a, b i x sa liczbami dodatnimi oraz a # 11 b # 1, to: @ Cwiczenie 4 Jeslia>0ib>0oraza#11ib#1, to:
Uzasadnij podany obok wzor.
logax —
].Ogbm = m ]'Ogba’ logab
@ Przyktad 2
Dowéd Udowodnij wtasnos¢: jeslia > 110> 1, to log, b+ log, a > 2.
Niech a, b i x beda liczbami dodatnimi oraz a # 1 i b # 1. Niech log, z = p, Podstawiamy ¢ = log, b. Poniewaz log, a = 1 1 -, otrzymujemy:
log, b = q, wowczas: ©8a
r=10, b=al Korzystamy z definicji logarytmu. t+ % > 2
x = (a?)P =a?'? n;?gfggﬁ_z whasnosci dziatar Przy podanych zalozeniach ¢t > 0, zatem obie strony nieréwno$ci mnozymy
q-p=log,x Korzystamy z definicji logarytmu. przez t: 211> 92 Zwr6¢ uwage na to, ze kolejne
= . , s e , .
. N1Erownosclt sg rownowazne.
log, b - log, x =log, x / : log, b log, b # 0, gdyz b # 1. 2 _9t11>0
log, =
IOgbZU:@ (t—1)2>0
Przyktad 1 co konczy dowdd, gdyz ostatnia nierownosé zachodzi dla dowolnego ¢ € R.
a) Przedstaw log, 9 Wlpos;:am lloga;ytmlu o podstawie 2. @ Cwiczenie 5
1
log, 9 = IZZ 1 Og; =3 log, 9 = log, 97 = log, 3 Udowodnij podang wtasnosc.
b) Przedstaw log, 9 w postaci logarytmu o podstawie 0,25. a) Jesli a € (0;1) i b € (0;1), to log, b+ log, a > 2.

9— logp 259 _ logg 259

_ b) Jesli a € (1;00) i b € (0;1), to log, b+ log, a < —2.
10g0’254 -1

log, = —logy 259 = log o5 9! = logg 25 %

Cwiczenie 1 Zadania

Przedstaw podany logarytm w postaci logarytmu o podstawie c.

a) logy, 7, ¢= 10 ¢) log, 11, ¢ = 49 e) log, 6, ¢— % 1. Przedstaw wyrazenie w postaci logarytmu o podstawie 2.

b) logg3, ¢ =2 d) log 625, ¢=0,1 f) log1 12, ¢=3 a) logs 3 c) logz11 ¢) log,6 +logs 6
b) log, 57 d) log: 9 f) log; 3 +logy 3+ log 15 3
Wzor z twierdzenia o zmianie podstawy logarytmu czasem wygodnie jest za-

pisaé w postaci iloczynu: @ 2. Wykaz, ze podana rownos¢ jest prawdziwa.

log,b-log, z =log, = a) log, 25 + log, 25 = log, 125 c) log;4 +logy4 = log1 0,125
i b) logg, 4 + log, 5, 16 = log = d) log: 9+ log, 9 = log, &
@ Cwiczenie 2 ’ ’ :
Udowodnij podang réwnos¢. 3. Wyraz liczbe a za pomocy p, gdzie p = logs 2.
a) log, 3 -log, 4 -log, 5 -log; 6 -logg 7 - log, 8 =3 a) a = logy 2 ¢) a=log g4 e) a= 10%% 18 g) a = log,, ﬁ
b) log 0,1 -log, ; 0,01 - log 4, 0,001 - log 4o, 0,0001 = —4 b) a=logy 2 d) a=logg; v2 f) a=logyz6 h)a=log,; ‘/75
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4. Oblicz x.
a) logy x = logg, 125 ¢) log, r = logg 27

b) log, x = log 53 d) log, z = log, 510"
5. Niech a = log, 3. Uzasadnij podany wzor.

a) log,3 = 3 d) log, 2 = —

at1
b) log 53 = 2a e) =i 2,5a
¥ log, 2 logg 2
1 1 1 -
c) Tre e —%u. f) P o el 1.5a
0g3 § OF,/3 0gg 4

6. Niech a i x beda liczbami dodatnimi oraz a # 1. Uzasadnij wlasnosé.

a) Jedlilog zx =t,tolog,x= ;. b) Jedlilog,s x =1, to log sz x = 9t.

7. Wykaz, zedlaa > 0,a # 11ix > 0 podany wzor jest prawdziwy.

a) log,. 2* =log, x d) log,. 2" = log, x. gdzie n € N,

b) logs-x = log x° e) logn—a = log ", edzien € N,
W gl’l g W S 3 g

c) l()gi z=—log,x ) log.. z = log, :xr%, gdzie p # 0

- . . 1 - - - - - - - L
8. Wiadomo, ze log, a = ;. Podaj konieczne zalozenia i oblicz wartos$é¢ wyra-
zenia.

a) log b-log,c-log, d b) log. % - log, fl -log #

9. Wykaz, ze dlaa € (0;1) i b € (1;00) zachodzi podana nieréwnosé.
1 1

. ) - 2 i —
a) log, b—log b <0 c) log,, b " logy, a s 2

b) log; @+ logi b > 0 d) log” b + log zb> —1

10* Wyznacz dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres.
a) f(x) = log, v+ log, c) f(z) =log,x® + 2 log: =
b) f(x) = log, x* — log 5z d) f(z) =logga® — ;log s

253l 11. Przeczytaj podany w ramce przyvklad.

Korzystajac z odpowiedniego kalkulatora, oblicz wartosé log, 5 z do-
kladnoscia do trzech miejsc po przecinku.
log5 _ 0,69897
log3 = 047712

log, 5 = ~= 1,465

Oblicz wartosé logarytmu z dokladnoscia do trzech miejsc po przecinku.

a) log, 7 b) log, 3 c) logy 59

&. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

6.10. Funkcje wyktadnicza i logarytmiczna
- zastosowania

B Wozrost wyktadniczy

Liczbe bakterii hodowanych w warunkach laboratoryjnych, w zaleznosci
od czasu t mierzonego w godzinach, wyraza wzér: y = y, - a*, gdzie y, jest

poczatkowa liczba bakterii, natomiast a — pewnga stala.

Przyktad 1 v RN -
Pewne doswiadczenie polegalo na badaniu  9op|-ioiiomdomionbmini i f
wzrostu liczebnosei kolonii bakterii. Na poczat- 800 |- st sy

ku dodwiadczenia bylo 100 bakterii. Ustalono, 700}
ze liczba bakterii podwaja si¢ w ciagu 1,5 go- 600

dziny. Wyznacz wzdr opisujacy liczebnosé ko- 500}

lonii bakterii w zaleznosei od czasu. 400
300 | A -
Zauwazmy, ze y, = 100 oraz dla t = 1.5 za- vy | bl bbb b

chodzi réwnosé 200 = 100 - a'°. Stad a = 2%. 100
Otrzymujemy wiec wzér y = 100 - 25

o 1 2 3 1
Cwiczenie 1

Po dwoch godzinach od rozpoczecia pewnego dosdwiadczenia liczba bakterii
byla réwna 1200, a po szesciu godzinach wzrosta do 10800. Oblice, ile bylo
bakterii na poczatku doswiadcezenia, a ile po 10 godzinach.

B Rozpad promieniotwérczy

Okres polowicznego rozpadu to czas, po ktérym masa izotopu zmniejsza
i

sie o polowe. Wzor m = my- (%) T opisuje mase prébki promieniotwérczego

izotopu o okresie polowicznego rozpadu T' po uplywie czasu t (m, oznacza

mase poczatkowa probki).

Przyktad 2 m
Okres polowicznego rozpadu radu-226 jest row-

= 100 (L)

ny 1600 lat. Jesli masa poczatkowa m, probki 75

tego izotopu byla réwna 100 mg, to jego masa 50

po uplywie t lat wyraza sie wzorem: e e ot
[ : X
s 1Y Ton : : . =
m = 100 - (5) O 1600 3200 4800 6400 ¢

6.10. Funkcje wyktadnicza i logarytmiczna - zastosowania

321 I



I 322

Cwiczenie 2

Po jakim czasie z probki radu-226 o masie: (1)a (1)b d b
= =z ; a=b.

a) 100 mg zostanie 12,5 mg tego izotopu, 2 2) 7 8%

b) 10,24 mg zostanie 0,01 mg tego izotopu?

Cwiczenie 3

Okres potowicznego rozpadu strontu-90 jest réwny 28 lat. Po jakim czasie
poczatkowa masa probki tego izotopu zmniejszy sie o 75%, a po jakim czasie
0 87.5%7

W Zyjacym organizmie (roslinnym lub zwierzecym) stosunek ilosci radio-
aktywnego izotopu wegla C do izotopu nieradioaktywnego ?C wynosi
okoto 1,5 - 1072, Po $mierci organizmu ilo$¢ radioaktywnego izotopu 4C
maleje (okres jego potowicznego rozpadu wynosi okoto 5700 lat), a ilos¢ izo-
topu 2C pozostaje niezmieniona. Podczas prac archeologicznych pomiar
zawartosci izotopu C moze wiec stanowié¢ podstawe okreélenia wieku zna-
lezisk.

Przyktad 3
Oblicz przyblizony wiek znaleziska, w ktorym zmierzona zawartosé

izotopu C jest réwna 66% poczatkowej zawartosci tego izotopu.

Korzystamy ze wzoru m = my, - (%) T egdzie T = 5700 lat.

m = 0,66mg, zatem otrzymujemy:
0,66 = (4) ™

log 0,66 = log (%) 700

log 0,66 = = log 0,5

t =5700 - 28550 ~ 3417

0g 0,5

Jeslia =0b6> 0, to
log a = logb.

Znalezisko ma okolo 3417 lat.

Cwiczenie 4
Oblicz przyblizony wiek znaleziska, w ktérym zmierzona zawartosé¢ izotopu
1(C jest mniejsza od zawartosci poczatkowej o: a) 50%, b) 75%.

Cwiczenie 5

W pewnym znalezisku stosunek iloéci izotopu wegla “C do izotopu ?C wynosi
1,875 - 1073, Oblicz przyblizony wiek znaleziska.

6. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

2320)

2320)

2320)

Zadania

1. a) Z prébki jodu-131 o masie 4,8 g po szesnastu dniach zostalo 1,2 g.
Oblicz okres potowicznego rozpadu tego izotopu.

b) Po siedmiu dniach z 40 g neptunu-239 zostalo 5 g tego izotopu. Oblicz
okres jego potowicznego rozpadu.

2. Jednym z radioaktywnych odpadéw w elektrowniach jadrowych jest plu-
ton-239. Po 100000 lat jego masa zmniejsza sie o 75%. Oblicz okres poto-
wicznego rozpadu tego izotopu.

3. Oblicz przyblizony wiek znaleziska, w ktorym zmierzona zawartosc¢ izotopu
1C jest mniejsza od zawartosci poczatkowej o: a) 20%, b) 80%.

4. Oblicz przyblizony wiek znaleziska, w ktérym stosunek ilosci izotopu *C
do ilosci izotopu 2C jest réwny 1:10%3.

5. Oblicz, ile procent poczatkowej zawartosci izotopu *C znajduje sie w:
a) egipskiej mumii majacej 3330 lat,
b) kosci zwierzecia majacej 17000 lat.

W niektérych modelach wzrostu liczby ludnosci zaktada sie, ze wzrost ten
ma charakter wyktadniczy. Przyjmijmy, ze wzrost liczby ludnosci wyraza
WzOr:

N = N, - e
(liczba e — patrz str. 299), gdzie N, jest poczatkows liczba ludnosci, t — cza-
sem mierzonym w latach, N — liczba ludnosci po uptywie czasu t oraz
k — odpowiednio dobrang stata.

Wyznaczmy stalg k dla USA w latach 1900-2000.

Z tabeli odczytujemy: Ny = 76 mln, N = 275 mln,
t = 100 lat. Otrzymujemy wiec: 76 mln | 275 mln

275 = 76 - e'00k Liczba ludnosci USA
Stad 100k = In % (logarytm naturalny — patrz str. 310), zatem k ~ 0,013.

Rok 1900 Rok 2000

Aby oszacowac liczbe ludno$ci USA w wybranym roku XX w., mozemy
skorzystaé ze wzoru N = 76 - %013t odzie ¢ oznacza liczbe lat, ktére uply-
nety od 1900 r. Obliczmy na przyktad liczbe ludnosci w latach 1950 i 1990:

N1950 =76 - 60’013’50 ~ 146 mln, nggo =76 - 60’013'90 ~ 245 miln

Uwaga. W rzeczywistosci liczba ludnosci USA w 1950 r. wynosita okoto 152 mln,
a w 1990 r. — okoto 250 mln.

6.10. Funkcje wyktadnicza i logarytmiczna - zastosowania
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Dowiedz sie wiecej

Réwnania wyktadnicze

1. Przeczytaj podany w ramce przy-
ktad, a nastepnie rozwiaz réowna-

nie.
a) 5% =6"*1
b) 11°-3 = 133-=

C) 7:c—|—1:32a:—2
d) 32m:2m.4a¢71
) 4.2°73 =10%.3%1

2. Przeczytaj podany w ramce przy-
ktad, a nastepnie rozwiaz réwna-

Rozwiaz réwnanie 7% = 4° 12,
7 — 42 . 4%
7" =16 4"

(Y -

x = log;I 16

Rozwigz réwnanie 2% T3 + 2% = 54,

nie. 27 .23 + 2% =54
42 T _
a))?’ 213 63 827427 =54
b) 3¢ + 3¢ 24=0
o1 (1y30 _ 9.2 =54 /:9
O (1) + (@) =12 o
d) 2041 42" o
x =lo
) 16””“—|—4293+24$:§ °2
3. Rozwiaz réwnanie.
a) 4° =827 +16=0 ) 4-16°=4""1 -1 &) L -2 +2=0
b) 5**t1 + 25" =6 d) 4*4+8=3-2"1 f) 7 —14-7* =5
4. Rozwiaz rownanie.
3% 4372 3 7R 1-—4® .
a) 393—3—50_2 b) 2:'3—1+2—2:r_0 ) 1—23«’_2 L
5. Rozwiaz réwnanie.
a) (2—v3)"+(2+3)™ = b) (3 —2v2)" + (3+2V2)" =

Wskazéwka. W podpunkcie a) zauwaz, ze 2 + /3 =

6. Rozwiaz réwnanie.
a) 8% — 4=+l 4 2042 =
b) 8 — 405 27 + 2 =0
c) 16" —5-8"4+4*t1 =0

B 324 6. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

1
243"

d) 81* —9* 4 91-* 9 =0
e) 9VF —8.3VF —9 =0
f) 2.4V — 9.2V 4 =0

Dowiedz sie wiecej

Roéwnania logarytmiczne

1.

Przeczytaj podany w ramee | g, w05 réwnanie log,

przyktad. Rozwiaz rownanie.
a) logs(x? —7) =2

b) logy (z* — z) = —1

c) log,(9z — 2?) =3

d) log, |[z* — 1| =3

log, (22 — 4
2z — 4 =

Rozwiaz réwnanie.

a) log,(log, z) = —3

b) logs(logy z) =1
Rozwiaz réwnanie.

a) log 5 (log5(ﬂc2 + 1)) =0
b) log, <10g3(10g3 5’3)) =0

(20 —4) = 2.

Zaktadamy, ze 2z — 4 > 0, czyli x > 2.

) =2
32

Stad 2z = 13, czyli z = 6,5.

c) logy (log,(log, |z])) = 0

¢) logs (logs(logs(a* — 9))) = 0
d) log (1 + log(1 + log ZU)) =0

Rozwiaz réwnanie. Podaj wykorzystane wtasnosci logarytmu.

a) log, = + logy(x — 3) = 2

b) log(2x 4+ 1) +log(z +1) =1
c) logs(4 — ) —logsx = 2
Rozwiaz réwnanie.

a) log, x +log, x =9

b) logx —log, ;(z+3) =1 d) log (3 + 2?%) =
Rozwiaz rownanie.

a) log,(1—xz)=1

Rozwiaz roéwnanie.

b) log, |z — 1| =0

a) logiz +3logzz =0 f) log ;=

d) log, = + logy(z + 3) = 2
e) logsz =1 —logs(z — 2)
f) logi(4x +8) —log, (10 —z) = —3

c) log,z —2log,(x —1) =2
s log 5(x — z?)

c) log, (3 —5) =2

—logysr—2=0

b) logs z — log, z* = 0 g) log®z —logx? =8

) 1 3

1 _
c) logx — Toes = 0

d) log, x + 24/log, x = 8

e) 2log,z =1+

logx—1 logx+1
. log(z+1)
1) log(2z —1) 1
) log(4z +1) —9
log(xz+1)

log4 @

Wskazéwka. W podpunkcie a) zastosuj podstawienie ¢ = logs x.
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Powtodrzenie
B Zestaw |
1. Oblicz.
a) 273.472 ) 1072 ) 64.974 ) 1672.12573
2-6 5-6.252 42.12-1 10-4.25-2
2. Oblicz.
a) 252 12573 b) 6472 .83 c) 83 -3275 d) 0,00175 - 0,092
3. Oblicz.
a) 58 -y/5-573 b)@.g% ¢) /100 - 53 - 23 d)ﬁ.(l)‘o’
V2 V44 11
4. Zapisz liczbe w postaci potegi a”, gdzie a € N.
a) 35 . Y21 b) v/3v3 ¢) \/5vV5EVE  d) V16-v2- /8

9

5. Uporzadkuj liczby od najmniejszej do najwiekszej.

a) 5v%; 25¢/5; 1255; 2511, 522 c) 9%; J=5 V2T; (V/3)7% 3700
3
2.

b) dei (V2) 7305 167%; 47053 d) 457% 0.4""%; 2,5-24; 0,064

6. Wyznacz przyblizong wartos¢ potegi z doktadnoscia do czterech miejsc po
przecinku. Skorzystaj z przyblizenia: V10 &~ 1,258925.

a) 101 b) 1009 ¢) 1010 d) 1029

x

7. Naszkicuj wykres funkcji wykltadniczej f(x) = a”, o ktérym wiadomo, ze

przechodzi przez punkt P.

a) P(2,32) b) P(3,%) ¢) P(—6,729)
8. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj zbiér wartosci tej funkcji oraz jej miejsca
Zerowe.
2) f@)=2 -4 o) f@)=42=3 o) fz)=2+2"
b) fl) =31 +2  d) f@)=4-20 ) fl)=1-3"
9. Oblicz.
a) log, 27 d) log s 3 g) log 527 j) 27'oss?
b) log,, 3 e) logy 27 h) log,, 3v/3 k) ol
c) logs 5z f) log,, v/3 i) log 33 1) 31-loes2

B 326 6. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

10.

11.

12.

Oblicz Vab.

a) a =log; 9, b = log, 256 b) log,a =5, log, b =1

Oblicz z.

a) logiz=-2 b)logz =3} c) logiz®> =%  d) logy5|z| =4
Oblicz z.

a) logg x = logs 4 + logg 9 c) logz = 2logh + log 4

b) log; x = log; 18 — log, 2 d) logx = log 80 — 3log 2
Zestaw I

Oblicz.

a) 4907 . 7714975 b) v/32-10%7 . 51 ) 6705.9225. 973
Oblicz.

a) 183 .25 +33.27% by 28 8% —163. V4 ) (3707) 7t (971

Podaj konieczne zalozenia, a nastepnie upros¢ wyrazenie.

a) (%x% y%> : <2L7x%y%) ) <a% -b%>_2. (a% -b%>_1
b) (:U% + y%> (% — %) d) (215 .y 025) ¢ (200 . y~125)

Ktora z liczb jest wigksza: x czy y?
a) = (2772, y=(2v5+2)2 - (2V5-2)>
b) & =32-1270% =907 .97.813

Oblicz.

a) log,(log, 16) c) logg(log, 2) e) logg <10g%(log3 \/§)>
b) log,(log, 16) d) logs(logg 2) f) logg (log9 (log% %))
Oblicz.

a) log; 6 - logg 8 - logg 9 b) logs 9 - log, 8 - log, 36

Przedstaw podana liczbe w postaci logarytmu o podstawie 3.
a) logy, 8 b) logs 0,2 c) logs 564 d) logs 25

Przedstaw podane wyrazenie za pomoca p = log, 3.
a) log, 64 b) log, 27 c) log 524
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Przedstaw podang liczbe za pomoca a i b, gdzie a = log, 3, b = log, 5.
a) log; 1024 + log; 1024 b) log, 121 - log,; 27 — logg 0,04

Oblicz.
a) 310g3\/§ 27 b) (\3/1)10&1\/5 32 C)* 510g3 7T 710g35
Zmajdz liczbe x spetniajaca podany warunek.

1

b) log,(log, z) = 1 c) log,(log,z) = 5

Wykres funkcji g otrzymano w wyniku przeksztalcenia wykresu funkcji

a) log(log, ) =0

flx) = (%)m Naszkicuj wykres funkcji g oraz podaj jej wzér i zbiér war-
tosci.

a) g(z)=fx—1)—1 b)g(z)=—f(z+2)

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj, dla jakich argumentéw przyjmuje ona
wartosci nieujemne.

a) flw)=4-22 -4 b) fla) =227 =2 ¢ f(z) = =7 3

Okresl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj réwnanie asymp-
toty pionowej tego wykresu.

a) f(x) =logs(z —3) -1 d) f(z) = —logy(z +3)
b) f(z)=logy(z+4)—1 e) f(z) =logs(—z)—1
c) f(z)=—logy(z —2) f) f(z)=logi(—z)+1
Okresl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres.
ogw |logg 5 x| _ [log|z|
D) f@=En ) g = e g = T2

Wyznacz dziedzine funkcji f oraz jej miejsca zerowe.

a) f(x) =logys(1 —z?) d) f(z) =logs(z* + 2 + 1)

b) f(x) =logy,(z® — 1) e) f(z) =log,(z* — bz +4)
c) f(z)=logy, [2z + 3| f) f(z)=—-1+loglz® —1f

Rozwiaz graficznie nierownosé f(x) > g(x).

a) f(xz) =logy(z +1), g(xz) =1+ 10g0,5 T

b) f(z) =2+logi(z+3), g(z) =—1+logs(x —3)

Dla jakiego argumentu funkcja f przyjmuje wartos¢ rowna m?
a) f(z) =logs(3 — x) —logg(z + 1), m =0

b) f(z) =logi(z —6) +log1 (10 — z), m = —1

B 328 6. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

&

Zadania z kontekstem realistycznym

1. Skala Richtera jest skala logarytmiczna stuzaca do okreslania sity trzesienia
ziemi. Miarg tej sity jest liczba:
M = log AAO
gdzie A — maksymalna amplituda drgan (w centymetrach) zarejestrowana
w odleglosci 100 km od epicentrum, A, — warto$é wzorcowa réwna 1074 cm

(drgania niewyczuwalne przez czlowieka). Liczbe M wyraza sie w stop-
niach skali Richtera.

a) Oblicz sile trzesienia ziemi o amplitudzie drgan 1000 razy wigkszej od
warto$ci wzorcowej Ag.

b) 20 kwietnia 2013 r. w poludniowych Chinach odnotowano trzesienie
ziemi o sile 6,6 stopni w skali Richtera. Oblicz, ile razy wicksza amplitude
drgan miato to trzesienie ziemi od amplitudy najsilniejszego ze wstrzasow
wtornych, ktoéry miat site 5,1 stopnia.

2. Przyktadem wykorzystania skali logarytmicznej jest stosowana w chemii
skala pH, opisujaca odczyn roztworu.
pH roztworu okresla sie za pomoca wzoru pH = —log[H"|, gdzie [HT]
oznacza stezenie jonéw wodoru w roztworze, mierzone w molach na dm?.
Woda o pH = 7 ma odczyn obojetny. Roztwory o pH mniejszym niz 7
majg odczyn kwasowy, roztwory o pH wiekszym niz 7 — odczyn zasadowy.

0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12 13 14

10° 107* 1072 1072 107* 107® 10°% 1077 10°® 107? 107107 1072 1073 10714
stezenie jonéw wodoru

Oblicz pH roztworu o podanym stezeniu jonéw H*. OdpowiedZ podaj z do-
ktadnoscia do jednego miejsca po przecinku. Czy jest to roztwoér zasadowy,
czy kwasowy?

a) Sok pomaranczowy — stezenie jonéw HT wynosi 6,8 - 107° moli na dm?.
b) Wino — stezenie jonéw HT wynosi 4 - 10~* moli na dm?.
¢) Woda morska — stezenie jonéw H' wynosi 2,2 - 1072 moli na dm?.

3. W jonizacyjnych czujnikach dymu wykorzystuje si¢ izotop ameryku 241 Am

o okresie potowicznego rozpadu 1T' = 432 lata. Po jakim czasie prébka
ameryku straci 5% swojej masy?
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Sposob na zadanie

Rozwiagzywanie zadan takich jak ponizsze przyktady rozpoczynamy od wy-
znaczenia dziedziny wskazanej funkcji.

Przyktad 1

Wyznacz najmniejsza wartos¢ funkeji f(z) = logs (—2* — 22 4 8). Dla jakiego

argumentu jest ona przyjmowana?

Dziedzing funkcji f jest zbiér tych liczb x, dla ktorych spetniony jest warunek:
—2* —2x+8>0

Rozwiazujemy te nieréwnosé i otrzymujemy: x € (—4;2) — sprawdz.

Zatem dziedzina funkcji f jest zbiér D, = (—4;2).

Zauwazmy, ze funkcja logarytmiczna o podstawie a € (0;1) jest funkcja male-

jaca. Oznacza to, ze funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejsza dla najwigkszej

mozliwej wartosci wyrazenia —z? — 2z + 8 dla x € (—4;2).

Wyznaczamy najwieksza warto$é¢ trojmianu kwadratowego:

y=—x>—2x+38

T,=-—2=22=-1¢€(-42)

2a -2
po=—(-1)? =2 (-1) +8 =9
Zatem najmniejsza wartos¢ funkcji f jest rowna: logi 9 = —2.
Odpowiedz: Funkcja f przyjmuje najmniejszg wartosé¢ rowng —2 dla x = —1.

-» Zadanie 7, str. 335

Przyktad 2
Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(z) =logs +(1 —z)(z — 7).

Dziedzing funkcji f jest zbior tych liczb x, dla ktérych:
s(1—z)(z—7)>0
x € (1;7)
Zatem dziedzing funkcji f jest zbiér Dy = (1;7).
Liczba z jest miejscem zerowym funkcji f, gdy £(1 —z)(z —7) = 1.
t(l—a)(x—=T7)=1/-5
—2?+8r—T7=5
22 —8x+12=0
Rozwiazaniami ostatniego réwnania sa liczby 2 1 6.

Zatem f(z) =0dla xz € {2,6}.
Odpowiedz: xt =2, x =6
-» Zadanie 8, str. 335

Przed obowiazkowa matura z matematyki

W zadaniach 1-10 wybierz wtasciwa odpowiedz sposrdéd podanych.

Zadanie 1 (0-1)
Do wykresu funkcji f(x) = 4* nalezy$punkt o wspdlrzednych
A. (—1,-4) B. (1,1 C. (-1, D. (1,1)

2732
Zadanie 2 (0-1)

Wartosé funkeji f(x) = (%)m jest liczbg catkowita dla
A x= C.x=2

B. x=-3 D. =10

N |~

Zadanie 3 (0-1)

Wartosé funkcji f(x) = (\/ﬁ)m jest liczba wymierng dla
A.x=1 C.x=-3

B. z=-1 D.xz= -6

Zadanie 4 (0-1)

Funkcja rosnaca jest funkcja
A f(z)=(V3-1) C. f(z) = (3
B. f(x) = (Vb-1)*

Zadanie 5 (0-1)
Ktora funkcja ma dodatnie miejsce zerowe?

A. f(x)=6"—6 C. h(z) = (3

B. g(z)=4"+4 D. k(z) = (3)" +2
Zadanie 6 (0-1)

Prawdziwa jest nier6wnosé

A. 3V2 310 C. 27 < 231

B. 0,5V2 < 0,519 D. 47 < 43141
Zadanie 7 (0-1)

Prawdziwa jest nieréwnosé

A. log, 8 < log; 9 C. log, 5 > log1 3
B. log%8<log%9 D. logi 1 > logs 3

Zadanie 8 (0-1)

Punkt (8, —3) nalezy do wykresu funkcji

A. f(x) =logg(x —6) — 6 C. f(x) =logs(x —3)—3
B. f(x) =log,(x —4) —4 D. f(z) = logy(x —2) — 2

J
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Przed obowiazkowa matura z matematyki

Zadanie 9 (0-1) |

Wartodé funkeji f(z) = 102" dla z = —( {/ﬁ)} nalezy do przedzialu
A. (0;1] C. (100; 1000]

B. (1;100] D. (10000; 00)

Zadanie 10 (0-1)

Jesli a = log, 2 1 b = log, 5, to log, 31.25 jest réwny

A. 3a - 2b B. 2a — 3b C. 3b— 2a D. 2b - 3a

Zadanie 11 (0-1)
- 1 = 1 Rl |
Dane sa liczby o = 257 - vhiy=1253 -5z,
Ocen prawdziwosé¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest

prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.
lloczyn x - y jest réwny 5. P F
lloraz ;—" jest rowny V5. P F
Zadanie 12 (0-1)
Ocen prawdziwosé¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.
Dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych z i y zachodzi rownosé
\ V Y Y
log z%y* = 2log zy + log y. P F
log 7°4y® = log z + 2log y + log zy. i 2. F
Zadanie 13 (0-2)
Dana jest funkcja f(x) = (\/i)“" — 8.
Dokoncz zdania. Wybierz odpowiedz sposrod A-D oraz odpowiedz sposrod
b I I I I
E—H.

1. Miejsce zerowe funkcji f jest rowne

Al B. 4 C.6 1.8
2. Wykres funkcji f przecina o8 OY w punkcie
E. (—8,0) F. (-7,0) G. (0,—7) H. (0,—8)

Zadanie 14 (0-3)

Uzupetnij zdanie.

Dziedzina funkeji f(z) = logs(z + 4) jest przedzial 7|, jej miejscem zerowym
jest [7, a asymptota pionowa jej wykresu — prosta (7.

B 232 6. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

Przed obowiazkowa matura z matematyki

Zadanie 15 (0-1)
. a o - e — - 0y 160 - :L_" :L_
Dane sg funkcja f(x) = 37" oraz liczby x, o 1Ty = —=.
Dokoncz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz
jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Prawdziwa jest nieréwnosé

A. | flz) < f(xy), 1. T < @9 1 f jest funkeja rosnaca.

poniewaz = 2. | x; > x, 1 f jest funkejg malejaca.

B. | f(z1)> f(22), 3. |z, > x, 1 f jest funkcja rosnaca.

Zadanie 16
Dane sa liczby = = log, (V3 + 1) i y = log, (v/3 — 1).

Zadanie 16.1 (0-2)

Uzasadnij, ze dla a = 4 zachodzi rownosé o + y = %

Zadanie 16.2 (0-1)

Rownosé @ — y = 1 zachodzi dla

A =2 B.a=2V3 C.a=2-—+3 D.a=2++3

Zadanie 17
Dana jest funkcja f(z) = log,(z + 3) — 3.

Zadanie 17.1 (0-1)

Wrykres funkeji f przedstawiono na rysunku

A. ¥ SUREEBREF" g X s !
| o
g 1 I I
1 o ]
_______________________________ NG 4 O T T <O I
I
I
B. ! g D. l LYY
el o o
| : L : &
I I 1 X
........ F I
I I
I I ekt
________ L NN OO S N (S SN I, - O
| :
I

Zadanie 17.2 (0-1)
Oblicz f(1) — f(13).

"
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Przed obowiazkowa matura z matematyki Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 18 (0-2) Zadanie 1 (0-2)
Wyznacz liczbe, ktérej 80% jest réwne 23+2V3 . 4v3, Wyraz liczbe:

1 + 1
Zadanie 19 (0-2) log,3 ~ logyyp 9

N : , : . - . za pomocy a, gdzie a = log, 2.
Ille dzielnikow bedacych liczbami naturalnymi ma liczba n spetniajaca rowna- - el &3

nie 8 = (v/2)"? Zadanie 2 (0-3)

Dane sa liczby a = log, 5 oraz b = log. 3. Wyraz log, 36 za pomoca a i b.

Zadanie 20 (0-2)

Punkt P(8, 21} nalezy do wykresu funkeji y = log, . Wyznacz a. Zadanie 3 (0-3)
Liczba m jest rozwiazaniem réwnania:
[0] Zadanie 21 (0-2) (V)™ + (1) = 98

Udowodnij réownosé 4 log, 3 + 9log., 9 = 5log, 81.
’ o =3 s Naszkicuj wykres funkeji f(xz) = m* — 4.

[D] Zadanie 22 (0-2)

= - Zadanie 4 (0-3)
Uzasadnij, ze liczba log, v'6 + log, v'8 — log, v/3 jest wymierna.

Do wykresu funkeji f(z) = lt’Jgp{—-‘l.’i’:) nalezy punkt P
Zadanie 23 (0-3) (rvsunek obok). Wyznacz miejsca zerowe funkeji f
B4 oraz funkeji g(z) = f(x + 2).

(0] Zadanie 5 (0-3)

Do wykresu funkcji f(z) = a® nalezy punkt o wspolrzednych (p,q), gdzie

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji:
flz) =a" -3

Punkt P ma wspotrzedne (-5, — l). Oblicz wartos¢

2 S i ;
funkcji f dla z = —5. p = logui 256 oraz q = log, 5 64. Uzasadnij, ze liczba naturalna:

1
Zadanie 24 (0-4) ' : ekl
aaanie = ; ; : : : i ; ; ; s 3 s &
o ( N - - 2 X jest liczba doskonata (czyli jest suma wszystkich swoich dzielnikéw mniejszych
Naszkicuj wykresy funkcji f(z) = 3"ig(z) =9 - 3. S i S R od niej samej)

Prosta y = 100 przecina wykres funkeji f w punk-

cie P, a wykres funkcji ¢ w punkcie (). Oblicz diu- ,”,H.”-_. ! @ Zadanie 6 (0-4)
g04¢ odeinka PQ. ' Dana jest funkcja f(x) = log, Z:i Udowodnij wlasnosé: jesli z,,z, € D oraz
xr1+ x2 =0, to f(x1) + flxa) =0.

Zadanie 7 (0-4) = Przykiad 1, str. 330
Wyznacz najwickszag wartos$é funkeji f(z) = log,(x + 4) + log, (2 — ) w prze-
dziale [—3;1].

Zadanie 25 (0-4)
Oblicz obwod trojkata prostokatnego, ktorego przyprostokatne maja dlugosci
a=log: 2% i b=1log; 3" — log; 27.

Zadanie 26 (0-4)

; . . ; y ; 1 . : : Zadanie 8 (0-3) - Przykiad 2, str. 330
Liczba p jest rozwigzalniei rownania r log 1 3= lug% 5, a liczba g — rozwigza-

_ ! . _ . ) Wyznacz miejsca zerowe funkeji f(z) = log,(x? + 42 — 5).
niem réwnania 4% — 2'% = 4. 2% Oblicz sume odwrotnodci kwadratéw tych : : it (@) o )

liczb. [D] Zadanie 9 (0-3)

Uzasadnij, ze dla a,b € (0;1) U (1;00) wyrazenie log, b* - log, /a przyjmuje

Zadanie 27 (0-4)

i stala wartosé.
Naszkicuj wykres funkeji f(z) = a® + b, gdzie a = logy V'3 oraz b = log, .1]—

Zadanie 10 (0-4)
Dla jakiej wartosci parametru a miejsce zerowe funkeji f(z) = 2* —|log, 2 + 1|
jest rowne 17

b A L >,
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° ° 4 ° ry o V.4 1
Z]1. a) z € |—-1; 3 3. = —v6, =6
Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan e go=—VBo=vB
53 ) sprzeczne ¢) x = —/3, x = /3
c)xe(—oo;i) (15 00) d)z=—V2,z=+2 e)r=—-1 =1
1.1. Réwnania kwadratowe - powtérzenie 3. a) x = — 23 5 = 23 d) z € 2—5;2+ /5] fa=-12=1
€]1.a)z=—-6,2=3 b)m:—‘/?g,x:‘/?g ¢) sprzeczne e):ce( 05 — 3) (2;00) 4.a)3 b)1 c)2 d)4 e)0 f)2
b)z=-2,2=0,5 d)z=-2v3, = =23 f)a:G( oo,31‘0ﬁ>u<3+‘ﬁ,oo) Z)l.a)z=-3,v=-2,x=2,=3
c)r=2,2=02 d)z=1,5 & r=03=2f)z=—1 2=5 g)a:€<_5_2 5’_5+3\[> b), d), f) sprzeczne
) z= 0T, g = 240 gr=to=%ho=—4o=? 05 € (o1 = 2210042150 o=—vEz=E
f)x:*QE‘/g = —2+V6 ) o=—1,0=32 . e)r=-2r=—V3 =3z
’ 2 = 5 = .
g) sprzeczne : ’ l)xe( 8 7 ) 2a)r=—-V3 = %,f’?:%,$:\/§
4. a)z=—-1,z=1 b)z=2,2=3 2 R . X
h) _2\/7 _2+\/ﬁ .a)ZIJG \{3} b)ﬂ?: §,.T:§
T= T = ¢) r = —3v2, r = 3v/2 d) sprzeczne b), ), e) z € R
1)w:\/§x_2\/_ e ) z = VBT-T . [ VETT
. .a) 3 b) V2 ¢) 25 d) V3 d) z = —2 f) sprzeczna 2 : 12 ’
2a)z=0,z=3 b)z=0,x=2 dz=—V2,z=—z, =3, x=V2
) _ 3 —O)d 1 9_0 a)z=—-T,x=3 3.a)x€<—oo;’1;‘/g}u[’lg‘/g;oo> )@ ’ A \/;
¢) v = T = ) &= 9 ¥ = b _1 e) x = z,x:—\/i,x—\/i:ﬁ:g
e)z=0,r=2% flz=-22=0 Jr=—4, =3 b), ¢) sprzeczna ; )
’ 2 2’ - _VIT. 5417 fz=-52=3
_ 5 . _5 _ 2 2 ) = O=3V8 5 — 643V5 d)xE(5T;T> 3 3
a)r=—5,z2=5 b)r=—-3, =3 2 2 3.a) = V3 =3 b) V3
)r=—-7d)z=—1 d)z=-6-3V32z=-6+3/3 e)xe[—ﬁ@;—ﬂ@ | b /s
c)x=Y x=
e)x=>5 f)x:g 7.a)x:%,x:4 b)z=-5,2=0 f)xe(_oo.l—x/g>u<1+\/§.oo> 2\/6 5
4.a):v:—la;:ly:6(ac—|—l(m—l) r=3zr=1dz=-3z=1 T2 2 d) = -5, z=—%
be=tr=2y=2(-1) -2 N - 4 )z €(0i5) b) o€ [~3;3) 4.a).b) x = V3 =3
c) x = %, r=3,y=— (x— %)(x_g) 8. a)y=(z+6)(x—4) ¢) x € (—o0; —1] U [%HX’) ¢) sprzeczne
dDr=—-1or=7y=1% W -7 b)y:2(a;—3)( —%) d),e)z €R d)z=—v8 z=—72,
)CC y &L Y 2($+ )(I‘ ) f c _2_\/__2+\/5 4 4
&) = —2v32, x =3, ¢) y=1(z—2+10)(z —2—10) ) €| : ] v= 2,z =8
y = (z+2v2)(z - v2) d)y=—(z—17)? e)y:—4(:c+%)2 5.a)AﬂB:[2—\/\/_§;3], e) = —/2V5 — 32,
f) o =157, 0= A, £) y=—3(z— 250)(« - 1) AT r=v2/5-3/2
_ 6 6 b)AﬂB:(l;4), 4 4
y:—3<x—1 ﬁ)(w—Hﬁ) 2 2 —3-\5 ~34V5 f)z=-V3 0=3
3 3 g y=1(+4)? h)y=1(x—2) A\ B = (—o0; 258 ) U (=2p55;1] U
Yz =—2% z=1 Sa)z=1,z=2 b)z=—-1,2=2
g) T ="3; 1— 3 i) brak postaci iloczynowej U[4; 00) Q) z——2 =2
y=-9(z+3)(z—3) ) ANB =[-3;2—-7), ’
h)z=-12,2=0,y=—1z(x+12) 1.2. Nieréwnosci kwadratowe - powtérzenie A\ B = (—00; =3) U (2 +VT;0 6.a)x=-2 0=
1
i) brak pierwiastkéw, brak postaci @1 a) z € -2 ] 6. a) Dy = [3; 50) b)z=-5xr=-2,2=2,2=5
iloczynowej b) 2 € (—00: —2] U [3: 00) b) Dj = (—o0; —4] U [1_1} c)x=—-6,x= 1
D1 a) A =70 b) A =492 ) € (~o0i2) U (fi00) d)z e (2:4) ) Dy = [~4 -2 U[3:4 7.8)x =4 b) spreccne ¢) = §
) A=112;2 d) A=0; 1 ’ d) Dy = [2;4]
) = 13 . . o .
e) A = 1 .2 f) A =20; 2 2. a) z € (—5;0) Szkicowanie wykresu funkcji kwadratowej
g) A _9 2 h) A = 180; 2 b) z € (—o0;0] U [i;oo) 1.3. Rowpanla’sprowadzalne 1. a) f($):(x—1)22—4
i) A=-3:0 c) @ € (—o0;—4) U (%;00) do réwnan kwadratowych b) f(z) = —(z+1)> +2
2a)r=—-1,2="7 d) z € [3;3] Clla)r=-22=-1,z=1,2=2 c)f(x):%(lx—Z)QQ—Z
e=do=} e (it u[4) KGR S bl 00207
gr=-lz=—3 dz=7 )r=—4r=-20=20= e) f(z) =2(z + 1) -
f) x € ;—3 — 3+V15;
) spraccane ) &= L, g - 1 ) z € (—o0 V15) U (=3 +V/15;00) 2 0) 2= B o= 3 1= o5 £) f(z) = —2(x — 3)> + 4
Bo=—%o=} h)r=iv 3.a)z€R b)z =73 c sprzeczna b)z=-V62=-v22=v2Z =6 2 a)[l,2] b)[-3,—36]
)r=43%2z=2 4. a), b) x € R ¢) sprzeczna )r=-32=—/2,2=2, =3 ¢) [3,1] d) [-1, —1T
3 2 716
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1.4. Uktady rownan
[€]1. a) z = —lJ—l]lll)T-UJ"U

Eyiig-

o\ T T X
lubzxr=2 y=4

5/oiééix

c) x _—l,u——liuha—z y=—4

Olubax =2 9y=—4

2. a)z=-1,y=2

hjz=-1,y=1

) r=2-2V2 y=4vV2 -6
lubz =2+ 2v2, y=—-4vV2 -6
. a) (0,0), (2,1)

h) (_4-'.‘1):' {21)

2.2)2 b)0 ¢)2 d) 1

B 338 Odpowiedzi do éwiczen i zadan, str. 21-24

A p=lg=4mbag =3, 1=1

bjz=—4,y=6lube=0,y=-2
¢) 2=—2 4y =6hibe==294=-2
dyz=—4,y=0lubze=2,y=3

e) x = —1, y =3 f) uklad sprzeczny

2

4. 8) [1,1] b) [LF, 4]

1.5. Wzory Viéte'a
[E]2. a) 21+ 22 =9, 2122 = =7

3 'z

b)x: + 22 =3, 2122 = —3
P e
e) &1+ 22 = 3, 2122 = 3

d) brak pierwiastkow

e) z1 + 22 = —12, 212y = — 2

f) 21 + 22 = —6, 2120 = — 3

z

z

3. a) rézne

b), e) ujemne

¢), [) dodatnie

d) brak pierwiastkéw
4. a)3 b) 12

¢) brak pierwiastkow

™
=

. a), f) rozne

b) ujemne

¢), e) dodatnie

d) brak pierwiastkéw
a) —1 b) —% ¢) &
a) 69 h) 12 ¢) 12

a) ‘; b5 ¢)
a) tak b) nie

a)np.2° — 10z +4=0
b) np. z° — 122 + 8 = 0
¢) np. z° —62+2=10

0 O N U AW

1.6. Rownania i nierownosci
kwadratowe z parametrem

[€]1. m € (—co;—1)
2.a)me€ (—00' )

3

i 1+xfr-'3'«.ﬁq - 1—«'%:-_:1171
S = a0
b)m € (—oo; %) U (%3@) :
—2m—l-aSAm2+4m-19
1\:1 - a 1

—2m—14 w,/»im‘z +dm—19
o 2

c) m € (—oo;—4) U (0;00);
—m—-+/ m24+dm a8

= — -
3. a) 0dlam € (3;7),
1dlam e {3,7},
2dlam € (—o0;3) U (T;00)
b) 0 dla m € (—4;0),
1 dla m € {—4,0},
2 dlam € (—oo;—4) U (0; 00)
4. a) k € (—o0;2)
b) k € (0;00)
5.a) m € (—o0; —3) U (=3; —2v2)U
U(2v2;4)
b) m € (—o0;0) U (0;3 — 2v/2)U
U(3+2v2;7)

—m+ \/m?+f1m.

@)3. a

10.

11.

a) k € {—4,6}

b) k=—2

a) k € [11 — 4V/7; 11 4 4V7]

b) k € (—o0; 5]
mE{ }

b) m € (— Doz]u[rioc}
c) m € (—o0;4]

d) m € (—oo;—1] U (1; 00)

a) k € (—oo;—3)
b) & € (5; 00)
¢), d) k € (1;00)

. a) m € (4:00)

b) m e (—3;—3)

¢) nie ma takiego m

d) m € (2;00)

a) m € (2 —V5;0)U (4;2 + V5)
b) nie ma takiego m

a) k € (3;00)

b) k € [—6; 6]

c) k € (—2;6)

d) k € [2— 2v2:2 + 2V/2]

e) k € (—oo;—2]

f) k € (1;00)

a) k € [;4] b) k € [—4;4]

c) k€ (—oo;1] d) k € [8;x)

e) k€ [0;2) f) ke (3:00)

a) a € (6;00)

b) nie ma takiego a

¢) a € (—o0;0) U (£;2) U (6;00)
d)ja=-1,a=1

a)a=—8

b) a € (—o0;3) U (%,m)
a) a.:—@.,a: “j_z
b)a=4—VI7

Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 25-31
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16. D = (—4; []]
: b P 21;41 o 341-;!.'1
18, 8) m € [—c0;=2)

b) m e (0; 1)

c) m € (—oo;—6)

d) m € (—o0; —2v3)
19. a) 0 dla m € (—4; ),

2dlam= —4,

4 dla m € (—oc; —4)

b) 0 dla m € (0; 00),

ldlam =0,

2 dlam € (—o0;0)

¢) 0 dlam € (—o0;0),

2 dlam e {0} U (9;20),

3dlam =29,

4 dlam € (0;9)

20. m € (6;00)

e e

1.7. Funkcja kwadratowa -
zastosowania (1)

(€]1. a) 361 b) L ¢) 3

2. 162

3. a) najmniejsza: f(—2) = 4,
najwicksza: f{1) = 13
b) najmniejsza: f(4) = —49,
najwigksza: f(0) = —1
¢) najmniejsza: f(—1) = —11,
najwicksza: f(2) = —2
d) najmniejsza: f(—1) = —1,
najwicksza: f(—2) = f(1) =1

4. boki — 10 em,

pole powierzchni bocznej — 800 cm*

(Z]1. a) najmniejsze: f(0) = f(4) = —1,
g0y =
najwieksze: f(2) =3, g(4) =9
b) najmniejsze: f(—4) = —33,
g(-1)=—3,

najwieksze: f(2) = 3, g(6) = 21

B 340 Odpowiedzi do éwiczen i zadar, str. 31-38
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a) 8 b) 32

21 mx 21 m

Tmx14d m

Jemxdcm

Jemxb6emxHem

a) P(x) = —22% + 4z, x € (0;2), 1x2
b) P(z) = —3z2° + 24z, z € (0;8), 4x 12

a) najmniejsza: f(4) = £,

najwicksza: f(2) = =

b) najmniejsza: f(0) = f(4) =

najwieksza: f(2) = 2v2

¢) najmniejsza: f(—1) = l:

najwieksza: f(—2) = f(0)
f(5

d) najmniejsza: f(1) =

M
= E
y =
najwieksza: f(3) = 36

1.8. Funkcja kwadratowa -

@1

o

11.

12.

sl AR L

zastosowania (2)

a) 12mx18 m

b)9m x 24 m

1.5m

a) z(z) = —50z° + 22502 — 17500,
z € [10; 35]

b) cena misia: 22,50 zl,

wielkodé sprzedazy: 625 sztuk,
zysk: 7812.50 zi

.o 10 z1

Z)1.

&=23

a) 10 em

b) 95-:%—‘-’-‘-:?- 2 6 [cm]

w obu przypadkach 1.5 m

=3

x> 2

Jesli przez x oznaczymy szerokosé pokoju
w metrach, to @ € [V17 — 1;6].

40 cm

(:r—ﬁ]g +4=—z2"+ 3z

Zestaw |
1. a}*r:[l,::r::%_l_
b]rzﬂ,x:%ﬁ
c)r=—-g,z=1%
dz=-5z=3
ejr=-1 f)z =6
2 a)r=-1,z=5
b) z = -a—d..r’T"F’ - -54;‘;’1?
o) i =k
d]r_ 1+§»-“j,m= —1+7'_.n-f’.z
e) z=-3, =0
f) x=—-4—V17, 2= -4+ V17
3.a)xr e (—oo; '1;”:5} U ['lt"@;m)
b) x = —2 c¢) sprzeczna
d)xe(l—‘;’_f;1+§)
ejzeR
f) 2 € (—oo;1 —V3) U (1+ v3;:00)
4, a) ANB =[-1—-+v32;-1]U[0; -1+ 2],
A\ B=(-1;0)
b) ANB = (-2+v2;3),
A\ B = (—00; -2 — v2) U [3; 00)
¢) ANB =[2— VT;:2+ V7],
A\B = (-3;2—vVT)U (2+ VT;6)
5.8) =2 z=2
b)z=-vV3,z2=-%,2=2%2=+3
¢)r=-1z=1
d) #=%
a) p=~dpp—=0z—4
f) sprzeczne
6.a) r=—-2,2=2
b)z=-2,2=—-/2,2=+/2, 2 =2

¢) sprzeczne

=9

]
I

) :
) :
)
) :
)

o
B
I

-y

I
1

=

_ A/ 3HV106 -

v 3+ 105
4

1

—2v/2, =22

=—v1+v6,z=vV1+V6

-2, x=2

= -3, z=+3

i) sprzeczne

9 —

by
A

a
x
x

o]
—

=2, y=1lub =1, y =4
L y==2lub x=2, y=1
l,y=0lubz=3, y=4

8.

10.
11.

12.

a) najmniejsza: f(—1) = —2,
najwiecksza: f(1) =6
b) najmniejsza: f(4) = —
najwicksza: f(1) =
¢) najmniejsza: f(0) = 1,
najwieksza: f(2) =9
d) najmniejsza: f(—2) = —

1

d

najwigksza: f (3) = |

Loa) = ile=

b) a =

c) a=

b_
b_

u-;mmiw
)= |
(STE)

62.5 m x 62,5 m

a) o 100 zl; zysk zwigkszy sie o 10000 zl
b) o 280 zl; zysk zwigkszy si¢ o 3920 =zt
a) 0,75 dm b) 0,5 dm

Zestaw |l

1.

10.

11.

h)c: —h

c)c==-2 d)e=0,e=+4¢
a) b € (—oo;—4) U (4;00)
b) b € (—0o;—1) U (1;00)

a) c= 7

.a)z=—v3 2=v3

i VB g N
b) s =—%,2=1%

‘.|+‘-.-'41

€) v = e e o gyes
d}.r--—l—\.f’i & =—1, :r——1+vfs

o) B=das =4

b) 2=+~5 & =0,28=4

) a] 1048 h} e 2\/'_

T

. a) flz) = —32" + 8z -2

b) f(z) = —2a* + 20z — 48

.a) m e (—oo;0)

b) nie ma takich m

e) me (—2;0) U (0;2)
d) m # 3

a) m € (44 4v'2;00)
b) m € ([};1— 75)

a) m € (—oc_: 5—‘—311_-3]
b) m € [3; 0c)
alm=-2,m=-1

b) nie ma takich m
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Zadania z kontekstem realistycznym

2.
3.

r=15

112,5 m°

Cigcia powinny przechodzié przez drodki

hokow trojkata.

4, 8

Przed obowiazkowa matura z matematyki
1.C 2B 3.C 4 A 5 C A T.B

.a) D =[0;5+ V26];

kolejno nzupelniamy: 110, 125, 130
b) po10s e¢)pobs d) 130 m

8.D

&
10.

AE
A3

11.1. FF
11.2. (—o0;—3) U(5:00)

12.
13.
14.
15.
17.

g = -j—

FPF

648 m?, 36 m

—32

a) P(xo) = —2xj + 4x0, 2o € (0;6)
b) O(0, 0), A(3,0), B(3,2), C(0,2)

Przed matura z matematyki
na poziomie rozszerzonym

1.
2,

. Vi
it 3

m=3

31. v=0. 2 =48

B 342 Odpowiedzi do éwiczen i zadan, str. 42-52

3.2.1dlam= —1,

0 MOy

2dlam# -1
Y { :
S N S .-
Sl
o[ 1
m € (—4;—3) U (5; 00)

— 1-4vaZ 14442
m= —F—,m= —1t=—=
k€ (—oo;—1)U(2100)
m = 66

2.1. Stopien i wspoétczynniki wielomianu

@1

@)1.

a) tak, stopnia T

b) tak, stopnia 1

¢), d) nie
e) tak, stopnia 3
ca)w(z)=2"—2'+2* —2+ 21,
st(w) =5
b) w(z) = 22" — 32° + J.r“i - 2% -z,
gt{w) =56
e) w(z) = 22% + 2" + 32! — 2® + 62 — 2,
st{w) =8
d) w(z) = 22" — 2° + 32° — 22 + 5,
st{w) = 10
.a) 6 =—2,a4 =a3=10a35=0,
g1=1,a00=0,8t(w)=5
b)ag =1, a5 = —%, e = 1. fg =1L
a:=1,a1=0,a0=1, st(w)=26
e) ap = 2%, st(w) = 0
. a) w(z) = 32" — 32 — 3

b)w(z) =2 —2* + 22 — 2+ 1
a) w(0) = —4, w(2) = 10, w(— } —26
b) w(0) =1, w(2) = 21, w(—2) =

c) w(0) = -2, w(2) = 32, w(— ]I

d) w(0) = 3, w(2) = —47, w(—2) = —75
a) w(—1) =6, w(i) = —24

b) -ur{—%] =3, w(i) =3

a) v(z) = z* — 622 + 4,

as=1,a: = —6,a,=0,a;,=4

b) w(z) = —62° + 4z* — 32* + 22 — 1,
s = —f6, as =4, ag = —3. az =,

= 2yop= —1,

as + a4 + a3 + a2 + a1 + ap = —4

(2

B e e e e
.a)0 b) -1

. a) w(0) = =3, w(2) = 21,

w(—2) = —19, w(3) = —32
b) w(0) = 2, w(2) = —20, w(-2) = 32,
ol =

e) w(0) = —4, w(2) = —6,
w(—2) = —-34, w(3) = -32
d) w(0) = —10, w(2) = 6,
w(—2) = -58, w(3) = -11<

ca=1,b=-2,e=—-8,d=4
4.a) Q b) P
5.a)a=1 b)a=-72

cJa=4 d)a= -1

.a)a=3, b= b)a=3,b=1

3

.a)bdlame R\ {-2,2},

3dlam=2,1dlam= -2
b) 6 dla m € R\ {—4,0},
4dlam=—-4,2dlam=10

1
31

2.2. Dodawanie i odejmowanie

wielomianow

. a) u(z) +w(x) = 172* + 62 — 32% + 2=,

st(u) =4, st(w) =3, st{u+w) =4
b) u(z) + w(z) = 6z* — 132> — 22 + 5,
stu)="7,8t(w)=T7,s8t(u+w)=4

. a) np. u(z) =z + 1, w(z) = =*

b) np. u(z) = —z* + 1, w(z) = z* + 2*
¢) np. u(z) = —z' —z+1, w(z) = z' +2°
d) np. w(z) = —z"' + 1L, w(z)=z2" +z +1
e) np. u(z) = —z" + 1, w(z) = 2" + 1

. Wspolczynniki wielomianu w sa liczbami

przeciwnymi do odpowiednich wspol-
czynnikow wielomianu wu.

ca) u(z) —w(z) =

= 5z" + 42" + 102" + 2 + 3,
st(u) =9, st(w) =8, st{u—w)=9
b) u(z) — w(z) = %md — erz +1,
st(u) = 6, st(w) =6, st{u—w) =4

. a) h(z) = —102" + 82" + 7, h(—1) =5

b) h(z) = —14z" — 152° + 4
h(—1) = —25

. a) tak b)a=

7.

a) u(z,y) + wlz,y) =

= 42°y” + 32°y° — 92°y° — day — 1,
w(z,y) —w(z,y) =

= 42%y® — 32%y® + 32%y” + 8zy + 5
b) u{'r y) + wlze,y) =

= Zz'y + 22y — zay® —z + 5,
u(z,y) — wiz,y) =

ety + Sty — Swy® + 23

a) u(z,y,z) +w(z,y,2)=

= 5xy’z® — 627y’ z + 62 y2” + vys?,
u(z,y,z) —w(z,y,z) =

= 3ey’2® — 62%y% 2 — 622y — 32yt

b) u(z,y,2) + w(z,y,z) =

= Srrgy + 1dz2? — 4.5;,;9 + z"*_.

u(z,y,2) —w(z,y,z2) =

= S;rzy - 2xz" — E‘Syzz =+ EyzE -z

a) flz) + g(z) = a® +.:r3+3*2 —2;J*+fi
flz)—g(z) = 32° 42" —2*+3 r 242042
b) flz) + g(z) = —32® + z* —;r,—i-),,
flz)—g(z) = —22% + 32° — 52° + 92 + 2
¢) flz)+ g(z) =2° + 32" + = — 3,
flz)—glz)=42" — 2>+ 32" + T2 -7
a) w(z) = 22° + 6z*, st(w) = 5, 5., = 8,

u(x) = —:,1;—:;:5 —z* st(u) =5, Su = —%
b) w(z) = 122° — 18z, st(w) = 2,

S, = —8, u(z) = —22% + 3z, st(u) = 2,
Su=1

a) f(5) =3, g(5) =20

b) f{—3) =16, g(~3) =10
¢) u(—3)=—-z, w(—3)=-%
a)stip+q) =5

b)st(p+qg) <5lubp+g=0

¢) Jesli m # n, to st(p+q) = max(m,n).
Jeslim = n, tost(p+g) € nlub p+qg = 0.
a) st(u+w)=6dlaa#0,
stfu+w)=4dlaa=20

b) st{u+ w) =5 dla a # —6,
st(fu+w)=1dlaa=—6
¢)stfut+w)=4dlaaec R\ {-1,1},
st(u+w)=3dlaa=1,
st(fu+w)=1dlaa= -1
a)st(u+w)=5dlaeeRib#0,
stfu+w)=2dlaa=-Tib=20,
stfut+w)=3dlaa#-7Tib=0

Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 52-56
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6. b) st(u+w)=7dlaa# -31beR, 4.
stftu+w)=1dlaa=-31ib=3,
stfu+w)=2dlaa=-3ib#3
c) st(u+w)=4dlaa#b,
st(u+w)=3dlaa=0b+# —4,
sttu+w)=1dlaa=b=—
a)p=—2,¢g=—1 b) k(z) = 22> — 4z
) w(—2,3) = 66 b) w(2, —4) = 60
9. a) u(z,y)+w(z,y) = 22’y — 227y — 22y, @)1.
(
u
)

= 3
u(z,y) — w(z,y) = 32°y + 2%y — day?,

( +w)(_273):_87 (u )( 273)_76
u(r,y) +w(z,y) =

_ —%:1:23/2 _ %mQy—l- 152:1:y3,

u(z,y) —w(z, )—4 Yy? —3xPy+ Ly,

10. P(z,y) = Say + 2y°

11.a) Q b) P ¢) P

12. a) v(x,y, 2) = —2’yz® + 62°yz — 2xy2’ +
—3zyz, st(v) =5
b) v(z,y, 2) = 4zy*z — 2xy?2* — 9y +
+5xyz + 6y2?, st(v) =6

13. P(z,y,2) = 4zy + 4zz + 4yz + 10z + 3,
+8y 4 6z + 22

2.3. Mnozenie wielomianow

a) u(z) w(r) =2’ +22° — 2" —2?,
st

(w-w) =7 4.

b) u(z) w(z) =2’ —2° —2* +2® + -1,
st(u-w)="7
¢) u(z) wlx)=2>—1,st(u-w) =3
d) u(z) - w(r) = 2* — 32 + 42 + 32 — 5,
st(u-w) =4

2.2 V(r)=2"—2, D= (1;00)
b) V(z) = 2*+622+112+6, D = (—1;00) >
¢) V(z) =22°+42°—Lx—1,D = (3;00)
d) V(z) = 2" +62° —542—81, D = (3; 00)

3. a) (u-w)(z,y) = &

= —4a* 4223y — 22° 4+ 629> + 2%y — 3xy®

b) (u-w)(z,y) = 32y’ — 227y + 7.
+62%y® — 32y — 3zy® + day — y

¢) (u-w)(z,y) = 4e'y® — 122%y* +

+3x3y* — 112393 + 102392 + 32%y> — 222y

B 344 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 56-60

a) (u-w)(z,y, 2) = 22°y* 2z + 223y +
_a?y?s — a2y2? 4 2ay22? — y22?

b) (u- w)(z,y, z) =

= 323y?z — 4a3y2? — 22%yP 2 + 42y 2+
—zytz + 6xy22 — 8x2 + 2y222

c) (u-w)(z,y,2) =

= 2%y? 2% + 203y2? — 2Pyz + 22yt +
+4xy3z2—2xy3z—i—3$y2z4—|—6:cyz4—3xyz3
a) 2z* — 72 4 172° — 72, as = 2, ap =0
b) 4z*—32° 4122 — 6248, as = 4, a0 = 8
c) 20% —22° — 22+ 222 — 2, a6 =2, a0 =0
d) —22° —32°4+82* + 162> —32% — 242 +6,
ag = —2,a0 =206

e) 20° — 22* + 12® — 2z — 1 a5 =2,

i

f) —4x% — 25 — 5v22* — /223 + 622 +
+22 4+ 2v2, ag = —4, ap = 2v/2

apg = —

.a)st(w)=3,a3=1,a0=—-1

b) st(w):3, 3:6, ap = —6

C) st(w) = 5, as = —4, ap =1

d) st(w) =3,a3 =1, ap = —6

e) st(w) =4, as = —6, ap = 2

f) st(w) =5, as =12, a0 =6

a) v(z) = 2% —8x° + 162" 4-62° —242% +9,
st(v) =6

b) v(z) = 22* +2v22% — T2? — 422 + 8,
st(v) =4

(

) f(z) = 2° — 32° — 212 + 227,
() = 122° + 92° — 62 + 1
) f(z) = =627 +22° +62° — 32* — 62° +

g(z) = 2% — 22° 4+ 32* + 62® — 42® + 2
c) f(z) =3z —5z* +62° —x + 1,

r) = 2% — 22° + 3z* — 42? + 4z
P(x) = 10z* 4 2z — 20, D = (2; 00)
P(z) = 2z* + 42® + 142° + 62 + 4,
D = (-2;-1)U(1;00)

v
= 4a* 123:33/2 day + Try? — 2y*
v

— —4$4y4+$4y2+6$3y3 +4w2y4+2xy4

8. a) 22y + z%y? — 8z?y — 3xy® — 12292 4,

b) —2?y+a® + 227y — 2y +xy® — 2wy* +
_2y4
¢) 2+ 2%y+aty? +22%° + 22yt + 2S48
d) 2v2x% — 3v/3y°

9. a) —22%y + 4o’z + day® — Tayz — 22+
—2y%2 +4yz® b) 2® —y® — 2yz — 2
c) 362%y? — 16222 — 9y* + 4y° 2>

d) 2%yz+ 22y +2° —xy?2? —axy’z4+oy+ 5.

10. 2zy +xz+ 5z + 2y + 2+ 5, gdzie ¢ > —1,

y>—1,z>-—1 6.

2.4. Wzory skréconego mnozenia

(€]2. a) 2® +32% +32+1 b) 2* — 32 + 3z —1

c) z° 4 922 + 27x + 27 7.
d) z° — 122° + 48z — 64 8
e) 82° 4 3622 + 5dx + 27
f) 82° —122% + 62 — 1 9
g) 272° + 272% + 9z + 1 11.
h) 1 — 92 + 272 — 2723

3. a) 2(10 + 7v/2) b) 8(v/5 —2)
c) 6(9 —5v3) d) 2(25V2 — 44) 13.
e) 4615 + 61 f) 3(26v/3 — 45)
g) 11v/2 4 9v/3 h) 3(7V/3 — 5v6)

5.a)z° +8 b))z’ -1 ¢) 2° +1
d) z° + 216 e) 2° — 512 f) 82° — 1
6.a) z° —1 b) —2° +729

c¢) 2° +64 d) 162" — 2002* + 625 1.
8.a)x —1 b) 2% — 1
c) 2% —1 d)2® —z* —2?+1

10. a) z* — 81 b) z° — 32

Z)1. a) 2® + 122* + 48z + 64
b) 2 + 152% + 75z + 125
c) z° — 62% + 12z — 8

) x® — 9% + 27z — 27

e) 8z° + 122° + 6z + 1

f) 125:U — 752% + 152 — 1

g) 2° — 322 + 62 — 22

h) z* + 3v/32 + 9z + 3V/3

2. a) 5v/2 — 7 b) 45 +29/2

(=}

c) 46v/5 — 61 d) 4(3v/6 + 5v/2) 3.

3.a) 14 b) 100v/2 c¢) —74 d) 22V/5

. a

. a)
)

a)8:L* + 1222y + 6xy® + y°

z® — 62y + 12zy* — 8y

2791: + 5422y + 362y? + 83
— 3622 y+54xy 27y3

z® + a2ty + CL‘y ‘1'273/

x

=3

)
d
)

@

3

Ty

)

g)

)
) 8z
— 222 Y+ my —ﬁy
3v/3x + 9z y—i—3\/_96y +y
) Ba® — 2’y + VBay® —
16x* + 6022y + 78xy? +35y
b) 262> + 1822y — 18zy* — 26y
z? +5x + 1252 + 625
) z*
)
)
)

=

<4

<%

)
)
b — 125z + 625
c) 8lz* 2733 —3r+1
d)z° -1
a) 73 b) —1 ¢)2 d) 8
)z=27 b)z=-8 ¢)jz=2
d) z = —2¥17

a?

—1 b)a+1
(a—0b)(a+0b)(a*+ab+b*)(a® —ab+b?)
b) (a? + b*)(a® + V/3ab + b?)-

(a® — \/3ab + b?)

) Va- \/_+1

b) f+2f+4

c) 2(v9 — V6 + V4)

d) 9+ 6V/2+4V4

93

1Y

Tréjkat Pascala

a) (a+b)" = a"+7a°b+21a"b* +35a*b* +
+35a°b* + 21a%b® + 7ab® + b”

b) (a—b)" = a” —Ta®b+21a°b* —35a*b® +
+35a%b* — 21a?b® + 7ab® — b”

¢) (a+b)® = a®+8a"b+28a°b% +56a°b> +
+70a*b* + 56a°b° + 28a*b°® + 8ab” + b®
d) (a—b)® = a®—8a"b+28a°b* —56a°b> +
+70a*b* — 56a°b° + 28a%b°® — 8ab” + b®
(a+b)° = a® + 9a®b + 36a"b* + 84a°b> +
+126a°b* + 126a*b® + 84a3b° + 36a%b" +
+9ab® + b7,

(a—b)'" =a'® —10a”b + 45a%b* +
—120a"b3+210a°b* — 252a°b° +210a*b° +
—120a3b” 4 45a2b® — 10ab® + b'°

a) 12¢/2 4+ 17 b) 4(7 — 4v/3)

c) 70v/2 499 d) 8(26 — 15v/3)
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2.5. Rozktad wielomianu na czynniki (1)

21

a) z3(x — 7) b) 62°(3z + 5)
c) —2z*(x +4) d) —182%*(3z — 2)
e) 6:13(30 +1)% f) —32%(x —2)?

g) —3z'(3z — 1)* h) 1z(2* +2)°
) w(z

Y

w(z) = 3z (x® +4),
z24+4>0dlazeR
b) w(z) = Lat(s? +3),
z24+3>0dlazeR
¢) w(z) = —6x>(x* +7),
> +7>0dlazeR
d) w(z) = —v223(@* +v/3),
22+vV3>0dlazeR
e) w(z) =2"(72®> -5z +1), A= -3<0
f) wz)=2*(32>+2+2),A=-1<0
g) w(z) = —a* (4 — 33 +7),
A=-103<0
h) w(z) = 2*(3v22% — 2v/3z + V6),
A=12-24/3<0

S

ca) z*(z—3)(z+1) b)22® (z+ 3) (z—1)

o
~

—2z (z—3) (z+2)
) 20z° (z+ 3) (z+ 1)
—2z(x —5+2v5)(z — 5 — 2V5)

(2 3) (@ —%)

(=9

b) 162* (:U — %) (m + %)
c) 22%(z — V/3)(z +V/3)
a) 2(:::—3)(:,;+2)

g) (w - 3)(17 —2)(z—1)
—4)(z+1)*(x + 4

I 346 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 67-71

Y

)
. a)
)

<4

<%

<4

k) 2°(x — 2)(x + 3)(2* + 22 + 3)

) z(z—2)(z—1)(x+2—v3)(z+2+V3)
a) S(n) = tn(n+1)(2n+1)
a) S(n) = in*(n+1)* b) 3025

2.6. Rozktad wielomianu na czynniki (2)

a) 22°(z + 1)(z° —z +1)

b) 23 (2 + 2)(2? — 22 + 4)

¢) z(2z — 1)(42® + 22 + 1)

d) z*(1 — 0,1z)(1 + 0,1z + 0,01z?)

e) 2°(2x — 3)(4x® + 62 + 9)

f) 22(0,3z + 1)(0,092% — 0,3z + 1)
(@ + 1)(a +5)

b) (z —1)(z 4+ 1)(x + 3)

¢) (x —2)(z+2)(4x + 1)

@) a(e” + 1)( +3)

¢) (& —5)(w +5)(x +4)

f) (z — 1)(x + 1)(v/5z — 1)

g) (2z — 1)(42® + 22 + 1)(2z* + 2)

) (2 + V3)(z ~ V3)
z(x + 3)(2* — 3z + 9)

b) 2% (x — 2)(2° + 22 + 4)

c) —x(a:—i—4)(a: —4x + 16)

d) —i2%(z — 8)(x* 4 8z + 64)

¢) 21 (@4 5) (@ = 5ot )

f) 1252° (z — %) (2* + to + &)
(x4 2)(z — 2)(2® + 2z + 4)

b) (2z — 1)(72* 4 2)

c) (z —3)(2z* +5)

d) (z—-3)(z+1)(z®> —x+1)

e) §(3z —1)(z — V6)(z + V6)

f) (22— 9)(z — 3)(z + 3)

g) (z —v2)(«® + v2)

h) v3z(z + V2) (:c +@>

) @+ @-1?

b) 4(1;—2)(3;—@) (= +2)

) 3(z+3)(z—V3)(z+V3)(a®+ 1)
) 202% (z — 2) (z — 1)(z + 6)(z* + 2)

b) —32%(z — 7)(z — 2)(z + 2)(z + 4)°

c) 7% (z — 2)(z — 1)*(z + 2)(z + 3)-

x4+ x+1)

)
(

4.

5.

e) 16 (z° — 3z + 1) (2° + 22+ 1)

f)4(a®>—z+32)(a®+2+2)

a) 2(z — 1) (2* — 32 +1)

b) 3(z + 1) (:17 — 7_%/ﬁ) (:1: — 7+é/ﬁ) 4

0) 8(z + )z — Nz 1)

d) 64(z — 2)(z2* + Lz + ) s
2.7. Réwnania wielomianowe 6:
.a)xr=— —,a:—()

b)z=-2,2=0,z=2

c)r=-—2,2=0 =12 7

d)z=0,z=32 e)z=-6,2=0 ’

f)z=0,z=1

a) :O,la::3,ac:4 10.

b)zr=—-5,2=0,z=5

Jr=-1l,z=—%,2=0d)z=0

e)z=—-1-+5,2=0,2=—-1++5 12.

f) :1_2*/§,m:(),:17=1+T‘/§

Z)1.

d) 322 (z — 1) (@ - D(z+ 1) (2% -z +1)-
(2 4z +1)

a) (22 —V2z + 1)(2* + V2 + 1)

4(2® =3z + ) (¢ + 3z + 3)

9

d) (z* —x+3)(2* + 2+ 3)

-2, =0, z = 3, wykres C;

-3, x =0, x =4, wykres B;

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

r=—-4, =0,z =2, wykres A €L
a)z=9 bz =-2,z=—-1 =2 5
c)rz=-52=0 ’
d)xz = 2,3:20,93:\/5,3::%
e)r=-22=2 f)z=3/2
a)r=0,z=2 3
b)x=-3,2=0,z=3
c)r=-27,2=0d)z=0,z=2
e)r=-2x=0z=2
f) x = 5,2 =0, =15 1.
a)r=—-1,z=0,z=1 2.
b)z=-2z=-1,2=0
c)r=—-1,x=0,z=5
d)z=-1,z2=0,z=3
e)r=-22=0,z=3
f)xz—%,a:zO,xz%
g)z=—5,2=0 3.

(¢~ 2VBr +4) (2* + 2VEa +3) 3

. a)

kyz=-6,2=0,2=3 1) z=0
a)x=3 b)z=—-V3,z=1%2=13
c)r=-9z=1dz=-1,z=1
e)z=—-1l,z=2 flz=—-4, =1
g) x=— 2,$_1 z =12
h)z=-2z= %,x:
i)x:—‘g,x:%,x—g
)le_ﬁ,x:—l,:vzlg/ﬁ
b)r=-2z=
c)rx=-3,z=0,z=1,z=
(—=2,-17), (2,1), (3,3)
a) (—3,-10), (0,2), (3,14)
b) (—V3,1-3V3), (5. 1), (VE1+3vD)
C) (_17_7)’ (171)7 (379)
a) (0,-3), (2,-3)

( 15

(

V(z) =2® + 32> — 4z, D = (1;00),

Viz) =12 dla z =2

$ciana o krawedziach: (2v/3—3) m, ‘/7§ m;
P=(3-2)m~ 04 m?

2.8. Dzielenie wielomianow

a)z—2 b)9x+ 12

¢) 2° —2x+1 d) 22° + 22

a) z — 3, reszta 4 b) 4x + 4, reszta 5
c) 2 + 3z — 5, reszta 4

d) 32° + 32° — 6x — 6, reszta —2

w(z) = (2® +1)(z — 2) +2
b) w(z) = (—22° +9x—27)(m+3) + 85
¢) w(z) = (2* 4+ 222 —2)(x — 1)
d) w(z) = (32°—62*+11x—13)(v+2)+25
a), e) jest b), c), d) nie jest
a) w(z) = (22° + 9z + 37)(x — 4) + 147
b) w(z) = (z* — 3z + 12)(z + 3) — 29
¢) w(z) = (32° + 322 +22+2)(x — 1) +2
d) w(z) = (2* +2a:—1)(ac+6)+2
e) w(z) = (22> +62)(z + 1) — 2
f) w(z) = (122° + 42)(z — %) + 3
a) tak b), c), d) nie
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(Z)1. a

4. a) wz)=6(z+3) (z—3)(z—1)

b) w(z) =2(x +3)(z +2) (z — 3)

¢) w(z) =3(x+2) (z—3)(z—3)

d) w(z) = (zr+4) <:c — 1+2\/5)<x — %)
5. a) w(z) = (—3z — 1)(2*> —4) — 92 — 8

b) w(x) = (22% — 5z +5)(2* +x) — 102+ 2

c)wx)=(—-1)(z"+x+1)+7

d) w(z) = (4o® +4)(z* — 1) =22+ 7

Schemat Hornera
1. a) w(3) =4
b) w(2) = 21
3. a) 62 + 15z + 35, reszta 114
b) 2:]02 — 10, reszta 11
c) ©° — 42 — 2z — 4, reszta —16
d) 2* —x + 1, reszta —4

2.9. Rownos¢ wielomianow

(€]1. a) tak, a = 2 b) nie

)
c) tak, a = —3
2.aym=2 b)m=2 c)m:4
) m=3 b)m
c) nie ma taklego m
2.a)a=2 b)a=-3 ¢c)a=-8
3.a)a=2,b=3 b)a=3,b=-5
4. a) a=0,b=—1
ma:1b_3
c)a=—-4,b=
5.a) w(z) = (2 +2z — 1) (2 +z+1)
b) w(z) = (* + 3z + 1)(2® — 22 — 1)
¢) w(z) = (2* + 3z + 1)(2? — 22 + 2)
d) w(z) = (2 +z—-3)(2®> —x+1)
e) w(r) = (z* —z —5)(2° + 2z + 1)

2.10. Twierdzenie Bézouta

[€]2. a )0 ¢) —1
3 a), b) jest
c), d) nie jest
4. a) w(z) = (z +4)(z + 2)(z — 1)
et =l 25 o
c) w(z) = (z+2)(z +1)(z — 4)
4) w(z) = (z +2)(c — 3)°
(Z]1.a) 0 b)2 ¢) 0
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5.
6.
7.

a) w(z) = (z - 7)(z—1)(z+2)

b) w(x) = 2(x + 2)(z + %)(w +1)

c) w(z) = (x +5)(z? — 3z +4)

a) 2, 113 VIS ) g3 L

¥ 17 _1_4\/§7 _1—';1@ d) 27 _2; %
m=7 b)m=—v5m V5

c)m=-2, m=3

2 +1 b) 4z -5
102 +53 b) z — 1

2.11. Pierwiastki catkowite wielomianu

[€]1.

] 1.

a) dzielniki: —1, 1, —3, 3;

pierwiastek catkowity: 1

b) dzielniki: —1, 1, —2, 2, —4, 4;
pierwiastki catkowite: —4, 1

¢) dzielniki: —1, 1, —2, 2, —3, 3, —6, 6;
pierwiastki catkowite: —2, 1, 3

d) dzielniki: —1, 1, —2, 2, —5, 5, —10, 10;

brak pierwiastkéw catkowitych

c)x=-3,x= ’3;\/3, x = ’3;‘/3
d)z=-3,z=-1

a)r=1z=
b)z=-3,z=-2,z=1, 2=
c)r=-1,z=5
dz=-3,z=1,z=2 e x=1
f)w:—fgfz\/ﬁ,x:—lxz—f?’g‘/ﬁ,
T =2

a)r=—-5x=
byr=-2z=-1,2=3

c) r= 3,$——1,x——%
d)le_ﬁ,le,x:““ﬁ
e)z=—4fo=-1lao=—3 z=3
g) z =3

hyor=1-2 z=1+¥ =3
a)xz—%,sz,le,mz?)
b)z=1c¢)x=1z=
d)l‘:—l,ili:—%,:v:l
e)x=’37‘/§,:1:=—2,:17=*3;‘/5,:1:=3
f)z=-1,z=-1

N
B
Qo

3.a),b)x=2
c)Jr=-3,z=1d)z=—
e) x = 2, x=—1, =12
fz=—3,2=0,2=3

4. a) P(t) = —2t° + 12t, t € (0;V/6)
b)t=+v3—-1,t=2

t
5. (=3,0), (3,0), (3, %), (-3, %)
6. a) =

Réwnania wielomianowe. Wzér Cardano
l.az=1
/28 /28
b) €r = i’/l + 57 — i))/ 57 1
2.a)z=3 b)z=2
3.a)z=2+V2— V4

2.12. Pierwiastki wielokrotne
wielomianu

(€]1. a) w(z) = (z — 2)*(x + 2), jest
b) w(z) = (z — 2)*(x + 1), nie jest
2. a) z = —2 — dwukrotny,

r=0 - Czterokrotny,

xr = 1 — jednokrotny

b) x = 0 — jednokrotny
¢) x = —4 — jednokrotny,
x = 4 — czterokrotny

d) x = —2 — dwukrotny,

r = —%, x =0 — jednokrotne,

3
59
r = 2 — trzykrotny
3. a) x = —3 — jednokrotny,
r = —1 — dwukrotny
b) x = —2 — dwukrotny,
x = 3 — jednokrotny
¢) x =0, x = 4 — jednokrotne,
xr = 1 — dwukrotny
d) z =1, x = 2 — dwukrotne

4. a) nie moze b) moze
)z =-3, = —%, x = 2 — jednokrotne
b) x = —1 — dwukrotny,
xr = 2 — jednokrotny

¢) = 2 — jednokrotny,
x = 5 — dwukrotny

d) x = —3 — jednokrotny,
x = 1 — czterokrotny

e) z = —3 — trzykrotny,
x = 3 — jednokrotny
f) x=-2 2= —’1;‘/3, T = ’H‘/g, xr=3

— jednokrotne

g) x = —5 — jednokrotny,

r = —2, x = 0 — dwukrotne,

x = 2 — trzykrotny

h) x = —4, x = 2 — jednokrotne,

x = 0 — trzykrotny, x = 3 — dwukrotny

3.a) x=—1,2=0, z =4 — jednokrotne
b) x = 0 — trzykrotny, z = 3 — dwukrotny
¢) x = —1, x = 1 — dwukrotne
d)z = —V2, © = /2 — dwukrotne
e) x = 0 — dwukrotny
f) x = —2 — dwukrotny,

x = 0 — trzykrotny

g) x = —4, x =0, z = 1 — jednokrotne
h) x = 0 — dwukrotny

i) x = 0 — trzykrotny,

r = —2, x = 2 — jednokrotne

4. a)x:—% b)z=—-V3, =3
c) x= %

5. a) w(z) = (x 4+ 3)(x — 2)(x — 4)
b) w(z) = (= +3)*(z — 2)(x — )
¢) w(z) = (z+3)°(z — 2)*(z — 4)

6. a) w(z) = 2(z — 3)*

b) w(x) %(:17 3)2(:172 +1)
c) w(z) = é(x — 3 (z* + 2 + 2)
7.a)a=5 b)a=-2a=

8. a) tak, a = —16 b) nie

2.13. Wykres wielomianu

[€]1. a) Y
— @) 3 X
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1. b) Y f) w(z) = —(z —2)(z + 3)° [Z)1. a) Y w f) Y
w Y
i ANA
-3 4 — O X
; 5 = w / \‘/ 3 \)\0/5 X
b) Y w w
2 A-w,B-u,C-vw 3 —1& X
0 v 3. a) w(z) = —z(x+2)*(z — 2) / \/ 2. a) w(z) =xz(x+3)(z+1)(z—2)
b) w(z) = —(z +2)(z + 1)(z — 1)(z — 2) b) w(z) = z(z + 1)(z — 2)?
y c) w(z) = —(z +2)*(z — 1)° c) w Y ¢) w(z) = (z +2)%(z — 2)2
4. a) Y y 3. a) w(z) = —z(z+3)(z+2)(z+1)(z—1)
o ~ca s = b) w(z) = —(z+3)(z +2)(x + 1)*(z — 1)
X / ¢) w(z) = —2*(z +4)(z +2)?
3| — 4. a) x € (—o0;—3)
s 1/ 0 2 X b) z € (—o0; —v/5) U (—2;1/5)
c) z € (—1;1)U(3;00)
d) x € (—1;0) U (0;6)
d) w(z) = —x(x + 1)? b) e) r € (—oo; —2) U (2;00)
Y f) nie istnieja takie argumenty
. w d) Yy 5. a) x € (—o0;2] U|[3;00)
b) x € {—-2,-1,0}
O c) x € [0;1] U [6; 00)
1 X O 3 X d) z € (—o0;0] U [2; 3]
c) Y e) r € (—oo;— 3} U [\/5, oo)
. f) z € [-1;2] U[3;00)
6. a)v(z)=—12°+1° +2—1
w 5 0 S é ¥ b) v(x) %:c?’ - %LEQ
e) w(z) = —(z — 1)%(z +5) 1 \/\ ) v(z) = —32® — 22—z +3
e) w Y 2.14. Nieréwnosci wielomianowe
_5 1 2 o3 ~ ) / [€]1. a) 2 € (—o0; —2) U (1;3)
9 X 1 \ ??/QY X b) z € [—2; 1] U [3; 00)
d) w(z) = —2(z + 2)*(z — 1)(z — 2) 2. E)) E ) —1) U (=1;1) U (4; 00)
w Y
SN ) z € (~00; 1] U [4; )
) X d)z € {-1}U][1;4]
3.a)z € (—o0;—3)U(-3;—1)
w b) z € (—oo; —1] U {2}
c) x € (=1;2)U (2 00)
d) z e {- 3} U [—1;00)
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4. a) x € (—oo;—4) U (—2;5) 4. a) ANB = (2 3], 3. a) V() = 42> — 482° + 144z, D = (0;6) 6.a)x=2; 0
b) z € (—o0; —4) U (5; 00) A\ B = (=2;0) U (3;00) b) kolejno: 128, 108, 64 b)z=-5z=-1,z=1; 1
c) x € {-3}U[2;00) b) ANB = ( 4; =2 U[-1;0) U (0; 1JU ¢) z € (0;3] U4;6) )r=-2,z=—-12=2 0
d) z € {-2,5} U[2;4), A\ B=(-2;—-1)U(1;2) d) z € (0;4 — 2v/3] U [4;6) dDzr=-3,z=1,2=3; 1
5.a) x € (0;1) U(1;00) ¢) ANB = (—00;—v2] U [33), @)1 a) V(z) = —2° + 1022, D = (0; 5) e)r=—35, =5 =73 3
b) z € (—o0; —2] U [0; 3] A\ B = [3;V2] b)z=32=1+7 fz=-1,2=2; 0
¢) x € (—oo; —1JU {1} > a))(—% U V3 YU \/_] 2. 4dmx8 dmx4 dm lgl))x:_%x::%; 11 9
d) z € (—1;0) U (0; 11) b) (—oo; —3] U 3;0)U ) . rT=—5,0=735,T=1;
) 7 € (-2 -3) U2 o0) ) [£:1) o e 7.8y m— -2
f) 2 € (—o0; —V2] U [2; V2] 6. a) (—o0; —1] U [0 1] o e b) m = 4L
6. a) z € (—oo;—4) U (1;00) b) (—o0;1] b) 280 em” lub 56(1 + v/11) em’ c)m=—-1,m=3
b) z € (—o0; 3] 7.a) m=—4, x € [-2;1] U[2;00) 4. a) V(z) = =22° + 62” + 80z, D = (0;5) 8. a) 2% + 3z + 10, reszta 31
7.a) z € (—o0; —1 —V2]U[-1; -1+ V2] b)m =0, z € {—2} U[1;00) b) € (0;3) b):c3—1:132+ Sz — 3, reszta 2L
b) 2 € (—o0; —4] U [-2 — v/3; =2 + /3] c)m=1, x€ (—oo;—1] 5. wigksze od 857 cm’ c) 2% + x% — 1, reszta 5
¢) x € (—o0; 3] d) m = =2 1lubm = 2, 9.a) w(z) = (x+2)(z®> =22 +6) — 7
d) € (—00;0] U [2; 00) z € [-2;—1] U [3;00) Zestaw | b) w(z) = (z +2)(z*>+1) — 1
D1 a) 2 € (~2:0) U (2;00) 8. a) {0} U [4:7] L)l >:‘22+f“;1 i) =2 ) w(z) = (v +2)(4s" - 2)
b) z € [~2;00) b) [3; 00) b) u(z) = =2z 22°+1, st (u) =5 d) w(z) = (x +2) (@2 + & — 11) + 20
¢) z € (—o0; 0] U {2} ¢) (—00; =2 U [—v2;v2] U[2;00) z'a)“:4’b:6b)“:_2’b:_% 10.2) 7 b) 0 ¢) 0
d) z € (0;2) d) [-1;0] U [4; 00) 3. a) w(z) =32%*(x — 1)(z + 1)
e) = € [-2v/2;2V/2] e) (2;3] U [4;00) b) w(z) = 2x(z + 1)2 Zestaw I
f) z € (0; §) 0 (-2-F)u(-E-Hu(s¥)u ¢) w(z) = a*(z + 1)(z + 6) la)z=32=4
g) z € (=3;0) U (3;00) 0 (_6_2 d) w(z) = be(z - 1)*(z +1)* ) w(z) = (z+2)(z — 3)(z — 4)
h) 2z € [1 —/5;0]U[1 + /5; 00) 37 e)w(x):—?)a:(at—\/g) (x+\/3) b)z=-1-v2 z=—1+2,
i) z € ( ;—@]U{O}U 9 E)mE(—oo,—l)U(l;B)U(S,oo) f) w(z) = 322° (a:—%)2 (w—l—%)Q wz)=(z+1+vV2)(z+1—2)(z—4)
5433 ) o € =5 1]U{3} 4. a) z=0 ¢) nie ma wiecej pierwiastkéw,
U[ +2 ) ) C)$€(_OO—2)U(_112)U(3;OO) b)x:—4,x:O,x:1 w(m)zZ(m——)(:p +x+1)
2. 2) @ € (~o0i—V2] U [-1;1] 10. 2) z € (=00 =6) U (=3;0) ) r=02=32—14 d)z=—-2-V3 z=-2+3
by € (—3—1) U (:00) b) € (~o0;~v2] U [2 V] Q=1 0,5 w(@) = (@ +2+VE) @ +2 - VE) @ — 1)
¢) z € (—o0; —V/5] U [2;/5] ¢) x € (—00;—2) U (2;3) U (3;00) &)z =0 z=1 e) x =3, wz) = (z+3)(z —2)>
d) z € (—o00; —2v3) U (—5:2V3) )ZBE§O}U)[14] f)ac:—l,aczzo,:lc:l 2.a)r=1,z=2,2=3
e) z € (—1;5) e) z € (1500 ’ - v — ’ 7
f) 2 € (o0 2] U[V6; o) f) € (~o0i3) 5. a)iefvigs&i(-xjff% 2 VR f:))) z= is
g) z € (2;00) g) x € (—o0; —2) U (—1;3) E) w(z) = x(m—i—é)(m,-i-l)(w —2) d)zr=3
h) z € [-V/2; V2] U [V2;00) h) 2 € (—o0; —4] U [-2;2] U [3; 00) ierwiast_ki' Ty 109 ’ ez =5
3.a)ze[-1;2| 11. [-2; -1] U [3; 00) E) w(x):5(33;—\/3i) ’(x—l—é) (z —v/3), f)o=—1,0=—L o=2
b) z € (=5; o) 2.15. Wielomiany - zastosowania pierwiastki: —v/3, —%, /3 gr=-2c=—V2,x=12=2
C)xE(—oo;_l—\/g U(—lJQr\/g;3> @1 =2 d)w(:c):5(x——)(25x + 15z +9), h)yz=—V52=-1,2=2 =5
d) z € (—o0; 2] ) V() = da® — 14022 . p1erw1astek 3.a)a=0
o)z € (1—gﬁ; 1+é/ﬁ> 2. lgz((O), 15)4 1402 + 1200, e) w(x) = 279[:1( z+2) (22 — tz+ =), b)a=-3,a=0,a=3
f) z € (—o0; —2) U (3;1) U (1;00) b) 28 cm X 18 cm X 6 ¢cm plervvlastkl —5 0 4. a)a=6 b)a=-8
g) x € (—1;1) ¢) n f) w(z ):—14x<x+‘/2§)( _g)’ 5.a)a=-3 b)a=2
h) z € (—o0; —3] U [-2;2] U [3; 00) ):1: = 2= 5F , =10 pierwiastki: —é, 0, ‘/75 c)a=-1
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6. a) v € (—1;2) U(3;00) b) xz € [—1;1] Przed matura z matematyki 3.2. Przesuniecie wykresu funkciji f(x) = % b) g(x) = 5, D =R\ {-3},
c) ze{- 1} U [2;5] na poziomie rozszerzonym o wektor g(D) =R\ {0}
d) z € (—o0; 2] U {3} U [4; o0) 1 zxe[-2—-V3-1U[-2+3;1] [€)1. a) f(D) =R\ {3}, asymptoty: z = —3, y = 0
e) x e [-1;7] 2,]<;:_23_\/§,]g:23ﬁ,k:2 asymptoty: x =0, y = 3 c)g(;p):—3+2 D =R\ {0},
f) o e 53U {6} 3 m =10 — 4 b) /(D) = R\ {-1}, 9(D) = B\ {2}, asymptoty: = =0,y =2
7. a) x € (—5;0) U (4;00) 4. B(4,0), C(2,5) asymptoty: =0, y = —1 d) g(z) = -5, D =R\ {2},
12)) f: - I(Ri 00; 0) U (1;2) 5. 4(2+/2) ) f(Dt) t: R {83}’ ; g(D) = R\ {0}, asymptoty: z =2, y =0
7. V(z) = (z+3)%(z — 3)2, ASYMIDOLy: & = 5, ¥ = = 2.a)a=3 ( 8) = 12, f(—4) = —1
d)) e D = (~3;3) U (3;00), DIO =RV b) o= <§>=8 F(—4) = 3
V(z) < 256 dla z € (—3;3) U (3;5] asymptoty: & = U, ¥ = 1 —
f) z € [~V V2 U [3:00) &) (D) =R\ {1}, 30 o) = g3+ d D= RAL,
8. zx=1 g9(D g)—R\{‘l},
g) v €[—1,; oo) asymptoty: ¢ =0, y =1 oty — 1w — 4
h) z € (—2; —V/3) U (v3; 00) 3.1. Wykres funkii f(x) = & £) f(D) = RA\{—4}, ijyr?p)o Y, R\ {-2}
g\xr) = T+o - - )
a) 6 dm b) 14 dm .1 a (éa )7 B(1a4)7 0(27 2)7 D(471)7 asymptoty: =0, y = —4 g(D )—R<_2{—1} ’
1 _ 7 ’
1 _ — asymptoty: © = 2, y = 0, _ 1 _
Zadania z kontekstem realistycznym - 2) f(l) 2’ 7(=2) 9(1) =2, YHPLOLY _ Y _ ¢) g(z) = — 517 +3, Dg =R\ {-1},
) g(— 2) h(1) = 4, ( 2) = —2, maleje w (—00;2) i w (2;00) g(D,) =R\ {3},
.x=1 2 k(1) = ( 2) = — b) D': R\ {4}, as?/mptoty: x=4,y=0, asymptoty: z = —1, y = 3
2. 6300 cm b) czerwony — f, nlebleskl -9, maleje w (—00;4) i w (4;00) d) g(z) = —-% — 4, Dy =R\ {2},
3.a) V(z)=2%(x—2), D= (2;00) zielony — h, fioletowy — k c) D =R\ {1}, asymptoty: x = 1, y = 0, g(Dg) = R\ {—4},
b) z > 4 ¢)A-k,B-g,C—f,D-g E—-h rosnie w (—o0;1) i w (1;00) asymptoty: z = 2, y = —4
4. a) Vi(z) = 4(4 — x)*(z + 1), D1 = (0;4), 1. a) najmniejsza: 3, najwieksza: 6 d) D =R\ {2}, asymptoty: z = 2,y = 0, 4.2)6 b)4 ¢)2 d)4
Vo(x) = 4x(4 — ) (5 — x), D2 = (0;4) b) najmniejsza: —4, najwieksza: —2 rosnie w (—00;2) i w (2;00) 5 _ 9 b)y= 3 1
. .. 1 .. 1 . 'a)y :L‘—|—1+ )y_2($—3)_
b) z € (2;4) ¢) najmniejsza: 7, najwicksza: 3 3.a) D=R\ {-1}, Q) y= -t 41
. . d) najmniejsza: —5, najwieksza: —32 asymptoty: x = —1, y =0, P(0, 1) d) ' 3(33;2) 9
oot T e ) ) VooR 2 s
. . . . . . . . b) f(D) _ (—OO, _2) U (2, OO) asymptoty: x = —2, Y = 0, P(O’ %) . a) g(.CL’) = ;22_
9. PF ¢) f(D) = [~2;0) U (0; 4] ¢) D =R\ {-4}, b) g(z) = 55Ty +5
10. A3 3. a) a= —8, f(—2v2) = 2V2 asymptoty: z = —4, y = 0, P(0, 1) ¢) 9(2) = o5 — 1
11.1.B 11.2.E b) a = —16, f(—2v2) = 413 d) D =R\ {-3}, ; d) g(z) = 22 6
12. FF ¢) a=—14, f(—2V2) = 72ﬁ asymptoty: v = —3, y = 0, P(O, —5) 7.a)y=z—6,y——x—6,5(0,—6)
13.1. PP dya=1 f(-2v2) = -2 4. a) D =R\ {-2}, f(D) =R\ {3}, b)y=2—3,y=—x+5, S(4,1)
182.0=—v3,2=0,2=3 4. 2)a=-3 P(1,-3), RSt e ) y=z+4,y=—x+2 5(-1,3)
14.1. A2 f(x) > —=3dlaz € (—o0;0)U(1;00) ) D= \{i’f( )__2 {2} d)y=z+1,y=—x+15, 5(7,8)
) f(x) > =3 dla x € (—o00;0) U (2; 00) ©E= : - ’
16. o o asymptoty: . = —1, y = 3 3.3. Funkcja homograficzna
18. 3 5. a) a = 2, najmniejsza: —2, najwieksza: 1 )
! b) a = —4, najmniejsza: —2, > a) [4,-6] b) [-2.2] ¢) [2,-3] d)[3,1] [€1 a) f(@) =3 -1, Dy =R\ {0}
19. jeden najwieksza: 4 6. a) [3,—8] b) [L %] b) f(z) = x+2 +1, Dy =R\ {-2}
20. -6, 0 ¢) a = —6, najmniejsza: —3, 7. g(x) = ﬁ + q, asymptoty: z =p, y = ¢q ) f(z) = x71 +1, Dy =R\ {1}
21.1.332%,9:: % najwieksza: 6 (Z]1. a) g(m):%—&D:R\{O}, 2. a) f(w):_ﬁ‘f'lv Dy =R\ {-4}
23. jest 6. 2\/5 g(D) =R\ {-31, b) f(z) = —=25 +1, Dy =R\ {4}
24. z = {8 7.a)a=4 b)a=38 asymptoty: x =0, y = —3 c) f(x) I+3—|-1 Dy =R\ {-3}
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3.a)l, = +3 b) ,m—+11+3

7m+1
c)2, == —-2d)1, — -2
e) 1, x+2+4 f) 1 ‘“+4
4.a)f(:v)=ngLl 2,x=—-1,y= -2
b) flz) =2 +2,2=1,y=2
c) f(x) x+3+2 x=-3,y=2
d) fz) == -1, 2=3y=-1
e)f(x):%%—?),a) —4,y=-3
f) flz)=-%5+3,z=2,y=3
1.a)f(:1:):x—+3+2 xr=-3,y=2
b) f(z) =5 -3, z=3,y=-3
c)f(ac):m+2—|—4 x=—-2,y=4
d) f(z) == -2, 0=4,y=-2
e)f(:v)—%—i—%,x —S,y—%
f) f(x) = 1;1% +2,x=—2,y=
2.2) Dy =R\ {4}, f(Dy) =R\ {1}
b) Dy =R\ {1}, f(Dy) = R\ {2}
¢) Dy = R\ {=2}, f(Dy) =R\ {-4}
3. a) f(z) >0dlaxz e (—o0;4) U (5;00),
f(x) <0dlaz € (4;5)
b) f(z) > 0dla z € (—o0; —3) U (—2; 00),
(

f(z) <0dlazxze (-3;-2)
¢) f(z) >0dlaz e (—1;0),
f(z) <0dlaz € (—oo0; —1) U (0; 00)
4. a) maleje w (—o00;4) i w (4;00)
(—o0;—1)iw (—1;00)
¢) rosnie w (—o0; —2) i w (—2;00)
d) rosnie w (—00;2) i w (2;00)
(—00;2) 1w (2;00)

.1 1.

5.a) m=28, = %,y-—%

b)mzi,x:—Q,y:é
6. np.:a) f(z)=2+1

b) f(z) = L —5

¢) f(z) = ;45 +4

Q) (=) =

&) f(x) = - —3

) f(o) =~y + V3
7.a)x=—-2y=-2

b) z =8,y =20
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10.
11.

12.

- a) (=2,1), (2,
b) ( ) (_45 _1)5 (_371)’ (_15 _7)7

-3), (4,7), (8,3)

(0, = ) (2,=4) ¢) (=8,1), (=2,0),

(0,=1), (1,

(6,8), (7,6), (8,5), (10,4), (16,3)
a) dla ¢ = —2 stala,

dla ¢ = 0 liniowa,

dla ¢ € R\ {—2,0} homograficzna

b) dla ¢ = 8 stala,

dla ¢ # 8 homograficzna

c¢) dla ¢ = 0 liniowa,

dla ¢ # 0 homograficzna

a), b), c¢) funkcja nie jest homograficzna

flz) =35 +4
fl@) =35+ 3
f(a:)zm%g,—é
f():“, =R\ {1}
f(z) = 25, Dy —(2;oo)

:c27

Hiperbola

1.

a) (_370)7 (370)7 Yy=-—-

hiperbola sprzezona: yj 5

b) (_47 0)7 (470)7 Y= —%Jf, y=

hiperbola sprzezona: % — % =
c) (0,—4), (0,4), y = —2x, y = 2z,
hiperbola sprzezona: % — % =1

d) (0,-3), (0,3), y = —3x, y = 3z,

hiperbola sprzezona: x? — % =

ol

8
I

8

8
N

(SN (6] SISV | )

z,

3.4. Mnozenie i dzielenie

(€)1

wyrazen wymiernych

a) D=R\{-3,3}, 2
b) D =R\ {-3,3}, zi
c) D= R\{o:s}g
d) D =R\ {-3,0}, -
e) D=R\{- 3 2}, —
f)D=R\{%,2},—%

g) D=R\{-3,0},1
h) D =R\ {5}, —3

) D=R\ {3}, —z—3
b) D =R\ {2}, 3z

) D=R\ {-5,5}, 2=
d)D=R, z

<Y

g}

-2), (2,-4), (3,—10), (5,14),

2. e)D:R\{O,l},l’w—t,1
f) D=R\{0, 2} —xt2
g) D =R\ {3}, .5
h) D =R\ {- 22} ey
3.a) D=R\{-2,3},4
b)D—R\{—303}
C) D= R\{ 0} (Qac 1)(:Jc 5)
d) D = R\{—z 2,3}, ngi’;)
e) D=R\{-2,2}, X5
f) D=R\{-1,0,1,3}, =555
4.a) D=R\ {2}, 8
b) D =R\ {-1}, -3
¢) D=R\ {3}, 35
d) D=R\{-3} 4
e) D=R\{-7}, —5
f) D=R\{-3}, ¥
5.a) D =R\ {0,3}, 8z
b) D =R\ {-2,—1,1}, (z — 2)(x — 1)
¢) D =R\ {-3,0,3}, o35
d) D =R\ {-1,5}, — £t
e) D=R\ {1}, z* +1
f) D =R\ {-4,-3,0}, £
(Z] 1. a) tak b), c) nie
2.a)0 b)0,2
c) —2,3 d) —1,0, 2
3.a) D=R\ {0}, z° — 72, 6
b) D =R\ {-1,0},2(z+1), -1¢ D
¢) D=R\{-1}, 2% -1¢D
d)D:R\{2,§;§,—§
e) D=R\{-3,0,3}, %5, —3
f) D=R, &1, 0
g) D =R\ {0,1}, LD g
h) D =R\ {-3, -2}, 2@;3),4
4, 2) D =R\ {-3,0},

wartosci kolejno: 1, —5
b D =R\ {~v2,v2},
wartosci kolejno: —10, 1
o D=R\{V2},
wartosci kolejno: 13—6, 0
&) D =R\ {~1.4),

wartoéci kolejno: —3, -1

5.

10.

a) D =R\ {-2,2},
wartosci kolejno: %, -1, 3
b) D =R\ {—\/?j, \/5},

wartosci kolejn0' 5, —11,5

)D R\{ 275
wartosci kolejno —ﬁ, %, %
d) D=R\{-3,3

wartosci kolejno: 3, %, L

a) D=R\{-1,2}, -
9D =R\ {51, 2

¢) D=R\{-4,0}, 1

d) D=R\{-1,2}, 1

D=R\ {2}, 2 f) D=R\{0,1}, -1
a) Da =R\ {0,9}, Dp =R\ {-2,0},
Dap =R\ {-2,0,9}

b) Da =R\ {-2,2}, Dp =R\ {-2,0,2},
Dap =R\ {-20,2}

¢) Da =R\ {-2,0,2}, Dp =R\ {0,2},
Dap=R\{-2,0,2}

d) Da =R\ {-1,1,2}, Dp =R\ {-2,1},
Dap=R\{-2,-1,1,2}

a) D =R\ {0,2}, 2

b) D =R\ {-3,1}, -3

¢) D=R\{0,3}, -5

d) D =RA{-1,1}, <4x+1><i2+1>

)D R\{ 1’2’ }’ 2?;11)
f) D=R\{-3,-2,0}, &2z3
g) D=R\{-22}, —%

h) D =R\ {-1,1,2}, — et

(@—1)(2-2)
) D:R\{—?),?)}, r+3

€

®

o

a) D=R\{0,1}, 3
b) D =R\ {-2,3}, — 22
c)D:R\{—%,O},%
d) D =R\ {13}, %
e) D= R\{O,B} —%

r—2
f)D_R\{ 27 17172}7m
a) D=R\{-3,-1,3}, (zx+ 1)(z +3)
b) D =R\ {—4,0,3,4}, -3

- (2z4+1)(z—2)
¢) D=R\{-23,2}, &556rD
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11. a) D =R\ {0}, f(z) = -2

b) D =R\ {1}, f(x)=2

______ L

i x

0

...........................................

e) b:]ﬁ\{ﬁ,l}.,

vy 1 f Lo gl

ol
) D=R\ {0}, f(z) = (z-2)" - &

13. kolejno w wierszach:

14.2) D =R\ {-3,

b) D =R\ {-4,-1

X

1
h: TIF1 24’ z43

D N T

P 2x42)

b —(z—1)(z—4)

¢) D=R\{-1,1}, &2
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[ 242

a) x# -y, #£y,
h}.’n"?{i _%y'- Tfé _%y’ T ?’é lTy’ .'t::i'y
€) T # —3Y, iy

3.5. Dodawanie i odejmowanie
wyrazen wymiernych
[€]1. a) D=R\ {-3,3}, =2

b) D =R\ {-2,0}, 2z2=3z-30

z(x+2)

252 42z 1t
c) D =R\ {-4,1}, 55—

) = ), stk

]

fy D=R\{-1,1}, (-—-m_z 1;;1—.13
2.a) D =R\ {-3,0}, ;%5
b) D =R\ {2}, 222

r—2

c) D=R\ {—4,-1}, —irf—“

4)[z+1)

d) D =R\ {-2,4}, — 5’

(z-4)(z+2)
- T . Sr424
E:l D = ]R\ { 4-.1} (z—d){z+4)
B e+ 2
f) D =R\ {-1,0}, - 225
3. a) nie b) tak

)
4. a) D=R\ {-4,0,4}, _ 2(=®412)
)

{:l"2 16)
¢) D=R\ {0, 3} m
d) D =R\ {-5,0,5}, =1

»2_35

e) D=R\{0,1}, H="==-1)

o(z—1)2
f)y D=R) {—%.(L% : 4—.{‘311:-551}

@)1. a) D =R\ {-2,3}, %=t
h} s R\ {114}" —2"+1|.]

{(2—1)(z—4)

¢) D=R\{-1,1}, 2= —g=_11

2{x=-1)

d) D = R\ {0,2}, 32Tzt

2x{z—2)

E)D=R\{—D?3} —14x=4+10

' {z+56)(3z-1)
£) D=R\ {68}, B=12
2,8) D'=R\ {11}, 200

)
b) D =R\ {-2.2},

P

c) D=R\ {1}, ==

(z—1}
d) D =R\ {-2}, Z5¥
) D=R\{-1,0}, =2+
f) D=R\ {-1,0,1}, i'i_ﬂ,i;%
3.a) D =R\ {-2,2}, 2=
b) D = R\ {-6,0}, E-3=t2

2x(z46)

3. ).D ]E\{ “2} —@ +1£::+zr1

T ar2-g
d) D =R\ {}}, =10
4, a}DzR\{iﬁ},%,—l
2 o y
b]D:R\{—-fl,d},Tf_é% 2

5. Rz - R]H R{' — H] R"a

R] Ri+Ra
6. a)l = F’;"’* b)b=22 _q
) h=2% dr={

E] R = ma-F flim = Ll

w2 g—w: R

WrR
g) m = GM(R-7)

ROGMm
h) r= WR+GAMm

3.6. Rownania wymierne (1)
[€l1.a)z=—-4 bB)2z=
c) m=—,—1~ d) z =
3.a)r=3 b)zr=—-4 ¢jzr=-2
4. a)r=—-4 b)x=4
¢) sprzeczne
Ell. a)z=T b)e=-3 ¢jz=3
2.a)z=-—6,2=3 b)z=16
=9
5 b)z=-2,z=4
=3 d)a=23
f) z = -3
4, a) r= —3 b) sprzeczne
)r=—1d)z=4
e)r=3z floz=—-3

5.a)2=0b)z=-3,2=0
¢) sprzeczne
d]m:—l—%,m:—l—k%,m:ﬂ
e)z=4 fNz=-2,z=-1

¢) x =
3. a) z=

&) s

B

e L L
B B
Il

e) x = :

3.7. Rownania wymierne (2)
[€ll.a)z=% B)xz=1¢)z=2

d) =z e)r=2 fjz=3
glz=—£f h)z=0

2a)r=-22=1b)z=-1
) z=—82x=~-1 dyxr=3
e)r=—-6,z=1
flz=—4, z=-2
g) x=—=3; =
h) peee 1 g

=
3
3

[ |

10.

11.

12.
13.

.a];rr:-i #=8 b)) r=-2

¢) = -8,z =1 d) sprzeczne
e) x = —3V2, r=3V2
f)z=-9,2=0

WA E=CR B =8 =2

d)z=0e)z=-1flz=1,2=2

.a)z=—=2 blz=-2 )z =-1

2
d}r——l—“z—z.‘ ——l+‘£’
e)z=6—VT,z2=06+ 7

i 14++7
s s =

2
a)#=~—5 =38 b)2=3 cjr=-3

djz=2 a)z=1

f) brak pierwiastkéw calkowitych

. nie ma rozwiazania: I; maja nieskonczenie

wiele rozwigzan: 11, 111, IV
a) 1 b) 0 e) nieskoficzenie wicle d) 2

e) nieskonczenie wiele f) 1

.a)z=-55 b)z=-6 ¢z R\ {1}

e AL3YVE . H W L)
d) z = -2 p = 2E2¥2

o) a=2.2=3 flz=-8

L= — 2,a=[},a=\f§
a) p=0yw=g

b) z = —3;{5&51 = —:Hl-t-:’?iii

c) sprzeczne d) 2 =0,z =7 e)jx =2
f)z=2 g)z=-12 h)z=-1

a) P1(—1,0), P:(3,4)
b) P,(—1,0), P2(2,6)
c) Pi(—1.,0), P:(5,3)
a) A(—2,-2), B(2,-2), C(2,2),
D=2.2) P'=16

b) A(—V3, —V3), B(V3,—V3),
C(V3,v3), D(—3,V3), P =12
a)g=—3, y=-1lubz=1 y=3
b)z=-2,y=1hbz=3, y=—4
¢) =4, yg=—3hbe=-2y=1
Py(—1,-2), Py(1,2), Ps3(2,1)
a)z=-3,y=3lbzr=-1,y=-1
lubz=0,4y=0
bjz=-2,y=—-4lubz=0,y=0
b= 1;y=-—1
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3.8. Nieréwnosci wymierne

[€)1.

a) z € (0;2) b)ze[-2;0)
c) z €[-3;0)
d) z € (—o0; —2) U (0;00)
2. a) f(x) >2dlaz € (0;1),
f(x) > —2dlaz € (—o0;—1] U (0; 00)
b) f(x) > 2 dla x € (—3;0),
f(z) > —2dlax € (—00;0) U[3;00)
¢) f(z) >2dlax € (5;00),
f(x) > —2dlaz e (—o0;4] U (5;00)
3. a) z €(2;5] b)xe (419)
c) z € (—00;33) U (4;00)
d) z € (—00;2) U [3;00)
e) z € [—3;0)
f) x € (—o0;—1)
g) x € (—oo;—4) U (—3;00)
h) z € (—o0; —1) U [5;00)
4. a) z € (—o0;1) U [2;3)
b) z € (—o0; —4) U (—2;—2)
¢) ze[—2;2) U (23]
d)ze(-1;1—v2]U(1;1+ 2]
) v € (-3~ 2] U (~20) U4 o0)
f) € (—oo;—1 —+2)U(-1;0)U
U(-1+v21)
[2)1. a) z € (—o0; —1) U (—3;00)
b) z € (=7;3)
¢) z € (—oo; —=7) U (=45 00)
d) z € (—o0; 2] U (5; 00)
e) z € (—oo;—3] U (0;00)
f) z € (—o0; 1) U (2;00)
g) = € (—o0;5) U [10; 00)
h) z € (=3 -]
2.a)ze[-3;00)
b) z € (—oo; —1] U (0; 00)
¢) z € (—3;00) d) z e (0;00)
e) r € (—3;—1) f) sprzeczny
3. a) z € (3;4) U[5;00)
b) z € (—o0; —5] U (—2; —3] U (—2; 00)
¢) z € (—1;0)U(2—+3;2++3)
d)z e (—2—%) U(1;00)
e) z € [—2;1) U (1;00)
fyze[-3-3v2,-3)u[-3+2v2;3)
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4. a) AUB = (—o0; —3| U (—2;00),

ANB=(-1;2), A\ B=(-2;—1]
b) AUB = (—o0;2) U (3; 5],
ANB=(—o00;1), A\ B =10

c) AUB = (—oo;—l)U(—%;—l—lo} U
U[0;00), ANB = (3;00),

A\ B = (—o0;—1)U [O' 5]

’ 2

.a) z € (—oo;—1)U(2;00)

d) z € (—o0; —4) U[1;4) U [5; 00)

e) x € (—oo —5]U(40) ( :4)
f)me(—2;— 21 > (@,oo)
g) = € ( oo;—%)U(—% 2)U(O,OO)
h) z € (—oo;—1) U (0; 1)

i) z € (—2;0]U (23]

) © € (—00;=3) U[-3;-2)

b) z € (—2;2) U (4;00)

d)xe(— ;—2) U (2; 00)
)z € ;=3 F}u(—%,‘?ﬁﬁ}u
U(%;OO)

g) x —2)U (=2 -1 U (0;00)

f) z € (- 00'1) [%,oo)
€ (—o0
h)z € (-1 ) (1; 00)

3.9. Dziedzina funkcji. Funkcje wymierne
[€]1. a) [8;00) b) (—00;3] ¢) (—o0;0]

d) (0;00) e) (2;00) f) (—2;00)

(
g) (1;6] h) [-6;0) U (0;3)
i) (—2;2) U (24]

.a) D=(-2;2)U(2;00),

nie ma miejsc zerowych

b) D = (—o00; —v2)U ( V2;0], £(0) =0

c) D=(=21], f(1) =
d) D = (3;0), nie ma mlejsc zerowych
e

) D =R\ {0}, nie ma miejsc zerowych
f) D={1}, f(1) =

-a) D =R, f(-4) = f(4)=0

b) D =R\ {-5,5},
nie ma miejsc zerowych

c) D=R\{=3,3}, f(0) =

21

QO

e) R\ {0,1}
\ {-3-+v15,—1,-3+ 15}

, ), d) nie sa réwne b) sa réwne

)
6.a) 2. D= R\{04}

z(z—4)°

b) 4dxr—1 D = R\{

45217 2’2

. 8) f(z) g(z) = &2,

Df'g =R \ {_27 _1};
f@) _ @DE) RN\ {9 1
; =R\ {-2,-1}

g(z) = 2(z+2)2 O
o—1)2
b) f(:lj) : g(x) = ($2_(22)(I:_)2)27
Dyg =R\ {-2,2}
flz) _
g(z) wQ’Dg_R\{ 2’27}

g(z) —

c) f(z)-g(x) = (2z - 1)(z = 3),

Df'g = R\ {_3, _%};
flz) _ (2z-1)(2z41)2
g(x) = (z-3)(z+3)2

—R\{-3,-1,3}
d) f(z) - gla) = LG tes)
Df'g :R\{—l,O},

f(z) _ (22-4)(z+1) —
g(z) = x(x2-4z+5)? D% =R \ {_1’ O}

a) D=R\{-1},z=1

b) D =R\ {—3, 3}, nie ma miejsc
zerowych

) D=R\{-35. 5} e=-Lao=
d) D=R\{0,1}, z =

a) D =R\ {-1,2}, h()—Odlax:%,
h(z) > Odlaxe( 1; 2] U (2;00)
b) D =R\ {~4.1},
h()—Odlaa:——3

5
h(z) > 0dlaz e (—o0;—2] U (—3;1)
¢) D =R\ {-2, %}, nie ma miejsc
zerowych,

h(z) > 0 dla & € (—o0; —2) U (3; 00)
d) D=R\{-2,2}, h(z) =0dla z =1,
h(z) > 0dla z € (—2;1] U (2; 00)

1
4

-a) z € (1;2) b)ze (23)U(400)

) np. y—% b) np. y = Wl(i_l)
—36
) 0P Y = G2

g}

Qo
~

o
~

=3
N

<%

a) k€ (—2;2) b) ke (0;4) c) ke 0;4)
a) Dy =R\ {-1},

f rosnie w (—o0; —2] U [0; 00),

f maleje w [—2; —1) i w (—1;0],

flx) < =3dlaz € (—o0; —2) U (—2;—1),
Dy =R\ {-3,1},

g rosnie w: (—oo; —3), (—3;1), (1;00),
g(zr) < =3 dlaz € (—3;0) U (1;00)

b) liczba rozwiazan réwnania f(xz) = m:
0 dla m € (—3;1),

1 dlam e {-3,1},

2 dlam € (—o0; —3) U (1; 00);

liczba rozwiazan réwnania g(x) = m:

1 dlam = -3,

2dlame R\ {-3}

a) Dy = R\ {0,2}, f(z
Dy =R\ {0}, g(z) = ==
Dy =R\ {0}, h(z) = =2
b)z € R\ {0,2} ¢) z € (-0
a) 0 dla m € (1;4],
ldlam=1,
2dlam € (—o0;1) U (4;00)

b) 0 dla m € [—4; —1) U (1;4],

1 dlam e {-1,1},

2dlam e (—oo;—4) U (—1;1) U (4; 00)

+2

): )
)

)

;2]

3.10. Réwnania i nieréwnosci z wartoscia

bezwzgledna (1)

r=1,z=1b)z=-1,z=—3
c)rz=-152=3 d)z=2,2=5
a)rz=0,z=6 b)z=1,x=3
r=-1,2=0 d)xz—%,xz()
a) z € [1; 1]

v € (—o0i—2) U (300)
c) z € (—6;2) d)we (-2:3)
e) z € (—oo; —1] U [5; 00)
f) x € [-18;24] g) z € [—2;10]
h) z € (—o0; —2) U (5;00
Jz=-2,2=% b)z=1z=2
Jr=-5z=2 dz=-3,z=2
e) v = —2 f) sprzeczne
g)x=-2 =2
h)r=-22=-—V2, =2 1=2
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2. a)z=-3,z=%3 2. 8)r=—5,x=—1,58=5 @1a)z=-52=2 b) VI
b)r=-%2=-1 bl)z=-2,z=4 ¢)z=-T,z=5 st gl 00000 Ceesseossosgmimees ass
¢ =4 r=8 dyg=1, =8 dya=-72=3 c)r=32 =72

3.a)ze(—2;1) b)ze (—%; 2) 3.a) z €[0;3] b) x € (—oc; _.1] ez e R d) sprzeczne
c) z e [—9; -3 d) z € (—1;8) e)rE[—E,%] E]Jr:_iii?m:_?j
d].T—E{—::C;—%JU(—-[I;;::GJ f) sprzeczna f) e = &

e) r € (—oo;—3] U [12; 00) 4, a) z € (—o0;—2] U [3; 00) g)r=—7
f]me{—m;ﬁju{%;c@ P R ¢ g h]mER\{H}
g zeR\{3} 2= 2. a) z € (~1;3) U (3;7)

4. a) z € [-3;-2]U[1;2] b)x e R\ {2} ¢) sprzeczna
b)z e [-5—2] U[23] d) z € (—o0; —5) U (—1; 00)

3 3 3 s "
0 ze[-2-4 U [k2] ERNASEESER L ) B (eoaig| Ol 209)
d) z € [-1;1] e s o f)ze[-3:3) V(53]
- G ) & € (~o0; 3] U 15 o0)

2. a) ) il {U:(}) : ] Y } E)x 02 3 3
b) z € {— —zi) U (Ec-o) e s e e e ' h)z e (—o0;2)U(20
4z €2 u] c) E[‘:?i‘ii'] Lo 1/ 3.8) e (=561 1]
flzekR i b)z € (=5-1)U(-1;2%) ¢Jz=1 -

6. a) z € [2; §] s 3 @ & 3 ; = ¢ & d)z € (—oo;—1) U (—1;0) T8 % 1 A
b) x € (—o0; =T) U (3; 0) Bom) e, gl pi=D e) z € (—oo; 2] U [2;00) —r=i j o
C} { PO __}:i_:| U|: lgl‘cx}) b} W (| L‘:I sprzecane f} v e R\{—:i, ].} . . ....... ...... :1 ....... ........... ..... .......... %
d) & € (—o0; —4) U (6; 00) d)ip=h pec] e oge=1]1 g) z € [-1;2) U (2;00) E I g i T Ly

z=-3 B B T Y L Rl

3.11. Réwnania i nieréwnosci z wartoscia o)z = , h) x € ( o0; —17) U( 3 U(do0) L L R W

bezwzgledna (2) fle=-3,z=-1lr=12=3 i) € (—o0;— é}‘] U [—1-;54} U (4;00) :
Bl a)s=—1 B)s=15 6.:]:J?E{—5;W—UU{1;?) 4a)r=%az=1 b) - T
D) B=5 &) g=1 )& € (—o0;—=1) U (L;00) A [ e L i R
e)z e [-2;0¢) f)z=0 £) e {~00y=0) U (=51'=8) Uilico) c)r=26 :
: ‘ d) x —oxiz () 1: T 1:3

2.a)r e (~o0;l) b)ze[-9-1] f)}jii—z(—];][ UT)_;:]TL[EI_,.E_ ] 5. a)z€ (0;1)U(L;00) =4 : o
c) r € (0;00¢) d) z € (—o0;0] # ' b)ze (-2:—3) ol 1 1 Cx
eze[h2 HzeR 7.a)z=0 b)z e [0;00) ¢) z € (—o0; U] | ) : -

d.a)s=_l,z=4 b)ze[20) RS0 i’ =R dz=-22=2 . B
c) z € [2:00) d) z € [0;00) 3.12. Réwnania i nieréwnosci z wartoscia e) z € (—o0 _%] U (g:00) - BBy = . :

4. a)ze(-13) bezwzgledna (3) f) z € (—oo;—4) U (—5;:0) U(0;3) U B g
b) z € (—o0; 5] U [%;00) €1l a)z=-52z=1b)zr=2% z=1 L,J{-l,.cx:.} | o | o '
¢) z € [—4;0] U [6; ) ¢), d) sprzeczne 6. a) BRI iBEE 3.13. Wyrazenia wymierne -

d)z € (—oo;-3)U (3;7) 2.a)a=-l,z=-L ba=-1,z=1 ' zastosowania (1)

5.a)r € (—oc;1] B)zeR c)z=-T,z=1d)z=2 [€]1.a) 2 b)9il2
c)r=1d)ze[-1;1] 3.a)z=22=6 2. a) cukierki A — 16 zl/kg,

6. a) 32 b) 4 4. a) z € (—1;1)U(1;3) cukierki B — 20 zt/kg b) 8,50 zl/kg

Bl a)z=—% B)zr=-6z=1 b) & € (—oo; —9] U [5; ox) Z)1.a) £ b) 2
c)z=23 d)z e [-3;0] c) z € [~ -3)u (—'1'.! 3;} 2. a) mama — 48 lat, tata — 54 lata
e)zre[-2:2] fla=—-8, 2=0 d) z € (—oo; —1] U [2;20) b) za 11 lat
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3. a) 0 40 em lub 0 96 ¢m

b) 0 72 em lub o 1080 cm

£a

3 h 45 min
5. 24 dni
6. 7 h 12 min

3.14. Wyrazenia wymierne -
zastosowania (2)

[€]1. a) 60 km/h, 80 km/h

b) 90 km/h, 60 km /h

2. a) 120 km/h, 90 kin/h
b) 90 km/h, 80 km/h

15 km/h, 20 km/h

60 km/h

12 km/h, 18 km/h

32 km/h, 12 km/h

a) 50 km/h b) 60 km/h
a) 120 km/h

O O b G2 B CEA

Zestaw |

1.6=6 i) P4
b) z € (—o0; —2) U (0; 00)

c) mE{—m;[]]U[%;m)

2,8 D, =R\{0}, =0, y=1
b)D,=R\{0}, z=0,y=-2
¢) Dy=R\{4}, z =4, y=10
d)D, =R\ {-2},z=-2,y=0

3. a) Dy =R\ {0}, f(Ds) =R\ {0},

Dy =R\ {1}, g(Dg) = R\ {0},
=R\ {1}, h(Dx) =R\ {1}

b) Dy =R\ {0}, f(Df) =R\ {0},
=R\ {-1}, g(Dg) = R\ {0},
=R\ {-1}, h(Dn) =R\ {-1}

¢) Dy =R\ {0}, f(Df) =R\ {0},

Dy =R\ {-2}, g(D,) =R\ {0},

D =R\ {-2}, h(Dx) = R\ {3}

4. a) [-3,3] b} ["l 1] c) [1,1]

5. a) g(x) = IH
b) g(x) = — =
6.a)b=22 b)r= 2R
d)u=m c}q=l—“_?1

_ S{i-q}
f] ﬂ'l Ba l—q“

5 —

1 —1
42

ot B e
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LHar=2 hz=1 =1
d)yz=—32=0D
e) x=2; =58
flz=4 g)lz= %-_-[1 z = Y10

hyz=1 1)w=4_0
8.a)z=-6b)z=2 ¢)z=10
d) x =0 e) sprzeczne f)z = 3
gla=<2 z=4 h)s=3 i) g==3
2.a) D=R\ {-1}, z-1
b) D =R\ {0,3}, =3
c) D=R\{-3, 2}-‘ ;+:1
d) D =R\ {-5}, oo
10. a) z prosta y = 2: {%, 2);
z prosta y = z: (1,1), (-2, -2)
b) z prostg y = 2: {—% 2):
z prosta y = x — brak

c) z prostyg y = 2: {71{-,2); 2z prosta y = @

(—1+v’§ —1+v"3) (—1—¢'§ —1—»-’5)
2 2 ’ 2 2

d) z prosta y = 2: (—2,2);

% prosta y = x — brak

11.a) f-ILz=0;9-L 2= 3
b)glzl=sdlaz—=1,2=4,
flr)=—2 dlaec=-3,2=0

12. a) z € (—1;0) U (0;1)

b)x € (—2;0)

13. a) sprzncano b g==1, =3
¢) x =0 d) sprzeczne
e).r:—w./_ =7
f)z=—v2, 2=+v2

Zestaw I

1. a) 2 € (—00;3) U [5; 00)
b) z € (—6;—2)
¢) z € (—oo;—1) U [T;00)
d) z € (0;1)
e) z € (—oo;—1) U (0;1)
f) z € (0; 00)
2.a) z € (—o0;—-3]U[0;2)
b) z € (0; 3] U (5;00)
c) x € (—2;—-1)U(0;1)
d) z € (—oo;—3) U (=1;0) U (3;00)
e) z € [-2;—3%) U {0} U (6; 00)
f) z € [-5;0)

10.
11.
12.

13.
14.

13

16.

17.
18.

19.

.a)z=—-3, 2=

b) z € (~o00 —l]u[l;oc]
c) x € (—oo;—2) U (0;4)
: 2; 1) U (2;00)
e) 2 € (—o00;—2) U [-1;0) U [3:00)
f) z € (=3 2]

b] T e 7,1)u{5;ooj
¢)r€(—oo;—2)U [—:};U] I {23 00)

.a) AUB = (—o00; 1] U [2; 0),

ANB =[-2:0)U (4 00), A\ B = [2:4]

b) AUB=R, ANB = (—o00; —2)U(0; 1),

A\ B =[-2;-1)

: byz=-5
¢)x € [l;o0) d) z € [1;3]

e =k p=132

fle=-2, =2

g) z € [1;5]

h) x = —1 1i) sprzeczne

.a)1,2 b)2,3,5,6 ¢)1,2,3,4,5
.a) R\ {-3} b) R\ {V3}

¢) R\ {1+ v2}

i) =] =]

h) #=—4, =2
c)r=2 d)zr=-1
2) =1 b) =
a}r::—i b) sprzeczne

1,-3] b) [2,—5]

Y=
—_.'.
m ;

m= —]—

a)ymeR)\ {0}
b) nie ma takich m
c)Jme [0;1] d) m € (—6;2)

a) ke (-1-2) b)ke (1)
k € [2;00)

T

b | =

1
i
prostopadile dla m = —1

a) rownolegle dla m =

b) nigdy nie sa réwnolegle,
prostopadle dla m = 0 i dla m = 2
aym=0 b)me (-2;2)

¢)me (1—2vV21 +2v2)

Zadania z kontekstem realistycznym
1. & min

2.20hi30h

3. 55 min

4. 8h

5. 60 km/h

6. pociag: 90 km/h, autobus: 50 km /h
7.4h

Przed obowiazkowa maturg z matematyki
1.D 2A 3D 4C 5D 6B 7.B
8.C %D 10.A

11. A3

12, PF

13.1. FF 13.2. B

14. BF

1531, DA 152, A

15 0= 11

17. 2 =0,z =2-2V3

181.21 182. 2 =1- Y% =14 ¥I0
19. z = v/2

21. 312 cm?®

22.t =22 9 >0,{=1h 45 min
23. 2 km;"h

Przed matura z matematyki
na poziomie rozszerzonym

() 1|
. 39L

€% 7]

&= B

[2; 3] U (4; 00)
me( vF] {»/_ oo]

Zie (—4; —l] U (2;00)

© N U os e

B.._.x P
2. z€ [—1_,—1., —3) U [0; 00)
10. 70 km/h i 90 km /h
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4.1. Trojkaty prostokatne

[€]1. a) 50 b) 3 ¢) 3v2

I 366

d)4 e)4 f) YT
—5 b) z=+/106
, b), d) jest c) nie jest

2(2 4+ +/2) cm

[

xT

[

)
)
b)
b)

SR O

a b) 6(v/2 +2)
(V2+1)
V2446 b) 2(V3 +3)
3(V3+1)
.a)9 b)2 ¢) 32
2. 24\/3
a) x = 2V/2, y=4
b))z =4(V3 —1), y =42
) 8(2++3) cm
b) 3(3+v2+V3) cm
5. 3v/21, 3v/39
6. a) 2(3v/2 +4)
b) 2(v/3 + 3)
c) 2v3 +3
7. a) 12 cm b) 80 cm
V3 cm, 2 cm, 21/3 cm
9. 4,52 +/2)
10. 12(1 +/3)
11. 18V/3
12. a) 2(5 + 3V/5)
b) 2(4 +V/13)
13. a) V73 cm, 2v/13 cm
b) 3v/7 cm, 3v/13 cm
14. a) 5 cm, 12 cm b) 4,8 cm
15. 8 cm i 10 cm

1
1
2(V2 +1)
8
3

Cc

)
)
7. a)
)
a)

©

16. Suma pdl ksiezycoéw jest réwna 60 cm?

i rébwna sie polu trojkata.
17. a) 8(v2 — 1)
b) 4(1 4+ v/2)
18. a) 7 24, 25 b) 8, 15, 17
c) 12, 35, 37 d) 20, 21, 29
e) 5, 12 13 f) 27, 36, 45

Dowody twierdzenia Pitagorasa

2.b)a=+31+1,b=+31-1

Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 176-185

4.2. Funkcje trygonometryczne kata ostrego

(€] 2.

3.

Z1.

. sina = cos 3 =

sin 60° = L2 cos60° = 1, tg60° = /3
a) Sma_cosﬁ 13,cosa:sinﬁ:%,
b) sin « zcosﬁz %, cosa =sin 3 = %,
c) smoz—cosﬂ %

cosa:smﬁ Tf,

tga = tgﬂ 2v/2

4

a) Sma—cosﬁ =,

g cosa =sin 3 =

tga =3, tgB=73

b) sina = cos § = 25,cosa:sinﬂ:%,
tga:ﬂ,tgﬂ:7
c)sina:cosﬁ:‘/l—l_;,
cosazsinﬁ:#,
tgazi,tgﬁ:él
d) sinow = cos 8 = %,
cosa—sinﬁ—\/ﬁ,
tga =Y, tgf = V15
e)sina:cosﬂz‘/?—,
cosazsinﬂz%,
tga:%,tgﬁ:Q
f)sinazcosﬁ:‘/?g,
cosa:sinﬁ:@,
tga =2, tgf =2
.Siﬂ@zcosﬁz@,cosazsinﬁ:%,
tga =1, tgB =2
a) 10, 24
b) sina = cos 3 = 13,coscv—smﬁ 5
tgaz%,tgﬁ
.sina:cosﬁzlﬂoo,
cosazsinﬁ:%éio,
tga:%,tgﬁ:?)

Nt

cosa =sin 3 =

10’ 10 7

tga—g\g,tgﬁ F

.a)sina = 5g9_, cosa = 8‘8/9_, tga = §
b) sin 5 = 29 ,COSﬁZ%,
tgf =3

a) BDi DF b) DO ¢) BC

4.3. Trygonometria - zastosowania

1.
2.

w

(I
= O

WoN>ULAOONR

a) okolo 8 m b) okoto 9,72 m

a) okoto 19,96 m b) okolo 26,43 m
a) okoto 58° b) okoto 77°

okoto 18,79 m

okoto 95 cm

okoto 12,62 m

okoto 21,42 m

a) okoto 50° b) okoto 64°

a) okoto 12,59 m b) okoto 8,81 m
okoto 197 m

okoto 34,33 km

okoto 2484,48 m

okoto 91,53 m

a) okoto 17,17 m lub 64,84 m
b) okoto 89,88 m

4.4. Rozwiazywanie tréjkatow

[€)1.

prostokatnych

a) v/19 cm; okoto 26°, okoto 64°
b) v/194 cm; okoto 21°, okoto 69°
¢) 53°; okoto 9,03 cm, okoto 11,98 cm
d) 36°; okoto 5,81 cm, okoto 9,89 cm

. a) 3°36' b) 224" ¢) 9 d) 712" e) 25'12"

)

a) |CD| ~ 6,47; 27°30/, 35°, 117°30’

b) |C'D| =~ 7,05; 35°, okoto 126°, okoto 19°
a) |¥BCD| = 106"17’50”,

|¥DBC| = 27°28'35",

¥ BDC| = 46°13'35"

b) [XPAB| = 90°, | X ABP| = 36°51'5",
|XBPA| = 53°8'55"

a) 21/13 cm, okoto 34°, okoto 56°

b) 5v/2 cm, okoto 8°, okoto 82°

¢) 2v/41 cm, okoto 39°, okoto 51°

a) |XABC| = 56°, |AC| ~ 8.9,

|AB| =~ 10,73

b) |[XCAB| = 24°, |BC| ~ 4,07,

|AC| ~ 9,14

a) okoto 75°30’, okoto 104°30’

b) okoto 53°

¢) okoto 67°, okoto 113°

|AB| ~ 20,88, |AD| ~ 8,09,

|XDCA| ~ 28°

10.
11.

a) 90°, okolo 53°, okoto 108°30,
okoto 108°30
b) okoto 42°, okoto 138°

. okoto 75°30’, okoto 104°30/

lub okoto 41°, okoto 139°
|AB| =12, |BD| = 3, |AD| = 3v/13,
|ED| = 3

. okoto 18°30’, okoto 18°30’, okoto 143°;

62 cm, 2v/5 cm, 2v/5 cm
okoto 32°

a) Ob = a(1+ V2 +/3),
katy: okoto 35°, okoto 55°

b) Ob = 2(2+ 2 +6),
katy: okoto 35°, okoto 55°

4.5. Zwiazki miedzy funkcjami

2 2.
3.

Z1.

trygonometrycznymi kata ostrego

a) sma:—Q‘f,cosa:f’
b)sinoz:‘/gg,cosoc:?6

i — 21 — 20
c) sina = 55, cosa = 55
d)sinoz:%g,cosozz%g
e) (:os,Ozzé,thz:—Q‘E{g
f) cosa:‘/??,tga:—f
g) sina:—2\5/g,tga—2
h)sma——vél,tga:—vél
a) cosaz%,sinaz%,tgaz—vgl
b)sina:%g,cosa— ,tga=+/3
c) tga—é,sina:%ﬁf‘*,cosa—%
a) sina = 0,6, tga = 0,75

4 _ 4

b)sina = z, tga = 3
) cosa =Y tga =Y
d) cosa = Y2 tga = 22

6 _ 6/13
e) sina = 2, tga = 23=
f) sina = 252 cosa = 212
g) sina:%,cosa:%

: 44T _ 54l
h) sina = =F=, cosa = 2
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) tak b) nie c) nie d) tak
4. a) 2v/5 c¢cm, 4v/5 cm
b) 64/13 cm, 9v/13 cm

—1 b) 2

)
) 30 b) 4(v/5 +3)
¢) V6 ++v3+3 d)3(V/13+5)
)
)
)

7. a), ¢), d) tak b) nie

8.a) m* b)1-2m
¢) 14 2mv1 —m?2
d) m++vV1—m?

9. a) Sin(X:TE),COSO_/_Q—\s/g
b)sinoc:21—\/§_3,cosa:%§_3
c sina:%,cosa—%6

)
10. a) 0,48 b) —0,2 lub 0,2
) —0,296 lub 0,296

Trygonometria i astronomia
1. okoto 40214477211796 km
4.6. Funkcje trygonometryczne

kata wypuktego

1. a) 45°, np. (1,1) b) 90°, np. (0,1)
c) 135°, np. (—1,1)

2. a) |OP| =5, sinaz% cosa = %,

tga:%
_ L4 _3

b) |OP| =10, sina = ¢, cosa = ¢,
tga:%
) 0P| =2, sina = }, cosa = 4,
tga = *ég

3. a) smoz—g,cosa:—g,tgoé:_%
b) sina—g cosa_—\g,tga:_l
c) sinazl—\oﬁ,cosa:—%,
tga = —3

4. a) sin0° =0, cos0° =1, tg0° =0
b) sin90° = 1, cos90° = 0
c) sin 180° = 0, cos 180° = —1,

tg180° = 0
5. sina = \/_ , COS (@ = %, tga = 1,
sin(180° — a) = \f’
cos(180° — a) = _i
tg(180° — a) = —1
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6. a) sin135° = L2, cos 135° = — Y2,

tg135° = —1
b) sin 150° = %, cos 150° = —73,
tg 150° = — ¥
8. a) cos” a = %, cosa:—g,tga:_%
b) cos2a=%,cosa=—‘/?§,tga:_%
c) C082a=%,008a:—27\/5,tga:—%
9. a) sin® o = 2%, sina = %, tg o = _%
b)sm2a:§,sma:¥,tga: 2V/2
c) sin”a = 3, sina = %{0, tga = —3
(Z]1. a) sin|XAOP| = 17 ,
cos | X AOP| = —1—7,tg|§cAOP|
b) sin |XAOQ| = X5
cos[XAOQ| = —2£, tg|3A0Q| = —3
c) sin [XAOR| = 5)11_,
COS|§1AOR| Al Vil to | X AOR| = -5
2. a) L2 b) — 0
3. a) 2AVE 1y =35 () V3G
4.2) V3 b) Y2 ¢)3-2V3
5.2) 1 b) 3 ¢) ~4v3 )2 V2

e) —1 f) 3(3+/3)
6. a) 0,9659 b) 0,2588 c¢) —0,6428
d) —0,9962 e) —0,7813 f) —0,3057

7. a) Sinza:%,51na:Tl5,
tga = —V15
b)Sin2a:g,sma:§,tga:—§
c) sina= 2, sina =22 tga = —2
8. a) cos’a =%, cosa=—22
tga:—‘g
b)cosQ(x:l—%,cosoz:—%,
tga = ¥
c) cos’a =3, cosa=—2 tga=—22
9. a) sina = 222, cosa = 3\1/53
b) sina = %, cosa = — 12
c) sina = 12, cosa = —

Wspétczynnik kierunkowy prostej
1. a) 30° b) 60° c) 135°
2. a), b) 75°

4.7. Pole trojkata

[€]1. a) 12/7 cm? b) 8/21 cm?
2. a) 120 cm® b) 120 cm® ¢) 1824/3 cm?
3.a) 3(2+v2) cm b) 1125cm
4. b) 75\/§ cm?
5. a) 2v/3 cm® b) 36v/3 cm
7. a) 15 b) 30v/3 ¢) 3v2 d) 4,5
8. a) 12 cm b) 6/2 cm ¢) 4v/3 cm
(Z]1. a) u cm® b) 1612 cm?
2. a) 6\/§ cm® b) 284/3 cm?
¢) 2v/3 cm?
3. a) (2\/_—|—\/_) cm
b) 30°, 30°, 120°,
Ob = 4(2\/_+ 3) cm
4. 6,6,8
5. P =24 cm?,
Ob = 4(\/5—1— 2\/5) cm
6. P, = 36(+/3—1),
P> =36(3 —+/3)
7.0b=5(2++3), P=23
8. 90°
10. a) 6 b) 4v/6 c) 12 d) 36

4.8. Pola czworokatéw (1)

[€]1.

. a

N o v AW

. sina =

6 cm

a) 48v/2 b) 48

a) 30° b) 45° «¢) 60°
3v/3, 9

b) 12,5 cm?

a) P =120, h =12
b) P =242, h = 4\/5
18 cm® b) 1 cm, 2 cm
P =12, 0b=4(3+?2)
b) P = 16v/3, Ob = 24
¢) P =32, 0b=26

. b) 15v/2 cm?

0,96 b) 10 cm

. a) 4v/3 cm? b) 480 cm?

% 2

, COsQ = f ,tga =

4.9. Pola czworokatéw (2)

[€]1. a) P =817, Ob = 2(8 ++/21)
b) P = 21/5, Ob = 28
2. a) P =103, Ob = 2(5v/3 + 4)
b) P = 18V/5, Ob = 6(v/6 + 2)
3. 26/5 cm?
5. 21 lub Y1758
Z)1. 6(6 ++/2) cm
2. 2%,/5 cm?
3. 0,8
4. 161 m siatki, Py = 188 m?, P, = 512 m?
7. 12,5 cm, P = 24 cm?
8. 24+/5 cm?
9. katy: 60°, 120°, ramiona: %{l/gx/g,
podstawy: %(4/5\/?, %%ﬁ
10. 10v/34 =~ 58,3 [m]
Zestaw |
1. 48
2. sina = 2‘1/3—, cosa = 3‘1/3_, tga = %,
sin g = %, cosﬁz ?, tg B = 2 T
3. a) 10, 24, 26 b) 4(v/2+2) c) 167
4. a) sin 3 = cosy = %{3,
cos 3 =siny = %f’,
tgf =13, tgy =73
b) sina = cosy = %?}_3,
cosa =siny = 3‘1/;, tga = 3, tgy = §
¢) sina=cos 3 = 13,cosoz—smﬁ }g,
tga = 33, tg 8 = 5
d) sina=cos 3 = % cosa =sin (3 = %,
tga = %, tg =<
5. a) cosa = 3\1/371, tga = %
b) sina = \g, tga = @
¢) sina = F tga—\/ﬁ
d) cosa = @, tga = ‘/75
e) sina= <, cosa = 2
f) sina= %2, cosa = ?
g) sina = Y2 cosa = 41—*/7177
h) sina = %gfg, cosa = L2
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6. a) |AB| ~ 4,37 cm, |AC| ~ 6,39 cm Przed obowiazkowa matura z matematyki 6. a) |0102] =1;0 b) [0102] =5; 1 4. P(—2,—+/21) lub P(—2,/21)
b) |AB| ~ 7,56 cm, |AC| ~ 4,94 cm 1.A 2.B 3.C 4D 5D 6.D 7.B 8.D ¢) |0:10:] =3; 1 lub P(2, —v21) lub P(2,v/21)
7. a) okolo 329,26 m 9. PP 7.24,12,12 5 7
b) okoto 70° 10. 415, 10+ 6v/5, 32, 248 8. 257 cm, 6v/57 cm 6. 3v/3 cm’
8. okoto 6,65 m 11.1. D 11.2. Slnl%:ADC' % — 4\/5 9. rA = 1, rB = 4, re =3 7. (64\/_— —71') 2
9. a) okoto 43,6 m 12. FFP 10. 2, 3, 4 5 4 Kat ’ "
b) okoto 20 min 13.1 FP 13.2. C 59 Koto . soy v]:)l)o2 i:gu o
10. okoto 829 m 14. A1 [€)1. a) 97 cm? b) 37 cm a
2 _ 49 _ 2. a) 30° b) 60
Zestaw I 15. FF - @) P =497 cm®, r = T em 3. a) 30° b) 96
NG b) r = 8 cm, R:9cm :
1. 6(3 ++/3) cm? 16. L2 3 o1 c) 274° d) 149°
5 .a)30m b) T c) T
2.6 cim, 6\/§ cm, 6\/§ cm 17. 5 4. 20° 4. a) 165° b) 67 5°
4. a) Ob = 2(11 + 3v/3) cm, 18. 7,2 '
2) Ob =211+ {) o 5. a) 36(r —2) b) 12(27 — 3v/3) ©) 51° d) 315
di = 4V/7 cm, do = 2/43 cm 19. |AP| = 5,75, |BP| = 2,25 ¢) 12(r — 3) 6.a) a= [ =060, v=30
b) Ob f— 4(8 + \/g) Cm, dl — 2\/ 29 Cm, 20. _% 2 L 10 L 20 b) a = 60 , /6 — ’)/ — 300
dy =2 41—{—20x/§cm ° 22 Ly = 3m, L =5, O B AN ~ — GO
B N _ 24 c) a =120°, 8 = 240°, v = 60
\/_ 21. Ob = 28, sina = 5z, cosa = 3z, P =25 p,= 5%,
5. sin|XPAD| = 10 , cos |[XPAD| = 7 3 3 7.a) a=8="10°,~=20°
t |XPAD| — tga =55 3. P =21 — 42, P, = 147 + 4V/2 L )
22, 49 lub P = 67 — 4v/2, Py = 107 + 4v/2 )a=7=30",5=40
6. 21(3 — /3) 75 0 c) a=v=25, =35
7. 908 o 2. 4-2) 2r ) 3(r— V5 —1) @1.a) ClubO b) Flub L
. Ta . a
3 e - 24. 2 5.a) | =2V3+ 4r, P =47 —3V3 h "
8. a) sinav = 2, cosa = L, b)l=4d+4m P=d(r—2) ¢) Glub K d) C lub O
. 25. okoto 21,8 m - - ° ane
tga =14 &)l =2v2+m, P=Ad(r—22) 2. a) 30°, 60° b) 45°, 90
b) sin o = 4\5? cosa = _1_ﬁ77» Przed matura z matematyki 7.2a) 31+ 4V3 b) 81 ) 4(7 +2) ¢) 112,5%, 2257 d) 3,75°, 7,5
tga. =—4 . s na poziomie rozszerzonym 8. a) 9(v/3 — z) cm? b) %(27‘(’ ~ 3v3) cm? 3. a) |[XACD| = |?[CAD| = 20°,
c) smozz2 22, cos o = — ==, 1. 1_@ ¢) 6(27 — 3v/3) em? |XADC| = 140 O
tga=—2 G . o - . b) |[XACD| = |XxCAD| = 65°,
d) sina = 3VI3 oo — _2V13 2. Y=— 5.3. Wzajemne potozenie okregu i prostej | X ADC| = 50°
13 13
tga = —2 3.P=5,0b:7,5+@ €]2. a) 2¢/13 cm b) 12 cm 4. a) a =23, 8=134°
10. a) Y2t b) 0 ¢) 1 — 2 4. 18(2 + V/3) 3.2) 28 cm b) 5 cm b) o = 51°, B = 102°
d) B2 o) 2 ) 8. b) 2 2./6, 80 4.2)2 b)3 c)1 d)4 c) a =32°, 3=064°
g) 3—+/3 h) —& 9. 72, 184 5.a) 0dlar € (0;4), 1dlar=4, 5.a) a="T74, =37
2 dla r € (4;00) b) a = 113°, B = 56°30’
12. okolo 22651 ¢cm?, okolo 17543 c¢cm? ’ . .
5.1. Okrag b)Odlare (0;3), 1dlar=1, c) a=172° (=236
Zadania z kontekstem realistycznym 1. 45° 2dlar € (3;00) 6. a) o = 30°, 8 = 35°
1. 22 cm 2. 37 cm, 2m cm, 27 cm, 27 cm ¢) 0dlar € (0;1+v2), b) o =60°, 3 = 70°
2. 17,43 m 3. 16 61d213\1/;:bl;—\/§,2d1ar€(1+\/§;oo) c) a =50°, B =40
. a pum— °© pu— pum— °
3. niebieska — 498 m, czerwona — 585 m (Z] 1. okrag: 107 cm, tuk: §7r cm ) ) 7-a) a 840’ f=ry =18
) o (Z]J1.a) x = —8lubx =8 b) a = 65°, 3 = 85°, v = 30°
4.39m .a) 3mem b) §wem ¢) 37 em b) z = —5v/2 lub = = 5v/2 ) a=nry="70, 83 =66
3. 891 m 3. 36 cm ¢) =—5V3lubz=5/3 d) = 8. a) a = 60°, B = 300°, v = 30°
6. 14,2 m 4. 80° 2. 2,5 cm b) a =~ =30°, 8 = 120°
7. 323 m 50a)z=-9,2=7 b)z=-3, z=1 3. 2r+2R+ vV2rR c) a =060, 8 =120° v=30°

I 370 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 215-228 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 228-240 371 IS



5.5. Katy w okregu (2)
€]1.a)2=9 b)2=2V2 ¢) z =

2. 7T cm

3. a)8cm, 12cm b) 24 cm

5.a) a=32° b) a =42 ¢) a =36°
6. 50°, 50°, 80°

Z)1. a) r =4, P =415

b) r=32 P =18
c)r=4, P=3V15
2. a)a=v7=§=25", 3=50°

b) a = 30°, 8 =60°, v = 80°, 6§ = 50°

¢) a = 30°, § = 40°, 4 = 50°, § = 60°

3. a) 48° b) 15°
a=

)
B =55 v =T0°
)

C
o

)
b 04—50 B =44°, v =86°

)
5.151211lub211i24

5.6. Okrag opisany na trojkacie

@ﬂ' cm

)

) h =9 cm, P = 27/3 cm?
)—cm b) 97 cm

a) 10(1++/2) b) 2(5 +2V10)

b

48

a) 2v/2 cm
b) 3v/10 cm lub /10 cm

.\‘.O‘!J"P

o]
at
g2

10. a) 24 cm® b) 8,125 cm
(zJ1. a) 4 cm b) 5 cm
¢) 3(v2—1) cm

a) 5cm b) 22 cm
a) 4V/10(v3 + v/13) cm
b) 4v3(v13 4+ v/10) cm
6.a) P=9, R= 23
b) P =126, R = &

7. (2,—11) lub (2, —3) lub (2, 1)

.U‘PS*’!\’
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10. a

=
=
Y

N

NP‘S":“P’N!“.\‘P‘
=Y

5.7. Okrag wpisany w trojkat

(€]2. a) 6+/37 b) 3043

3. 124/37 cm

4.a)1 b)3

5.a)24cmi26cm b)6cmi8cm
7. 12

8.a)4 b) 252 ¢)4 d) L
9. b

b) 15, 20, 25 ¢) r =5, P = 257
) r

d 1_3 P1—97T 7”2—4 P2_167T

)3 b) ¥
) 2 3+2f) 2(3 +2v/3), 6(2 + V3)
b) £/3 + 16

2.a)1 2\/_ b) 4

3.a)2(v/3—1) b)6m(v/3-1)

5.24

6. a) 87 b) 4,87

7. 2V5

8. %7‘(’ cm?

9. r=+2cm, |OA| = |OB| = v/6 cm,

|OC| =32 cm

10. 4(v/3+3), 8(v/3 + 1)

Okrag dopisany do trojkata
1. 8

2.2,3,6

5.8. Okrag opisany na czworokacie

(€]3. a) 120°, 135° b) 80°, 130° c¢) 30°, 60°
4. a) LA =120°, [§B| = 60°, [£C| = 60,

1¥D| = 120°

b) |XA| = 135°, |¥B| = 90°, |XC| = 45,

|XD| = 90°
a=0=236 =35 = 144°
a) 10 b) 5 cm

a) nie b), c) tak

a) 347 b) 768

) 367 cm? b) 127 cm?
)

)

a

4(4 ++/5) cm b) 4‘/_ cm
a)49 b) 7

4% cm, 2{1/5 cm, 2{1/5 cm, 2(75 cm,
P = 47v/3 cm?

a) 4v/3 cm, 2v/7 cm b) 10v/3 cm, 12 cm

8. b) 12,5 cm
9. Ob =20V/13, P =78
10. a) 36 b) 361/2

5.9. Okrag wpisany w czworokat
[€]3. a) nie b), c) tak
5. a) 156 cm?
b) Ob = 24 cm, P = 24 cm?

¢) Ob =40 cm, P = 80 cm?

Z]1. a) c =7 cm, P = 21/5 cm?
b) c=2,5cm, h=1,5cm
2. 80 cm?
3.2(v/2—1)cm, 2(v2+1) cm
4. a) P =52,5,0b =35 b) P = 63, Ob = 42
5. 2(1 4+ +/3) cm, Mcm
6. 1,2 cm
7. a) 37 cm?® b) 32 cm?
8. 16,8 — 4r
10. b) 97 cm?

5.10. Wielokaty foremne
[€]2.a)3 b)4 ¢)5 d)6 e) 7 )8

g) 9 h) 10
4. a) 20 b) 48/3
5. a) 227 cm?
b) 12 cm, 8v/3 cm
[Z)1. a) 135° b) 144°
.a)6 b)7 ¢)9 d) 10 e) 11
3.a),b) “r
4. R=a
R T P
4 cm 24/3 cm 244/3 cm?
6 cm 3v/3 cm 54v/3 cm?
32vV12cm | 2108 cm 16 cm?
8v/3 cm 12 em 288+/3 cm?
5.a)9

6. NABC i AAHG: 22,5°, 135°, 22,5°
AACD i AAGF: 22,5°, 112,5°, 45°
AADE i AAFE: 22,5°, 90°, 67,5°

Wartosci funkcji trygonometrycznych
katow 18°, 36°, 54°, 72°

1.

o 18° 36°
sin « \/54_1 10-2V5
4
Cos & 10425 1+v5
4 4
2v5
tg o 1— 25 5-2V5
o} 5H4° 72°
- 1+4\/5 104-2v5
P
cos & 10-2V5 V51
4 4

tga 1+22 /5425

5.11. Twierdzenie sinusow

[€)1. a) v =175°, a ~ 4,39, b~ 5,38
b) =45°, a = 42, b~ 10,93
) B=90° a =~ 6,43, c~ 7,66
d) a =76, b~ 4,81, c~ 2,96
2. a) B~BHT5% vy~42,5°, c~ 4,8
) B =90°, v =60°, c =33
¢) B~ 395° a=~ 955 a=~ 14,08
d) v~ 44°, a~ T6°, a ~ 5,6
4. a) (1 = 56,5°, B2 ~ 123,5°, 1 =~ 93,5°,
Yo & 26,5°, c1 &~ 6, ca & 2,7
b) ﬂ1 ~ 620, ﬂg ~ 1180, Y1 = 730,
vo & 17°, ¢1 =~ 10,8, c2 ~ 3,3
C) ﬂl ~ 740, ﬁg ~ 1060, Y1 = 460,
vo 2 14°, 1 = 7,5, co 2,5
d)a~x21°, vy~ 114°, c~ 2,6
(Z]1. a) |[XABC| =75, |[XACB| = 45°
b) |[XABC| = 45°, |[XACB| = 15°
2. a) %g b) 6v/2
3. a) c~ 7,85, B~ 48,5°, v ~ 101,5°
lub ¢ = 2,48, B ~ 131,5%, v &~ 18,5°
b) ¢ ~ 12,63, B ~ 52°, v ~ 83°
lub ¢~ 1,55, B~ 128°, v = 7°
c) ax~ 959 a~r~49°, v~ T1°
lub a ~ 2,42, a ~ 11°, v ~ 109°
d) b~ 10,7, a = 14,5°, B ~ 15,5°

]

=3
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a) 2v/2 b) 7 ¢) 5v/2
d) 22 e) V3 f) 55

. okoto 22,2 m
.a)a=x5,18, ¢=10,v=75°

b) a = 4,9, ¢ = 6,7, § = 60°

c) ¢~ 2283, f~42° v~ 108°
lub ¢ &~ 4,99, 6 ~ 138°, v ~ 12°

d) a =~ 10,35, a ~ 143,5°, v =~ 16,5°
e) b~ 35, a~42° § ~ 28°

f) Taki trojkat nie istnieje.

. Informacja do zadania:

sin15° = Y02 gin 75° = V02

a) 3(3v/2 4 2v/3 +6) ~ 30,47 [cm]
b) 3(2+ V2 + V6) ~ 17,59 [cm]

12. a) Vo2

5.12. Twierdzenie cosinusow (1)

(€] 3. a)

7.
8.

. a

c=1+/39 b)c:\/74+35\/§
c) b=+/5 d)a:\/ﬁ

a ) 24/13

a) 8 b) 413

a) di = 27, da = 2/19 b) d; = 2V/2,
de =210 ¢) di =+19,de =7

d) di = 2V/13, da = 2/37

. a) 60° b) 135°

)

) a=30°, B=90°, v=60°
b) a = 30°, B = 45°, v = 105°
a) a~29°, B~ 46,5°, v ~ 104,5°
b) a ~ 22°, § &~ 38°, v~ 120°
a) V7, 37 b) V21, 4/21
12v/3 + 2v/21

5.13. Twierdzenie cosinusow (2)

[€]1.

2.

a) [AB|=31lub |[AB| =5

b) Taki trojkat nie istnieje.
c=3vV2—-+6,3=135", v =15°
lub ¢ = 3v/2 4+ V6, B = 45°, v = 105°
a)a=6, a =45, v=90°

b) ¢ = 2v/2, a = 45°, = 105°

¢) c=3—-+3, ax 105, v~ 15°
lub ¢ = 2v/3, a ~ 75°, v ~ 45°

Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 268-280

4. a) 2\/7 cm b) 2v/3 cm
6. a) cosa = =, L ostrokatny
b) cosa = O prostoka:tny
¢) cos 3 = — 15, rozwartokatny
d) cosy = 418, rozwartokatny
(Z)1. a) cosy = tak b) cosaw = —12 nie
c) cos = —3, nie d) cosa = 0, nie
_ 356 ,. _ 2V6
2. a) ) \/_ ) = 55 > T = 3
3.a)cosy=z,c=2V13
lub cosvy = —%, c=6V5
b) cosy =%, c =41
lub cos~vy = —l c=9
4. a) cosy =siny = Q, p=32
b) cosy = %, sin~y = ‘/10_, P = \/_
5. a) 2¢/19 cm b) 5 cm, 2¢/13 cm
6. a) 6, 2v/7 b) 2/7, 21/13
7. |PA| ~ 9,98 m, |PB| ~ 8,39 m

Odcinki stycznych i siecznych

2.

a) 6,5 cm b) @ cm

Zestaw |

1.
2.

© o ko

a)l—7% b)\/§—% c) %W—%

a)a=0= 60

) a = 50° = 55°
)a—lOO,ﬂ—lSO

a) 60° b) 30

a) 22,5° b) 67,5°

a) 6m(v/2 —1) b) 127

|AP| =3, |BQ| =6, |[CR| =10

promien okregu przechodzacego przez

punkty A, B, D: 2,5,

promien okregu przechodzacego przez

punkty A, B, C: 55

odlegtos¢ miedzy srodkami okregow: 5

C

. P=54r=3
10.
11.
12.

ECl’l’l

a) 3,75 cm® b) 6,25 cm?
a) 6m, 47 b) 16(m — 2)
c) 8 (\/_+2\/\/_+2>

Zestaw Il

10.
11.

S-"':'>S'°!\J

1Y

0 ®©® N o

. a\/5—2 3, aV'5 + 23

; 20 ) I
32(\/5— 1) cm? b) 4v/2 cm?
Ob = 2(9 +/21), P =203
Ob = 2(2 + 3v2 + V6),
= 4(1 4+ /3)
a) okoto 1750 m® b) okoto 926 m?
2V3
3v5
a) 10 cm® b) 288 cm?
av'3
a) 10 b) 2

<Y

<%

)
)
)

"

Zadania z kontekstem realistycznym

1.
2.
3.
4,
5.

nie

okoto 43%

2 cm

11,4 m

|AC| = 984,8 m, |BC| = 939,7 m

Przed obowigzkowa maturg z matematyki

1.C 2.D 3.C 4.C 5.B 6.C 7. A 8.C
9.
10.
11.

FF
FP
A2

12.1. A 12.2. 2\/6

13.

CE

14.1. A3 14.2. 107 cm, 247 cm
15.1.D 15.2. A

16.
17.
18.
19.
20. P
21.
22,
23.
24.

8P
3422
40°
207
=8, Ob = 4(1 + 2V/2)
sin |[¥O1 PA| = % 2
167(3 — 2v/2) cm
45°, 135°
34 2v6+2v3 + 21

Rel]\}

Przed maturg z matematyki
na poziomie rozszerzonym

13,5 cm?
313

131 km

367 cm?
12 om

V46
2

4v3
2(4 + v/10)

Potega o wyktadniku catkowitym

1. a) 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128,
256, 512, 1024
b) 1, 3, 9, 27, 81, 243, 729
2. a) 81 b) —32 ¢) —216 d) 1

cm

© NO U~ DR

729

21
_i f) 215 g) 16 h) _ﬁ

81
h) 10000

: )
f) 2'° g) 2° h) 27 i) 2"

6.1. Potega o wyktadniku wymiernym -
powtdrzenie

1.2)9 b) 10 ¢) £ d) &+ e) 13 f) 21

31)3j)2k41)2

1

4 b): c)3 d)5 e)3
2 g) 36 h) V7
1

d) 5*% e) 3% f)5°
3.a)5% b)55 ¢)53 d) 53 e) 51
4.2) 37 b)35 ¢)3°5 d)3 27 e) 31
5.2) 58 b) 57 ¢) 372 d) 3%

e) 271 )27 g) 3% h)33

Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 280-292
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6. a) 243 b) 625 ¢) 8 d) = Z)1. a) f(—4) = &, f(-3) = &, f(-1) = @7 10. a) (—o0;0) b) [0;00) 9.a) f(x) =0dlax =4, f(D) =(—4;00)
e) & f) 1 g) 100000 h) %2 F(2) =3, £(3) =27, f(4) = 81 c) (—00;0] d) (0;00) b) f(z) = 0dlaz = -1, f(D) = (—1;00)
)L D)5 KI6 D2 b) S(—) = 3k, £(=3) = &, £(=3) = L, 10.2/2 < e <o < (Vo) <9 ©) brak micjsc zerowych, f(D) = (2;0)

7.2) 0,027 b) 2 ¢) 0,04 d) 100 F(L) =2, £(3) = 64, f(4) = 256 4) fe)=0dlaz=1, f(D) = (~o00:3)

. o 87 ) 0,0016 8) ’1 ) 64 27 3) = 4 = 9% - : 6.4. Przek:s.zta’rcenia .wylfresu e) f(x)=0dlax =2, f(D)=(—1;00)

. | 31’2 ) 5?6 SR c) {(—4)1 = 256, f(1—3) = 64, fl(_ﬁ) =2, funkcji wyktadniczej £) f(z) = 0dlaz =3, f(D) = (—o0;1)

- 0p.: & ¢ - fG)=2.1B) =5 f(4) = 55 1 D) = (—2: —
927" )1 0 J(-0) =16, £(-3) =5, (1) = V3 00— (b s o1 6> Logarytm
6.2. Potega o wyktadniku rzeczywistym 1) =%, f(13) =3 f(4) :1 i c) g(D) = (2;00), y =2 1. ‘;‘)) 51 l:) 13 c})l)OQ d) -2 e) 6
@ —4) = 1595, f(=3) = =13, 22a)z=1b)z=-2c)z=1 2 2 3
[©1. 5% ~ 16,2425, 57° ~ 36,5548 ©) /( 7096 512
2. a) 37 ~ 31,5443 f(=3)= @7 (3) =2v2, f(3) =512, 3. a) przesunaé o wektor [4,0]; [4; 00) 2. a) i b) =2 ¢) :3. d) —3 2) 2 f) =3
n F(4) = 4096 f) f(—4) = 105, b) przesunaé o wektor [10,0]; [10; 00) gy W)3 1) —3J)-4k313
b) 57 ~ 156,9925 S o N ) { o wektor [—2,0]; 4. a) 100 b) 15 c) 10 d) —3
¢) 7" ~ 36,4622 J(=3) = 1077, f(=3) = 0.1, f(3) =10, c) pracsunaé o wektor [, 0]; e)3 f)7 g 10 h) 1
6 8 =
3.a) (a")? =a"" b) & = (%) f(3) =10% f(4) =10 i) 5. a) 0,1761 b) 0,0453
T .y _ _aty 2. a) tak b) tak c) nie d) tak 4. a) g(D) = (2;00), y =2 ’ ’
c) a® - b* = (ab)” d) a®-a¥ =a ¢) 0.2 99
i - b) 9(D) = (~2;00), y = —2 ) 02095 >0 53
4.2) 125 b) 81 ¢) 25 d) 32 e) 1 3. a) nie b) tak c) nie d) tak 0 (D) = (1:00). 3 = 1 1. 2)6 b)9 c) =5 d) 10 ¢) =3 £) L
f) 3 g) 32 h)6 4. a) f(z) = (5)" b) f(z) =(3)" o 3 p 5'—1 4 k)10 1) L
5B 1y AlivE o ad ) avEs &) f(z) = 47 d) f(z) = (3)° >- @), b) malejaca c) rosnaca Bz W8l D4 Dh;
(Z]1. a) 3 b)3 ) 3% d) 3 2 m) = n) —4 0)4 p) —2
N . (Z]1. a) f(D) = (2; ), brak miejsc zerowych, 2
e) 3V" f) 37 5. a), b) malejaca c) rosnaca asymptota: y = 2 2.a) =1 b) —6 ¢) 7 d) —2 e) —3 f) 3

2.2)36 b)125 ¢ B2 d)1 )1 6.a)2% <2 <28 <2 b), o) £(D) = (~1: %), 83 W -

f) 3? 4g) 3 h3_64 i) 213_ b) (%)6 < (%)m < (%)5 < (%)2\/6 f(x) =0dla z =0, asymptota: y = —1 3. a)) 9 b)5 ¢ % d) 3 e) 81 f) %6 g) 3

3. a) 27T p) 2V3t3 () 3v5°3 o) TF < Ymr<m? <m? d) f(D) = (—3;00), f(z) =0dl h) 4
d) 3372V ) 3707 f) 7odvERm d)92<9 VT <9V < r=-1, asympt::)a: y i -3 ' 4.a)3 b) -1 ¢)6 d) —4 e) 2 )13

4. a) nie b) tak c) nie d) nie 7. a) 2563 > 4;/2_5 > 39% > 8% > 16%2 e) f(D) = (—4;00), f(z) =0 dla 5.a) 2 b)10 ¢) —12 d) 0 e) 2 f) 2

5.a)y,z b)z, z )y, 2z b) ()72 > (2)% > L > (4)*° > 2 = —1, asymptota: y = —4 6.a)a=5b)a=1 c)a=4 d)a=1
a), <), d) = N (i)% 27 243 9 Z)S fn(lDEO;(l; oo)l, brak miejsc zerowych, 7.2)b=32 b)b=2 ) b=9 d) b=1

81 : =
b) < 8. a) np. (=2, 1), (0,1), (2,3) 9 ipg ’ e)b=38 )b:%g)b:m h) b= 15
€. f) > b) np. (—2: S): (0,71),’ (2:1) o Ba)lb)—lc)—3 )4 e -3 05
7a):r \/_b)l':ﬂ' C)$:\/§ c)np. (_3’1),(0,1),(3,22) 3.3)@2—4 b)CL—BC)(I—-lG 93) >0 a;éllogaa =3
. . B 2 4. a) x € [-2;00) b) z € [3;00) b) a>0,a#1,log, L %
6.3. Funkcja wyktadnicza 9. a) f(z) = g(z) dla z € {0,2}, ¢) € (—o0; —2] \\f :
@1 (0,1) f(z) = g(z) dla x € (—o0; 0] U [2; c0) 5. a) 2 € (—o00:2] c)a>0,a#1,log, Y3 =—3
’. b)f(x):g()dlax€{0,2}, - 005 d) # —1,a #0, a%llogaza =5

2 a)- 21.elon‘y - f: czerwony — ¢, f(iL') > g( ) dla z € ( O0,0] U [2’ OO) b) S (_30.0;_1] e) a > O a 7é 1 log\/—a =38
niebieski — h ¢) f(z) = g(z) dla z = 1, c) z € [=3;00) L . .
bya=8 b=1c¢=3¢)B,C (2) > g(a) dla o € [1;00) 6. a) f(Dy) = (—3;00), g(Dy) = (—o0; 3) 6.6. Wtasnosci logarytmoéw

4. zielony — f, niebieski — g, czerwony — h, d) f(;) — g(z) dlaz = —1, b) f(Dys) = (1;00), g(Dg) = (—o0; —1) (€] 2. Wizystkie réwnosci sa prawdziwe.
brazowy — k f(z) > g(z) dla z € (—o0; —1] ¢) f(Dy) = (=2;00), g(Dg) = (—00;2) 3.2)2 b)3 ¢)3 d) -1 e)2

5. )503<5033<5%<5% e) f(z) = g(x) dla & = —1, 7. f -1, g—1IL h—1 f) —2 g) 1 h)0 i) —3
b) 75 < 731 <7< T f(2) > g(z) dla z € (—o0; —1] 8. a) g(z) = 5" — 3, g(D) = (—3; 00) 4.2)2 b) -1 ¢) 5 d) —5 e) §
¢) 0,62 <0, 6’3; 0,6% <0, 0,6 ?155< 0, 63\/5 f) f(z) = g(x) dla z € {—1,0}, b) g(z) = 51 + 2, g(D) = (2;00) 5. a) log3 45 b) log, 500 ¢) logy 144
Q) (5)°<3)7<G) <@ <) f(z) =2 g(z) dla z € (—o0; —1] U {0} ¢) g(x) = 5" + 4, g(D) = (4;00) d) log; §
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(Z]1.a)2 b) =3 ¢) 1 d) 2 4.a) [-1;0] b) [-3:2] ¢) [—g; %] 4. a) [—1,-2]; g(x) = log,(z+ 1) —2 4. a)z=5 b)r=81 cyz=9
3.a)r>0logz” b) x>0 logt d) [-+: 1] b) [2,1]; g(z) = log,(z — 2) + 1 d) z = 10° . V100
¢) z £ 0, log10z® d) z > 0, log 1 T 5.a)me {i-,oo] b) m € (—o0;0) 5.a),b) D=(0;00) ¢),d) D= (—00c;0) 8. a,be.de Ry \ {1} a)2 b) —
e) x>0,y >0, log, 327y c) me (—oc;—1)U(1;00) 6. a) D =(-oc;1) b) D= (—o00;—-2) 10. D = R4, np.:
f) x>0,y >0, log; 22 6. a) m € (2;3) ¢) D= (—o0;-1) a) f(z) =log,z b) f(z) = log 5z
g)x>0y>0, logQ% b) m € (—3:0) U (0; 3) 7. a) "”_‘13 . | o c) f(:.-r):lng%m d) f(z) = log,

B, g ¢) m € (—1;0) U(0;1) 11. a) 1,771 b) 0,613 ¢) —3.170
Ir=u, log ==
R 7.a) z € (3;00) b) z € (0;3]

4.a)1 b) 16 ¢) 12 d) 3 ) : 6.10. Funkcje wyktadnicza
5.4) 0.b) =5 &) -4 @) 3! ¢) z € [900) d) z € (0;5) i logarytmiczna - zastosowania
. — ) — D g
6.8)2+p b)p— ; ¢) 2 {_2 d) 4p + 2 8.a) z € (0:3) b) z € [5:00) [€]1. yo = 400, po 10 godzinach: 97200
‘ ' p e (0:4] due®e) 2 1800 latach b) po 16000 1
7.a)2p+q b)2p+ 29 ¢) p— 2q . a) po atac ) po 16000 lat
d)p—q e)2¢—3p f) 3g—p 6.8. Przeksztatcenia wykresu 3. 0 75% po 56 latach, o 87,5% po 84 latach
g) zp+ 39 h) 3p—gq funkcji logarytmicznej 4. a) 5700 lat b) 11400 lat
8.a) 1,9 b) 1,7 ¢) 0,1 d) —0.3 e) 0,4 [€)3. a) D = (1;0), f(z) =0 dlaz=2, 5. 17100 lat
f) —0,2 g) 0,85 h) 1.6 asymptota: x = 1, [Z)1. a) 8 dni b) 56 h
6.7. Funkcja logarytmi i e i 2. 50000 lat
.7. Funkcja logarytmiczna — e e
@1 (1.0) D= (-2 i =ndlsa= -1, 3. a) 1835 lat b) 13235 lat
. (i, sV tota:; x = =2, &
5 W oo s =3, i
.a)g c) h z) 2z ldlaz € [0;00 . N
3. a) 100 b) 1000000 ¢) D = (—4;00), f(z) =0dlaz=-3, >- 8) okolo 67% b) okolo 13%

asymptota: r = —4,
flz) = 1dlaz e [-1;00)

Réwnania wyktadnicze

l.a)r=1logs6 b)z=3 ¢) 2 =logs 63
T

i
4. a) D = (3;00), =3 d)x:log;% e) r=log,, 3
b) D = (~4;00), = —4 2, a) med &) = Jogs 18 o) gl
¢) D= (200), v =2 d)z=10 e).rz—l‘
5.a) D =(2;00), =2 J.a)x=2 B)x =49
b) D = (1;0¢), 2 =1 g} o= d) 2=1;x=4
5 vos B A ¢) D =(~200),3="~2 B #=—1, F=0 fyu=1
5.a)f{}}ﬂdlaré{loo) d) D = (-3;00), 2 = -3 ca)z=L1 bjz=2 ) zcR\ {0}
f(z) < 0dlaze (0;1) e) D= (l;00), =1 - B
b) f(z) > 0 dla z € (0;1), f) D= (-2;00), 2 = -2 A e
f(z) <0dlaz e (1;00) 6. a), b),c) D= (—oc;0) SO -, -a)z =1 b) I‘= 0, o= ;
6. a) x € [4;00) b) z € (0;4) @Bl a)z=4 b)z=3 c)z=; He B ; R— Z;iz[; ;;i?izujﬂ:i
¢) z € (300 d) v € (0; L] 2.a) D= (-3i0),z=-3 6.9. Zmiana podstawy logarytmu
7. a) z € (0; 1) [;1; b) D = (1:00), £ = 1 @1 a) log % b) log, 73 c) log,, 121 Réwnania logarytmiczne
c) z € (0;4] d}TE(-’l J ¢) D=(-2;00), 2 =-2 d) logy , - e) logy & f)-lc.agg_—l,-; l.a)z=—-4,zx=4
@1.a)a=3 ba=5 3.8) D=(-Loo); z € (—1:3) th:h : i ; L b)z=-1z=2
¢)a=z3 d) a = 2 b) D = (1;00); EE(E{ o) &1 2) g, }logy 5 %) ngljjl__l__l_ E) =1, gie=g
2. a) f(x) = logs & b) J(z) = log} z &) D = (200); z € (2 ) Ailogst ¥ 8logso¥ 0 lois b a)z=-3 2=
c) f(z) =loggz d) f(z) =logyza d) D = (—3:00); @ € (—3;0) 3.a)a=3p bja=—3p c)a=4dp 2.a)s=v2 b)a=1
3. a) (—oc;0) b) [1;00) e) [-1;3] e) D= (—4;00); { 2;00) d)a=gp eja=-2—p fla=3+3p ¢) 2 =~16, =16
d) [—3:10] £) D = (1;00); re{ oo] gla=—z—3p h)a=—3p d)z=~3 r=3
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.a)r=-2,z=2 b)x =27
Jr=—6,z=6 d)z=1
4. a)r=4 b)a }-c);r,':'g—
d)z=1 c).’r:li =8

J.a)r=64 b)jr=2

e)r=35 d)z=3
6.a)e=3 bjz=2 c)a
?.a);r::%,m:l h)jz=1;, =16
e)z= 3, 2=10 d}’r*lfi
gy g g=d ) g=g g
g) © = 55z, = 10000
h2=1,2=100 =2 z=2
Zestaw |

1.a) 2 b) : ¢) &= d) =

2.a)25 b)4 ¢) 3 d) 3

3.a)l b] 2 ¢)20 d) o

4.a) 3% b) 35 ¢)5% d) 2%

5. a) 25" < 5Y% < 125% < 25v/F < 522
b) 4-%8v3 < = < 167% < 0,5 < (v2)~ :
¢) 3PP« (HF P < % < 9% < V27
d) 4,52 <0,064<2,5 21 < /T2

6. a) 12,5893 b) 0,1259 ¢) 0,0126
d) 0.0013

7. a) f(z) =4 b fla) = (3)"

e) f(z) = (3)"

8. a) f(D)=(—-4:), f(z)=0dlaxz =2
b) f(D) = (2; ), brak miejsc zerowych
¢) f(D) = (~3;00),
flz)=0dlaz=1log, 3 -2
d) f(D) = (—00;4), f(z) =0 dla & =2
e) f(D) = (2;00), brak miejsc zerowych
f) f(D)=(—oc;1), f(z)=0dlaz =0

9.a)3 b) = ¢) -5 d) —+ e) —3 f]

g) 6 h}—1)§ Hs k2v2 )2

1
6

10. a) 4 b) 8
11.2) 2 =16 b)z =8
c)x*—%,x:‘;

d) x = —64, z = 64
12, a) =36 b) =75
¢) =100 d) 2= 10

B 280 Odpowiedzi do éwiczen i zadan, str. 325-328

Zestaw I

1. a) 81 b) 20 ¢) 12

2. a) 15 b) -2 ¢) 81

3.a)z>0,y#0, =
b) z >0, y > 0, -—l

y
c)a#0,b>0 4
d)z>0,y>0 2y

4. a)x b)y
5.a)1 b)1 ¢) -3 d) -1 e) 0 f) —%
6.a) 2 b) 12
7.a)log,2 b)log,5 ¢)log,16 d) log,
8.a) > b)Gp ¢)4p+6
9.a) 2+ 32 b)3a+ 3b
10.a) 9 b) 292 ¢) 0
1.8 ¥ =4 b)) x=1024 ¢)Yz =18
12. a) g(x) = (%)T_] -1, g(D) = (—1;00)
b) g(z) = —(3)""7, 9(D) = (=003 0)
c) g(z) = =27, g(D) = (—00;0)
13. a) [0;00) b) [4;0) ¢) [0;00)
14, a) D = (3;00), 2 = 3
b) D =(—4;0), 2= —4
&) =2 00i); =2
d) D= (-300),2=-3

)
e), f) D= (—00:0),z=0
15.:4) D = (D 1) Wi(Yo0)

' LY

}D R\{ 1,0,1}
: LYY i
o[ 1 T 1x

16. a) D = (—o00;1), fiz)=0dlaz =0 17.1. 8B 17.2, -2

b) D = (—oo; —1) U (1; 00), 18. 10
flz)=0dlaz=—v2,2=v2 19. spesé
¢) D=R\{-3}, 20. 0 = 4
flzg)=0dlar==2 p=-1 23. 1021
d) D=R, f(z)=0dlaz=-1,2=0 24. |PQ| =
o) D=(-o0i)U (L), .

5—y/13 54413 25. 30
flz) =0dlaz =313 4, — 34vD

? ‘: 26. p=z2, ==, =+ - =13

f)y D=R\ {-1,1}, 3 : 2P 7
f(z) =0dlaz=—IT,z=I1 27. f(z)=(3)" -2

17. a) x € [1; o)
b) = € (3;6]

Przed matura z matematyki
na poziomie rozszerzonym

18.a) z =1 b) x =8 1. 2%a
2.1+ ab
Zadania z kontekstem realistycznym 3. flz)=2" — 4
1. a) 3 stopnie w skali Richtera '
b) 01{010 :311(} I‘ﬂ.z&- ................................................
2. a) okolo 4,2 — kwasowy
b] okolo 3:4 - kwasmv;f ..................................................
¢) okolo 8,7 — zasadowy
3. po okolo 32 latach
Przed obowiazkowa matura z matematyki
1.€¢ 2.B 3.D 4.B 5. A 6.A 7.B 8.B
9.D 10.C
11. PP | 1 G
A% BE 4. f(z)=0dla z = —},
13. CG g(z) =0dlaz= -2
14, (—4; <),z = -3, 2 = —4 7.9
15. A2 8.z=-2-v10,z2=-2+ V10
16.2. D 10. a = _j_.‘_:, a=2

Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 328-335

381 I



I 382

Indeks

alfabet grecki 195

asymptota 118
hiperboli 118, 126, 127, 129
pionowa 118
pozioma 118

cosinus kata 183, 198

cotangens kata 183

czworokat
bicentryczny 259
wypuktly 207

deltoid 212
dtugosé
tuku okregu 226
okregu 226
dwumian 50
dziatania na potegach 290, 291, 294
dziedzina
naturalna funkcji 147
wyrazenia wymiernego 131

funkcja
dwoch zmiennych 61
homograficzna 125
logarytmiczna 309
wyktadnicza 297
wymierna 148

funkcje rowne 148

funkcje trygonometryczne
kata ostrego 183
kata wypuktego 198

hiperbola 118, 125
rownoosiowa 129
hiperbole sprzezone 129

hiperboloida 130

iloczyn pierwiastkéw réwnania
kwadratowego 24

iloczyn poteg o tych samych
podstawach 290, 291, 294
wyktadnikach 290, 291, 294

Indeks

iloraz poteg o tych samych
podstawach 290, 291, 294
wyktadnikach 290, 291, 294

jednomian
stopnia n 50
zerowy 50
jedynka trygonometryczna 192

kat
srodkowy w okregu 226, 237
wpisany w okrag 237, 238
koto 229
konstrukcja
dwunastokata foremnego wpisanego
w okrag 277
pieciokata foremnego wpisanego
w okrag 277
stycznej do okregu 236
szesciokata foremnego wpisanego
w okrag 277
wspolnej stycznej do dwoch okregéw
roztacznych zewnetrznie 236
krzywa tancuchowa 39
kwadrat 207

liczba
e 299, 310
m 226
logarytmowana 303
pierwiastkéw réwnania
kwadratowego 10
logarytm 303
dziesietny 304
naturalny 310

najmniejsza wartos¢ funkcji kwadratowej

w przedziale domknietym 32

najwieksza wartos¢ funkcji kwadratowej

w przedziale domknietym 32
nier6wnosé

kwadratowa 14, 27

wielomianowa 100

wymierna 144

odcinek kota (kotowy) 230
odcinki w trapezie 214
odlegtos¢ punktu od prostej 232
okrag 226

dopisany do trojkata 252
okregi

przecinajace sie 227, 233

roztaczne 227, 233

rozlaczne wewnetrznie 227

roztaczne zewnetrznie 227, 233

styczne 227, 233

styczne wewnetrznie 227, 233

styczne zewnetrznie 227, 233
o$ symetrii hiperboli 119

parabola 39
paraboloida obrotowa 61
pierscien kotowy 229
pierwiastek
dwukrotny wielomianu 92
jednokrotny wielomianu 92
k-krotny wielomianu 92
rownania kwadratowego 10
wielomianu 72, 85, 88
podstawa logarytmu 303
podstawowe twierdzenie algebry 67
pole
deltoidu 212
kota 229
rombu 209
réwnolegtoboku 208
trapezu 211
trojkata 203, 204, 206
trojkata opisanego na okregu 249
trojkata réwnobocznego 204
trojkata wpisanego w okrag 246
wycinka kota (kotowego) 229
postaé
iloczynowa funkcji kwadratowej 12
kanoniczna funkcji homograficznej 125
ogolna funkcji homograficznej 125
potega potegi 290, 291, 294
promien
okregu dopisanego do tréjkata 252
okregu opisanego na tréjkacie
réwnobocznym 244
okregu wpisanego w trojkat 250

promien
okregu wpisanego w trojkat
réwnoboczny 248
wewnetrzny pierscienia kotowego 229
zewnetrzny pierscienia kotowego 229
prostokat 207
przekatna kwadratu 177
punkt
Fermata 216
stycznosci 227, 232

ramie
koncowe kata 197
poczatkowe kata 197
romb 207, 209
rozpad promieniotwoérczy 321
rozwiazanie trojkata 189
réwnanie
dwukwadratowe 17
hiperboli 129
kwadratowe 10, 27
logarytmiczne 325
wielomianowe 72
wyktadnicze 324
wymierne 138, 140
rownolegtobok 207, 208
réznica
n-tych poteg 64
szesScianow 63

schemat Hornera 80
siatka znakow 104
sieczna
okregu 232
paraboli 21
sinus kata 183, 198
skala logarytmiczna 317
stopien
iloczynu wielomianéow 58
jednomianu wielu zmiennych 57
sumy wielomianow 53
wielomianu 50
wielomianu wielu zmiennych 57
styczna
do okregu 232
do paraboli 21

Indeks
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suma
pierwiastkow réwnania
kwadratowego 24
szeScianow 63
szeroko$¢ pierscienia kotowego 229
szescian
réznicy 62
sumy 62

srodek
okregu dopisanego do trojkata 252
okregu opisanego na tréjkacie 244
okregu wpisanego w trojkat 248
symetrii hiperboli 119

tangens kata 183, 198
tozsamos¢ trygonometryczna 192, 194,
195, 199, 200
trapez 207, 211
rOwnoramienny 207
trojka pitagorejska 180
trojkat
Herona 206
Pascala 66
trojmian 50
twierdzenie
Bézouta 85
cosinusow 270
o cieciwach 241
o logarytmie iloczynu 306
o logarytmie ilorazu 306
o logarytmie potegi 307
o odcinkach stycznych 233
o pierwiastkach calkowitych
wielomianu 88
o pierwiastkach wielomianu
stopnia n 93

Indeks

twierdzenie

o reszcie z dzielenia wielomianu
przez dwumian 84

o siecznych 278

o stycznej i siecznej 278

o zmianie podstawy logarytmu 318

odwrotne do twierdzenia
Pitagorasa 177

Pitagorasa 176, 181

Ptolemeusza 256

sinusow 265

warunek
opisania okregu na czworokacie 253
wpisania okregu w czworokat 257
wielokat
foremny 261
wklesty 207
wypukty 207
wielomian
stopnia n 50
wielu zmiennych 55
zerowy o0
wspotczynnik
jednomianu 50
kierunkowy prostej 202
wielomianu 50
wycinek kota (kotowy) 229
wyraz wolny wielomianu 50
wyrazy wielomianu 50
wyrazenie wymierne 131
wysokos¢ trojkata rownobocznego 177
wzory Viete’a 24
wzor
Cardano 91
Herona 206
wzrost wyktadniczy 321

Tablice wartosci funkcji trygonometrycznych

27°
28°
29°
30°

34°
35°
36°
37°

42°
43°
44°

sin «
0,0000
0,0175
0,0349
0,0523
0,0698
0,0872
0,1045
0,1219
0,1392
0,1564
0,1736
0,1908
0,2079
0,2250
0,2419
0,2588
0,2756
0,2924
0,3090
0,3256
0,3420
0,3584
0,3746
0,3907
0,4067
0,4226
0,4384
0,4540
0,4695
0,4848
0,5000
0,5150
0,5299
0,5446
0,5592
0,5736
0,5878
0,6018
0,6157
0,6293
0,6428
0,6561
0,6691
0,6820
0,6947

COSs ¢

1,0000
0,9998
0,9994
0,9986
0,9976
0,9962
0,9945
0,9925
0,9903
0,9877
0,9848
0,9816
0,9781
0,9744
0,9703
0,9659
0,9613
0,9563
0,9511
0,9455
0,9397
0,9336
0,9272
0,9205
0,9135
0,9063
0,8988
0,8910
0,8829
0,8746
0,8660
0,8572
0,8480
0,8387
0,8290
0,8192
0,8090
0,7986
0,7880
0,7771
0,7660
0,7547
0,7431
0,7314
0,7193

tg «
0,0000
0,0175
0,0349
0,0524
0,0699
0,0875
0,1051
0,1228
0,1405
0,1584
0,1763
0,1944
0,2126
0,2309
0,2493
0,2679
0,2867
0,3057
0,3249
0,3443
0,3640
0,3839
0,4040
0,4245
0,4452
0,4663
0,4877
0,5095
0,5317
0,5543
0,50774
0,6009
0,6249
0,6494
0,6745
0,7002
0,7265
0,7536
0,7813
0,8098
0,8391
0,8693
0,9004
0,9325
0,9657

o
45°
46°
47°
48°
49°
50°
51°
52°
53°
54°

72°
73°
74°
75°
76°
e
78°
79°
80°
81°
82°
83°
84°

86°
87°
88°
89°

sin «
0,7071
0,7193
0,7314
0,7431
0,7547
0,7660
0,7771
0,7880
0,7986
0,8090
0,8192
0,8290
0,8387
0,8480
0,8572
0,8660
0,8746
0,8829
0,8910
0,8988
0,9063
0,9135
0,9205
0,9272
0,9336
0,9397
0,9455
0,9511
0,9563
0,9613
0,9659
0,9703
0,9744
0,9781
0,9816
0,9848
0,9877
0,9903
0,9925
0,9945
0,9962
0,9976
0,9986
0,9994
0,9998
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COS ¥

0,7071
0,6947
0,6820
0,6691
0,6561
0,6428
0,6293
0,6157
0,6018
0,5878
0,5736
0,5592
0,5446
0,5299
0,5150
0,5000
0,4848
0,4695
0,4540
0,4384
0,4226
0,4067
0,3907
0,3746
0,3584
0,3420
0,3256
0,3090
0,2924
0,2756
0,2588
0,2419
0,2250
0,2079
0,1908
0,1736
0,1564
0,1392
0,1219
0,1045
0,0872
0,0698
0,0523
0,0349
0,0175

tg
1,0000
1,0355
1,0724
1,1106
1,1504
1,1918
1,2349
1,2799
1,3270
1,3764
1,4281
1,4826
1,5399
1,6003
1,6643
1,7321
1,8040
1,8807
1,9626
2,0503
2,1445
2,2460
2,3559
2,4751
2,6051
2,7475
2,9042
3,0777
3,2709
3,4874
3,7321
4,0108
4,3315
4,7046
5,1446
5,6713
6,3138
7,1154
8,1443
9,5144
11,430
14,301
19,081
28,636
57,290



Wartos¢ bezwzgledna

Dla a € R:

lal a jeslia =0
* 1| =
—a jeslia < 0

o |—a| = |a
Dla a,b e R:
e |a-bl = |al - |b]

Dlaa,beRib+#0:

_ lal

b

i
b

Pierwiastek kwadratowy

Dla a = 0:

e Va=bgdy b’ =aib=0
Dla a € R:

o Va? = |ex]

Dla a,b = 0:

e« Va-b=a Vb

Dlaaz0ib>0:

T
b Vb

Pierwiastek n-tego stopnia

Dla a = 0 1 parzystego n:
o Ya=b,gdybz20ib"=a
Dla a € R i nieparzystego n:

s Ya=>b gdy " =a

Potegi i pierwiastki

Dlaa>0,k€Z, ne N, \ {1}:

i 1
.u"”:_

ak

Daa,b>0,z,yec R:

1
& (Qn = -’.,jff.z

I 1 r i,
e q¥ -q¥ =" Y
»
il o
e — =T ¥
alt

e q" b = (ab)”
ﬂ..]" i
== )

e (a®)¥ = qa™¥

L
ol =]

Logarytmy

Dla a,b >0, a # 1:

e log b=z, gdya®=b
Daa,be>0,a# 1, pe R:
e log,a=1

e log, 1=10

log, be = log, b+ log, ¢

log e log, b—log, ¢
- :

e log O =plog, b

& ulugrr b e

Dla a,.b,z >0, a,b % 1:

log, «

L ].(J'gb £ = ]_{Jg—b
: 1

e log,a = on D

Wzory skréconego mnozenia

Dla a,b € R:
o (a+b)? = a?+ 2ab + b
¢ (a—b)2 =a?—2ab+ b

e a2 -b2=(a—-0b)(a+bd)

Dla a,be B, n = 2:

e a" —b"=(a—b)(a""" + a"2.b4a"
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¢ (a+b)* =a*+ 3ab + 3ab® + b*
o (a—b)%*=a® - 3a2b+ 3ab% — b*
e a® +b* = (a+b)(a® — ab+ b?)

o a® —b* = (a — b)(a® + ab + b?)

Lty o RIS L A AR a6 F;”_L)

Réwnania Réwnanie prostej

Dlaa.be R:

e a-b =0 wtedy i tylko wtedy, gdy
g=01lub k=0

Dla b +#£0,d#0:

® rOw ie:
rownanie: ” e

b d
jest rownowazne rownaniu:

ad = be

Rownania i nierownosci

z wartosciag bezwzgledna

Dla a = (:
s 1y = a8t =—nlob 2z =4)
o z|<as —a<z<a

o |[z| >av (z < —alubz > a)

¢ Rownanie kierunkowe: y = axz + b

¢« Rownanie ogdlne: Ax + By + C =0,
gdzie A # 0 lub B # 0

L

Roéwnanie prostej o wspolezynniku
kierunkowym a przechodzacej przez
punkt (xq,y;):

y— 1y =alxr—x)

L

Wspélezynnik kierunkowy proste;j:
y=ax+b
przechodzacej przez punkty (x1,1)

i (za,y2), gdzie 21 # xa:

Yz — U

I Iy

i =

e Prostey = a1x+b1 1y = asx+ b2 sa:
rownolegle, gdy a1 = as,

prostopadie, gdy a; - a; = —1.

Przeksztatcanie wykresow funkcji

o Wykres funkeji y = f(x—p)+q otray-
mujemy przez przesuniecie wykresu
funkcji y = f(x) o wektor [p, q].

e Wykres funkcji y = — f(x) otrzymuje-
my przez symetryczne odbicie wykre-
su funkeji y = f(x) wzgledem osi OX.

o Wykres funkcji y = f(—x) otrzymuje-
my przez symetryczne odbicie wykre-
su funkcji y = f(z) wzgledem osi OY.

Y.u. :

; ] £ 3 Y 4
it i e 1
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Rownanie kwadratowe Wozory Viéete'a Twierdzenie Pitagorasa Tozsamosci trygonometryczne

e Wyrdznik réwnania kwadratowego Jezeli réwnanie kwadratowe: W trojkacie prostokatnym: Dla « € [0°;180°]:
240 = : 2 _
axr® + x+Ac_(l)),2a7i0 ar® +br+c=0 c e sina+cos®a=1
= 07— =ac ma pierwiastki x1 i zs, to: b .t _ sina 90°
e Pierwiastki réwnania kwadratowego: b a . BO= osa @ 7
— jesli A > 0, to réwnanie ma dwa ® T2 = o 9 792 9
S : a®+b°=c
pierwiastki: c

L _—b-VA bt VA ® T2 = o Wartosci funkgji A
1= —F > T2= ——(—— .
2a 2a Funkcje trygonometryczne A e TS

— jedli A =0, to rownanie ma jeden

SU 2 - kata ostrego
pierwiastek (podwdjny): Twierdzenie Bézouta « 0°  30°  45°  60°  90°

Tn = — b W trojkacie prostokatnym:
0= 7o, Liczba a jest pierwiastkiem wielo- _ u . L2y
— jesli A < 0, to rOwnanie nie ma mianu w wtedy i tylko wtedy, gdy ®sma =~ B 2 2
pierwiastkow. Wielomian w jest podzielny przez .« cosq = b c . cosa 1 ‘/7§ ‘/75 % 0
dwumian x — a. c v
5 V3| -

Z o0 a _ [0 . t
W2zér funkcji kwadratowej o tga =9 : b | sa | 0 1
+ Postac ogolna

f(@) = a2 +br+c,a#0 Jedli r jest reszta z dzielenia wielo- Funkcje trygonometryczne
kata wypuktego

Wspélrzedne wierzchotka paraboli: mianu w przez dwumian x — a, to: Dla dowolnego tréjkata:

b A
(p,q) = (_%7 _E) r=w(a) Dla P(x,y) oraz a € [0°;180°:
e Posta¢ kanoniczna: . < _y _ \/ﬁ
sina = £ r=+z?+y?#0
fx)=alx—p)P+qa#0 Twierdzenie o pierwiastkach ;
e Postaé iloczynowa: catkowitych ® cosa =
— jesli A > 0, to: C e . otga:ﬂ’
F(2) = alw — 1) (x — 22), a # 0, Jezeli wielomian: x
gdzie x1, o sg pierwiastkami, w(r) = apx™ + ...+ a17 + ag a _ b _ _¢ _9p
~ jedli A =0, to f(z) = a(z — x0)?, (gdzie ap # 0) o wspolezynnikach cal- sina sinf siny

gdzie x¢ jest pierwiastkiem, kowitych ma pierwiastek catkowity, Wzory trygonometryczne
— jesli A < 0, to funkcja nie ma to jest on dzielnikiem wyrazu wol-
Dla « € [0°;90°]:

postaci iloczynowej. nego ag.

° sjn(g()o — a) = COS v Dla dowolnego tréjkata:

Potozenie paraboli wzgledem osi OX e cos(90° — a) = sina
% v v 4<0 4<0 4<0 Dla a € (0°;90°):
90° — ) = ——
A>0 A= A <0 > ta Y= tga
7N Y Dla o € [0° 180°]:
ON_/ X O X O X O X O X O X e sin(180° — @) = sin a? =b? + ¢ — 2bccosa
{CL>0 {a>0 {a>0 .COS(]_SOO—OZ):—COS& b2:a2—i—02—2accosﬁ
A>0 A=0 A <0 e tg(180° — a) = —tga, a # 90° c? = a? 4+ b? — 2abcosy
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Twierdzenie Talesa

Jezeli proste AC' i BD sa
réwnolegte, to:

|PC| _ |CD| D
[ ) ey
|PA] |AB] c
\PC| _ |PD|
[ ] =
|PA|  |PB| P A\ B\

Tréjkaty

e Dowolny trojkat

1
P = =ah

2

1 .

= —absina

2 R — promien

abe okregu opisanego,
P = AR r — promien

okregu wpisanego,

P=p-r p — polowa obwodu

P=/plp—a)(p—b)(p—c)

e Trojkat rownoboczny

Okrag wpisany w trojkat

Dwusieczne katow wewnetrznych
trojkata przecinaja sie w jednym
punkcie, ktory jest srodkiem okregu
wpisanego w ten trojkat.

I 390 Woybrane wzory i twierdzenia matematyczne

Czworokaty

e Prostokat
P=ab b

-/

a

e Rownolegtobok
P =ah b/ |h ;
P = absin« :
a
e Romb

b

X

-/ =

a
Koto i okrag

e Dhugosc¢ okregu:
[ =2mr

e Pole kota:
P = nr?

e Pole wycinka kota: Q
P = 3200 -2

e Dlugosé tuku okregu:

L= io - 27r
360

Okrag opisany na trojkacie

Symetralne bokéw tréjkata przeci-
naja sie w jednym punkcie, ktéry
jest srodkiem okregu opisanego na
tym tréjkacie.

Okrag wpisany w czworokat Okrag opisany na czworokacie

W czworokat wypukty mozna wpisac Na czworokacie mozna opisaé¢ okrag
okrag wtedy i tylko wtedy, gdy: wtedy i tylko wtedy, gdy:

at+c=b+d a4y =p0+0=180°

Twierdzenie o cieciwach Katy w okregu

Jesli w okregu dwie cieciwy AB i C'D e Kat a wpisany
przecinaja si¢ w punkcie P, to: w okrag i kat
[PA|-|PB| = |PC|-|PD| srodkowy 5

oparte na tym
samym tuku:

0 =2«

_— 3

Katy wpisane

A w okrag
\v oparte na tym
samym tuku
C

maja réwne

miary.
Twierdzenie o odcinkach .
stycznych e Kat wpisany

w okrag oparty

Jesli styczne do okregu w punktach
A1 B przecinaja sie w punkcie P, to:

na potokregu
(na $érednicy)

|PA| _ |PB| jest kadtem
prostym.

e Suma miar
katow a i 3
wpisanych
w okrag, jak
na rysunku
obok, jest
réwna 180°.

slolel:
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