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Funkcja
kwadratowa

Jesli pominie sie opor powietrza, mozna przyjac, ze tor lotu pitki rzuconej
pod katem ostrym do poziomu lub pocisku wystrzelonego pod takim katem
jest fragmentem paraboli (kolor niebieski na rysunku). Jednak opér powie-
trza sprawia, ze tor ten ma ksztalt krzywej balistycznej (kolor czerwony na
rysunku).

Odpowiedzi do polecen i rozwigzan zadan nie nalezy zapisywac¢ w podreczniku.
Oznaczenie przyktadéw z dowodami oraz ¢éwiczen i zadan na dowodzenie.

Oznaczenie zadan, przy ktorych rozwigzaniu warto skorzystac z kalkulatora,
oraz tematéw ze wszystkimi takimi zadaniami.

Sekcja Przypomnij sobie zawiera nieobowigzkowe powtdrzenie przydatnych
wiadomosci przed wybranymi lekcjami.



1.1. Wykres funkcji f(x)=ax?2

Na ponizszym rysunku przedstawiono parabole, ktora jest wykresem funkeji
f(z) = x%. Jej dziedzing jest zbidr liczb rzeczywistych, a zbiorem wartodei —
przedzial [0;00). Z wykresu mozemy odczytaé nastepujace wlasnosci:

. ¥ - ramiona paraboli sa skierowane do goéry,

f?ng) .05 OY jest osig symetrii paraboli,

- punkt (0,0) jest wierzcholkiem paraboli,

« funkeja f jest malejaca w przedziale

mmEh (—oc; 0] oraz resngca w przedziale [0; 0o),
{_94} (24) . «dla x = 0 funkcja f przyjmuje wartosé

bk ' najmniejsza rowna zeru, natomiast dla
kazdego x # 0 prawdziwa jest nierownosc

flz) >0,

. funkeja f nie przyjmuje wartosci najwiek-

D )
: szej.

Cwiczenie 1
Na powyzszym rysunku podano wspolrzedne czterech punktow nalezacych
do wykresu funkcji f(x) = x*. Podaj wspélrzedne czterech innych punktéw

nalezacych do tego wykresu.

Cwiczenie 2

Sporzadz tabele wartodei funkeji fi(z) = 22, folz) = 222 1 fa(z) = %.’1’:2

oraz
w jednym ukladzie wspolrzednych naszkicuj ich wykresy, taczac punkty wy-
kresu odpowiednia krzywa (patrz wyzej).

2

s PRy s g L2 o — 2 — Ay i
Parabole y = ;2°, y = 2%, y = 42" zostaly _Y‘
dla porownania naszkicowane w jednym
ukladzie wspdlrzednyeh. Zwroé uwage na za-
leznoéé miedzy wspolezynnikiem a w rowna-

2

niu paraboli ¥ = ax* i rozchyleniem ramion

tej paraboli.

Cwiczenie 3

Czy punkt P nalezy do paraboli y = 4227
a) -P(_:li"]-) c) Ij(% 1)

b) P(4,32) d) P(-2,16)

N 10 1. Funkcja kwadratowa

Na rysunku obok przedstawiono parabole, ktéra
jest wykresem funkeji f(z) = —x*. Jej dziedzina

jest zbidr liczb rzeczywistych, a zbiorem warto-
Sci — przedzial (—oc;0]. Zwrdé uwage na to, ze

ramiona te] paraboli sa skierowane w dot.

Cwiczenie 4
a) Podaj przedzialy monotonicznosci funkeji
flz) =—a*.
b) Podaj réwnanie osi symetrii i wspolrzedne
wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkeji

f(z) = —a2.

Cwiczenie 5
Na rysunku ponizej przedstawiono wykresy funkeji:

fi(@) = =22, fa(z) = —222, fa(z) = —42?, fo(z) = —312% i fs(z) = —:2?
a) Dopasuj do kazdej funkeji odpowiedni wykres.
b) Dla kazdej sposrdd funkeji fa, fi1 f; podaj po cztery punkty o obu wspol-
rzednych catkowitych nalezace do jej wykresu.

4 R P i

Wartoséé wspolezyvnnika a we wzorze funkeiji f(x) = ax?. a # 0. decyduje
P ¥ Al : s yau)

o tym, czy ramiona paraboli bedacej jej wykresem skierowane sa do gory
(gdy a > 0), czy w dél (gdy a < 0), oraz o tym, jak bardzo sa rozchylone.

Cwiczenie 6
Do wykresu funkeji f(z) = ax® nalezy punkt P. Naszkicuj ten wykres i podaj
pig¢ punktow o obu wspdlrzednych catkowitych, ktore do niego naleza.

a) P(2,—2) b) P(%,-1) ¢c) P(—1,3) d) P(v3,-1)

1.1. Wykres funkcji f(x) = ax® 11 I
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Zadania

1.

Naszkicuj wykres funkeji f o dziedzinie D. Podaj zbior wartosci tej funkeji.

d) f(:r.)::r;g. D =[-3;3] C) f(:):—vf D = (—2;4)
f(x) D = [0;3) f(z) = D =[-4;2]

f) flx) =—2%, D= (-3;3 ) f(r)—SJ‘ = (-1;2)
Flal= , D =[-3;1] h) f(r)z—?x Bi=:{1; 3]

Dopasuj do réwnan y = 22, y = é—;’f:z, = %—:;r::2 odpowiednie parabole spo-

srod A-E. Podaj rownania pozostalych parabol.

ik e dRL REE

CERER R

Dla ktorej sposrdod trzech podanyeh funkeji odleglosé od osi OX punktu
o odcigtej x = 1 nalezacego do wykresu tej funkeji jest najmniejsza?

2y =3z y=2v32>

2

aj =% 2

y = 4%, y= —6a2?

b) y = —%.‘L‘
Dla jakiej wartodci wspélezynnika a punkt Q nalezy do paraboli y = az®?
a) Q(1,6) b) Q(2,8) c) Q(—4,8) d) Q(—8,48)

Punkty 0(0,0), A(x,3) i B(—x,3) nalezg do paraboli y = ax®. Pole trdj-
kata AOB jest rowne 12. Naszkicuj te parabole.

Sprawdz sie

6.

Naszkicuj wykres funkeji f(x) = az?, do ktérego nalezy punkt P.
) Pl-53) B Pl g P(-5=3) ) P(-3;3)

Naszkicuj wykres funkeji f o dziedzinie D = [—2;2]. Podaj zbioér wartosci
tej funkcji.

a) f(z) =x?

b) f(z) = 32° ¢) f(z)=—2* d) f(x) = —32°

1. Funkcja kwadratowa

Przypomnij sobie

Przesuwanie wykresu funkcji wzdtuz osi uktadu wspétrzednych

» Wykres funkeji y = f(x) +¢q dla ¢ > 0 otrzy-
mujemy przez przesuniecie wykresu funkecji f
0 q jednostek w gore wzdluz osi OY.

« Wykres funkeji y = f(x) — ¢ dla ¢ > 0 otrzy-
mujemy przez przesuniecie wykresu funkeji f
0 ¢ jednostek w d6l wzdluz osi OY.

1. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji
flz) = |x| oraz wykresy funkcji g i h, ktore
otrzymano przez przesuniecie wykresu funk-
cji f wzdluz osi OY.

a) Podaj wzory funkeji g i h oraz ich zbiory
wartosci.

b) Naszkicuj wykresy funkcji k(z) = |x|+ 2,
[(x) = |z| — 3 1 podaj ich zbiory wartosci.

e

2. Naszkicuj wykresy funkcji f(z) = 2z, g(z) =2z + 11 h(z) = 2z — 3. Dla
kazdej funkeji wyznacz punkt, w ktérym jej wykres przecina os OY'.

o Wykres funkeji y = f(z —p) dla p > 0 otrzy-
mujemy przez przﬁsuchm wykresu funkeji f
o p jednostek w prawo wzdluz osi OX.

e Wykres funkcji y = f(z+p) dla p > 0 otrzy-
mujemy przez przesuniecie wykresu funkeji f
o p jednostek w lewo wzdluz osi OX.

3. Na rysunku przedstawiono wykres funkeji
f(z) = |x| oraz wykresy funkcji g i h, ktore
otrzymano przez przesuniecie wykresu funk-
cji f wzdluz osi OX.

a) Podaj wzory funkcji g i h oraz ich zbiory

wartosci.

oy

=T

P X
BN
_________ . 4
DA

0| 1 @ ix

b) Naszkicuj wykresy funkeji k(x) = |x — 3| oraz l[(z) = |z + 1| i podaj ich

miejsca Zerowe.

4. Naszkicuj wykresy funkeji f(z) = 2z, g(z) = 2(x + 1) i h(z) = 2(z — 3).
Dla kazdej funkcji wyznacz punkt, w ktorym jej wykres przecina os OX.

Przesuwanie wykresu funkcji wzdtuz osi uktadu wspétrzednych

13 I



I 14

1.2. Przesuniecie wykresu funkcji
f(x)=ax? wzdtuz osi OY i osi OX

Przyktad 1

Wykres funkeji f(x) = 22?2 —4 otrzymamy,
przesuwajgc parabole y = 22? o 4 jednostki
w dot (rysunek obok).

Cwiczenie 1

Naszkicuj wykres funkeji f i okresl jej zbior
wartosci.

i) fle)=2*—3
b) f(z) =2* +1

¢) flz) = —22% -4
d) f(z) = —22* + 2

Przyktad 2 v : -
Wykres funkeji f(x) = 2(x — 3)? otrzymamy, \ \ f;;j : / .
przesuwajgc parabole y = 22? o 3 jednostki . ~“ o -
W prawo (r}rﬁ]_ln(}k {)t]{)k)_ ....... HH- R j IR,
c'wiczenie 2 A ............. ....... ............ ;
Naszkicuj wykres funkeji f i podaj jej prze- bt bl d e ok
dzialy monotonicznosei.
2) f(z) = (z4+372 <) f(z)=—2(c+2) 1
b) f(z) = (z—1)2  d) flz) = —2(z - 2)? o

e 1 x
Przyktad 3
Wykres funkeji f(z) = (x—2)% +1 otrzymamy,
przesuwajgce parabole y = 2% o 2 jednostki

w prawo, a nastepnie o 1 jednostke w gore
(rysunek obok).

Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj wspotrzed-
ne wierzchotka otrzymanej paraboli.

a) f(z)=(z—3)" -2

b) f(z) = (z+2)* +1

1. Funkcja kwadratowa

Twierdzenie

Wykresem funkeji f(x) = a(x — p)* + g, gdzie a # 0, jest parabola o wierz-
chotku w punkcie (p,q). Jej osia symetrii jest prosta x = p.

Cwiczenie 4

Podaj wspolrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkeji f. W jaki
sposéb nalezy przesunaé parabole dana wzorem y = 2z%, aby otrzymaé wykres
funkcji f7

a) f(z)=2(z+6)*—3 b) f(z) =22 — 4z + 2

Ponizsze wlasnodci funkeji f(x) = a(x — p)? + ¢ zalezy od wspélezynnika a.

a >0 \

» ramiona paraboli sa skierowane do gory
«dla 2 = p funkeja osigga wartosé naj-
mniejsza y = ¢

- funkcja maleje w przedziale (—oc; p|

- funkcja roénie w przedziale [p; oc)

L] , " - - - q
» zbiorem wartosci funkeji jest przedziatl |
. |
[q: DO) (_J' P X
Y
a<0
i

» ramiona paraboli sa skierowane w dot

»dla z = p funkcja osiaga wartos¢ naj-

wigksza y = ¢

- funkcja roénie w przedziale (—oc; p|

- funkcja maleje w przedziale [p; oc)
zbiorem wartosci funkeji jest przedzial

(_Dcifi] / 3

Cwiczenie 5

Podaj przedzialy monotonicznosci i zbidr wartosci funkeji f oraz wspolrzedne
wierzcholka paraboli bedacej jej wykresem. Naszkicuj t¢ parabole.

a) f(z)=2(z—3)* -4 c) flz)=—(z+4)2-1

b) f(z) = 3(z+2)* + 2 d) f(z)=—3(z—1)*+3

1.2. Przesuniecie wykresu funkcji f(x) = ax® wzdtuz osi QY i osi OX

15 I
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Zadania

1.

Wrykres funkeji f otrzymano przez przesuniecie wykresu funkcji y = x%:

a) o 3 jednostki w prawo, b) o 2 jednostki w lewo.
Podaj wzor funkceji f, jej przedzialy monotonicznosci i naszkicuj jej wykres.

Wrykres funkcji f otrzymano przez przesuniecie wykresu funkeji y = —x*:

a) o 2 jednostki w lewo i 3 jednostki w gore,
b) o 1 jednostke w prawo i 2 jednostki w dol.
Podaj wzor funkeji f i naszkicuj jej wykres.

Naszkicuj parabole o podanym wzorze. Wyznacz wspolrzedne jej wierz-

cholka oraz rownanie jej osi symetrii.

a) y=a*+2 ¢c) y=(x—2)? e) y=(r—1)*—-14
b) y=a*—-4 d) y=(x+1)? ) y=(x+3)?*+1

Naszkicuj wykres funkeji f i podaj jej zbior wartosei.
8) f@)=—-2+4  d) f(e) = -2a-2"+1 g)

b) f(#) =—(2—-2)>-1 ¢) flz)=2(x—-2)?+1 h) f(z)=—32"+4
¢) flz)=—(z+3)*+1 f) f(z)=2(z+1)* =8 1) f(

Sprawdz sie

2

jest punkt: U 1 Q@ X

Podaj zbior wartosdci funkeji f, jej przedzialy monotonicznosci i wspol-
rzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem tej funkcji.

a) f(z)=32>—-6 d) f(z)=—-52>+9 g) flz)=(2—a)* +1
b) f(z) = 3(x — 4)* e) f(z) = —5(x + 8)? h) f(z)=4-32(z—1)
¢) f(z) =3(z+2)*+5 f) f(z)=-5(z—3)*-2 i) f(z)=(3+z) -2

Wykresem funkcji f jest parabola otrzy-  \ Yy 2/

1.2 F & g 2 7
i 0. SO L V. b

(ry?.un{zk [‘Jh[‘]l{). Podaj wzor funkeji f pray . R | .- S -

mana przez przesuniecie paraboli y =

zalozeniu, ze wierzcholkiem jej wykresu

a) P, b) @, ¢) R, d) S.

Naszkicuj wykres funkeji f i podaj jej zbior wartosci.
a) flz)=3(x—-2)*+2 ¢) flx)=2%(x+3)*—-2 e) f(z)=—22+2
b) f(z) =3(x—1) -4 d) f(z)=3(x+2)*+3 f) f

1. Funkcja kwadratowa

Przypomnij sobie

Wzory skréconego mnozenia

)

1,

Uzasadnij podane obok
wzory. W tym celu wyko- (a +b)? = a® + 2ab + b®> kwadrat sumy
naj mnozenie (a+b)(a+b)

oraz (a — b)(a — b).

(a — b)* = a* — 2ab + b*® kwadrat réinicy

Zapisz w postaci sumy algebraicznej.

a) (x+1)* ¢) (x+ 3)* e) (x—1) g) (z —4)*
b) (x + 2)? d) (z +6)? f) (z—2)? h) (z —5)?

Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
a) (z+ %)2 ¢) (z+ %)2

b) (z+ 1)’ d) («+3)’

Zapisz w postaci sumy algebraicznej.

a) (2x +1)? ¢) (3z +2)* e) (2z — 1)?
b) (2 + 3)? d) (3z + 4)* f) (3z—1)*

f g) (z—3)

=y
e S
&
Lofr B3|

g) (3z —5)?
h) (4x — 3)?

Wyznacz liczbe a, dla ktérej wyrazenie (x + a)? jest réwne podanej sumie
algebraiczne;j.
a) x* +4z + 4
b) z? + 8z + 16

c) 22 4+ 10x + 25
d) 2% + 162 + 64

e) 28+ x+ 3
f) #*+3z+ 2

Wryznacz liczbe a, dla ktérej wyrazenie (x — a)? jest réwne podanej sumie

algebraiczne;j.

a) x* — 2z + 1 c) 2% — 14z + 49 e) ? — Zx + %
b) 2 — 6z + 9 d) 2% — 20z + 100 f) &* — s+

Uzasadnij podany obok

> a’? — b? = (a — b){{l -+ b} roznica kwadratow
WZOT.

Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
a) (r—2)(x+ 2) c) (z+4)4— z)
b) (z — 3)(z + 3) d) (z + 8)(z — 8)

e) (2 —1)(2z + 1)
f) (24 3z)(3z — 2)

Przedstaw podana sume algebraiczna w postaci iloczynu (z —a)(x +a) dla
pewnej liczby a.
a) x* — 25

b) z* — 49 c) x? —2

Wzory skréconego mnozenia

17 I
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1.3. Postac¢ kanoniczna i posta¢ ogdlna
funkcji kwadratowej (1)

Definicja
Postac:
ostac y = ax® + bx + c, gdzie a,b,c € R, a # 0

nazywamy postacig ogolng funkcji kwadratowej.

Postac:
st y = a(x — p)* + q, gdzie a,p,q €ER, a # 0

nazywamy postacig kanoniczng funkcji kwadratowe;.
Funkcje kwadratowa nazywamy tez trojmianem kwadratowym.

Cwiczenie 1
Przeczytaj przyktady w ramce pokazujace, w jaki sposéb przejs¢ od postaci
kanonicznej funkcji kwadratowej do postaci ogdlne;j.

o Y= B(x — 4)2 — 7= Postaé kanoniczna
=3(2®> —8x+16) — 7 =

= 322 — 24z + 41

Korzystamy ze wzoru (a — b)? = a® — 2ab + b°.

Posta¢ ogdlna

o Y= —4(33 + %)2 +1= Postaé¢ kanoniczna
= —4(z*+z+1)+1=

= —4x? — Ax

Korzystamy ze wzoru (a + b)? = a® 4 2ab + b°.

Postaé¢ ogolna

Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci ogélnej.

a)y=—2(x—3)?+6 b)y=—3(zx+3)°+3 c)y=3(x—5)2*+9

Aby przejsé od postaci ogdlnej funkcji kwadratowej do postaci kanonicznej,
nalezy zastosowa¢ uzupetnienie do kwadratu.

Przyktad 1
Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci kanonicznej.

a) y=a>+6x+10 =
=22+2-3x+10 =
=2*+2:3z4+3 -9+10=
= (z+3)* -9+10=
=(z+3)*+1

Posta¢ ogdlna
Wspétczynnik 6 zapisujemy jako 2 - 3.

Dodajemy 9 = 32, czyli uzupelmiamy wyrazenie
z? + 2 - 3z do kwadratu, i odejmujemy 9.

Korzystamy ze wzoru (a + b)* = a® + 2ab + b*.

Postaé¢ kanoniczna

1. Funkcja kwadratowa

Postaé¢ ogodlna

b)y=a2?>—2-2=

Wspotczynnik —1 zapisujemy jako —2 - %
1 132 1)2 . . o

=z>-2. 5T+ (—) — (5) — 2 = Dodajemy i odejmujemy (%)2

Korzystamy ze wzoru
(a —b)* = a® — 2ab + b°.

Posta¢ kanoniczna

Cwiczenie 2

Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci kanonicznej. Podaj wspolrzedne
wierzchotka paraboli bedacej wykresem tej funkcji.

a) y=x>+6x+6
b) y = 2%+ 4x + 8

e) y=a*+x+ 1+

f) y=a*>—-3zx+1
Wykresem funkcji kwadratowej f(x) = a(x —p)* + ¢ jest Y ¥
parabola o wierzchotku (p, q). Wspoélrzedne wierzchotka

paraboli oznaczamy takze (., Y., ). O \/ X

(T Yu)

c) y=uax?—6x—2
d)y=a2*>—-8x+1

Twierdzenie

Parabola y = az? + bx + ¢ ma wierzcholek w punkcie o wspélrzednych:

alcw:—i yw:—%, gdzie A = b? — 4ac, a # 0

2a’

Wyrazenie A nazywamy wyroéznikiem trojmianu kwadratowego.
Dowod
y=ar’+br+c=a(@®+Lz)+c=a(z®+2- L) +c=

—a[(et+ %)~ | te=alet £) - L4 mafet )’ - g

Jest to postaé¢ kanoniczna funkcji y = a(z —p)? +q dlap = —% ig= —%, zatem
Lw = _%7 Yw = _%

Przyktad 2

Oblicz wyr6znik tréjmianu kwadratowego y = —x* + bz — 2.

Wspélczynniki tréjmianu: a = -1, b=51ic= —2.
A=b—4dac=5*—4-(-1)-(-2)=25-8=17

Cwiczenie 3

Oblicz wyroéznik trojmianu kwadratowego.

a) y=x*+3z+1 c) y=az*—4x+4 e) y=—2x*+4

b) y=2x*+4x+1 d) y=—22*+6x —6 f) y=22*—3x

1.3. Postac kanoniczna i posta¢ ogdlna funkcji kwadratowej (1)
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Przyktad 3
Wyznacz wspdlrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkeji
y = 22% — 6z + 1, a nastepnie zapisz te funkcje w postaci kanonicznej.

Wspélezynniki tréjmianu: a =2, b= —61ic= 1.
" _b__(ﬁjl_ﬁ_ﬂ
Y 2a 4 4 2
A=b—4ac=(—6)*—-4-2.1=36—-8=28
LA _ w7
1}1]: T ’i!’l T 8 = 2
Zatem wierzchotkiem paraboli jest punkt o wspolrzednych (% - Z—)
Dot o e Lra I = gy — f_.:.?...z—z
Postac¢ kanoniczna: y = ?(J: 2) T

Cwiczenie 4
Wyznacz wspélrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem podanej funk-
cji, a nastepnie zapisz te funkcje w postaci kanonicznej.

a) y=4x*+ 6x+ 3

b) y = -2z +4xr+1 ¢) y=za*—ax+1

B2 | =

Zadania

1. Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci ogolne;j.
ajyz(:t—%]z—i-cl ¢c) y=2(x—-3)*+1
b)y=—(2-4)*-3 d)y=-3+2)"-4 f) y=—3(z-3)"+4

2. Wykresy funkeji kwadratowych f, g i h (rv-
sunek obok) otrzymano w wyniku przesunie-
cia wykresu funkeji y = 222, Odcezytaj z ry-
sunku wspolrzedne wierzchotkéow otrzyma-
nych parabol. Podaj wzor kazdej z funkeji f,
g i h w postaciach kanonicznej i ogdlnej.

3. Zapisz w postaciach kanonicznej oraz ogolnej

wzor funkeji g, ktorej wykres otrzymamy po

przesunieciu wykresu funkeji:
a) f(x)=3x? 0 3 jednostki w prawo i 2 jednostki w dél,

b) f(z) = —42* o 5 jednostek w lewo i 100 jednostek w gére.

4. Oblicz wyréznik trojmianu kwadratowego.
a) y=—-222+5x+7 ¢)y=-22a>+3x-1 e) y= %;‘::2 + 6x — 3
b) y = 2x* + 3z + 2 d) y=42*> - 122+ 9 f) y = ‘—}:::2 —2rx+ 5

1. Funkcja kwadratowa

Oblicz wyrdznik trojmianu kwadratowego. Wyznacz wspolrzedne wierz-
chotka paraboli bedacej wykresem tego trojmianu.
c) y=22>+4x -5

d) y = —32% + 62 — 2

a) y=2"+4z — 3
b) y=—a*+6x—1

e) g;=3$2—2:i:—|—%
e -

f) y——:'_l".ﬂ +£+1
Podaj wspolrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkeji f, a na-
stepnie przedstaw te funkeje w postaci kanonicznej.

a) f(x)=x22+2x+4+3 ¢) f(z)=—-422+8z+1 e) f(z)=2?—x

b) f(z) =32 —4z+8 d) f(z)=22"+8x -7 {) f(z)=—-22"+6z
Do wykresu funkcji kwadratowej f(x) = 22° — 4x + ¢ nalezy punkt P.
Oblicz wspotezynnik ¢ i zapisz wzor funkeji f w postaci kanonicznej.

a) P(0,1)  b) P(0,—2) ¢) P(1,4) d)P(2,2) e)P(-2,-4)

Na ponizszym rysunku przedstawiono wykresy funkeji:

file)=-322+ 32+ 5, f(2)=—32°—2+],
fa(zg) =—32*+32 -6, fiz)=—222—32z+2

EY! 3

a) Zapisz wzor kazdej funkeji w postaci kanoniczne;j.

b) Dopasuj do kazdej funkeji odpowiedni wykres.

Sprawdz sie

9.

10.

11.

Oblicz wyroznik tréjmianu kwadratowego.
a) y=x>—-3x—4 b) y = 3x* + bz + 2 ¢c) y=—a*—4dxr+1
Wryznacz wspolrzedne wierzcholka paraboli.

a) y=42>—8x +1 ¢) y=ax?+6x— 10

d) y=-2*>-3z+2

¢) y=a+=2

b) y=—4z* + 62+ 2 f) y=-22%-3z

Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci kanonicznej.
a) y=x> —4x -2 ¢) y=—3z%+ 5z — %
b) y =2z* -8z +1 d) y= —%:{:2 —2r+1

e) y=8zx—u

t) y = —ST:;:Q + T

1.3. Postaé kanoniczna i postaé ogdlna funkeji kwadratowej (1)
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Przypomnij sobie

Obliczanie wartosci tréjmianu kwadratowego

1. Oblicz wartosé¢ wyrazenia dla x = —2 i dla z = —3.
a) x* — 3z — 6 b) 222 + %;’L’ — % ¢) —3z% + 2z —1
2. Oblicz wartos¢ wyrazenia dla x = —% 1iella = %
a) 4z® — 2z + 3 b) —8z% + 4z — 1 ¢) —2z2°% — 6z + %
3. Oblicz wartodci funkeji f, g, h dla argumentu x = —2 i uporzadkuj je od

najmniejszej do najwiekszej.
a) flzg)=—2*+ 62+ 1, glz)=20"+ 102 -5, h(z) = —3z* — Lz +4
b) f(x) =32 +32-7, g(z)=—-12+ 32 -8, h(z)=—-Y2?—2—4

. P i i : 5 e 2
4. Oblicz wspélezynnik e funkeji f(x)=— i«:i’:2 — =1 + ¢, ktora spelnia warunek:

a) f(—2)=29, b) f(4) = -2, ¢) f(—24/2) = —8.

5. Sprawdz, ktore spodrdd punktow:
A(—1,2 - 3v2), B(—v2,10 — 2/2), C(-2,8),
D(1+v2,4+v2), E(V2,8 -2v2)
nie nalezg do wykresu funkeji f(z) = 22% — V22 — 2v/2.

rd FIDET rd =1
LZY Wiesi, Z€...

Jesli dla dwdch rdéznyeh argumentow ;
3 y

x,, ¥, funkcja kwadratowa przyjmuje Pl = )

ol = v s X

s _r;i-
2

te sama wartosc, to o§ symetrii para-

boli bedacej wykresem tej funkeji jest
] W3 ) J1 ]

prosta okreslong za pomoca réwnania:

6. Sprawdz, czy f(—3) = f(1). Podaj réwnanie osi symetrii paraboli bedacej
wykresem funkcji f oraz wspdlrzedne wierzchotka tej paraboli.

a) flz)=z2>+2 -1 b) f(z) = —22* — 4z + 2

7. Oblicz f(—2), f(—1), f(1)1i f(2). Podaj réwnanie osi symetrii oraz wspol-
rz¢dne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkeji f.

a) fla)=a> -2 -2 ¢) flx) = —2a% + 6x — 4
b) f(z) = 22* — 6x — 2 d) f(x) = —6z* — 6z +8

1. Funkcja kwadratowa

1.4. Postac¢ kanoniczna i postac¢ ogolna
funkcji kwadratowej (2)

Przyktad 1
Wyznacz wspolrzedne wierzchotka paraboli y = —a% + 6x — 5. Naszkicuj te
parabole.
a=—1,b=6, ¢ = —35, zatem: i 1 ly=—(e-3>+4
b 6 : |
Ly = _.2'_0', o _2' =3
A=b —4dac=6*—-4-(-1)-(-5) = 16
FAY 16
yar:__:i;'_ 4 =4

Trojmian kwadratowy zapisujemy w postaci
kanonicznej: y = —(z — 3)* + 4.
Szukana parabole otrzymujemy w wyniku

przesuniecia paraboli y = —x? o 3 jednostki

w prawo i 4 jednostki w gére.

Cwiczenie 1
Wyznacz wspoélrzedne wierzcholka paraboli, a nastepnie przedstaw tréjmian

kwadratowy w postaci kanonicznej. Naszkicuj te parabole.

a) y=xz'+4e+1 c) y=2z"+4x + 2 e) y= %3;3 s %
b) y=—z*+2z -3 d) y=—-22? -8z —5 f) y=—1a?—2zx+3

Zauwazmy, ze jesli wyznaczymy pierwsza wspolrzedna wierzchotka paraboli
bedacej wykresem funkeji kwadratowej f, to jego druga wspotrzedna mozemy

obliczy¢, korzystajac z tego, ze y, = f(x.).

Cwiczenie 2
Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wyznacz wspolrzedne wierzcholka paraboli bedgcej wykresem funkeji:
f(z)=—2a%+ 8z —1
o . e o B B
a=-2,b=8 wigcz, = —5 = 5y = 2.

Wspélrzedna y, = f(z,) = f(2) = -2-22 +8-2-1=71.
Wierzcholtkiem paraboli jest punkt (2, 7).

Wyznacz wspolrzedne wierzcholtka paraboli bedacej wykresem funkeji f.

a) flz) =22 —-42+3 b) flzg)=—-2>—-3z+4 o) f(z)=3z2—2+10

1.4. Postaé kanoniczna i postaé ogdlna funkeji kwadratowej (2)
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Przyktad 2
Prosta x = 1 jest osig symetrii paraboli bedacej wykresem funkcji kwadrato-
wej f(x) = 32z + bx — 4. Oblicz wspo6lcezynnik b.

Osia symetrii paraboli jest prosta x = —%, zatem —2—% = 1. Stad b = —6.

Cwiczenie 3
Prosta [ jest osia symetrii paraboli bedacej wykresem funkcji kwadratowej f.
Oblicz wspotcezynnik b.

a) f(x)=a2>+br+4, I: =2
b) f(z)=—-a*4+bxr—3, I: x=4

c) f()=22*>+bx—1, I: =1
d) f(z)=—22>+bx—7, l: 2 =—6

Przyktad 3

Wykresem funkcji f jest parabola o wierzchotku (3, —2). Punkt P(4, 1) nalezy
do tej paraboli. Zapisz wzor funkcji f w postaciach kanonicznej i ogolne;j.

Wzér funkceji zapisujemy w postaci kanoniczne;j:
fl@) =alz—p)*+q
gdzie punkt (p,q) jest wierzcholkiem paraboli bedacej wykresem funkcji f:
f(z) = a(z —3)> =2 Wierzcholkiem paraboli jest punkt (3, —2).

Podstawiamy wspolrzedne punktu P do powyzszego wzoru: 1 = a(4 — 3)? — 2,
czyli a = 3. Zatem otrzymujemy postac¢ kanoniczng funkcji:

f(z) =3(x—3)* -2
Nastepnie wyznaczamy posta¢ ogdlna:
flz)=3(x—3)?-2=3(z"-62+9)—2=
= 32> — 1824+ 27— 2 =32 — 182 + 25

Cwiczenie 4
Wykresem funkcji f jest parabola o wierzchotku w punkcie W. Punkt P nalezy
do tej paraboli. Zapisz wzor funkeji f w postaciach kanonicznej i ogdlnej.

a) P(3,1), W(2,2)  b) P(3,-2), W(4,0) c¢) P(~2,—4), W(—1,—6)

Cwiczenie 5
Do paraboli y = ax? + bx + ¢ nalezy punkt P, a wierzcholkiem tej paraboli
jest punkt W. Oblicz wspdtczynniki a, b, c.

a) P(0,2), W(2,0) c) P(3,1), W(0,3)

e) P(2,1), W(1,2)
b) P(0,0), W(-1,-1) d) P(—2,0), W(-1,3) |14

f) P(1,2), W(2,4)

1. Funkcja kwadratowa

Zadania

1. Zapisz wzoér funkcji f w postaci kanonicznej. Naszkicuj jej wykres, podaj
przedzialy monotonicznosci i zbiér wartosci.

a) f(z) =a2"—62+2 c¢) f(r)=22"+8zx+4 ) f(zr)=32"—4x+9
b) f(z) =2+2x-3 d) f(z)=—-22>+22x f) f(z)=—32>—2—1
2. Wykresem funkcji kwadratowej y = ax? + 6x — 8 jest parabola o wierz-
chotku, ktérego pierwsza wspoétrzedna jest réwna x,,. Zapisz wzor tej funk-
cji w postaci kanoniczne;j.
a) Ty = —3 C) Ty =—6 e) T, =13
b) x, =3 d) z, =12 f) z,=-3
3. Punkt W jest wierzchotkiem paraboli bedacej wykresem funkcji kwadra-
towej y = % + bz + c. Oblicz wspélezynniki b i c.
a) W(2,4) c) W(s,-1)
b) W(-1,-3) d) W(0,3)

e) W(10,0)
f) W(—4,4)
4. Wykres funkcji f(z) = 2* + bx + ¢ jest symetryczny wzgledem prostej [

i przecina o§ OY w punkcie P. Oblicz wspotczynniki b i c. Zapisz wzor
funkcji f w postaci kanonicznej.

a) l: x=1, P(0,1) b)l: z=-4, P(0,2) «¢)l: x=3, P(0,—6)
5. Punkty A(0,—2) i B(1,1) naleza do paraboli bedacej wykresem funkcji f.

Wyznacz wzor tej funkcji przy zalozeniu, ze wierzchotkiem tej paraboli
jest punkt: a) A, b) B.

@ 6. Wykres funkcji f(x) = 2 + bx + ¢ jest parabolg o wierzchotku w punkcie

(p,q). Uzasadnij, ze b= —2pic=p*+q.

Sprawdz sie

7. Przedstaw funkcje f w postaci kanonicznej, a nastepnie naszkicuj jej wy-

kres, przesuwajac odpowiednio parabole y = 22 lub parabole y = —22.

a) flz)=2*4+2x+1 c¢) f(z)=2>+2z e) f(x)=2*—6x+38
b) f(x)=2*+2x+4 d) f(z)=—-2*+42 f) f(z)=—2>+8x—8

8. Do paraboli bedacej wykresem funkcji kwadratowej f nalezy punkt P,
a wierzchotkiem tej paraboli jest punkt W. Wyznacz wzoér tej funkcji.

a) P(2,5), W(1,4) b) P(=3,6), W(~2,3) c¢) P(—4,—8), W(—3,—4)

1.4. Postac kanoniczna i posta¢ ogdlna funkcji kwadratowej (2)
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1.5. Réwnania kwadratowe (1)

Przyktad 1
Naszkicuj wykres funkeji i odezytaj z niego miejsca zerowe tej funkceji.

a) y=ax?— 4z b) y=a%+2r — 2

Po przeksztalceniu do postaci ka-  Po przeksztaleeniu do postaci kanonicz-
nonicznej mamy: y = (x—2)% —4. nej mamy: y = (x + 1)* — 3.
LY Yt .
.................................................. y [ T LRI R o
1
R 1 X
Z wykresu mozna odczytac tylko przybli-
zone wartosci miejsc zerowych. Wyzna-
Z wykresu mozna odczytaé¢ miej-  czenie ich dokladnych wartosci wymaga

sca zerowe: T = 01z = 4. rozwiazania réwnania z° + 2z — 2 = 0.

Rozwigzania réwnania kwadratowego ax® + bz + ¢ = 0 (a # 0) to miejsca

zerowe funkeji y = ax? + bx + c.

Cwiczenie 1

Na ponizszych rysunkach przedstawiono mozliwe polozenia wykresu funkcji
kwadratowej wzgledem osi OX. Ile rozwiazan moze miec¢ rownanie kwadratowe
ar? + br + ¢ = 0, gdzie a # 07

rY \}’ \Y
A\ . >
Noahx (2 0]

¥
i
X i()’io -0

Rozwigzanie rownania z niewiadoma x polega na wyznaczeniu wszystkich

Py
bt

0

wartosci x, dla ktorych to rownanie jest spelnione. Zbior tych x nazywamy
zbiorem rozwigzan rownania.
Rozwigzania réwnania nazywane sg rowniez jego pierwiastkami.

1. Funkcja kwadratowa

Przyktad 2

" ;s Dla dowolnych a,b € R:
Podaj zbiér rozwiazan réwnania dz? — 8x = 0. : :

a-b=20

Lewa strone réwnania rozkladamy na czynniki: wtedy i tylko wtedy, gdy
drx(x —2)=0 g=0lubb=1

czylix =01lubz -2 =0, zatem ¢ =0 lub & = 2.

Zbiorem rozwiazan réwnania jest zbior {0,2}.

Cwiczenie 2
Podaj zbior rozwigzan rownania.

a) 3z + 6z =0 b) 7Tz —32* =0 ¢} 2z* = 5» d) 8z =

W niektorych przyvkladach przy rozkladzie tréjmianu kwadratowego na czyn-

niki liniowe mozemy skorzysta¢ ze wzorow skroconego mnozenia.

Przyktad 3
Rozwigz réwnanie 422 — 9 = 0.
Korzystamy ze wzoru na réznice kwadratéw: 42? — 9 = (22 + 3)(2z — 3).
2z +3)(2x—3) =0
2 +3=0 lub 2z—-3=0

IO o= 3
p==z lub p=c
Rozwigzaniami réwnania sa liczby —% i —;-

Cwiczenie 3
Rozwiaz rownanie.

a) 162 —25=0 b) 1002*-9=0 ¢) 42®-121=0 d) 2x?—-4=0

Przyktad 4

Rozwigz réwnanie 2 — 4z + 4 = 0.

Korzystamy ze wzoru na kwadrat réznicy: z° — 4z + 4 = (z — 2)°.
(-2 =0,czyliz—2=0

Zatem liczba 2 jest jedynym pierwiastkiem tego réwnania.

Cwiczenie 4

Rozwiaz rownanie.

a) 2 +8x+16 =10
SRR .

b) x e+ 5=10

g 1.2 Loy ol
E,) I.J’, =t g = o )

f) 3z2 + 9 = 222 — 6z

¢c) 4z’ +4x+1=0
d) 422 =122 +9 =10

1.5. Réwnania kwadratowe (1)
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Przyktad 5
a) Rozwiaz réwnanie 4x? — 7 = 0. b) Rozwiaz réwnanie 222 + 9 = 0.
4a* =7/ :4 Zauwazmy, ze 2x° + 9 > 9 dla kazde-
=1 go r € R, wiec 222 + 9 nie moze by¢
. _\/E b o — \/E réwne zeru.
N 4 V4 Zatem réwnanie jest sprzeczne.
. . , T \/7 . 7
Rozwigzania réwnania: —%f i XF.
Cwiczenie 5
Rozwiaz réwnanie.
a) 622 —18 =0 b) 22 +4=0 c) s —2=0 d) 42 +1=0

Zadania

1. Rozwiaz rOwnanie.
a) —Tr? 4+ 42x =0 ¢) 36x% = 6x e) V2r2 —/8x =0
b) 92° 4+ 22 =0 d) 22+ 182 =0 f) 3z = —32?
2. Rozwiaz réwnanie.
a) 100z? —81 =0 d) 2* 4+ 64 = 16z g) = (1—2)(1+x)
b) ;2 — 5+ =0 e) 24x —x* = 144 h) s2(6 —2) =24z
¢c) 2+10x4+25=0 f) 1+92°+62=0 i) (z—3)(x—2)="T2x—30
3. Wyznacz punkty przeciecia paraboli z osiami uktadu wspotrzednych.
a) y=3x*—12x c) y=3x*+12 e) y=900z%+4
b) y = 3x* — 12 d) y =900z + 4z f) y =900z —4
4. Wyznacz wspolne miejsce zerowe funkcji f i g.
a) f(r)=a>—4, g(x)=2*—4x+4
b) f(z) =2®+4z, g(x) = s2° + 42 +38

¢) flz)=g2"—1, glo) =a>—62+9

Sprawdz sie

5. Rozwiaz réwnanie.
a) 1—z*=1-=x ¢) 1—6x=—9z? e) z(x+1)=9x— 16
b)4—z=ia"+4 d) 2% = 122 — 36 f) 2—x)z=4-2x
6. lle rozwigzan ma réwnanie?

a) bdx? —6x =0 b) 542*+6 =0 ¢) bdax? —6=0

1. Funkcja kwadratowa

1.6. Réwnania kwadratowe (2)

Przyktad 1
Rozwigz réwnanie 422 + 20z + 25 = 0.

Rownania kwadratowe bytly
rozwigzywane juz przez staro-

2 _ 2 2
Korzystamy ze wzoru (a+b)* = a*+2ab+b?. vtnych Babiloficzykow okolo

(22 +5)*=0 1800 r. p.n.e. Swiadcza o tym
22 +5 =10 zachowane gliniane tabliczki
, . . . . z pismem klinowym.
Réwnanie ma jeden pierwiastek: x = —g. Y

Cwiczenie 1
Rozwiaz réwnanie.
a) 92 — 120 +4=0 b) 2527 + 40z + 16 =0 ¢) 4o? —28x+49=0

Przyktad 2

Rozwigz roéwnanie 4x* — 20z + 27 = 0.
Zauwaz, ze:
(22 —=5)*=25427=0 (95 _ 52 _ 25— 422 — 20a.
(22 — 5)2 = —2

Réwnanie to jest sprzeczne, gdyz (22 — 5)? > 0 dla dowolnego = € R.

Cwiczenie 2
Uzasadnij, ze podane rownanie jest sprzeczne.

a) 22 —2r+2=0 b) 22 +6x+12=10 ¢) 4?4+ 42 +5=0

Przyktad 3

Rozwiaz réwnanie 422 — 20z + 23 = 0.
Zauwaz, ze:

(22 -5)"=25+23=0 (2, _5)2_ 25— 422 — 20
(22 —5)* =2
20 —5=—/2 lub 22 —5=+2
20 =5—+2 lub 22 =5++/2

5-2 5442

2 7 v 2

Réwnanie ma dwa pierwiastki: x =

Cwiczenie 3
Rozwiaz réwnanie.
a) ° —2r—3=0

b) 2?2 +6x+8=0 c) 2 +6x+7=0

1.6. Réwnania kwadratowe (2)
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Postepujac tak jak w przyktadach 1-3, mozemy rozwiaza¢ dowolne réwnanie
kwadratowe. Zwykle korzystamy jednak ze wzoréw podanych w ponizszym
twierdzeniu.

Twierdzenie

Rozwazmy réwnanie kwadratowe ax? + bx + ¢ = 0, gdzie a # 0.

= Jesli A > 0, to rownanie ma dwa pierwiastki:

—b—VA —b+VA :
Ty = —F——) &z = ;_—a, gdzie A = b? — 4ac
= Jedli A = 0, to rownanie ma jeden pierwiastek:
o= — 2
0™ " 2a

= Jesli A < 0, to réwnanie nie ma pierwiastkow (jest sprzeczne).

Dowadd
Zapiszmy tréjmian w postaci kanonicznej: ax?® + bx + ¢ = a(a: + %)2 — f—a.
Stad ax? + bx + ¢ = 0, gdy a(a: + %)2 — ﬁ = 0, co oznacza, ze:
b )2 A
(@ +5) =4
« Jedli A < 0, to powyzsze réwnanie jest sprzeczne.
o Jedli A = 0, to otrzymujemy roéwnanie:
2
(z+2)" =0
Jego rozwigzaniem jest liczba zq = —%.
o Jesli A > 0, to otrzymujemy:
a:—|—%:—_2‘{lz lub x—|—%:2—\/az
Rozwigzaniami rownania sg liczby x; = %Z, Ty = %Z.
W przypadku, gdy A = 0, pierwiastek 2o = —5~ nazywamy pierwiastkiem
podwdjnym (zauwaz, ze dla A = 0 ze wzordéw: x; = %Z, Ty = %K

otrzymujemy z; = xo = — ).

" 2a

Cwiczenie 4
Oblicz wyr6znik tréjmianu kwadratowego i podaj liczbe rozwigzan rownania.

a) 22 +8x+15=0 d) 222 - 52 —-3=0 g) —32*+v2z—-1=0
b) 22 —4x+6 =0 e) 22 —6x+5=0 h) V222 — 22 +1=0
¢) ba? + 5z —1 =0 f) —22+42—-7=0 i) 42224+ 32 =0

1. Funkcja kwadratowa

B Interpretacja geometryczna réwnania kwadratowego

Rozwigzania réwnania kwadratowego ax? + bx + ¢ = 0 sa miejscami zerowymi
funkcji y = ax? + bx + c. Sg one zatem odcietymi punktéw przeciecia odpo-
wiedniej paraboli z osig OX.

Ponizej przedstawiono mozliwe polozenia paraboli y = ax? + bx + ¢ wzgledem
osi OX w zaleznosci od wspotcezynnika a i wyrdznika A.

Y Y Y a<0 a<0 a<0
A >0 A=0 A <O
Y /‘\ Y Y
ON\_/ X O X O X O X O X O X
a>0 a>0 a>0
A>0 A=0 A <0
dwa miejsca jedno miejsce brak miejsc dwa miejsca jedno miejsce brak miejsc
Zerowe Zerowe zerowych Zerowe Zerowe zerowych
Przyktad 4

Rozwigz réwnanie.
a) 3x? —4r —2=0
A= (—-4)>—-4-3-(-2) =16 + 24 = 40. Poniewaz A > 0, réwnanie ma dwa

pierwiastki.

VA = /40 = 24/10
—b—\/Z:4—2\/ﬁ:2—\/ﬁ :—b+\/Z:4+2\/ﬁ:2+\/ﬁ

2a 6 3 2a 6 3

T = 2

b) 42 + 624+ 5 =0

A = 6 —4-4-% = 36—36 = 0, rownanie ma zatem jeden pierwiastek podwdjny.

-b —6 3
:L'O: = — =

2a 8 4
¢) Te? —3x4+2=0
A= (-3)2—4-7-2=9—56=—47 < 0, wiec réwnanie jest sprzeczne.

Cwiczenie 5

Rozwiaz réwnanie.

a) 222 +7x+3=0 d) 2822 — 4z + 1 =0
b) 42> —x —5=0 e) —x*+6x+1=0
¢) 322 —5x—2=0 f) 202 —22—-1=0

2

g) =322 +2x—-3=0
h) 622 —2x—1=0
i) 22> =22 +1=0

1.6. Réwnania kwadratowe (2)

31 I



I 32

Zadania

1.

Rozwiaz rownanie.

a) 202 —9x — 35 =0 d) bz* —6x+6=10 g) s2°+x+1=0
b) 422 — 132 +3 =0 e) 222 +5x—-3=0 h)a>-2-1=0
¢) =622+ 13z4+5=0 ) 42> +122+9=0 i) L22-24+1=0

Rozwiaz rownanie.

a) 222 +3 =Tz d) —22-322+6=0 g) 4(z*+5)==x
b) z + 10 = 322 e) br? =2 —2x h) 22 +x=4x+7
c) 1622 +24y/2x = —18 f) bz =8x —5 i) 322 +1="7x

Wyznacz wspoétrzedne punktow przeciecia wykresu funkcji f z osiami ukta-
du wspoétrzednych.

a) f(x)=3x?+ 2z —1 d) f(z) = 32 + 4z + 12
b) f(x) = 22% + 6z + 3 e) fz)=1a>—-3z+5
c) f(z)=—42*>+2+3 f) f(m):—i:ﬁ—%x—!—l

Rozwiaz rownanie.

a) 222 —Tx +3 = (22 — 1)? d) (32—-3)(z+2)=(5—x)(6 —x)
b) 622 +7x+2=(2-32)3x+2) e) (x—3)(z+5)=2z+3)(x—4)
¢) 32> =3z +9=(z—3)(z—5) f) dr—1)(x—4)= Bz +2)(x—7)
Wyznacz liczbe rozwiazan rownania.

a) (V2—-1)z2+22+2=0 b) 1322 — (23 —1)z+ 1 =0

Sprawdz sie

6.

7.

Rozwiaz réwnanie.
a) ©* —4dr+4=0
b) 2? —4x+7=0

¢c) 42 +6x—1=0 ¢ ;2°+3z+8=0

d) =42 +6x—-3=0 f) 12°+32—-8=0
Wyznacz miejsca zerowe funkcji f.
a) f(z)=a?+2x—15 b) f(z) =3+ bz — 22

Rozwigz rownanie.
2 -5x+4 _ 1-3z

a) x(x —5) =2x(x —1) c) - .
b) 2(1 —5z) = (1 — z)? d) (9042;1)2 _ <x+;)2—2

1. Funkcja kwadratowa

1.7. Postac iloczynowa funkcji kwadratowej (1)
Definicja

Posta¢ y = a(x — x,)(x — x,), gdzie a # 0, nazywamy postacia iloczy-
nowq funkcji kwadratowej.

Przedstawienie wzoru funkcji kwadratowej w postaci iloczynowej nazywamy

rowniez rozkladem na czynniki liniowe. Rozklad na czynniki liniowe mozna

zapisa¢ na rézne sposoby, np.:

y=0Bx+2)(x—-T7) =
=3+ 2)(z—7)

Czynniki liniowe: 3z +2ix — 7.

Czynniki liniowe: x + % ix—T.

Aby przejs¢ od postaci iloczynowej do ogdlnej, wystarczy wykona¢ mnozenie.
Na przyktad dla tréjmianu y = 2(z — 3)(x 4+ 5) mamy:
y=2(x—3)(x+5)=2(x*+ bz — 3x — 15) = 22* + 4z — 30

Cwiczenie 1
Przedstaw trojmian kwadratowy w postaci ogdlne;j.
a)y:—%(x—l—i’))(:ﬁ—Q) b)y:4(x—%)(:v—%) c)y:%x(x—l—Q)

Liczby x; i 2o wystepujace w postaci iloczynowej y = a(z—x)(x —x2) sa miej-
scami zerowymi (pierwiastkami) trojmianu kwadratowego, czyli pierwiastkami
réwnania a(z — ;) (x — z5) = 0.

Przyktad 1

Posta¢ ogélna | Postac iloczynowa = Czynniki liniowe Pierwiastki

y=a2—-92+14 y=(x —2)(x —7) x—2 1 x—7 x1 =21 29=7
1 -1

y=dz?+dz+1 y=4(z+1)? T3 To = —3

(czynnik podwojny) | (pierwiastek podwéjny)

y =222 46 nie mozna roztozy¢ na czynniki liniowe brak pierwiastkow

Cwiczenie 2

Odczytaj czynniki liniowe i podaj pierwiastki tréjmianu kwadratowego.

a) y=4(x — 3)(x — 5) c) y=—(zx+4)(z+8) e) y=—3(x—2)?
b) y=1(x—2)(x+6) d) y =8z(z —9) f) y=13(x+7)?

1.7. Postac iloczynowa funkcji kwadratowej (1) 33 I
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Cwiczenie 3
Podaj pierwiastki trojmianu kwadratowego.

a)y:—Q(:U+\/§)(a:—\/§) b)y:(a:—1+\/§)(a:+1—\/§)

Cwiczenie 4
Przedstaw tr6jmian kwadratowy w postaci iloczynowe;j.
b) y = 162% — 1

a) y=5br?—3x c) y=9z*—8

Twierdzenie

Dany jest tréjmian kwadratowy y = ax? + bx + ¢, a # 0.
= Jesli A > 0, to trojmian mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowej
y=a(r —z)(x — x5), gdzie z,, x5 sg pierwiastkami tego trojmianu.

= Jesli A =0, to trojmian mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowe;

y = a(xr — x9)?, gdzie x, jest pierwiastkiem podwdjnym tego tréjmianu.

= Jesli A < 0, to tréjmianu nie mozna roztozy¢ na czynniki liniowe.

Przyktad 2
Przedstaw trojmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe.
a) y=2x>+5xr—3

A =25+24=49 VA =7, zatem:

—5-7
4 = —3, mz =

Posta¢ iloczynowa: y = 2(z + 3) (z — 3).
b) y=a2*—-2x—1
A=4+4=28, \/Z:2ﬁ, zatem:

501:2_22\/521—\/57 332:2+22\/§:1+\/§

xr, =

Postac¢ iloczynowa: y = (z — (1 — v/2)) (2 — (1 + v2)), ktéra mozemy za-

pisaé:y:(x—1+\/§) (x—l—ﬁ).

c) y=-2a*+x—4

A =1-32=-31 <0, wiec tr6jmian nie ma pierwiastkéw i nie mozna go

roztozy¢ na czynniki liniowe.
Cwiczenie 5
Przedstaw tréojmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe.
a) y=a?>—8r+15 d) y =122 + 11z + 2
b) y = 2® + 3x — 28 e) y=—22>—2x+24
c) y=3x>—Tx+2 f) y=—42*+3x+1

1. Funkcja kwadratowa

g) y=2x*—3x+4
h) y=a*—2x—2
i) y=22*—2x—1

Zadania

1.

Podaj pierwiastki tréjmianu kwadratowego i zapisz go w postaci ogdlnej.
a) y = (z+10)(x — 20) dDy=02x—-4)2x—-1) g) y=—x(x+3)
b) y=6(z—1)(z—13) e) y=Q2z+1)Bx+1) h)y=sz(2zx-1)
c) y=2(x+3)B3x—4) ) y=0Bxr—2)4zx—-3) i) y=(7—32)x
Przedstaw tr6jmian kwadratowy w postaci iloczynowe;j.
d)y=—-22*+4x—1 ¢g) y=32>—10x —8
e) y=3z>—Tx+4 h) y=a>—22+ 3

f) y=—42>+22+1 i) y=—-1a>+3c+7

a) y=a2>—x—06
b)y=—-a2*+x+6
¢) y=2x*—3x—2

Przedstaw funkcje f w postaci iloczynowej. Podaj jej miejsca zerowe.
a) f(z)=42*—-1 ¢) flz)=32"+ tx e) f(z)=92* 46z +1
b) f(x) =92* — 16 d) f(z) = 6x — 922 f) f(z) =42 —122+9

a) Uzasadnij, ze tréjmian kwadratowy y = v222 4+ (3 — v/2) z + 1 mozna
przedstawi¢ w postaci iloczynowej.

b) Uzasadnij, ze tréjmianu kwadratowego y = V322 + (3 — \/§) x + % nie
mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowe;j.

Przedstaw funkcje f w postaciach iloczynowej i kanonicznej. Naszkicuj
parabole, ktéra jest wykresem tej funkcji.

a) f(x)=—a®—4a c) f(x)=22%+2x )

e) f(z)=—a*—4z—3
b) flz) =122 +3x+2 d) f(z)=-12>+2 f) _

() =12 —22—1

f
f

Sprawdz sie

6.

Oblicz pierwiastki tréjmianu kwadratowego i zapisz go w postaci iloczy-
Nnowej.

c) y=—62>—Tx+3 e)y=(x—2)*—4
d)y=—2*+4c—-4 f) y=-2(x—2)>+2

a) y=ax*>—5xr —6
b) y =22* — 8z +6
Przedstaw trojmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe.
a) y=2>++3x—6 b) y = V32?4 6z ¢) y=+V3x>+9
Znajdz punkty przeciecia paraboli z osiami uktadu wspoétrzednych.

a) y = 2(x + 6) ) y=(e+2(@—4) ¢ y=—(20+4)(63-3)
b) y=—1x(x—3) d)y:(m—6)(x+%) f) y= (22 — 3)(4x + 5)

1.7. Postac iloczynowa funkcji kwadratowej (1)

35 I



I 36

1.8. Postac iloczynowa funkcji kwadratowej (2)

Przyktad 1
Oblicz wspo6lezynniki b i ¢ tré6jmianu kwadratowego y = 2? + bz + ¢, ktorego
pierwiastkami sa liczby —4 1 2.

Tréjmian zapisujemy w postaci iloczynowej, a nastepnie przeksztalcamy ja do
postaci ogélnej: y = (x +4)(z —2) =2? — 2z + 42 — 8 = 2? + 22 — 8.
Woynika stad, ze b=2i ¢ = —8&.

Cwiczenie 1
Oblicz wspdlezynniki b i ¢ tréjmianu kwadratowego y = 22 + bz + ¢, ktérego
pierwiastkami sa podane liczby.

a)3 i b b)4 i —3 ¢) =5 i —2 d) -2 i 3 e) V3 i —v3

N s oty - |
Znajomos¢ miejse zerowych x;, x, funkeji kwa- \ YT | /
dratowe] pozwala wyznaczy¢ os symetrii paraboli I Zw S T2 X
i wspolrzedng z,, jej wierzcholtka, gdyz x,, = 572, :

Przyktad 2

Wyznacz rownanie osi symetrii oraz wspolrzedne wierzchotka paraboli bedacej
wykresem funkcji f(x) = 2(x — 1)(z — 5).

Miejscami zerowymi funkeji f sa liceby xy = 11 2, = 5, zatem wspolrzedna
mates 145 3

wierzchotka x, = =5 :

Osia symetrii paraboli jest prosta x = 3. Wyznaczamy rzedna wierzchotka:

HYw = f{:-r;t!.') — f(S) = 2(3 - 1){3 - 5) = —8
Wierzchotkiem paraboli jest punkt (3, —8).

Cwiczenie 2

Wyznacz rownanie osi symetrii paraboli oraz wspolrzedne jej wierzcholka.

a) y=x(x — 6) ¢) y=Li(z+6)(z—2) e) y=(2z + 1)(2z — 3)
b) y = —x(x — 10) d) y=—-2(z+ 3)(z — 4) f) y= (42 —1)(5— 4z)

Cwiczenie 3
Miejsca zerowe funkeji f(z) = %(:r: — x1)(x — x3) spelniaja podane warunki.

Wyznacz wspoélrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji f.

a) £o =21, 2, + 22 =6 b) g = 3z, &1 + 22 = —12

1. Funkcja kwadratowa

Przyktad 3
Wyznacz tréjmian kwadratowy, ktorego pierwiastkami sa liczby 2 i 4, a zbio-

rem wartodci jest przedzial [—2; 00).

bjmian zapisujemy w postaci iloczy iy = alx — r—4).
Trojmian zapisujemy w postaci iloczynowej: y = alx — 2)(x — 4
4

Wyznaczamy wspolrzedne wierzcholka paraboli: x,, = -2—;—— = 3; zbiorem war-
todci funkcji jest przedzial [—2;00), zatem y,, = —2.
Podstawiamy * = 3 i y = —2 do wzoru y = a(z — 2)(z — 4) i otrzymujemy

—2=a(3-2)(3—4), wiec a = 2. Zatem tréjmian ma postaé¢ y = 2(x—2)(z—4).

Cwiczenie 4

Wryznacz tréojmian kwadratowy o pierwiastkach x,,x» 1 zbiorze wartosci Y.

a) gi=—1,23 = 3, ¥ = [—4;00) c) x,=-8,2,=2,Y = (—00;10]
b) 2, =—4,2,=0,Y = (—00; 2] d) 2, =0,2, =6, Y = [-6; )
Przyktad 4

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji g

kwadratowej f. Zapisz wzor tej funkeji w postaci I

iloczynowej.

Miejscami zerowymi tej funkeji sa liczby x; = —1

oraz r, = 3, zatem jej wzor mozna zapisa¢ w po-
staci iloczynowej f(z) = a(x + 1)(x — 3).

Do wzoru funkcji podstawiamy wspoélrzedne punktu P(0,1) i otrzymujemy
rownanie:

l=a(0+1)(0-3)

Stad a = —%, zatem postaé iloczynowa funkeji: f(z) = —3(z + 1)(z — 3).

Cwiczenie 5
Miejscami zerowymi funkeji kwadratowej f sa liczbhy —1 oraz 3. Do wykresu

tej funkcji nalezy punkt P. Wyznacz wzdér funkeji f w postaci iloczynowej.

a) P(1,-2) b) P(2,3) ¢) P(—3,-2)

Cwiczenie 6
Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkeji kwadratowej f. Zapisz wzor
tej funkeji w postaci iloczynowe].

a) b} & Yy oo |

L=

1.8. Postaé iloczynowa funkcji kwadratowej (2)
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Zadania Krzywa tancuchowa

1. Na rysunku przedstawiono parabole, ktora jest wykresem funkcji kwadra-

Wiszacy, zamocowany na koncach tancuch przyjmuje ksztalt przypominajacy
parabole. W 1638 r. opisywal to juz Galileusz, wloski fizyk i astronom.

a) P(0 3)\ s c) Y W drugiej polowie XVII w. wykazano, ze jest to inna krzywa, zwana krzywa
’ \ f fancuchowa lub catenarig [czyt. katenaria], od facinskiego stowa catena

towej f. Wyznacz wzor tej funkcji w postaciach iloczynowej i ogdlnej.

P(-3,3
(=3,3) [czyt. katena] oznaczajacego fanicuch.

) Na rysunku obok przedstawiono

_/4 R krzywa tancuchowa (kolor czerwony)
oraz parabole (kolor niebieski), ktéra
dla wartosci argumentéw bliskich 0

Nojw

7

2. Wyznacz w postaciach iloczynowej i ogélnej réwnanie paraboli przecho-

dzqcej przez punkty A7 Bidc. jest bardzo dobrym przyblizeniem
a) A(1,0), B(4,0), C(3,—4) ¢) A(=5,0), B(—3,10), C(2,0) tej krzywej faricuchowej.
b) A(_67 0)7 B(27 0)7 0(07 _6) d) A(07 _9)7 B(L 0)7 0(37 0)

3. Na rysunku przedstawiono fragment paraboli, ktora jest wykresem funk-
cji kwadratowej f. ZnajdZ miejsce zerowe tej funkcji niezaznaczone na

rysunku. Wyznacz wzor funkcji f w postaciach iloczynowej i kanonicznej.

DYy g ) v QY REEREEREERE
. __ o , _ . _ . . _ , : :
9, | X \

| | 2

| I — |

| | O | X L . sl .

| 4 -2 O| Xx | Ksztatt krzywej tanncuchowej przyjmujg wiszgce Krzywa ta jest wykorzystywana

: \\J/ tancuchy, liny lub przewody wysokiego w architekturze. Na zdjeciu monument

S/ S B 3 S, S napiecia. Gateway Arch w Saint Louis w Stanach
Zjednoczonych.

4. Wykres funkcji f mozna otrzymaé przez przesuniecie paraboli y = 222,
Wyznacz wzér funkeji f w postaciach ogélnej i kanonicznej przy zatozeniu,

ze jej miejscami zerowymi sg liczby: a) =31 —1, b)0i2, ¢)3iT.

Sprawdz sie

5. Zmajdz punkty przeciecia paraboli z osiami ukladu wspoélrzednych oraz
wyznacz wspolrzedne jej wierzchotka. Naszkicuj te parabole.

a) y=—x(x+06) b) y=(x—1)(x—5) ¢c) y=—3(z+3)(xz—1)

6. Wyznacz trojmian kwadratowy o pierwiastkach xq, x5 i zbiorze wartosci Y. El Skorzystaj z dostepnych zrodet i znajdz inne
przyktady wykorzystania krzywej tancuchowej

w architekturze.

Odpowiedz podaj w kazdej z postaci wymienionych w ramce.

—_— — — . | F
a) ry = =2, 1 =4,Y = [-6;00) Posta¢ ogdlna: y =ax’ +bx +c {
b) 1 =—6,2o=0,Y = (—oo; 8] Postaé¢ kanoniczna: y = a(x —p)? +¢ 2 -
Q) mi=1,2=7,Y = (—00;2 Postaé iloczynowa: y = a(z — x1)(x — z2) | g i |
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1.9. Nierownosci kwadratowe

Jesli mamy wykres funkeji kwadratowej 1 znamy jej miejsca zerowe, mozemy

wyznaczy¢ zbiér rozwigzan odpowiedniej nierownosci kwadratowe;j.

Przyktad 1
Dany jest wykres funkcji y = —2? + 22 + 3. Rozwiaz Y
nieréwnoéé —x? + 2z + 3 > 0. E
Z wykresu odczytujemy, ze:

—2°4+2rx+3>0dlaxe (-1;3)

Uwaga. Zauwaz, ze do rozwiazania nierownosci kwadrato-
wej nie potrzebujemy dokladnego wyvkresu odpowiedniej —1§. ¢
funkeji. Wystarczy znajomoéé jej miejse zerowyeh i infor-
macja o tym, czy ramiona paraboli, bedacej wykresem tej
funkecji, sa skierowane do gory, czy w dol.

Przyktad 2

a) Rozwiaz nieréwnosé 2z* — 6x > 0.

W celu wyznaczenia miejse zerowych funkeji y = 222 — 6 rozwiazujemy réw-
nanie 2x* — 6z = 0, czyli 22(x — 3) = 0. Zatem x = 0 lub = = 3.

Rozwigzania réwnania zaznaczamy na osi OX. Szkicujemy parabole o ramio-

nach skierowanych do gory (wspélezynnik przy x? jest dodatni), przechodzaca

przez zaznaczone punkty. Ze szkicu wykresu odezytujemy: A Fiw
22* — 6x > 0dlaz € (—o0;0) U (3;00) {Ui X

b) Rozwiaz nieréwnoéé —x* + 3z — 1 = 0.

Rozwigzujemy réwnanie —z? 4+ 3z — 1 = 0.

& 3-8 3+V5
A=Y —4=>5, zatem gy = = , By =
; 7 5

3+vV5 _ 3-v5
i B s

Rozwigzania roéwnania zaznaczamy na osi OX. Szkicujemy parabole o ramio-

nach skierowanych w dél (wspélezynnik przy x? jest ujemny), przechodzaca

przez zaznaczone punkty. Ze szkicu wykresu odezytujemy: /’T\
e D et

3-vE 3+vV5 =k
—2*+3z—-12>0dlaze€ [ e } /"*‘.;" =l

Cwiczenie 1
Rozwiaz nieréwnosé.
a)3z? —2x—-120

h}?:r:z—k:f:—l%[) {3)—$2+2I+4}D

1. Funkcja kwadratowa

Przyktad 3

Rozwigz nieréwnoséé —a? + 2z — 1 = 0.

Rozwigzujemy réwnanie —z? + 2x — 1 = 0, czyli —(z — 1)? = 0. Zatem x = 1
(jest to pierwiastek podwdjny). Rozwiazanie rownania zaznaczamy na osi OX

i szkicujemy parabol¢ o ramionach skierowanych w dot.

Ze szkicu wyvkresu odezytujemy: : . a5

— 2?4+ 22—120dlaz=1

Cwiczenie 2
Rozwiaz nieréwnosé.
a) —2?+2x—-1<0

b) —2*+2x—-1<0 ¢) —*+2x—1>0

Przyktad 4

a) Rozwiaz nieréwnoéé 5a% — 3z + 2 < 0.
A=9-4.5:2=-31<0

Réwnanie 522 — 32 + 2 = 0 nie ma pierwiastkow oraz
wspolezynnik przy z? jest dodatni. Parabola znajduje

sie¢ zatem nad osia OX, a to oznacza, ze nieréwnosé jest

. X
sprzeczna.

b) Rozwigz nieréwnoéé —3z* + 2z — 1 < 0.
A=4-4-(-3):(-1)=-8<0

Roéwnanie —32? + 22 — 1 = 0 nie ma pierwiastkéw oraz X

wspotezynnik przy z? jest ujemny. Parabola znajduje
si¢ zatem pod osia OX, a to oznacza, ze nieréwnosé jest

prawdziwa dla dowolnego x, czyli x € R.

Cwiczenie 3
Rozwiaz nierownosé.
a) 42 +2x +1> 0

b) et 0 c) 922244922 -1<0

Przyktad 5
Rozwiaz nieréwnosé¢ 2(2 — z) < —x(z — 3).
Wykonujemy mnozenie,

422 < —22+ 3z
2 —5x4+4<0

Przenosimy wszystkie wyrazy
na lewa strong¢ nieréwnosci.

Rozwigzujemy rownanie x — 5x +4 = 0 i otrzymujemy \ /

r = 1lub x = 4. Szkicujemy parabole i odczytujemy, * P
: — s . 1| <4 X
ze nierownosé jest spelniona dla o € (1:4). PR

1.9. Nierdwnosci kwadratowe
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Cwiczenie 4

Rozwiaz nieréwnosc.

a) r —a® <3 — 3z? ¢) (32 + %)2 >2r—2 e) (2z4+1)*4+(z—3)2< 10
b) —z(2—2)>1—2* d)2—2a*<(2—1)* f) 3x — (1 —2)* > 2* — 4

w

Rozwiazywanie nierownosci kwadratowej sktada sie z kolejnych etapdw:
 rozwigzanie odpowiedniego réwnania,

« naszkicowanie odpowiedniej paraboli,

» odczytanie z rysunku rozwigzania nierownosci,

« zapisanie odpowiedzi.

Zadania

1. Rozwiaz nieréwnosc¢.

a) x* > 25 d) 22 —x>6 g) 9z +5>22% ) 62 —x>12
b) 22 < 16 e) 2 —4<3z h)22®+5zx>3 k) 3x+8> 2’
c) 422 > 9 f) dr+5>2% i) 322 +1<ux ) 222 +6<=

2. Ile liczb catkowitych spetnia podang nieréwnos¢?
a) 9—12> >0 b) 2P >u c) 222 —-10<xz d)2—x > 2?

3. Wyznacz wszystkie liczby catkowite spetniajace podang nieréwnosc.
a) v —6x+3<0 b) =322 +6x+5>0 ¢) 22*°+2x—15<0

4. Rozwiaz nieréwnosc.
a) =20 +6r—5<0 d)a®+22+2>0 g) 22 —x 43 <0
b) =3z +2z -3 <0 e —92°4+22x—-35<0 h) —42*+122—-9>0
¢) 32> +14x—5>0 f) =222 —Tx4+4<0 i) 224+z2+1<0

5. a) Dla jakich argumentéw funkcja f(x) = 2? — 62 + 5 przyjmuje wartosci
wieksze od 5, a dla jakich mniejsze od —37
b) Dla jakich argumentéw funkcja f(z) = z? — 8x + 15 przyjmuje wartosci
nalezace do przedziatu (3;8)7

6. Rozwiaz nieréwnosé.
a) 2z —2)(z—3) < (x—3)(x—4) d) 2z —2)*>> (32 —2)(x — 3)
b) Bz —1)(x+2) > (z—3)(2x — 1) e) 202 —3x+4>—(x—1)>—6
¢) (dx—1)4—2) < (2-3z)(x+1) f) 2x4+3)*-9<8—(3—1)?

1. Funkcja kwadratowa

7.

Wyznacz zbiér argumentéw, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci
wieksze niz funkcja g(z) = 2* — 2z + 3.

a) flz)=222—2+1 Db) f(z)=322—1z ¢) f(z)= 12> —6x

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Wyznacz dziedzing funkcji f(x) = /z(z —4).

Dziedzing funkcji jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych, dla kto-
rych wzoér funkcji ma sens. We wzorze funkcji f wystepuje pierwiastek,
zatem wyrazenie pod nim musi by¢ nieujemne:

x(x—4)>0
Nieréwnos¢ ta zachodzi dla x € (—oo; 0] U [4; 00).
Zatem dziedzina funkcji f jest zbiér Dy = (—o0;0] U [4; 00).

Wyznacz dziedzine funkcji f.

a) f(z) =2 —4 d) f(z) =22 -3z —4

b) f(z) =8 — a2 e) f(r)=+622—Tx -5

¢) f(z)=VzZ+9 £) flz)=va2+ 23z —24

Dane sa zbiory A i B. Wyznacz zbiory AUB, ANB1i A\ B, gdy:

a) A — zbiér rozwigzan nieréwnosci x* — 4z + 1 < 0,

B — zbidr rozwigzan nieréwnosci 3z — x? > 0,
b) A — zbiér rozwigzan nieréwnosci x* — 5z + 6 > 0,
B — zbiér rozwigzan nieréwnosci 2% — 5z + 4 < 0.

Sprawdz sie

10.

11.

12.

Rozwiaz nieréwnoSc.

a) 2 < 8 d) 2> —a? g) ?+4x—21>0
b) 2 > 9 e) 22 <4x —4 h) =22 +2x+ 15> 0
c) 2> x f) 62> —2>—-9 i) 622 —x—1<0

Ktore dzielniki catkowite liczby 12 spelniajg podana nieréwnoscé?

a) 22 —22x+4<0 ¢c) 22 4+3x4+1>0 e) 222 —1>1-3x
b) 22 — 4z +9 >0 d) —2?+42+1<0 f) 1—2<a?
Wyznacz zbiér argumentéw, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartodci
wigksze niz funkcja g(x) = = + 4.

a) f(x)=2>+52+7 b) f(x)=22"—4x+6 c¢) f(z)=42*4+2+3

1.9. Nierownosci kwadratowe 43 s
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1.10. Funkcja kwadratowa -

zastosowania (1)
Przyktad 1

Suma liczb p i g jest rowna 12. Oblicz najwiekszg wartosé iloczynu tych liczb.
p+qg=12, zatem q¢q = 12 — p.
Hoczyn tych liczb to p-q = p(12 — p) = 12p — p* = —p? + 12p.

Wryznaczamy wierzchotek paraboli bedacej wykresem funkeji danej wzorem:
Wrykresem funkcji f jest parabola

oS .. .
f(p) =-—p + 12p o ramionach skierowanvech w daol.

Pu=— = =2 =6, f(p,)=—6"+12-6=—36+72 = 36

Najwieksza wartosé iloezynu liczb p i ¢ jest réwna 36 (dla p = ¢ = 6).

Cwiczenie 1
Oblicz najwigksza wartosc iloczynu dwéch liezb, ktérych suma jest réwna:

a) 38, b) c) V2.

b2 | =
-

Cwiczenie 2
Suma liczby p i podwojonej liczby g jest rowna 36. Oblicz najwicksza wartosc

iloczynu liczb p i q.

Przyktad 2
Wyznacz wartodci najmniejszg i najwieksza funkeji f(x) = —2? + 22 + 4
w przedziale [—1;2].

Obliczamy wartosci funkeji f na koncach przedziatu:
f(—=1) =1 oraz f(2) = 4.

Wierzcholek paraboli ma wspoélrzedne: z, = —EF’;; =],
Yy, = f(1) = 5. Poniewaz z,, € [-1;2] oraz ramiona pa-
raboli sa skierowane w dél, najwiecksza wartos¢ funkeji

w tym przedziale jest rowna 5. Wartosé najmniejsza jest

przyjmowana dla x = —1 i wynosi 1. : 1o

Aby wyznaczy¢ najmniejsza lub najwicksza wartodé funkeji kwadratowej
f(x) = azx® + bxr + ¢ w przedziale [p;;p,], nalezy obliczyé f(p,) i f(p2).
Jesli x,, (pierwsza wspélrzedna wierzcholka paraboli bedacej wykresem tej
funkeji) nalezy do przedzialu [p,:p,], to obliczamy réwniez y,, = f(x,).
Najmniejsza sposrod tych wartosci jest najmniejsza wartoscia funkeji w da-
nym przedziale, a najwigksza — najwicksza wartoscia.

1. Funkcja kwadratowa

Przyktad 3
Wyznacz wartosci najmniejsza i najwigksza funk-
cji f(z) = —32° + 2z + 1 w przedziale [—1;2].
Obliczamy kolejno:

o f(—1) = —g oraz f(2)

2 ——i:— 2 —_— —_—
oLy — T jg_ 4 E [ 1*2]

4

Zatem wartos¢ najmniejsza i wartosé najwicksza funkeji f przyjmowane sa na

id.

konicach przedzialu [—1; 2], czyli sa to odpowiednio —

e | T

Cwiczenie 3

Wyznacz wartoscl najmniejsza i najwieksza funkeji f w podanym przedziale.
a) f(z) = 2* + 4z +8, [-3:1] ¢) f(z) = —2+ 4z — 6, [-1;3]

b) f(z) = —22* — 4z — 1, [0; 4] d) f(z) =22* +2x — 3, [-2:1]

Przyktad 4
Z prostokatnego arkusza tektury o bokach 60 cm

i 40 cm wycinamy w rogach kwadraty tak, aby po

odpowiednim sklejeniu pozostalej czesei otrzymad | l
otwarte pudetko. Jaka powinna by¢ dlugosé bo- I |

kéw wycinanych kwadratéw, aby pole powierzchni | |
I : |

bocznej pudetka byto najwieksze? Oblicz to pole.

Pole powierzchni bocznej pudetka w zaleznosci od diugosei bokéw wycietych
kwadratow opisuje funkcja:
P(z) = 2(40 — 2z) - = + 2(60 — 2z) - * = —8z” + 200z

Okreslamy dziedzine funkcji P: D = (0;20). x> 0, 2x < 40, 2z < 60

Wyznaczamy wspolrzedne wierzchotka paraboli y = —82° + 200a:
b 200 i A 40 000
i s B o IO L HE g e e o — 195
= = 9 Yu P = 50

Poniewaz z,, € (0;20) oraz ramiona paraboli sa skierowane w dol, najwicksza
wartosc¢ funkeji P jest przyjmowana dla x,,.
Pudetko ma zatem najwicksze pole powierzchni boceznej, jesli dlugoéé bokow

wycietych kwadratéw jest rowna 12,5 em. Pole to jest réwne 1250 em?.

Cwiczenie 4

7 kwadratowego arkusza tektury o polu 1600 ecm? wycinamy w rogach kwa-
draty tak, aby po odpowiednim sklejeniu pozostalej czesci otrzymadé otwarte
pudetko. Jaka powinna by¢ diugosé bokéw wycinanych kwadratow, aby pole

powierzehni boeznej pudetka byto najwigksze? Oblicz to pole.

1.10. Funkeja kwadratowa - zastosowania (1)
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Zadania

1. Wyznacz wartosci najmniejsza i najwiekszg funkcji f(x) = —2? + 4z — 1
oraz funkcji g(z) = 12 + x — 3 w przedziale: a) [0;4], b) [—4;6].

2. Suma dlugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatnego jest rowna 8.
a) Wyznacz najwieksze pole takiego tréjkata.
b) Wyznacz najmniejsza warto$¢ kwadratu dlugosci przeciwprostokatne;
takiego trojkata.

3. Trzeba ogrodzi¢ prostokatng rabate kwiatowa o jak naj-
wiekszej powierzchni, przy czym nie bedzie ona grodzona
na jednym boku na odcinku 4 m (rysunek obok). Wiadomo,
ze potrzeba do tego 80 m biezacych siatki ogrodzeniowe;.

W
=

Jakie wymiary ma ta rabata?

4. Taras przylega jednym z bokéw do Sciany domu (rysunek
obok). Wiadomo, ze na ogrodzenie tego tarasu potrzeba

28 m biezacych paneli ostonowych i ze jego powierzchnia
jest najwieksza z mozliwych. Jakie wymiary ma ten taras?
5. Podstawa prostopadtoscianu o wysokosci 5 cm jest prostokat o obwodzie
12 cm. Jakie powinny by¢ wymiary podstawy tego prostopadtoscianu, aby
jego pole powierzchni catkowitej byto najwieksze?
6. Wyraz pole prostokata przedstawionego na rysunku jako funkcje zmien-
nej x. Podaj wymiary prostokata o najwigkszym polu.

a) 1] by N '

2 8

Sprawdz sie

7. Wyznacz warto$¢ najmniejsza i warto$é¢ najwieksza funkcji f w podanym
przedziale.

a) f(r) =20° —dr 3, [0:3]  b) f(2) = b+ 20+ 1, [-6;3]

8. Pan Adam kupil prostokatna dziatke budowlana. Na jej ogrodzenie po-
trzebuje 240 m biezacych siatki ogrodzeniowej. Wiadomo, ze dziatka ma
powierzchnie najwieksza z mozliwych. Jakie wymiary ma ta dziatka?

1. Funkcja kwadratowa

1.11. Funkcja kwadratowa -
zastosowania (2)

Przyktad 1

Prostokatny trawnik ma powierzchnie 209 m?. Oblicz wymiary tego trawnika
w przypadku, gdy réznig si¢ one o 8 m.

Oznaczmy dlugosé krétszego boku trawnika przez = (x > 0). Otrzymujemy
rownanie: oz 1 8) = 200
2?2 + 8x — 209 = 0
A = 64 + 836 = 900, VA = 30

—8—30 —8430

5 5 11

<0, Ty —

rK —
Pierwsze rozwigzanie odrzucamy, poniewaz nie speilnia warunkéw zadania.

Zatem trawnik ma wymiary 11 m x 19 m.

Cwiczenie 1
Prostokatny trawnik ma powierzchnie 216 m?. Oblicz wymiary tego trawnika
w przypadku, gdy r6znig sie one o: a) 6 m, b) 15 m.

Przyktad 2

Wokot prostokatnego trawnika o wymia-

rach 12 m x 6 m ma zosta¢ utozony pas
kostki brukowej o szerokosci x m oraz po-
wierzchni 63 m? (rysunek obok). Oblicz . AL 6 m <5

Powierzchnia pokryta kostka jest réwna 19 m

réznicy pol wigkszego i mniejszego prosto- m

kata:

(12 +22)(6 + 22) — 12-6 = 72 + 24w + 122 + 42* — 72 = 42 + 362, © > 0
Otrzymujemy réwnanie:
472 4 367 = 63
42* + 362 — 63 =0
A = 1296 + 1008 = 2304, VA = 48

—36 — 48 —36 448
Ir1 = 3 < O, Lo — ; = 1,5

Pierwsze rozwiazanie odrzucamy, poniewaz nie spetnia warunkow zadania.

Zatem szerokos¢ pasa jest rowna 1,5 m.

1.11. Funkcja kwadratowa - zastosowania (2)
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Cwiczenie 2

Wokot basenu o wymiarach 4 m x 8 m wytozono ka-

I 1m

felkami pas o szeroko$ci x m oraz powierzchni 45 m?

(rysunek obok). Jaka jest szeroko$é¢ tego pasa?

Przyktad 3
Firma produkujaca zabawki oszacowala roczng wielkos¢ sprzedazy lalek na
s sztuk w zaleznosci od ceny x zl za sztuke (tabela ponizej). Okazalo sie, ze

jest to zalezno$¢ liniowa s(x) = —40x + 3600.
Cena x w zt 40 50 60 70 80 90
Liczba lalek s 2000 1600 1200 800 400 0

Koszt wyprodukowania jednej lalki wynosi 20 zt. Ustal taka cene za jedna
lalke, aby roczny zysk firmy byl najwiekszy. Jaka bedzie wtedy wielkos$¢ sprze-
dazy i jaki zysk?
Zysk ze sprzedazy jednej lalki, gdy kosztuje ona x zl, jest réwny (z — 20) zt
(przyjmujemy, ze x > 20). Okreslmy funkcje z opisujaca roczny zysk ze sprze-
dazy s lalek dla ceny x zt za lalke:

z(x) = s(x) - (x — 20) = (—40x 4 3600)(z — 20) =

= —402° + 4400z — 72000, gdzie z € [20;90]

Funkcja z najwieksza wartos¢ przyjmuje w wierzchotku odpowiedniej paraboli:

4400
L
—80 g

Zatem zysk bedzie najwigkszy dla ceny x = 55 zl.
Wielkos¢ sprzedazy bedzie wéwczas réwna:
s(b5) = —40 - 55 4 3600 = 1400
a roczny zysk bedzie wynosit:
Zmax = 2(55) = 1400 - (55 — 20) = 1400 - 35 = 49000 [z1]

Ty =

Cwiczenie 3

Koszt wyprodukowania jednego pluszowego misia wynosi 10 zt. Dla ceny 15 zt
za misia wielkos¢ sprzedazy wynosi 1000 sztuk rocznie. Kazdorazowe podnie-
sienie ceny o 1 zt powoduje spadek sprzedazy o 50 sztuk w ciggu roku.

a) Wyznacz wzor funkcji kwadratowej opisujacej roczny zysk w zaleznosci od
ceny x zt za sztuke.

b) Ustal taka cene za jednego misia, aby roczny zysk firmy byl najwiekszy.
Jaka bedzie wtedy wielkos$¢ sprzedazy i jaki zysk?

1. Funkcja kwadratowa

Cwiczenie 4

Sklep z odzieza sportowa sprzedaje dziennie 16 bluz dresowych. Zysk ze sprze-
dazy jednej sztuki wynosi 40 zt. Wtasciciel sklepu przewiduje, ze kazde obnize-
nie ceny o 5 zt spowoduje wzrost sprzedazy o 4 sztuki dziennie. O ile powinien
on obnizy¢ cene, aby mie¢ najwiekszy zysk?

Zadania

1. Plac zabaw ma ksztalt prostokata o wymiarach 12 m x 18 m. Szerokos¢
placu zwiekszono o x m, a dtugos¢ o 2z m. Powierzchnia placu wzrosta
wowcezas o 144 m?. Oblicz =.

2. Reprodukcje obrazu o powierzchni P oprawiono w prostokatng rame o wy-
miarach zewnetrznych x x y. Oblicz szeroko$¢ tej ramy, gdy:
a) P =2400 cm?, x =80 cm, y = 60 cm,
b) P =2700 cm?, x =75 cm, y =55 cm.

3. Wokét prostokatnego trawnika o wymiarach 4 m X 8 m ma zosta¢ utozona
kostka brukowa. Projektant przedstawil dwie propozycje: A i B (rysunki
ponizej). Dla kazdej z tych propozycji oblicz .

Propozycja A
obszar pokryty kostka — 66 m?

Propozycja B
obszar pokryty kostka — 78 m?

T m
2x m
2x m Am 2x m
8 m T m Am|EH0
T m 8 m
4. Dany jest prostokat o wymiarach 21 cm x 4 cm. 2z m
Jego dtugosé i szerokosc¢ zwiekszono o x cm. Dla

jakiej wartosci x przekatna nowego prostokata
ma dlugosé 25 cm?

5. Dany jest prostokat o wymiarach 3 cm X 10 cm. Jego dtugosé i szerokosé
zwiekszono o x cm. Dla jakich wartosci x przekatna nowego prostokata ma
dtugos¢ wigksza od 13 cm?

6. Szerokos¢ pokoju jest o 2 m mniejsza od jego dtugosci. Jakie wymiary moze
mie¢ ten pokdj, jesli przekatna podtogi jest niekrotsza niz 6 m i niedtuzsza
niz 10 m?

1.11. Funkcja kwadratowa - zastosowania (2)
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11.

12.

Bok BC trojkata prostokatnego ABC' jest o 2 cm
krotszy od boku ABio 7 cm dtuzszy od boku AC. L
Oblicz obwod tego tréjkata.

Boki prostokata maja diugosci 8 i 10 (rysunek
obok). Dla jakich wartosci x zacieniowany obszar

stanowi co najmniej 40% powierzchni prostokata?
x

Powierzchnia stawu wynosita 400 m?. Przez dwa kolejne lata, na skutek
suszy, powierzchnia stawu sie zmniejszala — w kazdym roku o p%. Po
uplywie dwoch lat staw mial powierzchnie 289 m?. Oblicz p.

. Wykaz, ze istnieje tylko jeden tréjkat prostokatny, ktérego boki maja dtu-

gosci réwne kolejnym liczbom:

a) naturalnym, b) parzystym.

m
A | B

wspoéltrzednych znajduje sie: ' 12 m
b) w $rodku odcinka AB.

Luk przesta mostu ma ksztalt paraboli
(rysunek obok). Korzystajac z wymiaréw
podanych na rysunku, znajdz réwnanie
tej paraboli. Przyjmij, ze poczatek uktadu

a) w punkcie A,

Czy pod mostem opisanym w zadaniu 11. przeplynie barka o szeroko-
Sci 6 m, ktora po zaladowaniu wystaje 3,1 m ponad powierzchnie wody?
Przyjmij, ze przekrojem poprzecznym barki jest prostokat.

Sprawdz sie

13.

14.

15.

Zdjecie o wymiarach 6 cm X 9 cm oprawiono w prostokatng ramke o sta-
tej szerokosci. Powierzchnia obramowania jest rowna powierzchni zdjecia.
Oblicz szeroko$¢ obramowania.

Trawnik ma ksztalt trojkata prostokatnego. Oblicz obwdd i pole tego traw-
nika przy zatozeniu, ze dtugosci jego bokéw wyrazone w metrach sg réowne:

a) x,r+ 7, r+ 8, b) z, x +1, x — 17.

Ogrodnik ma dwie kwadratowe dzialki, z ktérych jedna ma pole powierzch-
ni 2,25 razy wieksze niz druga. Do ogrodzenia wigkszej dziatki potrzebuje
on o 40 m wiecej siatki niz do ogrodzenia mniejszej. Ile metrow siatki
potrzebuje do ogrodzenia obu dziatek?

1. Funkcja kwadratowa

Vv

Powtorzenie

Zestaw |

Przedstaw funkcje f w postaci kanonicznej i naszkicuj jej wykres.
a) f(x)=2"+4 ¢c) f(e)=a*4+22—1 e) f(r)=—a*+4x—3
b) f(x)=—2*—-2z d) f(z)=2>—-6x+5 ) f(x)=—a®>—6x—1

Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f sa liczby z; i x5, a do jej wy-
kresu nalezy punkt P. Zapisz wzoér tej funkcji w postaci kanoniczne;j.

a) 55'1:]_7372:3, P(O,—4) b) 33‘1:—2, 332:4, P(2,4)

Rozwiaz réwnanie.

a) v2 —49 =0 c) 922 —1=0 e) 42> — 81 =0
b) 2 — 144 =0 d) 362 —1=0 f) 252* —36 =0
Rozwiaz réwnanie.

a) > —50=0 ¢) 322 —24=0 e) 272 —18 =0
b) 222 —7=0 d) 282* — 14 =0 f) 922 4+4=0

Znajdz miejsca zerowe funkcji f. Wyznacz réwnanie osi symetrii paraboli
bedacej wykresem tej funkcji.

a) f(r) =a2%— 8z ¢) f(x)=22>—3x )

e) f(z)=a*+ 142+ 49
b) f(z) = a? + 62 d) f(x) =2z + 622 f)

f
f(z) =1622 + 8z + 1
Rozwiaz réwnanie.

a) x+4x—21=0 d)22°+5x—-3=0
b)6—x—2*=0 e) =622 —Tx+5=0

¢c) z—a?+12=0 f) 2> —120+16=0

g) 22> —3x—1=0

h) 322 +5x4+1=0

i) —224+3v22-5=0
Rozwiaz réwnanie.

a) (r—3)?= 2z —1)(x—3)

b) 2?2 +4x+4=(x+2)(3x —4)

¢) 922 — (22 —1)* =0
d) 422 = (1 — z)?

Wyznacz punkty przecigcia paraboli z osiami uktadu wspoélrzednych oraz
wspolrzedne jej wierzchotka. Naszkicuj te parabole.

a) y=x°+4x e) y=—a*+2x+8
b) y = —a*+2x f) y=a*+6x+38

c) y=2x*—8x
d) y=—12>+1

Powtérzenie
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10.

Wyznacz zbiér wartosci funkeji f oraz jej przedzialy monotonicznoéci.

a) flz)=2>—8z «¢) f(x)=322+62—-2 e) f(z)=—-202-12z+1
b) f(z) =6z —2* d) f(z)=—-4a’+4z+2 f) f(z)= 22> +22 -2
Do wykresu funkeji f nalezy punkt P. Wyznacz miejsca zerowe tej funkeji
oraz naszkicuj jej wykres.

a) f(z) =alr—2)? -4, P(4,-2)
b) f(z) =a(x+1)?+2, P(-3,-2)

¢) flz)=a(lz—2)*-2, P(6,6)
d) f(z) =a(z—3)*+6, P(1,-2)

Zestaw |l

Przedstaw funkcje f w postaci iloczynowe;.

a) f(x)=22> -6z ¢) fl(z)=—-2*—-22+15 e) f(x)=32>—10x+3
b) f(#)=32+2x d) f(z)=22"+22—-4 f) f(z)=-22>+32+2
Liczba 3 jest miejscem zerowym funkeji kwadratowe] f. Punkt P jest wierz-

chotkiem paraboli bedacej wykresem tej funkcji. Wyznacz jej drugie miej-
sce zerowe. Zapisz jej wzor w postaci kanonicznej.

a) P(5,4) b) P(—3,—6) ¢) P(3,2) d) P(2.6)
Rozwiaz nierownosé.
a) 322 —120 gy praEgee 1l e) 4x? +4x > 3

b) 4—a* >0 d) 2* > 5 — 4z f) 3x < 14 — 22

Rozwiaz nieréwnosc.
a) x* —dxr —5<0 d)
b) 22 +52+1>0

Zip® o Jaxa el )

4

e) Te* +2z < 1

g) z(x—5) < 2x(x—1)
h) 2(1 — 5z) >
i) $(2*+4) <

¢) 3z° — 14z - 520 f) =32+x+120 s(1—z)
Wyznacz najmniejsza liczbe naturalng spelniajaca podang nierdwnosc.
a) % + 120 < 22z ¢) 10z — 23 > z° e) ¥2 — 122 +33 <0

f) #* — 6z < -3 — a?

Ile liczb catkowitych spelnia podana nieréwnosé?

a) (2z + 3)* < (x — 3)? b) (1 - %.‘L‘)Q ) (%.r — 5)2

b) ;i-:::2 — 2x + % <0 d) —3z? + 6x > 2

Zaznacz na osi liczbowej zbiory X UY, X NY i X\ Y, gdzie:
X — zbiér rozwiazan nieréwnosci 2 — x — 6 < 0,

Y — zbiér rozwiazan nieréwnosci —~p* & dpp- 3,

1. Funkcja kwadratowa

8.

10.

11.

12.

13.

Na rysunku przedstawiono wykres funkeji kwadratowej f. Zapisz w postaci
kanonicznej wzor tej funkeji. Rozwiaz nieréwnosé f(x) = 0.

) Y

0

Naszkicuj wykres funkcji f. Wyznacz wartosé najmniejsza i wartosé naj-

wickszg funkeji f w podanym przedziale.
a) f(x) = 22 + 4=z, [-2;1] ¢) f(z)=a?+ 2z + 1, [0;2]
b) f(x) = —2* + 2z, [0; 4] d) f(z) = —a*+ 3z — 2, [-2;:2]

Dla jakich wartosci a i b suma a® +b* przyjmuje wartosé najmniejszy, jesli:

a) a+b=4, b)a—b=23, c) 2a+b=17

Trzeba ogrodzi¢ prostokatny plac, przy czym nie be-
dzie on grodzony na jednym boku na odcinku 10 m
(rysunek obok). Wiadomo, ze na ogrodzenie tego pla-
cu potrzeba 240 m biezacych siatki ogrodzeniowej i ze 10 m
jego powierzchnia jest najwicksza z mozliwych. Jakie

wymiary ma ten plac?

W sklepie zostaje codziennie sprzedanych 40 sztuk pewnego towaru. Zysk
przypadajacy na jedna sztuke tego towaru wynosi 240 zi.

a) Ekspert A twierdzi, ze obnizenie ceny o x zl spowoduje wzrost dziennej
sprzedazy tego towaru o x sztuk. O ile nalezy obnizyé cene, aby zysk byl
najwickszy? O ile zwickszy si¢ wtedy zysk?

b) Ekspert B twierdzi, ze podniesienie ceny o (20 x) zl spowoduje spadek
dziennej sprzedazy tego towaru o x sztuk. O ile nalezy podniesé cene, aby
zvsk byl najwickszy? O ile zwickszy si¢ wtedy zysk?

Zdjecie w ksztalcie prostokata o bokach o
pdm i g dm oprawiono w rame¢ o sze-
rokosci x dm (rysunek obok). Pole po-
wierzchni zdjecia wraz z rama jest rowne
P dm?. Oblicz szerokoéé¢ ramy:.

&) p=3,4=5,F=2025

b) p=dyg=0.F=35

Powtdrzenie
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Sposéb na zadanie

Jesli w zadaniu nalezy wyznaczyé¢ wzor funkeji kwadratowej, ale nie jest po-
wiedziane, czy chodzi o posta¢ ogolna, kanoniczna czy iloczynowa, mozemy
wybraé taka, ktora jest dla nas najwygodniejsza.

Przyktad 1 EENS

Na rysunku obok przedstawiono fragment paraboli be- A :

dacej wykresem funkeji f. Wierzchotkiem tej paraboli & S W
jest punkt (—2,4). Wyznacz wzor funkeji f. Ile liczb L ! \1
catkowitych spelnia nieréwnosé f(z) = %;1‘: + 27 - o\ ix

Wazor funkeji f zapisujemy w postaci kanonicznej. Wierzcholkiem paraboli
jest punkt (—2,4), wiec: (@) = alz +2)° + 4
Z rysunku odezytujemy, ze do wykresu funkcji f nalezy punkt (0,2), zatem
2=a(0+2)+4istad a=—3, cayli f(z)=-L{z+2)* +4.
Rozwigzujemy nierownosé:
—z+2)*+4>3x+2/-(-2)
?4+dr+4-8< —-z—14
2 +5x <0
z(x+5) <0
Zatem z € [—5:0], czyli nieréwnosé te spelnia szesé liczb caltkowitych.
OdpowiedZ: f(x) = —1(x + 2)* + 4; sze$¢ liczb
=» Zadanie 20, str. 58

<
<

Przyktad 2

Obwdéd prostokata jest rowny 14, a jeden z jego bokéw ma dlugosdé x. Wyznacz
wzor funkeji opisujacej pole tego prostokata w zaleznodci od 2 1 podaj jej
dziedzine. Uzasadnij, ze jesli ten prostokat nie jest kwadratem, to jego pole
jest mniejsze od 12%.

Diugosé drugiego boku prostokata oznaczmy przez y. Wtedy 2z + 2y = 14,
czyli y = 7 — . Pole tego prostokata opisuje funkeja kwadratowa, ktorej wzor
zapisujemy w postaci iloczynowej, a nastepnie przeksztalcamy go do postaci
ogolnej: _
Plx)=a-(T—x)=—2*+ Tz, gdzie z € (0;7)
Wrykresem funkeji P jest fragment paraboli o ramionach skierowanych w doét
i wierzcholku w punkecie o odcigtej x,, = — = 5. Obliczamy rze¢dng wierz-
chotka: n .
T e X o EA8 0 48 M. THL
f(z)_ (2) +7 s = T 5 = 4_124
T
1
kwadratem. Zatem dla prostokata niebedacego kwadratem pole jest mniejsze
od 12;11—.

Funkcja P przyjmuje wartosé 12 dla o = y = czyli gdy prostokat jest

=» Zadanie 21, str. 58
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1. Funkcja kwadratowa

Przed obowiazkowa matura z matematyki

W zadaniach 1-9 wybierz wlasciwa odpowiedz spoéréd podanych.

Zadanie 1 (0-1)
Przedzial (—oc; —2] jest zbiorem wartosei funkeji

A.y=z2+2 B.y=z%-2 C.y=-—-z2+2 D.y=-z%2-2

Zadanie 2 (0-1)

Dwa rozne pierwiastki dodatnie ma rownanie

Ac®? —da+5=0 C.22-5z+6=0
B. 22 -3z —-4=0 D. 22 +5x—-6=0

Zadanie 3 (0-1)

Pierwiastkami réwnania 2z° + bz + ¢ = 0 sa liczby —3 i 4, zatem
A.b=—-1lic=-12 C.b=2ic=-24
B.b=-2ie=-24 I b= 1ie=—12

Zadanie 4 (0-1) il

Na rysunku obok przedstawiono fragment paraboli,

&)

ktérej wierzchotkiem jest punkt (1,—2). Drugim
miejscem zerowym funkeji, ktorej wykresem jest ta

D. 3 \/
Zadanie 5 (0-1)

Zbiorem wszystkich rozwiazaf nieréwnosdci 222 > 3 jest

A (—‘Tﬁ ”TE) C. (—oo;—ﬁ) U (ﬁoo

2 2

B. (ig—ﬁ-oc) D. (—oo;—ggﬁ) U (%ﬁoo)

Zadanie 6 (0-1)
Jednym z pierwiastkéw réwnania 422 + 4z + 2 — % = 0 jest liczba

A -1 B. -1 C. —v2 D. —2V2

|
P
)

parabola, jest liczba

A. 13 B. 2 C. 2

b2 |

=

Zadanie 7 (0-1)
Najwicksza wartoéé funkeji f(x) = 22* + 4z w przedziale [1;2] jest réwna
A. 16 B. 4 C.3 D. 0

Zadanie 8 (0-1)

Pole prostokatnej dzialki, ktorej jeden bok jest o 2 m diuzszy od drugiego
boku, wynosi 288 m?. Obwdd tej dzialki jest rowny

A. 64 m B. 68 m C.72m D. 76 m

Przed obowiazkowa maturg z matematyki
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Przed obowiazkowa matura z matematyki

Zadanie 9 (0-1)

Boki prostokata P; o wymiarach 4 cm x 8 em wydluzono o x c¢m i uzyskano
prostokat P, o polu réwnym 96 em?. Przekatna prostokata P, ma dlugodé
rowna

A. 3v10 cm D. 4V/13 em

B. 4v/10 cm C. 3v/13 cm

Zadanie 10 (0-2)

Punkt P jest wierzcholkiem paraboli bedacej wykresem funkceji danej wzorem
p) = p2 — 1y 4 173

flz) = =T+ o

Kazdemu rozpoczetemu zdaniu przyporzadkuj wlasciwe dokonczenie. Wpisz

obok rozpoczetych zdan w tabeli ponizej wlasciwe odpowiedzi wybrane spo-

srod A-E.

Dokoncezenie zdania

Numer zadania Zdanie do uzupelnienia

101 | Odcieta punktu P jest rowna ?
10.2 Rzedna punktu P jest rowna ?
1 pd PE 1 3
A. 63‘* B. OI C. -13: D.: 1 E. 2:1-

Zadanie 11 (0-1)
Dana jest nieréwnosé (:1: s \/17)(::: + 44/ 17’) < 0.
Ocen prawdziwosé¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest

prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Nierownosci tej nie spelnia zadna liczba caltkowita ujemna. P F

Nieréwnosé¢ ta jest spelniona przez 5 liczb catkowitych dodatnich. P | F

Zadanie 12 (0-2)
Dana jest funkcja f(x) = V222 — 242z — 4.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest

prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Najmniejsza wartos¢ funkeji f w przedziale

[—2;0] jest réwna —2. P F
[2; 4] jest réwna —4. P F
[0; 2] jest rowna —6. P F
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1. Funkcja kwadratowa

Przed obowiazkowa matura z matematyki

Zadanie 13 (0-2)

Dana jest funkcja f(z) = (22 — 6)% — 2.
Dokoinicz zdania. Wybierz odpowiedz sposréd A-D oraz odpowiedz sposrod
E-H.

1. Wierzchotkiem paraboli bedacej wykresem funkcji f jest punkt

A. (3,-2) B. (3,2) C. (6,-2) D. (-6,-2)

2. Parabola bedaca wykresem funkeji f przecina o$ rzednych w punkeie

E. (0,34) F. (0,—18) G. (0, —38) H. (0,-2)

Zadanie 14 (0-1)

Na rysunku obok przedstawiono fragment wykresu funkeji

kwadratowej f. Oznaczmy przez x,, T, miejsca zerowe
i A . ; J
funkcji f, a przez x,, odcigta wierzchotka paraboli bedacej

jej wykresem.

Dokonicz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz odpo- . ; .
wiedz A albo B oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3. ?') 1 X

uma miejsc zerowyceh funkeji f jest réwna
Suma 8¢ ych funkeji f jest réd

R 2, 1L Tw = 2(z1 + x2).
poniewaz p 2 P =3 FDas

B. 1, 3. X, = T : J‘B.

Zadanie 15
Dana jest funkeja kwadratowa f(x) = —4(:!: -+ l)(:_!: — ':’).

2 2

Zadanie 15.1 (0-1)
Ocen prawdziwosé ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest

prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.
Wykres funkeji f przecina 0§ OY w punkcie (0, —5). P F

Wykres funkeji f ma wierzcholek w punkcie (—2,5). P F
Zadanie 15.2 (0-1)
Wyznacz zbiér rozwigzan nieréwnosei f(x) < 0.

Zadanie 16 (0-2)

Rozwigz réwnanie 3z(z + 3) = (z + 3)%.

Przed obowiazkowa maturg z matematyki
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Przed obowiazkowa matura z matematyki

Zadanie 17 (0-2)
Rozwiaz nieréwnosé 222 + Tx > 4.

Zadanie 18 (0-2)
Rozwigz nieréwnosé (z + 1)(22 + 3) < (z + 1)(5 — x).

Zadanie 19 (0-2)
Oblicz najmniejsza warto$é funkeji f(x) = 2(xz + 3)(x — 5).

Zadanie 20 (0-4) < Przykiad 1, str. 54

Na rysunku obok przedstawiono fragment paraboli
bedacej wykresem funkeji f. Wierzchotkiem tej pa-
raboli jest punkt (3, —1). Wyznacz wzoér funkeji f

i uzasadnij, ze zadna liczba niewymierna nie spel-

. — o ] i
nia nieréwnosci f(x) < —gil =

Zadanie 21 (0-4) < Przykiad 2, str. 54

Jedna z przekatnych rombu ma diugosé z, a suma dlugosci obu przekatnych
jest rowna 10%. Wyznacz wzor funkeji opisujacej pole tego rombu w zaleznoéci
od . Podaj jej dziedzing¢. Uzasadnij, ze dla dowolnego catkowitego argumentu

o . . s s .. 441
B W W r "y o Ta k& ol
funkcja ta przyjmuje wartos¢ mniejsza od .

P
Zadanie 22 (0-4) y
Boki trapezu prostokatnego przedstawionego na rysunku obok y .
spelniaja warunki: x + y + z = 18 oraz z = 2. Uzasadnij, ze
jesli taki trapez ma najwieksze mozliwe pole, to jego obwod — #
jest niemniejszy od 27. .

Y
Zadanie 23 (0-4) o I3
Rozpatrujemy prostokaty polozone w 1 éwiartce \
ukladu wspotrzednych. Trzy wierzcholki tych prosto- € B
katow leza na osiach ukladu wspolrzednych, a czwar- \
ty lezy na prostej y = — %..! + 4 (rysunek obok). 0 A %

a) Podaj wzor opisujacy pole prostokata w zaleznosci od wspdlrzednej xg
punktu A.

b) Ktory sposrod tych prostokatéw ma najwicksze pole? Podaj wspoélrzedne
jego wierzcholkow.
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1. Funkcja kwadratowa

2 Wielomiany

Omawiane w tym rozdziale funkcje, zwane wielomianami, stuza do opisu wielu
zjawisk. Za pomoca wielomianu mozna opisa¢ na przyklad zaleznosé miedzy
liczba obrotéw na minute silnika lodzi motorowej a jej predkoscia. Na poniz-

szych rysunkach przedstawiono wykresy przyvkladowych wielomianow.




I 60

2.1. Stopien i wspotczynniki wielomianu

Definicja

Jednomianem stopnia n nazywamy funkcje y = ax™, gdzie a € R\ {0},
n € N;.

Jednomianem stopnia 0 jest funkcja stata y = a, gdzie a # 0.

Funkcja y = 0 jest jednomianem zerowym, ktorego stopnia nie okreslamy.
Liczbe a nazywamy wspotczynnikiem jednomianu.

Cwiczenie 1
Czy ponizsza funkcja jest jednomianem? Jesli tak, to podaj jego stopien.
a)y=-52"  bly=% Jy=5  dDy=6/z e y=v2’
Sume dwoch jednomianéw réznych stopni nazywamy dwumianem, np.:

Yy = 3+ 2x dwumian trzeciego stopnia

Yy = S5axt +1 dwumian czwartego stopnia

Sume trzech jednomianéw réznych stopni nazywamy tréjmianem, np.:
y=x*+2x+1
y =5z’ — 222 +4

trojmian drugiego stopnia (kwadratowy)
trojmian szostego stopnia
Ogolnie sume jednomianéw nazywamy wielomianem, np.:

y = 6x° — 92° + 22% — 2%  wiclomian ésmego stopnia
Zwr6é uwage na to, ze stopniem wielomianu jest najwyzszy stopien sposréd
stopni wystepujacych w nim jednomianéw. Wielomian jest zapisany w sposob
uporzadkowany, gdy jednomiany, ktérych jest suma, sa ustawione kolejno —
od jednomianu najwyzszego stopnia do jednomianu najnizszego stopnia.

Definicja
Funkcje zmiennej rzeczywistej x dang wzorem:
w(x) = apnx™ + ap_1" '+ ...+ a1+ ag
gdzie a,, # 0, n € N, , nazywamy wielomianem stopnia n.

Jednomian w stopnia 0 nazywamy tez wielomianem stopnia 0.
Jednomian zerowy (w = 0) nazywamy tez wielomianem zerowym.

Jednomiany wystepujace w wielomianie nazywamy tez jego wyrazami.
Liczby a,,a,_1, ...,a1,aq nazywamy wspotczynnikami wielomianu.
Wspoélczynnik ay nazywamy wyrazem wolnym.

Stopien wielomianu w oznaczamy przez st (w).

2. Wielomiany

Zauwaz, ze — zgodnie z definicja — wielomianem jest zaréwno funkcja liniowa,
jak i funkcja kwadratowa.

Cwiczenie 2

Uporzadkuj wielomian w i podaj jego stopien.

a) wx)=z+23+2°—1—2>—2* ¢) wx)=32*—2+6x—2>+2" 422"
b) w(x) =22% —2® +32* —x —32° d) w(z) =5 —2x + 22'° — 25 + 32

Przyktad 1

Wypisz wspélczynniki wielomianu w(z) = 5a* — 22> + s + 1 i podaj jego
stopien.

Wspélczynniki wielomianu: ay = 5, a3 =0, ay = —2, a1 = %, ag = 1, stopien

wielomianu: st (w) = 4.

Cwiczenie 3
Wypisz wspétezynniki wielomianu w i podaj jego stopien.

a) w(r) =-22°+2  blw()=a'—- 32" +2°+2®+1  c) w(z) =2"

Cwiczenie 4
Zapisz wielomian czwartego stopnia, dla ktérego:
a) ag=ay =a9=-3,a3=a; =0, b)a,=(—1)"dlan=0,1,2,3,4.

Przyktad 2

Oblicz wartosci wielomianu w(x) = 3z* — 52 —7dlax =2, 2= —-21i2 =0.
w(2) =320 5.2 _7=3.16-5-8—T—48—40—7 — 1

w(—2) =3 (=2)* —5.(—2)3 —7=3-16—5-(—8) — 7 =48 + 40 — 7 = 81
w(0)=3-0-5-0-T7T=—T

Zauwaz, ze wartos¢ w(0) jest rowna wyrazowi wolnemu wielomianu w.

Cwiczenie 5
Oblicz wartosci wielomianu w dla x =0, z =21 x = —2.
a) w(x) =22 -2 +x—4 ¢) w(x) =12 — 2%+ 3z —2

b) w(z) = 2* + 22° — 6x + 1 d) w(z) =—a+22° —x+3

Cwiczenie 6

Oblicz wartosci wielomianu w dla x = % ix=—=.

a) w(r) = -4 — 222 — 62 + 3 b) w(z) = 32z* — 82 — 2z + 3

DO =

2.1. Stopien i wspotczynniki wielomianu
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Zadania

1. Dane sa wielomiany u(z) = 22° — 62% + 0,12, v(z) = —62% + 4 + 2?,
w(zr) = 2z + 4x* — 32® — 62° — 1. Wskaz wsrdd nich wielomian:
a) stopnia trzeciego; uporzadkuj go i podaj wspotczynniki as, as, a; i ag,

b) stopnia piatego; uporzadkuj go, podaj wspélczynniki as, ay, as, asz, a;
i ag oraz oblicz ich sume.

@ 2. Uzasadnij, ze suma wspotczynnikoéw dowolnego wielomianu w jest row-

I 62

na w(l).

3. Oblicz wartosci wielomianu w dla x =0, x =2,z = —-2ix = %
a) w(z) =3z* +2? — 2z — 3 ¢) w(x) =12 —42*>+3x —4
b) w(x) = —223 + 2* — 5z + 2 d) w(x) = —2* + 52® — 4z — 10

4. Punkty P(1,a), Q(—1,b), R(2,¢), S(3,d) naleza do ¥
wykresu wielomianu w(z) = z* — 3% — Sa? + 3z + 4 v
(rysunek obok). Oblicz wspotrzedne a,b,c i d.

5. Ktére sposrdéd punktéw P, () nalezg do wykresu wie- v
lomianu w?

a) u(z) = 22° — 322 — 5z +1, P(~2,7), Q(2,—5)
b) u(z) =42® — 222 + 3z + 1, P(%,2), Q(—3%,-1)

929

6. Oblicz wspoétczynnik a wielomianu w.
a) w(z) =ar’+x+1, w(l) =3 c) w(z) =2+ ax®+ 3, w(—4) =3
b) w(x) =32 —2>4+a, w3)=0 d) w(z)=az*+42x+ 2, w(2) = —6
7. Oblicz wspoétczynniki a i b wielomianu w.
a) w(z) = =32+ ax® + bx + 2, w(—1) = 4, w(2) = 20
b) w(z) = z* + az® + bax* + 2, w(=3) =11, w(l) =7

Sprawdz sie

8. Ktore sposrdéd punktow A(1,1), B(2,—45), C(—1,—3) naleza do wykresu
wielomianu w?

a) w(r)=-32—82*+3x+5 b) w(x)=22*"+32>—2?—3

9. Oblicz wspoétczynnik a wielomianu w.
a) w(z)=2*—axr+3,w(2)=1 b) w(x)=2az*—ax®—-5 w(-1)=4

2. Wielomiany

2.2. Dodawanie i odejmowanie
wielomianow

Aby wyznaczyé¢ sume wielomiandéw, dodajemy wyrazy podobne wystepujace
w tych wielomianach. Suma wielomianéw jest wielomianem.

Przyktad 1
Wyznacz sume wielomianow:

uw(z) =22 +92° — 622+ 32z —5 i w(r)=-32>+22" —x
u(z) +w(x) = (22* + 92° — 622 + 3z — 5) + (—32° + 22° —z) =
= 22%4 92° — 62° + 32 —5— 32° 4+ 22° — x =
= 22* + 62° —42? + 22 — 5

Cwiczenie 1
Wyznacz sume wielomianow u i w. Podaj stopien wielomianu u, wielomianu w
oraz stopien ich sumy.

a) u(z) = 172* — 14a? + 72 — 5, w(x) = 62° 4+ 112* — bz + 5
b) u(x) = 92° — 132° + 102% — 2, w(x) = —92° + 62* — 122 + 7

Cwiczenie 2

Podaj przyktady wielomianéw w i w takich, ze st (u) = 4, st (w) = 4 oraz:
a) st (u+w) =4, c) st(u+w) =2, e) st(u+w)=0.

b) st (u+ w) = 3, d) st (u+w) =1,

Twierdzenie

Jesli wielomiany u, w oraz u + w sa niezerowe i st (u) < st (w), to:
st (u + w) < st (w)

Przyktad 2

Wyznacz sume wielomianéw u(z) = 8x° +5x? — T i w(x) = —8x° — b + Tx.
u(z) +w(x) = 8x® + 52 — Tw — 83 — ba? + Tx =0

Zatem suma u + w jest wielomianem zerowym.

Cwiczenie 3

Dany jest wielomian u(x) = a,z™ + a,_12™ ' + ... + as2® + ayx + ay. Co

mozna powiedzie¢ o wspolczynnikach wielomianu w, jesli u+ w jest wielomia-
nem zerowym?

2.2. Dodawanie i odejmowanie wielomianéw
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Aby wyznaczy¢ roznice wielomianéw, odejmujemy od wyrazow pierwszego
wielomianu odpowiednie wyrazy podobne drugiego wielomianu. Réznica wie-
lomianéw jest wielomianem.

Przyktad 3
Dane sg wielomiany u(z) = 62* — 32® + 22 — 3 1 w(x) = 4a* + 22% — 22 — 5u.
Wyznacz réznice u — w.

Zmieniamy

w(z) —w(z) = (6z* —32® +22% — 3) — (da* +22° — 2® — bx) = .1 wspol-
= 62 — 323 + 222 —3 — 4a* — 223 + 22 +5x =  czynnikow

wielomianu w.
=22t — x>+ 32> +5x—3

Cwiczenie 4

Wyznacz réznice u — w. Podaj stopnie wielomianéw u, w i u — w.
a) u(z) =52 +22° +4a* + 22 + 1, w(x) = —22® — 62! + 32 —
b) u(z) = 32° + 22* — 22° 4+ 1, w(z) = 0,752° — 0,22* + 0,125z

Przyktad 4
Dane sg wielomiany f(x) = 3z* —22° — s2® + 11 g(x) = 52" + 2® — 22* 4 Sz
Wyznacz wielomian h(x) = ( ) —2¢9(x )

Mnozymy kazdy
h(a:) = 3(3%4 — 2% — %aj + 1) - 2(537 + 27 — 227 + %QIZ) — wyraz wielomianu f

= 92* — 623 — ij +3—10x* — 223 4+ 422 — 3x = przez 3 i kazdy
wyraz wielomianu g

=2 —8x>+322 -3z +3 przez —2.

Cwiczenie 5

Wyznacz wielomian h(x) = 3f(x) — 4g(x). Oblicz h(—1).

a) f(r)=—22%+42% —8x +5, g(x) =25 —22* 4 32> — 62 + 2
b) f(z) = 22° — 62* — 22 + 42, g(x) =1,52° —a2* + 32 + 3z — 1

Oprocz wielomianéw jednej zmiennej rozpatruje sie réwniez wielomiany wielu
zmiennych, np.:
u(z,y) = 3aty? — Tx’y® — xy — 2y* jest wielomianem dwdch zmiennych,

w(z,y,2) = 9ry’z + 4a?y>2® + 6yz jest wielomianem trzech zmiennych.

Przyktad 5
P(x,y,z) = 2zy+2xz+2yz dlax,y, z > 0 jest wielomianem
trzech zmiennych opisujacym pole powierzchni catkowitej

|
|
|
|
prostopadtoscianu o krawedziach dtugosci z, y, z (rysunek }
) _ 4 — —

obok). Objeto$¢ tego prostopadloscianu opisuje wielomian -

-~

trzech zmiennych V (z,y, 2) = zyz. T

2. Wielomiany

Wyrazy wielomianu wielu zmiennych sa podobne, gdy odpowiednie zmienne
wystepuja w nich w tych samych potegach. Wyrazami podobnymi sg na przy-
klad 423y? i 62°y?. Aby wyznaczy¢ sume (réznice) wielomianéw wielu zmien-
nych, nalezy doda¢ (odjaé¢) wyrazy podobne tych wielomian6w.

Przyktad 6
a) Wyznacz sume u + w wielomianéw u i w.

u(z,y) = 32y + 62y — dvy, w(x,y) = dry® + 42’y + 2y + 2
u(z,y) +w(@,y) = 32’y + 6y’ — day + bay’ + 42’y + zy + 2=
= 72y + Sxy® + 62y — 3ay + 2
b) Wyznacz réznice u — w wielomianéw u i w.

u(x,y, z) = br?y?z? — dwy2?, w(w,y,2) = 5x%y*z — 3ryz? + 2y2°

u(z,y, z) —w(x,y, z) = dbr*y?z? — dwyz® — ba*y’z + 3xyz® — 2yz° =

= baty?2? — bay?z — xyz® — 2yz?

Cwiczenie 6

Wyznacz sume v + w i réznice v — w wielomianéw u i w.

a) u(x,y) = 423y? — 32%y* + 22y + 2, w(z,y) = 32°y> — 62%y* — 62y — 3
b) u(z,y) = 2zty 4+ 323y — 2zy* + 1, w(z,y) = 32’y + doy® — x + 4

¢) u(z,y,z) = dxy?z>

d) u(z,y, z) = 8%y + 6222 — 4y?2 — y2?, w(x,y,2) = 8x2% + 4y?*z — 3y2% + 23

— 62%y?z — 2y, w(w,y,z) = 2y?2® + 62%y2? + 22y2°

Zadania

1. Wyznacz sume f + g oraz roznice f — g wielomianéw f i g.
a) f(x) =325 — 22" + 22 +4, g(x) = 72 + 22" + 2% — 127 — 220+ 2
b) f(x) = —22* + 42 —2°+ 2, g(x) = —bx + 32> + 2% — 32°
¢) f(z) =3z*+22" -5 +4x, g(x) = -3z +2° — 22" + 2
2. Wyznacz wielomiany w(x) = 2f(x) — 3g(z) oraz u(x) = 2g(x) — 3f(z).
Podaj stopien oraz sume wspotczynnikéw kazdego z tych wielomiandw.
a) f(r)=a"+22*+3, g(x) = —22* + 32 + 2
b) f(z) = 32° + 62> — 9z, g(x) = 22° + 42 — 422
3. Co mozna powiedzie¢ o stopniu sumy wielomianéw p i g7
a) st (p) =5, st(q) =4 b) st (p) =5, st (¢) =5

2.2. Dodawanie i odejmowanie wielomianéw
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4. Okresl stopien wielomianu u + w w zaleznosci od wspoélezynnika a.
a) u(z) =2z* —3x+6, w(zr)=ax’+52>+4
b) u(z) = 32°% — ax® + 22° — x, w(xr) = —32°% — 62° — 222 +9
5. Wyznacz sume u + w oraz réznice u — w wielomianéw u i w. Oblicz war-
tosci sumy i réznicy dla x = -2 1 y = 3.
a) u(z,y) = 32°y — 3zy® + 2y, w(z,y) = 2%y — 2%y + ay’
12,2

b) u(e,y) = Loy + ba*y? — %y, wloyy) = bay® - 2%y + Lay

6. Wyznacz wielomian P opisujacy sume pol figur Fy, Fy i F3 w zaleznosci
od dtugosci x 1 y.

Y 3V
Yy
x
x
x P x Fs y Yy Fy
x x
) T4y
7. Dla ktérej trojki liczb, P czy (), wartos¢ wielomianu w jest wieksza?

a) w(z,y,z) = 2x*yz — dwyz* + bay? — 62 r=1 r=—1
b) w(z,y,z) = 22 + 2°y*2 — 3xy*2° +x Ply=—-1 Qly=1
c) w(z,y,z) = 3y2° — swy2* + x’y'z + 1 z=1 y=—1

8. Wyznacz wielomian v(z,y, 2) = 2u(z,y, z) — 3w(z, y, 2).

2

a) u(z,y,z) = 30°y2* + 2ayz — ay2®, w(x,y, 2) = 22°y2® — 2%yz + ayz

b) u(z,y, z) = 223y*2 — zvy?2* + wyz, w(x,y,z) = 3vyz® — ryz — 2y2°

Sprawdz sie

9. Dane sa wielomiany u(z) = 42’4222 — 11 w(z) = 22° —2*+1,5. Wyznacz

wielomian v.
a) v(z) = u(z) + 3w(z) b) v(z) = 2u(x) — w(x)

10. Wyznacz wielomian v(z) = u(x) — 2w(zx). Oblicz v(1), v(—1) i v(—2).
a) u(r) = —3z* + 222, w(x) =2*—1,52° + 3z
b) u(z) =8z — 2z + z, w(x) =42 —2°+ 1z

11. Oblicz wartosci wielomianéw w + v oraz w —u dla x = —2 i y = 3.
a) w(z,y) = 32°y° — 3wy’ + 2%y, u(x,y) = 2%y° + 3zy° + o

b) w(z,y) = 2° — 32°y° — gay® — oy, u(x,y) = —J2%° + Jay° + Jay’

2. Wielomiany

2.3. Mnozenie wielomianow

Aby wyznaczy¢ iloczyn wielomianéw, mnozymy kazdy wyraz pierwszego wie-
lomianu przez kazdy wyraz drugiego wielomianu. Iloczyn wielomianéw jest
wielomianem.

Przyktad 1
Wyznacz iloczyn wielomianéw u(z) = 2z — 3 i v(z) = 2? — 2z + 2.

&
w(@) - v(z) = (20 — 3) - (22 — 22 + 2) = 22(2? — 220+ 2) — 3(2 — 22 + 2) =
S=————" =2" 4’ +42 32> +62x 6=
=22% — 722 +10x — 6

W wyniku pomnozenia wielomianu stopnia pierwszego przez wielomian stop-
nia drugiego otrzymalidémy wielomian stopnia trzeciego.

Twierdzenie

Iloczyn wielomianéw stopnia m i stopnia n jest wielomianem stopnia m + n.

st (w - v) = st (w) + st (v)

Cwiczenie 1
Wyznacz iloczyn wielomianéw v i w. Podaj stopien otrzymanego wielomianu.
a) u(z) =2 wx)=a2*+222 -~z -1 c)ul@)=z—1Lwk)=*+z+1

b) u(z) =2 -1, w(x) =2° -z +1 d) u(z) =5-3z+2% wx) =2>—1

Przyktad 2
Wyznacz wielomian zmiennej x opisujacy objetosé prosto-

padtoscianu przedstawionego na rysunku obok.

Dtugosci krawedzi prostopadto$cianu sa liczbami dodat-

2r + 3

|
|
|
|
nimi, zatem zaktadamy, ze: //l— -
20 —1 >0 20 —1 %
r+4>0 czyliz> 3
20 +3 >0

Objetos¢ tego prostopadto$cianu wyraza sie wzorem:
Viz)= 2z —1)(z+4)22+3) = (22> +8v —x —4)(2x + 3) =
= (22° + Tx — 4)(22 + 3) = 42° + 62% + 142° + 21x — 8z — 12
V(z) = 42® + 202* 4+ 13z — 12 opisuje objeto$¢ prostopadlodcianu dla = > 1.

2.3. Mnozenie wielomianow
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Cwiczenie 2

Wyznacz wielomian zmiennej x opisujacy objetos¢ prostopadloscianu o kra-
wedziach dtugosci a, b, c.

¢)a=2r+1,b=2zx+1,¢c=22—-1
d)a=z+3,b=x+3,c=2>—-9

a) a=x—1l,b=z+1,c=x
b)a=x+1,b=x+4+2,c=2+3
Mnozenie wielomianéw wielu zmiennych przebiega analogicznie do mnoze-
nia wielomianéw jednej zmiennej. Aby wyznaczy¢ iloczyn wielomianéw wielu
zmiennych, mnozymy kazdy wyraz pierwszego wielomianu przez kazdy wyraz
drugiego wielomianu.

Przyktad 3
Wyznacz iloczyn wielomianéw u(z,y) = 2 — 2y i w(z,y) = 22 + y* — 3y.
w(z,y) - w(z,y) = (2% —2y) - (22° +y* — 3y) =

= 2?(22% +y* — 3y) — 2y(22° + y* — 3y) =

= 22 + 2%y? — 322y — 4%y — 2y + 6% =

= 22" + x%y? — T2y — 293 + 6y

Cwiczenie 3

Wyznacz iloczyn wielomianow u i w.

a) u(z,y) =zy — 222, w(x,y) =22%—3y* +x

b) u(z,y) =3zy* — 2z + 1, w(x,y) = 2>y + 22y —y

¢) u(z,y) = 422y + 3vy? — 2zy, w(w,y) = r%y? — 32’y + 2y

Cwiczenie 4

Wyznacz iloczyn wielomianéw w i w.

a) u(z,y,z) = 2%y + 22 +yz, w(z,y,z)=2ryz — Yz

b) u(z,y,z) = 3wvyz — 422 +y*z, w(x,y,z) = 2%y — xy® + 22
c) u(w,y,2) = xy?2* + 2xyz® — vyz, w(r,y,2) = x>+ 2y* + 322

Zadania

1. Wyznacz iloczyn. Podaj wspoélczynnik przy najwyzszej potedze otrzyma-
nego wielomianu oraz jego wyraz wolny.
a) (2o —1)(x® — 322 + Tx) d) (6 —3z% — 223)(2® — 4z + 1)
b) (22 +2)(4a* — 3z + 4) e) 22+ iz +1)(2* —z—1)
¢) (22 —x)(22* —x + 1) f) (2—+v22? —2*) (V2 + z + 42?)

2. Wielomiany

2. Podaj stopien wielomianu w, wspétczynnik przy najwyzszej potedze oraz
jego wyraz wolny bez wykonywania mnozenia wielomianéw.
a) wz)=(-1)1-z+2*)  d) w@)=(@-1)(z-2)(z-3)
b) w(z) = Br—2)(22° —x+3) e) wx)=(1-2z)(1+z)(32*+2)
c) w(x)=(1—2*)(1—2*+42*) f) w(x)= (42> +1)(1 — 2*)(6 — 3x)

3. Wyznacz wielomian v(z) = [w(x)]? 1 podaj jego stopien.
a) w(r) =2* — 42% + 3 b) w(r) =22% +x — 4

4. Wyznacz wielomiany f(z) = u(z) - w(z) oraz g(x) = [u(x)]* — w(z).
a) u(z) =2*+3x—1, w(zr) =a*— 62° — 222
b) u(z) =a* —2*+1, wx) =—62°+22% -1
¢c) ulx)=a—2*+z+1, wlx)=32>—2z+1
5. Wyznacz wielomian zmiennej x opisujacy pole powierzchni catkowitej
prostopadtoscianu o krawedziach a, b, c.
a) a=x+1,b=x+2,¢c=2r—4 bla=z*+4,b=x+2,c=2*—-1
6. Wyznacz wielomian v(z,y) = [u(z,y)]* — 2w(z,y).
a) u(z,y) =22° —zy, wlz,y)=06"y* - 3z%y* + y*
b) u(z,y) = 32%y + 2xy?, w(x,y) = 2x*y* + 4aty® + 323y® — xy?
7. Wyznacz iloczyn.
a) (22%y + 3zy’)(z —y — 4)
b) (2z — 3y)(22* + 62y + 3y?)

c) (z+y)(@*+y*)(z®+9y°)
d) (z+y)(z —2y)(z — 2y +y?)

Sprawdz sie

8. Wyznacz iloczyn. Oblicz jego wartosci dla x € {—1,0,1}.
a) 4x?(2x° — 3a?) ¢) (x+4)(x* —x) e) (x—2)(x* —3x+1)

b) —9z%(22% — L) d) (z* —3)(2z* — x) f) (3z+3)(22°—42—6)

9. Wykonaj dziatania. Uporzadkuj otrzymany wielomian.
a) w(z? —1)+4(x* =2)(x+1) ¢) (2*+4)(2—2)? — 2%(2® + 22 + 3)
b) 2z +2)(2*-3)— (2> + 1)z d) z(z—3)(x—2)* —z(x+4)(x—5)
10. Wyznacz iloczyn.

a) (z—2y)(y — 22)(z — 2x)
b) (z+y+2)(z—y—=2)

¢) (22 —y)(3y + 22)(22 + y)(3y — 22)
d) (z+zy +2yz)(1+z — yz)

2.3. Mnozenie wielomianow
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2.4. Rownania wielomianowe (1)

Roéwnanie postaci w(x) = 0, gdzie w jest wielomianem, nazywamy réwnaniem
wielomianowym z niewiadoma .

Przyktad 1
a) Rozwiaz rownanie 22° — 250 = 0.
223 = 250 / 1 2
3 =125
Jedyna liczba spelniajaca réwnanie jest /125, czyli = 5.
b) Rozwiaz réwnanie 5x° + 40 = 0.
bad = —40/:5
x> = —8

Jedyng liczbg spelniajaca rownanie jest v/—8, czyli x = —2.

Cwiczenie 1
Rozwiaz réwnanie.
a) 73 —56 =0
b) 22% +54 =0

c) 82 —1=0
d) 272°+8 =0

e) Hhx® + 0,625 =0
£) 325 — 192 =0

Jesli wielomian w jest przedstawiony w postaci iloczynowej, to mozemy tatwo
wyznaczy¢ jego pierwiastki, czyli takie argumenty x, dla ktérych jest spetnione
réwnanie w(z) = 0. Pierwiastki te nazywamy rozwigzaniami réwnania.

Przyktad 2
a) Wyznacz pierwiastki wielomianu w(z) = 62*(x — 3).

Aby wyznaczy¢ pierwiastki wielomianu w (czyli jego miejsca zerowe), rozwia-

zujemy réwnanie:
62%(x —3) =0

, a-b=0 wtedy
z==0 lub 2-3=0 i tylko wtedy, gdy
=0 lub =3 a=01lub b =0.

Pierwiastkami wielomianu w sa liczby 0 i 3.
b) Wyznacz pierwiastki wielomianu w(z) = $(z — 1)(2z + 1).
%(m —1)(2z4+1)=0
r—1=0 lub 22 +1=0
r=1 lub z = —%
Pierwiastkami wielomianu w sa liczby —% il.

2. Wielomiany

Cwiczenie 2

Wyznacz pierwiastki wielomianu w.

a) w(zr) =3x*(x+6) c¢) wx)=2*Bx—4) e) wx)=(r+4)(x—06)
b) w(x) = 62222z —5) d) w(z) =22*GBx+1) ) w(x)=(32—2)(22+3)

Przyktad 3
a) Rozwiaz réwnanie z(z + 2)(x — 3) = 0.

Korzystamy z wtasnosci podanej obok
a-b-c=0 wtedy i tylko wtedy,

1 otrzymujemy:
yIE gdy a =01lub b=0 lub ¢ = 0.

=0 lub z+2=0 lub z—3=0.

Zatem roéwnanie ma trzy rozwiazania: —2, 01 3.
b) Rozwigz réwnanie (iz —1)(z + 2)(22 — 1) = 0.
%x—lzo lub 24+2=0 lub 22 -1=0
r=3 lub 2=-2 lub z =1

2

Zatem réwnanie ma trzy rozwigzania: —2, % i3.

Cwiczenie 3

Rozwigz réwnanie.

a) z(x —2)(x—4) =0
b) z(z —5)(z+6) =0
c) z(x+1)2x+6)=0

d) (+1)(z+9)3z—-1)=0
e) (z—9)2x+1)(22—-3)=0
f) 4z +1)(6x—9)(22—-8) =0

Rozwiazanie rOwnania mozemy podac¢ na dwa sposoby: wymieniajac liczby,
ktore spelniaja to rownanie, lub podajac zbiér rozwiazan (czyli zbiér liczb
spelniajacych to réwnanie).

Przyktad 4
Wyznacz zbiér rozwigzai réwnania 2% (z — 2) (3z + 2)(z — 6) = 0.

2 =0 lub %3:—2:0 lub 32+2=0 lub x—6=0

=0 lub =6 lub x=—2 lub =6
Zatem réwnanie ma trzy rozwiazania: —2, 0, 6.

Zbiorem rozwiazan réwnania jest zbior {—2,0,6}.

Cwiczenie 4

Wyznacz zbiér rozwiazan réwnania.

a) bz(x —3)(z+6)(x+8) =0 c) (& 5

b) 2?(x+7) (22 —9)(22+5) =0 d) (32 —6)(2z+8) (z+3)(

2.4. Réwnania wielomianowe (1)
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Zadania

1. Rozwiaz réwnanie.

a) 3z +27 =751 ¢) 2z* 4 300 = 50 e) 0,01z +x =10+

b) 64x® +7 =8 d) 272° 4+ 9 =8 f) 1252 + 2% = 2?2 4+ 64
2. Rozwiaz réwnanie.

a) x(x?+2) =2(x + 32) ¢) x(x? —4) = —4(x + 2)

b) 3(9 + 2?) = z*(z + 3) d) 2?(z +6) = 6(x* — 36)
3. Rozwiaz réwnanie.

a) dx*(x +6) =0 d)z(z—3)Bx—1)=0

b) s2*(7Tx —1) =0 e) 222 (z—1)(z+1) =0

c) z(x+8)(z—2)=0 f) a*(z+2)(3z+2)=0

4. Rozwiaz roéwnanie.
a) (x—1)(x—2)(x—5)=0 d) z(z+4)(x—3)(x—2)=0
b) (z+1)(z+6)(dz+1)=0 e) (z—5)(6z—1)2z—1)(z+6)=0
c) (x4+9)(2zx—-5)bx—2)=0 f) (4da+3)B3z—4)(z+4)(6x—8)=0

5. Wyznacz zbidr rozwigzan rownania.
a) (x—4)(x—2)(z—-1)=0 ¢) Bz—1)Bz—5)(2z—1) =0
b) (x—=6)(z+3)2x—5)=0 d) (%x—l)(%x—l—l)(2—|—3x)=0

6. Podaj liczby spelniajace jednoczes$nie oba rownania.

) z(r+4)(r—3)=0 L 20 (x — ) (z —2) =0
r(3—x)(x—4)=0 2 (4x +1)(62 —4) =0

Sprawdz sie

7. Rozwiaz réwnanie.
a) (z—3)(x+4)(6z—3)=0 d) z (32 —8)(2z+6)(z+8) =0
b) (z+3)(bx —3)(2x+6) =0 e) 2?(x—9)(2x —6)(x+1) =0
¢) (2z—3)(6—4xz)(3z+5)=0 f) 2a(4z —1)(62+ 3)(8x —4) =0

8. Oblicz sume rozwiazan réwnania.
a) z(8z+6)(3z —3) =0

2. Wielomiany

Przypomnij sobie

Rozktad trojmianu kwadratowego na czynniki

1. Zapisz jako iloczyn dwoéch czynnikéw liniowych.
e) 9% + 6z
f) 1222 — 18z

a) x* 4 8x

b) 2? — 2z

c) 4x* + 28z
d) 622 — 18x

2?2 + 6z = z(x + 6)
222 — 18z = 2z(x — 9)

Roz16z na czynniki liniowe, korzystajac ze wzoru na réznice kwadratow.

a) x* — 36 b) 2% — %

4

Oblicz pierwiastki tréjmianu kwadratowego
i zapisz go w postaci iloczynowej].

a) y=a>— 3z +2 d) y=2a"+52+6
b) y =2*> —9x 48 e) y=a*+2xr—3
c) y=a*>+5x+4 f) y=2%—4x —5
Oblicz pierwiastki tréjmianu kwadratowego
i zapisz go w postaci iloczynowej.

a) y=2x>+5x—-3 d)y=32>+Tr+2
b)y=222+T7x+5 e) y=32"+7x—06
c) y=222+5x+3 f) y=62"+Tx+2
Oblicz pierwiastki trojmianu kwadratowego
i zapisz go w postaci iloczynowej.

a) y=a*—4x+1 d)y=22+x—2
b) y=a?+4x + 2 e) y=22>—2x—1
c) y=a>—6x+2 f) y=3x*+ 2z —2

. Uzasadnij, ze trojmianu kwadratowego nie

mozna roztozy¢ na czynniki liniowe.

a)y=a2>—x+1 d) y=2?+1
b) y=2?>—-3x+3 e) y=x>+4
c) y=a*+4x+5 f) y=42*+1

c) 42 —9

d) 92% — 49

y=ax?—5x+4

A=25-16=9, VvA =3
_5-3 _

r1 — =1

2
3:,2:5—53:4

y=(r—-1(x—-4)

y = 2x? — 5z — 3
A=254+24=49 VA =17

.
332:%:3
y:2<x+%)($—3)

A=4+4=8vVA=2/2
=222 _1_3
Ty = —2+22‘/§=1+\/§
y = (2-14+v2)(z-1-V2)

y=x>+2z+2
A=4-8=-4<0
Zatem tréjmianu

nie mozna roztozy¢
na czynniki liniowe.

Przedstaw trojmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jezeli jest to moz-

liwe.

a) y=x>—9x+ 18
b) y = a* — 6x + 12
c) y=—-a*+3x—6

d) y=22%—-5x—3
e) y=3x*+ 11z —4
f) y=310>+2c+4

g) y=a2>-3x—3
h) y=—22% +a—2
i) y=—32°+6x—27

Rozktad tréjmianu kwadratowego na czynniki
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2.5. Rownania wielomianowe (2)

Przyktad 1
a) Rozwiaz rownanie z° — 422 = 0.
Wielomian z® — 422 zapisu-

332(517 - 4) =0 jemy w postaci iloczynowej —
22=01ub z—4=0 wylaczamy x? przed nawias.
r=0 lub =4
Zatem réwnanie ma dwa rozwigzania: 0 i 4.
b) Rozwigz réwnanie x® — 4x = 0.
z(x? —4)=0 Wytgczamy x przed nawias.
x=0 lub 22 -4=0
Rownosé z? — 4 = 0 zachodzi, gdy x = —2 lub z = 2.
Zatem réwnanie ma trzy rozwigzania: —2, 01 2.
¢) Rozwiaz réwnanie x°® + 9z = 0.
x(x2 + 9) =0 Wytaczamy x przed nawias.
x=0 lub 224+9=0

Roéwnanie 22 + 9 = 0 jest sprzeczne.
Zatem jedynym rozwiazaniem wyjsciowego rOwnania jest liczba 0.

Cwiczenie 1
Rozwiaz réwnanie.
a) z° +8x =0

b) x® 4+ 64x =0

c) 4 —x =0 e) z° = 36z

d) 22* +42° =0 f) 2° = —423

Przyktad 2
Rozwiaz réwnanie (22 + z)(z — 4) = 0.
:U(:U + 1)(33 _ 4) =0 Wytaczamy = przed nawias.
x=0 lub x4+1=0 lub —4=0

Zatem rownanie ma trzy rozwiazania: —1, 0 i 4.

Cwiczenie 2

Rozwiaz réwnanie.

a) (2 +2x)(x—1)=0
b) (z? —3z)(x +6) =0
c) 222+ z)(x—3)=0

d) (42® —8x)(x +5) =0
e) (x+4)(2*+32)=0
f) 2z —1)(a* —22) =0

2. Wielomiany

Przyktad 3
a) Rozwigz rownanie x° — 6x% + 92 = 0.
z(z* —6x+9) =0
z(x — 3)?> =0 Korzystamy ze wzoru na kwadrat réznicy.
=0 lub =3

Rozwiazaniami rownania sa wiec liczby 0 1 3.

Wytaczamy x przed nawias.

b) Rozwiaz réwnanie x* — 2x? — 152 = 0.
z(z? —2x —15) =0 Wylaczamy = przed nawias.
r=0 lub 22 — 22 —15=0
Rozwigzujemy réwnanie kwadratowe:

A=4+60=064, VA=238

_2-8 __ _ 248 __
$1—T——3,I2—T—5

Zatem wyjsciowe réwnanie ma trzy rozwigzania: —3, 0 i 5.
¢) Rozwiaz réwnanie 5x® + 422 + 4z = 0.
r(5x? +4x +4) =0 Wylaczamy z przed nawias.
x=0 lub bz? +42+4=0 A=16—-80=—64<0

Rownanie kwadratowe jest sprzeczne (A < 0), zatem jedynym rozwigzaniem
wyjsciowego réwnania jest liczba 0.

Cwiczenie 3

Rozwiaz réwnanie.

a) x° +4x® +4x =0 c) 8x*+ 813 +222 =0 e) 42° —92° =0
b) 3x® + 62* + 32° =0 d) 325 — 2723 =0 f) 126 = ix*

2 8

Cwiczenie 4

Rozwiaz réwnanie.

a) 3 —Te?> + 122 =0 ¢) —22*+923+52* =0 e) 22 =3z =x — 2°
b) 32% + 42 + 2 =0 d) 42° —=3z* +22° =0 f) 225 —2° = 2° + 2*

Zadania

1. Rozwigz rownanie.
a) 22° = 4z° c) zt = —2723 e) °+ 162 =0
b) z° = 923 d) 2° = 8z* f) 4254252 =0

2.5. Rownania wielomianowe (2) 75 s
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2. Rozwiaz réwnanie.
a) #(2>—=3x4+2)=0 c¢) z(@®+3zx+1)=0 e) 2*(52°—22+3)=0
b) 2?(2* +6x+5)=0 d) %2> -2 —-1)=0 f) 2*(52°+3z+2)=0
3. Rozwiaz réwnanie.
a) v — 72>+ 10z =0
b) z* —3x* — 10z =0

c) ¥’ — =12z

d) 2 — 15z = 222

e) 16x = 8x* —x?

f) 10z = 32 —a®

4. Rozwigz roéwnanie.
a) a* — 62> 4+ 522 =0
b) x* 4+ 62° + 822 = 0
c) x* —2x° — 242% =0

d) z* —122° + 362 =0
e) 4ot +4x® — 322 =0
f) 122* +52° — 222 =0
5. Rozwiaz réwnanie.

a) 12 —a® =0 ¢) x* —22° =0

b) 3x% 4+ 92% =0 d) 6z*+2°>=0

e) 22° —10z* =0
f) 32° —42° =0

6. Rozwiaz réwnanie.
a) v(z? —4x) =0
b) x(42? +x) =0
¢c) (22 —z)(x+2)=0

d) (2> +2z)(x—6)=0
e) 222 —2)2x+1)=0
f) (4o? — x)(6x —2) =0

7. Podaj liczby spelniajace jednoczes$nie oba rownania.
a) (x+1)(z+2)(x+3)=0, (2°-1)(@*-9)=0
b) (z —4)(2x+1)(2x 4+ 8) =0, (4a* —1)(z*—16)=0

Sprawdz sie

8. Rozwiaz réwnanie.
a) (* —xz)(x+2)=0
b) (22 +z)(x —3) =0

c) 23 =22 -3 =0

d) 23 4+ 52 — 62 =0

9. Wyznacz najwieksza liczbe spelniajaca réwnanie.
a) 923 —6x* + 2 =0 b) 223 + 62* — bz =0

10. Ile rozwiazan rownania nalezy do podanego przedziatu?
a) 3 — 16x =0, [—2; 6] d) 4z —2* =0, (—2;4)
b) 23 — 252 =0, [-3;5) e) 4z + x* =0, (—4;0]
¢) 2* —32=0, (-2;2) f) 2° — 62 = 30z, (—8;§]

2. Wielomiany

2.6. Wielomiany - zastosowania

Przyktad 1
Podstawg prostopadtoscianu jest kwadrat o boku z dm. Suma dtugosci wszyst-
kich krawedzi tego prostopadtoscianu jest réwna 40 dm.

a) Wyznacz wielomian opisujacy objetos$¢ tego prostopadto$cianu w zaleznosci
od x. Okresl dziedzine tej funkcji.

Oznaczmy przez h wysoko$¢ prostopadto$cianu w dm (ry-
sunek obok). Wéwczas 4h + 8z = 40, czyli h = 10 — 2z.
Objetos¢ prostopadtoscianu:

i
V(z) = 2*(10 — 2z) = 22*(5 — x) /:___W

—
—

gdzie x > 0 oraz 10 — 2z > 0, czyli = € (0;5). T r

b) Dla jakiego z € {1,2, 3,4} objeto$¢ tego prostopadtoscianu jest najwicksza?

V(1)=38, V(2) =24, V(3) =36, V(4) = 32, zatem sposréd podanych argu-
mentOw objetos¢ prostopadtoscianu jest najwieksza dla x = 3.

Cwiczenie 1

Podstawa prostopadltoscianu jest prostokat o bokach z dm i 2z dm. Suma
dtugosci wszystkich krawedzi tego prostopadtoscianu jest réwna 48 dm.

a) Wyznacz wielomian opisujacy objeto$¢ tego prostopadtoscianu w zaleznosci
od x. Okresl dziedzine tej funkcji.

b) Dla jakiego = € {1,2,3} objeto$¢ tego prostopadloécianu jest najwieksza?

r = -

Cwiczenie 2 z dm!
7 kwadratowego arkusza kartonu o boku 12 dm

wycieto w naroznikach kwadraty o bokach x dm,

a nastepnie sklejono go i otrzymano otwarte pu-
detko (rysunek obok).

a) Uzasadnij, ze objetos¢ tego pudetka wyraza sie
za pomocay wWzoru:

V(z) = 42® — 4822 + 144z, gdzie z € (0;6) . |
b) Przerysuj do zeszytu i uzupelnij tabele wartosci funkcji V' dla wybranych

argumentow x.
x 1 2 3 4 5

Vz) 100 ? 0?2 | ? | 20

c) Jaka jest objetos¢ tego pudetka, gdy ma ono ksztalt szescianu?

2.6. Wielomiany - zastosowania
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Zadania

1.

7 prostokatnego arkusza kartonu o wymiarach
30 cm x 40 ¢m wycigto w naroznikach kwadraty | I

o bokach dlugosci x cm, a nastepnie sklejono go | |
i otrzymano otwarte pudeltko (rysunek obok). | |

a) Wyznacz wzor funkeji V' opisujacej objetosé | 1

otrzymanego pudeltka w zaleznosci od . Okresl _

dziedzine tej funkeji.

. 400045 ........ ......... .......... ........
b) Na rysunku obok przedstawiono wykres T T :

funkeji V. Na podstawie tego wykresu podaj 3000 e
przyblizone wymiary pudelka o najwiekszej ob- 2000 {-f- s ---------- ----- -

LN
9] 5 10 15-20 X
V(lﬂ) = V(?ﬁ) ! : : : :

¢) Sprawdz, czy spelniona jest nieréwnosé:

Domek dla lalek ma ksztatt graniastostupa pro-
stego (rysunek obok). Wysokodé tego domku
w najwyzszym punkcie wynosi 5 dm. Jego pod-
loga ma ksztalt prostokata o obwodzie 32 dm.

a) Uzasadnij, ze objetosé tego domku wyraza r dm
sie za pomoca wzoru V(z) = —22° + 62* + 80z,
gdzie = € (0;5).

2o dm

b) Na rysunku obok przedstawiono wykres . Y

----- 200
100

funkeji V. Korzystajac z wykresu, podaj
J \ J i v I J
przyblizone wymiary podstawy domku,
ktérego objetoéé jest réwna 200 dm?.

Sprawdz sie

3.

Do akwarium o wymiarach podanych /‘i
1

na rysunku wlano wode do wysokosci

(x —0,5) dm. v | |-

a dm

a) Wyznacz wzor opisujacy, ile litrow

wody znajduje si¢ w akwarium w zalez- - o

-

nosci od x. Okresl dziedzine tej funkeji. ot i

b) Ile litréw wody znajduje sic w akwarium, jesli wiadomo, ze jego dno
ma ksztalt prostokata o polu réwnym 32 dm??

2. Wielomiany

Vv

Powtorzenie

B Zestaw |

1.

Zredukuj wyrazy podobne wielomianu w. Oblicz jego wartoséé dla @ = —2,
a) w(r) =22% — 2* + 82% + 32* — 7 — 22* — 523

raped o Tok 4 od A kg
b) w(z) = 32" + =z sT° + 2z — =% + 3

Wyznacz sume wielomiandéw v i w. Oblicz jej wartosé dla o = 2.
i ot W o e o T .4 w2 9,
a) v(x) = z2* + 22— 1, w(x) =4/252" + 2" — 3z
b) v(z) = 22® — 22+ 2, w(z)=—-v3z*+ 322 -1
V3

e
h

Oblicz wartosel wielomianu w dla x = —7;-, T = —-i- iz = :1;
a) w(x) = 4z? — 8z b) w(z) = —8z% + 2z ¢) w(z) = 16z* — z?
Sprawdz, czy dla wielomianu w(z) = x* — 42® + 32 — 1 spelniony jest

podany warunek.

a) Wartos¢ wielomianu w dla x = 2 jest wicksza od 5.

b) Wartosé¢ wielomianu w dla z = —3 jest niemniejsza niz —70.
J J

¢) Warto$é wielomianu w dla z = —4 jest niewigcksza niz —127%.

Wryznacz iloczyn.

a) (2% — 2*)(z? + 3z)

b) (42° — 2*)(32° — 22?)

¢) (z* — 22 + x)(—22* + 62)
d) (22* +2® — 32%)(z* — 3z + 1)
Dane sg wielomiany w(z) = z* — 1 i p(x) = 22? + 42 + 1. Wyznacz wielo-
mian u i podaj jego stopien.

4

a) u(z) = 2w(x) + (1 — z)p(x) b) u(x) = [w(z)]* - £ - p(x)
Podaj sume wspélezynnikow wielomianu w.

a) u(z) = (22 — 1) — (22 — 1) ¢) u(z) = (2° - 2)? — (x — 2)?
b) u(x) = (22 + 8)(V8 — z)(z + 2v2) d) u(z) = (z*+z+1) (2> -z +1)
Ktéra z liczb —3, —1, 1 speinia podane réwnanie?

a) #° 4+ 322 —4=0 ¢) 62> + 2 —dz+1=0

b) 2 + 822 +1Tx +6 =0 d) 2* +32° —2-3=0
Rozwigz rownanie.
a) x* +64 =0

b) 8x* — 27 =0

¢) 22% — 128 =0
d) 52* 4+ 135 =0

e) 128x* — 54 =0
f) 162z +48 =0

Powtarzenie
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10.

11.

Rozwiaz rownanie.
a) 6x(x+7)(x—9)=0
b) 122z —1)(bz+2) =0

c) (z—2)(x+3)4dx+1)=0

d) (x+5)(x—4)2x—4)=0

Rozwiaz rownanie. Wypisz pierwiastki tego rownania spetniajace warunek
z| < V2.

a) z(x —2)(x+1)=0
b) z(z+ 3)(x —6) =0

c) x2x+1)3z+1)=0
d) z(3z —2)(2x +3) =0

Zestaw I

Rozwiaz rownanie.
a) r(z?>—16) =0
b) z(z? 4+ 16) =0

¢) (42> +1)=0 e) z(x? —4x+4) =0
d) z(2*+2x+1)=0 f) x(42*—4x+1)=0
Rozwiaz rownanie.
a) z° + 62> =0

b) 3z* — 81z =0

¢) da® — 2 =0 e) V28 = z°

d) 82° + 22 =0 f) Y223 — 22 =0
Rozwiaz réwnanie.

a) x(z?> —bx+4)=0 c)
b) z(z? + 42 —21)=0 d)

2?22 + 2 —3) =0

r?(4a? +3zx+1)=0

Rozwiaz rownanie.

a) x° — 62>+ 81 =0 ¢) dat — T3 — 227 =0

b) 23 —42? — 120 =0 d) 22t + 423+ 22 =0

Rozwiaz rownanie. Wypisz pierwiastki tego rownania spetniajace warunek
|z| > 2.

a) (r* —z)(z—3)=0 d) (z—
b) (2% —62)(2x +3) =0
¢) (z2+3x)(3x+8) =0

D(z*+42) =0
e) (bx —1)(22* —4z) =0
f) (3x+6)(x —32?) =0

Czy dla m = 2 liczba a jest pierwiastkiem podanego rownania?
a) =313+ 22 +max—3=0, a=—1

b) 2° 4+ (2m —1)2> - 32 +7=0, a=2

c) —3+mz*—max+5=0, a=3

d) 23 +32* 4+ (m* —2m)x —4=0, a= -2

2. Wielomiany

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Zbiér A jest zbiorem miejsc zerowych wielomianu wu, zbiér B — zbiorem
miejsc zerowych wielomianu v, zbior C' — zbiorem miejsc zerowych wielo-
mianu w. Wyznacz zbiér (AU B) \ C.

a) u(z) =2 — 2%, v(z)=2%+22°% w) =24z

b) u(z) = 2* — 32°, v(z) =z' +92°, w(x) = 1z' + 9z®
Wyznacz ujemne rozwiazania réwnania.

a) (x? —4)(x+4)=0 d) (42* —1)(92* —4) =0

b) (2% 4 8)(z* —9) =0 e) (27 =8)(z*=5)=0

c) (2> —2)(22—-3)=0 f) (2> +1)(23+8) =0

Rozwiaz rownanie.

a) x° + x = 22° e) 2x° = 2x* + 1223 i) x°+ 4w = —52?
b) 3a® 4+ 2x = —2? f) 10z* 4+ 2% = 222 j) —iat +2? = a?
c) z° =4z + 5w g) 925 4+ 625 + 21 =0 k) s2° + 22> = —6x

d) 62% 4+ 9z = 323 h) 2° 4+ 42* = 1227 1) 2422 =/22°
Dany jest wielomian w, dla ktérego w(—1) =4 i w(0) = 3. Oblicz a i b.
a) w(z) =2+ (a — b)a® — 4z + % b) w(z) = —ax® + 32* + a — 6b
Podaj przyktad wielomianu czwartego stopnia, ktérego jedynymi pier-
wiastkami sg podane liczby.

a) —21i2 b) —v21i 2 c) 1,2, 3
Rozwiaz réwnanie.
7 6 4 2 4 3 4 3 5 3
5  x' +3x 20z +x°  x*—-2z z* —4x°®  x° -6z
a) 3r° = — b) 3 = c) SO
Wyznacz wielomian v(z,y) = 3u(z,y) — 2w(zx,y). Oblicz wartosé tego
wielomianu dla x = % iy=-2.

a) u(xz,y) = 22%y — 6xy* + 422y°
b) u(z,y) = Fzy — 52y’ +y', w(z,y) =

Wyznacz wielomian v(z,y) = 4u(z,y) — (w(z,y))>.

, w(z,y) = 32y — 2xy* + 4oy’
1 3 3,4
—3TY + 2y + 3y

a) u(x,y) = 22%y*, w(z,y) = 22* 4+ 2y°

b) u(z,y) = —52%y%, w(z,y) = 32° -y

Dany jest prostopadtoscian o krawedziach ditugosci =, y, z oraz prosto-
padtoscian o krawedziach dtugosci x+1, y+ 2, 2+ 3. Podaj wielomian opi-

sujacy sume pol powierzchni catkowitych tych prostopadloscianéow. Okresl
dziedzine tej funkcji.

Powtérzenie
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Sposob na zadanie

Przyktad 1
Dla jakiej wartosci x objeto$¢ prostopadtoscianu

przedstawionego na rysunku obok jest dwa razy

wicksza od objetosci szescianu o krawedzi 7 - i _x
- X
Objetos¢ tego prostopadtoscianu: T+5 v
Vo(z) = z(x 4+ 1)(x +5) = 2 + 622 + bz, gdzie x > 0. Zaktadamy, ze:
Objetosé szescianu o krawedzi x: z>0
. 5>0
Vi(z) = 23, gdzie x > 0 v
z+1>0
Z zaleznosci V,, = 2V, otrzymujemy: czyli > 0.

% + 622 + bxr = 223
23 — 622 -5 =0
z(z® — 6z —5) =0
Zatem x = 0 (sprzeczne z zalozeniem) lub:
22 —6x—-5=0
A =36+ 20 =56, VA =214
T, = 6—2v14 =3 — \/ﬁ < 0  sprzeczne z zalozeniem

2
le2:%:3+,/14

Odpowiedz: x = 3 + 14
=» Zadanie 24, str. 86

Przyktad 2
Dla jakiej wartosci x objetosé graniastostupa
przedstawionego na rysunku obok jest cztery

razy wieksza od objetosci szescianu o krawe-
dzi x?

Objetos¢ tego graniastostupa:
V,(x) = tx 20220 + 2) = 22 + 222, gdzie x > 0.

=3 Zaktadamy, ze:

Objetosé szescianu o krawedzi x: V,(z) = 2, gdzie x > 0, z>0
s s . . 2 0
7 zaleznosci V, = 4V, otrzymujemy: v
20 +2>0
22° + 22% = 4a° czyli x > 0.
20% — 222 =0
20%(x —1) =0

Zatem x = 0 (sprzeczne z zalozeniem) lub = = 1.
Odpowiedz: x =1
-» Zadanie 24, str. 86
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2. Wielomiany

Przed obowiazkowa matura z matematyki

W zadaniach 1-8 wybierz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Zadanie 1 (0-1)

Wielomian w(z) = —2z* + az? 4 2z — 4 spetnia warunek w(y/2) = —w(—v/2).
Wiynika stad, ze

A.a=6 B.a=14 C.a=2 D.a=-2

Zadanie 2 (0-1)

2
Dany jest wielomian w(z) = (2 — ) (v2z + 1) (V22 — 1)". Wsp6lezynnik przy
najwyzszej potedze tego wielomianu jest rowny

A. —82 B. —2v/2 C. 22 D. 82

Zadanie 3 (0-1)

Wyrazenie (422 + 1 + 2x)(4x* + 1 — 2x) jest réwne

A. 162* + 423 + 1 C. 162* + 42> +1
B. 162% — 423 + 1 D. 162* — 422 + 1

Zadanie 4 (0-1)

Ktéra para punktéw nalezy do wykresu funkcji w(z) = 2* — 2* + 67
A. A (—1,4), Ay(1,6) C. Ci(1,6), Cy(—2,2)

B. B,(2,8), By(—2,6) D. D,(~2,6), Dy(2,10)

Zadanie 5 (0-1)
Dany jest prostopadio$cian o krawedziach x — 4, x + 4, % — 4, gdzie v > 4.
Objetos¢ tego prostopadtoscianu jest opisana wzorem

A V(z)=2"-16 C. V(z) = 2* — 162* + 16
B. V(z) =2"—64 D. V(z) = z* — 202* + 64

Zadanie 6 (0-1)
Wszystkie rozwigzania rownania x(2x + 4)(2x — 5) = 0 naleza do przedziatu

A. [-5;12] B. [—3%;2] C. [-3;22] D. [—12;6]
Zadanie 7 (0-1)

Liczby —3, 1 sa jedynymi pierwiastkami rownania

A. 2%+ 227 =3z C. (x—1)*(z*+6x+9)=0
B. z(z*+2—-3)=0 D. (2> —1)(z+3)*=0
Zadanie 8 (0-1)

Wartos¢ wielomianu w(z,y,2) = 6z*yz —8zy*z dla v = 5, y = —
jest rowna

A. -31 B. —

1
512 = 2

DO [ =

c. ! D. 31

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 9 (0-1)

Dane jest rownanie z(z 4 3)(z — 2) = 0.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.

Podane réwnanie ma trzy rézne pierwiastki. P F

Iloczyn niezerowych pierwiastkow tego rownania jest rowny 6. P F

Zadanie 10 (0-1)
Niech x = —2a oraz y = 3b.

Dokonicz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedZz A albo B oraz
odpowiedz 1., 2. albo 3.

Wyrazenie 22 — y? jest rowne

A. | (2a —3b)(2a+ 3b), 1. | 12a*b — 18a?.

a wyrazenie
zy(x—y) | 2. 18ab? —12a2.

. _ jest rowne
B. | (2a—3b)(—2a+3b), ] 3. 12a2b -+ 18ab?.

Zadanie 11 (0-2)
Dany jest wielomian w(x,y) = —2xy* — xy> + 22y.
Kazdemu rozpoczetemu zdaniu przyporzadkuj wtasciwe dokonczenie. Wpisz

obok rozpoczetych zdan w tabeli ponizej wtasciwe odpowiedzi wybrane spo-
srod A-E.

Numer zadania Zdanie do uzupelnienia Dokonczenie zdania

111 Wartos¢ w(2, —2) jest réwna ?
11.2 Wartos¢ w(—2,2) jest réwna ?
A. —16 B. -8 C. 16 D. 32 E. 40

Zadanie 12 (0-1)

Dany jest wielomian w(z) = 2z* — v22% — 22

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Wartoéé wielomianu w dla —v/2 jest réwna 2. P F

Wartoéé wielomianu w dla 2v/2 jest rowna 8. P F

Przed obowiazkowa matura z matematyki

Zadanie 13
Dany jest wielomian w(x) = 22® + m?x? — 62 + 9, gdzie m € R.

Zadanie 13.1 (0-1)
Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.

Jeslim = —1, to
dla x = —2 wielomian w przyjmuje wartos¢ réwna 9. P
dla z = —2 wielomian w przyjmuje wartos¢ wigksza od 13. P

Zadanie 13.2 (0-2)
Rozwiaz réwnanie w(z) — 6ma = (ma — 3)2.

Zadanie 14
Dany jest wielomian w(z) = (z® + =+ 1)(z — 3) + 3.

Zadanie 14.1 (0-1)
Dokonicz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedZ A albo B oraz
odpowiedz 1., 2. albo 3.

Dla dowolnej liczby rzeczywistej x wielomian w mozna zapisa¢ w postaci

A, w(z) =2 —22* - 2z, . . 1. 0.
a jego wartosé¢ dla, 5 ]

; ) x = —1 jest réwna ’ '

B. w(z)=a2’—2x*— 3z, 3. _9

Zadanie 14.2 (0-1)
Uzasadnij, ze w(v/2) jest liczba catkowita.

Zadanie 15
Dany jest wielomian w(x) = z(2? — 42 + ¢), gdzie ¢ € R.

Zadanie 15.1 (0-1)
Uzasadnij, ze dla ¢ = 0 suma pierwiastkow tego wielomianu jest wieksza od
sumy pierwiastkow dla ¢ = 4.

Zadanie 15.2 (0-1)
Wyznacz pierwiastki wielomianu w dla ¢ = —12.

Zadanie 16 (0-2)
Oblicz Srednig arytmetyczna pierwiastkéw wielomianu:

w(z) =z(2x —1)(3z — 1)(6x — 1)

I 84
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Przed obowiazkowa matura z matematyki

(D] Zadanie 17 (0-2)

Uzasadnij, ze rozwiazaniem réwnania 0,752% + 48 = 0 jest liczba wymierna.

Zadanie 18 (0-2)

® L]
Oblicz /p, gdy p jest suma pierwiastkéw réwnania x(x — 1)(16x — 9) = 0. 3 F u n kCJe Wym Ierne

Zadanie 19 (0-2)

Ile wspolnych pierwiastkéw maja ponizsze rownania?

242-12=0 i (z+4)(z®+8z)=0 CZri":- putrzuhn}-r :rm przebycie I}G“-'Tlej 11:.-;’{.?1— t[h]
lonej odleglosei jest tym krotszy, im wigk- 6 Yo
Zadanie 20 (0-2) sza jest predkosé, z jaka sie poruszamy. e . e e
Ktore liczby catkowite o wartosei bezwzglednej mniejszej od 7 sa pierwiast- Na wykresie obok przedstawiono zalez- 4
kami wielomianu w(x) = = (%.’f: + 4)(%3: ~5) (%:‘f: +6)? nos$¢ miedzy predkodcia a czasem potrzeb- 3 N
Zadanie 21 nym na pokonanie odleglosei 360 km. 5l el L,

Sl e mth i e 4 e
Dany jest wielomian w(x) = ( %) (:1:2 —Te+12 1). Predkos¢ i czas (potrzebny do przebycia

okreslonej drogi) to wielko$ci odwrotnie SRS R ;o A
Zadanie 21.1 (0-2) proporcjonalne. O 30 60 90 120 150 180. y[km/h] o
Wyznacz pierwiastki wielomianu w.

D] Zadanie 21.2 (0-2)

: xS S ’ 1: 41 2 . s 2 3 : £
Uzasadnij, ze dla argumentow 1= 1 4= wielomian w przyjmuje te sama wartosc.
. 2 .2 alow C

Zadanie 22
Sume szesciandéw kolejnych liczb naturalnych mozna wyrazié wzorem:
1

1928 B e | gl iu‘l -— %”3 - Z'n..z

Zadanie 22.1 (0-1)

Sprawdz prawdziwosé powyzszego wzoru dla n = 4.

D] Zadanie 22.2 (0-3)
Korzystajac z powyzszego wzoru, uzasadnij, ze suma szescianéow kolejnych

liczb naturalnych od 1 do n jest kwadratem pewnej liczby naturalnej.

(D] Zadanie 23 (0-4)
Uzasadnij, ze objetosé prostopadiodcianu o krawedziach @ — 2, x, = + 4 jest
opisana za pomoca wzoru V(z) = 2* + 20% — 8x, gdzie # > 2. Sprawd#, czy

dla 2 = 2v/2 objetosé tego prostopadlodeianu jest liczba wymierna.

Zadanie 24 (0-2) < Przyktady 1 i 2, str. 82
Objetosé graniastostupa przedstawionego na
rysunku obok jest rowna objetosci szescianu

|
|
o krawedzi 3z. Oblicz z. /Jl

L .
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Przypomnij sobie

Proporcjonalnos¢ odwrotna

Funkeje postaci y = =, gdzie z > 0 oraz a € R, nazywamy proporcjonal-
noscia odwrotng. Wielkosci x i y nazywamy odwrotnie proporcjonalnymi,
a stala a — wspolezynnikiem proporcjonalnosci.

1. Wielkosci z i y sa odwrotnie proporcjonalne. Podaj wspol-

. . . S , . a =Xy
czynnik tej proporcjonalnosci i jej wzor. Przerysuj tabele
do zeszytu i ja uzupelnij.
1 [ ' ' ' -' ' .
T = 1 2 | 7 4 6 | 9 10 ?
Yy ? ? 7 6 ? 3 ? 7 1

2. Niech x oznacza ceng w zlotych za kilogram gruszek, a y — liczbe kupionych

kilogramow tych owocow.

a) Na zakup gruszek przeznaczono 6 zt. Na rysunku ponizej przedstawiono
wykres zaleznosci y od z. Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

A B C D E
z[zt]| 1 ? ? 7 £ 7

Yy [kg'! 6 ? ? ? ? 4 - ......... ........ ....... .................. .........

iy |

b) Na zakup gruszek przeznaczono 8 zL
Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzupel-

TR

nij. Naszkicuj wykres zaleznosci y od .

[

z[zt]| 1 2 & 4 D 1
y kgl 2 2 ? i g

: : E :
Ol 14 2 3 4 5 8 7 &X

3. Podaj wzor proporcjonalnosci odwrotnej y = =, do ktorej wykresu nalezy

punkt: a) (3,6), b) (3,8), ¢) (2,2), d) (2- V3,2 +V3).

4. Narysunku przedstawiono wykresy pro-

porcjonalnosci odwrotnych: f(x) = :7

glz) = % hix) = i— Do ktérego z tych
wykresow nalezy podany punkt?

a) (’i,%) d) (%%)

ol

3. Funkcje wymierne

3.1. Wykres funkcji f(x)=4

Rozpatrzmy funkeje f(z) = % — jest ona okredlona dla x € R\ {0}. Sporza-

dzamy tabele¢ wartosci funkeji f, a nastepnie laczymy wyznaczone punkty

krzywa jak na rysunku ponizej.

o | s
x ~4 | =@ || 1 | —3 |
fle) | -3 | -3 | -1 | -2 | -4

Wykres funkeji f(z) = 2, gdzie a # 0, oraz

kazda krzywa powstala z tego wykresu
przez przesuniecie nazywamy hiperbola.
Wiasnosei funkeji f(xz) = JlT

e dla x < 0 funkcja f przyjmuje wartosci
ujemne, natomiast dla x > 0 — przyjmuje
wartosci dodatnie,

o funkcja f nie ma miejsc zerowych,

» funkcja f jest malejaca w przedzialach
(—o0;0) i (0; 00).

Uwaga. Funkcja [(x) :Jl: nie jest malejaca
w zbiorze (—oo;0) U (0;00).

1 1
! : 1 2 4
4 2 1 ) .

Hiperbola sklada sig¢ z dwdch galezi.

Zauwazmy, ze kazda z galezi wykresu funkeji f(z) = 37 wzbliza si¢” do prostej

poziomej y = 0 oraz ,zbliza si¢” do prostej pionowej = = 0. O takich pro-

stych mowimy, ze sa asymptotami wykresu funkeji — odpowiednio asymptota

poziomg i asymptota pionows.

Cwiczenie 1

Na rysunku obok przedstawiono jedna ga-
laz hiperboli f(x) = ;1-;

a) Podaj brakujace wspodlrzedne punktow
A B, C,DiE.

b) Sporzadz odpowiednia tabele i naszki-

cuj obie galezie tej hiperboli.

Cwiczenie 2
Sporzadz odpowiednia tabele i naszkicuj
wykres funkeji f.

3

a) Flz)= 327 b) flz) == «¢) f(z) =

T

3.1. Wykres funkcji f(x) =%
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Cwiczenie 3
Na rysunku obok przedstawiono wy-
kresy funkeji:

flz) =5, glz) =2,
h(z) =2, k(x)= L.

a) Oblicz wartoécei kazdej z tych funkceji

dla. it =1.

b) Dobierz wzér do kazdego wykresu.

¢) Do ktérych hiperbol naleza punkty:
A(2,3), B(2,3), C(4,3),

D(-4,-3), E(-3,-6)?

W S i 4 - ] 13 P it 1 2 = e g £ i &
Aby naszkicowaé wykres funkeji g(z) = — 7, gdzie 2 € R\ {0}, sporzadzamy ta-
bele wartosei funkeji g, a nastepnie taczymy wyznaczone punkty odpowiednia

krzywa. Na rysunku ponizej przedstawiono hiperbole otrzymana w ten sposéb.

, ' I 1 1
| I | _4 _2 | _]. | _E | _I 1 | 3 | ]_ | 2 '-1
- 1 1 1
Wiasnosei funkeji g(ax) = —%:

edla x < 0 funkcja g przyjmuje war-
tosci dodatnie, natomiast dla = > 0 —

przyjmuje wartosci ujemne,

« funkecja g nie ma miejsc zerowych,

» funkcja g jest rosngca w przedziatach
(—o0;0) i (0;00), ale nie jest funkcja

rosnaca w swojej dziedzinie,

« prosta y = 0 jest asymptota pozioma,
a prosta = = (0 — asymptota pilonowg

wykresu funkeji g.

Cwiczenie 4
Sporzadz odpowiednia tabelg wartosci funkcji i naszkicuj hiperbole, ktora jest
wykresem funkeji g.

a) g(z) = —-i— h) glz) = —lzl e} gle) = —i- d) g(z) = .00

3. Funkcje wymierne

Zadania

1. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = }% ktorej dziedzina jest zbior D. Podaj]
zbior wartosci tej funkceji.

a) D =R\ {0} b) D = (—o0;-1) ¢} [0 = [2i8]

2. Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej wartosé najmniejsza i wartosé naj-
wieksza w przedziale [1;2].

G 1

) fE@=2 b @=-% of@=f & f@=-1

T

3. Na rysunku obok przedstawiono wyvkresy
funkeji:
)= -8 ) = 2 ) = — L
fl2)=-z, g9(x) =-3, hz)=—5

a) Dobierz wzor do kazdego wykresu.

b) Ktére sposrdod punktow P(—\/i \/5),
Q(-1=, 4) i R(?% — g) naleza do wykresu

2 3
funkcji g7

4. Podaj sze$¢ punktow o obu wspolrzed-
nych calkowitych nalezacych do wykresu

L33 )

funkeji f(z) = —2.

5. Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f(z) = <. Oblicz a.
Znajdz wspolrzedne punktu, w ktérym hiperbola przecina prosta y = —3.
Odczytaj z wykresu, dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci
wigksze od —3.

Sprawdz sie

6. Do wykresu funkcji f(x) = % nalezy punkt P. Naszkicuj ten wykres.
a) P(4,3) b) P(-%,-3) «¢) P(8,-3) d) P(-1,16)

7. Dla jakiej wartosci wspotezynnika a punkt P nalezy do hiperboli y = =7

a) P(—1,8) b) P(4,—16) c) P(—%,2) d) P(—5,—25)

3.1. Whykres funkcji fh}:% 21 I
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3.2. Przesuniecie wykresu funkcji f(x)=%
wzdtuz osi OY i osi OX

Przyktad 1
Wykres funkeji f(z)=1+42 otrzymu-
jemy przez przesuniecie hiperboli y = %

o 2 jednostki w gore (rysunek obok).

Zbiorem wartosci funkeji f jest zbidr
(—oo; @) U (& 00).

Prosta y = 2 jest asymptota pozioma wy-

kresu funkeji f, a prosta x = 0 — jego

asymptota pionows.

Przypomnijmy, ze:

» wykres funkeji y = f(x) +¢q dla ¢ > 0 otrzymujemy przez przesuniecie wy-
kresu funkeji y = f(x) o q jednostek w gére wzdluz osi OY,

» wyvkres funkcji y = f(x) — g dla ¢ > 0 otrzymujemy przez przesuniecie wy-
kresu funkcji y = f(x) o ¢ jednostek w dét wzdluz osi OY.

Cwiczenie 1

Naszkicuj wykres funkeji f(xr) = -, a nastepnie, stosujac odpowiednie przesu-

1
ot
nigcie, naszkicuj wykres funkeji g. Podaj zbidér wartosei funkeji g oraz réwnania
asymptot jej wykresu.

B glx)= = c) glz)==-3

1
T T

1
a) g(z) = — ki3
Cwiczenie 2
Ponizej przedstawiono wykresy funkcji f(z) =2 -2, g(z) = %— 1 oraz

€I
h(xz) = L — 2. Dopasuj wzdr kazdej z tych funkeji do odpowiedniego wykresu.

T

3. Funkcje wymierne

Przyktad 2

T . “33 A J— 1
Wykres funkcji f(x) = —% otrzymu-
1 B 3 AT 1 LT 'l 3 3 1 L .-14
jemy przez przesuniecie hiperboli y = -

o 3 jednostki w prawo (rysunek obok).

Dziedzina funkeji f jest zbior R\ {3 }.

Prosta x = 3 jest asymptota pionowa

wykresu funkcji f, a prostay = 0 — jego
asymptota pozioma.

Przypomnijmy, ze wykres funkeji y = f(z —p) dla p > 0 otrzymujemy przez
przesuniecie wykresu funkeji y = f(x) o p jednostek w prawo wzdluz osi OX .

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj dziedzineg i przedzialy monotonicznosci tej
funkcji oraz rownania asymptot jej wykresu.

1 2 1 2
H.) f[_i"] = —% t]) f(;'f::l = —a (;) f(;};) — — d) f(."ﬂ) - —
Przyktad 3
Wykres funkeji f(z) = — — otrzy-

mujemy przez przesuniecie hiperboli
B _.'l£ o 2 jednostki w lewo (rysunck
obok).

Dziedzina funkeji f jest zbior R\ {—2}.

Asymptota pionowa jej wykresu jest

prosta r = —2, a asymptota pozioma —

prosta y = 0.

Przypomnijmy, ze wykres funkeji y = f(z+p) dla p > 0 otrzymujemy przez
przesuniecie wykresu funkeji y = f(x) o p jednostek w lewo wzdluz osi OX.

Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj dziedzine i przedzialy monotonicznodci tej

funkeji oraz rownania asymptot jej wykresu.

a) flz)= xi_g e} Flel= mj—d e] flzg)= _;-:-?-3
b) f(z) = — d) f(z) = -— £) flz)=—-—

3.2. Przesuniecie wykresu funkcji fix) =% wzdtuz osi OY i osi OX
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Przyktad 4

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = =2

g(z) = 2 +2

Podaj ich dziedziny i zbiory wartosci oraz rownania asymptot ich wykresow.

Wykres funkcji f(x) = ’I"zj""'

3
jemy przez przesuniecie hiperboli y =

a nastepnie wykres funkeji:

otrzymu-
2
o 3 jednostki w prawo (rysunek obok).
Dziedzina funkcji f jest zbiér R\ {3},

a zbiorem wartosci — R\ {0}. Asymptota

pionowa jej wykresu jest prosta x = 3,

e s e st e | o

a asymptota pozioma — prosta y = 0.

Wykres funkeji g(x) = T—f—% + 2 otrzy-

mujemy przez przesuniecie wykresu
funkecji f o 2 jednostki w gore .

Dziedzinag funkeji g jest zbior R\ {3},
a zbiorem wartosci — R\ {2}. Asymptota

pionows jej wykresu jest prosta x = 3,

a asymptota pozioma — prosta y = 2.

Cwiczenie 5
Naszkicuj wykres funkeji f, a nastepnie wykres funkeji g. Podaj ich dziedziny
i zbiory warto$ci oraz réwnania asymptot ich wykresow.

2 2

a) flz)= '.-ril- gla) = :.-:if -3 b) f(z) = T LS g(z) = Tzl -

Zadania

1. Wykres funkeji g otrzymujemy przez przesuniecie wykresu funkeji:
a) Flg)= % o 2 jednostki w gére, b) flz)= —-:-; 0 2 jednostki w dot.
Naszkicuj wykresy funkeji f i g. Podaj wzor funkeji g, jej dziedzine, zbior
wartosci i rownania asymptot jej wykresu.

2. Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj zbior wartosci tej funkeji oraz rownania
asymptot jej wykresu.

a) f(:rjzz—l c) f(x) =1+

4 G

€ 5 G:] f(.’f::l = P 3
3 2 4

b) f(:;_:):;—Q d) f(-‘f-‘:'=3—; £) f(.‘]f:]:—;—l—]_

3. Sprawdz, czy punkt P nalezy do wykresu funkeji f.

a) f(z) = —, P(2,-4) b) f(z) = —=, P(-6,-1)

3. Funkcje wymierne

4. Wykres funkeji g otrzymujemy przez przesunigcie wykresu funkcji:
a) f(z) =2 o1 jednostk¢ w lewo, «¢) f(z)= —2 o3 jednostki w prawo,
b) f(z) =

Naszkicuj wykresy tunkeji f i g. Podaj wzor funkeji g, jej dziedzineg, zbidr

B

o 3 jednostki w lewo, d) f(x) = — 3 0 2 jednostki w prawo.

wartosci 1 rownania asymptot jej wykresu.

5. Na rysunku przedstawiono wykres funkeji f(z) = —% + a. Podaj wartosé

wspolezynnika a oraz wszystkie punkty o obu wspotrzednych catkowitych

nalezace do wykresu funkcji f.

(L

6. Na rysunku przedstawiono wykres funkecji f(x) = Podaj wartosé

z—2"
wspolezynnika a i oblicz f(%) oraz f(—4).
a) Y - EoE
_________________________________ Ay

7. Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie wykres funkeji g. Podaj réwnania
asymptot tych wykresow.

a) f(z) = =5, 9(z) =

1

T -

zokdl: 1 Ty = o gla)= -2

8. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj liczbe punktéw o obu wspolrzednych
catkowitych nalezacych do tego wykresu.

a) flz)= %—3 e} Fa)i= %—I—l e} flz) = _;.;lﬁ_z
b) f{r):rig—l d) f(:;:j:;r%f-{—?) f) fla) = — +2

3.2. Przesuniecie wykresu funkcji fix) =% wzdtuz osi OY i osi OX
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9. Na ponizszych rysunkach przedstawiono wykresy funkcji:

1 4 3
2
Vs O s G = TR faNoes
flz)=—%+1, gl(x) =S 2B — 2, k(z) = =45 -1
Do kazdego wykresu dopasuj odpowiedni wzor funkeji.
A. | \“Y C. 4
r=-—1I
ll . i-.r: = 32
1 P(3,2%) |
________ Joshoe s T 1 g
1] w=2 et 1 A )
: y=1 '
I |
I 1
B. v | D. 1y ¢
| |
= '
1 : Y
LY==l OlL L e
e — T
(L-D)
|
I
|

Sprawdz sie

10. Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej dziedzine i przedzialy monotonicz-
nosci oraz rownania asymptot jej wykresu.
1 1

a) fl@)=——b) fz) == o) flz)= =L  d) flz)= -2

4 r-+1 T+ 3 r—2

11. Do wykresu funkeji f(z) = %—t— ¢ nalezy punkt P. Naszkicuj wykres tej
funkeji i podaj jej zbior wartosei.
a) P(1,6) b) P(2,-3)

¢) P(—4,-4) d) P(-1%,5)

12. Na rysunku przedstawiono wykres funkeji g, ktory otrzyvmano przez prze-
sunigcie wykresu funkeji f(z) = i— wzdtuz osi OX. Podaj wzor funkeji g,
jej przedzialy monotonicznosci oraz rownania asymptot jej wykresu.

a) oy g I
: i i |
|

3. Funkcje wymierne

3.3. Wyrazenia wymierne
i funkcje wymierne

Wyrazenie wymierne to ulamek, ktérego licznik i mianownik sa wielomianami,
6r+4 7 z243 2z z2-4

2 ' xz—4 " 21" 2241°

Dziedzinag wyrazenia wymiernego jest zbior tych wszystkich liczb, dla ktd-

np.

rych wyrazenie ma sens liczbowy. Nalezy zatem pamigtac, ze miejsca zerowe
mianownika nie naleza do dziedziny wyrazenia wymiernego.

Przyktad 1
2
Podaj dziedzine wyrazenia i o
' : 2z 48

2z + 8 = 0 dla x = —4, wiec dziedzina wyrazenia jest zbior D = R \ {—4}.

Cwiczenie 1

Podaj dziedzine wyrazenia.

) 2
a) — '1% b) v;im _;2 c) ;r +36 d) ;a‘ t 2

Cwiczenie 2

Podaj dziedzine wyrazenia. Oblicz jego wartosci dla x = 1 oraz x = —1.
r—+1 2r+4+4 dr r+3
a b c d) ——=
) T ) T—3 ) 2 -9 ) r? +v3

Aby uprosci¢ wyrazenie wymierne, rozktadamy wielomiany w liczniku i mia-
nowniku na czynniki. Nalezy jednak pamie¢tac, ze dziedzina wyrazenia uprosz-
czonego jest dziedzina wyrazenia przed uproszczeniem.

3 2

Przyktad 2

; . ; i a A 2
Podaj dziedzine wyrazenia —5——
' o I‘E 4

, a nastepnie je uprosc.
Dziedzina wyrazenia jest zbiér D = R\ {2, 2}.
p3 _ 952 p2 [:_iﬁ:-"’?j-i 2

2 -4 (:B—i—Z}igL—-r'E’jl: x4+ 2

Cwiczenie 3

Podaj dziedzing wyrazenia, a nastepnie je uprosc.

.1) z2 -9 (.) 222 + 10z {‘) g2 =1 ) x3 — 32
y 3—=zx . r? - 25 ot g3 8 2 -6z +9
3z2 — 6z 4+ 4 14— 2 24444

h) T i {l) a ~ - dx f} a T ll) T -I; i -|

r—2 x4 4 T 2z T 16

3.3. Wyrazenia wymierne i funkcje wymierne
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Dziedzing naturalng funkcji nazywamy zbior wszystkich liczb rzeczywistych,
dla ktorych wzor funkeji ma sens liczbowy.

Jezeli mamy wyznaczy¢ dziedzine funkcji i nie sa podane dodatkowe warunki,
ktore ma ona speiniac, to zadanie to polega wlasnie na wyznaczeniu dziedziny
naturalnej tej funkeji.

Definicja
v(x)

w(z)’
wielomianami (w nie jest wielomianem zerowym). Dziedzina takiej funkcji

Funkecja wymierng nazywamy funkeje postaci f(x) = gdzie v i w sa

jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych x, dla ktoérych w(x) # 0.

Przyktad 3
. - . ) ) 33:2+5.1': 4 . . - . . .
a) Funkcja dana wzorem f(x) = =—————— jest funkcja wymierna. Jej dzie-
dzing jest zbiér Dy = R\ {0}.

4
b) Funkcja dana wzorem g(x) = ;+; jest funkcja wymierna. Jej dziedzinag

jest zbiér D, = R\ {-3,3}.

Cwiczenie 4
Okredl dziedzineg funkeji f. Oblicz f(0), f
: 2

a) Fla)= 2528 b) flz) = L+4 ¢) flz) = 24

—
I
'—I.
L —
s
=
—
H
p——

r—4 i 4 T dr + 4
Przyktad 4
Okresl dziedziny funkeji f i g, a nastepnie uprosé ich wzory.
FlE)= ;‘[:_zf'}-’ D;=R\{0,1}, wzdr po uproszczeniu: f(zr) = Ix 7
Gla) = = I{:};;]_i I3 D, =R\ {-1,1}, wzér po uproszczeniu: g(z) = r'r :
hiz) = H D=l YLy, wzor po uproszezeniu: h(x) = mx :

Zwrdé uwage na to, ze f, g i h to rézne funkeje, gdyz maja rézne dziedziny.
5 HER s -3 E oAod It I

— o
=
=

3. Funkcje wymierne

Cwiczenie 5
Okresl dziedzine funkeji f 1 uprosé jej wzor.

2 . 2
e 42T r“ 4+ 4x T dx 4z — 4
a )= ——— b == ¢ Y= d 2=
) fla) = 222 b fla) = TEIE o) fa) = A0 g) fa) = Sz
Zadania
1. Czy liczba 2 nalezy do dziedziny wyrazenia?
z—2 2 2z — 4 x? 2
a b C d) T 0—
) T+ 2 ) 4r — 8 ) r?—4 ) 2+ 4
2. Podaj dziedzine wyrazenia.
) 3z2 +1 &) 5z — V19 &) 6z + 8 ) 3z2-12
‘ x—1 7 3z+9 a2 16 &) 9771
3z? - 6x 5z — 2 -2 4 3 8 -4/3
TR el 4y B =t g ¥ Ads gy 2 =ve
2z -6 2r+5 r2 -2 4x2 -9
3. Rozloz mianownik wyrazenia na czynniki i podaj dziedzine tego wyrazenia.
5) 1924 + 823 - 6 1) dz% 4+ 2z +1 ) 3 +25 -7
) r? - 3z 222 T+ 6 3 + 9z
6% -5z +1 8z + 4z + 1 Bx® — 22 42
]’J) ri] : =+ G) ¥ 4+ 4 + h) o < +
2x2 4 5z 3 — 252 z? -9z
) 6x — 90 f) 272 —4z? — ¢ i) 9zr2 — 6z + 1
r2 4+ 5r+6 3 4 gr2 3 — Gz 4+ 9r

4. Podaj dziedzine funkeji f. Oblicz f(—3), f(1) 1 f(3).

r2 r2 4 22 r? 421
&) Tlel= .1:+21 gy fig)= ﬁ e) f(z)= m2+ 3

2 - 3x Gx a3 4 322
b) f(z) = =2 d) f(z) = o= f) flo)=

Sprawdz sie

5. Podaj dziedzing wyrazenia, a nastepnie je uprosé. Oblicz jego wartosci dla

TR e o i
T = ; oraz dla r = e
72 dr + 8 z2 4 x P R
a) 18 ¢) T+ 2 e) 2 8) r—3
2 1
16 r—>5 T h 2r 46
h) 272 d) 2r — 10 f) T h) 2 -9

6. Podaj dziedzine funkeji f, a nastepnie uprosé jej wzor.

1:2+-'1.7: 2 -9 x2+3:r:+2
a) Fle)= T 1 d) f(z) = . T g) flz)= e
dr -2 243 = -9
b) f(x) = 252 ) fe) =%y  WI@)=g
+2 4 272 4 6: ’ 2_83x+16
(J) f{:;;) = m f) f(_’,{,'] = ;3 QIT 1) f{:ﬂ) e — ;1:1'3

3.3. Wyrazenia wymierne i funkcje wymierne
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Przypomnij sobie

Dziatania na liczbach wymiernych

1.

Oblicz.

a) 555 c) 31 e) 32 (—23) g) (—1%): 13
72 52 48 . 40 3 2 4

b) %= 51 d) 73 : 5 f) (=53) - (~63) h) 63 : (—45)

Oblicz.

a) 215 a1 b) 153515 c) ¥ % d) 2% 5

Oblicz.

a) ;+3+¢ c) 5+ 15 e) 41—

) 1+ 4 +23 )83 9 5-4-4

Dla jakiej warto$ci parametru m wartos¢ wyrazenia jest réwna 07
a) 3 —++m c) 1+ —21 —2m e) 12 —2m —0,75

b) f) 0,125m — 2 —12

gl N

—34+m d) 31 —1:+1Im
Zaokraglij liczbe p do liczby catkowite;.

a) p= (2 —0,75): (+ — 0,125) «¢)
bp= (2~ %)@ - %) a

Podaj najwieksza liczbe catkowita mniejszg od liczby p.

14241 5+2% -3
a) p=42: (55 — 15 c) p=—5 e) p= 2 1
5 (15 10) Pt 0,62 +1
1+-21-15 34 -5+ 3
13 /5 - ! g ’ -3 9 2
b)p=15:(} = §) I)p=—""3"71 Dr=7"7"7
1216 6~ 18
Rozwiaz rownanie.
2 _ 3 1 _ 909 1 1,._5
a) v —3 =3 ¢) 15 +z =275 € 57w =0
5 __ 5 3 2 3 5 -

Oblicz sume, réznice, iloczyn i iloraz liczb x i y spelniajacych warunki:
3 5Y,._ 1 _ 2 : (7 _ 3\(1 _ 1
G-3z=3-31(G-3)G-v)=-5
a) Suma dwoch liczb jest réwna 1530 1 wiadomo, ze pierwsza z nich stanowi
£ drugiej. Znajdz te liczby.

b) Suma trzech liczb jest réwna 134 i wiadomo, Ze pierwsza z nich stanowi
% drugiej, a druga % trzeciej. Znajdz te liczby.

I 100 3. Funkcje wymierne

3.4. Mnozenie i dzielenie
wyrazen wymiernych

Przyktad 1

. . . 2 _ _
Wykonaj mnozenie 24—1 . £=3

x2-9 2x—-1°

Zaktadamy, ze 2> — 9 # 01 2x — 1 # 0, zatem x € R\ {-3, %, 3}.

)90

4021 2-3 _'Ze—1@e+1) (@3] 22+1
22-9 2c-1 (2=3)(z+3)2x—1)1 z+3

Cwiczenie 1
Wykonaj mnozenie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

) dr—12 2z 44 ) —z® 45z 4z -1 ) (x—2)*> 2+4=
x4+ 2 2x — 6 2z +1 2 x24+4r+4 x2-14
3—z 2x+6 r2-9 0,52z+1 3z2 — 23 2242x+1
b) = = ) == 5 3 f) s zt — 22
Przyktad 2
Wykonaj dzielenie 2 : 2.
Zakladamy, ze © +4 # 01 3z + 12 # 0, zatem a c_ad
v ER\ {—4}. bid b e
2 10 \2\1,3(«93’4471_% dlab#0,c#0,d# 0
r+4  3zx+12 ¥4, 05 5
Cwiczenie 2
Wykonaj dzielenie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.
a)6_3 C)—6_9 )7.—35
x—2  4r—8 3—2x 4 -6 50c+35  x+7
-5 10 16 12 25 15
b> 2z +1 " 6x+3 d) ) 6x+9  4x+6

3r+1  9z+3

Przyktad 3
Wykonaj dzielenie :’“jﬁl"” P S

Zakladamy, ze 2 —1 #£0, x+2 # 01 2*> — 2z # 0, zatem x € R\ {—2,—1,0,1}.

2 4+2r x+2 _332—|—2a:.w2—m_ :c(a:\lxl)l ‘a:(,a’//fjl_ x?
x2-1 "~ 22—  z2-1 T+ 2 _1M(:c—|-l) Ml_ r+1

Cwiczenie 3
Wykonaj dzielenie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.

a) 20 -6  x—3 b) x? -4 x+42 ¢) 2r 612
x T 4x2 z+1 ~ xz2-1 x2-9 " x2-6x+9

3.4. Mnozenie i dzielenie wyrazen wymiernych
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Cwiczenie 4
Wrykonaj dzielenie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

‘1) x2 — 25 _z—b5 1)) | ) .'1':2+4.T+f1 (.) T+ 4 ) .'r2+<1:r
= 1‘2+2I+1.I+I r—1 2 -1 % r.-:z-ﬁr.r:-ﬁ-!fl' x2 -9
Przyktad 4

detd | g s
Podaj dziedzing funkeji f(x) = =+ i naszkicuj jej wykres.

=1

Dziedzina funkeji f jest zbiér D = R\ {1}.
Upraszezamy wzdr funkeji f:

1 4l
f(ﬂ:):2r+4: 2 _"UqYzx+2) = 1::’:+2

Wykresem funkeji f jest prosta bez punktu

o wspolrzednych (1,3).

Cwiczenie 5
Wryznacz dziedzine funkeji f i naszkicuj jej wykres.

e 3z -6 2 —x
. _ _ = _ =z-1
a) f(z) =5 c) f(z) = 5 e) f(z) ="
T T T
g dx 2r—8
T — 1 +2
b) f(z) = 5 d) f(z) = 5= f) f(z)=—%
-1 r+2 2
Zadania
1. Wykonaj mnozenie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.
A} 14 z%-4 ¢) =2  z-3 ) 4221 6
42 7 Y z?-9 o : 4 2r — 1
24 r—4 2z z%2-36 3z + 2 12
b) =1 3 d) T+6 a2 f) 3 ox2 -4

2. Dane sa wyrazenia A i B. Wyznacz dziedzing wyrazen A, B oraz A - B.

72 -2 x? 4 Ax 6z — 5 5r —6
a) A= 50 B=5, A= o B= Grgan
b)Azzlz:;- 1: B 9 :r: d)A:F’T:; 2zr+4! stxi 2z + 5
i | dx —x Tt =2xr 41 re g -2
3. Wykonaj mnozenie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.
H) T -22 _ 3r d) r—1 ) 3:34+ 72 g) 4z? 16 ) T
T 2r =4 T =41 & 1 6—3z dx 4+ 8
b) 3z+45 1l-gz &) 3:2 5 (z+1)? h) $i+2z+1 _ 42 o2
z—1 r+ 1.5 i 1 2z -1 z*—4r+4 =x 1
(:) x2 _ 3r—-9 f:] x2 -4 ‘ i s Tor l) :r2+ﬁ.'r+9 _ x2
33— rd T3 4 32 72 4 2x T2 + 3z 2 -9
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Wykonaj mnozenie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.
x2+ﬁ;:r:+1"~} 3 — 252 ]:) r2-16 1-—z2 ) 2 -2z 41 T -+ 2

a . .
J 272 - 8§ 2 + 3x r+1 T+ 4 242z +1 z2-1

Wykonaj dzielenie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.
8 7 18 -3 Yx 6
; _ c) : e) :
2r—9 4r -18 2r—6 4x-12 2r+4 z4+2

a)

8 2 6 9 10z2 5
b i d : k :
) 3z—2 9z -6 ) 3—2z 4z -6 ) =5 10-2z
Wrykonaj dzielenie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.
5) 3z2-3 z-1 o) 10z +2  5Sz+1 ) 3 2z
dr = 6= : r? ’ T 7 6x—-2 1-3z
2z 4+4 _ 3—: 6—4 2 — 3 41 21
o e d) —: = B o 5 i =
r—-3 x+2 (1-=) r—1 (x+2) z4 —4
Uproéé wyrazenie.
x? + 2z + 1 z? + 8z + 16 4z? —1
r—3 Gxr -9 x? 4 dr+4
a) ——~—— b) z ¢) ATt
r+1 3 —16x a2 —dx+1
z2 -9 6z — dx? 2 -4
Pole prostokata wyraza si¢ wzorem

N Sk v 7 ie a b P
P = ——, a dlugoé¢ jednego z jego
bokéw jest rowna —, gdzie z > 2. i 3 ; —_
Wryznacz dlugosé drugiego boku tego z?+1 T+ 1 g
prostokata. , ,
x4 T+ 6 -
7 2 T4 &> —2
Dany jest prostokat o bokach a, b
1 2 P o ] - . . \ 4 2 -
i polu P. Przerysuj do zeszytu tabele i 2 4; _Jrg?i! > 3

przedstawiona obok i ja uzupetnij.

Sprawdz sie

10.

11.

[ 12.

Wykonaj mnozenie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

PL) 1 _12 ) b) T ..']'.‘2 25 [._) -‘-1;:r:2 1 ) T
r+3 2 rl 4 5x x4 2 ) 2 2r2 + ¢

Wrykonaj dzielenie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.
z? — G x T x4 r2-1 z?2-2x+41
. b) R ) '

r+3 " r42 r  x?-36 2 4’ r? 41

a)

Uzasadnij, ze podane wyrazenie przyjmuje stala wartodé¢ dla tych x, dla
ktoryceh jest okreslone.

4z  2z? 4+ 4. 4 - g? 6 1)2 z41
a) z 2z -; T b) T : T [_:) (x :; _z+

T+ 2 T r—2 re 4 2x 1—-=x r—1

3.4. MnozZenie i dzielenie wyrazen wymiernych
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3.5. Réwnania wymierne

Przyktad 1
2r+8

Rozwiaz réwnanie — 0.
HH I

Zakladamy, ze © — 3 # 0, czyli x € R\ {3}. W wyznaczonej dziedzinie wyj-
sciowe rownanie jest roOwnowazne rownaniu:
—2r+8 =0 Przyrownujemy licgnik wyrazenia do zera.
z =4

Liczba 4 spelnia zalozenie, wigc jest rozwigzaniem réwnania.

Cwiczenie 1
Rozwiagz rownanie.

6z — 2 4z 4 2

r+4 7
a = b — ¢ = d —
) 42 0 ) T 0 ) 2r -4 0 ) 2z 41 0
Przyktad 2
3
; ¢ rd e ; z—6
Rozwiaz rownanie 571 = (.
T i
Zaktadamy, ze z — 4 # 0, czylix € R\ {4}.
%:{: —6=0 Przyréwnujemy licznik wyrazenia do zera.
3p = .2
E"E' = ﬁ / 3
ol

Roéwnanie jest sprzeczne, poniewaz liczba 4 nie spelnia zalozenia.

Cwiczenie 2

Wvkaz, ze podane rownanie jest sprzeczne.

3 g
a) z+2 0 b) 2z — 3 0
Przyktad 3

R x 6
Rozwiaz réwnanie e 4,
I

Zakladamy, ze x—1 # 0, czyliz € R\ {1}.
ﬁ = o —
6 =4 —4
10 = 4

£ =

By | &

Liczba E’ spelnia zalozenie, wige jest

Hiperbola y = Iti i prosta y = 4 prze-

1

rozwiazaniem rownania. cinaja si¢ w punkcie o odcigtej 3.
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Cwiczenie 3

Rozwiaz rownanie.

) 6 i : 3 o Tr+6
8) g =4 c) v Rl &) Toa

3z +2 o 2T - 4—2x
b) = =) d}m 1—3 f) e
Przyktad 4

Rozwiaz réwnanie T 9

£
Zakladamy, ze x—2 # 0, czyli z € R\{2}.
2 g T sl e
— = 1L [/v(g—2)
2=(z—1)(x—2)

=1 8) 3p71 - 2=0
=-2 b)) EZEi4=0

2=212?—3x+2
2 =3z =0
z2(x—3)=0
=0 lubeg=23
Liczby 0 i 3 spelniaja zalozenie, wigc
sa rozwiazaniami rownania.

Hiperbola y = Tf

przecinaja si¢ w punktach o odeigtych 0

5 1 prosta y = — 1

oraz 3.
Cwiczenie 4
Rozwiaz rownanie.
a,)z::r:-{—l ¢) 2 =z+3 D)E—!i:.r g) I
T 43 e g T4 2
1 9 b 6
b)) —==z4+2 d) — ==z f) =+z2z= -6 h) — =2r4+1
) x 2 ) 6—x J T ) T—3 i3
Przyktad 5
Rozwiaz rownanie = cnmane
| -:.E e 3 ] = -

Zakladamy, ze x +1 #0ix —2# 0, czyli x €
Przeksztalcamy rownanie rownowaznie przez

pommnozenie ,na krzvz”.
2 -
e
2(z—2)=3(z+1)
2r —4=3x+ 3
r=-—T

Liczba —7 spelnia zalozenie, wigc jest roz-

3
T—2

wigzaniem réwnania.

R\ {-1,2}.

Dla b+# 0id # 0 réwnosé:

e
b d

jest rownowazna rownosci:
ad = be

Mnozenie ,na krzyz” jest tym sa-
mym co pomnozenie obu stron row-
nania przez iloczyn mianownikow:

(z+ 1)(x—2)

3.5. Rownania wymierne
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Cwiczenie 5
Rozwiaz réwnanie.
7T 3 -2 4 x x+ 2
) rx+1 o +5 b) C)

Przyktad 6

e, . xr+4 5
Rozwiaz réwnanie

2r+1  z+2 =0.

Zaktadamy, ze 2x +1#01ix + 2 # 0, czylixER\{—Q,—%}.
z+4 5
20 +1 x+2

(x+4)(x+2)=52x+1)
2?4+ 6x+8=10x+5

Przenosimy na

-5
x4+ 2

Mnozymy ,na krzyz”.

22 —4x+3=0
A= (-4)2-4-3=16—-12=4,V/A=2
_4-2 442
$1——2 —1, 332——2 =

Liczby 11 3 spelniaja zalozenie, wiec sa rozwigzaniami rOwnania.

druga strone¢ réwnania.

Cwiczenie 6
Rozwiaz réwnanie.
a) a;: :;ails) ) x;1:2;:82 ¢) mi3:mi6
b) 2:;:51:%1#1 d) 2;:_—42:1::3 f) a:2—$7:.7c—$|—1
Zadania
1. Rozwiagz rOwnanie.
a)g:4 ) :):_—71:8 ¢) 2:;11:1 8) ziizo
b) _?6:_% d) xi4:—3 f) 2;6—335:2 h) 3i:;5:0
2. Rozwiaz réwnanie.
a) 2L —1=0 ¢) g +6=5 e) 22 —3=0
b) =5 4+4=0 Q) 2= —3=1 f) -2
3. Rozwiaz réwnanie.
) %:25;3: ) xflzxiz e) x2;3_2fc;21:0
e I = == SRS B
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4. Rozwiaz réwnanie.
r =5 22z 6r—-4
a)—_S_:c—I—Q C)x+1_m—1 e) 2 3z 2z
543 2r -2 _  «x _ 2
b)x_ 2x d) a;—|—2_.7;—1 f) 6x+1_:1;
5. Rozwiaz réwnanie.
z+1  x+1 xr+4 _l_ 8 —2x r—3
a) x  2z+1 ) 20 —1 «x =0 e) z—1 +x—4 =0
4 x z+1 r 2—xz  z-—-1
b);_{—m—{—l_o d) a:—|—2+33—|—1_0 f> x—1 a:—{—2_0
6. Ktore z podanych réwnan nie maja rozwiazania, a ktére majg nieskoncze-
nie wiele rozwigzan?
3r—3 6r—2 1—4x 3r+9
1. — = 2 11. — =2 I11. o 0,5 IV. 10230 = 0,3
7. Rozwiaz rownanie A. Ktére sposrod rozwigzan réwnania A sg rozwiaza-
niami rownania B?
: 4y — L 2z(z—4)
a) A: 2z(x—4)=0, B: 7 g — U
. o C(Bzx+4+12)x
b) A: 3z +12)x =0, B: v =0
. _ C3z(x+2)
c) A: 3xz(x+2) =0, B: ——= =0
. _ . —z(6+92)
d) A: —z(6x+9) =0, B: e 12z =0
Sprawdz sie
8. Rozwigz réwnanie.
x—7 Tx+21 —3z+9
a) x+3 - b) x—3 =0 C) xr—06 =0
9. Rozwiaz réwnanie.
4 5 3
a) rx+1 =3 C) x—+3 =3 e) 20 +1 D
6 2 2
b) PR d) 1= ! f) 3z —2 =3
10. Rozwiaz réwnanie.
4r+5 _ Tx—4 2e+7
a) 2 =4 c) &= 2x — 2 e) r+1 1
15 _2-2z 6r+2 o
b)?—a: 2 d) x + 2= - f) — - = 2z -2
11. Ile rozwigzan ma podane réwnanie?
z+1  2zx+2 g 3z 3—x 2x — 6
a) r  x—1 C) x x—2 e) 20 —1 2 —4x
4 4—-3x r—1  x+1 2z -1 6x —3
b) o =0 ) r+2 3x+1 ) r—1 r—1

3.5. Réwnania wymierne
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Hiperbola i hiperboloida

Ogdlna definicja mowi, Zze hiperbola to zbidr tych
wszystkich punktow P na ptaszczyznie, dla ktorych
wartosc bezwzgledna roznicy odlegtosci od dwoch
konkretnych punktow F, i F,, zwanych ogniskami,
jest stata:

Ity £l =const.

Obrét hiperboli

Hiperboloida to powierzchnia zakreslona w wyniku obrotu hiperboli wokot jej osi symetrii
w przestrzeni tréjwymiarowej.

Po obroceniu tej hiperboli wokdt osi OX
otrzymujemy hiperboloide dwupowiokowa.

Po obroceniu pokazanej wyzej hiperboli
wokot osi OY powstanie hiperboloida
jednopowlokowa.

¥ Y1

Chiodnie kominowe

Chtodnie kominowe maja najczesciej ksztatt
hiperboloidy jednopowlokowej. Pozwala to na
oszczedne zuzycie materiatow konstrukeyjnych. .
Mimo znacznych rozmiaréw (wysckosé chiodni
przekracza zwykle 120 m, a srednica podstawy
chiodni — 90 m) grubosc zelbetowego ptaszcza
w najcienszych miejscach wynosi zaledwie
12-18 cm. Taki ksztatt chtodni zwieksza
rowniez ich odpornosc na zginanie.

3.6. Rownania z wartoscig bezwzgledna

Przypomnijmy, ze interpretacja geometryczna wartosci bezwzglednej liczby a

jest jej odleglosé na osi liczbowej od 0.

Przyktad 1
Zaznacz na osi liczbowej liczby speiniajace warunek |z| = 3.
. 3 | 3 |
5 [l] lﬂ Dla dowolnego a € R:
8] =3 dla & =—3 oraz dla 2 = 3. |—a| = |a|

Cwiczenie 1
Zaznacz na osi liczbowej liczby spelniajace warunek:

a) |zl = I b) |z| = 4, c) |z = 0.

Dla dowolnych a, b € R:
la — b| = [b — a

Zauwazmy, ze odleglo$¢ na osi liczbowej mie-

dzy liczbami a i b jest réwna |a — b|.

a—2>0
| | | Odlegltodé miedzy liczbami a i b
i b N na osi liczbowej jest taka sama jak
odleglosé miedzy liczbami b i a.
Cwiczenie 2
Zaznacz na osi liczbowe]j liczby a i b. Sprawdz, czy |a — b = |b — a.

&) 6=2,; =5 b) a=-5,b=-1 ¢l B=—2,5=3

Przyktad 2

Rozwiaz réwnanie |z — 3| = 5.

Szukamy na osi liczbowej takich liczb @, ktorych odlegloié od 3 wynosi 5.
I-( 8] 5 ,.1

—2 3 3
Zatem r = —2 lub x = 8.

Sprawdzenie:
dlaz=-2: |-2-3|=|-5|=25,
diax =8 |8—3|=|5]l=5:

Przyktad 3
Rozwiaz rownanie | + 4| = 3,5.
Réwnanie zapisujemy w postaci: |x — (—4)| = 3,5 i szukamy na osi liczbowej

takich liczb x, ktorych odlegltosé od —4 wynosi 3.5.

3.9 3.5

=]+

AN TR T ' D5

Zatem x = —7,5 lub © = —0.,5 (sprawdz).

3.6. Réwnania z wartoscig bezwzgledna
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Cwiczenie 3

Rozwiaz réwnanie.

a) v —2|=3 c) |x+6|=2 e) 6—z=1 g) [z+1 =1
b) |t —4|=35 d) |z+1| =3 f) 3+xz =4 h) 24z =3

Przyktad 4
Rozwiaz rownanie |z — 4| = —2.

Wartos$é¢ bezwzgledna dowolnej liczby rzeczywistej jest nieujemna, zatem réw-
nanie jest sprzeczne.

Cwiczenie 4
Rozwiaz réwnanie.
a) l[t+1l=-1 b)) |[x—=5]=0 c) [t+9[=0 d) [z —2|=1-+2

Przyktad 5
a) Rozwiaz réwnanie |z — 1| = 6.
r—1=—-6 lub x—1=6
r=-5 lub x =7

Rozwiazaniami réwnania sg liczby —51 7.

Jesli a > 0, to |z| = a
wtedy i tylko wtedy, gdy
xr = —a lub z = a.

b) Rozwiaz réwnanie |3z — 4| = 2.
3r —4=-2 lub 3z —-4=2
3r=2 lub 3z =26
=2 lub =2
Rozwiazaniami réwnania sg liczby % i?2.

Cwiczenie 5

Rozwiaz réwnanie.

a) bz —3/=2 ¢ [9z+5/=4 ) |
b) 2z —1]=1 d)[3z+2/=4 1) |

r+4]=6 g) [6—1Iz|=1
z—3=1 h)|5+3z|=1

2
3
1
2

Przyktad 6
Rozwiaz réwnanie |z — 5| 4 2|z — 5| = 12.
3z —5=12/:3
|z —5| =4
r—5=—4 lub x —5=4
x=1 lub x =9

Rozwiazaniami rOwnania sa liczby 11 9.
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Przyktad 7

Rozwiaz réwnanie |2z — 4] + |z — 2| = 12. Dla dowolnych a, b € R:

2z — 2| + |z — 2| =12 - b = la] - b
lz—2/=12/:3
lx —2| =4
r—2=—-4lub z—-2=14

xr=-—2lub =6
Rozwiazaniami réwnania sa liczby —2 i 6.
Cwiczenie 6
Rozwiaz réwnanie.
a) |z —3|+|22—-6]/=9 c) 4z =8|+ |2—z| =5
b) |3z — 6| — |z —2| =38 d) |5z — 20| — |22 — 8| =15
Zadania

1. Rozwiaz réwnanie, korzystajac z interpretacji geometrycznej wartosci bez-

wzgledne;j.
) le=5l=1 o le+6/=4 ¢ [p-3[=L g [71-al=}
b) lt—8/=9 d)|z+9/=2 ) [z+3i=2 h) [+ +2| =2

2. Rozwigz réwnanie.
a) Bz +1/=5 ¢ [2z+1|=2 ) [4x+5/=0 g) [3z+5|=
b) 22 —3[=1 d)[2—2z]=3 f) [32—6/=4 h)|z+V3] =3

3. Rozwigz réwnanie.
a) |4z + 6|+ |6x + 9| =10 c) |z —6|+ [4x — 24| + |22 — 12| =7
b) [11x — 33| — |2z — 6| = 27 d) |6z + 4] — |3z + 2|+ |92+ 6| =8

Sprawdz sie

4. Rozwiaz réwnanie.

a) lt—3|=7 ¢ |22-8/=4 e |lz—-1=3 g) [10—z|=4

b) [z+2[=6 d) [dz+2/=6 f) [2z+4|= h) |1 —3z| =
5. Rozwigz réwnanie.

a) v —1|+ 3z —3] =16 c) |92 + 18| — |7z + 14| = 10

b) |62 — 9| + |47 — 6| = 20 d) |62 + 10|+ |9z + 15| = 25
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3.7. Wyrazenia wymierne - zastosowania (1)

Przyktad 1
Licznik pewnego utamka jest rowny 6. Jesli licznik tego utamka zmniejszymy
o 2, a mianownik o 3, to wartos¢ utamka sie nie zmieni. Jaki to utamek?

Szukany utamek mozemy zapisa¢ w postaci g, wowczas nowy utamek bedzie

: /L 6-2 .4
mial postaé¢ >—, czyli —

——. Otrzymujemy wigc rownanie:

5= 2  gdzier e R\ {0,3)

T x—3’
6(x —3) =4x
r=9

Zatem szukany utamek to g.

Cwiczenie 1

a) Licznik pewnego utamka jest réwny 10. Jedli licznik tego utamka zwigk-
szymy o 20, a mianownik o 30, to warto$¢ utamka si¢ nie zmieni. Jaki to
utamek?

b) Licznik pewnego utamka nieskracalnego jest o 2 mniejszy od jego mianow-
nika. Jedli licznik tego utamka zwiekszymy o 9, a mianownik o 5, to wartosé
utamka wzro$nie dwukrotnie. Wyznacz ten utamek.

c) Dane sg dwie liczby dodatnie. Jedna z tych liczb jest o 3 mniejsza od
drugiej, a ich stosunek jest jak 75 do 100. Wyznacz te liczby.

Przyktad 2

Jeden bok prostokata jest o 4 cm dtuzszy od boku pewnego kwadratu, a drugi
bok jest o 2 cm krotszy od boku tego kwadratu. Stosunek dlugoéci bokéw tego
prostokata jest réwny 2:1. Oblicz jego obwdd.

Oznaczmy przez x dlugo$é¢ boku kwadratu. Prostokat ma wéwczas boki dtu-

gosci x +4 1 x — 2. Zatem:

2L’ =2, gdzie v € R\ {2}

czyli x + 4 = 22 — 4. Stad * = 8 cm, a obwdd prostokata jest rowny 36 cm.

Cwiczenie 2

a) Obwod kwadratu jest rowny 52 cm. Jeden bok tego kwadratu wydtuzono
o x cm, a drugi skrécono o x cm i otrzymano prostokat, w ktérym stosunek
dhugosci bokéw jest réwny 4 : 3. Oblicz pole tego prostokata.

b) Pole kwadratu jest réwne 324 cm?. Jeden bok tego kwadratu wydtuzono
o (r+ 1) cm, a drugi — o 2z cm i otrzymano prostokat, w ktérym stosunek
dtugosci bokéw jest réwny 5: 6. Oblicz obwdd tego prostokata.
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Przyktad 3

Robert kupit kilka kilograméw jablek w cenie x zl/kg i zaplacit 26 zt oraz
kupil taka sama liczbe kilograméw gruszek, drozszych o 2 zt/kg, i zaptacit
34 zt. Ile kosztuje kilogram jabtek, a ile — gruszek?

Liczba kupionych kilograméw jabtek jest réwna %, a liczba kupionych kilo-

/ .34 :
gramow gruszek: —==. Zatem:
26 34 : .
T gdzie x € (0;00)
26x 4 52 = 34x
8xr = 52
r =26,

Kilogram jablek kosztuje 6,50 zt, a kilogram gruszek 8,50 zt.

Cwiczenie 3

a) Ola kupila cukierki A w cenie x zt/kg i zaptacita 24 zt. Ala kupita taka
sama ilo$¢ cukierkéw B, drozszych o 4 zt/kg, i zaptacila 30 zi. Ile kosztuje
kilogram cukierkow A, a ile — cukierkow B?

b) Cena winogron to obecnie = zt/kg. Tydzien temu, kiedy winogrona byty
o 4 zt/kg drozsze, Tomek wydal na ich zakup 20 zl. Gdyby obecna cena
spadta o 1 zl/kg, to taka sama ilo$¢ winogron mozna by kupié¢ za 12 zl. Jaka
jest obecna cena winogron?

Przyktad 4
Za osiem lat stosunek wieku Ali i jej o 4 lata mlodszej siostry bedzie wynosit
6:5. Ile lat ma Ala, a ile — jej siostra?

Oznaczmy przez x wiek Ali w latach, wowczas jej siostra ma (x — 4) lata. Za
8 lat beda one mialy odpowiednio (x + 8) lat i (x 4 4) lata. Zatem:

T+8
x—+4 o

Sxr +40 = 6x + 24
r =16

Ala ma 16 lat, a jej siostra ma 12 lat.

g, gdzie x € (4;00)

Cwiczenie 4
a) Mama Bartka jest o 6 lat mlodsza od jego taty. Stosunek wieku mamy
i taty jest jak 8 do 9. Ile lat ma mama Bartka, a ile — jego tata?

b) Wujek Stefana jest o 4 lata starszy od jego cioci. Stosunek podwojonego
wieku wujka do wieku cioci jest réwny 20:9. Ile lat ma wujek, a ile — ciocia?

3.7. Wyrazenia wymierne - zastosowania (1)
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Zadania

1. a) Boki prostokata maja dlugoéci  cm i 2z cm. Gdyby jego krétszy bok
wydtuzy¢ o 6 cm, a dhuzszy — o 5 cm, to stosunek diugosci bokéw bytby
rowny 2:3. Oblicz obwod tego prostokata.

b) Dany jest prostokat o bokach 30 cm i 18 cm. Jeden z tych bokéw wydtu-
zono o xr cm, a drugi — o 2x cm i otrzymano prostokat, w ktéorym stosunek
dtugosci bokow jest rowny 5:9. O ile zwigkszyt sie obwodd tego prostokata?
Rozpatrz wszystkie przypadki.

2. Dane sg szeScian o krawedzi x cm oraz prostopadioscian o krawedziach
(x+1) cm, (z +2) cm i (z + 3) cm. Stosunek sumy dlugosci wszyst-
kich krawedzi prostopadtoscianu do sumy diugosci wszystkich krawedzi
szescianu jest rowny 5:4. Oblicz objetos¢ szescianu.

3. Cena wi$ni dwa dni temu byta o 3 zt/kg nizsza niz dzi§. Dwa dni temu pani
Ala wydata na zakup wisni 45 zt. Aby kupi¢ dzi$ tyle samo tych owocow,
musiataby wydac¢ o 9 zt wiecej. Jaka byta cena wisni dwa dni temu?

4. a) Magda ma 25 lat, a jej mlodsza siostra — 13 lat. Za ile lat stosunek
wieku Magdy i jej siostry bedzie réwny 27
b) Babcia Krysi jest o 8 lat mtodsza od jej dziadka. Stosunek wieku babci
do wieku dziadka 34 lata temu byt jak 2 do 3. Ile lat ma babcia?

Sprawdz sie

5. a) Licznik pewnego utamka jest o 6 wiekszy od jego mianownika. Jesli
licznik i mianownik zwiekszymy o 11, to otrzymamy utamek rowny %.
Zmajdz wyjsciowy utamek.

b) Licznik pewnego utamka jest liczba dodatnia i jest o 3 mniejszy od jego
mianownika. Jesli licznik i mianownik zwiekszymy o 10, to otrzymamy
utamek dwa razy wigkszy. Znajdz wyjsciowy utamek.

6. a) Boki prostokata maja dtugosci  cm i (z + 4) cm. Jesli oba boki skro-
cimy o 4 cm, to stosunek ich diugosci bedzie réwny 3:5. Oblicz obwdd
tego prostokata.

b) Dany jest prostokat o bokach 32 cm i 51 cm. Jego krotszy bok skrécono
o x cm, a dtuzszy bok — o 3z cm i otrzymano prostokat, w ktérym stosunek
dtugosci bokéw jest rowny 3:4. O ile zmniejszyl sie obwod prostokata?
Rozpatrz dwa przypadki.

I 114 3. Funkcje wymierne

3.8. Wyrazenia wymierne - zastosowania (2)

Przyktad 1

Dwa samochody wyruszyly jednoczesnie z Malborka. Kazdy jechat ze stalg
predkoscia. Po pewnym czasie pierwszy znajdowat sie w odlegtosci 320 km,
a drugi — 240 km od tego miasta. Predko$¢ drugiego samochodu byta o 20 km /h
mniejsza od predkosci pierwszego. Oblicz predkosci obu samochodéw.

Oznaczmy przez v; i vy predkosci samochodéw. Wéowcezas:

320 240 Korzystamy ze wzoru ¢t = 2,

v1 v1 — 20 gdzie t — czas, s — droga.

320(’01 - 20) = 240’01
Stad v; = 80 oraz v, = 80 — 20 = 60.
Predkosci samochodéw wynosity odpowiednio 80 km/h i 60 km/h.

Cwiczenie 1

a) Samochéd jadacy z predkoscia v pokonal odleglosé 195 km. Samochédd
jadacy z predkoscia o 20 km/h wieksza pokonal w tym samym czasie 260 km.
Oblicz predkosci obu samochodéw.

b) Pociag ekspresowy na trasie dtugosci 360 km jechat z predkoscia o 30 km /h
wiekszg niz pocigg osobowy i pokonat te trase w czasie réwnym 0,75 czasu
przejazdu pociagu osobowego. Oblicz predkosci obu pociggéw.

Przyktad 2

Piotrek potrzebuje 4 godzin na pomalowanie plotu wokél domu. Adam te
sama prace wykonalby w ciggu 8 godzin. Ile czasu zajetoby im pomalowanie
ptotu, gdyby pracowali razem, kazdy w swoim tempie?

Oznaczmy przez w prace, ktéra nalezy wykonac¢. Wowcezas:

1
4
1

sw — praca wykonana przez Adama w ciagu godziny,

1 1 _ 3 ’7. . . .
W + gw = fw — praca wykonana wspolnie w ciggu godziny.

w — praca wykonana przez Piotrka w ciggu godziny,

7 tego wynika, ze na wspolne wykonanie pracy chtopcy potrzebowaliby:
w: 3w =% =22 [h]

czyli 2 godzin i 40 minut.

Cwiczenie 2

Artur potrzebuje 10 godzin na pomalowanie pokoju, a Darek zrobilby to
w ciagu 6 godzin. Ile czasu zajetoby im pomalowanie pokoju, gdyby pracowali
razem, kazdy w swoim tempie?

3.8. Wyrazenia wymierne - zastosowania (2)
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Zadania

1.

Droga migedzy miastami A 1 B ma 350 km. Z tych miast wyruszyly jedno-
czed$nie naprzeciw siebie dwa samochody i jechaly ze stalymi predkosciami.
Pierwszy z nich jechal z predkosdcia o 30 km/h wigksza niz drugi. Samo-
chody minely sie, gdy pierwszy pokonal % trasy miedzy miastami. Oblicz
predkodci obu samochoddw.

Trasa kolejowa z miasta A do miasta B ma 510 km. Z tych miast wy-
ruszyly jednoczesnie naprzeciw siebie dwa pociagi i jechaly ze stalymi
predkodciami. Predkosé pierwszego byta o 10 km/h wigksza niz predkosé
drugiego. Pociagi spotkaly sie w odleglosei 270 km od miasta A. Oblicz

predkosei obu pociagdw.

Trasa rowerowa wokol jeziora ma dlugosé 12 k. Dwéch rowerzystow wy-
ruszyto jednoczesnie z tego samego miejsca i okrazalo jezioro w tym samym
kierunku w stalym tempie. Predkosé jednego z nich byla o 5 km/h mniej-
sza niz predkosé drugiego. Do ponownego spotkania rowerzystow doszio,
gdy szybszy z nich wykonal 4 okrazenia jeziora, a wolniejszy — 3. Oblicz

predkosci obu rowerzystow.

Pierwsza koparka wykonala polowe wykopu w ciagu 6 godzin, reszte wy-
kopu wykonata druga koparka w ciagu 9 godzin. Ile czasu zajetoby wyko-
nanie wykopu, gdyby obie koparki pracowaly jednoczesnie, kazda w swoim
tempie?

W tabeli podano, ile czasu potrzeba na wy-

Pompa A 10 godzin

pompowanie wody ze zbiornika przy wyko- _
rzystaniu pompy A lub B. lle czasu zajmie Pompa B 6 godzin
wypompowanie wody, jesli wykorzystamy '

jednoczesnie obie pompy?

Sprawdz sie

6.

Droga miedzy miastami A i B ma 210 km. Z tych miast wyjechaly jed-
noczesnie naprzeciw siebie dwa samochody. Kazdy z nich jechal ze stala
predkodeia, przy czym jeden jechal o 15 km/h szybeiej niz drugi. Minely
si¢ one w odleglosei 90 km od miasta A. Oblicz predkodé kazdego z nich.
Rodzice Roberta maja na dzialce truskawki. Zebranie truskawek zajetoby

Robertowi 4 godziny, a jego mlodszemu bratu — 6 godzin. lle czasu zajmie
im zbior truskawek, jesli bedg pracowad razem, kazdy w swoim tempie?

B 1156 3. Funkcje wymierne

Vv

Powtorzenie

B Zestaw |

1.

Do wykresu proporcjonalnosci odwrotnej y = £ nalezy punkt A. Podaj
wzOr tej proporcjonalnosci oraz wspotrzedne trzech innych punktéw nale-
zacych do jej wykresu.

a) A(3,8)

b) A(%,4) c) A(7, = d) A(27,:

L

27 * 28

2. Oblicz wartosci funkeji f(z) = = dla:
a) ;}:E{—il:—%,%}, a= —2, c) J:E{

b) x e {-2,-1,1}, a= 1, d) z € {

Na rysunku przedstawiono wykres funk-
cji f(x) = %. Oblicz a.

a) Ktoére sposrdod punktow: I—’(—S, —g),
Q(% 12)= H’.(\/ﬁ, \/-3-) naleza do wykresu
funkeji f7

b) Odeczytaj z wykresu rozwiazanie nie-
rownosci f(x) > —3.

¢) Odeczytaj z wykresu rozwiazanie nie-
rownosci f(x) < 3.

. . . n 5 # . . . . . s .
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = —=, ktorej dziedzing jest zbior D. Podaj
zbior wartosci tej funkceji.

a) D=R\{0} b)D=(-00;—-1) ¢)D=][1;5] d)D=][-1;1]\{0}

Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Podaj dziedzine funkeji g i réwnania
asymptot jej wykresu.

a) flz)= % g(x) = %—I—? ¢l fla)= é, glx) = 3
b) flz)= —%, gle) = —S -2 d) f(z) = —%, g(z) = —

1
42

Naszkicuj wykresy funkeji f, g i h. Podaj dziedzing i zbior wartosci kazdej

z tych funkcji.

a) fla)=2.  gl@) =75 hle)= Tyt
b) f) =2, g@)=5. k@)= g -1
c) f{:r:):—g, g(:ﬁ):—miz, h..{:;r):—xiz +3

Powtarzenie
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7. Prosta réwnolegla do osi OY przecina wykres funkeji f(x) = £ w podanym
punkcie P. W jakim punkcie ta prosta przecina wykres funkeji g(x) = —27?

o
Podaj wzory i naszkicuj wykresy funkeji f i g.

a) P(2,%) b) P(1,2) ¢) P(1,-3) d) P(2,3)
8. Ktore sposrdd liczb —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3 nie nalezg do dziedziny wyra-
zenia?
\ 1622+ z+5 | x2+6x+9 ) ® -3zt + 1) 2z — 1623+ 9
d) 3 — 9p2 )} xt — 473 4+ 422 & 2 - 1-6 s 3 — 12 - 21
9. Wyznacz dziedzine funkcji f. Oblicz f(—3), f(1) i f(3).
2 -2z x4+ 0,5
a) f(z) = —5—; ¢c) f(&)= 157
€2 -+ 21 32 G
b Fligl= —— d) FlE)= =7
10. Wykonaj dzialania. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.
x—4 6z G r(dz + 2) z? %I
a) : c) — : e) 5
dx 2r -8 (2 + 1) R | z+2 3z+6
2 2_ 2 :
b) T _3.1':-9 d)x 9_ 3z f).'r d:?ﬁ
r—3 2r r—3 2x 4+ 6 41 2 -1

11. Wyznacz pole trapezu o podstawach a, b i wysokosci h (z > 0).

5

8) =3z, ¥=a+2 A=

tr 4 3
6
b)) a=a*+4x, b=22*+8x, h= ——
) + ’ +38 ' r? +4x
B Zestaw Il
1. Rozwiaz réwnanie.
2 3
6x—3 N oFr—1 N\ 3T 6 6—-dr
El;l -3 =0 (J) .1':-3-I =il L) 14—;.7:+ﬁ_ g) 2z ?_0
241 z—2 12z + 8 3-2z
b) ‘iE-I-l_D (1) ﬁ:]:-«il_o f) u;m-—ﬂ }l)"-%—T—Q
2. Rozwiaz réwnanie.
4 T z+1 1
a = -2 C =2 & =1 — —4=x
) r+3 ) r—1 ) 3-z g) T
7 -2 2z -7 6
I = 1 = — i = —5 h) —+5==2
J)h == b ().’r+ﬁ 3 ) - 5 1)E-|—5 1
3. Rozwiaz réwnanie.
- xe T . aas _$+r1
a) — =4z d) e ) e 2
T 3 6 — 8x
b) —a =& e) - 4—:—3 }1)2.1:—!—1—45:"3
2
¢) Z— =g ) i, S i) de —4=——
r—4 z+5 x

B 118 3. Funkcje wymierne

10.

11.

Rozwiagz réwnanie.

: fr—2 -1 1y E- 1 22—z 2z =3
a) = d) — = g) =
Hx T4+1 T -+ 2 o+ 1 Sz + 10 r—4
2T G 2 4 2r—4 2 5 1
h) T T -+ [3:] T <+ _ 2r l'lj T+ D _
T -+ 4 3z +6 r—2 T+ 2 r—1 T =+ 1

2r -5 xr—1 T —3 r -+ 6 ; 2z +1 3
c) = f) = i) =
2z 41 r=+3 l=1x T =2 -9 -3
Rozwigz rownanie.
2¢—-T 2 -6 -9 Jx
a — = b — =
) r—3 41 0 ) T -5 3z —4 0
Rozwiaz réwnanie dla a = 0 oraz dla a = 1.
T -+ 8 T +9 dr —4 axT + 2
a =0 b =0 c = azx d =2
:] 2x ) 2—x ) T ) x-+1

Wryznacz ze wzoru podana zmienna.

a) P=""2"h b ¢) P=mr’+arl, I  €) V==Lmr?h, r
) = a;b ~h, h d) V = zar*h, h f) ¥ = %TF’I' r

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = 2 — 1. Wyznacz wspélrzedne punktow,
w ktorych wykres funkeji f przecina prosta y = 2 oraz prosta y = .

8) =2 b) a= -1 e} a=1 d) a=-2

Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy funkeji f(x) = % + 1 oraz
2

g(z) = — +3.

a) Dopasuj wzor do wykresu. Podaj miejsca zerowe funkeji f 1 g.

b) Rozwiaz rownania g(z) = x oraz f(x) = —=.

Rozwigz réwnanie.
a) |t —8| =3

b) |o— 3| =1

¢c) le+6|—2=0
d) |—9|-9=0

e) 6—|xr+6/=0
f) 4+|I—1‘=0
Rozwiaz rownanie.
a) [2z — 6| =4
b) |4z + 8| = 2

c) [4—2x|=7
d) |[-4z—1|=9

e) le—3|+(3z-9| =8
f) |6z+3|—|4z+2| = 4

Powtarzenie
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Sposéb na zadanie

Przyktad

Z miasta A do oddalonego o 640 ki miasta B wyruszyl samochod jadacy ze
Srednia predkoscia v km/h. Réwnoczesnie z miasta B tg sama droga wyruszyt
samochdd do miasta A ze érednig predkoscia o 20 km /h wigksza. Samochody
te minely si¢ w odleglosei 280 km od miasta A. Oblicz $rednie predkosei obu
samochodow.

Aby rozwiazaé to zadanie, mozna ulozyé i rozwiazaé¢ rownanie wymierne lub
uktad rownan.

I sposob

Korzystamy z zaleznodci t = 2, gdzie t — czas, s — droga, a v — predkoéé.
Pierwszy samochodd, jadac z predkoscig v km/h, do momentu miniecia z dru-
gim samochodem przejechal 280 km. Zatem otrzymujemy rownosé ¢ = —2—?{1
Drugi samochdd, jadac z predkosceia (v + 20) km/h, w tym samym czasie prze-

jechal 640 — 280 = 360 [km]. Zatem otrzymujemy rownosé t = “‘Tg“.

Rozwigzujemy rownanie wymierne:
280 360

v w420
360v = 280(v + 20)
360v = 280v + 5600

80v = 5600

v =70

II sposob
Korzystamy z zaleznodci s = v - t, gdzie s — droga, v — predkosé, a t — czas.

Pierwszy samochdd, jadac z predkoscia v km/h, pokonal w czasie ¢ droge
280 km. Zatem 280 = v - t.

Drugi samochéd, jadac z predkoscia (v + 20) km/h, pokonal w tym samym
czasie droge 640 — 280 = 360 [km]|. Zatem 360 = (v + 20) - ¢.
Podstawiamy vt = 280 i otrzymujemy:
360 = 280 + 20¢
20t = 80
b=l

Podstawiamy t = 4 do pierwszego réownania i otrzvmujemy v = 70.

Odpowiedz: Srednie predkosei samochodow wynosily 70 km/h i 90 km /h.

=» Zadanie 23, str. 124

B 120 3. Funkcje wymierne

Przed obowiazkowa matura z matematyki

W zadaniach 1-10, 13.2 1 15.2 wybierz wlasciwa odpowiedz spodrdd podanych.

Zadanie 1 (0-1)

Liczba 3 jest miejscem zerowym funkeji f(x) = :__—4!} + g dla
A.p=-3,¢=0 C.p=4,qg= -3
B. p=32 g=-=1 Dem=T1.q =3

Zadanie 2 (0-1)
Funkeja rosnaca w kazdym z przedzialow (—oc; —2) i (—2;o0) jest funkeja

AJ@) =52 B @)= Cf@=23 Dof@)=248

T -+ 2

Zadanie 3 (0-1)
Miejsce zerowe funkeji f(z) = - 1 =+ 1, ktorej
wvykres przedstawiono na rysunku obok, jest

rowne 5. Zatem
Aa=21b=2 C.a=3ib=-2
B.a=-2ib=2 D.a=-3ib=-2

Zadanie 4 (0-1)
Punkty P(1,2) i Q(3,4) naleza do wykresu
funkcji

3 3
A.f{ii‘:)z'r—g'—]. C'f(:r:):r‘i+1
3 2
B. f{J:)—I—E—l—l D. f{.j:)—_r_l_g—l
Zadanie 5 (0-1)
Al ﬂ(n+1)_,1_2_
Jesli —— ~—= =0, to
2 2,

A = (n—-2)(n+1) B. = (n+2)(n-1) C. = ?ll + 4 D e ) 1

(n+2)(n-1) (n—2)n+1) n? 41 n? -1
Zadanie 6 (0-1)
Rozwigzaniem réwnania % = %‘: jest liczba

7 5 3 1
A. —2 B, —2 G —3 D, ~z
Zadanie 7 (0-1)
Liczby —5 1 1 sa rozwiagzaniami réwnania
W R ¢ 22T oo
z—1 x4+ 5
B, =5 g g D. 22 a5
T+ 1 r+1

"

Przed obowiazkowa maturg z matematyki
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Przed obowiazkowa matura z matematyki

Zadanie 8 (0-1)

Wykresy funkeji f(x) = 2 i g(z) = bz przeci-
naja sie¢ w punktach P(3,1) i Q(—3,—1) (rysu-
nek obok). Wynika stad, ze a + b jest rowne

A. -22 B. 0 C. 32 D. 6
Zadanie 9 (0-1)
Jednym z rozwiazan réwnania ?—ﬁ = % jest
3-V5 3-v11 313 3-V17
A, == B, =2 C. == 1), ==

Zadanie 10 (0-1)
2r—3

Liczba a jest rozwigzaniem réwnania 32— =

= 0, a liczba b jest rozwiazaniem
3
# . Be T 2 " - . ra
rownania -3;%— = (. Suma liczb a i b jest réwna

.‘F
A.52 H. C.5

o

TS

1) 6

ba | =

Zadanie 11 (0-1)
Dane sa dwa wyrazenia wymierne F' i G okredlone dla z € R\ {-3,-2,2,3}.
f‘-1_x2+ﬂ1:r:+r1 2 bx -9

r2 -4 7 x2 -9
Dokoncz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz
odpowiedz 1., 2. albo 3.

lNloczyn F' - G jest rowny

2 E
A 2 -1 -6 1. EE T:T +?
. ; o4+ 5+ 6
24— 6’ p
_ F ) 2 - 5246
a iloraz — jest rowny . 3
- v Tzt 4+ b +6
2 4+r—6 2
B. T4+ 5T+ 6

2 4+z 46 e

Zadanie 12 (0-1)
Dane jest réwnanie |.r + \@\ = 2\/@.

Ocen prawdziwosé¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest

prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.
Wszystkie rozwigzania tego rownania
sa liczbami niewymiernymi. P F

naleza do przedzialu (—2;2). P F

B 122 3. Funkcje wymierne

Przed obowiazkowa matura z matematyki

Zadanie 13

Dane sa dwa wyrazenia wymierne P i (Q okreslone dla x € R\ {-3, 3, 4}.

JP:J:-I-«!I Q::IZE 3z

9z’ T -4

Zadanie 13.1 (0-1)
Ocen prawdziwosé ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest

prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Dls 2= —g oba wyrazenia przyjmuja wartosci dodatnie. P F
Dla z = g oba wyrazenia przyjmuja wartodci ujemne. P F

Zadanie 13.2 (0-1)

T . T : e s G
Hoczyn wyrazen P i () zapisano w postaci —= 1k T gdzie k jest liczba rze-

(r+ 3 x—4
czywista. Wynika stad, ze

A. k=-6 B.kE=-4 C.k=4 D k=16

Zadanie 14 (0-2)
Dokoncz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi. tak aby dla kazdej z nich otrzy-

mane zdanie bylo prawdziwe.

Dla argumentu réwnego —2 wartosé réwna —1 przyjmuje funkeja

2x—-1 dx +2 ..—.2I !
A fa) = 222 O N

I+"-1 3z 1 L 4
B. f(z) = 2¢+ 2 D. f(z) = 2r -5 F. f(z) = 4z — 2

Zadanie 15

Dana jest funkcja f(x) = jg;_z; gdzie x € R\ {\/E}

Zadanie 15.1 (0-2)

Whisz obok rozpoczetych zdan w tabeli ponizej wiladciwe odpowiedzi wybrane
sposrod A-E.

Funkcja f dla z = v2 — 1 przyjmuje wartosé rowna d
Funkeja f dla 2 = v2 + 1 przyjmuje wartoéé¢ rowna i

| S

Zadanie 15.2 (0-1)
Wykres funkeji f przecina osie uktadu wspoltrzednych w punktach (a,0) 1 (0, 5).

D, B . 9/3 B B 94 47

lloczyn ab jest rowny

Koo B, —2 Q5 D. 22

[0

Przed obowiazkowa maturg z matematyki
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Przed obowiazkowa matura z matematyki

Zadanie 16 (0-2)
Dana jest funkcja f(z) = £, gdzie x € R\ {0}. Do jej wykresu nalezy punkt
(2v/5 — 3,25 + 3). Oblicz a.

Zadarie 17 0-2 4 Trygonometria -

Rozwiagz réwnanie |z — 1 + V3| =vV3-1.

Zadanie 18

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-

g f(e) = % + b.

Jedng z funkcji trygonometrycznych omawianych w tym
rozdziale jest funkcja sinus — slowo to po lacinie oznacza
zagiecie, zatoke. Jesli znamy wartosé sinusa kata a (w skro-
cie sin ) oraz dlugosé przeciwprostokatnej e tréjkata pro-
stokatnego, mozemy obliczy¢ dlugosé przyvprostokatnej a
(rysunek obok), korzystajac z rownosci a = ¢sin a.

Na przyklad, cheae sie dowiedzieé, na jaka wysokodé siegnie drabina strazacka
o dlugosei 40 m podniesiona pod katem 65°, wykonujemy mnozenie 40 -sin 65°.
Poniewaz sin 65° 2~ 0,9, wiec wysokosé ta jest réwna okolo 36 m.

Zadanie 18.1 (0-2)
Oblicz najmniejsza wartos¢ funkeji f w prze-

dziale [ L ﬁ] :

51

Zadanie 18.2 (0-2)

Rozwigz réwnanie f(z) = z.

Zadanie 19 (0-2)

I — 1
Rozwiagz réwnanie

z oy
V2r—4 ~ z-2v/2"

(0] Zadanie 20 (0-3)
Uzasadnij, ze do wykresu funkeji f(x) = =+ 1 nalezy dokladnie szes¢ punktow

0 obu wspolrzednych catkowitych.

[ESE
L

Zadanie 21 (0-4)

Dane sa dwa prostokaty: jeden o bokach x ¢m i (x+4) cm oraz drugi o bokach
(x+4) cm i (2x+ 2) em. Stosunek diugosci krétszego boku do diuzszego boku
dla obu prostokatow jest taki sam. Oblicz sume pol tych prostokatow.

ATl

FePr ey 2 .l p | 7

Zadanie 22 (0-4)
Pierwsza polowe trasy pociag przebyt z predkoscia v, a druga polowe — z pred-
koscia dwa razy mniejsza. Cala trasa ma dlugosé 140 km. Wyznacz wzor opi-

&
o
v
L
F
e

o

sujacy zaleznos¢ miedzy czasem t, w jakim pociag przebyl cala trase, a pred-
koscig v. Oblicz ¢t dla v = 120 km /h.

Sasiiil BL NN

Zadanie 23 (0-4) = Przykiad, str. 120
Kajakarz plynie po stojacej wodzie z predkoscig 10 km/h. Gdy plynal z pra-
dem rzeki, pokonal trase o 50% dluzsza, niz bylby w stanie pokonaé¢ w tym

samym czasie, gdyby plynal pod prad. Oblicz predkoéé pradu rzeki.

L
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4.1. Trojkaty prostokatne

Twierdzenie Pitagorasa

Suma kwadratéw dtugosci przyprostokatnych trojkata
prostokatnego jest rowna kwadratowi dtugosci przeciw- c b
prostokatnej:

a? + b2 = ¢2 a

Istnieje wiele dowodow tego twierdzenia. W ponizszym dowodzie korzystamy
z wlasnosci podobienstwa tréjkatow.

Dowaod

Rozpatrzmy trojkat prostokatny ABC' o przyprostokatnych a i b oraz przeciw-
prostokatnej ¢. Prowadzimy w nim wysokos¢ CD (rysunek ponizej). Na pod-
stawie cechy KKK stwierdzamy, ze trojkaty CBD, ACD i ABC sa podobne.
Z podobienstwa trojkatow ABC' i CBD otrzymujemy:

a__ 2z B
ac2 _ Cax : XY D . v 16

Z podobienstwa tréjkatéw ABC i ACD °

otrzymujemy: Yy “
b_y a
c 0 a 8
b*=cy A b C

Zatem a® +b* = cx + cy = c(x +y), ale  +y = ¢, czyli a® + b* = 2.

Cwiczenie 1
Oblicz dlugosé¢ przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego o przyprostokat-
nych a i b.

a) a=30,b=40 c) a=2v2-1,b=2V2+1 e) a=b
b) a=+/5,b=2 d) a=v5-3,b=v5+V3 f) a=-=2

Cwiczenie 2
Oblicz =z.

RN 9
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Aby sprawdzié, czy dany tréjkat jest prostokatny, mozna wykorzystaé ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Jezeli suma kwadratow dlugosci dwoch bokow trojkata jest réwna kwa-
dratowi dtugosci trzeciego boku, to tréjkat ten jest prostokatny.

Dowoéd

Rozpatrzmy trojkat T' o bokach dlugosci a, b, ¢ takich, ze a? + b* = ¢?, oraz
trojkat prostokatny 717 o przyprostokatnych dtugosci a i b.

Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze przeciwprostokatna c; tréjkata 77 spetnia
warunek ¢? = a® + b?. Zatem ¢, = c.

Oznacza to, ze trojkaty T i T sa przystajace na podstawie cechy BBB. Zatem
trojkat T' jest trojkatem prostokatnym.

Cwiczenie 3
Sprawdz, czy trojkat o podanych bokach jest trojkatem prostokatnym.
a) 3,4,5 b) 6, 8, 10 c) 5,9, 11 d) 2, 4, 2v/5

Liczby naturalne a, b, ¢ bedace dlugosciami bokéw tréjkata prostokatnego
nazywamy tréjkami pitagorejskimi. Najbardziej znana z nich to tréjka 3, 4, 5.

Cwiczenie 4
Uzasadnij, ze podana trojka liczb jest trojka pitagorejska.
a) 5, 12, 13 b) 8, 15, 17 c) 7,24, 25 d) 9, 40, 41

Szczegbdlne znaczenie ma trojkat prostokatny bedacy polowa kwadratu, czyli
trojkat o katach 45°, 45°, 90°.

D C
Przekatna kwadratu o boku diugoéci a jest réwna a+/2.
d a
Cwiczenie 5
Uzasadnij podane wyzej twierdzenie. A a B

Cwiczenie 6
a) Oblicz obwdd tréjkata prostokatnego rownoramiennego, ktérego pole jest
réwne 72 cm?.

b) Oblicz obwdd i pole tréjkata prostokatnego réwnoramiennego, ktérego
przeciwprostokatna ma diugosé 4 cm.
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Drugi wazny trojkat prostokatny to tréjkat bedacy potowa tréojkata réowno-
bocznego, czyli trojkat o katach 30°, 60°, 90°.

6. a) Dany jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych dtugosci 6 cm i 8 cm.
Oblicz dtugosci srodkowych poprowadzonych z wierzchotkéw katow ostrych

C tego trojkata.
Wysokosé trojkata réwnobocznego o boku diugosci a b) Jeden z katéw ostrych tréjkata prostokatnego ma miare 60°, a jego
eth e av3 przeciwprostokatna ma diugosé 12 cm. Oblicz diugosci srodkowych po-
2 Y h ¢ prowadzonych z wierzchotkow katow ostrych tego trojkata.
@ Cwiczenie 7 B @ 7. Dokoncz przedstawiony ponizej dowod twierdzenia Pitagorasa.
Uzasadnij podane wyzej twierdzenie. A 4o D fa B a) Rozpatrzmy tréjkat prostokatny ABC' o przy- E a D
prostokatnych a i b oraz przeciwprostokatnej c. Ry- .
Cwiczenie 8 sujemy trapez prostokatny ABDE o podstawach a

i b oraz wysokosci a + b (rysunek obok). Kat ACE b

jest katem prostym (uzasadnij). Pole P trapezu jest
suma pol tréjkatéow ABC, CDE i ACE:

a) Oblicz wysokos$é tréjkata rownobocznego, ktorego obwod jest réwny 48 cm.

b) Oblicz obwdd tréjkata réwnobocznego, ktorego wysokosé jest réwna 6 cm.

. P=1lab+Lab—+ L2 C
Zadania 200+ 500+ 3¢ ‘
Korzystamy teraz ze wzoru na pole trapezu: /]
1. Oblicz pole tréjkata prostokatnego réwnoramiennego, ktorego: P =1(a+Db)(a+b) A b B
L7 , a b
a) obwéd jest rowny 6(1 +v/2), b) Rozpatrzmy trojkat prostokatny o przyprosto-
b) przeciwprostokatna jest o 2(v/2 — 1) diuzsza od przyprostokatnej, katnych a i b oraz przeciwprostokatnej c. Rysujemy @
c) érodkowa poprowadzona na przyprostokatna ma dlugosé 4/5. kwadrat o boku a + b i wewnatrz niego kwadrat b
, , o boku ¢ (rysunek obok).
Oblicz z i y. b
a) Duzy kwadrat ma bok réwny a + b, wiec jego pole: a
_ 2
y é 60° P=(a+b) b a
Pole duzego kwadratu jest rowne sumie pola matego kwadratu i pol czte-
. rech tréjkatow:
v 26 P=c+4-a-b

a) Najdtuzszy bok tréjkata réwnoramiennego ma diugos$é 8v/3 cm, a jeden
z jego katéw ma miare 120°. Oblicz obwdd tego trojkata.

b) Katy ostre trdjkata maja miary 30° i 45°, a wysokos¢ opuszczona na
najdtuzszy bok jest rowna 3 cm. Oblicz obwod tego trojkata.

Pole tréjkata BCD przedstawionego na rysunku
obok jest réwne 8v/3. Oblicz obwéd tréjkata ABD.

Jeden z katéw ostrych tréjkata prostokatnego jest
dwa razy wigkszy od drugiego kata, a suma dtugo-

Sci przeciwprostokatnej i dtuzszej przyprostokatne;j
jest réwna 6(2 + v/3). Oblicz pole tego trdjkata.
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a b a

Przeprowadz dowod twier-
dzenia Pitagorasa, korzy-

stajac z rysunkow przedsta-
wionych obok. W tym celu
porownaj pola bialych kwa-

dratéow.

Obwod trojkata prostokatnego jest rowny 30 cm, a jego najdtuzszy bok
ma dhugosé 13 cm. Oblicz dlugosci pozostalych bokow tego tréjkata.
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10. Przeciwprostokatna trojkata prostokatnego ma dtugosé 2 cm. Diugosé jed-

11.

nej z przyprostokatnych jest srednia arytmetyczna dtugosci przeciwprosto-
katnej i drugiej przyprostokatnej. Oblicz obwod tego trojkata.

Obwod rombu jest réwny 4v/41 cm, a jedna z jego przekatnych jest o 2 cm
dtuzsza od drugiej. Oblicz dtugosci tych przekatnych.

Sprawdz sie

12.

13.

14.

15.

16.

Oblicz obwdd trojkata ABC.

a) C b) C© c)
V2 6
B 45° B\
A B A 6 B
Oblicz obwodd trojkata ABC.
a) C b) C c) C
22
INNG [
> . . 30°
A B A B A 3 B

Jeden z katow ostrych tréjkata prostokatnego jest dwukrotnie wiekszy od
drugiego kata. Oblicz pole tego trojkata w przypadku, gdy:

a) jego obwéd jest réwny 6 + 2/3,

b) réznica dtugosci jego przyprostokatnych jest réwna 12 — 44/3.

Oblicz obwdd trojkata ABC.

a) C b) ¢ 5 © C
30° @
Xq)
P x 6—x > X
A T B A A z+1 B

Jeden z katow ostrych trojkata prostokatnego ma miare 60°, a diuzsza
przyprostokatna ma dtugosé 18. Oblicz dtugosci srodkowych poprowadzo-
nych z wierzchotkéw katow ostrych tego tréjkata.
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4.2. Funkcje trygonometryczne kata ostrego

Stosunki dtugosci bokéw trojkata prostokatnego sa tak powszechnie stoso-
wane, ze otrzymaly wlasne nazwy.

Definicja
Stosunek dtugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko 5
kata do dtugosci przeciwprostokatnej nazywamy sinusem .
a
tego kata.
. a (0% .
sina = =
c A b C

Stosunek dtugosci przyprostokatnej lezacej przy kacie do dtugosci przeciw-
prostokatnej nazywamy cosinusem tego kata.

b
cos o = —
C

Stosunek dtugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko kata do dtugosci
przyprostokatnej lezacej przy tym kacie nazywamy tangensem tego kata.
a

tga:B

Stosunki te nazywamy funkcjami trygonometrycznymi kata ostrego a.

Definiuje sie tez stosunek diugosci przyprostokatnej lezacej przy kacie do ditugosci
przyprostokatnej lezacej naprzeciwko tego kata. Jest to cotangens kata: ctga = g.

Zwr6é uwage na to, ze stosunki te nie zaleza By
od wielkoSci rozpatrywanego tréjkata, a je- B
dynie od kata a. Z podobienstwa tréjkatow
AB,C; i AB,;C5 wynikajg rownosci:

[B1C1| _ |B2Cs -
ABi|  |ABy 1 Cn

sin @ =

Q
aln

Cwiczenie 1
Uzasadnij, ze dla dowolnego kata ostrego a zachodza nieréwnosci:

simna<1l 1 cosa<l1

Przyktad 1
Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata 45°. @

Rozpatrzmy tréjkat o katach 45°, 45°, 90° (rysunek obok).

: 0_1_\/5 o_]-_\/§ o_]-_ 45°
sm45—ﬁ—7, (:0845—%—7, tg45—I—1 -

B
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Przyktad 2
Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata 30°.

Rozpatrzmy trojkat o katach 30°, 60°, 90° (rysunek

obok).
: 2 1 3 /3 1

o _ 2 _ - o _ 2 _ V2 o _ 2 __
sin30° = 4 = 5, cos30° = - = =, tg30° = 5=
Cwiczenie 2

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata 60°.

Przyktad 3

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata o
w trojkacie na rysunku obok.

no = S — _ 4 _ 3 _

sina = - = 0,6, cosa = == 0,8, tga = , = 0,75

Cwiczenie 3

D=

/7

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych tréjkata prostokat-

nego o bokach a, b, c.

a) a=5b=12,¢c=13 b)a=8b=15,¢=17 ¢) a=

Mozna udowodni¢, ze:

e jesli a < B8 <90°, to sina < sin 3,

ojedli a < B <90°, to cosa > cos (3.

Aby uzasadni¢ pierwszg zaleznosé, rozpatrzmy tréj-
katy OB,C', oraz O B,(C) takie, ze punkty C; i C5 leza
na tuku okregu o $rodku w punkcie O i promieniu 1
(rysunek obok). Wéwczas:

sino = @ = |Blc'1\, Sinﬁ = @ = ‘B202|

oraz |B;C}| < |ByCs|, zatem sin o < sin 3.

D] CEwiczenie 4
Uzasadnij druga z podanych zaleznosci.

Zadania

1 _ __ 3
5 b=v2,c=3
Co
1 e,
1
/[P
O Bs By

1. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katow ostrych tréjkata prosto-

katnego o podanych bokach.

a) 6,8, 10 c) 1,4, V17
b) 7, 24, 25 d) 1, 4, V15
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e) V5, 2v5, 5
f) V2, V6, 2

2. Przerysuj tabele do zeszytu

i ja uzupeinij.
Skroty nazw funkcji trygonometrycznych

Q 30° 45° 60° pochodza od tacinskich stéw:
N % o 0 sin od sinus — zag1?01§, zatol.ia;
cos od complementi sinus— sinus dopel-
CoS (v ? ? 7 nienia;
tg o 9 1 9 tg od tangens — styczna.

3. Przekatna prostokata o bokach dtugosci 1 dm i 2 dm dzieli prostokat na
dwa trojkaty. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych
tych trojkatow.

4. Dla tréjkata przedstawionego na rysunku obok oblicz:

;s 20
a) dlugosci przyprostokatnych,

b) wartosci sin o, cos o, tg a oraz

sin 3, cos B, tg 5. P

/]

5. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych trojkata prosto-
katnego, ktérego jedna przyprostokatna jest trzy razy dtuzsza od drugiej
przyprostokatnej.

6. Dany jest rownoleglobok (niebedacy prostokatem) o bokach dtugosci 10 cm
i 9 cm. Jedna z przekatnych dzieli ten réwnoleglobok na dwa trojkaty
prostokatne. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katéow ostrych
tych trojkatow.

7. Podstawy trapezu réwnoramiennego maja dtugosci 6 i 10, a wysokos¢ jest
réwna 5. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata zawartego mie-
dzy dtuzsza podstawa trapezu a jego:

a) przekatna, b) ramieniem.

Sprawdz sie

8. Oblicz wartosci funkceji trygonometrycznych katéw ostrych trojkata prosto-
katnego o przyprostokatnych a i b.

a) a=2,b=56 b)a=2b=1+3 c)a=2b=1+5

9. Dany jest prostokat ABCD o obwodzie rownym 10 cm i krotszym boku BC
dhugosci 2 cm. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katow ostrych
trojkata ABC.
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4.3. Trygonometria - zastosowania

Funkcje trygonometryczne wykorzystuje sie¢ w wielu sytuacjach praktycznych.
Ich przyblizone wartosci odczytamy z tablic wartosci funkcji trygonometrycz-
nych na str. 251. Mozemy tez skorzysta¢ z odpowiedniego kalkulatora.

Przyktad 1

Wierzchotek latarni morskiej znajduje si¢ 25 m nad poziomem morza i widac
go z jachtu pod katem a = 5°. Jaka jest odlegto$¢ jachtu od podnédza skarpy,
na ktoérej stoi latarnia?

M

d

w Gg

Do wyznaczenia szukanej wartosci d wykorzystamy odczytana z tablic przy-
blizong wartos¢ tg 5° ~ 0,0875.

25 ~ 25
tg 0,0875

tga =2, czyli d= ~ 286 [m]

d
Cwiczenie 1
Oblicz wysoko$¢ budynku, ktorego cien ma dilugosé x
w momencie, gdy promienie stoneczne tworza z powierzch-
niag ziemi kat a.

a) x =5m, a = 58° b) z =12 m, a = 39°
Przyktad 2

Obserwator widzi czubek drzewa odleglego
o d = 65 m pod katem a = 29° (oczy ma na
wysokosci 1,5 m nad ziemia). Jaka jest wyso-

ko$¢ tego drzewa?
o __ X
tg 29° = o5

Z tablic odczytujemy: tg29° ~ 0,5543, czyli x ~ 65 - 0,5543 ~ 36 [m].
Wysoko$é¢ drzewa jest wiec réwna okoto 36 + 1,5 = 37,5 [m)].

Cwiczenie 2
Przyjmij, jak w przyktadzie 2., ze obserwator ma oczy na wysokosci 150 cm
nad ziemia, i oblicz wysokos¢ drzewa w przypadku, gdy:

a) a=40°, d =22 m, b) a = 14°, d = 100 m.
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Przyktad 3

Przekatna prostokatnej dziatki budowlanej ma dtugosé 30 m i tworzy z krot-
szym bokiem dziatki kat « taki, ze cosa = 0,6. Ile metréw biezacych siatki
potrzeba na ogrodzenie dzialki, jezeli na brame wjazdowsg nalezy zostawi¢ 3 m?

Obliczamy dlugo$¢ jednego boku dziatki:

% = cosa = 0,6, czyli y = 30-0,6 = 18 [m].
Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa: S
22 = 302 — ¢ = 900 — 324 = 576 %5 v
r = /576 = 24 [m]
Obliczamy obwdd dziatki: 2z + 2y = 48+ 36 = 84 [m]. a
Na ogrodzenie potrzeba wigc 84 — 3 = 81 [m)] siatki. Y

Cwiczenie 3
Oblicz obwdéd prostokata, ktorego przekatna dtugosci d tworzy z jednym z bo-
kéw kat o mierze a.

a) d=15, cosa = + b)dZS,COSQZ@

ot

Zmajomos¢ wartosci funkcji trygonometrycznych moze postuzy¢ do znajdowa-
nia miar katéw ostrych tréjkata prostokatnego.

Cwiczenie 4
Korzystajac z tabeli wartosci funkcji trygonometrycznych (str. 251), podaj
przyblizong miare kata «, dla ktorego:
a) sina = 0,4067,
b) sin o = 0,4226,

c) tga = 0,5735,
d) cosa = 0,9200.

Przyktad 4

Drabineg o dtugosci 5 m oparto o $ciang budynku tak, ze doty-
ka jej na wysokosci 4,8 m. Jaki kat tworzy drabina z ziemig? 5m/ |48m

sina = %2 = 0,96. Z tablic odczytujemy: o &~ 74°.

Cwiczenie 5
Jaki kat tworzy z ziemig drabina o dtugosci:
a) 6,5 m, jezeli oparta o $ciane budynku siega na wysokosé 5,5 m,

b) 4,5 m, jezeli jej koniec opierajacy sie o ziemie jest odlegly o 1 m od Sciany
budynku?

4.3. Trygonometria - zastosowania
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Zadania

1. Budynek rzuca cien dilugosci 19 m w momencie, gdy

promienie stoneczne tworza z powierzchnia ziemi kat
a = 55° (rysunek obok). Oblicz wysoko$¢ tego budynku.

2. Oblicz dlugosé cienia rzucanego przez budynek o wyso- 0

kosci 25 m w momencie, gdy promienie stoneczne tworza
z powierzchnia ziemi kat 40°.

3. Drzewo jest odleglte od punktu obserwacji na poziomie ziemi o 80 m. Z tego
punktu czubek drzewa wida¢ pod katem 25°. Oblicz wysoko$¢ drzewa oraz
dtugosé cienia rzucanego przez to drzewo, gdy promienie stoneczne tworza
z powierzchnig ziemi kat 70°.

4. Naciagniety sznurek diugosci 20 m, ktérego jeden koniec jest przymoco-
wany do ziemi, a na drugim koncu jest przyczepiony latawiec, tworzy z po-
ziomem kat 70°. Na jakiej wysokosci nad ziemia znajduje si¢ latawiec?

Nachylenie drogi jest zwykle podawane w procentach:
n — % -100% //Kl h
(67 .

. . h .
Zauwaz, ze + = tga. d

5. Wyznacz kat o (rysunek powyzej) dla drogi, ktorej nachylenie jest rowne:
a) 10%, b) 30%, c) 50%, d) 100%.

6. Podjazd dla woézkéw jest nachylony do poziomu pod katem a. Wyraz
w procentach nachylenie tego podjazdu. Czy spelnia on wymodg, ze na-
chylenie podjazdu ma byé mniejsze od 8%?

a) a=3° b) o = 4° c) a=5°

7. Drabina wozu strazackiego moze by¢ rozsunieta na dtugosé 20 m i podnie-
siona pod katem 72°. Na jaka wysokos¢ siegnie drabina, jesli jest zamoco-
wana 2,4 m nad ziemia?

8. Drabine oparto o Sciane tak, ze dotyka jej na wysokosci 3,6 m i tworzy
z ziemig kat 54°. Jaki kat bedzie tworzyta z ziemia ta drabina, jesli zostanie
oparta o $ciane na wysokosci 4 m?

9. Przekrdj poprzeczny strychu jest trojkatem rownoramiennym o podstawie
dtugosci 9 m i ramionach dtugosci 6 m. Oblicz miary katow tego trojkata.
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10. Pilot lecacy samolotem na wysokosci 50 m widzi poczatek pasa startowego
pod katem a = 30°, a jego koniec pod katem 3 = 10°. Samolot nadlatuje
wzdluz pasa startowego. Jaka jest dlugosé tego pasa?

a B
A B

11. Samolot zblizajacy sie do lotniska leci na wysokosci 2400 m. Do ladowania

musi schodzi¢ pod katem 4°. Jak daleko od poczatku pasa startowego
powinien rozpoczaé¢ ten manewr?

12. Startujacy samolot wznosi sie pod katem 15° z predkoscia 80 m/s. Jaka
wysokos¢ osiggnie samolot po 2 minutach od momentu oderwania sie od
ziemi?

13. Dwaj obserwatorzy stojacy w punk- N

tach A 1 B (rysunek obok) w odle- -
glodci 400 m od siebie widza nadla- a 5

tujacy wzdtuz kierunku AB samolot A B

pod katami o = 20° i § = 8°. Na jakiej wysokosci leci samolot?

14. Komin fabryczny ma wysoko$¢ 20 m. Jego wierzchotek widaé¢ z punktu A
pod katem 26°, a z punktu B pod katem 40°. Podstawa komina oraz punkty
A i B leza na jednej prostej. Jaka jest odleglto$¢ miedzy punktami A i B?
Rozpatrz dwa przypadki. W obliczeniach pomin grubosé¢ komina.

Sprawdz sie

15. Jaki kat z powierzchnia ziemi tworzg promienie stoneczne, jesli budynek
o wysokoéci 30 m rzuca cien dtugosci: a) 20 m, b) 30 m, c¢) 60 m?

16. O ile wyzej siegnie szeSciometrowa drabina ustawiona pod katem 73° do
poziomu ziemi od takiej samej drabiny ustawionej pod katem 53°7

17. Oblicz wysokos¢ drzewa.
a) a =15°, 3 = 25°
|AB| =20 m

4.3. Trygonometria - zastosowania
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4.4. Rozwigzywanie trojkatow

prostokatnych

Rozwigzaniem tréjkata nazywamy wyznaczenie dtugosci jego trzech bokow
oraz miar jego trzech katow.

Aby rozwigzac trojkat prostokatny, wystarczy znac:

o dtugosci dowolnych dwoch bokow

lub
o dtugos¢ dowolnego boku i miare jednego z katow ostrych.

Przyktad 1
Rozwiaz tréjkat prostokatny o przyprostokatnych dtugosci 4 cm i 10 cm.

Dtugos¢ przeciwprostokatnej obliczamy, korzystajac

z twierdzenia Pitagorasa: A
c =102 + 42 = /116 = 2v/29 [cm] )
tg 3 = -+ = 0,4. Z tablic (str. 251) odczytujemy: 4 cm
B~ 22° i stad o = 90° — 3 ~ 68°. B -
B 10 cm C
Przyktad 2
Rozwiaz tréjkat prostokatny, ktérego przyprostokatna A

lezaca naprzeciwko kata 50° ma dlugosé 8 cm.
a = 90° — 50° = 40°

8 cm
8 — sin50° &~ 0,766, stad ¢ ~ 10,44 cm.
8 = tg50° ~ 1,1918, stad a ~ 6,71 cm. ,
C
Cwiczenie 1

Rozwiaz trojkat prostokatny, o ktérym wiadomo, ze:

a) dwa jego dluzsze boki maja dlugosci 9 cm i 10 cm,

b) dlugosci jego przyprostokatnych sa réwne 5 cm i 13 cm,

c) jego przeciwprostokatna ma dlugos¢ 15 cm, a jeden z katéw ma miare 37°,
d) dhugos¢ jego przyprostokatnej lezacej naprzeciwko kata 54° jest rowna 8 cm.

Jesli potrzebna jest wiecksza dokladnosé, to miare kata mozemy podawaé
w stopniach i minutach, a nawet w sekundach.

1 minuta (oznaczana 1') jest réwna — stopnia . 1° =60’

60
! ___ /i

1 sekunda (oznaczana 1”) jest rowna % minuty . 10 - 2200”

Na przyktad 24,5° = 24°30'. —
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Przyktad 3

Wyraz w minutach i sekundach ﬁ kata 45°.
45°

— 45 . " __ " __ 1/ " __ / "
1000 — 1000 3600" = 162" = 120" 4 42" = 2'42

Cwiczenie 2

, . . . 1 .
Wyraz w stopniach, minutach i sekundach - kata:

a) 360°, b) 4°, ¢) 15°, d) 12°, e) 42°,

Przyktad 4 8.
Dany jest trojkat prostokatny ABC' (rysunek obok).
Odcinek AD jest zawarty w dwusiecznej kata BAC.
Wiadomo, ze |AB| = 81| BC| = 6. Oblicz miary katow

D
trojkata ADC.
tg [FBAC| = & = 0,75, czyli | BAC| =~ 37° h FB
Zatem: |[JCAD| ~ L . 37° = 18°30'

|4 ACD| ~ 90° — 37° = 53°
| ADC| ~ 180° — 18°30' — 53° = 108°30/

Cwiczenie 3

Dany jest trojkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzchotku A.
Wiadomo, ze |{BCA| = 55° oraz |CB| = 10. Na boku AB obrano punkt D
w taki sposob, ze odcinek CD jest:

a) zawarty w dwusiecznej kata BCA, b) srodkowa tréjkata ABC.

Oblicz dtugos$é odcinka C'D oraz miary katow tréjkata BCD.

Zadania
1. W trapezie prostokatnym ABCD kat ADB ma miare D ¢
43°30', a kat ABC' — miare 73°40’ (rysunek obok). P

a) Wyznacz miary katéow tréjkata BCD.

b) Wyznacz miary katow trojkata ABP w przypadku, N
gdy punkt P lezy na dwusiecznej kata ABC. A B

2. Rozwiaz tréjkat prostokatny o podanych dtugosciach przyprostokatnych.
a) 4 cm, 6 cm b) 1 cm, 7 cm ¢) 8 cm, 10 cm

3. Rozwiaz trojkat prostokatny ABC, o ktérym wiadomo, ze ma kat prosty
przy wierzchotku C' oraz:

a) |[JCAB| = 34°, |CB| = 6, b) |XCBA| = 66°, |AB| = 10.
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4. Oblicz obwdd i pole tréjkata rownoramiennego: 4.5. ZWia_Zki miedzy funijami

a) o ramieniu dhugosci 4 i kacie przy podstawie 37°,

b) o podstawie dtugosci 10 i kacie miedzy ramionami 70°. trygonometrycznymi kata OStrego

5. a) Trapez réwnoramienny ma podstawy dlugosci 6 dm i 10 dm, a jego TozsamoScig trygonometryczng nazywamy rownosé, w ktoérej zapisie wyste-
obwdd jest rowny 32 dm. Oblicz miary katow tego trapezu. puja funkcje trygonometryczne, prawdziwg dla wszystkich wartosci kata, dla

b) Trapez réwnoramienny ma podstawy dlugosci 4 cm i 8 cm oraz wyso- ktorych jest okreslona.

kos¢ 8 cm. Oblicz miare kata, jaki przekatna trapezu tworzy z podstawa. Podstawowe tossamosci trygonometryczne
c) Wysokosé trapezu réwnoramiennego wynosi 5 cm. Przekatna tego tra-

pezu ma dlugosé¢ 13 cm i tworzy z ramieniem kat prosty. Oblicz miary Bl domelngge Lejin esimegs a pravdae 6 ml ool

. sin
katéw tego trapezu. D 15 o = sin’a + cos’a = 1 ntga = ——
-/

6. Oblicz dlugosci bokéw AB i AD trapezu prosto- Z Uwaga. Zapis sin®a oznacza (sin «)?, analogicznie cos?a = (cosa)? i tg2a = (tga)?.
k%trlliego ABCD oraz miarg kata DCA (rysunek N 54° Tozsamoséé sin® a + cos? @ = 1 nazywamy jedynka trygonometryczna. B
obok). A B e .

Dowdd jedynki trygonometrycznej c a

7. Przekatne deltoidu maja dtugosci 20 cm i 30 cm. Punkt przeciecia przekat- Przy oznaczeniach takich jak na rysunku obok:

nych dzieli dtuzsza z nich w stosunku 2:1. Oblicz miary katéw deltoidu. : a . b =
sina = — 1 cosa = - A b C
8. Wysokos$¢é rombu poprowadzona do jego boku podzielita ten bok w sto- 5 ) a2 b2 a2 b2 a24b2 2 Korzystamy
i ) ) sin” o + cos” o = <—) + (-) =5+ 5= =5 =1 z twierdzenia
sunku 1:3. Oblicz miary katow tego rombu. C c c 2 2 c? c? _
Pitagorasa.
9. W tréjkacie réwnobocznym ABC o boku 12 na boku OB Z jedynki trygonometrycznej wynikaja nastepujace tozsamosci:
obrano taki punkt D, ze 3|DB| = |CD| (rysunek obok). sina=1-cos?a oraz cos’a =1—sin’«
Oblicz dtugos$¢ odcinka ED oraz dtugosci bokow trojkata D
ABD. : D] CEwiczenie 1 .
A EB Udowodnij tozsamoéé¢ trygonometryczng tg o = ——

COos ¢

Sprawdz sie

Jezeli dana jest wartos¢ jednej funkcji trygonometrycznej, to — korzystajac
10. Rozwiaz tréjkat prostokatny, ktérego przyprostokatne maja dlugosci: z tozsamosci podanych wyzej — mozna wyznaczy¢ wartosci pozostatych funkeji
_ , . trygonometrycznych.

a) b cmi 12 cm, b) 8 cm i 15 cm, c) 12 cmi 16 cm.

Przyktad 1

11. Rozwiaz trojkat tokat ktd iad ze dlugosé jego: . : :
OZW1g2 LIOJRYL Prostokaiiy, O KLOLyIl Wiatomo, ze CIUgose Jego Kat «a jest katem ostrym oraz sin a = % Oblicz cos a.
a) przeciwprostokatnej jest réwna 12, a przyprostokatnej 10,

. . , . , , Wartosc cos a obliczymy, korzystajac z jedynki trygonometryczne;j:
b) przeciwprostokatnej jest réwna 7, a jeden z katéw ma miare 43°,

2
e . . o - , 2) + cosla=1
c) przyprostokatnej lezacej naprzeciwko kata o mierze 26° jest réwna 12,5, 5
d) przyprostokatnej lezacej przy kacie o mierze 69° jest rowna 15. cos’a=1— % — %
Wartosci funkcji trygonometrycznych
12. Rownolegtobok ma boki dtugosci 10 cm i 30 cm. Jego krétsza przekatna CcoOS (v = % kata ostrego S@Jdogini& dlat}(;go Y
tworzy z jednym bokiem kat 90°. Oblicz miary katéw tego réwnolegtoboku. odrzucamy wartos$é —=.
y 7 jedny ] y Ka g g 5
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Cwiczenie 2
Kat a jest katem ostrym oraz cosa = g. Oblicz sin .

Przyktad 2
Kat « jest katem ostrym oraz cosa = % Oblicz wartosci pozostatych funkcji
trygonometrycznych kata a.

Wartosc¢ sin a0 obliczymy, korzystajac z jedynki trygonometryczne;j:
2
sin® a + (%) =1
.9 o §
sin” o =

2v/2  Wartosci funkcji trygonometrycznych

siha = 3 kata ostrego sa dodatnie.
Obliczamy wartos¢ tg a:
sin « %ﬁ
tga = = 3 =22
cos « 3

Cwiczenie 3
a) Kat a jest katem ostrym oraz sina = 0,8. Oblicz cosa i tga.
b) Kat « jest katem ostrym oraz cosa = % Oblicz sina i tg a.

c) Kat «a jest katem ostrym oraz cosa = i. Oblicz sina i tga.

Aby obliczy¢ wartosci funkceji trygonometrycznych, mozemy wykorzystaé od-
powiedni tréjkat prostokatny.

Przyktad 3

Kat a jest katem ostrym oraz tga = %. Oblicz sin «v i cos a.

Zauwaz, ze dla trojkata prostokatnego o przypro- B
stokatnych @ = 7 1 b = 24 otrzymamy tga = ;. .

Dtugosc¢ przeciwprostokatnej obliczamy, korzysta- A/K\a
jac z twierdzenia Pitagorasa: A b 2.

c=+VT7*+242 =25

Zatem sin o = e oraz cosa = 24
25 25"

Cwiczenie 4
Przedstaw ponizsza zaleznosé, rysujac odpowiedni trojkat prostokatny. Oblicz
wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata ostrego a.

a) tga =2 c) tga = 21 e) sina =

20
V2
2

g) cosa = g

b) tga = d) tga = /2 f) sina =

wlN
&

h) cosa = 5
6
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Rozwazmy trojkat prostokatny ABC' (rysunek obok).
W tym tréjkacie § = 90° — a. Zauwazmy, ze:

sin § = sin(90° — o) = %

o« . Ve . b .
i jednoczesnie cos @ = =, zatem sin(90° — a)) = cos a.
C

Twierdzenie

Dla dowolnego kata ostrego o zachodza réwnosci:
= sin (90° — ) = cos
= cos (90° — a) = sinw

1

Cwiczenie 5
Uzasadnij drugg i trzecig z podanych wyzej tozsamosci trygonometrycznych.

Cwiczenie 6
Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata ostrego a.

a) sin(90° — a) = 2 b) cos(90° — a) = ¥ c) tg(90° —a) =2

10 2

Zadania

1. Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata ostrego .
a) cosa =08  «¢) sina= 1 e) cosa= Y3 g) tga =22
b) cosa = 2 d) sima=04 f) tga=32 h) tga =2

2. a) Sinus kata ostrego « jest trzy razy wiekszy od cosinusa tego kata. Oblicz
sin a.
b) Cosinus kata ostrego « jest dwa razy wiekszy od sinusa tego kata. Oblicz
COS Q.

3. Czy istnieje kat ostry a spelniajacy podane zaleznosci?

. 22 . 1 4 _ Y10
a) sina = == 1 cosa = g c) tga=z: i sina= Y-

_2\/6 . _ 1 _\/5 . _ 2
b) tga == 1 cosa = ; d) tga=% i cosa=3

4. W tréjkacie prostokatnym jeden z katow ostrych ma miare o, a przeciwpro-
stokatna ma dtugos$é¢ c. Oblicz dtugosci przyprostokatnych tego tréjkata.
a) tga =3, c=10 cm b) tga =3, c=39 cm

4.5, Zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi kata ostrego

143 IS



5. Dany jest trojkat prostokatny ABC' o kacie prostym przy wierzchotku C. Trygonometria i astronomia

Oblicz obwdd tego trojkata.

a) |AC| =12, sin |4 BAC| = & c) |BC| = +/3, sin|JABC| = ‘/?6 Odlegtosci dzielgce nas od stosunkowo bliskich gwiazd mozna obliczy¢
b) |AC| = 4, sin | ABC| = g d) |BC| = 6, cos | ¥ BAC| = % na podstawie obserwacji zmiany ich polozenia na tle odlegtych gwiazd.
Astronomowie w tym celu wyznaczajg kat, zwany katem paralaksy.
6. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata ostrego a. Ma on miare rzedu setnych czesci sekundy.
a) sin(90° — a) = ¥3 c¢) cos(90° —a) = 1 e) tg(90° —a) = 2
b) sin(90° — a) = = d) cos(90° — a) = ¥ f) tg(90° — ) = 2

7. Przedstaw w prostszej postaci. odlegte gwiazdy

a) (1 —sina)(1l+sina) c) cosa-tga  e) sina-tg(90° — «)
b) (1 + sin(90° — oz))(l —cosa) d) sina- tg% f) tga-tg(90° — «)

gwiazda widziana gwiazda widziana

8. Korzystajac z tabeli wartosci funkcji trygonometrycznych (str. 251), wy- gralonl W diigig ZHAloMIgVICZRlie]

znacz przyblizone wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata

ostrego a.
a) sina = 0,91 b) cosa = 0,91 c) tga = 0,55 d) tga=14 b A b ARULE S
na podstawie obserwacji wykonanych

W czerwcu i grudniu
kat paralaksy

Do oznaczania katow zwykle uzywamy liter alfabetu greckiego.

A « alfa H n eta N v ni T 7 tau

B (3 beta O 0 teta = & ksi T v ypsilon

I' v gamma I . jota O o omikron b ¢ fi

A 6 delta K k kappa II © pi X x chi

E ¢ epsilon A A lambda P p ro v 1) psi

Z ¢ dzeta M p mi 2 o sigma 2 w omega . ; pofozenie Ziemi pofozenie Ziemi

W czerwcu w grudniu

Sprawdz sie

9. Cgzy istnieje kat ostry a spelniajacy podane zaleznosci? : Do wyznaczenia kata paralaksy mozemy wykorzystaé obserwacje wykonane w czerwcu
. _ 3 1 . 2 s o _3 i grudniu, gdy Ziemia znajduje sie w dwdch przeciwlegtych potozeniach na swojej orbicie
a) sina = 3* 1 cosa= 3 d) sina =5 i sin(90° —a) =3 wokot Storica (patrz rysunek). Oznaczmy przez r $rednia odlegto$é Ziemi od Storica, réwna
b) tga = % i sina =2 e) cosa = V5o cos(90° —a) = w przyblizeniu 150 min km (wielkos¢ ta zostata nazwana jednostkg astronomiczng).
5 5

Odlegtos¢ x obliczamy, korzystajac ze wzoru tg a :%, gdzie a - kat paralaksy.

¢) sina =% i sin(90° —a) =1 f) tga =2 i tg(90° —a) =

2 2

oo

10. W trojkacie prostokatnym jeden z katow ostrych ma miare o, a przeciwpro-

stokatna ma dlugos¢ c. Oblicz dtugosci przyprostokatnych tego tréjkata. N g e L e

Stonecznego - Proximy Centauri, dla ktorej kat paralaksy a = 0,77".
a) tga =3, c =15 cm b) tga =2, ¢ =39 cm Przyjmij tg 0,77" ~ 0,00000373.
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4.6. Funkcje trygonometryczne
kata wypuktego (1)

W tej i kolejnych lekejach bedziemy rozpatrywaé katy umieszezone w ukla-
dzie wspolrzednyveh w taki sposob, ze poczatek ukladu jest wierzchotkiem
kata, a jedno z ramion kata, zwane jego ramieniem poczatkowym, zawiera sie
w dodatniej potosi OX. Drugie ramie bedziemy nazywaé ramieniem kofico-
wym. Kat odlozony jest od ramienia poczatkowego do ramienia koncowego
w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara.

¥ ) 4 ¥4

6G0° 90° 1507
O X O X 0 X

Figure nazywamy wypukla, gdy odeinek laczacy dowolne dwa punkty nale-
zace do tej figury jest w niej zawarty. W tyvm rozdziale rozpatrujemy katy
wypukle, ktérych miary naleza do przedzialu [0°;180°]. Przypominamy, ze
kat nazywamy rozwartym, gdy jego miara nalezy do przedzialu (90°; 180°).

Cwiczenie 1
Do ramienia koncowego kata nalezy punkt P. Podaj miare tego kata oraz
wspolrzedne innego punktu nalezacego do jego ramienia kohcowego.

a) Y b) Y c) Y
P(2,2) 2(0;2) P(=2,2)

v a i
0] X O| X O] X

Przyktad 1
Dany jest trojkat POA, w ktorym P(3,2) i A(3,0). Oblicz dlugosé odeinka
OP i wartodci funkeji trygonometrycznych kata POA.

: - ¥l Geeniinad . o
Rozwazamy trojkat prostokatny POA (rysunek obok). PO e
Oznaczmy miare kata POA przez a. Tl
Poniewaz |OA| = 3, |AP| = 2, z twierdzenia Pitago- a .
rasa otrzymujemy: ol 1 in ¥

|OP| = V22 + 32 = V13
o e 2 ayig O - (- 1 I L G 2
Zatem sina = — = ==, cosa = ;== "2 1 tga= 3.

Cwiczenie 2
Oblicz dlugosé odecinka OPF i wartoséci funkeji trygonometrycznych kata POA.
a) P(3,4), A(3,0) b) P(6,8), A(6,0) c) P(v3,1), A(V3,0)
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Niech P(z,y) bedzie dowolnym punktem, réznym od poczatku uktadu wspol-

rzednych, lezacym na ramieniu koncowym kata ostrego a. Wtedy:

: ; T Y .
Sinao = =, cosq = —, tga = =, L
' T L

gdzie r = |OP| = Vz? + 32

= =

|

|
. |
(_)| T X
Podane wyvzej wzory stuza rowniez do zdefiniowania funkeji trygonometrycz-
nych dowolnego kata o € [0°; 180°] umieszczonego w ukladzie wspolrzednych.
Definicja

Niech P(z,y) bedzie dowolnym punktem, réznym od poczatku ukladu
wspolrzednych, lezacym na ramieniu koficowym kata a € [0°; 180°]. Wtedy:

--Siﬂﬂ:%: B COS Y = %1 g_‘dZi{\T: \/rfg—i—,y! P_—._.....Y Y
| T
mtgo = % (x # 0, czyli a # 90°) \:\(\:
T O] X

Zauwaz, ze kazdy ze stosunkéw 2, =, & zalezy wylacznie od polozenia ramienia

koncowego kata, a nie zalezy od polozenia punktu P na tym ramieniu.

Przyktad 2 T

Do ramienia koncowego kata o nalezy punkt P(—3,4). P
Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych tego kata. '

Punkt P ma wspolrzedne (—3,4), zatem x = —3, y = 4,
(_‘_‘Z‘}Tli' a iR ........
tga = Y= _2 : &
x 3 P O] 1 X
r=+z? +y% = \/(—3)2 +42 = /25 = 9, zatem sina = f: COS (¢ = —%

Cwiczenie 3

Do ramienia kofhicowego kata o naleza punkty P i Q). Przedstaw ten kat na ry-
sunku i obliez wartoscei jego funkeji trvgonometrycznych, korzystajac ze wspol-
rzednych wybranego punktu.

a) P(—4,3),Q(-8,6) b) P(-3,3),Q(—4%,4L) ¢) P(-1i,2),Q(-2.6)

Cwiczenie 4
Wybierz dowolny punkt na ramieniu koncowym kata a i oblicz wartoéci tych

funkeji trygonometrycznych kata a, ktore sa dla niego okreslone.
a) a = 0" b) o = 90° c) a=180°

4.6. Funkcje trygonometryezne kata wypuktego (1)
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v Cwiczenie 9

Jako wartosei funkeji trygonometryeznych .
kata BAC w trojkacie ABC przyjmujemy “ Oblicz sin® «, sin v i tg o dla kata a € (90°;180°) spelniajacego warunek:
wartosci funkeji trygonometrycznych przy- a) cosa = _i"’ b) cosa = _%5 c) cosa = _fr?-
stajacego do niego kata a umieszczonego v o
w ukladzie wspdlrzednych. A B O X Zadania
o e : 1. Oblicz wartosci funkeji trygo ‘tryeznycl | Y
Dla a € (0°;90°) zachodzg nieréwnodci:  sina >0, cosa >0, tga > 0. A s e b B } ...................................
1 i podanego kata (rysuneck obok). B p !
a a € (90°: 180°) zachodza nierdwnosci: sina > 0, cosa < 0, tga < 0. TG N L
( ) § 5 a) 4 AOP b) & A0Q ¢) 4 AOR %
Cwiczenie 5 2. Punkt P nalezy do ramienia koncowego ka- : Q o G
Okresl, czy liczba a jest dodatnia, czy ujemna. ta a, a punkt @ — do ramienia koficowego AT L A
. ; kata 3. Oblicz sin o — sin 3. 5 i A+ S
a) a=cos110°+ tg115° b) a = cos130° - tg 140° ¢) a = sin 160° - tg 170° e ' s . 0l 1 X

a) P(—2,4), Q(4,2)  b) P(=9,3), Q(2,6)

Cwiczenie 6 : ) v . P
_ L ; ; ; G s 3. Punkt P nalezy do ramienia koficowego kata a, a punkt ) — do ramienia
Do ramienia konicowego kata a nalezy punkt P(—3,1). Oblicz wartosci funkeji g - ;
; ; . ) koncowego kata 3. Oblicz cosa + cos 3.
trygonometrycznych tego kata. Sprawdz, czy dla obliczonych wartosei zacho-

1 prar! i)

dzi podana réwnosé. a) P(3,1), Q(—1,3) b) P(-2,4), @(—4,2) ¢) P(-2, \/2}, Q(F,1)

a) sin” a +cos’ a =1 b) —— =tgo 4. Oblicz sin® a, sina i tg a dla kata rozwartego a spelniajacego warunek:

i w ) — i ;L » 4 = _?—-_ = o - _“\."_(_:fl

Poznane wezedniej tozsamodci trygonometryezne zachodza dla dowolnych ka- a) cosa = —g, b) cosa = —3z, c) cosa = 5

tow wypuklych. 5. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

@ Cwiczenie 7 Dla kata a € [0°; 180°] prawdziwe n
. ) _ el ks W ukladzie wspdhrzednveh narvsowa- &
a) Uzasadnij podane obok twierdzenie. | 5% zaleznosci: - : p < S ’ 3 S e
IR T . no kat a € [0°; 180°], taki ze tga = —3. %

b) Uzasadnij, ze dla dowolnego kata = e = Oiblics: sitia. P(~2.3)

W}Tl}llklﬂ O € Zfi-‘_fhﬂdz:’} IlieréWIngCi: = tg o = {iZi.e o 900 ..........................................................................
f- T § eeEmE 1 cosa’ 8 g r=|OP| = y/(-2)2 + 3% = V/13, stad: T b BN
sina <1 i cosa < e -

AT GRS BB (L ——— EOQI ~
Przyktad 3 TR T YT VBT 13 RN EE
Oblicz cosa i tga dla kata o € (90°;180°) spelniajacego warunek sina = 1.
. : : Narysuj w ukladzie wspoélrzednych kat o € [0°; 180°] spelniajacy podany
(i—) +cosia=1 Korzystamy z jedynki . - Blips s e
= u Eresonbinely oz warunek oraz oblicz sina i cos a.
cos?ar = 22, stad cosa = X2 lub cosa = — VT a) tga = —2 b) tga = —2 ¢) tga = —12
Dla a € (90°; 180°) cosinus jest ujemny, wiec cosa = — V15
. jest ujemny, wie .
Obliczamy wartos¢ tga: tga = == = _wif = — J% = —"’1;‘ : Sprawdz sie
d

Cwiczenie 8 6. Do ramienia konicowego kata a nalezy punkt P. Oblicz wartosci funkeji

Oblicz cos® v, cosa i tga dla kata e € (90°; 180°) spelniajacego warunek: trygonometrycznych tego kata.

a) sina = é b) sina = %, ¢) sina = ‘Lf’ a) P(5,12) b) P(-5,12) «¢) P(\/ig) d) P{_\/E_‘]) e) P(_\/g: \/E)
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4.7. Funkcje trygonometryczne
kata wypuktego (2)

Przyktad 1

Punkt P(4,3) nalezy do ramienia koncowego kata a, a punkt P;(—4,3) — do
ramienia koncowego kata 180° — e. Oblicz wartosdci funkeji trygonometrycz-
nych katoéw o i 180° — a.

: : Y1 : : i :
|OP,| = |OP| =5, zatem: N P il B
sin o = % sin(180° — a) = % embeccic G o 3
e — 4 e Qs Zis meodl 180° —
tg oy = E, tg(180° — a) = —%. as =
' 0 1 ;X

Cwiczenie 1

Narysuj w ukladzie wspolrzednych dwa katy: o, do ktérego ramienia konco-
wego nalezy punkt P(4,2), oraz kat 180° — a. Oblicz wartodci funkeji trygono-
metryeznych katéw o i 180° — a.

Przyktad 2
Oblicz wartosei funkeji trygonometrycznych kata 150°.
Zauwazmy, ze 150° = 90° + 60°. Y y
- ) r 1<
Rozpatrzmy trdojkat réwnoboczny POA (ry- T
sunek obok) o boku dlugosei 1. Wéwcezas: "
Plz, e ————— - P’
B — L > pf| _ V3 ]
Zatem punkt P nalezacy do ramienia konco- 'l
wego kata 1507 ma wspolrzedne (— “;—q %), 0 X
a stad: )
. =ne )
sin 1 = —— = =
50 OP| — 2
cos 150" = = ——
0" = 5h 2
o Y V3
tg150° = = = ——
g 150 - 3
@ Cwiczenie 2
o 5 = 5 ¥ 3 a B 3 =0
a) Uzasadnij, ze punkt P (— 3‘52—‘3 %) nalezy do ramienia koncowego kata 135°,

i oblicz wartosei funkeji trygonometrycznych tego kata.

i /3
b) Uzasadnij, ze punkt P(—%, %

i oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych tego kata.

) nalezy do ramienia koncowego kata 120°,
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Rozpatrzmy punkt P(z,y) nalezacy do ramienia koficowego kata o oraz punkt

P, (—x,y) nalezacy do ramienia koncowego kata 180° — a (rysunek ponizej).

OP,| = |OP| = r, zatem:

Zauwazmy, ze

5in(180° — a) = £ = sina, '
r
cos(180° — a) = — = —cos a, Py(-z, '-U}r___“i ““““““ |P(-T=3f)
r g ¥ 180°| — o ™
tg(180° — o) = L = —tga. I Q |
T 0 X
Twierdzenie

Dla kata a € [0”; 180°] prawdziwe sa wzory:
= sin (180° — a) = sin «
= cos (180° — a) = —cos
m tg (180° — ) = —tg «, gdzie o # 90°

Przyktad 3

Oblicz wartosei funkeji trygonometrycznych kata 120°.
sin 120° = sin(180° — 60°) = sin 60° = %

cos 120° = cos(180° — 60°) = — cos 60° = _%
tg 120° = tg(180° — 60°) = — tg60° = —v/3

Cwiczenie 3
Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych kata:

a) a = 135", b) o = 150°.

Zadania

1. Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

¥ 0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180°
> | + . 1 - 4 ME = = 1 E 1 JE 1 - L - il | )
sin oy ? i == ? 7 o r 7 £
COS (v 2 7 ¥2 2 2 ik ? 2 »
. w 2 . . Q . .
te o ? ? 1 ? ¥ o f 3 ? ? ?

2. Oblicz.
a) sin 120” + sin 60° ¢) sin 135° - sin 150° e) 4cos 150° — 3tg135°
b) cos150° — cos 30° d) cos120° - cos 150° f) 8tg120° + 6tg 150°

4.7. Funkcje trygonometryezne kata wypuktego (2)
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3. Oblicz.
) sin 120° — cos 150° C) tg 150° —tg 120° ) cos 135° 4 cos 150°
3tg 150° cos 120° sin 120° 4 sin 135°
b) tg 120° — cos 30° d) tg 135° 4+ cos 45° ) tg 120° — cos 30°
sin 120° sin 45° - cos 135° cos 150° 4 cos 60°

4. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Korzystajac z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych (str. 251),
oblicz przyblizone wartosci sin 125° i cos 168°.

sin 125° = sin(180° — 55°) = sin 55° A~ 0,8192
cos 168° = cos(180° — 12°) = —cos 12° =~ —0,9781

Korzystajac z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych, oblicz przybli-
zong wartoscé:
a) sin105°, b) sin165°, c¢) cos130°, d) cos175°, e) tg142°, f) tg163°.

5. Korzystajac z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych, sprawdz, czy
prawdziwa jest podana nierownosc.

a) sin 160° + cos 130° < 0 b) sin 105° 4 cos 145° > 0

6. Dane sy sino = 1, cos 3 = 2 oraz tgy = 2. Oblicz:
a) sin(180° — av) 4 cos(180° — 3),
b) 2sin(180° — a) — cos(180° — 3) + tg(180° — 7).
7. Korzystajac z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych, wyznacz przy-
blizona miare kata rozwartego (3.
a) sin 3 = 0,9397 c) cosf = —0,9613 e) tg B = —0,7265
b) sin 8 = 0,4695 d) cosf = —0,4226 f) tg B = —2,9042

Sprawdz sie

8. Jakie miary kgta mozna wpisa¢ w miejsce 7], aby — korzystajac z tablic
wartosci funkcji trygonometrycznych (str. 251) — mozna byto podaé przy-
blizona wartos¢ funkcji? Podaj te wartos¢.

a) sin111° = sin(180° — (7)) ¢) cos123° = —cos(180° —[?])
b) sin 132° = sin(180° — [?]) d) cos107° = — cos(180° — [?])
9. Korzystajac z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych, oblicz przybli-
zong wartosé:
a) sin 160°, b) sin 95°, c) cos 100°, d) cos 147°, e) tg102°.
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Przypomnij sobie

Pole trojkata prostokatnego

Pole tréjkata prostokatnego jest rowne potowie
iloczynu dtugosci jego przyprostokatnych.

P =1ab

2

1. Sprawdz, czy trojkat o podanych dlugosciach bokéw jest prostokatny. Jesli
tak — oblicz pole tego tréjkata.

a) 5, 6,8 b) 15,12, 9 c) 4, 8,43
2. Oblicz pole i obwod trojkata.
a) b) c)
Q 9 \
N T \]/ x 2 r+1
x4+ 2 r+1 r+5
3. Oblicz pola tréjkatéw ABC i BDC.
a) C c) C x D
T
A D
T ‘L\( z+1
i a
A x B 2x D A x+3 B
D
b) C d) ¢ z+9
DRY
9 25
A . S
A 44/3 B x+1 D A x B
c) 0
o -/ 30
AL
a

Pole tréjkata prostokatnego 153 I



4.8. Pole trojkata

Pole trojkata jest réwne potowie iloczynu diu-
gosci boku i wysokosci opuszczonej na ten bok.

1
P—Eah

Przyktad 1
Oblicz pole trojkata rownoramiennego, ktérego ramie ma dtugosé 13 cm, a wy-
sokos¢ opuszczona na podstawe jest réwna 5 cm.

Obliczmy potowe dtugosci podstawy trojkata, ko-
rzystajac z twierdzenia Pitagorasa:

{
2= V132 — 52 = /144 = 12 [cm] D = Ecm 3007
Zatem P = fah = 3 -24-5 =60 [cm?].
2 2

Przyktad 2

Przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego ma
dlugosé 8 cm, a cos a = 2 (rysunek obok). Oblicz
pole tego tréjkata.

_b_3 _
cosa =< =7,stadb=06 [cm].

a=+/82—62= 64— 36 =128 =27 [cm]
Zatem P = lab=1.2\7-6 =67 [cm?].

Cwiczenie 1
Obwod trojkata réwnoramiennego wynosi 28 cm. Oblicz pole tego trojkata
w przypadku, gdy:

a) jego ramie jest o 4 cm krotsze od podstawy,

b) cosinus kata przy jego podstawie jest réwny %

Cwiczenie 2
Przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego ma diugosé 26 cm. Oblicz pole
tego trojkata w przypadku, gdy:

a) sinus jednego z jego katow ostrych jest réwny 1%,
b) tangens jednego z jego katéw ostrych jest rowny 2.4,
c) jego katy ostre o i 3 spelniaja warunek sin o + cos 8 = /3.
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Cwiczenie 3
a) Oblicz obwdd trojkata prostokatnego réwnoramiennego o polu 4,5 cm?.

b) Oblicz pole tréjkata prostokatnego rownoramiennego o obwodzie réwnym

(30 + 15v/2) cm.

Cwiczenie 4

a) Udowodnij podany obok wzor. Pole tréjkata fovvflobocznego
o boku a wyraza sie wzorem:

b) Oblicz pole trojkata réwnobocznego a?y3

o obwodzie réwnym 30v/3 cm. P = 4

Cwiczenie 5
a) Oblicz pole trojkata rownobocznego, ktorego wysokosé jest rowna 4 cm.

b) Oblicz obwéd tréjkata réwnobocznego o polu réwnym 108v/3 cm?.

Twierdzenie

Pole tréjkata jest rowne potowie iloczynu dtugosci dwéch
jego bokéw i sinusa kata zawartego miedzy nimi. b

— 1 g
P = Zabsin~vy il

Dowod
Mozliwe sa trzy przypadki ze wzgledu na kat o zawarty miedzy bokami a i b
trojkata. Rozpatrzmy dwa z nich (przypadek trzeci — patrz ¢wiczenie 6).

1° Kat « jest katem ostrym (rysunek obok).

Niech h bedzie wysokoscig opuszczona na bok a. b

Wéwcezas % = sin o, wiec h = bsin a.
(6

Zatem P = %ah = %absin Q.

2° Kat « jest katem rozwartym (rysunek obok).

Niech h bedzie wysokoscia opuszczona na przedtuze-
nie boku a.

Wowezas 2 = sin(180° — a), wige h = bsin(180° — ). -2 -

Korzystamy ze wzoru sin(180° — «) = sin « i otrzymujemy h = bsin a.

(0%

a
Zatem P = lah = fabsina.
Cwiczenie 6

Uzasadnij prawdziwos¢ wzoru na pole trojkata P = %ab sina w przypadku,
gdy kat a zawarty miedzy bokami a i b jest katem prostym.

4.8. Pole trojkata
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D C

Przyktad 3 5. W kwadracie ABCD o boku 8 cm punkty F i F' sg
Dany jest tréjkat ABC o bokach |[AB| = 61/3, |AC| = 4 i kacie |[{ BAC| = 60°. srodkami odpowiednio bokéw AD i AB (rysunek obok).
Oblicz pole tego trojkata. Oblicz pole trojkata EFFC oraz jego obwdd. E
Kat BAC jest zawarty miedzy bokami AB i AC, zatem: 6. Ramie trojkata rownoramiennego ma dtugosé 12 i two-
P = %|AB| - |AC| - sin 60° = % 63 -4 - \/7g =18 rzy z podstawa kat o mierze 45°. A F B
) a) Oblicz wysokosé tego trojkata poprowadzona do podstawy.
Cwi<.:zenie 7 . . . b) Z wierzchotka tego tréjkata poprowadzono do podstawy odcinek dzie-
Oblicz pole tréjkata ABC, o ktérym wiadomo, ze: lacy kat miedzy ramionami w stosunku 2: 1. o
a) [AB| =6, |BC|=10 i [§ABC|=30°, Oblicz pola powstatych tréjkatow. %f;)

b) |AB| =10, |AC|=12 i [JCAB|= 120", 7. Na rysunku obok |BC| = |BD|. Oblicz ob-
c) |[AB| =4v3, |AC| =3, [§ABC| =35 i |[$ACB|=100°, wod i pole tréjkata BCD. i 10 B D
d) |[AB| = |AC| =3v2 i |JABC|= 15°.

8. Rozpatrzmy tréjkaty o dwoch danych bokach a i b. Jaka powinna by¢

i . . : : . . o
Cwiczenie 8 miara kata miedzy tymi bokami, aby pole tréjkata byto najwiecksze?

Oblicz dtugos$é boku AC tréjkata ABC, ktérego pole jest réwne 12 cm?, bok @ 9. Dany jest trojkat o bokach dlugosci a i 2a oraz kacie miedzy tymi bokami
AB ma dlugo$é 4 cm, a kat CAB ma miare: a) 30°, b) 45°, ¢) 120°. o mierze 120°. Uzasadnij, ze pole tego tréjkata jest dwukrotnie wieksze od

pola trojkata rownobocznego o boku dlugosci a.
Zadania

Jezeli d dtugosci boké b, c trojkata, t zna, obliczy¢ j 1
1. a) Dany jest tréjkat ABC o bokach |[AB| =7 cm, |AC| = 5 cm oraz kacie SR (TSR T RS DR & R Sy B e SRR YE R I2EEE

|XCAB| = 120°. Oblicz pole tego trdjkata.
b) Oblicz pole trojkata rownoramiennego, ktérego ramie ma dtugoséé 8 cm, P = \/p(p —a)(p—b)(p— ¢
a kat przy podstawie ma miare 22°30'.

korzystajac ze wzoru Herona (Heron z Aleksandrii, I w. n.e.):

+b

gdzie p = QTH jest potowa obwodu tego trojkata.

2. Obwdd tréjkata réwnoramiennego ABC (rysunek

obok) jest réwny (1248+/3) cm. Punkt P jest érod- ¢

kiem boku BC', a punkt R dzieli bok AB w sto- @ P 10. Oblicz pole tréjkata o podanych bokach, korzystajac ze wzoru Herona.
sunku 3:2. Oblicz pole trojkata: a) 3,4,5 b) 4,5, 7 ¢) 5,5, 6 d) 9, 10, 17

a) APC, b) ARC, c¢) PRB. A R B

3. a) Podstawa trdjkata réwnoramiennego jest cztery razy dluzsza od wyso-

Sprawdz sie

ko$ci opuszczonej na te podstawe. Pole trojkata jest réwne 36 cm?. Oblicz

obwod tego trojkata. 11. Dany jest tréjkat ABC o bokach |AC| = 3 + 3/3, c

b) W tréjkacie réwnoramiennym o polu 12v/3 ¢cm? stosunek wysokosci |AB| = 6 oraz katach | ABC| = 105°, |4 BCA| = 45°.

opuszczonej na podstawe do dlugosci tej podstawy jest réwny \/g. Oblicz Oblicz pole tego trojkata. M

miary katow tego trojkata oraz jego obwod. 12. W tréjkacie réwnobocznym ABC' o boku dlugosci 6 N
4. Stosunek dlugosci ramienia tréojkata réwnoramiennego do jego obwodu punkty M i N dziela bok BC na trzy réwne czesci

wynosi 0,3. Pole tréjkata jest réwne 8v/5. Oblicz dlugosci jego bokdw. (rysunek obok). Oblicz pola tréjkatéow BAM i NAM. A B
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Przypomnij sobie

Czworokaty wypukte

Wielokat nazywamy wypuklym, gdy odcinek ta-
czacy dowolne dwa jego punkty jest w nim zawarty.

A
B

Wszystkie katy wewnetrzne wielokata wypuklego Czworokat ABCD nie jest
sa wypukte. Wielokat, ktory nie jest wypukly, na-  wypukly.

zywamy wklestym.

Czworokatami wypuktymi
sg m.in.: kwadraty, romby,
prostokaty, réwnolegltobo-
ki i trapezy.

Kwadrat

czworokaty

trapezy

réwnolegtoboki

romby

| tokat
{ kwadraty PO

o Wszystkie katy sa proste, wszystkie boki

sa réwnej dtugosci.

» Przekatne sa rownej dtugosci, sa do sie-
bie prostopadte, a punkt ich przeciecia

dzieli je na potowy.
Romb

o Wszystkie boki sa réwnej diugosci,
przeciwlegte boki sa rownolegtle, przeciw-

legte katy sa réwne.

e Przekatne sa do siebie prostopadte,
a punkt ich przeciecia dzieli je na potowy.
e Suma miar katéw wewnetrznych przy

jednym boku jest rowna 180°.

Trapez

e Ma co najmniej jedng pare bokéw

réwnoleglych.

e Suma miar katow wewnetrznych przy
kazdym z ramion jest réwna 180°.

BN 158 4. Trygonometria

Prostokat

o Wszystkie katy sa proste, przeciw-
legte boki sg rowne i rownolegte.
e Przekatne sa rownej dtugosci, a punkt
ich przecigcia dzieli je na potowy.

Roéwnoleglobok

e Przeciwlegle boki sa réwne i réwno-
legte, przeciwlegte katy sa réowne.

o Punkt przeciecia przekatnych dzieli je
na potowy.

e Suma miar katow wewnetrznych przy
jednym boku jest rowna 180°.

Trapez rownoramienny

e W trapezie rownoramiennym, ktory
nie jest réwnolegtobokiem, przekatne
sg réwnej dlugosci, a punkt ich prze-
ciecia dzieli je w tym samym stosunku.

4.9. Pola czworokatow (1)

Aby obliczyé¢ pole dowolnego czworokata, mozemy podzieli¢ go na dwa tréj-
katy, a nastepnie obliczy¢ pola tych trojkatow i je doda¢. Do obliczania pol
szczegdlnych czworokatéw, takich jak rownolegtobok, romb i trapez, mozemy
stosowa¢ odpowiednie wzory.

Rownoleglobokiem nazywamy czworokat majacy dwie pary bokéw roéowno-
legtych.

Twierdzenie

Pole rownolegltoboku jest rowne iloczynowi diu-
gosci boku i wysokosci opuszczonej na ten bok. Ih

|
|
P—a-h D A

Przyktad 1
Pole réwnolegtoboku o bokach dlugoscei 6 cm i 9 cm jest réwne 24 cm?. Oblicz
wysokosci tego rownolegtoboku.

Oznaczmy przez h; wysokos¢ opuszczong na bok dtugosci 6 cm, a przez hs
wysokos¢ opuszczong na bok dtugosci 9 cm.
Wowezas 6hy = 24, czyli hy = 4 cm, oraz 9hy = 24, czyli hy = 2 = 22 [cm).

Cwiczenie 1
Boki réwnolegtoboku maja diugosci 6 cm i 10 cm, a jego pole jest réowne
90 cm?. Oblicz réznice wysokosci tego réwnolegtoboku.

Twierdzenie

Pole réownolegtoboku o bokach a i b oraz kacie « N
zawartym miedzy nimi wyraza sie wzorem: A

P = absin«

Dowaod
Przekatna rownolegltoboku dzieli go na dwa trojkaty przystajace (cecha BKB)
o bokach a, b i kacie miedzy nimi rownym «. Zatem:

P=2-tabsina = absin o
Cwiczenie 2
Oblicz pole rownolegtoboku, ktérego boki majg dtugosci 8 i 12, a kat:

a) ostry ma miare 45°,  b) rozwarty jest pie¢ razy wiekszy od kata ostrego.

4.9. Pola czworokatow (1)
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Cwiczenie 3
Rownolegtobok o bokach 6 cm i 12 cm ma pole P. Oblicz miare kata ostrego
tego rownolegtoboku.
a) P =36 cm?

b) P = 36v/2 cm? c) P =363 cm?

Cwiczenie 4
Oblicz wysokoéci réwnolegtoboku, ktérego boki maja dltugosci 6 1 64/3, a kat
rozwarty ma miare 120°.

Cwiczenie 5
a) Uzasadnij, ze przekatne réwnolegtoboku dziela go na cztery tréjkaty o réw-
nych polach.

b) Oblicz pole réwnolegtoboku, ktérego przekatne maja dtugosci 5 cm i 10 cm
oraz przecinaja sie pod katem 30°.

Rombem nazywamy czworokat majacy wszystkie boki rowne.

Aby obliczyé¢ pole rombu, mozemy zastosowaé¢ wzor na pole réwnolegtoboku
lub skorzystaé z tego, ze przekatne rombu przecinaja sie pod katem prostym,
a ich punkt przeciecia dzieli je na potowy.

Cwiczenie 6

Pole rombu o przekatnych dtugosci d;, dy wyra-

Udowodnij pod
owodnl] podany za, si¢ wzorem P = %d1d2.

obok wzor.

Przyktad 2
Pole rombu jest réwne 108 cm?, a jedna z jego przekatnych ma dlugos$é 18 cm.
Oblicz dtugos¢ drugiej przekatne;j.

Oznaczmy przez d, dlugos¢ drugiej przekatnej. Wowczas % - 18d, = 108, skad
d, = 12 cm.

Przyktad 3

Ile jest réwna wysoko$¢ rombu o przekatnych diugosci 6 cm i 8 cm?

Dhugosé boku rombu obliczamy, korzystajac z twierdze-

nia Pitagorasa: a® = 3% + 42, czyli @ = 5 cm. Obliczamy
pole rombu:

P=2didy= 5 -6-8=24 [cm?]
Jednoczesnie P = ah, czyli h = %, zatem:
h = 25—4 = 4,8 [cm]
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D C

Cwiczenie 7
Oblicz pole i wysokos$¢ rombu:
a) o boku 13 i jednej z przekatnych réwnej 24,

b) o boku 6 i kacie ostrym « takim, ze cosa =

Wl

Zadania

1. a) Oblicz pole réwnolegloboku, ktorego kat rozwarty ma miare 150°, a boki
maja dtugosci 4 cm 1 9 cm.
b) Pole réwnolegloboku wynosi 8 ¢cm?, obw6d 24 c¢m, a sinus jego kata
ostrego jest réwny 0,25. Oblicz wysokosci tego réwnolegtoboku.

2. a) Wykaz, ze jesli przekatne réwnolegltoboku o dtugosciach p i g przecinaja
sie pod katem «, to pole rownolegtoboku wyraza sie wzorem:

P = %pqsina

b) Przekatne réwnolegloboku o dtugosciach 6 cm i 10 cm tworza z jednym
z bokéw odpowiednio katy 12° i 33°. Oblicz pole tego réwnolegtoboku.

3. Przekatne réwnolegtoboku o polu réwnym 16v/2 cm? przecinaja sie pod

katem, ktorego sinus wynosi %ﬁ . Jedna z przekatnych tego réwnolegto-
boku jest trzykrotnie dtuzsza od drugiej. Uzasadnij, ze krotsze boki tego
rownolegtoboku sa prostopadte do jednej z jego przekatnych. Oblicz obwod

tego rownolegtoboku.

4. a) Oblicz sinus kata ostrego rombu o przekatnych dlugosci 12 cm i 16 cm.

b) Oblicz wysoko$¢ rombu o polu réwnym 120 cm? i obwodzie 48 cm.

5. W prostokacie o przekatnej dtugosci 12 cm potaczono odcinkami srodki
sasiednich bokéw. Otrzymany romb ma pole réwne 12v/3 cm?. Oblicz war-
tosci funkcji trygonometrycznych kata ostrego tego rombu.

Sprawdz sie

6. Oblicz pole i obwdd réwnolegtoboku.
a) b) 8 c) L
-/
45° 2 60°
6

7. W rombie o boku dtugosci 4 cm i kacie ostrym 60° potaczono odcinkami
srodki sasiednich bokoéw i otrzymano prostokat. Oblicz jego pole.

\]
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4.10. Pola czworokatow (2)

Trapezem nazywamy czworokat majacy co najmniej jedng pare bokéow rowno-
legtych.

Twierdzenie

Pole trapezu o podstawach dlugosci a, b b
i wysokosci h wyraza sie wzorem: | h
P = CL_—|—b -h h
2 a
Dowadd
Pole trapezu ABCD jest rowne sumie pél tréjkatéw
ABD i BCD. Tréjkaty te majg taka sama wyso- D b ¢
kos¢ h, a ich pola sg réwne: :
h
Prapp = %ah, Prpep = %bh |
Zatem pole trapezu P = Lah + 1bh = L(a+b)h A B B

Cwiczenie 1
Oblicz pole i obwdd trapezu rownoramiennego, ktorego:

a) podstawy maja dtugosci 10 i 6, a przekatna ma dlugosé 9,

b) ramie ma dtugoséé 7, krotsza podstawa 5, a wysokos¢ jest réwna 3v/5.

D b C

Przyktad 1

Podstawa AB trapezu réwnoramiennego ABCD
ma dtugosc 10, jego ramie ma dtugosé 6, a kat ostry
ma miare 60° (rysunek obok). Oblicz pole tego tra-

pezu.
Obliczamy wysokos¢ trapezu: h = 6sin60° = 6 - \é = 3v3.

Zatem |AFE|? = 6% — h* =9, czyli |AE| = 3, oraz b = |AB| — 2|AE| = 4.
Pole trapezu: P = (4 +10) - 3v/3 = 21V/3.

Cwiczenie 2
Oblicz pole i obwdd trapezu rownoramiennego, ktorego:

a) krétsza podstawa ma dlugosé 3v/3, dtuzsza podstawa 7+/3, a miara kata
rozwartego wynosi 150°,

b) jedna z podstaw jest trzy razy dluzsza od drugiej, przekatna ma dhugosé 9,
a wysoko$¢ jest réwna 3v/5.
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Przyktad 2 D 4 C
Dany jest trapez ABCD o katach ostrych a i 3,

krétszej podstawie dtugosci 4 i wysokosci rownej 6

|
|
|
(rysunek obok). Pole tego trapezu jest rowne 42, :6
a tga = 3. Oblicz tg S. |

_ |DE] _ 6 _
tga = AE]’ stad |[AF| = p——

Pole trapezu:

o] O

P =L(J]AB|+|CD|)-h = 3(|AB| +4) -6 = 42
Zatem |AB|+ 4 = 14, czyli |AB| = 10. Obliczamy dlugosé odcinka FB:

IFB| = |AB| — (JAE| + |CD|) = 10 — (44 4) = 2
ICEl _ 6 _ 4

Stad tg 8 = FB| — 2

Cwiczenie 3
Dany jest trapez o wysokoséci 4 ¢cm, krétszej podstawie 5v/5 ¢cm oraz katach
. . . . 2 . o 4\/2_1 .
ostrych a1 § takich, ze sina = £, sin 8 = ==. Oblicz pole tego trapezu.
Definicja
Deltoid to czworokat, ktorego przekatne przecinaja sie pod katem prostym
i jedna z nich dzieli druga na potowy.

Cwiczenie 4

|
|
|
|
|
|
|
|
= 4. A E F B

nych d; i dy. Uzasadnij, ze jego pole wyraza si¢

Na rysunku obok przedstawiono deltoid o przekat- A N

wzorem P = %dldg.

Przyktad 3
Pole deltoidu jest réwne 24 cm?, a jedna z jego przekatnych jest trzy razy
dtuzsza od drugiej. Oblicz dtugosci tych przekatnych.

Dtugos¢ krétszej przekatnej oznaczmy przez x. Druga przekatna ma wtedy
dtugosé 3x. Wyznaczamy pole deltoidu:
% cx-3r =24

Stad % = 16. Zatem przekatne maja dlugosci = 4 cm oraz 3z = 12 cm.
Cwiczenie 5

Boki deltoidu maja dtugosci 3v/2 1 5, a krétsza przekatna ma dtugosé 6. Oblicz
pole tego deltoidu.

4.10. Pola czworokatow (2)
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Zadania

1.

W trapezie prostokatnym o polu 90 cm? i kacie ostrym 45° dluzsza prze-
katna tworzy z podstawami kat «a taki, ze tga = % Oblicz obwdd tego

trapezu.

W trapezie prostokatnym na rysunku obok sinus kata D ¢
DAB jest réwny \/?g, a boki AD i AB maja odpowiednio

dtugosci 10 cm i 14 cm. Oblicz pole tego trapezu. i KB

Trapez réwnoramienny o podstawach dtugosci 2 cm i 4 cm ma pole réwne
18 cm?. Oblicz sinus kata, pod jakim przecinaja sie przekatne tego trapezu.

Dziatke budowlang w ksztalcie trapezu o kolejnych bokach dtugosci 50 m,
25 m, 20 m i 25 m podzielono linig réwnolegta do podstaw tak, ze obwody
nowo powstalych dziatek sa réwne. Ile metréw biezacych siatki potrzeba
do ogrodzenia obu dzialek (siatka miedzy dziatkami jest wspolna), jezeli
beda one mialy furtki o szerokosci 1,5 m? Oblicz pola tych dziatek.

Przekatne AC i BD trapezu ABCD o podstawach AB i CD przecinajg sie
w punkcie F. Wykaz, ze tréjkaty AED i BEC maja réwne pola.

Udowodnij, ze odcinek taczacy srodki ramion D_b ¢

AD i BC trapezu ABCD (rysunek obok) ma /’ ‘\
dlugosé ‘“2L . A 7 B

Ramiona trapezu maja dtugosci 3 cm i 4 cm, krétsza podstawa ma 7,5 cm,
a odcinek taczacy srodki ramion — 10 cm. Oblicz dtugos$é¢ dtuzszej pod-
stawy tego trapezu i jego pole.

Boki deltoidu maja dtugosci 5 cm i 12 cm, a dtuzsza przekatna ma dtugosé
13 cm. Oblicz pole tego deltoidu.

Sprawdz sie

9.

10.

Oblicz pole i obwdd trapezu.
a) 4 b) > c)
4 4

60° /] 60° /]

6

Oblicz obwdd i pole trapezu réwnoramiennego o krotszej podstawie 12 cm,
kacie ostrym 30° i wysokosci 4 cm.
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Vv

Powtorzenie

B Zestaw | D

1.

& 5.

Dany jest trojkat ABC, w ktérym |AB| = 4v/3 cm,
|AC| = |BC| = 4 cm. Punkt P jest $rodkiem odcinka E
AB. Oblicz wysokosci trojkata APC.

Krotsza przekatna trapezu BCDFE na rysunku obok 15°\ /7] A
ma dlugosé réwna $+/41. Oblicz obwéd tréjkata ACD. 4 25 B C

Przekatna prostokata ma diugos¢ 10, a obwodd kazdego z tréjkatow po-
wstalych przez podzial prostokata przekatna jest réwny 24. Oblicz pole
tego prostokata.

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych
katow a i § tréjkata ABC przedstawionego

na rysunku obok.

A 6 B

a) Obwod trojkata prostokatnego jest réwny 60. Tangens jednego z jego
katéw ostrych wynosi 2,4. Oblicz dtugosci bokéw tego trojkata.

b) Pole tréjkata prostokatnego jest réwne 44/2. Sinus jednego z jego katow
ostrych jest réwny . Oblicz obwdd tego tréjkata.

c) Przeciwprostokatna trdjkata prostokatnego ma dlugosé 16. Katy ostre
a i B speliaja zaleznos¢ sin acos § = %. Oblicz pole tego trojkata.

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych trojkata ABC.
a) A(07 0)7 B(37 0)7 0(07 2) C) A(_67 1)7 B(67 _4)a 0(67 1)
b) A(07 O)a B(67 0)7 0(67 4) d) A(_17 _5)7 B(47 5)7 C(_47 1)

Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata ostrego a
spelniajacego podany warunek.

=

a) sina = 0,1 c) cosa =

b) cosa = 0,9 V3

Oblicz dtugos$é podstawy AB oraz dlugosé ramienia trojkata réwnoramien-
nego ABC', ktoérego:

a) wysoko$¢ CD jest réwna 6 cm, a |[SACB| = 40°,
b) pole jest réwne 12 cm?, a [SCAB| = 40°.

I
DO

e) tga == g) tga
tg o

f) tga =5 h)

o=
“[%

d) sina =
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a) Obserwator widzi wierzchotek 70-metrowej wiezy stojacej na plaskim
terenie pod katem 12° do poziomu. Jaka jest odlegto$¢ obserwatora od
podstawy wiezy? W obliczeniach pomin wzrost obserwatora.

b) Line podtrzymujaca maszt przymocowano do niego na wysokosci 110 m
nad ziemia i zakotwiczono w ziemi w odlegtosci 40 m od podstawy masztu.
Oblicz miare kata, jaki lina tworzy z poziomem.

. Turysta idzie prostg droga wznoszaca si¢ pod katem 5°.

a) Jaka réznice pozioméw pokona po przejsciu 0,5 km?
b) Jak dtugo musialby iS¢ ta droga z predkoscia 4,5 km/h, aby pokonaé
réznice pozioméw réwng 130 m? C

. Wysokos¢ tréjkata ABC' (rysunek obok) opuszczo-

na z wierzchotka C' jest rowna 4. Oblicz z doktad- L
noscia do czterech miejsc po przecinku wartosci
funkcji trygonometrycznych kata ABC.

Zestaw Il

W tréjkacie ABC kat ACB ma miare 75°, bok AC' ma dlugos$é 4v/3 cm,
a wysokosé opuszczona z wierzcholka C' jest réwna 6 cm. Oblicz pole tego
trojkata.

Dany jest tréjkat rownoramienny o ramieniu dtugosci 6 cm i kacie przy
podstawie 30°. Oblicz odlegtosci punktu przeciecia prostych zawierajacych
wysokosci tego trojkata od jego wierzchotkow.

a) Obwod rombu jest réwny 52 cm, a jedna z jego przekatnych ma diu-
gos$¢ 10 cm. Oblicz pole tego rombu oraz sinus kata ostrego.

b) Pole rombu o obwodzie réwnym 48 cm wynosi 108 cm?. Oblicz sinus
kata ostrego tego rombu.

Punkt P jest punktem przeciecia przekatnych réwnolegtoboku ABCD. Kat
BAD ma miare 60°, a przekatna BD ma dlugosé¢ 6v/3 i jest prostopadla
do boku AD. Oblicz sinusy katow ostrych trojkata ABP.

W réwnolegtoboku o obwodzie 32 cm jeden bok jest trzy razy diuzszy od
drugiego, a kat rozwarty ma miare 120°. Oblicz dtugosci przekatnych i pole
tego roéwnolegtoboku.

Wysokos¢ trapezu réwnoramiennego jest réwna 2 cm. Diuzsza podstawa
tego trapezu ma diugos$¢ 6 cm, kat miedzy przekatng a ta podstawg ma
miare o, a sina = ‘/?5 Oblicz pole tego trapezu.
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10.

11.

D] 12.

13.

. a) Udowodnij twierdzenie Pitagorasa, korzystajac ) 4 b
z rysunku obok. W tym celu wyznacz pole duzego y :
kwadratu. . a
b) Przyjmij, ze bok duzego kwadratu ma dlugosé % ¢~
8, a bok matego — dtugos¢ 2. Oblicz dtugosci przy- b o p
prostokatnych a i b niebieskich trojkatow.

Trapez prostokatny ma kat ostry «, dluzsza podstawe a, krotsza pod-
stawe b 1 wysokos$¢ h. Oblicz obwdd i dtugosci przekatnych tego trapezu.

a) a =60°, a=8cm, h =63 cm b) a =30°, b =10 cm, h =4 cm

Przekatne trapezu réwnoramiennego ABCD przecinaja sie pod katem
prostym w punkcie P. Podstawy trapezu maja dlugosci |[AB| = 12 cm
i |CD| =4 cm. Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych kata PAD.

Podstawy trapezu maja dtugosci 10 i 4, a jego ramiona tworza z dluzsza
podstawa katy 45° i 60°. Oblicz pole tego trapezu.

Dany jest trapez réwnoramienny o kacie ostrym 30° i podstawach dtugosci
16 i 12. Oblicz obwdd i pole tego trapezu.

Narysuj w uktadzie wspotrzednych kat a, do ktérego ramienia koncowego
nalezy punkt P. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych tego kata.

a) P(1,4) b) P(—1,4) c) P(~3,2) d) P(—2,3)

Uzasadnij, ze nie istnieje kat o € [0°; 180°] spelniajacy podane réwnanie.

b) VBsina=5—+/5 c) 3cosa++3=6

1 11
a) cosa+ 7 = 5 cosq

Oblicz.
a) sin 30°(cos 0° — 2 cos 135°) e) cos 135° - sin90° — sin 135° - cos 90°
b) (cos30° + cos 150°) - tg 75° f) sin15°- (tg135° + 1) + cos® 0°
sin 150° — 2sin 30° o tg 60° . 9 o
C) cos 45° tg 135 g) sin 30° — cos 150° +sin” 180
sin 45° 4+ cos 150° . o tg 120° +tg 150° . o
d) T2 15° cos 180 h) YT : sin 90

. Uzasadnij, ze podane wyrazenie przyjmuje wartosc 1.

a) sin” 37° + sin® 53° ¢) sin20° - cos 70° 4 cos? 20°
b) sin® 18° + sin? 72° d) sin®26° + sin 64° - cos 26°

Wskazéwka. Skorzystaj z zaleznosci cos a = sin(90° — «).

Powtérzenie
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Sposob na zadanie

Przyktad

Dany jest trojkat réwnoramienny o podstawie diugosci 4 cm
i ramionach dtugosci 6 cm. Oblicz wysokos¢ tego trojkata opusz-

czona na jego ramie.

Aby rozwiazaé to zadanie, mozemy postapi¢ na rézne sposoby.

I sposéb P
Mozemy skorzysta¢ z podobienstwa trojkatow APB A 3
- . AP _ [CD] A D B
i CDB (cecha KKK): AB| — [cB|"
Na podstawie twierdzenia Pitagorasa: |CD| = v/6% — 22 = /32 = 41/2 [cm).
Zatem: |AB|-|CD| _ 4-4V2 _ 8V2

[ AP| = cBl ~ 6 3 [em]

I1 sposdb

Kat (3 jest katem ostrym trojkata C'DB:

DBl 2 1
ICB] 6 3

Zatemsinﬁzm:\/l—(%)zz\/gz%i.

cos B =

Kat 3 jest réwniez katem ostrym trojkata ABP, wiec ;1:—?’ = sin 3, stad:
AP| = [AB| -sin§ = 4- 22 = 82 [opy

IITI sposob
Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa i obliczamy wysokos¢ CD trojkata ABC"

|ICD| = /62 — 22 = 44/2 [cm]
Pole trojkata ABC' obliczamy na dwa sposoby:
P =1AB|-|CD| =1 4-4v2 =82 [cm?|
P = %\BC\ -|AP|=1-6-|AP| = 3|AP| [cm?]
Poréwnujemy wyznaczone wyrazenia i otrzymujemy:

31AP| = 8v2, stad |AP| =22 em

Ll V|

2

IV spos6b
Oznaczmy |PB| = z, wéwczas |PC| = 6 —z. Korzystamy z twierdzenia Pitago-

rasa dla tréjkatéw APB oraz APC' i otrzymujemy réownania: |[AP|* = 4% — x?

oraz |AP|* = 6% — (6 — x)?. Rozwiazujemy réwnanie 4> — 2* = 6% — (6 — x)?
i otrzymujemy: z = % cm oraz |AP| = %5 c

3 m.

Odpowieds: |AP| = %2 cm
-» Zadanie 15, str. 171

Przed obowiazkowa matura z matematyki

W zadaniach 1-8, 11.1 i 13.2 wybierz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Zadanie 1 (0-1)
Trojkat prostokatny, ktérego przeciwprostokatna ma diugos$é ¢, moze mieé
pole réwne

A. L2 B.

1.2 1.2 2
i 5C C. 5C D. ¢

Zadanie 2 (0-1)

Dany jest trapez réwnoramienny, ktérego ramiona sg tej samej dlugosci co
krotsza podstawa, a dtuzsza podstawa jest dwa razy dtuzsza od krétszej. Prze-
katne tego trapezu przecinaja sie pod katem

A. 90° B. 60° C. 45° D. 30°

Zadanie 3 (0-1)
Dla a = 60° prawdziwa jest rOwnos¢

A. V3sina + % = tg 30°

B. sin?a —cos?a =1

C. cosa +cos(90° — a) = =
2

D. 2sina + cosa = e

Zadanie 4 (0-1)
Jesli a jest katem ostrym oraz cosa = %, to o nalezy do przedziatu
A. (0°;30°) B. (30°;45°) C. (45°;60°) D. (60°;90°)

Zadanie 5 (0-1)
Wskaz wyrazenie, ktérego wartos¢ jest rowna 1.

A. sin 40° — cos 50° C. 2sin?30° — 2 cos? 30°
B. sin29° + cos61° D. sin®30° 4 cos? 45° + 1 tg45°

Zadanie 6 (0-1)
Wskaz wyrazenie, ktérego wartos¢ jest rowna 1.

A. sin61° 4+ cos 151° C. sin151° - cos61°
B. sin151° — cos61° D. sin151°: cos61°

Zadanie 7 (0-1)

Wartosé wyrazenia (sin 150° + tg 135°) - 55811250(; jest liczba przeciwng do liczby
A. -1 B. 1 C. V3 D. —/3

Zadanie 8 (0-1)
Pole rombu o boku 4v/2 cm i kacie rozwartym 135° jest réwne
A. 8 cm? B. 82 cm? C. 16 cm? D. 16y/2 cm?
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 9 (0-1)
Dany jest trojkat prostokatny, ktorego przeciwprostokatna ma dtugosé 41 cm,
a jedna z przyprostokatnych ma dtugosé 40 cm.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Cosinus jednego z katéw tego trojkata jest réowny %. P F

Tangens jednego z katow tego tréjkata jest réwny 4%. P F

Zadanie 10 (0-4)
Na rysunku obok przedstawiono tréjkat C
prostokatny ABC. i

Uzupenij zdania tak, aby byty prawdziwe.
Dlugoéé boku BC' jest réwna [ ?..

Obwdd trojkata ABC' jest rowny [?7]. A2 P 8 B
Sinus kata ABC' jest réwny [?.

Cosinus kata ACP jest réwny [? ..

Zadanie 11
Dany jest trapez prostokatny ABCD D 4/3 C
(rysunek obok). 4 N
30° .

Zadanie 11.1 (0-1) A KB
Tangens kata CAB jest réwny

V2 V3 V3 V3
A. 2 B. ¥ C. £ D. %

Zadanie 11.2 (0-2)
Oblicz sinus kata ADC' oraz pole trojkata ADC.

Zadanie 12 (0-2)
Kat ostry a spelnia warunek sina = % Cos Q.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Sinus kata «a jest rowny 25—5 P F
Iloczyn sin o - cos v jest réwny +. P | F
Tangens kata « jest rowny % P F

Przed obowiazkowa matura z matematyki

Zadanie 13 &
Dany jest tréjkat ABC' (rysunek obok),

w ktérym sin a = 0,4 oraz |AC| = 10. o .
A B

Zadanie 13.1 (0-1)
Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.

Cosinus kata « jest réwny 0,6. P

22 P

Sinus kata 90° — a jest rOwny Y=

Zadanie 13.2 (0-1)
Dtugos¢ boku BC' jest réwna

A. 22 B. 32 C. 42 D. 52

Zadanie 14 (0-1)
Dany jest rownolegtobok o bokach dtugosci 4 cm i 8 cm. Kat rozwarty tego
1

réwnolegloboku ma miar¢ o taka, ze cosa = —7.

Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz
odpowiedz 1., 2. albo 3.

Sinus kata o jest rowny

A V15 1. 8v/15 cm?.

a pole réwnolegloboku jest rowne 2. | 44/15 cm?.

3. 8 cm?.

Zadanie 15 (0-1) = Przykiad, str. 168
Dany jest trojkat réwnoramienny o podstawie dtugosci 12 cm i ramieniu dtu-
gosci 10 cm.

Ocen prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Trojkat ten jest rozwartokatny. P F

Wysokosé tego trojkata opuszczona na jego ramie ma dtugosé
9,4 cm.

Zadanie 16 (0-2)

Tangens kata ostrego a jest réwny */75 Oblicz cos a.

J
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Przed obowigzkowa maturg z matematyki
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 17 (0-2)

Dany jest trojkat prostokatny o przyprostokat-

nych /2 i 2v/2 oraz katach ostrych a i 8. Oblicz

sin « - sin 3. O

Zadanie 18 (0-2)

Dany jest okrag o srodku O i promieniu 6 (ry-

sunek obok). Wiadomo, ze sina = 0,8. Oblicz e

dlugosé cieciwy AB. A B

Zadanie 19 (0-2)
Dany jest tréjkat ABC o bokach |BC| = 6 i |[AB| = |AC| = 8. Punkt P

jest spodkiem wysokosci tego trojkata opuszczonej z wierzchotka C. Oblicz
dtugosci odcinkow AP i BP.

Zadanie 20 (0-2)
Kwadrat odwrotnosci sinusa pewnego kata rozwartego jest réwny 5. Oblicz
cosinus tego kata.

Zadanie 21 (0-4)
Oblicz obwodd trojkata ABC na rysunku obok
oraz wartosci funkcji trygonometrycznych kata a.

A 2x B
Zadanie 22 (0-4)

Dhugosci bokow tréjkata prostokatnego o katach ostrych a i 3 sa kolejnymi
liczbami parzystymi. Oblicz warto$¢ wyrazenia (sin a + sin 3)2.

Zadanie 23 (0-4)

Dany jest trapez o podstawach dtugoéci 4 cm i (7 + 31/3) cm oraz wysokosci
réwnej 3 cm. Jeden z dwoéch katéw ostrych przylegajacych do dtuzszej pod-
stawy ma miare 45°. Oblicz iloczyn cosinuséw katéw rozwartych tego trapezu.

Zadanie 24 (0-4)
Przekatne rombu maja dtugosci 4 cm i 8 cm. Oblicz cosinus kata ostrego tego

rombu. E
Zadanie 25 (0-4)

Aby obliczyé¢ szerokosé rzeki (dlugosé ¢
odcinka C'E' na rysunku obok), wyko-

nano pomiary w terenie: |AC| = 120 m,

|XCAB| = 32°, |[SCAE]| = 8°. Oblicz /]
szerokos¢ rzeki. A B

I 172 4. Trygonometria

5 Planimetria

Z regularnym podzialem ptaszczyzny mozemy mie¢ do czynienia w sytuacjach
praktycznych, takich jak uktadanie kafelkéw lub bruku.

Bardzo ciekawe przyktady podzialéw plaszczyzny znajdziemy w pracach ho-
lenderskiego malarza i grafika Mauritsa Cornelisa Eschera [czyt. malrica kor-
nelisa eszera] (1898-1972). Inspiracje matematyka wida¢ w wielu jego pracach.

........




5.1. Okrag

Okregiem o $rodku O i promieniu r > 0 nazywamy promieri A'

zbiér wszystkich punktéw plaszczyzny, ktorych od-  $rodek !
legto$é od punktu O jest rowna 7. Srednica

Stosunek dtugosci okregu do jego Srednicy jest staty. dtugosé okregu

Oznaczamy go grecka literg m. Oznaczenie to zo- p :
- Srednica okregu

stalo wprowadzone przez brytyjskiego matematyka

Williama Jonesa [czyt. liliama dzonsa] w 1706 roku. Liczba 7 jest niewymier-

na, w obliczeniach czesto wykorzystujemy jej przyblizona wartosé: = ~ 3,14.
Dhugosé okregu o promieniu r wyraza sie wzorem | = 27r.

Przyktad 1
Oblicz dtugosci okregéw o promieniach r; = 0,5 c¢m,
ro = 1cm, r3 = 1,5 cm (rysunek obok). @
Dtugosci okregéw wynosza odpowiednio: a
I, =271, =27-0,5 =7 [cm] ‘

lo =27 -1y =2m -1 =27 [cm]
3 =2m-r3 =2m-1,5 =37 [cm]

Kat srodkowy to kat, ktorego wierzchotek jest srodkiem okregu.

Na rysunku obok ramiona kata srodkowego o przeci-
naja okrag w punktach A i B, ktére dzielg ten okrag
na dwa tuki. Jesli nie sa one pétokregami, to méwiac
Suk AB”. bedziemy mie¢ na mysli krotszy z nich,
chyba ze jest powiedziane inaczej. Luk taki oznaczamy
AB. Czasami stosujemy oznaczenie trzyliterowe, np.
czerwony tuk na rysunku to tuk APB.

Dhugos$é tuku okregu o promieniu r» wyznaczonego przez kat Srodkowy
(0%

360° 27r.

o mierze o wyraza sie wzorem L =

Cwiczenie 1
Punkty A, B lezace na okregu o srodku O i promieniu r = 12 cm wyznaczaja
tuk dtugosci 37 cm. Jaka miare ma kat AOB?

I 174 5. Planimetria

Cwiczenie 2

W okregu o srednicy 24 cm poprowadzono cztery promienie tak, ze stosunek
miar katéw pomiedzy kolejnymi promieniami wynosi 1:3:5:7. Oblicz dtugosci
tukéw wyznaczonych przez konce kolejnych promieni lezace na okregu.
Okregi majace tylko jeden punkt wspo6lny (zwany punktem styczno$ci) nazy-

wamy okregami stycznymi. Promienie okregdéw stycznych poprowadzone do
punktu stycznosci leza na jednej prostej.

Okregi styczne zewnetrznie Okregi styczne wewnetrznie

1 T2
01\ Oy

|0102’ =71+ 7T |OlO2| - |T1 - T2|
Odlegtos¢ miedzy srodkami okregow Jesli ri > ry, to odleglosé miedzy

jest rowna sumie ich promieni. srodkami okregow jest réwna r; —rs.

Dwa rézne okregi moga tez mie¢ dwa punkty wspélne (okregi przecinajace
si¢) lub nie mie¢ punktéow wspélnych (okregi rozlaczne).

Okregi przecinajace sie

¢

‘7"1 —7“2| < |0102‘ < 1 +7“2

Okregi rozlaczne zewnetrznie Okregi rozlaczne wewnetrznie
™ T2 1 T2
01 OQ 01 02
|0102‘ > 1)+ 1o |0102‘ < |7"1 - 7n2|
Cwiczenie 3

Cztery okregi o réownych promieniach sg

odpowiednio styczne (rysunek obok), a ich /_WY\

srodki leza na jednej prostej i |O;0,4| = 48. O1 O O3 Oy
Oblicz srednice kazdego z tych okregéw.
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Zadania

1. Punkty A, B naleza do okregu o érednicy 10 cm oraz |[AB| = 5 cm. Oblicz
dtugosé okregu oraz dtugosé tuku AB.

2. Oblicz dtugos¢ tuku okregu o Srednicy d wyznaczonego przez kat Srod-
kowy «.

a) d=12cm, a=75° b)d=30cm, a=15° ¢) d=5cm, a=330°

3. Luk okregu wyznaczony przez kat Srodkowy o mierze 20° ma dtugosé 27 cm.
Oblicz srednice tego okregu.

4. Na okregu o $rednicy 18 cm kat sSrodkowy wyznacza tuk o dtugosci 47 cm.
Oblicz miare tego kata.

5. Oblicz wartosci x, dla ktérych okrag o srodku w punkcie P(z,0) i promie-
niu r; = 5 oraz okrag o $rodku w punkcie Q(—1,0) i promieniu 7, = 3 sg
styczne: a) zewnetrznie, b) wewnetrznie.

6. Narysuj w uktadzie wspotrzednych okrag o sSrodku O, i promieniu r; oraz
okrag o srodku O, i promieniu r,. Podaj odlegtos¢ miedzy $rodkami tych
okregow. Ile maja one punktéw wspolnych?

a) Ol(_270)7 T = 4, 02(—1,0), o = 2
b) 01(0,—2),T1:4, 02(0,3),7’2:1
¢) O4(1,3), 1 = 2, 0s(4,3), 15 = 5 a

7. Punkty O, O, i O3, bedace $srodkami odpowiednio
stycznych okregéw (rysunek obok), leza na jednej pro-
stej. Dwa mniejsze okregi majg réwne promienie oraz
|O,03| = 18. Oblicz srednice kazdego z tych okregdw.

Sprawdz sie

8. Oblicz promien okregu, w ktorym kat srodkowy a wyznacza tuk dtugosci L.
a) o =40°, L = 67 b) a=270°, L=1Z c) a=730, L=

2
9. Odlegtos¢ miedzy srodkami przecinajacych sie okregdéw o promieniach 315
jest rowna n, gdzie n € N. Podaj mozliwe wartosci n.

10. Konce przekatnej prostokata o bokach dtugosci 4 cm i 8 cm sa srodkami
dwdbch okregow stycznych zewnetrznie. Punkt stycznosci dzieli przekatna
prostokata w stosunku 1:3. Oblicz dlugosci tych okregow.

I 176 5. Planimetria

5.2. Koto

Kotem o $rodku O i promieniu r > 0 nazywamy zbiér wszystkich punktow
plaszczyzny, ktorych odlegtosé od punktu O jest mniejsza lub réwna r.

Zwr6é uwage na to, ze punkty nalezace do okregu ograniczajacego koto naleza
do tego kota.

Wzér na pole kota zostal udowodniony Pole kola o promieniu r wyraza
przez Archimedesa. sie wzorem P = 7rr?.
Cwiczenie 1

a) Oblicz pole najwigkszego kola zawartego w kwadracie o polu 36 cm?.

b) Oblicz dtugos$é okregu ograniczajacego koto o polu 2,257 cm?,

Czes¢ ptaszezyzny ograniczong przez dwa wspotsrodkowe

okregi (wraz z tymi okregami) nazywamy pierScieniem

kolowym.

Opisujac pierscien kolowy, podajemy jego promien ze-

wnetrzny i promien wewnetrzny. Réznice tych promieni '
nazywamy szerokoscig pierscienia. Dla pierscienia na ry-

sunku obok jest ona réwna R — r.

Cwiczenie 2

a) Oblicz pole pierscienia kotowego o promieniu zewnetrznym 25 cm i promie-
niu wewnetrznym 24 cm. Podaj promien kota, ktorego pole jest réwne polu
tego pierscienia.

b) Pole pierscienia kotowego o szerokosci 1 cm wynosi 177 ¢cm?. Oblicz pro-
mien zewnetrzny i promien wewnetrzny tego pierscienia.

Czesé kota o srodku O ograniczong tukiem AB i promieniami OA i OB (wraz
z brzegiem tej czesci) nazywamy wycinkiem kota lub wycinkiem kolowym.

. , B
Pole wycinka kola wyznaczonego przez kat srodkowy
0 mierze o wyraza si¢ wzorem: Q
P = io c 71'1“2
360
A
Cwiczenie 3

Oblicz pole wycinka kota o promieniu r wyznaczonego przez kat srodkowy «.
a) r=12, a =75 b) r =2, a=22°30 c) r=+/3, a=2315

5.2. Koto
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Cwiczenie 4

Pole wycinka kota o promieniu 6 wyznaczonego przez kat « jest réwne 27.

Oblicz miare kata a.

Czes¢ kota ograniczong tukiem APB i cieciwa AB (wraz
z brzegiem tej czesci) nazywamy odcinkiem kola lub odcin-
kiem kolowym.

Przyktad 1

Oblicz pole odcinka kota o promieniu 4 wyznaczonego przez
cieciwe AB i kat AOB o mierze o = 45° (rysunek ponizej).
Obliczamy pole wycinka kota AOB:

_45° 42
P=4% 5.2 =2n

Nastepnie obliczamy pole trojkata AOB:

Py=1-4.4-sin45° =42 <@,

Zatem pole odcinka kota:
P=P —P,=21—42

Cwiczenie 5

B

P

Punkty A, B nalezace do okregu o srodku O i promieniu 12 wyznaczaja kat

srodkowy AOB. Oblicz pole odcinka kotowego wyznaczonego przez ten kat.

a) |[LAOB| = 90° b) |[LAOB| = 60° ¢) |3 AOB| = 30°

Zadania

@ 1. Bok kwadratu ma ditugo$¢ 6. Wykaz, ze pole zacienio- f
wanego obszaru jest mniejsze od 9 (rysunek obok).

2. Cieciwa laczaca punkty A i B lezace na okregu o promie-

niu 5 ma dlugo$é 5v/3. Oblicz dlugosci tukéw wyznaczo- K

<

/

nych przez te punkty oraz pola odpowiednich wycinkéw.

3. W kole o srodku O i promieniu 4 poprowadzono cieciwe AB. Pole trojkata
AOB jest réwne 4v/2. Oblicz pola figur, na ktére cieciwa podzielita to kolo.

4. Oblicz pole zacieniowanego obszaru.

a)

I 178 5. Planimetria

5. Wierzchotki o$miokata (rysunek obok) nalezg do
okregu o promieniu 3. Sposréd kolejnych katow
srodkowych «aq, ..., ag kazdy nastepny jest o 10°
wiekszy od poprzedniego.

a) Oblicz pole wycinka kola wyznaczonego przez
kat as.

b) Oblicz sume pél odcinkéw kota wyznaczonych
przez katy as i ag.

6. Dany jest wielokat foremny, ktérego wierzchotki naleza do okregu o pro-
mieniu 2. Oblicz dtugos¢ czerwonej linii oraz pole zacieniowanego obszaru.

a) b) c)

[E] 7. Uzasadnij, ze pole odcinka kota o promieniu r wyznaczonego przez kat
srodkowy o mierze 60° jest rowne =r?(2m — 31/3).

Do uzasadnienia wzoru .
na pole kota wykorzystu-

Je sig¢ ustawienie wycin- Dolna linia sktadajaca sie z tu-
kow ma diugosé nr.

kéw kota w figure taka
jak na rysunku obok.

Sprawdz sie

8. Oblicz promien kota, ktoérego wycinek wyznaczony przez kat a ma pole P.
a) a=45° P =0,757 b) a =140°, P =Tr c) a=300°, P=187

9. Punkt A nalezy do okregu o érodku w punkcie S 4

(rysunek obok). Odlegtos¢ od punktu P do srod-
ka okregu jest rowna 2 cm, a do punktu A jest
réwna v/ 3 cm. Oblicz pole:

a) trojkata PSA, b) wycinka kota BSA.
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5.3. Wzajemne potozenie okregu i prostej

@ Cwiczenie 1

Uzasadnij, ze sposrod odcinkow taczacych dany punkt P z punktem lezacym
na prostej [ (P ¢ 1) najkrotszy jest ten, ktéry jest do tej prostej prostopadty.

Odlegloscig punktu P od prostej [ nazywamy diugosé naj-
krotszego odcinka taczacego punkt P z punktem na prostej [
(odcinek ten jest prostopadly do prostej [). Jesli punkt P
lezy na prostej [, to przyjmujemy, ze jego odlegtos¢ od tej

prostej jest rowna zero.

Okrag i prosta moga mie¢ dwa punkty wspoélne, jeden punkt wspélny lub nie
mie¢ punktéw wspolnych.

Niech |OP| bedzie odlegloscia $rodka okregu od prostej.
|OP| < r

Prosta, ktéra ma z okregiem dwa punkty wspol-
ne, nazywamy jego sieczng. Odlegtosé siecznej od
srodka okregu jest mniejsza od jego promienia.

Jesli prosta ma z okregiem jeden punkt wspolny,
to méwimy, ze jest styczma do okregu (wspélny
r punkt nazywamy punktem styczno$ci). Promien

|OP| =1

@, okregu poprowadzony do punktu stycznosci z pro-
sta jest do niej prostopadty. Odleglos$é stycznej od
srodka okregu jest réwna jego promieniowi.

|OP| > r
Na rysunku obok okrag i prosta nie majg punk-

D
o

téw wspolnych (sa roztaczne). Odleglosé proste;
od srodka okregu jest wieksza od jego promienia.

Cwiczenie 2
a) Prosta [ jest styczna do okregu o promieniu 6 cm w punkcie P. Punkt A
lezy na prostej [ i |[PA| = 4 cm. Oblicz odleglo$é punktu A od érodka okregu.

b) Prosta AB jest styczna do okregu o srodku w punkcie O. Punkt styczno-
Sci P jest érodkiem odcinka AB. Wiadomo, ze |AO| =20 cm i |[AB| = 32 cm.
Oblicz promien okregu.
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Twierdzenie o odcinkach stycznych

B

Jesli styczne do okregu w punktach A i B <
przecinaja sie w punkcie P, to: S

|PA| = |PB| <

A

Powyzsze twierdzenie mozna udowodni¢, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa

zastosowanego dla trojkatéw PAO i PBO.

Cwiczenie 3

a) Dany jest okrag o srodku w punkcie O i pro-
mieniu 6 cm. Z punktu P odleglego od punktu O

o 10 cm poprowadzono dwie proste styczne do
okregu w punktach A i B. Oblicz obwdd czworo-
kata PAOB. P

b) Obwdd czworokata PAOB (rysunek obok)
jest rowny 34 cm, a odcinek PS ma dlugo$é 8 cm.

Oblicz promien okregu o srodku w punkcie O.

Liczba wspolnych stycznych dwéch okregéw zalezy od potozenia tych okregow.

Okregi roztaczne zewnetrznie; Okregi styczne zewnetrznie;

cztery wspoélne styczne trzy wspolne styczne

Okregi przecinajace sie; Okregi styczne wewnetrznie;

dwie wspolne styczne jedna wspolna styczna

Okregi roztaczne wewnetrznie nie maja wspolnych stycznych.

5.3. Wzajemne potozenie okregu i prostej
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Cwiczenie 4
Dane sa okrag o srodku O, i promieniu r; oraz okrag o srodku O, i promie-
niu ry. Okresl liczbe wspélnych stycznych tych okregow.

}i] ™ = 3%-. e = 4%, |0102k - 5% C) T = .1 Tq = ;—; |O O k =1
b) ry =11, re=13, |Q:0;|=24 d) rj =

Przyktad 1
Dany jest okrag o srodku O(0,0) i promieniu 3.

Ille punktéw wspélnych z tym okregiem ma pro-

sta © = m w zaleznosci od parametru m? : —- i =

Prosta © = m z danym okregiem:

« ma jeden punkt wspélny dla m € {—3, 3},

« ma dwa punkty wspélne dla m € (—3;3),
e nie ma punktéw wpélnych dla m € (—oc; —3) U (3; 00).

Cwiczenie 5
Dany jest okrag o srodku S(0,2) i promieniu 4. Ile punktéw wspdlnych z tym
okregiem ma prosta y = m w zaleznosci od parametru m?

Przyktad 2
Oblicz dlugosé cieciwy wyznaczonej przez punkty wspolne prostej I: z = 3
i okregu o érodku O(0,0) i promieniu 5.

Niech |OP| bedzie odlegloscia $rodka okregu od prostej [, Ye |

B

a punkty A, B niech beda punktami przecigcia okregu z ta
prosta. Wowcezas |OP| = 3, zatem:
|AP| = V52— 32 = V16 =4 ON3
Trojkaty OPA i OPB sa przystajace, wige dlugosé cieciwy:
|AB|=2-|AP| =8

t::l\_'*u
e

Cwiczenie 6

a) Oblicz dlugosé cieciwy wyznaczonej przez punkty przecigcia prostej y = —3
oraz okregu o srodku w punkcie (2,0) i promieniu 4.

b) Cieciwa dlugosci 6 jest wyznaczona przez punkty przeciecia prostej r = 1
oraz okregu o Srodku w punkeie (—3,2). Oblicz promien tego okregu.

Zadania

1. Prosta rownolegla do osi QY przecina okrag o $rodku w punkcie (0,0)
i promieniu 10 w punktach A i B. Wyznacz réwnanie tej prostej dla:

a) |[AB| =12, b) |[AB| = 10v2, ¢) |[AB| = 10, d) |AB| = 20.

BN 182 5. Planimetria

2. Dany jest okrag o $rodku w punkcie (0,0) i promieniu 11. Cieciwa AB
tego okregu jest rownoleglta do osi OX i ma dlugosé 20. Punkt P nalezy
do tej cieciwy i jego odleglosé od srodka okregu jest rowna 5. Wyznacz
wspolrzedne punktu P. Rozwaz wszystkie przypadki.

3. Z punktu P poprowadzono wspdlne
stvezne do okregow o srodkach w punk-
tach O, 1 O, (rysunek obok). Wiadomo,
ze |O2B| = 51 |02 P| = 13. Oblicz pro-

mien r okregu o srodku w punkcie O;.

4. Punkty A i B leza na okregu o Srednicy 12 em, a odleglodé miedzy nimi jest
réwna promieniowi tego okregu. Styczne do okregu poprowadzone w punk-
tach A i B przecinaja si¢ w punkcie P. Oblicz pole trojkata APB.

5. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Ile punktéw wspolnych ma prosta y = 3 V4

z okregiem o srodku S(3,1) w zaleznosci
od promienia r tego okregu?

Prosta y = 3 z okregiem o $rodku S(3,1):

« ma jeden punkt wspoélny dla r = 2,

« ma dwa punkty wspdlne dla r € (2;00),

e nie ma punktéw wspélnych dla r € (0;2).
[le punktow wspolnych ma prosta k z okregiem o srodku S w zaleznosci
od promienia r tego okregu?

a) k:y=3,5(3,-1) b) kiz=-1, S(—%,él) ¢) k:x=+v2, 8(-1,1)

Sprawdz sie

6. Punkty A i B naleza do okregu o érodku § i promieniu r. Oblicz pole
trojkata ASB.
a) |[AB| =4 cm, r =2v10 cm b) |AB| =14 em, r =25 cm

7. Dwa okregi o srodkach O, i O, oraz pro-

mieniach odpowiednio 1 i 2 sa styczne ze-

0
wnetrznie (rysunek obok). Prosta AB jest -
ich wspdélna styczna. Oblicz dlugosé odcinka
CO, oraz pole trapezu ABO,0,. - |-
A B (]

5.3. Wzajemne potoZenie okregu i prostej
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5.4. Ka_ty \"\Y Okregu (1) Cwiczenie 4

Kat wpisany (3 jest oparty na tym samym tuku co kat srodkowy «. Oblicz
miare kata a + 3 dla:

Kat srodkowy «a przedstawiony na rysunku obok jest a) a = 110°, b) a = 45°, ¢) B =17, d) B = 105°.

wyznaczony przez tuk AB zaznaczony kolorem czerwo-
nym. = b B 7 twierdzenia o katach srodkowym i wpisanym wynikaja nastepujace wnioski:
Mowimy tez, ze kat érodkowy « jest oparty na tuku AB

lub na cieciwie AB.

B

< P,
Cwiczenie 1 Iy A 3
Punkty P, P, ..., Pio dziela okrag na 12 tukéw o réw- b ‘ ﬂ
nej dtugosci. Podaj miare kata srodkowego opartego na P, P r) A B
tuku: A C D
a) P1P2P3, b) P4P7P12, C) P6P1P7. Pll Y \o/

A

Twierdzenie

A
F

Py Pro
P,
? P
Definicja Katy wpisane w okrag  Kat wpisany w okrag opar-  Suma miar katéw « i 3 wpisa-
P oparte na tym samym  ty na polokregu (na s$redni- nych w okrag, jak na rysunku

Kat wpisany w okrag to kat wypukty, ktérego wierz- tuku maja réwne miary.  cy) jest katem prostym. powyzej, jest réwna 180°.

chotek lezy na okregu, a ramionami sa polproste

zawierajace cieciwy tego okregu. @ Cwiczenie 5

B Uzasadnij kazdy z powyzszych wnioskéw.

O kacie wpisanym ( (rysunek obok) méwimy, ze jest
oparty na tuku AB. A Cwiczenie 6

Promien okregu jest rowny r. Oblicz miary katéow «, (1 7.

Twierdzenie a) b) c) AN
; 2

Kat srodkowy w okregu ma miare dwa razy wiekszg od miary kata wpisa-
nego opartego na tym samym tuku. @ b

@,
Dowod — patrz zadanie 7, str. 187.
——

Cwiczenie 2

a) Podaj miare kata 8 (rysunek obok). Cwiczenie 7

P
b) Narysuj w dowolnym okregu kat $rodkowy o = 120° Oblicz miary katow a, (1 7.
i trzy rézne katy wpisane oparte na tym samym tuku ﬁ a) e’
co kat a. Podaj miary tych katow. - 40°
o A B 0
Cwiczenie 3 @
Podaj miare kata srodkowego opartego na tym samym tuku co kat wpisany 3.

a) B =15° b) B = 48° ¢) B =137 d) B = 74°30
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Zadania @ 7. Przeczytaj informacje w ramce oraz dowdd przypadku I, a nastepnie prze-

prowadz dowody przypadkow II i II1.
1. Punkty A, B,C, ..., P dziela okrag na 16 tukow

o réwnej dlugosci. Punkt A lezy na jednym z ra- Aby udowodnié¢, ze kat srodkowy a w okregu ma miare dwa razy wiek-

mion kata srodkowego (3. Ktory z punktéw lezy szg od miary kata wpisanego [ opartego na tym samym tuku, wystar-

na drugim ramieniu tego kata? czy rozpatrzy¢ trzy przypadki.

a) B =45° c) B =225° I. Srodek O okregu I1. Srodek O okregu III. Srodek O okregu
o . o o lezy wewnatrz kata lezy na ramieniu kata lezy poza katem wpi-
b) §=112,5 d) f =315 Ly N wpisanego. wpisanego. sanym.
2. Dany jest okrag o promieniu 6. Podaj miary katéw srodkowego oraz wpi- ‘.
sanego opartych na tuku o podanej dtugosci. A
a) 2w b) 37 c) 2w d) Z
3. Odcinek BD jest érednicg okregu, a odcinek AC jest cieciwa prostopadia A a
do odcinka BD. Oblicz miary katéw trojkata ADC w przypadku, gdy:
a) |[STACB| = 70°, b) |[XABC| = 130°.

Dowéd przypadku I A

Z punktu P prowadzimy promien PO. Woéwczas 3 = 31 + [s.

a) b) c) Wyznaczamy miare kata srodkowego:

“ a = 360° — (180° — 28,) — (180° — 28,) = 2(B1 + Ba) = 23
‘ Q v Wskazowka do przypadku III. Rozwaz katy o + a1 1 8+ (1.
% B

¢ o Sprawdz sie

4. Oblicz miary katéow a i 3.

39°

8. Oblicz miary katow a, 31 7.

a b
5. Kat 3 jest katem wpisanym w okrag opartym na tym samym tuku co kat )
srodkowy a. Oblicz miary katow a i 3.
a) a+ [ =111° b) a = 3+ 56°30’ c) sa+ 30 =48 a
6. Oblicz miary katow a i 3. 48 /B
c) 9. Promien okregu jest rowny r. Oblicz miary katéw «, B

2

a) b)

"A\
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5.5. Katy w okregu (2)

Twierdzenie o cieciwach D
Jedli w okregu dwie cieciwy AB i CD przecinaja \
sie w punkcie P, to: B

A
[PA|-|PB| = |PC|- |PD V’
C
Dowaod

Katy ACD i ABD sa katami wpisanymi opartymi na tym samym tuku, za-
tem |SACD| = |4 ABD|. Analogicznie uzasadniamy, ze |<CAB| = |<CDBI|.
Réwniez | APC| = | BPD| (uzasadnij), zatem na podstawie cechy KKK po-
dobienstwa trojkatéw stwierdzamy, ze AAPC ~ ABPD. Stad otrzymujemy:

|PA| _ |PC|
|PD|  |PB]|

czyli |PA| - |PB| = |PC| - |PD].

Przyktad 1
Oblicz dtugosé odcinka PB (rysunek obok).

Na podstawie twierdzenia o cieciwach:

|PA| - |PB| = |PC| - |PD|

czyli:

24 . =18 -8

. 18.8

T= = 6
Cwiczenie 1
Oblicz x.
a) b) c)

2 3 ;

O
\x\ﬁl/

Cwiczenie 2

Srednica okregu AB przecina cieciwe CD w punkcie P oraz |PB| =1 cm,
|PC| =2 cm, |PD| =3 cm. Oblicz dlugosé¢ tego okregu.

I 188 5. Planimetria

Cwiczenie 3

a) Dany jest okrag o promieniu 11 cm. Przez punkt P, odlegly od srodka
okregu o 5 cm, poprowadzono cieciwe o dtugosci 20 cm. Oblicz diugosci od-
cinkow, na ktére punkt P dzieli cigciwe.

b) Cieciwa przecina $rednice okregu pod katem prostym i dzieli ja na odcinki
o dtugosciach 6 cm i 24 cm. Oblicz dtugosé tej cieciwy.

Przyktad 2
Prosta AP jest styczna do okregu o $rodku O w punk- C
cie A. Kat PAB ma miare 40°. Oblicz miare kata ACB.
Promien OA jest prostopadly do stycznej AP, zatem: A\
| YOAB| = 90° — 40° = 50° ’ B
Trojkat AOB jest réwnoramienny, wiec: .

|XAOB| = 180° — 2 - 50° = 80° A P
Kat ACB jest katem wpisanym opartym na tym samym tuku co kat srodkowy

AOB, zatem:
|[YACB| = 1|SAOB| = 5 - 80° = 40°

Cwiczenie 4

Uzasadnij, ze katy « i 8 na rysunku obok sa réwne,
czyli ze kat zawarty miedzy styczng a cieciwa okregu
poprowadzong z punktu stycznosci jest réwny katowi
wpisanemu opartemu na tej cieciwie.

Cwiczenie 5
Wyznacz miare kata a.

04°

Cwiczenie 6

Wierzcholki tréjkata rownoramiennego ABC' o podstawie AB naleza do okre-
gu. Kat miedzy bokiem BC' a styczng do okregu w punkcie B ma miare 50°.
Oblicz miary katéw tego trojkata.

5.5. Katy w okregu (2)
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Zadania

1. Oblicz promien okregu oraz pole tréjkata ABC.
a) & by C

4 /
2 B
A - B - - B
3 2 |3
A

2. Wyznacz miary katéw «, (3, v oraz miare kata ostrego 0 miedzy cieciwa
AB a styczng do okregu w punkcie A.

a) b) D c) B
Af a

50° o
z B z z S

3. a) W okregu o srodku O poprowadzono cieciwe AB. Jeden z katéw tréj-
kata AOB ma miare 96°. Wyznacz miare kata zawartego miedzy cieciwag
AB a styczna do okregu poprowadzona przez punkt A.

b) W okregu o promieniu 6 cm poprowadzono cieciwe AB. Dtugo$é¢ tuku

AB jest rowna m cm. Wyznacz miare kata zawartego miedzy cieciwa AB
a styczna do okregu poprowadzona przez punkt B.

Sprawdz sie

4. Proste przedstawione na rysunku sg styczne do okregu w odpowiednich
punktach. Wyznacz miary katéw trojkata ABC.

a)

I 190 5. Planimetria

5.6. Okrag opisany na trojkacie

Okrag nazywamy opisanym na tréjkacie, jezeli wszystkie wierzchotki trojkata
naleza do okregu. Mowimy tez, ze trojkat jest wpisany w okrag.

Srodek okregu opisanego na tréjkacie to punkt réwno odlegly od wierzchotkéw
tego trojkata.

Na kazdym tréjkacie mozna opisaé¢ okrag — méwi o tym ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie

Symetralne bokéw trojkata przecinaja sie w jednym punkcie, ktéry jest

srodkiem okregu opisanego na tym tréjkacie.

C
AB
Srodek okregu opisanego Srodek okregu opisanego na Srodek okregu opisanego na
na trojkacie ostrokatnym trojkacie prostokatnym jest trojkacie rozwartokatnym le-
lezy wewnatrz trojkata. srodkiem przeciwprostokatnej.  zy na zewnatrz tego trojkata.

Przyktad 1
Na trojkacie prostokatnym o jednej z przyprostokatnych dtugosci 6 opisano
okrag o promieniu 5. Oblicz pole tego tréjkata.

Srodek okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym jest
srodkiem jego przeciwprostokatnej (jest ona $rednica tego 6 b
okregu), czyli przeciwprostokatna ma dlugosé:

c=2R=2-5=10 5 5
Na podstawie twierdzenia Pitagorasa: b* = 10 — 62 = 64,
zatem b = 8, wiec pole trojkata P = £ -6-8 = 24.

Cwiczenie 1

a) Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym, ktérego przy-
prostokatne maja dtugosci 7 cm i 12 cm.

b) Pole trojkata prostokatnego jest réwne 18 cm?. Wysoko$é poprowadzona
z wierzchotka kata prostego jest rowna 4 cm. Oblicz dtugosé okregu opisanego
na tym trojkacie.

5.6. Okrag opisany na tréjkacie
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Twierdzenie

Promien okregu opisanego na tréjkacie rowno-
bocznym o boku a wyraza si¢ wzorem:

R=2V3

3

Cwiczenie 2
Udowodnij powyzsze twierdzenie.

Cwiczenie 3
Oblicz dtugosé okregu opisanego na tréjkacie réwnobocznym:

a) o obwodzie réwnym 45 cm, b) o polu réwnym 36+/3 cm?.

Moéwimy, ze kolo jest opisane na trdjkacie, gdy jest na nim opisany okrag
ograniczajacy to koto.

Cwiczenie 4

a) Oblicz pole kola opisanego na tréjkacie réwnobocznym o polu 64+/3 cm?.
b) Oblicz wysoko$¢ oraz pole trojkata réwnobocznego, na ktérym opisano
okrag o promieniu 6 cm.

Przyktad 2

W trojkacie rownoramiennym kat miedzy ramionami ma miare 30°, a pod-
stawa ma dlugo$é 2. Oblicz promien okregu opisanego na tym trojkacie oraz
odleglos¢ srodka tego okregu od podstawy trojkata.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok. Wéw-
czas kat AOB jest katem srodkowym opartym na tym
samym tuku co kat wpisany ACB, czyli:
|XAOB| = 2|4 ACB| = 60°

Zatem tréjkat AOB jest rownoboczny, wiec:

R =|0OA| =|0OB| = |AB| =2
Odlegtos¢ srodka okregu od podstawy trojkata jest
réwna |OD|, a odcinek OD jest wysokoscia trdjkata
réwnobocznego: |OD| = 22—\/§ = /3.

Cwiczenie 5

a) W trdjkacie rownoramiennym kat miedzy ramionami ma miare 45°, a pod-
stawa ma dlugos¢ 4 cm. Oblicz promien okregu opisanego na tym tréjkacie.
b) W okrag o promieniu 5 cm jest wpisany tréjkat rownoramienny o podstawie
dtugosci 6 cm. Oblicz dlugosci ramion tego tréjkata. Rozpatrz dwa przypadki.
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Ponizsze twierdzenie pokazuje, jaka zalezno$¢ taczy ze soba dilugosci bokow
trojkata, jego pole oraz promien okregu opisanego na tym tréjkacie.

Twierdzenie

Pole tréjkata o bokach dtugosci a, b, ¢ wpisanego w okrag o promieniu R

wyTraza S1€ WzOremi: p_ abe

~ 4R

Przyktad 3

a) Oblicz pole trojkata o bokach dlugosci 9 cm, 10 cm, 17 cm wpisanego

w okrag o promieniu réwnym 2 cm.

3
be _ 9-10-17
P = %% _

AR 4.8

b) Dany jest trojkat o bokach dtugosci 10 cm, 17 c¢m, 21 c¢m i polu rownym

= 36 [cm?]

84 cm?. Oblicz promien okregu opisanego na tym trdjkacie.

_abe _ 101721 _ .5
R = P~ i = 103 [cm]

Cwiczenie 6
a) Oblicz pole trojkata o bokach ditugosci 4 cm, 13 cm, 15 cm wpisanego

i A 65
w okrag o promieniu rownym <> cm.

b) Dany jest tréjkat o bokach dlugosci 13 ¢cm, 14 cm, 15 cm i polu réwnym
84 cm?. Oblicz promien okregu opisanego na tym tréjkacie.

Zadania

1. Oblicz promien okregu opisanego na trojkacie prostokatnym w przypadku,
gdy:
a) pole tego tréjkata wynosi 8 cm
prostokatna jest rowna 2 cm,

2 a wysoko$¢ opuszczona na przeciw-

b) krétsza przyprostokatna tego trdjkata ma dlugosé 5 cm, a jeden z jego
katéw ostrych jest dwa razy wiekszy od drugiego,
c) jest to trojkat réwnoramienny, a jego obwdd wynosi 6 cm.

2. Oblicz obwdd trojkata prostokatnego wpisanego w okrag o promieniu 5
w przypadku, gdy:
a) jest to trojkat rownoramienny,
b) jedna przyprostokatna tego trdjkata jest trzy razy dluzsza od drugiej.

3. Odlegtlosci srodka okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym od jego
przyprostokatnych sa réwne 4 i 6. Oblicz pole tego trojkata.

5.6. Okrag opisany na trojkacie
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4. W okrag o promieniu 4v/3 wpisano tréjkat réw- C
noboczny ABC' i trojkat rownoramienny ACD
(rysunek obok). Oblicz pole czworokata ABCD.

5. Oblicz promien okregu opisanego na trojkacie D O B

réwnoramiennym o podstawie 8 cm w przypad-
ku, gdy:

a) ramie tego tréjkata ma dtugoéé 4v/5 cm, A
b) sinus kata przy podstawie jest réwny %

6. Do podstawy tréjkata réwnoramiennego poprowadzono wysokos¢ h. Opi-
sany na nim okrag ma promien réwny 13 cm. Oblicz obwdd tego tréjkata.

a) h =20 cm b) h =6 cm

7. Narysunku obok przedstawiono trojkaty réwno-

!
|
!
ramienne wpisane w okrag o promieniu 8. Oblicz | 10
stosunek poél tych trojkatow. /J'
ol
8. Trojkat réwnoramienny o kacie miedzy ramio- \ /
nami rownym 120° jest wpisany w okrag o pro- 3 4

mieniu 4. Oblicz pole tego trdojkata.

9. Oblicz pole trojkata ABC oraz promien okregu opisanego na tym tréjkacie.
a) C b) C

5 D) 13

12

Sprawdz sie

10. Pole kota opisanego na trojkacie prostokatnym jest réwne 257, a stosunek
dtugosci jego przyprostokatnych wynosi 1:7. Oblicz pole tego tréjkata.

11. Trojkat prostokatny ma pole réwne 45, a wysokosé tego trojkata opusz-
czona na przeciwprostokatna dzieli ja w stosunku 1:4. Oblicz dlugosé
okregu opisanego na tym tréjkacie.

12. Podstawa AB trdjkata réwnoramiennego ABC ma dlugo$é 8 cm. Oblicz
promien okregu opisanego na tym trojkacie w przypadku, gdy wysokos$c
opuszczona na jego podstawe ma dlugosé: a) 10 cm, b) 3 cm.
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5.7. Okrag wpisany w trojkat

Okrag nazywamy wpisanym w trojkat, jezeli wszystkie boki trojkata sa stycz-
ne do tego okregu. Mowimy tez, ze trojkat jest opisany na okregu.

Srodek okregu wpisanego w tréjkat jest réwno odlegly od bokéw tego tréjkata.
W kazdy trojkat mozna wpisa¢ okrag — méwi o tym ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie

Dwusieczne katow wewnetrznych tréjkata
przecinaja sie w jednym punkcie, ktory jest
srodkiem okregu wpisanego w ten trojkat.

Promien okregu wpisanego w trojkat rownoboczy jest réwny % wysokosci tego
trojkata.

Twierdzenie

Promien okregu wpisanego w tréjkat row-
noboczny o boku a wyraza si¢ wzorem:

a3
6

Dowaod
Odcinek AO (rysunek powyzej) jest zawarty w dwusiecznej kata BAC, czyli

|XOAD| = 30°. Zatem - = tg |[SOAD| = tg30° = \/?g, stad r = %\/?g = C%g.
2

Cwiczenie 1
a) Oblicz dtugos$¢ okregu wpisanego w tréjkat réwnoboczny o boku 18.

b) Oblicz obwdd tréjkata rownobocznego opisanego na okregu o dtugosci 107.

c¢) Oblicz dtugo$é okregu wpisanego w trojkat réwnoboczny o polu 814/3.

Zwro¢ uwage na okrag wpisany w trojkat réwnoboczny

i okrag opisany na tym trojkacie — maja one wspolny I

@)

r
liczymy od wierzchotka, czyli R = %h = “T‘/g \\/
Cwiczenie 2

Oblicz sume dlugosci okregu wpisanego w trojkat réwnoboczny o obwodzie

srodek (punkt O na rysunku obok). Punkt ten dzieli wy- h
sokos¢ h trojkata rownobocznego w stosunku 2:1, gdy

réwnym 36 cm i okregu opisanego na tym tréjkacie.
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Przyktad 1 B B Przyktad 2

Oblicz promien okregu wpisanego w troj- \\ Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny o przyprostokatnych
kat prostokatny o przyprostokatnych diu- \ dtugosci 9 1 12.
L \
gosc.l o112, ' . - \\ 2 Oznaczmy a = 9 i b = 12. Obliczamy dtugos$é¢ przeciwprostokatne;j:
Obliczamy dtugos$¢ przeciwprostokatne;j: ? . x \\ \ c=+vVa2+0b2 =92+ 12% = /81 + 144 = 15
c=1+/52+122 = /169 = 13 S \ Obwdd tréjkata jest réwny a + b + ¢ = 36, ' .
Przy oznaczeniach jak na rysunku obok: \\ a pole P = ¢t = 212 — 54 Przeksztatcamy Promien r okregu wpisanego
. \ oy D , 1 2’5 41k t2 p — atbtec. dyi w trojkat o bokach a, b, ¢
[AD|=5—r i |[BD|=12—r O/ g 0: Wzor na ploe.) rojxata T2 "8 Zlei _T oraz polu P wyraza si¢ wzo-
Zatem (5 — 1) + (12 — r) = 13. s A\ - ~/\L jest promieniem okregu wpisanego w ten tréj- e -
Stad otrzymujemy r = 2. c b=5 A C r 5-r A kat: _ 2P 254 108 _ g4 " a¥bte
at+b+c 36 36

Cwiczenie 3 Ewiczenic 7
: . : . , wiczenie
Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny, ktérego przyprosto-

katne maja dugosci: a) 314, b) 71 24, Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny o przyprostokatnych

dtugosci: a) 12116, b) 1i1, ¢) 10124, d) 21 /5.
Cwiczenie 4 Mowimy, ze koto jest wpisane w tréjkat, gdy jest w niego wpisany okrag
a) Na okregu o promieniu 4 cm opisano tréjkat prostokatny o jednej z przypro- ograniczajacy to koto.

stokatnych dtugosci 10 cm. Oblicz dtugosci pozostatych bokéw tego trojkata.

Cwiczenie 8
b) Na okregu o promieniu 2 cm opisano trojkat prostokatny o przeciwprosto- B

: , . . , . , . Wysokos¢ opuszczona z wierzchotka kata prostego tréjkata
katnej dtugosci 10 cm. Oblicz dtugosci pozostatych bokéw tego trojkata. ABC dzieli jego praeciwprostokatng na odcinki o diugo-

g . . o L P Sciach 9 i 16. &

Ponizsze twierdzenie pokazuje, jaka zaleznos¢ taczy ze soba obwodd trojkata,

jego pole oraz promien okregu wpisanego w ten trojkat. @ a) Uzasadnij, ze trojkaty ABC, ACD i CBD sa podobne.
b) Oblicz promien i pole kota wpisanego w trojkat ABC.

Twierdzenie . o _ . ©
c) Oblicz promien i pole kola wpisanego w tréjkat ACD

Pole trojkata jest rowne iloczynowi potowy oraz promien i pole kota wpisanego w trojkat CBD. C A
obwodu tego tréjkata i promienia okregu .
Zadania

wpisanego w ten trojkat.

P:Lb—'_c.fr

2 @ 1. a) Uzasadnij, ze pole trdjkata réwnobocznego o boku a wyraza sie wzorem

. 3 . . . . . )
P = sar, gdzie r jest promieniem okregu wpisanego w ten trojkat.

Uwaga. Jesli przez p oznaczymy polowe obwodu tréjkata: p = 3(a+b+c), to P = p-r. b) Oblicz stosunek pola kota opisanego na tréjkacie réwnobocznym o bo-
ku a do pola kota wpisanego w ten trojkat.
D] Ewiczenie 5

Uzasadnij podany wzér na pole tréjkata, korzystajac z powysszego rysunku. 2. a) Przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego ma dtugosé 8, a jeden z ka-

tow ostrych ma miare 30°. Oblicz promien okregu wpisanego w ten trojkat.

Cwiczenie 6 b) Krétsza przyprostokatna trojkata prostokatnego ma dhugosé 6, a jeden
Oblicz pole trojkata o bokach 5, 5 i 6 opisanego na okregu dtugosci 3. z katow ma miare 60°. Oblicz dlugos¢ okregu wpisanego w ten trojkat.
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b 8.

Podstawa trojkata rownoramiennego ma dlugosé x, a jego ramie — dtu-
gos¢ y. Oblicz promien okregu wpisanego w ten tréjkat.
a) x =12, y =10 b) x =10, y =13

a) Na okregu o promieniu 3 opisano tréjkat réwnoramienny o kacie miedzy
ramionami réwnym 120°. Oblicz dltugosci bokow tego tréjkata.

b) W tréjkat réwnoramienny o kacie przy podstawie réwnym 30° wpisano
okrag o promieniu 2. Oblicz pole tego trojkata.

W trojkat rownoramienny o podstawie dtugosci 6 cm i wysokosci 4 cm
wpisano koto oraz w trojkat rownoramienny o podstawie dlugosci 8 cm
i wysokosci 3 cm wpisano koto. Oblicz réznice pdl tych kot.

W tréjkat rownoramienny o podstawie dtugosci 4 cm i ramieniu dtugosci
6 cm wpisano okrag. Oblicz promien tego okregu oraz odlegtosci srodka
okregu od wierzchotkéw tego tréjkata.

W trojkat wpisano okrag o promieniu 4. Jeden z bokéw tego trojkata
zostal podzielony przez punkt stycznosci okregu na odcinki o dtugosciach
4 1 44/3. Oblicz dlugosci pozostatych bokéw tego tréjkata.

Uzasadnij, ze promien r okregu wpisanego w tréjkat prostokatny o przy-
prostokatnych a, b oraz przeciwprostokatnej c wyraza sie wzorem:
r=z<(a+b—c)

Sprawdz sie

9.

10.

11.

12.

Pierscien kotowy ograniczony okregiem opisanym na tréjkacie réwnobocz-
nym i okregiem w niego wpisanym ma pole réwne 167. Oblicz obwod tego
trojkata.

Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny w przypadku, gdy:
a) jego przyprostokatne maja dlugosci 7 cm i1 cm,

b) miara jednego z jego katéw ostrych wynosi 30°, a dlugo$é przyprosto-
katnej lezacej naprzeciwko tego kata jest rowna 8 cm,

c¢) $rodkowa poprowadzona z wierzchotka kata prostego ma dlugos$é 5 cm,
a stosunek dtugosci przyprostokatnych wynosi 1:2.

W trojkat réwnoramienny, ktorego podstawa ma diugosé 12 cm, a pole
jest réwne 24 cm?, wpisano okrag. Oblicz obwdd tréjkata i diugosé tego
okregu.

W tréjkat réwnoramienny, ktérego obwéd jest réwny (12 + 64/3) cm, a kat
przy podstawie ma miare 30°, wpisano okrag. Oblicz dtugos¢ tego okregu.
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Problem mostow krolewieckich

W XVIII w. w Krolewcu, miescie nad Pregola, bylto az siedem mostow.

Czy mozna bylo przejs¢ kolejno przez wszystkie mosty tak, aby kazdy z nich
przekroczy¢ tylko raz i wrdci¢ do miejsca, z ktdrego sie wyruszylo?

Na to pytanie odpowiedziat w 1736 r. Leonhard Euler [czyt. leonard ojler],

a zaproponowane przez niego rozwigzanie zapoczgtkowalo rozwoj teorii grafow.

—H\ L
*A@ B

Uktad mostow w XVIlI-wiecznym Krolewcu: jeden Uktad mostéw przedstawiony

most tgczy dwie wyspy (oznaczone A i D), sze$¢ za pomoca grafu. Czesci miasta

mostow tgczy te wyspy z resztg miasta (litery B i C). o0znaczone na mapie jako A, B,
C i D sg wierzchotkami, a mosty
— krawedziami grafu.

Stopniem wierzchotka grafu nazywamy liczbe krawedzi wychodzacych z tego wierzchotka.
W powyzszym grafie stopien wierzchotka A jest rowny 5, a stopnie wierzchotkéw B, C i D sg
réwne 3. Jest to przyktad grafu spéjnego, w ktérym miedzy dwoma dowolnymi wierzchotkami
wiedzie droga prowadzgca po jego krawedziach.

Euler wykazat, ze w spéjnym grafie ,spacer” po wszystkich krawedziach, zaczynajacy sie i konczacy
w tym samym wierzchotku, wykorzystujacy kazdg krawedz dokfadnie jeden raz, jest mozliwy wtedy

i tylko wtedy, gdy kazdy z wierzchotkdw ma stopien parzysty. Taki graf nazywamy grafem
eulerowskim [czyt. ojlerowskim]. Graf z zadania nie jest grafem eulerowskim. Odpowiedz na pytanie
dotyczace spaceru po mostach w Krolewcu brzmi ,,nie”.

E} Wyszukaj w dostepnych zrédtach informacje o grafach.

1 Znajdz informacije o grafie péteulerowskim [czyt. pétojlerowskim].

.-:.-.:‘ |
? :
Krolewiec ~ % <. 71
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5.8. Wielokaty foremne

Wielokatem foremnym nazywamy wielokat, ktéry ma wszystkie boki réw-
ne oraz wszystkie katy rowne.

Cwiczenie 1
Narysuj czworokat oraz sze$ciokat niebedace wielokatami foremnymi, ktére
maja réwne wszystkie: a) boki, b) katy.

Cwiczenie 2
Ile osi symetrii ma przedstawiony wielokat foremny?

a) trojkat c) pieciokat e) siedmiokat g) dziewieciokat
b) kwadrat d) szesciokat f) odmiokat h) dziesieciokat

® © O

Na kazdym wielokacie foremnym mozna opisa¢ okrag. Jego srodek jest punk-
tem przeciecia symetralnych bokéw tego wielokata.

Moéwimy, ze koto jest opisane na wielokacie, gdy jest na nim opisany okrag
ograniczajacy to koto.

Przyktad 1
Na rysunku obok przedstawiono okrag o srodku O
opisany na pieciokacie foremnym. Oblicz miare kata
wewnetrznego tego pieciokata.
Kat a ma miare 360 = 72°, czyli:

8= 5(180" —72°) = 54°

Zatem kat wewnetrzny ma miare réwna 2 - 54° = 108°.

@

Cwiczenie 3
Uzasadnij, ze kat wewnetrzny n-kata foremnego ma miare réwng “—= - 180°.

5. Planimetria

Na rysunku obok przedstawiono okrag o srodku O opi-
sany na szesciokacie foremnym o boku a. Zauwaz, ze dtuz-

sze przekatne szesciokata dziela go na sze$¢ przystajacych R

trojkatow rownobocznych. Zatem promien okregu opisa-

nego na szesciokacie foremnym ma dtugosé réwna diugo- \ A /

Sci boku szesciokata: —
R=a

Cwiczenie 4

a) Oblicz dlugo$é okregu opisanego na szesciokacie foremnym o polu 1504/3.

b) Oblicz pole szesciokata foremnego wpisanego w koto o polu 327.

W dowolny wielokat foremny mozna wpisa¢ okrag. Jego $rodek jest punktem
przeciecia dwusiecznych katow tego wielokata.

Moéwimy, ze koto jest wpisane w wielokat, gdy jest w niego VZammaN\
wpisany okrag ograniczajacy to koto.

Na rysunku obok przedstawiono okrag o srodku O wpi-

sany w szeSciokat foremny o boku a. Promien tego okregu
wyraza sie wzorem:

_
2
Cwiczenie 5
a) Oblicz pole kota wpisanego w szesciokat foremny o obwodzie 54 cm.
b) Oblicz dlugosci przekatnych szesciokata foremnego opisanego na okregu
o dtugosci 127 cm.

Cwiczenie 6

Dany jest n-kat foremny o boku dtugosci a opisany na okregu o promieniu r.
Uzasadnij, ze pole tego wielokata jest rowne %n Q- T.

Zadania

1. Oblicz miare kata wewnetrznego:

a) osmiokata foremnego, b) dziesieciokata foremnego.

2. Ile bokéw ma wielokat foremny, ktérego suma miar katéw wewnetrznych
jest réwna: a) 720°, b) 900°, c) 1260°, d) 1440°, e) 1620°7

3. Wyznacz réznice miedzy polem kota opisanego na podanym wielokacie
oraz polem kota wpisanego w ten wielokat.

a) kwadrat o boku a b) szedciokat foremny o boku a
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Przypomnij sobie
4. Szesciokat foremny ma bok dtugosci a i pole P. Promien okregu opisanego

na tym szesciokacie jest réwny R, a promien okregu w niego wpisanego Wykorzystanie funkcji trygonometrycznych

jest réwny r. Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzupetnij. 1. Obli :
. iczxiy.

a I " i a) sina = 3
4 cm ? ? ?
? 6 cm ? ? z 3
? ? ? 16 cm? -
? ? 12 cm ? Yy
b) sina = 2 d) cosa = 3
5. a) Podaj liczbe przekatnych szes$ciokata foremnego.
_ (6
@ b) Uzasadnij, ze liczba przekatnych dowolnego n-kata jest réwna n(n=3)
C - 12
6. Przekatne osmiokata foremnego poprowadzone D
z jednego wierzchotka podzielity ten oSmiokat na B
sze$¢ tréjkatow (rysunek obok). Wyznacz miary . 1 : Y
katow tych trojkatow. 2. Oblicz pole i obwéd tréjkata ABC.
@ 7. Uzasadnij, ze pole osmiokata foremnego wpisanego P iot a) sina = %

w okrag o promieniu 1 jest réwne 2v/2. G

@ 8. Dany jest n-kat foremny o boku dtugosci 2 cm. Uzasadnij, ze réznica mie-
dzy polem kota opisanego na tym wielokacie i polem kota wpisanego w ten
wielokat jest réwna m cm? niezaleznie od liczby bokéw wielokata.

Sprawdz sie

9. Oblicz obwéd szeéciokata foremnego o polu réwnym 96+/3 cm?.
(8%
10. Suma dlugosci przekatnych wychodzacych z jednego wierzchotka szescio-
kata foremnego jest réwna 12(1/3 4 1) cm. Oblicz pole tego szeéciokata.
11. a) Pole szesciokata foremnego jest réwne 12v/3 cm?. Oblicz réznice dugosci A B B L] C ;9
okregu opisanego na tym szeSciokacie i okregu wpisanego w ten szesciokat. 2v3
b) Promien okregu wpisanego w szesciokat foremny jest réwny 1 cm. Oblicz 3. Oblicz diugosc srodkowej AD tréjkata ABC.
obwdd i pole tego szeSciokata. a) cosa = % C b) sina = %
A
12. Punkty A i B sa kolejnymi wierzcholkami n-kata foremnego. Styczna do S d
okregu opisanego na tym n-kacie przechodzaca przez punkt A tworzy z bo- D
kiem AB kat a. Wyznacz ten kat dla: o . a
a) n =S8, b) n = 10, c) n=12. A 24 B B D¢
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5.9. Twierdzenie cosinusow (1)

Twierdzenie cosinuséw
Dla dowolnego trojkata (oznaczenia jak na rysunku) prawdziwe B
sa nastepujace zaleznosci:

a? = b? + ¢? — 2bccos

b2 = a? + ¢® — 2accos 3

c® = a® + b?> — 2abcos~y

Dowdd. Udowodnimy zalezno$é ¢* = a* + b* — 2abcosy. (Pozostalych dwdch
zaleznosci dowodzi sie analogicznie). Mozliwe sa trzy przypadki ze wzgledu na
kat . Rozpatrzmy dwa z nich (przypadek trzeci — patrz é¢wiczenie 1.).

1° Kat v jest katem prostym, czyli trojkat ABC' jest prostokatny.
Woéwezas cosy = 0 1 réwnos$é przybiera postaé¢ ¢ = a® + b* — jest ona
prawdziwa na podstawie twierdzenia Pitagorasa.

2° Kat v jest katem ostrym (rysunek ponizej).

Dowdd przeprowadzimy przy zatozeniu, ze ¢ BAC jest B

ostry. Z wierzchotka B opuszczamy wysokos¢ h. Punkt D

dzieli bok AC' na dwa odcinki o dtugosciach: ¢ B \?
|DC| = acosvy, |AD| =b—acosy 4 A

Stosujemy twierdzenie Pitagorasa dla trojkatow 4 D C

CBD oraz ABD i otrzymujemy odpowiednio: b—acosy acosvy

h? = a? — (acosv)? oraz h®=c*— (b— acosv)?
Zatem:
¢ — (b—acosv)® = a* — (acosy)?
c? — b* 4+ 2abcosy — a’*cos’ vy = a® — a® cos® v
Ostatecznie ¢ = a® + b* — 2abcos .

Uwaga. W tym podreczniku, jezeli nie jest powiedziane inaczej, przyjmujemy ozna-
czenia wierzchotkéw, bokow i katow trojkata jak na rysunku przy twierdzeniu.

Cwiczenie 1

Udowodnij, ze ¢ = a? +b* — 2abcosy w przypadku,
gdy = jest katem rozwartym (rysunek obok).
Wskazéwka. Zauwaz, ze |CD| = a cos(180° —+y), a nastep-

nie wyznacz h?, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla
trojkata BCD oraz dla trojkata BAD.
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[E] Przyktad 1

Uzasadnij, ze tréjkat o bokach a = 2v/3, b = 6 i kacie v = 30° jest réwnora-
mienny. Oblicz miary pozostatych katéw tego trojkata.

Aby obliczy¢ dtugosé boku ¢, korzystamy z twierdzenia cosinuséw:
c? =a*+b* — 2abcosy
¢ = (2v/3)” + 6° —2-2v/3-6 - cos 30° = 12 + 36 — 24v/3 - L = 12

Stad ¢ = V12 = 2v/3. Zatem jest to tréjkat réwnora- 2
mienny. 7 twierdzenia cosinuséw wynika, ze cos 3 < 0 b
(sprawdz), zatem £ jest katem rozwartym. Stad o = 30° “
oraz 3 = 120°. Q p

A ¢ B

Cwiczenie 2

Oblicz dtugo$é trzeciego boku trojkata ABC.

a) a=>5b="7,~v=060° c) a=3,c=2V2, =45
b) a=5,b="7,v=150° d) b=3,c=2V2 a=135

Twierdzenie cosinuséw pozwala réwniez wyznaczy¢ katy trojkata, gdy dane
sa dtugosci wszystkich jego bokow.

Przyktad 2
Wyznacz miary katéw trojkata o bokach a = 6, b = 3v/2, ¢ = 3/10.

Wyznaczamy miare kata ~: : :
) ) ) Korzystamy z twierdzenia
¢ =a“+ b" — 2abcos Y  cosinuséw.
a?+b%>—-c2  364+18-90 36 1 V2

2ab ~ T 36v2  36v2 V2 2

cosy =
Zatem y = 135°.
Wyznaczamy miare kata a:
Y Y ¢ X Korzystamy z twierdzenia
a®> =b*+c* —2bccosa  cosinuséw.
b2+c?—-a?  184+90-36 72 2 25

S = T T v v VB 5 08
Z tablic (str. 251) odczytujemy: o ~ 26°30'. C

Wyznaczamy miare kata (:
B =180°— (a+ ) ~ 18°30

A ¢ B

Cwiczenie 3
Wyznacz miary katow trojkata o podanych bokach.
a)a=1, b=1, c=vV2+3 b)a=+v2, b=2, c=1++/3

5.9. Twierdzenie cosinuséw (1)
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Zadania

1. Oblicz dlugosé trzeciego boku tréjkata ABC.
a) a=4,b=+/3 =30 ¢) a=2,b=06,~=120°
b) b=>5, c =32, a = 45° d) a =2v3, c=4, f=150°
2. Dane sa dtugosci a, b dwoch sasiednich bokow rownolegtoboku oraz kat ~

zawarty miedzy tymi bokami. Oblicz dtugosci przekatnych tego réwno-
legtoboku.

a) a=2,b=4v3,v=30°
b) a=4,b=2V2, v =45°

c) a=>5,b=3,v=060°
d)a=6,b=38,~v=120°
3. Wyznacz miary katow trojkata o podanych bokach.

a) a=2vV3,b=4vV3,c=6 b) a=+v6,b=2V3, c=+V3+3

4. Wyznacz miary katow trojkata o podanych bokach.

a) a=2,b=3,c=4 b)a=3,b=5,¢c=7

5. a) Jeden z bokéw tréjkata jest trzykrotnie dtuzszy od drugiego boku, a kat
zawarty miedzy nimi jest réwny 60°. Trzeci bok tego trojkata ma dhugosé 7.
Oblicz dtugosci dwoch pozostatych bokow.

b) Jeden z bokéw trdjkata jest czterokrotnie dluzszy od drugiego boku,
a kat zawarty miedzy nimi jest rowny 120°. Trzeci bok tego trojkata ma
dtugosé 21. Oblicz dtugosci dwoch pozostalych bokow.

6. Oblicz cos~y, sin~y i pole trojkata ABC.

a) a=3,b=+2,c=+5 b)a=2,b=+5c=+3

Sprawdz sie

7. Oblicz dtugo$é trzeciego boku tréjkata ABC.
c) c=+/3,b=6, cosa =
d) a=4,c=05,co8f =—

3
4

5

B

a) a=06,b=8, cosy =+

b) a =5, c=10, cos f = —2

ot

8. Oblicz miare kata 3 trojkata ABC.

a) a=5,b=+19,c=3 b) a =2, b=+10, c =2

9. Dane sg dlugosci dwoch bokéw tréjkata ABC: a = 6, b = 10 oraz wiadomo,
ze siny = %. Oblicz dtugosé boku ¢ w przypadku, gdy kat v jest:

a) ostry, b) rozwarty.
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5.10. Twierdzenie cosinuséw (2)

Przyktad 1
Katy tréjkata ABC' (rysunek obok) spetniaja
zaleznosé¢ a < 3 < 7, a jego boki — zaleznos¢
a<b<ec.

Twierdzenie

W tréjkacie naprzeciwko wiekszego kata lezy dtuzszy bok.

Cwiczenie 1
Boki tréjkata maja dlugosci 6, 3v/2, 3 + 3v/3, a katy maja miary 30°, 45°
i 105°. Podaj dlugos¢ boku lezacego naprzeciwko kata: a) 30°, b) 105°.

Przyktad 2
Dwa, dluzsze boki tréjkata maja dtugosci 4 i 3v/3, a najmniejszy kat ma mia-
re 30°. Oblicz dtugo$é¢ najkrotszego boku tréjkata.

Oznaczmy przez ¢ dtugo$é najkrotszego boku trojkata — bok ten lezy na-
przeciwko kata 30°.
Korzystamy z twierdzenia cosinusow:
=424 (3v3)2 —2-4-3V3 - cos30° =
=16+27—-24V/3- L =7
Zatem ¢ = /7.

Cwiczenie 2

a) Oblicz dtugos$é najkrotszego boku trojkata, ktérego dwa dtuzsze boki maja
dtugoéci 3v/2 cm i 5 cm, a najmniejszy kat ma miare 45°.

b) Oblicz dlugosé najdluzszego boku trojkata, ktérego dwa krétsze boki maja
dtugoéci 2 cm i 2v/3 cm, a jeden z katéw ma miare 150°.

Cwiczenie 3

a) Suma miar dwéch katow trojkata ostrokatnego jest réwna 135°; a jego dwa
dtuzsze boki maja dlugoéci 3v/2 cm i (3++/3) cm. Oblicz dtugo$é najkrétszego
boku tego tréjkata.

b) Dwa katy tréjkata maja miary 15° i 45°, a jego dwa krotsze boki maja
dtugosci 2 cm i (v/3 — 1) em. Oblicz dtugo$é najdtuzszego boku tego tréjkata.

5.10. Twierdzenie cosinuséw (2)
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Przyktad 3
Dany jest trojkat o bokach 2, 3 i 4. Kat « jest najmniejszym katem tego
trojkata, a kat v — najwiekszym. Oblicz cos a oraz cos .

Kat o lezy naprzeciwko najkrétszego boku troj-
kata, a kat v — naprzeciwko najdtuzszego. Na pod-
stawie twierdzenia cosinuséw:

22 =32442-2-3-4cosa = 25 — 24 cos o

_21 _ 7
Stad cosa = 5; = 3.

8
Podobnie:

42 =22 432 —-2-2-3cosy =13 — 12cos~
Zatem cosy = —5 = —1.
Cwiczenie 4
Dany jest trojkat o bokach 3, 5 i 6. Kat «a jest najmniejszym katem tego
trojkata, a v — najwiekszym. Oblicz cos a oraz cos .

Przyktad 4
a) Wykaz, ze tréjkat o bokach dltugoscia = 4, b = 6 i ¢ = 9 jest rozwartokatny.

Bok ¢ jest najdtuzszym bokiem trojkata, zatem kat ~ jest jego najwiekszym
katem. Obliczamy cos~, korzystajac z twierdzenia cosinusow:
a?+b%2-c?  42462-92 29
2ab 2-4-6 48
Otrzymalismy cos~y < 0, wiec v € (90°;180°). Oznacza to, ze trojkat jest roz-

cosy =

wartokatny.
b) Wykaz, ze trdjkat o bokach dlugosci a =9, b =71 ¢ = 6 jest ostrokatny.

Bok a jest najdiuzszym bokiem tréjkata, zatem kat o jest jego najwickszym
katem. Obliczamy cos «, korzystajac z twierdzenia cosinuséw:
b*4c?—a® _ TP462-92 4 1

2bc 2.7-6 84 21
Otrzymalidémy cosa > 0, wiec a € (0°;90°). Najwiekszy kat trojkata jest ka-
tem ostrym, co oznacza, ze trojkat jest ostrokatny.

COS&x —=

Cwiczenie 5

Oblicz cosinus kata lezacego naprzeciw najdtuzszego boku tréjkata o podanych
bokach. Czy trojkat ten jest ostrokatny, prostokatny, czy rozwartokatny?

a) a=8,b=T7,¢c=5 c) a=10,b=11,c=14
b)a=25b="7,¢=24 d) a=6,b=20,c=21
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Zadania

1. Oblicz cosinus najwiekszego kata tréjkata o podanych bokach. Czy $rodek
okregu opisanego na tym trojkacie lezy wewnatrz trojkata?

a)a=6,b=7c=8 c) a=2,b=2v2,c=1
b) a=10,b=7,¢=5 d)a=4,b=2V3c=2

2. Boki tréjkata maja dtugosci 5, 6 i 7. Oblicz:
a) cosinus kata lezacego naprzeciwko najdtuzszego boku,

b) dhugos¢ srodkowej poprowadzonej do boku o dlugosci 6.
3. Boki tréjkata majg dtugosci 3, 4 i 6. Oblicz:

a) cosinus kata lezacego naprzeciwko najkrotszego boku,

b) dhugosé srodkowej poprowadzonej do boku o dlugosci 4.

4. Dane sa dwa boki a i b pewnego tréjkata oraz jego pole P. Oblicz cosinus
kata wyznaczonego przez te boki, a nastepnie oblicz dtugosé¢ boku c.

a) a=4,b=10, P =12 b) a=5,b=6, P =102
5. W trapezie ABCD dluzsza podstawa AB ma dlugo$é 8v/3, a kat BAD

jest réwny 60°. Przekatna AC' ma dlugosé 6 i zawiera sie w dwusieczne]
kata BAD. Oblicz obwdd tego trapezu.

6. Kat rozwarty réwnolegtoboku jest dwukrotnie wiekszy od jego kata ostre-
go, a jeden z jego bokow jest trzykrotnie dtuzszy od drugiego boku. Obwod
rownolegtoboku jest rowny 16. Oblicz dtugosci jego przekatnych.

Sprawdz sie

7. Oblicz cosinus najwiekszego kata trojkata o podanych bokach.
a) a=3,b=2V3,c=2 b) a=3v2,b=3,c=4

8. Oblicz dtugosc:
a) najkrétszego boku tréjkata, ktérego dwa pozostate boki maja dtugosci
10 i 6v/3, a najmniejszy kat ma miare 30°,
b) najdtuzszego boku tréjkata, ktérego dwa pozostate boki maja dhugosci
618, a jeden z katéw ma miare 120°.

9. Oblicz dtugosci przekatnych rombu o boku a i kacie ostrym «a.

a) a =6 cm, a = 30° b) a =8 cm, o = 45°

5.10. Twierdzenie cosinuséw (2)
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Powtorzenie

B Zestaw |

1. Oblicz pole zacieniowanego obszaru.

b) Figura ABCD jest rombem.
D C

a) Wszystkie tuki sa potokregami.

A 2 B 2 C A 2 B
2. Wyznacz miary katéw a i 3.

a)

« 30°

3. Odcinek AC jest Srednicg okregu o promieniu 2. Cieciwa AB tego okregu
ma dlugoéé 2v/3. Wyznacz miare kata ostrego miedzy:

a) cieciwg AB a styczng do okregu w punkcie B,
b) cieciwa BC' a styczna do okregu w punkcie C.

4. Punkty A, A,, ..., Az dziela okrag na 8 tukéw
o réwnej dtugosci (rysunek obok). Wyznacz miarg 4,
kata ostrego miedzy:
a) cieciwg A; A, a styczna do okregu w punkcie Ay,
b) cieciwa A3 Ag a styczna do okregu w punkcie Ag.

5. Oblicz promien okregu opisanego na trojkacie prostokatnym réwnoramien-
nym, ktérego obwod jest rowny:

a) 4+ 2v2, b) 4, c) 1.
6. a) Pole kola opisanego na trdjkacie réwnobocznym jest réwne 277. Oblicz
pole kota wpisanego w ten trojkat.

b) Suma pél kota wpisanego w trdjkat rownoboczny i kota na nim opisa-
nego jest réwna 60m. Oblicz pole i obwdd tego trojkata.

I 210 5. Planimetria

Suma dlugosci okregow przedstawionych na ry-
sunku obok jest réwna 127. Oblicz sume obwodow
trojkatéow réwnobocznych na tym rysunku.

Jeden z bokéw trojkata wpisanego w okrag jest

jego $rednicg i ma dtugosé 5 cm. Oblicz pole tego \\/
trojkata w przypadku, gdy:

a) stosunek dlugodci jego pozostatych bokéw jest rowny %,

b) jest on réwnoramienny.

Trojkat réwnoramienny ABC' o kacie miedzy ramio-

nami 45° jest wpisany w okrag o promieniu 8 (rysunek ¢
obok).

a) Oblicz dlugosci tukow AB i BC. 4 @

b) Oblicz pole zacieniowanego odcinka kota.

c) Oblicz obwdd tréjkata ABC. B

Zestaw ||

Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny, ktérego:

a) przyprostokatne maja dtugosci 2 cm i 6 cm,

b) obwdd jest rowny 60 cm, a tangens jednego z jego katow jest rowny 2,4.
W trojkat prostokatny wpisano okrag. Punkt stycznosci okregu z przeciw-

prostokatna podzielil ja na odcinki dtugosci 6 i 9. Oblicz pole tego trojkata
oraz promien wpisanego okregu.

Okrag o promieniu 1 cm jest wpisany w trojkat rownoramienny o podsta-
wie 4 cm. Oblicz dtugos¢ ramienia tego trojkata.

Oblicz dtugosé okregu wpisanego w trojkat prostokatny réwnoramienny,

ktorego wysokosé opuszczona na przeciwprosto- A

katng ma dtugosé 3.

W trojkat o bokach a = 16, b = 13ic =9  ¢P T W\
wpisano okrag (rysunek obok). Oblicz dlugoéci Q

odcinkéw AP, BQ i CR. B a C

Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie réwnoramiennym:

1

a) o ramieniu 12 i kacie o przy podstawie takim, ze cosa = 3,

b) o wysokosci 6 opuszczonej na podstawe i kacie 120° miedzy ramionami.

Powtérzenie
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10.

11.

12.

14.

Oblicz obwdd trojkata przedstawionego na rysunku.

2
a) 45° b)

/3 V2 135°

Oblicz dtugosé¢ najdtuzszego boku trojkata ABC.

a) |AB| = 2V3, |BC| =6, |SABC| = 120°

b) |AB| = 4v2, |BC| = 4v/3, | S ABC| = 120°

Oblicz miare kata (8 tréjkata ABC.

a) |AB| =3, |BC| =5, |AC| = /19

b) |AB| =2, |BC| = V2, |AC| = V10

Oblicz obwdd i pole trojkata ABC.

a) a=10,b=8, v=60° b) b =4, 3 =30° v =45°

Bok kwadratu BCDE ma dtugoéé 6 (rysunek obok), A F
a przekatna prostokata ACDF ma diugosé 10. Ob-
licz promien okregu, ktorego tukiem jest BE. B E

Oblicz promien okregu wpisanego w tréjkat w przy-
padku, gdy:

a) dwa boki trojkata maja dlugoséci 4 cm i 8 cm,

a miara kata miedzy nimi wynosi 60°,

b) boki tréjkata maja dlugosci 3 cm, 5 cm i 6 cm. C D

. W tréjkat réwnoramienny ABC wpisano okrag o srodku O. Punkty D i F

sg punktami stycznosci okregu oraz odpowiednio podstawy AB i ramie-
nia BC'. Uzasadnij, ze trojkaty BCD i OCFE sg podobne. Oblicz promien
okregu.

a) |AB| =4, |BC| =210 b) |[CD| =3, |BE|:|EC|=1:2

Dziatka budowlana ma ksztalt czworokata. Wyniki pomiaréw wykonanych
przez geodete sa przedstawione na rysunku. Oblicz pole powierzchni tej
dziatki.

a) b) 40 m

7 [§ A\ <
2 150° 1207 150° >

50 m 60 m

I 212 5. Planimetria

Sposob na zadanie

Przyktad
Punkt D lezy na boku AB tréojkata ABC oraz |AD| = |AC|, |BD| = 1,
|ICD| =51 |BC| = 4v/2. Oblicz obwéd trojkata ADC.

Aby rozwiazaé to zadanie, mozemy postapi¢ na rézne sposoby.
I sposé6b C

Aby obliczy¢ cos (3, korzystamy z twierdzenia
cosinusow dla tréjkata BCD:

52 = (4v/2)2 412 —2-44/2 -1 - cos 3 b SN N\4V2
25 = 33 — 8v/2cos 3
8v2cosf =8 3
cosﬁzg A b D1B

Obliczamy b, korzystajac z twierdzenia cosinuséw dla tréjkata ABC:
b =(b+1)%+(4v2)2 —=2-(b+1)-4y/2-cosf3
>’ =b0*+2b+1+32—-8b—38

6b = 25
b=4;
Obwdd tréjkata ADC' jest réwny 2- 41 +5 = 131.
I1 sposdb
Aby obliczy¢ cosd (rysunek obok), korzystamy C

z twierdzenia cosinuséw dla tréjkata BCD:

(4v/2)2=52+12—-2-5-1-cosd

32 =26 —10cosd b > 42
10cosd = —6
_ 3
COsS0 = —= 5
Zatem: A b D1RB

cos [FADC| = cos(180° — §) = —cosd = 2

Prowadzimy wysokos¢ AFE tréjkata réwnoramiennego ACD. Trojkat ADFE jest
prostokatny oraz |[ED| = 3, wiec:

cos |[SADC| = cos | ADE| = %
Stad:

5 _
2=y

5
2
Obwod trojkata ADC jest réwny 2 - 4% +5 = 13%.
Odpowiedz: Obsapc = 135
=» Zadanie 24, str. 217

Sposéb na zadanie
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-8 i 12.1 wybierz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Zadanie 1 (0-1)
Dany jest okrag o promieniu av/2. Pole szeéciokata foremnego wpisanego w ten
okrag jest rowne

3v3
A. TCL2 B. 6(12

C. 3v/3a? D. 6v/3a?

Zadanie 2 (0-1)
Pole wycinka kota o promieniu 4 wyznaczonego przez kat 54° jest réwne

A. 0,67 B. 127 C. 1,87 D. 24r
Zadanie 3 (0-1)

Dane sa trzy okregi o srodkach A, B, C' pa- “

rami styczne zewnetrznie (rysunek obok). ‘
Promienie tych okregéw sg odpowiednio Y

réwne 3, 6 i 10. Cosinus najwickszego kata
trojkata ABC wynosi

A -1 B. —2 C. -+ D.0

6 16 39
Zadanie 4 (0-1)
W tréjkat réwnoramienny o kacie miedzy ramionami 120° wpisano okrag
o $rednicy 12. Podstawa tego trojkata ma diugosé

A. 6+4V3 B. 123 C. 24 +12V3

Zadanie 5 (0-1)

Cosinus kata przy wierzchotku tréjkata réwnoramiennego jest rowny
rami¢ ma diugosé 30. Obwod tego trojkata jest rowny

A. 108 B. 102 C. 96 D. 92

D. 36 + 24v/3

1

=5 & Jego

Zadanie 6 (0-1)

W tréjkacie ABC dane sg: | BAC| = 120°, |[AB| =2 —11i |AC| = V2 + 1.
Wskaz dtugosé boku BC' tego trojkata.

A. V5 B. V6 C. V7 D. 2V/2

Zadanie 7 (0-1)
Dany jest tréjkat o bokach 2, 2v/2 i /6. Cosinus najwiekszego kata tego
trojkata jest rowny

V6 V6
A & B. & C.

V2
/ D. -2

8

*[S

Zadanie 8 (0-1)
Sasiednie boki réwnolegloboku maja diugoéci 4 i 2+ 2+/3, a jego kat rozwarty
ma miare 150°. Jedna z przekatnych tego réwnolegtoboku ma dtugosé

A. 2+ 2 B. 2++3 C. 2¢/2 D. 2¢/3

I 214 5. Planimetria
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Zadanie 9 (0-1)

: . C
Dany jest trojkat ABC' (rysunek obok).
Ocen prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen. 3
Wybierz P, jesli stwierdzenie jest praw- :
dziwe, albo F — jesli jest falszywe. A 4 D 6 B
Promien okregu opisanego na tréjkacie BCD jest réwny 4,5. P F
Promien okregu opisanego na trojkacie ABC' jest réwny 5. P F

Zadanie 10 (0-1)

Katy tréjkata rownoramiennego ABC maja miary «, « i 4a, a jego ramie ma
dtugosé 2.

Ocen prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.

Obwéd tréjkata ABC jest réwny 4 + 44/3. P | F
Jedna ze $rodkowych tréjkata ABC ma diugoéé /7. P F
Zadanie 11 (0-1) C
Dany jest trojkat ABC' (rysunek obok).
Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz od- V6
powiedz A, B albo C oraz odpowiedz 1., 2. albo 3. 15
Bok AC ma dtugosé rowna, A V341 B
A. 2, 1 342
%7 a pole tréjkata ABC jest réwne 92 3+2\/§.
V3 V3++v2
c. B 3. |
Zadanie 12
Dany jest romb o obwodzie 16 i kacie rozwartym « takim, ze cosa = —i.

Zadanie 12.1 (0-1)
Pole tego rombu jest réwne

A. 415 B. 61/15 C. 8VH D. 815

Zadanie 12.2 (0-2)
Oblicz dtugosé krotszej przekatnej tego rombu.

J

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 13 (0-2)
Punkty A, A,, ..., Ag dzielg okrag na osiem réwnych
tukéw.

Uzupetnij zdanie. Wybierz dwie wtasciwe odpowiedzi
wybrane sposréd oznaczonych literami A—F i wpisz te
litery w wyznaczonych miejscach.

Miare réwna 22°30' maja |?| oraz [ ?].

A. JA AL A C. A AgA, E. SA,AA;
B. SAgA A; D. 4 A,A; Ag F. 4A;A5A;
Zadanie 14

Dany jest trojkat prostokatny ABC' o kacie prostym przy wierzchotku C'i przy-
prostokatnych o dtugosciach 10 cm oraz 24 cm.

Zadanie 14.1 (0-1)
Dokonicz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedZz A albo B oraz
jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Pole kota opisanego na tym tréjkacie jest réwne

A. | 1697 cm?, 1. | 12 cm.
poniewaz Srednica tego kota jest rowna | 2. | 24 cm.

2
B. 1447 cm”, 3. 26 cm.

Zadanie 14.2 (0-2)
Wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka kata prostego dzieli ten tréjkat na dwa
trojkaty. Oblicz dtugosci okregdéw opisanych na tych tréojkatach.

Zadanie 15 (0-2)

Dany jest tréjkat o bokach dtugosci 4, 5 i 6. Najmniejszy kat tego trojkata
jest rowny «, a najwiekszy J3.

Kazdemu rozpoczetemu zdaniu przyporzadkuj wtasciwe dokonczenie. Wpisz

obok rozpoczetych zdan w tabeli ponizej wtasciwe odpowiedzi wybrane spo-
srod A-E.

Numer zadania Zdanie do uzupelnienia Dokonczenie zdania

15.1 cos « jest rowny ?

15.2 cos 3 jest rowny ?

1 1 1 3 4

Ao g Bo 6 Co 5 Dn Z E 3

Przed obowiazkowa matura z matematyki

Zadanie 16 (0-2)

Pole wycinka kota o promieniu r wyznaczonego przez kat srodkowy a < 180°
jest réwne P. Ile jest rowne pole wycinka kota o promieniu 27 wyznaczonego
przez kat 2a?

Zadanie 17 (0-2)
Oblicz réznice miedzy polem kola opisanego na kwadracie o boku v/2 + 1

Zadanie 20 (0-4)

Kat rozwarty rownolegloboku jest trzy razy wiekszy od jego kata ostrego,

a polem kota wpisanego w ten kwadrat.

Zadanie 18 (0-3)
Na rysunku obok przedstawiono okrag o srodku O
i promieniu r. Wyznacz kat a.

Zadanie 19 (0-2)

Oblicz dtugosé okregu wpisanego w tréojkat prosto-
katny, ktérego najdtuzszy bok ma diugosé 65, a naj-
krotszy 25.

a stosunek dtugosci jego bokéw jest réwny 1:2v/2. Jego krétsza przekatna ma
dlugosé 2v/5. Oblicz pole i obwéd tego réwnolegloboku.

Zadanie 21 (0-4)

Dane sa dwa okregi o sSrodkach O; i O, styczne
zewnetrznie (rysunek obok). Okrag o srodku O,
ma promien R = 5 oraz wiadomo, ze |PB| = 12.

Oblicz sinus kata O,PA oraz promien r okregu (
o $rodku O;. p 4% B
Zadanie 22 (0-4) A *

B

Dany jest trojkat prostokatny réwnoramienny,
ktérego przeciwprostokatna ma dlugosé 8 cm.
Oblicz pole kota wpisanego w ten tréjkat.

Zadanie 23 (0-4) C
Wyznacz miary katéw rombu o boku a i jednej 6
z przekatnych diugosci av/2 — /2.

Zadanie 24 (0-4) > Przykiad, str. 213 4\ 21
Dany jest trojkat ABC (rysunek obok).

Uzasadnij, ze kat o ma miare 45°, i oblicz o

obwod tréjkata ABC. A D1B

J

I 216 5. Planimetria
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Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan

1.1. Wykres funkcji f(x) = ax2

[€]1. np. (—3,9). (—1.1). (0,0), (3. 1)
3. a), b) nie ¢), d) tak
4. a) rosnie w (—oo; 0], maleje w [0; 00)
b) z = 0, W(0,0)
5. a) fi — zielony, f; — niebieski,
fs — czerwony, fi — brazowy,
fs — fioletowy
b) fa: (—1,-2), (0,0), (1,-2), (2,—8),
far (-2,-1), (0,0), (2,-1), (4,—4),
fs: (—4,-2), (0,0), (4, —2), (8,~8)
6. a) Jr{ ) 5o _;_F,T ( "1:-_5}:- (_2.‘_2)!
(0,0), (2, — ] =8
b) f(x) = —dx ( 2,-16), (—1,—4),
(0,0), (1,—4), (2, —16)
c) f(z) = 327, (—z, 12), (—1,3),
(0,0), (1,3), |[ 12)
d) f(x) = —; So (=8—12), (=8;~8),
(0,0}, (3,—3), (6, —12}
(Z]1. a) f(D) =[0;9] b) f(D)=1[0;9)
L‘), d] ff-D} = [ J:“]
e) f(D) = (—8:0] f) f(D) = [0:4]
g) f(D) = [0;12)
h) f(D) = [-8: -2]

2. Ay = z*, B: Yy = 2z%, Ciy = %:rz._

2
Dlzyzi"‘a B §=ea”

6. a) f(z) =2z b) f(z) = 22"
¢) f(z) = —4a* d) f(2) = La?

B 218 Qdpowiedzi do éwiczen i zadan, str. 10-16

a) f(D) = [0;4] b) f(D) = [0;2]
c) f(D)=[-4;0] d) f(D) = [-1;0]

Przesuwanie wykresu funkcji
wzdtuz osi uktadu wspoétrzednych

1..a) glz) = |&|+1; klz)=|z]| =2,
9(D) = [1;00), (D) = [-2; 00)
b) k(D) = [2;00), {D) = [~3; 00)

2. f:(0,0), g: (0,1), h: (0,—3)

3.a) g(z) = |z + 3|, hiz) = |z - 2|,
g(D) = h(D) = [0;00)
bk 2=8 bxg==1

4. f: (0,0), g: (—1,0), h: (3,0)

1.2. Przesuniecie wykresu funkcji f(x) = ax?
wzdtuz osi OY i osi OX

[€]1. a) [-3;00) b) [1;0)

c) (—oo; —4] d) (—oc;2]

2. a) maleje w {—o0; —3], roénie w [—3; o¢)
b) maleje w {—o0; 1], rodnie w [1; o0)
¢} rosénie w (—oc; —2], maleje w [—2; )
d) roénie w (—o0; 2], maleje w [2; 00)

3.a) W(3,-2) b) W(-2,1)
a) W(—6,—3); 6 jednostek w lewo
i 3 jednostki w dot
b) W(1,0); 1 jednostke w prawo

5. a) maleje w (—00; 3], roénie w [3; 00),
f(D) = [-4;00), W(3.—4)
b) maleje w (—o0; —2|, rodnie w [—2;00),
f(D) = [2;00), W(-2,2)
¢} rodnie w (—oo; —4], maleje w [—4;00),
(D) = (—o0; 1], W(—4,~1)
d) roénie w (—oc; 1], maleje w [1;00),
(D) = (—00;3], W(1,3)

[Z)1. a) f(x) = (x — 3)%, maleje w (—o0: 3],

roénie w [3; 00)
b) f(z) = (z + 2)°, maleje w (—oc; —2],
rosnie w [—2; 00)

2.a) f(z)=—(z+2)°+3
b) f(x) = —(z—1)° -2

3.a) W(0,2), z=0 b) W(0,—-4), 2=0 4,

¢) W(2,0), ¢ =2 d) W(=1,0), & = —1
e) W(l,—4), =1
f) W(-3,1), z=-3
4. a) (—00;4] b) (—o00;—1] ¢€) (—o0;]]
d) (—oc; 1] e) [l;00) f) [-8;00)
g) [-2;00) h) (—co;4] i) [—4;00) 6
5. a) f(D) = [-6;00), maleje w (—oc; 0],
rofnie w [0;00), W (0, —6) 8
b) f(D) = [0; ¢ ), maleje w (—oc; 4],
rognie w [4;00), W (4,0)
¢) f(D) = [5;0c), maleje w {—o0; —2],
roénie w [—2;00), W(—2,5)
d) f(D) = (—o0; 9], roénie w (—o0c;0],
maleje w [0; 00), W(0,9)
e) f(D) = (—oc; 0], roénie w (—oc;—8]. ;
maleje w [—8;00), W(-8,0) Sk
f} f(D) = (—oc; —2], rodnie w (—oo; 3],
maleje w [3;00), W (3, —2)

un

a) dz” +4z+1 b) 42® + 122+ 9

e) 92° + 122 + 4 d) 92° + 24z + 16
e) 4z —dx +1 f) 92> — 6z + 1

g) 92 — 30z + 25 h) 162 — 24z + 9

Jaye=2 bla=4 cle=>5

i
dja=8 e)a=3% fla=3

abm=1 b)a=23 o}w=IT

dja=10 e)a=3; fla= 1

.a)z2—4 b)z2 -9 c} 16 — z2

d) 2° —64 e) d4z” —1 ) 92° —
a) (x—5)(z+5) b) (e —T)x+7)
¢) (z—vV2)(x+v2) d) (z— L) (z+ L)

G

1.3. Postac kanoniczna i postac ogdlna

funkcji kwadratowej (1)

.a) y=—22"+ 122 — 12

b)y=—32"— 32+ 3
¢) y = 3z° — 30z 4 84

g) f(D) = [1; 0¢), maleje w (—oc; 2], 2.a) y=(x+3)" -3, W(-3,-3)
roénie w [2;00), W(2,1) b) y = (z+ 2)" +4, W(-2,4)
h) f(D) = (—oc; 4], rosnie w (—oo: 1], e) y = (&—3)* — 11, W(3,-11)
maleje w [1;00), W(1,4) d) y = (¢ —4)" - 15, W(4 —15)
i) f(D) = [-V2;50), maleje w (—oo; —3], e) y=(z+ }_-) W(-1,0)
roénie w [—3;00), W(—=3,—v2) £) y=(z— ”})? T :51" Hf(%'- _%)

6. a) f(z) = z2° — 1 3.a)5 b)8 ¢)0 d) —12 e) 32 f) 9
b) f(z) = 3(z - 3)" 4.2) W(-2,3), y=4(z+3)°+3
c) flz) = 5(x+2)" +2 b) W(1,3), y = —2(z — 1)> + 3
d) f(z) = 3(z =B p 2 ¢) W(l,3), y=3(z—1)>+ 3

7.8) f(D) = [2;00) b) f(D) = [-4i) @1

¢) f(D) =[-2;00) d) f(D) = [3;00)
e) f(D) = (—oc;2]
f) f(D) = (—00;—1]

Wzory skroconego mnozenia

2.a)2*+2z2+1 b)z® +4x + 4

)z +6z+9 d) 2?2+ 122 + 36 ek

e)z” —2x+1 f)2° —dx+4

g) z° — 8z + 16 h) z° — 10z + 25
.a)r’+z+1 b)2'+ to+ &

}'r—i- x4+ 3 d)z2® +3z+ 3 3

ez’ —z+ 1 f)a®—Ze+ ]

g)r’ — 3+ h)a’— o+ 22 4.

a) y==z" —z+ 43
b) y=—z"+ 8z — 19
¢) y =22 — 122 4+ 19
d) y = —32° — 12x — 16
e) y=—1z"+ 2z
f}y:—%m2+23?+1

Vi(—1,1), W,(3,—2), Wa(4,2),
flz)=2(z+1)%+1=22+ 42+ 3,
g(z) = 2(x — 3)* — 2 = 22% — 122 + 16,
h(z) =2(x —4)* +2 = 22" — 162 + 34

.a) glz) =3z -3 -2=32"— 18z + 25

b) g(x) = —4(z+5)*+ 100 = —4z° — 40z
a) 81 b) =7 ¢)1 d)0 e) 42 f) —11
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5.a) A =28 W(-2,-7)
b) A =32, W(3,8)
¢) A =56, W(-1,-7)
d) A =12, W(1,1)
e) A=-2 W(%, %)
f) A=4,W(3,3)
6. a) W(—1,2), f(z) = (z+1)*> +2
b) W(4,0), f(z) = 3(x —4)?
c) W(1,5), f(z) = —4(z —1)> +5
d) W(-2,-15), f(z) = 2(z + 2)
&) W(k, 1), f(x) = (z - £)° - L
) W(3.8). fla)=-2(z—§) +35
7.a)c=1, f(z) =2z - 1) -1
b) c= -2, f(z) =2(x — 1)* — 4
c)c=6, f(z) =2(x—1)%+4
d) c=2, f(z) =2(zx — 1)?
e) c=—20, f(z) = 2(x — 1)% — 22
8. a) fi(z)=—3(z—1)*+3,
fo(x) = —3(z +1)* + 3,
fs(x) = —%(93—6)2+3,
fi(z) = —3(z +3)* +3

b) fi — zielony, f — niebieski,
3 — fioletowy, fi — czerwon
Y Yy

9.a)25 b)1 ¢)20

10. a) W(1,-3) b) W(2,1I)
¢) W(=3,-19) d) W(-3, )
Q) W(-3,-3) D W(-1.9)
11.a)y=(z—2)°> -6
b)y=2(x—-2)>-7
Q) y=-3(s— ) +1
d)y=—-2(z+2)*+3
) y=8(z— %) - %
f)y=—3(x—-2°+1

Obliczanie wartosci tréjmianu kwadratowego

1. a) 4,12 b) 43,13 ¢) —17, —34

2.a)5,2% b) -5, —2 ¢) 3, —12
3. a) g(— ):—17, f(—2) = —15,
h(—2) = b) g(—2) = —101

h(—2) = 101 f(=2) =
4.a)c=7 b)c=20 c)c=—5/2
5. A, B, E
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1.4. Postac kanoniczna i posta¢ ogdlna
funkcji kwadratowe;j (2)

=3
N—

T S SSIS

]

~—

2

== O
~ ~—
N N~ T~

Qo
—_

~—
~—

&
I

—

]

)
N N
5 |l

—_—
~— —

= —222 + 162 — 32

=3
N—

8

]

~~

8

~—

ST o

> = o

~— =

— N

Y

=3
N—

g}

~—

L ©In

(=¥

N
Q2 2 Q2 Q2 ey o
Il
[
Il

—6,c=0

|
—_
o
~

\}

—_

o
I
o
I

)
N N’

—2,b=8,c=—

— 7, maleje w (—o0; 3],
ro$nie w [3;00), f(D) = [—

maleje w (—oo; —1], rosnie w [—1; 00),

¢) f(z) =2(z +2)* -

maleje w (—oo; —2], ro$nie w [—2; 00),

<%

d)f()— 2( — Y +4,

; 2] maleje w [l'

—

( 00; 4], ro$nie w [4; 00),

1Y

. .
N N N N N N N N N

—z(ﬂ3+2)2
ma]eje w [—2;00), f(D) = (—

, ro$nie w (—o0; —2],

a)y=(x+3)*—17
y=—(z—3)°+1

¢)y=2(z+6)>—26

d) y=—1(z—12)* 428

&) y=—2(0— 3 -3

f)y=2(z+2)7 -2
b=—-4,¢c=8 b)b=2,c= -2

cgb=-1,c=-3

d)b=0,¢c=3

e) b= —20, ¢c= 100

f) b=8, ¢ =20

Yb= -2, c=1, f(z) = (z — 1)*

b)b=8,c=2, f(z) = (x+4)> — 14

c) b= —6, c = —06,

f(z) = (z—3)> 15

a) f(z) = 32> -2
flz)==3(z—-1)*+1

a) f(z) = (z+1)°
flz) = (z+1)* +3

¢) f(z) = (z+1)* -1

d) f(z) = —(z —2)* +4

e) f(z)=(x—3)* -1

f) f(z) = —(z —4)> +8

a) f(z) = (x—1)* +4
flz)=3(z+2)°+3

c) f(z) = —4(x+3)* -4

1.5. Réwnania kwadratowe (1)

. Réwnanie kwadratowe moze mieé 2 roz-

wigzania, 1 rozwiazanie lub 0 rozwia}zaﬁ

) {=2.0} b) {0.5} 0 {05} @) {0.16)
a)yz=-22=2bor=-32=32
c :r:—12—1,a::1—21 d xz—%,x:
r=-4 b)z=1
Jr=—-12 d)yz=32
e)z=2 f)z=-3
x = —/3, =3 b) sprzeczne
c x:—%,x:% d) sprzeczne
r=0,z=6 b)z=—5,2=0
Jrz=0,z=%1 d)z=-3,2z=0
e)x=0,z=2 f)xz—@,a:z

<%

.
=¥
= — O O

QO

)T=—1,T= 15
b)z=—-22=2
c)z=-5d)xz=38

e)z=12 f)z =—3
g)x:_\/?gax:\/?i

hyz=2 i)z =6

. a) (0,0), (4,0)

b) (—2,0), (2,0), (0, —12)

c) (0,12), nie przecina osi OX

d) (0,0), (—535,0)

e) (0,4), nie przecina osi OX

£) (~15.0), (55,0), (0. —4)

a)2 b) —4 ¢) 3
xr=0,z=1b)x=-3,2=0
Jrx=3 d)z=6 e)z=4 f) =2
2 b) 0 c) 2

1.6. Réwnania kwadratowe (2)

Jl.a)yz=2 b)z=—-% c)z=1

a)r=—-1,x=3 b)z=—-4,v=-2
T=-3-V2z=-3+2
A =4> 0, 2 rozwigzania

b) A = —8 < 0, 0 rozwiagzan

c) A =35>0, 2 rozwigzania

d) A =49 > 0, 2 rozwigzania

e) A =0, 1 rozwiazanie

f) A =—-12 <0, 0 rozwigzan

g) A = —2 <0, 0 rozwigzan

h) A = 24—5 —4/2>0, 2 rozwigzania

i) A =9 >0, 2 rozwigzania

.a)x1:—3,x2: %

ot |

b) 1 :—1 ro =

x1:—§,x2—2 d):)fo 14

)
e) r1 =3 — /10, z2 = 3+ /10
)

f $1—2—\/6, 1172=2+\/6

g) sprzeczne

h) xr1 = 1_6ﬁ, To = —H—Gﬁ

i) sprzeczne
):1:1——%,:1:2:7b)x1— T2 =3

¢) z1 =32, 20 = —% d) sprzeczne

e)z1 =32, 29=1 f) 2o =3

g) sprzeczne h) x1 = —32, 22 =1

l) o %
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2.a)x=-3, 22 =—% 5.a)y=(z—-3)(x—5) b)y=(z+7)(z—4) 6.a)r=—1,2=06y=(z—6)(x+1) 2.a)y=2(x—1)(z —4) =2z> — 10z + 8
b)xlz—g,xQZQ C)xoz—?ﬂlﬁ c)yzB(x—%)(x—Q) b)x=1,z=3,y=2(z—1)(z—3) b)y:%(q;+6)(x—2):%x2+2a:—6
d)ml—flg\/ﬁ,wz—*lgm d)y:12(az—|—§)(x+i) C)a?:—%,.I:%,y:—G(.T—f—%)(.T—%) ¢)y=—(r—2)(z+5)=—2"—3z+10
e) 71 — 7175\57 - 714_5\/ﬁ e)y=—2(z—3)(z+4) d)z=2y=—(z—2)? d)y=-3(x—1)(z—3)=—-32>+122 -9
f), g) sprzeczne ) v = ! (:1:~|—i.).(x—1) : w=0,z=4y=x(z—4) 3.2z =1, /@) =(@—1)(z-5)

h) o — B-VET o at)ar g) nie ma postaci iloczynowej flea=1,2=3,y=—-2(x—1)(z—3) f(z)=(z—3)2—4

0o 7_\2/ﬁ;x2_7+?/377 h)y:(?—l-\/?\—/gl))éf_f\/;)l) 7.a) y = (z+2V3)(x —V3) b) z =0, f(x):;%x(x—l—ll),
R ) y=2(r—-==)(r—- 5= b) y = V3z(z +2V3) f(@) = —3(x+2)" +2

3 2) (0,-1), (-1.0), (%’O) (Z]1. a) x = —10, z = 20, y = 2> — 10z — 200 ¢) nie ma postaci iloczynowej ¢)x =5, f(x) = %(w—l— 1)(z —5),

b) (0,3), <_ﬁ2+3’0>’<ﬁ273’0> )=l ol y;y6x2—5x+1 8. a) (—6,0), (0,0) b) (0,0), (3,0) f(z) = 3(z—2)" =3

¢) (0,3), (=%,0), (1,0) ¢) x = i:%, x=2é, y = 622 + 10z — 24 c) (—2,’0), (4:0), (0, —;3) o 4. a) f(z) = 22" +8x+6 =2(x +2)° -2

?))(((?711)2%( ;%0)0)6)(%53) dz=12=2y=412"— 100 +4 d) (=3,0), (6,0), (0,—3) b)) J{((a:)): 2233—;13;1 24(;— 2122—52)2 8
s L)y AT sy V) ’ _ 1 . 1 o 2 _2,07_0 012 C xTr) = 40 — € = T — —

O S e)r=—3,o=—-L1 y=062" 45z +1 ?) (_é ) (2§ ), ( _)1 5. ) (0.0). (6.0, 17(_5.9

O 11— 5— VI3, 5+\/_3 i f)o=35 2 %’y_mr G (=50, (2,0), (0,719) b) (1.0, (5.0). (0.5), W(3.—4)
1 =9 — 2 = y V) »y V) 39 T
d) z1 =6, 20 = 12 g)r=-3,2=0y=—a"—3z 1.8. Postac¢ iloczynowa funkcji ¢) (=3,0), (1,0), (0,2), W(-1,2)
&) m1 = T g, — TEYT h)sz,a::an:aP—Q%x kwadratowej (2) 6. a) y = 2(+2) (0 1) = 247 — 1y 18
f) sprzeczne Jz=0,2=35y=-32"+Tz [€]1. a)b=—-8,c=15 =2(x -1 -6

5.2)2 b) 0 2.8)y=(z—3)(z+2) b)b=—1, c=—12 b)y:i%m(x+6):_%x2_16x:

6. a) zop = 2 b) sprzeczne b)y = —(z—3)(z+2) ¢) b=7,c=10 =—-8(z+3)*+8
) r1 = 3*4\/5, T = % d) sprzeczne )y=2(z+3)(z—2) hb=3 c=-1 c)y = —g(:p— (zx—17) =
e) 21 =—8, x> = —4 d) y = —2 l‘—l—TQ)(”J 1+%§) o= 0e=" = gaz:QJr—ar:—ﬁ—

f) 21 = —6 — 23/17, x2 = —6 + 2V/17 &) y=3(z—1)(x—2) 2.a) z =3, W(3,—-9) 3( 43 +29
3 _ 2

7.a) —=5,3 b) —1,3 ) y = 4(:1;—1”3)(35—1*“5) b) z =5, W(5,25) 9

8.a) x1=-3, 22 =0 Y * / * ¢) z =-2, W(-2,-8) 1.9. Nieréwnosci kwadratowe
b) x1 = —4 — V17, 2 = -4 + /17 g)yzS(m—4)(x—|—§) d)x:%,W(%,%) (€)1. a)a:E( ] [1; 00) b)xe[—léé]
o= e by=(z-1-)(z -1+ e)x:?W%’—)‘*) 9 o€ (- vEL+5)

T1 = — T2 = —4+ i)y=—3(x+2)(x—14) f) =3, W(5,4 2. 2)zcR b)zcR\ {1}
1.7. Postac iloczynowa funkcji 3. a) f(x) :4(374‘ %)(fﬁ_ %); 3. a) W(3’_%) b) W(_G’_%) c) sprzeczna
kwadratowej (1) r=—-32, =1 ca)y=xz"—22-3 3.ajrzeR b) sprzeczna ¢) z € R
€]l a)y=—22"+22+9 b) f(z) =9(z+ 5)(z— %), b)y = 32" — 2z 4. a) x € [-3;1]
b) y = 4z —1033+— c)y:%xQ—i—%x :L':—%,x:% C)y:_%$2_% + % b) z € (—oo: 123 () (13,
2.a)x1 =3, 22 =5 c)f(x)—%:l?(w—l-%),x:—%,x:o d)y:%x2_4x )z ( 005 > ( 2 aoo)
b) a1 — 6, 02 —2 &) fe) = ~90(s~ 2), 7= 0,0 = 2 5. ) f(z) = &+ (a3 ) e
) o1 = 8, x> = —4 0 f() = 9(z+ 3)% = 1 b) f(x) = —(¢ + 1)(@ — 3) ® € (0:5) Hae )
d) 21 =0, 22 =9 ¢ e ¢) f(z) = —L(z+ 1)(z - 3) [Z]1. a) z € (—00; —5) U (5;00) b) z € [—4; 4]
- ) flz)=4(z—2)", =2 ) ¢) z € (—o0; —2] U [2;00)
o w0 =2 )= 5. 2) J(2) = —a(e+4) = —(e +2)° +4 6.3) /(@) = —3@+ e —1) a U [3:
3a) o= —V2, 2= V3 ' ) e 1ima)? b) f(z) = 1(a +2)(x - 4) ) € (o0 =2l U150
b) f() = Bz +1)(x+5) = (a+3)°—2 | &) z€[~1;4] f)xe(-15)
)5 =1 V8 5= 142 ) Jl@) =22z +1) =2(c+ )" - } o) Jo) = e e g e [~
2

4. a)y =5z (z—2) d) f(z) = —L(z+2)(x —2) = —La? +2 Z]1l. a) f(x)=(z —1)(xz —3)=2®> —4x +3 h) z € (—o0; —3) U (%;00)
b)y=16(z - 3)(z+ 3) e) f(x) = —(z+1)(z+3) = —(z+2)°+1 b) f(z) = 3(z+1)(z-3) = 32" —z— 3 i) sprzeczna j) z € (—o0;—3) U (2;00)
c)y= 9<x—27‘/§> (a:—l—%) f) f(z) = 3 (z+1)(z—4) = i(m—%f—% ¢) f(z) = —x(x+4) = —2° — 4z k) z € [-2;8] 1) sprzeczna
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2. a) 13 b) nieskonczenie wiele ¢) 5 d) 2

3.a)1,2,3,4,5 b)0, 1,2
) =3, -2, -1,0, 1, 2
)z eR\ {3} b)zeR

]

Ca
o

c) z € (—oo0; —5] U [3;00)

d)zeR e)zeR\{i}

f) z € (—o0; —4] U [3; 00)

29
g) sprzeczna h) z = g

i) sprzeczna

5.a) f(z) >5dlaz e (-0

f(x) < =3 dlaz € (2;4)
b) xz € (1;2) U (6;7)
6. a) z € (—2;3)
b)we( o0; —6 — \/H]
) z € (—00;9—5V3] U
d)xe( oo,_3m U[
e)zeR f)ze(-1-3)
7. a) (—oo; —2) U (1; 00)
b) (—00;—3) U (1500)
¢) (=4 —V10; -4+ V10)
8. a) (—oo0;—2]U[2;00) b)
c) R d) (—oo0;—1] U[4;00)
e) (=005 —5] U [§500)
f) (—o0; —4v/3]U[2v/3; 00
9. a) AUB = [0;24++/3], ANB =
A\ B = (3;2+ V3]

b)) AUB=R, AnB=(1;2

A\ B = (—o0;1] U [4; 00)

10. a) z € [—2\/5;2\/5]
b) z € (—o0; —3) U (3; 00)
c) x € (—o0;0] U [1;00)
d)zeR e)z=
f) z € R\ {-3}
) x € (—o0; —T] U [3; 00)

11. a) zaden b) wszystkie

¢)1 d) —12, —6, —4, —3, -2, —1,
e) —12, —6, —4, —3, 1, 2, 3, 4, 6, 12
)

£) 12, -6, —4, -3, -2, 1, 2, 3, 4, 6, 12
12. a) z € (—o0; —3) U (—1;00)

b) z € (—o0; 1) U (2;00)

¢) z € (—o0;—1) U (3;00)

I 224 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 42-49

;0) U (6; 00),

[—6+\/ﬁ;oo

-3 17
=TT, oo

[—2v/2;2v/2]

[2—/3;3],

1.10. Funkcja kwadratowa -
zastosowania (1)

[€]1. a) 361 b) = ¢) %

2. 162

a) najmniejsza: 4, najwieksza: 13

b) najmniejsza: —49, najwieksza: —1
¢) najmniejsza: —11, najwieksza: —2
d) najmniejsza: —%, najwieksza: 1

4. x =10 cm, P = 800 cm?

g — najmniejsza: —3, najwieksza: 9

b) f — najmniejsza: —33, najwieksza: 3,

g — najmniejsza: —%, najwieksza: 21
a) 8 b) 32

21l mx 21 m

7mx14 m

3 cm X 3 cm

.°‘!~":'>.°°.N'

7. a) najmniejsza: 1, najwieksza: 9

b) najmniejsza: —2, najwieksza: 10

8. 60 m x 60 m

1.11. Funkcja kwadratowa -
zastosowania (2)

(€]1.a) 12mx18m b)9m x 24 m

2.15m

3. a) z(x) = —502° + 2250z — 17 500,
x € [10; 35]

b) cena misia: 22,50 zt, wielko$¢ sprze-

dazy: 625 sztuk, zysk: 7812,50 zt

4. 010 zt
1. =3
2. a) 10 cm b) =207 ~ 6 [cm]
3. w obu przypadkach 1,5 m
4. =3
5 x>2
6. Jesli przez x oznaczymy szeroko$¢ pokoju
w metrach, to x € [V/17 — 1;6].
7. 40 cm
8. z €[2;8

. a) f — najmniejsza: —1, najwieksza: 3,

a) P(x) = —22% + 4z, x € (0;2), 1 x 2
b) P(x) = —3z2 + 24z, = € (0;8), 4 x 12
)

1l a)y=—-31(z—-6)°+4=—32"+ 3z
b)y = —5(z —6)(z +6) = —52° +4

12. nie

13. 1,5 cm

14. a) Ob = 30 m, P = 30 m?
b) Ob = 56 m, P = 84 m?

15. 200 m
Zestaw |
1. a) f(z)=2>+4
b) f(x) = —(z+1)* +1
¢) flz) = (z+1)* -2
d) f(z) = (z - 3)* — 4
e) f(z) =—(x—2)"+1
f) f(z) =—(z+3)"+8
2. a) f(z) = —%(m—2)2+%
b) f(z) = —5(z —1)* + 3
.a)r=-T,2=7 b))z =-12, 2 =12
Da——to—t dr-—ta=1
e) r = %,m:%f)x: g,w:%
4.a) = -5V2, =52
b) z = —3V14, z = 1V/14
¢)r=-2v2, =22
d)z=-3v2, =12
e)r=—3 6,3::%\/6
f) sprzeczne
5. a) z =0, x = 8, o symetrii: x =4
b) z = —6, x = 0, o$ symetrii: x = —3
¢)z =0,z =2 of symetrii: z = 2
d) z —é,xzo,oésymetrii:x:—
e) r = —7, o symetrii: x = —7
f) z = —1, of symetrii: z = —1
6.a)z=—-7,2=3 b)x=-3,z=2
C)$=—3,$=4 d)x=—3,x:%
eJz=—-2z=1 flz=2§
g)m:?’_ﬁ,ng'ﬂ(ﬁ
h)ac:_5_6\/ﬁ,av:_5+6\/ﬁ

i) sprzeczne

o=

10.

a)r=-2,x=

b)x=-2z=
)z=-1l,z=1
dz=-1z=1

a) (0,0), (—4,0), W(-2,—4)
b) (0,0), (2,0), W(1,1)

c) (0,0), (4,0), W(2,-8)

d) (0,1), (—2,0), (2,0), W(0,1)
e) (0,8), (—2,0), (4,0), W(1,9)
f) (0,8), (—4,0), (—=2,0), W(-3,-1)
a) f(D) = [-16;00)

malejaca w (—oo; 4], rosnaca w [4; 00)
b) f(D) = (—00;9],
rosnaca w (—oo; 3], malejaca w [3; 00)

malejaca w (—oo; —1], rosnaca w [—1; 00)

d) f(D) = (—o0;3],
rosngca w (—oo; 3], malejaca w [3;00)
e) f(D) = (—o0; 19]
rosnaca w (—oo; —3], malejaca w [—3; 00)
f) f(D) = [—8,00),

malejaca w (—oo; —6], rosnaca w [—6; 00)
a) r=2—2V2, x=2+22
b)z=—-1-+2,0=—-1++2
c)z=0,z=4
d)r=3-V3,2=3+3

Zestaw Il
1. a) f(x) = 2z(z — 3)
b) f(z) = tz(z +6)
¢) f(z) =—(z+5)(z—3)
d) f(z) =2(x+2)(z—1)
e) f(z) =3(z—3)(z —3)
f) f(z) = —-2(z+ 3)(z—2)
2.a) =1, f(r)=—(x—5)*+4
b) o = ~9, f(z) = (o +3)* — 6
¢)z=-2, f(z) = —(z— %)2 +2
d)z=—3 f@) =55z —1)"+6
3.a)x € (—oo,—‘/?g} U [‘/?g,oo)
b) z € (—2;2) ¢) z € (—3;4)
d) z € (—oo0; —5] U [1;00)
e) x € (—o0;—3) U (5;00)
f) z € [-33;2]
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4. a) z € [—1;5] 19. —32 3. d) w(0) = —10, w(2) =6, d) u(z,y, 2) +w(z,y,2) =
)5 € (oo =) U (S5800) 20, f(a) = H(a =91 w(=2) = 58, w(}) = ~117; = 80y + 142 —dy=® + 2
¢) z € (—o0; —%] U [5;00) 21. P(z) = tz (105 —2), D = (0;10%) 4, a=1,b=-2,c=-8,d=4 u(x,g,z)—w(;c,y,zgz L
d)x=6e)x€(—L$ﬁ,‘1%m) 23. a) P(z0) = — 213 + 4z0, 70 € (0;6) 5a)Q b)P R
_ .6 .3 2
[) o € [ 128, 1] b) 0(0,0), A(3,0), B(3,2), C(0,2) 6.a)a—=1 b)a—=—T72 [2)1. 2) f(@) +9(x) = 2" + 2" + 27 — 20 + 6,
3L c)Ja=4 d)a=-1 f(z)—g(z) = 22°—da* — 2+ 32° + 2242
g) x € (—oo0; —3) U (05 00) 2.1. Stopien i wspétczynniki wielomianu 7. a) 62. b= 72 1) o b1 b) f(z) + g(z) = —32° + 2% — z + 2,
h 4 — V —4 \/ = -.a)a=>053,0=13 a=9,0=
)IE( 5 1T, =4+ VIT7) (€] 1. a) tak, stopnia 7 3 3 f(x) —g(x) = —22° 4+ 3¢° — 52% + 92 4 2
i) ze [_5;_1] b) tak, stopnia 1 8.2) B, C b) A c) f(z) +g(x) =2 + 32" + 2 -3,
5.a)10 b)1 ¢)4 d)1 e)5 f)1 ¢), d) nie e) tak, stopnia 3 9.a)a=3 b)a=3 fl@)—g(z) =4a" —2° + 32" + T2 — 7
6.a)7 b)O _ 5.4, .3 2 = 2 =
2.a) w(z)=2" —z" +a” —a" +z -1, 2.2. Dodawanie i odejmowanie wielomianéw a) w(z) = 22° + 62" —5a”, st (w) =5,
7. XUY = (—o0; =2 — V2] U [~2; 00), st (w) = 5 ] X Sw =3, u(x) = —32° —4z* —5 st (u) = 5,
XNnY = [—2 + \/5; 3], b) w(x) — 9225 _ 325 4324 — 28 — z, 1. a) U(x) +w(I) = 172* + 62 — 322 + 2z, S, = —12
X\Y =[-2;-2+4V2) st (w) =6 st (u) = 4, st (w) = 34’ st (u —{3— w) :24 b) w(z) = 122* — 18z, st (w) = 2,
8. a) f(z) = —(x—3)%+4, z €[1;5] ¢) w(z) = 20° + 27 + 30 — 22 + 62 — 2, b) u(z) +w(z) = 627 — 132" — 227 +5, Sw = —6, u(z) = —52°—102° — 822 +27x,
b) f(x) = 2@ +2)* -2, st (w) = 8 st(u) =5, st(w) =5, st (utw) =4 st(u) =5, S, = 4
z € (—00; —2v2 — 2] U [2v/2 — 2; 00) d) w(z) = 22" — 2° + 32% — 2z + 5, 2. Na przyktad: 3.a)st(p+q) =5
_ .4
c) f(z)=—2(x —4)* +1, st (w) =10 a) u(z) = z*, w(z) =2 +1 , b)st(p+q) <5lubp+¢g=0
x € ‘F4—i—\/> 3.a)as=—-2, aa=a3=a2=0, a1 =1, b) u(z) = o' +w,w(w):—x4+1 4. a) st (u+ w) =6 dla a # 0,
= =2t~z +1
9. a) najmniejsza: —2, najwieksza: 6 ao =0, st (w) = :l)) UE ; © +a, If(x)( ) v 417 +1 st(u+w)=4dlaa=0
b) najmniejsza: —8, najwigksza: 1 b) ag =1, as = as =1, az = 0, “ : 't f thw —4—331 + b) st (u +w) =5 dla a # —6,
¢) najmniejsza: 1, najwieksza: 9 az =1, a1 =0, a0 =1, st (w) =6 ¢ u(z) =" +1, wlz) = —2* + st(u+w)=1dlaa=—6
mielara - f ) =210 = 3. b iki 1 liczbami
d) najmniejsza: —12, naJW1@ksza. i ¢) ap=2", st(w) =0 WSPO. Czynn‘l 1 wie omlianu.w 59 10? alml 5. a) u(z,y)+w(z,y) = %x?’y §x2y 2212,
10.a) a = b =2 b) 3 p_ _3 4. a) w(z) = —3z* — 32> — 3 przeciwnymi do odpowiednich wspot- 5 i 2,
. 2’ 2 . ) o i . u(z,y) —w(x,y) = my—|—3:1: — dxy?,
_2 = b)w(z) =z -2 +2> -z +1 czynnikow wielomianu wu.
c)a=32b=3 . (utw)(—2,3) = =8, (u—w)(—2,3) = 76
11. 62,5 m X 62,5 m 5. a) w(0) = —4, w(2) = 10, w(-2) = - 2) u(z) —w(z) = b) u( y) + (m y) =
. . b) w(0) = 1, w(2) = 21, w(—2) = 13 = 52° +42° + 102" + 52 + 3, 221
12. a) o 100 zt, zysk zwiekszy sie o 10000 z} L, ) xy — 2222 2x v,
b) 0 280 zl, zysk zwiekszy sie o 3920 zi ¢) w(0) = -2, w(2) =32, w(-2) = st (u) =9, st () :2 i (1u . v =9 (a: y)— (az,y) Say’+52%y° - 3a?y,
13. a) 0,75 dm b) 0,5 dm d) w(0) =3, w(2) = —47, w(=2) = ) (x) wlw ): 37 +1 (u—l—w)( 2,3) 5 5,
Przed obowigzkowa matura z matematyki b)w(i) =1 w(-1) =41 >. ) h(z) = —102° + 82" +7, h( 1)=5 6 P( ) Sxy + 2y°
. P(z,y)=2
1D 2.C 3B 4.C 5C 6A 7.A (7)1 a) u(a) = 2° — 62° + 4 b) h(z) = —1da* — 1522 +4, h(—1) = —25 ) = 3%
as=1,a2=—-6,a1=0,a0=14 6. a) u(z, )+w(xy)
10.1. E 10.2. D b) /LU(CU) s —6:[;5 —|— 4:[;4 — 3:[;3 + 2:[; — ]_7 — 452 y _|_ 3x _ 9 2 _ 4xy _ 1, 8. a) U(ZI;,y,;I) = ) )
11. FF as = —06, as =4, a3z = =3, a2 = 0, u(z, y) w(z,y) = = —wTyz" + 6r7yz — 2wyz” — Jryz
12. FPF a1 =2, a0 = —1, = 42%y® — 32%y° + 32%y% + 8xy + 5 b) v(;s,g;,z): . 2 2
13. AE as + as +az +az + a1 +ap = —4 b) u(z,y) + w(z,y) = = 4a7y"z —2wy”2" —ryz” 4 Sryz + 6yz
. 2
14. A3 3. a) w(0) = =3, w(2) =21, = 2z%y + 623y + 2zy® — z + 5, 9. a) v(z) =102 —2® + 3,5
15.1. FF 15.2. (—o0;—1) U (%; 00) w(—2) = —19, w(}) = —32 u(z,y) — w(z,y) = 2z'y — 6ay> +x — 3 b) v(z) = 62° + 52° — 3,5
o o T2 z b) w(0) = 2, w(2) = —20, w(—2) = 32, c) u(z,y,z) +w(x,y,2) = 10. a) v(z ) = —5z" + bz® — 6z
16. x = -3,z =3 1y 1 _ 2.3 .2 2 2 2 3 _
’ 2 w(z) =—3 = dxy“z” — 6"y 2 + 6 yz” + xyz”, v(l) = v(—1) = 6, v(—2) = —48
17. 2 € (—o0; —4] U [%»OO) c) w(0) = —4, w(2) = —6, u(z,y,z) —w(z,y,z) = b) v(x ) % x,
18. z € [—1; 2] w(—2) = —34, w(3) = —32 = 3zy?2° — 627y’ 2z — 62°y2? — 3wy’ (1) =1 v(-1)=-1 v(-2)=-1
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2.3. Mnozenie wielomianow

[€]1.

21

a) u(z) - w(z) =" + 225 — 2* — 23,

st (u-w)="7

b) u(z) w(zx) =2’ —2° — 2>+ +x -1,
st (u-w)="7

¢) u(z) wlx)=2>—1,st(u-w)=3
d) u(z) - w(r) = 2* — 32 + 42* + 32 — 5,

x):2x3+4x2—§x—1,x>§

3 _ 54z —81, x> 3

= —da* + 223y — 22° + 622y + 2%y — 3xy®
b) (u- w)(:lJ y) =32y’ — 22y +

+62%y® — 322y — 3xy® + 4oy —y

&) (u-w)(w,y) = da'y® — 12a%y? +

+ 33yt — 1123y +1023y? +322y> — 22292
a) (u-w)(z,y,z) = 2x°y*z + 23y2* +
a2y — 22?4 2wyt — 222

b) (u-w)(x,y,2) = 3’y 2z — 4x’y2* +
—2z2%y3 2 + 4:102 222 :ry4z + 6zyz? +
—8x2° + 2%z

¢) (u-w)(z,y,2) = x°y*2* + 22°y2* +

— 23yz 4 2xyt2? + day2? — 2xy32 +
+3xy?2* + 6ayz* — 3y

a) 2z* — T2 + 172° — T2, a4 = 2, ap = 0
b) 42* —32° 41222 — 6248, as = 4, a0 = 8
c) 2% —22° —2*+22° —x, a6 = 2, a0 = 0
d) —22° —32° 482" +162° —32° — 242 +6,
ag = —2,a0 =06

e) 22° — 22* + 12° — 22— 1
as = 2, apg = —i

f) —42% — 2% — 522 — V223 + 622 +
+ 22 +2V/2, ag = —4, ap = 2v/2

I 228 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 67-69

10.

e) st (w) =4, as = —6, ap = 2

f) st (w) =5, a5 =12, a0 =6

a) v(x) = 2% —8x° + 162" 462> —242% +9,
st (v) =6

b) v(x) = 4a* + 42® — 1527 — 8z + 16,

st (v) =4

a) f(x) =2 —3z° — 212" + 2

g(z) = 122° + 92° — 62 + 1

b) f(z) = —62" 4 225 4+ 62° — 32* — 62>+
+32% — 1,

g(z) = 2% — 22° + 32* + 62° — 42? + 2

) f(x) =32° — 5z* 4+ 62° —x + 1,

g(x) = 2% — 22° 4+ 32* — 42? + 4

) P(x) = 10z* + 2z — 20,

€ (2;00)

) P(z) = 2z* + 42° + 142° + 61 + 4,

€ (=2 -1) U (1;00)

) ( y) =

= —1223y? — 423y + 72%y? — 2y*
)v(w y)

—dztyt + xty? + 623y + 42yt + 22yt

8 o

=3

<4

) 223y + x%y* — 8z%y — 3xy® — 122y
b) 42® + 62y — 12xy% — 9°
¢) 284Sy +aty?+22%y% + a2yt +oy®+y°

d) —zy + 23 + 22%y* — 2%y + xy® +
—2xy? — 2y4
. a) 8z" — 12z*; —20, 0, —4

b) —62° +3:1: 9,0, -3

c) z° —|—3m —4:1:6()0

d) 2z — 2% 4+ 3x; —6, 0, —2
) z° — ba? —|—7m—2 —15, =2, 1
f) 62* 4+ 23 — 122% — 202 — 3;

10, —3, —28

]

b) 2% 4 22% — T2 — 6

c¢) —62° + 527 — 162 + 16
d) z* — 82® + 172 + 8z
a) —2z%y + day® — 227
+4xz — Tryz

0
.a)5:v + 4z — 9z — 8
)

— 2%z + dy2*+

b) 2? — y? — 2yz — 2*
c) 36x%y* — 16222% — 9y* + 4y 2>
d) x2+ac2y—|—x2yz+ac+acy—xy22—a:y222

2.4. Réwnania wielomianowe (1)

¢]1.

21

2 b)r=-3 c)x=1

d) 3

a)z=-6,z=0 b)z=0,z=2
c)z=0,z=% dyz=-1,2=0
e)z=-42=6f)z=-3 =2
a)r=0,z=2,2x=4
b)x=-6,z=0,z=5
c)zx=-3,z=-1,z=0
d)z=-9,z=-1,z=3
e)mz—%,m—%,x=9
fe=—3,2=3%2=4

a) {—8,-6,0,3} b) {-7,—2,0, 3
¢) {-12,-6,%,6} d) {-12,-3,8,10}
a)yz=2 b)z=1 ¢c)z=-5
d)z=-%ez=10 f)z=3
a)r=4 b)z=3
c)r=-2d)z=-6
a)z=-6,z=0
b)z=0,z=1
c)x=-8x=0,z=2
d)z=0z=3

e) r = i,mzo,:v:%
fa=-2,2=0
a)r=1,x=2 =5
b):v:—6,a::—1,a::—%
)z=-9,z=2z=2
d)z=—-42z=0,z=2,2=3
e)m:—G,m:%,x:%,x:’é
fa=—-4,z=-22=1%

a) {1,2,4} b) {-3,2,6}

o {153 4 {353}

a) 0,3 b)0, 2
a)z=—-4, =1 2=3
b)z=-3,z=2
¢c)rz=-15z=32
d)z=-82z=0,z=12
e)z=—-1,z=0,z=3,2=9
fle=-22=0z=31,2=1
a) 53 b) 13

Rozktad tréjmianu kwadratowego
na czynniki

1. a) z(z+8) b) z(z—3)
dx(x+7) d) 6z(x — 3)

)
e) 9z (v + 32) f) 12z (z — 3)
)

4
9
ba)y=(z—-1)(x—2)
b) y = (z—1)(z —8)
Jy=(z+1)(x+4)
d)y=(z+2)(x+3)
e)y=(r—1)(x+3)
f) y=(x+1)(x —5)
4. a)y=2(z+3)(z— 3)
b) y=2(z+1)(z + 2)
¢) y=2(z+1)(z+3)
d) y=3(x+2)(m+%)
e) y=3(z+3)(z— 2)
f)y=>6(z+3)(z+3)

y=(+2+V2)(z+2—-2)
c)x1:3—\/7,m2=3+\/7
y=(z—=3+V7)(x—-3-V7)

d) z; = =147 ‘/1—,332——714”/_
=2 e s )
e) x1: 2 , Tro = 2

_ V3 -3
y=2(z— 14—2 3)(:10— 1 23)
f) xr1 = 717ﬁ, To = —14V7
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2.5. Réwnania wielomianowe (2)
(€]1. a),b),f) 2 =0

c) r=— é,x—O,m—%
d)z=-2,2=0
e)x=—-6,r=0, =56
2.a)z=-2,z=0,z=1
b)z=-6,2=0,z=3
c)r=—5,2=0z=23
d)z=-5x=0z=2
e)rz=—-4,2x=-3, =0
f)z=0,2=13,2=2
ba)yz=-2,2=0
b)z=—1,2=0
Jz=-2,2=0
d)z=-3,2=0,z=3
e) S 2=0z=3
f) x %,w:O,x—%
4. a)x=0,x=3,x=
b)w:—l,w——%,x:
c) z= %,x—O,x:
d)z=0
e)z=—-1-5,2=0z=—-1++5 [€]1. a
f)x:1*2ﬁ,x:0,x:1*‘f
Z]1.a) x =0,z =2
byz=-3,2=0,z=3
c)r=-27,2=0d) z=0,z=238
e),f)z=0
2Za)z=0,z=12=2
b)x=-5,z=-1,z=0
c)x:—%ﬁ,m:#g,xzo
d)r=1-vV2,2=0,z=1++2
e)x=0,z=3 f)z=0
3.a)z=0,z=2,2=5
b)z=-2,2=0,z=5
)Jr=-3,z=0,z=4
d)z=-3,z2=0,z=5
e)x=0,z=4 f)z=0
4. a)x=0,z=1,z=5
b)r=—-4,xz=-22=0
c)r=—-4,2=0,r=6
d)z=0,2=6
e)x:—%,w:O,J;:%
f):cz—%,acz(),xzi
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2.6. Wielomiany - zastosowania

. b) kOlQ]IlO uzupelniamy: 128, 108, 64

o

— 1402% + 1200z,

b)280m><18cm><60m

1Y

4,8 dm x 11,2 dm
V =2z —2* 2>0,5 b) 1121

(«]

w(z) =32 + 2% — 7, w(—=2) =
b) w(x) =2z + 3, w(—-2) =
.a) (v+w)(x)
(v 4 w)(2) = 383
b) (v+w)(z) =22+ 1, (v+w)(2) =9

o
8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8§ &8 8

=3

§x4+x2—w—1,

oolw

2% — 5z°

Zestaw I
,a)z=—4,2=0,z=4 b)xz=0

r=0,x=2 f)z=0,z=

, d) jest b), c
b) {—v/3,v3}
—4,x=-2 b)zr=—

=0, :r—6 z=20
g, a:—O wszystkie

—2,x=0,x=2

=0, x=1,x=4

-7, z=0,z=3

-3 2=0z=1d)z=
0, z=2,z=4
—2,2=0,z=6

*—32° b) 22° — 81"
—22° + 10z* — 142° + 627
— 4z* +102® — 3z
—23; +3x—1 st (u) =
ot =223 41, st (u) =

=0, x =

0

10.
11.

12.

13.

14.

15.

c)x

d)r=-2z=—3
e)r=—5 flz=-22=—1
a)r=0,z=1 b)z=0
c)z=—-1,z=0,z=5
dzr=-1,2z=0,2=3
e)x=-2,x=0,2=3
flz=-12=02z=1%
g)r=—-3,2=0
h)z=-6,z=0,z=2
e=—-42x=-1,z=0
jJz=0,z=1 k)z=-6,2=0
l)mz(),x=\/§
a)a=4,b=6 b)a=-2,b=-32

Na przyktad:
a) (z —2)*(z+2)* b) (a” - 2)*
)

¢) (x—1)*(z —2)(z —3)

a) r :—6 x=0,z=3
b)z=—-3,2=0c¢)z=0,z=3

a) v(x,y) = 4:1:2y 1412,
v(3,-2)=—36

b) v(z,y) = -——wy-+ soy, v(3,—2) = 3
a) v(z,y) = — 4y

b) v(z,y) = y-—%ﬁ—y
P(z,y,z) = 4zy + 4oz + 4yz + 10x +

+ 8y + 62 + 22

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
1.A2B3.C4A5D6C7.C8D

9.

PF 10. A3

11.1.B 112. E

12.

FF

13.1.PP 132. 2= —/3,2=0, 2 = V3
14.1. A2
152. 2 =-2,2=0,2=6

16.
18.
19.

20.

211. =z = %, xr =
23.
24,

ENIS N

jeden
-6, 0

NI

jest

x =18

Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 79-86

231 I



Proporcjonalnosé¢ odwrotna
lL.a=18, y=2

2. a) B(2,3), C(3,2), D(4, %), E(6,1)

b) kolejno uzupelniamy: 8, 4, 2%, 2, lg_i

.a)y=7 b)y=
dy=q dy=
4. a)g b)f e)h d)g e)g ) h

3.1. Wykres funkcji f(x) = %

(€]1. a) A(3.8), B(1,4), C(2,2), D(4,1),
E(8, 3

B = H|e

=]
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A T = weall) =241 =4, k(1) =@

b) czerwony — f, niebieski — g,
zielony — h, fioletowy — k
¢c) A-k,B-¢g,C—-f,D-g,E-h

. a) f(D) =R\ {0}

b) f(D) = (—4;0)
c) f(D) = [3:2]

. a) warto$é najmniejsza: 3,

wartosé najwicksza: 6

b) wartosé¢ najmniejsza: —4,
wartosé¢ najwieksza: —2

¢) warto$é najmniejsza: 7,
wartosé najwigksza:

d) wartosé¢ najmniejsza: —5,

Bt ‘s £ TN
wartosc na.]wu;ksza. 3

. a) czerwony — [, niebieski — g,

zielony — h
b) P. Q

.np. (—6,1), (=3,2), (-2,3), (—-1,6),

(1,—6), (2,—3)

. 3:' = _31 P(l'- _3}?

flz) > =3 dlaz e (—o0;0) U (1; 00)
b) a = —6, P(2,-3),
flz) > —3 dlaz € (—o00;0) U (2; 0)

f@)=12 b) f(z) =
Q) fa) = —% ) [(z) = -2
Ja=—8 b)a=—64
e)a=—-% d)a=125

3.2. Przesuniecie wykresu funkcji f(x) = 'E"

wzdtuz osi OY i osi OX

€]1. a) g(D) =R\ {3},

asymptoty: x =10, y = 3
b) (D) =R\ {1},

asymptoty: =0, y = —1
c) 9(D) =R\ {3},
asymptoty: x =0, y = —3

2 A-hB—gO=F
3. a) D =R\ {2}, maleje w (—o0;2)

iw (2;00), asymptoty: x =2, y =10
b) D =R\ {4}, maleje w (—oc;4)
i w(4;00), asymptoty: z =4, y =10
c) D =R\ {1}, rodnie w (—oc;1)
iw(l;00), asymptoty: 2 =1,y =10
d) D =R\ {2}, roénie w (—00;2)
iw (2;00), asymptoty: x =2, y =10

- a) D =R\ {-2},

maleje w (—oo; —2) i w (—2;00),
asymptoty: x = =2, y =0

b) D =R\ {-2},

maleje w (—oo; —2) i w (—2;00),
asymptoty: x = =2, y =0

¢) D=R\{-4},

maleje w (—oo; —4) i w (—4;0c),
asymptoty: x = —4, y =0

d) D =R\ {-1},

rodnie w (—oo; —1) iw (—1;00),

asymptoty: r = —1, y =0

e) D =R\ {-3}

rodnie w (—oo;—3) i w (—3; 00),
asymptoty: r = =3,y =0

£) D =R\ {4},

rofnie w (—oo;—4) i w (—4;00),
asymptoty: r = —4, y =0

. a) Dy = Dy = R\ {1}, f(Dy) = R\ {0},

g(Dg) = R\ {—3}, asymptoty wykresu
funkcji f: x = 1, y = 0, asymptoty
wykresu funkeji g: z =1, y = -3

b) D; = D, = R\{-1}, f(Dy) = B\{0},
g(D,) = R\ {2}, asymptoty wykresu
funkeji f: x = —1, y = 0, asymptoty
wykresu funkcji g: z = -1, y = 2

@1. a) g(x) = £ +2, D, = R\ {0},

g(Dg) = R\ {2}, asymptoty: 2 =0,y = 2
b) g(z) = % — 2, D, = R\ {0},

g(D,) = R\ {-2},

asymptoty: x =0, y = -2

- a) f(D) =R\ {-1},

asymptoty: @ =0, y = —1

b) (D) =R\ {-2},

asymptoty: x =0, y = -2

c) f(D) =R\ {1},

asymptoty: x =0, y = 1

d) f(D) = R\ {3},

asymptoty: x =0, y = 3

e) f(D) =R\ {-3},

asymptoty: @ =0, y = —3

f) f(D) =R\ {1},

asymptoty: z =0, y = 1

. a), b) nie nalezy

4. 8) g(z) = 224, D, =R\ {~1},

g9(Dy) = R\ {0},

asymptoty: z = -1, y =0

g(Dy) = B\ {0},

asymptoty: x = =3, y =0

0) 9(@) = — =25, D, = R\ {3},

g9(Dy) = R\ {0},

asymptoty: x = 3, y = (

d) g(x) = -, D, = R\ {2},

g(D,) = R\ {0}, asymptoty: 2 =2,y =0

i a] a=1, (-2,2], (_113}*& (11 _1}'. fzﬁi}}

h} a = 2: {_2:3}1 (_1:‘1)! (l:-[},]: (“'?':- l}
c) a = -2, (-2,-1), (=1,0), (1, —4),
(2,-3)

c8) flz) =55, f(3) = -2 f(-9) = -3

b) f(2) = 7=, f(3) = 5. f(-4) =3

. a) asymptoty wykresu funkeji f: z = 2,

y = 0, asymptoty wykresu funkeji g:

e B T

b) asymptoty wykresu funkeji f: 2 = —1,
y = 0, asymptoty wykresu funkeji g:
=1, 4 =-—2

. a) 6 punktéow b), d), f) 4 punkty

¢) 8 punktéw e) 2 punkty
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9.
10.

11

12.

A-g,B-kC-f,.D-h
a) D =R\ {4},

maleje w (—oc;4) i w (4; 00),
asymptoty: x =4, y =1

b) D =R\ {-1},

roénie w (—oo;—1)iw (—1;00),

asymptoty: @ = —1, y = 0

c) D=R\{-3},

rodnie w (—o0;—3) i w (—3;00),
asymptoty: x = =3, y =0

d) D = R {2},

maleje w (—o0;2) i w (2;00),
asymptoty: =2, y =0

a) f(z) = £ +2, (D) =R\ {2}
b) f(z) = £ -5, f(D) = R\ {-5}
¢) f(z) =% -3, f(D) =R\ {-3}
d) f(z) = & +13, /(D) = R\ {13}
a) g(z) = -5, maleje w (—oc;2)

iw (2;0c), asymptoty: x =2, y=10
b) g(x) = =+, maleje w (—o0;—1)
iw (—1;00), asymptoty: & = —1, y = 0

3.3. Wyrazenia wymierne

[E11.

i funkcje wymierne

a) D=R"\ {0}
b) D =R\ {5}
c¢) D=R\{-3}
d) D =R\ {3}
. a) =R\ {0}

dlaz=1:2,dlax=-1:0

b) D =R\ {3},

dlaz=1: -3, dlaxz=-1: —%
¢) D=R"\{-3 3},

daz=1: -2, dlag=-1: 3
d)D=R,dlaz=1:2(v3-1),
dlaz=—-1:v3-1

.a)ze R\ {3}, — -3

b) x e B\ {2}, 3=

¢) z € R\ {-5,5}, =%
djzeR, x

e) z € R\ {0,1}, =&

f) z € R\ {0,2}, — =2

g) T € o

h) 2 € R\ {-2,2}, o522

—2Me2+4)
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2. a)
)

« A

a) D =R\ {4}, f(0) =2, f(-1) = &,
fQ) =2

b) D =R\ {-2,2}, f(0) = —

£(=1)= F(1) = -3
¢) D=R\ {2}, f(0) =1, f(~1) = L
f(1) =5

a) D=R\ {0}, f(z) =z +2

b) D =R\ (-4}, f(z) =

c) D=R\ {0}, f(z) =2" — 4

d) B =R\ 40,1}, f{z) =2

. a), d) tak b), ¢) nie

a) R\ {1} b) R\ {3}

R\{-3} ) R\ {-3

e) R\ {—4,4} f) R\ {-VZ, Ji}

g) R\ {-3,3} B) R\ {-3,3

) D=R\{0,3} b) D= ]R\{ ,0}
e) D=R\ {-3,-2}

d) D =R\ {32}

e) D=R\{0,2} f) D=R\ {-9,0}
g) D=R\ {0} h) D=R\{-3,0,3}
i) D=R\{0,3}

a) D =R\ {-2}, f(-3)
J() =0, f(3)=%

]

b) D =R\ {3}, f(-3) = -3,
f(1)=—1, f(3) =0
¢) D=R\{-2,2}, f(-3) = &,
f(1) =1, f(3) =:

d) D =R, f(-3) = -1,
Fih=E fali=d

e) D =R\ {-v3,V3}, f(-3) =5,
f(1) = —11, f(3) =5

fily=—3, f(3) =3

a) D =R\ {0}, $,

1 3 2
dla z = i B dla x = —t —2;
b) D =R\ {0}, &,
dla r = % 16, dla x = —%: —%
c) D=R\ {-2}, 4,
dh’r—-%—im——‘;:zl
d) D = R\ {5}, 3,
dlar=z1iz=-3: 3

_1'+1

e) D =R\ {0}, = '
11111*-*%:4 dla:r——:-j-:—%

5. f) D=R\{0},z— 1

daz=3:0,dlacs=-5: -2
g) D=R\ {3}, z+3,
{lla.r-"..ﬁ.],dla*rm—%:l%
h) D = R\{—id} ==
dlaz=1: -3, daz=-3: -3

3.
a2
.

6.a) D= R\{ 4,4}, f(z) = =
b) D = R\{_" "} f(x) _za~+1
¢) D=R\{-2}, f(z) =2
d) D =R\ {8}, f(z) = 35
e) D=R\{-2,0,2}, f(z)

f) D=R\ {-3,0,3}, f(z) = =
g) D=R\{-11}, f(z) = = f
h) D =R\ {-3,0}, f(z) =2 -3
i) D=R\{-4,4}, f(z) = I35

o4

_.’

Hll

Dziatania na liczbach wymiernych
1.a)1 b)2 ¢) 4 d)4i
e) —8 f) 36 g) —17 h) —1%
2.a) + b) = ¢) = d) <
3.a)2 h)-’l% c) i—; d)—ll—,; c)% f)—ﬁ
4 a)m=—z b)m=L e)m=—3
dm=-1 e)m=1% f) m=14%
5.a) 11 b) 11 ¢) —147 d) 1

6.a)11 b) 16 ¢)0 d) 1 e) 3 f) 4

o 5 17
a}mzﬁ h)..‘r:-l-a- c}_;r:.._[].
d]*r=:£e):r=—] f]$=:1-

B.aty=3,z-y=J,2y=—3 L =-3%

9. a) 663 i 867 b) 30, 32 i 72

3.4. Mnozenie i dzielenie
wyrazen wymiernych

€)1.a) D=R\ {-2,38}, 4

b) D =R\ {-3,0,3}, -2

}D R\{—-—- []} {zz 1;(: 5)

d) D = R\{Ezﬂ'wﬁs

e) D =R\ {-2,2}, S5

f) D=R\{-10,1,3}, —55
2.a) D=R\ {2}, 8

b) D =R\ {-3} -3

¢) D=R\ {3}, 3

d) D=R\{-3}.14

e) D=R\{-7}, -5
f) D =R\ {-3} 3
.a) D=R\{0,3}, 8z
b) D=R\ {-2,-1,1}, [T—J](:ﬂ—l}
¢) D=R\{-3,0,3}
.a) D=R"\ {-1,5}, ==

7 !r[z-l— 3)

_1:+1

b) D=R\ {-2,-1,1}, {=tli==2)

o422

¢) D=R\ {-4,-3,0, 5} 243
-a)D R‘\{ﬂ} f('r)

x{x—-3)
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5f]D ]R\{[}} f[} (22" ok 6.a) D =R\ {0,1}, 3 3.a)z=-8 b)z=28 El.a) =4, 2=18

h}D:R\{_QE:;}_I_%E;%; c).% =2 dpa=0 bje=—1,2=17
¢) D=R\{-1,0}, 2 e)r=-3 flz= 5 ¢) x=—10, 2 =2
d)D:R\{,g 4. 3)z=-52=23 d) ge=—11, =y
0, : —1 r=—z,2=3 ¢)jxr=-3 '_%'-"_%'
D=R 5 - b - : e) & = T =
5 = = — 1
?.a)D=R\{—a—1 3}, (@ + 1)(z +3) z=1fao=-fz=; f”’ AN
: ==l =y
i b) D =R\ {—4,0, 3,4}, — 3= S.a)r=-1b)ez=-2¢czr=-1 ) : -
@]1. a) x e R\ {-2}, 22 -4 ™ i dz=-1-2 2=-1+2 Z.a]r——-_!fa"=§h]m=11:=z
b)x € R\ {—4,4}, = ; » 340 EFE)(2e-1) o) Fege il m T c];r::—.:;,a*::q
C} z ER\{_J:U‘{}“ ;.'i'.f 8. T+2 f) —— 1—+7 — 14+7 d} i —‘g-., P l?:'-
6,0}, 2e=12 9. kolejno w wierszach: i, 8 =42 | ) e o =—%
d) z € R\ {-6,0}, = QeOW WIesaaCL: sy T =Rl 6. Nie ma rozwiazania: I; maja nieskon- f) z =2 41‘; 10
. 3 =2 =1
e) ze R\ {5}, 3a+ 3 10. a) czenie wiele rozwiazan: II, 1L, IV. K 17 T--i—l
f) zeR\{-3.3} == h}D=R\{— “3'} T+z 7.a),b)z=0 ¢)z=-2,2=0 /T e
D—_R h)z=-2V/3,xz=0
2.a) Da =R\ {0,9}, D =R\ {-2,0}. ¢} D=R\{-50} % d) zadne i :
11.a) D = R\ {-3, 2,0}, =200 8.a)z=-3.2=-3 b)zr=0r=6
Das=R\{-2,0,9} ' il 2 8.a)jr=7 b)lz=-3 cJz=3 e)z=5z=7 d)a=-3 =0
b) D =R\ {-6,-1,0,6}, -z | ; , : 31 &
I}] R\{ 2 2} Dp = R\{ 2,0, 2} R S | 9, a:| T=li h)gﬂ:—l C] _']::—% 4. a] z=—4 =10 I}:l p=—8 x=4
DA_B=R\{_2$U,‘2} c) D=R\{-1,0,1}, === d)r=2ez=-1 fz=1} z=2 =6 dz=-2z=1
c) Da =R\ {-2,0,2}, Dg =R\ {0,2}, 3.5. R6wnania wymierne 10. 1) ng b) & =<3, =5 e)a=—-4, =8 f)r=-9,02=-3
Dap =R\ {-2,0,2} g) =z, 2=41 g)z=6, =14
' 1. a) —4 b)r=1% & ot
&) Da=R\{l}, Do =R\{-2,1}, © - d}} ; ) z=-2-V6 2=-2+6 h)z=-% o=}
c = =
Dap=R\{-2,1} 3.:a) ldb) z] ¢ s=r-haz=41f)c=0 S.a)x=-3, z=5
. LA == r=1 ¢)x=12 ; . 1 -
3.2) D=R\{0,2}, & d} 5 {iE)J'"zf}:r—i 11.a),f) 1 b).d) 2 ¢) 0 b)x=—1,z=1
g o o o e) nieskonczenie wiele ) e=—Nx=3
h]D:R\'{_qu}f_d g)_r:—% ]]_]']":U d}J""—L“T““U
¢) D=R\{0,3}, —% 4 a)z=-2,2z=1b)z=-1 3.6. Réwnania z wartoscia bezwzgledna '
d) D=R\{-1,1}, m c)r=-5r=—-1d)z=3 EB_ 8) p=—=1,2=">5 3.7. Wyrazenia '..Nym'lerne-
e) D=R\{-1, 3,1}, 2{1;11} e) r=—6 =1 h) z= 0.5 2 =Tk zastosowania (1)
f) D= R\{—;—zu}w flo=—d,0=r-2 €) #= =8, g = =4 [€)1.a) 22 b) E ¢)0i12
g) D=R\{-22}, _T g)e=-3,x=1 dz=-2%2=-3 2. a) 1655 cm® b) 110 em
W e g .
h) D =R\ {-1,1,2}, —% hyg=le=3 elz=5,2=7 3. a) Cukierki A kosztuja 16 zl/kg.
1 S A —
i) D=R\{-3,0,3), % S.a)z=-8 bju=—7 c)z=4 I} & =¥, =11 Cukierki B kosztuja 20 z1/kg.
Iy 6.a)z=4,z=6 b)z=—2 g)z=-1o=; b) 8,50 z1/k
b)D=R\{-4, — - il ¢) = -8 x =1 d)sprzeczne N 4. a) mama — 48 lat, tata — 54 lata
) D =R\ {~4,~1}, ~(z - 1)(z ~ 4) gl | Syl
B i (z+2)({z-1) e) z=—3 T = 3v2 - a), d) sprzeczne b) ciocia — 36 lat, wujek — 40 lat
5 DS BNLAE St S i i e b)«rzac};r:—q
5.a) D=R\ {2}, 1 : : t : (Z]1. a) 48 cm b) 72 c¢m lub 1080 cm
= = p T IR A _— 2 —0 o — — — _— 4 i ’
B 2 ‘ @ll.a)z=7 b)ae=12 c)jz =3 5.a)x =3 Bl E=0x=1 2. 512 em®
b]D—R\{E}~_u d)z=-6 e)e=—1 fjlz=1 c)aﬂ—l.'r-—% dyr=-2,z=2%
¢) D=R\ {3}, —12 x = —2 h) sprzeczne ejr==15,2=3 fla=4,2=8 Burlaenty g
g P
d]D:R\{%},% 2.a)z=-3 b))z =8 g}m=§‘_f_¢:5 h}m:_.fl_lr=_% 4. a) za 11 lat b) 50 lat
e) D=R\ {-2}, 2z cyz=1 d)z=2 6.a)z=0,z2=6 b)z=-2,2=46 5-3]1%1 b]%
1 3 2
f) D =R\ {5}, —4a’ e) w="F £) g=0,7 o) =1, =3 d) =<1, 8=9 6. a) 48 cm b) 40 em lub 96 cm
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3.8. Wyrazenia wymierne -
zastosowania (2)

(€]1. a) 60 km/h, 80 km/h
b) 120 km/h, 90 km/h
3 h 45 min

90 km/h, 60 km/h

90 km/h, 80 km/h

15 km/h, 20 km/h

7 h 12 min

3 h 45 min

45 km/h, 60 km/h

2 h 24 min

NOo LA OODNDED

Zestaw |

~—

—_
A~ — —
T~
NI N0 N|—
N—

o[~

SN—

Il
[
w

|

|
Glw
~ /kﬁ
~ |
>—I|© —_
~ N—
(.
=
WIH N |=

N R —

N
e

VS
vfS)
L — —
I
\V]
+
>
Y ~ (@)
2
I
+
IS
&N’l’—‘\_/

—00;0) U [2; 00)

(
(
D) =R\ {0} b) f(D) = (0;5)
) = [=5; —1]

)

6. a) Dy =R\ {0}, f(Dy) =R\ {0},
Dy =R\ {1}, g(Dy) = R\ {0},
Dp =R\ {1}, h(Dp) =R\ {1}

b) Dy =R\ {0}, f(Dy) = R\ {0},
Dy =R\ {-1}, g(Dg) = R\ {0},
Dy, =R\ {-1}, h(Dp) = R\ {-1}
c) Dy =R\ {0}, f(Dy) =R\ {0},
Dy =R\ {-2}, g(Dg) = R\ {0},
D, =R\ {-2}, h(D}) =R\ {3}

BN 238 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 115-119

N~—
I

<Y

10.

Qo
~ ~

a) (2,—-3), f(z) =3, 9(x) = —3

b) (1,-2), f(z) = %, g(z) = =2

c) (1,3), f(z) = —3, g(z) = 2

d) (2,-3), f(z) =%, g(x) = =%
0 b)0,2 ¢) —2,3 d) —1,0, 2
D =R\ {-2,2},

f(=3)=3,f1)=73, f3) =3

b) D =R\ {-V3,v3},

f(=3)=5, f(1) =—11, f(3) =5

) D=R\{-3,3},

f(=3)=—15, f() =3, fB) =15

d) D=R\{-3, 3},

F(=3)=3,f(1) =2, fB3) =3

a) z € R\ {0,4}, 3

b) z € R\ {0, 3}, %az

c)ze R\ {-1,—3 O}, z(z+1)

d) z e R\ {— 33}
e) z € R\ {-2,0}, 6z
)

f) z e R\ {-1,1,2}, (z +2)(xz — 1)
11.2) 3 1) 9
Zestaw |l
d)sprzeczne e)z=4 f)z=—2
g) sprzeczne h) z € R\ {3}
2a)z=-5b)z=2 c)r=2
dz=-15e)z=1 fz=1
g)z=-2-V3z=-2++3
hyz=-1,2=6
3.a)z=—-1b)z=0 c)xz=0
d)z=-3,2=0ex=2,2=06
fe=4 g r=2-v6,2=2+6
hyz=-32 i)z=1
4. a)z=%b)z=-2 c)z=7
d)x:—@, :@ e)x=0,z=14
f)x:—l—ﬁ,:v:—l—}—ﬁ
g), h), i) sprzeczne
5.a)z=2 b)z=12
6.a)r=—-8dlaa=0,z=8dlaa=1
b)z=-9dlaa=0,z=-3;dlaa=1
c)z=1dlaa=0,z=2dlaa=1

6.d)x=-2,z=1dlaa=0,
r=—V2, z=+v2dlaa=1

7.a)b=2C —a b) h= 25
c)l:P” d) h=2%
e)r:\/3v f) r= {3

8. a) z prosta y = 2: (2 2);

z prosta y = x: (1,1), (—2,—-2)
b) z prosta y = 2: (—3,2);
z prosta y = x: brak
c) z prosta y = 2: (%,2);
z prostyg y = x: (%ﬁ, #),
—1V5 Lﬁ)

2 7 2

d) z prosta y = 2: (—%,2);
z prosta y = x: brak

9.a) A—g, 5;B-f,0
b)g()—mdlax—l,mzél,
fle)=—axdlaxz=-3,2=0

10.a) z=52z=11 b)z=1 =2
)z=-8xz=-4 d x=0 z=18
e) x =—12, x =0 f) sprzeczne

1l.a)z=1,z=5 b)z=-3,2=-32
Jr=—3r=% dr=—F =2
e)r=1z=5flz=-2 =3

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
1.D 22A 3.D 4C 5D 6.B 7.B

8.C 9.D 10.A
11. A3
12. PF
13.1. FF 13.2. B
14. BF
15.1. DA 15.2. A
16. a =11
17.2=0,z=2—2V3
18.1.21 182. x =1 - Y0 ;=14 Y0
19. 2 = V2
21. 312 cm?
22.t=2% v >0,t=1h 45 min
23. 2 km/h

4.1. Trojkaty prostokatne

[€]1.

2.
3.
6.

21

9.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

a)
)
)
)
)
. a)
)
)
)
a)

.°‘.U‘:'>9°

50 b) 3 ¢)3v2 d) 4 e)4 f) YT
a)r=5 b)x = /106

Y

, b), d) jest c) nie jest

12(2 +v/2) cm

Ob = 4(1++/2) cm, P = 4 cm?®
8v/3 cm b) 12¢/3 cm
9 b)2 c) 32
T =
T =

QJ

b

2\/_ y=4

A(V3—1), y=4V2
8(24+v3) cm b) 3(3 +v2+V3) cm
12(1 ++/3)
18V/3

a) V73 cm, 2v/13 cm
b) 3v/7 cm, 3v/13 cm

5 cm, 12 cm

4,8 cm

8 cm, 10 cm

a) 2(vV2+1) b) 6(vV/2+2) ¢) 8(vV2+1)
a) 3v2++6 b) 2(vV3+3) ¢) 3(V3+1)
a) 2v/3 b) 244/3

a) 2(3v2+4) b) 2(vV3+3) ¢) 2v3+3
3v/21, 3v/39

a
b

4.2. Funkcje trygonometryczne

2.
3.

Z)1.

kata ostrego
sin 60° = 2 cos60° =1 tg60° =3
a) sina = cos 3 =
tga = ﬁ’ tg B =

b) sina = cos § =

12

cosa =sin = 13,

13’

15
170

17, cosa =sin (3 =
c) sina=cosf =z

cosa = sin 3 = %E,
tga = \/Ti, tg B = 2v2
a) sina = cos 8 = £
cosa =sin (3 = %

tga =3, tgf=
b) sina = cos 8 =

24
257

tga =L, tgB=2

)
4
3

e
257
cosa =sin 3 =
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1. ¢) sma—cosﬁ: g

)

\w

cosa =sin 3 =
tga:ltgﬁzél
d) sina = cos 8 =
cosa = sin 3 = \/_

tga =2, tgf = J_

e) sina = cos 3 = g,

Bl

cosa = sin 3 = %,
tga = %, tg B =2
f) sina = cos 8 = ?,

cosa =sinf = ¥ ¥6

tga =2, tgf = \/_
3. sina=cos 8= % £

cosa =sin (3 = \5/5,
thé—Q,tgﬁ 2
4. a) 10, 24

b) sinaw = cos B = %,

cosa =sin (3 = %,

tgor =5, tgf = F

. _ _ V10

5. sina = cos 8 = Y-,
— gin 8 — 3/10
cosa = sin 3 = =5~

tgaz%,tgﬁ:3

6. smoz—cosﬁ lo,cosazsinﬁzlﬂog,
tgo = 2 19 ,tgﬁ ‘/_

7. a) Sina—%,cosa—ggg/;,tga—%
b) sin 5 = 29,(:036 29,‘5 B—%

8. a) sina:cosﬁzl—‘q,
cosoc:sinﬁzg’l—\?,

tga = %, tgB =3
b) sina = cos 3 =
cosa =sin(3 = Q,
tga = %, tg 8 = \/75

c) sina = cos 3 = %,

ﬂh

cosa =sin 3 = éy
tga = %, tg B = @

9. sin |XBAC| = cos | ¥ BCOA| = 213,
cos |XBAC| —sm|%(BC’A| 1_f,
tg|¥BAC| = 2, tg|¥BCA| = 2
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4.3. Trygonometria - zastosowania

1.
2.
3.
4,

o

7.

8.

9.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

A ONR WG

a) okolo 8 m b) okoto 9,72 m
a) okoto 19,96 m b) okoto 26,43 m
a) 12v/6 + 6 b) 41/15 4 4
a) o~ 24° b) a~25°

c) ax30° d) a~23°

a) okoto 58° b) okoto 77°

okoto 27,13 m

okoto 29,79 m

drzewo: okolo 37,3 m, cien: okoto 13,58 m
okoto 18,79 m

a) okoto 6° b) okoto 17°

c) okoto 26,5° d) 45°

a) okoto 5,2%, spelnia

b) okoto 7%, spelnia

c) okoto 8,8%, nie spelnia

okoto 21,42 m

okoto 64°

okoto 41,5°, 41,5°, 97°

okoto 197 m

okoto 34,33 km

okoto 2484,48 m

okoto 91,53 m

okoto 17,17 m lub 64,84 m

a) okoto 56° b) 45° c¢) okoto 26,5°
okoto 95 cm

a) okoto 12,59 m b) okoto 8,81 m

4.4. Rozwigzywanie trojkatéow

(€)1

prostokatnych

a) v/19 c¢m; okolo 26°, okoto 64°

b) /194 ¢m; okoto 21°, okoto 69°

¢) 53°; okoto 9,03 cm, okolo 11,98 cm
d) 36°; okoto 5,81 cm, okoto 9,89 cm

. a) 3°36' b) 224" ¢) 9 d) 712" e) 25'12"
. a) |CD| = 6,47; 27°30', 35°, 117°30’
)

b) |CD| =~ 7,05; 35°, okoto 126 okoto 19°
a) |XBCD| = 106°20,, |¥DBC| =

27°10,

|XBDC| = 46°30'

b) |« PAB|=90°, | ABP| = 36°50',
|XBPA| = 53°10'

10.

11.

12.

. a

) 2¢/13 cm, okoto 34°, okolo 56°
b) 5v/2 cm, okoto 8°, okoto 82°
¢) 2v/41 cm, okoto 39°, okoto 51°
a) |[XABC| =56, |AC| =~ 8,9,
|AB| =~ 10,73
b) |¥CAB| = 24°, |BC| ~ 4,07,
IAC| ~ 9,14
a) Ob ~ 14,39, P ~ 7,69
b) Ob ~ 27,43, P ~ 35,7
a) okoto 75°30’, okoto 104°30’

b) okoto 53° ¢) okoto 67°, okoto 113°

. |AB| ~ 20,88, |AD| ~ 8,09,

| ¥ DCA| ~ 28°

. 90°, okolo 53°, okolo 108°30,

okoto 108°30/

. okoto 75°30’, okoto 104°30’

lub okoto 41°, okoto 139°

. |[AB| =12, |BD| = 3,

|AD| = 3V/13, |[ED| = 22

a) 13 cm, okoto 22°30’, okoto 67°30’
b) 17 cm, okoto 28°, okoto 62°

¢) 20 cm, okoto 37°, okoto 53°

a) 21/11, okoto 56°30’, okoto 33°30/
b) 47°, okoto 4,77, okoto 5,12

¢) 64°, okoto 25,63, okoto 28,51

d) 21°, okoto 39,08, okoto 41,85

okoto 70°30’, okoto 109°30

4.5. Zwiazki miedzy funkcjami

ﬂ

2] 2.
3.

trygonometrycznymi kata ostrego

3

1

a) cosa = 2, tga =3

b)sina = 3, tga = 35
c) sina—@,tga:\/ﬁ
a) sinoz:%g,cosa:\/?g
b) sinaz@,cosaz@
¢) sina = 2%, cosa = 2
d) sinoz:*%g,cosoz:‘/?g
e) cosaz%,tgaz%
f) cosa:g,tga:@
g) sina:i tga =2
h) sinazg,tgazg

2] 1.

9.
10. a

. a

a) cosa:%,sina:%l,tga:@
b)sinaz@,cosa:%,tga:ﬁ
c) tga:g,sina—%,cosaz%
a) sina = 0,6, tga = 0,75
b)sina = 1, tga =
c) (:OS,Oz:@,thz—1£55
d)cosa:@,tg —%
e) sina—g,tga:%
f) sma—?’l—\/;_?’,cosa:%
g) sinoc:%,cosozzli
h)sina:%iﬁ,cosa:%
a) 230 b) 2
. a) tak b) nie c) nie d) tak
. a) 2¢/5 cm, 4v/5 cm
b) 64/13 cm, 9v/13 cm
. a) 30 b) 4(v/5+3)
) V6++v3+3 d) 3(v/13 +5)
)Sina:%,cosoz:@ tgo = L
b) sina:%,cosa— 13,tg;04—15—2
c) sina:l,cosa—r tg()z—lﬂ‘,)5
d) sina = ?, cosa = \F ,tga = g
e sma—%,cosa—%/g_,tga—

=

)
f) sina = ‘/?—, cosa = 2\/_ ,tga =5

N

. a) cos’a b)sin®a c)sina

(=9
N

cosa e) cosa f)1

.a)cosa 041, tga ~ 2,25

b) sina ~ 0,41, tga ~ 0,45

¢) sina ~ 0,48, cos a =~ 0,87

d) sina ~ 0,97, cosa =~ 0,24

a) nie b) tak c) tak d) nie e) tak f) tak
)9 cm, 12 cm b) 15 cm, 36 cm

Trygonometria i astronomia

1.

okolo 40214477211 796 km

4.6. Funkcje trygonometryczne

[€]1.

kata wypuktego (1)

a) 45°, np. (1,1) b) 90°, np. (0,1)
c) 135% np. (—1,1)
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2.b) |OP| = 10, sina =
4

(S
@]
O
%)
Q

I

il

tga = 3
¢) |[OP| =2, sina = 3, cosa = L2,
tga:%’

3.a)sina=% cosa=—%, tga=-2
b)sinaz%,cosa:—\g,tga: 1
c) smaz%,cosa:—%,
tga = —3

4. a) sin0° =0, cos0° =1, tg0° =0
b) sin90° = 1, cos90° = 0
c) sin 180° = 0, cos 180° = —1,

tg 180° = 0
5. a), ¢) ujemna b) dodatnia
6. a), b) tak
8. a) cos’a = 3, cosa = —3,
tga = —%
b) cos’a = 2, cosa = _%g’
tga = —25&
c) cos’a =%, cosa=—25,
tga = —1
9. a)sina= 3, sina= 2, tga=—2
b) sin’a = 3§, sina = %,
tga = —2v/2
¢) sin® o = 1%, sina = %?, tga = —3
(Z]1. a) sin|XAOP| = 17 ,
cos |[XAOP| = —7, tg |[XAOP| =
b) sin |¥ AOQ| = L
cos|¥AOQ| = 22, 1g]3A0Q| = —3
c) sin | X AOR| = %,
cos [ AOR| = — 22 VAL 4o | X AOR| = -

2.a) & p) —v0
3. a) 3\/17?64\/5 b) 73\/5 c) \/§f\/€

4. a) sin®a = 12, sina = Y2,
tga = —v15
2 5 V5 V5
b) sin a—g,smoz—— tga = —32
¢) sin? oz—s,smoz—M tga = —2
5. a) sina = 222, cosa = — 22
— _ 12
b) sina = 3, cosa = —12
-
c) sina = 12, cosov = — 3
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(€]1. sina—‘/— cosa = \F ,tga =1

22 a) V3 b
b

6. a) sina = * 13, cosa = 13, tga = =
b) sina = g,cosa——lg,tga——
c) sina = 2, cosa = ¥4 Y5 tga—¥
d)sinozzé,cosoc——£ tga =
e) sina = é_,cosa— ‘/— tga——\/§

4.7. Funkcje trygonometryczne
kata wypuktego (2)

oL
sin(180° — a) = ¥5,
cos(180° — a) = —i
tg(180° — o) = —3

2. a) sin135° = %2, cos 135° = —
tg135° = —1
b) sin 120° = f , cos 120° = —
tg120° = —\/§

3. a) sin135° = ¥2, cos 135° = —
tg135° = —1
b) sin 150° = 1,

°o_ _ V3

—V3 ¢) 2 d) 4
f) —10vV/3
)

ofG

57

o[

Y

cos 150° = —\/75,

D

)
) 3-2V3
) =1 b) =3 ¢) —5V/3
)2 -2 e) —1 f) 3(3+/3)
4. a) 0,9659 b) 0,2588 c¢) —0,6428
d) —0,9962 e) —0,7813 f) —0,3057

w
o o

5. a), b) jest prawdziwa
6.a) % b) 2
7.2) B~ 110° b) B~ 152° ¢) B~ 164°

d) B~ 115° e) B~ 144° f) B~ 109°

8. a) 69° lub 111°, 0,9336

b) 48° lub 132°, 0,7431

c) 123°, —0,5446 d) 107°, —0,2924

9. a) 0,3420 b) 0,9962 c) —0,1736
d) —0,8387 e) —4,7046

Pole tréjkata prostokatnego
1. a) nie jest
b) jest, P =54
c) jest, P = 83
2.a) P=24, Ob=24
b) P=1,0b=3++5
c) P=6,0b=8+ 24/10

3.

4.

a) Prapc =4, Pappc =8

b) Prapc = 8V3, Pappc = 10
¢) Prape =4, Pappe =1

d) Prapc = 4V5, Pappco = 24
a) 6 b) 18v/3 c) 63

4.8. Pole trojkata

1.
2.

N
N B oNuA W

7.
8.
10.
11.
12.

124/7 cm? b) 8v/21 cm?
a

a

a)
)
) 3(2++/2) cm b) 112,5 cm?
b)75\/§cm

)

a) 1£/3 cm® b) 36v/3 cm

a) 15 b) 30v/3 ¢) 3v2 d) 4,5
a) 12 cm b) 6v/2 cm ¢) 4v/3 cm
a) 3— cm? b) 1612 cm?

a) 6\/§ cm? b) 2/3 cm?

¢) 2+v/3 cm?

a) (2\/_+ v10) cm

b) 30°, 30°, 120°, Ob = 4(2v/3 + 3) cm

. 6,6, 8
. P =24 cm?, Ob=4(\/§+2\/§) cm

a) 6v/2

b) P, = 36(v3 — 1), P, = 36(3 — v/3)
Ob=5(2++3), P=2.3

90°

a) 6 b) 4v/6 c) 12 d) 36

9(V3+1)

Papam = 63, Panam = 3V3

4.9. Pola czworokatow (1)

(¢€)1.

6 cm
a) 48v/2 b) 48
a) 30° b) 45° c¢) 60°
3v/3,9
b) 12,5 cm?

=120, h = 2
b) P =24v/2, h = 42
15\/_ 2 cm?
V2 ++/3) cm

a) P
) P
.a) 18 cm® b) 1 cm, 2 cm
b)
8(

120 cm® b) 120 cm® ¢) $22+/3 cm?

4.

5.
6.

7.

a) 0,96 b) 10 cm

_ V3 \/6 —
sina = 3,(:osoz— , tga =

a) P =12, Ob:4(3+\/§)
b) P = 161/3, Ob = 24
c) P =32, 0b=26

4/3 cm?

V2
2

4.10. Pola czworokatow (2)

(€]1. a) P =8V17, Ob = 2(8 +/21)
b) P = 21v/5, Ob = 28
2. a) P =103, Ob = 2(5v/3 + 4)
b) P = 18V/5, Ob = 6(v/6 + 2)
3. 264/5 cm?
5. 21 lub YA751
1. 6(6 +v/2) cm
2. % 5 cm?
3.08
4. 161 m siatki, P, = 188 m?, P, = 512 m?
7. 12,5 cm, P = 24 cm?
8. 60 cm?
9. a) P =10V3, Ob=2(7+/3)
b) P = 14v/3, Ob = 22
c) P=2(4V/3+3),
Ob=7+4vV3+73—24V3
10. P = 16(3 ++/3) cm?, Ob = 8(5+/3) cm
Zestaw |
1. /3 cm, 2 cm, 2+/3 cm
2. 4,524 /2)
3. 48
4, sina = 2‘5, cosa = 3‘/ﬁ, tga = %,
sin 3 = ,cosﬁ:?,tgﬁz¥
a) 10, 24, 26 b) 4(v/2 +2) ¢) 161/7
6. a) sinf3 = cosy = 2\1/?3,

_ 2 _ 3
cos 3 =siny = 13,tg[3 s, gy =3
b) sina = cosy = 222,
cosa:sinv—g’—;g,tga—g g'y:%
c) sina:cosﬂ—%,cosa— nﬁ:%,

tga =3, tgB8= %
d) sina=cos 3 = %, cosa = sin 8 =
tga =3, tg8 =3

w

59
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7. a) cosa = 2 oo = V1L 13.a) Y2t b) 0 c) 1 - L2 d) B2
b)sma—lﬂog,tga—@ e)—g f)1 g)3—+3 h) %
c)smoz:ﬂ,tga:\/% 15.b)a:\/3_1—|—1,b:\/3_1—1
d) cosa = \/E’ tga = 72 Przed obowigzkowa maturg z matematyki
¢) sina = y7, cosa = y7 1.A 2.B 3.C 4D 5D 6.D 7.B 8.D
f) smoz—@,cosoz:?6 9. PP
g) sina = -, cosa = A7 10. 4v/5, 10 + 6v/5, 3, 245
h) sina = 22, cosa = 43 11.1. D 11.2.sin|XADC| =3, P=43

8. a) |AB| =~ 4,37 cm, |AC| =~ 6,39 cm 12. FFP
b) |AB| =~ 7,56 cm, |AC| ~ 4,94 cm 13.1. FP 13.2. C

9. a) okoto 329,26 m b) okoto 70° 14. A1

10. a) okoto 43,6 m 15. FF
b) okoto 20 minut 16, V8

11. sin 8 ~ 0,5547, cos 8 ~ 0,8321, 17 23
tg B ~ 0,6667 5

18. 7,2

Zestaw I 19. |AP| = 5,75, |BP| = 2,25

1. 6(3 + v/3) cm? 20. _¥

2. 6 cm, 6/3 cm, 6v/3 cm 21. Ob = 28, sinaz%,cosa:%,

3. a) P =120 cm®, sina = 129 tgo = 55
b) sina = 2 22. 2

4. sin | X BAP| = Y2L sin|¥ABP| =1 23, Y8

5. di = 47 cm, d2 = 4v/13 cm, 24, %

P =24/3 cm? 25. okolo 21,8 m

j 8)02: 2(11 + 3v/3) >4 Okrag
. a = cm
di = 47 cm, do = 2\/ﬁ cm [€]1. 45°
b) Ob = 4(8 +v/3) cm, di = 2v/29 cm, 2. %TFCIII %Wcm %wcm %Wcm
do =2 41+20¢§cm 3. 16

8. sin|¥PAD| = 10 , cos| X PAD| = 3\1/3*0, (Z)1. okrag: 107 cm, tuk: 27 cm
tg|XPAD| = 1 2. a) 27 cm b) 2w cm c) %Wcm

9. 21(3 — v/3) 3. 36 cm

10. Ob =28 + 843, p = 2843 4. 80°

11. a) sina—%,cosa—lﬂ;,tgazél S5.a)z=-9,2=7 b)z=-3,z=1
b) sina = 4\1/7_, COS (v — _\/1_17_77 6. a) |0102|=1;0 b) |010:2| =5; 1
tgo = —4 c) 0102 =35 1
c)sina—Q‘l/?)_,cosoz:—S‘l/?}—?’, 7. 24,12, 12
tga=—2 8.a)27 b) z c) 24
d) sina:%,cosa:—%, 9.3,4,5,6,7
tga = —% 10. 2v/57 cm, 64/57 cm
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5.2. Koto

1.
2.

a) 97 cm® b) 371 cm

)
a) P =497 cm?, r =7 cm
b) r = 8 cm, R—9cm

a) 30m b) = ¢) &

4. 20°

8.
9.

5.3. Wzajemne potozenie okregu i prostej
2.
3.
4,
5.

. a) 36(m —2) b) 12(2r — 3v/3)

c) 12(w —3)

10 20
. L1 = ?7'(', Lz_—ﬂ',

3

_ 25 50
Pr=2m,P=>7

P =21 —4V2, P, = 14m + 42

lub P, = 67 — 4v/2, P, = 107 + 4y/2

a)1— T b)V3-ZT ¢) 2p — V2
a) 21 b) 7(m —v3 1)
a)l=2V3+2m, P=4r — 33

b)l=4+m, P=47 —8
c)l—2\/_—|—7r P =41 —8/2
)f b)3\/§ c) £V15

)

a
2

wh

a b) & cm

a) 2¢/13 cm b) 12 cm

a) 28 cm b) 5 cm

a)2 b)3 ¢)1 d)4

0 dla m € (—o0; —2) U (6; 00),
1 dlam e {-2,6},

2 dlam € (—2;6)

z=—8lubx =28

r = —5v2lub z = 5v/2

xr=—5v31ub z = 5V3 d) x =
21)

. P(—2,—+/21) lub P(-2,v21

lub P(2,—+/21) lub P(2,+/21)

20

. 3v/3 cm?

a) 0 dlar € (0;4),
1dlar =4,

2 dla r € (4;00)
b) 0 dla r € (0; 3),
1dlar=31 5
2dlare (;00)

c) 0 dlar € (0;1+v/2),

ldlar=1++2,

2 dla r € (1+v2;00)
6. a) 12 cm? b) 168 cm?

7. |CO1| =3, P =32

5.4. Katy w okregu (1)
(€]1. a) 60° b) 240° ¢) 330°
2.a)30° b

3. a) 30° b) 96

) )
) ) 60
)

c) 274° d) 149°
)
)
)

4. a) 165° b) 67,5°

¢) 51° d) 315°
6.a) a= (=060, v=230"
b) a = 60,6 ~ = 30°
c) a=120°, § = 240°, v = 60°
7.a) a=p3="70"v=20°
b) a =~ =30°, B = 40°
c) a=vy=25 0=235°

[Z)1.2) ClubO b) F lub L
¢) Glub K d) Club O
)

2. a) 30°, 60° b) 45°, 90°
c) 1125 , 225° d) 3,75°, 7,5°
3. a) [XACD| = |XCAD| = 20°,

¥ ADC| = 140°
b) [XACD| = |XCAD| = 65°,
X ADC| = 50°

4. a) o = 23°, = 134°

b) a = 51°, B = 102°

c) a =32, B =64"
5.a) a=74", 3 =37

b) a = 113°, B = 56°30
a="T2° 3 =36°

6. a) a = 30°, 3 = 35°
b) a = 60°, B = 70°
¢) a = 50°, 8= 40°
8.a)a=84", =~=48
b) a = 65°, B = 85°, v = 30
c) a=vy="70°, =66
9. a) a =060, 5 =300°, v=30°
b) a =~ =30°, 8 =120°
c) a =060, 8 =120° v=30°
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5.5. Katy w okregu (2)

1.
2.

a)zx=9 b)z=2V2 ¢)r =3
7T cm

a) 8 cm, 12 cm b) 24 cm

.a)a=32"° b) a=42° ¢) a=36°
. 50°, 50°, 80°

a)r=4, P =415
b)r—33 P =18

a=v=6=25 8=50

b) a = 30°, B = 60°, v = 80°, § = 50°
o =30°, B8 =40°, v = 50°, § = 60°
48° b) 15°

)
.a) a= —550,7:70O
) o=

= 44°, 4 = 86°

5.6. Okrag opisany na trojkacie

[€]1.

3.

1

.\‘

10.

) 2
)
)
)
) h
. a) 2¢/2 cm
)
)
)
)1
b)

Q‘S-"PW

a) Y22 cm b) 97 cm

a 10\/_7rcm
b) 8v/37 cm

2567rcm
=9 cm, P = 273 cm?

oo~

b) 3v10 cm lub v/10 cm
a) 24 cm® b) 8,125 cm
a)4cm b)5cm c)3(v2—1) cm

a (+\/_)
2(5 + 2v/10)
48
48V/3
a) 5cm b) 22 cm
a) 4V/10(v3 + v/13) cm
b) 4V3(v13 + V10) cm
e
.43
) P=9, R= 53
b) P =126, R =2
7
157

11.
12.

a) 5,8 cm b) 2 cm
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(€2

(Z]1. a) 1

5.7. Okrag wpisany w trojkat

(¢]1. a) 64/37 b) 30v/3 ¢) 637

2. 124/37 cm
a)l b)3
a)24cmi26cm b)6cmi8cm

)
b) r =5, P =257
C)T1:3 P —97T;T2:4,P2:167T

(vV3—1) b) 67(/3—1)

(2\/5 +3), 2(2v/3 +3), 6(v/3 +2)

6. r =+/2 cm, |OA| = |OB| = V6 cm,
|OC| =32 cm
7. 4V/3+3),8(V3+1)

9. 24

10. a) (4 — %ﬁ) cm b) 4(v/3—1) cm

¢) (3v/5—5) cm

11. Ob = 4(3 + V/13) cm,

| =6(v/13 — 3)m cm

12. 6(2v/3 — 3)7 cm

5.8. Wielokaty foremne

a)3 b)4 ¢)5 d)6 e)7 )8
g) 9 h) 10
4. a) 20m b) 483
5. a) 237 cm? b) 12 cm, 8v/3 cm
) 135° b) 144°
2.2)6 b)7 ¢)9 d) 10 e) 11
3. a) %ﬂ' b) T27T
4. R=a
a R r P
4 cm 4 cm 2v/3 cm | 244/3 cm?
6 cm 6 cm 3v3 cm | 544/3 cm?

4

[€]2. a

N
B
Qo

3412cm 3 V12 cm —\/1080m 16 cm?
8v/3cm = 8/3 cm 12 cm  288y/3 cm?

5.a)9
6. NABC i AAHG: 22,5°, 135°, 22,5°
AACD i AAGF: 22,5°, 112,5°, 45°
NADE i ANAFE: 22,5°, 90°, 67,5°
9. 48 cm
10. 54v/3 cm?
11. a) 2(2v/2 — V6)m cm
b) Ob = 4v/3 cm, P = 2¢/3 cm?
12. a) 22,5° b) 18° ¢) 15°

Wykorzystanie funkcji trygonometrycznych 1.

c)x:2\/g,y:
dz=3y=2

2. a) P =421, Ob = 2(7 ++/21)

) P =21, Ob = 3(4 ++/10)
P =33, 0b=3+2V/3++21
d) P =9, Ob=3(3+5)

3. a) VBOT b) 2VT3

5.9. Twierdzenie cosinuséw (1)

=39 b) c=+/74+35V3
=5 d)a—\/@
1500,(1:5:150
B °, v = 105"
)2\/_ d) 21/13
ds = 2v/19

ds = 24/10

\/_, d2_7
213, do = 2V/37

°, B =090, v =60°

B =45°, v = 105°

9°) B~ 46,5°, v ~ 104,5°

o
9

VT, 3V7 b) V21, 4@
cos*y—sinfy:@ P=
cos*y—?’l\of,sm’y—‘g,P C
2v/17 b) V165

V30 d) V41 +8V5

60° b) 135°

8 b) 413

]
~—

I

vv
2 wn
Il

w

Ze
Q
I

S
c"oo

LzeE s
S8 A
[T
lev

(=W
N

[y

w
QO
~

&
=y
~
I
S
°

Q

o

Q 0 L L =«
Il
N W W
S

AN
%
[\
[\
\'O
&)
2
w
0
2
Il
[a—y
[\
S

0 N o
Y & (- o & Y
—_— O~ O~ ~— O ~— ~—

5.

1.
2.

3
4.
5

10. Twierdzenie cosinuséw (2)
a) 3v2 b) 3+3V3
a) v/13 cm b) 2¢/7 cm
a) 2¢/3 cm b) V6 cm
cosa =12, cosy=—+%
. a) cosa = 1, ostrokatny
b) cos @ = 0, prostokatny
c) cos B = —1—16, rozwartokatny
d) cosy = — =, rozwartokatny
a) cosy = 1, tak
b) cosa = — 322, nie
c) cos B = —%, nie

2. a)% b) 27
3.a) 2 p) v
4 a)cos'y:%,c:2\/ﬁ
lub cosy = — %,c=6\/g
b) cosy = 3, ¢ = V4l
lub cosy = — %029
5. 2v/3(6 + V/7)
6. 2v/7, 24/13
7. a)% b)%
8. a) 2V/7 b) 2V/37
9. a) 6\/2— V3 em, 12¢/2 4+ /3 em
b) 8 —v2 cm, 8v/2+ V2 cm
Zestaw |
1. an b)2\/§—%7r

.‘°9°.\|.°‘.U‘:‘>.°-’

a) a = [ =60°

b) a = 50°, B = 55°
a =100°, 8 = 130°
60° b) 30°

)

a)

a) 22,5° b) 67,5°
)
)

Y

V2 b)2(vV2-1) ¢) Y21
Zix b) P =363, Ob = 36

c) 8 (\/§+2\/\/§+2>

Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 202-211
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Zestaw Il

©

. a

10.

11.
12.
13.
14.

.\'P‘S"PS*’!\’!‘

a) (4—+10) cm b) 4 cm
r=3, P =54

3% cm

6m(v/2 — 1)

|AP| = 3, |BQ| = 6, |CR| = 10
a) 22 b) 12

)2+I+VT

b) V10 + 4V2 + 2/2

a) 2v/12+3v3 b) 45+ 6
) 60° b) 135°

a) Ob = 2(9++/21), P = 20V/3
b) Ob = 2(2 + 3v2 4+ /6),
P =4(1+/3)

31
a) 2(v/3 —1) cm b) %ﬁ cm
)
)

2(\/_ 1) b)%

Y

a okolo 1750 m*® b) okoto 926 m?
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Przed obowigzkowa maturg z matematyki
1.C 2D 3.C 4.C 5.B 6.C 7. A 8.C

9.
10.
11.

FF
FP
A2

12.1. A 12.2.2V6

13.
14.1. A3 14.2. 10w cm, 247 cm

CE

151.D 15.2. A

16.
17.
18.
19.
20. P
21.
22.
23.
24.

8P
s42v2
40°
207

=8, 0b= 4(1 +2v2
sin |[¥O1 PA| =
167(3 — 2v/2) cm
45°, 135°
3+2v6+2V3+ 21

2)
2
13’ 25

Indeks

alfabet grecki 144

asymptota 89
pionowa 89
pozioma 89

cosinus kata 131, 147
czworokat wypukty 158

dtugos¢
tuku okregu 174
okregu 174
deltoid 163
dwumian 60
dziedzina
naturalna funkcji 98
wyrazenia wymiernego 97

figura wypukta 146
funkcja
kwadratowa 18, 33
wymierna 98
funkcje trygonometryczne
kata ostrego 131
kata wypuktego 147

hiperbola 89, 108
hiperboloida 108

interpretacja geometryczna
réwnania kwadratowego 31

jednomian
stopnia n 60
zerowy 60
jedynka trygonometryczna 141

kat
rozwarty 146
srodkowy w okregu 174, 184
wpisany w okrag 184, 185
wypukty 146
koto 177
krzywa tancuchowa 39
kwadrat 158
réznicy 17
sumy 17

liczba
m 174
pierwiastkéw rownania
kwadratowego 30

najmniejsza warto$é¢ funkcji kwadratowej

w przedziale domknietym 44

najwieksza wartos¢ funkcji kwadratowej

w przedziale domknietym 44
nieréwnosé¢ kwadratowa 40

odcinek kota (kotowy) 178
odlegtos¢ punktu od prostej 180
okrag 174
okregi
przecinajace sie 175, 181
roztaczne 175, 181
roztaczne wewnetrznie 175

roztaczne zewnetrznie 175, 181

styczne 175, 181

styczne wewnetrznie 175, 181

styczne zewnetrznie 175, 181
o$ symetrii paraboli 10, 15, 36

parabola 10, 15

pierscien kotowy 177

pierwiastek podwojny
rownania kwadratowego 30

pierwiastki

réwnania kwadratowego 26, 30

wielomianu 70
pole
deltoidu 163
kota 177
rombu 160
rownolegtoboku 159
trapezu 162
trojkata 154, 155, 157

trojkata opisanego na okregu 196

trojkata prostokatnego 153
trojkata réwnobocznego 155

trojkata wpisanego w okrag 193

wycinka kota (kotowego) 177

Indeks
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postacé
iloczynowa funkcji kwadratowej 33
kanoniczna funkcji kwadratowej 18
ogolna funkcji kwadratowej 18
promien
okregu opisanego na szesciokacie
foremnym 201
okregu opisanego na tréjkacie
réwnobocznym 192
okregu wpisanego w szesciokat
foremny 201
okregu wpisanego w trojkat 197
okregu wpisanego w trojkat
réwnoboczny 195
wewnetrzny pierscienia kotowego 177
zewnetrzny pierscienia kotowego 177
proporcjonalnos¢ odwrotna 88
prostokat 158
przekatna kwadratu 127
punkt stycznosci 175, 180

ramie
koncowe kata 146
poczatkowe kata 146
romb 158, 160
rozktad na czynniki liniowe
funkcji kwadratowej 33
rozwigzania
rownania kwadratowego 26, 30
réwnania wielomianowego 70
rozwiazanie trojkata 138
réwnanie
kwadratowe 26
wielomianowe 70
wymierne 104
z wartodcia bezwzgledng 109
réwnolegtobok 158, 159
réznica kwadratow 17

sieczna okregu 180

sinus kata 131, 147

stopien
iloczynu wielomianéow 67
sumy wielomianéw 63
wielomianu 60
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styczna do okregu 180, 181
szeroko$¢ pierdcienia kotowego 177

srodek
okregu opisanego na trdojkacie 191
okregu wpisanego w trojkat 195

tangens kata 131, 147
tozsamos¢ trygonometryczna 141, 143,
148, 151
trapez 158, 162
rownoramienny 158
trojka pitagorejska 127
trojmian 60
kwadratowy 18
twierdzenie
cosinusow 204
o cieciwach 188
o odcinkach stycznych do okregu 181
odwrotne do twierdzenia
Pitagorasa 127
Pitagorasa 126

wartosé¢ bezwzgledna liczby 109
wielkosci odwrotnie proporcjonalne 88
wielokat
foremny 200
wklesty 158
wypukty 158
wielomian
stopnia n 60
wielu zmiennych 64
zerowy 60
wspotczynnik
jednomianu 60
proporcjonalnosci odwrotnej 88
wielomianu 60
wspoétrzedne wierzchotka paraboli 19, 36
wycinek kota (kotowy) 177
wyraz wolny wielomianu 60
wyrazy wielomianu 60
wyrazenie wymierne 97
wyroznik trojmianu kwadratowego 19
wysokos¢ tréjkata rownobocznego 128
wzor Herona 157

Tablice wartosci funkcji trygonometrycznych

27°
28°
29°
30°
31°

33°
34°
35°
36°
37°

42°
43°
44°

sin «
0,0000
0,0175
0,0349
0,0523
0,0698
0,0872
0,1045
0,1219
0,1392
0,1564
0,1736
0,1908
0,2079
0,2250
0,2419
0,2588
0,2756
0,2924
0,3090
0,3256
0,3420
0,3584
0,3746
0,3907
0,4067
0,4226
0,4384
0,4540
0,4695
0,4848
0,5000
0,5150
0,5299
0,5446
0,5592
0,5736
0,5878
0,6018
0,6157
0,6293
0,6428
0,6561
0,6691
0,6820
0,6947

COS ¥

1,0000
0,9998
0,9994
0,9986
0,9976
0,9962
0,9945
0,9925
0,9903
0,9877
0,9848
0,9816
0,9781
0,9744
0,9703
0,9659
0,9613
0,9563
0,9511
0,9455
0,9397
0,9336
0,9272
0,9205
0,9135
0,9063
0,8988
0,8910
0,8829
0,8746
0,8660
0,8572
0,8480
0,8387
0,8290
0,8192
0,8090
0,7986
0,7880
0,7771
0,7660
0,7547
0,7431
0,7314
0,7193

tg «
0,0000
0,0175
0,0349
0,0524
0,0699
0,0875
0,1051
0,1228
0,1405
0,1584
0,1763
0,1944
0,2126
0,2309
0,2493
0,2679
0,2867
0,3057
0,3249
0,3443
0,3640
0,3839
0,4040
0,4245
0,4452
0,4663
0,4877
0,5095
0,5317
0,5543
0,50774
0,6009
0,6249
0,6494
0,6745
0,7002
0,7265
0,7536
0,7813
0,8098
0,8391
0,8693
0,9004
0,9325
0,9657

o
45°
46°
47°

72°
73°
74°

sin «
0,7071
0,7193
0,7314
0,7431
0,7547
0,7660
0,7771
0,7880
0,7986
0,8090
0,8192
0,8290
0,8387
0,8480
0,8572
0,8660
0,8746
0,8829
0,8910
0,8988
0,9063
0,9135
0,9205
0,9272
0,9336
0,9397
0,9455
0,9511
0,9563
0,9613
0,9659
0,9703
0,9744
0,9781
0,9816
0,9848
0,9877
0,9903
0,9925
0,9945
0,9962
0,9976
0,9986
0,9994
0,9998
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COS ¥

0,7071
0,6947
0,6820
0,6691
0,6561
0,6428
0,6293
0,6157
0,6018
0,5878
0,5736
0,5592
0,5446
0,5299
0,5150
0,5000
0,4848
0,4695
0,4540
0,4384
0,4226
0,4067
0,3907
0,3746
0,3584
0,3420
0,3256
0,3090
0,2924
0,2756
0,2588
0,2419
0,2250
0,2079
0,1908
0,1736
0,1564
0,1392
0,1219
0,1045
0,0872
0,0698
0,0523
0,0349
0,0175

tg
1,0000
1,0355
1,0724
1,1106
1,1504
1,1918
1,2349
1,2799
1,3270
1,3764
1,4281
1,4826
1,5399
1,6003
1,6643
1,7321
1,8040
1,8807
1,9626
2,0503
2,1445
2,2460
2,3559
2,4751
2,6051
2,7475
2,9042
3,0777
3,2709
3,4874
3,7321
4,0108
4,3315
4,7046
5,1446
5,6713
6,3138
7,1154
8,1443
9,5144
11,430
14,301
19,081
28,636
57,290



Dziatania na utamkach

Dla a,b,c,d € Z oraz b,d # 0:

. B c  ad+ be
b d  bd
i c ad — be
» —_= = = =
b o bd
a c ac
B =t = T —
b d bd

Dla a,b,c,d € Z oraz b, ¢, d # 0:
d ad

a
- = = = =
b

c
d c be

Wartos¢ bezwzgledna

Dla a € R:
{ a jeslia 0

—a jeslia <0

a.
=

. |a| —

* |-al = |qf

Dla a, b e R:
o la — bl =|b— al
* la-b] = |af - [b]

Dlaa,beRib#0:

Pierwiastek kwadratowy

Dla a = 0:
s Va=bgdyb>=aib>0

Dla a € R:

-\/0_2—{ a dlaa>=1(
" l-a dlaa<o0

Dla a,b = 0:

o Va-b=a- Vb

Dlaaz0ib>0:

a_ ya
b Vb

[ ]

B 252 Wybrane wzory i twierdzenia matematyczne

Pierwiastek szescienny

Dla a € R:
o Ja=0b,gdy b®=a

Dla a,b e R:

e Va-b= Ja-Vb
Dla a,b € R oraz b # 0:
Ja  Va

b

Pierwiastek n-tego stopnia

Dla a = ( i parzystego n:
e Ya=b,gdyb=20ib"=a

Dla @ € R i nieparzystego n:

e Ya=>0, gdy b" =a

Potegi i pierwiastki

Dlaa>0,keZ ne Ny \{1}:
ok
o av = {a

Dla a,b > 0, 2,y € Q:
e g ¥ =a" TV

L] = 1

e g" b = (ab)”

a” (
& — =
b

ol =]
S
I'-i

Wzory skroconego mnozenia

Dla a.b € R:

o (a+b)? =a?+ 2ab+b?
e (a—b)?=a®—-2ab+b?
¢ a0’ — b2 =(a—b)(a+b)

Rownania

Dlaa.be R:

® a-b=0 wtedy i tylko wtedy, gdy a =0 lub b =0

Dla b# 0, d # O:

* . (L c . ] . & &
* rownanie - = — jest réownowazne rownaniu ad = be

Dla a = 0:

* || = a wtedy i tylko wtedy, gdy x = —alubx=a

Przesuwanie wykresow funkcji

o Wykres funkeji y = f(x) + ¢
dla ¢ > 0 otrzymujemy przez
przesuniecie wykresu funkeji
y = f(x) o g jednostek w gore
wzdluz osi QY.

e Wykres funkeji y = f(z) — ¢
dla ¢ > 0 otrzymujemy przez
przesuniecie wykresu funkcji
y= f(x) o g jednostek w dol
wzdluz osi OY .

e Wykres funkcji y = f(z — p)
dla p > 0 otrzymujemy przez
przesuniecie wykresu funkcji
y = f(x) o p jednostek w pra-
wo wzdhiz osi OX.

o Wykres funkecji y = f(zx + p)
dla p > 0 otrzymujemy przez
przesuniecie wykresu funkeji
y = f(x) o p jednostek w lewo
wzdluz osi OX.
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Logarytmy Réwnanie kwadratowe

Dla a,b > 0, a # 1:

e log, b=z, gdy a* =b
Dla a,b,c>0,a# 1, p € R:
e log,a=1

® log,1=0

log, bc = log, b+ log, c

log, g =log,b—log, c

log, b? = plog, b

Roéwnanie prostej

e Roéwnanie kierunkowe: y = ax + b

e Réwnanie ogdlne: Ax + By + C' =0,
gdzie A # 0 lub B # 0

e Rownanie prostej o wspotczynniku
kierunkowym a przechodzacej przez
punkt (z1,:1):

y—y1 = alr—x1)
e Wspoétezynnik kierunkowy proste;j:
y=axr+b
przechodzacej przez punkty (x1,y1)
i (z2,y2), gdzie x1 # xa:

Y2 — Y1
T2 — X1

a =

e Prostey =a1x+b1 1y = asx+0bs sa:
— rownolegte, gdy a1 = ao,

— prostopadte, gdy a; - as = —1.

e Wyrdznik réwnania kwadratowego
ax? +bx+c=0,a#0:
A = b? — 4ac

Pierwiastki rownania kwadratowego:

e Jesli A > 0, to réwnanie ma dwa
pierwiastki:

—b— VA —b+ VA

— T, T2 = ——(
2a 2a

e Jesli A =0, to réwnanie ma jeden
pierwiastek (podwdjny):

b

2a

e Jesli A <0, to réwnanie nie ma
pierwiastkow.

Ir =

Tro — —

Wzor funkcji kwadratowej

e Postac¢ ogdlna:
f(x)=az? +bx+c,a#0
Wspédlrzedne wierzchotka paraboli:
(p,q) = (_i _é)
p,q oa’  da

e Posta¢ kanoniczna:
flx) =alz —p)*+q,a#0
e Posta¢ iloczynowa:
— jesli A > 0, to:
f(x) =a(x —x1)(x — x2), a # 0,
gdzie x1, T2 sa pierwiastkami,
— jesli A =0, to f(z) = a(z—x0)?,
gdzie x( jest pierwiastkiem,
— jesli A <0, to funkcja nie ma
postaci iloczynowe;.

Potozenie paraboli wzgledem osi OX

O
a>0 a>0 a>0
A>0 A=0 A <O
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Y Y Y a<0 a<0 a<0
A>0 A=0 A<O
Y Y Y
\ /\
ON\_/ X X O X Of X O X O X

Twierdzenie Pitagorasa

W tréjkacie prostokatnym:

a? +b? = ¢?
c Ab

Funkcje trygonometryczne

kata ostrego

W tréjkacie prostokatnym:

e sina = 7 B

ocosazg ///la

o tga =% @ :
S A b C

Funkcje trygonometryczne
kata wypuktego
Dla P(x,y) oraz « € [0°;180°]:
: _ Yy — 2 2
e sina =2 r=+yx*+y*#0
z Y
”

® COSt =

otga:%,x;&o

Wzory trygonometryczne

Dla « € (0°;90°):

e sin(90° — a) = cos «

e cos(90° — a) =sina
1

° tg(90° — O{) = tg_a

Dla o € [0°; 180°:
e sin(180° — a) = sin«
e cos(180° — a) = — cos

e tg(180° — ) = —tga, a # 90°

Tozsamosci trygonometryczne

Dla a € [0°;180°]:

2a=1

e sin® a + cos
Dla a € [OO; 900) U (90°; 1800]:

sin o

° tga:

COs &

Wartosci funkgiji
trygonometrycznych

sina 0 % @ 3§ 1
1
cosa 1 \/7g \/7§ ! 0
V3 _
tg o 0 =E 1 V3

Twierdzenie cosinusow

Dla dowolnego trojkata:

a? = b + ¢? — 2bccosw
b2 = a? + ¢ — 2accos B

c? = a? 4+ b%? — 2abcosy

Twierdzenie Talesa

Jezeli proste AC' i BD sa
rownolegle, to:

, lpc| _ oD D
|PA| ~ |AB] c
|PC| _ |PD|

[ J =
|PA|  |PB] P A\ B\
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Tréjkaty i czworokaty Koto i okrag

e Dowolny trojkat

e Dtugos¢ okregu:

1 [ =2nr
P = =ah
2 e Pole kota:
P = %absinoz P =mr?
, Rk— promien e Pole wycinka kota: @
abc okregu
P = AR opisanego, P = 3(?00 -2
r — promien
p—atbtec = okregu o Diugosé tuku okregu:
2 wpisanego o
L=— 2mr
360

e Trojkat rownoboczny

h = ﬁa
2 Katy w okregu
1 3 @f h| LAY
r = §h = %a o Kat wpisany «
N . i kat srodkowy 3
3

R = %h = —a W oparte na tym
samym tuku:

e Rownoleglobok e Katy wpisane
P=ah v/ |n oparte na tym .
samym huku maja
P = absina 'a

rowne miary.

e Romb V
1 .
P = Ede "4 e Kat wpisany oparty
‘ na pétokregu (na

rednicy) jest
katem prostym.

NEvI

e Trapez b

P:a+b-h h
- B

a
Twierdzenie o odcinkach

Twierdzenie o cieciwach SOCZVE]]

Jesli styczne do okregu w punktach
A1 B przecinaja sie w punkcie P, to:

Jedli w okregu dwie cieciwy AB i CD
przecinaja si¢ w punkcie P, to:

[PA|-|PB| = |PC|- |PD)

|PA| = |PB|

o
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howa Twoje mocne strony INENAA
era MATeMAtyka

Za co polubisz podrecznik
NOWA MATeMAtyka 27?

Jest tu doktadnie tyle tresci,
ile trzeba. Ten podrecznik jest

ZMIANY
W PODSTAWACH

w petni dostosowany do podstawy o 2024
programowej, co 0znaczaq, ze zawiera i
tylko to, co jest aktualnie wymagane. dostosowany

Przykiad 3
n Wikres funkeji fiz) = (r=2 ) 41 otrgymu
precauwajge paraboly y — 2 02 jednost
< PRZYHLAD | I Wiele razwiqzunvch w pmw;:. Eo;:m-.tgpuic o | jednusthe w gd
[rysunek o )
PRZYKLAD 2 przyktadéw. Czy to przydatne? :
. ; ; wiczenie 3
Td k. +_0th31 pordd ZISZ Soble Maszkicuj wykres funkcji f. Podaj wspdlra
. . . ne wiericholka otrzymanej paraboli.
z samodzielnym rozwigzaniem &) J(&) = (z—3)" =2
podobnych zadan. b) J(#) = (& +2) +1

Matura. Dobrze jest mie¢ podrecznik, .

Diansy jest Loighat ABC (rysumck ook

Przed obowiatkowa maturg

ktory uczy rozwigzywania takich  haiieym sk = 08 v [AC = 10,
- - - » . - Zadan| 1 (0=
zadunf Jakle mogq pO.IUWIc Sle na Ooen trlirj:ﬂw':ﬂ' posiiseych stwierd

prawdzive, albo F - jesli jest falseywe

y maturze. Dzieki temu mozesz miec
pewnosg¢, ze wiesz, umiesz, zdasz.

Closinus kgta o jest rowny 0.6,

B pg
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