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Wstep

Napisany przez nas podrecznik jest dostosowany do podstawy programowej obowig-
zujacej w liceum od wrzesnia 2019 r. i obejmuje tresci z zakresu podstawowego oraz

rOZSZErzonego.

Ksigzka zawiera prawie dwa tysiace zadan do samodzielnego rozwigzania. To wy-
starczy do gruntownego przecwiczenia umiejetnosci nabytych podczas lekcji. Zada-
nia trudniejsze oznaczone sa * lub ., zadania typu ,,Udowodnij, ze...” poprzedzone
zostaly znakiem 0, natomiast zadania, do ktérych rozwigzania przydatny jest kal-
kulator — znakiem .

Podrecznik dostosowany jest do samodzielnej nauki, co moze by¢ cenne na przy-
klad w razie nieobecnosci w szkole. Wprowadzane pojecia ilustrujemy przyklada-
mi rozwigzanych zadan. W zrozumieniu materialu bardzo pomoga kolorowe rysun-
ki merytoryczne. Wybrane rozwiagzane zadania typu maturalnego zostaly oznaczone
znakiem . Podrecznik zawiera réwniez krétkie powt6rzenie najwazniejszych po-

je¢ oraz dodatkowe zadania utrwalajace material ze szkoly podstawowej.

Rozowym paskiem na marginesie oznaczono material realizowany w zakresie roz-

SZErzonym.

Po kazdym rozdziale proponujemy zestaw pieciu zadan zatytutowanych Prosto do
matury. Warto, by po oméwieniu kazdego rozdzialu uczniowie prébowali rozwigzy-

wac je samodzielnie. Bedzie to sprawdzianem umiejetnosci potrzebnych na maturze.

Odpowiedzi do pytan, polecen, rozwiagzan zadan nie nalezy zapisywac¢ w podrecz-

niku.

Mamy nadziejg, ze nowa seria naszych podrecznikow nie tylko rzetelnie przygotuje
Was do matury, lecz takze umozliwi rozwiniecie zdolnosci matematycznych i zacheci

do dalszego studiowania matematyki.

Autorzy



Wykaz uzywanych
oznaczen matematycznych

x € A; x ¢ A xnalezy do zbioru A; x nie nalezy do zbioru A

{a, b, -::} zbior, ktorego elementamisa a, b, ¢

N,Z, QR zbior liczb naturalnych, catkowitych, wymiernych, rzeczywistych
@ zbior pusty

AcCB zbior A jest podzbiorem zbioru B

va pierwiastek stopnia n z liczby a

log . b logarytm przy podstawie a liczby b

log b logarytm przy podstawie 10 liczby b

a<b (a>0b) liczbaa jest mniejsza (wieksza) od liczby b

as<b liczba a jest nie wigksza, tzn. rowna lub mniejsza od liczby b
azb liczba a jest nie mniejsza, tzn. réwna lub wigksza od liczby b
(a; b) przedzial otwarty, zbior liczb wigkszych od a i mniejszych od b
{a; b) przedzial domknigty (zamknigty)

(a; b) przedzial lewostronnie domkniety

(a; b) przedzial prawostronnie domknigty

ANB czes¢ wspolna (iloczyn) zbioréw A i B

AUB suma zbioréw Ai B

A-B roznica zbiorow Ai B

|al wartosc bezwzgledna liczby a

f(x) wartos¢ funkgeji f dla argumentu x

D dziedzina funkcji

ZW zbior wartosci funkcji

A=(a,b) punkt A o wspélrzednych a (tzw. odcigta) i b (tzw. rzedna)
AB odcinek o koncach Ai B

|AB| dlugosc odcinka AB

AB wektor o poczatku A i koncu B

|AB| dlugos¢ wektora AB

ii = [a, b wektor @i o wspolrzednychaib

allb prosta a jest rownolegta do prostej b

alb prosta a jest prostopadla do prostej b

4ABC kat o wierzcholtku B i ramionach: potprostej BA i pélprostej BC
AABC trojkat ABC

F,=F, figura F,| jest przystajaca do figury F,






1. Jezyk matematyki

Umiejetnosci:

» korzystanie z podstawowych pojec i symboli matematycznych

* poslugiwanie sie pojeciem zbioru i jego oznaczeniami

» wyrdznianie w twierdzeniach zatozen i tezy

Matematyka posluguje si¢ precyzyjnym jezykiem. Podczas nauki w szkole $redniej
bedziemy uzywac pewnych pojec, ktore teraz krotko oméwimy.

Definicja

Definicja to wyjasnienie znaczenia wprowadzanego pojecia za pomoca poznanych

(zdefiniowanych) wczeéniej obiektow.

Aby nie objasnia¢ w nieskonczonosc, przyjmuje sig,

ze w kazdej teorii istnieja pojgcia pierwotne, kio-

rych si¢ nie definiuje. W geometrii nazywanej od

imienia jej tworcy euklidesowa pojeciami pierwot-

nymi sg np. punkt, prosta, plaszczyzna.

Przyklady definicji:

» Wyrazenie bedace iloczynem liczb i zmiennych
nazywamy jednomianem.

» Skonczona sume jednomiandw nazywamy suma
algebraiczna.

* Okrag o srodku w punkcie S i promieniu r > 0 to
zbiér punktéw plaszczyzny oddalonych od punk-
tu S o odlegtosc r.

Twierdzenie matematyczne

Twierdzenie matematyczne to zdanie orzekajace
prawdziwe, ktére mozna udowodni¢ na podstawie
wczesniej udowodnionych twierdzen i znanych de-
finicji. Tu rowniez teoria zaczyna si¢ od stwier-
dzen intuicyjnie oczywistych, przyjetych bez dowo-
du, tzw. aksjomatéw. Przykladem aksjomatu w geo-
metrii euklidesowej jest zdanie ,,Przez kazdy punkt
plaszczyzny przechodzi nieskonczenie wiele pro-
stych”. Przyjrzyjmy si¢ na przykladach budowie
twierdzen.

Euklides z Aleksandrii
(ok. 365 r. p.n.e. — ok. 270 r.
p.n.e.) - matematyk grecki,
jeden z pierwszych autorow
leoretycznych prac matema-
tycznych.

Najbardziej znane jego
dzielo to Elementy (tytul
grecki Stoicheia geometrias).
Usystematyzowal w nim ow-
czesng wiedze matematyczng
w postaci aksjomatycznego
wykladu.

Elementy byly powszechnie
uzywanym podrecznikiem
geometrii jeszcze w poczal-
kach XX w. Pod wzgledem
liczby drukowanych wydan
Elementy ustgpuja tylko
Biblii.



1. Jezyk matematyki

* Suma miar katoéw tréjkata jest rowna 180°.

Aby udowodni¢ to twierdzenie, musimy wykazac, ze jezeli badany obickt (Hgura geo-
metryczna) jest trojkatem, to suma miar katow tego obiektu wynosi 180°.

» Liczba podzielna przez 8 jest podzielna przez 4.

Jezeli liczba jest podzielna przez 8, to jest podzielna przez 4.

» Dla dowolnych liczb a i b prawdziwy jest wzor (a —b)” = a° — 2ab + b”.

Jezeli a i b sa liczbami, to prawdziwy jest wzor (a - bf = a° - 2ab + b’

* W trojkacie prostokatnym kwadrat dlugosci przeciwprostokatnej jest rGwny sumie
kwadratow diugosci przyprostokatnych.

Jezeli trojkal jest prostokatny, to kwadrat dlugosci przeciwprostokatnej jest rowny

sumie kwadratow dlugosci przyprostokatnych.

W podanych przyktadach na pomaranczowo wyréz- Zdanie zbudowane na wzor ()
niono zalozenia, czyli warunki, w ktorych twierdze- twierdzenia, ale nieudo-

nia moga by¢ stosowane. Kolorem zielonym ozna- ;::;’:;EE REZYWEHE J56%

czono tezeg, czyli prawdziwe (o ile zostang udowod- '

nione) wnioski wynikajace z przyjetych zalozen.

Wigkszos¢ twierdzen rozpatrywanych w trakcie nauki w szkole sredniej ma budowe:

Jezeli zalozenie, to teza.,
Inne bedziemy omawia¢ w miare potrzeby pdiniej.

Dowdd twierdzenia to proces prowadzacy do wy- Dedukcja to rozumowanie, (1))
kazania, Ze podane zdanie jest prawdziwe. Polega w ktérym z danych zalozefi

on na logicznym wnioskowaniu (dedukcji), wyko- m:s:;ﬂdm sl logloamis
rzystujacym zalozenia oraz wczesniej udowodnione o

twierdzenia.

Przyklady twierdzen wraz z ich dowodami oméwimy w nastepnych rozdzialach.

Whiosek
Whiosek jest logiczna konsekwencja przeprowadzonego rozumowania, najczesciej
wynika bezposrednio z twierdzenia poprzedzajacego dany wniosek.

Pojecie zbioru

Zbior to pojecie uzywane w matematyce na okreslenie zestawu aktualnie interesuja-
cych nas liczb, figur, przedmiotow itd. Stowo ,,zbior” mozna zastapic wieloma inny-
mi, np.: kolekcja, pakiet, zestaw, seria, zasob, wykaz.

9 N



B 10 Dziat 1. Liczby

Odpowiedzi na pytanie ,,co to jest zbior?” nie ma. Pojecie to przyjmujemy bez defi-
niowania jako intuicyjnie oczywiste, czyli pojecie pierwotne. Zawsze natomiast mu-
simy znac¢ odpowiedz na pytanie o to, ktore elementy tworza dany zbior.
Wryrazenie ,,zbiér duzych psow” uzyte w jezyku potocznym nikogo nie razi. W mate-
matyce budzi jednak sprzeciw, gdyz okreslenie ,,duzy pies” jest bardzo nieprecyzyjne.
Trudno moze by¢ stwierdzi¢, czy nasz ulubiony Ciapek nalezy do tego zbioru, czy nie.
Przykladem dobrze okreslonego zbioru jest natomiast ,,zbiér pséw”.

Zbiory tradycyjnie oznaczamy duzymi literami, a ich elementy — malymi literami.
Zapis a € A czytamy ,a nalezy do zbioru A” lub ,a jest elementem zbioru A”.

Zapis a ¢ A zastepuje zdanie ,,a nie nalezy do zbioru A”.

Przykiad € « zad. 17

Przyjmijmy, Zze A jest zbiorem liczb naturalnych mniejszych od 10. W takim razie
zdanie: 5€ A jest prawdziwe, poniewaz 5 jest liczba naturalng mniejsza od 10. Praw-

dziwe sa rowniez zdania 12¢ A oraz 3% ¢ A, gdyz 12 jest liczbg naturalng wieksza
od 10, a 3% nie jest liczbg naturalna.

Jezeli chcemy wypisa¢ wszystkie elementy zbioru A, VI“'“J'"“*‘E “’{}Piﬂ}"ﬁ’a"iﬂ Q)
: i i elementdw zbioru nie jest

robimy to w nastepujacej formie: i Nié povitaszaiiny thch
A= {D., b 2, 3,4 5 6, 7, 8 9]- samych elementow.

czyli wypisujemy w nawiasach klamrowych wszyst-

kie elementy, oddzielajac je przecinkami.

Zbidr A ma dziesiec¢ elementow, a wiec skoniczong ich liczbe. Dlatego jest zbiorem

skonczonym, dziesiecioelementowym.

Przykiad €3

Jezeli B jest zbiorem liczb naturalnych dwucyfrowych,to 10 € B, 7¢ B, 98 € B, ...
Zbior B jest zbiorem skonczonym, ale klopotliwe (i niepotrzebne) byloby wypisywa-
nie wszystkich jego elementoéw. Mozna tu zastosowac nastepujacy sposob:

B={10, 11, 12, ..., 98, 99}

Przyktad ) < zad. 1.9

C jest zbiorem liczb naturalnych wigkszych od 100. Zbiér C jest nieskonczony,
ma nieskonczenie wiele elementéw. Jedna z form zapisu tego zbioru jest:

C = {101, 102, 103, ...}



1. Jezyk matematyki

Przyktad €) - zad. 1.10

W s i s # » ¥ ¥ N 2 . . ¥ -
Przyjmijmy, ze D jest zbiorem rozwiazan rownania x~ = —1. Poniewaz rownanie to
nie ma rozwigzan, do zbioru D nie nalezy zaden element. W takiej sytuacji méwimy,
ze D jest zbiorem pustym i oznaczamy to symbolem 0:

D=0

Przyktad @) < zad. 1.18

[lustracjg zbioru moze by¢ rysunek.

Woéwczas G={a, b, ¢, d, e, f},

a H jest pokolorowanym na niebiesko

zbiorem punktow plaszczyzny. G H

Zbior B jest podzbiorem zbioru A, jezeli kazdy element zbioru B jest takze ele-
mentem zbioru A. Sytuacje taka zapisujemy symbolicznie:

BCA
i czytamy albo ,,B jest podzbiorem zbioru A”, albo ,,B zawiera sie w zbiorze A”.

Uwaga:

* Przyjmujemy, ze zbior pusty jest podzbiorem kazdego zbioru: 0 c A.

» Kazdy zbior jest zawarty w sobie (kazdy zbior jest wlasnym podzbiorem): A € A.
* Dwa zbiory sa rowne wtedy, gdy maja te same elementy.

Przyktad @) < zad. 1.20

Jezeli oznaczymy zbior kwadratow literg K, zbior rownoleglobokow - litera R, a pro-
stokatow - litera P, to prawdziwe s3 zdania:

* K ¢ P, czyli K jest podzbiorem P «— bo kazdy kwadrat jest prostokatem
* K C R, czyli K jest podzbiorem R «—— bo kazdy kwadrat jest rownoleglobokiem
* P C R, czyli P jest podzbiorem R «— bo kazdy prostokat jest rownoleglobokiem

Przyktad @) < zad. 1.21
Wypiszemy wszystkie podzbiory zbioru A = {1, 2, 3}.

Rozwiazanie
0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3}, {2,3}, {1, 2,3}
Zbiér A ma osiem podzbiorow.

11
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Dziat 1. Liczby

Zbior liczb naturalnych

Za pomocy liczb naturalnych: 1, 2, 3, ... od najdawniejszych czaséw okreslano licz-
be przedmiotow. W tym podreczniku przyjmujemy, ze liczbg naturalng jest takze 0.
Tradycyjnie uzywanym przez matematykow symbolem okreslajacym zbi6r liczb na-
turalnych jest N.

N={0,1,2 3,45, ...}

Czesto liczbe naturalng oznaczamy litera n.
Za pomocg liczb naturalnych mozemy definiowac inne zbiory liczb.

Przykiad €

Zapis F ={x: x e N i x <1000} «— znak : czytamy , takich, ze”

czytamy: ,,F jest zbiorem elementéw x takich, ze x nalezy do zbioru liczb natural-
nych i x jest mniejsze od 1000” lub ,,F jest zbiorem wszystkich liczb naturalnych
mniejszych od 10007,

Stosowane sa tez zapisy: F = {x € N: x < 1000} oraz F = {x e N i x < 1000}.

Przyktad

Zapis X = {x: x = 2n i n € N} oznacza, ze elementami zbioru X sa liczby postaci
2n, gdzie n jest dowolna liczba naturalna. Podstawiamy na miejsce n kolejno liczby
0, 1, 2, 3 itd. i otrzymujemy wartosci x. Zatem X = {0, 2, 4, 6, 8, ...}, czyli X jest
zbiorem wszystkich liczb naturalnych parzystych.

Podobnie Y = {y: y=2n+1 i n € N} jest zapisem zbioru liczb nieparzystych, bo
Y= 31,3, 5 959wl

Przyktad € « zad. 1.22

Wypiszemy kilka elementow zbioru A = {x: X = % ineNin# 0}.

Rozwigzanie
Poniewaz N oznacza zbior liczb naturalnych, do wyznaczenia elementéw zbioru A
bedziemy podstawiac w miejsce litery n liczby 1, 2, 3, 4 itd.

—— 1 D 1
Jezeli n=1, to x=-=1; ezeli n=2, to x = =;

1 J 2

oo 1 i 1
jezeli n =3, to £=c jezeli n =4, to X=2
g % g 1 2 E I
jezeli n =5, to x=5 jezeli n =99, to ¥= o5

Mamy wiec A = {1, l, l, -1-, E, S %, } Na przyklad liczba % nalezy do

zbioru A, a liczba % do niego nie nalezy. Zbior A jest zbiorem nieskonczonym.



1. Jezyk matematyki 13 S

Zbior liczb catkowitych

Zbior liczb calkowitych powstaje przez dolacze- Juz ok. V w. n.e. matematycy  ({(+))
nie do zbioru liczb naturalnych wszystkich liczb hinduscy uzywaliliczb dodatnich

do nich przeciwnych: i liczb ujemnych do okreslania
' stanu majgtkowego oraz do

0 1,=1, 2, =2, 3, =3, 4,~4, ... rozliczen handlowych.

Zbioér liczb catkowitych oznaczamy litera Z od
niemieckiego stowa Zahlen (czyt. calen) - liczby.

Z=foess =2,:=1, 0, 1. 2, 3, .}

W kazdym z zadan 1.1-1.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

1.1. lle elementéow ma zbior A={x: x=2nineN i n<5}?
A. 5 B. 6 Co 2 D. nieskonczenie wiele

1.2. Wskaz zbior {x: A= 2 ineNinc< 3},

A+ 1

2 2 1
. 2, 1, = . 1 23 1: s, I
S CEH c 2kl
B. {2, I, E, l} D. {l, 1, l}
3 4 2 3
1.3. Ile dwuelementowych podzbioréw ma zbior X = {a, b, ¢, d}?
A. 4 B. 5 C. 6 D. 8

1.4. Liczby a, b i ¢ sa trzema kolejnymi liczbami naturalnymi. Ocen prawdziwos¢

podanych zdan.
A.b-a<c-b C.b-a=c-b
B.b-a>c-b D. Wielkosci b —a oraz ¢ — b nie da sie porownac.

1.5. Odczytaj podany zapis.

a) neB d) yefl, 2, ..., 10} i y¢{2 4, 6, 8, 10}
b) x ¢ F e) 5¢{l, 5, 10, 15}
c) xeAix¢B f) xe{3,6,9 12} i y¢{3, 9, 18}

1.6. Podaj pigc elementéw zbioru wszystkich
a) planet Ukladu Slonecznego. c) liczb catkowitych mniejszych od 10.
b) utamkow wilasciwych. d) instrumentéw muzycznych.
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1.7. Wymien trzy liczby, ktore nie naleza do zbioru
a) liczb dodatnich. c) liczb catkowitych.
b) utamkoéw wiasciwych. d) liczb mniejszych od trzech.

1.8. Ile elementéw ma podany zbior?

a) T={l, 2, 3, 6, 9, 18}

b) §={-5, -4, -3, -2, -1}

¢) zbidr rozwigzan réwnania 2x - 5=1

d) zbior dodatnich, nieskracalnych utamkow wlasciwych o mianowniku 8
e) X=1{0, 1, 2, ..., 125}

f) Y={2, 4,6, 8 10, 12, 14, 16}

g) zbior dodatnich dzielnikow liczby 42

h) P=0

1.9. Ktore z wymienionych zbioréw sa zbiorami skoniczonymi?
A - zbidr liczb naturalnych

B - zbiér utamkow wiasciwych

C - zbiér dzielnikéw liczby 152

D - zbior rozwiazan rownania 5x — 3 = 2

E - zbior punktow odcinka o dlugosci 3 cm

1.10. Ktére z wymienionych zbioréw sa zbiorami pustymi?
A - zbibr rozwigzan réwnania 5x -1 =4

B - zbior rozwigzan rownania x> +4=0

C - zbidr prostokatnych tréjkatéw réwnoramiennych

D - zbidr rozwartokatnych tréjkatéw rownobocznych

1.11. Podaj wszystkie elementy zbioru.

3—n

A= EENG $EH e)E={xeNix=T*ineN}
b) B={xeNil<xix<7} ) F=lgeZi2¢xi£<3
c) C={x:x=2n-1ineNin<3} g)G={xEZi-8§£xix£—2%}

d}D:{x:x: inENiﬁ:{Q} h)H:{::r::x:2 inENin{S}
n+1 e+ 1
1.12. Ktoére z podanych zbioréw sg skonczone?
A:{xENixéle} D={neNin-5=0}
B={xeZ i x <100} E={x:x= inEN}
n+3

C={x:x=n2inEN} P:{xENix::-M@}



1. Jezyk matematyki

1.13. Podaj pie¢ przykladow zbioréw skoriczonych.
1.14. Podaj pie¢ przykladow zbiorow nieskonczonych.

1.15. Podaj przyklad piecioelementowego podzbioru zbioru liczb
a) naturalnych parzystych.

b) catkowitych ujemnych.

c) caltkowitych podzielnych przez 7.

d) calkowitych ujemnych i podzielnych przez 4.

1.16. Okresl, ktory z wymienionych ponizej zbiorow jest podzbiorem innego.
A jest zbiorem liczb parzystych,

B jest zbiorem liczb podzielnych przez 3,

C jest zbiorem liczb podzielnych przez 4,

D jest zbiorem liczb podzielnych przez 9,

E jest zbiorem liczb podzielnych przez 8,

F jest zbiorem liczb podzielnych przez 24.

1.17. Sprawdz, czy zbior A jest podzbiorem zbioru B.
a) A={-3,0,1} i B={-4, -3, =2, -1, 0, 1, 2, 3, 4}
b) A:{x:xeN i x}][}m} i B={x: xeN i x> 10}

c) A= {:x:: X = ine N} i B - zbior wszystkich liczb wigkszych od 11;

n+1

1.18. Sporzadz rysunek ilustrujacy zdanie: ,Jezeli AcBi BcC, to AcC”.

1.19. Podaj dwa przyklady trzech zbioréw liczbowych A, B, C spelniajacych waru-
nek AcBcC.

1.20. Dane s zbiory: A - zbior prostokatow, B - zbior trapezow, C - zbior czworo-
katow, D - zbior rownoleglobokéw, E - zbior kwadratow. Czy prawdziwe jest zdanie
A c Bc C c D c E? Jezeli nie, to przestaw litery tak, aby otrzymane zdanie bylo
prawdziwe.

1.21. A jest zbiorem wszystkich dodatnich dzielnikow liczby 35. Wypisz wszystkie
trzyelementowe podzbiory zbioru A. Ile ich jest?

1.22. A jest zbiorem parzystych, dwucyfrowych liczb naturalnych. Ocen prawdzi-
wos¢ zdania.

a) 12€e A b)4¢A ) 15¢A d)9¢A e 35€eA ) V3ieA

15



2. Warto powtorzyc -
wyrazenia algebraiczne

Wyrazenie, w ktorym liczby (stale) i litery (zmienne) polaczone sa znakami dziatan:
dodawania, odejmowania, mnozenia, dzielenia lub pierwiastkowania oraz nawiasa-
mi, nazywamy wyrazeniem algebraicznym. Przyklady wyrazen algebraicznych:

ab, 3(x-y), (c+ 5)3, ﬂ, V7ac
%=k

Wartos¢ liczbowa wyrazenia algebraicznego obliczamy, podstawiajac liczby w miej-
sce liter.

Pojedyncze zmienne lub liczby, lub ich iloczyny nazywamy jednomianami.
Przyklady:

3, 2x, 5xy, —xjyz, lilxytﬂ

Iloczyn liczb wystepujacych w jednomianie nazywamy jego wspélczynnikiem,

np. wspotczynnikiem jednomianu V5xy jest /5, wspétczynnikiem jednomianu x°
jest 1, a wspotczynnikiem jednomianu 3xy* - 2z jest 6.

Jednomiany zapisujemy w postaci uporzadkowanej, czyli bez znaku mnozenia,
z czynnikiem liczbowym na poczatku, z literami wystepujacymi w dowolnej kolej-
nosci — najczesciej alfabetycznej.

Dwa jednomiany rozniace si¢ jedynie wspolczynnikami nazywamy jednomianami
podobnymi. Przyklady jednomianow podobnych:

o 3x%, —5x°, A3x% %x?'

o —~2xy3zz, \#SSxyjzz, %xﬁzl, —:rtxy332

Skonczong sume jednomianéw nazywamy suma algebraiczng, a skladniki tej sumy -
jej wyrazami. Zamiast okreslenia ,,suma algebraiczna” uzywa sie réwniez okresélenia

wielomian.
Przyklady sum algebraicznych:

x+ ¥, 3x%+2x -1, xy + xEyt—Sy—fi, X —\7z

Jezeli wyrazy sumy algebraicznej (dwa lub wiecej) sg jednomianami podobnymi, to
mozemy je dodac. Czynnos¢ te nazywamy redukcja wyrazow podobnych.



2. Warto powtdrzy¢ — wyrazenia algebraiczne

Mnozenie sum algebraicznych

» Aby pomnozy¢ sume algebraiczng przez jednomian, nalezy pomnozy¢ kazdy wy-
raz sumy przez ten jednomian.

1+ (b+c)=ab+ac

. Aby-gﬂmnoi}ré dwie sumy algebraiczne, nalezy kazdy wyraz jednej sumy pomno-
zy¢ przez kazdy wyraz drugiej sumy.

(@+b)-(c+d)=ac+ad+bc+bd
\""1'-1. -'_ _’,_.f

Przyktad €) - zad. 2.4

Wykonamy dzialania i zredukujemy wyrazy podobne.
a) 2%° —dx+xX° +3x—-T7=3x"-x—-7

b) xy* —x*y+4x-3xy -y +1-xy  +2x y = -3xy° +4x + 1

€) 2x—(4x—5y+2)—(x—2y—-1)=2x—4x+5y -2 —x+2y+1=-3x+7y-1
d) 5x*+2(3x—4)-3(2x" —5x+1) =52’ + 6x =8 —6x” + 15x = 3 = —x" +21x-11

e) Ba-5)5a-2)=3a-5a+3a-(-2)-5-5a-5-(-2) = 15a° — 6a — 25a + 10 =
=15a> - 3la + 10

Przyktad ) < zad. 2,10
Zapiszemy w prostszej postaci wyrazenie:
2[-3(a+b-c)+7] +3[2(a-b-2c) - 1]
2

. : . ‘ | 1
i obliczymy jego wartosc dla a = —25, b= 15, E==2.

Rozwiazanie

2[-3(a+b-c)+7])+3[2(a—b-2c) - 1] = -6a—6b+6¢c+14+6a—6b—12c-3 =
=—12b-6¢c+ 11

Podczas przeksztalcen zmienna a zostala zredukowana, zatem wartos¢ wyrazenia nie
zalezy od jej wartosci. Natomiast po podstawieniu wartosci zmiennych b i ¢ otrzy-
mujemy:

—12-1%—6+(—§)+II:—16+4+11:—1
_/.'

Za pomocy wyrazen algebraicznych zapisujemy rézne wzory i zaleznosci, wystepu-
jace np. w opisie zjawisk fizycznych lub chemicznych. Przykladem tego jest wzor
s =v-t — mowimy, ze droga jest iloczynem predkosci i czasu.

17 .
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Przyktad €) < zad.2.13

Pani Zofia kupita i zmieszala x kg cukierkow owocowych w cenie 13,20 zl za kilogram
oraz y kg cukierkow czekoladowych w cenie 15,60 z za kilogram. Zapiszemy cene
1 kg mieszanki w postaci wyrazenia algebraicznego.

Rozwigzanie

13,2x «— warto$c kupionych cukierkéw owocowych
15,6y «—— warto$¢ kupionych cukierkow czekoladowych
13,2x + 15,6 «—— warlos¢ mieszanki

X+ «~— masa mieszanki w kg

13,2x + 15,6y

«—— cena w zlotych 1 kg mieszanki
b i }"

13,2x + 15,6
2 24 zl.
X+ 9y

Odp.: Cena 1 kg mieszanki jest réwna

2.1. Dane sa liczby: x, y, z, w. Zapisz symbolicznie liczbe, ktora jest
a) iloczynem sumy dwoch pierwszych i réznicy dwoch ostatnich.

b) roznica iloczynu dwéch ostatnich i sumy trzech pierwszych.

c) iloczynem pierwszej liczby i sumy trzech ostatnich.

d) ilorazem iloczynu pierwszej i ostatniej przez sume wszystkich liczb.

2.2. Uporzadkuj jednomian.

a) (—~3)-2a~(-1—§) c) -;-x-x-(uﬁy}-y

b) 16+ (~3a)- (-a) d) ~13 - 2a%(=3b) - Sab

2.3. Oblicz wartoéc jednomianu dla podanych wartosci zmiennych.

a) 2ab’ dlaazg, bz—% ) -3xy’2’ dIax—[—, yﬂé z:==5
b) 5a%b dlaa=—§, b=2% d) —xyv’gdiax—g y=3é, =0

2.4. Zredukuj wyrazy podobne.

a) Sx+2-3x+1

b) —2a+3b+ b’ —7b+5a -1

c) 4x+§— 1%y—3x+%y+0,125

d) 2x-5xy+3y+2xy—-x+2y

e) xyz +dxy— ?’x}'z -xy+ 23::)22 + 4xy2

f) Sxyz 25 yz + llxzyz dxyz + Sxyz‘j' ~9x*yz

g =1= x2y2z2+2 xyz §x2y222 1 x yz +2x2y'zz
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2.5. Dodaj podane sumy algebraiczne, przedstaw wynik w najprostszej postaci.
a) 7x° —4x+2 i 3x* +10x—8 c) %mz

b) 3ab+2a-5b+1 i 2ab-a+3b+2 d) 3x% + 2px + p* i 2x* —4px - 2p°

—§n2+2 i 0,4m2+]§n2—1

2.6. Wykonaj dzialania i zredukuj wyrazy podobne.

a) 3(2x-5y) e) 5{x+l)+?{x—l}—3(x2+x)

b) —2x(x + 3) ) 2(3;3 —3)+(2x+ (2 - x)

c) (x—-5)(2x+5) g) Tx(%x—g)—é{5x+ Sit= T}

d) (-3x+7y)(-2x-3y) h) (5x-2)3x—-1)-3(x-1)(2x+ 3)

2.7. Wyknnaj dzialania i zredukuj wyrazy podobne.
a) 3> - 5x% + 7x — 1) ( 4x5+2x2—x+5)
)
P

(
(
Q) (-3x" +5x-1)- (2x+1)
(
(
0 (

5

2x° - 3x* + 2x° —x+3) (x5+4x3+2x—1)

or

d) (72" + 207 = 3x+2) - (3x +2)
e) 2x% + 3x — 5) (x‘1+x+2)

3’ + 207 + 1) ( 2x3+x—3)

2.8. Wykonaj dzialania i zredukuj wyrazy podobne.

a) 2xy+ 3x° - Z(xz + Txy = yl) +10xy — Zyz

b) 3x% + 2y - (szy ~2xy - 4.:1:}*2) - (ny ¥ 7x2y) +9x7y — 257
c) ?(xy* yz) + Z(xy ux?') +- 35Xy + 3(x2 - Sxy) + ?yz

d) 2x* -y - S(ny -x* - yz) + E(xzy = xz) = (yz + Exzy) +6xy
2.9. Wykonaj mnozenie i zredukuj wyrazy podobne.

a) (x +xy+y ){x y)

b) (3xy+6y°) (5* - y)

¢) (%% -3xy+7y° )(x2+5y2)
d) («°
e) (x°+2x*y-3xy +y)(x+y)

(+'
(
(
(x +2xy — y) (3x + y)
(
(

f) (2x° -Sxy) (3x -xy)

19 S
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2.10. Oblicz wartos¢ wyrazenia dla podanych wartosci zmiennych.

a) 2x3y—3xy+l dla x=-2,9=3

b) —4x” +2y° —4xy + x dla x=-1, y=-2

c) ID—ab+%a2+§bz dlaag=4, b=-2

d) 2xyz4—3zz+xy—9 dlax =1, ¥==2 z=12

2.11. Banany kosztuja b zl za kilogram, a pomararicze p zl za kilogram. Ile zaplacimy
za 2,5 kg banandéw i 3 kg pomaranczy?

2.12. Na polce w bibliotece stoi k ksiagzek. Polowa z nich ma x cm grubodci, a druga
polowa to ksiazki dwa razy grubsze. Ile centymetrow dlugosci ma potka, jezeli ksiazki
stoja ciasno jedna obok drugiej i zajmuja cala potke?

2.13. Duzym samochodem osobowym moze podrézowac 5 oséb, a malym moga je-
cha¢ 4 osoby. Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego, ile 0s6b moze podrézowaé
m duzymi samochodami i trzy razy wigksza liczba malych samochodow osobowych.

2.14. Bartek ma 10 zl i chce kupic x otoéwkow po n zl i y zeszytow po m zl. Zapisz
w postaci wyrazenia algebraicznego, ile zlotych reszty otrzyma od sprzedawcy.

2.15. Grupa m ucznioéw i 2 nauczycieli przeprawia sie promem wraz z autokarem,
ktérym podroézujg. Jaki jest koszt przeprawy calej grupy, jezeli za przeprawe autokaru
(razem z biletem kierowcy) trzeba zaplacic p zl, a za przeprawe kazdego pasazera k zl?

2.16. Biuro przewoznikéw dysponuje k autokarami i dwa razy mniejsza liczba mi-
krobuséw. Autokary mozna wynajmowaé po m zl za 100 km jazdy, a mikrobusy
0 50 zl taniej. Ile pieniedzy wplynie do kasy tego biura za wynajem wszystkich auto-
karéw i mikrobuséw na trase 800 km?

2.17. W kasie jest a ztotych w banknotach 100-ztotowych, b zI w banknotach 50-zlo-
towych i ¢ zI w banknotach 20-zlotowych. Ile banknotow jest w kasie?

2.18. Samochdd spala przecietnie b litréw benzyny na 100 km. Ile kosztuje benzyna
potrzebna do przejechania n kilometréw, jesli litr benzyny kosztuje k z1?

2.19. Podstawa trojkata rowna p jest o 20% dluzsza od wysokosci opuszczonej na te
podstawe. Wyznacz pole trojkata.

2.20. Owczarek niemiecki zjada m g karmy dziennie, a dzienna porcja jedzenia dla
kota wazy k g. Cena psiej karmy jest rowna p zt za 15 kg, a kociej - ¢ zl za 5 kg. Ile
kosztuje tygodniowe wyzywienie obydwu zwierzat?



3. Wzory skroconego mnozenia

Umiejetnosci:
* wylaczanie czynnika poza nawias
* uzywanie wzorow skréconego mnozenia: (a+b)?, (a—b)?, a¢-b?

Wylaczanie czynnika poza nawias

Czynnoscig odwrotna do mnozenia sumy algebraicznej przez jednomian jest wyla-
czanie wspolnego czynnika poza nawias.

Przyktad €) < zad. 3.4
Z podanej sumy algebraicznej wylaczymy Wylaczony czynnik moie byé zapisany (1))

wspéln}r Cz}rnnlk poza nawias. pnmd nawiasem albo po nawiasie,
Wrynika to z prawa przemiennosci
a) 2x-8=2-x-2-4=2(x-4) mnozenia.

b) 4a2+a=g-4a+goi=a{4a+l]

) 3x—»"§x=3-"x_—v’§-§=x(3—v’§)

d) 3xz - 12zy =3z-x -3z -4y = 3z(x — 4y)

e) 7ab’ +21a’b = 7ab- b+ 7ab - 3a° =?ab(b+3a2)

f) 2x2yv-lﬂxyz+4xy3.z‘?‘ = Z;vr:y-:'c—2.:4:).#-52:~|~2.ar:y-2y2£:f2 = ny(x— 52 + Zyzzz)

Przyktad @)  zad. 39

Z podanego wyrazenia wylaczymy przed nawias taki czynnik, aby wspdlczynniki
wszystkich wyrazoéw pozostalej w nawiasie sumy algebraicznej byty liczbami catko-
witymi.

Aby sprawdzié, czy otrzymany wynik  (+))
jest poprawny, wystarczy pomnozyc

1 3 O T 3 wyrazenie w nawiasie przez wylaczony
=X Y-xy Fox-Leoy= czynnik.

I 3 2 2 1 _
a) b At 2y =

= Ll Ao ety oo
= 3(1’ y=2xy +x 6y)
b) 0,7%° +3x* - 02" - x* + 1,1x =7 =

= D,l(?x5 +30x% — 2%% — 10x% + 11x - ?0)

Wspolnym czynnikiem moze by¢ rowniez suma algebraiczna.
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Przykiad €

Dane wyrazenie zapiszemy w postaci iloczynu, wylaczajac wspdlny czynnik przed
nawias.

a) 2(x—y)+3alx-y)=(x—-y)2+3a)
b) %x (zxf" + 3) - (2;«:2 +3) = (2:«:1 +3) (%x : 2)

c) Sx‘j‘[x—l)+2x(x—1}=3x-x(x—l)+2vx(x—-1}=x(x—1)(3x+2}

d) 2ab%(a - 3b) — 3a*(a - 3b) + %ab(rx - 3b) = a(a - 3b) (zbz —3a+ %b)

Wzory skréconego mnozenia

Wyrazenie (a + b)* nazywamy kwadratem sumy wyrazei a i b.
Przeksztal¢my je, wykonujac mnozenie:

(@a+b)’=(a+b)a+b)=a’+ab+ba+b>=a’+2ab+b’

Otrzymalismy wzor skréconego mnozenia.

Wz6r na kwadrat sumy dwoch wyrazen:

(@a+b)’=a"+2ab+b’

Kwadrat sumy dwoch wyrazen jest rowny sumie: kwadrat pierwszego wyrazenia plus
podwojony iloczyn pierwszego i drugiego wyrazenia plus kwadrat drugiego wyra-
zenia.

Przyktad o zad. 3.10a, e

Zapiszemy podane wyrazenie w postaci sumy, stosujac wzor na kwadrat sumy.
a) [2+x}2 =2 422 x+x =x +4x +4
b) (k+5m)’ =k>+2-k-5m+ (5m)* = k> + 10km + 25m°
_J/

Stosowanie wzoru na kwadrat sumy dwdch wyrazen nie wymaga, by byly one dodat-
nie. Jezeli chcemy obliczy¢ kwadrat réznicy dwéch wyrazen, np. (a — 1)°, mozemy
zapisac to wyrazenie w postaci (a + (~1))*. Wtedy:

@-1Y=(a+ (D)) =a"+2a(-1)+ (1) =a’-2a+1



3. Wzory skroconego mnozenia

Wygodniej jest postuzy¢ sie wzorem na kwadrat réznicy dwoch wyrazen.

(a-b)’=(a-b)a-b)=a*—ab-ba+b*=a’-2ab+V’
Otrzymalismy kolejny wzor skroconego mnozenia.

Wzor na kwadrat réznicy dwoch wyrazen:
(a—b}z = a* - 2ab + b*

Kwadrat réznicy dwoch wyrazen jest rowny sumie: kwadrat pierwszego wyrazenia
minus podwojony iloczyn pierwszego i drugiego wyrazenia plus kwadrat drugiego
wyrazenia,

Przyktad @) « zad.3.10b, d
Przeksztalcimy podane wyrazenie, stosujac wzor na kwadrat roznicy.
a) (-x+3)°=(3-x’=3"-2-3-x+x" =x"-6x+9

b) (5-2x)°=5"-2-5-2x +(2x)* = 25 — 20x + 4x”

Przyktad ) < zad. 3.11

Wzory na kwadrat sumy i kwadrat réznicy mozna stosowac do obliczania (bez uzy-
wania kalkulatora) kwadratow niektorych liczb naturalnych.

a) 101% = (100 + 1)* = 100° + 2- 100 - 1 + 1* = 10000 + 200 + 1 = 10201
b) 237 = (20+3)* =20 +2-20-3+3* =400+ 120 + 9 = 529

€) 99° = (100 -1)* =100 =2-100- 1 + 1* = 10000 — 200 + 1 = 9801
d) 28 = (30-2)°=30°-2-30-2+2° =900 - 120 + 4 = 784

Przyktad o
Uproscimy wyrazenie (2x — 5)2 -4(3 + x)z,
Rozwiazanie
(2x -5 -4(3+x)* =
={2x}2—2+2x-5+52—4(32+2v3-x+x2) -
=4x" - 20x+ 25— 4(9+ 6x +x7) =
= 4x* = 20x + 25 — 36 — 24x — 4x” = —44x - 11
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Stosowanie wzordw skroconego mnozenia przy zamianie iloczynéw na sumy zazwy-
czaj upraszcza rachunki. Wazniejsze jednak jest stosowanie tych wzoréw w druga
strong, tzn. podczas przeksztalcania sum algebraicznych do postaci iloczynu. Taka
operacje czesto wykonuje sie podczas rozwigzywania rownan.

Przyktad €) < zad.3.17

Zapiszemy podana sume algebraiczng w postaci iloczynu.

a) x% + 10x +25 = (x + 5)° — kwadrat sumy: 25 = 5%, 10x =2 %5
b) 16a* -8a+1 = (4a - 1) — kwadrat réznicy: 16a° = (4a)’,1=1%,8a=2-4a- 1
|

2 | 1.\? 2 L I 2 |
c) 49m _?mtJth = ?m_it — 49m =[;m],:1t =(5!),2+?m~?=?m!

.

Obliczmy iloczyn sumy i réznicy dwoch wyrazen:
(@a+b)a-b)=a’—ab+ba-b*=a’ - b

Otrzymali$my nastepny wzor skroconego mnozenia.

Wzdér na réznice kwadratéw dwoch wyrazen:
a’ - b’ = (a+b)a-b)

Réznica kwadratéow dwoch wyrazen jest rowna iloczynowi sumy tych wyrazen i ich
roznicy.

Przyktad €) < zad. 3.16

Zapiszemy dane wyrazenie algebraiczne w postaci iloczynu.

a) ¥ —4=x"-2"=(x+2)(x-2)

b) 1-100y" = 17 - (10y)* = (1 + 10y)(1 — 10y)

¢) 4a’ - 25b = (2a)’ - (5b)° = (2a + 5b)(2a - 5b)

d) —0,25¢% + 0,01d° = (0,1d)* - (0,5¢)* = (0,1d + 0,5¢)(0,1d — 0,5¢)

Przyktad € < zad. 3.19
Zapiszemy podana sume algebraiczng w postaci iloczynu.
a) 2x% - 4xy + Eyz =
= 2(:J~:2 B YA yz) = «— wylaczamy 2 przed nawias

=2(x - y}z «—— wzor na kwadrat réznicy



3. Wzory skroconego mnozenia

b) 3mx’ + 6mxy + 3my’ =
= Bm(xz +2xy + yz)

«—— wylaczamy 3m przed nawias

= 3m(x + y)2 «~— wzor na kwadrat sumy

Przyktad ()

Dane wyrazenie algebraiczne przedstawimy w postaci iloczynu,

a) 3x’ - 12x+12 = 3(.1‘:2 - 4x + 4) = 3(x - 2}2 «~—— wzor na kwadrat roznicy

«— wzor na roznice kwadratow

b) 3x2-2?=3(x3-9)=3(x-3)(x+3}

¢) 2x-4)°-(2-3x) =
=[2x-4)+(2-3x)] - [(2x-4) - (2-3x)] =
=[2x-4+2-3x][2x-4-2+3x] =

«—— wzor na roznice kwadratow

=(—x—-2)(5x - 6)
d) 2a°b + 12a°b* + 18ab’ = 2:35(:12 + 6ab + 952) = ~—— wzor na kwadrat sumy
= 2ab(a + 3b)*

Przyktad €2 < zad.3.15
Uproscimy wyrazenie:
(5x = 7)* + (3 — 4x) (3 + 4x) — (3x + 10)°
i obliczymy jego warto$¢ dla x = —%.
Rozwiazanie
(5x—7)* + (3 —4x) (3 + 4x) — (3x + 10)* =
= 255" = 70x + 49 + 9 — 16x” — 9x” — 60x — 100 = ~130x — 42

Podstawiamy x = —% i otrzymujemy wynik 23.

Przyktad €5
Wskaz wartos¢ wyrazenia :—I(Zx - l)l2 - %[3x - 1}2 + %(x + %) dla x = 4.
A <1 B. i C. 4 D. 1

Rozwiazanie
Zadanie rozwiazemy na dwa sposoby.
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Ispusﬂb
1 1
- {3 - 1)" = (12— ( g) «— do wyrazenia podstawiamy x = 4
_4_ 12 1 (13) 49 121 13 _ o
— et = | Em— = «— wykonujemy obliczenia
4 9 3 3 4 9 9
49 1 1
=——E—12—-12——
i 9 4
Zatem poprawna jest odpowiedz B.
I1 sposéb
1 1 | 1
E{ZI - l}2 - §(Sx - 1)2 + E(x + E) = ~—— wykonujemy dzialania
1 1 1 1
= —(4x2—4x+ l)——(9x2—6x+ 1)+—x+— =
4 9 3 9
2 1 2 > 1
=t F XXt ==
4 3 .* B 9

L 2 1 1
=—x+-+-x+-x=-
4 3 3 4

Zauwazmy przy okazji, ze 11 sposob, cho¢ pozornie dluzszy, jest uniwersalny — wska-
zuje, ze wartos$¢ podanego wyrazenia nie zalezy od wartosci zmienne;.

Odp.: B

W kazdym z zadan 3.1-3.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

3.1. Réznica dwdch liczb jest rowna 5. Réznica ich kwadratéw wynosi 95. Ile jest
réwna suma tych liczb?

A. 90 B. 25 C. 19 D. 24
3.2. Wskaz wyrazenie réwne wyrazeniu (6a — 5b)°.

A. 36a” + 25" C. 6a° - 60b + 5b°

B. 36a” - 25b° D. 36a” — 60ab + 25b

3.3. Wskaz posta¢ iloczynowg wyrazenia 27x° — 18xy + 3y°.
A. 3(9x +2)? B. (3x - 3y)° C. 3(3x + y)° D. 3(3x - y)*

3.4. Wylacz wspolny czynnik przed nawias.
a) 16p — 12 c) 15m* - 75n
b) 4p° - 10pr d) 32m + 24n - 160



3. Wzory skroconego mnozenia

3.5. Wylacz z wyrazenia podany czynnik.
a) 10a°b — 14ab’ 2a ¢) 90a’b’c + 30ab’c abc
b) 72a’b* + 184’  6Gab d) 180p*q* —90pgr + 135 45

3.6. Wylacz wspdlny czynnik przed nawias.

a) 2abc — 6abd + 14abcd d) st fuw
b) —5x%y + 20x" y* e) %x'* - §x3 + -;—xz
¢) 6mk’p —6mkp* + m*k*p* f) ixﬁ + éf - é A

3.7. Z podanego wyrazenia wylacz czynnik -2.

a) —10a’b + 14a°b* - 12ab’ c) 0.2pg+ p'q* - 0,5
b) 2am — 4bm — 3cm d) —%m2 - 1”2 - IE
3 7 5

3.8. Z podanego wyrazenia wylacz czynnik %
a) 10x2 — 8x +3 c) 9x*—x* -5
b) —4x” +3x° -2 d) —I%xS— 11x” +7

3.9. Z podanego wyrazenia wylacz przed nawias taki czynnik, aby wspdlczynniki
wszystkich wyrazow pozostalej w nawiasie sumy algebraicznej byly liczbami catko-
witymi.

ls 3. .9 1 3 2 2 1 2 2 9 4
a) X gAY +25y 5,2 c) 29xy+13xyz+33xyz +29
b) 15x* +23x° = 72x -2 d) 2,5x7 —3,25%° + 1,75x" + 2x — 1
3.10. Przedstaw wyrazenie w postaci sumy algebraiczne;.
2) (3c+2)° O (-2f-g¢ e (%z + v@)' g) (=5 - 6w)’
b) (10 - 4b)’ d) (-7 +22)° f) (-5k+4m)*  h) (aV2-bV5)’

3.11. Stosujac wzory na kwadrat sumy lub kwadrat r6znicy, oblicz kwadraty naste-
pujacych liczb naturalnych: 49, 51, 82, 39. Nie korzystaj z kalkulatora.
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3.12. Wykonaj dziatania.
a) 3(2-x)°+2(x-3)(x+3)- (2x-3)°
b) 2(2x - 3)(2x +3) - 3(x + 5)% + %{Zx _1)2 4 32(x + 1%)

c) 15—4(x - 1}(x+1]+(3x_2J2_{x+2)2_4(x_%)2

d) (5-x)°+3(x-2)2+x) —-4(x- 2%)2 -10(x - 1)

3.13. Wykonaj dzialania.

a) (x+ Zy}2 —(x+2y)(x—-2y) + 2(x - 2);]12 +4xy
b) (a - 2b)(3a + b) - 3(a - b)*

¢) (5a+1)* +(5a—-1)" - (5a + 1)(5a - 1) - 254°
d) (x+3y)3y—x)—2(x - 2)2 + 3(.3:2 - 3)!2)

3.14. Oblicz wartos¢ wyrazenia 2(x - 3};)2 -3(x-2y)-(x+2y)+12xy dla x = V6
iy= V2.

3.15. Wykonaj dzialania i doprowadz wyrazenie do prostszej postaci. Oblicz war-
tos¢ wyrazenia dla podanych wartosci zmiennych.

a) (x+Sy}(x—3y]+(x+2y)1—(2x2—5y2) dla x=vV8iy=+2
b) 2xy + 5)% - (4 + 3xy)(3xy—4) + szyz dla x = 1% iy= —Si
3.16. Przedstaw wyrazenie w postaci iloczynu.
a) 49 — 9k e) 5p° —4q°
b) 2&::2—1%}'3 N 13-y

2 2 124 4.3
¢) —z° + 25w g) e v
d) 25— 24 h) x! - 2

49

3.17. Przedstaw wyrazenie w postaci kwadratu sumy lub kwadratu réznicy.

a) 4a’+12a+9 d) zt 1622+ 9
b) 16— 8y + &) 25x" — 2x +0.25
c) 5m’ —4\5m+4 f) i.:vr:2+£.ac+l

49 7 4



3. Wzory skroconego mnozenia

3.18. Jaki skladnik nalezy wstawi¢ w miejsce [2, aby otrzymana suma algebraiczna
byta rowna kwadratowi sumy lub kwadratowi roznicy dwoch wyrazen?

a) 252" — 10z +[3 d) 2p° -#l+9
b) 4y” +[2] + 92’ e) [2]-6x"y + y*
) 81x* +36xy + [ f) 5x'—[2]+3)°

3.19. Przedstaw sume algebraiczna w postaci iloczynu. Najpierw wylacz wspolny
czynnik poza nawias, a nastgpnie skorzystaj ze wzorow skroconego mnozenia.

a) 3x° - 12x + 12 d) 12x - 36xy + 27y°
b) 2x + 4xy + 2y° e) 18p° +48p’°q + 32pq’
o) 4%.::2 +6x+2 0 12k* - 60k>m + 75m°

+ 3.20. Przedstaw sumeg algebraiczna w postaci iloczynu.

a) (a-1)°-(b+2) d) 81 - ¢ - 6¢d — 9d°
b)l—{a-Zb}z e) 81—.'.';:2—2;»:}*—}*2
) a* —4ab +4b* -9 f) 64-16x"+8xy -y’

+ 3.21. Przedstaw sume algebraiczna w postaci iloczynu. Wylacz wspélny czynnik po-
za nawias, a nastepnie skorzystaj ze wzoréw skroconego mnozenia.

a) 4y (x-7)+9(x-7)+ 12p(x-7)  ©) (x-2) - 10x(x - 2) + 25x*(x - 2)
b) 4z°(x + 1) +4z(x+ 1) + x + 1 d) x*'(x+1)-16x-16

+ 3.22. Przedstaw sume algebraiczng w postaci iloczynu.
a) 4x" +12x-9y* - 12y +5 ¢) 16x* —4y" —24x + 4y +8
b) 25x* - 10x — 49y° — 28y - 3 d) 4x* — y* - 20x + 25

~ 3.23. Przedstaw sumg algebraiczna w postaci iloczynu.

a) x’—2x-3 ¢) z2-2x a
b) y* —4y-5 d) 3-w’-2w

3.24. Uzasadnij geometrycznie wzor na kwadrat sumy,
Skorzystaj z zamieszczonego obok rysunku.

a b
3.25. Wykaz, ze warto$¢ wyrazenia

('ﬁ - x) (\@ - x) - %(1 - sz) nie zalezy od wartosci zmiennej x.
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« 3.26. Wykaz, ze (a+b+c)* = a’ +b* +c* + 2ab + 2bc + 2ac, a nastepnie zapisz

podane wyrazenie w postaci kwadratu wyrazenia algebraicznego.
a) Xt + 4y2 +92° + 4xy+6xz+ 12yz

b) k* +m® + p* — 2km — 2kp + 2mp

c) 4+t + ézz — 4tu + 2tz — uz

d) 2a° + 3b% + 4c* + 2/6ab — 4\2ac — 4\3bc

« 3.27. Wiadomo, e x+ y =27 i x” + y* = 715. Oblicz xy.
+ 3.28. Wiadomo,ze x— y =8 i xy = 88. Oblicz x* + y°.

* 3.29. Wykaz, ze liczba 1800 - 2202 jest roznica kwadratow pewnych dwaoch liczb

catkowitych.

© 3.30. Wykaz, ze liczba 1012 202 jest suma kwadratéw pewnych dwoch liczb catko-

witych,

- 3.31. Wykaz, zeliczba 1000...04000...04 jest kwadratem liczby catkowitej.

1{}[}11:3,1'1‘ 100 cyfr

1. Dane jest wyrazenie 100x” —49y°. Ocen prawdziwosé podanych zdan.

A. 100x° - 49y° = (=7y + 10x)(10x + 7)

B. 100x” —49y* = (7y + 10x)(7y — 10x)

C. Dla dowolnych wartoéci zmiennych x i y warto$¢ wyrazenia 100x” — 49y jest
dodatnia.

2. Doprowadz do prostszej postaci wyrazenie (3 — 2x)(3 + 2x) + (2x - 1) i oblicz

‘ 5 10 +3v2
jego wartos¢ dla x = T

3. Doprowadz do prostszej postaci wyrazenie (3x — 4)% - 2(2x + 5)2 —(x—-8)(8 +x)

; o i 11
i oblicz jego warto$¢ dla x = =

4. Doprowadz do prostszej postaci wyrazenie
(x—2y)* = (x—2y)(x +2y) —4p(2y — 1) iobliczjego wartoé¢dla x =1 i y = %

5. Wykaz, ze dla dowolnych wartosci a i b prawdziwy jest wzor
(a+b)* - (a-b) = 4ab.



4. Liczby pierwsze | ztozone

Umiejetnosci:

* dowodzenie prostych twierdzen dotyczacych wiasnosci liczb naturalnych i liczb
catkowitych

* wyréznianie w twierdzeniach zatozen i tezy

Podzielnos¢ w zbiorze liczb naturalnych

Przypomnijmy pojecie naturalnego dzielnika liczby naturalnej, znane ze szkoly pod-
stawowej.

Jezeli rozne od zera liczby naturalne n, m i k spelniaja rowno$¢ n = m - k, to
mowimy, Ze liczba n jest podzielna przez m i przez k. Liczby m i k nazywamy
dzielnikami liczby n. Liczbe n nazywamy wielokrotnoscia kazdej z liczb m i k.

Przyktad o

Dzielnikami liczby 12s3 31 4,bo 12 = 34, ale sa nimi rowniez 2,6, 11 12.
Liczba 12 ma szesc dzielnikow.

Przyktad @) « zad. 4.12

Wyznaczymy wszystkie naturalne wartosci n, dla ktérych wartos¢ wyrazenia

jest liczba naturalna.

Rozwiazanie
Z treéci zadania wynika, ze n nie moze by¢ réwne 0 (zera nie mozemy wstawiac¢ do
mianownika).

Z.n#0 ~— w len sposob mozna zapisac zalozenia wynikajace z tresci zadania

Przeksztalcamy wyrazenie do innej postaci:
3-8  3n 8 8

e

n n H n
Teraz widac, ze aby wartos¢ wyrazenia mogta by¢ liczba naturalna, n musi by¢ dzielni-
kiem 8, czyli jedna zliczb: 1, 2, 4, 8. Podstawiamy kazda z nich do wyrazenia i spraw-
dzamy wyniki. Warunki zadania spelniaja 4 i 8, bo dla 1 i 2 wartosci wyrazenia sa
liczbami ujemnymi.

Odp..n=4lubn=28
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st |

Liczbg pierwsza nazywamy liczbe naturalng k > 1, ktora ma dokladnie dwa
rozne dzielniki: 11 k.

Liczby naturalne wieksze od 1, ktére nie sa liczbami pierwszymi, nazywamy licz-
bami zlozonymi.

Liczby 0 oraz 1 nie s3 ani liczbami pierwszymi, ani zlozonymi.

Kazda liczbe zlozona mozemy rozlozy¢ na Liczba 0 ma nieskonczenie wicle  ((+)
dzielnikdw - kaizda liczba naturalna

czynniki pierwsze, tzn. zapisa¢ ja w postaci
Y P p @ WP rozna od 0 jest jej dzielnikiem.

iloczynu liczb pierwszych. Rozklad taki jest Liczba 1 ma tylko jeden dzielnik
jednoznaczny z dokladnoscia do kolejnosci naturalny. Jest on réwny 1.
wystepujacych czynnikow.

Przykiad ) « zad. 4.5

Rozlozymy na czynniki pierwsze kilka liczb zlozonych.
4=2-2
18=2-9=2:3-3
2= =225
120=2:-60=2-2-30=2-2-2-15=2:2:2:3:5

Cechy podzielnosci

Przy rozkladzie liczby naturalnej na czynniki warto korzystac¢ z twierdzen zwanych
cechami podzielnosci.

Liczba naturalna jest podzielna przez:

jesli jest liczbg parzysta, czyli jej ostatnig cyfra jest 0, 2, 4, 6, 8.

jesli suma jej cyfr jest podzielna przez 3.

jesli jej ostatnie dwie cyfry to 00, 04, 08 lub cyfry tworzace liczbe podzielng przez 4.
jesli jej ostatnig cyfra jest 0 lub 5.

jesli jest liczbg parzysta podzielna przez 3.

DOOh W s W B2

jesli suma jej cyfr jest podzielna przez 9.

10 | jesli jej ostatnig cyfra jest 0.
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Udowodnimy ceche podzielnoéci przez 9 dla liczb trzycyfrowych.

Liczba naturalna trzycyfrowa n jest podzielna przez 9, jezeli suma jej cyfr jest
podzielna przez 9.

Zalozenia Liczbe trzycyfrowa o cyfrze setek a, cyfrze {({ })}
dziesiatek b i cyfrze jednosci ¢ mozemy zapisac
n=100a + 10b + ¢ w postaci 1 = 100a + 10b + c.
a, b, ¢ sa cyframi
a+0 «—— cyfra setek musi by¢ rozna od zera, zeby liczba byla trzycyfrowa

a+b+c=9k, k€N  «— napewno istnieje takie k, bo suma cyfr jest podzielna przez 9
Teza
Istnieje takie [ € N, Zze n = 9l. «— takiego I szukamy
Dowaod

n=100a+10b+c=99a+9% +a+b+c=91la+b)+(a+b+c¢c) =
=9(1la+b)+9% =9(1la+ b+ k)

(lla+b+k)eN «—— wszystkie skladniki w nawiasie sa liczbami

Mamy zatem: naturalnymi, wigc (lla+b+ k) =1

n=9l gdzie [ € N

Koniec dowodu

Udowodnimy ceche podzielnosci przez 4.

Liczba naturalna n, co najmniej trzycyfrowa, jest podzielna przez 4, jezeli jej
ostatnie dwie cyfry to 00, 04, 08 lub cyfry tworzace liczbe podzielna przez 4.

Zatozenia
n=a-100+b, aeN, beN — np. 2764 = 27 - 100 + 64
b oznacza ostatnie dwie cyfry liczby n, czyli 00, 04, 08 lub liczbe dwucyfrowa po-
dzielna przez 4

Teza

Liczba n jest podzielna przez 4.
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Dowod
Rozpatrzymy dwa przypadki.

[. Zakladamy, ze dwie ostatnie cyfry liczby n to 00, 04 lub 08,
czyli b=0-10+d, gdzie d jest réwne 0, 4 lub 8.
Wtedy:
n=a-100+b=a-100+d
Liczba n jest podzielna przez 4, bo kazdy sktadnik sumy jest podzielny przez 4.

I1. Zakladamy, ze dwie ostatnie cyfry tworza liczbe podzielna przez 4
(np. 2764 = 2-1000 + 7 - 100 + 64).
Oznacza to, ze liczbe b mozna zapisac w postaci:

b=4ciceN «— istnieje takie ¢, bo b jest podzielne przez 4
Zatem:
n=a-100+b=4-25-a+ 4c = 4(25a + ¢) «—— wylgczamy 4 przed nawias

Liczba otrzymana w nawiasie jest naturalna, wigc liczba n jest podzielna przez 4.

Koniec cdowodu

Przyktad €) < zad. 4.11

Liczba 7560 jest podzielna przez:
2 - poniewaz jest parzysta,
3 - poniewaz suma jej cyfr wynosi 7 + 5 + 6 + 0 = 18, czyli jest podzielna przez 3,
4 - poniewaz liczba 60 jest podzielna przez 4 (60 =4 -15),
5 - poniewaz jej ostatnig cyfra jest 0,
6 - poniewaz jest parzysta i podzielna przez 3,
9 — poniewaz suma jej cyfr (rowna 18) jest podzielna przez 9,

10 - poniewaz jej ostatnia cyfra jest 0.

lle jest liczb pierwszych?

Czy w nieskonczonym ciagu liczb naturalnych liczby pierwsze pojawiaja sig¢ tylko
do pewnego, by¢ moze bardzo odleglego miejsca, czy jest ich nieskonczenie wiele?
Odpowiedzi na to pytanie udzielil ponad 300 lat p.n.e. Euklides. PrzesledZzmy tok
jego rozumowania.

Najpierw probnie zakladamy, ze jest ich skonczona liczba, np. ze jest k takich liczb.
Mozna je zatem oznaczy¢ np. literg p i ponumerowac od 1 do k:

Pr=2, p, =3, p3=5,..., & «—— py jest tu ostatnia, czyli najwicksza liczba pierwsza



Rozwazamy teraz liczbe:
A=pi-prp3e Pt
bedaca iloczynem tych hipotetycznie wszyst-
kich liczb pierwszych zwigkszonym o 1.
Liczba A jest wigksza od kazdego czynnika
ziloczynu p,- py: Py ... py, wiecjestliczba
zlozona. Jednak w jej rozkladzie na czynniki
pierwsze nie moze pojawic si¢ zadna z liczb
P1s P2» P3» --o» Pi> bo przy dzieleniu A przez
dowolna z nich otrzymamy reszte rowna 1.
Otrzymalismy sprzecznos$é, bo z jednej strony
A jest liczba zlozona, a z drugiej - nie mozna
jej roztozy¢ na istniejace (wszystkie!) czynniki
pierwsze.
Zalozenie, ze liczb pierwszych jest skonczo-
na liczba, okazalo sie falszywe, a zatem praw-
da jest, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie
wiele.

Liczb pierwszych jest nieskoniczenie wiele.

4. Liczby pierwsze i Zlozone

W ciagu liczb naturalnych wigkszych
od 2 co druga jest zlozona, bo jest
parzysta. A jak sa rozmieszczone
liczby pierwsze? Moze by¢ tak, ze po-
migdzy dwiema kolejnymi liczbami
pierwszymi jest bardzo duzo liczb
zlozonych, Moga tez, jak 31 5 lub
11 i 13, by¢ oddzielone tylko jedna
liczba ztozong. Takie pary zostaly
nazwane liczbami pierwszymi bliz-
niaczymi. Do dzi$ nie udowodniono,
czy liczb blizniaczych jest nieskon-
czenie wiele. W 2016 r. najwigksza
znaleziong para liczb blizniaczych
byty:

2996863034895 - 2/

2996863034895 - 2700 4

Jest wiele powodow, dla ktorych naukowcey (i nie tylko!) pilnie $ledzg rozwdj badan nad

wyszukiwaniem kolejnych liczb pierwszych, ich rozmieszczeniem na osi itp. Jedna z przyczyn jest
powszechne zastosowanie, jakie liczby pierwsze maja w algorytmach szyfrujacych, uzywanych do
zabezpieczania réznych baz danych. Takie szyfrowanie polega, najogélniej mowige, na dobraniu

dostatecznie duzych liczb pierwszych p i ¢ oraz utworzeniu ich iloczynu k = p - ¢. Liczba k jest
kluczem publicznym, natomiast liczby p i ¢ sa utajnione - stanowia czesci klucza prywatnego.
Aby odczytaé zaszyfrowang wiadomosd, trzeba znad te liczby, czyli zna¢ rozklad liczby k na
czynniki pierwsze, To zadanie przy duzych wartosciach liczb p i g jest obecnie praktycznie
niewykonalne, nawet dla komputerdow o duzej mocy obliczeniowej.

©

@)

Dowdd twierdzenia o istnieniu nieskonczenie wielu liczb pierwszych, podany przez
Euklidesa, jest wzorem rozumowania matematycznego, ktére nazywa si¢ metoda
dowodzenia nie wprost (czasem metoda sprowadzania do niedorzecznosci). Pole-
ga ona na sprawdzeniu, co by bylo, gdyby podana teza byla falszywa. Jeéli w toku
rozumowania pokazemy, ze falszywe sa zalozenia, to oznacza, ze ta teza jest jednak
prawdziwa. Z metody dowodzenia nie wprost bedziemy wielokrotnie korzystac pod-

czas nauki matematyki w szkole sredniej.
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Podzielnos¢ w zbiorze liczb catkowitych

Na poczatku tego rozdziatu podalismy definicj¢ naturalnego dzielnika liczby natu-
ralnej. Analogicznie definiujemy calkowite dzielniki liczb calkowitych.

Jezeli rézne od zera liczby catkowite n, m i k spelniajg rownos¢ n = m -k, to

mowimy, ze liczba n jest podzielna przez m i przez k. Liczby m i k nazywamy
dzielnikami liczby n.

Przykiad &)

Zbior naturalnych dzielnikéw liczby 6 to zbior {1, 2, 3, 6}.
Zbior catkowitych dzielnikow liczby 6 to zbior {1, -1, 2, -2, 3, -3, 6, —-6}.
Zbior catkowitych dzielnikow liczby -6 to zbior {1, -1, 2, -2, 3, -3, 6, —6}.

Najwiekszy wspolny dzielnik oraz najmniejsza wspolna wielokrotnosc liczb natural-
nych to pojgcia znane ze szkoly podstawowej. Nie bedziemy ich powtarzac. Wpro-
wadzimy natomiast jeszcze jedng definicje dotyczaca dzielnikow.

Dwie liczby catkowite, ktorych najwiekszym wspolnym dzielnikiem jest liczba 1,
nazywamy liczbami wzglednie pierwszymi.

Liczbami wzglednie pierwszymi sa np.: 141 15,191 20,351 47, -6 101.

W kazdym z zadan 4.1-4.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

4.1. Suma pieciu kolejnych liczb naturalnych jest réwna 130. Wskaz srodkowa

z nich.
A. 25 B. 26 C. 27 D. 28

4.2. Niech n oznacza nieparzysta liczbe naturalna. Ktére z podanych wyrazen okre-
sla liczbe parzysta?
A.n’+n B. n’ +4 C.n’ D.n-2



4. Liczby pierwsze i Zlozone

4.3. Wskaz najmniejsza liczbe pierwsza.
A. -2 B. 1 C.2 D.3

4.4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A. Liczby 21191 sa wzglednie pierwsze.

B. Liczby 211 101 sa wzglednie pierwsze.
C. Liczby 211 119 sg wzglednie pierwsze,

4.5. Rozldz na czynniki pierwsze nastepujace liczby:
39, 94, 108, 510, 1156, 3420, 4830, 8550.

4.6. Ktora z wymienionych liczb mozna przedstawi¢ w postaci sumy dwoch liczb
pierwszych: 35, 77, 81, 335, 333, 63, 103, 737

4.7. Wyznacz wspolne dzielniki naturalne podanej pary liczb.
a) 28142 b) 66188 c) 105184 d) 2801135

4.8. Wyznacz najwiekszy wspolny dzielnik (NWD) podanej pary liczb.
a) 901126 b) 1981693 c) 3001822 d) 5701266

4.9. Wyznacz najmniejsza wspolna wielokrotnos¢ (NWW) podanej pary liczb.
a) 28i12 b) 2616 ¢) 1315 d) 45130

4.10. Jaka cyfre nalezy wstawic¢ w miejsce litery a, aby liczba
a) 115a0 byla podzielna przez 5 i przez 3?

b) 94a byla podzielna przez 5 i niepodzielna przez 2?

c) 333a byla podzielna przez 5 i niepodzielna przez 3?

d) 17a6 byla podzielna przez 3 i przez 47

4.11. Jaka cyfra mozna zastapic #, aby otrzymane zdanie bylo prawdziwe?
a) Liczba 1567+ jest podzielna przez 2 i przez 9.

b) Liczba 222+ 34 jest podzielna przez 9.

c) Liczba 40+ jest podzielna przez 5 i przez 9.

d) Liczba 13579+ jest podzielna przez 6.

e) Liczba 22222+ jest podzielna przez 12.

f) Liczba 1234% jest podzielna przez 15.

Sn+6

4.12. Wyznacz wszystkie naturalne wartosci i, dla ktérych wartosé wyrazenia

jest liczbg naturalna.
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* 4,15. Wyznacz wszystkie liczby calkowite a, dla ktorych wartos¢ wyrazenia

+ 4.16. Wyznacz wszystkie liczby catkowite a, dla ktérych warto$¢ wyrazenia

Dziat 1. Liczby

4.13. Wyznacz wszystkie catkowite wartosci n, dla ktérych wartos$é wyrazenia

H
jest liczba naturalna.

n—10

4.14. Wyznacz wszystkie calkowite wartosci n, dla ktorych wartosc wyrazenia
H

jest liczba catkowita.

=
+

=
+
L5

jest liczba naturalna.

=
-
[

=
|
b

jest liczba caltkowita.

4.17. Wyznacz cztery kolejne liczby parzyste, ktérych suma pomniejszona o réznice
ostatniej i pierwszej jest rowna 54,

4.18. Udowodnij ceche podzielnosci przez 3 dla liczb trzycyfrowych.

4.19. Udowodnij ceche podzielnosci przez 9 dla liczb czterocyfrowych.

4.20. Podaj najmniejsza liczbe naturalna podzielng przez 6,91 15.

4.21. Udowodnij, ze jezeli liczba d jest dzielnikiem kazdej zliczb a i b, to jest réwniez
dzielnikiem

a) sumy a+b. b) réinicy a - b.

4.22. Zabytkowy wahadlowy zegar $cienny spoznia sie 12 minut kazdego dnia. Je-

zeli pierwszego kwietnia w poludnie wskazal poprawnie godzine 12, to po ilu dniach
znow pokaze prawidlowa godzing?

+ 4.23. Podaj przyklad takiego szeScioelementowego zbioru liczb naturalnych, aby

suma

a) dwoch dowolnych liczb z tego zbioru byla parzysta.

b) dwoch dowolnych liczb z tego zbioru byla nieparzysta.
c¢) trzech dowolnych liczb z tego zbioru byla parzysta.

d) trzech dowolnych liczb z tego zbioru byla nieparzysta.

4.24. lle zer na koncu ma liczba bedaca iloczynem piecdziesieciu kolejnych liczb
naturalnych: 1-2-3-4-...-49.507?



4. Liczby pierwsze i Zlozone

4.25. Podaj przyklad dwdch takich liczb pierwszych a i b, aby réwniez a+b i a—-b
byty liczbami pierwszymi.

g g ¢ 0z .. 30
4.26. Wyznacz wszystkie naturalne wartosci n, dla ktérych warto$¢ wyrazenia —+2
n

jest liczba pierwsza.

4.27. Czy mozna wskaza¢ dwie kolejne liczby naturalne zlozone i réwnoczeénie
wzglednie pierwsze?

4.28. Ze zbioru {9, 15, 21, 27, 28, 33, 39, 51, 56} wypisz pary liczb wzglednie
pierwszych.

. 4.29. Wykaz, ze dwie kolejne liczby catkowite nieparzyste sg wzglednie pierwsze.

1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Kazda liczba podzielna przez 21 jest podzielna przez 7.
B. Kazda liczba podzielna przez 7 jest podzielna przez 21.
C. Istnieja liczby podzielne przez 7 i przez 21.

2. Ze zbioru {10, 13, 21, 25, 26, 33, 39} wypisz pary liczb wzglednie pierwszych.

3. Wyznacz cyfre, ktéra nalezy wstawi¢ w miejsce litery a, aby liczba 13579a byla
podzielna przez 6.

4. Suma dwoch liczb naturalnych jest rowna 78, a ich najwigkszym wspolnym dziel-
nikiem jest 13. Wyznacz te liczby.

: 15+ 2
B. Niech a = Bt
n

wartosci n, dla ktorych a jest liczbg naturalna, a jest rownoczesnie liczba pierwsza.

, gdzie n jest dodatnia liczbg naturalng. Wykaz, ze dla tych
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5. Liczby wymierne. Liczby
niewymierne

Umiejetnosci:
* zapisywanie liczb rzeczywistych w réznych postaciach

Kazda liczbe, ktéra mozna zapisa¢ w postaci utamka =, gdzie m i n sa liczbami cal-
n
kowitymi oraz n # 0, nazywamy liczbg wymierna.

Kazda liczbe wymierna mozna zapisa¢ w postaci utamka na nieskoriczenie wiele spo-

sobow, np.:
1 2 3 4 . 5 10 _ 25 _

2 4 & 8 7 14 35

Kazda liczba calkowita jest liczba wymierna, np. —4 = —?.

Liczbe, ktorej nie mozna zapisa¢ w postaci utamka - gdzie m i n sa liczbami catko-
!
witymi oraz n # 0, nazywamy liczbg niewymierng.

Przykladami liczb niewymiernych sa: V2, V3 +2, m, biE .

Odkrycie liczb niewymiernych przypisuje si¢ pitagorejczykom. Zalozony (ok. 530 r. p.n.e.) przez ((+))
Pitagorasa zwigzek filozoficzno-polityczny ma w dorobku liczne osiggnigcia naukowe, zwlaszcza
matematyczne. Pitagorejczycy byli zafascynowani liczbami, ktére uznawali za istotg $wiata.

Motto filozofii zwiazku brzmialo: ,wszystko jest liczba”, Liczby przedstawiali w formie figur
geometrycznych, ukladali je z kamykow i odkrywali ich wlasnosci. Najwazniejsze byly liczby
naturalne, ale znano i stosowano w tamtych czasach réwniez utamki. Prawdopodobnie pojecie
liczby niewymiernej pojawilo si¢ wtedy, gdy odkryto, Ze nie mozna zmierzy¢ dlugosci przekatnej
kwadratu za pomoca ustalonej jednostki.

Zanim podamy uzasadnienie, ze np. V2 jest liczbg niewymierng, przeanalizujmy spo-
sob konstruowania odcinkéw o wymiernej dtugosci.

Przykiad €)

Odcinek o dlugosci 3,7 danej jednostki powstaje w ten sposdb, Ze najpierw odcinek
o dlugosci jednej jednostki (odcinek jednostkowy) dzielimy na 10 rownych czesci
i otrzymujemy odcinki o dlugosci llﬂ jednostki.

Z siedmiu takich czesci otrzymujemy odcinek o dlugosci 0,7 jednostki. Szukany
odcinek bedzie sie skladal z trzech odcinkéw jednostkowych i odcinka o dlugosci
0,7 jednostki, odlozonych kolejno na prostej. Dokladng konstrukcje podziatu odcin-
ka jednostkowego na 10 czesci przedstawimy w klasie drugiej, gdyz wymaga ona zna-
jomosci bardziej zaawansowanej matematyki.



5. Liczby wymierne. Liczby niewymierne

Opisanym w przykladzie sposobem mozemy odmierzy¢ kazda dlugosé, ktéra jest do-
datnig liczbe wymierna, tj. ulamek -:; Odcinek jednostkowy dzielimy na m réwnych
czesci i odkladamy kolejno k takich czesci.

Podobnie wyznaczamy na osi liczbowej punkty o wymiernych wspolrzednych.

Do czasow Pitagorasa uwazano, ze zawsze mozna wykonac operacje odwrotna, tzn.
majac konkretny odcinek i ustalong jednostke — zmierzy¢ jego dlugos¢ w opisany
wyzej sposob. Tymczasem dlugosci przekatnej ,,jednostkowego™ kwadratu nie da sig
i : k
zapisa¢ w postaci utamka —.
m
Udowodnimy twierdzenie:

Jezeli bok kwadratu ma dlugodc 1, to dlugosc¢ przekatnej tego kwadratu jest
liczba niewymierna.

L/i_;h_g.»_'l_': e

Dany jest kwadrat o boku 1 i przekatnej d. 1 d
Teza

Liczba d jest niewymierna. 1

Yt as i
LALLM

Na mocy twierdzenia Pitagorasa mamy réwno$¢ d* = 1° + 1%, czyli d° = 2.

Przyjmijmy, ze liczba d jest wymierna, czyli istnieja k € N i m € N takie, ze d = %

Wtedy prawdziwe musialyby by¢ nastgpujace rownosci:

2 2
(E) = 2. “ri;-c ic—- =2 Stqd kz = 2*?’”2, C'Z-Yli

m m?
k-k=2-m-m
Ostatnia rownos¢ nie moze zaj$¢, poniewaz beda rézne liczby dwojek po rozlozeniu
na czynniki pierwsze liczb k i m. Po lewej stronie, wiloczynie k-k, bedzie ich zawsze
parzysta liczba (tzn. albo 0, albo 2, 4, 6 itd.), a po prawej stronie, w iloczynie 2-m-m,
nieparzysta liczba (albo 1, albo 3, 5 itd.).
Zatem liczby d nie zapiszemy w postaci utamka Przedstawione rozumowanie jest ((+))

zwyklego, czyli jest ona liczba niewymierna. kolejnym przykladem dowodze-
nia metoda nie wprost,
Koniec dowodu
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To odkrycie odegrato wazng role w dalszym rozwoju matematyki.
Dlugosc przekatnej d w kwadracie o boku 1 nazwano pierwiastkiem kwadratowym

z liczby 2 i oznaczono symbolem V2.

Zbior utworzony z wszystkich liczb wymiernych oraz liczb niewymiernych nazywa-
my zbiorem liczb rzeczywistych. Inaczej mowiac, kazda liczba rzeczywista jest albo
liczba wymierna, albo liczbg niewymierna.

Zbidr liczb rzeczywistych oznaczamy symbolem R (od angielskiego real - rzeczywi-
sty), a zbidr liczb wymiernych symbolem Q (od angielskiego stowa quotient — iloraz).
Nie bedziemy wprowadza¢ dodatkowego oznaczenia na zbior liczb niewymiernych.

Aby zapisaé, ze jaka$ liczba jest niewymierna, uzyjemy zaprzeczenia, np.: V2 ¢ Q.

Zapis dziesietny liczby rzeczywistej

Przykiad &)
Zapiszemy liczbe wymierna w postaci dziesi¢tnej, wykonujac odpowiednie dzielenie.
a) i = 0,25, poniewaz: b) % = 0,666666..., poniewaz:
,25 0,66...
1:4 223
10 20
=8 —18
20 20 «—— od tego miejsca dzielenie sig
=20 =18 powtarza
0 2
3 14 . .
) Tl 1,2727272727 ..., poniewaz:
127547
14:11
=11
30
—-22
80
=77
%g «—— od tego miejsca dzielenie si¢ powtarza
8

Powtarzajaca si¢ nieskonczenie wiele razy t¢ sama cyfre lub grupe cyfr w rozwinieciu
dziesietnym liczby nazywamy okresem rozwiniecia. Okres skladajacy sie z najmniej-
szej liczby cyfr nazywamy okresem zasadniczym i zapisujemy w nawiasie okraglym.

Zatem: % = 0,(6), ﬁ = 1,(27), g = 1,(142857).

1 i i ; 1
Ulamek 7 ma rozwiniecie dziesigtne skonczone: 2= 0,25.
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Przyjrzyjmy sie dzieleniu liczby 8 przez 7. 1,142857
Pod kolejnymi kreskami pojawiaja sie reszty (1, 3, 2, 6, 4, 5, 1 _g 67
itd.), ktore sg dodatnimi liczbami naturalnymi mniejszymi od 7. 0
Takich liczb jest 6, wiec najpdzniej po sibdmym kroku dzielenia =
jedna z nich musi wystapi¢ ponownie i stupek dzielenia zaczyna —2[8}
sig¢ powtarzac. 0
-14
W dzieleniu liczby 14 przez 11 reszta rowna 3 pojawila sie po- 60
nownie juz po trzecim dzieleniu (zob. przyklad 2¢). Dlatego okres _—56 5
zasadniczy tego ulamka dziesietnego jest dwucyfrowy. =35
W dzieleniu liczby 1 przez 4 po drugim kroku dzielenia pojawia _43

sie reszta 0. Dlatego ten ulamek dziesietny jest skoriczony.

Uogolnijmy:

Reszty, ktore pojawiaja si¢ po kolejnych etapach dzielenia m przez n, moga by¢ rowne:
0;: 1;:2, 3, s =1

Kazda liczba wymierna ma rozwiniecie dziesigtne skonczone lub nieskoriczone
okresowe.

Umiemy znaleZ¢ rozwiniecie dziesietne dowolnego utamka zwyklego. Pokazemy na
przykladach, jak postapié, aby rozwiaza¢ zadanie odwrotne, tzn. nieskoriczony ula-
mek okresowy zamieni¢ na zwykly.

Przyktad )
Zamienimy nieskonczony utamek okresowy na utamek zwykly.
a) 0,(1) b) 0,(01) c) 0,(001)

Rozwiazanie
a) 0,(1)=0,11111...
Oznaczmy ten ulamek nieskonczony okresowy litera x.

x=0,1111... «— mnozymy obie strony réwnania przez 10
10x=11111...
10x = 1+0,1111... «—— podstawiamy 0,1111... = x

10x = 1 + x, stad 9x = 1, zatem x = é

1
Odp.: 0,(1) = %
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b) 0,(01) = 0,010101...
x-=0,010101:. «—— mnozymy obie strony roéwnania przez 100
100x = 1,0101010...
100x = 1+ 0,010101...

100x = 1 + x, stad 99x = 1, zatem x = %

Odp.: 0,(01) = %

¢) 0,(001) = 0,001001001...
x = 0,001001... «—— mnozymy obie strony rownania przez 1000
1000x = 1,001001001...

1000x = 1 + 0,001001...
1000x = 1 + x, stad 999x = 1, zatem x = A1

1 999
Odp.: 0,(001) = 595

Uogolnijmy rozumowanie z przykladu 3.

0,(00...01) = ——
(00...01) 29...9
n cyfr e

n cyfr

Przyktad €) < zad. 550

Zamienimy nieskonczony utamek okresowy na utamek zwykly.
a) 0,3) b) -0,(27) c) 0,(9) d) 0,1(2)
Rozwiazanie
Zauwazmy najpierw, ze np.:
0,(3) =3-0,(1)
0,(27) = 27-0,(01)

1.3
H — . ’1 — e = e
3)0(3}301[}39 s —a
Odp.: 0,(3) = 5

b) 0,27) =27-0,001) =27 - — =L = 2
. 99 99 11

Odp.: ~0,(27) = -=

0 n,(g}:g-u,m:g-é: 1
Mamy dwie mozliwosci dziesigtnego zapisu liczby 1: 0,(9) lub 1 (ew. 1,0000...).
Odp.: 0,(9) = 1
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d) 0,1(2) = 0,12222222...
Oznaczamy te liczbe litera x.

x =0,1(2)
10x = 1,(2) ~—— mnozymy obie strony rownania przez 10
10x = 1+ 0,(2)
10x=1+2
9
10x = i
9
11
xX=—
90
11
Odp.: 0,1(2) = 30

* Jezeli liczba rzeczywista ma rozwiniecie dziesigetne skonczone lub nieskon-
czone okresowe, to jest liczba wymierna.

* Jezeliliczba rzeczywista ma rozwiniecie dziesietne nieskonczone i nieokreso-
we, to liczba ta jest niewymierna.

Bardziej skomplikowane jest udowodnienie twierdzenia, ze kazda liczba niewymier-
na ma rozwiniecie dziesi¢tne. Przyjmiemy to twierdzenie bez dowodu.

/2 jako liczba niewymierna ma nieskoriczone i nieokresowe rozwiniecie dziesietne:
V2 = 1,41421356...

Przyktad ) < zad. 5.8
Obliczymy sume 0,8(3) + 0,3(18).

Rozwiazanie

Obydwa ulamki dziesigtne okresowe zamieniamy najpierw opisana wczesniej meto-
da na ulamki zwykle.

0,8(3) + 0,3(18) =
3. 7 55421

6 22 66

76 38

66 33

1,(15) «—— zapisujemy wynik w postaci utamka dziesietnego okresowego

Odp.: 1,(15)

«—— wykonujemy dodawanie ulamkéw zwyklych

Il
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Przyktad @) « zad. 5.4

Ocenimy prawdziwos¢ podanych zdan.
Jezeli liczby dodatnie a i b nie maja skoniczonego rozwiniecia dziesietnego, to nie ma
skonczonego rozwiniecia dziesietnego réwniez

A.sumaa +b. B. iloczyna - b. C. iloraz E.

Rozwiazanie
Kazde z podanych zdan jest falszywe, gdyz do kazdego z nich mozemy podac kontr-

przyklad (czyli przyklad takich liczb a i b, ktére nie spelniaja podanego warunku).
Adeflia=3ib=210a=0(3)ib=1(6) alea+b=2,

B. Jedli azl—;- i b:-f’—l, to a=3,66) i b=0,27); ale a-b=1.

1 5 a 1
" ’]‘ _— = 1 ='-'j — 5 i — 5 3 -_— = e ydaa
C. Jesli a 315 5 toa=0,3)1ib=1,6) aleb - 0,2

Odp.: Zdania A, B i C sa falszywe.
y

Zastosowanie rozwiniec dziesietnych liczb rzeczywistych wymaga uzycia przyblizen,
a zwlaszcza jesli dzialania wykonuje sie na kalkulatorach lub w komputerach.

Zasada zaokraglania rozwiniec¢ dziesietnych
liczb rzeczywistych

= Jezeli pierwsza z odrzuconych cyfr rozwiniecia dziesietnego jest mniejsza od 5, to
ostatnia zachowana cyfre pozostawiamy bez zmian.
Jest to tzw. przyblizenie z niedomiarem.

» Jezeli pierwsza z odrzuconych cyfr rozwinigcia dziesigtnego jest rowna 5 lub wiek-
sza od 5, to ostatnig zachowana cyfre zwigkszamy o 1.
Jest to tzw. przyblizenie z nadmiarem.

Przykiad €

Wyznaczymy kilka przyblizen dziesigtnych podanej liczby.
3

a) S = 0,428571428...
-=04 «— przyblizenie z niedomiarem - pierwsza odrzucong cyfra jest 2
; (0,4 < 0,428571428...)
- =043 «—— przyblizenie z nadmiarem - pierwsza odrzucong cyfra jest 8
; (0,43 > 0,428571428...)
5 = 0,429 «— przyblizenie z nadmiarem - pierwsza odrzucona cyfra jest 5

(0,429 > (0,428571428...)
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b) V29 = 5,38516480...

¥ - i R . i ".I
V29 =54 «— przyblizenie z nadmiarem Jezeli przyblizenie liczby a ma dwie (1))

cyfry po przecinku, to méwimy, ze
V29 = 5,39 «— przyblizenie z nadmiarem a jest przyblizone z dokladnosécia do
V29 = 5,385 «— przyblizenie z niedomiarem drugiego miejsca po przecinku lub

do czesci setnych; jezeli trzy cyfry
V29 = 5,3852 «— przybliZenie z nadmiarem po przecinku, to z dokladnoscia do

trzeciego miejsca po przecinku itd.

Przyktad ) < zad. 5.28
Podamy przyklady liczb wymiernych lezacych na osi liczbowej pomiedzy V11 i 2/3.

Rozwiazanie
Za pomoca kalkulatora znajdujemy:

V11 = 3,316624...
24/3 = 3,464101...

Odp.: Liczbami wymiernymi lezagcymi pomiedzy V11 i 2v/3 sa np.: 3,32, 3,317,
3,316(67), 3,4(2). Liczb spelniajacych warunek zadania jest nieskonczenie wiele.

W kazdym z zadan 5.1-5.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

5.1. Ktoéra z podanych liczb jest rozwinieciem dziesietnym liczby %?

A. 1,(6) B. 0,1(6) C. 0,01(6) D. 0,001(6)

5.2. Wskaz liczbe, ktdra nie jest przyblizeniem liczby V10 = 3,1622...
A.3 B. 3,1 C. 3,16 D. 3,162

5.3. Ktoéra z podanych liczb jest rézna od kazdej z pozostalych?

1 2 4 1
A. g + a B. g + E C. D,{S} D.

+

O | -
= =N

5.4. Ocen prawdziwoé¢ podanych zdan.

A. Suma dwoch liczb niewymiernych jest liczbg niewymierna.

B. Iloczyn liczby wymiernej i niewymiernej jest liczba niewymierna.
C. lloczyn dwoch liczb wymiernych jest liczba wymierna.
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5.5. Przedstaw liczby w postaci ulamkéw zwyklych nieskracalnych.
2) 25 91 132 144 112 245
75

105" 156 126 144 525
b) _21{?}1 _?:(8}9 112(6}1 3?[] 5)

c) 3,0(54), -2,(324), 8,0(135), 1,00(18)

;s ; 3 7 11 17 13
5.6. Uporzadkuyj liczby malejaco: e e e e

5.7. Uporzadkuyj liczby rosnaco.

4 2 21 7 13 34
a) T 1,(75); 5’ 1,0(15), o b) 1,(33), 35 1,(90), " 3
5.8. Oblicz.
a) 0,3) + —;~ b) 0,(4) + 0,(5) c) 0,1(2) +0,2(1) d) 1,(09) + 0,(90)
5.9. Oblicz.
a) 2,(4)-0,8) d) 5,(6) —2,(42) - 1,(21)
b) 3,(21) - 1,(37) e) 3-0,4(8) - 1,1(7)
2-0,2(6) + 1,(3)
c) 2,(3) + 1,0(3) — 0,00(3) f) 50
5.10. Pordownaj liczby x1i y.
7
a) x = = y =0,(36)
b) x = % y = 0,(45) + 0,(18)
c) x=0,(6) y = 0,8(3) + 0,1(6)
d) x =0,6(36) y = 0,(45) + 0,0(8)
e) x=0,(78) - 0,(6) y = 0,(51) + 0,(3)
f) x=08(6)+0,7(3) y =0,9(3) - 0,4(6)
5. 11 Ohl:cz
3 1 5
a) __3,_ 2— l— d) [2,2—[],22.5,5}(35— 15).25
b)[ 1 )+”hi%].2l o) 2216 196 088
1,98 3 0,15 1,75 2,75

5 4,75 — ( 3)-5'i):1§ f (iﬁﬁi 1?5) ey

+
30,25 + 3~ 0216 1> 6
8

5.12. Czy suma dwoch utamkow dziesigtnych okresowych moze by¢ liczba niewy-
mierna¢
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5.13. Podaj przyklad dwoch liczb o nieskonczonych okresowych rozwinieciach
dziesietnych, ktérych suma jest liczba

a) catkowita.

b) niecalkowita o skonczonym rozwinigciu dziesigtnym.

c) o nieskonczonym rozwinigciu dziesigtnym.

5.14. Podaj przyklad liczby zapisanej w postaci rozwiniecia okresowego wylacznie
cyframi 0 i 1, ktora jest

o § 1 g ko 5
a) dodatnia i mniejsza od 55" b) wigksza od 1o | mniejsza od 1.

5.15. Ktory znak: <, = czy > nalezy wstawi¢ w miejsce 2, aby otrzyma¢ zalezno$¢

prawdziwa?
13 ] g, 2 7 16
—_— | —_ |? - e ?:

a) 7108723 b) 320813+ c) 25 2(7) d) 4,823 ¢ 4~

5.16. Podaj trzydziesta piata oraz tysieczna cyfre po przecinku w rozwinieciu dzie-
sietnym podane;j liczby.
23 5 17

5.17. Podaj przyklad liczby wymiernej lezacej na osi liczbowej pomiedzy danymi

liczbami.
a)i2 i 2 b) 2= i 2% & 1= i =12 d) 0,231 024
7 Z 11 11 17 1

5.18. Podaj przyktad dwoch liczb lezacych na osi liczbowej pomiedzy danymi licz-

bami.

13 . 14 7 . 8 F 3 ik
a) — i — b) — i — c) =

5 5 17 17 3

5.19. Wyznacz najmniejsza dodatnia liczbe naturalng », dla ktérej utamek é ma

skoniczone rozwiniecie dziesietne.

5.20. Podaj przykiad liczby o nieskonczonym rozwinigciu dziesietnym, zapisanej
wylacznie za pomoca cyfr 0 i 1, ktora jest
a) wymierna. b) niewymierna.

5.21. Czypodana liczba jest wymierna (zakladamy, ze rozwiniecie jest nieskoriczone
i zachowana jest regula pisania kolejnych cyfr)?

a) 0,30300300030000300000...

b) 0,123456789101112131415... —— po przecinku piszemy kolejne liczby naturalne
c) —1,05152535455565758595105115...

40 IS
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5.22. Ktore z podanych liczb sa wymierne?

0,151515..., V3, V4, -V64, 2,0202202220...,

0,0(3), 1—15—2-, -0,002313131313..., 13,25262728292102112...

5.28. Ktore z podanych liczb sg niewymierne?
V3, V121, V39, V81, V27, V7, (2++16), 518,

(3v4-2+36), (7V7-7)

5.24. Dane liczby uporzadkuj rosnaco: V5, V7, -v2, -+10, V15.

5.25. Dane liczby uporzadkuj malejaco.
(1-+5), V17, (V8+2), -Vi2i, @

5.26. Ktory znak: <, = czy > nalezy wstawi¢ w miejsce [2?

3v5-1 5, 5V3-1 N AR Y - S
[£ |
a) ——l— b) T 7= 8= c)

2v2 +3 & 22 +3
VE+V2 5413

5.27. Podaj przyklad liczby niewymiernej lezacej na osi liczbowej pomiedzy danymi
liczbami.

a) 1i2 b) 1

3

i

L o

¢) -2 i -1 d}EéiZ

b | =

5.28. Podaj przyklad liczby wymiernej lezacej na osi liczbowej pomiedzy danymi
liczbami.

a) 0i0,(3) b) =V3 i -2 c) V5i3 d) V8 i V10

5.29. Podaj przyklad dwéch liczb niewymiernych lezacych na osi liczbowej pomie-
dzy danymi liczbami.
a) V6 i V7 b) V11 i V12 ) -V14i-v13 d) V8in

5.30. Przed wyjazdem na konferencje pani Anna wymienila 2000 z na dolary kana-
dyjskie po kursie 1 CAD = 2,82 PLN. Ile dolaréw otrzymata? Gdy wrocila z wyjazdu,
miala 120 dolaréw kanadyjskich. Sprzedala je po kursie 1 PLN = 0,38 CAD. Ile zlo-
tych otrzymala? Ile pieniedzy stracita na wymianie 120 dolaréw?

5.31. W automacie mozna kupic sok ,,Malinka” w réznych opakowaniach i cenach:
A. 0,201 za 1,10 zi, C. 0,33 1za 1,70 zl,

B. 0,251za 1,30 zl, D. 0,501 za 2,60 zi.

Ktorg oferte nalezy wybrac, aby za 1 zt wypic¢ najwiecej ,,Malinki™?
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5.32. Dla kazdej z liczb podaj jej przyblizenia dziesietne do pierwszego, do drugiego
i do trzeciego miejsca po przecinku.

7 3 9 I 17 2
e fons ]-_: 2 3: 1?1 = _3_
16 19 13 VI'_ 2 21

# 8.33. Pieciu ekspertow zmierzylo szerokos¢ spornej miedzy. Kazdy z nich odczytal

wynik z przyjeta przez siebie dokladnoscia:
50cm, 47cm, 47,6 cm, 47,64cm, 47,638 cm
Tylko jeden z ekspertow podat zty wynik. Ktory wynik byt bledny?

5.34. Dlugosci bokéw prostokatnej dziatki zmierzono w metrach i centymetrach.
Nastepnie zaokraglono wyniki do pelnych metréw i otrzymano wymiary 6 m x 20 m.

Jakie co najwyzej jest pole tej dzialki? Podaj wynik z dokladnoécia do 1 m”.

1. Wrozwinigciu dziesietnym dodatniej i mniejszej od 1 liczby p nie wystepuja cyfry
inne niz 0 i 1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Liczba p nie moze by¢ wymierna.

B. Liczba p moze by¢ niewymierna.

C. Liczba p jest mniejsza od é

2. Oblicz.
a) 0,3) + % —0,2) b) 2+ 3,(1) - 1,(5) - 4,(6)

3. Sylwia kupila pasek za 2,19 euro, ale nastepnego dnia wymienila go na inny, za
2,89 euro. Dala sprzedawcy jedno euro. Ile reszty powinna otrzymac?

4. Stawka za godzing pracy wynosi 14,70 zl i jest naliczana za kazda przepracowang
minute. Ile zarobil robotnik, jesli pracowat od 74 do 16107

. : . . s a : 1 1. ;
5. Podaj przyklad liczby, ktéra lezy na osi liczbowej pomiedzy 2 & 7g i marozwi-
niecie dziesietne
a) skonczone. b) nieskonczone okresowe. ¢) nieskonczone nieokresowe.

51



6. Warto powtoérzyc

— dziatania

w zbiorze liczb rzeczywistych

Dodawanie, odejmowanie, mnozenie
i dzielenie liczb to cztery podstawowe
dzialania okreslone w zbiorze liczb rze-
czywistych. Jedynym ograniczeniem jest
niewykonalno$¢ dzielenia przez zero.

+()=
skladnik skdadnik
odjemna ; ndjcmnik@

suma

()

wynik dodawania

rdZnica

wynik odejmowania

.@=

czynnik czynnik iloczyn
wynik mnozenia
:@)=@) b#0
W tabeli przypominamy podstawowe deielna dzielnik iloraz
przyp Y P (rdiny od zera)

wlasnosci dodawania i mnozenia.

wynik dzielenia

Wiasnosci dodawania

jest faczne

(a+b)+c=a+(b+c)

jest przemienne

a+b=b+a

ma element neutralny: 0

a+0=0+a=a

dla kazdej liczby a istnieje liczba przeciwna: —a

a+(—a)=0

Wiasnosci mnozenia

jest laczne

(a-b)-c=a-(b-c)

jest przemienne

a-b=b-a

ma element neutralny: 1

a-l=1-a=a

dla kazdej liczby a # 0 istnieje liczba odwrotna: i

Wiasnosc wiazaca dodawanie z

1
a--—=1
ia

mnozeniem

rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania

Kolejnos¢ wykonywania dziatan

a-(b+c)=a-b+a-c

* Najpierw wykonujemy dzialania w nawiasach, w ktérych nie ma juz zadnego in-
nego nawiasu.

» Jezeli mamy kilka dzialan (bez nawiasdw), to najpierw obliczamy potegi i pier-
wiastki, potem wykonujemy mnozenia i dzielenia — w tej kolejnosci, w ktorej wy-
stepuja, a nastgpnie dodawania i odejmowania rowniez w takiej kolejnosci, w ja-
kiej wystepuja.



6. Warto powtdrzyC — dziatania w zbiorze liczb rzeczywistych 53 S

Przyktad €) - zad. 6.3

Wykonamy dziatania.
21-{3-(18-15)+7-(33-34)}:2:3-7+5-3:(2+15:5) =
=21-{3-3+7-(-1)}:2:3-7+15:5=21-(9-7):2:3-7+3=
=21-2:2:3-743=21:3-743=7-7+4+3=3

A

Z wlasnosci dzialan na liczbach rzeczywistych wynikaja nastepujace wnioski:

* Roznice dwoch liczb mozemy zastgpi¢ sumag odjemnej i liczby przeciwnej do
odjemnika:
a-b=a+(-b)

¢ lloraz dwoch liczb mozemy zastapic iloczynem dzielnej i liczby odwrotnej do dziel-

nika (krocej: odwrotnosci dzielnika):

1
cb=a--, b#0
a a P +

* Jezeli iloczyn kilku czynnikéw jest rowny 0, to przynajmniej jeden z czynnikow
musi by¢ rowny 0, w szczegdlnosci:
jesli a-b=0,to a=01lub b=0

Ostatnia wlasnosc jest kluczem do rozwiagzywania wielu réwnan. Jezeli wiemy, ze
(x =2 (x-5)(x+7) =0,

to znaczy,ze x—2=0 lub x-5=0, lub x+7 = 0.

Rozwiazaniami tego rownania sa liczby 2, 5, -7.

Przykiad &) < zad. 6.4

Wykonamy dzialania.

| I 3 10 9 19
=H03= ot = —
B SHUB= o s b n 5
4 2 45 4 1
b) —-l-==--===-=1-
Vsl5=5"3574
5 4 5 25 5 21 3
g2t 2 puit
2 1T 73177257 5

Potega o wykiadniku naturalnym

Jezeli wykladnik potegi n jest dodatnig liczba naturalng i podstawa potegi a jest
dowolna liczba rzeczywista, to:
ﬂn =ﬂ'ﬂ*ﬂ;‘ A

n czynnikow
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Dla dowolnej liczby rzeczywistej a prawdziwa jest rownosc:

1
a =4

Ponadto 1" = 1.

‘ ~ Wiasnosci dzialari na potegach ‘

| Dziatanie Wzér Zalozenia |
lloczyn ;?th;g Ok game) a - ak =a"" k n, k — dodatnie liczby naturalne
podstawie

iloraz poteg o tej samej a’ _ 2k a # 0, n, k - dodatnie liczby
podstawie at naturalne, n > k
' potega potegi (a”)k =g"k n, k — dodatnie liczby naturalne
potega iloczynu (a-b)"=a"-b" n — dodatnia liczba naturalna

" N

potega ilorazu (E) = % b # 0, n - dodatnia liczba naturalna
Przyktad &)

Wykonamy dzialania i zapiszemy wynik w prostszej postaci.
282 (2 2y _ 32
AEMC R HE
1 |
_E) ( E) ( ) _ﬁ
29
T 16
d) 23-( )] [(2‘*)‘ (2 )] ][22 | =2 ==
e) (ﬂs 3 ﬂ)] ] [13 ][14 '”]—aza —a® a+0

o (1) _ £l ). (55) _Jaa”bl“ 16 a Lo 17600 40
3a? 32(a?)? 9a* 9 a 9 ’

Przyktad €) - zad. 6.9
Wykonamy dzialania i zapiszemy wynik w prostszej postaci.

(3°+3°).2°  (3.3+3%).2 3.(3+1):2 39+1).2 6-10
(33 +7-32) .22 32.3+7-3 32.(3+7) 10 10

=6
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3 +4:
b) 180 -6 2%96 _
72 + 6°
I sposdb
180-6°-29-6-6 6°-(180-29-6) 6°-(6-30-29-6) _
- 236+ 6° T 2.6+62-6  6*(2+6)
:5-5{3-::-—29}:36-1:E:4g:41
8 8 8 8 2
11 sposéb
_6-30-6°-29-6" _30-6'-29-6" _6'-(30-29) _
T 622468 6-(2+6) 68
4
“E Lol 3 9. 1
6> 8 8 8 2 2

Notacja wykiadnicza

Warto pamietaé  (((+)
kolejne potegi
liczb 2, 3, 5:

—

Bo o Eh W b kel b
O | N Y | Y | Y | S | N | S
(LI o T =N S e
o Qo

L =]
Wb = O = OO o b

bt b Bd B Bd Bl bd Bed B b
| ]

=
Il
=
]
e

‘-H_memuw_
o
b S0 b AD L
B =
L% )

T
W

o i S L) |
[ o R IR O |
L un

nuw i n

W naukach przyrodniczych: fizyce, astronomii, chemii itd., czesto operujemy wiel-

kosciami bardzo malymi albo bardzo duzymi. W takiej sytuacji wygodnie jest uzyc

tzw. notacji wykladniczej, tzn. zapisa¢ liczbe w postaci k - 10", gdzie n jest liczba
catkowita i 1 < k < 10 (dla k dodatnich) lub -10 < k < -1 (dla k ujemnych).

Najpierw rozszerzamy definicje potegi.

* Jezelia # 01n jest dodatnig liczbg naturalna, to:

a = %
e
* Jezelia # 0, to a® =1.
Przyktad )
2) 102 = = = — = 0,01
10 100
51 1
10 R = = =1 1
b) 10° = 100000 ~ 0000
1 1

c) 0,00000000000001 = —107M

100000000000000  10'
d) 0,00000001 = 10°®

e) 10" =1

Uwaga - dzialania na potegach o wykladnikach ujemnych podlegajg tym samym pra-

wom co dzialania na potegach o wykladnikach naturalnych.

55 N
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Przyktad ) < zad.6.12

Wykonamy dzialania i zapiszemy wynik w notacji wykladniczej.
36-10%:(9-107)+83-10"° =
=04-10%%:107 +83-107"° =

=04:-10°" $83-107% =

=4-107"° + 8,3 107" = 12,3 - 1071° = «— o nie jest zapis w notacji wykladniczej,
= 19%- 1{]-15 poniewaz 12,3 > 10

W notacji wykladniczej wykladnik potegi liczby 10 wyznaczamy szybko w nastepujacy sposob:  ((+))
3700000 = 3,7+ 10°
Przecinek przesunal si¢ o 6 miejsc w lewo, czyli wykltadnik réwna si¢ 6.
0,000000297 = 2,97 - 10”7

Przecinek przesunal si¢ o 7 miejsc w pra;.urﬁ, czyli wykladnik réwna si¢ 7.

Przyktad €)  zad.6.15

Powierzchnia Storica wynosi 6,09 bilionéw km?, czyli 6090 000 000 000 km’. Mozna

te wielkos¢ zapisa¢ w notacji wykladniczej jako 6,09 - 10'* km?.

Powierzchnia malej diody moze wynosi¢ okoto 1 mm®. Obliczymy, ile razy wieksza

jest powierzchnia Stonca od powierzchni takiej diody.

Rozwiazanie

6-10” km® 6-10"-(10° mm)’ _ 6-10"- 10" mm
1 mm? 1 mm? 1 mm?

: 2
=6-10*

Odp.: Powierzchnia Storica jest okolo 6 - 10°* razy wieksza od powierzchni diody.

6.1. Oblicz.
a) 2,35+ 13,17 + 41,28 + 5,27
b) 1128,33 + 2076 + 315,54 + 981,46
c) 777,57 + 28,31 + 348,21 + 56,56 + 2012,77
d) 0,28 + 13,39 + 0,025 + 0,305

6.2. Oblicz.
a) 278,31 + 13,75 - 213,07 + 3,05 — 78,28
b) 451,21 — 22,33 - 175,28 + 31 — 415,27
¢) 81,03 + 21,37 — 45,06 — 17,03 + 28,90
d) 23,001 + 41,205 — 28,017 + 0,811
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6.3. Oblicz.
a) (3+1):1§+l
3 4 6 2
b) [(51—31):21+?E] 7
2 4 4 8 8

6.4. Oblicz.

=3

&
a)
1.9t
3
l_E.(lE_zi)
2 §5° 5
b) 2 .1
A Pl
3 2
6.5. Oblicz

g 3-2, (61 7)1y}

4 2 2 3 8 4

d) (11+23);5—(31—11) 7
2 3 § 3 -+ 12

(é + 1,3) : % = (133 = 4,95) ; 2%
d)

11.06-22125
3 3

(1i+ ol 1,2) i (1,?5: 11—21:5,25)-13,9
3 3 8“3

(55 _ 5,5) .0,3
6

! 2
10-2-):1,5-1,75-(2=-5
(ﬂ 22) 5-1,75 (2?

b)

C) 333 5]333
(63+55) 53
1 1 5
33'[5‘(25‘3)] 4
)= =771 '65
3-+_:(3--_)
3 B 2 B

6.6. Oblicz
0 e o O

BY2%. 2% (= N, 2. B =3

6.7. Przedstaw iloczyn w postaci potegi.

a):3 9
Biat«a®.2
c) ge-a2 .Y
I
3

2 (). (5)- (3)

d) 0,1%, 0,2°, 04, 0,05

e) (-2)°-(-2)’ (-2)*
) 10-10%-10° ,
g) (~10)-(=10)’ - (-10)

h) 0,2-0,2%-0,2° - 0,2*
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Dziat 1. Liczby

6.8. Dane liczby przedstaw w postaci potegi lub iloczynu poteg.

a) 216, 576, 243, 392, 125 b) 23, —32, ﬁi, —ZE, 5i
9 8 4 27 16
6.9. Oblicz.
527 3117 5115
3) 52?_5215 C} 31]15,2”?_'_6”5
. 13, 915 327 - (27° + 81°)
) 211 _ 210 64 - (99 + 2434)
6.10. Ktora z liczb jest wieksza?
4 2
a) 2(3 ) czy 4(3 ) ) 10" czy 100"
b] 42[1 czy 24{}! . d) 231] czy 32{]
6.11. Przedstaw podana liczbe w notacji wykladniczej.
a) 144350000 b) 0,0054 c) 20,31 10 d) 3214 - 10°
6.12. Oblicz. Wynik podaj w notacji wykladniczej.
a) 2:10°-7- 10’ d) 52-10%-3-10%
b) 1.44-10":(1,2-10°) e) 22-107+6-10*-8-107°
c) 3-10"" +3,5-10° f) 1,710 +5-107-3-107°

6.13. Przedstaw podana wielkos¢ w notacji wykladniczej.

a) predkos$¢ Swiatta — 300 000 000 m/s

b) masa atomu wegla — 0,00000000000000000000000000166 kg
c¢) Srednica ziarenka piasku - 0,000625 cm

d) grubosc kartki papieru - 0,08 cm

e) masa wody w oceanach - ok. 1 350 000 000 000 000 000 ton
f) masa Ksigzyca — 73 490 000 000 000 000 000 000 kg

6.14. Przedstaw podang wielko§¢ w notacji wykladniczej.
a) trzyna$cie miliardow

b) sto pie¢ milionéw

c) siedem dziesi¢gciomilionowych

d) dziewigtnascie stutysiecznych

e) dwiescie osiemdziesiat milionowych

f) trzy tysiace dwiescie stumilionowych

6.15. Odleglos¢ od Ziemi do Slorica wynosi okoto 150 min km. Oblicz, ile minut
zajetoby pokonanie takiej drogi slimakowi poruszajacemus si¢ z predkoscia 5 cm/min.
Wynik zapisz w notacji wykladniczej. Oszacuj, ile to lat. Przyjmij, ze 1 rok to okolo
pol miliona minut.



7. Potega o wyktadniku
catkowitym

Umiejetnosci:
* obliczanie poteg o wyktadniku catkowitym

n 1

Zauwazmy, ze 2°:2° = 1, a ogdlniej, jesli a # 0, to a”:a" = 1. Gdybyémy
zastosowali wzor na iloraz poteg, otrzymalibySmy réwnosc:

I HE]

Jezeli a # 0, to:

Podobna sytuacja jest przy okresaniu potegi o wykladniku catkowitym ujemnym.
222 1

2°:3% = = —
2:2.2.2:2:2 2

Gdyby$my i w tym przypadku zastosowali wzor na iloraz poteg, to otrzymalibysmy

fowiiogt 22126 =2% 0 =93 zatem 9% = %

Jezeli a+ 0 i n € N, to:

o

Jezeli n jest dodatnig liczbg naturalng, to 0" = 0. ZalozZenie, ze podstawa potegi
jest rozna od zera, potrzebne jest wtedy, gdy wykladnik jest zerem lub ujemna liczba
catkowita.

Przyktad €) < zad. 7.3



BN 60 Daziat 1. Liczby

samej podstawie

Wiasnosci dziatan na potegach
Dziatanie Wzor Zalozenia
..1 v "
tloczyn potgg o tej al. gk = gtk a # 0, n, k - liczby catkowite

iloraz poteg o tej

n

n-k

: _ f; =a a #+ 0, n, k - liczby catkowite
samej podstawie a
potega potegi (a")k =a"* a # 0, n, k - liczby catkowite
potega iloczynu (a-b)"=a"-b" a#0, b+0, n-liczba catkowita
a\" _a" ; ;
potega ilorazu (E) = a+0, b#0, n-liczba calkowita
Udowodnimy wzér a” - a* = a"**. Zakladamy, ze a # 0, n, k - liczby catkowite.

Z wczesniejszej nauki wiemy, ze wzor jest prawdziwy dla wykladnikow » i k natu-

ralnych i wiekszych od zera. Jezeli #n = 0 lub k = 0, to na mocy definicji a” = 1
i wzor jest prawdziwy. Rozpatrzymy teraz dwa przypadki (w pierwszym dla ulatwie-
nia w prawej kolumnie tabeli podajemy odpowiednio dobrane przyklady).

[. Tylko jedna z liczb ni k jest uyjemna, np. n >0, k <0.

, k -
Oznaczmy k = -m. Wéwczas @' -a =a" -a " =

n

Z_ ha mocy definicji
ﬂm CY J -

a) n>m. Wowczas istnieje takie p >0, ze n=m+ p.

n=7, m=3, Zatem p=4.

¢) n < m. Wowczas istnieje takie p >0, ze m=n+ p.

n=2 m=>5 Zatem p=3.

al a..s_ _a _ a T Bl
A 5 e (e
-3 2-5 2+(-5
=al=g"5=g19

[ %)

ﬂﬂ . ﬂ" ~ PR ~ m P ~ ﬂ? 5 a'.-' B ﬂjlh: B ﬂj +4:14 ~
i - a™ am a' - a = a - a? a3l -
- - 4 7-3 7+ (=3
A, R i 18 n+ (=) g g _a:+|{ ]
b) n=m
ﬂ“ n 0 { } & o ﬂ'? 0 = = = t?}
-m n=m n+{=-m - - 7+ (=
aa ' =—=—=1l=a=a "=a a.a'===1=a=a"'
a i i




7. Potega o wykiadniku catkowitym

II. Obydwie liczby n i k s3 ujemne. Przyjmujemy oznaczenia n = —r oraz k = —m.
-r - 1 1 = ] 1 = —=(r+ 1) = a—r—m :a(*rH{-—m}

1 . = e 8 = = =

ﬂr am ai' . a?i‘l al"" I

Zatem rozpatrywany wzor jest prawdziwy.

Podobnie dowodzi si¢ prawdziwosci pozostalych wzorow. Przeprowadzcie te dowo-
dy samodzielnie jako dodatkowe ¢wiczenie.

Przyktad & < zad. 7.7
3\ 0 344 3311 -9
Ktore z wyrazen jest zapisem wiekszej liczby: (;) - (-};) czy (Zg) - (?) ?

Rozwiazanie

GG -G -6 5%
IR RRER
oan:(22)"(2)"> () (2)
Przyktad ) < zad. 7.6

Zapiszemy podane wyrazenie w postaci potegi Y’ gdzie p jest liczba calkowita,
aY jest liczbg lub wyrazeniem.

2 3 3-3:3-3 I g—
33 3.3.-3-3.3-3-3.3 3%
(a-1)° 3-5 =z ST
b) Go1p ={a-1) = (a—-1) °. Ten przyklad wymaga zalozenia, ze a # 1.

c) (a+ 5]3 “(a+ b)_3 =(a+b) = (a+ b)’ =1, przy zalozeniu, ze (a + b) # 0

Przykiad €
Zapiszemy wyrazenia w prostszej postaci, podajac potrzebne zalozenia.

a) (c+d]i_"2-{c+d}"2=(c+d)1_nl+”2=c+d, c+d+#0, neZ

(2x+5) _ 7-3_ 4 5
b) [2x+5]3—(2x+5] = (2x +5), X% # >

Przyktad @) < zad. 7.14

1+ x2 x2 +1

X7 2 A1
Zapiszemy wyrazenie : ( ) w prostszej postaci, a nastepnie obli-

czymy jego wartosc dla x = -3,
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Dziat 1. Liczby

Rozwiazanie
Zakladamy, ze x # 0.

() ) () () -

2
_— 1 - - = =3
= = = = <—zauwaimy,iﬁ-x2+(x2+1)=x1*2+x2=x“+x*
(1+x2)-x x

l+x

& # - - * 7 1
Wartos¢ wyrazenia dla x = =3 jest zatem réwna “3

Odp: L, -1 x=z0
X 3

W kazdym z zadan 7.1 7.2 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.
3

~113 =)
7.1. Wskaz liczbg rowna liczbie [(g) ] (E) .

5
A. pEs B. ]. .
3 C

un |
=
|

7.2. Wskaz najwieksza liczbe.
142 1y~3 1\© 1\~2
A. (1—~) B. (2~) €, (-3~) D. (~1—)
3 2 5 7
7.3. Oblicz.

o 3 et e (O (0 () () )
9 () 0 Q) O () (a0 () ()

¢) 0,12 042 005" (02" 0252 (-0,1257 2,52 (-3,125)°

1A= 142 243 1 A0 5 =1 3 1\—2 131
o (13) () (5) () G e (3) (53)
7.4. Oblicz potegi; wyniki podaj z dokladnoscia do trzeciego miejsca po przecinku.

a) 322 1,65 04 28 07 3.1
b) 1,522 0,08 3,14% (=52)% (=7,01)2 (=0,112)*

m-m-m

7.5. Jezeli = 5, to ile jest réwne m’?

m+m+m

7.6. Zapisz iloraz w postaci potegi.

) 5 o & o () o))



7. Potega o wykiadniku catkowitym

7.7. Uporzadkuj liczby od najmniejszej do najwiekszej.
)2, 3, 18, (), ¥

o(2) (& () e ()

7.8. Oblicz.

321 519 534 17 _ 516 420 g3 sl H19 153315
a} E;.TEI'_’ 251{1’ 64 2 215 b] 322 _321’ ;’: . lﬂll’ Gl8 .52
7.9. Oblicz.

3 -3 T A i 7 = 7
2) 470,125~ %) (;) (E) e) 57-47.0,05

=% : -3 0
bt () ar () 0 ne(3)
7.10. Oblicz.

ost(z) 9

1
7
b) 3‘3-(%)_3 d) (6%)_1-(-0,2)_1 § 3°.3% b (2

7.11. Oblicz.
a) (2‘3)_4;2ﬁ 0) (37 ":(32)_1 e) (-0,)7°:0,17" g) (—0,25)5:(‘}-1)3

)
b (57):(57) o (1%)_2;0,3‘2 h (—é)_ﬁ:(-{)}z)“" h) (1%)_2;1,4‘3

7.12. Oblicz.

p o 2 3
a) + =
4

() 5o+ (3)°
b) G—)_S = (—64_')_2 By
c]3-[5 () ] [( )
[(ﬁﬂ-') (5-’ })]

(251 2

d)

7.13. Rozwiaz rownanie.
a) 2'°x+8”.5=2"-(4'x+8) b) 27°x - 12-9° = 81° - (3x — 4)
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* 7.17. Oblicz

Dziat 1. Liczby

7.14. Oblicz wartos¢ wyrazenia dlaa = -2.

343 Y 4
a) a"-a'a*a> at c) M
(@)
3 8 gl (“_1 )2'(“2)_!
b) (a-a -a -a ) d) @
(3] -
7.15. Wykaz, ze zachodzi réwnosc 2 =2-.

G

* 7.16. Wykaz, ze podana liczba jest naturalna.

153-(2)'”-(%)'”-(%)'”-(fé)'l4+?+(2%)"’ G -G)

Bd %070 4.3 8
3. 2—5‘ 7 6--I‘:’ s 2—29 = 2:}—!5 '

¥ 7.18. Oblicz (1 nz‘z) (1-37). (1 nq"”) e (1-997) (1 . 100‘2),

1. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.

A. 5‘2-(%)_2=2s B. (11‘2)_3-11‘4}112 C. (3")_3-3‘5<1
Rl
G) +2

3. Uporzadkuj liczby 0,257, 0,47, (=0,1)™% 0,5 wkolejnosci od najmniejszej
do najwiekszej.

2. Oblicz wartos¢ wyrazenia

-1
4. Przedstaw wyrazenie ( = ]) : (al + 1) w prostszej postaci, a nastepnie

1+a?
oblicz jego wartos¢ dla a = -2.

oy -2
5. Wykaz, ze liczba (8 —6 - (g) ) jest rozwigzaniem roéwnania
2

(%)_3(3x~ 1) = 27(3— x) — (-;-)_ :



8. Warto powtoérzyc - pierwiastki
kwadratowe i szescienne

* Pierwiastkiem kwadratowym (stopnia drugiego) z nieujemnej liczby a nazy-
wamy taka nieujemna liczbe b, ktora podniesiona do kwadratu jest rowna a:
Va=b, gdyaz0,b20ib’=a
* Pierwiastkiem szesciennym (stopnia trzeciego) z liczby a nazywamy taka
liczbe b, ktéra podniesiona do trzeciej potegi jest rowna a:

Ja=b, gdy b’ =a
Liczbe a nazywamy liczbg podpierwiastkows.

Zwroc¢my uwage na dwa zalozenia w definicji pierwiastka kwadratowego, rozniace ja

od definicji pierwiastka sze$ciennego:

1. liczba pod pierwiastkiem kwadratowym jest nieujemna (gdyby np. V=2 = b, to
prawdziwa bylaby réwnoé¢ b* = -2, co nie jest mozliwe),

2. wartosc pierwiastka kwadratowego jest nieujemna (zaloze- Jezeli va = x, to ()
nie zrobione po to, aby pierwiastkowanie bylo jednoznacz- az01ix20.
ne - kazdej nieujemnej liczbie przyporzadkowany jest do- Vo=0, Vi=
ktadnie jeden pierwiastek drugiego stopnia, np. na mocy
definicji V4 = 2, mimo ze réwniez (—2}2 = 4).

Przyktad €0 « zad. 81,82

Obliczymy podane pierwiastki.

2
a) 2 be (3) ]ﬁ; ¢) V1000 = 10, bo 10° = 1000

T B
3

b) 1’2{1— 1’ Z, bo =3—1=201 3 I LI (_l) -

s T 27 3 3 27

V2 jest liczba niewymierng. Uzywajac kalkulatora lub komputera, mozemy znalez¢
jej przyblizone rozwiniecie dziesietne: V2 = 1,414213562373...

Podobnie V7 = 1,912931182...
Rozwiniecia dziesietne V2 i 7 sa nieskonczone i nieokresowe.
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Dzialania na pierwiastkach kwadratowych i szesciennych

Va-Vb=Va-bdlaaz0ibz0 Ja-Vb=Va b

[loczyn pierwiastkéw tego samego stopnia jest rowny pierwiastkowi z iloczynu.

Przyktad &) < zad.8.4,85

Wykonamy podane dzialania.

a) V2-V128=v2-4-32=64-4=64-V4=8-2=16
b) V3-15-V15=43-5-15=V15-15 =15

c) V2-18-49=36-49=136-V49=6.7 =42

d) VA-Vi6=Va-16=V4- 2=V =4

va _ |a - Na _ 3a
E—\{;dlaaaﬂlb:»ﬂ g bdiab%ﬂ

[loraz pierwiastkow tego samego stopnia jest rowny pierwiastkowi z ilorazu,

Przyktad ) « zad. 86

Wykonamy podane dzialania.

2) 16 _ v’_ g }1215 V216 _ 6 _ 3

512 8 4
b)~— ‘J_ Va4 =2 d) V54:2=54:2=27=3
Przyktad )

Obliczymy pierwiastki, rozkladajac liczby podpierwiastkowe na czynniki.
a) V441 =19.49=+9-1/49=3.7=21 «— 441 jest podzielne przez 9, bo suma cylr

jest podzielna przez 9

b) V1728 =9-192=9-3 - 64 = «—— 1728 jest podzielne przez 9
=127-64=27-V64=3-4=12
9 \[ 44 _ Vi# 12 _ 2
V25 5 5



8. Warto powtorzyc - pierwiastki kwadratowe i szescienne

Praktycznym zastosowaniem obydwu podanych twierdzen jest wylaczanie czynnika
spod znaku pierwiastka. W tym celu sprawdzamy, czy liczba pod pierwiastkiem jest
podzielna przez kwadraty liczb, a w wypadku pierwiastkow szesciennych - szesciany
liczb naturalnych.

Przyktad € - zad. 88
Wylaczymy czynnik przed znak pierwiastka.

E:'l) m= B =‘V{§V§=3\/§ 3{=S-v'r_=\a§+\ff§+ﬁ{,t{}j
b) V250 = v25-10 = V25 /10 = 5v/10 — V10 = V25 jest liczba niewymierna

c) V384=V2-96=vV4-4-24=V42.4.6=4>- V4. V6=4-2- V6 =86
d) V96=+8-12= V8. V12 =2v12

e) JZ?= E=@=vﬁ=ﬂ.ﬁ=zﬁ
3

f) V2,42 =2 121_\:r VI21=42-1,1=1,112
Przyktad ) « zad. 8.9

Wylaczymy wspolny czynnik przed nawias i uproscimy utamek.
G-vi_v5i5-%n_YAE-1) .

A e
b) Vi92+4 _ V3 6d+4 _ 3 Ved+4 _ {5-4+4=4(1‘»’§+1)=
V341 V3 +1 V3 +1 V3 +1 V3 +1

o T 4 [11 [ 6
8.1. Oblicz pierwiastki: V121, V324, 10,0016, /3,61, \f%, 1> \35:

8.2. Oblicz pierwiastki: E V125, /0,008, V=27, V1728, V=729, /3375.

8.3. Uporzadkuj liczby od najmniejszej do najwickszej.
a) V9, 3- /4, 2+/35, V100, 1 - V125
b) V2+ V3, 1+1/3, V27, 1-1/3, 213
) 3v2-4, 5+3, 24/3-2, V13, 247

8.4. Oblicz iloczyn pierwiastkow.

a) V3242 d) V8- V64 g) V3-V9-8
b) V1473 e) V3.v4.V12 h) ¥5-v10- V20
o) Vi2. 27 ) VZ-v9-418 i) V3-v6-v12

67 IS
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8.5. Oblicz pierwiastki z iloczynow.
a) V3-4-12, v2-9.18, v7-3-21 c) Vv25-18-2, v2:25-8, V/3:9:12
b) V2:6-3, V2-18:9, V2-8-16 d) V6-12-8, ¥3-9-64, V363025

8.6. Oblicz iloraz pierwiastkow.

a) V75 :\/3 d)\/%:\/% 813'3":32

2 8 - 4 B |
) V242:\2 f) 1’63:\[; ) aj3t:if13a>
11 2 7 4
8.7. Oblicz.
a) v25-19-+25-9 ¢) V324 + /576 — /324 + 576
b) V225 - 144 + V225 - /144 d) V144 + 256 — V144 — /256

8.8. Wylacz czynnik przed pierwiastek.
a) V48, V75, V32, V45, V20, V80  ¢) V40, V56, V81, V135, V270, V448

b) V128, V294, V486, V405, V320  d) V24, V16, \‘[1;_; (B

8.9. Wylacz wspoélny czynnik przed nawias i upros¢ utamek.

a) 2V3 + V27 b) V45 - 245 ) 2V7 + V14 d) 332 + V16
5v3 NG 7 7
8.10. Oblicz.
Q) V3 (V3+V27-V12) d) (V38 - VITZ + V352) :V7
b) V2- (V32 - VA0S + VO3) (e
c) (V125 + V80— V45):/5 ) V16 + '*5;1; V-128
8.11. Oblicz.
3 1 V=0,027 .2
a) .,..2\}{..._8 d) ?a__m_a,mz_j_
5.94_ 93 27
B ) \/=0,008 2
0) V=60 - V50 0 V1,21 + 540,008 — v/4,41
V4 - V6 NTE



9. Pierwiastki wyzszych stopni

Umiejetnosci:

* postugiwanie sie w obliczeniach pierwiastkami dowolnego stopnia
* stosowanie praw dziatan na pierwiastkach

* przedstawianie liczb rzeczywistych w réznych postaciach

* znoszenie niewymiernosci z mianownika

Podobnie jak pierwiastki kwadratowe i szescienne, nazywane inaczej pierwiastkami
drugiego i trzeciego stopnia, definiujemy pierwiastki wyzszych stopni.
Przypomnijmy, ze w definicji pierwiastka kwadratowego:

* liczba pod pierwiastkiem jest nieujemna,

Jezeli va=x toaz0ixz0 ()
* warto$¢ pierwiastka jest nieujemna. VD=0, VT=1

W definicji pierwiastka kwadratowego zatozenie, ze liczba pod pierwiastkiem nie mo-
ze by¢ ujemna, wynika stad, ze w zbiorze liczb rzeczywistych nie ma przeciez liczby,
ktéra podniesiona do kwadratu bylaby réwna np. —64.

Inaczej wyglada sprawa, gdy przyjrzymy sie podnoszeniu liczb do potegi trzeciej.
Na przyklad (-4)’ = —64, zatem V=64 = —4. Podobnie V=8 = -2, V—1=-1 itd.

Takie same zastrzezenia beda dotyczyly pierwiastkow wyzszych stopni. Dlatego w de-
finicji odréznimy pierwiastki stopnia parzystego i stopnia nieparzystego.

* Pierwiastkiem stopnia 1, gdy n jest parzystg liczba naturalna wieksza od
zera, z liczby nieujemnej a nazywamy taka liczbe nieujemna b, ktora pod-
niesiona do potegi n jest rowna a:

Va = b i njest dodatnig liczba naturalng parzysta,
gdy a=0,b>0o0raz b"=a

* Pierwiastkiem stopnia n, gdy n jest nieparzysta liczba naturalng wieksza
od 1, z liczby @ nazywamy taka liczbe b, ktora podniesiona do potegi n jest
rowna a:

Va = b i njestliczbg naturalng nieparzysta wigksza od 1,
gdy b =a
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Przykiad €) < zad. 9.4
16

a) (Y0)° =0, (V5)'=5 (¥3) =3,
(wff’E)4 =16, (Va) =4, () =n,
('x'f—_l)” =-1, (¥703)=-03

b) V1i6=2, bo 2* =16

V=243 = -3, bo (-3)° = -243
Vi=1,bo 1" =1

W definicji pierwiastka stopnia parzyste- ((+))
go przyjmujemy, ze wartosc pierwiastka

jest nieujemna, po to, aby pierwiastko-

wanie bylo jednoznaczne. Przy takim
bowiem zalozeniu kazdej nieujemnej

liczbie przyporzadkowany jest dokladnie
jeden pierwiastek danego stopnia.

Na przyklad na mocy definicji V16 = 2,
mimo ze réwniez (-2)* = 16.

Zauwazmy, ze jesli do wzoru na iloczyn pierwiastkow kwadratowych

va-vb=+va-b, gdzie az0ib20

w miejsce b podstawimy a, to otrzymamy réwno$é: a - a = Va?.

Przy iloczynie trzech pierwiastkéw mamy: a - +a- a = Va’.

Czyli inaczej, prawdziwy jest wzor (v’ﬁ)3 = Va®. Podobnie rozumujac, wyprowa-

dzamy wzor ({ﬁ)j = Vad.

Wzory te mozemy uogdlni¢ na n czynnikéw w iloczynie pierwiastkow (n-ta potege
pierwiastka), czyli prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Jiarcdrer w4
A =1 el e

Dla liczb rzeczywistych a oraz n € N i n # 0 prawdziwe sa réwnosci:

’ (\;’E)” = /a", przy czyma > 0,
(i@ =

Dowdd tego twierdzenia pomijamy.

Przyktad @) < zad. 9.9

Wykonamy podane dzialania.

a) (@E)5=\3r’3_5=m=3%’§

b) V4. vVi6= V4 16 = V43 =4

) V727 P= 5= F=(P) =P =4
ub V72-7- B =N L. P =P . B=B. VP =7-7=49
d) V5 VI0- (VB)' = V5. V52 VBi = 5. 2. (27)’ =
=5-v2-22=5.1210=5.2"=5.32 =160




9. Pierwiastki wyzszych stopni

Odpowiednie wzory dla pierwiastkow wyzszych stopni przyjmujg postac:

Zalozenia
Wzér
dla parzystegon > 0 | dla nieparzystego n > 1
Va-Vb=Va-b az0ibz0 —
L’I{E—-"E | - 1
_ﬁ-‘_b | az0ib>0 b+0
(va) =k | a>0ikeZ a#0ikeZ

Przyktad 0 zad. 9.11

Uproscimy podane wyraienie

2
b)—— \F V16 = 2 d}(f{@):"(@)"‘:%@:s

Przyktad €) < zad. 9.7
Wrylaczymy wspolny czynnik przed nawias i upro$cimy utamek.

G- _E-p-E_ (B

"TEm TR %
b (=) - (ZofE-taY . (BE0Y (Y s
-3 ) \ G h-n BE) 5

Usuwanie niewymiernosci z mianownika

W wielu operacjach matematycznych wygodniejszy jest taki zapis liczby rzeczywi-
stej bedacej ilorazem liczb rzeczywistych, w ktorym mianownik jest liczba wymierna
- o ile jest to mozliwe. Aby do takiej postaci doprowadzié, czyli usunaé niewymier-
nos¢ z mianownika, najczeéciej mnozymy licznik i mianownik przez odpowiednio
dobrane wyrazenie. Wyjasnimy to na przykltadach.

Przyktad 6 zad. 9.13

Usuniemy niewymierno$¢ z mianownika.

a) —' = ﬁ\@ 7 — % «— licznik i mianownik pomnozylismy przez V5
L__wu
V2 2-V2-2 2
6 6V3 _6V3 _2V3
5v3 5v3-43 15 5

b)

«— licznik i mianownik pomnozyliémy przez V22

c)

licznik i mianownik pomnozyliémy przez V3
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Dziat 1. Liczby

Usuwajac niewymiernosci z mianownikow, czesto korzystamy ze wzoru skréconego
mnozenia na réznice kwadratéw zapisanego w postaci:

({_@)_(ﬁ,,@):{;_d (dlac=0idz0)

Przyktad ) « zad.9.14

Usuniemy niewymierno$¢ z mianownika.

2 2(\!’3 + \5)
a) = = —— mnozymy licznik i mianownik przez (V3+1/2
Vi-V2  (V3-v2)(V3+ V2) Y’"” Vo3
2(V3+ 2
- % = 2(\'@ + \5) «—— stosujemy wzor na roznice kwadratow
] ks (ﬁ.@ - \@)
b) = = —— mnozymy licznik i mianownik przez (V5-3
V5+1/3 (ﬁ+v’§)(~f—v§) i press | )
V5-v3  \5-13 . £ e s :
= — = > «— stosujemy wzor na roznice kwadratow

)

Czgsto usuwamy niewymiernos¢ z mianownika, zeby utatwic¢ dodawanie i odejmo-
wanie wyrazen zawierajacych pierwiastki.

Przyktad € < zad.9.15

Wykonamy dzialania.
(%) -
5V

«—— usuwamy niewymiernosci z mianownikow

3445 10 W5\
3-v5 3+4v5 V5 V5]

2
( 5+ ¥5) “”g) =[2(3+~,!§)-2v’§]*'=
= (6

5

+2'~f_ 2'\*’#) é

)

Usunigcie niewymiernosci z mianownika pozwala dokladniej szacowac wartosci wy-
razen zawierajacych pierwiastki.

Przykiad €

Wiadomo, ze V2 = 1,41, Oszacujemy warto$¢ wyrazenia z doktadnoscia do

3
V2 =1

drugiego miejsca po przecinku.



9. Pierwiastki wyzszych stopni

Rozwiazanie

Jezeli w liczbie v,; T miejsce V2 od razu podstawimy 1,41, to otrzymamy:
3 3
=~ = 7,32
V2-1 041

Natomiast jezeli liczbg 1,41 podstawimy po usunigciu niewymiernosci z mianownika,
to otrzymamy:

3 3(@ + I)
V2-1 2-1
Wartos§¢ wyrazenia

=3v2+3=3-141+3 =723

3

V2-1
W tym wypadku dokladniejszy wynik uzyskalisSmy po usunieciu niewymiernosci
z mianownika.

W kazdym z zadan 9.1-9.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zZeszycie.

odczytana z kalkulatora naukowego wynosi 7,24264...

9.1. Wskaz zaleznosc falszywa.
A.V5-V2=v10 B.V15:¥3=45 C.V5-v2=+v3 D.\Vd=12

9.2, Wskaz liczbe réwna liczbie V18 — /8.

A. 10 B. V10 C. V2 D. 52
9.3. Wskaz liczbe réwna liczbie V64.

3
A.2V2 B. "f C. V2 D. 2

9.4. Oblicz pierwiastki.

a) V32, {g 64 o Vioza, {’%, $/6,000064
51 40— 5| 243 H( Y T — ] [
b) \l; 023 1024 d) 2048’ fhimeaa, 625

9.5. Uporzadkuyj liczby od najmniejszej do najwickszej.
a) V216, V729, i/%, /625, V256 b) V243, -:’1%]5—, 10,0081, V-216, -fﬁsT]g
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Dziat 1. Liczby

9.6. Wylacz czynnik przed pierwiastek.

a) V162, V-160, V0,0048  b) 3-%, V405, V192 ¢) V-648, V/486, \/512

+ 9.7. Wylacz wsp6lny czynnik przed nawias i upros¢ ulamek.

)i‘fﬁ+m b) V192 — V32 X (\f’ﬁ—’ﬁ)S d}({fﬁ+¢'ﬁ)3
V54 - V16 V12 -2 Ve-3 V9 + V12

9.8. Oblicz.

a) V=216 e) \-\-v-1
3N\ 2
b)sﬁﬁ-'\g%’i ) ((‘3\@))
o (V=3)" g) V47 V9. V6b
i V2-V3- V4356
A yaes " T % 6
9.9. Oblicz.
a) (V5)' b) V7 - V49 0) V6626 d) VI1-v33 - (V3)’
9.10. Oblicz.
a) ({‘E)” b) V5-V125 ¢) V36.35.33 d) (V49)*- /21 - V81
9.11. Oblicz.
Rt () 5
" V81 i V48
b) —ﬁﬁﬁ ) (1031 - @)
9.12. Uprosc¢ wyrazenie.
a) %@@@ b)\ilE {Fdlaa}ﬂ b0, &350
9.13. Usun niewymiernos¢ z mianownika.
gL pl g4 3V2+6 o B=V5 2V2-343
3 V3 V2 V3 V5 V2-1/3
9.14. Usun niewymiernos¢ z mianownika.
2 2 b) 2V3-1 0 -2+7 g 1 ) V6 + 3 f) 335+ 1
V7 -2 2-3 V5 - V7 1+2v3 V6 -3 V51



9. Pierwiastki wyzszych stopni

9.15. Wykonaj dzialania i doprowadz wynik do prostszej postaci.

g3 __ 1 2 a5 4 )".2+v€
V7-1 V343 +7-43 Vi+2 5+3) 3
1 3 4 2 3 15\
) S s Y ErEates) (6

9.16. Oblicz.

a) a, wiedzac,ze Va=>b i Vb=3 ¢ a wiedzac, ze '\,’ *:W'E =2

b) b, wiedzac,ze a° =5i b* =a d) ¢, wiedzac,ze ' =bib’=aia =7

©9.17. Wykaz, ze (4+ V15) (V10— V6) - V4 - V15 =2.

¢+ 9.18. Wiedzac, ze V2020 + V1980 = a, oblicz /2020 — v/1980.

- 9.19. Usun niewymierno$¢ z mianownika.

) 1 b) 1+2v15
1+vV2++3 V3+5-17

1. Dana jest liczba a = (\ﬁ)? Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

2
A.a=18 B.a=22 C.a=(2)
A . . V96 - V64
2. Sprawdz, czy prawdziwe jest zdanie =2,
g i : -

3. Oblicz a, wiedzac, ze Va=b i Vb= 2.

4. Oblicz —{&TJF{@_S ?- —m+%€ N
) V12 + V20 V8 + V32

12_ . 643
—\E 2ﬁ+3

5. Wykaz, ze liczby : i 18 —44/3 s3réwne.
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10. Potega o wyktadniku
wymiernym

Umiejetnosci:

* obliczanie poteg o wykfadniku wymiernym

» stosowanie praw dziatar na potegach o wyktadniku wymiernym

* stosowanie praw dziatan na potegach o wykfadniku rzeczywistym

Do tej pory wykonywalismy dzialania na potegach o wykladnikach catkowitych. Ko-

rzystaliSmy ze zdefiniowanej wczesniej wielkosci a, gdzie k € Z. Dla wykladnika
k < 0 potrzebne bylo zalozenie dotyczace podstawy potegi, a mianowicie a # 0.

Teraz rozszerzymy definicje potegi tak, aby:
* jej wykladnikiem mogla by¢ dowolna liczba wymierna,
» zachowane zostaly wszystkie wlasno$ci dziatan na potegach.

Zrobimy to w dwoch etapach, przy czym kazdy z nich bedzie wymagal dodatkowego
zalozenia dla podstawy potegi.

g

Jezeli a=0, neNin>1, to:

Przykiad €)
1 | 1 1 1
252 =+/25=5, 45=+4, 3=32, \5=52, 4=1/16=162,

| |

|
3=+27=273, V9=93, 28" =+/28

Zauwazmy teraz, ze liczbe wymierna E, gdzie n > 1, k € Z, mozemy zapisac

. ¥ P pe f k " k . .
w pOStaCI = k, d ]&dHOCZESH!E ( ﬂ) = an, zatem naturalne ]f.‘St IrOZSZerzenie

n
definicji potegi w przedstawiony ponizej sposob.

Definicja

Jezeli a >0, keZ, neNin>l1,to:

ar = Vak




10. Potega o wykiadniku wymiernym 77 S

Kazdy z zapiséw wystepujacych w réwnosciach:

o = Y - (4)" - () - ()

(przy zalozeniu, ze a > () oznacza to samo: pierwiastek stopnia n z liczby a”.

Przyktad &)
Zapiszemy podane liczby na rézne Pierwiastki stopnia nieparzystego mozna (@)
sposoby. wyciaga¢ rowniez z liczb ujemnych.
) ) Naprzyklad V=8 = -2. Zauwazmy jednak, ze
Rozwiazanie k
2 w definicji potegi a” konieczne jest zalozenie,
a) 37 = V32 ze a> (.
4 Przyjrzyjmy si¢ rownosciom:
1 — 73 I 2 3
b) 2¢ = V2 ad=aS=a’=...
2
c) 73 =72 = y L lub tym samym réwnosciom zapisanym
L ) inaczej:

Rownosci te sa prawdziwe dla dowolnej liczby

12 2 s 7 5 " a > 0. Natomiast dla @ = -8 otrzymujemy:
E) 3 8 8 ( 8) 2 32 V=8 = =2 oraz \I'ﬁ (-8)- = Ved =2
3
3 e
f) 81 4 =V81* = ({fB1) " =37 =
Ny ey
33 27
Przyktad )
3 5
Sprawdzimy, czy dla poteg a* i a’ prawdziwy jest wzor na iloczyn poteg o tych
3 5 35
. e _+_
samych podstawach, tzn. czy a*-a” =a* 7. Zakladamy, ze a > 0.
Rozwiazanie
3 5 3 T ‘_4
at-a’ =a'7 a7 = «— sprowadzamy ulamki w wykladnikach
s a0 do wspolnego mianownika
= = u 28
=a®.a® = Va?'. Va¥ = «—— zapisujemy potegi w postaci pierwiastkoéw
28
= Va2l g = — Ix- Y7 = Jx7
21420 21 20 3 5
= N0 - ¥ _azs =a B =ah B=gh 7
3 3 343
Ostatecznie otrzymujemy wiec rownosc: a' -a’” =a* 7.



S 78 Daziat 1. Liczby

N

Jezeli a i b sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi dodatnimi, a p i » dowolnymi
liczbami wymiernymi, to:

o af .g" ="’ «—— iloczyn poteg o tych samych podstawach

$ —= af " «— iloraz poteg o tych samych podstawach
a
(a") =a’" «— potega potegi
° (H . b)?’ =al . bF «— potega iloczynu
a\P a" ;
E == ~—— polega ilorazu
b

Udowodnimy pierwsza teze twierdzenia, pozostate udowodnijcie samodzielnie jako
dodatkowe ¢wiczenie.

Zalozenia

Liczby a i b sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi dodatnimi.
Liczby p i r s dowolnymi liczbami wymiernymi.

[eza

a_p : a?’ = aP-I-J"

Dowad

Skoro p i r sa liczbami wymiernymi, to mozemy je zapisaé w postaci:
By ir= -3

P ] w
gdzie n i w sa dodatnimi liczbami naturalnymi, a k i [ - liczbami caltkowitymi. Dalsze

postepowanie jest powtorzeniem przeksztalcen z przykiadu 3.

k ! k-w {en
a?-a" =ag"-qv =qgrv.qun = «~— sprowadzamy ulamki do wspdlnego mianownika
new M
= "Nakw. "Ygln = «— zapisujemy polegi w postaci pierwiastkow

A s
—_ a.&-w - af'ﬂ —_ P ‘”"IX' Jl,l_y s u.'—x},
pewf g Sk
= \.'[;I'L'w"'"”: _x".x‘i‘zx" k

krw+ion k-w+I-n ko
:a e :all'l{.‘ Me-w =a.l'l IL':ﬂP+r

«— zapisujemy pierwiastki w poslaci poleg

Koniec dowodu



10. Potega o wyktadniku wymiernym

Przyktad €) < zad. 10.6

Zapis pierwiastkow w postaci poteg czesto ulatwia obliczenia.
1 1 3 6 3 2

5_(25)T§=25.2E=23.2§=2

2

2=3

34
5

L RV |

'J'

1 1
a) V8- "64:35-5415=(2‘ =3

f

i 3o 3l 945 14 i
b) @'%ﬁ=2§-25=2§+3=2T=2E= Y14
4 4
2-@_245_1“?_ ¥
== — 17 - 4 =2 =27 =3
: )15 5

Potega o wyktadniku rzeczywistym

Wychodzac od definicji potegi o wykltadniku naturalnym, doszlismy do definicji po-
tegi o dowolnym wykladniku wymiernym. Do wyznaczenia wartosci takich poteg
trzeba zwykle uzywac kalkulatora naukowego albo komputera, np.:

57 _ i
3= W 0,154487685...
Nie bedziemy dokladnie definiowac potegi o wykladniku niewymiernym - wyma-
ga to bardziej zaawansowanej wiedzy matematycznej. Poprzestaniemy na intuicyjnie
przyjetym stwierdzeniu, Ze liczba a" jest dla kazdej liczby dodatniej a i kazdej liczby

rzeczywistej w jednoznacznie okreslona.

Przyjmujemy rowniez, ze dla kazdej liczby rzeczywistej w prawdziwa jest rownos¢:
1 =1

Przyktad e

Na przykladzie potegi hic pokazemy, w jaki sposob mozna oszacowac jej przybli-
zong warto$¢. Liczba V3, jak kazda liczba niewymierna, ma rozwiniecie dziesietne
nieskonczone i nieokresowe,

Odczytajmy z kalkulatora:

=2 =4
V3 = 1,7320508... | V3
: V3=17 "7 = 3,249009585
Wezmy kolejne przyblizenia liczby V3. =
V3 = 1,73 b7 = 3,317278183

Maja one skoriczone rozwiniecia dziesiet-
ne, zatem sa liczbami wymiernymi. Ich V3= 1,732

73 < 3321880096
wartoéci sa zapisane w lewej kolumnie ta- | V3 = 1,7321
beli. Z kalkulatora odczytujemy przyblizo-
ne wartosci poteg,

L7321 - 332211036

] [ ] [ ] o] ] Md

V3 =1,73205 | 2V73% = 3321995226

79 IS
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Dziat 1. Liczby

Kolejne liczby wystepujace w prawej kolumnie sa coraz dokladniejszymi przybli-

zeniami liczby 2V, Taka operacje mozemy powtarza¢ np. za pomoca kompute-
ra i otrzymywac w ten sposob coraz dokladniejsze przyblizenie szukanej potegi.

Liczba 2V 2 dokladnoscia do 9. miejsca po przecinku jest rowna 3,321997085.
/

Dla poteg o dowolnych wyktadnikach rzeczywistych prawdziwe sa wszystkie twier-
dzenia dotyczace poteg o wykladnikach wymiernych, czyli: jezeli a i § sa dowolnymi
liczbami rzeczywistymi oraz a i b dowolnymi liczbami rzeczywistymi dodatnimi, to:

e g% aﬁ =ag**F «—— iloczyn poteg o tych samych podstawach

@ ﬂ_ —ﬂ-d_ﬁ

5= «— iloraz poteg o tych samych podstawach
ﬂ il
e (ﬂa P a” P «—— potega potegi
® (ﬂ - b}u =a" - b" «— potega iloczynu
0 44
o (E) = H_H «— potega ilorazu
b b

Dla a>01i b >0 zachodzi rownosé:

g 2 =
(al—bz)(al+bz)=a-b

Aby to sprawdzic¢, wystarczy zastosowac wzor na réznice kwadratow:

11 11 1< LNE
(az—bz)(a3+bz)=(a2) —(Eﬂ) =a-b
Przyktad @) < zad. 10.9
3
)(55+3
Rozwiazanie

1 1 3 3 1 1 1 1
(1251—2?2)(52+32)=(1252—2?2)((53)1+(33)2)=

Lo [N . AN T
=(1251—2?2>(1252+2?3)=125—2?=93 4—(:15—&5)(::5+b3)=u—b

Odp.: 98

1

Obliczymy wartos¢ wyrazenia (125E ~ 27

b | =

[ R
®



10. Potega o wyktadniku wymiernym

W kazdym z zadan 10.1-10.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i za-
pisz w zeszycie.

3
10.1. Wskaz liczbe, ktora jest rowna liczbie 22,

2
A. 4\E B. L C.2V8 D. (%)‘
23
10.2. Wskaz liczbe, ktéra jest rowna liczbie 1/5+/5.
1 3 3 ]
A. 51 B. 51 C. 57 D. 51

4
10.3. Liczba 6,31 jest przyblizeniem liczby 10°. Wsréd podanych liczb wskaz te,
1

ktéra jest przyblizeniem liczby 10 5.

A. -6,31 B. 0,0631 C. 0,631 D. 3,69
10.4. Oblicz.
1 3 5 1 2 1 1 i3 il
a) 42, 42, 42 c) 273, 273, 2?13 e) (i) % (é) 4t (ﬁ) 2
16 81 27
12 4 13 1 1\~ 3\-% 772
b) 83, 83, 87 d) 811, 811, 812 N (2-)3, (3—) 3 (1-)1
4 8 9
10.5. Oblicz.
1 \-3 [9\3 1\-3 125\~ /27\% [625\"3 1\-13
) ()% (%) (55)° A Z ) 5) e
125 16 4 64 8 81 4
b % 25\~-0.5 ! 5 —% ot :E; _é
4 3 ST 3 }2 2; ] ﬂ,49 2: 1]2 3 4 2
) 6 (49) 0,25 (35) e) 0,1253, 0,027
ING (98 XS (9% 3 -1 =
c) (2*) <4 (2—) 2 (?—~)2 f) 0,042, 0,0001 4, 0,125 3
4 125 16

10.6. Zapisz w postaci potegi, bez uzycia symbolu pierwiastka.

a) V7, V2, V33, V5, V75 O \3V27, \3V3, {272, \2\22
b) 55, 3V, 293, 7V7, oV d) (2v2)’, (9V3)’, 9V3, 842, 2VT6
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Dziat 1. Liczby

10.7. Przedstaw w postaci potegi 2, p € Q.

1 3

S c) 16°-8 2.+/8

1
y =X 2 5.
b)2 -4°2.8° d) (32 3:644) - V128

10.8. Podaj najprostsza postaé wyrazenia.

(5°-2%) (ai - 23

5.23-23

a) z‘il}'lrj' W l:-} 4 1

53 +2-.5% —

1 5 _1 3 1

32 ¥9.3 ¢ 244324

by 203" Q) 1
817 . 273

10.9. Wykonaj dzialania.

(u%— -2%)-(v’ﬁ+ V2)

23 _ 32

c)
3 3 Z _l
(V125 - V8) 625 2257
o 2 142 % 3
5 -1253-(-) 4:72+4-2
5
b) ——— D)
25 2 18 + 2 - 562

2 2

10.10. Wyrazenie (23 .0,253 - %»’Z)

w postaci potegi 3”, p e Q.

10.11. Przedstaw podane wyrazenie w postaci potegi a’, (ab)? lub

wiedzac,zea >0 1 b > 0.

1— 3
) ,.I\f'_z Va 0 (a:ﬁzﬁ\@
al. I a’- Vb
b) ﬂ*‘\.ﬁ:ﬂz'% 7 d} “ ﬂ\.‘ﬁ
V. a

{2 on 7w

e) 31% (é):
(3
) (%)jf"*“

64 1.0,25

. 4
3-(24+34)

2
022125 5-(-

3
przedstaw

'__...—.__\

). pea




10. Potega o wyktadniku wymiernym

10.12. Zapisz wyrazenie w prostszej postaci, wiedzac,ze a >0 i b > 0.

a) Vab?- Va?b* c) (\ﬁ+\;/£?)({—{/?)

b) (avb) - (Vab)~ d) V2a? - Vaa?
10.13. Wykaz, ze dla dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej a oraz dowolnych liczb
P

; : o . a e
wymiernych pir prawdziwy jest wzor — = af~",
a

10.14. Wykaz, ze podana réwnosc jest prawdziwa.

2
1
(224-1)

+10.15. Wykaz, ze podana rownosc jest prawdziwa.

1
1 = 1
+(23~1) =2(21+1)
12

31:,5 + 3—[].{1 3{‘1,& - 3—u,ﬁ =1 35 _ ]
(3{1.& _3-06 + 306 4 3-06 2) = 4

-~ 10.16. Czy istnieje taka liczba niewymierna a, dla ktérej liczba a”

LS B R

a) jest wymierna dla kazdej liczby naturalnej n > 1?7 Odpowiedz uzasadnij.
b) jest wymierna dla nieskonczenie wielu liczb naturalnych n? Odpowiedz uzasadnij.

1. Ocen prawdziwos¢ podanych zaleznosci.

22 1 1\ ¢ A NS
A.45=16° B.(22+22) = C.(zz-zz) ==

2. Oblicz.
1 2
a) 164.273 ;257% b) V9. 27: V81
3. Oblicz.
L rynos paaat
. — 3- a— 'I
< (2) (4)
4-1 .8
q
a’-a g

4. Zapisz wyrazenie ———-a = Ww postaci potegi liczby a, wiedzac, ze a > 0.

a’

2

1\ 72 IN"3
5. Wykaz, ze liczba (2 v ) + (2 + 33) jest catkowita.
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Kwadratura kota

Zwrot kwadratura kota” stat sie dzis symbolem czegos niemozliwego
do wykonania. Jednak zanim udowodniono te ,niemozliwosc”, przez
wiele stuleci matematycy starali sie problem kwadratury kota rozwiazag.

Kwadrat o polu danej figury

Kwadratura figury geometrycznej polega

na konstrukcyjnym wyznaczeniu boku kwadratu
o polu tej figury, Dla starozytnych Grekow byta
to zwyczajna metoda obliczania pola figur.
Problem kwadratury nalezalo rozwiazac przy
uzyciu cyrkla i linijki bez podziatki. Taka zasade
wykonywania konstrukcji geometrycznych
wprowadzit Platon, jeden z najstynniejszych
filozofow starozytnej Grecji. Praktyczne za-
stosowanie tego zagadnienia spowodowalo,

Ze juz w jego czasach rozwiazano problem
kwadratury dowolnego wielokata.

Kwadratura wielokata

Oto kolejne kroki pokazujace, jak przeprowadzic
kwadrature dowolnego wielokata.

€D Z rysunkéw obok mozna odczytag,
jak konstrukecyjnie przeprowadzic kwa-
drature trojkata o boku a i wysokosci h.
Zaznaczony w potkolu o srednicy %a +h
h odcinek x to szukany bok kwadratu,
ktoérego pole jest rowne polu tréjkata.

9 Aby wykonac kwadrature prosto-
kata, wystarczy podzielic go na dwa
trojkaty przystajace i przypomniec sobie
twierdzenie Pitagorasa, dzieki ktéremu
X X [N % ah mozna skonstruowac kwadrat o polu
rownym sumie pol dwoch danych kwa-
“ \ dratéw (rysunki na nastepnej stronie).




Przyblizenia liczby n

Zanim udowodniono niewykonalnoseé kwadratury kota, wielu

%a b X

0 Kwadratura dowolnego wielokata jest wykonalna,
poniewaz kazdy wielokat mozna podzieli¢ na skorczona
liczbe trojkatéw o roztacznych wnetrzach. Taki sposéb
podziatu nazywamy triangulacja wielokata.

Niewykonalna konstrukcja

Prawdziwym wyzwaniem dla starozytnych matematykow
okazala sie kwadratura kota, czyli wyznaczenie boku
kwadratu o polu danego kofa. Jesli koto ma promien r,
to jego pole wynosi nré. Zatem jesli bok kwadratu ozna-
czymy jako a, to a2 = 1ir?, czyli a = /. Majac wiec dany
odcinek o dlugosci r, powinnismy za pomoca cyrkla

i linijki skonstruowa¢ odcinek o diugosci r/m. Jest to za-
danie niewykonalne, a wine za to ponosi liczba n. Pelny
dowod niewykonalnosci konstrukeji odcinka o diugosci
Jm zostat podany dopiero pod koniec XIX wieku.

matematykom wydawalo sie, ze zagadnienie to rozwiazali.
Konstruowali kwadraty o polach coraz bardzigj zblizonych
do pola wyjsciowego kota, jednak ich wyniki byty obarczo-
ne pewnym btedem. Im mniejszy by! ten btad, im blizsze

sobie byly pola kotfa i kwadratu, tym dokladniej wyznaczano
liczbe n: od przyjecia przez Babilonczykow (ok. 2000 r. p.n.e.),
ze = 3, przez obliczenie wartosci t z dokladnoscia do 35
miejsc po przecinku przez holenderskiego matematyka
Ludolfa van Ceulena w 1610 r. (stad liczbe nt nazywa sie
czasem ludolfing), az po dzisiejsze komputerowe wyznaczenie it
z doktadnoscia do miliona cyfr po przecinku. Warto wspo-
mnie¢, ze autorem bardzo dokfadnej, a jednoczesnie prostej
technicznie kwadratury kota jest Adam Adamandy Kochanski,
nadworny matematyk Jana lll Sobieskiego.




11. Pojecie logarytmu

Umiejetnosci:

* wykorzystywanie definicji logarytmu

Wiemy, ze liczba a" jest dla kaidej liczby dodatniej a i kazdej liczby rzeczywistej w
jednoznacznie okreslona. Inaczej mowiac, jezeli zalozymy, ze a, we R i a >0, to
istnieje dokladnie jedna liczba b € R, dla ktérej zachodzi réwnos¢:

a’=b
Z wlasnosci dziatan na potegach wynika ponadto, ze skoro a > 0, to réwniez b > 0.

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

FE - -
B pa—

Twiardranic |
- Twierdzenie

Gdy liczby a i b sa dodatnie i a # 1, to istnieje dokladnie jedna taka liczba x,
ze a* = b.

Dowdd tego twierdzenia pominiemy - wymaga on znajomosci bardziej zaawanso-
wanej matematyki.

Liczbe x mozna czasem wyznaczy¢ w prosty sposob, np.:
* jedli 2 =8, to x =3, bo 2° =8,

o jesli 3* = % to x=-1, bo 37! =

1
» jedli 5% = /5, to x=%, bo 52 = /5.

Najczesciej jednak wyznaczenie wykladnika takiej potegi jest zadaniem trudnym.
Mozemy na przyklad znajdowac coraz dokladniejsze przyblizenia liczby x spelniaja-
cej réwnanie 2" = 3, postugujac si¢ kalkulatorem, ale dokladnie jej nie wyznaczymy,
bo x jest liczba niewymierna.

Liczbe x wyrdzniono nowym okresleniem.

Logarytmem przy podstawiea (a > 0 i a # 1) liczby b (b > 0) nazywamy
wykladnik potegi, do ktorej nalezy podniesc liczbg a, aby otrzymac liczbe b.

log , b=c,gdya"=bia>0,a+1,b>0
Liczbe b nazywamy liczbg logarytmowana.




11. Pojecie logarytmu

@)
Tworca logarytméw jest szkocki matematyk John Napier (Neper)
(1550-1617). W pracy Opis zadziwiajgcych tablic logarytmdéw (opublikowa-
nej w 1620 r.) podal opis i wlasnosci logarytméw oraz szereg ich zastosowan,
przede wszystkim do upraszczania skomplikowanych rachunkow, wykony-
wanych np. dla potrzeb astronomii.

Liczba x spelniajaca rownanie 2* = 3 jest wigc logarytmem przy podstawie 2 liczby 3.
Zapisujemy j3 x = log, 3. Jej wartosc to:

log , 3 = 1,5849625...
Podobnie:

log,2=0,6309297..., log,7=14036774..., log 53 = 3,1699250...

Przykiad €5
a) Jezeli 5 =7, to x =log. 7. c) Jezeli 3" =17, to x =log, 17.
b) Jezeli 4 =9, to x = log , 9. d) Jezeli (\f’ﬁ)’x =2, to x =log 32

J
-

Logarytmy wielu liczb sg liczbami wymiernymi (podobnie jak pierwiastki).

Przyktad @) < zad. 1152

2 | =9 1
a) log,4=2, bo 2" =4 d}lngzg=*2,b0]2 =
b) log81 = 4, bo 3* = 81 ¢) log,2 =3, bo 43 =2
c) logs1=0, bo 5" =1 f) log,7=1,bo 7' =7

Przyktad @) < zad. 11.5d

Obliczymy podany logarytm.

a) log z(55) b) log ;.57 (9V3)
Rozwiazanie

a) log NG (5 %@) =X ~—— oznaczamy litera x szukang liczbg
(\I@)J’ =545 «—— korzystamy z definicji logarytmu
1 1
- l+=
% mngl e «—— doprowadzamy potegi do tej samej podstawy
1 4
Ex = 3 «—— poréwnujemy wykladniki
8
X ==
3

g7 s



BN 88  Dziat 1. Liczby

b) log 3IV3T (9 «3@) =X «—— oznaczamy litera x szukana liczbg
(3 ”u"?.?)x = 9‘\?@ «—— korzystamy z definicji logarytmu
Ly L
(3 - 2?3) = 3%.35 «— wykonujemy dzialania na potegach
* 1
142 24-
(3 % ) = 3 «—— doprowadzamy potegi do tej samej podstawy
5 11 T ety
Ex =% «—— porownujemy wykladniki
22
X=—
5
h sy _ 22
Odp.: log 5,57 (9\«@) =%

Przyktad €) < zad. 11.6
Wyznaczymy liczbe x, wiedzac, ze log , x = -2.

Rozwigzanie

Zgodnie z definicja logarytmu -2 jest wykladnikiem potegi, do ktérej nalezy podniesc
liczbe 4, Zeby otrzymacé x, czyli x =4 = i]_ﬁ

1
Odp.: x = —
P 16

Zapisane ponizej wlasnosci wynikaja bezposrednio z definicji logarytmu.

L o]
AL T e R 1
ET T R e
""" silal=r=1" |
| i SR b L

Dla kazdego a >0 ia+ 1 oraz b > 0:

log,1=0
log a=1
ﬂlﬂg“b:b

Przyktad &) < zad. 11.8
a) 3lug39 -9 0) (ﬁ)ﬂug;m = ((\5)2)1“5?“;’ = ?lng; 10 _ 10

| 7 2
b) 5'0532 w9 d) 4!ug2? - (22) o L 22-lug2? - (2log2?) =72 — 49



11. Pojecie logarytmu

Przyktad @) « zad. 11.7

Liczb¢ log log b czytamy ,logarytm przy (€D)
podstawie a logarytmu przy podstawie m z b”.

Obliczymy log .5 log

WO e

1
3
Rozwiazanie

Zauwazmy najpierw, ze liczba logarytmowana b logarytmu przy podstawie V2 jest

1
b=1log: -.

1 1 1N ]
l”gqilﬂg%§=lﬂgu’i2= <—lug:1?5=2, bo (5) =3
=2 «—— bo (\.I'E)z =

1

Odp.: log .51 - =2

p-+log ylog 1 3
Przyktad €0 < zad. 1.9
Obliczymy 36" *'°8¢2,
Rozwigzanie
Zastosujemy wzory dotyczace dzialan na potegach.

36]-&[0[;&2 — 36_36|0gﬁ2 - L

log 2 2
=36. (51) 86% = 36. 6210862 = 35. (6'“562) = — dwukrotuie stosjemy w26t
=36-2" =36-4 =144 "= (")

Odp.: 36' *1°862 = 144
P

Waing role wéréd logarytmow pelnia logarytmy przy podstawie 10, czyli logarytmy
dziesietne. W zapisie logarytmu dziesietnego pomijamy liczbe 10 i np. logarytm przy
podstawie 10 liczby 5 zapisujemy: log 5.

Przykiad €

a) log 100 = 2, bo 10° = 100 ¢) log 0,001 = -3, bo 107 = 0,001
|

b) log 1 =0, bo 10" =1 d}log\fl_:%,bnmi:m

f

Wiekszos¢ kalkulatoréw naukowych pozwala obliczaé logarytm dziesietny dowolnej
dodatniej liczby x oraz wykonywa¢ operacje odwrotng — podnosi¢ 10 do potegi x.
Trzeba tylko pamigtad, ze sa to wyniki przyblizone. Na przyklad, z dokladnoscia do
dwéch miejsc po przecinku, log 17 = 1,23, a 10" = 16,98.

g9 I
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Logarytmy maja wiele zastosowan.

Poziom natezenia dzwigku mierzymy w dB (decybelach). Liczbe decybeli N oblicza

sie wedlug wzoru N = 10log }{, w ktorym I to natezenie danego dzwigku mie-
0
rzone w W/m” (watach na metr kwadratowy), a I, to natezenie dzwieku na progu

styszalnosci dla ucha ludzkiego wynoszace 10™'* (jedna bilionowa) W/m”,

Przyktad €) « zad. 11.14

Natezenie dzwieku pily tanicuchowej wynosi 0,1 W/m®. Wyznaczymy liczbe decybeli
dla odglosu tej pily.

Rozwiazanie

Podstawiamy do wzoru I = 0,1.

10~
10-12
Odp.: Poziom natezenia dZzwieku dla odglosu pily tancuchowej wynosi 110 dB.

Przyktad € < zad. 11.13

N = lﬂ-logézlﬂ-logﬁzlﬁ-log =10-log 10" =10-11 =110
0

W tabeli podar:m gestos¢ zaludnienia kilku Gestost zaludnienia
wybranych panstw. Paristwo =
Wielkosci przedstawione w $rodkowej ko- | | liczba osob/km* |
lumnie tabeli s3 bardzo zréinicowane. | Monako 16 500 4,22
Trudno byloby je na przykiad przedstawi¢ | Singapur 6650 - 3.8
na czytelnym diagramie. Dlatego w prawej | '

: ey : Martynika ? 2,58
kolumnie umiescilismy logarytmy dzie- | | | |
sigtne wielko$ci ze $rodkowej kolumny. | Polska | 123 2,09
Wszystkie podane tam liczby mieszcza si¢ | Szwecja 19 1,28
w przedziale (=2; 5). Jezeli wiemy, ze loga-

P .1a. ( ) ]. : 1 ]?F : & Angola ? 0,94
rytm dziesietny gestosci zaludnienia An- t -
goli jest rowny 0,94, a Martyniki 2,58, to | Mongolia 1,73 . 0,24
nalezy sie spodziewac, ze Angola w prze- Grenlandia 0,03 ~]1.52

ciwienstwie do Martyniki nie nalezy do
grona panstw gesto zaludnionych. Gdy chcemy sie dowiedziec, ile 0sob przypada

w tych panstwach na 1 km?, wyznaczamy: 10*”* = 8,71 i 10**® =~ 380.

]
ey

Operacje zamiany wielkosci fizycznych lub chemicznych na ich logarytmy dziesietne
stosuje sie migdzy innymi przy okreslaniu skali kwasowosci i zasadowosci roztworow
chemicznych (skala pH). Dzigki temu informacje podane na przyklad na kosmety-
kach sg bardziej czytelne. Napis ,,pH = 5,5” umieszczony na opakowaniu szamponu
wyglada ,,mniej groznie” niz ,pH = 316 000" (105‘5 = 316 U{]{]).



11. Pojecie logarytmu

W kazdym z zadan 11.1-11.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i za-
pisz w zeszycie.

11.1. Wskaz warto$¢ wyrazenia log, . 0,4 + log 1 3.
9

1 1

A. 1 B. = C. = D.0
11.2. Wskaz liczbe niewymierna.
A. log , 32 B. log,. V9 C. log. V5 D. log, V12
11.3. Wskaz liczbe najwieksza.

1 1 3
A. log- 3 B. log% 7B C. lﬂg% V5 D. log, V3
11.4. Ocen prawdziwosc podanych zdan.
A.log,~ <0 B.log 1 ~ <0 C.log19<0

4 3 © 3
11.5. Oblicz.

a) log . 25, log , 343, log, 1296, log 729, log, 1024, log , 64
1 1 1
b) logg 2, logg, 3, log 5, 9, log,; 5 log 4 69’ lﬂgala
c) log V5, lugS(S\."r?-n) ; lngz(élm) . logﬁ(ji- \3@) ; lngz({],IZS‘Q@Z), log+/0,001
; :
d) log 532, log .5 e log 3727, log, 516, log 429, log_ 47 =
e) log,, 0,04, log,; 0,5, log, 0,008, log 50,125, log ;5,65 10gg; 0,0121

11.6. Oblicz x.

a) log,x=2 d)lngx:% g) log, x=-1
b) log x=1 e) log,, x=-3 h) log1x =4
2
: 1
c) log,, x=0 f) log . sx=6 i) lng25x=5
11.7. Oblicz.
a) log,log, 81 d) log log , 64 g) logslog,. 125
9 2
b) log:log, 8 e) logﬁloglé h) log,log, V4

3 2 4
c) log 5log,9 f) log zlog, 32 i) log,log,; V3

91
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Dziat 1. Liczby

11.8. Oblicz.

a) lglugﬁ c) glug}IS e) 3lugllﬁ

11.9. Oblicz.

El) 2]+lug33 C) 33+1ng32 e) 251—111332
5-log,27

b) 62—!ﬂgﬁ3 d) 31—1ﬁg23 f} pvd P

11.10. Wykaz, ze rozwiazaniem réwnania jest podana obok liczba.
a) logg(f + 8) =4, 3 b) log:log (x-3)=0, 7
11.11. Wykaz, Ze liczba log ;9 —log .. 6 —log. 7 jest mniejsza od 1.

11.12. Oblicz x.
1
a) logﬁgztﬁ b) log, 11 =2

11.13. Skala Richtera stuzy do okreslania (w stopniach skali) sily trzesien ziemi. Sita

. : A . .
ta opisana jest za pomoca wzoru R = log il ktérym A oznacza amplitude trze-

sienia wyrazong w centymetrach, A, = 10* cm jest staly, nazywana amplituda

WZOTCOWa.

a) Ile stopni w skali Richtera ma trzgsienie ziemi o amplitudzie A = 10 cm?

b) W listopadzie 2013 r. w Chile mialo miejsce trzesienie ziemi o sile 6,6 w skali
Richtera. Oblicz amplitude tego trze¢sienia ziemi.

11.14. Wyznacz liczbe decybeli dla odglosu motocykla pozbawionego ttumika. Na-

tezenie dzwieku wydawanego przez ten motocykl wynosi 0,01 W/ m”.

1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
Liczba 1077198 %0 _ 5'854 jegt
A. parzysta. B. zlozona. C. pierwsza.

2. Oblicz 4982371

3. Ustaw liczby: log - 4, log V100000, log .5 %, log 2 % w kolejnosci rosnacej.
3

4. Oblicz log . V3, wiedzac, ze logyx = %

5. Wiedzac, ze log , x = 2, log, x = 3, log_.x = 6, oblicz log ,_x.



12. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-30 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

w zeszycie.
1. Wskaz wyrazenie, ktére jest zapisem iloczynu ilorazu liczb a, b i pierwiastka stop-
nia trzeciego z roznicy kwadratow tych liczb.

b a2 a-b i 2 I3 13
A.a a--b B‘m C'b a-—-b D'b a‘+b
2. Wskaz wsrod podanych liczb te, ktora ma najwiecej dzielnikow naturalnych.
A. 14 B. 50 C. 101 D. 125
3. Wskaz wylaczony przed nawias czynnik W, jezeli 2a’ +4a’b + 2ab° = W(a +b)°.
A.a B. 2 C. ab D. 2a
4. Wskaz wylaczony przed nawias czynnik W, jezeli

3V2(x — 1) + 6V2(x + 5) — 3v2x = W(2x + 9).

A.W=12 B. W=-V2 C. W =32 D. W = -312
5. Wskaz pare liczb wzglednie pierwszych.
A. 13152 B. 27164 C. 151108 D.7i91
2
6. Wiskaz liczbg rowna liczbie (\j2 -3 - \/2 + 'v@) :
A. 83 B. -2v3 C. 2 D,
V3-1
- : T | [ b e
7. Wskaz liczbg rowna liczbie -,,15 - V4.

3 4 3
A. 3 B. 3 C. 1 D.1
8. Wskaz liczbe rowna liczbie 4v3 - 24/3,

V3-1
A 20 B. -2 C. 83 D. 6
V3-1
9. Wskat liczb liczb L
. Wskaz li ¢ iczbie —= :
SKAZ 1ICZDE rowna 11CzDl 2_3 . \@3 . 40
A. 4 B. - ¢r- D. 2
2 4
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10. Ile razy liczba 0,312° jest mniejsza od liczby 312%2
A. 100000 razy B. 1000000 razy  C. 1000 razy D. 10000 razy

11. Mase Storica rowna 1,989 - 10 g mozna wyrazi¢ w kg jako
A.1989-107.  B.1989-10”.  C.1989-10".  D.1989-107,

12. Wskaz liczbe, ktéra ma skoriczone rozwiniecie dziesietne.

A. B. > - D>
7 & 12

| b2

13. Wskaz liczbe rowna liczbie %
A. 0,03 B. 0,0(3) C. 0,(30) D. 0,(03)

14. Wskaz wyrazenie rowne wyrazeniu 3(x — 2) — [2(3x - 1) - 3].
A. -1-3x B. -3x C.1-3x D.2x -1

15. Wskaz wyrazenie rowne wyrazeniu (2a + b)(a — b) — 3a(a + b) + 4ab.
A. —a’ -V B. a’ - b C. 2a - b D.a’ + b

16. lle zlotych reszty z 20 zl otrzymal Waldek, ktéry kupit 4 ciastka po a zlotych za
sztuke i 2 butelki soku po b zlotych za butelke?
A.20-4b-2a B. 2(2a-b-10) C.2(10-2a-b) D.2(10+2a-b)

17. Wskaz wyrazenie réwne wyrazeniu 2x° + 16xy + 32",
A. (2x + 4y)’ B. 2(x + 4y)° C. 2(x + 8y)° D. 2(x + 16y)

18. Zmieszano 1,5 litra soku jablkowego z i litrami soku bananowego, a nastepnie
przelano mieszaning, napelniajac n szklanek. Ile litréw soku miesci sie w czterech
szklankach?

A 2(3+2m) B. 4(1,5+ n) G a(5m ) D. 2(3+m)
n m H

19. Wskaz liczbe, ktdra nie jest przyblizeniem liczby V8 = 2,8284271...

A.3 B. 2,8 C. 2,82 D. 2,828
20. Wskaz wyrazenie rowne wyrazeniu 4p° — 12pq + 9q".
A. (4p - 99)° B. (2p - 39)° C. (2p + 3g)° D. (2p - 99)°
21. Wskaz liczbe rowna liczbie V6 VD + e
V5
A.5 B. 4 C. E;G D. -4

5
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22, Wskaz liczbe, ktéra jest rézna od pozostalych podanych.

A. 2+/32 B. 48 C. 82 D. 1612
§]
23. Wskaz liczbe réwna liczbi :
SKaZ l1ICZDE rowna l1czobie 2@_3
A.6V3+3 B.2(2V3-3)  C.4V3+6 D. 43 -3
24. Wskaz liczbe wiekszg od 3.
A. V8 B. V28 C. V78 D. V128

25. Wskaz liczbg, ktora jest zaokragleniem liczby 7,687986.
A.76 B. 7,68 C. 7,688 D. 7,6879

26. Wskaz warto$¢ wyrazenia (2x — y)(2x+ y) —3(x —y}z -2x(3y+x) dla x = V3
1 y= V2.
A 11 B. —11 C. =10 D. 12

27. Wskaz liczbe réwna potowie liczby 4°,
A. 4° B. 2° €272 D. 4*

28. Wskaz liczbe rowna éﬁ- liczby 25°%,

3 c :
A. (%) B. 5° C.5 D. 25°
29. Wskaz nieréwnosc fatszywa.
| I 1
A.log,8<4 B. IogSz—?t:—Z C. loggﬁéﬁ D.logzﬁ:s—B
28 +42?
30. Wskaz liczbe rowna liczbie ———.
427 + 426
A. 16 B. 8 C. 4 D. 1

W zadaniach 31-48 ocen prawdziwosé¢ podanych zdan.

31. Liczba 123 000 000 030 102 jest
A. podzielna przez 4. B. podzielna przez 6. C. podzielna przez 9.

32. Liczba 10000 062 jest

A. pierwiastkiem kwadratowym z liczby naturalnej.
B. kwadratem liczby naturalne;.

C. szescianem liczby naturalnej.
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33. Pokéj ma a metrow szerokosci i b metréw dlugosci, drzwi maja szerokos¢ 80 cm.
Niech p oznacza dlugos¢ listwy podlogowej mierzonej w metrach. Zatem

A. p=2(a+b)-08. B.p=a+b-08. C.p=2(a+b-04).

34. W pewnej firmie % wszystkich zatrudnionych ma srednie wyksztalcenie, % po-

zostatych ma wyzsze wyksztalcenie, a 20 os6b ma wyksztalcenie podstawowe.

A. W tej firmie pracuje ponad 100 osob.,

B. W tej firmie pracuje 120 osob.

C. Na podstawie danych nie mozna podac liczby zatrudnionych w tej firmie osob.

35. O trzech roznych dodatnich liczbach naturalnych a, b i ¢ wiadomo, ze sumy
dwoch dowolnych z nich, czyli a+ b, a+c¢ i b+ ¢, sa podzielne przez 12.

A. Kazda z liczb a, b i ¢ jest podzielna przez 12.

B. Co najmniej jedna z liczb a, b i ¢ jest podzielna przez 12.

C. Suma a + b + ¢ jest podzielna przez 12.

36. Suma dwoch liczb jest réwna V6, a ich réznica wynosi V2. Réznica kwadratow
tych liczb jest

A. liczba niewymierna.

B. wielokrotnoscig liczby /3.

C. wigksza od 3.

37. Istnieje liczba niewymierna, w ktorej rozwinieciu dziesietnym po przecinku
wystepuja

A. tylko jedynki i dwojki.

B. na co trzeciej pozycji zera.

C. do setnej pozycji tylko siodemki.

38. Liczba \f3+ V5 - \[3— V5 — V2 jest

A. niewymierna. B. wymierna. C. réwna 0.
39. Liczba \27 — 10V2 + V2 jest
A. wymierna. B. wigksza od 5. C. mniejsza od 5.

40. O liczbie p = \119 +8V3+ \/19 — 84/3 wiadomo, ze
A. pjest liczba niewymierna.

B. p=8.

C. p=2vV19.



12. Powtorzenie

41. Liczba
] T -
A. a=log \ﬁlog% 7 Jest parzysta.
L} e
B, b= N7 o7 jest liczbg pierwsza.
V49
G C= hﬁl_ = jest wymierna.

42. Niech a oznacza pewna dodatnig liczbe rzeczywista.

A. Polowa kwadratu liczby a jest wieksza od kwadratu polowy liczby a.

B. Polowa odwrotnosci liczby a jest wieksza od odwrotnosci potowy liczby a.

C. Odwrotnos¢ polowy pierwiastka kwadratowego z liczby a jest wigksza od pier-
wiastka kwadratowego z polowy odwrotnoéci liczby a.

43. Zaléimy, ze log,m = p. Zatem
A K™ = B. kf = m. C "=k

44. Liczba
A. a =383 jest rowna 5.
B. b=log,7  jestréwna 5.

C.c=log = (5\@) jest rowna 5.

45. Liczba

A. a =log, 8 jest wymierna.

B. b =log, V2 jest wymierna.
C.c=log 5 (3\.@) jest wymierna.

46. Liczba p = \@2 G Zatem
+
_V6-12 _ _\3-1
A p=——. B. p=2(V6-2). C.p=—p
47. Liczba k = (\5); Zatem
5 3
A k=75, B.jc=175. C k=7

48. Liczba a = 0,(4). Zatem
A. a jest wieksze od % B. a jest liczba niewymierna. C.a+ % >,
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Zadania otwarte krotkie] odpowiedzi

49. Wylacz wspolny czynnik przed nawias.
a) 5x° — 30xy c) 48p3r - 36—;:»1*2 + 24 pr
b) 9xy” +3x°y d) 14m’n — 21mn” + 70mn

50. Uzupelnij sume algebraiczna takim skladnikiem, aby mozna bylo ja zapisac
w postaci iloczynu za pomoca wzoru na kwadrat sumy lub kwadrat roznicy.

a) 9x” — 6xy +|? c) 2x +[2+3y°

b) 2]+ 20xy + 25)° d) 2/ +2V5xy + y°

51. Przedstaw wyrazenie w postaci iloczynu za pomoca wzoru na kwadrat sumy lub
kwadrat roznicy.

a) x*+12x+36 e) 25p° — 60pq + 364"
b) 100k* — 40k + 4 f) x* - %xy + é}fz

c) a’b® + 10ab + 25 g) %az + 3ax + 4x°
d) 3t* + 2V6tu + 2u° h) :ll—a‘i - 2a’b” + 4b’

52. Przedstaw wyrazenie w postaci iloczynu.

a) x* — 400 b) 16a” — 25b° c) 1-100c%d” d) ng + -zlgz2

53. Wyznacz wszystkie elementy zbioru.

a)yA={rixeNixs7} c}Cz{x:xEZi—Zéx-im}

b)B:{x:x:(—l]’”lirieN} d}D:{x:x: inENin<9}
n+l

54. Jedna tabletka pewnego preparatu witaminowego zawiera 20 mg cynku. Wyraz
te wielkos¢ w tonach. Zapisz wynik w notacji wykladnicze;j.

55. Przyjmijmy, ze kazdy z 6 miliardéw ludzi ma na glowie 100 tysiecy wlosow
o sredniej dlugosci 5 cm. Ile kilometrow zajelyby te wlosy ulozone jeden za drugim?
Wynik podaj w notacji wykladniczej.

56. Usun niewymiernos¢ z mianownika,

1
342 — 4=
5—-24/5 b) 5 5 0,5

2) 31/5 V8-3 ) 2(V3+1) 247 -4




12. Powtorzenie

57. Oblicz V27 — 3% + 52 — 79,

58. Oblicz.

a) log,log 100 b) log ,log 54 c) logilog, 564
2

59, Oblicz x.

a) logEvr:i b) Iogzvx+2=%

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

60. Oblicz.

1 [( i)—?— m}_ =5
o s =) =—1:(=2)
a) 6:%—D,B:L+ + L b > 2

1
3 50 " 46 ) = 37-1
S — e i— ] 2 3
20 1:% S~ T 2210 [(35) -3%-1,2571 (5) }

61. Wykonaj dzialania i zapisz wyrazenie (2:.'4c—3}1 +2{x-3)2—(v%x - 3) (v@x + 3)
W prostszej postaci.

a+2+ va2—4+a+2—"~ia2—4
at+2-Va’-4 a+2+Va’-4

jego wartoé¢ dla a = V7.

62. Wyrazenie zapisz w prostszej postaci i oblicz

63. Wyrazenie (x—2y)(x+2y) - 2(x+ y)* + 2y(2x + y) zapisz w prostszej postaci
i oblicz jego wartos¢ dla x = V5 i y = /3.

64. Wiedzac, ze liczby a i b sa dodatnie, ab = 18 i a® +b*> =108, oblicz a + b.

65. Wykaz, ze réznica czterocyfrowej liczby n i liczby, ktora powstala z liczby n
w wyniku zapisania jej cyfr w odwrotnej kolejnosci, jest podzielna przez 9.

66. Iloczyn dwoch liczb naturalnych jest rowny 588, a ich najwigkszym wspolnym
dzielnikiem jest 7. Wyznacz te liczby.

67. Znajdz dwa tysigce dwudziesta cyfre po przecinku w rozwinigciu dziesietnym

liczby %

0,(45)
2,1(24)

68. Przedstaw liczbe w postaci ulamka zwyklego nieskracalnego.
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69. Ustaw w kolejnosci rosnacej liczby: a = 2,34343434..., b = 2,3(45),
c =2,3(43), d = 2,3(4), e = 2,345345345..., f =2,(34), g = 2,34(5), h = 2,(345).

o NP i NTh e 3 LN
70. Uporzadkuyj liczby rosnaco: (—) : ( ) : (—) s {=5)", (l—) .

3 15 3 2
-1 1 2
257 =+ 10 L
: 1 972781
71. Oblicz ——m———: =
(571)"-125-2 (_)
9

-1 2 2 =y =3

72. Oblicz [(i) e (3) :5-1’-] . [(31) L0373 _2] :(E) |
2 4 5 3 2

73. Udowodnij, ze liczba 672" + 6°°' + 6°"* jest podzielna przez 86.

74. Ze zbioru A = {-\E, —ﬁﬂa%, {E 3-12, 1+ {/5%}

wypisz wszystkie liczby wymierne.

" (3)°

(9-v27)°

75. Przedstaw liczbe

w postaci potegi o podstawie 3 i wykladniku
wymiernym.

76. Poréwnaj liczby I\_;T i l:,;vT.

77. Uporzadkuyj liczby rosnaco: V?E, -24/3, 23, &, V7.

78. Oblicz

. Zapisz wynik bez niewymierno$ci w mianowniku.

4 1
+
V5-3  V5+2

LS V12 - V=16 . .
79. Wykaz, ze liczba ————— jest catkowita.
4 i-v=2
_ i V16 + V48 . :
) 80. Wykaz, ze liczba ————— jest wymierna.
: T e

2

iz i\ 3
81. Oblicz (4—?2) +(4+?2)
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1. Warto powtoérzyc -
rozwigzywanie rownan
liniowych z jedng niewiadomag

 bosnici |

Roéwnanie, ktére mozna zapisac w postaci ax +b = 0, gdzie x jest niewiadoma,
a ib sa liczbami danymi, nazywamy réwnaniem liniowym z jedna niewiadoma.

Liczby a i b wystepujace w zapisie ax+b = 0 nazywamy wspolczynnikami réwnania
liniowego.

Aby rozwigzac rownanie liniowe z jedna niewiadomg (inaczej: znalez¢ liczbe, ktora

spelnia to réwnanie), mozna:

* do obu jego stron dodac te sama liczbe albo to samo wyrazenie liniowe z jedna
zmienna;

* od obu jego stron odjac te sama liczbe albo to samo wyrazenie liniowe z jedna
Zmienna;

* obie jego strony pomnozy¢ przez te sama liczbg rozna od zera;

* obie jego strony podzieli¢ przez te sama liczbe rozna od zera.

Po wykonaniu dowolnej z wymienionych czynnosci otrzymamy réwnanie rowno-

wazne, czyli majace identyczny zbidr rozwigzan z réwnaniem danym na poczatku -

przed przeksztalceniami.

Przyktad €) - zad. 1.4
Rozwigzemy podane rownania, komentujac rOwnowazne przeksztalcenia.

Rozwiazanie

) x—=4=0
x—4+4=4 «— do obu stron réwnania dodajemy 4
x=4

b) 2x+1=7
2x+1-1=7-1 «~— od obu stron réwnania odejmujemy 1
2x =6 «— obie strony rownania dzielimy przez 2

x=3



1. Warto powtérzy¢ — rozwiazywanie rownan liniowych z jedna niewiadoma

¢) —3x=15-6x

-3x+6x=15—-6x+6x +— do obu stron réwnania dodajemy 6x
=15 «— obie strony rownania dzielimy przez 3
x=5
d) 5x+2V5=3-7x «— do obu stron réwnania dodajemy V7x - 2+/5

5% +2V5 +V7x — 2V/5 = 3 - \7x +V7x - 245
5x +V7x =3-245 «—— wylaczamy x przed nawias
X (5 + \5) =3-25 «~— obie strony réwnania dzielimy przez 5 +/7
o 3725

5+V7

)

Dodawanie do obu stron réwnania tej samej liczby (wyrazenia) potocznie nazywa-
my przenoszeniem tej liczby (wyrazenia) na druga strong réwnania ze zmienionym
znakiem. Podobnie - odejmowanie od obu stron réwnania tej samej liczby (wyra-
zenia) potocznie nazywamy przenoszeniem tej liczby (wyrazenia) na druga strone
réwnania ze zmienionym znakiem.

Przyktad &) - zad. 1.6

Rozwigzemy podane rownania.

Rozwiazanie

a) Z(x - \ﬁ) +1=2x «—— wykonujemy dzialania po lewej stronie rownania
2x-2V3+1=2x «—— przenosimy wyrazy z niewiadoma na lewa,
a liczby na prawa strong znaku réwnosci
2x - 2x =23 -1 ~—— redukujemy wyrazy podobne
0=2v3-1 — sprzecznodé

Odp.: Rownanie jest sprzeczne, czyli nie ma rozwiazan.

b) 3(2-x)+4x=2-x
6-3x+4x+x=2

2x=2-6
2x = -4
x==2

Odp.: Rébwnanie ma jedno rozwiazanie: x = —2.

c) 3x+2(\5+2)=1+2v§+3(x+1)

3x+2V2+4=14+2V2+3x+3
3x—-3x=4+2V2-4-2+2
0=0 — tozsamo$é (prawda dla kazdego x)

Odp.: Rownanie jest tozsamosciowe, czyli kazda liczba jest jego rozwiazaniem: x € R.
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Przyktad ) < zad. 1.9
Rozwigzemy rownanie (2x + 1)1 —(x - 3)?‘ =2x+1)(2x-1) - X% + 3,

Rozwiazanie
Stosujemy wzory skroconego mnozenia: kwadrat sumy, kwadrat réznicy po lewej
stronie rownania; roznica kwadratéw po prawej stronie rownania.

(4x2+4x+])-—(x2-6x+9)=(4x2-1)-x2+3
4x° +4x+1 - x> +6x-9=4x" - 1-x>+3
10x = 10, stad x =1

Odp.:x =1

1.1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

Podane réwnania sg rownowazne:

3 4 4
A.Ex—g, Ex—
B.4(x+1)-12=4, 2(x-3)-3=x-6.

C. V3(x+5) =2V27x, 2V27x+ V3 = V3(x +6).

b | L

1.2. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.
Podane rownania sg rownowazne:

A. 5x+ \@:2(\@+x), V3x+2=3,

5 e
{x+1]+x 1

B. 2(x+7)—-7(x+1)=3(x+5), = : =17
X433 x=1 1. 2x%5 2x--b .3

C" 9 - 3 — 151 1 = 2 +41.

1.3. Liczba a spelnia réwnanie x + Bx‘;B + x—ﬁlﬂ =

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Liczba a spelnia rownanie x + 3(x-1) = 2(x+5) - 7.

: e = Xk d X3
B. Liczba a spelnia réwnanie e

C. Liczba a spelnia rownanie x(2x —3)+ 1 = 2(x - 3)(x + 4).

1.4. Rozwiaz rownanie.
1) 5x—-2=3 c) 7x-8=13 e) Ix+1=4x-9
b)Y 2x411 =5 d) 4x-3=2x+7 f) 2x+3(x—-4)=4x-5



1. Warto powtérzy¢ — rozwiazywanie rownan liniowych z jedna niewiadoma

1.5. Rozwiaz réwnanie.
a) 12—-(3x+5)=5x—-(2x-1)
b) 7(x+3)=3(x—-1) =5(x+3)

c) S—Z{x—1)+-;—{2x—-4}=5(x-—3}+8
d) %+ 2{3—2x]+3(l—x):5%—2x

&) 3(x _ %) - %{12 A = -;-(Zx _12)

0 () o) oe(e-

1.6. Rozwiaz rownanie.

a) 6x+2(x-7)+5=8x-11

b) x-(7-4x)=3(x-5)+8

c) 42x—-1)-7 =2(4x—6) + 1

d) 3(2x - 1) + 2(3x + 5) = 4(2x + 8) — 2(3 - 2x)
e) 3(3x+5)+5(3-5x)=4(6—-4x) + 6

) ‘5{5 — 10x) + 0,2(10 + 5%) = % = o =3)

1.7. Rozwiaz rownanie.

a) 5—x=x+3 d}z_?—x=3x+2_1
5 15 3 5

By 2=l S E e ey e) 3(“5—3"‘”)+11=4{1—x}
& 3 2 6 2

9 E8_6(x+2) f T34 2)

1.8. W réwnaniu 3(x+1)—2(x—3) = ?| zastap |2 takim wyrazeniem, aby otrzymane
rownanie

a) bylo tozsamosciowe.

b) bylo sprzeczne.

¢) mialo rozwiazanie rowne 2.

1.9. Rozwiaz réwnanie.

a) (x—1)(x+6) - (x —2)* = 2(3x + 4)

b) x(2x + 1) = 4(x - 2) + 2(x + 2)°

) (7-2x)° —(x+1)(x—-5)=3(x—-3)*+3

d) 5(x+1)*=3(x+4)>-1=2(x+5)%-6(7x +5)
e) Bx—-27-2x+1P’=0Cx+1)(2x-1)+x>-12
) 2x-3)2x+3)+5(x-1)°=Bx-2)(3x-2)
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2. Nierdbwnosci pierwszego
stopnia

Umiejetnosci:
* rozwigzywanie nierownosci pierwszego stopnia z jedng niewiadoma
* sprawdzanie, czy dana liczba jest rozwiazaniem nierownosci

Jedna z podstawowych operacji w matematyce Znak <€ oznacza ,mniejsze lub  (+)
jest poréwnywanie liczb. Na przyktad nieréwno- rowne”. Zatem nieréwnos¢ 4 < 5

£ o : jest prawdziwa, podobnie jak

§ci 2<3,-5<0,4<5, V11 >3 sg prawdziwe, 0 S

a nierownosci 1 > 1, +/1,0002 < 1 sg falszywe.

Jezeli do obu stron nieréwnosci dodamy (lub od obu stron odejmiemy) t¢ sama liczbe,
to otrzymane sumy (roznice) zachowaja uporzadkowanie na osi liczbowej.

Na przyklad: 1<5
— : -
e 1<5 1 z
1+42<5+2 «— do obu stron nieréwnosci dodajemy 2
3«7
327 — + 4 -
1 3 5 7
-2<4
. — ¥ 1 4 -
2<4 3 0 1
-2-3<4-3 «~— od obu stron nieréwnosci odejmujemy 3
-5«<1
-5¢<1 _—— i -
-5 -2 0 1 4

WINOSer

r
LT T = =N
| AR TS o o o
i | | q

* Do obu stron nierownosci mozemy dodac te sama liczbe.
* Od obu stron nieréwnosci mozemy odja¢ te sama liczbe.
Po wykonaniu tych dzialan zwrot nieréwnosci si¢ nie zmieni.

Jezeli pomnozymy dwie liczby przez 2, to otrzymane iloczyny zachowajg uporzadko-
wanie na osi liczbowej.
Na przyklad:
e —1<2
(-1)-2<2:2 «— obie strony nierdwnosci mnozymy przez 2

-2 <4



2. Nierdwnosci pierwszego stopnia

* 3<4
3-2<4-2 «— obie strony nierdwnoéci mnozymy przez 2
6<38

* -3< -]
(-3)-2<(-1)-2 «— obie strony nierdwnoséci mnozymy przez 2
—6g~4

Zwrot nierownosci nie zmieni si¢ przy mnozeniu obu jej stron przez dowolnag liczbe
dodatnia.

Kiedy mnozymy liczbe przez —1, otrzymujemy liczbe¢ do niej przeciwna. Na osi licz-
bowej ilustracja tego dzialania jest symetria srodkowa wzgledem punktu 0.

-
e
B
il
J1

=i

-6 !

Po wykonaniu takiej symetrii dwie liczby zmienia kolejnos¢ wystepowania na osi,
np.:

* 2 <5, aposymetrii =5 < -2, co moZna zapisac rowniez w postaci -2 > -5,

* -2 <5, posymetrii =5 < 2, czyli 2 > -5,

* —6 < =2, posymetrii 2 <6, czyli 6 > 2.

Te obserwacje krotko podsumujemy: kiedy mnozymy obie strony nieréwnosci
przez —1, musimy zmienic jej zwrot.

Mnozenie stron nierdwnosci przez dowolng liczbe ujemna, np. przez -7, mozemy
wykona¢ w dwdch etapach. Najpierw mnozymy przez —1, a nastepnie przez 7. Przy
pierwszej czynnosci zmienimy zwrot nierdwnosci na przeciwny, drugie mnozenie
zwrotu juz nie zmieni.

Zauwazmy jeszcze, ze dzielenie mozna zastapi¢ mnozeniem przez odwrotnosc dziel-
nika, wiec opisane wyzej wlasnosci dotycza rowniez dzielenia.

* Obie strony nierdwnosci mozemy pomnozy< (podzieli¢) przez te sama licz-
be dodatnig. Po wykonaniu takiego dzialania zwrot nieréwnosci sie nie
zmieni.

* Obie strony nieréwnosci mozemy pomnozy¢ (podzieli¢) przez te sama liczbe
ujemny. Po wykonaniu takiego dziatania zwrot nieréwnosci zmieni sie na
przeciwny.
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Zajmiemy si¢ teraz sytuacja, gdy po jednej lub po obu stronach znakéw >, <, <, 2
pojawiajg sie niewiadome.

Przykiad €9

Bartek mial banknot 20-zlotowy. Kupil kilka batonikéw po 2 zi kazdy. Kasjerka wy-
dala mu ponad 12 z} reszty.

a) Ile batonikow mogt kupic Bartek?

b) Jaki warunek spelnia niewiadoma liczba x batonikow?

Rozwigzanie
a) Jezeli Bartek otrzymal ponad 12 zl reszty, to za batoniki zaplacil mniej niz 8 zl.
Mgt zatem kupic co najwyzej 3 batoniki.

b) Warunek podany w przykladzie mozna zapisaé w postaci nierownosci:

20=x%+2>12.
J
Nauczymy si¢ teraz rozwigzywac takie nieréwnosci.
Dwa wyrazenia algebraiczne polaczone Nieréwnosci, w ktérych wystepuje  (+))

znakiem <, >, €, > nazywamy nieréwno- znak < lub >, nazywamy ostrymi.
Nierownosci, w ktorych wystepuje znak

$cia algebraiczna. Przvklady nieréwnosci
? 48 ? 2y Y < lub 2, nazywamy nieostrymi.

algebraicznych:

5% —7 < 6 2%, 4%—23:;3;;, 4z-3<5 9-2x"27

Nierownos¢ z niewiadoma x, ktoéra mozna przedstawic w jednej z postaci ax+b > 0
lub ax+b = 0, gdzie a, b € R, nazywamy nieréwnoscia liniowa z jedna niewiadoma.
Jesli dodatkowo zalozymy, ze a # 0, to nieréwnosc taka nazywamy nierownoscig
pierwszego stopnia z jedng niewiadoma.

Moéwimy, ze liczba spelnia nieréwno$é¢ (jest rozwiazaniem nieréwnoéci), jezeli po
podstawieniu tej liczby w miejsce niewiadomej otrzymamy nierownosc prawdziwa.

Na przyklad liczba 1 spelnia nieréwnos¢ 5x — 7 < 6 — 2x, bo nieréwnosc
5:1-7<6-2-1, czyli -2 < 4, jest prawdziwa, natomiast liczba 2 tej nieréwnosci
nie spelnia, bo nieréwnos¢ 5-2 -7 < 6—-2-2, czyli 3 < 2, jest falszywa.

Rozwigzanie nierownosci liniowej polega na wskazaniu zbioru wszystkich liczb,
ktore te nierownosc spelniaja. Czesto przedstawiamy ten zbior na osi liczbowe;j.



2. Nierdwnosci pierwszego stopnia

Z rozwazan przedstawionych na poczatku tematu wynika, ze aby rozwigzac nie-
rownosc¢, mozna:

* do obu jej stron dodac t¢ sama liczbe albo to samo wyrazenie liniowe z jedna
zmienng; od obu jej stron odjac te sama liczbe albo to samo wyrazenie liniowe
z jedna zmienna;

* obie jej strony pomnozyc lub podzieli¢ przez t¢ sama liczbe dodatnia, pozostawia-
jac bez zmiany zwrot nierownosci;

* obie jej strony pomnozy¢ lub podzieli¢ przez te samg liczbe ujemna, zmieniajac

rownoczesnie zwrot nierOwnosci na przeciwny.

Po wykonaniu dowolnej z wymienionych czynnosci otrzymamy nieréwnos¢ row-
nowazng, czyli majaca identyczny zbidr rozwiazan z nieréwnos$cia poczatkowa, od
ktérej rozpoczynaliSmy rozwigzywanie zadania.

Dwie nieréwnoéci nazywamy rownowaznymi, gdy maja ten sam zbior
rozwiazan.

Sposéb rozwigzywania nieréwnosci pokazemy na przykladach. Zacznijmy od naj-
prostszego zadania.

Przyktad &) < zad. 2.8

Zaznaczymy na osi liczbowej zbior rozwigzan podanej nieréwnosci.

1) s 1 :

Puste koleczko oznacza, ze liczba 1 nie spelnia nieréwnosci, czyli nie nalezy do

zbioru rozwigzan. Zbiér rozwiazan nieréwnosci tworza wszystkie liczby wieksze
od 1.

b) x “{H 4 /-Qi{-?.f.-f%j'.-jjﬁ{-'"z'."zxf._;"_ifﬁ'}?.-'/fz‘if.-f-'.{,-'.{,-‘i.'.-'. ?,'.f./.f.f./z:{-?.'-'-'fz:}.ﬁ-',’.-'-f_'j‘,r -
0 1 4 X
Zamalowane kéleczko oznacza, ze liczba 4 spelnia nier6wnoéé, czyli nalezy do
zbioru rozwiazan. Zbioér rozwiazan nieréwnoéci tworza: liczba 4 i wszystkie liczby
od niej mniejsze.

Przyktad e sad. 211 Dodawanie (odejmowanie) tej samej liczby do (@)

(od) obu stron nieréwnosci potocznie nazywamy

Rozwiazemy podang nieréwnosé (podobnie jak przy wykonywaniu takich samych
s fnv BTG 81 T RWIATAR operacji na rOwnaniach) przenoszeniem liczby

aczymy zDIOT )€) Tozwigza z przeciwnym znakiem na druga strone.

na osi liczbowe;j.
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B 110 Daziat 2. Réwnania i nierdownosci

Rozwiazanie

a) x—4<7
x—4+4<7+4 +«—— do obu stron nieréwnosci dodajemy 4
x< 11 -
X
Odp.:x <11
b) 20-x-2>12 «—— przenosimy liczbg 20 z przeciwnym znakiem na druga strong
-2x>12-20 «—— wykonujemy odejmowanie po prawej stronie
-2x > -8 +«—— dzielimy obie strony nieréwnosci przez —2, zmieniamy zwrot
x<4 B -
01 4 *
Odp.:x < 4
3= 2 . : : .
c) == +x(x+2)s(x+3)"+2 «~—— mnozymy obie strony nierownosci przez 2

x—6+2x(x+2)< 2(}:2 + 6x + 9) +4  «—— wykonujemy dzialania po obu stronach

x—6+2x1+4xé2x2+12x+18+4
5x—6+2x < 2x° + 12x + 22
Sx4+2x° —2x° —12x<22+6

-7x < 28 «— obie strony nieréwnosci dzielimy przez -7, zmieniamy zwrol

xz -4

Odp.:x 2 -4

d) 2(x+1)<2x-2
2XH2 < An=2
2x=2x<-2—-2
0<-4
Otrzymana nierdwnos¢ jest falszywa. Zadna liczba rzeczywista nie spelnia
podanej nierownosci algebraicznej.

Odp.: Nierownos¢ nie ma rozwiazan.

e) 5x—-2>5(x-1)+1
Sx—2 >5%-5+1
S5x=5x>-4+2
0>-2
Otrzymana nierownosc jest prawdziwa. Kazda liczba rzeczywista spelnia podana
nierownosc algebraiczna.

Odp.: Zbiorem rozwiazan nieréwnosci jest zbior liczb rzeczywistych.



2. Nierdwnosci pierwszego stopnia

W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

2.1. Wskaz zbior rozwigzan nieréwnosci —2x < 12.
A.x< -6 B. x<-6 C.x>-6 D.x=-6

2.2, Ktora nierownos¢ nie ma rozwiazan?
A.x+3<x+5 B. x-3<x-5 C.3x<2x D. 3x < 2x

2.3. Ktora liczba nie spelnia nieréwnoséci 5(3 —x) + 1 > 2(x — 6) + 4?7
A. -4 B. -2 C. 2 D. 4

2.4. Niech X oznacza zbior rozwiazan nierownosci 5(1 — x) + 2 < 3x — 8(x + 2).
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. X jest zbiorem liczb dodatnich. C. X=R

B. X jest zbiorem liczb ujemnych. D.X=0

2.5. Sprawdz, czy liczba 2 nalezy do zbioru rozwiazan podanej nieréwnosci.

Q) 4x-Dx+1)>2x-1%+3  b)3-(3x+2)< xT"“r’ <) 4;‘" < 3x4_2

2.6. Sprawdz, czy liczba -5 nalezy do zbioru rozwigzan podanej nieréwnosci.

a) S(xull)aﬁi-—z:r b) 6{x~l}*ll£3x+]—2- c) ?x+51<3x—2,?5
2 2 3 > A

2.7. Wskaz najwieksza liczbe catkowita spelniajaca nieréwnoéé g > ETx - i—

A. -2 B. -1 C.0 D.1

2.8. Zaznacz na osi liczbowej zbior rozwiazan nieréwnosci.

a) x> -3 d) x-4>0 g) 2x—-13>3x-15

b) x>2 e) 2x+4=26 h) 3(x+2)>2(x+1)+4
c) x<-1 f) 7x-15< -1 i) 2(x-3)<x—-4

2.9. Rozwigz nierownosc.

a) 3x-1>2 e) 2x—-3<x+5

b) 7x+ 122 -2 f) 4(x-1)>3(x-2)

€) Sx—17<3 g) 3(2x+1)+5x < 2(3x+ 2) - 11

d) 2x+]%>?,5 h) 6(1 - x) +2(x+ 1) > 10 - 5x
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B 112 Dziat 2. Rownania i nierdownosci

2.10. Rozwigz nieréwnosc.

b) 5(x-1)-423(x+1)-2(x-2) g) 3(";”-? <4-5(x-2)
Q) (x=-3)(x+2) > (x-6)(x—-7) h) 1+x—5x4-2;?-22x

) e ST ) mnpe B y p B0
e) 3x&2—1{§(2x—3)+x i) R O e

2.11. Rozwigz nierownosc i przedstaw zbiér rozwigzan na osi liczbowe;j.
a) (x=3)(x+2)=2(x—-6)(x-7)

b) (x-3)"-2(x-1D(x+1) <4-(1-x)°
€) 9x—-1(x+1)+6< (Bx+2)"-5x

d) 2x-1)>=(x+1)*>3x(x-5)+18

e) (x+1)1<:[x— l)1

f) (x+ 1}3—5{::—2) 3(x+ \a’rﬁ)(x— \f‘ﬁ)
g) 2x-1-1+5(V3-2)(V3+2) <4x’
h) 3-(2x-5)(5+2x) <1 -(2x-3)

2.12. Rozwiaz nierownosc.

(x —3)(x+3) [x—4}2 1 2
a) - - <2k
b) (x=2)%+1> x—;-E—(l—x](l+x]

&) 1—Be—2Fs X=0

- 9x+1)(x-1)
d) (x+2? - EL > (x - V2) (x4 V2) -

2
3

(3x—2)(3x + 2) > 3-3(x-1)% Sprawdz, ktore

2.13. Rozwiaz nierownos¢ 2x —

“ ]. 3 - . . # . = I Foon
z liczb: 15, 25, -8 naleza do zbioru rozwiazan tej nierownosci.

2.14. Rozwiaz nierownos¢ (x - \E) (x + \ﬁ) +3(x-1)°"-5<-x- %(8 - Sx'?)

i podaj najwieksza liczbe calkowita, ktéra tej nierownosci nie spelnia.

2
2.15. Rozwiaz nierownos¢ —3(x - ¢ ol (—Sx + 3%) > 6(x + 1) + 0,25

i podaj najwigksza liczbe calkowita, ktora te nierownos¢ spelnia.



2. Nierownosci pierwszego stopnia

2.16. Wykaz, ze kazda liczba mniejsza od -2 spelnia nieréwno$¢

(3x-8][x-4)-(5_2?2_” }2(x+5)1—(x-v§)(x+ n@)

2.17. Wyznacz wszystkie liczby naturalne spelniajace podana nieréwnosc.

¥R o E Ly
3 2

2.18. lle czekoladek znajduje sie w pudelku, jezeli w pieciu takich pudetkach jest
mniej niz 111 czekoladek, a w siedmiu jest ich wigcej niz 1517

2.19. Samochodem dostawczym mozna przewozic 1200 kg towaru. Po zaladowaniu
cukru okazalo sig, ze samochaod zostal wypelniony w 55% tadownosci. Ile co najwyzej
10,5-kilogramowych workow z maka mozna wstawic, aby nie przekroczy¢ dopusz-
czalnej tadownosci?

+ 2.20. Suma dwoéch kolejnych liczb naturalnych nieparzystych nie przekracza 16.
Wyznacz wszystkie pary takich liczb.

¢+ 2.21. Roznica migdzy kwadratem liczby naturalnej parzystej i kwadratem nastepnej
liczby naturalnej parzystej jest wieksza od liczby —36. Wyznacz wszystkie pary takich
liczb.

¢ 2,22, Wykaz, ze kazda liczba ujemna spetnia nieréwnoé¢ (3"' +2)x < x.

Dana jest nierownos¢ 0- (x + 3) < 5. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

. Dla x = =2 nierownosc jest prawdziwa.
Dla x = 11 nieréwnosc jest falszywa.
Nierownosc jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej.

Rozwiaz nierownos¢ 2(3x + 5) — 3(11 = 5x) = 4(-7 + 4x).

SIS e

Rozwiaz nierownos¢ (4x — 3)(3x + 5) + 3x < (2x + 4)(6x - 5).

4. Rozwigz nieréwno$¢ x— 2 3};[2:: 32) > % —2(x-3)%. Podaj najmniejsz liczbe

naturalna, ktora tej nieréwnosci nie spelnia.

4x -1

5. Rozwiaz nierownosc # - (x + \5) (x - \5) +1<(x+ 2)2 - . Podaj

wszystkie liczby catkowite ujemne spelniajace te nierownosc.
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3. Przedziaty liczbowe

Umiejetnosci:

* rozwigzywanie uktadow nierownosci

* postugiwanie sig pojeciem przedziaiu liczbowego
* zaznaczanie przedzialow na osi liczbowej

Zadanie polegajace na szukaniu wspolnych rozwiazan kilku nierownosci nazywamy
rozwigzywaniem ukladu tych nieréwnosci. Mowimy, ze liczba spelnia uklad nie-
rownosci, jezeli nalezy do zbioru rozwiazan kazdej nieréwnosci danego ukladu.
Rozwigzanie ukladu nieréwnosci polega na wskazaniu zbioru wszystkich liczb, ktére
ten uklad spelniaja. Czesto przedstawiamy ten zbior na osi liczbowej.

Sposob rozwiazywania uktadu nierownosci pokazemy na przykladach.
Zacznijmy od najprostszego zadania.

Przyktad €) < zad. 3.4

Przedstawimy na osi liczbowej zbiér wszystkich liczb spelniajacych nastepujacy
uklad nierownosci:

x<4 ) ) ) ) )

S 1 «— klamra oznacza, 7e obie nieréwnosci musza by¢ spelnione réwnoczesnie

X = -
Rozwiazanie
Wygodnie jest zaczg¢ od zaznaczenia zbioréw rozwigzan poszczegolnych nieréwno-
§ci na osi liczbowe;.
T

T
L
[

-1 0 4 x
Obok przedstawiona jest ilustracja zbioru rozwia-
zan danego ukladu nieréwnosci na osi liczbowej.

Przykiad &) < zad. 35

x> 3
Rozwiazemy uklfad nieréwnosci { x > 2.
x <35

Rozwiazanie
Zaznaczamy zbiory rozwiazan poszczegolnych nierownosci na osi liczbowe;.

TITTTTI I'| |I| [ | I | N |_."""' BT e et e pe e e ot e poseo ot
il I||| !l.: I EEARRF AR A DR T ey

||I||I|ll ARkl AR AR '“h':.."" R R -
0 2 3 5 o

Z rysunku odczytujemy, ze kazda z trzech nieréwnosci spelniaja liczby wigksze od 3
i jednoczesnie mniejsze od 5. Zatem x >3 i x <5,




3. Przedzialy liczbowe

Obok przedstawiona jest ilustracja ] T,

O -
. . . 1 - x
zbioru rozwigzan na osi liczbowe;. 3 ?
+ F L4 * x } 3 * - 4 s F e L - ¥ F -
Uktad nieréwnosci 5 MoZemy zapisac w postaci podwojnej nieréwnosci:
24
FLX LS
W ostatnim zapisie obowigzuje zasada, ze zwroty obu nieréwnosci sa zgodne.
J

Przypomnijmy, ze zbior B jest podzbiorem zbioru A (B € A), jezeli kazdy element

zbioru B jest takze elementem zbioru A.

Przykiad €)

Poznaliscie nastgpujace podzbiory zbioru liczb rzeczywistych R:
N - zbidr liczb naturalnych,
Z - zbidr liczb catkowitych, Q
Q - zbiér liczb wymiernych.

Zdanie N ¢ Z  Q ilustruje prosta obserwacje, ze kazda liczba naturalna jest liczba

calkowita, a kazda liczba catkowita jest liczba wymierna.
A

Pewne podzbiory zbioru liczb rzeczywistych nazywamy przedzialami liczbowymi.

W ponizszych definicjach zakladamy, ze a i b oznaczaja liczby rzeczywiste oraz a < b.

 bosnic |

Przedzialem otwartym (a; b) nazywamy zbidr liczb rzeczywistych x spelniaja-
cych podwdjna nieréwnos¢ a < x < b.

 posci |

Przedzialem domknietym (a; b) nazywamy zbior liczb rzeczywistych x spel-
niajgcych podwojng nieréwnosé a < x < b.

e ot
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N 116 Daziat 2. Rownania i nierdownosci

Definicja

Przedzialem lewostronnie domknietym (a; b) nazywamy zbiér liczb rzeczy-
wistych x spelniajacych podwojng nierownosc a < x < b.

Definicja

Przedzialem prawostronnie domknietym (a; b) nazywamy zbior liczb rzeczy-
wistych x spelniajacych podwéjng nieréwnosc¢ a < x < b.
— R ey ; i
a b0 | S

N, -

Do zapisania zbioru rozwiazan pojedynczej nierownosci wprowadzamy nastepujace
oznaczenia przedzialow:

* x> (ﬂ‘ GCI} B
¥
X
e y<qa (—00; ﬂ} T e |
a X
* x =4 (ﬂ‘ 00) e ]
] a P
e v< g (—00' a} ]
= ¥ p P
Zapis (a; oo) czytamy: ,przedzial otwarty od a do Symbol oo nie oznacza (1))
nieskorniczonoéci”. Podobnie zapis (—o0; a) czytamy zadnej liczby.

»przedzial otwarty od minus nieskornczonosci do a”.

Przyktad €) « zad. 36

Zaznaczymy na osi liczbowej przedzial

a) (-1; 4). b) (=05 3). 9 (62v2). 9 (-5 )
Rozwiazanie

v EE 1 8 W "

e 0 34 SE— _




3. Przedzialy liczbowe

JI. i A ..L
2 {622 ey o
d) (—l; 00) L L i
2 -1 0 1 o

Przyktad &) < zad. 37

Zapiszemy zbior rozwigzan ukladu nieréwnosci w postaci przedzialu liczbowego
(jezeli to mozliwe).
o & o |
e L LLiL
a) yx=2-2 S SR

Odp.: x € (-1; 3)

>3

b) { x=2
x =z -1

Odp.: x € (3; o0)

9 {-’“’"2 T, . .
xz21 -2 0 1 x

Odp.: Ten uklad nieréwnosci nie ma rozwigzania.

Przyktad @) < zad. 3.13

Zaznaczymy na osi liczbowej zbior rozwigzan podwdjnej nieréwnosci
Xx—2€3x+452x+8
i zapiszemy go w postaci przedziatu.

Rozwiazanie

{x—2£3x+4

«—— nierdwnos¢ podwdjng zapisujemy w postaci ukladu
Ix+4<2x+8 g : REREERE

x—3x<4+2 . _ . _
{ 3 D B «—— rozwiazujemy kazda z nierownosci
-2x <6
{x£4
L o
P =
{x$4

Odp.: x € (-3; 4)
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W kazdym z zadan 3.1-3.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

3.1. Wskaz przedzial, ktory jest zbiorem rozwiazan ukladu nieréwnosci.

{x <3

x>0

A. (0; 3) B. (0; 3) C. {0; 3) D. (0; 3)
3.2. lIle liczb calkowitych nalezy do przedzialu (-2; 3)?

A. 4 C.6

B. 5 D. nieskonczenie wiele

3.3. Wskaz uklad nierownosci, ktorego zbiorem rozwiazan jest przedziat (-5; 2).

Z -5 S =X €5 s
T B. { EF g4 * p.{ ¥
-x 2 -2 —% 5 =2 —-x 2 -2 =X 2 =2
3.4. Zaznacz na osi liczbowej zbior rozwiazan ukladu nieréwnosci.
i {x;Z 0 [x<1
x<5 | x> -2
' 3
> -3 T
b) {x ) d) {7%%72
xz x>-1-42

3.5. Rozwiaz uklad nieréwnoéci.

x>-2 x<4
a) 1 x=-3 b) 4 x=0
x <1 x> =2

3.6. Zaznacz na osi liczbowej podane przedzialy.
(2; 5}1 {_6; 1}: {-2; 4}1 {-3; 2}':- ('4; 2}: (-3; _1}:» <_5; 1}:
(=005 2), (=15 00), (—00; 3), (2; o0)

3.7. Podaj zbiér rozwigzan ukladu nieréwnoséci w postaci przedziatu (jezeli to moz-
liwe).
a}{Zx—S{—S c){Sx—532x+]

3x—-2<7 x+122x-3

b){Zx—6{x+4 d}{6x+2>{]
x—-2210-3x 4x-8<0



3. Przedzialy liczbowe

3.8. Wyznacz wszystkie liczby naturalne spelniajace uklad nierownosci.

a}{2x+5>1 b) 7x-2<6
3x-2<13 5x+2=2-3

3.9. Wyznacz wszystkie liczby catkowite spelniajace uktad nieréwnosci.

) 3x-8<0 b]{Zx—5<0
2x+6=20 3x+1>0

3.10. Zaznacz na osi liczbowej zbior rozwiagzan ukladu nieréwnosci i zapisz ten
zbior w postaci przedzialu (jezeli to mozliwe).
[(2(7-x)+123-4(x-2)

4) 160 +2) — 5% < 3%+ 10

(9 +1)=7(x+1)>3(x+2)+1

By 1 -l-{x—2}+5;34—1lx
| 2 2

- 3I—x
> -1
3 5

Gxr=17%<1% 3(x-2)2+6(x2+ 3)

c) 1

P G-xP2+3x-112<@2x+1)(2x-1)-3
} 2x -3 -(d-x2 <5+ (x+1)

3.11. Znajdz najwigksza liczbe x spelniajaca podany uklad warunkow.

a) 2x3+l - 312— Lo 1ix jest liczba calkowita.
b) ?x;—l - 4:_5 > 1 i x jest liczba naturalna.

3.12. Znajdz najmniejszg liczbe x spelniajaca podany uklad warunkow.
a) 2(3x—1)-7 >4x+5 i xjest liczbg nieparzysta.

b) %{x -4)-(3-1,5x) <6 i xjest liczba naturalna.

3.13. Zaznacz na osi liczbowej zbidr rozwiagzan podwdjnej nieréwnosci i zapisz go
w postaci przedziatu.

a) 2<x+3<6 d)3<x+1<9

b) -1<2x+3<3 e) -3<2-x<5

) x+3<2x+1<x+7 f) x-2<3x+4<2x+8
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B 120 Dziat 2. Rownania i nierdownosci

3.14. Zbadaj, czy zachodzi ktory$ ze zwiazkéw: A ¢ B, BC A, A = B.

a) A={a, b, c} B=1{b,c, d}

b) A={x, y, z} B=0

) A={x: xeN i x>0} B={y: yeRi y>0}
d) A={xxecRix>2} B = (3; o0)

e) A= (-5 25) B:(mv">

) 4-(1 ) b (or )

Dany jest przedzial (-5; 3). Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
. Przedzial ten jest zbiorem rozwigzan ukladu nieréwnosci { x 53 o

i
Do tego przedziatu nalezy 8 liczb catkowitych.

Przedzial ten jest zbiorem rozwiazan nieréwnosci -3 < —x < 5.

DR e

Podaj zbiér rozwiazan ukladu nieréwnosci w postaci przedziatu.
1 1
3 2
{ 172 +20>527x
3. Wyznacz wszystkie liczby catkowite spelniajace uklad nierownosci.
Sx+32>0
7-2x20
11-4x >0

4. Zaznacz na osi liczbowej zbior rozwiazan uktadu nieréwnosci:
2x =Sl i5=—3x
< -1
3 ; 2
(2x—3)" 2 10— (5-2x) (5 + 2x)

i zapisz ten zbior w postaci przedziatu.

G 5. Wykaz, ze nie istnieje rozwiazanie podwdjnej nierdwnosci:
n—-7<3n+4<3-n
gdzie n oznacza liczbe naturalna.



4. Dziatania na zbiorach

Umiejetnosci:
* wykonywanie dziatar\ na zbiorach (suma, czes¢ wspadlna, roznica zbiorow)
» stosowanie symboli dziatari na zbiorach

Zdefiniujemy trzy dzialania na zbiorach. Omawiane przyklady dotycza zbiorow licz-
bowych, ale wprowadzane definicje stosuje sie nie tylko w matematyce.

Czesc wspolna (iloczyn) zbiorow
Przykiad €5

-2<x<5

Jap , zaznaczajac odpowiednie przedzialy

Rozwigzemy uklad nierdwnosci {
na osi liczbowej.

Rozwigzanie
Zbiorem rozwiazan pierwszej nieréwnosci jest przedziat liczbowy (=2; 5), a drugiej -
przedziatl (3; oo).

- L] L]

-2 0 1 3 5 *

Do zbioru rozwigzan ukladu nalezg wszystkie liczby spelniajace pierwszg i drugg nie-
rownosc jednoczesnie, a wigc takie, ktore sg elementami obydwu przedzialow. Two-
rza one przedzial liczbowy (3; 5).

Odp.: x € (3; 5)

Czescig wspolng lub iloczynem zbioréw A i B nazywamy zbiér utworzony ze
wszystkich elementow, ktére naleza jednoczesnie do zbioru A i do zbioru B.
Cze$¢ wspolna zbiorow A i B oznaczamy A N B.

Przyktad @) < zad. 4.5

Wyznaczymy czes¢ wspolng podanych zbioréw A i B.

a) A jest zbiorem liczb catkowitych podzielnych przez 3, B jest zbiorem liczb catko-
witych podzielnych przez 2.
Czes¢ wspolna ANB jest zbiorem liczb calkowitych podzielnych przez 3 i przez 2,
czyli zbiorem liczb catkowitych podzielnych przez 6.
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b) A=(-00;2), B=(-1;5)
Obydwa zbiory zaznaczamy na osi liczbowe;j.

i

Q

s A SR R
. } : &

=] 0 1

Do zbioru A N B naleza liczby x spelniajace nierownoéé —1 < x < 2, czyli
(=005 2) N (=15 5) = (-1; 2).

c) A=(-3:1),B=(-1; 3)

el

e N L
': R i 1_\\#/,.‘*.',.-,;‘.‘;?.-?:-ﬁf.-z‘.-‘:!-'#.«:-:ﬁ- e e
+ .

—3W. 10 1 3 x
(=3; 1)N{-1; 3) = (-1; 1)

Y

Jedyna liczba nalezaca do przedzialu A i do przedziatu B jest 2.
Zbiér AN B jest jednoelementowy: (—oo; 2) N (2; 5) = {2}.

e) A=(=2; 1), B= (2; o)

_L::-\::::-::';:: " -E_- “1:“:.::::‘-_-:1 A -

-2 0 1 2 *

Nie ma liczby, ktéra nalezalaby jednoczesnie do przedzialu A i do przedzialu B.
Zatem czescia wspolna tych zbiorow jest zbior pusty.
(-2 1)N{2; 00) =0

Jezeli AN B =0, to mowimy, ze zbiory A oraz B sa rozlaczne.

fy A=(-00;7), B=N

i :--c-:?‘-“: ..--;-w.:-__‘ i_ i :-'_-?'..-“i__.: - ' B _.__g__:'.'-:‘._é':'i"::':;:.'"“':- ™ i N _‘. \-‘-._\ ‘:-:- : 'r =t
-2 -1 0 1

bl
Ll
(19
un
-8 =
=]
oo
o
*

W nawiasach klamrowych wypisujemy wszystkie elementy wyznaczonego zbioru.
(—o0; 7)NN =10, 1, 2, 3, 4, 5, 6}

g) A= (-o0;3), B=(0; 1)

rrrrrrrrr

o
o
(o =
!

ANB=(0;1)=B

Jezeli AN B = B, to zbior B jest podzbiorem zbioru A.
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Suma zbiorow

Przyktad €)

Wyznaczymy zbior X liczb naturalnych mniejszych od 20 podzielnych przez 3 lub
przez 4.

Rozwiazanie

Jezeli A = {0, 3,6, 9, 12, 15, 18} jest zbiorem liczb naturalnych mniejszych od 20
podzielnych przez 3,a B = {0, 4, 8, 12, 16} - odpowiednio zbiorem liczb podziel-
nych przez 4, to szukany zbiér X = {0, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 15, 16, 18} nazwiemy suma
zbioréw A oraz B,

Suma zbioréw A i B nazywamy zbior utworzony ze wszystkich elementow, kto-
re naleza przynajmniej do jednego z nich, czyli do zbioru A lub do zbioru B.
Sumeg zbiorow A i B oznaczamy A U B.

Przyktad @) < zad. 4.8

Wyznaczymy sume zbioréw A i B.

a) A=1{0,2 4,6, 8,10, 12, 14, 16, 18}, czyli A jest zbiorem liczb naturalnych pa-
rzystych i mniejszych od 20;
B = {0, 5, 10, 15}, czyli B jest zbiorem liczb naturalnych podzielnych przez 5
i mniejszych od 20.
AUB=1{0,2,4,5,6, 8, 10, 12, 14, 15, 16, 18}

b) A = (=00; 3), B= (-2 5)

s

P i -
=2 5 X
AUB = (—o0; 5)
c) A=(-00;7), B=(3; 00)
_“\\\.L,\\\H;L BRI i Y
0 1 3 7 *
AUB=R
d) A=(-3;1), B=(2; 5)
-3 0 1 2 5 *

AUB=(-3; 1) U(2; 5)
W tym wypadku suma A U B nie jest przedzialem liczbowym, poniewaz zbiory
A oraz B sa rozlaczne,
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Przykitad &) « zad. 4.9
Zaznaczymy na osi zbior liczb spelniajacych nastepujacy warunek: x <2 lub x > 3.

Rozwiazanie
B “‘R‘u‘u\\\\\\\%\f\\ S *ﬁmx\\ﬁ R T e T v a.
'D 1 3 x

Szukanym zbiorem jest suma przedzmiéw (—o0; 2) U(3; o).

Roznica zbiorow
Przykiad )

Zaznaczymy na osi liczbowej zbior rozwigzan podanego ukladu dwoch nieréwnosci.

{x > -1 R T TR TN
X#3 10 1 3 x

Warunki x € (-1; c0) i x # 3 mozemy zapisa¢ w postaci x € (—1; 3) U (3; o0).
Inaczej mowiac, ze zbioru (-1; oo) zostala wykluczona jedna liczba.

Réznicg zbioréw A i B nazywamy zbiér utworzony ze wszystkich elementow,
ktore naleza do zbioru A i nie naleza do zbioru B.
Roéznice zbioréw A i B oznaczamy A — B.

-

L

Zbidr okreslony w przykladzie 6 mozemy zapisac rowniez w postaci (—1; oo) — {3}.

Przykitad @) < zad. 4.13

Wyznaczymy réznice zbiorow A — B oraz B - A.

a) A={1,2,3,4,5 6}, B=1{2 4,6, 8, 10}
A-B={l, 3, 5} B- A = {8, 10}
A—B liczba 2 zostaje w zbiorze A—B,

b) A = (—o0; 3), = e poniewaZ nie nalezy do zbioru B
B = (2; o0) : N -
A-B=s0 ) I S 3 )

: iczba 3 nie zostaje w zbiorze B— A,
B-A=(3; ) poniewaz nalezy do zbioru A e

c) A=(0; 00), B=(2; 3) A—B _

A = B = (0; 2} U (3; DG) 5«//////1:;;.,5'_.{mlav}wﬁ,-b'r_.r'.-'z-'.r.{f.f..6;4'////////.,{.-,5.:.f-'z-:aj/{/_j/,w/z:- -

B-A=10 0 1 2 3 x
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d) A=(0; 5), B=(3;7) A—B

A-B=(0; 3) o .
B-A=(57) 0 1 3 5 7 x
B—-A
e) A= (-1; o), B=(~00;3) : A—B
A-B=(3; o0) P 2 7 MM
B— A =(-o0; —1) -1 0 1 3 x
B— A

Przyktad e ¢ zad. 4.15

D oznacza zbidr liczb, ktére mozemy podstawiac do wyrazenia w miejsce litery x, aby
obliczy¢ wartos¢ tego wyrazenia dla danej liczby.

Dla kazdego z podanych wyrazen wyznaczymy zbior D, korzystajac z zalozen okre-
$lajacych wykonalnoé¢ dziatan.

Wyrazenie Zatozenie Zbior D

: x+1 niepotrzebne R

2 x#0 R - {0}
: X

VX x20 (0; o)

3

e 2-x#0 R - {2}
x+1

=l x+5%0 R - {-5}
VEJ“X—: x20ix-2%#0 (0; o0) — {2}
L L x x+1#0ix-3#£0| R-{-1,3}
x+1 x-3 ’

A

2o +§x+? niepotrzebne R

W kazdym z zadan 4.1-4.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

4.1. Wskaz réznice zbioréw (-2; 6) — (3; 8).

A. (-2 3) B. (-2 3) C. (3; 6) D. 0
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4.2. Wskaz iloczyn zbioréw (2; 6) N (3; 8).
A. (2; 3) B. (2; 3) G {3::6) D. 0

4.3. Wskaz sume zbiorow (2; 6) U (-3; 8).
A. (6; 8) B. (-2;3) C. {~3; 6} D. (-3; 8)

4.4. Niech A i B beda niepustymi zbiorami. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A.AUD=A

B. And=A

C. Zbior A jest podzbiorem zbioru B. Zatem AN B = A.

4.5. Zaznacz na osi liczbowej zbiory A i B, a nastepnie wyznacz zbiér A N B.

a) A=(-52), B=(-1;4) d) A= (-0c0;5), B=(2; 00)
b) A =(-oc0; 3), B=(0; 5) e} A= (-5 -2), B=(l1; 3)
c) A=(-5;3), B=(3;6) f) A=(-o00;8), B=(8;10)

4.6. Wymien wszystkie elementy zbioru.
a) ZN (-1 ) b) Zn (0; 3v2) ¢) NN (-o0; V9-1)

4.7. Wyznacz elementy zbioréw: A, Boraz AN B.

a) A:{xeNixém}, B={xix=5mix<181neN}

b) A jest zbiorem dwucyfrowych wielokrotnosci liczby 13, B jest zbiorem natural-
nych dzielnikéw liczby 52.

c) A={xeNid<x<8, B={xeZi-3<x<12}

d) A jest zbiorem liczb pierwszych mniejszych od 20, B={x e N i 3x -1 < 14}.

4.8. Wyznacz sume zbiorow A U B.

a) A={-3,-2,-1,0,1,2,3} i B={-V2,-1, 1, V2}
b) A:{n, ) 1,1} i B={l, 28,2, 1}
23" 4" 5 23 4 5
c) A jest zbiorem liczb naturalnych mniejszych od 5, B jest zbiorem nieparzystych
liczb naturalnych, spelniajacych nieréwno$¢ 3x — 1 < 20.

d) A jest zbiorem wielokrotnosci liczby 5, B jest zbiorem wielokrotnosci liczby 10.

4.9. Zaznacz na osi liczbowej zbiory A i B, a nastepnie wyznacz zbiér A U B.
a) A=(-00;3), B=(35) d) A=(-3; ), B=(0; o0)

b) A=(-32), B=(24) e) A=(2;7), B=(-3;2)

) A=(-00; 1), B=(-3; ) ) A=(-2;2), B=(-5,5)
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4.10. Danesg zbiory A= {1, 3,5, 9, 11}, B=1{2,5,7, 9, 11},
C = {3,7,9, 11, 13}. Zapisz podany zbidr, uzywajac nazw zbioréw A, B, C oraz

symboli U, N.
a) {5, 9, 11} c) {1,2,3,5,7,9, 11, 13} e) {3, 9, 11}
b) {9, 11} d) {7, 9, 11} f) {1,3,5,7,9 11, 13}

4.11. Zaznacz na osi liczbowej zbiodr liczb spelniajacych podane warunki i zapisz go
w postaci sumy przedzialow.

a) 3x-1<2lubx+3>4 ¢} —1<x<3 lubx>5

b) x+5<3Iub x>4-x d) -3<x<2lub5<x<7

4.12. Podaj elementy zbioru A i zbioru B, a nastepnie wyznacz zbiér A U B.

a) A={xeNi2x-5<0}, B={xeR i 7x -2 =26}

b) A={x: x=2n i neN i x <10}, Bto zbior liczb pierwszych mniejszych od 11
c) A={xeZi-3<x<1},B={xeNi-7<x<2}

d}A:{xEN i ﬁ}, B={xEN i xs;hﬁ}

4.13. Wyznacz roznice zbiorow A-B i B— A.

a) A={-3,-2,-1,0,1,2 3} B={-v2,-1,1, V2|

b) A={-2,0, 2}, B={-1, 1, 3}

) A={V1, V2, V3, Va}, B={1, 2}

d) A=1{2,3,568,9, B={1,24,5,7, 8}

e) A jest zbiorem dzielnikow catkowitych liczby 18, B = {x €Zix = 81}

fy A={0,3,6,9}, B={xeZi-1<x<3}

* 4,14, Jakie warunki powinny spelniac zbiory A i B, aby réwnos¢ byla prawdziwa?
a) AUB=A c) AUB=ANB e) A-B=A

b) AnNB=A d) A-B=0 ff A-B=AUB

4.15. Niech D oznacza zbior liczb, ktére mozemy podstawia¢ do wyrazenia w miej-

sce litery x. Podaj zalozenia okreslajgce wykonalnos¢ dzialan w wyrazeniu. Wyznacz
zbior D, korzystajac z podanych zalozen.

3 5 7 X+5 x+2
- - k
a} x ﬂ x+1 x+2 } 2 x 5
1 | 2 3 1
b) x—=5 g} ;_x——2+x+3 l} =2
c) il h) Vx-3+33 m)x+l+ ol
x=7 x-3 x=5
d) Vvx -4 i) 1—x+L n) vx + 2+ 1
x =4 3-x
x—3 0 1 — i
e) - j) x+x—l+x—2 o) Vix-3) e

Rozwiazanie zadania mozesz zapisa¢ w postaci tabeli (zob. przyklad 8 s. 125),
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5. Wartos¢ bezwzgledna liczby

Umiejetnosci:
* stosowanie algebraicznej | geometrycznej interpretacii wartosci bezwzglednej

Wartoscia bezwzgledna liczby nazywamy odleglos¢ odpowiadajacego jej
punktu na osi liczbowej od punktu o wspolrzednej 0 mierzona w odcinkach
jednostkowych. Wartos¢ bezwzgledna liczby a oznaczamy |al.

L% -

Przykiad €5

Kazdemu punktowi osi liczbowej odpowiada dokladnie jedna wspolrzedna, a kazdej
liczbie odpowiada dokladnie jeden punkt na osi. Znajdziemy odlegltos¢ kilku z nich

od punktu O.
A B C O D E F
e — > —_— -
-7 -5 -1 0 1 3 6 7 x
|AO| =7 |[BO| =5 |CO| =1 |DO| =3 |[EO| =6 |FO| =7
Zatem zgodnie z definicja:
|-7| =7 |-5] =35 I-1| =1 31=3 6] =6 17| =7
2
Jezeli liczba a jest nieujemna, to jest rGwna Czesto spotykany jest nastepujacy (1))
swojej wartoéci bezwzglednej. zapis definicji wartosci bezwzglednej
liczby:
Jezeli a jest liczba ujemna, to jej warto$¢ bez- il {a dla az0
wzgledna jest liczba do niej przeciwna. ~a dla a<0
W tym wypadku klamerka nie
al=a dla a =2 oznacza ukladu, czyli spelnienia
lal=a dla a>0 yli sp
lal = —a dla a <0 obydwu warunkow réwnoczesnie.
Przyktad &)
3 3
-5,3]=5,3 b) 10| =0 |—‘=—
D) |53 ) [o] 9 [5=2
J
Whprost z definicji wynikaja nastepujace wlasnosci wartosci bezwzglednej:
a |al
* la| =|-a =|l== (b#0
jal = |-al 2= 5 %0

* la-bl=|al-|b| * [a|>0 dlaa€eR
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Przykiad €

Przeksztalcimy podane wyrazenie, korzystajac z wlasnosci wartosci bezwzgledne;j.
a) |6]=1]-6/=6 «— la| = |-al

b) [2x| = [2] - |x| = 2|x] — la-bl = |al - |b]

c) ]xz{x+1}|=[x2‘-|x+1|=x2|x+1| —x*20dlaxeR
o= -5

Przyktad €) < zad. 55

Zapiszemy podana liczbg bez uzywania znaku wartosci bezwzglednej.

a) ‘.E—llzv'ri—l — V2> 1, wigc V2-1>0

b) V’E—?l=|?"—ﬁ|=?—ﬁ — 7> 35 Z whasnoéci la| = |-a| (1)
) [-5- V3 =[5+ V3| =5+ V3 b bl
== B

e) 4—v’ﬁ|+‘4—m‘: — Vi5<4iVI7>4

=4-VI5+(-4+V17) = VI7- V15
Przyktad € < zad.5.10

Zapiszemy podane wyrazenie bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej, znajac wa-
runek, jaki spelnia x.
a) |x—4| dla x € (—00; 4)

Jezeli x <4, to x—4 <0, zatem |[x—4|=—-(x-4) = -x+ 4.

b) 1+x|+|x-7| dla x € (-1; 7)
Jezeli x > -1, to 1+ x>0, wiec |1+ x|=1+x.
Jezeli x <7, to x -7 <0, wiec |[x-7|==-(x-7)=-x+7.

Zatem |l + x|+ |x-7|=1+x-x+7=8. )

Pojecie wartosci bezwzglednej mozna wykorzysta¢ przy obliczaniu pierwiastkow
kwadratowych. Przypomnijmy, ze pierwiastkiem kwadratowym z nieujemnej licz-
by @ nazywamy taka nieujemna liczbe b, ktora podniesiona do kwadratu jest rownaa.

Zauwazmy, Ze V32 = V9 =3 oraz V(-3)? =19 =3,

Va2 = |a| dla a € R
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2 £
Zatem: ‘l.’(l - \l"ri) = |l - VEI =-1+vV2=42-1 Wlasno$¢ te majg wszyst-  (((+))

kie pierwiastki parzystego
VAd-n)l=|4-n|=4-n stopnia, czyli

\,(-VE-E@)‘!:l_@_zﬁI: V3 +2v2 Va2 = |a|

dla wszystkich dodatnich
Przyktad ) « zad.5.12

liczb naturalnychn i a € R.

Zapiszemy podane wyrazenie bez uzycia symbolu pierwiastka.
a) V(x-3)*=|x-3
b) V{x+5)% =|x+5|

¢) Vo9-6x+x2=+V03-x)2=]3-x| —(a-b)l=a’-2ab+ ¥

d) Vax2 +4x+1=v02x+1)2 = 2x + 1| —(a+b)’ =a® +2ab+ B

Zauwazmy, ze w podanych przykladach musimy zostawi¢ na koncu znak wartosci
bezwzglednej, poniewaz pierwiastek kwadratowy nie moze mie¢ wartosci ujemnej,
a zmienna x moze przyjmowac rézne wartosci.

Przyktad € < zad. 5.3

Wiadomo, ze w zadaniu jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Mamy wskazac liczbe
réwna liczbie /8 — 2+/7.

A.2-7 B. V7 -2 C.1-+7 D. V7 -1

Rozwigzanie
Liczby podane w punktach A, B, C, D nie maja zewnetrznego pierwiastka. Mozemy
sie zatem spodziewad, ze 8 — 2V/7 jest kwadratem jednej z tych liczb.

[ sposéb
Podnosimy do kwadratu liczby podane w odpowiedziach i sprawdzamy, czy moga

by¢ rozwiazaniem zadania.
A. (2-V7)' =4-4V7+7#8-2V7

B. Nie musimy sprawdzac, bo rézni si¢ od punktu A tylko znakiem, czyli kwadraty
tych liczb sa rowne.

C.(1-V7) =1-2V7+7=8-2+7, ale
D. (V7-1) =8-2V7

Poniewaz 1 — V7 < 0, wiec poprawna odpowiedzia jest D.
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I1 sposéb
Przedstawiamy liczbe 8 — 2v/7 jako kwadrat pewnej liczby.

V8-2v7 = \7-2v7+ 1= (V7 =247+ 12 = \[(V7-1) = |7 - ||
V7 -1 > 0, zatem |\ﬁ—1|= V7 =1
QOdp.: D

W kazdym z zadan 5.1-5.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie,

5.1. Wskaz liczbe réwna |[1 - 2| - 3|.
A.0 B. 2 C. 4 D. 6

5.2. Wskaz rownosc, ktora zachodzi dla kazdego x € R.

A VxZ = x B. V(—x)? = x C. V(=x)2=-x D.Vx?=|-x|

5.3. Wskaz liczbe réwna liczbie /4 — 2/3.
A. V3-1 B.1-3 C.2-3 D. V3-2

5.4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Réwno$¢ |x| = —x nie zachodzi dla zadnej liczby x, bo wartos$¢ bezwzgledna nie
moze by¢ ujemna.

B. Rownosc |x| = —x zachodzi tylko dla liczby x = 0.

C. Réwnos¢ [x| = —x zachodzi tylko dla liczb x nie wigkszych od 0.

5.5. Zapisz liczbe bez uzywania symbolu wartosci bezwzglednej. Nie korzystaj z kal-
kulatora.

2) |33 ) |22 &) pv7-5V3|
111 2-15

b) [s3- 3 Q) 22 D [2v5-3V3]

5.6. Oblicz.

a) |-3| = |-1=5| < [(~3)+(-2)| o) [3-12-5||

b) |[-2+]2-13 5| d) [1—[1—1- 4|
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5.7. Zapiszliczbe bez uzywania symbolu wartosci bezwzglednej. Nie korzystaj z kal-

kulatora.

a) \r"§+«f§—2| c) ‘\%+v’ﬁ—v"¢ﬁ|

b) |5-2v3 - V3| d}|v’9—9—3—v’5—ﬂ\

5.8. Oblicz.

2) 3,5+2§|+‘2§—3%‘ &) |2v5-3|-5|v5-2|+|5-3V5|

b) |V3-5|+|V3-1| N [2-2v3|-|2+2v3|

c) [8+3V5|-[2v5 - 8| g) [V7-2|-|-v7 -2

B [p5+12|+ |2 -2 h) |5 -3v3|- |5+ 33

5.9. Oblicz.

}Iil— " |3 - V13| o |24 g |12+ 43
VI3 -11 V30 - 32| 246 -1 V2 31

5.10. Wyznacz wszystkie wartosci x, dla ktérych podane wyrazenie jest okreslone,
i zapisz to wyrazenie w najprostszej postaci.

13- x]
e ®) =i 2

V2 — x|
13x — 32|

5.11. Zapisz podane wyrazenie bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej, znajac
warunek, jaki spelnia x.

|5 — 2x] B |x — 6]
|4x—10] |12 - 2x]|

d)

a) |x+2|—|x-1| x € (—oo; =3)

b) |5+ x| + |x — 8] x € (4;7)

c) |[4—x|-2|x-3]|-|7 - x| x € (4;7)

d) |x=5/-1+|x+5| x € (1; 5)

e) 3|2x—1[— "“jl x € (~o00; 1)

) le-2-Z - l-x] x € (5 o)

5.12. Zapisz podane wyrazenie bez uzycia symbolu pierwiastka.
a) Vix+7)? e) V9x2 + 6x + 1

b) V3 - x)2 ) 25210y +1

c) \]{x -y + 2z)? g) V4 - 20x + 25x2

d) Vx2-2x+1 h) \fyz-ZV’iy”
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5. Wartos¢ bezwzgledna liczby

5.13. Oblicz.
) @-v7) o 1/(5-2@)2-21«@-3)2 o J(ﬁj)zﬂf(g_@f
b V3-v2) @ \(1-v7I)-y(v7+3)} B \(1+V2-V3)

5.14. Zapisz podane wyrazenie bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej, znajac
warunek, jaki spelnia x.

a) :__;+2\/x2—8x+16-2|3-x| x € {-1; 1)

O ﬁix2+6x+9_‘] ‘

- ——x
lx| +2 2x+ 6

2
¢) Vx? - 10x + 25—

b)

x € (1; 2)

Tt sl x € (1;5)

]\"3x2—6x+3+|vﬂx—3|+1,]4—2x5 x € (1; 2)

5.15. Zapisz liczbe w postaci a + b+/c, gdzie a,be Z i c € N.

a) (2-v3)’ Q) V4-243 e) \12-6V3
b) /(3 - V10)’ d) \3-2v2 ) \16-6v7

5.16. Udowodnij, Ze wyrazenie \/25?13 +10V3n +3 - \/9”2 +6\3n + 3 przyjmuje
wartosci naturalne parzyste dla kazdej naturalnej liczby n.

+ 8.17. Zapisz liczbe ‘\E + V11 - 6| bez uzywania symbolu wartosci bezwzgledne;.

Nie korzystaj z kalkulatora.

1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
Dla kazdego x wartos¢ wyrazenia |x — 3| jest rowna wartosci wyrazenia

A. |x+ 3| B. x - 3. C. |3 -x|.
2. Oblicz |-\ﬁ— \ﬁ|+ ‘m—2ﬁ|+ -D,S’J‘EI.

3. Upros¢ wyrazenie Vax? — 12x + 9 — |9 — 6x| + V(x — 1,5)%

4. Udowodnij, ze dla wszystkich a € (-2; 5) wyrazenie [2a — 10|+ |-2a — 4| przyj-
muje stata wartosc.

5. Udowodnij, ze liczba \/11 -6V2+ \jﬁ + 442 jest calkowita.
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6. Interpretacja geometryczna
wartosci bezwzglednej

Umiejetnosci:

|||||

¢ zaznaczanie na osi liczbowej zbiorow opisanych za pomoca rownan | nierdwnosci
typu: |x—a|=0b, |[x—al<b, |x-a|>b

Warto$¢ bezwzgledna mierzy odleglosé liczby od zera.

Przyktad €) < zad. 6.6

Zaznaczymy na osi liczbowej punkty, ktorych wspolrzedne x spelniaja podane row-
nanie.

a) |x| =1
- f = -
-1 0 1 i
Sa dwie liczby oddalone od zera o jedna jednostke: 1 oraz —1.
b) |x| = V2
i : — -
-2 0 142 x
¢) 2|x|+1=7, czyli |x| = 3.
. : : : : : - -
-3 0 1 3 5

Przyktad @) < zad. 6.8

Zaznaczymy na osi liczbowej punkty, ktorych wspolrzedne x spelniajg podana nie-
rownosc.

a) |x| <2
Nierownosc opisuje wszystkie punkty, ktérych odleglos¢ od punktu 0 jest mniej-
sza od 2.

4 } t -
-2 0 1 2 x

Sa to punkty o wspotrzednych wigkszych od -2 i rownoczesnie mniejszych od 2.
Zatem x € (=2; 2).

b) x| <4
o L) T T T L] ]
-4 0 1 4 *

x € {(—4; 4)



6. Interpretacja geometryczna wartosci bezwzglednej

¢) x| =3
Nieréwnosc okresla wszystkie punkty, ktérych odleglos¢ od punktu 0 jest wigksza
od 3.

nnnnn i W #-. e '\- # :_ .I_ .= .= o W % i n."".? o h
-3 0 1 3 x

Sa to punkty o wspolrzednych mniejszych od =3 lub wigkszych od 3.
Zatem x € (—oo0; —=3) U (3; o0).

d) |x| =2

2 0 1 2 x
x € (—o0; —=2) U (2; o0)
e) |x| >0
T T S ; \" .................. _
0 1 x
Tylko liczba 0 nie spelnia tej nierownosci: x € R — {0}.
f) |x| >-2

Wartos¢ bezwzgledna kazdej liczby jest nieujemna, zatem takze wigksza od -2,
wiec kazda liczba rzeczywista x spelnia t¢ nieréwnosc: x € R.

g) |x| < -1
Warto$¢ bezwzgledna kazdej liczby jest nieujemna, wiec ta nierdéwno$¢ nie ma

rozwigzan.
Przyktad )
Sprawdzimy, jakg interpretacje geometryczng ma wyrazenie |a — b.
3 2
a) a=5,b=3 I e
|5:=3} =|2] =2 % + -
0 1 3 5 x
3
b‘) a= _2: b = ]- ?- 1
I=2-1]=|-3]=3 — 1 —
-2 0 1 x
- St
¢) a=-5 b=-1 ' 5
|-5-(-D|=I-5+1]=|-4| =4 —t— ‘ -
-5 -1 0 1 *
d)a=3 b=-2 2 : 3
B-(-2)|=13+2|=15]=5 S S T S S S S
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e R ey §
‘'Wierd.: A o |_]_: 2

Odleglos¢ miedzy punktami odpowiadajacymi na osi liczbom a i b wyraza sie
wzorem:

la - bl

Dowdd tego twierdzenia zostawiamy do samodzielnego przeprowadzenia.

Przykiad @) < zad.6.18
Obliczymy dlugosc odcinka AB, jezeli punkty A = (a) i B = (b) leza na osi liczbowe;j.
) a=2-V2ib=1+1\2 b)a=-3ib=-8+2

Rozwiazanie

a) 1AB1=|a-b|=|(2-vE)-(1+v’i)|=|2-v’i-l-\&|=\1-2\ﬁ\=2v’i-1
Odp.: |[AB| = 2v2 -1
b) 1A31=|a—b|=;-3—(-3+ ﬁ)|=|—3+s—xﬁ|=|5—ﬁ|=5-v’i

Odp.: |AB| =5- 2
H

Fakt, ze odleglo$¢ miedzy punktami odpowiadajacymi na osi liczbom a i b wyraza sie
wzorem |a — b|, wykorzystamy do rozwigzywania prostych rownan i nieréwnosci
z wartoscig bezwzgledna.

Przyktad &) < zad. 6.11

Rozwiazemy graficznie rownanie.

a) |x-2|=3 b) |x+3|=2 c) |[1-x|=4
Rozwiazanie
a) |x-2|=3
Szukamy na osi punktow x, ktérych odleglosc od liczby 2 jest réwna 3.
3 3
- : i . : : i ; : -
=] 0 1 2 5 ~

Rozwiazaniami sa liczby —1 oraz 5.
Sprawdzmy: |-1-2|=|-3|=3, |5-2| =[3]| = 3.

Odp.:x=-1lub x=5



. Interpretacja geometryczna wartosci bezwzglednej

b) |x+3]|=2
Zapiszmy to roGwnanie w takiej postaci, aby mozna bylo wykorzystaé geometrycz-
ng interpretacje wyrazenia |a — b.

|x - (-3)| =2
Szukamy punktéw x, ktérych odlegtodc od punktu -3 jest réwna 2.
2 2
: : : : . | . : : : ; T
-5 -3 -1 0 1 ]

lx-1]=4 «—la—b|l=|b-a
4 4

-

L
=
— .

i
T

tn®
-

Odp.:x=-3 lub x=5

Przyktad ) < zad. 6.13
Rozwiazemy graficznie podang nierownosc.

Rozwiazanie

a) |x-2|<3
Szukamy punktow x, ktérych odleglos¢ od punktu 2 jest mniejsza od 3. Zbiorem
rozwigzan jest przedzial otwarty (=1; 5).

3 3

: 1 : l\\\ RS : : -

-1 0 1 x
Odp.: x € (-1; 5)
b) [x-1| >4
Szukamy punktéw, ktérych odleglosé od punktu 1 jest wieksza od 4.
4 4
SR : : | . | : :
=3 0 1

Odp.: x € (—oc0; —3) U (5; o0)
c) |x+2] <5, czyli [x-(-2)|<5

e

foae]

L ==
=
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d) 3-x|22, czyli [x-3|22

=4

—

Ll

o
=

Odp.: x € (—o0; 1) U {5; o0)

Przyktad € < zad.6.14

Zapiszemy w postaci [x—a| € b nierownosc, ktorej zbiorem rozwiazan jest przedzial

(=2; 6).
Rozwiazanie
4
& - o
: : * ; i : s : : : # : -
-2 0 1 2 6 x*

Odleglos¢ migdzy koncami przedzialu (-2; 6) jest rowna 8. Punktem oddalonym od
-2 i od 6 o polowe tej odleglosci, czyli o 4, jest punkt odpowiadajacy liczbie 2. Zatem
a=2,b=4

Odp.:|x-2| <4

Przykiad €) < zad.6.15

Zapiszemy w postaci |x — a| > b nierownos¢, ktorej zbiorem rozwiazan jest suma
przedzialow (—oco; —4) U (6; o0).

Rozwiazanie

Srodkiem odcinka o koricach w punktach —4 oraz 6 jest Srodkiem odcinka o kon- (1))
punkt 1, a jego odleglos¢ od —4 oraz od 6 wynosi 5. cach w punktach a i b jest
Zatem g=1, b=35 na osi punkt RTH?+

Odp.:|lx-1|>5

Przyktad €) < zad.6.17
Va2 > 4

Rozwigzemy uklad nieréwnosci ;
lx-2|<5

Rozwiazanie
Rozwiazujemy pierwsza nierownosc:

'JWJ’F;W}-’}?#J _EY//E’E' G -
Va2 > 4, czyli |x| > 4, wiec x € (—o0; —4) U (45 00) -4 4 x




. Interpretacja geometryczna wartosci bezwzglednej

Rozwigzujemy druga nieréwnos¢ |x — 2| < 5.

5 5

Szukamy punktow x, ktorych odleglosc od punk- _—

: = , e i
tu 2 jest mniejsza od 5. Zbiorem rozwigzan dru- = 3 S
giej nierdbwnoéci jest przedzial otwarty (=3; 7).
Z rysunku odczytujemy, ktore wartosci x spelniaja ob}fdwie nierownosci:

s I ARG T i ’ T
HE -\%h' 'b\ Q S \"';l hl'lll ||I|! —t Illl | !I”l- | “m’ ﬁi% j‘;// f = -
-4 -3 0 *

Odp.: x € (4 7)

W kazdym z zadan 6.1-6.5 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

6.1. Wskaz przedzial bedacy zbiorem rozwiazan nieréwnosci |x — 4| < 2.

A. (-2 2) B. (0; 2) C. (—o0; 6) D. (2; 6)

6.2. Wskaz rysunek, na ktérym przedstawiono zbidr rozwigzan nieréwnosci

|x +9| > 7.

A. C.

ST \ T, SN R,
-16 02 x -16 B x

B. D.

R w___ TFFFTFTITINTNN, | T .

02 16 -20 16 =

6.3. Na rysunku przedstawiono zbior rozwigzan jednej z ponizszych nierdéwnosci.
Wskaz te nieréwnosé.

B S ;:. R \{\‘\_ xxxxx
};.\%.‘\‘5':‘3'-:,‘;:\-;;-?03'}‘.'?. -:-.\-;ci-“‘.‘-‘.-“.-. \\‘\-\&‘\ & “"-"'i. R ‘\R\
& 4 f i

-1 0 1 5 x
A |[x+2|<3 B. |x+3|<2 C.|lx-2<3

6.4. Wskaz rownanie, ktorego rozwiazaniami sa dwie liczby ujemne,
A |x-11|=13 B. |[x+11| =13 C. [x-13] =11 D. |x+ 13| =11

6.5. Wskaz nierdéwnos¢ tozsamosciows.
A.lx+7|>0 B. [x+7|27 C.lx+7|=-
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6.6. Zaznacz na osi liczbowej wszystkie punkty, ktérych wspélrzedne x spelniajg
podane réwnanie.
a) |x| =4 ) Ix|-V3=0 e 1-|x|=4 g) 5+3|x| =14

b) |x|=2§ d) 4-|x|=4 f) 2|x|-1=3 h) 9-5|x| =4

6.7. Rozwiaz rownanie.

a) |x| =6 e) 3(|x|-2) = V2

b) 12|x| = 60 ) V6(Ix| + V3) = 3v2
c) 3lx|-1=5 g) 2(1-|x|) =1
d}ﬂﬂ+5%:3é h) 3-5|x| = [x| -9

6.8. Zaznacz na osi liczbowej wszystkie punkty, ktorych wspoélrzedna x spetnia po-
dana nierownosc.

a) |x| <5 e) 2+ |x|>5

b) lx|>7 f) |x|-2<-2

c) |x| <2 g) 11 —4|x| <3

d) —2|x| <0 h}?ﬂ—2<iﬂﬂ—5

6.9. Rozwiaz nierownosc.

a) |x|-3<6 d) 6-3|x| <11
b) 3lx|+2> 11 e) 3-2(7-2|x]) <-11
c) 9-2|x| €1 f) 5+3|x]<1

6.10. Opiszréwnanie wedlug wzoru, a nastepnie zilustruj odpowiednim rysunkiem.

* Réwnanie |x — 2| = 3 oznacza, ze odleglos¢ punktow A = (x) lezacych na osi
liczbowej od punktu B = (2) na tej osi jest rowna 3.

3 _ 3
- : t - ; : . : : -
-1 0 1 2 5 x
a) |x—4|=7 b) |x+2|=1
6.11. Rozwiaz rownanie.
a) |x-1|=5 d) |x+7|=7
b) |x+2]=3 e) [x-2|=-1

c) |5%—x|=2§ f) 11 +x]=3



6. Interpretacja geometryczna wartosci bezwzglednej

6.12. Opisz nieréwno$¢ wedlug wzoru, a nastepnie zilustruj odpowiednim rysun-

kiem.

* Nieréwnos$¢ |x — 1| < 2 oznacza, ze odleglo$¢ punktéw A = (x) lezacych na osi
liczbowej od punktu B = (1) na tej osi jest mniejsza od 2.

T TR II R rrE R 7
)
- L] T 1 -

0

t t } P
X

1 3

* Nieréwnos¢ |x + 4| = 3 oznacza, ze odleglos¢ punktow A = (x) lezacych na osi
liczbowej od punktu B = (-4) na tej osi jest wigksza lub réwna 3.

L L

DL, . .
-7
a) |x-2| <1
b) |x+ 3| <2

6.13. Rozwiaz nierownosc.
a) |[x+7| <4

b) [x-5>3

c) |x=5/+1<5

d) 1-|x+6|<4

S,
L] L] L]
-1 0 ! x

T L

c) |x-5|=1

d) ‘x+\f§|>3

e) [4-x|+3>3

f) 32-|x+9])>7
g) 2+3|x-5z-1
h) 152 3(|x - 11| + 5)

6.14. Przedstaw w postaci |x —a| < b lub |x —a| < b nierdwnosc, ktorej zbiorem
rozwigzan jest podany przedzial liczbowy.
a) (=3 7) b) (6; 14) c) (-10; 0) d) (-5 -1)

6.15. Przedstaw w postaci |x —a| > b lub |x —a| = b nierdwnos¢, ktérej zbiorem
rozwiazan jest podana suma przedzialow liczbowych.

a) (—o0; 7) U (11; o0) c) (=005 =7) Ui(~1;0)

b) (—oo; —=2) U (8; o0) d) (=o0; =15) U (13; o0)

6.16. Rozwiaz uklad nierownodci.

9 {|x|>2 &) <llxl::v?)
|x—-2| <3 lx+1] <3
b) {lxIES 0 {Ix—SI{lS
|+ 1] > 2 lx—8] > 1
9 {lx—1|<3 g) {lx—-‘:ll?l
lx—2[>1 lx - 3] <2
|ﬂ}{l:wlléii h) lx-5] <1
|=1] €3 |x+1] €5
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6.17. Rozwigz uklad nieréwnodci.

{\f_:u# c}{\"4x1—4x+1<?

lx+2]| <5 x-2]21
‘\/_{5 d}{\}(x2+]0x+25<3
VxZ >3 |lx-2] <10

6.18. Oblicz dlugosc odcinka AB, ktorego korice A =(a) i B = (b) leza na osi
liczbowej oraz

a) a=3, b=-5. e) a=25 b=-75

b) a=-1, b=-7. ) a=1+2v3, b=2V3+5.
c) a=9, b=2. g a=2-V2, b=1++2
d) a=-3, b=23. h) a=3-2+5 b=2-1/5.

() 6.19. Udowodnij, Ze réwnanie ‘x + 3\.@' = 7 — 5V2 jest sprzeczne (czyli nie ma

rozwigzan).

0 6.20. Udowodnij, ze iloczyn rozwigzan réwnania |x -7 [ = V11 jest liczbg
catkowita.

1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Zbior rozwiazan nierownosci |x + 7| < 2 jest zbiorem wszystkich liczb, ktorych
odleglosc od liczby 7 jest réwna 2.

B. Do zbioru rozwigzan nieroéwnosci |x + 7| < 2 nalezy 5 liczb catkowitych.

C. Zbiorem rozwigzan nierownoéci |x + 7| < 2 jest przedzial (-9; -5).

2. Rozwiaz nierownosc¢ 10 < 2|x - 2| -

: e S cauplxl s
3. Przedstaw w postaci przedziatu zbior rozwiazan ukladu nierownosci Hxl 3 <4
4. Przedstaw w postaci |x —a| < b nierdwno$¢, ktérej zbiorem rozwigzan jest prze-
dzial (=2; 14).

G 5. Udowodnij, ze wszystkie rozwigzania rownania |x + 5,4| = 6,8 naleza do zbioru
rozwiazan nierownosci |x — 3,9 = 2,5.



7. Rownania i nierownosci
z wartoscig bezwzgledna

Umiejetnosci:
* rozwigzywanie rownan i nierownosci z wartoscia bezwzgledna

Podczas rozwiazywania réwnan lub nierownosci typu [x — b| = a, |x - b] < a,
|x —b| > a korzystaliSmy bezposrednio z geometrycznej interpretacji wartosci bez-
wzglednej. Przesledzmy na przykladach, jak mozna rozwiaza¢ podobne zadanie, je-
zeli wyrazenie pod znakiem wartosci bezwzglednej jest bardziej skomplikowane.

Przyktad €) < zad. 7.6
Rozwiazemy rownanie [2x —5|=7.

Rozwigzanie
Zadanie rozwigzemy na dwa sposoby. W pierwszym skorzystamy z geometrycznej
interpretacji wartosci bezwzglednej, w drugim - bezposrednio z jej definicji.

[ sposob

|12%—-5| =7 «— przeksztalcamy rownanie do postaci |x -bl = a

2‘x—§‘=?, stad |x—§|=
2 2

b | =]

Wyznaczamy liczby, ktore na osi liczbowej sa oddalone od g 0 %

5 7 5 7
x==-=-lubx==+=
2 2 2 2

x=-11lub x=6

I1 sposob
Zauwazmy, ze |w| =7 tylko wowczas, gdy w =7 lub w = -7. Zatem:

2x-5|=7 — przyjmujemy w = 2x -5
2x—5=7"1ub 2x-5=~7

2x=12 lub 2x=-2

x=6lub x =-1

Druga metoda rozwigzywania roOwnania okazala si¢ w tym wypadku prostsza.

Odp.:x=-1lub x=6
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Przyktad @) « zad.7.7b,d

Rozwiazemy nierownosc¢ |3 — 2x| = 5.

Rozwiazanie

Te nieréwnos$¢ mozna, podobnie jak réwnanie z przykladu 1, przeksztalci¢ do postaci
|x—al = b irozwiazywac tak, jak w poprzednim rozdziale. Prostsze wydaje si¢ jednak
inne postepowanie.

Zauwazmy, ze |w| = 5 tylko wtedy, gdy zajdzie jedna z dwéch mozliwosci:

w<-5lubw=5

Zatem:
13-2x|25 —— przyjmujemy w = 3 - 2x
3-2x<-5lub3-2x25
-2x< -8 lub -2%2 2
x24 lub x < -1
Rozwigzaniem nierownosci |3 — 2x| = 5 jest kazda liczba nalezaca do przedziatu
(—o0; —1) albo do przedzialu (4; oo).
Odp.: x € (—oo0; —=1) U {4; 00)

Przyktad e zad. 7.7 a, C

Rozwigzemy nieréwnos$¢ [2x + 3| < 9.

Rozwiazanie
Zauwazmy, ze |w| < 9 tylko wtedy, gdy spelniona jest podwdjna nieréwnos¢:

-9<w<9
i SR S ?-'-:";.- R N N R -
-9 0 1 9 L}
Zatem:
2x+ 3] <9 —— przyimujemy w = 2x + 3
=D CEX+IECY «—— nierdwnos¢ podwdjna zapisujemy w postaci ukladu
{ 2x+3<9 nieréwnosci
2x+3> -9
{Zx <6 ; {x <3
, czyli
2x > =12 X 30
Rozwigzaniem nieréwnosci |2x + 3| < 9 jest kazda liczba spelniajgca warunek
—G i <3,

Odp.: x € (-6; 3)
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Przykitad €) < zad. 7.9
Rozwigzemy rownanie llx - 3| - 2| = 5.

Rozwiazanie

Wartos¢ bezwzgledna wyrazenia |x — 3| — 2 jest rowna 5, wigc:

|x=3]-=2=5lub |x-3|~2=-=5, czyli

|x=3|=7 lub |x-3|=-3

Drugie rownanie jest sprzeczne (wartosc¢ bezwzgledna zadnej liczby nie jest

réwna —3), rozwiazemy wigc tylko pierwsze.

x=3=7lubx-3=-7
x=10 lub x = -4

Rownanie ||x -3| - 2’ = 5 ma dwa rozwiazania.

Odp.:x =10 lub x= -4

Przyktad &) < zad. 7.9

Rozwiazemy rownanie ’IZx + 4| - 3| = 1.

Rozwiazanie
2x + 4| -3 =1
|2x + 4] = 4
2x+4=41ub 2x+4=-4
x=01lub x=-4

lub
lub
lub
lub

|2x + 4| - 3 = -1
[2x +4| =2
2x+4=2lub 2x+4 =-2

x=-1lub x=-3

Réwnanie ||2x + 4] - 3‘ =1 ma cztery rozwiazania.

Odp.:x=0lub x=-4, lub x=-1, lub x=-3.

Przyktad ) « zad. 7.11a,b
Rozwigzemy nierdéwnos¢ ‘Ex +2| - 3| <

Rozwiazanie

Vs

|lx+ 21 = 3| < 7 tylko wtedy, gdy ~7 < |x+2| =3 <7
<Il.vqr:+2|—3<:? 1_{l:vr:+2|<:10

e
leeg|—3 saugh @

Nierowno$¢ |x + 2| > —4 jest prawdziwa dla dowolnej liczby rzeczywistej, wiec do
rozwigzania zostaje tylko nierownosc |x + 2| < 10.

-10<x+2<10, stad -12<x <8
Odp.: x € (-12; 8)

lx +2| > -4
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Przyktad €) < zad.7.11¢,d
Rozwigzemy nieréwnos¢ ‘2 - [3x + 6|| i

Rozwiazanie

2-13x+6]|>1 lub 2-13x+6|<-1
—|3x + 6] > -1 lub —|13x +6| < -3
3x+ 6] <1 lub 3x+6] >3
-1<3x+6<1 lub 3x+6>3lub 3x+6<-3
-7<3x<-5 lub 3x > -3 lub 3x < -9
—§<x<—§ lub x>-1lub x < -3
7 5
X € (—5; —5) lub x € (—1; o0) lub x € (—o0; —-3)
T --Ei—:‘.{-‘_{"ft"-‘.": :i_ T J: J' ............... Z ¥ =
7 5
-3 - = -1 x
7 5
Odp.: x € (—o0; =3) U (—;; _5) U (-1; o0)
Przyktad €) < zad.7.16
Rozwigzemy rownanie [3x — 2| = 5x + 1. Dla dowolnego wyrazenia a: (1))
) ) * jezelia = 0,10 |a| = a,
Rozwiazanie * jezelia < 0,to |a| = —a.

[ sposéb
Zauwazmy, ze:

° gdy 3x -220, to [3x —2| = 3x — 2 iréwnanie ma postac: 3x —2 = 5x + 1,

* gdy 3x-2<0, to |3x—-2| = —(3x - 2) irdéwnanie ma posta¢: -3x+2 = 5x + L.
Mamy zatem:
3x-220 3x-2<0
lub
3x-2=5x+1 -3x+2=5x+1
3x22 3Ix<2
lub
-2x=3 -8x=-1
x3 2 x<2
33 lub ::’
x:—i x:E

Pierwszy uklad jest sprzeczny, natomiast drugi nie, bo liczba % nalezy do przedziatu

(—oo; -i—) Jedynym rozwiazaniem rownania |3x — 2| = 5x+ 1 jest liczba %
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I1 sposdb

[3x=2|=5x+1
Zauwazmy, ze rGwnanie moze mie¢ rozwigzania tylko przy zalozeniu, ze 5x+ 1 = 0,
czyli x 2 —é. Wtedy mamy dwie mozliwosci:

3x-2=5x+1lub 3x-2=-5x-1

Stad:

3 1
x=—=lub x=-
2 8

. . . . 2. 1
Tylko drugie rozwiazanie spelnia zalozenie x > e

1
Odp.:x = -
p.:Xx 3

Przyktad €) « zad. 7.17
Rozwiazemy nierbwnos¢ x — |2x + 4| < 3.

Hozwigzanie
Zapisujemy nierownos¢ w postaci dwoch ukladow (podobnie jak w przykladzie 8).

[(2x+420 lub (2x+4<0

[ x—-(2x+4) <3 (x+2x+4<3
S A F

42x 4 lub ‘Zx-:: 4
l—x <7 [ 3x < -1

. . [(x < =2
[x=-2 hib ) 1
lx>7 x<"’g

Odp.: x € (=o0; =2) U (7; o0)

Przyktad €0) < zad. 7.19

Rozwigzemy rownanie [x — 2|+ |3x + 12| = 26.

Rozwiazanie

Aby pozby¢ sie znakdéw wartosci bezwzglednej, zauwazmy, ze:

x—-220dlax=2
3x+1220 dla x= -4

Liczby 2 oraz —4 dzielg o$ liczbowa na trzy przedzialy.

W kazdym z tych przedzialow dane rownanie przyjmie inng postac.
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[. Dla x € (—o0; —4) mamy |x - 2| = —x + 2,

13x + 12| = -3x - 12, zatem: Uwaga - kiedy dzielimy 0§ ((+))
(-x+2)+(-3x-12) =26 liczbowa na przedzialy, nie
sl =86 mozemy pomingé krancow
tych przedzialow.
x=-9 — =9 € (—o00; —4)

II. Dla x € (-4; 2) mamy |x—2|=-x+2, |3x + 12| = 3x + 12, zatem:
(—x+2)+(3x+12) =26
2x =12
x=10 —6 ¢ (-4 2)

III. Dla x € (2; o0) mamy |x—2|=x-2, |3x+ 12| = 3x + 12, zatem:
(x=2)+(3x+12) =26
4x = 16
W= —4 e (2; =)

Odp.:x=-9 lub x =4
Przyktad €f)  zad. 7.21
Rozwigzemy nieréwno$¢ |4x — 2| - |5 — x| > 2x.

Rozwiazanie
Aby pozby¢ sie znakow wartosci bezwzglednej, zauwazmy, ze:

4x-220 dla x;-é-
5-x204dlax<5

Liczby % oraz 5 dzielg o§ liczbowa na trzy przedzialy.

& e o S "'I'\hf SRR

0 1 5 x

-

b= B0

W kazdym z tych przedzialow dana nieréwnos¢ przyjmie inng postac.
[. Dla x€ (—oo; -;-) mamy |4x — 2| =—-4x+ 2, |5-x|=5-x, zatem:

(—4x +2)—(5-x) > 2x

—5x >3 B e o
3 X

1
2

Lo

3
X< —=
5

# . - - & # . 3 - - 1
Sprawdzamy, ktore rozwigzania nierdwnosci x < = nalezg do przedzialu (— 00; -i):

(s -3)o(md) (=)

3
Zatem x € (-—m; -E)
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Dla x € <%, 5> mamy |4x —2| =4x -2, |5-x| =5-x, zatem:

(4x-2)-(5-x)>2x
3x e ? '_S."'._'"'-'."-""_-:'-""-'?._-"'-":-"-:.".Tmifﬁf'.-.":.-_.."-'__i:_:.::j::-;?:-‘..-i‘:';?a'i.‘;fﬁ';?%f}?";-'-:.".:::'-‘:':."T

0

-
7 x
£ 5

k=

o
by e
3

4 - . - £ # . ? # - 1
Sprawdzamy, ktore rozwiazania nierownosci x > T naleza do przedzialu <5; 5>:

(55)0(5) - (32

Zatem x € G, 5>.

Dla x € (5; c0) mamy |4x — 2| = 4x - 2, |5— x| = -5 + x, zatem:
(4x-2) = (-5+x) > 2x AT T -
x>-3 -3 0 1 5 x

Kazda liczba z przedzialu (5; oo) jest rozwiazaniem nieréwnosci x > -3,
(5; 00) N (=3; 00) = (5; 00)
Zatem x € (5; o).

Podsumowujac - rozwigzaniami nierownosci [4x—2|-|5—x| > 2x saliczby nalezace

do sumy trzech przedzialow: (—oo; _.‘3’_), (-g, 5>, (5; o0).
Odp.: x € (—oo; —E) U (E, oo)
5 3

* Przyktad €2 < zad.7.25

Rozwiazemy rownanie |3x — 7| = |5 + 2x|.

5

gdy a=b lub a =-b.

Rozwiazanie

Rozwigzaniami tego réwnania sa tylko takie wartosci x, dla ktérych wyrazenia 3x-7

oraz 5+ 2x s albo liczbami rownymi, albo liczbami przeciwnymi. Zatem:

3x-7=5+2xlub 3x-7=-5-2x

Stad:

Odp.:x =12 lub x =

x =12 1ab 5x =2

la| = |bl wtedy i tylko wtedy, (((+))
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W kazdym z zadan 7.1-7.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

7.1. Wskaz réwnanie, ktére nie jest spelnione przez wszystkie liczby rzeczywiste.

A. |x]- x| = x* B. |x|+|x|=]2x] C.|x]-x=0 D. |x] + |x| = 2\/:?
7.2. Wskaz réwnos¢ prawdziwa.

A.|m-3,14|=0 C.|n-3,14/=314-n

B. |[m-3,14| =n- 3,14 D. |-3,14-n|=n- 3,14

7.3. Wskaz wszystkie rozwigzania réwnania [2x — 1| = [x + 7|.
A.x=8 B.x=21lub x=8 C.x=-2 D.x=-2lub x=8

7.4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Rownosé |x — 7| = x — 7 zachodzi dla kazdej liczby x z przedzialu (-7; o0).
B. Rownos¢ |x — 7| = x — 7 zachodzi dla kazdej liczby x z przedziatu (7; oo).
C. Réwno$¢ |x — 7| = x — 7 zachodzi dla liczby x rownej 7.

7.5. Dane jest rownanie |x — 6| = 2x. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A. Jedynym rozwiazaniem tego rownania jest liczba —6.

B. Jedynym rozwigzaniem tego rOwnania jest liczba 2.

C. Réwnanie to ma dwa rozwigzania: —6 oraz 2.

7.6. Rozwiaz rownanie.

a) |6x - 5| = 11 d) |2x - V3| =33

b) |[2-5x| =6 e) Vax2 —4x+1=5

&) Bx—7]=8 0 %¢9x2+12x+4=2
7.7. Rozwiagz nierownosc.

a) |3x-5|<2 d) [11 -5x| = 4

b) |2—-::x|:>1 e) 9— V9x2 +36x +36 <0
) |7x-5| <2 f) V1-14x+49x% < 13

7.8. Rozwiaz nierownosc.

a) 1-16-3x| 21 c}5+‘3%x-?|<1

b) |x=V5+1|>0 d) 9>6-|2x - 8|
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7.9. Rozwiaz réwnanie.

a) |x+3|+5|:? d) 3@-‘Vﬁx~ll|=2\f§

b) |x+3|—xﬁ‘=n e) 9—\349—I4x+x2|=6

c) |x+5|—2|=] f 4—%Vx2+2x+1‘=7

7.10. Wykaz, ze rownanie |]x +3| - 5‘ - 2| + 1 = 0 nie ma rozwigzan.

7.11. Rozwiaz nieréwnosc.

@|x~ﬂ+q<5 dwwx+ﬂ—ﬂ;4
b) 2|3—x|—6‘£2 e) ]J0,16x2-4x+25—2‘<3
0) ?—Ex—2‘>3 f) 7—h-mn—3m|<z

7.12. Narysunku przedstawiono zbior wszystkich liczb rzeczywistych spelniajacych
nierownos¢ |2x — 6| < 12. Wskaz wielkos¢ m.

o, * >
-3 m

A.m=2 B. m=18 eii=15 D.m=9

7.13. Wyznacz wszystkie liczby naturalne spelniajace nieréwnosé |x — 7| < 4.

7.14, Wyznacz wszystkie liczby naturalne spelniajace podany uklad nieréwnosci.

{|xi>2

lx—3| <2

7.15. Wiérdd podanych nieréwnosci jedna jest spelniona przez kazda liczbe rzeczy-
wista, a jedna nie ma rozwiazan. Wskaz te nieréwnosci.

L ‘Ex—5i+2|+3;=:[} III.‘|2x+3|—5|+1<U

II. ‘!Sx—1|—3|—23{] IV.‘|3x+2|+l|—5{{]

7.16. Rozwiaz rOwnanie.
a) [3x—1|—4x=2 d) ]x+2|=%x+2

b) I5x+2|=2x-1 e) |x+5/-2=2x
c) 4x—-17-2x|=9 f) 3|lx-2|-4x=6
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7.17. Rozwiaz nierownosc.

a) 2lx+1|-3<2x-1 d) 2]13-x|+3x-7<1
b) %le—5|+l>3x e}5—|2x—?|3%x—3
c) ]x+3|.‘a%x+3 f) ]x+2!—x‘>2—§x

7.18. Rozwiaz uklad nierownosci.

Va-350 5+ = [3x-12| 26
a) 1 1{ ¢) ; 2 2
P sl |x—3|+|x|£x’+2
1-02x|-3<0 = — 5)2
b){l v{le g 11 \V(x=5)2 >0
1~ Vo~ 163+ 64 < 0 Pt
7.19. Rozwiaz rownanie.
a) |lx=3|+|x+2|=7 c) 3-x|+4-2x|=4
b) [x-1|-|x+5/=6 d) 2x-16|-|x-3]=3
7.20. Rozwiaz rownanie,
a) 3|x—1|+2x+2|=9+3x ¢) Vax2+20x+25-3V1-2x+x2=2
b) 2x-3|-|3x-2]|=5-x d) 2|x+ 4|+ 12 = |2x — 4]
7.21. Rozwiaz nierdwnosc.
a) |x=-2|+|2x-7| <9 c) |[x+3|—-|x+1|>2(x+1)
b) |3x - 8| < |x + 6 d) |[x+2|+|x-3|=2x+3

7.22. Rozwigz nierownosc.
a) |x+1|+3|x—-1]=24x-5 c) 13-3x|-|12—-x|]<2x-6

b) |x+3|+%[4—x}3|2x—1[ d) |x-2/-3Vax> —28x+49> 1—x

7.23. Rozwiaz réwnanie.

a) |x—-2|+4-2x|-|3x-6|+|10-5x| =8
b) Bx—-1|+|2-6x|+x=5

c) lx+3|+24-x|-13x+9]|+|3x-12| =15
d) 2x+2|-|x-1|-|x+1]|=2-|2-2x]|
7.24. Rozwiaz nierownosc.

a) |x+0,5-|-2x—-1]+4]2x+ 1|+ |2+ 4x| < 3
b) |x-3|+2x+6| =2+ |x+ 3|

c) 8—2x+|x+1|-|-2x-2|-13x+3| <0

d) |x+ V3| +2v3 - 2x| <3+ |x - V3|
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+ 7.25. Rozwiaz réwnanie.

a) |lx+1|=3|x-1| c) ]3x—n+l|:|\f§—2x‘

b)‘\@+2x‘:‘l—v§x| d) \lel—Zv’Ex+3:\’3x3+2\«%x+2
¢+ 7.26. Rozwiaz nierownosc.

a) Vdx2—12|x]+9>1 c) V25x2 —20|x| +4 < 1

b) V9x2 —6|x| +1 <2 d) V49x2 - 56|x| +16 >3

« 7.27. Rozwiaz réwnanie ‘lx— 1] —2{ +2|lx-2| -1 +3)2x - 6| =0.

© 7.28. Rozwiaz réwnanie Vx2 + 2x + 26 — 10[x + 1| = 3.

+ 7.29. Udowodnij, ze dla kazdej pary liczb x e R i y € R takich, ze x # y,

prawdziwa jest nierownosc: |x — y| + 2 2.

|x =yl

.. 7.30. Udowodnij, ze dla kazdej paryliczb x € R i y € R prawdziwa jest nieréwnos$¢

x| + |yl o
3 2 \lxyl.

1. Ocen prawdziwosc podanych zdan.

A. Réwnos¢ |3x—12| = =3x+12 jest spelniona przez wszystkie liczby x z przedzialu
(—o0; 4).

B. Rownosc [3x—12] = —3x+12 jest spelniona przez wszystkie liczby x z przedziatu
(—00; 4).

C. Réwnos¢ |3x — 12| = 12 — 3x nie zachodzi dla zadnej liczby rzeczywistej x.
2. Rozwigz réwnanie |1 - |x+ 5|| =

3. Rozwiaz nieréwnos¢ |1 -1 - xi‘ < 1.

4. Rozwigz nierownosc |x| + 6V4x2 —4x+ 12 x.

5. Rozwiaz rownanie |x— 1|+ [2x+ 3| + |4 — x| + |x| = 0.

153 S



8. Rownanie liniowe i nierownosc¢
liniowa z parametrami

Umiejetnosci:
* rozwiazywanie rownan i nierownosci liniowych z parametrami

Przypomnijmy, ze rownanie ax + b = 0, w ktérym x jest niewiadoma, a i b sa
liczbami danymi, nazywamy réwnaniem liniowym z jedng niewiadoma. Liczbyaib
wystepujace w zapisie ax +b = 0 nazywamy wspoélczynnikami réwnania liniowego.
Przesledzimy sposob rozwiazywania rownania ax + b = 0 w zaleznosci od wartosci
jego wspolczynnikow. W prawej kolumnie tabeli podajemy odpowiednio dobrane
przyklady ilustrujace omawiane sytuacje.

| przypadek: a#0

Réwnanie Przeksztalcamy réwnanie

ax+b=20 23x—-7)=3x+1
mozna przeksztalci¢ do postaci 3x—15=10 —a=3ib=-15

ax =-b 3x=15
Skoro a # 0, mozemy podzieli¢ obie Dzielimy obie strony roéwnania przez 3.
strony rownania przez d.

X = = x=5

a
Rownanie ma jedno rozwiazanie. ' Réwnanie ma jedno rozwigzanie.
Il przypadek: a=01i b=0

Roéwnanie Przeksztalcamy rownanie

ax+b=20 4(5x — 3) = =2(6 — 10x)
ma postac 20x-12=-12+20x

0-x+0=0 0:x+0=0 —a=0ib=0
Réwnanie jest tozsamosciowe, czyli jego Rownanie jest tozsamosciowe, czyli jego
rozwigzaniem jest kazda liczba rozwigzaniem jest kazda liczba
rzeczywista: x € R. rzeczywista: x € R.

Il przypadek: a=01i b#0

Réwnanie Przeksztalcamy rownanie

ax+b=0 -3(4x-5) = 2(1 - 6x)
ma postac -12x+15=2-12x

0-x+b=0 0-x+13=0 «—a=0ib=13
Rownanie jest sprzeczne, czyli nie ma Rownanie jest sprzeczne, czyli nie ma
rozwigzan. | rozwigzan.
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Udowodnilismy w ten sposob nastepujace twierdzenie.

K
r

P PR (S e
nerazenie

Réwnanie liniowe ax +b = 0:

* ma jedno rozwiazanie, gdy a # 0,
jest tozsamosciowe, gdy a=0ib = 0,

* jest sprzeczne, gdy a=0ib # 0.

Jezeli a # 0, to rozwiazaniem rownania ax +b =0 jest x = ——.
a
Rownanie liniowe z jednym parametrem

Zajmiemy si¢ analiza rownan liniowych, w ktorych poza niewiadoma x wystepuje
jeszcze jedna litera oznaczajaca liczbe.

Przykiad €D

Dane jest rownanie 3x +m — V2 = 0, w ktérym x jest niewiadoma, a m oznacza
pewng liczbe. Zapiszemy to rownanie dla m przyjmujacych wartosci: 5, -7, 0, V2.
Rozwiazanie

3x+5-V2=0 —m=5 3x-V2=0 «—m=0

3x-7-V2=0 —m=-7 3x=0 —m=12 j

Literg, ktora w danym réwnaniu oznacza pew-
na liczbe, nazywamy parametrem. Rozwigzywanie 2 parametrem jest zapisem
rownania z parametrem polega na okreslaniu liczby calej rodziny rownan.

i postaci rozwiazan rownania w zaleznosci od tego,

jaka liczba rzeczywista zostala podstawiona w miejsce litery oznaczajacej parametr.

W ponizszych przykladach x oznacza niewiadoma, a pozostale litery to parametry.

Przyktad &) < zad. 8.3
Rozwigzemy réwnanie 3x +m — V2 = 0.

Rozwiazanie

3x+m-V2=0, czyli 3x =-m+ V2, stad x = V3 <am

3

Dla kazdej wartosci m rownanie ma jedno rozwiazanie x =

2—m

. Na przyklad:
V2-5

* dla m =5 rozwigzaniem jest x = ) Rownati postaci 3x+m—v2 = 0 jest (1)

3
nieskoniczenie wiele, ale kazde z nich

» dla m =0 rozwiazaniem jest x = ?2, ma doktadnie jedno rozwigzanie.

* dla m = \/2 rozwigzaniem jest x = 0.

Obrazowo méwigc, réwnanie ((+))
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Przykiad €

Rozwigzemy rownanie mx + 3 — 2m = 0.
Rozwiazanie
mx = 2m-3
Aby wyznaczy¢ x, nalezy obie strony réwnania podzieli¢ przez m. Mozna te operacje
wykonac tylko przy zalozeniu, ze m # 0. Musimy zatem rozwazy¢ dwie sytuacje.

—, czyli x=2—j—i.

¢ 2
I m#0. Wéwczas x = —
II. m = 0. Wtedy réwnanie ma postaé¢ 0-x = =3 inie ma rozwigzan.

Odp.: Dla m # 0 rownanie ma jedno rozwigzanie x = 2——, dla m = 0 rownanie
) ] ) m
Nnie ma roZwigzarl.

Przyktad €) <« z8.4

Rozwiazemy réwnanie k°x + 3 = k + 9x.

Rozwiazanie
.Iczx -9x=k-3 «—— grupujemy wyrazy z niewiadoma po jednej stronie rownania
UCE -9 x=k-3 «—— wylaczamy x poza nawias
(k+3)k-3)x=k-3 —a-b=(a+b)a-b)

I. Jezeli k # =3 ik # 3, to obydwie strony rownania mozemy podzielic przez

wyrazenie (k + 3)(k—3). Wtedy x = czyli x =

(k+3)(k-3) k+3
II. Jezeli k = -3, to réwnanie ma posta¢ 0-x = —6 i nie ma rozwigzan.
I1I. Jezeli k = 3, to rownanie ma postac 0-x = 0 i jest tozsamosciowe,

Odp.: Dla k = =3 réwnanie nie ma rozwigzan, dla k = 3 rozwiazaniem jest kazda

liczba rzeczywista, dla k # -3 i k # 3 rozwigzaniem jest x = T

+ Przyktad ©)
Dla jakiej wartoéci parametru m réwnanie (m’ + m)x — 5m = 5 jest rownaniem
tozsamosciowym?
Rozwiazanie
mim+1)x=5(m+1)
Rownanie liniowe tozsamos$ciowe to rownanie postaci 0 - x = 0.
Zatem muszg by¢ spelnione dwa warunki: m(m+1) =0 i 5(m+ 1) = 0.
Jedyna liczba spelniajaca obydwa warunki jest m = —1.

Odp.: Rownanie jest tozsamosciowe dla m = —1.
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Przyktad ) < zad. 86
Dla jakiej wartosci parametru k rozwigzaniem rownania (3k + 4)x = -6k — 1 jest
liczba 57

Rozwigzanie
(3k +4)-5=-6k-1 «~— w miejsce niewiadomej x podstawiamy 5
15k + 20 = -6k -1 «— rozwigzujemy réwnanie z niewiadomg k
21k = =21, stad k=-1

Sprawdzmy, podstawiajac do danego réwnania k = —1.
(3-(-1)+4)x=-6-(-1)-1, czyli x=5

Odp.: k = -1

Roéwnanie liniowe z kilkoma parametrami

Réwnanie liniowe moze mie¢ wiecej parametréw. Najczesdciej oznacza sie je literami:
m, k, p lub poczatkowymi literami alfabetu, gdyz litery koncowe tradycyjnie stuza do
oznaczania niewiadomych.

Rozwiazywanie rownan liniowych z wigksza liczba parametrow nie rozni si¢ od roz-
wigzywania rownania z jednym parametrem. PrzesledZzmy to na przykladach.

Przyktad @ < zad.8.17

Rozwigzemy rownanie x +m =k — 1 z parametrami m oraz k.
Rozwiazanie
x=k-1-m

Odp.: Dla dowolnych wartoséci m i k réwnanie ma jedno rozwiagzanie x = k-1 - m.

Przyktad )

Rozwigzemy rownanie kx — 3 = m z parametrami m oraz k.

Rozwiazanie

kx=m+3 Jezeli w odpowiedzi nie po- ({0 }]}
o m+3 dajemy warunku dla jakiego$
. Jezeli k #0, to x = P paramelru, oznacza Lo, Ze pa-

rametr ten moze przyjmowac

[I. Jezeli k=0 i m = -3, to réwnanie dowolng wartoé¢ liczbowa.

jest tozsamosciowe.
I1L. Jezeli k =0 i m # =3, to réwnanie jest sprzeczne.

+3

k
rozwigzaniem jest kazda liczba rzeczywista, dla kK =0 i m # =3 nie ma rozwiazan.

Odp.: Dla k # 0 rownanie ma jedno rozwigzanie x = 2 dlak=0im=-3
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Przykiad ©)
Rozwigzemy rownanie (x —m)(p + 2) = —6 z parametrami m oraz p.
Rozwiazanie

px+2x—-—mp-2m= -6

px+2x=mp+2m-6

(p+2)x=mp+2m-6

2m-6 )
[. Jezeli p#-2, to x= i il (el stad x = M, czyli x =m - :
+2 p+2 p+2
II. Jezeli p = -2, to rownanie ma postac:
O-x=m-(-2)+2m-6

0:-x=-6

Zatem dla p = -2 réwnanie jest sprzeczne niezaleznie od wartosci parametru m.
; : : : " 6
Odp.: Dla p # =2 réwnanie ma jedno rozwiazanie x = m — g dla p=-2
.l_

rownanie nie ma rozwiazan.

« Przyktad () - zad. 8.18

Rozwigzemy réwnanie k’x — k = m’x —m z parametrami k oraz m.
Rozwiazanie

Kx—k=m’x—-m
Kx-mix=k-m
(kl—ml)x:k—m
(k—m)k+m)x=k-m

i ; k—-m g i
I. Jezeli k—-m#0ik+m+0, tox—(k_”l]{k+m), czyli x =

II. Jezeli k—m = 0, to rownanie ma posta¢ 0-x = 0 ijego rozwigzaniem jest kazda

k+m

liczba rzeczywista.
II. Jezeli k+m = 0, to rownanie ma postac 0-x = k—m iliczba rozwiazan rownania
zalezy od wartosci wyrazenia k —m. Zauwazmy, ze rozwiazaniem ukladu:

4}’ k+m=0
k-m=0
jest paraliczb k =0, m =0, zatem powtarza si¢ sytuacja z punktu II.
Natomiast gdy k = —m # 0, to réwnanie nie ma rozwiazan.
1

Odp.: Dla k # m i k # —m rownanie ma jedno rozwigzanie x = P dla

k = m rozwiazaniem jest kazda liczba rzeczywista, dla k = —m # 0 rownanie nie
ma rozwiazan.




8. Rownanie liniowe i nierdwnosc liniowa z parametrami

Przyktad ) < zad. 8.20

Za k opakowan ryzu Tomasz zaplacil o p zI mniej niz za m opakowan tego samego
ryzu. Ile kosztowalo jedno opakowanie ryzu?

Rozwiazanie
Niech x oznacza cene jednego opakowania ryzu.
kx + p = mx

Po przeksztalceniu rownania z niewiadoma x otrzymujemy:

p=(m-k)x
Stad mamys:
.
A—

Z tresci zadania wynika, zZe m > kK > 0 i p > 0. Zatem otrzymane wyrazenie

4 = opisujace ceng jednego opakowania ryzu, ma warto$¢ dodatnia dla dowolnych
wartosci m, k i p spelniajacych te nieréwnosci.
p

m-—k

Odp.: Cena jednego opakowania ryzu wynosi x = Zddlam>k>01 p>0.

Nieréwnosc¢ liniowa z parametrem

Nieréwnos¢ liniowa z jedna niewiadoma to nieréwnos¢, ktéra mozna zapisac w jed-
nej z dwoch postaci:

* ax+b>0,

* ax+b=0,

gdzie x jest niewiadoma, a wspolczynniki a i b sa liczbami danymi.

Przedledzmy sposob rozwigzywania nieréwnosci liniowej z parametrem na przy-

ktadach.

Przykiad €2 < zad. 8.21
Rozwiazemy nieréwnosc¢ 3x — 2m + 6 <0 z parametrem m.

Rozwiazanie
2m—6

3x<2m-6, stad x <

Odp.: Dla kazdej wartosci parametru m zbiorem rozwiazan podanej nierownosci jest
. 2m—6
przedzial (—m; mS >
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Przykiad €& « zad. 8.2

Dana jest nierownos¢ px > p + 2 z parametrem p. Ocen prawdziwos¢ podanych
zdan.

A. Dla p =4 zbiorem rozwigzan nierownosci jest przedzial (1; oo).

B. Dla p =0 nierownosc jest sprzeczna.

C. Dla p =1 zbiorem rozwiazan nierdwnosci jest przedzial (3; oo).

Rozwiazanie
Do oceny prawdziwosci podanych zdan nie musimy tej nieréwnosci rozwigzywac.
Najprosciej bedzie podstawi¢ podane wartoéci parametru p.

A. Jezeli p =4, tonierdwnos¢ ma posta¢ 4x > 4 + 2, zatem zbiorem jej rozwigzan
nie jest przedzial (1; oo).

B. Dla p =0 nieréwnos¢ ma posta¢ 0-x > 2 ijest sprzeczna.

C. Dla p = 1 nierowno$¢ ma posta¢ x > 1 + 2, zatem zbiorem jej rozwiazan jest
przedzial (3; oo).

Odp.: Zdanie A jest falszywe, zdania B oraz C sa prawdziwe.

Przykiad )

Rozwigzemy nierownos$¢ px —2p > 0 z parametrem p.

Rozwigzanie
px >2p

I. Jezeli p =0, tonieréwno$¢ ma posta¢ 0+ x > 0 inie ma rozwiazan.

II. Jezeli p > 0, to obie strony nierownosci mozemy podzieli¢ przez liczbe p. Zwrot
nierOwnosci nie zmienia sie i otrzymujemy x > 2.

ITL. Jezeli p < 0, to obie strony nierownosci takze mozemy podzieli¢ przez liczbe p,
ale zwrot nierownosci zmienia sie i otrzymujemy x < 2.

Odp.: Jezeli p = 0, to nieréwno$¢ nie ma rozwigzan. Jezeli p > 0, to x € (2; o0).
Jezeli p <0, to x € (—oo; 2).

Przykiad €5
Rozwigzemy nieréwno$¢ 2px — 2x < 3;‘32 — 3 z parametrem p.
Rozwiazanie

20p-Dx<3(p-1)(p+1)

[. Jezeli p =1, tonier6wnos¢ ma posta¢ 0- x < 0 i jest spelniona przez dowolna
liczbe rzeczywista.
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II. Jezeli p > 1, to obie strony nierdwnoséci mozemy podzieli¢ przez liczbe dodatnia
2(p —1). Zwrot nier6wnosci nie zmienia sie i otrzymujemy nieréwnosc:
3(p+1)
2
I1I. Jezeli p < 1, to obie strony nierownosci mozemy podzieli¢ przez liczbg ujemna
2(p = 1). Zwrot nierdwnosci zmienia si¢ i otrzymujemy nieréwnos¢;
3(p+1)
2

X s

X2

Odp.: Jezeli p=1, to x € R. Jezeli p> 1, to x € (—m; 3{‘0; 1}>‘]eieli pi<l,

o x € <3{P2+ 1}; oo).

Przyktad € < zad. 8.24

Sprawdzimy, czy istnieje taka wartos¢ parametru k, dla ktérej podana nieréwnos¢
jest spelniona przez dowolna liczbe rzeczywista.

kx+2k <3x+4

Rozwiazanie
kx + 2k < 3x + 4 Przykladami nieréwnoéci spetnionych (1))

. _ przez dowolna liczbe rzeczywisty sg:
kx —3x < -2k + 4 0 x> -4 0-2<5
(k-=3)x < -2k+4

Zauwazmy, ze aby nierownos¢ byla spelniona przez dowolna liczbe rzeczywista,
wspolczynnik przy niewiadomej x musi by¢ réwny 0. Ten warunek jest spelniony,
gdy k =3. Aledla k = 3 nierébwnos$¢ ma posta¢ 0- x < —2 i nie ma rozwigzan.

Odp.: Nie istnieje taka warto$¢ parametru k, dla ktérej nieréowno$¢ kx + 2k < 3x +4
jest spetniona przez dowolna liczbe rzeczywista.

8.1. Dane jest rownanie x — 2k = 10 z parametrem k. Ocen prawdziwos¢ zdan.
A. Dla k =0 rozwigzaniem rownania jest liczba 10.
B. Dla k =5 rozwiazaniem réwnania jest liczba 0.

C. Dla k = V/3 rozwigzaniem réwnania jest liczba 12/3.

8.2. Dana jest nieréwnos$¢ px > 2p — 2 z parametrem p. Ocen prawdziwos$¢ zdan.
A. Dla p =4 zbiorem rozwigzan nierownosci jest przedzial (—-1; oo).

B. Dla p = 2 nierownosc jest sprzeczna.

C. Dla p =1 zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest przedzial (1; co).



B 162 Dziat 2. Réwnania i nierdownosci

8.3. Rozwiaz réwnanie z parametrem m.
a) 2x+3m=>5 c) mx+1)-2m=x+3
b) mx-7m=x-m d) S5mx—-—m=10x -2

8.4. Rozwiaz rownanie z parametrem k.
a) k°x—1=x-5k ¢) kx+1=k+k’x
b) Kx+7k=x+7 d) K*x+ V3 -k =3x

* 8.5. Rozwigz rownanie |k + 1|x — 2 = 2k, w ktérym k jest parametrem.

8.6. Dla jakich wartosci parametru m rozwiazaniem rownania (m + 3)x -5 = 3m
jest liczba —2?

8.7. Dla jakich wartosci parametru k rozwiazanie rGwnania
x—9% _3k-x 3x-
10 2

1- : nalezy do przedziatu (-1; 2)?

8.8. Dla jakich wartoéci parametru k réwnanie k’x + 4 [3 - (k-1)x| = 12k nie

ma rozwigzania?

8.9. Dla jakich wartosci parametru k rownanie k*x — 7k = 10 — 6x jest tozsamo-
Sciowe?

8.10. Dla jakich wartosci parametru m rozwiazanie rownania

7x =3m = 2(m+ 1) + 3x jest mniejsze od %?

8.11. DIa jakich wartosci parametru k podane rownanie jest tozsamosciowe?
a) 2—kx=2k-x b) kx+5=3x+1

8.12. Dla jakich wartosci parametru p podane réwnanie jest sprzeczne?
a) |x=1|=p-5

b) 2|lx-3|+3p=2(1- p)

c) 5p—lx+2|=2(p—4)

d) Va2 —10x+25+4p° +5=(1-2p)* +3p

8.13. Dlajakich wartosci parametru m rozwiazanie rownania 2m+3(x—5m) = m+9

jest wieksze od rozwiazania rOwnania 2V9x2 — 12x + 4 — %(Ex -3) = 1% - x?
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8.14. Dla jakich wartosci parametru m kazde rozwiazanie rownania

m(x—1) - m’ =3m+2(2 - x) jest nie wieksze od E?

. 8.15. Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie |m — 1|+ |x| - 2|x| = 3
ma rozwiazanie?

8.16. Wykaz, ze dla dowolnej wartosci parametru m rownanie
2(4 — 3x) + mx = 2(m — 2) ma co najmniej jedno rozwigzanie.

8.17. Rozwiaz rownanie z parametramim i p.
a) (x+1)m=2m+p b) px-m=x+3

8.18. Rozwigz réwnanie m°x —m = p°x + p, w ktérym m i p sa parametrami.
¢ 8.19. Rozwigz réwnanie px + 1 = k* — 2x, w ktérym ki p sa parametrami.

8.20. Kwote k ztotych wyplacono z bankomatu w banknotach pigédziesigciozloto-
wych oraz stuztotowych. Wyznacz liczbg banknotow piecdziesieciozlotowych w za-
leznosci od k, wiedzac, ze liczba wszystkich banknotéw wynosita 40.

8.21. Rozwiaz nierownosc z parametrem Kk,
a) 2(kx - 3) < 3k o) 1-—3kx:>5(k+%)
b) (5-2x)k +2 < 7k d) 5-kx > 2k(x - 3) + 2

8.22. Dla jakiej wartosci parametru p zbiorem rozwiazan nieréwnosci
5x—3p—8>0 jest przedzial (10; o0)?

8.23. Rozwigz nierdwnos¢ z parametrem m.
mx + 1 X.=M

=
5 2
b) 1 - (mx+1)* < (m+5)x - (mx —2)(mx + 2)

a) x-—

8.24. DIa jakich wartosci parametru m zbiorem rozwiazan nierownosci

m(x+1)—2(2x—4) > (m+ 1)x -5 jest przedzial (—oo; 3%)?

8.25. Dla jakich wartosci parametru m zbiorem rozwiazan nierownosci
20m—x)+1 > 2x -7 jest przedzial (—oo; m + 2)?

8.26. Sprawdz, czy istnieje taka wartos$¢ parametru p, dla ktorej zbiorem rozwiagzan
nieréwnosci px —5p° +2p > 0 jest przedzial (—oo; —8).
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8.27. Sprawdz, czy istnieje taka warto$¢ parametru m, dla ktérej nieréwnosc
2

m’x —m” — 4x — 2m < 0 jest spelniona przez kazda liczbe rzeczywista.
8.28. Wykaz, ze nie istnieje taka wartos¢ parametru m, dla ktorej nierownosc
mz(x —1) 2 m(2x — 3) jest sprzeczna.

8.29. Podaj przyklad réwnania liniowego z parametrem k, ktére dla k=2 jest
sprzeczne, dla k = -2 jest tozsamosciowe, a dla k # 2 oraz k # -2 ma jedno
rozwiazanie.

8.30. Wykaz, ze dla dowolnej wartosci parametru k € R réwnanie
2kx + [1 = (k+ 1)x] - (k + 1) = 4 ma dokladnie jedno rozwigzanie.

1. Dane jest rownanie kx +m = 1 z parametrami k oraz m.
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A.Dla k=1 i m = 2 rozwigzaniem rownania jest liczba —1.
B. Dla k=0 i m = 0 réwnanie jest tozsamoS$ciowe.

C. Dla k=0 i m =0 rownanie jest sprzeczne.

2. Rozwigz réwnanie k°x = 2kx — 5k z parametrem k.
3. Rozwiaz nierownos¢ 3px 2 p — 1 z parametrem p.

4. Dla jakich wartosci parametréw k oraz m réwnanie mx — 2k + 3x + 8 = 0 jest
tozsamosciowe?

5. Wykaz, ze nie istnieje taka wartos¢ parametru m, dla ktorej rozwigzaniem row-
nania 2x + |m| = 8 jest
a) liczba 5. b) liczba wieksza od 4.



9. Ukfad réwnan liniowych
z dwiema niewiadomymi -
wprowadzenie

Umiejetnosci:

* rozpoznawanie rownania liniowego z dwiema niewiadomymi

* sprawdzanie, czy dana para liczb jest rozwigzaniem rownania liniowego z dwiema
niewiadomymi

* rozpoznawanie ukiadu rownan liniowych z dwiema niewiadomymi

¢ sprawdzanie, czy dana para liczb jest rozwigzaniem ukiadu rownan liniowych
z dwiema niewiadomymi

Roéwnanie liniowe z dwiema niewiadomymi

-w

Rownanie postaci ax+by = ¢, wktorym niewiadome x i y wystepuja w pierw-
szej (liniowej) potedze, a, b i ¢ s3 liczbami danymi oraz a i b nie sg jednoczesnie
réwne zero, nazywamy réwnaniem liniowym z dwiema niewiadomymi.

L

Prz?kiadami rownan tej postaci s3: OdpowiedZ na pytanie, czy rownanie 2x = 9 jest (({ }:ﬂ
Ap—y=7 rownaniem postaci ax+by = ¢, gdziea=2,b=10

i ¢ =9, czy jest rownaniem liniowym z jedna
~V5x + 4y = 0,27(13) niewiadoma, odczytujemy z kontekstu. Czasem dla
20=9 podkreslenia jednoznacznosci bedziemy zapisywaé
—y = ?.\{3‘ takie réwnanie w postaci 2x + 0y = 9.

Jezeli do rownania z dwiema niewiadomymi podstawimy pare liczb w miejsce odpo-
wiednich niewiadomych i otrzymamy réwnos¢, to méwimy, ze ta para liczb spelnia
to rownanie. Kazdg pare liczb spelniajaca dane rownanie nazywamy rozwigzaniem
tego réwnania.

Przyktad €) < zad. 9.5

Znajdziemy kilka rozwigzan rownania 5x -2y = 4.

Rozwiazanie

e 5.2-2y=4 — wstawiamy do rownania x = 2 (czyli liczbe 2 w miejsce x)
-2y=4-10

P=3
Rozwiazaniem rownania jest paraliczbx =2 i y = 3,
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° 5.42- ly=4 «— wstawiamy do rownania x = V2
-2y =-5v2+4
y= %v’i -2
¥ - * - 3 5
Rozwigzaniem réwnania jest paraliczb x = V2 i y = -i-\f"i =&
* 5x-2:-0=4 — wstawiamy do réwnania y =0
4
= -
5

Rozwiazaniem rownania jest para liczb x = s ly= 0.

Jest nieskonczenie wiele par liczb spelniajacych rownanie 5x — 2y = 4.

Przyktad &) < zad. 9.1

. , ; x=1 [x=2 | i 3 :
Sprawdzimy, ktéra z par liczb: y=4 _ _3 Jestrozwigzaniem rownania
xX—y=>5
Rozwigzanie
¢ (1 4)

l1-4=-3#5 — wstawiamy do rownaniax =1 i y=4

Odp.: Paraliczb x =1 i y =4 nie jest rozwiazaniem tego rownania.

- {21 _3)

2-(-3)=5 «— wstawiamy do rownaniax =2 i y=-3

Odp.: Paraliczb x =2 i y = =3 jest rozwiazaniem tego rownania.

Rozwigzania rownania liniowego z dwiema niewiadomymi zapisujemy w réznych
postaciach. Jedna z nich jest zapis:

x=xy1y=y
Druga mozliwos¢ to zapis z klamerka:

{x = xﬂ

Y=DXYo

i kolejna - zapis w postaci uporzadkowanej pary liczb:

(x0> ¥0)
Zauwazmy, ze kolejnosc liczb w zapisie takiej pary ma znaczenie. Na przyklad para

(2, 3) jest rozwigzaniem rownania 5x — 2y = 4, natomiast para liczb (3, 2) nie jest
rozwigzaniem tego rownania.
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Przykiad €

Podamy przyklady pieciu par liczb calkowitych spelniajacych dane rownanie.

a) x+3y=7 b) —4x+2y =12

Rozwiazanie

a) x+ Jy=7 «~— z rOwnania wyznaczamy jedng niewiadoma, np. x
x=7-3y

Wrynika stad, ze rozwigzaniami sa pary liczb postaci (7 — 3y, y), gdzie y jest
dowolng liczbg rzeczywista, a x = 7 — 3y. Zatem przykladami takich par sa:
(7, 0), (4, 1), (10, =1), (1, 2), (-2, 3).

b) —4x+2y =12 «—— obie strony rownania dzielimy przez 2
-2x+y=6 «— z rOwnania wyznaczamy jedng niewiadoma, np. y
y=6+2x

Wynika stad, ze rozwiazaniami sa pary liczb postaci (x, 6 + 2x), gdzie x jest
dowolng liczbg rzeczywisty, a y = 6 + 2x. Zatem przykladami takich par sa:
(0, 6), (1, 8), (-1, 4), (-2, 2), (2, 10).

Odp.:a) np.: (7, 0), (4, 1), (10, -1), (1, 2), (-2, 3)
b) np.: (0, 6), (1, 8), (=1, 4), (-2, 2), (2, 10)

Uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi
Zadania tekstowe, z ktorymi zetkneliscie sie do tej pory, mozna bylo rozwigzac albo
w pamieci, albo rozwiazujac réwnanie liniowe z jedng niewiadoma.

Czesto wygodniejsza forma rozwigzywania zadania jest wprowadzenie kilku niewia-
domych. Pokazemy to na przykladzie.

Przyktad €
W szkolce lesnej posadzono w sumie 100 sadzonek swierka i modrzewia. Po okreslo-
nym czasie okazalo sig, ze do rozsady nie nadaje si¢ é sadzonek Swierka i % sadzonek

modrzewia. Po ich odrzuceniu do rozsadzenia pozostalo 86 sadzonek. Sprawdzimy,
ile sadzonek swierka i ile modrzewia posadzono na poczatku w szkolce.

Rozwiazanie
Oznaczmy:
x - poczatkowa liczba sadzonek $wierka
y - poczatkowa liczba sadzonek modrzewia

1 ; S
—-x - liczba odrzuconych sadzonek $wierka

1 : 2
3 A liczba odrzuconych sadzonek modrzewia
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Na podstawie tresci zadania wiemy, ze:

x+y=100 «— posadzono w sumie 100 sadzonek
oraz
X
100 - (E + g) = 86 «—— po odrzuceniu wszystkich niedobrych zostalo 86

Zauwazmy, ze jest wiele par liczb spelniajacych jedno z réwnan. Na przyklad po pod-
stawieniu x =60 i y =40 otrzymamy:

60 + 40 = 100, ale 100 - (% +: ?) =100-(10+5) = 85 # 86
Z kolei po podstawieniu x =24 i y = 80 otrzymamys:

10U—(%+ ?) =100 - (4 + 10) = 86, ale 24 + 80 = 104 # 100
Zadanie, ktére mamy rozwiazaé, polega na znalezieniu takich par liczb x = x,
i ¥ =y, ktorebeda spelnialy wszystkie zalozenia podane w tresci, czyli jedno i dru-
gie rownanie. Inaczej méwiagc, mamy do rozwigzania uklad réwnan:
[ x+y =100

100-(f+1)=85
, 6 8

Jedyna parg liczb spelniajaca ten uklad rownan jest x = 36 i y = 64. Sprawdzmy:

[ 36 + 64 = 100

]00-(%+%)=1DD-[6+8]=86

e

P,

Metodami rozwiazywania uktadow rownan oraz wyjasnieniem, dlaczego poszukiwa-
nym rozwigzaniem tego ukladu jest tylko jedna para liczb, zajmiemy sie w nastepnych
tematach podrecznika.

Odp.: W szkdlce posadzono 36 sadzonek swierka i 64 sadzonki modrzewia.

Przyjrzyjmy sie ponownie ukltadowi réwnan:

[ x+y =100
i 100—(f+ﬁ)=35

h 6 8

Drugie rownanie przeksztalcimy rownowaznie do prostszej postaci.

[ x+y =100
i —(f +3) = 86 - 100

| \6 8

[ x +y =100

% + % =14 +— obie strony rownania mnozymy przez 24

[ x+ y =100

4x + 3y = 336

Zatem kazde z rownan ukladu jest rownaniem liniowym z dwiema niewiadomymi.
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Uklad dwoch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi zapisujemy najczesciej
w postaci:

ax+by=c

a,x + by =c,
przy czym litery x i y oznaczaja niewiadome, natomiast a,, b, ¢, a,, b,, ¢, sa ustalo-
nymi liczbami rzeczywistymi spelniajgcymi dodatkowo warunki: liczby a,, b, nie sa
jednoczesnie rowne zero i liczby a,, b, nie sa jednoczesnie rowne zero.

Przyktad &) < zad. 9.6
2x+3y=5
6x+5y=3"

ay (2, -3) b) (1, 1) c) (-2, 3)

Sprawdzimy, czy podana para liczb spelnia uklad rownan {

Rozwiazanie
a) Do kazdego z rownan ukladu podstawiamy x =2 i y=-3:
{2-2+3-(—3)=4—9=—5#=5
6:2+5-(-3)=12-15=-3+3
Odp.: Para (2, —3) nie spelnia podanego ukladu réwnan.

b) Do kazdego z rownan ukladu podstawiamy x =11 y = 1:
2+3=35
6+5=11#3

Odp.: Para (1, 1) nie spelnia podanego ukladu réwnan.

c) Do kazdego z rownan ukladu podstawiamy x = -2 i y = 3:
{ ~4+9=5
~-12+15=3

Odp.: Para (-2, 3) spelnia podany uklad rownan.

Przykiad @) < zad. 9.7

1 1

—x+-y=5
Dany jest uklad réwnan e ;

3x+2y =30

Sprawdzimy, czy pary (0, 15), (=2, 3), (2, 12) naleza do zbioru jego rozwiazan.

Rozwigzanie

0+ 30=230
Para (0, 15) spelnia ten uklad rownan.

15
0+2=5 | .
3 «— podstawiamy x =01 y =15
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—E+E=—1+1=D:f:5 _
2 3 «—— podstawiamy x=-2 1 y=3
-6+6=0+#30

Para (-2, 3) nie spelnia tego ukladu rownan.

{%+£=1+4=5

2 3 «—— podstawiamy x=2 i y=12

6+ 24 = 30

Para (2, 12) spelnia ten uklad réwnan.

Odp.: Pary (0, 15) i (2, 12) naleza do zbioru rozwiazan tego ukltadu, natomiast para
(=2, 3) nie nalezy do tego zbioru.

Uktad réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi moze mie¢ wiecej niz jedno
rozwiazanie.

W kazdym z zadan 9.1-9.4 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

9.1. Wskaz pare liczb spelniajgca rownanie 3x — 5y = 15.
A. (0, 3) B. (=5, 0) C. (0, -3) D. (3, -1)

9.2. Wskaz pare liczb, ktéra nie spelnia rownania 6x -2y = —12.

A. (0, 6) B. (-1, 3) C. (-1, 5) D. (-2, 0)
. ) .. , , [3x+3y=-12
9.3. Wskaz pare liczb spelniajgca uktad réwnan { e B
A. (-4, 2) B. (-3, 1) C. (-5,3) D. (3, -5)
E.ac = §y =12
9.4. Wskaz pare liczb, kt6ra nie jest rozwiazaniem ukladu { ° TD :
-X + ?y =-15

A. (15, 0) B. (1, 4) C. (% “1) D (”* *%‘)
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9.5. Dane jest rownanie liniowe z dwiema niewiadomymi 6x — y = 7. Ocen praw-
dziwoé¢ podanych zdan.

A. Para (1, —1) jest rozwigzaniem tego rownania.

B. Rozwiazaniami tego rownania sa uporzadkowane pary liczb.

C. To réwnanie ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

9.6. Znajdz trzy pary liczb (x, y), ktore spelniaja podane rownanie.
a) x—y=7 c) 5x+3y=38 e) Ox+y=9
b) 2x+y=5 d) x-y=0 f) x+0y=11

9.7. Sprawdz, czy podana para liczb spelnia uklad réwnan.

6x +5y =2 2x-1) =3y
SR R d}{x: DUV o
Ix-2=12y Sx+y=3 1 4
b) {x—y=1 (9~1) e) i?x—4y=—3 (E’E)
1
2y-3=x EryED
) {zLy:_l (3, 3) N 2 (33)
x—y=§
9.8. Sprawdz, czy para (1, 2) jest rozwigzaniem podanego ukladu réwnan.
2x—-5y=-8 q [6x+3y =12
) x+y=3 }ix—y:—i
by %+ V2y=2v2-1 » (10"x+ 10"y = 3. 10"
x+5y=11 12-10"x-10"y =210
0 V5x + 25y = 5+/5 ﬂ : 2Mx 420y =212
2V3x + V7y = 2410 1372x+37'y=7.372

9.9. Do danego rownania dopisz drugie rownanie tak, aby otrzymany uklad byl spel-
niony przez podana obok pare liczb.

a) 2x+y=7 (2, 3) d) 4x+3y=5 (2, =1)
b) x+y=10 (4, 6) e) —13x+2y=-1 (-1, =7)
c) —x+5y=3 (=3, 0) f) 117x-119y=0 (0, 0)

_ . . |2x—y=-log,?2
9.10. Dany jest ukfad réwnan { dx+2=2y .
a) Wykaz, ze pary (3, 7) i (-1, —1) sa rozwigzaniami tego ukladu.
b) Podaj przyklad dwoch innych rozwiazan tego ukladu oraz jeden przyklad pary

niebedacej jego rozwigzaniem.
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9.11. Sprawdz, czy pary liczb ( V6, V?E ) ((}, -%ﬁ) G V6, D) 53 rozwigzaniami
2V2x - x@y =33

uktadu rownan :
{ -2V6x +3V2y = -9

9.12. Wyznacz takg warto$¢ m, aby para liczb (-3, 5) byla rozwigzaniem réwnania
2x +my=9.

© 9.13. Znajdz pare liczb calkowitych (x, y) spelniajaca rownanie 11x -7y = 19.
+ 9.14. Podaj wszystkie pary liczb naturalnych spelniajacych réwnanie 7x+ 3y = 55.

- 9.15. Podaj wszystkie pary liczb naturalnych spelniajgcych réwnanie
17x + 13y = 850.

1. Ocen prawdziwos$c podanych zdan.
11+v2 6-V2
4 7 6
B. Istnieje para liczb catkowitych spelniajaca réwnanie 4x + 6y = 17.
C. Istnieje para liczb wymiernych spelniajaca rownanie 4x + 6y = 17.

A. Paraliczb ( ) spelnia rownanie 4x + 6y = 17.

2. Podaj pare liczb ujemnych speiniajaca rownanie 2x -3y = 1.

3. Sprawdz, czy para liczb (2 V3, -—\;"E) jest rozwigzaniem rownania
V6x + \/Ey = 34/2.

4. Wyznacz takg warto$¢ m, aby para liczb (8, —11) byla rozwiazaniem réwnania
mx+3y=7.

@ 5. Udowodnij, ze para liczb (21{“, 21[:2) jest rozwiazaniem podanego ukladu

rownarn.

2x+y=2
log,x —log, y=-1
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10. Rozwigzywanie ukfadu
rownan liniowych

Umiejetnosci:

* rozwigzywanie uktadu rownan liniowych z dwiema niewiadomymi metodg
podstawiania

* rozwigzywanie ukfadu rownan liniowych z dwiema niewiadomymi metoda
przeciwnych wspotczynnikow

W tym temacie oméwimy dwie algebraiczne metody rozwigzywania ukladow row-
nan, trzecia — geometryczna — poznacie poznie;.

Kazda z podanych nizej metod polega na zastepowaniu danego ukladu réwnan in-
nym, rownowaznym mu i jednoczesnie prostszym ukladem, z ktorego mozna juz
odczytac rozwigzania. Pokazemy to na przykladach.

Metoda podstawiania

Przyktad €) < zad. 10.5

Rozwia? t5ds podstaiamiaaldad rowan § T2 3
0ZWIdZemy metodg podstawiania ukiad rowna By 5}' — 4
Rozwiazanie

Krok 1: Z pierwszego rownania wyznaczamy zmienng y i podstawiamy do drugiego

réwnania,
y=-2x+5
3x—-5(-2x+5)=14
Krok 2: W drugim rownaniu wykonujemy przeksztalcenia.
{y=—2x+5 ,CZ}'li {y=—2x+5
3x+10x-25=14 13x = 39

Krok 3: Z drugiego rownania, ktore jest juz rownaniem z jedna niewiadomg, oblicza-

my X.
y==2x+5
{x=3
Krok 4: Obliczong warto$¢ x podstawiamy do pierwszego réwnania i obliczamy y.
y==2:3+5
{x=3
x=3
e

Odp.: Jedynym rozwigzaniem ukladu jest para liczb (3, —1).
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Przykiad &)

v ; [=x+2y=3 .
Rozwigzemy uklad réwnan Jl T dy=] metodg podstawiania.

Rozwiazanie

xX=2y=3 , o ,
g UHENPRRRS  ry iorma
x=2y-3 ‘ —_—
Krok 2: { 4y -6-4dy= «— wykonujemy dzialania
x=2y-3
{ -6=1
Drugiego réwnania nie spelnia zadna liczba, zatem uklad rownan takze nie ma roz-

wigzan.

Odp.: Uklad réwnan nie ma rozwiazan.

Przyktad €)
—-6x+2y=-8

3x—y=4 metodg podstawiania.

Rozwigzemy uklad réwnan {

Rozwigzanie

Krok 1: 4 o Z{Sx —H=3 «— z drugiego rownania wyznaczamy y
| y=3x-4
Krok 2: ; HEreE-g=—g «—— wykonujemy dzialania
| y=3x-4
0=0
{ y=3x-4

Pierwsze rdwnanie jest spelnione przez kazda liczbe rzeczywista.
Rozwigzaniem ukladu jest kazda para liczb spelniajaca drugie rownanie, np. (0, —4),
(1, =1), (=2, —=10). Takich par liczb jest nieskonczenie wiele.

Odp.: Uklad réwnan ma nieskoriczenie wiele rozwiazan (x, y); sa nimi pary liczb
spelniajace rownanie y = 3x — 4.

Metode podstawiania, stosowang do rozwigzywania ukladu dwoch réwnan z dwiema
niewiadomymi, mozna przedstawi¢ w postaci nastepujacego schematu.

Wyznacz Wstaw

Podstaw
z jednego otrzymane 5 Dhl::za: ogo wartosé y
réwnania wyrazenie L do jednego NIEC
@' dowolng ™ w miejsce x i r:nr;grr:i: ™ zréwnan
niewiadoma, w drugim uktadu
np. x. | réwnaniu. . fowiadonyt. | i oblicz x.
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Metoda przeciwnych wspéiczynnikow

W tej metodzie bedziemy wykorzystywac jedno z podstawowych praw arytmetyki,
ktére mowi, ze:
jezelia=bic=d, toa+c=b+d
Rozwigzmy ta metoda poprzednio opisane przyklady.
Przyktad @) < zad. 10.7
2x+y =5

Rozwiazemy uklad rownan { 3x -5y = 14

metoda przeciwnych wspolczynnikow.

Rozwiazanie
Chcemy mie¢ w obydwu réwnaniach przy jednej z niewiadomych wspélczynniki be-
dace liczbami przeciwnymi. W tym wypadku najlatwiej jest pomnozy¢ obydwie stro-
ny pierwszego rownania przez 5.

2x+y=5 |:5 i 10x + 5y = 25

3x-5y=14 " |3x-5y=14
Jesli dodamy rownania stronami, to otrzymamy:

(10x +5y) + (3x —5y) = 25+ 14, czyli 13x =39

W ten sposob wyeliminowalismy niewiadoma y, czyli otrzymalismy rownanie z jed-
na niewiadomg x. Mamy wiec nowy uklad réwnan:
[ 13x =39
11 2x+y=5 «—— przepisujemy ktorekolwick z poczatkowych réwnan
[x =3 i J* 3
1~6+y=5,(.2}71 ‘}"Z"‘l

Odp.: Jedynym rozwiazaniem ukladu jest para liczb (3, -1).
Przyktad &)
Rozwigzemy uklad réwnan {

-X+2y=23

2x -4y =1 metodg przeciwnych wspolczynnikow.

Rozwigzanie

-x+2y=3 |-2 +«— obydwie strony pierwszego rownania mnozymy przez 2
{ 2x—4y =1
[ —2x +4y =6 , : , . .
*~ 2x —4y =1 +— dodajemy réwnania stronami i jedno przepisujemy bez zmian
(0=7
4. =X ALY =3

Z otrzymanej sprzeczno$ci w pierwszym réwnaniu wnioskujemy, ze uklad nie ma
rozwiazan.

Odp.: Uklad rownan nie ma rozwiazan.
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Przykiad )
—6x +2y=-8

3x—y=4 metodg przeciwnych wspolczynnikow.

Rozwigzemy uklad réwnan {
Rozwiazanie
{—6x+2y=—8 {—6x+2y=—8 {3x+y=4
3x-y=4 |-2 6x -2y =38 0=0
Drugie rownanie w ostatnim ukladzie jest spelnione przez kazda liczbe rzeczywista,
wiec uklad ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

Odp.: Uklad rownan ma nieskonczenie wiele rozwiazan (x, y); sa nimi pary liczb
spelniajace rownanie 3x — y = 4,

Metode przeciwnych wspolczynnikow, stosowana do rozwiazywania ukltadu dwoch
rownan z dwiema niewiadomymi, mozna przedstawi¢ w postaci schematu.

@D

Czy przy Dodaj ‘ Oblicz ‘ Utwérz nowy Rozwigz
kidrejs niewiadomej o - uktad réwnan = _ | otrzymany
wystepuia preecivne ) 'Swnania - niezredukowang > unowazny | uidad

wspoltczynniki? . ‘ 2 wyjsciowemu. réwnar.

NIE ¢

- Przeksztat¢ réwnania ukiadu tak,
by otrzymac przeciwne wspdtczynniki.

Czasem wygodnie jest stosowaé metode przeciwnych wspolczynnikow do kolejnego
wyznaczania niewiadomych.

Przyktad € < zad. 10.8

7x+5y=1
Rozwigzemy uklad réwnan J[ e

3x-9y =4 metoda przeciwnych wspolczynnikow.
Rozwiazanie
Aby doprowadzi¢ do przeciwnych wspolczynnikow, np. przy zmiennej y, musimy

w tym wypadku pomnozy¢ obydwa réwnania przez odpowiednie liczby.

7x+5y=1]-9 63x+45y =9 78x = 29 P
3x-9y=4]-5 15x — 45y = 20 3x -9y =4 3x_7"93y=4
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z ey - 29 . , .
Gdyby$my chcieli teraz podstawi¢ wyznaczone x = o do drugiego réwnania

i obliczy¢ wartos$¢ y, przeksztalcenia bylyby klopotliwymi dziataniami na ulamkach.
Dlatego wygodniej bedzie powrdéci¢ do pierwotnej postaci ukladu i ponownie za-
stosowa¢ metode przeciwnych wspélczynnikow - tym razem w celu wyznaczenia
niewiadomej y.

7x+5y=1]-3 21x + 15y =3 78y = -25 2
3x-9y=4|-(-7) -21x+ 63y =-28 3x -9y =4 3x -9y =4

Parg liczb spelniajaca uklad rownan jest zatem x = —E oraz y = *%g.
. : Z : 29 25
Odp.: Rozwiazaniem ukladu jest para liczb (ﬁ’ _?_8)'
y,

Podobnie jak uklad dwoch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi definiuje sie
uktady rownan z wigksza liczba niewiadomych, z ktérych kazda jest w pierwszej po-
tedze. Najogolniej - méwimy o ukladach »n réwnan liniowych z n niewiadomymi
(n € N, n > 1). Pokazemy na przykladzie, jak mozna rozwigzywac uklad trzech row-
nan liniowych z trzema niewiadomymi.

Przyktad € < zad. 10.10

Rozwiazemy uklad trzech rownan liniowych z trzema niewiadomymi.

2x+y—-3z=7
3x+3y+2z=1
x-3y+5z=4

Rozwiazanie

Na poczatku korzystamy z metody podstawiania. Z dowolnie wybranego réwnania
wyznaczamy jedna z niewiadomych za pomoca pozostalych i wstawiamy otrzymane
wyrazenie do pozostalych dwoch réwnan zamiast tej niewiadomej.

[(y=7-2x+32

13x+3(7-2x+3z)+ 2z =1 «— porzadkujemy drugie i trzecie réwnanie
| x—-3(7-2x+3z)+5z=4

[(y=7-2x+32

s

Ix+21-6x+9z+2z=1
| x=21+6x-92+5z=4
[ y=7-2x+3z

-3x+11z=-20
| 7x -4z =25

A,
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Drugie i trzecie rGwnanie tworzg uklad réwnan z dwiema niewiadomymi, ktéry roz-
wiazemy metodg przeciwnych wspolczynnikow.
-3x+11z=-20 |-7
{?x—ilz:ZS |3
{ -2lx+77z = -140

21x =12z =75
Stad, po dodaniu rownan stronami, otrzymujemy:
65z = —65
Z==] «— podstawiamy do réwnania 7x — 4z = 25
7x=25-4
x=3 «~— podstawiamy obliczone niewiadome do rownania
y=7-2-3+3-(-1)=-2 y=7-2x+3z

Odp.: Rozwigzaniem ukladu jest trojka liczb: x =3, y=-2 i z=-1.

Przyktad €) < zad. 10.11

Rozwigzemy dany uklad réwnan. la] = 5 wtedy i tylko wtedy, ((+))

. . dy a=75 lub a=-5.
Rozwiazanie Giid

) |x—4| =5
Y 1o+ y=3
Rozwiazaniem danego ukladu rownan sa pary liczb, ktore spelniaja
x—4=5 x—4=-5
uklad {2x+y= 3 lub ukiad {Zx-l-y: 3

xX=9 lub x=-1
2x+y=3 " 2x+y=3
xXx=9 x=-1
{J*':"]S Iub{y

Odp.: Rozwigzaniami ukladu sg dwie pary liczb: (9, —15) i (-1, 5).

lx -yl =2

b) {—x+3y:8
X—-y=2 X gi=sad
i—x+3y:8 L {—x+3y:8

Zastosujemy metode przeciwnych wspotczynnikow.,

X yp=1 X = Y=l
41—*;:‘:-%3‘]1:8 e {~x+3y:8
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Odp.: Rozwigzaniami ukladu sg dwie pary liczb: (7, 5) i (1, 3).
y

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie, ktérego uzasadnienie poznacie w IV dziale
tego podrecznika (zob. przyklad 1 s. 386).

P =
|| T PR e g

1wierazenie
Il -.':r.l.J.'\..-'."-_!_ e

- B ot et el
— ——

Uklad dwéch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi:
* ma dokladnie jedno rozwiazanie

albo

° nie ma rozwiazan,

albo

* ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

Zgodnie z tym przyjmujemy nastepujaca definicje:

Uklad réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi nazywamy ukladem:

* oznaczonym, jezeli ma dokladnie jedno rozwiazanie,
* sprzecznym, jezeli nie ma rozwigzan,
* nieoznaczonym, jezeli ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

Zatem uklad réwnan rozwigzywany w przykladzie 1 jest ukladem oznaczonym,
w przykladzie 2 - ukladem sprzecznym, a w przykladzie 3 - ukladem nieoznaczonym.

Przyktad € < zad. 10.4

X+my=3
mx+4y=6"
niewiadomymi. Ocenimy prawdziwos¢ podanych zdan.

Dany jest uklad rownan <l w ktoérym m oznacza parametr, a x i y sa

A. Dla m = 2 dany uklad jest nieoznaczony.
B. Dla m = 0 rozwiazaniem ukladu jest para liczb dodatnich.
C. Dla m = -2 dany uklad jest sprzeczny.
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Rozwiazanie
A. Podstawiamy do ukladu rownan m = 2:
x+2y=3

{ 2x+4y=6
Drugie rownanie jest rownowazne réwnaniu pierwszemu (powstalo przez po-
mnozenie obu stron pierwszego przez 2), a zatem kazde z nich ma identyczny
zbior rozwigzan. Rownanie liniowe z dwiema niewiadomymi x + 2y = 3 ma nie-
skonczenie wiele rozwiazan, kazde z nich jest rownoczesnie rozwigzaniem ukladu,
zatem pierwsze zdanie jest prawdziwe.

B. Podstawiamy do ukladu réwnan m = 0:
Drugie zdanie jest prawdziwe,

C. Podstawiamy do ukladu rownan m = -2:

x—-2y=3
{ -2x+4y =6 «— dzielimy obie strony drugiego réwnania przez -2
x—2y=3
{ x—-2y=-3
=6
{ x—2y=-3 «—— odejmujemy réwnania stronami i jedno przepisujemy bez zmian

Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze trzecie zdanie réwniez jest prawdziwe.

Odp.: A, B, C - zdania s3 prawdziwe.

Zastosowanie ukiadow rownan

W szkole podstawowej rozwigzywaliscie zadania tekstowe za pomoca réwnan z jedng
niewiadomg. Zajmiemy si¢ teraz takimi zadaniami, ktore wygodnie jest rozwigzac,
uzywajac ukltadéw réwnan liniowych.

Zaczniemy od zapisywania informacji podanych w zadaniach w postaci réwnan
liniowych tworzacych uklad.

Przyktad €) < zad. 10.20
Zapiszemy podane informacje w postaci uktadéw rownan.

a) Suma dwoch liczb réwna si¢ 22, a ich roznica wynosi 8. Niewiadomymi sa te
liczby.



10. Hozwigzywanie ukladu réwnan liniowych

Rozwiazanie
Przyjmujemy nastepujace oznaczenia:

X — pierwsza liczba
y — druga liczba

Informacje podane w zadaniu mozna opisa¢ dwoma rownaniami:

x+y=22 «—— suma tych liczb réwna si¢ 22
x—y=28 «— réznica tych liczb wynosi 8

Liczby maja spelnia¢ obydwa warunki zadania, inaczej méwiac — spelnia¢ obydwa
rownania, zatem szukany uklad réwnan ma postac:

x+y=22
Xy =5

b) Aby odnowic pokdj, pani Malgorzata kupita 4 puszki farby kolorowej przezna-
czonej do pomalowania $cian i 2 puszki farby bialej do pomalowania sufitu. Za
wszystko zaplacita 669,76 zl. Po przeanalizowaniu ulotek informacyjnych doszta
do wniosku, ze musi jeszcze dokupic 2 puszki farby kolorowej i 2 biatej. Tymcza-
sem ceny farb wzrosty odpowiednio: o 3 zl - puszka kolorowej i 0 1,50 zt - puszka
bialej, wiec za drugi zakup pani Malgorzata zaplacita 408,78 zl. Niewiadomymi s3
ceny farb przed podwyzka.

Rozwiazanie

Przyjmujemy nastepujace oznaczenia:
x - cena puszki farby kolorowej przed podwyzka
y - cena puszki farby bialej przed podwyzka
x + 3 — cena puszki farby kolorowej po podwyzce
v+ 1,50 — cena puszki farby bialej po podwyzce

dx + 2y = 669,76 «— kwota za 4 puszki farby kolorowej i 2 puszki bialej
przed podwyzka
2(x +3)+ 2(y + 1,5) = 408,78 «— kwota za 2 puszki farby kolorowej i 2 puszki bialej

po podwyzce cen
Zatem ukfad réwnan ma postac:

4x + 2y = 669,76
2(x+3)+ 2(y + 1,5) = 408,78

Przyktad €2 < zad. 10.21

Suma 20% pierwszej liczby i 15% drugiej liczby jest rowna 120, a suma 12% pierwszej
liczby i 25% drugiej liczby jest rowna 136. Wyznaczymy te liczby.
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Rozwigzanie
Wprowadzamy oznaczenia:

X — pierwsza liczba
y — druga liczba

Woweczas warunki zadania mozna opisac nastepujacymi rownaniami:

20%x + 15%y = 120
12%x + 25%y = 136

Zamieniamy procenty na liczby.

0,2x + 0,15y = 120 % licaby o = ﬁ a )
0,12x + 0,25y = 136
Rozwiazemy teraz uklad tych réownan. Wykorzystamy metode przeciwnych wspol-
czynnikow.
0,2x + 0,15y =120 |- (-0,6) ad -0,12x - 0,09y = =72
0,12x + 0,25y = 136 v 0,12x + 0,25y = 136

0,16y = 64 y = 400 y = 400 { y = 400
0,12x + 0,25y = 136 0,12x + 100 = 136 0,12x = 36 x = 300

Odp.: Pierwsza liczba jest rowna 300, a druga 400.

Przyktad €5 « zad. 10.31

W dwoéch naczyniach znajduje sie roztwor kwasu. W pierwszym naczyniu jest roz-
twor o stezeniu 3%, a w drugim 8%. Ile litrow roztworu z kazdego naczynia nalezy
przelac do trzeciego, aby otrzymac 2 litry roztworu o stezeniu 5%?

Rozwigzanie
Niech x oznacza potrzebna liczbe litrow roztworu 3%. Wowczas

3%x oznacza liczbe litrow czystego kwasu pobranego z pierwszego naczynia.
Podobnie, jesli y oznacza potrzebna liczbe litrow roztworu 8%, to

8%y oznacza liczbe litréw czystego kwasu pobranego z drugiego naczynia.
Pierwsze rownanie wyraza objetosc calego otrzymanego roztworu:

X+y=2
Drugie rownanie wyraza liczbe litréw czystego kwasu w otrzymanym roztworze:

3%x + 8%y = 5% - 2
Po zamianie procentow na liczby drugie rownanie przyjmie nastgpujaca postac:

0,03x + 0,08y = 0,052

Otrzymany uklad rownan rozwiazemy metoda podstawiania.
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x+y=12 y=2-x
{[},ﬂ3x+[},08y=0,1 |- 100 * Stad {3x+8y= 10

y=2-x y=2-x x =12
{3x+3u-xj=10 {3x+16u8x:10 {y=0ﬂ

Odp.: Nalezy wziac 1,2 litra roztworu 3% i 0,8 litra roztworu 8%.

Przyktad €2) < zad. 10.30

Linia kolejowa laczaca miejscowosci A i B prowadzi przez przelecz gorska. Pociag
wjezdza na przetecz ze §rednia predkoscia 40 km/h, a zjezdza z niej ze $rednia pred-
koscig 80 km/h. Podréz z A do B trwa 2 h, a podréz powrotna trwa 1 h 45 min. Ile
kilometrow liczy linia kolejowa laczaca te miejscowosci?

Rozwiazanie
Wprowadzamy oznaczenia:
s; — droga z miejscowosci A do przeleczy
s, — droga z miejscowosci B do przeleczy
Tradycyjnie litera v oznaczamy predkosc,
a litera t — czas.

Wiadomo, ze v = %, czyli t = % Jesli dodamy czasy przejazdu pociagu na dwoch

fragmentach trasy (pod gore i z gory), otrzymamy laczny czas przejazdu z jednej do
drugiej miejscowosci.

i—:} + ;_2'} =2 «— laczny czas przejazdu z A do B
% -;iﬂ =1 % «—— laczny czas przejazdu z B do A
Otrzymany uklad réwnan rozwigzujemy metoda przeciwnych wspétczynnikow.
51 5 _
o g =2 180 ﬁd{hﬁﬁ=m0
51 5 3 ’ —2s, — 4s, = -280
—+==1- |-(-160 ! 2
80 40 4 I )
-352 =—120 25[ + 40 = 160 54 = 40

Zatem cala droga jest rowna s, + s, = 100.

Odp.: Linia kolejowa faczaca miejscowosci A i B ma dlugos¢ 100 km.
J

Zwroéémy uwage na dodatkowy problem zwigzany z praktycznym wykorzystaniem
matematyki. Czesto wspdlczynniki réwnan sa podawane w postaci przyblizen dzie-
sietnych (np. wtedy, gdy sa danymi notowanymi podczas jakich$ doswiadczen). Na-
lezy wéwczas bardzo uwazad, gdyz nawet niewielkie zmiany ich wielkodci na skutek
zaokraglen moga znaczaco zmienic koncowe rozwigzanie ukladu.
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Przykiad €5
Porownajmy wspolczynniki trzech ukladow rownan:
x—3y=35 x—3y=>5 x—3y=>5
2,4x 7,201y = 11,999 2,4x - 7,201y = 12 2,399x - 7,2y = 12,001

Réznice w zastosowanych przyblizeniach sg bardzo male, tymczasem rozwigzania
bardzo si¢ roznia: pierwszy uklad spelnia para (8, 1), drugi - (5, 0),atrzeci - (-1, -2).

W kazdym z zadan 10.1-10.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i za-
pisz w zeszycie.

: ; S : o tx+2y=>5
10.1. Wskaz pare liczb spelniajgca uklad rownan { 3% — Ty =—11"
A (1, 1) B. (-1, 2) C. (-1, 3) D. (1, 2)
10.2. Wskaz pare liczb, ktéra nie spelnia ukladu réwnan x-2V2y=-3 .
-3V2x + 12y = 9V2
A. (2v2-3,1)  B.(-3,0) C. (-1,5) D. (1, V2)
Sx+ =—12
10.3. Rozwiazaniem ukladu réwnan { xx+ y"i}’_z z niewiadomymi x i y jest
para liczb (-3, 1). Wskaz wartos¢ wspolczynnika m.

A.m=-3 B.m=3 C.m=-1 D.m=2

10.4. Dany jest uklad réwnan liniowych z niewiadomymi x i y oraz parametrem m.
Sx+my=7
{ S5x+y=3
Ocen prawdziwosc podanych zdan.
A. Dla m = =1 uklad jest oznaczony.
B. Dla m = 0 uklad jest oznaczony.
C. Dla m =1 uklad jest sprzeczny.

10.5. Rozwiaz uklad rownan metodg podstawiania.

Ix+y=5 Jx+4y=15
%) {xzz d}{}"z_zx

2x—yp=7 Ix-y=3
b){}’z—3 }{2x+3y:13

4x -7y =2 Ix+4y=-2
2 { D {—~2x+6}':1{]
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10.6. Rozwiaz uklad rownan metoda podstawiania.
} { dx =5y + 2

[3x—-y=5
a) 1
| -1,5x+ 0,5y =-2,5
[ 5x -3y =-2
by {20
([ 7x+7y=14
] [ 6x =3 -5y
“ 118x+7y=17

e) 4

f 4

2x+7y =1
[ 2y =6x—5
(3x+2y =4

[ 14x+3y =4
[ 2x—6=3y

10.7. Rozwiaz uklad rownan metoda przeciwnych wspolczynnikow.

(x -5y =2
| 2x+5y =4
[4x -3y =-18
(x+3y=3

a)4

b) -

} 2x -4y =-10
“ 13x+4y=-15

d)

e)

f)

(4x -3y =3
%= 3y =6

[(2x+7y =4
| 2X -y ==Y

7x-3y=4
2y+7x=9

-

10.8. Rozwiaz uklad réwnan metoda przeciwnych wspotczynnikow.

[3x-2y=3

V5w 6p=35

(—2x+3y=8

b) | 26x - 39y = 104

] 2x+3y=1
3Jx+5y=4
4x+5y =0,2

el {5x—4y=2,3

10.9. Rozwiaz uklad rownan.

} 1,5-(x-y)=0,5(y—x)+2
Y 12y-4=4x

4 3 4

x+y=0
b) x+2_y—3:I

e) 1

f) A

(9x+6y=1
| 12x+8y =3
[2x -3y =6
| 6x—4y =3

(7x -3y =7

+ .1
3—x-2y=7
. 2 y

) {5x+2y=4

3x+4y=-6

[ 3x—y x+y

J 2 4
X-—y X+5y

2 5

4

5

~5(x+y) Sp—25x
2 3
| 3v2x+3V2y =0

7x—=3y =
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10.10. Rozwigz uklad réwnan.
) {{x—?ﬂz —(y-1)=x"-dx—(y+2)(y-2)

3x-6y=15

b) {{x+1)2+y2-8=(y—2}3+{x+3](x-3)

) {x+y

d) -

-3x+y—-4=0

[((x=2+ (x+ ) (y-x) = y(y-1)

x—y_
- = =0,25(x + 2y) + 1

‘[x-—Z}E—{y—IJE={x—y](x+y)+4

L2{x-y)+y2=(y—2\5)(y+2\5)

10.11. Rozwiaz uklad rownan.

-Z(x—y)2—3{x+l}:Z(x—y){x+y}+4y(l—x+y]
a) 1 ::c+y_l
=
(x+y x-5-2 .1
b) 1 2 4 _14}'
bZ[x-3)+3{x+y)=-3

10.12. Rozwiaz uklad rownan.

a) A

b) 1

’x+y=2 'Sx-—y+3z=1
10x-y+3z=7 c) 42x+3y—-z=-4
x—y—-3z=-~11 -Xx+5y+2z=5
[ 7x-5y+22=0 (2x+y-3z=7
2x+y—-z=5 d) {3x+3y+2z=-5
SX~=JIY—g=+3 x-Ip+5z=4

10.13. Rozwiaz uklad rownan.

x—3y=25 x+|y=-1]=7
a){|y+]|=3 d}{Zx—ly—llen

|2x + y| =1 x| =2y =3
b) {x—riy:—S e) {x+3y=8

0 {2|x|-—3y=3 p {3x—y=3

x| +4y =7 x+|y+2|/=3
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10.14. Jakie wyrazenia mozna wstawi¢ w miejsce 2/, aby otrzymac¢ uklad sprzeczny?

x+y=1 [ 3x =5y =7 6x—y=1
9 {3ty ) \6x+E= 9 {g+B-m
2x—-y=3 [2x+ 10y =7 x-y=100
) _y = d) A i___:_y f) _y___.._
4x — 2y = |2 | x+2]=3 y-x=2

10.15. Jakie wyrazenia mozna wstawi¢ w miejsce |2/, aby otrzyma¢ ukfad nieozna-

czony?
(x—y=3 [ —x+3y=2
V- ) -2x+f-m
b) | 2%+ 3p=5 d) [0,3x-2,1y=1,8
| -2x +@l=[&] [ 0,4x +[2] = 3]

10.16. Podaj liczbe rozwiazan ukladu réwnan.
2x—-y=3 20x-3)+3(y-1)=1
) { y o { (x=3)+3(y-1)

4x +3y =1 4x-3)+6(y—-1)=4

3x-2=7y 5(x+2)-(2y+1)=6
) 1 9de_gly= d 1,2 1 _

lzx 32)!—1 ]3(x+2) 3(2y+1)—2

10.17. Jakie wyrazenie mozna wstawi¢ w miejsce |2/, aby otrzymac¢ uklad:

I. oznaczony, II. sprzeczny, [II. nieoznaczony?
x+y=2 -3x+ 10y =4 6x—-5y=11 7x-12y =-5
R ENCRTILE ST B e L R [ i

201-x)=4(y-1)+3

10.18. Wykaz, ze uklad rownan {4(2}’ -1)=2(1 -2x)-2

jest sprzeczny.

8(x—1)+6(y+2)=2

4(.357 i 2] =10 - 3(}" " 1} jESt nieoznaczony.

10.19. Wykaz, ze uklad réwnan {

10.20. 7 roéwnan:
L éx—y+2:0 L x+4=2y  IL2x-4y=-4  IV.x+2y=8

uloz trzy uklady dwoch rownan: oznaczony, nieznaczony oraz sprzeczny. Rozwiaz
ulozone uklady rownan, aby uzasadni¢ odpowiedz.
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10.21. Utwérz uklad réwnan opisujacy przedstawiona sytuacje.

a) Liczba x jest o 12 wigksza od liczby y. Srednia arytmetyczna liczb x i y jest row-
na 11.

b) Suma liczby x i potrojonej wartosci liczby y jest rowna 20, a réznica podwojonej
wartosci liczby x i liczby y wynosi 19,

c) Po dodaniu 30% liczby x do liczby y otrzymamy 84, natomiast po odjeciu 10%
liczby y od liczby x otrzymamy 74.

d) Liczba x jest o 5 wigksza od liczby y, a iloraz liczby x przez 4 jest o 4 mniejszy od
ilorazu liczby y przez 3.

10.22. Liczba x jest o 4 wigksza od liczby y. Srednia arytmetyczna liczb x i y jest
réwna 19. Wyznacz te liczby.

10.23. Hania ma w skarbonce 125 zI w monetach o nominalach 2 zt i 5 z1. Monet
pigciozlotowych jest o 10 mniej niz dwuzlotowych. Ile jest w skarbonce monet dwu-
ztotowych, a ile pigcioztotowych?

10.24. Staszek i Jurek porownali dystans, jaki przejechali w ciagu tygodnia rowera-
mi. W sumie pokonali 80 km. Gdyby Staszek przejechal 4 km mniej, a Jurek 2 km
wiecej, to obaj przejechaliby tyle samo. Ile km przejechal Staszek, a ile Jurek?

10.25. Za 5 opakowan jogurtu owocowego i cztery opakowania serka koziego An-
na zaplacita 33,30 zI. W tym samym sklepie za 6 opakowan identycznego jogurtu
i 2 opakowania takiego samego serka koziego Grzegorz zaplacil 25,40 zl. Jaka byla
cena jogurtu, a jaka serka?

10.26. Marcin zdal wszystkie egzaminy w sesji zimowej i chcial zaprosic 3 kolezanki
i 3 kolegow z grupy do klubu studenckiego. Aby wyrownac proporcje miedzy liczba
studentow i liczbg studentek odwiedzajacych ten klub, zachgcano dziewczeta nizsza
cena biletow. Marcin za bilety dla wszystkich zaptacilby 122 zl, uznal jednak, ze ab-
solutnie nie moze wydac¢ na impreze wigcej niz 120 zl. Postanowil zmienic plany.
Zaprosil tylko najblizszego przyjaciela, ale za to az 5 kolezanek. Teraz mial zaplaci¢
tylko 110 zI. Jaka jest cena biletow kazdego rodzaju?

10.27. Michal wazyl za duzo, wiec zaczal zwraca¢ uwage na to, co je. Na pod-
wieczorek, zamiast dwdch drozdzéwek, przygotowal sobie 3 kromki chleba graham
i 2 szklanki mleka. Kiedy jednak zajrzal do tabeli wartosci kalorycznych, przekonal
sie, ze jego podwieczorek to az 334 kcal. Zredukowal go wiec do 2 kromek chleba
i 1 szklanki mleka. Rezultat byt lepszy - tylko 182 kcal. Uspokojony zabral si¢ do
jedzenia. Jaka jest wartosc kaloryczna jednej kromki chleba, a jaka jednej szklanki
mleka?
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10.28. W grupie uczniéw, ktérzy zapisali sie na wycieczke, liczba chtopcéw stano-
wila 75% liczby dziewczat. Gdy do tej grupy dodatkowo zapisalo sie pieciu chlopcow,
liczba chlopcow byla réwna liczbie dziewczat. Ile dziewczat i ilu chtopcéw wybralo
si¢ na wycieczke?

10.29. Zosia, Krysia i Piotrek wybrali si¢ na kiermasz ksiazki, majac na zakupy po
70 zl. Zosia kupila dwa komiksy po k zl oraz trzy lektury po m zl i otrzymata 5 zl
reszty. Krysia na cztery lektury po m zl oraz jeden komiks w cenie k zt wydala cala
sume. Czy Piotrkowi wystarczy pieniedzy na cztery komiksy po k zt i dwie lektury po
m zk? Zapisz obliczenia i odpowiedz.

10.30. Monika dojezdza do szkoly pociagiem, a potem tramwajem. Za oba bilety
miesigczne placi razem 153 z1 60 gr. Bilet kolejowy jest 0 40% drozszy od tramwajo-
wego. Oblicz, ile kosztuje kazdy z biletow.

10.31. Monika dojezdza do szkoly pociagiem o 7%. Potem po 5 minutach czekania
wsiada do tramwaju i jest przed szkola o 7°V. Lacznie przebywa droge 30 km. Pociag
jedzie ze $rednia predkoscia 50 km/h, a tramwaj — 20 km/h. Oblicz, ile czasu Monika
jedzie pociagiem, a ile tramwajem.

10.32. Stopiono dwa kawalki metalu. Jeden z nich zawieral 80% srebra, a drugi
87,5% srebra. Otrzymano 20 g stopu zawierajacego 83% srebra. Jaka mase mial kazdy
ze stopionych kawalkow?

10.33. Pole prostokata nie zmieni sig, jesli jego dluzszy bok zmniejszymy o 4 cm,
a krotszy zwigkszymy o 4 cm. Pole to nie zmieni si¢ rowniez, jesli dluzszy bok pro-
stokata zwigkszymy o 4 cm, a krotszy zmniejszymy o 2 cm. Oblicz dlugosci bokow
prostokata.

© 10.34. Ktos zapytal znajomego, ile ma lat. Zapytany odpowiedzial: ,Kiedy ja bylem
w twoim wieku, ty si¢ dopiero urodzites; za pigc lat bedziemy mie¢ razem dwa razy
tyle lat, ile mieli$my 5 lat temu”. Ile lat ma kazdy z nich?

10.35. Znajd? takie trzy liczby, z ktérych najwieksza jest wieksza od liczby $redniej
0 trzecia cze$¢ najmniejszej, Srednia jest wigksza od najmniejszej o trzecia czesc naj-
wiekszej, a najmniejsza jest wicksza o 20 od trzeciej czeéci liczby $redniej.

© 10.36. Trzy szkoly zorganizowaly wspolne zawody. Pierwsza szkola wystawila
0 25% uczniow wiecej niz szkola druga, a druga o 4 osoby wigcej niz szkola trze-
cia. Szkoly druga i trzecia razem wystawity o 20 uczniéw wigcej niz szkota pierwsza.
[lu uczniow z kazdej szkoly bralo udzial w zawodach?
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+ 10.37. Statek pokonuje dystans 90 km, plynac z pradem rzeki w czasie 6 godzin,

a z powrotem w czasie 10 godzin. Oblicz predkos¢ pradu rzeki i predkosc¢ whasna
statku przy zalozeniu, ze statek plynie w obie strony z takg sama predkoscia wlasna.

. 10.38. Stacje A i B laczy linia kolejowa o dlugosci 240 km. O godzinie 8% z A do

B wyjechat pociag osobowy, a o godzinie 8% z B do A wyjechal pociag pospieszny.
Pociagi te mingly si¢ o godzinie 98. Gdyby pociag pospieszny wyjechatl o godzinie
800, a osobowy o godzinie 848, to pociaggi minetyby si¢ o godzinie 94°. O ktérej godzi-
nie minelyby sie te pociagi, gdyby oba wyjechaly o godzinie 8197 Zakladamy, ze we
wszystkich podanych sytuacjach srednie predkosci pociagdw sie nie zmieniaja.

1. Dany jest uklad réwnan liniowych z niewiadomymi x i y oraz parametrem m.
2x+3y=4
{ dx + my = 2m
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
A. Dla m = 1 rozwiazaniem ukfadu jest para liczb dodatnich.
B. Dla m = 6 uklad jest sprzeczny.
C. Dla m = 0 rozwiazaniem ukfadu jest para liczb ujemnych.

2. W konkursie historycznym startowalo 140 uczniow. Do drugiego etapu zakwa-
lifikowato sie 38 osdb, czyli % startujacych dziewczat i é startujacych chlopcow. Ile

dziewczat i ilu chlopcéw bralo udzial w tym konkursie?

X-y_X+y _,
3. Rozwiaz uklad réwnan 3 2 .
(x+2)(y-4)=(x-1)(y +2)

4. Wiasciciel sklepu z owocami kupil na gieldzie truskawki i czeresnie. Cena hur-
towa kilograma czeresni byla o 2 zl wyzsza niz cena hurtowa kilograma truskawek.
Wiasciciel sklepu ustalil cene sprzedazy czeresni o 25% wyzsza od ceny hurtowej,
a cene sprzedazy truskawek - o 30% wyzsza od ceny hurtowej. Za p6t kilograma cze-
resni i kilogram truskawek klient zaplacil w sklepie 8,95 zl. Oblicz cene kilograma
czeresni i kilograma truskawek w tym sklepie.

3(x+1)-4y-1)=2
3(x—-1)+2(1-2y)=

trzy przyklady par liczb spelniajacych ten uklad.

5. Wykaz, ze uklad réwnan <I 6 jest nieoznaczony. Podaj
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Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-22 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

W zeszycie.

1. Wskaz przedzial, do ktorego nalezy rozwiazanie rGwnania x(x—3)—-15 = x(x+2).
A. (-8; -5) B. (-5; -3) C. (=3; 5) D. (-4;: -2)
2. Ktora z liczb nie nalezy do zbioru rozwigzan nieréwnosci —2x = 77
A. -4 B. -35 €. 35 D. 4
3. Wskaz nieréwno$¢, ktéra ma ten sam zbiér rozwiazan co nieréwnosé —2x > 0.
A.ix >0 B. x<0 G o2e > 2 D.x<2
4. Ktora nierownos¢ nie ma rozwigzan?
A.x-2<x+log,8 C.x+@£x+(%)_5
B. 3x < 2x D.x+1log 0,01 <x-3
5. Wskaz nierownosc, ktéra ma inny zbior rozwigzan niz nierownosc¢ 6 < —3x.
A.2<—x B. x<-2 C.x=-2 D.3x< -6
6. Ile jest liczb calkowitych w przedziale (-1,1; 15,2)?
A. 17 C. 15
B. 16 D. nieskoinczenie wiele
: e : S S ||

7. Ktory z przedzialow jest zbiorem rozwigzan ukladu nieroéwnosci { s 5?
A. (=2;5) C. {(=2; o0) =
B. (=2; 5) D. Uklad nie ma rozwiazan.
8. Wiskaz przedzial, do ktérego nie nalezy zadna liczba podzielna przez 3.
A. (7; 10) B. (300; 303) C. (101; 102) D. (3; o0)
9. Wskaz uklad nieréwnosci, ktérego zbiorem rozwiazan jest przedzial (-1; 3).
A x 2z -1 B.{x;-l C. -x <1 D. -x <1

-xz-3 X533 =X > =3 == =3
10. W jakiej postaci mozna zapisac a% liczby b?
A. 100ab B, &2 Bl g

D.
100 b 100b
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11. Wskaz nieréwnosc, ktora opisuje przedzial zaznaczony na osi liczbowe;j.

L] .

.
-8 0 18 X
A. |x-5| <13 B. |x-5|>13 C.lx-13| <5 D.|x-13|>5
12. Wskaz nieréwnos¢, ktora opisuje zaznaczong na osi liczbowej sume
przedziatow.
A | V.
-4 0 10 x
A. |lx-7|23 B. |x-7|<3 C.lx-3|=27 D.|x-3|>7

13. Wskaz nierownosc, ktorg spelnia liczba m + 1.
A.lx-1]>5 B. |x-1| <2 C. |x+log 10| < 4 D.‘x—3"|>3

14. Wskaz liczbe, ktéra spelnia réwnanie [3x — 5] = 4x — 8.
A. 1l B. 2 C.3 D. 4

15. Wskaz réwnanie, ktére ma niepusty zbior rozwiazan.
A.|lx+1|+3|=0 B.|[lx-3]+2|=1 C.|Ix=2|+3|=2 D.|lx+5|+3|=

16. Wskaz liczbe, ktdra nie jest rozwigzaniem réwnania |x + 3| + [x — 2| = 5.
A. 0 B. -2 C. -1 | B IS

17. Punkty A = (2 V’g) i B= (-3 \@) leza na osi liczbowej. Wskaz dtugosc odcin-
ka AB.
A. V5 B. V5+5 C.5vV5 D. 10

18. Wskaz warto$c m, dla ktérej para liczb (-2, 1) jest rozwiazaniem rownania
(m—=1)x+2m-2y=3x—-(m+ 1)y.
A.m=45 B.m=0 C.m=-5 D.m=-7

V2x - 3V2y =52
3x — V'_y 6+V3"

A (VEV3)  B.(-1) C.(V2-V3)  D.(3v3-1)
)

19. Wskaz pare liczb, ktora jest rozwigzaniem ukladu

3x+2y=3
7x+5y=8

D( llogg)

20. Wskaz pare liczb, ktora jest rozwigzaniem ukladu

A (-1,05")  B.(-1,4) C. (log 0,1, 3
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21. Wskaz wartosc m, dla ktorej uklad rownan { ;ii ; Ti :\f’; 9 jest sprzeczny.
A.m=-4 B.m=2 C.m=4 D.m=-2

22, Wskaz wartos¢ m, dla ktorej uklad rownan { ?:x_j;y::l;] ma nieskonczenie
wiele rozwiazan.

A.m=-4 B.m=4 C.m=-9 D.m=9

W zadaniach 23-35 ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

23. X oznacza zbiér rozwigzan nieréwnosci 3x + 4(x+ 1) > 17 - 3(x + 1). Zatem
A. X jest zbiorem liczb ujemnych.

B. najmniejsza liczba catkowita nalezaca do X jest 2.

C. X jest zbiorem liczb wigekszych od 1.

24, Dany jest przedzial (-4; 7).
xs7

A. Przedzial ten jest zbiorem rozwigzan ukladu nieréwnosci { X

B. Do tego przedziatu nalezy 11 liczb catkowitych.
C. Przedzial ten jest zbiorem rozwiazan nieréwnosci -7 < —x < 4.

25. Réwnanie [|x] - 7| =2 ma
A. co najmniej dwa rozwiazania.
B. dokladnie cztery rozwiazania.
C. wszystkie rozwigzania mniejsze od 10.

26. Roéwnanie |[x — 3|+ |x+ 2| =5ma

A. co najmniej dwa rozwigzania.

B. nieskonczenie wiele rozwiagzan nalezacych do przedzialu (-2; 3).
C. sze$¢ rozwiazan catkowitych.

27. Zbiér rozwigzan réwnania ||ix| + 1| + 3‘ =7 ma
A. dokladnie jeden element.

B. dokladnie dwa elementy.

C. nieskonczenie wiele elementow.

28. Warto$¢ wyrazenia |x + 5/ jest rGwna wartosci wyrazenia x + 5
A. dla kazdej liczby x.

B. dla kazdej liczby x z przedzialu (—oo; =5).

C. dla kazdej liczby x z przedzialu (-5; c0).
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29. Dane jest rownanie 3x + 2k — 5 = 0 z parametrem k.
A. Dla k = 1 rozwigzaniem réwnania jest liczba 1.

5 A : ; e :
B. Dla k = 5 Tozwigzaniem rownania jest liczba 0.

: : : S : 5
C. Dla k = 0 rozwiazaniem réwnania jest liczba >

30. Dane jest rownanie 2mx + 1 = 0 z parametrem m.
A. Dla m =5 rownanie ma jedno rozwiazanie.
B. Dla m = 0 réwnanie jest tozsamosciowe.

1 iy : s
C. Dla m = = roOwnanie jest tozsamosciowe.

31. Dana jest nieréwnos¢ px < 5p — 1 z parametrem p.

A. Dla p =1 zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest przedzial (—oo; 4).
B. Dla p =0 nieréwnosc jest sprzeczna.

C. Dla p = -1 zbiorem rozwiazan nieréwnosci jest przedzial (—oo; 6).

32. Dane jest rownanie kx + km —m = 0 z parametrami k oraz m.

A. Dla k =m =1 rozwiazaniem rownania jest liczba 1.

B. Istnieja takie wartosci parametrow k oraz m, dla ktorych rownanie jest tozsamo-
sciowe.

C. Istnieja takie wartosci parametrow k oraz m, dla ktorych rownanie jest sprzeczne.

33. Dane jest réwnanie liniowe z dwiema niewiadomymi 13x -2y = 7.

A. Réwnanie to ma nieskonczenie wiele rozwiazan (a, b) takich, ze a = —1.

B. Réwnanie to ma nieskonczenie wiele rozwigzan (a, b) takich,ze a <0 i b < 0.
C. Rownanie to ma nieskoniczenie wiele rozwiazan (a, b) takich, ze ab < 0.

_ : , [8x—=-3y=-44
34. Dany jest uklad rownan «{ Lotk
A. Rozwigzaniem tego ukladu jest para (-3, 7).
B. Rozwiazaniem tego ukladu jest para liczb przeciwnych.

C. Uklad ma nieskoniczenie wiele rozwiazan.

4x -2y = -2
35. Dany jest uklad rownan { e
-x+y=4
A. Ten uklad jest sprzeczny.
B. Rozwiazaniem tego ukladu jest para liczb ujemnych.

C. Rozwiazaniem tego uktadu jest para liczb dodatnich.
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Zadania otwarte krotkiej odpowiedzi

3x2—1_(x_ﬁ)3(x+ﬁ)={x+3)2+3§_

36. Rozwigz réwnanie

37. Rozwiaz nierownos¢ 2(x —5)—3(4x—1) < 4(3 - 2x). Zaznacz zbior rozwiazan
na osi liczbowe;j.

38. Podaj wszystkie liczby naturalne, ktore spelniaja podana nieréwnosc.
_x=7 1—-2x
2

X

s d
2

2
{l—x)i;}—s;t] 1< (Zx;l] B {x-2}2{x+2}. Podaj naj-

wieksza liczbe catkowita, ktora nie spelnia tej nierownosci.

39. Rozwiaz nierdwnosc

40. Danesazbiory A = (-5; 3), B = (-7; 0),C = (2; oo). Wykonaj podane dzialania
na zbiorach i zapisz wynik w postaci przedzialu lub sumy przedzialow liczbowych.
a) A-B b) An(BUC) c) C-(AnB) d) (BNC)u(B-A)

41. Dla jakich wartosci parametru m liczba 5 nalezy do przedzialu (3m—1; 4m+9)?

42. Dla jakich wartoéci parametru m zbiory A = (—oo; m+3) i B = (2m — 1; o0)
spelniajg warunek A — B = A?

43. Rozwigz réwnanie.

a) |x|-7=0 c) |x-9]=3 e) 2:13-x|+5=0
b) [x+13| =0 d) |x+4/-1=0 0 %Il—x[—é=l
44. Rozwiaz nierownosc.

a) 5—|x| <0 c) [x+2|=25 e) 17+|3-x|<0
b) |x-10]| <6 d) [x+4/+7>0 f) 11-13+x[=20

45. Przedstaw w postaci |x — al] < b nieréwno$¢, ktorej zbiorem rozwiazan jest
podany przedziat liczbowy.

#it=412) b) (-9; -3) o (05 2V2) DT

46. Przedstaw w postaci [x —al > b lub [x —a| = b nierownos¢, ktorej zbior
rozwigzan jest przedstawiony na rysunku.

7007, :
-4 0

O ey

(-
X
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47. Rozwiaz réwnanie ||x — 8| — 2| = 10.

48. Rozwigz nieréwnosé |5 — |x + 3|| > 2.

49. Rozwigz rownanie

1
-x—-2|-2x =5,
3x | Xi=5

50. Rozwiaz nieréwnosc |x — 1] — 4 > 2x.

51. Rozwiaz rownanie V25x2 —40x + 16 = 6.

52. Rozwigz rownanie V9x* — 12x +4 = V4x? + 12x + 9.

53. Wykaz, ze liczba (| V24— 33|+ |V6 - V12| - |V75 - V/54|)" jest catkowita.

54. Wykaz, ze liczba /29 — 12+/5 — 2+/5 jest catkowita.

Zadania otwarte rozszerzone] odpowiedzi

55. Zaznacz na osi liczbowej zbior rozwigzan ukladu nieréwnosci:

2(x = 3) > 3(1 + 2x)
5x—-13 < —(5-7x)
i zapisz ten zbior w postaci przedzialu.

56. Dla jakich wartosci parametru m zbiér A = (2; 3m—5) jest podzbiorem zbioru
B = (4—m; 5)?

57. Rozwiaz rownanie |2x — 5|+ |[3x + 6| = 16.
58. Rozwiaz nieréwnos¢ podwojnag 2 < |5 — x| < 2x + 3.

59. Wykaz, ze nier6wnos¢ |x| — |2x — 6] < 10 — x jest tozsamos$ciowa.

o : : e : 1 1 . ;
60. Wykaz, ze wszystkie rozwigzania rownania |x + E| = 45 naleza do zbioru roz-

wiazan nieréwnosci |x — 6| + [3x + 6] < 24.
61. Wykaz, ze rownanie [3x — 5|+ [2x + 7| + |13 — 11x| = 0 jest sprzeczne.

62. Dla jakich warto$ci parametru m rownanie |7x — 2| = 5+ m nie ma rozwigzan?
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63. Rozwiaz réwnanie 3x — 5m + 6 = 0 z parametrem m.

P . 2
64. Rozwigz rownanie k'x = x + k — 1 z parametrem k.

65. Dla jakich warto$ci parametréw k oraz m réwnanie mx —k + x + km = 0 jest
sprzeczne?

66. Rozwiaz nier6wnos¢ 3 px — p2 2 0 z parametrem p.

67. Rozwiaz uklad rownan.

(x+5)(y+4)=(x+3)(y+7)
) (2x+ 1)(5y + 2) = 2y(5x + 4)
’2x—y+y—l =lx+

3 2 4
b) 1 x4y dx-2y-1

4 3
[((x =57 —(x+3)(x—7)=2(y +3) +48
c) o = e
x+ty-1 x-y ]=D,?5
2 4

[((x-42+(y+27 -4=(1-%)Q2y+4) + (x + y)?

1
3

—{%

d) 1

1 2 =]
Li(x+y)—g— g(x+2y]

68. Rozwiaz uklad rownan.

(5x+3y=12 [ 37x + 2.3 =31
a) )y .-10 =

L'?x+4y=\f'§ 13 x-3'y=0

(3x-5y=8v2-73 [16x + 4y = 2"
b) 1 d) ; 12

L2x+y=\5+4v’§ | 8x—y=2"
69. Rozwiaz uklad réwnan.

[3x +2y| =4 x=1|=y+3
2) {x—?:y:é 2 {x—Sy:Z

2|lx-3|-6y=-5 x—y+2|=1
! {—3|x—3|+9y:3 9 {2x—y=2

(x=2)(x+3)-(x—-4)(x+4)=2(3-y)

70. W)’k&Z, ze uktad rownan ‘[ (x+ 2)2 _ x(x + 3) = (};_ 2)1 — }'[,‘y’ = 2)

jest sprzeczny.
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71. Suma cyfr liczby dwucyfrowej A jest réwna 10. Jezeli przestawimy w niej cyfry,
to otrzymamy liczbe o 36 wigksza od A. Znajdz liczbe A.

72. Suma cyfr liczby trzycyfrowej A jest rowna 9. Jezeli zamienimy miejscami cy-
fre setek i cyfre jednosci, to otrzymamy liczbe o 396 mniejsza od liczby A. Znajdz
liczbe A.

73. Na dwéch powierzchniach do$wiadczalnych posadzono 460 sadzonek. Po pew-

nym czasie okazalo sie, ze do dalszych doswiadczen nie nadaje sie : sadzonek z pierw-

szej powierzchni doswiadczalnej i % sadzonek z drugiej powierzchni do$wiadczalne;j.

Po odrzuceniu nieodpowiednich na obydwu powierzchniach tacznie pozostato 130
sadzonek. Oblicz, ile sadzonek posadzono na kazdej powierzchni doswiadczalne;.

74. Pan Raczek zainwestowal na gieldzie 20 000 zl. Podzielil swoj kapital w stosun-
ku 1 : 4. Za mniejsza czes¢ kupil akcje firmy A, a za reszte akcje firmy B. Po roku
akcje firmy A podrozaly o 12%, natomiast akcje firmy B stanialy o 40%. Pan Raczek
sprzedal wszystkie akcje i postanowil zainwestowac¢ w dziela sztuki. Jaka kwota wtedy
dysponowal? Ile procent pieniedzy stracit?

75. W pewnym technikum % liczby maturzystow bedzie zdawac na wyzsze uczelnie

# ]- - - [ - ¥
paristwowe, - zamierza studiowac¢ na prywatnych uczelniach, a pozostale 20 osob

chce po skonczeniu szkoly p6jé¢ do pracy. [lu maturzystow jest w tym technikum?

76. W wyborach na prezydenta zoo startowalo 4 kandydatéw. Okazalo sig, ze:

* Lew uzyskal poparcie o 6 punktow procentowych wigksze niz Wielbtad,

« Zebra uzyskala 12-punktowa przewage nad Lisem,

» Lew i Wielblad uzyskali razem poparcie 0 40 punktéw procentowych mniejsze niz
Zebrai Lis.

Podaj (w procentach) wynik gtosowania.

77. W wyborach startujg 3 partie: Partia Niebieskich, Partia Zéttych i Partia Poma-

raniczowych. Na dwa miesigce przed wyborami sytuacja wygladala nastepujaco:

* poparcie dla Niebieskich bylo o polowe wieksze niz poparcie dla Zoltych,

» poparcie dla Pomaraniiczowych bylo o 25% wigksze niz poparcie dla Zéltych,

* co czwarty wyborca nie byl zdecydowany, na kogo glosowac.

a) Narysuj diagram kolowy ilustrujgcy poparcie dla poszczegdlnych partii.

b) Po uplywie miesigca Niebiescy zyskali 8 punktéw procentowych poparcia, Z6l-
ci stracili 25% poparcia, a liczba niezdecydowanych zmniejszyla sie do 15%
wyborcow. Ile procent wynosito wowczas poparcie dla Pomaranczowych?






1. Pojecie funkcji

Umiejetnosci:
» okreslanie funkcji za pomoca opisu stownego, tabeli, grafu, wzoru
* obliczanie ze wzoru wartosci funkcji dla danego argumentu

W zyciu codziennym stale spotykamy sie z sytuacjami, kiedy jednemu obiektowi jed-
noznacznie przyporzgdkowany jest drugi obiekt.

Przykiad €)

a) Kazdy towar w sklepie ma swoja cene.

b) Produkty zywnos$ciowe maja swoja wartos¢ kaloryczna.

c) Uczen w szkole jest przypisany do jednej klasy.

d) W ciggu kazdego miesiaca zuzywamy pewna ilos¢ energii elektrycznej.
e) Zazuzyta energie placimy odpowiednie rachunki.

f) Kazdy kredyt bankowy ma swoje oprocentowanie.

 besnici |

Funkcja f ze zbioru X w zbiér Y nazywamy przyporzadkowanie, ktore kaz-
demu elementowi zbioru X przypisuje dokladnie jeden element zbioru Y, co
symbolicznie zapisujemys:

f: X->Y

Zbior X nazywamy dziedzing, a jego elementy argumentami funkcji.
Element y € Y przyporzadkowany argumentowi x € X nazywamy wartoscia
funkcji f dla tego argumentu i oznaczamy f(x).

Przyktad @) < zad. 1.5

a) Jezeli kazdej osobie w twojej klasie przyporzadkujemy miesiac jej urodzenia, to tak
okreslone przyporzadkowanie jest funkcja ze zbioru uczniow twojej klasy w zbior
miesiecy. Spelnione sa warunki definicji funkgji, poniewaz kazdy uczen urodzil
sie dokladnie w jednym miesiacu.

Dziedzina tej funkcji jest zbior uczniow twojej klasy.

b) Jezeli zechcemy kazdej osobie w Polsce przyporzadkowac jej rodzonego brata,
to takie przyporzadkowanie nie jest funkcja, poniewaz niektorzy ludzie nie maja
braci, a inni majg ich kilku.
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c) Jezeli kazdemu miastu w Polsce przyporzadkujemy kod pocztowy, to nie otrzy-
mamy funkgcji. Co prawda kazde miasto ma jaki$ kod pocztowy, ale w wigkszych
miastach jest po kilka kodow.

d) Kazdemu tréjkatowi mozna przyporzadkowac jego pole. Otrzymamy w ten spo-

sob funkgcje, ktdrej dziedzing jest zbidr wszystkich trojkatow.

Sposoby okresiania funkciji

1. Opis stowny

W ten sposob okreslone zostaly funkcje z przykladow 1,2 ai2 d.

Przykiad €) < zad. 1.13

A oto inna funkcja opisana stownie: Funkgje, ktérych argumentami (1)
»Kazdej liczbie naturalnej przyporzadkowujemy i wartosciami sg liczby, nazy-
liczbe wieksza od niej o 1”. wamy funkcjami liczbowymi.

Ta funkcja przyporzadkowuje np. liczbie 0 liczbe 1, liczbie 1 - liczbe 2, liczbie 2000 -
liczbe 2001. Dziedzing funkcji tworza wszystkie liczby naturalne.

2. Tabela

Tabela czesto stuzy do przedstawiania funkcji liczbowych wtedy, gdy ich dziedziny
majg tylko kilka elementéw.

Przyktad €) < zad. 1.4

.x‘]2‘34|56 _
S o «—— zapis ten oznacza, ze liczbie 1 przyporzadkowana
f(x) ‘ 3|6 ‘ 913 | 6|9 | jest liczba 3, liczbie 2 - liczba 6, liczbie 3 - liczba 9 itd.
Dziedzing funkcji f jest zbiér D = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
A
Przykla.dami frut‘lkcji opisanych za pmnncq.tabel Wysokosé
sa w wiekszosci dane podawane w rocznikach Szczyt (inmpim]
statystycznych. :
Oto funkcja, ktéra wybranym szczytom gorskim Rysy 2499
przyporzadkowuje ich wysokosci nad poziomem Babia Gora 1725
morza. Dziedzina tej funkcji jest piecioelemento- Rifiiia Gaa 1220
wy zbior wybranych szczytow:
f i Y 4 Lackowa 997
D = {Rysy, Babia Goéra, Barania Gora,
Lackowa, Trzy Korony} Trzy Korony 962
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Inng wersja tabeli sg, stosowane czesto w prasie, diagramy stupkowe.

Ludnos¢ aktywna zawodowo Liczba telefondw komdrkowych
w rolnictwie w 2007 r. przypadajacych na 1000 mieszkaricow
(w % ogdtu ludnosci) w2008 r.

Estonia 4,8 Estonia 1900
Grecja 6,2 Finlandia 1300
Irlandia 3,7 Grecja 1200
Litwa 4,2 Litwa 1500
Lotwa | 5,2 Lotwa 990
Polska 8,3 Polska 1200

Dziedzinami funkcji przedstawionych na diagramach sa zbiory wybranych panstw.

3. Graf

Przyporzadkowanie jest okreslone za pomoca strzatek.

1.4
\ _F
’ ' 0,67

D= {a, b, c} V'Em =, 3}
7 3
Funkcja przyporzadkowuje: Funkcja przyporza;dknw;e wybranym
argumentowi a — liczbe 1, liczbom ich rozwiniecia dziesietne
argumentowi b — rowniez liczbe 1, (z dokladnoscia do dwoch miejsc

argumentowi ¢ - liczbe 2. po przecinku).

Uwaga: Nie kazdy graf przedstawia funkcje. Patrzac na graf, latwo mozemy stwier-
dzi¢, czy przyporzadkowanie jest funkcja czy nie. Narysowany graf okresla funkcje
o dziedzinie X, gdy z kazdego elementu zbioru X wychodzi strzalka i to tylko jedna.

Przyktad &) < zad. 1.7

Ponizsze rysunki nie przedstawiaja funkcji.

7 > 5
;
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Ten graf nie opisuje funkcji w zbiorze {a, b, c, d}, ale

jezeli przyjmiemy za dziedzine tylko zbidr {a, ¢, d}, -
to takie przyporzadkowanie jest funkcja. -
4. Wzor

Przyjrzyjmy sie funkcji oznaczonej litera f i przedstawionej za pomoca grafu.

Zapis f(3) = 6 oznacza, ze funkcja f liczbie 3 ¥

przyporzadkowuje liczbe 6. Czytamy go:

»f od trzech réwna sie szes$c¢”,

Podobnie: f( \5) = 2+/2, f(5) = 10. .

Zauwazmy, ze funkcja f przypisuje kazdej liczbie ze

zbioru {\E, 3, 5} liczbe dwarazy wigksza. Zaleznoséé taka mozemy zapisac nastepujaco:
flx)=2x dla x € {V2, 3, 5}

Taki przepis na przyporzadkowanie podany za pomocg symboli nazywamy wzorem
funkgji.

Przyktad ) « zad. 1.9

Sporzadzimy tabele funkcji wyrazonej nastepujacym wzorem:
g(x) =x'—x+1dlaxe {{L I, 2.3, n-S}

Rozwiazanie

Aby obliczy¢, jakie wartosci funkcja przyporzad-

Jezeli dany jest wzor funkgji, np.: (+))

gl{x}:xz—xi-l

kowuje poszczegdlnym argumentom, podstawia- to litere x mozemy zamieniaé
my w miejsce x kolejne liczby z dziedziny. na konkretne liczby z dziedziny
4(0) 0% =0+1=1 l—lllll({:}l,jlak rowniez na inne litery
5 czy znaki:
gl)=1"-1+1=1 gm)=m'—m+1
g(2)=2"-2+1=3 g@) =8 -e+1

o(V2) = (V) vEs 122 VEr 1233 | kP = (el -ter e
gn-5)=(n-57°-(n-5)+1=n"—-10n+25-n+5+1=7" - 11n+31
Tabela tej funkcji wyglada wiec nastepujaco:

e o | 1 [ 2 | v | x5 |
‘ 9x) | l | 1 __ 3 | 3-12 ;_n2—11n+31_
5. Wykres

Funkcje liczbowa f mozemy réwniez przedstawic za pomoca wykresu, czyli zbioru
wszystkich punktéw o wspélrzednych (x, f(x)) na plaszczyznie z ukltadem wspol-
rzednych. Ten sposob omawiamy w jednym z nastepnych tematow podrecznika.
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W kazdym z zadan 1.1-1.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

1.1. Wskaz warto$c funkeji f(x) = %xz + 2 dla argumentu réwnego 8.
A. 18 B. 33 C. 34 D. 36

1.2. Jezeli wartosc funkcji f dla argumentu 2 jest rowna 8, to funkcja nie moze by¢
okreslona za pomoca wzoru
A f(x)=2x+4 B. f(x)=x*+2. C. f(x)=2x" D. f(x) = x°.

1.3. Funkgja f przyporzadkowuje kazdej liczbie rzeczywistej polowe liczby do niej
przeciwnej. Funkcje f mozna okresli¢ za pomoca wzoru

1 2 I 1
A. f(x) = s B. f(x)= = C. f(x)= —5% . fix)= —-2—(—:1:).
1.4. Dana jest funkcja f opisana za pomoca tabeli.
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A. Dziedzina funkgcji f jest zbior

ol 1 13| 5|71 9]|11]13

(1,3,5,79, 11, 13}. B % | 8 [12]16]20 2428
B. f(7) =16
C. Funkcje f mozna opisac za pomoca wzoru:

flx)=2x+2,

1.5. Podaj trzy przyklady przyporzadkowan bedacych funkcjami i trzy przyklady
przyporzadkowan, ktére nie sa funkcjami.

1.6. Czy podany graf przedstawia funkcje?

o) )
F) ) G
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1.7. Sprawdz, czy podane przyporzadkowanie jest funkcja.

a) Kazdej dodatniej liczbie catkowitej przyporzadkowujemy liczbe jej dzielnikdw.
b) Kazdemu uczniowi liceum przyporzadkowujemy jezyk obcy, ktorego sie uczy.
c) Kazdej liczbie naturalnej przyporzadkowujemy jej reszte z dzielenia przez 7.
d) Kazdej liczbie naturalnej przyporzadkowujemy jej szescian.

e) Kazdej ksiazce przyporzadkowujemy jej autora.,

1.8. Oblicz f(-2), f(\/3), jezeli

a) f(x)=Vx?+4, c) f(x)= x|+ x.

b) f(x) = 3% —6x—2. d) f(x):g—2x+l.

1.9. Sporzadz tabele funkcji okreslonej za pomocg podanego wzoru.

a) f(x)=4x-5 dla x € {-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3}

b) f(x)=x"-2 dla x € {-2, -1,0, 1, 2, 3, 4}

c) flx)=|x-31+1 dla xe{-1,0,1,2,3,4,5}

d) f(x)=Vx dla x € {-3, -1, 0, 8, 10}

1.10. Podaj przyklad wzoru funkcji danej w postaci tabeli.

2 EIEIRE SN _1[of1]2]3
fe | 4| 1|01 oo 2 -1 0| 1|2

b).x ﬂ:12I3 d}:x =& =1 | & | L | 2
fn 3 | 5|7 |9 | )| -8 |-1] 0| 1|8

1.11. Okresl za pomoca wzoru funkcje f, ktora przyporzadkowuje

a) kazdej liczbie rzeczywistej liczbe do niej przeciwna.

b) kazdejliczbie naturalnej kwadrat liczby wiekszej od niej o 1.

c) kazdej liczbie rzeczywistej jej podwojony kwadrat.

d) kazdej liczbie rzeczywistej jej warto$¢ bezwzgledna zmniejszona o 2.

e) kazdej liczbie dodatniej logarytm dziesietny tej liczby.

f) kazdejliczbie rzeczywistej polowe pierwiastka szesciennego z tej liczby.

1.12. Okresl podana funkcje za pomoca wzoru.,

a) Pole P(r) kola w zaleznosci od promienia r tego kota.

b) Pole P(a) tréjkata rownobocznego w zaleznosci od dlugosci a boku tego trojkata.

c) Obwdd O(a) prostokata o bokach dlugosci a, 2a w zaleznos$ci od dlugosci krot-
szego boku tego prostokata.

d) Objetos¢ V(a) prostopadloscianu o krawedziach dlugosci a, 2a, 3a w zaleznosci
od dlugosci najkrotszej krawedzi tego prostopadloscianu.
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1.13. Podaj przyklad opisu stownego funkgji f.

2 _ 1 = = 1
a) f(x)=-x b) f(x)= = c) f(x)=I[x+3] d) f(x)—x+x
1.14. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej dodatniej liczbie naturalnej jednocyfro-
wej liczbe jej naturalnych dzielnikéw.

a) Sporzadz tabele tej funkcji.

b) Podaj wszystkie argumenty, dla ktorych wartosé¢ funkeji jest réwna 2.

1.15. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej sume jej cyfr.

a) Podaj f(2019).

b) Podaj przyklad liczby n, dla ktorej f(n) = 30.

c) Podaj wszystkie liczby czterocyfrowe, dla ktérych wartosc funkeji jest rowna 2.

1. Funkgja f przyporzadkowuje kazdej liczbie calkowitej ostatnig cyfre jej kwadratu.
Ocen prawdziwosc podanych zdan.

A. f(4) =16

B. f(-100) =0

C. Dla kazdej liczby catkowitej k spelniony jest warunek f(-k) = f(k).

2. Sprawdz, czy dane przyporzadkowanie jest funkcja. Jesli tak, zapisz jej wzor.

a) Kazdej dodatniej liczbie rzeczywistej x przyporzadkowujemy potege liczby 2
o wykladniku x.

b) Kazdej dodatniej liczbie naturalnej x przyporzadkowujemy wykladnik potegi, do
ktorej trzeba podniesc 10, aby otrzymac x.

c) Kazdej dodatniej liczbie rzeczywistej x przyporzadkowujemy liczbe, ktérej war-
tos¢ bezwzgledna jest rowna x.

d) Kazdej liczbie rzeczywistej x roznej od zera przyporzadkowujemy odwrotnosc
trzeciej potegi polowy liczby x. ) _ _ _ _ :

x | 2| 4|68 |10]

3. Funkgcja f jest dana w postaci tabeli. i ! - i ! :

Podaj dziedzine tej funkgcji i narysuj jej graf. ae 2 [ 9] 2[0)2 )]

2x =3

2x+1

4. Funkgja f jest wyrazona wzorem f(x) = dla x € {1, 2, 3, 4, 5}. Sporzadz

tabele tej funkcji.

5. Dana jest funkcja f(x) = v/x dla x > 0. Wykaz, ze f(lf;l—ﬁv’g) =3- /5.



2. Wyznaczanie dziedziny funkcji

Umiejetnosci:
* wyznaczanie dziedziny funkcji okreslonej za pomoca wzoru

Spos6b wyznaczania dziedziny funkcji, gdy jest ona przedstawiona za pomoca tabeli,
grafu czy opisu slownego, pokazaliSmy w poprzednim rozdziale. Zajmiemy si¢ teraz
wyznaczaniem dziedzin funkgji liczbowych danych wzorem.
Przyjmujemy nastepujacg zasade:
jezeli obok wzoru funkcji liczbowej nie jest podana dziedzina, to zakladamy, ze
dziedzing tej funkgcji jest zbior tych wszystkich liczb rzeczywistych, dla ktorych
mozna obliczy¢ wartos¢ funkgji.

Sposob wyznaczania dziedziny funkcji pokazemy na przyktadach.

Przyktad €}
Wyznaczymy dziedziny podanych funkcji.

a) flx)=x"-4 ~— w miejsce x mozna podstawi¢ dowolng liczbe rzeczywista
Odp.: D =R

1
b) f(x)=- «—— w miejsce x nie mozna podstawié liczby 0

x

Odp.: D =R - {0}

¢) f(x)=x «—— w miejsce x nie mozna podstawi¢ liczby ujemnej
x20

Odp.: D = {0; co)

1
d) f(x)= ? +5 «—— argumenty funkcji musza spelnia¢ dwa warunki:
* x 2 0 jako wyrazenie pod pierwiastkiem i /x # 0 jako wyrazenie
{ x20 z mianownika

Vx #0
Odp.: D = (0; oco)

X
e) fl(x)= x_2) «—— do wyrazenia w liczniku mozemy podstawic dowolng liczbe
x—2)x
(x—-2)x#0 ~—— mianownik rézny od zera
x—=2#01ix#0 «—— iloczyn wyrazen jest rozny od zera tylko wtedy, gdy kazdy z jego
x %2 czynnikow jest rozny od zera
{ x#0

Odp.: D = R - {0, 2}
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D fe0==
Odp.: D = R - {0}

Po skrdoceniu utamka wzor funkcji przyjmie po-

staé f(x) =
g) flx)=vVx2+1
Odp.:D =R

h) f(x)=V2-x+Vx+5

«— mianownik rozny od zera

Dziedzine funkcji wyznaczamy (1))
przed wykonaniem przeksztal-
cen we wzorze tej funkcji.

1, nie zmieni to jednak jej dziedziny.

«—— dla dowolnej liczby podstawionej w miejsce x

otrzymujemy £+1>0

«—— zadne z wyrazen pod pierwiastkiem nie moze by¢ ujemne

«—— wynik odczytujemy z osi liczbowej

-3

-H
-+
u.-'
Y

2-x20
{x+5;0
x<2
{x;—S
PR E;:'*' .................
-5

Odp.: D = (0; 1) U (1; o0)

) flx)=+l]x-3]-2
|l — 3] -
lx=3| =2
<1 lub x=5
Odp.: D = (—o00; 1) U {5; c0)

k _
) f(x) m
2—|x| >0
lx| <2

Odp.: D = (-2; 2)

«— zalozenie dotyczace liczby pod pierwiastkiem

«—— zalozenie dotyczace mianownika

«—— liczby spelniajace obydwa zalozenia

«—— zalozenie dotyczace liczby pod pierwiastkiem

«—— zalozenie dotyczace liczby pod pierwiastkiem
w mianowniku
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Przykiad @) < zad.2.13
Wyznaczymy dziedzing funkcji f(x) = V|x - 5| - x + 1.

Rozwiazanie
|x=5]-x+120 «— zalozenie dotyczace liczby pod pierwiastkiem

Zapisujemy nieréwno$¢ w postaci dwdch ukladow.

x—-5=20 lub x-5<0
(x=5)—-x+1=20 * (-x+5)-x+120
x=z5 x<5

lub
x-5-x+120 -x+5-x+120
X235 xX<5

lub
{—4;0 > {—?.x;—ﬁ

W pierwszym ukladzie otrzymalismy nierownosc sprzeczng, zatem nie spelnia go
zadna liczba. Drugi uklad jest spelniony przez liczby

1x£5
x &3

Odp.: D = (—o0; 3)
Przyktad &) < zad. 2.7

Wyznaczymy warto$¢ parametru m, dla ktérej dziedzina funkeji f(x) = 3‘2 __
zbior D = R - {5}.

, czyli x < 3.

- jest
= J

Rozwiazanie

3x-m#0 «—— zalozenie dotyczace mianownika
m
XF -
3
o[
3

Zatem ? =5, czyli m = 15.
Odp.:m =15

Przykiad €) < zad.2.19

Funkcja przyporzadkowuje dlugosci x boku prostokata o obwodzie 20 pole P tego
prostokata. Wyznaczymy wzor i dziedzine tej funkcji.

Rozwiazanie

Oznaczmy dlugos¢ drugiego boku prostokata przez y. Wowczas:

2x + 2y = 20 «—— obwdd prostokata wynosi 20
x+y=10
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y=10-x —— WyZnaczamy y za pomoca x
P=xy=x(10-x) ~—— wyznaczamy pole prostokata
P(x) = x(10 - x) «—— wzor szukanej funkcji

Dziedzine funkcji najwygodniej jest wyznaczaé z warunkow opisanych w tresci za-
dania. Wyrazenia x oraz 10 — x oznaczaja dlugosci bokéw prostokata. Zatem:

=
{ T{) mﬂx S0 «— dlugosci bokow sg liczbami dodatnimi
x>0 :
, czyli x € (0; 10
{x < 10 ¥ ( )

Odp.: P(x) = x(10 — x), D = (0; 10)

W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

W Zeszycie.
2.1. Wskaz dziedzine funkcji f(x) = ;:;
A.R-{1} B. R - {2} C. (2; o0) D. (1; 2) U (2; o0)

2.2. Wskaz funkgcje, ktorej dziedzing jest przedzial (—oo; 5).

1 1

A..f(.x‘)= Vx =5 B.f(.?.’.')= Va—Xx C.f(szﬁ D.f(x)=ﬁ
2.3. Wskaz funkcje, ktorej dziedzing nie jest zbior liczb rzeczywistych.
A. f(x)=~x*-5 B. f(x) =~ C. flx)== D. f(x) = Vx?
2 2 2x

2.4. Wyznacz dziedzing funkgji.

_ _ 3 _ 3 _ x+\V3
a) f(x)=3 b) f)=-= 9 f=x-1 &) flx)=_——=—
2.5. Wyznacz dziedzing funkcji.
a) f(x)=x++x <) flx)=vV5-x e) f(x)=Vx—1++/x

b) f(x)=vVx-3 d) f(x}=x3+5+v?—x f) flx)=vV2x-6-3V3-x

2.6. Wyznacz dziedzing funkcji.

a) ;c(x)=2x_— yx +3 ¢) k(x) = y3—x
x—1 x
X+ V4-x+5
DY) = e D=3 DRI =TT
2.7. Dla jakiej wartosci parametru m dziedzina funkcji f(x) = ; e jest zbior
x—m

D =R-{3}?
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2.8. Dla jakiej wartosci parametru m dziedzing funkcji f(x) = Vx — 3m jest zbior
D = {-12; o0)?

2.9. Wykaz, ze nie istnieje taka wartos¢ parametru m, dla ktorej dziedzina funkcji

f(x) 2x+f; jest zbior D = (-6; co) — {2}.
2.10. Wyznacz dziedzing funkgji.
a) f(x)=|x—4 ) flx)= P |1_q e) f(x)=vix+4| -4
1 _ lxl- SR
P S = D £69 = s UL P
2.11. Wyznacz dziedzine funkcji.
a) f x) - W f( )_ 'JT
b) f(¥) = V2= &) flo= 23
2.12. Wyznacz dziedzine funkcji.
) flx)= Y22 d) ) = g + Vix =2
b) f(x) = 325 Q) flx )‘“_13‘__]1
o lx+1]-2 : IR
¢) f{x)-—m f) f(x)= T
2.13. Wyznacz dziedzing funkgji.
a) f(x)=+|x+1]-4x+3 d) f(x)=+|x+4]-2[x-2|+4-x
b) f(x)=+|x-2|+3|x|-6 e) f(x)=|4-2x|+]|x|-3x+2
) f(x)=+7—-|x+2]|-3 f) f(x)=+5x—|3+x|+2]x-1|

2.14. Sprawdz, czy istnieje taka warto$¢ parametru m, dla ktérej dziedzina funkgji

f(x) o — jest zbior D = R—{1, 2}.

2.15. Sprawdz, czy istnieje taka wartos¢ parametru m, dla ktorej dziedzina funkcji

f(x) = V/5—|x+m| jestzbior D = (0; 5).

¢+ 2.16. Dla jakiej wartosci parametru m dziedzina funkcji f(x) = % jest
x—2|+m

zbior D = (1; o0) — {4}7
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+ 2.17. Podaj przyklad funkgji, ktorej dziedzing jest wskazany zbior.

a) D=R-1{3, 7, 9} d) D = (—o0; —=9) U (3; o0)
b) D = (-6; co0) e) D= (—o0; =2) U (6; o0)
c) D=(-00;7) f) D= (—o0; 3) U{5; o) - {0}

2.18. Podaj wzor i okresl dziedzine funkgji, ktora dlugosci x boku tréjkata rowno-
bocznego przyporzadkowuje obwdd tego tréjkata.

2.19. Niech x oznacza dlugos¢ ramienia trojkata réwnoramiennego o podstawie
rownej 10. Funkcja f(x) przyporzadkowuje zmiennej x obwod tego trojkata. Podaj
wzor funkcji i jej dziedzine.

2.20. Niech x oznacza dlugo$¢ ramienia trojkata rownoramiennego o obwodzie
réwnym 20. Funkcja f(x) przyporzadkowuje zmiennej x dlugos¢ podstawy tego troj-
kata. Podaj wzor funkgji i jej dziedzine.

2.21. Suma dlugosci przekatnych rombu jest réwna 5. Podaj wzor oraz dziedzine
funkgji, ktora dlugosci d jednej z przekatnych rombu przyporzadkowuje jego pole.

2.22. W prostopadloécianie o podstawie kwadratowej krawedz boczna jest o 3 jed-
nostki dluzsza od krawedzi podstawy. Podaj wzor i okresl dziedzing funkcji, ktora
dugosci krawedzi podstawy przyporzadkowuje

a) pole powierzchni calkowitej tego prostopadloscianu.

b) objetosc tego prostopadloscianu.

Dana jest funkcja f(x) = Vmx + 1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
. Dla m = -2 dziedzing funkgcji f jest zbiér D = <%, oo).

Dla m = % dziedzing funkcji f jest zbior D = (-2; o0).

Dla pewnej wartosci m dziedzing funkgji f jest zbior liczb rzeczywistych.
Wyznacz dziedzine funkeji f(x) = x*+1+ V2 —x.
Wyznacz dziedzine funkcji f(x) = v3 - |x + 1].

4. Wyznacz dziedzing funkcji f(x) = ﬁ
—3|—>

SR G DR e

S. Niech x oznacza dlugosc podstawy trojkata rownoramiennego o ramieniu row-
nym 16. Funkcja f(x) przyporzadkowuje zmiennej x obwod tego trojkata. Podaj
wzor funkcji i jej dziedzine.



3. Zbior wartosci funkcji

Umiejetnosci:
* wyznaczanie zbioru wartosci funkciji
* obliczanie, dla jakiego argumentu funkcja przyjmuje dang wartosc

W definicji funkgeji jest mowa o dwéch zbiorach: X i Y. Definicja narzuca $ciste wa-
runki elementom zbioru X, niewiele natomiast mowi o elementach zbioru Y,
Przyjrzyjmy sie nastepujacym rysunkom.

X Y X

L e
I X

Oba grafy przedstawiaja przyporzadkowania bedace Funkcje f i g okreslone (1))

funkcjami. Kazda z nich tym samym argumentom na tej samej dziedzinie
i przyporzadkowujace
kazdemu argumentowi x
wartosci takie, ze
wykorzystane” elementy. Wygodnie jest wyodrebnic ze f(x) = g(x), nazywamy

zbioru Y, te elementy, ktore sa przyporzadkowane ja- funkcjami réwnymi.
kims§ elementom zbioru X,. Otrzymany w ten sposob

zbiér nazywamy zbiorem wartoéci funkeji i oznacza-

my w tym podreczniku ZW.

przyporzadkowuje takie same wartosci. Roznica mie-
dzy grafami polega na tym, ze w zbiorze Y, sa ,nie-

Wyznaczenie zbioru wartosci funkgji, bardzo proste w wypadku graféw czy tabel,
moze by¢ bardziej skomplikowanym zadaniem matematycznym dla funkgji okreslo-
nych za pomoca wzoru.

Przyktad €)

Wyznaczymy zbidr wartosci funkcji f(x) = —3x, ktoérej dziedzing jest zbior
D ={0, 1, 2, 3, 4}.

Rozwiazanie

_x[ﬂ[l-ZNEX.cll
f(x) ‘ 0 | -3 | 6 -9 ‘ 12

~— przedstawiamy funkcj¢ w postaci tabeli

Odp.: ZW = {0, -3, -6, -9, —12}
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Przykiad &)

Okreslimy zbior wartosci funkcji g, ktora kazdej liczbie naturalnej z przedziatu
(5; 10) przyporzadkowuje liczbe jej dodatnich dzielnikéw; np. g(6) = 4, poniewaz
liczba 6 ma cztery dodatnie dzielniki: 1, 2, 3, 6.

Rozwiazanie
x | 56 9 |10
gix) | 2 | 4

Odp.: ZW = {2, 3, 4}

2 |~
ey
.LH.
S

Przyktad €) < zad. 35

Wyznaczymy zbior wartosci funkgcji, ktora kazdej liczbie naturalnej przypisuje jej
reszte z dzielenia przez 3.
Rozwiazanie

Kazda liczba naturalna daje w wyniku dzielenia przez 3 reszt¢ 0 lub 1, lub 2.
Zatem ZW = {0, 1, 2}.

Przyktad €) < zad. 3.8

Niech f(x)=-x dla x € (0; o0). Wyznaczymy zbidr wartosci tej funkcji.

Rozwiazanie

Funkcja f przyporzadkowuje dodatnim liczbom rzeczywistym liczby do nich prze-

ciwne. Zatem:

» wszystkie wartosci funkgji sa liczbami ujemnymi,

* kazda liczba ujemna jest wartoscia tej funkcji, poniewaz jest przyporzadkowana
pewnej liczbie dodatniej.

Odp.: ZW = (~o00; 0)
Przyktad €) < zad. 3.10

Sprawdzimy, czy liczba 5 nalezy do zbioru wartosci funkcji f(x) = 3x - 1 o dzie-
dzinie D = (0; oo).
Hozwiazanie
Szukamy odpowiedzi na pytanie, czy w podanej dziedzinie znajduje sie argument x,
ktéremu funkcja przyporzadkowuje liczbe 5.

flx)=5

3%=-1=5 «—— rozwigzujemy odpowiednie réwnanie

x = 2, liczba 2 nalezy do przedziatu (0; c0) i f(2) =5

Odp.: Liczba 5 nalezy do zbioru wartosci funkgji f.



3. Zbior wartosci funkcii

Przykiad )
Sprawdzimy, czy liczba 7 nalezy do zbioru wartosci funkcji g(x) = x — 3, ktorej
dziedzing jest zbior D = (-2; 2).
Rozwiazanie
Rozwiazujemy rownanie g(x) = 7.
XD
x =10 «—— sprawdzamy, czy liczba 10 nalezy do dziedziny

10 nie nalezy do przedziatu (-2; 2).

Odp.: Liczba 7 nie nalezy do zbioru wartosci tej funkcji.

Przyktad € < zad.3.12

Zbiorem wartosci funkgji [ jest ZW = {-1, 1, 3}. Wyznaczymy dziedzing D, jezeli
f(x)=2x+ 1.

Rozwigzanie
Szukamy liczb, ktorym funkcja przyporzadkowuje dane wartosci. W tym celu roz-
wigzemy odpowiednie réwnania.

2x+1=-1 2x+1=1 2x+1=3
2x=-2 2x=0 2x =12

Odp.: Dziedzina funkgji jest zbior D = {-1, 0, 1}.

W kazdym z zadan 3.1-3.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

3.1. Wskaz zbior wartosci funkcji f(x) = 31, ktorej dziedzing jest zbidr {1, 2, 3}.
X

X. {E, L 1} B. {l, 1 3} C. {E, 4 %} D. {%, L3 %}
9 3 6 3 3 9 33 963
3.2. Wskaz liczbe nalezaca do zbioru wartosci funkcji f(x) = 4x — 3, ktorej dzie-

dzing jest zbidr liczb catkowitych.
A. 100 B. 101 C. 102 D. 103

3.3. Dziedzing funkgji jest zbior {-2, 0, 2}. Wskaz zbior, ktéry nie moze by¢ zbiorem
wartosci tej funkcji.
A. {0} B. {0, V3 C. {-2,0, 2} D.{-2,-1, 1, 2}
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3.4. Wyznacz zbior wartosci funkcji.

) f(x) =3x+3 D= { 15,5, 1%}
b) f(x)=3vx-1 D= {1, 4 9, 16}

¢) flx)=2"* D={-2-1,01, 2}
d) f(x)=log x =40, Dl 1, 100}

3.5. Wyznacz zbior wartosci funkeji, ktora kazdej liczbie naturalnej przypisuje jej
reszte z dzielenia przez 7.

3.6. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej naturalnej liczbie dwucyfrowej podzielnej
przez 13 sume jej cyfr. Wyznacz zbior wartosci tej funkcji.

3.7. Funkgcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie x ze zbioru D = (10; 20) najmniej-
sza liczbe catkowity parzysta wieksza od liczby x, np.: f(17,3) = 18, f(\le[]) =12,
Wyznacz zbior wartosci tej funkcji.

+ 3.8. Niech f(x)= i dla x € (1; o0). Wyznacz zbior wartosci tej funkgji.

3.9. Wyznacz zbior wartosci funkgji.

2) fk)=2k+1 keZ
b) f(n)=(-1)" neN

c) f(x)=|x| x € (-3; 3)
d fe =2 xer-{o

3.10. Dla funkcji o danym wzorze i wskazanej dziedzinie sprawdz, ktéra z podanych
obok liczb nalezy do zbioru wartosci tej funkcji.

a) f(x)=x-3 D = (0; o0) -5,-1,3,5

b) g(x) = 2x D=N 4,1,3,8

9 h(x) = = - {0} 332 -1

d) m(x) = (x + 1) = (x - 1) D=(-2;2) ~10, —4, 0, 4, 8, 10

3.11. Dana jest funkcja k(x) = |x| + 2, ktorej dziedzina jest zbior liczb rzeczywi-
stych. Wykaz, ze liczba 1 nie nalezy do zbioru wartosci tej funkcji.

3.12. Dana jest funkcja y = f(x) orazjej zbidr wartosci ZW. Wyznacz dziedzine D
tej funkcji.

a) flx)=x-1 ZW = {0, 3, 5} c) flx)= ZW ={0, 1, 2}
b) f(x) =2x ZW = {-4, 6, 100} d) f(x)= ; ZW = {-3, 3, 9}
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3.13. Podaj zbior wartosci funkgji, ktéra kazdemu kwadratowi o boku a przypo-
rzadkowuje jego pole, przy czym a jest liczba podzielng przez 3 i mniejszg od 10.

* 3.14. Podaj przyklad funkcji o dziedzinie D i zbiorze wartosci ZW.,
a) D=R LW =R c) D ={-1; o0) ZW = (—o0; 1)
b) D=Z ZW =N d) D=R ZW = {-1, 0, 2}

+ 3.15. Podaj przyklad funkcji, ktorej dziedzing jest zbior liczb wymiernych, a zbio-
rem wartosci — zbior liczb calkowitych.

. 3.16. Dana jest funkcja f(x) = sz:l;'! ktérej dziedzing jest zbidr liczb natural-

nych. Wykaz, ze do zbioru wartosci funkcji nie nalezy zadna liczba catkowita.

. 3.17. O funkcji y = f(x) wiadomo, ze jej dziedzing jest zbi6r liczb rzeczywistych,
a zbiorem wartosci ZW = {-1, 1}. Czy z tych informacji wynika, ze w pewnym
przedziale (a; b) dla wszystkich argumentéw wartosci funkcji sa réwne 1 albo dla
wszystkich argumentéw z tego przedziatlu wartosci funkgeji sg rowne —17¢

1. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie calkowitej liczbe o 2 mniejsza od jej
kwadratu. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Liczba -2 nalezy do zbioru wartosci funkgji f.

B. Liczba —1 nalezy do zbioru wartosci funkgji f.

C. Liczba 36 nalezy do zbioru wartoéci funkgji f.

2. Wyznacz dziedzine funkcji f(x) = x — 5, znajac jej zbior wartosci
ZW = {-7, -5, -1}.

3. Sprawdz, czy liczba 3 nalezy do zbioru wartoéci funkcji f(x) = [x - 5] - x + 1.

4. Wyznacz zbior wartosci funkgcji, ktora bokowi kazdego kwadratu o obwodzie
mniejszym od 20 przyporzadkowuje pole tego kwadratu.

5. Danajest funkcja f(x) = V2x—2/2, ktérej dziedzing jest zbi6r liczb naturalnych.
Wykaz, ze liczba 7+/2 nalezy do zbioru wartosci tej funkcji.
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4. Warto powtorzyc¢
— uktad wspotrzednych

Prostokatnym ukladem wspoélrzednych nazywamy pare osi liczbowych umieszczo-
nych na plaszczyznie tak, by przecinaly sie pod katem prostym w punkcie oznaczo-
nym liczba 0 na kazdej z nich.

0§ pozioma nazywamy osig x lub osig

: s ) ; Mozna umiesci¢ i nazwaé osie ukladu ()
odcigtych, os pionows ~ osig y lub osig wspolrzednych zupelnie inaczej.
rzgdnych, a punkt przecigcia osi - Nie jest tez konieczne, by odcinki jednostko-
poczatkiem ukladu. we na obu osiach mialy jednakowg dlugosé.

Matematycy przyjeli zasade: pierwsza
wspolrzedna punktu jest odczytywana z osi
odcietych (x), a druga z osi rz¢dnych (y).

Kazdemu punktowi plaszczyzny z wpro-
wadzonym ukladem wspotrzednych od-
powiada para liczb rzeczywistych zwa-
nych wspolrzednymi punktu.

Na rysunku pokazujemy sposob wyznaczania wspolrzed- [T [7h ]

nych punktu. I 1y [ ) B
W danym ukladzie wspolrzednych punktowi P odpowia- —i ol 173 =
da para liczb: 2, -3, co zapisujemy P = (2, -3). ] i T
Kazdej parze liczb odpowiada dokladnie jeden punkt * “___2__1 |
plaszczyzny, np. parze (-1, -2) odpowiada punkt A.

Uklad wspolrzednych laczy w pewnym sensie algebre z geometria, dlatego jest tak
powszechnie uzywany. Wprowadzenie ukladu wspotrzednych (cho¢ nieco innego
niz opisany wyzej) jest pomystem francuskiego uczonego Kartezjusza (XVII w.), stad
uzywane sg czesto nazwy - ,kartezjanski uklad wspotrzednych” i, plaszczyzna kar-
tezjanska” (plaszczyzna z takim ukladem).

Przykiad €D

Zaznaczymy czworokat ABCD o wierzcholkach A = (-3,-2), B = (2,-2),
C =(2,2), D=(-3,2) iobliczymy jego pole.

EECEEEN
Hoz}uiazanie ‘ J}? f,.«,r,f,«’ f:?’/l C |
Boki tego czworokata sa réwnolegle do osi ukladu wspét- 7/

GETS : i |
rzednych. ABCD jest wiec prostokatem, w ktorym e ;;;f/ﬂ,r/g ,i@ﬂ, 2 ||
|AB| = 5, a |BC| = 4. IRIIE "’ﬁ’*’”"’,f

Al | W

Odp.: Pole prostokata ABCD jest rowne 20. - | |
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Przykiad &)

Zaznaczymy na plaszczyznie w ukladzie wspolrzednych punkty, ktorych wspolrzedne
(x, ¥) spelniaja podane warunki.
a) x>31iy=1 Jezeli w warunku jest informacja tylko o jednej (1))
b) x=1iy>-2 wspolrzednej, to zakladamy, ze druga moze

_ przyimowac dowolna wartoé¢ (chociaz najczedciej
Q) x=2 zapisujemy taka informacjg w postaci np. y € R).

Rozwiazanie

a) b) c)
h | [T K 7
1HEB JLrrrrrr i PR PP rryl
o[ 13 K o[ ElEEEE 2
—1— ——— 2411111 24—+t
|| |
Przykiad €)

Zaznaczymy na plaszczyinie zbior wszystkich punktéw, ktérych wspoélrzedne spel-
niaja podane warunki.

a) x2-1iyeR b) y<3ixeR c) xe€(=2;3)i ye (l;4)
LT [ e T
| Pty acte) | ///// % ||| prostejnienalesrg | | ||
 prostej nalezg | ﬁ// /é L1} | do zbioru | | | 4] |
|dozbioru | | VW) | | | | (liniapreerywana)| | | VAN ||
“i“ficiﬁg*a’l‘—!-".ﬁ/f%/% E PRt | %/ﬁfﬁ% 7/l
TS ) __%Mm |
1 : | T | l IA .’/f//‘/ /ﬁr ’f .,'!"lvf I/f : lF : 4 F -
i _____!_%%7 % Wiy |13 o 1 [ 3 | [x)
1) 1) | i // j f’/z"/r/ ; /i :"r el I | _ _ | _
Przyktad ) | Fo
y
Zaznaczymy na plaszczyznie Kartezjanskiej punkty, = = _:_!_ SIS
ktérych wspodlrzedne umieszczone sa w tabeli. = *
.. : bl |
£ | 0o | 1|23 o} ||+
y mn[g-; mz‘mn 99"*| |
L] $ Ll LI
Rozwigzanie HERE 133 | k3
Aby zrobic czytelny rysunek, warto ,,skrocic” os y. | |
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Przyktad ) (T ]
Zaznaczymy w ukladzie wspolrzednych punkty:

- (2—) B=(-1,i)ic=(1,i). | :93
98 98 98 L1 ]

Rozwigzanie
W tym wypadku najlepiej przyjac na osiach rézne BEIEE
jednostki, EEENLNEN

B8

4.1. Zaznacz w ukladzie wspolrzednych podane punkty.
A=(0,-3), B=(-5,-1), C=(-5,2), D=(2,-4), E=(3,5), F=(-2,0)

4.2. Narysuj w ukladzie wspélrzednych wielokat, ktérego kolejnymi wierzcholtkami
sa podane punkty. Podaj nazwe tego wielokata.

a)-A=(=3,1), B=(5 1) €=(1.5)

b) K=(-2,-2), L=(2,-2), M = (8 4) N = (4, 4)

c) P=(-3,-4), Q=(4,3), R=(0, 2), $=(-2,0)

d) D=(1, 0), E=(6, 5), F=(3, 8), G:[ —2,3)

4.3. Jakim czworokatem jest wielokat ABCD, jesli A = (-2, -3), B = (4, -3),
C=(4,1), D=(-2, 1)? Oblicz jego pole.

4.4. Zaznacz w ukladzie wspélrzednych zbiér punktow, ktorych wspélrzedne spel-
niaja podane warunki.
a) x<3iyeR Db)xeRiyz21 ¢ x22iy22 d)x<3iy<2

4.5. Zaznacz w ukladzie wspolrzednych zbior punktow, ktorych wspolrzedne spel-
niaja podane warunki.
a) x=0iyeR b)y>0ix=2 c¢)Jxsliy=3 d)y<-2ix=2

4.6. Zaznacz w ukladzie wspélrzednych zbior punktow, ktorych wspélrzedne spel-
niaja podane warunki.

a) ye(-2;4) i xeR c) xe€{(-51) i ye (-2 3)

b) xe({-3;3)iy=-5 d) x€{-2;4) i y € (0; 5)

4.7. Ktore z podanych punktéw naleza do osi x?
A=(-37, B=(-40, C=(v20) D=(03) E=(-15
4.8. Ktore z podanych punktéw naleza do osi y?

(2, -1), L=(0,5), M:(m;-,ﬂ), =(0 wf) Q= (-4, -1)

K



5. Wykres funkcji

Umiejetnosci:
» okreslanie funkcji za pomoca wykresu

Kazda funkcja liczbowa taczy liczby w pary, ktére mozemy przedstawi¢ w postaci
punktéw na plaszczyznie z ukladem wspolrzednych.

Wykresem funkgji liczbowej f ze zbioru X w zbior Y nazywamy zbiér wszyst-
kich punktéw o wspétrzednych (x, f(x))dla x € X.

Przykiad €)

f
Narysujemy wykres funkcji okreslonej za pomoca grafu. .
Rozwiazanie I

Dziedzing funkgcji jest zbior trzech liczb, zatem
wykresem funkgcji jest zbior trzech punktow.

i i o2l *—— Przyjmujemy zasade, Ze pierwsza wspotrzedng  ((+)
| 1 . — punktu nalezagcego do wykresu funkcji znajdu-
o ' : l;_- jemy na poziomej osi x, a drugg - na pionowej
- | [ 4+ osi y. Dziedzing funkcji odczytujemy wiec na
L 0si x, a zbidr wartosci na osi y.

Przyktad @) « zad. 55
Narysujemy wykres funkcji f(x) = |x — 3| o dziedzinie D = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}.

Rozwiazanie -
Wyznaczamy wartosci funkcji i zapisujemy je, np. w tabeli: | Y4

) qu ‘ ‘

N 1 (23|45 ]|6]7 |

| | -— S | N

B 2 | 1|0 |1 ]|2]3]4 1

| | 1 o . b = ol
Wykres sklada sig¢ z siedmiu punktow. L I L*
Przyklad @ S
Narysujemy wykres funkcji f(x) = 2, ktorej dziedzing T [k ]
jest zbior liczb rzeczywistych. A
Rozwiazanie : " '
Wykresem f jest prosta — zbior wszystkich punktow | ISl
plaszczyzny, ktorych druga wspolrzedna jest rowna 2. ) I [ *]
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Podobnie - wykresem funkcji g(x) = 5 jest prosta réwnolegla do osi x bedaca
zbiorem wszystkich punktow plaszczyzny, ktorych druga wspélrzedna jest rowna 5,
a wykresem funkcji h(x) = —V3 jest prosta réwnolegla do osi x bedaca zbiorem
wszystkich punktéw plaszczyzny, ktérych druga wspélrzedna jest rowna —+/3 itd.
Dlatego przyjmujemy zasade: jesli chcemy zaznaczy¢ w ukladzie wspolrzednych
zbiér wszystkich punktéw plaszczyzny, ktorych druga wspolrzedna jest rowna a, to
piszemy krotko: prowadzimy prosta o réwnaniu y = a.

Przyktad €) < zad. 57

W tabeli przedstawiono temperature ciala pacjenta mierzona co 6 godzin.

 Kolejnegodziny = 0 6 | 12 18 \ 24 | 30 | 36 | 42 | 48 |
! Temperatura [°C] | 382 | 374 | 37,1 | 375 379 1377 | 371 | 369 | 368

Sporzadzimy wykres funkcji, ktora czasowi obserwacji (w godzinach) przyporzadko-
wuje zarejestrowang temperature (w °C).
Rozwiazanie

g | Aby wykres byl czytelny, (1)
38—+t o T O O czgsto przyjmuje sig roz-
Tt ne odcinki jednostkowe
1T 11T T 11Tt %1t na osiach.
.:-',6.- |
 — + : ; : : 4 : ¢ -
| 9 | 6 |12 | 18 |2 | 30| 36 | 4 | 48 | |
liczba godzin

Zauwazmy, ze jednostki na osi pionowej zaznaczone sa nie od 0.
Dziedzina funkcji sklada si¢ z kilku liczb, wigc wykres rowniez sklada si¢ z kilku punk-
tow. W praktyce czesto taczy sie je odcinkami, aby uzyskac nastepujacy wykres:

383

7t

364+

-

0 ¢ 12 [ b [ 21 | 30| 3% | 4] 4]
_ liczba godzin

Oczywiscie nie jest to wykres funkcji z podanej tabeli, gdyz pomiar nie byt wykonany

w sposob ciagly i nie mamy pewnoéci, czy np. po uplywie trzech godzin temperatura

wynosita 37,8°C. Jest on jednak bardziej czytelny od poprzedniego i pozwala latwiej

stwierdzic, kiedy temperatura rosta, a kiedy malata, a w dodatku - kiedy rosla lub

malala najszybciej.
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* Przyktad @) « zad.5.12
Narysujemy wykres funkcji f(x) = v/x.
Rozwiazanie

Dziedzing tej funkcji jest zbi6r liczb nieujemnych. Jest to zbiér nieskonczony, dlatego
w tabeli umieécimy tylko kilka liczb wybranych z dziedziny.

o5
f{x}=wﬁc}ﬂ‘ ‘ ‘1‘&‘2 3 m‘

% ‘ﬂ‘ ‘1‘2‘491(]{]‘

W= | WD =
e e

Aby dokladnie narysowa¢ wykres tej funkcji, trzeba wyznaczy¢ o wiele wigcej punk-

tow, niz zrobiliémy to w tabeli. Mozna w tym celu wykorzystac kalkulator graficzny

albo komputer.

T I O Zauwazmy, ze ten wykres nie jest zakonczo- (+))
' ny z prawej strony kéleczkiem (pustym lub

T T T T =T 1 zamalowanym). W ten sposob zaznaczamy,

=t ze funkcja jest okreslona dla wszystkich

liczb rzeczywistych dodatnich. To oznacza,

ze linia wykresu ciagnie si¢ dalej, a funkcja

' ! e nie zmienia swoich wlasnosci. Takg kon-

wencje stosujemy we wszystkich naszych

podrecznikach.

|
y

W powyzszych przykladach sporzadzilismy wykresy na podstawie poznanych sposo-
bow przedstawiania funkcji. Czegsto jednak jest odwrotnie — dany jest wykres, a my
mamy za zadanie stwierdzi¢, czy przedstawia on funkcje, i ewentualnie opisaé jej
wlasnosci.

Przyktad ) < zad.5.13
Ktory z ponizszych wykresow przedstawia funkcje?
L [TT T . LT T T T T

1

Rozwiazanie

Zgodnie z definicja funkcji dla kazdego argumentu x istnieje dokladnie jednaliczba y
taka, ze f(x) = y. Zatem dla kazdego x istnieje najwyzej jeden punkt wykresu funkcji
o pierwszej wspolrzednej x.
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BN 224 Dziat 3. Funkcje

Wykres I spelnia ten warunek, natomiast wykres II go nie spelnia — naleza do niego
rézne punkty majgce takie same pierwsze wspotrzedne, np. (0,1) i (0,-1).

Kazda prosta réwnolegla do osi y moze mie¢ z wykresem funkcji najwyzej jeden punkt wspélny. ((+))

il

0
i —— R

TY .":"_L' {‘.':' sy gl

WINVoGSh |

| A : 3

Wrykres funkcji nie moze zawiera¢ dwoch réznych punktow, ktorych pierwsze
wspolrzedne sg takie same.

W postaci wykresdw czesto prezentuje sie dane statystyczne.

Przyktad € |} poparcie (%] |
Wykres przedstawia procentowy 15 !
udzial osob popierajacych pewna -12 i
partie polityczna w ciagu 12 kolej- 69 I R A O 0 -
nych miesigcy. 12345678 9101112 miesice

N A N 0
Wrykres jest najlepszym sposobem zaprezentowania takich danych. Tabela bylaby
mniej czytelna, a podanie wzoru tej funkcji — praktycznie niemozliwe.

W kazdym z zadan 5.1-5.4 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

5.1. Na wykresie przedstawiono funkcje. Wskaz tabele okreélajaca te funkgcje.

HENEZEEN Al 2002 ClB -0
'fl_F___ yl0|-1]1]2 il 2 [ 0 [=2] 0
Ll 19 1 |%] B. x| -2(-1|0 1 D. x|-2|-1|0|1
1 y|-2|0]2]|0 il 20|20




5. Wykres funkcii

5.2. Ktory z wykresow nie przedstawia funkeji?

A.' | y‘ C.
1 —
t =
1 A I 0 I
e s
B 'Jr'l — — D
: et
...]__ ! ! ! 4
1 .D 1 :—

5.3. Danesapunkty P=(2,7), Q=(3,7), R=(3,5), S=(5,7).
Do wykresu jednej funkcji nie moga naleze¢ punkty
A.PiQ. B. QiR C.RiS. D.SiP.

5.4. Na rysunku przedstawiono wykres funkgji f, ktora
przyporzadkowuje kazdej liczbie rzeczywistej
A. liczbe o 1 wieksza.

B. liczbe o 1 mniejsza.
C. liczbe do niej przeciwna.
D. jej polowe.

5.5. Sporzadz wykres funkgji.
a) f(x)=(-1)", D=1{1,2,3,4,5 ¢ f(x)=-2vx-1, D={l, 2, 5, 10}
b) f(x)=2" D={-2,-1,0,1,2}  d) f(x)=Vx?, D={-3,-2,-1,0,1, 2}

5.6. Sporzadz wykres funkgji, ktora kazdej liczbie

a) naturalnej mniejszej od 10 przyporzadkowuje jej reszte z dzielenia przez 3.
b) catkowitej przyporzadkowuje liczbe 3 razy mniejsza od niej.

c) naturalnej przyporzadkowuje liczbe o 2 wigksza od niej.

d) catkowitej przyporzadkowuje liczbe do niej przeciwna.

5.7. Tabela przedstawia ceny biletéw normalnych na dystansie nie wiekszym od
50 km w pociggach Kolei Mazowieckich obowiazujace w 2018 r.

Odleglosé [km] | (0:5) | (5:10) | (10: 15) | (15 20) | (20; 30) | (305 40) | (405 50)
Cenabiletufzl 370 | 580 | 680 | 810 | 1050 | 1180 1380 |

Na podstawie tabeli narysuj wykres funkcji, ktora przyporzadkowuje liczbie przeby-
tych kilometrow ceng biletu za przejazd.
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5.8. Jak wyglada wykres funkcji y = f(x), jezeli y jest reszta z dzielenia liczby x
przez 5, a dziedzing funkgji jest zbior liczb naturalnych? Naszkicuj ten wykres.

5.9. Sporzadz wykres funkgeji, ktora kazdej liczbie rzeczywistej x z przedziatu (—4; 4)
przyporzadkowuje najwiekszg liczbe catkowita y taka, ze y < x.

5.10. W pewnym zakladzie fotograficznym [ - . 0 fon = cm} | Cona odbits [
obowigzuje podany cennik wykonywania od-
Narysuj wykres funkcji, ktéra powierzchni 10x 15 0,90
zdjecia (w dm?) przyporzadkowuje jego ceng. 13% 18 1,60

15%x 21 1,80

5.11. SporzadZ wykres dowolnej funkcji spelniajacej podane warunki dotyczace
dziedziny D i zbioru wartosci ZW.

a) D ma5 elementéw i ZW ma 3 elementy.

b) D ma 5 elementéw i ZW ma 5 elementow.

¢) D ma nieskoniczenie wiele elementow i ZW ma jeden element.

d) D ma nieskonczenie wiele elementéw i ZW ma 3 elementy.

e) D ma nieskonczenie wiele elementow i ZW ma nieskonczenie wiele elementow.

* 8.12. Wyznacz dziedzine funkcji y = f(x) inarysuj jej wykres.
2) f(x)=3Vx b) f(x) = VIxl ) f(x)=V2x

5.13. Czy podany rysunek przedstawia wykres funkcji?




5. Wykres funkcii

5.14. Funkcja f kazdej liczbie catkowitej x z przedzialu (-4; 4) przyporzadkowuje
liczbe o 2 mniejsza od potowy kwadratu liczby x.

a) Okresl funkcje f za pomocg wzoru.

b) Sporzadz wykres funkgji f.

c) Podaj zbior wartosci funkgcji f.

5.15. Funkcja f kazdej liczbie rzeczywistej x przyporzadkowuje najwiekszg liczbe
catkowitg nie wieksza od liczby x.

a) Oblicz f(2,4), f(-1), f(l—;) f(-V13).
b) Podaj zbidér wartosci funkgji f.
c) Sporzadz wykres funkcji f dla argumentow z przedziatu (-3; 5).

1. Wykres przedstawia funkgje, ktorej dziedzing S EZ .

jest zbior liczb catkowitych z przedziatu (-5;5). ¢« [ .} | |

Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan. - ! . 1 -
L ] X

A f(5)=-3 BRI CE RSN

B. Liczba 10,5 nalezy do zbioru wartosci funkeji f. = | | L1l ¢!

C. Funkcje f mozna wyrazic¢ wzorem f {x}=_12_x.

2. Sporzadz wykres funkgji, ktéra kazdej liczbie catkowitej z przedziatu (-3; 3) przy-
porzadkowuje liczbg o 4 mniejsza od jej kwadratu.

3. Dana jest funkcgja f(x) = il o dziedzinie D = {-3, -1, 0, 3, 9}. Podaj zbior
-

warto$ci i narysuj wykres tej funkcji. T T Tyk |
4. Czy na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji? I e
Odpowiedz uzasadnij. ol | X

5. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej n reszte z dzielenia kwa-
dratu tej liczby przez 3.

a) Sporzadz wykres tej funkcjidlan € {0, 1, 2, ...,9, 10}.

b) Wykaz, ze liczba 2 nie nalezy do zbioru wartosci funkgji f.
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6. Odczytywanie argumentow
oraz wartosci funkcji

z wykresu

Umiejetnosci:

* odczytywanie z wykresu dziedziny oraz zbioru wartosci funkgji

* odczytywanie z wykresu funkcji argumentow, dla ktorych funkcja przyjmuje
w podanym przedziale wartosc najwieksza lub najmniejsza

» odczytywanie z wykresu funkciji liczby rozwiazan rownania f(x) = m

Przyjrzyjmy sie funkcji danej grafem. Jej dziedzing jest zbior
{—1, 1, 3}, zas jej zbiorem wartosci jest {2, 4}.

Narysujmy wykres tej funkcji i zauwazmy, ze na jego podsta- I
wie réwnie latwo jak na podstawie grafu mozemy ustali¢ dzie- "
dzineg i zbioér wartosci. Trzeba tylko sprawdzic, jakie sa pierw-

sze i drugie wspolrzedne punktow nalezacych do wykresu.

b

e

b mm—m————d

«—— przez kazdy punkt wykresu prowadzimy prosta
pionowa oraz pozioma

«— odczytujemy, w ktorych miejscach proste przeciely
osie ukladu

Jesli taka operacje zastosujemy do wszystkich punktow wykresu, to otrzymane punk-
ty na osi x utworza dziedzine, a na osi y - zbidr wartosci funkgji.

Przykiad €)

zad. 6.4

Odczytamy dziedzine i zbior wartosci funkcji danej za pomoca wykresu.

Rozwiazanie

Wyobrazmy sobie, ze przez kazdy punkt wykre-
su prowadzimy prosta pionowa i pozioma (na
rysunku zaznaczono kilka takich prostych).

«— na osi x otrzymujemy przedzial (—4; -1)

«—— na osi y otrzymujemy przedzial (1; 3)

Odp.: D = {-4; -1), ZW =(1; 3)
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Przykiad &)

Odczytamy dziedzing i zbior wartosci funkcji,  Maksymalna cena za unde ztota

ktorej wykres jest przedstawiony obok. Nale-  (wUSD,zdokladnoscia
do jednego dolara)

1415

1213

zy pamietal, ze odcinki taczace poszczegolne
punkty wykresu sg tylko pomocnicze.
Rozwiazanie

Dziedzing jest dziesiecioelementowy zbior lat:

D = {2001, 2002, 2003, 2004, 2005, 2006,
2007, 2008, 2009, 2010}

a zbiorem wartosci — zbior liczb:

ZW = {295, 349, 416, 438, 541, 730, 845,
1033, 1213, 1415}

Przyktad @) < zad.65 plen]d [ |

Wykres przedstawia predkos$¢ samochodu mie-
rzong od momentu ruszenia ze skrzyzowania.
Odczytamy z wykresu, w ktorym momencie sa- | |
mochod osiagnal predkosc 50 km/h. —et—

s
| tls]

Odp.: Nastapilo to w 7. sekundzie.

Przykiad €) < zad. 6.6

Korzystajac z wykresu funkcji y = f(x), spraw- LT[ (28 ]
dzimy, dla ktorych argumentow funkcja f przyj- : 3
muje wartosc 3.

S R ——
5 il 1
&
1

Rozwiazanie . _ |
Prowadzimy prosta pozioma y = 3 i odczytu- ¢ | gt | | o
jemy pierwsze wspolrzedne wszystkich jej punk- o T
toéw wspdlnych z wykresem funkcji. A
Sanimi: x=-5, x=-2, x=0 oraz x = 4.

|
F
L
|
-
= -
s s s —— 1

=y |

Odp.: f(x)=3 dla x=-5 x=-2, x=0 lub x=4.

Wartos¢ najwieksza, wartos¢ najmniejsza funkciji

Funkgje liczbowe opisuja najrozmaitsze zaleznosci. Wsrod wlasnosci, na ktore cze-
sto zwracamy uwage, sa wartos¢ najwieksza i warto$¢ najmniejsza, jakie funkcja

przyjmuje.
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Jezeli dany jest wykres funkgji, to szukamy punktuwy- 1 »4
kresu lezacego najnizej oraz punktu wykresu lezacego | | | 1 | | —
najwyzej wzgledem osi x. W i
Dla danej obok funkcji najmniejsza wartoscig jest | 210 i 4 _?
liczba -3, a najwieksza - liczba 2. = !
34—
Przyktad ) < zad.6.12
Wyznaczymy wartos¢ najmniejsza i warto$¢ najwigksza narysowanej funkgji.
Odczytamy rowniez argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje te wartosci.
c)
s e A
«— funkcja nie przyjmuje | - -
wartodci najwieksze) oL | wartoéé najwicksza:
| \ e 2daxso
1 ﬂ*\i/ 7
| +—— wartos¢ najmniejsza: 1 +~—— warlos¢ najmniejsza:
-1dla x = -1 Y 1Y ) -2dla x=1
b) d)
A )

«—— funkcja nie przyjmuje
wartosci najwigkszej

- - ——— «— warto$¢ najwieksza:
/_\...______ 2dla x=-2 ol by
x|

0 i X
\ «— funkcja nie przyjmuje \ 1 «— funkcja nie przyjmuje
wartosci najmniejszej . warto$ci najmniejszej
Przyktad @) « zad. 6.13
Wyznaczymy dziedzing, zbior wartosci oraz wartos$¢ najwicksza i warto$¢ najmniej-

sza funkcji danej w postaci wykresu.
AT T[T ][] —D=(t-44,2w=(13)

«~— funkcja przyjmuje wartos¢ najwigksza rowng 3 dla x = -1

«—— funkcja przyjmuje wartos¢ najmniejsza rowng —1dla x =3

Czasem interesuje nas najwieksza i najmniejsza wartos$c funkcji nie w calej dziedzinie,
tylko w pewnym jej podzbiorze.

Gdybysmy na przyklad rozpatrywali te funkcje tylko w przedziale (—4; 0), to wartos¢
najwieksza nie zmienilaby sig, ale wartos¢ najmniejsza uleglaby zmianie.
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-« funkcja przyjmuje wartos$¢ najwigksza rowng 3 dla x = -1

-« funkcja przyjmuje wartos¢ najmniejsza rowng 1 dla x = —4
t i -
X

-4 | | 191}

Liczba rozwiazan rownania f(x)=m

Czasami interesuje nas odpowiedz na pytanie, ile razy funkcja osiagneta pewna war-
tos¢ m, bez wskazywania argumentow, dla ktorych funkcja te warto$¢ przyjmuje.

Przyktad @) < zad. 6.17 S Srednia pensia (2]

Z wykresu przedstawiajacego wysokos¢ 2200 e
sredniej pensji w pewnej firmie w ko- 2100
lejnych miesiacach mozemy odczytaé, ze >
np. w tym czasie $§rednia w wysokosci izzz L alls
2000 zt wystgpita dwa razy, w wysokosci i

1700 zt raz i ani razu nie siegnela kwoty 400 « ®

2300 zi. 1500
I 0 O IV V VIVIVIIIX X XI XI 1

ezeli funkcje ,érednia pensja” oznaczymy przez g, to

I . ‘][? e P ,J ZEU 0? P d 9> Czasem wygodniej jest  ((+)
mozemy napisac, zeréwnanie g(x) = ma dwa roz- R f e s
wigzania, rownanie g(x) = 1700 majedno rozwigzanie, ma rozwigzan” zapisac

a roOwnanie g(x) = 2300 nie ma rozwigzan. »liczba rozwigzan row-

nania jest réwna 0",
Przyktad €) < zad.6.18

Odczytamy z wykresu liczbe rozwiazan réwnania f(x) = m w zaleznodci od

wartoSci m.

* Jezeli m < 1, to kazda prosta y = m przecina wykres w dwdch punktach, wigec
rownanie f(x)=m ma dwa rozwiazania.

* Jezeli m = 1, toprosta y = 1 majeden punkt wspélny z wykresem, czyli rGwnanie
f(x) =1 ma jedno rozwigzanie.

* Jezeli m > 1, to prosta y = m nie ma punktéw wspdlnych z wykresem, zatem
rownanie f(x)=m nie ma rozwiazan.

L ]

28 [ [ 1] Wyniki zapiszemy w tabeli.
. ] I | Liczba rozwiazan
/\“ o Wertosem | swnania f(x)=m
ﬁ/fr%ﬂr}ﬁ | me (-0 1) | 2
TN . | 1
S EEEL T me (1 00) | 0
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Przykiad ©)

Odczytamy z wykresu funkcji y = f(x) liczbe rozwigzan réwnania f(x) =m
w zaleznosci od wartosci m.

Rozwiazanie

Podobnie jak poprzednio prowadzimy proste réwnolegle do osi x i odczytujemy licz-
by punktow przeciecia kazdej z nich z wykresem.

Liczba rozwigzan
[N [ AT T T T] | e maniaf{x?fm
: \ : |
| ; \x | P/\ L || | m=-1 2
NIAO 1 [\ '}" m € (=1; 2) 3
| \ | m=2 2
B | me@o) |

W kazdym z zadan 6.1-6.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

6.1. Wskaz dziedzine D i zbi6r warto$ci ZW TR TT]
funkcji przedstawionej za pomoca wykresu. =1 1S B ()
A.D=(-35), ZW= (-2 2) \L Y=g Ll
B. D=(=3; 5), ZW = {-2; 2) ; o i

: 3; 5), ZW = (-2; 2) ] \ |

C.D=(-
D.D={-3;5), ZW=(-2,2)

I
ok

6.2. Na rysunku przedstawiony jest wykres vh

funkgji f. HlEEE

Wskaz zdanie prawdziwe,

A. Funkcja f przyjmuje warto$¢ najwigksza
i przyjmuje wartos¢ najmniejsza.

B. Funkcja f przyjmuje warto$¢ najwieksza
i nie przyjmuje wartosci najmniejszej.

1
|
|
|
1
ol
X
1
|

C. Funkgja f nie przyjmuje warto$ci najwiek-
szej i przyjmuje wartos¢ najmniejsza.
D. Funkcja f nie przyjmuje wartosci najwigkszej i nie przyjmuje wartosci najmniejszej.



6. Odczytywanie argumentow oraz wartosci funkcji z wykresu

6.3. W ktérym z podanych przedziatow
funkcja przedstawiona na wykresie przyj-
muje zarowno warto$¢ najwieksza, jak
i wartos¢ najmniejsza?

A.(-1; 1) C. (1: 5) il
B. (0; 2) D. (-1; 4) L]

6.4. Odczytaj z wykresu (rys. 1) dziedzine i zbidr wartosci funkcji y = f(x).

6.5. Funkcja na wykresie (rys. 2) przedstawia roczne spozycie ryb i przetworow ryb-
nych w Polsce w kg/os. (zrodlo: Tablice geograficzne 2014). Odczytaj z wykresu, kiedy
funkcja osiagnela wartosc 4,5 kg/os.
Roczne spoiycie ryb w Polsce [kg/os.]

8,1

g
8
7
6
5
4
3
2
1
]

Rys. 1. [ | [0 [ Rys. 2.

a) fl)=0TTT AT ] Wfx=L TTTTHATTT]]
f(x)=2, | [»EA f&x)==1,| ¥y=£8 4 N[ | ||
f{x =11 s f{x}=2: /L‘\ -~
f)=1 | E| fH=-2 ._/ I\
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6.8. Na podstawie wykresu funkcji uzupelnij zdania.

a) b) c)
7} | T T T T 1] B1)

y = Jx ANEREN ARZZC N
ENEEEEY ‘ 7 8x) o -
/TR 3 DEuEE:EREEEE
f(x)=-1 dla xE g(x) =0 dla x [2] h(x) = -2 dla x 2
f(x) =3 dla x 7| g(x) =2 dla x [3] h(x) =1 dla x [?]

6.9. Na podstawie wykresu funkcji
y = f(x) rozwiaz podane réwnanie.

a) f(x)=4
b) f(x)=6
c) f(x)=2
d) f(x)=0

6.10. Wykres przedstawia predko$é rowerzysty od momentu ruszenia z jednego
skrzyzowania do momentu zatrzymania si¢ przed drugim skrzyzowaniem.

e T T e e
0] 1 2345 6 7 8 910111213 141516 tsl

a) Ile czasu trwal przejazd miedzy skrzyzowaniami?
b) Jaka maksymalna predkosc rozwinal rowerzysta?
c) Po jakim czasie od ruszenia ze skrzyzowania osiagnal maksymalng predkos¢?



6. Odczytywanie argumentéw oraz wartosci funkcji z wykresu

Bezrobocie [%]
6.11. Odczytaj z wykresu, w kto- 20
rym roku prezentowanego okresu 12
odsetek bezrobotnych byl najnizszy, 14
a w ktorym najwyzszy. i{l;
8
6
FEFFSFTSFT &S

&L

e

6.12. Odczytaj z wykresu dziedzine, zbiér wartosci, warto$¢ najmniejsza oraz war-
tos¢ najwigksza funkcji.

A [ TTDATT] DT TTTPATTTITTT]
.\ﬁ%. L Tk 1]
i I i e O S
ERNEEEN TN
I\ x| | X |

_['1 [ 2l

| |

; |

[ |

b) |
: k{x'}
%]
c)
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6.13. Korzystajac z wykresow funkcji podanych w zadaniu 6.12, odczytaj wartosc
najmniejszg oraz wartos$¢ najwieksza odpowiedniej funkcji w podanym przedziale.

a) y= f(x) dlaxe(0;1) d) y=p(x) dlaxe(-1;2)
b) y=g(x) dlaxe (=5;0) e) y=k(x) dlaxe(-1;2)
c) y=h(x) dlaxe (-2;2) f) y=m(x) dlaxe (-1;2)

6.14. Podaj przyklad wykresu funkcji o dziedzinie D = (1; 2) U (3; 4), ktora
a) przyjmuje warto$¢ najwieksza i warto$¢ najmniejsza.

b) przyjmuje warto$¢ najwieksza i nie przyjmuje warto$ci najmniejszej.

c) nie przyjmuje wartosci najwiekszej i przyjmuje wartos¢ najmniejsza.

d) nie przyjmuje wartosci najwigkszej i nie przyjmuje wartosci najmniejsze;j.

+ 6.15. Podaj przykiad wykresu funkcji f o podanych wlasnosciach.
a) D = (0; 5), przyjmuje wartos¢ najwigksza i nie przyjmuje wartosci najmniejsze;j.
b) D = (1; 7), nie przyjmuje wartosci najwigkszej i przyjmuje wartos¢ najmniejsza.
c) D = (=5; —1), nie przyjmuje wartosci najwiekszej ani wartosci najmniejszej.

6.16. Na podstawie wykresu funkcji f okreél liczbe [T AT T T 1]
rozwigzan podanego réwnania. | | | 2 EAX) |
a) f[x) =) . \ I o | S N N . /. .

b) f(x) =2 | x|
o) flx)=-3 = \/ |
d) flx) =3 N A 9O/

6.17. Majac dany wykres funkcji y = f(x), podajliczbe rozwigzan réwnania

f(x) = m, gdzie m jest dowolng liczba rzeczywista.

DT DEIAT] 9T RTITT] 9
AP ] N AN |




6. Odczytywanie argumentéw oraz wartosci funkcji z wykresu

6.18. Czy funkcja o podanym zbiorze wartoéci ZW przyjmuje warto$¢ najmniejsza?
Czy przyjmuje warto$¢ najwieksza?
a) ZW =(-o0; 3) b) ZW =(-8; 10) c) ZW = (-3; c0) d) ZW = {-100}

6.19. W ksiazce Atlas turystyczny Tatr Polskich sa przedstawione tzw. profile szla-
kow turystycznych. Na podstawie wykresu okresl, ile razy w trakcie wycieczki Orla
Percia od Zawratu do Krzyznego przekracza si¢ wysokos$¢ 2200 m n.p.m.

[m] — i
5 E :
3 =
= o =
= e z 3
s iy 7c s 2 =
= g § 55 OF £ 5 & S
2300 A Z & 2B -gm 5 X 3 2 o
[ ]
= f 2 2 2 54 3%
= o
2200 5{5 = .

2100

2000 7 ; . T
0 1 2 3 4 [km]

Zwrd¢ uwage na to, ze aby rysunek byl czytelny, na osiach zastosowano rézne jed-
nostki. W rzeczywisto$ci podejécia sa mniej strome.

6.20. Na podstawie profilu trasy kolarskiej (zamieszczonego w jednej z gazet) okresl,
ile razy podczas etapu z Aix-les-Bains do I’Alpe d’'Huez uczestnicy wyscigu Tour
de France przekraczali wysokos¢ 1800 m.

Col de la Madeleine
2000 m
GP - gorska premia Col du Glandon
najwyiszej kategorii 1924 m
L'Alpe d'Huez
1860 m
Col du Fréne g
950 m
= GP GP GP
&
Aix-les-Bains
40 km 114 km 156,5 km 209 km

Zauwaz, ze aby uwypukli¢ trudnosci, jakie napotkali zawodnicy, na osi piono-
wej przyjeto jednostke ok. 50 razy mniejsza niz jednostka na osi poziomej. Poko-
nanie takich wzniesien jak na rysunku byloby trudne nawet przy uzyciu sprzgtu
wspinaczkowego.

237 e



B 238 Dziat 3. Funkcje

1. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkgji f.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A. Dziedzing funkcji f jest przedzial (-3; 2).

B. Zbiorem wartosci funkgji f jest przedziat (~1; 3).

C. Funkcja f nie osigga warto$ci najmniejszej.

2. Odczytaj z wykresu (rys. 1) dziedzine i zbior wartosci funkcji y = g(x). Wyznacz
warto$¢ najmniejsza oraz warto$¢ najwieksza, ktore ta funkcja przyjmuje dla argu-

mentow z przedzialu (1; 4).

3. Odczytaj z wykresu (rys. 2) dziedzing i zbioér wartosci funkcji f. Podaj warto$¢

najwieksza i wartos¢ najmniejsza funkcji w przedziale (-1; 3).

Rys. 1.

Rys. 2. |

4. Podaj przyklad wykresu funkcji, ktérej dziedzing jest przedzial (—1; 3), a zbiorem

wartosci jest przedzial (2; 4).

5. Majac dany wykres funkcji y = f(x), okresl, dla jakich wartosci m réwnanie

f(x) = m ma trzy rozwiazania,




/. Miejsce zerowe funkcji

Umiejetnosci:
* odczytywanie z wykresu funkciji jej miejsc zerowych
* znajdowanie miejsc zerowych funkcji danych za pomoca wzoru

Przyjrzyjmy si¢ wykresowi, ktory przedstawia temperature w pewnej miejscowosci
mierzona w sposob ciagly przez 24 godziny.

e

A1 |
—

i
t | + }
12 | 14 | 16
|
|

Jezeli interesuje nas, kiedy temperatura byla réwna 0°C, to szukamy punktow prze-
cigcia wykresu z osia x i odczytujemy pierwsze wspolrzedne tych punktéw. W ciagu
opisanej doby temperatura osiggneta warto$c 0°C trzy razy - o godzinie 200, 700 2000,
Argumenty, dla ktérych funkcja osigga wartosc 0, maja czesto duze znaczenie, dlatego
sa wyroznione specjalng nazwa.

Miejscem zerowym funkcji nazywamy taki argument, dla ktorego wartosc¢
funkgji jest rowna 0.

Przyktad €) < zad. 7.4

Wyznaczymy miejsca zerowe Nie nalezy myli¢ miejsca zerowego funkcji (@)
pﬂdan‘y’ch funkcji. z punktem przecigcia wykresu z osia x. Miejsce
zerowe jest liczbg, a nie punktem. Na przyklad

jesli wykres jakiejs funkcji przecina o$ x w punkcie

(2, 0), to miejscem zerowym jest liczba 2.

Rozwiazanie

a) |

+«—— wykres przecina 0§ x w trzech punktach

Odp.: Funkcja ma trzy miejsca zerowe. Sa nimi liczby: =2, 0i 2.
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D) [T T T 174 ]

i : -

0

«— wykres przecina o$ x w nieskonczenie wielu punktach

Odp.: Funkcja ma nieskonczenie wiele miejsc zerowych. Sa nimi wszystkie liczby
z przedziatu (-1; 0).

J
W omowionych przykladach szukalismy miejsc zerowych, analizujac tylko wykresy
funkgji. Jesli znamy wzor funkgcji, to jej miejsca zerowe czgsto mozemy wyznaczy¢
rachunkowo, rozwiazujac réwnanie f(x) = 0.

Przyktad @) < zad. 7.6-78

Wyznaczymy miejsca zerowe funkcji o podanym wzorze i danej dziedzinie.

Rozwiazanie

a) f(x)=-3x+6, D=R
-3x4+6=0, stad x =2

Odp.: f(x) =0 dla x = 2.

Zawsze sprawdza- ()

b) f(x) =2x+4, D jestzbiorem liczb naturalnych my, czy rozwigzania
2x +4 =0, stad x = -2, ale -2 nie jest liczba naturalna réwnania f(x) =0
naleza do dziedziny

Odp.: Funkcja nie ma miejsc zerowych.

c) fl(x)=|x|]-3, D=Z-N
|x| =3 =0, czyli |x| =3
x=-3lub x=3
=3 € D, natomiast 3¢ D

Odp.: Miejscem zerowym tej funkgji jest liczba —3.
Przyktad &) < zad. 7.10

Wyznaczymy miejsca zerowe funkcji y = g(x).

funkdji f.

Rozwiazanie
a) glx)=(x-4)(x+7)

Jezeli podany jest tylko wzor funkcji, to zaczynamy od wyznaczenia jej dziedziny.
Dziedzina funkgji g jest zbior R. Szukamy rozwiazan warunku g(x) = 0.

(x-4)(x+7)=0 a-b=0 wtedy i tylko wtedy, (1))
x—4=01lub x+7=0 gdy a=0 lub b=0,

x=41lub x=-7
Odp.: Miejscami zerowym funkcji g sa =71 4.



7. Miejsce zerowe funkcji

b) g(x)=xVx-1

Najpierw wyznaczamy dziedzing funkcji g.
x—-120 «— wyrazenie pod pierwiastkiem nie jest ujemne

Dziedzina funkcji g jest przedzial D = (1; oo).

Znajdziemy teraz miejsca zerowe. Szukamy rozwigzan warunku g(x) =0 i x € D.
xVx-1=0,stad x=0lub Vx-1=0

Liczba 0 nie jest argumentem funkcji, wiec jedynym miejscem zerowym jest liczba 1.

Odp.: Miejscem zerowym funkgji g jest 1.
x+ V2

Xx—8
Dziedzing funkcji g jest zbior D = R — {8}.
Szukamy rozwigzan warunku g(x) =0 i x € D.

tc) glx) =

+ V2
= i =) «—— ulamek ma wartos¢ 0 tylko wtedy, gdy licznik jest réwny 0
x L
x+V2=0, stad x =—V2
-V2eD

Odp.: Miejscem zerowym funkcji g jest —V/2.
Przyktad €) < zad.7.15

Sprawdzimy, czy ktoras z liczb ze zbioru A jest miejscem zerowym funkcji y = f(x).
Rozwiazanie

a) fx)=(x+3)Vx-2, A=1{-1,0,2, 3}

Wyznaczamy dziedzing funkcji f: x =22 0, czyli D = (2; o0).

Zatem -1¢ D i 0¢ D.

Pozostale liczby sprawdzamy, podstawiajac je do wzoru funkcji.

f2)=(2+3)vV2-2=5:0=0 «— 2 jest miejscem zerowym f
f3)=0@+ 3)V3-2=6-1#0 «— 3 nie jest miejscem zerowym f

Odp.: Miejscem zerowym funkgji f nalezacym do zbioru A jest 2.

b) f(x):"z";, A={-2,0,-V3}

X+

x+2#0, czyli -2¢ D i D=R-{-2}.

-3
f(0) = 5 #0 «— 0 nie jest miejscem zerowym f
f("\ﬁ) = ié 32 =0 ~—— —V/3 jest miejscem zerowym f
-V3+

Odp.: Miejscem zerowym funkgji f nalezacym do zbioru A jest —V/3.
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Przyktad € « zad.7.17
Dla jakich wartosci m liczba 3 jest miejscem zerowym funkcji f(x) = |4 — m|x — 97

Rozwiazanie
f(3)=0, czyli [4-m|-3-9=0
|4 -m| =3
4-m=3 lub 4-m = -3, wiec
m=1Ilubm=7

Odp:Dlam=1 lub m=7.

W kazdym z zadan 7.1-7.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

w zeszycie,

7.1. Wskaz miejsce zerowe funkcji przedstawionej na wy-
kresie obok.

A. (-2, 0) B. -2 C. (0, 2) D2

7.2. Wskaz miejsce zerowe funkcji f(x) = %x =g

1 1
A.7 B. 23 C. ?3 D. 21

7.3. Wiérdd podanych funkceji wskaz te, dla ktorej liczba -3 jest miejscem zerowym.
A. f(x)=2x+4 B. f(x)=2x+5 C. f(x) =2x+6 D. f(x) =2x+7

7.4. Odczytaj z wykresu miejsca zerowe funkgji.




7. Miejsce zerowe funkcji

7.5. Podaj przyklad wykresu funkcji o dziedzinie D = R i o danym zbiorze miejsc

zerowych.
a) {-3} c) (1; o)
b) {-2, 2} d) (1; 2)

7.6. Wyznacz miejsca zerowe funkcji.
c) f(x)=2x-2+3
i1 e

a) f(x)=3x-6
b) f(x)=2x- zg

- d) f()

7.7. Wyznacz miejsca zerowe funkcji.

2) f(x) = (x+1)(x-3)
2

b) f(x) = x(%x N —)

3

7.8. Wyznacz miejsca zerowe funkgji.

a) f(x)=|x-4|-
b) f(x)=|x+2]+2

7.9. Wyznacz miejsca zerowe funkcji.

e)
f)

-1; 2) U (4; 5)

(
(=3; 1) U (5; o0)

e)fx}—::tx 2
) fx)=10"x-10""

c) f(x)= Xt —x
d) f(x)=(x-2)(x+1)(x+5)

c) flx)=|lx|-3]-1
d) f(x)=|lx-1]+3|-

a) f(x)=|x|-2x~-1 d) f(x)=|x+2|+|x-7]

b) f(x)=|x-3|+2x e) f(x)=|x+3|+|x-1]-10

c) flx)=|x-1]-|2x+ 1] f) f(x)=2x-2]-|x-4|+3

7.10. Wyznacz miejsca zerowe funkcji.

) [ = O fW= -+ IVE-T o) fly)= DO
x_H Ao E. Ao _ x-7)x-2)

b) f)="= &) fl)=Vx-5-5-x ) fo)= "=

7.11. Wyznacz miejsca zerowe funkcji o podanym wzorze i danej dziedzinie.

a) f(x)=7x+5 D=R
b) f(x)=4x-11 D=Z

) f(x)=V2x-3 D=Q
d}f(x)—v(_x V12 D=N
e) f(x)=|x-1|-|x+7] D=N
f) f(x)=Qx+4)Vx+5 D={

7.12. Wykaz, ze liczba 3 jest miejscem zerowym funkgji f(x) =

-2) U (2; oo)

3y _of,

7.13. Wykaz, ze liczba -3 nie jest miejscem zerowym funkcji f(x) = (x+3)Vx - 3.

243 BN



N 244 Daziat 3. Funkcje

7.14. Podaj przyklad wzoru funkgji, ktorej dziedzing jest zbior D i ktérej wszystkie
miejsca zerowe sg elementami podanego zbioru A.

a) D=(-o0; 10) A=1{-2 4} d) D=N-{9} A=1{0,1, 2,3}
b) D=R-{-9} A={0,1,2, 3} e) D=(-2;00) A={4}
&) D=3 06) A = {3, 13} f) D=(-00; -1}y A={-3, -2, -1}
7.15. Sprawdz, ktéra z liczb ze zbioru A jest miejscem zerowym funkcji y = f(x).
a) f{x)=3x2+5x—2 A:{—Z, %,1}
b) f(x) = (xz—e) Vx+3 A =f-3. 10 2.9

3
0) f(x) = % A={-2-1,2 4

-X

d) f(x)=3"-3x-3 A={-1,1,2}
e) flx)=2"-7 A:{logzi ]ogz?}

2x X
f) flx)= el bh A = {log 2, log 3, log 5}

7.16. Podaj przyklad wzoru funkgji, ktorej dziedzing jest zbior R — {2} i ktora nie
ma miejsc zerowych.

7.17. Dla jakich wartosci m liczba 5 jest miejscem zerowym funkgji
f(x)=(m+3)x - 5%

7.18. Dla jakiej wartosci parametru m funkcje f(x) =5x-3 i g(x) = 3m—1)x+6
maja wspolne miejsce zerowe?

7.19. Dla jakiej wartosci parametru k funkcje f(x) = |x — 4| =4 i g(x) = x” + kx
maja jednakowe miejsca zerowe?

+ 7.20. Dla jakich wartoéci m funkcja f:

[. ma jedno miejsce zerowe, II. nie ma miejsc zerowych?
a) f(x)=mx-2 c) f(x)=(m+2)x-1
b) f(x)=(m-1)x+3 d) f(x)=5-(m-3)x

« 7.21. Dla jakich wartosci m miejsce zerowe funkgji
a) f(x)=2x-m+1 jestliczbg wieksza od 1?
b) f(x) = —5x + m jest liczba wiekszg od 3?

c) flx)= -%x —(m+ 2) jest liczba mniejsza od —47

d) f(x) = -%x + 3m — 2 jest liczba mniejsza od 1%?



7. Miejsce zerowe funkcji

- 7.22. Dla jakich wartosci m funkcja f(x) = (2x + m)V5x —3 ma dwa miejsca
zerowe?

lx — 2| —m

. 7.23. Dla jakich warto$ci m funkcja flx) = Ve
x +

ma dwa miejsca zerowe?

1. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f.
178 |

i) /\

T 0

Ocen prawdziwosc podanych zdan.

A. Réwnanie f(x) = 0 ma dokladnie trzy rozwiazania.
B. Funkcja f ma co najmniej trzy miejsca zerowe.

C. Funkcja f ma nieskonczenie wiele miejsc zerowych.

2. Odczytaj z wykresu miejsca zerowe funkgji f.
. yl' S

l.._. 1 | 1 ! ! |
RpaERyEN
0

N Ll ]| \-‘

3. Wyznacz (o ile istnieje) miejsce zerowe funkcji f(x) = 12x — 3, ktorej dziedzing
jest zbior liczb calkowitych.

4. Dla jakich wartosci m liczba 2 jest miejscem zerowym funkcji
fix)=lm—1x—122

5. Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(x) = |x + 2| - 3.
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8. Znak i monotonicznosc¢ funkciji

Umiejetnosci:

* odczytywanie z wykresu funkcji maksymalnych przedziatow, w ktérych funkcja ma

staty znak

* odczytywanie z wykresu funkcji maksymalnych przedziatow, w ktérych funkcja

maleje (lub rosnie)

Odczytywanie z wykresu rozwiazan nierownosci f(x) >0, f(x)<0

Przykiad €)

Odczytamy z wykresu, dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosci

a) dodatnie. b) ujemne.

Rozwiazanie

Aby wykonac polecenie a), wybieramy wszystkie punk- | | " Tyd |
ty wykresu lezace powyzej osi x i odczytujemy ich pierw- '
sze wspolrzedne: oo |
f(x)>0 dla x€{-4,-3,3} HEEEEN
Aby wykonac polecenie b), odczytujemy pierwsze HEPRD
wspolrzedne wszystkich punktow wykresu lezacych ||
ponizej osi x:
f(x) <0 dla x € {-2,0, 4}

Przyktad ) < zad. 86
Wyznaczymy przedzialy, w ktorych funkcja ma staly

b

znak (tzn. ma albo dodatnie, albo ujemne wartosci).

/,:

2

Rozwiazanie

f(x)>0 dlaxe(-1;2) «— ten fragment wykresu lezy nad

0sig x

f(x) <0 dlax e (=3; —1)orazdlax € (2; 3) «— te fragmenty wykresu leza pod

0sig x

Zwro¢my uwage na to, ze przedzial (-3; —1) jest lewostronnie domkniety, bo
f(=3) <0, ale prawostronnie otwarty, bo f(-1) nie jest ujemne, lecz réwne 0.

Podobnie f(3) < 0, natomiast f(2) = 0.



8. Znak i monotonicznosc funkcii

Podobnie odczytujemy z wykresu rozwiazanie nieréwnosci f(x) > m, gdzie m jest
dowolna liczba rzeczywista.

Przykiad ) < zad. 8.4

Wykres przedstawia sredni kurs pewnej waluty w 12 kolejnych miesigcach.

el [ [T TTTLTTTT]

|

|
| | [l |
———— — : — : -
Pl [m v [y [ v [vin| x| X [ X[ xu|miesigc

|' psig

Sprawdzimy, w ktérych miesiacach kurs przekroczyt 2 z1.

Rozwiazanie

Z wykresu odczytujemy, ze kurs osiagnal wartosc 2 zt w kwietniu, nastepnie w maju,
czerwcu i lipcu przekraczal 2 zl, w sierpniu znow byl rowny 2 zl, a w pozostalych
miesiacach byl nizszy od 2 zl

Odp.: Kurs przekroczyl 2 z1 w maju, czerwcu i lipcu.

Monotonicznosc funkcji

Przykiad €

Przyjrzyjmy si¢ wykresom temperatur mierzonych w dwéch miejscowosciach tego
samego dnia przez 10 godzin.

Temperatura w Kreskach Temperatura w Kropkach
(o T T[] [ ] [t [ [ 1] |
154 1 | I I | 1 I I ! } L 154
o R = o 0t
5 “ s I 1 | | 1 1 | . 5_ i I SN N S - .
101 1234567 8910 |[h (01 1 234567 8910 [

Poréwnujac oba wykresy, mozemy stwierdzic, ze w Kreskach temperatura rosta, na-
tomiast w Kropkach malala.

Pierwszy wykres jest wykresem funkcji rosngcej, drugi jest wykresem funkgji
malejacej.
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Przykiad &)
Oto wykres ilustrujacy wysokosc terenu mierzona w czasie pieszej wycieczki po Biesz-
czadach.

Y
Lizpo4- T

L

1000

i A | X 1 | X A ] |
T 1 t t 1 + t 1 t -

| 10 11 | 12 | 13 14 | 15 | w6 | 17 | 18 | |[h]

Wycieczka rozpoczela sie o godzinie 10" z punktu startu lezacego na wysokosci
830 m n.p.m. Przez pierwsze 4 godziny droga wiodla pod gore. O godzinie 14% turys-
ci osiagneli szczyt. Tam odpoczywali przez godzing, po czym rozpoczeli schodzenie,
ktore trwato do godziny 18%,

Inaczej méwiac, miedzy 10°0 a 14% funkcja opisujaca osiagang wysokos¢ rosta, od
149 do 15% byta stala, natomiast od 15% do 18" malala.

Oznaczmy omawiang funkcje f. Jezeli porownamy dowolne dwa argumenty z prze-
dzialu (10; 14) - na rysunku 1 zaznaczone jako x, oraz x, - to wiekszemu z nich
odpowiada wieksza wartos¢ funkcji, czyli spelniony jest warunek:

jezeli x; > x|, to f(x;) > f(x,)
Na rysunku z koniecznosci wskazujemy dwa przykladowe argumenty. Mozna, oczy-
wiscie, porownac w taki sam sposob wartosci dla innych argumentéw wybranych
z tego przedzialu. Wniosek jest taki sam dla kazdej pary argumentéw.

Z kolei dowolnym dwom argumentom z przedziatu (14; 15) odpowiada ta sama

warto$¢, czyli: jezeli x, > x,, to f(x,) = f(x,).

Jezeli natomiast porownamy dowolne dwa argumenty z przedziatu (15; 18), jak na
rysunku 2, to wigkszemu z nich odpowiada mniejsza wartos¢ funkcji, czyli spelniony
jest warunek: jezeli x, > x;, to f(x;) < f(x,).

(b [ TTTT T T T oo b 11
| ] fix,) } | 1]
10004 ﬂfj_},__ ! 1.[;.(}{]_*_:{{51}.._
1
| f i RIS
900+ | | T S S
e S B | | _ 1 .
830 } i 830 Lo - -
| | | | | | | | i | | ]
. | ! E |
1 1 + — + + 1 - 1 + t } t -
Rys.1l.L 1 1| 10} W% BHI ] | | [h]] Rys.2.L I | | BHI% 18 |[h]



8. Znak i monotonicznosc funkcii

Funkcje y = f(x) nazywamy funkcja rosnaca w zbiorze X, jezeli dla dowol-
nych dwoch argumentow x,, x, nalezacych do X spelniony jest warunek:

jezeli x, > x4, to f(x;) > f(x,)

Funkgja z przykladu 5 jest rosnaca w przedziale (10; 14).

Funkcje y = f(x) nazywamy funkcja malejaca w zbiorze X, jezeli dla dowol-
nych dwoch argumentow x,, x, nalezacych do X spelniony jest warunek:

jezeli x5 > x, to f(x;) < f(x,)

Funkcja z przykladu 5 jest malejaca w przedziale (15; 18).

Funkcja stala w zbiorze X przyporzadkowuje wszystkim argumentom z tego zbioru
te samg wartosc.

Funkcja z przykladu 5 jest stala w przedziale (14; 15).

Rozszerzymy wprowadzone definicje tak, aby obejmowaly przypadki, gdy w pewnym
przedziale funkcja jest stala.

«

Funkcje y = f(x) nazywamy funkcja niemalejaca w zbiorze X, jezeli dla do-
wolnych dwoch argumentéw x,, x, nalezacych do X spelniony jest warunek:

jezeli x, > x;, to f(x,) = f(x,)

Okreslenie ,,funkecja niemalejaca” w isto- ()
cie oznacza, ze w rozpatrywanym zbiorze
funkcja nie moze wigkszemu argumen-

towi przyporzadkowywad mniejszej

— wartosci.

BEEERE ] Funkgcja z przyktadu 5 jest niemalejaca

"0 11 12 13 14 15 16 17 18 | 1] w przedziale (10; 15).
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Funkcje y = f(x) nazywamy funkcjg nierosnaca w zbiorze X, jezeli dla do-
wolnych dwadch argumentow x,, x, nalezacych do X spelniony jest warunek:

jezeli x; > x;, to f(x;) < f(x;)

1100+ Okreslenie ,, funkcja nierosnaca” wistocie (+)
' oznacza, ze w rozpatrywanym zbiorze
1001 funkcja nie moze wigkszemu argumen-
- towi przyporzadkowywaé wigkszej
900+ wartosci.
s 0f—— .
NEEERERTREEM Funkcja z przykladu 5 jest nierosnaca
10 11 12 13 14 15 16 17 18 |[h] w przedziale (14; 18).

Kazda funkcje, ktéra jest w swojej dziedzinie rosngca albo malejaca, albo niemalejaca,
albo nierosnaca, nazywamy funkcja monotoniczna.

Obie funkcje z przykladu 4 sa monotoniczne - ta opisujaca temperature w Kreskach
jest rosnaca, a opisujaca temperature w Kropkach - jest malejaca.
Funkcja z przykladu 5 jest niemonotoniczna.

7
Kazda funkcja stala jest funkcja niemalejaca
i funkcja nierosnaca.

&

Przyktad )  zad. 8.9

Okreslimy na podstawie wykresu, czy przedstawione funkcje s3 monotoniczne.

) N T[T IV LI ATTTIA

b) |

-

: funkc;a nlemalejqca R | 'fur':kc'ja hiem‘sn'@cé

d}:




8. Znak i monotonicznosc funkcii

Przyktad €) < zad. 8.11

Okreslimy przedzialy monotonicznosci funkcji vk | |
y = g(x) odanym wykresie. HEE
Rozwiazanie

Dziedzing tej funkcji jest zbior D = (0; o0).
Funkcja g nie jest monotoniczna, ale:

» w przedziale (0; 2) jest rosnaca,

» w przedziale (2; 5) jest malejaca,

* w przedziale (5; oo) jest rosnaca.

Przykiad € « zad. 8.16

Okreslimy przedzialy monotonicznosci funkcji (T T AT 11

y = k(x) o danym wykresie. /“"f‘ ||
Rozwiazanie il i 1“—‘_—*+7T '
Dziedzing tej funkcji jest przedzial D = (—4; 4). [ [ [-19 1 FE&uu
* W przedziale (—4; 2) funkcja k jest rosnaca. / |y Kx)

* W przedziale (2; 4) funkcja k jest rosnaca.

Funkcja k nie jest jednak rosnaca w calej dziedzinie. Zauwazmy, Ze np. argumentowi

x = -1 funkcja k przyporzadkowuje warto$¢ wieksza niz argumentowi x = 4:
k(-1) =2, k(4) =1

Mamy wiec: 4 > -1, ale k(4) < k(-1).

o

| _:'If'l:.. = ey |
wWinoscn

Z faktu, ze funkcja jest rosnaca (malejaca) w kilku przedziatach, nie wynika,
ze jest rosnaca (malejaca) w calej dziedzinie.

Rozwigz zadania 8.1-8.3 na podstawie zamieszczo- | Yh |
nego obok rysunku. W kazdym z tych zadan jest =~ |
tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i za- . -

pisz w zeszycie. & ‘

| X
8.1. Wskaz zbidr rozwigzan nieréwnosci I |\l yE=fda |||
f(x) 0.
A. (-3; 2) C. (-3; 0)
B. (-3; 0) D. (0; 3)
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8.2. Wskaz zbior rozwigzan nieréwnosci f(x) = 3.

A. (3;6) B. (3; 6) C. {3;6) D. (3; 6)

8.3. W przedziale (-2; 6) funkcja f jest

A. rosnaca. B. statla. C. nierosnaca. D. niemalejaca.
8.4. Wykres przedstawia liczbe widzow na Widzowie kin [min]
wszystkich seansach kinowych w Polsce

w poszczegolnych latach. ) 202

a) Odczytaj, w jakich latach liczba widzow ~ *%"

byta wyzsza od 100 min. 150
b) Kiedy liczba ta byla najwieksza? 100

50

8.5. Zpodanego wykresu odczytaj, od ktorego roku w UE, w USA i w Japonii inflacja
byla nizsza od 2%. W ktérym roku badanego okresu i gdzie inflacja byla najwyzsza?
Ile wynosita wtedy jej wartosc?

Inflacja: pokonana?

Wskaznik cen produktow kensumpcyjnych:
poziom srednich wahan rocznych (w procentach)

A )
[
9

8.6. Dany jest wykres funkcji y = f(x). Odczytaj z niego rozwiazania nieréwnosci:
I. f(x)>0, II. f(x)<0, III. f(x) < 2, IV. f(x) 2 -1.

y £ /lx) |
/(\1

0 |
KT | /\/ oh




8. Znak i monotonicznosc funkcii

8.7. Odczytaj z wykresu zbiory rozwigzan nieréwnosci.

a) w(x) >0, b) z(x) > 2, c) m(x) >0,
w(x) <0 z(x) €0, m(x) <0,
z(x) <4 m(x) < -1
2 | L[ {4 ]
.‘Ir — ] 'I -
Al AN

-
X

0 t
\//ﬂ "%.'rr!;t: |

8.8. Podaj przyktad wykresu funkgcji f, ktéra spelnia podane warunki.

a) D={-3;5) c) D=(-3; 3)
f(x) >0 dla x € (-3; -1) U(1; 5) f(x) >0 dla x € (0; 3)
f(x) <0 dla x € (-1; 1) f(x) <0 dla x € (-3; 0)
b) D= (1; 6) d) D= (0; 8)
f(x) >0 dla x € (1; 3) f(x) >0 dla x € (0; 2) U (5; 8)
f(x) <0 dla x € (3; 6) f(x) <0 dla x € (2; 5)

8.9. Okredl na podstawie wykresu, czy przedstawiona funkcja jest monotoniczna.
a) b) c) d)

|| | /] | TT.IN T I~ ]
1T N1 SR s
/}r{ /.ln\i.? \l LS
I !

a)

=y |
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8.11. Podaj przedzialy monotonicznosci funkcji przedstawionej na wykresie.

a) f) BRE Y4
y=lx)
\| | | [N
| HIE W
L | . 0] 1 | X
il LT
_ | | | |
D T T T T [T 7\
y = fi¥) Yy
AV |__ ST AT
| 1 x , 0] 1 x
| 1 |
O[T T TTT h) T DPYFTTTTTIL
/ B |
’ yEfx)
— y=fx)

DITTPETT T i) ] yh
y = fix) 8 | |
A NN

i |

e) By} ; i)
lyEAND] | _Z
LN LA
| :
[0\ x|
/ |
|




8. Znak i monotonicznosc funkcii

8.12. Omoéw monotoniczno$¢ funkeji o podanym wykresie.

a) Inwestyqe zagraniczne = b) Produkcja odbiornikéw radiowych
w Polsce = B w Polsce [tys. szt.]
=
S
3000 2695
Wartos¢ inwestydji 2500
zagranicznych N
[min USD] = 2000
1500
1000
o E 500
SE8E2223 58323 0
e tip R R T i RS

S £ & & S
F&&HFd s

8.13. Omoéw monotonicznos¢ funkeji opisujacych zmiany wysokosci n.p.m. pod-
czas pokonywania trzech tatrzanskich szlakéw turystycznych. Ktéry z nich mozna
poleci¢ wycieczce szkolnej?

g g
a) [m] c) [(ml E
2400 2400 g
2300 2300 N
2200 2200 % -§
2100 2100 g 5
A
2000 2000 E E_
R E 1900 2
1500 2 1800 E
1700 = £ 8 3 1700 =]
g2 O § © 1600
1600 £ 2 % o
1500 £ 8 2
46D = = 0O 1400
1300
1300
0 1 2 3 4 [km] 0 1 2 3 [km]
S
r i} [=9
5 5
b) [m] — £ : °
2000 N E ¢ E
1900 E S
1800 - g
g
1700 5 S
% £
1600 3 g
1500 —E ;, §
1400 O g E
=
1300 3 E

1200

1100
0 1 2 3 4 5 6 [km]
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8.14. Ile jest wszystkich funkcji o dziedzinie {1, 2, 3, 4, 5} i zbiorze wartosci
{6, 7, 8, 9, 10}, ktdre sa
a) malejace?
b) rosnace?
* ¢) rosnace w zbiorze {1, 2, 3} i malejace w zbiorze {3, 4, 5}?
+d) malejace w zbiorze {1, 2} i rosnace w zbiorze {3, 4, 5}?
Wykonaj tabele albo wykresy przykladowych funkgji spelniajacych te warunki.

8.15. Drziedzing funkcji y = f(x) jest przedzial (0; 4). Wiemy, ze funkcja ta jest
malejaca w przedziale (0; 2) i jest malejaca w przedziale (2; 4). Czy z tych informacji
wynika, ze funkcja y = f(x) jest malejaca w podanym przedziale?

a) (0; 4) b) (0; 3) c) (0;1) d) (1; 4)

8.16. Podaj przyklad wykresu funkgcji, ktorej dziedzina jest przedzial (2; 6), ktoéra
jest malejaca w przedzialach (2; 4) i (4; 6), ale nie jest malejaca w dziedzinie.

8.17. Podaj przyklad wykresu funkgcji, ktéra spelnia nastepujace warunki:

a) jest rosnaca w przedziale (—oo; —3), malejaca w przedziale (3; co) oraz stala
w przedziale (-3; 3).

b) ma dwa miejsca zerowe, jest rosnaca w przedziale (—oo; —1) oraz malejaca w prze-
dziale (—1; o0).

c) nie ma miejsc zerowych, jest rosnaca w przedziale (2; o), malejaca w przedziale
(—1; 2) oraz stala w przedziale (—oco; —1).

d) jest rosngca w zbiorze R i ma jedno ujemne miejsce zerowe.

e) jest rosnaca w kazdym z przedzialéw (—o0; 1) i (1; o0), ale nie jest monotoniczna
w zbiorze R.

8.18. Przedstaw w jednym ukladzie wspotrzednych wykresy dwach funkcji maleja-
cych, ktére przecinaja sie

a) wjednym punkcie.

b) w dwoch punktach,

c) wtrzech punktach.

d) w nieskonczenie wielu punktach.

0 + 8.19. Wykaz, ze jezeli funkcja ma dwa miejsca zerowe, to nie jest funkcja rosnaca.



8. Znak i monotonicznosc funkcii

1. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkgji g.

Ocen prawdziwosc podanych zdan.
7

lyEgt) [ ] |
._// l-- +

=y

A. W przedziale (—6; 2) funkcja g jest rosnaca.
B. W przedziale (-2; 6) funkcja g jest rosnaca.
C. W przedziale (—6; 6) funkcja g jest rosnaca.

2. Odczytaj z wykresu funkcji h zamiesz- ' vA
czonego obok zbiér rozwigzan nieréwnosci Ly + hx)

hix) > 0. \ i | | |
| | -
3. Opisz przedzialy monotonicznosci funk- '\ R \ '

cji h, ktorej wykres zamieszczono obok.

4. Podaj przyklad wykresu funkgji o dziedzinie D = (=5; 1), ktora spelnia
nastepujace warunki:

* f(x)>0 dla x € (-5; -2) U {0; 1},

* f(x) <0 dla x € {-5} U (-2; 0).

5. Podaj przyklad wykresu funkcji, ktérej dziedzing jest przedzial (1; 5) i ktora jest
stala w przedzialach (1; 3) oraz (3; 5), ale nie jest stala w calej dziedzinie. Czy taka
funkcja jest monotoniczna?
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9. Wazna funkcja -
proporcjonalnos¢ odwrotna

Umiejetnosci:

* rozpoznawanie wielkosci odwrotnie proporcjonalnych

» szkicowanie wykresu funkcji  f(x) = 3"?;- dla danego a

* korzystanie ze wzoru | wykresu tej funkciji do interpretacji zagadnien zwiazanych
z wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi

Jak dobra¢ wymiary prostokata, aby jego pole bylo réwne 20?7 Przedstawimy kilka
wynikéw w tabeli, w ktdrej a i b oznaczaja dtugosci bokéw prostokata, a P jego pole.

a 2 10 | 25 | 8 5v2 | 242 | 4 5
b 10 2 8 25 1242|542 5 4
P 20 | 20 | 20 | 20 | 20 | 20 [ 20 | 20

Zalezno$¢ miedzy dlugosciami bokéw prostokata o polu 20 zapisujemy w postaci:
a-b=20

Prostokatow spelniajacych taki warunek jest [p,d | | | |
nieskonczenie wiele. Mozemy zilustrowac to
na wykresie. Kazdy z narysowanych prostoka-
tow ma pole rowne 20. Jezeli przyjmiemy, ze
dlugoé¢ boku a zmienia warto$¢ od zera do
nieskonczonosci, to odpowiadajaca mu dlugosc
boku b bedzie sie odpowiednio zmieniala od
nieskonczonosci do zera. Kazdy z prostokatow
ma trzy wierzchotki lezace na osiach. Czwarte
wierzchotki wszystkich prostokatow wyznacza-
ja krzywa zwana hiperbola.

Rozwazamy dwie dodatnie zmienne wielkosci x i y. Zaleznos$¢ miedzy x i y
taka, w ktorej iloczyn a tych wielkosci jest staly, nazywamy proporcjonalnoscia
odwrotng.

=
=]

- W B th N o e D
t r—t + +

| 234567 8 910

=
of | [ [ 1]

xy=a,x>0, y>0
Mowimy wowczas, ze x i y s3 wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi.

Przy stalym polu prostokata dlugos¢ jednego z bokéw prostokata jest odwrotnie
proporcjonalna do dlugosci drugiego boku.
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Przykiad €)

Ojciec Karola dojezdza do pracy samochodem. Codziennie pokonuje tras¢ 20 km
z rozng predkoscia srednig. Czas przejazdu t jest odwrotnie proporcjonalny do pred-
kosci $redniej v, poniewaz:

t-v=20
Jezeli ojciec Karola jedzie ze $rednia predkoscia v = 60 km/h, to dojazd do pracy
zajmuje mu 20 minut.

t=Eh=2ﬂmin
60

Jezeli jedzie ze Srednia predkoscia v = 40 km/h, to dojezdza po polgodzinie. Pewnego
dnia trafil na korek i calg trase pokonat ze §rednia predkoscig 10 km/h. Zajeto mu to
wowczas 2 godziny.

Przyktad e 1 zad. 9.5 I

Na polu moze réwnoczesnie pracowacé maksymalnie ﬁ

6 traktorow i wéwczas zaorza pole w ciagu 8 godzin.
W jakim czasie wykonaja t¢ sama prace 4 traktory
pracujgce w tym samym tempie?

Rozwiazanie
Skoro 6 traktoréw moze zaorac pole w ciagu 8 godzin, to znaczy, Ze na zaoranie tego
pola przez jeden traktor potrzeba 6 - 8 = 48 godzin. Cztery traktory tg sama prace
wykonalyby 4 razy szybciej, czyli w 12 godzin.

Liczba godzin pracy jest odwrotnie proporcjonalna do liczby traktoréow.

Odp.: Cztery traktory wykonaja te prace w ciagu 12 godzin.

Przykitad ) < zad. 9.6

Narciarska trase zjazdowa ubijaja trzy ratraki w cza-
sie 2 godzin. Ile czasu potrzeba na ubicie $niegu,
jezeli na trase wyjedzie pie¢ ratrakow? Zakladamy,
ze wszystkie ratraki pracuja z taka sama wydajnoscia
i moga pracowac na tej trasie jednoczesnie.

Rozwiazanie
Jeden ratrak wykonalby te prace w czasie 6 godzin.

Piec ratrakow — w czasie g godziny.

Odp.: Piec¢ ratrakow przygotuje trase zjazdowa w czasie 1 godziny i 12 minut.
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Przykitad €) < zad.9.16

Pan Piotr, wykwalifikowany malarz, moze pomalowac cala altang ogrodowa w czasie
8 godzin. Jego pomocnik Krzys t¢ sama prace wykona w czasie 16 godzin. Ile czasu
zajmie im pomalowanie altany, jezeli beda pracowa¢ wspoélnie?

Rozwiazanie

W ciagu godziny pan Piotr pomaluje —é altany, a Krzy$ '11_6 altany. Wspdlnie wykonaja
: L1, 1 3

zatem w ciagu godziny 3 T ™ g Pracy

W czasie 16 godzin pomalowaliby 3 takie domki, a pomalowanie jednego zajmie im

16 _1 :
— = 5= godziny.
3 3 8 Y

Odp.: Pomalowanie altany zajmie im 5 godzin i 20 minut.

Przykiad &)

Witadze pewnej gminy oglosily przetarg na wykonanie przed sezonem letnim drogi
prowadzacej nad pobliskie jezioro. Oferty ztozyly trzy firmy. Pierwsza zobowigzala
sie wykonac prace w ciagu 4 dni, druga w 6 dni, a trzecia w 12 dni. Ile dni zaj¢lo-
by zbudowanie calej drogi, gdyby wszystkie te firmy pracowaly jednoczesnie, i jak
nalezaloby podzieli¢ migedzy nie kwote wynagrodzenia?

Rozwiazanie

Nalezy przyjaé, ze kazda z firm wykona zaplanowany przez siebie fragment drogi:
w wypadku pierwszej firmy oznacza to i calosci, drugiej - é calodci, a trzeciej - é
calosci.

Pracujgc wspolnie (choc nad réznymi fragmentami drogi), firmy wykonaja w ciagu
jednego dnia i e czgsc pracy.

6 12

N B B
4 6 12 2

Skoro w ciagu jednego dnia firmy moglyby wykona¢ polowe pracy, to cala praca za-
jetaby im 2 dni.

W tym czasie pierwsza firma zbudowalaby i—, czyli polowe drogi, druga firma - —2—,
czyli % drogi, a trzecia firma - 12—2, czyli é drogi. Na takie czeéci nalezaloby réwniez
podzieli¢ kwote wynagrodzenia migdzy te firmy.

Odp.: Zbudowanie drogi zajetoby 2 dni; firmy powinny otrzymac odpowiednio

¥

b | =
| =

i é kwoty wynagrodzenia.
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Przyktad @ < zad. 9.10

Grupa n robotnikow maluje s samochodow w r dni. Przez ile dni grupa k robotnikow
pomaluje p samochodow przy zalozeniu tej samej wydajnosci i wykonalnosci pracy?

Rozwiazanie
nr «— tyle dni 1 robotnik maluje s samochodow

nr
—_— «— tyle dni 1 robotnik maluje 1 samochod
s

pnr : ; .
Sl «— tyle dni 1 robotnik maluje p samochodow
s
pnr ; 14 ; ;
e «—— tyle dni k robotnikéw maluje p samochodow
; . -
Odp.: Grupa k robotnikéw pomaluje p samochodéw w —‘DE— dni.
) V.

Zgodnie z definicja dwie dodatnie wielkoscixiy A
sa odwrotnie proporcjonalne, gdy ich iloczyn a
jest staly. Jedna z nich mozemy wyznaczyé w za-
leznoéci od drugiej, wykonujgc dzielenie:

a
y—; (a>0)

Otrzymalismy w ten sposob wzér funkcji, kto-
rej zarowno argumenty, jak i wartoéci sa liczba-
mi dodatnimi. Wykres tej funkcji znajduje sie
w pierwszej ¢wiartce ukladu wspéltrzednych.

1_. .

-
X

o 1
Zalozmy teraz, ze wielkosci x i y przyjmuja zaréwno wartosci dodatnie, jak i ujemne.

Wtedy y = 5 jest wzorem funkgji, ktorej dziedzing jest zbior liczb rzeczywistych

roznych od zera. Dla roznych wartosci wspolczynnika a otrzymujemy w ten sposéb
rozne zaleznosci funkcyjne, np.:

1
'dlacI:lmamyy:—]- 'd13a=-;—mamyy=3-,czyliy=-jl-
X X X
'dlaﬂ=—211"1511’1r11‘-.!;|.*=—E 'dlaa=\@mamyy=ﬁ
X X

Zajmiemy sie najpierw funkcjami postaci f(x) = %, gdzie a > 0.

Narysujmy wykres funkcji f(x) = = Dziedzing tej funkcji jest zbiér nieskonczony.
X

W tabeli mozemy uwzglednic¢ tylko kilka wybranych argumentow.

X —1(1‘—3‘—1 2 |ae| &

l 1
| s I=ml | ‘ 1 ‘ 3 1(](]0!
f(x) 4

e ‘ 1| =2 |-100| 100
10 | .3 1 L | |

BEr
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Z tabeli mozna wnioskowac, ze:

» dla dodatnich argumentéw wartosci funkcji
s3 dodatnie, a dla ujemnych - ujemne,

* dla argumentoéw przeciwnych (np. 3 i -3)
wartosci funkcji sa rowniez liczbami prze-

3 1l 1
ciwnymi (— i ——),
3 3
* dla duzych dodatnich argumentéw wartosci

funkcji sa mate,
* dla malych dodatnich argumentéw wartosci

funkcji sa duze.
Do dokladnego narysowania wykresu mozna

wykorzysta¢ komputer lub kalkulator graficzny.

Wykresem funkcji f(x) = J—IL_ jest krzywa nazywana hiperbolg. Poczatek ukladu

wspolrzednych jest jej srodkiem symetrii.

Funkcje o wzorze f(x) = %, gdzie a jest ustalong liczbg rzeczywista r6zna od zera,

maja podobne wlasnosci.

Przyktad €2
Narysujemy wykresy funkcji f(x) = % i glx) = -2

x
Rozwiazanie

Tabela dla funkeji g wygladataby bardzo po-
dobnie, tylko wartos¢ funkcji g dla danego
argumentu jest liczbg przeciwna do wartosci
funkcji f dla tego samego argumentu.

X —4

fe=2 -2




9. Wazna funkcja - proporcjonalnosc odwrotna

Wykresy funkcji  fi(x) = =4 f(x) = Z maja podobny ksztalt. Wykres funkcji
x x

frlx) = % jest bardziej oddalony od poczatku ukladu wspélrzednych.

ST : ;. a ;
Aby dokladniej poréwnac wlasnosci funkcji o wzorze f(x) = —, warto narysowac
X

kilka wykresow w jednym ukladzie wspoélrzednych.,

Przyktad )

Sporzadzimy wykresy funkcji f(x) = e
X

ol a(e) = & 1 gt < L (@)
Jezeli g(x) = = glx) = L

Lo ﬂ.=']"q
4

A 1 Sl :
i g(x) = — oraz umiescimy je (wraz z dwoma
dx

juz poznanymi) na jednym rysunku.

Rozwiazanie

1
x —6 -3 -1 5 2
f(x}=-3 1| <2 | =6| | 3
- AN
4 16 2
1 1 1 1
Co e i B R

Zauwazmy, ze im blizsza zera jest wartos¢ wspolczynnika a funkcji f(x) = Z, tym
X

bardziej wykres tej funkcji przybliza sie do poczatku ukladu wspolrzednych.
/

Wykres kazdej funkcji o wzorze f(x) = :I-c (a # 0, x # 0) nazywamy hiperbola.
|al

m’.

Jezeli warto$¢ bezwzgledna x jest coraz wieksza, to warto$¢ bezwzgledna y maleje do
zera — na wykresie funkcji punkty hiperboli sg coraz blizsze osi x. Méwimy, ze o$ x
jest asymptota pozioma wykresu.

Zauwazmy, ze |y| =

Z kolei gdy warto$¢ bezwzgledna x zbliza sie do zera (mimo zZe nigdy go nie osigga!),
to wartos¢ bezwzgledna y nieograniczenie ros$nie — na wykresie punkty hiperboli s3
coraz blizsze osi y. Mowimy, ze os y jest asymptota pionowa wykresu.
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Zwroémy uwage na jeszcze jedna wlasnos¢ hi-
perboli. Dla dowolnego punktu P = (x, y) le-
zacego na hiperboli o réwnaniu y = -z- pro-
stokat o wierzchotkach (0, 0), (x, 0), P, (0, y)
ma pole réwne |al.
Jest to prosta konsekwencja rownosci:

x|yl = lal
poniewaz boki rozwazanego prostokata maja
dlugosci réwne |x| oraz |y

W kazdym z zadan 9.1-9.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

W Zeszycie.

9.1. Jaka liczbg nalezy wstawic¢ do tabeli w miejsce a, aby - ‘ : 1
przedstawiala wielkosci odwrotnie proporcjonalne? . 3
Ao B. 40 C. 120 D. 360 4 ‘ 24 | a

40

9.2. Wskaz warto$¢, ktora funkcja f(x) = i przyjmuje dla argumentu —6.

R Bi = €2 D. -18

18 2
9.3. Darmowe minuty w abonamencie telefonicznym wystarczaja Ani na rozmawia-
nie przez 30 dni $rednio po 4 minuty dziennie. Na ile dni wystarczy jej darmowych
minut, jezeli codziennie bedzie rozmawiala 3 razy, a kazda rozmowa bedzie trwala
2 minuty?
A. 10 B. 20 C. 40 D. 80

9.4. Czy wielkosci podane w tabeli sa odwrotnie proporcjonalne?

a) | ' [ ‘b} c]‘

x 3 7 10 a 8 4 1

yl%%‘blelﬁ‘qz‘?il‘

9.5. Pewna ilo§¢ maki pszennej wystarcza na upieczenie 120 butek po 0,3 kg kazda.
Ile pigciodekagramowych kajzerek mozna upiec z tej samej ilosci maki?



9. Wazna funkcja - proporcjonalnosc odwrotna

9.6. Jadac na rowerze ze érednig predkoscia 14 km/h, Jola dojezdza do szkoly w cza-
sie 30 minut. Krysia, ktora mieszka w tej samej odleglosci od szkoly co Jola, potrze-
buje 20 minut na dojazd. Z jaka srednia predkoscia dojezdza do szkoly Krysia?

9.7. Pan Jan wyszedl z domu do pracy o godzinie 72°. Jego zona Ewa, pracujaca
w tym samym budynku co maz, wyszla z domu po6zniej. Oboje dotarli do celu o go-
dzinie 7°9, Pani Ewa jechala do pracy ze $rednia predkoscia 45 km/h, natomiast pan
Jan - ze $rednia predkoscia 36 km/h. O ktorej godzinie pani Ewa wyszla z domu?

9.8. Motocyklista, jadac droga, na ktorej dozwolona predkos¢ wynosita 90 km/h,
przejechal 1 km w czasie 40 sekund. Czy popelnil wykroczenie?

9.9. Dwie samotne ciotki Julii prowadza wspolne gospodarstwo. Co miesigc kazda
z nich wklada do wspdlnej kasy pewna kwote pienigedzy przeznaczona na zakup zyw-
nosci. Jezeli dziennie wydaja srednio 20 zl, to skladka wystarcza im na 30 dni. Na ile
dni wystarczy skladka, jezeli zwigksza dzienne wydatki do 24 zl, a na ile — jezeli za-
czng oszczedzac i wydawac Srednio 15 zt dziennie? Jaka jest wysokos¢ skladki kazdej
z ciotek, jezeli placg po réwno?

9.10. Jezeli Danka bedzie odkladala do skarbonki miesiecznie kwote p zl, to uzbiera
potrzebna sume w czasie t miesiecy. Ile czasu zajmie jej uzbieranie tej samej sumy
przy comiesiecznej sktadce s z1?

9.11. Motocyklista przejechal m kilometréw w h godzin. Jaki dystans pokonywal
srednio w czasie jednej minuty?

9.12. Szkola wyplaca co miesiac 12 uczniom stypendium w wysokosci 80 zi. O ile
zmniejszy si¢ stypendium dla kazdego ucznia, jesli suma przeznaczona na wyplaty
nie wzrosnie, a stypendium dostang jeszcze cztery dodatkowe osoby?

9.13. Joanna grabi caly trawnik przed domem w ciggu 20 minut. Jej mlodsza siostra
te sama prace wykonuje 10 minut dluzej. Ile czasu zajmie im zagrabienie trawnika,
jezeli beda pracowaly razem?

9.14. Podloga sklepu zostala wyszlifowana za pomocg pierwszej szlifierki w czasie
35 godzin. Wykonanie tej samej pracy przy uzyciu drugiej szlifierki zajelo 40 godzin.
Ile czasu zajmie wyszlifowanie podlogi, jesli szlifierki beda pracowaé jednoczesnie?
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9.15. Wiasciciel wyciggu narciarskiego kupil nowg armat-
ke $niezna. Poprzednia pokrywata $niegiem trase zjazdowa
w czasie 24 godzin. Jezeli obydwie armatki pracuja rowno-
czesnie, to trasa jest gotowa po uplywie 6 godzin. Ile czasu
zasnieza trase nowa armatka?

9.16. Stefan jest wlascicielem fabryczki produkujacej kap-
sle do butelek. Jedna z jego maszyn tloczy parti¢ kapsli
w s dni, a druga takie samo zamowienie wykonuje w £ dni.
[le dni zajmie realizacja tego zamdwienia, jezeli Stefan uru-
chomi obydwie maszyny réGwnoczeénie?

9.17. Materialy dla uczestnikow konferencji mialy by¢ wydrukowane w ciagu 40 mi-
nut na dwoéch drukarkach o réznej wydajnosci uzywanych jednoczesnie. Poniewaz
jednak po 10 minutach pierwsza drukarka zostala uszkodzona, reszte materialow wy-
drukowano tylko na drugiej, co wydtuzylo czas drukowania do 55 minut. Ile czasu
zajeloby wydrukowanie wszystkich materialéw na kazdej drukarce z osobna?

9.18. Naszkicuj wykres i podaj wlasnosci funkcji.
3 8 12 1
a) flx) =~ b) flx) =~ c) f(x)=— d) fx) =
9.19. Dla jakich wartosci a wykres funkcji f(x) = 2 przechodzi przez dany punkt?
X

2) A=(1, 2) b) B = (—% —%) &) C = (é 2) d) D = (0, 3)

9.20. Zacieniuj zbior punktow plaszezyzny, przez ktore przechodza wykresy funkgji
f() ==, gdy
a) ace(l;6). b) a € (2; 8). ¢) a € (4; oo). d) a € (0; 2).

9.21. Wymien wszystkie punkty o obydwu wspotrzednych catkowitych, przez ktore
przechodzi wykres funkcji y = f(x).

6 8 12 s
a) flx) =~ b) f(x) =~ c) fx)=— d) f(x) =~
9.22. Rozwiaz graficznie nieréwnosc.
a)lal b]l<2 c}-léz d}-l:-l
x 3 X x X



9. Wazna funkcja - proporcjonalnosc odwrotna

1. Niech ¢ bgdzie ustalong liczba cukierkow. Rozdajemy je wszystkie migdzy n dzieci,
tak aby kazde dostalo k cukierkow. Ocen prawdziwosc podanych zdan.

A. Liczba n jest odwrotnie proporcjonalna do liczby c.

B. Liczba n jest odwrotnie proporcjonalna do liczby k.

C. Liczba k jest odwrotnie proporcjonalna do liczby c.

2. Przerysuj tabele do zeszytu i uzupelnij ja tak, by wielkosci x i y byly odwrotnie
proporcjonalne.

end] B | —

3. Odczytaj rozwiazanie nieréwnosci ;—t <2, korzystajac z wykresu funkgji f(x)= %

4. Tomek i Romek malowali plot rozdzielajacy ich posesje, kazdy po swojej stronie.
Romek w ciagu kazdej godziny malowal o 20% mniej niz sasiad. Tomek skornczyl
malowac swoja strone po 5 godzinach. Po jakim czasie skonczyl prace Romek?

S. W stalej temperaturze cisnienie gazu jest odwrotnie proporcjonalne do jego ob-
jetosci. Na poczatku cisnienie gazu w naczyniu o pojemnosci 200 cm?® wynosilo p.
Ile bedzie wynosilo cisnienie gazu, jezeli nie zmienimy temperatury, a objetos¢ gazu
a) zmniejszymy do 150 cm?3?

b) zwigkszymy do 300 cm??

¢) zmniejszymy o 20 cm??
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10. Odczytywanie wtasnosci

funkciji na podstawie jej
wykresu

Umiejetnosci:

odczytywanie wtasnosci funkcji z jej wykresu
graficzne rozwigzywanie rownan f(x) = g(x) oraz ukladow nierownosci

W przykladach 1, 2, 3 na podstawie wykresu funkcji odczytamy: jej dziedzing, zbior
warto$ci, wartos¢ najwieksza i wartos¢ najmniejszg (jezeli funkcja je przyjmuje),
miejsca zerowe, przedzialy, w ktérych funkcja ma staly znak, przedzialy monoto-
nicznosci oraz liczbe rozwigzan réwnania f(x) = m w zaleznosci od wartosci m.

Przyktad €) < zad. 10.4a

Przyktad @) « zad. 10.4 d T T T T I7K]

D=R, ZW=R

Funkcja nie przyjmuje wartosci najmniejszej.
Funkcja nie przyjmuje wartosci najwiekszej.
Miejscem zerowym jest argument x = —1.
g(x) > 0 dla x € (—1; o0),

g(x) <0 dla x € (—o0; —1).

Funkcja jest monotoniczna - jest rosnaca.
Rownanie f(x) = m ma dla dowolnej wartosci m jedno rozwigzanie.

D =(-6; 7) - {1}, ZW = (-2; 4)
Funkcja nie przyjmuje wartosci naj-
mniejszej; przyjmuje wartos¢ najwigk-
szg rowna 4 dla x = 4.

Miejscami zerowymisa x = —4, x = 5. I S ) B S . | |
f(x) >0 dla x € (-4; 1) U(1; 5), bt — —
f(x) <0 dla x € (-6; —4) U (5; 7).

Funkcja nie jest monotoniczna, natomiast: w przedziale (-6; —1) jest funkcja nie-
malejaca, w przedziale (—1; 1) funkcja maleje, w przedziale (1; 4) funkcja rosnie,
w przedziale (4; 7) funkcja maleje.

Réwnanie f(x) = m ma: 0 rozwigzan dla m € (—o0; —=2) U (4; o0), 1 rozwia-
zanie dla m € (=2; —1) U {1} U (3; 4), 2 rozwiazaniadla m € (-1; 1) U (2; 3),
3 rozwigzania dla m € (1; 2), nieskonczenie wiele rozwiazan dla m = 3.

|
I
|.
A
—
I




10. Odczytywanie wlasnosci funkcji na podstawie jej wykresu

Przyktad @) « zad. 10.5
Narysujemy wykres i na jego podstawie opiszemy wlasnosci funkcji
ﬂﬁ=%dhl£M£¢

Rozwiagzanie

Wyznaczymy najpierw dziedzine funkcji.

Podwdjng nieréwnos¢ 1 < |x| < 4 zapiszemy w postaci ukladu.
{leéd: i {xe{—4;4}

» i ostatecznie x € (—4; —1) U(l; 4
x| = 1 x € (—o0; =1} U (1; 00) ( ) U (1; 4)

Zatem f(x) =Jit dla x € (~4; —1) U (1; 4).

Wrykres funkgcji jest suma fragmentéw hiperboli.

» D=(-4;-1)U(l; 4), ZW = (—4; —-1) U (1; 4)

* Funkcja przyjmuje wartos¢ najmniejsza rowng —4
dla x =-1;
przyjmuje warto$¢ najwicksza rowna 4 dla x = 1.

* Funkcja nie ma miejsc zerowych.
* f(x)>0dlaxe((l;4), f(x) <0dlaxe (-4 -1).
* Funkcja nie jest monotoniczna, natomiast:
w przedziale (—4; —1) funkcja maleje,
w przedziale (1; 4) funkcja maleje.
* Rownanie f(x)=m ma:
0 rozwiazan dla m € (—oo; —4) U (—=1; 1) U (4; c0),
1 rozwigzanie dla m € (-4; —1) U (1; 4).

Graficzne rozwigzywanie rownan i nierownosci postaci f(x) = g(x)

W ukladzie wspoélrzednych umieszczone sa wykresy N 174 [ ]
dwoch funkcji: y = f(x) oraz y = g(x). Y= &%)
Sprawdzmy, dla jakich argumentéw wartodci funk- | T L
¢ji f sa rowne wartosciom funkgji g, dla jakich sa N 5 o ™
wigksze od wartosci funkcji g, a dla jakich - mniej- | ﬂh_,"d" l: -
sze. Inaczej mowiac, odczytajmy z wykresu zbior — y e
rozwigzan odpowiedniego réwnania badZz nierow- pEE= = Ol
f(x) =g(x) =y, dlax=x, «— obie funkcje maja identyczng wartosc¢
flx) > g(x) dla x > x, «—— wykres funkcji f lezy ponad wykresem funkgcji g

f(x) < g(x) dla x < x, —— wykres funkgji f lezy ponizej wykresu funkcji g
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Podsumujmy:

» graficzne rozwigzywanie rownania f(x) = g(x) polega na narysowaniu w jednym
ukladzie wspotrzednych wykresow y = f(x) i y = g(x), znalezieniu punktow
wspolnych tych wykresow i odczytaniu pierwszych wspolrzednych tych punktow;

» graficzne rozwigzywanie nierownosci f(x) > g(x) polega na narysowaniu w jed-
nym ukladzie wspotrzednych wykresow y = f(x) i y = g(x) oraz odczytaniu
pierwszych wspolrzednych wszystkich punktow, dla ktorych wykres funkgji f lezy
ponad wykresem funkgji g.

Przyktad €3 < zad. 10.12
Odczytamy z wykresu rozwigzania réwnania

f(x) = g(x) oraz nieréwnosci f(x) < g(x)

i f(x) > g(x).

Rozwiazanie

¢ flx)=g(x) dla x=-2 lub x =4

¢ f(x) < g(x) dla x € (—oc0; —2) oraz x € (4; o0)
o f(x)> g(x) dla x € (-2; 4)

Przyktad &) < zad. 10.16

Odczytamy z wykresu rozwigzanie uktadu nieréwnosci

flx) <2
flx) > -2

Rozwiazanie
Dziedzing funkcji f jest przedzial (-3; 4).
Prowadzimy proste y = -2 i y = 2. Interesujace nas

punkty wykresu leza pomiedzy tymi prostymi.

* Odczytujemy wspolrzedne punktow przeciecia tych
prostych z wykresem: (-1, 2), (1, -2), (4, -2).

* Pomiedzy poprowadzonymi prostymi znajduja si¢
dwa fragmenty wykresu, na rysunku obok zazna-
czone zielonym kolorem. Znajdujemy odpowiadaja-
ce im przedzialy na osi x, uwzgledniajac dziedzine
funkcji.

Zwrocmy uwage, ze odcigte punktow przecigcia wykresu z prosta y = 2 nie naleza

do rozwiazania, natomiast punktow przeciecia z prosta y = =2 do niego naleza.

Odp.: x € (-3; =1) U (1; 4)




10. Odczytywanie wtasnosci funkcji na podstawie jej wykresu

Rozwiaz zadania 10.1-10.3 na podstawie zamiesz-
czonego obok wykresu funkgcji f. W kazdym z tych
zadan jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wy-
bierz ja i zapisz w zeszycie. | /

10.1. Wskaz nieréwno$¢, ktérej zbiorem rozwia-
zan jest przedzial (=5; 1).
A. f(x) <0 B. f(x)<0 C. f(x)>0 D. f(x) =0

10.2. Wskaz najmniejsza wartos¢ funkgji f.
A. -6 B. -2 C. -1 D.0

10.3. W ktérym z podanych przedzialow funkcja f jest rosnaca?
A. (-6; 2) B. (—6; 0) C. (-2; 0) D. (-2; 1)

10.4. Odczytaj z wykresu funkcji y = f(x): jej dziedzine, zbiér wartosci, war-
to$¢ najwiekszg i warto$¢ najmniejsza (jezeli funkcja je przyjmuje), miejsca zerowe,

przedzialy, w ktorych funkcja ma staly znak, przedzialy monotonicznosci oraz liczbe
rozwigzan rownania f(x) = m w zaleznosci od wartosci parametru m,
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10.5. Sporzadz wykres funkcji y = f(x) iodczytaj z niego: dziedzineg funkcji, zbior

wartos$ci, miejsca zerowe, przedzialy, w ktérych funkcja ma staty znak, wartos$¢ naj-

wieksza i warto$¢ najmniejsza (jezeli funkcja je przyjmuje), przedzialy monotonicz-
nosci oraz liczbg rozwigzan rownania f(x) = m w zaleznosci od wartosci para-
metru m.

a)
b)

c)

f(x)=+/x dla x € (0; 1) U (4; o0)
f(x)=2 dla x € (-6, 2) U (13 3)

flx) = ‘—;‘ dla x € (=003 ~1) U (0 2)

10.6. Podaj przyktad wykresu funkcji y = f(x), ktora spelnia dane warunki.

a)

b)

D =R, ZW = (-1; o0)

Warto$¢ najmniejsza réwng —1 funkeja przyjmuje dla x = -2.

f(x)=0 dla x = -3 orazdla x = -1,

f(x) >0 dla x € (—o00; =3) U(=1; 00), f(x) <0 dla x € (=3; —-1).

Funkcja w przedziale (—oo; —2) jest malejgca, a w przedziale (-2; oo) rosnie.
Rownanie f(x)=m madla m € (—oo; —1) zero rozwiazan,

dla m = -1 jedno rozwiazanie, dla m € (-1; oo) dwa rozwiazania.

D =R, ZW = (-o0; 2)

Warto$¢ najwiekszg rowna 2 funkcja przyjmuje dla x = 0.

f(x)=0 dla x =-2 orazdla x = 2,

f(x) >0 dla x € (-2; 2), f(x) <0 dla x € (—co0; =2) U (2; o0).

Funkcja w przedziale (—co; 0) jest rosngca, a w przedziale (0; oo) jest malejaca.
Dla m € (-o0; 2) réwnanie f(x)=m ma dwa rozwiazania,

dla m = 2 ma jedno rozwiazanie, dla m € (2; co) réwnanie nie ma rozwigzan.
D =R, ZW = {2}

Funkcja nie ma miejsc zerowych, jest monotoniczna.

» 10.7. Podaj przykltad wykresu funkcji y = f(x), ktéra spelnia warunki:

D=R, ZW =R

f(x)=0dla x=-4, x=-1 oraz x =5,
f(x) >0 dla x € (—4; =1) U (5; o0),

f(x) <0 dla x € (—o0; —4) U (~1; 5).
Funkcja nie jest monotoniczna, natomiast: w przedziale (—oo; —2) jest rosnaca,
w przedziale (—2; 1) jest malejaca, a w przedziale (1; oo) jest rosngca.
Rownanie f(x) =m dla m € (—oo; —4) ma jedno rozwiazanie,

dla m = -4 ma dwa rozwiazania, dla m € (—4; 2) ma trzy rozwiazania,
dla m = 2 ma dwa rozwiazania, dla m € (2; o0) ma jedno rozwigzanie.



10. Odczytywanie wlasnosci funkcji na podstawie jej wykresu

+ 10.8. Podaj przyklad wykresu funkcji y = f(x), ktora spelnia warunki:

* D=R, ZW = (-6; o)

» Warto$¢ najmniejsza réwna —6 funkcja przyjmuje dla x = -2.

* Funkcja ma trzy miejsca zerowe: x = -4, x =0, x = 2.

¢ f(x)>0 dla x € (—o0; —4) U (2; 00), f(x) <0 dla x € (—4; 0) U (0; 2).

* W przedziale (—oo; —2) funkcja jest malejaca, w przedziale (-2; 0) jest rosnaca,
w przedziale {0; 1) jest malejaca, w przedziale (1; oo) jest rosnaca.

* Rownanie f(x)=m dla m € (—oo; —6) nie ma rozwigzan,
dla m = -6 ma jedno rozwiazanie, dla m € (-6; —1) ma dwa rozwiazania,
dla m = —1 ma trzy rozwigzania, dla m € (—1; 0) ma cztery rozwiazania,
dla m = 0 ma trzy rozwigzania, dla m € (0; c0) ma dwa rozwigzania.

10.9. Ponizsze wykresy przedstawiaja wartosci srednie najnizszych oraz najwyz-
szych temperatur w Rzymie w poszczegolnych miesiacach (na podstawie obserwacji
z wielu lat). W ktérych miesigcach réznica wartosci tych funkcji jest najwieksza?

() $rednie temperatury w Rzymie
35

30 P 28

25

20

5

o BB .

=L |
: 8 minimalna
: 6 7 7 b

I nm m v v VI VIl VviIT IX X XI Xl

10.10. Na podstawie danych z diagramu ,,Stawki czynszu w Nowograjkach” narysuj
wykresy czterech funkcji (w jednym ukiadzie wspolrzednych, réznymi kolorami),
ktére kolejnym latom przyporzagdkowuja stawki czynszu:

* minimalne w §cistym centrum miasta, » maksymalne w scistym centrum,

» minimalne poza $cistym centrum, » maksymalne poza $cistym centrum.

Zbadaj monotonicznos¢ kazdej funkcji. Czy stawki czynszu poza centrum Nowogra-
jek byly w badanym okresie nizsze od stawek w scistym centrum?

h
119,60
122,50

Iiﬁ,ﬂﬁ

117,50

115,00

— V5]

15,80

(V)]

Stawki czynszu w Nowograjkach (w zf za m’ miesiecznie)
=
ﬂ

[ sciste centrum 3 poza Scistym centrum
(=]
I-ﬂ
=
min. max. m mm max.,

=
(=33
=
2001 2002 2003 004 2005

}14,80

[——T000
ST 1810
:Mu
':nn,m
17,60

19,50

tn,ﬁn

e L7 E
' 112,80

in. max. min. max. Il‘.III‘.I m

=
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10.11. Podaj przyklad wykresu funkcji y = f(x), x € R, dla ktorej zbiorem roz-
wigzan podanej nieréwnodci jest zbior A.

a) f(x)>1  A=(0; 00) d fx)<-1 A=(-21)
b) f(x)>2 A = (-o0; -1) e) f(x)>-1 A=(—o00;-1)U ({3}
¢} fix) >1 A =(-3; 2) f) flx)<3 A = (—-00; =2) U {0; 3)

10.12. Odczytaj z wykresow funkcji y = f(x) i y = g(x) rozwiazania roGwnania
f(x) = g(x) oraz rozwiazania nierownosci f(x) < g(x) i f(x) > g(x).

10.13. Podaj przyklad wykresow dwoch funkgji: y = f(x) oraz y = g(x) o dzie-
dzinie R, takich, ze dla kazdego x € R prawdziwa jest nieréwnos$¢ f(x) = g(x).

10.14. Podaj przyklad wykreséw dwoch funkcji: y = f(x) oraz y = g(x) o dziedzi-
nie R, takich, ze funkcja f jest rosnaca, funkcja g jest malejaca oraz dla x € (—o0; 2)
zachodzi nieréwnos$¢ g(x) 2 f(x), adla x € (2; oo) zachodzi nieréwnosc¢

g(x) < f(x).

+ 10.15. Podaj przyklad wykreséw dwéch funkcji: y = f(x) oraz y = g(x), ktérych
dziedzina jest zbior liczb rzeczywistych, funkcja f jest malejaca, funkcja g jest rosnaca
i dla wszystkich x € R zachodzi nierownos¢ f(x) > g(x).
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10.16. Odczytaj z wykresu rozwigzanie podanego ukladu nieréwnosci.

flx) <0 F(x)>0
o) { Flx) > -3 ) { flx) <3

EZan

+ 10.17. Odczytaj z wykresu rozwigzanie ukladu

flx) < -1

NIErownoscl { |g{x} + ll <2

+ 10.18. Podaj przyklad wykresu funkcji y = f(x), ktora spelnia nastepujace warunki:
D =R, ZW = (-2; 2). Funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejszg roéwna -2 dla kazde-
goargumentu postaci x = 4k, gdzie k € Z. Miejscami zerowymi funkcji sa wszystkie
argumenty postaci x = 4k+2, gdzie k € Z. f(x) > 0 dlaargumentéw nalezacych do
kazdego z przedzialow postaci (4k — 2; 4k), gdzie k € Z, f(x) < 0 dla argumentéw
nalezacych do kazdego z przedzialow postaci (4k; 4k + 2), gdzie k € Z. Funkgcja jest
rosnaca w kazdym z przedzialéw postaci (4k; 4k + 4), gdzie k € Z.
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1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. ' v
A. Réwnanie f(x)=1 ma dwa rozwigzania. y = flx)

B. Réwnanie f(x) =2 ma jedno rozwigzanie. | /\1 T4
/N Z
%

C. Rownanie f(x) = 0,5 ma trzy rozwigzania. / 0 i\/

2. Odczytaj z podanego wykresu funkgji g (rys. 1) jej wlasnosci. Dla jakich wartosci
parametru m rownanie g(x) = m ma trzy rozwigzania?

3. Na rysunku 2 przedstawiono wykres funkcji y = f(x).

a) Odczytaj z wykresu: dziedzine, zbior wartosci, miejsca zerowe, przedzialy, w kto-
rych funkcja ma staty znak, warto$¢ najwigksza i wartos¢ najmniejsza (jezeli funk-
cja je przyjmuje) oraz przedzialy monotonicznosci.

b) Dla jakich wartosci parametru m rownanie f(x) = m ma jedno rozwiazanie?

7}

L1 N/ o A

L

.

Rys.1. L1111 1 | = Rys. 2.
4. Podaj przyklad wykresu funkcji y = f(x), ktdra spelnia warunki:

D=(-25), ZW = (-4; 1); f(x) =0 dla x = -1, f(x) >0 dla x € (-2;-1),
f(x) <0 dla x € (-1; 5); wprzedziale (=2; 3) funkcja jest malejaca, a w przedziale
(3; 5) jest rosnaca; rownanie f(x) = m dla m = —4 ma jedno rozwigzanie, dla
m € (—4; —2) ma dwa rozwiazania, dla m € (-2; 1) ma jedno rozwiazanie.

5. Wykres przedstawia éredni kurs euro w kolejnych miesiacach 2017 r. (zrodlo:

NBP). Na podstawie wykresu wyznacz najdluzszy okres, w ktérym ten kurs nie spadal.
Sredni kurs euro [z1]

4,40

4,35 4'3? 431
4,30

427 427

4,25
4,20

4,20

4,15

i | 11 I vi v VI VI VII IX X X1 XII



11. Przesuniecie wykresu funkcji

wzdiuz osi

Umiejetnosci:

* szkicowanie wykresu funkcji y = f(x+ a) na podstawie wykresu funkcji vy = f(x)
» szkicowanie wykresu funkcji v = f(x) + a na podstawie wykresu funkcji y = f(x)

Przesuniecie wykresu funkcji wzdiuz osi x

Przesunmy wykres funkcji y = f(x)
o trzy jednostki w prawo wzdluz osi x
i oznaczmy nowa funkcje y = g(x).

g(x) = f(x-3)
Wartosci funkgji g sa takie same, jakie

funkcja f przyjmuje dla argumentow
o trzy jednostki mniejszych.

Jezeli a > 0, to:

Przesunmy wykres funkcji y = f(x)
o trzy jednostki w lewo wzdluz osi x
i oznaczmy nowa funkcje y = h(x).

Wartosci funkcji h sg takie same, jakie
funkcja f przyjmuje dla argumentéw
o trzy jednostki wiekszych.

* aby otrzymac wykres funkcji y = f(x —a), przesuwamy wykres funkcji
y = f(x) oajednostek w prawo wzdluz osi x,

* aby otrzymac wykres funkcji y = f(x + a), przesuwamy wykres funkcji
y = f(x) oa jednostek wlewo wzdluz osi x.

Zauwazmy, ze po przesunigciu wykresu danej funkcji wzdluz osi x otrzymujemy wy-
kres nowej funkgji, ktora moze miec inng dziedzing.
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Przykitad €) « zad. 11.4

Majac dany wykres funkcji y = f(x), narysujemy wykres funkcji:

a) y= f(x-1). b) y = f(x+2).
5.4

YAk

y+f i)

1+ .

Wykres funkcji f przesuwamy Wykres funkeji f przesuwamy
o 1 jednostke w prawo. o 2 jednostki w lewo.

Przyktad @) < zad. 1.5

Na rysunku obok mamy wykres funkcji f(x)=+/x.
Wykonujac odpowiednie przesuniecia, narysuje-
my wykresy funkcji: g(x) =Vx = 2, h(x) =Vx + 3
i k(x)=vVx - 1 oraz wyznaczymy dziedziny tych
funkciji.

-

SIS ARR NG

Rozwiazanie
Zauwazmy, ze:

* g(x) = flx-2) «—— przesuniecie o 2 jednostki w prawo
* h(x) = f(x+3) «—— przesuni¢cie o 3 jednostki w lewo

o kix)= f (x -1) «—— przesunigcie o 1 jednostke w prawo

|

N

| k%
- b

| I

|

Zwrdé¢my uwage na to, ze dziedzina nowej funkcji jest zgodna z przesunieciem
wzdluz osi x. Dziedzing funkgcji f jest zbior (0; co). Wykres funkcji g(x) = vx -2
otrzymujemy po przesunigciu wykresu f o 2 w prawo, wiec dziedzing funkcji g jest
zbidr (2; oo). Jest to tez zgodne z zalozeniem, ze x —2 2 0.

Odp.: Dziedzing funkcji g jest zbiér (2; oo), funkcji h - zbidr (-3; o0), funkcji k —
zbior (1; oo).



11. Przesuniecie wykresu funkcji wzdiuz osi

Przesuniecie wykresu funkcji wzdiuz osi y

Przesunmy wykres funkcji y = f(x) Przesunmy wykres funkcji y = f(x)
o dwie jednostki w gore wzdluz osi y o dwie jednostki w dét wzdluz osi y
i oznaczmy nowa funkcje y = g(x). i oznaczmy nowa funkcje y = h(x).

(AT T LT LRl

'*’f*”72; (1]

ﬂx& 4 - a + ! . .

./.-1 | 4 | | i i | ! i | i d

i ru\\ Pay -
|

g(x) = f(x)+2 h(x) = f(x) -2

Dlakazdego argumentu wartos¢ funkcjig Dla kazdego argumentu wartos¢ funkcji h
jest o 2 wigksza od wartosci funkcji f.  jest o 2 mniejsza od wartosci funkgji f.

I| VATl

l

a1l s L=

LA R L i L
wm A - R

-

Jezeli b > 0, to:

* aby otrzymac wykres funkcji y = f(x) + b, przesuwamy wykres funkcji
y = f(x) objednostek w gore wzdluz osi y,

* aby otrzymac wykres funkcji y = f(x) — b, przesuwamy wykres funkcji
y = f(x) objednostek w dot wzdluz osi y.

Zauwazmy, ze po przesunieciu wykresu danej funkcji wzdluz osi y otrzymujemy
wykres nowej funkcji o tej samej dziedzinie.

Przyktad €) < zad. 11.6
Majac dany wykres funkcji y = f(x), narysujemy wykres funkgji:

a) y= f(x)+1. b) y = f(x)-3.

N 7
= fix) |

T e N

| ' ' . ' 1..- ! ' . - ' ' |

/“\\ -

| //ﬂ | |0 lw\\g3\;?

Wykres funkcji f przesuwamy Wrykres funkcji f przesuwamy

o 1 jednostke w gore. o 3 jednostki w dol.

279 N
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Przyktad €) - zad. 1.9

Narysujemy wykresy funkcji g(x) = v/x+1 oraz
h(x) = v/x — 2, majac dany wykres funkcji

flx) = Vx.

Rozwiazanie

Zauwazmy, ze:

* g(x)= f(x)+1 «— przesunigcie o 1 jednostke w gore
* hix)= f(x} — 2 «— przesunigcie o 2 jednostki w dot

Przyktad @) « zad. 11.11
Dziedzing funkcji f jest zbior (2; 10). Podamy dziedzing funkcji g(x) = f(x — 3).

Rozwiazanie

Wykres funkcji g(x) = f(x - 3) powstaje w wyniku przesunigcia wykresu funk-
¢ji f o 3 jednostki w prawo wzdluz osi x. Dziedzing funkcji g bedzie zatem dziedzina
funkcji f przesunieta na osi x o 3 jednostki w prawo.

Odp.: Dziedzing funkcji g(x) = f(x —3) jest przedzial (5; 13).

W kazdym z zadan 11.1-11.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i za-
pisz w zeszycie.

yh
11.1. Na rysunku przedstawiono wykresy /\
funkcji f i g. Wskaz prawdziwa zaleznosc. |4 2T | : .;-4
B..g\%) = (%) —2 i i i D I . 5
C. g(x) = f(x+2) I (A e
D. g(x) = f(x-2) |

11.2. Dziedzina funkcji f jest przedzial (2; 7). Dziedzina funkcji y = f(x +4)
A. to przedzial (-2; 3). C. to przedzial (4; 11).
B. to przedziat (2; 7). D. jest niemozliwa do okreslenia.

11.3. Zbiorem wartosci funkgji f jest przedzial (=11; 3). Zbior wartosci funkcji
y=f()-5

A. to przedzial (-16; -2). C. to przedzial (-6; 8).

B. to przedzial (-11; 3). D. jest niemozliwy do okreslenia.
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11.4. Majac dany wykres funkcji y = f(x), narysuj wykresy funkgji:
E y= fx=1), IL y= f(x+3), 0L y=f(x-2), IV. y= f(x+5)
a) [ }-‘, b] [ ] .}"l il

CRT T 1R[] ERSHESCHE
L\ L i) | | . -
0 \ X

h_ ¥ ' v . 1 1 " "

11.5. Majac dany wykres funkcji y = g(x), narysuj [T [ [yEdx)

wykres funkcji y = h(x) i podaj dziedzine funkcji h. L4 _
a) h(x)=g(x+1) c) h(x)=g(x-2) - -
b) h(x) = g(x — 4) d) h(x) = g(x + 3) 1 G/ : !

11.6. Majac dany wykres funkcji v = k(x), narysuj wykresy funkcji:
I y=k(x)+1, IL. y=k(x)-1, L. y=k(x)+2, IV. y=k(x)-3.

- i i o) [T T T [ PR T]]

1 x| | [*

11.7. Narysuj wykres funkcji f(x) = i, a nastepnie, wykonujac odpowiednie prze-

suniecie, wykres funkcji o podanym wzorze.

| | |
g L F e ) Jmig 8 d) =g 4

a) y=

11.8. Przeksztal¢ wykres odpowiedniej funkcji y = % i naszkicuj wykres funkcji
6 3 8 2
=13 b)y—;—S. c}y-;+1. d}y—x—_z.

11.9. Narysuj wykres funkcji f(x) = +/x, a nastepnie, wykonujac odpowiednie

a) y=

przesuniecie, wykres funkcji o podanym wzorze.

a) y=Vx+1 b) y=+vx+5 ) y=+x-3 d) y=vVx-4

11.10. Zapisz wzor funkcji y = g(x), ktora powstanie po przesunieciu wykresu
funkcji y = f(x):

I. o7 jednostek w gore wzdluz osi y,  II. o5 jednostek w prawo wzdluz osi x.
a) f(x)=|x| o) f(x)=x*-3x+3 ¢ f(x)=2"""*
b) f(x)=2x—3 d) f(x) =223 ) f(x)=log(x—3)+6

x+1
11.11. Dziedzing funkgji f jest przedzial (—5; 10), a zbiorem jej wartosci przedzial
(2; 8). Podaj dziedzine i zbior wartosci funkcji

a) y= f(x-25). b) y= f(x+1). c) y= f(x)—-4 d) y= f(x)+7.

281 N
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11.12. Funkcja f jest malejaca w przedziale (—oo; —3) i rosnaca w przedziale
(—3; o0). Podaj przedzialy monotonicznosci funkgji

a) y=f(x=2). b) y= f(x+3). c) y= flx)+7. d) y = f(x) - 100.

11.13. Funkcja f osigga warto$¢ najwieksza rowna 7 dla x = —3. Podaj warto$¢
najwieksza funkgji
a) y= f(x+1). b) y=f(x-10). ¢) y= f(x)+5. d) y = f(x)-9.

11.14. Dziedzina funkgcji f jest przedzial (2; 8), a zbiorem jej wartosci przedzial
(2; 5). Wykaz, ze funkcja g(x) = f(x) — 2 nie ma miejsc zerowych.

11.15. Wykres funkcji g(x) = 8- 2% powstal z wykresu funkcji f(x) = 2% po
przesunieciu o k jednostek w lewo wzdluz osi x. Wyznacz k.

* 11.16. Wykres funkcji g(x) = x> - 12x + m powstal po przesunieciu wykresu

funkcji f(x) = x* + 3 ok jednostek w prawo wzdtuz osi x. Wyznacz k i m.

1. Na rysunku 1 przedstawiono wykresy funkcji f i g.
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. g(x) = f(x+2) B. f(x)=g(x+2) C. f(x) = g(x-2)
2. Na rysunku 2 przedstawiono wykres funkcji f. Sporzadz wykres funkgji
a) y= flx=25). b) y= flx)+4.
L [ [ 4] 1]
| y=8ly) [ y=Ax) LTI T T[4

L INANAL (9] 1 | [% |
Rys. 1. : - || Rys. 2.

3. Miejscami zerowymi funkgcji g sa liczby: -2, 3 i 5. Podaj miejsca zerowe funkgji
y = g(x+2).

4. Funkcja h jest rosnaca w przedziale (—oo; 4), stala w przedziale (4; 6) i malejaca
w przedziale (6; oo). Podaj przedzialy monotonicznosci funkcji y = h(x - 5).

5. Zbiorem wartosci funkcji f jest przedzial (—3; oo). Wykaz, ze funkcja
g(x) = f(x)+ 3 nie ma miejsc zerowych,



12. Wykresy funkcji y=-f(x),
y=If(x)|, y=~f(-x)

Umiejetnosci:

» szkicowanie wykresu funkcji y = —f(x) na podstawie wykresu funkcji y = f(x)
= szkicowanie wykresu funkcji y = |f(x)| na podstawie wykresu funkcji y = f(x)
* szkicowanie wykresu funkcji y = f(—x) na podstawie wykresu funkcji y = f(x)

Wykres funkcji y = -f(x) B Ei

BNEE HE

Przeksztal¢my wykres funkcji y = f(x)
przez symetri¢ wzgledem osi x i oznaczmy
nowa funkcje y = g(x).

Wartoéci funkgji g sa liczbami przeciwnymido | |/ N/ A-’T
wartodci, jakie funkcja f przyjmuje dlatychsa- FTTINAT
mych argumentow. 1/ I HE |
WAarZ3i5) EREEN
L | |
g(x) = —f(x)
Przykiad €) < zad. 12.4
Majac dang tabele funkcji y = f(x), narysujemy
w jednym ukladzie wspotrzednych wykresy
obu funkgji: y = f(x) i y=—f(x).
L)
Rozwiagzanie _'_*_ HF=
Tabele funkcji y = f(x) uzupelniamy wartosciami S I Y O Y |
funkgji y = —f(x). e L LT
— } -
' 0 x
: - - - ————d— __l__
X 3 2 1| 0 1 2 3 Y= ) 1]
y=Jx 4 | 3|0 |21 |-2]|-3 S ) 1.
p=—f(x) | -4 |-3|0 | 2 |-1]|2]3 BE

| Wniosek J

Aby otrzymac¢ wykres funkcji y = —f(x), przeksztalcamy wykres funkcji
y = f(x) przez symetri¢ wzgledem osi x. Dziedziny obu funkcji sa identyczne.
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Wykres funkciji y = |f(x)|

Przyktad @) < zad. 12.6

Majgc dany wykres funkeji y = f(x), narysu- | [T T 1 [24]
jemy wykres funkcji h(x) = |f(x)|. | N y+=hx) |

Rozwiazanie
Zgodnie z definicja wartosci bezwzglednej
funkcja h jest okreslona w nastepujacy sposob:

* h(x) = f(x) dla wszystkich argumentéw x,
dla ktérych f(x) = 0,

* h(x) = - f(x) dla wszystkich argumentow x, =/ |y =flx)
dla ktorych f(x) < 0.

Dziedziny funkgji f oraz h sg rowne. h(x) = | f(x)|

Jezeli funkcja y = f(x) ma miejsca zerowe, to funkcje y = —f(x) oraz y = |f(x)] maja ((+)
identyczne miejsca zerowe, zatem ich wykresy maja te same punkty wspolne z osig x.

TIS%r Tl =1 " L
Y INVOGIv

Aby otrzymac wykres funkcji y = | f(x)|, przeksztalcamy przez symetrie wzgle-
dem osi x tylko te fragmenty wykresu funkcji y = f(x), ktére lezg ponizej osi
x, a pozostate zachowujemy bez zmian. Dziedziny obu funkgji sg identyczne.

Przykitad €) < zad. 12.7

Przeksztalcimy odpowiednio wykres
funkcji f(x) = +/x isporzadzimy
wykres funkgji g(x) = |\E— 2'.

Rozwiazanie

Dziedzina obydwu funkgji: f i g, jest
przedziat (0; co).

Wykres funkcji g(x) = Iv'.v_c - 2‘
otrzymamy w kolejnych krokach.

Krok1: h(x) = f(x) =2 =+x—-2  «— przesuwamy wykres f o 2 jednostki w dol

Krok 2: g(x) = |h(x)| = ‘ Vx - ZI «—— przeksztalcamy przez symetrie wzgledem osi x tylko
ten fragment wykresu I, ktory lezy ponizej osi x
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Wykres funkcji y = f(-x)
Przeksztal¢my wykres funkcji y = f(x)

przez symetrie wzgledem osi y i oznaczmy

otrzymany wykres funkcji y = g(x).

Wartosci funkcji g oraz f sg identyczne dla

przeciwnych argumentow.

Dziedziny funkcji g oraz f sg symetryczne

wzgledem 0.

g(x) = f(-x)

Przyktad €) < zad. 12.8

Majac dang tabelg funkcji y = f(x), Jezeli 0 jest argumentem funkgji y = f(x), ((+))

narysujemy w jednym ukladzie to jest tez argumentem funkcji y = f(-x).

wspSlrzednych wykresy funkdji: hl'}rkresy obu funkeji przeFinajq wowczas

; 0§ y w tym samym punkcie.
y=fx)iy=f(=x).
x ‘—4:—3‘—2]—1‘[}‘1-‘2‘
. KIENESEREIENEN
Rozwiazanie
Uzupelniamy tabele o dziedzing i wartosci funkcji g(x) = f(-x).
x 4|-3|=2|-1|0|1]|2]|3]4
¥ 6 |5 |43 |2]|2]1]x|x
'g{x}=f(—x] X | X 1|2|2 3|4 |56

Zauwazmy:

* dziedzing funkcji y = f(x) jest zbior L [ (o4 ] &L
{_41 _3: _2: _13 0;- 1: 2}> | & | | & |

!

» argumentami funkcji g(x) = f(-x) saliczby T ‘ ] i
przeciwne do argumentéw funkgji f, czyli dzie- | y=/lx) | | | | y=glx)
dzing funkcji g jest zbior {-2, -1, 0, 1, 2, 3, 4}, | .:, | e | |

» dla kazdej pary argumentéw bedacych liczbami B E x
przeciwnymi wartosci funkcji y = f(x) oraz |

y = f(-x) sa takie same, zatem odpowiednie
punkty wykresu s3 symetryczne wzgledem osi y.
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Aby otrzymaé wykres funkcji y = f(—x), przeksztalcamy wykres funkcji
y = f(x) przezsymetri¢ wzgledem osi y. Dziedziny obu funkcji sa symetryczne
wzgledem punktu 0.

Przyktad €) « zad. 12.9

Przeksztalcajac odpowiednio wykres funkcji f(x) = /x, sporzadzimy wykresy
funkgji g(x) = —+/x, h(x) = V=x oraz k(x) = —v-x. ——

Rozwiazanie

Wykres funkcji g(x) = —v/x = — f(x) otrzymamy,
przeksztalcajac wykres funkcji f(x) = v/x przez
symetri¢ osiowa wzgledem osi x.

Dziedziny obu funkgcji sa réwne.

for =

Wykres funkcji h(x) = +-x = f(-x) otrzymamy, przeksztalcajac wykres funkcji
f(x) = v/x przez symetri¢ osiowa wzgledem osi y. Dziedzing funkgji f jest przedziat
(0; o0), zas dziedzina funkcji h - przedzial (—oo; 0).

= :

-
X

Aby uzyskac¢ wykres funkcji k(x) = —v/=x = —f(-x), nalezy wykonac oba wyzej

wymienione przeksztalcenia. Ich kolejnos¢ nie ma znaczenia, zatem:

» albo przeksztalcamy wykres funkcji g(x) = —+/x przez symetrie¢ osiowa wzgledem
osi y,

» albo przeksztalcamy wykres funkcji h(x) = \/=x przez symetri¢ osiowg wzgledem
051 X.

k|




12. Wykresy funkcji v = —f(x), y = |f(x)|, v = fl-x)

Przyktad @) « zad. 12.14,12.15

O funkgcji f wiadomo, ze:

* jej dziedzing jest przedzial (0; 10),

* jest rosngca w przedziale (0; 5),

* jest malejaca w przedziale (5; 10).

Zbadamy przedzialy monotonicznosci funkcji

a) y=—f(x). b) ¥ = f(-x).

Rozwiazanie

a) Wykres funkcji y = —f(x) powstaje z wykresu funkcji y = f(x) w wyniku
symetrii osiowej wzgledem osi x. Taka symetria nie zmienia dziedziny funkcji,
zmienia jednak w odpowiednich przedziatach jej monotonicznos¢. Zatem funkcja
y = —f(x) jest malejaca w przedziale (0; 5) i rosnaca w przedziale (5; 10).

b) Wykres funkcji y = f(-x) powstaje z wykresu funkcji y = f(x) wwyniku syme-
trii osiowej wzgledem osi y. Dziedzing funkcji y = f(—x) jest przedzial (-10; 0).
Skoro funkcja f jest rosmaca w przedziale (0; 5), to funkcja y = f(-x) jest
w przedziale (—5; 0) malejaca. Podobnie, skoro funkcja f jest malejaca w prze-
dziale (5; 10), to funkcja y = f(—x) jest w przedziale (—10; —5) rosngca. Zatem
funkcja y = f(—x) rosénie w przedziale (—10; —5) i maleje w przedziale (-5; 0).

W kazdym z zadan 12.1-12.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i za-
pisz w zeszycie.

12.1. Zbiorem wartodci funkcji y = —f(x) jest przedziat (-7; —3). Wskaz zbior
wartosci funkcji y = f(x).

A. (0; 3) B. (-7; -3) C. (-3, 0) D. (3; 7)

12.2. W ukladzie wspolrzednych narysowane sa wy- T T [T 11
kresy trzech funkgji: f, g oraz h. Wskaz prawdziwgza- | o | [ |y |
leznosé. ,/'/\ 1l /TN
A. glx) =-f(x) C. g(x)= f(-x) T 19§ x|
B. h(x) = —g(x)  D.h(x) = g(—x) | v/”w"\ 1 [ |

12.3. Funkcja y = f(x) jest rosnaca w przedziale (2; 7). Wynika z tego, ze funkcja
y = f(=x) jest

A. rosnaca w przedziale (2; 7). C. malejaca w przedziale (2; 7).

B. rosnaca w przedziale (-7; -2). D. malejaca w przedziale (-7; -2).
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12.4. Dany jest wykres funkcji y = f(x). Sporzadz wykres funkcji y = — f(x).

) [TTTFETTT] )T T T
| | | |

FETTT] d)
)

12.5. Dziedzing funkcji y = f(x) jest zbior D, a zbiorem wartosci — zbioér ZW.
Wyznacz dziedzing i zbior wartosci funkcji y = — f(x).

a) D= (0; c0) ZW = (0; co) c) D=(-4; 00) ZW = (-o00; 2)

b) D={(-3;5) ZW=(2;7) d).D=1(39) ZW = (-4; 5)

12.6. Dany jest wykres funkcji y = f(x). SporzadZz wykres funkcji y = | f(x)|.
a) c)

| i

i % [

:N 1 Lol BDRETEF S8 3
R

b)
N7 AN
CNL L . e |||
1 .1-- b H x " i
i %]




12. Wykresy funkcji v = —f(x), v = |[f(x)], v = fl-x)

12.7. Przeksztal¢ wykres funkcji f i naszkicuj wykres funkeji g.
5

a) f(x}=;—i, g(x) = - f(x) o fx) == gx) = f(=x)
b) f(¥) == g(x) = —f(x) B @)= g6 =/
12.8. Dany jest wykres funkcji y = f(x). Sporzadz wykres funkcji y = f(-x).
) (T TTATTTTT] O[T T T[4
LT HEEEERS O

NI [7Ef [ ] ] T T |

N T 7T =] T eA T T 1=
D) T 111 A dy [ TT] b

AN e Y £ O A
A TN e
/\ ST , -

!

.f‘."’f’/_:q:-
ET;
’\

12.9. Przeksztal¢ odpowiednio wykres funkcji y = +/x lub y = L i naszkicuj
X

wykres funkcji o podanym wzorze.

a)y:‘\&-—ll ) y= §+l‘
b)y=‘£—2‘ d) y =|vx- V2|

12.10. Wsrdd podanych funkcji wskaz pary takich, ktorych wykresy sa symetryczne
wzgledem osi x lub osi y. Wybrane pary wpisz do tabeli w zeszycie, wg wzoru.

‘ Pary funkgji, ktérych wykresy sa I Pary funkcji, ktorych wykresy sa
symetryczne wzgledem osi x symetryczne wzgledem osi y

| k(%) =5x—4 i ky(x) = ~5x + 4 ki(x)=5x-4 i ky(x)=-5x-4 |

fi(x)=2x-3 gi(x)=x" +2x+7 hy(x) = 102

fo(x)=-2x-3 gy(x) = x* —2x +7 hy(x) = =10""*

fi(x)=-2x+3 ga(x) = -x*—2x+7 hy(x) = 10772

gux) = -x"-2x-7 hy(x) = 107%*2
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12.11. Dziedzing funkcji y = f(x) jest zbior D, a zbiorem wartosci - zbior ZW.
Wyznacz dziedzing i zbior wartosci funkcji y = f(-x).

a) D=1{-3,6,8 ZW={0, 2, 8} c) D= (-00; 9) ZW = (0; o0)

b) D = (0; o0) ZW = (0; o0) d) D= (2; 9) ZW = {-1; 3)

12.12. Miejscami zerowymi funkeji y = f(x) sa: x = -3, x = -2 oraz x = 5.
Wyznacz miejsca zerowe funkgji

a) y=-—f(x). b) y = f(=x).

12.13. Funkcja y = f(x) przyjmuje wartos¢ najmniejsza rowna —3 dla x = 51 przyj-
muje wartos¢ najwieksza rowng 5 dla x = 1. Podaj wartos¢ najmniejsza, wartosc
najwieksza oraz argumenty, dla ktorych te wartosci przyjmuje funkcja

) y=—fx).  b) y=fl-x).

12.14. O funkcji f wiadomo, ze jest rosnaca w przedziale (—oo; 1) i malejaca w prze-
dziale (1; o). Podaj przedzialy monotonicznosci funkcji y = — f(x).

12.15. O funkcji f wiadomo, zZe jej dziedzina jest przedzial (-3; 12), ze jest stala
w przedziale (-3; 3) i rosngca w przedziale (3; 12). Podaj dziedzing oraz przedzialy
monotonicznosci funkcji y = f(-x).

12.16. Zbiorem wartosci funkgji f jest przedzial (~4; 2). Czy funkcja y = |f(x)|
przyjmuje warto$¢ najwieksza lub wartos¢ najmniejsza? Jezeli tak, podaj te wartosci.

12.17. Wiadomo, ze dziedzina funkcji y = f(x) jest przedzial (-3; 5), a jej zbiorem
wartosci jest przedziat (-2; 3). Podaj przyklad wykresu funkcji y = f(x) spelniajacej
takie zalozenia.

12.18. Podaj przyklad wykresu funkcji f, ktorej dziedzina jest zbior liczb rzeczywi-
stych i ktora spelnia warunek f(-x) = - f(x).

©12.19. O funkcji f wiadomo, ze jej dziedzing jest zbior R, jest monotoniczna, do
zbioru jej warto$ci nalezg liczby o réznych znakach oraz ze funkcja y = | f(x)| tez
jest monotoniczna. Podaj przyklad wykresu funkcji spelniajacej te zalozenia.

12.20. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie calkowitej x z przedziatu (0; 8)
liczbe 0 4 mniejsza od kwadratu polowy liczby x.
a) Podaj wzor funkgji f i sporzadz jej wykres.
b) Przeksztalcajac odpowiednio wykres funkcji f, naszkicuj wykres funkcji
g(x) = | f(x)].



12. Wykresy funkcji v = —f(x), v = |[f(x)], v = fl-x)

12.21. Sporzadz wykres funkcji y = f(x), ktora spelnia nastepujgce warunki:
D = (-2;5), ZW = (-2; 2), warto$¢ najwieksza réwna 2 funkcja przyjmuje dla
x = 1, warto$¢ najmniejsza rowna -2 funkcja przyjmuje dla x = 3; funkcja ma dwa
miejsca zerowe: x = -1, x = 2.
f(x) >0 dla x € (-1; 2), f(x) <0 dla x € (-=2; —1) orazdla x € (2; 5); w prze-
dziale (=2; 1) funkcja jest rosnaca, w przedziale (1; 3) jest malejaca, w przedziale
(3; 5) jest rosnaca.
Réwnanie f(x) = m nie ma rozwigzan dla m € (—oo0; =2) U (2; o0), ma jedno
rozwiagzanie dla m = -2 orazdla m = 2, ma dwa rozwiazania dla

€ (=2; =1) U (-1; 2), ma trzy rozwiazania dla m = —1.
Przeksztal¢ odpowiednio narysowany wykres funkcji f i narysuj wykres funkcji

g(x) = | f(x)).

1. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f. TR yh |
Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan. HEER /\ﬂ
A. Dziedzing funkcji g(x) = f(-x) jest przedzial T T TAA T T T 1
e A T
B. Miejscem zerowym funkcji g(x) = f(-x) jest 2. EZELENN %l
C. Zbiorem wartosci funkcji h(x) = —f(x) jest prze-
dzial (—4; 1).
2. Majac dany wykres funkcji y = f(x), narysuj wy- | 1 [ [28

kres funkcji g(x) = — f(x). Podaj dziedziny i przedzia- . |1 f]

ly monotonicznosci obu funkgji. - },f. I I
7 9 i ?'

3. Poslugujac si¢ wykresem funkcji y = f(x) z poprzedniego zadania, narysuj wy-
kres funkcji h(x) = f(—x). Podaj dziedziny i miejsca zerowe obu funkgji.

4. Wiadomo, ze dziedzing funkcji y = f(—x) jest przedzial (1; 5), a zbiorem war-
tosci funkcji y = —f(x) jest przedzial (-1; 2). Podaj przyklad wykresu funkcji
y = f(x) spelniajacej takie zalozenia.

5. Wiadomo, ze dziedzing funkcji y = f(—x) jest przedzial (1; 5), zbiorem wartosci
funkcji y = —f(x) jest przedzial (—1; 2), a réwnanie |f(x)| = 1 ma 3 rozwigzania.
Narysuj przykladowy wykres funkcji y = f(x) spelniajacej takie zalozenia.
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Cykloida i elipsa

Punkt okregu toczacego sie bez poslizgu po prostej zakresla krzywa
zwana cykloida. Taka nazwe nadat jej w 1599 r. Galileusz.
Diugosc tuku cykloidy zakreslonego przez
punkt okregu o promieniu r jest rowny 8r,
a pole pod tukiem wynosi 3nr2.

Wahadlo cykloidalne odwrécona cykloida

Holenderski fizyk, astronom i matematyk, 0 tuku diugosci 8r

Christiaan Huygens [czyt. hdjchens],

probowat ulepszy¢ zbudowany przez -
siebie zegar wahadtowy (1657 r.) tak,
aby dziatat prawidtowo takze w trudnych
warunkach, np. na statku. Odkryl, ze

wahadto
o diugosci 4r

jezeli wahadio porusza sie po cykloidzie, Niestety inne czynniki, jak tarcie wahadta
okres drgar zegara nie zalezy od po- o elementy ograniczajace w ksztalcie cykloidy,
czatkowego wychylenia wahadta. uniemozliwity prawidiowe dziatanie zegara.

)’} Szczegoblne wiasciwosci

Rozwazmy punkty A i B nielezace jeden pod
drugim. Krzywa, po ktorej ciato poruszajace sie
pod wpltywem sity ciezkosci pokona droge

z A do B w najkrotszym czasie, jest nazywana
brachistochrona. Okazuje sie, ze brachisto-
chrona zawsze jest fragmentem cykloidy.

Droga z A do B po cykloidzie jest najszybsza
nawet wowczas, gdy jej fragment znajduje sie
ponizej punktu koncowego B. Czy warto
nadawac ksztatt cykloidy rampom budowa-
nym w skateparkach?




Przekroje stozka

Rozwoj geometrii zawdzieczamy starozytnym
Grekom. Okoto Il wieku p.n.e. Apoloniusz

z Pergi napisat ztozony z 8 ksiag traktat
Konika poswiecony przekrojom stozka. To on
nadat krzywym powstajacym przy przekroju
stozka ocbrotowego ptaszczyzna nazwy
elipsa, hiperbola i parabola.

Dwa ogniska I

Elipsa sklada sie z tych wszystkich punktow
ptaszczyzny, dla ktérych suma odlegtosci od
dwdoch ustalonych punktow F, i F, (zwanych
ogniskami) jest stata. Na rysunku pokazano
jeden ze sposobodw jej] wyznaczania, znany juz
w starozytnosci.

Elipsa w medycynie

Skupiajace wiasnosci ognisk elipsy wykorzystuje sie

do bezoperacyjnego usuwania kamieni nerkowych.
Podczas zabiegu generator umieszczony w ognisku F,
elipsy wytwarza wysokoenergetyczne fale uderzeniowe.
Po odbiciu od czaszy reflektora fale te skupiaja sie

w ognisku F,, w ktérym znajduje sie kamien nerkowy.
Kamien zostaje rozkruszony, co utatwia jego wydalenie
z organizmu.




13. Wektory

Umiejetnosci:

* dodawanie i odejmowanie wektorow oraz mnozenie wektora przez liczbe
* interpretacja geometryczna dziatan na wektorach

* swobodne operowanie pojeciem wektora

W kolejnych tematach zdefiniujemy wektory i dzialania na nich, oméwimy wlasnosci
tych dzialan oraz pokazemy przyklady zastosowania wektoréw w zadaniach geome-
trycznych.

Przyktad €

Marta wybrala sie w podréz z Gdanska do Krakowa. Spéjrz-
my na mape Polski. [lustracja poczatku i konca tej podrézy
jest narysowana na mapie strzatka. Natomiast z rysunku nie
mozna odczytac rzeczywistej drogi, ktora przebyla Marta.

Niech A i B beda dwoma punktami na plaszczyznie. Uporzadkowana pare
punktow (A, B) nazywamy wektorem o poczatku A i koncu B i oznaczamy
symbolem AB. Jeéli A = B, to wektor AB nazywamy wektorem zerowym.

Niezerowy wektor AB jednoznacznie wyznacza:
* prostg AB, * polprosta AB, * odcinek AB.

* Dwa niezerowe wektory AB i CD sa réwnolegle (A_'B Il @), inaczej: maja
ten sam kierunek, jezeli proste AB i CD sa réwnolegle.

* Dlugoscia wektora AB nazywamy dlugosé¢ odcinka AB i oznaczamy |E‘
albo |ABI.
* Wektorem przeciwnym do wektora AB nazywamy wektor BA.

Na dwdéch oddzielnych rysunkach

zaznaczyliSmy wektory przeciwne.

Wektory przeciwne majg ten sam
kierunek i réwne dlugoéci.




13. Wektory

Zgodnie z definicja kazdy wektor ma swéj poczatek i koniec. O wektorze AB czesto
mowimy, ze jest wektorem zaczepionym lub zwigzanym.

Przyjrzyjmy sie wektorom wyznaczonym przez prze- D, C
ciwlegte boki réwnolegloboku ABCD. Wektory poto-
zone tak, jak AB i DC, nazwiemy wektorami réwnymi.

Wektory AB i DC nazywamy réwnymi (AB = DC), jesli odcinki AB i DC s3
réwnej dlugosci i rownolegle oraz odcinki AD i BC s réwnej dlugosci i rowno-
legle.

Przyktad @)

Wszystkie wektory zaznaczone na rysunku kolorem
czerwonym s3 rowne. Rowniez wszystkie wektory
zaznaczone kolorem niebieskim sa réwne.

V /’\/’

\./'

W dowolnym punkcie plaszczyzny mozna zaczepic
wektor PQ réwny danemu wektorowi AB.

Definicja

Wektorem swobodnym wyznaczonym przez wektor zaczepiony AB nazywa-
my zbi6r wszystkich wektoréw zaczepionych réwnych wektorowi AB.

Wektory swobodne czesto oznaczamy pojedynczymi literami, np.: 4, i, 0.

Zapis MP = U oznacza, ze wektor MP zaczepiony w punkcie M nalezy do wektora
swobodnego t. W takim wypadku moéwimy rowniez, ze wektor U zostal zaczepiony
w punkcie M lub ze wektor MP reprezentuje wektor . Kazdy wektor zaczepiony jest
reprezentantem dokladnie jednego wektora swobodnego. W dalszych rozwazaniach
bedziemy uzywac uproszczonych okreslen, np. ,niezerowy wektor " oznacza, ze
niezerowy jest kazdy wektor zaczepiony reprezentujacy wektor @. Wektor swobodny
zerowy oznaczamy symbolem 0.
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|

* Dwa niezerowe wektory ¥ i ii sa rownolegle, jezeli po zaczepieniu ich w do-
wolnych punktach polproste wyznaczone przez te wektory sa rownolegte.

* Dwa niezerowe i rownolegle wektory Ui i majg ten sam zwrot, inaczej: zwro-
ty zgodne, jesli po zaczepieniu obu wektoréw w jednym punkcie pétproste
wyznaczone przez te wektory sie pokrywaja. Jesli za$ te polproste tworza w su-
mie prosta, to wektory Ui il maja zwroty przeciwne.

wektory o zgodnych zwrotach wektory o przeciwnych zwrotach

Zdefiniujemy teraz dodawanie wektoréw swobodnych.

x

e C\ B
Jezeli AB i CD sa dowolnymi wektorami swobodny- D
mi, to AB + CD = AF, gdzie E jest takim punktem, E
ze BE = CD. A

Przykiad &)

Niech punkt GG oznacza Gdansk, punkt K - Krakow, punkt
W - Wroclaw. Ilustracja pierwszego etapu podrozy Marty
jest wektor GK. Z Krakowa Marta pojechata do Wroctawia
i tam swojg podréz zakonczyla. Ilustracja drugiego etapu Wractaw,

Gdans

podrozy jest wektor KW. Wektor GW, bedacy suma wekto- Krakow
réow GK oraz KW, méwiac pogladowo, podsumowuije cala

podroz, ktorej punktem startowym byt Gdansk, a konco-

wym - Wroclaw.

GK + KW = GW

Zauwazmy, ze dlugos¢ wektora GW nie jest rowna sumie dlugosci wektorow

G—’K‘ oraz W



13. Wektory

Przykitad @) < zad. 13.6

« AB+BC = AC g C
¢« AC+CD = AD
* (AD+DC) +CB = AC + CB = AB i
« (AB+BC)+CA=AA=0 s
Przykiad ) « zad. 13.11 E D
W sze$ciokgcie foremnym ABCDEF wektory AB, ES, SC, ED
sa rowne. Wynika to bezposrednio z wlasnosci szesciokata fo-  F > C
remnego. Wykonamy podane dzialania na wektorach.
Rozwiazanie A B
E D
F C AB+CD=AB+BS=AS «—CD =53
A B
E D
F C AB+FE+SE=AB+BC+CD=AD —FE=BCiSE=CD
A B

Definicja g

Iloczynem niezerowego wektora Ui liczby k # 0, co zapisujemy k - U, nazy-
wamy rownolegly do wektora ¢ wektor @ taki, ze |@| = |k|- 0] oraz:

* jezeli k > 0, to zwroty wektorow w oraz U sg zgodne,

* jezeli k < 0, to zwroty wektorow i oraz U sg przeciwne.

Jezeli k =0 lub ¥ jest wektorem zerowym, to k- @ = 0.

Przykiad )

Droga z Gdanska do Krakowa (w linii prostej) wiedzie przez
Lodz. Przyjmijmy, ze odleglos¢ z Gdanska do Lodzi stano-

wi g odleglodci z Gdaniska do Krakowa. Jesli oznaczymy
Gdansk, Krakow i Lodz odpowiednio punktami G, K i £,

to mozemy uzy¢ wektorow i zapisaé, ze GL = EGK :
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Przykitad €) < zad. 13.14 C

W tréjkacie ABC punkty K, L, M sa srodkami
bokéw, jak na rysunku.

g ) |

Udowodnimy, ze ML = % " /
Dowad /

A \ B

2ML = MC +CL+ MA + AB + BL

2ML = AB — MC+MA=0iCL+BL.=0
ey 1
ML = - AB
2
Koni ] odt

Podobnie mozna wykaza¢ inne rownosci, np.:

IMEK = CB, ﬁ:-%ﬁi, BA = —2M1.

Wiasnosci dzialan na wektorach

Jezeli U, i, W sq wektorami oraz k, p sa liczbami rzeczywistymi, to:
» T+d=i+1,

U+ (i + W) = (0+11) + @,

k- (i+0)=k-ti+k-7,

- (k+ p)id = kil + pii.

Dowdd tego twierdzenia pominiemy.

Zilustrujemy wlasnosc:
k-(O+id)=k-ti+k-U

czyli rozdzielno§¢ mnozenia przez liczbe wzgledem dodawania wektorow, dla k = 2.

Zakladamy, ze: C B'
ii = AB, U = BC oraz AC' = 2AC, AB' = 2AB

Zatem 2BC = B'C’ (zob. przyklad 7). c B
AB+BC = AC
2(AB+BC)=2AC = AC' = AB' + B'C' =2AB+2BC



13. Wektory

Jezeli pomnozymy wektor przez —1, otrzymamy wektor przeciwny.
Miedzy wektorem AB a wektorem do niego przeciwnym zachodzi zwiazek:

-AB=BA

Z tej whasnoéci korzystamy, definiujac odejmowanie wektorow.

Aby od wektora U odjac wektor i, do wektora U dodajemy wektor przeciwny
do w.

-

O
AB-CD = =
=AB+DC = «— DC = BE
= AB+ BE = AE D .
A

Przyktad @) < zad. 13.15

Wykazemy, ze dla dowolnych czterech punktow A, B, C, D prawdziwa jest rownos¢:
AB+CD-AD-CB=0

Dowod
AB+CD-AD-CB=AB-CB+CD-AD =
=AB+BC+CD+DA=AC+CA=AA=0

Koniec dowodu

Zauwazmy, ze kazdy wektor mozna przedstawic B
w postaci sumy innych wektorow na nieskoncze-

nie wiele sposobow. O takiej operacji mowimy, ze

rozkladamy wektor na skladowe.

Na przyklad na rysunku obok wektor AB zostal 4

rozlozony na piec skladowych.

13.1. Punkt M jest §rodkiem odcinka K L. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A. KM = IM B. KM = - IR C. KM = -IM

13.2. Punkt S jest punktem przeciecia przekatnych prostokata ABCD. Oceni praw-
dziwos¢ podanych zdan.

A. AS = BS B. |A3] = |5 C. |3 + [B = | 4|
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13.3. Trzy kwadraty, z ktérych zbudowany F E D
jest prostokat ACDF, sa przystajace. Korzysta-
jac zoznaczen, wskaz wszystkie pary wektoréw
a) niezerowych réwnych.

b) niezerowych przeciwnych.

c) o zgodnych zwrotach i roznych dlugosciach.
d) tej samej dlugosci, ale o réznych kierunkach.

13.4. Dane sa punkty A i B. Wyznacz taki punkt P, aby PA i PB byly wektorami
przeciwnymi.

13.5. Punkty A, B, C, D s3 kolejnymi wierzchotkami prostokata. Wyznacz sumy
i roznice wektorow.

a) AB-BC ¢) AB+ AD
b) AB+ BC + CD + DA d) AC + CD - BD

13.6. Punkty A, B, C, D sa kolejnymi wierzchotkami réwnolegltoboku. Wyznacz su-
my i roznice wektorow.

a) AB+ DA ¢) AC +CD - BC
b) AD - DC d) AC - BC + BD
13.7. Dane sa wektory AB i CD, takie jak =
na rysunku. Skonstruuj wektor o.
a) U= AB-CD c) 5=BA+2CD
b) 7= 24B- - CD d) @ = 3CD - 2AB
2 . > B
13.8. Dane s wektory AB, CD i EF, takie jak z
na rysunku. Skonstruuj wektor . Ce——>D
a) =AB+CD-EF
b) 7= CD - 2EF + - AB F
¢) 0= AB+3CD- %_F
d}ﬁ_%_fh_"ﬁ)—zﬁ i E

13.9. Wiadomo, ze AB = 3BC. Wyznacz wektor AC w zalezno$ci od wektora AB.

13.10. W rownolegloboku ABCD punkty K i L sa odpowiednio srodkami bokow
ABi BC. Wyznacz wektor ii = BC + BA za pomoca wektoréw DK = # i DL = .
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13.11. Danyjest szesciokat foremny ABCDEF. Przedstaw wektory AB, AC, FC oraz
EC w postaci m- AD + p - BE, gdzie m, p sa odpowiednio dobranymi liczbami.

13.12. §jest punktem przeciecia przekatnych w szesciokacie foremnym ABCDEF.
Przedstaw wektor @ za pomoca wektora o jednym z konicédw w punkcie S lub wielo-
krotnosci takiego wektora.

2) = AB - EF + 5 BF b) @ = AC - (FA + FE)

13.13. Dany jest rownoleglobok ABCD. Punkty K i L spelniaja warunki:
+ DR = éLTB' o AL = gxc
Wyznacz wektor KL za pomoca wektora DC.

13.14. Danyjest trojkat ABC. Punkty K, L, M sg srodkami odpowiednio bokéw AB,
BC oraz AC. Wykaz, ze AK + BL +CM = 0.

13.15. Dany jest pieciokat ABCDE. Wykaz, ze AC + BE — DC - AE = BD.

13.16. Rozloz wektor U (zob. rysunek) na dwie sklado-
we tak, aby jedna z nich byla rownolegta do prostej a,
a druga — do prostej b. Wykonaj odpowiedni rysunek.

13.17. Rozléz wektor AB (zob. rysunek) na pie¢ skla-

dowych w taki sposéb, aby jedna z nich byl wektor CD. C
Wykonaj odpowiedni rysunek. ‘\l D

+ 13.18. Wektory i i U maja rozne kierunki. Dla jakich
wartosci parametrow m i k prawdziwa jest rownosc
(m —3)il + (k +5)0 = 0?

13.19. W réwnolegloboku ABCD punkt K jest $rodkiem boku AB, za$ punkt M jest
srodkiem boku DC. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Uzasadnij odpowiedz.

A. KM =CB

&3] - [

AK + KM = KC

MC| + |CB| = | M8

AK + BK = AD + CB

AK + KD| = |CM + MB|

=

i~ S
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13.20. W trojkacie ABC na boku AB zaznaczono taki punkt D, ze |AD|:|AB| = 2:3,
a na boku AC taki punkt E, ze |AE|: |AC| = 1:5. Wykaz, ze BC = 5AE — %E

#13.21. W kwadracie ABCD, w ktérym punkt S jest srodkiem boku CD, dane sa wek-

A — o« e — - D 2-—* 2-—': T l-—t 2-—1.
tory AC =i i BS=0. Wykaz, ze AB = 34— 3V oraz BC = 0+ 30

1. Punkty A, B, C sa wierzchotkami tréjkata.
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. AB+ BC = AC B. AB- BC = -AC C. AB- AC = BC
D

2. Punkty A, B, C, D sa wierzchotkami rombu,
jak na rysunku. Wyznacz sumy i réznice wekto-
row.

a) AB+ BC +CD

b) AD + AB

&) E+%ﬁ'}— ac B

= R

3. Majac dane wektory il i U, polozone jak na rysunku,

un

/

skonstruuj wektor @ = 2ii — = T

b2
=l

4. Dane sg trzy wektory o tym samym kierunku: @, b, &, przy czym |d| = 3,

?

€| = 4, wektory @i b majg zwroty zgodne, za$ wektory @ i & zwroty przeciwne. W}'raz
wektory b i & za pomocg wektora d.

5. W trapezie réwnoramiennym ABCD, w ktérym D, \C

AB || DC, jak na rysunku, kat DAB jest rowny 60° \
oraz |AD| = |DC|. Wyznacz wspolczynniki k i m, dla \\
ktorych prawdziwa jest rownosc A B

AB=k-AD +m-CB.



14. Wektory w ukfadzie
wspotrzednych

Umiejetnosci:

» obliczanie wspodtrzednych oraz diugosci wektora

* dodawanie i odejmowanie wektorow, mnozenie wektora przez liczbe
* sprawdzanie wspdlliniowosci punktow

Wygodnym narzedziem do opisywania wektoréw na plaszczyznie jest uklad wspél-
rzednych. Zaczniemy od opisu wektora na osi liczbowe;j.

Wektory na osi liczbowej

Wektor swobodny wyznaczony przez wektor za- Ograniczylismy nasze rozwa- (1))
czepiony o poczatku w punkcie 0 i koncu w punk- zania do jednej prostej, zatem,

cie 1 nazywamy wektorem jednostkowym. HROWihE DL BRIWE, WeRtoK Jot-
nostkowy moze si¢ dowolnie

Oznaczymy ten wektor i. przesuwac tylko na tej prostej.

Przyktad €
Narysujemy na osi kilka wektoréw postaci k-1 (k # 0).
a} k=12 | ¥ _ L v [ ¥

&
=

7=2-1 i HNEE 1

h 4

L i

L 4

l
=y

k=-2 ] REINESNE: n ]
F=-2.7 e I I

Zgodnie z definicja mnozenia wektora przez liczbe kazdy wektor réwny wektorowi
k -7 (k #0) ma ten sam kierunek, dtugos¢ réwna |k| oraz dla k < 0 zwrot przeciw-

ny,adla k > 0 zwrot zgodny ze zwrotem wektora jednostkowego osi. Wektor 0 -7
jest wektorem zerowym.

Liczbe k nazywamy wspolrzedng wektora i = k -i na osi. Zapis @ = [k]
odczytujemy: wektor @ ma na osi wspolrzedna k.
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Zatem dla wektoréw z przykladu 1 mamy:

pe o), wWElgl, We ["%]

Dwa wektory na osi liczbowej sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy maja réwne
wspolrzedne.

Oznaczmy poczatek osi liczbowej litera O.
Kazdemu punktowi na osi liczbowej odpowiada dokladnie jedna wspolrzedna. Za-
uwazmy, ze wspolrzedna dowolnego punktu A na osi jest rowna wspolrzednej wek-

tora OA.
Niech A = (x,). Wowczas OA = x, - i, czyli OA = [x,].

G}T — T
= >
X

e 4 -
0 1 il

A
Majac dane wspolrzedne punktéw A i B, mozna wyznaczy¢ wspolrzedna wektora AB.
Niech A = (x4), B = (xp). Wowczas:

OA=x,-1, OB=xy-i oraz AB=k-1

OA + AB = OB +~— definicja dodawania wektorow
Xy itkei=xg1
k-;=xB-F—xﬂ-:T
k*;: (JCB—JCA)+?
k=xp-x,4
A 0 Al B
1 t ' >t -
‘A"’I. E} ] -1:5 X

Jezeli A = (x,) oraz B = (xp), to AB = [xp—x,].

Zatem aby obliczy¢ wspolrzedna wektora na osi, od wspotrzednej konca tego wektora
odejmujemy wspolrzedng jego poczatku.
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Przykiad &)
Wyznaczymy wspolrzedna i dlugoéé wektora AB.

Rozwiazanie

a) if{S}, B=(-2) EAREEEE ElcuiEE I _-.
AB = [-2-5] = [-7] EESEEEuEES tTs
|AB| =7

) A= (¥9) B- (0 ey .
FB=[1—\G] - .0 1 -fﬁ x

(4B = [1 - V3| = V5 -1

Jezeli o= [a], p=[b] i k € R, to:

* wektor @ = U+ p ma wspolrzedng rowna sumie wspoltrzednych, czyli
w = [a+b],

* wektor W= U - p ma wspdlrzedng réwna roznicy wspétrzednych, czyli
W= [a-b],

* wektor @ = k-0 ma wspdlrzedna réwna iloczynowi liczby k i wspolrzednej
wektora U, czyli @ = [ka].

Dowdd tego twierdzenia zostawiamy jako ¢wiczenie do samodzielnego wykonania.

Przyktad &)

Dane sa punkty A = (3), B = (=7), C = (5). Wyznaczymy taki punkt D = (x), aby
zachodzila podana rownosc.

Rozwigzanie

a) AD = 3BC b) —2AD + BD = 5AC
AD = [x-3], BC =[12] AD=[x-3], BD=[x+7], AC = [2]
[x-3] =3-[12] —2-[x-3]+[x+7]=5-[2]
x—3=236 -2x+6+x+7 =10
x =39 x=3

Odp.: D = (39) Odp.: D = (3)

Wektory w ukiadzie wspoirzednych

Jezeli na plaszczyZnie dane sa dwie przecinajace sie proste, to rozklad niezerowego
wektora na dwie sktadowe rownolegle odpowiednio do tych prostych jest (z doktad-
noscia do wektorow rownych) jednoznaczny. Wprowadzimy na plaszczyznie uklad
wspolrzednych i skorzystamy z tej wlasnosci.
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Przyjrzyjmy sie przykltadom rozkladu niezerowego wektora ii na dwie sktadowe row-
noleglte do osi uktadu wspétrzednych. Aby zwiekszy¢ czytelnos¢ rysunku, wektor @i
zostal umieszczony w pierwszej ¢wiartce ukladu.

rh | ko
i l
3 |
I o+
| .
|| v
L
| | A L N O
1 |
1% ! | 1+
ﬂ l =5 s :—I ﬂ i - : - ™ & :"

Na rysunkach czerwonym kolorem zaznaczone s3 sktadowe rownolegle do osi x, nie-
bieskim - sktadowe rownolegte do osi y. Kazda z nich ma na odpowiedniej osi swojg
wspolrzedna.

Jezeli wektor i jest rownolegly do jednej z osi ukladu wspolrzednych, to jego sklado-
wa rownolegla do drugiej osi jest wektorem zerowym.

«—— na osi x wspoltrzedna skladowej jest liczba x; — x

«—— na osi y wspolrzedna skladowej jest liczba yz = v,y

Definicja g

Wspélrzednymi wektora AB o poczatku w punkcie A = (x4, y,) io koricu
w punkcie B = (xp, y) nazywamy uporzadkowana pare liczb:

[xH — X4 Yp— }’A]

Wektor zerowy ma obydwie wspotrzedne réwne 0 i oznaczamy go 0 = [0, 0].

Jezelinp. A =(-7,2), B= (-4, V2), to AB=[3, V2-2|, BA=[-3,2-2].
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Przyktad @) « zad. 14.2

Wektor AB = [-3, 5] jest zaczepiony w punkcie A = (0, —2). Wyznaczymy wspol-
rzedne konca wektora, czyli punktu B,

Rozwiazanie

Jezeli oznaczymy A = (x4, y4) 1 B = (xp, yg), to prawdziwe s3 dwie rownosci:

, stad , czyli
i}’a_h: T p=2)=5 " | y5=5

Odp.: B = (-3, 3)

J
-

Przypomnijmy - plaszczyzne, na ktorej wprowadzony zostal prostokatny uklad
wspolrzednych, nazywamy plaszczyzng kartezjanska. Na plaszczyznie kartezjan-
skiej kazdemu punktowi przyporzadkowana jest dokladnie jedna uporzadkowana
para liczb, nazywanych wspolrzednymi tego punktu. Podobnie - kazdemu wektoro-
wi przyporzadkowana jest dokladnie jedna uporzadkowana para liczb, nazywanych
wspolrzednymi tego wektora.

Przyktad € [T [ LT T T T
Na rysunku prezentujemy kilka wekto- \ ' \ |
réw, ktére maja wspotrzedne [3, —1]. '\ 1 I [ BEEE
Wszystkie te wektory maja ten sam kie- Ba=" NN II\‘\.‘)\ |

runek (sg rownolegle), zgodne zwroty ™ [0

e

=
X

i rowne dlugosci, czyli sa rowne.

Dwa wektory na plaszczyznie kartezjanskiej sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy
maja réwne wspolrzedne.

Korzystajac z wlasnosci wektordw, mozemy wyznaczac wspotrzedne punktow dziela-
cych odcinek w réznych stosunkach. Na przyklad aby wyznaczy¢ punkty M i N dzie-
lace dany odcinek AB na trzy rowne czesci, mozemy najpierw wykorzystac zaleznosc

AM = % AB, anastepnie skorzysta¢ z faktu, ze punkt N jest srodkiem odcinka MB.
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Wzory na wspolrzedne $rodka odcinka warto zna¢ na pamieé, bo czesto sie z nich
korzysta.

wiardzania

Srodek odcinka o koricach A = (x4, ¥,) i B=(xp yg) ma wspolrzedne:

M:(-"‘A"'xﬂ J"A*'J’n)
2 72

Dowdd twierdzenia pozostawiamy do samodzielnego przeprowadzenia.

Przykiad ) « zad. 14.5
A
Dane sa punkty A = (1, 2), B = (13, -26). & I
Wyznaczymy wspolrzedne punktow K, L, M, M
ktore dzielg odcinek AB na cztery rowne czesci. B

Rozwiazanie
Wspolrzedne srodka odcinka sa srednimi arytmetycznymi odpowiednich wspotrzed-

nych koncéw tego odcinka.
L= (l 1_213, 2 _226) = (7, —12) «— L jest srodkiem odcinka AB
K = (%, 2 _212) = (4, -5) ~— K jest §rodkiem odcinka AL
M = (? +213, _122_ 26) = (10, =19) —— M jest $rodkiem odcinka LB

Odp.: K = (4, -5), L =(7, -12), M = (10, -19)

Przyktad € < zad. 14.7

Punkty A = (1, 13) i B = (-6, 0) sa wierzchotkami réwnolegloboku ABCD, a punkt
S = (5, -2) jest punktem przeciecia jego przekatnych. Wyznaczymy wspélrzedne
wierzcholtkéw C i D tego réwnolegtoboku.

Rozwiazanie
Niech C = (x¢, y). Poniewaz punkt S jest $rodkiem odcinka AC, wiec:

(I+x(; ]3+y(;):(5 ) D C
2 7 3 ’

l+x,_:_5 S

2 .

13+yc _ _,’ stad xc =9 i yo =-17

2 - A B
Zatem C = (9, —17).
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Niech D = (xp, yp). Wéwczas DC = [9 - xp, =17 - yp).

AB = DC «—— ABCD jest rownoleglobokiem
(-7, -13] = [9-xp, =17 - yp] —AB=[-7,-13]
{ -7=9-xp

=15 ==17<9¥p

Zatem D = (16, —4).

Odp.: C = (9, -17), D = (16, —4)
I,

Bezposrednio z definicji mnozenia wektora przez liczbe wynika, ze dwa niezerowe
wektory ii i  sa rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba k # 0 spelniajaca
rownosé:

u=k-w
Na przyklad:
» wektor U = [-2, 9] jest rownolegly do wektora @ = [6, =27],

poniewaz _% = _Tﬂ =-3, czyli w=-3-7,
* wektor @ = [8, 5] nie jest rownolegly wektora @ = [6, —27],

27

oniewaz 5 F—
P 8 5 °

Korzystajac z tej wlasnosci, mozemy badac wspolliniowos¢ punktow danych w ukla-
dzie wspotrzednych.

Przyktad @) < zad. 14.10
Zbadamy, czy punkty A = (-2, 1), B= (3, 3) orazC = (33, 15) sa wspdlliniowe.

Rozwiazanie

Zauwazmy, ze aby odpowiedziec¢ na Aby zbadaé wspolliniowoéé punktow (1)

postawione pytanie, wystarczy sprawdzié, A, B, €, mozemy sprawdzac, czy rozne
pary wektorow sa rownolegle, np.:

czy wektory ABi AC sa réwnolegle. i BN
Y R 2 8 pary AB i BC albo pary AC i BC itd.

AB =[5, 2], AC = [35, 14]
Zatem:

AC=7-AB
Odp.: Punkty A, B, C sa wspolliniowe.
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Wykorzystanie rozkladu wektora na dwie skladowe réwnolegle do osi ukladu wspél-
rzednych, przedstawienie wektora w postaci wspolrzednych oraz zastosowanie twier-
dzenia o dzialaniach na wektorach na osi (zob. s. 305) prowadzi do nast¢pujacego
twierdzenia.

Dane sa wektory il = [a, b] i U = [c, d]. Wowczas:
Cd+U=la+c b+d]

i-tv=[a-c, b-d]
o k-ti=|k-a, k-b]

Przyktad €))

Dane sa punkty O = (0, 0), A = (4, 3), B= (-2, 5).
Skorzystamy z powyzszego twierdzenia i zbadamy zalez-
nos¢ miedzy wektorem OB a wektorami OA i AB.
HRozwiazanie
OA=[4-0,3-0] = [4, 3]
AB=[-2-4,5-3]=[-6,2]
OB=[-2-0,5-0]=[-2, 5]
Wektor OB jest suma wektoréw OA i AB.
Mozna to zapisac¢ nastepujaco:

OA + AB = [4, 3] + [-6, 2] = [-2, 5] = OB

Przyktad (1)

Na rysunku zaznaczyliSmy wektory
0=[-4,6], id=[-2 3], ©=[8 -12].
Zbadamy zaleznosci miedzy tymi wektorami.

Rozwiazanie
Z rysunku odczytujemy, ze zachodza réwnosci:

= I-; —_— =
u=5u oraz w=-20

Te same réwnosci uzyskamy, poréwnujac
wspotrzedne wektorow:

i=[-2,3] = >[4, 6] =
@ = [8, —12] = —2[4, 6]

U

—21

[| b2 | =
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Przykiad (1)
Obliczymy diugos¢ wektora i = [4, -3].

Rozwiazanie
Jezeli zaczepimy wektor i = [4, —3] w punkcie O = (0, 0), ok
to jego koncem bedzie punkt P = (4, -3).

Rozwazmy trojkat prostokatny OPR. Przyprostokatne tego ol |
tréjkata majg dlugoéci |[OR| = |-3| =3 i [RP| =4. Zatem ji-. |

=y

na mocy twierdzenia Pitagorasa:
T 51

JOP|* = 3% +4* =9+ 16 = 25, czyli [OP| =5
Odp.: 1ﬁ| =5

Jezeli A= (x4, y4) i B=(xp yp), to dlugoé¢ wektora AB jest réwna:

‘E‘ = \j(xﬁ = xA)z +(yg - }’A)z

Przyktad @ zad. 14.20

Punkty A = (1,3), B = (-1, -2), D = (4, 4) sa wierzchotkami réwnoleglobo-
ku ABCD. Wyznaczymy wspolrzedne wierzcholka C oraz dlugosci przekatnych tego
réwnolegloboku.

Rozwiazanie
Punkt C = (x, y) jest wierzcholkiem réwnolegloboku ABCD tylko wtedy,
gdy AB = DC.
AB=[-2,-5], DC=[x—-4, y—4]
XxX—4=-2
{y-4=-5

x=2
{y=-1
Zatem C = (2, —1).
Dlugosci przekatnych réwnolegloboku ABCD sa dtugosciami wektoréw AC i BD.

AC =[1, -4], stad |AC| = |AC| = VI +16 = V17
BD =[5, 6], stad |BD| = V25 + 36 = V61
Odp.: C = (2, -1), |AC| = V17, |BD] = V61
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—

14.1. Dane sg punkty A i B. Wyznacz wspoélrzedne wektora AB.
a) A=(l, 3) B=(4,5) c) A=(-1,5) B=(-3,5)
b) A=(-5-2) B=(-1,-1) d) A=(6,-3) B=(6,1)

14.2. Dane s3 wspolrzedne punktu M oraz wspolrzedne wektora MP. Wyznacz

wspolrzedne punktu P.
a) M = (6, 3) MP = [-3, -2] ) M=(2,1) MP = [-4, -3]
b) M=(-2,-3) MP=[4,2] d) M=(1,2)  MP= —%,—1%]

14.3. Dane sa wspdlrzedne wektora KL oraz wspdlrzedne punktu L. Wyznacz

wspolrzedne punktu K.
a) KL = [3, 5] L=(51) ¢) KL=[-2,3] L=(1,1)
b) KL =[5, 0] L=(72) d) KL = [0, 3] L=(5 -2)

14.4. Podaj wspotrzedne wektora

a) rownoleglego do osi x, o zwrocie zgodnym z osig x i o dtugosci 5.

b) rownoleglego do osi y, o zwrocie zgodnym z osia y i o dlugosci 1.

c) rownoleglego do osi x, o zwrocie przeciwnym do zwrotu osi x i o dlugosci 3.

. A . ; I IR
d) rownolegtego do osi y, o zwrocie przeciwnym do zwrotu osi y i o dlugosci 25.

14.5. Wyznacz srodek odcinka PQ.
a) P=(3,-2)  Q=(-5,6) 9 P=(23.-3) Q= (5% 9)

b) P=(-3,7) Q=(3-1) ) P=(-133) Q=(357;)

14.6. Punkt S jest srodkiem odcinka AB. Znajac wspoélrzedne punktow A i S, wy-
znacz wspolrzedne punktu B.

) A=(=3,1) 8= (-;j 4%) o) A:(n, 5%) S=(3,3)
b) A= (2, 4) s:(%, 4%) d}Az(—é—, —%) S=(20)

14.7. Punkty A = (3, =5) i B = (=7, 11) sa wierzchotkami réwnolegtoboku ABCD,
za$ punkt § = (-5, 0) jest srodkiem boku CD. Wyznacz wspdtrzedne wierzchol-
kow Ci D.
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14.8. Punktem przeciecia przekatnych réwnolegtoboku ABCD jest P = (-1, —1).

Wyznacz wspolrzedne wierzchotkéw B, C i D, wiedzac, ze BC = [2, 6] oraz
A = (-4, -4).

14.9. Zbadaj wspolliniowos¢ punktéw A, B, C.

a) A=(0,0) B=(-3,2) C=(9, -6)
b) A =(-4, 5) B = (0, -3) C=(2, -8)
) A=(6,1) B=(-3,-1) C=(-11,-2)

14.10. Punkty K, L, M sg wspolliniowe. Wyznacz niewiadoma wspdlrzedna.
a) K=(2,1) L=(-2,06) M = (x, -9)
b) K = (18, y) L=(10;2) M = (-2, 8)

14.11. Dane sa punkty A = (-3, 2), B = (1, 4), C = (-1, —-1). Wyznacz wspdl-
rzedne podanego wektora.

a) 2AB + 3BC c) BC -

—

B- AC

bd | =
| —

b) 5 AB+24C d) 24B + 1 (2BC - AC)

\-_-J'N

14.12. Dane s3 punkty A = (-4, -2), B = (-2, -2), C = (2, 2). Wyznacz wspol-
rzedne takiego punktu D, aby spelniona byla podana rownos¢.

a) AC + AB - BC = 24D ¢) 5(BC +AC)+ AB = DC
b) AB+ > BC+CD =10 d) 2(AB - CD) - 5 4D = AC

14.13. Dany jest wektor @ = [-3, 2]. Wyznacz taka liczbe k (o ile ona istnieje), aby
zachodzita réwnoé¢ b = ka.

Db=1-96]  bb=[3a] 9b=p2 d}z;.:[_v@,%?]

14.14. Dane sa wektory: @ = [1, 2], b = [-3, 5]. Wyznacz taki wektor &, aby
zachodzila podana rownosc.

2) G+b=¢ b) 2d-b=2¢ ¢) —5d+3b =22 d}%a—E:—Zb
14.15. Oblicz dlugosé wektora AB.

a) A=(2,-5) B=(-2-2) c) A=(-4,1) B=(2,-2)

b) A=(3,3) B=(7,0) d) A=(2v5 v2+1) B=(V51+3V2)

14.16. Danesa punkty: A = (-3, 2), B= (1, 4), C = (-1, —1). Oblicz wspolrzedne
i dlugosci podanych wektorow.

g -

a) AB+ BC b) 2AB-CA ¢) BC -

—_—

AB- AC d) BA - 2AC

[
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14.17. Dane sg wektory @ = [1, -3], @ = [2, -1], @ = [-4, 2]. Oblicz dlugos¢

i,

J— - =% I-
wektora i = 2v — il — =

14.18. Wykaz, ze tréjkat KLM o wierzchotkach K = (6, 19), L = (7, 6),
M = (17, 12) jest rownoramienny.

14.19. Wykaz, ze czworokat ABCD o wierzcholkach A = (4, 1), B = (6, 5),
C =(-2, 2), D= (-4, -2) jest r6wnoleglobokiem.

14.20. W réownolegloboku ABCD dany jest punkt A = (2, 2) oraz wspélrzedne
wektoréw AB = [8,1] i AC = [4, 5]. Wyznacz wspolrzedne pozostalych wierz-
chotkow.

14.21. Wykaz, ze czworokat ABCD o wierzcholkach A = (=5, 2), B= (-1, 4),
C = (2, 10), D = (-2, 8) jest rownoleglobokiem, ale nie jest rombem.

+ 14.22. Wykaz, ze czworokat ABCD o wierzchotkach A = (6, -1), B= (1, 5),

C=(-5,0), D=(0, -6) jest kwadratem.

14.23. Wykaz, ze trojkat o wierzcholtkach A = (-2, 1), B = (2, 3),
C= (\ﬁ 2-2 x@) jest rownoboczny i oblicz jego pole.

1. Dane sa punkty A =(-5,1) i B = (3, =2). Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A. AB = [8, -3] B. AB =[-8, 3] C. |AB| = V73

2. Dane sa wspdirzedne wektora PQ = [\5, -212 ] oraz wspolrzedne punktu
Q= (-—3 V3,5 *ﬁ) Wyznacz wspolrzedne punktu P.

3. Zbadaj, czy punkt Q = (%, —%) nalezy do prostej przechodzacej przez punkty
K=(-2,-1) i L=(3,-13).

4. Punkty A = (-5,2), B = (2,-2) i D = (-4, 10) sa wierzchotkami rombu
ABCD. Wyznacz wspolrzedne wierzchotka C i oblicz pole tego rombu.

5. Wykaz, ze czworokat ABCD o wierzchotkach A = (-10, -3), B = (8, 3),
C =(4, 15), D = (14, 9) jest prostokatem.



15. Przeksztatcanie wykresow
funkciji

Umiejetnosci:
* przesuniecie wykresu funkcji o wektor
» skiadanie symetrii i przesunie¢ wykresow funkgji

Wykorzystamy teraz pojecie wektora do zdefiniowania pewnej funkgji, ktorej dzie-
dzing jest zbior wszystkich punktow plaszczyzny.

Przesunieciem réwnoleglym o wektor #i nazywamy przeksztalcenie, w ktorym

obrazem punktu A jest taki punkt B, ze ii = AB.

Przyktad €) « zad. 15.4

Punkt B = (4, \ﬁ) jest obrazem punktu A w przesunieciu rownoleglym o wektor
i = [-1, 7]. Wyznaczymy wspolrzedne punktu A.

Rozwigzanie
il = AB, jesli wiec oznaczymy A = (x, y), to AB = [-‘-‘r— x, V3 - y] i spelniony ma
by¢ uklad réwnan:

4-x=-1 d x=>5
Vfi_yz.?g sta }'=\"{§—?.

Odp.: A= (5, V3-7)
J

Przesunigcie punktu plaszczyzny o wektor [a, 0] jest przesunigciem tego punktu:

* o a jednostek w prawo wzdluz osi x, gdy a > 0,

* 0 —a jednostek w lewo wzdluz osi x, gdy a < 0.

Gdy przesuniemy wykres funkcji y = f(x) owektor [a, 0], otrzymamy zatem wykres
funkcji y = f(x—a).

Przesuniecie punktu pltaszczyzny o wektor [0, b] jest przesunieciem tego punktu:
* o bjednostek w gore wzdluz osi y, gdy b > 0,

* o0 -b jednostek w dét wzdtuz osi y, gdy b < 0.

Gdy przesuniemy wykres funkcji y = f(x) o wektor [0, b], otrzymamy wykres
funkcji y = f(x) +b.
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Jesli przesuniemy wykres funkcji y = f(x) o wektor [a, b], otrzymamy wykres
funkcji y = f(x—a)+b.

Przyktad @) < zad. 15.10
Narysujemy wykres funkcji y = Vx +2 -3,

Rozwiazanie
Zauwazmy najpierw, ze jezeli wprowadzimy funkcje pomocnicza f(x) = +/x,
to funkcje y = Vx + 2 -3 mozemy zapisa¢ w postaci y = f(x +2) - 3.

y4 |

ol | VI==11 | |* «— wykres funkcji f(x) = vx przesuwamy
— e = — o wektor [-2, -3]

Przykiad €) < zad. 15.11

Przeksztalcimy odpowiednio wykres funkcji f(x) = J—i i narysujemy wykres funkgji
3

g(x) =4 - m.

Rozwiazanie
Dziedzina funkcji g jest przedzial R — {-2}. Rysujemy kolejne wykresy.

Krok 1: wykres funkcji _;"I[.ac):f—c —— 4 |y”, EEEE
Mt B e ok E A H L SN LN N SN AR S
y= . i 3 «—— przesunigcie o wektor [-2, 0]
Krok 3: wykres funkcji
y=- = i > «—— symetria wzgledem osi x

Krok 4: wykres funkcji

3
g(x) = = +4 «— przesuniecie o wektor [0, 4]
X
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Przykitad €) < zad. 15.13-15.16

Funkcja f ma nastepujace wlasnosci:

* D= (-4;5), ZW = (-1; 2), miejscem zerowym funkgji jest liczba -2,

» funkcja przyjmuje warto$¢ najwigksza rowna 2 dla x = 2.

Na podstawie tych informacji opiszemy wlasnodci funkeji g(x) = f(x-3) - L.
Rozwigzanie

Wrykres funkcji g(x) = f(x —3) — 1 powstaje w wyniku przesunigecia wykresu
funkcji f o wektor [3, —1]. Funkcja g ma zatem nastepujace wlasnosci:

* D=(-1; 8), «— przesunigcie przedziatu (~4; 5) o wektor [3, 0]
o ZW = {(-2: 1), «~— przesuniecie przedziatu (-1; 2) o wektor [0, 1]
* wartos¢ najwigksza rowna 1 przyjmuje dla x = 5.

Miejscami zerowymi funkcji g(x) = f(x—3) -1 sa argumenty, dla ktorych funkcja
y = f(x = 3) przyjmuje wartos¢ 1. Nie mamy informacji, ktore to argumenty, wigc
miejsc zerowych funkgji g nie mozna okreslic.

Przykiad &) < zad. 15.21

Majac dany wykres funkcji f, narysujemy wykres funkcji g(x) = Hf(x +4) +2| - 3‘
oraz odczytamy, dla jakich wartosci m réwnanie g(x) = m ma 5 rozwigzan.
Rozwiazanie

Dziedzing funkgcji f jest przedzial (-3; 3). Rysujemy kolejne wykresy.

Krok1: fi(x)=f(x+4)+2 +«— przesunigcie o wektor [-4,2]

Krok 2: fH(x)=|f(x)|=|f(x+4)+2| — symetria wzgledem osi x czgsci wykresu lezacego
pod osig x

Krok 3: f;(x)= f,(x)-3= |f(x +4)+ 21 —3  «—— przesunigcie o wektor [0,-3]

Krok4: g(x)= ]f3{x}[ 5t |]f{x +4)+ 2] - 3‘ —— symetria wzgledem osi x czesci wykresu
lezacego pod osig x

Odp.: Rownanie g(x) =m ma 5 rozwiazan dla m = 1.

317 e
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W kazdym z zadan 15.1-15.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja
i Zapisz w zeszycie.

15.1. Dziedzing funkcji y = f(x) jest przedzial (—oo; 0). Wskaz dziedzine funkgji

y=flx=1)+2.

A. (—o0; 2) B. (—o0; —1) C. (—o0; 1) D. (—o0; -2)

15.2. W ukladzie wspolrzednych narysowanesa | | | [yh |

wykresy funkgji f oraz g. HEEEHEENERE
Wskaz prawdziwa zaleznosc. . | 1 | | I L

A, G) = & +5) +2 | ﬂi\/_‘ 1
B. g(x) = f(x—5)+2 I X
C. g(x) = f(x+5) -2 N
D. g(x) = f(x-5)-2 - | | |

15.3. Wskaz funkcje, ktéra ma taki sam zbiér wartosci jak funkcja y = f(x).
A.y=f(x+5)+3 B.y=f(x)+7 C.y=f(x-8) D.zadnazpodanych

15.4. Wyznacz wspolrzedne punktu M, ktory jest obrazem punktu P w przesunigciu

réwnoleglym o wektor .
a) il =[3, 1] P=(-1,-2) c) =1, -7] P=(-1,2)
b) ii=[-2, V5] P=(40 d) ii=[-v2,-V3] P=(V2,-9)

15.5. Dane sa punkty A = (6,2) i B = (2,5). Wyznacz wspdlrzedne obrazu

punktu (3, —1) w przesunieciu réownolegtym o wektor AB.

15.6. Obrazem punktu M w przesunigciu rownoleglym o wektor ii jest punkt P.
Wyznacz wspolrzedne punktu M.

a) #1=[-3,7] P=(-1,-2) o id=[1,v3] P=(5)
b)#=[3,-5] P=(7,2) Y#d=[-5-9] P=(-34)
15.7. Dany jest wykres funkcji y = f(x). Sporzadz ] vh '
wykres funkeji ] |y E=fx)
a) y=flx—1)+2. || /\1\ 1]
b) y= f(x+2)+3. — 3 f‘_\ k1
) y=fx=3)-1 BARNEREN
d) y=f(x+4)-2 ] L]
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15.8. Przeksztal¢ wykres funkcji y = f(x) zgodnie z poda- [ T ¥ ]
nym wzorem, a nastgpnie wyznacz dziedzing i zbior wartoéci | v = flx) /
otrzymanej funkcji. | gt 1L
a) y=—f(x)+2 o T 1 [
b) y=f(-x)-3 T T[]
c) y=—flx-1)
d) y=f(-x)+4
15.9. Przeksztal¢ wykres funkcji y = h(x) zgodnie z poda- b
nym wzorem, a nastepnie opisz przedzialty monotonicznosci
otrzymanej funkgji. ] .
a) y=-h{x-1)+2 c) y=1-h(x+3) | -
b) y=-h(x-1)-2 d) y=3-h(-x) /;—hm
15.10. Przeksztalcajac odpowiednio wykres funkcji f(x) = +/x lub f(x) = %,
narysuj wykres funkcji y = g(x) i wyznacz jej dziedzing.
a) g(x)=vx-2-1 c) g{x]=+2+]
b) g(x) = VX +3 42 d) g(x) = :1.3“1

X

15.11. Przeksztalcajac odpowiednio wykres funkcji f(x) = v/x lub f(x) = g,
narysuj wykres funkcji y = g(x) i wyznacz jej dziedzine.

a) glx)=-Vx+5-4 ) g{x}:—-xi4~—5
b) g(x) =3 Vx—2 d}g{x}zZﬁx;:

15.12. Przeksztalcajac odpowiednio wykres funkcji f(x) = v/x lub f(x) = —E,
narysuj wykres funkcji y = g(x) i wyznacz jej dziedzing.

a) g{x)=|w‘x+2—1| c) g{x}=3-|§|
b) gx) = —|[v==-2| d) g = | = - |

15.13. Dziedzina funkdji f jest przedzial (0; 4), a jej zbiorem wartosci jest przedzial
(—=3; —1). Podaj dziedzing i zbior wartosci funkcji y = f(x —6) + 3.

15.14. Funkcja f osiaga warto$¢ najwieksza rowna 25 dla x = 17. Wyznacz warto$¢
najmniejszg funkcji y = - f(x+2) -7 oraz argument, dla ktérego funkcja tg¢ wartosc
osiaga.
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15.15. Funkcja f przyjmuje wartos¢ najwieksza rowna 6 dla x = -3, a warto$¢
najmniejszg réwna 2 dla x = 0. Wyznacz wartos$¢ najwieksza i warto$¢ najmniejsza
funkcji y = —|f(x-3)+1|-2.

+ 15,16, Tabela przedstawia liczbe roz- - -
ERT. ¥ 2 =i Waricikm Liczba rozwiazari
wigzan rownania f(x) = m, gdzie m jest réwnania f(x) = m
dowolna liczbg rzeczywista. Sporzadz ta-

m € (—oo; —2) 2
ka tabele dla funkgji g(x) = — f(x+1)+3. m= —2 ‘ 1
m € (=2; o) | 0

# 18.17. Dziedzing funkgcji f jest przedziat (3; 10). Funkcja f jest malejaca w prze-
dziale (3; 5), malejaca w przedziale (5; 10), ale nie jest monotoniczna. Narysuj
przyklad takiej funkcji. Podaj dziedzing oraz przedzialy monotonicznosci funkgji

y= f(x+9)-5.

+158.18. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji

y = f(=x) + 2. Narysuj wykres funkcji y = f(x). 1 1/ 1\

#15.19. Dany jest wykres funkcji y = f(x). Narysuj
wykres funkcji g(x) = “f(x)l - ll. Rozwigz réwna-
nie g(x) = 1.

% 15.20. Dany jest wykres funkcji y = f(x). Nary-
suj wykres funkcji g(x) = Hf(x +3)-1| - 2‘. Dla
jakich wartosci m rownanie g(x) = m ma 4 rozwia-
zania?

A

~ 15.21. Przeksztal¢ odpowiednio wykres funkcji f(x) = 2. narysuj wykres funkgcji
X

8
9(x) = Hm‘2|‘1"
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© 15.22. Dziedzing funkcji f jest przedzial (—4; 5), zbiorem wartoéci jest przedzial
(—2; 3), jej miejscami zerowymi sa liczby 11 3.

a) Podaj dziedzing funkcji y = f(-x) + 1.

b) Podaj zbi6ér wartosci funkcji y = | f(x) - 2|.

c¢) Podaj liczbe rozwigzan réwnania |f(x +2) — 3| = 3.

1. Funkcja y = f(x) przyjmuje warto$¢ najwieksza rowna 10 dla x = 1.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Funkcja g(x) = f(x—1)+5 przyjmuje wartos¢ najwigksza rowna 15 dla x = 2.
B. Funkcja h(x) = f(x+3)-11 przyjmuje wartos¢ najwigksza rowna 13 dla x = —10.
C. Funkgja k(x) = f(x—10)—10 przyjmuje warto$¢ najwieksza réwna 0 dla x = 11.

2. Miejscem zerowym funkcji y = f(x) jest liczba 5. Podaj wartosc¢, jaka funkcja
y = f(x+3) — 2 przyjmuje dla argumentu 2.

3. Majac dany wykres funkcji y = f(x), narysuj
wykres funkcji y = f(x —2) — 1. Podaj zbior
rozwigzan nierownosci f(x—-2)-1<0.

4. Przeksztalcajac odpowiednio wykres funkcji f(x) = %, sporzadz wykres funkcji

g(x) = ‘xﬁ—i + 3| i wyznacz liczbe rozwigzan réwnania g(x) = 3.

5. Podaj przyklad wykresu takiej funkcji y = f(x), ktéra spelnia jednoczesnie
nastepujace warunki:

* funkcja y = f(x) nie ma miejsc zerowych,

* funkcja y = f(—x)—1 ma jedno miejsce zerowe,

* funkcja y = —f(x) + 2 ma dwa miejsca zerowe.
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16. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-25 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

1. Ktéry z podanych punktéw lezy na osi odcietych?
A.A=(-5,7 B.B=(0,v3) C.C=(2v2,0) D.D=(-22V3)

2. Ktory z podanych punktow lezy na osi rzednych?
A.A=(0,2+V3) B.B=(-3,-1) C.C=(-4,0) D.D=(-3vV20)

3. Dany jest wykres funkgcji f(x). Ktore zdanie jest ¥ § |
falszywe? | |
A.D=R

B. ZW = (—o0; 3)

C. Funkcja nie jest monotoniczna.
D. Funkcja ma jedno miejsce zerowe.

4. Wskaz zbior wartosci funkcji y = —x + 5 o dziedzinie D = {—1, 2,0, \E}

A.R B. {5-V7, 6, 5, 3} C. {¥7-5,3,5, 6} D. {-2,35, 3, 5, 6}
5. Funkcja przedstawiona na rysunku obok przyjmuje [ T (28]

wartosci wieksze od 1 dla

A.x> 1. C. x e {=2; 2).

B. x € (-2; 2). D.x>-2

6. Wskaz liczbe, ktora nie nalezy do zbioru wartoéci funkcji y = 3+/x.

A. V2 B. 3V2 + V7 C.4-2 D.2-17

7. Wykres funkcji y = Vx — 2 powstaje przez przesuniecie wykresu funkcji

f(x) = v/x owektor
A. U= 10, 2]. B. U = [0, -2]. C. 0= [250L D. 7 = [-2, 0].

8. Wykres funkcji y = 24/x + 3 powstaje przez przesuniecie wykresu funkgji
f(x) = 2+/x o wektor
A 1= [0,3]. B. 7 = [0, -3]. C. 0= [3, 0] D. o= [-3,0]
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Dany jest wykres funkcji f. Ktére zdanie jest prawdziwe?

. Funkcja nie przyjmuje wartosci najwickszej i nie T Txd
przyjmuje wartosci najmniejszej. '_ )

B. Funkcja przyjmuje wartos¢ najwieksza rowna 3 i nie . || YEA%)
przyjmuje wartosci najmniejszej. =T

C. Funkcja przyjmuje wartos$¢ najwieksza rowna 1 i nie / o] 1 X

> ©

przyjmuje wartosci najmniejszej.

D. Funkcja przyjmuje warto$¢ najwigksza rowna -1
i nie przyjmuje wartosci najmniejszej.

10. Jezeli x oznacza dlugo$¢ ramienia trojkgta rownoramiennego o podstawie row-
nej 20 oraz f(x) = 2x + 20, to funkcja f przyporzadkowuje zmiennej x

A. obwdd tego tréojkata i jej dziedzing jest D = (0; oo).

B. pole tego trojkata i jej dziedzina jest D = (0; c0).

C. obwdd tego trojkata i jej dziedzing jest D = (10; o0),

D. obwdd tego trojkata i jej dziedzing jest D = (20; o0).

11. Poniisze zdania dotycza funkcji y = f(x), ktérej ' vk
wykres jest narysowany obok. AN , _
I. Dziedzing funkcji jest przedzial (—oo; 3). = - i i -
II. Funkcja ma dwa miejsca zerowe. /\ TAET N
1L f(x) <0 dla x € (—oo; —4). NARENZ/EEEN
IV. Wartos$c najwieksza rowna 5 funkcja przyjmuje / . G .1
dla x = 3.
Ktore zdania sa prawdziwe?
A. tylko Ii I B. wszystkie C. tylko LITiIV ~ D. tylko IL ITI i IV
12. Dany jest wykres funkgji. Ktore ze zdan jest REER
falszywe? L ¥ = fix)
A. Funkcja nie przyjmuje wartosci najwiekszej . 1+
i nie przyjmuje wartosci najmniejszej. 1 pos
B. Funkcja ma trzy miejsca zerowe. i | Iy
C. Dla x € (0; 3) wartosci funkcji sa dodatnie. HBEER ] \
D. Wykres funkcji ma o§ symetrii.
13. Jakie miejsca zerowe ma funkcja przedstawiona T 1T T2k
na wykresie? HRR y=fix)

A4 < 4 € 51,6 /\)/'\ ]
B. =5, ~1,.6 D. -4, 3 / ol \';:
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14. Na podstawie wykresu stwierdzono, ze Liczba wystanych miesigcznie SMS-6w
w badanym okresie liczba wysylanych mie- (dane w min)
siecznie SMS-ow

30
25 3 ! 3 ! | H f
[. wzrosta o 600%. 20 | I |

II. rosta. 15

II1. wzrosta o 25 mln. 10

Ktore z tych stwierdzen jest falszywe? 3

A. 1l C. III YImoviox oxo|movioixoxu
B. Il D. zadne 2000 2001

15. llerazy funkcja przedstawiona na wykresie przyjmu-
je wartosc rowna 37

A. dokladnie raz

B. dokladnie dwa razy

C. dokladnie trzy razy

D. nieskonczenie wiele razy

16. Funkcja przedstawiona na wykresie przyjmuje

ujemne wartosci dla wszystkich
A. x<0.
B. x € (-2; 1).
C.xe{-2 —1.0/561
—
D. x > 4. g

17. Na podstawie wykresu przedstawiajacego rynek obuwniczy ocen, ktére zdanie

jest falszywe.
Buty polskie (dane w min par)

120 T

100 == fazna produkcja wg GUS
80 {firmy powyzej 5 osdb)
&0 - = W tym produkcja obuwia skdrzanego
40 : I e eksport
20 | == import rejestrowany

0
1997 1998 1999 2000 2001

A. W pokazanym okresie produkcja butéw w Polsce malala.

B. W latach 1997-2001 wzrést eksport butéw.

C. Od 1998 r. do 2000 r. import (rejestrowany) butow zmalal o prawie 50 mln par.

D. W danym okresie zmalal procentowy udzial produkcji obuwia skérzanego w sto-
sunku do calej produkcji.



16. Powtorzenie

18. Jezeli zbiorem wartosci funkcji f(x) = 3x + 2 jest zbiér {0, 3, 2, 17},
to dziedzing tej funkcji jest zbi6r
2 1

2 1 2 19
A.- {-Er 0: g: 5} B. {_51 0:. -3_) 5} C' {_E! _Ej ﬂ} 5}- D" {21' 3'-‘ 43 5}

19. Na rysunku 1 przedstawiono wykresy funkgcji f i g. Ktora rownosc jest
prawdziwa?

A. f(x)=g(x-7) C. f(x)=7 = g(x)
B. f(x-7)=g(x) D. g(x) = f(x+7)

20. Na rysunku 2 przedstawiono wykresy funkcji f i g. Ktéra rownosc jest

prawdziwa?
A glx)= f(x-4)+2 C.g(x-4)= f(x)+2
B. g(x)-2= f(x+4) D.g(x+4) = f(x)-2

Rys.l...-._.: Rys. 2.

21. Na rysunku przedstawiono wykresy funkgji
fig. Ktéra rownosc jest prawdziwa?

A. g(x) = f(x) -1

B. g(x)-5= f(x)

C. glx=5)= f(x)

D. g(x) = f(x+5)

22, Zapomoca n kosiarek mozna skosi¢ trawniki w osrodku wypoczynkowym w cia-
gu t godzin. Ile godzin to zajmie, jesli uzyje sie k kosiarek?
tk k p.

tr
A, — B. — . — . —
H k C nt kt

325 I
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23. Ktore ze zdan dotyczacych funkcji f (rys. 1) sa prawdziwe?

. D=RiZW=R.

II. Miejscami zerowymi funkgji f sa liczby -3, 11 3.

ITI. Wartos¢ najwieksza rowna 2 funkcja f przyjmuje dla x = =2 orazdla x = 6.

IV. Funkgcja f nie jest monotoniczna.
A. wszystkie B. tylko ILIIIiIV C. tylko, ITi IV D. tylko II

24. Wykres na rysunku 2 przedstawia funkcje y = f(x). Ktéra z podanych funkcji
przyjmuje wartos¢ najwieksza?
A.y=f(x)-1 B. y= f(x-1) C.y=—-f(x) D. y= f(-x)

25. Wykres na rysunku 3 przedstawia funkcje y = f(x). Wskaz zdanie falszywe.
A. OS y jest osig symetrii wykresu funkcji f.

B. Funkcja [ jest monotoniczna.

C. W przedziale (—oo; 0) funkcja f jest rosnaca.

D. Najwieksza wartoscig funkcji f jest 4.

/\l
74 /

Rys. 1. | Rys. 2. | R}f.s. 3,

W zadaniach 26-39 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

26. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie calkowitej ostatnig cyfre jej

szescianu,
A. f(-2)=-8
B. f(-10)=0

C. Dla kazdej liczby catkowitej k spelniony jest warunek f(-k) = f(k).
27. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie calkowitej polowe liczby do niej

przeciwne;j.

A. f(=50) = 100

B. Kazda liczba catkowita nalezy do zbioru wartosci funkgji f.
C. Zbiorem wartosci funkgji f jest zbior liczb calkowitych.

28. Funkcja f wyrazona jest wzorem f(x) = +/x.
A. Funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejsza.

B. Funkcja f przyjmuje wartos¢ najwieksza.

C. Funkcja f ma miejsce zerowe.
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29. Funkcja f wyrazona jest wzorem f(x) = Vx + 2020.

A. Dziedzing funkcji f jest przedzial D = (2020; oo).

B. Zbiorem wartosci funkgcji f jest przedzial ZW = (2020; oo).
C. Miejscem zerowym funkgji f jest liczba 2020.

30. Funkcja f okreslona jest za pomoca wzoru f(x) = Vmx — 1.
A. Dla m = -3 dziedzing funkgji f jest zbiér D = <%, m).
B. Dla m = % dziedzing funkgcji f jest zbior D = (-3; o).

C. Dla pewnej wartosci m dziedzina funkgcji f jest zbiorem pustym.

31. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie catkowitej liczbe o 2 wigksza od jej
kwadratu.

A. Liczba 3 nalezy do zbioru wartosci funkgji f.

B. Liczba 5 nalezy do zbioru wartosci funkcji f.

C. Liczba 51 nalezy do zbioru wartosci funkgji f.

32. Na rysunku przedstawiony jest ' v A

wykres funkgji f. \ T [ YER
A. Rownanie f(x) =0 ma L 1 L S 1 ) [ !
dokladnie trzy rozwiazania. \/,/; _>V\// -

B. Funkcja f ma co najmniej trzy
miejsca zerowe.

C. Funkcja f ma pig¢ miejsc zerowych.

33. Funkcja y = f(x) przyjmuje warto$¢ najmniejsza rowna 5 dla x = 1.

A. Funkcja g(x) = —f(x + 1) przyjmuje wartos$¢ najwieksza rowna 5 dla x = 0.

B. Funkcja h(x) = f(x+3)—11 przyjmuje wartos¢ najmniejsza rowna —6dla x = 4.
C. Funkgja k(x) = f(x —5) =5 przyjmuje warto$¢ najmniejsza rowna 0 dla x = 6.

34. Ocen na podstawie wykresu, ktore ze Produkeja samachodéw [min]

zdan dotyczacych produkcji samochodow m | AmterykaPsinotna

w badanym okresie sa prawdziwe. U N -

A. Tylko w Europie Zachodniej produkcja | ettt o ) [
samochodow w latach 1997-2005byta | = | = | | | T .'
stale rosnaca. e e e e e R I S

B. Miedzy 1997 a 1998 r. produkcja samo- g} - L L L . .
chodéw w Japonii spadla o ponad 30%. e i s it

AR & o &
C. W drugiej potowie 2000 r. nastapil spa- § 9 & ﬂf:"@ S S '*S?h o
dek produkcji samochodow w Ameryce
Pélnocnej.
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35. Narysunkuprzedstawionyjestwykresfunkcjig. = = yh | il

A. W przedziale (—1; 2) funkcja g jest rosnaca. S /\ .
B. W przedziale (4; 5) funkcja g jest malejaca. ———1 a’{ — o).\,
C. W przedziale (2; 3) funkcja g jest malejaca. ol ey

V3 -.|_'l._'

36. Punkt C nalezy do odcinka AB i jest rozny od jego koncow. Wynika stad, ze
A.AB+BC=AC.  B.|AB|+|BC|=[AC| c.|AC|+|BT| = [aB|
37. Punkt P jest $rodkiem boku AB w trojkacie ABC. Wynika stad, ze

A. AP + BP = CP. B. AP=>AC+;CB. C.AP+BP-PC=CP

38. Dane sa dwa niezerowe wektory i i w.

A. Jezeli |u + w| = || + |w], to wektory #ii W s3 rownolegle.

B. Jezeli wektory il i W sa rownolegle, to |i + w| = || + |w].

C. Dla kazdej pary wektoréw il i  prawdziwa jest nieréwnos¢ |i + w] < |i] + |@].

39. Dany jest wektor @i = [-3, 5] orazpunkty M = (7, -2) i N = (-2, 13).

A. Obrazem punktu M w przesunigciu rownoleglym o wektor i jest

punkt M' = (4, 3).

B. Dla pewnego punktu P prawdziwa jest réwnoé¢ 2PM = PN.

C. Dla pewnej liczby m prawdziwa jest réwnos¢ m - il = NM.

Zadania otwarte krotkie| odpowiedzi

40. Dane sa zbior A = {1, V3, 2, 2\@} i funkcja f(x) = 2
x-13

funkgji f dla tych liczb ze zbioru A, ktore naleza do dziedziny funkgji f.

. Oblicz wartosci

41. Wyznacz dziedzing funkcji.

3 5 I—-x
a) f[x)=-2x+; c) f(x]=ﬁ e) f(x)= 5 e
N T _ Nx _1l=-vyx

42. Wyznacz dziedzing funkgcji.

) f) = — Q) f)=VER=5-5 o f(x)= ot

1 _ _ 2-Ix-3
Bl IR — N

b) f(x) =
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43. Dane sa funkcja f ijej dziedzina D. Wyznacz zbior wartosci tej funkcji.
a) f(x)=3x+1 D={-3,-1,0,5} ¢) fix)=xvx D={0,1, 4}

b) f(x) = == D={—1,%,0} d fx)=+* D={2,-1,0,1}

44. Dana jest funkcja f(x) = =7x+ 3, ktorej dziedzina jest zbior liczb naturalnych.
Sprawdz, ktore z liczb: —=25, -7, —4, 17 naleza do zbioru wartosci tej funkcji.

45. Wykaz, ze liczba 2 nie nalezy do zbioru wartosci funkcji f(x) = ||x — 1| + 5| -2.

46. Dane sg funkcja f i jej zbior wartosci ZW. Wyznacz dziedzine funkcji f.
a) f(x)=-2x+3 ZW={-1,1,5} ¢ flx)=v2x ZW={0, 1, 4}

b)f(x)=—4-5- ZW={-1,§,2} d fx)=x ZW={1,1,8}

x;_

47. Sporzadz tabele funkcji, ktora kazdej liczbie naturalnej z przedzialu (20; 25)
przyporzadkowuje sume jej wszystkich naturalnych dzielnikow.

48. Wyznacz miejsca zerowe funkgji.

a) f(x)=V5x-25 d) f(x)=|x+2|+2
b) f(x) = 2x(x+6)(x + 3) e) f(x)=4-8x, D=1
o flx)=|x-1-6 ) f(x)=2"x-4,D=N

49. Wykaz, ze funkcja f(x) = ||x — 1| + 1| + 2 nie ma miejsc zerowych.

50. Funkcje f i g przedstawiaja odpowiednio Telefony mobilne [%]
procentowy udzial klasycznych telefonow ko- 2
morkowych i smartfonow w ogélnej liczbie sprze-
dawanych na $wiecie telefonéw mobilnych. Opisz 50

60

monotonicznos$¢ kazdej z tych funkgji. 40
51. Dziedzing funkcji y = f(x) jest przedzial 2
(2; 22), a zbiorem wartoéci przedzial (4; 6). < né;, 4;:?;} “S? e ﬁgi; @{.‘

Podaj dziedzine i zbidr wartosci funkcji

y= f(x+3)-8. T

52. Na podstawie wykresu funkcji f sporzadz wykres funkgji y=flx)] | |
y=f(x+2)-3. ﬁ o

53. Funkcja y = f(x) przyjmuje wartosci dodatnie jedynie / R
w przedziale (-2; 5) oraz wartoéci ujemne jedynie w przedziale

(5; 9). Podaj zbi6r rozwigzan nieréwnosci f(x—4) > 0 izbior

rozwigzan nierownosci f(x —4) < 0.
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54. Funkcja y = g(x) jest malejaca w przedziale (-3; 3), stala w przedziale (3; 4)
i rosngca w przedziale (4; 6). Okresl przedzialy monotonicznosci funkeji y = g(-x).
55. Funkcja y = f(x) przyjmuje wartos$¢ najwieksza rowng 10 dla x = 3 i przyjmu-
je wartos¢ najmniejsza rowna -5 dla x = 11. Podaj wartos¢ najwigksza oraz wartosc
najmniejsza funkcji y = f(x +7) + 2.

56. Dla deltoidu ABCD przedstawionego na D

rysunku obok prawdziwa jest rownos¢

ISC| = 3|AS|. Przedstaw wektory AC, BD i BC
za pomocg wektoréw AB oraz AD. A C

57. Dane sa punkty A = (3, -6), B = (11, 0),
C = (0, —1). Wyznacz wspolrzedne wierzchol-
kéw A, B, C' tréjkata bedacego obrazem troj- J
kata ABC w przesunieciu rownoleglym o wek-

tor i = [5, —3].

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

58. Funkcja g przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej dwucyfrowej sume cyfr

tej liczby.

a) Z ilu elementow sklada si¢ dziedzina funkgcji g?

b) Wyznacz zbior wartosci funkcji g.

c) Dla jakiego argumentu funkcja g przyjmuje warto$¢ najmniejsza, a dla jakiego
warto$¢ najwieksza?

d) Uzasadnij, ze funkcja g nie jest monotoniczna.

e) Dla jakich argumentéw funkcja g przyjmuje warto$c 4?

59. Dany jest graniastostup prawidlowy czworokatny. Suma dlugosci jego krawedzi
jest rowna 80. Podaj wzor i okresl dziedzing funkgji, ktora w zaleznosci od dlugosci
krawedzi jego podstawy opisuje

a) objetos¢ graniastostupa. b) pole powierzchni graniastostupa.

60. Podaj przyklad wykresu funkgcji f spelniajacej trzy nastepujace warunki:
» dziedzing funkcji f jest przedzial (-2; 4),

» funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejszg rowng 1 dla x = -2,

» funkcja f przyjmuje warto$¢ najwieksza rowna 4 dla x = 0.

61. Podaj przyklad wykresu funkcji f spelniajacej trzy nastepujace warunki:
» dziedzing funkgcji f jest przedzial (-1; 5),

* zbiorem wartosci funkgji f jest przedzial (0; 3),

* miejscami zerowymi funkcji f sa liczby 11 3.
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62. Podaj przyklad wykresu funkgji f spelniajacej trzy nastepujace warunki:
* funkcja f ma trzy miejsca zerowe,

* funkcja y = f(x) — 2 ma jedno miejsce zerowe,

* funkcja y = f(x)+ 2 nie ma miejsc zerowych.

63. Odczytaj z wykresu:

* dziedzine funkgji,

* zbidr wartosci funkgji,

* najmniejszg wartosc i najwieksza warto$¢ funkgji,

* miejsca zerowe funkcji,

* zbidr argumentow, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie,
* zbior argumentow, dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci ujemne,
» przedzialy monotonicznosci funkcji,

* liczbe rozwigzan réwnania f(x) = m w zalezno$ci od warto$ci m.

8 o2 7 6 I 72
- b — et
Ol AN x . & I E2 | 19 1 x

| | [ArEf=) (| yEfx)
| | | y=Re | | | | |

64. Na rysunku obok przedstawiono
wykres funkgji f.
a) Sporzadz wykres funkcji
g(x) = f(—x) + 1.
b) Okresl zbior wartosci funkgji g.
c) Podaj miejsca zerowe funkgji g.

I —

65. Na rysunku obok przedstawiono wykres yA

funkji f. EEEE RN

a) Sporzadz wykres funkcji g(x) = - f(x - 2). . . J

b) Podaj liczbe rozwigzan réwnania g(x) = 2. i \ —ir !

¢) Podaj maksymalny przedzial, w ktérym ! x|
funkcja g jest nierosnaca. '\ |
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66. Na podstawie wykresu funkcji f spo-
rzadz wykres funkcji y = | f(-x) - 2|.

67. Przeksztal¢ odpowiednio wykres funk-
cji f(x) = +/x, inarysuj wykres funkgji L[ ] | Y/
glx) = 2—|vx 4+ 2= 1‘. Odczytaj z wykresu .

rozwiazanie nierownosci g(x) > 0.

68. Odpowiedz na pytania na podstawie podanych wykresow.
Coraz chetniej za zakupy ptacdimy kartami

Liczba transakeji dokonanych kartami [min] Wartos¢ transakeji dokonanych kartami [mid zi]
250 2075 60
200 48
150 36 478
100 24
50 56,2 1217123
ﬂ | RRL LRI R TR L TR T R L L T B L U e T L T | {] L O N BT P L EEL L I”I L L L S L L L
™~ ~ ) ™~ ™ Lo ~ 2] ™~ ™~ ™~ = ™~ ™~
z z z - z = z z z z z z z z
- i - = 4 - -t =% t =t = ot - -

a) Czy mozna sie zgodzi¢ ze stwierdzeniem, ze liczba transakcji dokonywanych kar-
tami przez caly badany okres rosta? A ze stwierdzeniem, ze wartosc transakeji do-
konywanych kartami przez caly badany okres rosta?

b) O ile procent wzrosta w badanym okresie liczba, a o ile wartos¢ transakcji doko-
nywanych kartami?

c) Ile wynosila $rednia warto$¢ transakcji dokonanej karta w pierwszym kwarta-
le 2006 r.? Jak zmienila sie ta wielko$¢ w poréwnaniu z pierwszym kwartalem
2000 r.?

d) O jakiej porze roku Polacy mniej chetnie niz zwykle wydaja pieniadze, placac
kartami?

69. Oblicz wspoélrzedne wierzchotka D réwnolegloboku ABCD, jesli A = (2, —10),
B=(7,0), C= (-2, 4).

70. Danesa punkty A = (3, 0), B = (3, —4), C = (-12, -7). Wyznacz wspolrzedne
takiego punktu P, aby spetniona byta réwnoé¢ 3PA — 2PB = iEP

71. Wykaz, ze trojkat o wierzchotkach A = (3, 2), B = (-5, 6), C = (-6, 4) jest
prostokatny. Oblicz jego obwdd i pole.






1. Od proporcjonalnosci prostej
do funkcji y=ax

Umiejetnosci:
* rysowanie wykresu funkcji y = ax
* interpretacja wspofczynnika kierunkowego funkeji y = ax

Proporcjonalnosc¢ prosta

Przykiad €)

W pewnym zakladzie fotograficznym cena jednej odbitki wynosi 60 gr. Zatem za
dwie odbitki zaplacimy 1,20 zl, za trzy - 1,80 zl itd. Zaleznos¢ miedzy liczba odbitek
a kwota do zaplacenia pokazujemy w tabeli.

 liczba odbitek 1 [ 2|3 |45 |6 |
' kwota do zaplacenia (wz) | 0,60 | 1.20 | 1,80 | 240 | 3,00 | 3,60 |

Przyktad @) « zad. 1.4

Drukarka drukuje w ciggu minuty 8 stron. Oznacza to, ze w ciagu 2 minut wydruku-
je 16 stron, w ciggu 3 minut — 24 strony itd. Zaleznos¢ miedzy czasem drukowania
a liczbg stron pokazujemy w tabeli.

lczasdrukowanja{wminutach) 1 ‘ 2 3 ‘ 4 ‘ 5 6 ‘

| liczba stron 8 | 16 | 24 ‘ 32 | 40 | 48 ‘

J

Sytuacje przedstawione w przykladach sa do siebie pod pewnym wzgledem bardzo

podobne. Wystepuja tam wielkosci, ktorych stosunek jest staly:

* w przykladzie 1 stosunek naleznej kwoty do liczby odbitek jest staly i rowny cenie
jednej odbitki,

* w przykladzie 2 stosunek liczby wydrukowanych stron do czasu drukowania jest
staly i rowny liczbie stron wydrukowanych w ciagu minuty.

Wielkosci dodatnie, ktorych stosunek jest staly, nazywamy wielkosciami wprost
proporcjonalnymi. Powiemy wigc, Ze:

* kwota nalezna za odbitki jest wprost proporcjonalna do ich liczby,

* liczba wydrukowanych stron jest wprost proporcjonalna do czasu drukowania.
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Narysujmy teraz dla kazdego z powyi- b
szych przykladow wykres funkgcji, ktora

pierwszej z wielkosci wprost proporcjo-

nalnych przyporzadkowuje druga. )

Funkcje te mozna wyrazi¢ wzorami: T I A O e -
* y=06x, [ ] e 1]
* y=8x. e | f ] Lal |

- —
x 0] 2 | x

y = 0,6x y =8x

Oznaczmy litera a staly iloraz wprost proporcjonalnych dodatnich wielkosci x i y.
Otrzymany zwigzek mozemy wéwczas zapisa¢ w postaci:

A czyli y =ax

X
Jest to wzér funkcji opisujacej wielko$ci wprost proporcjonalne. Wystepujacy w tym
wzorze wspolczynnik a nazywamy wspoélczynnikiem proporcjonalnosci. Punkty
wykresu tak okreslonej funkcji leza na jednej prostej, a caly wykres znajduje sie

w I ¢wiartce ukladu wspétrzednych.

Funkcja f(x) = ax

Rozszerzymy teraz pojecie proporcjonalnosci prostej.
Zakltadamy, ze:

* dziedzina funkgji jest zbior liczb rzeczywistych,

* wspolczynnik a jest ustalona liczba rzeczywista.

Przyktad )
Naszkicujemy wykres funkcji wyrazonej wzorem f(x)=2x, D =R.

Rozwiazanie
Obliczmy wartosci funkcji dla kilku argumentéw X

Zauwazmy, ze jezeli l(nlejne argumenty x zwigkszamy o1, to
odpowiadajace im wartosci y zwiekszaja sie o 2.

x | -1

{}5‘0

15 _ |
yl-2] < Jof2]3]4] W ._\ T34

Oznacza to, ze do kolejnych punktow wykresu dochodzimy,
robigc jeden jednostkowy krok w prawo i dwa jednostkowe
kroki w gore.
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Przykiad €
Naszkicujemy wykres funkcji wyrazonej wzorem f(x) = —4x, D =R.

Rozwiazanie
Odpowiednia tabela wartosci tej funkcji dla wybranych argumentéw ma postac:

| 1|0 | 1| 2]3]|4]s
byl 4 | o | 4| -8|-12]|-16|-20

Jezeli dla tej funkcji kolejne argumenty x zwigkszamy o 1, to odpowiadajace im war-
tosci y zmniejszaja si¢ o 4.
yA

=K ]

| agg—i®

L - «— jedna jednostka w prawo
% i cztery jednostki w dol

Materﬁafycy w takj:ej sytuacji powiedzg, ze przyrost wartosci funkgji jest ujemny.
Przyktad &) < zad. 1.7

Narysujemy wykres funkcji f(x) = %x, D =R.

Rozwiazanie

Tutaj zmianie wielkosci x o 1 jednostke odpowiada zmiana wielkosci y o % jednost-

ki, albo inaczej — zmianie wielkosci x o 3 jednostki odpowiada zmiana wielkosci y
o 2 jednostki.

|
[ «—— trzy jednostki w prawo
[ 1] i dwie jednostki w gorg
—

|

|

|




1. Od proporcjonalnosci prostej do funkcji y = ax

Uogdlnimy podane przyklady.

Niech f(x) = ax, gdzie a # 0. Wowczas f(0) = 0
i f(1) = a, zatem wykres funkcji f przechodzi przez
punkty (0, 0) oraz (1, a).

Przyjmijmy, ze trzy rozne punkty A, B oraz C nalezg do
wykresu funkcji f. Wynika stad, ze:

A = (x), ax,), B=(x,, ax;), C = (x3, ax;)

Wowczas:

AB = [x, - x;, ax, —ax,] = [x, — x;, a(x, - x,)],
AC = [x; — x, ax; —ax,] = [x; — x, a(x; — x,)]

Poniewaz , wigc punkty A, B oraz C s3 wspolliniowe.

X =% alxy - xy)

Jezeli a = 0, to wykres funkcji pokrywa sie z osia x.

1 I|~r1\-.-..--' -
LA R L b

Jezeli dziedzing funkcji f(x) = ax jest zbidr liczb rzeczywistych, to jej wykre-
sem jest prosta przechodzaca przez poczatek uktadu wspélrzednych.

Definicja

Wspolczynnik a, wystepujacy we wzorze funkcji f(x) = ax (D = R), nazywa-
my wspolczynnikiem kierunkowym.

Zbadajmy, korzystajac z definicji, monotonicznos¢ funkcji f(x) = ax. Dziedzing
funkgji jest zbior R, a wspolczynnikiem a ustalona liczba rzeczywista. Wezmy pare
argumentow x, oraz x, i zalozmy, ze wiekszy z nich oznaczony jest jako x,. Zatem:

X > X1
Wartosci funkgji dla tak oznaczonych argumentéw wynosza:
flx)) =ax,, f(x,)=ax,
Sprawdzimy, ktora z wartosci jest wigksza, badajac znak ich réznicy.
flxy) = f(x)) = ax, —ax, = a(x; - x,)
Przyjelismy, ze x, > x,;, wigc czynnik (x, — x, ) jest dodatni.
Zatem roznica f(x,)— f(x,) jest dodatniadla a > 0, ujemnadla a < 0 orazréwna
Odla a =0.
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* Funkcja f(x) = ax jest rosngca wtedy i tylko wtedy, gdy a > 0.
* Funkcja f(x) = ax jest malejaca wtedy i tylko wtedy, gdy a < 0.
* Dla a =0 funkcja f(x) = ax jest stala.

* Kazda funkcja postaci f(x) = ax, gdzie a jest ustalona liczbg rzeczywista,
jest monotoniczna.

Przyktad ) « zad. 1.9, 1.10
Dla jakich warto$ci parametru m funkcja f(x) = (7 — m)x jest rosnaca?
Rozwiagzanie
7-m=>10 «—— wspolczynnik kierunkowy dodatni
7>m
Odp.: Funkcja f(x) = (7 — m)x jestrosngcadla m < 7.

Przyktad @) < zad. 1.11
Dla jakich wartoéci parametru m funkcja f(x) = 2(|m| — 9)x jest rosngca, dla jakich
malejaca, a dla jakich stata?
Rozwiazanie
I. frosnaca
2(|m| - 9) >0 «— wspolczynnik kierunkowy dodatni
lm| -9 >0, czyli |m| > 9, stad m € (—o0; —9) U (9; o0)

II. f malejaca

2( lm| — 9) <0 ~—— wykorzystujemy rozwigzanie nieréwnosci |
m e (=9; 9)
I1I. f stala

2(lm| =9) =0, czyli m=-9 lub m=9

Odp.: Funkcja f(x) = 2(|m| — 9)x jest rosnacadla m € (—oo; —9)U(9; o), malejaca

dla m € (-9; 9) orazstaladla m=-9 lub m =9,
P

Podsumujmy wilasnosci funkcji f(x) = ax (D=R) wzaleznosci od wspolczynnika a.

I. Jezeli a =0, to wzér funkcji ma postac T 1T [7
f(x) = 0. Wykresem jest wowczas prosta po- HERN 1 |
krywajaca si¢ z osia x. Kazda liczba rzeczywi-
sta jest miejscem zerowym tej funkcji. Funkcja

jest stala, a wigc monotoniczna.
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II. Jezeli a > 0, to wykres przecina I i III ¢wiart-
ke ukladu wspolrzednych. Zbiorem wartosci
jest zbidr liczb rzeczywistych. Miejscem zero-
wym jest liczba 0. Rownanie ax = m ma do-
kladnie jedno rozwiazanie dla dowolnej war-
tosci m. Funkcja jest rosnaca. Wartosci dodat-
nie przyjmuje dla x > 0, a wartoéci ujemne
dla x <0.

I1L. Jezeli a < 0, to wykres przecina I1i IV ¢wiart-
ke ukladu wspoélrzednych. Zbiorem wartosci
jest zbior liczb rzeczywistych. Miejscem zero-
wym jest liczba 0. Rownanie ax = m ma do-
kladnie jedno rozwiazanie dla dowolnej war-
tosci m. Funkcja jest malejaca. Wartosci do-
datnie przyjmuje dla x < 0, a wartosci ujem-
ne dla x > 0.

Przyktad € < zad. 1.13

Zaznaczymy na plaszczyznie zbior wszystkich punktéw, ktére naleza do wykresow
funkcji y =ax, gdy a = -

Rozwiazanie
Szukany zbior punktéw zaznaczono na rysunku
kolorem.

Punkty wykresu funkcji y = %x nalezg do wyzna-

czonego zbioru, a punkty osi y (poza poczatkiem
uktadu) do niego nie naleza.

Przyktad €) < zad. 1.14

Sprawdzimy, dla jakich argumentéw funkcja f(x) = 2V/3x przyjmuje wartosci wiek-
sze od /3.
Rozwiazanie

f(x)> V3

2V3x >3

1
X>=-
2

Odp.: x € (-li, r:xa)
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Przykiad € « zad. 1.15

Dziedzing funkcji f(x) = —2x jest przedzial (-3; 2).

Narysujemy wykres i opiszemy wlasnosci tej funkcji. DEBREN

Rozwigzanie .

Wykresem funkcji jest odcinek bez jednego konca.

« Zbiorem wartosci f jest przedzial (—4; 6).

* Miejscem zerowym funkgji jest 0.

» Dla x € (-3; 0) funkcja przyjmuje wartosci dodatnie,
adla x € (0; 2) - wartoéci ujemne.

* Funkcja jest malejaca.

* Funkcja nie przyjmuje wartosci najmniejszej, wartos¢ naj-
wiecksza rowna 6 funkcja przyjmuje dla x = -3,

* Rownanie f(x)=m ma dokladnie jedno rozwiazanie
dla m € (-4; 6), natomiast dla m < —4 orazdla m > 6
nie ma rozwiazan.

Przyktad €) « zad. 1.16
Narysujemy wykres funkcji f(x) = H-x| i opiszemy jej wlasnosci.
Rozwigzanie

Jezeli przyjmiemy, ze g(x) = %x, to f(x) = |g(x)|. Zatem wykres funkcji f otrzy-

mamy, odbijajac symetrycznie wzgledem osi x te czes$¢ prostej y = %x, ktora lezy
pod osig, i zachowujac czesc tej prostej lezaca nad osig.

Wykresem funkcji f jest wiec suma dwoch pélprostych vh
o wspolnym poczatku w punkcie (0, 0). y=1EM ||
* D=R, ZW = (0; o0)
* Miejscem zerowym funkcji jest 0.
* Dla x € R - {0} funkcja przyjmuje wartosci dodatnie.
Funkcja nie przyjmuje wartosci ujemnych.
» Funkcja nie jest monotoniczna,
natomiast w przedziale (—oo; 0) jest malejaca,

w przedziale (0; oco) jest rosnaca.
* Funkcja nie przyjmuje wartosci najwigkszej,

wartos¢ najmniejsza rowna 0 funkcja przyjmuje dla x = 0.
* Rownanie f(x)=m nie marozwigzan dla m <0,

ma dokladnie jedno rozwigzanie dla m = 0,

ma dwa rozwiazania dla m > 0.



1. Od proporcjonalnosci prostej do funkcji y = ax

W kazdym z zadan 1.1-1.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

1.1. Wyciag narciarski moze przetransportowaé na gére 10 osob w ciggu minuty.
Zatem funkcja, ktora opisuje liczbe narciarzy przetransportowanych na gore w ciagu

X minut, jest wyrazona za pomocg wzoru

Af@)==x B f=10x  C f®=x+10. D.f(x)==.

1.2. Na wykresie przedstawiono funkcje (T T T AT
A f(x)=2x.  C. f(x)=-2x. SRR |
3 3 R |

3 s AN

B. f(x)=3x. D. f(x) = —3x. : !?
i

1.3. Wskaz warto$c m, dla ktérej wykres funkcji f(x) = (5m + 7)x przechodzi
przez punkt P = (1, —13).

A.m=4 B.m:% C.m=1 D.m=-4

1.4. Podaj wzor wigzacy wymienione wielkosci wprost proporcjonalne. Zapisz ich
wspolczynnik proporcjonalnosci.

a) obwod y okregu i promien r okregu

b) diugosc¢ y przekatnej kwadratu i obwdd x kwadratu

c) droga s przebyta ze Srednia predkoscia 80 km/h i czas t podrézy (w godzinach)

1.5. Wyznacz takg warto$¢ wspoélczynnika a, aby wykres funkcji f(x) = ax prze-
chodzit przez podany punkt P.
a) P=(3,-27) b)P=(-7,-11) «¢) P=(4-2n) d) P=(5, V125)

1.6. Punkt M = (lﬂgl(alk), -2) nalezy do wykresu funkgcji liniowej wyrazonej
wzorem f(x) = x. Wyznacz wartosc¢ k.

1.7. Dziedzina funkcji y = f(x) jest zbior liczb rzeczywistych. Naszkicuj wykres
tej funkciji,

) f=-3x b f@=3x o f@=-1x ) fl)=-2x
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1.8. Punkt A nalezy do wykresu funkcji f(x) = ax. Sprawdz, ktére sposéréd punk-
téw B, C, D réwniez naleza do wykresu tej funkcji.

a) A=(3, —6), B=(-2,4), C= (% —1), D = (=10, 5)

b)A=(§ é)ﬂ g <. C= (é 3_1)‘_;;.:(%‘%)
¢) A=(-V2, V3), B=(V3,-v2), C=(+6, -3), D= (-6, 3V6)
d) A=(21|:4?) =( g3 4—3), C:((%)”! (é)m), D:((\E)Eﬂ: ({5)%9)

1.9. Wyznacz wartos¢ m, dla ktérej podana funkcja jest rosnaca.

a) f(x)=02m-1)x d) f(x)=(5m-13)x

b) f(x) = (2~ V3m)x &) f(x)=(57+37m)x
c) f(x)=(m-3mx f) f(x):(Bm—inglg)x
1.10. Wyznacz wartosc m, dla ktérej podana funkcja jest malejaca.
a) f(x)=(7m+2)x d) f(x)=(m-19)x

b) f(x) = ('»fi":+ V’gm)x e) f(x)= (2'3 + 3'3m)x
c) f(x)=(8-3m)x f) flx)= (4m ~log H)x

1.11. Dla jakich wartosci parametru m funkcja y = f(x) jest rosnaca, dla jakich
malejaca, a dla jakich stala?

a) f(x)=-2(m-9)x d) f(x)=-5(3-|m|)x
b) f(x) = (5m - 20)x &) f(x)=((m-2)"-m’)x
Q) f(x)=-2v3(m+2)x D f(x)==V3|m’ - 4|x

1.12. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A. Funkcja f(x) = —3x jest malejaca.

B. Funkcja f(x) = —%x jest malejaca.
C. Wykresy funkcji f(x) = —%x 1 flx)= %x sa symetryczne wzgledem osi y.

D. Wykresy funkcji f(x) = ——x i f(x)= l::c' sa symetryczne wzgledem osi x.

E. Wykresy funkcji f(x) = —3x i f(x) 3x sa symetryczne wzgledem osi x.
F. Wykresy funkcji f(x) = =3x i f(x) = 3x sa symetryczne wzgledem osi y.
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1.13. Zaznacz te czes$¢ plaszczyzny, ktorej punkty nalezg do wykreséw funkeji
y = ax dla wspdlczynnikéw a spelniajacych podany warunek.

a) a>1 c)azl e) -2<a<2

b) Ocg<l d)0<ac<?2 f) a<llubaz=2

1.14. Dla jakich argumentéw funkcja y = f(x) przyjmuje wartosci mniejsze od k?

a) f(x):\f"gx, k=-35 b) f(x) =-9x, k=27n

1.15. Dziedzing funkcji y = f(x) jest zbior D. Narysuj wykres tej funkcji i opisz jej
wiasnosci.
Q) f®)=3x  D=(-69) ) f(x)=-3x D=(-84)

b) f(x)=3x D =(~o0; 2) d) f[x}:éx D\ B 0)

1.16. Dziedzina funkcji y = f(x) jest zbiér D. Narysuj wykres tej funkcji i na jego
podstawie podaj: zbior wartosci, przedzialy monotonicznosci, najwigksze i najmniej-
sze wartosci funkcji (o ile istniejg) oraz argumenty, dla ktérych funkcja je przyjmuje.
a) f(x)=2|x] D=R c) fix)=|x] D=(-46)

b) f(x)=Ix| D=R-{0} d f) =[x D=(%6

1. Dana jest funkcja f(x) = —mx. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.

A. Funkgja f jest malejaca.

B. Wykresy funkcji f(x) = —nx i f(x) = 3,14x s3 symetryczne wzgledem osi x.
C. Dla x > 1 wartosci funkcji s3 mniejsze od —3,14.

2. Zaznacz te czgsc plaszczyzny, ktorej punkty naleza do wykresow funkcji y = ax

dla wspolczynnikow a spelniajacych podwojna nieréwnos¢ -3 < a < %

3. Wyznacz takg warto§¢ parametru m, aby wykres funkeji f(x) = (0,5 — |3 — 2m|)x
przechodzit przez punkt P = (-2, 9).

4. Dana jest funkcja f(x) = -—%x o dziedzinie D = (-6; 5).

a) Narysuj wykres funkcji y = f(x).

b) Podaj wartos$¢ najwieksza i warto$¢ najmniejsza funkcji y = f(x) (oile te wartosci
istnieja) oraz argumenty, dla ktorych funkcja je przyjmuje.

¢) Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci wieksze od 17

5. Dla jakich wartosci parametru m funkcja f(x) = (Im —I}= ‘ﬁ)x jest malejaca?
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2. Funkcja liniowa i jej wykres

Umiejetnosci:

* rysowanie wykresu funkgji liniowej opisanej za pomoca wzoru

* wyznaczanie wzoru funkgji liniowej na podstawie informaciji o funkcji lub jej wykresie
* interpretacja wspofczynnikow wystepujacych we wzorze funkgcji liniowej

Jezeli wykres funkcji y = ax przesuniemy o b jednostek wzdluz osi y, czyli o wektor
[0, b], to otrzymamy wykres funkcji f(x) = ax + b.
T . = S

“y
= Tk
“y

2/amauafiiar/is

Wykres funkcji f(x) = ax + b przecina o$ y w punkcie (0, b).

Definicja

Funkcje postaci f(x) = ax + b, gdzie x € R, nazywamy funkcja liniowa.
Liczbe a nazywamy wspoétczynnikiem kierunkowym tej funkcji.

Operacja dodania liczby (dodatniej lub ujemnej) do wartos$ci funkcji nie zmienia mo-
notonicznosci tej funkcji. Wykres przesunie si¢ rownolegle wzdluz osi y. W wypadku
funkcji f(x) = ax + b mamy zatem:

* dla a < 0 funkcja jest malejaca,

* dla a = 0 funkcja jest stala,

* dla a > 0 funkcja jest rosnaca.

Podsumowujac - funkcja liniowa jest funkcjg monotoniczng.

Ponadto jesli:

* a>01i b>0, towykres przechodzi przez I, 11 i I1I éwiartke ukltadu wspétrzednych,
* a>0 i b<0, towykres przechodzi przez I, 111 IV ¢wiartke ukladu wspolrzednych,
* a<0 i b>0, towykres przechodzi przez I, I1i IV ¢wiartke uktadu wspoétrzednych,
* a<0i b<0, towykres przechodzi przez II, 1111 IV ¢wiartke ukladu wspoélrzednych.

Interpretacja wspolczynnikow a i b we wzorze f(x) = ax + b czesto pozwala na
szybkie szkicowanie wykresow funkcji liniowych oraz na czynno$¢ odwrotna - od-
czytywanie wzoru funkgji liniowej na podstawie jej wykresu.
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Przyktad €) < zad. 2.4
Naszkicujemy wykres funkgji liniowej y = f(x).

Rozwiazanie
2 N " L |
a) f(x)==x-4 Pu’[i‘.lwzmy, 7e W}rkrem.'m funkgji y = ax + b ((+)
3 jest prosta o réwnaniu y = ax + b,

0 1 | 1-" —a= %: zmianie wielkoéci x o 3 jednostki
| [ | i | || odpowiada zmiana wielkosci y o 2 jednostki

I [ ] B i _‘_| I I - «— b = —4: wykres przecina 0§ y w punkcie (0, -4)
' [
|

b) f(x)=-3
HEZY
.._]:._... = L !
o - «—— a = 0: wykres jest prosta rownolegla do osi x
X
! I — «—— b = —3: wykres przecina 0§ y w punkcie (0, -3)
I-3

Przykiad @) < zad. 2.5
Na podstawie wykresu funkcji liniowej wyznaczymy jej wzor.

Rozwiazanie

) ] %
ol 1 [ [ | ]
T i @ «— zmianie wielkodci x o 1 jednostke odpowiada
"“.f ' zmiana wielkosci y o 1 jednostkg; a =1
0% 5 A i ) «— wykres przecina o§ y w punkgcie (0, =6); b= -6
V4 | ] Jest to wykres funkcji o wzorze f(x) = x — 6.
b) o T

«—— zmianie wielkosci x 0 2 jednostki odpowiada

- & [ * * 4 3
zmiana wielkosci y 0 =3 jednostki; a = =

|

«—— wykres przecina 0o$ y w punkcie (0, 4); b=4

Jest to wykres funkcji o wzorze f(x) = —%x + 4.
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Wyznaczymy miejsca zerowe funkcji f(x) = ax + b.

ax+b=0 «—— rozwigzujemy réwnanie f(x) =0
ax =-b

Jezeli a # 0, to rbwnanie ma jedno rozwiazanie postaci x = ——.
a

Jezeli a =0 i b =0, torozwiazaniem rownania jest kazda liczba rzeczywista.
Jezeli a =0 i b # 0, to rownanie nie ma rozwiazan.

Funkgcja liniowa f(x) = ax + b, gdzie x € R, ma albo jedno miejsce zerowe
(gdy a # 0), albo nieskonczenie wiele miejsc zerowych (gdy a = 0 i b = 0),
albo nie ma miejsc zerowych (gdy a=0 i b # 0).

Przykitad ) « zad. 2.7
Wyznaczymy miejsca zerowe funkcji y = f(x).

Rozwiazanie

a) f(x)=x+4 c) f(x)=0

x+4=0 Odp.: Kazda liczba rzeczywista
Odp.: x = —4 jest miejscem zerowym tej funkcji.
b) f(x)=-2x+5 d) f(x)=3

-2x+5=0

Odp.: Ta funkcja nie ma miejsc
Odp.: x = ; zerowych.

Przyktad o zad. 2.9

Wyznaczymy punkty przecigcia wykresu funkcji y = —%x + 3 z osiami ukladu
wspolrzednych.

Rozwiazanie

Punkt przecigcia z osia y (czyli dla x = 0).
A= (0, 3) —dla x =0 warto$¢ y =3
Punkt przecigcia z osia x (czylidla y = 0).
0= —%x +3 «— rozwigzujemy réwnanie y =0
x = 6, zatem szukany punkt to B = (6, 0).
Odp.: Wykres funkgcji y = —%x +3 przecina osie ukladu wspotrzednych w punktach

A=1(0,3)i B=(6,0).
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Przyktad &) < zad. 2.10
Narysujemy wykres i opiszemy wlasnosci funkcji f(x) = —2x + 6.

Rozwiazanie

Najpierw znajdziemy punkty przeciecia wykresu z osiami ukladu wspétrzednych:
z osig y: punkt (0, 6)
z osia x: punkt (3, 0) «—— rozwigzanie rownania 0 = -2x + 6

Wiasnoéci tej funkcji odczytujemy z wykresu.
o D=R

« ZW =R

* Miejscem zerowym funkgcji jest x = 3.

* Funkcja jest malejgca.

* Dla x € (—o0; 3) funkcja przyjmuje wartosci dodatnie.

* Dla x € (3; o0) funkcja przyjmuje wartosci ujemne.

Przyktad @) < zad. 2.11
Narysujemy wykres funkcji f(x) = 2x — 1 o dziedzinie D = (-1; o0).

Rozwigzanie

=y

L&

! / B +~— punkt (-1, =3) nie nalezy do wykresu

Wykresem funkgji jest polprosta bez punktu poczatkowego.

Przyktad §) < zad. 2.12
Dla jakiego argumentu x funkcja o wzorze f(x) = %x — 5 przyjmuje wartos¢ —27

Rozwigzanie
1

E.’x -5==2 «—— rozwigzujemy rownanie f(x) = -2
1

-x=3

2

x=6

Odp.: Funkcja f przyjmuje wartos$¢ -2 dla x = 6.
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Przyktad @) « zad.2.13
Dla jakich argumentow x funkcja g(x) = -%x + 2 przyjmuje wartosci wieksze od 3?

Rozwiazanie

——Xt 2> 3 —— rozwigzujemy nierownosé g(x) > 3

x< -2

Odp.: Wartosci funkgcji g sa wigksze od 3 dla x < =2.

Przyktad €) < zad. 2.16
Sprawdzimy, czy punkty A = (\5, 1) oraz B = (3, 2\5) naleza do wykresu funkgji
Filx) = V2x - 1.

Rozwiazanie
Punkt nalezy do wykresu funkcji, jezeli jego wspolrzedne spelniaja wzor tej funkgji.

fx)=V2x-1, A=(V2,1)
f(V2)=v2-+2-1 «— w miejsce x we wzorze funkcji podstawiamy V2
f(V2)=2-1=1 —— jest to druga wspblrzedna punktu A
Odp.: Punkt A nalezy do wykresu funkcji f.
f(x)=+vV2x-1, B= (3, EVE)
f3)=+v2-3-1
f3)=3V2-1#2V2
Odp.: Punkt B nie nalezy do wykresu funkgji f.

Przykiad €) « zad. 2.17
Sprawdzimy, dla jakich wartosci m punkt A = (m - 1, 2m — 5) lezy na prostej
orownaniu y = 3x-7.

Rozwiazanie
2m-5=3(m-1)-7 «—— wspolrzedne punktu A majg spelniaé rownanie prostej
2m-3m=5-3-7
-m = -5, czyli m=5

Odp.: Punkt A lezy na prostej o rownaniu y = 3x -7, gdy m = 5.
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Przykiad €) « zad.2.23

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych wykres funkcji liniowej
f(x) = (m-2)x+m+7 przechodzi przez I, I1i IV ¢wiartke uktadu wspotrzednych.

Rozwiazanie
Warunek zadania bedzie spelniony, gdy wspoélczynniki spelnig uklad nieréwnoéci:

m-2<0 +«—— wspolczynnik kierunkowy ujemny

{ m+7>0 «— wykres przecina o$ y powyzej punktu (0, 0)
m< 2

{m s

Odp.: m € (-7; 2)

Przykiad € < zad. 2.25

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru k, dla ktérych funkcja liniowa
f(x) = (4 —3k)x — 1 + k jest rosnaca, a jej wykres przecina 0§ y ponizej punktu
M = (0, -3).

Rozwiazanie
Warunki zadania beda spetnione, gdy wspolczynniki spelnia uklad nierownosci:

4-3k>0 «— wspolczynnik kierunkowy dodatni
-1+k<-3 «— wykres przecina 0é y ponizej punktu (0, —3)
4

Odp.: k € (—o0; =2)

Przyktad €5) < zad. 2.28
Narysujemy wykres funkcji f(x) = |x — 1| — 4 i podamy zbior jej wartosci.
Rozwiazanie

Rysujemy kolejne wykresy.

Krok1: g(x) =x-1

(przesuniecie réwnolegle prostej y = x o wektor [0, —1])
Krok 2: h(x) = |g(x)| = |x - 1|

(symetria czesci wykresu g lezacych pod osia x wzgledem tej osi)

Krok3: f(x)=h(x)-4=|x-1|-4
(przesunigcie wykresu h o wektor [0, —4])

Odp.: ZW = (—4; o0)
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Przykiad € < zad. 2.29

Narysujemy wykres funkcji f(x) = ||x + 2| = 3| i na jego podstawie podamy liczbe
rozwigzan rownania f(x) = k, gdzie k € R.

Rozwiazanie

Rysujemy kolejne wykresy.
Krok1: g(x) =x+2 «— przesunigcie rownolegle prostej y = x
o wektor [0, 2]
Krok 2: h(x) = | g{x}[ = |x + 2| «—— symetria czesci wykresu g lezacych ponizej osi x

wzgledem tej osi
Krok3: m(x) =h(x)-3=|x+2| -3 «— przesunigcie wykresu h o wektor [0, —3]

Krok4: f(x) = |m(x)| = |lx+ 2] =3] «— symetria czgéci wykresu m lezacych ponizej osi x
wzgledem tej osi

Wartosé k ;ﬁ:ﬁ:’fﬂ
| k€ (005 0) 0
| k=0 2
k € (0; 3) 4
k=3 3
| k € (3; o0) s

W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

2.1. Wskaz punkt, w ktérym wykres funkcji f(x) = —=2x + 5 przecina 0§ y.
A. (0, =5) B. (0, -2) C. (0, 2) D. (0, 5)

2.2. Wskaz wzor funkgji, ktorej wykres przedstawiony
jest na rysunku.

A. f(x)= %x+ 3

B. f(x) = ~——§-x+3

C. f(x) = —;x+3

D. f(x) = —%x 43
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2.3. Wskaz miejsce zerowe funkcji f(x) = 12x + 3.

A. -3 B. -1 c i D.3
4 4

2.4. Narysuj wykres funkcji y = f(x), wykorzystujac interpretacje graficzng jej
wspotczynnikow.

a) y=x+2 c) y=—x-4 e) y=2x+3 g) y=-3x-1
1 1 3 7
b)y——ix d}y—gx—Z f)y—gx h)y——ix+l

2.5. Podaj wzor funkcji f przedstawionej na wykresie.

b) c)
¥ / Wney
' 1-.. ! 4 s
4 - \I‘-

] X
AT
2.6. Zaznacz te czeSC plaszczyzny, ktdrej punkty naleza do wykreséw funkgji
y = —x + b dla wspdlczynnikow b spelniajacych podany warunek.

a) bz1 b) -2<b<g?2 c) |bl =3 d) |b-2| <

b |

2.7. Wyznacz miejsce zerowe funkcji y = f(x).

a) f(x)=>5x-2 c) f(x):x—v’f e) f(x)=-4

b) f(x)=~§x+l d) flx)=V2x f) flx)=V3x-3
2.8. Wyznacz miejsca zerowe funkcji y = f(x).

a) f(x)=|x+5| c) flx)=13x-4/+V2 e f(x)=|x+4]-7
b) f(x)=|2x - 6] d) f(x)=]x-1|-4 f) f(x)=|2x-1|-5
2.9. Wyznacz punkty przecigcia wykresu funkcji f z osiami ukladu wspolrzednych.
a) f(x)=3x-6 c) f(x)=-7x e) flx)=0

b) f(x) = %x + 3% d) f(x) = —V5x + T—E ) flx)=2x-16
2.10. Narysuj wykres funkcji y = f(x) i opisz jej wlasnosci.

a) f{x}=-%x+2 ¢) f(x)=3x-2

b) f(x) = 2x -4 d) f(x)=4

5
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2.11. Narysuj wykres funkcji y = f(x) o podanym wzorze i dziedzinie D.

a) f(x)=-x+1 D = (—o0; 3)
b) f(x)=x+3 D=N
¢) f(x)=-2x D=2
d) f(x)=x-4 D =(-1; 6)

2.12. Dlajakich argumentow funkcja f(x) = —2x+1 przyjmuje wartosci: —1,0, 3, -27

2.13. Dla jakich argumentow funkcja f(x) = 6x + 11 przyjmuje wartosci wigksze

od =77

2.14. Dla jakich argumentéw funkcja f(x)

ujemne?

2.15. Dla jakich argumentow funkcja f(x)
mniejsze od /57

3 . . iy e
—o%+ 2 przyjmuje wartosci nie-

2+/5x - 3V/5 przyjmuje wartosci

2.16. Sprawdz, ktore z podanych punktow naleza do wykresu danej funkgji.

a) f(x)=3x-4
b) f(x)=-V3x+2

A=(1,0), B=(-2,-5), C=(2,2), D=(0, -4)
A=(V3,-1), B=(0,2), C=(-1,3), D=(1,2-V3)

2.17. Dla jakich wartosci m punkt A lezy na prostej [?

a) A= (m, 2m) I: y=5x+3
b) A=(m+1, 13) ILy=7x-1
c) A=(m-2,m-1) f:y=-%x+§

d) A=(2, -2) Ly=(m-3)x+4

Zapis I: y=5x+3 czytamy (%)

sprostal o rownaniu y = 5x + 3",

2.18. Wyznacz takg wartos¢ parametru m, aby wykres funkcji f(x) = mx+3 prze-

chodzil przez punkt (2, -3).

2.19. Wyznacz warto$¢ parametru m tak, aby do wykresu funkcji y = f(x) nalezal

punkt A. Dla obliczonego m napisz wzor funkgji.

a) f(x)=3mx-m+7 A=(3-1)
2 1

b) f(x) = 2x - (2m - 3) A:(ZE, 5)

c) f(x)=(7-4m)x + 11 A=(-2,1)

d) f(x}:3(2—l§m)—2x A= (-2, -5)

2.20. Wyznacz taka wartosc k, aby miejscem zerowym funkcji f(x) = 2x + k byla

liczba —4.
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2.21. Narysuj wykres funkcji y = -3x + 5.

a) Wyznacz miejsce zerowe tej funkgcji.

b) Sprawdz rachunkowo, czy punkty A = (1, 2) i B = (-3, —4) naleza do wykresu
tej funkcji.

c) Czy funkcja ta jest rosngca, malejaca czy stala?

2.22. Dana jest funkcja y = §x~ 2.
a) Wyznacz miejsce zerowe tej funkcji.

¢

42 +8
5

b) Jakg warto$¢ przyjmuje ta funkcja dla argumentu

¢) Dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosci nie mniejsze od 87

2.23. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych wykres funkgji linio-
wej f(x) = (m—2)x—2(m+ 1) przechodzi przez II, 111 i IV ¢wiartke ukladu
wspotrzednych.

2.24, Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych wykres funkgji linio-
wej f(x) = (] - Zém)x + m + 5 przechodzi przez I, Il i IV ¢wiartke ukladu
wspolrzednych.

2.25. Wyznacz wszystkie wartodci parametru k, dla ktérych funkcja liniowa
f(x) =(1-k)x—k+5 jest malejaca, a jej wykres przecina 0§ y powyzej punktu
A=(0,-2).

2.26. Wyznacz wszystkie wartoéci parametru k, dla ktérych funkcja liniowa
f(x) = (6 —k)—2(k - 1)x jest rosnaca, a jej wykres przecina o§ y powyzej punktu
K = (0, 7).

2.27. Wyznacz wszystkie warto$ci parametru k, dla ktérych funkcja liniowa
f(x) = (1 - 2k)x — (3k — 2) jest malejaca, a jej wykres przecina o§ y ponizej punktu
M = (0, -1).

2.28. Narysuj wykres funkcji y = f(x) ina jego podstawie okresl zbior wartosci
funkciji.
a) f(x)=|x-2|+1 c) f(x)=|x—-4|-7 e) f(x)=13x+6|+1

b) f(x)=|x+5]+2 d) f(x)=2|x-3|-4 f) f{x}=‘%x—l|—3
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2.29. Narysuj wykres funkcji y = f(x) ina jego podstawie podaj liczbe rozwiazan

rébwnania f(x) = m, gdzie m € R.

a) f(x) = |lx-5|-7| 0) f(x)=|l2x+6| - 6|
b) f(x) =|lx~7-2) d) f(x)=“§x-2|—5‘

¢+ 2.30. Dla jakich wartosci m wykres funkcji y = f(x) pokrywa si¢ z osia x?
a) f(x) = (7 - |m|)x Q) f(x)=-2(m’~9)x+m-3
b) f(x) = (m’~16)x—m-4 d) f(x)=(Iml-9)x+m-3

1. Dana jest funkcja f(x) = 12x + 3. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A. Funkcja [ jest malejaca.

B. Funkcja f przyjmuje wartosci nieujemne dla x < —i.

C. Wykres funkcji f przecina os y w punkcie (0, 3).

2. Zaznacz te cze$¢ plaszczyzny, ktérej punkty naleza do wykreséw funkgji

b | e

y= —%x +b dla wspolczynnikow b spelniajacych podwdjna nieréwnosé -2 < b <

3. Dana jest funkcja g(x) = —2x + 3.
a) Znajdz miejsce zerowe funkcji g.
b) Jaka jest warto$c¢ funkeji g dla x = 4%?

c) Dla jakich argumentéw funkcja g przyjmuje wartosci wigksze od 5?

4. Wyznacz punkty przeciecia wykresu funkcji f(x) = |[x—7| - 8| — 2 z osiami
uktadu wspétrzednych.

5. Dziedzina funkcji f(x) = Ex - 3| jest przedziat (0; 4).

a) Naszkicuj wykres funkgji f.

b) Czy funkcja przyjmuje wartos¢ najwigksza? Jesli tak, podaj te wartos¢ oraz argu-
menty, dla ktorych funkcja ja przyjmuje.

¢) Czy funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejsza? Jesli tak, podaj te wartos¢ oraz argu-
menty, dla ktérych funkcja ja przyjmuje.



3. Rownanie prostej
przechodzacej
przez dwa punkty

Umiejetnosci:

* wyznaczanie rownania prostej przechodzace] przez dwa dane punkty

* wykorzystywanie wiasnosci funkcji liniowej do interpretaciji zagadnien osadzonych
w kontekscie praktycznym

Przez dwa rézne punkty przechodzi dokladnie jedna prosta. Na plaszczyzZnie z ukla-
dem wspolrzednych rozpatrzymy dwa przypadki.

I. Punkty wyznaczaja prosta, ktéra II. Punkty wyznaczaja prosta, ktora nie

jest prostopadla do osi x. Taka pro- jest prostopadla do osi x. Taka prosta
sta nie jest wykresem zadnej funkcji, jest wykresem pewnej funkcji liniowej,
a jej rownanie ma posta¢ x = m. a jej rownanie ma posta¢ y = ax + b.
rh TA]
I X=m
! i'F 4 ! |
ol T 1m [ %|

Réwnanie postaci y = ax + b nazywamy réwnaniem kierunkowym prostej.

Przykiad €) < zad. 3.4
Wyznaczymy rownanie prostej przechodzacej przez punkty A i B.

Rozwiazanie

a) A=(-4,2) i B=(-4, -2) «— pierwsze wspolrzedne punktow A i B sg takie same
T3 .
A
B 4 o
______ .4 e Y 1S N Y
5 i - «—— prosta jest prostopadia do osi x
T 3
| B

Odp.: Prosta AB ma rownanie x = —4.



BN 356 Dziat 4. Funkcija liniowa

b) A =(=2;3) i B=(1,3) «— drugie wspdlrzedne punktow A i B s3 takie same
[ [ [ 8 [ []]
A B
o .
yeE3l [ |
o
C ! = «—— prosta jest rownolegla do osi x

Odp.: Prosta AB ma roéwnanie y = 3.

c) A=(-2,1)i B=(2, 3)
Prosta AB nie jest prostopadla do osi x, zatem jej rownanie ma posta¢ y = ax + b.

—a= %, bo czterem jednostkom wzdhuz osi x odpowiadaja

dwie jednostki wzdluz osi y

«—— b = 2, bo prosta przecina 0§ y w punkcie (0, 2)

Odp.: Prosta AB ma rownanie y = %x + 2,

d}A:(]i_i) iB:(E, _i) I ..}'+ 5
15 7" 35 g5

Prosta AB nie jest prostopadla do osi x, zatem jej réw- HEEREEE:
i -

nanie ma posta¢ y = ax+b, ale wtym wypadkutrudno = 0 ,,-""’r:t |1y
jest odczyta¢ warto$ci wspolczynnikéw bezposrednio /’J_ﬂ L=y i R .

1 5
z rysunku. L
1
BT =a+b «— podstawiamy wspolrzedne punktu A w miejsce x i y
2 _3 : e
~3 = Ea +b «— podstawiamy wspolrzedne punktu B w miejsce x i y
Wspolczynniki a i b spelniaja zatem uklad réwnan:
1
a+b=—-—
13 159 «—— rozwigzujemy uklad rownan
Za+b=—-—
LT 35
[ 1
a= =
- 32
biw—t
{ 5
X : 1 2
Odp.: Prosta AB ma rownanie y = 33X 5
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Wyznaczymy wspélczynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty
A = (x4, y4) oraz B = (xp, yp), wiedzac, ze x, # xp, czyli punkty Ai B nie leza
na prostej rownoleglej do osi y.
Prosta AB ma rownanie y = ax +b. Aby wyznaczy¢ wspolczynnik a, rozwigzujemy
ukfad réownan
Ya=X,-a+b

{ yp=xg-a+b

metodg przeciwnych wspolczynnikow.

{ ya=X,-a+b

Y YA =Xy rad=Xi+a

W dalszych rozwazaniach pominiemy pierwsze réwnanie - wyznaczamy tylko
wspotczynnik kierunkowy. W drugim réwnaniu wylagczamy a przed nawias.

Yg— VA= g(xﬂ - xA) «—— z zalozenia x, # x5
e VB~ VA
IH—XA

Wspolczynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty A = (x4, y4)
i B=(xp yp) gdzie x, # xp, jest rowny 8- 24
*B — X4

Przyktad 9 zad. 3.5

Wyznaczymy wspoélczynnik kierunkowy a prostej AB, majac dane wspolrzedne
punktow A i B.

Rozwiazanie
a) Az(—zv'i, 3) i B=(2,5)

g YB=Ya_ 5-3 _ 2 _1-v3  \3-1
xp=X4  2+2V3 2(1+v3) 1-3 2
Ch:j|:l.:a=“'l@“1

b) A=(-n,7) i B= (2v13, 7)
77
a4 = =1
2413+ 7
Odp.:a=20

«—— prosta AB jest rownolegla do osi x
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Przykiad €) « zad. 36
Napiszemy rownanie prostej AB, wiedzac, ze A = (—2 V3, 3) i B=(2,5).
Rozwiazanie

Wykorzystamy obliczenia z przykladu 2a.
Prosta AB ma réwnanie y =ax + b, przy czym:

yp—ya _ V3-1

a= = , czyli:
Xp— X4 2 Y
V3-1
y= x+b
2
V3-1 . , e
b= -2+b «—— podstawiamy wspotrzedne punktu B w miejsce x i y

5=v3-1+b, czyli b=6-3
_1x+6—\@.

Odp.: Prosta AB ma réwnanie y =

Aby wyznaczy¢ rownanie prostej przechodzacej przez dwa dane punkty, naj-
pierw poréwnujemy pierwsze wspolrzedne tych punktow:

]'E'Sil 53 one I‘DW!‘IE prosta ma rownanie w postac: nleklerunkowe]
X =m,

* jesli sa one rozne, prosta ma rownanie w postaci kierunkowej
y=ax+b.
Wowczas:
- odczytujemy wartosci a i b z wykresu lub
— rozwigzujemy odpowiedni uklad réwnan, lub
- wyznaczamy wspolczynnik kierunkowy prostej, a drugi wspolczynnik ob-
liczamy, rozwiazujac odpowiednie rownanie.

Przykiad €) < zad. 39

Sprawdzimy, czy punkty A = (=3, 1), B = (-1,2) i C = (3,5) lezg na jednej
prostej.

Rozwiazanie

Jedna z metod rozwigzywania tego zadania - sprawdzenie rownolegloéci odpowied-
nich wektoréw - byla oméwiona wezesniej. Inng metoda jest znalezienie réwnania
prostej przechodzacej przez dwa z podanych punktéw, a nastepnie sprawdzenie, czy
wspolrzedne trzeciego punktu spelniaja to rownanie.
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Wyznaczamy rownanie prostej AB.

1
{1:—3a+b {—1:—2:1 “=3
2=-a+b 2=-a+b p=2l
2
Prosta AB ma rownanie y = %x + %
% + % =4+5 «— podstawiamy wspolrzedne punktu C

Odp.: Punkty A, Bi C nie leza na jednej prostej.

Przyktad @) « zad. 3.15

O godzinie 2% stan wody w rzece byt réwny 2,4 m. O godzinie 4% stan wody wynosil
juz 3,2 m. Zakladamy, ze woda przybiera wciaz w tym samym tempie, co oznacza, ze
stan wody (w zaleznosci od czasu) jest opisany za pomoca funkcji w = a - f + b, gdzie
w oznacza wysoko$¢ wody w metrach, natomiast ¢ - kolejne godziny. Obliczymy,
kiedy poziom wody osiagnie stan ostrzegawczy rowny 4,4 m.
Rozwiazanie
Wykres tej funkcji przechodzi przez dwa podane punkty (2, 2,4) i (4, 3,2). Po pod-
stawieniu ich wspolrzednych do wzoru otrzymujemy uklad rownan:
24=a-2+b

{ 32=a-4+b
Rozwigzaniem ukladu jest para liczb a = 0,4 i b = 1,6. Zalezno$¢ stanu wody od
czasu (w godzinach) ma wiec postac:

w =04+ 16
Aby wyznaczyc godzing, o ktorej woda osiagnie stan ostrzegawczy, trzeba znalez¢ taki
argument £, dla ktorego wartos¢ w = 4,4, czyli rozwigzac réwnanie:

04t +1,6=44

t=7

Odp.: Woda osiagnie stan ostrzegawczy o godzinie 7%,

W kazdym z zadan 3.1-3.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

3.1. Wskaz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty (-2, 2) i (4, -1).
1 1 1 1
A.y—ix+l B.y—ix—l C.y——£x+1 D.y——Ex—]

359 S
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3.2. Wskaz pare punktow, przez ktére nie przechodzi wykres zadnej funkcji

liniowe;j.
A.(3,-2) i (-3, -2) C.(=3,0) i (0,0)
B. (3,-2)i (-3 2) D.(3,-2) i (3, 2)

3.3. Wskaz punkt nalezacy do prostej przechodzacej przez punkty (0, 3) i (6, 5).
A. (100, 37) B. (101, 37) C. (102, 37) D. (103, 37)

3.4. Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez dane punkty A i B.

2) A=(2,4) B = (-5, 4) da=(53) B=(513)
b) A=(1§,—2) B=(1§, -2) &) A={-1,-12) B=(3.8)
) A=(-7,5  B=(-4 -1) ) A=(2%, 3) B=(1j—1é)
3.5. Wyznacz wspolczynnik kierunkowy prostej AB, majac dane wspolrzgdne punk-
tow Ai B.
a) A=(-2,-7), B=(-5,9) d) A=(1,V3+2), B=(-3,3)
1 1 43 5
b) A—(3E, —5), B—(Zg,-l) ) A-(T, -3), B-(—zv’ﬁ, 25)

(V2-+3,2v2), B=(-V3,2)

C)A:(gﬁ: Vlr?), B:(\ﬁ_l’_]) f‘) A
3.6. Wyznacz wspolczynnik kierunkowy prostej AB. Napisz réwnanie prostej.
a}A:(—x@,—S),B:{l,{]} d}AZ(lg,Z\E—I),B:(\B’ ]%xﬁ)

b) A = (—% zz), B = (7, -15,5) e) A=(v3, -1), B= ("S %)

¢) A=(1—v’§, —4), B:(x@,v’ﬁﬂ) f) Az(lg-g,—@), B = (0, -5)

3.7. Wyznacz rownanie prostej przecinajacej osie ukladu wspolrzednych w poda-
nych punktach A i B.

a) A= (0, -1) B=(3—l, 0) d) A=(0,3) B=(§, 0)
b) A=(0,-1) B=(-2,0) e) A=(0,7) B=(2%, o)

) A=0.4 B=(-30) D 4=(0,-v3) B=(-30)
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3.8. Wykaz, ze prosta przecinajaca osie ukladu wspotrzednych w punktach (a, 0)

oraz (0, b)dla a # 0 i b # 0 mozna opisac za pomoca rownania f + % =1

3.9. Sprawdz, czy punkty P, M, L leza na jednej prostej.

a) P=(2,0) M=(0,-1) L=(4,2)
b) P = (1, 0) M=(0,-3 L=(2,2)
&) P =0, 4) M=(-2,0) L=(-3,-2)
d) P=(1, -1) M=(-1,7) L= G —2)

e) P=(52V2) M=(30) L=(1,-2v2)
o p=(st) w=(3)) =»

3.10. Wyznacz brakujaca wspolrzedna tak, aby punkty A, B, C byly wspélliniowe.

a) A=(1,2) B=(306) C=(-1,y)

B A=@ -1) B= (x, —%) C = (-4, 2)

c) A=(x, -3) B=(52) C=(-4, -7)
d) A= (-3, -7) B={(1, 1) C=(0, )

e) f’i=(1, 1%) B = (x, -2) C =(-3, 4)

) A=(V5,y) B=(-1,-v5) C=(23-+5)
3.11. Jaki warunek musi spelnia¢ m, aby punkty R, S, T nie byly wspétliniowe?
a) R=(-1,0) S=(0,2) T =(m, 4)

b) R=(0, -1) §=(1,0) = (2. )

c) R=(0, 0) S=(-1,3) T = (m, —6)

d) R= (-1, -1) S=(0,1) 1= {2, m)

3.12. Sprawdz, czy istnieje taka warto$c k, dla ktorej punkty
A=(-12, -8), B=(-4-|2k|, -7), C = (4, -4), D = (|6k — 4|, -1)
sa wspolliniowe.

3.13. Wykaz, ze punkty A = (3, —3\5), B= (\5, —2\.5), C= (— V5, Vq_ﬂ)
nie sg wspolliniowe.

3.14. Komputer pobiera z internetu ze stala predkoscia plik o duzym rozmiarze.

Pobieranie rozpoczelo sie 0 1732 i do 1740 pobrane zostato 15% pliku.

a) O ktorej godzinie plik zostanie pobrany w calosci?

b) O ktorej godzinie skonczyloby si¢ pobieranie pliku o dwa razy wigkszym rozmia-
rze, gdyby predkosc pobierania byla dwa razy wigksza?
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3.15. W wannie znajduje sie 120 litréw wody. Po wyjeciu korka woda zaczyna wy-
plywac w stalym tempie i po 30 sekundach pozostaje jej 95 litrow. Podaj wzdr i dzie-
dzing funkcji, ktora opisuje, ile wody znajduje si¢ w wannie po f minutach.

© 3.16. Jeden z rodzajow czastek elementarnych emitowanych przez Storice to neutri-

no, poruszajace sie z predkoscia zblizona do predkodci $wiatla. Przyjmijmy, ze jedno

z neutrin powstato na Storicu o godzinie 12", zmierza w kierunku Ziemi, przenika

przez nia i dalej porusza sie w przestrzeni kosmicznej.

a) Podaj wzor funkgji, ktora opisuje odleglosc tego neutrina od Ziemi (w kilome-
trach) w zaleznosci od czasu mierzonego od godziny 12% (w sekundach).

b) O ktorej godzinie neutrino przeniknie przez Ziemig? Podaj wynik z dokladnoscia
do 1 minuty.

c) O ktdrej godzinie neutrino minie orbite Neptuna? Podaj wynik z doktadnoscig do
10 minut.

W obliczeniach przyjmij, ze predkoé¢ neutrina wynosi 3 - 10° km/s, odlegtoé¢ Ziemi

od Storica jest réwna 1,5- 10° km, a odleglos¢ od Ziemi do orbity Neptuna jest rowna

4,35 - 10" km. Pomin Srednice Ziemi.

1. Dane sa punkty A =(2, -1) i B = (4, 0). Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A. Prosta przechodzaca przez punkty A i B ma rownanie y = %x - 2.

B. Punkty A, Boraz C = (-4, —4) sa wspolliniowe.
C. Punkty A, Boraz C = (100, 48) s wspolliniowe.

2. Wyznacz rownanie prostej przechodzacej przez punkty (-2, 5) i (6, 3).

3. Sprawdz, czy punkty A = (-—%, -—2), B = (-2—, ]), C= (3, l?%) naleza do jednej

prostej.

4. Dla jakich wartosci k punkty A = (-8, =5), B=(|3k+ 1], 0), C= (5, %)
sa wspolliniowe?
5. W pewien letni poranek o godzinie 72° temperatura wynosita 22,3°C, a o godzinie

945 bylo juz 26,2°C. Zakladajac, ze temperatura w opisywanym czasie rosta w stalym
tempie, oblicz, o ktorej godzinie temperatura przekroczyla 25°C.



4. Rysowanie wykresow funkcji
przedziatami liniowych

Umiejetnosci:
* rysowanie wykresu funkcji wyrazonej roznymi wzorami w przedziatach
* odczytywanie wiasnosci takich funkcji na podstawie wykresu

Przyktad €D
Naszkicujemy wykres funkcji y = 2x — 1 okreslonej dla czterech réznych dziedzin.
a) xR b) x> -1 ) x<2 d) x € (-1; 2)

Rozwiazanie
Obliczmy wartosci funkcji dla dwoch argumentow: f(-1) =2:(-1) -1 = -3 oraz
f(2) =2-2-1 = 3. Wykresami funkcji sa odpowiednio:
a) prosta b) polprosta c) polprosta d) odcinek
bez poczatku

Czgsto spotykamy si¢ z wykresami utworzo-
nymi z odcinkow. Rozne funkcje mozna ba-
dag, przyblizajac je w przedzialach za pomo-
ca funkgji liniowych (zobacz rysunek obok).

|
Nauczymy si¢ teraz sporzadza¢ zbudowane z odcinkow wykresy funkcji opisanych
Za pOMoCa Wzoru.,

Przykiad &) < zad. 4.6, 4.7

Dziedzing funkgji f jest suma przedzialéw (—oo; 0) U (1; o0). W kazdym z prze-
dzialéw funkcja zostala okreslona inaczej: argumentom z przedziatu (—oo; 0) przy-
porzadkowuje wartosci zgodnie ze wzorem f(x) = x + 1, natomiast argumentom
z przedzialu (1; co) wedlug wzoru f(x) = x — 1. Narysujemy wykres funkcji f.
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Rozwiazanie

Podang funkcje mozemy wyrazi¢ wzorem f(x) = {x+ 1 dla x € (~00; 0)

x—1 dla x € (1; c0) °
Obliczmy wartosci funkcji f w kilku punktach.

f2)=2-1=1 —— 2 € {1; o0), wigc warto$¢ funkgjidla x =2
obliczamy ze wzoru f(x) = x -1
B 1—l —n e ; 0), wiec wartosc funkgji dl: .
f =] = 2+ =% 5 € (003 0), wige wartos¢ funkgjidla x = -
obliczamy ze wzoru f(x) = x + 1
f(0)=0+1=1 — 0 € (—oe; 0}
f()=1-1=0 —1 € {15 o)
Liczby z przedzialu (0; 1) nie nalezg do dziedziny tej = | | [yh | | |
funkcji. Fragment wykresu odpowiadajgcy argumen- | | | Ly FAx)
tom z przedziatu (—oo; 0) jest pdlprosta; fragment od- | / .
powiadajacy argumentom z przedzialu (1; oo) tez jest V4RI
polprosta. Wykresem funkcji y = f(x) jest wigc suma / '
dwach pétprostych.
Przyktad )

Podamy dziedzing i narysujemy wykres funkcji f(x) = |x|.
Rozwiazanie
Jedli przyjmiemy, ze g(x) = x, to f(x) = |g(x)| i wykres funkcji f otrzymamy,
korzystajac z wczesniej poznanych regul. Mozemy tez postapic inaczej.
Zapiszmy wzdr funkcji f w nastepujacej postaci: f(x) = { i ddatg v
-x dla x<0
Dziedzing funkcji f jest zbidr liczb rzeczywistych R. Tk |
Fragment wykresu odpowiadajacy argumentom z prze- L[] |
dzialu (—o0; 0) jest polprosta bez poczatku (0, 0);
fragment odpowiadajacy argumentom z przedzialu = NT
(0; oo) jest polprosta o poczatku (0, 0). Wykres tej funk- o 1
cji jest wiec suma dwoch poélprostych jak na rysunku. | ] |

Przyktad @) < zad. 46, 4.7
Wyznaczymy dziedzine i narysujemy wykres funkcji f(x) = {

]

-2 dla x e (=3; 1)

x dlaxe(1;3)
Rozwiazanie

Dziedzing funkcji jest suma (=3; 1) U (1; 3) = (-3; 3).
Skoro 1 € (1;3), to f(1) = 1. Ma to swoja ilustracje na
wykresie w postaci zamalowanego koleczka odpowia-
dajacego punktowi o wspolrzednych (1, 1) i pustego ;
koéteczka odpowiadajacego punktowi o wspotrzednych
(1, =2).
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Przykitad @) « zad. 46, 4.7
Wyznaczymy dziedzine i narysujemy wykres podanej funkgcji.

-3 dla x € (=003 =2)
fx)=1x-1 dla x e (-2; 2)
2 dla x € (2; o0)

Rozwigzanie

Dziedzing funkcji f jest suma trzech przedzialow rowna zbiorowi liczb rzeczywi-
stych R. W pierwszym i ostatnim z podanych przedzialow funkcja f jest stala. Spraw-
dzamy, jaka wartos¢ funkcja f przyjmuje dla x = -2,

f(=2)=-2-1=-3
ZwrdéEmy uwage, ze w punkcie x = -2 puste koélecz- EIW
ko z lewej strony naklada sie na zamalowane kotecz- HER a8
ko z prawej strony. Inaczej jest dla argumentu x = 2. T A .
Z lewej strony wykres ,,dochodzi” do pustego koleczka o/ 3 >

w punkcie (2, 1), a z prawej zaczyna si¢ zamalowanym il S|
koteczkiem w punkcie (2, 2). —/ | Y ENX)|

Przyktad ) < zad. 4.11

-3 dla x = -2
Narysujemy wykres i opiszemy wlasnoéci funkcji f(x) = 4‘ 2x+1 dla x € (-2; 1).

Rozwiazanie 1 dla x=1

Pierwsza i ostatnia linia wzoru funkcji oznaczajg, ze dowykre- | 7 Ty4 [ ||
su naleza punkty (-2, =3)i (1, 1). Pozostalg cz¢s¢ wykresusta- | /}, = fix)]
nowi odcinek bez koncow. Punkt (-2, —3) jest akurat jednym .

4 -
1 X
nie ma tej wlasnosci (2-1+1=3 # 1). '

|
z konicow odcinka (2 - (-2) + 1 = -3), natomiast punkt (1, 1) /{

Wzér funkcji f mozna zatem zapisac kroce;j.

_12x+1 dla xe (-2;1)
J&) {l dla x=1

Wiasnosci funkgji f:
e D=(-2;1), ZW = (-3; 3),

f(x) =0 dla XZ—%, f(x)>0 dla x € (—%; 1>, f(x)<0 dla x € <—2; ——;-)

° f nie przyjmuje wartosci najwif;kszej,

f przyjmuje warto$¢ najmniejsza rowng -3 dla x = -2,

f nie jest monotoniczna, ale w przedziale (-2; 1) jest rosnaca,
rownanie f(x) =m ma 0 rozwiazan dla m € (-o0; =3) U (3; o0),
1 rozwiazanie dla m € (-3; 3) — {1}, 2 rozwiazaniadla m = 1.
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Przykiad € < zad. 4.13

W pewnym panstwie przyjeto nastepujace zasady placenia podatku dochodowego:

* obywatel, ktorego roczny dochod nie przekracza 1000 euro, nie placi podatku,

» obywatel, ktorego roczny dochdd przekracza 1000 euro, placi podatek w wysokosci
20% swojego dochodu pomniejszonego o 1000 euro.

Na przyklad podatek nalezny od dochodu w wysokosci 5000 euro wynosi:
20% - (5000 — 1000) = 800 (euro)
Podamy wzor i naszkicujemy wykres funkcji opisujacej podatek p, ktéry nalezy za-
placi¢ od dochodu w wysokosci d euro.
Rozwiazanie
Funkcje mozna okresli¢ za pomoca wzoru:

(d)_"ﬂ dla 0 <d <1000 o
= | 0,2(d — 1000) dla d > 1000 E:
i ( | y+p(d)
(d):-ﬂ dla 0<d <1000 200 | 1 '
p | 0,2d =200 dla d > 1000 o[ 200 1000 %]

W kazdym z zadan 4.1-4.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

4.1. Wskaz zbior wartoéci funkcji f(x) = {;x_-;] ii: i : E{;,K;?

A. (-2; c0) B. (-=o00; 1) C. (—o0; =2) U (1; 00) D.R

4.2. Danajest funkcja f(x) = —V17x + V33 dla x € (~119; —118). Wskaz zdanie
prawdziwe dotyczace tej funkcji.

A. Funkgcja f przyjmuje warto$¢ najwieksza i przyjmuje warto$¢ najmniejsza.

B. Funkgcja f nie przyjmuje warto$ci najwiekszej i przyjmuje wartos¢ najmniejsza.
C. Funkgcja f nie przyjmuje warto$ci najmniejszej i przyjmuje warto$¢ najwieksza.
D. Funkcja f nie przyjmuje wartosci najwigkszej ani wartosci najmniejsze;j.

4.3. Wskaz wzér funkgji, ktéra ma miejsce zerowe.

A. f(x)=x+3 dla x € (-1;4) C. f(x) =3x-6 dla x € (-2; 2)

B. f(x)=-2x-11 dla x € (~o0; —6) D. f(x) = V3x dla x € (0; oo)

4.4. Narysuj wykres funkcji g o podanej dziedzinie D.

a) glx)=x-1, D={(-2;2) c) g(x)=-2x+5, D=(-1;2)U(3;5)
b) g(x)=2x-2, D=(-00;0) U(l;00) d) g(x)= %x +2, D=(-00;-9)U (3;6)
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4.5. Okredl dziedzine i wzor funkcji, ktérej wykresem jest podany zbidr.

a) odcinek o koncach (0, 1)i (1, 6)

b) odcinek o koncach (1, —=1)i (2, 2)

c) potprosta rownolegla do osi x o poczatku w punkcie (-3, 3) i przecinajaca o$ y

4.6. Sporzadz wykres funkgji.

_12%2+3 dla x€ (=2;~I) ; _|-2x+1 dla x € (~00; 1)
& JuE)= {33:—2 dla x € (1; 2) §) Jay= {29:—3 dla x € (1; o0)
-2 dla x € (—o0; 1) _|x dla xe(=3;1)
b) f(x)#{x—-f‘m dla x € (1; o0) d]f(x)*{l dla x € (1; o0)

4.7. Sporzadz wykres funkcji.

Ly dia meteoor—3) .
3 2 dla x € (—4; -3)

a) flx) =+ %x+2 dla x€(-3;6) ¢ f(x)=41-2-4x dla xe(-3;0)

1 2x-2 dla x € {0; 2)
—Ex+? dla x € (6; c0) h

L

[ x+2 dla x € (—oo0; —1) [ 2 dla x = -1
b) f(x)=40 dla x = -1 d) f(x)=4 -x dla xe(-1;1)

| x -2 dla x € (-1; o0) (-1 dla x=1
4.8. Podaj wzor funkcji przedstawionej na wykresie.
LTI T T [ATTT] [ T]T14]

1_. 4 { L L H :l..L. 4

. Iﬂ 1 ? :I] ?

T TT AT TTT] T T[]

=y

4.9. Sporzadz wykres funkcji i na jego podstawie okresl monotonicznos$¢ funkcji.

2) f(x}={2x+l dla x <2 0 (x}:{—x—Z dla x <5
31 dla &2 g ~2%x+3 dla £35

|3 dla x<1 |1 dla x<0,5
b) h(x)_{—SerZ dla x> 1 d)z{x}_{z dla x >0,5
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4.10. Wyznacz wspolczynniki a, b w taki sposdob, aby podany wzér okreslat funkcje
przedstawiong na rysunku.

dla x £ -3
B! fld {2 b dlaas=3

-2x+a dla x € (-o0; =-2)
c) f(x)=43x+b dla xe(-2;0)
-2x+b dla x € (0; o0)

7h

f—t | S | —t } -'f'T’%\.
? i o L A9 1

]

—x+a dlax>3 ax+10 dla x € (—o0; —4)
b) f lx+b dla x < 3 d) f(x) =4b dla x € (—4; 2)
3 2x-b  dla x € (2; o)
J"

4 _ [ L[] [oh [ ]
B Ol —E | [/

x
T TN /....ﬂi_?

4.11. Narysuj wykres funkgji.

-2x-6 dla x<-2
X dla -2<x<1
1ie) = -3x+4 dlal<x<2
x—4 dla x > 2
Na podstawie wykresu ocen, ktore zdania sa prawdziwe, a ktore falszywe.
A. Funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejsza réwna -2 dla dwéch argumentow:
x=-2, x=2.
W przedziale (-2; 1) funkcja f jest rosnaca.
W przedziale (2; oo) funkcja f jest rosnaca.
. W zbiorze (-2; 1) U (2; oo) funkcja f jest rosnaca.
Funkcja f przyjmuje wartos$¢ najwieksza réwna 1 dla argumentu x = 1.

m mMOOF

Dla x € (D; %) funkcja przyjmuje wartosci dodatnie.

o)

. Dla x € (—o0; =3) U (0; %) U (4; o0) funkcja przyjmuje wartosci dodatnie.



4. Rysowanie wykresow funkcji przedziatami liniowych

4.12. Sporzqdz wykres funkcji i na jego podstawie nkresl monotoniczno$¢ funkceji.

[3x—-1 dlax<1 (5 dla x < -2
a) f(x)=14 2x dla1<x<3 ¢) f(x) =42 dla-2<x<0
[ x+3 dlax=3 (1 dlax=0
[ —5x -7 dla x < -1 [x+1 dla x<-3
b) f(x)=4 -x-3 dla-1<x<2 d) f(x)=142x+5 dla -3 x-c.cl
[ 2x-1 dla x>2 [ 3x+5 dla x=

4.13. Przyjrzyj sie propozycjom rozwigzan podatkowych przedstawionym przez
trzy partie polityczne.

partla A » Kazdy obywatel placi podatek w wysokosci 20% swojego rocznego dochodu.

!partia B | » Kazdy obywatel, ktérego roczny dochod nie przekracza 5000 zl, nie placi
podatku,

* Kazdy obywatel, ktorego roczny dochod przekracza 5000 zl, placi podatek
w wysokosci 25% swojego dochodu pomniejszonego o 5000 zl.

partla C|» Kazdy obywatel, ktorego roczny dochéd nie przekracza 10000 zl, placi
podatek w wysokosci 20% swojego dochodu.
* Kazdy obywatel, ktorego roczny dochoéd przekracza 10 000 zi, placi podatek

w wysokosci 30% swojego dochodu.

a) Porownaj, jaki podatek nalezy zaplaci¢ od rocznego dochodu w wysokosci
20 000 zt wedtug kazdej z przedstawionych zasad.

b) Podaj wzory funkcji A(x), B(x), C(x), ktore rocznemu dochodowi x podatnika
wyrazonemu w zl przyporzadkowuja nalezny podatek.

¢) Naszkicuj w jednym uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji A(x), B(x), C(x).

d) Dla jakiego rocznego dochodu propozycja partii B jest bardziej optacalna dla po-
datnika niz propozycja partii A?

4.14. Przeksztalcajac odpowiednio wykres funkcji
o 2x41 dlax€ {~32)
fx)= {—x+? dla x € (2;5) °
sporzadz wykres funkcji g(x) = [f(x)|. Odczytaj z wykresu warto$¢ najmniejsza
i warto$¢ najwieksza funkcji g oraz argumenty, dla ktérych funkcja je przyjmuje.

4.15. Przeksztalcajac odpowiednio wykres funkgji
=3 dla x < -1
fen= {x—z dla x = -1’
sporzadz wykres funkeji g(x) = | f(x)|. Odczytaj z wykresu przedziaty monotonicz-

nosci funkgji g.
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-x—=2 dla x<]1
2x-3 dlax=1
sporzadz wykres funkcji g(x) = |f(x)|. Odczytaj z wykresu, dla jakich warto$ci m

réwnanie g(x) = m ma dwa rozwigzania.

4.16. Przeksztalcajac odpowiednio wykres funkcji f(x) = {

-x+2 dla|x-1]<2
3 dla |x-1|>2
wykresu podaj dziedzine, zbior wartosci, miejsca zerowe funkgcji, przedzialy, w kto-
rych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie i w ktorych ujemne, przedzialy mono-
tonicznodci, warto$¢ najwieksza i warto$¢ najmniejsza oraz okresl liczbe rozwigzan

4.17. Sporzadz wykres funkcji f(x) = { Na podstawie

rownania f(x) = m w zalezno$ci od wartosci parametru m.

1
-x+2 dl 2
1. Funkcja f wyrazona jest wzorem f(x) = { 5T MRS

2x—-2 dla x=2
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Funkgcja f jest rosnaca.
B. Funkcja f ma dwa miejsca zerowe.

C. Najmniejsza wartoscia funkcji f w przedziale (1; 2) jest -Z:

2. Sporzadz wykres funkcji f(x) = —%x+ 4 dla x € {(—6; 0) U (3; co).

3. Sporzadz wykres funkgji, ktora kazdej liczbie rzeczywistej x mniejszej od 4 przy-
porzadkowuje polowe liczby przeciwnej do x, a kazdej liczbie rzeczywistej nie mniej-
szej od 4 przyporzadkowuje liczbe o 2 mniejsza od polowy x.

4. Sporzadz wykres funkcji f i na jego podstawie okresl monotonicznos¢ funkcji.
1

—,a4:+E dla x<1
2 2

=1 dla 1<x<4
5x—-7 dlax>4

5. Wyznacz wspoélczynniki a, b we wzorze funkcji f w taki sposob, aby wzor okreslal
funkcje przedstawiong na rysunku.

fx) =

HEENEENE S

ax+b dla x € (—o0; —4) L1 [ YEAx) .

f(x) = { —ax dla x € (—4; 2) O i B, N Y
4ax—-b-1 dla x € (2; o0) = o=




5. Rownanie prostej
w postaci ogolnej

Umiejetnosci:
* opisywanie zbiorow punktow na ptaszczyznie kartezjariskiej
* zapisywanie rownania prostej w postaci ogoinej

Wprowadzenie ukladu kartezjanskiego na plaszczyznie pozwala na opisywanie roz-
nych zbioréw punktow tej plaszczyzny za pomoca réwnan badz nierownosci.
Przykitad €) < zad. 55

Zaznaczymy w ukladzie wspolrzednych dane zbiory.

Rozwiazanie

a) A= {(_x, y): x,yeER i y= lx} Zapis x, y € R jest skroconym zapisem  ((+)
2 warunkux e R i y € R.

-
X

=

Réwnanie y = %x opisuje prosta przechodzaca przez poczatek ukladu wspét-
rzednych.

b) B={(x,y): x,yeRi-1<y<2}
(TT T .

| | yE=2

1-
o 1 |
| | | IxF=i

-
X

Zbior B jest pasem rownoleglym do osi x.

) C={(x,y): x,yeRix<0iy>0}

2 |

1
4

II]j x

Zbior C tworzg punkty II ¢wiartki ukladu wspotrzednych.
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d) D={(x, y): x,yeRi-1<xs2i-1<y

N
b

-
X

Zbior D jest kwadratem.

e) E:{(x,y): x,yeR i y:v’E}
Do narysowania tego zbioru potrzebne jest dodatkowe zalozenie, ze x = 0.

o 5

Zbior E jest wykresem funkcji y = /x. |
Py

Uktad wspolrzednych na plaszczyZnie pozwala na opisanie (w postaci rownania lub
nieréwnosci) zaleznosci miedzy zmiennymi x i y. Jezeli ktéra$ ze zmiennych nie wy-
stepuje w takim opisie (czyli wspotczynnik przy tej zmiennej jest rowny 0), to przyj-
mujemy, ze moze mie¢ dowolna wartos¢ rzeczywista.

Zastanowmy sie teraz, jaki zbior punktow jest wyrazony rownaniem ax + by = ¢
z niewiadomymi x, y w zaleznosci od wartosci wspélczynnikow a, b i c.

* Gdy a =b =c =0, toréwnanie Ox + 0y = 0 przedstawia cala plaszczyzne, bo
jest spelnione przez kazda pare liczb (x, y) - czyli kazdy punkt plaszczyzny jest
opisany za pomoca tego rownania.

* Gdy a=0, b=01i c#0, toréwnania 0x + Oy = ¢ nie spelnia zadna para liczb
(x, ¥), mozemy powiedziec, ze takie réwnanie opisuje zbior pusty.

* Jezeli b # 0, to zrownania ax + by = ¢ mozemy wyznaczy¢ zmienng .

g g
Y=gt b

Niezaleznie od wartosci wspolczynnikow a i ¢ to rownanie jest wzorem funkgji li-
niowej zmiennej x i opisuje prosta, ktéra jest wykresem tej funkcji na plaszczyznie.
» Jezeli b = 0 i a # 0, to wrébwnaniu ax = ¢ zmienna y moze przyjmowac

dowolng wartosc rzeczywista. Rownanie to mozemy przeksztalci¢ do postaci:

c
xX=-
a

Takie réGwnanie opisuje zatem na plaszczyznie prosta prostopadla do osi x, ktora
oczywiscie nie jest wykresem zadnej funkcji zmiennej x.
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Réwnanie ax + by = ¢ o zmiennych x i y opisuje:
cala plaszczyzne, gdy a=b=c =0,

* zbior pusty,gdy a=b=01i c# 0,

* prosta, gdy a i b nie sg jednoczesnie rowne 0.

Réwnanie ax + by = ¢, gdy a i b nie s3 rownoczesnie rowne zero, czyli réwnanie
liniowe z dwiema niewiadomymi, nazywamy réwnaniem prostej w postaci ogélnej,
natomiast rOwnanie y = ax + b réwnaniem kierunkowym prostej.

Rownanie prostej w postaci ogolnej czesto bedziemy zapisywac w postaci

ax + by — ¢ = 0 (wszystkie wyrazy po jednej stronie rownania przyrownane do ze-
ra), a zalozenie, Ze a i b nie sa rownoczesnie roGwne zero — w rownowaznej postaci
a’+b* #0.

Mowimy rowniez, ze wykresem réwnania liniowego z dwiema niewiadomymi lub
jego interpretacja geometryczna na plaszczyZnie kartezjanskiej jest prosta.
Przyktad @) < zad. 5.6

Przeksztalcimy dane réwnanie prostej z postaci ogdlnej do postaci kierunkowej.

Rozwiazanie

a) 2x—-y-3=0 b) x+3y—-4=0
—gr==l% 43 dJy=—x+4
y=2x-3 y=—%x+§

Przyktad €) « zad. 5.8
Przeksztalcimy dane réwnanie kierunkowe prostej do postaci ogdlnej.

Rozwigzanie

a) y= V5x -3 +«—— wystarczy przeniesc wszystkie wyrazy
—f5ax y+3=0 na jedng strone i uporzadkowa¢ ich kolejnosc
3 1
b) y=-2x+ =
)y 4 2
|
-x+y—-=-=0 «— jezeli zalezy nam na catkowitych wspolczynnikach,
4 - to obydwie strony réwnania mnozymy przez 4
SX+4y—-2=90

J

Zauwazmy, ze roOwnanie danej prostej w postaci ogélnej mozna zapisa na nieskon-
czenie wiele sposobow (jedne rownania powstaja z innych przez pomnozenie przez
liczbe rézna od zera). Natomiast jezeli prosta ma rownanie w postaci kierunkowej,
to jest ono tylko jedno.
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Przykiad @) « zad. 5.9

Sprawdzimy, czy rownania 26x —-65y+91 =0 i -0,4x + y— 1,4 = 0 opisuja rozne
proste.

Rozwigzanie
Jezeli kazde z rownan zapiszemy w postaci kierunkowej, to z pierwszego otrzymamy
—65y = -26x—-91, czyli y= Lew ﬂ, y = Zx+ z, azdrugiego y = 0,4x + 1,4.
65 65 5 5

Obydwa réwnania sa wigc rownowazne i opisuja te samg prosta.
To samo zadanie mozna rozwiazac krocej: pomnozy¢ obydwie strony drugiego row-
nania przez brakujacy wspolczynnik przy y, czyli przez —65, i sprawdzi¢ wartosci
pozostalych uzyskanych w ten sposéb wspolczynnikow.

.

Do narysowania prostej wystarczy zna¢ polozenie dwoch punktow, ktore do niej na-
leza. Latwo jest wyznaczy¢ punkty przecigcia prostej z osiami uktadu wspolrzednych,
zwlaszcza gdy rownanie prostej jest dane w postaci ogdlne;.

Przyktad ) < zad. 5.11

Wyznaczymy punkty przecigcia prostej o rownaniu 2x -3y +6 = 0 z osiami ukladu
wspolrzednych i narysujemy te prosta.

Rozwiazanie
Aby wyznaczy¢ punkt przeciecia prostej z osig x, rozwigzujemy uklad réwnan:

(2x-3y+6=0

) y=0 «—— kazdy punkt osi x ma wspolrzedng y =0
(2x+6=0 x=-3

4hy=0 {y:o

Punkt przecigcia z osig x ma wspolrzedne (-3, 0).
Aby wyznaczy¢ punkt przecigcia prostej z osig y, rozwigzujemy uklad réwnan:

[2x-3y+6=0

lx =0 «— kazdy punkt osi ¥y ma wspdlrzgdng x =0
(—3y+6=0 il T i
Lx=0 EERERNAZ AN
[y=2
[x =0

Punkt przeciecia z osig y ma wspolrzedne (0, 2).

Odp.: Punkty przecigcia prostej z osiami to (=3, 0) i (0, 2).
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Przykiad ) « zad.5.13 PE T T Il
Narysujemy prosta o podanym réwnaniu. . L
a) 2x-3=0 H———HH
3 . — : . =)
Jest to prosta x = = prostopadia do osi x, przecinajaca ja
+ -
wpunkcie(i—, O). L L1
b) 2y+1=0 l.ly
Jest to prosta y = " rownolegla do osi x, przecinajaca o§ y |
w punkcie (II}, -l) 0 | X
. 120+3=0|

Przyktad €) < zad. 5.14

Narysujemy zbior punktoéw opisany za pomoca podanego row-
nania.

a) (x+3)2x-y+3)=0 b) [x+2|+|y-5/=0

Rozwiazanie

a) (x+3)2x—-y+3)=0, czyli:
x+3=0 lub 2x-y+3=0
x=-3 lub y=2x+3

Odp.: Szukanym zbiorem jest suma dwdch prostych. - /
b) [x+2|+|y-5|=0 ——la| +|b| = 0 wtedy i tylko wtedy, | | | 57 W
lx+2/=0 i |y-5/=0 gly a=01ib=0 EESAG

R e e o e e e

-

x =2 i y=5
Odp.: Szukanym zbiorem jest punkt (-2, 5).

Przyktad € < zad. 5.15

Opiszemy za pomocg rownan proste, w ktérych zawarte sa kra- [ T 28 ]
wedzie narysowanej litery F.

Rozwiazanie

Cztery proste pionowe maja rownania:
x=-3, x=-2, x=-1 oraz x = 0.
Proste poziome wyrazone sa rownaniami:
y=1, y=4, y=5, y=7 oraz y =8.

i
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L

) Przyktad @) « zad. 5.16-5.22
Dla jakich wartosci m prosta o rownaniu 5x+ (2m—1)y+3 = 0 nie przecina drugiej
i trzeciej ¢wiartki ukladu wspotrzednych?
Rozwigzanie
Jezeli prosta nie przecina drugiej i trzeciej ¢wiartki uktadu wspoltrzednych, to zawiera
sie w pierwszej i czwartej lub pokrywa si¢ z osia y. Zatem jej rownanie musi miec
postac:

x =c¢, gdzie ¢ 20
Warunek dla zadnego m nie bedzie spelniony, bo nawet jesli 2m — 1 = 0, to dane
roéwnanie ma posta¢ 5x +3 =0, czyli x = —%. Jest to rownanie opisujace prosta
pionowa zawarta w drugiej i trzeciej ¢wiartce ukladu wspotrzednych.

Odp.: Nie ma takiej wartosci m.

W kazdym z zadan 5.1-5.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W Zeszycie.

5.1. Wskaz rownanie opisujace wykres funkcji f(x) = —x - %

A. 15x + 60y — 28 = 0 C. 15x+60y+23_0
B. 15x — 60y — 28 = 0 D. —15x — 60y + 28 = 0

5.2. Wskaz zbior opisujacy figure przedstawiona T T [xd |
na rysunku. T
A D {(x, ) x>-2i-2<y<1} A ) I )
={(x, y): x,yeRi-2<x<1} . = -'
={(x, y): x2-21i-2<y<1} T T
DD={{x y: x2-2i-2<y<1}

EEEC AN

5.3. Wskaz punkt przecigcia prostej 12x+ 3y —4 =0 z osig x.
A (0.-3) B. (0,3) c.(-30) D. (3. 0)
3 3 3 3

5.4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Réwnanie 4x — 2y + 1 = 0 opisuje prosta przechodzaca przez I, I1 i I1I ¢wiartke
ukfadu wspotrzednych.

B. Prosta o rownaniu 4y — = 0 jest rownolegla do osi x.

C. Prosta o rownaniu mx — 2 = 0 nie jest wykresem funkcji.
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5.5. Zaznacz na plaszczyZnie kartezjanskiej podany zbidr.
a) A={(x,y): x,yeRi-1<x<2}

b) B={(x, y): x€(-2;2) i y=-x}

) C={(x, y): x>0i-1<y<3}

d D={(x,y):x€ZiyelZ}

e) E={(x,y:x,yeRix<liy=1-x}

f) F={(x, y): xe(-31)iye(-2;4)}

g) G={(x, y): Ix| <4 i y=|x|}

h}H={{x,y}: |x[::9iy=«/ﬁ}

5.6. Przeksztal¢ rownanie prostej z postaci ogolnej do postaci kierunkowej, jesli to
mozliwe.

a) x-y=0 c) 2y-7=0 e) 2x—-2y+1=0

b) x-3y+2=0 d) 2x-5=0 f) x+2y—-4=0

5.7. Wyznacz wspolczynnik kierunkowy prostej opisanej podanym réwnaniem.

a) x+y-3=0 c) 2x+3y-1=0
b) 4x-y+7=0 d) V2x-5y+m=0
5.8. Przeksztal¢ rownanie prostej z postaci kierunkowej do postaci ogolnej.
a) y=2x-5 c) y=—-x e)y:—%x+1

2 2 3 2
b)y—§x+5 d)y——§x+ﬁ f}y-gx—Z

5.9. Sprawdz, czy oba rownania opisujg te sama prosta.

a) 2x—y+3=0 -2x+y-3=0

b) x+3y-2=0 x-3y+2=0

c) Ix+7y-2=0 -6x—14y+4=0
d) 3x+6=0 2y+4=0

e) —2x+4y-10=0 3x—-6y+15=0
f) 2x-y+3=0 4x-2y+6=0

5.10. Podaj przyklad trzech réznych réwnarn liniowych opisujacych te sama prosta.

5.11. Wyznacz punkty przecigcia prostej z osiami ukladu wspoélrzednych i narysuj
te prosta.

a) x+y—-3=0 c) 3x+7y-21=0 e) 2x—y-V2=0

b) 2x-y-2=0 d) -2x-5y+10=0 f) 2x+y+2=0

377 .
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5.12. Wyznacz piec par liczb spelniajacych podane réwnanie.

a) x—-y+7=0 c) —x+3y+2=0

b) 2x+y-3=0 d) 3x-4y-4=0

5.13. W ukladzie wspolrzednych poprowadz prosta o podanym réwnaniu.

a) 2x+7=0 c) 2x+5y—-10=0 €) 2x-3y+6=0

b) x-2y+6=0 d) 2y-5=0 f) 2y =3x+12
5.14. Zaznacz w ukladzie wspolrzednych zbior punktéw opisany rownaniem.
a) x(x-y)=0 e) lx-1|+|y+2|=0

b) (x-2)(y+1)=0 f) (x-2)(x+5)=0

c) x*-6x+9=0 g) (x—1)3+{y+3)2=0

d) y* +8y+16=0 h) (x-6)"=0

5.15. Zaznacz w jednym ukladzie wspolrzednych proste o rownaniach:
y=x-2,y=x+2, y=-x+2oraz y=-x-2
Ile osi symetrii ma figura bedaca suma tych prostych? Czy ma $rodek symetrii?

5.16. Wyznacz ¢wiartki ukladu wspolrzednych, przez ktoére przechodzi podana

prosta.
a) y=2x-1 c) x+2y+10=0 e) gx—Zy—S:[}
b) x-5y=0 d) x+2y-6=0 f x+1=0

5.17. Dla jakich wartosci m prosta o rGwnaniu 2y + 3x = m przechodzi przez
a) pierwsza ¢wiartke ukladu wspétrzednych?
b) trzecia ¢wiartke uktadu wspélrzednych?

5.18. Dobierz m tak, aby prosta o réwnaniu (m —1)x — y = m—3 nie miala punk-
tow wspolnych z podang ¢wiartka ukladu wspétrzednych.
a) I b) II c) III d) IV

5.19. DIa jakich wartosci m prosta o podanym rownaniu nie przechodzi przez trze-
cig ¢wiartke ukltadu wspdtrzednych?

a) y=mx+3 c) m+1)x-2y+5=0

b) y=(m+2)x+1 d) 2(m-3)x+3y+8=0

5.20. Dla jakich warto$ci m prosta o podanym réwnaniu przechodzi przez pierwsza,
trzecia i czwarta ¢wiartke uktadu wspétrzednych?

a) m=5)x-y-m-1=0 c) m=-2)x-3y-m+2=0

b) (4-m)x-y-m+2=0 d) (m+4)x-2y+m-1=0
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5.21. Dobierz m tak, aby prosta o podanym réwnaniu przechodzila tylko przez
pierwsza i druga ¢wiartke ukladu wspélrzednych.

a) y=(m-7)x+5 c) m=5)x+3y+2=0

b) y=2(m+3)x+7 d) B-mx+7y-1=0

5.22. Dobierz m tak, aby prosta o danym réwnaniu nie przecinala drugiej i trzeciej
¢wiartki ukladu wspoélrzednych.

a) 2x+my—-5=20 c) 5x-(2m+6)y-3=0

b) 3x+(m-1)y+2=0 d) x+(m-5)y-m=0

5.23. Dla jakich wartosci m wykres funkcji f(x) = |x| + m ma co najmniej jeden
punkt wspdlny z prostokatem o wierzchotkach (0, 1), (-2, 1), (-2, =3), (0, -3)?

5.24. Dla jakich wartosci m wykres funkcji  f(x) = mx + 2 + m ma co najmniej
jeden punkt wspolny z kwadratem o wierzchotkach (1, 1), (-1, 1), (=1, =1),(1, =1)?

1. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.

A. Roéwnanie 2x + 4y + 3 = 0 opisuje prosta przechodzaca przez I, I1 i IV ¢wiartke
ukladu wspolrzednych.

B. Prosta o rownaniu —3x7m = 0 jest rownolegla do osi x.

C. Prosta o réwnaniu V7x + my = 2 jest wykresem funkcji.

2. Wyznacz punkty przeciecia prostej 2x+ 7y — 14 = 0 z osiami ukladu wspélrzed-
nych i narysuj te prosta.

3. Dla jakich wartoéci m prosta o réwnaniu 3x + V5y = m przechodzi przez II, 11
i IV ¢wiartke uktadu wspotrzednych?

4. Narysuj na plaszczyznie kartezjanskiej zbior:
A={(x, y): xe(-42) i ye (-3 4)}

Jaka figura geometryczna jest zbior A? Ile jest réwne jej pole?

5. Dla jakich wartosci m prosta o réwnaniu 2x+ ¥ = m ma co najmniej jeden punkt
wspolny z prostokatem o wierzchotkach (1, 3), (-3, 3), (-3, -2), (1, -2)?
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6. Potozenie dwoch prostych
na ptaszczyznie

Umiejetnosci:

* wyznaczanie rownania prostej, ktora jest rownolegta lub prostopadta do danej
prostej | przechodzi przez dany punkt

* badanie rownolegtosci i prostopadiosci prostych na podstawie ich rownan

Kazda prosta przechodzaca przez poczatek ukladu wspaétrzednych i niepokrywajaca
si¢ z osig y jest wykresem pewnej funkcji o wzorze y = ax (D = R), gdzie a jest
wspolczynnikiem kierunkowym tej prostej.

_ Twierdzenie | _]

Wykresy funkcji y = a;x+b; i y = a,x+b, sarownolegle wtedy i tylko wtedy,
gdy wspolczynniki kierunkowe tych funkeji sa réwne, tzn. gdy a, = a,.

Dowdd tego twierdzenia poznacie podczas dalszej nauki.

Przykiad €D
Narysujemy w jednym ukladzie wspolrzednych VT
wykresy funkcji: | |
y=2x-1, y=—%x+3, y=—%x+1, ! ' !
y=2x+2, y=—lx—2 | / |
i wskazemy wérdd nich proste rownolegte. ; o)/ 1
Rozwigzanie +— _. '“‘“*-..j’*e |
Prostymi roéwnoleglymi sa wykresy funkcji: f o 3]
e y=2x—-lorazy=2x+2, H{?' “?f [ |
a takze: VAN Bl
y——§x+3, yﬁ—5x+1, yv——ix—z.

Przyktad &) < zad. 6.6

Napiszemy rownanie prostej [ przechodzacej przez punkt P = (1, -5) i rownoleglej
do prostej y = =3x + 1.
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Rozwiazanie

y=ax+b

y==3x+b «—— prosta [ jest rownolegla do prostej y = -=3x + 1
-5=-3-1+b «— punkt P = (1, -5) lezy na prostej !

b=-2

Odp.: Prosta l ma rownanie y = —3x — 2.

Przykiad &) < zad. 6.7

Dla jakich wartosci m prosta o réwnaniu y = (2m+ 3)x — 3 jest réwnolegla do pros-
te) y=-5x+1?
Rozwiazanie
2m+3=-5 «—— wspdlczynniki kierunkowe obu prostych sa rowne
m= -4
Odp.: Dla m = -4.

J
-

Zajmiemy sie teraz prostymi prostopadlymi na plaszczyznie kartezjaniskiej. Zacznij-

my od najprostszych sytuacji.

* Jezeli prosta maréwnanie y = b, tokazda prosta do niej prostopadla ma réownanie
postaci x = c.

* Jezeli prosta ma rownanie x = ¢, to kazda prosta do niej prostopadta ma réwnanie
postaci y = b.

Jezeli rozwazamy proste prostopadle, z ktérych zadna nie jest rownolegla do osi ukla-

du wspoélrzednych, to kazda z nich ma réwnanie postaci y = ax + b.

1 B I{=1gdak
LR LAl A"

Prosta prostopadla do prostej o réwnaniu y = mx (m # 0) i przechodzaca
1

przez poczatek uktadu wspoélrzednych ma réwnanie y = ——X.
Dowdad | ] | |2h ] _
Przyjmijmy, ze m > 0. o "
Prosta y = mx przechodzi przez punkt B = (1, m). P Wi
Niech A=(1,0) i O=(0, 0). e 1 i 7
Oznaczmy 4AOB = «. BEERY 1
Przez poczatek ukladu prowadzimy prosta y = ax | 4] | ) ?
prostopadla do danej i zaznaczamy na niej odcinek 3
OB’ rowny odcinkowi OB, jak na rysunku. ;-"'\

4A'OB = 180° - 90° ~ & = 90° ~ a = 4ABO ‘
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Zatem AAOB jest przystajacy do AA'B'O (cecha kbk). Stad B' = (-m, 1), wiec
1l =a-(-m) «— punkt B' lezy na prostej y = ax
1 e A ol
a= = czyli y = mx rownanie prostej OB

Zauwazmy, ze nie ma zadnego znaczenia poczatkowe zalozenie dotyczace znaku licz-
by m, gdyz dla m < 0 prowadzone rozumowanie jest analogiczne.

Koniec dowodu

[loczyn wspolczynnikéow kierunkowych dwaéch prostych prostopadlych nie-
réwnoleglych do osi ukladu wspolrzednych jest rowny —1.

Przykiad €

. : . : . . 1
Prosta o réwnaniu y = —4x jest prostopadla do prostej o rownaniu y = i a prosta

. 5 2 _ . o :
o réwnaniu y = %x jest prostopadla do prostej o réwnaniu y = —/2x.

Prosta prostopadta do prostej o rownaniu y = ax +b, gdzie a # 0, ma rowna-
nie postaci y = —lx +.C.
o
Przyktad ©)

Prostal ma réwnanie y = 7x-5. Kazda prosta prostopadla do [ ma rownanie postaci

1 ; ! : ¢ o
Y=okt b. Takich prostych jest nieskoriczenie wiele.

Przyktad ) < zad. 6.9

Napiszemy réwnanie prostej prostopadlej do danej prostej [ i przechodzacej przez
dany punkt P.

Rozwiazanie
a)  y=3x-2, P=(-1, 4)

1
y = —gx +b «—— rownanie prostej prostopadlej do prostej /
1
4 = =" (-1)+b «—— wstawiamy wspolrzedne punktu P
2
b=3=
3

¢ : 1 11
Odp.: Szukana prosta ma rownanie y = ey
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b) I: 2x+5y=1, P=(2, -1)
1

y= -gx 3 5 «—— zapisujemy réwnanie prostej [ w postaci kierunkowej
5
y= Ex +b «— rdwnanie prostej prostopadlej do proste;j |
5
-1 = 3 2+b «—— wstlawiamy wspolrzedne punktu P
b=-6

5
Odp.: Szukana prosta ma réwnanie y = 3X- 6.

c) . y=-3, P= (\5,3)
Prosta [ jest réwnolegla do osi x, wiec prosta prostopadta do niej jest prostopadta do
osi x i nie ma rownania kierunkowego, tylko rownanie postaci x = a.

Odp.: Szukana prosta ma réwnanie x = /3.

Przyktad ) < zad. 6.10

Dla jakich warto$ci m prosta o réwnaniu y = 2mx + 1 jest prostopadla do prostej
y==3x+2?

Rozwiazanie

2m- (-3) = -1 «— iloczyn wspotezynnikdw kierunkowych jest rowny —1
1
m=—
6
Odp.: Dla m = =

W kazdym z zadan 6.1-6.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

6.1. Wskaz prosta rownolegla do prostej y = %x =,

A.2x+3y+5=0 C.3x+2y+5=0
B.2x=3y+5=0 D.3x=2y+5=0

6.2. Wskaz wartos¢ m, dla ktorej wykresy funkcji f(x) = (m—3)x -1 oraz
g(x) = 2x —m sa rownolegle.
A.m=0 B.m=1 C.m=3 D.m=5

6.3. Wskaz prosta prostopadla do prostej o rownaniu 5x + 2y -3 = 0.

A.y:%x—é- B.y:-%x—tﬁ C.y=§x—6 D.y:-%x—(ﬂ

383 N



BN 384 Dziat 4. Funkcja liniowa

6.4. Podaj cztery przyklady funkcji liniowych, ktérych wykresy sa rownolegle do
wykresu funkcji f(x) = V2x - 7.

6.5. Podaj trzy przyklady réwnan prostych przecinajacych prosta k: 5x—2y = —+/2.

6.6. Wyznacz rownanie prostej rownoleglej do danej prostej k i przechodzacej przez

punkt P,

a) ki y=—x—1 P=(2-1) d) k: 5x+3=0 P=(%,5)
b) k: y=-2x+3  P=(-1,2) ¢) k: 2y—-2=0 P=(1%,-?)
o) k: V2x+3y=1 P=(-v2,0) f) kx-y+1=0 P=(-23)

6.7. Dla jakiej wartosci m wykresy funkcji f(x) = -5x+11 g(x) = (3 -2m)x -1
sa rownolegle?

6.8. Dla jakich wartosci m proste k i/ opisane podanymi rownaniami nie maja
punktéw wspolnych?

a) k:3x+2y=5 ILmx+2y=1

b) k: 2x -y =-2 I: 4x —my = =7

c) k:d4x+5=0 Lx+(m+3)y=1

d) k: 2mx+3y-10=0 I: 5y-7=0

e) k:(3m-5)x-y-7=0 I (Gm+3)x-y+3=0
f) k:2y+(4m+3)x=0 I -mx+y+2=0

6.9. Wyznacz réwnanie prostej prostopadlej do prostej [ i przechodzacej przez

punkt P.

a) L y=3x-12 P = (0, 2) d) I x=-72 P = (4, -2)
b) !:y=—%x—1 P=(31) ) L x-5y+2=0  P=(-1,2)
&) L y=-5 P=(37) D ky=2x+V2 P=(-1,1)

6.10. Dla jakich wartosci m proste o rownaniach y=-3x+11 i y=-mx -3
s prostopadle?

6.11. Wyznacz taka wartosc k, dla ktorej wykresy funkcji f(x) = %x -2 oraz

g(x) = (k+ 1)x + 3 sa prostopadle. Dla wyznaczonej wartosci k oblicz wspoélrzedne
punktu, w ktorym wykresy tych funkcji si¢ przecinaja.
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6.12. Dla jakich wartosci m proste o rownaniach y = ‘m + %‘ xX+71iy=-3x-3

s prostopadte?

6.13. Dla jakich wartosci m proste o rGwnaniach y = [2m + 5|x — 3 oraz
y = |3 —m|x + 8 sa réwnolegle?

6.14. Wykres funkcji liniowej f przechodzi przez punkty (-3, 1) i (5, 3). Wykres
funkcji liniowej g jest réwnolegly do wykresu funkeji f i przechodzi przez punkt
(1, =3). Podaj wzory funkgji f i g.

6.15. Funkcja f wyrazona jest wzorem f(x) = —2x + 8. Podaj wzor funkgdji g,
wiedzac, ze jej wykres jest prosta prostopadla do wykresu funkcji f oraz ze funkcje
f i g maja to samo miejsce zerowe.

- 6.16. Dla jakich wartosci k i m wykresy funkcji f(x) = (2k + 3)x + 3m oraz
g(x) = (5 -m)x + k — 2 sa rébwnolegle oraz jeden z nich przechodzi przez punkt
A=(2,-3)?

1. Dane sa dwie proste k i [. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Jezeli k: 2x+y=01i [: x -2y = 3, to proste ki [ s3 prostopadle.
B. Jezeli k: 2x+y =11 I: 2x — y = -1, to proste k i [ sa prostopadle.
C. Jezeli k: y=-3 i I: x =3, to proste k i | s3 prostopadle.

2. Sposrdd prostych opisanych za pomoca podanych rownan wypisz wszystkie pary
prostych rownoleglych oraz wszystkie pary prostych prostopadtych.
k: y=-2 I y=—2x+3 m: x =13

p:y=%x+6 r:y=—%x t: y=-0,5x+ 1,4

3. Podaj wzoér funkgji liniowej f, wiedzac, ze jej miejscem zerowym jest liczba 2 oraz
ze wykres funkgji f jest rownolegly do wykresu funkcji g(x) = -3x + 4.

4. Dla jakich wartosci m wykresy funkcji f(x) = [2m-3|x-51i g(x) = -0,2x -m
sq prostopadie?

5. Dla jakich wartosci k i m wykresy funkcji f(x) = 4x-3 i g(x) = (2k —m)x +4m
sa prostopadle i przecinaja os odcigtych w tym samym punkcie?



/7. Geometryczna interpretacja
uktadow rownan

Umiejetnosci:

* interpretacja geometryczna uktadu rownar pierwszego stopnia z dwiema
niewiadomymi

* obliczanie wspotrzednych punktu przeciecia dwoch prostych

Punkt A = (x4, y4) jest punktem przecigcia prostej k o réwnaniu a,x + b,y = ¢,
i prostej [ o rbwnaniu a,x + b,y = ¢, wtedy i tylko wtedy, gdy jego wspolrzedne
spelniaja obydwa réownania, czyli gdy paraliczb x = x, i y = y, jest jedynym
rozwigzaniem ukladu réwnan:

ax+by=c

a,x +b,y =c¢,
Z geometrycznej interpretacji rownania liniowego z dwiema niewiadomymi wynika
graficzna (geometryczna) metoda rozwigzywania ukladu réwnan liniowych.

Przyktad €) < zad. 7.5

Rozwigzemy graficznie uklad réwnan.

2x -3y = —4 ) 4”‘5‘)’:? ~3x+y=-5
2) 2x+y=4 ) 2x—l=iy ) 3x—y=-2

Rozwiazanie
2x -3y =-4

2) {Zx + yy= 4
Wykresy obu rownan rysujemy w ukladzie wspolrzednych.
Wykresem tego ukladu réwnan sa dwie przecinajace sie
proste, a jego rozwigzaniem sa wspdlrzedne punktu prze-
ciecia prostych, ktére odczytujemy z rysunku:

x=1iy=2

Odczytywanie danych z rysunku moze by¢ obarczone ble-
dem wynikajacym z niedokladnosci wykresu. Dlatego warto
sprawdzic rozwiazanie, podstawiajac odczytane wartosci do
pierwotnej postaci ukladu réwnan:
{ 2:-1-3-2=-4
2:1+2=4

Odp.: Rozwiazaniem ukladu réwnan jest paraliczb x =1, y = 2.
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dx —y=12
b) 1
2x-1= =¥
Wykresem kazdego z réwnan jest ta sama prosta. Uklad ma

nieskonczenie wiele rozwigzan, poniewaz rozwiazaniem sa
wspolrzedne kazdego punktu lezacego na tej proste;.

Odp.: Rozwiazaniem ukladu réwnan jest kazda para liczb spel-

niajaca rownanie 4x - y = 2.

=) i —
d) { x+y=-5
3x—-y=-2
Wyznaczajac y z kazdego rownania, otrzymujemy nastepu-
jaca posta¢ ukladu réwnan:

{y:?:x—ﬁ

y=3x+2

Jego wykresem sg dwie proste réwnolegte.

Odp.: Uklad réwnan nie ma rozwiazania.

W przykladzie 1 wyczerpalismy wszystkie mozliwoéci wzajemnego potozenia dwoch
prostych bedacych wykresem ukladu réwnan liniowych. Uzupelnimy definicje ro-
dzajow ukladéw réwnan o ich interpretacje graficzna.

Uklad dwoch rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi nazywamy:

* oznaczonym - gdy uklad ma jedno rozwiazanie, a jego wykresem sa dwie
proste przecinajace sie,

* nieoznaczonym - gdy uklad ma nieskoriczenie wiele rozwigzan, a jego wy-
kresem jest jedna prosta,

* sprzecznym - gdy uklad nie ma rozwigzania, a jego wykresem sa proste row-
nolegle niepokrywajace sie.

Zgodnie z ta definicja - w przykladzie 1 wystepuja odpowiednio:
a) uklad oznaczony,

b) uklad nieoznaczony,

c) uklad sprzeczny.

387 .
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Przykiad @) « zad. 7.8

Napiszemy uklad rownan, ktorego interpretacje gra- yl/

ficzng przedstawia zamieszczony obok rysunek. '

Rozwigzanie T

Rozwigzaniem uktadu jest para liczb (-1, 2). S

Czerwona prosta jest wykresem funkcji y = 2. [ | /1 | [ 1]

Niebieska jest wykresem funkgji liniowej y = ax+b, , -l
Froii i s ; a1 1 x

ktérej wspotczynniki odezytujemy z rysunku. — / i —

a=%=3 oraz b=5
Zatem y = 3x+ 5 to roéwnanie niebieskiej prostej. Szukanym ukladem réwnan jest:
y=2 = [y=2
{ =345 lub w wersji uporzadkowanej 1 S =8
Zauwazmy, ze para (-1, 2) spelnia obydwa réwnania - jest rozwigzaniem ukladu.

y=2

Otpit { -3x+y=5

Przyktad €) < zad.7.12
Sprawdzimy, jaka pare prostych opisuje dla m = -2 podany uklad rownan.
2x+(m+1)y=m+3
{{2m+6]x-y+l+m=0
Rozwiazanie
{2x+(—2+ y=-2+3
(-4+6)x—y+1-2=0
2x—-y=1
{ 2x-y=1

«—— wstawiamy do rownan -2 w miejsce m

«— oba rownania opisuja te samg prostg

Odp.: Dla m = =2 ten uklad jest nieoznaczony i opisuje prosta o rGwnaniu
2x -y =1

« Przyktad @) « zad. 7.14

3x+y=5
Wyznaczymy wartosc¢ m, dla ktorej uklad rownan { 2

mx +2y = 1 jest sprzeczny.
Rozwigzanie
Przyjmijmy, ze rownanie 3x + y = 5 opisuje prosta k, a rOwnanie mx + 2y = 1
prosta l. Szukamy wartosci m, dla ktérej proste k i [ nie majg punktow wspolnych.
y==-3x+5 «~— rOwnanie prostej k w postaci kierunkowej
y= “Zx+ - «—— roéwnanie prostej [ w postaci kierunkowej

2 2
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Prosta k przecina o§ y w punkcie (0, 5), a prosta [ - w punkcie (IZ], %) Zatem jeze-

li obie proste beda mialy identyczne wspolczynniki kierunkowe, to nie beda miaty
punktow wspolnych.
-3 = ~= «— porownujemy wspolczynniki kierunkowe obu prostych
m=6

Odp.: Uklad réwnan jest sprzeczny dla m = 6.

* Przyktad @ zad. 7.9

Zbadamy, dla jakich wartosci parametru m punkt przeciecia prostych o réwnaniach
3x +4y =5m—7 oraz x —4y = m+ 3 nalezy do I ¢wiartki ukladu wspoétrzednych.

Rozwigzanie
Warunki zadania beda spelnione, jesli rozwiazaniem ukladu réwnan
3x+4y=5m-7
{ x—4y=m+3
Rozwiazemy ten uklad metoda przeciwnych wspolczynnikow.
Najpierw obliczymy x.
i 3x+4y=5m-7

bedzie para liczb dodatnich.

«—— dodajemy réwnania stronami
X—4y=m+3

3x+4y=5m-7

{3x+4y=5m-?‘ stad 3
4x = 6m — 4 x =3 m-1
Nastepnie obliczymy y.

«—— mnozymy drugie rownanie przez -3 i dodajemy
réwnania stronami

Ix+4y=5m-7
=3x+ 12y =-3m-9

Spvdy=Bp-7 . |FETA=ImSS
16y =2m - 16 53 y=-m-—1
8 3
x=-m-1
Zatem rozwigzaniem ukladu réwnan jest para liczb postaci % i
Y= gt=1
8

Zauwazmy, ze dla dowolnej wartoéci m € R uklad ma dokladnie jedno rozwigzanie -
czyli jest oznaczony. Punkt o wspoétrzednych (%m =1, ém - 1) nalezy do I ¢wiartki

uktadu wspélrzednych, jesli spelniony jest uktad nieréwnosci:

Em—l}ﬂ W5 &
1 , czyli 3 iostatecznie m > 8
gm—l}[} m>8

Odp.: Punkt przeciecia prostych o podanych rownaniach nalezy do I ¢wiartki ukladu
wspolrzednych, gdy m € (8; o).
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W kazdym z zadan 7.1-7.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

7.1. Wskaz uklad réwnan, ktérego wykresem jest para prostych rownoleglych.

x—-y+11=0 2x—-y+5=0
A'{—x—y—l:[} C'{x—Zy—?:(]
g | V3x-V5=0 D46x~9y:{)
"1 V3y+5=0 " 18x-12y-5=0
7.2. Wskaz uklad rownan, ktorego graficzng in-
terpretacje przedstawiono na rysunku.
A (x+y+3=0 x-=y+3=0
" lx+3y-5=0 x+3y-5=0
B (x-y+3=0 x-y+3=0
" x+3y+5=0 T lx—3y-5=0 /

7.3. Wskaz uktad rownan, ktérego wykresem jest para prostych przecinajacych sie
w punkcie lezacym na osi rzednych,

A (x—-13y-17=0 C (x—-13y+17=0
" |lx+13y+17=0 " l=x+13y+17=0
(13x+y+17=0 (13x+y+17=0
B. 1 D. -
| —-13x+y-17=0 ~13x=y—17 =0

7x+3y=2+m
5x+6y=k-1
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

7.4. Dany jest uklad rownan { z niewiadomymi x i y.

A. Uklad jest oznaczony dla dowolnych wartosci k, m € R.
B. Dla m =2 i k =0 proste opisane przez ten uklad przecinaja si¢ w punkcie

(1, =1).

C. Istniejg takie wartosci m i k, dla ktorych proste opisane ukladem sg réwnolegte.

7.5. Rozwiaz graficznie i algebraicznie uklad rownan.

y=2x=6 [3x+y=>5
a) {x_);=2 <) ‘L-3x+y=—'}‘
1
dx+y=0 - =
b) {zx )’_6 d}42x+3 2y
=)= x+2y=0



7. Geometryczna interpretacja uktadoéw réwnar

7.6. Przeksztal¢ uklad réwnan do mozliwie prostej postaci. Rozwiaz otrzymany
uktad réwnan algebraicznie i graficznie.
[ y+1

a) 1 3
_3[x+2)-2{y-2):3x+12

=g

(01-2(y+1) = 03(x~2)

b) +4
e W S
2 6
] X —4x+3=2(x-29)-(3-x)(3+x)
x=4-y

g 46 12 -(3y-2)* =(2x-3)" -3y +1)(3y-1) -2
(Zx— V3) (2x + \@) —Qx+ 1) =12(y-1)

7.7. Korzystajac z rysunku, na ktérym przed- | | [y)
stawione sy wykresy réwnan pierwszego stop- | | |
nia, uloz

a) oznaczone uklady rownan i podaj ich roz-

wigzanie.

b) sprzeczne uklady réwnan.

7.8. Podaj przyktad ukladu réwnan, ktdrego interpretacje graficzna przedstawiono
na rysunku. Odczytaj z wykresu rozwiazanie tego ukladu.

a) b) c)

et 1] LT

7.9. Dla jakich wartosci parametru k punkt przeciecia prostych o réwnaniach
x—y=k-1 oraz 2x — y = 3 — k nalezy do III ¢wiartki ukladu wspoélrzednych?

7.10. Podaj przyklad ukladu réwnan, ktérego wykresem jest jedna prosta przecho-
dzaca przez punkty (-3, 4) i (5, —=12).

391 .
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7.11. Wykresem pewnego ukladu réwnan jest para prostych réwnoleglych, z kté-
rych pierwsza przechodzi przez punkt (-1, 0), a druga przechodzi przez punkt (5, 0).
Podaj przyklad takiego ukladu réwnan.

7.12. Jaka pare prostych opisuje uklad réwnan dla wskazanej wartosci k?

) (2k+1x+(k-1)y=3 P ) 3kx+(2k-1)y =—4 k—l
x+(1-ky=k - Y Ve-2kx+k+y=k ~ 3
kx+2y=1 - x+(2k+7)y=k+7 B

b){x+2ky=k—l k=2 d]{(k+3}x+[1—k}y=k+] k&5

7.13. Wyznacz takie wartoéci m i k, aby wykresy funkcji y=-x+m i y=kx -1
przecinaly si¢ w punkcie A = (1, 1).

x-5y=10

« 7.14. Wyznacz warto$¢ m, dla ktorej uktad rownan {
3x+my=3

jest sprzeczny.

mx+2y=6
2x-y=3

+ 7.15. Sprawdz, czy istnieje taka wartosc¢ m, dla ktérej uklad réwnan {

jest nieoznaczony.

1. Dane s3 proste o rownaniach 2x -3y =5 i kx+6y = 10.
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Dla k = 2 proste przecinaja sie.

B. Dla k = —4 proste sa rdwnolegle.

C. Dla k = 4 proste s3 identyczne.

3x-2y=6
2. Rozwiaz graficznie uklad réwnan 1 1 .
--i-x + ‘3:}" -5=1

3. Napisz uklad réwnan, ktérego interpretacje graficzng
przedstawiono na rysunku.

4. Dana jest prosta k o rownaniu 2x+ y = 4. Podaj przy-
klad réwnania takiej prostej m, aby proste k i m przeci-
naly sie w punkcie (1, 2). Narysuj obie proste w ukladzie
wspolrzednych.

o ) : , [3x=2y=m
5. Wyznacz wartosci m oraz k, dla ktorych uklad réwnan { 9% — ky = 12

jest oznaczony.



8. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-21 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

1. Wskaz funkcje liniowa, ktorej wykres przechodzi przez poczatek ukladu wspol-
rzednych.
A. f(x)=3x-1 B. f(x)=3 G %) =3x D. f(x)=3-x

2. Wybierz punkty, w ktérych prosta o réwnaniu x — 2y + 4 = 0 przecina osie
ukladu wspotrzednych.
A.(0,3)i(1,0) B.(0,2)i(-4,0) C.(0,3)1i (=50 D.(0, -1)i (-1,0)

3. Rownania y = —%x +3 oraz 4x + 6y —9 = 0 opisuja
A. osie ukladu wspoétrzednych. C. proste réwnolegte.
B. proste przecinajace sie. D. te sama prosta.

4. Sposrod podanych prostych wybierz te, ktorej nie mozna opisac za pomoca row-
nania w postaci kierunkowej.
A.3x-y+2=0 B.2x-V2y=0 C.-5x+2=0 D.2y+1=0

5. Wskaz funkcje malejaca.
A. f(x)=-3 B. f(x)=-5+x C. f(x)=2x-1 D.f(x)=5-x

6. Ktora z narysowanych prostych jest réwnolegta do prostej o rownaniu y = x + 27

A B ORI &[] [P

7. Przez ktore ¢wiartki ukltadu wspotrzednych przechodzi prosta bedaca wykresem

funkcji f(x) = -2x + 12
A. LITiIV B. ILIIIiIV C. tylko Ii I D. tylko ITi IV
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8. Dla jakiej wartosci m funkcje f(x) = 2x — 1 oraz f(x) = m — x maja to samo
miejsce zerowe?

A.m=-1 B.m=0 C.m:% D.m=2
9. Ktore zdanie dotyczace prostej [ o rownaniu y = 3x + 6 jest falszywe?
A. Prosta [ przecina osie uktadu w punktach (-2, 0), (0, 6).

B. Prosta [ przechodzi przez I, 11 i I1I ¢wiartke ukladu wspolrzednych.

C. Prosta [ jest rownolegla do prostej —3x+ y -2 = 0.

D. Prosta [ przecina prosta x — %y -v3=0.

10. Ktéry z odcinkéw o podanych koncach przecina prosta 3x + y = 4¢
A. (-1, 1), (2, 3) C. (0, 0), (1, -1)
B. (3,-2).(3,1) D2, —2)(=5.1)

11. Prosta / opisana jest rOwnaniem 3x — 2y = -7. Wskaz wspolczynnik kierun-
kowy funkgcji liniowej f, ktorej wykresem jest prosta /.

A B. 1,5 C.3 D. =

3 3
12. Wskaz prosta réwnolegta do prostej o réwnaniu x — V3y + V2 = 0.
A.x—y+V2=0 C. V3x-3y—-11=0
B.x+w"§y+\5=0 D.x-y-1=0

13. Wskaz sprzeczny uklad réwnan.

3x-2y+6=0 . -T“SJ"‘“-”:O
“ly-6=0 ] Ex—4y+3=0
x—2y=5 D [2x -5y +7=0
| 3x+y=1 "|x-3y+1=0
14. Wskaz prosta prostopadla do prostej o rownaniu 2x — y = 0.
A.y=%x B. y=2x C.y=—%x D. y=-2x
15. Wskaz punkt nalezacy do prostej o rownaniu —12x + 2y + 1 = 0.
A. (0, -2,5) B. (-3, 1) C. (0, ~0.5) D. (3. -5)

16. Rownania y = —gx +3 oraz 10x+ 6y —9 =0 przedstawiaja

A. proste prostopadle. C. proste rownolegle.
B. proste przecinajace sie. D. te sama prosta.
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17. Wskaz prosta réwnolegla do osi y.
A.x+y=0 B.x-7=0 C.2x+2y=9 D.y=1

18. Wskaz punkt przeciecia prostych o réwnaniach -5x +3y =3 i 2x+ 3y = 24.

A. (—1, —%) B. (3, 6) C. (12, 0) D. (0, 1)

19. Wskaz warto$c m, dla ktorej wykresy funkeji f(x) = (5m + 7)x — 8

i g(x) = 5x —m sa rownolegte.

2 2 5 5
A.m=— B. m=- C. m= - D.m=—-—=
5 5 2 2

20. Wskaz warto$c¢ m, dla ktorej wykresy funkeji f(x) = —%x + 1 oraz

g(x) = (m—1)x + 11 sa prostopadle.

A.m=1 B.m=2 C. == D.m=2
3 3 2 2

21. Dana jest prosta I: x + y — 3 = 0. Wskaz zdanie falszywe.

A. Prosta [ przecina osie ukladu w punktach (3, 0), (0, 3).

B. Prostal przecina I, I11 [V ¢wiartke ukladu wspolrzednych.

C. Prosta [ jest prostopadla do prostej x — y+3 = 0.

D. Prosta [ ma dokladnie jeden punkt wspolny z wykresem funkcji y = =[x = 1]+ 2.

W zadaniach 22-30 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
—-x-4 dla x € (~o00; -2)

3

22. Dana jest funkcja f(x) = ;
—z-x +1 dla x € (-2; o0)

A. Funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejsza.
B. Funkcja f przyjmuje warto$§¢ najwieksza.
C. Réwnanie f(x) = V2 ma 2 rozwigzania.

23. Dana jest funkcja f przedstawiona na wykresie. ' E?}
A. Funkcja f nie jest monotoniczna.
B. Funkgcja f przyjmuje warto$¢ najwieksza rowna 3.

¢ . 5 ¢ “ 7 . } ;_Il:.'l.l [
C. Réwnanie f(x) = 1 ma nieskonczenie wiele roz- e !/_

wiazan. 7/
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: _[3x+2 dla x € (=005 1)
24, Dana jest funkcja f(x) = {2x+ N e
A. Funkcja f jest rosnaca.
B. Funkcja f ma dwa miejsca zerowe.

C. Wykresem funkgji f jest linia prosta.

x=-3y-1=0
x+3y=-1=0"
A. Rozwiazaniem ukladu jest jedna para liczb.
B. Uklad jest sprzeczny.
C. Uklad jest oznaczony.

25. Dany jest uklad rownan {

-3x+4y=7
kx—12y'= 15
A. Dla k = -27 rozwiazaniem ukladu jest paraliczb x = -1, y = L.

26. Dany jest uklad réwnan {

B. Dla k =9 ten uklad jest sprzeczny.
C. Istnieje taka wartosc k, dla ktorej ten uklad jest nieoznaczony.

2x =y =5

kx+2y=m'

A. Istnieja takie wartosci m oraz k, dla ktorych ten uklad jest oznaczony.

B. Istnieja takie wartosci m oraz k, dla ktorych ten uklad jest nieoznaczony.
C. Istniejg takie wartosci m oraz k, dla ktorych ten uklad jest sprzeczny.

27. Dany jest uklad réwnan {

28. Dana jest prosta k: 2x + y—m+ 3 =0,

A. Jezeli m = -3, to prosta k przechodzi przez poczatek ukladu wspétrzednych.

B. Dla dowolnej wartoséci m € R prosta k ma punkty wspolne z IV ¢wiartka uktadu
wspolrzednych.

C. Jezeli m < 2, to prosta k nie ma punktow wspolnych z I ¢wiartka ukladu wspol-
rzednych.

29. Danesa proste k: 2x+3y=5i [: 3x -2y = 1.

A. Proste k il sa prostopadle.

B. Proste k i I przecinaja sie w punkcie (1, 1).

C. Proste k il oraz prosta x — y = 0 maja dokladnie jeden punkt wspolny.

30. Danesaproste k: 4x—y =21 I: x+ 2y = 14.

A. Proste k il sa prostopadle.

B. Proste k il sa rownolegle.

C. Proste k i [ przecinajg si¢ w punkcie nalezacym do IV ¢wiartki ukladu wspol-
rzednych.
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Zadania otwarte krotkiej odpowiedzi

31. Wyznacz wzor funkgji liniowej, ktorej miejscem zerowym jest liczba 3 i ktorej
wykres przechodzi przez punkt (0, =5).

32. Podaj wzor funkgeji liniowej, ktorej wykres powstaje w wyniku przeksztalcenia
wykresu funkcji y = 2x + 3 przez symetrie wzgledem
a) osix. b) osi y.

33. Wyznacz takie wartosci m, aby funkcja f(x) = (2m—3)x+6—m byla malejaca.
34. Wyznacz warto$¢ m, dla ktorej wykresem ukladu rownan {
sa dwie rézne proste rownolegle.

35. Wykaz, ze nie istnieje taka wartos¢ m, dla ktorej wykresy funkcji
f(x)=|5m-11|x -5 i g(x) = 3x — 5m + 2 s3 prostopadle.

36. Jakie warunki spelniaja wspolczynniki funkcji liniowych f(x) = ax+b, ktérych
wykresy zawieraja si¢ w obszarze zaznaczonym kolorem na rysunku?

0 2 T 0 N 2

37. Zbadaj wzajemne polozenie prostych ki .
a) k: =7x+14y-2=0 Lx-2y+1=0

1 1 1
b) k: x+3y—-7=0 t'.-z-x+li-y~3§—0

38. Wyznacz punkt przeciecia prostych o podanych réwnaniach (o ile taki punkt
istnieje).

a) 2x—3y+18=0 i 6x—-9y+15=0

b) 5x—10y-2=0 i x-2y-04=0

c) 7x-14y-1=0 i x-2y-1=0

d) 2x-6=0i y-3=0

397 N
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39. Podaj réwnanie prostej rownoleglej do prostej k i przechodzacej przez punkt P.
a) ki x+y+1=0 P=(2,-1)
b) k: V2x+3y-1=0 P=(-v2,0)

40. Wyznacz réwnanie prostej prostopadlej do prostej k i przechodzacej przez
punkt P.

a) k: 2x+y-3=0 P=(-1,2)

b) k: 243x-V3y+2=0 P=(1,1)

41. Dla jakich wartosci m proste k i [ nie maja punktow wspolnych?
a) k:2x—-y+2=0 Ldx-my+7=0

b) k: %x+2y+1=0 L2x+(m+3)y—-12=0

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

42. Wyznacz miejsce zerowe funkcji liniowej, ktorej wykres przechodzi przez
punkty (-2, 5)i (1, 2).

43. Wykaz, ze punkty (-1, 4), (3, 2) i (2019, —1006) leza na jednej prostej.

44. Wyznacz takie wartoéci m, aby funkcja f(x) = (|3m — 5| — 4)x+|m—2|-6 byla
rosnaca i miala dodatnie miejsce zerowe.

45. Wyznacz parametr m tak, aby do wykresu funkcji f(x) = (3 — 2m)x — [3m — 6
nalezal punkt A = (-2, 3).

46. Wykaz, ze nie istnieja takie wartosci m i k, aby wykresy funkcji y = (k+m)x +k
oraz y = (k —m)x —m — 2 przecinaly si¢ w punkcie A = (-2, 2).

47. Na podstawie wykresu okresl monotoniczno$¢ podanej funkgji.

x+2 dla x € (—o0; -1)
flx)=10 dla x = -1
x—2 dla x € (-1; o0)

48. Wykres przedstawia funkcje f. v

a) Podaj wzor tej funkcji. HENEENE

b) Sporzadz wykres funkcji
g(x) = f(-x).

c) Sporzadz wykres funkgji
h(x) = | f(x).
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49. Wykres przedstawia funkcje f. T T kT T 11
a) Podaj wzor tej funkcji. L , ||
b) Narysuj wykres funkeji h(x) = | f(x)|. LY =) -
c) Podaj przedzialy monotonicznosci funkcji h. Tt / T
S T —t—
-
. o/ 0] 1 X
50. Przeksztalcajac odpowiednio wykres funkcji _

_ | 1,5x+4,5 dla x € (=5; -1)
f(x]_{—x+2 dla x € (~1; 4)
Odczytaj z wykresu wartos¢ najmniejsza oraz wartosc najwieksza funkcji g oraz ar-
gumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje te wartosci.

, narysuj wykres funkcji g(x) = | f(x)| - 3.

3—-x dla|x-2|<3
-2 dla |x-2|>3"
Na podstawie wykresu podaj: dziedzing, zbior wartosci, miejsca zerowe funkcji; prze-
dzialy, w ktérych wartosci funkcji maja ten sam znak; wartos¢ najwieksza i wartosc¢
najmniejszg oraz argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje te wartosci. Nastepnie

91. Narysuj wykres funkcji f(x) = {

ocen prawdziwos$c zdan.

A. Réwnanie f(x) = -1 ma dokladnie jedno rozwigzanie.
B. W przedziale (~1; oo) f jest funkcja monotoniczna.

C. W przedziale (—o0; —1) f jest funkcja niemalejaca.

x—2y—-4=0

52. Rozwiaz graficznie uklad rownan { s y=3 =0’

53. Podaj przyklad ukladu réwnan liniowych, ktérego interpretacje geometryczng
przedstawiono na rysunku ponizej.

RXY

/1

54. Dane sa dwie funkcje liniowe: f(x) = -3x + 6, g(x) = i—x — 3. Dla jakich

argumentow obie te funkcje przyjmuja wartosci mniejsze od 37

390 .
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55. Wyznacz takie wartosci b, aby liczba bedaca miejscem zerowym funkcji
f(x) = —2x + b nalezala do przedziatu (2; 5).

56. Dana jest funkcja f(x) = -2x + 6.

a) Naszkicuj wykres tej funkcji.

b) Sprawdz, czy punkt A = (-1, 8) nalezy do wykresu danej funkgji.

c) Napisz rownanie prostej, ktora jest symetryczna do wykresu danej funkcji wzgle-
dem osi x.

57. Wykres funkcji liniowej g przechodzi przez punkt A = (-1, 2) ijest rownolegly
do wykresu funkcji y = 2x - 2.

a) Napisz wzor funkgji g i oblicz jej miejsce zerowe.

b) Sporzadz wykresy obu funkcji.

c¢) Dla jakich argumentéw funkcja g przyjmuje wartosci ujemne?

58. Dane sa funkcje f(x) =0,5x-2 i g(x) = —4x+7. Sporzadz w jednym ukladzie
wspolrzednych wykresy tych funkcji.

a) Oblicz miejsca zerowe tych funkgji.

b) Dla jakiego argumentu warto$ci obu funkgji s réwne?

¢) Dla jakich argumentéw funkcje te przyjmuja jednoczeénie wartosci ujemne?

d) Dla jakich argumentow wartosci funkcji f sa wigksze od wartosci funkgcji g?

59. Dla jakich wartosci m punkt przeciecia prostych o rownaniach x — y = m - 1
i 2x — y = 3 — m nalezy do trzeciej ¢wiartki ukladu wspétrzednych?

60. Funkcja liniowa f przyjmuje wartosci ujemne tylko dla argumentow wigkszych
od 8. Wykres funkcji f przecina o y w punkcie (0, 4). Napisz wzor funkcji g, ktorej
wykres jest prostopadly do wykresu funkcji f, wiedzac, ze funkcje f i g maja to samo
miejsce zerowe.

61. Wyznacz wszystkie calkowite wartosci parametrow p i g, dla ktérych wykresy
funkgji liniowych f(x) = (dp+3g)x +2p—5 oraz g(x) = 2p+qg)x—4q9+7
sa prostopadle.
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1. Funkcja kwadratowa
f(x)=ax?

Umiejetnosci:
* interpretowanie wspolczynnika a wystepujgcego we wzorze funkgji
« szkicowanie wykresow i okredlanie wiasnosci funkeji f(x) = ax?

W poprzednim rozdziale omawiali$my wlasnosci funkcji f(x) =ax +b, x € R. Jej

wykresem jest prosta. Teraz zajmiemy sie¢ badaniem funkcji o wzorze f(x) = ax’,

gdzie x € R. Wspolczynnik a jest ustalona, rozna od zera liczba rzeczywista.

Zaczniemy od rozwazenia sytuacji, gdy a > 0. Ulozymy czeSciowa tabele i naszki-
cujemy wykres takiej funkcji dla a = 1. Wéwcezas f(x) = x°

. BEEE BRI l\z\ T PPy
3 | 2 | 4 2 2 4 2 | 73
g st [ o[22 (2302 2] a2t ]st
9 | 4 | 16 | 4 4 | 16 4 |79

Punkty o wspotrzednych zapisanych w tabeli naleza do krzywej przedstawionej na
ponizszym rysunku. Mozna wykazac, ze ta krzywa — nazywana parabolg - jest wy-
kresem funkcji f(x) = X

Z wykresu odczytujemy wlasnosci funkgji f:
» zbiorem wartosci jest przedziat (0; oo),
» funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejsza réwna 0
dla x = 0 i nie przyjmuje wartosci najwigkszej,
* miejscem zerowym jest x = 0,
* f(x) >0 dla x # 0, wiec wykres znajduje sie
w I oraz II ¢wiartce ukladu wspolrzednych,
* w przedziale (—oo; 0) funkcja jest malejaca,
w przedziale (0; co) funkcja jest rosnaca,
zatem funkcja nie jest monotoniczna,
* osig symetrii wykresu jest 0§ y,
* réwnanie f(x)=m
dla m < 0 nie ma rozwiazan,
dla m = 0 ma jedno rozwiazanie,
dla m > 0 ma dwa rozwiazania.




1. Funkcja kwadratowa f(x) = ax® 403

Parabolaoréwnaniu y = x* jest wykresem funkgji f(x) = x°.
W dalszych rozwazaniach nie bedziemy na ogol tych zapisow
rozrdzniac.

W paraboli wyrézniamy dwa ramiona oraz wierzcholek, ;.
czyli punkt przecigcia paraboli z jej osia symetrii (na rysunku
oznaczony literg W).

Parabola jest w geometrii definiowana jako zbior punktow rowno (&)

oddalonych od pewnego punktu A - nazywanego ogniskiem, i od pewnej
prostej k — nazywanej kierownica paraboli (zakladamy, Zze punkt A nie
nalezy do prostej k).

|PA| = |PP'| dlakazdego punktu P lezacego na paraboli.

Dla wykresu funkcji f(x) = x* ogniskiem jest punklt ([], é)

; . 1
a kierownicg - prosta y = i

Kazdy promien swietlny wychodzacy z ogniska paraboli \ ;
po odbiciu si¢ od niej jest rownolegly do osi symetrii  F-——#=~----—--—--—--—-
paraboli. ]

(@) (@)

Zjawisko odbicia wykorzystywane jest np. Anteny satelitarne wykorzystuja natomiast
w parabolicznym reflektorze lustrzanym - zjawisko odwrotne - w jednym punkcie
zarowka umieszczona jest w jego ognisku. skupiaja biegnace rownolegle fale radiowe.
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Narysujmy w jednym ukladzie wspétrzednych wykresy funkcji:

Kazda z tych funkcji ma takie same wlasnosci (opisane wezeéniej) jak funkeja y = x°.

Whiosek ten mozemy uogdélni¢ (dowdd tego twierdzenia pominiemy) na kazdg funk-
cje postaci f(x) = ax’, oile a > 0.

W}’kaS funiji y = _ﬂxl jest S}’metr}'CZ- ———. O 7

ny do wykresu funkcji y = ax® wzgledem
0si X.
Mozemy zatem latwo narysowac wykresy
funkcji:

1 2

y= -x", y= ~2x%, y==—3%,

2 ] 2
s -..-3 . - ——
Y X,y 43‘-'

Opis whasnoéci funkeji f(x) = ax* dla
a <0 pozostawiamy do samodzielnego
wykonania.

Wierzcholkiem kazdej paraboli o réwnaniu y = ax’, a # 0 jest poczatek ukladu
wspolrzednych.

Zamiast precyzyjnego okreélenia: ,parabola o réwnaniu y = ax’, w ktérym wspolczynnik prazy (@)
x" jest dodatni”, powszechnie uzywany jest zwrot parabola o ramionach skierowanych do géry
(dla ujemnego wspélczynnika przy x° - w dol).
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Przyktad €) < zad. 1.11
Wyznaczymy taka warto$¢ wspétezynnika a, aby parabola o réwnaniu y = ax® prze-
chodzita przez punkt P = (-4, 100).

Rozwiazanie
Punkt P lezy na paraboli, wigc jego wspolrzedne spelniajg jej rownanie:

100 = a(-4)
Zatem a = E
16
25
Odp.:a = —
P 4

Przykiad @) « zad. 1.12

X dla x <2
x—-2 dlaxz2
i na jego podstawie okreslimy monotonicznos¢ funkgji f.

Narysujemy wykres funkcji f(x) = <l

Rozwiazanie

Funkcja nie jest monotoniczna. W przedziale (—oo; 0) jest
malejaca, w przedziale {0; 2) jest rosnaca oraz w przedzia-
le {2; oo) jest rosngca. Zwro¢my uwage, ze funkcja nie jest
rosnaca w przedziale (0; co).

Przykiad €) < zad. 1.16

Wykres jest suma fragmentow paraboli i proste;.
Podamy wzor funkgcji f przedstawionej na tym wykresie.
Rozwiazanie

Parabola o réwnaniu y = ax’, a # 0 przechodzi przez
punkty (-2, 2), (0, 0) i dochodzi do punktu (2, 2). Zatem
wspolczynnik a spelnia réwnanie:

- 1
2=a-4, czyli a=z

Dla x = 2 wykresem jest czgsc prostej y = 1. Wzor funkcji ma zatem postac:

f{x}—{%xz dla: x.:€2
1 dla x> 2

lx2 dla x <2

Odp.: f(x) = <l 2

1 dla x =2
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©

Przykiad €) < zad. 1.18

Korzystajac z definicji, udowodnimy, ze funkcja f(x) = —2x° jest rosngca w prze-
dziale (—o0; 0).

Rozwiazanie

Zgodnie z definicja funkcji rosnacej (zob. s. 249) mamy wykazad, ze jesli wezmie-
my dwa dowolne argumenty z przedzialu (—eo; 0), to wigkszemu z nich odpowiada
wigksza wartosc funkcji.

Zatozenie

f(x) = -2x°
X1y Xy € (—00; 0) «— tak oznaczamy dwa dowolne argumenty z przedziatu (—oo; 0)
X, <X, «— zakladamy, Ze wigkszy z nich nazywa si¢ x,
Teza
f(x1) < f(x)

Dowod

Aby wykaza¢, ze f(x,) < f(x,), wystarczy udowodnié, ze f(x;) - f(x;) < 0.
Sf(x)) = -2xy, flx) = -2x;
f(xt) = f{xz) = _Zx? = (—ng) = «—— wylaczamy -2 przed nawias

= —2(:16% = x%) ==2(x, = x5) (x; + x,) «— rozkladamy na czynniki, stosujac wzor
na roznicg kwadratow

Zapisali$émy roznice f(x,)— f(x,) w postaci iloczynu trzech czynnikéw, z ktérych:
-2<0
X, — X, <0, bo zalozylismy, ze x, < x,
X, + X, < 0, bo obydwie liczby sa ujemne (x,, x, € (—oc0; 0))
[loczyn trzech ujemnych czynnikow jest ujemny, zatem f(x,) — f(x,) < 0, czyli
funkcja f jest rosngca w danym przedziale.

Koniec dowodu

W kazdym z zadan 1.1-1.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

1.1. Wskaz warto$éc a, dla ktorej punkt P = (-1, 4 — a) nalezy do wykresu funkgji

5

y=—2x‘“.
A.a=-3 B.a=-1 Lea=3 D.a=6



1. Funkcja kwadratowa f(x) = ax?

1.2. Wskaz wzor, ktory ma funkcja przedstawiona na wykresie.

2 ro2
dla x <1 X dla x <1
A flx)=47% C. f(x) = 1 S
f(x) {x dla x> 1 f L —x+1 dla x>1

2 )
B. fix)=4% dlax<l p roy_1x dla x <1
= {—x dla x > 1 f) (2=-x dlax>1

2
1.3. Danajest funkcja f(x) = {—x dla x<1 ywekay liczbe rozwigzan réwna-
x-2 dlax>1

nia f(x) =-1.
A. 0 B. 1 C. 2 D.3

1.4. Podaj wzor funkcji y = f(x), jezeli

a) x jest dlugoscia boku kwadratu, a y polem tego kwadratu.

b) x jest dlugoscia boku kwadratu, a y polowa pola tego kwadratu.

c) x jest dlugoscig krawedzi sze§cianu, a y polem powierzchni tego sze$cianu.

d) x jest dlugoscia krawedzi szedcianu, a y potrojonym polem powierzchni tego sze-
scianu.

e) x jest promieniem kola, a y polem tego kofa.

f) x jest promieniem kola, a y polem kola o promieniu dwa razy wiekszym,

1.5. Narysuj wykres funkcji o podanym wzorze.

3 1
a) f(x) = -3x" ) f(x)= Exl e) f(x) =-ng
1 2
b) flx) = ;x* d) flx)=-3x ) Flo) =5
1.6. Narysuj wykres funkgji f i odczytaj z wykresu, dla jakich wartoéci m réwnanie
f(x) = m:
[. ma dwa rozwigzania, II. nie ma rozwiazan, ITI. ma jedno rozwiazanie.

a) f(x)=2x° b) f(x) = Zx ¢) f(x)=-4x  d) f(x):—-;xz

1.7. Wykresy funkgji y = ax” dla a # 0 tworza pewna rodzine parabol. Wyznacza
tak, aby

a) wykres przechodzil przez punkt (2, 2).

b) wykres przechodzit przez punkt (3, -9).

c) wykres przechodzil przez punkt (%, 0,16).

d) ramiona parabol byly skierowane w dol.
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1.8. Sporzadz wykres funkgji f, ktorej dziedzing jest zbior D.

a) f(x) = x° D = (-o0; 1) d) f(x)=-2x> D=(1; )
b) f(x)=3x>  D={(-11) &) f(x) = —gx"- D = (05 o0)
O fx)=ix* D={42) ) f(x)=-5x> D={(1;0)

1.9. Sprawdz, ktére z punktéw A = (~1,3), B=(V2, -4), C

D = (2, -8) naleza do paraboli o réwnaniu y = —2x°.

I
T
&
S

1.10. Dla jakich wartosci m do wykresu funkcji y = f(x) nalezy punkt P?
) f) =3¢ P=(Lm-2) o fx)=-22 P-= (3m -1,35 - 6m2)

b) f) =2 P=(m-2,m) d]y=—%x2 P=(-23m+1)

1.11. Dla jakich wartoéci wspStczynnika a do wykresu funkcji f(x) = ax” nalezy
punkt P?

a) P=(1,2) b) P=(2,-4) ¢ P= (——; —i) d) P = (% {),36)
-x* dla x<0

x° dla xE:D.

Podaj zbiér wartosci funkcji i okresl jej monotonicznosc.

1.12. Sporzadz wykres funkcji f(x) = {

dla x =2 1

Podaj jej warto$¢ najmniejsza oraz jej warto$¢ najwicksza w przedziale (-2; 1).

2
1.13. Sporzadz wykres funkcji f(x) = {ix dia x<1

1

Ex' dla x € (—o0; -2)
1.14. Sporzadz wykres funkeji f(x) =1 55— 2 dla x € (-2 1)
—4x” dla x € (1; o0)

Dla jakich argumentow funkcja przyjmuje wartosci ujemne?

3 dla x € (—o0; -3)
1.15. Sporzadz wykres funkcji f(x) = %xz dla x € (-3; 0)

L dla x € (0; o0)
Dla jakich wartosci m rownanie f(x) = m ma dwa rozwiazania?
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1. Funkcja kwadratowa f(x) = ax?

1.16. Wykres jest suma fragmentéw paraboli i prostych. Podaj wzoér funkcji przed-
stawionej na wykresie.

o) T 1T T 4]

\ — J4 ;l | LI S S
\/“ I

1.17. Przez ktore punkty plaszczyzny kartezjanskiej nie przechodzi zadna z parabol

y = ax’ (a +0)?

W]

1.18. Korzystajac z definicji, udowodnij, ze funkcja f(x) = —x° jest malejaca
w przedziale (0; o).

1.19. Korzystajac z definicji, udowodnij, ze funkcja f(x) = 3x” jest malejaca
w przedziale (—oo; 0).

X dla x <0

2

1. Funkgja f jest okreslona wzorem f(x) = {
-x~ dlax=0

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Funkcja f ma jedno miejsce zerowe.
B. Funkgcja f jest malejaca.
C. Funkcja f jest monotoniczna.

2. Sporzadz wykres funkcji f(x) = éxz, ktorej dziedzina jest przedzial (-5; 3).
Podaj warto$¢ najwieksza i warto$¢ najmniejsza (o ile funkcja je przyjmuje) oraz ar-
gumenty, dla ktérych funkcja je przyjmuje.

3. Dla jakich wartosci parametru m do wykresu funkcji f(x) = %xl nalezy punkt

P = (m, 2%1@12 +m - 2)?
—2x—8 dla x< -2
4. Sporzadz wykres funkgji f(x) = { —x° dla -2<x <1
x=2 dla x> 1
i na jego podstawie odpowiedz, dla jakich wartosci m réwnanie f(x) = m ma trzy
rozwigzania.

5. Korzystajac z definicji, udowodnij, ze funkcja f(x) = —x° jest rosngca w prze-
dziale (—o0; 0).
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2. Postac kanoniczna funkcji
kwadratowej

Umiejetnosci:

* interpretowanie wspotczynnikow wystepujacych we wzorze funkciji kwadratowej
w postaci kanonicznej

» szkicowanie wykresu funkcji kwadratowe] na podstawie jej postaci kanoniczne

Bedziemy teraz badac, w jaki sposob zmieniaja sie:

* polozenie wierzchotka paraboli,

» zbior wartosci, liczba miejsc zerowych oraz przedzialy monotonicznosci
funkcji kwadratowej w zaleznosci od przesuniecia jej wykresu.

Przykiad €)

Dana jest funkcja f(x) = 2x°. Narysujemy wykres funkcji g(x) = f(x-2) -3
i opiszemy jej wlasnosci.

Rozwiazanie
Wykres funkcji g powstaje przez przesunigcie wykresu funkcji f o wektor [2, =3].

Funkgja g jest wyrazona wzorem g(x) = 2(x — 2)* - 3.

Wiasnosci funkgji g: \ 7h )
* ZW = (=3; co), LT
* wierzchotkiem paraboli jest punkt y=2 '
W = (2, -3), |
» funkcja osiaga warto$¢ najmniejsza rowng -3 |
dla x = 2, [N
» funkcja ma dwa miejsca zerowe, | | !
|
|

o\ i

| M e s B N s ——

* osia symetrii wykresu jest prosta x = 2,
* w przedziale (—o0; 2) funkcja jest malejaca,
w przedziale (2; co) jest rosnaca,
* rownanie g(x) = m:
dla m < =3 nie ma rozwiazan,
dla m = =3 ma jedno rozwiazanie,
dla m > -3 ma dwa rozwigzania.

A

Jezeli przesuniemy parabole o réwnaniu y = ax”, a # 0 o wektor [p, g], otrzymamy
parabole o réwnaniu y = a(x — p)° +g.
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Wierzchotkiem paraboli o réwnaniu y = a(x — p)* +¢q, a # 0 jest punkt
W = (p, q).

Przykiad @) < zad. 2.12

Jaka wartos$c najwigksza (lub najmniejsza) i dla jakiego argumentu przyjmuje funk-

cja f?

a) f(x)=-3(x+1)>+5 b) f(x) = V2(x-6)* -3

Rozwigzanie

a) Parabola y = —3x° ma ramiona skierowane do dotu. Wykres funkgji f otrzyma-
my po przesunigciu tej paraboli o wektor [-1, 5]. Zatem wierzcholek otrzymanej

paraboli ma wspéhrzedne (~1, 5). Funkcja f(x) = =3(x+1)* +5 przyjmuje wiec
wartos$¢ najwieksza rowng 5dla x = -1.

b) Parabola y = v2x* ma ramiona skierowane do géry. Wykres funkgji f otrzyma-
my po przesunigciu tej paraboli o wektor [6, —3]. Zatem wierzcholek otrzymanej
paraboli ma wspétrzedne (6, —3). Funkcja f(x) = V2(x—6)* -3 przyjmuje wiec
warto$¢ najmniejsza réwna -3 dla x = 6.

Funkcje f(x) = a(x — p)* + ¢, gdzie a # 0 i x € R, nazywamy funkcja
kwadratowa zmiennej x w postaci kanonicznej.

Znajac postac kanoniczna funkcji kwadratowej, mozna okreslic jej podstawowe wla-
snosci, gdyz dane sa wowczas trzy liczby:

* a - wspolczynnik, ktéry okreéla, czy ramiona paraboli skierowane sg do gory czy
w dol,

* p, q - wspolrzedne wierzchotka paraboli.

Przyktad e zad. 2.13

. Lo re ok 2 7
Wyznaczymy liczbe rozwigzan rownania —E(x +3)° + 4 = m wzaleznosci od m.

Rozwiazanie ,
Rozwazmy funkcje f(x) = —E(x + 3)2 + 4. Jest to funkcja kwadratowa w postaci

kanonicznej f(x) = a(x— p)* +¢, przy czym a = —%, p=-3 oraz q = 4.

411 S
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Zatem jej wykresem jest parabola o ramionach
skierowanych w dol i wierzchotku w punkcie
W = (-3, 4).

Rownanie —%{x + 3)2 +4 = m:

* dla m € (-co; 4) ma dwa rozwiazania,
* dla m = 4 ma jedno rozwiazanie,
* dla m € (4; co) nie ma rozwigzan.

Przykiad @) < zad.2.14

Parabola y = a(x — p)* + g ma wierzcholek
w punkcie W = (1, =2) i przechodzi przez punkt
A = (2, -5). Napiszemy réwnanie tej paraboli.

Hozwigzanie
y=a{x—])z-2 —p=149=-2
~5=a(2- 1)2 =3 «— podstawiamy wspotrzedne punktu A
a=-3, awiec y=-3(x—-1)>-2
Odp.: Rownanie paraboli to y = =3(x - 1}2 - 2.
Przyktad ) < zad. 2.18
Narysujemy wykres funkcji f(x) = ‘(x —4)* - 2‘ +1,
Rozwiazanie
Na kolejnych rysunkach pokazujemy, jak otrzymad szukany wykres.
Krok 1: Przesuwamy parabole y = x* o wektor [4, —2] i dostajemy parabole
y=(x- 4)2 — 2 (zob. rys. 1).
Krok 2: Odbijamy symetrycznie wzgledem osi x punkty poprzedniego wykresu le-
zace ponizej tej osi oraz bierzemy wszystkie punkty poprzedniego wykresu
lezace powyzej osi x — dostajemy krzywg y = |[x ~4)* = 2| (zob. rys. 2).
“rok 3: Przesuwamy ostatnio narysowany wykres o wektor [0, 1] i otrzymujemy szu-
kany wykres funkcji f(x) = |[x - 4)2 - 2| + 1 (zob. rys. 3).

174 | [EZ 0 W I 7 0 X




2. Postac kanoniczna funkcji kwadratowe;

Przyktad @) « zad. 2.19, 2.20

Przeksztalcimy parabole o réwnaniu y = —(x + 1% 43 przez symetrie wzgledem

prostej [, a nastepnie napiszemy rownanie otrzymanej paraboli.
a) I y=1 b) : x=2
Rozwiazanie

Z poréwnania zapisu danej paraboli y = —(x + 1)% +3

z ogolnym zapisem funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej
f(x) = a(x - p)* + g odczytujemy:

* wspolrzedne wierzchotka paraboli W = (-1, 3),

* wspolczynnik a = -1.

Zatem parabola ma ramiona skierowane w dol i powstala w wy-
niku przesuniecia paraboli y = -x~ o wektor [-1, 3].

Jej osia symetrii jest prosta x = —1.

a) Aby przeksztalcié parabole y = —(x + 1)* + 3 przez symetrie
wzgledem prostej I: y = 1, wykonujemy kolejne kroki.
Krok 1: Odbijamy symetrycznie wierzchotek W = (-1, 3)
i otrzymujemy wierzcholek nowej paraboli
W' = (-1, -1).
Krok 2: Rysujemy nowa parabole w ksztalcie danej,
o wierzchotku W', przechodzaca przez punkty state sy-
metrii, czyli punkty przecigcia danej paraboli z prosta [.
Krok 3: Odczytujemy z wykresu rownanie otrzymanej

paraboli: y = (x+1)* - 1.

b) Aby przeksztalci¢ parabole y = —(x + 1)* + 3
przez symetri¢ wzgledem prostej I: x = 2, wy-
konujemy kolejne kroki.

Krok 1: Odbijamy symetrycznie wierzcholek

W = (=1, 3) iotrzymujemy wierzcholek
nowej paraboli W' = (5, 3).

Krok 2: Rysujemy nowa parabole w ksztalcie da-
nej, o wierzchotku W', przechodzaca
przez punkt (2, —6) przeciecia danej pa-
raboli z prosta [.

Krok 3: Odezytujemy z wykresu réwnanie otrzymanej paraboli: y = —(x - 5)°* + 3.

Odp.: a) y:{x+1}2——1 b) y=—[x-—5}2+3
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W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

2.1. Wskaz réwnanie osi symetrii paraboli bedacej wykresem funkgji
f(x) = =V3(x + 8)* - 3.
A.x=-3 B. x = -8 C. y=3 D.y=-3

2.2. Wskaz wspolrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkgji
f(x) = ~(x+2)*-3.
A. (2, 3) B. (-2, 3) C.(2,=3) D. (-2, -3)

2.3. Ktora funkcja jest malejaca w przedziale (—1; o0)?
A. f(x)=(x+1)° C. f(x) =~(x+1)°
B. f(x) = (x—1) D. f(x) = —(x—1)

2.4. Parabolaoréwnaniu y = f(x) powstala przez przesuniecie paraboli o réwnaniu
y = g(x) o wektor i = [p, q]. Podaj wzor funkeji f i wspolrzedne wierzcholka jej

wykresu.

a) glx)=2(x-7)" +4 i = (7, 4]
b) g(x) = 2(x + 3)° i =[-2, 0]
0) gx) =2(x~V3)* +9 ii = [0, -3]
d) g(x) =2(x-1)*+13 i = [~6, 11]

2.5. Parabola o réwnaniu y = f(x) powstala przez przesuniecie paraboli o réwna-
niu y = g(x) owektor ii = [p, q]. Podaj wspolrzedne wektora ii.

a) f(x) = (n-23)x’ g(x) = (m-3)x" - 14
b) f(x) = (x-3)° gx) = (x+11)* +3
0 flx)=(x+2)*+12 g(x) = (x-2)* =10
d) f{x):Z(x+?+v§)2-\E g(x)=2(x+?]2—13

2.6. Narysuj wykres funkcji y = f(x), a nastepnie, wykonujac odpowiednie prze-
suniecie, wykres funkcji y = g(x).

a) f(x)= X g(x) = (x - 1}2 c) f(x)= 2x” glx) = 2% -6
b) f(x)=-3x" gx)=-3(x+2> d) f(x)= —ixz g(x) = —i{x o



2. Postac kanoniczna funkcji kwadratowe;

2.7. Wykresy funkgji y = (x+¢)* przedstawiaja pewna rodzine parabol. Naszkicuj
kilka z nich. Wyznacz taki wspolczynnik c, aby
a) wierzcholek paraboli lezal na prostej x = 3.

b) wykres funkcji przechodzil przez punkt (0, 4).

2.8. Wykresy funkcji y = x° + ¢ przedstawiajg pewna rodzine parabol. Naszkicuj
kilka z nich. Wyznacz taki wspoélczynnik ¢, aby

a) wierzcholek paraboli lezal na prostej y = 4.

b) wykres funkcji przechodzit przez punkt (2, 2).

c) miejscami zerowymi funkgcji byly liczby -2 i 2.

2.9. Sporzadz wykres funkgeji f i odczytaj z wykresu jej miejsca zerowe.

a) f(x)=(x-17-1 Q) f@)=-3(x-5/+3
b) f(x)=2(x+3)"-8 d) f(x)=4(x-1)" -4
2.10. Wyznacz réwnanie osi symetrii paraboli.

a)y=3(x+4)2—] c}y=(x—~\5+1)z——3
b)y=—2[x+112+5 d}y=w(x+3—-\"'§)2—\5
2.11. Okredl przedzialy monotonicznosci funkdji f.

2) f(x)=3(x-2)7+1 d) fx) = 5(x+V3) -3
b) f(x) = -5(x+7)° -2 e) f(x)=—(x-3)+2V7
) flx)=V2x-11*++3 ) f(x)=10°(x+ V10)’

2.12. Podaj zbior wartosci funkgji f. Dla jakiego argumentu funkcja przyjmuje war-
tos¢ najwieksza lub warto$¢ najmniejszg?

a) f(x)=-2(x+1)+5 d) f(x) = -2V7(x +3)* -1
b) f(x)=3(x~1)2 -7 & flx)= —4(x " é)z _3
Q) flx)= %[x — P42 0 flx)=02(x - 2)°

2.13. Wykonaj odpowiedni wykres i na jego podstawie podaj liczbe rozwiazan row-
nania w zaleznosci od wartosci parametru m.

a) —{x+2}2+5=m c) |x2—2‘=m e) ‘xl—S‘—lzm

b) l(x—§)2~2:m~2 d) |(x+3}2u1|:m f) ‘{x—3}2~4|~2=m

415 S



N 416 Daziat 5. Funkcja kwadratowa

2.14. Przedstaw wzor funkceji kwadratowej w postaci kanonicznej, wiedzac, ze jej
wykresem jest parabola o wierzchotku W przechodzaca przez punkt P.

a) W=(-1,00 P=(38) HW=@3,-1) P=(57)
b) W = (0, 5) P=(-3,2) &) W=(26) P=(1,1)
Q) W=(-1,-2) P=(1,10) ) W=(=3,-2) P=(-1,2)

(x+2)°-1 dla x<0
~(x-1+4 dlax>0
Podaj przedzialy monotonicznosci funkeji.

2.15. Sporzadz wykres funkcji f(x) = {

2x+1)°-2 dla x € (—o0; 1)
2.16. Sporzadz wykres funkcji f(x) = { —2x+38 dla x € (1; 5)
%{x— 52 -2 dla x € (5; o)

Dla jakich argumentow funkcja przyjmuje wartosci nieujemne?

—l-{x -2)" -4 dla x € (~o00; 0) U (6; o0)
2.17. Sporzadz wykres funkcji f(x) = 1 :
~3(x= 4" +1dla x € (0; 6)

Dla jakich wartoéci m réwnanie f(x) = m ma cztery rozwiazania?

2.18. Sporzadz wykres funkcji.
Q) fx)=|(x-4?2-2]+1 ) f(x)=“x2—1|—3|

b) f[x)=-|2x?-_2}+5 d) f(x)=“%[x+2)3_2|—6‘

2.19. Przeksztalé parabole o réwnaniu y = 2(x — 2)* - 4 przez symetrie wzgledem
prostej /, a nastepnie wyznacz rownanie otrzymanej paraboli.
a) I y=-2 b) I: y=-1 c)  y=2 d) I y=-4

2.20. Przeksztalé parabole o réwnaniu y = —2(x+1)* +3 przez symetrie wzgledem
prostej k, a nastgpnie wyznacz rownanie otrzymanej paraboli.
a) k: x=0 b) k: x=2 c) kr x=-2 d) k: x=-3
+ 2.21. Sporzadz wykres funkcji y = f(x).
1 2
) f(x) = (Ix| -2)° Q) fx) = (Ixl-4)" -1

b) f(x) = (Ix] +1)? d) f(x)= =5 (Ixl +3)* +3



2. Postac kanoniczna funkcji kwadratowe;

2.22, Podaj przyklad funkcji kwadratowej f, ktora spelnia podany warunek.

a) Zbiorem wartosci f jest przedzial (—oo; 3).

b) Zbiorem wartosci f jest przedzial (—1; oo).

c) Wykres f ma wierzcholek w punkcie W = (-— V2, ?).

d) Prosta x = —V/3 jest osig symetrii wykresu funkcji f, a zbiorem wartoéci f jest
przedzial (-2; o).

e) W przedziale (—oo; —V/2) funkcja f jest rosngca, a w przedziale (—v/2; oo) jest
malejaca.

f) Zbiorem wartosci f jest przedzial (1; oo), a osia symetrii jej wykresu — prosta
o réwnaniu x = -3,

2.23. Naszkicuj kilka parabol nalezacych do podanej rodziny. Okresl, jaka figure

tworza wierzchotki parabol z tej rodziny dla m € R.
a)y=x2+m c)y=(x—4)2+m

b) y=(x—m)’ d) y=(x-m)+m

1. Funkcja kwadratowa jest okreslona wzorem f(x) = —3(x + 5)° + 4.
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. W przedziale (—o0; 4) funkcja jest rosnaca.

B. Osia symetrii wykresu funkcji f jest prosta x = 5.

C. Réwnanie f(x)= -4 ma jedno rozwiazanie.

2. Podaj zbiér wartosci i przedzialy monotonicznosci funkeji f(x) = %1‘[:&:—?’)2 =1]:

3. Sporzadz wykres funkcji f(x) = —2(x + 1)°. Dla jakich argumentéw funkcja
przyjmuje wartosci ujemne?

4. Sporzadz wykres funkcji f(x) = ‘—{x +2)% + 3. Odczytaj z wykresu liczbe roz-

wigzan rownania f(x) = m w zaleznosci od wartosci parametru m.

5. Podaj réwnanie paraboli otrzymanej w wyniku przeksztalcenia paraboli o réwna-

niu y = —3(x + 4)° + 2 przez symetrie wzgledem prostej I: y = —1.
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3. Postac ogolna funkgc;ji
kwadratowej

Umiejetnosci:

* interpretowanie wspotczynnikow wystepujacych we wzorze funkciji kwadratowej
w postaci ogolnej

* przeksztatcanie wzoru funkcji kwadratowe| z postaci kanonicznej do postaci ogolnej
i na odwrot

Sume algebraiczng ax” + bx + ¢ (a # 0) nazywamy tréjmianem kwadratowym.

Przeksztalcimy funkcje f dana w postaci kanonicznej f(x) = a(x — p)°+ g w taki
sposab, aby po prawej stronie otrzymac tréjmian kwadratowy. Pokazemy to na przy-
kladzie.

Przykiad €) < zad. 3.8

Wzér funkcji f(x) = 2(x - 1)* = 3 zapiszemy w postaci tr6jmianu kwadratowego.
Rozwiazanie
Jix) =2(x - 1}2 -3 «— stosujemy wzdr na kwadrat réznicy
flx)=2(x*-2x+1)-3 «— porzadkujemy wyrazy
Odp.: f(x) =2x* —4x -1

Definicja

F

Funkcje f(x) = ax” + bx + ¢, gdzie a # 0 i x € R, nazywamy funkcja
kwadratowa zmiennej x w postaci ogdlnej.

Przyktad @) < zad. 3.9
Zapiszemy funkcje y = 7x> = V6 + V2x—4x-V3x* -9 w postaci y = ax’ +bx+c
oraz wypiszemy wspolczynniki a, b i c.
Rozwiazanie
y= 7x% = V6 + V2x — d4x — V3x* -9 «—— grupujemy wyrazy
y= 7% = V3x* + V2x - 4x-9- V6 «— wylaczamy wspdlne czynniki poza nawias
y= (?— \E)xzdr (\5—4)3:—9— Ve
Z otrzymanej postaci ogolnej funkcji odczytujemy wspolczynniki.
Odp.: y = (?— ﬁ)x2+(ﬁ—4)x—9—w@, a=7-V3,b=v2-4,c=-9-6



3. Postac ogolna funkcji kwadratowej

Przeksztalcenie wzoru funkcji kwadratowej z postaci kanonicznej do postaci ogol-
nej polega na wykonaniu prostych przeksztalcen algebraicznych. Teraz zajmiemy sie
zadaniem odwrotnym.

Przyktad ) < zad. 3.11

Zapiszemy dang funkcje f w postaci kanonicznej f(x) = a(x - p)° + q.
Rozwigzanie

a) f(x)= Kt —14x+1

W postaci kanonicznej wystepuje kwadrat réznicy (x — p}z, dlatego zaczniemy od
dopasowania do tego wzoru przynajmniej czgsci wzoru podanej funkcji.

Sktadniki x* - 14x traktujemy jako pierwsze dwa wyrazy rozwiniecia x° - 2px + p°

kwadratu réznicy. Mamy wiec: 2p = 14, czyli p=7.

Do pelnego kwadratu réznicy brakuje wyrazu p° = 49.
fx) = x—14x + 49— 49 + 1 «— dodajemy i odejmujemy 49
) = (x* - 14x +49) - 48

Odp.: f(x) = (x-7)* - 48

b) f(x) = 2xt —4x+9

f{x}"z.x -2x)+9

f{x)-l(x -2x+1-1)+9

flx) = Z(x -2x+1)-2+9

Odp.: f(x) =2(x-1)*+7

Metoda zastosowana w przykladzie nosi nazwe dopelniania do kwadratu.

Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Postacig kanoniczna funkgcji f(x) = ax” + bx + ¢, gdzie a # 0, jest:
)= a(x - _—b)z e
2a 4a
Wiyrazenie A = b” — 4ac nazywamy wyréznikiem funkcji kwadratowe;j.
© Wierzcholek paraboli o réwnaniu y = ax” + bx + ¢, gdzie a # 0,

ma wspolrzedne: b -A

2a’ Yw = 4a

A - wielka litera alfabetu greckiego, ktora czytamy: delta.
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N 420 Daziat 5. Funkcja kwadratowa

Udowodnimy twierdzenie, stosujac metode dopelniania do kwadratu. Dla ulatwienia
zrobimy to w tabeli, w dwéch kolumnach. W pierwszej z nich bedziemy przeksztal-
cac konkretny przyklad, w drugiej rownolegle te same przeksztalcenia wykonamy na
symbolach.

Przeksztalcamy wzor f(x)= ax® +bx+c

Przeksztatcamy wzér f(x)=3x"+7x+5
do postaci f(x)=a(x - p)2 +q

do postaci f(x)=a(x—-p)’ +g

Laczymy nawiasem pierwsze dwa skladniki i wylaczamy przed niego
wspotezynnik przy x°.

f(x]:3(x2+§x)+5 f{x}=a(x2+§x)+c

Wyrazenie Ex traktujemy jako podwojony iloczyn i dopelniamy do kwadratu.

f{x]=3(x2+§x+(é:j'—3)2—(;j)z)+5 f{x}=a(xz+§x+(%)z—(£)z)+c

Zostawiamy w nawiasie te wyrazy, ktore sg rozwinigciem wzoru na kwadrat sumy.

ser=a( s Jen () ) -2 (5) 5 0=+ ben () ) - () o

_ 7 \2 49 B b\ ¥
f{x]-?.-(x+2'3) 4_3+5 f{x}—-a(x+2ﬂ) 4,;1'“:
f(x}—3(x— ~7 )2+—49+4-3-5 | Fd=g Lot 2+—:':12+4ar:
- 23 4.3 - 2a da
Wprowadzamy oznaczenie: A = b’ — 4ac.
A=49-4.3.5=-1] A=b* - 4ac
Zapisujemy funkcje w postaci f(x)=a(x - p}2 +4q.
L N . =7 . 1 ~ b\ -A b -A
ﬂx}_s(x_zd) AETLE PR D ﬂx}_a(x_ Ea) PPl daril

* Druga wspolrzedna y,, wierzchotka paraboli jest wartoscia funkcji f dla jego
pierwszej wspolrzednej: y,, = f(x,), wiec ze wzoru na y,, podanego w twier-
dzeniu korzysta sie rzadko.

« Osig symetrii paraboli o réwnaniu y = ax” + bx + ¢ (a # 0) jest prosta x = =



3. Postac ogolna funkcji kwadratowej
Przykitad @) < zad.3.12
Zastosujemy udowodnione twierdzenie do zapisania w postaci kanonicznej funkgji
f(x) =3x> —11x + 7.
Rozwiazanie
Wsp6tezynniki tréjmianu ax” + bx + ¢ saréowne: a =3, b=—-11, ¢ = 7. Zatem:

A=W —doo=T01—4-3:9=3, p=—n =t o8 _ %
2a 6 4a 12
; : 11\ 37
Odp.: Szukana posta¢ kanoniczna to f(x) = 3| x - =) =7
Przyktad &) < zad.3.13
Wyznaczymy przedzialy monotonicznosci funkcji f(x) = —%xl + 4x — 5.
Rozwiazanie
Wsp6tezynniki tréjmianu ax” + bx + ¢ sa réwne: a = —-]i, b=4, c=-5.
Do rozwiazania zadania potrzebna jest tylko pierwsza wspolrzedna p wierzcholka
paraboli:
b 4
e — 4
P 2a 1
6= —% < 0, zatem ramiona paraboli sa skierowane w dol, czyli funkcja f jest rosnaca
w przedziale (—oo; 4) i malejaca w przedziale (4; co).
Odp.: Funkcja f jest rosnaca w przedziale (—oo; 4) i malejaca w przedziale (4; oo).
Przyktad ) < zad.3.15
Okreglimy zbiér wartosci funkgji f(x) = 2x* — 12x + 18.
Rozwiagzanie
Wsp6tezynniki tréjmianu ax” + bx + ¢ saréwne: a =2, b=-12, ¢ = 18.
Do rozwiazania zadania potrzebna jest druga wspolrzedna g wierzchotka paraboli:
__A_ b-dac_ 144-4-2-18
4a 4a 42

a > 0, a wiec ramiona paraboli sa skierowane do Jedli a> 0, to ZW = (g; o0). ((+)
gory, zatem zbiorem wartosci jest przedzial (0; oo). Jesli @ < 0, to ZW = (=005 ¢).
Odp.: {0; c0)

Przyktad € « zad.3.18

Wykres funkcji f(x) = %xz+bx+c przechodzi przez punkt A = (-2, 12), aliczba 2

jest jednym z jej miejsc zerowych. Wyznaczymy wzor tej funkcji w postaci ogolnej.
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N 422 Dziat 5. Funkcja kwadratowa

Rozwiazanie

12 = % : (—2)2 +b-(-2)+c¢ «—— wspolrzedne punktu A spelniaja réwnanie paraboli
0= % P 4be2+¢ «— liczba 2 jest miejscem zerowym funkcji
Rozwiazujemy zatem uklad dwoch rownan z dwiema niewiadomymi.
-2b+c¢ =10 b =—3
{2!7+c= B stad {c = 4

Odp.: Wzér tej funkcjito f(x) = %xz -3x +4.

Przyktad €) < zad. 3.24

Naszkicujemy wykres funkcji f(x) = |x2 - 2% ~ 3‘ i na jego podstawie odczytamy
liczbe rozwiazan rownania ‘xz —3x - 3| = m w zaleznoéci od wartosci parametru .

Rozwiazanie

Wierzchotek paraboli o réwnaniu y = x* —2x — 3 ma
wspolrzedne (1, —4).
Rysujemy wykres funkcji f(x) = |:.~:2 2 3‘.

Odp.: Réwnanie ‘xz ~2x~ 3| = m nie ma rozwigzan dla

m < 0, ma dwa rozwigzaniadla m = 0 lubm > 4,
trzy rozwigzania dla m = 4 oraz cztery rozwiazania dla
m € (0; 4).

W kazdym z zadan 3.1-3.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zZeszycie.

3.1. Wskaz funkcje, ktorej zbiorem wartosci jest przedzial (3; oo).
A. f(x)=05x"—2x+5 C. f(x)=0,5x" - 2x+7
B. f(x)= 0,5x” —2x + 6 D. f(x) = 0,5x> + 2x + 7

3.2. Wskaz wspdtrzedne wierzcholka paraboli bedacej wykresem funkcji

f(x) =2x° —x—3.

aia=d)  Blpd)  olp-R]  oi-T

3.3. Wskaz funkcje, ktorej wykres ma te sama o$ symetrii co wykres funkcji

f(x) = —2x% + 6x - 5.

A.y=-2x*-5 B.y=x’+3x-1 C.y= %xz—gx D.y=-6x"+2x-5



3. Postac ogolna funkcji kwadratowej

3.4. Dana jest funkcja kwadratowa f(x) = %xz — 4x. Ocen prawdziwo$¢ zdan.
A. Wyroznik tej funkgcji jest rowny 14.

B. Wyroznik tej funkcji jest rowny 16.

C. Najmniejsza wartoscia tej funkcji jest —4.

3.5. Ocen prawdziwos¢ zdan. Do zbioru wartosci funkcji f(x) = 2x” — x + 1

A. nalezy liczba %

B. nalezy liczba %
C. naleza wszystkie dodatnie liczby naturalne.

8.6. Dana jest parabola o réwnaniu y = —-x” — 4x — 2. Ocen prawdziwos¢ zdaf.
A. Prosta y = 2 przechodzi przez wierzchotek tej paraboli.

B Prosta x = -2 jest osig symetrii tej paraboli.

C. Prosta x = 2 nie ma z t3 parabolg punktéw wspaélnych.

3.7. Danajest funkcja f(x) = x* + x — 3. Ocen prawdziwoé¢ zdari.

A. Zbiorem wartoéci funkgji f jest przedzial (—3,25; oo).

B. Funkcja f ma dwa miejsca zerowe.

C. Wierzcholek paraboli o rownaniu y = f(x) lezy w trzeciej ¢wiartce ukladu
wspolrzednych.

3.8. Przedstaw wzor funkcji kwadratowej w postaci ogolne;j.

a) flx)=-2(x-3)"+1 ¢) f(x)=-3(x+5)"+25

b) f(x) = %{x+2)2~—3 d) f(x) = 45(::—4)2—2

3.9. Podaj wzér funkcji w postaci y = ax’+ bx + c. Wypisz wspdtczynnikia, bi c.
a) y=2x-5+V2-3x" b) y=3x*—2x+ V3x - V5x" +4
3.10. Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola o wierzchotku W przechodzaca
przez punkt P. Przedstaw wzor tej funkcji w postaci ogolnej.

a) W=(-1,-2) P=(1,10) c) W=(2,6) P=(1,1)

b) W =(3, -1) P=(5,7) d W=(-3,-2) P=(-1,2)

3.11. Podaj wzdr funkcji w postaci kanonicznej i sporzadz wykres tej funkcji.

a) f(x)=x"+6x+9 ¢) flx) =-x"—-4x+1 € f(x)=-2x"-4x-9

b) f(x)=3x*-6x+3 d) f(x)= %xi’- +2x 0 flx) = —%xz 3% - 2?15
3.12. Podaj wzor funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej.
a)y=x2-2x+3 C}y:%xz+x E]}’=—%IE-2I—§

b) y=-2x*-12x-20 d) y=3x"-18x+15 ) y=-0,5x" - 0,2x — 0,02
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3.13. Wyznacz przedzialy monotonicznoéci funkji.

2) f(x)=x+4x+5 d) f(x):%xz-i-x

b) f(x)=-2x" +4x +1 &) fx)= —%xz $2x-2

) f(x)=-2x"-12x-20 ) f(x)=V2x’+4x+2V2 -4
3.14. Wyznacz wspolrzedne wierzcholka paraboli o podanym réwnaniu.

a) y=2x"-3 €) y=-x"-2x-3 e) y=3x"-12x

b) y=x*+4x+4 d) y=2x"+20x+49 0 y=-4x"+4x+1
3.15. Podaj zbior wartosci funkgji.

a) f[x}:—x3+5 c) f(x):—‘__llxzﬁhx—l

b) f(x) =4x" —4x+1 d) f(x)=2x"-12x+18

3.16. Wyznacz wspélczynniki funkeji f(x) = x* + bx + ¢, wiedzac, ze

a) wierzchotek paraboli y = x° + bx + ¢ ma wspélrzedne (=2, -2).

b) parabola y = x* + bx + ¢ ma dokladnie jeden punkt wspélny z osig x i przecina
o$ y w punkcie (0, 4).

c) zbiorem wartodci funkcji f jest przedzial (=3; o), a osig symetrii paraboli
y= x> +bx +c jest prosta x = 3.

3.17. Wyznacz brakujace wsp6lczynniki funkcji kwadratowej y = 4x* + bx + ¢,
wiedzac, ze jej wykresem jest parabola przechodzaca przez punkty A = (0, 2),
B = (-1, 14).

3.18. Osig symetrii paraboli y = ax® + bx — 4, przechodzacej przez punkt
A = (-2, 4), jest prosta x = —3. Znajdz wspolczynniki a ib.

3.19. Do wykresu funkcji kwadratowej y = ax’ +bx+c naleza punkty
A=(-1,0), B=(1,2) i C=(-2,5). Wyznacz wspdlczynnikia, bic.

3.20. Dla jakich wartosci m prosta o rownaniu y = m ma dokladnie jeden punkt
wspolny z parabolg o podanym réownaniu?
a) y=-x"+14x - 37 b) y = x* + 10x + 21 ) y=-=3x"-4V2+1

3.21. Wykresy funkgji y = x* - 2x+ ¢ przedstawiaja pewna rodzine parabol. Nary-
suj kilka z nich. Napisz rownanie osi symetrii tych parabol.



3. Postac ogolna funkcji kwadratowej

3.22. Wykresy funkeji y = x* + bx przedstawiaja pewna rodzine parabol. Narysuj
kilka z nich. Ustal wspoélczynnik b tak, aby prosta y = -9 miala dokladnie jeden
punkt wspélny z parabola.

3.23. Wyznacz wzdr funkgji, ktérej wykresem jest parabola symetryczna do paraboli
y = x° —4x +2 wzgledem podanej prostej.
a) x=4 b) y=-2 c) x=-1 d) y=1

3.24. Wykonaj odpowiedni wykres i na jego podstawie podaj liczbe rozwigzan row-
nania w zaleznosci od wartosci parametru m.

a) ‘xz-li}x+6‘=m c) ‘3x2—12x—?‘—1=m

b) ‘x:‘"—Sx—l‘:mﬂ d) ‘—5x2+3[}x—43‘—2:m

+ 8.25. Korzystajac z definicji, udowodnij, ze funkcja f(x) = 2x°-8x+1 jest rosnaca

w przedziale (2; o).

1. Funkcja kwadratowa jest okreslona wzorem f(x) = 2x° — 8x + 5.
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Zbiorem wartosci funkgji f jest przedzial (5; oco).

B. Osia symetrii wykresu funkgji f jest prosta x = 4.

C. Rownanie f(x) = -2 ma dwa rozwiazania.

2. Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji f.

f(x) = (2— \@)xz 4 (2+ w@)x— V5

3. Sporzadz wykres funkcji f(x) = —ixz + x — 1, napisz ré6wnanie jego osi symetrii

i podaj warto$¢ m, dla ktorej réwnanie —Exz + x — 1 = m ma jedno rozwigzanie.

4. Wyréinik funkcji kwadratowej f(x) = 2x* + 4x + k jest réwny 0. Wyznacz k
i narysuj wykres funkcji f w przedziale (-2; 2).

5. Dla jakiej wartoéci parametru m zbiorem wartoéci funkcji f(x) = 3x° + 15x + m
jest przedzial (—10; o0)?
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Parabola a krzywa tancuchowa

Prawie do kornica XVII wieku uwazano, ze tancuch zawieszony
za konce przyjmuje ksztaft paraboli. Jest to jednak inna krzywa,

tzw. krzywa taricuchowa.

Zawieszony faricuch

Krzywa taricuchowa fatwo dostrzec na co
dzien, jej ksztaft przyjmuja bowiem wszystkie
gietkie sznury, tancuchy, kable itp., zawie-
szone za korice | poddane wytacznie sile
grawitacii.

Rownanie tej krzywej wykorzystuje sie m.in.
przy projektowaniu napowietrznych linii elek-
troenergetycznych. Uwzglednia sie wowczas
obciazenie przewodow, np. przez szadz lub
siadajace na nich ptaki.

Na zdjeciu pokazano most wiszacy na rzece
Avon w Bristolu. Projektant i gtowny inzynier
tego mostu I. K. Brunel zajat drugie mnelsce
w plabnscyctata{ew]zitaﬁﬁha‘tw najwybif
' ' czykow w hlsterli

AY

\ Krzywa

Parabola

il 4

Zludne podobienstwo

Rysunek przedstawia obie krzywe.

Podobieristwo jest pozorne — nie mozna tak 1
dobrac¢ wspoétczynnikéw funkcji kwadratowej,

aby jej wykres miat ksztalt krzywej tancucho-

wej. Tak naprawde krzywa tancuchowa nie ¥

jest wykresem zadnego wielomianu.
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Most wiszacy

Bywaja jednak sytuacje, w ktérych podwieszona
lina przyjmuije ksztatt paraboli.

Przyjrzyjmy sie mostom wiszacym. Ich przesta sa
utrzymywane we wiasciwym potozeniu przez liny
(w mostach starszego typu — fancuchy) podwie-
szone do pylonow. Glowna lina mostu przyjmuje
ksztalt paraboli.

Co rézni te krzywe

Dlaczego lina wiszaca swobodnie i lina dZwigajaca
przesto mostu przybieraja odmienne ksztatty?

Lina zawieszona za korice dZwiga tylko wiasny
ciezar, roztozony wzdtuz niej rownomiernie. Jesli
podzielimy line na odcinki w taki sposéb, aby
odpowiadajace im odcinki poziome byly rownej
diugosci (zob. rysunek), sita ciezkosci dziatajaca
na odcinek liny bedzie zalezata od jego potozenia.
Otrzymamy ksztatt krzywej fancuchowe;.

W moscie wiszacym najciezszym elementem
konstrukcji sa poziome przesta. Ciezar podtrzymu-
jacych je lin jest nieporéwnywalnie mniejszy. Na
kazdy z odcinkow gtownej liny dziata taka sama sita
ciezkosci. Otrzymujemy ksztatt paraboli.

P

\ /
A’ ;’
8 /
A
\_. ¢ DV
e
A B C D

Podwieszona lina dzwigajaca tylko
wiasny ciezar. Sity ciezkosci dziatajace
na odcinki A'B" i C'D’" sa rézne. Lina
przybiera ksztaft krzywej tanicuchowej.

Schemat mostu wiszacego - lina
dzwiga ciezkie poziome przesto. Odcinki
A'B" i C'D’ podtrzymuja jednakowe
fragmenty przesta.




4. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-15 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

1. Wskaz punkt, ktéry nalezy do wykresu funkgji f(x) = x* + 2x — 3.

A. (-2, 5) B. (-2, -3) C. (-2, 3) D. (-2, 1)

2. Wskaz wspolrzedne wierzchotka paraboli o réwnaniu y = 2x* — 12x + 19.

A. (6, 1) B. (-6, 1) C.i(3.=1) D. (3, 1)

3. Wskaz wartosc m, dla ktérej punkt P = (-1, 4 — m) nalezy do wykresu funkcji

f(x) = —2x°.

A.m=6 B.m=-1 C.m=3 D.m=-3

4. Na kt6rym rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f(x) = (x +2)° — 42

A. B. C. D.
roryry AT RLT T A 2Ny

- - { :i | | i

N1 | 1 f |* | L /. . =i

=y

5 i-._ {1 ! ! L .
/ — \ N e .
5. Wskaz zbior wartosci funkeji f(x) = —2x% + 12x + 1.
A. (—o0; 19) B. (—o0; 1) C.R D. (1; o0)

6. Parabola o réwnaniu y = x° + bx ma tylko jeden punkt wspéiny z osia x. Wskaz
wartos¢ wspolczynnika b w tym rownaniu.

A. -1 C. 1

B. 0 D. Nie istnieje takie b.

7. Do wykresu funkgji f(x) = —2x” + mx + n nalezg punkty A = (0, -2)

i B=(-3,4). Ile sa rowne wspolczynniki m i n?
A.m=-8 n=-2 C.m=8 n=2
Bm=8 n=-2 D.m=-8 n=2

8. Wykresy funkcji f(x) = x° + 4x + k przedstawiaja pewna rodzine parabol.
Wskaz prosta, ktora jest osig symetrii kazdej z tych parabol.

A. Nie ma takiej prostej. C.x=-2

B. y=4 D.x=-4



4. Powtarzenie

9. Wskaz wzor, ktérym mozna okresli¢ funkcje o zbiorze wartosci (—oo; —6).
A y=(x+3)°-6 C.y=-(x-2)°-6
]E'..y:—(:-:—3]2 D.y:-xz+2

10. Wskaz wzor funkcji, ktorej wykres jest przedstawiony na

rysunku. TN\ EAx)
A f(x)=x"-2x+3 C. f(x)=-2x*+x-1 /N
+ -

B. f(x)=-x"+4x-1 D. f(x) = —x"—4x -1 uXi ] \ %

11. Wskaz réwnanie paraboli symetrycznej do paraboli y = 3x” — x — 1 wzgledem
osi y.

A y=3x"+x-1 C.y=3x"-x+1

B.y:-—3x2+x+1 D.y:*3x2—x~l

12. Funkcja kwadratowa okreslona jest wzorem f(x) = 2x° —3x+c oraz f(2)=3
Wskaz prawdziwa zalezno$c.

A. f(1)=-6 B. f(1)=0 C. f(1)=15 D. f(1) =-5
13. Wskaz réwnanie osi symetrii paraboli y = 2(x + 5)* — 4.

A.x==5 B. x=5 C.y=-4 D.y=x

14. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji yh |
fx) = ax’ + bx + c. Co mozna stwierdzi¢ o znakach wspol- \ | ri=Mx)
czynnikow tej funkcji? :
A.a>0,b>0ic>0 C.a>0,b>0ic<0 "N
B.a>0,b<0ic>0 D.a>0,b<0ic<0 _{I\‘i\/_

15. Wskaz warto$¢ wspotezynnika a w réwnaniu paraboli y = ax” — 1, wiedzac, ze

przechodzi ona przez punkt P = (-3, 5).

A2 €&
3 3

B. 0 D. Nie istnieje takie a.

W zadaniach 16-21 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

16. Na plaszczyznie dane sg punkty A = (-2, 2), B= (3, 4), C = (2, 6) i parabola

y=x2.

A. Odcinek AB ma z parabola dwa punkty wspolne.
B. Odcinek AC przecina parabole.
C. Odcinek BC przecina parabolg.
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17. Dana jest funkcja f(x) = x* + 2x - V2.

A. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie niewymiernej liczbe niewymierna.
B. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie wymiernej liczbe niewymierna.

C. Liczba —1 nalezy do zbioru wartosci funkgji f.

18. Funkgja, ktorej wykresem jest parabola o wierzcholku w punkcie (-2, 3), moze
by¢ opisana za pomocg wzoru
A.y:S(x—2)2+3. B.y:3[{x+2}2+3]. C.y:S[(x+2)2+l].

19. Funkcja f(x) = (x - 12}3 +6

A. w przedziale (—oo; —12) jest malejaca.
B. w przedziale (—o0; 12) jest malejaca.
C. w przedziale (—o0; 12) jest malejaca.

20. Wykresem funkcji kwadratowej f jest parabola o wierzchotku W = (3, -5).
Wowczas

A. f(=1) = f(4). B. f(-1) = f(5). C. f(-1) = f(7).

21, Wykresy funkgji f(x) = x> =1 i g(x) = —x* + 1 dzielg plaszczyzne na pie¢
czesci. Pole czesci zawierajacej poczatek ukiadu wspolrzednych jest
A. mniejsze od 1. B. wigksze od 2. C. mniejsze od 4.

Zadania otwarte krotkiej odpowiedzi

22. Wyznacz wspolrzedne wierzcholka paraboli o podanym réwnaniu.

a) y=-2x"+4x-2 c) y=4x"-12x+8

b) y=-x"-6x—4 d}y:%x2+4x+3

23. Podaj zbior wartosci funkcji.

a) f[x}=—\@x2—\ﬁ c) f(x)=—§x2+§x—13—1
b) f(x)=3x"-18x+ 32 d) f(x)=02x"+2x+5

24. Podaj réwnanie przykladowej paraboli, ktéra z parabola o réwnaniu y = x*—3x
a) ma dokladnie jeden punkt wspolny.

b) ma dokladnie dwa punkty wspolne.

c) nie ma punktow wspolnych,

25. Napisz rownanie paraboli, ktorej wierzcholkiem jest punkt W = (=3, -=7) i kto-
ra przechodzi przez punkt P = (1, -5).



4. Powtarzenie

26. Wyréznik funkcji kwadratowej f(x) = kx*+6x+ 10 jest rowny 16. Wyznacz k.

27. Wyznacz réwnanie osi symetrii paraboli o réwnaniu y = f(x) i okresl prze-
dzialy monotonicznosci funkgji f.

2) fx)=3(x+4) -1 o) flx)=(x-v2+1)'-3
b) f(x)=—-2(x+1)*+5 d) f(x)=(x+2V2+1) +2

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

28. Dziedzing funkcji kwadratowej y = f(x) jest przedzial (-3; 0). Wykresem
tej funkcji jest cze$¢ paraboli o wierzchotku (-2, —6) przechodzacej przez punkt
o wspolrzednych (=1, —4). Wyznacz wzor funkcji w postaci kanonicznej, naszkicuj
jej wykres i podaj zbior wartosci.

29. Dana jest funkcja okreslona wzorem f(x) = (1 —x)(x+ 1)+ 2x. Wyznacz zbior
wartosci tej funkcji.

30. Funkgja f przyporzadkowuje kazdej liczbie rzeczywistej x z przedziatu (-6; -3)
trzecia czes¢ kwadratu tej liczby pomniejszona o 6.

a) Podaj wzor tej funkcji.

b) Wyznacz najwieksza wartos¢ funkcji f w podanym przedziale.

31. Sporzadz wykres funkcji f(x) = %{x ~2)* + 3. Dla jakich wartoéci m réwnanie

1 : :
E(X ~2)* + 3 = m ma dwa rozwigzania?

32. Dana jest funkcja f(x) = —x* +4x — 2.

a) Wyznacz wzor funkcji f w postaci kanonicznej.

b) Naszkicuj wykres funkgji f.

¢) Podaj przedzialy monotonicznosci funkcji f(x —3) + 7.

33. Przez punkty A = (-6, 4) i B = (2, —4) przechodzi parabola, ktérej wierzcho-
tek lezy na osi y. Wyznacz rownanie tej paraboli.

34. Wykresem funkcji kwadratowej f(x) = —3x° + bx + ¢ jest parabola, ktorej
wierzcholkiem jest punkt W = (1, 5). Oblicz wartosci wspolczynnikow bi c.

35. Funkcja kwadratowa f(x) = —éxz + bx + ¢ przyjmuje jednakowe wartosci dla

argumentow 1 i 5. Do wykresu tej funkcji nalezy poczatek ukladu wspétrzednych.
a) Wyznacz wartosci wspolczynnikow b i c.
b) Dla wyznaczonych wartosci wspolczynnikow b i ¢ naszkicuj wykres funkcji f.
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36. Funkcja kwadratowa f jest okreslona dla wszystkich liczb rzeczywistych x wzo-
rem f(x) = ax’ + bx + c. Najmniejsza warto$¢ funkgji f jest réwna —2 oraz
f(0) = f(4) = 6. Oblicz wartos¢ wspolczynnika a.

37. Wyznacz wzor funkeji kwadratowej f(x) = ax’ +bx +¢, wiedzac, ze f(1) = 2,

f(2)=1i f(-2019) = f(2021).

38. Wyznacz wzér funkcji kwadratowej f(x) = ax” + bx + ¢ i podaj przedzialy jej
monotonicznosci, wiedzac, ze f(0) = -6, f(1) =0 oraz f(2) = 2.

~(x+2)°+3 dla x € (-4; -1)
x+3 dla x € (—o0; —4) U (=1; o0)’
Odczytaj z wykresu liczbe rozwiazan réwnania f(x) = m w zaleznosci od wartosci m.

39. Sporzadz wykres funkcji f(x) = «l

1 2
40. Sporzadz wykres funkcji f(x) = { PR L 2.

-2x* +12x-13 dla x>2

Podaj maksymalny przedzial, w ktorym funkcja jest rosnaca.

41. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji zlozony z fragmentu paraboli
i potprostych. Podaj wzér, ktérym mozna opisac t¢ funkgcje.

a)

42, Sporzadz wykres funkcji.
a}y=‘x2+2x-3| c}y=‘x2—4x|—3

b)y:‘sz—?x+3| d}y:‘—ix2+x|+l

43. Sporzadz wykres funkcji f(x) =2 -

|;w:2 - 4| - 5‘. Dla jakich wartosci

parametru m rownanie f(x)=m ma 4 rozwiazania?
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1. Warto powtorzyc - katy
| ich wiasnosci

Katy, ktére maja rowne miary, nazywamy katami réwnymi. Najczesciej zamiast pi-
sac ,kat o mierze «”, bedziemy uzywac krotszej formy ,kat rowny «”.

Para przecinajacych sie prostych wyznacza cztery 5‘“
katy wypukle, na rysunku oznaczone: «, f3, y, 6. ﬁ

Wsrod tych czterech katow wyrdzniamy pary katow o szczegolnych wlasnosciach.

* Pary katow przyleglych, czyli takich, ktére maja jedno ramie wspdlne.

Katy przyleglte tworza razem kat polpelny.

» Pary katow wierzchotkowych, czyli takich, ktére maja wspélny tylko wierzchotek.

Katy wierzchotkowe sg réwne.

Jezeli prosta k przecina proste [ i m, to mozna mowic tez o innych parach katow.

* Katy1i5,216,3i17,4i8 nazywane s3 katami
odpowiadajacymi (zaznaczono je na rysunku
tymi samymi kolorami).

Katy odpowiadajace leza po tej samej stronie
prostej k.

*» Katy1i7,218,315,41i6 nazywane sa katami
naprzemianleglymi (zaznaczono je na rysunku
tymi samymi kolorami).

Katy naprzemianlegle leza po przeciwnych
stronach prostej k.




1. Warto powtorzy¢ — katy i ich wlasnosci

Jezeli prosta k przecina pare rownolegtych prostych Xﬂ\
| im, to utworzone w ten sposéb katy odpowiadajgce e
S
\gi_ N\ m

sa rowne i katy naprzemianlegle sa réwne.

katy odpowiadajace lub naprzemianlegle, to proste

Jezeli prosta k wyznacza z prostymi [ i m jednakowe 2
| i m sa rownolegle. \k

W kazdym z zadan 1.1-1.4 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

1.1. Trzy proste przecinaja si¢ w jednym punkcie
w taki sposob, ze 42 = 44, tak jak na rysunku. Ile
wynosi suma miar katow <1 + <3 + <47

A. Nie mozna tego stwierdzic. €. 1207

B. 180° D. 90°

b
37

1.2. Kat « jest cztery razy mniejszy od kata do niego przyleglego. Wskaz miare ka-
ta a.
A. 76° B. 45° C. 36° D. 30°

1.3. Polowa kata « jest rowna 15°. Wskaz miare kata przyleglego do kata a.
A. 7,5° B. 30° C. 75" D. 150°

1.4. Wskaz miare kata y na podstawie informacji
podanych na rysunku obok. T

A. 30° B. 15° C. 20° D. 10° )J’/g

1.5. Wyznaczkaty o, Biy.

a) b) E?\% ko ﬁ/
B\ e

f”f#’-

@ ‘:'.v-"'"’L.
%‘ﬂ "/ﬁ k|1
m||n

—
.-".-..-
k|1 i
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1.6. Wyznacz kat «, wiedzac, ze a || b.

a) y b) . \ 47/
b / \65( b BN/ B
<4857 \

G 1.7. Wykaz, ze katy wierzcholkowe sa réwne.

- 1.8. Wyznacz kat a polozony jak na rysunku. Zakla-
damy, ze polprosta AE jest dwusieczna kata CAB oraz
a) kat CAB jest o 60° wigkszy od kata BAD.

b) kat CAB jest 5 razy wigkszy od kata BAD.

+1.9. Na rysunku obok kat CAB jest o 40° wigkszy od _E Bt 2
kata BAD, AF 1 AD oraz AE 1 AB. Wyznacz wszystkie > A
katy zaznaczone na rysunku. s A D

- 1.10. Jaki kat wypukly tworza wskazowki zegara o podanej godzinie?
a) 1330 b) 1420 ¢) 5% d) 710

Q 1.11. Wykaz, ze dwusieczne katow przyleglych sa prostopadte.

1.12. Dwa katy przylegle roznia si¢ o 120°. Ile razy miara jednego jest wigksza od
miary drugiego z tych katéw?

1.13. Jeden z katéow wierzchotkowych jest 0 12° wiekszy od sumy dwéch katow przy-
legtych do drugiego z nich. Wyznacz ten kat.

0 1.14. Czy proste k il sa rownolegle? Odpowiedz uzasadnij.
a)




2. Wielokaty i ich wiasnosci

Umiejetnosci:

* odroznianie figur wypuktych od niewypuktych

» stosowanie twierdzenia o liczbie przekatnych w wielokacie
» stosowanie twierdzenia o katach w trojkacie i wielokacie

Definicja

Figure nazywamy wypukla wtedy, gdy kazde dwa punkty nalezace do niej taczy
odcinek zawierajacy sie catkowicie w tej figurze.

Przyktady figur wypuklych.

@ 4£d\ A

Figurami wypuklymi sa katy o takiej mierze «, ze 0° < a < 180° lub a = 360°.

Figura jest niewypukla, gdy istnieja takie punkty A i B nalezace do niej, ze odcinek
AB nie zawiera sie w tej figurze.

Przyklady figur niewypuklych.

CAD VK

Miara « kata niewypuklego (inaczej: wklestego) spelnia nieréwnos¢ 180° < o < 360°.

Brzeg wielokata wypuklego jest suma skonczonej liczby odcinkéw, tzw. bokdw wie-
lokata, z ktorych zadne dwa nie sa zawarte w jednej prostej. Konce bokow nazywamy
wierzcholkami wielokata.

Kazdy wielokat ma tyle samo bokow co wierzchotkow. Jezeli wielokat ma n wierz-
chotkow, to nazywamy go n-katem.
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Przypomnijmy niektére ze znanych wielokatéw wypuktych.

A D

trojkat czworokat kwadrat prostokat

L A L <O

romb rownoleglobok trapez deltoid

Q@ O

pieciokat sze$ciokat o$miokat

Przekatna wielokata nazywamy odcinek faczacy dwa
wierzcholki niebedace koncami jednego boku.

Na rysunku zaznaczono wszystkie przekatne oraz
katy wewnetrzne pigciokata wypuklego.

Katem zewnetrznym wielokata wypuklego Zamiast ,kat wewnetrzny” wielo- ((+))

nazywamy kat przylegly do kata wewnetrznego. kata wypuklego méwimy krotko:
.kat” wielokata wypuklego.
kat

zewnet riny

kat
zewnetrzny

Przyktad €) « zad. 2.10
Obliczymy, ile przekatnych ma:
a) pieciokat wypukly. b) dwudziestokat wypukly. c) n-kat wypukly.

Rozwigzanie
a) Wszystkie przekatne pieciokata zostaly zaznaczone na jednym z poprzednich ry-
sunkow i mozna je policzy¢. Pieciokat wypukly ma 5 przekatnych.



2. Wielokaty i ich wiasnosci

b) Liczenie przekatnych na rysunku w przypadku dwu-
dziestokata byloby bardzo zmudnym i czasochlon-
nym zajeciem. Zastanéwmy sie nad inng metoda
rozwiazania zadania. Jezeli ponumerujemy wierz-
cholki dwudziestokata, to:

- z wierzcholka o numerze 1 poprowadzimy
20-3 = 17 przekatnych, poniewaz nie polaczymy
go przekatna z wierzchotkami o numerach
1, 2 oraz 20,
- zwierzcholka o numerze 2 poprowadzimy 20-3 = 17 przekatnych, poniewaz
nie polaczymy go przekatna z wierzchotkami o numerach 2, 3 oraz 1,
- podobnie - z kazdego nastepnego wierzcholka poprowadzimy 20 -3 =17
przekatnych.
Wierzcholkéw jest 20, zatem 17 - 20 jest liczbg poprowadzonych przekatnych,
a poniewaz w ten sposob kazda z nich liczymy dwukrotnie (raz z jednego i raz
z drugiego jej konca), wigc liczba wszystkich przekatnych dwudziestokata wypu-
17 - 20 - 170.

klego jest rGwna

c) Powyzsze rozumowanie uogolniamy dla dowolnego n-kata wypuktego:

liczba przekatnych jest rowna w

Przykiad &) < zad. 2.12

W pewnym wielokacie wypuklym liczba przekatnych jest 4 razy wigksza od liczby
bokow. Jaki to wielokat?

Rozwiazanie
Jezeli przyjmiemy, Ze szukany wielokat ma n wierzchotkéw, to po wykorzystaniu
wzoru z poprzedniego przykladu otrzymamy réwnanie:

— g
i B = 4n
2
(m—3)n=8n |:n «— n jest liczba naturalng wigksza od 2

n-3=8, czyli n=11
Odp.: Jedenastokat wypukly.

Trojkaty

Wielokatem wypuklym o najmniejszej liczbie wierzchotkow
jest trojkat. Zauwazmy, ze kazdy wielokat mozemy rozciac
na trojkaty, np. prowadzac z jednego wierzchotka wszystkie
mozliwe przekatne.
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Przyktad €) « zad. 2.14

Zbadamy, czy mozna zbudowac trojkat z odcinkow o dlugosci 1,4 cm, 2,7 cm
i 4,4 cm.

Rozwiazanie

Dlugosci odcinkéw, z ktérych mamy zbudo- Nieréwnos¢ trojkata (+3)
wac trdojkat, musza spelni¢ nieréwno$c¢ troj- W tréjkacie suma dlugosci kazdych
kata. Znamy dhlugoséci wszystkich trzech od- dwdch bokow jest wigksza od

cinkow, zatem wystarczy sprawdzié, czy suma dingesdl trmeclego bol

dwaoch krotszych jest wigksza od najdiuzszego.
14+27=41<44
Warunek trojkata nie jest spelniony.

Odp.: Z odcinkéw o podanych diugosciach nie mozna zbudowac trojkata.
J

Przypomnijmy najwazniejsze pojecia zwiazane z tréjkatami, wprowadzone w szkole

podstawowej.
2
trojkat ostrokatny trojkat prostokatny trojkat rozwartokatny
wszystkie katy ostre jeden kat prosty jeden kat rozwarty

Symetralna boku trojkata jest prostg prostopadta do tego boku, przechodzacy przez
jego Srodek.

Dwusieczna kata w trojkacie jest polprosta o poczatku w wierzchotku tego kata, dzie-
laca ten kat na réwne katy.

Wysokos¢ trojkata to odcinek prostopadty do boku tréjkata, faczacy ten bok lub jego
przedluzenie z przeciwleglym wierzchotkiem.

Wprowadzimy jeszcze jedna definicje.

 psnici |

Srodkowa boku tréjkata nazywamy odcinek taczacy érodek boku z przeciw-
legtym wierzchotkiem.




2. Wielokaty i ich wiasnosci

Na rysunku prezentujemy wymienione pojecia oraz pokazujemy sposob oznacza-
nia wierzchotkdw, bokow i katow trojkata, z ktérego najczesdciej bedziemy korzystaé
w tym podreczniku.

Uzywamy w tym podreczniku zwro- (1))
tow: ,dwusieczna jest réwna 5" zamiast
»dlugos¢ odcinka wycietego z dwusiecz-

iy nej przez brzeg tréjkata jest rowna 57,

& podobnie ,wysokos¢ réwna 37, a nie
£ »dlugosé wysokosci rowna 37, trojkaty
E majg .rowne srodkowe” zamiast trojkaty
maja ,srodkowe réwnej dlugodei” itd.
2 A5 5

Jedno z podstawowych twierdzen o tréjkatach wraz z dowodem poznaliscie podczas
nauki w szkole podstawowej. Przypomnijmy je.

Suma miar katow tréjkata wynosi 180°.

Dowaod

Poprowadzmy przez wierzchotek C prosta réwnolegla do boku AB.
Suma katéow < ACM, <BCN i y jest rowna 180°.

M NG/ N M NG/

& Y ) .

2.

IIIA B~ X, ;JJA B> 5

Poniewaz
JACM =<4CAB=«
4BCN =<CBA = ,B}
wiec a + 5+ y = 180°,

«—— s3 lo pary katow naprzemianleglych

Koniec dowodu
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Przyktad @) < zad.2.17

Wyznaczymy kat «.

Rozwiazanie

a) Kat « jest trzecim katem tréjkata o pozostatych
katach 35° i 40°. Zatem jest rowny
180° — 35° — 40° = 105". i 0

b) Kat przylegly od kata &« ma 180° — 50° — 80° = 50°.
Zatem kat « ma 180° — 50° = 130°.

80°

c) Wyznaczmy najpierw katy Biy. Kat B jest przylegly
do kata 80°, ma wiec 100°. Kat y jest trzecim katem
tréjkata o katach 40° 1 100°, zatem jest rowny
180° — 40° — 100° = 40",

Kat « jest przylegly do kata 40°, wigc ma 140°,

Obliczenia z punktu b w powyzszym przykladzie mozna tatwo uogdlnic.

Kat zewnetrzny tréjkata jest rowny sumie nieprzyleglych do niego katéw
trojkata.

W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

2.1. Wskaz liczbe przekatnych dziewietnastokata wypuklego.

A. 74 B. 190 C. 304 D. 152

2.2. Wskaz miare kata a. T10°
A. 100° C. 120°

B. 110° D. 130° P

2.3. Wskaz liczbe bokow wielokata, ktory ma 27 przekatnych.
A.7 B. 8 C.9 D. 10

2.4. 7 kota usunieto punkt nalezacy do jego brzegu (okregu).

Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.

A. Otrzymana figura jest wypukla.

B. Otrzymana figura jest niewypukla.

C. Nie mozna stwierdzic, czy otrzymana figura jest wypukla czy niewypukia.
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2.6. Z kola usunieto $rodek. Czy otrzymana figura jest wypukla?

2.7. Z czworokata wypuklego usun jeden punkt, tak aby otrzymana figura byta nadal
wypukla, Ile jest mozliwosci rozwigzania zadania?

2.8. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
Prosta moze miec z pieciokatem wypuklym
A. dokladnie jeden punkt wspélny.

B. dokiadnie dwa punkty wspdlne.

C. nieskonczenie wiele punktéw wspolnych.

2.9. Zaznacz katy zewnetrzne wielokgta i oblicz ich miary.

150° b) trapez

Odcinki réwne czgsto  (((+))
oznaczamy na rysunku
malymi kreseczkami.

30°

2.10. Oblicz liczbe przekatnych wypuklego wielokata o n wierzcholkach.
a) n=17 b) n=10 c) n=15 d) n =100

2.11. Ktore wielokaty maja tyle samo przekatnych co bokow?

2.12. W ktorym wielokacie przekatnych jest
a) dwa razy wiecej niz bokow?
b) trzy razy wiecej niz bokow?
c) piec razy wigecej niz bokow?

2.13. Na plaszczyznie dane sa cztery rozne punkty. Ile mozna zbudowac trojkatow
o wierzchotkach w tych punktach? Rozwaz rézne przypadki.



BN 444 Dziat 6. Figury na ptaszczyznie

2.14. Zbadaj, czy mozna zbudowa¢ tréjkat z odcinkéw o podanych dlugosciach.

a) 37cm, 19cm i 22 cm c) (l+\fr?;) cm, 4cm i (3-\f€) cm
b) V8cm, V18 cm i V32cm d}%cm,écmi%cm

2.15. W tréjkacie réwnoramiennym dane sa dlugosci bokéw AB i AC. Wyznacz
dlugosc trzeciego boku. Rozpatrz rézne przypadki.

a) |AB| =2, |AC| =3 b) |AB| =2, |AC| =5
G 2.16. Korzystajac z rysunku, wykaz, ze suma katow B

czworokata wypuklego jest rowna 360°. M‘w C
o 5

A D

2.17. Wyznacz kat «.

55
q*% Aﬁk

2.18. Wyznacz kat «.
a) b) c) trapez d)

2.19. Jeden z katow trojkata ma 40°, a miary dwoch pozostalych sg w stosunku 3 : 4.
Wyznacz te katy.

2.20. Jeden z katow zewnetrznych trojkata ma 140° a dwa katy wewnetrzne nie-
przylegle do niego sa réwne. Wyznacz katy tréjkata.

2.21. Katy a i S w trojkacie (zob. rysunek) spelniaja warunek
« — 3 = 40°. Wyznacz miare kata przyleglego do f5.
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2.22, W czworokacie wypuklym ABCD kat A ma miare 60°,
a 4B :<4C :4D =1:2:3. Wyznacz katy tego czworokata.

2.23. Wyznacz liczbe bokéw wielokata wypuklego, jezeli suma miar jego katow jest
rowna
a) 540°. b) 720°. c) 1080°. d) 2160°.

2.24. W wypuklym pieciokacie miary trzech katow pozostajg w stosunku 5:6: 7,
a suma dwdch pozostalych katow jest réwna 90°. Oblicz miare najwiekszego kata tego
pieciokata.

+ 2.25. Ile jest rowna suma miar katéw zaznaczonych na M
rysunku? i

« 2.26. Ile jest rowna suma miar katow zaznaczonych na rysunku?

a) b)
/> A

N
\/ 50°

1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Istnieje trojkat, ktorego najwigkszy kat ma miare 70°.

B. Istnieje trojkat, ktérego najmniejszy kat ma miare 65°.

C. Istnieje trojkat, w ktorym suma miar najwiekszego i najmniejszego kata wynosi 80°

2. Jeden z katow trojkata ma miare o 25° mniejsza od miary drugiego kata i dwu-
krotnie wigksza od miary trzeciego kata. Wyznacz miary katéw tego trojkata.

3. Suma miar dwoch katow czworokata wypuklego jest rowna 100°, a réznica dwoch
pozostalych 20°. Jaka miare ma najwiekszy kat tego czworokata?

4. Ile przekatnych ma wielokat wypukly, jezeli suma jego katow jest rowna 900°?

5. Dla jakich wartosci m z odcinkéw o dlugosciach m -2, 2m -1, 10 —m mozna
zbudowac trojkat?
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Wielokaty foremne

Wielokatow foremnych nie odkryt matematyk, zrobita to natura — przyjrzyj sie
chociazby plastrowi miodu czy ptatkom sniegu. Matematyk moze jednak
poszuka¢ praktycznego zastosowania wtasnosci tych figur w rozmaitych
dziedzinach zycia codziennego, rzemiosta, sztuki, techniki.

Matematyka i sadzenie ziemniakow

Wykorzystajmy wiedze matematyczna do sadzenia
roslin, np. ziemniakow. Zatozmy, ze gtownym warunkiem
jest posadzenie ich w réwnej odleglosci od siebie,

np. co 50 cm. Na danej powierzchni chcemy posadzic
jak najwiecej ziemniakow. Jak to zrobic?

Jedynymi wielokatami foremnymi, na ktére mozna
podzielic ptaszczyzne bez strat, sa trojkat foremny,
kwadrat i szesciokat foremny. Wszystkie rosliny maja
mie¢ tyle samo miejsca wokoto, wigc posadzmy je

w wierzchotkach tych figur.

Oto co otrzymamy.

g !
50 cm ‘a ‘_',-'
i_ﬁ_" [T Na zielono zaznaczono N __,-’
| " A pole przypadajace na jedna % ',"I
| . | roslinke. Jesli posadzimy srodek N} Y
b i | ziemniaki w wierzchotkach ozaglowania
% tréjkata, pole to bedzie

' réwne 125043 cm?.

Jesli zastosujemy kwa-

' drat, do dyspozycji po-

| jedynczej roslinki bedzie

- kwadrat o polu 2500 cm?.

Srodek ozaglowania

Czy wiesz, ze zaglowka moze sie

— < W przypadku szesciokata poruszac¢ w dowolnym kierunku
| jest to tréjkat réwnoboczny z wyjatkiem kierunku pod wiatr

v "_, - o polu 18753 cm?. lub prawie pod wiatr? W teorii
L Zeglowania jednym z elementow
' < a zwiazanych z tym zjawiskiem jest
b e | X $rodek ozaglowania. Jezeli zagiel

ma ksztatt trojkata, to srodek oza-
glowania jest punktem przeciecia
W ktorym ukladzie najlepiej sadzi¢ ziemniaki? srodkowych tego trojkata.



Wielokaty foremne w przyrodzie

Ksztalty wielokata foremnego tatwo odnalezé
w tworach i zjawiskach przyrodniczych.

Trzykrotka Andersona (tréj- _
ptatkowa) — tréjkat foremny. |

J' Ptatki sniegu — najrozmaitsze
| szesciokaty foremne.

Rozgwiazda -
pieciokat foremny.

Pszczoty gromadza miéd w plastrach zbudowanych z szesciokatnych
komarek woskowych. Taki ich ksztaft pozwala na optymalne wyko-
rzystanie przestrzeni ula. Szesciokat foremny ma mniejszy cbwaéd niz
obwdd kwadratu i tréjkata rownobocznego o tym samym polu, dzieki
czemu pszczoly zuzywaja mniej wosku na budowe plastra.




3. Figury przystajgce

Umiejetnosci:

» odréznianie figur przystajacych

* stosowanie cech przystawania figur
* dowodzenie przystawania tréjkgtow

O przystawaniu figur uczyliscie sie w szkole podstawowej. Przypomnijmy, ze jezeli na
plaszczyznie mamy dwie figury, to méwimy, ze sa one przystajace, gdy jedna z nich
mozemy naltozy¢ na druga.

Czynnos$¢ nakladania mozna wykonac za pomoca kalki.

Naktadamy kalke na figure F,, dokladnie ja przerysowuje-
my, a nastepnie przekalkowany obraz przykladamy do fi-
gury F,. Jezeli wszystkie punkty figury F, i kalki figury F,
sie pokrywaja, to F, i F, sa przystajace.

Zauwazmy jeszcze, Zze obrazek na kalce mozemy przesuwac
na plaszczyZnie oraz odwraca¢ na druga strong.

Przyktad o

a) Dwie litery ,,a” w wyrazie ,przystawanie” sa przystajace.

b) Napisy bo i od sa przystajace.

c) Jezeli spojrzymy w lustrze na zegarek elektro-
niczny wskazujacy godzine 20:28, to odczytamy
dos¢ nietypowg godzine:

Te cyfry i ich lustrzane odbicie to figury przystajace.

Jezeli figura F, jest przystajaca do figury F,, to fakt ten zapisujemy: F, = F,.
Zauwazmy, ze figury przystajace majg nastepujace wlasnosci:

¢ K =F, «— kazda figura przystaje do siebie samej

o Jezeli Fi=F,, to F, =F,. «—— jezeli F, przystaje do F,, to F, przystaje do F,

* Jezeli Fi=F, i F,=F;, to F| = F;. «—jezeli F, przystaje do F, i F, przystaje do Fj,
to F, przystaje do F;
Ostatnia wlasnos¢, wazna ze wzgledu na zastosowania praktyczne, nazywana jest

przechodnioscia.
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Nakladanie jednej figury na druga jest zadaniem dosy¢

K lik ) ) 18 r‘y'k bg@J ierdzid f Y O figurach przystaja- ()
skomplikowanym. W praktyce aby stwierdzi¢, czy figury cych czesto méwimy,

sa przystajace, postugujemy sie pewnymi twierdzeniami, 7e 53 rowne.

zwanymi cechami przystawania figur. Oto kilka z nich:

* Dwa odcinki sa przystajace wtedy i tylko wtedy,
gdy maja te sama dlugosc. \

* Dwa kwadraty sg przystajace wtedy i tylko wtedy, =
gdy bok jednego jest rowny bokowi drugiego. b

* Dwa okregi sa przystajace wtedy i tylko wtedy,
gdy maja réwne promienie.

» Dwa kota sa przystajace wtedy i tylko wtedy, gdy
maja rowne promienie.
rl = r}_

* Dwa katy sa przystajace wtedy i tylko wtedy, gdy
maja rowne miary (rozwartosc).

Cechy przystawania trojkatow

Cechy przystawania trojkatow wyréznimy w postaci oddzielnego twierdzenia, ktore-
go dowod pominiemy.

Cechy przystawania trojkatow

I. Jezeli dwa tréjkaty maja boki odpowiednio réwne, to sg przystajace.

II. Jezeli dwa tréjkaty majg dwa boki i kat miedzy nimi zawarty odpowiednio
rowne, to sa przystajace.

I11. Jezeli dwa trojkaty maja bok i dwa katy do niego przylegajace odpowiednio
rowne, to s3 przystajace.
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Tradycyjnie oznacza¢ bedziemy kolejne cechy przystawania trojkatow:

* bbb - trzy boki odpowiednio rowne,

4
4 i 2
6 5
6
5

* bkb - dwa boki i kat miedzy nimi zawarty odpowiednio réwne,
7

& ?
K'T?{?n

4

» kbk - bok i dwa katy do niego przylegajace odpowiednio réwne.
5

70° 30

30° 70°
3

Przyktad &) < zad. 3.8 5 b ¢

Przekatna dzieli prostokat na dwa tréjkaty przystajace:
AADC = ACBA.

Mozna to stwierdzié, zauwazajac na przyklad, ze trojkaty
te majg trzy pary rownych bokow.

Przyktad &) < zad.3.15

Wykazemy, ze wysokos¢ opuszczona na podstawe trojkata rownoramiennego dzieli
go na dwa trojkaty przystajace.

C
Dowod
|AC| = |BC| ~—— trojkat jest rtownoramienny
4DAC =4DBC  «— katy przy podstawie w tréjkacie rGwnoramiennym
JACD =<4DCB  «— jako dopelnienie do 180°
Zatem na mocy cechy kbk AADC = ABDC. " [‘;\ B

Koniec dowodu
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W tréjkacie réwnoramiennym, w ktérym |AC| = |BC|, dwusieczna kata C oraz
srodkowa i wysokos¢ poprowadzone z wierzchotka C zawierajg sie w jednej pro-
stej, bedacej osia symetrii podstawy, inaczej — w symetralnej boku AB.

Przykiad @) < zad. 3.17 X
W tréjkacie réwnoramiennym, w ktérym |AC| = |[BC|,
poprowadzono (tak jak na rysunku) srodkowe AD i BE, E D

Udowodnimy, ze AABE = ABAD.

Dowod A B
E jest srodkiem boku AC, D jest srodkiem boku BC.

|AE| = |BD)| «— polowy rownych bokéw tréjkata rbwnoramiennego
J4CAB =<CBA «—— rowne katy przy podstawie trojkata réwnoramiennego
AB «— wspolny bok tych tréjkatow

Trojkaty ABE i BAD maja rowne dwie pary bokow i rowne katy miedzy nimi zawarte.
Sa wigc przystajace na mocy cechy bkb.

Koniec dowodu

Przyktad @) « zad. 3.19

W tréjkatach ABC oraz A'B'C’ poprowadzono dwusieczne AD i A'D’. Wiemy, ze
|AD| = |A'D'|, 9A =< A’, 9ADB = 9A'D'B'. Udowodnimy, ze tréjkaty ABC oraz
A'B'C sa przystajace.

Dowod

A B B’ A

Wykazemy najpierw, ze przystajace sa trojkaty ABD i A'B'D'. Wykorzystamy na-
stepnie rownosci migdzy bokami i katami tych tréjkatow do osiagniecia celu, czyli
udowodnienia przystawania duzych tréjkatow.

451 R
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Z zalozen w tresci zadania wiemy, ze: [AD| = |A'D'|, «ADB =< A'D'B’. Poniewaz
ADiA'D' s3 dwusiecznymi katow oraz 4A = A, wiec 4DAB =<4D'A'B’ jako
poléwki katéw réwnych. Tréjkaty ABD i A'B' D' maja odpowiednio réwne — bok
i dwa katy do niego przylegajace, sa wiec przystajace na mocy cechy kbk.

Przyjrzyjmy sie teraz tréjkatom ABC oraz ATBC.,

JA =44 «—— zalozenia zadania
4B =4B' «—— jako odpowiednie katy w przystajacych tréjkatach ABDi A'B'D'
|AB| = |A'B'| «— jako odpowiednie boki w przystajacych trojkatach ABD i A'B' D’

Trojkaty ABC i A'B'C' maja wiec odpowiednio réwne — bok i dwa katy do niego
przylegajace, a zatem na mocy cechy kbk sa przystajace.

Koniec dowodu

W kazdym z zadan 3.1-3.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

D
3.1. Na rysunku zaznaczono odcinki tej samej dlugosci.

Wskaz liczbe par odcinkow rownych, ktorych koncami sg C
zaznaczone punkty, B
A.5 B. 6 C.7 D. 8 q

3.2. W szeéciokacie foremnym ABCDEF poprowadzono wszystkie przekatne

z wierzchotka A oraz przekatna BF. Ile par trojkatow przystajacych otrzymano? Roz-
wazamy wszystkie trojkaty, w ktorych przynajmniej jednym bokiem jest przekatna.
A. 4 B. 6 C.7 D. 8

3.3. W rownolegloboku poprowadzono odcinki taczace / / /
srodki jego przeciwleglych bokow. Wskaz liczbe par row-

nolegtobokéw przystajacych. / / /
A. 4 B. 6 C.8 D. 10

3.4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdarn.

A. Dwa czworokaty wypukle sg przystajace, kiedy maja boki odpowiednio roéwne.

B. Dwa trojkaty sa przystajace, kiedy maja dwa boki i jeden kat odpowiednio réwne.

C. Dwa trojkaty prostokatne sa przystajace, kiedy maja odpowiednie przyprostokat-
ne rowne.
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3.5. W trapezie rownoramiennym poprowadzono przekatne. Wéréd powstatych
trojkatow wskaz trojkaty przystajace.

3.6. Na ktorych rysunkach sa przedstawione trojkaty przystajace?
E.

A _a C.

< Th
4

3.7. Czy figury A i B sa przystajace?
: C) E
b) d)
A A
L s
A B

3.8. Ktore boki narysowanego obok wielokata sa rowne?

3.9. Kiedy dwa prostokaty sa przystajace?

3.10. Czy podane figury sa przystajace?

a) dwie polproste
b) dwie proste
c) dwie polplaszczyzny
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©

3.11. Cuzy figury F, i F, sa przystajace?

a) b)

3.12. Punkt O jest srodkiem okregu na rysunku 1. Wykaz, ze trojkaty AOB oraz
A'OB' sg przystajace.

3.13. Punkt O jest $rodkiem okregu na rysunku 2. Wiemy, ze |AB| = |A'B'|.
Wykaz, ze trojkaty AOB oraz A'OB' sa przystajace.

A |
Rys. 1. Rys. 2.

3.14. W trojkacie rownoramiennym ABC, w ktérym |AC| = |BC|, poprowadzono
wysokoséci AD i BE. Wykaz, ze trojkaty ADB i BEA sa przystajace.

3.15. Z wierzcholka kata rozwartego rombu poprowadzono dwie wysokoéci. Wy-
kaz, ze otrzymane trojkaty sa przystajace.

8.16. W trojkatach ABC oraz A'B'C' poprowadzono dwusieczne ADi A'D’. Wia-
domo, ze |AB| = |A'B'|, 4A =<A" i |AD| = |A'D'|. Udowodnij, ze tréjkaty ABC
oraz A'B'C' sa przystajace.

3.17. W tréjkatach ABC oraz A'B'C’ poprowadzono érodkowe ADi A'D'. Wiado-
mo, ze |BC| = [B'C'|, |AD| = |A'D’| i 9ADB =<4A'D'B'. Udowodnij, ze trojkaty
ABC oraz A'B'C’ sq przystajace.

3.18. W tréjkatach ABC oraz A'B'C’ poprowadzono érodkowe AD i A'D'. Wia-
domo, ze |AB| = |A'B'|, 4DAB =<4D'A'B' i 4ADB = 4A'D'B'. Udowodnij, ze
tréjkaty ABC oraz A'B'C' sg przystajace.

3.19. W tréjkatach ABC oraz A'B'C’, wktérych |AC| = |A'C'| oraz |BC| = |B'C|

poprowadzono do bokéw BCi B'C' odcinki ADi A'D'. Wiadomo, ze |AD| = |A'D'|
oraz |BD| = |B'D'|. Udowodnij, ze tréjkaty ABC oraz A'B'C' sa przystajace.
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3.20. W tréjkatach ABC oraz A'B'C' poprowadzono dwusieczne ADi A'D’. Wia-
domo, ze |AD| = |A'D'|, 4ADC =<4A'D'C" i 4A = 4A’. Udowodnij, ze tréjkaty
ABC oraz A'B'C’ sa przystajace.

+ 3.21. Podziel figure pokazana na rysunku obok na cztery figury
przystajace.

+ 3.22. W trojkatach ABC oraz A'B'C’' poprowadzono $rodkowe
ADi A'D'. Wiadomo, ze |AB| = |A'B'|, |AC| = |A'C’|

i |AD| =|A'D’|. Udowodnij, ze tréjkaty ABC oraz A'B'C’

s3 przystajace.

1. Ocen prawdziwosc podanych zdan.

A. Dwa trapezy sa przystajgce, kiedy maja boki odpowiednio réwne.

B. Dwa szesciokaty foremne s3 przystajace, kiedy majg réwne boki.

C. Dwa pieciokaty wypukle sa przystajace, kiedy maja boki odpowiednio réwne.

2. W rombie ABCD polaczono wierzcholek B ze §rodkiem P boku AD oraz ze $rod-
kiem Q boku DC. Wykaz, ze trojkaty ABP oraz BCQ sa przystajace.

3. Kazdy z bokow tréjkata rownobocznego ABC podzielo-
no na 5 rownych czesdci, jak na rysunku. Wykaz, ze trojkat
KMN jest rownoboczny.

A ' B

4. W tréjkatach ABC oraz A'B'C’ poprowadzono srodkowe ADi A'D'. Wiadomo,
ie |CD| = |C'D'|, 4C = 4C" oraz 4ADB = 4A'D'B’. Udowodnij, ze tréjkaty ABC
oraz A'B'C' s przystajace.

C
5. Troéjkaty ABC i DEC sa rownoramienne oraz
J4ACB =4DCE. Wykaz, ze |AD| = |EB|.
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Zadania zamknigete
W kazdym z zadan 1-24 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz

W zeszycie.

1. W tréjkacie ABC kat zewnetrzny przy wierzchotku B jest rowny 150 a stosunek
miar katow wewnetrznych do niego nieprzyleglych wynosi 1 : 2. Tréjkat ABC jest

. rownoramienny.  B. réwnoboczny.  C. prostokatny.  D. rozwartokatny.
Poréwnaj katy BDA i BAD, wiedzac, ze |AC| = |DC|.

.4BDA > <4BAD D

. 4BDA =<4BAD ‘ ; C

. 4BDA < 4BAD B

. Nie mozna porownac katéw BDA i BAD. A

Wikaz miare kata wewnetrznego wielokata foremnego, ktéry ma 9 przekatnych.

. 60° B. 108° C. 120° D. 140°

105°
Wikaz miare kata . Skorzystaj z rysunku.

. Jest za malo danych, zeby podaé miare kata a.
30° C. 45° D. 75° 2

O WEHA PO OOEPN >

. Kajtki leza 70 km od Maniek. Grajki sa oddalone od Maniek o 40 km. Wskaz
na]krotsz.; z mozliwych odlegltosci miedzy Kajtkami a Grajkami.

A. 110 km B. 30 km C. V70% + 40 km D. 10 km
6. Wskaz miare kata a. Skorzystaj z rysunku obok.
A. 70° B. 80° C. 90° D. 100° %
7. lle jest rowny kat wypukly utworzony przez wskazowki e o sor
zegara o godzinie 10207 =
A. 170° B. 165° C. 150° D. 180° £
8. Jaka zalezno$¢ zachodzi miedzy katami § i a + [3?
Ad>a+p
=X + !3
C.éd<a+p

D. Jest za malo danych, zeby poréwnac katy & i « + p.

9. Kat « jest trzy razy wiekszy od kata do niego przyleglego. Wskaz miare kata a.
A. 76° B. 45° €. 135° D. 120°
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10. W szesciokacie wypuklym jeden z katéw wewnetrznych ma 120°. Ile jest réwna
suma miar pozostatych pieciu katéw wewnetrznych tego szesciokata?

A. 820° C. 600°

B. 580° D. Nie mozna tego obliczyc.
11. Poréwnaj miary katow a i 5 zaznaczonych na rysunku.

A.a>f

B.a=f

C.a<f

D. Jest za malo danych, zeby poréwnac miary tych katéw.

12. W tréjkacie ABC mamy <C = 70° a dwusieczne katéow A i B przecinaja si¢
w punkcie P. Jaka miare ma kat APB?

A. 130° B. 120° C. 110° D. 125°
13. Trzy punkty lezace na jednej prostej wyznaczaja na niej

A. 2 odcinki i 6 pélprostych. C. 3 odcinki i 2 pélproste.
B. 3 odcinki i 6 pélprostych. D. 3 odcinki i 9 pétprostych.

14. Polowa miary kata przyleglego do kata « jest réwna 15°. Wskaz miare kata a.
A. 7,5° B. 30° C. 757 D. 150°

15. Wspdlna czes¢ dwoch trojkatéw nie moze byé
A. siedmiokatem. B. szesciokatem.  C. pieciokatem. D. tréjkatem.

16. W trdjkacie ABC kat A jest rowny 32°, kat C - 80°. Dwusieczna kata B przecina
bok CA w punkcie D. Wskaz miare kata BDA.

A. 110° B. 112° C. 114° D. 116°

17. W trapezie ABCD (AB || CD) kat DAB jest rowny 72°. Wskaz miare kata DCA.
A. 72° C. 126°

B. 108° D. Jest za malo danych, zeby to obliczy¢.

18. W trojkacie ABC punkt D lezy na boku AC, punkt E - na boku BC tak, ze
|DC| = |BE| oraz |AD| > |CE|. Ktéra z wymienionych ponizej nierownosci jest
zawsze prawdziwa?

A. |DC| < |DB| B. |BC| > |AC]| C. |BC| < |CA] D. |AB| < |AC]

19. W trojkacie ABC prawdziwe sa nierownosci: C
o>y i B <y Wynika stad, ze
A. B>«

C.y=a-§.
B. B=a+y. D. < a.

457 B



SN 458 Daziat 6. Figury na plaszczyZnie

20. W trojkacie ABC, w ktérym |CA| = |[CB|, wybrano punkt D na ramieniu AC
i punkt E na ramieniu BC tak, ze |CE| > |DC|. Wynika stad, ze
A. |AE| = |DE]. B. |[AD| > |AB|. C. |EB| < |DA], D. |BE| < |DC|.

21. W czworokacie ABCD dane sa miary katow: B = 90° i 4D = 100°. Zatem
A.4A <<C. C. 4A =<C.
B. 4A >4C. D. jest za malo danych, zeby porownac miary katow A i C.

22. W tréjkacie ABC, w ktérym |CA| = |CB|, punkt D lezy na przedluzeniu pod-
stawy AB tak, ze |AD| = |AB| + |BD|. Wynika stad, ze
A. [CD]| > |AC]. B. |BD| > |CD|. C. |AB| > |BD|. D. |BC| > |DC]|.

23. Siedem identycznych kwadratow ustawionych jeden obok drugiego tworzy pro-
stokat o obwodzie 96 cm. Wskaz obwod jednego kwadratu.

A. 132 cm B. 272 cm C. 31 cm D. 24 cm

24, Punkt C lezy na odcinku AB. Ktory z wymienionych warunkéw nigdy nie jest
spelniony?

A. |AC| > |BC| C. |AC| + |CB| > |AB|

B. |BC| > |AC| D. |BC| - |AC| > 0

W zadaniach 25-30 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

25. Trojkat mozna zbudowac z odcinkéw o diugosciach
A. 8,6, 4. B.11,7.6. C. 12,17, 5.

26. W trojkacie ABC kat A jest rowny katowi B. Punkt P jest roznym od koncow
punktem odcinka AB. Wynika stad, ze
A. |AC| = |ABI. B. |AC| > |CP]. C. |AP| + |PC]| = |AC].

27. n-kat wypukly ma 12 przekatnych. Wynika stad, ze
A.n=6. B. taki wielokat nie istnieje. C.n=38.

28. Suma miar trzech spoérod czterech katow utworzonych przez dwie przecinajace
sie proste jest rowna 310°.

A. Katy utworzone przez te proste maja miary 50°, 130° 50°, 130°

B. Katy utworzone przez te proste maja miary 70°, 170°, 70° 170°.

C. Nie mozna wyznaczy¢ katéw utworzonych przez te proste.

29. Na rysunku zaznaczone s3 katy « i 5 oraz kat prosty. D
A.a+ B <90° B. a+ f=90° C. a+ f>90° P«ﬂ
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30. Narysowanym czworokatem jest
réwnoleglobok.

A.a=30° B =120°

B. Nie mozna obliczy¢ miar katow a i .
C. o = 30°% 8 =150°

Zadania otwarte krotkiej odpowiedzi

31. Wyznacz miare kata x, wiedzac, ze proste k i [ sa rownolegle.
c) I

7y

32. Stosunek miar katéw przyleglych wynosi 2 : 3. Oblicz te katy.
33. Kat « jest siedem razy wigkszy od kata do niego przyleglego. Oblicz kat «.

34. Oblicz liczbe bokéw wielokata foremnego o podanym kacie wewngtrznym «.
a) @ = 156° b) @ = 168°

35. Dwa boki trdjkata sa réwne 2 cm i 5 cm. Ile jest takich tréjkatow, w ktorych
diugos¢ trzeciego boku wyraza si¢ rowniez catkowita liczba centymetréow?

16 417
e

36. Sprawdz, czy z odcinkéw o dtugoéciach 2, 2 mozna zbudowac¢ trojkat.

37. Wyznacz miare kata a.

a) b) ¢) romb d)
D

AN

55°\ [y

30° 55°
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Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

38. Miara jednego z katow trojkata jest trzy razy wieksza od miary drugiego, a ich
suma jest o 20° mniejsza od miary trzeciego. Oblicz miary katow tego trojkata.

39. W tréjkacie rownoramiennym ABC (|AC| = |BC|) dwusieczna kata B tworzy
z bokiem AC kat 75°. Oblicz miary katow tego tréjkata.

40. Jeden z katéw trojkata ma 35°, a miary dwoch pozostalych sa w stosunku 2 : 3.
Wyznacz miary tych katow.

41. Dwusieczne katow A i B trojkata ABC przecinaja si¢ w punkcie P. Kat APB ma
miare 130°. Oblicz miare kata C tréjkata ABC.

42. Jeden z katow zewnetrznych tréjkata ma 140° a dwa katy wewnetrzne nieprzy-
legle do niego sa rowne. Wyznacz miary katow trojkata.

43. W trojkacie prostokatnym jeden z katow ostrych jest cztery razy wiekszy od dru-
giego. Wyznacz miary katéw ostrych tego tréjkata.,

44. W tréjkacie prostokatnym ABC, w ktorym 4C = 90°, poprowadzono dwusiecz-
ng CD. Oblicz miary katow ostrych tréjkata ABC, jezeli wiadomo, ze |CD| = |AC]|.

45. Oblicz miary katéw utworzonych przez dwie srodkowe tréjkata rownobocznego.

46. W trapezie ABCD (AB || DC) kat przy wierzchotku D ma miare o 50° wigksza
od miary kata przy wierzcholku A, a stosunek miar katow przy wierzchotkach Bi C
wynosi 1:5. Oblicz miary katow trapezu.

47. W wielokacie wypuklym ABCDEF miary katéw sa kolejno réwne: 125°, 139°,
120° 101°,112°, 123°, Sprawdz, czy istnieje para bokdw rownoleglych tego wielokata.

48. W czworokacie wypuklym trzy boki sg rowne, a czwarty bok jest rowny kazdej
z przekatnych figury. Oblicz miary katow tego czworokata.

49. Wykaz, ze kat zewnetrzny trojkata jest wiekszy od kazdego z katéw wewnetrz-
nych do niego nieprzyleglych.

50. W rownolegloboku ABCD poprowadzono dwusieczne katow A i B. Wykaz, ze
dwusieczne te sa prostopadle.

51. Dany jest kwadrat ABCD o boku 7. Na bokach AB, BC, CD i DA wybrano takie
punkty P,Q, R, S, ze |AP| = |BQ| = |CR| = |DS| = V13. Wykaz, ze czworokat PQRS
jest kwadratem.



Odpowiedzi

1. Liczby
| 5. 13

11.A 12. A 13.C 14, FEPF 1.5. a)nnalezy do zbioru B b) x nie nalezy do
zbioru F ¢} x nalezy do zbioru A i nie nalezy do zbioru B d) y nalezy do zbioru

{1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8 9, 10} i nie nalezy do zbioru {2, 4, 6, 8, 10} e) 5 nalezy do zbioru {1, 5, 10, 15}
[) x nalezy do zbioru {3, 6, 9, 12} i y nie nalezy do zbioru {3, 9, 18}

1.6. a) np.: Jowisz, Wenus, Ziemia, Mars, Saturn  b) np.: %, %, %, %. %

¢) np.:=5, 0, 3, 7, 8 d) np.: skrzypee, gitara, fortepian, puzon, kontrabas ~ 1.7. a) np.: =13, =5, 0

b) np.: E, l%,% c) np.:S%, -15—2. V15 d) np.: 4, ﬁ%, 13 18.a)6 b)5 )1 d)4 e)l26
N8 @8 h)0 19.CiD 1.40.BiD 141.a)A=1{0, 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}

I 11 14 1 ¥ 1 i
by B=12, 3 4 860 & C=11 1.3 d)n_{x, PP T DB E} ) E={1, 0}

DE=4-1;0, 1,3} C=[-8 - -6 8,4 -3 W= {1, 3 ﬁ} 1.12. AiD
116. Cc A,EcA EcC, DcB FcA FcB FcC, FcE 147.a)tak b)tak c) nie
1.20. Ec A ¢ D ¢ B c C (przy zaloZeniu, Ze trapez to czworokat o przynajmniej jednej parze bokéw
rownoleglych)  1.21. cztery: {1, 5, 7}, {1, 5, 35}, {35, 5, 7}, {1, 35, 7}

1.22. a), b), ¢), ) - zdania prawdziwe

21.a)(x+y)-(z-w) b)z-w-(x+y+z) c)x-(y+z+w) d)

X - w
X+y+z+w

b)a® o -2x'y d)3a’p® 23. a}% b)4,5 ¢)25 d)0 24.a)2x+3 b) b +3a-4b-1

2.2, a) 10a

x-y+1 d)x+5y-3xy e xy Ndxyz+5xyz® g x’yz’ 25.2)10x" +6x-6
b)S5ab+a-2b+3 m +nt+1 d) szvax—-pz 2.6. a) 6x— 15y h}wixz*ﬁxy
€)2x° -5x-25 d)6x" -5xy-21y° ) -3x" +9x-2 f4x’+3x-4 g -6x+1

h) 9x° — 14x + 11 E.T.a}?xa—?x1+8x—ﬁ b}x5—3x4—2x3—3x+4 c}—6x3+?x2+3x—l
d) 21x' +20x° - 55 +4 @) -2x' -+ 127 +x-10 ) —6x°—4x" +3x" - 9x - 65" + x - 3
28. a)x"-2xy b)3x‘+4xy’ )x-xy d3xT+y 28 . ax -x'y+xy-xy+xyi -y
b) 15x'y —3x%y? +30x7y* — 63" o) xP 1260y -3y - 15xy 435" d) 3 + 7y —xyP -y
e xt+3’y—x"y —2xy’ + 9 Dex'-11x'y+3x%y" 210.2)43 b)3 )29 d)-33

211, (25b+3p) 2t 212, ‘-—;l‘i 213. 17m  2.44. 10— (xn+ ym) 2.15. (m+2k+p

a+2b+5¢ bnk

2.16. 12km-200k 2.47. 221X 548 R4 249, 2 o A
100 100 12

T 15000 5000
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81.C 82.D 33.D 34.a)4(4p-3) b)2p2p-5r) c) 15(m’ —5n)
d) 8(4m+3n-20) 3.5. a)2a(5ab-7b") b) 6ab(12a’b + 3ab) c) abc(90ab + 30b)
d) 45 (4p2q2 - 2pgr + 3) 3.6. a) 2ab(c = 3d + 7cd) b) —E-xzy(l —4xy) c) mkp(6k - 6p + mkp)

1 af2 » 7 1 1 3/1 2, 1 1
dj4u{2!+w dtw) e}x(jx 8x+:) ['}Ex (zx -Xx 4)

3.7. a) - 2(5&35 - 7a’b’ + 6&!‘13) b) —2( —am + 2bm + 1+ Scm c) 2 -0,1pg-05p’q" +0 25)

)
( 8x’ +6x” — )
(

poal. 4 Ly 2 I
d) -2 (_{m o +5) 3.8. a}z(zﬂx —16x+ﬁ) -

c}}-(ISx - 2% -li}) d}l(—3x5-22x3+14) 3.9. a) ~l:_; X" =3xy* +11y° -26)

b) E(Sx +11x' - 30x-8) ¢ m( -20xy + 15xyz + 30x°y’z" + 22)

d) l(1{}3‘: ~13x5° +7x" +8x—4)  8.10.2) 97 +12c+4 b) 100-80b+ 166" o) 4f’ +4fg+g’

d) 49-28z +42° ¢) ;z 24 2V3+3 0 25k° — 40km + 16m° @) 25+ 60w + 36w’

h) 2a” - 2V10ab + 56" .11, np.49° = (50 - 1)° = 2500 - 100 + 1 = 2401  3.12. a) x* - 15
b}?xl—AM% c)-4x+10 d)-2 3.13.2)2x* +16)° b)ab-5b" )3 d)8x-8 3.14.54

3.15. a)4xy, 16 b) 20xy+41,-99 3.16. a) (7+ 3K)(7 - 3k) b) (l%x+ l%y)(l%x— 1%)
o) Gw+2)5w-z) d) (5-xV2)(5+xVZ) e (VEp+2q)(Vip-29) 0 (Vi3-y)(Vi3+y)

g}xz(-;-y—%)(-;-y+§) h}(xh::—)(x—l?)(ﬂ-—?) 3.17. 2) (2a+3)" b) (4- y)?

2
»::}(\.J"Eim-—z)3 t.i}(,zz+3)3 c}( .::c—%)2 ﬂ(lfx+%) 3.18.a)1 b) 12yz t:]lai_y2

d)6pvZ ) 9x* f2VIsx'y 8.19.a)3(x-2)" b)2x+y)’ o %{3“2)1 d) 3(2x - 3y)°

¢) 2p(3p+4q)® 0 3(2k-5m)’ 3.20.a) (a+b+1)a-b-3) b)(1+a-2b)(1-a+2b)
cla-2b+3)a-2b-3) d)(9+c+3d)(9-c-3d) e (9—-x-y)9+x+y)

f) (8 —4x+ y)(8+4x—y)

8.21.a) (x-7)2y +3)° b) (x+ D2z +1)" o) (x-2)(1-5x)° d) (x+1)(x" +4) (x+2)(x-2)
3.22. a) (2x -3y + 1)(2x+3y+5) b)(5x-T7y-3)(5x+7y+1) c)42x—-y-1)(2x+y-2)

d) (2x-y-5)2x+y-5) 323 a)(x+1)(x-3) b)(y+1)y-5) ¢ (z+ ﬁx) (z— ’ﬁx)
d) 3+w)(l -w) 3.24. Wskazéwka: Zauwaz, ze suma pol figur narysowanych w kwadracie jest

rowna polu kwadratu,  3.25. Wartos¢ wyrazenia jest rowna 1%. 3.26. a) (x + 2y + 32)°
., 2
b) (k—-m-p)° ¢ (2! — W+ %z) d) (\Eu +3b- 2r::)1 3.27. 7. Wskazowka: Zauwaz, ze jesli

x+y=27,1to l[:)r:+y]l =272,  8.28. 240
3.29. 1800 - 2202 = (2001 - 201)(2001 + 201) = 2001° - 201°  3.30. Wskazéwka:
1012202 = 1000000 + 2000 + 1+ 10000 +200 + 1 3.31. Wskazdwka:

1000...04000...04 =1000...0 +4000...0 +4=( 1000...0 | +2:1000...0-2 + 2°
100 cyfr 104 cyfr 202 cyfry 101 cyfr 101 cyir 101 cyfr



Cdpowiedzi

1. P,F,F  2.10-4x,-3V2 3. -64x+30, -14 4. 4y(1-x), 0

41.8B 42. A 43.C 44.FP,F 45.39=3-13,94=2-47, 108=2:2-3-3.3,
510=2.3.5:17, 1156=2-2-17+17, 3420=2+2:3-3:5:19, 4830 =2-3-5.7 - 23,
8550=2-3-3:5:5-19 4.6. Wskazdwka: Zauwaz, ze kazda z podanych liczb jest nieparzysta,

a zatem jednym ze skladnikow takiej sumy musi by¢ liczba2.  4.7.a)1, 2,7, 14 b) 1, 2, 11, 22
c)1,3 7,21 d)1,5 48.a)18 b)99 ¢)6 d)38 49.a)8 b)78 c)65 d)90
4.10. a) 2lub 5,lub8 b)5 ¢)5 d)1lub7 411.a)8 b)5 ¢)5 d)2lub8 e)8 05
412.1,2,3, 6 413.-9, -3,-1,39 4.14.-10, -5 -2,-1,1,2,5, 10

4.15. -5, -4, —1. Wskazowka: Zapisz szukang liczbe kolejno w postaci:

a+l _a+3-3+1 (a+3)-2 2

= =1- . 416, -1, 1, 3, 5. Wskazéwka: Zobacz wskazdwke
a+3 a+3 a+3 a+3

do zadania 4.15.  4.17. 12, 14, 16, 18 4.20. 90 4.22. po 60 dniach

4.23. a) {1, 3, 7, 11, 15, 17} b) Taki zbiér nie istnieje. ¢) {0, 4, 6, 8, 10, 12}

d) {1, 3, 5, 11, 13, 15} 4.24. 12 4.25.a=5 b=2 4.26. 2, 6, 10, 30 4.27. Mozna, np. 8i9.
4.28. 9i128,9156,15128,15i56,271i28,27i56,28i33,28i39,28151,33i56,39i156,51i56

4.29. Wskazowka: Przyjmij, e a = 2n+ 1, b =2n - 1, d jest najwigkszym wspdlnym dzielnikiem

liczb a i b (d musi by¢ liczbg nieparzysta) i skorzystaj z zadania 4.21 b,

1. PLFE, P 2.10i13,10121,10133,10139,13i21,13i25,13i33,21i25,21i26,25i26,25i33,
25i39,26i33 3. 2lub8 4. 13165. Wskazdwka: Zapisz szukane liczby w postaci 13p i 13m,
wiedzac, ze p i m s3 wzglednie pierwsze, a nastgpnie rozwaz ich sume.

s. 47
1€ BOR B8P BALIEE BEgiB U2 T g o JU 2 160
31571379 15 9 9 15 33
B D g 2 T AL BTSRRI B
55 37 74 550 15 20 5 12730 9 11" 33 33 33

1,(33};%;1,{9{}} 5.8. a}g b) 1 c}% d)2  5.9.a)1,(5) b)1.(83) c)3.36(3) d)2,(03)

e)0,2(8) NH42 B10.a)x>y blx=y Jx<y d)x>y elx<y Hx>y

17 1 7 1 . ~
5.11. a) = b) ?; c) 55 d) 2,16 e0 f 7 512. nie 5.15.a)< b)< )= d)>
5.16.2)2,6 b)4,5 <90 517.2a) Ti b) % 0 —1% d) 0235 5.18. a) 2,67; 2,7

15 14+ 42 7 8 5 1 - _— . .
b) i c) 5% d) 3 : 5.19. 617  5.21. Wszystkie liczby s3 niewymierne.

463 N
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5.22. 0,151515..., V4, —V64, 0,0(3), 1%, —0,0023131313... 5.23. /3, V39, V27, V7, 5V18,

(7V7-7) 624 —VI0,~V, V5, V7, VI3 626, (VB+2), VT7, Y22, (1 - v), ~Vial

5.26.a)< b)= ¢)> 5.27. a) np. V2 b) np. 0,401001000100001.., <) np.-2+ %

V26 27 Va5 /46

32+ 2 h}z'z

d)np. V5 5.28.a)np.02 b)np.-1,5 ¢)np.2,5 d)np.3 5.29. a)

C}_\.-”S_S _\."_EE d]v’ﬁi V35
2" 2 2% A

5.32. np. dla "115‘ 0,4; 0,44; 0,438; dla VI7: 4,1; 4,12; 4,123 5.33.47cm  5.34. 133 m?

1. E,P,P 2. a) % b)0 3.030euro 4. 12495zF 5. a) np. 0,051 b) np. 0,05(1)
¢) np.0,05101101110...

6.1. a) 62,07 b) 4501,33 ¢) 322342 d) 14 6.2.a)376 b)-130,67 c)69,21 d) 37

63.2)1 b)3 2 d)d4 64.2-7 b)5 7 d)5 6510 b2 2 d) 30

6.6.2)1,1,1,-1 b)1,4,-8,32864,16 o %-%% d) 0,01;0,008;0,16;0,05  6.7. a) 2°
- g9

b)2° ¢ 3° d}(%) ) (<2° N10° g (=10 h)02° 6.8. a6, 2% 323,20 .75

5

h;(%)1,("5)3,(5)',(-1)3,(5)4 69.2)> b)40 c}% a1 60, 220" b)sa

5.30. 709,22 CAD, 315,79 PLN, 22,61 PLN 58.31. C

2 2 3 2
rowne. ¢) 10" &) 3*°  6.11. a) 1,4435-10° b)54-107 ¢ 2,031-10* d) 3.214.10°
6.12. a) 1,4-10° b) 1,2:107 ¢ 3,35:10" d) 1,56:10° €) -7,378:107 ) 3,2-107"
6.13.2)3:10°m/s b)1,66:10 kg ¢ 625-10 cm d)8-107cm ) 1,35-10'" ¢
f)7,349-10% kg  6.14.a)1,3-10" b)1,05-10° ¢ 7-107 d)1,9-10* ¢ 28-107
f)32-10°  6.15. 3-10" min, 6-10° lat

9.6 Y96 waat i llonaglal gadallald & 2 8 0B yasi
273 5°R e 4" 27 9797 7 154 36
5
6,25, 20; -125; 16; -8 0,16;1 d) 2,2 8 17 1 16,-2  7.4. a)10,240; 4,096; 0,026; 7,840;
& 9 27 5 27 i

0,343; 92,352 b) 2,310;0,001; 9,860; 27,040; 49,140; 0,013  7.5. 15 7.6.a)3" b) 53"

9(3)" o) rrant 22 et (3). (3) . (B) (B)

! 12 _ By
7.8. 3}3,3,2,2 b}g,ﬁJ{} 7.9.a)8 b)9 )16 d)8 e1 H1 7.10.a)25 b)8 o) =

d-2 91 D3 @Iz W5: T4La6d b1 99 d— O-10 N5 g -

h}lg 712.3)1 b0 A3 49 7.13.a)27 h}% 7.14. 2)4 b) 16 ) -8 d) -2
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ran s (33" () (2) o7 ()" (2)" ()

32,582,911 412 313 -1 7. 71 . 13 )
B T s T =2"-4+3=35 T.1T. T Wskazowka:

5-4'15-9"9-4-3”-89_ 5.9730 318 _ 4 3-20 527 B 2'-‘“.3‘1”(5.31_4.1’} — 101
3.2°9.6719 _3-29 376 - F.2°9.72-19, 3-19 _ 9-29 3-18 - 2-30, 3-20 {21,32_21_32} - ﬁ

1. P,E.P 2. 15 3.047,057%025% (-0,)" 4. -a% —4,a#0

1 .4

8.1. 11;18:0,04: 1,9; 2%; 12512 8.2. % 5,02 =3, 12, -9, 15 823, a)1-+125,3 -4, 5,

V100,2v35 b) 1-v3,1+ V3, vZ+3,2V3, V27 ) 3v2-4,2V3-2,V13,2V7,5+ 3
84.2)8 b)21 18 d)8 €12 NI8 g6 h 10 i)6 85 a)12,1821 b)6, 18,16

¢)30,20,18 d)24,12,30 8.6.2a)5 b)4 o) 1l d}% e}g f}lﬁ g)% h) 3 n%
87.a)-2 b)12 )12 d)-8 8.8. a)4V3, 5V3, 42,315,215 45
b) 8VZ, 76, 9v6, 945, 8V5 c¢) 245, 247, 33, 345, 3V10, 4v7 d) 2V3, -2472, %-wfr". —-2—%’5

89.a)1 b)l )2++v2 d)5 810.a)6 b0 )6 d)4 e2 H1 811.a)2 b) 16
c)-5 d)1 e -22 o

1

91.C 82.C 93.A 94.9-212 wls-2 a2202 a0l 03?2
3 2 4 3 2

5

9.5. a) '13%, {356, 4729, V635, V316 b) V=216, v/0,0081, fh%, '511—6, J743  9.6. a) 33,

245, 0233 h}—ziﬁ,aﬁ,z% ) -63,333,2Y3  9.7.a)5 b)2 c]% d}é

98.a)-2 b)1 9 d)2 e-1 H3 g72 h}% 9.9.a)5v5 b)7 ¢) 36 d)99

9.10.2)2V8 b)5 )9 d)21 911.a)3 b5 4 d)3 912 a)ak’ b)1

9.13.;1)? B)5v9 ) 7vZ d) V6+2vV3 €)5V5-1 05+V6 9.144.a)V7+2

b)3vV3+4 ) V35+7 d)2V3-1 e)3+2V2 N4+15 9.15.3}—1; B0 ¢) -3 d)?2

40
a

b)) V3+V5+7

9.16. 2)a=81 b)b=V5lubb=-V5 c)a=409 d)c=1V7 lubc=-V7 9.18.

24 V2 - V6 (1+V2)-V3  14+v2-43
4

|
9.19. a) (1+v2)+v3 (1+v2)-V3 (1+v3) -3

. Wskazowka:

1! P. P, F 24 l&k 3. = ]{.}2.4 41 ]
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10.1. A 102.B 103.C 104.2)2,8,32 b)2,4,16 c) 3,981 d)3, 2?,91

9 81 32 64 4 2 7 .6 8 5 11 169 9 8
e) 2, 3 16 E,E,E 10.5. a) 5;3;; b) 2, 3 Z,E c) E,;,T d) 33’4 25° 125
1 1 3 1 5 1 1 1 3 2
0 = i & i oE = T R -
¢) 1? 4l 1—92 ) 0,008, 100000, 2  10.6. a) 72, 27, 35,54, 7 3 b)52, 32, 23,71, 93
I 3 4 7 1 2 1 1 1

0)3'7,31,25, 28 d)272,35,232,25, 2 10792 12 92?2 d2° &2 H2
1
B Pt
10.8. a) 303 b)3 * «¢)3 d)5. Wskazowka: Przeksztalé mianownik do postaci
1 |

1 I
23 =32 = (2‘* - 34 ) (24 + 34 ), a w liczniku wykonaj nastepujace przeksztalcenia

2 2 e : g E -3 - H :
2443.24-2.3-31= (2* +3-2‘i)~—(2-3* +3"):2* (2"‘+3)-—3" (2+3").

2 1 1 5
10.9. a) 1 b}-:; 925 d)8 10.40.3°5 10.41.a)a¢ b)a’ o @b)?: d) (i;)

1
10.12. a) ab® b) a!_z cla-b d) 2a°  10.16. a) Nie. Wskazdwka: Rozwaz iloraz poteg aia.

2

b) Tak, np. ('ﬁ)l" = ((\5]_)” =2"eQ dla neN.

1
1. FEEP 2209 b)3 8.4 4.a%

111.D 11.2.D 11.3. B 11.4.P,EP 11.5.2)2,3,4,6,10,3 b) %i% -%, 2, <8
| 1 1 2 1 2 B 2 | |
'C} Ei 1‘2‘1 3‘5, —‘j. —2, —15 t.l:l lﬂ, -4, 9, Eg*ﬁ. —*g E:l 24 ‘2-, 3, 3, —Ei 2 11.5. a}? h} 5

1 d)VID e) 1000 f)27 g]i h}% )5 11.7.2)2 b)-1 o2 d}—% e)2 02

g) 1 h)—% i)-2 11.8.a)5 b)4 c)225 d)ed4 e)15 9 119.a)6 b)12 )54

O 92 N3 1Ma20; BVIT 1113.2)5 b)10*=4[m] 11.14. 100dB

L.EFRF 22, 8.logs;. logyg4, log V00000, log: = 4.5 5.1
3

1.C 2B 3D 4C 5B 6.C 7.A 8D 9C 10.B 11.D 12.C
13.B 14.A 15 A 16.C 17.B 18.A 19.C 20.B 21.B 22.D 23.C
245 25.C 26.B 27.C 28.B 29.C 30.C 31.FPF
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32. P, F, F, Wskazéwka: Liczba 10 000 062 nie jest podzielna przez 4, zatem nie moze by¢ kwadratem
zadnej liczby parzystej. 33. P,F,P 34. P,P,F  35. I, F, F. Wskazdowka: Jako kontrprzyktad
mozna wskazaé np. liczby 6, 18, 30 (lub ogdlniej liczby postaci 12k +6). 36. P,P,P 37.P, P, P

38. F, P, P. Wskazowka: Jezeli przyjmiemy, ze m = \IS + 5 - \!3 -5, 1o m> =2, 39, P,F.F
40. F, ,F 41.pP,P,F 42.P,F,P 43.FP,F 44.P,P,F 45.P,P,P 46.P,FP
47. F,P,P 48.P,F,P 49, a)5x(x-6y) b)3xy(3y+x) o) 12pr (4p2 -3r+ 2)

d) 7mn(2m -3n+10) 50.a) y* b)4x’ ¢ 2Vexy d)5x° Bl.a)(x+6) b)(10k-2)
o) (ab+57 &) (tV3+uv3) e (5p-6q) f:.(x_i},)1 g}( a+2x) ( 2&:2)
52. a) (x - 20)(x +20) b) (4a-5b)(4a+5b) o) (1-10ed)(1 + 10cd) d) ( : 3) (é _ ,-f)

53.0)A=1{0,1,2 34,567 bB={-11 oC={2 10 1,2 3}

NE IRy i 00 g V-2
dJD-{l,E, L ?.3,9} 54.2.10%t  85.3:10"km  56.0) =
5(v3-1

c) (4 ) d}{'m 57.5 58.a)1 b1 -2 59.a)vV3 x>0 b0, x>-2
80 1l Bhed  Elodixeie

62.a, V7, a*-420, a+2-Val-420, a+2+Val-4+£0 63, -x1—4}—'!, -17 64. 12

66.7i841ub21i28 67. 2 ES% 69.a= f=c<d<e=h<b<g

70. (-5)°, (%)1 (1-;_)_2, (%) (ﬁ)' .8 7231 74 -v@,\j%, 1l H

o7
75.30 76 L2V 1+2VIL oo —zv" 2 F.n2v3 78.-5 81. 14
V7 -3 V3-7

1
b) IE

2. Rownania i nierdwnosci

1-1- F, P-.. P 1'|-2| P-.. F. P 143- F-.. P. F 114; a) 1 b} _3 E} 3 d} 5 E} -2 f} ? 1-5t a} ]
b)9 ¢ 2 d)08 e 1 -3 1.6.a)brakrozwigzan b) 0 ¢} x € R d) brak rozwiazan

elxeR 135 1.7.a)3 b)xeR ¢ —3% d) 1 e) brak rozwiazan f) 17

1.8. a) np.x+9 h}np.%{2x~ﬁ} c)np.3x+5 19.a)6 b)0 )4 d)8 €1 4

21.C 22.B 23.D 24.F FFP 25.a)nie b)tak c¢)tak 2.6. a)nie b) tak
cytak 27.A 289.a)x>1 blx2-2 dx<4 d)x>3 e x<8 fNHx>-2 gx<-2

h)yx>2 210.a)x>-3 b)x=24 c)x>4 d)x<2 e)x>0 f]x{—i g) x >-25
e ]
h}x;:zf:i )x>6 j]x?—-};—;- 241.2)x>4 b)x>1 ) x2-1 dx>2 e x<0

Hx<8 gij—li h) x> 3 2.12.a]|x<:2§ b)x<2 ) x20 d)x>-2
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2.13.“-{;;—3 2.14..1:}—%:—1 2.15.::%—1%;—2 2147.0i1 2.18.22 2.19. 51
2.20. 7i9,5i7,3i5,1i3 2.21.0i2,2i4,4i6,6i8

1. P,EP 2. xz-1 3. brakrozwigzan 4.x<2;3 5.x>-2;-1

c) brak rozwigzan d) (—%; 2) 38.a0,1,2,3,4 b0, 1 398.a)-3,-2,-1,0,1,2

b)0,1,2 3.10.8)(1; 60) b) birak rozwiaza c}(%;5> Q) (2 00) 341.2)-1 b4
312.2)9 b)0 3.43.2)(-1;3) b)(-20) ) (26) ) (%8 (%5 0 {-34)
3.14. a)7aden b)BcA c¢)AcB d)BcA e AcB ()A=B

6

1.EPP 2 (—1%;2) 3.0.1.2 4. (—m;l—)

13

41.B 42.C 43.D 44.P.FP 45.a)(-1;2) b){0;3) @ d)(2:5 e I {8}
4.6. ) -3,-2,-1,0,1,2,3 b)1,2,3,4 ¢)0,1,2 47.a)A=1{0, 1, 2, 3, 4}, B={0, 5, 10, 15},
ANB=1{0} b)A=/{13, 26, 39, 52, 65, 78, 91}, B={1, 2, 4, 13, 26, 52}, An B = {13, 26, 52}

c)A=1{4,5 6,7 8, B=1{-3,-2,-1,0, 1, ..., 11, 12}, AnB={4, 5, 6, 7, 8}
d)A=1{2 3,57 11,13, 17, 19}, B={0, 1, 3, 3,4, 5}, AnB={2; 3, 5

1 & F ¥ 23 4
4!31 a} AUB— '1_31. -2! _N'Iri! _1! ﬂ'r ]! ."lllri:l 2: 3] h}AUB_ {u! ;; E! ;1 5: 3& E: E! ]}

) AUB=1{0,1,2 34,5 dAUB=A 49.2) AUB=(-c0;5 b)AUB=(-3;4)

) AUB=R d)AUB=A e AUB=(-3%7) HAUB=B 4.10.a)AnB b)AnBnC
c)AUBUC d)BNnC e)ANnC NAUC 4141, a) (=o0; 1)U(1; 00) b) (=o0; =2) U(2; o)
) (-1;3)uS00) d)(-3;2)U(57) 412 a)A={0,1,2},B=1{4}, AuB=1{0, 1, 2, 4}
b)A=1{0,2,4,6 8, B=1{23,57, AUB=1{0,2, 3, 4,5 6,7, 8 ¢ A={-3 -2, -1,0, 1},
B=1{0,1,2}, AUB={-3,-2,-1,0,1,2} d)A={0,1,2 3 4,5 6, B={0, 1, 2, 3},
AUB=A 418.2)A-B={-3,-2,0,2,3}, B-A={-V2, V3] b)A-B=A B-A=B
c)A-B={V2, V3], B-A=0 d)A-B={3,69, B-A={1, 4,7

e) A-B={-18, -6, -3, -2, -1, 1,2, 3,6, 18}, B—A=0 ) A-B=1{6,9}, B—A={-1, 1, 2}
414.a)Bc A b)AcB c)A=B d)AcB e AnB=0 DB=0 415.a)x%0,
D=R-{0} b)x#5 D=R-{5} ¢)x#7 D=R-{7} d)x>4, D={40) e¢)D=R
flx#-1ix+-2, D=R-{-2,-1} g@x+0ix+2ix+-3,D=R-{-3,0,2} h)x23
Di={3re0) Dx€lixtdD=(—00;l) jletlixstl ixtd, D=R-1{0,1 2]
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KD=R DNx>2 D=(Zo0) MmMx#3ix>5 D=0 x) nx2-2ix<3 D=1{-2:3)
o) x#0, D=R-{0}

51.B 52.D 53.A 54.FFP 55.23)3-v2 b0 ¢)7-4v3 d)9-4+5
e)5v3-3v7 N3V3-2v5 B66.a)-33 b)2 0 d)1 5T.aV2+yV3-2
B)2V3+V5-5 ) VI0+V17-v47 d)3++V50-v99 5.8.a)7 b4 ¢)5v5 d)5 e)2

8 g3 h2 569 a)l b]% c)2 d)1 5.10.a)xeR-{0}, -1 b}xER~{3},%

dxeR-{vZ},; dxeR-{22,6},0 61La-3 I3 9-5 I9 96 H-3
512. a)|x+7| b)13-x|] c)|x—y+2z| d)|x-1] e |3x+1] D |5y-1] g |2-5x]

h) |[y-v2] 543.2)V7-2 b)3-v2 -1 d-4 4 N1+VZI-V3 B5.14.2)-1
b)-1 ¢)9 d)2dlaxe(1;V3) lub2v3x-4 dlaxe(v32) 515 2)2-v3 b)-3+I10

A-1+v3 d)-1+vV2 €3-V3 D3-v7 5.16. Wskazéwka: \/(a +b)’ = |a+b]
5.17. Zaléimy, ze V7 + 411 > 6. Wiedy 74+ 2v77 + 11 > 36, czyli V77 > 9, zatem 77 > 81. Ta
nieréwnos¢ okazata si¢ falszywa, zatem |V7 + V11 - 6| = 6 - V7 - V11,

1L.EEP 2.3V2 3.—§-|2x—3|

61.D 62.C 63.C 64.D 65.C 6.7.a)x=-6Iubx=6 bx=-5lubx=5

¢) x=-2lub x=2 d) brak rozwiazan t:]lﬂlc=—2-¥|111'1;7:3:=51+\')TE Dx=0 g}x=—% lub

x:é— h)x=-2lubx=2 69.a)x€(-9;9 b)xe(=oc0;-3)U(3; c0)
c)x€(-o0;—4)U(400) d)jxeR e)x=0 [)brakrozwigzan 6.10. a) Odleglos¢ punktow
A = (x) lezagcych na osiliczbowej od punktu B = (4) na tej osijest rowna 7. b) Odleglodc punktow
A = (x) lezacych na osi liczbowej od punktu B = (-2) na tej osijest rtowna 1.  6.11. a) x = -4 lub
x=6 b)x=-5lubx=1 ¢ x=2§ lub x=8 d)x=-14 lub x =0 ¢) brak rozwigzan

f) x==14 lub x =-8 6.12. a) Odleglos¢ punktow A = (x) lezacych na osi liczbowej od punktu
B = (2) natejosijest mnigjsza od 1. b) Odleglos¢ punktow A = (x) lezgcych na osi liczbowej od
punktu B = (-3) na tej osi jest mniejsza lub réwna 2.  ¢) Odleglos¢ punktow A = (x) lezacych na
osi liczbowej od punktu B = (5) na tej osi jest wigksza lub rowna 1. d) Odlegloé¢ punktow A = (x)
lezacych na osi liczbowej od punktu B = (*\ﬁ) na tej osi jest wigkszaod 3. 6.13. a) x € (-11; -3)
b) x € (—00; 2)U(B;00) c)x€(1;9) d)xeR e)xeR-{4} f) brakrozwigzan g)xe€R
h)x=11 6.44.a)|x-2| <5 b)|x-10/<4 o) |x+5/<5 d)|x+3|<2
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6.15.a)|[x-9|>2 b)|x-3]25 ) |x+4|=23 d)|x+1]>14 6.16.a)x¢€(2;5)

b)xe (-5 -3)u(l;5) cxe(-231)U(3%4) dxe(-22) e)xe(-4-3)

flxe(-10; 7)U(9; 20) g) xe (1;3)u{5} h)brakrozwigzan 6.17. a)x € (-7; —4)

b) xe (-5 -3)u(35 oxe(-31)u(34) dxe(-8-2) 6.18.a)|AB|=8 b)|AB|=6
c) |AB|=7 d)|AB|=3V3 ¢)|AB|=9V5 f)|AB|=4 g)|AB/=2v2-1 h)|AB|=+v5-1

1. EEP 2 xe(-00;-5)U(%00) B.x€(57) 4 |x—6<8
| s. 150

71.C 72.B 73.D 74.FEP,P 75 FPF 76.a)x=-1 luhx=z§ h)x:-i:;
]uhx:l% -:]lx:—%luhx:ﬁ dDx=-V3lubx=2v3 e)x=-21lubx=3 f}x:—S%
wbx=4 7Z.a)xe(1:21) bixe(-wHuase) oxe(31)
djxe(—m;1§>u{3;m} &)\ (onos —BY U1 ea) nxe(—1§;z) P8
b}xER—[\f‘E—ll c) brak rozwigzan d)xeR 7.8.a)x=-51lub x=-1 b) x = -n-3-+7

lubx=n-3+vV7 c)x=-8lub x=-61lub x=-4lub x=-2 d}x:—ﬁ'zﬁ"“ﬁ lub

2
x=wluhx=wluhx=w e)x=-8 lub x=4 lub x=10
lub x=22 Nx=-23lubx=21 741.a)x€(2;12) b)xe{(-1;1)u{(5 7)

c) x € (—o00; =16)U(—4; 12)U(24; o) d) x € (—~oc:-: —l%> U{l; o) e)xe(0;25)

f) x € (-oo; 2%) U{5;00) 742.D 7.13.4,56,7,8,9,10 7.14.3,4,5 7.15. spelnione
przez kazda liczbe rzeczywista: 1, brak rozwigzan: I11 ~ 7.16. a) x = —% b) brak rozwigzan
c}.:c=2-§- d)x=-3lubx=0 e)x=3 Nx=0 7A7.a)xe{-1;=) b)xe (-no;-g)

¢) x € (~o0; =5y U (0 00) ) x € (~o032) ) x€ <-§; a) f) x € (=005 =3) U (0 o)
7.148. a)x e (—4;-3) b)xe(-10; 7)U(9; 20) c) x € (1;3)u{5] d) brakrozwiazan
7.19. 9) ¥ =-3 lub x=4 b)xe(-60;5) ¢} %=1 lub x=3% d}x=5;:~ lub x = 16

7.20. a) x = —% lub x=4 b) brak rozwigzan ¢) x=01lub x=6 d) x € (—o0; —4)
7.21.a)xe€(0;6) b)xe <%, ?> c)xe(-o0;0) d)xe(-o0;2)U{400) T7.22.a)xeR

b) x € <-ll;-; 4> ¢) brak rozwigzan d) x € <3; 4vi-> 7.23. a)x = g lub x = 3% by x= —-:]1-

_4 __1 _ 132 e Y, 3
lub I-—S c)x= ?Iubx ]33 d) x e {(-1; 1) 7.24.a]|x€< 59t 22) b)xeR
¢) x € (=o0; =6) U %; m) d) brak rozwigzan  7.25. a) x = % lub x=2 b)x=-5-3v3 lub

x=5-3v3 r::}x:%"i lub x=nt-1-v3 d)x=-5-2v6lub x=5-26
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7.26. a) x € (—o0; =2)U(-1; 1} U(2; o) b)xe(-1;1) c¢)xe {-0,6; —-0,2) U (0,2; 0.6)

d) 5& (o <10 <-%; %) U(l;00) T7.27.x=3 7.28. x€{-9, -3, 1,7

1. RLPF 2. x€{-9 -1} 3. xe(-1;1)u(1;3) 4 xeR 5. brak rozwigzan

8.1.P,F,F 82.F,F,F 83.a) x=>_"

&m
m-1
"

= t? dla m # 1, brak rozwigzandla m=1 d) x=

dlameR b)x= dla m # 1, brak

dla m # 2,

rozwiazandla m=1 ¢) x=

LY ||

xeRdlam=2 84.a)x= -:h_; 5':': dla ke R—-{-1, 1}, brak rozwigzanndla k=-1 lub k=1

b) x = _kj_l dla k€ R-{-1, 1}, brak rozwigzan dla k=-1, xe R dla k=1 ¢ -’C:_% dla

keR-1{0,1}, x € R dla k =1, brak rozwigzan dla k=0 d}x:i l\ﬁ dla kER—{—\@, ‘-ﬁ},
¢+ A

xeR dla k=143, brak rozwigzan dla k=-v3 86.x=2dlak>-1,x=-2dlak<-1, xeR
dlak=-1 86.m=-21 8T ke <—§; 4%) 88. k=2 8.9. Nic ma takiego k.

8.10. m ¢ (—m;-;) 811. a)k=1 b) Niematakiegok. 8.12. a) p € (~co; 5)
b) pe (%1 Dc') c)pe (“Wi '2%) d) pe(-400) 813.me (-%; co)

8.14. m € (~o0; 2) U (—z; —1%) 8.46. me (~o0;~1)U(3;0) 847.a)x=1+L dlam#0
m

i peR, xeR dla m=p=0, brak rozwigzandla m=01i p# 0 h}x=r;jf' dla p#1imeR,
xeRdla p=1im=-3, brakrozwigzandla p=1im# -3 Bd&x:m;—p dlam#p

2

im#-p, xe€R dla m=-p, brakrozwigzandla m=p+0 8.19. xzi—:zl- dla p#-2, xeR

4000 - k
50

dlak>0, x>

dla
k+6

dla p=-21i ke {-1, 1}, brak rozwigzan dla p=-2 i ke R-{-1,1} 8.20.
3k+6

k € {2000, 2050, 2100, ..., 4000} 8.21.a)xeR dla k=0, x < dla

k <0 b) brak rozwigzai dla k=0, x > :—c -1dla k>0, x< % -1 dla k<0 ¢) brak rozwiazan

dlak:u,x«:u]%- dlak}ﬂ.x}-l% dla k<0 d]xERdEak:u,x{z+£~ dla k>0,
2-5m

-2m

dla

x>2+ % dla k<0 8.22. p=14 8.23. a) brak rozwiazan dla m = 2%, x>

4
Im+5

2-5m
= Ll

qué,x-{ dlam>2% h]xERdiarﬂ=—-l§,x>v— dlam::——I%,x-iv—

Im+5

dlam<-12 824.m=3 826.m=0 826wk p=-1:

8.27. tak, m=2  8.29, np. (k-2)(k+2)x = k+2 '
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1. ,EEP 2. x= ﬁ dla ke R-{0, 2}, x € R dla k = 0, brak rozwigzan dla k = 2

3.xenﬂap=u,x;% dlap}{l.xEPT;] da p<0 4.m=-3ik=4

91.C 92.C 93.B 94.B 95.P,P,P 9.6. a)np.(1,-6), (5 -2), (0, -7)

b) np. (2. 1), (3, -1, 0,5) ) np.(1, 1), (3,0), (o z%) d) np. (2, 2), (=5, =5), (0, 0)
e)np.(-1,9), (3,9), (7,9) ) np.(11, 3), (11, =7), (11, 105) 9.7. a)tak b)tak ¢) nie

d) nie e)tak ) nie 9.8.a)tak b)tak ¢)nie d)tak e)nie tak 9.9.a)np.x+y=>5
b)np.x-y==-2 )np.2x-y==6 d)np.-3x+y==7 e)np.-Tx+y=0 Dnp.x+2y=0
9.11. tak 9.42. m=3 9.13. Wskazdwka: 11x = 19 + 7y, zatem dobierz taka liczbe¢ y, aby prawa
strona tego rownania byla podzielna przez 11.  9.14. (1, 16), (4, 9), (7, 2). Wskazéwka: Przeksztalc
— ?I. 9.15. (11, 51), (24, 34), (37, 17), (50, 0).

13
Wskazéwka: Przeksztal¢ réwnanie do rownowaznej postaci x = 50 - 2

17 °

1. PLF P 2 np.x=-1, y=-1 3.tak 4.m=5

: . : g . 55
rownanie do rownowaznej postaci y =

s. 184

10..D 102.C 10.3.B 10.4.P,P.P 10.5.3}{"‘:2 b){"‘:z c}{_-;;:q.
gr==1 y=-3 ¥=2

d) I ; z ;3 e) { = z i f) { ; : IE 10.6. a) nieskonczenie wiele par liczb (x, y) spelniajacych

1
x=-= | ) x=1 =3
rownanie 3x —y =5 b) EI c) A= d)4%%2 E]{ _X g1%%3
yzli y=-1 y=0 ¥=3 y=-1
x=2 x=-3 x=-5 x=3 x=-=5 X =
m'T'a}{yﬂl hli}fﬂ CJ{J’=U d}iy=3 E){FE ﬂ{.‘r’=
10.8. a) {i:; b) brak rozwigzan c) {.’; : : d) {;:{1’312 e) brak rozwigzan
x=-15 x==-2 x=2 x=-1 x:-E% 'leﬁ
n{ ‘ g}{ ‘ h}{ 1n.9.a:.{ b) &5
y=-3 y=-7 y=-3 y=0 —ak =g
y=2 V=75
d) nieskonczenie wiele par liczb (x, y) spelniajacych réwnanie x+ y=0  10.10. a) | j z :;
] _
x=-1 x =2 e x=19 x=0 Xm0
b d 21011, { b { 10.12. =
}{}le cji}}:‘l :] };:'?'.!,_ a} J}:—IS ] y:l a}{iﬂi
2
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41
x=2‘-,-5*
x=2 x=-1 3
=, 11 = ~1]
b:] {J}::& C] {}J‘:ﬂ l-” J}:_Sl 10-13- a}{ _4 IUb { 2 h} +;= luh
=73 z=2 B 142
T
. 7
T 9 x=3 x=-3 x=4 x=4 x=-25 x=5
11 dly: I”h{y: ‘”'Jf:wz 1”b1r=4 ) y=11 tub y=1

0 {];x: i :l lub {;Z :] 10.16. a) jedno  b) nieskonczenie wiele c¢) zero d) nieskonczenie

wiele 1017.d)np: Lx+y=2, IL14x-24y=-2, IIL35x-6y=-25
10.20. [ II: nicoznaczony, 1 11T oraz I1 i I1I: sprzeczne, IV z pozostalymi: oznaczone; rozwigzania

" ) . ¥ =13 ) JC:3F x=_}’+12 x+3y:2n
ukladuwWHnraszI[—{y=3,IVl[lI—{},zg 10.21.&}{1':}‘:“ b){zx—y=19
S5=x
y+0,3x = 84 L x =21 _ £
c) <]x ~0,1y =74 d) E % _4 10.22. - 17 10.23. 25 dwuzlotéwek i 15 pieciozlotowek

10.24. Staszek: 43 km, Jurek: 37 km  10.25. jogurt: 2,50 z1, serek: 5,20 28 10.26. 20 z1 i 14 2t
10.27. kromka chleba: 30 kcal, szklanka mleka: 122 kcal ~ 10.28. 20 dziewczat i 20 chlopcow
10.29. wystarczy (k= 10zl m=15z1)  10.30. kolejowy: 89 z1 60 gr, tramwajowy: 64 zl
10.31. pociggiem: 30 minut, tramwajem: 15 minut  10.32. 12¢i8g 10.33. 12cmi8cm
10.34. 20110 10.35. 45, 75, 90. Wskazdéwka: Niech a, b, ¢ oznaczajg szukane liczby, przy czym

c=b+ la
3
a<b<c Wowczas { b=a+ %c . 10.36. Szkoly wystawily odpowiednio 40, 32 i 28 ucznidw.

a=20+ %b
Wskazéwka: Niech x, y, z oznaczajg liczby uczniow wystawionych przez szkoly, Wowczas
x= li ¥
y=z+4 . 10.37. v, = 3km/hiv, = 12 km/h. Wskazéwka: Niech v, oznacza predkos¢
y+z=x+20
50
U, 4V, = —

pradu, a v, - predkosé wlasna statku (w km/h). Wowczas 5 9‘5{] . 10.38. 90, Wskazéwka:
v, = UF = ﬁ
Niech v, oznacza Srednig predkosé pociggu osobowego, a v, - §rednig predkosc pociagu pospiesznego
v 12 4y, o1 =240
60
60 60

rownania 75t + 105t = 240 otrzymujemy ¢ = 1

1. P,P,F 2. 75 dziewczgl i 65 chlopcow 3. x=-2, y=-2
4. czeresnie: 7,50 zl, truskawki: 5,20 zt

(w km/h). Wowczas . Stad v, =75km/h i vy, = 105 km/h. Po rozwiazaniu

&
=
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1. 2D 3.B 4D &6C 6.A T7T.B 8B 9B 10.B 11 A 12.C
13.0 14.C 16.D 16.D 17.C 118.D 19.B 20.C 21.D 22.C
23. LR, 24.F,P,P 26.F PP 26.P,P,P 21.FP,F 28.FFF 29.PP,F

30. P,F,F 31.P,P,F 32.FP,P 33.F,P,P 34.FPF 35 FFP 35_;;:-1%

37.x>-95 38.0,1,2,3,4 39.x2-28-3 40.a){(0;3) b){-50u(2;3) c)(2; o)
d)(-7;-5) 41l.me(-1;2) 42.m=z4 43.a)x=-7lubx=7 b)x=-13
c)x=61lubx=12 d)x=-51lub x=-3 e)brakrozwigzann f) x=-1,5lub x=3,5

44, a) x € (—oc; —5)U(5;00) b)xe(416) c)xe(—oo;-7)U{3;20) d)xeR e)brak

rozwigzan f) xe (-14;8) 45.a)|x-4/<8 b)|x+6/<3 c}]x—ﬁiixﬁ dllx—g =2
46. |[x-1|=25 47.x=-41lub x=20 48. x € (~o0; —10) U(-6; 0) U (4; oo) 49.x:—1%

B0, i €il=oor. 1) 51.x:-§ lub x=2 52 x=-%lubx=5 55.(4;-2%)

4-m<2

AR e e . |523m-5

56. m € (3, 5 > Wskazowka: Musi by¢ spelniony nast¢pujacy uklad warunkow i
4-m<5

5?.x=—3%luhx=3 SB.xE(%:S)UE?;m} 62. m< -5 EE.x:l%m—Z
64. x = -ki—l dla ke R—{-1,1}, x € R dla k = 1, brak rozwigza dla k = —1
65. m=-1ik#0 Eﬁ.xeﬂd}ap:ﬂ,x;-*;id]ap:»n,xa%dlap{n 67. a) (1, 2)

b)(4.3) (-2.2) d)(L,-4) 68.)(2v2-3V2) b)(VZ+ V3 -V2+243) o (9 3)

24
= X=— = - -
d) (2’”, 2'3) 69. a) «I;={_}2 lub B “I4 b) uklad sprzeczny ¢) {;= _1 lub {;=?
Yo
d) {x=3 lub JI:S 71. A=37 72. A=531lub A=612 73.360i100
y=4 y=8
74. 14080 zl, strata 29,6%  75. 240  76. Zebra: 41%, Lis: 29%, Lew: 18%, Wielblad: 12%
T7. b) 32%
3. Funkcje

11.C 1.2.B 13.C 14.P,P,P 16.a)tak b)tak c) niec d)nie e)tak [) nie
1.7. Funkcjami sg przyporzadkowania: a), c),d). 1.8. a) f(-2) = 242, f (\fﬁ) =7

b) f(-2)=22, f(V3)=7-6V3 <) f(-2)=0, f(V3)=2V3 d) f(-2)=2, f(V3)=1



Cdpowiedzi
1!9'
AW [ 201 ]2]3 VMM 1 [o12]3]4a]s
f(x) |-17|-13| -9 |-5|-1| 3 | 7 e 5|4 |3|2]1]|2]3
O [ -2 [ 1] o "1"‘2[3 s] Y 3 [2[o[s]10
fl) | 2 |-1|-2|-1|2]|7]|14 f@ [ -1] 0|2 [0

1.10. xeD i a)np. f(x)=x" b)np. f(x) =2x+3 o) np. f(x) =x-1 d)np. f(x)=x"
111.a}f{x}-~x,x€Rb]f{x} (x+1)%, xeN ¢) flx)=2x", xeR d) f(x) = |x|-2, xR
e) fix)=logx, x>0 f) f(x)= \J’J_chR 1.12. a) P(r)=7r" dla r> 0

b) Pla) = £a dlaa>0 C}G{a}-ﬁadlaa:-ﬂ d]V{a}-éa dlaa>0

1.13. }-unk::_pa [ przyporzadkowuje kaidej liczbie rzeczywistej:  a) liczbe przeciwng do kwadratu tej
liczby, b) dodatniej liczbg odwrotng do pierwiastka kwadratowego z tej liczby,  ¢) wartos¢
bezwzgledna tej liczby powigkszonej 0 3,  d) rdinej od zera sumg tej liczby i liczby do niej odwrotnej.

1.14. a) b) 2,3,5,7

o0 1 [ 2]3[a[s[e6][7]8]9]
oo 1 [ 2 |23 |24 2[4a]3]
1.45.2) 12 b) np.9993 ¢ 1001, 1010, 1100, 2000

1. 5P, P 2. a) f(x)=2"dla x>0 b) f(x)=log x dla x e N- {0} c¢) To nie jest funkcja.

d) f(x) = dla xe R-{0} 8.D={2 4,68, 10}
(5-‘)
Il [2]3]4]s
) 1 1 3 & 7
f(x) %‘ 5|55

5. f(14-6V5) = \[14—6u”§= \{9-—6\@+5= (3-v5)' =[3-V5|=3-5

21.B 22.D 23.C 24.2)D=R b)D=R-{5} oD=R d) D=R-{2V3]
25.a)D=(0;00) b)D={3;00) c)D=(-00;5 d)D=(-00;7) e)D=(1;00¢) [)D={3}
26.a) D=(-3;00)—{1}] b)D=R-={-1,3} ¢) D=(-00;3)={0} d)D=(—c0;4)-{-1}
27.m=6 28.m=-4 210.a)D=R b)D=R-{-2} ¢D=R-{-55 d)D=R
e) D=(-00; -8)U{0;00) HD=R-1{6,14} 241.2) D=(-00; =7)U(7;00) b) D=(-2;2)
D=R d)D=(1;5 2.12.a) D= (-00; -5)U {5 o) b) D = (~o0;2) — {-3}

¢) D=(-00; -3)U{l;00) d)D=(-00; -2)U(2;00)-{-3,3} e)D=(-10)U(2;7)
D=R-{2,4 213. a}(—w;l%> b} (=003 =1} U (2; 00) ¢) (—o0; =12} U (—=6; 2) U (8; oo)

d) {-2;6) e) (—oo; 1%> f) <%, m) 2.14. tak, m =1 2.15. Nie ma takiegom. 2.16. m = -2

475 N
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: _ 1
Se6-9 np. f(x) = VX+6 ) np. f(x) = <=

d) np. f(x) = v e) np. flx)=+/[2-x[-4 f) np. f(x) .

2.18. f(x)=3x, D=(0;00) 2.19. f(x) =2x+10, D=(5 00) 2.20. f(x)=20- 2x,
D=(510) 2.21.P(d) = %d{s ~d), D=(0;5) 2.22.2) y=6x"+12x, D= (0; )
b) y=x" +3x°, D=(0; o)

LEPP 2.D=(-0;2 3.D=(-42) 4 D=(-30)-i
5. f(x)=x+32, D=(0; 32)

31.C 32.B 33.D 34.a)ZW={-4,-1,2,5} b)ZW={2,5,8, 11}

&) ZW = {% 1,2, 4, a} d) ZW=1{-3,0,2] 8.5.ZW=10,1,2, 3, 4,5, 6}

3.6. ZW=1{4, 7, 8, 10, 11, 12, 15} 8.7. ZW = {12, 14, 16, 18, 20, 22} 3.8. ZW = (0; 1)
3.9. a) ZW - zbidr liczb calkowitych nieparzystych b) ZW = {-1, 1} ¢} ZW = (0; 3)
DZW={-1,1} 3102 -1,35 B4 8 O3 -3.-1 d)-404 311 Wskazowka:
Rozwiaz rébwnanie k(x)=1. 3.12.a) D={1,4,6} b)D=1{-2,3,50} ¢) D={0,1, 4}
d)D=1{-3,1,3} 3.143.ZW=1{9, 36,81} 3.14. a)np. f(x)=x dla xe R b) np. f(x) = |x|

2.17. a) np. f(x) = o

-1 dla x<0
dlaxeZ c)np. fix)=-xdla xe{-1;00) d)np. f(x)=40 dlax=0
2 dlax>0

3.15. np. funkcja, ktéra kazdej liczbie wymiernej przyporzadkowuje najmniejsza liczbe catkowita
wigkszg lub rownag danej liczbie  3.16. Gdyby liczba catkowila k byla wartoécia funkcji dla pewnego
argumentu n € N, prawdziwa bylaby réwnoé¢ k = H czyli k-2" + 6k =2" + 17, stad

2"(1 = k) = 6k — 17. Lewa strona ostatniej réwnosci jest parzysta, a prawa nie. Sprzecznosc.

3.17. Nie. Wskazdéwka: Rozpatrz np. funkcje, ktéra liczbom wymiernym przyporzadkowuje 1,

a liczbom niewymiernym przyporzadkowuje 1.

s. 217

1.P,P,F 2. D={-20,4] 3.tak,f(]%):3 4. ZW = (0; 25)

5. Wskazowka: Sprawd?, czy rozwigzaniem réwnania f(x) = 7V2 jest liczba naturalna.

4.2. a) trojkat prostokatny rownoramienny  b) réwnoleglobok ¢} trapez rownoramienny
d) prostokat 4.3, Czworokat ABCD jest prostokatem o polu 24,
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4-4!
3) 17 P g [T L] O T T
| [ '
1] ENEEE Nl i i
1 2 |
1 | 1 H i
I |
0] 3% 0 X 0 x of 3%
| |
4.5.
a) 57 W b) ] T 117 d) T T
| | | s
MEEE ] B N
| H I | | 0 x
ol 1 | % ERAE 1] L
; o 13 1% RN
| | 1
4.6.
| _ - L 1]
0 x . n
1 - : o 1 =
- , . — - 5
x I i L 0l 11 - L
a .53 i x
il il v ]
47. BiC 48.LiP
51.C 52.B 53.B 54.B
5.6.a)[ vl 5.9. Ak [
| | 1
— » * & | yIr
_....1.... T. e e ._]!.i_... H_ =
of k T = ’_fn E
T
5:10. Wskazowka: [ nea fame]l| 1,17 | 1,50 | 2,34 | 3,15
512.a) D={(0; o0) b)D=R «¢) D= (0; o0) i [ 7k P W
Patrz rysunek po prawej. ._il | ‘}f- e
5.13. a) tak b) nie ¢) tak d) nie e) tak f) nie [ ) o P L o il
i 4 il '--.| 1| V=R
5.14. =-x"-2dlaxe{-4-3...,34 | |
2 flz) = 3% BREL A o B x

) ZW = {—z, 202, ﬁ}

5.15. a) f(24) =2, f(-1) =1, f(‘—3‘)=3, f(-V3)=-4 b)zZW=12
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s, 227

u]'l ?_3
~4|‘3_u;5

1. P,E, P 2. Wskazéwka: "

- SR
S =2 -4

5]{}'_-‘3

3. ZW=1{-8, -4, -2, 1,4} 4. Nie, bo argumentowi x = -2 odpowiadaja rézne y.
5. b) Wskazdwka: Reszta z dzielenia liczby naturalnej n przez 3 jest rowna 0, 1 lub 2. Wykaz, ze

w zadnym z tych przypadkéw reszta z dzielenia liczby n” przez 3 nie jest réwna 2.

61.D 62.C 63.D 6.4 D=(-25), ZW=(-3;4) 6.5. w1960 roku
6.6.2) f(x)=0 dla x € {-2,0} f(x)=2 dla x=2 f(x)= ; dlaxe ["zé-, %} fx)=1 dia

x€{-3,1,3} b) fx)=1daxe {4, 15_5}; Fx) =1 dla x € {-2 3} f(x)=2 dla x € (0, 1);

(x)=-2 dla x € (-4, -3) U {4] 6.7. Patrz tabela. T = .
é.ﬂ. a) flx)=-1 dla x€{-4,0}, f(x)=3 dla x=2 _ !f(xi*-«? flx)=0 f(x)=1
b) glx) =0 dla x=10, glx) =2 dla x € -1, 1} a) . -4 -1 . 0
A hix)=-2dla x=-3, h(x)=1 dla x € (2; 4) b) 2 3-1.1] -4.0
69.a)x=-5lubx=7 b)x=-6 c)x=-41lub c) 1 3 | 4

x=2,lubx=6 dJx=-3lubx=0,lubx=3,lubx=5

6.10. a) 165 b) 20km/h ¢) po5s  6.11. najnizszy w roku 2008, najwyzszy w roku 2003

6.12. a) D = {-2; 2}, ZW = (-5; 3}, wartosc najmniejsza: =5 dla x = 2, warto&¢ najwigksza: 3 dla
x==2 b)D={(-55), ZW = (=5; 1), wartos¢ najmniejsza: =5 dla x = 5, warto$¢ najwigksza: 1 dla
x€{-2;1) c)D={-6;5), ZW = (-6; -2} U {2; 4), brak wartosci najmniejszej, wartosc
najwicksza: 4 dla x =-2 d) D=R, ZW = (-3; 3), warlo$¢ najmniejsza: =3 dla x = 2, wartos¢
najwigksza: 3dla x = -2 ¢) D = (-4; 2), ZW = {-3; 3), wartos¢ najmniejsza: -3 dla x = -4,
wartos¢ najwigksza: 3dla x =2 ) D= (-4 2), ZW = (0; 6), wartos¢ najmniejsza: 0 dla x = -3,
wartos¢ najwigksza: 6 dla x = -1 6.13. a) wartos¢ najmniejsza: -3 dla x = 1, wartosé¢

najwicksza: —1 dla x =0 b) wartos¢ najmniejsza: -3 dla x = -5, wartoé¢ najwicksza: 1 dla

x € (=2; 0) c¢) wartosé najmniejsza: =2 dla x = 2, wartos$¢ najwigksza: 4 dla x = -2 d) wartoéé
najmniejsza: -3 dla x = 2, wartos¢ najwicksza: 2dla x = -1  e) wartos¢ najmniejsza: 1 dla

x € (=1; 1), warto$¢ najwigksza: 3dla x =2 ) warto§¢ najmniejsza: 1 dla x = 1, wartodé
najwigksza: 6dla x=-1 6.16.a)4 b)2 ¢)1 d)0 6.17. a) O rozwigzani dla m € (—oo; -2),
1 rozwiazanie dlam = -2, 2 rozwigzaniadla m € (-2; o0) b) 1 rozwiazanie dla

m € (—oo; —2) U (2; o0), 2 rozwigzania dla m € {-2, 2}, 3 rozwigzaniadla m € (-2; 2)

¢) 0 rozwigzan dla m = 0, 1 rozwigzanie dla m € (=o0; 0) U (0; 0o) d) 0 rozwigzan dla

m € (—o0; 0) U (4; o0), 1 rozwigzanie dla m = 4, 2 rozwigzania dla m € (0; 4) ¢) 0 rozwigzan dla
m € (—oo; —2), 1 rozwigzanie dla m € {-2} U (4; oo), 2 rozwigzaniadlam € (-2; 4) [) 0 rozwiazan
dla m € (—o0; =2) U (4; o0), 1 rozwigzanie dla m € {=2; 1) U {4}, 2 rozwiazania dla

m € {1; 2) U (3; 4), 3rozwiazaniadlam € (2; 3) 6.18. a) nie, tak b) nie, nie ¢) tak, nie

d) tak, tak  6.19. 3razy 6.20. 3 razy



Cdpowiedzi

1. B,P,P 2. D={(-55), ZW = {-5; 1), wartos¢ najmniejsza: =3 dla x = 4, wartos¢ najwigksza: 1
dla x=1 3. D=(-3;4), ZW = (-1; 4), warto$¢ najwicksza: 4 dla x = 2, warto$¢ najmniejsza: 1
dlax=-1 58.me{=-2}u(l; 2)

71.B 7.2.D 73.C 7.4.a)1 b)-2 3orazkaizdaliczba z przedzialu (0; 1) ¢)-2,0,2,3
d)-2,2,6 e -2 -2,2 76.a)2 b6 c)V6 d)2 e -E f10* 7.7.a)-1,3
b)-2,0 ¢) 0,1 d)-5-1,2 7.8.a)-311 b)brak miejsc zerowych «¢)-4,-2,2,4 d)-1,3
7.9. a) ——;— b) -3 ¢} -2, 0 d) brak miejsc zerowych e)-6,4 )1 7.10.a)0 b) brak
miejsc zerowych ¢) 1,5 d)5 el 7 T.11.a) —-:- b) brak miejsc zerowych ¢) brak
micjsczerowych d)2 €)1 -5 7.12. f(3)=3":3-9°=3"-(3*)°=3"-3" =9

7143. D=(3; ), -3¢ D 7.15. a) -2, % b)-3,3 ¢)-1,2 d)2 e)log,7 f)log2, log3

.
x +1

7.16. np. f(x) = — 747.m=-2 7148.m=-3 T.19.k=-8

7.20.a) . meR-{0} IL m=0 b)LmeR-{1} ILm=1 ¢)l. meR-{-2} Il. m=-2
d) L. meR-{3} I. m=3 T.21.aym>3 blm=>15 cJm<—-4 dim<l ?.ZE.mr:—g.

Wiskazdwka: D = (g m), zalem —? = i. 7.23. m e (0; 5)

5
1. KPP 2. -5,-1,5 3. brak miejsc zerowych 4. m=7 lubm=-5 8. 5,1

81.B 82. A 83.D 84 a)wlatach 1950-1980 b) wroku 1960 8.5, spadek

ponizej 2%: USA w 1998 r., Japonia od 1992 r. (w 1999 r. brak danych), UE od 1997 r.; najwy#sza
wartosc: USA-w1990r.0k.55% 8.6.a).xe(l;00) Il.xe(-oo;1) Ill.xe(—o0;3)
IV.x€{0; 00) b)Lxe(=1:2) ILxe{-3-1)U(23) ILxe(-33)-{0} IV.xe(-3;3)
c)Lxe(2;00) ILxe(—o0;2) IllLxe(—o0;4) IV.xel[-1}u{l;00) 8.7.a)w(x)>0da
xe(-2,00U(2;3), wix)<s0 dla x e (-00; -2)U(D; 2) U (3; 0) b)z(x)>2 dla

x€(—oo; -3 U4 o), z(x)s0 dla xe{-2:3), z{x) <4 dla xe(-4:5) c)mlx)>0 dla

x € (=o0; =2)U(2; 00), m(x) <0 dla xe(-2;2), m(x)<-1dlaxe(-1:1) 89, a)tak

b)-d) nie 8.10. a) tak b),¢) nie  8.11. a) malejaca w przedziale (—oo; 1), rosnaca

w przedziale {—1; e¢) b) rosngca w kazdym z przedzialow (—eco; -2} i (—1; 1), malejaca w przedziale
(=2; —1), stala w przedziale (1; c0) c¢) rosngca w kazdym z przedzialow (—o0; 0) i (0; )

d) rosngca w przedziale (~3; 1), malejaca w kazdym z przedzialow (1: 2) i (2; 3) e) rosnaca

w kazdym z przedzialow (—oo; —1) i (1; o0), malejaca w przedziale (-1; 1) ) malejaca w kazdym
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2 przedzialow (—oo; =3) i (23 c0), rosngca w przedziale (=3; 2)  g) stala w kazdym z przedzialow
(—o0; —4) i (4; oo), malejaca w przedziale (—4; 0), rosnaca w przedziale (0; 4) h) malejaca w kazdym
2 przedzialow (=4; =3) i {(=1; 1), stala w kaizdym z przedzialéw (=3; 1) i (1; 3), rosnaca w przedziale
{3; 6) i) rosnaca w przedziale (—oo; =2), malejaca w przedziale (=2; oo)  j) malejaca w przedziale
(=003 1), rosnaca w przedziale (1; oc) 8,12, a) funkcja rosnaca  b) funkcja rosnaca w latach
1950-1980, malejaca w latach 1980-2010  8.14. a) jedna b) jedna c¢) szes¢  d) dziesigé

8.15. a) nie b) nie ¢) tak d) nie

1. P F 2 xe(—4;-3)u(0;5) 3. malejagca wkazdym z przedziatéw (—4; —2) i (2; 8), rosnaca
w przedziale (-2; 2) 5. Taka funkcja jest niemalejgca lub nierosnaca, czyli jest monotoniczna.

91.D 92. A 93.B 94.a)nie b)tak ¢)nie 9.5 720 9.6.21km/Mh 9.7.07%
9.8. nie  9.9. po zwickszeniu na 25 dni; po zmniejszeniu na 40 dni; wysokos¢ skladki: 300 1

9.10. & miesicy 911, T-km  942.0207 943, 12min  9.14. 18 godz. 40 min

9.15. 8 godz.  9.16. 5":: dni  9.17. pierwsza: 2 godz., druga: 1 godz.  9.19.2) 2 b) é o) i
d) Nie ma takiegoa.  9.21. a) (=1, =6), (2, 3), (=2, =3, (3, 2), (=3, =2), (6, 1), (=6, =1), (1, 6)

b) (1, 8), (=1, =8), (2, 4), (<2, -4), (4, 2), (=4, =2), (8, 1), (=& —1) ) (1, 12), (-1, -12), (2, 6),

(-2, =6), (6, 2), (=6, =2), (3, 4), (=3, —4), (4, 3), (-4, =3), (12, 1), (=12, -1) d) (1, -9), (-1, 9),

{3‘| "3}| {_'31 3)! (91 _'l}! [:—9,, 1}

1. F,P,F 2. Patrz tabela po prawej. - 1 1
3. x € (~o0; 0) U (2; 00) 4. po6godz. il5min % 3| | = 3 15

4 2 10 | ! | ,
S.-azp b 3p AFp | 2 | 1|3 (12) 4

10.1. D 1022 B 103.C 104.Db) D= (-o0; 4) = {2}, ZW = (=2; o), brak wartosci
najmniejszej, brak wartosci najwigkszej; miejsca zerowe: =3, -1; f(x) > 0 dla x € (—o0; =3) U (~1; 4),
flx) <0 dla x € (=3; =2) U (=2; —1); funkcja malejaca w kazdym z przedzialow (—oo; =2) i (3; 4),
rosngca w przedziale (—2; 1), stala w przedziale (15 3); f(x) = m ma: 0 rozwigzan dla m € (-o0; =2),
1 rozwigzanie dla m € (2; oo), 2 rozwiazaniadla m € (-2; 1}, 3 rozwiazaniadla m € (1; 2),
nieskonczenie wiele rozwiazanndla m=2  10.5. a) D= {0; 1} U(4; oo0), ZW = {0; 1) U(2; oo);
miejsce zerowe: 0; f(x) > 0 dla x € (0; 1) U (4; ce), funkcja nie przyjmuje wartosci ujemnych; brak
wartosci najwigkszej, wartos¢ najmniejsza: 0 dla x = 0; funkcja jest rosnaca; f(x) = m ma:

0 rozwigzan dla m € (—o0; ) U (1; 2}, 1 rozwigzanie dla m € (0; 1} U (2; o)
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b) D = (=6; =2) U (1; 3), ZW = (=3; =1) U (2; 6); brak miejsc zerowych; f(x) >0 dla x € (1; 3),
flx) <0 dla x € (-6; =2); warto$¢ najwigksza: 6 dla x = 1, brak wartoéci najmniejszej; funkcja nie
jest monotoniczna, ale jest malejgca w kazdym z przedzialow (-6; =2} i (1; 3); f(x) = m ma:

0 rozwigzan dla m € (—oo; —=3) U {~1; 2) U (6; o0), 1 rozwiazanie dla m € (-3; -1) U (2; 6)

c) D = (=o00; =1) U (0; 2), ZW = (—o0; —1) U (0 2); brak miejsc zerowych; f(x) >0 dla

x € (—o0; =1), f(x) <0 dla x € (0; 2); brak wartosci najwigkszej, brak wartosci najmniejszej; funkcja
nie jest monotoniczna, ale jest rosngca w kazdym z przedzialow (—oo; 1) i (0; 2); f(x) = m ma:

0 rozwigzan dla m € (=1; 0) U (2; oo), 1 rozwigzanie dla m € (—=oo; =1)U(0; 2)  10.9. Najwigksza
roznica, rowna 10, jest w kwietniu, maju, lipcu i sierpniu.  10.12. a) f(x) = g(x) dla x =1,

flx) < g(x) dla x € (=o0; 1), f(x) > g(x) dla x € (1; 20) b) f(x)=g(x) dla x=-1, f(x) < g(x)
dla x € (—o0; =1), f(x) > g(x) dla x € (-1; 00) ¢) f(x) = g(x) dla x € {~1, 6}, f(x) < g(x) dla
x €(-1;6), f(x)>glx) dla x € (—o0; 1)U (6; c0) d) f(x) = g(x) dla x € {-3, 2, 4},

flx) < glx) dla x € (003 =3) U (2; 4), f(x)> g(x) dla x € (=3; 2) U (4; o0)

10.16. a) x e (-2; -1)U(1;2) b) x€(-o00; —4)U{-2:0)U(3; 00) ¢)x€(0;4)-{1, 3}
d)xe(-3-2)u(-10)u{(35 10147. x € (-6; -4)

1. EEP 2. D= (-6; 3), ZW = (=1; 3); warlo&¢ najwigksza: 3 dla x = 1, warlos¢ najmniejsza: -1
dla x = —=3; miejsca zerowe: =4, -2, 3; g(x) <0 dla x € (-4; -2), g(x) >0 dla

x € {—6; —4) U (-2; 3); funkcja nie jest monotoniczna, natomiast: maleje w kazdym z przedzialow
(—=6; =3) i {1; 3}, rosnie w przedziale (=3; 1); g(x) = m ma 3 rozwiazaniadla m € (0; 2)

3. a) D =R, ZW = R, miejsca zerowe: -4, 2, f(x) >0 dla x € (~o0; —4) U (-2; 2), f(x) <0 dla

x € (—4; —2) U (2; o0), brak wartosci najwickszej, brak wartosci najmniejszej, funkcja nie jest
monotoniczna, ale jest malejaca w kazdym z przedzialow (—o0; =2) i (=2; o0)

b) dla m € (—o0; =1) U(3; 00) 5. cztery miesigce (od maja do wrzeénia)

111.8 1122 A 113. A 11.4. Wskazdwka: Punkty wykresu nalezy przesunagé: 1. w prawo
o 1 jednostke, II. wlewo o 3 jednostki, I11. w prawo o 2 jednostki, IV. w lewo o 5 jednostek.

11.5.
a) D=(-31) b) D = (2; 6} c) D=(0; 4) d) D = (-5; -1)

7.4\ B 1 1 N O

.:.l.i..ﬂ..:
[

H A

11.6. Wskazdwka: Punkty wykresu nalezy przesungc: 1. w gorg o 1 jednostke, 11 w dot o 1 jednostke,

I11. w gore o 2 jednostki, IV, w dol o 3 jednostki.  11.7. Wskazdwka: Punkty wykresu -:-E nalezy

przesunac: a) w lewo o 1 jednostke, b) w prawo o 2 jednostki, ¢} w gore o 3 jednostki,




| 132

QOdpowiedzi

d) wddl o 4 jednostki.  11.8. Wskazdwka: Nalezy przesunaé punkty wykresu: a) % w lewo

o 3 jednostki, b) 3 wdétos jednostek, c) 5w gore o 1 jednostke, d) Zw prawo o 2 jednostki.
X X Eq

11.9. Wiskazéwka: Punkty wykresu +/x nalezy przesunaé: a) w lewo o 1 jednostke, b) w gore

o 5 jednostek, ¢) w dot o 3 jednostki, d) w prawo o 4 jednostki.  11.10. a) L g(x) = x|+ 7
ILg(x)=|x-5 b)Lgx)=2x+4 ILg(x)=2x-13 ¢ Lg(x)=x" -3x+10
ILg(x)=x"-13x+43 d)Lg(x) = *:‘:]4 IL g(x) = i%i e)Lgx)=2""+7 ILg(x)=2*"
DL glx)=log{x-3)+13 1L g(x)=log(x-8)+6 11.11.a) D= (0; 15), ZW = (2; 8)

b) D={-6;9), ZW=(%8) ¢) D=(=5; 10), ZW = (-2: 4} d) D= {~5; 10), ZW = (9; 15)
11.12. a) malejaca w przedziale (—o0; —1), rosnaca w przedziale (—1; co) b) malejaca w przedziale
(—o0; —6), rosnaca w przedziale (=6; oo) ¢), d) malejaca w przedziale (—oo; -3}, rosnaca

w przedziale {-3; c0) 11.13.a)7 dla x=-4 b)7 dla x=7 ¢)12dla x=-3 d)-2 da
x=-3 1145. k=3 1116, f(x-k) =(x-k)* +3 = x" - 2kx + k* + 3. Zatem -12 = -2k

i m=k>+3. Stad k=6 i m = 39,

1. DE P 2. Wskazdwka: Punkty wykresu nalezy przesungc: a) w prawo o 5 jednostek.

b) w gore o 4 jednostki. 3. —4, 1, 3 4. rosnaca w przedziale (—o0; 9), stala w przedziale (9; 11},

malejaca w przedziale (11; oo)

121. D 122. C 123. D 12.4. Wskazdwka: Punkty wykresu nalezy przeksztalci¢
symetrycznie wzgledem osix.  12.5. a) D = (0; 00), ZW =(-00; 0) b) D= (-3; 5),
ZW={(-7;-2) ¢ D={(-4 ), ZW=(-2;00) d) D=(39), ZW = (-5; 4)

12.8. Wskazdwka: Punkty wykresu nalezy przeksztalci¢ symetrycznie wzgledem osi y.

LS Pary funkgji, ktérych wykresy Pary funkcji, ktorych wykresy
sg symetryczne wzgledem osi x sg symetryczne wzgledem osi y
filx)=2x-31 f3(x)=-2x+3 filx)=2x—-31i fi(x)=-2x-3
Gix)=x"+2x+7 i gy(x)=-x"-2x-7 | gi{x) = X +2x+7 i go(x)=x"—-2x+7
hy(x) = 10°72 i hy(x) = -10°"2 | hy(x) = 1057 i hy(x) = 107572

1211, a) D=1{-8, -6, 3}, ZW=1{0,2,8] b) D=(-00;0), ZW =(0; o) <¢) D=(-9; o),
ZW=(0; 00) d)D=(-9-2), ZW=(-1;3) 1212, a)x=-3, x=-2, x=5 bh) x=-5,
x=2, x=3 12.13. a) warto$¢ najmniejsza: -5 dla x = 1, wartos¢ najwicksza: 3 dla x =5
b) warto$¢ najmniejsza: —3 dla x = -5, warto$¢ najwigksza: 5 dla x = -1  12.14. malejaca

w przedziale (—o0; 1), rosngca w przedziale (1; e¢)  12.15. D = (-12; 3), malejaca w przedziale

(=12; =3}, stala w przedziale (-3; 3)  12.16. Tak, wartos¢ najmniejsza: 0, warto$¢ najwigksza: 4.

12.20. a) f(x) = %xl -4,D=1{0,1,234,567 8
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1. P,P,F 2. Punkty wykresu nalezy przeksztalci¢ symetrycznie wzgledem osi x. Funkcja y = f(x):
D = (-3; 4}, ZW = (~1; 2), malejaca w przedziale (-3; -2}, rosnaca w przedziale (-2; 1), stala

w przedziale {1; 4). Funkcja y = g(x): D = {-3; 4), ZW = (-2; 1}, rosnaca w przedziale {-3; -2},
malejaca w przedziale (-2; 1), stala w przedziale (1; 4). 3. Punkty wykresu nalezy przeksztalcic
symetrycznie wzgledem osi y. Funkcja y = f(x): D = (-3; 4), miejsca zerowe: -3, —1. Funkcja

y =h(x): D= (-4; 3), miejscazerowe: 1, 3. 4. Wskazdwka: Narysuj funkcje, ktérej dziedzing jest
przedziat (-5; -1}, a zbiorem wartosci przedzial (-2; 1).

13.1. KPP 13.2. EP,F  13.4. Punkt P jest érodkiem odcinka AB.  13.5. a) DE b0
9AC d)AB 13.6.2)DB b)BD o d)AD 139. AC=1AB 13.10. = -§ (7 + @)

13.11. “A?E=%H)—%EE’, R‘=Eﬁ—%§ﬁ FC'= AD - BE, E‘c:%ﬁ_‘n—ﬂ‘ 13.12. a}%ﬁg
b) AS 13.13. KL = %W 13.18. m=3, k=-5 13.19. E,P,P,E,P,P 13.21. Wskazéwka:

Zauwaz, ze AB+ BC = ii oraz —%TB + BC = ¥ i rozwiaz odpowiedni uklad réwnar.

1.P,E,F 2.a)AD b)AC o0 4.E=-a‘,3=-§a 5. k=m=2

14.1.a) AB=(3,2] b)AB=[4,1] ¢)AB=[-2,0] d)AB=[0,4] 142 a)P=(3,1)

b)P=(2-1) ¢ P=(-2-2) d}P:(%,%) 143. ) K=(2, -4) b)K=(22)

K= -2 d)K=(5-5 14.4.2)[50] b)[0,1] ©[-3,0 d [u, -2%]
14.5.2)S=(-1,2) b)S=(0,3) )S=(43) d)S=(1,4) 14.6.a)B=(4 8)

- (e 2 _ (a4l 2 Oy 2 - (0 —
b) B = (-1, 5) c}B—(E,B) d) B (42,5) 14.7. C = (10, 8), D = (0, -8)
148. B=(0,-4), C=(2,2), D=(-2,2) 14.9. a) wspolliniowe b) niewspolliniowe
o) niewspélliniowe  14.90. 8) x=10 b) y=-2 14.41. a) [2, -11] b) [6, =5] ) [~6, ~3]
d) [5%] 14.12. ) D=(-2,-2) b)D=(-2,0) ¢) D= (-5 —2) d)D=(n,—§)

1413. ) k=3 b)k= H% ¢) Nie ma takiego k. d) k= ? 14.14. a) ¢ = (-2, 3]

bje=15,-9] oc=|-7.12;] de=[-539] 14.16.9)[AB|=5 bv) [AB|=5
c) |AB|=3V5 d) |AB|= VI3 14.16.a) (2, -3], VI3 b)[10,1], VIOI ¢ [-6, -3], 35
d) [-8, 4], 4V5 14.17. 2V10 14.20. B=(10,3), C=(6,7), D=(-2,6) 14.23, 53
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1. P,EP 2. P=(-4V3,7V2) 3.nie 4.C=(36), 60

151.C 152.C 153.C 154.a)M=(2,-1) b)M=(2,V5) o) M=(0,-5)
d)M=(0,-9-v3) 155.(-1,2) 156.a) M=(2,-9) bB)M=(4,7) o) M=(75-3)
d) M = (2, 13)
18.7.

a)

15.8. Wskazdwka: Punkty wykresu nalezy przeksztalci¢ nastepujaco:

a) symetria wzgledem osi x, a nastgpnie przesunigcie o wektor [0, 2], D = (=3; 3), ZW = (-1; 1),
b) symetria wzgledem osi y i przesuniecie o wektor [0, =3], D = (-3; 3), ZW = (-2; 0},

¢) symetria wzgledem osi x i przesuniecie o wektor [1, 0], D = (-2; 4), ZW = (-3; -1),

d) symetria wzgledem osi y i przesunigcie o wektor [0, 4], D = (-3; 3), ZW = (5; 7).

15.9. Wskazowka: Punkty wykresu nalezy przeksztalci¢ nast¢pujaco:

a) symetria wzgledem osi x, a nastepnie przesunigcie o wektor [ 1, 2|, rosngca w przedziale (—co; 1),
malejaca w przedziale (1; o0), b) symetria wzgledem osi x, a nastgpnie przesunigcie o wektor [1, =2],
rosngca w przedziale (—oo; 1), malejaca w przedziale (1; o), c) symetria wzgledem osi x, a nast¢pnie
przesuniecie o wektor [-3, 1], rosnaca w przedziale (—oo; -3}, malejaca w przedziale {-3; o0),

d) symetria wzgledem osi x, symetria wzgledem osi y, a nast¢pnie przesunigcie o wektor [0, 3],
rosngca w przedziale (—oo; 0), malejaca w przedziale (0; 00).  15.10. a) D = (2; o0)

b) D=(-3;0) ¢)D=R-{2} d)D=R-{-3} 18.11.a) D=(-500) b) D= (2; o)
c)D=R-{-4} d)D=R-{1} 15.13. D= (6 10), ZW=(0;2) 15.14. -32dla x =15
15.15. wartos¢ najwicksza: =5 dla x = 3, warto$¢ najmniejsza: =9 dla x =0

15.16. Patrz tabela po prawej.

¢ Liczba rozwigzan
15.17. D = (-6; 1), funkcja malejaca w kazdym WartosCm | - nania g(xi m
z przedzialow (-6; —4) i (-4 1)  15.18. Wskazdwka: i L 53 0
Punkty wykresu nalezy przeksztalci¢ przez symeltrig s :
M=

wzglgdem osi y i przesunaé o wektor [0, =2].

m € (5; o0) 2
15.19. x e {-4,-2,0,2,4 15.20. me(1;2) .

15.22. a) (-5;4) b) {0;4) c¢) 2 rozwigzania



Cdpowiedzi

1. P, F,P 2.-2 3. (-I-;—; 3) 4. | rozwigzanie

s. 322

1.C 2.A 3.B 4B 5B 6D 7.C 8A 9A 10.C 11.B 12.D
13.A 14.A 15.C 16.D 17.D 18.A 19.B 20.A 21.B 22.B 23.B
24.C 25.B 26.EP,P 27.FPF 28 PFP 20.FEFEF 80.FFEP 31.PFP
32.F,P,F 33.L,FP 34. PP 35 PFP 36 PFEP B87.LPP 88 PFP
39. P,P,P 40, f{l}=—§~%\a‘§. f(2) =7 +4V3, f(zv’i):1+§ﬁ 41. 2) D=R- {0}
b)D=(2;00) c)D=(0;00) d)D=(0;2) e) D=(-00;3) ) D={0;1) 42.a)D=R- {7}

b) D=R-{-3,1} <) D= (=08 0)uU{l0ix) d)D=R C}D=<—§;m)—{%} 0 D= (1: 5)

43. 2) ZW = {-8, -2, 1, 16} lj}zw=[—11%,n} 9 ZW=1{0,1,8 d)ZW =10, 1, 16}

44.-25, -4 46.9)D={-1,1.2} b)D={1,7,10} 9D={0.5.8| dD={1.12
47. | ' 48.a)2 b)-6,-3,0 c)-57

d), e) brak miejsc zerowych f) 8

49. |[x- 1]+ 1| 2 0, wigc f(x) =2

50. f: malejaca, g:rosngca  51. D= (-1; 19), ZW = (—4; -2}  52. Wskazowka: Punkty
wykresu nalezy przesunac o wektor [-2, =3]. 83, f(x-4)>0 dla x€(2;9), f(x-4) <0 dla

o 2021 [22[23[24 ] 25]
y | 4232362460 3|

x €(9;13) 54, Funkcja y = g(—x) jest malejaca w przedziale {(—6; —4}, stala w przedziale (-4; -3}
i rosngca w przedziale (=3; 3). 55, wartoé¢ najwigksza: 12 dla x = -4, wartos¢ najmniejsza: -3 dla
x=4 56. AC = 2AB+ 2AD, BD = AD - AB, BC = AB + 2AD. Wskazdwka: Zaznacz punkt F
nalezacy do odcinka AC taki, ze AF = FC izauwaz, ze BF = AD oraz DF = AB.

57. A' =(8,-9), B' =(16, -3), C' = (5, -4) 58. a) z90 elementéw b) ZW = {1, 2, 3,..., 18}
¢) wartos¢ najmniejsza: 1 dla argumentu 10, wartos¢ najwigksza: 18 dla argumentu 99

e) dla argumentéw: 13, 22, 31, 40 59, a) V(x) = le[E(] -2x), D=(0; 10) b) P(x) = 80x - 6x°,
D=(0; 10) 63.a) D=(-3 3), ZW = (-4 3); warto§¢ najmniejsza: =4 dla x € (=3; =1);
warto§¢ najwicksza: 3 dla x = 3; miejsce zerowe: 1; f(x) >0 dla x € (1; 3), f(x) <0 dla

x € {=3; 1); funkcja jest stala w przedziale (-3; —1), rosnaca w przedziale (-1; 3); f(x) = m ma:
nieskonczenie wiele rozwigzan dla m = -4, 1 rozwiazanie dla m € (=4; 3), 0 rozwigzan dla

m € (~o0; ~4)U (3 00)  B4.b) ZW=(-1;5) ) -33,-22  65.b) I rozwigzanie <) (0; 8)
67. x € (-2;7) 68. a) nie, nie  b) o ok. 269%, 0 ok. 289% ) 230 zl, wzrosla 0 ok. 5% d) zima
69. D=(-7,-6) T70.P=(0,5 71.0bw=5V5+ V85 P=10

485 N
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4. Funkcja liniowa

1.L.B 12.¢ 18D 148 y=2nr. 2n biy= vTEx, % c) s = 80¢t, 80

1.5. a)a=-9 b]a:-lal- c}a:—% da=+v5 1.6.1 18.a)BiC b)D oCiD

d)B,CiD 1.9.a]m>% h]m‘:-z—gg cm>3n d)m>0,26 e]m>-% ﬂlm::--r%

2 5 8 27 1
1.10.a)m~:—$ h}m{-\g c)m}; dym<19 e]m{—; ﬂmc—d-

1.11. a) malejaca dla m > 9, rosnacadla m < 9, staladla m =9 b) malejacadla m < 4, rosnaca
dla m > 4, staladla m=4 ¢) malejacadla m > -2, rosngcadla m < -2, staladla m = -2

d) malejaca dla m € (-3; 3), rosngcadla m € (—oo0; —3) U (3; o), staladla m € {-3, 3] e) malejgca
dla m > 1, rosnagcadla m < 1, staladla m=1 ) malejacadla m € R-{-2, 2}, staladla

me {-2,2} 1.12. Wszystkie zdania sa prawdziwe. 1.14. a)x <-3 b) x> -3n

1.15. a) ZW = {-2; 3), f(0) = 0, funkcja rosngca, wartos¢ najmniejsza: —2 dla x = —6, wartosé
najwigksza: 3dla x =9, f(x) = m ma jedno rozwigzanie dla m € {(=2; 3), nie ma rozwigzan dla

m € (—oo; =2)U(3; o0) b) ZW = (—c0; 6}, f(0) =0, funkcja rosngca, brak wartosci najmniejszej,
wartos¢ najwicksza: 6 dla x = 2, f(x) = m majedno rozwigzanie dla m € (—oo; 6), nie ma rozwigzan
dla m € (6; 00) ¢) ZW = (~1; 2), f(0) =0, funkcja malejaca, wartosé najmniejsza: =1 dla x = 4,
brak wartosci najwigkszej, f(x) = m ma jedno rozwiazanie dla m € (~1; 2), nie ma rozwigzan dla
me (—oo; =1)U(2; 00) d) ZW = (=1; o0), f(0) =0, funkcja rosngca, wartos¢ najmniejsza: —1 dla
x = =5, brak wartosci najwigkszej, f(x) = m ma jedno rozwigzanie dla m € (=1; o), nie ma
rozwigzan dla m € (—o0; —1)  1.16. a) ZW = (0; oc), malejaca w przedziale (—oo; 0), rosnaca

w przedziale (0; oo), brak wartosci najwickszej, wartos¢ najmniejsza: 0 dla x =0 b) ZW = (0; o0),
malejaca w przedziale (—o0; 0), rosngca w przedziale (0; o), brak wartosci najwickszej, brak wartosci
najmniejszej ¢} ZW = (0; 6), malejaca w przedziale (—4; 0), rosnaca w przedziale (0; 6), wartos¢
najwigksza: 6 dla x = 6, warto$¢ najmniejsza: O dla x =0 d) ZW = (0; 3), malejaca w przedziale
(=9; 0}, rosngca w przedziale (0; 6), brak wartosci najwigkszej, warto$é najmniejsza: O dla x =0

1. ,EF 38.m=4lubm=-1 4. b) brak wartoéci najwigkszej, warto$¢ najmniejsza: —g dla

x=5 Jxe(-6-2) B.me(-V3+1V3+1)

24.D 22D 23.B 25.a) f(x)=x+2 b) f(x)=2x-3 ¢) f(x)= —%x 1
d) f(x) = —%x -4 27.3a)x= g b)x=3 clx=v2 d)x=0 e)brak miejsc zerowych
f) x= V3 2B.a)x=-5 b) x =3 ) brak miejsc zerowych d) x=-3, x=5 ¢)x=-11,

x=3 Nx=-2,x=3 28.2)(20.0.-6 b (7.0,(0.33) 90.0 & (5.0) (“- f—f)



Cdpowiedzi

e) Wykres pokrywa sigz osig x.  f) (% [l), ({}, —l%) 2.10. a) D =R, ZW = R, miejsce zerowe:
ro o
x = 6, funkcja malejaca, f(x) >0 dla x € (—o0; 6), f(x) <0 dla x€(6; ) b)D=R, ZW=R,

miejsce zerowe: x = 10, funkcja rosngca, f(x) <0 dla x € (—e0; 10), f(x) >0 dla x € (10; 00)

¢) D=R, ZW = R, migjsce zerowe: x = %, funkcja rosngca, f(x) <0 dla x € (—ocr; ,-i), f(x)>0

dla x e (%, m) d) D =R, ZW = {4}, brak miejsc zerowych, funkcja stala, f(x) =4 dla xe R

212 f1)=-1, f(5) =0, S0 =3, f(3)=-2 248.x>-3 214 x<42

215. x <2 216.a)C,D b)Y ABD 214A7.a)m=-1 bBm=1 m=3 dm=0

218. m=-3 219.a)m=-1, f(x)=-3x+8 b)m= -%, flx) = §x+4 = %

fx)=5x+11 d)m=3, f(x)=-2x-9 220, k=8 221.a)x=§ b) A nalezy, B nie

nalezy c¢) malejaca 2.22.a)x=1,6 b) V2 c)x=8 223.me(-1;2)

224 me(-o0;-5) 225.ke(1;7) 226.ke(-o0;-1) 227.ke(]; =)

228.a) ZW={(1;00) b)ZW=(2;00) ¢)ZW={(-7;00) d)ZW={-4; ) e) ZW={l; )
f) ZW = (-3; o)  2.29. a) 0 rozwigzan dla m € (—o0; 0), 2 rozwigzania dla m € {0} U (7; o0),

3 rozwigzania dla m = 7, 4 rozwigzaniadla m € (0; 7) b) 0 rozwigzan dla m € (—o0; 0),

2 rozwigzania dla m € {0} U (2; oo), 3 rozwigzaniadla m = 2, 4 rozwigzania dla m € (0; 2)

¢) 0 rozwiazan dla m € (-o0; 0), 2 rozwigzaniadla m € {0} U (6; oc), 3 rozwigzaniadla m = 6,

4 rozwiazaniadla m € (0; 6) d) 0 rozwigzan dla m € (—o0; 0), 2 rozwiazania dla m € {0} U (5; o0),
3 rozwigzania dla m = 5, 4 rozwigzaniadla me (0;5) 230.a)m=-7lubm=7 b)m=-4
¢)m=3 d) Niema takiego m.

1. EEE P 2. pas pomiedzy prostymi y = —%x— 2i y= —%x $2

2
3. 2) x = % b)—6 ) x<—1 4 (=3,0), (0, -1), (1, 0), (13, 0), (17, 0)

5. b) tak, wartos¢ 3dla x =0 oraz x =4 ¢) tak, wartos¢ 0 dla x =2

31.C 32.D 33.C 34.a)y=4 b)y=-2 ¢y=-2x-9 d)x=5 e y=5x-7
Dy=32x-5; 86.a)-5; b-3 93(2V7+5) d2-13 e}—?llf N2-2
36.a)a=4(V3-1), y=4(V3-1)x-4(V3-1) bla=-3 y=-3x+55 Ja=1+V2
y=(l+\5)x—3 d]a:—%,y=—§x+2\f§ e}a=—v’§,y=—ﬁx+2 f}a:Z(‘ﬁ—l).
y=2(V5-1)x-5 BT.a) y=4x-1 h]y:—é-x—l )y=12x+4 d)y=-2x+3

e)y=-3x+7 fly=-2 V3x—+v3 8.9.a)nie b)nie c)tak d)nie e)tak ) nie
310.a)y=-2 b)x=3 Jx=0 d)y=-1 e)x=6 HNy=1 3Atl.aym#1 b)m#l
chm+2 dym+5 342 tak, k=-2 3.13. Wskazdwka: Wyznacz najpierw réwnanie prostej AB.

3.14. a) ok. 1825 b) ok. 1825  3.15. f{:]=—5m+12ﬂ,re<{};2§>
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3.16. a) f(1) ={1,5:10°=3:10°, t 20 b) 1208 ¢) 1610

1.PPP 2 y=—ix+4; 3.tk 4k=-1lbk=7 5. ok

41. A 42.C 43.C 45.a)D=(0:1), y=5x+1 b)D=(1;2), y=3x-4

2 dla x € (—o0; -3)

-2 dla x € (-3; o)

[x dla x € (-o0; 2 2  dla x e (-o0: -3)U(3; 00

12 dla xegz;m;} o) flx)= {-—x dlaxEE—S; 3) )

x+1 dla x € (-o0; -1)

d) f(x)=4-x-1 dla xe{-1;1) 4.9. a) rosnaca b) nierosngca c¢) malejgca

| x—-3 dla xe(l; o)

d) niemalejgca 4.10. a)a=-2,b=4 b)a=5b=1 cJa=-7,b=3 d)a=2b=2

4.11. prawdziwe: A, B, C, F, G, falszywe: D,E  4.12. a) rosngca b) malejaca ¢) nierosnaca

d) rosnaca  4.13. a) A: 4000 zI B: 3750 2zt C: 600028 b) A(x) =0,2x dla x =0,

Blx) = iﬂ dla x € (0; 5000) o\ {H,Zx dla x € (0; 10000)
0,25(x — 5000) dla x € (5000; =)’ 03x dla x € (10000; =0)

)D=(-3 ), y=3 48.2) f(x)= {

b) f(x) = |

d) do 25000 21

4.14. warto$¢ najmniejsza: 0 dla x = —%, najwigksza: 5dla x=-3 lub x=2 4.15. stala

w przedziale (—eco; —1}, malejgca w przedziale {-1; 2}, rosngca w przedziale (2; o)

4.16. me {0} U (3; 00) 4.17. D=R, ZW = (-1; 3); miejsce zerowe: 2; f(x) >0 dla

x € (—o0; 2)U(3; 00), flx) <0 dla x € (2; 3); stala w kazdym z przedzialéw (—oo; =1) i (3; e0),
malejaca w przedziale (—1; 3); wartos¢ najwigksza: 3 dla x € (—o0; —1) U (3; oco), wartosc
najmniejsza: —1 dla x = 3; f(x) = m ma: 0 rozwigzan dla m € (—oc; —1) U(3; o0), 1 rozwigzanie dla
m € {—1; 3), nieskonczenie wiele rozwigzan dla m =3

s. 370

1. F,F,F 4. Funkcja nie jest monotoniczna, 5. a =

s. 376

51.B 62.D 63.D 5HA4APPP B68.a)y=x b)y-= %x+—§~ c) y= 3—; d) Nie ma

rownania w postaci kierunkowej. e) y = x + = fy y= —%x +2 b.7.a)a=-1 b)la=4

2
c}a=-% d}a=%§ 88.a)2x-y-5=0 b)2x-3y+15=0 clx+y=0

d) 4x+£4y—3=!‘.} e)x+3y-3=0 {)2x-5y-10=0 5.9.a)tak b)nie c¢)tak d) nie
e)tak ftak 5.11. a) (0, 3), (3,0) b) (0,=2), (1,0) ¢) (0, 3), (7,0) d)(0,2), (5 0)



Odpowiedzi

2
x=21iy=-1 ¢)prosta x=3 d)prosta y=-4 e)punkt(l, -2) [) dwieproste: x =2
i x=-5 g)punkt(l,-3) h)prosta x=6 5.15. 4 osie symetrii i $rodek symetrii
516. a)LIILIV b)LII ¢ ILIULIV d)LILIV e LIULIV HILIT 8547.a)m>0
b)m<0 5,18, a) Niema takiegom. b)m=23 ¢m<1l d)me(l;3) 5.19.a)m<0
b)m<-2 ¢)m<-1 d) Niematakiegom. 520.a)m>5 b)jme(2;4) c)m>2
dyme(-41) 521.a)m=7 b)m=-3 ¢) Niematakiegom. d)m=3 522 . a)jm=0

b) Nie ma takiegom. c¢)m=-3 dym=5 5.23. me (-51) 5.24. mg —%

e) (EI. —ﬁ), (E. ﬂ) f) (0, =2), (=1,0) 5.14. a) dwieproste: x =0 i y=x b) dwie proste:

s. 379

1. EEP 2.(7,0) (0,2) 3.m<0 4. prostokatopolud42 5. me (-8; 5)

s. 383

61.B 62.D 63.A 6.6.a)y=-x+1 b)y=-2x c}y:ul‘gx-% dx=:
e)y=-7 fly=x+5 6T.m=4 68.aym=3 b)m=2 ¢c)m=-3 'd)m=l]
e)m=—4 ﬂlm:—% E.B.a)y:—%x+2 b) y=2x-5 ¢)x=3 dy=-2 e)y=-5x-3

2 1 1 ‘_‘_E S 4 & — |
f}y_ng+i ﬁ.1ﬂ.m-——§ 6.11. k = z,punklprzemf;cm. (213, 13) 6.12. m = Z

- . _2 ORI PN e
lubm=-1 6.143. m=-8 lub m= A 6.14. f(x) = 2J::+ 5 glx) 5 X 32
6.15. g(x) = 3x—-2  6.16. k=75 m=—13 lub k=14, m=48

1.PEP 2 kimpilrilt 3. f(x)=-3x+6 4. m=-1lubm=4

B.k=-22 m=2
128 o4
s. 390

71.D 72.C 73.A TA4.P,P,F 7b.a)x=-8, y=-10 b)x=1, y=-4

c)x=2,y=-1 d)x=-2, y=1 T.6.a)x=2, y=-1 b)brakrozwigzan c)x=2, y=0
d) nieskonczenie wiele par liczb (x, y) spelniajacych réwnanie y = —éx + %

y=2x+1 {y=2x+]

7.7. a) uklady oznaczone i ich rozwigzania: { Gy x=-2, y=-3 T ty=7" x=2,

o J2x=y=5 B o 2x-y=5 B o x-2y=4 B B
y..S,{x_zy:4,xu2,yu—l,{x+y:?,x-4,y-—3,{x+y:?,xuﬁ,yul

7.8. a}{ (3,1) b) {;:;3_2,

y=2x+1
2x=-y=5

x-3y=10

x+y=4" (-4, 1)

b) uklad sprzeczny: {

E){Zx—y=3

0% — y=—1? brak rozwigzan 7.9, k € (2,00)  7.12. a) par¢ prostych przecinajacych sig
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b) pare prostych przecinajacych si¢  ¢) pare prostych przecinajacych sie¢  d) jedng prosta
TA3. m=2, k=2 7144. m=-15 T.15. nie

y=-2x+3

1.P,P,F 3. ! 4.np.y=3x-1 5.k#-6 meR

y==-x-2
| 5. 393

2
1.C 2.B 3.C 4C 5D 6.B 7.A 8C 9.D 10.A 11.B 12.C
13.C 14.C 15.C 16.C 17.B 18.B 19.A 20.D 21.D 22 LFP
23. F,p,P 24.P,FF 25.P,F,P 26.P P,F 27.P,P,P 28.FP,P 29 P,PP
30.FEEF 81 f(=13x-5 32.a)y=-2x-3 b)y=-2x+3 ﬂﬂ.me(-—m;l%)

34.m=% 3E.a]a=%,be{—2;2} bae(l;2), b=0 87.a)k||l b) k=1

38. a) proste rownolegle b) jedna prosta ¢} proste rownolegte d) (3,3) 39.a)x+y-1=0
b) \fix+3y+2:{} 40. a)-x+2y-5=0 b)x+2y-3=0 H.a)m=2 b)m=5

42. x=3 44. mec (—4; %) U(3 8 45.m=3 46. Wskazdwka: Po rozwigzaniu uktadu

(k+m)(-2)+k=2
(k=m)(-2)-m-2=2
47. rosngca w kaidym z przedzialow (—oo; 1) i (-1; o0)

—lx -2 dla x € (—o0; =2) Z dla x € (—o0; =3)

48. a) f(x) = 2_3_’_3 dla x € (=2; 1) 49, a) f(x) = {x+2 dla x € (-=3; 3)

6-x  dla xe(l; 00) I dla x € (3; o0)
c) stata w kazdym z przedzialéw (—oco; —3) i (3; o0), rosnagca w przedziale (-3; 3)  50. wartoéé

rownan | otrzymujemy { k= ;2. Ale wowczas uklad jest nieoznaczony.
o

najwigksza: 0 dla x € {-5, =1}, warto§¢ najmniejsza: -3 dla x € {-3,2} 51. D=R,

ZW = (=2; 4), miejsce zerowe: 3, f(x) >0 dla {-1; 3), f(x) <0 dla x € (=00; =1) U(3; 00),
wartos¢ najwicksza: 4 dla x = —1, warto$¢ najmniejsza: =2 dla x € (—oo; —1) U (5; oc).

Zdania A, B, C sg prawdziwe. 52. (2,-1) 54. x€(1;8) 5b.be(4;10) 56. b) tak

c) y=2x-6 57, a) g(x) = 2x + 4, miejsce zerowe: -2 ¢) x € (-o0; -2) 5BB.a)x=4, x= 1%

b)x=2 c}xe(l-':-;ai) d) xe(2;00) 59.m>2 60.g(x)=2x-16 61.p=-2,49=3

lub p =2, g=-3. Wskazowka: (4p + 3¢)(2p + q) = =1. Poniewaz liczby p, ¢ sa calkowite,

4p+3q=1 lub {4p+3q=—1

rozpatrujemy dwa przypadki: { 2p+q=-I 2p+q=1

5. Funkcja kwadratowa

s. 406
11.D 12D 13.C 14.a) y=x1 b) y= %xl c) y=6x2 d) y= 18x° ¢) y=nx2

f}y:4m:2 1.?.a]a=~;— bla=-1 ¢a=1 dla<0 19.BC,D 110.a)m=5
bm=1 ¢Jm=1 dm=-1 111.a)a=2 bla=-1 c)a=6 d)a=0481
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1.12. ZW =R, funkcjarosngca  1.13. wartos¢ najwigksza: 8 dla x = -2, wartos¢ najmniegjsza: 0

x dla x<0

dlax=0 114.x>-1 115.me(0;3) 1.16.a) f(x) = _%x Al 2

-x—4 dla x<-2
b) fix) = —%xz dla =2<x<2  1.17. Parabole nie przechodza przez punkty lezace na osiach

-2 dla x=2
uktadu wspotrzednych rozne od punktu (0, 0).

1. P, P, P 2. warto$¢ najmniejsza: 0 dla x = 0, brak wartosci najwigkszej 3. m=2
4. m=-1lubm=0

21.B 22.D 23.C 24.2) f(x)=2x-14)°+8, W=(14,8) b) f(x)=2(x+5),
W=(=50 o f(x)=2(x-V3)"+6, W=(V3,6) d) f(x)=2(x+5)+24, W =(-5,24)
2.5.2) [0, 14] b) [14,-3] ) [-4,22] d) [-V3, 13- V3]

2.6.

2P

27.a)c==-3 b)c=-2lubc=2 28.3a)c=4 blc==-2 clc=—-4 29.a)x=01ub
x=2 bx=-5libx=-1 c)x=2lubx=8 dx=0lubx=2 210.a)x=-4
B)x=-1 dx=v2-1 dx=-3+45 211.2a) malejaca w przedziale (—oo; 2), rosnaca

w przedziale (2; o)  b) rosngca w przedziale (—co; =7), malejaca w przedziale (-7; o0) ¢) malejaca
w przedziale (—oo; 1), rosngca w przedziale (1; o) d) malejaca w przedziale (—oo: —\ﬁ), rosnaca

w przedziale (— \V3; m) e) rosngca w przedziale (—oo; 3), malejaca w przedziale (3; oo) f) malejaca
w przedziale (—a-o; —w"ﬁ), rosnaca w przedziale {—v’l—ﬂz o-o) 2.12. a) ZW = (—o0; 5), wartoéé
najwigksza: 5dla x = -1 b) ZW = (-7; c0), warto$¢ najmniejsza: -7 dla x =1 ¢) ZW = (2; o),
warto$¢ najmniejsza: 2dla x =n d) ZW = (—o0; =1}, wartos¢ najwicksza: =1 dla x = -3

e) ZW = (—o0; —=3), wartos¢ najwigksza: —3 dla x = —% f) ZW = (0; oo), warto$¢ najmniejsza: 0 dla
x=2 2.18. a) 0 rozwiazan dla m € (5; o0), 1 rozwigzanie dla m = 5, 2 rozwigzania dla

m € (=o0; 5) b) 0 rozwigzan dla m € (—o0; 0), 1 rozwigzanie dla m = 0, 2 rozwiazania dla

m € (0; o0) ¢) 0rozwigzan dla m € (—o0; 0), 2 rozwigzania dla m € {0} U (2; =¢), 3 rozwigzania dla
m =2, 4rozwigzaniadla m € (0; 2) d) 0 rozwiazan dla m € (-oe; 0), 2 rozwigzania dla

m € {0} U(]; o0), 3 rozwigzaniadla m = 1, 4 rozwigzania dla m € (0; 1)
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e) 0 rozwiazan dla m € (—o0; —1), 2 rozwiazania dla m € {1} U (4; o0), 3 rozwiazania dla m = 4,

4 rozwiazaniadla m e (-1; 4) ) 0 rozwiazan dla m € (—o0; -2), 2 rozwiagzania dla

m € {=2} U (2; o0), 3rozwigzaniadla m = 2, 4rozwigzaniadla me (-2;2) 2.14.a) y = %(x + 1)
b) y:—%x2+5 c) y=3{x+1}2—2 d}}—'=2[x—3}2—l e) y:—S{x—2}2+ﬁ
f)y=(x+3)"-2 2.15. malejaca w kazdym z przedziatéw (—oc; —2) i (1; oo), rosnaca w przedziale
(-2;1) 216. x € (-o00; -2)U(0;4)U(7;00) 217T.me(0;1) 219.a) y=-2(x- 2}2

b) y=-2x-2"+2 ) y=-2(x-2°+8 d) y=-2(x-2°-4

Wskazéwka: Przeksztalé wierzcholek paraboli przez symetrig wzgledem odpowiedniej proste;j.
220.2) p=-2(x-1"+3 b) y=-2(x-5"+3 o) y=-2x+3+3 d) y=-2(x+57+3

2.21. Wskazéwka: Rozwaz dwa przypadki.  2.23. a) prosta x =0 b) prosta y =0 ¢) prosta
x=4 d)prosta y=x

1. EEF 2, ZW = (~11; oc), malejaca w przedziale (—oo; 7), rosngca w przedziale (7; oo).
3. x#-1 4. 0rozwigzan dla m € (—o0; 0), 2 rozwigzania dla m € {0} U (3; oc), 3 rozwiazania dla
m =3, 4rozwiazaniadla m € (0;3) 5. y=3(x+4) -4

s. 422

31.A 32.C 33.C 384 EFEP,F 35.FP,P 36.P,FF 37.PPP

3.8.a) y=-2x"+12x-17 h]y:%x2+2x—l ¢) y =-3x - 30x-50 d]y-———::ixz—ﬁx+l{}
3.9.a]y=—3x2+2x—5+x5,a=—3,b=2,c=—5+\f"§ b}y:(?:—v@)x2+(*ﬁ—2)x+4~
a=3-V5,b=v3-2,c=4 310.a) y=3x"+6x+1 b)y=2x"-12x+17
c}y=—5x2+2ﬂx—l4 d}y=xl+ﬁx+? 3.11.a}y={x+3]2 ‘I:nr}}—'=31[::c—l]1
c}y:—(x+2j2+5 d}y—_-j:;{x+3}2—3 e}y:—l{x+l}?‘—?' ﬂy:——;-[x+3]2+2

312 a) y=(x-12+2 b) y=-2x+3)>-2 c}y=%[x+lj1—% d) y=3(x-37-12

2
e)y= —% (Jc + ;;) f) y=-0,5(x + {},2]2 3.13. a) malejaca w przedziale (—oo; -2),

rosngca w przedziale (-2; o) b) rosnagca w przedziale (—oc; 1), malejaca w przedziale (15 o0)
¢) rosngca w przedziale (—oo; —=3), malejaca w przedziale (-3; co)  d) malejaca w przedziale
(—o0; —1), rosngca w przedziale (=15 o0) ) rosnaca w przedziale (—oo; 3), malejgca w przedziale

(3; o0) ) malejaca w przedziale (-oo; -\ﬁ), rosngca w przedziale (-—«ﬁ; oo) 3.14. a) (0, -3)
b) (<2,0) o) (=1, -2) d) (=5, -1) € (2 -12) D (% z) 3.15. a) ZW = (=0, 5)

b) ZW={(0; 00) ¢c)ZW =(=00,0) d)ZW=(0;0) 3.16.a)b=4,c=2 b)b=4,c=4 lub
b=-4,c=4 ¢)b=-6,c=6 317.b=-8,¢=2 318.a=-1,b=-6 3.19.a=2,
b=1,c=-1 320.a)m=12 b)m=-4 c)m=-4V2+1
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3.21. of symetrii: x = 1 322. b=-6lub b=6

3.23. a) y=xl—12x+34 b) y= ~x*+4x-6 ¢ y=x2+8x+ 14 d) y=—x2+4x

3.24. a) 0 rozwiazan dla m € (—o0; 0), 2 rozwiazania dla m € {0} U (19; 00), 3 rozwigzania dla

m =19, 4 rozwiazaniadla m € (0; 19) b) 0 rozwiazan dla m € (-o0; =1), 2 rozwigzania dla

m € {-1} U (16; o0), 3 rozwigzania dla m = 16, 4 rozwigzania dlam € (-1; 16)

¢) 0 rozwigzan dla m € (—o0; —1), 2 rozwigzaniadla m € {1} U (18; c0), 3 rozwigzania dla m = 18,
4 rozwiazania dlam € (=1; 18) d) 0 rozwigzan dla m € (—o0; =2), 2 rozwigzania dla

m € {-2} U (0; oo), 3 rozwiazaniadla m = 0, 4 rozwigzania dlam € (-2; 0)

3.25. Wskazowka: f (x;) - f(x,) = 2x] —8x; +1 - (Ex;‘ - 8x, + l) =7 (.:'r:1 xz) 8(x, - x,)

=2(x; = %) (3 + %) = 8(x; = x3) = 2 (¢ —2) (o, + %, - 4) = 2 (% - x 2)({":1“3) x2~2})

1. L, EP 2, rnsm;cawpr?edzia]e( oo; 4— +2‘n.r'_> malejaca w przedziale <4%+2\"}§; m)
3. x=2, m=0 4. k=2 B.m= 8—

1.8 2D 3.A 4.C 5 A 6.B 7.A 8C 8.C 10.B 1A 12.B
13.A 14.B 156 A 16.P,P,P 17.FP,P 18.FFP 19.P,P,P 20.FFP

21.ERP 229W=(1,0 HW=(-35 OW=(3-1) dW=(-6-9)

23. a) ZW = (—o00; —VZ) b) ZW=(5;00) ) ZW =(-o00;-1) d) ZW =(0; 0) 24. a) np.
y=x"-10x b)np.y=-x"+3x c)np.y=2x"-4x+4 25.y= %l{x+3‘}|2 -7 26.k= %
27. a) oé symetrii: x = —4; malejaca w przedziale (—oo; —4), rosngca w przedziale (—4; o) b) 0§
symetrii: x = —1; rosnaca w przedziale (—oo; —1), malejaca w przedziale (-1; o) <) 0$ symelrii:
x=V2-1; malejaca w przedziale (—D-o; V2- 1), rosngca w przedziale {\5 -1; m} d) 0§ symetrii:
x = —2v2 - 1; malejaca w przedziale (*o-o; -2v2- 1>. rosngca w przedziale (—-2\"(_ o m)

28. f(x)=2(x+2)°-6, ZW={-6;2) 29. ZW=(-oc0;2) 30.2) f(x) = x -6 b)6
31.me(3;0) 32 a) f(x)=-(x-2)"+2 b) Patrz rysunek po prawej.

c) rosngca w przedziale (—oo; 5), malejaca w przedziale (5; oo)
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x'-5 84.b=6c=2 36.a)b=3c=0 b)[yh[ LN

36.a=2 37. f(x) = -x +2x+ 1. Wskazéwka: Osig symetrii paraboli jest prosta x = 1.
38. f(x) = ~2x" + 8x - 6, rosngca w przedziale (—oo; 2), malejaca w przedziale (2; oo)
39. 1 rozwigzanie dla m € (—o0; 2) U (3; oe), 2 rozwiazania dla m € {2, 3}, 3 rozwiazania dla
me(2;3) 40, {(-2;3)

-2x-4 dla x € (—o0; -1)

41. a) f(x)= 1 -2 dla x € {-1; 1) b) f(x) = {
2x—4 dla x € (1; o0)

-1 dla x € (=o0; 0) U(4; o0)
—x* +4x-1 dla x € (0; 4)

1
-x+2 dla x € (—oo; —4)

2x -1 dla x € (—o0; 0) %
) flx)=q2¢-4x-1 dlaxe(02) d)f(x)=q5x+2x daxe(-40)
x-3 dla x € (2; o0) 1
—Ex dla x € (0; o)

43. me {-3}u(l; 2)

6. Figury na ptaszczyznie

11.B 12.C 13.D 14.C 15.a)a=43° =137, y=43" b)a=110°, f=70°
Qa=105 1.6.2)a=80° bla=120° 1.8.a)a=30° bla=15 1.9.41=43=20°,
42=44=70" 1.10.a) 135° b)50° ¢) 125° d) 155° 1.12. S5razy 1.13. 124°

1.14. a) tak b) nie ¢) nie d) tak

21.D 22.B 23.C 24.P,F,F 25.A,D 26.nie 27.4 28.PFP
2.9. a) 90°, 60°, 30°, 100° 80° b) 150° 150° 30° 30° 2.10.a)14 b)35 ¢)90 d) 4850
2.11. pieciokaty  2.12. a) w siedmiokacie b) w dziewieciokacie c¢) w trzynastokgcie
213.0,3lub4 214, a)tak b)tak c¢)nie d)nie 2.15.a)|BC| =2 lub |BC|=3

b) IBC|=5 21T.a)a=40° b)a=65° c)a=90" d)a=50" 2.18. a)a =20°
b)a=35 ca=1100 d)a=31" 2.19.60° 80° 2.20. 40°, 70°, 70° 2.21. 135°
2.22, 60° 50° 100° 150° 2.23.a)5 b)6 o8 d)14 2.24.175° 2.25. 360°
2.26. a) 260° b) 310°
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1. P,F,F 2.62°87°,31° 3.140° 4.14 b&.me (vif, -3-)

31.C 32.A 33.C 34.FEEP 36.ABCE 3.7.a)b),c)d) -tak,e),f) - nie
3.8. |AB| = |CD| = |EF| = |GH|, |BC| = |DE| = |[FG| = |HA|]  3.9. Kiedy pary bokow przy jednym
wierzcholku s3 odpowiednio réwne.  3.10. a) tak b) tak ¢) tak  3.11. a)tak b) nie

3.22, Wskazéwka: Przedtuz $rodkowe poza punkty D i D' i rozpatrz réwnolegloboki ABED

F ot gl

i A'B'E'D". Udowodnij przystawanie tréjkatéw ABE i A'B'E' oraz ACEi A'C'E'.

1. P P.F

1. p 2.C¢ 3&C 4B BHB.B 6B T.A 8B B8.C 10.C 11.C 12.D
13.B 14.D 16, A 16.C 17.D 18.C 19.D 20.C 21.D 22 A 23.D
24.C 25.P,P,F 26.FP,P 27.FP,F 2B.P,F,F 29.FP,F 30.EEFEP

31. a) 45° b) 18° ¢)31° d)43° 32.72°% 108° 33. a=1575" 34.a)15 b)30 35.3
36. Nie mozna. 37.a) 25° b) 50° ¢) 55° d) 30° 38, 20° 60° 100° 39, 50°, 50° 80°
lub 70° 707 40° 40. 58° 87° 41. 80° 42. 70°, 70° 40° 43. 18°, 72° 44. 22,5°, 67,5°
45. 60° 120° 46.9A =65° 4B =30° 4C = 150° 4D =115° 47. tak 48. 72° 72°, 108° 108°
51. Wskazdwka: Udowodnij przystawanie trojkatow APS, BQP, CRQi DSR.




Skorowidz

Argument funkgji 200

Cechy podzielnosci 32
— przystawania trojkatow 449, 450

Dlugosc wektora 294, 311
dzialania na potggach 60, 78
dziedzina funkcji 200

Funkcja 200

— liniowa 344

— malejgca 249

— monotoniczna 250
— niemalejaca 249
— nierosnaca 250

— rosnaca 249

Hiperbola 263
Hoczyn (czesé¢ wspolna) zbiorow 121

Liczba pierwsza 32

— zlozona 32

liczby wzglednie pierwsze 36
logarytm 86

— dziesigtny 89

Metoda podstawiania 173
— przeciwnych wspolczynnikow 175

miejsce zerowe funkcji 239

arabola 402

podzbior 11, 115

pojecie pierwotne 8

posta¢ kanoniczna funkcji kwadratowej 411, 419
— ogodlna funkcji kwadratowej 418

przedzialy liczbowe 115, 116

przyblizenie z nadmiarem 46

— z niedomiarem 46

Hozkladanie wektora na skladowe 299
rownanie kierunkowe prostej 355, 373

— ogolne prostej 373

roznica zbiorow 124

Sposoby okreslania funkcji 201-203
suma zbiorow 123

Srodkowa boku trojkata 440
leza 9

trojmian kwadratowy 418
Uklad rownan liniowych 169

— — — nieoznaczony 179, 381
— — — oznaczony 179, 381

— — — sprzeczny 179, 381

Wartos¢ bezwzgledna liczby 128, 129
— funkcji 200

wektor 294

— jednostkowy 303

— przeciwny 294

— swobodny 295

— zaczepiony (zwigzany) 295
wektory rownolegle 294, 296
wielkoéci odwrotnie proporcjonalne 258
— wprost proporcjonalne 334
wierzcholek paraboli 403, 411, 419
wlasnosci dziatan na wektorach 298
— logarytmu 88

wspolczynnik kierunkowy 337, 357
— proporcjonalnosci 335
wspolrzedne wektora 303, 306
wyroznik funkeji kwadratowej 419

wzory skrdconego mnozenia 21-24

Zalozenie 9

zbior 9

— liczb catkowitych 13
— — naturalnych 12
— nieskoniczony 10

— pusty 11

— skonczony 10

— wartosci funkgji 213






ng% Twoje mocne strony Prosto do matury

Podrecznik Prosto do matury 1 do zakresu podstawowego i rozszerzonego zostat opracowany
z mysla o uczniach przygotowujacych sie do matury z matematyki w zakresie rozszerzonym.

Precyzyjny i zrozumialy jezyk utatwia przyswojenie omawianych zagadnien. Prawie 2000 zadan
z odpowiedziami pozwala wycwiczyc i utrwalic umiejetnosci sprawdzane na maturze.

Pomoc w zrozumieniu

* Wyrdznienie twierdzen i definicji utatwia
ich zrozumienie | zapamietanie.

¢ Przykiadowe rozwigzania zadan typu

maturalnego pokazuja rozne mozliwosci
raczenia sobie z takimi zadaniami.

Porzadkowanie i syntetyzowanie

¢ Umiejetnosci podane na poczatku tematu
wskazuja cele lekcji.

¢ Przykladowe zadania rozwigzane krok po
kroku pomagaja w przyswojeniu ziozonych
zagadnien.

* Warto powtorzyc przypominaja wiadomosci
z wczesniejszego etapu nauki.

Obszerne powtorzenia

* Sekcja Prosto do matury zawiera 5 zadan typu
maturalnego, dzieki ktorym uczniowie moga
utrwalic zdobyte wiadomosci.

* Powtorzenie po kazdym dziale zawiera zadania
roznego typu: zamkniete, prawda/falsz,
otwarte krotkie] odpowiedzi | otwarte
rozszerzonej odpowiedzi.
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