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Wstep

Podrecznik Prosto do matury dla klasy drugiej jest dostosowany do podstawy pro-
gramowej obowigzujacej w liceum od wrzesnia 2019 r. i obejmuje tresci z zakresu
podstawowego.

Ksigzka zawiera ponad tysiac zadan do samodzielnego rozwiazania. To wystarczy
do gruntownego przecwiczenia umiejetno$ci nabytych podczas lekcji. Zadania trud-
niejsze oznaczono * lub _, zadania typu ,,Wykaz...” poprzedzono znakiem 0, na-
tomiast te zadania, do ktorych rozwiazania przydatny jest kalkulator — znakiem .

Podrecznik dostosowany jest do samodzielnej nauki, co moze by¢ cenne na przy-
kltad w razie nieobecnosci w szkole. Wprowadzane pojecia ilustrujemy przyklada-
mi rozwigzanych zadan. W zrozumieniu materiatu bardzo pomoga kolorowe rysun-
ki merytoryczne. Wybrane rozwiazane zadania typu maturalnego zostaly oznaczone
znakiem '

Po kazdym rozdziale proponujemy zestaw siedmiu zadan zatytulowanych Prosto do
matury. Warto, by po omowieniu kazdego rozdzialu uczniowie probowali rozwiazy-
wac je samodzielnie. Bedzie to sprawdzianem umiejetnosci potrzebnych na maturze.

Uwaga! W zadaniach testowych, w ktorych nalezy wybrac jedna odpowiedz sposrod
czterech podanych, wybrana odpowiedz nie musi by¢ jedynym rozwigzaniem posta-
wionego problemu.

Odpowiedzi do pytan, polecen, rozwiazan zadan nie nalezy zapisywaé w podrecz-
niku.

Autorzy



Wykaz uzywanych
oznaczen matematycznych
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Zastosowania
funkcji kwadratowej




1. Warto powtoérzyc¢ — wiasnosci
funkcji, funkcja kwadratowa

Parabola o réwnaniu y = x~ jest wykresem funkji

f(x) = x°. W dalszych rozwazaniach tych zapiséw na ogét
nie bedziemy rozrozniac.

0§ symetrii

iy
Parabola ma dwa ramiona oraz wierzcholek, czyli punkt

przeciecia paraboli z jej osia symetrii (na rysunku oznaczony Tw
litera W). '

Wiasnosci funkcji f(x) = ax” dla a > 0:

» zbiorem wartosci jest przedziat (0; o),

* funkcja ma warto$¢ najmniejsza réwna 0
dla x =0,
funkcja nie ma wartosci najwiekszej,

* miejscem zerowym jest x = 0,

* f(x) > 0 dla x # 0, wigc wykres znajduje
sie w [ oraz II ¢wiartce ukladu wspotrzed-
nych,

» w przedziale (—oo; 0) funkcja jest maleja-
ca, w przedziale (0; oo) jest rosnaca,

zatem funkcja nie jest monotoniczna,
* o0sig symetrii wykresu jest 0§ y,
* rownanie f(x) = m:
dla m < 0 nie ma rozwigzan,
dla m = 0 ma jedno rozwigzanie,
dla m > 0 ma dwa rozwiazania.

Wykres funkcji y = —ax” jest symetryczny do wykresu funkgji y = ax® wzgledem
0si X.

Wierzcholkiem kazdej paraboli o réwnaniu y = ax’, a # 0, jest poczatek ukladu
wspolrzednych.

Funkcje f(x) =a(x—p)° +q, a# 0 i x € R, nazywamy funkcja kwadratowa
zmiennej x w postaci kanonicznej.




1. Warto powtorzyc — wlasnosci funkgii, funkcja kwadratowa

Parabola o réwnaniu y = a(x — p)* + g, a # 0, ma taki sam ksztalt jak parabola
y = ax’, ajej wierzcholkiem jest punkt W = (p, q).

Przykiad €)

Wykresem funkeji kwadratowej jest parabola o wierzchotku W = (3, —1) przecho-
dzaca przez punkt P = (1, 7). Napiszemy wzor tej funkcji w postaci kanoniczne;.
Rozwiazanie
Wiemy, ze W = (3, 1), zatem do postaci kanonicznej f(x) = a(x - p)* +4
podstawiamy p =3, g=-1.

f(x) =a(x - 3 =1

7=a(l - 3)2 =4 «— punkt P nalezy do wykresu funkcji

8 =4a, wiec a=2

Odp.: f(x) = 2(x - 3)* — 1

F

Funkcje f(x)=ax’+bx+c, a+0 i x € R, nazywamy funkcja kwadratowa
zmiennej x w postaci ogolnej.

* Postacig kanoniczng funkcji f(x) = ax” + bx +¢, a 0, jest:
—b\> A
Filx) = a(x = E) i
Wyrazenie A = b” - 4ac nazywamy wyréznikiem funkcji kwadratowej.
* Wierzcholek paraboli o réwnaniu y = ax’+bx+c, a # 0, ma wspolrzedne:

=Y =4

X, = —, =
W 9a 4a

Yw

Przykiad &)

Wyznaczymy wspolrzedne wierzcholka oraz rownanie osi symetrii wykresu funkcji
flx) = 3x° + 30x + 73.

Rozwiazanie
Wykresem funkcji jest parabola. Aby rozwiaza¢ zadanie, przeksztalcimy wzor funkgji
dany w postaci ogolnej f(x) = 3x° + 30x + 73 do postaci kanonicznej.

9 I
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Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

[ sposob
Stosujemy metode nazywang dopelnianiem do kwadratu.

3x2+30x+?3=3(x2+ lli}x)+?3=3[(x2+2-5x+25)—25] +75 =
:3[{x+5}2—25]+?3=3{x+ 5Y2 =75 473 = 3(x+5)° =2

Zatem f(x) = 3(x+ git—3;
czyli x,, = =5, y,, = —2, a osia symetrii wykresu jest prosta x = =5.

11 sposob
Korzystamy ze wzorow podanych w twierdzeniu. Mamy a = 3, b = 30, ¢ = 73.
-b =30
Xy == =—==5
Aby obliczy¢ y,,, albo wyznaczamy warto$¢ A = b” — 4ac = 900 - 12- 73 = 24
i wowczas yw=_—ﬂl=_—24=- )
da 4:3

albo znajdujemy y,, = f(x,)= f(=5)=3-25-150+73 = -2.

Odp.: Osig symetrii paraboli, ktora jest wykresem tej funkgcji, jest prosta x = =5,
wierzchotek paraboli ma wspotrzedne (-5, -2).

1.1. Dane sa zbior A = {—], 0, %, 5} i funkcja f(x) = % Oblicz wartosc
funkgji f dla tych liczb ze zbioru A, ktore naleza do dziedziny funkgji f.

1.2. Odczytaj z wykresu funkgji f: Wi yh |
* dziedzing D i zbiér wartosci ZW, T )
» wartosci najwigksza i najmniejsza, SRR ] Ty |
* miejsca zerowe, e /\\y =£i8

* przedzialy monotonicznosci, | / T L1

* zbiory rozwigzan nierownosci
f(x)>01i f(x) <0,

* liczbe rozwiazan rownania f(x) = m
w zaleznosci od wartosci m.

1.3. Dziedzina funkcji ¥ = f(x) jest przedzial (0; 10), a zbiorem wartosci przedzial
(=3; 5). Podaj dziedzing i zbi6r wartosci funkcji y = f(x - 2) - 1.

1.4. Funkcja y = f(x) przyjmuje warto$c najwicksza rowna4 dla x = 3 i przyjmuje
wartoS¢ najmniejsza rowna —11 dla x = —6. Podaj wartos¢ najwigksza oraz wartosc
najmniejsza funkcji f(x + 5) + 3 oraz argumenty, dla ktorych funkcja je przyjmuje.



1. Warto powtorzy¢ — wiasnosci funkgii, funkcja kwadratowa

1.5. Na rysunku przedstawiono wykres funkgji ' Y

y = f(x). SporzadZ wykres funkcji y = g(x). T T T [rEA)
a) g(x) =-f(x) d) g(x) = f(x-3)+2 | /] | | L1 A
b) g(x) = f(x) -1 e) g(x) = f(-x)-3 N
c) g(x) = f(x+4) f) g(x)=-f(-x) ERECESEREE

1.6. Przedstaw podane wyrazenie w postaci iloczynu. Wykorzystaj wzory skrocone-
g0 mnozenia.

a) {5—3)1—1 b}p2—4p+4—52 c) w? -4z +122-9
1.7. Wyznacz dziedzing funkcji f.

B — 3 _ Vix+4
2) f(x) = V3x—6 b) f(x) = —— ) fx) = 22
1.8. Podaj zbidr wartoéci i okreél przedzialy monotonicznoéci funkgji f.
: _ 21,3
b) f(x) = —(x+1)* - 11 d) f(x) = —V5(x + V3)’

1.9. Wykresem funkcji kwadratowej y = f(x) jest parabola o wierzchotku w punk-
cie W = (=3, 1) przechodzaca przez punkt A = (1, 5). Napisz wzor funkcji f
w postaci kanonicznej i w postaci ogdlne;.

1.10. Podaj wspoélrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkgji f.

a) f(x)=x"-8x+6 ¢) flx)=-9x"—6x+2

b) f(x) = —x° -x d) f(x) = 0,25x> + 0,5x + 0,75

1.11. O funkgji kwadratowej f wiadomo, ze:

* jej zbiorem warto$ci jest przedzial (—oo; 3),

* osia symetrii wykresu jest prosta o réwnaniu x = 2,

* wykres przecina o$ rzednych w punkcie (0, 1).

Napisz wzor tej funkcji w postaci ogolnej.

1.12. Narysuj wykres funkgji.

a) f[_x):—észrZ b) f(x]:z(x—l)z—-i c) f{x):é-x2+3x+~z-

1.13. Dla jakiej wartosci m rownanie ma jedno rozwigzanie?
a) 57x =11 =m b) ?(x+ll)3+32:m c) 3xl-x+1=m

1.14. Do wykresu funkcji kwadratowej f(x) = %xl + bx + ¢ nalezg punkty
K = (-3, -8) oraz M = (6, 19). Wyznacz wspéfczynniki bic

11 .



2. Wartosc najwieksza
| wartosS¢ najmniejsza
funkcji kwadratowej

Umiejetnosci:
* odczytywanie wartosci najwiekszej | wartosci najmniejszej funkcji kwadratowej
okreslone] w przedziale domknigtym

Przyktad €) < zad. 2.1

Kowboje na Dzikim Zachodzie popisywali si¢ strzelaniem do rzuconej pionowo w go-
re monety. Sekret tej sztuki polegal na tym, by trafi¢ monete w momencie, gdy byta
w najwyzszym punkcie i przez chwile jak gdyby zatrzymywala si¢ w powietrzu.
Z fizyki wiadomo, ze ruch monety w gore jest jednostajnie opdzniony, a osiagana
przez nig wysokosc (jesli pominiemy op6r powietrza) obliczymy ze wzoru:
tZ
h(t):h[,+uﬂ-t—§2—~
Przyjmijmy, ze: hy = 1m - wysoko$¢, z jakiej wyrzucona byla moneta,
vy = 6m/s - predkosc poczatkowa monety,
g = 10m/s” - przyspieszenie ziemskie.

Wtedy, po podstawieniu danych i uporzadkowaniu wzoru, mamy:

h(t) = =5t% + 6t + 1
Obliczymy, po jakim czasie moneta osiagnie najwigksza
wysokosc i jaka ona bedzie.
Dziedzing funkcji jest (mierzony w sekundach) czas trwa-
nia eksperymentu, czyli przedziatod t =0 do t =t -
chwili, w ktorej moneta znajdzie si¢ na ziemi.
Wykresem funkgcji jest parabola skierowana ramionami
do dolu.
Znajdimy wspotrzedne (t,,, h,,) wierzcholka.

-6

tw=_—m=(},6

h,, = h(t,) = h(0,6) = =5(0,6)* +6-0,6 + 1 = 2,8 0

Moneta osiaggnie najwyzsze polozenie rowne 2,8 m po uplywie 0,6 s.




2. Wartosc najwieksza i wartosc najmniejsza funkcji kwadratowe)

Istotnym zastosowaniem matematyki jest rozwigzywanie probleméw dotyczacych
optymalizacji. Funkcje opisujace rzeczywistos¢ sa na ogol bardzo skomplikowane,
ale sprobujemy zilustrowac to zagadnienie za pomoca uproszczonego modelu.

Jednym z zadan konstruktora mostu jest pogodzenie sprzecznych warunkéw - jak
najlepszej jakosci materialow i jak najnizszych kosztow budowy. Ponadto przyszli
uzytkownicy chca, aby most si¢ nie zawalil i stal wiele lat. Wszystkie te uwarunkowa-
nia s3 powigzane, Zalozmy, ze konstruktorowi udalo si¢ przedstawic koszty budowy
jako funkcje rodzaju materialéw. Aby wyznaczy¢ dziedzine, musial uwzglednic za-
dang wytrzymalos$¢ planowanego mostu. Teraz powinien znalez¢ argument, dla kté-
rego funkcja osigga wartos$¢ najmniejsza. Jeéli natomiast wyznaczyl funkcje opisujaca
wytrzymalos¢ w zaleznosci od materialéw, to w dziedzinie uzaleznionej od kosztow
musi szukac¢ argumentu, dla ktorego wartos¢ jest najwigksza.

Funkcja kwadratowa jest jedna z tych funkgji, dla ktérych zadanie wyznaczenia war-
tosci najwiekszej lub najmniejszej (tzw. wielkosci ekstremalnych) przy ustalonej
dziedzinie jest proste.

Kowboje, rzecz jasna, nie wykonywali takich obliczen jak w przykladzie 1 - swoje
umiejetnosci nabywali dzigki praktyce. Rowniez starozytni Rzymianie, ktorzy zbudo-
wali jedne z najdluzej istniejacych mostow, nie potrzebowali do tego badania funkcji.
My jednak, zeby cho¢ troche zblizy¢ sie do aktualnych zastosowan matematyki, zaj-
miemy si¢ znajdowaniem wartosci ekstremalnych réznych funkcji kwadratowych.

Przyktad @) < zad. 2.2

Poszukamy wartosci najwiekszej i warto$ci najmniejszej funkcji f(x) = x* —4x+5
okreslonej w roznych dziedzinach D oraz wskazemy argumenty, dla ktérych te war-
tosci sa przyjmowane.

Rozwiazanie

a) D= {134} B2 .
Wykres funkcji jest fragmentem paraboli o wierzchotku
(X, Vi) Wartosci ekstremalne funkcja moze przyjac albo
dla argumentu x,,, albo na koncach przedzialu (1; 4). Wspol-
rzedne wierzchotkato x, =2 i y, = f(2) = 1. Natomiast
f(1)=21 f(4)=5.

Najmniejsza wartoscig funkcji jest zatem 1, funkcja przyjmuje

jadla x = 2; najwieksza warto$¢, rowng 5, funkcja przyjmuje
dla x = 4.

13 .
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Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

b) D=(-1 1)
Teraz x., ¢ D.
Obliczymy wartosci funkcji na koncach dziedziny.
f(-1)=10
(1) =2
Najmniejsza wartoscia funkcji jest liczba 2, przyjmowana dla
argumentu x = 1.
Najwieksza wartos¢, rowna 10, funkcja przyjmuje dla x = —1.

0] 1
c) D=(1;3) . v
Dla takiej dziedziny x,, € D oraz f(1)=2 i f(3)=2. || | 1 |
Najmniejsza wartoscig funkgji jest liczba 1, przyjmowana dla | \/
x = 2. Natomiast warto$¢ najwieksza, rowna 2, funkcja przyj- S
muje dla dwoch argumentéow: x =1 oraz x = 3. ol ]
J/

Jezeli ograniczymy dziedzing funkcji kwadratowej y = f(x) do przedzialu domknig-
tego (a; b), to przyjmie ona swoje wartosci — najwieksza i najmniejsza — albo na kon-
cach przedzialu, albo dla x,,. Metode¢ znajdowania tych wartosci mozna przedstawic
w postaci schematu.

‘ Oblicz |
f(xw): f(@), f(b).]

T TAK

Sposrod o.inczcm}?ch [
wartosci wybierz
najmniejsza i najwieksza.

Oblicz Czy

START —
Xor: | X, € {a; b)?

NIE

Oblicz |
fla), ffb)-J!

Przyktad €) < zad. 2.3

Znajdziemy wartoé¢ najwieksza i warto$¢ najmniejsza funkcji g(x) = x° - 6x + 5
o dziedzinie D = (1; 4).
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Rozwiazanie B2}
Parabola y = x* — 6x + 5 ma wierzcholek w punkcie il
W = (xy Yu)- 0
x, = 3, zatem x, € D |
Y =9@3) =4

Punkty (1, 0) oraz (4, —3) nie naleza do wykresu funkcji, ponie-
waz 1 ¢ D i 4¢D.

Funkcja maleje w przedziale (1; 3) i rosnie w przedziale (3; 4),
wiec y = —4 jest najmniejszg warto$cia funkcji.

Odp.: Najmniejszg warto$¢ y = —4 funkcja przyjmuje dla x = 3. Natomiast wartosci
najwiekszej funkcja nie ma.

Przykiad @) « zad. 27

Liczbe 50 przedstawimy w postaci sumy dwoch takich sktadnikow, ktorych iloczyn
jest najwiekszy.

Rozwiazanie
Oznaczmy szukane skladniki literami £, p; mamy wiec 50 = ¢ + p. Iloczyn ¢ p tych
sktadnikow mozemy wyrazic za pomoca jednej zmienne;:

50=t+ p, czyli t =50 - p, zatem tp = p(50 - p)
Interesuje nas, dla jakich wartosci p funkcja f(p) = p(50 — p) przyjmuje wartosc
najwieksza.

f(p) =—p* +50p

D=R +«—— z lredci zadania nie wynikaja Zadne ograniczenia dotyczace dziedziny
7 whasnosci funkgji f(p) = —p” +50p wynika, ze przyjmuje ona warto$¢ najwieksza
dla p,,,.

Pw =25
Drugi skladnik sumy jest rowny ¢ = 50 — p, czyli t = 25,

Odp.: lloczyn jest najwigkszy, gdy skltadnikami sumy sa liczby 25 i 25,

Przyktad @) « zad. 2.16

Z drutu dlugosci 20 cm budujemy prostokatng ram-
ke. Zbadamy pole tworzonego prostokata jako funk- b
cje dlugosci jednego z jego bokow. Sprawdzimy, czy
wsrod tak powstajacych prostokatow jest taki, ktory a
ma najwieksze pole.

15 .
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Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

Rozwiazanie
Pole prostokata o bokach a, b wyraza si¢ wzorem P = a-b, zatem zalezy od dwoch
zmiennych - dlugosci dwoch sasiednich bokow.
Z tresci zadania wiemy jednak, ze 2a + 2b = 20. Mozemy wiec uzaleznic jedna
zmienng od drugiej, np. a = 10 - b.
Wowezas, po podstawieniu ostatniej réwnosci do wzoru na pole prostokata, otrzy-
mamy zaleznos¢ pola tylko od jednej zmiennej.
P(b) =(10-b)-b
P(b) = -b* + 10b
Zastanowmy sig, jaka jest dziedzina tej funkcji.
Dlugosci obydwu bokéw muszg by¢ liczbami dodatnimi:
b>0ia=10-b>0
Zatem b € (0; 10) i ten przedzial jest dziedzing D.
Oznaczmy jako b,, pierwsza wspotrzedna wierzchotka
paraboli bedacej wykresem funkcji P.
b, =5 € (0; 10)
P(5) =-25+50 =25
Funkcja P ma wartos$c najwigksza, gdy b = 5.
Wowczas a=10-5= 5.

Punkty (0, 0) oraz (10, 0) nie naleza do wykresu, poniewaz 0 oraz 10 nie nalezg do dziedziny {[{ }j)
funkgji. Interpretacja geometryczna tego faktu jest nastepujaca: gdyby b bylo réwne 0, to
zamiast prostokginej ramki mielibySmy dwa ,sklejone™ odcinki, kazdy diugosci 10; jezeli z kolei
mielibyémy b = 10, to sytuacja bylaby analogiczna - odcinek a miatby dlugos¢ 0 i znow
z prostokata zrobilby si¢ odcinek. W jednym i drugim wypadku pole takiej ,ramki” jest rowne 0.

Odp.: Ze wszystkich prostokatéw o obwodzie 20 cm najwigksze pole ma kwadrat
o boku 5 cm.

Przyktad @) < zad.2.18,2.19

Grupa studentow planuje wyjazd do Francji na narty. Autokar, ktory chca wynajag,
zabiera maksymalnie 40 pasazerow. Najwyisza cena, jaka kazdy z uczestnikow moze
zaplacic za przejazd, jest 450 z1. Wlascicielka autokaru zgadza sie go wynajac¢ po 450 zl
od osoby, jezeli pojedzie co najmniej 20 oséb. Przedstawiciel grupy uzgadnia z nia,
ze jezeli zbierze wiecej niz 20 chetnych na wyjazd, to przy kazdej kolejnej osobie cena
wynajmu bedzie mniejsza o 10 zt dla kazdego uczestnika. Zatem, jezeli pojedzie tylko
20 osob, to wlascicielka autokaru otrzyma 20 - 450 zt = 9000 zl, jezeli 21 osdb, to
21 - 440 zt = 9240 zt itd.
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Jezeli x oznacza liczbe uczestnikow, o ktora zwiekszy sie 20-osobowa grupa, to:

20 + x jest liczba wyjezdzajacych studentow,
450 — 10x jest ceng przejazdu dla kazdego z nich,

a wladcicielka autokaru otrzyma:
(20 + x)(450 — 10x) zl za jego wynajecie.

Przyjmijmy, ze f(x) = (20 + x)(450 — 10x), gdzie x € {0, 1, 2, ..., 20}, i poszu-
kajmy odpowiedzi na nastepujace pytania:

» Jaka liczba uczestnikéw wyjazdu zapewni wlascicielce autokaru najwyiszg kwote?
» Jaka maksymalng kwote moze otrzymac?

* Czy umowa ze studentami jest dla wlascicielki korzystna?

Narysujmy wykres funkcji f.

fid |
105004 ! | 1 1 ! S| .

looo0+—————————1+ 1+ L 1 L L L L 1 L e |

95001

: it : e : } ——
191 1 1 31§17 |9 | B |16|18|20I]x

Wartos¢ najwieksza funkcja f osigga dla x,, = 12,5. Taliczba nie nalezy do dziedzi-
ny, wiec na pierwsze pytanie otrzymujemy dwie odpowiedzi.

Wiascicielka autokaru otrzyma najwiecej pieniedzy dla x = 12 lub x = 13, czyli
gdy autokarem bedzie jechalo 32 lub 33 uczestnikow.

Ta maksymalna kwota to:
32330 zt = 10560 zi (albo 33 - 320 zt = 10 560 zl)
Zauwazmy, ze f(0) = 9000, a f(20) = 40250 = 10000.
Zatem umowa ze studentami jest dla wlascicielki korzystna niezaleznie od liczby do-
datkowych pasazerdow.

17 .
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Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

Przykiad €

Kajetan, kierownik wyprawy w Himalaje, zatrudnial tragarzy do niesienia bagazu.
Umowil sie z 10 osobami, ze kazda z nich otrzyma 800 dolaréw za wykonang prace.
Ladunek okazal sie na tyle ciezki, Ze tragarze zaprotestowali. Trzeba bylo zatrudnié
dodatkowe osoby. Wedlug nowej umowy kazdy tragarz mial otrzymywac o 40 dola-
réw mniej przy zwiekszanej o kazda nastepng osobe liczbie zatrudnionych. Ostatecz-
nie okazalo sig, ze trzeba bylo zaplaci¢ najmniej korzystna dla wyprawy kwote. Jaka
taczna liczbe tragarzy przyjal Kajetan?

Rozwigzanie

Jezeli przez x oznaczymy liczbe dodatkowo zatrudnionych tragarzy, to:

10 + x jest liczba wszystkich zatrudnionych,
800 — 40x jest zarobkiem kazdego z nich.
Koszt wynajecia tragarzy jest wigec rowny (10 + x)(800 — 40x) dolarow. Zmienna x
musi spelnia¢ dwa warunki:
* x=20
* 800-40x >0 «—— zarobek kazdego tragarza musi by¢ wigkszy od zera

Zatem dziedzing funkcji f(x) = 40(10 + x)(20 — x) jest zbior liczb naturalnych
z przedziatu (0; 20).
Warto$¢ najwiekszg funkcja [ przyjmuje dla:

Xy =5
Koszt niesienia bagazu byl najwyzszy przy pieciu dodatkowo przyjetych tragarzach,
czyli Kajetan zatrudnil ich w sumie pietnastu i zaplacik:

f(15) = 15 - 600 = 9000 (dolarow)

Odp.: 15 tragarzy.

2.1. Oblicz, na jaka wysokos¢ wzniesie sie pitka tenisowa odbita rakieta pionowo
z wysokosci 1 m, z predkoscia poczatkowa 20 m/s. Skorzystaj ze wzoru podanego
w przykladzie 1.

2.2. Wyznacz warto$¢ najmniejszg i warto$¢ najwieksza funkcji w podanym prze-
dziale. Podaj argumenty, dla ktérych te wartosci sa przyjmowane.

a) f(x)=2x>-16x+25 (2 5) d) fx)=—x"+4x-9  (-1;3)

b) f(x)=-3x"+6x+6 (-152) e f(x)=x"-6x+8 (1; 5)

&) flx) = %xz Fax+7  (-8-6) ) f(x)=-x*-2x+2  (=3; o)
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2.3. Wyznacz warto$¢ najwieksza i warto$¢ najmniejsza funkcji y = f(x) w podanej
dziedzinie D, o ile funkcja przyjmuje te wartosci.

a) f(x)=x-6x+3 D=(-21)
b) f(x)=-x>-6x+5 D = (-4; 1)
) f(x)=3x"+12x-7 D = (—4; 0)
d) f(x) = —x* +4x +122 D =(-5;2)

2.4. Wyznacz wsp6tezynniki a, b, ¢ funkeji kwadratowej y = ax’ + bx + ¢, ktéra
przyjmuje warto$¢ najmniejsza rowna -7 dla x = 4, a jej wykres przecina o$ y
w punkcie (0, 25).

2.5. Wykresem funkcji kwadratowej y = %xz + bx + ¢ jest parabola o wierzchotku
W = (-4, -1). Obliczbic.

2.6. Wykresem funkcji kwadratowej y = ax’ + bx + ¢ jest parabola przechodzaca
przez punkty (=3, =3)i(0, —9). Wierzcholek paraboli jest punktem, ktorego pierwsza
wspolrzedna jest rowna —2. Wyznacz wspolczynnikia, bi c.

2.7. Liczbe 100 przedstaw w postaci sumy dwoch takich sktadnikdw, ktorych iloczyn
jest najwiekszy.

2.8. Liczbe 30 rozl6z na sume takich dwoch skladnikow, ktorych suma kwadratow
jest najmniejsza.

2.9. Oblicz najwigkszy iloczyn takich dwoch liczb, ktérych suma jest rowna
a) 22. b) 50. c) m.

2.10. Jaka najmniejsza warto$¢ moze przyjac iloczyn dwoch liczb rzeczywistych réz-
nigcych sie o 107

2.11. Liczbe 6 rozloz na sume takich trzech skladnikow, by pierwszy byl dwa razy
wiekszy od drugiego i by suma kwadratéow wszystkich trzech sktadnikéw byla moz-
liwie najmniejsza.

2.12. Liczbe 24 rozl6z na sume takich czterech skladnikow, by pierwszy byl wigkszy
od drugiego o 1, drugi byl wiekszy od trzeciego o 1 i by suma kwadratéw wszystkich
czterech skladnikéw byla mozliwie najmniejsza.

+ 2.13. Liczbe a roztéz na sume takich dwoch sktadnikéw, aby suma kwadratu pierw-
szego skladnika i polowy kwadratu drugiego skladnika byta mozliwie najmniejsza.

19 N
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Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

2.14. Wykaz, ze 16 jest najwieksza wartoscia iloczynu dwoch liczb, ktérych suma
wynosi 8.

2.15. Jaka najmniejsza warto$¢ moze przyjac iloczyn dwoch liczb rzeczywistych na-
lezacych do przedziatu (-40; 40) i rézniacych si¢ 0 12?2

2.16. Prostokat T'ma boki dltugosci 16 cm i 10 cm. Rozwazamy prostokaty o bokach:
diuzszym o x cm od krotszego boku prostokata T oraz krotszym o x cm od dluzszego
boku T'. Dla jakiej wartosci x pole nowego prostokata bedzie najwieksze?

2.17. Bilet wstepu do muzeum kosztuje 20 zl. Przygotowano specjalna oferte dla
grup liczacych powyzej 15 osob. Grupa 16-osobowa placi 19,50 zt za jeden bilet, grupa
17-osobowa placi 19 zi za jeden bilet, grupa 18-osobowa ptlaci 18,50 z! za jeden bilet
itd. Grupy nie moga byc¢ liczniejsze niz 35 osob. Jak liczna grupa zaplaci najwigcej za
bilety?

2.18. Fotograf zrobil zdjecie klasie liczacej 33 uczniéw. Cene zdjecia okreslil na-
stepujaco: jezeli odbitke zamowi nie wiecej niz 10 oséb, to cena bedzie réwna 8 zL
Zamowienie zdjecia przez kazda nastepng osobe spowoduje, ze kazdy zamawiajacy
bedzie placi¢ o 10 groszy mniej. Zakladajac, ze zrobienie odbitki kosztuje fotogra-
fa 1 zI, oblicz, przy jakiej liczbie zamowien jego zysk bedzie najwiekszy. Ile ten zysk
bedzie rowny?

2.19. Autokary wycieczkowe pokonuja trase z Luksoru do Hurghady w strzezonym
przez wojsko konwoju, w ktérym nie moze by¢ wiecej niz 40 pojazdow. Najmniejsza
taczna kwota, ktora wszyscy jadacy musza zaplacic, jest rowna 6000 $. Jezeli konwoj
jest ztozony z 30 autokarow, to przejazd kosztuje po 200 $ od jednego pojazdu. Z kaz-
dym dolgczonym autokarem cena spada o 5 $ od jednego pojazdu. Jak liczna grupa
autokarow jest dla konwojentéw najkorzystniejsza?

2.20. Samorzad szkolny postanowil zorganizowac dyskoteke dla uczniow szesciu
klas. Na podstawie przeprowadzonej ankiety organizatorzy oszacowali, ze przy cenie
biletu wynoszacej 9 zl z kazdej klasy przyjdzie 15 osob. Kazdorazowe zwigkszenie
ceny biletu o zlotowke spowoduje, ze z kazdej klasy przyjdzie o 1 osobe mniej. Jaka
cene powinni ustali¢, aby suma ze sprzedazy biletéw byla najwieksza? Ilu osob nalezy
sie wowczas spodziewac?

2.21. Dysponujemy farba w ilosci wystarczajacej do namalowania na placu 60 m
linii. Za pomocy tej linii mamy wyznaczyc¢ prostokatne, przedzielone na polowy bo-
isko. Jaka dlugosc i szerokos¢ powinno miec to boisko, aby jego powierzchnia byla
mozliwie najwigksza? W obliczeniach pomin wymiary malowanej linii.
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W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

1. W kt6érym z podanych przedzialéw funkcja f(x) = 3x*~5x+7 przyjmuje wartos$é

najmniejsza?

2. Ktora z podanych funkcji przyjmuje wartosc najwieksza w przedziale (5; 6)?
A y=3x"-32x+1 C. y=3x"-38x+1
B.y:—3x2+32x+] D.y:—3x2—38x+1

3. W przedziale (~4; 2) funkcja f(x) = —-;-xz —2x+2

A. przyjmuje wartosc najmniejsza rowna —2.

B. przyjmuje wartos¢ najmniejsza rowna 2.

C. przyjmuje warto$¢ najmniejsza rowna 4.

D. nie przyjmuje wartosci najmniejszej.

4. Funkga kwadratowa okreélona jest wzorem f(x) = —3x” + 12x — 5.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. W przedziale (0; 3) funkcja f przyjmuje wartos¢ najmniejsza rowna —5.
B. W przedziale (1; 10) funkcja f przyjmuje warto$¢ najwieksza rowna 4.
C. W przedziale (—1; 5) funkcja f przyjmuje wartos¢ najwigksza rowna 7.

5. Wyznacz wartos$ci: najmniejszg oraz najwieksza funkcji f(x) = %xi — 8% +2
w przedziale (0; 10).
6. Prostokat ABCD ma boki dtugosci D M_ -

|AB| = 36 cm i |BC| = 16 cm. Punkty K, L, M, N N/

polozone sa na bokach prostokata ABCD w taki

sposob, ze |AK| = |BL| = |CM| = |DN]| = a cm. L
Dla jakiej warto$ci a pole czworokata KLMN jest 4 K_ B
najmniejsze?

7. Zalozenie sieci monitoringowej w osiedlu doméw jednorodzinnych kosztuje
240 zI od kazdego abonenta, pod warunkiem, ze umowe z operatorem podpisze co
najmniej pieciu chetnych. Z kazdym dodatkowo wlaczonym w sie¢ domem cena za-
instalowania maleje o 20 zl. Jaka liczba domow, w ktérych zakladany bedzie moni-
toring, jest najbardziej korzystna dla operatora? Jaka najnizsza oplate moga uiscic
abonenci przy maksymalnym zysku operatora?

21



3. Miejsca zerowe funkciji
kwadratowej

Umiejetnosci:
* rozwigzywanie rownan kwadratowych z jedng niewiadoma
* zapisywanie funkcji kwadratowe] w postaci iloczynowej

Zajmiemy sie teraz wyznaczaniem miejsc zerowych funkcji kwadratowe;j.
Zauwazmy, Ze czynno$c ta to nic innego jak rozwiazywanie rownania kwadratowego

2 : e ; 2
ax” + bx + ¢ = 0. Rozwiazania rownania kwadratowego ax” + bx+c¢ =0, a # 0,
nazywamy pierwiastkami tego rownania.

Przyktad €) < zad.3.1,3.2

Rozwigzemy podane réwnanie.

a) (x-7)(x+5)=0 c) x> -4=0 e) X’ —6x+9=0

b) (2x-1)(x+v2)=0 d) x*-3x=0 ) x*+1=0

Rozwiazanie

a) Rownanie (x —7)(x +5) = 0 mozna zastapic a-b =0 wtedy i tylko wtedy, gdy (((+))
dwoma réwnaniami: x—7 =0 lub x+5 = 0. a=0lub b=0.

Zatem x =7 lub x = -5,

b) Podobnie w rownaniu (2x —1) (x + \J’E) =0 mamy 2x—1=0 lub x+ V2 =0,

czyli pierwiastkami rownania sa liczby 5 oraz - V2.

c) Lewa strone réwnania mozemy rozlo- Wzory skréconego mnozenia: (@)
zy¢ na czynniki: (x - 2)(x +2) = 0. a"—b" =(a-b)a+b) roéinicakwadratow
Mamy wiegc x—2=0lub x+2=0. a’—2ab+b" =(a-b)* kwadrat roznicy
Pierwiastkami réwnania sg liczby a’ +2ab+b' = (a+b)" kwadrat sumy
2 oraz —-2.

d) W réwnaniu x°-3x = 0 mozemy wylaczy¢ x przed nawias. Otrzymujemy iloczyn
x(x—-3)=0. Zatem x =0 lub x = 3.

e) Mozemy skorzystac¢ ze wzoru skréconego mnozenia i zapisa¢ podane réwnanie

w postaci (x — 3)* = 0. Jedynym pierwiastkiem rownania jest wiec liczba 3.

f) W réwnaniu x” + 1 = 0 warto$¢ wyrazenia po lewej stronie jest dodatnia dla
kazdego x € R. Roéwnanie nie ma pierwiastkow.
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Funkcja kwadratowa moze nie mie¢ miejsc zerowych, mie¢ jedno miejsce zerowe lub
dwa miejsca zerowe. Zbadamy, od czego zalezy wystapienie kazdej z tych sytuacji oraz
wyprowadzimy wzory pozwalajace obliczy¢ miejsca zerowe. W tym celu zapiszemy
funkcje kwadratowa f(x) = ax’ +bx+c (@a+0) w postaci iloczynu. Najpierw
sprowadzamy funkcje do postaci kanonicznej i wylaczamy a przed nawias:

2
f(x) =a[(x-§:-) +$

Dalsze postepowanie zalezy od znaku A — wyrdznika tréjmianu kwadratowego.

Jezeli A > 0, to okreslony jest VA, wiec wyrazenie w nawiasie kwadratowym
mozemy zapisac jako réznice kwadratéw i roztozy¢ na czynniki. Przeprowadzimy
rozumowanie rownolegle — na konkretnym przykladzie oraz na ogélnych danych.

f{x}=3x2+?x+3,ﬂ=13 f(x}=ax2+bx+c,ﬁ.}ﬂ

Zapisujemy funkcje w postaci kanonicznej i wylaczamy a przed nawias.

=7\? -13 | SBNE . =K
fi = 3= =LY w22 f{"”:“("‘ﬂ) i
772 13 -b\* A
f(x}-i’r[(*c—f) ~ % f(x}=ﬂ[(-‘f—£) T aa

Zapisujemy wyrazenie w nawiasie kwadratowym w postaci roznicy kwadratow.

s e o | I e (e R )

Rozkladamy réznice kwadratow na iloczyn.
()
x—— |+—
2a 2a

EEEERE=r

00=3]x-Z- 2] [2- 2B | pi-fx- 32~ B[ 2 ]

2a 2a

Flx) = S(x ?_;\a""") ( -7 ﬁﬁfm) flx) = ﬂ(x— —b;ﬂ\fﬂ) (x_ —b;ﬂ\fﬁ)

Korzystamy z twierdzenia: a-b = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a =0 lub b= 0.

_?+“3=nlubx—_’_m=n x_—b;rmzﬂlubx_—b;@
fri el

=0

Ostatecznie otrzymujemy pierwiastki rownania kwadratowego.

7+ VT3 713 | b+ VA b- VA
= lub x= lub x =

2a 2a
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Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

2
II. Jezeli A=0, to f(x)= a(x — %) , zatem jedynym miejscem zerowym funkcji

jest x = -;—z (zob. przyklad le).

2
vy =B : ; o — =& .,
IIL Jezeli A <0, to T Jest liczba dodatnig. Wyrazenie (x— E) + 7 Jest do-

datnie dla kazdej wartosci x (zob. przyklad 1f). Funkcja nie ma miejsc zerowych.

Udowodnilismy w ten sposob nastepujace twierdzenie.

Réwnanie ax® +bx+c =0, a #0:
* nie ma pierwiastkow wtedy i tylko wtedy, gdy A < 0,

* ma jeden pierwiastek wtedy i tylko wtedy, gdy A = 0; wowczas x; = ;_a’
* ma dwa pierwiastki wtedy i tylko wtedy, gdy A > 0; wowczas

—b- VA b+ VA
X, = 7 Oraz x, = T

W dalszych przykladach i zadaniach stosujemy oznaczenia wspolczynnikow przyjete
w tresci twierdzenia.

Interpretacja graficzna

Na rysunkach przedstawione sa mozliwe polozenia paraboli y = ax’ + bx + ¢
wzgledem osi x w zaleznosci od znakow wspolczynnika a oraz wyrdznika A.

o e e N INTY

A<D A=0

Przyktad e zad. 3.4, 3.5

Rozwigzemy podane rownanie.

Rozwiagzanie

a) 2% —x+1=0
Wspolczynniki tréjmianu po lewej stronieto a =2, b= -1, ¢ = 1.
A=b*-dac=(-1-4-2-1=-7
Poniewaz A < 0, réwnanie nie ma rozwiazan.
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b) 3x% +2V/15x = =5 «— porzadkujemy réwnanie
3x* +2V15x+5=0
Wspélczynniki tréjmianu to a = 3, b =215, ¢ = 5.
A=b"-dac=(2V15)" ~4:3.5=4-15-4-15=0
Poniewaz A =0, jedynym rozwiazaniem rowna-
nia jest liczba: Zauwazmy, ze jezeli A =0, (1)

b _ 2VT5 _ VT b

- — = - o x), =x,=x,=—.
2a  2-3 3 2

Xy

Q) X +3x-10=0
A=9-4-1-(-10) = 49

Poniewaz A > 0, rOwnanie Sposob oznaczania pierwiastkow rownania (&)
ma dwa rozwiazania: ax’ +bx +c =0 (a # 0) symbolami x, oraz
S, O T T x, jest tradycyjnie przyjety. Nieistotne jest, czy
= = = =h i T

1 2a 2 OZNACZYMy by symbolem x, czy x, (czy
o b+ VA _ -3+7 _ 5 wprowadzimy jeszcze inne oznaczenie),

5 = = =

2a 2

d) 7x*-x-1=0
A=1-4-7-(-1)=29
Poniewaz A > 0, rownanie ma dwa rozwigzania:
iy B VT bR TeNG
2a 14 2a 14

e) 2x° +3x+1=0

A=9-8=1
-3+ 1 2 1 —3=1]
x].: === —-—, xzz—:—l
4 4 2 4

J

Z wyprowadzenia wzoréw na pierwiastki rownania kwadratowego wynika ponizszy
wniosek.

BT T R —

.

Funkcje f(x) = ax’ +bx +c¢, a # 0, moina zapisaé w postaci iloczynowej,
gdy A =0, a mianowicie:

o ]Eiﬂli A=10, to f(}’,') = a(x_xﬁ)z i Xg = _%)
o jezeli A >0, to f(x)=alx-x)(x-x,) i x, = —b; \,»’E’ . = il @‘
a




B 26 Dzial 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

Przyktad ) - zad. .11
Zapiszemy podana funkcje w postaci iloczynowej (jezeli to mozliwe).

Rozwiazanie
a) f(x) = 3xt+x+2
A=1-4-(-3)-2=25

b+VA -1+5 2 -b-vA _-1-5
xl = — = ——, _1'2 ] = =1
2a -6 3 2a =6
2
Odp.: f(x) = —3(1’  E E) (x-1) Podczas sprowadzania wzoru funkcji kwadra- (I:{ })}

towej do postaci iloczynowej nalezy pamigtac
5 o zapisaniu wspolczynnika a przed nawiasami.
b) f(x)=2x"-x+4
A=1-4-2:4=-31<0

Odp.: Funkgja f nie ma postaci iloczynowe;.

¢) f(x)=3x"-2V6x+2

A= Bh- =0, tgm L= X8
2a 3

2

Odp.: f(x) = 3(3:—“’?%)

Przyktad @) < zad.3.12

2x—-1

W deiedvine fankci =0
yznaczymy dziedzine funkcji f(x) 2 — 8x - 33

Rozwiazanie
Do licznika ulamka w miejsce zmiennej x mozemy podstawia¢ dowolng liczbe rze-

czywista. Natomiast w mianowniku nie mozemy otrzymac zera: x°-8x-33#0.
Zatem pierwiastki réwnania x° — 8x — 33 = 0 nie naleza do dziedziny funkgji f.

A =064+132 =196, xl=_b;ﬂ@=3+214= =_b;a\@=8_214=

Dziedzine funkcji f tworzg liczby rzeczywiste oprocz liczb 111 -3,

Odp.: x € R—{-3, 11}

11, xz _3

Przyktad @) « zad. 3.13

Zapiszemy w postaci ogélnej funkcje kwadratowa f(x) = ax’ + bx + ¢, o ktérej

wiadomo, ze ma wspotczynnik a = —1 oraz miejsca zerowe x; = 1-4/3, x, = 1+/3.
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Rozwiazanie
Zaczynamy od podstawienia danych wielkosci do postaci iloczynowej:

flx) =a(x—x)(x — x,), czyli f(x)= —(x— 1+ \ﬁ) (x—l— \ﬁ)

Zauwazmy, ze jesli wezmiemy w nawias wyrazenie x — 1, to mozemy zastosowac
wzory skroconego mnozenia.

fi(x) =~ ({x -1)+ '\'@) ((I -1) - x.@) «—— wzoOr na roznicg kwadratow
Jhx) == ((-’C - 1)2 - 3) «— wzor na kwadrat roznicy

fl(x) =- (I2 -2x+1- 3) i ostatecznie f(x) = —x +2x+2

Odp.: f(x) = —x" +2x + 2

3.1. Rozl6z lewa strone réwnania na czynniki i rozwigz to réwnanie.

a) xI-81=0 c) +x=0 e) 2% +x=0
b)xza.%:() d)xz—-2x=0 f}~6x2+?x:0
3.2. Rozl6z lewa strone réwnania na czynniki i rozwiaz to rownanie.

a) ¥ -2x+1=0 c) x2=2V2x+2=0 e) 25x2 —20x+4 =0
b) 9% +6x+1=0 d) ix2—2x+4:[} f) 2x° - 2V2x +1=0
3.3. Wykorzystaj postac iloczynowa réwnania i odczytaj jego pierwiastki.

a) (x—3)(x+5) =0 d) -2(x—§){x+3)=0

b) 3(x—%){x+n}:ﬂ e) 2{x+4)(x—% =0

c) -4x(x+3x/§)=0 f) 3(x-%)(x+v§):[]

3.4. Rozwiaz rownanie.

a) X +8x+7=0 c) 16x° +24x+9 =0 e) X +x-1=0

b) x* —10x+9=0 d) 3x°+x-4=0 ) x*—4x-1=0
3.5. Rozwigz réwnanie.

a) —6x2+x-2=0 c) 6x*—5x+1=0 e) 4x* - 12x+1=0
b) x’—4x+7=0 d) 2x*+3x-2=0 f) —4x*+9x-9=0

3.6. Dla jakich argumentéw funkcja y = f(x) przyjmuje podane wartosci?
a) f(x)=-x"-2x+1 1,-2,3 b) f(x)=2x"-8x+5 -3,-1,2

27 I
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3.7. Bez rozwiazywania rownania podaj liczbe jego pierwiastkow.

a) 3x°—5x+1=0 d) 55 +x—-1=0
b) x> -2V3x+3=0 e) —2x° +5x-8=0
c) 7x° —3x+10=0 f) —4x? +20x-25=0

3.8. Jaka liczbe nalezy wpisa¢ w miejsce 2/, aby otrzymane réwnanie miato tylko
jedno rozwiazanie?

a) xz—,?'ix+81={] c) —9xt + x+ =0

b) x*—6x+ 7 =0 d) Fx*-x+16=0

3.9. Wspolczynnikia, piq funkeji f(x) = a(x - p)* +4g spelniaja podane warunki.
Podaj liczbe miejsc zerowych tej funkgji.

a) a>0,g=0, peR c)a<0,g>0, peR

b)a>0,4g>0, peR d)a<0, p>0,g€R

3.10. Rozwigz réwnanie.
a) Bx—-5)2x+1)+(7x-5)%=-2
b) (1 -5x)(x —2) - (2 +3x)(2 - 3x) = 7(2x - 3)* + 2x

0 4(% - x)z —3(x-2)(3x+2) = (7—x)* - 16

d) 11(3x2+3) ~11 = 4(x + 5) - (1 - 2x)?

3.11. Jezeli to mozliwe, zapisz funkcje f w postaci iloczynowej.

a) f(x)=x"-3x d) f(x)=—6x"+x+2
b) f(x)=9x" -1 e) f(x)=x-2x-4
¢) f(x)=2x"+3x+1 ) f(x)=12x"-12x+3

3.12. Wyznacz dziedzine funkgji.

X X0 —a

a) ﬂx):xz_5x 2 ﬂx)_x2+2x+2
5 x—4

0 I0= s DI E e

3.13. Dane sg miejsca zerowe funkcji kwadratowej f oraz jej wspdlczynnik a. Zapisz
te funkcje w postaci f(x) = ax’ + bx +c.

a) a=1 X, =-9 Xy =2

b) a=-2 x, =-V3 x;= N3

) a=3-2V2  x,=-0,2

d)a=1 x,=1-+7 x,=1+V7
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3.14. Dany jest wzor funkcji kwadratowej f. Wyznacz miejsca zerowe tej funkcji.
Oblicz wspolrzedne wierzcholka W paraboli bedacej wykresem funkcji f oraz punk-
tu P przecigcia paraboli z osia y. Naszkicuj ten wykres.

a) f[x}::ll-xz—Zx c) f(x)=—2x2—4x+6
b) f{x)=éx2—2x+5 d) f(x):—xz—xﬁ—%

3.15. Pierwiastkami réwnania kwadratowego x° + bx + ¢ = 0 sa liczby przeciwne
do pierwiastkéw réwnania x> —7x+ 5 = 0. Wyznaczbic.

. 3.16. Rozwigz réwnanie.

a) ‘x3—4|:3 c) ‘x2—5x|:6 e) |x2+4x+2‘:2
b) [3-2x*| =1 d) [2x* + x| =1 ) | +x-2=4

j——
.1_-';. !

A"4N
| y ! .- ..|I'I |
L sy §
B .

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zZeszycie.

: . . : ; 2
Wskaz rozwigzania rownania 2x" —x—1 = 0.
1

: 1= : .
.—Ell B.El-l C.-1i2 D.1i-2
Wikaz funkcje, ktérej nie mozna zapisac¢ w postaci iloczynowe;j.
.f(x}:?:x?'-x C. h(x) = -3x" - x - 10
g(x) = 3x* —x—10 D. k(x) = —3x> + 10

: . 2
Rownanie 3x" -2x-1=0
. nie ma pierwiastkow. C. ma dwa pierwiastki o réznych znakach.
ma dwa pierwiastki catkowite. D. ma dwa pierwiastki ujemne.

Dana jest funkcja f(x) = 2x% + x — 4. Ocen prawdziwosc podanych zdan.
. Wyréznik funkgji f jest liczba niewymierna.

Funkcje f mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej.

Réwnanie f(x) =0 ma dwa rozwiazania.

Rozwiaz réwnanie (2x — l}2 - (3x - 5)2 =(x+1)(5-x)+ 1.

© O AEFH WBEPp® WEp N p o

Zapisz funkcje f(x) = 2x° —6x — 8 w postaciach: kanonicznej oraz iloczynowej.

Z—ﬁi2+ﬁ.@
4 4

o

. A SO i 2 : :
Pierwiastkami rownania x~ + bx + ¢ = 0 sa liczby . Wyznaczbic.
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Umiejetnosci:
* rozwiazywanie nierownosci kwadratowych z jedna niewiadoma

Rozwiazanie nieréwnosci kwadratowej, czyli nieréwnosci postaci ax® +bx + ¢ > 0,
ax” +bx+c¢>20, ax’ +bx+c <0 lub ax” +bx+c <0, dla a # 0, jest tym samym

zadaniem co odczytanie z wykresu funkcji f(x) = ax® + bx + ¢ zbioru rozwigzan
nierownosci f(x) >0, f(x) =20, f(x) <0 lub f(x) <0.

Przyktad o zad. 4.1

Naszkicujemy wykres funkcji y = f(x) i odczytamy z niego, dla jakich x spelniona
jest nierownos¢ f(x) > 0, adlajakich f(x) < 0.

Rozwiazanie

a) f[x):xz—l’nx vh |
f (x) = x(x - 3) «—— zapisujemy funkcj¢ w postaci iloczynowej
x1=0, x,=3 «—— wyznaczamy miejsca zerowe

Rysujemy parabole, pamietajac o tym, ze gdy wspolczynnik

przy x° jest dodatni, jej ramiona sa skierowane do gory.
Z wykresu odczytujemy:

f(x) >0 dla x € (—o0; 0) U (35 o0)

f(x) <0 dla x € (0; 3)

b) f(x)=-x"+4

f(x) = —(x* - 4)

f(x) = —(x—-2)(x + 2)

x, =2, x,=-12

f(x) >0 dla x € (=2; 2)

f(x) <0 dla x € (—o0; =2) U (2; o0)

c) f(x}=x2+6x+9
f(x) = (x+3)°
xXg=-3
f(x) >0 dla x e R-{-3}

Funkcja nie przyjmuje wartosci ujemnych, zatem
nierownos¢ f(x) < 0 nie ma rozwiazan.
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Przykiad @) « zad. 4.2-4.4

Rozwigzemy podang nieréwnosc.

Rozwiazanie

a) x> +6x<7 [ ]
Najpierw porzadkujemy nieréwnos¢ tak, aby po jednej | || 1
stronie otrzymac tréjmian kwadratowy, a po drugiej zero. | -7\ %]
Jt'.‘2 +6x-7<10 «~— obliczamy pierwiastki 4
A=36+28=064
xl = 1, x: = _?
Rysujemy parabole y = x* + 6x — 7 i odczytujemy roz-
wigzanie nierdGwnosci.
Odp.:x” +6x <7 dla x € (-7; 1)
T yl |
b6 L
X +2x-6>0 | — -
| [0] 32 |=x
A=4-24=-20 '

A < 0, wiec funkcja f(x) = —x” + 2x — 6 nie ma miejsc
zerowych. Poza tym parabola y = —x + 2x — 6 ma ramiona
skierowane do dolu, zatem cala znajduje sie ponizej osi x.

- ¥ L 2 & - #
Odp.: Nierownos¢ 2x — 6 > x° nie ma rozwiazan.

c) (x+4)(x-1)=0
Z postaci iloczynowej odczytujemy pierwiastki:
x,=-4 x,=1
Rysujemy parabole y = (x +4)(x - 1).
Odp.:(x+4)(x—-1)=20 dla x € (—o0; —4) U (1; o0)

d) X -x+1>0
A=1-4=-3
A < 0, wiec wykres funkcji f(x) = x* — x + 1 nie przeci-
na osi x. Poza tym parabola ma ramiona skierowane do gory,
zatem znajduje sie powyzej osi x. Nierdwnos¢ jest spelniona
przez dowolna liczbe rzeczywista.

Odp:x’-x+1>0dla xR
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Zauwazmy, ze nie musimy dokladnie rysowaé paraboli, aby rozwigzaé nieréwnosé kwadratowa. ((+)
Aby zrobi¢ szkic rysunku, z ktorego odczytamy zbior rozwigzan, wystarczy zaznaczenie miejsc
zerowych na osi x oraz informacja o zwrocie ramion paraboli. W szczegolnosci nie ma potrzeby
znajdowania wspolrzednych wierzcholka,

e) 2-3x)(x+3)>0

Miejscami zerowymi s3: x, = R E -3. Tym razem jednak wyrazenie po
lewej stronie nieréwnoéci nie jest tréjmianem kwadratowym zapisanym w postaci

a(x — x;) (x — x,).
Aby takg postac otrzymac, trzeba z pierwszego nawiasu wylaczy¢ wspolczynnik
stojacy przy x, czyli —3.

—3(—% +x) (x+3)>0

-
X
Wspotezynnik przy x” jest ujemny, zatem ramiona pa- N
raboli s3 skierowane do dotu.
Odp.:(2-3x)(x+3)>0 dla x € (—3; %)
: J

W ostatnim przykladzie czynno$¢ wylaczania przed nawias liczby -3 byla potrzeb-
na w zasadzie tylko do zauwazenia, ze wspolczynnik a tréjmianu kwadratowego jest
ujemny. Zwykle podczas rozwigzywania nieréwnosci kwadratowej nie ma potrzeby
zapisywania trojmianu w postaci iloczynowej. Aby zrobi¢ odpowiedni wykres, po-
trzebujemy trzech informacji:

* ile pierwiastkow ma tréjmian,

* jakie to s liczby,

* jaki jest znak wspolczynnika przy x°.

Jezeli tréjmian kwadratowy jest zapisany jako iloczyn dwdch wyrazen liniowych, to aby otrzymaé ()
wspolezynnik a przy x*, mnozymy wspotezynniki stojace przy x, np.:

* wiloczynie (4x — 1)(5x + 2) mamya = 4 - 5= 20,

* wiloczynie (3 - x)(2x +7) jesta=(-1)-2 = -2,

* wiloczynie (V2x + 3)(3 - 4x) jesta = V2 - (—4) = -4V2.

Jezeli w iloczynie wystepuje jeszcze czynnik liczbowy, to oczywiscie nalezy go uwzglednic, np.:

® wiloczynie -2(3 —?x}(l - %x) jest a =(=2)-(-7) - (—%) =-21.
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Przyktad ) - zad. 4.11

Wyznaczymy dziedzine funkcji f(x) = Va2 +2x -3+ V42 —x — x2 - 3x + 7.
Rozwiazanie
Argumenty funkcji f spelniaja dwa warunki:

X' +2x-320i42-x-x"20 «—— wyrazenia pod pierwiastkami sa nieujemne

Rozwiazemy kazda z nieréwnosci oddzielnie, cze$¢ wspdolna obydwu zbioréw roz-
wigzan jest szukana dziedzina funkgji.

° x2+2x-330

A=4+12=16, x, =L;‘-=—3, X, = '22‘*4:1
(x+3)(x-1)20 «— pierwiastki trojmianu: -3, 1, ramiona paraboli skierowane w gorg
x € (—oo; =3) U {1; o0)
© 2-x-x"20
A=1+168=169, x;= == =6, x, = ——> =7

—(x=-6){x+7)=20 «—— pierwiastki tréjmianu: 6, -7, ramiona paraboli skierowane w dot

x € (-7; 6)

-7 -3 D l ﬁ o

Odczytujemy czegs¢ wspdlna obu zbiorow rozwiazan zaznaczonych na osi liczbowe;j:
x € (-7;-3)U(l1; 6)

Odp.: Dziedzing funkgji f jest zbior (-7;-3) U (1; 6).

4.1. Naszkicuj wykres funkcji y = f(x) i odczytaj z wykresu, dla jakich x spelniona
jest nierownos¢ f(x) > 0, adla jakjl:h f(x) <0.

a) f(x):—x1+1 c) fix)= P —4x+5 e) flx)= ——2~x +2x+6
b) f(x):xz-t—dlx d) f{x}=—x2+1{]x—25 f) f(x}=2x2—4x*—ﬁ
4.2. Rozwiaz nierownosc.

a) X’ -5x+6<0 €) 2x<x° € x—-6x+10>0 g}x3+2x+2&§0
b) —2x* +3x+520 d) x*<2 f) =x*+2x-120 h)4x>x>+4
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4.3. Rozwiaz nierownosc.

a) X —6x+8>0 e) 6x> < x+2
b) 2x° +5x < 3 f) 4x*+2x+1>0
c) 3x*+8x—-4320 g) {x—2)2,‘-‘~:4
d) 9x* +16 <0 h) 5x% +2x-3>0

4.4. Rozwigz nierownosc.
a) (x+1)(x-3)=0 c) (ﬁ—x)(x+?]}[} e) x(2x-8) <0

b) 3-2x)(x+5)<0 d) 3-x)(2-x)<0 f) (3x-2V2)(x+5)>0

4.5. Podaj przyklad nieréwnosci kwadratowej postaci ax” +bx +c¢ > 0, ktérej zbior
rozwigzan tworzg wszystkie liczby x spelniajace podany warunek.

a) x €(3;5) c) x € (-9; 0) e) x € (—oo; —%) U (5; oo)
b) % € (~00; —1) U (3; 00) d) x=2 0 xe(—oo; —%)UG; m)
4.6. Rozwiaz nierownosc.

a) 2(x+1)° - (x-3)*>11x-1 e) (x—4)(2x+5) < (x —4)(2 - x)

b) (x - 2)2 +5<5(2x-8) f) Bx+2)(5x-1)>(11x-7)(6x +4)
o) (x+3)3-%x)>3(x-2)12+5 g) (8x—17)* < 8x—17

d) (%‘)zw(ﬁgx)z;-(x*a)z h) (5x—6)* > (6= 5x)(5 + 6x)

4.7. Wyznacz wszystkie catkowite rozwigzania nieréwnoéci 3x* — 9x — 2 < 0.

4.8. Punkt M = (a, b) nalezy do wykresu funkcji f(x) = 3x°+4x+6. Jaki warunek
musi spelniac a, aby wspolrzedna b byla wigksza od 57

4.9. Dane sa funkcje y = f(x) i y = g(x). Sporzadz wykresy obu funkcji w jednym
ukladzie wspélrzednych i odczytaj rozwigzania nieréwnoéci lub réwnania:

I f(x) > g(x), IL f(x) < g(x), L f(x) = g(x).
Rozwiaz nierownos¢ f(x) > g(x) sposobem rachunkowym.
a) f(x)=x*—4 gx)=x-2 9 f{x}z%x2—5x+9% g(x) = -1

b) f{.:t:}=3—2.'.'q:—.7r:‘j‘r glx)=3-2x d) f{x}=—2x2—4x+2 gl(x) =-2x-2

4.10. Wyznacz dodatnie wartosci zmiennej x, dla ktorych wartosci funkgji
g(x) = 3x2 -6 sa nie wigksze od wartosci funkcji f(x) = 2x° + 3.



4. Nierownosci kwadratowe

4.11. Wyznacz dziedzing funkgji f.

a) f(x)=VIx*-1 c) f{x)=\f15+2x—x3+vl—x

b) f(x) = V3x2 +4x +1 d) f(x)=Vx?—1-Vx2-

4.12. Rozwiaz uklad nierownosci.
2 (.2 (.2

a) {x +3x <0 o) 1% +x2~6~=:0 E)‘x;11x+18<0
x+2>0 L3X >% L 4x~ > 81

bJ{—x2+2x+353{] d [2x* - 13x+6<0 g |(x=5)17x-4)2>0
3x+920 [3x% —16x +20 > 0 [ (Bx-2)(2x+3) <5
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W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

1. Wskaz rozwiazanie nieréwnosci —x*+x+6<0.

A. xe€(-3;2) C. x e (=2; 3)

B. x € (=o0; =3) U (2; o0) D. x € (=c0; =2) U (3; c0)
2. Ktora z podanych nierownosci nie ma rozwiazan?
A.5¢°-7x+2<0 C. -5x"-2<0

B. 7x’ - 5x +2<0 D.8x’ -8x+2<0

3. Ktora z podanych nierownosci jest prawdziwa dla wszystkich liczb
Z praedzla}u (-3; 5)7

A x*-2x-8<0 C.-x*+x+30>0

B. x’~x-20<0 D. 25x° - 10x + 1 > 0

4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A. Nieréwno$¢ 3x” — 5x +4 > 0 jest prawdziwa dla x € R.
B. Nieréwno$¢ —100x” — 60x — 9 < 0 jest prawdziwa dla x € R.

- - - # “ - F £ ] 2
C. Dokladnie jedna liczba rzeczywista spelnia nier6wnos¢ el l<x

& & s I L 2.
5. Rozwiaz nierownos¢ 2x" —x + 1 > 0.

. : i I i :
6. Wyznacz wszystkie rozwiazania nierownosci —2x +2x+1 > 0 bedace liczbami

catkowitymi.

7. Rozwiaz nieréwnos¢ (3 — m)(2x — 3) (\ﬁ + x) <0
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5. Zadania prowadzace do
rownan kwadratowych

Umiejetnosci:

* rozwigzywanie ukladow rownar prowadzacych do réwnan kwadratowych

* wykorzystywanie wlasnosci funkcji kwadratowe] do interpretacji zagadnien
geometrycznych, fizycznych itp. (takze osadzonych w kontekscie praktycznym)

Punkty przeciecia paraboli i prostej

Wykresem réwnania y = ax’ + bx + ¢ (jezeli a # 0) jest parabola. Wykresem
réwnania a,x + b,y + ¢, = 0 (jezeli a, i b, nie s3 jednoczesnie rowne 0) jest prosta.
[le punktow wspolnych moga miec prosta i parabola? Z wlasnosci geometrycznych
tych figur wynika, ze sa trzy mozliwosci.

[. Prosta nie ma punktoéw wspdlnych z parabola, np.:

7A

|
—
!

II. Prosta ma jeden punkt wspdlny z parabola, np.:

T

LN -

f| !ﬂ\[ | |x
I s

ViEEEEIEN

I1I. Prosta ma dwa punkty wspélne z parabola, np.:

| \ A




5. Zadania prowadzace do rownan kwadratowych 37 il

Przykitad €) < zad.5.2 53

Wyznaczymy wspolrzedne punktow przecigcia paraboli i prostej, rozwigzujac ra-
chunkowo uklad réwnarn, a nastepnie przedstawimy ilustracje geometryczng zadania.

Rozwiazanie

x—-y+2=0
a) 2

y=x
{y=x+2 {y=x+2
x+2=x x*—x-2=0

Réwnanie x* — x —2 = 0 jest rownaniem kwadrato-

wym, ktére ma dwa pierwiastki (A = 9):

x,=-1 oraz x, =1

Zatem rozwiazaniem ukladu sa dwie pary liczb:
x=-1 x=2

{ y=1 " { y =4

Kazda z nich jest parg wspolrzednych punktu

B

przeciecia prostej y = x + 2 z parabola y = x°.
Mamy zatem dwa takie punkty: (-1, 1) oraz (2, 4).

_
b) y=x"+1
4x+y+3=0

[ y=—-4x-3
[ x* +4x+4=0
(y=—4x-3
[ (x+2)'=0

«

Réwnanie kwadratowe ma jeden pierwiastek x = -2,
wiec rozwiazaniem ukladu jest jedna para liczb.

xX==2
y=5

Prosta i parabola maja jeden punkt wspélny: (-2, 5).

J

Uktad réwnan, z ktérych jedno jest rownaniem prostej, a drugie — paraboli, zawsze
mozemy przeksztalci¢ do ukladu sktadajacego sie z rownania liniowego z dwiema
niewiadomymi i rownania kwadratowego z jedna niewiadoma. W konsekwencji dany
uklad rownan moze mie¢ dwa rozwiazania albo jedno rozwigzanie, albo moze nie
miec rozwiazan — w zaleznosci od liczby pierwiastkow rownania kwadratowego.
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Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

Zadania tekstowe prowadzace do rownan kwadratowych

Wiele zadan tekstowych prowadzi do rownan kwadratowych lub opisanych wyzej
uktadow rownan, z ktoérych jedno jest liniowe, a drugie kwadratowe. Taka sytuacja
wystepuje tez czesto w zagadnieniach z fizyki.

Przyktad @) « zad. 5.10

Suma kwadratéw trzech kolejnych liczb nieparzystych wynosi 371. Wyznaczymy te
liczby.

Rozwiazanie

Zauwazmy, ze trzy kolejne liczby nieparzyste mozemy zapisa¢ jako 2n+ 1, 2n + 3
i 2n + 5, gdzie n € Z. Otrzymujemy zatem réwnanie:

2n+ 1)+ (2n+3)* + (2n +5)* =371
4 +4n+ 1 +4n" + 120+ 9 + 4n” + 20n + 25 = 371
12n* + 36n — 336 = 0, czyli n +3n-28=0
A=121, m=-7, m=4
Oba rozwigzania sg liczbami catkowitymi, wigc zadanie ma dwa rozwiazania. Po pod-

stawieniu —7 oraz 4 w miejsce 1 otrzymujemy dwa zestawy liczb bedace rozwigzania-
mi zadania.

Odp.: Szukane liczby to: =13, =111 -9 lub 9, 111 13.
Przyktad €) < zad.5.12

W tréjkacie rownoramiennym o obwodzie 18 cm wysokos$¢ poprowadzona do pod-
stawy ma 3 cm. Obliczymy dlugosci bokéw tego trojkata.

Rozwiazanie

W tréjkacie réwnoramiennym wysoko$¢ opuszczona
na podstawe dzieli ja na odcinki rownej dlugosci. 3 cm
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. 3

Z tresci zadania wiemy, ze 2a + 2b = 18. Ponadto na mocy twierdzenia Pitagorasa
w kazdym z powstalych tréjkatéw prostokatnych jest a” + 3° = b*. Mamy zatem do
rozwigzania uklad rownan:

[a*+3% =¥ , cayli {a +9=b
(2a+2b =18 a+b=9
[a®+9=(9-a) {u2+9:81— 18a +a’ {l&ﬂ =72 {a =4
 b=9-a b=9-a b=9-a |b=5
Zgodnie z przyjetymi oznaczeniami dlugosci bokow tréjkata wynoszg odpowiednio
8 cm, 5 cm, 5 cm.

4

Odp.:8cm, 5cm, 5 cm



5. Zadania prowadzace do réwnan kwadratowych

Przyktad €) « zad.5.16

Na dziedzificu zamku w Niedzicy znajduje sie
studnia o glebokosci 60 m, wykuta w litej skale.
Obliczymy, ile czasu spada kamien wrzucony do
tej studni z predkoscia poczatkowa 10 m/s. Wy-
nik podamy z dokladnoscia do 0,1 s.

Rozwiazanie
Uzyjemy wzoru na droge przebyta przez cialo
w ruchu jednostajnie przyspieszonym:

t
s(t) = vyt + %,

w ktoérym s oznacza droge przebyta przez kamien (w metrach), t - czas spadania
(w sekundach), v, - predkos¢ poczatkowa (wm/s), zas g = 10 m/s” to przyspieszenie
ziemskie.
Otrzymujemy réwnanie: 10f + 5t° = 60, dla ¢ > 0.

5t* + 10t — 60 = 0

£ +2t-12=0

VA = V53 = 2VT5, t,=_2_%ﬁ=-l—\fl—3, b i fF

Tylko druga liczba jest dodatnia, zatem rozwiazaniem zadania jest —1 + V13 = 2,6.

Odp.: Kamien spada 2,6 sekundy.

5.1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
y= —x* —4x -1
y=2x+38

A. ma dokladnie jedno rozwigzanie.

B. ma dokladnie dwa rozwiazania.

C. jest spelniony przez pare liczb (-3, 2).

Uktad rownan <|

5.2. Dane sg funkcje y = f(x) i y = g(x). Sporzadz wykresy obydwu funkcji

w jednym ukladzie wspolrzednych i odczytaj z rysunku rozwiazanie rownania

f(x) = g(x). Otrzymane wyniki sprawdz metoda rachunkowa.

a) f(x) = Xt —6x+9 glx) =-2x+6 c) f(x)= 2x* —4x+5 glx)=2x+1

b) f(x}=3x2+2 g(x) =5 d) f{x)=%x2+2x—2 glx) =—-x-2

39
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* 8.7. Podaj przyklad ukladu rownan, ktoéry opisuje parabole

Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

5.3. Rozwiaz algebraicznie uklad réwnan. Przedstaw ilustracje graficzna
rozwigzania.

3 1
a) {y=x —2% -3 o) y=—5x2+4x—6
y=-3x-5 y=x-6
b) y=-2x" -1 d) y=-2x"+8x—4
y=4x+1 y=2

5.4. Rozwiaz graficznie uklad réwnan. Otrzymane wyniki sprawdz metoda
rachunkowa.
R B - a2
2) y==2x —4dx+2 b) y==xX +dx—2 Q) y=x —6x+9
2x+y+2=0 y+7=0 2x-y-3=0

5.5. W ukladzie wspolrzednych narysowane s parabola i prosta. Napisz uklad row-

nan, ktorego ilustracja jest przedstawiony rysunek.
b)

5.6. W ukladzie wspolrzednych narysowane sa parabola
i prosta. Napisz uklad rownan, ktorego ilustracja jest przed-
stawiony obok rysunek. Sprawdz rachunkowo, ze ten uklad
ma tylko jedno rozwigzanie.

i prosta
a) o dwoch wspélnych punktach (1, 3) i (4, -3).
b) o jednym wspolnym punkcie (-4, -2).

5.8. Trojkat wpisano w parabole y = %xz w ten sposadb, ze jeden z jego wierzchol-
kow jest wierzcholkiem paraboli, a dwa pozostale wierzcholki sa punktami przeciecia
tej paraboli prosta y = ix + 1.

a) Wyznacz wierzcholki trojkata. b) Oblicz pole trojkata.



5. Zadania prowadzace do rownan kwadratowych

5.9. Liczby x, =5+ V23 i x, = 5— V23 sg pierwiastkami réwnania

X = (p2 + ql)x + p+ g =0 zniewiadoma x. Wyznacz piq.

5.10. Suma kwadratow trzech kolejnych liczb parzystych jest rowna 56. Wyznacz te
liczby.

5.11. Suma kwadratéw trzech kolejnych liczb naturalnych jest rowna 974. Wyznacz
te liczby.

5.12. Pole prostokata jest rowne 17,68 cm?, a réznica dhugosci jego bokéw wynosi
1,8 cm. Wyznacz dlugosci bokow tego prostokata.

5.13. Obwod rombu jest rowny 116 cm, a roznica dlugosci jego przekatnych rowna
sie 2 cm. Oblicz dlugosci przekatnych rombu.

5.14. Przeciwprostokatna pewnego tréjkata prostokatnego jest dtuzsza od jednej
przyprostokatnej o 2 cm, a od drugiej o 25 cm. Wyznacz obwdd tego tréjkata.

5.15. Jezeli do iloczynu dwoch liczb dodamy mniejsza z liczb, to otrzymamy 60.
Jezeli do tego iloczynu dodamy wigksza z nich, to otrzymamy 63. Jakie to liczby?

* B5.16. Do studni opuszczono kamien i po uplywie 3,5 s uslyszano plusk. Oblicz
przyblizong glebokos¢ studni. Przyjmij, ze predkos¢ dzwieku w powietrzu wynosi
340 m/s.

+ 8.17. lle bokow ma wielokat wypukly, ktory ma 90 przekatnych?

© 8.18. Dwa wielokaty wypukle maja razem 28 bokow i 158 przekatnych. Ile bokow
ma kazdy z tych wielokatow?

© 5.19. Suma kwadratéw trzech kolejnych liczb parzystych niepodzielnych przez 4
wynosi 1004. Wyznacz te liczby.

© 5.20. Suma kwadratu wieku ojca i kwadratu wieku syna wynosi 2570. Za 4 lata ilo-
czyn wieku ojca i wieku syna bedzie o 280 wigkszy niz jest obecnie. Ile lat ma teraz
ojciec, a ile syn?
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Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

1. Na rysunku przedstawiona jest graficzna ilustracja
ukfadu rownan. Ktory to ukfad?

A'{y=—x2—2x+5 C‘{y=x2—4x+5
y=x+5 2x+5=0
B. y=x3-4x+5 D y:—x3—2x+5
2 -
y=2x+5 y=2x+5 E

y=x1~—4x

. Wskaz zdanie prawdziwe.
I9x+2y-3=0

2. Dany jest uktad rownan {

A. Ten uklad rownan nie ma rozwigzan.
B. Ten uklad réwnan ma co najmniej jedno rozwiazanie.
C. Rozwigzaniami tego ukladu réwnan sg pary liczb naturalnych.

x=-1 x=3
D. Rozwiazaniem tego uktadu rownan jest { _5 lub { yi=—3'

3. Suma dwoch liczb jest rowna 1, a suma kwadratow tych liczb pomniejszonych o 3
wynosi 5. Ktory uklad réwnan opisuje te sytuacje?

a+b=1 a+b=1
ﬁJ{f+h2—3=5 C'{m—3+b—3f=5

a+b=1 a+b=1
B'{{a+b—3)3=5 D'{(a—3}3+{b—3}2=5

= l.ar:2 —4x+7
4. Rozwiaz uklad réwnas { 7~ 3 :
y=-x+2

Przedstaw interpretacje graficzng rozwiazania.

5. Do réwnania prostej y = 2x+ 3 dopisz réwnanie takiej paraboli y = x* +bx +c¢,
aby prosta i parabola przecinaly si¢ w punktach (-2, —1) i (0, 3).

6. Suma kwadratéw trzech kolejnych liczb catkowitych nieparzystych wynosi 1883.
Wyznacz te liczby.

7. W liczbie dwucyfrowej cyfra dziesiatek jest o 3 wigksza od cyfry jednosci. Iloczyn
tej liczby i sumy jej cyfr jest rowny 364. Jaka to liczba?



6. Wiasnosci funkcji
kwadratowej -
podsumowanie

Umiejetnosci:

» szkicowanie wykresu funkcji kwadratowej na podstawie jej wzoru

* wyznaczanie wzoru funkcji kwadratowej na podstawie jej wtasnosci lub wykresu
» szkicowanie wykresu funkcji okreslonej w roznych przedziatach roznymi wzorami
* odczytywanie wiasnosci funkcji z jej wykresu

Przypomnijmy - jezeli f(x) = ax* +bx +c i a # 0, t0: A

¢ X = «—— pierwsza wspolrzedna wierzchotka
2a paraboli

¢ x= ~3a «—— rownanie osi symetrii paraboli
(e

Jezeli ponadto A = 0, to mozna pokazac, ze:

X+ X5 b ! AT
# ———= = ——  «— §rednia arytmetyczna miejsc zerowych

> V=(-£.12)

Przyktad €) < zad. 6.1
Narysujemy wykres i opiszemy wlasnosci funkcji f(x) = x* + 4x + 3.

Rozwiazanie

Najpierw obliczamy wielkosci przydatne przy rysowaniu wykresu:
* miejsca zerowe funkcji,

* wspolrzedne (x,, y,,) wierzchotka paraboli,

* wspolrzedne punktu przeciecia paraboli z osig y.

A=16-12=4
x;=-1, %, =-3
x =__.b=__4=-2 y =f[x}=f[-2]=4-—8+3='—]

i 2{: 2 ¥ w e
Parabola bedaca wykresem funkcji f przeci-
na o$ y w punkcie (0, 3), ma ramiona skiero- Jezeli 0 € D, to punkt (0, f(0)) ()
wane do gory oraz ksztalt taki, jak parabola nalezy do wykresu funkgji y = f(x).
Dla funkeji f(x) = ax’ +bx +¢

) . 2 i
o rownaniu v = x~ (bo we wzorze funkgiji
Y ( ) jest to punkt (0, ¢).

wspélczynnik przy x° jest réwny 1).
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Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

Na podstawie narysowanego wykresu opisujemy wlasnosci
funkcji f:
* dziedzina jest zbiér R,
* zbiorem wartosci jest przedzial (-1; o0),
» funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejszg rowng —1
dla x = =2 i nie przyjmuje wartosci najwigkszej,
* miejscami zerowymi funkcji sa argumenty
x;=-1, x, =-3,
* f(x)>0 dla x € (—o0; =3) U(-1; 00),
f(x) <0 dla x € (-3; -1),
* o0sig symetrii wykresu jest prosta x = -2,
* funkcja nie jest monotoniczna, natomiast:
w przedziale (—oo; —2) funkcja jest malejgca,
w przedziale (—2; oo) funkcja jest rosnaca,
* roéwnanie f(x) =m:
dla m < —1 nie ma rozwiazan,
dla m = —1 ma jedno rozwiazanie,
dla m > —1 ma dwa rozwiazania.

Przyktad @) < zad. 6.2

Narysujemy wykres i opiszemy wlasnosci funkcji

A4 dla x € (o0 2)
flx) = _%x2+4x—6 dla x€(27)

Rozwiazanie
Wykres funkgji f jest suma fragmentéw dwoch parabol.

Pierwsza z nich, o réwnaniu y = x° — 4, ma wierzchotek o wspélrzednych (0, —4)
i przecina o$ x w punktach o pierwszych wspolrzednych x = -2 oraz x = 2.

Do wykresu funkcji f wybieramy te punkty pierwszej paraboli, ktorych pierwsze
wspolrzedne spelniaja warunek x € (—co; 2), w tym punkt (2, 0).

Druga parabola, o réwnaniu y = méxz + 4x — 6, ma wierzcholek o wspolrzednych
(4, 2). Pierwsze wspolrzedne punktéw przeciecia tej paraboli z osia x sg rozwiazania-
mi rOwnania —%xz +4x -6 =0. Satoliczby x; =2 oraz x, = 6.

Do wykresu funkcji f wybieramy te punkty drugiej paraboli, ktorych pierwsze wspol-

rzedne spelniaja warunek x € (2; 7).




6. Wiasnosci funkcji kwadratowej — podsumowanie

Warto$¢ wyrazenia —%x‘z +4x -6 dla x = 2 jest réwna 0, czyli jest rGwna wartosci
funkcji f w punkcie 2. Zatem w punkcie o wspolrzednych (2, 0) fragment wykresu

funkcji y = x* — 4 przechodzi we fragment wykresu funkcji y = —%xz +4x - 6.
Obliczamy jeszcze warto$¢ wyrazenia —%xz +4x -6 dla x =7.

1 72 LT
2?+4? 6—2+22 22

Skoro 7 ¢ D, to punkt (?. —2%) bedzie na wykresie zaznaczony pustym koteczkiem.
Odczytujemy z wykresu wlasnosci funkcji:

* dziedzing jest zbidr (—oo; 7),

» zbiorem wartosci jest przedzial (—4; co),

» funkcja ma wartos¢ najmniejsza rowna —4
dla x = 0 inie ma warto$ci najwiekszej,

* miejscami zerowymi funkcji sg argumenty:
x==2,x=2, x=6,

* f(x)>0 dla x € (—o0; =2) U(2; 6),
f(x) <0 dla x € (-2; 2) U (6; 7),

» funkcja nie jest monotoniczna, natomiast:
w przedziale (—oo; 0) jest malejaca,
w przedziale (0; 4) jest rosnaca,
w przedziale (4; 7) jest malejaca,

* roéwnanie f(x) = m:
dla m < —4 nie ma rozwiazan,
dla m = -4 orazdla m > 2 ma jedno rozwiazanie,

dla m € (—4; —2%> U {2} ma dwa rozwiazania,

dla m € (-—2%; 2) ma trzy rozwigzania.

Przyktad §) < zad. 6.2
Narysujemy wykres i opiszemy wlasnosci funkeji

2x° =1 dla x € (—o0; —1)
flx)=1 —x dla xe(-1;1)
-x"—-1 dla xe€(1; o0)
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Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

Rozwiazanie
Z trzech wykreséw poszczegolnych funkcji wybieramy odpowiednie fragmenty.

7 [ T] [ 1,471

=y

Rysujemy wykres funkcji f (obrazowo mowiac, sklejony z wybranych fragmentéw)

i na jego podstawie opisujemy wlasnosci funkgji:

* dziedzing jest zbior R, \WEE

* zbiorem wartosci jest zbior (—oo; =2) U (=1; o0), 1\ |

* funkcja nie ma wartosci najmniejszej i nie ma wartosci
najwiekszej,

=y

* miejscem zerowym funkcji jest argument x = 0, YD )
* f(x)>0 dla x € (~00; 0), LT TR
f(x) <0 dla x € (0; o0), || |\l

» funkcja jest malejaca,

* roéwnanie f(x) = m:
dla m € (—o0; -2) U (—1; co) ma jedno rozwiazanie,
dla m € (-2;-1) nie ma rozwiazan.

Przyktad €)  zad. 6.9
Wykres funkcji f(x) = ax” + bx + ¢ jest parabolg o wierzchotku W = (-2, 4)
przechodzaca przez punkt P = (-3, 3). Wyznaczymy wzor tej funkcji.

Rozwiazanie

[ sposob
Najpierw wyznaczamy postac kanoniczna danej funkcji. Znamy wspolrzedne wierz-
chotka paraboli, wigc do obliczenia pozostaje tylko wspolczynnik a.

f(x)=a(x+2)" +4

Podstawiamy do wzoru wspolrzedne punktu P = (-3, 3).
3=a(-3+2)° +4

Zatem a=-11i f(x)=—-(x+ 2]I + 4.

Przeksztalcamy wzér funkgji do postaci ogdlnej: f(x) = —x* — 4x.
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11 sposéb
Podane wlasnosci funkcji mozemy zapisac Jezeli wykres funkji y = ax® +bx +¢ (1))
w postaci uktadu réwnan. jest parabola, to a # 0.
-Z_E; = -2 «— pierwsza wspolrzedna wierzchotka W
1 f(=2)=4 «—— druga wspolrzedna wierzchotka W
| f(-3)=3 «—— punkt P = (-3, 3) nalezy do wykresu f
(b =4a
14a-2b+c=4
L 9a-3b+c=3
(b =4a
+4a—-8a+c=4 ~— podstawiamy 4a w miejsce b w drugim i trzecim réwnaniu
9a—-12a+c=3
(b =4a
1 4a+c=4
(-3a+c=3

Ostatnie dwa rownania tworza uklad dwoch rownan z dwiema niewiadomymi. Po
rozwigzaniu tego ukladu (np. metoda przeciwnych wspolczynnikow) otrzymujemy

a=-1ic=0. Zatem b= -4, a wzor funkcji ma postaé f(x) = —x* — 4x.

Odp.: f(x) = —x* - 4x

Przyktad @) < zad. 6.15

Wykres funkcji kwadratowej f(x) = ax® + bx + ¢ przechodzi przez punkty
A=(1,-2), B=(0, -5) i C=(-2, -5). Wyznaczymy wzor tej funkgji.

Rozwiazanie

-2=a+b+c
- = «—— punkty A, B, C nalezg do wykresu funkcji f(x) = ax’ +bx +¢
-5=4a-2b+c
Uktad trzech rownan z trzema niewiadomymi rozwiazemy metoda podstawiania.
[ c==5
1a4+b-5=-2
l4a~2b~5==5
(c=-5
1a+b=3
L 4a-2b=0

Stada=11ib=2.
Odp.: f(x) = x* +2x -5
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6.1. Sporzadz wykres funkcji f i opisz jej wlasnosci: dziedzing, zbi6ér wartosci, miej-
sca zerowe, przedzialy, w ktorych funkcja ma staly znak, przedzialy monotonicznosci,
warto$ci najwieksze (najmniejsze) funkcji i argumenty, dla ktérych funkcja je przyj-
muje, oraz liczbe rozwiazan rownania f(x) = m w zaleznosci od wartosci m.

a) f[x}=2x2—4x c) f[x):%x1+2x—6

b) f(x)=-x"+4x-5 d) f(x):—if_gx_?_l

6.2. Sporzadz wykres funkcji f i opisz jej wlasnosci: dziedzing, zbior wartosci, miej-
sca zerowe, przedzialy, w ktorych funkcja ma staty znak, przedzialy monotonicznosci,
wartosci najwigksze (najmniejsze) funkcji i argumenty, dla ktérych funkcja je przyj-
muje, oraz liczbe rozwiazan rownania f(x) = m w zaleznosci od wartosci m.

2) f(x) = [x*-4 da x<2

l=x+2 dla x>2

[ 3
b )= 1-% -2x+2 dla x<1
i1 hxz-Zx dla x=1

X +6x+7 dla x<-1

c) f(x)=19x+3 dla -1<x<2
| -x*+6x-3 dla x3>2
[ 2x + 4 dla x< -1

d}f{x)z-'xz—lx-l dla -1<x<3
| -2x + 8 dla x=3

6.3. Sporzadzwykres funkgcji i odczytaj z wykresu rozwiazanie podanej nieréwnosci.

2
¥ - x"—-4x+3 dla x<1 ) < &
) ) {x—l dla x=21 Jx)

b) g{x):{—Zx"+8x—4 dla xE3

x)>2
2x — 4 dla x>3 g

| ' .
O h(x) = 1 % -2x+1 dla x € (=o0;0) U (4; c0) hx) < 7

L~—2x2+8x+1 dla x € (0; 4)

[ 2
d) k(x): | 2x2+8x+4 dla xz20 —4<k[x] < 4
l-x"+2x+4 dla x<0
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6.4. Sporzadz wykres funkcji y = f(x). Odczytaj z wykresu liczbe rozwiazan row-
nania f(x) = m w zaleznosci od wartosci m.

2
x“+4x+2 dla x<0
x) =
) S {—x1+4x dla x20

" 3x2-18x-21 dla x<-2
) IR = %x+4 dla x>-2
2 - .
9 flay=4% ;A4 da xe(-eiQUZ )
-2x"+4x+4 dla xe€ (0; 2)

—x* —4x -3 dla x<-1
d) f(x)=142x+2 dla -1<x<1
3x—12x+13 dla x3>1

6.5. Wykresem funkcji kwadratowej f(x) = 4x*+bx+c jest parabola przechodzaca
przez punkty A = (0, 2) i B = (-1, 14). Wyznacz wspolczynniki b i ¢ w réwnaniu
paraboli.

6.6. Osig symetrii paraboli y = ax’+bx—4 przechodzacej przez punkt A = (-2, 4)
jest prosta x = —3. Wyznacz wspolczynniki a i b w rownaniu paraboli.

6.7. Wierzchotkiem paraboli y = —3x” + bx + ¢ jest punkt B = (1, 0). Wyznacz
wspotczynniki b i ¢ w réwnaniu paraboli.

6.8. Parabola, ktorej wierzcholek lezy na osi y, przechodzi przez punkty A = (2, 1)
i B=(-4, 7). Wyznacz rownanie tej paraboli.

6.9. Parabola y = ax’ +bx + ¢ ma wierzcholek w punkcie (4, 6) i przechodzi przez
punkt (1, 3). Wyznacz wspdlczynniki a, b, c.

6.10. Funkcja f(x) = ax” + bx + ¢ przyjmuje wartoé¢ najmniejsza réwng 2 dla
x = 2. Parabola bedaca wykresem tej funkcji przechodzi przez punkt (4, 6). Wyznacz
wspolczynniki a, b, c.

6.11. Parabola y = ax® + bx + ¢ przechodzi przez punkty (1, —2) i (0, 1). Jej osia
symetrii jest prosta x = 2. Wyznacz wspolczynniki a, b, c.
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6.12. Podaj wzor funkcji kwadratowej f, ktorej wykres przedstawiono na rysunku.

a) E);lﬁf_\__:../

6.13. Wyznacz wspélczynniki bi ¢ funkeji f(x) = x* + bx + ¢ o podanych
wlasnosciach.

a) Jej miejscami zerowymi sg liczby =31 1.

b) Jej wykres przecina o$ y w punkcie (0, 5), a liczba 5 jest miejscem zerowym.

6.14. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji
f(x) = ax’ + bx +c.
Wyznacz wspolczynniki a, b, c.

6.15. Wykres funkcji f(x) = ax’ + bx + ¢ przechodzi
przez punkty A, B, C. Wyznacz wspolczynniki a, b, c.

a) A=(0,1) B=(-1,-1) C=(211)
b) A=(1, —-4) B = (2, -3) C=(-1,0)
c) A=(-2,-3) B=(-1,-1) C=(1, 3)

6.16. Wykaz, ze funkcja kwadratowa, ktorej wykres przechodzi przez punkty
K = (-5, 10), L =(-3,5), M = (3, 2), nie ma miejsc zerowych.
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W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W Zeszycie.

1. Dana jest funkcja f(x) = x* + 2x. Wskaz réwnanie, ktére nie ma rozwiazan,
A. f(x)=1 B. f(x)=-1 C.—f(x)=2 D. f(-x)=0

2. Ktora z podanych funkcji kwadratowych nie jest zapisana ani w postaci kanonicz-
nej, ani ogdlnej, ani iloczynowej?
A. f(x) =2x(x-3) C. f(x) =x(x-2) +1

B. f(x) = x* - 2% D. f(x) = %(x 52

3. Wskaz zbior trzech punktéw, przez ktére nie moze przechodzi¢ jedna parabola
bedaca wykresem funkcji kwadratowej.

A. (0, 0), (1, 1), (2, 0) C..(0,0) (1,1). (2 2)

B. (0, 0), (1, 100), (2, 0) D. (0, 0), (1, 1), (2, -1)

4. Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f(x) = a(x — p)° + q sa liczby 3i 7.
Wyznacz wartosci wspolczynnikow a, p oraz g, a nastepnie ocen prawdziwosc poda-
nych zdan.

A.a>0 B.p=5 C.g=-4

5. Do wykresu funkcji kwadratowej f naleza punkty: (-1, 5),(3, 1)i(5, 2). Wyznacz
wzor tej funkcji.

6. Zbiorem wartosci funkcji kwadratowej f jest przedzial (=2; oo). Osia symetrii jej
wykresu jest prosta x = 3. Wykres przecina os y w punkcie o drugiej wspolrzednej 1.
Zapisz wzor tej funkcji w postaci ogolnej.

7. Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej sa liczby —4 i 2, a jej wykres przecina
o$ y w punkcie o drugiej wspotrzednej —1. Wyznacz zbior wartosci tej funkcji.
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Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-16 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W ZeszZycie.

Wskaz posta¢ iloczynowa tréjmianu kwadratowego —9 + 6x — x”.
(=3 + x)°

~(x~3)’

—(x + 3)2

. Ten tr6jmian nie ma postaci iloczynowej.

oOms

2. Wiskaz miejsca zerowe funkgji f(x) = \ﬁ(x - V'f) (x+1).
A.2, -2 B. V2, -1 C. -v2, 1 D. V2, 1

3. Dla jakiego argumentu funkcja f(x) = x + 2x przyjmuje w przedziale (—4; 1)
najwieksza wartosc?
A x=-1 B. x =-4 C.x=1 D.x=1lub x=-3

4. Jakie wartosci moze przyjmowac wspolczynnik k w rownaniu paraboli
y = x* — kx, aby nie miala ona punktéw wspélnych z osig x?

A k<O C.kz1

B. k=0 D. Nie istnieje takie k.

5. Dana jest funkcja f(x) = —x” +4x o dziedzinie D = (1; 4) i cztery zdania doty-
czace tej funkcji.

[. Funkgcja f przyjmuje warto$¢ najwieksza dla x = 2.

II. Funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejsza dla x = 4.

III. Funkcja f nie przyjmuje wartosci najwiekszej.

IV. Funkcja f nie przyjmuje wartosci najmniejszej.

Ktore zdania sa prawdziwe?

A. tylko Ii IV B. tylko I i1l C. tylko IT i III D. tylko Il i IV

Réwnanie x> +5 =9

nie ma pierwiastkow.

ma dwa dodatnie pierwiastki.

ma dwa ujemne pierwiastki.

. ma dwa pierwiastki o przeciwnych znakach.

SOowE o



7. Powtdrzenie

7. Wskaz postaé iloczynowa funkgji f(x) = —(x - 3)* + 1.
A f(x)=(x+2)(x+4) C. f(x)=(x-2)(x-4)
B. f(x)=—(x-2)(x—-4) D. Ta funkcja nie ma postaci iloczynowe;j.

Postaé iloczynowa funkcji f(x) = V2x* - 3x - 2V2 to
- flx)= (\ﬁx—é) (x+ %)

flx) = (V2x-4)(V2x + 1).

. f(x) = V2(x = 2)(x + 1).

. (%) = \E(x— \ﬁ) (x— %)

oO®F » ®

)

9. Miejscami zerowymi funkgcji f(x) = ax”+ bx + g sa liczby x = -1 oraz x = -5.
Ile sa rowne wspolczynniki tej funkcji?
A.a=1,b=-4

B.a=-2, EJ:E
2

10. Wskaz nieréwnoéc prawdziwa dla kazdej liczby x € R.
A.3(x-2)"-1<0 C. —04(x+3)°-05<0
B. 5(x+2)*+3>0 D.7(x-11)*+2<0

. »F . £ = r I 2
11. Wskaz zbior rozwiazan nierownosci 3x” + 5x — 2 < 0.
A. R

B. Ta nierownosc nie ma rozwiazan. D.

(++3)(e-2)
~(42) e (Do)
o (4)

13. O funkcji kwadratowej f(x) = ax” +bx+c wiadomo, ze ma dwa ujemne miejsca
zerowe oraz ze f(0) = —1. Jakie znaki maja wspolczynnikia, bic?

A. Jest za malo danych, zeby to okreslic.

B.a<0ib<0ic<0

C.a>0ib>0ic<0

D.a<0ib<0ic>0
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14. Parabola y = m — x* przecina 0§ x w punktach x = 2 oraz x = —2. Jaka
warto$¢ ma wspolczynnik m?

A.m=2 C.m=4

B, mi=1 D. Nie istnieje takie m.

15. Wskaz uklad réwnan, ktéry ma dwa rozwiazania.

y=1 y==3
A'{;,:-(x-z)z—a CI{y:[x+5]2—3

y=x y=x
B'1y=(x+2)2+3 D'1y=-(x+l)2-]

16. Wskaz ukfad rownan, ktory ma jedno rozwiazanie.

==-2x-2 =-=2
A. z * 2 s Y 2 3
y=(x-1)"-2 y=(x-1)" -2
B'{y:(x—l)z—Z D'{yz(x—l]z—E

W zadaniach 17-22 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

17. Jednym z miejsc zerowych funkcji kwadratowej f(x) = ax’ +bx+c jestliczba 2.
Wierzcholek paraboli bedacej wykresem tej funkcji ma wspolrzedne (5, 3). Wynika
z tego, ze

A. drugim miejscem zerowym funkcji f jest liczba 8.

B.a<0.

C.cx0.

18. Funkcja f(x) = —x*-2x dla x<0
o S {JCE—ZJ: dla x=20

A. jest rosnaca.
B. ma trzy miejsca zerowe.
C. przyjmuje warto$¢ najmniejszg dla x = 1.

19. Parabola bedaca wykresem funkcji kwadratowej f(x) = ax” + bx + ¢ przecina
os y w punkcie (0, —6), a jej wierzchotek ma wspolrzedne (-2, 7). Wynika z tego, ze
A.a<0. B. b<0. C. A<O.
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20. Funkeja f(x) = ax”+bx+c, ktérej wykres jest dany na ry-
sunku obok, ma miejsca zerowe x,, x,. Na podstawie wykresu
mozna wywnioskowac, ze

A,a<0ic>01i x;:-x,<0.

B.a<0ib>0.

C.b>0ic>0iA20.

21. Dana jest funkcja f(x) = -2(x + ?}2 + 3.

A. W przedziale (—oo; 7) funkcja f jest rosnaca.

B. W przedziale (7; co) funkcja f jest malejaca.

C. Prosta x = -7 jest osia symetrii wykresu funkcji f.

‘ _ = dla x<-1
22. Danajest funkcja f(x) =1 '
ana jest funkcja f(x) {2—,«:- da x> -1

A. Réwnanie f(x) = m ma dla dowolnej warto$ci m co najmniej jedno rozwiazanie.
B. Dla m € (1; 2) réwnanie f(x) = m ma trzy rozwigzania.
C. Réwnanie f(x)=m ma dwa rozwigzania tylko dla m = 1.

Zadania otwarte krotkiej odpowiedzi

23. Wyznacz warto$¢ najmniejsza i warto$¢ najwieksza funkcji f w podanym prze-
dziale i podaj argumenty, dla ktorych te wartosci sa przyjmowane.

a) f(x)=x"—10x+22 (3; 6)
b) f(x) = —%xz +2x+6 (~4; 0)
2 11
c) flxy=3x"+%-2 <_E’ 5>
d) f(x) =—V2x' —x+3 (=251}
24. Jezeli to mozliwe, zapisz funkcje f w postaci iloczynowej.
a) f(x)=25x" -1 d) f(x)=x"—4x-1
b) f(x)=9x"+x e) f(x)=—-x+5x—-7
) f(x)=9x"+4 N flx)=3x"-7x+2

25. Funkcje kwadratowa f dana w postaci ogolnej, kanonicznej lub iloczynowej za-
pisz w pozostalych mozliwych postaciach.

a) f(x)=2x"+12x+10 ¢) flx)=-3(x-2)(x+1)
b) f(x)= —%(x G~ d) f(x) = 5x* - 15x
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26. Rozwiaz rownanie.

a) 3x°-5x+2=0 d) x*-3-2"%+2" =0
b) —2x" —4x+3=0 e) 2''x*-3°x+2" =0
¢) 9x* —12v5x+20=0 ) x"”—(32“+1)x+3“’=0

27. RozwigZz nieréwnosc.

a) x° < 81 e) x> —11x+24<0

b) x> +x >0 ) x+6<2x°

c) -2(x+4)(x—%)3‘::0 g) —8x* +13x-6<0
d) ¥*-2vV2x+2<0 h) -3x° -6V2x+90<0

28. Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej sa liczby 2 i 8, a wykres tej funkgji
przechodzi przez punkt (-1, 3). Wyznacz wzor tej funkcji w postaci iloczynowe;.

29. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie rzeczywistej iloczyn tej liczby i licz-
by o 3 od niej mniejszej.

a) Podaj wzor funkgji f.

b) Zbadaj, ile rozwiazan ma réwnanie f(x)+3 = 0.

30. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji kwadra-
towej f. Na podstawie tego wykresu
a) rozwiaz nierownos¢ f(x) < 3.
b) podaj wartosci: najwigeksza i najmniejsza funkcji f
w przedziale (0; 3).
c) wyznacz wzor funkcji f w postaci iloczynowe;j.

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

31. Dana jest funkcja f(x) = —x* + 4x — 2.

a) Przedstaw funkcje f w postaci kanonicznej.

b) Naszkicuj wykres funkgji f.

c) Okresl, dla jakich argumentow wartosci funkcji sa mniejsze od —14.
d) Przedstaw funkcje f w postaci iloczynowe;.

32. Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f sa liczby —2 i 4, a zbiorem wartosci
tej funkgji jest przedzial (—oo; 3). Wyznacz wzor funkeji f w postaci ogdlnej.
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33. Wyznacz miejsca zerowe funkcji kwadratowej f. Oblicz wspotrzedne wierzchol-
ka paraboli bedacej wykresem tej funkcji oraz punktu P przecigcia paraboli z osia y.

Naszkicuj ten wykres.

a) f{x)z—xz—ﬁx—S b) f(x)z%x2—3x+%

34. Rozloz liczbe 11 na sume takich trzech skladnikow, ze drugi jest o 3 wigkszy od
polowy pierwszego, a suma kwadratéw wszystkich trzech skladnikéw jest mozliwie

najmniejsza.

35. Sklep kupuje w hurtowni buty po 80 zl za pare i sprzedaje $rednio 30 par mie-
siecznie po 120 zl za parg. Zaobserwowano, ze kazda kolejna obnizka ceny pary bu-
tow o 1 zl zwigksza sprzedaz miesieczng o 1 pare. Jaka cene butéw powinien ustali¢
sprzedawca, aby jego zysk miesigczny byl najwiekszy?

36. W prostokacie o wymiarach a cm x b cm jeden bok zwiekszono o x cm, a dru-
gi zmniejszono o x cm. Dla jakiej wartosci x pole otrzymanego prostokata bedzie
najwieksze?

37. Suma diugosci boku tréjkata i wysokosci opuszczonej na ten bok wynosi 10 cm.
[le centymetrow powinien mierzy¢ bok, a ile wysoko$¢, aby pole takiego trojkata byto
najwicksze?

D 2 C
38. Bok kwadratu ABCD jest réwny a. Na kazdym z bokéw
X
tego kwadratu odlozono odcinek o dlugosci x (jak na rysunku).
Wykaz, ze pole pokolorowanego obszaru jest najmniejsze, gdy  *
4 g ) ] JSZ€, gAY /
X ==

2 A x B

+ 39. Suma obwoddéw kwadratu i prostokata o stosunku bokéw 2 : 1 wynosi 12. Jaka

najmniejsza warto$¢ moze przyja¢ suma pol tych figur?

+ 40. W kwadrat ABCD o boku 2 wpisano tréjkat rownoramienny AKL w taki spo-

sab, ze wysokosc¢ trojkata zawarta jest w przekatnej AC. Zapisz pole tego tréjkata ja-
ko funkcje jego wysokosci h. Narysuj wykres tej funkcji. Wyznacz wysokos¢ trojkata
o najwiekszym polu.

41. Grupa uczniow zorganizowala turniej. Kazdy z uczestnikow rozegrat z kazdym
z pozostalych uczestnikéw 2 partie. Rozegrano 72 partie. Ilu uczniéw wzieto udzial
w turnieju?
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42. Dane sg trzy liczby naturalne takie, ze najwigksza z nich stanowi 150% najmniej-
szej, a trzecia liczba jest o 2 wieksza od najmniejszej. Suma kwadratow wszystkich
trzech liczb jest rowna 2149. Wyznacz te liczby.

43. Jesli liczbe a zmniejszymy o a%, otrzymamy 16. Wyznacz liczbe a.

44. Dla jakiej wartoséci m zbiorem wartosci funkcji f(x) = 3x% + 15x + m jest
przedzial (—10; o0)?

45. Funkcja f(x) = 2(x - p)2 +q przyjmuje wartosci ujemne tylko dla x € (1; 3).
Wyznacz pigq.

46. Uloz rownanie kwadratowe o catkowitych wspolczynnikach, ktérego jednym
z pierwiastkow jest podana liczba.

a) 1-12 b) 3+ 7

47. Wyznacz (jesli istnieja) miejsca zerowe funkcji.
2
=1 dla x<1
a) fx)=1" h
/ | —x*+4x-3 dla x> 1
26" +12x+19 dla x< -2
b) f(x)=1 -x*-2x+3 dla -2<x<0
L2x2+4x+3 dla x>0

48. Dane sa funkcje y = f(x) i y = g(x). Sporzadz wykresy obu funkcji w jednym
ukladzie wspolrzednych i odczytaj z rysunku rozwigzania nierownosci lub rownania:

L f(x)> g(x), I. f(x) < g(x), . f(x) = g(x).
Rozwiaz nierownos¢ f(x) > g(x) sposobem rachunkowym.

a) f(x}=—2x2—12x—]2 g(x) =2x+38

b) f(x)=-x-2 g(x)=%x2+2x+2

49. Narysuj wykres funkcji
2 i
f(x) = (x+2)"+3 dla xe(-4;-1) .
x+3 dla x € (—o0; —4) U (=1; o0)
Odczytaj z wykresu liczbe rozwiazan rownania f(x) = m w zaleznosci od warto-
Sci m.

50. Rozwigz uklad réwnan. Przedstaw ilustracje graficzna rozwiazania.

=x*+4 —-]-xz--:.w:-l
a) {7~ * b) 1772 2
y=2x+3 y=2x-5



Wielomiany 2

| Wyrazenia wymierne




1. Okreslenie funkcji
wielomianowej

Umiejetnosci:
» stosowanie okreslenia wielomianu stopnia n jednej zmienngj

Przypomnijmy: skoniczona sume jednomianow Jednomian to pojedyncza ()
nazywamy sumg algebraiczng lub wielomianem. zmienna lub liczba, lub ich
Skladniki takiej sumy nazywamy jej wyrazami. iloczyn, np.:

3 8
] : 3, 2x, Voxy, —x" yz, — Xt
Przykladami sum algebraicznych sa: el TR

X+ Yy, 3x7 +2x -1, xy+x3yt—5y—4, x’ -7z

Zajmiemy si¢ teraz badaniem wlasnosci funkcji okreslanych za pomoca wielomia-
néw. Jedna z liter wystepujacych w wielomianie we wzorze funkgji (najczesciej x)
wyroznimy jako zmienng niezalezng. Pozostale litery beda oznaczaly wspoélczynniki.
Zauwazmy, ze ogolne wzory funkgji liniowej i funkcji kwadratowej zmiennej x maja
podobna strukture:

f(x)=ax+b

f(x)=ax’ +bx +c
Gdybysmy chcieli podac ogdlny wzor funkeji - analogiczny do wymienionych - ale
ze zmienna x w trzeciej potedze, to zadanie nie byloby trudne. Szukany wzér ma
postac:

f(x) = ax> +bx* +cx+d
Nastepny, ze zmienng x w czwartej potedze, to:
Jix) = ax® +bx’ +ex? +dx +e

Postepowanie to mozna kontynuowa¢. W przypadku funkcji, w ktdrej x wystepuje
w wyzszej potedze (np. dziesiatej), wypisanie wszystkich wyrazow moze byc¢ ucigzli-
we. Radzimy sobie wowczas w ten sposob, ze np. w wielomianie

3 . .
flx) :axm+bxg+cx8+dx?+ex6+fx5+gx4+hx' +:x2+}x+k

zamiast kilku $rodkowych wyrazéw wpisujemy wielokropek:

8

f(x}=ax'"+bx9+cx +...+ix2+jx+k

Z powazniejszym problemem spotkalibysmy si¢ natomiast podczas zapisywania
ogolnego wzoru funkcji tego typu ze zmienna x na przyklad w 30. potedze. Zabraklo-
by bowiem liter alfabetu na oznaczenie wszystkich wspolczynnikow. Dlatego przyjeto



inny sposob oznaczania tych liczb. Wspolczynni-
ki przy kolejnych potegach x oznaczone sa jedna,

ustalona litera, ale opatrzona numerem zgodnym
10

ze stopniem potegi, np. a;;x a5x5. Funkgje,
w ktorej najwyzsza potega x jest 4, zapiszemy
zatem ogolnie:

f(x} = ﬂ4x4 =+ 33x3 + ﬂzxz + ﬂ]x + a[]

Przyktad €) - zad. 1.2

1. Okreslenie funkcji wielomianowej

Mozemy uzywaé dowolnej litery ()
na oznaczenie wspolczynnikow,
uwzgledniajac to, ze litery

x, ¥, t, z tradycyjnie oznaczaja
Zmienne, np.:

f(x) = box” +hyx* +... +byx+b,

. 1
Funkcja f(x) = a;x’ +a,x* +a;x+ay dla a3 = -2, a, =0, a; = 3 o = 5 ma

WzOor:

f(x) = Y =i B

1
2

Funkcja wielomianowg (wielomianem) stopnia n zmiennej x (x € R) nazy-

wamy funkcje postaci
W(x)=a,x"+a, x"" +... +a,x" +a;x +a,
gdzie:
* n jest ustalona dodatnia liczba naturalna,
® a,+0,

* wspdlczynniki a,, a,_,,..., a,, a,, a, sa ustalonymi liczbami rzeczywistymi.
Ponadto przyjmujemy, ze funkcja stala W(x) = ¢ (¢ # 0) jest wielomianem
stopnia 0, a funkcja W(x) = 0 (stale rowna 0) jest wielomianem zerowym i nie
ma stopnia.

Zgodnie z przyjeta definicja powiemy, ze Stowa ,wielomian” bedziemy
funkcja kwadratowa jest wielomianem stop- uzywali w tym podreczniku
nia drugiego, funkcja liniowa ze wspolczyn- s RacERI e Dl
e i A . powinno to prowadzic do nie-
nikiem przy x roznym od zera - wielomia- porozumier, gdy? z kontekstu
nem stopnia pierwszego, funkcja stala, ale réz- bedzie wynikalo, czy chodzi o su-
na od zera — wielomianem stopnia zerowego. me algebraiczna czy o funkgje.

Wiemy juz, ze wykresami wielomianu zero-

wego oraz wielomianow stopnia zerowego i pierwszego sg proste, a wykresami wie-
lomianow stopnia drugiego - parabole. Wykresy wielomianow jednej zmiennej wyz-

szych stopni sa bardziej skomplikowane.

61
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Przyktad @) < zad. 1.3
Okreslimy stopien podanego wielomianu Wielomiany tradycyjnie ozna- ()
i wypiszemy jego wspélczmnikj_ czamy wielkimi literami z konca

3 2 alfabetu W, P, Q itp.
a) Wix)=4x - 2x  +3x-5

1

b) P(x) =x4—ix+ V2
Rozwigzanie

Przyjmujemy oznaczenia takie jak w definicji, czyli

51 2
U4 +ax +ax+a,

W(x) =a,x" +a, x
a) W(x) = 4x> - 2x* +3x~5

Stopien wielomianu W jest rowny 3; a; =4, a, = -2, a, =3, a, = -5.
b) P(x) = x* = 2x + V2

A . ; . 1
Stopien wielomianu P jestrowny 4; a, =1, a; =a, =0, a; = -5 % = V2.

|

Jednomianem stopnia n zmiennej x (x € R) nazywamy jednomian postaci ax”,
gdzie n jest ustalona dodatnig liczbg naturalna oraz wspotczynnik a # 0.

Jednomian postaci ¢ (¢ # 0) nazywamy jednomianem stopnia zero, a jedno-
mian 0 (stale rowny 0) jest jednomianem zerowym i nie ma stopnia.

Zauwazmy, Ze funkcja f(x) = 0 (stale réwna 0) jest zaréwno funkcja liniows, jak i wielomianem ((+)
zerowym oraz jednomianem zerowym.

Przykiad €)

3x° - jednomian stopnia piatego zmiennej x,

—%t - jednomian stopnia pierwszego zmiennej f,

(3 = \@)x“ - jednomian stopnia jedenastego zmiennej x.

2x 7 nie jest jednomianem, poniewaz —3 ¢ N.
J

Jednomiany tego samego stopnia tej samej zmiennej sa jednomianami podobnymi.
Jednomiany podobne mozna dodawad; czynnosc¢ t¢ nazywamy redukcja wyrazéw
podobnych. Wynikiem takiego dzialania jest jednomian, np.:

3x° +4x° = 7x°

—x" + V3% +5x° = (4+ \@)x"

x =3x +2x' =0
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Jezeli jednak stopnie jednomianéw sa rézne, to ich suma nie jest juz jednomianem,
lecz wielomianem, np. 2x" — 7x + V2.

Porzadkowanie wielomianu polega na dodaniu wszystkich jednomianéw podob-
nych, a nastepnie napisaniu wyrazow w porzadku malejacym - od najwyzszej do
najnizszej potegi (lub rosnacym - czyli odwrotnie).

Przykiad @) < zad. 14
Uporzadkujemy wielomian W (x) = 3x” — x +2x° —2x” + x — 17 + x* + 4, okreélimy
jego stopien i podamy wspolczynniki.

Rozwiazanie

Wi(x) = ;‘}i =X+ 2x% = 2%° Fx =174 x! +4 «— redukujemy wyrazy podobne
Wix)=x*+x" +2x* - 13

Odp.: W jest wielomianem stopnia 4.
Jego wspolczynnikami s liczby:

Wspolczynnik a, nazywamy  ((4)
wyrazem wolnym wielomianu.

a, =1, a3=1, a, =2, a,=0, a; =-13.

Przyktad ©)

Wysoko$¢ akwarium przedstawionego na

zdjeciu nie przekracza 90 cm. Znajdziemy

wzor i dziedzine funkcji V opisujacej pojem-

nos¢ tego akwarium w zaleznosci od x.

Rozwigzanie

Pojemnos$¢ akwarium wyraza sie wzorem:
Vix)=(x=7)x+3)(x-4)

Wszystkie krawedzie maja dodatnie dlugosci, a wysokos¢ akwarium nie przekracza
90 cm. Warunki te mozemy opisac za pomocg ukladu nierownosci:

x—-4<90
x—-4>0
x+3>0
x=-7>0

Zatem 7 < x < 94.

Po wymnozeniu czynnikéw i uporzadkowaniu wyrazéw otrzymamy wielomian stop-
nia trzeciego V(x) = x° — 8x” — 5x + 84, ktérego dziedzina jest przedziat (7; 94).
W rzeczywistosci trudno sobie wyobrazi¢ akwarium, ktérego jeden z bokéw miatby
dlugos¢ niewiele wigksza od zera - dziedzina funkcji wyznaczona zostala wylacznie
na podstawie teoretycznych rozwazan.
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Funkcje f i g sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy maja identyczne dziedziny
i kazdemu argumentowi funkcja f przyporzadkowuje taka sama wartosc¢ jak
funkcja g.

b -

Popatrzmy na dwa wielomiany Wi Q:
W(x)=x"+x" =32 -3, Q) =2x"-x" -2x -3

i porownajmy ich wartoécidla x =0, x=11i x = 2.

W(0)=0"+0"-3.0"-3=-3

Q0)=2:0"-0*-2.0-3=-3 W(0) = Q(0)
WA)=1"+1*-3.1"-3=4
O(1) =21 =12 =3« 1=3F=—4 wW(l) = Q(1)
w@)=2"+2-3.2-3=21
Q@) =2:2=21-2:2~3= 17 W(2) # Q(2)

Wielomiany W i Q nie sg rowne, poniewaz nie przyjmuja jednakowych wartosci dla
wszystkich argumentow.

Podamy teraz (bez dowodu) twierdzenie dotyczace wielomianow réwnych,

Wielomiany W i Q s3 rowne wtedy i tylko wtedy, gdy sa tego samego stopnia
i maja jednakowe wspdlczynniki przy odpowiednich potegach zmienne;j.

Jesli wiec wielomiany réznig sie na przyklad wspélczynnikami przy x°, to tej réznicy
nie mozna nadrobi¢, dobierajac odpowiednio wspélczynniki przy innych potegach.

Przyktad @ < zad. 1.10

Czy mozna dobra¢ wspolczynnik k tak, aby wielomiany W i P byly rowne, jezeli
W(x) =x'—3x*+x-51i P(x) =x +kx* +kx—5?

Rozwiazanie

Oba wielomiany s3 trzeciego stopnia i maja réwne wspétczynniki przy x° oraz jed-
nakowe wyrazy wolne. Aby zgadzaly sie wspotezynniki przy x*, musimy przyjaé, ze



1. Okreslenie funkcji wielomianowej

k = -3. Wéwezas P(x) = x°-3x°~3x-5. Wtedy jednak nie sa réwne wspotczynniki
przy x.
Odp.: Nie mozna dobrac takiej liczby k, aby W i P byly rowne.

Przyktad €) < zad. 1.11

Wyznaczymy liczby a i b tak, aby wielomiany:
W(x)=ax’ —2x" -2 i P(x) = —x" —2x" + bx -2

byly réwne.

Rozwiazanie

Wspotezynniki przy x” i wyrazy wolne tych wielomianéw sa réwne, wiec aby wie-
lomiany W i P byly rowne, wspolczynniki przy x? i wspolczynniki przy x w obu
wielomianach tez muszg by¢ rowne.

Odp.:a=-1, b=0

1.1. Sposréd podanych wyrazen wybierz wszystkie wielomiany i zapisz je w zeszycie.

A x*+2x-1 E.%+1

B.x—% F. V2t* =3t -5
C. 3x% +2x7° G —-;-x3+3x1—?
D, ST 2 H“’;ﬁ-"—iz—z

1.2. Dane s3 wszystkie wspdlczynniki wielomianu. Zapisz ten wielomian w postaci

n—1

a,x" +a, ;x" +...+ azxz +a,x + a,. Okresl jego stopien.

a)as=7,a;=1, @3 =2 ay=-5, a; =2, ap =-1
b) ﬂ3=2, '512:_5, ﬂl=_1, a.D:].l

1
c) as == ag=ay=0,a,=a,=a;,=1

d} ﬂ3=ﬂ3:ﬂl='—-\"§, H,D:U'

1.3. Wypisz wszystkie wspolczynniki oraz okresl stopien podanego wielomianu.

a) T(x)=—-5x"+3x +2x° - x + 1 d) M(x) = %xm+ 1—1_2x5+2
b) Q(x) = —4x" + 6x% — 7x + 2 e) K(x) = ?lxj -3x+5

¢) P(x)=V2x—-1 f) H(x)=5v2

65 N
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1.4. Uporzadkuj wielomian W(x), okresl jego stopien i podaj wspotczynniki.,
a) Wx}--x?—2x1+xﬂ-x3"1 —4x + V2x
b) W(x}—.%x —5xrx+2wr 7x° + x> — 23x

x}--:x: —2x° +3—14x +x0 +2x°

W(
d) W(x)=2x" - 8x+7x +2x- sv” 3x°
e] W(x)—xf_x5+2v{_x —3x +4x* - 2/5x°
W(

x)=1lx- 9x’ +1 x +2xt —x+2

1.5. Podaj przyklad wielomianu stopnia n.
a) =5 b) n=20 c) n=100 d) n = 3030

1.6. Podaj przykltad wielomianu postaci a,x" + ... + a,x + a,, ktory jest stopnia
a) czwartego i ktorego wspolczynniki a, i a, sa rowne.

b) trzeciego i ktorego wspolczynnik a, = 0.

¢) drugiego i ktorego wspolczynniki sa liczbami niewymiernymi.

d) piatego i ktorego wspoélczynniki sg liczbami parzystymi dodatnimi.

e) siddmego i ktoérego wspolczynniki sg réznymi dodatnimi dzielnikami liczby 48.
f) pierwszego i ktérego wspotczynniki sg liczbami przeciwnymi.

1.7. Oblicz wartos¢ wielomianu W(x) dla x = x,,.

a) W(x)=3 3x = 25x° +x° — 1 Xg =1

b) W(x) = V3x" = 17v5x” + 2x* = V3%’ + V2 Xg=0

c) Wi(x ):12x +3x° —5x+ 10 x5 = —1

d) W(x) =x*-2x* + V3x -7 #y= 3

e) W(x}:xﬁ—ﬂx5+x4—2v@x3+x+4 xﬂzvﬁ

I} Wix) = %xa —2x* - S%x + 1 Xy =-2

1.8. Wyznacz wspolczynniki wielomianu W (x) tak, aby spelniony byl podany
warunek.

a) W(x)=2x"-3ax"+(a-1)x+2a+5 W(-1) =14

b) W(x) =6x" —32m+ 1)x> + 3m + 2)x — 4 W(m) =2
c) W(x)=-7x"+(8a-1)x*+3 W(\f"f)=5

d) W(x) = -2x" - 3a(V2-1)x* +2(V2-1)x - 4 W(-2) = 4(2V2 +1)
e) Wix) :—Sﬁx"+[2a— 1)x2+(3a+2)\r‘§x+3 W(vﬁ) =13

) W(x)= i(m 1)x°® + fz—ifa -1)x’ + (2a-1)x* + aV2x + 612
W(~w§) = 6(1 + Wﬁ)



1. Okreslenie funkcji wielomianowej

1.9. Dla jakich wartoéci p wielomian W(x) jest wielomianem:

[. zerowym, II. stopnia zero?
a) W(x) = (p 1)x+p+l
b) W(x) = (p’ —4)x+p-2
c) W(x)= (p2 -9)x+p+3

1.10. Czy mozna dobrac taka wartos¢ m, aby wielomiany P i Q byly réwne? Jesli tak,
podaj te wartosc.

a) P(x) —xq—2x7+3x+l Q(x]=x3—2x2+mx+l
b) P(x) = x'+5x° -mx 7 Q(x):x4+mx3-5x—?

c) P{x}-x —mx®+x—3 Q(x]=mx3+x3+x—3

d) P(x) = 3( —])x —(1-m)x+m Q(x)=2mx"+2x+m

e) P(x) = X —mx+5x—1 Q(x]ﬂqu+x +5x—-1

f) P(x)=(2- m]x —{2+m}x +2m Q(x)—{2+3m)x -2x° +m

1.11. Dobierz liczby a i b tak, aby wielomiany W i R byly réwne.
a) W(x)=2x"-3x"+ax" - 2x+6
R(x) = 2x +b’ -7 - 2x+6
b) Wix )-—x +{a+2|b)x +x+1
R(x) = x> +3x +(3a+b}x+1
c) W{x}-.’ix - 7% +(Ba-b)x+a+3b-10
R(x) = 3x° -?x°+x+3 2(a+b)
d) W(x) = 5x° + 2a(a - 2}x —(7-5a)x + 8a
R(x)=5x" + (b+2)x" + (4b + 1x

e) W(x)=-2ax" —(1+b)x + %x

R(x)=(b- 3)::{?s +ala - 3};‘:::2 + %x

) W(x)= -(z.:z2 ~7a)x’ + (1+b)x+a+3
R(x) = 3(3 - b)x3 +ala—-1)x+ a’ +b
+1.12. Rdzne wielomiany W i Q spelniajg warunki W(0) = Q(0) oraz W(1) = Q(1).

Podaj przyklad takich wielomianéw W i Q, majacych
a) ten sam stopien. b) rozne stopnie.

+ 1.13. Dany wielomian W(x) zapisz jako wielomian zmiennej z.
a) W(x) = 16x" — 8x” +8x" —16x+3 z=2x
b) W(x) = 9x’ - 18x* + 15x - 1 z=3x
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W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

1. Wskaz wartos¢ wyrazenia (2x — y)(2x+ y) —3(x — y)z -2x(3y+x) dla x = V3
iy= V2.
A. 11 B. -11 C. -10 D. 12

2. Jeden z wymiardw prostokata jest rowny 2x+2y. Obwdd tego prostokata wynosi
6x + 8y. Jaki jest drugi wymiar prostokata?
A.x+2y B. 3x -2y C.2x+y D. 2x + 3y

3. Wskaz wielomian, ktéry otrzymamy po wykonaniu dzialan i redukcji wyrazow
podobnych w wyrazeniu 3(x - 2) - [2(3x - 1) - 3].
A.—-1-3x B3 C.1-3x I Je s

4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A. Wyrazenie 2+/x — 3 nie jest wielomianem,

B. Wyrazenie 26’ -3  +x—=+5 jest wielomianem stopnia trzeciego.
X

C.Dla m=3+12 wielomiany P(x) = x =23  +3x+m—-2-2
1:O(x) = % =243x% + (m - x@)x + 1 sa rowne.

5. Dane sa wartosci wszystkich wspétczynnikow wielomianu: a- = 2, a, = a; = 0,
1 : - : :
as = =5, a; = —5 =4y =ag = V2. Napisz ten wielomian w postaci
1

- 2 1 s P
a,x" +a, x"  +...+ax" +a,x+a, Okresl jego stopien.

6. Wyznacz wspélczynniki wielomianu W(x) = x +2(3a- 1)::::2 - (az - 4a)x+ 2a°
tak, aby spelniony byt warunek W(2) = -16.

7. Jezeli to mozliwe, dobierz liczby a i b tak, aby wielomiany
P(x) = ax’ —2bx +3x* - 2x+5 i Q(x) = 3x° +3x> —ax + 3bx + 5 byly réwne.



2. Dziatania w zbiorze
wielomianow

Umiejetnosci:
* dodawanie, odejmowanie | mnozenie wielomianow jednej zmienne;

W szkole podstawowej byly omawiane i ¢wiczone dzialania dodawania, odejmowania
i mnozenia wyrazen algebraicznych. Poznane zasady zastosujemy teraz do wykony-
wania réznych dzialan na wielomianach jednej zmienne;j.

Dodawanie i odejmowanie wielomianow

w

Jezeli P(x) = a,x" +a, x"" + ... + a,x” + a,x +a,

; o 2

i Qx) =b,x" +b, x™ "+ ... +bx* + bx + by, to:
sumg wielomianow P(x) + Q(x) jest wielomian

1n—1 —1

= n m i
W(x)=a,x +a,,x" +...+ax+ay+b,x +b,1x +...+bx+b,

a réznicg wielomianow P(x) — Q(x) jest wielomian

n-1 -1

r i
Z(x)=a,x +a, ;x +...+ax+ay—-b.x —-b, x  -—...—bx-b,

W wielomianach W(x) oraz Z(x) nalezy zredukowac wyrazy podobne.

., -

Przyktad @) < zad. 2.4

Dodamy wielomiany P(x) i Q(x).

a) P{xJ:x4—2x3+5x2—?x+13 Q{x}:—2x4+x3—x+8

b) P(x) = V3x’ - 3x + 1 Qx) = x* - V2x* +3x - 1
¢) P(x)=07x"—3,5x" — V2 Q(x) = -0,7x" +3,5x" +2

Rozwiazanie
a) P(x)+Q(x) = (:x:4 —2x0 +5xt —7x + 13) + (~2x“ +x —x+ 8) =
—x'—x’ +5x* - 8x + 21
b) P(x) + Q(x) = (ﬁx?—3x+ 1)+(x4— V2x* + 3x — 1) =
=3x" -3x+1+x" —V2xP+3x -1 =V3x" +x* - V2x*
Q) P(x)+Q(x) = (0,7%° - 3,5x" - v2) + (-0.7x° + 3,557 + 2) =
=0,7%" - 3,5%x° = V2-07% +3,50° +2=2-12
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Przykiad @) < zad. 2.4

Od wielomianu W(x) = 3x* — 6x” + 8x” - x + 3 odejmiemy wielomian
R(x) = 3x - +x7—12x + 1.

Rozwiazanie
Wi(x) - R(x) = (3:%:4-1‘5:4:3+3::<:2 —:x:+3)“(3::‘:4-:1‘:3+J~:2 - 12x + 1) =

=3x =6 +8x  —x+3-3x '+ -+ 12x -1 =5+ 7x* + 11x + 2
J

W przykiadzie 1a suma dwoch wielomianow stopnia czwartego jest wielomianem
stopnia czwartego. W przykladzie 2 réznica dwoch wielomianow stopnia czwartego
jest wielomianem stopnia trzeciego. Podamy jeszcze przyklad dwoch wielomianow
stopnia 100, ktorych suma jest wielomianem zerowym.

Wi(x) =3x'"" - 55 4+ 1 Wi(x) + Q(x) =0
o] )

~ Twierdzenie

Wielomian bedacy suma (réznica) dwdoch wielomianéw W i Q ma stopien nie
wiekszy od stopnia wielomianu W i stopnia wielomianu Q; moze on byé réwniez
wielomianem zerowym.

Mnozenie wielomianow

[loczyn dwoch wielomianéw jest wielomianem bedacym suma wszystkich iloczynow
wyrazow jednego wielomianu przez wyrazy drugiego wielomianu. Inaczej mdwiac,
aby pomnozy¢ jeden wielomian przez drugi, kazdy wyraz pierwszego wielomianu
mnozymy przez kazdy wyraz drugiego wielomianu, wyniki dodajemy, a nastepnie
redukujemy wyrazy podobne.,

Przykiad @) < zad. 25
Pomnozymy wielomiany W(x) = X —x*+6x—11i Q(x) = 3x" — x.

Rozwigzanie W dziataniach na wielomia- ((+))

Wi(x)-Q(x) = (x3 - x% +6x - l) (qu - x) — nach obowigzujg wszystkie
i poznane wczesniej prawa
dziatan. W szczegdlnosci -
= fnl =at APt 318 < 61" —3x ¥ x = wzor na iloczyn poteg o tych
=3x" -3x°+18x" —4x* + X’ —6x* + x samyeh podstawnch; np.

3 4 3+4 7
: ” : i: g X +3x =3x =3
[loczyn W - Q jest wielomianem stopnia siodmego.



2. Dziatania w zbiorze wielomiandw

Jezeli W i Q sg niezerowymi wielomianami, to stopien wielomianu W - Q
bedacego ich iloczynem jest suma stopni wielomiandéw W i Q.

Przyktad @) < zad. 2.9

Dane sa wielomiany: W(x) = x> —2x% +x-3, P(x) = -x*+2x+8, Qlx) = 2x2—5x.
Wyznaczymy wielomian 2 - W(x) — P(x) - Q(x).

Rozwiazanie
2Wi(x) - P(x) - Q(x) = 2(.1:3 —2xt+x- 3) - (—.m:2 +2x + 8) (sz - Sx) =
=2 —4x? +2x -6 - (—2x‘* +5% +4x° — 10x + 16x% — 4[}x) -

=2 AP+ 2x—642x —0x’ —6x? +40x =2x" — 7%  —10x% +42x -6

J

Podsumujmy:
wielomiany mozemy dodawa¢, odejmowac i mnozy¢. Wynik takich dziatan jest za-
wsze wielomianem.

W zadaniach 2.1-2.3 ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

2.1. Dane sg wielomiany W(x) = 3x’ —2x° +4x—1 i P(x) = =5 = 2% Rk,
A. Stopien wielomianu W(x) - P(x) jest réwny 10.

B. Stopien wielomianu W(x) — P(x) jest rowny 7.

C. Wyraz wolny wielomianu W(x) - P(x) jest rowny —1.

2.2. Dane s3 dwa rézne wielomiany W(x) i P(x), kazdy piatego stopnia.
A. Wielomian W(x) — P(x) moze by¢ wielomianem zerowym.
B. Wielomian W{(x) — P(x) moze by¢ wielomianem stopnia 3.
C. Wielomian W(x) + P(x) moze by¢ wielomianem zerowym.

2.3. Dane sa trzy rézne wielomiany W(x), P(x) i Q(x), kazdy szostego stopnia.
A. Wielomian W(x) + P(x) + Q(x) moze by¢ wielomianem stopnia czwartego.
B. Wielomian W(x) + P(x) — Q(x) moze by¢ wielomianem zerowym.
C. Wielomian W(x) + P(x) - Q(x) moze by¢ wielomianem zerowym.
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2.4. Wyznaczsume W + Q irdznice W — Q wielomianéw W i Q.

a) W(x}uxj-x2+6x 2
b) W(x)-3x —5x" + 7x — 1
Wi(x) = -3x" +2x -x+3
Wi(x) = 4x° —6x° + 11
e) Wi(x)=12x"-3x+1
( 15 3 52 5
(
(

g) Wx}-03x —0,7x* +01x+31

Qx)=2x -x*+x+4
Q(x) = —4x> +2x° —x +5
Q(x) =x" +4x" +2x -1
Q(x) = 4x° + 6x° + 3
Q(x) = —-5x* + Sx =1
3 5 1
Qlx) = —Ex3 - Exz +ox- 1
Q(x) = =2,7x + 1,7x* = 0,9x + 2,1

h) W(x)=3x"-02x" —x"+ Llx -7 Q(x]—[}Bx +2x* —39x+1

2.5, Wyznacz iloczyn wielomianow S i R.

a) S(x)=2x" -3

b) S(x) = -3x° +5x -1

¢) Six)= ij -2x+2

d) S(x}—?x F R =B 2
e) S(x) = 25t + V2x? - 1

f) S(x) =

—x +2x° ~2V3x+3

R(x) =x-1
Rix)=2x+1
Rix)=x-1
R(x)=3x+2
R(x) = 3x -2
R(x) = V3x + 1

2.6. Wyznacz iloczyn wielomianéw Si R,

a) S(x) =2x>+3x-5
b) S(x) =3x>—x+2
c) S(x) = 4x* +2x -6

d) S(x) = %xl —6x+3
e) S(x) = vf?ixz —4x+2

f) S(x)=-V3x"+3x-6

R(x)=—x2+x+2
R(x)=2x"+x+3

R(x) :—%x2+x+2
R(x) =2x2~~;~x+1
R(x) = 2x* —V2x + 4
R(x) :%xz—x+ V3

2.7. Wyznacz iloczyn wielomianéw Si R.

a) S(x) = 3x3 +2xt +1

b} Slx) = —x -3x" 4+ x-1
¢} Slx)= —-x +2x% +1
d}S(x}—Zx +V2x + 1
e) S(x) = V3x’ + V2x* -3
f) S{x}-x%+x2—\§x—l

R(x) = -2x" +x -3
R(x)=2x"-x*+1
R(x) = = %x+ 2
R(x)=-2x"+x* - x+1

R(x) = x° - 3x+ 3
R(x) =2x" + V2x + 1
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2.8. Dane s3 wielomiany: W(x) = x> +2x* — x +5, Plx) = 2x% — x + 1,
Q(x) = 5x + 2. Wykonaj dzialania.

a) 2W(x) + 3P(x) - Q(x) d) 2W(x) + 3[Q(x) — 2P(x)]
b) 2[W(x) - P(x)] + Q(x) ¢) 5Q(x) - [W(x) + 2P(x)]
) W(x) - [P(x) + 3Q(x)] f) 3[W(x) - 2P(x)] - [P(x) + 3W(x)]

2.9. Dane sg wielomiany: P(x) = 2x -3, Q(x) = - x?+2x+3,
R(x) = 3x* - 5x + 1. Wykonaj dzialania.

a) P(x)- R(x) - Q(x) d) R(x)-Q(x) - [P(x)]
b) 2P(x) - Q(x) - 3R(x) e) [P(x)]* - [-R(x)] + 2Q(x)
¢) [P(x)]* - Q(x) f) P(x)-Q(x)- R(x)

2.10. Danyjest wielomian W(x) = x” —2x° + x— 1. Wykonaj dziatania i uporzadkuj
wyrazy w wielomianie Q(x) = W(2)- % A3~ (W(x)—x+1) x—-W(3).

+ 2.11. Dane sg wielomiany: W(x) =2x -1, P(x) = x* - 3ax +b,
Q(x) = 2x° = 7x” + (5a + b)x — 2a. Wyznacz a i b tak, aby dla kazdej liczby rzeczywi-
stej x zachodzila rownos¢ W(x) - P(x) = Q(x).

2.12. Czy mozna tak dobra¢ wspélczynniki a i b, aby dla kazdego x € R zachodzila
rownosc W(x) = P(x) - Q(x)?

a) P(x)=2x+a Qx) =3x"+bx+1 W(x)=6x" +x —10x+3

b) P(x}=x2+ax+5 Q{x}=2x2+bx+l W{x]=2x4—5x3+14x2-—8x+5
Q) Px)=x"-3x+a Q)=x"+bx-2 W(x)=x"-2x"+3x-10

2.13. Dane s3 wielomiany W(x) = 3x° —ax + b, P(x) = 2x + 3,
Q(x) = —6x° + (1+ b)::c2 —8bx +a—b. Wyznaczaib tak, aby wielomian
F(x) = W(x) - P(x) + Q(x) byl wielomianem zerowym.

* 2.14. Przedstaw wielomian W(x) = 2x* = 3x” + 7x* - 5x + 4 w postaci iloczynu

dwéch wielomianéw, z ktérych jeden jest rowny Q(x) = x* — x + 1.

2.15. Podaj przyklad dwoch wielomiandw stopnia piatego, ktorych suma jest wie-
lomianem stopnia trzeciego.

2.16. Podaj przyklad dwoch wielomianow stopnia trzeciego, ktorych roznica jest
wielomianem stopnia zerowego.

© 2.17. Dane s3 wielomiany W (x) i P(x) o wspotczynnikach catkowitych. Wiadomo,
ze dla kazdej liczby rzeczywistej x spelniony jest warunek W(x)- P(x) = x’. Wykaz,
ze W(1) = P(1).

73 I



. 74

Dziat 2. Wielomiany i wyrazenia wymieme

2.18. Wyznacz stopien wielomianu W(x) + P(x) w zaleznosciod aib.

a) W(x)=ax" +bx" +x—-3 P(x)=(b-2)x —ax’ —x—1
b) W(x)=(a-1)x"—(b+4)x" +ax—1 P(x)=(b+1)x° —2ax>+2x+2

=

[
: |
|. r i = = “;_\:.- —_— ._..é__.f_.{. 1l I E

i
it
AW

¥

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

1. Dane s3 wielomiany W(x) = 5x° +7x  —x+2 i P(x) =—-5x" +2x — 1. Wskaz
wielomian réwny wielomianowi W(x) + P(x).

A.5x*+12x-3 B.7x +x+1 C.2x' —x+1 D.7x —x +1

2. Dane sa wielomiany W(x) = 2 —x+1 i Vix) = —3x%. Wskaz wielomian
réwny wielomianowi W(x) - V(x).

A. —6x° +3x* -3 C. —6x° + 3x° — 3x°

B. 2x - 3x" - x+1 D. 6x° — 3x” + 3x

3. Wskaz iloczyn réwny wielomianowi W(x) = x° - 2x” - 3.
A« +2)(x" +3) C. (x*-3)(x'+1)
B. (x3 —2) (x2+ 1) D. (x3 + 1)(:{2—3)
2

4. Dane sg wielomiany W(x) = 2x” - 11x” + x =3 i P(x) = -x" - 2x” + x°".
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Stopien wielomianu W(x) - P(x) jest rowny 40.

B. Stopien wielomianu W{(x) — P(x) jest rowny 8.

C. Wyraz wolny wielomianu W(x) - P(x) jest rowny -3.

5. Dane sa wielomiany: W(x) = 4x° —2x - x+3, Q(x) =8x-5, R(x) = Xt x+2.
Wyznacz wielomian P(x) = 3 - W(x) — 2Q(x) - R(x).

6. Dane sa wielomiany:
Wi(x) =3x" —4x’ +7x -2, Q(x) = -3x+ 1, P(x) = x* — x +2
Wrykaz, ze wielomian W(x) + Q(x) - P(x) jest wielomianem zerowym.

7. Dane sg wielomiany: P(x) =ax + 1, Q(x) = x* + bx — 4,
W(x) = —4x” — 19x° + 21x — 4. Wyznacz wspotczynniki a i b tak, aby dla kazdej
liczby rzeczywistej x zachodzila rownos¢ W(x) = P(x) - Q(x).



3. Wzory skroconego mnozenia

Umiejetnosci:
* stosowanie wzorow skroconego mnozenia: (a + b}a, (a- b}a, a + bB, a — b

Podnoszenie wielomianu do potegi (o dodatnim wykladniku naturalnym) jest, po-
dobnie jak potegowanie liczb, innym zapisem mnozenia.

Przyktad € < zad. 3.3
Podniesiemy do trzeciej potegi wielomian W(x) = x° — 2.
Rozwiazanie
(W)’ = (x- 2)3 = (< - 2)2(;:3 -2) = (x*-4x' +4) (' -2) =

=x9—2x6-4x6+8x3+4x3~8=xg-6xﬁ+12x3-8

Przy mnozeniu wielomianoéw pomocne sa wzory skréconego mnozenia.

Twierdzenie
(a+b)* =a’+2ab + b kwadrat sumy
(a-b) =a° -2ab+b° kwadrat réznicy
a°-b>=(a+b)a-b) réznica kwadratéw

Analogiczne wzory dla potegi o wykladniku réwnym 3 majg nastepujaca postac.

(a+ b)3 =g’ +3a’b+3ab’ +b° szescian sumy

(a— b)3 =a’ - 3a’b + 3ab® - b’ szescian roznicy
a+b = (a+b) (az —ab + bz) suma szescianow
a-b=(@-b) (az +ab + bz) roznica szescianow

Zauwazmy, ze w ostatnich dwoéch wzorach wyrazenia a’ —ab+b* oraz a’ +ab+b" przypominaja (G
kwadraty réznicy oraz sumy, tylko ze przy iloczynie ab nie ma wspolczynnika 2 (inaczej mowiac,

nie ma tam podwojonych iloczynow a przez b).

Wyrazenia te czesto nazywamy niepelnymi kwadratami roznicy (sumy) a i b.
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Wyprowadzimy dwa wzory dla potegi o wykladniku 3, pozostale zostawiamy jako
zadanie do samodzielnego wykonania.

. (a+b]3=(a+b)?’(a+b}=(a2+2ab+b‘7’)[a+b)=
—a’ +a’b+2a’b+2ab* +ab® +b® = a’ + 3a’b + 3ab® + b°

° {a—b)(a2+ah+bz)=a3+azb+ab2—a2b—ab2~b3=a3-b3

Przykiad @) « zad. 3.4
Wykonamy dzialania.
3 2 3 3 3 3 3
a) (x-2° b (3x —2:-:) Q) (x-2P+(x+2° d)G-x°+x-5)
Rozwiazanie
a) (:'a:-Z)3 =x=3.x2+3-x: 2 -2 =x"-6x"+12x-8
3 3 2

b) (3:1.:2 -2x) = (3x2) . (3x2) 2x+3-3x% (2%)2 - (2x)° =

=27x% = 3.9x% . 2x + 9x% - 4x” - 8x° = 27x° — 54x° + 36x" - 8x°
Q) (x-2P0+(x+2)’=(x-2+x+2) [(x—Z)z—[x—Z){xi- 2) + (x+ 22| =

=2x(x2—4x+4—x3+4+x2+4x+4) = 2x(x2+ 12) =2x3+24x

d) 5-xP+x-5°=[-(x-5)]+(x-5)"=(-1(x-5]7+(x-5)° =
=—(x-5 +(x-5°=0

3.1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
Wyrazenie 8p3 — IZplq + 6pq2 = q3 mozna zapisa¢ w postaci

A. (4p3+4pq+q2){2p—q}. B. (4p—q)°. C. 2p-9q)’.

3.2. Wykonaj potggowanie.
) () () (=) (-2¢)
b) (x=4)%, (x=v2+1)", (x+3-3)

c) (3\53«:—2#5)2, (\s@x+2v§)2, (Zﬁx+2—f§)2

3.3. Wykonaj potegowanie.
a) (2x + 1}3, (2x - 3)3, (2x - 1)3 c) (xz - 1)3, (Jr:2 - 2)3, (Jr:2 + 1)3

b) (4x - 3)°, (3x-4)*, (4x - 1)’ Q) (2 -52), (32 1), (22 -5)



3.4. Wykonaj dzialania.
a) 2(x-2)° - (2x-1)’

b) (=3 -2x)% + (2x +3)°
&) 3(x-2)%-202x-1)° + 4x(2x - 1)?

d) Bx-1)°-2(x+2)° + x(5x + 1)

3. Wzory skroconego mnozenia

e) (.ar:2 + 1):1l — (xj + 1)2

D [+ 12+ @-0+x)]
g) (.ac2 - 23‘:)3 - (x2 - 2.7r:)3
h) (sz - 3x)3 + (Sx - 2:4:3)EL

3.5. Zastosuj wzory na sume lub réznice szeSciandw i przeksztal¢ wielomian.

a) 8x° —27
b) 125+ x°

c) 64x° - x°

d) (x-17 - (x+1)°
e) (2x-13)° +(x+3)°
) (5x-13)" - (3x+5)

3.6. Przeksztal¢ wielomian W(x) do prostszej postaci, a nastgpnie oblicz jego war-
tos¢ dla x = x;,.

a) W(x}=(xx/§— l)(xxﬁ+])—(2x+3)2+4(3x+ \jg) Xy = V3
b) W(I}=(VE-"I)(\E"FI)—-:}(I-"ZJCZ)'—(x-f—%) x,n:l—-\ﬁ
c) W{:n:}=[2.vc:+1)2—2{:1‘:—2}2+3—2x;‘r Xo = xlfllﬂi

3.7. Przeksztal¢ wielomian W(x) do prostszej postaci, a nastepnie oblicz jego war-
tosc dla x = x,,.

a) W(x}:(x2-5x+ 3)3-4{2x-1}2+3x xu=%
b) W(x) = 2(:«:2 —4) (xz +4) —3(.1'?‘ - X - 1)2 - 2x(x + 1}2 Xy = -2
c) Wix) = (sz - 3x + 1)2 - (xz + X - 3)2 + 2:«:(?’x2 — 6x) Xp = V3

3.8. Dane sa wielomiany: W(x) =2x+1, P(x) =x+a
i Q(x) =8x"—4x’ +bx" - 11x-2. Wyznacz wspolczynniki a i b tak, aby dla kazdej
liczby rzeczywistej x zachodzita réwnosé¢ (W(x))” - P(x) = Q(x).

+* 3.9. Wielomian Wi(x) = xt—6x’ +13x% - 12x + 4 jest kwadratem wielomianu
Q(x) = X2+ bx +c. Wyznacz bic.

3.10. Oblicz.

) (Vi+1) b)) (VE-VZ) o (Vi+2v3) ) (3-2)

3.11. Wykaz, ze liczba 2021° - 2018 jest podzielna przez 3. Nie korzystaj z kalku-
latora.
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3.12. Wykaz, ze liczba 22222° + 333337 jest podzielna przez 5. Nie korzystaj z kal-
kulatora.

3.13. Wykaz, ze liczba 13° — 11° jest podzielna przez 48. Nie korzystaj z kalkulatora.

* 3.14. Dane sa dwie liczby rzeczywiste x i y spelniajace rownania x—y =4 i xy = 2.

Wykaz, ze
a) x°+y* =20. b) x* -y =88.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie.

(\5—1)3+2
24{2 =3

A.25(V2+1). B. 5(v2-1). C. 5(1-v2). D. 25(3 +2v2).

2
1. Wyrazenie [ ] jest rowne wyrazeniu

2. Wielomian (Z»l:«c3 = 1)3 = 3(::3 = 2)2 = sz(f‘ + I) jest rowny wielomianowi

A, 125+ 12x° + 2% - 13 G 12t =120 — "+ 13,
B. —12x" + 12x° —x* - 13. D. —12x" + 12x° + x* - 13,

S S e i : ) o 2— 2
3. Wskaz objetos¢ szescianu, ktorego krawedz ma dtugosc rowna 5
A. 10+ 72 B. 10 + 142 C. 10=72 D. 14v/2-10

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

3
. Jednomian 36x" jest jednym ze sktadnikéw sumy (sz + 2) ‘

3
Jednomian 36x" jest jednym ze skladnikéw sumy (Z:qr2 + 3) :

o ® op &

3
Jednomian 36x" jest jednym ze sktadnikéw sumy (3.1:2 + Zx) :

5. Zapisz wielomian (2x — 1}3 +(1-x)(3x- 2)2 w postaci uporzadkowanej. Oblicz
warto$¢ wielomianu dla x = —+/5.

6. Wiadomo,ze a+b=3 1 ab=1. Oblicz a’+ b,

0 7. Wykaz, ze liczba 297 — 177 jest podzielna przez 12. Nie korzystaj z kalkulatora.
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Umiejetnosci:
* rozwiazywanie rownan wielomianowych

Poznalismy juz definicje pierwiastka tréjmianu kwadratowego. Podobnie okreslamy
pierwiastek dowolnego wielomianu.

Pierwiastkiem wielomianu W (x) nazywamy taka liczbe a, dla ktorej W(a) = 0.

Na przyklad liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu W(x) = x° — 8,
bo W(2) =2’ -8 =0,

aliczby 0, 1 i 1 sa pierwiastkami wielomianu P(x) = x° - x,

bo P(0) = P(1) = P(-1) = 0.

|

Roéownaniem wielomianowym (algebraicznym) nazywamy réwnanie postaci

W(x) = 0, w ktérym W (x) jest wielomianem. Stopniem réwnania nazywamy
stopien wystepujacego w nim wielomianu,

# " 3 0 # " " & s 5
Na przyklad rownanie x” —x = 0 jest rownaniem stopnia 3, a rownanie x” +1=0
jest rownaniem stopnia 5.

Rozwigzanie réwnania W(x) = 0 oznacza znalezienie wszystkich pierwiastkow wie-
lomianu W(x).

Ogdlne wzory na pierwiastki wielomiandw stopnia trzeciego odkryl w XVI w. wloski matematyk (If{- ED
Niccold Tartaglia. Wzory te jednak nosza nazwe wzordw Cardana, od nazwiska innego wloskiego
matematyka i lekarza, ktory w 1545 r. opublikowal je (bez zgody Tartaglii) w swojej ksigice.

Podal tam réwniez metodg (znaleziong przez Ferrariego, ktory byl jego uczniem) rozwiazania
rownania czwartego stopnia poprzez sprowadzenie go do réGwnania stopnia trzeciego.

Nie podamy ogélnych wzoréw na pierwiastki wielomiandw stopni wyzszych niz dru-
gi. Dla stopni trzeciego i czwartego takie ogolne wzory istnieja, ale sa bardzo skom-
plikowane. Udowodniono natomiast, ze dla rownan stopnia wyzszego niz czwarty
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wzoréw na pierwiastki nie ma. Tylko nieliczne typy réwnan wyzszych stopni daja
sie rozwigzac w prosty sposob. W pozostatych przypadkach mozna szukac réznymi
metodami przyblizen pierwiastkow i najczesciej, korzystajac z pomocy komputerow,
znajduje si¢ je z zadana wczesniej dokladnoscia.

Autorem ostatecznego rozstrzygnigcia problemu rozwigzywalnosci rownan (@)
wielomianowych jest wybitny matematyk francuski Evariste Galois
(1811-1832). Zyt bardzo krotko, ale jego naukowe osiggniecia wyprzedzily
stan owczesne] matematyki o kilkadziesiat lat. Zajmowat si¢ tez polityka

i jako rewolucjonista trafil do wigzienia. Zginal w pojedynku. Jego zycie
zostalo opisane w ksigzce Leopolda Infelda Wybraricy bogow.

Zajmiemy sie teraz szukaniem rozwigzan rownan stopnia wyzszego niz drugi w przy-
padkach, gdy cel ten mozna osiagnac¢ w stosunkowo prosty sposéb. Najprosciej, po-
dobnie jak w rownaniach kwadratowych, znajduje si¢ pierwiastki rownania W(x) = 0
wowczas, gdy wielomian W jest zapisany w postaci iloczynu czynnikéw stopnia
pierwszego.

Przyktad €) « zad. 4.1
Rozwigzemy rownanie (x — 1)(x —3)(x +2) = 0.

Rozwigzanie
[loczyn ma wartos¢ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej jeden czynnik w tym ilo-
czynie ma wartos¢ 0. Zatem aby wyznaczy¢ pierwiastki rownania, wystarczy znalez¢
pierwiastki poszczegolnych czynnikéw. Mamy wiec:

x=1=0lub x-=3=0lub x+2=0, czyli

x=11lub x=3 lub x = -2

Odp.: Pierwiastkami réwnania sg liczby: 1, 31 -2.

Przyktad @) < zad. 4.2
Wyznaczymy pierwiastki wielomianu Q(x) = x(x + 3)°%,

Rozwigzanie

Q(x)=0 JTesli m jest dodatnia liczba naturalna, ()
] g 4 g

x(x + 3)2 =0 to (x —a)" = 0 wtedy i tylko wtedy,

x=0lub x=-3 By =i

Odp.: Pierwiastkami wielomianu Q sa liczby 0 i -3.
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Przyktad €) < zad. 4.3
Napiszemy wielomian, ktoéry ma dokladnie trzy pierwiastki: 7, 4 i 2.

Rozwiazanie
Najprostszym rozwiazaniem jest W(x) = (x — 7)(x — 4)(x + 2), ale wielomianow
spelniajacych warunek zadania jest nieskonczenie wiele. Oto kilka innych:
P(x)=3(x-7)x—-4)(x+2)
T(x) = (x = 7)*(x - 4)’(x +2)
Q) = (x=N)x - 4)(x+2) (¥ + 1)
Z(x) = V3(x - 7)(x - 9P (x +2) (x* + 2)

W kazdym wielomianie spelniajacym warunki naszego zadania musi wystapic ilo-

czyn (x —7)(x —4)(x + 2). Jezeli chcemy tworzy¢ inne rozwiazania, to mozemy:

* mnozyciloczyn (x —7)(x —4)(x+2) przez dowolna liczbe rézng od zera - tak jak
w wielomianie P,

* poszczegolne czynniki iloczynu (x — 7)(x — 4)(x + 2) podnosi¢ do dowolnych
poteg naturalnych dodatnich - tak jak w wielomianie T,

¢ mnozy¢ iloczyn (x — 7)(x — 4)(x + 2) przez czynnik, ktory nie ma innych pier-
wiastkow - tak jak w wielomianie Q.

Przyktad o zad. 4.8

Wyznaczymy wspolczynnik a, wielomianu W(x) = 2x° — x* + 5x + a, tak, aby
jednym z pierwiastkow wielomianu W byla liczba —1.

Rozwiazanie
Wi(-1) = 0, zatem
—-2-1-5+a,=01istad a; =8
Odp.:a, = 8

Rozkiad wielomianu na czynniki

Wiemy juz, ze jezeli wielomian W jest zapisany w postaci iloczynu czynnikéw stopnia
pierwszego, to bez problemu mozna rozwiazac¢ rownanie wielomianowe W(x) = 0.
Dlatego zajmiemy si¢ teraz rozkladem wielomianu na czynniki. Nie wszystkie wie-
lomiany mozna rozlozy¢ na czynniki liniowe. Przykladami takich nierozkladalnych

wielomianow sa tréjmiany kwadratowe, ktorych wyrdznik (A) jest ujemny, np. x* 42,
¥
X +x+ 1.

Podamy (bez dowodu) twierdzenie dotyczace rozkladu wielomianu na czynniki.

81 I
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Kazdy wielomian mozna rozlozy¢ na czynniki stopnia co najwyzej drugiego.

Zatem jedyne wielomiany, ktérych nie mozna rozlozy¢ na czynniki, to tréjmiany
kwadratowe o ujemnym wyrdzniku.

|

Kazdy wielomian nieparzystego stopnia ma co najmniej jeden pierwiastek.

Wielomian stopnia parzystego moze nie miec¢ pierwiastkow. Jest wowczas iloczynem
wylacznie nierozkladalnych tréjmianéw kwadratowych,

Tylko niektore wielomiany stopnia wyzszego niz 2 mozna w prosty sposob rozlozy¢
na czynniki. Pokazemy przyklady takich wielomianow.

Przyktad @) « zad. 4.11

Rozlozymy na czynniki podany wielomian.

Rozwigzanie
a) W(x) = x'—2x" + x «— wspdlny czynnik x wylaczamy przed nawias
W(x) = x(x* - 2x+ 1) —a?~2ab+ b = (a- b’

Odp.: W(x) = x(x — 1)?

b) W(x) = 2x* + %7 + 5% —— wspdlny czynnik x* wylaczamy przed nawias
Wi(x) = xz(sz +x+ 5) «—— obliczamy wyrdznik A tréjmianu kwadratowego
A=1-4-2.5=-39 — A<

Odp.: W(x) = .ar:z(iz;vc2 +x+ 5)

c) Wix) = 3x° — 3x% — 6x

W{x}=3x(x2—x—2) —A=1-4:1-(-2)=9
x,=-1, x,=2 «— obliczamy pierwiastki tréjmianu kwadratowego
xz —x=-2=(x+1)(x-2) «— zapisujemy tréjmian w postaci iloczynowej

Odp.: W(x) = 3x(x + 1)(x - 2)
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d) W(x) = x" +2x
Wi(x) = (x3+2) <—a3+be’=(a+b}(u2—ab+bz)

x3+(\r) (x+\/_)(x - xV «ﬁ)
Odp.: W(x) = (x+ V'_)(x - xV2+ v’_)

Niepelny kwadrat réinicy @’ —ab+b’, oile a # 0 i b # 0, jest wiclomianem nierozkladalnym. (@)
Jezeli bowiem w wyrazeniu a’ —ab+ b liter¢ a potraktujemy jako zmienng, natomiast b jako
liczbg, to wyréznik A takiego tréjmianu jest ujemny, bo A = b” - 4b” = -3b°. Takie samo
rozumowanie mozna przeprowadzic w wypadku niepelnego kwadratu sumy, czyli wyraZenia

a +ab+ b

Przyjrzyjmy sie ponownie rozkladowi na czynniki wielomianu z przyktadu 5c:
W(x) = 3x" - 3x* - 6x
Zauwazmy, ze mozna ten rozklad przedstawi¢ w wielu postaciach, np.:
(1) Wix) =3x(x+ 1)(x-2)
(2) W(x) =x(3x+3)(x—-2)
(3) W(x) =3x(x-2)(x+1)
(4) W(x) =3(x+ 1)x(x - 2)
ktore roznia sie w rzeczywistosci tylko kolejnoscig czynnikow, ewentualnie poloze-
niem stalej (w rozkladzie (2) liczba 3 nie jest wylaczona z czynnika 3x + 3).

Te wlasnos¢ rozkladu wielomianu na czynniki formutuje si¢ w postaci twierdzenia,
ktore podajemy bez dowodu.

Rozklad wielomianu na czynniki jest jednoznaczny (z dokladnoscia do stalej
wylaczonej przed nawias).

Dzigki podanym wyzej twierdzeniom mamy gwarancje istnienia rozkladu wielomianu na (1)
czynniki stopnia co najwyzej drugiego. Twierdzenia te nie wskazuja natomiast sposobu
postepowania prowadzgcego do otrzymania takiego rozkladu.

W dotychczasowych przykladach mozna bylo od razu skorzystac ze wzorow skréco-
nego mnozenia lub wylaczy¢ wspolny czynnik ze wszystkich sktadnikow wielomianu.
W nastepnych przyktadach, aby wylaczy¢ czynnik, bedziemy najpierw odpowiednio
grupowac wyrazy wielomianu.
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Przyktad ) < zad. 4.12

Rozlozymy na czynniki wielomian W(x) = x° + 3x” + x + 3.

Rozwigzanie

Popatrzmy na pierwsze dwa skladniki tego wielomianu: x* + 3x°. Jezeli wylaczy-
my przed nawias x°, to otrzymamy x°(x + 3). W nawiasie mamy wéwczas sume
identyczna jak ta, ktéra tworza ostatnie dwa wyrazy wielomianu.

Wi(x) =x2(x+3}+x+3

2 ; : P
W(x)=x"(x+3)+1:-(x+3) «—— wspolny czynnik x + 3 wylaczamy przed nawias
Wi(x) = (x+3) (xz + 1) —— czynnik x° + 1 jest nierozkladalny

Odp.: W(x) = (x +3) (_a.:2 + 1)
Przykiad §) « zad. 4.13

Rozlozymy na czynniki dany wielomian W{x).

Rozwiazanie
a) W(x) =x’-2x>—4x +8

Wi(x) = (x3 - sz) — (4x — 8) —— grupujemy wyrazy

W(x) = x*(x - 2) — 4(x - 2)

Wi(x) = (x-2) (xz - 4) «—— korzystamy ze wzoru na roznice kwadratow
W(x) = (x —2)(x — 2)(x + 2)

Odp.: W(x) = (x —2)*(x + 2)

b) W(x) = 7x + 2x* - 21x -6
Pokazemy dwa sposoby grupowania wyrazow tego wielomianu.
I sposob
W) = (757 - 21x) + (27 - 6) = 7x(x* = 3) + 2(%* - 3) =
= (x2—3)(?x+2) = (x— \ﬁ)(x+ \ﬁ) (7x + 2)

I sposéb
W(x) = (?x” ] zf*) ~(2lx+6) = X*(Tx+2) - 3(7x +2) =

:{?x+2)(x2—3)2[?x+2)(x—\@)(x+ \5)

Mamy juz ostateczny rozklad wielomianu W. Mozna jeszcze wylaczy¢ przed na-
wias 7, aby wszystkie czynniki byly zapisane w postaci wygodnej do odczytania
miejsc zerowych wielomianu.

Odp.: W(x) = ?(x - x@) (x+ \@) (x + -;-)
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Przyktad @) < zad. 4.16

Rozwigzemy podane rownanie, rozkladajac jego lewa strong na czynniki.

Rozwiazanie
a) 5x —4x - 10x+8=0
(5.*.»:*3 — lﬂx) - (4x2 - 8) =0

sx(x*-2)-4(x*-2) =0
(¥ -2)(5x-4) =0, cayli 5(x—v’§)(x+v"_)(x——):[}
Odp.: x = V2 lub x = -2 lub x=§
b) x*+ V32 - x* - V3x=0
x(xq+‘v’_x == v’_)
x[(xj—x v”x—xf)]zn
x[x(xz-l +\r(x —1)} 0
(xz )x+\|"_) 0, czyli x[x—l){x+l}(x+v'§)=

X

Odp.:x=01lub x=1 lub x=-1 lub x = -3

« Przyktad @) -« zad. 4.18

Rozlozymy na czynniki wielomian W(x) = x° - 3x” + 2,
Rozwiazanie
Wielomian W(x) ma nieparzysta liczbe skladnikow, zatem grupowanie wyrazow
nie doprowadzi do wylonienia wspolnego czynnika. Przedstawmy wigc jeden z tych
sktadnikéw jako sume dwoch: 3x”* = x* + 2x*. Zatem:

W(x) =% -x*-2x"+2
Wi(x) = (x3 - xz) - (M:2 - 2)
Wi(x) = x"(x—1) - il(ﬁs:‘1 - 1)
Wi(x) = x*(x—-1)-2(x - 1)(x + 1)
Wi(x)=(x-1) [xz - 2(x + 1)], czyli W(x) = (x - l]l(,x:2 -2x - 2)
A=4-4-1-(-2)=12 «— obliczamy wyroznik i pierwiastki tréjmianu
x, =1- \3, x, =1+ \3 kwadratowego

W(x)=(x-1)(x-1+V3)(x-1-V3)
Odp.: W(x) = (x - 1) (x - 1+ V3) (x - 1 - V3)
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Metoda podstawiania

Czesto podczas rozkladania wielomianu na czynniki nie mozna skorzystac ze wzoréw
skroconego mnozenia, wylaczy¢ wspdlnego czynnika ani tez pogrupowac wyrazow
wielomianu. W niektorych sytuacjach mozemy postuzyc si¢ metoda podstawiania.
Przesledzmy to na przykladzie.

Przyktad ) « zad. 4.20
Rozlozymy na czynniki wielomian W(x) = x* + x* - 20.

Rozwiazanie
Podstawiamy x* = f. Wowczas wielomian W staje sie zalezny od zmiennej ¢ i przyj-
muje postac:

Wi(t) = £ +t—20 «— obliczamy wyr6znik trojmianu kwadratowego zmiennej t:
A=381
t,=-51t=4 «— obliczamy jego pierwiastki

£ +t-20= (t+5)(t —4)  «— zapisujemy tréjmian w postaci iloczynowej
Zatem W(t) = (t + 5)(t — 4). Wracamy do podstawienia x° = t:
Wi(x) = (xz - 5) (x‘z —4)

Czynnik x” + 5 jest nierozkladalny, a czynnik x* — 4 rozkladamy, korzystajac ze
wzoru na réznice kwadratéw i otrzymujemy ostateczny rozklad wielomianu W na
czynniki.

Odp.: W(x) = (iar:2 + 5) (x—2)x+2)

4.1. Wyznacz pierwiastki wielomianu.
a) W(x) =2(x-7)(x +5)(05x - 1) d) W(x) = (x+V2)(2V2x-2) (3 +xV3)
b) W(x) = (0,02 -0,1x)(5x - 2) e) Wix) =0,1x(2x — 5)(3x + 0,6)

c) Wix) = (1%x+2)(3%x-2) ) W(x)=—-4x"(x+1)(x +6)*

4.2. Wyznacz pierwiastki wielomianu.

a) Z(x) = 4(x-3) (x* 1) &) Z(x) =5(x"+27) (x* - 9)

b) Z(x) = -2(x+ 5 (¥ —6x+9) B Z(x)=(x+3) (¥ -x-2)

Q) Z(x) =3x(x* -5x+6) (2x+8) g Z(x) = (af -64) (% - 9)

d) Z(x) = (x3 - S) (:-:2 +x - 6) h) Z(x) = (2x - 6) (xz +11x + 1[})
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4.3. Napisz przyklad wielomianu, ktorego pierwiastkami sa tylko podane liczby.

a) 25 { b) =%.-2.0.9 c) 0, %,—%,4,—@ d) 3,—1,%

4.4. Podaj przyklady trzech réznych wielomianow, ktorych pierwiastkami sg tylko
liczby: V7, 4, -2, -5.

4.5. Napisz przyklad wielomianu stopnia trzeciego, ktorego pierwiastkami sa tylko
podane liczby.
a) =75 —2;1 b) 0, 4 c) -3,3 d) 3

4.6. Podaj przyklad wielomianu, ktorego pierwiastkami
a) sa trzy kolejne liczby nieparzyste. c) sg dwie pary liczb przeciwnych.
b) sa dwie liczby pierwsze. d) jest piec kolejnych liczb catkowitych.

4.7. Podaj przyktad wielomianu stopnia trzeciego, ktérego pierwiastkami sa liczby:
~1,3 i 4. Zapisz ten wielomian w postaci a;x° + a,x” +a,x + a;.

4.8. Liczby 2 i —3 sg pierwiastkami wielomianu W(x) = —x” + ayx’ + 5x + ay.
Wyznacz wspolczynniki a, i g, tego wielomianu.

4.9. Podaj przyklad wielomianu W, ktorego pierwiastkami sa liczby 1, 2 oraz 3 i kto-
ry spelnia warunek W(4) = 12.

4.10. Rozl6z wielomian na czynniki nierozkladalne.
a) Wi(x) = b - 2x? c) Wix) = ~7x> + 1452 e) Wix) = 357 4+ 274
b) W(x) = e U d) W(x) = x° — 4x ) Wix)= —x° + 4x°

4.11. Rozl6z wielomian na czynniki nierozkladalne.

a) P(x) = 2x° +2x° — 12x d) P(x) = 5ux’ — 10mx° — 157
b) P(x) = 7%+ 2x% + x e) P(x) = 0,2x° + 0,6x" — 2x°
¢) P(x) =0,5x" —2,5x% + 3x f) P(x)=-x" +3x"-2x

4.12. Rozloz wielomian na czynniki nierozkladalne.
a) Wi(x) =x’—6x*+12x-8 d) W(x) =2x° + 12x% + 24x + 16
b) W(x) = 8x” — 36x” + 54x — 27 e) W(x) =-3x" —27x* - 81x — 81

&) W) =125 + 75x + 15x% + > f) W) = =24 +3x% — %x " i

g7 I
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4.13. Rozléz wielomian na czynniki nierozkladalne.

a) Q(x) = =P +x-1
b) Q(x) = x° - 5x° - 4x + 20
¢) Q(x) = 8x° — 20x” — 18x + 45

d) Q(x) = llixj - 62:& —20x + 12

e) Q(x)=14x +2x* - 21x - 3
) Q(x) =6x" + V8x* — 18x — 62
g) Qx) = V3x" —x* + V48x — 4

_la 13 .2 .1
h}Q{x}-4x 8x 3x +12x

i) Qx) =x +2x° +x—xt-2x—1

i) Qx) =8x" —32x" +32x” +x* —4x +4
k) Q(x) =9x + 12x* +4x° - 9x* — 12x - 4
) Qlx) = X% —4x° + 4x* + 4x? - 16x + 16

4.14. Przerysuj tabele. Wyznacz wielomiany, ktére nalezy wstawi¢ w miejsce 7.

czynnik czynnik czynnik
czynnik B ?| B
czynnik B 2] H
czynnik ki 2] 3]
——— . —— = :
iloczyn X —2x X" +6x" +9x 2

4.15. Rozwigz réwnanie.

iloczyn
X+ x°
3
X+ 5:«:2 + 6x

X =2x" —9x + 18

a) 3x° +30x% +75x =0
b) 18x + 12x% +2x° =0

c) 9nx — 6mx’ +mx =0

d) ¥’ -8x* +16x =0

4.16. Rozwiaz rownanie,

1 1
a) —x +-x+x+1=0
27 3

b) 4x” +4x> —25x - 25=0
o) V3x'-1192=0

e) rex’ +9xt =0

) —2x° —28x*—98x* =0
g) §x3+§-xz-x=[}

h) v2x" —4x° - 6V2x° =0

d) 2v2x" - 6V3x* +9V2x -3V3 =0

1 1 1
e) =x —=x"+=-x—-—=0
8 4 6 27

f) x*+V2x —4x’ —4v2x =0
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4.17. Rozwiaz rownanie.

a) x—4)(x2+x+3)+[2x—5)(x2+x+3) =1
(xz-S)(x+? ( xz)(x+1)

c) (::c2 +4)(x+8 =x"-16

d (x-2)2x+4)2x+3)=3-x)(x+2)(6x+9)

* 4.18. Rozl6z wielomian na czynniki nierozkladalne.

a) W(x):xs—?x+6 c) W(x}:x3—21x~20
b) W(x) = x" —4x-3 d) W(x)=x" —12x+ 11
* 4,19. Rozwiaz rownanie.
a) - 13x+12=0 c) X +2x+3=0
b) ¥’ —111x+110=0 d) x*-5x+4=0
+ 4.20. Rozl6z wielomian na czynniki nierozkladalne.
a) W(x)=x"-5x"+4 d) W(x) = -2x" - 12x* - 16
b) W(x) = x* — 11x° + 18 e) W(x)=4x"-25x" +6
c) W(x) = xt+12x% - 13 f) W(x)= ~36x" - 65x” + 36

© 4.21. Rozwiaz rownanie.
a) x'-2x*-3=0 c) (x2+x—l)2—l=0
b) (x2 +2x)2-?(x2+2x)—8 -0 d) (x2 +3x+5)2 _2x* —6x-13=0

4.22, Suma dwoch liczb naturalnych réwna sig 18, a suma ich szeScianow rowna sie
1674. Wyznacz te liczby.

4.23. Suma szescianow trzech kolejnych liczb naturalnych jest 12 razy wieksza od
kwadratu srodkowej z nich zwiekszonego o 2. Wyznacz te liczby.

; ; e o o o8 2 e
4.24. Liczby2i-3 sg pierwiastkami rdwnania x” +mx"—4x+n = 0 z niewiadoma x.
Wyznacz wspolczynniki m i n, a nastepnie znajdz trzeci pierwiastek tego réwnania.

: e N : 3 2
+ 4,25, Wykaz, ze jezeli pierwiastkami wielomianu W(x) = x” + a,x" + a,x + a; sa
liczby a, b,c,to a-b-c = -a,.

+ 4.26. Wykaz, ze dla kazdej liczby calkowitej nieparzystej x warto$¢ wielomianu

W(x) = x* + 5x° — 9x — 45 jest liczba podzielng przez 8.
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* 4.27. Wyznacz takie wartosci a i b, aby wielomiany W(x) = (x —a) (xz -8x + 15)

i P(x)=(x-b) (x2 - 2x - ]5) byly réwne.

+ 4.28. Sprawdz, czy istniejg takie wartodci a, b i ¢, dla ktérych wielomiany:

Wi(x) = (:vc—.a)(;vr:2 —x-ﬁ), P(x)=(x-b) (.:1r:2 —4x - 12)
i Qlx)=(x-¢) (x2 —9x + 18) s3 rowne.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

1. Suma wszystkich pierwiastkow réwnania 2x(x—2)(x+9)(x—11) = 0 jest rowna

A. 0. B. 4. C. 22. D. —4.

2. Wskaz rozwiazania rOwnania x3(3x +1) (x3 - 8) =),

A. -8,0,-1 B. 8,0, - G202 D.0=2
3 3 3

3. Wskaz wielomian, w ktérego rozkladzie na czynniki wystepuje x — 3.

A W(x) =x -3x C. W(x) = 2x° - 18%’

B. W(x)=x"+ 9x° D. W(x) = x° - 9x°

4. Ocen prawdziwosc podanych zdan.

A. Wielomian W(x) = x” + x> + x + 1 mozna zapisa¢ w postaci iloczynu trzech
czynnikow stopnia pierwszego.

B. Wielomian W(x) = x’ —x° + x — 1 mozna zapisa¢ w postaci iloczynu trzech
czynnikow stopnia pierwszego.

C. Wielomian W(x) = x” + x* — x = 1 mozna zapisa¢ w postaci iloczynu trzech

czynnikow stopnia pierwszego.
5. Rozl6z na czynniki stopnia pierwszego wielomian W (x) = 2x” — x* - 3x.
6. Rozwiaz réwnanie 2x° + 3x” — 10x — 15 = 0.

7. Kwadrat pewnej liczby zmniejszonej o 2 jest rowny szescianowi tej liczby.
Wyznacz te liczbe.



5. Dzielenie wielomianow

Umiejetnosci:
* dzielenie wielomianu przez dwumian ax + b

Ostatnim dzialaniem w zbiorze wielomianow, ktére omowimy, jest dzielenie.

Mowimy, ze wielomian W(x) jest podzielny przez niezerowy wielomian P(x),
jezeli istnieje taki wielomian Q(x), ze W(x) = P(x) - Q(x).

Wielomian P(x) nazywamy dzielnikiem wielomianu W(x), a wielomian Q(x)
ilorazem wielomianu W(x) przez P(x).
Bezposrednio z tej definicji wynika ponizszy wniosek.

Jezeli wielomian W (x) jest podzielny przez wielomian P(x), to stopient P(x) nie
moze by¢ wyzszy od stopnia W(x).

Sposob dzielenia jest bardzo podobny do dzielenia w zbiorze liczb naturalnych.

Podzielimy wielomian 2x" + 3x” + 9x° + 15x - 5 przez wielomian x” + 5.

2x°+3x -1 « sprawdzamy, przez jakie wyrazenie nalezy
(2x4+ 3%+ 9x7 + 15x - 5) : (x2+ 5) pomnozyc X, aby otrzymac 2x* (czyli ile razy
_(2x4+ lﬂxz) x*,miesci sie” w 2x") i wynik, rowny 2%,
3 PG5 zaplr.,ujemyznac}_ kreska :
-(3x3+ 15x) . mnc:-z?:my:; +,:1Przez 2x ) 2
7. «od 2x "+ 3x + 9x"+ 15x - 5 odejmujemy 2x "+ 10x
(:izz 5) « sprawdzamy, ile razy x* ,miesci si¢” w wyrazie 3x°

» MNOZymy X +5 przez 3x

eod 3x’ - x* +15x -5 odejmujemy 3x7 4 15x

- sprawdzamy, ile razy x* ,miesci si¢” w wyrazie —x°
« MNoZymy x*+5 przez —1

» od -x* - 5 odejmujemy —x* - 5

0

26 +3x° + 96" + 152 = 5= (£ +5) - (2% +3x - 1)
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Z wlasnoéci dziatan na potegach wynika, ze jezeli W(x) = P(x) - Q(x), to miedzy
stopniami wielomianéw W, P i Q zachodzi nastepujacy zwiazek:

stopien Q = stopient W — stopien P
Zauwazmy, ze dzielenie wielomianow nie zawsze jest wykonalne. Na przyklad wielo-
mianu x° —2x° + 7x + 1 nie mozna podzieli¢ przez x (inaczej méwiac - nie mozna
wylaczyc x przed nawias z podanego wielomianu). Wylaczenie x przed nawias moze
by¢ tylko czesciowe:

x —2x" +7x+1 =x(xz—2x+?)+l

Podobnie jest przy dzieleniu liczb naturalnych. Na przyklad liczba 297 nie jest po-
dzielna przez 13, bo 297 = 22-13+11. W takiej sytuacji moéwimy, ze mozna wykonac
dzielenie z reszta. Wynik dzielenia 297 przez 13 to iloraz 22 i reszta 11.

I F
[' Twierdrzenie

Jie - \ - !
~ Twierdzenie
by 4

Jezeli W(x) i P(x) sa niezerowymi wielomianami oraz stopien P(x) nie jest

wiekszy od stopnia W(x), to istnieja takie dwa wielomiany Q(x) i R(x), ze:
W(x) = P(x) - Q(x) + R(x)

przy czym:

* stopien Q = stopien W — stopien P,

* stopien R jest mniejszy od stopnia P albo R jest wielomianem zerowym.

Jezeli R jest wielomianem zerowym, to wielomian W jest podzielny przez
wielomian P.

Przyktad @) < zad. 5.3
Podzielimy wielomian 2x" + 3x” + 9x* + 18x — 1 przez wielomian x° + 5.

Rozwiazanie

2x2 +3x-1 Dzielenie mozna kontynuowac, {f( }])

(2:&:4 + 340 & 9% + 18x% — 1) ; (xl " 5) dopoki slh;:rpieﬁ.wif:]un1i?l?u pm:‘[.

kreska nie stanie si¢ mniejszy niz

—(2x4 + mxz) stopien dzielnika.
3x° - x* +18x — 1
~(3x" + 15x)
2
—X + 3% —1
13
3x+4 «— konczymy dzielenie, poniewaz stopien reszty jest mniejszy

od stopnia dzielnika
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Latwo mozna sprawdzi¢, ze:
2%t +3x0 +9x? + 18x -1 = (::c1 +5) . (2x1+3x— 1) +(3x +4)

s . . . . £ a . 2 .
Odp.: Wynikiem dzielenia wielomiandw jest iloraz 2x” + 3x — 1 ireszta 3x + 4.

Przykiad @) « zad.5.7,5.8
Wyznaczymy wielomian W(x), ktéry przy dzieleniu przez x° — 2x + 1 daje iloraz
rowny 2x" +x i reszte rowna x* —3x +5.
Rozwiazanie
Z podanych informacji wynika, ze szukany wielomian W ma postac:
W) = (x' - 2x+1) - (26 +x) + 2* = 3x+ 5
Po wykonaniu dziatan, redukcji wyrazéw podobnych i uporzadkowaniu skltadnikow
otrzymujemy koncowa odpowiedz.
Odp.: W(x) = 2x" + A —ax + P -2x+5

Podzielnosc¢ wielomianu przez dwumian

Dwumianem nazywamy wielomian stopnia pierwszego. Przyjmijmy, ze wielomian
W (x) jest stopnia co najmniej drugiego. Podczas dzielenia wielomianu W przez dwu-
mian postaci x —a wyznaczamy takie wielomiany Qi R, ze:
W(x) = (x = a)Q(x) + R(x)
Dzielnik jest stopnia pierwszego, wiec reszta jest zawsze albo liczba rézng od zera
(czyli wielomianem stopnia zero), albo zerem (czyli wielomianem zerowym). Inaczej
mowigc, nie wystepuje w niej zmienna x. Dlatego mozemy wprowadzic ogdlny zapis:
Wi(x) = (x—a)Q(x) + R

Czynnos¢ dzielenia zakonczy sig, gdy w stupku pod kreska zostanie liczba, np.:

x* +5x+8 —x’ —x+1
(x3+3x2—2x+]):{x—2} (—x3—4x2—2x+3):(x+3)
—(x3 - 2x1) —(—x3 ~ 3x2)
5x2—2x+1 -—xi—2x+3
—(Sx - lﬂx) -(ux —3x)
_(git }5) —{i I g)
17 0

Mamy zatem X +3x2—2x+1 :(x—2)~(x2+5x+3)+1?

oraz —x3—4x2—2x+3={x+3)~(-x2-x+1).
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Zauwazmy, ze jezeli obliczymy warto$¢ wielomianu W(x) = (x — a)Q(x) + R dla
X = a, to otrzymamy rownosc:

Wia) = (a —a)Q(a) + R,
czyli W(a) = R.

Jezeli W(x) = (x —a)Q(x) + R, to W(a) = R.

Zatem, aby obliczy¢ reszte z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x —a, nie
trzeba wykonywa¢ dzielenia — wystarczy obliczy¢ wartosé wielomianu W dla x = a.

Przyktad €) « zad. 5.12
Obliczymy reszte R z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian P(x).

Rozwiazanie
a) W(x) =3x"—4x’ +x - 12, Plx)=x-2
R=WQ)iW@=3-2"-4.2+2-12=6

Odp.:R=6
b) W(x) =x" - x> +20, P(x)=x-3
R=w(v3) i w(V3)=(V3)"-(V3)"+20=26
Odp.: R =26
c) W(x) = 3x% — x* — 552 - 10, P(x)=x+12
R =W(-V2)
w(-v2) = 3(-v2)° - (-v2)* - 5(-v2)* ~10=24-4-10-10=0
W tym wypadku wielomian W jest podzielny przez dwumian x + V2.
Odp.:R=0

Wréémy do zapisu: Wi(x) = (x —a)Q(x) + R.

Z réwnosci W(a) = R wynikaja nastepujace wnioski:

* Jezeli a jest pierwiastkiem wielomianu W (czyli W(a) = 0),to R = 0, co oznacza,
ze wielomian W jest podzielny przez dwumian x —a.

* Jezeli wielomian W jest podzielny przez dwumian x —a (czyli R = 0), to

Wi(a) = 0, co oznacza, ze a jest pierwiastkiem wielomianu W,



5. Dzielenie wielomianow

Obydwa te wnioski zapiszemy krotko w postaci jednego twierdzenia.

Twierdzenie Bézouta

Wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x —a wtedy i tylko wtedy, gdy
liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x).

Jest to jedno z wazniejszych twierdzen o wielomianach. Nosi nazwe twierdzenia
Bézouta od nazwiska XVIII-wiecznego matematyka francuskiego, cho¢ znane i sto-
sowane bylo wczesniej.

Przyktad @) < zad.5.13

Sprawdzimy, nie wykonujac dzielenia, czy wielomian W jest podzielny przez dwu-
mian P.

Rozwiazanie

a) W{x}=%x“-x3+zx"—-5xm3, P(x)=x—3

W(3) :%«3‘*—3-”+2~32 ~5.3-3=27-27+18-15-3=0
W(3)=0
Odp.: Wielomian W jest podzielny przez x — 3.

b) W(x)=5x3-—x2+%x+ 1, P(x)=x+1

W(-1) =5 (=1)° = (=1)* + %-(—1)+ 1=-5-1 —%+ 1 :—5%
W(-1) #0
Odp.: Wielomian W nie jest podzielny przez x + 1.

Przykiad @) « zad.5.14

Obliczymy, dla jakich wartoéci wspolczynnika m wielomian
W(x) = x* + mx’ + 3x* = 5x — 2 jest podzielny przez dwumian x — 2.
Rozwiazanie
Aby wielomian W byl podzielny przez dwumian x — 2, musi zachodzié réwnosé
W(2) =0.

W2)=2+m-2°+3.2°-5.2-2=16+8m

16 + 8m =0, stad m = -2
Odp.: Wielomian W jest podzielny przez x —2 dla m = -2.
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5.1. Dane sa wielomiany W{(x), P(x), Q(x) i R(x) takie, ze W(x) = P(x)-Q(x)+R(x).
Stopien wielomianu W jest rowny 10, stopien wielomianu P jest rowny 4, a stopien
wielomianu R jest réwny 5. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Stopien wielomianu Q jest rowny 6.

B. Wielomian R jest reszta z dzielenia W przez P.

C. Wielomian R jest reszta z dzielenia W przez Q.

5.2. Podziel wielomian przez dwumian.
X +2x —?x+4) (x-1)

v -7 - 13x - 6) (x+2)

) (#

b) (

(IDx +17x° - 5x -mx+3) (2x + 3)
(3x“-?x =11%% + 162 —5x+6) (x - 3)

5.3. W';.r'konaj dzielenie wielomianow.
x4 3" —8x+10): (2 - 2x+ 2)

xd-x - 5x° +3x+6) (x2~x~2)

8) (*
b)
(x4+x ~7x" - 13x - 6) (xz-Zx-S)
d (+

% Far =% 8% -?x+2) (x3+2x2—3x+1)

5.4. Podziel kazdy z wielomianéw x° -1, x° =1, x' =1, x’ — 1 przez dwumian
Ei=di

5.5. Wykonaj dzielenie wielomianu W(x) przez wielomian P(x). Zapisz wielomian
W(x) jako P(x) - Q(x) + R(x), przy czym R oznacza reszte z dzielenia W przez P.
Okreél stopnie wielomianow W, P, Qi R.

a) W(x)=3x"+5x" +2x+7 P(x) =x+1

b) W(x)=x"-2x> +x—1 P(x)=x"+x+3
c) W{x}:zx:i—xl— 17x -3 P(x):x3—3x—l
d W) =2x"+x"+6x" —12x+3  Plx)=x"+x+3

5.6. Ktorego stopnia wielomianem moze by¢ reszta, ktéra powstanie w wyniku dzie-
lenia wielomianu stopnia siodmego przez wielomian stopnia trzeciego?
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5.7. Wyznacz wielomian, ktory przy dzieleniu przez 2x + 1 daje iloraz x° + 2x - 3
i reszte 5.

5.8. Wyznacz wielomian, ktéry przy dzieleniu przez x°~5x+2 dajeiloraz 3x°—x+1
ireszte 2x — 8.

5.9. Podaj przyktad wielomianu stopnia czwartego, ktory przy dzieleniu przez
5x° + 4x — 3 daje reszte x — 4.

5.10. Podaj przyktad wielomianu stopnia trzeciego podzielnego przez dwumian
=2

5.11. Podaj przyklad wielomianu stopnia trzeciego podzielnego przez dwumiany
41—

5.12. Oblicz reszte z dzielenia wielomianu W przez dwumian P. Nie wykonuj
dzielenia.

a) Wi(x)=2x"-7x*+x-11 P(x)=x-1
b) W(x):x4+3x3+5x+l Plx)=x+2

(x) 2s xl'[]'[] crﬂ' + 50 P(x) = x4+ 1
d} Wi(x) = x'°% _ x*’” P(x)=x-2

5.13. Wykaz, ze wielomian W jest podzielny przez dwumian P. Nie wykonuj
dzielenia.

a) W(x)=x" —2x> +5x -4 Px)=x-1
b) W(x):—x4—2x3+4x2+x—6 P(x)=x+3
c) W (x)=3x3+x2—16x+4 Plx)=x-2
d w (x}=8x4—2x3+x2—1 P(x}=x+%

5.14. Dla jakich wartosci m wielomian W jest podzielny przez dwumian Q?

a) W(x)=3x"-5x"+x+m Q(x) =

b) W(x) = x” +3x° + mx + 4 Qlx)=x+4

c) W [x}=mx4—4x3-23x2—x—6 Qx)=x+2

d) W(x}:9x3—3x1+mx—2 Q(x):x—-zi

5.15. Dla jakich wartosci m reszta z dzielenia wielomianu W przez Q jest rowna R?

a) W(x}:xﬁ—{8+rn]x2+{2m+]1)x+5m Qlx)=x-1 R=-

b) W(x}=2x4—{2m—l)x3—(m—1)x2+%mx—5 Qlx)=x+2 R=1

) W(x)=—x"+(m-2)x* - (2m-3)x+2m+2 Qx)=x-3  R=-9
(

d}Wx}z[m—1)x3+3mx1—[m+2}x—2m Q(x)=x+5 R=-6
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5.16. Dla jakich wartosci wspolczynnika a reszta z dzielenia wielomianu

Wi(x) = x* =7 przez P(x) = x + a jest réwna 97

© 8.17. Dla jakich wartosci wspolczynnikow a i b reszta z dzielenia wielomianu

3 s s . . : p
W(x) = 2x” + ax® + bx + 1 przez wielomian x -1 jest réwna 4, a reszta z dzielenia
wielomianu W przez wielomian x + 2 jest réwna 137

o el e L = N R i AA
I| 2rosto do maturv | FA AN B
| PSS R Y | KRN |
l o T e g | G, O

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

e : £ = F 3 2
1. Wskaz iloraz z dzielenia wielomianu x” + 2x” — x + 6 przez x + 3.
A X +x+2 B. x*+x—2 C.x" —%42 D. & —x—3

2. Wskaz wielomian, ktéry przy dzieleniu przez x* — 3 daje iloraz x + 2 ireszte 1.
A X +22% +3x -5 C.x*-2x*+3x-5
B. x’ +2x° -3x-5 D.x’ -2x"-3x-5

3. Wskaz reszte z dzielenia wielomianu x” — 5x° + 4 przez dwumian x + 1.
A. 0 B. 3 C.8 D. 10

4. Dany jest wielomian W(x) = x° — 3x* - x + 3.
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Wielomian W jest podzielny przez x — 3.

B. Wielomian W jest podzielny przez x 1.

C. Wielomian W ma trzy pierwiastki.

5. Podziel wielomian W(x) = 9x" — 37x% + 4 przez dwumian 3x + 1.

2

6. Wyznacz wielomian W(x), ktéry przy dzieleniu przez P(x) = —x* + x* — x — 2

2

daje iloraz Q(x) = x” + x — 1 ireszte R(x) = x - 2.

7. Wykaz, ze wielomian W(x) = x* — 15x° + 10x + 24 jest podzielny przez kazdy
zdwumianéw: x-2, x-3, x+1, x +4.



6. Zastosowanie twierdzenia
Bézouta

Umiejetnosci:

* stosowanie twierdzenia o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumian x — a

* stosowanie twierdzenia o pierwiastkach catkowitych wielomianu o wspdtczynnikach
catkowitych

Schemat Hornera

Dzielenie wielomianu przez wielomian zawsze mozna wykonywac wedlug algorytmu
opisanego wczesniej. Poniewaz jednak dzielenie wielomianu przez dwumian x —a
ma szczegolne znaczenie, podamy szybki sposob na znalezienie ilorazu i reszty w ta-

kim dziataniu. 2% + 11x + 9

Przesledzmy na przykladzie dzielenia (3x3 +5x% — 24x - | 3) :(x-3)

(23:3 + 5x% — 24x - 13) : (x — 3), skad biora —(2x3 = 6x2)

sie wspolczynniki w ilorazie. 1122 — 24 — 13

Z twierdzenia o dzieleniu wielomianow —(1 1x% — 33x)

z reszta wynika nastepujaca rownosc: Ox — 13
3x3+3x2—2--1.1:—1_‘~=(x—3]-(ax2+bx+c)+R —(93{:—-?21

Znalezienie wyniku dzielenia polega na wyznaczeniu wspoiczynnikéw a, b, ¢ oraz
reszty R:

2x” +5x° —24x — 13 = ax’ — 3ax” + bx* = 3bx +cx - 3c + R
2x3+5x2—24x—]3:ax3+(b—3a)x2+(c—35)x+R—3c

Z twierdzenia o wielomianach rownych otrzymujemy ukfad réwnan:

2=a e A
5=b-3a b=3a+5

, zat *
-24=¢c-3b Sl c=3b-24 )
-13=R-3¢ R=3-13

Umiescimy teraz w tabeli wspolczynniki wielomianu 2x” + 5x” — 24x — 13, miejsce
zerowe dzielnika (czyli liczbe 3), wspolczynniki a, b, ¢ oraz reszte R w nastepujacy
sposob:

sd
ot 1
" 1.:‘J
.
w
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Z réwnan tworzacych uklad (*) odczytujemy sposéb wyznaczania liczb a, b, ¢ i R
w tabeli:

* liczba a: przepisujemy stojaca nad nig w tabeli liczbe 2,

* liczba b: mnozymy stojaca po jej lewej stronie liczbe a przez 3 i dodajemy stojaca
nad nig liczbe 5,

* liczba c: mnozymy stojaca po jej lewej stronie liczbe b przez 3 i dodajemy stojacg
nad nig liczbe —24,

* liczba R: mnozymy stojaca po jej lewej stronie liczbe ¢ przez 3 i dodajemy stojaca
nad nia liczbe —13.

Mozna to przedstawié graficznie:

. )

-"';'_;r -l-"f

ll

J‘u—

- |

[l — [

W ten sposob mozemy znalez¢ iloraz i reszte z dzielenia wielomianu dowolnego
stopnia przez dwumian x —a. Opisany sposob postepowania nosi nazwe schematu
Hornera.

Przyktad €D

; : s ; 4 3 .
Wyznaczymy iloraz i reszte z dzielenia wielomianu x” +3x” —5x+4 przez dwumian
x + 2. Skorzystamy ze schematu Hornera.

Rozwiazanie
Zwroémy uwage, e wspotezynnik przy x° jest réwny 0.
x' 437 - 5x+4=1-x"+3. X +0-x"+(-5) - x+4

Miejscem zerowym dwumianu x + 2 jest liczba —2.

|
1y/1;w;r/1

| =& -] &

Wielomian otrzymany w wyniku dzielenia jest stopnia trzeciego. Jego wspélczynniki
odczytujemy z tabeli. Ostatnia liczba jest reszta z dzielenia.

Odp.: lloraz to x” + x* — 2x — 1, reszta jest rowna 6.

Przykiad @) < zad. 6.2

Wyznaczymy iloraz i reszte z dzielenia (x4 —4x° —2x% + 11x — ]2) (x—4).



6. Zastosowanie twierdzenia Bézouta

Rozwiazanie

Bk }”i--y’% ,r g o

llorazto x” +0- .ac1 —2x+3, czyli x° —2x + 3.

Reszta jest réwna 0, czyli x4 -2+ 1k - 12 = (x - 4) (.ac3 -2x + 3).

Odp.: llorazem jest x® —2x + 3, reszta jest rowna 0.

Wykorzystanie twierdzenia Bézouta w rozwigzywaniu rownan

Pokazemy przyklady zastosowania twierdzenia Bézouta do rozwiazywania rownan.

Przyktad €) < zad. 6.3

Wiadomo, ze liczba —4 jest jednym z rozwigzan réwnania x* + x* — 10x + 8 = 0.
Wyznaczymy pozostale rozwigzania tego réwnania.

Rozwiazanie

Wielomian W(x) = x” + x* — 10x + 8 trudno jest rozlozy¢ na czynniki metoda
grupowania wyrazow i wylaczania przed nawias. Wiemy jednak, ze W(-4) = 0.
Z twierdzenia Bézouta wynika, ze W jest podzielny przez x + 4. Skorzystamy ze
schematu Hornera i wykonamy to dzielenie.

Zatem W(x) = (x +4) (xz -3x+ 2).

Rownanie mozemy wigc zapisa¢ w postaci iloczynowe;j.
(x +4) (xz -3x+ 2) =1 — rozwigzujemy réwnanie x* - 3x+2 =0
ﬂzl, JCIZI, x2=2

Odp.: Pierwiastkami rownania sg liczby: -4, 1 i 2.
P

Jak wida¢, znalezienie jednego rozwigzania réwnania pozwala wykonac dzielenie,
a poszukiwanie pierwiastkow sprowadza si¢ do rozwigzywania réwnania stopnia niz-
szego o jeden. Réwnanie stopnia trzeciego mozemy wiec latwo rozwiagzaé, gdy zna-
my jego jeden pierwiastek, rownanie stopnia czwartego, gdy znamy dwa pierwiastki
itd. Problem polega na tym, jak znalez¢ cho¢by jedno rozwiazanie rownania wielo-
mianowego.
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Przykiad €

Rozwigzemy rownanie 2x” —10x* + 13x -3 =0.

Rozwiazanie

Podobnie jak w poprzednim przykladzie, nie widac prostej mozliwosci zastosowania
metody rozkladu na czynniki lewej strony ré6wnania. Tym razem nie mamy podanego
zadnego pierwiastka naszego réwnania.

Gdyby pierwiastkiem byla pewna liczba calkowita a, to prawdziwa bylaby rownoé¢:
2a° - 10a” +13a -3 =0

Mozemy ja zapisa¢ w innej postaci:
2a° - 10a° + 13a = 3, czyli a(Zaz ~10a + 13) =3

Wszystkie wspolczynniki wyrazenia w nawiasie sa catkowite. Gdy a jest rowniez licz-
ba calkowita, to po lewej stronie znaku roéwnosci mamy iloczyn dwoch liczb catkowi-
tych: a oraz (2(12 - 10a + 13). Oznacza to, ze kazda z tych liczb musi by¢ dzielnikiem
liczby 3, stojacej po drugiej stronie znaku rownosci. Stad juz prosty wniosek: roz-
wigzania rownania, bedace liczbami catkowitymi, moga naleze¢ wylacznie do zbioru
catkowitych dzielnikow liczby 3, czyli {1, -1, 3, =3}

Teraz podstawiamy do rownania kolejne liczby z tego zbioru i sprawdzamy, czy kto-
ras z nich jest jego rozwiazaniem:

* gdy x=1,t0 2-1-10-1+13-3 = 2 # 0, wigc 1 nie jest rozwigzaniem rownania,
* gdy x=-1, to =2-10-13-3 #0,

* gdy x=3,102-27-10:9+13-3-3=0.

Zatem liczba 3 jest pierwiastkiem réwnania.

Wykonujemy dzielenie 2x” — 10x” + 13x — 3 przez dwumian x — 3.
|2 | —10 | 13 ‘ -3
3 2 -4 1 ‘ 0
Mamy wiec (x - 3) (sz —4x + 1) =£);

Z rozwigzania réwnania kwadratowego 2% —4x+1=0 otrzymujemy nastepne
pierwiastki:

=2+v‘§ _2-\2

Xy : lub x, =

2+v’§iz—v§
=

Odp.: Réwnanie 2x° — 10x”> + 13x -3 =0 ma pierwiastki: 3,
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Catkowite pierwiastki wielomianu o wspélczynnikach catkowitych

Udowodnimy twierdzenie o catkowitych pierwiastkach wielomianu o wspélczynni-
kach calkowitych.

Twierdzenie

Jezeli liczba calkowita p jest pierwiastkiem wielomianu W, ktorego wszystkie
wspolczynniki sa liczbami catkowitymi, to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego
tego wielomianu.

Zatozenie

-1

2
W(x)=a,x"+a, x" +...+a,x" +a;x+a,

Dy Gy, Gy ys Gy 3y - 5 Gy, Ay, Ay 53 liczbami catkowitymi
W(p) = 0.

Teza

Liczba p jest dzielnikiem liczby a,.

Dowod

Dowdd twierdzenia jest powtérzeniem rozumowania z przykladu 4.

Jezeli liczba catkowita p jest pierwiastkiem rownania:

1n—1

n 2
a,x +a, x +..+ax +tax+a,=0

to
n n-1 2 -0
Aup + 8y p +...tap +ap+ay=
Zapiszmy te rownosc w innej postaci:
n n-1 2 _
P T8p P Fo.. TP Yo, p=—a
czyli
n—1 n—2 -
P ﬂnp +ﬂ”_|p +...+ﬂzp+ﬂ] —_lﬂu

Zgodnie z zalozeniem wszystkie wspotczynniki a,, a,,_,, ..., a5, a;, a, sa liczbami
catkowitymi, zatem lewa strona rownosci jest iloczynem dwoch liczb catkowitych:

p oraz (aﬂp"_l Y S . e a,)
Kazda z nich jest wiec dzielnikiem stojacej po prawej stronie liczby calkowitej —a,.
Oznacza to, ze liczba p jest dzielnikiem liczby a).

Koniec dowodu
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Fiayxiad e bl Gdy wspotczynniki réwnania sa (1)

liczbami wymiernymi, wystarczy
pomnozyc obydwie jego strony
R . . przez NWW mianownikdw, aby
OZwigZanie : ;

: otrzymaé rbwnowazne rownanie
Mnozymy obie strony réwnania przez 2, aby o wspolezynnikach catkowitych.
dosta¢ rownanie o wspolczynnikach catkowitych. Jezeli wigc dane na poczatku row-
nanie ma pierwiastki calkowite, to
sa one dzielnikami wyrazu wolne-
x( x3 = sz — A 6) =0 go nowo powslalego wielomianu.

i ; . 1
Rozwiazemy rownanie Ex“ - Exl -3x=0.

-2 -t -6x=0

Zatem x=0 lub x’ = 2x* —x -6 =0.

W drugim rownaniu szukamy catkowitych pierwiastkéw w zbiorze
{1, -1, 2, =2, 3, -3, 6, —6}. Po sprawdzeniu, ze pierwiastkiem jest 3 i wykonaniu
odpowiedniego dzielenia mamy:

x> -2x'—-x-6= (x-3)(xl+x+2)

Réwnanie x' —2x’ —x* —6x =0 mozemy wiec zapisa¢ w postaci:
x(x—S)(xz +x+2) =0

czyli dane poczatkowo réwnanie ma postac v;-x(x —3) (xz +x + 2) = 0.

Tréjmian w ostatnim nawiasie jest nierozkladalny (A = -7).

Odp.: Rozwigzaniami roéwnania sg liczby 0 i 3.

Przyktad @) < zad. 6.11

Liczby 2 i 3 s3 pierwiastkami réwnania 2x° + mx® — 13x + k = 0 z niewiadoma x.
Wyznaczymy wspolczynniki m i k oraz obliczymy trzeci pierwiastek rownania.

Rozwiazanie
Jezeli 2 3 s pierwiastkami réwnania 2x” + mx” — 13x + k = 0, to po podstawieniu
do tego rownania kazdej z tych liczb w miejsce niewiadomej x otrzymamy rownosc.
Cazyli:

2:.2%4+m-22-13-2+k=0 i 2:3+m-3*-13.3+4k=0
Mamy zatem uklad dwéch réwnan z dwiema niewiadomymi m i k.

16+4m—-26+k=0 dm+k =10

<[54+'51"1\"?“1—3-'9—ch=[Il 19m+k=—15
Rozwigzujemy ten uklad, np. metoda przeciwnych wspolczynnikow, i otrzymujemy
m = -5 i k = 30. Poczatkowe réwnanie ma zatem posta¢ 2x” — 5x% — 13x + 30 = 0.
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Aby znalei¢ jego trzeci pierwiastek, mozemy roztozyé wielomian 2x” —5x” —13x+30
na czynniki za pomocg dzielenia:

* przeziloczyn (x —2)(x - 3), czyli s

(2x3 —5x% —13x + 30) : (x-’- - 5x+6)

tréjmian x° — 5x + 6, lub
¢ kolejno, z uzyciem schematu Hornera, —(2x3 - 10x° + 12x)

przez czynniki (x —2) i (x - 3). 5x2 — 25x + 30
Otrzymujemy nastepujgca postac —(sz e I 30)
iloczynowa rownania: 5

(x=2)(x-3)2x+5)=0

Trzecim pierwiastkiem roéwnania jest zatem liczba ~3
. . . . : - 5
Odp.:m = =5, k = 30, trzecim pierwiastkiem rownania jest =

Liczba pierwiastkow wielomianu stopnia n
Kazdy wielomian W mozna rozlozy¢ na czynniki stopnia co najwyzej drugiego. Za-
stanowmy sig, jakie czynniki moga wystepowac w postaci iloczynowej wielomianu
stopnia wyzszego niz dwa. Rozwazmy wielomiany czwartego i piatego stopnia.
Jezeli W(x) jest stopnia czwartego, to moze by¢ iloczynem:
¢ czterech czynnikow liniowych, np. W(x) = 3(x - 3)(x - 2) (x + \5) (x+1),
* dwdch czynnikdw liniowych i jednego nierozkladalnego czynnika kwadratowego,
np. W(x) = (5x — 8)(x — 4) (::s:2 + 1),
* dwoch nierozkladalnych czynnikéw kwadratowych,
np. W(x) = (sz + 2) (pr:2 + I).

Jezeli W(x) jest stopnia piatego, to moze by¢ iloczynem:
» pieciu czynnikow liniowych, np. W(x) = 3(x-3)(x-2) (x + \5) (x - %) (x+4),
* trzech czynnikow liniowych i jednego nierozkladalnego czynnika kwadratowego,
np. W(x) = 3(x - 3)(x - 2) (x + \5) (sz - x4+ I),
» czynnika liniowego i dwdch nierozkladalnych czynnikéw kwadratowych,
np. Wix) =(x+9) (5:«:‘E + 3) (Jr:2 + l).

Zauwazmy, ze kazdy wielomian moze mie¢ co najwyzej tyle czynnikéw liniowych,
ile wynosi jego stopien, oraz ze w rozkladzie wielomianu stopnia nieparzystego musi
wystgpi¢ przynajmniej jeden czynnik liniowy. Moze sie zdarzy¢, ze wielomian stopnia
parzystego jest iloczynem wylacznie nierozkladalnych trojmianow kwadratowych.
Zatem z twierdzenia o rozkladzie wielomianu na czynniki oraz wlasnosci dzialan na
wielomianach wynika nastepujacy wniosek.
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Wielomian stopnia # ma co najwyzej n pierwiastkow.

Whniosek ten informuje o maksymalnej liczbie réznych pierwiastkow, ktérej nie na-

lezy utozsamiac z liczba liniowych czynnikéw w rozkladzie. Na przyklad wielomian:

* W(x) = (x - 2) jest stopnia piatego, rozklada si¢ na pie¢ czynnikéw liniowych,
ale ma tylko jeden pierwiastek — jest nim liczba 2,

e Q(x) = (x- 2}3(:: + 1)4(.1: - \5.) (xz + 6) jest stopnia dziesiagtego, ma w rozkla-

dzie osiem czynnikéw liniowych, ale tylko trzy pierwiastki: 2, —1, V2.

6.1. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
Kazdy wielomian stopnia piatego

A. jest podzielny przez pewien dwumian.
B. ma co najmniej jeden pierwiastek.

C. ma co najwyzej pie¢ pierwiastkow.

6.2. Zastosuj schemat Hornera i wykonaj dzielenie.

a) (x3—3x2+5x—3):(x—1} d) (x3—23x—1n):(x—5)
b) (sz—?x2—3x+6):{x+1} e) (x4—3x2+15x—9):{x+3)
c) (—3x3+x2—2x—32):{x+2) f) (x5+32):{x+2)

6.3. Wiadomo, ze r jest pierwiastkiem wielomianu W (x). Wyznacz pozostate pier-
wiastki tego wielomianu.

a) W(x):x3+4x2+x—6 r=-2
b) W(x) =2x" -3x* - 1lx+6 r=3
c) W(x}=2x3-11x2+4x+5 r=15
d) W(x) = 4x’ — 27x + 27 r=-3

6.4. Liczby 1 i -2 sa pierwiastkami wielomianu W(x) = x* + x* = 11x* — 9x + 18,
Wyznacz pozostale pierwiastki tego wielomianu.

5— /33 , 5+ V33
2 2
Wi(x) = x* - 8x” + 12x" + 11x + 2. Wyznacz jego pozostale pierwiastki.

6.5. Liczby

sg pierwiastkami wielomianu
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6.6. Rozwiaz réwnanie.

a) X =3x+2=0 d) {Zx—])(x+3)(x—2)—2(x2+6)={]

b) x> +9x-10=0 e) (x-4}(-3x2—x—16)-60=0

) x*-10x2+9=0 0 (xz—S)[x+5)—3{x—2)(x2+4)+?:[]
6.7. Pierwiastkamiréwnania 3(2x — 7)(9x + 4)(x — 15) = 0 sa liczby 15, %, —g.

Skorzystaj z tego przykladu i podaj przyklad réwnania wielomianowego o wspol-
czynnikach calkowitych, ktérego rozwigzaniami sa podane liczby.

=882 B =2 ¢) -1,0,2,2 dj =, 2%
2 3 2 3 2H

6.8. Rozwigz rownanie.

a) X' —4x> +5x-2=0 ) X -2x*-6x-8=0

b) x* —x*-8x+12=0 d) 3x° —6x* =27 =0

6.9. Rozwigz réwnanie.

a) x> —8x +19x-12=0 c) C+xt-3x-2=0

b) x* —2x* - 13x-10=0 d) %xE—x2—6x+l3%=U

6.10. Rozwigz réwnanie.

a) x*+11x° +31x" +21x =0 d) x* —4x’ -18x* - 20x-7=0

b) x' —2x’ - 15x* +32x - 16 =0 e) X' —7x +8x +11x-5=0

c) x4 7x +8x2-28x-48=0 f) e -3x"-5x-2=0

6.11. Jednym z rozwigzan podanego réwnania z niewiadoma x jest liczba r.
Wyznacz m i rozwiaz to rownanie.

a) mx' —(m+1)x*-9(x-2)=0 o X
b) x° + 7mx® - 2(5m — 2)x + 8m =0 r=2
c) [m-—]}x3+x2—{m+2]x-2m={] r=-1
d) %mx3+{4+m]x2—(3m—l]x—2m={] r=4

* 6.12. Dla jakich wartosci k pierwiastkami rownania x3+(k2—?)x2—(k +4)x-2=0
sa liczby 11 -2?

6.13. Jakie calkowite wartosci moze przyjac¢ wspolczynnik m, jesli wiadomo,

ze rOwnanie x~ + (m — 2)x — 3 = 0 ma pierwiastek catkowity?

6.14. Jakie catkowite wartosci moze przyjac wspolczynnik a, jezeli wiadomo,
7e wielomian ax’ —3x + 1 ma pierwiastek catkowity?
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© 6.15. Pierwiastki wielomianu W(x) = x” + px” + 56x + g sa dodatnie i pozostaja
w stosunku 1:2:4. Znajdz te pierwiastki.

# 6.16. Dla jakich wartosci m pierwiastki wielomianu W(x) = x[x‘]‘ —(m+1)x+ m]

sa trzema kolejnymi liczbami naturalnymi?

# 6.17. Dla jakich wartosci m wielomian W(x) = (x + 6) [.'.'r:2 - (m-4)x - 4m] ma
trzy pierwiastki bedace kolejnymi liczbami parzystymi mniejszymi od zera?

' Prosto do matuny

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

1. Wskaz wielomian, przez ktéry podzielny jest wielomian X +x+ 2.
A.x-2 B —] C.x+1 D.x+2

2. Wielomian x° — 3x +m jest podzielny przez x — 2. Wskaz liczbe m.
A. -14 B. -2 2 D. 14

3. Wyraz wolny pewnego wielomianu o wspolczynnikach catkowitych jest rowny
48. Ktora liczba nie moze by¢ pierwiastkiem tego wielomianu?
A. 4 B. 9 C. 48 D. -6

4. Dany jest wielomian W(x) = 3x" — 2x” - 12x + 8.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Wielomian W ma trzy rézne pierwiastki catkowite.

B. Wielomian W ma co najwyzej jeden pierwiastek ujemny.

C. Suma wszystkich pierwiastkow wielomianu W jest liczba dodatnia.

5. Rozwiaz réwnanie x° —7x — 6 = 0.

6. Dla jakiej wartosci wspélczynnika a réwnania (x — a) (sz + 5x — 3) =0

i 2x° +3x* - 8x+3=0 majg ten sam zbioér rozwigzan?

7. Liczby 1-;@ i 1+2xfﬁ

Wyznacz pozostale pierwiastki tego rownania.,

. ; ; ; 4 3 2
sq pierwiastkami réwnania x —x" —5x"+2x+6 = 0.



7. Wyrazenia wymierne

Umiejetnosci:

» wykonywanie dziatari na wielomianach wielu zmiennych

* wyznaczanie dziedziny wyrazenia wymiernego z jedna zmienna
* rozszerzanie i skracanie wyrazenia wymiernego

* sprowadzanie wyrazen wymiernych do wspolnego mianownika

Wielomiany wielu zmiennych

Do tej pory zajmowalisémy sie przede wszystkim jednomianami i wielomianami jed-
nej zmiennej. W szczegolnosci okreslony zostal stopien takiego jednomianu oraz
wielomianu. Definicj¢ t¢ mozna rozszerzy¢, Zaczniemy od okreslenia stopnia jed-
nomianu dwoch zmiennych.

Jezeli jednomian zmiennych x, z jest postaci ax"z" i a # 0 jest ustalong
liczba rzeczywista, zwana wspolczynnikiem jednomianu, a wykladniki n oraz m
s3 ustalonymi liczbami naturalnymi, to stopniem jednomianu jest liczba n+m.

Podobnie definiujemy stopien jednomianu trzech i wigcej zmiennych. Na przyklad
jednomian —23z’y" jest stopnia sicdmego (3 + 4 = 7), a jednomian —t’xz jest
stopnia czwartego.

Aby obliczy¢ warto$¢ jednomianu dla danych wartosci zmiennych, podstawiamy je
do wyrazenia w miejsce odpowiednich liter. Na przyktad jednomian —3x”y dla
x=-1i y =2 przyjmuje wartos¢ -3 - (-1)*-2 = —6.

Jednomiany rézniace sie co najwyzej wspolczynnikami nazywamy podobnymi.

Stopniem wielomianu (sumy algebraicznej) nazywamy najwiekszy ze stopni
jednomianéw bedacych jego skladnikami po redukcji wyrazéw podobnych.

Przyktad €) « zad. 7.4

a) Wielomian —2x°y* + x*y” = 3x + y* + 3 zmiennych x, y jest suma pieciu jedno-
mianow, z ktorych pierwsze dwa sa stopnia piatego, trzeci — stopnia pierwszego,
czwarty — stopnia czwartego, a piaty — stopnia zerowego. Zatem wielomian ten
jest stopnia piatego.
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b) Wielomian 2 — t*wx — wx’ + twx zmiennych t, w, x jest stopnia ésmego.

Przykiad &) - zad. 7.7
Wykonamy wskazane dzialania i zredukujemy wyrazy podobne.
Rozwiazanie

a) {w—-t)[w+t]-—-(w2-3):wlmtz-—w2+3=3--tz

b) xy* —2x"y-2xy+3-plxy—4x—1) = xy = 2x°y-2xy+3-xy° +4xy+y =
= ~2x2y+ 2xy+y+3

Przykiad €) « zad. 7.9

Rozlozymy na czynniki podany wielomian.

Rozwiazanie

a) 3x2+xy—6x—2y = (3‘::4:2 = {ix) +(xy-2y) = 3x(x=2)+ y(x-2) = (x=2)(3x+y)

b) 9x°2° - 4y4 = (3x33 = 2}*2) (3-:«:25L + 2;.:2)

Wyrazenia wymierne

Wsrod wyrazen algebraicznych istotna role odgrywaja wyrazenia postaci % gdzie
W oraz Q sa wielomianami i Q nie jest wielomianem zerowym. Nazywamy je wyra-
zeniami wymiernymi. Swoja budowa przypominaja liczby wymierne. Kazdy wielo-
mian jest rOwniez wyrazeniem wymiernym.

Za pomoca wyrazen wymiernych zapisujemy rozne wzory i zaleznosci w opisie zja-
wisk fizycznych lub chemicznych.

Przykiad @) < zad. 7.11

Martyna miata w baku samochodu m litréw benzyny. Siedem dni jezdzila ta sama
trasa dlugosci a km, spalajac srednio p litrow benzyny na kilometr. Jaka czgs¢ po-
czatkowego zapasu benzyny zostala w baku po uplywie tego tygodnia?

Rozwiazanie

ap «~—— dzienne zuzycie benzyny
Jap «—— tygodniowe zuzycie benzyny
m-=7ap +~—— tyle litréw benzyny zostalo w baku po tygodniu
m-—7a
4 «—— laka cz¢éc¢ poczatkowego zapasu benzyny pozoslala
m w baku po tygodniu
m-=7ap

Odp.:

m



7. Wyrazenia wymierne

Napisanie zalozen do danego wyrazenia wymiernego jest tym samym, co okre§lenie
jego dziedziny. Dla wyrazenia wymiernego jednej zmiennej jest nig podzbiér zbioru
liczb rzeczywistych, dla wyrazenia wymiernego dwoch zmiennych — zbior par liczb,
dla wyrazenia wymiernego trzech zmiennych - zbior trojek liczb itd. Przesledzmy to
na przykladach.

Przyktad &)

Napiszemy zalozenia dla podanych wyrazenn wymiernych.

a)

x+8

4 — x*

Zatozenie: 4—x#0, czyli x# -2 i x #2

Dziedzing tego wyrazenia wymiernego jest zbior R - {-2, 2}.

BE 43

y-x

Zalozenie: y—x #0, czyli y # x

Dziedzing tego wyrazenia wymiernego jest zbior par roznych liczb rzeczywistych.
A

b)

Dwa wyrazenia wymierne sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy majg identyczne dzie-

dziny i dla dowolnych argumentéw wartosci tych wyrazen sg rowne. Na przyklad
2

wyrazenia % oraz x nie s3 rGwne. Dziedzing pierwszego jest zbiér R—{0}, a drugie-

sz 1 R . 1 : 9
go zbior R. Natomiast wyrazenia — i — s rOwne — kazde z nich ma dziedzing R- {0}
X X
s . . [ . x l
i dla wszystkich x # 0 zachodzi rownos¢ = = —.
X X
Dziatania na wyrazeniach wymiernych sa bardzo podobne do dziatan na utamkach.
Zanim zajmiemy si¢ dodawaniem, odejmowaniem, mnozeniem i dzieleniem wyra-
zen wymiernych, powtorzymy, jak sig je skraca, rozszerza i sprowadza do wspolnego
mianownika.

Skracanie wyrazenia wymiernego polega na podzieleniu licznika i mianownika przez
to samo, rézne od zera, wyrazenie. Aby wyrazenie po skroceniu bylo réwne danemu
wyrazeniu, najpierw okreslamy jego dziedzine.

Przyjmujemy to jako zasadg - wszystkie zaloZenia dotyczace danego wyrazenia wy-
miernego robimy, zanim zaczniemy wykonywac na nim jakiekolwiek dzialania.
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Przyktad @) < zad. 7.17

Skrocimy podane wyrazenia.

Rozwiazanie

2ab” b
w w7
xy-le }_2

b) = xyz #0

xiyizr X

x?‘+2x_x{x+2] _ x+2

c) x2-3x_x[x—3]_x—3’x%01x%3
§ i3 . - LR 2 2

d) .'Jcj p}=[x P)(x xp P)=x +xp+p1x¢pix¢_p
x? - p? (x = p)x+ p) X+ p

X’-x-6 (x+2)(x-3)  x-3

e = = yX#F-21x#-5
) +7%x+10 {x+2Xx+5) x+5 * ?
3 (x +2) X —2x+4 2 _
2.vc+8 _ ( : ):x 2x+4,xaﬁ-—2ixaﬁ§~
22 +x-6 2{x+2}(x—-2-) 2x -3 2

Zauwazmy, ze jesli w liczniku i mianowniku wyrazenia wystepuja sumy algebraiczne
(przyklady c-f), to skrdcenie takiego wyrazenia jest mozliwe dopiero po przedstawie-
niu kazdej z tych sum w postaci iloczynowe;.

J

Aby dodac¢ (odja¢) dwa wyrazenia wymierne, trzeba najpierw sprowadzic je do wspol-
nego mianownika. To zadanie czgsto wymaga rozszerzenia ulamka, czyli pomnoze-
nia licznika i mianownika przez to samo, rozne od zera, wyrazenie.

Przykiad @) < zad.7.18

: & 5 . xX+2 ; o 2
Dane jest wyrazenie wymierne =3 © dziedzinie R — {3}. Rozszerzenie tego wy-
x P

razenia przez wielomian P moze oznacza¢ zmiang dziedziny wyrazenia - poprzez
dodatkowe wykluczenie wszystkich miejsc zerowych P.

i . ; i .. X+2
Pomze] przedstawmmy trzy roZne rozszerzenia wyrazenia 3
x —

0 ) dla % € R~ {0, 3}
x-3 x(x-3)

x42  x-Dixe2)
x-3 (x-1)(x-3)

dla x € R-{1, 3}

x+2 (x3+5)(x+2}
x-3 (x2+5)(x-3)

dla x e R-{3}



7. Wyrazenia wymierne

Sprowadzanie wyrazen wymiernych do wspdlnego mianownika

Wyrazenia wymierne sprowadzamy do wspdélnego mianownika na tej samej zasadzie

co

utamki. Wyjasnimy to na przykladach.

Przyktad @) < zad. 7.19

Sprowadzimy do wspélnego mianownika podane wyrazenia.

Rozwiazanie

a)

x+1 . 2x

x+2 1 =2

Pierwszy ulamek wymaga zalozenia, ze x # -2, a drugi, ze x # 2.

Wielomiany w mianownikach nie maja wspolnych czynnikéw. Nie mozna ich tez
rozlozy¢. Wspolnym mianownikiem moze by¢ w tym przypadku iloczyn

(x + 2)(x — 2). Znajac wspolny mianownik, rozszerzamy utamki:

x+l _(x+D)(x-2) x*-x-2 S 5
12 G2 i D przy zalozeniu, ze x # =2 i x # 2
2x  2x(x+2) 2x% + 4x

oz = -2 12) = G- +2) przy zalozeniu,ze x # -2 i x + 2

Zazwyczaj wygodnie jest zostawi¢ wspdlny mianownik w postaci iloczynu. Jest to
przydatne zwlaszcza przy dalszych przeksztalceniach wyrazen.

b)

2 i +1
x-3 2x*-18
Mianownika pierwszego wyrazenia nie mozna zapisac prosciej, zakladamy tyl-
ko, ze x # 3. Natomiast wielomian z mianownika drugiego wyrazenia mozna
rozlozyc:

2x% — 18 = Z(xz —9) = 2(x - 3)(x + 3)

Okazuje sig, ze pierwszy mianownik jest dzielnikiem drugiego mianownika, po-
dobnie jak np. w ulamkach 2§ % Wspélnym mianownikiem moze wiec by¢
2(x —3)(x + 3), przy zalozeniu, ze x # 3 i x # 3.

nie zmieni sie, natomiast pierwsze bedzie réwne:

Whryrazenie
Y 2x¢ - 18

2-2(x+3) 4x + 12
20x-3)(x+3) 2(x-3)(x+3)
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7.1. Dany jest wielomian x°y* — 2xy — V3x’y zmiennych x1i y.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Stopien tego wielomianu jest réwny 8.

B. Stopien tego wielomianu jest rowny 6.

C. Wartoé¢ tego wielomianu dla x = V2 i y = —V/3 jest réwna 2(12 + \a@)

3

7.2. Dane jest wyrazenie wymierne . Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

2x* +x—6
A. Drziedzing tego wyrazenia jest zbiér R.
B. Wartos¢ tego wyrazenia jest réwna 0 dla x = -2.
3 2
& N + 8 == 2 + 4 ¢
C. Wyrazenia f— oraz =212 sa rowne,
2x°+x—6 2x—3
7.3. Okresl stopien podanego jednomianu.

a) 4xyz b) x*y'v* ) V3y «xt d) -6xyt'z

7.4. Okresl stopien podanego wielomianu.

a) a’bc - 2ab + 3bc?

b) 7x’y -5x'y* + 10y’ -3

c) —4x°f — 6tv + V7x®x* = 11xvst

d) x32y+ xzzzy +x2°y" + xzjy + Iz;l":i + xz:sry2

7.5. Wykonaj redukcje wyrazow podobnych.

a) 2xy° —3x°y+5xy—xy° +2x°y —4x + 1

b) xy° - 2x7y + 5xy” + 75’y - 3xy’ — 4x’y - 2xy° - £’y - x)°
¢) abc + a’b - 2bc + 3abc + 5 — a*b + 3bc — 2abc — be - 2

d) wiv::xzyzzz + Z%xzyzz & %xzyzz2 — lé—xzyzz + Z:x:‘?yzza'2

e) =3x°y+2xy° —5xy +x°y - 2xy° + 2xy + 3x’y + 2xy

f) 2V2xy*tz - 3x> ytz* — \2xy’tz + 3xy — \2xy’tz + x* ytz*

7.6. Oblicz wartoé¢ wielomianu dla podanych warto$ci zmiennych.

a) zxzy—3xy+1 x==2, y=3
b) 2xyz' - 32"+ xy -9 x=1, y=~2, 2= V2
c) —4x3+2y2—4xy+x x==1; y==2

d) llZIl—4:1£;-+%n::;2+%x’:ﬁ2 a=4, b=-2
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7.7. Wykonaj dzialania, a nastepnie przeprowadz redukcje wyrazéow podobnych.
a) (x—-ylx+y)- (xz — Xy = yz)

b) (x + Zy}z—{x—y}z—z:x:y
) (x—xy+3)2xy+y+1)

d) (xy+1) - x(3y2 +x) +(x=y)x+y)

e) 2xy+ 3" = 2(::;:2 +7xy - y‘j‘) + 10xy - Zyz

f) 3x*+ 2)}2 - (szy—ny—nixyz) = (2xy+ ?xzy) + 9x2y— 2}*2
g) ?(xy - yz) + E(xy - xz) + SX 3(.&:2 - Sx}') + ?yz

h) 2x* — 5 —S(ny—x‘? —yz) +2(x3y—x2) - (yz +2x3y) + 6xy
) @x-y)2x+y)-3(xy-y +57) -2y

) (x=p)7=3(x+y)x-y)+ 2(::‘:1 + xy)

K) (x-y+2)(x+y—1)=2x(x+ y) = y(y - x) + x* + 2"

) 2(x-x2y)-{x-y~—2}2 —4(x~y)+2(x2y-xy)+y2

7.8. Wykonaj dzialania, przeprowadz redukcje wyrazow podobnych, a nastepnie
oblicz wartos$¢ wielomianu dla podanych wartosci zmiennych.

a) (x+3y}{x—3y)+(x+2y)2—(2x2—5}*2) x=*f§iy=\ﬁ
b) (x +2y)(x - 2y) —4x(x — y) + (x - 2y)° + 4xy x=051 y=-05
c) 3x|5xy°(x—1)+ 2y(3x2y—2xy) —3xy°(4x - 3}] +2x°y?  x=-1iy=3

7.9. Rozl6z wielomian na czynniki.

a) 2x” +4xy + 2y’ d) 25x* — 10xy + y* — 4x7y"*
b) 4x—4y_6x2+6y2 e) ,7;:2-8:«:y+15ﬂ;qe'2
) 16— x* - 6xy - 9y° f) y*+10xy+ 16x°

7.10. Wykaz, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest nierdwnos¢
4x1+4xy+y2+ 1300,

7.11. Katarzyna Kangur dostala 1 marca pensje w wysokosci k zlotych. Po pierw-
szym tygodniu tego miesiaca zostalo jej s zlotych. Jaka czes¢ pensji wydala przez
pierwszy tydzien marca?

7.12. Rysiek przeznaczyl na pomalowanie plotu a dni. Z zaplanowana wydajnoscia
malowal b dni. Jaka czes¢ pracy ma jeszcze do wykonania?
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. 7.13. Zenobia Zubr przeznaczyla teren o powierzchni
a hektaré6w na uprawe choinek. Z zakupionych m sa-
dzonek zostalo jej jeszcze t drzewek. Do terenu uprawy
dotaczyla wiec b ha, ale wowczas zabraklo jej sadzonek.
[le sadzonek powinna dokupic?

7.14. Osmioro sasiadow postanowito kupi¢ wspolna
kosiarke do trawy za k zlotych. Dwoch z nich wycofa-
lo sie¢ z umowy. O ile zlotych wzrosta sktadka kazdego
z pozostalych sasiadow?

7.15. Pewna druzyna pilki noznej wygrala x meczéw i przegrala y meczéw. Jakg
czedcig liczby rozegranych meczéw sag mecze wygrane?

7.16. Hilary Pajaczek handluje drozdzéwkami, ktére kupuje w piekarni. Jednego
dnia sprzedal n sztuk po k zlotych i zarobil na tym r zlotych. Jaka byla cena jednej
drozdzowki w piekarni?

7.17. Skroc wyrazenie wymierne, jezeli to mozliwe. Podaj odpowiednie zalozenia.
2 L@ 3a—6b 2a°—3ab 4x" -9y’
a-1"a>-2ab’ 2ab-3b2" 2x3 + 3x%y

2x—1 x'-2x*+1 x*-2x-8

2-4x’ x-x | 2x2+3x-2

X —4dx+4  3x*-17x° +10x° x 427
3x2 - 12x+ 12" 6x2-34x+20 ~ 2x*—6x+18
x—x 2722 +27 x*-3x*+6x—-4

x4 -3 - xt+3x] x3+ 8

b)

c)

d)

7.18. Zastap |2 odpowiednim wyrazeniem, aby rozszerzy¢ wyrazenie wymierne.
Podaj odpowiednie zalozenia.
X H X 2
2) x—1 5% 5x x-1 x'-1
x ¢ X 2]
x=1 5x*-5 x-1 2x*-4x+2

7.19. Sprowadz wyrazenia do wspdlnego mianownika. Podaj odpowiednie

zalozenia.

}x+2 x+1 d} 1 2 3
2x-4" 3x-6 -1 2-x’ X+ a2
-1 5 2 5

b) —— : &) ———» =
2x-—-12x+18 x-3 Ix-—12 2x-+8x+8
2
x -1 x—-3 f} X 2x 3x
5x2+10x+5 2xi-x-3 -1 x2-1" x¥+1
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7.20. Wyznacz takie dodatnie liczby naturalne x i y, dla ktérych wartos$¢ wielomia-
nu x° +2xy + y° +2x + 2y jest réwna 24.

. 7.21. Wykaz, ze jedyng parg dodatnich liczb naturalnych x i y, dla ktérych wartoéé
wielomianu 4x” + 4xy + y* —4x — 2y + 1 wynosi 9, jest para (1, 2).

* 7.22. Znajdz takie dodatnie liczby naturalne x i y, dla ktérych wartos¢ wielomianu
X+ szy + 2?xy2 + 2?}*3 jest rowna 512.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.
1. Wskaz stopien wielomianu z” — (\ﬁ); 2w+ w’z zmiennych wiz.

A.8 B. 9 C. 10 D. 11

2. W wielomianie 8xyz - Exzyz + le‘?yz —4xyz + S:Jr:ja'z2 = 9x2yz przeprowa-
dzono redukcje wyrazow podobnych. Wskaz wynik tego dzialania.

A. xzyz + S;vr:yz2 C. 4xyz - xz}'z + .%xyz2

B. 4xyz D. 4xyz + Sxyzz

3. Ulamek % rozszerzono tak, ze jego mianownikiem jest teraz wyrazenie x°+1.
Wskaz licznik otrzymanego utamka.

A. 2x° +2x" +2 C. 2x° - 2x" + 2x

B. 2x” + x D. 2x* + 2x

4. Ocen prawdziwosc podanych zdan.
Warto$¢ wyrazenia (2x — y)(2x+ y) = 3(x—y)* = 2x(3y+x) dla x=V3 i y =2

A. jest liczba calkowita. B. jest rowna 11. C. jest liczbg ujemna.
5. Skroc¢ wyrazenie wymierne ﬁx;;_'ixg— 2} Podaj odpowiednie zalozenia.

6. W klasie Joli m dziewczat wazy w sumie s kg, a Srednia waga ¢ chlopcow jest réwna
p kg. Jaka jest srednia waga ucznia tej klasy?

7. Wykaz, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest nieréwnosc
X+ 2xy+2y  +4y+420.
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Pojedynek na rownania
trzeciego stopnia

Problem réwnan trzeciego stopnia trapit uczonych co najmniej od cza-
sow Archimedesa. Dopiero w XVI w. odkryto metode ich rozwiazywania,
a wiaze sie z tym petna dramaturgii historia.

Dwaj gtéwni bohaterowie

Niccolo Tartaglia [czyt. tartalja]
(1500?7-1557), wioski matematyk,
pochodzacy z bardzo biednej

. rodziny. Samouk. Naprawde nazy-
™ wal sie Fontana, ale postugiwat sie
przydomkiem Tartaglia (po wiosku
wJjakata”), gdyz na skutek ran gardia

Gerolamo Cardano
(1501-1576), wioski
matematyk, lekarz,
filozof, profesor
uniwersytetu w Bo-
lonii. Pochodzacy

Z bogatej rodziny,

odniesionych w dziecinstwie miat ktopoty z mowie- przyjaciel Leonarda da Vinci, autor
niem. Nauczyciel matematyki, autor pierwszych ponad 200 dziet.
matematycznych ksiazek o artylerii i fortyfikacjach.

é’;”il.‘!f":-‘".""‘"“**'\w—s-
¢ Rl

= e IR L TR
iy - 4 '



GAE |
- G =D :
% Prolog ; I11
¢ Scipio del Ferro, profesor Uniwersytetu O odkryciu Tartaglii dowiaduje sie Gerolamo
w Bolonii, zna sposéb rozwiazywania rownarn Cardano. Probuje namowic Tartaglie, by
typu x* + px = g i na tozu $mierci przeka- podzielit sig z nim wiedza. Ten diugo ogma-
zuje go swojemu uczniowi. Antonio Maria wia, ale w koncu ulega i w 1539 r. przekazuje
Fior wykorzystuje te wiedze do wygrywania Cardanowi metode rozwigzywania réwnan
pojedynkéw naukowych. x* + px=qix® =px +q. Cardano przysiega
"I*—'ﬂ“-x hE— dochowac tajemnicy, a Tartaglia nie podaje
rozwiazania wprost, ale szyfruje je w wierszu.
W.XVI w. we Wibszech populame byly poje- Cardano rlna klopoty z odszyfrowaniem wier- by
dynki naukowe. Polegaly one na rozwiazy- sza | musi prosic Tartaglie o pomoc. /
waniu w okreslonym czasie zestawu zadan e TN -
przekazanych przez przeciwnika. Ten, kto . . g
rozwiazal wiecej zadar, wygrywat. Zdobywat Cardano pracuje nad dzietem Ars magna. -
nagrode finansowa, zwiekszal swéj prestiz FPomaga mu w tym jego uczen, Ludovico Fer- ’f‘
i zyskiwal mecenaséw. Miedzy innymi dlatego rari. Ferrari znajduje metode rozwiazywania
naukowcy nie dzielili sie swoimi odkryciami, rownan czwartego stopnia. ’J
ale strzegli ich bardzo pilnie i przekazywali co v
najwyZej swoim uczniom. "
W 1545 r. Cardano wydaje ksiege Ars magna, #
' — ] — a w niej opisuje m.in. metode Tartaglii. Oczy- ;
i , : _ wiscie nie szyfrem, tylko wprost. Rozpoczyna
W 1525 r. Fior wyzywa na pojedynek Tartaglie, : : = .
styszy bowiem pogloski, ze ten odnidst sukces SghealaTlanadiLo pravo UGt
* na polu rownar szesciennych. : VI
% 1 - Cardano nie odpowiada na oskarzenia Tarta-
ol

glii. Zamiast tego Ferrari wyzywa Tartaglie na

Tiaith ¥ Tartaglia wyzwanie przyjmuje. Podczas pracy pojedynek naukowy

nad zadaniami odkrywa ogdina metode roz-

' o | wiazywania rownan x’ + px=q, x* = px + g, R e~ S
\ L = q a9 = S o . . ¥
RELIE } e V»:-'szystkrue 22080 przeclwlnaka Pojedynek odbywa sie w 1548 r., Tartaglia go
: ;'I "' sprowadzajg sie do pierwszego rownania, DFzegrywa : |
}_ & 7 'E  wiec nie sprawiaja Tartaglii zadnego proble- i |
":ﬁ'iﬂ'l- '®  mu. Fior natomiast nie radzi sobie z dwoma ; .
= 8 pozostatymi typami réwnan. Tartaglia wygry- |
Fog g wa pojedynek. I A =~ %
’ - L = V
W tamtych czasach wspélczynniki rownania % Epilog L‘} ; :

ISR TN NN bR Ruchan! doﬁamimj, Dzis metode szukania pierwiastkow rownania
dlatego X” + px = g bylo traktowane jak réw- trzeciego stopnia opracowana przez Tartaglie
ke ponc iyt iz X s ke nazywamy wzorami Cardano.

wano zapisow symbolicznych i nie uzywano "
znakdw +, —, = ani pojecia niewiadomej, ot G D -




8. Dziatania na wyrazeniach
wymiernych

Umiejetnosci:
* dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie wyrazen wymiernych

Dodawanie i odejmowanie wyrazen wymiernych

Zasady wykonywania tych dzialan sa takie same jak przy dodawaniu i odejmowaniu
liczb wymiernych zapisanych w postaci utamkow. Jezeli dwa wyrazenia wymierne
maja identyczne mianowniki, to — aby je doda¢ - dodajemy wyrazenia w ich liczni-
kach (mianownik pozostaje bez zmian):

w - P _ W+P

Q Q Q
Aby natomiast od pierwszego wyrazenia wymiernego odjac¢ drugie o identycznym
mianowniku, nalezy od wyrazenia w pierwszym liczniku odja¢ wyrazenie w drugim
liczniku (mianownik pozostaje bez zmian):

g - g = %, przy zalozeniu, ze Q # 0

PrzedledZzmy na przykladach dodawanie i odejmowanie wyrazen wymiernych.

, przy zalozeniu, ze Q # 0

Przyktad o zad. 8.2

z
Wykonamy dodawanie - :
Y Y x+1 x-2

Rozwiazanie
Zakladamy,ze x # -1 i x # 2.
Przeksztalcamy skladniki sumy tak, aby byly wyrazeniami o identycznych mianow-
nikach. Wspolnym mianownikiem jest iloczyn (x + 1)(x - 2).
2 N 3 _ 2(x - 2) 3x+1) =2x—4+3x+3= Gx—1
x+1 x-2 (x+1)}(x-2) (x+1)(x-2) (x+1)(x-2) (x+1)(x—2)

5x -1

e e o

Przyktad @) < zad. 8.3

1 L (@)

i a=b  —(h=a) b-a

2x—3 3-2x

Wykonamy odejmowanie
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Rozwiazanie
Mianowniki roznia si¢ tylko znakiem: 3 - 2x = —(2x - 3).
Zatem:
x+1 x-2 _ x+1 " x—2 :2x—l
2x =3 JI=ldx 2x=3 2x-=5 2x-3
. 2x=1

"2x-3

vk g 3
, przy zalozeniu, ze x # Z

Odp.

3
x e
a'EJE

Przykiad ) < zad. 8.4

x+1 B X
x2—-4 x:+dx+4

Wykonamy odejmowanie

Rozwigzanie
x+1 X x+1 X

x2-4 x2+4x+4 - (x+2)(x-2) N (x + 2)
Zakladamy, ze x # -2 i x # 2.

(x +1)(x +2) x(x - 2) q oxith d ; "
= = & Sprowadzam TAZENIA dO WSPDOINCZD MIANOWIIEKA
(x+2)2(x-2) (x+22(x-2) g A S
2 2 2
_(x +2x+x+2)—(x —2x)_x‘+3x+2—x2+2x_ 5x + 2
(x+2)*(x-2) (x+2)*(x-2) (x +2)*(x-2)
5x +2 .
Odp x XxE=21x+2

"t 2P x=-2)

Przyktad @) « zad. 85

2
; : 3 2 =1
Wykonamy dziatania ;+ e

x—4 dx x2-2x

Rozwiazanie

2 2

x+3 x+ 2 x =1 x+3 x+2 x -1

- = - -
2x—-4 4x x*-2x 2(x-2) 4x  x(x-2)
Zakladamy, ze x # 0 i x # 2.

Xt +x+2 x* -1 jak 51 ; B spprirng 4x(x - 2)
- = —— JaR0 WSPOINY Mlanowinl FEVIMueIm 3 .
2(x-2)  4x  x(x-2) J pollzy przyjmujemy

:(x+3]-2x+(x+2}{x-2)_(xz—1)‘4 _(2x2+6x)+(x2-4)—(4x2-4) B

dx(x - 2) 4x(x ~ 2) dx(x-2) 4x(x - 2)
2
= ﬁ = «—— wylaczamy x przed nawias w liczniku i skracamy ulamek
_Xl=x+6) -x+6
Cdx(x-2)  4(x-2)
Odp.: —x+ﬁ} %xF01 XxF2

4(x — 2)

121
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Mnozenie i dzielenie wyrazen wymiernych

Mnozenie ulamkow jest na ogol prostsze niz ich dodawanie. Wystarczy pomnozy¢
N N , . . . - a
licznik przez licznik oraz mianownik przez mianownik. Dzielenie ulamka , przez

ufamek 3 zastepujemy mnozeniem E przez odwrotnosc¢ dzielnika, czyli przez ula-

d * L] L + - . 4 - 2

mek —. Wyniki tych operacji mozna ewentualnie jeszcze skrocic. W wypadku wyra-
¢

zen wymiernych jest podobnie, musimy tylko pamieta¢ o zrobieniu odpowiednich

zalozen.
g.}%: g;, przy zalozeniu, ze Q #0 i P #0
g:%:g'$:¥’ przy zalozeniu,ze Q#0, P+0i T #0

Przyktad @) < zad. 87

x2+2x x—-1

Wykonamy mnozenie 3
Y Y x2-1 x+2

Rozwiazanie
r2x x-1 _

«—— poszczegdlne wielomiany rozkladamy, jedli to

. =
s W moiliwe, na czynniki

x(x +2) x—1 . e
= xr -1 : <3 = «—— zapisujemy zalozenia: x # -1, x # 1, x # -2
%
Cox+1
Odp.: —=—, x# -1, x £ 1, x # =2
x+1

Przyktad @) < zad. 8.8

: : Sx—3 3=5ux
Wykonamy dzielenie —— i )
X+ Ix+0 x*+dx+4
Rozwiazanie
Bx—35 3-5x TE o
5 B = «—— rozkladamy tréjmiany kwadratowe na czynniki
X“+3x+6 x“+4x+4
5x —3 . 3-5x

- «— zapisujemy zalozenia: x # -3, x # -2, x #

| s

:{;!u:+2]{x+’.’:',l'{Jc+2}2
_ 5x=3 (x+2)° _
T (x+2)(x+3) 3-5x
_—(3-5x)(x+2)  x+2
T (x+3)(3-5x)  x+3

«— mnozymy przez odwrotnos¢

«— skracamy ulamek

—-X+2 3
Odp.: f -3, -2, -
P —— x# X # x#S
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Przykiad €

X’ -12x+36 6x-18 x-3
4x2-16  2x*-12x x*+2x

Wykonamy dzialania

Rozwiazanie
x’-12x+36 6x-18 x-3 _
4x2-16  2x2-12x x?+2x

P
- 4.;x[f 2_)2 -2) Zi(fx_—B{i]} ' xtjaz} - «— zalozenie: x €R-{-2,0,2,3, 6}
_ 3lx~8)
" 4(x-2)
. 3(x-6)

Odp xe€R-1{-2,0,2, 3,6}

T 4(x-2)

Przyktad @) < zad. 8.10

Wykonamy dziatania ( 21 + 21 ) :(l sl g iz) (x3 - 1).

X +x X" —X X X

Rozwiazanie

| | 1 1 3
+ (144 5)(x-1) =
(x2+x xz-x) ( x xz)

( S e )(x2+x+l)(x3 1) konujemy dzialani
= — St st -1)= «—— wykonujemy dzialania
x(x+1)  x(x—1) o T w nawiasach przy
 x—1+x+1 _x2+x+l<x3_1)_ zaloZeniu, e
x(x+1D(x-1)"  x2 pER--LO Y
= £x i (x 1}(x2+x+1)— 2"
Toxlx+)(x-1) xX2+x+1 T ox+1
2
2x
Odp.: , x € R-{-1,0,1
P — { }

2
; oo 4 X3ED
8.1. Dane jest wyrazenie .

X +2x x-2
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Dziedzing tego wyrazenia jest zbior R - {-2, 0, 2}.
B. Wartosc tego wyrazeniadla x = 1 jest réwna 3.

-4 x+2
x*+2x x-2

i o X+2 ,
C. Wyrazenia oraz sa rowne.

123 N



B 124 Dziat 2. Wielomiany | wyrazenia wymieme

8.2. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zalozenia.

x+1 x+2 x-2 2x+ 1
a) - c) -
2x+3  2x+3 I3x+3 2x+2
1 + 2 2 5-
by == B g I—=
X 3x x-5 x

8.3. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zalozenia.

3 2 2x+1 2x-1
ﬂ) = c} ==
x+1 x+2 2x—1 2x+ 1
1 5 10x + 1 3
b) — - d) —— - —
x—-7 x+4 6x 2x

8.4. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zalozenia.

El) 2x N 7 E} x+1 N 3
x=3 3-x x2-2x+1 4x-4
X+5 2—4x 2x + 1 x-1

b) + f) = —

Ix—1 1—3x Ix-=-12 2x*+4x

o) x+3+x+2 x-2 x+2
.5 ey (Rl . T & x2-6x+9 9-—x2

1 2 2x -8 3x - 16

d) - h) ; i

3Ix—-1 3-9x x—-8x+16 2x--32

8.5. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zalozenia.

X x—1
a) - +1
2x+2 3x-3
& 6
B) e iz o
2x -1 2x+1
g 2 1 4
x*+x x* b5x
4-x 1-2x 5-x°
d) - >
x+1 x—1 x-—1
4-5x 5x°—23x+12 x—4
e) + - +1
5x—3 25x* -9 5x+3
0 2%~ 1 2, X+ 7x-3
x24+2x x-3 xP-x*-6x
) x x—3 x+4
8 x2—6x—16 x*—8x 4x48x
3 2 1
h + -
}x3+l 2x2—2x+2 x*-1
. 3 2 1
i) 2 + 2 T kol
4x-—10x+ 4 1 —4x 4x-—12x+ 8
y Xtz axel x* - 14
V 3 —7x+3 22+5x-3 2x —x2 - 18x+9



8. Dziatania na wyrazeniach wymiermnych 125 il

+ 8.6. Wyznacz takie wartosci a i b, aby podane wyrazenia byly réwne.

2
a b . TR a ax+b . Z(x '9-"“"4)
a) - i = c) - i :
x—2 x+2 x-—-4 x—5 3x+1 Jx-—14x -5
. - P, P
b) a i b : ?3x+l d) ?ax a o9k o x; x —3x+3
x-3 x+2 x*-x-6 (x*—4)(x-1) X —x?—4x+4

8.7. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zalozenia.

2) x—1 _x+2 3x—5 _2x2—?x
2x+4  3x x21+3x ﬁx—I)'D

b) 5x—3|x'+2x 5 X +x-—2 lx'+4x+3_2x—1
3x1+6 10x - 6 Ex:*;—Sx-E ’x-l .;:2-4

o) lx‘—x.}—x 0 x -9 . ¥ —2x X -x
x-1 3x 2 -3x+2 x*+2x-3 x2

8.8. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zalozenia.

2x  10x - 10 -8 4x-8
a) s c) :
x—-5 5x-25 x>+8 4x+8
4x* -9 15+1 g .
b) X 9:5+i)x d}x+x 6: X
2x% - 3x 3x? x+5 x*+2x-15
8.9. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zalozenia.
2
) [ .’r.vc2 :(2_ x) c)(x 3 X 2)( x+3+2x+1)
1 —x x+1 dx+6 bHx+9 3x-15 4x-20
3] 2 x2+x xz—x 2
3x — - + 1 d - : + 2
b](x 3—x) (xz—Sx ) ](x2+4x—5 x3+6x+5) (xz—l )

8.10. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zalozenia.
2) ( 3 i 1 ) ) ( x 1 )
+x-2 x2+3x+2/ \x?-1 x+2

b) [(4x2x+2 N x+2) 4x + 2 4 ]-(4x+2)

+d4x+1  4x2-1/) 3x2+6x 2x-1
c)(x+l_ 4 _x+l{])_x2+2x+]
3x-3 3x2-3 3x+3 ”

d) [( 5%, 3x) 15x + 12 ] 3

1-5x  5x+1/ 1-10x+25x2| 5x-1

8.11. Niech x # 0 i y # 0. Ktory znak: = czy # nalezy wstawi¢ w miejsce 2,
aby otrzymac zalezno$¢ prawdziwa?

£ 2@ oZ:Z@- e T+1[7 22
¥ox x 2y 2 y ¥
e D
b) -2 ) E2Eioy f 2= _L g2
y X y y y X Xy
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© 8.12. Wykonaj dziatania. Podaj odpowiednie zalozenia.

x+1 = x-5 x° + 10x + 21 ;
T 12 e X 1
a} 2;...3 15;-'-}_ b) xz+ﬂx+? C} = d] }
3x-6 4x-8 P — x+1 {mad
x—1
R . 2 | 2 3
.~ 8.13. Wykonaj dzialania | — T ; (x +3ax + 2a )
: X“—ax - 6a x“-2ax-3a

Podaj odpowiednie zalozenia.

I-" r T |

= : - = |
_1rl:__1'-,_-._:gl-_._....;_Ial-,-:.-_ | .-_,___‘._F
W S e, N R, W AR R L

Ly

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

W Zeszycle.
. : : o : : N S % X+ 2
1. Wskaz wynik dzialania i odpowiednie zalozenia dla wyrazenia T e
S5x —4 13x +4
=TT e e
2x° +13x + 4 5% — 4
. 3 _91 =i . » _91 =
2 (x+2)(x+9) ot sl 2 (x+2)(x+9) o Fi ot
2. Wskaz wszystkie zalozenia potrzebne do wykonania dzialan 2 B i =
Ix+Y Sx—10
A.x# -3 C. x+1
B.x#+-3, x+2 Dix+-=3 x+2, x+1, xF4

2 2
X =y xty

3. Wynikiem dziatania przy zalozeniu, ze xy # 0, x + y # 0, jest

4x*y  xy
F z
x =y )(x+y) = - =
Wl g sy ok D=
4x’y 4x 4 4xy
4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
2
Wartos¢ wyrazenia a = ZI = =~ dlax = = y = 2
x2 -yt x*-2xy+ y? 9 9
A. jest liczba catkowita. B. jest rowna 2. C. jest liczbg pierwsza.

2
doy : R + 1 L : : S
5. Wykonaj dzialania e e R Podaj odpowiednie zalozenia.
4x+4 6x-6 3x2-3

x2+2x—3_x2+6x+9
x2=-16 x*-x-12

7. Wykonaj dzialania [(] +x—2)_( & +2)— 2 ]_3x+3‘

X x—1 x+1 2%

Podaj odpowiednie zalozenia.

6. Wykonaj dzialania

Podaj odpowiednie zalozenia.



9. Rownania wymierne

Umiejetnosci:
* rozwigzywanie rownan wymiernych

Wix)

Q(x)
jest wielomianem zerowym, nazywamy réwnaniem wymiernym z niewiadomg x.

Wszystkie pierwiastki wielomianu W, ktére naleza do dziedziny, czyli spelniaja za-
tozenie Q(x) # 0, sa rozwiazaniami réwnania.

Przyktad o

Roéwnanie postaci = 0, wktorym W i Q sa wielomianami zmiennej x i Q nie

’ x X - 3 x # . . . i # .
a) Rownanie o 0 jest rownaniem wymiernym o dziedzinie rownej R — {-2}.
X+
Jego rozwigzaniem jest liczba 3.

b) Réwnanie T 0 jest rbwnaniem wymiernym o dziedzinie rownej
X5 = 23X

R -{1, 2}. Pierwiastek wielomianu W(x) = x—1 nie nalezy do dziedziny, zatem
rownanie to nie ma rozwiazania.

Przyktad &)
Dziedzing rownania i = 3 jest zbiér R —{0}. Aby rozwiazac to réwnanie, nie mu-
simy przeksztalca¢ go do postaci ng; = 0. Jezeli bowiem pomnozymy obydwie

. i 1
strony rownania przez x, to otrzymamy 1 = 3x, stad x = 5
i >

Jezeli w rownaniu wymiernym mamy sume kilku wyrazen, to na ogol, po wyzna-

czeniu dziedziny, mnozymy obydwie strony réwnania przez wspdlny mianownik
wszystkich sktadnikow. Po rozwigzaniu otrzymanego w ten sposob rownania wielo-
mianowego musimy sprawdzic, ktore z jego pierwiastkow naleza do dziedziny row-
nania wymiernego.

Przyktad €) « zad. 9.3a,96¢,f

Rozwiazemy podane rownanie.
Rozwiazanie
a2t s peR-{4)

x—4
2x+1=5(x—-4),stad x=717€D

Cdp:x =7
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X 18 X+5
s TR e
D=R-{l1, -2}
Obydwie strony rownania mnozymy przez (x — 1)(x + 2), czyli przez wspolny
mianownik wszystkich wyrazen wymiernych.
x(x-1)—-18+(x+5)(x+2)=0
2 +6x-8=0
X +3x-4=0
Pierwiastkami tego rownaniasa x, =1 i x, = -4,
x, ¢ D, wigc rozwiazaniem rownania wymiernego jest tylko drugi pierwiastek.
Odp.:x=-4
c) ; i; j: Z = P ~2Eic R «— rozkladamy wielomian w mianowniku na czynniki
x+7  x=7 - 22
x-4 x-2 (x-4)x-2)
D=R-{4, 2}
(x+7)x=-2)+(x-7)x—-4)-22=0
Po wykonaniu dziatan, uporzadkowaniu i podzieleniu obydwu stron réwnania
przez 2 otrzymujemy rownanie kwadratowe:
x*-3x-4=0,
ktorego pierwiastkamisa x;, =-1€ D, x, =4¢ D.
Odp.: x =-1

Przyktad @) < zad. 9.7

Ze wzoru a,; +a, =

—— . Wyznaczymy podana zmienna. Zakladamy, ze zmienne
1+

przyjmuja tylko takie wartosci, dla ktorych odpowiednie dzialania s3 wykonalne.

Rozwiazanie

a)

Odp.. E =

zmienna E
nE _ , , o
Ay +a; = —— «— obydwie strony réwnania mnozymy przez ni, + i,
iy + i,
(ai +a,) - (ni; +i,) = nE «— obydwie strony rownania dzielimy przez n

(a, +a,) - (ni; +1i,)
"
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b) zmienna i,

nkE
a,+a, = —; «— obydwie strony rownania mnozymy przez ni; + i,
nty 1y i dzielimy przez a; + a,
. nk ) )
i +1, = «— przenosimy ni, na drugg strong
a, +a,
4 nk .
Odp.: i, = - ni,
S apta
¢) zmiennan
nk : ; . .
a, +a; = — - - nb}'dww strony rOwnania mnozymy przez ni; + i,
ny + i =
(a, +a,) - (ni, +iy) = nE —— MNOZYyMYy Przez wyraz ze zmienng n
ni,(a, +a,) +iy(a, +a,) = nE «— przenosimy wyrazy ze zmienng n na jedna strong
nE —ni,(a, + a,) =i,(a, +a,) «— wylaczamy n przed nawias

i)(a; +a,)
E-i(a, +a,)
Przyktad € « zad. 9.11

Samochod przejechal w pewnym czasie 210 km. Gdyby jechal ze srednig predkoscia
o 10 km/h wigksza, to czas przejazdu skrocitby sig o p6t godziny. Oblicz, z jaka srednia
predkoscia jechal ten samochaod.

Odp.:n =

Rozwiazanie

Korzystamy ze zwiazku f = E miedzy droga, predkoscia i czasem. s=v-t ()
t — czas przejazdu (w godzinach) v= f
v - $rednia predkosc (w km/h) g E
s=210km

210 . . £os L -
— wyraza czas przejazdu z predkoscia, o ktérej mowa w zadaniu
v

210
v+ 10
Z tresci zadania wynika, ze:
210 210 1
— i
v v+10 2
Po pomnozeniu obydwu stron réwnania przez mianowniki i uporzadkowaniu wyra-
zOW otrzymujemy rownanie:

v® + 10v — 4200 = 0,

ktérego pierwiastkami sg liczby: v, = =70, v, = 60. Zgodnie z trescig zadania v > 0,
zatem rozwigzaniem jest tylko druga liczba.

wyraza czas przejazdu ze zwiekszona predkoscia

Odp.: Samochod jechal ze srednia predkoscia 60 km/h.
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* Przyktad ) < zad. 9.15

Pani Zenobia Zubr zatrudnila do przycina-
nia drzewek owocowych pracownikéw trzech
firm ogrodniczych. Gdyby podpisala umowe
tylko z firma P, to praca zostalaby wykonana
w czasie 0 5 dni dluzszym, niz przewidywala
to oferta firmy K. Natomiast firma N przy-
cielaby drzewka w czasie o 2 dni dluzszym
niz podwojony czas pracy firm K i P lacznie.
Ile dni zajelaby praca kazdej z firm pracu-
jacej osobno, jezeli wspolnie wykonatly prace

w ciggu 2 dni?

Rozwigzanie
Zakladamy, ze kazda z firm wykonuje swoja dzienng norme bez zmian (bez takiego
zalozenia zadania nie mozna rozwigzac). Oznaczmy:

x - liczba dni pracy w ofercie firmy K. Zatem x > 0.
Wowczas:

x + 5 to liczba dni pracy w ofercie firmy P,

2(x + x +5) + 2 to liczba dni pracy w ofercie firmy N.
Zatem w ciagu jednego dnia firmy wykonuja cze$¢ pracy réwna:

- - norma firmy K,

X
1
= fi P,
Ry 5 norimna ll'i'n}'
1
- norma firmy N.
4(x + 3) = SRR

Przyciecie wszystkich drzewek zajelo pracownikom trzech firm pracujacym wspolnie

2 dni, czyli w ciggu jednego dnia wykonali polowe pracy. Zatem:
1 1 1 1
X X+5 4(x+3) 2

W kolejnych przeksztalceniach otrzymujemy:
4(x +5)(x + 3) + 4x(x + 3) + x(x + 5) = 2x(x + 5)(x + 3)

4(9.:2 +8x + 15) x4 12x+x2+5x—2x(x2 +8x + 15) -0

25 + 72 —19x - 60 = 0, cayli (x-3) (2" +13x +20) =0

Obydwa pierwiastki tréjmianu kwadratowego 2x° + 13x + 20 sa ujemne, wiec jedy-
nym rozwigzaniem zadania jest x = 3.

Odp.: Firma K przycielaby drzewka w 3 dni, firma P w 8 dni, firma N w 24 dni.
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9.1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
Wiadomo, ze na + x = = oraz naxy # 0. Zatem
na+ x _x(1-y) _X-yx

. B. a C.n=
X ﬂ}’ ﬂ}’

A y=

9.2. Jeden robotnik wykonuje pewna prace w x dni, drugi t¢ sama prace wykonuje
w y dni. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
Obaj robotnicy, pracujac wspolnie, wykonaja te prace w ciggu

+
A. 222 dni. B —— dii C. =2 dni.
xy X+ Yy x+y
9.3. Rozwiaz rownanie.
2x+ 1 -x+3 2 2x =3
o x—=2 =4 c) 4x-5 3 2 x?—dx+4 =
3x -2 3x-5 1 4x + 6
b = -2 d = —= —_—=4
)2x+| }—6x+? 2 % 2x* +x-3

9.4. Rozwiaz rownanie.

2x -1 _x+3 x+2_x2+5x—lﬂ x+1 2x+3

a = d = - =0
) x—1 1 -x )x+4 X+x—12 g) xX+5 4x+11
2
7—-x =2 2x+1 6x x+2x+2 x+2
b) = ) - =0 Wi -
x+3 x+7 3x-1 b5x-1 x*+3x+2 x+3
c) 3x—l“ X =9 f,'l x—lzzx-l i) 22x2+x—3 :2x+3
5—-x x—-2 X+3 dx + 3 x=3x-10 x=-5
9.5. Rozwiaz rownanie.
4 3 2x-5 -1 1 2
a) = = 1x i i 9 4 =
x+3 x+1 x*4+4x+43 x-3 x-4 x*-7x+12
x-3 x+2 18 1 3 x42x-4
b) + == e) —— 5 s
x—-1 x-4 x*—-5x+4 x 2x-4 2x° —4x
3 2 6 X x+11 2
c) + = — f) + =
x=1 x%1 *x2=1 x=2 x=3 x*—5x%+6
9.6. Rozwiaz réwnanie.
Ix+11 2x—-2 <4 x—-6 X
8) ———— 2= d) — =2 ]
x°—x-20 x+4 x*—-6x+5 x-5 x—1
x—1 2 X x—=2 X X —7x+9
b) —— = e) + - -
x—5 x*-=1lx+30 x—06 x=3 x—-6 x-9%+18
-1 6 4 11 2 —4 -2 1
E] S_I - + X + f) X+ _JC _x X 4+ +]
x+2 x2+6x+8 x+4 x41 x-3 x2-=-2x-3
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9.7. Wyznacz ze wzoru podang zmienng. Zakladamy, ze wszystkie zmienne przyj-
mujg tylko takie wartosci, dla ktérych odpowiednie dziatania sg wykonalne.
u U

U
H)F-G_r?._ M d}E—R—l-FR—Z R
.14 e SfE
b)B_I-I £ E}k_ﬂlns(R r) &
2
c) (p+%)[v—b):RT p f) E:%ergh m

9.8. Gdy jablka stanialy o 1 zi za kg, to za 24 zI mozna ich bylo kupic o 2 kg wiecej
niz poprzednio. Jaka byla poczatkowa cena 1 kilograma jabtek?

9.9. Trzy litry soku rozlano do szklanek - do kazdej szklanki tyle samo. Gdyby do
kazdej szklanki wlano o 50 ml mniej, mozna by byto napelnic o 5 szklanek wiece;j. Ile
szklanek poczatkowo napelniono sokiem?

9.10. Ogrodnik mial przycia¢ 200 drzewek owocowych w okreslonym terminie.
Pracowal systematycznie, a poniewaz udalo mu si¢ kazdego dnia przyciac o 5 drze-
wek wiecej niz wczesniej zaplanowal, skonczyl prace 2 dni przed terminem. Ile dni
pracowal?

9.11. Kierowca samochodu obliczyl, ze zdazy dojechac¢ w ciagu 2 godzin na konfe-
rencje, jezeli bedzie jechal ze srednia predkoscia 55 km/h. Niestety przez pierwsze 20
minut jechal z predkoscig tylko 45 km/h. Z jaka srednia predkoscia musi pokonac
reszte trasy, zeby przyjechac na czas?

9.12. Marcin jechal samochodem z domu do hurtowni ze $rednia predkoscig
60 km/h, a wracal ze $rednia predkoscia 40 km/h. Caly przejazd zajal mu lacznie
4 godziny. Jak daleko jest z domu Marcina do hurtowni?

9.13. Anna jechala samochodem ze stalg predkosciag. W pewnym momencie wy-
przedzila rowerzyste poruszajacego sie ze stala predkoscig 18 km/h. Nastepnie za-
trzymala si¢ na 10 minut. Potem jechala dalej z ta samg co poprzednio predkoscia
i po pewnym czasie znowu wyprzedzila tego samego rowerzyste. Z jaka predkoscia
jechata Anna, jezeli miedzy kolejnymi momentami wyprzedzania rowerzysty uply-
neto 13 minut?

9.14. Pociag osobowy wyjechal z miasta A do miasta B o godzinie 12% jechal ze
érednig predkoscia 60 km/h. O godzinie 13° z miasta B do miasta A wyjechat pociag
pospieszny i jechal ze §rednig predkoscia 90 km/h. Pociagi minely sie o godzinie 15"
Jaka odleglosc dzieli miasta A i B?



9. Réwnania wymierne

+ 9.15. Na szczyt gory wywozg narciarzy trzy wyciagi — gondolowy, krzeselkowy i or-
czykowy. Gondole wywozg grupe 1200 narciarzy w czasie o 2 godziny krétszym niz
wyciag krzesetkowy oraz 3 razy szybciej niz orczyk. Jezeli wszystkie wyciagi sa czyn-
ne, to grupa 1200 narciarzy wjezdza na szczyt w czasie 2 godzin. Ilu narciarzy wywozi
na szczyt w ciagu godziny kazdy z wyciagow?

’rosto do matury Y\
W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

1. Jan podrézowal przez T godzin ze Srednig predkoscia R km/h i przez t godzin ze
sredniag predkoscia r km/h. Jaka mial $rednia predkosc (w km/h) na calej trasie?
r B RT +rt RT #rit Rt +rt

R
A, —+ - ; €. D.
T+t T+t 2 R+r

2. Wskaz rownanie, ktore nie ma rozwiazania.

7 e g G =% ey
x—1 x x x—1
: : . 5
3. Wiadomo, ze m = I Ile jest rbwne —?
il
% S5m B. 5(a +m) C. m+a D. m
1 —ma l1+a 5a 5a(l +m)

4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

H " [ ¥ . A 3 3‘ 2
Zbiér rozwigzan réwnania - =
x=x x x-=1

A. jest dwuelementowy.
B. ma nieskonczenie wiele elementow.
C. jestrowny R - {0, 1}.

x—-7 x+3

5. Rozwigz réwnanie = :
X=2 Xk

2
o . X —x+2 x+ 2
6. RDZWIE}Z rownanie =

x2-2x+3 x+1

7. Kwote 3360 zl przeznaczono na premie $wigteczne dla pracownikéw. W ostat-
niej chwili zdecydowano, ze premie otrzyma o dwoch pracownikow mniej i wtedy
okazalo sig, ze pozostali otrzymaja po 40 zt wiecej. Wszystkie wyplacone premie byly
rowne. Ilu pracownikow je otrzymato?
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Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-20 jest tylko jedna poprawna odpowiedZz. Wybierz ja i zapisz
W ZeszZycie.

1. Wskaz wartos¢ wielomianu 3x° — 2x> + x—1 dla x = —1.

A. -7 B. -3 0.1 D.0

2. Funkcja f(x) = (p+1)x+5 jest wielomianem stopnia 0, gdy
A.p=1 B. p=0. C.p=-1. D. p>0.

3. Wielomian (2x + 3)’ zapisano w postaci sumy tak, ze jeden z podanych jedno-
mianow jest jej sktadnikiem. Wskaz ten jednomian.

A. 2x° B. 18x° C. 54x D. 9

4. Wskaz liczbe rowna (\/5— \5)3.

A. 1 B. 3V3-242 C. 9V3+7V2 D.9V3-11V2
5. Jaka jest warto$¢ wielomianu x°y* —2xy — V3x’y dla x = V2 i y = —/3?
A. 0 B.2(12+V6)  C.6V3 D. -2

6. Wskaz zbi6r rozwiazan réwnania x° —3x + 2 = 0.

A. {-1, 1, 2} B. {-2, 1} C. {1, 1, =2} D. 0

7. Ile pierwiastkéw ma wielomian x° + 2x* + x?

A. 0 B. 1 C.2 D. 3

8. Réwnanie x’ —x* —x+10=0

A. nie ma rozwiazan. C. ma dokladnie dwa rozwigzania.

B. ma dokladnie jedno rozwiazanie. D. ma dokladnie trzy rozwiazania.

9. Rownanie Ejvc(::r:2 = 9) (.:w:1 + I) (xz - 1) =0
A. nie ma rozwiazan. C. ma dokladnie pigc rozwiazan.
B. ma dokladnie cztery rozwiazania. D. ma dokladnie szes¢ rozwigzan.

10. Wskaz wyrazenie, ktore nie wystepuje w rozkladzie na czynniki wielomianu
Wi(x) = x° + 4x* — 4x - 16.
A.x-2 B. x+2 C.x-4 D.x+4
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11. Wskaz reszte z dzielenia wielomianu x° + 5x° + 5x + 3 przez dwumian x + 2.
A.5 B. 3 C.0 D. -1

12. Wskaz reszte z dzielenia wielomianu x” + x* — 1 przez dwumian x + 1.
Ao _3 Bi _1 Ct 1 Dt 3

13. Dla jakiej wartosci m wielomian W(x) = x° — 2mx” + 3x — 6 jest podzielny
przez wielomian P(x) = x — 2?
A, -2 B. 1 C.0 D. 2

14. Grzegorz zaplanowal porzadkowanie strychu przez a godzin. Przepracowal juz
b godzin, b < a. Jaka cze$¢ zaplanowanego czasu pracy mu zostala?

A.a-b B . ¢ =t D22
a-b a b a
15. Dla x # 0 i y # 0 wyrazenie i— % mozna zapisac jako
. 20 2
A. 0. B. -1. c. =2, p. —L.
Xy Xy
16. Ktory z utamkow jest rowny sumie i + ;‘E? Zakladamy, ze x #0 i m # 0.
A,r—y B. u C. rm+xy D. rm+Xxy
X Xm X+ m xm
17. Jezeli utamek xzfi rozszerzymy tak, aby w jego mianowniku bylo wyrazenie
x” +1, tow liczniku otrzymamy
A. 2% +2x° 4 2. C. 2x° - 2x* + 2x.
B. 2x° + x. D. 2x° + 2x.
x x+2

18. Wskaz dziedzine wyrazenia

.

x—1 x-5

A.R-{l1, 5} C.R-{-2,1, 5}

B. R—{-2, 1} D.R-{-2,0, 1, 5}

19. Wskaz liczbe rozwiazan réwnania x:t;} =0,

A. 0 B. 1 G2 D.3
2

20. Wskaz rownanie majace ten sam zbior rozwigzan co rownanie = _ll = 0.
-

A. (£ -1)(x-1)=0 C.x-1=0

B.(x2-1)={] D.x+1=0
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W zadaniach 21-25 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

21. Wyrazenie x° — 5" to

A. szescian roznicy liczb x i y.

B. roznica szescianow liczb x i y.
C. trzecia potega réznicy liczb x i y.

22. Dane s3 wielomiany W(x) = %x‘r’

R G P(x) = —6x" + 5x° + X.
A. Stopien wielomianu W(x) + P(x) jest rowny 9.
B. Stopien wielomianu W(x) - P(x) jest réwny 9.

C. Wspdlczynnik przy najwyzszej potedze wielomianu W(x) - P(x) jest rowny 3.

23. Dany jest wielomian W(x) = 2x" — x* — 3x°.
A. Wielomian W(x) ma dokladnie jeden pierwiastek dodatni.
B. Jedynym pierwiastkiem wielomianu W(x) jest x = 0.

C. Suma pierwiastkow wielomianu W (x) jest rowna >

24. Rdéwnanie wielomianowe trzeciego stopnia moze mie
A. trzy pierwiastki. B. dwa pierwiastki. C. jeden pierwiastek.

25. Dany jest wielomian W(x) = 2x” + 2x* — 12x.

A. Wielomian W(x) ma trzy rézne pierwiastki.

B. Wielomian W(x) ma dokladnie jeden pierwiastek dodatni.
C. Wielomian W(x) ma dwa pierwiastki ujemne.

Zadania otwarte krotkiej odpowiedzi

26. Dane s3 wielomiany: W(x) = axt - 16x° + 24x + 2x - 7, Qlx)=2x-3
i R(x) =x° - x. Wyznacz W(x) - (Q(x))* - R(x).

27. Wyznacz liczbe m tak, aby reszta z dzielenia wielomianu
Wi(x) = 2x° —6x° + mx — 1 przez wielomian Q(x) = x — 2 byla rowna 5.

28. Rozloz wielomian na czynniki nierozkladalne.

a) Q(x) = 3nx* + 6x° d) Q(x) = 7x" - 21x°
b) Q(x) = 14x° + 21x° e) Q(x) =2x* - 16x
¢) Q(x) = 24x° - 36x" ) Qx)=x"-1
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29. Rozléz wielomian na czynniki nierozkladalne.

a) W(x)=x" +2x"—9x— 18 d) W(x)=-x"-x"+2
b) W(x) = 2x" — 10x° — 4x* + 20x e) Wix) = x> =3x"-13x+15
c) W(x):x4—18x2+81 f) W(x):x5—3x2—3x+14

80. Liczby 2, -3 i 5 s3 pierwiastkami wielomianu W(x) = x° + a,x" + a,x + a,.
Wyznacz wspolczynniki tego wielomianu.

31. Podaj przyklad réwnania wielomianowego o wspdlczynnikach catkowitych,

ktérego rozwiagzaniami sg liczby -2, -2-, %,

5 7

32. Rozwigz réwnanie.
a) X' —x’—16x+16=0 e) 2x° +3x° —10x-15=0
b) 4x’ - x* —4x+1=0 f) 5x'—13x" =5x° +13x =0
c) 2% - x> —8x+4=0 g) X +5x2+9x—-45=0
d}4x3+x2—4x—1:(} h)2x4—5x3—8x1+2{]x=0
33. Rozwigz réwnanie.
a) (x+v{?){x—2}z=(} c) et 12 + 14x-5=0
b) x’ +x°-9x-9=0 d) 4x* —29x° +25=0
34. Rozwiaz rébwnanie.
2) 3x :_]_ Q) : X ux—4:l

x+1 2x x—=6x+9 2x-06
b S L __2-2 B 22 X

x+5 x-7 xI-2x-35 x2-2x x2+2x x2-4

+ 35. Wiadomo, ze a + e 3. Wykaz, ze a’ + 3 g
(]

a?

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

36. Dla jakich wartosci a i b wielomiany W(x) = (3x — 1)3 +ax
i P(x)=0Bx+1) (ng + bx - 1) s3 rowne?

87. Znajdz wielomian, ktérego kwadrat réwna sig x* + 6x” + 11x” + 6x + 1.

= . . 3,1
38. Jednym z pierwiastkéw rownania (m — Dx” + mez -2m-1)x+m-1=0
z niewiadoma x jest liczba = Rozwiaz to rownanie,

39. Pierwiastkami wielomianu x° + ax” — bx — 6 s liczby —1 oraz 3. Wyznacz
wspolczynniki a i b. Czy ten wielomian ma inne pierwiastki?
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D

¢ 40. Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej x wartoé¢ wielomianu W(x) = x* — x

jest liczba podzielna przez 6.

41. Czlonkowie klubu wysokogodrskiego myja okna na zewnatrz wysokich budyn-
koéw i w ten sposob zarabiaja na wyprawe. Zenon, kiedy pracuje sam, myje okna na
jednej $cianie budynku przez 8 godzin. Kiedy pracuja wspoélnie z J6zefem, to praca ta
zajmuje im 6 godzin. Ile godzin potrzebowalby Jozef na samodzielne umycie okien
na tej $cianie?

42. Jedna drukarka drukuje caly naklad ulotek w czasie o godzing dluzszym niz dru-
ga. Wydrukowanie wszystkich ulotek na obydwu drukarkach pracujacych réwnocze-
$nie zajelo 1 godzine i 12 minut. Ile czasu drukowataby wszystkie ulotki kazda z dru-
karek, pracujac oddzielnie?

43. Autobus miejski pokonuje odleglos¢ 7 km ze srednia predkoscia 42 km/h. Po
drodze zatrzymuje sie na 13 przystankach - na kazdym s$rednio 30 sekund. Jednocze-
Snie z autobusem na te sama trase wyrusza rowerzysta poruszajacy si¢ z predkoscia
20 km/h. Ktéry pojazd pierwszy pokona cala trase? Jaki dystans zostanie wtedy do
przejechania drugiemu pojazdowi?

44, Pociag zatrzymany na czerwonym swietle stal 20 minut. Nastgpnie przejechal
100 km z predkoscia o 20 km/h wigksza od zaplanowanej, dzigki czemu zmniejszyl
opdznienie do 5 minut. Z jaka predkoscia przejechal te 100 km?

+ 45. Wiasciciel osrodka wypoczynkowego kupil nowa kosiarke. Mozna za jej pomoca

skosic¢ trawe na terenie calego osrodka w czasie o 4 godziny krotszym niz polowa cza-
su pracy starej kosiarki. Jezeli obydwie kosiarki pracuja réwnoczesnie, to cala trawa
jest skoszona po uplywie 6 godzin. Ile czasu kosi calg trawe kazda z kosiarek osobno?

+ 46. Rozwiaz rownanie.

a) 3(x1 - 4x) - (xl 3 4x)2 +10=0

b) (x“' —5ads 2)2 = 14(x“ o 2) =43

. 47. Zapisz w prostszej postaci podane wyrazenie.

) 9 9
a) \(x? +9y2) - 81yt \[x? + 18y2 b) \/(x3+; +12(x-+—)+36
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1. Wstep do planimetrii

Umiejetnosci:

* korzystanie z nierownosci trojkata

* korzystanie z twierdzenia Pitagorasa i twierdzenia odwrotnego do niego
* korzystanie z wiasnosci symetralnej odcinka | dwusiecznej kata

* wykonywanie podstawowych konstrukcji geometrycznych

Nierownosc trojkata
Z trzech odcinkéw o dlugosciach a, b, c mozna zbudowac trojkat wtedy i tylko wtedy,

gdy te dlugosci spelniaja nieréwnos¢ trojkata, czyli suma dowolnych dwoéch z nich
jest wieksza od trzeciej:
a+b>c

b+c>a b
a+c>b

Ten ukfad nieréwnosci mozna zapisac krocej.
7 kazdej nierownosci wyznaczamy jedna zmienna, np. c:

c<a+b
c>a-b «—— ostatnie dwie nierOwnosci oznaczaja, ze ¢ > |a — bl

c>-a+b

Czyli dany uklad nierownosci mozna zastgpic nierownoscia podwojna:

la-bl<c<a+b
Podsumujmy: z trzech odcinkow o dlugosciach a, b i ¢ mozna zbudowac trojkat wtedy
i tylko wtedy, gdy |a-b| <c<a+b.
Zatem dla dowolnych réznych punktéw A, B, C na plaszczyznie prawdziwa jest
nierownos¢:

|AB| + |BC| =z |AC|
przy czym punkt B nalezy do odcinka AC wtedy i tylko wtedy, gdy:

|AB] + |BC| = |AC]

A B C

Przypominamy: uzywamy w podreczniku zwrotéw ,bok a trojkata” zamiast ,bok trojkata  ((+)
o dlugosci a”, podobnie ,wysokos¢ rowna 37, a nie ,,dlugos¢ wysokosci réwna 37, , trojkaty maja
rowne przeciwprostokatne” zamiast ,trojkaty majg przeciwprostokatne réwnej dlugosci” itp.
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Twierdzenie Pitagorasa i twierdzenie odwrotne do niego

Twierdzenie

Twierdzenie Pitagorasa

W trojkacie prostokatnym suma kwadratow dlugosci przyprostokatnych jest
rowna kwadratowi dlugosci przeciwprostokatne;.

c i ﬂ2+b2=f2

przyprostokatna

przyprostokatna a

W trojkacie prostokatnym o przyprostokatnych a, b i przeciwprostokatnej ¢
(zob. rysunek powyzej):

e c=Vat+b, a=\N-P, b=\Nc*-a’

* najdluzszym bokiem jest przeciwprostokatna: ¢ >a i ¢ > b.
|

Dzieki twierdzeniu Pitagorasa znamy zalezno$¢ miedzy dlugo$ciami bokdéw trojkata
prostokatnego. Okazuje sie, ze jesli w pewnym trojkacie zachodzi ta zaleznoéc, tzn.

gdy dlugosci bokow a, b, ¢ spelniaja warunek @’ +b* = ¢, tojest to trojkat prosto-
katny o przeciwprostokatnej dlugosci c.

Tviortzate |

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Jezeli w trojkacie kwadrat dlugosci najdluzszego boku jest rowny sumie kwa-
dratow dlugosci dwoch pozostalych bokow, to ten trojkat jest prostokatny.

Dowdd tego twierdzenia poznacie

odczas dalszej nauki matematyki.
P ] y az i bz _ Cz .
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Przykiad €) < zad. 1.4

Sprawdzimy, czy z odcinkow o podanych dlugosciach mozna zbudowac tréojkat pro-
stokatny.
a) 10,24, 26 b) 7, V53,2 c) 6,8,9 d) 3,4,7

Rozwiazanie

a) 26° = 676, 10° + 24% = 100 + 576 = 676 = 26
b) 7% +2* =49 +4 =53 = (V53)’

) 6°+8° =36+64=100+9 =8l

d) 3 +4 =7, zatem z tych odcinkéw nie mozna zbudowac tréjkata.

Odp.: a), b) - tak, c¢), d) - nie

Symetralna odcinka i jej wiasnosci

Symetralna odcinka to prosta prostopadla do tego odcinka i przechodzaca
przez jego $rodek.

Odcinek ma dwie osie symetrii. Jedna z nich jest jego symetralna, a druga - prosta,
w ktorej ten odcinek si¢ zawiera.

.]

Jezeli punkt P lezy na symetralnej odcinka AB, to jego odlegloéci od punktow
A i B sa jednakowe:

|AP| = |PB]
I odwrotnie:

Jezeli odleglosci punktu P od punktow A i B s3 jednakowe, to punkt P lezy na
symetralnej odcinka AB.

Jezeli odlegloéci punktu R od konicéw odcinka AB sa rozne, to punkt R nie lezy
na symetralnej odcinka AB.
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Punkt P lezy na symetralnej Punkt R nie lezy na symetralnej
odcinka AB. odcinka AB.
p R

a 'B Al — - 'B

-t

Al : S

|AS| = |SB|, |AP| = |PB| |AS| = |SBI, |AR| # |RB|

Dwusieczna kata i jej wiasnosci

Dwusieczna kata to polprosta o poczatku w wierzchotku kata, dzielaca ten kat
na dwa katy przystajace.

* Katy, ktore maja rowne miary, (1)
nazywamy katami rOwnymi.

* Rowne katy, podobnie jak
rowne odcinki, zaznaczamy
w ten sam sposob.

Kazdy kat ma jedng os symetrii. Dwusieczna kata zawiera si¢ w jego osi symetrii.

Jezeli punkt P lezy na dwusiecznej kata o mierze mniejszej od 180°, to jest jed-
nakowo oddalony od ramion tego kata.

I odwrotnie:

Jezeli punkt P polozony wewnatrz kata o mierze mniejszej od 180° jest jedna-
kowo oddalony od jego ramion, to P lezy na dwusiecznej tego kata.

Jezeli punkt R jest polozony wewnatrz kata o mierze mniejszej od 180° i jego
odleglosci od ramion kata sa rozne, to R nie lezy na dwusiecznej tego kata.
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Punkt P lezy na dwusiecznej Punkt R nie lezy na dwusiecznej
P, 8
R
2 R?_
|PP,| = |PP,| RR, | # |RR,

Konstrukcje geometryczne

Zadanie konstrukcyjne polega na zbudowaniu figury o zadanych wlasnosciach.

Do wykonania konstrukcji metoda klasyczng uzywamy tylko dwoch przyrzadow:

* linijki bez podzialki, ktéra stuzy do wykreélania linii prostej (korzystamy z wia-
snoéci: przez dwa punkty plaszczyzny przechodzi dokladnie jedna prosta),

» cyrkla - do odmierzania (odkladania) odcinkéw rownych danemu odcinkowi (ko-
rzystamy z wlasnosci: punkty plaszczyzny polozone w danej odleglosci r od danego
punktu S leza na okregu o srodku w punkcie S i promieniu r).

W szkole podstawowej poznaliscie jedng konstrukcje: tréjkata o trzech danych bo-
kach. Teraz przedstawimy dwie kolejne: symetralnej danego odcinka oraz dwusiecz-
nej danego kata. Ich znajomos$¢ pozwala na rozwiazywanie réznorodnych zadan.

Przyktad @) < zad. 1.21
Skonstruujemy symetralna danego odcinka AB.

Analiza

Symetralna jest prosta. Zatem do jej wykre-
slenia potrzebne sa dwa rézne punkty. Wie-

my, ze do symetralnej odcinka naleza wyltacz-
nie punkty rowno oddalone od koncow tego
odcinka. Najprostsza konstrukcje pokazuje-
my na rysunku.

Opis konstrukcji

Wykonywana czynnosc Otrzymana figura
Z punktow A i B zataczamy okregi punkty przecigcia okregéw — oznaczone
o promieniu r > 0,5 |AB|. na rysunku literami M i N

Prowadzimy prosta MN. prosta MN - szukana symetralna
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Dowod poprawnosci konstrukciji

|AM| = |BM| «—— rowne promienie zataczanych okregdw
Zatem M nalezy do symetralnej odcinka AB.

|AN| = |BN| «— roéwne promienie zataczanych okregow
Zatem N nalezy do symetralnej odcinka AB.
Koniec dowodu

Zauwazmy, ze rozwartos¢ cyrkla (czyli ) musi spelniac

warunek r > 0,5+ |AB|, aby wykreslane okregi si¢ przeciely.
Przy kresleniu symetralnej nie bedziemy w przyszlosci rysowac )@’f
pelnych okregéw — do wyznaczenia potrzebnych punktéw wy-

starczy poprowadzenie odpowiednich lukow, Zatem konstruk- 4 B
cja bedzie wygladac jak na rysunku obok. XN
Twierdzenie o symetralnej gwarantuje istnienie dokladnie jed-
nego rozwigzania zadania.

Konstrukcja symetralnej odcinka umozliwia rozwigzanie kolejnych zadan konstruk-
cyjnych, takich jak np.:

* podzial odcinka na polowy,

* konstrukcja prostej prostopadlej do danej prostej w punkcie nalezacym do niej,

» konstrukcja prostej prostopadlej do danej prostej z punktu do niej nienalezacego.
W takich sytuacjach nie rozpisujemy konstrukcji symetralnej na poszczegdlne etapy,
tylko piszemy krétko: prowadzimy symetralna odcinka.

Przyktad ) < zad. 1.24

Skonstruujemy dwusieczna danego kata & 0 mierze mniejszej od 180°.
Analiza

Szukana dwusieczna jest polprosta o poczatku
w wierzchotku kata. Zatem do jej wykreslenia M
potrzebny jest jeszcze jeden punkt.

Najprostszg konstrukcje pokazujemy na rysunku.

P P
Opis konstrukgji IN

Wykonywana czynnoscé Otrzymana figura

Z wierzcholka P kata a odmierzamy na obu | punkty M i N
jego ramionach réwne odcinki.

Zataczamy tuki okregow o(M, r) i o(N, r) | punkt T
tak, by przeciely sie wewnatrz kata a.

' Prowadzimy potprostg PT. polprosta PT - szukana dwusieczna kata «

145 N



B 146 Dziat 3. Planimetria

Dowod poprawnosci konstrukciji
* Okrag o §rodku A i promie- ((+))

|PM| = |PN]| «— odlozone réwne odcinki niu r oznaczamy o(A, r).
|MT)| = |[NT]| «— réwne promienie zataczanych g Jﬁan'{iasl pi:iaé I,.kql ABC _
okréiow o mierze a” uzywamy tez

. formy ,kat ABC rowny o
APMT = APNT  «— cecha bbb przystawania tréj- lub :‘: A B‘i' o 4

katow (PT - wspdlny bok)
Zatem < MPT =<4NPT, czyli punkt T nalezy do dwusiecznej kata «.

Koniec dowodu

Obok przedstawiamy rysunek konstrukcji w wersji M T
Uproszczonej.

Twierdzenie o dwusiecznej gwarantuje istnienie do- 1

kladnie jednego rozwiazania zadania. 3

Przyktad @)
Omowimy jeden ze sposobow konstrukcyjnego wyznaczenia katow o mierze 30°i 60°.

Rozwiazanie

Oto etapy konstrukgji.

* Na plaszczyznie rysujemy odcinek AB o pewnej
dlugosci a.

* Prowadzimy okregi o(A, a) i o(B, a)
i otrzymujemy punkty ich przeciecia: C i D.

» Prowadzimy prosta CD, bedaca symetralng
odcinka AB.

* Laczymy odcinkami punkt C z punktami A oraz B -
otrzymujemy trojkat rownoboczny ABC.

Kazdy z katow trojkata rownobocznego ma miarg rowna
60°. Prosta CD jest osig symetrii tego trojkata, zatem kat
BCD, podobnie jak kat ACD, ma miare 30°. D

1.1. Czy mozna zbudowac tréjkat o bokach podanej dlugosci?
a) 3,1 cm,4,5cm, 2,7 cm b) 2,1 cm, 5,7 cm, 3,3 cm

LV
/\

1.2. Dane sa dlugosci odcinkéw: |AB| = 6, |BC| = 17, |CA| = 11. Zbadaj, a na-
stepnie zilustruj wzajemne polozenie punktéw A, Bi C.
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1.3. llejest trojkatow o bokach réwnych 1 cm, 3 cm, 4 cm lub 7 cm? Rozwaz wszyst-
kie mozliwosci.

1.4. Sprawdz, czy z odcinkéw o podanych dlugosciach mozna zbudowac tréjkat pro-
stokatny.

a) 8, 15, 17 c) 33, 8, 2 e) 5, 2v/5, V15
b) 2v/3, V30, 312 d) 7, 7, 72 ) 2+2, 2\2+ V2, V2

1.5. Przekatne réwnolegloboku, ktorego jeden z bokéw ma diugosc 10 cm, sa rowne
12 cm i 16 cm. Wykaz, ze ten réwnoleglobok jest rombem.

1.6. Oblicz obwad trojkata prostokatnego o przeciwprostokatnej dlugosci 13 i jed-
nej przyprostokatnej dtugosci 5.

1.7. Oblicz pole trojkata prostokatnego o przeciwprostokatnej dlugosci 29 i jednej
przyprostokatnej dlugosci 21.

1.8. Oblicz dlugoscé boku
a) kwadratu o przekatnej dlugosci 3. b) tréjkata réwnobocznego o polu 9+/3.

1.9. Przekatne rombu majg dlugosci 14 i 48. Oblicz obwod tego rombu.

1.10. Trojkat rownoramienny o podstawie diugosci 40 ma ramie dlugosci m. Jakie
warto$ci moze przyjmowac m?

1.11. Trojkat rGwnoramienny o ramieniu dlugosci 20 ma podstawe dlugosci m. Ja-
kie warto$ci moze przyjmowac m?

1.12. Podaj przyklady wielokatow, w ktorych symetralna jednego z bokow zawiera
dwusieczna jednego z katéw wewnetrznych.

1.13. Ile osi symetrii ma podana figura?

a) trojkat rownoboczny

b) trojkat rownoramienny i nierownoboczny

¢) kwadrat

d) prostokat niebedacy kwadratem

e) romb niebedacy kwadratem

f) trapez réwnoramienny niebedacy réwnoleglobokiem
g) szedciokat foremny

h) pieciokat foremny

1.14. Kitore figury sposrod wymienionych w zadaniu 1.13 maja Srodek symetrii?

147 N
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1.15. Trojkat ABC jest rownoboczny (zob. rysunek). C
Jego pole jest réwne 9. Zaznaczone odcinki maja te
samg dtugosc. Ile wynosi pole czworokata PIES?

1.16. Narysuj szesciokat foremny. Czy z faktu, ze ja-
ki szesciokat ma wszystkie katy rowne wynika, ze jest
on foremny?

AT B

1.17. Narysuj trzy odcinki. Skonstruuj tréjkat o bokach rownych tym odcinkom.
Jaki warunek musza spetnia¢ narysowane odcinki?

1.18. Narysuj podany wielokat, a nastepnie poprowadz konstrukcyjnie jego wszyst-
kie osie symetrii.
a) trapez réwnoramienny o podstawach dlugosci 10 cm, 8 cm i wysokosci 4 cm

b) trojkat rownoramienny o ramionach dwa razy dluzszych od podstawy
c) prostokat, ktorego dtugosci bokéw sa w stosunku 2:3

1.19. Skonstruuj tréjkat rownoramienny o bokach podanej dlugosci. Ile rozwigzan
ma to zadanie?
a) 5cmi6em b) 5cmi2cm

1.20. Narysuj dowolny czworokat. Skonstruuj czworokat przystajacy do niego.
1.21. Dany odcinek podziel konstrukcyjnie na cztery rowne czesci.

1.22. Narysuj dowolny odcinek AB. Skonstruuj odcinek 2,5 razy dluzszy od
odcinka AB.

1.23. Narysuj dowolny odcinek AB. Skonstruuj kwadrat o boku AB.

1.24. Skonstruuj kat o podanej mierze.
a) 45° b) 22,5°

1.25. Skonstruuj romb o kacie ostrym 45° i danym boku a.
1.26. Narysuj odcinki a i b roznej dlugosci. Skonstruuj romb o przekatnych a i b.
1.27. Narysuj prosta k. Skonstruuj prosta prostopadla do k przechodzaca przez wy-

brany punkt A
a) lezacy na prostej k. b) lezacy poza prosta k.
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Umiejetnosci:

* Korzystanie z wlasnosci stycznej do okregu

* korzystanie z wiasnosci okregow stycznych

* stosowanie wlasnosci dwusiecznej kata przy wpisywaniu okregu w trojkat

* stosowanie wiasnosci symetralnej odcinka przy opisywaniu okregu na trojkacie

Okrag i koto

Przypomnijmy znane ze szkoly podstawowej definicje: okregu i kola.

Okregiem o $rodku w punkcie S i promieniu r (r > 0) nazy-
wamy zbior wszystkich punktow plaszczyzny oddalonych o r od
punktu S i oznaczamy go o(S, r).

Okreslenia promien okregu bedziemy w tym podreczniku (+) Odleglos¢ geome- (1))

uzywac¢ w dwoch znaczeniach: odcinka lfaczacego punkt okregu tryczna nalezy do
z jego srodkiem albo liczby bedacej dlugoscia tego odcinka. poje¢ pierwotnych
Z kontekstu powinno jasno wynikag, o ktore ze znaczen chodzi. geometrii.

Sieczng okregu nazywamy prosta przechodzaca przez dwa punkty okregu, a cieciwa
nazywamy odcinek siecznej wyznaczony na niej przez punkty okregu.

Srednicg okregu nazywamy cigciwe przechodzaca przez $rodek okregu.

Lukiem okregu nazywamy kazda z dwdch czesci okregu wyznaczona przez dwa
punkty okregu lacznie z tymi punktami. Jezeli chcemy wskaza¢ konkretny luk, to
na ogol podajemy jeszcze jeden punkt do niego nalezacy, np. fuk AMB.

Polokregiem nazywamy kazdy z dwoch tukow wyznaczony przez korce srednicy
okregu.
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Kolem o srodku w punkcie S i promieniu r (r > 0) nazywa-
my zbiér wszystkich punktéw plaszczyzny, ktore sa oddalone
od $rodka S co najwyzej o r, i oznaczamy k(S, r). Punkty kola,
ktore nie leza na jego brzegu, czyli na okregu o(S, r), nazywac
bedziemy punktami wewnetrznymi, a zbior wszystkich takich
punktow - wnetrzem kola.

Sieczna, cieciwg i srednicg kola nazywamy sieczna, cieciwe i Srednice jego brzegu.
Dwa okregi

Omowimy wzajemne polozenie dwoch okregow: o A, r,) i o(B, r,) wzaleznosci od
ich promieni i odleglosci migdzy srodkami. Wprowadzimy tez odpowiednie nazwy.
Przyjmijmy, ze r, = r,.

Okregi wzajemnie zewnetrzne Okregi zewnetrznie styczne
(lub rozlaczne zewnetrznie) maja jeden punkt wspolny.
nie maja punktow wspolnych.

3. -1, <|AB|<r|+7r
l 2y < 148 : 2 Jezeli nie jest spetniony warunek |AB| > r, = r;, to: ((+)
albo |AB| = r, —r, izachodzi warunek z p. 4,

‘ albo |AB| < r, = r, izachodzi warunek z p. 5.

N

Okregi przecinajace sie maja dwa punkty wspolne.

4. |AB|=r;-1r,>0 5. |AB| <ry=r, i ry=1r,>0
Okregi wewnetrznie styczne Okregi rozlaczne wewnetrznie

maja jeden punkt wspélny. nie maja punktow wspélnych.
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6. |AB|=0ir;—r,>0 7. |AB|=0ir =mr,
Okregi wspolsrodkowe Okregi identyczne (pokrywajace sig)
nie maja punktéw wspolnych. maja wszystkie punkty wspdlne.

Jesli dwa okregi sa styczne, to punkt stycznosci oraz srodki tych okregow leza

na jednej prostej.

0

Przyktad €) < zad. 2.1

Sprawdzimy, jak sa polozone wzgledem siebie okregi o(A, 1), o(B, 3) i o(C, 7),
jezeli |AB| =4, |BC| =10 i |[AC| = 8.

Rozwiazanie
Odleglosci miedzy danymi srodkami sa réwne sumom odpowiednich promieni
(4=1+3, 10=3+7, 8=1+7), wiec te okregi sa parami styczne zewnetrznie.

Przyktad @) < zad. 2.2

Okreslimy, jaka powinna by¢ odleglos¢ migdzy punktami A i B, aby okregi o(A, 2)
i o(B, 5) byly

a) styczne wewnetrznie.

b) wzajemnie zewnetrzne.

Rozwiazanie
a) Roznica promieni wynosi 3, jezeli zatem |AB| = 3, to okrag o(A, 2) jest styczny
wewnetrznie do okregu o(B, 5).

b) Okregi beda wzajemnie zewnetrzne, jezeli odleglos¢ miedzy ich srodkami bedzie
wigksza od sumy promieni, rownej 7.
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Prosta i okrag

Przypomnijmy znang ze szkoly podstawowej definicje.

P

Dlugos$c najkrotszego odcinka taczacego punkt P z prosty [
to odleglo$¢ punktu P od proste;j /. j

Udowodnimy, ze jezeli P ¢ [, to najkrotszy odcinek laczacy ten punkt z prosta [
jest do niej prostopadty. Niech K oznacza koniec odcinka prostopadlego do prostej [
laczacego te prosta z punktem P.

P

I

K T
Wybieramy dowolny punkt na prostej / rézny od punktu K i oznaczamy go T. Odci-
nek TP jest przeciwprostokatng w tréjkacie prostokatnym PKT. Z wniosku z twier-
dzenia Pitagorasa wynika, ze |PT| > |PK|. Zatem odcinek PK jest najkrotszym
odcinkiem taczacym punkt P z prosta L.

Jezeli punkt P € [, to odleglos¢ punktu P od prostej [ jest rowna 0.
=

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunkach ponizej:

K to koniec odcinka prostopadlego do prostej | faczacego te prosta ze srodkiem okre-
gu o(S,r),

d to odleglo$¢ $rodka S okregu od prostej I (czyli d = [SK]).

Rys. 1 Rys. 2 Rys. 3
Zauwazmy, ze jesli:
I. d < r, toprostal ma dwa punkty wspolne z okregiem, bo K jest punktem we-
wnetrznym kola k(S, r) (rys. 1).
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II. d = r, to punkt K jest jedynym punktem wspdélnym prostej | i okregu — kazdy
inny punkt prostej [, np. T, wyznacza odcinek TS, ktory jest przeciwprostokatna
w trojkacie STK, czyli TS| > d = r (rys. 2).

III. d > r, to prosta [ nie ma zadnego punktu wspdlnego z okregiem - kazdy in-
ny punkt prostej [, np. T, wyznacza odcinek T'S, ktory jest przeciwprostokatna
w trojkacie STK, czyli TS| >d > r (rys. 3).

Prosta, ktéra ma dokladnie jeden punkt wspolny z okregiem, nazywamy styczng
do okregu. Punkt wspolny stycznej i okregu nazywamy punktem stycznosci.

Z poprzednich rozwazan wynika nastepujgcy wazny wniosek.

5, kt
pun
{p,_.:? stycznosci

Styczna do okregu jest prostopadla do odcinka
laczacego punkt stycznosci ze srodkiem tego okregu.

Polozenie prostej wzgledem okregu wiaze sie z liczbg wspolnych punktéw obu figur.

‘ Rysunek Liczba punktéw wspéinych Prosta
O 0 zewngetrzna wzgledem okregu
1 styczna do okregu

2 sieczna - przecina okrag
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Przykitad &) « zad. 2.7

Dane sa: okrag o srodku w punkcie S i promieniu r = 3 cm oraz dwie proste - [,
oddalona od punktu S 0 5 cm, i k, oddalona od punktu S o 2 cm.

Prosta I nie ma z okregiem zadnego punktu wspélnego, a prosta k przecina ten okrag
w dwaoch punktach.

Przyktad @) < zad. 2.8

Prosta zawierajaca cigciwe M N okregu o(S, 5) jest oddalona od punktu S o 4.
Obliczymy dlugosc cieciwy MN.

Rozwiazanie
Popatrzmy na rysunek obok. Odlegtos¢ srodka okregu A
od prostej zawierajacej cieciwe jest rowna wysokosci SD ‘
poprowadzonej w trojkacie rownoramiennym MNS N
o podstawie MN.
|DN |2 =5 —-4*=9 «—— twierdzenie Pitagorasa w ASDN
IDN| =3
|IMN|=2-|DN|=6 «—— trojkat MNS jest rownoramienny
Odp.: IMN| =6
.
Dane sa: punkt P i okrag o(S, r). Litera S oznaczamy na rysunkach ()
Jezeli: érodek okregu (chyba Ze z kontekstu
wynika co innego). Czasem, aby rysunek
* |SP| < r, to nie istnieje styczna do byt bardziej przejrzysty, $rodek okregu
okregu przechodzaca przez P, zaznaczony jest tylko kropka.

* |SP| = r, to istnieje jedna styczna do
okregu przechodzaca przez P,

* |SP| > r, to istniejg dwie styczne do
okregu przechodzace przez P.

|ISP| < r |SP| =r |SP| > r
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Przykiad )
Skonstruujemy styczna do okregu w punkcie P nalezacym do tego okregu.

Rozwiazanie
Styczna jest prostopadia do promienia poprowadzonego do punktu stycznosci, wiec:

Krok 1: Przez punkt P i srodek S okregu prowadzimy prosta k.
Krok 2: Przez punkt P prowadzimy prosta [ prostopadta do k.

k
@ @'/ )
/
Konstrukcyjnym wyznaczeniem stycznych przechodzacych przez dany punkt P nie-
nalezacy do okregu zajmiemy si¢ w nastgpnym temacie.

Twierdzenie o odcinkach stycznych

Jezeli z punktu P lezacego poza okregiem poprowadzimy dwie proste styczne
do tego okregu w punktach Ai B, to |PA| = |PB|.

Dowad

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ponizej.

B
r
5 P
r
A
Punkt S jest jednakowo (o promiern) oddalony od obydwu stycznych. Zatem:
J4SPA = 4SPB «—— polprosta PS jest dwusieczna kata APB
JSAP = <4SBP = 90° «— kat migdzy styczng i promieniem
4 ASP = 4 BSP «—— suma kgtdéw w trojkacie jest rowna 180°
|AS| = |BS|
Stad ASPA = ASPB, «— cecha kbk przystawania trojkatow
czyli [PA| = |PB|.

Koniec dowodu
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O okregu potozonym jak na rysunku w powyzszym Srodek ok _ )
dowodzie mowimy, ze jest wpisany w kat APB. Od- e SRR TE S R
> : w kat lezy na dwusiecznej
cinki PA i PB nazywamy odcinkami stycznymi, tego Kata.
a kat APB o mierze mniejszej od 180° — katem mie-

dzy stycznymi.

Przyktad )

W okregu o srodku S kat miedzy promieniami SA i SB jest réwny 140°. Wyznaczymy
miare kata miedzy stycznymi do okregu poprowadzonymi w punktach A i B.

Rozwiazanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok.
P jest punktem przecigcia stycznych. Aby zna-
lez¢ miare kata APB, mozna skorzystac z fak-
tu, ze suma katow czworokata jest rowna 360°:

4 APB = 360° - 90° — 140° - 90° = 40°

Inne rozwigzanie zadania opiera si¢ na spo-
strzezeniu, ze trojkaty SAP i SBP sg przysta-
jace, zatem:

4APB = 2-4SPB = 2 - (180° — 70° — 90°) = 40°
Odp.: 4APB = 40°

Okrag wpisany w trojkat

W kazdym trojkacie dwusieczne katow wewnetrznych przecinaja si¢ w jednym
punkcie.

Dowdd
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Kazdy kat tréjkata jest mniejszy od 180°. Zatem
dla kazdego z tych katow punkty na jego dwu-
siecznej leza w rownej odleglosci od ramion kata,
czyli bokow trojkata. Dwie dwusieczne, np. kata
CAB i kata CBA, musza si¢ przecia¢ — punkt ich
przecigcia oznaczmy litera S.
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Zgodnie z rysunkiem, jesli A", B, C' oznaczaja odpowiednie korice odcinkéw pro-
stopadtych do bokow, poprowadzonych z punktu §, to:

ISC'| = |SB'| —— punkt § lezy na dwusiecznej kata CAB

|SC’| = |SAI| «—— punkt § lezy na dwusiecznej kata CBA
Zatem |SB'| = |[SA'| i stad wniosek, ze punkt S lezy na dwusiecznej kata ACB.
Inaczej moéwiac, dwusieczna kata ACB przechodzi przez punkt S, jako punkt réwno
oddalony od ramion kata.

Koniec dowodu

Okrag wpisany w tréjkat to okrag styczny do wszystkich bo-
kow trdjkata. Inaczej moéwigc, jest on wpisany we wszystkie
trzy katy tego trojkata, zatem jego srodek jest punktem prze-
cigcia dwusiecznych katéw. Promien okregu wpisanego jest
rowny odleglosci srodka okregu od kazdego z bokow trojkata.

W kazdy trojkat mozna wpisac okrag.

Przyktad € < zad. 2.11

W tréjkat ABC wpisano okrag. Punkty stycznosci oznaczono literami K, L, M jak na
rysunku. Dane s dlugosci odcinkow: |AL| = 3, |LB| = 7, |AC| = 5. Obliczymy ob-
wod trojkata ABC.

Rozwiazanie

|AL| = |AK]| ~—— odcinki styczne
IKCl|=5-3=2=|CM|
|MB| = |LB| =7 «— odcinki styczne

|BC| = |CM|+ |[MB|=2+7=9
Zatem obwod trojkata ABC jest rowny:

|AB| + |[BC|+ |CA| =10+9+5=24
Odp.: 24

Okrag opisany na trojkacie

W kazdym trojkacie symetralne bokow przecinajg sie w jednym punkcie.
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Dowod

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
Punkty nalezace do symetralnej boku leza
w rownej odleglosci od konicow tego boku, czy-
li wierzchotkéw tréjkata. Dwie symetralne, np.
boku ABiboku AC, musza sie przeciac - punkt
ich przeciecia oznaczmy litera S.

|SA| = |SB| «— punkt § lezy na symetralnej boku AB
|SA| = |SC] «~— punkt § lezy na symetralnej boku CA

Zatem |SB| = |SC|, czyli punkt S lezy na symetralnej boku BC. Symetralna boku BC
przechodzi wiec przez S, jako punkt réwno oddalony od koncéw odcinka BC.
Koniec dowodu

Okrag opisany na trojkacie to okrag przechodzacy przez
wszystkie wierzcholki trojkata. Inaczej mowiac, srodek tego
okregu jest jednakowo oddalony od wszystkich wierzchotkéw
trojkata, czyli jest punktem przeciecia symetralnych bokow.
Promien okregu opisanego jest rowny odleglosci srodka okre-
gu od kazdego z wierzcholkow trojkata.

Na kazdym trojkacie mozna opisac okrag.

Twierdzenie o symetralnych bokéw tréjkata stosuje si¢ rowniez w dowodzie naste-
pujacego twierdzenia o istnieniu innego waznego punktu - tzw. ortocentrum, czyli
punktu przeciecia prostych zawierajacych wysokosci tréjkata.

Proste zawierajace wysokoéci trdjkata przecinaja sie w jednym punkcie.

Dowdd tego twierdzenia pozostawiamy jako ¢wiczenie do samodzielnego wykonania.
Wskazowka: Przez wierzcholki rozwa-
zanego tréjkata ABC poprowadz pro-
ste rownolegle do jego przeciwleglych
bokow i wykaz, ze w nowo powsta-

tym tréjkacie A'B'C' proste zawiera-
jace wysokosci trojkata ABC s3 syme-
tralnymi bokoéw (zob. rysunek).
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2.1. Okresl na podstawie danych wzajemne polozenie okregéw o(A, r,) i o(B, r,).

a) |[AB|=8 r;=5 r;=3 d) |AB|=12 r =8 r,=6
b) |AB|=10 r,=4 r,=5 e) |AB|=0 r;=5 1r,=9
c) |AB|=15 r =9 r,=24 f) |AB|=11 r =16 r,=4

2.2. Okresl odlegto$¢ miedzy punktami A i Btak, aby okregi o(A, r,) i o(B, r,) byly
a) styczne zewnetrznie, jezeli r, =51 r, = 9.

b) styczne wewnetrznie, jezeli r;, =2 i r, = 8.

c) przecinajace sie, jezeli ry = 10 i r, = 20.

2.3. Przerysuj tabele i uzupeinij ja. Jezeli w ktéryms wierszu jest wiecej niz jedno
rozwigzanie, podaj trzy przyklady spelniajace podane warunki.

Okregi 0(A, r}) i 0(B,r;) ~ |ABl | rz
styczne zewnetrznie ?| _ 3 7
wzajemnie zewngtrzne 20 15 2]
przecinaja si¢ 5 | 7] 2
styczne wewnetrznie 7] 4 2]
o(A, r,) zawiera si¢ w k(B, r_j_}t H 8 | 10

2.4. Srodki trzech okregdw parami zewnetrznie stycznych s wierzchotkami tréjkata
o bokach dlugosci 10, 12 i 6. Oblicz promienie tych okregow.

2.5. Trzy okregi o srodkach A, B, C i promieniach od-
powiednio 1, 2 i 3 sa parami styczne zewnetrznie jak na

rysunku. Wykaz, ze tréjkat ABC jest prostokatny.
¢ 2.6. Dwa okregi o srodkach A i B oraz réznych promie- e'A

niach sg styczne zewnetrznie i rownoczesnie styczne we-
wnetrznie do okregu o srodku w punkcie C i promie- '
niu r. Wiadomo, ze punkty A, Bi C nie sa wspdlliniowe.

Wykaz, ze obwod trojkata ABC jest réwny 2r.

2.7. Okregl, ile punktow wspolnych z okregiem o promieniu r ma prosta oddalona

od srodka okregu o d.
2y r=6 d=18 Y =18 d=10 e)r=15 d=15
B) =11 d=11 d r=7 d=2 ) p=7 d=>5

2.8. Odleglos¢ srodka okregu od prostej zawierajacej cigciwe AB jest rowna 3 cm.
Promien okregu jest rowny 6 cm. Oblicz dlugosc cieciwy AB.
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2.9. Z punktu P poprowadzono styczna do okregu w punkcie A (rys. 1). Odci-
nek SB jest srodkowa w trojkacie SPA. Promien okregu jest réwny 4 oraz a = f.

Oblicz diugosc odcinka SP.

2.10. Dany jest okrag o srodku S i trzy proste styczne do niego, polozone jak na
rysunku 2. Punkty A, B, E sa punktami stycznosci odpowiednich prostych. Wypisz
pary odcinkow rownych.

Rys. 1 Rys. 2

2.11. W tréjkat ABC wpisano okrag. Punkty stycznodci C
oznaczono P, Q, R jak na rysunku. Wiadomo, ze R
|BQ| =4 i |AC| = 11. Oblicz obwod trojkata ABC. A

2.12. Skonstruuj trojkat o bokach 5 cm, 6 cm i 8 cm,
a nastepnie skonstruuj okrag P
a) opisany na tym trojkacie. b) wpisany w ten tréjkat. B

* 2.13. Promien okregu wpisanego w tréjkat prostokatny jest rowny 2 cm, a jedna
z przyprostokatnych tego trojkata ma dlugosc 12 cm. Oblicz dlugosci pozostalych
bokéw trojkata.

+ 2.14. lle punktéw wspolnych moze miec brzeg kwadratu z okregiem, ktérego srodek
nalezy do prostej zawierajacej przekatna kwadratu? Wykonaj odpowiednie rysunki.

2.15. W trojkat o katach 34°, 70°, 76° wpisano okrag. Oblicz miary katow trojkata,
ktérego wierzchotkami sg punkty stycznoéci tego okregu z bokami danego tréjkata.

2.16. Obwdd trdjkata prostokatnego jest réwny 360 cm, a promien okregu wpisa-
nego w ten trojkat wynosi 16 cm. Oblicz pole tego trojkata.

. 2.17. Punkty A i B dziela okrag na dwa luki réinej dtugoéci. Na krétszym z tych
tukéw obrano punkt C, a nastepnie w punktach A, Bi C poprowadzono trzy styczne
do okregu: odpowiednio [, k, p. Proste [ i k przecinaja si¢ w punkcie M, a prosta p
przecina proste /i k odpowiednio w punktach N i T. Obwad trojkata MNT jest rowny
2a. Oblicz dlugos¢ odcinka M A.
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W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

1. Okregi a(A,%) oraz o(B, 7) sa polozone tak, ze |AB| = % Ile punktow

wspolnych maja te okregi?
A.0 B. 1 a2 D. nieskonczenie wiele

2. Wskaz najwieksza mozliwg liczbe punktow przeciecia brzegu prostokata z okre-

giem.
A. 4 B. 6 C.8 D. 12
3. Przez punkty M, N i K poprowadzono styczne do okregu M

o srodku S. Punkty przecigcia stycznych sa wierzchotkami
pewnego trojkata. Jakie katy ma ten trojkat?
A. 45° 60°, 75° C. 90° 60°, 30°

B. 90° 45°, 45° D. 90°, 60°, 75° K - N

4. Prostal jest styczna do okregu o(S, 5).
Ocen prawdziwosc podanych zdan.

A. Istnieja dokladnie trzy okregi o promieniu 3 styczne zewnetrznie rownoczesnie
do prostej [ i do okregu o(S, 5).

B. Istnieja cztery okregi o promieniu 3 styczne rownoczesnie do prostej [ i do okregu
o(S, 5).

C. Nieskonczenie wiele okregow jest stycznych rownoczesnie do prostej /i do okregu
o(S, 5).

5. Trojkat ABC ma boki o dlugosciach |AB| = 8 cm, [BC| =9 cm i |AC| = 6 cm.
Narysowano trzy okregi o promieniach 3 cm i o sSrodkach w wierzchotkach tréjkata.
Okresl wzajemne polozenie tych okregow.

6. Dane sg dwa okregi wspolérodkowe o promieniach réwnych 25 cm i 7 cm. Oblicz
dlugosc tej cieciwy wigkszego okregu, ktora jest styczna do mniejszego okregu.

7. Punkty A i B naleza do okreggu o srodku S. Styczna do tego okregu w punkcie B
oraz prosta AS przecinaja sie w punkcie C i tworza kat o mierze 26°. Oblicz miare
kata CAB. Rozwaz dwa przypadki.
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Umiejetnosci:
* stosowanie zaleznosci miedzy katem srodkowym | katem wpisanym
* korzystanie z wtasnosci stycznej do okregu

Kat srodkowy

Dwie pélproste o wspdlnym poczatku wyznaczajg na plaszczyznie dwa katy. Jezeli
zakreslimy okrag o §rodku wwierzchotku tych katéow, toich ramiona podziela okrag na
dwatuki. Abyjednoznacznie wskazaé jeden z nich, wprowadzimy oznaczenialiterowe.

R

1 M A

Luk AMBokonicach Ai B Luk BRA o koricach Ai B
przechodzi przez punkt M.  przechodzi przez punkt R.

Kat, ktorego wierzcholek jest srodkiem okregu, nazywamy katem srodkowym
w tym okregu.

Mowimy, ze kat srodkowy jest wyznaczony przez odpowiedni tuk okregu (albo jest
oparty na odpowiednim luku okregu). Oznacza to, ze konce tuku lezg na ramionach
kata, a pozostate punkty tuku sa punktami wewnetrznymi kata.

Przyktad €)

W zapisie literowym luk AMB i luk BM A oznaczaja to samo, ale zgodnie z czgsto
przyjmowana przez matematykow zasada, bedziemy wymieniac punkty w kolejnosci
przeciwnej do ruchu wskazéwek zegara.

Kat « jest wyznaczony Kat y jest wyznaczony Kat ¢ jest wyznaczony
przez tuk AMB. przez fuk TKW. przez fuk RQP.
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Czasem, gdy kat srodkowy jest wypukly, wygodnie jest wyko-
rzystac cieciwe taczaca korice promieni i powiedzied, ze kat jest
wyznaczony przez te cieciwe.

Na przyklad kat & na rysunku obok jest wyznaczony przez cig-
ciwe AB.

Jezeli kat srodkowy wyznaczony przez luk AMB jest rowny «, to kat srodkowy wy-
znaczony przez luk BRA jest rowny 360° —a. Jedyna sytuacja, w ktérej oba takie katy
sa wypukle, zachodzi wowczas, gdy oba tuki sg polokregami.

‘Wniosek 1_

Kat srodkowy oparty na polokregu jest katem potpelnym.

Miara kata srodkowego zalezy od dlugosci tuku, ktory ten kat wyznacza.
Przypomnijmy: 1° to miara % kata prostego.

Przyktad @) < zad. 3.1

* 90° to miara kata prostego, czyli kata srodkowego wyznaczonego przez tuk réwny

1

i okregu,
* 60° to miara kata srodkowego wyznaczonego przez tuk rowny -é— okregu,
* 150° to miara kata srodkowego wyznaczonego przez tuk rowny 1—52 okregu itd.
Obliczymy, przez jaki kat sSrodkowy jest wyznaczony luk o dlugosci % okregu:

- 360° = 240°
Jest to kat srodkowy o mierze 240°.

Dwa katy srodkowe w tym samym okregu sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy
opieraja sie na rownych lukach.
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Przykiad €)

Okregi o srodkach S, i S, sa styczne zewngtrznie. I
Prosta [ przechodzi przez punkt stycznosci M i prze-
cina okregi w punktach A i B tak jak na rysunku. S,

Wykazemy, ze wypukle katy srodkowe wyznaczone 5, M
przez cigciwy MA i MB s3 rowne.

Dowaod

Trojkaty AS; M i BS, M sa rownoramienne (w kazdym z nich ramionami s3 promie-
nie), zatem kazdy z nich ma przy podstawie réwne katy. Punkty S,, M, S, sa wspol-
liniowe. Katy S, M A i S, M B sg wierzchotkowe, czyli réwne, wiec wszystkie katy przy
podstawach obu tréjkatéw sa rowne. Katy AS; M i BS, M sa wiec réwne jako dopel-
nienie do 180°.

Koniec dowodu
Czesci kota
Z katem srodkowym zwiazana jest czg$¢ kola nazywana wycinkiem.

otnici |

Wycinkiem kolowym nazywamy kazda z dwoch czesci, na ktore dziela kolo
dwa niepokrywajace sie promienie.

o p . 2
Pole kola o promieniu r jest réwne: P = mir”.

Pole wycinka kolowego zalezy od miary kata srodkowego wy-
znaczajacego ten wycinek lub inaczej - od dlugosci tuku, ktory B
ten wycinek ogranicza. Na przyklad jesli luk AB bedacy brze-
giem wycinka kolowego (na rysunku zaznaczony kolorem po-

maranczowym) ma dlugos¢ rowna é dlugosci okregu, to pole:

= 1 = - ¥ ].
» zoltego wycinka kolowego jest rowne: P, = Enrz,

G A, g : ; ; 4
* niebieskiego wycinka jest rowne: P, = ;mr*z.

Zauwazmy, ze dwa wycinki kotowe két o réwnych promieniach sa przystajace wtedy
i tylko wtedy, gdy tuki wyznaczajace te wycinki sg tej samej dlugosci, czyli wtedy
i tylko wtedy, gdy katy srodkowe wyznaczajace te wycinki maja t¢ sama miare.

Przypomnijmy jeszcze pojecie pierscienia kolowego znane ze szkoly podstawowej.
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Pierscieniem kolowym o szerokosci R—r, gdzie R > r,
nazywamy zbiér wszystkich punktow plaszczyzny, kto-
rych odleglo$c d od ustalonego punktu S spelnia warunek
r<d<R

Pole pierscienia kolowego jest rowne: P = T[(Rz - rz).

Kat wpisany

Definicja

Katem wpisanym w okrag nazywamy kat wypukly, ktorego wierzcholek lezy na
okregu, a kazde ramig kata ma z tym okregiem jeszcze jeden punkt wspolny.

Na rysunku 1 zaznaczono kilka katow wpisanych w okrag.

Ramiona kata wpisanego dzielg okrag na dwa luki (rys. 2). Luk, do ktorego nie nalezy
wierzcholek kata, nazywamy tukiem wyznaczonym przez kat. Méwimy rowniez, ze
kat wpisany jest oparty na tym luku.

Zwroémy uwage na to, ze na jednym tuku jest opartych nieskonczenie wiele katow
wpisanych (rys. 3).

Rys. 2. Rys. 3.

Przyktad €
Wszystkie wierzchotki czworokata ABCD lezg na okregu tak

jak na rysunku. Zaznaczymy wszystkie katy wpisane o wierz- &
cholkach bedacych wierzchotkami tego czworokata i oparte |

na tuku B
a) AB nieprzechodzacym przez C.

b) BC nieprzechodzacym przez D. A

c¢) ABC.

165



B 166 Dziat 3. Planimetria

Rozwiazanie

a) Natluku AB b) Na huku BC c) Natuku ABC oparty
nieprzechodzacym nieprzechodzacym jest g ADC.
przez C oparte sa: przez D oparte sa:
J4ACB i <ADB. 4BAC i 4BDC.
C & C
D D D
B B B
A A A
Przykiad €)
W okregu o promieniu 2 cm poprowadzimy cieciwe o dlugosci
a) a=2cm. b) a=3cm.

Dla kazdego z lukdéw wyznaczonych przez poprowadzona cieciwe narysujemy kat
srodkowy i dwa katy wpisane oparte na tym ftuku.

Rozwiazanie

Aby rysunki byly bardziej czytelne, zaznaczymy oddzielnie rozwigzanie dla luku
mniejszego od polokregu (w tym przypadku kat srodkowy oznaczylismy «) oraz roz-
wiazanie dla tuku wiekszego od pétokregu (kat srodkowy oznaczylismy f3).

a) a=2cm

N7

b) a=3cm
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Miedzy katem wpisanym i katem §rodkowym opartymi na tym samym tuku zachodzi
zalezno$¢ wyrazona w ponizszym twierdzeniu.

Kat wpisany rowny jest polowie kata srodkowego opartego na tym samym tuku.

Dowod

Oznaczmy parg katow, o ktorych jest mowa w twierdzeniu:
o - kat srodkowy
p - kat wpisany, oparty na tym samym tuku co kat «

Mamy wykazac, ze a = 2.

Katy wpisane moga by¢ roznie polozone, co widac np. na rysunkach z przykliadu 5.
Dowdd twierdzenia przeprowadzimy w trzech przypadkach, ktore wyczerpia wszyst-
kie mozliwosci.

I. Ramie kata wpisanego przechodzi przez srodek okregu.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. C

JCBS = B —— trojkat CBS jest rGwnoramienny A
JCSB = 180° -2  «— suma katéw w trojkacie ‘

JCSB = 180° —a «— kat CSB jest katem przyleglym do kata
a =20 ﬂ
B

I1. Srodek okregu jest punktem wewnetrznym kata wpisanego.
Prowadzimy polprosta CS.

Polprosta CS dzieli kat srodkowy « na katy «, i «,, a kat wpi-
sany 3 na katy f3, i 3, jak na rysunku obok.

Mozemy dla tych katéw zastosowac zwiazek udowodniony
w punkcie 1.

o, =203, «—— po zaslonigciu czgéci rysunku na lewo
od prostej CS
o =23 «— po zaslonigciu czgéci rysunku na prawo

od prostej CS

=0ty =2B+2B,=2(B + ) =2p
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I11. Srodek okregu lezy poza katem wpisanym.
Ponownie prowadzimy polprosta CS i oznaczamy katy a, 3, jak na rysunku.

YR
NV,

a, = 2p, «— kat érodkowy i kat wpisany oparte na tuku BD
o +o; = 2(}3 +B4y) «— kat srodkowy i kat wpisany oparte na tuku AD
a+2B, =2+ ) «— podstawiamy do drugiego réwnania «; = 23,
a+2p, =28+ 2p

o =20

Koniec dowodu

Przykiad @) < zad. 3.11
Punkt S jest srodkiem okregu. Wyznaczymy miary katow « i 5.

Rozwiazanie é

« jest katem srodkowym opartym na tym samym tuku co wpi-
(o>

sany kat o mierze 40°. Zatem « = 80°. 5
Kat f ma miare 40°, jako drugi kat przy podstawie trojkata &
rownoramiennego.

J/

W okregu wszystkie katy wpisane oparte na tym samym luku sa réwne polowie tego
samego kata srodkowego, wiec na mocy udowodnionego twierdzenia mamy naste-
pujacy wniosek.

samym luku sa rowne.
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Po polgczeniu wniosku 2 (s. 163) i wniosku 3 otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

Jezeli dwa katy sa wpisane w ten sam okrag, to sa one rowne wtedy i tylko wtedy,
gdy sa oparte na rownych tukach.

Punkty A, Bi P s3 niewspolliniowe. Kat APB nazywamy

katem, pod ktorym widac odcinek AB z punktu P.

Ograniczmy rozwazania do polplaszczyzny wyznaczonej
przez punkty AMB (rys. obok).

Woweczas, zgodnie z ostatnim wnioskiem, z kazdego punktu
tuku AM B widac odcinek AB pod katem f3. Wykazemy, ze
zaden inny punkt tej polplaszczyzny takiego warunku nie
spelnia.

Jezeli punkt polplaszczyzny nie nalezy do tuku AMB, to lezy albo wewnatrz czesci
kota ograniczonej tym lukiem, jak np. punkt P,, albo na zewnatrz tej czesci, jak np.
punkt P, (rys. 1).

W pierwszym przypadku (rys. 2) mamy 4AP B > 5 jako kat zewnetrzny trojkata
PP, B nieprzylegajacy do wewnetrznego kata 3 — udowodnienie tego faktu zostawia-
my do samodzielnego przeprowadzenia.

Czyli z punktu P, wida¢ odcinek AB pod katem wiekszym niz f.

W drugim przypadku (rys. 3) mamy 8 > 4AP,B jako kat zewnetrzny trojkata PP, B
nieprzylegajacy do wewnetrznego kata PP, B.

Czyli z punktu P, wida¢ odcinek AB pod kgtem mniejszym niz f3.

)
P 174
I} ‘
; 4
AN =B A 7B

Rys. 2 Rys. 3
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Oczywiscie aby otrzymac zbior wszystkich punktéw, z ktérych odcinek AB widac
pod katem f, nalezy uzupelnic tuk AM B o tuk symetryczny do niego wzgledem pro-
stej AB. Zwrocmy uwage, ze punkty A i B nie naleza do tego zbioru.

Ostatecznie — zbior wszystkich punktéw plaszczyzny, z ktérych odcinek AB widac
pod danym katem f3, ma, w zaleznosci od rozwartosci kata, nastepujgcy ksztalt:

p3 jest katem ostrym f jest katem prostym B jest katem rozwartym

5S=

Kat wpisany oparty na pélokregu jest prosty. ﬁ
)

180°

Przykiad €
Wyznaczymy konstrukcyjnie $rodek okregu opisanego na danym trojkacie.

Rozwiazanie

Aby znalez¢ §rodek okregu opisanego na trojkacie, wystarczy wyznaczy¢ punkt prze-
ciecia symetralnych dwdéch bokéw tego tréjkata. Na rysunkach przedstawiono roz-
wiazanie zadania.




3. Katy w kole

Zauwazmy, ze Srodek okregu opisanego lezy:

* wewnatrz trojkata ostrokatnego,

* na przeciwprostokatnej tréjkata prostokatnego,
* na zewnatrz trojkata rozwartokatnego.

Wynika to bezposrednio z powyzszych rozwazan o zbiorach punktéw, z ktérych dany
odcinek wida¢ pod danym katem.

Przyktad €)

Dany jest okrag o srodku S i promieniu r oraz punkt P
(IPS| > r). Skonstruujemy styczng do tego okregu prze-
chodzaca przez punkt P.

ap

Rozwiazanie

Do narysowania szukanej prostej potrzebny jest dru-
gi punkt. Przeanalizujmy sposéb wyznaczenia takiego
punktu.

Przypuscmy, ze prosta AP jest styczna do danego okregu
w punkcie A. Wiemy, ze promien okregu poprowadzo-
ny z punktu stycznosci jest prostopadly do stycznej. Kat
SAP jest prosty, wiec jest katem wpisanym opartym na
polokregu o srednicy SP.

Zatem przeciecie danego okregu z okregiem o Srednicy SP wyznacza drugi punkt
potrzebny do narysowania prostej stycznej.

Oto kolejne etapy konstrukgji.

» Prowadzimy symetralna odcinka SP, aby wyznaczy<¢ jego srodek — punkt O.

» Rysujemy okrag o(O, |OS|) - w przecigciu tego okregu z danym okregiem otrzy-
mujemy punkty A i B.

* Prowadzimy proste PA i PB, ktore s3 szukanymi stycznymi.

;

oy

Zadanie ma dwa rozwigzania - z punktu P mozemy poprowadzi¢ dwie styczne.
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Kat miedzy styczng a cieciwa

Dane sa okrag oraz styczna do tego okregu. Katem miedzy styczng a cieciwa
nazywamy kat o wierzchotku w punkcie stycznosci, ktorego jedno ramig jest za-
warte w stycznej, a drugie ramie zawiera cigciwe okregu poprowadzong z punk-
tu stycznosci.

Kat miedzy styczng a cigciwa moze by¢ katem ostrym, prostym lub rozwartym, co
zostalo zilustrowane na rysunkach ponizej. Zauwazmy, ze kat przylegly do kata «
jest rowniez katem miedzy stycznag a cieciwa.

Twierdzenie §

Twierdzenie o kaycie miedzy styczng a cieciwg

Kat & miedzy styczng a cigciwa okrggu poprowadzona z punktu stycznosci
jest rowny katowi wpisanemu opartemu na tuku zawartym miedzy ramionami
kata «.

Dowdd
Oznaczmy: m
A — punkt stycznosci C A

AB - cieciwa
« — kat miedzy styczna a cigciwg

Kolorem zaznaczamy luk okregu, o ktorym mowi twier- M
dzenie, czyli tuk zawarty w obszarze kata «. B



3. Katy w kole

Kat & moze byc¢ ostry, prosty lub rozwarty. Dowdd twierdzenia przeprowadzimy za-

tem w trzech przypadkach.

I. Kat « jest ostry.

Jezeli a jest katem ostrym, to po zaznaczeniu $rednicy AC
otrzymamy trojkat ABC jak na rysunku.

Katem wpisanym opartym na luku zawartym w obszarze
kata « jest kat BCA.

Wystarczy zatem udowodnic, ze a« = 4BCA, bo kazdy
inny kat wpisany na mocy wniosku 3 jest rowny katowi
BCA.

JCBA = 90° «— kat wpisany oparty na $rednicy

J4BAC =90° —a  «—— styczna jest prostopadla do promienia

J4BCA =« —— wlasnod¢ sumy katow w trdjkacie

I1. Kat « jest prosty.

Jezeli a jest katem prostym, to tuk zawarty w jego obszarze
jest polokregiem, a kazdy kat wpisany oparty na pélokregu
jest katem prostym.

ITI. Kat « jest rozwarty.

Jezeli « jest katem rozwartym, to przylegly do niego kat 8
jest ostry. Kat srodkowy wyznaczony przez luk BMA
oznaczylismy 8.

Prawdziwos¢ tezy dla kata 8 zostala udowodniona, co
oznacza, ze kat wpisany oparty na luku AN B ma miar¢ f5.
Zatem w trojkacie ASB kat ASB ma miare 2.

pB=180°-a «— kat przylegly
d = 360° - 23 = 360° - 2(180° - a) = 2ax

Skoro kat srodkowy oparty na luku BM A ma miare 2a«, to
kat wpisany oparty na tym tuku ma miare a.

Koniec dowodu

O

Ve

<,
B

‘3
A

B
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Przyktad €) < zad. 3.22

Prosta [ jest styczna do okregu w punkcie B i tworzy z cig-
ciwami AB i BC odpowiednio katy 40° i 80° jak na rysunku.
Wyznaczymy miary katow trojkata ABC.

Rozwigzanie

JABC = 180° — 80° — 40° = 60°
4BCA jest katem wpisanym opartym na tuku AB, czyli jest
rowny katowi miedzy styczna a cigciwa zawierajaca ten luk.
Zatem:

4BCA = 40°
Kat CAB wyznaczamy podobnie (albo korzystamy z twierdzenia o sumie katow
w trojkacie) i otrzymujemys:

J4CAB = 80°

Odp.:4A = 80°% 4B =60° 4C = 40°

3.1. Na okregu odmierzono kolejno tuki AB, BC i CA, ktérych dhugosci sa w sto-
sunku 1:7:10. Wyznacz miary katow srodkowych opartych na tych tukach.

3.2. Dany jest diagram kolowy. Oblicz miary katéw zazna- 5%
czonych kolorami wycinkéw kolowych. 25% \ 20%
3.3. Oblicz pole wycinka kolowego o promieniu r i kacie

srodkowym « wyznaczajacym ten wycinek. 10%

a) r=12, a =60° ) r=2+3, a=330° - 50%
B)r= 1 e=127 d) r=8,6=50°

3.4. Pole wycinka kolowego o promieniu 15 jest rowne 45m.
Oblicz miarg kata srodkowego wyznaczajacego ten wycinek.

3.5. Przyjmijmy, ze kawalki pizzy sa wycinkami kolowymi.
Ktory z dwoch kawatkow ma wieksza powierzchnie: kawatek
pizzy duzej o $rednicy 42 ¢cm i kacie srodkowym 30° czy ka-
walek pizzy $redniej o $rednicy 32 cm i kacie Srodkowym 45°7

3.6. W pierscieniu kolowym przedstawionym na rysunku
obok |SK| =3 i |[KM]| = 2. Oblicz pole tego pierscienia.
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3.7. Dlugoséci okregoéw ograniczajacych pierscien kolowy sa
réwne 10 1 12. Oblicz pole tego pierscienia.

3.8. Dany jest pierscienn kolowy o srodku S. Cieciwa AB ze-
wnetrznego okregu jest styczna do wewnetrznego okregu i ma

diugos¢ 18 (zob. rysunek). Oblicz pole tego pierécienia.

3.9. Cieciwy AB i BC okregu sa rownej dlugosci i tworzg kat ABC o mierze 100°,
Oblicz miare wypuklego kata $rodkowego wyznaczonego przez cieciwe AB.

3.10. Kat wpisany jest o 50° mniejszy od kata srodkowego opartego na tym samym
tuku. Oblicz miary obydwu katow.

3.11. Kat miedzy érednica AC i cieciwg AB okregu o $rodku S ma miare 20°. Wy-
znacz miary katow wewngtrznych w trojkatach ASBi ACB.

3.12. Na okregu zaznaczono kolejno punkty A, B, C, D, E i F w taki sposob, ze tuki

AB, BC i CD s3 jednakowej dlugosci, a kazdy z lukow DE, EF i FA jest dwa razy

diuzszy od tuku AB.

a) Wyznacz miary katoéw szesciokata ABCDEF.

b) Jakie katy mialtby taki szesciokat, gdyby tuki byly ustawione na przemian: dtuzszy,
krotszy, diuzszy itd.?

3.13. Wyznacz miary katéw trdjkata ABC.

e)
B C
507
A
f) B N
C [
35

AB - styczna
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3.14. W kat a = 50° wpisano okrag, ktory jest styczny do ramion kata w punktach
A i B. Na kroétszym tuku AB okregu wybrano punkt M. Oblicz miare kata AMB.

3.15. Wyznacz miarg kata a.

c)

0 3.16. Katy « i y sg katami wpisanymi, a kat 3 jest katem $rod-
kowym - jak na rysunku. Wykaz, ze o + g +y =90°

3.17. Dwa okregi o srodkach O i S sa styczne zewnetrznie
w punkcie P. Przez punkt P poprowadzono prosta przecinajg-
ca te okregi odpowiednio w punktach A i B tak, ze kat srodkowy
AOP ma miarg rowna 100°. Wyznacz katy trojkata PBS.

* 3.18. Wszystkie wierzcholki czworokata ABCD lezg na
okregu jak na rysunku obok. Wyznacz miary katéw tego
czworokata.

- 3.19. Na okregu odmierzamy kolejno tuki AB, BC i CD
odpowiadajace katom srodkowym 120°, 30° 1 70°. Wyznacz
miary katow czworokata ABCD oraz kata, pod jakim prze-
cinajg sie jego przekatne.

3.20. Kat miedzy cieciwami AB i AC w okregu ma miarg 40°. Wyznacz miarg kata
ostrego miedzy stycznymi do tego okregu poprowadzonymi w punktach Bi C.

3.21. W kat o mierze 20° wpisano okrag. Punkty styczno-
§ci ramion kata z okregiem polaczono cigciwami z pew-
nym punktem okregu. Wyznacz miare kata miedzy tymi
cieciwami. Rozpatrz dwa przypadki.

3.22. W trojkgcie ABC dane sg <ABC = 28°,

4BAC = 54°. Wyznacz miary katow « i f3, jakie tworza
boki trojkata ze stycznymi k i | poprowadzonymi do okre-
gu opisanego na trojkacie ABC (zob. rysunek).




©

+ 3.24. Narysuj odcinek AB. Wyznacz kon-

3. Katy w kole

3.23. Prosta AC jest styczna do okregu
o $rodku S. Wyznacz miary katow tréjkata
ABC przedstawionego na rysunku.

strukcyjnie zbior wszystkich punktow plasz-
czyzny, z ktorych ten odcinek wida¢ pod
katem 30°.

i ratur ITMI
W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

1. Wyznacz miare kata a.
A. 130° B. 100° G, 507 D. 45°

2. Jaka miare ma kat wpisany oparty na tuku o dlugoéci réw-

nej -3- obwodu kota? %

A. 20° B. 40° C. 80° D. 160°

3. Punkty A, B, C leza na okregu o srodku S jak na rysunku.
Wyznacz miare kata a.

A. 100° €. 1157

B. 110° B.i125F

4. Trojkat ABC jest wpisany w okrag o srodku S. Ocen prawdziwosc¢ podanych zdan.
Suma miar katow ASB, ASC i BSC moze by¢ rowna
A. 360°. B. 180°. C. podwojonej mierze kata BSA.

5. Na okregu odmierzamy kolejno tuki AB i BC odpowiadajace katom srodkowym
55%i 125° Wyznacz miary katow trojkata ABC.

6. Z punktu A lezacego na okregu poprowadzono cigci-

we AC o dlugosci rownej promieniowi okregu oraz $red- A

nice AB. Wyznacz miary katow tréjkata ABC.

7. Przez punkt stycznos$ci M dwdch okregéw poprowa-

dzono prosta przecinajacg je w punktach A i B jak na ry-

sunku obok. Wykaz, ze styczne poprowadzone do okre-

géw odpowiednio w punktach A i B sa réwnolegle. B
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4. Twierdzenie Talesa

Umiejetnosci:

* stosowanie twierdzenia Talesa do obliczania diugosci odcinkow

* stosowanie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa do badania
rownolegtosci prostych

Zbadajmy zaleznosci miedzy polami tréjkatow
i pewnymi odcinkami w tych tréjkatach.

Rozpatrzmy dwa tréjkaty o réwnych podstawach a H
i wysokosciach h oraz H. Obliczmy stosunek pol h
P, i P, tych tréjkatow. " 5
i a
PI = ﬁ, Pj = ‘LE
2 - 2
P, h Przypomnijmy - stosunkiem odcinkow (1)
P, “H nazywamy stosunek diugosci tych odcinkéw.

Stosunek pdl takich trojkatow jest rowny stosunkowi ich wysokosci.

Podobng sytuacje mamy w przypadku dwoch tréjkatow o rownych wysokosciach.

ah da-h

P, =L, pzz_?__

2 2
Pl_ﬂl h .F!
P}mﬂz - -
a, a,

Stosunek pdl takich trojkatoéw jest rowny stosunkowi ich podstaw.

Omowione wyzej zaleznosci beda przydatne do udowodnienia twierdzenia Talesa.

Tales z Miletu (ok. 620 - ok. 540 p.n.e.), grecki filozof i matematyk, sformulowat kilka
waznych twierdzen geometrycznych. Najbardziej znane dotyczy réwnosci stosunkow
odcinkéw otrzymanych przy podziale ramion kata prostymi rownoleglymi.

Twierdzenie Talesa

Jezeli ramiona kata sq przeciete dwiema prostymi rownoleglymi, to odcinki wy-
znaczone przez te proste na jednym ramieniu kata sg proporcjonalne do odpo-
wiednich odcinkéw wyznaczonych przez te proste na drugim ramieniu kata.




Przyjmijmy oznaczenia zgodne z rysunkiem.

Zatozenie

AA' || BB
Teza

j0A] _ |0A|

|AB| ~ |A'B|
Dowod

Trojkaty OAA" i ABA" maja réine podstawy
OA i AB oraz wspdlna wysoko$¢ poprowadzong
z wierzchotka A’, zatem:

[0Al _ Paoanr

AA' || BB', zatem tr6jkaty ABA' i AB' A’ maija

wspolna podstawe AA' oraz réwne wysokosci

poprowadzone z wierzchotkéw B oraz B, czyli:
PAasat = PAapar

Po podstawieniu do poprzedniej réwnoséci mamy:

[OAl _ Paoan
IABI P&AH’A;

Pproaar _ |OA"|

4. Twierdzenie Talesa

Paapar  |A'B|

Zatem:
0Al _ Ppoan _ 10A"| . |0A _ |OA]
IABl ~ Pawn  1AB 7 (4Bl T |A'B|

Koniec dowodu

Przyktad o zad. 4.2, 4.3

Proste k i [ sa rownolegle. Obliczymy dlugos¢ odcinka x.

b)

— trojkaty OAA" i AB' A" maja wspolng wysokosé
poprowadzong z wierzcholka A
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Zachodzi rowniez twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa

Jezeli ramiona kata COA sa przeciete dwiema D
prostymi AC i BD w taki sposdb, ze odcinki OA c

i AB lezace na jednym ramieniu kata sa pro-

porcjonalne do odcinkow OC i CD wyznaczo- O N B\

nych przez te proste na drugim ramieniu kata:
|04l _ |OCl
|AB|  |CD|’

to proste AC i BD sa rownolegle.

Dowdd tego twierdzenia pominiemy.

Przykiad @) « zad. 4.4

|AB| 5 |AD| 5 )
—— = = oraz —— = —, wiec prosta DB
BC| 3 \DE| ~ 3’ Viecpros

jest rownolegla do prostej EC.

Na podstawie twierdzenia Talesa mozna zapisac¢ proporcje innych odcinkow.

Jezeli proste AD i BC sa réwnolegle jak na rysunku ponizej, to:

(1) |PA| _ |PD| D
|PB| ~ |PC| 5

2) |PA| _ |PD|
[BA| ~ |cD| A B 5
|AD| _ |AP|

) B = 18Pl

Ten wniosek pozostawiamy bez uzasadnienia. T

T =
Zauwazmy tez, ze rGwnosci podane w twierdze- Jezeli 5 = =, to
niu Talesa oraz we wniosku mozemy przedsta- °® a-d=b-c
wia¢ w réznych postaciach, zgodnie z zasadami « 2.4 0: 2 _2
a ¢ e d

dzialan na utamkach (zob. ramka obok).
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Przyktad €) - zad. 4.4

Dwie proste przecinaja ramiona kata o wierzcholku P tak, ze na jednym ramieniu
powstaly odcinki PBi PA (B lezy miedzy P i A), na drugim PC i PD (C lezy miedzy
PiD)oraz % = % Sprawdzimy, czy na podstawie podanych informacji mozna
stwierdzic, ze proste BC i AD sa rownolegle.

Rozwiazanie

Zauwazmy, ze jesli proste BC i AD s3 rownolegle,
to rownos¢ podana w zalozeniach jest prawdziwa
na mocy powyzszego wniosku - punkt (3). Mozna
podad jednak przyklad pokazujacy, ze wnioskowa-
nie w drugg strone nie jest prawdziwe. Popatrzmy P
na rysunek. A\ AP

Odcinki AD i AD' sa tej samej diugosci, czyli punkt D' spetnia zalozenia zadania -

|AD'| _ |AP|

= , natomiast proste BC i AD' nie sa réwnolegte.
IBC|  |BP| P 2 8

w szczegllnosci

Odp.: Na podstawie podanych informacji nie mozna stwierdzic, czy proste BCi AD
sa rownolegle.

Przyktad @) < zad. 45,456

Proste k i [ s3 rownolegle. Obliczymy dlugosc odcinka x.

a) %\ . b)

o N
<

S 15

¥__l> 3 2

6 4+6 8§ 8+x

10x =15-6, czyli x=9 5(8+x) =72, czyli x =64

= 4

Jezeli mamy podany odcinek jednostkowy, to mozemy konstruowac odcinki o dhu-
gosci bedacej iloczynem lub ilorazem dlugoséci danych odcinkéw.

Przyktad e zad. 4.7

Dane s3 odcinki o dlugosciach a i b oraz odcinek jednostkowy. Zbu- b
dujemy odcinek o dlugosci ab. —
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Rozwiazanie
Oznaczmy iloczyn ab literg x. Wowczas:

x=ab, czyli x-1=ab

Te rownos¢ zapisujemy w postaci proporcji, np.:

1 _ b 0=\ =+ D\

] X
Kolejne etapy konstrukcji odcinka o dlugosci ab opiszemy w tabeli.

Wykonywana czynnosc¢ Otrzymana figura ‘
Rysujemy kat o wierzcholtku O i na punkty Ai B
jednym jego ramieniu odkladamy kolejno:
odcinek jednostkowy OA i taki odcinek
AB, ze |AB| = b.

| Na drugim ramieniu kata odkladamy taki punkt C
odcinek OC, ze |OC| = a.

Prowadzimy prosta AC, a nast¢pnie przez | * punkt D, jako punkt przecigcia prostej
punkt B réwnolegla do niej prosta BD. rownoleglej do AC z drugim ramieniem
kata
* szukany odcinek CD - zgodnie
z twierdzeniem Talesa mamy |[CD| = ab

Poprawnos¢ konstrukeji wynika z twierdzenia Talesa. y

Z wyprowadzonych wzorow wynika, ze jesli przetniemy ramiona kata dowolnie wie-
loma prostymi rownoleglymi, to odcinki wyznaczone na jednym ramieniu s pro-
porcjonalne do odpowiednich odcinkéw wyznaczonych przez te proste na drugim
ramieniu kata. Ten fakt wykorzystujemy przy konstrukcyjnym podziale odcinka na
n rownych czesci.

Przyktad )
Podzielimy dany odcinek AB na pie¢ réwnych czesci.

Rozwiazanie
* Z punktu A prowadzimy pétprosta k i odkladamy
na niej pie¢ rownych odcinkéw tak, ze koniec jed- B
nego jest poczatkiem nastepnego odcinka. I
* Przez koniec ostatniego odcinka i punkt B prowadzimy prosta /.
* Prowadzimy proste rownolegle do [ przez konce odlozonych na polprostej k

odcinkow - dziela one odcinek AB w zadany sposob.
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W) Przykiad @ < zad. 4.11 \

Na jeziorze umocowana jest boja (oznaczona na

rysunku literg K). Podamy sposob obliczenia jej Ko *D
odleglosci od punktu D znajdujacego sie na brzegu. /'
Rozwiazanie A
Wytyczamy na brzegu dwa punkty A i B oraz na linii C

brzegu punkt C w taki sposob, ze odcinki AB i CD
sa rownolegle, punkty K, D i B sa wspdlliniowe oraz

punkty K, Ci A sg wspolliniowe. Mierzymy dlugosci K / D b
|DB|, |AB| i |CD|.
|KD| _ [CD| . . i
= «— na mocy wniosku z twierdzenia Talesa
|IKB|  |AB]
|KD| _|CD]

= — |KB|=|KD DB
KDl + DB _ |AB| |KB| = |KD| + |DB|

|[KD| - |AB| = |CD| - (|KD| + 1DB|)

IKD|-|AB| - [CD|- |KD| = |CD| - |DB|, stad |KD|- (JAB| - |CDI) = |CD|- |DB|
CD - DB

|AB| - [CD|

4.1. Proste AC i BD na rysunku obok sg réwnolegte.
Ocen prawdziwos¢ podanych proporgji.
.|DD|=|(}Bj B.@=E C.|J[:\.—m=|{:—AI
loCl oD ICAl  |CO |OB]  |OA]

Odp.: |[KD| =

4.2. Proste k il sa rownolegle. Oblicz x.

€) =~ A, 7
)
W
I
d) k / i
/ !
!
=

9
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4.3. Proste a i b na rysunku sa réwnolegle. Oblicz
a) |NE|, jezeli INS| = 33, INO| = 16, |[NC| = 44.
b) |CO|, jezeli INC| =3, [NS| =18, |ES| = 0,6.
c) |EO|, jezeli [SN|= 14, |SE| = 8, |SC| = 35.

d) |SC|, jezeli |[EO| =3, |[EN| = 1,5, |SE| = 2.

e) |NC|, jezeli INO| =4, |SE| = 1,2, |SN| = 1,8.
f) |EO|, jezeli |[SE|:|EN|=2:5, |SC| = 14.

4.4. Prosteaib przeciely ramiona kata o wierzchol-

ku L tak, ze na jednym ramieniu powstaly odcinki

LO i OK, a na drugim LA i AS (zob. rysunek). Sko-
rzystaj z podanych informacji i sprawdz, czy proste
aib sa rownolegle. L
a) |LO|:|LK|=2:3, |LA| =4, |AS]=6

b) |LO|:|LK|=1:8, |OA| =2, |[KS| =16

¢) |ILK|=V2+1, |OK| =1, |LA|: |AS| = V2

d) |[LO| = 32, |OK|=2V2-1, |OA|: [KS| =2+ V2

4.5. W trojkacie ABC poprowadzono odcinki
DF i EG tak, ze DF || AC i EG || BC (zob.
rysunek). Oblicz dlugosci bokow trojkata ABC.,

4.6. Naprostejleza kolejno punkty A, B, C, D tak,
ze zachodzi proporcja A8 @ Oblicz

|BC|  |CD|
a) |AB|, jezeli |BC| =3, |CD|=7.

b) |BC|, jezeli |CD| =5, |AB| = 10.

4.7. Narysuj odcinek jednostkowy oraz odcinki o dlugoéciach a i b, a nastepnie
skonstruuj odcinek o podanej dtugosci.

a 1 a+b
® b) = Ty
o ) % e
* 4.8. Narysuj odcinki o dlugosciach a i b, a nastepnie skonstruuj odcinek x taki, ze
2 2 2
a a +b
2) T by = a+b’

+ 4.9. Dany odcinek a podziel konstrukcyjnie w podanym stosunku.

a) 2:5 b) 3:2v2 Q) 2:3 d) vV2:3 e) V5:v2

4.10. Dany jest odcinek o dlugosci m. Skonstruuj kwadrat, tréjkat rownoboczny
i szesciokat foremny takie, ze obwod kazdej z tych figur jest rowny m.



4. Twierdzenie Talesa

4.11. Chcemy zmierzy¢ odleglo$¢ miedzy drze- L
wami D, i D,, ale nie mozemy zrobic tego bezpo-
srednio, bo rozdziela je rzeka. Na podstawie ry-
sunku opisz sposob, w jaki mozna wyznaczy¢ te
odleglosc. Oblicz |D,D,|, gdy |D,M| =4 m,

ID,K|=12m i [KL| = 10 m. b, Nz K

4.12. Przez punkt R nalezacy do boku AB trojkata ABC poprowadzono prostg row-
nolegla do boku AC, ktéra przecieta bok BC w punkcie S. Kat CAB ma miare 60°,

|AR| =3 cm, |RS|=15¢cm i % = g Wyznacz dlugosci bokow trojkata ABC.

4.13. W trapezie ABCD, w ktorym: AB || CD, |BC| =12 cm, |CD| = 4,5 cm,
|AD| = 15 cm, przedluzono nieroéwnolegle boki do przeciecia w punkcie S.

Wiadomo, ze % = i Oblicz obwod trojkata ABS.

4.14. W tréjkacie ABC wysokos¢ CD dzieli bok AB na odcinki o dlugosciach

|AD| = %@ i |DB| = 4v/3. Na jakie czesci zostanie podzielony bok BC dlugo-

sci 8 symetralng boku AB?

4.15. Stosunek dlugosci podstaw trapezu jest rowny 1: 3. Oblicz, o ile centymetrow
nalezy przedhuzy¢ ramie trapezu dlugosci 2v2 cm, aby przeciglo prosta zawierajaca
drugie ramig tego trapezu.,

* 4,16. Okregi o promieniach 3 cm i 4,5 cm sa styczne zewngtrznie w punkcie P.
Odlegtosc¢ punktu P od prostej stycznej do obu okregow jest rowna d. Wyznacz d.

*4.17. W rombie ABCD wierzcholek D kata rozwartego polaczono ze srodkami
K i Lbokéw ABi BC., Pole trojkata DKL jest rGwne 36 cm’. Oblicz pole rombu.

4.18. Na jednym ramieniu kata o wierzchotku O obrano punkty K i L, a na drugim
M iN tak, ze |OK| = 16, |OL| = 52, |OM| = 4, |MN| = 3m - 2. Dla jakiej wartosci
m proste zawierajace odcinki KM i LN sa rdwnolegle?

© 4.19. W tréjkacie ABC kat przy wierzchotku C ma miare 120°, |AC| = b i |BC| = a.
Wyznacz dlugos¢ dwusiecznej CD.
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[4 1) Pt S

Lo s e T s LA

| Prosto do maturv RWA'AN
'..-..'..l..l ix I‘. -

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

1. W trapezie ABCD, w ktorym AB || DC, stosunek dlugosci podstaw

|DC|: |AB| = 1: 3, a proste zawierajace nieréwnolegle boki AD i BC przecinaja si¢
w punkcie S. Zatem stosunek dlugosci |SD| : |SA]

A. jestrowny 1:3. C. jest rowny 1:4.

B. jest réwny 2: 3. D. jest niemozliwy do okreslenia, bo jest za malo danych.
2. W trdjkacie ABC poprowadzono odcinek MN jak <

na rysunku. Jezeli MN || AB, |[BN| =5, |[NC| =10

oraz |AC| =12, to 5 5

A. |AM| =4, IMC|=8 i |[MN| = 14. / \
B. |AM| =8, IMC|=4 i [MN| = 14. A B

C. |JAM| =5, |MC| = 7 ijest za malo danych do obliczenia |MN|.
D. |AM| = 4, |MC]| = 8 ijest za malo danych do obliczenia |MN|.

3. W trojkacie ABC punkt M lezy na boku AC, a punkt N - na boku BC. Ktore
z ponizszych danych wykluczaja réwnolegloé¢ odcinkow ABi MN?

A. |MC| =3, |AM| =12, |ICN|=13

B. [MC]| =3, |AC| =15, |AB| = 20, [MN| =5

C. [MC| =3, |AC| =15, |[CN| =5, [MN| =5

D. |BC] = 20, |AC| =15, |AB| =25, [MN| =5 / b
4. Przedstawione na rysunku proste a i b sa § - -~

réownolegle. Oblicz |ST', jezeli |TO| = 12 cm,
|AM| = 16 cm, [SA| = 24 cm. T

5. Prosteaib przecinaja ramiona kata o wierzchol-
ku O w punktach A, B oraz C, D jak na rysunku. D
Skorzystaj z podanych informacji i sprawdz, czy te

proste sa rownolegle. o

a) |OA| = 5,1 cm, |OB| = 6,8 cm, IC_DI =3 0 e S

b) |OA| =26 cm, |AB| =4cm, |OC| =13 cm, |OD| = 16 cm

6. Podstawy trapezu sa rowne 18 cm i 12 cm, a jedno z jego ramion ma 6 cm. O ile
nalezy przedluzy¢ to ramie, aby przecielo prosta zawierajaca drugie ramie trapezu?

7. W trojkacie ABC na boku AC obrano punkt P, przez ktory poprowadzono pro-
sta k rownolegla do boku AB. Prosta k przecieta bok BC w punkcie Q. Wiadomo, ze
|AB| = 15cm i |AP|:|PC]| = 2:3. Oblicz dlugos¢ odcinka PQ.



5. Podobienstwo

Umiejetnosci:

* rozpoznawanie figur podobnych

* wykorzystywanie zaleznosci miedzy polami figur podobnych

* wykorzystywanie (takze w praktyce) wlasnosci figur podobnych

Symetrie osiowa oraz symetrie srodkowa cechuje zachowanie odleglosci. Oznacza
to, ze dla dowolnych punktow A, B odleglos¢ miedzy A i B jest taka sama jak odleglosc
miedzy ich obrazami A’ i B' w tych przeksztatceniach, czyli:

|AB| = |A'B'|

Jezeli figura F' powstaje z figury F w wyniku przeksztatcenia zachowujacego odleg-
toéci, to F' i F nazywamy figurami przystajacymi.

Teraz zajmiemy si¢ podobienstwem figur. Tego typu przeksztalcenia na ogoét odle-
glosci nie zachowuja, tylko je zwigkszaja albo zmniejszaja.

Jezeli dana jest pewna liczba dodatnia k, to podobienstwem o skali k nazywamy
kazde takie przeksztalcenie plaszczyzny, w ktérym dla dowolnych punktow A, B

plaszczyzny oraz ich obrazéw A', B' zachodzi réwnosé:
|A'B'| = k- |AB|

Dwie figury nazywamy podobnymi, jesli ist- O figurach przystajacych mowimy (1)
nieje podobienstwo przeksztalcajace jedna P“tﬂﬂﬂifs:ﬁ sg rowne (lub: iden-
: ¢ . tyczne), o figurach podobnych - e
z nich na druga. ?al?t, ze figura JF+l ‘]ESF podobna risja terysam keztalt,
do figury F,, zapisujemy symbolicznie F, ~ F,.
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Powiemy, ze figury F, oraz F, sa podobne w skali k, jezeli figura F, jest obrazem
figury F, w podobienstwie o skali k. Zauwazmy, ze jezeli figury F, oraz F, sa podobne

w skali k, to figury F, oraz F, sa podobne w skali Ecl-
Przyjrzyjmy sie rysunkowi.

Boki trojkata T, sa réwnolegle do bo-
koéw trojkata T, wiec (zgodnie z twierdze-
niem Talesa) boki T', sa proporcjonalne do
odpowiednich bokow T,. Trojkat T'; jest
przystajacy do tréjkata T,, wiec boki T,
sa proporcjonalne takze do odpowiednich
bokow T. Zatem:

* trojkaty T, i T, majg odpowiednie boki proporcjonalne,

» trojkaty T, i T4 majg odpowiednie boki proporcjonalne,

« trojkaty T, i T3 maja odpowiednie boki réwne, wiec proporcjonalne.

Trojkaty T, T, i T3 maja ten sam ksztalt. Udowodnieniem, ze sa podobne, zajmiemy
si¢ w nastepnym temacie.

Przyktad €)

a) Dowolne dwa odcinki sa podobne.
Skalg podobienstwa jest stosunek dlugosci

tych odcinkow.
F~F

G=F, wiec G ~ F'
F~G

b) Dwa wielokaty foremne o tej samej liczbie
bokow sa podobne.

Dwa wielokaty sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiednie boki tych wie-
lokatéw sa proporcjonalne i odpowiednie katy sa réwne.

Twierdzenie podajemy bez dowodu, pokazemy tylko na przykladzie, ze sama propor-
cjonalnos¢ bokéw albo sama rownos¢ katow nie wystarczy, by np. czworokaty byly
podobne.



5. Podobienstwo

Przyktad @) < zad. 5.4

Dwa czworokaty narysowane ponizej maja odpowiednie boki proporcjonalne.

DF

Mozna sprawdzic, ze:

|A'B'| = 2|AB|, |B'C'| = 2|BC|, |C'D'| = 2ICD| oraz |D'A’| = 2|DA|
Czworokaty te nie sa jednak podobne, poniewaz maja réine katy wewnetrzne,
np. 4ABC #4A'B'C'.

Przykiad €)
a) Dwaromby sa podobne wtedyitylko  b) Prostokat o wymiarach 3 x5 nie jest
wtedy, gdy maja takie same katy. podobny do prostokata o wymiarach
6 x 9, poniewaz . # 5
O > |
3
5 6

7

Z podobienstwem (proporcjonalnym powiekszaniem lub zmniejszaniem obiektow)
mamy do czynienia na co dzien.

* Gdy chcemy zwigkszy¢ litery na ekranie monitora, klikamy na odpowiednia skale
i komputer zgodnie z nia zwieksza obraz.

Nowa Era

‘Nowa Era '_

=
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* Jezeli wykonujemy odbitki zdje¢, to czasami robimy je w réznych wymiarach. Sfo-
tografowany obiekt jest na wszystkich takich odbitkach podobny do obrazu, jaki
mamy w pierwotnym zapisie.

* Arkusze papieru produkuje si¢ na ogol w ksztalcie prosto-
kata o takich bokach, ze po rozcigciu go na polowy rowno-
legle do krotszego boku otrzymuje sie dwa mniejsze pro-
stokaty podobne do prostokata wyjsciowego.

Jezeli boki duzego prostokata oznaczymy a, b (a > b), to

mniejszy prostokat ma boki %ﬂ, b i zachodzi proporcja

TE .
b.a—za.b. Stad b —Za,czy]l e

Prostokat o opisanej wlasnoséci ma wiec boki pozostajace

, V2
w stosunku réwnym ER

Podobienstwo znajduje zastosowanie np.
przy wykonywaniu wszelkiego rodzaju map.
Podana na nich skala zapisywana jest najcze-
§ciej wpostaci 1:k, cooznacza, Ze rzeczywiste
wymiary w terenie sg k razy wigksze od zmie-
rzonych na mapie.

Przyktad @) < zad.5.12,5.13

Na mapie w skali 1:250000 dlugosc drogi
kolejowej z Uhowa do Klepaczy ma 6,2 cm.
Zatem w rzeczywistoéci odleglo$¢ miedzy ty-

mi miejscowosciami jest rowna:
6,2 cm + 250000 = 15,5 km




Jezeli odcinki o dlugosciach a i b prze-
ksztalcono przez podobienstwo w ska-
li k, to ich obrazy maja dlugosci odpo-
wiednio ka i kb. Zatem stosunek odcin-
kow po przeksztalceniu jest taki sam jak
przed przeksztalceniem. Méwimy, ze po-
dobienstwo zachowuje stosunek dlugo-
$ci. Z tego faktu wynika na przyklad staly
stosunek diugosci okregu do jego sredni-
cy (bo kazde dwa okregi sa podobne).

5. Podobienstwo

* Stosunek obwodu kota do jego srednicy ()
jest staly, rowny liczbie niewymiernej m:

0bwyo,r) _ 2nr

2 2

® Stosunek pola kola do kwadratu jego

promienia jest staly, rowny tej samej
liczbie

Pon _ m’
P

Obydwa te fakty zauwazyl i udowodnil
zyjacy w IIT w. p.n.e. Archimedes z Syrakuz.

Zbadajmy zalezno$¢ miedzy polami pewnych figur G i F podobnych w skali k.

FiguraF  Pole P, Figura G Pole Py, ;ﬁ
F
kwadrat
i PF=al P(;:(k'ﬂ)z:kzﬂl _&=k2
P
2 ka
prostokat
P,
p | Pr=ab | Po = (ka)(kb) = Kab | 52 =K
a ka
trojkat
2
PF = E{I— kh PG - (ka)(kh) — k ah f_g_ = kz
2 2 2 | P
) B
a ka
koto )
Pr = Ttr‘z PG' i ﬁ{kr]z _ kzﬂ?‘z :P_(; .
F

Powyzsze obserwacje sa ilustracja twierdzenia, ktérego dowdd pominiemy.

Stosunek pol figur podobnych jest rowny kwadratowi skali podobienstwa.

191 I



B 102 Dziat 3. Planimetria

Przyktad &) < zad.5.17

Morze Czarne (lacznie z Morzem Azowskim) ma powierzchnig 460 000 km?.
Obliczymy, jaki obszar zajmie obraz tego morza na mapie w podanej skali.
a) 1:1000000

Bedzie to powierzchnia o polu 1000 000® razy mniejszym, czyli:
460 000 km? 460000000000 2 46 2 _ 460 000

= m = m
1 000000000000 1 000 000 000 000 100 100

cm? = 4600 cm?

b) 1:40000000

460000 | o _ 46 10°-10° 5 _ 46-10° 5 _46-10" .
40 000 000 (4-107) 16- 10 16 - 10

5.1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan,

A. Kazda symetria jest podobienstwem.

B. Dowolne dwa kwadraty sa podobne.

C. Pole powierzchni sali na planie w skali 1:500 jest 25 000 razy mniejsze niz w rze-
czywistosci.

46
m’=== 2,9 cm’
16

5.2. Prostokat o wymiarach 2 x 5 przeksztalcono przez podobienstwo o podanej
skali k. Jakie sa wymiary obrazu prostokata?

1 3
a) k=2 b}k—g c)k—g

5.3. Podaj skalg, w jakiej przeksztalcono

a) prostokat o wymiarach 2 x5 na prostokat o wymiarach 6 x 15.
b) romb o boku 3 i kacie 80° na romb o boku 2 i kacie 80°.

c¢) kolo o promieniu 3,4 na kolo o promieniu 17.

d) kwadrat o boku 3 na kwadrat o przekatnej 6.

5.4. Ktore z narysowanych figur sa podobne?




5. Podobienstwo

5.5. Podstawy trapezu prostokatnego maja dtugosci 6 cm i 4 cm, a jego wysokosc

jest rowna 3 cm. Narysuj trapez podobny do danego w skali k = %

5.6. Czy podane figury sa podobne? Dla figur podobnych podaj skale podobienstwa.
a) trojkat rownoboczny o boku 3,7 cm i trojkat réwnoboczny o boku 18,5 cm

b) prostokat o wymiarach 21 x 8 i prostokat o wymiarach 3—;— X 1%

c) trojkat rownoramienny o podstawie 12 cm i ramieniu 10 cm i tréjkat réwno-
ramienny o ramieniu 30 cm i wysokosci opuszczonej na postawe rownej 24 cm

d) rownoleglobok o bokach 7 i 8 oraz réwnoleglobok o bokach 31 4

e) trapez prostokatny o podstawach 6 i 10 oraz wysokosci 7 i trapez prostokatny
o podstawach 3 i 5 oraz polu 12

f) kolo o obwodzie 3 i kolo o polu 3n

5.7. Wyznacz skale, w jakiej nalezy przeksztalci¢ prostokat o podanych wymiarach,
aby otrzymac prostokat o obwodzie 12 cm.
a) 2cmx5cm b) 6ecmx3cm ¢) I5mmx 15 mm d) 1emx1,1 dm

5.8. Prostokat ABCD jest podobny do prostokata A'B'C'D" w skali k = E Oblicz
obwody tych prostokatow, jezeli |AB| = 12cm i |A'C'| = 26 cm.

5.9. W jakiej skali nalezy przeksztalci¢ prostokat o przekatnych diugosci 20 cm i ka-
cie miedzy nimi 60°, aby otrzymac¢ podobny prostokat o danym obwodzie lub polu?
a) nbw=5(1+\f’§)cm b) obw = 10 cm ¢) P=+3cm’

5.10. Czworokat C, o kolejnych bokach dlugosci 1, 3, 5i 7 jest podobny do czwo-
rokata C,, w ktérym suma dlugosci najdtuzszego i najkrotszego boku jest rowna 16.
Oblicz stosunek obwodu czworokata C,; do obwodu czworokata Cs.

5.11. W réwnolegltoboku ABCD mamy
|AB| = 6 cm i |BC| = 9 cm. Przez punkt
M lezacy na boku AD poprowadzono pro-
sta rownolegla do AB i odcinajaca réwno-
leglobok ABN M podobny do réwnoleglobo-
ku ABCD. Ile wynosi odleglo$¢ punktu M od
punktu A?

5.12. Na podstawie fragmentu mapy w skali
1 : 75000 oblicz przyblizona dlugos¢ drogi
ze stacji PKP w Leluchowie na szczyt Dubne
niebieskim szlakiem.
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* 5.15. Podzial odcinka na takie dwie cze-

5.13. Odlegloséc z Leby do Leborka wyno-
si okolo 30 km. Oblicz przyblizona skale za-
mieszczonej obok mapy.

5.14. Julka ma kawalek mapy terenowe;
w skali 1:5000. Chce ja powigkszyc tak, aby
mie¢ potrzebny fragment w skali 1 : 2000.
Przez jakie podobienstwo powinna prze-
ksztalci¢ wybrany fragment mapy?

$ci, ze stosunek diuzszej czedci do krotszej
jest rowny stosunkowi calego odcinka do
dluzszej czesci, nazywamy zlotym podzia-
fem odcinka. Oblicz, na jakie czesci podzie-
limy w opisany sposdb odcinek o dlugosci 1.

5.16. Bok AD réwnolegloboku ABCD ma dlugosc a. Trzy proste réwnolegle do tego
boku podzielity rownoleglobok na cztery przystajace rownolegloboki podobne do
réwnolegloboku ABCD. Wyznacz dlugosé boku AB.

5.17. Gorczanski Park Narodowy zajmuje okolo 7000 ha. Jaka powierzchnie bedzie
mial jego obraz na mapie w skali 1:50000? Wynik podaj w dm” i zaokraglij do
jednego miejsca po przecinku.

5.18. Wielokat przeksztalcono przez podobienstwo tak, Ze jego pole zwigkszylo sie
0 96%. Jaka byla skala tego podobienistwa?

5.19. Pola dwéch wielokatéw podobnych wynosza 75 cm® i 48 cm®. Obwéd mniej-
szego wielokata jest rowny 16 cm. Wyznacz obwod wigkszej figury.

« 5.20. Pole trojkata jest rowne 36. Poprowadzono dwa odcin-

ki rownolegle do jednego boku trojkata, ktore podzielity kazdy
z pozostaltych dwoch bokow na trzy rowne czesci (zob. rysu-
nek). Oblicz pole trapezu, ktérego podstawami sg te odcinki.
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© 5.21. Przez punkt M lezacy na boku AC tréjkata ABC poprowadzono prosta réw-

nolegla do boku AB, ktéra podzielila ten tréjkat na dwa wielokaty o réwnych polach.
W jakim stosunku punkt M dzieli odcinek AC?

iy Los)
W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie.

1. Obwad tréjkata ABC jest rowny 18, a jego pole 15. Jaki jest obwéd tréjkata o polu
rownym 60, podobnego do trojkata ABC?

A.9

B. 72

C. 36

D. Jest za malo danych, aby to obliczy¢.

2. Trojkat przeksztalcono przez podobienstwo w takiej skali, Ze jego obwdd zwiek-
szyl sie 0 30%. O ile procent wzroslo pole trojkata?
A. 069% B. 090% C. 0 300% D. 0 900%

3. Jakg trzeba przyjaé skale, zeby obrazem kwadratu o polu 84 km” byt na mapie
kwadrat o polu 84 mm?®?
A.1:1000000  B. 1:10000000  C. 1:1000 D.1:10"

4. Wielokat o obwodzie 24 ¢m i polu 9 cm® przeksztatlcono przez podobieristwo
o skali 3. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A. Obwod wielokata wzrést o 72 cm.

B. Pole wielokata wzrosto do 27 em”.
C. Stosunek dlugosci najdtuzszego boku wielokata do najkrétszego boku wielokata
wzrést trzykrotnie.

5. Wielokat o polu 750 cm” przeksztalcono przez podobienstwo tak, ze pole jego
obrazu jest mniejsze 0 630 cm”. Ile wynosi skala podobieristwa?

6. Jezioro Sniardwy ma 113,8 km” powierzchni. Jaka powierzchnie zajmie jego obraz
na mapie w skali 1 : 800002 Wynik podaj w em” i zaokraglij do jednego miejsca po
przecinku.

7. Obwody dwoch wielokatow podobnych wynosza 24 cm i 36 cm. Pole mniejszego
wielokata jest réwne 8 cm®. Wyznacz pole wiekszej figury.
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Tunel na wyspie Samos

Na greckiej wyspie Samos zachowata sie budowla sprzed 2500 lat,
ktora do dzisiaj zachwyca inzynierow i naukowcow.

Eupalinos z Megary

W VI w. p.n.e., na polecenie tyrana Polikratesa,

Eupalinos z Megary wybudowat na Samos podziemny
akwedukt doprowadzajacy wode do miasta Tigani
(obecnie Pythagorion). Najdiuzsza czescia tej budowli
jest tunel o diugosci 1036 m, wydrazony we wnetrzu

gory Kastro. Chociaz prace gornicze prowadzily dwie =8
ekipy, z obu stron géry jednoczesnie, powstat tunel
biegnacy w linii prostej.

Metoda Eupalinosa

Nie zachowaly sie zapiski z tamtych czasow,

wiec nie wiemy na pewno, jak rozumowat Eupalinos.
Przyjmuje sie jednak, ze wykorzystal te sama metode,
ktora 500 lat pdzniej opisat w swoim dziele Heron

z Aleksandrii. Oto jej kolejne etapy.

gora Kastro

Zrodto

o
g Fr s
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Fa v
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Poczawszy od miejsca, gdzie miat sie znajdowaé
- wiot tunelu, Eupalinos wyznaczat kolejno odcinki
wzajemnie do siebie prostopadte (na rysunku
kolor czerwony). Kontynuowat to tak dtugo, az
doszedt do miejsca, w ktérym najdogodniej bylo
zrobi¢ wylot tunelu. Wszystkie pomiary musiat
wykonac na tej samej wysokosci nad poziomem
morza.

) Wyznaczenie przebiegu tunelu

Na podstawie swoich pomiaréow Eupalinos
obliczyt diugosci b —a oraz ¢ (zob. rysunek).
W ten sposob wyznaczyt dtugosci przypro-
stokatnych trojkata prostokatnego, ktérego
przeciwprostokatna lezy wzdiuz szukanego

tunelu. Y

€) Wskazanie kierunku drazenia

Na koniec Eupalinos przygotowat modele mniej-
szych trojkatow, podobnych do wyznaczonego.
Umiescit je poziomo u wylotow tunelu tak, by
ich przeciwprostokatne lezaty na przediuzeniu
przeciwprostokatnej trojkata wyznaczonego we

wnetrzu gory. Pracujacy gornicy mieli drazyc tunel

w kierunku wskazanym przez te przeciwprostokat-
ne. Modele trojkatow byty stale umieszczone przed
wejsciem do tunelu, by podczas pracy mozna bylo

weryfikowaé kierunek drazenia.

II.




6. Trojkaty podobne

Umiejetnosci:

¢ rozpoznawanie trojkatow podobnych

* wykorzystywanie cech podobienstwa trojkatow

* wykorzystywanie wtasnosci srodkowych trojkata

* wykorzystywanie (takze w praktyce) wiasnosci trojkatéw podobnych

Cechy podobienstwa trojkatow

* Jesli dwa trojkaty sa podobne, to ich odpowiednie boki sa proporcjonalne i odpo-
wiednie katy sa rowne.

* Jesli w dwach trojkatach odpowiednie boki sa proporcjonalne i odpowiednie katy
sa rowne, to te trojkaty sa podobne.

Kazde z powyzszych zdan jest prawdziwe na mocy twierdzenia ze s. 188.

Okazuje si¢, ze nie musimy bada¢ proporcjonalnosci wszystkich bokéw i rownosci
wszystkich katow, aby wykaza¢, ze dwa trojkaty sa podobne. Prostsza metode uza-
sadnienia zapewnia kazde z trzech ponizszych twierdzen, nazywanych cechami po-
dobienstwa trojkatow.

Twierdzenie

Cecha bok-bok-bok podobienstwa trojkatow (bbb)

Jezeli trzy boki pewnego tréjkata sg proporcjonalne do odpowiednich bokéw
drugiego tréjkata, to te trojkaty sa podobne.

= B Proporcjonalnosé odpowiednich (1)
bokdw oznacza tez, ze
c :‘4 odpowiednie katy sa rowne,
A
BJ
Dla trojkatow ABC i A'B'C' mozna te ceche zapisa¢ symbolicznie:

seli |AB] _ |AC| _ |BC| Zapis p=q=1 oznacza, ze (&)
L |A'B'| ~ |A'C'| T |B'C| prawdziwe sa trzy réwnosci:

=q g=1t1 =4
tD&ABC*u&AIB;C! P=4q 4 rp



6. Trojkaty podobne

Zauwazmy, ze analogiczne twierdzenie dla czworokatow nie zachodzi - zobacz przy-
klad 2 s. 189.

Twierdzenie _'

Cecha bok-kat-bok podobienstwa trojkatow (bkb)
Jezeli dwa boki pewnego tréjkata sa proporcjonalne do odpowiednich dwadch

bokéw innego trojkata oraz katy miedzy tymi bokami sa rowne, to trojkaty te sa
podobne.

e B Proporcjonalno$é par bokéw (1))
i rowno$c katow migdzy nimi
c A oznacza tez proporcjonalnosé
pozostalych bokow i rownosé
A pozostatych katow.
BF
Dla trojkatéw ABC i A'B'C’ mozna te ceche zapisa¢ symbolicznie:
. . .. |AB] |[AC] . i adnld
ezeli = i 9CAB=<9C A B
] I A.f Bfl | AI C!l

to AABC ~ AA'B'C

Cecha kat-kat podobienstwa tréjkatéow (kk)

Jezeli dwa katy jednego trojkata sa rowne dwom katom innego trojkata, to troj-
katy te sa podobne.

¥ B Réwnosé odpowiednich katow — ((+))
r oznacza tez, ze odpowiednie
c' 4 boki s3 proporcjonalne.
E % A
BI

Dla tréjkatow ABC i A'B'C’ mozna te ceche zapisa¢ symbolicznie:
jezeli 4CAB=<4C'A'B' i 4CBA =<4C'B'A’
to AABC ~ AA'B'C’

Zauwazmy, ze analogiczne twierdzenie dla czworokatow nie zachodzi - zobacz przy-
klad 3b s. 189.
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B 200 Dziat 3. Planimetria

Przykitad €) < zad. 6.3

Zbadamy podobienstwo trojkatow przedstawio-
nych na rysunku. 18
a) Odpowiednie boki trojkatow sa proporcjo- 7/ \g 14
nalne: > = L = i, wiec trojkaty o bokach
12 14 18 6
tej dlugosci sa podobne. 12

b) Dwa boki pierwszego tréjkata sa proporcjo- 12
nalne do dwdch bokéw drugiego trojkata: 9 ,@
6 9 . ; : I
s == i katy miedzy tymi bokami sg rowne p 8

40°, zatem te trojkaty sa podobne.

c) Katy obu tréojkatow sa odpowiednio rowne
(trzeci — jako dopelnienie do 180°), wiec te ~ ﬁ
70

trojkaty sa podobne.

d) Dwa boki pierwszego trojkata sa proporcjonalne

do dwéch bokdéw drugiego tréjkata: g = i,

ale katy miedzy tymi bokami nie sg rowne: 12

40° # 70°. Zadna z cech przystawania nie opi-

suje takiej sytuacji. Zauwazmy jednak, ze gdy- 9 @

by te trojkaty mialy by¢ podobne, musialyby byc 5
trojkatami o katach 40°, 70°, 70°, czyli rownora- 6

miennymi o kacie 40° miedzy ramionami. Zatem mniejszy z podanych tréjka-

tow nie moglby miec¢ bokow o diugosciach 6 i 9 zawartych w ramionach kata 40°.
Oznacza to, ze te trojkaty nie sa podobne.

Przykiad &)
Dane sa miary niektorych katéw w trojkatach ABC i DEF: 4A = 38°, 4B = 96°,
4D = 96°, 4E = 48°. Sprawdzimy, czy te trojkaty sa podobne.

Rozwigzanie
Katy Bi D sa rowne. Poniewaz 4A # 4E, rozpatrywane tréjkaty sa podobne tylko
wtedy, gdy kat C trojkata ABC jest rowny katowi E w trojkacie DEF.
JC = 180% — (38° + 96°) = 180° — 134° = 46°
Sprawdzilismy, ze 4C # 4E, wigc rozpatrywane trojkaty nie sa podobne,

Odp.: Tréjkaty ABC i DEF nie sa podobne.
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Przykiad €) < zad. 6.4

Boki trojkata T, maja diugosci 3 cm, 6 cm i 8 cm. Najkrotszy bok w trojkacie T,
podobnym do T, ma 21 cm. Znajdziemy dlugosci pozostalych bokow tego trojkata.
Rozwiazanie

Podobienstwo zachowuje stosunki odcinkdw, wigc obrazem najkrétszego boku w T

jest najkrotszy bok w T,. Zatem skala podobienstwa jest w tym wypadku liczba

23—1 = 7, a pozostale boki maja diugosci 7- 6 cm = 42 cm oraz 7-8 cm = 56 cm,

Odp.: Pozostate boki majg dlugosci 42 cm i 56 cm.

Jezeli mamy dwa trojkaty podobne, to
wazna umiejetnoscia jest poprawne usta-

lenie proporcji ich bokéw. Mozemy po-
stgpowac wedlug podanych nizej zasad. b <
* Oznaczamy rowne katy w obu trojka- ﬁf’
tach tymi samymi symbolami. A
* W mianownikach trzech ulamkow AABC ~ ANMR

wpisujemy boki jednego tréjkata.

gl _ [ _ [

a b ¢
* Sprawdzamy, ktore boki drugiego trojkata leza naprzeciwko rownych (odpowied-
nio) katoéw.

n |2
- = ? = @ «—— w trojkacie ABC bok a lezy naprzeciwko kata a, a w trojkgcie NMR
a ‘;; naprzeciwko kata a lezy bok n, zatem w pierwszym liczniku wpisujemy n
m ;
Z= 5 = — «—— bok b lezy naprzeciwko kata j3, zatem w drugim liczniku wpisujemy m
a ¢
M m r
- = > = - «—— bok ¢ lezy naprzeciwko kata y, zatem w trzecim liczniku wpisujemy r
a c
Przykiad €

Prostokatne trojkaty ABC i EDC, takie jak na rysunku obok, maja
rowne katy: kat prosty i wspolny kat przy wierzchotku C, wiec
rowniez kat B jest rowny katowi D. Zatem trojkaty te sa podobne:
AABC ~ AEDC. Zapiszemy, ktére z bokéw sa proporcjonalne.

E
I|i§|| = i ECI = |4‘|4~i(]:| «—— bok DE lezy naprzeciwko kata C
IDE| _ |DC|] _ 2
|AB]  |BC|]  |AC|
IDE| _ |DC| _ |EC]|
|AB| ~ [BC| ~ |AC]

D

«— bok DC lezy naprzeciwko kata prostego

A‘:\ B

«—— bok EC lezy naprzeciwko kata D, ktory jest rowny katowi B
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Wiasnosci trojkatow podobnych

Do wykazywania podobienstwa figur uzyteczne jest nastepujace twierdzenie.

Jezeli figura F, jest podobna do figury F, i figura F, jest podobna do figury Fj,
to F, jest podobna do F;.

Przyktad ©) « zad. 65

W trojkacie ABC poprowadzono wysokosci AE, BF i CD. Wskazemy trojkaty po-
dobne do trojkata ADC i wypiszemy odpowiednie proporcje bokow.

Rozwiazanie

Bedziemy korzystac z rownosci katow (nie ma-
my zadnych informacji o dlugosciach bokow).
Jesli kat CAD oznaczymy litera «, a kat ACD -
literg f3, to w tréjkacie ADC mamy f = 90° - «
jako dopelnienie do 180°.

Zatem:

* w prostokatnym trojkacie HFC:

JFHC = «

* w prostokatnym tréjkacie HDB:
4DHB =« «—— kat wierzchotkowy do kata FHC
4DBH = f3 «—— jako dopetnienie do 180°

Katy a, 90° i f ma réwniez tréjkat AFB,
Mamy zatem rodzing trojkatow podobnych:
AADC ~ AHFC ~ AHDB ~ AAFB

Wypiszemy proporcje bokow par trojkatow podobnych, z ktorych jeden jest
trojkatem ADC.,

IHF| _ |FC| _ |HC]|
|AD| ~ |DC| ~ |AC]|
|[HD| _ |DB| _ |HB|
|AD| ~ |DC| ~ |AC|
|AF| _ |FB| _ |AB
|AD| ~ |DC| ~ |AC]

Analogicznie mozemy zapisac proporcje dla pozostalych par trojkatéw podobnych:
HFCiHDB, HFCi AFB, HDBi AFB.

«—— z podobienstwa trojkatow ADC i HFC

«—— z podobienstwa trojkatow ADC i HDB

«—— z podobienstwa trojkatow ADC i AFB



6. Trojkaty podobne

Przyktad @) - zad. 6.7

Trojkaty na rysunku obok
s3 podobne. Wyznaczymy x.

Rozwiazanie
Boki sa proporcjonalne, zatem: 2cm 5cm
x 2 6
— ==, stad x = -
3 5 5

Odp.:x=1,2cm

Przyktad §) < zad. 6.8 C

Odcinek MN jest rownolegly do AB 6
(zob. rysunek). Wyznaczymy x.
. . M x
Rozwiazanie A/ 10 \ ;
JCMN =<CAB «—— katy odpowiadajace 14
J4MNC =4ABC ~—— katy odpowiadajace
AMNC ~ AABC  «— cecha kk podobienistwa tréjkatow

Eﬁﬂ| = ||£g| «— z podobienstwa trojkatow ABC i MNC
% = I:,;&, stad 10(x +6) =6- 14
Odp.:x=24

Jezeli w trojkacie prostokatnym poprowadzi-
my wysokos¢ z wierzchotka kata prostego, to
z rownosci katow wynika, ze kazdy z dwoch
matych trojkatow jest podobny do duzego.
Mamy zatem:

AACB ~ AADC ~ ACDB

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
Mozemy zapisa¢ nastgpujace proporcje:

h
® E = - = —'P ~—— z podobienstwa trojkatow DAC i CAB
c a b
a g h - = iy s
$ —===- «— z podobienstwa trojkatow DCB i CAB
c a b
a_4q_h : y s
- == - «— z podobienistwa trojkatow DCB i DAC
b h p

Zauwazmy, Ze z proporcji E = % wynika réwnosé¢ b’ = pq.
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Udowodnilismy w ten sposdb nastepujace twierdzenie.

W trojkacie prostokatnym kwadrat wysokosci poprowadzonej z wierzchotka
kata prostego jest réwny iloczynowi dlugosdci odcinkéw, na ktére ta wysokosc
podzielita przeciwprostokatna.

Jezeliw 2 0iz = 0, o liczbg m = vw - z nazywamy $rednia geometryczng liczb w i z. Dlatego (@)
mowimy, ze w trojkacie prostokatnym wysokos¢ poprowadzona z wierzcholka kata prostego
jest $rednia geomeltryczng dlugodci odcinkow, na ktore ta wysokosé dzieli przeciwprostokatng:

h = \/Pq.

Przykiad @) < zad. 6.11

Przyprostokatne trojkata prostokatnego maja dlugosci a =3 cm i b =4 cm.

Obliczymy wysokos¢ h poprowadzong z wierzchotka kata prostego.

Rozwiazanie

Skorzystamy z wyprowadzonej wyzej proporcji dla tréjkata prostokatnego ABC:
b _h

c a

w ktorym ¢ = Va® + b%. Zatem:

b=t 12 sy

V32442 5

Odp.: Wysokos$¢ ma 2,4 cm.
Przyktad €)

Wysokoé¢ poprowadzona z wierzchotka kata prostego dzieli przeciwprostokatna na
odcinki dtugosci 2 cm i 4 cm. Skonstruujemy taki tréjkat.

Rozwiazanie
Pokazemy dwa sposoby rozwigzania zadania.

I sposob

Mozemy skorzystac z wyprowadzonego zwiazku i obliczy¢ wysokosc:
h=12-4=2v2[cm]

a nastgpnie skonstruowac odcinek h (np. jako przekatna kwadratu o boku 2 cm).

Dalsze rozwiazanie pozostawiamy jako ¢wiczenie do samodzielnego wykonania.

I1 sposdb

Wiemy, ze kat wpisany oparty na polokregu jest prosty. Jezeli narysujemy okrag, kto-
rego srednica jest przeciwprostokatna (jej dlugos¢ to 2 cm + 4 cm = 6 cm), to szu-
kany wierzcholek kata prostego bedzie lezal na tym okregu.
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Oto etapy konstrukgji.

* Na prostej odmierzamy kolejno dwa dane odcinki (|AD| = 2cm i |DB| = 4 cm),
ich suma jest przeciwprostokatng szukanego trojkata.

» Znajdujemy $rodek S przeciwprostokatnej.

* Rysujemy polokrag o srodku w punkcie S i promieniu r = [SA|.

» Z punktu D wystawiamy prostopadla do AB. Jej punkt przeciecia z pélokregiem
jest szukanym wierzcholkiem C trojkata.

* Rysujemy boki AC i BC szukanego trojkata.

C

1a .
Al D S |B

Do wykonania konstrukcji druga metoda nie musimy obliczac¢ wysokoéci tréjkata.

Przyktad € « zad. 6.20
Dwie cigciwy okregu przecinaja si¢ w punkcie, ktory dzieli
kazda z nich na odcinki o dlugosciach podanych na rysunku. ?

Obliczymy x.

X

Rozwiazanie . 9
Uzupelniamy rysunek takimi dwoma odcinkami, aby wyste-
pujace w tresci zadania czesci cigciw byly bokami pewnych -
trojkatow.
Wprowadzamy oznaczenia literowe wierzchotkow tych
trojkatow.

JAMB =<4CMD «— katy wierzchotkowe Mz Y

4BAC =4BDC «— katy wpisane oparte na tuku BC

AABM ~ ADCM «— cecha kk podobienstwa trojkatow B

x 9

== «— z podobienstwa trojkatow ABM i DCM
X

2
¥=9-2(Gx>0)

Odp.: x = 3\2
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Srodek ciezkosci tréjkata
Zanim wprowadzimy pojecie srodka cigzkosci trojkata, udowodnimy pomocnicze
twierdzenie o odcinku taczacym srodki bokow w trojkacie.

Twierdzenie §

Twierdzenie o odcinku Iaczacym srodki bokéow w trojkacie

Odcinek taczacy srodki dwdch bokow tréjkata jest rownolegly do trzeciego bo-
ku, a jego dlugosc jest rowna polowie dlugosci trzeciego boku.

Zatozenie
Trojkat ABC jest dowolny.
Teza

» Odcinek laczacy srodki dwoch bokdw tréjkata jest rownolegly do trzeciego boku.
» Dlugosc tego odcinka jest réwna polowie dlugosci trzeciego boku.

C
Dowod
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
Punkty E i F s3 $srodkami bokow BC i AC trojkata, wiec E E
1BE| _ 1 = IAFl - ;
EC| ~ 1= FCl” Zatem na mocy twierdzenia odwrotnego
do twierdzenia Talesa FE || AB, czyli pierwszy punkt tezy A 75 B

zostal udowodniony.

Teraz przez punkt E prowadzimy prosta rownolegla do boku AC - przecina ona bok
AB w punkcie oznaczonym litera H. Skoro E jest srodkiem BC, to na mocy twierdze-
nia Talesa punkt H jest srodkiem AB, a ponadto czworokat AHEF jest rownoleglo-
bokiem. Zatem:

|EF| = |AH| = 5|AB]
Koniec dowodu

Przypomnijmy, ze srodkowa trojkata jest odcinkiem laczacym wierzcholek trojkata
ze Srodkiem przeciwleglego boku.

Twierdzenie o srodkowych w trojkacie
Trzy srodkowe tréjkata przecinajg si¢ w jednym punkcie. Punkt ten, nazywany

srodkiem ciezkosci trojkata, dzieli kazda ze Srodkowych w stosunku 2:1 (liczac
od wierzchotka).
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Twierdzenie ilustrujemy rysunkiem, a jego dowod pominiemy.

Srodek cigikosei trojkata ma cickawa (@)
interpretacje fizyczng, Zalozmy, ze

figura w ksztalcie trojkata jest wykonana
zjednorodnego materiatu. Jeshi polozymy

ja na ostrej podporce ustawionej pod
srodkiem cigzkodci, to plaszczyzna

trdjkgta pozostanie pozioma.

Zgodnie z podanym twierdzeniem punkt M jest srodkiem cig¢zkosci trojkata ABC,
dzielacym jego srodkowe w taki sposdb, ze:
|AM|=2:|ME|, |BM|=2:-|MF| oraz |CM|=2-|MD|

Z twierdzenia o srodkowych wynikaja istotne zaleznosci miarowe w tréjkacie réwno-
bocznym.

W tréjkacie rownobocznym o boku dlugosci a:

a3

* promien okregu wpisanego w ten trojkat jest rowny r = =

* promien okregu opisanego na tym tréjkacie jest rowny R = HT".

Dowod

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Osie symetrii trojkata réwnobocznego pokrywaja sie
z symetralnymi bokow tego tréjkata i zawieraja jego
srodkowe, dwusieczne katdéw oraz wysokosci.

Zatem Srodek ciezkosci S trojkata rownobocznego jest
rowniez srodkiem okregu wpisanego (punkt przecig-
cia dwusiecznych), srodkiem okregu opisanego (punkt
przeciecia symetralnych) oraz ortocentrum (punkt
przecigcia wysokosci).

a3
|PXC| = = «—— wysokos¢ trojkata rownobocznego
1, a\V3
r = [D8] = EIDCI = «—— twierdzenie o $rodkowych
2 a3
R ={8C]| = ngC| = —— twierdzenie o $rodkowych

Koniec dowodu
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Przykiad €) « zad. 6.23

W trojkacie ABC srodkowa AE przecina pod katem prostym srodkowa BF w punk-
cie M. Wiemy, ze |AE| = 9 oraz |BF| = 12. Wyznaczymy dlugos¢ trzeciej srod-
kowe;j.

Rozwigzanie
Kat AMB jest prosty, zatem AB jest §rednica polokregu, do  C
ktérego nalezy punkt M (zob. rysunek).

Na mocy twierdzenia o srodkowych w tréjkacie wiemy, ze
srodkowa CD laczaca wierzcholek C ze srodkiem D boku AB
zawiera punkt M, Zatem odcinek DM ma dlugosc rowna pro- M
mieniowi polokregu.

2

|AM]| = ~3-|AE| = «— twierdzenie o srodkowych
5 A D B
|BM| = EIBPI =8 «— twierdzenie o $rodkowych
|AB| = \”BMF & |*"’U“*'-f|2 = «—— twierdzenie Pitagorasa
=v64+36=10
l
|DM| = E|HB| S «— promien pétokregu
|DC| =3 |DM| =15 ~—— twierdzenie o srodkowych
Odp.: |IDC| = 15

6.1. W trojkacie ABC poprowadzono odcinek DE rownolegle do boku AB. Punkt
D lezy na boku AC, a punkt E - na boku BC. Wiadomo, ze |AB| = 9, |DE| = 3,
|BE| = 4.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. |CE| =7

B. |CE| =2

C. Jest za malo danych, aby wyznaczy¢ dlugos¢ boku CE.

6.2. Sprawdz, czy trojkat o bokach a, b, ¢ jest podobny do trojkata o bokach e, f, g.
a)a=4,b=3,¢c=5 bla=15 b=20,¢c=7
e=3 f=15 g=2 e=10, f=35 g=75



6. Trojkaty podobne

6.3. Sprawdz, czy trojkaty ABC i PQR sa podobne.

a) 10 P c) R
R 12
c 6 12 w Q
c
5 15 Q ) 8
P
Sﬂﬂ
B 18 A B : A
b) ¢ R d) C P

P 585> g
2 62° @
6 A B @

6.4. Trojkat o bokach a, b, ¢ jest podobny do tréjkata o bokach a,, by, ¢, tak, ze boki
a, b, c sa proporcjonalne odpowiednio do bokowa,, by, ¢,. Przerysuj tabelg do zeszytu
i uzupelnij ja.

. i | b | C : i bl . l':l
) 12 ; ! v 7 L
b) 7 2 9% 2 i 5

I | : 2 | 4 4

6.5. W trojkacie ostrokatnym ABC poprowadzono wysokosci AK, BL i CM. Punkt
przecigcia wysokosci oznaczono H. Znajdz tréjkaty podobne do podanego trojkata.
a) AMC b) CLB ¢) CHK

6.6. Drzewo rzuca cien 6 razy dluzszy od cienia Wojtka mierzacego 172 cm wyso-
kosci. Jaka jest wysokos¢ drzewa?

6.7. Boki trojkata ABC sa réwne 8 cm, 10 cm i 11 cm. M
Najdluzszy bok tréjkata PQR, podobnego do tréjkata
ABC, ma 33 cm. Wyznacz pozostale boki trojkata PQR.

6.8. Stosunek podstaw w trapezie ABCD przedstawio-
nym na rysunku jest rowny |AB|:|CD| = 7 :5. Ramig
BC ma dlugos¢ 22 cm. Oblicz dlugos¢ odcinka CM. A B

""--.____U
A
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6.9. Trojkat prostokatny ABC o przyprostokatnych [AC| = 8 i |BC| = 6 jest
podobny do trojkata, ktorego jeden z bokéw ma dlugosc réwna 6. Wyznacz dlugosci
pozostatych bokow tego trojkata.

6.10. W trojkacie ABC poprowadzono rownolegle do boku AB odcinek DE tak, ze
punkt D lezy na boku AC, a punkt E - na boku BC. Wyznacz x.

a) |AC| =10, |DC| =4, |DE|=75; |AB|=x%

b) |AB| =10, [DE| =5, |DC| =7, |AD| =%

6.11. W trojkacie prostokatnym wysokosé poprowadzona z wierzchotka kata pro-
stego ma 36 cm. Dzieli ona przeciwprostokatng na dwa odcinki w stosunku 4 : 9.
Oblicz dlugosci bokow tego trdjkata.

6.12. Podziel prostokat dwoma odcinkami na trzy tréjkaty podobne.

(2) © 6.13. W tréjkat ABC wpisany jest romb AMNP A
jak na rysunku. Wykaz, ze |AM| = +/|MB| - |CP]. /MQ
P
B N C

. 6.14. W tréjkat rownoboczny o boku 12 cm wpisano kwadrat
jak na rysunku. Wyznacz diugosc boku kwadratu.

* 6.15. Trojkat T, jest podobny do tréjkata T, w skali k, a tréjkat
T, jest podobny do tréjkata T, w skali 4k. Ile wynosi k?

* 6.16. W rownoramiennym tréjkacie ABC podstawa AB jest réwna 12 ¢cm, a ramiona
AC i BC maja po 10 cm. Oblicz dlugosc odcinka faczacego punkty stycznosci okregu
wpisanego w ten trojkat z ramionami trojkata.

(®) I 6.17. W trojkacie prostokgtnym jedna z przyprostokatnych jest dwa razy dhuzsza
od drugiej. Wykaz, ze wysokos¢ poprowadzona z wierzcholka kata prostego w tym
trojkacie dzieli przeciwprostokatnag w stosunku 1 : 4.

6.18. W trojkacie prostokgtnym ABC dane sg dlugosci przyprostokgtnych
|AB| = 12 cm i |BC| = 4 cm. Prosta prostopadia do boku AB rozcina tréjkat ABC
na dwie figury o réwnych polach. Oblicz dlugosc wspolnego boku tych figur.



+ 6.19. Dwie cieciwy przecinaja si¢ wewnatrz kola tak, ze od-

+ 6.20. Dane sa okrag i jego dwie cigciwy jak na rysunku. 3

6. Trojkaty podobne

cinki jednej z nich maja dtugosci 8 cm i 6 cm, a odcinki drugiej
pozostaja w stosunku 1:3. Oblicz dlugosci odcinkow drugiej 8
cieciwy. g

Oblicz x.

.. 6.21. Wykaz, ze jezeli dwa trojkaty wpisane w ten sam okrag sa podobne, to sa przy-

stajace.

6.22. Na plaszczyinie dane sg trzy niewspolliniowe punkty. Skonstruuj tréjkat,
w ktorym te trzy punkty sa srodkami bokow.

6.23. W trojkacie ABC kat przy wierzchotku B jest prosty. Srodkowa BD o dlugosci
6 cm dzieli ten kat tak, ze <DBA :9CBD = 2 : 1. Oblicz miary katow, dtugosci bo-
kow i pole tego trojkata.

6.24. Podstawa trojkata rownoramiennego ma dlugosc 16, a kazde z ramion ma dlu-
gosc¢ 17. Oblicz dlugosci srodkowych tego tréjkata.

6.25. Srodkowe trojkata réwnoramiennego maja dlugosci 120, 87, 87. Oblicz dtu-
gos¢ podstawy tego trojkata.

% 6.26. W trojkacie ABC srodkowa CD jest rowna polowie boku AB. Wykaz, ze troj-

kat ABC jest prostokatny.

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

1. Wskaz dlugosci bokow trojkata podobnego do tréjkata o bokach 14 cm, 10 cm
112 cm.

A. 28 cm, 20 cm, 22 cm C. 7cm, 5cm, 6 cm

B. 12cm, 8cm, 10 cm D.17cm, 13cm, 15cm

2. W trojkacie ABC poprowadzono odcinek DE tak, ze punkt D lezy na boku AC,
a punkt E - na boku AB. Odcinek DE jest rownolegly do BC. Wiadomo, ze
|DC| = 14, |AC| =22 i |BC| = 31. Wskaz dlugos¢ odcinka DE.

A. 198 B. 11,3 C. 19% D. 11%
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3. W dwach tréjkatach rownoramiennych katy miedzy ramionami s rowne. Pod-
stawa i opuszczona na nig wysokosc jednego trojkata maja odpowiednio 4 dmi7 dm,
a podstawa drugiego trojkata ma dlugosc 8 dm. Ile wynosi pole drugiego tréjkata?

A. 56 dm? B. 7dm” C. 16 dm” D. 28 dm’

4. Dwie cieciwy AB i CD jednego okregu przecinaja si¢ w punkcie P.
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Tréjkat ACP jest podobny do trojkata DBP.

B. Trojkat ADP jest podobny do trojkata CBP.

C. Tréjkat ACP jest podobny do tréjkata ADP.

@ 5. W trojkacie ABC kat ACB jest prosty. Na przyprostokatnych AC i BC tego troj-
kata obrano odpowiednio punkty Q i P. Na boku AB wyznaczono punkty Ri S takie,
ze odcinki QR i PS sg prostopadle do przeciwprostokatnej. Udowodnij, ze trojkaty
ARQ i PSB s3 podobne.

6. W trojkat rownoramienny o podstawie 12 cm i wysokosci 8 cm wpisano okrag
i poprowadzono styczna do niego rownolegla do podstawy trojkata. Oblicz promien
okregu i dlugos¢ odcinka stycznej zawartego w trojkacie.

0 7. Cieciwy AB i CD w okregu przecinaja sie
w punkcie M jak na rysunku. Wykaz, ze: A e
IMD] - |MC| = [MA| - IMB|
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Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-22 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zZeszycie.

1. W tréjkacie rownoramiennym ABC, w ktorym [AC| = |BC|, miara kata CAB
wynosi 70°. Odcinek BD zawiera si¢ w dwusiecznej kata ABC. Odcinek BE jest wy-
sokoscia opuszczong z wierzcholtka B. Wskaz miare kata EBD.

A. 20° B. 18° C. 157 D. 10,1°

2. 7 odcinkéw o dlugodciach: 1, m +4, 2m+ 1 mozna zbudowa¢ trojkat rownora-
mienny. Wynika stad, ze
A. m=-3. B. m=0. C.ni=1L D.m = 3.

3. Pieciokat ABCDE jest foremny. Wskaz trojkat przystajacy do tréjkata ACE.
A. AECD B. ABCD C. ABCE D. AABC

4. Okregi o $rodkach S, i S, oraz promieniach
odpowiednio 3 i 1 sg styczne zewnetrznie. Prosta
styczna do mniejszego okregu w punkcie P prze-
chodzi przez srodek S, wigkszego okregu (zob.
rysunek). Wskaz obwod trojkata S, S, P.

A. 88 C. 5V15

B. 5+ V15 D.15+5

5. Ile wynosi promien okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym o przyprosto-
katnych dlugoéci 10 cm i 24 cm?
A. 17 cm B. 13cm C. 12cm D.5cm

6. Kat wpisany w okrag jest o 70° mniejszy od kata srodkowego opartego na tym
samym tuku. Jaka jest miara kata srodkowego?
A. 35° B. 70° C. 1107 D. 140°

7. Jaka miare ma kat wypukly utworzony przez wskazéwki zegara o godzinie 1072
A. 150° B. 165° C. 170° D. 180°
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8. Na rysunku 1 punkt S jest srodkiem okregu. Ile stopni ma kat «a?
A. 29° B. 30° C.31° D. 32°

9. Na rysunku 2 punkt S jest srodkiem okregu. Ile stopni ma kat a?
A. 114° B. 118° €. 1227 D. 124°

10. Na rysunku 3 punkt S jest srodkiem okregu. Ile stopni ma kat a?

A. 25° B. 30° C. 40° D. 50°
4 DX
Aﬁ : o v
Ak
A
P M
Rys. 1 Rys. 2 Rys. 3

11. Punkt A lezacy na okregu o srodku § jest koncem cigciwy AB oraz punktem
stycznosci okregu z prosta . Jeden z dwoch katow miedzy cieciwa AB a prosta [ ma
miare 36°. Jaka jest miara wypuklego kata $rodkowego ASB?

A. 18° B. 36° C. 45° D. 72°

12. Cigciwy ABiCD okregu o Srodku S przecinajg sie¢ w punkcie P. Ktory z wymie-
nionych warunkow jest prawdziwy?

A. 4BAD = é—qBPD C. 24ABD = 4APD
B. $ASD = 24 APD D.<4DCB = 4PAD

13. Okregi 0,(A, ry) i 05(B, ry) sa styczne zewnegtrznie w punkcie C. Przez punkt
C poprowadzono prosta przecinajaca okrag o, w punkcie K, a okrag o, w punkcie L.
Kat AKC ma miare 46°. Jakg miare ma kat LBC? C

A. 44° B. 46° C. 88° D. 134°

14. W okrag o srodku S wpisano tréjkat rownoboczny ABC.
Wskaz miare zaznaczonego na rysunku kata srodkowego ASB,
A. 160° B. 140° C. 120° D. 30°

15. Punkty A, B, C naleza do okregu o srodku w punkcie S. Kat ABC ma miare 112°.
Jaka jest miara kata ASC w czworokacie ABCS?
A. 68° B. 112° C. 136° D. 224°
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16. Dane sa trzy kola parami styczne zewnetrznie. Pola tych kol sa réwne 4m, 9n
i 16m. Ile wynosi obwdd tréjkata, ktérego wierzchotkami sa $rodki tych kot?
A. 15 B. 18 C. 20 D. 25

17. Ktore z podanych zdan jest prawdziwe?
I. Kazde dwa prostokaty sa podobne.

II. Kazde dwa okregi sa podobne.

[1I. Dwa tréjkaty o réwnym polu sa podobne.

A. tylko I B. tylko II C. tylko III D. zadne

18. Okrag o promieniu r = 5 jest styczny wewnetrznie do
okregu o promieniu R = 15 jak na rysunku obok.

. . _ _ = . S
Wiadomo, ze |BC| = 8. Jaka dlugosc¢ ma cieciwa AC? < ’
A. 16 C. 20 7
B. 24 D. Jest za malo danych, aby to obliczy¢. I
A
19. W tréjkacie ABC poprowadzono wysokosci AK i CM C
jak na rysunku. Ktére z ponizszych zdan jest falszywe? K
|BC| _ |MB] C |AB| _ |BC|
" 1AB| KB " lAK|  IcM|
|BK| _ |AB| _ _ i B
* MBI~ ICMi D. |[MBJ]-|AK| = |BK|-|CM| 4 e B

20. Dwie proste réwnolegle przecinaja ramiona kata o wierzchotku w punkcie O.
Na jednym ramieniu tego kata powstaly odcinki OA i AB réwnej dlugosci, a na dru-
gim odcinki OC i CD (punkt C lezy migdzy punktami O i D). Odcinek BD ma dlu-

g08¢ 12%. Wskaz dtugoéé odcinka AC.
AL 125 C 6
3 §]

B. 6% D. Jest za malo danych, aby to obliczy¢.

21. Tréjkat o bokach dlugosci V27, V48, V75 jest podobny do tréjkata, ktérego
boki majg dlugosci
A. 27,48, 75. B. 9,12, 15. C. V3,V4,V5.  D.2V3,3V3,43.

22. Trojkaty ABC i A'B'C' sa podobne i maja pola odpowiednio réwne 36 cm’

i 80 cm®. Wskaz skale podobienistwa tréjkata A'B'C’ do tréjkata ABC.

A 35 B, 2V5 C. 22 B
10 3 ] 20
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W zadaniach 23-28 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

23. Srodek okregu opisanego na tréjkacie ABC lezy na boku AB. Wynika stad, ze
A. tréjkat ABC jest rownoramienny.

B. < ACB = 90°.

C. AB jest najdtuzszym bokiem tréjkata ABC.

24. W czworokacie wypuklym poprowadzono dwusieczne czterech katow we-
wnetrznych, Wynika stad, ze

A. dwusieczne te przecinaja sie w jednym punkcie.

B. dwusieczne dokladnie trzech katow moga przeciac sie w jednym punkcie.

C. dwusieczne te moga nie przecinac si¢ w jednym punkcie.

25. Dane sa dwa przystajace trojkaty prostokatne. W pierwszym z nich poprowadzo-
no symetralng krotszej przyprostokatnej, a w drugim dluzszej. Symetralne podzielity
kazda z figur na trojkat i czworokat. Wynika stad, ze

A. pola otrzymanych czworokatow s3 rowne.

B. obwody otrzymanych czworokatéw sa rowne.

C. oba czworokaty sa przystajace.

26. W trojkacie ABC wysokosci poprowadzone z wierzchotkéw A i C sa rowne. Wy-

nika stad, ze

A. srodek okregu wpisanego w trojkat ABC lezy na wysokosci poprowadzonej
z wierzchotka B.

B. wszystkie wysokosci trojkata ABC sa rowne.

C. tréjkat ABC jest ostrokatny.

27. Obwad pierwszego prostokata jest rowny 100 cm, a obwadd drugiego prostokata
jest 0 100 cm wiekszy niz pierwszego. Wynika stad, ze

A. pole drugiego prostokata jest zawsze wieksze od pola pierwszego prostokata.

B. pola obu prostokatow moga byc¢ takie same.

C. pole drugiego prostokata moze by¢ mniejsze od pola pierwszego prostokata.

28. Czworokat T przeksztatcono przez podobienstwo i otrzymano czworokat T".
Pole czworokata T' jest o 44% wigksze od pola czworokata T. Zatem:

A. obwéd czworokata T jest 0 20% wiekszy od obwodu czworokata T.

B. obwdd czworokata T' jest o 22% wiekszy od obwodu czworokata T

C. skala tego podobienistwa byla réwna /0,44.
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Zadania otwarte krotkiej odpowiedzi

29, Kat ostry rownolegloboku ma miarg¢ 40°. Wyznacz miary katow utworzonych
przez dwie rozne wysokosci tego réwnolegloboku poprowadzone z jednego wierz-
cholka.

30. Okresél wzajemne polozenie okregéw o0,(A, ry) i 05(B, r;).

a) |AB|=12 r; =8 =3 ¢) JAB|=1 1w =3 1;=5

b) [AB|=8 1, =10 r,=2 d) |AB|=6 r =5 r,=4

31. Czworokat ABCD jest kwadratem, a trojkat ABM D - C
trojkatem réwnobocznym (zob. rysunek). Wyznacz miary ) a

katow a, f3, . “

32. Jaka figure tworzg $rodki wszystkich okregéw o pro-
mieniu r = 4 stycznych zewngtrznie do okrggu o(A, 2)?

33. Jaka figure tworza srodki wszystkich okregéw o pro- 4 B
mieniu r = 3 stycznych wewnetrznie do okregu o(A, 7)?

34. Dane sa dwa okregi 0,(A, 9) i 0,(A, 5). Jaka figure tworza $rodki wszystkich
okregow stycznych rownoczesnie do obydwu tych okregow?

35. Na trdjkacie rownoramiennym ABC, w ktorym |AC| = |CB|, a kat miedzy
ramieniem i podstawa ma 52°, opisano okrag o srodku S. Wyznacz miare wypuklego
kata §rodkowego ASB.

36. Ktore z narysowanych figur sa podobne?

AT -

Oﬁ/f\@ T

37. Prostokat o wymiarach 18 cm x 15 cm jest podobny do prostokata, ktérego jeden
z bokéw ma diugos¢ 6 cm. Oblicz skale podobieristwa i obwdd drugiego prostokata.

38. Obwody dwoch wielokatéw podobnych sa réwne 80 cm i 60 cm. Dlugosci naj-
krotszych bokow tych wielokatow réznig si¢ o 5 cm. Oblicz te diugosci,
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39. Sprawdz, czy trojkat o bokach a, b, ¢ jest podobny do tréjkata o bokach e, f, g.
a) a=2V2, b=3+V2,c=6-v2 b rJzS%, b=01,c= 1?%

e=2, f=15v2+1, g=3V2-1 e:ié,fzz,cl,g:zé

40. W trapezie ABCD, w ktorym AB || DC, punkt K jest srodkiem boku AD. Oblicz
stosunek pola trojkata CKB do pola trapezu ABCD.

41. Wielokat o polu 60 cm® przeksztatcono przez podobieristwo tak, ze pole jego

obrazu jest 0 75 cm” wicksze od pola poczatkowego wielokata. Oblicz skale tego po-
dobienstwa.

42. Boki trojkata maja dlugosci 12, 14 i 18, Wyznacz stosunek odpowiednich wyso-
kosci opuszczonych na te boki.

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi
43. Udowodnij, ze suma miar katow n-kata wypuklego jest rowna (n —2) - 180°.

44, Odleglosc srodka okregu od prostej zawierajacej cieciwe o dlugosci 18 cm jest
rowna 12 cm. Wykaz, ze $rednica tego okregu wynosi 30 cm.

45. Maszyna wycina kolka z prostokatnych kawatkow N
blachy wedlug wzoru pokazanego na rysunku. Krétszy bok /

kawalka blachy potrzebnego do wycigcia takich kotek ma

diugos¢ 60 cm. Oblicz dlugos¢ diuzszego boku tego pro-
stokata.

/

46. Trojkat ABC o katach 40°, 60°, 80° wpisano w okrag, a nastepnie poprowadzono

styczne do tego okregu odpowiednio w punktach A, B, C. Wyznacz katy tréjkata
utworzonego przez te styczne.

47. Trojkat rownoramienny ABC, w ktéorym |AC| = |BC|, wpisany jest w okrag
o $§rodku S. Wiadomo, ze <BAS = 20°. Wyznacz miary katow trojkata ABC.

48. Na okregu o promieniu 7,5 opisany jest trojkat ABC, w ktorym |AC| = |BCl.
Wysokosc tego trojkata poprowadzona z wierzcholka C jest rowna 20. Oblicz dlugo-
sci bokow i pozostale wysokosci tego trojkata.

49. Dlugosci bokow trojkata ABC wynosza 6 cm, 8 cm i 12 cm. Wyznacz obwod
trojkata podobnego do trojkata ABC, w ktorym jeden z bokow ma dlugosc 12 cm.,



7. Powtdrzenie

50. Jedna z przyprostokatnych tréjkata prostokatnego o polu 324 cm” ma dlugo$é
36 cm. Oblicz pole kota stycznego do przyprostokatnych, ktorego srodek lezy na prze-

ciwprostokatnej.

51. W trojkacie rownoramiennym wysokos¢ opuszczona na podstawe ma 24 cm.
Promien okregu wpisanego w ten trojkat jest rowny 9 cm. Oblicz pole tréjkata.

52. W tréjkacie ABC poprowadzono wysokos¢ CD C
jak na rysunku. Wiadomo, ze |AB| = 12, |CD| = 6, Q p
|MN| = 3. Oblicz pole prostokata MN PQ.

By
A MD N B

+ 83. Wysokos¢ CD dzieli bok AB tréojkata ABC na dwa odcinki o dlugosciach 36 cm
i 14 cm. Prostopadle do boku AB poprowadzono prosta, ktora dzieli trojkat na dwie
czesci o rownych polach. Jakie sg dlugosci odcinkéw, na ktore ta prosta dzieli bok AB

trojkata?

- 854. Punkt S jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie ostrokatnym ABC. Popro-
wadzono wysoko$¢ CD tego trojkata. Wykaz, ze kat ACD jest rowny katowi SCB.

55. W trapezie ABCD, w ktorym AB || CD, przekatne AC i BD przecinajg sie
w punkcie S. Wykaz, ze pola tréjkatéw ASD i BSC sg réwne.

56. W trapezie ABCD, w ktéorym AB || CD, przekatne AC i BD przecinaja si¢
w punkcie S. Punkt S dzieli odcinek AC tak, ze |CS|:|[SA| = 2: 3, a pole trojka-
ta BCS jest réwne 12. Oblicz pole trapezu.

57. W trapezie rownoramiennym o polu 135 jedna podstawa jest dwa razy dluzsza
od drugiej. Oblicz pola trojkatow, na jakie dziela trapez jego przekatne,

58. Pola trzech wielokatéw podobnych sg réwne 80 cm?, 180 cm® i 245 cm®, a suma
obwodoéw tych figur jest réwna 1,7 m. Oblicz obwo6d najmniejszego wielokata.

59. Piotr chce narysowa¢ na kartce formatu A4 (21 cm x 29,7 cm) mozliwie duzy
plan swojego pokoju, ktéry ma wymiary 2,8 m x 3,6 m. Jaka skale powinien przyjac?

60. Proste PK i MP s3 réwnolegle do odpowiednich bo- K_B
kow trojkata ABC jak na rysunku. Wiadomo, ze [AM| =4, .

|AP| = 5, |PC| = 15, |BK| = 6. Oblicz obwdd trojkata

ABC. M
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* 64. W rownoramiennym trojkacie ABC, w ktorym

61. Przekatne trapezu ABCD, w ktérym AB || CD, przecinaja sie w punkcie P.
Prosta rownolegla do podstaw i przechodzaca przez punkt P przecina ramiona tra-
pezu w punktach M i N. Udowodnij, ze punkt P jest sSrodkiem odcinka MN.

* 62. Proste KM i NL sa rownolegle do odpowied- DN M ¢

nich bokéw trapezu ABCD jak na rysunku. Wykaz,
ze |AK| = |LB|.

63. Wykaz, ze w trojkacie prostokatnym ABC kat
pomiedzy wysokoscig a srodkowa poprowadzony-
mi z wierzcholka kata prostego jest rowny roznicy
katow ostrych trojkata ABC.

|AC| = |CBJ|, z dowolnie wybranego punktu M
podstawy AB poprowadzono odcinki MN oraz M P
prostopadle do ramion BC i AC tréjkata (zob. rysu-
nek). Wykaz, ze |[MN|+ |MP| = |AA'|, gdzie AA’
jest wysokoscia poprowadzong z wierzchotka A.

65. Na trojkacie rownoramiennym ABC, w ktéorym |AC| = |CB|, opisano okrag
o $rodku S. Wiadomo, ze < ASB = 80°. Wyznacz miary katow tréjkata ABC.

66. Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie prostokgtnym o przyprosto-
katnych 9 i 40.

67. Promien okregu opisanego na trojkacie rownobocznym jest o 6 cm krotszy od
boku tréjkata. Wyznacz ten promien.

68. Dany jest romb ABCD o boku 15 i kacie przy wierzcholku A rownym 60°. Okrag

opisany na trojkacie ABD przecina przekatng AC w punkcie P. Wyznacz dlugosc
odcinka PD.

+ 69. Oblicz promien okregu opisanego na trojkacie réwnoramiennym o podstawie 8

i kacie miedzy ramionami 150°.

70. Oblicz promien okregu wpisanego w tréjkat rownoramienny o bokach 18 cm,
15 cm, 15 cm.

71. Dany jest trojkat prostokatny rownoramienny o przeciwprostokatnej c. Wykaz,
ze odleglosc srodka cigzkosci tego trojkata od srodka okregu opisanego na tym troj-

. ; 1
kacie jest rowna e
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1. Funkcje trygonometryczne
kgta ostrego

Umiejetnosci:

* wyznaczanie wartosci funkcji sinus, cosinus i tangens katéw ostrych w tréjkgcie
prostokatnym

* korzystanie z przyblizonych wartosci funkcji trygonometrycznych

* obliczanie miary kata ostrego, dla ktorej funkcja trygonometryczna przyjmuje dana
wartosc

Popatrzmy na rysunek. Jezeli « jest katem 8

T p 8
ostrym w trojkacie prostokatnym, to jed- 2
no z ramion kata « jest przyprostokatng .g s
(przylegla do kata «), a drugie przeciwpro- S ’g
stokatna. Naprzeciwko kata a lezy druga g g
przyprostokatna. g &

Podanie miary jednego z katow ostrych jed- przyprostokatna przylegla
noznacznie okresla drugi kat ostry w tym do kata «

trojkacie: jezeli dany jest kat «, to drugi kat

ma miare 90° — «.

Zeby jednoznacznie wyznaczy¢ trojkat prostokatny, wystarczy zna¢ jeden z jego ka-
tow ostrych i jeden z jego bokow.

Przykiad €}

Skonstruujemy trojkat ABC, w ktérym 4B = 90° orazdane
sa: [AB|=c i 4C=a (a < 90°).

Rozwiazanie

Oto przykladowa konstrukcja: a
* na prostej odkltadamy odcinek AB,

* z punktu B prowadzimy prosta k prostopadia do AB,

» z punktu A prowadzimy polprosta [ prostopadla
do AB,

* odkladamy kat « w taki sposob, ze punkt A jest jego
wierzcholkiem, a polprosta I - ramieniem,

* punkt przecigcia drugiego ramienia odlozonego
kata « z prosta k jest szukanym wierzchotkiem C.

Zadanie ma zawsze jedno rozwiazanie.
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Przykiad &)

Chcemy oszacowac wysokos¢ drzewa. Mamy wyniki nastepujacych pomiarow:

* 32 m - odleglos¢ obserwatora od drzewa,

* 12° - kat, pod ktorym obserwator widzi wierzchotek drzewa (jak na rysunku),
* 1,6 m - wysokoé¢ oczu obserwatora nad ziemia.

32. m
Rozwiazanie
Do rozwigzania problemu powinnismy wyznaczy¢ wielko$¢ h. Odcinek oznaczony na
rysunku litera a zostal poprowadzony z pewnego przypadkowo wybranego punktu
na przeciwprostokgtnej. Otrzymalismy w ten sposdb dwa tréjkaty podobne, zatem:

1_1 a

32 b

12°

31;.m
% nie zalezy od wielkosci trojkata, tylko od miary kata i mozemy go obliczyc
(z zadana dokladnoscig), jesli znamy dlugoscia i b.

Stosunek

32-11'1
Dla kata 12° stosunek g = 0,213, a poniewaz h = g— - 32, wiec h = 6,816 m.

Aby otrzymac odpowiedz na postawione na poczatku pytanie, do wielkosci h trzeba
jeszcze dodac 1,6 m.

Odp.: Drzewo ma ok. 8,4 m wysokosci.
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Stosunek dlugo$ci dwoch przyprostokatnych trojkata prostokatnego jest wielkoscig
tak waznag, ze na jego okreslenie wprowadzono specjalng nazwe.

W tréjkacie prostokatnym, w ktérym « jest katem ostrym, B
stosunek dlugoséci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko al\\{\
(43

kata a do dlugosci przyprostokatnej przyleglej do kata o

A
nazywamy tangensem kata o i oznaczamy tga. “ b
a
g = g
Przykiad €)
Skorzystamy z danych na rysunku i obliczymy tg a.
a) b) c)
\3 5
(&
4
tga = —
2
5
tgax === 2,5
tga = % =0,6
J

Przyjrzyjmy si¢ rysunkowi. Trojkaty ABCi AB,C, B
sa podobne, wigc prawdziwa jest rownos¢:

BC| _ [B,C)
IAC|  |AC,]

Wartosc tangensa zalezy tylko od miary kata, a nie od dlugosci bokow trojkata
prostokatnego.

Kazdemu katowi ostremu zostala w opisany wyzej sposab przyporzadkowana pewna
liczba, nazywana jego tangensem. Zatem okreslona zostala funkcja, ktorej dziedzing
jest zbior katow ostrych, a zbiorem wartosci - zbior dodatnich liczb rzeczywistych.
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Podobnie definiujemy nastepne funkgcje.

w

W tréjkacie prostokatnym, w ktérym « jest katem ostrym:

* stosunek dlugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko tego kata do dlugo-
Sci przeciwprostokatnej nazywamy sinusem kata « i oznaczamy sin «,

* stosunek dlugosci przyprostokatnej przyleglej do kata a do dlugoséci przeciw-
prostokatnej nazywamy cosinusem kata « i oznaczamy cosa.

: a B
sing = —

C i c
b L n
DS(I—E C ; A

Funkgje tg «, sin a, cos « nazywamy funkcjami trygonometrycznymi, a dzial mate-
matyki zajmujacy si¢ badaniem ich wlasnosci - trygonometria.

Stosunek dlugosci przyprostokatnej przyleglej do kata a do dlugosci przyprostokatnej lezacej ()
naprzeciwko lego kata nazywamy cotangensem kata « i oznaczamy clga. Z tej funkcji nie
bedziemy korzystad, poniewaz fatwo mozna jg zastgpi¢ tangensem. Bezposrednio z definicji obu
funkeji wynika bowiem réwnosé:

l
ctga = 1.g_ﬂr.

Na koncu podrecznika znajdujg sie tablice wartosci funkcji trygonometrycznych (za-
okraglonych do czwartego miejsca po przecinku) dla wszystkich katow ostrych od 1°
do 89° rozniacych sig kolejno o 1°. Mozna z nich korzystac¢ w dwie strony:

 dla danego kata odczytac wartosci jego trzech funkgji trygonometrycznych,

* majac dang warto$¢ funkgji trygonometrycznej pewnego kata, odczytaé jego miare.

* Poczatki trygonometrii siggaja czasow starozytnych i s §cisle zwigzane z rozwojem astro- ()
nomii, np. z szukaniem metod orientacji na otwartym morzu wedtug widocznych cial
niebieskich oraz tworzeniem map.

Definicje, ktore zostaly tutaj przytoczone, wprowadzono w XVI w.

* Wartosci (w systemie dziesietnym) funkcji trygonometrycznych dla katow ostrych zostaly
obliczone z duza dokladnoscia i spisane w tablicach w XV w. przez Johannesa Miillera
z Krolewca. Korzystano z nich przy rozwigzywaniu problemow zwiazanych z réznego typu
pomiarami - przede wszystkim geodezyjnymi. Uscislona w XVII w. metoda pomiarow
terenowych na podstawie tzw. triangulacji (podzialu danego obszaru na trojkaty) polegata
na zastapieniu pomiarow odleglosciowych - katowymi, a nastgpnie wyznaczaniu odleglosci
z uzyciem rachunku trygonometrycznego.
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Przykiad €
Odczytamy z tablic przyblizone miary katow rozwazanych w przykladzie 3.

Rozwiazanie
a) Jezeli tga = 0,6, to a = 31°.

b) Jezeli tga = ? = 0,43, to a = 23°.

c) Jezeli tgax = 2,5, to a = 68°.

Przyktad @) < zad. 13
Odczytamy z tablic przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych katow 87°

i 14°,

Rozwiazanie
sin 87° = 0,9986 sin 14° = 0,2419
cos 87° = 0,0523 cos 14° = 0,9703
tg 87° = 19,0811 tg 14° = 0,2493

Przyktad )

Wyznaczymy wartosci funkcji trygonometrycznych katow 30°, 45° i 60°.
Rozwiazanie
Jezeli narysujemy polowe kwadratu i polowe tréjkata rownobocznego o odpowiednio

dobranych bokach, to wartosci funkcji trygonometrycznych wymienionych katow
odczytamy bezposrednio z rysunku. Zestawiamy je w tabeli.

a 30° 45° 60°
sina . ﬂ E
60" e 2 _ Z _ 2
V3 V2
2 1 COs @ T ? E
S 7 . ; |
t —_ 1 3
30° ) A ' EE V3
A3

Przyktad € < zad. 1.8
Znajdziemy kat ostry «, dla ktérego zachodzi réwnosé¢ 2(1 + cosa) = V2 + 2.

Rozwiazanie
Rozwigzujemy réwnanie, w ktérym niewiadoma jest cos a.

2(1 + cosax) = V2 +2 +«— dzielimy obie strony réwnania przez 2

l +cosax = 3 +1 «— od obu stron réwnania odejmujemy 1
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V2
cosa = —

Skoro cosa = %, to szukany kat ostry ma miare 45° - zob. przyklad 6.

Odp.: @ = 45°

J
Zadanie polegajace na obliczeniu wszystkich niezna- Uwaga: Wartosci funkeji ()
nych dlugoéci bokéw oraz miar katéw w dowolnym trygonometrycznych moz-

na odczytywac rowniez
z kalkulatoréw naukowych.

trojkacie nazywa sie rozwiazywaniem trojkatow.

W tym podreczniku ograniczymy si¢ do trojkatow
prostokatnych albo takich, ktore bedzie mozna roz-
wigzac za pomoca trojkatéw prostokatnych.

Przyktad @) < zad. 1.12

W tréjkacie prostokatnym MRS dane sa niekto-
re z wielko$ci oznaczonych na rysunku literami.
Wyznaczymy pozostale boki i katy tego trojkata.
Wyniki zaokraglimy: katy - do 1 stopnia, dlugosci
bokéw - do dwoch miejsc po przecinku,

Rozwiazanie
a) =237, r=1>5

; m

sin 37° = — —sinae="1
5 r

m = 5sin 37°, wigc m = 3,01 «—— z tablic matematycznych: sin37° = 0,6018
s

cos37° = = —cosax =2
5 r

s=5¢c0537%° =399 «— z tablic matematycznych: cos37° = 0,7986

JIMSR = 90° — a = 53°
Odp.: < MSR = 53° m = 3,01, s = 3,99

b) a =70° m=12
12

sin70° = — — sina = —
r r
12 12
r=— = z 12,77 «— 5in 70° = 0,9397
sin70° 00,9397
12 12 it
§i= = =437 — lpa=— i lg70° = 2,7475
tg70°  2,7475 RS e

IMSR = 90° — o = 20°
Odp.:AMSR = 20° r = 12,77, s = 4,37
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Przyktad €) < zad. 1.16

Dana jest wartosc jednej z funkcji trygonometrycznych kata ostrego «. Skonstruuje-
my ten kat.

Rozwiazanie

a)tar:—E
T

Szukany kat mozemy traktowac jak jeden z katow
ostrych w tréjkacie prostokatnym. Konstruujemy wiec 4
taki trojkat, w ktorym przyprostokatna lezaca naprze-
ciwko kata « ma 4 jednostki, a przyprostokatna przyle-
gla do tego kata - 5 jednostek. 5

B e
7

a jest katem ostrym w trojkgcie prostokgtnym, w kto-
rym przyprostokatna lezaca naprzeciwko kata a ma
3 jednostki, a przeciwprostokatna 7 jednostek. Kon-
struujemy zatem dwie proste prostopadle. Na jednej
odmierzamy przyprostokatng o dlugosci 3 jednostek
i z konicowego jej punktu prowadzimy okrag o pro-

mieniu rownym 7 jednostek do przecigcia z druga.

c) tga=2
« jest katem ostrym w trdjkacie prostokgtnym, w ktérym przypro-
stokatna lezaca naprzeciwko kata a ma 2 jednostki, a przyprosto-
katna przylegla do tego kata - 1 jednostke. Konstruujemy wiec taki 4
trojkat, w ktorym stosunek odpowiednich przyprostokatnych wy-

a O , r [ - l 4 -
nosi 2 (mozemy przy tym skorzysta¢ np. z rownosci 2 = = E) —

Przyktad € < zad. 1.19

Prosta przechodzaca przez punkty P = (1, 2) i M = (3, 8)

tworzy z osig x kat ostry . Wyznaczymy ten kat.

Rozwigzanie

Rysujemy pomocniczy tréjkat prostokatny PQM, w ktérym

IMPQ = a. Punkt Q = (3, 2), zatem w trdjkacie PQM

diugosci przyprostokatnych wynosza |PQ| =2 i |[QM]| = 6.

|QM|

g = W =

Z tablic odczytujemy miare szukanego kata.

Odp.: a = 72°

3

my
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Zadania Stosujemy uproszczony zapis katow we- ()

wnetrznych trojkata o podanych wierzchol-
kach. Na przykiad w trojkacie ABC zamiast

1.1.. Na podstawie rysunku mozemy 4BAC piszemy krotko 4 A, w trdjkacie MPR

zapisaé, ze np. sin 4B = % zamiast S MRP piszemy <R itd.
Crz B F _E y
I
L
A z Ay
R
U
N
w
(@] ] .
P M K
Zapisz podobnie
a) tgd4A,  cos<B. c) cos<4K, tg<dH. e) tgdP, cosgW.
b) sin<G, sin<F. d) sinaN, cos<4M. f) tg<Z, sindY.

1.2. Na podstawie poprzedniego zadania zapisz kazdy z podanych utamkoéw jako
funkcje trygonometryczng wybranego kata ostrego.

|BC| |FE| [IH| [JK| |OM| [RS] |WT| [|XY]

|AB|" |[FDI" |GHI" |JLI” |ON|" |PS|" WU’ [YZ]

1.3. Odczytaj z tablic wartosci podanych funkgji trygonometrycznych.
a) sin 15° sin 32° cos18° c) sin72° sin81°, cos79°
b) cos37°, cos41° sin52° d) tg17°, tg81°, tg63°, tg22°

1.4. Dana jest wartos¢ sin . Odczytaj z tablic miare kata « z dokladnoscia do 1°.
a) 0,4555 b) 0,7349 c) 0,8415 d) 0,9291

1.5. Dana jest wartos¢ cos a. Odczytaj z tablic miare kata « z dokladnoscig do 1°.
a) 0,2079 b) 0,3584 c) 0,5299 d) 0,9205

1.6. Dana jest wartos¢ tg c. Odczytaj z tablic miare kata & z dokladnoscia do 1°.
a) 0,141 b) 0,249 c) 4,705 d) 57,290
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- L # * * ' 2 4 2
1.7. Oblicz dokladna wartos¢ wyrazenia. Zapis sin” & oznacza (sin «)".

tg60°  sin45° \°
a) 25sin60° - cos 30° — 2tg45° [ e S22
cos60°  cos45°
sin” 45° + cos 60° d) sin 30° - tg 60° + cos 30°
sin 30° - cos 30° tg 30°

1.8. Wyznacz kat ostry «, dla ktérego zachodzi podana rownosc.

2+ /3
2

a) 3tgﬂ= \'@ b} 1l +cosa = C) %(3+tgq): 1_;.

1.9. W trojkacie prostokatnym ABC, w ktorym kat C jest prosty, dane sa dlugosci
dwoch bokow. Odczytaj z tablic przyblizona (z dokladnoscia do 1°) miare kata A.

a) |AC| =2, |AB| =3 d) |AC| =6, |AB| =10
b) |BC| =5, |AB| =7 e) |BC| = 2,5, |AB| =47
c) |AC| =9, |[BC| =4 f) |AC|=0,3, |BC| = 8,6

1.10. Na podstawie informacji podanych na rysunku wyznacz wartosci funkcji try-
gonometrycznych kata a.

a)

c)c 36 _B

B

1.11. W tréjkacie prostokatnym ABC, w ktérym kat C jest prosty, dane sa diugosci
dwoch bokéw. Oblicz wartoéci funkgji trygonometrycznych kata A.

a) |AC| =4, |AB| =5 d) |BC| = 10, |AB| = 5+/5

b) |AC| = [BC| =7 e) |BC| =15, |[AC| =8

c) |AC| =2V2, |AB| =3 f) IBC|=6, |AB|=7
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1.12. Wyznacz boki (wyniki zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku) i katy
trojkata prostokatnego ABC, w ktérym kat C jest prosty oraz

2) 4A = 48°, |AC| = 11. d) 4B = 19°, |AB| = 6,8.
b) <B = 52°, |AC| = 18. i %q& |AB| = 44.
¢) 4A = 27°, |BC| = 12. f) 4B—<A =40°, |BC| =7.

1.13. W trojkacie ABC, w ktérym |AC| = 10, |AB| = |BC| = 13, poprowadzono
wysokod¢ BD. Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych kata CBD.

+ 1.14. Wszystkie wierzcholki prostokata ABCD leza na
okregu o srodku S (zob. rysunek). Bok KS tréjkata KLS jest D

rownolegly do AB, a bok LS tego trojkata jest rownolegly do
sin & + cos & S

A0

AD. Skorzystaj z danych na rysunku i oblicz

sina — cosa

Y
1.15. W prostokacie ABCD, w ktéorym stosunek bokow i L .
|AB| : |[BC| = 2: 3, poprowadzono przekatng AC. Wyznacz 5 :

wartosci funkeji trygonometrycznych katéw CAB i CAD.

1.16. Dana jest wartos¢ jednej z funkcji trygonometrycznych kata ostrego a. Skon-

struuj ten kat.
1

a) tga =< b) Sillix=§ c) coscx=% d) tga = V3
1.17. Oblicz tangens kata ostrego a, ktory prosta przechodzaca przez poczatek ukta-
du wspolrzednych i punkt M tworzy z osia x.

a) M =(2,1) b) M = (5, 3) o) M=(v2,1) d) M=(2V3, V3)

1.18. Oblicz sinus i cosinus kata &, ktérego jedno ramie pokrywa sie z dodatnig pél-
osia osi x, a drugie przechodzi przez punkt A.

a) A=(1, 3) b) A=(12,5) ¢ A=(52) d) A=(2v21)

1.19. Oblicz sinus i cosinus kata ostrego a, ktéry prosta KL tworzy z o0sia x.
a) K =10, 0), L={1,2) gy K=(3,0), L=(1,-3)
b) K = (0, -1), L=(3,2) d) K = (5, 0), L= (0, -26)

1.20. Wyznacz miare kata ostrego (z dokladnoscia do 1°), ktory prosta PQ tworzy
Z 0513 X.

a) P=(6,2), Q=(3, -1) c) P=(3,-2), Q=(6,5)

b) P=(-1,1), Q=(2, 2) d) P=(-2,-3), Q=(2, -1)
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* 1.21. Dany jest trojkat prostokatny ABC o przeciwprostokatnej AB, w ktérym
|AC| = 24, |BC| = 10. Niech ¢«BAC = «, 4ABC = f3. Oblicz warto$¢ wyrazenia

5in o + cos 1 i sin ¢ - cos
—_}—3——\#1—51n2a+ —‘B
5 6 sin - cosa

r [ -
[ s e A A

R ¥
o ¥ — B . A" A%
| o = B S 1" T T \J | 'R A1
et i DL L aRr-4 | | o P o N
| LES A b b A e L e a1 !

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedZ. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycle.

45in 30° + 2 tg 45°
V3 - tg 60°
a1 B. 1%. C. V3. D. 2.

1. Warto$¢ wyrazenia jest rowna

2. Kata jestostryi V3-tga = 1. Jaka miare ma kat a?

A. 60° B. 45° C. 30° D. 15°

3. W tréjkacie prostokatnym jedna z przyprostokatnych ma dlugo$c¢ 8 cm, a tangens
kata przyleglego do niej jest rowny % Jaka diugos¢ ma przeciwprostokatna w tym
trojkacie?

A. 13cm B. 12cm C. 10cm D. 10v2 cm

4. Dany jest trojkat prostokatny jak na rysunku obok.

Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan. o
i 4 7 4
A.sina = — B. cosax = - C.tga=~-
V65 4 7 -

0 5. W trojkacie prostokatnym jedna z przyprostokat-
nych stanowi 60% drugiej. Wykaz, ze suma tangenséw

katow ostrych tego trojkata wynosi %

6. Na podstawie informacji podanych na rysunku

L : . . lga+cos
oblicz warto$¢ wyrazenia #ﬁ
ga

7. Wyznacz wartosci funkgji trygonometrycznych kata A w trojkacie ABC, ktdérego
wierzcholkami sa punkty A =(2, 3), B= (5, 3), C= (5, 7).



2. Zwiazki miedzy funkcjami
trygonometrycznymi kata
ostrego

Umiejetnosci:

* stosowanie zaleznosci migdzy funkcjami trygonometrycznymi

* wyznaczanie wartosci pozostatych funkciji trygonometrycznych, jesli znana jest
wartosc jednej z funkgji

Skorzystamy ze znanych zwiazkéw miedzy katami i bokami w tréjkacie prostokat-
nym. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Wowczas:

e JC =90°
* f=90°-«
e a=90°~-f

5 ¢33 3 .
* a +b” =c¢" (twierdzenie Pitagorasa)

¢ a b
® sinx=—, cosax=—, tgox =
c €

[ ]

Do TIn

sin § = {f’ cos f§ = g, tg B =

SR . B | ; : :
Poniewaz a” +b” = ¢, prawdziwe s3 nieréwnosci:

O<a<coraz 0<b<c «— przyprostokatna jest krotsza od przeciwprostokatnej
a b

D<=<1 oraz 0<=<1 «—— po podzieleniu poprzednich nierdéwnosci stronami
¢ ¢ przezc

: . .. 0 . b
0D<sina<1 oraz 0 < cosax < 1 «— z definicji: - =sing, = =cosa

Dla kazdego kata ostrego & prawdziwe s3 nastepujace nierownosci:
0<sina <1
0<cosa<1

Tangens kata ostrego jest ilorazem dlugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatne-
go, zatem funkcja tangens przyjmuje wartosci dodatnie. Ponadto kazda liczba dodat-
nia jest tangensem pewnego kata ostrego: jesli a > 0, to a jest tangensem odpowied-
niego kata ostrego np. w trojkacie prostokatnym o przyprostokatnych dlugosci 1 i a.
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Z kolei jesli a jest liczba spetniajaca warunek 0 < a < 1, to istnieje tréjkat prosto-
katny o jednej przyprostokatnej dtugosci a i przeciwprostokatnej dtugosci 1. Sinus
odpowiedniego kata ostrego w tym trojkacie jest rowny a. Podobnie jest dla cosinusa.
Podsumujmy:

* zbiorem wartosci funkcji tangens jest przedziat (0; oo),
* zbiorem wartosci funkcji sinus oraz cosinus jest przedzial (0; 1).

Przyktad €) < zad. 2.2

Sprawdzimy, czy istnieje taki kat ostry «, dla ktérego
a) 3cosa—5=cosa— V3. b) 3sina = V2 - 2sina.

Rozwiazanie

a) 3cosa—5=cosa— 3
3cosa—cosa=5-13
2cosa=5-13

5-3
Cosx = ———
B=y3 ’ — -
Odp.: > 1, wigc nie istnieje kat « spelniajacy podany warunek.
b) 3sina = V2 - 2sina
5sina = V2
% 2
sina = —
5
V2

Odp.: — < 1, zatem istnieje kat a spelniajacy podany warunek. Mozemy taki kat
)

skonstruowac jako jeden z katéw ostrych w trojkacie prostokatnym o przyprostokat-
nej dtugoéci V2 i przeciwprostokatnej dtugoéci 5.
J

Zauwazmy, ze:

o sina=2= cos f3 = cos(90° — a)

c
2
c

* cosa = - = sin f§ = sin(90° - «)

Jezeli « jest katem ostrym, to prawdziwe sa nastepujace rownosci:
sin @ = cos(90° — )
cos & = sin(90° — «)



2. Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi...

Przykiad &)

a) sin40° = 0,6428, zatem cos 50° = cos(90° — 40°) = (0,6428
b) cos 12° = 0,9781, zatem sin 78° = sin(90° — 12°) = 0,9781

¥,
; a . b
Skoro sina = - i cosa = —, to:
C c
sintx_a.b_a_t »
cosa cc b _®
Whiosek \
Jezeli a jest katem ostrym, to prawdziwa jest nastepujaca rownosc:
to o = Sin o
| g COs X
Przykiad ) « zad. 2.3
Uproscim razenie 2&* 2SRG Jtga
P Yy WY o g &.
Rozwiazanie
cosa +3sina Stge = cosa 3sina Stga=1+3tga—3tga =1
COs X COs COs (X j

Wazny zwigzek miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata wyraza
twierdzenie nazywane jedynka trygonometryczna.

Dla dowolnego kata ostrego « prawdziwa jest rownos¢:
i

sin a+c052af=1

Dowod

Rozwazamy trojkat prostokatny ABC o jednym
z katéw ostrych a. Przyjmujemy takie same ozna-
czenia jak na poczatku tego tematu. Wowczas:

. a b
sina = =, cosax = —
c ¢
Zatem:
.3 2 a\? b\2 P +8 &
sinfa+cosa=[=) +(=) = = =
c ¢ c? g

Koniec dowodu
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Przyktad @) < zad. 2.4

Obliczymy wartos¢ podanego wyrazenia.

a) sin® 35° + sin® 55° = sin” 35° + sin® (90° — 35°) = sin® 35° + cos” 35° = 1
b) (sina + cos a)® + (sina — cos @)’ =

. 2 . 2 v 2 : 2
=sin"a+ 2sinxcosa + cos” a +8in" @ — 2sinacosa + cos” o = 2

Przyktad 9 zad. 2.8

Dany jest kat ostry « taki, ze sina = % Wyznaczymy wartosci pozostalych funkgji

trygonometrycznych tego kata.

Rozwiazanie

[ sposob
Korzystamy z jedynki trygonometrycznej.

sina +cosca =1 Jezeli p > 0, to rownanie x> = p ma ()
9 2 dwa rozwiazania: x = \/p lub x = —+/p.
— +cos a=1
9
cosfa=1-—
25
COSE a = 16
T 25
4 , — -
cosa = — +~— funkcje trygonometryczne kata ostrego przyjmuja tylko wartosci
2 dodatnie
_3 . 4 _3 _ sing
BE= 55 g 8% e
IT sposob
Stosujemy oznaczenia jak na rysunku. B

; a . . 3
sSin@=-1 SIhx = —
C 5

Mozemy przyjac, ze przyprostokatna przeciwlegla
do kata a ma dlugos¢ a = 3, a przeciwprostokatna

o

ma dlugos¢ ¢ = 5. ¢ b 4
b=Ve*-a*=+v25-9=1+16=4 «— twierdzenie Pitagorasa
b 4 g
cosa = — = = «— definicja cosinusa
c 5
a 3
tlgax = — = — «—— definicja tangensa
4
Odp.: cosa = e fga = -



2. Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi...

Zauwazmy, ze podanie wartosci jednej funkcji trygonometrycznej kata ostrego wyznacza trojkat ()
prostokatny z dokladnoscia do podobienstwa. Inaczej mowiac, wszystkie trojkaty prostokatne,
w ktorych np. sina = p, s3 podobne.

Przyktad ) - zad. 2.9

Dany jest kat ostry « taki, Zze tga = 3. Wyznaczymy wartoséci pozostalych funkgji
trygonometrycznych tego kata.

Rozwiazanie
Przyjmujemy, ze przyprostokatna przeciwlegla do kata a ma dlugos¢ a = 3, a przy-
prostokatna przylegla do kata & ma dlugos¢ b = 1.

c=Va*+b*=v9+1=+10 «—— twierdzenie Pitagorasa

: a 3 310 s g =
sSiIn@ = — = = «— definicja sinusa
c V10 10
Ccos & 8 l 10 definicj i
== ———— = — —— {delnida cosinusa
¢ Y10 10 2
: 3vV10 10
Odp.:sing = ——, cOsa = —
10 10

2.1. Katy ostre trojkata prostokatnego majg miary « i 3. Sprawdz, czy podana zalez-
nosc¢ jest prawdziwa.

a) sina = cosa - tga ¢) cosa—sinff=0

b) sina + cosa = 1 d) cos®a+cos” =1

2.2. Sprawdz, czy istnieje kat ostry « spelniajacy podany warunek.

a) cosa=7-11cosax c) V7 -2sina+3=9sina

b) 5+ 2sina =4 d}4+\r’§cosa=(?+ \@)cnsa
2.3. Kat « jest ostry. Upros¢ wyrazenie.

E—— $in(90° - @)

a) tga - cosa — cos(90° — ) b) tga os(90° —a1)

2.4. Oblicz wartosé¢ wyrazenia bez korzystania z tablic i kalkulatora.
sin’ 73° + cos” 73° - 3
sin? 26° + cos® 26° — 2

b) sin® 20° + sin® 70° e) —sin44° cos 46° — sin 46° cos 44°

¢) cos 1° + cos® 89° f) tg44°-tg45°.tg46°

d) 2sin 10° cos 80° + 2 sin 80° cos 10°
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(sin2 60° + cos’ 3-[]1‘°’)3 — sin® 15° — cos” 15°
sin 45° - cos 45°
Nie korzystaj z tablic trygonometrycznych.

2.5. Oblicz

2.6. Kat « jest ostry. Upros¢ wyrazenie.
a) sin a — 2 + cos” c) (1+tgza)-msza—5
b) tga - cosa —sina d) [l—coscrj{l+coso¢)—sin2cr

2.7. Kat a jest ostry. Upros¢ wyrazenie.

. 2 , 2 sina + 3cosa 3
a) (sina+ cosa)” — (sina — cos «) c) _ -
sina tg o

;2 d) cos’ o —sin*a +2 sin’ &
1 +1tg°a
2.8. Oblicz wartosci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata ostrego a.

; | 2 ; 2 3
a) sina = < b) cosa = — c) smtx:—-\;r—_- d) cnsa:%

2.9. Oblicz wartosci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata ostrego a.

a) tgax =3 b) tgcx=j—} c) tga = 50 d) tga = V2
: . V7 : o . sin o
2.10. Kat « jest ostry i sina = o Oblicz warto$¢ wyrazenia tga + T
= o

Nie korzystaj z tablic trygonometrycznych.

2.11. Kata jest ostryi sina = % Oblicz wartos¢ wyrazenia sina - cos a.

Nie korzystaj z tablic trygonometrycznych.

2.12. Kat « jest ostryi cosa = = Oblicz wartoé¢ wyrazenia sin” & — cos® &.

Nie korzystaj z tablic trygonometrycznych.

cosa— 2sina

1
2.13. Katajest ostryi teax = —. Oblicz wartos¢ wyrazenia y
aa) yiis 7 L/ 2cosa +sina

Nie korzystaj z tablic trygonometrycznych.

2 3 2
) + ( ) = 36. Oblicz warto$¢ wyrazenia
cos

2.14. Kat « jest ostry i ( _3

5111 &

i SIN & * COS &

2.15. Kata jest ostryi 7 — 5tga = 3. Oblicz wartos¢ wyrazenia sina - cos a.



+ 2.17. Katy ostre ¢ i 8 tréjkata prostokgtnego spelniaja warunek sina-tgff = —

2. Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi...

+ 2.16. W trojkacie prostokatnym stosunek cosinusa kata ostrego a do tangensa kata

ostrego f3 jest rowny % Wyznacz miary katéw « i 8 z doktadnoscia do 1°.

V3

5
Przeciwprostokatna tego tréjkata ma dtugos¢ 12V/3. Wyznacz dtugoséci przyprosto-
katnych i miary katow « i 3 tego trojkata.

2.18. Wykaz, ze nie istnieje kat ostry o taki, ze S:E + cosa = 3.
ga

+ 2.19. Wykaz, ze odwrotnos¢ sumy tangensow katow ostrych w tréjkacie prostokat-

nym jest rowna iloczynowi sinuséw tych katow.

e — )

= e 1 II._ I
Ve e L R Sl e | 1 AN
2 Mmat _'__L_E'-- I Fhat

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.
sinl17°  cos37°,
+ :
cos73°  sin 53°
A. 1l B. 0 C. ok. 1,27 D. 2

1. Jaka warto$¢ ma wyrazenie

2. Ile jest rowna liczba sin 20° cos 70° + sin 70° cos 20°?
A. 90 B. 0,5  GH D.0

3. Wiadomo, ze sin = cos 27° i « jest katem ostrym. Jaka miarg ma kat a?
A. 27° B. 33° C. 153° D. 63°

4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
W trojkacie prostokatnym katy ¢ i 8 sa ostre oraz ¢ > 6. Wynika stad, ze
A. sing < sind. B. sin¢ < cosd. C. cos¢ < cosd.

5. Katajestostryi tga = % Wyznacz cosa.

6. W pewnym trojkacie prostokatnym iloczyn sinusow katoéw ostrych jest rowny
V3-1
2
réwny V3 + 1.

. Wykaz, ze iloczyn odwrotnosci cosinuséw katow ostrych tego trdjkata jest

V2 cos? & — sin? «
tg '

" " 3 - FoP L *
7. Kata jest ostryi cosa = = Oblicz wartos¢ wyrazenia
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3. Warto powtérzyc¢ - pola

| obwody figur

Zamiana jednostek pola.

icm?‘ = 10mm- 10 mm = 100 mm
1 dm” = 100 cm® = 10000 mm” = 10* mm

2
2

1 m® =100dm’ = 10000 cm® = 10" cm?

1 km® = 1000000 m” = 100000000 dm” = 10° dm’
1 ar zapisujemy 1 a, jest to pole kwadratu o boku 10 m.

la=100m’

1 hektar zapisujemy 1 ha, jest to pole kwadratu o boku 100 m.

1 ha = 10000 m?

W tym podreczniku pole figury oznaczamy litera P, a obwad figury skrotem obw.

Figura Oznaczenia Pole Obwaéd
prostokat
a a, b - boki prostokata P=ab obw = 2a + 2b
b
kwadrat
2
a - bok kwadratu P=a o i
al 3% d - przekatna kwadratu P= %dz -
rownoleglobok a, b - boki nierownolegle
rownolegloboku
P =ah
h a b h, H - wysokosci i E 7 obw = 2a +2b
. réwnolegloboku wychodzace | =
i z jednego wierzchotka
romb
~ bok rombu 1
A\ S P=-dd bw = 4
4 d,, d, - przekatne rombu Sl (e




3. Warto powtorzyc — pola i obwody figur

Oznaczenia Pole Obwad

a, b, ¢ — boki tréjkata 1
h — wysoko$¢ trojkata P= Eah obw=a+b+c
opuszczona na bok a

trojkat prostokatny | a,b- przyprostokatne

trojkata
a < ¢ — przeciwprostokatna p= 1(: h
. trojkata % obw=a+b+c
b P=-ab
2

h — wysokos¢ trojkata
opuszczona z wierzchotka
kata prostego

trojkat réwnoboczny

2
/\ a - bok trojkata p=1 f obw = 3a
a

trapez

b a, b - réwnolegte boki ;
(podstawy) trapezu P=—-(a+bh
h 2
h — wysokos¢ trapezu
7
i
koto

o

Kazdy wielokat mozemy podzieli¢ na tréjkaty, ktore sa
albo rozlaczne, albo maja co najwyzej wspolny odcinek. ﬂ
Sposobow podzialu jest wiele. Pole wielokata jest suma pol 4

utworzonych tréjkatow. P =P + P+ Py+ Py+ Ps

r — promien kola P=nr obw = 2nr
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Z tej metody korzystamy podczas obliczania pola szesciokata
foremnego o boku a. Taki szesciokat jest suma szesciu trojkatow
rownobocznych o boku a, wiec jego pole P wyraza si¢ wzorem:
2 2
e \/
1 2
a

Zauwazmy, ze kazdy n-kat wypukly moina podzieli¢ na n - 2 trojkatow. Zatem suma katow (I[{ }):l
n-kata wypuklego jest rowna (n—2) - 180°.

Przyktad €D

Krotsza przekatna rombu ma dlugoé¢ 83 cm i dzieli romb na dwa tréjkaty réwno-
boczne. Obliczymy pole tego rombu.

Rozwigzanie

Pole rombu jest suma pol dwoch trojkatow 60°
réwnobocznych o bokach réwnych 8/3 cm. Zatem: &3
8v3)’
p=2.8% 5_o6v3 [em?]
4 60° 60°

Odp.: Pole rombu jest réwne 963 cm”.

Przyktad &)

Pole tréjkata réwnoramiennego jest rowne 31/3 cm”. Podstawa tworzy z ramieniem
kat 30°. Obliczymy dlugos¢ podstawy tego tréjkata.

C
Rozwiazanie 0°
Jezeli odetniemy polowe tréjkata wzdluz
wysokosci CD i dokleimy odcieta czes¢ do PPt A 3
polowy AD podstawy tak jak na rysunku, E‘H?:Pj \D
to otrzymamy roéwnoboczny trojkat AEC e =
o polu takim samym jak pole danego troj- ) ~§P:’E
kata, czyli 3v3 cm®. Bok a tréjkata AEC E
obliczymy z réwnania:
2
£ f =343, czyli a=2V3cm
W tréjkacie AEC odcinek AD jest wysokoscig, zatem Wysokos¢ trojkata (@)
a3 rownobocznego o boku a

|AD| = — = 3 cm. Odcinek AD jest rowniez potowa - ., _a\V3

2 jest rowna h = —.

szukanej podstawy, wiec |AB| = 6 cm.

Odp.: Podstawa trojkata rownoramiennego ma dlugosc 6 cm.



3. Warto powtorzyc — pola | obwody figur

Przykiad €)

Obwaod rownolegloboku jest réwny 12 cm, réznica dtugosci sasiednich bokow wynosi
4 cm, a kat ostry rownolegloboku ma 45°. Obliczymy pole tego czworokata.

Rozwiazanie

Jezeli dlugos¢ diuzszego boku rownoleglo- ____ *

boku oznaczymy litera x, to krétszy ma diu- ! A h 4"‘
gos¢ rowna (x —4) cm, przy czym x > 4.

Polowa obwodu to 6 cm, zatem:

X+x-4=6, stad x=5
Rownoleglobok ma boki rowne 5 cmi 1 cm.

Wysokos$¢ h poprowadzona z wierzcholka kata rozwartego na dluzszy bok jest bo-
kiem kwadratu o przekatnej 1 cm (zob. rysunek), wigc:

hv2 =1, czyli h = %Ecm

—

5v2
P:x«h:—1~a::m2

Odp.: Pole rownolegloboku jest rowne 5%5 cm’,

3.1. W trdjkacie jeden z bokéw zmniejszono cztery razy. Jak nalezy zmieni¢ wyso-
kos¢ trojkata poprowadzona do tego boku, aby pole nie uleglo zmianie?

3.2. Przekatnakwadratu jesto 2 cm dluzsza od jego boku. Oblicz pole tego kwadratu.

3.3. Prosta poprowadzona przez wierzchotek kwadratu podzielita go na tréjkat o po-
lu réwnym 9 i trapez o polu réwnym 27. Oblicz obwéd trapezu.

3.4. Przekatna prostokata ma dlugo$c¢ 6 cm i tworzy z jego bokiem kat 60°. Oblicz
obwad tego prostokata.

3.5. Przekatne rombu maja dlugosci 24 cm i 18 cm. Oblicz wysokoé¢ rombu.

3.6. Réwnoleglobok ma boki o dlugosciach 12 cm i 15 ecm. Wysokos¢ opuszczona
na krotszy bok jest rowna 10 cm. Oblicz wysokosc opuszczona na dluzszy bok.
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B 244 Dziat 4. Funkcje trygonometryczne

3.7. Przekatne trapezu réwnoramiennego przecinajg si¢ pod katem 120° i sa dwu-
siecznymi katow przy podstawie, a ramiona trapezu maja dlugos¢ 6 cm. Oblicz pole
tego czworokata.

3.8. W trapezie prostokatnym kroétsza podstawa ma dlugos¢ 4 cm, a kat rozwarty
trapezu ma 120°. Dluzsza przekatna trapezu tworzy z dluzszym ramieniem kat 30°.
Oblicz dlugosci pozostalych bokéw, pole i obwod trapezu.

3.9. Podstawy trapezu prostokatnego maja dlugosci 48 i 15, a dluzsza przekatna ma
dlugosc¢ 52. Oblicz pole trapezu i dlugosc d jego krotszej przekatne;.

3.10. Do srodka dtuzszej sciany szopy o podlo- T
dze w ksztalcie prostokata 10 m x 4 m przywia- ,ﬁ,”'
zana jest koza. Sznurek, na ktérym jest uwiazana, /

ma dlugos$¢ 6 m (zob. rysunek). Oblicz, na jakiej E-
powierzchni koza moze si¢ pasc. 10 m

3.11. Kazda z trzech figur - kolo, kwadrat i tréjkat réwnoboczny — ma taki sam
obwdd, réwny 10 dm. Ktdra z tych figur ma najwieksze pole, a ktéra najmniejsze?

3.12. Oblicz pole zamalowanej figury.

a) Ay c) | Ay
BUE %

b) Ay | d) Ay
bif




3. Warto powtorzyc — pola | obwody figur

3.13. Punkty BiC dzielg odcinek AD na trzy réwne cz¢-
§ci, kazda o dlugosci 6 cm (zob. rysunek). Odcinek AD jest
srednica wiekszego z narysowanych okregéw, a odcinek
BC - érednica mniejszego z nich. Oblicz pole zamalowa-

nej figury.

3.14. Pole tréjkata o katach 30° i 60° jest rowne g%j Oblicz dlugosci bokéw tego
trojkata.

3.15. Dlugos¢ jednego boku prostokata zwiekszono o 10%, a dlugos¢ drugiego
zmniejszono o 10%. O ile procent zmienilo sie pole prostokata?

3.16. W kole poprowadzono cigciwe dlugosci 9 cm. Odleglosc prostej zawierajacej
te cieciwe od srodka kota jest rowna 5 cm. Oblicz promien, pole i obwod kota.

* 3.17. Oblicz pole trapezu o podstawach dlugosci 6 i 13 oraz ramionach dlugo-
Sci5i 4V2.

3.18. Wedlug rzymskiej legendy, krélewna fenicka Dydona uciekla ze swoimi pod-
danymi do Afryki. Tam kupila od kréla Jorbasa tylko tyle ziemi, ile udalo sie nakry¢
wolowa skora. Dydona pocigla skore na waskie paski, zwiazala je i objela nimi okragle
miejsce, na ktérym zalozono potem Kartagine. Przyjmij, ze dlugosc sznura ze zwigza-
nych paskow byla rowna 200 m i oblicz powierzchnig tego obszaru. Zaokraglij wynik
do 1 m%. Przyjmij nt = 3,14.

+ 3.19. Zamalowana figura jest ograniczona tukami okregéw o srodkach w wierzchol-
kach danego wielokata foremnego. Oblicz jej pole.

a) b) ¢)
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Fala sinusoidalna

Dzieki odpowiedniej aplikacji (np. phyphox) smartfon moze petnic funkcje
oscyloskopu. Na ekranie telefonu widac¢ wtedy rézne krzywe, ktére sg obrazami
rejestrowanych fal dzwiekowych. W przypadku tzw. tondw czystych na ekranie
zobaczymy krzywa zwana sinusoida.

Kazda taka sinusoidalng krzywa mozna opisac¢ jako funkcje czasu wzorem:
x(t) = Asin(2nft), gdzie A (amplituda) i f (czestotliwosc) to wielkosci
charakteryzujace dana fale dzwiekowa.

A jak amplituda

Amplituda A to maksymalna odlegtosc Jezeli podwoimy amplitude, sinusoida
od poziomej osi do grzbietu fali. bedzie dwukrotnie wyzsza. Otrzymamy
gltosniejszy dzwiek.

\/ h

x(t) = Asin(2nft) x(t) = 2Asin(2nft)

MNiemal wszystkie dzwieki, jakie styszymy,
w tym dzwieki instrumentow muzycznych,
skiadaja sie z wielu tonéw czystych.




Nie tak tatwo zobaczy¢ na ekranie ksztalt
sinusoidy. Tony czyste mozemy ustyszec
w muzyce wytwarzanej elektronicznie.
DZwiek bardzo do nich zblizony mozna
wydobyé z kamertonu.

Jezeli amplitude dwukrotnie zmniejszymy,
sinusoida bedzie o potowe nizsza, a dZwiek
cichszy.

AT\
N N

x(t) = L Asin(2nft)

-
-L
-
‘- e
——. -

]

f, czyli czestotliwosc

Czestotliwosc f opisuje, jak blisko siebie
na ekranie oscyloskopu sa kolejne grzbiety
fali, czyli ile cyklow fali dociera do naszego
ucha w 1 sekundzie. Odbieramy to jako
wysokosc dzwieku.

/N R
T W, T

X(t) = Asin(2n-f-t)

Zwiekszenie czestotliwosci oznacza
wyzszy dzwiek.

czestotliwosc
dwa razy wieksza

AUAWAW AW L
IVAVAVAVAVAVAY

x(t) = Asin(2n-2f-1)

Zmniejszenie czestotliwosci sprawia,
ze dzwiek jest nizszy.

czestotliwosc
dwa razy mniejsza

o

x(t) = Asin(2m-3f-1)



4. Zastosowania funkcji
trygonometrycznych

Umiejetnosci:

» Kkorzystanie z wlasnosci funkcji trygonometrycznych w obliczeniach
geometrycznych

* korzystanie ze wzoru na pole trojkata ostrokatnego o danych dwaoch bokach i kacie

migdzy nimi

Przyktad o zad. 4.1

Boki prostokata maja dlugosci 10 i 4. Wyznaczymy z dokladnoscig do 1° miare kata
ostrego a, pod jakim przecinajg si¢ przekatne tego prostokata.

Rozwiazanie D C
Wprowadzamy oznaczenia jak na rysunku. ’ M e
MK jest odcinkiem prostopadlym do boku BC. >
.o
Kat KM B ma miarg > & 10 2
|BK] =21 |MK]| =5 «— przekatne prostokata przecinaja si¢ w polowie dlugosci
2
tg % = 5 =04 «— definicja tangensa w trdjkacie prostokatnym BKM
o
% =22 «— z tablic trygonometrycznych

J4BMC = « = 44°
Odp.: Przekatne tego prostokata przecinaja si¢ pod katem okolo 44°,

Przyktad @) < zad. 4.5

W tréjkacie ABC dane sa: |AB| = 8, |AC| = 6 oraz <CAB = 50°. Obliczymy pole P
tego trdjkata, wynik zaokraglimy do drugiego miejsca po przecinku.

Rozwiazanie C
Prowadzimy wysoko$¢ CD z wierzchotka C.
Woweczas:
p- |AB| - |CD
2
Wyznaczamy wysokos¢ w trojkacie prostokatnym ADC. Lo L,
G .- A : B
—— = sindA SN - L
|AC] 8

|CD| = |AC| - sin< A
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Zatem:
p= |AB| - |AC| - sin< A
2
P =220 < 240,760 = 18,384 ~ 18,38
Odp.: Pole tréjkata jest réwne okoto 18,38 cm”.
>
Na podstawie rozwigzania przykladu 2 mozemy sformulowac twierdzenie.
Jezeli kat ostry a w trojkacie jest zawarty migedzy
bokami o dlugosciach b i ¢, to pole P tego trojkata 4
jest rowne:
P = Sbcsina 2
2 c
Przyktad €) < zad. 4.12
Kat ostry trapezu réwnoramiennego ma mia- D 8§ cm G
re 78°, krotsza podstawa ma dlugo$c¢ 8 cm, a ra-
mi¢ 6 cm. Obliczymy pole i obwdd trapezu,
wyniki zaokraglimy do pierwszego miejsca po ¢ ™
przecinku.
Rozwiazanie 4 78 E‘-\. D
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
DE jest wysokoscia trapezu.
DB _ e S S
m =sin78 «— definicja sinusa w trojkacie prostokatnym AED
|AE| _ 0 o N _
m = cos78 «—— definicja cosinusa w trojkacie prostokatnym AED
|DE| = 6 -0,9781 = 5,8686
|AE| = 6-0,2079 = 1,2474
|AB| = |DC| + 2 - |AE]| «— trapez rGwnoramienny
obw=2-8+2-1,2474+2-6 = 30,5 [cm]
P~ 2:8+2-1,2474 . 5.8686 ~ 54.3 [Emzl

Odp.: Obwéd trapezu jest réwny okoto 30,5 cm, a jego pole okolo 54,3 cm”.
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Przyktad @) « zad. 4.15

W kolo o promieniu 17 cm wpisano kat o mierze 27°. Kat
ten jest oparty na tuku AB. Obliczymy diugos¢ cieciwy
AB z dokladnoscia do 1 mm.

Rozwiazanie

Whpisany kat jest ostry, wiec tuk AB jest mniejszy od pol-
okregu. Rysujemy okrag i wpisujemy w niego kat BCA
o mierze 27°.

Prowadzimy érednice AC'.

4BC'A =4BCA = 27° «—— katy wpisane oparte na tym samym ltuku
4ABC' = 90° «—— kat wpisany oparty na $rednicy
]ACII =34 cm «—— z danych w tresci zadania
AB :
ILT"I = sin 27° «—— definicja sinusa w trojkacie prostokatnym ABC'

|AB| = 34 - sin 27°, wiec |AB| = 34 0,4540 = 15,436 = 15,4 [cm]

Odp.: Cigciwa AB ma okolo 15,4 cm dlugosci.
Przyktad @) < zad. 4.21

Trygonometria moze si¢ rowniez przydac, jezeli chcemy oszacowac wysokos¢, np.
budynku. Wykonujemy trzy pomiary - zaznaczonych na rysunku katow i odlegtosci
migdzy ich wierzchotkami. Literami x i y oznaczamy odpowiednio szukana wysoko$¢

i odleglos¢ budynku od wierzcholtka wigkszego z mierzonych katow.
Otrzymujemy uklad réwnan.

X o
}—:tg35 x=y-tg35°
LI tg 20° {x = (y+ ID{])-th{)"
¥+ 100
x = ytg35° 50°
{ythS": ytg20° + 100 tg 20° 100 m

Do drugiego rownania podstawiamy wartosci tangensow i obliczamy niewiadoma y.

ytg35° — ytg20° = 100tg 20°, czyli y (tg35° —tg20°) = 1001tg20°
100 tg 20°
Y = g35° —1g20°
y = 108,27
Po podstawieniu do pierwszego rownania otrzymujemy:
x = 108,27 - tg 35° = 108,27 - 0,7002 = 75,8

Odp.: Budynek ma okolo 76 m wysokosci.
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4.1. Wyznacz z dokladnoscia do 1° katy miedzy przekatnymi prostokata, ktorego
obwdd jest réwny 112, a réznica miedzy dlugosciami bokéw wynosi 8.

4.2. Wyznacz z dokladnoscia do 1° katy réwnolegloboku, w ktorym diugos¢ jednego
z bokow jest réwna 34 cm, a wysokos¢ opuszczona na drugi bok ma 30 cm.

4.3. Bok rombu stanowi i—g jego przekatnej. Wyznacz katy tego rombu.

4.4. W réwnoramiennym trojkacie ABC, w ktorym |AC| = [BC|, kat przy wierz-
chotku C ma 68°, a wysokos¢ |CD| = 15 cm. Wyznacz dlugosci bokow tego tréojkata.
Wyniki zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

4.5. Oblicz pole trojkata z dokladnosciag do 0,1.

: ) 74

76°

7
4.6. Oblicz obwdd i pole tréjkata z dokladnoscia do 0,1.
a) c)

65°\ [ 40°

b) : 20° d) 4

32°

4.7. W prostokacie, ktorego krotszy bok jest rowny 7 cm, przekatna tworzy z diuz-
szym bokiem kat « = 26°. Oblicz obwdd prostokata i dlugos¢ jego przekatnej. Wynik
podaj z dokladnoscia do 0,01 cm.

4.8. Oblicz pole rombu o boku 6 cm i kacie ostrym 80°. Wynik zaokraglij do pierw-
szego miejsca po przecinku.
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* 4,16. Na trojkacie rownoramiennym ABC

Dziat 4. Funkcje trygonometryczne

4.9. W rombie o boku 12 cm stosunek dlugosci przekatnych jest réwny ? Wy-

znacz katy tego rombu i oblicz jego pole.

4.10. W réwnolegloboku o bokach 12 i 15 stosunek miar sasiednich katow jest taki
sam jak stosunek dlugosci sasiednich bokéw. Oblicz pole rownolegloboku. Wynik
zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

4.11. W trapezie rownoramiennym kat ostry ma miare 53°, a przekatna diugosci
20 cm jest prostopadta do ramienia. Oblicz pole trapezu. Wynik zaokraglij do pierw-
szego miejsca po przecinku.

4.12. Kat ostry trapezu rGwnoramiennego ma miare 52°, dluzsza podstawa ma dlu-
gos¢ 20 cm, a ramig 12 cm. Oblicz pole tego trapezu. Wynik zaokraglij do pierwszego
miejsca po przecinku.

4.13. W réwnoramiennym tréjkacie ABC (|AC| = |BC|) katy przy podstawie maja
po 70° a promien okregu wpisanego w ten tréjkat jest rowny 2 cm. Wyznacz dlugoéci
bokow tego trojkata. Wyniki zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

4.14. W tréjkacie ABC kat BAC jest rowny 37°, |AB| = 56. Wysokos¢ CD dzieli
bok AB tak, ze ilggll = g— Oblicz pole, obwdd oraz wysokosci tréjkata ABC. Wyniki

zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

4.15. Kat wpisany w kolo o promieniu 10 cm jest oparty na tuku AB i ma miare 35°,
Oblicz diugosc cigciwy AB. Wynik zaokraglij do drugiego miejsca po przecinku.

opisano okrag o srodku O. Podstawa AB
tego trojkata tworzy kat a z promieniem
OA okregu, |OA| =30 i cosa =0,6. Ob-
licz pole i obwdd trojkata. Rozwaz dwa

przypadki.

4.17. Na jeziorze, dokladnie na péinoc od
przystani, Piotrek zobaczyl niewielka wy-
spe. Po przejsciu 100 metrow na zachod, wi-
dzial ja w kierunku odchylonym od péinocy
o 12° Jak daleko od przystani lezy wyspa?
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4.18. Narodwni pochylej o kacie nachylenia do poziomu rownym a znajduje sie cialo

o ciezarze F. Dziala na nie sifa o wartosci F-sina powodujaca zsuwanie sie ciala po

rowni oraz sita F - cos @ wywolujaca nacisk ciala na rownig.

a) Oblicz sile, z jaka naciska na réwnieg cialo o ciezarze 1200 N lezace na rowni na-
chylonej do poziomu pod katem 20°.

b) Cialo o cigzarze 300 N zsuwa si¢ z réwni pod wplywem sily o wartosci 120 N. Jaki
jest kat nachylenia tej rowni do poziomu?

4.19. W chwili gdy helikopter przelatywal nad glowa Jurka, oddalony od Jurka
0 200 m Wojtek widzial ten helikopter pod katem 35° do poziomu. Na jakiej wy-
sokosci lecial helikopter?

4.20. Ladujacy samolot minal poczatek pasa startowego na wysokosci 90 m. Pilot
widzial wtedy koniec pasa pod katem 2° do poziomu. Jaka dlugosc¢ ma pas startowy?

4.21. Drabina ma 6 m dlugosci. Aby stabilnie stala, jej kat nachylenia do podloza
nie powinien przekracza¢ 65°. Czy korzystajac z tej drabiny, mozna wejs¢ na balkon
drugiego pigtra budynku, w ktorym jedna kondygnacja ma ok. 2,8 m wysokosci?

4.22. Panstwo Mamutowie jechali na wakacje szosa, ktéra przez dluzszy odcinek
biegnie prosto bez zadnych zakretow. W pewnej chwili spostrzegli po prawej stronie
szosy pod katem 20° do kierunku jazdy ruiny zamku, ktére zamierzali zwiedzic. Po
przejechaniu 2 km ruiny staly sie¢ widoczne pod katem 50° do kierunku jazdy. Pro-
stopadle do szosy prowadzi droga dojazdowa do zabytku. Ile jeszcze metréw mieli do
skrzyzowania z ta droga? Jaka jest dlugosc drogi dojazdowej?

4.23. Pole rombu jest réwne 40, a jego kat ostry ma miare 50°. Oblicz dlugosci prze-
katnych rombu z dokladnoscia do jednego miejsca po przecinku.

+ 4.24, Cigciwa AB okregu o promieniu r = 25 jest bokiem prostokata ABCD. Bok

DC jest styczny do tego okregu, a kat sSrodkowy oparty na cigciwie AB ma miare 148°.
Oblicz obwéd prostokata. Wynik zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

4.25. Dluisza podstawa trapezu prostokatnego ma dlugosc a, krotsza podstawa —
2 2

dlugosc b, a kat ostry ma miare a. Wykaz, ze pole tego trapezu jest rowne

tg cx.

+ 4.26. Krotsza przekatna trapezu prostokatnego ma diugosc d i jest prostopadta do

dluzszego ramienia. Kat ostry trapezu ma miare a. Wykaz, ze obwod trapezu jest

‘ . 1 1
rowny d| sina + cosa + — + — .
sinad tga
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Q:

4.27. Katy ostre przy dluzszej podstawie trapezu maja miary « i 3, za$ podstawy
a’-b tga-tgp
2 tga +tg B’

maja dlugoécia i b (a > b). Wykaz, ze pole trapezu jest rowne

| Prosto do matury | ]
W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

1. Dwa boki tréjkata maja dlugodci 5 cm i 8 cm, a kat miedzy nimi zawarty ma miare
60°. Ile jest rowne pole trojkata?
A. 20 cm’ B. 203 cm’ C. 10V3 cm’ D. 10 cm’

2. Ile wynosi pole rownolegloboku o kacie ostrym 30° oraz bokach o dlugosciach
7cmi 10 cm?

A. 17,5 cm? B. 35v3 cm’ C. 70v/3 cm’ D. 35 cm’

3. Wskaz tangens kata & zaznaczonego na rysunku.

1 V3 1 1

A- g Ct T
B. 313 D. V6 e
3 3 3

4. Podstawy trapezu réwnoramiennego ABCD maja dlugosci [AB| = 12, |CD| = 8,
a ramiona majg dlugo$¢ 6. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. sindABC = %E B. cos<4ABC = % C. tg4ABC = %ﬁ
5. Wyznacz x i y z dokladnoscia do drugiego miejsca po prze- '
cinku. Skorzystaj z informacji podanych na rysunku obok. V
X
4

6. Wierzcholek 70-metrowego komina elektrocieplowni stojacej na plaskim terenie
wida¢ z pewnego miejsca w okolicy pod katem 8° do poziomu. Jaka jest odleglosc¢
z tego miejsca do podstawy komina? Wynik podaj z dokladnoscia do 10 m.

7. W trapezie rownoramiennym przekatna o dlugosci d tworzy z dluzsza podstawa
kat o. Wykaz, ze pole trapezu jest rowne d” sin & cos «.



5. Funkcje trygonometryczne
kata rozwartego

Umiejetnosci:

* wykorzystywanie definicji i wyznaczanie wartosci funkcji sinus, cosinus i tangens
katow o miarach od 0° do 180°

* stosowanie zaleznosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi

* Kkorzystanie z przyblizonych wartosci funkcji trygonometrycznych

Funkcji trygonometrycznych uzywamy czesto podczas obliczania pol trojkatow
(a wigc i pol wielokatow). Z wygodnego wzoru P = %bc sina korzystalismy do-
tad tylko wtedy, gdy kat zawarty miedzy danymi bokami trojkata byt ostry. A prze-
ciez trojkat ma jednoznacznie okreslone pole rowniez wtedy, gdy kat miedzy takimi
bokami jest prosty lub rozwarty. Rozsze-
rzymy zatem definicje funkcji trygonome-
trycznych tak, aby dotyczyly katoéw o mia-
rach od 0° do 180°.

W bardziej zaawansowanej matematyce ()
definiuje si¢ funkcje trygonomelryczne
dla dowolnego kata.

W tym celu umiescimy katy w ukladzie wspolrzed- 7h
nych. Przyjmiemy przy tym kilka regul.

* Wierzcholek kata a (0 < & < 180°) jest poczat- ' <~ |
kiem uktadu wspolrzednych. \\
[ 2
11
L

Jedno z ramion (tzw. rami¢ poczatkowe) kata o

. . , . . g i .
pokrywa si¢ z dodatnig polosia x. Drugie, kon- o| 1 x
cowe ramig, ktore bedziemy rowniez nazywac ra-
mieniem wodzacym kata a, jest odlozone w kie-

runku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara. Moina sobie wyobrazi¢,  ((+))

seli wvbi . d K #e ramig poczatkowe jest
L .
Jezeli wybierzemy na ramieniu wodzacym kata « sieruchome.aKohcowe:za:

punkt P rézny od poczatku uktadu O, to odcinek tacza polokrag, wyznaczajac

OP nazywaé bedziemy promieniem wodzacym po drodze wszystkie katy
od 0° do 180°. Stad w nazwie

kol
stowo ,wodzacy”.

punktu P. Tak samo bedziemy nazywaé dlugoéc
odcinka OP. Zatem liczba r = |OP| jest rowniez
promieniem wodzgcym punktu P.

Uwaga: Stowa ,promien”, podobnie jak w definicji okregu, uzywamy tu w dwoch
znaczeniach: odcinek albo jego dlugos¢. Nie prowadzi to do nieporozumien, ponie-
waz z kontekstu wynika, o ktore znaczenie chodzi.
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Rozszerzenie pojecia funkcji trygonometrycznych vh
nie powinno zmienia¢ ich wczesniejszych definicji. P=(a,b)
. o i ; 7 S, et et e £ :
Kiedy umiescimy trojkat prostokatny tak jak na ry-
sunku, otrzymamys: i B |
P=(a,b)
re |OPL=e P _ <1 Wl P
0
Wspolrzedne punktu P sa rownoczesnie dlugoscia- *

mi przyprostokatnych, zatem zgodnie z przyjetymi
definicjami:

; b a b
sma=-, cosa=-, tga=-—
¢ c a

Ponizsze definicje sa naturalnym rozszerzeniem tych zwigzkow.

Sinusem kata « nazywamy stosunek rzednej dowolnego (roznego od wierzchot-
ka) punktu wybranego na ramieniu wodzacym kata do promienia wodzacego
tego punktu.

Cosinusem kata a nazywamy stosunek odcietej dowolnego (réznego od wierz-
chotka) punktu wybranego na ramieniu wodzacym kata do promienia wodza-
cego tego punktu.

Tangensem kata o nazywamy stosunek rzednej dowolnego (réznego od wierz-
cholka) punktu wybranego na ramieniu wodzacym kata do odcietej tego punk-
tu, przy zalozeniu, Ze ta odcieta jest r6zna od zera.

Jezeli punkt P = (xp, yp) lezy na ramieniu wo- vA
dzacym kata «, a r jest promieniem wodzacym tego N\
=% X,
punktu, to: : 2P Yo
| L |
sina = 22 |
r P (x
_ Xp | |
cosx = — : : -
r xp 0 1 X
tgox = =
Xp

Ponadto, skoro P = (xp, yp), to:

= 2 2 ierd ie Pi
r=yxpt+yp «—— twierdzenie Pitagorasa
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Przykitad €) < zad. 5.3
Obliczymy wartosci funkcji trygonometrycznych zaznaczonego kata.

Rozwiazanie

a) P=(2,5) _ A ol
Obliczamy promien wodzacy punktu P: l
r=4+25= 29 .

Zatem: | o
sina= ——, cosA=——, tga=> ’ |
V2’ N L L 1o 1 x

b) P=(-3, 4) LT [ 7% ]
r=v9+16=v25=5 Z
Zatem: \

Tk S oI L || NGRS
sm,'3-5, cosf3 = = tg B = | N
0] 1 X
J

Zdefiniowalismy funkcje trygonometryczne za pomoca stosunkow liczb zwiazanych
z punktem wybranym na ramieniu wodzacym. Podobnie jak w przypadku tréjkata
prostokatnego wykazuje sie, ze wartosci tych stosunkdw nie zalezg od wyboru punktu
(dowdd tego faktu pominiemy). Czasem wygodnie jest wybra¢ punkt P tak, aby:

|OP|=r=1

Wowczas: Jezeli promien wodzacy ((+))

sina = yp i cosa = xp punktu P jest rowny 1, to
P = (cos «, sin ).

Przyktad &)

Niech P = (xp, yp) oznacza punkt lezagcy na ramieniu wodzgcym kata « oraz
r = |OP| = 1. Obliczymy wartoéci funkgji sina, cosa i tga, gdy
a) e =10%, b) & = 90°. c) a=180°

Rozwiazanie

a) =0° y
Ramie wodzace kgta pokrywa sie z dodatnig T
polosia x, wiec yp =0, xp = 1. :
Zatem: ‘
sin0°=0, cos0°=1, tg0°=0

.....hu
adl
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b) « =90° yh
Ramig wodzace kata pokrywa si¢ z dodatnia pStosia min
y, zatem yp = 1, xp = 0. Nie istnieje tangens
kata 90° (nie jest wykonalne dzielenie przez 0), na-
tomiast:
sin90° =1, cos90° =10

all |

c) a=180° vh
Ramie wodzace kata pokrywa sie z ujemna pélosia
x, wigc yp=0, xp =-1.
Zatem:
sin180° =0, cosl180°=-1, tgl180°=0

Podsumujmy:
« | 90 180°
sin & 0 1 0 |
cos & 1 0 -1 |
tg o 0 nie istnieje 0 ‘

Bezposrednio z definicji wynika, ze dla katow rozwartych wartosci tangensa i cosi-
nusa sg ujemne (bo xp < 0).

o | 0°<a<90° | 90°<a<180°
sin o + _ + f’
CO5 & + - . i
lga + | - Jgf,. 0 1 x

Wartosci funkgji trygonometrycznych dowolnego kata rozwartego mozna obliczy¢
za pomoca wartosci odpowiednich funkgcji trygonometrycznych kata ostrego. Stuza
do tego tzw. wzory redukcyjne. Wyprowadzimy niektore z nich.

Kazdy kat rozwarty mozemy zapisa¢ w postaci 180° — a, gdzie « jest katem ostrym.
Na przyklad:

* 140° = 180° - 40°, « = 40° e 175°=180°-5°% a=>5°

* 100° = 180° - 80°, « = 80° * 97°=180°-83° «a=83°
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Jezeli narysujemy katy 180° — a oraz « vh
w ukladzie wspoélrzednych, to ich ramiona | | _ 1

. P P,
wodzace beda symetryczne wzgledem osi y. - S A o O TR
Wynika to od razu z przystawania odpo- 5 180°- !
wiednich trojkatow prostokatnych. I 7 I

1 1 -

Wystarczy wybrac punkty P, i P, tak, aby 4 o 1 . M

OP,| = [OP,|.
Wowczas AOA, P, = AOA,P, na mocy cechy kbk (44,0P, = a).

Jezeli przyjmiemy, ze P, = (a, b), to P, = (-a, b). |OP,| = |OP,| = r, wiec:
sin (180° - @) = {;’ = sin«

cos (180° — &) = 4 =% - _cosa
r r

tg (180° — ) = P =—tga

—d [
Udowodnilismy zatem nastepujace twierdzenie.

Jezeli a jest katem ostrym, to:
sin (180° — &) = sina
cos (180° — ) = —cos«
tg (180° — ) = —tg«x

Przyktad @) « zad. 5.4
Obliczymy wartosci funkcji trygonometrycznych katow 120° i 150°,

Rozwiazanie
* 120° = 180° - 60°

sin 120° = sin (180° — 60°) = sin 60° =
cos 120° = cos (180° — 60°) = — cos 60°
tg 120° = tg (180° — 60°) = —tg 60° = -3

I m|§ﬂ

s 150° = 180° - 30°
sin 150° = sin (180° — 30°) = sin 30° =

| Rl

cos 150° = cos (180° — 30°) = —cos 30° = —

o3 |

tg 150° = tg (180° - 30°) = —tg30° = -
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Przykitad €) - zad. 57
Wiemy, ze tga = —5,0067. Wyznaczymy miare kata « z dokladnoscia do 1°.

Rozwiazanie

tg B = 5,0067 +— [8 - pomocniczy kat ostry
B=79° «— wartos¢ kata 8 odczytana z tablic
(I=18[]n-',6 —lga=—1gf

a=101°

J

W przykladzie 2 przyjmowali$my, ze punkt wybierany na ramieniu wodzacym kata
jest oddalony o 1 od jego wierzchotka (r = 1). Czasami warto postapic¢ inaczej.

Przyktad @) « zad. 59, 5.10

Znamy wartos¢ jednej z funkeji trygonometrycznych kata wypuklego a. Skonstru-
ujemy ten kat.
Rozwiazanie
. 3
a) sina = s
Z definicji sina = % Przyjmujemy yp = 3, r = 5 i wykonujemy konstrukcje:

* rysujemy nad osig x polokrag o srodku
w punkcie (0, 0) i promieniu r = 5,

* rysujemy prosta [ rownolegla do osi x, prze-
chodzaca przez punkt (0, 3),

= z punktu (0, 0) prowadzimy pdlprosta przez
punkt przeciecia prostej [ z polokregiem -
jest ona drugim ramieniem kata (pierwszym
jest dodatnia polos x).

Prosta [ przecina potokrag w dwdch punktach, wiec otrzymujemy dwa rozwiagzania
zadania: kat «, oraz kat a,.

2
b) cosa = 3

X , - ,
cosa = ==, wiec przyjmujemy xp = -2 i r = 3, zatem:
r

* rysujemy nad osia x potokrag o $rodku K vA

w punkcie (0, 0) i promieniu r = 3,
* rysujemy prostg k réwnolegla do osi y, e 1-}

przechodzaca przez punkt (-2, 0),

aidh

» zpunktu (0, 0) prowadzimy pélprosta przez
punkt przeciecia prostej k z polokregiem.

Jedynym rozwiazaniem zadania jest kat «.
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c) tga = %
Jezeli skorzystamy z definicji tangensa (tg a=22 ), to - p
Xp 3+
zauwazymy, ze zadana rownosc spetniajg albo dwie licz-
by dodatnie, albo dwie ujemne. Dla kata 0° € a < 180° 14 =
tylko pierwszy warunek moze by¢ spelniony, zatem ol 1 5 %
otrzymamy jeden kgt « z ramieniem wodzacym popro-

wadzonym przez punkt o wspélrzednych (5, 3).

3
d) tga = ~

Teraz jedna ze wspdlrzednych musi by¢ dodatnia,
a druga ujemna. Jedynym rozwiazaniem jest kgt «
z ramieniem wodzacym poprowadzonym przez punkt
o wspotrzednych (-4, 3).

Na podstawie rozwazan dotyczacych wartosci funkcji trygonometrycznych ka-
tow ostrych (s.233-234) oraz przykladu 5 sformulujemy wniosek, ktérego dowdd
pomijamy.

r
A T
Whincals
¥Vl =1=1,%

o R e

Niech a € (0% 180°). Wtedy:

* dla kazdego a € R — {0} istnieje jeden kat « taki, ze tga = a;

* tga =0 dla a =0° lub & = 180°

* dla kazdego a € (—1; 1) istnieje jeden kat « taki, ze cosa = a;

* dla kazdego a € (0; 1) istnieja dwa katy «,, «, takie, ze sina, = sina, = a;
* sina =1 dla a = 90°.

Wrocémy do problemu wskazanego na poczgtku tematu. Checemy obliczy¢ pole troj-
kata o znanych dlugosciach dwoch bokow i mierze kata migdzy tymi bokami.
Oznaczmy dane boki literami a i b oraz kat miedzy nimi litera y.

Prowadzimy wysokos¢ h z wierzcholka roznego od wierzchotka kata y.

i
Jezeli y jest katem ostrym, to h = b -siny.
Jezeli y jest katem rozwartym, to h = b -sin(180° —y) = b - siny.

261
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Po podstawieniu obliczonej wysokosci do wzoru na pole tréjkata otrzymujemy:
Pesai = la-b-siny
2 2
czyli prawdziwy jest wzor:
P= :l:a -b-siny

Powiemy, ze pole tréjkata jest rowne polowie iloczynu jego bokéw przez sinus kata
zawartego miedzy tymi bokami.

Przyktad @) < zad. 5.11

Obliczymy pole tréjkata ABC, w ktérym |AB| = 3, |BC| =5 i <ABC = 133°. Wynik
zaokraglimy do drugiego miejsca po przecinku.

Rozwiazanie

133° = 180° — 47°
sin 133° = sin(180° — 47°) = sin 47° =~ 0,7314
p= %IABI .|BC| - sin4 ABC = %-3~5 S 1330 = ?  sind7° =

15

= -0,7314 = 549

Odp.: Trojkat ABC ma pole réwne okolo 5,49.

5.1. Narysuj w ukladzie wspolrzednych za pomoca katomierza katy: 70°, 120°, 150°,
175°, przy zachowaniu regul ze s. 255.

5.2. Narysuj w ukladzie wspolrzednych kat, ktérego ramie wodzace przechodzi
przez podany punkt. Odczytaj przy uzyciu katomierza miare tego kata.
a) A=(2,3) b) B=(-3,3) c) C=(-1,5) d) D= (4, 3)

5.3. Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych kata «, ktorego rami¢ wodzace
przechodzi przez podany punkt.

a) (3, 4) c) (-4, 2) e) (-1, 4) g (-4 1)

b) (<1, 3) d) (12, 5) f) (=2, 5) h) (-5, V7)

5.4. Oblicz dokladne wartosci funkcji trygonometrycznych kata 135°. Nie korzystaj
z tablic ani kalkulatora.

5.5. Wyznacz podana liczbe. Skorzystaj z tablic trygonometrycznych.
a) sin110° ¢) cos172° e) sin 129° g) cos 160°
b) tg98° d) tg116° f) tg153° h) tg172°



5. Funkcje trygonometryczne kata rozwartego 263 I

5.6. Dany jest cosinus kata wypuklego a. Wyznacz miare tego kata z dokladnoécia
do 1°. Skorzystaj z tablic trygonometrycznych lub kalkulatora.

a) cosa = —0,2079 ¢) cosa = —0,89

b) cosa = -0,9272 d) cosa = —0,05

5.7. Dany jest tangens kata wypuklego a. Wyznacz miare tego kata z dokladnoscia
do 1°. Skorzystaj z tablic trygonometrycznych lub kalkulatora.
a) tga =-0,9325 b) tga =-0,1405 ¢) tga =-1,43 d) tga = —4,6

5.8. Dany jest sinus kata wypuklego . Wyznacz miarg tego kata z dokladnoscia
do 1°. Skorzystaj z tablic trygonometrycznych lub kalkulatora.
a) sina = 0,6428 b) sinax =0,9877 ¢) sina = 0,85 d) sina = 0,8

5.9. Skonstruuj kat rozwarty & o podanej wartosci sinusa lub cosinusa.

3 5 4 1
a) sina = - b) sina = = c) cosx = —— d) cosax = ——
) ; ) > ) : ) c .

5.10. Skonstruuj kat wypukly a o podanej wartosci tangensa.

a) tgaz—% b) tga = -3 c) tgaz—% d) tga = -5

5.11. Oblicz (z dokladnoscia do drugiego miejsca po przecinku) pole tréjkata ABC,
w ktorym

a) |AB| = 16, |AC| = 22, JCAB = 140°.

b) |BC| =9, |AC| =12, <4BCA =127°

c) |AB| =9, |IBC| =12,  4ABC = 100°.

d) |BC| = |AC| = 16, JBCA = 144°,

5.12. Oblicz pole réwnolegloboku o przekatnych diugosci 10 i 6 oraz kacie miedzy
nimi rownym 140°. Wynik zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

5.13. Dlugosci bokéw tréjkata ABC sg rowne |AB| = 18 i |AC| = 14, ajego pole
wynosi 63. Kat CAB jest rozwarty. Oblicz miare tego kata.

5.14. Ramig tréjkata rownoramiennego ABC ma dlugosc 24, a jego pole jest rowne
144+/3. Oblicz miare kata miedzy ramionami trojkata.

5.15. Wykaz, ze przekatne rownolegloboku dziela ten rownoleglobok na cztery cze-
$ci o rownych polach.

5.16. W trapezie prostokatnym o podstawach dlugosci 5 cm i 12 cm tangens kata
rozwartego jest rowny —2. Oblicz pole i obwdd tego trapezu.
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* 5.17. Promien okregu o srodku S jest rowny 12 cm
(zob. rysunek). Oblicz pole zamalowanego obszaru.

e © 5.18. Wykorzystaj podany rysunek i wykaz, ze @ 2
dn 5o YEEV2 :
4 -
1
’J , do matury | L” Il

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

1. Ile jest rowny cos 150°7

B - C.
2

A. B

2

(e

2. Kat « jest wypukly, jego ramie wodzace przechodzi przez punkt Pi tga = mlll'

Ktore z podanych wspolrzednych moze mie¢ punkt P?
A. (-11, 7) B. (-11,-7) C. (=7, 11) D. (7,-11)

3. Wskaz liczbe rowna cos 147°.
A. sin 33° B. cos 33° C. —sin 33° D. —cos 33°

4. Ramie wodzace kata & przechodzi przez punkt (-24, 10).
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

§ 5 12 &
A. sina = = B. cosa = -2 C. tgo=-+
5. Wyznacz wartosci funkgji trygonometrycznych kata «, ktorego rami¢ wodzace

przechodzi przez punkt (-2, 3).

6. Oblicz pole trojkata ABC, w ktérym [AB| = 8, |[BC| = 12 i <ABC = 152°. Wynik
zaokraglij do drugiego miejsca po przecinku.

sin 120° - tg 135° — cos 180°  3-24/3

e 7. Wykaz, ze ,
cos 150° - sin 90° 3



6. Wiasnosci funkcji
trygonometrycznych

Umiejetnosci:
* wykorzystywanie zaleznosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi
* korzystanie z przyblizonych wartosci funkcji trygonometrycznych

Omoéwimy teraz podstawowe wlasnosci funkcji =\ vk
trygonometrycznych katow wypuklych. | |
Niech P = (xp, yp) oznacza punkt lezacy na ra- N~ ¥y
mieniu wodzacym kata « oraz r = |OP| = 1.
Wowczas P = (cosa, sina). Zauwazmy, ze dla
wszystkich katow 0° < a < 180° spelnione sg
zaleznosci =1 < xp <1 oraz 0 < yp < 1.

|

Dla kazdego kata « takiego, ze 0° < « < 180° prawdziwe sa nierdwnosci:
O<ssina<1
—l<cosa<l

Przyktad €) < zad. 6.1

Sprawdzimy, czy istnieje kat o spelniajacy warunek 0° < a < 180° taki, ze
27(cos cx)?' +8=0.

Rozwiazanie

27(cosa)’ + 8 = 0, wiec (cos a)’ = -%, stad cosa = —%

Odp.: Poniewaz —1 < ——i- < 1, istnieje kat a spelniajacy podany warunek (zob. s. 261))

Nastepne wlasnoéci funkgcji trygonometrycznych kata wypuklego sa takie same jak
poznane wczesniej wlasnosci funkcji trygonometrycznych kata ostrego.

-x

Jedynka trygonometryczna
Dla kazdego kata & (0° < « < 180°) prawdziwa jest rOwnos¢:
2

sin a+cﬂsztx=1




B 266 Dziat 4. Funkcje trygonometryczne

Dowod

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku oraz zal6zmy, ze v

promient wodzacy r punktu P = (xp, yp) jest réwny 1. I

Wowczas yp =sina i xp = cosa.

* Jezeli rami¢ wodzace kata pokrywa sie z jedna z pol-
osi ukladu, to prawdziwos¢ wzoru wynika bezpo-
srednio z definicji (zob. przyklad 2 ze s. 257).

O

* Jezeli a jest katem ostrym lub rozwartym:

|OA[1 + |AP |2 e 1OP]2 «—— twierdzenie Pitagorasa
Ixp* + |ypl* = 1, wiec xp+ y5 =1 — |m|* = m®
sin” a + cos” & = 1 — Xp=cosa i yp=sina

Koniec dowodu

Uzyjmy ponownie oznaczen przyjetych w definicjach funkgji trygonometrycznych.

Y
. sina p
Jezeli cosax # 0, to =L =2 gq
cosade B xp
r
sin @
tga = dla « # 90°
COs

Przyktad @) < zad. 6.5-6.8
Wyznaczymy sinus i cosinus kata « spelniajacego warunki 0° < o < 180° i tgax = =2,

Rozwiazanie
Skoro 0°< < 180° i tga < 0, to 90° < & < 180°.  «— tga istnicje, wigc a # 90°

2e -2 «—— z definicji tangensa: lga = Z2
'xP Ap
Poniewaz 90° < a < 180°, mozemy przyjac, ze xp = =1 i yp = 2. Zatem ramig

wodzace kata przechodzi przez punkt P = (-1, 2).
Obliczamy promien wodzacy punktu P,

r'2={-])2+22=5, r=1/5

. 2 2v5 x
Zatem sm:x:&:—:i i cosaa==L=—

|
r \5 5 r 3

V5
=

Odp.:sing = %‘ COS(X = ——
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Przyktad ) - zad. 6.10-6.12

P

Kat wypukly « spelnia warunek sina + cosa = T’ Obliczymy sin « - cos a.

Rozwiazanie
Zauwazmy, ze:
. 2 .} ) 2 ;
(sina + cosax)” =sin"a+ 2sinacosa+ cos & =1 + 2sina cos o

Zatem:
2sin@cosa = (sina + cosax)” — 1

. 2
: (sina + cosa)” — 1 : VB
SINECOSX = 2 1—-511'“1'!'(:05[.!:?
2
(N’_E) 1 5_j
. 3 .
sin@cosq = == czyli sina cosx = f’Lz—

. 2
SIN&COsSX = —E

: 2
Odp.: sinacosa = =

/

Wymienione wczesniej zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi sa spelnione
dla wszystkich katow wypuklych «, dla ktorych te funkcje sa okreslone. Mowimy,
ze te zwiazki sa tozsamosciami trygonometrycznymi. Korzystajac z nich, mozna
udowadnia¢ inne tozsamosci.

Przyktad @) < zad. 6.14-6.15

Udowodnimy podang tozsamosc.
1 1 2
a) — =
l-sinad 1+sina cos’o

Dowod
Zastanowmy sie najpierw, jakie warunki musi spetniac kat «, zeby wszystkie wyraze-
nia podane w tresci zadania byly poprawnie okreslone. Wypiszmy zalozenia.
l-sinax#0
I +sinx #0 «—— mianowniki wyrazen rézne od zera
cos’a # 0
sina # 1
czyli 4 sina # -1
cosa # 0
W tym wypadku mozemy dokladnie okresli¢ kat wypukly, ktory powyzszych warun-
koéw nie spetnia - jest nim a = 90°.
Zatem dowodzimy tozsamosci dla wszystkich katow wypuklych z wyjatkiem kata 90°.

267
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Przeksztalcamy lewa strone réwnosci.

1 1
b= — + — =
1—sina 1 +sina
l+sina+1-sina

= = — sprowadzamy ulamki do wspdlnego mianownika
(1-sina)(l + sina) 5P Y i polnego mi

2
= ——ec «—— wykonujemy dzialania i stosujemy jedynke
1 =sina trygonomelryczng
2
= e P ~—— olrzymujemy prawg strong réwnosci
COS™ @

Koniec dowodu

3
b) 4 \ll+cusa_\,l—ccrsa 3
tngx 1 —cosax 1 +cosa

Dowod

Funkcja tangens musi by¢ okreslona i nie moze przyjmowac wartosci 0, zatem
0° < a0 < 180° i a # 90°. Przy takich zalozeniach réwniez oba wyrazenia podpier-
wiastkowe sg dodatnie. Tym razem przeksztalcamy prawg strone rownosci.

2
p— ’]+cosa_ ’l—cnsa -
1 —cosax l +cosa

1 +cosno 2\}1+cr:-s.rx l—cosa+l~cﬂsa

1 —cosw l-—cosax 1+ cosa 1+c05tx-

1 — cos 1 +cosa (1 —cosa)(l + cosax)

2 2 2
I + 2 cosc + cos cx-E(l—cc-s a)+1—2ccnsc:+ms o

1 + cos 2 1-cosax (1 +t:nt:-s.m:}2 —2(1 —cosa)(1 + cosax) + (1 —ct:-sr,t}2 B

2

1 —-cos*ex
2+2c032:x—2(1—coslrx) 4 cos” 4 4 L
- sin? a ~ sinfa sinfa tgfa

cos’ &

Koniec dowodu

6.1. Sprawdz, czy istnieje kat wypukly « spelniajacy podany warunek.
a) 3cosa+2V2=0 ¢) sinx + cosax = 2 e) sina-cosa =0

b) 5sina = V3 -2 d) sina-cosa = V3 f) tgacosa = —-;—

6.2. Sprawdz, czy istnieja katy przylegle i 8 spelniajace podany warunek.
a) sina = sin 8 b) cosa = cos 8 c) tga=tgp
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* 6.3. Oblicz warto$§¢ wyrazenia bez korzystania z tablic i kalkulatora.

a) sin” 160° + sin” 70° d) sin 115° - sin 65° — cos 115° - cos 65°
b) cos® 15° + cos” 105° e) cos101°-tg79° +sin 101°
c) tg80°-tg170° f) tg35°-tg65°- tg125°-tg155°

* 6.4. Uprosc podane wyrazenie.

a) sin(180° — a) + cos(180° — &) - tg

b) sin(180° — &) + cos(90° — &) — cos(180° — &) - sin(90° — )
c) sin‘*(lai}“ -a)+ c052{18{]" — @) - sina

d) tg(180° — &) - tg(90° — «)

6.5. Kat a jest wypuklyi cosa = -V%. Oblicz sina i tga.

6.6. Kat « jest wypuklyi tga = —214. Oblicz sina i cosa.

: o 12 : .
6.7. Kat « jest rozwarty i sina = =t Oblicz cosa i tga.

6.8. Kat a jest wypuklyi sina = g Oblicz cosa i tga.

6.9. Kat rozwarty « spelnia warunek 5(1 + cos«)(1 — cosa) + 2sinacosa = 0.

a) Oblicz tga.

b) Zaznacz w ukladzie wspolrzednych kat a i podaj wspolrzedne dowolnego punktu,
ktory jest rézny od poczatku ukladu wspolrzednych i ktory lezy na koncowym
ramieniu kata .

+ 6.10. Kat wypukly a spelnia warunek tgo + [L = 3. Oblicz sina - cosa.
ga

* 6.11. Kat wypukly a spelnia warunek sina + cosa = ; Oblicz sina - cosa.
+ 6.12. Kat wypukly a spelnia warunek sina + cosa = —%. Oblicz sin® « + cos’ a.
#6.13. O kacie wypuklym a wiadomo, ze sina + cosa = m. Wykaz, ze

ml—l
2

sing - cos =

6.14. Udowodnij tozsamos¢. Tam, gdzie to konieczne, podaj zalozenia.

-1=tg2{x

a) (sina+ cosa)’ =1 + 2sinacosa c) -
COS8™ (X

i oA 4 . 2 5. 2 o8
b) sin" &« —cos a = sin” a — cos” « d) 2sin"a—3cos @+ 3 =5sin"«

269 N
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0 + 6.15. Udowodnij tozsamos$¢. Tam, gdzie to konieczne, podaj zalozenia.

1 1 2

a) + T e
1 —cosuo 1 + cos sin- o
b) 1+cnsrx_l—msa= 4

1 —cosa 1+ cosa sino - tg o

sin & COS o@¢ 1
+ —

cosa  sina cos? o - tga
1 1 2sing - cosa

+ =
tga—1 tga+1 (sina+cosa)(sina — cosa)

9 * 6.16. Wykaz, ze jesli « jest katem rozwartym, to

sina- V1 —costa—cosa- V1 —sina = 1.

g .
=
rl [ o Ty 1 _,'..r’-_ W T TR g ‘I
il 'TOsSTIO dO matury

IL- e o e P S SR Ll J

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

. . 1 35 .
1. Kata jest rozwartyi cosa = == Jaka wartos¢ ma sin «?

A. -%5 B. - c.3 D. %ﬁ

2. Wskaz liczbe, ktora nie moze by¢ cosinusem kata wypuklego.

A2 B. (-2)" c.2 D. (']i);

3. Kat« jest wypuklyi sina = % Ile wynosi cos a?

A. % B. g C. —g D. Nie mozna tego jednoznacznie okreslic.
4. Ocen prawdziwosc podanych zdan. Istnieje kat rozwarty « taki, ze

A.sina = —%E. B. cosa = —V?g. C.tga = —V—\g.

5. Oblicz bez korzystania z tablic matematycznych warto$¢ wyrazenia

= : in 24°
sin 24° - sin 156° — cos 24° - 222"
tg 156°

6. Kat« jest wypuklyi sina - cosa = é Oblicz (sina — cosa)’.

e 7. Kata jest wypuklyi tga = —g. Wykaz, ze cosa = -g.
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Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-20 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
w zeszycie.

1. W trdjkacie prostokatnym ABC przeciwprostokatna AC ma dlugos¢ 39,

a ICBI = 15. Sinus kata BCA jest rowny
2 B, = C. =, D. .
13° 5 13° 12

2. Przeciwprostokatna PQ trojkata PQS ma diugosc 25, a przyprostokatna SQ
o dlugosci 24 lezy naprzeciw kata a. Miara kata o spelnia warunek
AT <27, B i <asie, Gilo<as/8, D.65"<as68,

3. Dany jest trojkat prostokatny ABC, w ktérym kat o wierzcholku A jest prosty,

JABC = « oraz |BC| = V45 i |AB| = v/20. Warto§é wyrazenia tg:% Wynosi
A 35 B. Vo c. V5 D. 2V5
2 2 4 4

4. Dany jest trojkat prostokatny MLN, w ktorym <MLN = 90°, 4LNM = 60°
i [ML| = k. Obwad tego trojkata jest rowny

A. (\5+ w@)k. B. (1 + \E)k. . (3+ \-@)k. D. (1 B \f:’:)k.

5. W okregu o érodku Sipromieniu 4 poprowadzono cieciwe MN. Miara kata SN M
jest rowna 43°. Odleglosc¢ cieciwy MN od srodka okregu jest liczbg z przedziatu

1315 11 13 10 11 9 10
A. < B. <—; — ). C. <—; — ). D. (-; —
4’ 4 4 4 4 4

: : ; 12
6. Sinus kata rozwartego « jest rowny & Wtedy

1 5 1 5
A. cosa = —. B. cosa = —. C. cosa=——. D.cosa=——.
13 13 13 13

; : 5 : i
7. Kata jest ostryi cosa = T Zatem tga jest rowny

3119 V5 C 2415 3»’_
5 197 14 5
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8. Kat « jest ostry. Wskaz wartos¢ wyrazenia (cos a —sin «)(cos & +sin &) + 2 sin” a.

A. sina B. 1 C. 0 D. 2
; , cos : reoas .
9. Kata jest ostryi tga + — =4, Wowczas wyrazenie sina - cos« ma wartosc
sin a
1 1
A.i 2+ B'l l-r Ct o F Dt e
4 2

10. Dwa boki tréjkata maja dtugosci 10 cm i 8v2 cm. Kat miedzy tymi bokami ma
miare 45°. Ile wynosi pole tego trojkata?

A. 406 cm?® B. 80 cm’ e 'H}T\E cm” D. 40 cm’

11. Ile wynosi pole réwnolegloboku o kacie ostrym 60° oraz bokach dlugosci6i 117
A. 66 B. 33 C. 333 D. 663

12. Jaka dlugo$¢ ma bok rombu o wysokosci ? i kacie ostrym 30°¢

V3 1
A, — B. /3 C. 3V3 D. —
2 V3 \3 V3

13. W trapezie ABCD katy przy podstawie AB maja miary odpowiednio 90° i 30°.
Dhuzsze ramie trapezu ma dhugoéé 43, ajego krétsza podstawa 0,5. Ile wynosi pole
trapezu?

A. 1443 B. 73 C.7v3+1 D. 143 -1

14. W trapezie rownoramiennym o wysokosci 3 i ramieniu 2 V3 kat ostry ma miare
A 157 B. 30°. Ca 45%, D. 60°.

15. Ktora z podanych réwnosci nie jest tozsamoscia?

2
: : tg «
A.sina+cos’a = 1 C.sin"a=1- g?
COSs™ (X
1 1 ; ;
B. tga + = — D. (snm+coscx)2=25mcxc05a+]
tgcx SIN X CO5 (X

16. Ramie wodzace kata a przechodzi przez punkt (-3, 4). Ile wynosi cos a?

A B -2 G2 D.>
5 5 4 4

17. Jaka warto$¢ ma iloczyn tg32°- tg 58°?
A. =1 B. 0 C.

a3
Lk
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18. Ile wynosi promien wodzacy punktu P = (-3, 1)?

A. 10 B. V10 C. -V10 D. 2V2
19. Jaka jest miara kata wypuklego, ktéry tworza wskazéwki zegara o godzinie 10'"?
A, 23180 g, 360 o 1i0° D, 27180

36 3 36

sinl17° cos37°
+ ?
cos73°  sin 53°
Al B.0 G. ok 1,27 D.2

20. Jaka warto$¢ ma wyrazenie

W zadaniach 21-27 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

21. Pole trojkata o bokach 5 i 6 moze by¢ rowne
A. V2. B. 15. C. 10V3.

22, Kat « jest rozwarty. Wynika stad, ze
A. sina > 0. B. cosa > 0. C. tga > 0.

23. Ramie wodzace kata « przechodzi przez punkt (-12, 9). Zatem

|

: - 4 3
A.sina = —. B. cosa = = C.tga = =

24, Kat « jest rozwarty i sina = m. Zatem
A. sin (180° — &) = m. B. cosax = V1 —m?. C.tga=—

L]
.

1-m

25. Liczba cos150° jest rowna liczbie

A. cos 30°. B. sin 120°. G %tg 120°.

26. W trojkacie PQR kat Q jest prosty, a katy ostre ¢ i 6 spelniajg nieréwnosc ¢ > 8.
Zatem
A. tgp < sin g, B. tgd < cosg. C. sing < cosé.

273 I



B 274 Dziat 4. Funkcje trygonometryczne

27. Kat « spelnia warunki: sina = % i 90° < & < 180°. Zatem

A. |cosa| < |sin ).
B. sina + cosa jest liczba niewymierna.
C.tga<—1.

Zadania otwarte krotkiej odpowiedzi

28. W trojkacie prostokatnym ABC, w ktorym kat C jest prosty, dane sa dlugosci
dwoch bokéw. Oblicz wartosci funkgji trygonometrycznych kata BAC = a oraz
odczytaj z tablic miare kata « z doktadnoscia do 1°.

a) |AC| =2, |AB| =8 ¢) |AC| =29, |BC|=3

b) |BC| =3, |AB| =4 d) |AC| =5, |AB| =4

29. Oblicz wartos¢ wyrazenia.
sin” 45° — tg” 30° sin 120° — cos 135°

b 5
cos 60° + tg 45° ) sl tg 120°
sin 135°

30. Kat a jest wypukly i spelnia podany warunek. Wyznacz za pomoca tablic trygo-
nometrycznych lub kalkulatora miare tego kata z doktadnoscia do 1°.

a) sina = 0,515 b) tga = 6,3 c) cosa = —% d) tga=-3

31. Podstawa trojkata réwnoramiennego ma dlugos¢ 24 cm, a rami¢ ma dlugosc
32 cm. Wyznacz z dokladnoscig do 1° miare kata miedzy ramionami tego trojkata.

32. Wyznacz wartosci funkgji trygonometrycznych kata B w trojkacie ABC, jezeli
A=(-2,1), B=(3 1) C=(=2,5).

: : 2 o x
33. Katajest ostryi cosa = = Wyznacz wartosci sinusa i tangensa kata a.

34. Kat a jest wypuklyi fga = — Wyznacz wartosci sinusa i cosinusa kata a.

35. Kat a jest wypukly i sina = g Wyznacz wartosci cosinusa i tangensa Kata a.

36. Napodstawie rysunku wyznacz sin® a—cos” a.
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V3 1 1 \2
37. Katajestostryi sina-cosa = —. Oblicz wartos$¢ wyrazenia ( + ) .
i y 3 sin@ cosa

38. Wykaz, ze warto$¢ wyrazenia +sin“a jest stala dla kazdego kata

tga + 1

ostrego .

39. Wyznacz kat, ktérego wierzchotkiem jest poczatek uktadu wspotrzednych, jed-
no rami¢ pokrywa sie z dodatnia polosia x, a drugie ramie przechodzi przez punkt

(-3V6, 3v2).

40. Oblicz wartos¢ podanego wyrazenia bez korzystania z tablic matematycznych.
a) sin” 13° + sin® 77°

b) 1 —tg36°- tg45° - tg54°

¢) sin25° - cos 155° - tg 155°

41. Ramie wodzace kata a,,; przechodzi przez punkt M. Zaznacz w ukladzie wspol-
rzednych zbior wszystkich punktow M, dla ktorych
El.) ?SDGCEMQIEGG. b] 300{“&1 5:..1350

42. Podaj zalozenia, jakie musi spelnia¢ kat wypukly « i przeksztal¢ wyrazenie

EGSZ o

do prostszej postaci.
l -sina P 1P

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

43. Oblicz pole i obwdd tréjkata rownoramiennego, ktérego podstawa ma 24 cm,
a katy ostre przy podstawie maja po 32°. Wyniki podaj z dokladnoscia do pierwszego
miejsca po przecinku.

44, Suma dlugosci dwoch bokow trojkata wynosi 30 cm. Jeden z tych bokow jest
0 50% dtuzszy od drugiego, a kat zawarty miedzy nimi ma 77°. Oblicz pole tego troj-
kata z dokladnoscia do pierwszego miejsca po przecinku.

45. Katy przy dluzszej podstawie trapezu maja miary 50° i 80°. Krétsza podstawa
ma dlugos¢ 11 cm, a wysokos¢ trapezu jest rowna 8 cm. Oblicz pole tego czworokata.
Wynik zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku,

46. Dluzsza podstawa trapezu prostokatnego ma 15 cm dlugosci, dluzsze ramie ma
9 cm, a miara kata rozwartego wynosi 148°. Oblicz pole trapezu. Wynik zaokraglij do
pierwszego miejsca po przecinku.
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47. W trapezie prostokatnym ABCD kat przy wierzcholku D jest rozwarty, a kat
miedzy przekatng DB i dluzsza podstawa AB ma miare 60°. Podstawa AB tego trape-
zu i przekatna DB maja dlugosci odpowiednio rowne 11 i 6. Oblicz dlugosc drugiej
przekatnej trapezu.

48. Dany jest okrag o srodku O i promieniu r = 6 cm. Z punktu A lezacego na tym
okregu poprowadzono réownej dlugosci cieciwy AS i AW, ktére utworzyly kat 30°.
Oblicz pole czworokata SOWA.

49. Ramiona trapezu o podstawach dlugosci 4 cm i 18 cm tworza z dluzsza podstawa
katy o miarach 60° i 30°. Oblicz pole i obwod tego trapezu.

+ 80. W tréjkacie rownobocznym ABC punkt D dzieli bok AB na takie odcinki, ze
|AD| : |DB| = 1 : 2. Oblicz sinus kata DCB.

51. Miara jednego z katow ostrych w trojkacie prostokatnym jest rowna a.

; . . Sina—toa
a) Okresl znak wyrazenia ——
COS X

z 4 g B : 2 V3
b) Oblicz wartos¢ wyrazenia sin” « + sina - cos” « dla cosa = 5

0 92. Udowodnij, ze dla kata wypuklego « podana rownosc jest prawdziwa.
sin® & — sin® & = cos’ a — cos”

9 53. Udowodnij tozsamo$¢. Dla jakich katéw wypuklych tozsamosc jest prawdziwa?

( 1 B 1 )( 1 B 1 )g;
1 —cosax 1+ cosa l —sina 1 +sine SIN & - COS &

: o 2 : .
+ 54. Kata jest wypuklyi sina + cosa = = Oblicz sin’ & + cos’ a.

+ 59, Kata jest wypukly i sina - cosa = —g. Oblicz sin« + cos a.
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1. Warto powtorzycC - potegi

Przypomnijmy najwazniejsze definicje oraz twierdzenia dotyczace poteg.

m A

°* JezeliaeR, neNin>0,toa =a-a-...-a.
n czynnikow

Jezeli :

-aiﬁ,tna‘]:]. 'aaﬂ,nENin::»l,tnaE:{fE.

k
. -n 1 : = 1
®*a+0ineN, toa =E.'a}U,kEZ,nEN1n:>1,toa"=vak.

Jezeli a>0, b>0, peQireQ, to:

e af.q" =agP*" iloczyn poteg o tych samych podstawach
P
. 'Z—r =gP " iloraz poteg o tych samych podstawach
. (a‘” )r =al’ potega potegi
* (a-b)f =af - bP potega iloczynu
(ﬂ )P gt potega iloraz
g N razu
b b”
1.1. Oblicz.
B _ &) 4 -2 5 4 -3
o7 (E))6) (5)-()-6)
= 2 4 3 5 3
1.2. Oblicz.
299 h 34!] + 341 ZEH + 231 + 282 261 _ 26‘0 = 26(}
ﬂ} 21[!] + zlf}l ) 340 o 33‘9 E} 7 } 350 - 551]
1.3. Oblicz. o i .
14 12 11 4" . 49 12'°-15 6
a) 27376 b) 86. 720 . 143 c) 10015 . 2715 d) 210, 39 4 29, 310




1. Warto powtérzy¢ — potegi

1.4; FE?FQ " ( ; )n, | (E)-s ) (_1)"'
_?_ K b) 8{]’1_; —1{],3‘}'5:5_?; N R
0,2 (2) [(35) 70~ 1,25 (;)]

1.5. Oblicz.

a)

< 55 . 375 ' 53 g3 0 327%:15° : 0,2°-047°
185 107 162+3% ~ 0422
by S27781 257 02510 i !2- BE21? 7 -3‘2-49]'2
57 5y 1252 3107 03"

1.6. Przedstaw podana liczbe w postaci potegi liczby 2.
2 Y2 V4 b) \{I{?ﬁ - \[I ' 0 \2v2 d) —8
I8 4 64 I

2

1.7. Przedstaw podane wyrazenie w postaci potegi liczby a. Zakladamy, ze a > 0.
l 1 1

) ((“2'(5)3)2'&'2)_2 c) (é)ﬁ(é):(ﬁ)ﬁ
(@) ot

1.8. Oblicz. 1 |
2) (3"—3“2)‘] b) (5+57')(5-5") o (25+2‘5

1.9. Poréwnaj liczby a i b.

20 30 11\6Y\°° 2
a) a=8 b=4 c) @= (E) b=6

b] q = 350[] 53[1{1 d} q = 923 . 614 by 36215

| =

1.10. Ustaw w kolejnosci rosnacej podane liczby.

.32 7
a=92 p=237%% c=(812), d = 243"

ent | [OOT6
S GGG
64% - G)z l},lﬁ_% -(5v5) - 0,04 5 \IEE \!3ﬁ

__\4/ d) i
(2v2) (27V8)3 -5+ 66

1.11. Oblicz.

|
a) 474 162 - 32 0)

b)

279 N



2. Funkcja wyktadnicza

Umiejetnosci:
» szkicowanie wykresow funkcji wyktadniczych

W poprzednim roku szkolnym zdefiniowalismy potege o wyktadniku wymiernym
oraz omowilismy sposob, w jaki mozna oszacowac¢ wartosc potegi o dowolnym wy-
ktadniku rzeczywistym. Skoro dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla dowolnej dodat-
niej liczby rzeczywistej a jednoznacznie okreslona jest liczba a*, to mozna rozwazy¢
funkcje, ktéra wykladnikowi x przyporzadkowuje liczbe a™. W definicji takiej funkcji
pomijamy szczegdlny przypadek a = 1, gdyz dla kazdej wartosci x mamy 1% = 1
(otrzymujemy zatem funkcje liniowa stala).

m I

Funkcje okreslong wzorem f(x) = a”, gdzie a > 0 i a # 1, nazywamy funkcjg
wykladniczg o podstawie a. Dziedzing tej funkcji jest zbior liczb rzeczywistych
(x € R), a jej wykres nazywamy krzywa wykladniczg.

L

Przykiad €)

Naszkicujemy wykres funkcji f(x) = 2" i podamy
niektore jej wlasnosci.

Rozwiagzanie

Na poczatku sporzadzimy czesciowa tabele funkcji dla
tych argumentow, dla ktérych tatwo obliczy¢ wartosci
funkciji.

X -4 | —3 HZ!nl‘ﬂ 1 2‘3 4‘

- ENE 1‘1‘1
166 | 8 | 4 | 2

2 4‘8]5‘

Zauwazmy, ze funkcja f(x) = 2* przyjmuje
tylko wartosci dodatnie, czyli jej wykres lezy
powyzej 0si X.

Funkcja f(x) = 2" jest rosngca.

Jezeli @ > 1, w;, w, saliczbami (1)
rzeczywistymi oraz w; < w,, to
q vears,

Kazda prosta rownolegla do osi x, lezaca powyzej tej osi, ma z wykresem funkgji
f(x) = 2" dokladnie jeden punkt wspélny. Zatem réwnanie 2 = m ma dla kazdej
dodatniej wartosci m jedno rozwiazanie.
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; S o g (1} .
Ay, fejerel gts) = (E) +- 1o 'zg0dnle Wykresy funkeji y = f(x)  (+)
z definicjg potegi funkcj¢ g mozna zapisa¢ w po- i y = f(=x) sy symetryczne
staci g(x) = a *. Zatem jedli przyjmiemy, ze wzgledem osi y.

f(x) =a", to g(x) = f(-x).

: x
Wykresy funkcji f(x) =a" i g(x) = (ﬁ-) ,dla a>01ia#1, sasymetryczne
wzgledem osi y.

Przyktad &)
Narysujemy w jednym ukladzie wspotrzednych wykre-
sy funkgji f(x) = 2% i g(x) = (%)x i podamy niektére

wlasnosci funkgji g.

Rozwiazanie

Wykres funkcji g lezy powyzej osi x (funkcja przyjmuje
tylko wartosci dodatnie). Funkcja jest malejgca. Kazda
prosta rownolegla do osi x, lezaca powyzej tej osi, ma
z wykresem dokladnie jeden punkt wspolny.

53l

BtIE= 1%) )Y

J

Podstawowe wlasnoéci funkcji wyktadniczej f(x) = a”, gdzie a >0 i a # 1, wyni-

kaja ze sposobu, w jaki zostala okres$lona potega o wykladniku rzeczywistym.

» Dziedzina funkcji f jest zbiér R.

» Zbiorem wartosci funkgji f jest zbior liczb rzeczywistych dodatnich (krzywe wy-
kladnicze leza w I oraz Il ¢wiartce ukladu wspolrzednych, 0§ x jest asymptotg wy-
kresu).

» Kazda krzywa wykladnicza przecina o§ y w punkcie (0, 1), poniewaz dla dowolnej
podstawy a > 0 mamy f(0)=a’ = 1.

* Funkcja f nie ma miejsc zerowych.

» Funkcja f nie przyjmuje ani wartosci najwigkszej, ani wartosci najmniejszej.

* Funkcja f(x) =a" jest monotoniczna, przy czym:
dla a > 1 jest rosnaca,
dla 0 <a <1 jest malejaca.

* Rownanie f(x) = m majedno rozwiazanie dla kazdego m > 0 inie ma rozwiazan
dla m < 0.
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Jezeli umiescimy w jednym ukladzie wspdlrzednych

kilka wykresow funkcji wykladniczych o podstawach

wiekszych od 1, to zauwazymy, ze:

« dla x > 0 wykres funkgji o wigkszej podstawie,
np. funkcji y = 3%, lezy powyzej wykresu funkcji
o mniejszej podstawie, np. funkcji y = 27,

* dla x < 0 wykres funkcji o wigkszej podstawie,
np. funkcji y = 3%, lezy ponizej wykresu funkcji
o mniejszej podstawie, np. funkcji y = 2%

Ta sama zasada sprawdza sie rowniez dla wykresow
funkcji wykladniczych o podstawach mniejszych od 1:
* dla x > 0 wykres funkcji o wigkszej podstawie, np.

X
funkcji y = (%) , lezy powyzej wykresu funkcji
X
o mniejszej podstawie, np. funkcji y = (%) .

* dla x < 0 wykres funkcji o wigkszej podstawie,

X
np. funkcji y = (%) , lezy ponizej wykresu funkcji
o mniejszej podstawie, np. funkcji y = (%)x

Przykiad @) « zad. 2.3, 2.4

Dzieki prostym przeksztalceniom wykresow funkeji wykladniczych mozna otrzymy-
wac wykresy innych funkcji. Sporzadzimy kilka takich wykresow.

Rozwiazanie

Byt x-3
a) g(x) = (5) =3 b) g(x) =2
Wykres powstaje po przesunieciu Wykres powstaje po przesunieciu
& s _ X
wykresu funkcji f(x) = (-;—) wykresu funkeji f(x) = 2

: ‘ ; I o 3 jednostki w prawo wzdluz osi x.
o0 3 jednostki w dot wzdluz osi y.




c) hix)=-9-3"
x+2

Wzér funkeji przeksztalcamy do postaci h(x) = -3
Rysujemy kolejne wykresy.

Krok 1: wykres funkcji f(x) = 3"

Krok 2: wykres g(x) = 3*" 2 «— przesunigcie o 2 jednostki
w lewo wzdluz osi x

Krok 3: wykres h(x) = =3""?  —— symetria wzgledem osi x

Podane przeksztalcenia mozna wykona¢ w odwrotne;
kolejnosci.

d) h(x) =3"""'+4
Rysujemy kolejne wykresy.
Krok1: f(x)=3"

Krok 2: g(x) = 3"~ 1 «—— przesunigcie o 1 jednostke
w prawo wzdluz osi x

Krok 3: h(x) =3""' +4 «~—— przesuniecie o 4 jednostki
w gore wzdluz osi y

Podane przeksztalcenia mozna wykonac w odwrotnej
kolejnosci.

Przyktad @) < zad. 2.11
!
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x+ 2
Naszkicujemy wykres funkcji f(x) = (—) i odczytamy z niego zbior rozwigzan

3

) ) . x+2
nierownosci (3) =3,

Rozwiazanie

Prosta y = 3 przecina wykres funkcji w punkcie o odcietej —3.
Zwykresu odczytujemy, ze funkcja przyjmuje wartosci wieksze

od3dla x < -3.
Odp.: x € (—o0; —3)
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Przykitad ) < zad. 2.12

Rozwigzemy graficznie podane rownanie i nierdwnosc:

3%li 4= (l)H #1442 (i)H
54 ° TS

Rozwigzanie N2
Przyjmijmy, ze f(x) = 3* 1+ 4 oraz g(x) = (E) .
Znajdziemy punkty przecigcia wykresow tych fu‘nkcji i spraw-
dzimy, czy wspolrzedne x tych punktow spelniaja rownanie
f(x) = g(x).

Wykres funkcji f(x) = 3* ' + 4 byl rysowany w przykta-
dzie 3 d.

K=
Narysowanie wykresu funkcji g(x) = (%) polega na prze-

X
sunieciu wykresu funkcji h(x) = (%) o 2 jednostki w prawo

wzdluz osi x.

Z rysunku odczytujemy, ze wykresy funkcji f i g maja jeden punkt wspolny, o wspol-
rzednych (1, 5).

Sprawdzamy, czy f(1) = g(1). Po odczytaniu wspotrzednych (x,, o) ((+))
0 1\~1 punktu wspolnego wykresow funkceji
f(1)=3"+4=5, g(1)= (E) =3 [ 1 g sprawdzamy rachunkowo, czy

f(1) = g(1), wiecliczba 1 jest rozwigzaniem f (o) = 9 (%0) = Yo

rownania f(x) = g(x).

Punkty wykresu funkcji f leza ponizej punktow wykresu funkeji g dla x < 1. Zatem

. . ¥ . # P - 1 x_z a .
zbiorem rozwigzan nieréwnosci 3° ' +4 < (E) jest przedzial (—co; 1).

e B ] ¥—=2 T x=-2 .
Odp.: 3 +4= = dla x=1:3 +4 < dla x € (—o0; 1)

L
5

4

Za pomocy funkcji wykladniczej mozna opisac¢ przebieg wielu procesow fizycznych.

Przyktad @) < zad.2.14

Zalezno$¢ masy m izotopu pierwiastka promieniotworczego (ktérego czastki ule-
gaja rozpadowi) od czasu t mozna opisa¢ za pomoca malejacej funkcji wykladni-
czej. Przyjmijmy, ze w chwili poczatkowej masa substancji wynosifa 1 gram. Wy-
kres przedstawia, ile gramow substancji nie uleglo rozpadowi po okreslonym czasie
(jednostka na osi poziomej jest godzina, jednostka na osi pionowej jest gram).
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Mozna zauwazyc, ze po 2 godzinach polowa substancji ulegla rozpadowi, po kolej-
nych 2 godzinach znowu polowa pozostalej czgsci ulegla rozpadowi itd. Okres (ozna-
czany T), w ktorym polowa masy ulegla rozpadowi, nazywamy okresem polowicz-
nego rozpadu. W podanym przykladzie wynosi on 2 godziny (T = 2), a wzor funkgji
opisujacej ten proces to:

1 !
m(t) = (—)
V2
Podobne zaleznosci opisuja wiele innych procesow fizycznych, np. rozladowywanie
kondensatora lub stygnigcie ciala w otoczeniu o stalej temperaturze.

Przyktad €0 7 Ml
1
Jezeli zalozymy, ze liczebno$¢ populacji pewnego gatun- 80—
ku owadow zwieksza sie dwukrotnie w ciggu kazdej doby ] f‘ '
i ze na poczatku badanego okresu liczebnoé¢ populacji =~ | 17
wynosita N, to liczebnos¢ po uplywie x dni opisuje funk- | |k | ¥ |
cja o wzorze y(x) = N.2% - A
201 #
Na wykresie przedstawiamy liczebnos¢ populacji w ciaggu HEEDER ]
3dnidla N = 10. | 19 1 2.3 4 |x|
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2.1. Narysuj wykres funkcji y = f(x) dla argumentéw z podanego zbioru i podaj
wspotrzedne punktu przeciecia tego wykresu z osig y.

a) f(x)=2"+1 xe€(-3;3) d) f(x)=3"-3 x € (=2; 2)
b) f(x)=2"-3 xe€(-22) e) f(x)=(%)x—l xR
J f@=3+2 xefo,1,2) 0 f(x)=(%)x+5 ST

2.2. Narysuj wykres funkcji y = f(x) dla argumentéw z podanego przedzialu. Wy-
znacz warto$¢ najmniejsza i warto$¢ najwieksza funkcji przyjmowang w tym prze-

dziale.
a) fx)=2"""  (-1;3) ) f(x)=3""7"  (46)
xX+3 x+4
b f0=(5) 30 »f@=(3)" -3
2.3. Narysuj wykres funkcji. Podaj jej miejsce zerowe, jesli istnieje.
x+2
2) f(x)=2""4+2 ¢) flx)=3"*°-3 ¢) f{x):(%) 3
x+3 x-4 3 1\*=3
b) f(x) =231 d) f(x)=3""+3 0 f{x}z(g) 45
2.4. Narysuj wykres funkcji.
i X423 1 x+2
) f6)=-(3) O flx)=-3 & fi=3-(1)
b) f(x)=-2%+3 d f=-2""-1 9 f(x)=—2—(%)x

2.5. Punkt P = (-3, 64) nalezy do wykresu funkcji f(x) =a", a > 0. Wyznacz a.

2.6. Punkt P = (-3, 55) nalezy do wykresu funkcji f(x) = (%)a + k. Wyznacz k.

2.7. Punkt P = (2, é) nalezy do wykresu funkcji f(x) = 3* ", Wyznacz m.

e 2.8. Wykaz, ze punkt (%, ok

2=%
) nalezy do wykresu funkcji f(x) = (%) + 1.

2.9. Podaj przyklad funkgji okreslonej wzorem f(x) = a* + b, ktorej wykres prze-
chodzi przez punkt P = (-2, 3) iktora jest
a) rosnaca. b) malejaca.
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2.10. Na rysunku obok przedstawiony jest wykres [ [rd ]
funkcji f(x) =2 “+b.
a) Wyznacz warto$ciaib.

b) Sporzadz wykres funkcji g(x) = f(—x).
2.11. Narysuj wykres funkcji y = f(x). Odczytaj —H—

z wykresu zbior rozwigzan nierownosci f(x) < a. 0 —]// .
e Bl LI 1 | ||
) f=().a=1 9 f=-(3V" a1 FEET

b) f(x)=5""*3,a=-24d) f(x)=-3"+3,a=0

2.12. W jednym ukladzie wspotrzednych narysuj wykresy funkcji y = f(x) oraz
y = g(x), a nastepnie odczytaj rozwigzanie:

[. rownania f(x) = g(x), II. nieréwnosci f(x) < g(x).
a) f(x)=2" g(x) = -2x + 10 ¢) f(x)=3" g(x) =-x+4
1hx+2 1 131
b) f{x}:(i) gx) = 5x+2 d) f(:.—):(E) ~3 gx)=5
+ 2.13. Rozwiaz graficznie réwnanie lub nieréwnosc.
sl AT .(l)x_
a) 2-2 _(2) +1 d) 3 5 s ]
4 3Jr+2 —_—
b) 256 [ '= 3% e) >5-5 -4
27
1% 2 1\* 1 X+5
-_ —_— = o ff - — _:.3 —_— it
c) (3) =% f) 25 (5) 3 S 2 2

2.14. Wykres ilustruje rozpad 10 g masy pewnego pierwiastka promieniotworczego.

mlg]

—_

9
8
7
6
5
4
3
2
1 t [Tata] |
4 4 4 ¥ S
0] 5 10 15 20

Odczytaj z wykresu

a) ile wynosi okres T' polowicznego rozpadu tego pierwiastka.

b) po jakim czasie masa pierwiastka, ktory nie ulegl jeszcze rozkladowi, osiggnela
ok.1g.
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~ Prosto do matury
W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W Zeszycie.

1. Wskaz wzor funkcji malejace;.

Af@=(2) Bw=-10  crw=(2)" prw--(&)

2. Wskaz wzor funkcji, ktorej wykres powstanie w wyniku przeksztalcenia wykresu

funkgji f(x) = (%)x przez symetri¢ wzgledem osi y.

Ag®=(3) Bgw=-(3] cgw=(3) D.gx=-(3)

3. Wskaz wzér funkgji, ktérej wykres powstanie w wyniku przeksztatcenia wykresu
funkcji f(x) = 4" =1 przez symetrie wzgledem osi y.

A. g{x)z(i)x~—l C. g{x)z(j—l)x+l

B. g(x) =-4" -1 D. g(x) = —4" + 1

4. Dana jest funkcja f(x) = 0,7" = 1. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.

A. Funkgja f jest rosnaca.

B. Zbiorem wartosci funkcji f jest (—1; oo).

C. Miejscem zerowym funkgcji f jest liczba 1.

5. Sporzadz w jednym ukladzie wspolrzednych wykresy odpowiednich funkgji i od-

: . o . =2 ] yx=4
czytaj rozwigzanie réwnania 4 " -1 = (3) .

. 4 1 . , V2 \*
0 6. Wykaz, ze punkt P = (3, E) nalezy do wykresu funkcji f(x) = = | :

7. Funkcja f(x) = 80- (é) +20 l.m-i "?"‘*’:31

opisuje stygniecie ciala w otoczeniu
o stalej temperaturze (rysunek obok).
a) Jaka byla poczatkowa temperatura 60T
ciala? |
b) Po ilu minutach cialo ostyglo do
temperatury 60°C?
c) lle wynosila temperatura otoczenia? TR T T T T T T T T [ 4l
' : : -




3. Warto powtorzy¢ - logarytmy

|

‘ Gdy liczby a i b sg dodatniei a # 1, toistnieje dokladnie jedna taka liczba ¢, ze
| @ =b.

Logarytmem przy podstawiea (a > 0 i a # 1) liczby b (b > 0) nazywamy
wykladnik potegi, do ktorej nalezy podnies¢ liczbe a, aby otrzymac liczbe b.

log,b=c,gdya"=bia>0,a+1,b>0

Liczbe b nazywamy liczba logarytmowang.

L -

Zapisane ponizej wlasnosci wynikaja bezposrednio z definicji logarytmu.

“niosok |

Dla kazdego a >0 i a# 1 oraz b > (O:
log 1=0
log a=1
alugnb=b

W zapisie logarytmu dziesietnego pomijamy liczbe 10 i np. logarytm przy podsta-
wie 10 liczby 5 zapisujemy: log 5.

Przyktad €}

a) Jezeli 3* =5, to x =log, 5. b) Jezeli (V17)" =8, to x = log 8.
Przykiad &)

a) log,9 =2, bo 3 =9 e) log 100 = 2, bo 10° = 100

b) lﬂg53—16=—2,b06:2=;—6 f) log1=0, bo 10° =1

¢) logy 9 = % bo 812 =9 ¢) log 0,01 = -2, bo 107 = 0,01

|
d) log.5=1, bo 5' =5 h)lng\«‘l_=%,bo 102 = V10
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Przykiad €)
Obliczymy podany logarytm,
a) log.;(7V7) b) log 35 (3V3)
Rozwiazanie
3
a) log 7 (7 ‘\ﬁ) =X ~—— wprowadzamy zmienng pomocnicza x
(Nﬁ )x =77 «— korzystamy z definicji logarytmu
1 1
= I_ =
75 = 3 «—— sprowadzamy potegi do tej samej podstawy
%x = % «—— poréwnujemy wykladniki
8
xX=-
3
8
Odp.: log 5 (7V7) = =
p-: log 7 (7V7) = 3
b) log %5 (3 3 ) =X «—— wprowadzamy zmienng pomocniczg x
( %@)x =343 +«—— korzystamy z definicji logarytmu

2
33 =3 4
1. 3
3+ = 34 «—— sprowadzamy potegi do tej samej podstawy
5
-X = 1 «—— porownujemy wykladniki
15
X =—
8

Odp.: log ;ﬁ(.ﬁ@) = -18—5

Przyktad €)
Wiemy, ze log. x = 3. Wyznaczymy liczbe x.

Rozwiazanie
Zgodnie z definicja logarytmu liczba 3 jest wykladnikiem potegi, do ktorej nalezy
podnies¢ liczbe 5, Zeby otrzymaé x. Zatem x = 5° = 125.

Odp.: x =125



Przykiad &)

a) 4984 =9

b) (VI3)**88 " = ((VI3)?) ™2™ = 139810 = 10

3. Warto powtdrzy¢ — logarytmy 291 I

! 12 : 3
¢) glogs12 _ (32) 08312 _ 32-logy12 _ (smgjiz) =122 = 144

3.1. Oblicz.
a) log, 8

1
b) log: —
5176

3.2. Oblicz.
a) log, 54

b) log ;- 54/5

3.3. Oblicz x.
a) log,x=3

b) log; x =1
3.4. Oblicz x.
a) log . 4=2

b) log . 1000 = 3
3.5. Oblicz.

a} I[}Iog?
b‘) 5[ﬂg32

c) lng_] =

d) log 0,001

1

c) log ﬁ
5 36

V100

d) log 10

c) log2x=0
3
d) log x = -0,5

c) log,.3=0,5
d) log 4= %

<) 22—1032 5

d) 31 +2fﬂg32

e) log, .27
f) log, V25

g) lng]?l
1
h) lugvgg

e) log1x=-4
3

f) log;ﬁx =8

1
e) log 6= =3

3 2
f} lﬂgx\ﬁ=-§

e) glcng,} 4

f} 6":'?- 369



4. Wtasnosci logarytmow

Umiejetnosci:
* stosowanie wzorow na logarytm iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi

Omowimy teraz podstawowe wlasnosci logarytmoéw. Dzigki nim logarytmy niezwy-
kle utatwily wykonywanie skomplikowanych rachunkéw i odegraty olbrzymia role
w zastosowaniach matematyki. Bez przesady mozna stwierdzic, ze sposob rachowa-
nia za pomoca logarytmow umozliwil skok cywilizacyjny poréownywalny z efektem
zastosowania komputerow.

Dla dowolnych liczb x >0, y >0, a >0, a # 1 prawdziwy jest wzor:
log (x-y)=log, x+log, y

Dowaod
W dowodzie wykorzystamy wiasnosci dzialan na potegach.
Przyjmijmy oznaczenia:
log x=u
log,y=t
Zgodnie z definicja logarytmu otrzymujemys:
x=a"
y=da
X-y= a“.d «—— mnozymy obie réwnosci stronami
X-y= a"*! —— wzor na iloczyn potgg o tych samych podstawach
u+t=log 4 (x . y) «— korzystamy z definicji logarytmu

log,x+log, y=log (x-y) «—— podstawiamy w miejsce u i t odpowiednie logarytmy

Koniec dowodu

Mowimy: ,logarytm iloczynu jest rowny sumie logarytmow”.

Przyktad €) < zad. 4.1

a) log, 18 +log 12 =log (18-12) =log(6-3-2-6) =log, 6’ =3
1 1

b) lﬂg]3?+lngl35 = log , (?E) =log,;1=0

c) log3(3*3@)=log33+log3wﬁﬁ= 1+%=1é



4. Wiasnosci logarytmow

Dla dowolnych liczb x >0, ¥y >0, a >0, a # 1 prawdziwy jest wzor:

log,, - = log , x - log,, y

Dowod

W dowodzie ponownie wykorzystamy wlasnosci dziatan na potegach.
Przyjmujemy oznaczenia:

log . x=u
log,y=t
Zgodnie z definicja logarytmu otrzymujemys:
g
t
x=a
X aH
=== «—— dzielimy obie rownosci stronami
y a
Z =gt «—— wzor na iloraz poteg o tych samych podstawach
y
X
u—t =log e «— korzystamy z definicji logarytmu
Y
X
log aX - log o log o «—— podstawiamy w miejsce u i f odpowiednie logarytmy
7 4

Koniec dowodu
Mowimy: ,logarytm ilorazu jest rowny réznicy logarytmow”.
Przyktad @) « zad. 4.2
a) log-21-log.3=1log, 2?1 =log.7=1
0,05
b) log 0,05 —log 50 = log 5 log 0,001 = -3
c) log, % =log;2-log;3=log,2-1

P 3
d) log521—525 =log. V125-log 25 =log 5" -2 =

~1|w

.

’ J
Zauwazmy, ze wzor na logarytm iloczynu mozna uogolni¢ na wieksza liczbe czynni-
kow. W szczegdlnosci, jezeli zalozymy, ze x > 0, a > 0, a # 1, to zgodnie z tym
wzorem prawdziwe sa rownosci:

log, x* =log (x-x) =log, x+log, x=2log x

log, x* =log (x*- x) =log, x* +log, x = 2log  x +log,, x = 3log  x itd.

293 N
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Uogolnieniem tej obserwacji jest twierdzenie o logarytmie potegi, ktorego dowod
pominiemy.

Dla dowolnych liczb x >0, @ > 0, a # 1, k € R prawdziwy jest wzor:

logﬂxk =k-log, x

Przyktad )
a) log,81 = lng334 =4log,3=4

b) log ;1372 = —2log ;13 = -2
1

{Z] l{}g?(‘\.ﬁ)zl = Zlh}g? V’?: 21 .E = 1{]%

d) log ;7 11° = log /7 (VIT)° = 6log ;7 V11 = 6

e) lﬂgs(%), = ?Iog3%=?-{—1) = -7

Eud | o

f) lﬂgi\@=1(}g55 =%-l(}g55=%

Przyktad @) < zad. 4.3, 4.4
Obliczymy wartos$¢ podanego wyrazenia.

Rozwiazanie

35 1 4
30 2
b) I+Zlog42=1+log421:1+lng44= l41=2

a) log,3-log,30+log,5=log, 2 =logzl

c) l{}g34-—410g32+1033§ =lug34—lng324+1033§ = log3~:—ﬁ+]oggg =

1 4 1
=lﬂg3(5-§)=lng3§=-2

S

Do tej pory wszedzie tam, gdzie bylo to mozliwe, zapisywalisSmy wartosci logaryt-
mow w postaci liczby wymiernej. Czasem jednak potrzebne jest wykonanie czynno-
Sci odwrotnej, czyli zapisanie liczby w postaci logarytmu przy ustalonej podstawie.
Korzystamy wowczas z definicji logarytmu, np.:

1

* 3=log.5", czyli 3 =log. 125 + —=log,3? =log, V3

b |
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- 1 1
e —4 = lﬂgﬁ(ﬁ) » = lﬂgﬁ'(g)q = logﬁal._g
* n=log 10"

b

2 - |
. - :logﬁ(\ﬁ) 3 :log,ﬁﬁ :logﬁ_ 2% Zlﬂgﬁs_ﬁ

Przyktad 6 zad. 4.5

Zapiszemy wyrazenie w prostszej postaci i obliczymy jego warto$¢ dla podanych war-
tosci zmiennych.

a) 3loga+2logb-log5 a=2 b=25

b) log,x—2log,5— (2—log3y), x =15 y=405

Rozwiazanie

3p2

a) 3loga+2log b-log 5=log a’ +log bz—logS:]cug%

3,2 8 .3
Jezeli a = 2, b = 25, to log %zlﬂg £ 2 = log (23-53):log 10° = 3.
b) logjx—ZI(}gSS—(z—log3y)= —2=log,9
=lUng—iogSZS—iog‘qg+lﬂg3y=lﬂg3%
Jezeli x = 15, y = 405, to 1033% =log, 125425 =log, 3’ = 3.

Przyktad @) < zad. 4.6-4.8

Przedstawimy podana liczbe za pomoca jednego logarytmu.
Rozwiazanie

a) 1+log,5=1log,2+log,5=1log, 10

b) 2 -log 2 = log 100 - log 2 = log 50

¢) -1-log.11=log.5" —log.11= logSELﬁ

1
d) %+lng33:log333 +log, 8 =log,8V3

2 4
e) log 5—log 7+ 2log 3 + 4log 2 = log 3 I =y E?ﬁ
0 l{}g25+210g 5:log 7 + lﬂgg? B (lﬂg 5+ log ‘?)2 - (]ug”b)z =|ugib(ﬁ ].)}
i log 35 B log 35 -
_log"35 _ log 35
log 35

g) log” 80 —log”8 = (log 80 — log 8) (log 80 + log 8) =
=log % -log (80 - 8) = log 10 - log 640 = log 640
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Przyktad € - zad. 4.9, 4.10
Przyjmijmy, ze log ,2 = p. Wyrazimy wartos¢ podanego logarytmu za pomocg p.

Rozwiazanie
a) log38=log323=3log32=3p
b) 10g318=lng3( ‘9)=log,;2+log,9=p+2

c) lﬂg3 lng,} =log ;32 - log‘*9=10g325—2=5p—2

Przyktad )
Odczytamy z kalkulatora przyblizone wartosci W wigkszosci kalkulatoréw, aby (1))
logarytméw dziesigtnych (wyniki zaokraglamy odezytac przyblizong wartos¢ lo-

garytmu dziesi¢tnego, wyslarczy
wcisngé klawisz ,log”, wpisaé
log 1234 = 3,0913 liczbe i nacisnaé klawisz ="

log 12,34 = 1,0913
log 332974 = 5,5224
log 0,00769 = -2,1141

Uwaga: Przyblizone wartosci logarytméw dziesietnych mozna tez odczytac z tablic
matematycznych (zobacz s. 343). Aby odczytac przyblizone wartosci logarytmow
o podstawach innych niz 10, nalezy najpierw zastosowa¢ wzor na zamiane podstaw
logarytmoéw. Taki wzor istnieje, ale nie bedziemy go podawaé, poniewaz wykracza
poza zakres programowy tego podrecznika.

do czwartego miejsca po przecinku).

J

Korzystajac z podanych wzoréw, mozna zastagpi¢ mnozenie, dzielenie i potegowa-
nie liczb duzo prostszymi dzialaniami. Obecnie nie ma to specjalnego znaczenia, po-
niewaz komputery wykonuja blyskawicznie nawet bardzo skomplikowane rachunki,
a do prostszych dzialan wystarczajg kalkulatory. Okazuje si¢ jednak, ze wiele pro-
cesow fizycznych, biologicznych, a nawet spolecznych ma charakter logarytmiczny.
Z niektérymi zastosowaniami logarytmow zapoznacie sie w nastepnym temacie.

4.1. Oblicz.
a) log22?+lcng., +l¢:|rgz2 d) lmgs?+lmg5 +lﬂg58—
b) lc»g34+l¢:»gq +14r:ug?l81 e) lng634+lngﬁ 2 +log 9

c) log V5 +log V2 +log V10 f) log,s3+log,; 5 +log 5

oo | L



4.2. Oblicz.
a) log. 150 —log.3-log.2

b) log,3 - log, 2~ log, >
7 1
c) lngﬁE—lﬂgﬁg - log, =

4.3. Oblicz.

a) 2log 2 +log 15-1log 6
b) log 20 - 3log 2 + log 40
c) 2log,5 +log,6—log, 75

4.4. Oblicz.
3log 2
log 56 — log 7

a

log,2+log.3

b) log.24 - log- 4

]Dgsﬁ—3(]ﬂg52 +]Dg33)
log . 6

c)

4. Wiasnosci logarytmow

3 1 1
d) log, 11_3“_1’33435_1954 o1

e) log 250 + log 120 —log 0,3
3 5 15

f) lﬂg?-ﬁ+lﬂg?ﬁ—lng?£

d) log,15+log,45-2log,5

e) log 18 +3log, 2~-log 4

f) 2log;2+3log;3-log,21,6

lﬂgz 15= 3,5(]05;2 3+ l-:l.g2 5)
log, 45 -log, 3
2log,4-3log, 12
3+log,4

5log;18 —4log.2-9log.3

f) lng518—10g53

4.5. Zapisz wyrazenie w prostszej postaci i oblicz jego wartos¢ dla podanych warto-

$ci zmiennych.

a) 2logga+4log,b-log, 50 a=>5 b=2
b) SIBg3a—Zlﬂg35—(log3a—210g35) a=73 b=5
c) 3log1x+Slﬂg?_y—2(210g2x+10g2y)—10g2? x =98 y=7
d) log(x+ y)+3log x +4log y —3log(xy) x=3 y=2
4.6. Przedstaw podana liczbe za pomoca jednego logarytmu.

a) log 0,2+1 c) 2+log.2 e) %Hog?

b) 3-log,5 d) -1-log,2 f) —§+lug23

4.7. Niech a > 0. Zapisz wyrazenie za pomocg jednego logarytmu.

a) log,a-log, a® + log ,(3a)

b) log .(2a) + log .(3a) — log . (6a2)

c) log, (2-::12) ~log, V2 -loga
d) 2log ,(3a) + log ;(9a) — 3log,a
e) 2log,(4a) +log,(8a) —5log,a

f) 3(]og2(4a) - Zlogla) - Z(Iogz(}la) - % logza)
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4.8. Przedstaw wyrazenie za pomoca jednego logarytmu. Podaj potrzebne zalozenia.

a) 2log x +5log y —log 8 d}%+lugx-lng8

b) log, x —log, y —log. 25 e) %—logz(x—@)ﬂogz{@

c) 2log,(x+1)-log,y-log,8 f) log(x+ y)+log(x— y)

4.9. Przyjmujemy, ze log, 3 = a. Wyraz warto$¢ podanego logarytmu za pomoca a.
a) log,9 c) log, 48 e) log, %

b) log, 6 d) lﬂ'ggé f) logzg

4.10. Przyjmujemy, ze log . 2 = m. Wyraz wartos¢ podanej sumy za pomocg m.

a) log.4+log.16 c) log,10-log.6+log. 24

b) log . 8 —log - 50 d}21035§—10g5§+lng5§

4.11. Oblicz wartos¢ wyrazenia.

a) (1035(25:2} -2log. (-;-a)) - (2[035 (5\/5) +log . (z—lsaz)) dla log.a =2

b) (logg{f-}a) ~log , 2.7')2 - (21+t:-g1 (2\&3) —3log , %) dla log,a=3
* 4.12. Liczby a, b i ¢ spelniajg warunek

log,(2a) =3 -log,b=1+log,c=1.
Oblicz Va-b-c.

* 4,13. Liczby a, bi ¢ spelniaja warunek
log,a+log,4=4log,b-log,9=log,c+log, 16 =6.

. a-Vb
Oblicz T
+ 4,14, Rozwiaz roOwnanie.
a) .7«':2—.ar:-lu.':lgz?J—Z(lngS)2 =10 c) xz—x*lﬂg3 10 +log ;2-log ;5 =0
b) x* - (2+log 5)x +log 25 =0 d) xz—x~log2%—]0g33={]

+ 4.15. Przyjmujemy, ze log . 9 = k. Wyraz liczbg log,. 5 za pomoca k.
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W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

1. Ktéra rownosc jest prawdziwa dla kazdej dodatniej liczby a?

A. log . a + log .(2a) = log .(3a) C. log.a +log.(2a) = log . (2&2)
B. log. a-log.(2a) = log .(3a) D. log.a-log.(2a) = log . (262)
2. Wskaz liczbe, ktora nie jest réwna liczbie log ; 64.

A. 2log,8 B. 3log, 4 C. 4log , 4 D. 6log, 2
3. Wskaz liczbe, ktora jest rowna liczbie log , 6.

A. 2log,3 B. log,2:log,3 C.1+log,3 D. 3"

4. Wiadomo, ze log 4 = k. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A.lug32=\f§ B. lﬂg32=%k C. lng92=%k

5. Oblicz log,6 +log, 18 ~2log , 2.

6. Liczby a i b spelniaja warunki log (10a) =2 i log ”:7{] = 3. Oblicz log (ab).

3log .50 —4log. 10
log - 0,008

7. Przyjmujemy, ze log.2 = m. Przedstaw warto$¢ wyrazenia

Za pomoca m.



Logarytmy - rewolucyjny wynalazek

Sa wynalazki, ktore w swiecie naukowym okazuja sie prawdziwa rewolucja.
Mozna do nich zaliczy¢ logarytmy.

Odkrycie logarytmow

Powazna trudnoscia dla XVll-wiecznych uczonych byla
koniecznosc wykonywania recznych rachunkow. Wystarczy
pomnozy¢ pisemnie np. 101 247 - 982 073, by zrozumieg,

Logarihmorum |

jak tatwo o pomyike. ( ﬁ Cananis deferipers,
f ?ufqu: ufus, in utraque

WJ‘H W PTiLm
Mt bermatin .
rnhd&

Jedna z osob, ktore poszukiwaly sposobu na uproszczenie
rachunkow, byt szkocki matematyk John Mapier. Opisat on = W IMM
metode pozwalajaca np. zastapi¢ mnozenie dwoch liczb 10 ANNENEPERO, ‘
dodawaniem dwaoch innych liczb, ktére nazwat logarytmami, [ :
od greckich slow logos - rozumienie i arithmos - liczba.
Przez 20 lat budowat tablice logarytmiczne, ktdre wydat

w1614 r.

Ogromna przydatnoscé tablic Napiera
zostata bardzo szybko zauwazona

i logarytmy zrewolucjonizowaty swiat
rachunkow, zwtaszcza w astronomii.
Pisano o nich, ze ,podwoily zycie
astronomow”.

Przez prawie 350 lat, az do skontruowania pierwszego kalkulatora
elektronicznego, logarytmy byly podstawa wszystkich obliczen

w Swiecie nauki. Korzystali z nich astronomowie, budowniczowie,
inzynierowie, mechanicy...

1614 (P 1L75 ok 1770
1 1 L] 1
ierwsze SUWAK. edkrycie przydatnoici  powiazanie funkeyi
taklice loaarytmiczny Immmﬁ:-ww wykiadniczes '
~ s d v ¥ .
qumnftmmznz W a rmi’ 1218 Z f[m nkcjs{. Iﬂqmrtrtmmz.nﬂ-

mAatematyczne]



Suwak logarytmiczny

W 1622 r. powstat pierwszy suwak logarytmiczny —
przyrzad, na ktérym mozna byto szybko wykonac
dowolne obliczenia algebraiczne.

Aby obliczyc iloczyn a - b, wystarczy odpowiednio
przesuwac wzgledem siebie dwie podziatki ze skala
logarytmiczna. Na podziatce logarytmicznej odlegtosc
od 1 do dowolngj liczby x odpowiada wartosci log x.
Stad suma odlegtosci od 1 doaiod 1 do b oznacza
log a + log b.

|\ RO

log b
Jezeliloga+logb=logc,toa-b=c. - >
1 b 10
1 la ] 10
loga
B =
W ten sposéb odczytujemy, 10g ¢ :
22 1,7-28=4,75.
log 2,8
- ;-I
2 3 L 6 7 8 9 10
B 0 O - D e | PRI, DR ooty ORI
1 23456789 123456789 '
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
log 1,7 7
i
Od praktyki do teorii

Przez wiele lat logarytmy stuzyty wytacznie jako narzedzie rachunkowe. Dopiero w drugigj
potowie XVIIl w., po ponad 130 latach od pierwszego wydania tablic Napiera, zauwazono
zwiazek logarytmow z funkcja wyktadnicza i sformutowano definicje logarytmu, ktorej
uzywamy do dzisiaj.

Obecnie, gdy urzadzenia elektroniczne zastapify reczne rachunki,
zaréwno logarytmy, jak i funkcja logarytmiczna i jej wiasnosci
nadal sa szeroko wykorzystywane. Pojawiaja
opisujacych Swiat nie tylko we wszystkiah
lecz takze w ekonomii, socjologii, psycholog

1960
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5. Funkcja logarytmiczna.
Zastosowania logarytmow

Umiejetnosci:
* szkicowanie wykresow funkcji logarytmicznych o réznych podstawach
* stosowanie logarytmow, np. do wyjasniania zjawisk przyrodniczych

Logarytm o podstawie dodatniej i r6znej od 1 mozna obliczy¢ dla kazdej liczby do-
datniej. Mozna zatem rozwazy¢ funkcje, ktéra kazdej liczbie dodatniej przyporzad-
kowuje jej logarytm o podstawie a.

x

Funkcje okreslong wzorem f(x) =log, x, dla @ >0 i a # 1, nazywamy
funkcja logarytmiczng o podstawie a. Dziedzing tej funkcji jest zbior dodatnich
liczb rzeczywistych (x > 0), a jej wykres nazywamy krzywa logarytmiczna.

o -y

Przyktad €)

Naszkicujemy wykres funkcji f(x) = log, x ina jego podstawie opiszemy jej
wlasnoséci.

Rozwiazanie
Na poczatku sporzgdzamy czesciowa tabele tej funkcji dla argumentéw, dla ktérych
mozna tatwo obliczy¢ wartosci funkgji.

X - 1 2 4 8

2| 2
4 | 2 |
logo%| -4 | 3| -2 |-1|0 | 1| 2|3

it
o
Q0|

* Dziedzing funkcji jest zbior dodatnich liczb rze-
czywistych.

» Zbiorem wartosci funkgji jest R.

* Miejscem zerowym funkgji jest liczba 1.

* f(x)>0dla x>1, f(x) <0 dla x € (0; 1).

* Funkcja jest rosnaca.

* Funkcja f nie przyjmuje ani wartosci najwiekszej,
ani wartosci najmniejsze;j.

» Kazda prosta rownolegla do osi x ma z wykresem dokladnie jeden punkt wspolny.
Zatem réwnanie log, x = m ma dla kazdej wartosci m jedno rozwiazanie.



5. Funkcja logarytmiczna. Zastosowania logarytmow

Dla dowolnych liczb x >0, a > 0, a # 1 prawdziwy jest wzor:

log ,x=—-log: x

i

Dowdd tego twierdzenia pomijamy.

rioos |

Wykresy funkcji

fx)=log x i g(x)=logix,dlaa>0ia#l,

sa symetryczne wzgledem osi x.

Przykiad @)
Naszkicujemy wykres i opiszemy wlasnosci funkcji g(x) = log 1 x.
2

Rozwiazanie
Jezeli przyjmiemy, ze f(x) = log, x, to g(x) = = f(x), czyli wykresy funkgji

f(x) =log,x i g(x) =log x s symetryczne wzgledem osi x.

2

Wilasnosci funkgji g(x) = log 1 x s3 podobne do odpowiednich wlasnosci funkcji

f(x) =log, x.

o

2

Dziedzina funkgji g jest zbior dodatnich liczb rze-
czywistych.

Zbiorem wartosci funkgji g jest R.

Miejscem zerowym funkgji g jest liczba 1.

Funkcja g(x) = log 1 x przyjmuje wartosci ujem-
2
ne dla x > 1, a wartosci dodatnie dla x € (0; 1).

Funkcja g jest malejaca.
Funkcja g nie przyjmuje ani wartosci najwigkszej,
ani wartosci najmniejszej.

CECTES

Kazda prosta rownolegla do osi x ma z wykresem dokladnie jeden punkt wspolny.
Zatem réwnanie log 1 x = m ma dla kazdej wartosci m jedno rozwigzanie.

2
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Na wykresie obok przedstawiamy krzywe logaryt-
miczne o roznych podstawach wigkszych od 1.
Mozna zaobserwowac, ze wykres funkcji o wigkszej
podstawie lezy dla 0 < x < 1 powyzej,adla x > 1
ponizej wykresu funkcji o mniejszej podstawie.

Przyktad €)

Przyjrzyjmy sig¢ wykresom funkcji f(x) = log, x

i glx) = 2%,

* Do wykresu funkgji f(x) = log, x nalezy punkt
A=(8,3), bo 3=1log,8.

» Do wykresu funkeji g(x) = 2° nalezy punkt
B=(3,8), bo 8=2".

Punkty A i B sg symetryczne wzgledem zaznaczonej

na rysunku prostej o rownaniu y = x.

Ogolnie - jezeli punkt (p, g) nalezy do wykresu jednej z tych funkcji, to punkt (g, p)
nalezy do wykresu drugiej. Wykresy funkcji f(x) = log, x i g(x) = 2" sa symetrycz-
ne wzgledem prostej o réwnaniu y = x. Rozumowanie to mozna w prosty sposob
uogolnic¢ na kazda pare wykreséw funkgji logarytmicznej i wykladniczej o tej samej
podstawie.

Wykresy funkcji
f(x)=log,x i g(x)=a*,dlaa>0ia#]l,

sa symetryczne wzgledem prostej o rownaniu y = x.

Przykiad @) « zad. 5.1

Sporzadzimy wykres funkcji g(x) = log,(x+2)-3. = |

| |’| .-“'.' = .].('.ng x|

1

1

1

I

I

Rozwigzanie !
Zauwazmy, ze dziedzine D funkcji tworza liczby | |
|

|

|

|

1

1

[

:

spelniajace zalozenie: X

x+2>0, czyli D= (-2; o0) rglx)i=log(x+2) 3
Jezeli przyjmiemy, ze f(x) = log, x,

to g(x) = f(x+2)-3.




5. Funkcja logarytmiczna. Zastosowania logarytmow

Wrykres funkeji g(x) = log ,(x+2) -3 otrzymamy jako wynik przesuniecia wykresu
funkcji f(x) = log, x o 2 jednostki w lewo i 3 jednostki w dot.

Podane przesunigcia mozna wykonac¢ w dowolnej kolejnosci.

Przyktad ©)
Wyznaczymy dziedzing funkcji f(x) = log 1 (—x‘j' + 6x — 8),
Rozwiazanie
—x’+6x-8>0 «— logarytm jest okreslony tylko dla liczb dodatnich

—(x-2)(x—-4) >0, stad x € (2; 4)
Odp.: Dziedzina funkcji f jest przedzial (2; 4).

Przyktad @) « zad.59

Chory przyjal jednorazowa dawke 50 mg leku. Mase tego leku pozostala w organi-

zmie po czasie t godzin okresla zalezno$¢ M(t) = a-b'. Wiadomo, ze po dziesieciu

godzinach organizm usuwa 40% masy przyjetego leku.

a) Oblicz, ile leku pozostanie w organizmie chorego po uptywie doby.

b) Po jakim czasie od przyjecia dawki leku jego masa w organizmie zmniejszy sig
dziesieciokrotnie?

Rozwiazanie

Wyznaczymy najpierw wartosci wspolczynnikow a i b.

Wiemy, ze M(0) = 50.

Skoro po 10 godzinach usuwane jest 40% masy leku, to z dawki 50 mg zostaje wtedy
w organizmie 60% - 50 mg = 30 mg leku. To oznacza, ze M(10) = 30.

Zatem a-b’ =50 i a-b" =30. Stad a=50 i b'" = 0,6, czyli b=0,6""

Wzér funkcji mozna wiec zapisa¢ w postaci M(t) = 50- 0,6,

a) Aby obliczy¢, ile leku pozostanie w organizmie chorego po uplywie doby, podsta-
wiamy do wzoru ¢ = 24.
M(24) = 50-0,6™* = 14,7 [mg]

b) Aby obliczy¢, po jakim czasie masa leku w organizmie zmniejszy sie dziesiecio-
krotnie, rozwiazemy rownanie:

M(t) =5
50-0,6"" =5, czyli 0,6 = 0,1, stad 0,1t = log 0,1
t=10-log,s0,1 = 45 «—— szukang warto$¢ odezytujemy z kalkulatora

Odp.: a) Po uplywie doby w organizmie pozostanie 14,7 mg leku.
b) Masa leku w organizmie zmniejszy sig¢ dziesigciokrotnie po 45 godzinach.

305



I 306 Dziat 5. Funkcje wykladnicze i logarytmiczne

Podany w powyzszym przykladzie wzér f(t) = a-b' mozna stosowaé, kiedy mamy
do czynienia z procesem, w ktérym pewna wielko$¢ przyrasta lub zmniejsza sie przez
caly czas w tym samym tempie.

5.1. Narysuj wykres funkgji.
a) f(x)=logi(x~1) c) f(x) =log,(x+3)-1
3

b) f(x)=-log,x+2 d) f(x)=logi(-x)+1

5.2. Wyznacz miejsce zerowe funkcji.
2) f(x)=logs(x—1) ¢ f(x)=logi(x+2)+1 e f(x)=-logx- %
3

1

b) f(x)=-log,x+3 d) f(x}=log{x—3)-§ f) f{x}=log1{x+l)+%

+ 5.3. Narysuj wykres funkgji.
" 1\log:x
a) f(x)=log,(2*)  b) f{x}=(§) :

5.4. Na rysunku obok przedstawiony jest wykres
funkcji f(x) =log_ x+b.

a) Wyznacz wartosciaib.

b) SporzadZ wykres funkcji g(x) = — f(x + 1).

5.5. W jednym ukladzie wspolrzednych narysuj wykresy funkcji y = f(x) oraz
y = g(x), anastepnie odczytaj rozwigzanie nieréwnosci f(x) < g(x).

a) f(x)=log,(x-1)-1 g(x) = %x—g
b) f(x) = ~log, x gx) = 1= 2(x+1)
Q) f(x)=log(x+1)+1 g0 =(3)
d) f(x)=logi(x+3)+4 g(x) = log ; x + 2
2

5.6. Skala pH sluzy do badania kwasowosci i zasadowosci wodnych roztwordw
zwigzkow chemicznych. Wspélczynnik pH definiuje si¢ jako: pH = —log H', przy
czym H' oznacza stezenie jonéw wodorowych w molach na litr roztworu. Wyznacz
wspolczynnik pH octu, dla ktérego stezenie jonow wodorowych wynosi

0,001 mola/litr,
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5.7. Poziom natezenia dzwieku mierzymy w dB
(decybelach). Liczbe decybeli N oblicza sie wedlug

Zwroc uwage, ze poziom nate- -::[{ :ﬁ]
zenia diwieku oraz natezenie

wzoru N = 10log —, gdzie I to nat¢zenie danego dzwieku to pojecia opisujace
Iy ) dwie rozne wielkosci (mierzone
dzwieku mierzone w W/m~ (wat na metr kwadra- w roznych jednostkach).

towy), a I, to stala rowna natezeniu dZwigku na
progu styszalnosci dla ucha ludzkiego, wynoszacemu 10"* W/m®*. Wyznacz licz-
be decybeli zalecanego przez WHO maksymalnego poziomu hatasu (w srodowisku)

w porze dziennej. Natezenie dzwieku wynosi w tym wypadku 107" W/m®,

5.8. Skala Richtera stuzy do okreélenia sily trzesieri ziemi. Liczbe stopni w tej skali

opisuje wzor R = log % gdzie A oznacza amplitude trzesienia wyrazona w centy-
0

metrach, natomiast A, = 10™* cm jest stata nazywana amplituda wzorcowa.

a) lle stopni w skali Richtera ma trzesienie ziemi o amplitudzie 0,1 cm?

b) W lipcu 2019 r. w Grecji mialo miejsce trzesienie ziemi o sile 5,3 stopnia w skali
Richtera. Oblicz amplitude tego trzesienia ziemi,

c) lle razy wigksza jest amplituda trzesienia ziemi o sile 6,7 stopnia w skali Richtera
od amplitudy trzesienia ziemi o sile 4,7 stopnia?

5.9. Pacjentka przyjela dawke radioaktywnego jodu, ktérego okres polowicznego

rozpadu jest rowny 8 dni. Mase radioaktywnego jodu pozostalego w organizmie po

czasie t okreéla zalezno$é M(t) =a-b'.

a) Ile procent substancji radioaktywnej pozostanie w organizmie pacjentki po uply-
wie 30 dni?

b) Po jakim czasie pozostanie w organizmie 1% dawki?

Przyjmij, ze log, 10 = 3,322,

5.10. Liczba bakterii w badanej probce w ciagu dwoch godzin od poczatku obser-
wacji zwigkszyla si¢ trzykrotnie. Zakladamy, ze tempo przyrostu liczby bakterii jest
stale.

a) O ile procent zwiekszyla sie liczba bakterii po godzinie?

b) Po jakim czasie od poczatku obserwacji liczba bakterii zwigkszyla si¢ dwukrotnie?
Przyjmij, ze log, 2 = 0,63.

5.11. Dzialka le$na zawierata 2400 m® masy drzewnej. Po uplywie 8 lat nastapil
przyrost masy 0 900 m”. Zaktadamy, ze masa drzewna przyrasta przez caly czas w tym
samym tempie. Oblicz, ile masy drzewnej bedzie zawierac dzialka po uplywie kolej-
nych 5 lat.



I 308 Dziat 5. Funkcje wykladnicze i logarytmiczne

# 8.12. Wyznacz dziedzine i narysuj wykres funkcji f(x) = log, i o
X
+ 5.13. Wyznacz dziedzine i narysuj wykres funkcji
f(x) =log, (.ar:2 - 9) - log ,(x - 3).
|[I Beriaba. b5 b v iear s " rﬂ__’_

W kazdym z zadan 1-3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W Zeszycie.

1. Wskaz wzor funkcji malejace;j.

A. f(x)=log ,x C. f(x) = log ;(—x)

B. f(x) =-log,sx D. f(x) =log x-1

2. Wskaz wzor funkeji, ktorej wykres nie jest symetryczny do wykresu funkgji
f(x) = log ; x wzgledem osi x.

1

A. g(x) 2"10333‘ B Q(X) :lﬂgSE

B. g(x) =log 1 x D. g(x) = —log 1 x

3 3

3. Wskaz wzoér funkgji, ktérej wykres przecina of y.

A f(x)=logx-2 C. f(x)=log x+1

B. f(x)=log(x-2) D. f(x) =log(x+1)
|

4. Narysuj wykres funkcji f(x) = -2 —log,(x - 1).

i..... !
5. Narysunku obok przedstawiony jest wykres funkcji  —5
f(x) = log (x—b). Wyznacz wartosci a i b.

r'\'
|

0 6. Wykaz, ze dziedzing funkcji f(x) = log, (sz - 6x + 5) jest zbior liczb rzeczy-
wistych.

log,(-x)—1 dla x<-2

x+2

7. Narysuj wykres funkcji f(x) = { :
=1 dla x2=-2



6. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-21 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie,

1. Jedna z liczb rézni sie od trzech pozostalych. Ktora to liczba?

| B

3
A. V9 B. 3993 ¥ C. glngjza D. 33
5
2. Wskaz liczbe réwna V64
1 1

A. 643 2 B. 4 C. 2 D. V8
3. Ktora nieréwnos( jest falszywa?

2 2 -+ 2 1
A..?ﬁ}(%) ? B. 2V2 > 2? C. log.3 > log-1 D.(%)-‘{(%) 3

4. Na ktérym rysunku naszkicowany jest wykres funkcji f(x) = 2% ' - 32
ATTTT T T ] C [T ]

:‘*T _

=y

i |
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5. Ktora z liczb jest rowna 27
A‘ ?!ﬂgjl B- ?lug;'49 C,, ?il!gz? D. 2]{1g;-4g

6. Dane sa trzy rownosci.

1. 8'%27 = 27 IL (log5 1) =0 . /log , 81 = 2

Ktore z nich zachodza?

A. zadna B. tylko Ii Il C. tylko IT i III D. wszystkie
7. Ktora z rownosci nie zachodzi? : I
B og 15-log 3

A. log 3 +log 2 + log 7 = log 42 C. og 10~ log 5

log 15 N _
B. log 3 = log 5 D.log 14-log 7 +log 5 =1
8. Funkcja f(x) =2 -2 przyjmuje tylko wartosci dodatnie dla wszystkich
Asx > =1 B x<2 C.x > 1. D, x>0,
9. Ktore zdanie jest falszywe?
A. log 10 > log 0,1 C. log 100 + log 10 =3
B. log 0,1 < log 1 D.log2-log5=1

10. Dla jakich m rownanie (%)x — 3 = m ma dokladnie jedno rozwiazanie?

A.dla m=-3 C.dla m< -3
B. dla m > -3 D. Nie ma takich wartosci m.

11. Dane sg liczby a = —%1 b =log 64, c = log 25. lloczyn abc jest réwny

4

A. -9 B. —64. € —— D~
3 3

12. Wiadomo, ze ¢ = log . 3. Wynika stad, ze
Ac=5" B. £ =3 C.35=5. D. 5 =3

13. Dane s3 cztery zaleznosci.

L. lugux - lﬂrgH y= lugu{x}f} I11. nga X — lﬂga 9= iﬂgu i

log ,x s
“Tog,y ~ 28e*=¥)

[

IL log ,x-log .y =log ,(x + y) IV

Ktore z tych zaleznosci sa prawdziwe dla wszystkich a >0, a# 1, x >0, y > 0?
A. tylko I I B. tylko I'i I1I C. tylko IIi IV D. tylko III i IV
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14. Liczby a, b, ¢ sa wieksze od 1 i liczba a podniesiona do potegi b jest rowna c.
Zatem
A. a=log,c. B. b=log,ec. C.c=log,b. D. b =log,a.

|
15. Ile wynosi 2 167

A. —4 B. V2 D. 16

16. Liczba log, 12 nie jest rowna liczbie

A. 1 +log, 6. B. 2 +log, 3. C.3+lng2§-. [).4—1032%.

17. Ktéra z wymienionych liczb jest najmniejsza?

1 | 1
A. (2v3)1 B. (v2)" c[(v@]F b2
18. Liczbe \/2v2 mozna zapisa¢ jako
3 3 1 I
A. 24, B. 22. C. 23, D. 28

19. Do wykresu funkcji f(x) = a* nalezy punkt o wspolrzednych (x, y). Zatem do

wykresu funkcji g(x) = (é)x

A. nalezy punkt o wspétrzednych (x, —y).

B. nalezy punkt o wspélrzednych (-x, y).

C. nalezy punkt o wspolrzednych (-x, —y).

D. nie nalezy zaden z punktow wymienionych w A, B lub C.
X X

20. Dane sg funkcje f(x) = (?) i g(x) = (g) .

A. Funkgja f jest rosnaca i funkcja g jest rosngca.

B. Funkcja f jest rosnaca, a funkcja g jest malejaca.
C. Funkcja f jest malejaca, a funkcja g jest rosnaca.
D. Funkcja f jest malejaca i funkcja g jest malejaca.

21. Funkcja f(x) = 3"

A. przyjmuje warto$¢ 100 w przedziale (3; 4).

B. przyjmuje wartos¢ 100 w przedziale (4; 5).

C. przyjmuje wartosc¢ 100 w przedziale (5; 6).

D. nie przyjmuje wartosci 100 dla zadnego argumentu.

311 .



B 312 Dziat 5. Funkcje wykladnicze i logarytmiczne

W zadaniach 22-31 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

&
22, Liczba 9 1 jest rowna liczbie p, gdy

1 -3
A p=(v3)5. B, pi= 2 c.p=((v3)") "

9"

23, Wykresy funkcji y = f(x) i y = g(x) sa symetryczne wzgledem jednej z osi
ukltadu wspélrzednych. Funkcje te moga by¢ opisane wzorami

A. f(x)=3"=21i g(x) = (%)xmz.

B. f(x)=log;x—-21i g(x)=log:1x-2.

C. f(x) =log,x +1 i_q{x}=logix-l.
2

24. Wykres funkcji f(x) = 3" — 1 nie przecina wykresu funkgji

A. g(x) =3 -1. B. h(x)=3""". C. t(x)=37"~1.
25. Wykres funkcji m(t) przedsta- m [kg]

wia ilo$¢ (w kg) pewnego izotopu 100 [ ]

pierwiastka promieniotworczego, kté- g

ra nie ulegla rozpadowi po okreslo- 180
nym czasie. Okres rozpadu polowicz- 1701\
nego tego izotopu wynosi T. iiﬂ
A. T = 300 lat. Y40
B. Z masy poczatkowej 200 kg tego 130

pierwiastka po 200 latach pozosta- 120

nie 50 kg. :[‘]g TN T T T I T rrrrr
C. T =100 lat. o
80
70
60
26. Liczba 50
Avip= 319892 jest wymierna. 40
B. p =937 jest wymierna. ig

l—lmc-i, 2 10

C. p=32 ' jest wymierna.

350+

(T7]

—+ -
o % t [lata]

500+

EEEEE

=
50
100+
150
200

27. Liczba loglé jest rowna liczbie
3

A.1+log: -. B. —log . 6. C.loglfg-*l.
% i 3

Lk | =
| —
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! ] ] x+2
28. Dana jest funkcja f(x) = (E) -1,

A. 7Zbiorem wartosci tej funkgji jest (1; co).
B. Miejscem zerowym funkcji jest —2.
C. £(2020) > f(2021)

29. Dana jest funkcja f(x) = log 2(-x).
3

A. Funkcja f nie ma miejsc zerowych.
B. Dziedzing funkcji f jest (—oo; 0).
C. Funkcja f jest rosnaca.

30. Funkcja
A. f(x) =logs(x +7) jest malejaca.
3

B. f(x)= lng;,rz-{——x) jest malejaca.
C. f(x) = —log,, x jest malejaca.

31. Wykresy funkcji y = f(x) i y = g(x) sa symetryczne wzgledem osi x. Funkcje
te moga by¢ opisane wzorami
A. f(x)=log,x i g(x)=log x.

3

B. f(x)=log.x i g(x) = —Iog5x.
C. f(x)=log x i g(x)=log.(-x).

Zadania otwarte krotkiej odpowiedzi

-1
32. Wykaz, ze (3%+2%) _3i_p,

33. Oblicz.

a) 3log-2 +log,56—2log- 8 d) lﬂg%é+3‘:ng%2—log%8

b) 51«:.~g2%—210g2 V2 +3log, 4 e) log 10 + %log 100 + %log 1000
c) 2log,2 +log,,3 D log6+log,2-025log, 24

34. Przyjmij, ze log 7 = 1,77 ioblicz log , 42 - log , 2.

35. Oblicz.
a) log, log . 25 c) log 5log, 64

b) log 1 log , 81 d) log 1 log ;5 V4
2 27
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36. Oblicz.
5 - log,36
b) 25857 d) 2%71984° f) 216 °

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

37. Przedstaw podane wyrazenie w postaci potegi.
SO S
(23 £ 0,253 - v‘Z) : [(?) 5.0,81% -V 10@]
38. Wykonaj dzialania.
1 1 =
(?5—95)(ﬁ+3) B : = 4
a) ¢) |94+ — [3““‘5—(3v’§) 3}

e
(122—32)

) (35_21)(33+(«ﬁ)3) . ‘(2_3%) _(2+ﬁ)% 2

o |

V2- 3
39. Oblicz.
1 2
(3lﬂg ;7 t2log 49) log ; log , 32 + log, log ; 25
a) —log 70 c)
log 7 log - 1.|||ia:arg2 32
1 2 log log-log, 128 log, 18
b) Elngzlogz 16 + (lngﬁ log , 0,5) d) o8, oz J6p 18 " s
4 082 73
40. Skorzystaj z definicji logarytmu i rozwiaz rownanie.
a) log ,(3x +1) =2 c) log log, [IUgE(llx +4) - 1] =0
b) log ,log ,(65 - x) = % d) log, s log . [10g3 (xz —4x + 6) + 22] =-1

* 41. Ktory ze znakow: <, > czy = nalezy wstawic¢ zamiast |2, aby otrzymac zaleznos¢
prawdziwa?

B | L

log

log,5+log 7 L
2 [

1
ﬂ} 2[9323 —? 4 +|{}gﬁ*} ? (ﬁ)zlﬂg?:;'l":'h?g?]ﬁ

log34-log 9 i _ 5-llog 12
b) 0,007 2| (%) e d) 1071441085 3 577282

c) 6
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6. Powtorzenie

42, Narysuj wykres funkcji f(x) = 3" + 1. Podaj zbiér wartosci tej funkgji.

=1
43. Narysuj wykres funkcji f(x) = (%) — 4 iodczytaj z wykresu jej miejsca

ZETOWE.

44, Wykres funkcji f(x) = a* 7 -2 przechodzi przez punkt A = (2, 2). Oblicza
i naszkicuj wykres tej funkcji.

45. Rozwigz graficznie rownanie.

a} 2}:_3:2.16—6 C} 2x+l:2_x1 E) 2Jr:+5:3.a:+4_'_1
b) (%)x=3x+2_1 d)‘__l_x—i:i f} 16_2:-:—3:9 3x—1+]
46. Rozwiaz graficznie nierownosc.

3 I +1 1 9 g
a) 2"5’-..—5.1: b) 0,25 2" {g-2x+6 €) g5 2 16

+ 47. Rozwiaz graficznie uklad réwnan.
1)-1'-4 _aelxe2)y N
== das 1 2 _y4+2=0

)1 (3 b}{ = 2x+3 < {3 t4y-28=0

y:x' D= Zx X Vv =

48. Wykaz, ze jezeli log,4a =15 i log, % =12, to ab = 16.

49. Wykaz, ze jezeli a = log 5, to 3 - 2a = log 40.

50. Fundusz inwestycyjny ,Ryzyko™ obiecuje podwojenie zainwestowanego kapita-
tu w ciagu trzech lat. Zalozmy, ze taka obietnica bylaby spelniona i ze kapital przyra-
stalby przez caly czas w tym samym tempie.

a) O ile procent zwigkszy sie kapital po roku?

b) Po ilu miesiacach kapital zwiekszy sie o 10%?

Przyjmij, ze log, 11 = 3,46 i log, 10 = 3,222,

51. Narysuj wykres funkgji.
a) f(x)=log,(x+2)-1 b) f(x)=2-log,(x—1)

52. Wyznacz dziedzing funkcji.
a) f(x)=—logi(5x - 15) ¢) f(x)=log (2*-1)
3

b) f(x) = log, (-x" = 7x - 10) d) f(x) =log (4 - x)
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Odpowiedzi

1. Zastosowania funkcji kwadratowej
11, f(-1) = 5, f(0) =0, f(%) =-2 1.2. D=(-6;7), ZW = (-2 4); wartosé najwicksza: 4 dla

x = 7, brak wartosci najmniejszej; miejsca zerowe: —4,2,6; f(x) >0 dla x € (-4; 2) U (6; 7},

flx) <0 dla x € (-6;-4) U (2; 6); funkcja rosnaca w kazdym z przedzialow (-6; =2) 1 (4; 7),
malejaca w przedziale (-2; 4); f(x) = m ma: 0 rozwigzan dla m € (—o0; -2} U (4; o), | rozwigzanie
dla m e (=2; -1) U (2; 4), 2 rozwiazania dla m € {-1, 2}, 3 rozwigzania dlam € (-1; 2)

13. D=(2;12), ZW = (-4 4) 1.4. warto$¢ najwigksza: 7 dla x = -2, warto$¢ najmniejsza: -8
dla x = =11 1.5, Wskazéwka: Punkty wykresu nalezy: a) przeksztalci¢ symetrycznie wzgledem
osix, b) przesunacw dolo 1 jednostke, c¢) przesunac w lewo o 4 jednostki, d) przesuna¢ w prawo
0 3 jednostki i w gorg o 2 jednostki, e) przeksztalci¢ symetrycznie wzgledem osi y, a nastgpnie
przesungc w dot o 3 jednostki, [) przeksztalcic symetrycznie wzgledem osi y, a nastepnie wzgledem
osix. 1.6.a)(b-4)(b-2) b)(p-s-2)(p+s-2) ¢)(w-2z+3)(w+2z-3)

1.7.a) D=(2; @) b)D=(-ox;1) ¢)D=(-2;3) 1.8.a) ZW = (3; o0), malejgca

w przedziale (—oo; 2}, rosnaca w przedziale (2; co) b) ZW = (—oo; —11), rosnaca w przedziale
(—o0; —1), malejaca w przedziale (-1; o) ¢) ZW = <g, m), malejaca w przedziale (—o-o: %>,
rosnaca w przedziale <%. n-c::-) d) ZW = (—o0; 0}, rosnaca w przedziale (-0-0; = ‘.fr3‘>. malejaca

w przedziale (—vﬁ; cx:l) 1.8, fi(x) = i(x+ 3 +1= ix2+ %x+ ? 1.10. a) W = (4, -10)

h}W=(-%. %) c}ir‘v":(-%,?x) d}W=(-l, %) 141, f(x) = —32" +2x+1

1.13. a)m=-11 b)m=32 c}m:% 1.14. b=2, ¢ =-5

21. 21m 2.2, a) warto$¢ najmniejsza: =7 dla x = 4, warto$¢ najwigksza: 1 dla x =2 b) warto$c
najmniejsza: =3 dla x = -1, wartoé¢ najwigksza: 9dla x =1 ¢) warto$¢ najmniejsza: 1 dla x = -6,
warto$¢ najwicksza: 7 dla x = -8  d) wartos¢ najmniejsza: —14 dla x = -1, wartos¢ najwigksza: -5
dla x =2 e) warto$¢ najmniejsza: =1 dla x = 3, warto$é najwigksza: 3dla x =1 lub x=5 ) brak
warlosci najmniejszej, warto$¢ najwigksza: 3dla x = -1 2.3. a) brak wartosci najwigkszej i wartosci
najmniejszej b) wartos¢ najwigksza: 14 dla x = =3, brak wartosci najmniejszej ¢) wartosé
najmniejsza: —19 dla x = =2, brak wartosci najwigkszej d) brak wartoséci najwigkszej i wartoéci
najmniejszej 2.4.a=2,b=-16,¢c=25 25.b=4,¢c=7 26.a=-2,b=-8,c=-9

2.7.100=50+50 28.30=15+15 2.9.2)121 b)625 ¢ iml 2.10. -25
2.11.ﬁ=§+§+§ 2.42. 24 =746+5+6 2.13.ﬂ=];a+%a 2.15. -36 2.16. x =3

2.17. 27 lub 28 0s6b  2.18. Zysk bedzie najwickszy, gdy wszyscy zamowig zdjecia; wyniesie 155 z1
10 gr.  2.19. 35autokaréow  2.20. 122k 72 0s6b 2,21, boisko o wymiarach 10 mx 15 m
podzielone w polowie dluzszego boku



Odpowiedzi

s. 21

1.C 2.B 3. D 4. PFEP 5. wartoé¢ najmnigjsza: —22 dla x = 6, warto$¢ najwigksza: 2 dla
x=0 6.a=13 7. 8lub9domow, w przypadku 9 doméw po 160 zt od abonenta

s. 27

31.a)x=-9lubx=9 blx=-V5lubx=vV5 )x=-1lubx=0 d)x=01Iub x=2
e}x:—:;- lub x=10 f]lx:[llubx:-g 32 a)x=1 b]lx:—-% x=v2 d)x=4

e}x:% f}x:? 33.a)x=-5lubx=3 b}x:—nluhx:% c)x=-3V2 lub x=0
a
d)x=—31u11x=§ E}lx=—4lubx=% f)x=- 21ubx=% 34.2) x=-7 lub x=-1
|- P
blx=11lub x=9 c]x:—i— d}x:—% lub x=1 e)x= L lub x = 1+ V5

flx=2- V5 lub x=2++5 8.5. a) brak rozwigzann b) brak rozwigzan ¢) x = L lub x = 2

3 2
o
d) x=-2lub x = % ¢) x=2—2Y2 |yb x= 3:?'@ f) brak rozwigzan ~ 3.6. a) f(x) =1 dla
x==21ub x=0, f(x)=-2 dla x =-3 lub x = 1, funkcja nie przyjmuje wartosci3 b) f(x) =-3

dla x=2, f(x)==-1dlax=11ubx=3, flx)=2dla x=2-? lub x=2+@

3.7. a)dwa D) jeden ¢)zero d)dwa e)zero ) jeden 3.8.a)18lub-18 b)9 ¢) —%

d) é lub0  3.9. a) jedno  b) zero ¢) dwa d) zero lub jedno lub dwa
3.10. a) x =

e | 2

lub x =1 hax=11uhx:z§ Qx=1%lubx=2 d)x=-1lub x=2;
3.11. a) f(x) =x(x-3) b) f(x) =9(x— %)(x+ %) c) f(x) =E|{x+1}(x+%)

D f)=-6(x=2)(x+3) O f0=(x-1-V8)(x-1+V8) 0seo=12(x-3)
312.2) D=R-{0,5 b)D=R-{-3,1} 9D=R d) D=R-{-5-31, -5+ V3i}
(5-20) 3243
X+
25

813.a) f(x)=x"+7x—18 b) f(x)=-22"+6 <) f(x)=(3-2V2)x"+
d) f(x) = x-2x-6 3.14. a) miejsca zerowe: 0, 8; W = (4, —4), P= (0, 0) b) brak miejsc
zerowych; W = (2, 3), P=(0, 5} c) miejsca zerowe: -3, 1; W = (-1, 8), P=(0, 6) d) miejsca
i 1 e ff 1 - 3 e = =%
zerowe: —=, E,W—( 3 4). P = (3.34) 345. b=7,c=5 8.16.a) x=-7 lub x=-1
lub x=11ub x=vV7 b)x=-v2Ilubx=-1lubx=1lubx=+v2 c)x=-11lub x=2 lub

x=3lubx=6 d)x=-1 lubx=% e)x=—4lubx=-2lubx=0 Hxax=-3lubx=2

1.A 2.C B3.C 4.EDD 5.x=2%lubx=3

2
6. f{x}:z(x-%) -2, fx) =2x+1)(x-4) T.b=-1,c==
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B 318  Qdpowiedzi

41.a) f(x)>0dla xe(-1;1), f(x) <0 dla x € (~o0; =1)U(l; 00) b) flx) >0 dla

x € (—o0; =4)U(0; o0), flx) <0 dla x€(-4;0) c) f(x)>0 dla x € R, nierdownos¢ f(x) <0 nie
ma rozwiazan d) nieréwno$¢ f(x) > 0 nie ma rozwigzan, f(x) <0 dla x e R-{5} ¢) f(x) >0
dla x € (-2; 6), f(x) <0 dla x € (—o0; =2) U (6; 00) f) f(x) >0 dla x € (—o0; 1) U (3; o0),

f(x) <0 dlaxe(-1;3) 42 a)xe(%3) b)xe (—1-. z%) ¢) x € (~00; 0) U (2; o)
d) x € {_\&-; \E) e)xeR f)x=1 g brakrozwigzan h) brak rozwigzan

4.3. a) x € (—o0; 2)U(4; o) b)xe€ (—3'. %) c) x € (5:- 2> d) brak rozwigzan
e)xe <—%, %> flxeR g)xe(—oo;0)U (4 o0) h}xE{—m;—l}U(g;m)

4.4. a) x € (—oo; =1) U (3; 00) l}]xE{m-S}U(z;m) c}xE(—?;\E} d) x € (2; 3)

e)xe(0;4) f)xe€(-o0; —5}u<2{ -:x:) 4.5, a}np.~x2+3x-—15>{} h}np,xz—zx—ﬂraﬂ

¢) np.-2x" —18x >0 d) Nie ma takiej nieréwnosci. €) np.3x" —13x~10>0 f) np.4x" - 81 >0
4.6. a) x € (—o0; ~2) U (3; 00) b)x=7 c)xe(l;2) d)brakrozwiazan e)xe(-1;4)

HXE(—E;E) g]xE<£;§> ]1}xE(-—oo L)l..;l(E;r:n::n) 4.7. x € {0, 1, 2, 3}

3 17 a8 5
48. a< -1 lub a> -% 49. a) L. xe(—oo; -1)U(2; 0) IlLxe(-1;2) IILxe{-1, 2}
b) 1. brak rozwigzan [-l. xeR-{0} ILx=0 ¢ lLxe(-o;3)U(7;00) ILxe(37)
IMLxe{3,7} dLxe(-2;1) Il.xe(-o0;-2)U(l;00) Ill.xe{-21} 4.10. x€(0;3)

411.3}D=(—m~—%>u<é;m) h}n:{—m;—nu<—§;m) &) D= (-3 1)

) D= (-o0; -1} U{(2; 00) 412.a)xe(-2:0) b)xe(-3;7) ¢)xe(0;2)

e (To0he) axe(3et) oxe (B ayulan
| s.35

1.D 2.B 3.C 4.P,FFP bB.xeR 6.x¢€{0,1,234,5,6,7, 8}

7. x € (—Do; - 2} (]E; oo)
5. 39

514. P,EP 52.a)x=1lubx=3 b)x==-1lubx=1 ¢)x=1lubx=2 d)x=0Ilub x=-6
5.3. a) brak rozwigzann b)x=-1, y=-3 c)x=0, y=-61lub x=6, y=0 d)x=1, y=2
lub x=3, y=2 564.2)x=-2, y=2lubx=1, y=—4 b)x=-1, y=-T7lub x=5, y=-7

y=~;~x1+2x+2

cx=2y=1lubx=6 y=9 5.5¢a}11p1|y:x' b) np.
4 y=—-x-2

=x+2

MG [/ . L R
&) np. y=-X"-4x-5 d) np. y==-2x"-4x+2 5.6. np. y=x"-2x-1
y=-2x-2 y=4x-10

__2 4 1 3
5_7_3}119_{}" 3x+3x+23 h}np_{}"-x +1ﬂx+22ih|y - 18
y=2x+6

5.8. a}(—l%), (0,0), 4,2) b)3 58.p=3 g=~1lub p=—1, g=3
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5.10. 2,4, 6 lub -6, -4, -2. Wskazéwka: Oznacz szukane liczby: 2(a - 1), 2a, 2(a + 1).
511.17,18,19 5.12.52¢cmi34cm 5.13. 40cmi42cm  5.14.84cm  5.15. 619 lub
-10i-7 5.16. ok.56m 5.17.15 5.18.12i16 5.19. -22,-18,-14 lub 14, 18,22
5.20. ojciec: 47, syn: 19

1.D 2B 38D 4.x=2 y=0lubx=10, y=-8 5. y=x"+4x+3
6. 23,25,27 lub -27,-25,-23 7. 52

6.1. a) D=R, ZW = {=2; c0); miejsca zerowe: 0,2; f(x) >0 dla x € (—oo; 0) U(2; 00}, f(x) <0
dla x € (0; 2); funkcja malejgca w przedziale (—oo; 1), rosnaca w przedziale (1; oc); wartos¢
najmniejsza: -2 dla x = 1, brak wartosci najwiekszej; f(x) = m ma: 0 rozwiazan dla m < -2,
1 rozwigzanie dla m = -2, 2 rozwigzaniadla m > -2 b) D=R, ZW = (-oo; —1}; brak miejsc
zerowych; f(x) <0 dla x € R; funkcja rosnaca w przedziale (-oo; 2), malejaca w przedziale (2; oo);
warto$¢ najwigksza: —1 dla x = 2, brak wartosci najmniejszej; f(x) = m ma: 0 rozwigzan dla m > -1,
1 rozwigzanie dla m = -1, 2 rozwigzaniadla m < -1 ¢) D=R, ZW = (-8; o0); migjsca
zerowe: —=6,2; f(x) > 0 dla x € (—o0; =6) U (25 00), f(x) <0dla x € (-6; 2); funkcja malejaca
w przedziale (—oo; =2}, rosngca w przedziale (-2; oco); wartoé¢ najmniejsza: =8 dla x = -2, brak
wartosci najwigkszej; f(x) = m ma: 0 rozwigzan dla m < -8, 1 rozwigzanie dla m = -8,
2rozwigzaniadla m > -8 d) D =R, ZW = (—oc0; 00); migjsce zerowe: =3; f(x) <0 dla
x € R = |-3}; funkcja rosnaca w przedziale (—oo; —3), malejaca w przedziale (-3; oo); wartod¢
najwigksza: 0 dla x = =3, brak wartoéci najmniejszej; f(x) = m ma: 0 rozwigzan dla m > 0,
1 rozwiazanie dla m = 0, 2 rozwigzaniadla m <0
62 NT AT TTT1 D=R ZW=R; miejscazerowe: -2,2; f(x}>0 dla x € (—o0; -2),

' \ | ------ f(x) <0 dla x € (=2; 2) U(2; o0); funkcja malejaca w kazdym

: -z przedzialow (—oo; 0) i (2; oo), rosngca w przedziale ((; 2); brak

wartosci najmniejszej i wartosci najwigkszej; f(x) = m ma:
1 rozwigzanie dla m € (—oo; —4) U (0; o0), 2 rozwigzania dla
m € {—4, 0}, 3 rozwigzania dla m € (-4; 0)

D =R, ZW = R; miejsca zerowe: =1 — V3, =1+ 3, 2; f(x) >0 dla

x € (-1-VE -1+ V3)U(2 00), f(x)<0 dla

X € (—00: == ﬁ) U (—1 +3; 2); funkcja rosnaca w kazdym

z przedzialow (—oo; =1} i {1; oc), malejaca w przedziale (~1; 1); brak
wartosci najmniejszej i wartosci najwigkszej; f(x) = m ma: 1 rozwigzanie
dla m € (—o0; =1) U (3; o0), 2 rozwigzania dla m € {-1, 3}, 3 rozwigzania
dla m e (-1; 3)

D =R, ZW = R; miejsca zerowe: =3 — V2, =3+ V2, 3+ 6
flx)>0 dla x e (—o-o: -3 - \r’i)u(—3+ V2; 3+ V'E), flx) <0
dla x (—3 -2 -3+ ‘ﬁ) U (3 + V6; m); funkcja malejaca

w kazdym z przedzialow (—oo; =3} i (3; 00), rosngca w przedziale
(—3; 3); brak wartosci najmniejszej i wartosci najwigkszej;

f(x) = m ma: 1 rozwigzanie dla m € (—o0; =2) U (65 o0),

2 rozwigzania dla m € {-2, 6}, 3 rozwigzania dla m € (-2; 6)
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D =R, ZW = (-o0; 2); miejsca zerowe: =2, 1 - V2, 1+ V2, 4
flx)>0 dla x e (—2; - v’i)u(l + V2 4), f(x) <0 dla
x € (—oo; =-2)U (l V214 \E) U (4; o0); funkcja rosngca w kazdym
z przedzialow (—oo; —1) i (1; 3), malejaca w kazdym z przedzialow
{=1; 1) i (3; o0); brak wartosci najmniejszej, wartos¢ najwigksza: 2 dla
x=-11ix=3; f(x)=m ma:0rozwigzan dla m € (2; o0),
2 rozwigzania dla m € (—oc; =2) U {2}, 3 rozwigzaniadla m = -2,
4 rozwigzania dla m € (-2; 2)
6.3. a) x € (-1; 9) b)xe(1;3)U(3;00) c)xe(=2;1)U{3;6) d)xe (=20

1Y 3 0 0 I I €/ 4 I 0 :_' LIATITTT] 7Yl
i w74 N

L 1al
(o[ T
Liczba rozwiazan rownania
Zero jedno dwa trzy cztery
a) 7 m € (—oo; =2) U (4; o0) m e {=2, 4 me(-2;0U(2;4) | me{0;2)
b) - m € (—oo; 3) U (6; o0) m € {3, 6} m e (3; 6) -
c) | m e (=o0;4) - m € (6; co) U {4} m=6 m € (4; 6)
d) = me(—oo; 0)U (4 00) | melo, 4] m e (0; 4) =

6.5.b=-8c=2 66.a=-1,b=-6 67.b=6 c=-3 E.B.y:%xz—l 6.9.a=—,

b=2,c=% 610.a=1,b=-4c=6 BA1la=1b=-4c=1

6.12. a) f(x)=~(x+2)°+4 b) f(x) = %{x-—é]z—fr ¢) flx)=—(x-2)"+5
d) f@) =2x+37-3 ¢ f()=3(x-5"-4 D f(x)= —%x'! -Ix+27  643.2)b=2,

e=u3 Wh=sbes &.14.:::::-15: o=t SASAechb=%e=1

[, 3

b)a=1,b=-2,¢=-3 cla=0,b=2,c=1 6.16. Wskazowka: f(x) = qixz—%x+g
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s. 51
1.C 2C 3C 4&EPF 5.f{x}=%x3—]—~x+31 6. f(x)= sx" —2x+1

T. ZW= <-1%; m)

1.B 2.B 3.B 4D &6A 6D 7.B 8A 9.D 10.C 11.D 12.B
13.B 14.C 15D 16.B 17.P,P,P 18.FP,F 19.P,P,F 20.P,P,P
21. ER, P 22. P, P.F

1 |
23. | Warto$é najwicksza | Warto$é najmniejsza ' 24. a) f(x) = 15( X — .E) ( X+ :)

b

| a) l1dla x=3 —3dla x=5 b) f(x) =x(9x+ 1)
b) 6dla x =0 ~10dla &= <4 ¢) brak postaci iloczynowej
| 7 1 25 T ) f0) = (x-2-V5)(x -2+ V5)
c) ——dla x = - -—dla x=-- oy :
4 6 12 6 e) brak postaci iloczynowe;j

A | 4-V3dlax=-1 | 5-4V3dla x=-2 |

N fx) = 3(x~ %){xHZ}

25. a) f(x)=2(x+3)" -8, f(x) =2(x+5)(x+1) b) f(x) = —%x-’- + 6x — 19, brak postaci
iloczynowej ©) f(x) = -3%° +3x+6, f(x) = —3(x = %) 65 d) flx) = S(x - %) - 115,
f@)=5xx-3) 2B.a)x=1lbx=2 bx=20 pyp = 20 ), 25

d) x = 2" lub x =2V e) brak rozwigzan ) x =1 lub x = FA o a) x € (—9; 9}
by # € (—ooi <) Bioe) D ae <—4; %) Hx=V3 &xe(8) l}xE(—m; —%)u(}l; o)

g)x€R h)xe(-o0;-5V2)U(3VZ00) 28. f(x)= %{x ~2)(x-8) 29.a) f(x)=x"-3x
b) brak rozwigzan  30. a) x € (—o00; 0) U (2; oo) b) warto$¢ najwigksza: 4 dla x = 1, warto$¢
najmniejsza: 0dla x=3 ¢) flx)=—-(x+1)(x-3) 31.a) flx)=—-(x- 2% 42

¢) x € (—00; =2) U(6; 00) d) f(x)=—(x-2-VZ)(x-2+2)

32. f(x) = -%xl + %x + % 33. a) miejsca zerowe: =5, =L, W = (=3, 4), P = (0, =5)
b) miejsca zerowe: 1,5, W = (3, -2), P= ([L %) 34.11=3+ % + % 35. 115z

|a—b|
— Cm

36. x = 37. bok: 5 cm, wysokosé: 5ecm - 39. %

5 W dla he(0; V2) TR
= 5 ; pole jest najwicksze dla
~h+ Z“ﬁh dla he (Wﬁ; 2\5) i e

h = V2. Wskazéwka: Zauwaz, ze wierzcholki K i L trojkata moga lezeé
na bokach AB i AD albo BC i CD kwadratu.
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41. 9 uczniow 42, 22,24,33 43.a=80 luba=20 44. m:ﬂ% 45. p=2,g=-2

46. a) np.xz—zx— 1=0 b) np.x2—6x+2=l‘.] 47.a) -1, 1,3 b) brak
48. ) 1. x € (=5 <3) ILxe(=o0;—5)U(-Zoc) T, xe(-5~3}
b)Lxe(—4;-2) ILxe€(-o00;-4)U(-2;00) IILxe€ {4, -2}
49. | vk | 1 rozwigzanie dla m € (—o0; 2) U (35 o0),
’ ] / 2 rozwigzania dla m =2 lub m = 3,

| 3 rozwigzania dla m € (2; 3)

50.a)x=-3, y=-31lubx=1, y=5 b)x=3, y=1

2. Wielomiany | wyrazenia wymierne

1.1. A,B,D,F,G,H 1.2 a) 7x" + x" + 2x° - 5x" + 2x - 1, stopien wielomianu; 5

2

3 2 8 J 1 £ ;
b) 2x” — 5x" — x + 11, stopien wiclomianu: 3 ¢) —Exs 4+ x° 4+ x + 1, stopien wielomianu: 5

d) —V2x® - V2x? - V2x, stopient wielomianu: 3 1.3.a)a;=-5 a;=3, a, =2, ay=-1, qy=1,
stopien wielomianu: 4 b) a; = -4, a; =0, a, = 6, a; = -7, a; = 2, stopien wielomianu: 4

) a, = V2, ay = -1, stopien wiclomianu: 1 d) a), = %, ag=ag=a,=a5=10, a; = 1_12’
a;=a;=a,=a, =0, a; =2, stopien wielomianu: 10 e) a; = i, a, =0, a; =-3, a; =5, stopien
wielomianu: 3 f) a, = 52, stopien wiclomianu: 0 1.4. a) stopien wielomianu: 8, ag = 1,
a,=-1,as=as=a, =0, a;=-3, a,=0, a, = V2 -4, a; = -1 b) stopien wielomianu: 5,
as=-7,a,=a;=0,a,=4, a, = -73, ag = 2V3 ¢ stopien wielomianu: 6, a, = —3, as =0,
a; =2, a;=-1,a,=a,=0, a;=3 d) stopien wielomianu: 7, a; =7, a, =0, a; = -1,

Ay =ay=a, =0, a, = -6, ay =-8V5 e¢) stopien wielomianu: 5, az = -5, a, = 4, a; = 0,

a, =2v2, a; =-3, a; =0 ) stopien wiclomianu: 4, a, = l%. a;=0,a8,=-7, a2, =10, ay =2

00 2%t a8

1.5. a) np. 5x° —3x° + x b) np. 37 o np. P i T | d) np. 3x
1.6. a) np. 3x 4 2x42 b) np. 2x° + x° +5x c) np. V5x® + V3x -2

d) np. 2+ 4x 46X+ 65+ 2x + 2 e) np. 12x + 25"+ 3x° + dx* + 16"+ 8x° + dx + 1 f) np. 5x=5



Odpowiedzi

b)ay=-21,a, =11 ay=15 d)a;=3(V2-1) e a,=3 a,=8V2 f}uﬁ-:.aj A

2
ay=3,a,=2V2 18.a)Lp=-1 ILp=1 bLp=2 ILp=-2 Lp=-3 ILp=3
110.a)m=3 b)m=5 c)nie dm=3 ene Hm=0 11l.a)a=-7, b=-3

h}a:—i-,b:-s- da=1,b=3 &a=0b=-3 ea=1,b=1ba=4b=-5
Da=2b=1 3.12.2)np. W(x]l X —x+1, Q(x}:—-x5+x+l

b) np. W(x]l:x +x, Qlx) = 3x’ —x  1.13. a) W(z}=¢ — 24228243
b}W{z}:éz3—Ezz+5z—I

1.B 2.A 3. A 4. PFEP 5 2x -5x —;—x +V2x* + V2Zx + V2, stopien wielomianu: 7
B a="1a=¥a6,=8 "tag=5b=]

s. 71

21.BBP 22 ERP 28 RRF 244 Wi)+Ql)=3x -2 +7x+2
W{x}—Q{x}—-xHBx 6 b) Wix)+0Q(x) = -x° —3x3+ﬁx+4

Wx) -Qx)=7x -7 +8x-6 )W) +Qx)=x" -3z +6x" +x+2,
W(x) - Qx) =—x" = 3x" =2’ = 3x +4  d) W(x) + Q(x) = 8x” + 14, W(x) - Q(x) = -12x" + 8
e) Wix) + Qlx) = ?x" +3x5 = 3x, W(x)-Q(x) = 17x" = 3x" - 3x+2

D Wix) +Qlx) = -x '%XJ'I 2x -1, W{x}-Q{xJ=%x5+%x3+4x3—3x+1

g) Wix) + Q(x) = —2,4x" + x7 —0,8x + 5,2, W(x) - Q(x) = 3x° - 24x" + x + 1

h) Wix) + Q(x) = 3x" +0,6x° + x* —28x -6, W(x) - Q(x) =3x" —x’ - 3x" +5x -8
2.5. a) 2x° —2x° = 3x+3 b —6x +7x  +3x-1 c) 5xt —5x° - 2x" +4x -2

d) 21x* + 2007 —5x° + 4 e) 6x° —2V2x +3V2® -2 - 3x + V2

) -v3x" + (lxﬁ— l)xj —4x +\3x+3 26.a) -2x' - +12x% + x-10

b) 6x* + 0 +12x° - x+6 c) 2t 450 4+ 7t - 2x - 12 d) x4—121x3+81x2—?x+3

e) \ﬁxd—9x3+2(3x@+2)x2—2(*ﬁ+8)x+8 f}— +(\f—+ )x — 8x° +3(\f""+2)x 63
2.7. a) 6" —4x” +3x -9’ —6xP +x -3 b) —24° —Sx +5x) —ax’ — 2P+ x -1
c}xﬁ+4x5—$x4+2x3+4x}‘—%x+2
d]—4x5+2x5—2(\ﬁ.+1)x4+ﬁxj—(ﬁ—l)x2+(v§—l)x+1

e) V3x® + V2x® - 3v3x* - 3v2x + Vext + 9x - 313 f}zxﬁ+2x5+(\ﬁ-l)x3-3%5x-]

2.8.a) -2x" +10x* = 10x+11 b) -2x* +5x+10 ¢)—x" —15x-2 d) -2x" —8x" +19x+ 10
@) x —6x° +28x+3 D) -14x"+7x-7 29.2a)5x% —18x" +15x -6

b)dx’ =100 +5x° +15x-21 ) —x" +5x° - 14x+6 d)3x -8x' +12x° -6x* —x-6

e) —12x" +58x° —93x% +61x -3 ) 6x° - 25x° + 48x" — 40x’ - 20x% + 45x - 9

2.10. Q(x) = -x" +3¢ +3x¢ =11 21t.a=1,b=2 212 altak:a=3, b=-4 b) nie
cnie 213.a=4,b=-2 214. W(x)= (xe -x+ l)(:lx2 -x+4)
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2.15. np. W(x) =3x", Q(x)=-3x" +2x =1 2.16. np. W(x) =5x" - 7x" + 6,
P(x)=5x"-7x'-2 218.a)Dlaa=1ib=1 stopien jestréwny0,dla a=-b+2 i b#1
stopien jest rowny 2,dla a # -b+2 i b € R stopien jest rtowny 3, b) Dla a=-4 i b=4 stopien
jestrowny 1,dla @ =~b i b+ 4 stopien jest réwny 2, dla a # -b i b € R stopien jest rowny 3.

1B 2.C 3.C &4 FP,F B. -4x-12x*-25%+29 T.ga=-4 b=5

s. 76
31. FEEP 3.2.a) x, H}*IS, 3. 162" b) X —8x+16, x° —2(\-@— I)x+ 3—242
x*+2(3-V3)x+6(2-V3) ¢ 18x° —24x +8, 35" + 12x + 12, 63x”
3.3.a) 8x° + 12x° +6x+ 1, 8x° — 36x" + 5dx — 27, 8x° — 12x° + 6x — 1
b) 64x” — 144x” + 108x — 27, 27x° — 108x” + 144x — 64, 64x° —48x” +12x -1 o) x°-3x* +3x" -1,
et 1267 +8 2 +3x 435+ 1 d) 8x® - 60x" + 150x° - 12557, 27" - 272 +9x' - 1,
8x” —60x" +150x° — 125 3.4.a) —6x" +18x—15 b)0 ) 3x° — 10x* +28x - 22
d) 505’ - 29x7 - 14x - 17 ¢) 3x" —2x" +3x% 0 8x’ +60x° + 150x+ 125 @) -12x° - 16x° h) 0
3.5. a) (2x-3) (4:1:2 +6x+9) b) (5 + x) (25—5x+x3) c) x3{4x— l](luli-x2 +4x + I)
d) -2(3x" +1) ) 9x(x’ -3x+9) 1) 2(x—4) (49x° + 16x + 19)
3.6. a) W(x) =3x" -4, W(V3) =5 D) W) =-x+1, W(1-V7)=V7 o W(x)=12x—-4,

W( :f]_;i ) =2(2-4V2+42V5-V10) 8.7.2) W(x) = x* - 10x" + 15x - 11x 45,

W(%):l% b}1-V(I}=—x4+4x3_x3_3x_35’ W(_ﬁ)=_4] E]W[x}:3x4+6x1—3,
IV(\"E):}? 38.a=-2,b=-18 39.b=-3,¢c=2

3.10.2) 10+6V3 b) 11VE-17VZ ¢) 43v7+66V3 d) 25-27v2+9V4
3.11. 2021° - 2018 = (2021 - 2018) (2&21"' +2021-2018 + 2':}132) = 3-(::1:}212 +2021-2018 + 2:}131)

1.D 2D 3.C 4.FEP,P 5. -x +9x*-10x+3, 48+15v5 6. 18

1.3 V2 1 1
4.1.2) -5,2,7 b) 0204 o) -13, d) -v3,-v2, = r:}—:,{:r,:zE f) -6, -1,0
g - = =

42.a)-1,1,3 b)-53 ¢)-4,0,2,3 d)-3,2 ¢ -3.3 1) —1%.—1,2 g)-3,2,3 h)-10,-1,3
4.3. a) np. (x+2)(x-5)x—-1) b)np. (x+3)(x+ Z}I{x - 2x)

¢) np. Zx(x - %) (x+ %){x-fl] (x+ \5) d) np. 5(x-3)(x+1) (x— %)

4.4. np.: 7(x - V7) (x - 4)(x + 2)(x + 5), (x - ﬁ)l (x —4)(x + 2)(x +5),

(x - 'ﬁ) (2 — 4}4{.7: +2)x+ 5]5 4.5. a) np. 8(x+7)(x +2)(x-1) b) np. xz{x —4)

¢)np. (x+3)(x-3" d)np. 3(x-3)° 4.6.a) np. (x-3)x-5)(x-7) b)np. (x—11)(x-17)
c) np. (xl - 1) (xz - S) d) np. x(x+2)(x+1)(x-1)(x-2) 4.7. np. %xi ~3x" + gx +6

48. 0, =-2, a;=6
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4.9. np. W(x) =2(x—1)(x-2)(x-3) 4.10. a) W(x) = x(x—-2) b) Wi(x)=3x(x-1)

) Wix) =-7x"(x-2) d) W(x)=x{x+2)(x-2) e W(x)=-3x(x-9) ) W(x)=-x(x-4)
4.11. a) P(x) = 2x(x - 2)(x +3) b) P(x) = x(7x" + 2x + 1) ) P(x) = 0,5x(x — 2)(x - 3)

d) P(x) = 5mx’(x+ 1)(x=3) e) P(x) =02x(x=2)(x+5) f) P(x)=—-x(x-1)(x~-2)

4.12. a) W(x) = (x-2) bB)W(x)=(2x-3) W) =G+x)’ d) W) =2x+2)°

O W(x) = -3(x+3)° ) W(x)= —Z(x - %)3 4.13. 2) Q(x) = (x = 1) (' +1)

b) Qix)=(x-50x-2)(x+2) ) Q(x)=(2x-5)(2x-3)(2x+3)

d) Qx) = (5x-3) (13 -2) (13%+2) e Q) = 507x+ 1) (25~ V&) (2x + VB)

f) Qlx) = z(x— \r'ﬁ) (x+ ﬁ) (3x+ \.@] g) Qlx) = (ﬁx— l) (x2+4)

h) Q(x) = x(x— %)(%x— \rft’;)(%x+ \@) i) Qlx)=(x+ l}zix— l](x2 + X+ 1)

i) Q(x) = (x-2)*(2x+ 1) (4:-:2 -2x + 1) K) Q(x) = 3x + 2 (x— 1) (xz + X+ 1)
) Q(x) = (x - 2 (x" - 2x +2) (&* + 2x + 2)

414.  czynnik | czynnik | czynnik iloczyn
czynnik x x x+1 x4+ x
czynnik | x| x+3 x+2 X +5x" + 6x :
czynnik | x -2 x+3 x-3 x3—2x1—9x+lﬂ_
iloczyn | x* - 2x* X +6x+9x | X -7x-6

415. a)x=0lubx=-5 b)x=0lubx=-3 cJx=0lubx=3 djx=0Ilubx=4 elx=0
lub x=-3 Hx=01lub x=-7 g}x:—frluhx:l]lul':x:l h) x = =2 lub x =0 lub

2
x=3V3 4.46.a) x=-3 h}x:—Z% b o= =1 luhxzzé P e ﬂnx:‘“?E e}x=§

Dx=-v2lubx=-2lubx=0lubx=2 417.a)x=3 b)x=-4lub x=-v3 lub x= 13

A x==31ib ¥=4 djx==2 1uhx=—-';- lub x:fﬁi 4.18. a) W(x) = (x + 3)(x — 1)(x - 2)

1- 13
2

b) Wix)=(x+1) (x— )(x— 1+:ﬁ) c)Wix)=(x+4){x+1)x-5)

1-345 x+1+3v'§
2 2

d]W{x}={x-]}(:~:+ ) 419.a) x=-4 lubx=11lubx=3

B)x==11lubx=1lubx=10 dx=-1 dx=11lub x= -|—2\f"1"§ lub x = —1+2xﬁ§

4.20. a) W(x) = (x+2)(x + )(x - 1)(x —2) b) W(x) = (x+3) (x + V2) (x - V2) (x - 3)

) Wx) = (x- D)(x+1)(x* +13) d) W(x) =-2(x* +2) (" +4)

1 1 2 2 2 9
e) W{x}l-fl(x+ ‘\;’E)(x+5)(x—5)(x—\@) ﬂW{x}l——I’rﬁ(x+§)(x—i)(x +E)
421.a) x=-V3lub x=vV3 b)x=-4lubx=-1lubx=2 ¢)x=-21lubx=-11lubx=0
lub x=1 d)x=-2lubx=-1 4.22.7i11 4.23.3,4i5 424. m=3, n=-12, x=-2
4.26. Wskazowka: W(x) = (x + 5)(x + 3)(x — 3), wiec dla kazdej liczby nieparzystej warloéc

wielomianu jest iloczynem trzech liczb parzystych. 4.27.a=-3, b=3
412’8‘1 lak. H:ﬁ| b:3‘1 C="2
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1B 2C 3C 4EEP 5 Ww=2s(x+D(x-3) 6 x=-v5lbx=-3 b
x:\@ ?.l

51. P,F, P 5.2.a}x‘1+3x~—4 b}x‘t—-xz—ﬁx—j c}5x3+x2—4x+1
d13x4+2x3—5x2+x—1 B.3.a)x+5 b}x:—.'i c}lx2+3x+2 d]lxz—x+2

2 Fi-:8 I Loy
5d4. x+1, x +x+l, x +x +x+1, x +x +x +x+1

5.5.a) W(x)=(x+ 1}(3,:uc1 +2x) +7 b)W(x)= (x2 +x+3) (x=3)+x+8

OW(x) = (x*-3x-1)2x+5)+2 &) W(x)=(x" +x+3) (26" - x+1) - 10x

5.6. wielomianem stopnia drugiego, pierwszego, zerowego lub wielomianem zerowym

57.2x +5x —4x+2 B5.8.3x -16x +12x" -5x—-6 5.9, np. 5x" +4x" —8x" - 3x -1

510. np. X’ +x -2x-8 5.41.np. x” +2x -19x-20 5.142.a)-15 b)-17 )49 d) 2"
514. a)m=1 b)m=-3 cJm=4 dm=1 856185.a)m=-1 bjm=-2 c)m=5
dim=3 B16.a=-2luba=2 B58A7.a=5, b=-4

1.C 2B 3.C 4. P,P,P 53 -x-12x+4 6 W(x)=-x+x —4x°

6.1.P,P,P 6.2.a)x*-2x+3 b)2x*-9x4+6 ¢)-3x*+7x-16 d)x>+5x+2

e}x3—3xz+6x—3 ﬂx4—2x3+4x2—8x+16 6.3. a) -3, 1 h]l—l.% -::]I—%,i d)%
_ 12
6.4. -3, 3 5.5.3 »13‘3+1JT3: 6.6.a)x=-21lubx=1 blx=1 ¢)x=-3lub x=-1

2 2
lub x=1lub x=3 djx:—EIuhx:—% lub x=3 e}x:%lubx:lluhx:E I'}x:%

lub x=21lubx=3 6.7.a)np. (x+3)(x+2)(2x-1)(x-1)=0 b) np.

(x+DBx—-1)6x—-3)=0 c)np.x(x+1)(3x-2)(x-2)=0 d)np.(4x-2)(10x -4} (x-7)=0
68.a)x=1lubx=2 blx=-3lubx=2 cJx=4 d)x=3 69.a)x=11lub x=3 lub
x=4 b)x=-21lubx=-11lub x=5 c}x=—2|uhx=l_ﬂ5 Iuhx=1+;§ d) x =-4 lub
x=2lubx=5 610 a)x=-7lubx=-3lubx=-1lubx=0 b)x=-4lubx=1 lub
x=4 )x==4lubx=-3lubx=-2lubx=2 d)x=-1lubx=7 e)x=-1lubx=5

3-15 |uhx=3+;@ Dac=ci libe=3 B4t a)m=1;x=-31ob =2 Tub

lub x =

x=3 bm=-l,x=1lubx=2lubx=4 ¢)m=2, x=-21ubx=-11lub x=2
dym=-2, x=-11lubx=4 612. k=-3 6.13.me{-8,-6,-2,4 6.14.a=-4 lub
a=2 6.15.2,4,8 6.16.m=2 6.17.m=-8 lub m=-2

1.C 2B 3. B 4. FPP SB.x=-1lubx=-2lubx=3 6.a=1 T.-v2,2
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7T1. FP,P T2 FFF 73.a)3 b)9 ¢4 d)7 T4.a)4 b)9 )10 d)5

7.5.a)xy —x’y+5xy—4x+1 b)0 c)2abc+3 d) x'yzt e x‘y-xy 0 3xy-2x ytz’
7.6.2)43 b)-33 )3 d)29 T7.7.a)xy b)3y +4xy

)2y =2x"y —xyt #bxy+3y+x+3 Ay +3x7y +3xy-3xy" - ¥+ 1 ) x7 - 2xy
f}3x2+4xy2 g}xz—xy h}3x3+y3 i}xE—Sx}' i)4y' k) x+3y-xy-2 ) 2x-x* -4
7.8. a)4xy, 16 b) —2x% + 4xy, -1,5 ¢) —xjyz, 9 7.9.a)2(x+ }-'}3 b) 2(x — y)(2 - 3x - 3y)
c) (4-x-3y)d+x+3y) d) Gx-y-2xy)(5x-y+2xy) €) (x=-5y)(x-3y) 0 (p+2x)(y+8x)

7.11.‘2 74 B8 gag WS H gy s %ot a6 X
a 24 xX+y

n

747.a) -1, a# L; ,meu a#2b; 2, b#0, bqe- 2"':}',“&,:@—% h}—l,xael;
X -l xd0,x¢1, x40 t_"],xae—z,xaeu ;._ x#n X x**.X#S x—ﬂ.xen
DEFBRY g N weBw D, e I x#-2 T48.2)57 x40, x#1
X
b)sxl4+5x x# -1, x#1 O)x+x"+x x#1 d)2x'-2x, x#1
3x+6 2x+2 -1 10x-30 2x* —5x+3
.19, : 3 N ol
e e o g T2 B z{ 7 2= *F 9 S nex-d)
5x - 15 1 x 2x° + 2x 3x -3
5(x + 1)(2x — 3)° BT BT IE & A —1)" Ax2-1)" 2x2-1) Ef=l a2l o2l
G — :cx3+1 Ex'x‘1'+x+l x"'—:-:+1
& ax+8 1.!;1:13{]' _RED SEE D ( ) : ( ) ),
6la+ 2 (x=2)" 6lx+2)(x-2) (x*=1)(x*+1) (23 = 1) (x}+ 1)
Sx{xa—l)

{x-‘—l}(x-'H}’x#_l’x‘#l Ta0. x=) y=3lwbx=2.y=2hibx=3. =1

7.21. Wskazowka: 4x” + 4xy + y* — 4x - 2y+1=02x+y~- 1)} 7.22. x=2, y=2lub x =5,
y = 1. Wskazowka: Zastosuj wzor na szescian sumy.

. : 3x—2 il 1 s+ pe
1.C 2.D 3.C 4.P,F,P b5, zx-j’x#: IE,JH‘-I2 E.mH_kg
81.P,P,F 82 a)l, x#—-2 t5 v20 OBl Ly @EAIx-3 L,
HLA e ¥ 7 ] ﬁ{x+1}1 _'Y.'{.T—S} ¥ ]
x+4 —dx + 39 Bx 1
q a s T —— Ty 1 T rr———— =Xy 7 L] =
x+5 83 23) GIDED) x#+-2, x%+-1 b) oY x#-4, x+7 ¢ o xqﬁz
| xrl 2x-=7 Sx+3 l 1 1
xq&—i d:l x#0 &4.&} x_3 #3 b:l 1 x#:; c}ﬁ,x#:l’:i
5 Tx+1 x +11x ﬁ 2x
¢ 3(3x - 1) “EE ¢) A(x - 1) el ) 6xu:x—1}{x+2}’xER_{_2' 0,2} @ (x + 3)(x — 3)*’
x+ 32 7x+4 l4x+1
xeR-1{-3, 3} h) m,x‘ER—{—q‘f‘l} 8.5. a) ﬁ{x+nf xeR-{-1,1} h‘} 1
ldxz—x—i

X €R- i—- ~} L x€R={-1,0) &) o, xeR-{-1, 1]

Sx{x+ 1)
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! 33 ~x -8
3 —3’IER"{"E’§} W #eR-E03 B o et R a8
4x -5 : 18x - 21 11
) (x+1x-1D(xt-x+1) ®ER=E I A 4(2x - 1)(2x + 1)(x = 2)(x - 1)’ B {_5’5’ 1’2}

j},i,xen—{—s,lj} 86. D) iss bu-d Baadibs]l Dam-2f=s
x-—9 2

1-2x
3

da=5b=1 87.a) %L xeR-(-20] l':]E,xER—{-Z,%} 9 L=Z xeRr-{0,1}

2= 2 x+1 1 x—3
d) =, xeR-1-3,0,12 o X ver-{-3,-2.1, 1,2] 0223, xeR-{-3,0,1,2)
o 3x 3 3 X +2x+4
B.B.a};,xil,x#&- b}?,xi—i.xaﬁﬂhxii c}x—z_hﬁ‘i,xeaﬂ{_lg}

d)x* -9, x+-5 x+2, x+3 89.a) "—f x€R-{-2,-1,1} b)3x, xeR-{0, 1,2, 3}
-

c}i,xen—l—?‘-,s] =2 weRe{=5 =10 1] B.1ﬂ,a}2,x£R—{—2,—},—l,l}
72 2 X+5 2

~8(6x + 1) _{_ 1 1} —x—1 v —2x _{_i 1 l]
= 3{2x—1}’xen % z’ﬂ’z <) Seltaaia i fd]5x+1’xER 5 &' §
811.2)= b)# )¢ d)= &)= H= 812 a) ﬂx;j,x¢—5,x=ﬁ2 B) Lk T R L R AT

o
C}x:;,.ﬁf#-i,x#—l.xiﬂ d)2-x,x#1, x+2 8.13. xj,xq&—za.xae_ﬂ‘xqeg,ﬂ
X = a4

1.D 2.B 3.B 4.P,E P 5.
T7.6,x+-1, x+0, x#1

91.F,P,P 92 . FFEP 93.a)x=7 blx=0 c)x= % d) brak rozwigzan e} x=1

x+2 x=1
]2{x+”.x¢—l.xaﬁl 6. m.x#—d,l#—ixaﬁal

[}x:% 9.4.a]x=*§ h}x:—E% lub x=5 c}x:j_ﬁlul's.r:}:ﬁ d]x:%
e}x=%]ubx=1 x=01Ilubx=3 g)x=-21lub x=1 h) brak rozwiazan i]x=—%
9.5.a) x=0 b)x=-1 c)brakrozwigzann d)x=-4 e)x=-3 Dx=-5 96.a)x=3
b) x=2 ¢)brakrozwigzan d)x=3 e)x=-1lubx=1 fx=0 Q.T.E}M———i::
1F
_ mg _RT a  RR, B qr _2E
Bt Bl C]P_u—h I dJR_R]+R2 C}R_4n£kr+q ”m_zgh+u3 98. 4

9.9. 15szklanek  9.10. 8dni  9.11. 57km/h  9.12, 96km  9.13. 78 km/h  9.14. 295 km
9.15. gondolowy: 300, krzeselkowy: 200, orczykowy: 100

1.8 2D 3. A 4.FPP 6.x=-43 6.x=2 7.12pracownikéw

1A 2.C 3.C 4D 6B 6B 7.C 8B 9.C 10.C 11.A 12.B
13.B 14.C 15.D 16.D 17.C 18.C 19.C 20.D 21.FP,F 22.FPF

23. P,F,P 24.P,P,P 25.P,P,F 26.3x°+11x-7 27.m=7
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28. a) Q(x) = 3x’(nx’ +2) b) Qx) =7x°(2x* +3) ) Q(x) = 125" (V2x - V3) (V2x + V3)

d) Qx) = 7x°(x = V3) (x + V3) ) Q(x) = 2x(x - 2) (x° + 2x +4)

) Qlx) =(x- I}(x2+x+ ]){x+ l}(xz—x+ l) 29. a) Wix)=(x+3)x-3)(x+2)

b) W(x) = Zx(x + v’i) (x - \fi) (x=5) ) W(x)=(x-3)7(x+3)

d) Wix) = ~(x - D)(x+1) (x* +2) &) W(x) = (x-1)(x+3)(x-5) HW(x)=(x+2)(x’-5x+7)
30.a,=-4,a,=-11, a;=30 31.np. (x+2)(5x-2)(7x-1)=0 32.a)x=-41ub x=1
lub x=4 b)x=-11lub x=% lubx=1 x=-21lubx= % lub x=2 d)x=-11lub x=—§

lub x =1 c}x=—w"§lubx=—lé lub x =5 ) x=-1 1ubx=ﬂ|ubx:]lubx=2§
glx==3lubx=3lubx=5 h]x=—2|ubx={}luhx=2|uhx=2% 33. a) x=-v7 lub
x=2 b)x=-3lubx=-11lubx=3 ¢)x=-51lubx=1 d}x:—i%luhx:—l lub x = 1

lub x=2% 34.a)x= —% lub x=% b) brak rozwigzan c)x=21lub x=5 d)x=4

35. Wiskazdwka: Podnies obie strony danej rownoéci do szeScianu.  36. a = =24, b= -12

37. x*+3x+1 lub -x*-3x—-1 38.x=-2lub x=% lubx=1 389.a=0, b=7; tak, -2
41. 24 godziny  42. 2 godziny i 3 godziny  43. autobus; 1,5km 44, 100 km/h

45. stara: 24 godziny, nowa: 8 godzin 46, a) x =1 lub x=2-V2 lub x=2+ V2 lub x=5

X 43

B)x=-vV7lub x=-2lub x=-11ubx=1lubx=21lubx=+7 47.a)|x] b

|x|
3. Planimetria

1.1. a) tak b) nie  1.2. Punkty A, Bi C sa wspolliniowe i punkt A lezy migdzy punktami Bi C.
1.3. 12 (4 rownoboczne, 8 rownoramiennych) 1.4, a) tak  b) tak ¢) Nie moi#na zbudowac

5
trojkata. d) tak ) nie fHrak 1.6.30 1.7.210 1.8. an¥ b6  1.9. 100

1.10. m € (20; 00) 111, m € (0; 40)  1.12. np. trojkat rownoramienny, pigciokat foremny
113.a)3 b)1 ¢4 d)2 e2 N1 gé6 h5 1.14.¢),d)e)g 1.15.4 1.16. nie
1.17. Musza spelnia¢ nierowno$¢ trojkata. 1,19, a) dwa  b) jedno

1.20. Wskazdwka: W danym czworokacie dorysuj przekatng.  1.26. Wskazdwka: Skorzystaj

z wlasnosci przekatnych rombu.

2.1. a) zewnglrznie styczne  b) rozlaczne zewngtrznie  ¢) wewngtrznie styczne  d) przecinajace si¢
e) wspolsrodkowe ) rozlaczne wewnetrznie 2.2. a) |AB| =14 b) |AB|=6 «¢) 10 < |AB| < 30
2.3. W pierwszym wierszu |AB| = 10, w kazdym z pozostatych wierszy jest nieskonczenie wiele
mozliwosci.  2.4. 2,4,8  2.5. Wskazdwka: Oblicz dlugosci bokow tréjkata ABC.

2.6. Wskazdwka: Oblicz dlugosci bokow trojkata ABC.  2.7.a)0 b)1 0 d)2 e1 2

2.8. 6vV3cm 2.9. 4v5 2.10. |PA| = |PB|, |CB| = [CE|, |DE| = |DA| 2.11. 30 2.13. 5cmil3cm
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2.14. 0d 0 do 8 punktoéw wspdlnych

2%
°d S =4

2.15. 52°, 55°, 73° 2.16. 2880cm’ 2.17. 4

1.B 2.C 3.C 4.P,P,P 5. 0(A, 3) i olC, 3) zewnetrznie styczne, o(A, 3) i o(B, 3)

roztaczne zewnetrznie, o(B, 3) i o(C, 3) rozlagczne zewnetrznie 6. 48 cm. Wskazdwka:

Wykorzystaj twierdzenie o odcinkach stycznych. 7. 32° lub 122°

3.1. 20°,140°,200° 3.2, 5% na diagramie odpowiada kat o0 mierze 18°, 10% - 36°, 20% - 72°,

25% - 90° 30%-108° 3.3.a)24n h) %n c) llm d) E?:]-n 3.4. 72°  3.5. pizzy duiej

3.6. 16n 3.7. 1  3.8. 81n Wskazéwka: Zauwaz, ze pole tego pierscienia mozna wyrazié bez
m

wyznaczania promieni ograniczajacych go okregéw.  3.9. 80°  3.10. 50° 100°  3.11. AASB:
4A=4B=20° 4S5 =140 AACB: 9A=20°, 4B=90° 9aC=70" 3.12. a)d4A=4D = 120°,
4B =4C = 140°, 9E=9F = 100° b) po 120° 3.13. a)4A = 40° 4B = 80°, aC = 60°

b) 4A = 15% 4B =75 4C =90° ¢) 4A =60° 4B =50° 4C=70° d)q2A =40° 4B =120°,
JC=20° e)9A=40° 4B =50° 9C=90° H<4A=20°, <B=90° 4C=70° 3.14. 115°
3.15. a) 120° b) 80° ¢) 125° d)70° 3.47.4P=4B=40° 4S=100° 3.18.4A =120°,
4B=70° 4C=60°% 4D =110" 3.19. 944 =50° 4B =105° 4C = 130°% <D = 75% kat ostry
migdzy przekatnymi: 85°. Wskazowka: Niech P oznacza punkl przecigcia przekatnych. Wyznacz katy
wpisane BAC i ABD, a nast¢pnie zastosuj twierdzenie o sumie katow w trojkacie ABP.  3.20. 80°
3.21. 80°lub 100° 3.22. a = 28° f=98" B3.28. 44 =45° 4B = 105", 4C = 30°

3.24. Wskazowka: Skorzystaj z twierdzenia o kacie wpisanym i srodkowym.

1.€ Z2C 3C 4.PPP 5.4A=0625 4B=90%4C=275" 6.49A=60° 4B=730°
4C =90° 7. Wskazowka: Polacz punkty stycznodci ze srodkami odpowiednich okregow

i wykorzystaj fakt, Ze otrzymane trojkaty rownoramienne majg identyczne katy przy podstawach, oraz
twierdzenie o katach naprzemianleglych przy prostych przecigtych sieczna.



Odpowiedzi

41. F,F,P 4.2, a) 1% b)125 ¢ 7 d)2 43.a)12 b)0ol 15 d)7 e 12 N 10
4.4. a) nie b) za malo danych, zeby to stwierdzi¢ c¢) tak d) nie  4.5. |AB| = 42, |BC| = 28,
|AC| =35 4.6. a) 4% b) 5 4.7. Wskazéwka: Przeanalizuj przyklad 5 ze s. 181,

- ;i ; ; ; , a+b
4.8. a) Wskazdwka: Zauwaz, ze podany warunek jest rownowazny warunkowi =
a

S B~

b) Wskazdwka: a+¥ B F by —2ab =la+b)- 2ab. 4.9. Wskazéwka: Przeanalizuj przyklad 6
a+h a+h a+hb

zes. 182, a) Wskazdwka: Odloz na polprostej odcinki o dlugosciach 21 5.

b) Wskazéwka: Zauwaz, ze odcinek o dlugosci V2 jest przekatna kwadratu o boku 1.~ 4.11. 8 m
4.12. trojkat rownoboczny o boku 18em  4.13. 54em 4,14, 2% iS% 4.15. 0 V2 cm

416.36cm  447.9%cm’ 418.m=3% 419 L
z wierzcholka B prosta rownolegla do CD i wyznacz jej punkt przecigcia z polprosta AC.

1.A 2D 3. B 4. 18cn 5.a)tak b)nie 6.012cm 7.9cm

Wskazéwka: Poprowadz

51.P,PF 52.2)4x10 b)Ix2 3x B3 ak=3 bk=2 ok=5 dk=12
5.4. AiD,GiE 5.6.a)tak, k=5 b) tak k :’5- Atak k=3 d)nie e nie f)tak, L_E;“F
5.7. a}k-; b}k:% k=2 djk:i 5.8. obwABCD = 81,6 cm, obwA'B'C'D' = 68 cm
59.a) k=1 b)k= ‘i“ dk=-- 510.1:2 5il.4cm  6.12. ok.5km

5.13. 1:375000 5.14. podobiefistwo o skali k = z% 5.15. dhuzsza: 1>, krotsza: >

5.46.2¢ 5.17.28dm> 5.18. k=14 549.20cm 520.12 5.21. AM _.5_,

|J‘-'i'{.|

1.C 2.A 3. A 4.FFEF 5.k=04 6.1778cm’® 7.18cm’

6.1. KL P,F 6.2, a)niec b)tak 6.3.a)tak b)nie c)tak d)tak 6.4.a)a, =8 b, =2

b) b=5=, a; = 3% 6.5. a) AALB, AHLC, AHMB b) AHKB, ACKA, AHLA ¢) AAHM,

2
ACBM, AABK 6.6.1032m 6.7.24cm,30cm 6.8.55cm  6.9. 8, 10 lub 4%.?% lub

3%,4; 6.10. a) x =125 b)x=7 6.11. 18V13cm, 12V13cm, 78cm  6.12.

331
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6.13. Wskazowka: Wykaz, ze ABMN ~ ANPC. 6.14. (24\5 - 36) cm. Wskazéwka: Wysokos¢

tréjkata jest rowna 6v3 cm. Niech x oznacza bok kwadratu. Z podobiefistwa odpowiednich tréjkatow

1
6— =%
wynika np. proporcja % = 2 6.145. k= % 6.16. 48cm  6.17. Wskazdwka:

63 6
Skorzystaj z podobienstwa trzech trojkatow prostokatnych.  6.18. 2v2ecm  6.19. 4cmil2cem
6.20. x = 4.8. Wskazowka: Skorzystaj z rownosci odpowiednich katéw wpisanych.

6.22. Wskazowka: Skorzystaj z twierdzenia o odcinku laczacym érodki bokéw w tréjkacie.
6.23. <A = 60°, 4B = 90°, 4C = 30% |AB| = 6 cm, |BC| = 6V3cm, [AC| = 12cm; P = 18V3 em’
6.24. 15,2 V89, VB9  6.25. 84

1.C 2.D 3. A 4.PPF 6. promien: 3 cm, odcinek stycznej: 3 cm

1.€¢ 2.p 3¢ 4B H.B 6.D T1.C &P 9D 10.D M.D 92.D
1. C 14.C 156.C 16.B 17.B 18.B 19.B 20.C 21.B 22.B

23. L, P,P 24.FF P 25.P,F,F 26.P FF 27.FP,P 28.PF FF 29, 40°140°
30. a) rozlaczne zewnetrznie b) wewngtrznie styczne ¢) rozlaczne wewnetrznie d) przecinajace sig
3l.a=8=75% y=150° 32.0(A, 6) 33.0(A,4) 34 0(A 7) 35.152°

36. AiC, AiE, CiE, Bil, GiJ, HiK 37T.k= % obw=22¢cm lub k= %T obw = 26,4 cm

&

38. 20cmil5ecm 39. a)tak b) nie 40. % 41. k= - 42. 21:18:14

[ S

45, 15(2wﬁ+ 3) cm  46. 20°, 60°, 100° 47. 4A =<4B =55° 4C = 70° lub 4A = 4B = 35°,
4C =110 48. |AB| = 30, |BC| = |AC| = 25; wysokosci z wierzcholkow A1 B: 24

49. 26 cmlub52cmlub39cm 50, 144mem® 51, 432cm” 52 13% 53. 20 cm i 30 cm
54. Wskazowka: Przedtuz promien CS do srednicy CM i rozwaz katy trojkata MBC.  56. 50
57. 60,30,15,30 58.40cm 59, 1 :13% 60. 60  61. Wskazowka: Niech punkt M nalezy

do boku AD, a punkt N do BC. Z podobienstwa trojkatow CDP i ABP wynika rownosc: %%%! = :%}%
Skorzystaj z podobienstwa trojkatow AMP i ADC oraz trojkatow BNP i BCD, aby zbadaé proporcje
ﬂ:'i’]f{—f;ll oraz :P—D;:- 62. Wskazdwka: Poprowadz prostg rownolegly do podstaw trapezu

i przechodzaca przez punkt przecigcia przekatnych. Skorzystaj z zadania 61. 64, Wskazdowka:
Poprowadz odcinek MF (punkt F lezy na boku AC) roéwnolegle do boku BC i rozwai trojkat AMF,

65. 9A =<4B =70°, 4C = 40° lub 4A =<4B =20°, 4C = 140°  66. 20,5 67. (3+3V3)cm

68. 53 69, 8. Wskazdwka: Zauwaz, ze kgt miedzy dwoma promieniami okregu opisanego
poprowadzonymi do koncow jednego z ramion trojkata jest rowny 30°.  70. 4,5 cm
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4. Funkcje trygonometryczne

|BC] |BC |HI| |DE| |K]|
1.1. a) tg4A = —, 4B=—Db)sindG = indF = — 4K = —,
a) tg lac|” <% lap] o8 GH|’ DF| < o8 K1
|G| i |OM]| |OM]| I‘SRI IWI I
l H T TTT) 5 N S ve——— v M e = P = 3 W
g4 I d) sing NMI cos 4 NM e) tgd T e WOl
= | XY I£X| |BC| |FE| ;
tgd”Z = in4Y = 1.2. — =5sin4A =cos4B, — =sindD = F,
f) tg4 ZXI" 7] AB] sin cos 2Dl sin cos<
|1H| . |JK] [OM| IRS|
—— = 5in<€G = cos4H, =lgdl, —— =1g<4N, = sindP = cos4S,
IGH] VI RGN T e byl
wTi| | XY : -
WUl = sin4lU = cosaW, M =sin4d” = cos4Y  1.3. a) 0,2588, (,5299, 0,9511 b) 0,7986,

0,7547, 0,7880 ¢) 0,9511,0,9877,0,1908 d) 0,3057, 6,3138, 1,9626, 0,4040 1.4, a) 27° b) 47°
c) 57° d)68° 1.5.a)78° b)69° c¢)58° d)23° 1.6.a)8" b)l14® ¢)78° d) §9°

7.a)-3 b) -‘*}3 913-4V3 d)3 182 a=30° ba=30° Ja=45 1.9.a)48°
b) 46° ¢)24° d)53° €)32° )88 1.10. a) sina = g cosa = 4; lga =§1 1) b = i:—ri
_ B ... 12 5 12 oo 23 A\ B
cosa =3, tg-:x—Z*ﬁ o) sina= 77, cosa =, tlga=— d)sina="—", cosa=—, tga=2
1.11. a) singA = > cos<dA = i lg4A = % b) sin9 A = cos<4A = v?i, tgdA =1 c)sindA= %.
Cos4A = i lgdA = vTE d) sindA = —:ﬁ- cos9A = % lgdA =2 e)sindA= E

cosdA = i, lgdA = 25 f) singA = E. COS<IA = E, lg9A = E—ﬁ
17 8 7 7 13
1.12. a) 4B =42°, |AB| =164, |BC| =122 b)<A =138° |AB| =228, |BC|=14,1 <¢)4B=163",

|AB| = 26,4, |AC| = 23,6 d)<4A=71°% |BC| =64, |AC| =22 e¢)<4A=36° 4B =54,
|AC| = 35,6, |BC| = 25,9 [} 4A =25 4B =65 |AC| =150, |AB|=16,6 1.13. sin4CBD = 15—3¥

3
1.14. 7 1.15. sin4CAB = cos4CAD = T‘E tg4CAB = %

o

cos<4CBD = E, tg<xCBD =

12

cosICAB = sin4CAD = —, tg4CAD = 1.16. Wskazéwka: Przeanalizuj przyklad 9 ze s. 228.

3 f‘ 3 5
1.17. a) 1 b= © 1"—2 d) k 1.18. a) sina = ﬂ, COSQ = @ b) sina = —, cosa = 12
2 5 2 2 10 10 13 13

5 : ) 5
c) sinct:%, cusct:% d) smr.x=%, cnsa=2%rj 1.19. a) slna=¥, cos o = —
; V2 V2 ; 313 213 . 246 5
b) sina = L COS i = -y c) sina = 5 cosq = Ty d) sina = = cosg = =

1.20. a) 45° b) 18° ¢)67° d)27° 1.21. 1—52

4

1.B 2.C 8.C 4PEP 61> T.sindA=2, cosdA=2, (gaA =
k: b ] -

333 I
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2.1. a) Tak. Wskazdwka: Przedstaw tga za pomoca sina, cosa.  b) Nie. Wskazdwka: Podnies
rownosc obustronnie do kwadratu. ¢, d) Tak. Wskazowka: Zauwaz, ze f§ = 90° - a.
2.2. Wskazdwka: Oblicz wartos¢ danej funkcji trygonomelrycznej i oszacuj, czy jest dodatnia

imnigjszaod 1. a)tak b)nie c)tak d)tak 23.a)0 b)1 24.a)2 b)l 1 d)2
ef-1 1 25 2-;- 26.a)-1 b0 -4 d)o 2.7.a)dsinacosa b) cos’ a cl d1

242 V2 . V21 V21 V7 V14
28.a)cosa=—, tga=— b)sina=—, tlga=— c¢)cosa=—, tga=—
3 4 5 2 3 7
. 1 V3 : 310 V10 ) V17 4417
d) sina ==, tga=—  2.9. a)sina = ——, cosa = — b) sina=—, cosa = ——
2 3 10 10 1 7
: 5042501 Y2501 : Ve V3 47 245
: = —, cOsSa = $ = —, cosa=— 210, — 2.11. —
¢) sina Ssop > COSG = d) sina 3 cosa=— 0 A 5

242. 2 2143.1 214.1 215 2 2146 . a=35 g=55
25 3 8 41
2.17. przyprostokatne: 643, 18; a = 30°, = 60°

2413

1.D 2.C 3.D 4.EEP 5. 7. 32

13 20

3.1. Zwigkszy¢ cetery razy. 3.2, 4(3 + Z\ﬁ) em” 3.3 3(5 + u’g) 3.4. ﬁ(] + '-.E) cm

3.5. 144cm  3.6.8cm  3.7.27V3em’ 8.8, boki: 2v3 cm, 6 cm, 4 cm, P = 10V/3 em”,
obw = 2(? + \G) em  3.9. P=630, d=25 3.10. 1851m”  3.11. najwieksze: kolo,

najmniejsze: trojkat  3.12. a) 39 b) 29 o) 4%11 +17 d) 34% 3.13. 72ncm’

181 2

3.14. 3, 33, 6  3.15. Zmniejszylo sig 0 1%.  3.16. promien: : cm, P= - em

obw=nv18l ecm  3.17. 38. Wskazéwka: PoprowadZ wysokodci z koficow kritszej podstawy

i rozwaz dlugosci odcinkow, ktére powstaly na dluzszej podstawie.  3.18. 3185 m’

3.19. a) (1 - E)az b) (g - I)a‘j' ¢) (ﬁ-ﬂ)az

! 8
4.1. 74° 106° 4.2, 62°, 118°, 62° 118° 4.3. 60°, 120°, 60° 120° 4.4, |AB| =20,2cm,

|AC| =|BC| =18,1cm 4.5.a) 204 b)294 4.6. a) obw = 21,6, P =20,7 b) obw = 20,5,
P=115 c)obw=186, P=113 d)obw=38,7, P=600 4.7. obw = 42,71 cm, dlugosi

przekatnej: 1597 cm  4.8. 355cm’ 4.9 60°,120%60°% 120°, P=72V3cm’  4.10. 177,3

411, 1922cm’> 442, 1193cm’  4.13. |AB| = 5,7 cm, |AC| = |BC| = 8,4 cm
4.14. P = 4220, obw = 120,1, wysokos’ci:zl,ﬁ, 33,7, 151 415, 1147cm  4.16. P =972,

obw = 3ﬁ(u'l_ﬁ+ 1) lub P = 108, obw = Iz(vﬁ+3) 4.17. 470m 4.18. a) 1127,6 N b) 24°

4.19. ok. 140 m  4.20. prawie 2580 m  4.21. nie 4.22, 880 m, 1050 m 4.23. 6,11 13,1
4.24. 1599 lub 1324
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1.C 2.D 3B 4 PFEF 56 .x=211, y=453 6.500m 7. Wskazowka: Poprowadz
jedng z wysokodci trapezu i rozwaz zwigzki trygonometryczne w odpowiednim tréjkacie.

g 4 3 4 ) 3410 10 . 5
5.3. a) sina = =, cosa = =, tgrx:-i b) sum:T, cnsa:——%ET, tga=-3 c)sina= _}fr_f_,
] ] a by
245 1 . 5 12 5 . 417 V17
cosg = — ,lga=—= d)sina=—, cosa=—, tga=— e¢)sina= , COSQ = ——,
] 2 13 13 12 17 17
teox = —4 I“}:;irh:x-'—r-r 2 cusa——z 2 t rx-—E v :::iru:t:——l:'r cos:x——4 Y e = ——
& 29 29 ' 8 2 & 17’ 17 > 8
; Y14 542 b : 2 z
h) sing = s cosg = —%, lga = —% 5.4. 5in 135" = v—;, cos 135° = —%, tg 135° = -1

5.5. a) 09397 b) -7,1154 ¢) -0,9903 d) -2,0503 ¢) 0,7771 f) -0,5095 g) -0,9397

h) -0,1405 5.6, a) 102° b) 158° «¢) 153° d)93° 6.7.a) 137° b) 172° ¢) 125° d) 102°
5.8. a) 40° lub 140° b) 81°lub 99° ¢) 58°lub 122° d) 53°lub 127° 5.9, Wskazdwka:
Przeanalizuj przyklad 5 ze s. 260.  5.10. Wskazdwka: Przeanalizuj przyklad 5 ze s. 260.

5.11. a) 113,13 b) 43,12 ¢) 53,18 d) 7524 5.12. 193 5.13. 150° 5.14. 60° lub 120°

5.16. P=119cm’, obw = (31 +7V5)cm  5.17. 12(5n-3)em®  5.18. Wskazdwka: Oblicz pole
tréjkata na dwa sposoby.

2413

313 3
1.b 2.A 3.D 4.P,P,P B.sina= I—\?_ cosa = —===, tga = =5 6. 22,54

6.1. a)tak b) nie c)nie d)nie ejtak [jnie 62 a)tak b)tak ¢)nie 63.a)1 b)l
417

c)—-1 d)1 e0 H1 64.a)0 b))l c)sina d)-1 6.5, sina= g tga = —4
6.6. sina = 1_, cos@ = 24 6.7. cosax = —E, lga = =12 6.8. cosa = v—ﬁ, lga = E lub
25 25 7 35 3 2
cosa=-2 tga=-Y2 @9 ay-2 Bymp.(-52 610.1 e Ll 612 -B
3 2 5 3 18 27

s. 270

1.D 2.¢ 8D 4.EEP &1 6

.C 2B 3.C 4D 5C 6.D 7.A 8B 9.C 10.D M11.C 12.D
13.B 14.D 15.C 16.B 17.D 18.B 19.A 20.D 21.P,P,F 22.P,FF
23. L,EF 24.P,F,P 25.FFP 26.FEP 2I.FPF

fad | b3

15 3 3
28. a) sina = VTIE, COSQ = i, tga = V15 a=76° b)sina = i, cos o = g, lga = %5, o = 49°
3
¢) sina = %, cosa = 'I—T, tgo = %, a =18 d) Nie istnieje taki trojkat prostokatny.
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29. a}% b}% 30. a) 31°lub 149° b) 81° o) 132° d) 108° 31. 44° 32, sin43=$,
541 4 : 35 35 : V21 2
cos4B = o tgqB = s 33. sina = o tgo = . 34. sing = " coso = -
11 60 11 60 55 .
35. cosa=—, tga = lub cosa=-—, 1ga=- 36. = 37, 3+2v3  39. 150
40. a) 1 b0 )0 41.a) b) ¥y
i
#i
>
’.pf ! !
ol 1 x 0 1 Kl

42. 1 +sina, o # 90°
43. P=900cm’, obw=523cm 44. 1052cm’ 45, 1205cm” 46, 535cm” 47, 2v/37

3
48. 18cm” 49, P = 7;;’ cm®, obw = (?ﬁ+ 29) cm
T e
50. MTM Wskazoéwka: Poprowadz odcinek DE L CB.  51. a) sine-lge < 0. Wskazdwka:

COS &

Skorzystaj z definicji funkgji trygonometrycznych kata ostrego.  b) ?

. o @, a E l _l
53. a« € (0% 90°) U (90° 180°) 54'2? 55.21uh 2

Dziat 5. Funkcje wyktadnicze | logarytmiczne

1.1. a}$ b) 3 c}% 1.2, a}é b6 )2* d)o 1.8.a)24 mg Q) 12 d}g

d)2?

i 4
] ]

17
14.2)7 b)2 -3 15.a)9 h}é A1 d)4 1.6.2)29 bh)26 )2

3 Q]
17.294° B 9a® ™ 1.8 ayg h}24-§-§ ¢) 4,5 -;1)21% 1.9.3)a=b ba>b

cJa>b dja<b 110.b<d<c<a 111.a)1 b)4 ¢) 81 d}-:? e}% N V3

2.1. a) (0, 2)

vA
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d) (0, =2) e) (0, 0)
vk _ 12A

g _— 1 e o |
2.2. a) warto$¢ najmniejsza: 7 b) wartos¢ najmniejsza: 3

wartos¢ najwicksza: 4 wartos¢ najwigksza: 1

P 1 A 1
¢) warto§¢ najmniejsza: 5 d) warlo$¢ najmniejsza: =

warto$¢ najwigksza: 3 warto$¢ najwigksza: 3
y | _ ¥
1 - 1
ol 1 £ ol 1~

2.3. a) brak miejsc zerowych b) x=-3

d) brak miejsc zerowych e) x =-3
vh
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24.9) [T T WL RAITI] @ T T4

[T
m
T
-
-

|

|

!.
s

2.5.;1:% 26.k=-70 27.m=4 E.Q.a]np.f{x)=2x+%l h)np-ﬂxﬁ(%)x'l

2.10. a)a=3, b=-2 D) Zob. rysunek po prawej.

211.a) x € {-2; o) b) x € (—o0; 2)

c) x €(-o0; -1} d)xe{l; o)

212.a)Lx=3 IL xe(-00:3) b Lx=-2 ILxe (-2 o)
c)lL.x=1 II. xe(-o0;1) d)lL.x=-2 IILx¢€(-2; )

213.a)x=1 b)x=-1 c) x

T |
| | | | e .
i AN N

HRGHHH

B 1 —1 - — ..W-.lll Tt e
HRPES AT

1 1 |
f'f LA |0 | 2

L[N

d) x € (—oo; ) e) x € (—oo: 1) f) x € (—oo; 1)

-
| M =] Ein |
Ll 2}
I}
123

< 14y I | Leryh | L) =
ENLE | TELS !""-“'".‘{L\' T
il YE I S I U 7 el
1A ! - | 1%k | ——
i g AT
| bas
T . TS R lz_’ ....... S oS

2.14, a) 3lata  b) po 10 latach
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s. 288
1.8 2.C 3. A 4. FEF B58.x=3 7. a) 100°C
FYUENIER b) po 2 minutach
: ¢) 20°C

2 3 3

31.29)3 B2 9-3 d-3 &1 D3 0 h-2 3.2.3]% m% c}% 9z o-3

f}u% 33.a)x=8 blx=33 cx=1 d}x:% e)x=81 flx=16 34 a)jx=2

Bl#=10 Sx=9 dx=06d ::)x:-;(u, m:% 35.2)7 b)2 c}% 12 16 3

41.a)2 b)5 ¢)1 d)2 e2 H2 42.a)2 b)0 )2 d}g e)5 H-1

43.a)1 b)2 )1 d)3 e2 )1 44.a)1 b)l ¢)-2 d)-25 e)-1 1

AR 4y2

4
4.5. a) log %, 1 b)log, ﬂz—f, 4 ¢} log, ;—, -1 d) log (xy+ yl), 1 4.6.a)log2
= iz ] -

b}llogzg ¢) log 5 50 d}]ogié ¢) log (7V10) m%% 4.7. ) log,3 b)log,1

25

16 y

c}lugﬁ(aﬁ) d) log ;81 e) lugE% I']llﬂgz-‘}—l 48.a) x>0, y>0 lugT b) x >0,
s X ~ . (x +1)° g XVI0 e 2
y>0; log, e c)x>-1, y>0; log, 7y d) x > 0; log ¢) x> V2; log, —5

Dx+y>0,x-y>0 ln—g(xi-}rz) 49.a)2a bla+1l ca+4 d)-2a ea-1 2-a

4.10.a)6m b)2m-2 ¢)3m+1 d)5m-1 411.a)12 b)-4 4.12.3 4.13.3
4.14. a) x = -log,3 lub x=2log,3 b)x=21lubx=log5 c)x=logy2 lub x=log,5

d) x=-11lub x=log,3 415 2F

1.¢ 2.C 3.C 4 EFEPF 63 6.0

7 m-—2
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52.a)2 b)8 o1 d3+VID €2 N V2-1 5.3. Wskazéwka: Funkcje f(x) mozna

przedstawic w postaci: a) f(x)=x, b) fix)=xix>0 54.a)a= % b=-2

b) Wskazowka: g(x) = —logi(x+1}+2 85.a)xe(L;2)U({5i00) D) xe(0;1) c)xe(-10)
i

d) xe(l; ) 56.3 567.50dB 58.a)3 b)20cm c¢)100razy 5.9. a) 7.4%

b) po53dniach 5.10. a)073% b)polhlémin 5.11. 4027 m°  5.12. D= (—1; oa).
Wskazowka: f(x) =3 -log,(x+1) 8.13. D =(3; o0). Wskazdwka: f(x) = log,(x + 3)

1.C 2.C 3.A 4C 5.A 6.D 7.B 8C 9.D 10.B 11.C 12.D
13.B 14.B 16.B 16.C 17.C 18.A 19.B 20.C 21.B 22. FP,P

23. P,F,P 24.P,FF 2b.FP,P 26.FP,F 27.P,P,P 2B.F,P,P 29.F PP
30. F,P,F 31.P,P,F 33.a)1 b0 )1 d)3 e3 N0 34.277 35.a)1 b)-2

A2 d)0 36.a)18 b)49 )2 :1}1-,1;r )3 06 37.9° 3a.aj—§ b) 1 c}-;l?

d)2 89.a)-1 b)10 )4 d)-1 40.a)x=5 b)x=1 Jx=11 d)x=-3lubx=7

41.2)> b)> = d)> 42 ZW=(1:0) 43.x=-1 44.a=§
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45. a) x=4 lub x=5 b) x = -1 Ax==1Llubix=0
A /4 T ._.'.__f}.lfﬁ"jf.‘f_ A !'f '

AJ.I J’I :31:

46. a) x € (—o0; -1} b) x € (—o0; 4) ) x €(-00;2
T NN TRYAN
“"f}?‘:es;:e /L 2 xciw, i B E N

: J‘F yzi:!\; é:l-—_ i 'Il:”:.l | | f |
: | [Jin | | R |
| 1 [0 %] | /.iﬁ , YEEET 4]
| i Ly 1 L]
: ’J:‘:_: | i-r-}f |
E- L] 0 3
101 3 [ ] ] [x] i _

47. a) x=2, y=4 b) x=-2, y=0 e) x=d, y=4
g7 | YT DA/ N2R [ [T 1]
\ [y =X B /| e L]
1! _ | | Wi Kf v
[ | 1 )

' i ¥ =23 q
m e, vanoin i \ Auman

I | | | -

I | 1 X

[ \ . F il

[ ] |0 | Tx

50. a) 0 26% b) po 5 miesigcach

51. a) | TTT1T] P AT] 0
AT [ \ ;;r

] O O e ™ O N
L || |

52.a) D=(3; 0) b)D=(-5%-2) c)D=(0;0) d)D=(0;1)u(l;4)
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Skorowidz

Brzeg kola 150

Cechy podobienstwa trojkatow 198, 199

cigciwa okregu (kola) 149, 150
cosinus kata 225, 256
cotangens kata 225

Dwusieczna kata 143

dziedzina wyrazenia wymiernego 111

Figury podobne 187

— przystajace 187

funkcja kwadratowa 8

— logarytmiczna 302

— wielomianowa 61

— wykladnicza 280

funkcje trygonometryczne 225

— rowne 64

Jednomian stopnia 1 62
jednomiany podobne 62
jedynka trygonometryczna 235, 265

Kat srodkowy 162

— wpisany 165

kolo 150

konstrukcje geometryczne 144
krzywa logarytmiczna 302

— wykladnicza 280

Liczba logarytmowana 289
logarytm 289

— dziesigtny 289

— iloczynu 292

— ilorazu 293

— potegi 294

Luk okregu 149

Nierownosé kwadratowa 30
— trojkata 140

Odleglosé punktu od prostej 152
okrag 149

— opisany na trojkacie 158

— wpisany w trojkat 157

okres polowicznego rozpadu 285
okregi przecinajace sig 150

— rozlaczne wewnetrznie 150
— — zewnetrznie 150

— slyczne wewneltrznie 150

— — zewngtrznie 150

— wspolérodkowe 151

orlocentrum 158

Pierscien kolowy 165

pierwiastek rownania kwadratowego 22
— wielomianu 79

podobienstwo o skali k 187

podstawa logarytmu 289

podzielnos¢ wielomianow 93

posta¢ iloczynowa funkcji kwadratowej 25
— kanoniczna funkcji kwadratowej 8, 9
— ogolna funkcji kwadratowej 9
polokrag 149

promien okregu 149

— wodzacy punktu 255

punkt stycznosci 153

Rami¢ wodzace kata 255
redukcja wyrazow podobnych 62
rozwiazywanie trojkata 227
rownanie kwadratowe 22

— wielomianowe 79

— wymierne 127

rdznica wiclomiandw 69

Schemal Hornera 99
sieczna okregu (kolfa) 149, 150
sinus kata 225, 256



skracanie wyrazenia wymiernego 111
styczna do okregu 153

suma algebraiczna 60

— wielomianéw 69

symetralna odcinka 142

Srednia geometryczna 204
$rednica okregu (kola) 149, 150
srodek cigzkodci trojkata 206

Tangens kata 224, 256
tozsamos¢ lrygonometryczna 267

twierdzenie Bézouta 95

Skorowidz

— — — Talesa 180

— o0 odcinkach stycznych 155

— o $rodkowych w trdjkacie 206
— Pitagorasa 141

— Talesa 178

Wielomian 60

— zerowy 61

wierzcholek paraboli 8, 9
wnetrze kota 150

wycinek kotowy 164

wyraz wolny wiclomianu 63
wyrazenie wymierne 110

— o catkowitych pierwiastkach wielomianu 103 wyrdznik funkcji kwadratowej 9

— odwrotne do twierdzenia Pitagorasa 141

wzory redukcyjne 258

Tablica wartosci logarytmoéw dziesietnych liczb od 1 do 9,9

x 1 L1 | 1.2 | L3 | 14 | 15 | e | L7 | 1.8 | 19
log x | 0,000 0,041 | 0,079 | 0,114 | 0,146 | 0,176 | 0,204 | 0,230 | 0,255 | 0,279
i 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29
log x | 0,301 | 0,322 | 0,342 | 0,362 | 0,380 | 0,398 | 0,415 0431 | 0,447 | 0,462
x | 3 | 31 | 32 | 33 | 34 [ 35| 36 [ 37 | 3,8 | 390
log x | 0,477 | 0,491 | 0,505 | 0,519 | 0,531 | 0,544 | 0,556 | 0,568 | 0,580 0,591
x 4 41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 48 | 49
log x | 0,602 0613 | 0,623 0,633 | 0,643 0,653 0,663 0,672 | 0,681 | 0,690
x 5 510 | 82 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59
log x | 0,699 | 0,708 | 0,716 | 0,724 | 0,732 | 0,740 | 0,748 | 0,756 | 0,763 | 0,771
x 6 61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69
log x | 0,778 | 0,785 | 0,792 | 0,799 | 0,806 | 0,813 | 0,820 | 0,826 | 0,833 | 0,839
x 7 71 | 72 | 73 | 74 | 75 | 726 | 77 | 78 | %9
log x | 0,845 | 0,851 | 0,857 0,863 | 0,869 0875 0881 0,886 | 0,892 | 0,898
x 8 81 | 82 | 83 | 84 | 85 | 86 | 87 | 88 | 89
log x 0,903 | 0,908 | 0,914 | 0,919 | 0,924 | 0,929 | 0,934 | 0940 | 0,944 0,949
x 9 91 | 92 | 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99
log x 0,954 | 0,959 | 0,964 | 0,968 | 0,973 | 0,978 | 0,982 | 0,987 | 0,991 0,996

343 I
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Tablica wartosci funkcji trygonometrycznych

Miarakataa =

Dﬂ'
1 a
2@‘
3'}
413
Sﬂ
ﬁn
?n
8‘}
gn
10°
)
| Fas
13°
14°
15"
16°
| 75
18°
19°
20°
23 4
22°
23°
24°

25°
26°
27
28°
29°
30°
3=
307
33°
CL 5

35°
36°
37°
38°
39/

40°
41°
42°
43°
441:!
45°

sin o

0,0000
0,0175
0,0349
0,0523
0,0698

0,0872
0,1045
0,1219
0,1392
0,1564

0,1736
0,1908
0,2079
0,2250
0,2419

0,2588
0,2756
0,2924
0,3090
0,3256

0,3420
0,3584
0,3746
0,3907
0,4067

0,4226
0,4384
0,4540
0,4695
0,4848

0,5000
0,5150
0,5299
0,5446
0,5592

0,5736
0,5878
0,6018
0,6157
0,6293

0,6428
0,6561
0,6691
0,6820
0,6947

07071 |

COs o

1,0000
0,9998
0,9994
0,9986
0,9976

0,9962
00,9945
0,9925
0,9903
0,9877

0,9848
0,9816
0,9781
0,9744
0,9703

0,9659
0,9613
0,9563
0,9511
00,9455

0,9397
0,9336
0,9272
0,9205
0,9135

0,9063
0,8988
0,8910
(0,8829
0,8746

0,8660
0,8572
0,8480
0,8387
0,8290

0,8192
0,8090
0,7986
0,7880
0,7771

0,7660
0,7547
0,7431
0,7314
0,7193

07071

tga

0,0000
0,0175
0,0349
0,0524
0,0699

0,0875
0,1051
0,1228
0,1405
0,1584

0,1763
0,1944
0,2126
0,2309
(,2493

0,2679
0,2867
0,3057
0,3249
0,3443

0,3640
0,3839
0,4040
0,4245
0,4452

0,4663
0,4877
0,5095
0,5317
0,5543

0,5774
0,6009
0,6249
0,6494
0,6745

0,7002
0,7265
0,7536
0,7813
0,8098

0,8391
0,8693
0,9004
0,9325
0,9657

R

| Miarakata o |

45°
460
47°
48°
49°
50°
51°
52°
53¢
54°

55°
56°
57°
58°
59°
ﬁ{}ﬂ
61°
62°
63°
ﬁ4ﬁ
65°
ﬁﬁﬂ
67°
68°
69°
70°
712
72°
73°
74°

75°
76°
77°
78°
79°

80°
81°
82°
83°
84°

85°
86°
87°
88°
89°
9{}°

sin o
0,7071
0,7193
0,7314
0,7431
0,7547

0,7660
0,7771
0,7880
0,7986
0,8090

0,8192
0,8290
0,8387
00,8480
00,8572

0,8660
0,8746
0,8829
0,8910
0,8988

0,9063
0,9135
0,9205
0,9272
0,9336

0,9397
0,9455
0,9511
0,9563
0,9613

0,9659
0,9703
0,9744
0,9781
0,9816

0,9848
0,9877
0,9903
0,9925
0,9945

0,9962
0,9976
0,9986
0,9994
00,9998

1000 |

COS X

0,7071
0,6947
0,6820
0,6691
0,6561

0,6428
0,6293
0,6157
0,6018
0,5878

0,5736
0,5592
0,5446
0,5299
0,5150

0,5000
0,4848
0,4695
0,4540
0,4384

0,4226
0,4067
0,3907
0,3746
(,3584

0,3420
0,3256
0,3090
0,2924
0,2756

0,2588
(0,2419
0,2250
0,2079
(,1908

0,1736
0,1564
0,1392
0,1219
0,1045

0,0872
0,0698
(0,0523
0,0349
0,0175

00000

B

1,0000
1,0355
1,0724
1,1106
1,1504

1,1918
1,2349
1,2799
1,3270
1,3764

1,4281
1,4826
1,5395
1,6003
1,6643

|.732]
1,8040
1,8807
1,9626
2,0503

2,1445
2,2460
2,3559
2,4751
2,6051

2,7475
2,9042
3,0777
3,2709
3,4874

3,7321
4,0108
4,3315
4,7046
5,1446

5,6713
6,3138
7,1154
8,1443
9,5144

11,4301
14,3007
19,0811
28,6363
57,2900
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Prosto do matury

Podrecznik Prosto do malury 2 do zakresu podstawowego zostal opracowany z mysla
0 uczniach przygotowujgcych sie do obowiazkowe] matury z matematyki, Precyzyjny

| zrozumiaty jezyk ulatwia przyswojenie omawianych zagadnien. Ponad 1000 zadan

z odpowiedziami pozwala wycwiczyc | utrwalic umiejetnosci sprawdzane na maturze.

A e w8 R R g m— g w Sy —
gt B W 5 G S R b
- e n g e b b

e ——

Porzadkowanie i syntetyzowanie

Umiejetnosci podane na poczatku tematu
wskazuja cele lekgiji.

Przyktadowe zadania rozwigzane krok po
kroku pomagaja w przyswojeniu ziozonych
zagadnien.

Warto powtorzyc przypominajg wiadomosci
z wczesniejszego etapu nauki.

Obszerne powtérzenia

* Sekcja Prosto do matury zawiera 7 zadan typu

maturalnego, dzieki ktorym uczniowie moga
utrwali¢ zdobyte wiadomosci.

Powtdrzenie po kazdym dziale zawiera zadania
roznego typu: zamkniete, prawda/fatsz,
otwarte krotkiej odpowiedzi | otwarte
rozszerzonej odpowiedzi.

Nowa Era Sp. z o.0.

@ www.nowaera.pl Q nowaera@nowaera.pl

@ Centrum Kontaktu: 801 88 10 10, 58 721 48 00

Pomoc w zrozumieniu

* Wyrdznienie twierdzen i definicji utatwia
ich zrozumienie | zapamietanie.

¢ Przykladowe rozwiazania zadan typu

maturalnego pokazuja rozne mozliwosci
radzenia sobie z takimi zadaniami.
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