(! ll.l, \ i
T

|
'1
Prosto do matury

) N
-l \“\iu

Podrecznik do matematyki
dla liceum ogolnoksztatcacego i technikum




Droga Nowa Ero,

Nigdy bym nie publikowata publicznie ksigzek wydawnictw, ktore dzialaja na uczciwych zasadach.
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Wstep

Podrecznik Prosto do matury dla klasy drugiej jest dostosowany do podstawy pro-
gramowej obowigzujacej w liceum od wrzesnia 2019 r. i obejmuje tresci z zakresu
podstawowego oraz rozszerzonego.

Ksigzka zawiera ponad poéltora tysigca zadan do samodzielnego rozwiazania. To wy-
starczy do gruntownego prze¢wiczenia umiejetnosci nabytych podczas lekcji. Zada-
nia trudniejsze oznaczone s * lub *, zadania typu ,Wykaz...” poprzedzono zna-
kiem 0, natomiast te zadania, do ktorych rozwiazania przydatny jest kalkulator -

znakiem ().

Podrecznik dostosowany jest do samodzielnej nauki, co moze by¢ cenne na przy-
klad w razie nieobecnosci w szkole. Wprowadzane pojecia ilustrujemy przyklada-
mi rozwiazanych zadan. W zrozumieniu materialu bardzo pomoga kolorowe rysun-
ki merytoryczne. Wybrane rozwiazane zadania typu maturalnego zostaly oznaczone
znakiem [0,

Roézowym paskiem na marginesie oznaczono material realizowany w zakresie roz-
SZerzonym.

Po kazdym rozdziale proponujemy zestaw pieciu zadan zatytulowanych Prosto do
matury. Warto, by po oméwieniu kazdego rozdzialu uczniowie prébowali rozwigzy-
wac je samodzielnie. Bedzie to sprawdzianem umiejetnosci potrzebnych na maturze.

Odpowiedzi do pytan, polecen, rozwiazan zadan nie nalezy zapisywa¢ w podrecz-
niku,

Autorzy



Wykaz uzywanych
oznaczen matematycznych

x € A; x ¢ A xnalezy do zbioru A; x nie nalezy do zbioru A

{a, b, -::} zbior, ktorego elementami sa a, b, ¢

N,Z, QR zbior liczb naturalnych, catkowitych, wymiernych, rzeczywistych
@ zbior pusty

AcCB zbior A jest podzbiorem zbioru B

ANB czes¢ wspolna (iloczyn) zbioréw A i B

AUB suma zbiorow A i B

A-B roznica zbiorow Ai B

Va pierwiastek stopnia n z liczby a

log b logarytm przy podstawie a liczby b

log b logarytm przy podstawie 10 liczby b

a<b (a>Db) liczba a jest mniejsza (wigksza) od liczby b

as<b liczba a jest nie wigksza, tzn. rowna lub mniejsza od liczby b
azb liczba a jest nie mniejsza, tzn. rowna lub wigksza od liczby b
(a; b) przedzial otwarty, zbior liczb wigkszych od a i mniejszych od b
{a; b) przedzial domkniety (zamknigty)

(a; b) przedzial lewostronnie domkniety

(a; b) przedzial prawostronnie domknigty

|al wartos¢ bezwzgledna liczby a

f(x) wartos¢ funkgji f dla argumentu x

D dziedzina funkcji

ZW zbior wartosci funkcji

o(S, r) okrag o srodku § i promieniu r

k(S, r) koto o srodku S i promieniu r

P pole figury

obw obwdd figury

A= (a, b) punkt A o wspdlrzednych a (tzw. odcieta) i b (tzw. rzedna)
AB odcinek o koncach Ai B

| AB| dlugosc odcinka AB

ii = [a, b] wektor @ o wspolrzednychaib

allb prosta a jest rownolegla do prostej b

alb prosta a jest prostopadla do prostej b

J4ABC kat o wierzchotku B i ramionach: polprostej BA i potprostej BC
AABC trojkat ABC

A delta; wyroznik tréjmianu kwadratowego

sin o sinus kata «

Cos o cosinus kata

tg o tangens kata a

F,=F, figura F, jest przystajaca do figury F,

F, ~ F, figura F, jest podobna do figury F,



Zastosowania
funkcji kwadratowej




1. Warto powtoérzyc¢ — wiasnosci
funkcji, funkcja kwadratowa

Parabola o réwnaniu y = x~ jest wykresem funkji

f(x) = x°. W dalszych rozwazaniach tych zapiséw na ogét
nie bedziemy rozrozniac.

0§ symetrii

o
Parabola ma dwa ramiona oraz wierzcholek, czyli punkt

przeciecia paraboli z jej osia symetrii (na rysunku oznaczony W
litera W). '

Wiasnosci funkcji f(x) = ax” dla a > 0:

» zbiorem wartosci jest przedziat (0; o),

* funkcja ma warto$¢ najmniejsza réwna 0
dla x =0,
funkcja nie ma wartosci najwiekszej,

* miejscem zerowym jest x = 0,

* f(x) > 0 dla x # 0, wigc wykres znajduje
sie w I oraz II ¢wiartce ukltadu wspotrzed-
nych,

» w przedziale (—oo; 0) funkcja jest maleja-
ca, w przedziale (0; oo) jest rosnaca,

zatem funkcja nie jest monotoniczna,
* o0sig symetrii wykresu jest 0§ y,
* rownanie f(x) = m:
dla m < 0 nie ma rozwigzan,
dla m = 0 ma jedno rozwigzanie,
dla m > 0 ma dwa rozwiazania.

Wykres funkcji y = —ax” jest symetryczny do wykresu funkgji y = ax® wzgledem
0Si X.

Wierzcholkiem kazdej paraboli o réwnaniu y = ax’, a # 0, jest poczatek ukladu
wspolrzednych.

Funkcje f(x)=a(x—p)° +q, a# 0 i x € R, nazywamy funkcja kwadratowa
zmiennej x w postaci kanonicznej.




1. Warto powtorzyc — wilasnosci funkgji, funkcja kwadratowa

Parabola o réwnaniu y = a(x — p)* + g, a # 0, ma taki sam ksztalt jak parabola
y = ax’, ajej wierzcholkiem jest punkt W = (p, q).

Przykiad €)

Wykresem funkeji kwadratowej jest parabola o wierzchotku W = (3, —1) przecho-
dzaca przez punkt P = (1, 7). Napiszemy wzor tej funkcji w postaci kanoniczne;.
Rozwiazanie
Wiemy, ze W = (3, 1), zatem do postaci kanonicznej f(x) = a(x - p)* +4
podstawiamy p =3, g=-1.

f(x) =a(x - 3 =1

7=a(l - 3)2 =3k «— punkt P nalezy do wykresu funkcji

8 =4a, wiec a=2

Odp.: f(x) = 2(x - 3)* — 1

g

Funkcje f(x)=ax’+bx+c, a+0 i x € R, nazywamy funkcja kwadratowa
zmiennej x w postaci ogolnej.

* Postacig kanoniczng funkcji f(x) = ax’ + bx +¢, a # 0, jest:
—b\> A
f(x) = a(x = E) i
Wyrazenie A = b° — 4ac nazywamy wyréznikiem funkcji kwadratowe;j.
* Wierzcholek paraboli o réwnaniu y = ax”+bx+c, a # 0, ma wspolrzedne:

=Y =4

X, = —, =
W 9a 4a

Yw

Przykiad &)

Wyznaczymy wspolrzedne wierzcholka oraz rownanie osi symetrii wykresu funkcji
flx) = 3x° + 30x + 73.

Rozwiazanie
Wykresem funkcji jest parabola. Aby rozwiaza¢ zadanie, przeksztalcimy wzor funkgji
dany w postaci ogolnej f(x) = 3x° + 30x + 73 do postaci kanonicznej.

9 N
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Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

[ sposob
Stosujemy metode nazywang dopelnianiem do kwadratu.

3x2+30x+?3=3(x2+lt}x)+?3=3[(x2+2-5x+25)—25]+?3=
23[{x+5}2—25]+?3=3{x+5)2~75+?3:3{x+5}2-2

Zatem f(x) = 3(x+ git—3;
czyli x,, = =5, y,, = —2, a osia symetrii wykresu jest prosta x = =5.

I1 sposob
Korzystamy ze wzorow podanych w twierdzeniu. Mamy a = 3, b = 30, ¢ = 73.
-b =30
Xy == =—==5
Aby obliczy¢ y,,, albo wyznaczamy warto$¢ A = b” — 4ac = 900 - 12- 73 = 24
i wowczas yw=_—ﬂl=_—24=- )
da 4:3

albo znajdujemy y,, = f(x,)= f(-5)=3-25-150+73 = -2.

Odp.: Osig symetrii paraboli, ktora jest wykresem tej funkgcji, jest prosta x = =5,
wierzchotek paraboli ma wspotrzedne (-5, -2).

1.1. Dane sa zbior A = {—], 0, %, 5} i funkcja f(x) = % Oblicz wartosc
funkgji f dla tych liczb ze zbioru A, ktore naleza do dziedziny funkgji f.

1.2. Odczytaj z wykresu funkgji f: Wi vk |

* dziedzing D i zbiér wartosci ZW, T A O

» wartosci najwigksza i najmniejsza, B e ] Ty |

* miejsca zerowe, Ll i) /\\}" =fix) | | ]|

* przedzialy monotonicznosci, | | [ [ ]9 1 L7

* zbiory rozwigzan nieréwnosci / [ 1
f(x)>01i f(x) <0,

* liczbe rozwiazan rownania f(x) = m
w zaleznosci od wartosci m.

1.3. Dziedzina funkcji ¥ = f(x) jest przedzial (0; 10), a zbiorem wartosci przedzial
(=3; 5). Podaj dziedzing i zbi6r wartosci funkcji y = f(x - 2) - 1.

1.4. Funkcja y = f(x) przyjmuje warto$c najwieksza rowna 4 dla x = 3 i przyjmuje
warto$¢ najmniejsza rowna —11 dla x = —6. Podaj wartos¢ najwigksza oraz wartosc
najmniejsza funkcji f(x + 5) + 3 oraz argumenty, dla ktorych funkcja je przyjmuje.



1. Warto powtorzy¢ — wiasnosci funkgii, funkcja kwadratowa

1.5. Na rysunku przedstawiono wykres funkgji
y = f(x). SporzadZ wykres funkcji y = g(x).
a) g(x) =—f(x) d) g(x) = f(x—=3)+2
b) g(x) = f(x)-1  e) g(x) = f(-x)-3
c) gix)=|f(x+4)| O gx)=|f(x)-2

1.6. Przedstaw podane wyrazenie w postaci iloczy-
nu. Wykorzystaj wzory skroconego mnozenia.

a) (b-3)"-1 b) pP—4p+4—s ) w-42"+122-9
1.7. Wyznacz dziedzine funkdji f.
3 Vix +4
=3x-6 b = =
1.8. Podaj zbior wartosci i okresl przedzialy monotonicznosci funkeji f.
5 2
2) f()=-(x+1?=11 b) f(x)=3(x- %) +2 0 f(x)=-VB(x+ V3)

1.9. Wykresem funkcji kwadratowej y = f(x) jest parabola o wierzchotku w punk-
cie W = (-3, 1) przechodzaca przez punkt A = (1, 5). Napisz wzor funkcji f
w postaci kanonicznej i w postaci ogolne;j.

1.10. Podaj wspoélrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji f.
a) fx)=-x’-x b) f(x)=-9x"-6x+2 ) f(x)=025x"+05%x+075

1.11. O funkcji kwadratowej f wiadomo, ze: jej zbiorem wartosci jest przedzial
(—o0; 3), osia symetrii wykresu jest prosta o rownaniu x = 2, wykres przecina os
rzednych w punkcie (0, 1). Napisz wzor tej funkcji w postaci ogolne;j.

1.12. Narysuj wykres funkcji.

2) f(x) = —éf +2 b) fx)=2(x-1%*-4 ¢ f(x)= %xz #3342
1.13. Dla jakiej warto$ci m réwnanie ma jedno rozwigzanie?

a) 57x° =11 =m b) ?(x+11}2+32=m c) “3x’-x+1=m

1.14. Do wykresu funkcji kwadratowej f(x) = %xz + bx + ¢ naleza punkty
K = (-3, -8) oraz M = (6, 19). Wyznacz wspolczynnikibi c.

1.15. Narysuj wykres funkcji f(x) =

%(x—Z}z _2

— 1. Dla jakich wartosci m

oz | X . .
rownanie |E[x - 2)1 - 2| — 1 =m ma 4 rozwigzania?

1.16. Narysuj wykres funkcji f(x) = 4 - sz = Zx‘. Podaj zbior wartosci i prze-
dzialy monotonicznosci tej funkcji.

11 .



2. Wartosc najwieksza
| wartosS¢ najmniejsza
funkcji kwadratowej

Umiejetnosci:
* odczytywanie wartosci najwiekszej | wartosci najmniejszej funkcji kwadratowej
okreslone] w przedziale domknigtym

Przyktad €D < zad. 25

Kowboje na Dzikim Zachodzie popisywali si¢ strzelaniem do rzuconej pionowo w go-
re monety. Sekret tej sztuki polegal na tym, by trafi¢ monete w momencie, gdy byta
w najwyzszym punkcie i przez chwile jak gdyby zatrzymywala si¢ w powietrzu.
Z fizyki wiadomo, ze ruch monety w gore jest jednostajnie opdzniony, a osiagana
przez nig wysokosc (jesli pominiemy op6r powietrza) obliczymy ze wzoru:
tZ
h(t):h[,+uﬂ-t—§2—~
Przyjmijmy, ze: hy = 1m - wysoko$¢, z jakiej wyrzucona byla moneta,
vy = 6m/s - predkosc poczatkowa monety,
g = 10m/s” - przyspieszenie ziemskie.

Wtedy, po podstawieniu danych i uporzadkowaniu wzoru, mamy:

h(t) = =5t% + 6t + 1
Obliczymy, po jakim czasie moneta osiagnie najwigksza
wysokosc i jaka ona bedzie.
Dziedzing funkgcji jest (mierzony w sekundach) czas trwa-
nia eksperymentu, czyli przedzialod t =0 do t =1,
— chwili, w ktorej moneta znajdzie si¢ na ziemi.
Wykresem funkgji jest parabola skierowana ramionami
do dotu.
Znajdimy wspotrzedne (t,,, h,,) wierzcholka.

-6
ty = = 0,6 |
h,, = h(t,) = h(0,6) = =5(0,6)* +6-0,6 + 1 = 2,8 of | bel 1

Moneta osiaggnie najwyzsze polozenie rowne 2,8 m po uplywie 0,6 s.




2. Wartosc najwieksza i wartosc najmniejsza funkcji kwadratowe)

Istotnym zastosowaniem matematyki jest rozwigzywanie probleméw dotyczacych
optymalizacji. Funkcje opisujace rzeczywistos¢ sa na ogol bardzo skomplikowane,
ale sprobujemy zilustrowac to zagadnienie za pomoca uproszczonego modelu.

Jednym z zadan konstruktora mostu jest pogodzenie sprzecznych warunkéw — jak
najlepszej jakosci materialow i jak najnizszych kosztéw budowy. Ponadto przyszli
uzytkownicy chca, aby most sie nie zawalil i stal wiele lat. Wszystkie te uwarunkowa-
nia s3 powigzane. Zalozmy, ze konstruktorowi udalo si¢ przedstawic koszty budowy
jako funkcje rodzaju materialow. Aby wyznaczy¢ dziedzing, musial uwzglednic za-
dang wytrzymalos$¢ planowanego mostu. Teraz powinien znalez¢ argument, dla kto-
rego funkcja osigga wartos¢ najmniejsza. Jesli natomiast wyznaczyl funkcje opisujaca
wytrzymalos¢ w zaleznosci od materiatow, to w dziedzinie uzaleznionej od kosztéw
musi szukaé argumentu, dla ktérego warto$¢ jest najwieksza.

Funkcja kwadratowa jest jedng z tych funkcji, dla ktorych zadanie wyznaczenia war-
tosci najwigkszej lub najmniejszej (tzw. wielkosci ekstremalnych) przy ustalonej
dziedzinie jest proste.

Kowboje, rzecz jasna, nie wykonywali takich obliczen jak w przykladzie 1 - swoje
umiejetnosci nabywali dzieki praktyce. Réwniez starozytni Rzymianie, ktorzy zbudo-
wali jedne z najdluzej istniejacych mostow, nie potrzebowali do tego badania funkcji.
My jednak, zeby cho¢ troche zblizy¢ sie do aktualnych zastosowan matematyki, zaj-
miemy sie znajdowaniem wartosci ekstremalnych réznych funkcji kwadratowych.

Przyktad &) « zad. 2.6

Poszukamy warto$ci najwiekszej i wartosci najmniejszej funkcji f(x) = x* — 4x + 5

okreslonej w réznych dziedzinach D oraz wskazemy argumenty, dla ktérych te war-

tosci sa przyjmowane.

Rozwiazanie vh

a) D=(1;4) '
Wykres funkcji jest fragmentem paraboli o wierzchotku
(X, Yiw) Wartosci ekstremalne funkcja moze przyjac albo

dla argumentu x,, albo na koncach przedzialu (1; 4). Wspol-

i
rzedne wierzcholtkato x, =2 i y, = f(2) = 1. Natomiast | ']
f(1) =21 f(4) =5. Zatem najmniejsza wartos¢ funkgji to 1, 0| |

dla x = 2; najwieksza wartos$c funkcji to 5, dla x = 4.

b) D= (1; 3) EIN
Dla takiej dziedziny x,, € D oraz f(1) =21 f(3)=2. i
Najmniejsza wartoscia funkcji jest liczba 1, przyjmowana dla ' \_/
x = 2. Natomiast wartos¢ najwieksza, rowna 2, funkcja przyj- A
muje dla dwoch argumentéw: x = 1 oraz x = 3. 19 L] &
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B 14 Daziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

c) D=(-1;1)
Teraz x., ¢ D.
Obliczymy wartosci funkcji na koncach dziedziny.
f(=1)=10
(1) =2
Najmniejsza wartoscia funkcji jest liczba 2, przyjmowana dla
argumentu x = 1.
Najwieksza wartos¢, rowna 10, funkcja przyjmuje dla x = —1.

Jezeli ograniczymy dziedzine funkcji kwadratowej y = f(x) do przedzialu domknie-
tego {(a; b), to przyjmie ona swoje wartosci — najwieksza i najmniejsza — albo na kon-
cach przedzialu, albo dla x,,. Metode znajdowania tych wartosci mozna przedstawic
w postaci schematu.

Oblicz |
(%), f(a), f(b).

T TAK

@ | et
: s hye o

Fur l_’- X € (4 b:i}' najmniejsza i najwieksza.
lNIE

Oblicz ]

f(a), f(b).

Przyktad @) « zad. 2.7

Znajdziemy warto$¢ najwieksza i warto$¢ najmniejsza funkcji g(x) = x° — 6x + 5
o dziedzinie D = (1; 4).

Rozwiazanie T
Parabola y = x* — 6x + 5 ma wierzcholek w punkcie (x,, y,,). 14
X, =3 €D, zatem y, = g(3) =-4 0

Punkty (1, 0) i (4, —3) nie naleza do wykresu funkcji, poniewaz
1 ¢ Di4 ¢ D. Funkcja maleje w przedziale (1; 3) i rosnie w prze-
dziale (3; 4), wiegc y = —4 jest najmniejsza wartoscia funkcji.

Odp.: Najmniejsza wartos$¢: —4, dla x = 3. Wartosci najwigkszej funkcja nie ma.



2. Wartosc najwieksza i wartosc najmniejsza funkcji kwadratowej 15 S

Przyktad €) < zad. 2.20

Z drutu dlugosci 20 cm budujemy prostokatna ramke. Zbadamy pole tworzonego
prostokata jako funkcje dlugosci jednego z jego bokéw. Sprawdzimy, czy wsrod tak
powstajacych prostokatéw jest taki, ktéry ma najwieksze pole.

Rozwigzanie

Pole prostokata o bokach a, b wyraza si¢ wzorem P = a - b, zatem zalezy od dwoch
zmiennych — dlugosci dwoch sasiednich bokow.

Z tresci zadania wiemy jednak, ze 2a + 2b = 20. Mozemy wiec uzalezni¢ jedna
zmienng od drugiej, np. a = 10 - b.

Wowezas, po podstawieniu ostatniej réwnosci do wzoru na pole prostokata, otrzy-
mamy zaleznosc¢ pola tylko od jednej zmienne;.

P(b) = (10-b) - b B!

P(b) = -b* + 10b EX==

Zastanowmy sie, jaka jest dziedzina tej funkcji. | E |
Dlugosci obydwu bokéw musza by¢ liczbami dodatnimi: i i i
b>0ia=10-b>0 1]
Zatem b € (0; 10) i ten przedzial jest dziedzing D. i i
Oznaczmy jako b, pierwsza wspolrzedna wierzcholka ' E '
paraboli bedacej wykresem funkcji P. &l i
b, =5 € (0; 10) a4
P(5) = =25+ 50 = 25 i
Funkcja P ma warto$¢ najwieksza, gdy b = 5. | : .
Wowczas a=10-5 =5, i 3l 1 B |

Punkty (0, 0) oraz (10, 0) nie naleza do wykresu, poniewaz 0 oraz 10 nie naleza do dziedziny (1))
funkcji. Interpretacja geometryczna lego faklu jest nastepujaca: gdyby b bylo réwne 0, to

zamiast prostokatnej ramki mielibySémy dwa ,sklejone” odcinki, kazdy diugosci 10; jezeli z kolei
mielibySmy b = 10, to sytuacja bylaby analogiczna - odcinek a miatby diugos¢ 0 i znow

z prostokata zrobilby si¢ odcinek. W jednym i drugim wypadku pole takiej ,ramki” jest rdéwne 0.

Odp.: Ze wszystkich prostokatow o obwodzie 20 cm najwigksze pole ma kwadrat
o boku 5 cm.
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Przykiad @) « zad. 2.21,2.22

Grupa studentow planuje wyjazd do Francji na narty. Autokar, ktéry chca wynajad,
zabiera maksymalnie 40 pasazeréw. Najwyzsza cena, jaka kazdy z uczestnikéw moze
zaplacic za przejazd, jest 450 z1. Wlascicielka autokaru zgadza si¢ go wynajac po 450 zt
od osoby, jezeli pojedzie co najmniej 20 os6b. Przedstawiciel grupy uzgadnia z nia,
ze jezeli zbierze wiecej niz 20 chetnych na wyjazd, to przy kazdej kolejnej osobie cena
wynajmu bedzie mniejsza o 10 zt dla kazdego uczestnika. Zatem, jezeli pojedzie tylko
20 osdb, to wlascicielka autokaru otrzyma:

20+ 450 z = 9000 zl, jezeli 21 oso6b, to 21 - 440 zt = 9240 z1 itd.

Jezeli x oznacza liczbe uczestnikow, o ktorg zwigkszy si¢ 20-osobowa grupa, to:

20 + x jest liczba wyjezdzajacych studentow,
450 — 10x jest ceng przejazdu dla kazdego z nich,

a wlascicielka autokaru otrzyma:
(20 + x)(450 — 10x) zt za jego wynajecie.
Przyjmijmy, ze f(x) = (20 + x)(450 - 10x), gdzie x € {0, 1, 2, ..., 20}, i poszu-
kajmy odpowiedzi na nastepujace pytania:
* Jaka liczba uczestnikow wyjazdu zapewni wlascicielce autokaru najwyzszg kwote?

* Jaka maksymalna kwote moze otrzymac?
* Czy umowa ze studentami jest dla wlascicielki korzystna?

Narysujmy wykres funkcji f.

fid |
ln.s.m__. ! L L i q L] L] 1] ! &

ll}ﬂﬂﬂ"' { | 1 | @ ! 1 | 1 | | 1 ! 1 ! ! 1 | &
| 9.50{}...-

ol 1 [ 3| 6] 7| 9 | bzt 16| 18] 20

o] " I



2. Wartosc najwigksza i wartosc¢ najmniejsza funkcji kwadratowej

Warto$¢ najwieksza funkcja f osiaga dla x,, = 12,5. Taliczba nie nalezy do dziedzi-
ny, wiec na pierwsze pytanie otrzymujemy dwie odpowiedzi.

Wihascicielka autokaru otrzyma najwigcej pieniedzy dla x = 12 lub x = 13, czyli
gdy autokarem bedzie jechalo 32 lub 33 uczestnikow.

Ta maksymalna kwota to: 32330 zt = 10560 z1 (albo 33 - 320 zt = 10560 zi).
Zauwazmy, ze f(0) = 9000, a f(20) = 40 - 250 = 10 000.

Zatem umowa ze studentami jest dla wlascicielki korzystna niezaleznie od liczby do-
datkowych pasazerow.

Przykiad )

Kajetan, kierownik wyprawy w Himala-
je, zatrudnial tragarzy do niesienia bagazu.
Umowil si¢ z 10 osobami, ze kazda z nich
otrzyma 800 dolaréw za wykonana prace.
Ladunek okazal sie na tyle ciezki, ze traga-
rze zaprotestowali. Trzeba bylo zatrudnic
dodatkowe osoby. Wedlug nowej umowy
kazdy tragarz mial otrzymywac o 40 do-
larow mniej przy zwigkszanej o kazda na-
stepna osobe liczbie zatrudnionych. Ostatecznie okazalo sie, ze trzeba bylo zaplacic¢

najmniej korzystng dla wyprawy kwote. Jaka taczna liczbe tragarzy przyjat Kajetan?
Rozwigzanie
Jezeli przez x oznaczymy liczbe dodatkowo zatrudnionych tragarzy, to:

10 + x jest liczbg wszystkich zatrudnionych,
800 — 40x jest zarobkiem kazdego z nich.

Koszt wynajecia tragarzy jest wiec rowny (10 + x)(800 — 40x) dolaréw. Zmienna x
musi spetnia¢ dwa warunki:
* x20
* 800-40x >0 «— zarobek kazdego tragarza musi by¢ wigkszy od zera
Zatem dziedzina funkcji f(x) = 40(10 + x)(20 — x) jest zbior liczb naturalnych
z przedziatu (0; 20).
Wartos¢ najwigksza funkcja f przyjmuje dla:

Xy =5
Koszt niesienia bagazu byt najwyzszy przy pieciu dodatkowo przyjetych tragarzach,
czyli Kajetan zatrudnil ich w sumie pigtnastu i zaptacit:

f(15) = 15 - 600 = 9000 (dolarow)
Odp.: 15 tragarzy.

17
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Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

W kazdym z zadan 2.1-2.4 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

2.1. Dana jest funkcja f(x) = 4x” + 5x — 3. Funkcja f ma wartoé¢ najwieksza
w dziedzinie D, gdy
A. D=(0; 1). B. D=(-3; -2). C. D =(2; 3).

2.2. Funkcja kwadratowa okreslona jest wzorem f(x) = %xz + %x +1.

A. W przedziale (-3; 0) funkcja f ma warto$¢ najmniejsza rowna 1.
B. W przedziale (0; 3) funkcja f ma warto$¢ najmniejsza rowna 1.

C. W przedziale (-3; 3) funkcja f ma warto$¢ najmniejsza rowna %

2.3. Funkcja kwadratowa okreslona wzorem f(x) = kx® — 2kx
A. dla k =3 ma wartos¢ najmniejsza rowng —3.

B. dla k = -7 ma wartos¢ najwigksza rowna 7.

C. dla kazdego k > 0 ma warto$¢ najmniejsza rowna —k.

2.4. Suma liczb a i b jest rowna 24. Iloczyn tych liczb
A. nie przekracza 120.

B. jest najwigkszy, gdy a = b.

C. jest najmniejszy, gdy a = b.

2.5. Oblicz, na jaka wysokos§¢ wzniesie sie pitka tenisowa odbita rakieta pionowo
z wysokosci 1 m, z predkoscia poczatkowa 20 m/s. Skorzystaj ze wzoru podanego
w przykladzie 1.

2.6. Wyznacz wartos¢ najmniejsza i wartos¢ najwigksza funkcji w podanym prze-
dziale. Podaj argumenty, dla ktérych te wartoéci sg przyjmowane.

a) f(x)=2x"-16x+25 (2;5) d) f(x)=-x*+4x-9 (-1;3)

b) f(x)=-3x"+6x+6 (-1;2) e flx)=x"-6x+8  (1;5)

c) flx)= %xl +4x + 7 (—8; —6) f) filx) = B (-3; 00)

2.7. Wyznacz wartos¢ najwigksza i wartos¢ najmniejsza funkeji y = f(x) wpodanej
dziedzinie D, o ile funkcja przyjmuje te wartosci.

a) f{x)=x1~6x+3 D=(-2;1) <) f{x}=3x2+12x—7’ D = (-4; 0)
b) f(x) =—x*-6x+5 D=(-41) d) f(x)=-x"+4x+122 D=(-5;2)
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|x + 3 dla x<3
—x*+10x-15 dla x>3
najmniejszg i warto$¢ najwieksza tej funkcji oraz argumenty, dla ktorych sg one przyj-
mowane w podanym zbiorze D.

a) D=(-13;7) b) D=N c) D={-2;8) d) D= (7; 8)

2.8. Dana jest funkcja f(x) = { . Wyznacz wartosc

2.9. Wyznacz wsp6tezynniki a, b, ¢ funkeji kwadratowej y = ax® + bx + ¢, ktéra
przyjmuje wartos¢ najmniejsza rowng -7 dla x = 4, a jej wykres przecina o§ y
w punkcie (0, 25).

2.10. Wykresem funkcji kwadratowej y = %xz +bx + ¢ jest parabola o wierzcholku
W = (-4, —1). Obliczbic.

2.11. Wykresem funkcji kwadratowej y = ax” +bx+ec jest parabola przechodzaca
przez punkty (-3, =3)i (0, -9). Wierzcholek paraboli jest punktem, ktérego pierwsza
wspolrzedna jest rowna —2. Wyznacz wspolczynnikia, bic.

2.12. Liczbe 100 przedstaw w postaci sumy dwdch takich skladnikéw, ktérych ilo-
czyn jest najwigkszy.

2.13. Liczbe 30 rozt6z na sume takich dwoch sktadnikéw, ktérych suma kwadratow
jest najmniejsza.

2.14. Oblicz najwigkszy iloczyn takich dwoch liczb, ktorych suma jest rowna
a) 22. b) 50. c) m.

2.15. Jaka najmniejsza wartos¢ moze przyjac iloczyn dwoch liczb rzeczywistych roz-
nigcych sie o 107

2.16. Liczbe 6 rozléz na sume takich trzech skladnikéw, by pierwszy byl dwa razy
wigkszy od drugiego i by suma kwadratow wszystkich trzech skladnikow byla moz-
liwie najmniejsza.

2.17. Liczbe 24 rozl6z na sume takich czterech skladnikow, by pierwszy byl wigkszy
od drugiego o 1, drugi byl wiekszy od trzeciego o 1 i by suma kwadratéw wszystkich
czterech skladnikow byla mozliwie najmniejsza.

2.18. Liczbe a rozl6z na sume takich dwoch sktadnikow, aby suma kwadratu pierw-
szego skladnika i polowy kwadratu drugiego skladnika byta mozliwie najmniejsza.

19 N
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2.19. Wykaz, ze 16 jest najwicksza wartoscia iloczynu dwoch liczb, ktérych suma
wynosi 8.

2.20. Prostokat ma boki dltugosci 16 cm i 10 cm. Dluzszy bok zmniejszamy o x cm,
a krotszy zwigkszamy o x cm. Dla jakiej wartosci x pole nowego prostokata bedzie
najwieksze?

2.21. Bilet wstepu do muzeum kosztuje 20 zl. Przygotowano specjalna oferte dla
grup liczacych powyzej 15 os6b. Grupa 16-osobowa placi 19,50 z1 za jeden bilet, grupa
17-0sobowa placi 19 zI za jeden bilet, grupa 18-osobowa placi 18,50 zt za jeden bilet
itd. Grupy nie moga by¢ liczniejsze niz 35 oséb. Jak liczna grupa zaplaci najwiecej za
bilety?

2.22. Fotograf zrobil zdjecie klasie liczacej 33 uczniéw. Ceng zdjecia okreslil na-
stepujaco: jezeli odbitke zamowi nie wiecej niz 10 osdb, to cena bedzie réwna 8 zl.
Zamowienie zdjecia przez kazda nastepna osobe spowoduje, ze kazdy zamawiajacy
bedzie placi¢ o 10 groszy mniej. Zakladajac, ze zrobienie odbitki kosztuje fotogra-
fa 1 zI, oblicz, przy jakiej liczbie zamowien jego zysk bedzie najwiekszy. Ile ten zysk
bedzie réwny?

2.23. Autokary wycieczkowe pokonuja trase z Luksoru do Hurghady w strzezonym
przez wojsko konwoju, w ktérym nie moze by¢ wiecej niz 40 pojazdéw. Najmniejsza
taczna kwota, ktora wszyscy jadacy musza zaplacic, jest rowna 6000 $. Jezeli konwoj
jest zlozony z 30 autokarow, to przejazd kosztuje po 200 $ od jednego pojazdu. Z kaz-
dym dolaczonym autokarem cena spada o 5 $ od jednego pojazdu. Jak liczna grupa
autokarow jest dla konwojentow najkorzystniejsza?

2.24. Samorzad szkolny postanowil zorganizowac dyskoteke dla ucznidéw szesciu
klas. Na podstawie przeprowadzonej ankiety organizatorzy oszacowali, ze przy cenie
biletu wynoszacej 9 zl z kazdej klasy przyjdzie 15 osdb. Kazdorazowe zwiekszenie
ceny biletu o zlotéwke spowoduje, ze z kazdej klasy przyjdzie o 1 osobe mniej. Jaka
cene powinni ustalic, aby suma ze sprzedazy biletow byla najwigksza? Ilu osob nalezy
sie¢ wowczas spodziewac?

2.25. Dysponujemy farbg w ilosci wystarczajacej do namalowania na placu 60 m
linii. Za pomoca tej linii mamy wyznaczy¢ prostokatne, przedzielone na poltowy bo-
isko. Jaka dlugosc i szerokos$¢ powinno miec to boisko, aby jego powierzchnia byla
mozliwie najwieksza? W obliczeniach pomin wymiary malowanej linii.

+ 2.26. Suma obwodéw kwadratu i prostokata o stosunku bokéw 2:1 wynosi 12. Jaka

najmniejsza warto$¢ moze przyjac¢ suma pol tych figur?
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* 2.27. W kwadrat ABCD o boku 2 wpisano tréjkat rownoramienny AKL w taki spo-
sob, ze wysoko$¢ trojkata zawarta jest w przekatnej AC. Zapisz pole tego trdjkata ja-
ko funkcje jego wysokosci h. Narysuj wykres tej funkcji. Wyznacz wysokos¢ trojkata
o najwigkszym polu.

© 2.28. Suma obwoddéw kwadratu i tréjkata réwnobocznego wynosi 1. Jakie dlugosci
powinny mie¢ boki tych figur, aby suma ich pél byla najmniejsza?

1. Funkcja kwadratowa okreslona jest wzorem f(x) = —=3x" + 12x — 5.
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. W przedziale (0; 3) funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejsza rowna —5.
B. W przedziale (1; 10) funkcja f przyjmuje wartos¢ najwieksza rowna 4.
C. W przedziale (-1; 5) funkcja f przyjmuje wartos¢ najwigksza réwna 7.

2. Wyznacz warto$ci: najmniejsza oraz najwieksza funkeji  f(x) = %xz - 8x + 2

w przedziale {0; 10).

3. Jaka najmniejsza wartos¢ moze przyjac iloczyn dwoch liczb rzeczywistych nale-
zacych do przedziatu (—40; 40) i r6zniacych sie 0 127

4. Prostokat ABCD ma boki diugosci £ M_ o
|AB| =36 cm i |BC| = 16 cm. Punkty K, L, M, N

polozone sa na bokach prostokata ABCD w taki

sposéb, ze |AK| = |BL| = |CM| = |DN| = a cm. I
Dla jakiej wartosci a pole czworokata KLMN jest L\ B
najmniejsze? K

5. Zalozenie sieci monitoringowej w osiedlu doméw jednorodzinnych kosztuje
240 zt od kazdego abonenta, pod warunkiem, ze umowe z operatorem podpisze co
najmniej pieciu chetnych. Z kazdym dodatkowo wlaczonym w sie¢ domem cena za-
instalowania maleje o 20 zl. Jaka liczba doméw, w ktorych zakladany bedzie moni-
toring, jest najbardziej korzystna dla operatora? Jaka najnizsza oplate moga uisci¢
abonenci przy maksymalnym zysku operatora?
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3. Miejsca zerowe funkciji
kwadratowej

Umiejetnosci:
* rozwigzywanie rownan kwadratowych z jedng niewiadoma
* zapisywanie funkcji kwadratowe] w postaci iloczynowej

Zajmiemy sie teraz wyznaczaniem miejsc zerowych funkcji kwadratowe;j.
Zauwazmy, ze czynnosc¢ ta to nic innego jak rozwiazywanie réwnania kwadratowego

2 ; ‘ . . 2
ax” + bx + ¢ = 0. Rozwiazania rownania kwadratowego ax” + bx+c¢ =0, a # 0,
nazywamy pierwiastkami tego rownania.

Przyktad €) « zad.36

Rozwigzemy podane réwnanie.

a) x*=3x=0 c) (x+2)2—7=0

b) x* —6x+9=0 d) (x+57+3=0

Rozwiazanie

a) Lewa strong¢ rownania mozemy rozlozy¢ a-b =0 wtedy i tylko wtedy, gdy (1))
na czynniki: x(x —3) = 0. a=0lub b=0.

Mamy wiec x =0 lub x -3 =0.
Odp.:x=01Iub x=3

b) Mozemy skorzystac ze wzoru skro- Wzory skréconego mnozenia; )
conego mnozenia i zapisa¢ podane a’—b=(a-b)la+b) roinicakwadratdéw
rownanie w postaci (x — 5'.-)2 = 0. a’ —2ab+b" = (a-b)* kwadrat roznicy
Jedynym pierwiastkiem rownania a’ +2ab+b’ = (a+b)" kwadrat sumy
jest wiec liczba 3.

Odp.:x =3

¢ (x+2-(V7)’=0
[((x+2)=V7]-[(x+2)+ V7] =0
x+2-V7=01ub x+2+V7=0

Odp.:x=-2+ V7 lub x =-2-+7

d) W réwnaniu (x+5)*+3 = 0 warto$¢ wyrazenia po lewej stronie znaku réwnosci
jest dodatnia dla kazdego x € R.

Odp.: Rownanie nie ma pierwiastkow.
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Funkcja kwadratowa moze nie mie¢ miejsc zerowych, mie¢ jedno miejsce zerowe lub
dwa miejsca zerowe. Zbadamy, od czego zalezy wystapienie kazdej z tych sytuacji oraz
wyprowadzimy wzory pozwalajgce obliczy¢ miejsca zerowe. W tym celu zapiszemy
funkcje kwadratowa f(x) = ax” + bx + ¢ (a # 0) w postaci iloczynu. Najpierw
sprowadzamy funkcje do postaci kanonicznej i wylaczamy a przed nawias:

-b\* -A
f{x:}—ﬂ[(x—g) +E
Dalsze postegpowanie uzalezniamy od znaku A - wyréznika tréjmianu kwadratowego.

I. Jezeli A > 0, toistnieje VA, wiec wyrazenie w nawiasie kwadratowym mozemy
zapisac jako réznice kwadratéw i rozlozy¢ na czynniki (zob. przyklad 1c¢).

{2 -()]

flx)=a (x_i)_ﬁl [(x—j)+ﬁ} —a’ -b = (a-b)a+b)

2a 2a 2a 2a
B 2a 2a 2a 2a

-b+ VA ~b- VA
ub «x

f(x) =0 gdy x - = =0 lub x- o 0, czyli dla:
~b+ VA b- VA
= lghi &=
a 2a

_1\2
I1. Jezeli A=0, to f(x) = a(x - ﬁ) , zatem jedynym miejscem zerowym funkcji

jest x = ;—b (zob. przyktad 1b).
[}

2a
datnie dla kazdej wartosci x (zob. przyklad 1d). Funkcja nie ma miejsc zerowych.

2
I1L. Jezeli A <0, to ;—; jest liczba dodatnia. Wyrazenie (x— :-é) + :-1—% jest do-

Rozwazymy teraz, w jaki sposab liczba miejsc zerowych funkcji kwadratowej wplywa
na znak A,

Z postaci kanonicznej wynika, ze A = —4aq, gdzie g jest druga wspolrzedna wierz-
chotka paraboli y = ax® + bx +c.

23 I
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Na rysunkach przedstawione s mozliwe polozenia paraboli wzgledem osi x w zalez-
nosci od liczby miejsc zerowych funkcji f(x) = ax® + bx + c.

Brak miejsc zerowych Jedno miejsce zerowe Dwa miejsca zerowe
a=0 a=0 az=0
qg>0 g=0 qg<0

wiec wiec wigc
X A<OQ x A=0 X A>0
» a<0 a<0 a<0
* qg<0 * g=0 X q>0
wiec wiec wiec
A<0 K= A>0

Udowodnilismy w ten sposob nastepujace twierdzenie.

Réwnanie ax” +bx+c =0, a #0:
* nie ma pierwiastkow wtedy i tylko wtedy, gdy A < 0,

* ma jeden pierwiastek wtedy i tylko wtedy, gdy A = 0; wowczas x,;, = —,

2a
* ma dwa pierwiastki wtedy i tylko wtedy, gdy A > 0; wowczas
-b- VA -b+ VA
x| = Oraz x, = :
2a 2a

W dalszych przykltadach i zadaniach stosujemy oznaczenia wspolczynnikéw przyjete
w tresci twierdzenia.

Przyktad @ < zad.3.10,3.11

Rozwiazemy podane rownanie.

Rozwiazanie

a) 2x° —x+1=0
Wspolczynniki tréjmianu po lewej stronieto a =2, b=-1, ¢ = 1.
A=b"-4ac=(-1-4.2.1=-7
Poniewaz A < 0, réwnanie nie ma rozwiazan.

b) 3x° + 2V15x = -5 «—— porzadkujemy réwnanie
3x° +2VI5x +5=0 —a=3b=2V15c=5

&:bz—alac:(2\/1_5)2—4-3-5=4-15—4-15=0

Poniewaz A =0, jedynym rozwiazaniem rowna- Fauwadiny; 4¢ joteli A=0; ()

L ) b -2v15 V15 b
nia jest liczba x;, = Al =reata to x) =% =Xy = >
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) xX*+3x-10=0
A=9—-4.1-(-10) = 49

Poniewaz A > 0, rownanie Spostb oznaczania pierwiastkdw réwnania (@)
ma dwa rozwiazania: ax’ +bx+c=0 (a # 0) symbolami x, oraz x, jest
b-vA -3-7 tradycyjnie przyjety. Nieistotne jest, czy oznaczymy
x) = ==""=5 | 4-v& .
2a 2 = symbolem x, czy x, (czy wprowadzimy
Y. = —b+ VA =37 5 jeszcze inne oznaczenie).
= = =

2a 2
J

Z wyprowadzenia wzoréw na pierwiastki rownania kwadratowego wynika ponizszy
wniosek.

Funkcje f(x) = ax’ +bx + ¢, a # 0, mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej,
gdy A = 0, a mianowicie:

o jezeli A=0, to f(x)=alx—x,) i xo= _%,
* jezeli A>0, to f(x)=alx—x,Mx-x;) i x, = _b;a@’ Xy = _b;ﬂﬁ_

Przyktad @) « zad. 3.13
Zapiszemy podana funkcje w postaci iloczynowej (jezeli to mozliwe).
Rozwigzanie
a) f(x)= 3t +x+2
A=1-4-(-3)-2=25

-b+VA _-1+5 2 -b-vA -1-5
2a -6 3 2a -6
2
Odp.: f(x) = -3(x * E) (x-1) Podczas sprowadzania wzoru funkcji kwadra- (1))
towej do postaci iloczynowej nalezy pamigtad
b) f(x)=2 Xt —x+4 0 zapisaniu wspolczynnika a przed nawiasami.

A=1-4-2-4=-31<0

Odp.: Funkcja f nie ma postaci iloczynowe;j.

A=24-24=0, xp= — =

2a

2
Odp.: f(x) = S(x - ﬁ)

c) flx)= 3x = 2V6x + 2
b_ Ve
J

3
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Przyktad €) - z a.18
Rozwigzemy rownanie xt+3= 12x + 1] + x.

Rozwiazanie

2x+ 1 dla x,?ﬁ:-—l

Zauwazmy, ze [2x + 1| =

= P

-2x—-1 dla x< =3
Réwnanie x* +3 = [2x+ 1|+ x rozwiazemy wiec oddzielnie w dwoch przedziatach.

[. x€ (—DO; —l)
2

K 43=2x-1+x
x2+x+4={]

; 1Y . - —_—
A =1-16 <0, zatem w przedziale (—-oc; —-E) rownanie nie ma rozwiazan.

i <_l; oo)
2

x2+3=2x+1+x

¥ =3x+2=0
A=9-8=1
b - 3=
P 1=1i]E<—-l—-;Do
2a 2 2
x,:_b+@:3+l=2i25<——;m
E: 2a 2

Odp.:x=1 lub x=2

W kazdym z zadan 3.1-3.4 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

3.1. Pierwiastkami réwnania —x” +4x +3 =0 s3
A. dwie liczby niewymierne.
B. dwie liczby dodatnie.

C. liczby 2-v7 i 2+ V7.

3.2. Réwnanie 3x° -2x-1=0

A. nie ma pierwiastkow.

B. ma dwa pierwiastki catkowite.

C. ma dwa pierwiastki o réznych znakach.
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3.3. Rownanie x° +4x -k =0
A. dla k = -5 nie ma pierwiastkow.
B. dla k = 4 ma jeden pierwiastek.

C. dla k = V2 ma dwa pierwiastki.

3.4. Liczba 3 jest pierwiastkiem rownania x° + bx + ¢ = 0. Wynika stad, ze
A. cjest liczba calkowita podzielng przez 3.

B. b’ > 4c.
C. Liczba ';' tez jest pierwiastkiem tego réwnania.

3.5. Jaka liczbe nalezy wpisa¢ w miejsce 2/, aby podane réwnanie mialo tylko jedno
rozwiazanie?

a) X’ - Flx+81=0 ) 9 +x+ [@ =

b) x¥*~6x+ 2 =0 d) Blx*-x+16=0

3.6. Rozl6z lewa strone réwnania na czynniki i rozwiaz to réwnanie.
a) $x2—2x+4={1 ¢) 2x° =2V2x+1=0
b) 25x° -~ 20x+4 =0 d) —6x* +7x=0
3.7. Wykorzystaj posta¢ iloczynowg réwnania i odczytaj jego pierwiastki.
a) 3(x—%){x+n}=0 c) -2(x—§)(x+3)=0
1
b) —dx(x+3v2) =0 B 3(x-3) (x+V2) =0

3.8. Wspélczynnikia, piq funkeji f(x) = a(x - p)* +q spelniaja podane warunki.
Podaj liczbe miejsc zerowych tej funkgji.

a)a>0,9g=0, peR c)a<0,g>0, peR
b)a>0,49>0, peR d)a<0, p>0,g€R
3.9. Bez rozwigzywania rownania podaj liczbe jego pierwiastkow.
a) ¥ -2V3x+3=0 c) 5% +x-1=0

b) 7x* =3x+10=0 d) —4x* +20x-25=0

3.10. Rozwigz réwnanie.

a) X’ +8x+7=0 d) 3x’ +x-4=0
b) x* —10x+21 =0 e) X! +x-1=0
c) 16x> +24x+9=0 f)xz—4x—]={]
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3.11. Rozwigz réwnanie.

a) -6x+x-2=0 d) 2x* +3x-2=0
b) ¥’ —4x+7=0 e) x> —12x+1=0
c) 6x°—5x+1=0 ) —4x*+9x-9=0

3.12. Rozwigz réwnanie.
a) Bx-502x+1)+(7x-5)* =-2
b) (1 —=5x)(x —2) — (2 +3x)(2 - 3x) = 7(2x — 3)* + 2x

2
c) 4(% = x) —3(x-2)(3x+2)=(7-x)"-16

d) 11(3x% +3) = 11 = 4(x +5)° = (1 - 2%’

3.13. Jezeli to mozliwe, zapisz funkcje f w postaci iloczynowej.

a) f(x}:—x1+3x+3 c) f(x):—6x1+x+2
b) f(x) =2x"+3x+1 d) f(x) =12x° - 12x+3

3.14. Dane sg miejsca zerowe funkcji kwadratowej f oraz jej wspélczynnik a. Zapisz
te funkcje w postaci f(x) = ax® + bx +c.

a)a=1 x) ==9 By=2

b) a=-2 x; =-V3 xi5=v3

c) a=3-2v2  x;=-0,2

d)a=1 x,=1-7 x=1+7

3.15. Dany jest wzor funkcji kwadratowej f. Wyznacz miejsca zerowe tej funkcji.
Oblicz wspolrzedne wierzchotka W paraboli bedacej wykresem funkcji f oraz punk-
tu P przeciecia paraboli z osig y. Naszkicuj ten wykres.

a) f(x):ixl—z:r c) f(x):—2x2—4x+6
b) f(x)zéx%zx-ps d) f(x):uxz—x+§
3.16. Pierwiastkami réwnania kwadratowego x° + bx + ¢ = 0 sg liczby przeciwne

s - ¥ ¥ * 2- 3
do pierwiastkow rownania x” —=7x+ 5= 0. Wyznaczbic.

3.17. Rozwiaz rownanie.
a) x2—4|:3 d) 2x3+x‘:1

b) 3—2x2|=1 e) x2+4x+2‘=2

c) x‘?‘—Sx‘:ﬁ f) x2+x—2‘:4



3.18. Rozwigz réwnanie.
a) x2—21x|+1 x )

b) x*=|x-3|-1

c) x2+l2x—21= 1

3.19. Rozwigz rownanie.
2) Hxi-z‘ -3| =4

b)

‘xz-?‘-—6|=3

3.20. Wyznacz dziedzing funkgji.

5
~x2-2x+73

a) f(x)=

3.21. Wyznacz dziedzine funkgji.

x—4

a) f(x)=

x*+10|x| -6

3. Migjsca zerowe funkcji kwadratowej

d) x*-|5x—10| =4
e) x +|x—3|=9
) x*-2x-6/=2

c) sz-?x|-2‘ =4

d) ‘x2+4x|-2‘=2
B 3

b S = S exrs
3

b) f(x)=m

1. Jedynym miejscem zerowym funkcji kwadratowej f jest liczba 2. Wykres tej funk-

cji przechodzi przez punkt (1, 2).

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A. Wyréznik funkgji f jest réwny 0.

B. Funkcje f mozna zapisaé w postaci iloczynowej f(x) = (x - 2)°.
C. Wykres funkcji f przecina o§ y w punkcie o wspoélrzednej 4.

2. Rozwiaz rownanie (2x - 1> =(Bx-5)°=(x+1)(5-x)+ 1.

8. Zapisz funkcje f(x) = 2x” —6x —8 w postaciach: kanonicznej oraz iloczynowej.

4. Wyznacz dziedzine funkcji f(x) =

B L : : 2=
5. Pierwiastkami réwnania x° + bx + ¢ = 0 s3 liczby T

Wyznacz bic.

x—4

x* —4]x| -5

V3 ., 2+43
7
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4. Wzory Viete’a

Umiejetnosci:
* stosowanie wzorow Viete'a

Podamy teraz pewne zaleznos$ci miedzy pierwiastkami réwnania kwadratowego
a wspotczynnikami funkcji kwadratowej. Zaleznosci te nosza nazwe wzorow Viéte’a,

(@)
Frangois Viete (1540-1603) — francuski prawnik i matematyk, jest uzna-
wany za ojca wspolczesnej algebry. Jako pierwszy uzywal w swoich pracach
liter do oznaczania wspolczynnikow rownan, wprowadzil tez symbole + i -
Podczas wojny francusko-hiszpanskiej znalazl klucz do szyfru uzywanego
w listach przez krola hiszpanskiego Filipa I1.

Wzory Viéte’a
Réwnanie ax” + bx +¢ = 0, a # 0, ma pierwiastki x,, x, wtedy i tylko wtedy,
gdy: C

x1+x2=--—, I]'le:z

: - J

Zwrot ,wtedy i tylko wtedy” oznacza, ze prawdziwe sa dwa twierdzenia:

I : 2 A b
[. Jezeli rownanie ax” +bx+c = 0 ma pierwiastki x,,x,,t0 x;+x, = ——, X;"X,; =
2 2 2

= n

w

II. Jezeli liczby x,, x, spelniaja warunek x, + x, = —g i % %= g, a#0, tosg
one pierwiastkami réwnania ax” + bx + ¢ = 0.
Udowodnimy obydwa twierdzenia.

Dowaod |
Réwnanie ax® + bx +c¢ =0, a # 0, ma pierwiastki, o ile A >0. Wtedy:

. _-b+ VA 5 _ —-b-VA
1 2a 2 2a
Zatem;

“b+A  =b-=-~NA  -2b b

x1+x2= + = = ==
2a 2a 2a a

oy _—b+\f'E —b—ﬂ.@_bl—&_bl~bl+4ac_4ac_c
172 = 2a 2a T 4g7 4a’ T 4a2  a
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Dowod |
Jezeliliczby x,, x, spelniaja warunek x, +x, = _—:{ ix;-x,= g, to b =—-a(x, +x,)
oraz ¢ = a(x, - x,). Zatem réwnanie ax’ + bx + ¢ = 0 ma postac

ax’ —a(x; +x,)x+a(x, x,)=0
Oznaczmy wyrazenie po lewej stronie tego rownania przez f(x). Wowczas
f(x)=axi —a(x, +x,)x, +a(x, x;) =0 oraz
f(x;) = ax5 —a(x, +x,) x, +a(x, - x,) = 0, czyli liczby x, i x, sa pierwiastkami
badanego réwnania.
Koniec dowodu
Uwaga: Dla kazdego tréjmianu kwadratowego mozna zapisa¢ ilorazy —-g i E, ale
wyrazaja one sume i iloczyn pierwiastkéw rownania wtedy i tylko wtedy, gdy A = 0.
Wzordéw Viéte'a mozemy uzywac do rozwigzywania w pamieci niektérych réwnan
kwadratowych.

Przyktad @) « zad. 45

Rozwiazemy podane rownanie.

Rozwiazanie
a) x*+152x +300 =0

Poszukujemy liczb x,, x,, ktére spelniaja podany uktad rownan.

Xy + Xy =152 xp=-2

{xi-x2=3[}0 {x2=—150
Odp.: x =-2 lub x =-150
b) x* -3x+5=0

A=9=20<x( — w tym wypadku szybciej wykazemy brak

Odp.: Rownanie nie ma rozwiazan. plerwiastkow, gdy zbadamy znak A

Przyktad @) < zad. 47

Bez obliczania pierwiastkow podanego rownania okreslimy ich znaki.

Rozwigzanie
' Liczby p i g maja rézne znaki wiedy i tylko wtedy, gdy: (1))

a) XX +37x-5=0 g% 0

A=37"+20>0 Liczby p i q sg dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy:
Zatem rownanie ma dwa |Pg>0
pierwiastki. L gt 2

Xy Xy =—-5<0 Liczt?:-,r pi q}sg ujemne wtedy i tylko wtedy, gdy:
Odp.: Pierwiastki rownania ‘ i"‘t{"f <0

maja rozne znaki.
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b) x*-131x+47 =0
A=131"-4-47>0
XX, =47>0 «— oba pierwiastki sa tego samego znaku
X +x,=131>0

Odp.: Pierwiastki rownania sa dodatnie.

c) x*+ V126x+13=0
A=126-52>0
X, +x,=13>0 «—— oba pierwiastki sg tego samego znaku

Odp.: Pierwiastki rownania sa ujemne.

Podsumujmy:

jezeli w rownaniu ax” +bx+c¢ =0, wktorym a # 0 i A > 0, iloczyn pierwiastkow

jest:

* ujemny, to pierwiastki sa przeciwnych znakow,

» dodatni, to pierwiastki sg tego samego znaku i wowczas, aby odpowiedzie¢ na py-
tanie, czy obydwa sa dodatnie czy ujemne, badamy znak ich sumy.

Przykiad €) « zad. 4.12

Funkcja kwadratowa f(x) = ax’+bx+c ma dwa miejsca zerowe x,, X,. Suma miejsc
zerowych jest rowna 4, a ich iloczyn wynosi —5. Do wykresu funkeji f nalezy punkt
A = (3, —8). Napiszemy wzor funkcji f w postaci ogélnej.

Rozwiazanie

[ sposéb
Obliczamy miejsca zerowe.
X, tx,=4
{ Xy *Xy =—D

Ten uklad réwnan mozna rozwiazaé w pamieci.
xl = 5, xz = _].
Korzystamy z postaci iloczynowej funkcji kwadratowej:
f(x) = a(x - x,)(x - x,)
f(x) =a(x-5)(x+1)
-8=a(3-5)(3+1) «~— punkt A = (3, -8) nalezy do wykresu funkgji
a=1
f(x)=(x=5)(x+1)
f(x)=x*-4x-5
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I1 sposdb
Zapisujemy wszystkie informacje o funkgji f(x) = ax® + bx + ¢, a # 0, w postaci
ukltadu réwnan. Korzystamy ze wzorow Viéte'a.

-b

— =4 — X+ X, =—=

a a

c C

- = =5 — X Xy = -

a 1 2

-8=9%+3b+c ~— punkt A = (3, -8) naleiy do wykresu funkciji

Wyznaczamy z drugiego rownania np. ¢ = —5a i podstawiamy je do trzeciego. Otrzy-
mujemy uklad dwoch réwnan z dwiema niewiadomymi.

—E=4 {E?:—q-ﬂ =

e
9a +3b—5a = -8 fntoh=-8

Odp.: f(x) = x’—4x-5
Przyktad @) « zad. 4.18,4.19

Réwnanie x* —3x —7 = 0 ma dwa rézne pierwiastki (A > 0). Obliczymy sume
odwrotnosci tych pierwiastkow.

Rozwiazanie
]. ]. Xa + xl valoa
—t—=— «~— korzystamy ze wzoréw Viéte'a
o o Lo

x1+x2=3, x|x2=—*?

W kazdym z zadan 4.1-4.4 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

4.1. Pierwiastki rownania x” +bx +¢ = 0 sa liczbami ujemnymi. Wynika z tego, ze
A.b< 0. B.b<0. Cic< 0.

4.2, Pierwiastki réwnania ax” + bx + ¢ = 0 sg liczbami dodatnimi. Zatem
A.a<0. B. b>0. GC.c> 0.

4.3. Dane jest réwnanie 3x° +x — 11 = 0.

o - ; I
A. Suma pierwiastkéw tego rownania jest rowna ~3

B. Pierwiastki tego rownania sg liczbami wymiernymi.
C. Pierwiastki tego rownania sg liczbami o przeciwnych znakach.

33



R 34

Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

4.4, Dane jest rbwnanie x° + 7x + 8 = 0.

A. lloczyn pierwiastkéw tego rownania jest rowny 8.

B. Suma kwadratow pierwiastkow tego rownania jest rowna 33.
C. Pierwiastki tego rownania sa liczbami niewymiernymi.

4.5. Rozwiagz réwnanie. Skorzystaj ze wzorow Viéte’a i postaraj sie odgadng¢ roz-
wiazania.

a) ¥’ -7x+6=0 ¢) x” +40x +300 = 0

b) x> -12x+20=0 d) x* -4x-21=0

4.6. Podaj przyklad réwnania postaci ax” + bx + ¢ = 0, ktére ma dane pierwiastki.

a) x; =8, x,=-3 c) x,=V3, x,=-3V3
2 5 V7 -1 V7 + 1
b) xl = E, xz =g d} xl = 7 3 xz = >

4.7. Sprawdz, czy rownanie ma pierwiastki. Jezeli ma, ustal ich znaki.
a) 35 —x-7=0 c) X +x+1=0
b) 1—1I5x2—5x+2[}=ﬂ d) =3x* -50x—-1=0

4.8. Liczby x,, x, sa pierwiastkami réwnania kwadratowego ax”+bx+c = 0. Znaki
pierwiastkow oraz wspolczynnika ¢ sg podane. Ustal znaki wspdlczynnikow a i b.

a) x;, >0, x,>0ic>0 c) x;, 20, x,>0i¢c<0

b) x, <0, x,<0ic>0 d) x;, <0, x,<0ic<0

4.9. Podaj, o ile istnieje, przykiad takich liczb b i c, aby bc > 0 oraz réwnanie
x* + bx + ¢ = 0 mialo dwa rézne pierwiastki
a) roznych znakow. b) dodatnie. ¢) ujemne.

4.10. Pierwiastkami rownania 4x” +bx+28 = 0 sa dwie liczby catkowite. Wyznacz
te pierwiastki oraz wspoétczynnik b.

4.11. Czy istnieje rownanie kwadratowe, ktorego pierwiastkami sa liczby x,, x,
spelniajace podane warunki? Jezeli tak, podaj przyklad takiego réwnania.
a) X;-x;=5 X;+x;,=3 b) x;-x,=-33 x,+x,=-8

4.12. Funkcja kwadratowa f(x) ma dwa miejsca zerowe x,, x, takie, ze
Xy + %X = —2% oraz X, - X, = —1%. Wrykres tej funkcji przechodzi przez punkt

P = (1, 4). Wyznacz wzo6r funkcji f w postaci ogolne;j.
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4.13. Funkcja kwadratowa y = f(x) jest rosnaca w przedziale (—Do; %>, malejaca

w przedziale <E; oc:) i ma dwa miejsca zerowe x,, X,, ktorych iloczyn jest rowny 2.

Wykres funkcji przecina o§ y w punkcie (0, —2). Wyznacz wzor funkeji f w postaci
ogolnej.

4.14. Funkcja kwadratowa y = f(x) ma dwa miejsca zerowe x,, x, i spelnia naste-
pujace warunki: suma pierwiastkow jest rowna —6, suma odwrotnosci pierwiastkow

jest rowna S wartosc funkgji dla argumentu 2 jest rowna 12. Wyznacz wzor funk-

cji f w postaci ogdlnej.

4.15. Zbiorem wartoéci funkcji kwadratowej y = f(x) jest przedzial (-2; oc). Wia-
domo, ze funkcja ma dwa miejsca zerowe x,, x, takie, ze x;, +x, =2 i x,-x, = 0.
Wyznacz wzor funkcji f w postaci ogolne;.

4.16. Do wykresu funkcji kwadratowej f nalezy punkt Q = (-1, —=6). Funkcja ta

a .ok 1 1 1 2
ma dwa miejsca zerowe x,, x, takie, ze x;-x, = -2 oraz =+ 5 = - - .
X5 x5, 4 x0%

Wyznacz wzor funkcji f w postaci ogdlnej.

4.17. Funkcja kwadratowa f ma dwa miejsca zerowe x,, x,, ktoérych suma jest row-
na 1, a suma ich szescianow wynosi 61. Wykresem tej funkgji jest parabola o wierz-

chotku w punkcie W = (%, —2{1% ) Wyznacz wzor funkgji f.

4.18. Dane jest rownanie ax’ + bx + ¢ = 0, wktérym a # 0, A > 0. Liczby x,,
X, s pierwiastkami tego roGwnania. Wyraz podana wielkos$¢ w zaleznosci od wspol-
czynnikow a, bi c.

A X, % ) : 2
a) Z +x§ b) S +x2 c) (x; —x;) d) (x1+ \E) +(x3+\r‘§)

4.19. Jezeli istniejg pierwiastki x,, x, podanego réwnania, oblicz wartosc t.

a) x> —11x+7=0 oo it
xl XE

b) x*~x-10=0 t=(x, - x,)°

c) 4+ 18x+3=0 =22 i
X1 X

d) x*-4x+5=0 t=(x; -3+ (x,-3)°
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4.20. Liczby x, i x, sa pierwiastkami réwnania 3x” — 7x - 9 = 0. Oblicz warto$¢
Sxf +7X%; + 3x§

wyrazenia
Y 23, x5 + 2x3x,
. o G g 2 . 2 2
4.21. Liczby x,, x, sa pierwiastkami rownania x” — bx + ¢ = 0, a liczby x7, x5 sa
p . i . 2 s s
pierwiastkami réwnania x* —dx + e = 0. Wykaz, ze

a) e=c. b) d = 2c.

4.22. Liczby x,, x, s3 réznymi pierwiastkami réwnania x” + kx + 1 = 0. Wykaz, ze
(x, +x,)" > 4.

4.23. Wykaz, ze jezeli liczby x,, x, sa réznymi pierwiastkami rownania
x = 12x+m=0, to m< 36 i x?+x§= 144 - 2m.

4.24. Wykaz, ze dla kazdego m € R suma kwadratow pierwiastkéw rownania
x* +mx—1=0 jest wieksza od 1.

4.25. Wspdlczynnikia, bic funkcji f(x) = ax” +bx+c saréine od zera i wszystkie
maja ten sam znak. Wykaz, ze jesli funkcja f ma miejsca zerowe, to s one ujemne.

1. Dane jest réwnanie x° + 7x + k = 0 z parametrem k.

Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Dla k = 13 iloczyn pierwiastkéw tego rOwnania jest rowny 13.
B. Dla k = -5 pierwiastki tego réwnania sa przeciwnych znakow.
C. Dla k = 10 pierwiastki tego rownania sa ujemne.

e 5 . # # Fl 2 [ a Y ¥
2. Sumaiiloczyn pierwiastkow rownania 2x” +3x—7 = 0 sa pierwiastkami rowna-
. 2 .
nia x"+bx+c=0. Wyznaczbic.

3. Suma pierwiastkéw rownania x” + bx + ¢ = 0 jest réwna 3, a ich iloczyn jest
rowny 1. Wyznacz te pierwiastki.

4. Suma pierwiastkow tréjmianu kwadratowego jest rowna -5, iloczyn tych pier-
wiastkow jest rowny —14, a dla x = 3 warto$¢ trojmianu wynosi 50. Wyznacz ten
tréjmian kwadratowy.

P ‘ . 2 . . ’ i . .
5. Dane jest rOwnanie x~ + bx + ¢ = 0 z niewiadoma x, ktérego pierwiastkami sa
liczby x,, x,. Napisz rownanie, ktorego pierwiastkami sg liczby
2 2
a) 5x, oraz 5x,. b) x, oraz x;.



5. Nierownosci kwadratowe

Umiejetnosci:

* rozwiazywanie nierownosci kwadratowych z jedna niewiadoma

Y H . ¥ Foom - . # K Fole # 2
Rozwiazanie nieréwnosci kwadratowej, czyli nieréwnosci postaci ax”™ + bx + ¢ > 0,

ax” +bx+c¢>20, ax’ +bx+c <0 lub ax” +bx+c <0, dla a # 0, jest tym samym

. . . 2 . . :
zadaniem co odczytanie z wykresu funkcji f(x) = ax” + bx + ¢ zbioru rozwiazan

nierownosci f(x) >0, f(x) =20, f(x) <0 lub f(x) <0.
Przyktad €) < zad. 55

Rozwigzemy podang nieréwnosc.

Rozwiazanie

a) x*+6x<7 «— porzadkujemy nieréwnosé
X +6x-7<0 «—— obliczamy pierwiastki
A=36+28 =64
.xl = l, xz = _?
Rysujemy parabole y = x°+6x—-7 i odczytujemy

rozwiazanie nierOwnosci.

Odp.: X +6x-6<7 dla x € (=7; 1)

b) 2x—6 > x°
x> +2x-6>0
A=4-24=-20

A < 0, wiec funkcja f(x) = —x*+2x -6
nie ma miejsc zerowych. Poza tym parabola

2 : ‘
y ==X+ 2x — 6 maramiona skierowane
do dolu, zatem cala znajduje si¢ ponizej osi x.

Odp.: Nieréwnosé¢ 2x — 6 > x° nie ma rozwiazan.

c) X +6x+9>0
(x+3}2>0

Odp.:x*+6x+9>0 dla x € R-{-3}
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Zauwazmy, Ze nie musimy dokladnie rysowaé paraboli, aby rozwiazaé nieréwno$¢ kwadratows. (1))
Aby zrobid szkic rysunku, z ktdrego odczytamy zbior rozwigzan, wystarczy zaznaczenie miejsc
zerowych na osi x oraz informacja o zwrocie ramion paraboli. W szczegdlnoéci nie ma potrzeby
znajdowania wspdlrzednych wierzcholka.

d) 2-3x)(x+3)>0

Z postaci iloczynowej odczytujemy pierwiastki:
2
X, ==, X3=-3
1= 32 %2

Wspolczynnik przy x* jest rowny -3, zatem ramiona
paraboli sg skierowane do dotu.

=y

Odp.:(2-3x)(x+3)>0dla x ¢ ("3; %)

Przykiad @) < zad.5.15
Wyznaczymy dziedzing funkcji f(x) = Vx2+2x -3+ V42 —x—x2 = 3x+7.

Rozwiazanie

Argumenty funkgcji f spelniaja dwa warunki:

2

X +2x=320142=-x-=2"210 «—— wyrazenia pod pierwiastkami sg nieujemne

Rozwigzemy kazda z nieréwnosci oddzielnie, czes¢ wspolna obydwu zbioréw roz-
wigzan jest szukang dziedzing funkcji.

° x2+2x—3;‘=‘:0

<3 244
ﬁ=4+]2=16,x1=T=-31x2= - =1
(x+3)(x-1)=20 «—— pierwiastki tréjmianu: -3, 1, ramiona paraboli skierowane w gore
x € (—oo0; —=3) U (1; o0)
2
¢ 42-x-x 20
1=13 1+13
&=1+]68=169,x1=——£~=6,x2= 5 = =7
—(x-6)(x+7)=20 «—— pierwiastki trojmianu: 6, =7, ramiona paraboli skierowane w dol
x € (=7; 6)
[ 2 L a9
T g e S N .*.'?-"”Jﬂ""‘"’.f-'.{f'/f"<{""w".-q/x s
-7 -3 0 1 6 *

Odczytujemy czes¢ wspolng obu zbiorow rozwiazan: x € (=7;-3) U (1; 6).

Odp.: Dziedzing funkcji f jest zbior (=7;-3) U (1; 6).



5. Nierownosci kwadratowe

Przyktad €) « zad.5.17

Rozwiazemy nierownosc ‘xl - 3x| -x*+2>0.
Rozwigzanie \ /
Zauwazimy, Ze: -
9 0 3 L
x"=3x>0 dla x € (—o0; 0) U (3; o0)
x> =3x <0 dla x € (0; 3)

N # s 2 2. PR . » ¥ 5 ¥
Nierownos¢ [x™—3x|—x"+2 > 0 rozwigzemy zatem oddzielnie dla dwoch zbiorow.

* Dla x € (—o0; 0) U (3; co) mamy:

X =3x—-x"+2>0

-3x > -2, czyli x € (—m; %)

Uwzgledniamy warunek x € (—o0; 0) U (3; o0) i otrzymujemy x € (—o0; 0).
* Dla x € (0; 3) mamy:

—x*+3x-x +2>0, czyli —2x* +3x+2>0 1
| 3 2

A=9+16=25 x,=2, x5=-= -
2 X
Zatem -2x" +3x+2>0 dla x € (-—%; 2). / \

Uwzgledniamy warunek x € (0; 3) iotrzymujemy x € {0; 2).

Koricowe rozwigzanie otrzymujemy po zsumowaniu obu otrzymanych zbiorow:
(=005 0) U (0; 2) = (~00; 2)

Odp.: x € (—00; 2)

W kazdym z zadan 5.1-5.4 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

5.1. Przedzial (-3; 1) jest zbiorem rozwigzan nieréwnosci
A. —(x=-3)(x+1)=0. B. (—x-3)(x-1)=0. C.(x+3)(2x-2)<0.

5.2, 7Zbior rozwiazan nierdGwnosci
A.6x* <0 jest jednoelementowy.

B. —6x° +2V6 -1 > 0 jest jednoelementowy.
C. 6x —43x + 2 < 0 jest jednoelementowy.

5.3. Nierownoé¢ 3x° —6x+k > 0
A. dla k = -3 nie ma rozwiazan.
B. dla k = 3 nie ma rozwigzan.

C. dla k = 6 nie ma rozwiazan.
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5.4. Przedzial (-3; 1) jest zawarty w zbiorze rozwiazan nieréwnosci
A X +x-12<0. B. -x* +3x-2<0. C.x*-x+3>0.

5.5. Naszkicuj wykres funkcji y = f(x) iodczytaj z niego, dla jakich x spelniona
jest nierownos¢ f(x) > 0, a dlajakich f(x) < 0.

a) f(x):x2+4x c) f(x}:—%x2+2x+6
b) f(x)=-x"+10x-25 d) f(x)=2x"-4x-6
5.6. Rozwiaz nierdwnosc.
) 3-2x)(x+5)<0 ) B-x)(2-x)<0 e) (x-2)°>4
b) (V2-x)(x+7)>0 d) (3x-2V2)(x+5)>0 N (x-3)<1
5.7. Rozwigz nierownosc.
a) x? < 2x e) 4 +2x+1>0
b) x* < 4 ) x> +2x-1320
Q) 4x>x°+4 g) 2x° +5x-3<0
d) -3x* +8x-420 h) 55 +2x-3>0
5.8. Rozwiaz nierownosc.
a) 2(x+1) - (x-32>11x-1 e) (x—4)(2x +5) < (x—4)(2 - x)
b) (x - 2)2 +5<5(2x-8) f) Bx+2)(5x-1)>(11x-7)(6x + 4)
) (x+3)3-x)>3(x—-2)"+5 g) (8x—17)* < 8x—17
x -4 6—x)\?2 ) 5
a( : ) ( 2) > (% - 3) h) (5% —6)2 > (6 — 5%)(5 + 6%)

5.9. Wyznacz wszystkie catkowite rozwigzania nieréwnosci 3x* - 9x-2<0.

5.10. Dane sg funkcje y = f(x) i y = g(x). SporzadZ wykresy obu funkcji w jed-
nym ukladzie wspétrzednych i odczytaj rozwiazania nieréwnosci lub rownania:

I f(x)> g(x), II. f(x) < g(x), III. f(x)=
Rozwigz nieréwno$¢ f(x) > g(x) sposobem rachunkowym.

a) f(x)=x"-4 glx)=x-2
Mﬂﬁ—SZxxz g(x) = 3-2x
Q) f(x)= 32" -5x+9 Gi= =

d) f(x)=-2x —4x+2 glx) =-2x-2

5.11. Wyznacz dodatnie wartosci zmiennej x, dla ktérych wartoéci funkgji
g(x) = 3x2 -6 sa nie wigksze od wartosci funkcji f(x) = 2x° + 3.



5. Nierownosci kwadratowe

5.12. Wyznacz zbiory AUB, AnNB, A- B, B- A, jezeli
A={xeR x’+4x-5>0} i B={xeR -3x"+7x>0}.

5.13. Dla jakich wartosci parametru m druga wspolrzedna wierzcholka paraboli

y=x"—(m+2)x+m+3 jest wieksza od drugiej wspotrzednej wierzchotka para-

boli y = x* = 3x +m + 3?

5.14. Rozwigz uklad nierownosci.
a) {xa +x-6<0
3x > x°

2% —13x+6 <0
b) ]
3x"—-16x+20>0

5.15. Wyznacz dziedzine funkgcji f.

a) f(x)=VIx?-1

b) f(x)=V3x2+4x+1

5.16. Wyznacz dziedzine funkgcji f.

X _3x+]
\l]x2_4|_5 V7 - x

a) f(x)=

5.17. Rozwiaz nierownosc.
a) x? - 5|x|+4>0

b) x>+ 7|x| +10<0

¢) x*—dx+ 2lx-2|+1>0

x> +11x+18<0

c) 2
4x° > 81

Q) <l[llx—5)(1?‘;»:—4&3{]
(3x-2)2x+3) <5

¢} flx)= VI5+2x—x2+ V1 -x
d) f(x)= Va2 -1-Vx2-2x

2
VX +6

b) f(x) = \|x* ~ |xl| -6 +

d) ]xz + Zx‘ > (x+2)°

e) |2x—1|«:x2—3x+5

f) ]2x+1|;x3—x+3

5.18. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = |2.7r:2 - x‘ + 3x°.

5.19. Dana jest funkcja f(x) = 4‘

4-x
‘l—xz‘ dla x>0

dla x<0

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie f(x) =m ma trzy rozwiazania?

41
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5.20. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = |.1|r:'1I - 9| + ‘xz - 4‘. Dla jakich wartosci

parametru m rownanie lxz = 9| + l::n:2 ~ 4‘ = m ma trzy rozwiazania?¢
5.21. Wyznacz zbior wartosci funkcji f(x) = ‘xz -2x - 3| +2x-1.

q . T ¥ * 2
5.22. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie Ix - 4| - 2x = m ma trzy roz-

wiazania?

u * 2 ¥ . 2 s
5.23. Dla jakich wartosci parametru m rownanie 3x+m" —3m+2 = 0 ma rozwia-
zanie ujemne?

5.24. Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie |x — 1| = —6m° — 5m +6 ma dwa
rozwigzania?

1. Ocen prawdziwoéc podanych zdan.
A. Nieréwnoé¢ 3x” —5x +4 > 0 jest prawdziwa dla x € R.
B. Nieréwno$¢ —100x” — 60x — 9 < 0 jest prawdziwa dla x € R,

2P0z ; : T 2o il
C. Dokladnie jedna liczba rzeczywista spelnia nierdwnos¢ Exz +1<x.
2. Rozwiaz nieréwnoéé 2x” —x + 1 > 0.

3. Rozwigz nierownos¢ (3 — m) (2x — 3) ( V2 + x) < 0.

4. Dana jest funkcja f(x) = %xz — 2x + 1. Wyznacz zbior tych argumentow, dla

ktérych wartos¢ funkeji jest mniejsza od 2.

5. Naszkicuj wykres funkgji f(x) = x* - ‘xl = 2x| i na jego podstawie podaj liczbe

rozwiazan rownania f(x) = m w zaleznosci od wartosci parametru m.



6. Zadania prowadzace do

rownan kwadratowych

Umiejetnosci:

* rozwigzywanie ukiadow rownan prowadzacych do rownan kwadratowych
* wykorzystywanie wiasnosci funkcji kwadratowej do interpretacji zagadnien
geometrycznych, fizycznych itp. (takze osadzonych w kontekscie praktycznym)

Punkty przeciecia paraboli i prostej

Wykresem réwnania y

ax® + bx + ¢ (jezeli a # 0) jest parabola. Wykresem

rownania a,;x + b,y + ¢, =0 (jezeli a, i b, nie sa jednoczesnie réwne 0) jest prosta.
[le punktow wspolnych moga miec prosta i parabola? Z wlasnosci geometrycznych
tych figur wynika, ze sa trzy mozliwosci.

L.

I1.

Prosta nie ma punktow wspolnych z parabola, np.:

EZ S\

v

Prosta ma jeden punkt wspdlny z parabola, np.:

T
LN -
f| !ﬂ\[ | |x
I s

ViEEEEIEN

i A

I1I. Prosta ma dwa punkty wspélne z parabola, np.:

b

|

L5
Tk
|

| ©

b
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Przykiad €) < zad. 6.6

Wyznaczymy wspolrzedne punktow przecigcia paraboli i prostej, rozwigzujac ra-
chunkowo uklad réwnarn, a nastepnie przedstawimy ilustracje geometryczng zadania.

Rozwiazanie

x—-y+2=0
a) 2

Y=
{ y=x+2 { y=%x+2
x+2=x" xX'-x-2=0
Réwnanie x° —x -2 =0 jest réwnaniem kwadrato- e
wym, ktére ma dwa pierwiastki (A = 9): s
x,=-1 oraz x, =1
Zatem rozwiazaniem ukladu sa dwie pary liczb:
x=-1 % =2
{y=1 Mb{y=4 9
Kazda z nich jest parg wspolrzednych punktu
przeciecia prostej y = x + 2 z parabola y = x°.
Mamy zatem dwa takie punkty: (-1, 1) oraz (2, 4).
=x'+1
b) {77
4x+y+3=0
[ y=—-4x-3
| x*+4x+4=0
(y=—4x-3
[ (x + 2}2 = .
-
Réwnanie kwadratowe ma jeden pierwiastek x = -2, K3
wiec rozwiazaniem ukladu jest jedna para liczb.
xX==2
y=5
Prosta i parabola maja jeden punkt wspélny: (-2, 5).
J

Uktad réwnan, z ktérych jedno jest rownaniem prostej, a drugie — paraboli, zawsze
mozemy przeksztalci¢ do ukladu sktadajacego sie z rownania liniowego z dwiema
niewiadomymi i rownania kwadratowego z jedng niewiadoma. W konsekwencji dany
uklad rownan moze mie¢ dwa rozwiazania albo jedno rozwigzanie, albo moze nie
miec rozwiazan — w zaleznosci od liczby pierwiastkow rownania kwadratowego.



6. Zadania prowadzace do rownan kwadratowych

Zadania tekstowe prowadzace do rownan kwadratowych

Wiele zadan tekstowych prowadzi do réwnan kwadratowych lub opisanych wyzej
uktadow rownan, z ktorych jedno jest liniowe, a drugie kwadratowe. Taka sytuacja
wystepuje tez czesto w zagadnieniach z fizyki.

Przyktad @) < zad. 6.14

Suma kwadratéw trzech kolejnych liczb nieparzystych wynosi 371, Wyznaczymy te
liczby.
Rozwiazanie
Zauwazmy, ze trzy kolejne liczby nieparzyste mozemy zapisac jako 2n+ 1, 2n + 3
i 2n+ 5, gdzie n € Z. Otrzymujemy zatem réwnanie:

(2n + 1}2 +(2n + 3}‘1 +(2n + 5]2 =371

4 +4n+ 1 +4n° + 12n+ 9 + 4n” + 20n + 25 = 371

121 + 361 — 336 = 0, czyli n* +3n—28=0

A=121, n =-7, n,=4
Oba rozwigzania sg liczbami catkowitymi, wigc zadanie ma dwa rozwiazania. Po pod-
stawieniu —7 oraz 4 w miejsce n otrzymujemy dwa zestawy liczb.
Odp.: Szukane liczby to: =13, -11i -9 lub 9,111 13.

Przyktad €) < zad. 6.22

Na dziedzincu zamku w Niedzicy znajduje sig
studnia o glebokosci 60 m, wykuta w litej skale.
Obliczymy, ile czasu spada kamien wrzucony do
tej studni z predkoscia poczatkowa 10 m/s. Wy-
nik podamy z doktadnoscia do 0,1 s.

Rozwiazanie

Uzyjemy wzoru na droge przebyta przez cialo w ruchu jednostajnie przyspieszonym:
2

s(t) = vyt + %

s oznacza droge przebyta przez kamien (w metrach), t - czas spadania (w sekundach),
vy - predkosé poczatkowa (w m/s), zaé g = 10 m/s” to przyspieszenie ziemskie.
Otrzymujemy réwnanie: 10t + 5t° = 60, dla ¢ > 0.

56+ 10t - 60 =0, czyli t*+2t-12=0

VE= V=213, t,= 2B _VT3, f,=-14 VD
Tylko druga liczba jest dodatnia, zatem rozwigzaniem zadania jest —1 + V13 = 2,6.

Odp.: Kamien spada 2,6 sekundy.
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W kazdym z zadan 6.1-6.4 jest tylko jedna poprawna od-
powiedz. Wybierz ja i zapisz w zeszycie,

6.1. Na rysunku przedstawiona jest graficzna ilustracja
uktadu réwnan. Ktory to uklad?

%, {y=-—x2-2x+5 C. ‘|};:x2._4x+5 ;_‘
y=x+5 2x+5=0 -
B. y:x2u4x+5 D. y:+x2—2x+5
y=2x+5 y=2x+5
y=x'

Z parametrem m.

6.2. Dany jest uklad réwnan {
y=x+m

Wskaz zdanie prawdziwe.

A. Dla m = 10 uklad ma jedno rozwiazanie.
B. Dla m = 0 uklad ma jedno rozwiazanie.
C. Dla m = —10 uklad nie ma rozwiazan.
D. Dla m = -1 uklad ma dwa rozwiazania.

y:x2—4x

. Wskaz zdanie prawdziwe.
9x+2y-3=0

6.3. Dany jest uklad réwnan {

A. Ten uklad rownan nie ma rozwiazan.
B. Ten uklad réwnan ma co najmniej jedno rozwiazanie.
C. Rozwiazaniami tego ukladu réwnan sg pary liczb naturalnych.

= =] =3
D. Rozwiazaniem tego ukladu réwnan jest { ; _= lub { ; -3

6.4. Suma dwoch liczb jest rowna 1, a suma kwadratéw tych liczb pomniejszonych
0 3 wynosi 5. Ktéry uklad rownan opisuje te sytuacje?

a+b=1 a+b=1
A'{a3+bz—3=5 C'{[a—3+b—3)2=5

a+b=1 a+b=1
B'{{ﬂ+5—3)2=5 D'{[a—3}2+{b—3}3:5

6.5. Sporzadi wykresy funkcji y = f(x) i y = g(x) wjednym ukfadzie wspolrzed-
nych i odczytaj z rysunku rozwiazanie rownania f(x) = g(x).
a) f(x) =x’—6x+9 glx)==2x+6 c) f(x) =2x - 4x+5 g(x) =2x+1

b) f(x)=3x"+2 g(x) =5 d) f(x)

—%x2+2x—2 g(x) =—x-2
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6.6. Rozwiaz algebraicznie uklad réwnan. Przedstaw ilustracje graficzna
rozwigzania.

g I S0 S
a) {y—.x 2%x—3 9 > B +4x -6
y=-3x-35 y=x-6
b) }"z_'zxz_l d) }'=—-2x2+8x—4
y=4x+1 y=2

6.7. Rozwigz graficznie uklad réwnan. Otrzymane wyniki sprawdz metoda
rachunkows.

) <‘y=*2.?4:2—~'-1:J'::+2 +d) ..ry=x2—4x+3
2x+y+2=0  y=-3x"+12x-9
b){y_ X +4x -2 xe) 17 4;: 8x +2
y+7=0 | y=x" -2x-1
y:x2—6x+9 7 y=s-x" —4x+6
c) ) 4
x-y=-3=0 y=—=x +2x-2

* 6.8. Rozwiaz algebraicznie uklad rownan. Przedstaw ilustracje graficzna
rozwigzania.

2) y=—2x2—8x—4 &) y=x2—6|x|+5
y =2|x + 4| y=|x|-1
e =

b]{y— jc+4|x|+l d) y—|x 4|
y=x +1 y:|2-—xE

6.9. W ukladzie wspotrzednych narysowane sa parabola i prosta. Napisz ukltad réw-
nan, ktorego ilustracja jest przedstawiony rysunek.
a) b)

[ T 171 | A

T

47 S



N 48

Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

6.10. W ukladzie wspolrzednych narysowane sa parabola
i prosta. Napisz uklad réwnan, ktorego ilustracja jest przed-
stawiony obok rysunek. Sprawdz rachunkowo, ze ten uklad
ma tylko jedno rozwiazanie.

6.11. Podaj przyklad uktadu rownan, ktéry opisuje parabo-
le i prosta

a) o dwoch wspdlnych punktach (1, 3) i (4, -3).

b) ojednym wspolnym punkcie (-4, -2).

6.12. Trojkat wpisano w parabole y = éxz w ten sposab, ze jeden z jego wierzchol-
kow jest wierzchotkiem paraboli, a dwa pozostate wierzchotki sa punktami przecigcia
tej paraboli prosta y = j—lx + 1.

a) Wyznacz wierzcholki tréojkata. b) Oblicz pole tréjkata.

6.13. Liczby x, =5+ V23 i x, = 5~ /23 sa pierwiastkami réwnania

x* - (p2 + qz)x + p+q =0 zniewiadoma x. Wyznacz pigq.

6.14. Suma kwadratéw trzech kolejnych liczb parzystych jest réwna 56. Wyznacz te
liczby.

6.15. Suma kwadratéw trzech kolejnych liczb naturalnych jest réwna 974. Wyznacz
te liczby.

6.16. Suma dwoch liczb jest dwa razy wigksza od warto$ci bezwzglednej ich roznicy,
a suma kwadratow tych liczb wynosi 160. Wyznacz te liczby.

6.17. W trojkacie rownoramiennym wysokos¢ poprowadzona do podstawy jest
réwna 3 cm. Obwad trojkata wynosi 18 cm. Oblicz dlugosdci bokdw tego tréjkata.

6.18. Pole prostokata jest rowne 17,68 cm?, a réznica dlugosci jego bokow wynosi
1,8 cm. Wyznacz dlugosci bokéw tego prostokata.

6.19. Obwod rombu jest rowny 116 cm, a roznica dlugosci jego przekatnych rowna
sie 2 cm. Oblicz dlugosci przekatnych rombu.

6.20. Przeciwprostokatna pewnego trojkata prostokatnego jest dluzsza od jednej
przyprostokatnej o 2 cm, a od drugiej o 25 cm. Wyznacz obwod tego trojkata.

6.21. Jezeli do iloczynu dwoch liczb dodamy mniejsza z liczb, to otrzymamy 60.
Jezeli do tego iloczynu dodamy wigksza z nich, to otrzymamy 63. Jakie to liczby?
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6.22. Do studni opuszczono kamien i po uplywie 3,5 s ustyszano plusk. Oblicz
przyblizong glebokoé¢ studni. Przyjmij, ze predkos¢ dzwieku w powietrzu wynosi
340 m/s.

6.23. Ile bokéw ma wielokat wypukty, ktéry ma 90 przekatnych?

6.24. Dwa wielokaty wypukle maja razem 28 bokéw i 158 przekatnych. Ile bokow
ma kazdy z tych wielokatéw?

* 6.25. Suma kwadratow trzech kolejnych liczb parzystych niepodzielnych przez 4
wynosi 1004. Wyznacz te liczby.

# 6.26. Suma kwadratu wieku ojca i kwadratu wieku syna wynosi 2570. Za 4 lata ilo-
czyn wieku ojca i wieku syna bedzie o 280 wiegkszy niz jest obecnie. Ile lat ma teraz
ojciec, a ile syn?

1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

Uktad rownan { r= ' —dx -
y=2x+8

A. ma dokladnie jedno rozwiazanie.

B. ma dokladnie dwa rozwigzania.

C. jest spelniony przez pare liczb (-3, 2).

|
2. Rozwiaz uklad réwnan {7 =~ 2% ~ A
y=-—x+2

Przedstaw interpretacje graficzng rozwiazania,

3. Podaj przyklad ukladu rownan, ktéry opisuje parabole i prostg o dwoch wspol-
nych punktach: (-4, 4) i (0, -2).

4. W liczbie dwucyfrowej cyfra dziesigtek jest o 3 wieksza od cyfry jednosci. lloczyn
tej liczby i sumy jej cyfr jest rowny 364. Jaka to liczba?

5. Suma kwadratéw trzech kolejnych liczb catkowitych nieparzystych wynosi 1883.
Wyznacz te liczby.
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7. Rownania kwadratowe
Z parametrem

Umiejetnosci:
* rozwigzywanie rownan kwadratowych z parametrem
* zastosowanie wzorow Viete'a

Rozwigzywanie réwnania z parametrem polega na wyznaczaniu liczby oraz postaci
pierwiastkow tego rownania w zaleznosci od wartosci parametru,

We wszystkich omawianych przykladach i zadaniach x oznacza niewiadoma, a po-
zostale litery to parametry.

Przyktad €) « zad. 7.5
Rozwiazemy rownanie kx® - (2k-1)x+k-3=0.

Rozwigzanie
[. Dla k =0 otrzymujemy réwnanie pierwszego stopnia:
x—-3=0
ktorego rozwiazaniem jest x = 3.
II. Dla k # 0 mamy do rozwigzania rGwnanie kwadratowe, w ktérym liczba rozwia-
zan zalezy od wyr6znika A.
A=(2k-1)" - 4k(k - 3) = 8k + 1

* A<0dla k< —% «— brak pierwiastkow
e A=0dla k= —é «— jeden pierwiastek
2k—-1
Xg=——3=5
07 2k
e A>0dlak+#0i kb—% «— dwa pierwiastki
2k—1+ V8k +1 2k—1- V8k +1
SE %k 0 2T 2%

Odp.: Jezeli k=0, to x = 3.
Jezeli k = —%, o ¥=5.

Jezeli kE(——é; D)U{[}; o0), to x = Ek—l-;k g+ lub x:zk_l;k 8k+1.

I # " - # #
Dla k € (—-oo; ‘“g) rOwnanie nie ma rozwiazan.
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Przykiad &)

i . o ' i 2 . . ¥
Dla jakich wartosci parametru s rownanie mx” + 6mx + 3 = 0 nie ma rozwigzan?

Rozwiazanie
@ i @ _2 . P i
[. Dla m =0 réwnanie ma posta¢ 0x” + 0x + 3 =0, czyli 3 = 0. Jest to réwnanie
sprzeczne, czyli nie ma rozwiazan, zatem m = 0 spelnia warunki zadania.

II. Dla m # 0 réwnanie jest kwadratowe i nie ma rozwigzan

wtedy i tylko wtedy, gdy jego wyroznik jest ujemny. \ /
A=(6m)’ —4-m-3=36m" - 12m -
36m” — 12m < 0 0 i ”

3

3m(m - l) <0, czyli m e (D; l)
3 3

. . A X . . 1
Podsumowujac, réwnanie mx” + 6mx + 3 = 0 nie ma rozwigzan, gdy m € <0; 5).

Odp.:m € <D; —;—)

Zastosowanie wzorow Viete'a

Wzory Viete'a sa wygodnym narzedziem stuzacym do badania znakéw pierwiastkow
oraz wlasno$ci réznych wyrazen, ktdre mozna zapisac za pomoca sumy lub iloczynu
pierwiastkow danego réwnania kwadratowego.

Przykiad @) « zad.7.15

Dla jakich wartoéci parametru k réwnanie x* + (2k + 1)x + k—2 = 0 ma dwa réine
pierwiastki ujemne?

Rozwiazanie

Réwnanie x° +(2k+ 1)x+k—-2 = 0 dla kazdej wartoéci parametru k jest rownaniem
kwadratowym. Aby mialo dwa réine pierwiastki, jego wyréznik musi by¢ dodatni.
Pierwiastki te bedg liczbami ujemnymi wtedy i tylko wtedy, gdy ich iloczyn bedzie
dodatni i suma ujemna. Skorzystamy ze wzoréw Viete'a, aby zapisa¢ te warunki.

&:h{]iﬁ}ﬂi-f-?{ﬂ —a=1b=2k+1,c=k-=-2
a a
Po podstawieniu wartosci wspolczynnikéw otrzymujemy uklad nieréwnosci.
2
4k + 4k +1-4k+8>0 4" +9>0
k—2>0 ¥
-2k +1) <0 k>-

Pierwsza z nieréwnosci ukladu jest spelniona przez kazda liczbe rzeczywista. Dane
réGwnanie ma zatem dwa rézne rozwiazania ujemne dla k € (2; oo).

Odp.: k € (2; o0)
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&
:
= ]

Przyktad @) - zad. 7.21

Wyznaczymy taka wartos¢ parametru m, aby suma kwadratow dwoch réznych pier-
wiastkéw réwnania x” — (m — 2)x — 3 — m = 0 byla najmniejsza.

Rozwiazanie

Wspolczynniki tego rownania musza spetni¢ dwa warunki:

. A>0 «—— warunek istnienia dwoch roznych pierwiastkow

II. x} + X3 ma przyjmowaé wartoé¢ najmniejsza.
A=(m- 2]2 - 4(-3-m) = H’Iz + 16 «— wyrdznik dodatni dla kazdego m € R

. 4 Fd 2. K s ¥ ¥ -
Wyrazimy zaleznosc¢ x7 + x% od wspolczynnikow trojmianu ax®+bx+c. Skorzysta-
my ze wzorow Viete'a.
2
2 b )' 2c  b*-2ac

2 _ 2 _

=
a as

X +xs=(m-2"-2-3-m) —a=1,b=-(m=-2), c=-3-m

2. .2 2
xXi+x;=m —2m+ 10

Suma kwadratéw pierwiastkow jest wiec funkcja kwadratowa zmiennej m. Wykre-
sem tej funkgji jest parabola skierowana ramionami do géry. Funkcja przyjmuje war-
tos¢ najmniejsza dla m = 1.

Odp..m=1
J

Rozwazanie zagadnien z parametrem czesto wigze sie z rozwigzywaniem nieréwno-

sci. Jedng ze stosowanych wowczas metod jest podniesienie obydwu stron nierow-
nosci do kwadratu. Nie mozna tej operacji wykonywac bez pewnych zatozen, bo na
przyklad =5 < 3, ale 25 > 9. W jakiej sytuacji mozemy zatem obie strony nieréwno-
$ci podnies¢ do kwadratu bez zmiany jej zwrotu, jezeli chcemy otrzymac nierownosc
rownowazng? Aby odpowiedziec na to pytanie, wykorzystamy informacje o mono-

tonicznosci funkcji kwadratowej f(x) = x*. Jak wiemy, w przedziale (0; oo) funkcja

f jest rosnaca, a w przedziale (—oo; 0) — malejaca. Oznacza to, ze:

* dlaa>0ib>0 nieréwnos¢ a > b zachodziwtedy [\ | T Tsi
i tylko wtedy, gdy réwnoczeénie a* > b°,

* dlac<0id <0 nierbwnos¢ ¢ > d zachodziwtedy |\ ——__1 -/
i tylko wtedy, gdy réwnoczesnie ¢ <d. B | | |

Natomiast niczego nie mozna wywnioskowac na te-

mat zaleznosci miedzy kwadratami liczb o przeciwnych

Y

znakach.

| Of b} [afx
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Jezeli obydwie strony nierownosci sg nieujemne, to mozemy podniesc je do
kwadratu bez zmiany zwrotu tej nierdwnosci i otrzymamy w ten sposéb nie-
rownosc rownowazna.

Przyktad @) < zad. 7.26

Wykazemy, ze dla kazdej wartosci parametru m € R rownanie
x* + (6 —m)x +2(3—m) = 0 ma dwa réine rozwiazania x, i X, oraz wyznaczymy te
wartoéci m, dla ktérych pierwiastki réwnania spelniaja warunek |x, — x,| < 3.
Rozwiazanie
X4 (6-m)x+2(3-m)=0 (1)
A=(6-m)-4-23-m)=m"-4m + 12 — A =16-48 = -32
Wyréznik A, tréjmianu m” —4m+ 12 jest ujemny, zatem dla kazdego m € R praw-
dziwa jest nierownos¢ A > 0. Oznacza to, ze rOwnanie (1) ma dwa rézne pierwiastki
niezaleznie od wartosci parametru m.
Nierowno$¢ |x, —x,| < 3 zapiszemy w rownowaznej postaci, aby skorzysta¢ ze
wzorow Viete'a. Obie strony nierownosci s dodatnie - podnosimy je do kwadratu:

|, — x,| < 3 wtedy i tylko wtedy, gdy (x, — x,) <9

xf - 2x;x, + x% <9 «— przeksztatcamy tak, aby otrzymaé (x, + x,)°
xf + 2x,%, + xi —dx,x, <9

(x1 + xz):'1 - 4x,x, <9 ~—— stosujemy wzory Viéle'a
[6—m}2—8(3—m)<9 —a=1,b=6-m, c=2(3-m)

m° —4m+3 <0, czyli m € (1; 3)

Odp.:m € (1; 3)

W zadaniach 7.1-7.4 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

7.1. Réwnanie x* —kx =0

A. dla pewnej wartosci k nie ma pierwiastkow.,

B. dla pewnej wartosci k ma dokladnie jeden pierwiastek.
C. dla dowolnej wartosci k € R ma dwa rézne pierwiastki.

7.2. Réwnanie ax’ + bx +3 = 0 ma dwa rézne pierwiastki dodatnie. Zatem
A.b*—12a > 0. B.az>0. C.b>0.
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7.3. Rownanie mx* +x—-1=0
A. dla m = 0 ma jedno rozwiazanie.

1 . . .
B. dla m = = ma jedno rozwigzanie.

C. dla m = V2 nie ma rozwigzan.

7.4. Wspolczynnik m jest taka liczba, dla ktérej réwnanie x* — mx + m = 0 ma
dokladnie jeden pierwiastek x,,. Wynika stad, ze

A.x;€Z. B. x, < 0. C. x, jest liczba parzysta.

7.5. Rozwiaz réwnanie z niewiadoma x i parametrem m.

a) xz-(2m+3)x+m2+6=0 d) (im+2)x2—-3mx+9m=0
b) x* +2mx+m° —9=0 e) 4m’x” +4dmx+1=0

c) [m—l}x2+2mx+m+5:{] f) mxt —3mx+2m+3=0

7.6. Zbadaj liczbe rozwiazan rownania (rrﬂ2 - l)x2 -2m-1)x-1=0

w zaleznosci od warto$ci parametru m.

7.7. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie (m + 2)x” + 6mx + 4m—1=0 ma
dwa roézne pierwiastki?

7.8. Dla jakich wartosci parametru m rownanie ma jedno rozwiazanie? Dla znale-
zionych wartosci m oblicz pierwiastki danego réwnania.

a) —2mx+2mi+m—-6=0 b) (m—l}xz—(mz—l)x+m2+m:{)

7.9. Dlajakich wartosci parametru m réwnanie ma co najmniej jedno rozwigzanie?

a) x> —(m-1Dx+m -1=0 b) mx® —4(m—-1)x+m=0

7.10. Wykaz, ze dla dowolnej wartosci parametru m réwnanie
a) X - (2m—1)x +m -3 = 0 ma dwa rézne pierwiastki.
b) mx’ — (m + 5)x +5 = 0 ma co najmniej jeden pierwiastek.

¢) x° —4mx +4m’ = 0 ma jeden pierwiastek.

7.11. Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie X —2m+1)x+m+ E =0 ma

dwa rozne pierwiastki x;, x, spelniajace warunek x, + x, > 0?

i s ; ; 2 2
7.12. Dla jakich wartosci parametru m rownanie —x" +mx—m" +2m—-1=0 ma
dwa rézne pierwiastki x,, x, spelniajgce warunek x, + x, = x,x, + 1?
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7.13. Dla jakich wartosci parametru m rownanie x? - 22m-3)x+m-1=0 ma
dwa rozne pierwiastki tego samego znaku?

7.14. Dlajakich wartosci parametrum dane rownanie ma dwa pierwiastki o roznych
znakach?
a) x2+{m—-5)x+m2+m+j—l=[} b) X’ +2m-1Dx+m -3m+2=0

7.15. Dla jakich wartosci parametru m rownanie x° — (2m+ 1)x+m° +2m—-3 =0
ma dwa rézne pierwiastki ujemne?

R £ . p 2 ‘o
7.16. Dla jakich wartosci parametrum réwnanie x" —mx+m+3 = 0 madwarézne
pierwiastki dodatnie?

7.17. Dla jakich wartosci parametru m wykresy funkcji

f(x) =mx*+2m—-Dx+m+2 i glx) = x* —mx — 1 przecinaja sie w dwéch
punktach? Czy istnieje taka wartos¢ m, dla ktérej punkty przeciecia wykreséw tych
funkgji s3 polozone symetrycznie wzgledem osi rzednych?

7.18. Dla jakich wartoéci parametru m wykresy funkcji f(x) = 2x* + x —m

i glx) = mx’ — 2mx + 3 przecinaja sie w dwoch punktach, ktorych odciete majg
rézne znaki?

7.19. Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie X -(m-4)x+m =Tm+12=0
ma dwa rozne pierwiastki, ktorych iloczyn jest rowny polowie ich sumy?

7.20. Dla jakich wartosci parametru m suma dwéch roznych pierwiastkow rowna-
nia x>+ (2m-3)x+m* -2m-3=0 jest mniejsza od iloczynu tych pierwiastkow?

7.21. Dla jakich wartosci parametru t suma kwadratow dwdch réznych pierwiast-

kéw rownania x° + 2tx +£° —t — 2 = 0 jest najmniejsza?

7.22. Dla jakich wartosci parametru m suma kwadratéw dwdch roéznych pierwiast-

kéw réwnania x° — (3m-2)x + 2m+1=0 jest rowna 197

7.23. Dla jakich wartosci parametru m suma kwadratow dwoch réznych pierwiast-
kéw réwnania x” — (m—5)x +m° —6m+5=0 jest wieksza od 77

7.24. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych réwnanie
3x° + (1 = 3m)x + m — 2 = 0 ma dwa rézne pierwiastki x, i x, takie, ze

Va1
|x1 'xz1 = ks
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7.25. Wyznacz wszystkie wartodci parametru m, dla ktérych réwnanie

2 2 i I L S0
x"=2mx+m +m+ 1 =0 madwa rozne pierwiastki x, i x, spelniajace warunek

2
x,x2£m+3£x]‘+x§.

+ 7.26. Dany jest trojmian kwadratowy %xz —(m + 1)x + 3 — m. Wyznacz wszystkie

wartosci parametru m, dla ktorych ten trojmian ma dwa rézne pierwiastki x; i x;,
tego samego znaku, spelniajace warunek |x, - x,| < 4.

# 7.27. Dany jest trojmian kwadratowy X +(m=3)x—m" +2m+3. Wyznacz wszyst-

kie wartosci parametru m, dla ktérych ten trojmian ma dwa rézne pierwiastki x; i x,
tego samego znaku, spelniajace warunek |x, — x,| > 4.

% 7.28. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie x° + (2m -2)x+m -2 =0 ma

dwa rézne pierwiastki x, i x, spelniajace warunek |x,| + |x,| < 27

1. Funkcja y = f(k) okresla iloczyn dwdch réznych pierwiastkéw réwnania
x° = kx —k* - 10k = 0 w zaleznosci od wartoéci parametru k.

Ocen prawdziwosc podanych zdan.

A. Dziedzing funkgji f jest zbior liczb rzeczywistych.

B. Funkcja f ma dwa miejsca zerowe.

C. Funkgcja f osigga warto$¢ najwiekszg dla k = 5.

¥ & ! ¥ s 2 # o=
2. Dla jakich wartosci parametru m rownanie x” — x +m — 3 = 0 ma dwa rozne
pierwiastki?

3. Dla jakich wartosci parametru k réwnanie (k + 1)x° —4kx + k + 1 = 0 ma jeden
pierwiastek?

4. Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie x” + (2m —3)x +2m +5 = 0 ma dwa
rozne pierwiastki ujemne?

5. Dla jakich wartosci parametru m suma kwadratow dwoch roznych pierwiastkow
réwnania x>+ (m—6)x+m—7=0 jest najmniejsza?



8. Nierownosci kwadratowe
Z parametrem

Umiejetnosci:
* rozwigzywanie nierownosci kwadratowych z parametrem

Przyktad o zad. 8.7

Dla jakich wartoéci parametru m nieréwno$¢ mx® — 2m - 1)x +2m—1 > 0 jest
prawdziwa dla wszystkich x € R?

Rozwiazanie
Wprowadzmy oznaczenia:
a=m, b=—2m-1), c¢=2m-1
Nieréwnosé ax’ + bx + ¢ > 0 jest spelniona przez dowolng liczbe rzeczywista x
w dwoch przypadkach.
I g="0 1 b=01¢30 —0:x"+0:x+¢>0
[.La>0iA<0 «— ramiona paraboli skierowane do gory i brak pierwiastkow

Zauwazmy, ze a = 0 dla m = 0, ale wowczas b # 0, czyli pierwszy przypadek nie jest
mozliwy. Rozwazmy druga mozliwosc.

Rozwigzemy uklad nierownosci:

{a}ﬂ
A<

m >0
{ (2m — ]]2 —4m(2m-1) <0 «—— wylaczamy wspolny czynnik (2m — 1) przed nawias

A jest trojmianem kwadratowym zmiennej m, zatem, aby rozwiazac nierownosc A <0,
musimy znalez¢ miejsca zerowe i odczytac rozwiazanie z odpowiedniego wykresu.

m >0
{(Zm-—l){—-Zm-—l}{(} —my =~

1
s My = =
-2 Ak

(ol 'd

Odp.: Podana nierowno$c jest prawdziwa dla wszystkich

x € R, gdy me(%; 00).

:
2

b

,:f-';/
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Przyktad @) < zad. 8.13

Dla jakich wartosci parametru m nierownosc (x+3m)(x—m—2) < 0 jest prawdziwa
dla kazdej liczby z przedziatu (1; 5)?

Rozwiazanie
Zauwazmy, ze po lewej stronie nierownosci mamy trojmian kwadratowy zmiennej x
w postaci iloczynowej, czyli dla kazdej wartosci m tréjmian ten ma miejsca zerowe.

Oznaczmy f(x) = (x + 3m)(x —m - 2).

Wsp6tezynnik przy x” jest dodatni, zatem warunek
zadania bedzie spetniony, gdydla x = 1 oraz x =5
wartosci funkeji f beda ujemne.

f(1) <0 {(1+3m)(—m—1}<:[]
f(5) <0 (5+3m)(3-m) <0

m € (—oo; —1) U (—%; ou)

m e (—m; -g) U (3; o0)
Obydwa warunki sa spelnione dla m ¢ (--oo; —;) U (3; o0).

Odp.: Nieréwnos$¢ (x + 3m)(x —m —2) < 0 jest prawdziwa dla kazdej liczby z prze-

dzialu (1; 5), gdy m € (—oo; —-2-) U (3; c0).

Przyktad ) < zad. 8.19

Wyznaczymy zbi6r rozwigzan nieréwnosci (m— 2)x’ —2mx+m+1 > 0 wzaleznofci
od parametru m.

Rozwiazanie
. m=2

- P : : 3
Nierownos$¢ ma wowcezas posta¢ —4x+3 > 0, czyli x € (—oo; : )

II. m+#2
Nierownosc jest kwadratowa i zbior jej rozwiazan zalezy od znaku wspolczynnika

przy x* oraz od znaku wyréznika.
A= (=2m)* = 4(m = 2)(m+ 1) = 4m” — 4(m’ —=m—2) = 4(m + 2)
Zatem wspolczynnik przy x° zmienia znak w m = 2, a wyréznik w m = -2,

Zaznaczymy na osi m przedzialy, w ktorych nalezy rozwazyc rozwigzanie nieréwno-
- 2
§ci (m—-2)x" -2mx+m+1>0.



8. Nierownosci kwadratowe z parametrem

{a{ﬂ' {a«::l‘.] [d*i.'ﬂ' [a}ﬂ'
H< 0 H=10 LH=0 a=0 A=D
i s q:v-._" o \Q'\\__\ e SRR = o e R o

* Dla m € (—o0; —2) nieréwno$¢ nie ma rozwigzan.

* Dla m € (-2; 2) rozwiazania nierownosci tworza przedzial pomiedzy miejscami
zerowymi trojmianu.

lem—zmzm—m x=m+m

: 2(m—2) m-2 8 m—2
Zeby zapisa¢ rozwigzanie nieréwnosci danej w zadaniu, musimy stwierdzi¢, ktory
z pierwiastkow x,, x, jest wigkszy. W tym celu zbadamy znak roznicy x, — x,.

PO om m+2 m+vVvm+2 -2Vm+12
1~ A2 = - -

m—2 m-—2 m-—2
Mianownik m — 2 jest ujemny, czyli x; > x,.
%
P ; i i 2
Zbiorem rozwiazan nieréwnosci (m—2)x" -2mx+m+1> 0 / \;"
* Dla m € (2; o0) rozwigzania nieréwnosci tworza sume prze-
dzialow. Zauwazmy, ze tym razem x; < x,. Zatem: -

m—Nm+2 M+ v+ 2 %
xel| -0 —m——— |U| ———; 0
m—2 m-—2

Odp.: Dla m € (—o0; —2) nierdwno$¢ nie ma rozwigzan. Jezeli m € (-2; 2), to

m+yvVm+2 m-yvVm+2 T 3
X € - CJezeli m=2, to x € | —o0; = ).

m+vm+2 m—-—vNm+2
=32 m—2 3

jest wiec przedzial (

m-—2 m-2 4
Jezeli m € (2; o0), to x € [ —o0; = Yt U w; oo ).
m-—2 m-—2

W zadaniach 8.1-8.4 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

- F L 2
8.1. Nieréwnos¢ mx" +mx+120
A. dla m = 0 nie ma rozwiazan. C. dla m = —1 nie ma rozwiazan.
B. dla m =1 ma jedno rozwiazanie. D. dla m =5 nie ma rozwiazan.
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Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

8.2. Zbiorem rozwiazan nierownosci kx* + kx>0
A. dla k =0 jest zbior liczb rzeczywistych. C. dla k > 0 jest przedzial (-1; 0).
B. dla k < 0 jest przedzial (—oo; 0). D. dla k = -1 jest przedzial (-1; 0).

8.3. Zbiorem rozwigzan nieréwnosci m(x + 3)(x —m) <0
A. dla m > 0 jest zbidr (-3; m).

B. dla m < 0 jest zbidr (-3; m).

C. dla m < -3 jest zbiér (—oo; m) U (=3; oo).

8.4. Nieréwno$¢ kx* + x + k > 0 nie ma rozwigzan
A dia ke (33 00). B.dla ke (-o0-3).  C.dlake(-3:0)

. . x . R £iooe il 2 . £ £
8.5. Podaj zbior rozwiazan nieréwnosci x™ —4m” > 0 w zaleznosci od wartosci
parametru m.

5 5 P ' & # 5 2 . S P
8.6. Podaj zbidr rozwiazan nieréwnosci kx™ — k < 0 w zaleznosci od wartosci
]
parametru k.

8.7. Dlajakich wartoéci parametrum podana nieréwno$¢ jest prawdziwa dla wszyst-
kich wartosci x € R?

a) 3x* +2x-m >0 d) {2m—3}x2+4mx+m-l<0
b) mx2+{m—l)x+m—l<[] e) r2mx+2m +8m+7>0
c) [m-—l)x2+(m-1}x+m>[] f) [m+3}x2+2(m+1}x+4(m+1}{ﬂ

8.8. Dla jakich wartosci parametru m nierownosc

(Sm‘}' +m - Z)xz +(m+1)x +2 < 0 nie ma rozwigzan?

8.9. Dla jakich wartosci parametru m nierownos¢ (x — 2)(x + m) > 3m jest spel-
niona dla wszystkich wartosci x € R?

8.10. DIa jakich wartosci parametru m nierownos¢ (mx — 3)(x — 2) < —m nie ma
rozwigzan?

8.11. Danajest funkcja f(x) = Vx? + (m — 3)x + m? — 2m + 2. Dlajakich wartosci
parametru m dziedzina tej funkcji jest zbior liczb rzeczywistych?

1

\.ffmx2+mx+m+2

8.12. Dlajakich wartosci parametru m dziedzina funkcji f(x) =

jest zbior liczb rzeczywistych?

8.13. Dla jakich wartosci parametru k nieréwnos$¢ (x — 3)(x — k) < 0 jest praw-
dziwa dla wszystkich liczb z przedziatu (-1; 2)?



8. Nierdwnosci kwadratowe z parametrem

8.14. Dla jakich wartoéci parametru m nieréwno$¢ x° + (m — 1)x —m > 0 jest
prawdziwa dla wszystkich liczb ze zbioru (—o0; —=2) U (5; 00)?

8.15. Dla jakich wartosci parametru k nieréwno$¢ 3x” + 13x — 10 > 0 jest praw-
dziwa dla wszystkich liczb z przedziatu (3k; 3k + 10)?

8.16. Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdej liczby rzeczywistej m
prawdziwa jest nierowno$¢ 4x” + (12 — 4m)x + m* — 6m + 10 > 0.

8.17. Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej a i dla kazdej liczby rzeczywistej b
prawdziwa jest nierowno$¢ a’ + 5b° — 4ab - 6b +9 > 0.

8.18. Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdej dodatniej liczby k praw-
dziwa jest nierownosc¢ 5x> —d(k + Dx + (k+ 1)(k + 4) > 0.

I . ¥ s £ . ¥ T 2. - A
+ 8.19. Okresl zbior rozwigzan nieréwnosci mx” —2(m+1)x+m—1 < 0 w zaleznosci
od wartosci parametru .

1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci mx® —mx < 0
A. dla m > 0 jest przedzial (0; m).

B. dla m < 0 jest zbiér (—oo0; 0) U (m1; o0).

C. dla m < 0 jest zbior (—oco; m) U (0; o0).

2. Dla jakich wartoéci parametru m nierdwno$é 3x* + mx + 1 > 0 jest prawdziwa
dla wszystkich x € R?

3. Dla jakich wartosci parametru k nierownos¢ (kz =k — 6)3-:2 +3k+2)x+1>0

jest prawdziwa dla wszystkich x € R?

4. Dla jakich wartoéci parametru m nieréwnos¢ (x — 2m)(x —m — 3) > 0 jest
prawdziwa dla wszystkich liczb z przedziatu (0; 4)7

5. Wykaz, ze dla kazdego m € R funkcja f(x) = x* + (m = 2)x + m° — 2m + 2
przyjmuje dla wszystkich argumentow x € R tylko wartosci dodatnie.
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9. Wiasnosci funkcji
kwadratowej -
podsumowanie

Umiejetnosci:

» szkicowanie wykresu funkcji kwadratowej na podstawie jej wzoru

* wyznaczanie wzoru funkcji kwadratowej na podstawie jej wtasnosci lub wykresu
* szkicowanie wykresu funkciji okreslonej w roznych przedziatach roznymi wzorami
* odczytywanie wasnosci funkcji z jej wykresu

Przypomnijmy - jezeli f(x) = ax* +bx +c i a # 0, t0: A

¢ X = «—— pierwsza wspolrzedna wierzchotka
2a paraboli

¢ x= ~3a «—— rownanie osi symetrii paraboli
(e

Jezeli ponadto A = 0, to mozna pokazac, ze:

X+ X5 b ! AT
# ———= = ——  «— §rednia arytmetyczna miejsc zerowych

> W=(-4.12)

Przyktad €D - zad. 9.1
Narysujemy wykres i opiszemy wlasnoéci funkcji f(x) = x* + 4x + 3.
Rozwiazanie
Najpierw obliczamy wielkosci przydatne przy rysowaniu wykresu:
* miejsca zerowe funkcji,
* wspolrzedne (x,, y,,) wierzchotka paraboli,
* wspolrzedne punktu przecigcia paraboli z osig y.

A=16=12=4

x,=-1, x,=-3

g Yo Tho o g fERYS Ry R

1w 2& 2 2 w it

Parabola bedaca wykresem funkcji f przeci-
na o§ y w punkcie (0, 3), ma ramiona skiero- Jezeli 0 € D, to punkt (0, f(0)) ()

wane do gory oraz ksztalt taki, jak parabola nalezy do wykresu funkeji y = f(x).
Dla funkeji f(x) = ax’ +bx +¢

) . 2 i
o rownaniu v = x~ (bo we wzorze funkgiji
Y ( ) jest to punkt (0, ¢).

wspolczynnik przy x° jest réwny 1).



9. Wilasnosci funkcji kwadratowej — podsumowanie

Na podstawie narysowanego wykresu opisujemy wlasnosci
funkcji f:
* dziedzina jest zbiér R,

* zbiorem wartosci jest przedzial (-1; o0),

» funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejszg rowng —1 | fix) EXHax+5B |

dla x = =2 i nie przyjmuje wartosci najwigkszej,
* miejscami zerowymi funkcji sa argumenty
X1 = _1, xE — _3,
* f(x)>0 dla x € (—o0; —=3) U(-1; 00),
f(x) <0 dla x € (-3; -1),
* o0sig symetrii wykresu jest prosta x = -2,
* funkcja nie jest monotoniczna, natomiast:
w przedziale (—oo; —2) funkcja jest malejgca,
w przedziale (—2; oo) funkcja jest rosnaca,
* roéwnanie f(x) =m:
dla m < —1 nie ma rozwiazan,
dla m = —1 ma jedno rozwigzanie,
dla m > —1 ma dwa rozwiazania.

Przykiad @) « zad.92a,b

Narysujemy wykres i opiszemy wlasnosci funkcji

A4 dla x € (o0 2)
flx) = _%x2+4x—6 dla x€(27)

Rozwiazanie
Wykres funkgji f jest suma fragmentéw dwoch parabol.

Pierwsza z nich, o réwnaniu y = x° — 4, ma wierzchotek o wspélrzednych (0, —4)
i przecina o$ x w punktach o pierwszych wspolrzednych x = -2 oraz x = 2.

Do wykresu funkcji f wybieramy te punkty pierwszej paraboli, ktorych pierwsze
wspolrzedne spelniajg warunek x € (—oo; 2), wtym punkt (2, 0).

Druga parabola, o réwnaniu y = méxz + 4x — 6, ma wierzcholek o wspolrzednych
(4, 2). Pierwsze wspolrzedne punktéw przeciecia tej paraboli z osia x sg rozwiazania-
mi réwnania —%xz +4x -6 =0. Satoliczby x; =2 oraz x, = 6.

Do wykresu funkcji f wybieramy te punkty drugiej paraboli, ktorych pierwsze wspol-
rzedne spelniaja warunek x € (2; 7).
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Warto$¢ wyrazenia —%x‘z +4x -6 dla x = 2 jest réwna 0, czyli jest rGwna wartosci
funkcji f w punkcie 2. Zatem w punkcie o wspolrzednych (2, 0) fragment wykresu

funkcji y = x* — 4 przechodzi we fragment wykresu funkcji y = —%xz +4x - 6.
Obliczamy jeszcze warto$¢ wyrazenia —%xz +4x -6 dla x =7.

1 72 LT
2?+4? 6—2+22 22

Skoro 7 ¢ D, to punkt (?. —2%) bedzie na wykresie zaznaczony pustym koteczkiem.
Odczytujemy z wykresu wlasnosci funkcji:

* dziedzing jest zbidr (—oo; 7),

» zbiorem wartosci jest przedzial (—4; co),

» funkcja ma wartos¢ najmniejsza rowna —4
dla x = 0 inie ma warto$ci najwiekszej,

* miejscami zerowymi funkcji sg argumenty:
x==2,x=2, x=6,

* f(x)>0 dla x € (—o0; —2) U(2; 6),
f(x) <0 dla x € (-2; 2) U (6; 7),

» funkcja nie jest monotoniczna, natomiast:
w przedziale (—oo; 0) jest malejaca,
w przedziale (0; 4) jest rosnaca,
w przedziale (4; 7) jest malejaca,

* roéwnanie f(x) = m:
dla m < —4 nie ma rozwiazan,
dla m = -4 orazdla m > 2 ma jedno rozwiazanie,

dla m € (—4; —2%> U {2} ma dwa rozwigzania,

dla m € (-—2%; 2) ma trzy rozwigzania.

Przyktad €) « zad.92¢c.d
Narysujemy wykres i opiszemy wlasnosci funkeji

2x° =1 dla x € (—o0; —1)
flx)=1 —x dla xe(-1;1)
-x"—-1 dla xe€(1; o0)



9. Wilasnosci funkcji kwadratowej — podsumowanie

Rozwiazanie
Z trzech wykreséw poszczegolnych funkcji wybieramy odpowiednie fragmenty.

7 [ 1] [ 1,471

=y

Rysujemy wykres funkcji f (obrazowo mowiac, sklejony z wybranych fragmentéw)
i na jego podstawie opisujemy wlasnosci funkgji:

* dziedzing jest zbior R, vk

* zbiorem wartosci jest zbior (—oo; =2) U (=1; o0), | |

* funkcja nie ma wartosci najmniejszej i nie ma wartosci '
najwiekszej, N ] .__

* miejscem zerowym funkcji jest argument x = 0, }"Tf(;x? : *]

* f(x)>0 dla x € (-o0; 0), || \ ]
f(x) <0 dla x € (0; o0), | | |\l

» funkcja jest malejaca,

* roéwnanie f(x) = m:
dla m € (—o00; -2) U (—1; c0o) ma jedno rozwiazanie,
dla m € (-2;-1) nie ma rozwiazan.

Przyktad € < zad. 9.11
Wykres funkcji f(x) = ax” + bx + ¢ jest parabolg o wierzchotku W = (=2, 4)
przechodzaca przez punkt P = (-3, 3). Wyznaczymy wzor tej funkcji.

Rozwiazanie

[ sposob
Najpierw wyznaczamy postac kanoniczna danej funkcji. Znamy wspolrzedne wierz-
chotka paraboli, wigc do obliczenia pozostaje tylko wspolczynnik a.

f(x)=a(x+2)" +4

Podstawiamy do wzoru wspolrzedne punktu P = (-3, 3).
3=a(-3+2)° +4

Zatem a=-11i f(x)=—-(x+ 2]I + 4.

Przeksztalcamy wzér funkgji do postaci ogdlnej: f(x) = —x* — 4x.
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11 sposéb
Podane wlasnosci funkcji mozemy zapisac Jezeli wykres funkji y = ax® +bx +¢ (1))
w postaci uktadu réwnan. jest parabola, to a # 0.
-Z_E; = =2 «— pierwsza wspolrzedna wierzchotka W
1 f(=2)=4 «—— druga wspolrzedna wierzchotka W
| f(-3)=3 «—— punkt P = (-3, 3) nalezy do wykresu f
(b =4a
14a-2b+c=4
L 9a-3b+c=3
(b =4a
1 da-8a+c=4 — pndsiawiam}' 4a w miejsce b w drugim i trzecim rownaniu
9a—-12a+c=3
(b =4a
1 4a+c=4
(-3a+c=3

Ostatnie dwa rownania tworza uklad dwoch rownan z dwiema niewiadomymi. Po
rozwigzaniu tego ukladu (np. metoda przeciwnych wspolczynnikéw) otrzymujemy
a=-1ic=0. Zatem b= -4, a wzor funkgji ma postaé f(x) = —x* — 4x.

Odp.: f(x) = —x* - 4x

Przyktad @) < zad. 9.15

Wykres funkcji kwadratowej f(x) = ax® + bx + ¢ przechodzi przez punkty
A=(1,-2), B=(0, -5) i C=(-2, -5). Wyznaczymy wzor tej funkgji.

Rozwiazanie

-2=a+b+c
- = «—— punkty A, B, C nalezg do wykresu funkcji f(x) = ax’ +bx +¢
-5=4a-2b+c
Uktad trzech rownan z trzema niewiadomymi rozwiazemy metoda podstawiania.
[ c==5
1a4+b-5=-2
l4a~2b~5==5
(c=-5
1a+b=3
L 4a-2b=0

Stada=11ib=2.
Odp.: f(x) = x* +2x -5



9. Wilasnosci funkcji kwadratowej — podsumowanie

Przyktad @) « zad. 9.20

Wyznaczymy takie wartosci parametru m, aby funkcja
fx)=x"+22m-3)x+m-1

miala dwa miejsca zerowe x,, x, spelniajace warunek x, < 2 < x,.

Rozwiazanie

Zastanowmy sig, jakie polozenie paraboli gwarantuje spelnienie warunkow zadania.

Poniewaz ramiona paraboli s skierowane do gory, to gdy A > 0, mozemy utworzy¢
trzy nierownosci z pierwiastkami x, < x, iliczba 2.

7} A 7A
\ /: - \= / - .\ /I-
\/H x 2 ’ LY i
X1 <Xx3<2 X; <2< x 2<x<x,

Jesli x; < x, <2 lub 2 < x; < x,, to f(2) > 0. Natomiast w przypadku x; < 2 < x,
spelniona jest nieréwnos¢ f(2) < 0.

[stnieje nieskonczenie wiele parabol przechodzacych przez przykladowy punkt
(2, f(2)), gdzie f(2) < 0. Popatrzmy na kilka z nich.

Warunek f(2) < 0 wystarczy do rozwiagzania zadania, poniewaz wynika z niego:
* istnienie dwoch pierwiastkow (nie ma potrzeby badania znaku A),
* polozenie tych pierwiastkoéw na osi x po dwéch stronach liczby 2.

Zatem dana funkcja ma dwa miejsca zerowe x,, x, takie, Ze x;, < 2 < x, wtedy
i tylko wtedy, gdy f(2) < 0.

f(2)=4+42m-3)+m-1=9m-9
f(2) <0 dla m e (-o0; 1)

Odp.: m € (—o0; 1)
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Nierownosc y > f(x)

Wykresem funkcji y = f(x) na plaszczyznie kar-
tezjanskiej jest zbior punktéw o wspolrzednych
(x, f(x)), gdzie x jest argumentem funkcji f.
Na rysunku mamy wykres pewnej funkcji

y = f(x). Jezeli przez punkt P = (x,, y,) tego
wykresu poprowadzimy pionowa prosta, to jej
punkty lezace powyzej P majg druga wspdlrzed-

na wigksza od y;;, a punkty lezace ponizej P maja
druga wspolrzedng mniejsza od y,. To samo ro-
zumowanie mozemy przeprowadzic dla dowolne-
go punktu nalezacego do wykresu funkcji.

Jezeli na plaszczyznie kartezjanskiej narysowany jest
wykres funkcji y = f(x), x € D, to punkty lezace
powyzej tego wykresu tworza zbidr opisany za pomoca
nierownosci y > f(x), a punktylezace ponizej wykresu
— zbior opisany za pomoca nieréwnosci y < f(x).

Przykiad o zad. 9.24

Zaznaczymy na plaszczyznie kartezjanskiej zbior

A= {(x, y:x, yeRi yzvx+ 1}.

Rozwiazanie

Dziedzing funkcji y = Vx+1 jest zbidr (—1; oo), za-
tem do szukanego zbioru moga nalezec tylko takie punk-
ty, ktorych odcigta x = —1.

CTIPT T
SN
R
L =

I=y | 1Y

Parabola o réwnaniu y = ax’ +bx +¢ (a # 0) jest wspolnym brzegiem dwéch
czesci plaszczyzny kartezjanskiej. Jedng z nich, utworzona przez punkty lezgce

na paraboli i powyzej niej opisuje nieréwno$¢ y > ax” + bx + ¢, a druga,
utworzong przez punkty lezace na paraboli i ponizej niej opisuje nieréwnos¢

y<ax®+bx+c.



9. Wilasnosci funkcji kwadratowej — podsumowanie

Przyktad ) < zad. 9.24,9.25

Zaznaczymy na plaszczyznie kartezjanskiej zbior punktow, ktorych wspolrzedne
(x, y) spelniaja nierownos¢ lub uklad nierownosci.

a) y>x"—4 < 2x~1
TYREREE T bk
\l Iy | |
3 "- i-.— i F i
L . P ]
WL L7/ EMED
\ ‘BE
%\. 41
gl -
WME x|
i i
-Xx"+2x+5
i |
]

Przyktad @) « zad. 9.27

Dane sa zbiory:
A={(x,y): x, yeR i x2—45y£—x2+4},
B={(x, y): x, ye Ri y<|x|}.

Narysujemy na plaszczyznie zbiory: A, B, AN B oraz A- B.

Rozwiazanie

N
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Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

Przyktad € - zad. 9.29

Funkcja f przyporzadkowuje kazdej wartosci m liczbe rozwiazan rownania

(m+2)x* + 6mx +4m—1 =0 zniewiadoma x. Napiszemy wzér funkgji f i naszki-
cujemy jej wykres.

Rozwigzanie

L.

I1.

Jezeli m + 2 =0, to réwnanie nie jest rownaniem kwadratowym.
Dla m = -2 mamy:

-12x-9=0 +«—— rdéwnanie liniowe, ktore ma jedno rozwigzanie

Zatem f(-2)= 1.

Jezeli m + 2 # 0, to rownanie jest rownaniem kwadratowym i liczba jego roz-
wiazan zalezy od znaku A. Zakladamy, ze m # -2.

A = 36m° — 4(m + 2)(dm — 1) :
A =20m> - 28m + 8 \ /
o

&=4(5m2—?m+2) iy Bty
| v
5

| bk

0

A =20(m - 1)(m—§)
Z wykresu odczytujemy:

2
A>0 dla me(-o0; =2)U (—2; —) U (1; 00) «— réwnanie kwadratowe, ktére ma
5 dwa rozwigzania

2
A<0dlame (—; l) «—— rownanie kwadratowe, ktére nie ma
> rozwigzan
2
A=0dla m= 5 lub m=1 —— rownanie kwadratowe, ktore ma

jedno rozwigzanie
Zatem:

0 dla mE(%; 1)

fm)=41 dla m=-2lubm==lub m=1

| ka

5 Al e oy =250 (—2; -‘::) U (1; o)

A fm) |
21 |
< o —O—
@ 1+ o
i r—t - -
-2 0] 2 1 2 m
: 5 :




9. Wilasnosci funkcji kwadratowej — podsumowanie

9.1. Sporzadz wykres funkcji f i opisz jej wlasnoéci: dziedzing, zbiér wartosci, miej-
sca zerowe, przedzialy, w ktdrych funkcja ma staty znak, przedzialy monotonicznosci,
wartosci najwieksze (najmniejsze) funkgji i argumenty, dla ktérych funkcja je przyj-
muje, oraz liczbe rozwiazan rownania f(x) = m w zaleznosci od wartosci m.

a) f(x}=2x2—4x c) f(x)=éx2+2x—6
b) f{x):-x2+4x—5 d) f(ﬂ:-ixz_%x_f_:

9.2. Sporzadz wykres funkcji f i opisz jej wlasnoéci: dziedzing, zbidr wartosci, miej-
sca zerowe, przedzialy, w ktorych funkcja ma staly znak, przedzialy monotonicznosci,
wartosci najwieksze (najmniejsze) funkcji i argumenty, dla ktérych funkcja je przyj-
muje, oraz liczbe rozwiazan réwnania f(x) = m w zaleznosci od wartosci m.

x*-4 dla x<2
) ﬂx)_{—x+2 dla x>2

2

-x"=2x+2 dla x<1
b) flx)=14 "3
) %) | x* - 2x dla x21

X +6x+7 dla x<-1

c) f(x) =4 x+3 dla -1<x<2
| -x*+6x-3 dla x3>2
[ 2x + 4 dla x< -1

d}f{x)zﬂxz-z.x:—l dla -1<x<3
[ -2x + 8 dla x=3

9.3. Sporzadz wykres funkcji i odczytaj z wykresu rozwiazanie podanej nierownosci.

0 se0= {75 G
e F U
O hix) = q. %xz -2x+1 dla x € (—c0; 0) U {4; o0) hx) < 7
| 2" +8x+1 dla xe(0;4)
G| I & o
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Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

9.4. Sporzadz wykres funkcji y = f(x). Odczytaj z wykresu liczbe rozwiazan row-

nania f(x) =m w zaleznosci od wartosci parametru m.

2
oy Jx"+4x+2 dla x<0
4 f(x}_{-x2+4x dla x30
. ~3x°-18x-21 dla x<-2
) Je)= %x+4 dla x>-2

2x —4x+4 dla x € (—o0; 0) U (2; c0)
2x%+4x+4 dla xe(0;2)

c) f(x}={

T (o dla x<-1
d) f(x)=42x+2 dla -1<x<1
3x-12x+13 dla x>1

9.5. Sporzadz wykres funkcji y = |f(x)|. Odczytaj z wykresu liczbe rozwigzan

réwnania | f(x)| = m w zaleznodci od wartosci parametru m.

2 2
—-x "+ 2x + 1 dla x<3 x =2x+5 dla x<1

a 5 b x) =
) 7 {—x2+8x—l? dla x>3 ) f(x) {—x2+4x+1 dla x>1

9.6. Sporzadzwykres funkcji f(x) = x*—4|x|. Odczytajz wykresu liczbg rozwigzan
rownania f(x) =m w zaleznosci od wartosci parametru m.

9.7. Wykresem funkcji kwadratowej f(x) = 4x”+bx+c jest parabola przechodzaca
przez punkty A = (0, 2) i B = (-1, 14). Wyznacz wspdlczynniki b i ¢ w rownaniu
paraboli.

9.8. Osia symetrii paraboli y = ax”+bx—4 przechodzacej przez punkt A = (-2, 4)
jest prosta x = —3. Wyznacz wspolczynniki a i b w rownaniu paraboli.

9.9. Wierzchotkiem paraboli y = —3x* + bx + ¢ jest punkt B = (1, 0). Wyznacz
wspolczynniki b i ¢ w réwnaniu paraboli.

9.10. Parabola, ktorej wierzcholek lezy na osi y, przechodzi przez punkty A = (2, 1)
i B=(-4,7). Wyznacz rownanie tej paraboli.

9.11, Parabola y = ax’+bx+c ma wierzcholek w punkcie (4, 6) i przechodzi przez
punkt (1, 3). Wyznacz wspdlczynniki a, b, c.

9.12. Funkcja f(x) = ax’ + bx + ¢ przyjmuje wartoé¢ najmniejsza réwng 2 dla
x = 2. Wykres tej funkgji przechodzi przez punkt (4, 6). Wyznacz wspolczynniki
a, b, c.



9. Wilasnosci funkcji kwadratowej — podsumowanie

9.13. Parabola y = ax” + bx + ¢ przechodzi przez punkty (1, —=2) i (0, 1). Jej osia
symetrii jest prosta x = 2. Wyznacz wspolczynniki a, b, c.

9.14. Podaj wzor funkcji kwadratowej f, ktorej wykres przedstawiono na rysunku.

) DI @ AL @ BN

-

9.15. Wykres funkcji f(x) = ax’+bx+c przechodzi przez punkty A, B, C. Wyznacz
wspolczynniki a, b, c.

a) A=(0,1) B=(-1,-1) C=(211)
b) A=(l, -4) B = (2, -3) C=(-1,0)
c) A=(-2,-3) B=(-1,-1) C={13)

9.16. Wyznacz wspdtczynniki bi ¢ funkcji f(x) = x* + bx + ¢ o podanych wlasno-
Sciach.

a) Jej miejscami zerowymi sg liczby -31 1.

b) Jej wykres przecina 0§ y w punkcie (0, 5), a liczba 5 jest miejscem zerowym.

9.17. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji
f(x) = ax® + bx + c. Wyznacz wspdlczynniki a, b, c.

9.18. Wykaz, ze funkcja kwadratowa, ktérej wykres
przechodzi przez punkty K = (=5, 10), L = (-3, 5),
M = (3, 2), nie ma miejsc zerowych.

+9.19. Dla jakich wartosci parametru m funkcja
f(x) = x* = 2mx +m® — 1 ma dwa réine miejsca
zerowe nalezace do przedziatu (-2; 4)?
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Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

< 9.20. Dla jakich wartosci parametru m funkcja f(x) = mx’ - 2(m - 3)x + 6m — 18

ma dwa rézne miejsca zerowe x, X, spelniajace nieréwnos¢ x; < -2 < x,?

9.21. Dla jakich wartoéci parametru k funkcja f(x) = x* + (2k + 4)x + 6k + 3 ma
dwa rozne miejsca zerowe mniejsze od 17

# 9.22, Dla jakich wartosci parametru m funkcja f(x) = x> —(2m—1)x+m’ -4 ma

dwa rézne miejsca zerowe mniejsze od 47

* 9.23. Wykaz, ze dla kazdej wartosci parametru m funkcja

. o . -
flx) = =2x" + 3mx + m” —m+5 ma dwa rézne miejsca zerowe x;, X, spelniajace
nierownosc¢ x; < 1 < x,.

9.24. Zaznacz na plaszczyznie kartezjanskiej zbior punktow, ktorych wspolrzedne
(x, y) spelniaja podana nierownosc.

a) y<2x° b]y;%xz—2x+2

9.25. Zaznacz na plaszczyinie kartezjanskiej zbiér opisany za pomocy ukladu nie-
roOwWnosci.

<x+2 ~23 = Zx €3-|x

{}’ b {ys.{ 2x" +8x—4 C}{}’ d){}" | x|

yz y=2 y<—x"+2 yzx' -9

9.26. Na rysunku przedstawione sg fragmenty parabol lub prostych. Opisz za po-
mocg ukladu nierownosci zbior zaznaczony kolorem.

a) [ [\] [} |

=5

) [ ] [24 ]




9. Wilasnosci funkcji kwadratowej — podsumowanie

9.27. Dane sa zbiory:
A= {{x,y}: x, yeR i y3x2+4x+2} i B={(x, y): x, yeRi y<2—|x|}.
Narysuj na plaszczyznie kartezjanskiej zbiory: A, B, An B oraz A - B.

9.28. Funkcja y = f(m) przyporzadkowuje sume kwadratow pierwiastkow row-
nania x° —mx +m’ —2m+ 1 = 0 kazdej wartoéci parametru m, dla ktérej istnieja
dwa rézne pierwiastki tego rownania. Wyznacz wzér funkcji f i naszkicuj jej wykres.

9.29. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej wartosci parametru m liczbe rozwigzan
réwnania (m + 3)x° + (m + 3)x + m = 0. Wyznacz wzér funkcji f i naszkicuj jej
wykres.

3 - |x| dla x<3
-x*+8x-15 dla x>3

Okresl liczbe pierwiastkow rownania f(x) = m wzaleznosci od wartosci parametru

9.30. Sporzadz wykres funkcji f(x) = {

m. Narysuj wykres funkcji g(m) = k, gdzie k oznacza liczbe pierwiastkow rownania
f(x)=m, meR.

1. Dana jest funkcja f(x) = x* — x + 1. Ocen prawdziwo$¢ podanych zda.
A. Funkcja g(x) = | f(x)| przyjmuje tylko wartosci dodatnie.

B. Funkcja h(x) = | f(x) — 1| przyjmuje tylko wartoéci dodatnie.

C. Réwnanie |f(x) - 2| =1 ma trzy rozwigzania.

—x*—6x-4 dla x<-2

2. Narysuj wykres funkgji = ’
arysuj wykres funkcji f(x) ixz T dla s

Odczytaj z wykresu liczbe rozwiazan réwnania f(x) = m w zaleznosci od wartoéci
parametru 1.

3. Do wykresu funkcji kwadratowej y = f(x) naleza punkty: (-1, 5), (3, 1) i (5, 2).
Wyznacz wzor tej funkgji.

4. Zbiorem wartosci funkcji kwadratowej f jest przedzial (—2; oo). Osia symetrii jej
wykresu jest prosta x = 3. Wykres przecina os y w punkcie o drugiej wspolrzedne;j 1.
Zapisz wzor tej funkcji w postaci ogolne;j.

5. Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej sg liczby —4 i 2, a jej wykres przecina
os y w punkcie o drugiej wspolrzednej —1. Wyznacz zbior wartosci tej funkcji.

75 I



10. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-18 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W ZeszZycie.

Wskaz posta¢ iloczynowa tréjmianu kwadratowego —9 + 6x — x”.
(=3 + x)°

~(x~3)’

—(x + 3)2

. Ten tr6jmian nie ma postaci iloczynowe;.

O 0w =

2. Wiskaz miejsca zerowe funkgji f(x) = \ﬁ(x - V'f) (x+1).
A. 2, —\2 B. V2, -1 C. -v2, 1 D. V2, 1

8. Dla jakiego argumentu funkcja f(x) = x° + 2x przyjmuje w przedziale (—4; 1)
najwieksza wartosc?
A x=-1 B. x =-4 C.x=1 D.x=1lub x=-3

4. Jakie wartosci moze przyjmowac wspolczynnik k w réwnaniu paraboli
y = x* — kx, aby nie miata ona punktéw wspélnych z osig x?

A k<O C.kz1

B. k=0 D. Nie istnieje takie k.

5. Dana jest funkcja f(x) = —x” +4x o dziedzinie D = (1; 4) i cztery zdania doty-
czace tej funkgcji.

I. Funkgcja f przyjmuje warto$¢ najwieksza dla x = 2.

II. Funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejsza dla x = 4.

I1I. Funkcja f nie przyjmuje wartosci najwieksze;j.

[V. Funkcja f nie przyjmuje wartosci najmniejszej.

Ktore zdania sa prawdziwe?

A. tylko Ii IV B. tylko I i1l C. tylko IT i III D. tylko Il i IV

Réwnanie x> +5 =9

nie ma pierwiastkow.

ma dwa dodatnie pierwiastki.

ma dwa ujemne pierwiastki.

. ma dwa pierwiastki o przeciwnych znakach.

SOowE o



10. Powtorzenie

7. Wskaz postaé iloczynowa funkgji f(x) = —(x - 3)* + 1.
A f(x)=(x+2)(x+4) C. f(x)=(x-2)(x-4)
B. f(x) =—(x-2)(x—-4) D. Ta funkcja nie ma postaci iloczynowe;j.

Posta¢ iloczynowa funkcji f(x) = V2x* -3x-2V2 to
< flx) = (*ﬁx—é) (x+ VTE)

flx) = (Vax-4) (V2x + 1).

. f(x) = V2(x = 2)(x + 1).

. (%) = \E(x— \ﬁ) (x— %)

oO®F » ®

)

9. Miejscami zerowymi funkgcji f(x) = ax”+bx + g sa liczby x = -1 oraz x = -5.
Ile sa rowne wspolczynniki tej funkcji?
A.a=1,b=-4

B.a=-2, b:z
2

10. Wskaz nieréwnoéc prawdziwa dla kazdej liczby x € R.
A.3(x-2)"-1<0 C. —04(x+3)°-05<0
B. 5(x+2)*+3>0 D.7(x-11)*+2<0

. »F . £ = r I 2
11. Wskaz zbior rozwiazan nierownosci 3x” + 5x -2 < 0.
A.R

B. Ta nierownosc¢ nie ma rozwiazan. D.

(2)(x-2) o
M3 c (2ol
()

13. O funkcji kwadratowej f(x) = ax” +bx+c wiadomo, ze ma dwa ujemne miejsca
zerowe oraz ze f(0) = —1. Jakie znaki maja wspolczynniki a, bic?

A. Jest za malo danych, zeby to okreslic.

B.a<0ib<0ic<0

C.a>0ib>0ic<0

D.a<0ib<0ic>0
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14. Parabola y = m — x* przecina 0§ x w punktach x = 2 oraz x = —2. Jaka
wartos¢ ma wspolczynnik m?
A.m=2 B.m=1 C. m=4  D. Nie istnieje takie m.

15. Wskaz uklad réwnan, ktory ma dwa rozwiagzania.

y=1 y==3
A"{y=—{x—2)2—3 C'{y=(x+5]z—3
y=x y=x
B'{y=(x+2)2+3 D'i}’=-(x+”2-1
16. Wskaz uklad réwnan, ktéry ma jedno rozwiazanie.
= —2x-2 =2
A. 4 o 2 C. ? " 2
y=(x-1) -2 y=(x-1-2
y:—?,x—l y=-2x+1
B'{y:(x—l)z—z D‘{y:(x—l)z—z

17. lle rozwigzan ma rownanie |x| + x* = 42
A.0 B.1 C. 2 D. 4

18. Wskaz wykres bedacy ilustracjg zbioru rozwiazan ukladu nierownosci




10. Powtorzenie

W zadaniach 19-33 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

19. Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f(x) = a(x — p)* + q saliczby 3i 7.
Wynika z tego, ze
A.a>0. B.p=5 C. qg=-4.

20. Jednym z miejsc zerowych funkcji kwadratowej f(x) = ax’+bx+c jest liczba 2.
Wierzcholek paraboli bedacej wykresem tej funkcji ma wspolrzedne (5, 3). Wynika
z tego, ze

A. drugim miejscem zerowym funkgcji f jest liczba 8.

B.a<0.

C.e< .

2
: -x"=2x dla x<0
21. Funkcja f(x)={ 5
B {xz-Zx dla x=0
A. jest rosngca.
B. ma trzy miejsca zerowe.

C. przyjmuje wartos¢ najmniejsza dla x = 1.

22, Parabola bedaca wykresem funkcji kwadratowej f(x) = ax” + bx + ¢ przecina
os§ y w punkcie (0, —6), a jej wierzcholek ma wspoélrzedne (-2, 7). Wynika z tego, ze
A.a<0. B.b<0. C. A<0.

23. Funkcja f(x) = ax® + bx + ¢, ktdrej wykres jest
dany na rysunku obok, ma miejsca zerowe x;, x,. Na
podstawie wykresu mozna wywnioskowac, ze
A.a<0ic>01 x;-x,<0.

B.a<0ib>0.

C.b>0ic>0iA=0.

24. Dana jest funkcja f(x) = -2(x + ?}2 + 3.

A. W przedziale (—oo; 7) funkcja f jest rosnaca.

B. W przedziale (7; oo) funkcja f jest malejaca.

C. Prosta x = —7 jest osig symetrii wykresu funkgji f.

=X dla x<-1
2-x% dla x>-1
A. Réwnanie f(x) = m ma dla dowolnej wartosci m co najmniej jedno rozwiazanie.

25. Dana jest funkcja f(x) = {

B. Dla m € (1; 2) rownanie f(x)=m ma trzy rozwiazania.
C. Rownanie f(x)=m ma dwa rozwigzania tylko dla m = 1.
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26. Dana jest funkcja f(x) = [(x = 3)(x + 1)].

A. Dla pewnej warto$ci m rownanie f(x) = m ma jedno rozwigzanie.
B. Rownanie f(x) =m ma dwa rozwigzaniadla m > 4 lub m = 0.
C. Dla pewnej wartosci m rownanie f(x) = m ma trzy rozwiazania.

27. Dane jest réwnanie x° — 2|x| = m z parametrem m.

A. Dla pewnej wartoéci m réwnanie to ma dokladnie jedno rozwigzanie.

B. Dla pewnej wartosci m réwnanie to ma dokladnie trzy rozwiazania.

C. Dla nieskonczenie wielu wartosci m rownanie to ma dokladnie cztery
rozwiazania.

28. Funkcjakwadratowa f(x) = ax”+bx+c ma wszystkie wspStczynniki dodatnie.

Wynika stad, ze

A. funkcja f ma dwa miejsca zerowe tego samego znaku.

B. funkcja f nie ma dodatnich miejsc zerowych.

C. wierzcholek paraboli bedacej wykresem funkcji f nalezy do poélptaszczyzny opi-
sanej nierownoscia y < 0.

29. Suma kwadratéw pierwiastkéw réwnania x” +x —4 = 0 jest

A. wieksza od 2v17.
B. kwadratem liczby calkowitej.

C. pierwiastkiem réwnania x* — 7x — 18 = 0.

30. Funkcje f(x)=x"+3x+m i g(x) = 3x+m maja wsp6lne miejsce zerowe .
Wynika stad, ze

A. x;=0.

B. m=0.

C. nieskoriczenie wiele wartosci wspolczynnika m spelnia warunek zadania.

31. W tréjmianie x° + px + g wspStczynniki p i g sa przeciwnymi liczbami calko-
witymi. Wynika stad, ze

A. trojmian ten ma dwa pierwiastki.

B. trojmian ten moze miec jeden pierwiastek.

C. tréjmian ten moze nie miec¢ pierwiastkow.

32. Jedno z miejsc zerowych funkcji f(x) = —x” +bx +¢ jest wieksze od 5, a drugie
jest mniejsze od 2. Wynika stad, ze
A. f(5)>01i f(2)<0. B. f(5)<0i f(2)<0. C. f(5>01i f(2)>0.

33. Sume odwrotnosci rozwigzan réwnania x~ + kx — 5 = 0 okreéla wyrazenie

B> i =2

A.
k k

o | &



10. Powtorzenie

Zadania otwarte krotkiej odpowiedzi

34. Wyznacz warto$¢ najmniejsza i warto$¢ najwieksza funkcji f w podanym prze-
dziale i podaj argumenty, dla ktérych te wartosci sa przyjmowane.

a) f(x)=x*—10x + 22 (3; 6)
b) f(x) = ——%xz +2x46 (~4; 0)
—and o S
c) f(x)=3x"+x-2 < 7 6>
d) f(x)=-V2x" —x+3 (-2; -1)
35. Jezeli to mozliwe, zapisz funkcje f w postaci iloczynowej.
a) f(x)=25x" -1 d) f(x)=x"-4x-1
b) f(x) =9x" + x e) f(x)=—x>+5x—7
c) f(x)=9x2+4 f) f[x)=3x1-?x+2

36. Funkcje¢ kwadratowa f dang w postaci ogélnej, kanonicznej lub iloczynowej za-
pisz w pozostalych mozliwych postaciach.

a) f(x)=2x"+12x+10 ) f(x)=-3(x-2)(x+1)
b) f(x)= —%(x 5 =i d) f(x)=5x> - 15x

37. Rozwiaz rownanie.

a) 3x° —5x+2=0 d) x*-3.2"%+2% =0
b) —2x° —4x+3=0 e) 2''x* = 3x+2"7 =0
¢) 9x% —124/5x+20 =0 ) x*"-(32”+1)x+32“=0
38. Rozwiaz nierownosc.

a) x* < 81 e) x> —11x+24<0

b) xX*+x>0 f) x+6<2x°

) —2(x+4)(x—%)}?ﬂ g) —8x” +13x -6 < 0

d) x¥*-2vV2x+250 h) -3x* -6V2x+90<0

39. Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej sa liczby 2 i 8, a wykres tej funkgji
przechodzi przez punkt (-1, 3). Wyznacz wzor tej funkcji w postaci iloczynowej.

40. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie rzeczywistej iloczyn tej liczby i licz-
by o 3 od niej mniejszej.

a) Podaj wzor funkcji f.

b) Zbadaj, ile rozwigzan ma réwnanie f(x)+ 3 = 0.
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Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

41. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji kwadra-
towej f. Na podstawie tego wykresu
a) rozwiaz nierownos¢ f(x) < 3.
b) podaj wartosci: najwieksza i najmniejsza funkcji f
w przedziale (0; 3).
c) wyznacz wzor funkeji f w postaci iloczynowe;j.

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

42. Dana jest funkcja f(x) = —x* +4x — 2.

a) Przedstaw funkcje f w postaci kanoniczne;j.

b) Naszkicuj wykres funkcji f.

c) Okresl, dla jakich argumentow wartosci funkcji s3 mniejsze od —14.
d) Przedstaw funkcje f w postaci iloczynowej.

43. Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f sa liczby —2 i 4, a zbiorem wartosci
tej funkcji jest przedzial (—oo; 3). Wyznacz wzor funkcji f w postaci ogdlnej.

44. Wyznacz miejsca zerowe funkcji kwadratowej f. Oblicz wspotrzedne wierzchol-
ka paraboli bedacej wykresem tej funkcji oraz punktu P przecigcia paraboli z osia y.
Naszkicuj ten wykres.

5

2) f(x)=—x%—6x-5 b) f(x)=%x1—3x+5
45. Rozl6z liczbe 11 na sume takich trzech skladnikow, ze drugi jest o 3 wigkszy od
polowy pierwszego, a suma kwadratéw wszystkich trzech skladnikéw jest mozliwie

najmniejsza.

46. Rozloz liczbe p na sume takich trzech skladnikow, by pierwszy byl wiekszy od

drugiego o g i by suma kwadratow wszystkich trzech skladnikéw byla najmniejsza.

47. Sklep kupuje w hurtowni buty po 80 zl za pare i sprzedaje srednio 30 par mie-
siecznie po 120 zi za pare. Zaobserwowano, ze kazda kolejna obnizka ceny pary bu-
tow o 1 zl zwigksza sprzedaz miesieczng o 1 pare. Jaka cene butéw powinien ustali¢
sprzedawca, aby jego zysk miesieczny byl najwigkszy?

48. W prostokacie o wymiarach a cm x b cm jeden bok zwigkszono o x ¢cm, a dru-
gi zmniejszono o x cm. Dla jakiej warto$ci x pole otrzymanego prostokata bedzie
najwieksze?
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49. Suma dlugodci boku tréjkata i wysokosci opuszczonej na ten bok wynosi 10 cm.
Ile centymetrow powinien mierzy¢ bok, a ile wysokosc, aby pole takiego tréjkata bylo
najwieksze?

50. Bok kwadratu ABCD jest réwny a. Na kazdym D . ¢
z bokow tego kwadratu odlozono odcinek o dlugosci x
(jak na rysunku). Wykaz, ze pole pokolorowanego ob- §
szaru jest najmniejsze, gdy x = %. i

A = B

91. Grupa uczniéw zorganizowala turniej. Kazdy
z uczestnikow rozegral z kazdym z pozostatych uczest-
nikow 2 partie. Rozegrano 72 partie. Ilu uczniow wzielo
udzial w turnieju?

52. Dane s trzy liczby naturalne takie, Ze najwigksza z nich stanowi 150% najmniej-
szej, a trzecia liczba jest o 2 wigksza od najmniejszej. Suma kwadratow wszystkich
trzech liczb jest rowna 2149. Wyznacz te liczby.

53. Jesli liczbe a zmniejszymy o a%, otrzymamy 16. Wyznacz liczbe a.
54. Rozwigz réwnanie.

a) ‘5x2—12x|=9 c) |x—1|+|x+l|=x1—3x
b) |3’ —2x-2| =1 d) sz—l’ax'—z‘:il

55. Rozwigz nieréwnosc.

a) ‘x3+x—3|<3 c) ]x—31—|x|f~:x2—5

b) Jx2-4|>3x d) Hx2+x|—l‘£l

56. Dla jakiej wartoéci m zbiorem wartoéci funkeji f(x) = 3x* + 15x + m jest
przedzial (—10; o0)?

57. Funkcja f(x) = 2(x — p)* + g przyjmuje wartosci ujemne tylko dla x € (1; 3).
Wyznacz pi q.

58. Uloz rownanie kwadratowe o catkowitych wspolczynnikach, ktérego jednym
z pierwiastkow jest podana liczba.

a) 1-2 b) 3+ V7
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Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

59. Funkcja kwadratowa f(x) = 2x* + bx + ¢ ma dwa pierwiastki spelniajace na-
stepujace warunki: ich iloczyn jest rowny 6, a suma ich kwadratow jest rowna 52.
Wyznacz bic.

60. Wyznacz (jesli istnieja) miejsca zerowe funkcji.

[ x* =1 dla x<1
a) f(x)=1% N
f | —x* +4x-3 dla x>1
2+ 12x+19 dla x< -2
b) f(x) =1 -x*-2x+3 dla -2<x<0
[ 2x* +4x+3  dla x>0

61. Dane sa funkcje y = f(x) i y = g(x). Sporzadz wykresy obu funkcji w jednym
uktadzie wspoétrzednych i odczytaj z rysunku rozwiazania nieréwnosci lub rownania:

I f(x)> g(x), II. f(x) < g(x), L. f(x) = g(x).
Rozwiaz nieréwnos¢ f(x) > g(x) sposobem rachunkowym.

a) f(x)=—2x2—12x—12 g(x) =2x + 8

b) f(x)=-x-2 g[x}=%x2+2x+2

62. Narysuj wykres funkcji
flay= |G+ 2)°+3 dla xe (-4 -1)
x+3 dla x € (-o00; —4) U (~1; 00)
Odczytaj z wykresu liczbe rozwigzan rownania f(x) = m w zaleznosci od warto-
sci m.
63. Rozwiaz uklad réwnan. Przedstaw ilustracje graficzna rozwigzania.

a){y:x2+4x b) yzéxz—x—%
y=2x+3 y=2x-5

. i . 2 s s ¥ ¥
64. Dane jest rownanie kwadratowe x° +bx + ¢ = 0. Suma pierwiastkow tego row-
nania jest rowna 4, za$ suma kwadratow pierwiastkow tego rownania jest rowna 14.
Wyznacz sume szeScianow pierwiastkow tego réwnania.

65. Funkcja kwadratowa f(x) = —%x3+bx +¢ o wspolczynniku b < 0 ma dwa roz-
ne miejsca zerowe, ktorych iloczyn jest rowny —8. Funkcja ta przyjmuje najwieksza
wartoS¢ rowna 4%. Wyznacz

a) wspotczynniki bi c. b) miejsca zerowe funkgji f.
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66. Narysuj wykres funkcji.
a}y:‘x2+2x—3| c]y:‘x2—4x|—3

b) y=[ax? - 7x +3) d}y=‘—%x2+x|+l

67. Dla jakich wartosci parametru m rownanie ma jedno rozwiazanie?
a) X +22m-3)x+m—-1=0 b) (2m - x> = (5m—=2)x+2m=0

68. Dla jakich wartosci parametru m funkcja f ma dwa rozne miejsca zerowe?
a) f(x)=(m+ l}x1 —4mx+2m+3 b) f(x) =(m+ l)xz —4dmx+m+ 1

69. Wykaz, ze réwnanie x° — (k- 1)x — 4 — k = 0 dla kazdej wartosci parametru k
ma dwa rozne pierwiastki.

70. Dla jakiej wartoéci parametru k réwnanie (2k — 1)x° + (k+ 1)x + k-4 = 0 ma
jeden pierwiastek?

71. Dlajakich wartosci m jednym z miejsc zerowych funkgji f(x) = 3x°=5x+m"—4
jest zero?

72. Narysuj wykres funkgji f, ktéra kazdej wartosci m przyporzadkowuje liczbe roz-
wiazan podanego rownania.

a) xz-{Zm-l}x+mz--4=0 b) mx2+{m-3}x+2-m=ﬂ

73. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie

a) x> —2(2m—5)x +m—2 = 0 ma dwa rézne pierwiastki tego samego znaku?
b) i 2(2m—1)x+3m+ 11 = 0 ma dwa pierwiastki o réznych znakach?

¢) x° —2mx+m’ —4 =0 madwa rézne pierwiastki dodatnie?

d) 2% + (3m—1)x + m?> —5m+4 =0 ma dwa rézne pierwiastki ujemne?

74. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie x*+mx+2 = 0
ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste takie, ze suma ich kwadratéw jest wigksza od

2m* —13.

75. Funkcja y = f(m) przyporzadkowuje wartosci m iloczyn réznych pierwiastkow
réwnania x* — (m —4)x + m° —7m + 12 = 0, a funkcja y = g(m) - sume tych
pierwiastkow.

a) Okresl dziedziny funkcji f i g.

b) Naszkicuj w jednym ukladzie wspdlrzednych wykresy funkcji f i g.

¢) Dla jakiej wartosci m zachodzi rownos¢ g(m) = f(m)?

85 I



B 86

Dziat 1. Zastosowania funkcji kwadratowej

76. Dla jakich warto$ci parametru m suma kwadratéw pierwiastkéw réwnania jest
najmniejsza?
a) x2+(m~—6]x+mr—?={] b) x2+{2-m]x-—mr—3={]

77. Dla jakich warto$ci parametru m rozwigzania rGwnania

x*=2(m+5)x+m +10m+21=0 naleza do przedziatu (-3; 10)?

78. Dla jakich warto$ci parametru k liczba 2 lezy miedzy pierwiastkami rownania
—x° +3kx +k* -3 =0?

# 79. Dla jakich wartosci parametru k funkcja f(x) = (k - Nxt +20-k)x+ k-2

ma dwa miejsca zerowe x,, X, spelniajace warunek x; < 2 < x,?

80. Dla jakich wartosci parametru m nieréwnosc (rnz + 3m)x3 -(m+3)x+2>0

jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej?

81. Dla jakich wartosci parametru m nierownos¢ (m—?,)xz+2{2m—3}x+ 5m—-6>0
jest prawdziwa dla wszystkich x € R?

. d ch wartosci parametru m nierownosc M—2)X —lam+ 1)} X+—=3m—o)<
82. Dlajakich icip ieréwnosé (3m-5)x>—(2m+1) ;(3 5)<0

jest prawdziwa dla wszystkich x € R?

83. Dla jakich wartosci parametru k nierownosc¢ (x+5)(3k—x) < 0 jest prawdziwa
dla wszystkich x € R?

84. Wyznacz miejsca zerowe i naszkicuj wykres funkgji f(x) = x° — x — 5/x|. Dla
jakich wartosci parametru m réwnanie f(x) = m ma trzy rozwiagzania?

85. Dla jakich wartosci parametru m funkcja f(x) = (4 —m’ )xz +(1=m)x+3m-5
jest rosnaca?

86. Narysuj na plaszczyznie kartezjanskiej zbiory A, B, An B.
a) A={(x, v x, yeRi y2 ‘xz—ﬁ‘:‘},

B:{j{x,y):x,yeﬂiyélxl}
b) A= y): x,yeRiy;(x+z)2~3},

%{x+2]2— 1”»

B:{(x,y): x, yER i y<



Wielomiany
| Wyrazenia wymierne




1. Okreslenie funkcji
wielomianowej

Umiejetnosci:
» stosowanie okreslenia wielomianu stopnia n jednej zmienngj

Przypomnijmy: skoniczona sume jednomianow Jednomian to pojedyncza ()
nazywamy sumg algebraiczng lub wielomianem. zmienna lub liczba, lub ich
Skladniki takiej sumy nazywamy jej wyrazami. iloczyn, np.:

3 8
] : 3, 2x, Voxy, —x" yz, — Xt
Przykladami sum algebraicznych sa: el TR

X+ Yy, 3x7 +2x -1, xy+x3yt—5y—4, x’ -7z

Zajmiemy si¢ teraz badaniem wlasnosci funkcji okreslanych za pomoca wielomia-
néw. Jedna z liter wystepujacych w wielomianie we wzorze funkgji (najczesciej x)
wyroznimy jako zmienng niezalezng. Pozostale litery beda oznaczaly wspoélczynniki.
Zauwazmy, ze ogdlne wzory funkgji liniowej i funkcji kwadratowej zmiennej x maja
podobna strukture:

f(x)=ax+b

Jix)= ax® +bx +c¢
Gdybysmy chcieli podac ogdlny wzor funkeji - analogiczny do wymienionych - ale
ze zmienna x w trzeciej potedze, to zadanie nie byloby trudne. Szukany wzér ma
postac:

f(x) = ax> +bx* +cx+d
Nastepny, ze zmienng x w czwartej potedze, to:
Jix) = ax® +bx’ +ex? +dx +e

Postepowanie to mozna kontynuowa¢. W przypadku funkcji, w ktdrej x wystepuje
w wyzszej potedze (np. dziesiatej), wypisanie wszystkich wyrazow moze byc¢ ucigzli-
we. Radzimy sobie wowczas w ten sposob, ze np. w wielomianie

3 . .
flx) :axm+bxg+cx8+dx?+ex6+fx5+gx4+hx' +:x2+}x+k

zamiast kilku $rodkowych wyrazéw wpisujemy wielokropek:

8

f(x):axm+bxg+cx +...+ix2+jx+k

Z powazniejszym problemem spotkalibysmy si¢ natomiast podczas zapisywania
ogolnego wzoru funkgji tego typu ze zmienna x np. w 30. potedze. Zabrakloby bo-
wiem liter alfabetu na oznaczenie wszystkich wspolczynnikow. Dlatego przyjeto inny



sposob oznaczania tych liczb. Wspolczynniki
przy kolejnych potegach x oznaczone s3 jedna,

ustalona litera, ale opatrzona numerem zgodnym
10

ze stopniem potegi, np. a;;x a5x5. Funkgje,
w ktorej najwyzsza potega x jest 4, zapiszemy
zatem ogolnie:

3
f{x) = ﬂ4x4 =+ asx + ﬂzxz + a)x + ay

Przyktad €) - zad. 1.5

1. Okreslenie funkcji wielomianowej

Mozemy uzywaé dowolnej litery ()
na oznaczenie wspolczynnikow,
uwzgledniajac to, ze litery

X, ¥, t, z tradycyjnie oznaczaja
zmienne, np.:

f(x) =bsx” +byx +... +byx+b,

g(t) = dt® +dst> + ... +d,t +d,

. 1
Funkcja f(x) = a;x’ +a,x* +a;x+ay dla a3 = -2, a, =0, a; = 3 o = 5 ma

WzOor:

f(x) = Y =i B

1
2

Funkcja wielomianowg (wielomianem) stopnia n zmiennej x (x € R) nazy-

wamy funkcje postaci
W(x)=a,x"+a, x"" +... +a,x" +a;x +a,
gdzie:
* n jest ustalona dodatnig liczba naturalna,
® a,+0,

* wspdlczynniki a,, a,_,,..., a,, a,, a, sa ustalonymi liczbami rzeczywistymi.
Ponadto przyjmujemy, ze funkcja stala W(x) = ¢ (¢ # 0) jest wielomianem
stopnia 0, a funkcja W(x) = 0 (stale rowna 0) jest wielomianem zerowym i nie
ma stopnia.

Zgodnie z przyjeta definicja powiemy, ze Stowa ,wielomian” bedziemy
funkcja kwadratowa jest wielomianem stop- uzywali w tym podreczniku
nia drugiego, funkcja liniowa ze wspolczyn- & d1:-.rc‘:-::h maﬂmiachj S
e i A . powinno to prowadzic do nie-
nikiem przy x roznym od zera - wielomia- porozumier, gdy? z kontekstu
nem stopnia pierwszego, funkcja stala, ale réz- bedzie wynikalo, czy chodzi o su-
na od zera — wielomianem stopnia zerowego. me algebraiczna czy o funkgje.

Wiemy juz, ze wykresami wielomianu zero-

wego oraz wielomianow stopnia zerowego i pierwszego sg proste, a wykresami wie-

lomiandéw stopnia drugiego - parabole. Wykresy wielomianéw jednej zmiennej wyz-

szych stopni sa bardziej skomplikowane.
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Przykiad @) < zad. 1.6
Okreslimy stopien podanego wielomianu Wielomiany tradycyjnie ozna- ()
i wypiszemy jego wspélczmnikj_ czamy wielkimi literami z konca

3 2 alfabetu W, P, Q itp.
a) Wix)=4x - 2x  +3x-5

1

b) P(x) =x4—5x+ V2
Rozwigzanie

Przyjmujemy oznaczenia takie jak w definicji, czyli

51 2
U4 +ax +ax+a,

W(x) =a,x" +a, x
a) W(x) = 4x> - 2x* +3x~5

Stopien wielomianu W jest rowny 3; a; =4, a, = -2, a, =3, a, = -5.
b) P(x) = x* = 2x + V2

A . ; . 1
Stopien wielomianu P jestrowny 4; a, =1, a; =a, =0, a; = -5 % = V2.

|

Jednomianem stopnia n zmiennej x (x € R) nazywamy jednomian postaci ax”,
gdzie n jest ustalona dodatnig liczbg naturalna oraz wspétczynnik a # 0.

Jednomian postaci ¢ (¢ # 0) nazywamy jednomianem stopnia zero, a jedno-
mian 0 (stale rowny 0) jest jednomianem zerowym i nie ma stopnia.

. o

Zauwazmy, Ze funkcja f(x) = 0 (stale réwna 0) jest zaréwno funkcja liniows, jak i wielomianem (1)
zerowym oraz jednomianem zerowym.

Przykiad €)

3x° - jednomian stopnia piatego zmiennej x,

—%t - jednomian stopnia pierwszego zmiennej f,

(3 = \@)x“ - jednomian stopnia jedenastego zmiennej x.

2x 7 nie jest jednomianem, poniewaz —3 ¢ N.
F )

Jednomiany tego samego stopnia tej samej zmiennej sa jednomianami podobnymi.
Jednomiany podobne mozna dodawac; czynnosc¢ t¢ nazywamy redukcja wyrazéw
podobnych. Wynikiem takiego dzialania jest jednomian, np.:

3%’ +4x° = 7%

—x" + V3% +5x° = (4+ \@)x"

x =3x +2x" =0
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Jezeli jednak stopnie jednomianéw sa rézne, to ich suma nie jest juz jednomianem,
lecz wielomianem, np. 2x" — 7x + V2.

Porzadkowanie wielomianu polega na dodaniu wszystkich jednomianéw podob-
nych, a nastepnie napisaniu wyrazow w porzadku malejacym - od najwyzszej do
najnizszej potegi (lub rosnacym - czyli odwrotnie).

Przyktad @) - zad. 17
Uporzadkujemy wielomian W (x) = 3x” — x +2x° —2x” + x — 17 + x* + 4, okreélimy
jego stopien i podamy wspolczynniki.

Rozwiazanie

Wi(x) = ;‘}i =X+ 2x% = 2%° Fx =174 x! +4 «— redukujemy wyrazy podobne
Wix)=x*+x" +2x* - 13

Odp.: W jest wielomianem stopnia 4.
Jego wspolczynnikami s liczby:

Wspolczynnik a, nazywamy  ((4)
wyrazem wolnym wielomianu.

a, =1, a3=1, a, =2, a,=0, a; =-13.

Przyktad ©)

Wysoko$¢ akwarium przedstawionego na

zdjeciu nie przekracza 90 cm. Znajdziemy

wzor i dziedzine funkcji V opisujacej pojem-

nos¢ tego akwarium w zaleznosci od x.

Rozwigzanie

Pojemnos$¢ akwarium wyraza sie wzorem:
Vix) =(x=7)x+3)(x-4)

Wszystkie krawedzie maja dodatnie dlugosci, a wysokos¢ akwarium nie przekracza
90 cm. Warunki te mozemy opisac za pomocg ukladu nierownosci:

x—-4<90
x—-4>0
x+3>0
x=-7>0

Zatem 7 < x < 94.

Po wymnozeniu czynnikéw i uporzadkowaniu wyrazéw otrzymamy wielomian stop-
nia trzeciego V(x) = x° — 8x” — 5x + 84, ktérego dziedzing jest przedziat (7; 94).
W rzeczywistosci trudno sobie wyobrazi¢ akwarium, ktérego jeden z bokéw mialtby
dlugos¢ niewiele wigksza od zera - dziedzina funkcji wyznaczona zostala wylacznie
na podstawie teoretycznych rozwazan.
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Dziat 2. Wielomiany i wyrazenia wymieme

Funkcje f i g sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy maja identyczne dziedziny
i kazdemu argumentowi funkcja f przyporzadkowuje taka sama wartosc¢ jak
funkcja g.

b -

Popatrzmy na dwa wielomiany Wi Q:
W(x)=x"+x" =32 -3, Q) =2x"-x" -2x -3

i porownajmy ich wartoécidla x =0, x=11i x = 2.

W) =0 +0*-3.0"-3=-3

Q0)=2:0"-0*-2.0-3=-3 W(0) = Q(0)
WAl)=1"+1*-3.1"-3=-4
O(1) =21 =12 =3« 1=3F=—4 w(l) = Q(1)
we)=2"+2'-3.2-3=21
Q@) =2:2=21-2:2~3= 17 W(2) # Q(2)

Wielomiany W i Q nie sg rowne, poniewaz nie przyjmuja jednakowych wartosci dla
wszystkich argumentow.

Podamy teraz (bez dowodu) twierdzenie dotyczace wielomianow réwnych.,

Wielomiany W i Q s3 rowne wtedy i tylko wtedy, gdy sa tego samego stopnia
i maja jednakowe wspdlczynniki przy odpowiednich potegach zmienne;j.

Jesli wiec wielomiany réznig sie na przyklad wspélczynnikami przy x°, to tej réznicy
nie mozna nadrobi¢, dobierajac odpowiednio wspélczynniki przy innych potegach.

Przyktad @) < zad. 1.13

Czy mozna dobra¢ wspolczynnik k tak, aby wielomiany W i P byly rowne, jezeli
W(x) =x'—3x*+x-51i P(x) =x +kx* +kx—5?

Rozwiazanie

Oba wielomiany s3 trzeciego stopnia i maja réwne wspétczynniki przy x° oraz jed-
nakowe wyrazy wolne. Aby zgadzaly sie wspotezynniki przy x°, musimy przyjaé, ze
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k = -3. Wéwezas P(x) = x°-3x°~3x-5. Wtedy jednak nie sa réwne wspotczynniki
przy x.
Odp.: Nie mozna dobra¢ takiej liczby k, aby W i P byly réwne.

Przyktad €) « zad. 1.14
Wyznaczymy liczby a i b tak, aby wielomiany:
W(x)=ax’ —2x" -2 i P(x)=-x" - 2x" + bx -2
byly rowne.
Rozwiazanie
Wsp6tezynniki przy x° i wyrazy wolne tych wielomianéw sa réwne, wigc aby wie-
lomiany W i P byly réwne, wspotezynniki przy x° i wspolezynniki przy x w obu
wielomianach tez muszg by¢ réwne.

Odp.:a=-1, b=0

W kazdym z zadan 1.1-1.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

1.1. Wskaz warto$¢ wyrazenia (2x—y)(2x+ y)-3(x—y)*—2x(3y+x) dla x = \/3
iy= V2.

A. 11 B. =11 C. -10 D. 12

1.2. Jeden z wymiaréw prostokata jest rowny 2x + 2y. Obwdd tego prostokata
wynosi 6x + 8y. Jaki jest drugi wymiar prostokata?

A.x+2y B. 3x -2y C.2x+y D.2x +3y

1.3. Wskaz wielomian, ktéry otrzymamy po wykonaniu dziatan i redukeji wyrazéw
podobnych w wyrazeniu 3(x —2) - [2(3x - 1) - 3].

A.-1—-3x B. -3x C.1-3x D. 2x~=1

1.4. Sposrod podanych wyrazen wybierz wszystkie wielomiany i zapisz je w zeszycie.
A xP+2x-1 E.%+1

B. x- > F. V2t* - V3t - V5

C. 3% + 2% G. —3x" +3x7 -7

D. 22 =p+ 2 H.ﬁx3-v—(§x2—2

2 3 2 3
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1.5. Dane s3 wszystkie wspolczynniki wielomianu. Zapisz ten wielomian w postaci

1 2 s g
a,x"+a, X" +...+ax" +a;x+a, Okredl jego stopien.

a) as=7,a,=1,a;=2, a, =5, a, =2, q; =-1
b) ﬂ3=2, ﬂ1:_5, ﬂlz_l, ﬂ{}:].].

1
c) as =~ Gi=ay=0, a,=a;=a;=1

d} ﬂszﬂzzﬂl:“ﬁ, (2’1‘020

1.6. Wypisz wszystkie wspotczynniki oraz okresl stopien podanego wielomianu.

a) T(x)=-5x" +3 + 2% —x+ 1 d) M(x) = 1—133:1“+ 1—12x5+2
b) Q(x) = Ax? 4+ 6x - Tx+2 e) K(x)= ixﬂ -3x+5
c) P(x)=V2x-1 f) H(x)=5V2

1.7. Up0r3qdkuj wielomian W(x), okreél jego stopien i podaj wspolczynniki.
a) W(x) = 3x —S*f_x+2\a“'_ 7x° + x> — 2\3x

b) Wx}--x - 2x° +3-—l4x +x +2x°

x}—\rx +2V2x? - 3x + 4x° —Zxrx

(
c) W(x) =2x"—8x+7x" +2x—8V5-
(
e} Wix)=1 x—9x2+1%x4+2x2-x+2

1.8. Podaj przykiad wielomianu stopnia n.
a) n=>5 b) n=0 c) n=100 d) n = 3030

1.9. Podaj przyktad wielomianu postaci a,x" + ... + a,x + a,, ktory jest stopnia
a) czwartego i ktorego wspolczynniki a, i a;, sa rowne.,

b) trzeciego i ktorego wspolczynnik a, = 0.

c) drugiego i ktérego wspolczynniki s liczbami niewymiernymi.

d) piatego i ktorego wspoélczynniki sa liczbami parzystymi dodatnimi.

e) sibdmego i ktorego wspolczynniki sa réznymi dodatnimi dzielnikami liczby 48.
f) pierwszego i ktorego wspotczynniki sa liczbami przeciwnymi.

1.10. Oblicz warto$¢ wielomianu W(x) dla x = x,,.

a) W(x)sz?—25x5+x3—l X5 =1
b) W(x) = V3x" —17v5x” + 2x* = V3x* + V2 x5 =0
) W(x)=12x"+3x" —5x + 10 xy = -1
d) W(x) =x* - 2x* + V3x -7 xy= V3
e] W[x)=xﬁ—\ﬁx5+x4-v2\5x3+x+4 JCU:VE
(x):%x3—2x1~*5~;-x+l Xp = —2
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1.11. Wyznacz wspélczynniki wielomianu W (x) tak, aby spelniony byl podany
warunek.

a) W(x)=2x5—3¢1x4+(a-1]x+2a+5 Wi(-1) = 14

b) W(x) =6x" —=3(2m+ 1)x> + (3m + 2)x — 4 W(m) =2

¢) W(x) =-7x* + (8a - ]);n:3 +3 W( \5) =

d) W(x) = -2x° - 3a(V2 - 1);,:2 +2(V2-1)x-4 W(-2) =4(2V2 +1)
e) W (x)——3\/_x + Za—l)x +(3a+2)V2x +3 W(\@)=13

) W(x)= (a+l}x +—(a—1)x +(2a-1x*+aV2x +6V2
W (- ) 6(1+V2)

1.12. Dla jakich wartosci p wielomian W(x) jest wielomianem:

[. zerowym, II. stopnia zero?
a) W(x) = (pz - 1)x+p+l
b) W(x) = (p* —4)x+p-2
) W(x)=(p*-9)x+p+3

1.13. Czy mozna dobrac taka warto$¢ m, aby wielomiany P i Q byly rowne? Jesli tak,
podaj te wartosc.

a) P(x)—x —2x% +3x+1 Q(x]:x3—2x2+mx+l
b) P(x) =x" +5x" —mx—7 Qx) =x" +mx’ - 5x-7

¢} Plx) = S emxt+x-3 Q(x)=mx3+x2+x—3

d) P(x}—S(m-—l)x ~(1=-mx+m Q(x)=2mx"+2x+m

e) P(x)*x —mxt +5x -1 Q(x) = =mx> +x" +5x—1

f) P(x)=(2-mx" —(2+m}x +2m Q(x)—{2+3m)x —2x" +m

1.14. Dobierz liczby a i b tak, aby wielomiany W i R byly réwne.
a) W(x)=2x"-3x" +ax’-2x+6, R(x)=2x"+bx’-7x"-2x+6
b) W(x) =x3+{a+2b)x2+x+ 1, R(x) :x3+3x2+{3n+b)x+ 1
c) Wix) = 3x° — 7x% + (3a - b)x +a + 3b - 10,

R(x) = 3%° —7xt +x + 3 ~2(a+b)
d) W(x) = 5x" + 2a(a - 2)x* - (7 - 5a)x + 8a,

R(x) = 5x° + (b + 2)x* + (4b + 1)x

V2

o B 2, N2 — (b — ) o S
e) W(x)=-2ax —(1+b)x" + zx, R(x)=(b-3)x" +ala-3)x +‘ﬁx

f) W(x)= —(2:::2 - ?a)x3 +(1+b)x+a+3,
R(x) =33 -b)x"+a(a-)x+a* +b

95 I



N 06

Dziat 2. Wielomiany i wyrazenia wymieme

* 1.15. Radzine wielomiany W i Q spelniajg warunki W(0) = Q(0) oraz W(1) = Q(1).

Podaj przyklad takich wielomianéw W i Q, majacych
a) ten sam stopien. b) rézne stopnie.

- 1.16. Podaj przyklad wielomianu W(x), ktéry ma wszystkie wspdtczynniki niewy-

mierne i ktory spelnia warunki: W(3) = 3 i W(5) = 6.

1.17. Dany wielomian W(x) zapisz jako wielomian zmiennej z.
a) W(x)=16x"-8x" +8x  —16x+3 z=2x
b) W(x}=9x3—18x2+15x-1 z=3x

1. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.

A. Wyrazenie 2+/x — 3 nie jest wielomianem.
B. Wyrazenie 26" -3x* +x-—+5 jest wielomianem stopnia trzeciego.
X

C.Dla m=3+12 wielomiany P(x) = =23 +3x+m—- 2 -2
% 3 2 ,
i Q(x) =x" -2V3x" + (m - \E)x + 1 sarowne.

2. Dane sg wartosci wszystkich wspétczynnikow wielomianu:

1
ﬂ?zz,ﬂ62ﬂ4={], HSZ_S, ﬂSZ_E, ﬂzzﬂl :,ﬂﬂ: \E

: i3 ; : 2
Napisz ten wielomian w postaci a,x" +a,_x"  + ... +a,x" +a,x +a,.

Okredl jego stopien.

3. Wyznacz wspolczynniki wielomianu
Wi(x) = x>+ 2(3a - l)x2 + (az - 4a)x +2a°
tak, aby spelniony byl warunek W(2) = -16.

4. Jezeli to mozliwe, dobierz liczby a i b tak, aby wielomiany
P(x)=ax’ —2bx’ +3x" =2x+5 i Q(x)=3x"+3x"—ax+3bx+5
byty rowne.

5. Dla jakich wartosci parametréw a i b wyrazenie
(a-1)x"+(a+2b)x+(b-a)x " +(@+b-2)x""
jest wielomianem? Okresl stopien tego wielomianu.



2. Dziatania w zbiorze
wielomianow

Umiejetnosci:
* dodawanie, odejmowanie i mnozenie wielomianow jednej zmienne;

W szkole podstawowej byly omawiane i ¢wiczone dzialania dodawania, odejmowania
i mnozenia wyrazen algebraicznych. Poznane zasady zastosujemy teraz do wykony-
wania roznych dzialan na wielomianach jednej zmiennej.

Dodawanie i odejmowanie wielomianow

~»

Jezeli P(x) = a,x" +a, x" "'+ ... + ayx’ +a;x +a,

i Q(x) =b,x" +b, x™ "+ ... +byx’ +bx +by, to:
sumg wielomianéw P(x) + Q(x) jest wielomian

-1

W(x) =a,x"+a, x" +...+a;x+ay+b,x" +b,_x"  +...+bx+b,

a roznicg wielomianéw P(x) — Q(x) jest wielomian

-1 -1
Z(x)=ax"+a, x"  +...+ax+a;-b,x" -b,_x" —...-bx-b,

W wielomianach W(x) oraz Z(x) nalezy zredukowac wyrazy podobne.

Przykiad €) < zad. 26

Dodamy wielomiany P(x) i Q(x).

a) P(x]=x4—2x3+5x2—?x+13 Q{x)=—2x4+x3—x+3
b) P(x) = V3x" -3x+1 Qx) = x* - V2x* +3x - 1

Rozwiazanie
a) P(x)+Q(x) = (x4 —2x0 +5x - 7x + 13) + (~2x“ +xX —x+ S) =
= —x* - x%* + 5x° - 8x + 21
b) P(x) + Q(x) = (xﬁx? -3x + 1) + (x‘l —V2xt+ 3x - 1) =
=V3x —3x+1+x" = V2x* +3x -1 = V3x" +x* — V2x*
Przyktad @) < zad. 2.6

Od wielomianu W(x) = 3x" —6x” + 8x" —x + 3 odejmiemy wielomian
R(x) =3x* —x* + x* - 12x + 1,
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Rozwiazanie

Wi(x) - R(x) = (35{:4—-15:14:3'+8:J¢:2 —;vc:+3)~(.’1::‘:4—:4:3’+:.v¢:2 ~12x + 1) =

PP+ 12x-1=-5x" + 7 + 11x +2

J

W przykladzie 1a suma dwoch wielomianow stopnia czwartego jest wielomianem
stopnia czwartego. W przykladzie 2 réznica dwoch wielomianow stopnia czwartego
jest wielomianem stopnia trzeciego. Podamy jeszcze przyklad dwoch wielomianow
stopnia 100, ktorych suma jest wielomianem zerowym.

W(x) = 3x'% - 557 4+ 1, Q(x) = -3x'" +5¢°° - 1, W(x)+Q(x) =0

=3x -6’ +8x  —x+3-3x" +x

~ Twierdzenie

Wielomian bedacy suma (réznica) dwoch wielomianéw W i Q ma stopien nie
wiekszy od stopnia wielomianu W i stopnia wielomianu Q; moze on by¢ réwniez
wielomianem zerowym.

Mnozenie wielomianow

[loczyn dwoch wielomianéw jest wielomianem bedacym suma wszystkich iloczynow
wyrazow jednego wielomianu przez wyrazy drugiego wielomianu. Inaczej mowiac,
aby pomnozy¢ jeden wielomian przez drugi, kazdy wyraz pierwszego wielomianu
mnozymy przez kazdy wyraz drugiego wielomianu, wyniki dodajemy, a nastepnie
redukujemy wyrazy podobne.

Przykitad ) « zad. 2.9
Pomnozymy wielomiany W(x) = x° - x* +6x -1 i Q(x) = 3x" — x.
Rozwiazanie

A5 2 B iq i T W dziataniach na wielomia- ()
Wix) - Qi) = (x R ﬁj&x/x) B nach obowigzuja wszystkie
poznane wczesniej prawa

7 4 6 3 5 Y m dziatan. W szezegdlnodei —
=3x =% =3I +x"+18%x -6x"-3x +x= o B
wzor na iloczyn poteg o tych

7 (i} 5 4 3 2
=3x"-3x +18x —4x +x —-6x" +x samych podstawach, np.:

[loczyn W - Q jest wielomianem stopnia siédmego. 3t =3t a3y

Twierdzenie

Jezeli W i Q sg niezerowymi wielomianami, to stopien wielomianu W - Q
bedacego ich iloczynem jest suma stopni wielomianow W i Q.
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Przyktad @) - zad. 2.10

Dane sa wielomiany: W(x) = o —2x% +x-3, Plx)= —x*+2x+8, Qx) = 2x* —5x.
Wyznaczymy wielomian 2 - W(x) — P(x) - Q(x).

Rozwigzanie
W (x) - P(x) - Q(x) = 2(x3 < g = 3) - (—xz +2x + 8) (2x1 ” 5x) =
= — 4P + 2% — 6 — (—2:.:‘* 4550 & x> — 105" + 16%% — 4Ux) =

=200 -4’ +2x—642x —ox’ —6x +40x =2x" — 7%’ —10x* + 42x -6
)

Podsumujmy:
wielomiany mozemy dodawaé, odejmowac i mnozy¢. Wynik takich dzialan jest za-
wsze wielomianem.

W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie,

2.1. Dane sa wielomiany W(x) = 5x +7x —x+2 i P(x) = —5x* +2x - 1. Wskaz
wielomian rowny wielomianowi W(x) + P(x).

A.5x" +12x -3 C.2x"—x+1

B. 7x° + x + 1 D.7x’ —x +1

2.2. Dane sa wielomiany W(x) = 2x° —x+1 i Vix) = —3x”. Wskaz wielomian
rowny wielomianowi W(x) - V(x),

A. —6x° +3x* -3 C. —6x° + 3x° — 3x°

B. 2x" - 3x* —x+1 D. 6x° — 3x° + 3x°

2.3. Wskaz iloczyn réowny wielomianowi W(x) = x° - 2x” - 3.
A. (::r::E +2) (x4+3) C. (x3 —3) (x3+ 1)
B. (x3—2)(x2+1) D. (x3+1)(x2—3)

2.4. Dane sg wielomiany W(x) = 3x’ —2x" +4x—1 i P(x) = -5 =25 b4 L
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Stopien wielomianu W(x) - P(x) jest rowny 10.

B. Stopien wielomianu W(x) — P(x) jest rowny 7.

C. Wyraz wolny wielomianu W(x) - P(x) jest rowny —1.

90 I
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2.5. Dane sg dwa rézne wielomiany W(x) i P(x), kazdy piatego stopnia.
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Wielomian W(x) — P(x) moze by¢ wielomianem zerowym.

B. Wielomian W(x) — P(x) moze by¢ wielomianem stopnia 3.

C. Wielomian W(x) + P(x) moze by¢ wielomianem zerowym.

2.6. Wyznaczsume W + Q irdznice W — Q wielomianéw W i Q.

a) W(x)_3x‘-5x +?x-1 Qx) = -4x’ +2x* —x+5
b) W(x) = -3x +2x —x+3 Qlx) = x" +4x" +2x -1
c) Wi(x) = 4x’ —-6x + 11 Q(x}=4x5+6x3+3
d} W(x}-IZx —3x+l Q(x)=—5x - Bl=1
3 3 3 52 1
S B g U D It =2 sx -1
X) x +2x Ex Qx) = zx Zx +2x

W(
f) Wi(x) = DSx - 0,7x +0 1x+3,1 Q) =-27x +1,7x* - 09x + 2,1
g) Wx)=3x"-02x" - x*+1LIx-7 Q(x) =08x" +2x* —39x + 1

2.7. Wyznacz iloczyn wielomianéw S1i R,

a) S(x) = —3x2+5x—1 R(x) =2x+1

b) S(x) = 5x° - 2x + 2 R(x)=x-1

c) S{x}:?x3+2x2~3x+2 R(x)=3x+2

d) S(x) = 2x* + V2x* - 1 R(x) = 3x -2

) S(x) = -x> +2x* = 2/3x + 3 R(x) = V3x + 1

2.8. Wyznacz iloczyn wielomianéw Si R.

a) S(x)=3x"—x+2 R(x) = 2x* + x + 3
b) S{x}=4x2+2x-ﬁ R(x):%x2+x+2
c) S{x}:%x2~6x+3 R(x):2x3~5x+l
d) S{x}=v?§x2—4x+2 R(x)=2x2—\5x+4
e) S(x) =-V3x" +3x -6 R(x) = Ex Z_x+3
2.9. Wyznacz iloczyn wielomianéw Si R.

a) S(x) = 3x° + 23 + 1 R(x) = 20 +x-3
b) S(x) =-x" —3x" +x—1 R(x) =2x" —x* +1
¢) Six)= %xj +2x0 +1 R(x) = DA = %x+ 2
d}S(x)—2x3+\f_x+l R(x):—2x3+x2—x+l
e) S(x) = V3x' + V2x* -3 R(x)=x" -3x+3

2

) S(x)=x" +x —%x—l R(x) =2x" + V2x + 1
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2.10. Dane s3 wielomiany: W(x) = Pt By P(x) = 2t -x+1,
Q(x) = 5x + 2. Wykonaj dzialania.

a) 2W(x) + 3P(x) - Q(x) d) 2W(x) + 3[Q(x) — 2P(x)]
b) 2[W(x) — P(x)] + Q(x) e) 5Q(x) — [W(x) + 2P(x)]
c) W(x) - [P(x) +3Q(x)] f) 3[W(x)-2P(x)] - [P(x) + 3W(x)]

2.11. Dane sg wielomiany: P(x) = 2x -3, Q(x) = X —xt+2x+3,
R(x) = 3x* = 5x + 1. Wykonaj dzialania.

a) P(x)- R(x) - Q(x) d) R(x)-Q(x) - [P(:Jr:J]2
b) 2P(x) - Q(x) — 3R(x) e) [P(x)]* - [-R(x)] +2Q(x)
) [P(x)]* - Qx) f) P(x)-Q(x)- R(x)

2.12. Dany jest wielomian W(x) = x° —2x” +x—1. Wykonaj dziatania i uporzadkuj
wyrazy w wielomianie Q(x) = W(2) - x +3x% - (W(x)—x+1)-x-W(3).

2.13. Dane sg wielomiany: W(x) =2x -1, P(x) = x> - 3ax +b,
Q(x) = 2x° = 7x" + (5a + b)x — 2a. Wyznacz a i b tak, aby dla kazdej liczby rzeczywi-
stej x zachodzila rownos¢ W(x) - P(x) = Q(x).

2.14. Czy mozna tak dobra¢ wspdlczynniki a i b, aby dla kazdego x € R zachodzila
rownos$¢ Wix) = P(x) - Q(x)?

a) P(x)=2x+a Qlx) =3x>+bx+1 W(x)=6x +x>—10x+3

b) P(x)=x2+ax+5 Q(x) = 2x° + bx + 1 W(x)=2x4—5x3+14x2—8x+5
c) P(x):x2—3x+::1 Q(x):x2+bx—2 W{x}:x4—2x3+3x—l{)

2.15. Dane sg wielomiany W(x) = 3x —ax + b, P(x) =2x+ 3,
Q(x) = —6x° + (1+ I‘)}:Jr:2 — 8bx +a—b. Wyznacz a ib tak, aby wielomian
F(x) = W(x) - P(x) + Q(x) byl wielomianem zerowym.

2.16. Przedstaw wielomian W(x) = 2xt -3 + 7 -5x+4 w postaci iloczynu

dwéch wielomiandw, z ktérych jeden jest réwny Q(x) = x° = x + 1.

2.17. Podaj przyklad dwoch wielomiandw stopnia piatego, ktorych suma jest wie-
lomianem stopnia trzeciego.

2.18. Podaj przyklad dwoch wielomianow stopnia trzeciego, ktorych réznica jest
wielomianem stopnia zerowego.
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0 *

2.19. Dane sg wielomiany W(x) i P(x) o wspolczynnikach catkowitych. Wiadomo,
ze dla kazdej liczby rzeczywistej x spetniony jest warunek W(x)-P(x) = x”. Wykaz,
ze W(1) = P(1).

+ 2.20. Wyznacz stopien wielomianu W(x) + P(x) w zalezno$ciod aib.

a) Wx)=ax> +bx’ +x-3 P(x)=(b-2)x"—ax*-x-1
b) W(x)=(a-1x' - (b+4)x* +ax—1 P(x)=(b+1)x’ —2ax* +2x+2

* 2.21. Wielomian W(x) = x" + 5x” + 12x” + 17x + 5 przedstaw w postaci iloczynu

dwodch wielomianow stopnia drugiego o wspolczynnikach bedacych liczbami natu-
ralnymi.

+ 2.22. Oblicz sumg wspolczynnikow wielomianu.

a) Wi(x)=5x" — 1 + 727 + 4x -2
b) W(x) = (3x3 = 5) (2::2 +3x - 4)

27
c) Wix) = (Sx? —3ax8 +12xt -7 P - gx) —-1

d) W(x) = (33:2 oy 3)2029 N (3x2 e 3)1021

| Prosto do matury | M
1. Dane sa wielomiany W(x) = 2 — 11> +x-3 i P(x) = —x* —2x° + %
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Stopien wielomianu W(x) - P(x) jest rowny 40.

B. Stopien wielomianu W(x) — P(x) jest rowny 8.

C. Wyraz wolny wielomianu W(x) - P(x) jest réwny —3.

2. Dane sg wielomiany: W(x) = 4x° - 25 —x+ 3, Q(x) = 8x -5, R(x) = xt+x+2.
Wyznacz wielomian P(x) = 3 - W(x) — 2Q(x) - R(x).

3. Dane sa wielomiany: W(x) = 3 —dx? +7x -2, Qlx)=-3x+1,
P(x) = ¥ =g Wykaz, ze wielomian W(x) + Q(x) - P(x) jest wielomianem
ZErOWYym.

4. Dane sa wielomiany:

P(x) =3x" - 2ax+b i Q(x) = 9x* +3(b-2a)x’ + (sz - 4)x2 + 8x + 2a’b.
Wyznacz a i b tak, aby [P(x)]* = Q(x).

5. Dane sg wielomiany: P(x) =ax + 1, Q(x) = x* + bx — 4,

W(x) = —4x" — 19x° + 21x — 4. Wyznacz wsp6lczynniki a i b tak, aby dla kazdej
liczby rzeczywistej x zachodzila rownos¢ W(x) = P(x) - Q(x).



3. Wzory skroconego mnozenia

Umiejetnosci:

* stosowanie wzorow skroconego mnozenia: (a + b}a, (a- b}a, a + bB, a — b
Podnoszenie wielomianu do potegi (o dodatnim wykladniku naturalnym) jest, po-
dobnie jak potegowanie liczb, innym zapisem mnozenia.

Przyktad € < zad. 3.5
Podniesiemy do trzeciej potegi wielomian W(x) = x° — 2.
Rozwiazanie
(W)’ = (x- 2)3 = (< - 2)2(;:3 -2) = (x*-4x' +4) (' -2) =

= - a8’ a4’ —8=x"—6ex®+12x° -8

Przy mnozeniu wielomianoéw pomocne sa wzory skréconego mnozenia.

Twierdzenie \
(a+b)’ =a’+2ab+b’ kwadrat sumy
(a-b)’ =a’ - 2ab+b° kwadrat réznicy
a°-b>=(a+b)a-b) réznica kwadratéw

Analogiczne wzory dla potegi o wykladniku réwnym 3 majg nastepujaca postac.

(a+ b)3 =a’+3a’b+3ab’ +b° szescian sumy

(a— b)3 =a’ - 3a’b + 3ab® - b’ szescian roznicy
a+b = (a+b) (az —ab + bz) suma szescianow
a-b=(@-b) (az +ab + bz) roznica szescianow

Zauwazmy, ze w ostatnich dwoéch wzorach wyrazenia a’ —ab+b* oraz a’ +ab+b" przypominaja (G
kwadraty réznicy oraz sumy, tylko Ze przy iloczynie ab nie ma wspolczynnika 2 (inaczej mowiac,

nie ma tam podwojonych iloczynow a przez b).

Wyrazenia te czesto nazywamy niepelnymi kwadratami roznicy (sumy) a i b.
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Wyprowadzimy dwa wzory dla potegi o wykladniku 3, pozostale zostawiamy jako
zadanie do samodzielnego wykonania.

. (a+b]3=(a+b]2(rx+b)=(a2+2ab+b‘7’)(n+b)=
—a’ +a’b+2a’b+2ab* +ab® +b® = a’ + 3a’b + 3ab® + b’

° {a—b)(a2+ah+bz)=a3+azb+ab2-a2b-abz-b3=a3-b3

Przyktad @) < zad. 36
Wykonamy dziatania.
2) (x-2° b (3x- 2x)3 J x-20+x+2° d) 5-%"+(x-5)

Rozwiazanie
a) (x—2)3=x3—3-x2-2+3-x-22—23=x3—6x2+12x—8

b) (3x% - 2x)" = (3x?) =3 (3x%) - 20 43327 - (207 - () =
=27x% - 3.9x% . 2x + 9x% - 4x* - 8x” = 27x° - 54x° + 36x" - 8x°

c) (x—2)3 +{x+2}3 =(x—-2+x+2) [(x-Z)z—(x-E){x+2)+{x+ 2}2] =
=Ifzx(xz-4.%:4”1-_7;:1+4+.aa:2 +4x+4) = 2x(x2+ 12) = 2x° + 24x

d) 5-xP+(x-5°=[-(x-5)] +(x-5° = (1)’ (x-5 + (x-5)° =
=—(x-5 +(x-5)7=0

J
Wyprowadzimy wzor na kwadrat sumy trzech sktadnikow.
@+b+c)i=(@+b+c)a+b+c)=
=a’+ab+ac+ba+ b’ +bc+ca+chb+c =a’ +b* +c + 2ab + 2ac + 2bc
Szukany wzor ma zatem nastepujaca postac.
(a+b+c)’ = a* +b* +c? +2ab+2ac + 2be kwadrat sumy trzech skladnikéw

Przykiad @) < zad. 338

Wykonamy podane dzialania.

a) (x2+2x+1)2:(x2)2+(2x)2+13+2-x2~2x+2~x2«1+2-2x-1:
=xttaxt F 144 12 v ax =Xt A rex +4x 4

b) (ﬁxj—x—3)2=
= (ﬁx3)2+(~x)2+(—3)2+2- (Vax') (=) +2- (V2x') - (=3) 42+ (<) (-3) =
=2x° + x* +9-2V2x" - 6V2x’ + 6x = 2x° - 2V2x* - 6V2x + X’ + 6x + 9



3. Wzory skroconego mnozenia

W kazdym z zadan 3.1-3.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

W Zeszycie.
2
o (xf’_—l)?'+2
3.1. Wyrazenie ! T a
A.25(VZ+1).  B.5(V2-1).

jest rowne wyrazeniu

C.5(1-v2).  D.25(3+2V2).

3 2
3.2. Wielomian (2x2 —~ 1) - 3(.7(3 —~ 2) - 5;‘:2(3::’1 + 1) jest rowny wielomianowi

A 12x 1120 + X2 - 13,
B, ~12x*+ 138 - x* - 13.

3.3. Wskaz objetosc szescianu, ktérego krawedz ma dlugo$c réwna

A. 10+ 72 B. 10 + 142

3.4. Wykonaj potegowanie.

) (¢) (7). (=) (=)

C. 12x* —12¢° = x* + 13,
D. -12x" + 12x° + x* - 13,

2-42
7
D. 142 -10

C. 10-7+2

b) (x—4)%, (x* *ﬁ+1)3, (x+3—v§)2
9 (Wae-2V3P, (Ve 293, (274 22

3.5. Wykonaj potegowanie.
a) 2x+1)%, (2x-3)°, (2x-1)’

b) (4x - 3)°, (3x - 4)’, (4x-1)°

3.6. Wykonaj dzialania.
a) 2(x-2)"-(2x-1)

b) (=3 -2x)° + (2x + 3)°
Q) 3(x-2)P°-202x-1)* + 4x(2x - 1)?

d) Bx-1)"-2(x+2)° + x(5x +1)*

¢) (xz - 1)3, (i:r:2 - 2)3, (:x:2 + ])3

d) (24 -5x3)3, (3¢ - 1), (2;;3—5)3

e) (.an:2 + 1)3 - (x3 + ])2

D [+ )P+ Q@-2@+0)]
g) (.ac2 - 2::::)3 - (.:'q:2 + 2.ar:)3
h) (2:-r2 - E-x)a + (3x - sz)j
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3.7. Zastosuj wzory na sume lub réznice szeSciandw i przeksztalé wielomian.

a) 8x° —27 d) (x-1) - (x+1)
b) 125 + x-"‘_ e) (2x-3)" +(x+3)°
c) 64x5 — x> f) (5x-— 3)3 - (3x+ 5}3

3.8. Wykonaj dzialania.

a) (;sf:2 +3x - 1)2 +(?x-2xz)z-x+1

b) 2(x* —x + 1)2 - (24 - 5-)2 -4(x*-7)

o) (2% -x- 3)2 + (367 - x - 2)2 +5(2x - 1)
xl—z)"— é(x1+2x— I)I—Eé

(
(347 - x- 1)2 — (2 +5x+ 1)2
( 2

3.9. Przeksztal¢ wielomian W(x) do prostszej postaci, a nastepnie oblicz jego war-
tos¢ dla x = x,.

a) W(x}z(x\ﬁ—1)(xﬁ+])—[2x+3)2+4(3x+ \{g) x5 = V3

b) W(x}=(\@—x)(\5+x)—%(l—2x2)—(x+%) x5 =1 =7
) W(x) = (2x+1Y ~2(x-2)" +3-2x x"::n_—ni

3.10. Przeksztal¢ wielomian W(x) do prostszej postaci, a nastepnie oblicz jego war-
tos¢ dla x = x,.

a) W(x)=(x2-5x+3)2—4{2x—1}2+3x xﬂ=%
b) W(x) = Z(xz —4) (::c2 +4) ~-3(Jw:2 - X - 1)2 - 2x(x + l)2 Xy = -2
c) Wix) = (?_xz - 3x+ 1)2 - (xz +x - 3)2 B Ziac:(?'.ﬁ:2 - 6x) Xy = \3

3.11. Dane s3 wielomiany: W(x) =2x+ 1, P(x)=x+a
i Q(x) = 8x" —4x” + bx’ — 11x — 2. Wyznacz wspélczynniki a i b tak, aby dla kazdej
liczby rzeczywistej x zachodzita réwnoéé¢ (W(x))” - P(x) = Q(x).

* 8.12. Wielomian W(x) = x* — 6x” + 13x” — 12x + 4 jest kwadratem wielomianu

Q(x) = x2+bx +c. Wyznacz bic.
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0 5. Wykaz, ze liczba 297 — 177 jest podzielna przez 12. Nie korzystaj z kalkulatora.

3. Wzory skroconego mnozenia

3.13. Oblicz.

a) (V3+1) b) (V5-V2)' o (Vi+2V3)' @) (3-%2)

3.14. Wykaz, ze liczba 20217 — 2018 jest podzielna przez 3. Nie korzystaj z kalku-

latora.

3.15. Wykaz, ze liczba 22 222 +33333" jest podzielna przez 5. Nie korzystaj z kal-

kulatora.

3.16. Wykaz, zeliczba 13°~11° jest podzielna przez 48. Nie korzystaj z kalkulatora.

* 3.17. Dane sa dwie liczby rzeczywiste x i y spelniajace rownania x—y =4i xy = 2.

Wykaz, ze
a) x°+y* =20. b) x' -y’ =88.

¥ 3.18. Wykaz, zeliczba \5v2 + 7 — V2 jest catkowita.

1. Ocen prawdziwos$c podanych zdan.

S 3
A. Jednomian 36x" jest jednym ze sktadnikéw sumy (Sx“ + 2) :

3
B. Jednomian 36x" jest jednym ze skladnikéw sumy (le + 3) :

3
C. Jednomian 36x* jest jednym ze skladnikéw sumy (3:':2 + Ex) .

2. Zapisz wielomian (2x —1)" + (1-x)(3x - 2)* w postaci uporzadkowanej. Oblicz

wartoé¢ wielomianu dla x = —+/5.

3. Dla jakich warto$ci parametréw a, b, ¢ wielomiany 8x° — 27

i (29::2 - a) (4x4 +bx’ + c) sa rowne?

4. Wiadomo,ze a+b=3 i ab=1. Oblicz a’ +b".
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Pojedynek na rownania
trzeciego stopnia

Problem rownan trzeciego stopnia trapit uczonych co najmniej od cza-
sow Archimedesa. Dopiero w XVI w. odkryto metode ich rozwiazywania,
a wigze sie z tym petna dramaturgii historia.

Dwaj giéwni bohaterowie

Niccolo Tartaglia [czyt. tartalja]

(15007-1557), wioski matematyk,

pochodzacy z bardzo biednej

W8 rodziny. Samouk. Naprawde nazy-
N wal sie Fontana, ale postugiwat sie

| przydomkiem Tartaglia (po wiosku
wjakata”), gdyz na skutek ran gardia

Gerolamo Cardano
(1501-1576), wioski
matematyk, lekarz,
filozof, profesor
uniwersytetu w Bo-
lonii. Pochodzacy

z bogatej rodziny,

anleslcnych w dziecinstwie miat ktopoty z mowie- przyjaciel Leonarda da Vinci, autor
niem. Nauczyciel matematyki, autor pierwszych ponad 200 dziet.
matematycznych ksiazek o artylerii i fortyfikacjach.
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Prolog

Scipio del Ferro, profesor Uniwersytetu

w Bolonii, zna sposéb rozwiazywania rownari
typu X" + px = g i na tozu $mierci przeka-
Zuje go swojemu uczniowi. Antonio Maria
Fior wykorzystuje te wiedze do wygrywania
pojedynkéw naukowych.

Gy ad e
Py

W XVI w. we Wioszech populame byly poje-
dynki naukowe. Polegaly one na rozwiazy-
waniu w okreslonym czasie zestawu zadarn
przekazanych przez przeciwnika. Ten, kto
rozwigzat wiecej zadari, wygrywal. Zdobywat
nagrode finansowa, zwiekszal swoj prestiz

i zyskiwal mecenasow. Miedzy innymi dlatego
naukowcy nie dzielili sie swoimi odkryciami,
ale strzegli ich bardzo pilnie | przekazywali co
najwyzej swoim uczniom.

— - I —

W 1525 r. Fior wyzywa na pojedynek Tartaglie,
styszy bowiem pogloski, ze ten odnidst sukces
na polu rownan szesciennych.

1

Tartaglia wyzwanie przyjmuje. Podczas pracy
nad zadaniami odkrywa ogdlna metode roz-
wiazywania réwnan x° + px =g, x° = px + g,
X+ px"’ = q. Wszystkie zadania przeciwnika
sprowadzaja sie do pierwszego rownania,
wiec nie sprawiaja Tartaglii zadnego proble-
mu. Fior natomiast nie radzi sobie z dwoma
pozostatymi typami rownarn. Tartaglia wygry-
wa pojedynek.

W tamtych czasach wspolczynniki réwnania
i rozwiazania miaty by¢ liczbami dodatnimi,
dlatego x> + px = g bylo traktowane jak réw-
nanie innego typu niz x* = pXx + g. Nie stoso-
wano zapisow symbolicznych i nie uzywano
znakow +, —, = ani pojecia niewiadomsj.

B,
i

[ e

O odkryciu Tartaglii dowiaduje sie Gerolamo
Cardano. Probuje namowi¢ Tartaglie, by
podzielif sie z nim wiedza. Ten diugo ogdma-
wia, ale w koricu ulega i w 1539 r. przekazuje
Cardanowi metode rozwigzywania rownarn

x* + px=qix®=px +q. Cardano przysiega
dochowac tajemnicy, a Tartaglia nie podaje
rozwiazania wprost, ale szyfruje je w wierszu.

Cardano ma kiopoty z odszyfrowaniem wier- o
sza i musi prosic Tartaglie o pomoc. f

v £
Cardano pracuje nad dzietem Ars magna. J‘:

Pomaga mu w tym jego uczen, Ludovico Fer- :_'-.'_.-
rari. Ferrari znajduje metode rozwiazywania |
rownan czwartego stopnia. A

{

Vv

W 1545 r. Cardano wydaje ksiege Ars magna,
a w niej opisuje m.in. metode Tartaglii. Oczy-
wiscie nie szyfrem, tylko wprost. Rozpoczyna
sie batalia Tartaglii o prawo do odkrycia.

VI 3
Cardano nie odpowiada na oskarzenia Tarta- q

glii. Zamiast tego Ferrari wyzywa Tartaglie na
pojedynek naukowy. ;

VII ‘

Pojedynek odbywa sie w 1548 r., Tartaglié go
przegrywa. .

N DA

e

Epilog

.
e

Dzis metode szukania pierwiastkow rownania
trzeciego stopnia opracowana przez Tartaglie
nazywamy wzorami Cardano.

oo



4. Rownania wielomianowe

Umiejetnosci:
* rozwigzywanie rownan wielomianowych

Poznali$my juz definicje pierwiastka tréjmianu kwadratowego. Podobnie okre§lamy
pierwiastek dowolnego wielomianu.

Pierwiastkiem wielomianu W (x) nazywamy taka liczbe a, dla ktorej W(a) = 0.

Na przyklad liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu W(x) = x° -8,
bo W(2) =2’ -8=0,

aliczby 0, 1 i -1 sg pierwiastkami wielomianu P(x) = x” - x,

bo P(0) = P(1) = P(-1) =0.

Definicja .

Réwnaniem wielomianowym (algebraicznym) nazywamy rownanie postaci
Wi(x) = 0, w ktérym W(x) jest wielomianem. Stopniem réwnania nazywamy
stopien wystepujacego w nim wielomianu.

s = 3 L] ¥ 5 s I = ﬁ
Na przykiad rownanie x” —x = 0 jest rownaniem stopnia 3, a rownanie x” +1=0
jest rownaniem stopnia 5.

Rozwigzanie réwnania W(x) = 0 oznacza znalezienie wszystkich pierwiastkow wie-
lomianu W(x).

Ogolne wzory na pierwiastki wielomianéw stopnia trzeciego odkryt w XVI w. wloski matematyk ()
Nicolo Tartaglia. Wzory te jednak nosza nazwe wzoréw Cardana, od nazwiska innego wloskiego
matematyka i lekarza, ktory w 1545 r. opublikowal je (bez zgody Tartaglii) w swojej ksigice.

Podal tam réwniez metodg (znaleziong przez Ferrariego, ktory byl jego uczniem) rozwigzania
réwnania czwarlego slopnia poprzez sprowadzenie go do rownania stopnia trzeciego.

Nie podamy ogolnych wzoréw na pierwiastki wielomianow stopni wyzszych niz dru-
gi. Dla stopni trzeciego i czwartego takie ogélne wzory istnieja, ale sg bardzo skom-
plikowane. Udowodniono natomiast, ze dla rownan stopnia wyzszego niz czwarty
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wzoréw na pierwiastki nie ma. Tylko nieliczne typy réwnan wyzszych stopni daja
sie rozwigzac w prosty sposob. W pozostatych przypadkach mozna szukac réznymi
metodami przyblizen pierwiastkow i najczesciej, korzystajac z pomocy komputerow,
znajduje si¢ je z zadana wczesniej dokladnoscia.

Autorem ostatecznego rozstrzygnigcia problemu rozwiazywalnodci rownan
wielomianowych jest wybitny matematyk francuski Evariste Galois
(1811-1832). Zyl bardzo krdtko, ale jego naukowe osiggniecia wyprzedzity
stan Owczesnej matematyki o kilkadziesiat lat. Zajmowal sie tez polityka

i jako rewolucjonista trafil do wiezienia. Zginal w pojedynku. Jego zycie
zostalo opisane w ksigzce Leopolda Infelda Wybraticy bogow.

Zajmiemy si¢ teraz szukaniem rozwigzan rownan stopnia wyzszego niz drugi w przy-
padkach, gdy cel ten mozna osiagna¢ w stosunkowo prosty sposob. Najprosciej, po-
dobnie jak w réwnaniach kwadratowych, znajduje sie pierwiastki réwnania W(x) = 0
wowczas, gdy wielomian W jest zapisany w postaci iloczynu czynnikéw stopnia
pierwszego.

Przyktad €) - zad. 4.4
Rozwigzemy rownanie (x — 1)(x - 3)(x +2) =0.

Rozwiazanie

[loczyn ma wartos¢ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej jeden czynnik w tym ilo-
czynie ma warto$¢ 0. Zatem aby wyznaczy¢ pierwiastki rGwnania, wystarczy znalez¢
pierwiastki poszczegblnych czynnikéw. Mamy wiec:

xX=1=01lub x-3=01lub x+2=0, czyli
x=11Ilub x=3 lub x =-2

Odp.: Pierwiastkami rownania sa liczby: 1, 3 i -2.

Przyktad @) « zad. 4.5
Wyznaczymy pierwiastki wielomianu Q(x) = x(x + 3)°%,

Rozwigzanie

Q(x)=0 Jesli n jest dodatnia liczbg naturalna, (l:{ }))
x(x + 3)2 =0 to (x — a)" = 0 wtedy i tylko wtedy,
x=01ub x=-3 gdy x =a.

Odp.: Pierwiastkami wielomianu Q sa liczby 0 i -3.

(@)

111 .



N 112 Daziat 2. Wielomiany i wyrazenia wymieme

Przykitad €) < zad. 46
Napiszemy wielomian, ktoéry ma dokladnie trzy pierwiastki: 7, 4 i 2.

Rozwiazanie
Najprostszym rozwigzaniem jest W(x) = (x = 7)(x — 4)(x + 2), ale wielomianow
spelniajacych warunek zadania jest nieskonczenie wiele. Oto kilka innych:
P(x)=3x-7)x—-4)(x+2)
T(x) = (x = 7)*(x - 4)’(x +2)
Qx) =(x—7)(x —4)(x + 2) (xz + 1)
Z(x) = V3(x - 7)(x - 9P (x +2) (x* + 2)

W kazdym wielomianie spelniajgcym warunki naszego zadania musi wystapic ilo-

czyn (x —7)(x —4)(x + 2). Jezeli chcemy tworzy¢ inne rozwiazania, to mozemy:

* mnozyciloczyn (x —7)(x —4)(x+2) przez dowolna liczbe rézng od zera - tak jak
w wielomianie P,

* poszczegolne czynniki iloczynu (x — 7)(x — 4)(x + 2) podnosi¢ do dowolnych
poteg naturalnych dodatnich - tak jak w wielomianie T,

* mnozy¢ iloczyn (x — 7)(x — 4)(x + 2) przez czynnik, ktory nie ma innych pier-
wiastkow - tak jak w wielomianie Q.

Przyktad o zad. 4.11

Wyznaczymy wspolczynnik a, wielomianu W(x) = 2x° — x* + 5x + a, tak, aby
jednym z pierwiastkow wielomianu W byla liczba —1.

Rozwiazanie
Wi(-1) = 0, zatem
—-2-1-5+a,=01istad a; =8
Odp.:a, = 8

Rozkiad wielomianu na czynniki

Wiemy juz, ze jezeli wielomian W jest zapisany w postaci iloczynu czynnikéw stopnia
pierwszego, to bez problemu mozna rozwiazac¢ rownanie wielomianowe W(x) = 0.
Dlatego zajmiemy si¢ teraz rozkladem wielomianu na czynniki. Nie wszystkie wie-
lomiany mozna rozlozy¢ na czynniki liniowe. Przykladami takich nierozkladalnych

wielomianow sa tréjmiany kwadratowe, ktorych wyréznik (A) jest ujemny, np. x* 42,
¥
X +x+ 1.

Podamy (bez dowodu) twierdzenie dotyczace rozkladu wielomianu na czynniki.
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Kazdy wielomian mozna rozlozy¢ na czynniki stopnia co najwyzej drugiego.

Zatem jedyne wielomiany, ktérych nie mozna rozlozy¢ na czynniki, to tréjmiany
kwadratowe o ujemnym wyrdzniku.

|

Kazdy wielomian nieparzystego stopnia ma co najmniej jeden pierwiastek.

Wielomian stopnia parzystego moze nie miec¢ pierwiastkow. Jest wowczas iloczynem
wylacznie nierozkladalnych tréjmianéw kwadratowych,

Tylko niektdére wielomiany stopnia wyzszego niz 2 mozna w prosty sposob rozlozy¢
na czynniki. Pokazemy przyklady takich wielomianow.

Przyktad @) < zad. 4.14

Rozlozymy na czynniki podany wielomian.

Rozwigzanie
a) W(x) = x'—2x" + x «—— wspolny czynnik x wylaczamy przed nawias
W(x) = x(x* - 2x+ 1) —a?~2ab+ b = (a- b’

Odp.: W(x) = x(x — 1)?

b) W(x) = 2x* + %7 + 5% —— wspdlny czynnik x° wylaczamy przed nawias
Wi(x) = xz(sz +x+ 5) «—— obliczamy wyrdznik A tréjmianu kwadratowego
A=1-4-2.5=-39 — A<

Odp.: W(x) = .ar:z(iz;vc2 +x+ 5)

c) Wix) = 3x° — 3x% — 6x

W{x}=3x(x2—x—2) —A=1-4:1-(-2)=9
x,=-1, x,=2 «— obliczamy pierwiastki tréjmianu kwadratowego
xz —x=-2=(x+1)(x-2) «—— zapisujemy tréjmian w postaci iloczynowej

Odp.: W(x) = 3x(x + 1)(x - 2)
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d) W(x) = x" +2x
W(x) :x(x3+2) <—as+bj=(a+b}(a2—ab+bz)

x3+(\r) (x+\/_)(x - xV «ﬁ)
Odp.: W(x) = (x+ V'_)(x - xV2+ v’_)

Niepelny kwadrat réinicy a* —ab +b°, oile a # 0 i b # 0, jest wiclomianem nierozkladalnym. (@)
Jezeli bowiem w wyrazeniu a” —ab + b litere a potraktujemy jako zmienng, natomiast b jako
liczbe, to wyréznik A takiego tréjmianu jest ujemny, bo A = b® — 4b® = =3b°. Takie samo
rozumowanie mozna przeprowadzi¢ w wypadku niepelnego kwadratu sumy, czyli wyrazenia

a’ +ab+ b,

Przyjrzyjmy si¢ ponownie rozkladowi na czynniki wielomianu z przykladu 5c:
W(x) = 3x° - 3x° - 6x
Zauwazmy, ze mozna ten rozklad przedstawi¢ w wielu postaciach, np.:
(1) W(x) = 3x(x+ 1)(x—2)
(2) Wi(x) =x(3x+3)(x-2)
(3) Wi(x) =3x(x—-2)(x+1)
(4) Wi(x) =3(x+ x(x-2)
ktore roznia sie¢ w rzeczywistosci tylko kolejnoscig czynnikow, ewentualnie poloze-
niem stalej (w rozkladzie (2) liczba 3 nie jest wylaczona z czynnika 3x + 3).

Te wlasno$¢ rozktadu wielomianu na czynniki formutuje sie¢ w postaci twierdzenia,
ktére podajemy bez dowodu.

Rozklad wielomianu na czynniki jest jednoznaczny (z dokladnoscia do stalej
wylaczonej przed nawias).

Dzigki podanym wyzej twierdzeniom mamy gwarancje istnienia rozkladu wielomianu na (1))
czynniki stopnia co najwyzej drugiego. Twierdzenia te nie wskazuja natomiast sposobu
postepowania prowadzacego do olrzymania takiego rozkladu.

W dotychczasowych przykladach mozna bylo od razu skorzystac ze wzorow skréco-
nego mnozenia lub wylaczy¢ wspolny czynnik ze wszystkich sktadnikow wielomianu.
W nastepnych przyktadach, aby wylaczy¢ czynnik, bedziemy najpierw odpowiednio
grupowac wyrazy wielomianu.
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Przykiad @) < zad. 4.15
Rozlozymy na czynniki wielomian W(x) = x° + 3x” + x + 3.
Rozwiazanie
Popatrzmy na pierwsze dwa skladniki tego wielomianu: x* + 3x°. Jezeli wylaczy-
my przed nawias x°, to otrzymamy x°(x + 3). W nawiasie mamy wéwczas sume
identyczng jak ta, ktdrg tworza ostatnie dwa wyrazy wielomianu.
Wi(x) =x2(x+3}+x+3
Wix) = xj{x +3)+1-(x+3) —— wspolny czynnik x + 3 wylaczamy przed nawias
Wi(x) = (x+3) (xz + 1) —— czynnik x* + 1 jest nierozkladalny

Odp.: W(x) = (x +3) (_a.:2 + 1)
Przykiad €) - zad. 4.16

Rozlozymy na czynniki dany wielomian W{x).

Rozwiazanie
a) W(x) =x’-2x>—4x +8

Wi(x) = (x3 - sz) — (4x — 8) —— grupujemy wyrazy

W(x) = x*(x - 2) — 4(x - 2)

Wi(x) = (x-2) (xz - 4) «—— korzystamy ze wzoru na roznice kwadratow
W(x) = (x —2)(x — 2)(x + 2)

Odp.: W(x) = (x —2)*(x + 2)

b) W(x) = 7x + 2x* - 21x -6
Pokazemy dwa sposoby grupowania wyrazow tego wielomianu.
I sposob
W) = (757 - 21x) + (27 - 6) = 7x(x* = 3) + 2(%* - 3) =
= (xz—B)(?xer) = (x— \ﬁ)(x+ \ﬁ) (7x + 2)

I sposéb
W(x) = (?x” ] zf*) ~(2lx+6) = X*(Tx+2) - 3(7x +2) =

:{?x+2)(x2—3)=[?x+2)(x—vr§)(x+ \E)

Mamy juz ostateczny rozklad wielomianu W. Mozna jeszcze wylaczy¢ przed na-
wias 7, aby wszystkie czynniki byly zapisane w postaci wygodnej do odczytania
miejsc zerowych wielomianu.

Odp.: W(x) = ?(x - x@) (x+ \@) (x + %)
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Przyktad € - zad. 4.19

Rozwigzemy podane rownanie, rozkladajac jego lewa strong na czynniki.

Rozwiazanie
a) 5x —4x - 10x+8=0
(5.*.»:*3 — lﬂx) - (4x2 - 8) =0

sx(x*-2)-4(x*-2) =0
(¥ -2)(5x-4) = 0, cayli 5(x—v’§)(x+v"_)(x——):[}
Odp.: x = V2 lub x = -2 lub x=§
b) x*+ V32 - x* - V3x=0
x(xq+‘v’_x == v’_)
x[(xj—x v”x—xf)]zn
x[x(xz-l +\r(x —1)} 0
(xz )x+\«“'_) 0, czyli x[x—l){x+l}(x+v'§)=

X

Odp.:x=01lub x=1 lub x=-1 lub x = -3

Przyktad €) < zad. 4.22
Rozlozymy na czynniki wielomian W(x) = x* - 3x” + 2.
Rozwiazanie
Wielomian W(x) ma nieparzysta liczbe skladnikow, zatem grupowanie wyrazow
nie doprowadzi do wylonienia wspolnego czynnika. Przedstawmy wiec jeden z tych
skladnikéw jako sume dwoch: 3x° = x>+ 2x%. Zatem:

W(x)=x" - x* - 2x* +2

Wix) = (x3 - xz) - (sz - 2)

W(x) = *(x-1)-2(+" - 1)

Wi(x)=x (x 1)=2(x—=1)(x+1)

Wix)=(x-1) [x -2(x + 1)]} czyli W(x) = (x - l)(.:fr:2 —2x—2)
A=4-4-1-(-2)=12 «— obliczamy wyroznik i pierwiastki tréjmianu
x, =1- \3, x, =1+ \3 kwadratowego

W(x)=(x-1)(x-1+V3)(x-1-V3)
Odp.: W(x) = (x - 1) (x - 1+ V3) (x - 1 - V3)
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Metoda podstawiania

Czesto podczas rozkladania wielomianu na czynniki nie mozna skorzystac ze wzoréw
skroconego mnozenia, wylaczy¢ wspolnego czynnika ani tez pogrupowac wyrazow
wielomianu. W niektorych sytuacjach mozemy postuzy¢ si¢ metoda podstawiania.

Przykiad €0) « zad. 4.24
Rozlozymy na czynniki wielomian W (x) = x* + x* - 20.
Rozwiazanie

Podstawiamy x” = t. W6wczas wielomian W staje sie zalezny od zmiennej f i przyj-
muje postac:

W(t) = £ +¢—20 «— obliczamy wyrdznik trojmianu kwadratowego zmiennej ¢:
A =81
ty==51t=4 «— obliczamy jego pierwiastki

F+t—-20= (t+5)(t —4)  «— zapisujemy tréjmian w postaci iloczynowej
Zatem W(t) = (t + 5)(t — 4). Wracamy do podstawienia X =t
Wix) = (Jr:2 + 5) (xz — 4)

Czynnik x* + 5 jest nierozktadalny, a czynnik x* — 4 rozkladamy, korzystajac ze
wzoru na roznice kwadratow i otrzymujemy ostateczny rozklad wielomianu W na
czynniki.

Odp.: W(x) = (f + 5) (x —2)(x +2)

Przyktad @) < zad. 4.25
2
Rozlozymy na czynniki wielomian W(x) = (xz = 4x) - 3x% + 12x - 10.
Rozwiazanie
Podstawiamy x” — 4x = t. Wéwczas:
W(t) = t* = 3t — 10 —A=49
t) =5t =-2 «— obliczamy pierwiastki trojmianu kwadratowego zmiennej
£ —3t—10= (t = 5)(t + 2) «— zapisujemy tréjmian w postaci iloczynowej
Zatem W(t) = (t = 5)(t + 2). Wracamy do podstawienia X —4x =t
Wix) = (.ar:2 —4x - 5) (.w:2 —4x + 2)
Obydwa tréjmiany zmiennej x zapisujemy w postaciach iloczynowych:
W —dx—5= (x + 1)(x —5), x2—4x+2:(x—2+ \E)(x—Z— V’E)

Odp.: W(x) = (x + 1)(x = 5) (x -2+ V2) (x -2~ V2)
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Na koniec pokazemy przyklad rozkladu na czynniki wielomianu parzystego stopnia,
ktéry nie ma miejsc zerowych.

Przykiad €2 < zad. 4.34
Roztozymy na czynniki wielomian W(x) = x* + 1.

Rozwiazanie
Zastosujemy tzw. dopelnienie do kwadratu sumy.

xt+1= [(A:E)1 +2x% + 1] -2x% =
= (x‘? + 1)2 ~2x% =
:(x"”ﬂ)zu(vﬁx)z: —a ~b = (a-b)a+b)
z(x2+ l~ﬁx)(x2+]+ w@x)
Oba czynniki sg nierozkladalne.

Odp.: W(x) = (::r:2 —V2x + 1) (:w:1 +V2x + 1)

W kazdym z zadan 4.1-4.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.
4.1. Suma wszystkich pierwiastkow rownania 2x(x — 2)(x + 9)(x — 11) = 0 jest

rowna
A. 0. B. 4. C. 22 D. -4,

4.2. Wskaz rozwiazania rownania x3(3x +1) (x3 - 8) =1,
1

A. -8,0,-1 B. =8,0i = C.—%,0.2 D. 0, =,2
3 3 3
4.3. Wskaz wielomian, w ktérego rozkladzie na czynniki wystepuje x — 3.
A W(x) = x’ -3x C. W(x) = 2x° - 18x’
B. W(x) =x"+ 9x” D. W(x) = x° - 9x°

4.4. Wyznacz pierwiastki wielomianu.
a) W(x) =2(x-7)(x+5)(05x-1) d) W(x) = (x+V2)(2v2x-2)(3+ xV3)
b) W(x) = (0,02 - 0,1x)(5x — 2) e) Wi(x) =0,1x(2x - 5)(3x + 0,6)

c) Wix) = (léx + 2) (S%x* 2) N Wix) = *4x3(x + 1(x+ 6)2
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4.5. Wyznacz pierwiastki wielomianu.

a) Z(x) = 4(x -3) (£ - 1) &) Z(x) =5(x" +27) (¥ -9)
b) Z(x) = =2(x + 5)*(x* - 6x +9) ) Z(x) = (2x+3)(+ - x - 2)
c) Z(x) = 3Jn:(.:":2 - 5x + 6) (2x + 8) g) Z(x) = (8x3 - 64) (xz - 9)

d) Z(x) = (x*-8) (¥ + x-6) h) Z(x) = (2x - 6) (x* + 11x + 10)
4.6. Napisz przyklad wielomianu, ktorego pierwiastkami sa tylko podane liczby.
a) 2,5, 1 b) -3,-2,0,2 ) 0,,-2,4,-V7 d) 3,-1,2

4.7. Podaj przyklady trzech réznych wielomiandw, ktérych pierwiastkami sa tylko
liczby: V7, 4, -2, -5.

4.8. Napisz przyklad wielomianu stopnia trzeciego, ktérego pierwiastkami sa tylko
podane liczby.
a) =7,-2,1 b) 0,4 c) =3,3 d) 3

4.9. Podaj przyklad wielomianu, ktorego pierwiastkami
a) sa trzy kolejne liczby nieparzyste. c) sa dwie pary liczb przeciwnych.
b) sa dwie liczby pierwsze. d) jest piec kolejnych liczb calkowitych.

4.10. Podaj przyklad wielomianu stopnia trzeciego, ktérego pierwiastkami sa liczby:
-1, 3 i 4. Zapisz ten wielomian w postaci g3x3 + alxz +a;x + ag.

3

4.11. Liczby 2 i -3 sq pierwiastkami wielomianu W(x) = —x° + a,x” + 5x + a,.

Wyznacz wspoélczynniki a, i a, tego wielomianu.

4.12. Podaj przyklad wielomianu W, ktérego pierwiastkami sg liczby 1, 2 oraz 3
i ktéry spelnia warunek W(4) = 12.

4.13. Rozléz wielomian na czynniki nierozktadalne.

a) W(x) = X —2x? d) W(x) = X — 4x

b) W(x) = 3x* - 3x e) W(x) = -3x" +27x°

) Wi(x)=-7x" + 14x° f) W(x)=-x"+4x

4.14. Rozl6z wielomian na czynniki nierozkladalne.

a) P(x) = 2x° +2x% - 12x d) P(x) = 5uxt — 10mx” — 15m
b) P(x) = 7x° + 2x° + x e) P(x)=0,2x" +0,6x" —2x"

¢) P(x) = 0,5x° —2,5x% + 3x ) P(x) = —x +3x* - 2x
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4.15. Rozléz wielomian na czynniki nierozkladalne.

a) W(x)=x" —6x"+12x—8 d) W(x) = 2x" + 12x” + 24x + 16
b) W(x) = 8x" — 36x* + 54x — 27 e) W(x)=-3x" —27x° - 81x — 81
¢) W(x) =125+ 75x + 15x° + x° ) W(x)=-2x +3x’ - %x + i
4.16. Rozl6z wielomian na czynniki nierozkladalne.

a) Qx)=x"-x"+x-1 e) Q(x) = 14x° + 2x* - 21x -3

b) Q(x) = x* — 5x* — 4x + 20 f) Q(x)=6x" + V8x* - 18x - 6V2
¢) Q(x) = 8x" — 20x* — 18x + 45 g) Q(x) = V3x" — x* + V48x — 4

d) Q(x) = 11‘]—13‘:3L - G-Exz -20x + 12 h) Q(x) = ix“ - %xs’ —3x% 4+ I%x

4.17. Rozléz wielomian na czynniki nierozkladalne.
a) Q(x) = +2x v - -2x -1

b) Q(x) = 8x° - 32x* +32x” + x* —4x + 4

¢) Qlx) = 9x° + 12x  +4x® —9x? —12x -4

d) Q(x) = x° —4x’ + 4x* + 4x* — 16x + 16

4.18. Przerysuj tabele. Wyznacz wielomiany, ktére nalezy wstawi¢ w miejsce 2.

czynnik [ czynnik | czynnik [ iloczyn
czynnik | 2 ? | 7] x4 x
czynnik 2 B | @ | Aesdeex
czynnik B H | B x—2x* - 9x +18
iloczyn x* = 2x° x° +6x" +9x B

4.19. Rozwiaz rownanie.

a) 3x° +30x” +75x =0 e) x'+6x +9x° =0
b) 18x+ 12x% +2x* =0 f) —2x° —28x"—98x" =0
c) Imx — 6mx” + mx° = 0 g) §x3+3:-xl—x:{}
d) x’ —8x* +16x =0 h) vV2x" —4x° - 6V/2x° = 0
4.20. Rozwiaz rownanie.
a) 2—;x3+§x2+x+1=[} d) 2v/2x° —6V3x* +9v2x -3V3 =0
b) 4x’ + 4x”> - 25x - 25 =0 o -1, Loy
8 4 6 27

¢) V3x'—1192=0 N x'+V2x' —4x* —42x =0
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4.21. Rozwigz réwnanie.

a) x—4}(x3+x+ 3)+(2x—5}(:c1+x+ 3) =0
(x2 —3)(x+? (S—x‘?‘)(er 1)
(x? +4)(x+8 =x*-16

d) (x-2)2x+4)2x+3)=(3-x)(x+2)(6x+9)

4.22. Rozl6z wielomian na czynniki nierozkladalne.
a) W(x)=x3—7x+6 c) W{x}:x'ﬁ—ZIx—ZD
b) Wi(x) = x’ - 4x -3 d) W(x) =" - 12x + 11

4.23. Rozwiaz rownanie.
a) x> —13x+12=0 ) X +2x+3=0
b) x* —111x+110=0 d) x*-5x+4=0

4.24. Rozl6z wielomian na czynniki nierozkiadalne.

a) W(x)=x"-5x"+4 d) W(x) = ~2x* —12x* - 16
b) W(x)=x*—11x* + 18 e) W(x) = 4x" - 25x> +6
¢) W(x)=x"+12x" - 13 ) W(x)=-36x"—65x" + 36

+ 4.25. Rozldz wielomian na czynniki nierozkladalne.

2
a) W(x) = (x2+4x+5) —3(x2 +4x+5)+2

2
b) W(x) = (x* - 6x) +4x" — 24x -5
2 2 2
Q) W(x) = (x* - x+3) +2x% - 2x-29
2
d) W(x) = (Vax* - 5V2x) +x* = 5x - 1
* 4,26. Rozwiaz rownanie.
4 2 _ 2 2 2 _

a) x —-2x"-3=0 c) (x +x—l) —-4x " —-4x-1=0

b) (x3+2x)2—?(x3+2x)—320 d) (x2+3x+5)2—2x2—6x—13zﬂ

4.27. Suma dwéch liczb naturalnych réwna sie 18, a suma ich sze§cianéw réwna sie
1674. Wyznacz te liczby.

4.28. Suma szescianow trzech kolejnych liczb naturalnych jest 12 razy wieksza od
kwadratu srodkowej z nich zwigkszonego o 2. Wyznacz te liczby.
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4.29. Liczby 2i-3 s pierwiastkami réwnania x° +mx’—4x+n = 0 z niewiadoma x.
Wyznacz wspolczynniki m i n, a nastepnie znajdz trzeci pierwiastek tego rownania.

4.30. Sprawdz, czy istnieja takie wartosci a, b i ¢, dla ktorych wielomiany:
Wi(x) = (x—a) (:Jc2 —x—ﬁ), P(x)=(x-b) (xz —4x - 12)

i Q(x)=(x-c¢) (xz - 9x + 18) sa rowne.

+ 4.31. Pierwiastkami wielomianu W(x) sa liczby 1, 3 i 5. Wyznacz pierwiastki wie-
lomianu W(x - 2).

0 * 4.32. Wykaz, ze jezeli pierwiastkami wielomianu W(x) = x° + a,x* + a,x + a, s
liczby a, b, c,to a-b-c = —a,.

0 + 4.33. Wykaz, ze dla kazdej liczby calkowitej nieparzystej x warto$¢ wielomianu
W(x) = x” + 5x° = 9x — 45 jest liczba podzielng przez 8.

~ 4.34. Rozl6z wielomian W (x) na czynniki nierozkladalne.
a) Wx)=x"+9 ) W) =x"+x>+1
b) W(x) = 16x* + 1 d) W) =x"+3x2+9

1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Wielomian W(x) = x’ + x> + x + 1 mozna zapisa¢ w postaci iloczynu trzech
czynnikOw stopnia pierwszego.

B. Wielomian W(x) = x’ — x* + x — 1 mozna zapisaé w postaci iloczynu trzech
czynnikow stopnia pierwszego.

C. Wielomian W(x) = x” + x* — x = 1 mozna zapisa¢ w postaci iloczynu trzech
czynnikow stopnia pierwszego.

2. Rozléz na czynniki stopnia pierwszego wielomian W(x) = 2x” — x* - 3x.
3. Rozwigz réwnanie 2x° + 3x” — 10x — 15 = 0.

4. Kwadrat pewnej liczby zmniejszonej o 2 jest rGwny szeScianowi tej liczby.
Wyznacz te liczbe.

5. Wyznacz takie wartosci a i b, aby wielomiany W(x) = (x — a) (xl - 8x + 15)
i P(x)=(x-b) (xz - 2x - 15) byly rowne.



5. Dzielenie wielomianow

Umiejetnosci:
* dzielenie wielomianu przez dwumian ax + b

Ostatnim dzialaniem w zbiorze wielomianow, ktére omowimy, jest dzielenie.

|

Mowimy, ze wielomian W(x) jest podzielny przez niezerowy wielomian P(x),
jezeli istnieje taki wielomian Q(x), ze:

W(x) = P(x) - Q(x)

Wielomian P(x) nazywamy dzielnikiem wielomianu W(x), a wielomian Q(x)
ilorazem wielomianu W(x) przez P(x).
Bezposrednio z tej definicji wynika ponizszy wniosek.

Jezeli wielomian W (x) jest podzielny przez wielomian P(x), to stopien P(x) nie
moze by¢ wyzszy od stopnia W(x).

Sposdb dzielenia jest bardzo podobny do dzielenia w zbiorze liczb naturalnych.

Podzielimy wielomian 2x" + 3x’ + 9x” + 15x - 5 przez wielomian x” + 5.

2%+ 3x =1 « sprawdzamy, ile razy x” miesci si¢ w wyrazie 2x*
(2x4+ 3x74 9x7+ 15% - 5) : (x2+ 5) i wynik, réwny 2x°, zapisujemy nad kreska
—(2x4+ lﬁxz) » mnozymy X +5 przez 2x°
3 x4 15x—5 »od 2x*+ 37+ 9x%+ 15x = 5 odejmujemy 2x 4 10x°
—(313-? 15-‘*3) » sprawdzamy, ile razy x* miesci si¢ w wyrazie 3x°
—x*-5 . mnozymy x° + 5 przez 3x
"‘(“-"72“ 5) cod3x’ - x" +15x-5 odejmujemy 3x” + 15x
0

. 2 b .
. SPI’EWdZﬂH‘]}’, ile razy x Imiescl sig W wyrazie —x2

» mnozymy x*+5 przez —1

» od -x* - 5 odejmujemy —x* - 5

26 +3x° + 96" + 152 = 5= (£ +5) - (2% +3x - 1)
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Z wlasnoéci dziatan na potegach wynika, ze jezeli W(x) = P(x) - Q(x), to miedzy
stopniami wielomianéw W, P i Q zachodzi nastepujacy zwiazek:

stopien Q = stopient W — stopien P
Zauwazmy, ze dzielenie wielomianow nie zawsze jest wykonalne. Na przyklad wielo-
mianu x° —2x° + 7x + 1 nie mozna podzieli¢ przez x (inaczej méwiac - nie mozna
wylaczy¢ x przed nawias z podanego wielomianu). Wylaczenie x przed nawias moze
byc¢ tylko czesciowe:

x —2x" +7x+1 =x(xz—2x+?)+l

Podobnie jest przy dzieleniu liczb naturalnych. Na przyklad liczba 297 nie jest po-
dzielna przez 13, bo 297 = 22-13+11. W takiej sytuacji moéwimy, ze mozna wykonac
dzielenie z reszta. Wynik dzielenia 297 przez 13 to iloraz 22 i reszta 11.

Wy
n Twierdzenie |

Twierdze |
by £

Jezeli W(x) i P(x) sa niezerowymi wielomianami oraz stopien P(x) nie jest
wiekszy od stopnia W(x), to istnieja takie dwa wielomiany Q(x) i R(x), ze:

W(x) = P(x) - Q(x) + R(x)
przy czym:
* stopien Q = stopien W — stopien P,
* stopien R jest mniejszy od stopnia P albo R jest wielomianem zerowym.

Jezeli R jest wielomianem zerowym, to wielomian W jest podzielny przez
wielomian P.

Przyktad €) < zad. 56

;4 : : 4 3 2 . : 2
Podzielimy wielomian 2x" + 3x™ + 9x” + 18x — 1 przez wielomian x” + 5.

Rozwiazanie

2x% + 3x—-1 Dzielenie mozna kontynuowac, ()

(2:&:4 N N e 1) ; (xl " 5) dopdki stopiefi wielomianu pod

kreska nie stanie si¢ mniejszy niz

—(2x4 + mxz) stopien dzielnika.
3x° - x* +18x — 1
~(3x" + 15x)
—x” 4 3% ~ 1
)
3x+4 «— konczymy dzielenie, poniewaz stopien reszty jest mniejszy

od stopnia dzielnika
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Latwo mozna sprawdzi¢, ze:
2x' 4327 + 9% +18x — 1 = (2" +5) - (247 +3x - 1) + (3x + 4)

Odp.: Wynikiem dzielenia wielomian6w jest iloraz 2x* + 3x — 1 ireszta 3x + 4.

Przykiad @) < zad. 5.10, 5.11
Wyznaczymy wielomian W (x), ktory przy dzieleniu przez x° — 2x + 1 daje iloraz
rowny 25 + % i reszte rowna x* = 3x+5.

Rozwiazanie
Z podanych informacji wynika, ze szukany wielomian W ma posta¢:

Wi(x) = (x3'—2x+ 1)-(2x2+x)+x3—3x+5
Po wykonaniu dziatan, redukcji wyrazow podobnych i uporzadkowaniu skladnikow
otrzymujemy koncowa odpowiedz.

Odp.: W(x) = 26 +x' -4’ + x> - 2x+5

Podzielnos¢ wielomianu przez dwumian

Dwumianem nazywamy wielomian stopnia pierwszego. Przyjmijmy, ze wielomian
W(x) jest stopnia co najmniej drugiego. Podczas dzielenia wielomianu W przez dwu-
mian postaci x —a, wyznaczamy takie wielomiany Qi R, Ze:

W(x) = (x - a)Q(x) + R(x)
Dzielnik jest stopnia pierwszego, wiec reszta jest zawsze albo liczba rézna od zera
(czyli wielomianem stopnia zero), albo zerem (czyli wielomianem zerowym). Inaczej
mowigc, nie wystepuje w niej zmienna x. Dlatego mozemy wprowadzic ogolny zapis:

Wi(x) = (x —a)Q(x) + R
Czynnos¢ dzielenia zakonczy sie, gdy w stupku pod kreska zostanie liczba, np.:

2

x*+5x+8 x=xt—x+1
(x‘i+3x2-2x+ 1) (x—2) (x4+2x3-4x2 —2x+3):(x+3]
_(x3 _ 2x?‘) —(x4 + 3x3)
5x2 - 2x + 1 —x’ —4x* - 2x +3
—(sz - lﬂx) -(—x3 - Sx‘?)
8x+1 ey O 2 3
g (o)
—{iig}

0
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Mamy zatem:

x3+3x2—2x+1=(.x—2)-(x2+5x+8)+1?
oraz
2 —ax?-2x+3= (x+3)- (x - x" —x+1)

Zauwazmy, ze jezeli obliczymy wartos¢ wielomianu
W(x) = (x-a)Q(x) + R

dla x = a, tootrzymamy réwnos¢:
Wi(a) = (a—a)Q(a) + R, czyli W(a) =R

Jezeli W(x) = (x —a)Q(x) + R, to W(a) =

Zatem, aby obliczy¢ reszte z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x —a, nie
trzeba wykonywac dzielenia — wystarczy obliczy¢ wartos¢ wielomianu W dla x = a.
Przyktad @) < zad.5.15

Obliczymy reszte R z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian P(x).

Rozwiazanie
a) W(x)=3x"-4x’ +x-12, P(x) = x -2

R =W(2)
W) =3-2-4.224+2-12=6
Odp.:R=6
b)W() x'-x* 420, P(x)=x-3
w(v3)
( V3) = (V3)' - (V3)" +20=26
Odp.: R=26

c) W(x) =3x°—x*-=5x%" - 10, P(x) = x + V2
R =W(-V2)
W(-v2) =3(-v2)" - (-v2)" = 5(-v2) =10 =24-4-10-10=0
W tym wypadku wielomian W jest podzielny przez dwumian x + V2.
Odp.:R=0
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Wréémy do zapisu:
Wi(x) = (x—a)Q(x)+R

Z réwnosci W(a) = R wynikajg nastepujace wnioski:

* Jezeli a jest pierwiastkiem wielomianu W (czyli W(a) = 0),to R = 0, co oznacza,
ze wielomian W jest podzielny przez dwumian x - a.

* Jezeli wielomian W jest podzielny przez dwumian x —a (czyli R = 0), to
Wi(a) = 0, co oznacza, ze a jest pierwiastkiem wielomianu W.

Obydwa te wnioski zapiszemy krotko w postaci jednego twierdzenia.

Twierdzenie Bézouta

Wielomian W (x) jest podzielny przez dwumian x —a wtedy i tylko wtedy, gdy
liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x).

Jest to jedno z wazniejszych twierdzen o wielomianach. Nosi nazwe twierdzenia
Bézouta od nazwiska XVIII-wiecznego matematyka francuskiego, cho¢ znane i sto-
sowane bylo wczesniej.

Przykiad @) < zad.5.16

Sprawdzimy bez wykonywania dzielenia, czy wielomian W jest podzielny przez dwu-
mian P.

Rozwiazanie

a) Wix) = -;*x“ — x> +2x*-5x-3, Plx)=x-3
W(3) = %«3“—33‘+2~32 ~5.3-3=27-27+18-15-3=0
W(3)=0

Odp.: Wielomian W jest podzielny przez x — 3.

b) W(x}=5x3—x2+%x+l, P(x) =x+1

W(—I)=5-(—1]3—(—1)2+%-(—l)+l=—5—1—%+] =—5%
W(=1) #0

Odp.: Wielomian W nie jest podzielny przez x + 1.
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Przyktad &) < zad.5.17

Obliczymy, dla jakich wartosci parametru m wielomian
W(x) = x* + mx’ + 3x% — 5x — 2 jest podzielny przez dwumian x — 2.

Rozwiazanie
Aby wielomian W byl podzielny przez dwumian x — 2, musi zachodzi¢ réwnosc¢
W(2) = 0.

W) =2+m-2°+3.2°-5.2-2=16+8m

16 + 8m =0, stad m = -2

Odp.: Wielomian W jest podzielny przez x —2 dla m = -2,

Przykiad @) « zad. 5.24

Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez x + 1 jest rOwna —1, a z dzielenia przez x
jest rowna 1. Obliczymy reszte z dzielenia wielomianu W(x) przez P(x) = x(x + 1).

Rozwiazanie

Zauwazmy, ze po podzieleniu wielomianu W(x) Stopieri reszty jest mniejszy (1))
od stopnia dzielnika (albo

reszta jest wielomianem
zerowym).

przez P(x) = x*+x otrzymamy reszte postaci
R(x) = ax + b. Zatem rozwiazanie zadania polega
na wyznaczeniu wspolczynnikéw a i b.

Z zalozen zadania wiemy, ze:
 reszta z dzielenia W(x) przez x + 1 jest réwna —1, czyli W(-1) = -1,
* reszta z dzielenia W(x) przez x jest rowna 1, czyli W(0) = 1.

Wyznaczymy wartosci wielomianu
W(x)=Q(x) - x(x+1)+ax+b

dla x=-1ix=0.

Mamy:
W(O0)=Q0)-0-(0+1)+a-0+b
W(-1)=Q(-1)-(-1)-(-1+1)+a-(-1)+b

czyli:
W(0)=b
W(-1)=b-a
Otrzymujemy zatem uklad réwnan:
b=1
— W(0)=1iW(-1)=-1
{ B ( i W(-1)

Stad a = 2, b =1, czyli szukang resztg z dzielenia jest dwumian 2x + 1.

Odp.: R(x) = 2x + 1
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W kazdym z zadan 5.1-5.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

LI » + * + 3
5.1. Wskaz iloraz z dzielenia wielomianu x* + 2x* — x + 6 przez x + 3.
2 2

5.2. Wskaz wielomian, ktéry przy dzieleniu przez x° —3 dajeiloraz x+2 ireszte 1.

A, 6 I & 3n=5 C x*=2%% 4+ 3x—~5
B. x’+2x*-3x-5 D.x"-2x*-3x-5

5.3. Wskaz reszte z dzielenia wielomianu W(x) = x’ —5x" + 4 przez dwumian
P(x) =x+ 1.
A. 0 B.3 C. 8 D. 10

5.4. Dane s3 wielomiany W(x), P(x), Q(x) i R(x) takie, ze

Wi(x) = P(x) Q(x) + R(x). Stopien wielomianu W jest rowny 10, stopient wielomia-
nu P jest rowny 4, a stopien wielomianu R jest rowny 5.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Stopien wielomianu Q jest rowny 6.

B. Wielomian R jest reszta z dzielenia W przez P.

C. Wielomian R jest reszta z dzielenia W przez Q.

5.5. Podziel wielomian przez dwumian.
a) [x” +2x —?x+4) (x—1)
b)

(+

( 4

Q) (10x A 5x2—10x+3):{2x+3}
D (

£ —Tat =135~ 6) (x+2)

B — 7ot — 11 ik T8 -5x+ﬁ) (x - 3)

5.6. Wykonaj dzielenie wielomiandw.
x +3x" —8x+10): (2 - 2x+ 2)

e’ -7t - 13x - 6) (xz—zx—.’;)

a) ('
(x'—x —~ 5x° +3x+6) (xz—x—Z)
9 (
d (+

X +x4—3x3+8x2—?x+2):(x3+2x2—3x+1)
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; ; : g g 3 3 4 5 :
5.7. Podziel kazdy z wielomianow x” -1, x” =1, x =1, x” — 1 przez dwumian
x=1,

5.8. Wykonaj dzielenie wielomianu W(x) przez wielomian P(x). Zapisz wielomian
Wi(x) jako P(x) - Q(x) + R(x), przy czym R oznacza reszte z dzielenia W przez P.
Okresl stopnie wielomianow W, P, Qi R.

a) W[x}=3x3+5x2+2x+? Plx)=x+1

b) W(x) =x" —2x* + x - 1 P(x)=x*+x+3
c) W (x}:2x3—x2—l?x—3 P(x):xz—Sx—l
d}W[x)=2x4+x3+6x2—12x+3 Px)=x"+x+3

5.9. Ktorego stopnia wielomianem moze byc¢ reszta, ktora powstanie w wyniku dzie-
lenia wielomianu stopnia siodmego przez wielomian stopnia trzeciego?

5.10. Wyznacz wielomian, ktéry przy dzieleniu przez 2x + 1 daje iloraz x* +2x -3
i reszte 5.

5.11. Wyznacz wielomian, ktory przy dzieleniu przez x* — 5x + 2 daje iloraz
3x" - x+1 ireszte 2x — 8,

5.12. Podaj przyklad wielomianu stopnia czwartego, ktéry przy dzieleniu przez
5x° + 4x — 3 daje reszte x — 4.

5.13. Podaj przyklad wielomianu stopnia trzeciego podzielnego przez dwumian
%=

5.14. Podaj przyklad wielomianu stopnia trzeciego podzielnego przez dwumiany
x+1ix-4.

5.15. Oblicz reszte z dzielenia wielomianu W przez dwumian P. Nie wykonuj

dzielenia.
a) W[x):ZxE—?x1+x—ll Plx)=x-1
b) W(x) = x* +3x° +5x + 1 P(x)=x+2
) W(x)=x'"%-2x"+50 P(x)=x+1
d} W{x) — xlﬂ[][} i xggg P(x} 48 e D
G 5.16. Wykaz, ze wielomian W jest podzielny przez dwumian P. Nie wykonuj
dzielenia.
a) W(x}:x3—2x2+5x—4 Plx)=x-1
b) W[x}=-—x4—2x3+4xz+x—6 P(x)=x+3
Wi(x)=3x"+x* - 16x+4 P(x)=x-2

W(
d}W(x)=8x4—2x3+x2—1 P(x}=x+%
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5.17. Dla jakich wartosci parametru m wielomian W(x) jest podzielny przez dwu-
mian Q(x)?

a) W{x}=3x3—5x2+x+m Qlx)=x-1
b) W(x}=x3+3x2+mx+4 Qx)=x+4
) W(x)=mx"-4x’ -23x" - x-6 Qlx)=x+2
d) W{x}:gx;‘—3x2+mx—2 Q(x)=x—§

5.18. Dla jakich wartoéci parametru m reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez
Q(x) jest rowna R?

a) W{x)=x3—{8+m]x2+{2m+11)x+5m Qx)=x-1 R=-
b) W(x}:Zx‘]-—{Zm—l)xg-—(mu1)x2+%mx—5 Qlx)=x+2 R=1
c) W{x):—x3+{rn—2}x2—[2m—3)x+2m+2 Qx)=x-3 R=-9
d) W(x) = (5m—3}x5—(m+ 1}x3+[2m—2}x2—(m—3)x+5

Qx)=x-3 R=6
e) W(x)=(m-1)x +3mx’ - (m+2)x—2m Q(x)=x+5 = -6

5.19. Dla jakich wartosci parametru a reszta z dzielenia wielomianu W(x) = Xt
przez P(x) = x + a jest réwna 97

5.20. Dlajakich wartosci parametrow a i b reszta z dzielenia wielomianu
W(x) = 2x” + ax® + bx + 1 przez wielomian x — 1 jest réwna 4, a reszta z dzielenia

wielomianu W przez wielomian x + 2 jest réwna 137

5.21. Wykaz, ze nie istnieje warto$¢ parametru m, dla ktérej wielomian

Wi(x) = x* - (m2 + l)xz +(m—3)x+1 jest podzielny przez dwumian P(x) = x— 1.

5.22. Dla jakich wartosci parametréw a i b wielomian W jest podzielny przez wie-

*e)
s f)

lomian Q7
a) W(x) =bx’ + (a+2b)x* -2x -5 Qx) = x* -1
h) Wi(x) = ax’ + (4 - a)x” — 3(4a + 3b)x = 9 Q(x)=x"-9
W(x) = —4(a - b)x* + (a + b)x* —x—i Qx) = ¥° —j:
d) W(x)=x +bx*+ (a+ 1)x* - (6a + b)x* — 2ax — 4b Q(x) = x* -1
W(x)=x'—(a-5x" +(5b+3)x* = (b-4)x - (4a+5b+ 10) Q(x) = x* + 25
W(x) = (2a - b)x* + (@ - b)x* + (5a + 3b)x* - 9 Qx)=x"+9
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5.23. Dlajakich wartosci parametréw a i breszta z dzielenia wielomianu W(x) przez
P(x) jest rowna R(x)?
a) W(x)=x"-3x"+ax+b, P(x)=x"-1, R(x)=3x+2
b) W(x) = x4+ 2x* — ax — 20b, P(x) = x* - 3x + 5a, R(x) =9x -5

c) Wix) = 3x4—~?x3+2x2—-(a+ Dx+2(b—1), P(x)= x*=3x+2, R(x) = -3x+4
d) W(x) = x* —4x’ +2x° +3x+a+5, P(x)=x"-x-2, R(x)=(3a+1)x+b+2

+ 5.24. Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez x — 3 jest réwna 27, a z dzielenia
przez x — 1 jest rowna 3. Oblicz reszte z dzielenia wielomianu W(x) przez

(x—3)(x-1).

* 5.25. Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez x + 2 jest rowna -2, a z dzielenia
przez x + 1 jest rowna 18. Oblicz reszte¢ z dzielenia wielomianu W(x) przez
(x+2)x+1).

* 5.26. Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez x + 2 rowna si¢ —1, a z dzielenia
przez x —2 jest réwna 15. Oblicz reszte z dzielenia wielomianu W (x) przez x° — 4.

1. Dany jest wielomian W(x) = x° —3x" — x + 3.
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A. Wielomian W jest podzielny przez x — 3.

B. Wielomian W jest podzielny przez x° — 1.
C. Wielomian W ma trzy pierwiastki.

2. Podziel wielomian W(x) = 9x" — 37x% + 4 przez dwumian 3x + L.

3. Wyznacz wielomian W (x), ktéry przy dzieleniu przez P(x) = —x° + x° — x — 2
daje iloraz Q(x) = X rx—1i reszte R(x) = x — 2.

@ 4. Wykaz, ze wielomian W(x) = x* — 15x + 10x + 24 jest podzielny przez kazdy
z dwumianow: x -2, x-3, x+ 1, x +4.

5. Dla jakich warto$ci parametru m reszta z dzielenia wielomianu
W(x) =x° +2x° + 2m—-3)x +5 przez P(x) = x + 2 jest réwna 37



6. Zastosowanie twierdzenia
Bézouta

Umiejetnosci:

* stosowanie twierdzenia o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumian x — a

* stosowanie twierdzenia o pierwiastkach wymiernych wielomianu o wspdtczynnikach
catkowitych

Schemat Hornera

Dzielenie wielomianu przez wielomian zawsze mozna wykonywac wedlug algorytmu
opisanego wczesniej. Poniewaz jednak dzielenie wielomianu przez dwumian x —a
ma szczegolne znaczenie, podamy szybki sposob na znalezienie ilorazu i reszty w ta-

kim dziataniu. 2% + 11x + 9

Przesledzmy na przykladzie dzielenia (3x3 +5x% — 24x - | 3) :(x-3)

(Z:Jc:':F + 5x% — 24x - 13) : (x — 3), skad biora —(2x3 = 6x2)

sie wspolczynniki w ilorazie. 1122 — 24 — 13

Z twierdzenia o dzieleniu wielomianow —(1 1x% — 33x)

z reszta wynika nastepujaca rownosc: Ox — 13
3x3+3x2—2--1.1:—1_‘~=(x—3]-(ax2+bx+c)+R —(93{:—-?21

Znalezienie wyniku dzielenia polega na wyznaczeniu wspéiczynnikéw a, b, ¢ oraz
reszty R:

2x° +5x° —24x — 13 = ax’ — 3ax” + bx* = 3bx +cx - 3c+ R
2x3+5x2—24x—]3:ax3+(b—3a)x2+(c—35)x+R—3c

Z twierdzenia o wielomianach rownych otrzymujemy ukfad réwnan:

2=a a=2
5=b-3a b=3a+5

, zat *
-24=¢c-3b S c=3b-24 )
-13=R-3¢ R=3-13

Umiescimy teraz w tabeli wspStczynniki wielomianu 2x” + 5x° — 24x — 13, miejsce
zerowe dzielnika (czyli liczbe 3), wspolczynniki a, b, ¢ oraz reszte R w nastepujacy
sposob:

sd
ot 1
" 1.:‘J
.
w
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Z réwnan tworzacych uklad (*) odczytujemy sposéb wyznaczania liczb a, b, ¢ i R
w tabeli:

* liczba a: przepisujemy stojaca nad nig w tabeli liczbe 2,

* liczba b: mnozymy stojaca po jej lewej stronie liczbe a przez 3 i dodajemy stojaca
nad nig liczbe 5,

* liczba c: mnozymy stojaca po jej lewej stronie liczbe b przez 3 i dodajemy stojacg
nad nig liczbe —24,

* liczba R: mnozymy stojaca po jej lewej stronie liczbe ¢ przez 3 i dodajemy stojaca
nad nig liczbe —13.

Mozna to przedstawié graficznie:

s | 4

J'L""i'.’ 1."'5'

;l.,_”f

11 9|

[l — [

W ten sposob mozemy znalez¢ iloraz i reszte z dzielenia wielomianu dowolnego
stopnia przez dwumian x —a. Opisany sposob postepowania nosi nazwe schematu
Hornera.

Przykiad €)

. : = : T -
Wyznaczymy iloraz i reszte z dzielenia wielomianu x~ +3x™ —5x +4 przez dwumian
x + 2. Skorzystamy ze schematu Hornera.

Rozwiazanie
Zwréémy uwage, ze wspélczynnik prz}r x° jest rowny 0.
430 -5x+4=1-x"+3-x*+0. xz-t-( -5)-x+4

Miejscem zerowym dwumianu x + 2 jest liczba -2,
1 1,3 L0 !\x 5 !-\x 1

i ] ~ )

1 -4 -1 6

o+

1

Wielomian otrzymany w wyniku dzielenia jest stopnia trzeciego. Jego wspdtczynniki
odczytujemy z tabeli. Ostatnia liczba jest reszta z dzielenia.

Odp.: lloraz to X+ x* —2x — 1, reszta jest rowna 6.

Przyktad @) < zad. 6.6

Wyznaczymy iloraz i reszte z dzielenia (x"l —4x° - 2% + 11x - 12) :(x - 4).
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Rozwiazanie

I Y T
CTHRE R

lorazto x° +0.x* —2x+ 3, czyli x° —2x + 3.

Reszta jest réwna 0, czyli xt—ax -2+ 1k - 12 = (x - 4) (.ac3 -2x + 3).

Odp.: llorazem jest x® —2x + 3, reszta jest rowna 0.

Wykorzystanie twierdzenia Bézouta w rozwigzywaniu rownan

Pokazemy przyklady zastosowania twierdzenia Bézouta do rozwiazywania rownan.

Przyktad ) < zad. 6.7

Wiadomo, ze liczba —4 jest jednym z rozwigzan réwnania x* + x* — 10x + 8 = 0.
Wyznaczymy pozostale rozwigzania tego réwnania.

Rozwiazanie

Wielomian W(x) = x” + x* — 10x + 8 trudno jest rozlozy¢ na czynniki metoda
grupowania wyrazow i wylaczania przed nawias. Wiemy jednak, ze W(-4) = 0.
Z twierdzenia Bézouta wynika, ze W jest podzielny przez x + 4. Skorzystamy ze
schematu Hornera i wykonamy to dzielenie.

Zatem W(x) = (x +4) (xz -3x+ 2).

Rownanie mozemy wigc zapisa¢ w postaci iloczynowe;j.
(x +4) (xz -3x+ 2) =1 — rozwigzujemy réwnanie x* - 3x+2 =0
ﬂzl, JCIZI, x2=2

Odp.: Pierwiastkami rownania sg liczby: -4, 1 i 2.
P

Jak wida¢, znalezienie jednego rozwigzania réwnania pozwala wykonac dzielenie,
a poszukiwanie pierwiastkow sprowadza si¢ do rozwigzywania réwnania stopnia niz-
szego o jeden. Réwnanie stopnia trzeciego mozemy wiec latwo rozwiagzaé, gdy zna-
my jego jeden pierwiastek, rownanie stopnia czwartego, gdy znamy dwa pierwiastki
itd. Problem polega na tym, jak znalez¢ cho¢by jedno rozwiazanie rownania wielo-
mianowego.
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Przykiad €

Rozwigzemy rownanie 2x” —10x° + 13x -3 = 0.

Rozwiazanie

Podobnie jak w poprzednim przykladzie, nie widac prostej mozliwosci zastosowania
metody rozkladu na czynniki lewej strony ré6wnania. Tym razem nie mamy podanego
zadnego pierwiastka naszego réwnania.

Gdyby pierwiastkiem byla pewna liczba calkowita a, to prawdziwa bylaby rownoé¢:

2a° - 10a” +13a-3 =0
Mozemy jg zapisac w innej postaci:
2a° - 10a° + 13a = 3, czyli a(Zaz ~10a + 13) =3

Wszystkie wspolczynniki wyrazenia w nawiasie sa calkowite. Gdy a jest rowniez licz-
ba calkowita, to po lewej stronie znaku roéwnosci mamy iloczyn dwoch liczb catkowi-
tych:a oraz (2;12 - 10a + 13). Oznacza to, ze kazda z tych liczb musi by¢ dzielnikiem
liczby 3, stojacej po drugiej stronie znaku rownosci. Stad juz prosty wniosek: roz-
wigzania rownania, bedace liczbami catkowitymi, moga naleze¢ wylacznie do zbioru
catkowitych dzielnikow liczby 3, czyli {1, -1, 3, =3}

Teraz podstawiamy do rownania kolejne liczby z tego zbioru i sprawdzamy, czy kto-
ras z nich jest jego rozwiazaniem:

* gdy x=1,1t0 2-1-10-1+13-3 = 2 # 0, wigc 1 nie jest rozwigzaniem rownania,
* gdy x=-1, to =2-10-13-3 #0,

* gdy x=3,10 2-27-10:9+13-3-3=0.

Zatem liczba 3 jest pierwiastkiem rownania.

Wykonujemy dzielenie 2x° — 10x° + 13x — 3 przez dwumian x — 3.

2 -10 13 -

3 2 -4 1 0

Mamy wiec (x - 3) (sz —4x + 1) =£);

Z rozwigzania réwnania kwadratowego 2% —4x+1=0 otrzymujemy nastepne
pierwiastki:

_2+12 _2-\2
2

lub x, =

X

2+v’§iz—v§
=

Odp.: Réwnanie 2x° — 10x”> + 13x -3 =0 ma pierwiastki: 3,
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Catkowite pierwiastki wielomianu o wspélczynnikach catkowitych

Udowodnimy twierdzenie o catkowitych pierwiastkach wielomianu o wspélczynni-
kach calkowitych.

Twierdzenie

Jezeli liczba calkowita p jest pierwiastkiem wielomianu W, ktorego wszystkie
wspolczynniki sa liczbami catkowitymi, to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego
tego wielomianu.

Zatozenie

% 2
W(x)=a,x"+a, x" " +...+ax" +a;x+a,
Dy Gy, Gy ys Gy 3y - 5 Gy, Ay, Ay 53 liczbami catkowitymi

Wi(p) =0

Teza

Liczba p jest dzielnikiem liczby a,.
Dowod

Dowdd twierdzenia jest powtérzeniem rozumowania z przykladu 4.

Jezeli liczba catkowita p jest pierwiastkiem rownania:

1n—1

n 2
a,x +a, x +..+ax +tax+a,=0

to
n n-1 2 -0
Aup + 8, p +...tap +ap+ay=
Zapiszmy te rownosc w innej postaci:

i n-1 2
aup tau,p +T...tap tap=-a

czyli
n—1 n—2 -
P ﬂnp +ﬂ”_|p +...+ﬂzp+ﬂ] —_lﬂu
Zgodnie z zalozeniem wszystkie wspolczynniki a,, a,_,, ..., a5, a;, a, sa liczbami

catkowitymi, zatem lewa strona rownosci jest iloczynem dwoch liczb catkowitych:

p oraz (aﬂp"_‘ + @ P AP a,)
Kazda z nich jest wiec dzielnikiem stojacej po prawej stronie liczby calkowitej —a,,.
Oznacza to, ze liczba p jest dzielnikiem liczby a).

Koniec dowodu
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Przykitad ) < zad. 6.15

Gdy wspélczynniki réwnania sa (1))
E Fl & 1 1 i 7 f T ', - -
Rozwiazemy réwnanie L e W N | hcxham‘l wymiernymi wyslarczy
2 2 pomnozy¢ obydwie jego strony

przez NWW mianownikow, aby

Rozwigzanie et : :
. . i . (}tr:':}'mac rownowazne rownanie
Mnozymy obie strony rownania przez 2, aby do- o wspolczynnikach catkowitych.

sta¢ roGwnanie o wspolczynnikach catkowitych. Jezeli wige dane na poczatku row-
4 3 3 B nanie ma pierwiastki calkowite, to

% —123:.' _?x —6x=0 sg one dzielnikami wyrazu wolne-
x(x‘ — 2R — 5 — 6) =0 g0 nowo powstalego wielomianu.

Zatem x =0 lub x° - 2x* —x -6 =0.

W drugim réwnaniu szukamy catkowitych pierwiastkéw w zbiorze

{1, -1, 2, -2, 3, -3, 6, —6}. Po sprawdzeniu, ze pierwiastkiem jest 3 i wykonaniu
odpowiedniego dzielenia mamy:

-2 —x—-6= (x—-3}(x2+x+2)
Réwnanie x' —2x" —x* —6x =10 mozemy wigc zapisa¢ w postaci:

x(x — 3) (x?‘ +x+2) =0
czyli dane poczatkowo rownanie ma postac %x(x —3) (xz + X+ 2) = ().
Trojmian w ostatnim nawiasie jest nierozkladalny (A = -7).

Odp.: Rozwigzaniami réwnania sg liczby 0 i 3.
J

Twierdzenie ogdlniejsze, ktére podamy bez dowodu, pozwala na znajdowanie wy-
miernych pierwiastkow wielomianéw o wspolczynnikach catkowitych.

| Twiol;dzgﬁia; |

Jezeli ulamek nieskracalny %’ wktorym g € N, g # 0, p € Z, jest pierwiastkiem

wielomianu stopnia n postaci W(x) = a,x" +a, ,x" '+ ... +a,x" +a,x + ay,

ktorego wszystkie wspolczynniki sa liczbami catkowitymi, to:
© p jest dzielnikiem wspolczynnika a,

oraz

* g jest dzielnikiem wspolczynnika a,,.

Przyktad @) < zad.6.16

Rozwigzemy rownanie 18x° +9x* - 5x -2 =0.
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Rozwiazanie
Zaden z dzielnikow liczby 2 nie jest rozwiazaniem tego réwnania, czyli rownanie nie

ma pierwiastkow catkowitych.

Jezeli to rOwnanie ma pierwiastek wymierny postaci E, to zgodnie z twierdzeniem
p wy YP &
q

PE {_1! 1! _21 2}: d qE {_2: 2} -3} 3! _61 6‘1 _91 g:. _IS:r 18}-

Pierwiastek wymierny (ale nie catkowity) moze by¢ zatem jedna z czternastu liczb

: : 1 1 1 1 1 2 2
nalezacych do zbioru {i—, t=, 2=, =, t—, =, i—}.
2" 13 h 9 18 3 9

1 18 9 5 I [ — . . . ; .

Dla %= =5 mamy =kt % -2#0, czyli — nhie jest pierwiastkiem rownania.
1 18 9 5 e Liviuiia . . . . .

Dla x = 5 mamy —- 4= - - 2=0, czyli 5 Jest jednym z pierwiastkéw rownania.

: T . 3 2 , X o .
Po podzieleniu wielomianu 18x” + 9x” — 5x — 2 przez dwumian x - 5 Téwnanie

mozemy zapisaé w postaci (x = %) (lé?.x2 + 18x + 4) = 0.

’ x i . 2 1
Pierwiastkami tréjmianu kwadratowego s liczby: -3 oraz —2.

1
7"

3

fad | o—

Odp.: Rozwigzaniami rownania sa liczby: -%. =

Pierwiastki wielokrotne

Wiemy, ze kazdy wielomian W mozna rozlozy¢ na czynniki stopnia co najwyzej dru-
giego. Zastanowmy sig, jakie czynniki mogg wystepowac w postaci iloczynowej wielo-
mianu stopnia wyzszego niz dwa. Rozwazmy wielomiany czwartego i piatego stopnia.

Jezeli W(x) jest stopnia czwartego, to moze by¢ iloczynem:

e czterech czynnikéw liniowych, np. W(x) = 3(x - 3)(x - 2) (x + \r’rﬂ (x+1),

* dwdch czynnikow liniowych i jednego nierozkladalnego czynnika kwadratowego,
np. W(x) = (5x — 8)(x — 4) (xz + 1),

* dwaoch nierozktadalnych czynnikow kwadratowych,
np. Wix) = (Exz + 2) (,ar:1 + I).

Jezeli W(x) jest stopnia piatego, to moze by¢ iloczynem:

* pieciu czynnikow liniowych, np. W(x) = 3(x-3)(x-2) (x + \ﬁ) (x — %) (x+4),

* trzech czynnikow liniowych i jednego nierozkladalnego czynnika kwadratowego,
np. Wix) = 3(x - 3)(x - 2) (x . \5) (sz - X+ 1),

* czynnika liniowego i dwoch nierozkladalnych czynnikow kwadratowych,
np. Wix)=(x+9) (S:-rz 4 8) (x2 + 1).
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Zauwazmy, ze kazdy wielomian moze mie¢ co najwyzej tyle czynnikéw liniowych,
ile wynosi jego stopien, oraz ze w rozkladzie wielomianu stopnia nieparzystego musi
wystgpi¢ przynajmniej jeden czynnik liniowy. Moze si¢ zdarzy¢, ze wielomian stopnia
parzystego jest illoczynem wylacznie nierozkladalnych tréjmianow kwadratowych.
Zatem z twierdzenia o rozkladzie wielomianu na czynniki oraz wlasnosci dzialan na
wielomianach wynika nastepujacy wniosek.

Wielomian stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkow.

Whiosek ten jest informacja o maksymalnej liczbie réznych pierwiastkow, ktorej nie

nalezy utozsamiac z liczba liniowych czynnikow w rozkladzie. Na przyklad wielo-

mian:

* W(x) = (x—2)” jest stopnia pigtego, rozklada sie na pie¢ czynnikéw liniowych,
ale ma tylko jeden pierwiastek - jest nim liczba 2,

s Qx) = (x-2)(x+ 1)4(.1: — \5) (Ar:2 + ﬁ) jest stopnia dziesiatego, ma w rozkla-
dzie osiem czynnikéw liniowych, ale tylko trzy pierwiastki: 2, -1, V2.

Zauwazmy, ze wielomian Q(x) = (x - 2)3(3: - 1}4(x - \ff) (Ja:2 - 6) jest podzielny
np. przez kazdy z czynnikéw (x—-2), (x—2)%, (x—2)°, ale nie mozna go juz podzieli¢

przez (x — 2)%.

Liczbe a nazywamy n-krotnym pierwiastkiem wielomianu W(x), gdy wielo-

mian W(x) jest podzielny przez (x —a)" i nie jest podzielny przez (x —a)""".

Zgodnie z ta definicja dla wielomianu Q(x) = (x - 2)°(x + 1)* (x - '\5) (x2 + 6)
liczba:

2 jest pierwiastkiem trzykrotnym,

—1 jest pierwiastkiem czterokrotnym,

V2 jest pierwiastkiem jednokrotnym.

Przyktad € < zad.6.19
Czy mozna dobrac taka warto$¢ parametru m, aby liczba -3 byta dwukrotnym pier-
wiastkiem wielomianu W(x) = x4+ mx® 4+ 15x + 92

Rozwigzanie
Liczba -3 jest pierwiastkiem tego wielomianu, o ile jest prawdziwa réwnosé
W(-3)=0. Zatem -27+9m—-45+9=0, czyli m=7.
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Teraz trzeba sprawdzié, czy wielomian W(x) = x° + 7x” + 15x + 9 jest podzielny
przez (x+3)* iniejest podzielny przez (x+3)’. Odpowiedz na druga cze$¢ pytania
jest prosta — wielomian W jest stopnia trzeciego, wiec bytby podzielny przez (x +3)°
tylko wéwczas, gdyby byl szeScianem sumy x + 3, a nie jest. Po wykonaniu dzielenia
przez (x + 3)* otrzymujemy W(x) = (x + 3)2{3: +1).

Odp.: Liczba -3 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu W dla m = 7.

W kazdym z zadan 6.1-6.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

6.1. Wskaz wielomian, przez ktéry podzielny jest wielomian x” + x + 2.
A.x-2 B: x=] Cox+1 D.x+2

6.2. Wielomian x” — 3x + m jest podzielny przez x — 2. Wskaz liczbe m.
A. -14 B. -2 C.2 D. 14

6.3. Wyraz wolny pewnego wielomianu o wspolczynnikach catkowitych jest rowny
48. Ktora liczba nie moze by¢ pierwiastkiem tego wielomianu?
A. 4 B. 9 C. 48 D. -6

6.4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
Kazdy wielomian stopnia piatego

A. jest podzielny przez pewien dwumian.
B. ma co najmniej jeden pierwiastek.

C. ma co najwyzej piec pierwiastkow.

6.5. Dany jest wielomian W(x) = —sz(xz— ?x)z(xj— 14x" + 49x) (xz— 8x + ?).
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Liczba 7 jest pigciokrotnym pierwiastkiem wielomianu W,

B. Wielomian W ma dokladnie trzy pierwiastki.

C. Wielomian W ma jeden pierwiastek jednokrotny.

6.6. Zastosuj schemat Hornera i wykonaj dzielenie.

a) (% -3 +5x-3): (x- 1) d) (%’ -23x-10): (x-5)

b) (2x’ - 7" - 3x + 5):{x+ 1) e) (x'-3x7 +15x-9):(x +3)
Q) (3% +27 - 2x-32): (x +2) 0 (x°+32):(x+2)
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6.7. Wiadomo, ze r jest pierwiastkiem wielomianu W (x). Wyznacz pozostale pier-
wiastki tego wielomianu.

a) W{x)=x3+4x2+x—6 r=-2
b) W(x):2x3—3x2—11x+6 =3
c) W{x}=2x3—11x2+4x+5 r=5
d) W(x) = 4x° = 27x + 27 r=-3

4

6.8. Liczby 1i -2 sa pierwiastkami wielomianu W(x) = x* + x* = 11x% — 9x + 18,

Wyznacz pozostate pierwiastki tego wielomianu.,

6.9. Liczby 21i 3 s pierwiastkami réwnania 2x” + mx® — 13x + k = 0. Znajdzm ik
oraz oblicz trzeci pierwiastek réwnania.

6.10. Liczby 5';@ i 5*2”@

sa pierwiastkami wielomianu

W(x) = x" - 8x"+ 12x%+ 11x + 2. Wyznacz pozostale pierwiastki tego wielomianu.

6.11. Rozwiaz rownanie.

Q) X -3x+2=0 d) (2x-1)(x+3)(x-2)-2(x +6) =0

b) x* +9x-10=0 e) (x—4)(—3x3—x—15)—ﬁn=n

c) X' =102 +9=0 f) (xz—5)(x+5)—3[x—2)(x2+4)+?:D
6.12. Pierwiastkami rownania 3(2x — 7)(9x + 4)(x — 15) = 0 sa liczby 15, %, -%.

Skorzystaj z tego przykladu i podaj przyklad réwnania wielomianowego o wspol-
czynnikach catkowitych, ktorego rozwiazaniami sa podane liczby.

e - B O D=l S0 & =o
2 3 2 3 2 5

6.13. Rozwiaz rownanie.

a) x —dx* +5x-2=0 c) B —-2x* —6x-8=0

b) x’ —x*-8x+12=0 d) 3x° - 6x> =27 =0

6.14. Rozwiaz réwnanie,

a) ) —8xr +19x-12=0 c) X +x’-3x-2=0

b) ¥ —2x* - 13x-10=0 d) %x"‘—x"‘—ﬁ“la%:n

6.15. Rozwiaz rownanie.

a) x'+11x +31x° +21x =0 d) x* —4x’ - 18x* -20x-7=0

b) x* —2x° —15x% +32x - 16 = 0 e) x'—7x +8x* +11x-5=0

Q) x'+7x +8x2-28x-48=0 ) *+x’-322-5x-2=0



6. Zastosowanie twierdzenia Bézouta

6.16. Rozwigz rownanie.
a) 4x° +8x - 11x+3=0
b) 63x° + 12x* - 17x+2=0

c) 506> —15x2 - 9x+2=0
d) 2x —4x’ —19x° +6x+24=0

6.17. Jednym z rozwiazan podanego réwnania z niewiadoma x jest liczba r.
Wyznacz m i rozwiaz to rownanie.

a) mx3-{m+]]x‘3-—9{x—~2):0 =2
b) x3+?mx2—2[5m—2}x+8m=[} y =2
c) [m~]}x3+x2-{m+2)x-2m=0 r=-1
d) %mxs+{4+m]x2—{3m—l]x—2m=0 y=d
6.18. Zbadaj krotno$¢ pierwiastka r wielomianu W (x).

a) Wx)=x"+x*-x—-1 r =-1
b) W(x) = x° —5x" + 4x° + 16x* — 32x + 16 r=2
c) W{x)=x4—2x?’+2x-l fi= ]
d) W(x) = —x* +3x” + 3x* — 14x + 15 r=3

6.19. Dla jakich wartosci parametru m liczba r jest dwukrotnym pierwiastkiem wie-
lomianu W(x)?

a) W(x):xj—fﬂx2—3mx+2? ro=3

b) W{x)=x4—{m+2]x3+4mx2—36x+16 =2
¢) W(x)=(m-1)x"-3mx’ + (m+2)x* +6x -5 r=1
d) W{x}=[m+4}x3—(2—3m}x2+35x+ 8m—1 F=25

6.20. Dla jakich wartosci a i b liczba 2 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu
Wi(x) = x* = 5x% +ax + b?

6.21. Dla jakich wartosci parametru m liczba r = =2 jest trzykrotnym pierwiast-
kiem wielomianu W(x) = x" + 2mx’ — (5m +6)x — 167

6.22. Znajdz takie wartosci a i b, aby liczba r byla dwukrotnym pierwiastkiem wie-
lomianu W(x).

a) W(x) = ax" + bx’ - 2(4a + b)x’ + (a - 3b)x + 8

b) W(x) = (a+b)x’ — (4a+ b)x* + (7a- 1)x — (4a - b)

y=2
r=.23

3 2

6.23. Wykaz, zedla a # 1 wielomian W(x) = x

ma pierwiastek dwukrotny.

- (2a + 1);:::2 + (al + za)x -a

6.24. Pierwiastkami wielomianu W(x) = x” +ax’ +bx+c s liczby 1i -2, przy czym
—2 jest pierwiastkiem dwukrotnym. Wyznacz wspolczynniki a, b, ¢ tego wielomianu.
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6.25. Jakie calkowite warto$ci moze przyjac parametr m, jesli wiadomo, ze réwnanie

x" + (m—2)x -3 =0 ma pierwiastek catkowity?

6.26. Jakie catkowite wartosci moze przyjac wspolczynnik a, jezeli wiadomo, ze wie-

lomian ax'-3x+1 ma pierwiastek calkowity?

6.27. Wykaz, ze wielomian W(x) = 3x” + 5x” — x + 1 nie ma pierwiastkéw wy-
miernych.

6.28. Pierwiastki wielomianu W(x) = x° + px” + 56x + g sa dodatnie i pozostaja
w stosunku 1:2:4. ZnajdzZ te pierwiastki.

* 6.29. Dla jakich wartosci parametru m pierwiastki wielomianu

Wi(x) = :Jc[,:'nr:2 - (m+1)x + m] sa trzema kolejnymi liczbami naturalnymi?

6.30. Dla jakich wartosci parametru m wielomian
Wi(x) = (x+6) [.'.'c'2 —(m-4)x - 41?1] ma trzy pierwiastki bedace kolejnymi liczbami

parzystymi mniejszymi od zera?

1. Dany jest wielomian W(x) = 3x’ —2x° - 12x + 8.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Wielomian W ma trzy rézne pierwiastki calkowite.

B. Wielomian W ma co najwyzej jeden pierwiastek ujemny.

C. Suma wszystkich pierwiastkow wielomianu W jest liczba dodatnia.

s e P 3
2. Rozwiaz rownanie x™ —7x — 6 = 0.

3. Dla jakiej wartosci parametru @ rownania (x —a) (sz 5% — 3) 0

i 2x° +3x" —8x+3=0 maja ten sam zbior rozwiazan?

4. Ticsby 1-;@ i 1+2v’ﬁ

Wyznacz pozostale pierwiastki tego rownania.

- . " r - 4 3 2
sa pierwiastkami rownania x —x" —=5x" +2x+6 = 0.

5. Dla jakich wartosci parametru k pierwiastkami rownania
x* + (kz = ?)xz —(k+4)x—2=0 sgliczby 1i-2?



7. Nierownosci wielomianowe

Umiejetnosci:
* rozwigzywanie nierownosci wielomianowych

W tym rozdziale przedstawimy dwie metody rozwiazywania nieréwnosci wielomia-
nowych: za pomoca siatki znakow oraz z uzyciem przyblizonego wykresu wielo-
mianu. Kazda z nich mozemy zastosowa¢ pod warunkiem, ze rozlozymy wielomian
na czynniki stopnia co najwyzej drugiego. Znajomos¢ znakow poszczegdlnych czyn-
nikéw umozliwia okreélenie znaku iloczynu.

Siatka znakow

Przedledzmy na przykladach metode rozwiazywania nieréwnoéci wielomianowych
wyzszych stopni, nazywana siatka znakow.

Przyktad o zad. 7.5 a—d
Rozwigzemy nieréwno$¢ (x —5)(x — 1)(x +2) > 0.

Rozwiazanie

Lewa strona nierownosci jest roztozonym na czynniki liniowe wielomianem stopnia
trzeciego. lloczyn trzech czynnikéw jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
czynniki s3 dodatnie albo dwa z nich sg ujemne i jeden dodatni.

¢ x—-5=04dlax=5 x=5>0dlax>5 x—=5<0dla x<5
e x—1=04dlax=1 x-1>0dla x>1 x—-1<0dlax<l1
e x+2=0dlax=-2 x+2>0dlax>-2 x+2<0dla x< -2

Znaki trzech czynnikow zbieramy w jednej tabeli. W dolnym wierszu wpisujemy znak
iloczynu.

x low-n| 2 | an| 1 | wn | 5 | Ge
X—=23 - - - | - - 0 +
x~—1 = = = 0 + + +
X2 - 0 | + + | + + +
iloczyn - 0 + 0 - 0 +

Odp.: (x =5)(x = 1)(x+2) >0 dla x € (=2; 1)U (5; o0)
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Przyktad @) < zad. 7.8
Rozwiazemy podana nierownosc.
Rozwiazanie
a) ¥ —4x? - 9x+36<0
Rozkladamy lewa strone nierownosci na czynniki.
Plx-4)-9(x-4)<0
(x —4) (xl -9) <0
(x—-4)(x-3)(x+3)<0
Miejscami zerowymi wielomianu s liczby: 4, 3 i -3.

X |(-00-3)| -3 -%3) [ 3 (3; 4) 4 (4; o0)
x—4 | = . = = - = = 0 +
= - | - - | o0 + + |+
e i i ~ 0 + + + +

iloczzn < - |0 0 - 0 +

Odp.:(x—4)(x-3)(x+3) <0 dla x € (—o0; =3) U (3; 4)

b) x* + 10x% + 25x = 0

Dla dowolnej liczby naturalnej n: (1))
x(x2+]0x+25)30 j ! in ()

* (x-a)">0, gdy x+a

x(x + 5]2 =20 e (x-a)"' >0, gdy x> a
Miejscami zerowymi wielomianu ° (x-a)" <0, gdy x<a
sa liczby 0 i 5.
X (—o0; —5]_ =5 | (=5; 0) [ 0 _ (0; o) |
X ad == = 0 | +
(x +5)° + 0 T . + |
iloczyn - 0 = 0 -

Odp.: x* +10x* +25x > 0 dla x € (0; o0) U {-5}

c) X =3x +4x-12>0
xz(x—3}+4(x—3) >0
[:1(‘—3)(.3:2 +4) >0
Czynnik x° + 4 przyjmuje wartoéci dodatnie dla kazdego x € R. Jedynym

miejscem zerowym wielomianu po lewej stronie nierdwnosci jest liczba 3. Zatem
dana nieréwnos¢ ma taki sam zbiér rozwiazan jak nieréwnos$é x -3 > 0.

Odp.: x* —3x° +4x—12> 0 dla x € (3; )
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Przyblizone wykresy wielomianow

Znamy dokladne wykresy nastepujacych wielomianow: zerowego (W(x) = 0),
stopnia zero (W(x) = ay, a, # 0), stopnia pierwszego (W(x) =a,x +agy, a, #0)
i stopnia drugiego (W(x) = .[:13.:1:2 +a,x + ag, a, # 0). Wykresem kazdego z trzech
pierwszych jest prosta, a ostatniego — parabola. Zastanéwmy sie, jakie wlasno$ci maja
wykresy wielomianow wyzszych stopni.

* Dziedzina kazdego wielomianu jest zbior R.

* Ani prosta, ani parabola nie jest nigdzie ,,ro- Wykres dowolnego wielomianu (1))

mozna, ocbrazowo mowiac, nary-

. i sowac bez odrywania olowka od
wielomianu. kartki

zerwana'. Te wlasnos¢ ma wykres kazdego

* Wielomian stopnia n
W(x)=a,x"+a, ,x" '+ ... +a,x* +a,x +ay a, #0,
ma co najwyzej n pierwiastkow. Ktérys z nich jest najwiekszy — oznaczmy go r.
Zatem dla argumentéw wiekszych od r wykres nie przecina juz osi x. Inaczej
mowiac, dla x > r albo W(x) > 0 (wykres jest powyzej osi x), albo W(x) < 0
(wykres jest ponizej osi x). Zalezy to wylacznie od znaku wspolczynnika stojacego
przy najwyzszej potedze x.
e T

| od prawej strony, to zaczynamy w:

|

|

|

* | ¢wiartce (od gory), gdy a, > 0,

* IV ¢wiartce (od dolu), gdy a,, < 0.

s ! W W naszych podrecznikach wszystkie

Jezeli a, > 0, Jezeli a, <0, wr},rkn:sy Pf}*:TZE}'.IIIE do rozwigzywania
nierdwnosci wyiszego stopnia rysujemy

todla x> r todla x>r od strony prawej do lewej.

mamy W(x) > 0. mamy W(x) < 0.

7 faktu, ze wielomian stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkow, wynika jeszcze
jedna wlasnosc wykresu - ma on co najwyzej n punktow wspaélnych z osig x.

Przyjrzyjmy sie, jak wyglada wykres wielomianu w poblizu miejsca zerowego. Dla

pierwiastkow jednokrotnych zachodzi jedna z dwoch mozliwosci, np.:

RSKY

W obydwu sytuacjach wartosci wielomianu maja rézne znaki dla argumentow leza-
cych odpowiednio blisko miejsca zerowego po jego dwoch stronach.

Jezeli szkicujemy wykres wielomianu (1))
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Jezeli pierwiastek jest dwukrotny, to tez mamy dwie mozliwosci, np.:

Tym razem wartosci funkcji sa tego samego znaku dla argumentéw lezacych po oby-
dwu stronach miejsca zerowego — wykres odbija si¢ od osi x.

Jesli x;, jest pierwiastkiem o nieparzystej krotnosci, to w punkcie (x;, 0) wykres wielomianu ((€D)
przecina of x; jesli x; jest pierwiastkiem o parzystej krotnosci, to w punkcie (x,, 0) wykres
wielomianu odbija si¢ od osi x.

Wiemy, ze czynniki z pierwiastkami parzystej krotnosci nie zmieniaja znaku wielo-
mianu, wiec powyzsze obserwacje mozemy uogoélnic na wielomiany dowolnego stop-
nia i dowolne krotnosci ich pierwiastkow.

Opisane wlasnosci wykresow (przeprowadzenie ich dowodow wymaga bardziej za-
awansowanej wiedzy) pozwalaja na naszkicowanie przyblizonego wykresu wielomia-
nu i to tylko wowczas, gdy wielomian jest rozlozony na czynniki. Z takiego wykresu
mozna jednak w prosty sposéb odczyta¢ znak wielomianu dla danego argumentu.

Przykiad €)

Odczytamy rozwiazanie nierownosci 5(x — 2)(x + 3)(x — 4) > 0 z przyblizonego
wykresu wielomianu W(x) = 5(x - 2)(x + 3)(x — 4).

Rozwiazanie
* Wielomian W jest trzeciego stopnia i ma trzy jednokrotne pierwiastki: =3, 2 i 4.
+ Wspdlezynnik przy x* jest dodatni - szkic zaczynamy z prawej strony od gory.

zacgynamy od gory|

Jezeli wielomian W(x) jest w postaci iloczynowej, to (« }):]
wyznaczenie wspalczynnika przy najwyzszej poledze x
sprowadza si¢ do wymnozenia odpowiednich wspolczyn-

—— nikow z kolejnych nawiasow. Na przyklad w wielomianie

- stopnia 9

ANlLA = —
AA & W(x) = -2(x—3)(3x+ )4 - x)(1 - 2x)* (V7x’ — x + 4)
wspolczynnik ag jest rowny (=2) - 1-3 - (1) - (=2)* - V7.
Przy rozwigzywaniu nierdéwnodci w praktyce potrzebna
jest tylko informacja o znaku tej liczby.

Odp.: x € (-3; 2) U (4; o0)
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Przykiad €
Rozwigzemy nieréwnosc, korzystajac z przyblizonego wykresu wielomianu.

Rozwiazanie
b) =2(x+1)*(x=3) >0

 wylkres odbija sig od osix

L wykires-
przécing of x

mr'czy.nmﬁ;}r od itfﬂfil‘

Odp.: x € (—oo; =1) U (=1; 3)

d) —5x(x+4)°(x+2) (x-3)(x-57°20
|

NPT IN T
AT R

Odp.: x € (-m; —%) u (15 V3) Odp.: x € (—o00; —4) U (0; 3) U {2, 5}

7

Podsumujmy: rozwiazanie nieréwnosci wielomianowej W(x) > 0, W(x) <0,
Wi(x) =2 0, W(x) < 0 za pomoca przyblizonego wykresu wielomianu otrzymamy
w kolejnych krokach.

Krok 1: Rozkladamy wielomian W na czynniki, znajdujemy wszystkie jego
pierwiastki i zaznaczamy je na osi x.

Krok 2: Sprawdzamy znak wspélczynnika stojacego przy najwyiszej potedze x -
jezeli jest dodatni, to wykres zaczynamy od gory (po prawej stronie najwigk-
szego pierwiastka), jezeli ujemny, to od dotu.

Krok 3: W pierwiastkach o nieparzystej krotnosci przecinamy linig wykresu os$ x,
w pierwiastkach o parzystej krotnosci lini¢ wykresu odbijamy od osi x.

Krok 4: Z tak narysowanego ,,wezyka” odczytujemy znaki wartosci funkgji, czyli roz-
wigzanie nierownosci.
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Z omowionych wlasnosci wykreséw wielomianéw wynika, ze:

» zaden wielomian nieparzystego stopnia nie przyjmuje w calej dziedzinie wartosci
najwiekszej ani najmniejszej. Zbiorem wartosci takiego wielomianu jest caty zbior
liczb rzeczywistych R,

* kazdy wielomian parzystego stopnia przyjmuje wartos¢ najwigksza albo warto$¢
najmniejszg, przy czym jezeli wspolczynnik stojacy przy najwyzszej potedze x jest:

dodatni, to taki wielomian przyjmuje warto$¢ najmniejsza,
ujemny, to taki wielomian przyjmuje wartos¢ najwieksza.
J

Jesli mamy rozwiaza¢ rownanie lub nieréwnos¢ wielomianowy wyzszego stopnia,
warto sprawdzic, czy nie mozna zastosowac jakiego$ podstawienia, by obnizy¢ w ten
sposob stopieni rozpatrywanego wielomianu.

Przykiad @) « zad.7.18
Rozwigzemy nieréwnosc (::c:1 —4x + 4) (x?' —4x + 6) -3<0,
Rozwiazanie
Nierownosc jest stopnia czwartego, ale jesli podstawimy
t=x"—4dx+ 4,
to sprowadzimy ja do nierownosci kwadratowe;j.
tt+2)-3<0
%4263 €0 —t=-3 =1
te(=3:1)

Wracamy do niewiadomej x i otrzymujemy do rozwiazania ukiad nierownosci.

[x*—4x+4<1
| x* —4x+4>-3

"x2-4x+3<:0 ‘_{x1=1.x3=3
(x> -4x+7>0 AxQ
13:-‘5(1;3)

xeR

czyli ostatecznie x € (1; 3).

Odp.: x € (1; 3)



W zadaniach 7.1-7.4 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

7. Nierownosci wielomianowe

; . $ooy e 4 .
7.1. Zbiorem rozwigzan nieréwnoéci x > 1 jest

A. (1; o0).

B. R - {1}.

C. (=o0; =1) U (1; o0).

7.2. Dziedzing funkcji f(x) = Vx? +1 - % jest zbior

A.D=R-{0}.

B. D =(-1; co).

C. D =(-1; o0) — {0}.

7.3. Dany jest wielomian W(x) = x'’ + 2x” + 1.

A. Dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi W(x) = 0.

B. Tylko jedna liczba catkowita spelnia nieréwnos$¢ W(x) < 0.
C. Zbiorem wartosci wielomianu W jest przedzial (0; oo).

7.4. Dany jest wielomian W(x) = x(x — 2) (x - \@)
A. Zbior liczb niewymiernych spelniajacych nierownos¢ W(x) € 0 ma element

najwiekszy.

B. Zbior liczb niewymiernych spelniajacych nieréwnos¢ W(x) > 0 ma element

najmniejszy.

C. Zbior liczb wymiernych spelniajacych nieréwnos¢ W(x) = 0 ma element naj-

mniejszy.

7.5. Rozwiaz nierownosc.

a) (x—1)}(x-2)(x-3)>0
b) (x+2)(x+3)(x—-4)=0
c) (x—-4)(x-1)x+6)<0
d) (x+3)(x+4)(x-5) <0

7.6. Rozwiaz nierownosc.
a) (x+6)(x-3)°>0
b) (x+2)*(x+5)<0
) (x=2)x+1)°>0
(

C
d) (x+4)*(x-4)<0

7.7. Rozwiaz nierownosc.
a) x> 27

b) X < 9x

) x* <1

d) x*> x°

e) (x+5)(1-x)(x+1)=0
f) (x+8)(x—-06)x(x+4)<0
g (x-D(x+9)(7-x)x=20
h) 1-2)2-x)3+x)4+x)=20

e) (x-— 3)°x° > 0
f) (x+ 1) (x-27<0
g) -3(x+3)’(x-5)7 <0

fﬂ-§x+n%ﬁx-mu+7f>u

4 2 3
&) X +x% £2x

f) X +6x>+9x20
g) x* +25x% < 10x°
h) x! + 4x? > 4x°
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7.8. Rozwiaz nierownosc.

a) 43P -x-3>0 e) X +2x-4x-820
b) X -5x*—x+5<0 f) ©-xl+x-120

c) X +T7x+3x+2120 g) x=3x*-9x+27<0
d}x3—3x2+x—3{0 h) —x° +4x* —3x+12<0

7.9. Rozwigz nierownosc.

a) x> —6x?+3x+10<0 e) —x" +28x+48> 0
b) x’ —8x* +5x+14< 0 ) x°+8x -5x—84>0
Q) % +7x* +10x-16> 0 g x’ -9x°-x+9>0
d}xE—?x—G-::O h) X +3x-10x-24<0
7.10. Rozwigz nierownosc.

a) x> —5x% +4x >0 e) ¥ -x*—5x-3<0
b) 3x +9x> —30x <0 ) - - +x+1>0
c) 2x° +6x* <0 g) ¥ -1<0

d) —4x’ +8x* +12x > 0 h) 8x° =27 >0

7.11. Rozwiagz nieréwnosc.

a) x> —2x —19x+20> 0 d) x> +4x-3x-18>0
b) x° +2x* -29x+42< 0 e) x —12x+16>0

c) x*—2x—8x<0 ) »-3x-2<0

7.12. Rozwiaz nierownosc.

a) 4x° +20x° - 28x > 0 d) —x —x2-7x<0
b) x> +x* <0 e) 5x° — 15x2 —10x+30> 0
c) 2x° —18x >0 ) =3x° =3x*+15x+1520

7.13. Wyznacz dziedzine D funkcji.

1
= Vx2 -4 d =
3.} f(x) X }f(x) m
) f(x) = Vx3 —6x2 + 9x e) f(x) —
= Vxd - 2x% - 11x + 12 T
Q) flx)=Vxd-2x X + f) f(x) T

7.14. Dla jakich wartosci wspdlczynnikéw b i ¢ zbiorem rozwigzan nieréwnosci
(x +3) (xz +bx + c) > 0 jest podany zbior A?

a) A=(=3;1)U(3; o0) c) A=(-3;00)
b) A=(=3;2)U(2; o0) d) A=(-00; =5)U(-3;7)
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7.15. Rozwiaz nierownosc.

) |- 3x+ 1 <1 d) Ixl (% +x) > x+1
b) xz(xz—S)UxI— ) +6|x| <6 e) |x3—x2-x+1‘<9x+9
Q) Ixl(x*-3)-2<0 ) |« - ax| > 347

7.16. Rozwiaz uklad nierownosci.

_ 3 g2
a){13x}[} d) X =5x" +4x >0
x =8 2x-1)(x-5)<0
b) {4_1‘"‘{“0 E) {2x3+4x2—8x—]650
(x=1Nx-3)(x-5) <0 Y —9x >0
(x2~2x+1)(x—3]<{] x =13x+12<0
S8 Ll 0
(x +2) (x -14x+49);‘-:[} 2x - 1| >3

7.17. Ulo6z nierdwnosc wielomianowa, ktorej zbiorem rozwiazan jest zbior A.
a) A=(2;3)U (4 o0)

b) A= (-00; =3)U(=-2; 0)U(1; c0)

c) A=(—o0; =3)U(2; oo)U{-1}

d) A=(-3;-2)u(-2; 1)U (1; 2)

7.18. Rozwigz nierownosc.
a) (xz - l)(:x:2 +4) < 24

b) (x2 + 2x - 8) (xz + Zx) > 105

c) 6(x2+2x+2) —(x2+2x+2)(x2+2x+3)<6(x2+2x+3)

7.19. Dla jakich wartosci parametru k nieréwnosc¢ (x — 5)3(3::: + k) < 0 nie ma
rozwigzan?

7.20. Wykaz, ze nieréwnosci x” +x° —x—10>0 i —x” +6x” — 12x + 8 < 0 maja
te same zbiory rozwigzan.

7.21. Wykaz, ze wielomian W(x) = - +xt+3x° -3x+3 przyjmuje wartosci
dodatnie dla dowolnego x € R.

{0) * 7.22. Wykaz, ze wielomian W(x) = x* - 2x’ + 3x* - 2x + 2 przyjmuje wartosci

dodatnie dla dowolnego x € R.

153 .



N 154  Daziat 2. Wielomiany i wyrazenia wymieme

+ 7.23. Dla jakich warto$ci parametru m dla kazdej liczby rzeczywistej z przedziatu
(1; 3) prawdziwa jest nieréwno$¢ x(x —m)(x + 2m) < 0?

(2) * 7.24. Wykaz, ze kazdy z wielomianéw postaci x*" + x—27 (n € N, n # 0) ma co
najmniej dwa miejsca zerowe.

1. Dany jest wielomian W(x) = x* — 3x" — 7x + 21.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. 7Zbior liczb niewymiernych spelniajacych nierownos¢ W(x) < 0 ma element
najwiekszy.

B. Zbiér liczb niewymiernych spelniajacych nieréwno$¢ W(x) = 0 ma element
najmniejszy.

C. W(-4)-W(4) <0

2. Rozwiaz nieréwnos¢ (2 — x)(3x+7) (x - \5) < 0.
3. Rozwigz nieréwnoéé 3x” +2x° —7x +2 > 0,

4. Uloz nieréwnosc¢ wielomianowa, ktorej zbiorem rozwiazan jest
A =(—-2; 1)U(1;5 3).

e 5. Wykaz, ze nieréwnos¢ 2x* — 4x® +3 > 0 jest spetniona przez kazda liczbe
rzeczywista x.



8. Wyrazenia wymierne

Umiejetnosci:

» wykonywanie dziatari na wielomianach wielu zmiennych

* wyznaczanie dziedziny wyrazenia wymiernego z jedna zmienna
* rozszerzanie i skracanie wyrazenia wymiernego

* sprowadzanie wyrazen wymiernych do wspolnego mianownika

Wielomiany wielu zmiennych

Do tej pory zajmowalisémy sie przede wszystkim jednomianami i wielomianami jed-
nej zmiennej. W szczegolnosci okreslony zostal stopien takiego jednomianu oraz
wielomianu. Definicje¢ te mozna rozszerzy¢. Zaczniemy od okreslenia stopnia jed-
nomianu dwoch zmiennych.

Jezeli jednomian zmiennych x, z jest postaci ax"z" i a # 0 jest ustalong
liczba rzeczywista, zwana wspolczynnikiem jednomianu, a wykladniki n oraz m
sa ustalonymi liczbami naturalnymi, to stopniem jednomianu jest liczba n+m.

Podobnie definiujemy stopien jednomianu trzech i wigcej zmiennych. Na przyklad
jednomian —23z’y" jest stopnia sicdmego (3 + 4 = 7), a jednomian —t’xz jest
stopnia czwartego.

Aby obliczy¢ wartoé¢ jednomianu dla danych wartoéci zmiennych, podstawiamy je
do wyrazenia w miejsce odpowiednich liter. Na przyklad jednomian —3x°y dla
x=-1i y =2 przyjmuje wartos¢ -3 - (-1)*-2 = —6.

Jednomiany rézniace sie co najwyzej wspolczynnikami nazywamy podobnymi.

Stopniem wielomianu (sumy algebraicznej) nazywamy najwiekszy ze stopni
jednomian6w bedacych jego skladnikami po redukeji wyrazow podobnych.

Przyktad €) « zad. 87

Wielomian —2x"y? + x*y” = 3x + y* + 3 zmiennych x, y jest suma pieciu jednomia-
now, z ktorych pierwsze dwa sa stopnia piatego, trzeci - stopnia pierwszego, czwarty
- stopnia czwartego, a piaty — stopnia zerowego. Zatem wielomian ten jest stopnia
piatego.
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Przyktad @) < zad. 8.10

Wykonamy wskazane dzialania i zredukujemy wyrazy podobne.

a) (w—t)(w+t]—(w‘1—3) =l -l 43=3-f

b) xy* —2x y—2xy+3—ylxy—4x—1) = xy* - 22 y—2xy+3—-xy* +4xy+y =
=—2x2y+2xy+y+3

Przyktad ) < zad. 8.12

Rozlozymy na czynniki podany wielomian.

a) 3x2+xy-6x~—2y = (3:.:1:2 - 6x)+[xy—2y] =3x(x-2)+ y(x-2) = (x-2)(3x+y)

b) 9x%z° - 4y* = (3:«::3:'j - 2y2) (3x23 + 2}:2)

Wyrazenia wymierne

Wiérod wyrazen algebraicznych istotng role odgrywaja wyrazenia postaci g, gdzie
W oraz Q sa wielomianami i Q nie jest wielomianem zerowym. Nazywamy je wyra-
zeniami wymiernymi. Swoja budowa przypominajg liczby wymierne. Kazdy wielo-
mian jest rowniez wyrazeniem wymiernym.

Za pomoca wyrazenn wymiernych zapisujemy rézne wzory i zaleznodci w opisie zja-
wisk fizycznych lub chemicznych.

Przykitad @) < zad. 8.14

Martyna miala w baku samochodu m litréw benzyny. Siedem dni jezdzila ta sama
trasg dlugos$ci a km, spalajac $rednio p litréw benzyny na kilometr. Jaka czes¢ po-
czatkowego zapasu benzyny zostala w baku po uplywie tego tygodnia?

Rozwiazanie

ap «—— dzienne zuzycie benzyny

7ap «—— tygodniowe zuzycie benzyny

m-=7ap «— tyle litrow benzyny zostalo w baku po tygodniu
m-—7ap

«—— laka czg§¢ poczatkowego zapasu benzyny pozostala

m w baku po tygodniu

m-—7jap
m

Odp.:

J

Napisanie zalozen do danego wyrazenia wymiernego jest tym samym, co okreslenie

jego dziedziny. Dla wyrazenia wymiernego jednej zmiennej jest nig podzbiér zbioru
liczb rzeczywistych, dla wyrazenia wymiernego dwoch zmiennych - zbior par liczb,
dla wyrazenia wymiernego trzech zmiennych - zbior tréjek liczb itd.
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Przykiad )

Napiszemy zalozenia dla podanego wyrazenia wymiernego.

a) xXx+8

4 - x?

Zalozenie: 4 —x* # 0, czyli x # -2 i x # 2

Dziedzing tego wyrazenia wymiernego jest zbior R —{-2, 2}.

2x+y

y—x

Zalozenie: y—x #0, czyli y # x

Dziedzing tego wyrazenia wymiernego jest zbior par roznych liczb rzeczywistych.
J/

b)

Dwa wyrazenia wymierne sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy majg identyczne dzie-
dziny i dla dowolnych argumentow wartosci tych wyrazen sg rowne. Na przyklad

ol

wyrazenia — oraz x nie sa rowne. Dziedzing pierwszego jest zbior R— {0}, a drugie-
X

- ¥ a 3 N . ] ¥ 5 ® 5 o
go zbior R. Natomiast wyrazenia iz i — sarowne - kazde z nich ma dziedzing R— {0}
X X

i dla wszystkich x # 0 zachodzi réwnoé¢ —= = 3

2

A
Dziatania na wyrazeniach wymiernych sa podobne do dzialari na ulamkach. Zanim
zajmiemy sie dodawaniem, odejmowaniem, mnozeniem i dzieleniem takich wyra-
zen, powtorzymy, jak sie je skraca, rozszerza i sprowadza do wspolnego mianownika.

Skracanie wyrazenia wymiernego polega na podzieleniu licznika i mianownika przez
to samo, rozne od zera, wyrazenie. Aby wyrazenie po skréceniu bylo rowne danemu
wyrazeniu, najpierw okreslamy jego dziedzine.

Przyjmujemy to jako zasade — wszystkie zalozenia dotyczace danego wyrazenia wy-
miernego robimy, zanim zaczniemy wykonywac na nim jakiekolwiek dzialania.
Przyktad @) < zad. 8.20

Skrocimy podane wyrazenie.

Rozwigzanie

2ab’ b
=—,a#+0
El} 4a* 2a ?
4 2 2
xyz _y
b) agn = gy RIEED

x2+2x_x{x+2] _x%2
x2-3x x(x-3) x-3

c) x+0ix+3
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=i - Zyxp+pt x 2
d) xz PE=[x p) (&% +xp P)=x +xp+P,xaEpixq&—p
e (x = p)(x + p) x+p
2
X =%—-06 _(x+Ix-3) x-3 U i N
€) x2+?x+lﬂ-{x+2}[x+5}-x+5‘x;& &1 o
3 +2)(x*-2x+4 2_
x+8 [x }(x x )_x 2x+4,x¢v—2ix$§

2 -6 - =
2x2+x-6 2{x+2](x—§) 2x -3

Zauwazmy, ze jesli w liczniku i mianowniku wyrazenia wystepuja sumy algebraiczne
(przyklady c-f), to skrécenie takiego wyrazenia jest mozliwe dopiero po przedstawie-
niu kazdej z tych sum w postaci iloczynowej.

J

Aby dodac (odjac¢) dwa wyrazenia wymierne, trzeba najpierw sprowadzic je do wspol-
nego mianownika. To zadanie czgsto wymaga rozszerzenia ulamka, czyli pomnoze-
nia licznika i mianownika przez to samo, rézne od zera, wyrazenie.

Przyktad o zad. 8.21

. o . x+2 . :
Dane jest wyrazenie wymierne 5 O dziedzinie R — {3}. Rozszerzenie tego wy-
X =

razenia przez wielomian P moze oznacza¢ zmiane dziedziny wyrazenia - poprzez
dodatkowe wykluczenie wszystkich miejsc zerowych P.

Ponizej przedstawiamy trzy rozne rozszerzenia wyrazenia
x p—

x+2  x(x+2)
x-3 x(x-3)
x4  (2—1)x+2)
x-3 (x=1)(x—3)

dla x e R-{0, 3}

dla x € R-{1, 3}

x+2 (x2+5)[x+2}
x-3 (x¥*+5)(x-3)

dla x € R—{3}

Sprowadzanie wyrazen wymiernych do wspolnego mianownika

Wyrazenia wymierne sprowadzamy do wsp6lnego mianownika na tej samej zasadzie
co utamki. Wyjasnimy to na przykladach.

Przyktad @) « zad. 8.22

Sprowadzimy do wspolnego mianownika podane wyrazenia.
x+1 2x 2 x+l

a i b i
) x+2  x=2 ]x—3 2x* - 18
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Rozwiazanie

a) Pierwszy ulamek wymaga zalozenia, ze x # -2, a drugi, ze x # 2.
Wielomiany w mianownikach nie maja wspolnych czynnikow. Nie mozna ich tez
roztozy¢. Wspdlnym mianownikiem moze by¢ w tym przypadku iloczyn
(x + 2)(x — 2). Znajac wspolny mianownik, rozszerzamy ulamki:

x+1 _ (x+1)(x-2) X —x=2 o |
- = } _ 5

x+2 (x+2)(x-2) (x+2)(x-2) przy zatozeniu, ze x # =2 i x # 2

2x _ 2x(x+2)  _  2x" +4x

i -2+ 2) — c—2)(x+2) przy zalozeniu,ze x # -2 i x # 2

Zazwyczaj wygodnie jest zostawi¢ wspolny mianownik w postaci iloczynu. Jest to
przydatne zwlaszcza przy dalszych przeksztalceniach wyrazen.

b) Mianownika pierwszego wyrazenia nie mozna zapisa¢ prosciej, zakladamy tyl-
ko, ze x # 3. Natomiast wielomian z mianownika drugiego wyrazenia mozna
rozlozyc:

26 - 18 =2(x¥ = 9) = 2(x = 3)(x + 3)
Okazuje sie, ze pierwszy mianownik jest dzielnikiem drugiego mianownika, po-
dobnie jak np. w ulamkach % i 23—3 Wspolnym mianownikiem moze wiec by¢

2(x — 3)(x + 3), przy zalozeniu, ze x + 3 i x # -3.

Wyrazenie o — 18 nie zmieni si¢, natomiast pierwsze bedzie rowne:
x —_

2-2(x+3)  4x+12
20x-3)(x+3) 2(x-3)(x+3)

W kazdym z zadan 8.1-8.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

8.1. Wskaz stopien wielomianu z” — (\@) z°w +w’z zmiennych wi z.

A. 8 B. 9 C. 10 D. 11

8.2. W wielomianie 8xyz — 2x*yz + 11x°yz — 4xyz + 5xyz° — 9x° yz przeprowa-
dzono redukcje wyrazéw podobnych. Wskaz wynik tego dzialania.

A. xzyz + Er::cyz2 C. 4xyz - xzyz + S.ac}»':::2

B. 4xyz D. 4xyz + 5xyz’
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8.3. Ulamek

rozszerzono tak, ze jego mianownikiem jest teraz wyrazenie

x+1
x” + 1. Wskaz licznik otrzymanego utamka.
A 2x’+2x°+2  B.2x'+x  C.2x'-2x"+2x  D.2x"+2x

8.4. Dany jest wielomian x°y* - 2xy — V3x’y zmiennych x i y.
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Stopien tego wielomianu jest réwny 8.

B. Stopien tego wielomianu jest rGwny 6.

C. Warto$¢ tego wielomianu dla x = V2 i y = —/3 jest réwna 2(12 + \@)

' +8
2x* +x -6
A. Dziedzina tego wyrazenia jest zbior R.

B. Wartosc tego wyrazenia jest rowna 0 dla x = -2.
? % —2x+4

- x +8 ;
G W}frazenla —— ——— Orai ————— S3rowne.
2x“+x—-6 2x—-3

8.5. Dane jest wyrazenie wymierne . Ocen prawdziwosc podanych zdan.

8.6. Okresdl stopien podanego jednomianu.
a) 4xyz b) x*y'v’ ¢) V3y’xt d) —6xyt'z

8.7. Okresl stopien podanego wielomianu.

a) a’be — 2ab + 3bc

b) szy 5,1:4};2 + lﬂygI -3

c) -4x t~6£u+ w"_x x — 1lxvst

d) Kzy+ 2y +x2*y* + x2’y + xzy” + K2y’

8.8. Wykonaj redukcje wyrazéw podobnych.
a) Exy?' - 3x2y +5xy — xy3 + 2x2}f -4x+1
b) xy* — 2%y + 5xy’ + 7%y - 3xy’ —4x’y - 2xy° - x'y - xy°

c) abc+azb 2bc + 3abc+5—a2b+35c—2abc be -2

d} =1= x2y2z2+2 Ly - i:x:z;,fzz2 1~ x yz* + 257 y* 2

e) -3x y+2xy" —5xy+x°y-2xy° +2xy+3x y+2xy
f) 2V2xy’tz - 3x° ytz° — V2xy’tz + 3xy - \V2xy’tz + X'yt

8.9. Oblicz wartosé¢ wielomianu dla podanych warto$ci zmiennych.

a) 2x'y —3xy +1 x=-2 y=3
b) 2xyz4—322+xy—9 x=1, y==2,z=V2
) —4x” +2y" —4xy + x x=-1, y=-2

d) I(}—ab+%a2+§bl a=4 b=-2
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8.10. Wykonaj dzialania, a nastepnie przeprowadz redukcje wyrazéw podobnych.
a) (x—-ylx+y)- (xz — Xy = yz)

b) (x + Zy}z—{x—y}z—z:x:y
) (x—xy+3)2xy+y+1)

d) (xy+1) - x(3y2 +x) +(x=y)x+y)

e) 2xy+3x* - Z(xz + 7xy = yz) +10xy — 2y°

f) 3x*+ 2)}2 - (szy—ny—nixyz) = (2xy+ ?xzy) + 9x2y— 2}*2
g) 7(xy-57) + 2(xy - #7) + 5y +3(x* - 5xy) + 7y

h) 2% - y* - .’:(Zar:;,m:x:2 *yz) +2(x2y—x2) = (yz + 2x2y) + 6xy
i) 2x-y)2x+y)- 3(x}f—y2 +x2) —2y2

) (=3 =30+ p)a - y) +2(x" +xy)

k) (x-y+2)(x+y-1)-2x(x+y) - y(y—x) +x2+ Zyz

D 2(x-2y)-(x-y-27 -4(x-y) + 2y - xy) + 5’

8.11. Wykonaj dzialania, przeprowadz redukcje wyrazéw podobnych, a nastepnie
oblicz wartos¢ wielomianu dla podanych wartosci zmiennych.

a) (x+3y}(x—3y)+{x+2y)2—(2x2—Syz) x = 8iy=\ff
b) (x +2y)(x - 2y) —4x(x — y) + (x - 2y)° + 4xy x=051iy=-05
c) 3x[5xy2{x— 1) + Zy(szy-zxy) —3xy°(4x - 3}] +2x°y*  x=-1iy=3

8.12. Rozléz wielomian na czynniki.

a) 2x° +4.ar:y+2}a'2 e) 25x° — 10xy + yz —4xzy2
b) 4x — 4y - 6x° +6)° f) x*-8xy+15)°

c) (x+y) (.?:n:2 +y2) =[x =¥) (sz + Zyz) g) '+ 10xy + 16x°

d) 16 - x* - 6xy - 9y° h) 3x% + 4xy + y°

8.13. Wykaz, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest nierownosc
4x2+4xy+y2+ 1>0.

8.14. Katarzyna Kangur dostala 1 marca pensje w wysokosci k ztotych. Po pierw-
szym tygodniu tego miesigca zostalo jej s zlotych. Jaka cze$¢ pensji wydata przez
pierwszy tydzien marca?

8.15. Rysiek przeznaczyl na pomalowanie plotu a dni. Z zaplanowana wydajnoscia
malowal b dni. Jaka czesc¢ pracy ma jeszcze do wykonania?
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8.16. Zenobia Zubr przeznaczyla teren o powierzchni
a hektaré6w na uprawe choinek. Z zakupionych m sa-
dzonek zostalo jej jeszcze t drzewek. Do terenu uprawy
dotaczyla wiec b ha, ale wowczas zabraklo jej sadzonek.
Ile sadzonek powinna dokupic?

8.17. Osmioro sasiadow postanowilo kupi¢ wspolng
kosiarke do trawy za k zlotych. Dwoch z nich wycofa-
to sie z umowy. O ile zlotych wzrosta skladka kazdego
z pozostalych sasiadow?

8.18. Pewna druzyna pilki noznej wygrala x meczdw i przegrala y meczow. Jaka
czgscig liczby rozegranych meczow sa mecze wygrane?

8.19. Hilary Pajaczek handluje drozdzéwkami, ktore kupuje w piekarni. Jednego
dnia sprzedal n sztuk po k zlotych i zarobil na tym r zlotych. Jaka byla cena jednej
drozdzowki w piekarni?

8.20. Skro¢ wyrazenie wymierne, jezeli to mozliwe. Podaj odpowiednie zalozenia.
l-a 3a—-6b 2a°-3ab 4x* -9y

da 3 ] ¥
) a-1 a’-2ab 2ab-3b*" 2x*+3x%y
2x-1 x*=26%+1 x*-2x-8
b) 1 il
y - X —-x 2x* +3x-2
2 4 3 2 3
::) X —4x+ 4 3x - 17x + 10x x +27
3x2 - 12x+ 12" 6x2-34x+20 ~ 2x2-6x+18
d} X = Pt 2% x3—3x2+6x—4

x-3x3 - x2+3x’ x}+8

8.21. Zastap |2 odpowiednim wyrazeniem, aby rozszerzy¢ wyrazenie wymierne,
Podaj odpowiednie zalozenia.
2) x—1 5% 5x x-1 x'-1

b) X _ ? d) X _ ]

x—1 5x2-5 x=1 2xt—4x+2

8.22. Sprowadz wyrazenia do wspolnego mianownika. Podaj zalozenia.

a} x+2 x+1 d} 1 2 3
2x—-4" 3x-6 x2-1" x2-x" B +x2
) x—1 5 e) 3 5
2% - 12x+18" x-3 3x2-12" 2x2+8x+ 8
2
x =1 x—13 X 2x 3x
f) ,

5x2+10x+5 2xi-x-3 -1 x2-1" x¥+1
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2

+ i - o+ . - . 'x
8.23. Wyznacz takie wartosci parametrow a i b, aby wyrazenia 71 O
Xxr—=—x=

;vc2 -7
(x—a)(x-b)

byly réwne.

11
(x —a)(x - b)(x—¢)

8.24. Wyznacztakie wartosci parametrow a, bi ¢, aby wyrazenia

11 "
oraz byly réwne.
x?—-6x*+11x-6 vty

8.25. Ile jest par liczb catkowitych (x, v) spelniajacych rownanie yx —2y — x = 47

8.26. Wyznacz wszystkie pary liczb naturalnych (x, y) spelniajace roéwnanie
Xy+5x -3y =53

8.27. Wyznacz takie dodatnie liczby naturalne x i y, dla ktérych wartos¢ wielomia-
nu x° +2xy + y* + 2x + 2y jest rtéwna 24.

+ 8.28. Wykaz, ze jedyna para dodatnich liczb naturalnych x i y, dla ktorych wartosc

wielomianu 4x” + 4xy + y* —4x — 2y + 1 wynosi 9, jest para (1, 2).

8.29. Znajdz takie dodatnie liczby naturalne x i y, dla ktérych wartos$c wielomianu
x* +9x%y +27xy’ +27y° jest réwna 512.

1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
Wartos$¢ wyrazenia (2x — y)(2x + y) — 3(x - sz —2x(3y+x) dla x = V3 i y = V2
A. jest liczbg catkowita. B. jest rowna 11. C. jest liczba ujemna.

6x° +5x—6

2. Skroc¢ wyrazenie wymierne . Podaj odpowiednie zalozenia.

4x2 o

3. W klasie Joli m dziewczat wazy w sumie s kg, a §rednia waga c chlopcow jest réwna
p kg. Jaka jest srednia waga ucznia tej klasy?

+b

4 4 & # & O 3 a
4. Wyznacz takie wartosci parametrow a i b, aby wyrazenia o] orz S
. B S e s

byly rowne.

5. Wykaz, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest nieréwnoscé
x2+2xy+2y2+4y+4 = 0.
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9. Dziatania na wyrazeniach
wymiernych

Umiejetnosci:
* dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie wyrazen wymiernych

Dodawanie i odejmowanie wyrazen wymiernych

Zasady wykonywania tych dzialan sa takie same jak przy dodawaniu i odejmowaniu
liczb wymiernych zapisanych w postaci utamkow. Jezeli dwa wyrazenia wymierne
maja identyczne mianowniki, to — aby je doda¢ - dodajemy wyrazenia w ich liczni-
kach (mianownik pozostaje bez zmian):

EL+£=¥V+P

Q Q Q
Aby natomiast od pierwszego wyrazenia wymiernego odjac¢ drugie o identycznym
mianowniku, nalezy od wyrazenia w pierwszym liczniku odja¢ wyrazenie w drugim
liczniku (mianownik pozostaje bez zmian):

g - g = %, przy zalozeniu, ze Q # 0

PrzedledZzmy na przykladach dodawanie i odejmowanie wyrazen wymiernych.

, przy zalozeniu, ze Q # 0

Przyktad €) « zad. 9.5

¢ 2 3
Wykonamy dodawanie # :
x+1 x-2

Rozwiazanie
Zakladamy,ze x # -1 i x # 2.
Przeksztalcamy skladniki sumy tak, aby byly wyrazeniami o identycznych mianow-
nikach. Wspolnym mianownikiem jest iloczyn (x + 1)(x — 2).
2 - 3 _ 2(x—2) ” 3(x+1) _2x—4+3x+3 _ 5x—1
x+1 x-2 (x+1}x-2) (x+1)(x-2) (x+ 1)(x-2) (x+1){x-2)

' ax—1 13
Odp.: Gr D=2 xF-1ix#2

Przykiad @) < zad. 9.6

: . X+l  x-=2 S I )
Wykonamy odejmowanie e i el




9. Dziatania na wyrazeniach wymiermych

Rozwiazanie
Mianowniki roznia si¢ tylko znakiem: 3 - 2x = —(2x - 3).
Zatem:
x+1 x-2 _ x+1 " x—2 :Ex—l
2x—3 F=2x 2x-=3 -3 2x-3
. 2x=1

N3

vk g 3
, przy zalozeniu, ze x # Z

3
QOdp. , X F =
p #2

Przyktad &) < zad. 9.7

x+1 x
Wykonamy odejmowanie — .
y 4 ) x* -4 xP+4dx+4

Rozwigzanie
x+1 X x+1 X

x2-4 x2+4x+4 - (x+2)(x-2) N (x + 2)
Zakladamy, ze x # -2 i x # 2.

(x+1)x+2) x(x—2) q oxith d : "
_ — - sprowadzam Tazenia do wspolnego milanownika
(x+2)%(x-2) (x+22(x-2) P y et
2 2 4
_(x +2x+x+2)—(x —2x)_x‘+3x+2—x2+2x_ 5x + 2
(x +2)(x-2) (x+2)*(x-2) (x +2)%(x-2)
S5x + 2 )
Odp x x#-2ix#2

"t 2P x=-2)

Przyktad @) < zad. 9.8

2
; ; 3 +2: X =1

Wykonamy dziatania —— + ~—— — = :

2x -4 4x x5 =2x

Rozwiazanie
x+3 x+2 x -1 x+3 x+2 o]

+ = + -
2x—-4 4x x*-2x 2(x-2) 4x  x(x-2)
Zakladamy, ze x # 0 i x # 2.

Xt +x+2 x* -1 jak 51 ; e opvirng 4x(x - 2)
- = —— Jar0 WSPOINY Mianowinl CEVIMUCIm 3 .
2(x-2)  4x  x(x-2) J potny. przyjmujemy

_ (x+3]-2x+ (x+2)(x-2) (xz—l)wzl B (2x2+6x)+(x2-4)—(4x2-4]

dx(x - 2) 4x(x ~ 2) dx(x-2) 4x(x - 2)
2
= ﬁ = «—— wylaczamy x przed nawias w liczniku i skracamy ulamek
_Xl=x+6) -x+6
Cdx(x-2)  4(x-2)
Odp.: £ X El BFED

4(x — 2)
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N 166 Daziat 2. Wielomiany | wyrazenia wymieme

Mnozenie i dzielenie wyrazen wymiernych
Mnozenie ulamkow jest na ogol prostsze niz ich dodawanie. Wystarczy pomnozy¢

N N , . . . - a
licznik przez licznik oraz mianownik przez mianownik. Dzielenie ulamka , przez

utamek 3 zastepujemy mnozeniem E przez odwrotnosc¢ dzielnika, czyli przez ula-

d - E L - 3 ® ¥ - F

mek —. Wyniki tych operacji mozna ewentualnie jeszcze skrocic. W wypadku wyra-
¢

zen wymiernych jest podobnie, musimy tylko pamieta¢ o zrobieniu odpowiednich

zalozen.
g.}%: g;, przy zalozeniu, ze Q #0 i P #0
gzgzg-gz%, przy zalozeniu,ze Q#0, P+0i T #0

Przyktad &) < zad. 9.11
x2+2x_x—1
-1 x+2

Wykonamy mnozenie
Rozwiazanie
X +2x x-1 _
x2-1 x+2

«—— poszczegolne wielomiany rozkladamy, jesli to
mozliwe, na czynniki

x(x +2) x-1 o i
= (x+ D(x—1) ) <+ 2 = «—— zapisujemy zaloZenia: x # =1, x # 1, x # -2
X
Cox+1
de': = ’xi_]rx#:];x#_z
x4+ 1

Przykiad @) < zad. 9.12
5x~3 3-5x

Wykonamy dzielenie — i )
X“+3x+6 x-+4x+4
Rozwiazanie
Bx—35 3—-5x
5 B = «— rozkladamy tréjmiany kwadratowe na czynniki
X“+3x+6 x“+4x+4
5x —3 . 3-5x

i i uil i3 3
= AN i +«— zapisujemy zalozenia: x # -3, x # -2, x # =

_ 5x=3 (x+2)° _
T (x+2)(x+3) 3-5x
_ =(3-5x)x+2) x+2
T (x+3)(3-5x) T x+3

-x+2 3
Odp.: f -3, -2, -
P —— x# X # x#S

~—— mnozymy przez odwrotnosé

«— skracamy ulamek
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Przykiad €) « zad.9.13
x'—12x+36 6x-18 x-3
4x?-16  2x2—12x  x*+2x

Wykonamy dzialania
Rozwigzanie
x*—12x+36 6x—18 x-3
4x*—16  2x*—12x X7 +2x

2
- 4(;.:?2}2 -2) ' 26_,({;-_3;] ' xfj:} = +«—— zalozenie: x € R-{-2, 0, 2, 3, 6}
_ 3(x-6)
T 4(x-2)
. 3(x-6)

P Sy X € R-{-2,0, 2,3, 6}

Przyktad o zad. 9.14
Wykonamy dzialania ( . ) :(l e —]~) (x - 1).

Z+x xP-x

Rozwiazanie

| | 1 | 3
+ (1+=+5)(x*-1) =
(x3+x xz—x) ( x x‘?)

1 1 X x 1 3 . o
- + =gk = (x = 1) - «— wykonujemy dzialania
x(x+1)  x(x—1) A X X w nawiasach przy
RO T, x2+x+l( 5 1) zaloZeniu, Ze
= : X = = B =
x(x+1)(x-1) x2 xeR-{-1,0,1}
2x x* 2x°

-(x—l](x?‘+x+1)=

x{x+l]{x—l}.x2+x+l x+1

2
] xER-{-I.\O; 1}

2x
Odp.:
P x+1

W kazdym z zadan 9.1-9.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

9.1. Wskaz wynik dzialania i odpowiednie zalozenia dla wyrazenia = i : ;
Sx—4 13x +4
'{x+2]{x+9}’x#9’x%2 G {x+2}{x+9}’x%_9’x¢_2
2
2x "+ 13x+4 %4 -9, %42 5x—4 x4-9, x4 -2

T (x+2)x+9) B (x+2)(x+9)
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x—4 x-1
Ix+9 5x-10

9.2. Wskaz wszystkie zalozenia potrzebne do wykonania dziatan

A.x+-3 G2 |
B. x+ -3, x#2 D.x+-3, x+2, x%+1 x+4

3.2

X —y 1I.'Kf""}i"
4x’y T x

xz'}’z)(-’i"',?] ,{'—y : x—y x—y

g B. : C. : D. :

4x*y 4x 4 4x3y

9.3. Wynikiem dzialania przy zalozeniu, ze xy # 0, x+ y # 0, jest

4

-4 x+2
X2+2x x-2
A. Dziedzing tego wyrazenia jest zbior R - {-2, 0, 2}.
B. Wartosc tego wyrazenia dla x = 1 jest rowna 3.

9.4. Dane jest wyrazenie . Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

-4 x+2
x2+2x x-2

et x+2 .
C. Wyrazenia oraz —— $a rowne.
X

9.5. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zalozenia.

x+1 x+2 1 x4+ 2 x—2 2x+1 2x 5—x
- b) — + c + d) -
2x+3  2x+3 X 3x Ix+3 2x+2 x—>5 X
9.6. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zalozenia.
3 2 | 5 2 1 2x -1 10x + 1 3
2) B b) B & x+1 2x d) X il 2
x+1 x+2 x—-7 x+4 2x—1 2x +1 6x 2x
9.7. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zalozenia.
2x 7 x+1 3
a) + g) = +
x-3 3-x x*=2x+1 dx —4
b) x+5 +2—4x f) 2x+1 N x-1
3x-1 1-3x 3x2-12 2x%+4x
C] x+3+x+2 ) x—2 +x+2
2x—-7  T-2x 8 x2—6x+9 9-—x2
1 2 2x—8 ix—-16
d} e h) 2 - 7
Ix—1 3—-9x x—-8x+16 2x-32
9.8. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zalozenia.
x x-1 4-5x 5x°-23x+12 x-4
a) = + 1 e) + > - +1
2x+2 3x-3 S5x—3 25xc -9 S5x+ 3
8x 6x 2x—1 2x  x +7x-3
b) - - 2 - 3 2
2x—1 2x + 1 x+2x x-3 x—-x‘-6x
&) 2x 3 i i X X 3 x+4
x*+x x* 5x 8 x:-6x-16 x2-8x 4x*+8x
2
4 — 1-2 - 3 2 1
d) X X 5-x h)

+ + -
x+1 x=1 x2 -1 x3+1 2x2-2x+2 x*-1



9. Dzialania na wyrazeniach wymiermych

9.9. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zalozenia.

3 2 1
B.) 3 + 5 = P
4x- - 10x+ 4 1 —4x 4x-—12x+ 8
]
X+ 2 2x+ 1 x"—14
b)

~ +
2x2 - 7x+3 2x2+45x-3 2x3-x2-18x+9

9.10. Wyznacz takie warto$ci parametrow a i b, aby podane wyrazenia byly réwne.

2
a b . 7x=2 a ax+b : 2(x -9x+4)
a) - i - c) - i 5
x—-2 x+2 x-—-4 x-5 3x+1 3x-—-1d4x -5
b . 3x + 1 - 2x° —2x* —3x+3
b) —2— + i o d) e +2b | Y=
x-3 x+2 X2 —x-6 (x2-4)(x—-1) xP—x?—dx+4

9.11. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zalozenia.

) x-1 'x+2 d 3x-5 .Exz—?x
2x+4 3x x*+3x 6x-10

b) 5x——3'x2+2x ¢) 2 +x-2 .x2+4x+3+2x~—l
3x+6 10x-6 2x2 +5x-3 x-1 x* -4

Q) sz—x_l—x f x -9 _ x% - 2x _xl—:-:
x—1 3x x2-3x+2 x*+2x-3 x?

9.12. Wykonaj dziatania. Podaj odpowiednie zalozenia.

2x  10x - 10 x -8 4x-8
a) : C :

x—5 5x-25 x*+8 4x+ 8

4x* -9 15+ 10x Z4x-6 =2
b) — : : d) s

2x* - 3x 3x x+5 x*+2x-15

9.13. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zalozenia.
s 3x° _(2_ x ) c)(x—.i_x—l)_(x+3 +2x+])
-2 - x+1 4x+6 6x+9/ \3x-15 4x-20
6 2 4% x5 = 2
= : 1 d - : 2
o) (3x 3—x) (x3—3x+ ) ](x2+4x—5 x2+6x+5) (x3—1+ )

9.14. Wykonaj dzialania. Podaj odpowiednie zalozenia.

a)( 3 " | )( x 1 )
+x-2 x2+3x+2/ \x2-1 x+2

b) [( x+2 +x+2) 4x + 2 4 ]_(4x+2)

42 +4x+1  4x2—1/ 3x2+6x 2x-1

c](x+1_ 4 _x+l{]).x2+2x+1
Ix—3 3x2-3 3x+3 7

S5x 3x 15x + 12 3
d) + : 7 IE
1-5x 5x+1 1 -10x + 25x S5x -1
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9.15. Wykonaj dziatania. Podaj odpowiednie zalozenia.

x+1 x=5 X+ 10x + 21 1
B _12 2 n X 1
El} 2x ;1- bx :_ b) Ji +8x+7 C} . d] :
X+s X+ X =A4x=21. x+ o=
3x-6 4x-8 P — x+1 {mad

x—1

9.16. Niech x # 0 i y # 0. Ktory znak: = czy # naleiy wstawi¢ zamiast 2, aby
otrzymac zalezno$¢ prawdziwa?

Yy X x 2y 2 y y
: g o 2% -
by Z-2 1 d) 2@ X e
Yy X & -4 Yy & *Y
: o B : 2 1 2 3 :
+9.17. Wykonaj dziatania ( = ) (+ + 3ax + 20). Pod
ykonaj dzialania | ————— - 5——— | (¥" + 3ax + 24 odaj
odpowiednie zalozenia.
II- - " ' |
1. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
2 X —xy I 2
Wartos¢ wyrazenia : dax=-1iy=-
Wy x> —-y2 x2-2xy+y? 5 ' V7%
A. jest liczba calkowita. B. jest rowna 2. C. jest liczba pierwsza.
2
2. Wykonaj dzialania ¥ e x1+l . Podaj odpowiednie zalozenia.
4x+4 6x—-6 3x--3

x2+2x—3 _ 1'3+E-x+9

3. Wykonaj dzialania . Podaj odpowiednie zalozenia.

x2-16 x2-x-12

4. Wykonaj dzialania [(“_x—Z)_( 2 +2)_ < ].3"”3“
x

X -1 x4+1 X

Podaj odpowiednie zalozenia.

ax+b+ i
2x—1 3x+2

5. Wyznacz takie wartosci parametréw a, b i ¢, aby wyrazenia

St = 13

————— bvly rowne.
6x2+x-2 7y



10. Rownania wymierne

Umiejetnosci:
* rozwigzywanie rownan wymiernych

Wix)

Q(x)
jest wielomianem zerowym, nazywamy réwnaniem wymiernym z niewiadomg x.

Wszystkie pierwiastki wielomianu W, ktére naleza do dziedziny, czyli spelniajg za-
lozenie Q(x) # 0, s3 rozwiazaniami rownania.

Przyktad o

Roéwnanie postaci = 0, wktorym W i Q sa wielomianami zmiennej x i Q nie

’ x X - 3 x # . . . i # .
a) Rownanie o 0 jest rownaniem wymiernym o dziedzinie rownej R — {-2}.
X+
Jego rozwigzaniem jest liczba 3.

b) Réwnanie T 0 jest rbwnaniem wymiernym o dziedzinie réwnej
X5 = 23X

R -{1, 2}. Pierwiastek wielomianu W(x) = x—1 nie nalezy do dziedziny, zatem
rownanie to nie ma rozwiazania.

Przyktad &)
Dziedzing rownania i = 3 jest zbiér R — {0}. Aby rozwiazac to réwnanie, nie mu-
simy przeksztalca¢ go do postaci ng; = 0. Jezeli bowiem pomnozymy obydwie

. i 1
strony rownania przez x, to otrzymamy 1 = 3x, stad x = 5
i >

Jezeli w rownaniu wymiernym mamy sume kilku wyrazen, to na ogol, po wyzna-

czeniu dziedziny, mnozymy obydwie strony réwnania przez wspdlny mianownik
wszystkich sktadnikow. Po rozwigzaniu otrzymanego w ten sposob rownania wielo-
mianowego musimy sprawdzi¢, ktore z jego pierwiastkow naleza do dziedziny row-
nania wymiernego.

Przyktad €) < zad. 10.6

Rozwiazemy podane rownanie.
Rozwiazanie
a2t s peR-{4)

x—4
2x+1=5(x—-4),stad x=717€D

Cdp:x =7
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X 18 X+5
s TR e
D=R-{l1, -2}
Obydwie strony rownania mnozymy przez (x — 1)(x + 2), czyli przez wspolny
mianownik wszystkich wyrazen wymiernych.
x(x-1)—-18+(x+5)(x+2)=0
2 +6x-8=0
X +3x-4=0
Pierwiastkami tego rownaniasa x, =1 i x, = -4,
x, ¢ D, wigc rozwiazaniem rownania wymiernego jest tylko drugi pierwiastek.
Odp.:x=-4
c) ; i; j: Z = P ~2Eic R «— rozkladamy wielomian w mianowniku na czynniki
x+7  x=7 - 22
x-4 x-2 (x-4)x-2)
D=R-{4, 2}
(x+7)x=-2)+(x-7)x—-4)-22=0
Po wykonaniu dziatan, uporzadkowaniu i podzieleniu obydwu stron réwnania
przez 2 otrzymujemy rownanie kwadratowe:
X =3x-4=0
ktorego pierwiastkamisa x;, =-1€ D, x, =4¢ D.
Odp.: x =-1

Przyktad @) < zad. 10.10

Ze wzoru a,; +a, =

—— . Wyznaczymy podana zmienna. Zakladamy, ze zmienne
1+

przyjmuja tylko takie wartosci, dla ktorych odpowiednie dzialania s3 wykonalne.

Rozwiazanie

a)

Odp.. E =

zmienna E
nE _ , , o
Ay +a; = —— «— obydwie strony réwnania mnozymy przez ni, + i,
iy + i,
(ai +a,) - (ni; +i,) = nE «— obydwie strony rownania dzielimy przez n

(ﬂl + ﬂz) ; (”fl + fz]
n
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b) zmienna i,
nkE

a,+a, = —; «— obydwie strony rownania mnozymy przez ni; + i,
A ;:13 i dzielimy przez a, + a,
S— 1
ny +1, = «— przenosimy ni; na drugg strong
a, +a,
4 nk .
Odp.: i, = - ni,
T oapta,
¢) zmiennan
nk : ; . .
a;+a, = —— «—— obydwie strony réwnania mnozymy przez ni; + i,
ny + i =
(a, +a,) - (ni, +i,) = nE —— MNOZymY przez wyraz ze zmienna n
nil(al + .:12) + iz{al + az) =nkE «—— przenosimy wyrazy ze zmienng n na jedng strong
nE —ni,(a, + a,) =i,(a, +a,) «— wylaczamy n przed nawias
H[E —i,(a; + az]] =1i,(a, +a,)
f'} d; +a,
Odp.:n = 24 +ay)

E-i(a, +a,)

Przyktad @) < zad. 10.11

22
lx-1-1 x-2

o ¢ sio X
Rozwigzemy rownanie — +
X

Rozwiazanie
Wyznaczamy dziedzing rownania. W tym celu rozpatrujemy potrzebne zalozenia:

x#0
lx—1|-1+#0
x—-2+#0

|x = 1] =1 = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy |[x—1]| =1, czyli x—1=1 lub x-1=-1,
zatem gdy x =0 lub x = 2.

Ostatecznie dziedzina réwnania jest wiec zbior R — {0, 2}.

Zgodnie z definicja wartosci bezwzglednej:

]x—ll—{_er] dla x<1
x-1 dla x21

Zatem:
[. dla x € (—o0; 0)U(0; 1) réownanie ma postac:
| 2 2
i + =
x -x+1-1 x—2
1 2 2
x x x-2
1 2
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-x+2=2x
2= T
x=% ' %E(—-Dﬂ;ﬂ)U(D; 1)

II. dla x € (1; 2) U(2; oo) rownanie ma postac:

1 2 2

—_ —_

x x-1-1 x—-2

1 2 2

-4 -

¥ x—2 x—=2

1 ¥ - ® - ”,
— = (), ato rownanie nie ma rozwiazarn.
X

&
(=1
T
=
I
I

Przyktad @) < zad. 10.14

Samochéd przejechal w pewnym czasie 210 km. Gdyby jechat ze srednig predkoscia
0 10 km/h wigksza, to czas przejazdu skrocitby sie o pét godziny. Oblicz, z jaka srednia
predkoscia jechal ten samochaéd.

Rozwiazanie

Korzystamy ze zwiazku ¢ = 1_5,- migdzy droga, predkoscia i czasem. s=v-t ()
t - czas przejazdu (w godzinach) . E
v - §rednia predkos¢ (w km/h) Gz~
s =210 km
210

— wyraza czas przejazdu z predkoscia, o ktorej mowa w zadaniu
u

210
v+ 10

wyraza czas przejazdu ze zwiekszona predkoscia

Z tresci zadania wynika, ze:
210 210 1

v v+10 2
Po pomnozeniu obydwu stron rownania przez mianowniki i uporzadkowaniu wyra-
zOW otrzymujemy rownanie:
v® + 100 - 4200 = 0
ktorego pierwiastkami sa liczby: v, = =70, v, = 60. Zgodnie z trescia zadania v > 0,
zatem rozwigzaniem jest tylko druga liczba.

Odp.: Samochod jechal ze srednia predkoscia 60 km/h.



10. Réwnania wymierne

Przyktad €) - zad. 10.18

Pani Zenobia Zubr zatrudnila do przycina-
nia drzewek owocowych pracownikéw trzech
firm ogrodniczych. Gdyby podpisala umowe
tylko z firma P, to praca zostalaby wykonana
w czasie 0 5 dni dluzszym, niz przewidywala
to oferta firmy K. Natomiast firma N przy-
cielaby drzewka w czasie o 2 dni dluzszym
niz podwojony czas pracy firm K i P lacznie.
Ile dni zajelaby praca kazdej z firm pracu-
jacej osobno, jezeli wspolnie wykonatly prace

w ciggu 2 dni?

Rozwigzanie
Zakladamy, ze kazda z firm wykonuje swoja dzienng norme bez zmian (bez takiego
zalozenia zadania nie mozna rozwiazac). Oznaczmy:

x - liczba dni pracy w ofercie firmy K. Zatem x > 0.
Wdwczas:

x + 5 to liczba dni pracy w ofercie firmy P,

2(x + x + 5) + 2 to liczba dni pracy w ofercie firmy N.
Zatem w ciagu jednego dnia firmy wykonuja cze$¢ pracy réwna:

- - norma firmy K,

X
1
= fi P,
Ry 5 norimna ll'i'n}'
1
- norma firmy N.
4(x + 3) = SRR

Przyciecie wszystkich drzewek zajelo pracownikom trzech firm pracujacym wspalnie

2 dni, czyli w ciggu jednego dnia wykonali polowe pracy. Zatem:
1 1 1 1
X X+5 4(x+3) 2

W kolejnych przeksztalceniach otrzymujemy:
4(x+5)(x+ 3) + 4x(x + 3) + x(x + 5) = 2x(x + 5)(x + 3)

4(9.:2 +8x + 15) x4 12x+x2+5x—2x(x2 +8x + 15) =0

26 + 72 ~19x - 60 = 0, cayli (x - 3) (2" +13x+20) =0

Obydwa pierwiastki tréjmianu kwadratowego 2x” + 13x + 20 sa ujemne, wiec jedy-
nym rozwigzaniem zadania jest x = 3.

Odp.: Firma K przycielaby drzewka w 3 dni, firma P w 8 dni, firma N w 24 dni.
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W kazdym z zadan 10.1-10.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i za-
pisz w zeszycie.

10.1. Jan podrézowal przez T godzin ze $rednig predkoscia R km/h i przez t godzin
ze $rednig predkoscia r km/h. Jaka miat §rednig predkos¢ (w km/h) na catej trasie?
R B RT +rt RT +rt Rt +rt

. Ci Dt
/1 T+t 2 R+r

A +

= | =t

10.2. Wskaz rownanie, ktore nie ma rozwiazania.

1 -1 1
; =1 B. = — =2 C.-=x D.— =1
% = x x x—1
: . 1 . ’ 3
10.3. Wiadomo, ze m = ——. Ile jest rowne =?
a+b b
A 5m B. 5(a +m) C. m+a . m
1 —ma 1 +a 5a Sa(l +m)
10.4. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
Wiadomo, ze na + x = i oraz naxy # 0. Zatem
=
A.y:erx. B.a:x( }’}_ Cn=""2
x ny ay

10.5. Jeden robotnik wykonuje pewna prace w x dni, drugi t¢ sama prace wykonuje
w y dni. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

Obaj robotnicy, pracujac wspdlnie, wykonajg te prace w ciagu

X+ y

dni. B. . dni. Ci Y dni.
.?'CJ.J’ X+ }‘ X + }’

A.

10.6. Rozwiaz rownanie.

2x +1 3x-5 1

a) - =3 ) 2= ==
x—-2 —6x+7 2
Ix-2 2x-3

by 22, g 23
2x + 1 x-—dx+ 4
-x+3 2 4x + 6

C = - —— =4

) 4x-5 3 f) 2x2+x-3



10.7. Rozwiaz réwnanie.
2x-1 x+3

a =
) x—1 l—x
b)?—xzx—z
x+3 x+7
3x -1
& x X -0
5—-x x-2
d) x+2  x +5x-10

x+4 xX+x-12

10.8. Rozwiaz réwnanie.

4 3 2x -5
a) = = —
x+3 x+1 x+4x+ 3
-3 +2 18
b) " +x = —
x—1 x—4 x*—5x+4
3 2 6
c) + =
x-1 x+1 x2 -1

10.9. Rozwiaz réwnanie.

Jx+ 11 2x-2
3)2— 2=
x-—x-20 x+4
b) xulm 2 _ X
x=5 x2-11x+30 x-6
x—1 6 4x + 11
c) 5- = —
x+2 x*+6x+8 x+4

10. Réwnania wymierne

2x+1 6x
e) - =
3x-1 5x-1
x-1 2x—1
f) =
x+3 dx + 3
x+1 2x+3
g) - =
x+5 4dx+11
X 4+2x42 X+ 2
h) 5 =
x*+3x+2 x+3
d} x—-1 =x+10 2 _
x=3 wm—=4 x*=Tx+12
1 3 x+2x—4
g) =i~ =
x 2x—4d 2x2 — 4x
f) X x+11 2 _
x-2 x-3 x2-5x+6
e x—6 X
d) = -1
¥ _6x+5 x-5 x-1
e) x—2 :'c2 x2~?x+9 _
x—3 x—-6 x*-9x+18
f} x+2_x—4_x—2x+l+]
x+1 x-3 x-2x-3

10.10. Wyznacz ze wzoru podang zmienna. Zakladamy, ze wszystkie zmienne
przyjmuja tylko takie wartosci, dla ktorych odpowiednie dzialania s3 wykonalne.

2y B=
>

=g
b)B_I-I

0 (p+ %)(u—b)=RT

10.11. Rozwiaz rownanie.

M

u U U
d}E—E'ﬁ'R—z R
g e ol
E}k_-ins(ﬂ r) R
2
f) E=ﬂ+mgh m
x| = 2x
<) x-3 |x-2|
d) i|:2
x-3
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10.12. Gdy jablka stanialy o 1 zt za kg, to za 24 zt mozna ich bylo kupic o 2 kg wiecej
niz poprzednio. Jaka byla poczatkowa cena 1 kilograma jablek?

10.13. Trzy litry soku rozlano do szklanek - do kazdej szklanki tyle samo. Gdyby
do kazdej szklanki wlano o 50 ml mniej, mozna by bylto napelnic o 5 szklanek wigce;.
Ile szklanek poczatkowo napelniono sokiem?

10.14. Kierowca samochodu obliczyl, ze zdazy dojecha¢ w ciagu 2 godzin na kon-
ferencje, jezeli bedzie jechal ze srednia predkoscia 55 km/h. Niestety przez pierwsze
20 minut jechal z predkoscia tylko 45 km/h. Z jaka srednia predkoscia musi pokonac
reszte trasy, zeby przyjechac na czas?

10.15. Marcin jechal samochodem z domu do hurtowni ze $rednig predkoscia
60 km/h, a wracal ze $rednia predkoscia 40 km/h. Caly przejazd zajal mu lacznie
4 godziny. Jak daleko jest z domu Marcina do hurtowni?

10.16. Anna jechala samochodem ze stala predkoscia. W pewnym momencie wy-
przedzila rowerzyste poruszajacego si¢ ze stala predkoscig 18 km/h. Nastepnie za-
trzymatla si¢ na 10 minut. Potem jechala dalej z t3 sama co poprzednio predkoscia
i po pewnym czasie znowu wyprzedzila tego samego rowerzyste. Z jaka predkoscia
jechala Anna, jezeli miedzy kolejnymi momentami wyprzedzania rowerzysty uply-
neto 13 minut?

10.17. Pocigg osobowy wyjechat z miasta A do miasta B o godzinie 12" i jechal ze
érednia predkoscig 60 km/h. O godzinie 13°” z miasta B do miasta A wyjechal pociag
pospieszny i jechal ze srednia predkoscia 90 km/h. Pociagi minely si¢ o godzinie 15 e
Jaka odleglosc dzieli miasta A i B?

10.18. Siec sklepow dysponuje trzema rodzajami samochodéw dostawczych, ktére
maja rozwiez¢ partie komputerow z centralnego magazynu do poszczegolnych skle-
pow na terenie catego kraju. Ciezaréwkami alfa mozna wykonac to zadanie w czasie
0 4 dni krétszym niz cigzarowkami beta. Do rozwiezienia komputerow tylko polcie-
zarowkami gamma trzeba az o 9 dni wiecej niz w przypadku wykorzystania alf. Ile dni
zajmie wykonanie zadania kazdym typem samochodéw oddzielnie, jezeli wszystkim
razem zajetoby to 3 dni?

10.19. Wiasciciel osrodka wypoczynkowego kupil nowa kosiarke. Mozna za jej po-
mocg skosic¢ trawe na terenie calego osrodka w czasie o 4 godziny krotszym niz polo-
wa czasu pracy starej kosiarki. Jezeli obydwie kosiarki pracuja rownoczesnie, to cala
trawa jest skoszona po uplywie 6 godzin. Ile czasu kosi calg trawe kazda z kosiarek
osobno?



10. Réwnania wymierne

10.20. Czlonkowie klubu wysokogérskiego myja okna na zewnatrz wysokich bu-
dynkéw i w ten sposéb zarabiaja na wyprawe. Kiedy Zenon pracuje sam, myje okna
na jednej Scianie budynku 8 godzin. Kiedy pracuja wspolnie z Jozefem, to praca ta
zajmuje im 6 godzin. Ile godzin potrzebowalby Jozef na samodzielne umycie okien
na tej scianie?

10.21. Naszczyt gory wywoza narciarzy trzy wyciagi — gondolowy, krzesetkowy i or-
czykowy. Gondole wywozg grupe 1200 narciarzy w czasie o 2 godziny krétszym niz
wyciag krzesetkowy oraz 3 razy szybciej niz orczyk. Jezeli wszystkie wyciagi sa czyn-
ne, to grupa 1200 narciarzy wjezdza na szczyt w czasie 2 godzin. Ilu narciarzy wywozi
na szczyt w ciagu godziny kazdy z wyciagow?

1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
. s p o = 3 2
Zbidr rozwigzan réwnania ——— = = —
r—ax & x—]

A. jest dwuelementowy.
B. ma nieskonczenie wiele elementow.
C. jestrowny R - {0, 1}.

=LA o

505 X
2. Rozwiaz rOwnanie = :
x—-2 x+7

—— . X —x+2 x+2
3. Rozwiaz rownanie — =

x2—2x+3 x+1

4. Kwote 3360 zt przeznaczono na premie swigteczne dla pracownikéw. W ostat-
niej chwili zdecydowano, ze premie otrzyma o dwoch pracownikéw mniej i wtedy
okazalo sig, ze pozostali otrzymaja po 40 zl wiecej. Wszystkie wyplacone premie byly
rowne. [lu pracownikow je otrzymalo?

5. Ogrodnik mial przycia¢ 200 drzewek owocowych w okreslonym terminie. Pra-
cowal systematycznie, a poniewaz udalo mu si¢ kazdego dnia przyciac o 5 drzewek
wiecej niz wczesniej zaplanowal, skonczyl prace 2 dni przed terminem. Ile dni pra-
cowal?
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11. Nierownosci wymierne

Umiejetnosci:
* rozwigzywanie nierownosci wymiernych

Jezeli W iQ sa wielomianami zmiennej x i Q nie jest wielomianem zerowym, to kazda
z nieroOwnosci postaci:
Wix) Wi(x) Wix) Wix)
> 0, z 0, <0, <
Q(x) Q(x) Q(x) Q(x)

nazywamy nieréwnoscia wymierng z niewiadoma x.

0

Badanie znaku ilorazu mozna zastapi¢ badaniem znaku iloczynu, poniewaz:

> 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a-b > 0.

=Tle TR

< 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a-b < 0.

Przy zalozeniu, ze b # 0.

Zatem rozwiazywanie nierownosci wymiernej najlepiej sprowadzi¢ do rozwiazywa-
nia nierownosci wielomianowej. Zaprezentujemy to na przykladach.

Przyktad €)

Rozwiazemy podana nierdéwnosc.
Rozwiazanie

a) >0, D=R-{-3}

x=2
xX+3
. ; e 2 - . # o
Nierownosc T > () zastepujemy nierownoscia
X

(x-2)(x+3)>0dla x € D.

Po lewej stronie nierownosci mamy tréjmian kwadra-
towy zapisany w postaci iloczynowej. Jego pierwiastka-
mi sg liczby 2 i —3. Na wykresie zaznaczylismy punkt
(=3, 0) pustym koleczkiem, poniewaz -3 ¢ D. Wspol-
czynnik przy x° jest dodatni, wigc ramiona paraboli
sa skierowane do gory. Z wykresu odczytujemy zbior
rozwiazan nierownosci wymiernej.

x =2

Odp.: >0 dla x € (—oo; =3) U (2; 00)

x+3



b)

Odp.

c)

Odp.:

11. Nierownosci wymierne

x+1

<0, D=R-{4}
x—-4

(x+1)(x-4)<0ixeD

Wspolczynnik przy x° jest dodatni, wiec ramiona pa-
raboli sg skierowane do gory. Poniewaz x nie moze by¢
réwny 4, zbiorem rozwigzan jest przedzial lewostron-
nie domkniety {(-1; 4).

-x+;semaxepn4)

%;l D=R-{0

Doprowadzamy te nieréwnos¢ do takiej postaci, w ktorej po jednej stronie jest
wyrazenie wymierne, a po drugiej 0.
1=3x

1#3;[},(;3}»11 =0
X X

Teraz mozemy zapisa¢ nierownos¢ w postaci rownowaznej.
x(1-3x)20ixeD

Pierwiastkami tego tréjmianu sg liczby 0 i % o |
Wspdlczynnik przy x” jest ujemny, wiec ramiona pa- | | /\
raboli sa skierowane do dotu. Z wykresu odczytujemy | ﬁ

zbidr rozwiazan nieréwnosci.

33dhxe(&%>

=
E.|

1
X

Nie mozemy pomnozy¢ obydwu stron nieréwnosci wymiernej przez mianownik ulamka, ktory ()
w niej wystgpuje - zazwyczaj jest on wyrazeniem z niewiadoma, wigc jego znak zalezy od

wartosci tej niewiadomej. Jezeli jednak pomnoizymy obydwie strony nieréwnosci przez kwadrat
mianownika (dla kazdej liczby nalezacej do dziedziny nierdownosci jest on dodatni), to kierunek
nierownosci si¢ nie zmieni i otrzymamy rownowaing postac iloczynowa nieréwnoéci. Jest to

inny sposob rozwigzywania nierdwnosci wymiernych.

Przykiad @) « zad. 11.8

Rozwigzemy podang nierdwnosc.

Rozwigzanie

a)

3 2
< , D=R-{-5,1}
x+5 x—1
3 2 - . . : - o i
z = ] <0 ~—— wyrazenia wymierne przenosimy na jedng strong nierownosci
X+ - X -

Wykonujemy odejmowanie wyrazen wymiernych, nastepnie porzadkujemy wie-
lomian w liczniku, wielomian w mianowniku zostawiamy w postaci iloczynowe;j.
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Hx—-1)—2x+5) ‘ x-13
G- el e

Nieréwnos¢ wymierng zastepujemy nierow-
noscia wielomianowa ograniczona do wcze-
sniej wyznaczonej dziedziny.
(x—13)(x+5)(x—-1)<0ixeR-{-51} f '
Rysujemy przyblizony wykres wielomianu; [ ]
punkty nienalezace do dziedziny zaznacza-

my na osi x pustymi koéteczkami.

Odp.: x € (—o0; =5) U (1; 13)

b)

Odp.: x € (0; 3) U (3; 4)

x-2 x-9 18 |
+ <
% -3 = 3x-x° ' \ T 1 /
x—-2 x-9 18 TN T T O |
= f":::‘-. H D= m= 3 et
x +x—3 —x(x - 3) L R=itdy21 . \/,\/4 | x|
{x—ZJ{x—3}+x{x—9}+13{ﬂ S I, S ) I I
x(x—3) - L

2x% — 14x + 24 e :

~x—3) < 0, czyli Z(x —?x+12)x(x—3]£01xED

x(x—4)(x - 3]|2 < 0, zatem x € (0; 3) U (3; 4)

x* = 14x +24
x(x—3)

i mianownika, tylko rozlozyli tréjmian w liczniku i skrocili, to rysunek bylby tro-

che inny, ale odpowiedz oczywiscie taka sama:

20D -3 <0, cayli 22D <0 i x eR-{0, 3} \ — /
x(x - 3) X
ERNEEYS

Gdybysmy nie zastapili od razu utamka £ iloczynem jego licznika

B
X

2x(x—-4)<0i xe R-{0, 3} 1

Przyktad @) « zad. 11.17

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie (2m — 1)x” = (5m - 2)x + 2m = 0 ma
dwa pierwiastki o réznych znakach?

Rozwiazanie

Przypomnijmy - rownanie ax’ +bx + ¢ = 0 ma dwa pierwiastki o réznych znakach
wtedy i tylko wtedy, gdy spelniony jest uklad trzech warunkow:



11. Nierownosci wymierne

a#0 Wzory Viéte’a (@)
% >0 Jezeli wspolczynniki réwnania

-0 ax’ +bx +c¢ = 0 spelniaja warunki

a

v : ; : : ﬂ#ﬂibl—-ﬂiac}ﬂ,m:
Wspoélczynnikami rozwazanego réwnania sa:

a=2m-1, b=-(5m-2), c=2m
Zatem: gdzie x;, x, oznaczaja pierwiastki
s a#0, czyli 2m—1+0, stad m # % B0 TOWDAA.

b . c
I]+x1=—— le'x2=‘—
= a a

° A>0, czyli b° - 4ac > 0:
{Srn—2)3—4-{2m— 1)-2m >0, czyli (3m—2}2 > 0, stad mqﬁ%

2 0, stad m € (0; l)
2m -1 2

c P
i 0, czyli
Wszystkie warunki sg spelnione dla m € (0; é)

Odp.: Réwnanie ma dwa pierwiastki réznych znakow dla m € (U; %)

W kazdym z zadan 11.1-11.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i za-
pisz w zeszycie.

11.1. Wskaz zbiér rozwigzan nieréwnosci 254

X

A. (—o0; 3) B. (—o0; 0) U (3; o) C. (0; 3) D.R
11.2. Wiadomo, ze x>0, y >0 i % < 1. Wynika stad, ze
A. x< y. C.x=y.
B. x> y. D. jest za malo danych, aby poréwnac x i y.
11.3. Wiadomo, ze a > b > 0. Wynika stad, ze

a+b a a+b a
A. > >1+E. C. , {]+E‘
B. 2 ; s 1+ g. D. jest za malo danych, zeby porownac 22 oraz 1+ E.

11.4. Ocen prawdziwosc¢ podanych zdan.

. | 1
Wiadomo, ze — = > Zatem
X

A.x<7. B. x € (0; 7). C.x<7.

11.5. Rozwiaz nierownosc.

a}l{S b)ﬁa—l C)L}—E d)
X x

-

183 S



N 184 Daziat 2. Wielomiany i wyrazenia wymieme

11.6. Rozwiaz nieréwnosc.

2 1 3 -2
a) < —= b) 2-3 )
3-x 2 x-5 2x+3 d4x -2

11.7. Rozwiaz nieréwnosc.

+ 2 Ix—1
. ETE g g B) =52 ¢) <
2x-3 x+4 2x+5 5x+3

11.8. Rozwiaz nieréwnosc.

Ix -1 2x -1 3x+1‘:x+2 3x—l{x+? x+2 3x+8

a) < b)

< < <
x-3 x—2 4x-2  2x-1 x—1 x+1 x+5 5(x+2)

x+2 I—x
a)
| | | x+3 x—1

11.9. Rozwiaz nierownosc.
<1+ <
x+38 x+3 X—3 Xx—=2  x-95
b) - < — d) ”
x-4 x-3 20 Ix+3 x+5

11.10. Rozwiaz nieréwnos¢.

3x+1  2x+1 30 L
2 x+1 2x+ >2+x§x
%=1 x+1 x-—1

2x -1 x-2 <x+2 x+3

x+2 x2-2x-8 4-x x+2

b)

x2+2x+1 {x3+2x+3

x? - 2x C X2
3x? —24x -3 4x — 10
+1>
x2—4x+3 =1
2 1 2x+ 1
<
Z+rx+1l x+2 X +3x2+3x+2

3x — 4 1 10x — 1
f) a -3> + a

x}—4x? + 6x—4 x-2 x*-2x+2

11.11. Rozwigz podwdjna nieréwnosé -1 < §+ :  § - 3

11.12. Rozwiaz nieréwnos¢.

) |3|;1 By |22
X x+1

2

X

<1

52 9 |ﬁ <5 d)

x—2

o s " =1
11.13. Rozwigz nierownoscé 1 2' > 2.
X+

|x + 1] , o,
> 2 nie ma rozwigzan.
[x] +1

() 11.14. Wykaz, ze nier6wnos¢




11. Nierownosci wymierne

11.15. Rozwigz nieréwnos¢ 3 > |x-3|-1.
lx -3 +1
11.16. Wyznacz najmniejsza liczbe catkowita spelniajaca nierownosc¢ i i ;1 > 3.
X+

11.17. Dlajakich wartosci parametru m réwnanie (2m+1)x”—(m+3)x+2m+1 =0
ma dwa rozne pierwiastki dodatnie?

11.18. Dla jakich wartosci parametru m rownanie dmx” - 4(1-2m)x+9Im-8=10
ma dwa rozne pierwiastki ujemne?

11.19. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie (1 —m)x* +2x+m+1=0 ma
dwa rézne pierwiastki nalezace do przedziatu (-2; 2)?

5
e e o ; ;X —dmx+ 1

# 11.20. Dla jakich wartoséci parametru m rownanie —————— = 0 ma dwa roz-
x p—

wigzania?

x2+{m+2)x—2m
X+ 3

* 11.21. Dlajakich wartosci parametru m réwnanie = 0 majedno

rozwiazanie?

* 11.22. Dlajakich warto$ci parametru k rownanie = 0 nie ma rozwigzan?

IE—JC‘—

1. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
1

i b= I‘Fl. Zatem

=l
X }‘
A.a<h. B. a>b. C.a=b.

Wiadomo, ze x >0, y >0, a =
X+y

x+2 2x—4
> 2 - :
x—-3 x+1

2. Rozwiaz nierownosc

x+3+x+l4+ 2 <0

T
x+1 X x* + x

3. Rozwigz nieréwnosc

4. Dla jakich wartosci parametru m rownanie mx — 2m — 3 = 0 ma rozwiazanie
wieksze od 17

5. Dla jakich wartoci parametru m réwnanie mx” —2(m—1)x+m—3 = 0 ma dwa
rozne pierwiastki, ktorych suma jest wigksza od 37
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12. Warto powtorzyc
— proporcjonalnos¢ odwrotna

 betnici |

Zaleznos¢ miedzy dwiema dodatnimi zmiennymi x i y taka, w ktérej iloczyn a
tych wielkosci jest staly, nazywamy proporcjonalnoscia odwrotna.

xy=a, x>0, y>0
Moéwimy wowczas, ze x i y sa wielko$ciami odwrotnie proporcjonalnymi.

-

Wykres kazdej funkcji o wzorze f(x) = %, (a # 0, x # 0) nazywamy hiperbola.
W dalszych rozwazaniach zapisow ,hiperbola o réwnaniu y = 2" oraz »wykres

X

o a” 13 Lix i
funkcji f(x) = — na ogdl nie rozrézniamy.
X

Whasnoéci funkgji f(x) = =, oile a > 0:
X

* D=R-{0},

* ZW =R-{0},

* funkcja nie przyjmuje wartosci najmniejszej,
funkcja nie przyjmuje wartosci najwiekszej,

» funkcja nie ma miejsc zerowych,

* f(x)>0dla x>0,

f(x) <0 dla x <0,

* wkazdym z przedzialow (—co; 0) i (0; o0)
funkcja jest malejaca, ale funkcja nie jest
monotoniczna,

* réwnanie f(x)=m:
dla m = 0 nie ma rozwiazan,
dla m € R - {0} ma jedno rozwiazanie.

: » a % _rs £ ; .
Zauwazmy, ze |y| = H Jezeli wartosc¢ bezwzgledna x jest coraz wigksza, to war-
X

to§¢ bezwzgledna y maleje do zera - na wykresie funkcji punkty hiperboli sg coraz
blizsze osi x. Méwimy, ze 0§ x jest asymptota poziomg wykresu. Z kolei gdy wartosc
bezwzgledna x zbliza si¢ do zera, to wartosc bezwzgledna y nieograniczenie rosnie -
na wykresie punkty hiperboli sa coraz blizsze osi y. Mowimy, ze os y jest asymptota
pionowa wykresu.
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Dla dowolnego punktu P = (x, y) lezacego na

hiperboli o rownaniu y = g prostokat o wierz-
=

chotkach (0, 0), (x, 0), P, (0, ¥) ma pole

rowne |al.

Jest to prosta konsekwencja réwnosci:

x| - |yl = lal
poniewaz boki rozwazanego prostokata maja
dtugosci rowne |x| oraz |y|.

12.1. Naszkicuj wykres i podaj wlasnosci funkgji.

4 =1 -5
A YE S y=z @ ==
-4 6 1
b)}*’—? d))’—; ﬂ}’—‘ﬂ

12.2. Dla jakich wartosci parametru a wykres funkeji f(x) = % przechodzi przez
dany punkt?

9 A=@-)  wa=@a) 9a=(21) 9a-(3-Y)

12.3. Zacieniuj zbior wszystkich punktow plaszczyzny, przez ktore przechodza wy-
kresy funkcji f(x) = %, gdy

a) a € (2; 4). d) a € (—6; =2) U (2; 6).
b) a € (1; 4). e) ae (-4 -1)U(1; 4).
) ae(l;8) U{-1, -8} f) a€{-4,-3-1,1,3,5)

12.4. Wymien wszystkie punkty o obydwu wspotrzednych catkowitych, przez ktére

przechodzi wykres funkcji y = f(x).

) f@=2  Bf@=-2 9f@=-2 @fw=2

X

12.5. Rozwiaz graficznie nieréwnosc,

a}——Ef{—Z b]lEx c}§<6*x d) —— > -x
X X X &2



13. Funkcja wymierna

Umiejetnosci:
* wyznaczanie dziedziny funkcji wymiernej
* rozwigzywanie uktadow rownan prowadzacych do réwnan kwadratowych

Umiemy juz wykonywac dzialania na wyrazeniach wymiernych. Wprowadzimy teraz
pojecie funkcji wymiernej jednej zmienne;.

Wi(x)

Funkcja wymierng zmiennej x nazywamy funkcje postaci f(x) = )

w ktorej W i P sa wielomianami zmiennej x.

Dziedzing funkgji f jest zbior tych liczb rzeczywistych, dla ktérych P(x) # 0.

s

Zgodnie z definicja kazdy wielomian jest funkcja wymierna. Podobna sytuacje mamy
w zbiorze liczb - kazda liczba catkowita jest liczbag wymierna.

Przyktad €D
a) Funkgja f(x) = 2;‘_” ]5
Wi(x) =2x+5 i P(x) = x— 1. Jej dziedzing jest zbiér D = R - {1}.

jest funkcja wymierng - ilorazem wielomianéw

b) Funkcja f(x) =

T3 jest funkcja wymierng - ilorazem wielomianéw
x? +

W(x) =3 i P(x)=x"+ 1. Dziedzina tej funkdji jest zbior R.

3 2
+x" —2x+

¢) Funkcja f(x) = a 2 jest funkcja wymierna. W mianowniku mamy

wielomian staly, zatem f jest wielomianem i dziedzing tej funkcji jest zbior R.

Przykiad zad. 13.5
4 e Przypomnijmy: dziedzing  ({ )

Wyznaczymy dziedzing i naszkicujemy wykres funkeji wyznaczamy przed
2 wykonaniem przeksztalcen
we wzorze funkcji.

x7—=1

funkcji wymiernej f(x) =

x-1"
Rozwigzanie
Dziedzing funkcji jest zbior R—{1}. Jezeli rozlozymy wielomian w liczniku do postaci

(x - 1)(x + 1), to wzbr funkeji f(x) = & ';}_(H 1)

Ostatecznie otrzymujemy wzor f(x) =x+ 1 dla x # 1.

mozna uproscic.



13. Funkcja wymierna

2
Zauwazmy, ze funkcje f(x) = J;__

1 i g(x) =x+1 maja
rézne dziedziny, nie sg zatem funkcjami réwnymi. Natomiast
dla wszystkich argumentow x # 1 obydwie funkcje przyjmuja
identyczne wartosci. Wykresem funkcji y = g(x) jest prosta,
a wykresem funkcji y = f(x) jest prosta bez jednego punktu.

Przyktad e zad. 13.6

Wyznaczymy dziedzine D podanej funkcji.

Rozwiazanie

a) f(x) =
x*=3x+2=0dla x=1 lub x =2, wigc dziedzing jest zbior R - {1, 2}.

Odp.: D =R - {1, 2}

x -2
b) f(X} - x*-6x2+12x -8

X -6x"+12x-8=0

(x*-8) - (6x* - 12x) =0
{x—2}(x2+2x+4) —6x(x-2)=0
(x-2)(x* - 4x+4) =0

(x-2)"=0

Miejscem zerowym mianownika jest liczba 2.

Odp.: D = R - {2}

4
xX"+x-2
x2-3x+2

J

Rysowanie wykreséw funkcji wymiernych wymaga opanowania bardziej zaawanso-
wanej matematyki. Do tego zagadnienia wrocimy w nastepnych klasach. Teraz omo-
wimy metode rysowania wykresu funkcji wymiernej jednego rodzaju.

W poprzednim roku zajmowalismy si¢ funkcja zmiennej x postaci y = E o wspol-

czynniku a # 0. Dziedzing takiej funkcji jest zbior R — {0}, a jej wykresem - hi-
perbola. Po przesunieciu tej hiperboli o wektor [ p, q], otrzymujemy wykres funkgji

)}:

+ q. Wzor tej funkcji mozna przeksztalcic tak, aby byl ilorazem dwoch

=P
funkcji liniowych. Wystarczy doda¢ obydwa sktadniki, np.:
2 _2+45(x—-4) 5x-18 -3 3 -15+3(x+1) 3x-12

+5 = =
x—4 x—4 e x+1 5 5(x+ 1) 5x+5
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Funkcje wymierna bedacy ilorazem dwoch funkcji liniowych, ale niebedaca funkcja
liniowa, nazywamy funkcjg homograficzna. Sprawdzimy, jakie warunki musza spel-

nia¢ a, b, ¢, d, aby funkcja f(x) = ::::_:j byta istotnie nowym rodzajem funkcji.

ax +b
d
funkcja liniowa. Trzeba wykluczy¢ réwniez sytuacje, w ktérej po skroceniu utamka

zmienna x w ogole zniknie, np.:
Sx+15  5(x+3 ¥
a o )=—dlaxa&—3
2x+6  2(x+3) 2

Musimy przyjac, ze ¢ # 0, bo w przeciwnym wypadku funkcja y = bylaby

Zatem wspolczynniki nie moga by¢ proporcjonalne, czyli g # —3— Jezeli warunek

ten zapiszemy w postaci ad — bc # 0, to bedziemy mieli rowniez gwarancje, ze
wspolczynniki b i d nie bedg réwnoczesnie zerami,

Funkcja homograficzng nazywamy funkcje wymierna okreslong wzorem

ax
f{ x} - cx

:j, jezeli ¢ # 0 oraz ad — bec # 0.

Zajmiemy sig¢ teraz takim przeksztalceniem wzoru funkcji homograficznej, aby jej
wykres mozna bylo latwo narysowac.

Przyktad @) < zad. 13.10

Przeksztalcimy podana funkcje homograficzng do postaci y = > + 4.
x =
Rozwiazanie
2x+3 . : i . .
a) y= y X#0 «— przedstawiamy wzor funkcji jako sumeg dwoch ulamkow,
% z ktorych jeden mozna skracic
2x+3 2x 3 3
= —+—=24- v—a=3 p=0.d=2
X X X X
Odp..y==+2
X
) y == X#3
X X=3+3 . X=3 3 3
= = + =1+ —a=3 p=3q=1
=3 x—3 ¥=3 x=3 x—3



13. Funkcja wymierna

C = , X #-2
]}«' xX+2 #

3x+2 _ 3(x+2)—6+2_3+ -4
X+ 2 X+ 2 x+2

—a=—4, p:—z, .*;:_3

4x +3
d}y:;tﬁ’ 243

1 1
ax+3  dx+3 33 Sla(x-2)+8+3]

3x-6 3(x-2)  x-2 x—2
4 o1
= ..2 4 — A
=3{x ) 3 — 3 _I_i —a=—, p=2 ‘i=i
x_ = 3 L] » 3

b2
=
b

-

4
de,:yzx_2+§

Takie same przeksztalcenia jak w oméwionych przykladach mozna przeprowadzic
na ogolnych danych. Zatem kazda funkcj¢ homograficzna mozna zapisa¢ w postaci:

Wykresem funkcji homograficznej jest hiperbola.

Przyktad @) « zad. 13.13

Sporzadzimy wykres i opiszemy wlasnosci funkcji f(x) = _T:EH'
Rozwiazanie
Dziedzing funkcji f jest zbior R — {-2}.
Przeksztalcamy najpierw wzoér funkcji:

—4x—14 -4x-8+8-14 —-4(x+2)-6

x+2 X+ 2 X+2
-6
f(x}—m~4 —a=-6 p=-2, g=-4

Aby otrzymac wykres funkcji f, nalezy zatem hiperbole o réwnaniu y = -?6 prze-

sunac o wektor [-2, —4].
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Wtasnoéci funkcji:

dziedzing funkgji f jest zbior R — {-2},
zbiorem wartosci funkcji f jest R — {-4},

asymptotami wykresu sa proste orownaniach

x=-21y=-4

. , 7
* miejscem zerowym jest x = -,

° f(x)>0dla x ¢ (—%; —2),

F(x) <0 dla x (—oo; “%) U (=2; o0),

» funkcja nie jest monotoniczna, natomiast:
— w przedziale (—oo; —2) jest rosnaca,
- w przedziale (-2; oo) jest rosnaca.

J

Rozwiazywanie uktadow roéwnan wymiernych z dwiema niewiadomymi jest najcze-
sciej zadaniem trudnym i czesto niewykonalnym metodami rachunkowymi. Obec-
nie nie ma potrzeby ¢wiczenia takich umiejetnosci - te prace wykonuja za nas kom-
putery. Odpowiednio zaprogramowane, znajdujg rozwiazania z niemal dowolng do-
ktadnoscig. Dlatego poznamy metode rozwigzywania uktadéw réwnan tylko w naj-
prostszych sytuacjach, kiedy cale zadanie mozna sprowadzi¢ do rozwigzywania row-
nan kwadratowych.

Dla przykladu pokazujemy, jak sobie radzi¢ z ukladem réwnan wymiernych, jeze-
li dysponujemy np. kalkulatorem graficznym lub prostym programem komputero-
wym, za pomoca ktorego mozna narysowac wykresy funkgcji.

Przyktad @) « zad. 13.17
Odczytamy z wykresu rozwigzania danego ukladu

I }_‘

rownan.
_ x*=2x+3
Y= P i2x-3
x=2y-2=0

Rozwigzanie
Na rysunku czerwona krzywa jest wykresem funk-

+3 i ; :
3 aniebieska - prostaoréwnaniu



13. Funkcja wymierna

Wykresy przecinaja sie w trzech punktach: (3, %), (0, —1) oraz (—1, —%)

Podstawiamy do ukladu réwnan pary liczb:

B
y=3 p==1 y=73

i sprawdzamy, ze istotnie kazda z nich spelnia obydwa réwnania. y

Podczas rozwigzywania ukladu rownan wymiernych, z ktorych jedno jest rownaniem
liniowym, mozemy uzy¢ metody podstawiania. Przesledzmy to na przykladzie.

Przykiad @ < zad. 13.18

Rozwiagzemy uklad rownan

Rozwiazanie
Zakladamy, ze x # 1.

2
y= - «— do pierwszego rownania podstawiamy y z drugiego réwnania
x —_
i 11
=-=-X—--
2 2
1 1 2 : : : , ,
Ex = E - : «~— mnozymy obie strony pierwszego rdwnania przez 2(x — 1)
| U |
Y 2 2
X' -2x-3=0 xp=-1 x,=3
i 1 | Ix 1
= —-X - - = =X - -
Y 2 2 Y 2 2
x=-1 x=3
Odp { 1 lub { i
!

Aby odpowiedziec na pytanie, ile rozwigzan ma uklad rownan, czasem wystarczy zro-
bic rysunek.

Przyktad 0

Wykres obok przedstawia hiperbole o réwnaniu

Y= xX+3
orownaniu y = 2x + 4. Zatem uklad rownan

+ 1 oraz nieprzecinajaca ja prosta

x+3 nie ma rozwiazan.
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Przyktad €) - zad. 13.23

Rozwigzemy graficznie rownanie

—3\21.

x+1
Rozwiazanie

Aby rozwiazac graficznie podane rownanie, musimy znalez¢ w ukladzie wspolrzed-
nych punkty, ktérych pierwsza wspotrzedna spetnia to réwnanie. Pokazemy dwa spo-
soby szukania takich punktow.

Szkicujemy wykres funkcji f(x) = — 3. Asymptotami wykresu tej funkcji

X%+
homograficznej sa proste: x = -1 i y = -3, ajej dziedzing zbiér R — {-1}.

[ sposob byl
Rysujemy wykresy:
y=|f(x)| iprosta y =1, R | |
a nastepnie odczytujemy wspotrzedne ich punktow | e
Y 5= [ =1\
przecigcia. : — .
' ol %]
I1 sposéb %2
| 24
| f(x)| =1 wtedy i tylko wtedy, gdy f(x) =1 lub 1
f(x) = -1, wiec w ukladzie wspdlrzednych o II
z narysowanym wykresem funkcji y = f(x) —
prowadzimy dwie proste: y =1 oraz y = -1 y= 1 71
i odczytujemy wspolrzedne punktow przecigcia il i ST
tych prostych z wykresem funkcji. !

W kazdym z opisanych sposobéw otrzymujemy dwa punkty o pierwszych wspol-
rzednych: x = —% oraz x = 0. Koniecznym krokiem rozwiazania graficznego jest

sprawdzenie, czy te wspolrzedne spelniaja podane réwnanie,

Jezeli x = -1, to |——-3| = [4-3|=1,
2 =<4

2

2
jetald =B 6o |——3|= 2-3=1.
) 0+1 l |

Odp.: x = -% lub x =0



13. Funkcja wymierna

W kazdym z zadan 13.1-13.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i za-
pisz w zeszycie.

13.1. Dziedzina funkgji f okreslonej wzorem f(x) = f—;?— moze by¢ zbioér
X X

A. R - {0} B. R- {0, 5} C. R-{-5, 0} D.R

13.2. Wskaz funkcje wymierna.

L _3x+1\2 X x4
A.f{x)-; B. f(x)= ey C. f(x)—x+1 D. f(x) = Tl
13.3. Wskaz funkcje, ktora nie jest funkcja wymierna.

4. - 3 1 3 4*
A f(x) = % B.f()=V7 Cf@=——  D.flx)=22
13.4. Dana jest funkcja f(x) = .:‘:]1' Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Dziedzina funkcji f jest zbior R.
B. Miejscem zerowym funkgji f jest x = —1.
C. f(x) <0 wtedy i tylko wtedy, gdy x < —1.

3

13.5. Wyznacz dziedzine i naszkicuj wykres funkcji f(x) = ‘; ::i
13.6. Wyznacz dziedzine funkcji.

) S0 = o ) M e
b) f(x) = % Q) flx)= "

) S Bl =

13.7. Podaj przyklad funkcji wymiernej, ktorej dziedzina jest podany zbior.
a) R—-{-2} b) R-{v2, V3} ¢) R—{-2, 1} d) R—{=5, 5,2, 8

13.8. Wyznacz miejsca zerowe funkcji.

: o ox+1 : = x—4
) S0 =555 D SR = e
2 4
b) f(x)= x"—;x;—xx+2 d) f(x)= ;i:
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13.9. Wyznacz argumenty, dla ktérych warto$¢ funkcji y = f(x) jest rownat.

3x + 1 xz + 1
a) f(x)= T t=-3 c) f(x)—xz_zx Fe]
2x—-5 X -7x+6
I = ™ DI 1T
13.10. Przeksztal¢ podana funkcje homograficzna do postaci f(x) = xf z + 4.
3x -5 3 - 4x + 20
) f)==— b f@="— o fW="7 &)=
13.11. Narysuj wykres funkdji.
D) [ =2 b) f) = 0 f)= T d) fe) =
=1 x—2 X+5 x+3

13.12. Wyznacz réwnania asymptot wykresu funkcji.

&) Fli) 11x + 21 by £ —ix+—643

x+2

13.13. Narysuj wykres funkcji i opisz jej whasnosci: dziedzine, zbidr wartosci, miej-
sca zerowe, przedzialy, w ktorych funkcja ma staly znak, przedzialy monotonicznosci,
rownania asymptot.

_ Bx—4 . 2x
a) ﬂx)_ x-1 ®) f(x)_x—;i
13.14. Narysuj wykres funkcji.
3 2x + 2 x—-3 x+3
) f=g2g We=EE] osw= 0s@=57

13.15. Okresl dziedzine, wyznacz miejsca zerowe i narysuj wykres funkcji.

) fx) == ) fx) ==
b) ﬂx):xE_Ti-;x+5 d) f(x)zﬁfz-_f

+ 18.16. Narysuj wykres funkcji f(x) = i opisz jej wlasnosci: dziedzine, zbior

1+ |x]|
warto$ci, miejsca zerowe, przedzialy, w ktorych funkcja ma staly znak, przedzialy
monotonicznosci, rownania osi symetrii wykresu.



13. Funkcja wymierna

13.17. Odczytaj z wykresu rozwigzania ukladu roéwnan, a nastepnie sprawdz je

rachunkowo.

b y=2x+4
) {y=x{x+2}(x—1)

13.18. Rozwiaz uklad réwnan.

. 21
) 12 b 177 %
x-y=2 y=x+4
13.19. Rozwigz graficznie uklad rownan, a nastepnie sprawdz wynik rachunkowo.
L _5
)17 = b) {77 Il
y=x y=3x+2
13.20. Rozwigz graficznie nieréwnos¢.
9 - x° x—2
> <
2) x+3"2 b) x? -2x 2
13.21. Wyznacz zbiér wartosci funkji.
4x* - 6x x'=3x> —5x" +3x + 4
) flx)=—— b) f(x) = -
+ 13.22. Rozwiaz graficznie robwnanie.
a} x+3=lx+_?i X _5x+8=x2-—4
x-1 4 4 X—2
o QR WP, dy Z=2_ 5249

x+3 2 2 x+1
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+ 13.23. Rozwiaz graficznie rownanie.
5 3x-06

a)
X+3 XK=

|—3x +23
c)

| =5
X—3

-z|=3 b)

|=x-—2

13.24. Sporzadz wykresy funkcji f i g, a nastepnie odczytaj rozwigzanie podanej

nierownosci.
D) fx) = = g(x) = Sx+2 f(x) > g(x)
Jx=9 3x-9
b) fx)=——; glx) = —— fx) < g(x)
Q) f) =22 g(x) = 5(x - 5)° f) < g(x)
D@ =|Z2R =22 ) > g
13.25. Dlajakich wartosci parametru m dziedzing funkcji f(x) = i jest

mx? —mx + 1
zbior liczb rzeczywistych?

2x
x2+1

0 + 13.26. Wykaz, ze zbiorem wartoéci funkcji f(x) =

jest przedzial (-1; 1).

3 30 maiury
b AL TRl -l Yy

P
X +1 ; o :
i Ocen prawdziwosc podanych zdan.

1. Dana jest funkcja f(x) =

x2 -
A. Dziedzing funkcji f jest zbior R — {-1, 1}.

B. f(x) < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x € (-1; 1).
C. Funkgja f nie ma miejsc zerowych.

4
2. Rozwiaz graficznie uklad réwnan = , a nastepnie sprawdz wynik
y=2x+2

rachunkowo.

3
o e s - + 1
3. Wyznacz dziedzing D i miejsca zerowe funkcji f(x) = —,ﬁ
A==

4. Podaj przyklad funkcji wymiernej, ktérej dziedzing jest zbiér R - {—5, -24/2, ?}.

X310 o 5
() 5. Wykaz, ze wykresem funkcji f(x) = 2 aXF2  jestprosta,
7 dla x =2
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Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-33 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

1. Wskaz warto§¢ wielomianu 3x” —2x* + x -1 dla x = —1.

A =7 B. -3 C. 1 D. 0

2. Funkcja f(x) =(p+ 1)x+5 jest wielomianem stopnia 0, gdy
A.p=1. B. p=0. C.p=-1. D.p>0.

3. Wielomian (2x + 3)’ zapisano w postaci sumy tak, ze jeden z podanych jedno-
mianow jest jej sktadnikiem. Wskaz ten jednomian.

A. 2x° B. 18x7 C. 54x D. 9

4. Wskaz liczbe rowna (\f’_— \5)3

A. 1 B. 3V/3-242 C. 9V3+7V2 D.9V3-11V2
5. Jaka jest warto$¢ wielomianu .m:zy'1r —2xy — \f‘gxzy dla x =2 i y= —/3?
A. 0 B.2(12+V6)  C.6V3 D. -2

6. Wskaz zbi6r rozwiazan réownania x° — 3x + 2 = 0.

A. {-1, 1, 2} B. {-2, 1} Cof—1.1, -2} D. 0

7. lle pierwiastkéw ma wielomian x° + 2x° + x?

A.0 B. 1 C.2 D. 3

8. Ktorego z podanych wielomianow nie da sie rozlozy¢ na czynniki?

A x"+1 B. x' +1 C.x"+1 D.x* +1

9. Réwnanie x” —x" —x+10=0

A. nie ma rozwiazan. C. ma dokladnie dwa rozwiazania.
B. ma dokladnie jedno rozwigzanie. D. ma dokladnie trzy rozwigzania.

10. Rownanie Z.ar:(.:yc2 - 9) (xz + l) (x‘j' - 1) =0
A. nie ma rozwiazan. C. ma dokladnie pie¢ rozwiazan.
B. ma dokladnie cztery rozwiazania. D. ma dokladnie szesc¢ rozwiazan.
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11. Wskaz wyrazenie, ktore nie wystepuje w rozkladzie na czynniki wielomianu
Wi(x) = x° +4x° — 4x - 16.
A.x-2 B. x+2 C.x—-4 D.x+4

12. Wskaz reszte z dzielenia wielomianu x” + 5x° + 5x + 3 przez dwumian x + 2.
A.5 B. 3 .0 D. -1

13. Wskaz reszte z dzielenia wielomianu x” + x* — 1 przez dwumian x + 1.
A. -3 B. -1 C.1 D. 3

14. Dla jakiej wartosci m wielomian W(x) = x° — 2mx” + 3x — 6 jest podzielny
przez wielomian P(x) = x — 2¢
A. -2 B. 1 C.0 D.2

15. Wielomian W(x) = 2x" — 3x” + ax’ + bx + 1 jest podzielny przez wielomian
P(x) = x* -1, gdy
A.a=3, b=3. B.a=-3,b=3. C.a=0,b=3. D.a=1, b=-3.

16. Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu W(x) = (::c2 - 4) (xz - 1) (x - 2)3.
Jaka krotnos¢ ma ten pierwiastek?
A. trzy B. cztery C. pigc D. szesc

17. Wskaz zbi6r rozwigzan nierdwnosci x° > x.
K, (Y sa) C. 0
B. (=o0; =1) U (1; o0) D. (-1; 0) U (1; co)

18. Wskaz dziedzine funkcji y = /x*(x? - 3x).
A.R C. (—00; 0) U (3; o0)
B. (3; o0) U {0} D. (0; 3)

19. Wiadomo, ze a > b > ¢ > 0. Wynika stad, ze

Al C.Z=2
b ¢ b ¢
a_a _ _ . .a.4a
B. = B, D. jest za malo danych, zeby poréwnac 21
C C

20. Grzegorz zaplanowal porzadkowanie strychu przez a godzin. Przepracowal juz
b godzin, b < a. Jaka czes¢ zaplanowanego czasu pracy mu zostala?

A g B ¢ 4=t D22

a-b a b a
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21. Dla x #0 i y # 0 wyrazenie i % mozna zapisa¢ jako

y
2 2
A. 0. B <1, G2 D2
Xy Xy
22, Ktory z ulamkow jest rowny sumie i + f{;? Zakladamy, ze x #0 i m # 0.
A_i B. r+y C. rm+ Xxy D. rm+Xxy
X xXm xX+m X
23. Jezeli utamek zfl rozszerzymy tak, aby w jego mianowniku bylo wyrazenie
X
x* + 1, to w liczniku otrzymamy
A. 2% +2x° + 2. B. 2x* + x. C. 2% - 2x° + 2x. D. 2x” + 2x.
AR eI 5 x+2
24. Wskaz dziedzine wyrazenia =
A.R-{1, 5} B. R—{-2, 1} C.R-{-2 1,5} D.R-{-201,5}
25, Wskaz liczbe rozwigzan rownania xix+—3l} =)
A.0 B. 1 C. 2 D.3
2
26. Wskaz réwnanie majace ten sam zbi6r rozwiazan co réwnanie — l] = 0.
-
A (¥ -1)(x-1)=0 C.x-1=0
B, (-1)=0 D.x+1=0
27, Jaki jest zbior rozwigzan nieréwnosci % >-=17
A. (=3; o0) B. (—oo; —3) C. (—=o0; =3) U (0; c0) D.0
28. Ktory z wykresow funkcji przechodzi przez poczatek ukladu wspolrzednych?
1 1 2 4
ﬁ,}:_—;+2 r:."y_,ar:+l-|-l ':"V_sz]_2 D'y_;
29. Ktora liczba jest miejscem zerowym funkcji y = x—?j—‘l + 5¢
A. 34 B. -1,8 C. 27 D. 4,4

30. O jaki wektor nalezy przesunac wykres funkcji y = %, aby otrzymac wykres

funkcji y = x—%
X=5

A. [5, 1] C. [-5, 3]
B. [-5, 1] D. Nie istnieje taki wektor.

¢

201 .
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31. Wskaz zbiér wartosci funkcji f(x) = < +]l.
=
A.{xeR x>0} B.R-{-2} C.R-—{1} D. R - {2}
2
32. Wskaz dziedzing funkcji y = xx; f.
A. R - {-4} B. R C. R-{-4, 4} D. R - {0}
33. Jaki jest zbior wartosci funkcji y = = ; o2
A. (0; o0) B. (0; c0) C. (0; o0) - {1} D.R

W zadaniach 34-45 ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

34. Wyrazenie x” — y° to

A. szescian roznicy liczb x i y.

B. roznica szescianow liczb x i y.
C. trzecia potega roznicy liczb x i y.

35. Dane sa wielomiany W(x) = %xﬁ — X +11x+3 1 P(x) = —6x" + 5x% + x.

A. Stopien wielomianu W(x) + P(x) jest rowny 9.
B. Stopien wielomianu W(x) - P(x) jest réwny 9.
C. Wspolczynnik przy najwyzszej potedze wielomianu W(x) - P(x) jest rowny 3.

86. Dany jest wielomian W(x) = 2x" — x* - 3x".
A. Wielomian W(x) ma dokladnie jeden pierwiastek dodatni.
B. Jedynym pierwiastkiem wielomianu W(x) jest x = 0.

C. Suma pierwiastkow wielomianu W(x) jest rowna 5

37. Dane sa wielomiany W(x) = (a + ]}x3 =gty (a-b+2)x-1

i Q(x) =(4+b)x’ - 3x” +5x — 1.

A. Istnieje dokladnie jedna para warto$ci parametrow a i b, dla ktorych wielomiany
W iQ sarowne.

B. Istnieje nieskonczenie wiele par wartosci parametrow a i b, dla ktorych wielomia-
ny Wi Q sa rowne.

C. Wielomiany W i Q sa réwne dla dowolnych wartosci parametréw a i b.

38. Wielomian W(x) = x* —x— /3

A. ma co najmniej jeden pierwiastek niewymierny.

B. przyporzadkowuje kazdej liczbie niewymiernej liczbe niewymierna.

C. przyporzadkowuje kazdej liczbie wymiernej liczbe niewymierna.

39. Dana jest funkcja f(x) = (x2 —2x - 3) (x2 - 6x + 5).

A. f(-10)>0 B. f(4)<0 C. f(5) =20
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40. Dany jest wielomian W(x) = x° — 2mx” + 3x - 6.

A. Dla dowolnej catkowitej wartosci parametru m reszta z dzielenia wielomianu W
przez x — 2 jest liczba catkowita podzielng przez 4.

B. Wielomian W jest podzielny przez x — 2 dla m = 1.

C. Dla m < 1 reszta z dzielenia wielomianu W przez x — 2 jest liczba dodatnia.

41. Rownanie wielomianowe trzeciego stopnia moze miec
A. trzy pierwiastki. B. dwa pierwiastki. C. jeden pierwiastek.

42. Wiadomo, ze ab=a’ i a # 0. Zatem
A.a-b=2 B.a-b=0. C. a - b jest dowolna liczba rzeczywista.

43. Wykres funkcji f(x) = _]i + 3, okreslonej w zbiorze R — {2}, ma
=

A. co najwyzej jedna o$ symetrii.
B. co najmniej dwie osie symetrii.
C. srodek symetrii.

%
X—X

44. Dana jest funkcja f(x) =

|x]

A. Funkcja f nie przyjmuje ani wartosci najwigkszej, ani wartosci najmniejszej.
B. f(x) <0 wtedyi tylko wtedy, gdy x € (-1; 0) U (1; o0).

C. Poczatek ukladu wspolrzednych jest srodkiem symetrii wykresu funkcji f.

- : =2

45. Dana jest funkcja f(x) = g

A. Dziedzina funkgji f jest zbior R — {2}.

B. Dla wszystkich x € R — {2} wartosci funkcji f sa dodatnie.

C. Wartosc funkcji f jest rowna 4 dla dokladnie dwéch argumentow.

Zadania otwarte krotkiej odpowiedzi

46. Dane sg wielomiany: W(x) = 4x* = 162 + 24x% + 2x - 7, Q(x)=2x-3
i R(x) =x° - x. Wyznacz W(x) - (Q[x})2 - R(x).

47. Wyznacz liczbe m tak, aby reszta z dzielenia wielomianu

Wix) = 2x° — 6% + mx — 1 przez wielomian Q(x) = x — 2 byla réwna 5.

48. Rozléz wielomian na czynniki nierozkladalne.

a) Q(x) = 3mx" + 6x” d) Q(x) = 7x° - 21x°
b) Q(x) = 14x° + 21x° e) Qlx) = 2%t — 16x
¢) Qx) = 24x° - 36x" ) Qx)=x°-1

203 S
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49. Rozl6z wielomian na czynniki nierozkladalne.

a) W(x)=x"+2x"-9x - 18 d) W(x)=-x"-x"+2
b) W(x) = 2x" — 10x° — 4x* + 20x e) Wix) = x> =3x"-13x+15
c) W(x):x4—18x2+81 f) W(x):x5—3x2—3x+14

50. Liczby -3, 2 5 s3 pierwiastkami wielomianu W(x) = x” + a,x” + a,x + d,.
Wyznacz wspolczynniki tego wielomianu.

51. Podaj przyklad réwnania wielomianowego o wspélczynnikach catkowitych,

ktorego rozwigzaniami sa liczby -2, -%, >

5
52. Rozwiaz rownanie.
a) X —x*—16x+16=0 e) 2x° +3x° —10x—15=0
b) 4x’ —x* -4x+1=0 ) 5x" —13x" —=5x°+13x =0
c) 25 —x* —8x+4=0 g) X +5x° +9x—45=0
d) 4 +x* —4x-1=0 h) 2x* — 5x° — 8x% + 20x =0
53. Rozwiaz rownanie.
a) (x+v’?){x—2}"=u d) 4x* - 29x* +25=0
2
b) A -9x-9=0 e) 3(x2—4x)—(x2-—4x) +10=0
o e’ —12x% +14x-5=0 f) (x"- 5x* + 2)2- 14(x"- 5x% + 2) =32
54. Rozwiaz nierownosc.
a) x° > 16 d) 4x° —17x° +4x <0
b) {x+3){x—1)2}(} e) 2%° +9x" - 8x-3620
) ¥ -2x*-9<0 f) —4x’ —32x* —85x—75<0

55. Wyznacz takie wartosci parametrow a i b, aby podane roéwnanie bylo spelnione

przez wszystkie liczby nalezace do jego dziedziny.

1 =E+ b b) 3x - 10 a b

2 2 = +
x=+2x x x+2 x=—Fx+ 12 x—3 x—4

0 56. Wiadomo, ze a + — = 3. Wykaz, ze a® + l3 = 18.
a a

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

57. Dla jakich wartosci parametrow a i b wielomiany W(x) = (3x - 1)3' +ax
i P(x)=03x+1) (sz + bx — 1) sa rowne?

58. Znajdz wielomian, ktérego kwadrat rowna sie x* + 6x” + 11x” + 6x + 1.

59. Dla jakich wartosci parametrow a i b liczba 2 jest dwukrotnym pierwiastkiem

5 - A
wielomianu W(x) = x” — x* + ax + b?
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N . : L2
60. Jednym z pierwiastkéw réwnania (m — l}.r:c3 - Em.x:j -2m-=-1)x+m-1=0
z niewiadoma x jest liczba > Rozwiaz to rownanie.

61. Pierwiastkami wielomianu x° + ax* — bx — 6 s liczby —1 oraz 3. Wyznacz
wspolczynniki a i b. Czy ten wielomian ma inne pierwiastki?

* 62. Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej x warto§¢ wielomianu W(x) = x° — x
jest liczba podzielna przez 6.

63. W(x)jest wielomianem czwartego stopnia, W(0) = 9, W(l) = 121 W(-1) = 16.
Liczba 3 jest dwukrotnym pierwiastkiem tego wielomianu. Wyznacz W(x).

64. Rozwiaz nierownosc.

a) ‘x3-3x+l‘s§1 c) ]xl(xz-?)+6:>{)

b) ]x3~2x2+x—]|>l d) x° + 2x* > 4|x + 2|

65. Dla jakich argumentéw x wartosci funkcji f(x) = x” —4x” +4x—1 s3 mniejsze
od wartosci funkcji g(x) = —2x* + 5x — 37

66. Wyznacz dziedzing funkcji f(x) = V5x2 — 6x — %3 + (x + 5) Va3 - 1.

67. Wyznacz najmniejsza liczbe niewymierna (o ile istnieje) spelniajaca nierownosc
xt=3x" —5x* + 15x < 0.

68. Suma wszystkich wspétczynnikéw wielomianu W(x) = x* — ax” + bx + ¢ jest
rowna 0 oraz W(0) = 6 i W(2) = —4. Rozwiaz nierownos¢ W(x) < 0.

69. Wielomian W(x) = x” +ax’ —bx—6 jest podzielny przez dwumian x-2, a dla
x = 1 ma warto$¢ rowna —8. Dla jakich x wielomian ten ma warto$¢ nieujemnag?

70. Wykaz, ze jesli wielomian W (x) = x° + 3px +q ma pierwiastek dwukrotny, to
4 p3 % q2 = 0.

+ 71. Wykaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej n # 0 kazdy z wielomianow postaci

2n

Wi(x) = x= + x — 27 ma co najmniej dwa miejsca zerowe.

72. Rozwiaz rownanie.

3x | X x—4
a) = — c) — - ="]

x+1 2x x*—6x+9 2x-6

3 | 2=-2x 2 2 X
b -_— — d -+ —
)x+5 x=7 xt=2x-35 ]xz—lx x2+2x xt-4

205 S



N 206 Daziat 2. Wielomiany i wyrazenia wymieme

73. Jedna drukarka drukuje caly naklad ulotek w czasie o godzine dtuzszym niz dru-
ga. Wydrukowanie wszystkich ulotek na obydwu drukarkach pracujacych réwnocze-
$nie zajelo 1 godzine i 12 minut. Ile czasu drukowalaby wszystkie ulotki kazda z dru-
karek, pracujac oddzielnie?

74. Autobus miejski pokonuje odlegltos¢ 7 km ze srednia predkoscia 42 km/h. Po
drodze zatrzymuje si¢ na 13 przystankach - na kazdym $rednio 30 sekund. Jednocze-
$nie z autobusem na t¢ sama trase wyrusza rowerzysta poruszajacy si¢ z predkoscia
20 km/h. Ktory pojazd pierwszy pokona calg trase? Jaki dystans zostanie wtedy do
przejechania drugiemu pojazdowi?

75. Pociag zatrzymany na czerwonym swietle stal 20 minut. Nastepnie przejechal
100 km z predkoscia o 20 km/h wieksza od zaplanowanej, dzieki czemu zmniejszyl
opoznienie do 5 minut. Z jaka predkoscia przejechal te 100 km?

76. Rozwigz nierdwnosc.

2
-2 9 -2 c 49 2
1 s AP 3 e >
x 41 x—-4 x-5 x*—=9x4+20
2
Ix+7 2x" +x+1 2
b)z—al e) e
x“+6x+9 X+ 3x 3
3
LTl [ x+3 x+14 2
) ————>5 + + <0
) x—4 f) x+1 X 2 4+x

77. Dla jakich wartosci parametru m suma odwrotnosci dwéch réznych pierwiast-
kéw rownania (2m + 1).:fr:;l —(m+3)x+2m+1=0 jest wieksza od 1?

78. Dla jakich warto$ci parametru m rownanie mx' — (2m +6)x° +9—m" =0 ma
cztery rozne rozwiazania?

3
X —X

Ix + 1|

79. Narysuj wykres funkcji f(x) =

80. Zapisz w prostszej postaci podane wyrazenie.

4 2
a) \j(x2+9y2)2-81y“:\’x2+18y2 b) \](x1+i) +12(x1+11)+36

; 2
+ 81. Rozwiaz rownanie (x"’ + x4+ 2) —3x’—3x-10=0.

6

i . ¢ . e ? P ® e . .
G + 82. Wykaz, ze rownanie % =7 = 1 ma co najmniej jeden pierwiastek
X

niewymierny.
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1. Wstep do planimetrii

Umiejetnosci:

korzystanie z nierownosci trojkata

* korzystanie z twierdzenia Pitagorasa i twierdzenia odwrotnego do niego
korzystanie z wiasnosci symetralnej odcinka i dwusiecznej kata
wykonywanie podstawowych konstrukcji geometrycznych

Nierownosc trojkata
Z trzech odcinkéw o dlugosciach a, b, c mozna zbudowac trojkat wtedy i tylko wtedy,

gdy te dlugosci spelniaja nierownos¢ tréjkata, czyli suma dowolnych dwoch z nich
jest wieksza od trzeciej:
a+b>c

b+c>a b
a+c>b

Ten ukfad nieréwnosci mozna zapisac krocej.
7 kazdej nierownosci wyznaczamy jedna zmienna, np. c:

c<a+b
c>a-b «—— ostatnie dwie nierOwnosci oznaczaja, ze ¢ > |a — bl

c>-a+b

Czyli dany uklad nierownosci mozna zastgpic nierownoscia podwojna:

la-bl<c<a+b
Podsumujmy: z trzech odcinkow o dtugosciach a, b i c mozna zbudowac trojkat wtedy
i tylko wtedy, gdy |la-b] <c<a+b.
Zatem dla dowolnych réznych punktow A, B, C na plaszczyZnie prawdziwa jest
nierownosc:

|AB| + |BC| =z |AC|
przy czym punkt B nalezy do odcinka AC wtedy i tylko wtedy, gdy:

|AB] + |BC| = |AC]

A B C

Przypominamy: uzywamy w podreczniku zwrotéw ,bok a trojkata” zamiast ,bok trojkata  ((+)
o dlugosci a”, podobnie ,wysokos¢ rowna 37, a nie ,,dlugos¢ wysokosci réwna 37, , trojkaty maja
rowne przeciwprostokatne” zamiast , trojkaty majg przeciwprostokatne réwnej dlugosci” itp.
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Twierdzenie Pitagorasa i twierdzenie odwrotne do niego

Twierdzenie

Twierdzenie Pitagorasa

W trojkacie prostokatnym suma kwadratow dlugosci przyprostokatnych jest
rowna kwadratowi dlugosci przeciwprostokatne;.

c i ﬂ2+b2=f2

przyprostokatna

przyprostokatna a

W trojkacie prostokatnym o przyprostokatnych a, b i przeciwprostokatnej ¢
(zob. rysunek powyzej):

e c=Vat+b, a=\N-P, b=\Nc*-a’

* najdluzszym bokiem jest przeciwprostokatna: ¢ >a i ¢ > b.
|

Dzieki twierdzeniu Pitagorasa znamy zalezno$¢ miedzy dlugo$ciami bokéw trojkata
prostokatnego. Okazuje sie, ze jesli w pewnym trojkacie zachodzi ta zaleznoéc, tzn.

gdy dtugoéci bokéw a, b, ¢ spelniaja warunek a” + b* = ¢%, to jest to tréjkat prosto-
katny o przeciwprostokatnej dtugosci c.

Tviortzate |

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Jezeli w trojkacie kwadrat diugosci najdiuzszego boku jest rowny sumie kwa-
dratow dlugosci dwoch pozostalych bokow, to ten trojkat jest prostokatny.

Dowdd tego twierdzenia poznacie

odczas dalszej nauki matematyki.
P ] y az i bz _ Cz .
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Przykiad €) < zad. 1.4

Sprawdzimy, czy z odcinkow o podanych dlugosciach mozna zbudowac tréojkat pro-
stokatny.
a) 10,24, 26 b) 7, V53,2 c) 6,8,9 d) 3,4,7

Rozwiazanie

a) 26° = 676, 10° + 24% = 100 + 576 = 676 = 26
b) 72 +2* =49+ 4 =53 = (V53)’

) 6°+8° =36+64=100+9 =8l

d) 3 +4 =7, zatem z tych odcinkéw nie mozna zbudowac tréjkata.

Odp.: a), b) - tak, c¢), d) - nie

Symetralna odcinka i jej wiasnosci

Symetralna odcinka to prosta prostopadla do tego odcinka i przechodzaca
przez jego $rodek.

Odcinek ma dwie osie symetrii. Jedna z nich jest jego symetralna, a druga - prosta,
w ktorej ten odcinek sie zawiera.

Twierdzenie

Jezeli punkt P lezy na symetralnej odcinka AB, to jego odlegloéci od punktow
A i B s3 jednakowe:

|AP| = |PB|
I odwrotnie:

Jezeli odleglosci punktu P od punktow A i B sa jednakowe, to punkt P lezy na
symetralnej odcinka AB.

Jezeli odlegloéci punktu R od koficéw odcinka AB sg rézne, to punkt R nie lezy
na symetralnej odcinka AB.
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Punkt P lezy na symetralnej Punkt R nie lezy na symetralnej
odcinka AB. odcinka AB.
p R

Al <1 'B Al — - 'B

-4

|AS| = |SB|, |AP| = |PB| |AS| = |SBI, |AR| # |RB|

Dwusieczna kata i jej wiasnosci

Dwusieczna kata to pélprosta o poczatku w wierzchotku kata, dzielaca ten kat
na dwa katy przystajace.

* Katy, ktére maja réwne miary, ((+))
nazywamy katami rownymi.

* Réwne katy, podobnie jak
rowne odcinki, zaznaczamy
w ten sam sposéb.

Kazdy kat ma jedng o§ symetrii. Dwusieczna kata zawiera si¢ w jego osi symetrii.

“Twirdzenis |

Jezeli punkt P lezy na dwusiecznej kata o mierze mniejszej od 180° to jest jed-
nakowo oddalony od ramion tego kata.

I odwrotnie:

Jezeli punkt P polozony wewnatrz kata o mierze mniejszej od 180° jest jedna-
kowo oddalony od jego ramion, to P lezy na dwusiecznej tego kata.

Jezeli punkt R jest polozony wewnatrz kata o mierze mniejszej od 180° i jego
odleglosci od ramion kata sa rozne, to R nie lezy na dwusiecznej tego kata.
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Punkt P lezy na dwusiecznej Punkt R nie lezy na dwusiecznej
P, 8
R
2 R?_
|PP,| = |PP,| [RR, | # [RR,|

Konstrukcje geometryczne

Zadanie konstrukcyjne polega na zbudowaniu figury o zadanych wlasnosciach.

Do wykonania konstrukcji metoda klasyczng uzywamy tylko dwoch przyrzadow:

* linijki bez podzialki, ktéra stuzy do wykreélania linii prostej (korzystamy z wia-
snoéci: przez dwa punkty plaszczyzny przechodzi dokladnie jedna prosta),

» cyrkla - do odmierzania (odkladania) odcinkéw rownych danemu odcinkowi (ko-
rzystamy z wlasnosci: punkty plaszczyzny polozone w danej odleglosci r od danego
punktu S leza na okregu o srodku w punkcie S i promieniu r).

W szkole podstawowej poznaliscie jedng konstrukcje: trojkata o trzech danych bo-
kach. Teraz przedstawimy dwie kolejne: symetralnej danego odcinka oraz dwusiecz-
nej danego kata. Ich znajomosc pozwala na rozwigzywanie roznorodnych zadan.

Przyktad @) < zad. 1.21
Skonstruujemy symetralna danego odcinka AB.

Analiza

Symetralna jest prosta. Zatem do jej wykre-
slenia potrzebne sa dwa rézne punkty. Wie-

my, ze do symetralnej odcinka naleza wyltacz-
nie punkty rowno oddalone od koncow tego
odcinka. Najprostsza konstrukcje pokazuje-
my na rysunku.

Opis konstrukcji

Wykonywana czynnosc Otrzymana figura
Z punktow A i B zataczamy okregi punkty przecigcia okregéw — oznaczone
o promieniu r > 0,5 |AB|. na rysunku literami M i N

Prowadzimy prosta MN. prosta MN - szukana symetralna
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Dowod poprawnosci konstrukciji

|AM| = |BM| «—— rowne promienie zataczanych okregow
Zatem M nalezy do symetralnej odcinka AB.

|AN| = |BN| «— roéwne promienie zataczanych okregow
Zatem N nalezy do symetralnej odcinka AB.
Koniec dowodu

Zauwazmy, ze rozwartos¢ cyrkla (czyli ) musi spelniac

warunek r > 0,5+ |AB|, aby wykreslane okregi si¢ przeciely.
Przy kresleniu symetralnej nie bedziemy w przyszlosci rysowac )@’f
pelnych okregéw — do wyznaczenia potrzebnych punktéw wy-

starczy poprowadzenie odpowiednich lukow, Zatem konstruk- 4 B
cja bedzie wygladac jak na rysunku obok. XN
Twierdzenie o symetralnej gwarantuje istnienie dokladnie jed-
nego rozwigzania zadania.

Konstrukcja symetralnej odcinka umozliwia rozwigzanie kolejnych zadan konstruk-
cyjnych, takich jak np.:

* podzial odcinka na polowy,

* konstrukcja prostej prostopadlej do danej prostej w punkcie nalezacym do niej,

* konstrukcja prostej prostopadlej do danej prostej z punktu do niej nienalezacego.
W takich sytuacjach nie rozpisujemy konstrukcji symetralnej na poszczegdlne etapy,
tylko piszemy krétko: prowadzimy symetralna odcinka.

Przyktad ) < zad. 1.24

Skonstruujemy dwusieczna danego kata & 0 mierze mniejszej od 180°.
Analiza

Szukana dwusieczna jest polprosta o poczatku
w wierzchotku kata. Zatem do jej wykreslenia M
potrzebny jest jeszcze jeden punkt.

Najprostszg konstrukcje pokazujemy na rysunku.

P P
Opis konstrukgji IN

Wykonywana czynnoscé Otrzymana figura

Z wierzcholka P kata a odmierzamy na obu | punkty M i N
jego ramionach réwne odcinki.

Zataczamy tuki okregow o(M, r) i o(N, r) | punkt T
tak, by przeciely sie wewnatrz kata a.

' Prowadzimy potprostg PT. polprosta PT - szukana dwusieczna kata «
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Dowod poprawnosci konstrukciji
* Okrag o §rodku A i promie- ((+))

|PM| = |PN]| «— odlozone rowne odcinki niu r oznaczamy o(A, r).
® Zamiast pisa¢ ,kat ABC
0 mierze @ uzywamy tez

. formy ,kat ABC rowny o
APMT = APNT  «— cecha bbb przystawania tréj- lub :‘: A B‘i' o 4

katow (PT - wspdlny bok)

|MT)| = |[NT]| «— rowne promienie zataczanych
okregow

Zatem < MPT =<4NPT, czyli punkt T nalezy do dwusiecznej kata «.

Koniec dowodu

Obok przedstawiamy rysunek konstrukcji w wersji

. T
uproszczonej. M
Twierdzenie o dwusiecznej gwarantuje istnienie do-
kladnie jednego rozwiazania zadania. p JfL

N
Przyktad @)

Omowimy jeden ze sposobow konstrukcyjnego wyznaczenia katow o mierze 30°i 60°.

Rozwiazanie

Oto etapy konstrukgji.

* Na plaszczyznie rysujemy odcinek AB o pewnej
dlugosci a.

* Prowadzimy okregi o(A, a) i o(B, a)
i otrzymujemy punkty ich przeciecia: C i D.

» Prowadzimy prosta CD, bedaca symetralng
odcinka AB.

* Laczymy odcinkami punkt C z punktami A oraz B -
otrzymujemy trojkat rownoboczny ABC.

Kazdy z katow trojkata rownobocznego ma miarg rowna
60°. Prosta CD jest osig symetrii tego trojkata, zatem kat
BCD, podobnie jak kat ACD, ma miare 30°. D

1.1. Czy mozna zbudowac tréjkat o bokach podanej dlugosci?
a) 3,1 cm,4,5cm, 2,7 cm b) 2,1 cm, 5,7 cm, 3,3 cm

LV
/\

1.2. Dane sa dlugosci odcinkéw: |AB| = 6, |BC| = 17, |CA| = 11. Zbadaj, a na-
stepnie zilustruj wzajemne polozenie punktéw A, Bi C.



1. Wstep do planimetrii

1.3. llejest trojkatow o bokach réwnych 1 cm, 3 cm, 4 cm lub 7 cm? Rozwaz wszyst-
kie mozliwosci.

1.4. Sprawdz, czy z odcinkéw o podanych dlugosciach mozna zbudowac tréjkat pro-
stokatny.

a) 8, 15, 17 c) 33, 8, 2 e) 5, 24/5, V15
b) 2v/3, V30, 312 d) 7, 7, 72 ) 2+ V2, 2\2+ V2, V2

1.5. Przekatne réwnolegloboku, ktorego jeden z bokéw ma diugosc 10 cm, sa rowne
12 cm i 16 cm. Wykaz, ze ten réwnoleglobok jest rombem.

1.6. Oblicz obwad trojkata prostokatnego o przeciwprostokatnej dlugosci 13 i jed-
nej przyprostokatnej dtugosci 5.

1.7. Oblicz pole trojkata prostokatnego o przeciwprostokatnej dlugosci 29 i jednej
przyprostokatnej dlugosci 21.

1.8. Oblicz dlugoscé boku
a) kwadratu o przekatnej dlugosci 3. b) tréjkata réwnobocznego o polu 9+/3.

1.9. Przekatne rombu majg dlugosci 14 i 48. Oblicz obwod tego rombu.

1.10. Trojkat rownoramienny o podstawie diugosci 40 ma ramie dlugosci m. Jakie
warto$ci moze przyjmowac m?

1.11. Trojkat rGwnoramienny o ramieniu dlugosci 20 ma podstawe dlugosci m. Ja-
kie wartoséci moze przyjmowac m?

1.12. Podaj przyklady wielokatow, w ktorych symetralna jednego z bokow zawiera
dwusieczna jednego z katéw wewnetrznych.

1.13. Ile osi symetrii ma podana figura?

a) trojkat rownoboczny

b) trojkat rownoramienny i nierownoboczny

¢) kwadrat

d) prostokat niebedacy kwadratem

e) romb niebedacy kwadratem

f) trapez rownoramienny niebedacy réwnoleglobokiem
g) szeSciokat foremny

h) pieciokat foremny

1.14. Kitore figury sposrod wymienionych w zadaniu 1.13 maja srodek symetrii?

215 N
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1.15. Trojkat ABC jest rownoboczny (zob. rysunek). C
Jego pole jest réwne 9. Zaznaczone odcinki maja te
sama dtugosc. Ile wynosi pole czworokata PIES?

1.16. Narysuj szesciokat foremny. Czy z faktu, ze ja-
ki szesciokat ma wszystkie katy rowne wynika, ze jest
on foremny?

AT B

1.17. Narysuj trzy odcinki. Skonstruuj tréjkat o bokach rownych tym odcinkom.
Jaki warunek musza spetnia¢ narysowane odcinki?

1.18. Narysuj podany wielokat, a nastepnie poprowadz konstrukcyjnie jego wszyst-
kie osie symetrii.
a) trapez réwnoramienny o podstawach dlugosci 10 cm, 8 cm i wysokosci 4 cm

b) trojkat rownoramienny o ramionach dwa razy dluzszych od podstawy
c) prostokat, ktorego dtugosci bokéw sa w stosunku 2:3

1.19. Skonstruuj trojkat réownoramienny o bokach podanej diugosci. Ile rozwigzan
ma to zadanie?
a) 5cmi6em b) 5cmi2cm

1.20. Narysuj dowolny czworokat. Skonstruuj czworokat przystajacy do niego.
1.21. Dany odcinek podziel konstrukcyjnie na cztery rowne czesci.

1.22. Narysuj dowolny odcinek AB. Skonstruuj odcinek 2,5 razy dluzszy od
odcinka AB.

1.23. Narysuj dowolny odcinek AB. Skonstruuj kwadrat o boku AB.

1.24. Skonstruuj kat o podanej mierze.
a) 45° b) 22,5°

1.25. Skonstruuj romb o kacie ostrym 45° i danym boku a.
1.26. Narysuj odcinki a i b roznej dlugosci. Skonstruuj romb o przekatnych a i b.

1.27. Narysuj prosta k. Skonstruuj prosta prostopadla do k przechodzgca przez wy-
brany punkt A
a) lezacy na prostej k. b) lezacy poza prosta k.
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Umiejetnosci:

* Korzystanie z wlasnosci stycznej do okregu

* korzystanie z wiasnosci okregow stycznych

* stosowanie wlasnosci dwusiecznej kata przy wpisywaniu okregu w trojkat

* stosowanie wiasnosci symetralnej odcinka przy opisywaniu okregu na trojkacie

Okrag i koto

Przypomnijmy znane ze szkoly podstawowej definicje: okregu i kola.

Okregiem o $rodku w punkcie S i promieniu r (r > 0) nazy-
wamy zbior wszystkich punktow plaszczyzny oddalonych o r od
punktu S i oznaczamy go o(S, r).

Okreslenia promien okregu bedziemy w tym podreczniku (+) Odleglos¢ geome- (1))

uzywac w dwoch znaczeniach: odcinka laczacego punkt okregu tryczna nalezy do
z jego srodkiem albo liczby bedacej dlugoscia tego odcinka. poje¢ pierwotnych
7 kontekstu powinno jasno wynikag, o ktore ze znaczen chodzi. geometrii.

Sieczng okregu nazywamy prosta przechodzaca przez dwa punkty okregu, a cieciwa
nazywamy odcinek siecznej wyznaczony na niej przez punkty okregu.

Srednicg okregu nazywamy cigciwe przechodzaca przez $rodek okregu.

Lukiem okregu nazywamy kazda z dwdch czesci okregu wyznaczona przez dwa
punkty okregu lacznie z tymi punktami. Jezeli chcemy wskaza¢ konkretny luk, to
na ogol podajemy jeszcze jeden punkt do niego nalezacy, np. fuk AMB.

Polokregiem nazywamy kazdy z dwoch tukow wyznaczony przez korce srednicy
okregu.

Leca,




N 218  Dziat 3. Planimetria

Kolem o srodku w punkcie S i promieniu r (r > 0) nazywa-
my zbiér wszystkich punktéw plaszczyzny, ktore sa oddalone
od $rodka S co najwyzej o r, i oznaczamy k(S, r). Punkty kola,
ktore nie leza na jego brzegu, czyli na okregu o(S, r), nazywac
bedziemy punktami wewnetrznymi, a zbior wszystkich takich
punktow - wnetrzem kola.

-

Sieczna, cieciwg i srednicg kola nazywamy sieczna, cieciwe i Srednice jego brzegu.
Dwa okregi

Omowimy wzajemne polozenie dwoch okregow: o A, r,) i o(B, r,) wzaleznosci od
ich promieni i odleglosci migdzy srodkami. Wprowadzimy tez odpowiednie nazwy.
Przyjmijmy, ze r, = r,.

Okregi wzajemnie zewnetrzne Okregi zewnetrznie styczne
(lub rozlaczne zewnetrznie) maja jeden punkt wspolny.
nie maja punktow wspolnych.

3. r—r, <|AB|<ry+r
l <148 1 2 Jezeli nie jest spetniony warunek |AB| > r, = r;, to: ((+)
albo |AB| = r, —r, izachodzi warunek z p. 4,

‘ albo |AB| <r, = r, izachodzi warunek z p. 5.

\J

Okregi przecinajace sie maja dwa punkty wspolne.

4. |AB|=r;-1r,>0 5. |AB| <ry=r, i ry=1r,>0
Okregi wewnetrznie styczne Okregi rozlaczne wewnetrznie

maja jeden punkt wspélny. nie maja punktow wspélnych.
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6. |AB|=0ir;—r,>0 7. |AB|=0ir =mr,
.
Okregi wspolsrodkowe Okregi identyczne (pokrywajace sig)
nie maja punktéw wspolnych. maja wszystkie punkty wspoélne.

Jesli dwa okregi sa styczne, to punkt styczno$ci oraz srodki tych okregow leza
na jednej prostej.

Przykiad @) < zad. 2.4

Sprawdzimy, jak sa polozone wzgledem siebie okregi o(A, 1), o(B, 3) i o(C, 7),
jezeli [AB| =4, |BC| =10 i |AC| = 8.

Rozwiazanie

Odleglosci miedzy danymi srodkami sa réwne sumom odpowiednich promieni
(4=1+3,10=3+7, 8=1+7), wiec te okregi sa parami styczne zewnetrznie.

Przyktad @) < zad. 2.5

Okreslimy, jaka powinna byc¢ odleglos¢ migdzy punktami A i B, aby okregi o(A, 2)
i o(B, 5) byly

a) styczne wewnetrznie. b) wzajemnie zewnetrzne.

Rozwiazanie
a) Roéznica promieni wynosi 3, jezeli zatem |AB| = 3, to okrag o(A, 2) jest styczny
wewnetrznie do okregu o(B, 5).

b) Okregi beda wzajemnie zewnetrzne, jezeli odleglos¢é miedzy ich srodkami bedzie
wieksza od sumy promieni, roéwnej 7.

Prosta i okrag

Przypomnijmy znang ze szkoly podstawowej definicje.

P‘
Dlugos$c najkrotszego odcinka taczacego punkt P z prosta [
to odleglos¢ punktu P od proste;j [. |

219 I
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Udowodnimy, ze jezeli P ¢ [, to najkrotszy odcinek taczacy ten punkt z prosta
jest do niej prostopadty. Niech K oznacza koniec odcinka prostopadlego do prostej
taczacego te prosta z punktem P.

p

K T
Wybieramy dowolny punkt na prostej / rézny od punktu K i oznaczamy go T. Odci-
nek TP jest przeciwprostokatng w tréjkacie prostokatnym PKT. Z wniosku z twier-

dzenia Pitagorasa wynika, ze |PT| > |PK|. Zatem odcinek PK jest najkrotszym
odcinkiem taczacym punkt P z prosta .

Jezeli punkt P € [, to odleglos¢ punktu P od prostej [ jest rowna 0.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunkach ponize;j:

K to koniec odcinka prostopadlego do prostej | 1aczacego te prosta ze srodkiem okre-
gu o(S,r),

d to odleglos¢ srodka S okregu od prostej [ (czyli d = [SK]).

!

Rys. 1
Zauwazmy, ze jesli:
[. d < r, toprostal ma dwa punkty wspélne z okregiem, bo K jest punktem we-

wnetrznym kola k(S, r) (rys. 1).

I[I. d = r, to punkt K jest jedynym punktem wspdélnym prostej I i okregu — kazdy
inny punkt prostej , np. T, wyznacza odcinek T'S, ktéry jest przeciwprostokatna
w trojkacie STK, czyli TS| >d =r (rys. 2).

III.d > r, to prosta [ nie ma zadnego punktu wspdlnego z okregiem - kazdy in-
ny punkt prostej I, np. T, wyznacza odcinek TS, ktory jest przeciwprostokatna
w trojkacie STK, czyli TS| >d > r (rys. 3).
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Prosta, ktora ma dokladnie jeden punkt wspélny z okregiem, nazywamy styczng
do okregu. Punkt wspolny stycznej i okregu nazywamy punktem stycznosci.

Z poprzednich rozwazan wynika nastepujacy wazny wniosek.

wniosok |

Styczna do okregu jest prostopadla do odcinka
laczacego punkt stycznosci ze §rodkiem tego okregu.

5 unkt
0"‘% sptycznnéci

Polozenie prostej wzgledem okregu wiaze sig z liczbg wspolnych punktow obu figur.

Rysunek Liczba punktéw wspélnych Prosta

O 0 zewngtrzna wzgledem okregu
1 styczna do okregu
2 sieczna — przecina okrag

Przyktad @) < zad. 2.9

Dane s3: okrag o $rodku w punkcie S i promieniu r = 3 cm oraz dwie proste — [,
oddalona od punktu S 0 5 cm, i k, oddalona od punktu S 0 2 cm.

Prosta [ nie ma z okregiem Zadnego punktu wspolnego, a prosta k przecina ten okrag
w dwoch punktach.
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Przyktad €) < zad.2.10

Prosta zawierajaca cigciwe M N okregu o(S, 5) jest oddalona od punktu S o 4.
Obliczymy dlugosc cieciwy MN.

Rozwiazanie
Popatrzmy na rysunek obok. Odleglos¢ srodka okregu A
od prostej zawierajacej cieciwe jest rowna wysokosci SD ‘
poprowadzonej w tréjkacie rownoramiennym MNS N
o podstawie MN.

|DN |2 =5 -42=9 «— twierdzenie Pitagorasa w ASDN

IDN| =3

IMN|=2-|DN|=6 «— trojkat MNS jest rownoramienny
Odp.: [MN| =6

F
) ) Litera § oznaczamy na rysunkach (@)

DE.lm? s3: punkt Pi okrag o(S, r). srodek okregu (chyba e z kontekstu
Jezeli: wynika co innego). Czasem, aby rysunek

byt bardziej przejrzysty, srodek okregu

* ISP| < r, to nie istnieje styczna do zaznaczony jest tylko kropka.

okregu przechodzaca przez P,
* |SP| = r, to istnieje jedna styczna do okregu przechodzgca przez P,

* |SP| > r, to istniejg dwie styczne do okregu przechodzace przez P.

P

|SP| < r |SP| =r |SP| > r

Przyktad e
Skonstruujemy styczng do okregu w punkcie P nalezacym do tego okregu.

Rozwiazanie
Styczna jest prostopadla do promienia poprowadzonego do punktu stycznosci, wigc:

Krok 1: Przez punkt P i érodek S okregu prowadzimy prosta k.
Krok 2: Przez punkt P prowadzimy prosta [ prostopadta do k.
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Konstrukcyjnym wyznaczeniem stycznych przechodzacych przez dany punkt P nie-
nalezacy do okregu zajmiemy sie w nastepnym temacie.

Twierdzenie o odcinkach stycznych

Jezeli z punktu P lezacego poza okregiem poprowadzimy dwie proste styczne
do tego okregu w punktach Ai B, to |PA| = |PB|.

Dowod

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ponize;.

Punkt S jest jednakowo (o promien) oddalony od obydwu stycznych. Zatem:

4SPA =<4SPB «—— polprosta PS jest dwusieczna kata APB
J4SAP = 4SBP = 90° «—— kat miedzy styczna i promieniem
JASP = 4BSP «—— suma katow w trojkacie jest rowna 180°
|AS| = |BS|
Stad ASPA = ASPB, «— cecha kbk przystawania trojkatow
czyli [PA| = |PB.

Koniec dowodu

O okregu polozonym jak na rysunku w powyzszym
A " : Srodek okregu wpisanego (1))
dowodzie mowimy, ze jest wpisany w kat APB. Od- e 3
: g : w kat lezy na dwusiecznej
cinki PA i PB nazywamy odcinkami stycznymi, tego kata.
akat APB o mierze mniejszej od 180° — katem mig-
dzy stycznymi.
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Przykiad )

W okregu o srodku S kat miedzy promieniami SA i SB jest rowny 140°. Wyznaczymy
miare kata miedzy stycznymi do okregu poprowadzonymi w punktach A i B.
B

Rozwiazanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok.
P jest punktem przeciecia stycznych. Aby zna-
lez¢ miare kata APB, mozna skorzystac z fak-
tu, ze suma katéw czworokata jest rowna 360°:

JAPB = 360° - 90° — 140° — 90° = 40°

Inaczej: ASAP = ASBP, zatem 4APB = 2-4SPB = 2-(180° - 70° — 90°) = 40°.
Odp.: 9APB = 40°

Okrag wpisany w trojkat

i

W kazdym tréjkacie dwusieczne katow wewnetrznych przecinaja sie¢ w jednym
punkcie.

Dowod

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. c
Kazdy kat trojkata jest mniejszy od 180°. Zatem
dla kazdego z tych katéw punkty na jego dwu-
siecznej leza w rownej odleglosci od ramion kata,
czyli bokéw trojkata. Dwie dwusieczne, np. kata
CAB i kata CBA, musza sie przeciag¢ — punkt ich
przecigcia oznaczmy litera S.

1

1

=)
A C

Zgodnie z rysunkiem, jesli A', B, C' oznaczaja odpowiednie korice odcinkéw pro-
stopadlych do bokow, poprowadzonych z punktu §, to:

1SC’| = |SB’ | «— punkt S lezy na dwusiecznej kata CAB

ISC'| = |SA’| «— punkt S lezy na dwusiecznej kata CBA
Zatem |SB'| = |SA’| i stad wniosek, ze punkt S lezy na dwusiecznej kata ACB.
Koniec dowodu
Okrag wpisany w tréojkat to okrag styczny do wszystkich bo-
kow tréjkata. Inaczej moéwigc, jest on wpisany we wszystkie
trzy katy tego trojkata, zatem jego srodek jest punktem prze-
ciecia dwusiecznych katéw. Promien okregu wpisanego jest
rowny odleglosci srodka okregu od kazdego z bokow trojkata.
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W kazdy trojkat mozna wpisac okrag.

Przykiad € < zad.2.13

W trojkat ABC wpisano okrag. Punkty stycznosci oznaczono literami K, L, M jak na
rysunku. Dane sa dlugosci odcinkow: [AL| = 3, |LB| =7, |AC| = 5. Obliczymy ob-
wod trojkata ABC.

Rozwiazanie

|AL| = |AK] «— odcinki styczne
|IKC|=5-3=2=|CM|
|MB| = |LB| =7 «— odcinki styczne

|IBC| = |CM| + [MB|=2+7=9
Zatem obwad trojkata ABC jest rowny:

|AB| + |BC| + |CA| =10+9+5=24
Odp.: 24

Przyktad @) « zad. 2.25

Dwa okregi o rownych promieniach R sg styczne ze-

wnetrznie w punkcie S. Kazdy z nich jest styczny we-

wnetrznie do okregu o srodku S. Okrag o promieniu r R R

i sSrodku M ma dokladnie jeden punkt wspdlny z kaz- p S Q
dym z wymienionych okregéw (zob. rysunek).

Wykazemy, ze r = %

Dowod

Uzupelnijmy rysunek o dwa odcinki: BS i MQ. B

W prostokatnym trojkacie MSQ mamy:
|MS| = |SB| - |IMB| = 2R —r oraz |[QM|=R+r

Zatem na mocy twierdzenia Pitagorasa: R
QR-1r+R*=(R+71) 2 S Q
4R* —4Rr+ 1" + R* =R + 2Rr + r*
4R* —=6Rr = 0, czyli 2R(2R-3r) =0

Wynika stad, ze r = ?, bo R > 0.

Koniec dowodu

225 N
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Okrag opisany na trojkacie

Crworszonio |

W kazdym tréjkacie symetralne bokéw przecinaja sie w jednym punkcie,

Dowad

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
Punkty nalezace do symetralnej boku leza
w rownej odleglosci od konicow tego boku, czy-
li wierzchotkow trojkata. Dwie symetralne, np.
boku ABiboku AC, muszg sie przeciac — punkt
ich przecigcia oznaczmy litera S.

|SA| = |SB| «— punkt S lezy na symetralnej boku AB
|SA| = |SC| «—— punkt S lezy na symetralnej boku CA
p ¥ Y )

Zatem |[SB| = |SC]|, czyli punkt § lezy na symetralnej boku BC. Symetralna boku BC
przechodzi wiec przez S, jako punkt réwno oddalony od koricow odcinka BC.

Koniec dowodu

Okrag opisany na trojkacie to okrag przechodzacy przez
wszystkie wierzcholki trojkata. Inaczej mowiac, srodek tego
okregu jest jednakowo oddalony od wszystkich wierzchotkow
trojkata, czyli jest punktem przecigcia symetralnych bokéw.
Promien okregu opisanego jest réwny odleglosci $rodka okre-
gu od kazdego z wierzchotkow trojkata.

Na kazdym trojkacie mozna opisac okrag.

Twierdzenie o symetralnych bokéw tréjkata stosuje sie réwniez w dowodzie naste-
pujgcego twierdzenia o istnieniu innego waznego punktu - tzw. ortocentrum, czyli
punktu przecigcia prostych zawierajacych wysokosci trojkata.

Proste zawierajace wysokosci trojkata przecinaja si¢ w jednym punkcie.
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Dowdd tego twierdzenia pozostawiamy jako ¢wiczenie do samodzielnego wykonania.
Wskazéwka: Przez wierzcholki rozwa-
zanego trojkata ABC poprowadz pro- B’

C
ste rownolegle do jego przeciwleglych \
bokow i wykaz, ze w nowo powsta-

/?

/ A

tym trojkacie A'B'C’ proste zawiera-
jace wysokosci trojkata ABC sg syme-
tralnymi bokow (zob. rysunek).

W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

2.1. Okregi D(A,%) oraz o(B, 7) sa polozone tak, ze |AB| = % Ile punktow

wspolnych maja te okregi?
A.0 B. 1 C.2 D. nieskonczenie wiele

2.2. Wskaz najwieksza mozliwa liczbe punktow przecigcia brzegu prostokata z okre-
giem.
A. 4 B. 6 C. 8 D. 12

2.3. Przez punkty M, N i K poprowadzono styczne do okre-
gu o srodku S. Punkty przecigcia stycznych sa wierzchotkami
pewnego trojkata. Jakie katy ma ten trojkat? q

A. 45° 60°, 75° C. 90°, 60°, 30° @ N
B. 90°, 45° 45° D. 90°, 60°, 75° s

2.4. Okreél na podstawie danych wzajemne polozenie okregow o(A, r,) i o(B, r,).

a) |[AB|=8 r;=5 r,=3 d) |[AB|=12 r, =8 r,=6
b) |AB|=10 r,=4 r,=5 e) |AB|=0 r; =5 r, =9
c) |AB|=15 r;=9 r,=24 fy |AB|=11 r; =16 r,=4

2.5. Okreél odleglo$¢ migdzy punktami A i Btak, aby okregi o(A, r,) i o(B, r,) byly
a) styczne zewnetrznie, jezeli r;, =51 r, =9,

b) styczne wewnetrznie, jezeli r; =2 i r, = 8.

c) przecinajace sig, jezeli r; =10 i ry = 20.

227 I
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2.6. Przerysuj tabele i uzupelnij ja. Jezeli w ktéryms$ wierszu jest wiecej niz jedno
rozwigzanie, podaj trzy przyklady spelniajace podane warunki.

Okregi o(A, ry) i o(B, ry) ‘ |AB| ‘ ry 1 ry
styczne zewngtrznie | 7] | 3 | 7
wzajemnie zewnetrzne |20 | 15 2]
| przecinajg si¢ : 5 B 2
._s_tyczna ﬁ;-;r-e_w;ﬁ{;trznie | 2 -_4 H
| o(A, r,) zawiera si¢ w k(B, r,) [#] 8 10

2.7. Srodki trzech okregdéw parami zewnetrznie stycz-

nych sa wierzchotkami tréjkata o bokach dlugosci 10, 12
i 6. Oblicz promienie tych okregdw. e“

e 2.8. Trzy okregi o §rodkach A, B, C i promieniach od- '
powiednio 1, 2 i 3 sa parami styczne zewnetrznie jak na

rysunku. Wykaz, ze trojkat ABC jest prostokatny.

2.9. Okresl, ile punktéw wspolnych z okregiem o promieniu r ma prosta oddalona

od srodka okregu o d.
a) r=6 d=18 c) r=8 d=10 eJr=15 d=15
b) r=11 d=11 d) ¥=7 d =72 f) r=7 d=>5

2.10. Odleglos¢ srodka okregu od prostej zawierajacej cieciwe AB jest rGwna 3 cm.
Promien okregu jest rowny 6 cm. Oblicz dlugosc¢ cieciwy AB.

2.11. Z punktu P poprowadzono styczna do okregu w punkcie A (rys. 1). Odci-
nek SB jest srodkowa w trojkacie SPA. Promien okregu jest rowny 4 oraz a = f3.
Oblicz dlugosc¢ odcinka SP.

2.12. Dany jest okrag o srodku S i trzy proste styczne do niego, polozone jak na
rysunku 2. Punkty A, B, E sg punktami stycznosci odpowiednich prostych. Wypisz
pary odcinkoéw rownych.

Rys. 1
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2.13. W trojkat ABC wpisano okrag. Punkty stycznosci C
oznaczono P, Q, R jak na rysunku. Wiadomo, ze R
|BQ| =4 i |AC| = 11. Oblicz obwdd trojkata ABC. A

2.14. Skonstruuj tréjkat o bokach 5 cm, 6 cm i 8 cm, Q
a nastepnie skonstruuj okrag P
a) opisany na tym trojkacie. b) wpisany w ten trojkat. B

2.15. Promien okregu wpisanego w tréjkat prostokatny jest réwny 2 cm, a jedna
z przyprostokatnych tego trojkata ma dlugos¢ 12 em. Oblicz dlugoéci pozostatych
bokow trojkata.

+ 2.16. Ile punktéw wspolnych moze miec brzeg kwadratu z okregiem, ktérego srodek
nalezy do prostej zawierajacej przekatna kwadratu? Wykonaj odpowiednie rysunki.

2.17. W trojkat o katach 34°, 70°, 76° wpisano okrag. Oblicz miary katow trojkata,
ktorego wierzchotkami sa punkty stycznosci tego okregu z bokami danego trojkata.

2.18. Obwad trdjkata prostokatnego jest rowny 360 cm, a promien okregu wpisa-
nego w ten trojkat wynosi 16 cm. Oblicz pole tego trojkata.

2.19. Punkty A i B nalezg do okregu o $rodku S. Styczna do tego okregu w punkcie
B oraz prosta AS przecinaja si¢ w punkcie C i tworza kat o mierze 26°. Oblicz miare
kata CAB. Rozwaz dwa przypadki.

% 2.20. Punkty A i B dzielg okrag na dwa luki réinej dtugoéci. Na krétszym z tych
tukow obrano punkt C, a nastepnie w punktach A, B i C poprowadzono trzy styczne
do okregu: odpowiednio [, k, p. Proste [ i k przecinaja si¢ w punkcie M, a prosta p
przecina proste [ i k odpowiednio w punktach N i T. Obwod trojkata MNT jest rowny
2a. Oblicz dltugos¢ odcinka M A.

* 2.21. Punkt stycznosci okregu wpisanego w trojkat prostokatny dzieli przeciwpro-
stokatng na odcinki o dlugosciach a i b. Wykaz, ze pole tego trdjkata jest réwne a - b.

. 2.22. W kat prosty wpisano dwa okregi styczne zewnetrznie. Promien wigkszego
z nich jest réwny 6 cm. Oblicz promient mniejszego okregu.

+ 2.23. Dwa okregi o srodkach A i Borazréznych promieniach sa styczne zewnetrznie
i rownoczesnie styczne wewngtrznie do okregu o srodku w punkcie C i promieniu r.
Wiadomo, ze punkty A, B i C nie s3 wspotliniowe. Wykaz, ze obwod trojkata ABC
jest rowny 2r.
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© 2.24. Trzy okregi o promieniach réwnych 6 cm sg parami styczne zewnetrznie. Wy-
znacz $rednice okregu stycznego zewnetrznie do kazdego z tych trzech okregéow.

~ 2.25. Trzy okregi o promieniach réwnych 3 cm s3 parami styczne zewnetrznie. Ob-
licz promien okregu stycznego wewnetrznie do kazdego z tych trzech okregow.

2.26. Z tektury w ksztalcie prostokata wycieto dwa
potkola o promieniach 13 cm jak na rysunku. Ob-
licz wymiary tego prostokata. Wynik zaokraglij do
pelnych centymetrow.

1. Prostal jest styczna do okregu o(S, 5).
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

N/

A. Istnieja dokladnie trzy okregi o promieniu 3 styczne zewnetrznie rownoczesnie

do prostej [ i do okregu o(S, 5).

B. Istnieja cztery okregi o promieniu 3 styczne rownoczesnie do prostej /i do okregu

o(S, 5).

C. Nieskoriczenie wiele okregdw jest stycznych réwnoczesnie do prostej /i do okregu

o(S, 5).

2. Trojkat ABC ma boki o dlugosciach |AB| = 8 cm, [BC|=9cm i |AC| = 6 cm.
Narysowano trzy okregi o promieniach 3 cm i o $rodkach w wierzchotkach tréjkata.

Okresl wzajemne polozenie tych okregow.

3. Dane sa dwa okregi wspolérodkowe o promieniach réwnych 25 cm i 7 em. Oblicz

dlugosc tej cigciwy wigkszego okregu, ktora jest styczna do mniejszego okregu.

4. Proste AK, AL i BC sa styczne do okregu (zob.
rysunek). Obwaod trojkata ABC jest rowny 30.
Wyznacz dlugos¢ odcinka AK.

o 5. Wykaz, ze w trojkacie prostokatnym o przy-
prostokatnych a i b oraz przeciwprostokatnej ¢
zachodzi zwiazek a + b — ¢ = 2r, gdzie r jest
promieniem okregu wpisanego w ten trojkat.




3. Katy w kole

Umiejetnosci:
* stosowanie zaleznosci miedzy katem srodkowym | katem wpisanym
* korzystanie z wtasnosci stycznej do okregu

Kat srodkowy

Dwie pélproste o wspdlnym poczatku wyznaczajg na plaszczyznie dwa katy. Jezeli
zakreslimy okrag o §rodku wwierzchotku tych katéow, toich ramiona podziela okrag na
dwaluki. Abyjednoznacznie wskazaéjeden z nich, wprowadzimy oznaczenialiterowe.

R

'1 M A

Luk AMBokonicach Ai B Luk BRA o koricach Ai B
przechodzi przez punkt M.  przechodzi przez punkt R.

Kat, ktorego wierzcholek jest srodkiem okregu, nazywamy katem srodkowym
w tym okregu.

Mowimy, ze kat srodkowy jest wyznaczony przez odpowiedni tuk okregu (albo jest
oparty na odpowiednim luku okregu). Oznacza to, ze konce tuku lezg na ramionach
kata, a pozostate punkty tuku sa punktami wewnetrznymi kata.

Przyktad €)

W zapisie literowym luk AMB i luk BM A oznaczaja to samo, ale zgodnie z czgsto
przyjmowana przez matematykow zasada, bedziemy wymieniac punkty w kolejnosci
przeciwnej do ruchu wskazéwek zegara.

Kat « jest wyznaczony Kat y jest wyznaczony Kat ¢ jest wyznaczony
przez tuk AMB. przez fuk TKW. przez fuk RQP.
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Czasem, gdy kat srodkowy jest wypukly, wygodnie jest wyko-
rzystac cieciwe taczaca korice promieni i powiedzied, ze kat jest
wyznaczony przez te cieciwe.

Na przyklad kat & na rysunku obok jest wyznaczony przez cig-
ciwe AB.

Jezeli kat srodkowy wyznaczony przez tuk AM B jest rowny «, to kat srodkowy wy-
znaczony przez luk BRA jest rowny 360° — . Jedyna sytuacja, w ktérej oba takie katy
sa wypukle, zachodzi wowczas, gdy oba tuki sg polokregami.

Kat srodkowy oparty na polokregu jest katem potpelnym.

Miara kata srodkowego zalezy od dlugosci tuku, ktory ten kat wyznacza.
Przypomnijmy: 1° to miara % kata prostego.

Przyktad @) « zad. 3.4, 3.5

* 90° to miara kata prostego, czyli kata srodkowego wyznaczonego przez tuk réwny

1

i okregu,
* 60° to miara kata srodkowego wyznaczonego przez tuk rowny -é— okregu,
* 150° to miara kata srodkowego wyznaczonego przez tuk rowny 1—52 okregu itd.
Obliczymy, przez jaki kat srodkowy jest wyznaczony tuk o diugosci % okregu:

- 360° = 240°
Jest to kat srodkowy o mierze 240°.

Dwa katy srodkowe w tym samym okregu sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy
opieraja si¢ na rownych lukach.
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Przykiad €)

Okregi o srodkach S, i S, sa styczne zewngtrznie. I
Prosta [ przechodzi przez punkt stycznosci M i prze-

cina okregi w punktach A i B tak jak na rysunku. S,
Wykazemy, ze wypukle katy srodkowe wyznaczone 5, M
przez cigciwy M A i M B sa rowne.

Dowaod

Trojkaty AS; M i BS, M sa rownoramienne (w kazdym z nich ramionami s3 promie-
nie), zatem kazdy z nich ma przy podstawie réwne katy. Punkty S,, M, §, sa wspol-
liniowe. Katy S, M A i S, M B sa wierzchotkowe, czyli réwne, wiec wszystkie katy przy
podstawach obu tréjkatéw sa rowne. Katy AS; M i BS, M sa wiec réwne jako dopel-
nienie do 180°.

Koniec dowodu

Czesci kota

Z katem srodkowym zwigzana jest czes¢ kola nazywana wycinkiem.

Wycinkiem kolowym nazywamy kazda z dwoch czesci, na ktore dziela koto
dwa niepokrywajace sie promienie.

oo . . 2
Pole kola o promieniu r jest réwne: P = mr”.

Pole wycinka kolowego zalezy od miary kata srodkowego wy-
znaczajacego ten wycinek lub inaczej - od dlugosci tuku, ktory B
ten wycinek ogranicza. Na przyklad jesli luk AB bedacy brze-
giem wycinka kolowego (na rysunku zaznaczony kolorem po-

# £ g # l ¥ -
maranczowym) ma dlugos¢ rowna t dlugosci okregu, to pole:

« ¥ - * ¥ I
» zoltego wycinka kolowego jest rowne: P, = Enrz,

G R A : : ; 4
* niebieskiego wycinka jest rowne: P, = %-m*z.

Zauwazmy, ze dwa wycinki kotowe kot o réwnych promieniach sa przystajace wtedy
i tylko wtedy, gdy tuki wyznaczajace te wycinki sg tej samej dlugosci, czyli wtedy
i tylko wtedy, gdy katy srodkowe wyznaczajace te wycinki maja te sama miare.

Przypomnijmy jeszcze pojecie pierscienia kolowego znane ze szkoly podstawowej.
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Pierscieniem kolowym o szerokosci R—r, gdzie R > r,
nazywamy zbiér wszystkich punktow plaszczyzny, kto-
rych odleglo$c d od ustalonego punktu S spelnia warunek
r<d<R

Pole pierscienia kolowego jest rowne: P = T[(Rz - rz).

Kat wpisany

Katem wpisanym w okrag nazywamy kat wypukly, ktérego wierzchotek lezy na
okregu, a kazde ramie kata ma z tym okregiem jeszcze jeden punkt wspélny.

Na rysunku 1 zaznaczono kilka katow wpisanych w okrag.

Ramiona kata wpisanego dziela okrag na dwa luki (rys. 2). Luk, do ktorego nie nalezy
wierzcholek kata, nazywamy lukiem wyznaczonym przez kat. Mowimy réwniez, ze
kat wpisany jest oparty na tym fuku.

Zwréémy uwage na to, ze na jednym luku jest opartych nieskonczenie wiele katow
wpisanych (rys. 3).

/3
B
A B
A

Rys. 1. Rys. 2. Rys. 3.

Przyktad €
Wszystkie wierzchotki czworokata ABCD lezg na okregu tak

jak na rysunku. Zaznaczymy wszystkie katy wpisane o wierz- &
cholkach bedacych wierzchotkami tego czworokata i oparte |

na tuku B
a) AB nieprzechodzacym przez C.

b) BC nieprzechodzacym przez D. A

c¢) ABC.



Rozwiazanie

a) Natluku AB b) Na huku BC
nieprzechodzacym nieprzechodzacym
przez C oparte sa: przez D oparte sa:
4ACB i <ADB. 4BAC i 4BDC.

C C
D D
B B
A A
Przykiad €)
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¢) Natuku ABC oparty
jest 4 ADC.

W okregu o promieniu 2 cm poprowadzimy cieciwe o dlugosci

a) a=2cm. b) a=3cm.

Dla kazdego z lukdéw wyznaczonych przez poprowadzona cieciwe narysujemy kat

srodkowy i dwa katy wpisane oparte na tym tuku.

Rozwiazanie

Aby rysunki byly bardziej czytelne, zaznaczymy oddzielnie rozwigzanie dla luku
mniejszego od polokregu (w tym przypadku kat srodkowy oznaczylismy «) oraz roz-
wiazanie dla tuku wiekszego od pétokregu (kat srodkowy oznaczylismy f3).

a) a=2cm

¢

i
\

b) a=3cm
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Miedzy katem wpisanym i katem §rodkowym opartymi na tym samym tuku zachodzi
zalezno$¢ wyrazona w ponizszym twierdzeniu.

Kat wpisany rowny jest polowie kata srodkowego opartego na tym samym tuku.

Dowod
Oznaczmy parg katow, o ktorych jest mowa w twierdzeniu:
o - kat srodkowy
P - kat wpisany, oparty na tym samym tuku co kat «
Mamy wykazac, ze a = 2.

Katy wpisane moga by¢ roznie polozone, co widac np. na rysunkach z przykiadu 5.
Dowdd twierdzenia przeprowadzimy w trzech przypadkach, ktore wyczerpia wszyst-
kie mozliwosci.

I. Ramie kata wpisanego przechodzi przez srodek okregu.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. C

JCBS = B —— trojkat CBS jest rGwnoramienny A
JCSB = 180° -2  «— suma katéw w trojkacie ‘

JCSB = 180° —a «— kat CSB jest katem przyleglym do kata
a =20 ﬂ
B

I1. Srodek okregu jest punktem wewnetrznym kata wpisanego.
Prowadzimy polprosta CS.

Polprosta CS dzieli kat srodkowy « na katy «, i «,, a kat wpi-
sany f3 na katy B, i 3, jak na rysunku obok.

Mozemy dla tych katéw zastosowac zwiazek udowodniony

w punkcie 1.
o, =203, «—— po zaslonigciu czgéci rysunku na lewo
od prostej CS
o =23 «— po zaslonigciu czedci rysunku na prawo

od prostej CS

=0ty =2B+2p,=2(B + ) =2p
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I11. Srodek okregu lezy poza katem wpisanym.
Ponownie prowadzimy polprosta CS i oznaczamy katy a, 3, jak na rysunku.

YR
NV,

o, = 2p, «—— kat srodkowy i kat wpisany oparte na tuku BD
o+ o = 2( ,‘3 + ;31) «—— kat srodkowy i kgl wpisany oparte na tuku AD
a+2f, = 2(,8 + ﬁl) «— podstawiamy do drugiego rownania a, = 23,
a+ 2B, =28+ 2p,

=20

Koniec dowodu

Przykiad @) « zad.3.18
Punkt S jest srodkiem okregu. Wyznaczymy miary katow « i 5.

Rozwiazanie é
« jest katem srodkowym opartym na tym samym tuku co wpi- .
sany kat o mierze 40°. Zatem « = 80°. /o> 5
Kat § ma miare 40°, jako drugi kat przy podstawie trojkata &
rownoramiennego.

J

W okregu wszystkie katy wpisane oparte na tym samym luku sa réwne polowie tego
samego kata srodkowego, wiec na mocy udowodnionego twierdzenia mamy nastg-
pujacy wniosek.

Wiszystkie katy wpisane w dany okrag i oparte na tym
samym luku sa rowne.
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Po polaczeniu wniosku 2 (s. 232) i wniosku 3 otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

Jezeli dwa katy sa wpisane w ten sam okrag, to sa one rowne wtedy i tylko wtedy,
gdy sa oparte na rownych tukach.

Punkty A, B i P s niewspolliniowe. Kat APB nazywamy

katem, pod ktorym widac odcinek AB z punktu P.

Ograniczmy rozwazania do polplaszczyzny wyznaczonej
przez punkty AMB (rys. obok).

Woweczas, zgodnie z ostatnim wnioskiem, z kazdego punktu
tuku AMB widac odcinek AB pod katem 8. Wykazemy, ze
zaden inny punkt tej polplaszczyzny takiego warunku nie
spelnia.

Jezeli punkt polplaszczyzny nie nalezy do tuku AMB, to lezy albo wewnatrz czesci
kota ograniczonej tym lukiem, jak np. punkt P,, albo na zewnatrz tej czesci, jak np.
punkt P, (rys. 1).

W pierwszym przypadku (rys. 2) mamy 4AP B > 5 jako kat zewnetrzny trojkata
PP, B nieprzylegajacy do wewnetrznego kata 8 — udowodnienie tego faktu zostawia-
my do samodzielnego przeprowadzenia.

Czyli z punktu P, wida¢ odcinek AB pod katem wiekszym niz f3.

W drugim przypadku (rys. 3) mamy 8 > 4AP,B jako kat zewnetrzny trojkata PP, B
nieprzylegajacy do wewnetrznego kata PP, B.
Czyli z punktu P, wida¢ odcinek AB pod kgtem mniejszym niz f3.

P@

Rys. 2 Rys. 3




3. Katy w kole

Oczywiscie aby otrzymac zbior wszystkich punktéw, z ktérych odcinek AB widac
pod katem f, nalezy uzupelnic tuk AM B o tuk symetryczny do niego wzgledem pro-
stej AB. Zwrocmy uwage, ze punkty A i B nie naleza do tego zbioru.

Ostatecznie — zbior wszystkich punktéw plaszczyzny, z ktérych odcinek AB widac
pod danym katem f3, ma, w zaleznosci od rozwartosci kata, nastepujgcy ksztalt:

f3 jest katem ostrym f jest katem prostym B jest katem rozwartym

5S=

Kat wpisany oparty na pélokregu jest prosty. ﬁ
)

180°

Przykiad €
Wyznaczymy konstrukcyjnie $rodek okregu opisanego na danym trojkacie.

Rozwiazanie

Aby znalez¢ §rodek okregu opisanego na trojkacie, wystarczy wyznaczy¢ punkt prze-
ciecia symetralnych dwdéch bokéw tego tréjkata. Na rysunkach przedstawiono roz-
wiazanie zadania.
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Zauwazmy, ze Srodek okregu opisanego lezy:

* wewnatrz trojkata ostrokatnego,

* na przeciwprostokatnej tréjkata prostokatnego,
* na zewnatrz trojkata rozwartokatnego.

Wynika to bezposrednio z powyzszych rozwazan o zbiorach punktow, z ktérych dany
odcinek wida¢ pod danym katem.

Przyktad €)

Dany jest okrag o $rodku S i promieniu r oraz punkt P
(IPS| > r). Skonstruujemy styczng do tego okregu prze-
chodzaca przez punkt P.

ap

Rozwiazanie

Do narysowania szukanej prostej potrzebny jest dru-
gi punkt. Przeanalizujmy sposéb wyznaczenia takiego
punktu.

Przypuscmy, ze prosta AP jest styczna do danego okregu
w punkcie A. Wiemy, ze promien okregu poprowadzo-
ny z punktu stycznosci jest prostopadly do stycznej. Kat
SAP jest prosty, wigc jest katem wpisanym opartym na
polokregu o srednicy SP.

Zatem przeciecie danego okregu z okregiem o Srednicy SP wyznacza drugi punkt
potrzebny do narysowania prostej stycznej.

Oto kolejne etapy konstrukgji.

» Prowadzimy symetralna odcinka SP, aby wyznaczy<¢ jego srodek — punkt O.

» Rysujemy okrag o(O, |OS|) - w przecigciu tego okregu z danym okregiem otrzy-
mujemy punkty A i B.

* Prowadzimy proste PA i PB, ktore s3 szukanymi stycznymi.

Zadanie ma dwa rozwigzania - z punktu P mozemy poprowadzi¢ dwie styczne.
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Kat miedzy styczng a cieciwa

m ]

Dane sa okrag oraz styczna do tego okregu. Katem miedzy styczng a cieciwa
nazywamy kat o wierzchotku w punkcie stycznosci, ktorego jedno ramig jest za-
warte w stycznej, a drugie ramie zawiera cigciwe okregu poprowadzong z punk-
tu stycznosci.

Kat miedzy styczng a cigciwa moze by¢ katem ostrym, prostym lub rozwartym, co
zostalo zilustrowane na rysunkach ponizej. Zauwazmy, ze kat przylegly do kata «
jest rowniez katem miedzy stycznag a cieciwa.

 Twierdzenie

Twierdzenie o kaycie miedzy styczng a cieciwg

Kat & migdzy styczng a cigeciwa okrggu poprowadzona z punktu stycznosci
jest rowny katowi wpisanemu opartemu na tuku zawartym miedzy ramionami
kata .

Dowdd
Oznaczmy: ﬂ
A - punkt stycznosci C A

AB - cieciwa
a — kat miedzy styczna a cigciwg

Kolorem zaznaczamy luk okregu, o ktorym mowi twier- M
dzenie, czyli tuk zawarty w obszarze kata «. B
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Kat & moze byc¢ ostry, prosty lub rozwarty. Dowéd twierdzenia przeprowadzimy za-
tem w trzech przypadkach.

I. Kat « jest ostry.

Jezeli a jest katem ostrym, to po zaznaczeniu $rednicy AC

otrzymamy trojkat ABC jak na rysunku.

Katem wpisanym opartym na luku zawartym w obszarze A4

kata « jest kat BCA. Ml
Wystarczy zatem udowodni¢, ze a = 4BCA, bo kazdy (¥

inny kat wpisany na mocy wniosku 3 jest rowny katowi

BCA.

Ve

<,
B

JCBA = 90° «— kat wpisany oparty na $rednicy
JBAC =90° —a  «—— styczna jest prostopadla do promienia

J4BCA =« —— wlasnod¢ sumy katow w trdjkacie

. C

I1. Kat « jest prosty. A 4
Jezeli a jest katem prostym, to tuk zawarty w jego obszarze ( 1
jest polokregiem, a kazdy kat wpisany oparty na pélokregu )

jest katem prostym. .

ITI. Kat « jest rozwarty.

Jezeli « jest katem rozwartym, to przylegly do niego kat 8
jest ostry. Kat srodkowy wyznaczony przez luk BMA
oznaczylismy 8.

Prawdziwos¢ tezy dla kata 8 zostala udowodniona, co
oznacza, ze kat wpisany oparty na luku AN B ma miar¢ f5.
Zatem w trojkacie ASB kat ASB ma miare 2.

pB=180°-«a «— kat przylegly
d = 360° - 23 = 360° - 2(180° - a) = 2ax

Skoro kat srodkowy oparty na luku BM A ma miare 2a«, to
kat wpisany oparty na tym tuku ma miare a.

Koniec dowodu
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L) Przyktad @) « zad. 3.29

Prosta [ jest styczna do okregu w punkcie B i tworzy z cig-
ciwami AB i BC odpowiednio katy 40° i 80° jak na rysunku.
Wyznaczymy miary katow trojkata ABC.

Rozwigzanie

JABC = 180° — 80° — 40° = 60°
4BCA jest katem wpisanym opartym na tuku AB, czyli jest
rowny katowi miedzy styczna a cigciwg zawierajaca ten luk.
Zatem:

4BCA = 40°

Kat CAB wyznaczamy podobnie (albo korzystamy z twierdzenia o sumie katow
w trdjkacie) i otrzymujemy:
JCAB = 80°

Odp.:4A = 80°% 4B =60° 4C = 40°

W kazdym z zadan 3.1-3.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zZeszycie.

3.1. Wyznacz miare kata a.

A. 130° B. 100° C. 50° D. 45° E ﬁ

3.2. Jaka miare ma kat wpisany oparty na tuku o dlugosci '

Q

g oo
réwnej o obwodu kota?

A. 20° B. 40° C. 80° D. 160°

3.3. Punkty A, B, C leza na okregu o $rodku S jak na rysunku.

Wyznacz miare kata a. A % .
A. 100° C. 115° Q30>

B. 110° D. 125°

3.4. Na okregu odmierzono kolejno tuki AB, BC i CA, ktérych dlugosci sa w sto-
sunku 1:7:10. Wyznacz miary katow srodkowych opartych na tych tukach.
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3.5. Dany jest diagram kolowy. Oblicz miary katéw zazna-
czonych kolorami wycinkéw kolowych.

3.6. Oblicz pole wycinka kolowego o promieniu r i kacie

srodkowym a wyznaczajacym ten wycinek.
a) r=12, a=060° c) r=2V3, a=330°
by r=1a=12" d) =8, & =50°

3.7. Pole wycinka kolowego o promieniu 15 jest réwne 45,
Oblicz miare kata srodkowego wyznaczajacego ten wycinek.

3.8. Przyjmijmy, ze kawalki pizzy s3 wycinkami kolowymi.
Ktory z dwoch kawalkéw ma wigksza powierzchnig: kawatek
pizzy duzej o srednicy 42 cm i kacie srodkowym 30° czy ka-
walek pizzy $redniej o $rednicy 32 cm i kacie srodkowym 45°7

3.9. W pierscieniu kolowym przedstawionym na rysunku
obok |SK| =3 i |[KM]| = 2. Oblicz pole tego pierscienia.

3.10. Dlugosci okregdéw ograniczajacych piericien kotowy
sa rowne 10 i 12. Oblicz pole tego pierscienia.

3.11. Dany jest pierscien kotowy o srodku S. Cigciwa AB
zewnetrznego okregu jest styczna do wewnetrznego okregu
i ma dlugosc 18 (zob. rysunek). Oblicz pole tego pierscienia.

5%
15% 20%
10%
10% 30%

M

3.12. Cieciwy AB i BC okregu sg rownej dlugosci i tworza kat ABC o mierze 100°.

Oblicz miare wypuklego kata srodkowego wyznaczonego przez cigciwe AB.

3.13. Kat wpisany jest o 50° mniejszy od kata srodkowego opartego na tym samym

tuku. Oblicz miary obydwu katow.

3.14. Kat miedzy $rednica AC i cieciwa AB okregu o $rodku S ma miare 20°. Wy-

znacz miary katow wewnetrznych w trojkatach ASB i ACB,

3.15. Na okregu zaznaczono kolejno punkty A, B, C, D, E i F w taki sposob, ze tuki
AB, BC i CD sa jednakowej dlugoéci, a kazdy z tukéw DE, EF i FA jest dwa razy

dtuzszy od tuku AB.
a) Wyznacz miary katow szesciokata ABCDEF.

b) Jakie katy mialby taki szesciokat, gdyby luki byly ustawione na przemian: dluzszy,

krotszy, duzszy itd.?



3. Katy w kole 245 S

3.16. W kat a = 50° wpisano okrag, ktory jest styczny do ramion kata w punktach
A i B. Na kroétszym tuku AB okregu wybrano punkt M. Oblicz miare kata AMB.

3.17. Wyznacz miary katow trojkata ABC.

C
50 i
2 A
*35
AB - styczna

3.19. Katy « i y s katami wpisanymi, a kat  jest katem $rod-

B
2

kowym - jak na rysunku. Wykaz, ze a + = + y = 90°.

3.20. Dwa okregi o $rodkach O i S s3 styczne zewnetrznie
w punkcie P. Przez punkt P poprowadzono prosta przecinaja-
ca te okregi odpowiednio w punktach A i B tak, ze kat srodkowy
AOP ma miarg¢ rowna 100°. Wyznacz katy tréjkata PBS.
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+ 3.21. Wszystkie wierzcholki czworokata ABCD leza na
okregu jak na rysunku obok. Wyznacz miary katéw tego
czworokata.

* 3.22. Na okrggu odmierzamy kolejno tuki AB, BC i CD
odpowiadajace katom srodkowym 120° 30° i 70°. Wy-
znacz miary katow czworokata ABCD oraz kata, pod ja-
kim przecinaja sie jego przekatne.

3.23. Skonstruuj trojkat ABC, w ktorym dane sa: bok AB oraz wysokosci AD i BF.

3.24. Skonstruuj trojkat rownoramienny ABC, w ktorym |AC| = |[BC| i dane sg:
bok AB oraz wysokos¢ AD, przy zalozeniu, ze |AD| < |AB|.

+ 3.25. Wpisz konstrukcyjnie w dane kolo tréjkat prostokatny tak, aby jego przypro-
stokatne przechodzily przez dwa dane punkty wewnetrzne tego kola.

e 3.26. W trojkacie ABC katy przy wierzchotkach A i B sg ostre. Boki AC i BC s3
srednicami dwoch okregow. Wykaz, ze drugi punkt przeciecia tych okregéw lezy na
boku AB.

3.27. Kat miedzy cieciwami AB i AC w okregu ma mia-
re 40°. Wyznacz miare kata ostrego miedzy stycznymi do
tego okregu poprowadzonymi w punktach Bi C.

3.28. W trojkacie ABC dane sg <ABC = 28°,

J4BAC = 54°. Wyznacz miary katow « i f3, jakie tworza
boki tréjkata ze stycznymi k i/ poprowadzonymi do okre-
gu opisanego na trojkacie ABC (zob. rysunek).

3.29. Prosta AC jest styczna do okregu
o srodku S. Wyznacz miary katow trojkata
ABC przedstawionego na rysunku.

+ 3.30. Dane sa odcinek AB oraz kat ostry a. Wyznacz konstrukcyjnie zbiér punktow
plaszczyzny, z ktorych odcinek AB widac pod katem a.



3. Katy w kole
# 3.31. Dany jest okrag o srodku S. Prosta PM K
zawiera jego $rednice, a punkty K i L na okregu %
sq takie, ze |KS| = |LM| oraz 4<SKM = «
(zob. rysunek). Wyznacz miare kata PSK. P M

~ 3.32. Okregi o srodkach S, i S, sg styczne ze-
wnetrznie w punkcie M. Prosta [ jest styczna do
obu okregow odpowiednio w punktach P i K
jak na rysunku. Wykaz, ze kat PMK jest prosty.

~ 3.33. Wykaz, ze dla kazdego tréjkata ABC okrag o $rednicy AB przecina okrag
o $rednicy BC w punkcie M nalezacym do prostej AC.

1. Srodek okregu opisanego na tréjkacie ABC lezy na boku AB.
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Trojkat ABC jest rownoramienny.

B. 4ACB = 90°

C. AB jest najdluzszym bokiem tréjkata ABC.

2. Na okregu odmierzamy kolejno tuki AB i BC odpowiadajace katom $rodkowym
55°1 125° Wyznacz miary katow trojkata ABC.

3. W kat o mierze 20° wpisano okrag. Punkty stycznosci ramion kata z okregiem
polaczono cigciwami z pewnym punktem okregu. Wyznacz miare kata miedzy tymi
cieciwami. Rozpatrz dwa przypadki.

4. 7Z punktu A lezacego na okregu poprowadzono cieci-
we AC o dlugosci rownej promieniowi okregu oraz $red- A
nice AB. Wyznacz miary katow trojkata ABC.

5. Przez punkt styczno$ci M dwdéch okregow poprowa-
dzono prosta przecinajacg je w punktach A i B jak na ry-
sunku obok. Wykaz, Ze styczne poprowadzone do okre-
gow odpowiednio w punktach A i B s3 rownolegle.
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4. Wielokat wpisany w okrag

Umiejetnosci:
* stosowanie twierdzen charakteryzujacych czworokaty wpisane w okrag

Okrag, ktory przechodzi przez wszystkie wierzchotki wielokata, nazywamy okregiem

opisanym na tym wielokacie.
W takiej sytuacji méwimy rowniez, ze dany wielokat jest wpisany w okrag.

Jezeli wielokat jest wpisany w okrag, to (1))
jest on wielokatem wypuklym.

Srodek okregu opisanego na wielokacie jest oddalony o promien od kazdego z je-
go wierzcholkow. Inaczej méwiac, Srodek takiego okregu jest rowno oddalony od
wszystkich wierzcholtkow. Lezy wigc na symetralnej kazdego boku takiego wielokata.

Symetralna odcinka jest zbiorem punk- (1))
tow plaszczyzny rowno oddalonych od
koncow tego odcinka.

Przyktad €) < zad. 4.4

Wielokat na ktérym Wielokat na ktérym nie
mozna opisac okrag mozna opisac okregu

czworokat \

pieciokat
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Na wielokgcie mozna opisac okrag wtedy i tylko wtedy, gdy symetralne wszyst-
kich bokow tego wielokata przecinaja sie w jednym punkcie.

Wiemy juz, ze na kazdym trdjkacie mozna Na kazdym wielokacie foremnym (((+))
opisa¢ okrag. Sprawdzenie, czy na wielokacie, mozna opisac okrag,

ktory nie jest trojkatem, mozna opisac okrag,

jest zadaniem na ogdl bardzo trudnym, czgsto wrecz niewykonalnym. Jednak dla
czworokgtéw mamy proste kryterium pozwalajgce rozstrzygnad, czy mozna opisac
okrag na danym czworokacie.

Na czworokacie mozna opisac okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy miar prze-
ciwleglych katow tego czworokata sa rowne i kazda z nich wynosi 180°.

Udowodnimy dwa twierdzenia:

¢ Jezeli czworokat jest wpisany w okrag, to sumy miar przeciwleglych katow sa rowne.

* Jezeli sumy miar przeciwleglych katéw czworokata sa réwne, to na tym czworoka-
cie mozna opisac okrag.

Zatozenie |

Czworokat ABCD jest wpisany w okrag.

Teza |

Sumy miar przeciwleglych katow tego czworokata s rowne.
Dowad |

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
D

«— kat srodkowy oparty na tuku BCD jest dwa razy wigkszy
od kata wpisanego opartego na tym samym luku,
A czyli kata DAB czworokata

«—— kat srodkowy oparty na tuku DAB jest dwa razy wigkszy
od kata wpisanego opartego na tym samym luku,
\ czyli kata BCD czworokata
B
«+y=180° — 2a + 2y = 360°
4D +<4B = 180° «—— suma wszystkich katow czworokata jest rowna 360°

Pokazalismy wigc, ze sumy przeciwleglych katow takiego czworokata sa rowne.
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Zatozenie |l

Sumy miar przeciwlegltych katéw czworokata ABCD sg réwne.

Teza ll

Czworokat ABCD mozna wpisa¢ w okrag.

Dowaod I

Na dowolnie wybranym trojkacie, ktorego wierzchotkami sg wierzcholki czworokata
ABCD, mozna opisac okrag. Na przyklad opiszmy okrag na trojkacie ABD i zbadaj-
my, jakie jest mozliwe polozenie punktu C.

Niech <A =a, 4C =y i a+y = 180°

Gdyby punkt C nie lezal na okregu opisanym na tréjkacie ABD, to zachodzilaby jedna
z dwéch sytuacji pokazanych na rysunkach ponizej.

OO

Wtedy na podstawie pierwszej czesci twierdzenia wiemy, ze:
J4BC,D=180°-a =1y
Zatem <4C # y, co jest niezgodne z zalozeniem.
Udowodnienie tego, ze <C # y pozostawiamy jako ¢wiczenie do samodzielnego
wykonania; Wskazéwka: Zbadaj miary katow trojkatow CBC, i CDC,.

Koniec dowodu

¢ Na kazdym prostokacie mozna opisa¢ okrag. Srodek okregu opisanego na
prostokacie jest punktem przecigcia jego przekatnych (rys. 1).

* Na réwnolegloboku, ktéry nie jest prostokatem, nie mozna opisa¢ okregu
(rys. 2).

Rys. 1. Rys. 2. v
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* Na trapezie rownoramiennym réznym od réwnolegloboku mozna opisac
okrag (rys. 3).
* Na trapezie nierébwnoramiennym nie mozna opisac okregu (rys. 4).

Rys. 3. v Rys. 4. v

Przykiad @) < zad. 45

Zbadamy, czy na czworokacie o danych miarach katoéw mozna opisac okrag.

a) czworokat ABCD: 4A = 50° 4B =110° <C = 130°

b) czworokat KLMN: 4K = 60°, <L = 90°, <M = 100°

Rozwiazanie

a) 4A+<2C = 50°+130° = 180°, zatem na czworokacie ABCD mozna opisac okrag.

b) aK +<4M = 60° + 100° = 160°, zatem na czworokacie KLMN nie mozna opisac
okregu.

Przyktad @) « zad. 4.7

W czworokacie ABCD wpisanym w okrag zachodzi zaleznosc:
JA:4B:9C=4:1:2
Obliczymy miary katéw tego czworokata.
Rozwiazanie
Podang proporcje miar katow mozemy zapisa¢ w postaci:
JA=4x, 4B=x, IC=12x
JA+9C =180° i 4B+<qD = 180° «—— na czworokacie ABCD mozna opisa¢ okrag
4x + 2x = 180° stad x = 30°
4A=4x=120°, 4B=x=30° <4C=2x=60°
4D = 180° -4 B = 1807 - 30° = 150°
Do obliczenia miary kata D mozna réwniez skorzystac z rownosci 4D = 5x, wyni-
kajacej z warunku: 4A +<4C =<4B +4D.

Odp.: 9A = 120° < B = 30° 4C = 60° <D = 150°
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W kazdym z zadan 4.1-4.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

4.1. Miary trzech kolejnych katow czworokata wpisanego w okrag maja si¢ do siebie
jak 6:5:4. Wskaz miare czwartego kata tego czworokata.
A.72° B. 80° C. 90° D. 100°

4.2. Dwa najwieksze katy czworokata wpisanego w okrag moga mie¢ miary
A. 60°i90°, B. 85°i95° C. 95%i 105°. D. 100°i 190°,

4.3. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag i AD jest srednica tego okregu. Wiado-
mo, ze 4ACB = 30°. Jaka miare ma kat BAD?
A. 40° B. 50° C. 60° D. Nie mozna tego obliczyc¢.

4.4. Symetralne trzech bokéw pewnego czworokata wypuklego przecinajg sie w jed-
nym punkcie. Czy na tym czworokacie mozna opisac okrag?

4.5. Na ktorych z narysowanych czworokatow mozna opisac okrag?
A. C.

a) AB|lcp b

4.7. Dany jest stosunek miar trzech katéw czworokata ABCD wpisanego w okrag.
Oblicz miary katéw tego czworokata.

a) AR HAC=5:3:4 by 4A :qB ;40 =3:4:2
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4.8. Oblicz miary zaznaczonych katow.

a)

)\

4.9. Skorzystaj z podanych informacji i wyznacz miary katéw czworokata ABCD
wpisanego w okrag.

a) 4A =10° 4B -<4D =70° c) 4A+<4B=113°% 4A+<4D =177°

b) 4A =4<B, 4C = 5<4B d) 4D —<B =120° 4C -<4B = 90°

4.10. Zbadaj, czy istnieje czworokat, na ktérym mozna opisac okrag i ktérego katy
maja podane miary.

a) 45° 48°, 135° 145° c) 39° 52°, 128° 141°

b) 85°, 85°, 95°, 95° d) 15°, 76° 104°, 165°

4.11. Czy mozna opisac okrag na czworokacie, w ktérym miary kolejnych katow sa
w podanym stosunku?
a) 3:4:3:4 b) 1:2:22:% c) 5:5:4:4 d) 1:2:5:4

4.12. Oblicz miary katéow «a i .

4.13. Jedna z podstaw trapezu jest jednoczesnie rednica okregu opisanego na tym
trapezie. Promien okregu jest rowny 5, a przekatna trapezu ma dlugosc 8. Oblicz
diugos¢ ramienia trapezu.

* 4.14. Dwa odcinki rownej dlugosci AB i KM przecinaja sie w punkcie P takim, ze

|PA| = |[PM|. Udowodnij, ze na czworokacie AM BK mozna opisa¢ okrag.

* 4.15. Kat A w trojkacie ABC ma miare 60°. Dwusieczne BF i CD przecinaja si¢

w punkcie M. Wykaz, ze
a) na czworokacie ADMF mozna opisac okrag. b) IMD| = |MF]|.

4.16. Skonstruuyj deltoid, ktory mozna wpisaé w okrag, majac dane jego obydwie
przekatne.
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4.17. Skonstruuj czworokat ABCD, ktéry mozna wpisa¢ w okrag, majac dane: bok
AB, bok BC oraz kat B i kat C tego czworokata.

+ 4.18. Skonstruuj czworokat ABCD, ktéry mozna wpisa¢ w okrag, majac dane:
bok AB, bok AD, przekatng AC oraz kat B tego czworokata.

1. Deltoid jest wpisany w okrag.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Co najmniej dwa z katow deltoidu sa proste.

B. Srednica okregu opisanego na deltoidzie jest réwna jednej z przekatnych deltoidu.
C. Deltoid jest kwadratem.

2. Punkt S jest srodkiem okregu. Oblicz miary katow « i .
b)

C
3. Wyznacz miary katow wpisanego w okrag D ’
czworokata ABCD (zob. rysunek), o ktérym \

wiadomo, ze: K —50)

* JCKB = 20° i ramiona tego kata przechodza A B
przez punkty D i A, ?

* 4DMC = 30° iramiona tego kata przechodza
przez punkty A i B. M

4. Miary katow A, B, C i D czworokata ABCD sa w podanym stosunku. Czy na tym
czworokgcie mozna opisac okrag?
a) 3:4:5:6 b) 3:4:6:5

0 5. Czworokat zaznaczony na rysunku jest wyzna- D C
czony przez dwusieczne katéw trapezu ABCD.
Wykaz, ze mozna na nim opisac okrag.
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Umiejetnosci:
» stosowanie twierdzen charakteryzujacych czworokaty opisane na okregu

Okrag, ktory jest styczny do kazdego boku wielokata, nazywamy okregiem wpisa-
nym w ten wielokat.
W takiej sytuacji méwimy rowniez, ze wielokat jest opisany na okregu.

Jezeli wielokat jest opisany na okregu, to (1))
jest wielokatem wypuklym,

Srodek okregu wpisanego w wielokat jest oddalony o promien od kazdego boku tego
wielokata. Inaczej mowiac, srodek takiego okregu jest oddalony o promien od ra-
mion kazdego z katow wewngtrznych tego wielokata, czyli jest punktem wspolnym
wszystkich dwusiecznych katow tego wielokata.

Zbiorem punktéw nalezacych do kata  (((+)
wypuktego i rowno oddalonych od jego
ramion jest dwusieczna tego kata.

Przyktad €) « zad. 5.4

Wielokat w ktory Wielokat w ktory nie
mozna wpisac okrag mozna wpisac okregu

czworokat

pigciokat
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W wielokat mozna wpisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy dwusieczne wszyst-
kich katow wewnetrznych tego wielokata przecinaja sie w jednym punkcie.

Wiemy, ze w kazdy tréjkat mozna wpisac okrag. Podobnie jak w wypadku okregu opi-
sanego na wielokacie, sprawdzenie, czy w dany wielokat mozna wpisa¢ okrag, moze
by¢ zadaniem niewykonalnym. Rowniez i tu dysponujemy kryterium pozwalajacym
rozstrzygnac ten problem dla czworokatow.

~ Twierdzenie

Czworokat wypukly mozna opisa¢ na okregu wtedy i tylko wtedy, gdy sumy
dlugosci przeciwlegltych bokdéw tego czworokata sa rowne.

Udowodnimy dwa twierdzenia:

* Jezeli czworokat wypukly jest opisany na okregu, to sumy dtugoséci przeciwleglych
bokow tego czworokata sa réwne.

* Jezeli sumy dlugosci przeciwleglych bokéw czworokata wypuklego sa rowne, to
w ten czworokat mozna wpisac okrag.

Zatozenie |

Wypukly czworokat ABCD jest opisany na okregu.

Teza |

Sumy dlugosci przeciwleglych bokéw tego czworokata sa rowne.

Dowaod |
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku,

«—— odcinki laczace wierzcholki czworokata z odpowiednimi
punktami stycznosci sa rowne (zaznaczono je tym
samym kolorem i podpisano ta sama litera)

|AB|=d+¢, |IDCl=a+b, |AD|=d +a, |BC|=c+b
Mamy zatem:
|AB|+ |DC|=a+b+c+d=|AD|+ |BC|
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Zatozenie I

Sumy dlugosci przeciwleglych bokéw wypuklego czworokagta ABCD sg réwne.
Tezall

Czworokat ABCD mozna opisac na okregu.

Dowaod I

Narysujmy okrag styczny do trzech bokdw czworokata: AD, DC i CB. Taki okrag na
pewno istnieje, bo katy D i C sa mniejsze od katow polpelnych, czyli ich dwusieczne
przetng si¢ wewnatrz rozpatrywanego obszaru (rys. 1).

C C C

M A
Rys. 1. Rys. 2. Rys. 3.
Wykazemy, ze czwarty bok czworokata, czyli odcinek AB, jest styczny do tego okregu.

Gdyby nie byl, to zaszlaby jedna z dwdch sytuacji przedstawionych na rysunkach 21 3.
Wtedy styczna do okregu poprowadzona np. z wierzchotka B przecigtaby prosta za-
wierajgca bok DA w punkcie M réznym od punktu A i na okregu opisany bylby czwo-
rokat MBCD. Zgodnie z udowodnionym poprzednio twierdzeniem byloby wiec:

|[DM]| + |BC| = |[MB| + |DC]|

Réwnoczesnie zgodnie z zalozeniem zachodzi rownos¢:
|DA| + |BC| = |AB| + |DC|

Jezeli odejmiemy od pierwszej réwnosci drugg, to otrzymamy:
|IDM| = |DA| = [MB| - |AB|

W pierwszym przypadku (rys. 2), wykorzystujac otrzymang réwnos¢, mamy:
|AM| = |MB| — |AB|, czyli |AM| + |AB| = |[MB|

Jest to sprzeczne z nierownoscia trojkata — zatem taka sytuacja zajsc nie moze.

W drugim przypadku (rys. 3) réwnos¢ |DM| - |DA| = [MB| - |AB| oznacza, ze:
|AM| = |AB| - |MB|, czyli |AM|+ |MB| = |AB]|

Tu réwniez mamy sprzeczno$¢ z nierownoscia trojkata.

Tym samym wykazaliSmy, ze czwarty bok czworokata, czyli odcinek AB, jest styczny

do rozwazanego okregu.
Koniec dowodu
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* W kwadrat mozna wpisac okrag (rys. 1).
* W romb mozna wpisac okrag (rys. 2).
* W deltoid mozna wpisac okrag (rys. 3).

2 Y 2
ke 4 a PN

ata=a+a ata=a+a aib=aib
Rys. 1. Rys. 2. Rys. 3.

Przykiad @) < zad. 55

Sprawdzimy, czy w czworokat wypukly ABCD o podanych dlugosciach bokéw moz-
na wpisac¢ okrag.
a) |AB| =3, |BC| =4, |ICD| =6, |DA| =2
|AB]+|CD|=3+6=9
|IBC|+ |DA|=4+2=6
|AB| + |CD| # |BC| + [DA]
W ten czworokat nie mozna wpisac okregu.
b) |AB| =3, |BC| =4, |CD|=6, |[DA| =5
|AB| +|CD|=3+6=9
|BC| + |DA|=4+5=9
|AB| + |CD| = |BC| + |DA|
W ten czworokat mozna wpisac okrag.

Przyktad @) < zad. 5.6
a) 5 b)

~1
L=

10 8
10+5=8+7 8+2+9+6
W ten trapez mozna wpisa¢ okrag, W ten trapez nie mozna wpisac okregu.
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Przykiad €

W kazdy wielokat foremny mozna wpisa¢ okrag. Srodek okregu wpisanego w wielo-
kat foremny jest réwniez $rodkiem okregu opisanego na tym wielokacie. Zilustruje-
my to na przykladach (R oznacza promien okregu opisanego, a r — wpisanego).

a) trojkat rownoboczny  b) kwadrat c) szesciokat foremny

Przyktad @ < zad. 5.9

Ramie trapezu rownoramiennego opisanego na okregu ma dlugos$c 4, a przekatna
trapezu ma dlugosc 5. Wyznaczymy promien okregu wpisanego w ten trapez.

Rozwiazanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. D C
Promien okregu wpisanego w trapez jest polowa je-
go wysokosci. Jezeli poprowadzimy wysokosci tra- 5 4
pezu z punktow D i C, to powstanie prostokat
EFCD. 2 N

A E E B

Oznaczmy |EF| = |DC| = a.

|AB| + |DC| = |AD| + |BC| = 8 «—— sumy dlugosci przeciwleglych bokéw sa réwne
|AE|+a+ |FB|+a=8

2|AE| +2a =8 — |AE| = |FB|

|AE| +a =4

|AF| = 4 — |AE| + a = |AF]

|FC| =3 «— na mocy twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata

% prostokatnego AFC
Szukany promien jest wiec rowny 5

3
Odp.: >

259 N
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W kazdym z zadan 5.1-5.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

5.1. W czworokacie ABCD opisanym na okregu dane sa dlugosci bokow: |AB| = 12,
|BC| = 15, |CD| = 18. Dlugosc boku |DA|

A. jest rowna 12. C. jest rowna 18.

B. jest rowna 15. D. zalezy od katoéw czworokata.

5.2. W czworokacie ABCD opisanym na okregu dane sg dlugosci bokéw: |AB| = 4,
|BC| = 5, |CD| = 4. Zatem promien okregu wpisanego w ten czworokat

A. jest rowny 1,5. C. jest rowny 2,5.

B. jest rowny 2. D. zalezy od katow czworokata.

5.3. Ramig trapezu rownoramiennego opisanego na okregu ma dlugosc 36. Zatem
zadna z podstaw tego trapezu nie moze mie¢ dlugosci rownej

A. 1. B. V2. C. 70. D. 80.

5.4. Dwusieczne trzech katow pewnego czworokata wypuklego przecinaja si¢ w jed-
nym punkcie. Czy w ten czworokat mozna wpisac okrag?

5.5. Sprawdz, czy z odcinkéw o podanych diugosciach mozna zbudowad czworokat,
w ktory da sie wpisac okrag.

a) 5cm, 8cm, 9cm, 12 cm

b) 4,7 cm, 6,3 cm, 6,8 cm, 8,5cm

c) 11,2¢cm, 13,3¢cm, 15,2cm, 17,3 cm

d) V2em, 243 cm, 3V3 em, (5\@— \5) cm

5.6. Trapez rbwnoramienny, ktérego podstawy sa réwne 15,8 cm i 8,2 cm, jest opi-
sany na okregu. Oblicz dlugos¢ ramienia tego trapezu.

5.7. Oblicz obwod czworokata opisanego na okregu, w ktorym

a) przeciwlegle boki maja dlugosci 7 cm i 8 cm,

b) stosunek diugosci trzech kolejnych bokéw jest réwny 2:4: 5, a czwarty bok ma
dlugosc 6 cm.

c) roznica dlugodci przeciwleglych bokéw jest réwna 15 cm, a ich stosunek wynosi
1:4.

d) stosunek dlugosci trzech kolejnych bokéw wynosi 3:5:6, a suma tych dlugosci
jest rowna 42 cm,
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5.8. Jedna podstawa trapezu ma 6 cm, druga 3 cm, a jedno rami¢ ma 4 cm. Wiado-
mo, Zze w trapez ten mozna wpisac okrag.

a) Jaka dlugos¢ ma drugie ramie trapezu?

b) Skonstruuj trapez spelniajacy warunki zadania i wpisz w niego okrag.

5.9. W trapez rownoramienny wpisany jest okrag. Punkt stycznosci dzieli ramie tra-
pezu na odcinki o dlugoéciach 4 cm i 6 cm. Oblicz promien okregu.

5.10. Trapez réwnoramienny ABCD o ramionach AD i BC opisano na okregu
o promieniu 15. Punkt stycznosci P dzieli ramie AD na odcinki, ktérych dlugosci
sa w stosunku 3 : 4. Wyznacz dlugosci bokow trapezu.

5.11. Bok rombuma 10 cm, a jego dluzsza przekatna 16 cm. Oblicz promien okregu
wpisanego w ten romb.

5.12. Jakim procentem pola kota opisanego na szesciokacie foremnym jest pole kotla
wpisanego w ten szesciokat?

5.13. Srodek okregu wpisanego w czworokat ABCD jest réwnocze$nie punktem
przecigcia jego przekatnych. Udowodnij, ze czworokat ABCD jest rombem.

© 5.14. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Z punktu P przecigcia przekatnych
tego czworokata poprowadzono wysokosci PK, PL, PM, PN odpowiednio w trojka-
tach ABP, BCP, CDP oraz DAP. Udowodnij, ze w czworokat KLMN mozna wpisac
okrag.

* 5.15. W trapez o polu 168 i ramionach dlugosci 13 i 15 mozna wpisac okrag. Oblicz
dlugoéci podstaw tego trapezu.

# 5.16. W trapez réwnoramienny o obwodzie réwnym 20 i przekatnej V41 mozna
wpisac okrag. Oblicz promien tego okregu.

# 5.17. Srodek okregu wpisanego w trapez prostokatny znajduje si¢ w odleglosciach
1 cm i 2 cm od koncow dluzszego ramienia tego trapezu. Oblicz pole trapezu.

5.18. Na okregu o promieniu r opisany jest trapez rownoramienny o podstawach

Va-b

aib. Wykaz, ze r =

261 I
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D R

5.19. Okrag o $rodku § przecina wszystkie boki czworo- A —
kata ABCD i wycina z nich odcinki réwnej dlugosci (zob.
rysunek). Wykaz, ze w czworokat ABCD mozna wpisac
okrag.

1. Dany jest trapez rownoramienny o ramionach dtugosci 5 cm.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Jezeli w ten trapez jest wpisany okrag, to podstawy trapezu s3 rowne.

B. Jezeli w ten trapez jest wpisany okrag, to podstawy trapezu moga by¢ rowne.
C. Jezeli ten trapez jest opisany na okregu, to obwdd trapezu jest réwny 20 cm.

2. Czy w czworokat ABCD o podanych diugosciach bokow mozna wpisac okrag?
a) |AB| =5, |[BC| =6, |CD| =7, |IDA| =8
b) |AB| =6, |BC| =5, |[CD| =7, |DA| =8

3. W czworokat ABCD wpisano okrag. Punkty stycznosci tego okregu z bokami AB,
BC, CD i DA oznaczono odpowiednio literami E, F, G i H. Dane sa dlugosci odcin-
kow |AE| =4cm, |FB| =5cm, |GC|=2cm i |DH| = 1cm. Oblicz obwdd czwo-
rokata ABCD.

4. Na okregu o promieniu r opisano trapez prostokatny, ktérego najkrotszy bok ma

diugosc %r. Oblicz pole tego trapezu.

5. W czworokacie ABCD boki BC i AD sa rowne, a punkty E i F s3 odpowiednio
srodkami tych bokow. Wykaz, ze jezeli w kazdy z czworokatow ABEF i FECD mozna
wpisac okrag, to czworokat ABCD jest rownoleglobokiem.
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Umiejetnosci:

* stosowanie twierdzenia Talesa do obliczania diugosci odcinkow

* stosowanie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa do badania
rownolegtosci prostych

Zbadajmy zaleznosci miedzy polami tréjkatow
i pewnymi odcinkami w tych tréjkatach.

Rozpatrzmy dwa tréjkaty o réwnych podstawach a H
i wysokosciach h oraz H. Obliczmy stosunek pol h
P, i P, tych tréjkatow. " 5
i a
PI = ﬁ, Pj = ‘LE
2 - 2
P, h Przypomnijmy - stosunkiem odcinkow (1)
P, “H nazywamy stosunek diugosci tych odcinkéw.

Stosunek pdl takich trojkatow jest rowny stosunkowi ich wysokosci.

Podobng sytuacje mamy w przypadku dwoch tréjkatow o rownych wysokosciach.

h h
p, =25 p =t
2 2
Pl B ﬂl h h
PE - ﬂz - a .az
1

Stosunek pdl takich trojkatoéw jest rowny stosunkowi ich podstaw.

Omowione wyzej zaleznosci beda przydatne do udowodnienia twierdzenia Talesa.

Tales z Miletu (ok. 620 - ok. 540 p.n.e.), grecki filozof i matematyk, sformulowat kilka
waznych twierdzen geometrycznych. Najbardziej znane dotyczy réwnosci stosunkow
odcinkéw otrzymanych przy podziale ramion kata prostymi rownoleglymi.

Twierdzenie Talesa

Jezeli ramiona kata sq przeciete dwiema prostymi rownoleglymi, to odcinki wy-
znaczone przez te proste na jednym ramieniu kata sg proporcjonalne do odpo-
wiednich odcinkéw wyznaczonych przez te proste na drugim ramieniu kata.
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Przyjmijmy oznaczenia zgodne z rysunkiem.

Zatozenie

AA' || BB
Teza

j0A] _ |0A|

|AB| ~ |A'B|
Dowod

Trojkaty OAA" i ABA" maja réine podstawy
OA i AB oraz wspdlna wysoko$¢ poprowadzong
z wierzchotka A’, zatem:

[0Al _ Paoanr

AA' || BB', zatem tr6jkaty ABA' i AB' A’ maja

wspolng podstawe AA’ oraz réwne wysokosci

poprowadzone z wierzchotkéw B oraz B, czyli:
PAasat = PAapar

Po podstawieniu do poprzedniej réwnoséci mamy:

[OAl _ Paoan
IABI P&AH’A;

Pproaar _ |OA"|

— trojkaty OAA" i AB' A" maja wspolng wysokosé

Ppaprar  |A'B| poprowadzong z wierzchotka A
Zatem:

0Al _ Ppoan _ 10A"| . |0A _ |OA]

IABl ~ Pawn  1AB 7 (4Bl T |A'B|

Koniec dowodu

Przyktad @)  zad. 6.4, 6.5

Proste k i [ sa rownolegle. Obliczymy dlugos¢ odcinka x.
b)
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Zachodzi rowniez twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa

Jezeli ramiona kata COA sa przeciete dwiema D
prostymi AC i BD w taki sposdb, ze odcinki OA c

i AB lezace na jednym ramieniu kata sa pro-

porcjonalne do odcinkow OC i CD wyznaczo- O AN B\

nych przez te proste na drugim ramieniu kata:
|04l _ |OCl
|AB|  |CD|’

to proste AC i BD sa rownolegte.

Dowod tego twierdzenia pominiemy.

Przykiad &) E
|AB| _ 5 |AD|

5 .
BC| 3 DE| ~ 3’ wigc prosta DB

jest rownolegla do prostej EC.

Na podstawie twierdzenia Talesa mozna zapisac proporcje innych odcinkow.

Jezeli proste AD i BC sa rownolegte jak na rysunku ponizej, to:

|PA| |PD]

;) Pkl B ool

(1) |PB| |PC]| D
|PA] _ |PD| €

@) |BA| ~ |CD|

(3) |AD| _ |AP| ~A B A
|BC| |BP|

Do udowodnienia réwnosci (1) wystarczy zauwazyc, ze:
|PA| _ |PB| +|BA| _ |PB| o |BA| 1+ |BA|

\PB| ~ |PB|  |PB| |PB| |PB]
Na mocy twierdzenia Talesa % = Ili—g:, wiec prawdziwa jest rownosc:

,1BAl _ ., [CD| _ |PC|+[CD| _ |PD]
|PB| |PC| |PC| |PC]
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Analogicznie udowadniamy réwnos¢ (2).

Do udowodnienia réwnosci (3) uzupelnimy rysu- D
nek prosta BK réwnolegla do prostej PD po to,
aby zastosowac wzor (2) do kata DAP przeciete-
go rownoleglymi prostymi BK i PD. FAh B
Mamy wiec rownosc:

|AD| _ |AP|

IKD|  |BP|
w ktorej zamiast |[KD| mozemy podstawic |BC|, bo czworokat BCDK jest rownoleg-

lobokiem.
|ADI _ |API

|BC|  |BP|’

Zatem

Zauwazmy tez, ze rownosci podane w twierdze- Zatozmy, ze a, b, ¢, d sa rozne od 0. (1))
niu Talesa oraz we wniosku mozemy przedsta- Jezeli E = 3, to:
wiac w roznych postaciach, zgodnie z zasadami B aidm g
dziatan na utamkach (zob. ramka obok). b _d a b
a ¢ c d

Przykiad &) < zad. 6.6

Dwie proste przecinaja ramiona kata o wierzcholku P tak, ze na jednym ramieniu
powstaly odcinki PBi PA (B lezy miedzy P i A), na drugim PC i PD (C lezy miedzy

; |AD |AP|
Pi D orazg — = ——,
) |BC| |BP|

stwierdzi¢, ze proste BC i AD sg réwnolegte.

Sprawdzimy, czy na podstawie podanych informacji mozna

Rozwiazanie

Zauwazmy, ze jesli proste BC i AD sa rownolegle,
to rownosc podana w zalozeniach jest prawdziwa
na mocy powyzszego wniosku — punkt (3). Mozna
podac jednak przyktad pokazujacy, ze wnioskowa-
nie w drugg strone nie jest prawdziwe. Popatrzmy P
na rysunek. A‘ e

Odcinki AD i AD' s3 tej samej dtugoéci, czyli punkt D' spelnia zalozenia zadania -

|AD'| _ |AP|

— = , natomiast proste BC i AD' nie sa rownolegle.
|BC|  |BP|

w szczegolnosci

Odp.: Na podstawie podanych informacji nie mozna stwierdzi¢, czy proste BCi AD
sa rownolegle.
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Przykitad €) - zad. 6.7

Proste k i s3 rownolegle. Obliczymy dlugosc odcinka x.

15 N
x _ 15 5_ 9
6 4+6 &8 8+x
10x=15-6, czyli x=9 5(8+x) =72, czyli x =64

-

Jezeli mamy podany odcinek jednostkowy, to mozemy konstruowac odcinki o diu-
gosci bedacej iloczynem lub ilorazem dlugosci danych odcinkéw.

Przyktad @) « zad. 6.9

Dane sa odcinki o dlugosciach a i b oraz odcinek jednostkowy. Zbu- b
dujemy odcinek o dlugosci ab. —t

Rozwigzanie
Oznaczmy iloczyn ab litera x. Wowczas: B

x=ab, czyli x-1=ab A
Te rownosc¢ zapisujemy w postaci proporgji, np.: ;

l:E 0 TGN : D\

d X

Kolejne etapy konstrukcji odcinka o dlugosci ab opiszemy w tabeli.

‘ Wykonywana czynnosé Otrzymana figura

Rysujemy kat o wierzchotku Oina punkty AiB
jednym jego ramieniu odkladamy kolejno:

odcinek jednostkowy OA i taki odcinek

AB, ze |AB| = b.

Na drugim ramieniu kata odkladamy taki punkt C
odcinek OC, ze |OC| = a.

Prowadzimy prosta AC, a nast¢pnie przez | * punkt D, jako punkt przecigcia prostej
punkt B réwnolegla do niej prostg BD. rownoleglej do AC z drugim ramieniem
kata
¢ szukany odcinek CD - zgodnie
z twierdzeniem Talesa mamy |[CD| = ab

Poprawnosc¢ konstrukcji wynika z twierdzenia Talesa.

267 IS



N 268 Dziat 3. Planimetria

Z wyprowadzonych wzoréw wynika, ze jesli przetniemy ramiona kata dowolnie wie-
loma prostymi rownolegltymi, to odcinki wyznaczone na jednym ramieniu sa pro-
porcjonalne do odpowiednich odcinkéw wyznaczonych przez te proste na drugim
ramieniu kata. Ten fakt wykorzystujemy przy konstrukcyjnym podziale odcinka na
n rownych czesci.

Przyktad ()

Podzielimy dany odcinek AB na pie¢ rownych czesci.

Rozwiazanie

* Zpunktu A prowadzimy polprosta k i odkladamy na niej pie¢ réwnych odcinkow
tak, ze koniec jednego jest poczatkiem nastepnego odcinka.

* Przez koniec ostatniego odcinka i punkt B prowadzimy prosta [.

* Prowadzimy proste rownolegle do I przez konce odlozonych na polprostej k od-
cinkow - dzielg one odcinek AB w zadany sposéb.

k

Przyktad € < zad. 6.13

Na jeziorze umocowana jest boja (oznaczona na
rysunku literg K). Podamy sposdb obliczenia jej
odleglosci od punktu D znajdujacego si¢ na brzegu.

Rozwiazanie
Wytyczamy na brzegu dwa punkty A i B oraz na linii
brzegu punkt C w taki sposdb, ze odcinki AB i CD
sa rownolegle, punkty K, D i B sa wspolliniowe oraz
punkty K, C i A sa wspolliniowe. Mierzymy dlugo-
Sci [DB|, |AB|i |CD].

IKD| _|CD|

|KB| ~ |AB]

|KD| _|cD|

IKD| +|DB| ~ |AB|

IKD| - |AB| = [CD| - (IKD| + |DB])
Z tego réwnania obliczamy niewiadomg wielko$¢ |[KD].

|CD| - DB
|AB| - |CD

«—— na mocy wniosku z twierdzenia Talesa

—— |KB| = |[KD| + | DB

Odp.: |[KD| =
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W kazdym z zadan 6.1-6.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

6.1. W trapezie ABCD, w ktorym AB || DC, stosunek dlugosci podstaw
|DC] : |AB| = 1: 3, a proste zawierajace nieréwnolegle boki AD i BC przecinajg si¢
w punkcie S. Zatem stosunek dlugosci |SD| : |SA]

A. jestrowny 1:3. C. jestrowny 1:4.

B. jest rowny 2:3. D. jest niemozliwy do okreslenia, bo jest za mato danych.
C

6.2. W trojkacie ABC poprowadzono odcinek MN jak

na rysunku. Jezeli MN || AB, |BN| =5, [NC| =10

oraz |AC| =12, to M N

A.|AM| =4, IMC| =8 i [MN] = 14. v L

B. |JAM| =8, |[MC|=4 i |MN] = 14. A B

C. |AM| =5, |[MC| =7 ijest za malo danych do obliczenia [MN]|.
D. |AM| = 4, |MC]| = 8 ijest za malo danych do obliczenia |[MN|.

6.3. W trojkacie ABC punkt M lezy na boku AC, a punkt N - na boku BC. Ktore
z ponizszych danych wykluczaja rownoleglosc odcinkow ABi MN?

A. IMC| =3, |[AM| =12, |[CN| =13

B. IMC| =3, |AC| =15, |AB| =20, I[MN| =5

C. IMC| =3, |AC| =15, |CN| =5, [MN| =5

D. |BC| = 20, |AC| = 15, |AB| =25, [MN|=5

6.4. Proste kil s3 rownolegte. Oblicz x.

X TEk i
3
10 k
I
k / i

/ 4

€) =~
d)
!
o 9
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6.5. Proste a i b na rysunku sa rownolegle. Oblicz
a) |NE|, jezeli INS| =33, INO| =16, INC| = 44.
b) |CO|, jezeli INC| =3, [NS| = 18, |ES| = 0,6.
c) |EO|, jezeli |SN| = 14, |SE| = 8, |SC| = 35.

d) [SC|, jezeli |[EO| =3, |EN|= 1,5, |SE| = 2.

e) |INC|, jezeli INO| =4, |SE| =1,2, |[SN|=1,8.
f) |EOI, jezeli [SE|:|EN|=2:5, |SC| = 14.

6.6. Prosteaib przeciely ramiona kata o wierzchol- b

ku L tak, Ze na jednym ramieniu powstaly odcinki a 3

LOiOK, a nadrugim LA i AS (zob. rysunek). Sko- A

rzystaj z podanych informacji i sprawdz, czy proste

aib sa réwnolegle. L DN N

a) |[LO|:|LK|=2:3, |LA| =4, |AS| =6

b) |LO|:|LK| =1:8, |OA| =2, |[KS8] = 16

c) |ILK|=V2+1, |OK| =1, |LA|:|AS| = V2

d) |LO| = 3v2, |OK|=2V2 -1, |OA|:|KS| =2+ 2

6.7. W trojkacie ABC poprowadzono odcinki
DF i EG tak, ze DF || AC i EG || BC (zob.
rysunek). Oblicz dlugosci bokéw tréjkata ABC.

6.8. Naprostejlezg kolejno punkty A, B, C, D tak,
ze zachodzi proporcja 1 % Oblicz

|BC| |CD|
a) |AB|, jezeli |BC| =3, |CD|=7.

b) |BC|, jezeli |CD| =75, |AB| = 10.

6.9. Narysuj odcinek jednostkowy oraz odcinki o dlugosciach a i b, a nastgpnie
skonstruuj odcinek o podanej dlugosci.

a 1 a+b
Yy N L
+ 6.10. Narysuj odcinki o dlugosciach a i b, a nastgpnie skonstruuj odcinek x taki, ze
2 2 2
a a +b
a}x_a+b' b) = Bl

* 6.11. Dany odcinek a podziel konstrukcyjnie w podanym stosunku.,

a) 215 b) 3:2v2 c) 2:4/3 d) vV2:43 e) V5:v2

6.12. Dany jest odcinek o dlugosci m. Skonstruuj kwadrat, tréjkat rownoboczny
i szesciokat foremny takie, ze obwod kazdej z tych figur jest rowny m.
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6.13. Chcemy zmierzy¢ odleglo$¢ miedzy drze- L
wami D, i D,, ale nie mozemy zrobi¢ tego bezpo-
$rednio, bo rozdziela je rzeka. Na podstawie ry-
sunku opisz sposob, w jaki mozna wyznaczy¢ te
odlegtos¢. Oblicz |D,D,|, gdy |D,M| =4 m,

ID,K|=12m i |KL| = 10m. i \Q}‘ K

6.14. Przez punkt R nalezacy do boku AB trojkata ABC poprowadzono prosta row-

nolegla do boku AC, ktora przecigta bok BC w punkcie S. Kat CAB ma miare 60°,
|AR| =3 cm, |RS|=15cm i % = g Wyznacz dlugosci bokow trojkata ABC.

6.15. W trapezie ABCD, w ktérym: AB || CD, |BC| =12 cm, |CD| = 4,5 cm,

|AD| = 15 cm, przedluzono nieréwnolegle boki do przeciecia w punkcie S.

Wiadomo, ze % — i Oblicz obwdd tréjkata ABS.

6.16. Stosunek dwoch odcinkow jest rowny 5:4. Jeden z tych odcinkow jest 0 2 cm
krotszy od drugiego. Oblicz ich dtugosci.

6.17. W tréjkacie ABC wysoko$¢ CD dzieli bok AB na odcinki o diugosciach

|AD| = %E i |DB| = 4v3. Na jakie czesci zostanie podzielony bok BC dlugo-

$ci 8 symetralna boku AB?

6.18. Stosunek dtugosci podstaw trapezu jest rowny 1 : 3. Oblicz, o ile centymetréw
nalezy przedtuzy¢ ramie trapezu dhugosci 22 cm, aby przecieto prosta zawierajaca
drugie ramie tego trapezu.

+ 6.19. Okregi o promieniach 3 cm i 4,5 cm sa styczne zewnetrznie w punkcie P.
Odlegtos¢ punktu P od prostej stycznej do obu okregéw jest rowna d. Wyznacz d.

+ 6.20. W rombie ABCD wierzcholek D kata rozwartego polaczono ze srodkami
K i L bokéw AB i BC. Pole tréjkata DKL jest réwne 36 cm®. Oblicz pole rombu.

6.21. Na jednym ramieniu kata o wierzchotku O obrano punkty K i L, a na drugim
M i N tak, ze |OK| = 16, |OL| = 52, |OM| = 4, |[MN| = 3m - 2. Dla jakiej wartosci
m proste zawierajace odcinki KM i LN s3 rownolegle?
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+ 6.22. Boki trojkata ABC maja dlugosci |AB| = 36, |BC| = 24 i |AC| = 18. Przez
pewien punkt D na boku AC poprowadzono prosta rownolegla do AB przecinajaca
bok BC w punkcie E takim, ze [AD| + |CE| = 20. Oblicz dtugosc¢ odcinka DE.

© 6.23. W tréjkacie ABC kat przy wierzchotku C ma miare 120°, |AC| = b i |BC| = a.
Wyznacz dlugos¢ dwusiecznej CD.

e + 6.24. Dany jest trapez ABCD, w ktérym AB || DC. Punkty M i N s3 odpowiednio
|AB| + |DC|
5 .

srodkami bokéw BC i AD. Wykaz, ze MN || AB oraz |[MN| =

1. Proste AC i BD na rysunku obok sa réwnolegle.

Ocen prawdziwos¢ podanych proporcji.

o DI _[0B o IDBI_|DC] . [DB| _ [CAl
“locl oD ~IcAl - col " 10B]  |OA]

2. Przedstawione na rysunku proste a i b sa
réwnolegte. Oblicz |ST, jezeli |TO| = 12 cm,
|AM| = 16 cm, |SA| = 24 cm.

3. Prosteaib przecinaja ramiona kata o wierzchol-
ku O w punktach A, B oraz C, D jak na rysunku.
Skorzystaj z podanych informacji i sprawdz, czy te
proste s3 rownolegle.
a) |OA| = 2,5¢cm, |AB| = 1,5cm, |AC| = 0,5 dm,
|DB| = 0,8 dm
|OC]

b) |OA| = 5,1 cm, |OB| = 6,8 cm, IC_m =3

¢) |OA| =26cm, |AB| =4cm, |OC| = 13cm, |OD| = 16 cm

4. W trojkacie ABC na boku AC obrano punkt P, przez ktéry poprowadzono pro-
sta k rownolegla do boku AB. Prosta k przecieta bok BC w punkcie Q. Wiadomo, ze
|AB| = 15cm i |AP|:|PC]| = 2:3. Oblicz dlugo$¢ odcinka PQ.

5. Dwa okregi o promieniach 91i 15 sg

styczne zewnetrznie w punkcie F i styczne »

do prostej CE jak na rysunku. Oblicz dlu- ‘L
gosc¢ odcinka AC, & D E
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Umiejetnosci:

* rozpoznawanie figur podobnych

* wykorzystywanie zaleznosci miedzy polami figur podobnych

* wykorzystywanie (takze w praktyce) wlasnosci figur podobnych

Symetrie osiowa oraz symetrie srodkowa cechuje zachowanie odleglosci. Oznacza
to, ze dla dowolnych punktow A, B odleglos¢ miedzy A i B jest taka sama jak odleglosc
miedzy ich obrazami A" i B' w tych przeksztatceniach, czyli:

|AB| = |A'B'|

Jezeli figura F' powstaje z figury F w wyniku przeksztalcenia zachowujacego odleg-
toéci, to F' i F nazywamy figurami przystajacymi.

Teraz zajmiemy si¢ podobienstwem figur. Tego typu przeksztalcenia na ogot odle-
glosci nie zachowuja, tylko je zwigkszaja albo zmniejszaja.

Jezeli dana jest pewna liczba dodatnia k, to podobienstwem o skali k nazywamy
kazde takie przeksztalcenie plaszczyzny, w ktérym dla dowolnych punktow A, B

plaszczyzny oraz ich obrazow A', B' zachodzi réwnosé:
|A'B'| = k- |AB|

Dwie figury nazywamy podobnymi, jesli ist- O figurach przystajacych mowimy (1)
nieje podobienstwo przeksztalcajace jedna potocznia; ze 63 rowne (abr ilen-
z nich na druga. Fakt, ze figura F| jest podobna yC0e), 0 figurach podobitych = 2
o S maja ten sam ksztalt.
do figury F,, zapisujemy symbolicznie F, ~ F,.
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Powiemy, ze figury F, oraz F, sa podobne w skali k, jezeli figura F, jest obrazem
figury F, w podobienstwie o skali k. Zauwazmy, ze jezeli figury F, oraz F, sa podobne

w skali k, to figury F, oraz F, sa podobne w skali Ecl-
Przyjrzyjmy sie rysunkowi.

Boki trojkata T, sa réwnolegle do bo-
koéw trojkata T, wiec (zgodnie z twierdze-
niem Talesa) boki T', sa proporcjonalne do
odpowiednich bokow T,. Trojkat T'; jest
przystajacy do tréjkata T,, wiec boki T,
sa proporcjonalne takze do odpowiednich
bokow T. Zatem:

* trojkaty T, i T, majg odpowiednie boki proporcjonalne,

» trojkaty T, i T4 majg odpowiednie boki proporcjonalne,

« trojkaty T, i T3 maja odpowiednie boki réwne, wiec proporcjonalne.

Trojkaty T, T, i T3 maja ten sam ksztalt. Udowodnieniem, ze sa podobne, zajmiemy
si¢ w nastepnym temacie.

Przyktad €)

a) Dowolne dwa odcinki sa podobne.
Skala podobienstwa jest stosunek dlugosci

tych odcinkow.
F~F

G=F, wiec G ~ F'
F~G

b) Dwa wielokaty foremne o tej samej liczbie
bokow sa podobne.

Dwa wielokaty sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiednie boki tych wie-
lokatéw sa proporcjonalne i odpowiednie katy sa réwne.

Twierdzenie podajemy bez dowodu, pokazemy tylko na przykladzie, ze sama propor-
cjonalnos¢ bokéw albo sama rownosc¢ katow nie wystarczy, by np. czworokaty byly
podobne.
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Przyktad @) < zad. 7.8

Dwa czworokaty narysowane ponizej maja odpowiednie boki proporcjonalne.

DF

Mozna sprawdzic, ze:

|A'B'| = 2|AB|, |B'C'| = 2|BC|, |C'D'| = 2ICD| oraz |D'A’| = 2|DA|
Czworokaty te nie sa jednak podobne, poniewaz maja réine katy wewnetrzne,
np. 4ABC #4A'B'C'.

Przykiad €)
a) Dwaromby sa podobne wtedyitylko  b) Prostokat o wymiarach 3 x5 nie jest
wtedy, gdy maja takie same katy. podobny do prostokata o wymiarach
6 X 9, poniewaz . # 5
@ 9
3
5 6

7

Z podobienstwem (proporcjonalnym powiekszaniem lub zmniejszaniem obiektow)
mamy do czynienia na co dzien.

* Gdy chcemy zwigkszy¢ litery na ekranie monitora, klikamy na odpowiednia skale
i komputer zgodnie z nia zwieksza obraz.

-E,J-' = ....= :119-".?

MNowa Era

‘Nowa Era
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* Jezeli wykonujemy odbitki zdje¢, to czasami robimy je w réznych wymiarach. Sfo-
tografowany obiekt jest na wszystkich takich odbitkach podobny do obrazu, jaki
mamy w pierwotnym zapisie.

* Arkusze papieru produkuje si¢ na ogol w ksztalcie prosto-
kata o takich bokach, ze po rozcigciu go na polowy rowno-
legle do krotszego boku otrzymuje sie dwa mniejsze pro-
stokaty podobne do prostokata wyjsciowego.

Jezeli boki duzego prostokata oznaczymy a, b (a > b), to

mniejszy prostokat ma boki %ﬂ, b i zachodzi proporcja

Y TS Y,
b:a= za.b. Stad b = 59 czyli e
Prostokat o opisanej wlasnoséci ma wiec boki pozostajace

. 2
w stosunku réwnym ER

Podobienstwo znajduje zastosowanie np.
przy wykonywaniu wszelkiego rodzaju map.
Podana na nich skala zapisywana jest najcze-

§ciej wpostaci 1:k, cooznacza, ze rzeczywiste
wymiary w terenie sg k razy wigksze od zmie-
rzonych na mapie.

Przyktad @) < zad.7.15,7.16

Na mapie w skali 1:250000 dlugos¢ drogi
kolejowej z Uhowa do Klepaczy ma 6,2 cm.
Zatem w rzeczywistoéci odleglo$¢ miedzy ty-

mi miejscowosciami jest rowna:
6,2 cm - 250000 = 15,5 km
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Jezeli odcinki o dlugodciach a i b prze-  * Stosunek obwodu kola do jego srednicy ((+)
ksztalcono przez podobienstwo w ska- jest staly, rowny liczbie niewymiernej m:

li k, to ich obrazy maja dlugosci odpo- obWio.n _ 2mr
wiednio ka i kb. Zatem stosunek odcin- & £

F . . - ® Stosunek pola kola do kwadratu jego
kow po przeksztalceniu jest taki sam jak GG joSE ALy, HOWnY tel same)

przed przeksztalceniem. Mowimy, ze po- liczbie
dobienstwo zachowuje stosunek dlugo- Phory _ m _
$ci. Z tego faktu wynika na przyklad staly re r

Obydwa te fakty zauwazyl i udowodnit

stosunek dlugosci okregu do jego sredni-
& ¢Bll €0 Je5 zyjacy w IIT w. p.n.e. Archimedes z Syrakuz.

cy (bo kazde dwa okregi sa podobne).
Zbadajmy zalezno$¢ miedzy polami pewnych figur G i F podobnych w skali k.

FigraF  Pole P, Figura G Pole Py, ;ﬁ
F
kwadrat
P.=a’ k2 | p (k.o =12q® | Po g2
a p=d c=(k-a)y =k'a® 2=k
P
= ka
prostokat
P,
b | Pp=ab kb | p.. = (ka)(kb) = K*ab P_j _ k2
a ka
trojkat
2
PF = Ej?_ kh PG = {kﬂ}(khj - kK ah f‘q _ kz
2 2 2 | P
B B
a ka
koto )
Pr = Ttr‘z PG' i ﬁ{kr]z _ kzﬂ?‘z :P_(; .
F

Powyzsze obserwacje sa ilustracja twierdzenia, ktérego dowdd pominiemy.

Stosunek pol figur podobnych jest rowny kwadratowi skali podobienstwa.
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Przykitad ) < zad. 7.18

Morze Czarne (lacznie z Morzem Azowskim) ma powierzchnig 460 000 km?.
Obliczymy, jaki obszar zajmie obraz tego morza na mapie w podanej skali.
a) 1:1000000

Bedzie to powierzchnia o polu 1000 000® razy mniejszym, czyli:
460 000 km? 460000000000 2 46 2 _ 460 000

= m = m
1 000000000000 1 000 000 000 000 100 100

cm? = 4600 cm?

b) 1:40000000

460000 | > _ 46 10°-10° 5 _ 46-10" 2o 36 10"
40 000 0002 T (4-107) T 16-10% T T 16-10M

W kazdym z zadan 7.1-7.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zZeszycie.

2 2
cm” = 2,9cm

7.1. Obwdd tréjkata ABC jest rowny 18, a jego pole 15. Jaki jest obwdd trojkata
o polu réwnym 60, podobnego do trojkata ABC?
A.9 B. 72 C. 36 D. Jest za malo danych, aby to obliczy¢.

7.2. Trojkat przeksztalcono przez podobienstwo w takiej skali, ze jego obwod zwiek-
szyl si¢ 0 30%. O ile procent wzrosto pole trojkata?
A. 069% B. 090% C. 0300% D. 0 900%

7.3. Jaka trzeba przyja¢ skale, zeby obrazem kwadratu o polu 84 km® byt na mapie
kwadrat o polu 84 mm®?
A.1:1000000  B.1:10000000 C.1:1000 D.1:10"

7.4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Kazda symetria jest podobienstwem.

B. Dowolne dwa kwadraty sa podobne.

C. Pole powierzchni sali na planie w skali 1:500 jest 25 000 razy mniejsze niz w rze-
czywistosci.

7.5. Prostokat o wymiarach 2 x 5 przeksztalcono przez podobienstwo o podanej

skali k. Jakie s wymiary obrazu prostokata?

1 3
a) k=2 b}k——a- c)k—g

7.6. Podstawy trapezu prostokatnego majg dlugosci 6 cm i 4 cm, a jego wysokosc

jest rowna 3 cm. Narysuj trapez podobny do danego w skali k = %
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7.7. Podaj skale, w jakiej przeksztalcono

a) prostokat o wymiarach 2 x 5 na prostokat o wymiarach 6 x 15.
b) romb o boku 3 i kacie 80° na romb o boku 2 i kacie 80°.

¢) koto o promieniu 3,4 na kolo o promieniu 17.

d) kwadrat o boku 3 na kwadrat o przekatnej 6.

7.8. Ktore z narysowanych figur sa podobne?

Bl [ [ e[ [T T Io[ [ [T 1] [F]

7.9. Czy podane figury sa podobne? Dla figur podobnych podaj skale podobienstwa.
a) trojkat rownoboczny o boku 3,7 cm i trojkat rownoboczny o boku 18,5 cm

b) prostokat o wymiarach 21 x 8 i prostokat o wymiarach 3% X l%

¢) trdjkat rownoramienny o podstawie 12 ¢cm i ramieniu 10 cm i tréjkat réwno-
ramienny o ramieniu 30 cm i wysokosci opuszczonej na postawe rownej 24 ¢cm

d) rownoleglobok o bokach 7 i 8 oraz rownoleglobok o bokach 314

e) trapez prostokatny o podstawach 6 i 10 oraz wysokosci 7 i trapez prostokatny
o podstawach 3 i 5 oraz polu 12

f) kolo o obwodzie 3ni kolo o polu 37

7.10. Wyznacz skale, w jakiej nalezy przeksztalcic prostokat o podanych wymiarach,
aby otrzymac prostokat o obwodzie 12 cm.
a) 2cmx5cm b) 6cmx3cm ¢) 15mmx 15 mm d) 1cmx1,1dm

7.11. Prostokat ABCD jest podobny do prostokata A'B'C' D’ w skali k = % Oblicz
obwody tych prostokatow, jezeli |AB| = 12cm i |A'C’| = 26 cm.

7.12. W jakiej skali nalezy przeksztalci¢ prostokat o przekatnych dlugosci 20 cm
i kacie miedzy nimi 60°, aby otrzymac podobny prostokat o danym obwodzie lub
polu?

a) obw = 5(1 + \@) cm b) obw =10 cm ¢) P=+3cm’

7.13. Czworokat C, o kolejnych bokach dlugosci 1, 3, 51 7 jest podobny do czwo-
rokata C,, w ktérym suma dlugosci najdiuzszego i najkrotszego boku jest rowna 16.
Oblicz stosunek obwodu czworokata C; do obwodu czworokata C,.
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7.14. W réwnolegloboku ABCD mamy
|AB| = 6 cm i |BC| = 9 cm. Przez punkt
M lezacy na boku AD poprowadzono pro-
sta rownolegla do AB i odcinajaca réwno-
leglobok ABN M podobny do réwnoleglobo-
ku ABCD. Ile wynosi odleglos¢ punktu M od
punktu A?

7.15. Na podstawie podanego obok frag-
mentu mapy w skali 1:75000 oblicz przybli-
zong dlugos¢ drogi ze stacji PKP w Lelucho-
wie na szczyt Dubne niebieskim szlakiem.

7.16. Odleglos¢ z Leby do Leborka wyno-
si okoto 30 km. Oblicz przyblizona skale za-
mieszczonej obok mapy.

7.17. Julka ma kawalek mapy terenowej
wskali 1:5000. Chce ja powickszy¢ tak, aby
mie¢ potrzebny fragment w skali 1 : 2000.
Przez jakie podobienstwo powinna prze-
ksztalci¢ wybrany fragment mapy?

7.18. Gorczanski Park Narodowy zajmuje
okolo 7000 ha. Jaka powierzchnig bedzie mial
jego obraz na mapie w skali 1:50000? Wynik
podaj w dm” i zaokraglij do jednego miejsca
po przecinku.

7.19. Wielokat przeksztalcono przez podo-
bienstwo tak, ze jego pole zwigkszylo sig
0 96%. Jaka byla skala tego podobienstwa?

7.20. Pola dwéch wielokatéw podobnych wynosza 75 cm® i 48 cm”. Obwéd mniej-
szego wielokata jest rowny 16 cm. Wyznacz obwod wigkszej figury.

7.21. Narysunku przedstawiono dwa romby o wspdlnym m
srodku symetrii i bokach odpowiednio réwnoleglych. Sto-
sunek pola figury niebieskiej do pola figury zoltej jest row- W

ny 96 :25. Oblicz stosunek obwodow tych rombow.,
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+ 7.22. Podzial odcinka na takie dwie czedci, ze stosunek dluzszej czesci do krotszej jest

réwny stosunkowi catego odcinka do dluzszej czesci, nazywamy zlotym podzialem
odcinka. Oblicz, na jakie czesci podzielimy w opisany sposéb odcinek o dlugosci 1.

+ 7.23. W prostokacie ABCD poprowadzono odcinek KL, 2 - o
ktory podzielil prostokat na kwadrat AKLD i prostokat
KBCL (zob. rysunek). Prostokat KBCL jest podobny do
prostokata ABCD. Wyznacz skalg tego podobienstwa. . .
K

+ 7.24. Pole trojkata jest rowne 36. Poprowadzono dwa odcin-

ki réwnolegle do jednego boku tréjkata, ktore podzielity kazdy
z pozostatych dwéch bokéw na trzy réwne czesci (zob. rysu-
nek). Oblicz pole trapezu, ktérego podstawami sg te odcinki.

© 7.25. Przez punkt M lezacy na boku AC tréjkata ABC poprowadzono prosta réw-

nolegla do boku AB, ktéra podzielila ten trojkat na dwa wielokaty o rownych polach.
W jakim stosunku punkt M dzieli odcinek AC?

1. Wielokat o obwodzie 24 ¢cm i polu 9 cm® przeksztalcono przez podobieristwo

o skali 3. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Obwod wielokata wzrost o 72 cm.

B. Pole wielokgta wzrosto do 27 cm”.

C. Stosunek dtugosci najdluzszego boku wielokata do najkrotszego boku wielokata
wzrost trzykrotnie.

2. Wielokat o polu 750 cm” przeksztalcono przez podobienistwo tak, ze pole jego
obrazu jest mniejsze 0 630 cm”. Ile wynosi skala podobieristwa?

3. Dany jest trapez rownoramienny ABCD. Punkty K i L s3 odpowiednio $rodkami
ramion BC i AD. Wykaz, ze czworokaty ABKL i KCDL sa trapezami rownoramien-
nymi i ze zaden z nich nie jest podobny do trapezu ABCD.

4. Jezioro Sniardwy ma 113,8 km” powierzchni. Jakg powierzchnie zajmie jego obraz
na mapie w skali 1 : 800002 Wynik podaj w cm” i zaokraglij do jednego miejsca po
przecinku.

5. Bok AD réwnolegloboku ABCD ma dlugosc a. Trzy proste rownolegle do tego
boku podzielily rownoleglobok na cztery przystajace rownolegloboki podobne do
rownolegloboku ABCD. Wyznacz dlugos¢ boku AB.



Na greckiej wyspie Samos zachowata sie budowla sprzed 2500 lat,
ktora do dzisiaj zachwyca inzynierow i naukowcow.

Eupalinos z Megary

W VI w. p.n.e., na polecenie tyrana Polikratesa,

Eupalinos z Megary wybudowat na Samos podziemny
akwedukt doprowadzajacy wode do miasta Tigani
(obecnie Pythagorion). Najdiuzsza czescia tej budowli i
jest tunel o diugosci 1036 m, wydrazony we wnetrzu = 88
gory Kastro. Chociaz prace gornicze prowadzily dwie - "
ekipy, z obu stron géry jednoczesnie, powstat tunel
biegnacy w linii prostej.

ra—

Metoda Eupalinosa

Nie zachowaly sie zapiski z tamtych czasow,

wiec nie wiemy na pewno, jak rozumowat Eupalinos.
Przyjmuje sie jednak, ze wykorzystal te sama metode,
ktora 500 lat pdzniej opisat w swoim dziele Heron

z Aleksandrii. Oto jej kolejne etapy.

gora Kastro

Tigani

Zrédio




&) Wyznaczenie koficéw tunelu

Poazawszy od miejsca, gdzie miat sie znajdowac
. wlnt tunelu, Eupalinos wyznaczat kolejno odcinki
wzajemnie do siebie prostopadte (na rysunku
kolor czerwony). Kontynuowat to tak diugo, az
doszedt do miejsca, w ktérym najdogodniej byto
zrobi¢ wylot tunelu. Wszystkie pomiary musiat
wykonac na tej samej wysokosci nad poziomem
morza.

) Wyznaczenie przebiegu tunelu
Na podstawie swoich pomiaréw Eupalinos

obliczyt diugosci b —a oraz ¢ (zob. rysunek).

W ten sposdb wyznaczyt dtugosci przypro-  ©

stokatnych trojkata prostokatnego, ktérego
przeciwprostokatna lezy wzdiuz szukanego
tunelu. Y

@ Wskazanie kierunku drazenia

Na koniec Eupalinos przygotowat modele mniej-
szych trojkatow, podobnych do wyznaczonego.
Umiescit je poziomo u wylotow tunelu tak, by
ich przeciwprostokatne lezaty na przedtuzeniu

przeciwprostokatnej trojkata wyznaczonego we \

wnetrzu gory. Pracujacy gornicy mieli drazyc tunel

w kierunku wskazanym przez te przeciwprostokat-
ne. Modele trojkatow byly stale umieszczone przed
wejsciem do tunelu, by podczas pracy mozna bylo
weryfikowac kierunek drazenia.




8. Trojkaty podobne

Umiejetnosci:

¢ rozpoznawanie trojkatow podobnych

* wykorzystywanie cech podobienstwa trojkatow

* wykorzystywanie wtasnosci srodkowych trojkata

* wykorzystywanie (takze w praktyce) wiasnosci trojkatow podobnych

Cechy podobienstwa trojkatow

* Jesli dwa trojkaty sa podobne, to ich odpowiednie boki sa proporcjonalne i odpo-
wiednie katy sa rowne.

* Jesli w dwach trojkatach odpowiednie boki sa proporcjonalne i odpowiednie katy
sa rowne, to te trojkaty sa podobne.

Kazde z powyzszych zdan jest prawdziwe na mocy twierdzenia ze s. 274.

Okazuje si¢, ze nie musimy bada¢ proporcjonalnosci wszystkich bokéw i rownosci
wszystkich katow, aby wykaza¢, ze dwa trojkaty sa podobne. Prostsza metode uza-
sadnienia zapewnia kazde z trzech ponizszych twierdzen, nazywanych cechami po-
dobienstwa trojkatow.

Twierdzenie

Cecha bok-bok-bok podobienstwa tréjkatow (bbb)

Jezeli trzy boki pewnego tréjkata sg proporcjonalne do odpowiednich bokéw
drugiego trojkata, to te trojkaty sa podobne.

C B Proporcjonalnosé odpowiednich (1))
bokdw oznacza tez, ze
A odpowiednie katy sa rowne.
Cf < T
A
BJ’

Dla trojkatow ABC i A'B'C' mozna te ceche zapisa¢ symbolicznie:

|AB] _ |AC| _ |BC| Zapis p=q=1 oznacza, ze (&)
|A'B'| - |A'C’] - |B'C!| prawdziwe sa trzy rownosci:
p=q,g=tip=_

jezeli

to AABC ~ AA'B'C’
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Zauwazmy, ze analogiczne twierdzenie dla czworokatow nie zachodzi - zobacz przy-
kiad 2 5. 275.

Twierdzenie

Cecha bok-kat-bok podobienstwa tréjkatow (bkb)

Jezeli dwa boki pewnego tréjkata sa proporcjonalne do odpowiednich dwadch
bokéw innego trojkata oraz katy miedzy tymi bokami sa réwne, to trojkaty te sa
podobne.

c o Proporcjonalnosé par bokéw (1))
i rowno$c katow migdzy nimi
oznacza tez proporcjonalnosc

AI‘
¢ pozostalych bokow i rownosé
A pozostatych katow.
Bl

Dla trojkatéw ABC i A'B'C’ mozna te ceche zapisa¢ symbolicznie:
|AB| _ |AC]

IAIBfI |AJ‘CJ‘|

to AABC ~ AA'B'C’

jezeli i $CAB=<C'A'B

Twierdzenie

Cecha kat-kat podobienstwa tréjkatéow (kk)

Jezeli dwa katy jednego trojkata sa rowne dwom katom innego trojkata, to troj-
katy te sa podobne.

¥ B Réwnosé odpowiednich katow — ((+))
r oznacza tez, ze odpowiednie
c' 4 boki sa proporcjonalne.
E é A
BI

Dla tréjkatow ABC i A'B'C’ mozna te ceche zapisa¢ symbolicznie:
jezeli 4CAB=<4C'A'B' i 4CBA =<4C'B'A’
to AABC ~ AA'B'C’

Zauwazmy, ze analogiczne twierdzenie dla czworokatow nie zachodzi - zobacz przy-
klad 3b s. 275.
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Przykiad €) < zad. 86

Zbadamy podobienstwo trojkatow przedstawio-
nych na rysunku. 18
a) Odpowiednie boki trojkatow sa proporcjo- 7/ \g 14

nalne: 16—2 = % = %, wiec trojkaty o bokach

tej dlugosci sa podobne. i 12

b) Dwa boki pierwszego tréjkata sa proporcjo- 12
nalne do dwdch bokéw drugiego trojkata: 9 ,@
6 9 . ; : I
s == i katy miedzy tymi bokami sg rowne p 8

40°, zatem te trojkaty sa podobne.

c) Katy obu tréojkatow sa odpowiednio rowne
(trzeci — jako dopelnienie do 180°), wiec te ” ﬁ
70

trojkaty sa podobne.

d) Dwa boki pierwszego trojkata sa proporcjonalne

do dwéch bokdéw drugiego tréjkata: g = i,

ale katy miedzy tymi bokami nie sg rowne: 12

40° # 70°. Zadna z cech przystawania nie opi-

suje takiej sytuacji. Zauwazmy jednak, ze gdy- 9 @

by te trojkaty mialy by¢ podobne, musialyby byc 5
trojkatami o katach 40°, 70°, 70°, czyli réownora- 6

miennymi o kacie 40° miedzy ramionami. Zatem mniejszy z podanych tréjka-

tow nie moglby miec¢ bokow o diugosciach 6 i 9 zawartych w ramionach kata 40°.
Oznacza to, ze te trojkaty nie sa podobne.

Przykiad &)
Dane sa miary niektorych katéw w trojkatach ABC i DEF: 4A = 38°, 4B = 96°,
4D = 96°, 4FE = 48°. Sprawdzimy, czy te trojkaty sa podobne.

Rozwigzanie
Katy Bi D sa rowne. Poniewaz 4A # 9E, rozpatrywane tréjkaty sa podobne tylko
wtedy, gdy kat C trojkata ABC jest rowny katowi E w trojkacie DEF.
JC = 180° — (38° + 96°) = 180° — 134° = 46°
Sprawdzilismy, ze 4C # 4 E, wigc rozpatrywane trojkaty nie sa podobne,

Odp.: Tréjkaty ABC i DEF nie sa podobne.
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Przykitad &) « zad. 87

Boki trojkata T, maja diugosci 3 cm, 6 cm i 8 cm. Najkrotszy bok w trojkacie T,
podobnym do T, ma 21 cm. Znajdziemy dlugosci pozostalych bokow tego trojkata.
Rozwiazanie

Podobienstwo zachowuje stosunki odcinkdw, wigc obrazem najkrétszego boku w T

jest najkrotszy bok w T,. Zatem skala podobienstwa jest w tym wypadku liczba

2l 7, a pozostale boki maja dtugosci 7-6 cm = 42 cm oraz 7-8 cm = 56 cm.

3
Odp.: Pozostate boki majg dlugosci 42 cm i 56 cm.

Jezeli mamy dwa trojkaty podobne, to

wazng umiejetnoscia jest poprawne usta-

lenie proporcji ich bokow. Mozemy po- c

stepowal wedlug podanych nizej zasad.

* Oznaczamy rowne katy w obu trojka-
tach tymi samymi symbolami. -

* W mianownikach trzech ulamkow
wpisujemy boki jednego trdjkata. AABC ~ ANMR

B _[E_E

a b ¢
» Sprawdzamy, ktore boki drugiego trojkata leza naprzeciwko réwnych (odpowied-

nio) katow.

n_ |8 |f
- = E_ = g —— w trdjkacie ABC bok a lezy naprzeciwko kata a, a w trdjkacie NMR
a ':; naprzeciwko kata a lezy bok n, zatem w pierwszym liczniku wpisujemy n
L. % =i «— bok b lezy naprzeciwko kata f, zatem w drugim liczniku wpisujemy m
() C
L= % =1 «—— bok ¢ lezy naprzeciwko kata y, zatem w trzecim liczniku wpisujemy r
i c
Przykiad @) ¢

Prostokatne trojkaty ABC i EDC, takie jak na rysunku obok, maja
rowne katy: kat prosty i wspolny kat przy wierzcholku C, wiec
rowniez kat B jest rowny katowi D. Zatem tréjkaty te sa podobne:
AABC ~ AEDC. Zapiszemy, ktore z bokow sa proporcjonalne. E

IDE| _ B _ [

«—— bok DE lezy naprzeciwko kata C

[AB| ~ |BC|  |AC] D
7]
iig]l - ||§S|I - IJ‘;C| «— bok DC lezy naprzeciwko kata prostego A [ B

IDE| _ IDC| _ |EC|
| AB] |BC| |AC]

«—— bok EC lezy naprzeciwko kata D, ktory jest rowny katowi B
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Wiasnosci trojkatow podobnych

Do wykazywania podobienstwa figur uzyteczne jest nastepujace twierdzenie.

Jezeli figura F, jest podobna do figury F, i figura F, jest podobna do figury Fj,
to F, jest podobna do F;.

Przyktad @) « zad. 838

W tréjkacie ABC poprowadzono wysokosci AE, BF i CD. Wskazemy trojkaty po-
dobne do trojkata ADC i wypiszemy odpowiednie proporcje bokow.

Rozwiazanie

Bedziemy korzystac z rownosci katow (nie ma-
my zadnych informacji o dlugosciach bokow).
Jesli kat CAD oznaczymy litera «, a kat ACD -
literg f3, to w tréjkacie ADC mamy f = 90° - «
jako dopelnienie do 180°.

Zatem:

* w prostokatnym trojkacie HFC:

JFHC = «

* w prostokatnym trojkacie HDB:
4DHB =« «—— kat wierzchotkowy do kata FHC
4DBH = f3 «—— jako dopetnienie do 180°

Katy &, 90° i B ma rowniez trojkat AFB.
Mamy zatem rodzing trojkatow podobnych:
AADC ~ AHFC ~ AHDB ~ AAFB

Wypiszemy proporcje bokow par trojkatow podobnych, z ktorych jeden jest
trojkatem ADC.

IHF| _ |FC| _ |HC]|
|AD| ~ |DC| ~ |AC]|
|[HD| _ |DB| _ |HB|
|AD| ~ |DC| ~ |AC|
|AF| _ |FB| _ |AB
|AD| ~ |DC| ~ |AC]

Analogicznie mozemy zapisac proporcje dla pozostalych par trojkatéw podobnych:
HFCiHDB, HFCi AFB, HDBi AFB.

«—— z podobienstwa trojkatow ADC i HFC

«—— z podobienstwa trojkatow ADC i HDB

«—— z podobienstwa trojkatow ADC i AFB
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Przyktad @) - zad. 8.10

Trojkaty na rysunku obok
s3 podobne. Wyznaczymy x.

Rozwiazanie
Boki sa proporcjonalne, zatem: 2cm 5cm
x 2 6
— ==, stad x = -
3 5 5

Odp.:x=1,2cm

Przyktad §) < zad. 8.11 C

Odcinek MN jest rownolegly do AB 6
(zob. rysunek). Wyznaczymy x.
. . M x
Rozwiazanie A/ 10 \ ;
JCMN =<CAB «—— katy odpowiadajace 14
J4MNC =4ABC ~—— katy odpowiadajace
AMNC ~ AABC  «— cecha kk podobienstwa tréjkatow

Eﬁﬂ| = ||£g| «— z podobienstwa trojkatow ABC i MNC
% = I:,;&, stad 10(x +6) =6- 14
Odp.:x=24

Jezeli w trojkacie prostokatnym poprowadzi-
my wysokos¢ z wierzchotka kata prostego, to
z rownosci katow wynika, ze kazdy z dwoch
matych trojkatow jest podobny do duzego.
Mamy zatem:

AACB ~ AADC ~ ACDB

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
Mozemy zapisa¢ nastgpujace proporcje:

h
® E = - = —'P ~—— z podobienstwa trojkatow DAC i CAB
c a b
a g h - = iy s
$ —===- «— z podobienstwa trojkatow DCB i CAB
c a b
a_4q_h : y s
- == - «— z podobienistwa trojkatow DCB i DAC
b h p

Zauwazmy, Ze z proporcji E = % wynika réwnosé¢ b’ = pq.
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Udowodnilismy w ten sposdb nastepujace twierdzenie.

W trojkacie prostokatnym kwadrat wysokosci poprowadzonej z wierzchotka
kata prostego jest réwny iloczynowi dlugosdci odcinkéw, na ktére ta wysokosc
podzielita przeciwprostokatna.

Jezeliw 2 01z = 0, to liczbg m = vw - z nazywamy $rednia geometryczna liczb w i z. Dlatego (@)
mdwimy, ze w trojkacie prostokgtnym wysokos¢ poprowadzona z wierzcholka kata prostego
jest srednia geomeltryczng dlugosci odcinkdw, na ktore ta wysokosé dzieli przeciwprostokatng:

h = \/Pq.

Przykiad @) « zad. 8.14

Przyprostokatne trojkata prostokatnego maja dlugosci a =3 cm i b =4 cm.
Obliczymy wysoko$¢ h poprowadzong z wierzchotka kata prostego.

Rozwiazanie
Skorzystamy z wyprowadzonej wyzej proporcji dla tréjkata prostokatnego ABC:
b _h

c a

w ktorym ¢ = Va® + b%. Zatem:

h= 34 =E=2,4

V32442 5

Odp.: Wysokos$¢ ma 2,4 cm.
Przyktad €)

Wysokoé¢ poprowadzona z wierzchotka kata prostego dzieli przeciwprostokatna na

odcinki dtugosci 2 cm i 4 cm. Skonstruujemy taki tréjkat.

Rozwiazanie
Pokazemy dwa sposoby rozwigzania zadania.

I sposob

Mozemy skorzystac z wyprowadzonego zwiazku i obliczy¢ wysokosc:
h=12-4=2v2[cm]

a nastgpnie skonstruowac odcinek h (np. jako przekatna kwadratu o boku 2 cm).

Dalsze rozwiazanie pozostawiamy jako ¢wiczenie do samodzielnego wykonania.

I1 sposdb

Wiemy, ze kat wpisany oparty na polokregu jest prosty. Jezeli narysujemy okrag, kto-
rego srednica jest przeciwprostokatna (jej dlugos¢ to 2 cm + 4 cm = 6 cm), to szu-
kany wierzcholek kata prostego bedzie lezal na tym okregu.
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Oto etapy konstrukgji.

* Na prostej odmierzamy kolejno dwa dane odcinki (|AD| = 2cm i |DB| = 4 cm),
ich suma jest przeciwprostokatng szukanego trojkata.

» Znajdujemy $rodek S przeciwprostokatnej.

* Rysujemy polokrag o srodku w punkcie S i promieniu r = [SA|.

» Z punktu D wystawiamy prostopadla do AB. Jej punkt przeciecia z pélokregiem
jest szukanym wierzchotkiem C tréjkata.

* Rysujemy boki AC i BC szukanego trojkata.

C

1a .
Al D S |B

Do wykonania konstrukcji druga metoda nie musimy obliczac¢ wysokoéci tréjkata.

Przyktad €) < zad.8.23
Dwie cigciwy okregu przecinaja si¢ w punkcie, ktory dzieli
kazda z nich na odcinki o dlugosciach podanych na rysunku. ?

Obliczymy x.

Rozwiazanie 9

Uzupelniamy rysunek takimi dwoma odcinkami, aby wyste-
pujace w tresci zadania czesci cigciw byly bokami pewnych

x
trojkatow. 2
Wprowadzamy oznaczenia literowe wierzchotkow tych
trojkatow.
JAMB =<4CMD «— katy wierzchotkowe 5%
4BAC =4BDC «—— katy wpisane oparte na luku BC €
AABM ~ ADCM «— cecha kk podobienstwa trojkatow B
x 9

== «— z podobienstwa trojkatow ABM i DCM
X

2
¥=9-2(Gx>0)

Odp.: x = 3\2
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Srodek ciezkosci tréjkata
Zanim wprowadzimy pojecie srodka cigzkosci trojkata, udowodnimy pomocnicze
twierdzenie o odcinku taczacym srodki bokow w trojkacie.

Twierdzenie §

Twierdzenie o odcinku Iaczacym srodki bokéow w trojkacie

Odcinek taczacy srodki dwdch bokow tréjkata jest rownolegly do trzeciego bo-
ku, a jego dlugosc jest rowna polowie dlugosci trzeciego boku.

Zatozenie
Trojkat ABC jest dowolny.
Teza

» Odcinek laczacy srodki dwoch bokdw tréjkata jest rownolegly do trzeciego boku.
» Dlugosc tego odcinka jest réwna polowie dlugosci trzeciego boku.

Dowéd >

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Punkty E i F s3 $rodkami bokow BC i AC trojkata, wiec E &

1BE| _ 1 = IAFl - ;

EC| ~ 1= FCl” Zatem na mocy twierdzenia odwrotnego

do twierdzenia Talesa FE || AB, czyli pierwszy punkt tezy A ~ B
H

zostal udowodniony.

Teraz przez punkt E prowadzimy prosta rownolegla do boku AC - przecina ona bok
AB w punkcie oznaczonym litera H. Skoro E jest srodkiem BC, to na mocy twierdze-
nia Talesa punkt H jest srodkiem AB, a ponadto czworokat AHEF jest rownoleglo-
bokiem. Zatem:

|EF| = |AH| = 5|AB]
Koniec dowodu

Przypomnijmy, ze srodkowa trojkata jest odcinkiem laczacym wierzcholek trojkata
ze Srodkiem przeciwleglego boku.

Twierdzenie o srodkowych w trojkacie
Trzy srodkowe tréjkata przecinajg si¢ w jednym punkcie. Punkt ten, nazywany

srodkiem ciezkosci trojkata, dzieli kazda ze Srodkowych w stosunku 2:1 (liczac
od wierzchotka).
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Zalozenie

Trojkat ABC jest dowolny.

Teza

* Trzy srodkowe trojkata ABC przecinaja si¢ w jednym punkcie.

* Punkt ten dzieli kazda ze srodkowych w stosunku 2: 1, liczac od wierzchotka.
Dowod

Poprowadzmy w trojkacie ABC dwie srodkowe np. z wierzcholkow A i B, oraz
oznaczmy ich punkt przecigcia literg M. Pokazemy, ze punkt M spelnia wymagania
tezy.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Punkty E i F sa odpowiednio srodkami odcinkow BC i AC,
zatem na mocy twierdzenia o odcinku taczacym srodki bo-
kow trojkata mamy:

EF || AB oraz |EF| = %mm

Jedli Li K oznaczaja odpowiednio §rodki bokéw BM i AM
w trojkacie ABM, to na mocy tego samego twierdzenia
mamys:

LK || ABoraz |LK| = %lAB|

czyli
LK || EF oraz |LK| = |EF|
4MKL =<4MEF «— katy naprzemianlegle
JKLM =<4MFE «—— katy naprzemianlegle

Zatem AMKL = AMEF na mocy cechy kbk przystawania tréjkatow.
Stad [FM| = [ML| = 5|MB| oraz [EM]| = [MK]| = 5|MA].

Srodkowe AE i BF podzielily si¢ zatem w zadanej proporcji 2: 1.

Identyczny dowod mozemy przeprowadzic dla innej pary srodkowych, np. AEi CD.
Whiosek bedzie taki sam - obydwie srodkowe dziela si¢ w proporcji 2: 1. Oznacza
to, ze srodkowa CD przetnie AE w wyznaczonym poprzednio punkcie M.

Zatem punkt M spelnia wszystkie warunki tezy, czyli jest srodkiem cigzkosci trojkata
ABC.

Koniec dowodu
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Zgodnie z podanym twierdzeniem srodek ciezkosci M
trojkata ABC dzieli jego srodkowe AE, BF i CD w taki
sposab, ze:

|AM]| = 2 - |ME]|
|BM| = 2 - |MF|
ICM| = 2 - |MD|

Srodek cigzkosci trojkata ma ciekawa interpretacje fizyczna. Zal6zmy, ze figura w ksztatcie  (+))
trojkata jest wykonana z jednorodnego materiatu. Jesli polozymy ja na ostrej podpérce ustawionej
pod srodkiem cigzkosci, to plaszczyzna trdjkata pozostanie pozioma.,

Z twierdzenia o srodkowych wynikaja istotne zaleznosci miarowe w tréjkacie réwno-

bocznym.

W trojkacie rownobocznym o boku dlugosci a:

* promien okregu wpisanego w ten trojkat jest rowny r =

¥

av3
6

aV3

¢ promien okregu opisanego na tym tréojkacie jest rowny R = =5

Dowod

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Osie symetrii trojkata réwnobocznego pokrywaja sie
z symetralnymi bokow tego tréjkata i zawieraja jego
srodkowe, dwusieczne katdéw oraz wysokosci.

Zatem Srodek ciezkosci S trojkata rownobocznego jest
rowniez srodkiem okregu wpisanego (punkt przecig-
cia dwusiecznych), srodkiem okregu opisanego (punkt
przeciecia symetralnych) oraz ortocentrum (punkt
przecigcia wysokosci).

a3
|PXC| = = «—— wysokos¢ trojkata rownobocznego
1, a3
r = [D8] = EIDCI = «— twierdzenie o $rodkowych
2 a3
R ={8C]| = ngC| = —— twierdzenie o $rodkowych

Koniec dowodu
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Przykiad €) < zad.8.33

W trojkacie ABC srodkowa AE przecina pod katem prostym srodkowa BF w punk-
cie M. Wiemy, ze |AE| = 9 oraz |BF| = 12. Wyznaczymy dlugos¢ trzeciej srod-
kowe;j.

Rozwigzanie
Kat AMB jest prosty, zatem AB jest §rednica polokregu, do  C
ktérego nalezy punkt M (zob. rysunek).

Na mocy twierdzenia o srodkowych w tréjkacie wiemy, ze
srodkowa CD laczaca wierzcholek C ze srodkiem D boku AB
zawiera punkt M, Zatem odcinek DM ma dlugos$c¢ rowna pro- M
mieniowi polokregu.

2

|AM]| = ~3-|AE| = «— twierdzenie o srodkowych
5 A D B
|BM| = EIBPI =8 «— twierdzenie o $rodkowych
|AB| = \/|BM|2 + |AM|2 = «—— twierdzenie Pitagorasa
=v64+36=10
l
|DM| = E|HB| S «— promien pétokregu
|DC| =3 |DM| =15 ~—— twierdzenie o srodkowych
Odp.: |IDC| = 15

W kazdym z zadan 8.1-8.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

8.1. Wskaz dlugosci bokéw tréjkata podobnego do tréjkata o bokach 14 em, 10 cm
112 cm.

A. 28 cm, 20 cm, 22 cm C.7cm, 5cm, 6 cm

B. 12¢m, 8cm, 10 cm D.17cm;, 13 cm; 15¢cm

8.2. W trojkacie ABC poprowadzono odcinek DE tak, ze punkt D lezy na boku AC,
a punkt E - na boku AB. Odcinek DE jest rownolegly do BC. Wiadomo, ze
|DC| = 14, |AC| = 22 i |BC| = 31. Wskaz dlugosc¢ odcinka DE.

3

A. 198 B. 11,3 C. 19% D. 11
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8.3. W dwdch tréjkatach rownoramiennych katy miedzy ramionami sa rowne. Pod-
stawa i opuszczona na nig wysokos$c jednego tréjkata maja odpowiednio 4 dmi7 dm,
a podstawa drugiego trojkata ma dlugosc 8 dm. Ile wynosi pole drugiego trojkata?

A. 56 dm°’ B. 7 dm’ C. 16 dm? D. 28 dm’

8.4. W tréjkacie ABC poprowadzono odcinek DE réwnolegle do boku AB. Punkt
D lezy na boku AC, a punkt E - na boku BC. Wiadomo, ze |AB| = 9, |DE| = 3,
|BE| = 4.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. |CE| =7

B. |CE[ =2

C. Jest za malo danych, aby wyznaczy¢ dtugos¢ boku CE.

8.5. Sprawdz, czy trojkat o bokach a, b, ¢ jest podobny do tréjkata o bokache, f, g.

a)a=4,b=3,¢c=5 bla=15 b=20,e=7

e=3 f=15 g=2 e=10, f=35 g=75
8.6. Sprawdz, czy trojkaty ABC i PQR sa podobne.
a) 10 P c) L

R 12
& 6 12 @ Q
C
15 Q 8
2 6
i P

B — A L 3 A
b) C R d} 85 P

A B Q

8.7. Trojkat o bokach a, b, c jest podobny do tréjkata o bokach a,, by, ¢, tak, ze boki
a, b, ¢ sa proporcjonalne odpowiednio do bokéw a, by, ¢,. Przerysuj tabele do zeszytu

i uzupelnij ja.
a b € a, b, €
) 12 3 1 H 2 73
—— : I — e
[#] o ?| i 2
b) “ 7 | & | 23 | g ”
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8.8. W tréjkacie ostrokatnym ABC poprowadzono wysokosci AK, BL i CM. Punkt

przeciecia wysokosci oznaczono H. Znajdz tréjkaty podobne do podanego tréjkata.
a) AMC b) CLB c) CHK

8.9. Drzewo rzuca cien 6 razy dluzszy od cienia Wojtka mierzacego 172 cm wyso-
kosci. Jaka jest wysokosc drzewa?

8.10. Boki trojkata ABC sa rowne 8 ¢cm, 10 cm i 11 cm. M
Najdluzszy bok tréjkata PQR, podobnego do trojkata
ABC, ma 33 cm. Wyznacz pozostale boki trojkata PQR.

8.11. Stosunek podstaw w trapezie ABCD przedstawio- C
nym na rysunku jest rébwny |AB|:|CD| = 7:5. Rami¢ BC / Y’é
ma dlugosc 22 cm. Oblicz dlugos¢ odcinka CM. A B

8.12. Trojkat prostokatny ABC o przyprostokgtnych [AC| = 8 i |BC| = 6 jest
podobny do trojkata, ktérego jeden z bokéw ma diugosé réwna 6. Wyznacz dlugodci
pozostalych bokow tego trojkata.

8.13. W trojkacie ABC poprowadzono réwnolegle do boku AB odcinek DE tak, ze
punkt D lezy na boku AC, a punkt E - na boku BC. Wyznacz x.

a) |AC| =10, |DC| =4, |DE| =5, |AB|=x

b) |AB| =10, |DE| =5, |DC| =7, |AD| =x

8.14. W trojkacie prostokatnym wysokos$é poprowadzona z wierzchotka kata pro-
stego ma 36 cm. Dzieli ona przeciwprostokgtng na dwa odcinki w stosunku 4 : 9.
Oblicz dlugosci bokdw tego trojkata.

8.15. Podziel prostokat dwoma odcinkami na
trzy trojkaty podobne. A

+ 8.16. W tréjkat ABC wpisany jest romb
AMN P jak na rysunku. Wykaz, ze

|AM| = +/[MB[- |CP|. B N c

+ 8.17. W tréjkat réwnoboczny o boku 12 cm wpisano kwadrat

jak na rysunku. Wyznacz dtugosc¢ boku kwadratu.

© 8.18. Tréjkat T, jest podobny do tréjkata T, w skali k, a trojkat
T, jest podobny do trojkata T, w skali 4k. Ile wynosi k?

+ 8.19. W réwnoramiennym trojkacie ABC podstawa AB jest rowna 12 cm, aramiona
AC i BC maja po 10 cm. Oblicz dtugos¢ odcinka laczacego punkty stycznosci okregu
wpisanego w ten trojkat z ramionami trojkata,
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0 *

* 8.22. Dwie cieciwy przecinaja si¢ wewnatrz kotla tak, ze

8

+ 8.23. Dane s okrag i jego dwie cieciwy jak na rysunku. 3
© 8.25. Dane sg okrag i dwa odcinki o wspélnym konicu jak

S

8.20. W trojkacie prostokatnym jedna z przyprostokatnych jest dwa razy dluzsza
od drugiej. Wykaz, ze wysokos¢ poprowadzona z wierzcholka kata prostego w tym
trojkacie dzieli przeciwprostokatna w stosunku 1 : 4.

8.21. W tréjkacie prostokatnym ABC dane sg dlugoéci przyprostokatnych
|AB| = 12 cm i |BC| = 4 cm. Prosta prostopadta do boku AB rozcina tréjkat ABC
na dwie figury o rownych polach. Oblicz dlugos¢ wspolnego boku tych figur.

odcinki jednej z nich maja dlugosci 8 cm i 6 cm, a odcinki
drugiej pozostaja w stosunku 1:3. Oblicz dlugosci odcin-
kow drugiej cieciwy.

X

Oblicz x.

© 8.24. 7 punktu P lezgcego poza okregiem poprowadzo-

no prosta k styczna do tego okregu w punkcie A i prostg [
przecinajaca okrag w punktach BiC.
Wykaz, ze |PA|* = |PB|- |PC]|.

()

na rysunku. Oblicz x.

© 8.26. Odcinek AB jest $rednica okregu o $rodku S, jak na

C
rysunku. Punkty E i F sa punktami przeciecia okregu od-
powiednio z odcinkami AC i BC. Wykaz, ze tréjkat FEC -
jest podobny do tréjkata ABC. E
* 8.27. Wykaz, ze jezeli dwa tréjkaty wpisane w ten sam
B

okrag sa podobne, to sa przystajace. A

+ 8.28. Na okregu o promieniu 155 opisano kwadrat ABCD. Srodek E boku DC

polaczono z wierzchotkiem A odcinkiem, ktory przecina okrag w punkcie M. Oblicz
dlugos¢ odcinka EM.

* 8.29. Przez wierzcholek A rownolegloboku ABCD poprowadzono prosta, ktora

przeciela przekatng BD w punkcie K, prosta DC w punkcie M oraz prosta BC
w punkcie P. Udowodnij, ze |AK|2 = |KP| - |[KM]|.

8.30. Na plaszczyznie dane sa trzy niewspolliniowe punkty. Skonstruuj tréjkat,
w ktorym te trzy punkty sa srodkami bokow,
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8.31. W trojkacie ABC kat przy wierzchotku B jest prosty. Srodkowa BD o dlugosci
6 cm dzieli ten kat tak, ze 4DBA :<4CBD = 2: 1. Oblicz miary katéw, dlugosci bo-
kow i pole tego trojkata.

8.32. Podstawa trojkata rownoramiennego ma dlugosc 16, a kazde z ramion ma dhu-
gos¢ 17. Oblicz dlugosci srodkowych tego tréjkata.

8.33. Srodkowe trojkata réwnoramiennego majg dtugosci 120, 87, 87. Oblicz dtu-
gos¢ podstawy tego tréjkata.

+ 8.34. W trojkacie ABC srodkowa CD jest rowna polowie boku AB. Wykaz, ze troj-
kat ABC jest prostokatny.

iy

1. W tréjkacie ABC dane sa punkty D i E jak na rysunku. . C
Ocen prawdziwos¢ podanych zaleznosci.
A IADI _|ACI o |AE| _|AB| . |AD| _|AE|
" IDE| |CBl "7 |AD| [ACl T DBl |EC]|
A D B

2. W trojkacie ABC kat ACB jest prosty. Na przyprostokatnych AC i BC tego troj-
kata obrano odpowiednio punkty Qi P. Na boku AB wyznaczono punkty R i S takie,
ze odcinki QR i PS s3 prostopadle do przeciwprostokatnej. Udowodnij, ze trojkaty
ARQ i PSB s3 podobne.

3. W tréjkat réwnoramienny o podstawie 12 cm i wysoko$ci 8 cm wpisano okrag
i poprowadzono styczng do niego rownolegla do podstawy trojkata. Oblicz promien
okregu i dlugos¢ odcinka stycznej zawartego w tréjkacie.

4. W trapezie ABCD dlugos¢ podstawy CD jest row- D 5

na 18, a dlugosci ramion AD i BC sg odpowiednio
rowne 251 15. Katy ADB i DCB, zaznaczone na rysun-
A B

ku, maja rowne miary. Oblicz obwod tego trapezu.

5. Cieciwy AB i CD w okregu przecinaja sie
w punkcie M jak na rysunku. Wykaz, ze: A C
IMD| - IMC| = |MA]| - |MB]
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Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-22 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zZeszycie.

1. W trojkacie rownoramiennym ABC, w ktérym |AC| = |BC|, miara kata CAB
wynosi 70°. Odcinek BD zawiera si¢ w dwusiecznej kata ABC. Odcinek BE jest wy-
sokoscia opuszczona z wierzchotka B. Wskaz miare kata EBD.

A. 20° B. 18° C. 15° D. 10,1°

2. Z odcinkéw o dlugosciach: 1, m+4, 2m+ 1 mozna zbudowac¢ trojkat réwnora-
mienny. Wynika stad, ze
A. m=-3 B. m=0. C.m=1. D.m = 3.

3. Pigciokat ABCDE jest foremny. Wskaz trojkat przystajacy do trojkata ACE.
A. AECD B. ABCD C. ABCE D. AABC

4. Okregi o $rodkach S, i S, oraz promieniach
odpowiednio 3 i 1 s3 styczne zewnetrznie. Prosta
styczna do mniejszego okregu w punkcie P prze-
chodzi przez srodek S, wigkszego okregu (zob.
rysunek). Wskaz obwad trojkata S, S, P.

A. 88 C. 5V15

B. 5+ V15 D.15+/5

5. Ile wynosi promien okregu opisanego na trojkacie prostokatnym o przyprosto-
katnych dlugosci 10 cm i 24 cm?
A. 17 cm B. 13cm C. 12cm D. 5cm

6. Kat wpisany w okrag jest o 70° mniejszy od kata srodkowego opartego na tym
samym tuku. Jaka jest miara kata srodkowego?
A. 35° B. 70° C. 110° D. 140°

7. Jaka miare ma kat wypukly utworzony przez wskazéwki zegara o godzinie 1072
A. 150° B. 165° C. 170° D. 180°
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8. Na rysunku 1 punkt S jest srodkiem okregu. Ile stopni ma kat «?
A. 29° B. 30° C.31° D. 32°

9. Na rysunku 2 punkt S jest srodkiem okregu. Ile stopni ma kat a?
A. 114° B. 118° C. 1227 D. 124°

10. Na rysunku 3 punkt S jest srodkiem okregu. Ile stopni ma kat a?

A, 25° B. 30° C. 40° D. 50°
4 DX
“’ﬁ ; o N
Ak
A
P M
Rys. 1 Rys. 2 Rys. 3

11. Punkt A lezacy na okregu o srodku § jest koncem cigciwy AB oraz punktem
stycznosci okregu z prostg . Jeden z dwoch katow miedzy cieciwa AB a prosta [ ma
miare 36°. Jaka jest miara wypuklego kata $rodkowego ASB?

A. 18° B. 36° C. 45° D. 72°

12. Cigciwy ABiCD okregu o Srodku S przecinajg sie¢ w punkcie P. Ktory z wymie-
nionych warunkow jest prawdziwy?

A. 4BAD = é—qBPD C. 24ABD = 4APD
B. <ASD = 24 APD D.<4DCB = 4PAD

13. Okregi 0,(A, ry) i 0,(B, ry) sa styczne zewngtrznie w punkcie C. Przez punkt
C poprowadzono prosta przecinajaca okrag o, w punkcie K, a okrag o, w punkcie L.
Kat AKC ma miare 46°. Jakg miare ma kat LBC? C

A. 44° B. 46° C. 88° D. 134°

14. W okrag o srodku S wpisano trojkat réwnoboczny ABC.
Wskaz miare zaznaczonego na rysunku kata srodkowego ASB,
A. 160° B. 140° C. 120° D. 30°

15. Punkty A, B, C naleza do okregu o srodku w punkcie S. Kat ABC ma miare 112°.
Jaka jest miara kata ASC w czworokacie ABCS?
A. 68° B. 112° C. 136° D. 224°
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16. Dane sa trzy kola parami styczne zewnetrznie. Pola tych kol sa réwne 4m, 9n
i 16m. Ile wynosi obwdd tréjkata, ktérego wierzchotkami sa srodki tych kot?
A. 15 B. 18 C. 20 D. 25

17. Ktore z podanych zdan jest prawdziwe?
I. Kazde dwa prostokaty sa podobne.

II. Kazde dwa okregi sa podobne.

[1I. Dwa tréjkaty o rownym polu sa podobne.

A. tylko I B. tylko II C. tylko III D. zadne

18. Okrag o promieniu r = 5 jest styczny wewnetrznie do
okregu o promieniu R = 15 jak na rysunku obok.

4 . _ S o >
Wiadomo, ze |BC| = 8. Jaka dlugos¢ ma cieciwa AC? N "
A. 16 C. 20 "7
B. 24 D. Jest za malo danych, aby to obliczy¢. I
A

19. W tréjkacie ABC poprowadzono wysokoéci AK i CM C
jak na rysunku. Ktore z ponizszych zdan jest falszywe? K
« |BC| _ |MB C |AB| _ |BC|

" |AB| ~ |KB| " |AK|  ICM]

|BK| _ |AB| k _ ) BN
* 1MBl ~ iCMi D. |MBJ-|AK| = |BK|-|CM| 4 — B

20. Dwie proste rdwnolegle przecinaja ramiona kata o wierzcholtku w punkcie O.
Na jednym ramieniu tego kata powstaly odcinki OA i AB réwnej dlugosci, a na dru-
gim odcinki OC i CD (punkt C lezy miedzy punktami O i D). Odcinek BD ma dlu-

gos¢ 12%. Wiskaz dlugosc¢ odcinka AC.

1 1
A. 12-5 C. EE
B. 6% D. Jest za malo danych, aby to obliczy¢.

21. Tréjkat o bokach dlugosci V27, V48, V75 jest podobny do tréjkata, ktérego
boki maja dlugosci
A. 27,48, 75. B. 9, 12, 15. C. V3,V4,V5.  D.2v3,33,43.

22, Tréjkaty ABC i A'B'C' s3 podobne i maja pola odpowiednio réwne 36 cm’
i 80 cm®. Wskaz skale podobienistwa tréjkata A'B'C’ do tréjkata ABC.
a2 25

B =¥ C. 22 B
10 3 ] 20



9. Powtorzenie

W zadaniach 23-32 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

23. Na pewnym czworokacie mozna opisac okrgg. Zatem

A. suma przeciwleglych katow tego czworokata wynosi 180°.

B. sumy dlugosci przeciwleglych bokow tego czworokata sg rowne.
C. przekatne tego czworokata sa rowne.

24. W czworokacie wypuklym poprowadzono dwusieczne czterech katow we-
wnetrznych. Wynika stad, ze

A. dwusieczne te przecinaja sie w jednym punkcie.

B. dwusieczne dokladnie trzech katéw moga przeciac sie w jednym punkcie.

C. dwusieczne te moga nie przecinac si¢ w jednym punkcie.

25. Danesa dwa przystajace trojkaty prostokatne. W pierwszym z nich poprowadzo-
no symetralng krotszej przyprostokatnej, a w drugim dluzszej. Symetralne podzielity
kazda z figur na trojkat i czworokat. Wynika stad, ze

A. pola otrzymanych czworokatow sg réwne.

B. obwody otrzymanych czworokatéw sa réwne.

C. oba czworokaty sa przystajace.

26. W pewnym czworokacie srodek okregu wpisanego pokrywa sie z punktem prze-
cigcia przekatnych. Zatem

A. czworokat ten musi by¢ rombem.

B. czworokat ten musi by¢ prostokatem.

C. czworokat ten musi miec srodek symetrii.

27. W tréjkacie ABC wysokosci poprowadzone z wierzchotkow A i C sa rowne. Wy-

nika stad, ze

A. $rodek okregu wpisanego w trojkat ABC lezy na wysokosci poprowadzonej
z wierzcholka B.

B. wszystkie wysokosci trojkata ABC sg rowne.

C. trojkat ABC jest ostrokatny.

28. Boki czworokata wypuklego maja kolejno dlugosci 1, 2, 4, 3. Zatem
A. na tym czworokacie mozna opisac okrag.

B. w ten czworokat mozna wpisac¢ okrag.

C. jeden z katow tego czworokata jest prosty.

29. W czworokacie wypuklym ABCD litera M oznaczono punkt przeciecia przekat-
nych. Wiadomo, ze |MA|: [MB| = |MC]| - |MD)|. Zatem

A. czworokat ABCD ma co najmniej jedng pare bokow rownoleglych.

B. na czworokacie ABCD mozna opisac okrag.

C. pola trojkatow MAB i MCD sa rowne.
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30. Obwdd pierwszego prostokata jest rowny 100 cm, a obwdd drugiego prostokata
jest o 100 cm wiekszy niz pierwszego. Wynika stad, ze

A. pole drugiego prostokata jest zawsze wieksze od pola pierwszego prostokata.

B. pola obu prostokatow moga byc takie same.

C. pole drugiego prostokata moze by¢ mniejsze od pola pierwszego prostokata.

31. Czworokat przeksztalcono przez podobienstwo, w wyniku czego jego pole wzro-
sfo 0 44%. Zatem

A. obwod tego czworokata wzrost o 20%.

B. obwod tego czworokata wzrdst o 22%.

C. skala tego podobienistwa byla réwna +/0,44.

32. Dwie cieciwy AB i CD jednego okregu przecinaja si¢ w punkcie P.
A. Tréjkat ACP jest podobny do tréjkata DBP.
B. Trojkat ADP jest podobny do trojkata CBP.
C. Trojkat ACP jest podobny do tréjkata ADP.

Zadania otwarte krotkiej odpowiedzi

33. Kat ostry rownolegloboku ma miare 40°. Wyznacz miary katéw utworzonych
przez dwie rozne wysokosci tego rownolegloboku poprowadzone z jednego wierz-

cholka.

34. Okresdl wzajemne polozenie okregéw o0,(A, ry) i 0:(B, ;).

a) |[AB|=12 r, =8 r,=3 c) |AB|=1 r; =3 nr,=5

b) |AB| =8 rn=10 r,=2 d) |[AB|=6 r; =5 r;=4

35. Czworokat ABCD jest kwadratem, a trojkat ABM D - c
tréjkatem rownobocznym (zob. rysunek). Wyznacz miary G\

katow a, f5, y. M

36. Jaka figure tworza Srodki wszystkich okregéw o pro-
mieniu r = 4 stycznych zewnetrznie do okregu o(A, 2)?

37. Jaka figure tworza $rodki wszystkich okregéw o pro-
mieniu r = 3 stycznych wewnetrznie do okregu o(A, 7)?

38. Dane sa dwa okregi 0,(A, 9) i 05(A, 5). Jaka figure tworza srodki wszystkich
okregow stycznych rownoczesnie do obydwu tych okregow?

39. Na trojkacie rownoramiennym ABC, w ktérym |AC| = |CB|, a kat miedzy
ramieniem i podstawa ma 52° opisano okrag o srodku S. Wyznacz miar¢ wypuklego
kata $srodkowego ASB.



9. Powtorzenie

40. Ktoére z narysowanych figur sa podobne?

AHE

@ﬂA\ @C | >

41. Prostokat o wymiarach 18 cm x 15 cm jest podobny do prostokata, ktérego jeden
z bokow ma dlugosc¢ 6 cm. Oblicz skale podobienstwa i obwod drugiego prostokata.

42. Obwody dwdch wielokatéw podobnych sa rowne 80 cm i 60 cm. Dlugosci naj-
krétszych bokow tych wielokatéw réznia sie o 5 cm. Oblicz te diugosci.

43. Sprawdz, czy trojkat o bokach a, b, ¢ jest podobny do trojkata o bokachee, f, g.
a) a=2V2, b=3+V2,c=6-12 b)az8§,b=9,],c=l?%

e=2, f=15vV2+1, g=3v2-1 e:lg,fzz,-ﬂl,g:Z%

44, W trapezie ABCD, w ktorym AB || DC, punkt K jest srodkiem boku AD. Oblicz
stosunek pola trojkata CKB do pola trapezu ABCD.

45. Wielokat o polu 60 cm” przeksztalcono przez podobienistwo tak, ze pole jego

obrazu jest 0 75 cm” wieksze od pola poczatkowego wielokata. Oblicz skale tego po-
dobienstwa.

46. Boki trojkata maja dlugosci 12, 14 i 18. Wyznacz stosunek odpowiednich wyso-
kosci opuszczonych na te boki.

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi
47. Udowodnij, Ze suma miar katéw n-kata wypuklego jest rowna (n —2) - 180°.

48. Odlegtosc¢ srodka okregu od prostej zawierajacej cieciwe o dlugosci 18 cm jest
rowna 12 cm. Wykaz, ze Srednica tego okregu wynosi 30 cm.
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49. Maszyna wycina koétka z prostokatnych kawatkow =
blachy wedlug wzoru pokazanego na rysunku. Krétszy bok
kawatka blachy potrzebnego do wyciecia takich kétek ma

dlugos¢ 60 cm. Oblicz dlugos¢ diuzszego boku tego pro-
stokata.

/

50. Trojkat ABC o katach 40°, 60°, 80° wpisano w okrag, a nastepnie poprowadzono
styczne do tego okregu odpowiednio w punktach A, B, C. Wyznacz katy trojkata
utworzonego przez te styczne.

51. Troéjkat réwnoramienny ABC, w ktérym |AC| = |BC|, wpisany jest w okrag
o srodku S. Wiadomo, ze 4BAS = 20°. Wyznacz miary katow trojkata ABC.

52. Na okregu o promieniu 7,5 opisany jest trojkat ABC, w ktorym |AC| = |BC]|.
Wysokos¢ tego trojkata poprowadzona z wierzchotka C jest rowna 20. Oblicz dlugo-
sci bokow i pozostale wysokosci tego trojkata.

53. Dwusieczna kata A w trojkacie ABC przecina opisany na nim okrag w punkcie
D. Wiadomo, ze <BAC = 60° i ABC = 80°. Oblicz miary katow czworokata ABDC.

54. W kole o srodku S i srednicy 16 poprowadzono cigciwe CD rownolegla do sred-
nicy AB. Kat CSD ma miare 120°. Oblicz pole czesci kola miedzy cieciwg CD i éred-
nica AB.

55. Dlugosci bokow trojkata ABC wynosza 6 cm, 8 cm i 12 cm. Wyznacz obwod
trojkata podobnego do trojkata ABC, w ktérym jeden z bokéw ma dlugosc 12 cm.

56. Jedna z przyprostokatnych tréjkata prostokatnego o polu 324 cm” ma dlugosé
36 cm. Oblicz pole kota stycznego do przyprostokatnych, ktérego srodek lezy na prze-
ciwprostokatne;j.

S57. W trojkacie rownoramiennym wysokos¢ opuszczona na podstawe ma 24 cm.
Promien okregu wpisanego w ten tréjkat jest rowny 9 cm. Oblicz pole tréjkata.

58. W trojkat réwnoramienny o ramieniu dlugosci 20 cm i wysokosci opuszczo-
nej na podstawe réwnej 16 cm wpisano okrag. Nastepnie poprowadzono styczna do
okregu rownolegla do podstawy trojkata. Oblicz

a) dlugosc wpisanego okregu.

b) diugosc odcinka stycznej zawartego w trojkacie.
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9. Powtorzenie

59. W trojkacie ABC poprowadzono wysokosc CD C
jak na rysunku. Wiadomo, ze |AB| = 12, |CD| = 6, Q p
|MN| = 3. Oblicz pole prostokata MN PQ.

3
A M D B

+ 60. Wysoko$¢ CD dzieli bok AB tréjkata ABC na dwa odcinki o dlugosciach 36 cm

i 14 cm. Prostopadle do boku AB poprowadzono prosta, ktéra dzieli tréjkat na dwie
czesci o rownych polach. Jakie s3 dlugosci odcinkéw, na ktore ta prosta dzieli bok AB

trojkata?
61. Udowodnij, ze jezeli czworokat wypukly ma o symetrii, to mozna na nim opisac
okrag lub mozna wpisa¢ w niego okrag.

62. Punkt S jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat. Wykaz, ze katy, pod ktorymi
widac boki tego trojkata z punktu S, sa rozwarte.

% 63. Punkt S jest érodkiem okregu opisanego na trojkacie ostrokatnym ABC. Popro-

wadzono wysokos¢ CD tego trojkata. Wykaz, ze kat ACD jest rowny katowi SCB.

64. W trapezie ABCD, w ktorym AB || CD, przekatne AC i BD przecinaja si¢
w punkcie S. Wykaz, ze pola tréjkatéw ASD i BSC sa réwne.

65. W trapezie ABCD, w ktérym AB || CD, przekatne AC i BD przecinaja sie
w punkcie S. Punkt S dzieli odcinek AC tak, ze |CS|:[SA| = 2: 3, a pole trojka-
ta BCS jest rowne 12. Oblicz pole trapezu.

66. W trapezie rownoramiennym o polu 135 jedna podstawa jest dwa razy dluzsza
od drugiej. Oblicz pola tréjkatow, na jakie dziela trapez jego przekatne,

67. Pola trzech wielokatéw podobnych sg réwne 80 cm?, 180 cm” i 245 cm?, a suma
obwodow tych figur jest rowna 1,7 m. Oblicz obwod najmniejszego wielokata.

68. Piotr chce narysowac na kartce formatu A4 (21 cm x 29,7 cm) mozliwie duzy
plan swojego pokoju, ktéry ma wymiary 2,8 m x 3,6 m. Jaka skale powinien przyjac?

69. Proste PK i MP sa rownolegle do odpowiednich bo- K_B
kéw tréjkata ABC jak na rysunku. Wiadomo, ze |[AM| = 4,
|AP| = 5, |PC| = 15, |BK| = 6. Oblicz obwdd tréjkata
ABC. M

P

A

70. Przekatne trapezu ABCD, w ktorym AB || CD, przecinaja si¢ w punkcie P.
Prosta rownolegla do podstaw i przechodzaca przez punkt P przecina ramiona tra-
pezu w punktach M i N. Udowodnij, ze punkt P jest sSrodkiem odcinka MN.
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# 73. W rownoramiennym trojkacie ABC, w ktorym

+ 71. Proste KM i NL sa rownolegle do odpowied- DN M c

nich bokow trapezu ABCD jak na rysunku. Wykaz,
ze |AK| = |LB|.

72. Wykaz, ze w trojkacie prostokatnym ABC kat
pomiedzy wysokoscig a srodkowa poprowadzony-

mi z wierzcholka kata prostego jest rowny roznicy
katéw ostrych trojkata ABC.

|AC| = |CB|, z dowolnie wybranego punktu M
podstawy AB poprowadzono odcinki MN oraz M P
prostopadle do ramion BC i AC tréjkata (zob. rysu-
nek). Wykaz, ze |MN|+ |MP| = |AA’|, gdzie AA
jest wysokoscig poprowadzong z wierzchotka A.

74. Na trojkacie rownoramiennym ABC, w ktorym |AC| = |CB|, opisano okrag
o $rodku S. Wiadomo, ze < ASB = 80°. Wyznacz miary katéw tréjkata ABC.

75. Oblicz promien okregu opisanego na trojkacie prostokatnym o przyprosto-
katnych 9 i 40.

76. Promien okregu opisanego na trojkacie rownobocznym jest o 6 cm krotszy od
boku trojkata. Wyznacz ten promien.

77. Dany jest romb ABCD o boku 15 i kacie przy wierzchotku A réwnym 60°. Okrag
opisany na trojkacie ABD przecina przekatna AC w punkcie P. Wyznacz diugosc
odcinka PD.

# 78. Oblicz promien okregu opisanego na trojkacie réwnoramiennym o podstawie 8

i kacie migdzy ramionami 150°,

79. Oblicz promien okregu wpisanego w tréjkat rownoramienny o bokach 18 cm,
15 cm, 15 cm.,

80. Dany jest trojkat prostokatny rownoramienny o przeciwprostokatnej c. Wykaz,
ze odleglos¢ srodka ciezkosci tego trojkata od srodka okregu opisanego na tym tréj-
kacie jest rowna %c.

81. Punkt D jest srodkiem srodkowej AM trojkata ABC. Punkt F jest takim punk-

tem na boku AB, ze odcinek DF jest réwnolegly do boku AC. Wyznacz stosunek
|AF| : |FB|.
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1. Funkcje trygonometryczne
kata ostrego

Umiejetnosci:

* wyznaczanie wartosci funkcji sinus, cosinus i tangens katéw ostrych w tréjkgcie
prostokatnym

* korzystanie z przyblizonych wartosci funkcji trygonometrycznych

* obliczanie miary kata ostrego, dla ktorej funkcja trygonometryczna przyjmuje dana
wartosc

Popatrzmy na rysunek. Jezeli « jest katem
ostrym w trojkacie prostokatnym, to jedno
z ramion kata « jest przyprostokatng (przy-
legta do kata «t), a drugie przeciwprostokat-
na. Naprzeciwko kata « lezy druga przypro-
stokatna.

Podanie miary jednego z katow ostrych jed- przyprostokatna przylegla
noznacznie okresla drugi kat ostry w tym do kata «

trojkacie: jezeli dany jest kat «, to drugi kat

ma miare 90° — «.

Zeby jednoznacznie wyznaczy¢ trojkat prostokatny, wystarczy zna¢ jeden z jego ka-
tow ostrych i jeden z jego bokow.

przyprostokatna lezgca
naprzeciw kata «

Przykiad €D

Skonstruujemy trojkat ABC, wktérym 4B = 90° orazdane
sa: |[AB|=¢ i 9C = a (& < 90°).

Rozwiazanie

Oto przykladowa konstrukcja:

* na prostej odktadamy odcinek AB,

* z punktu B prowadzimy prosta k prostopadla do AB, —

* zpunktu A prowadzimy pdlprosta [ prostopadla do
AB,

» odkladamy kat & w taki sposob, ze punkt A jest jego
wierzcholkiem, a polprosta I - ramieniem,

* punkt przecigcia drugiego ramienia odlozonego ka-
ta « z prosta k jest szukanym wierzcholtkiem C.

Zadanie ma zawsze jedno rozwiazanie.
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Przykiad &)

Chcemy oszacowac wysokos¢ drzewa. Mamy wyniki nastepujacych pomiarow:

* 32 m - odleglos¢ obserwatora od drzewa,

* 12° - kat, pod ktorym obserwator widzi wierzchotek drzewa (jak na rysunku),
* 1,6 m - wysokoé¢ oczu obserwatora nad ziemia.

32. m
Rozwiazanie
Do rozwigzania problemu powinnismy wyznaczy¢ wielko$¢ h. Odcinek oznaczony na
rysunku litera a zostal poprowadzony z pewnego przypadkowo wybranego punktu
na przeciwprostokgtnej. Otrzymalismy w ten sposdb dwa tréjkaty podobne, zatem:

1_1 a

32 b
12°
)
31;.m
Stosunek = nie zalezy od wielkosci trojkata, tylko od miary kata i mozemy go obliczyc

b
(z zadang dokladnoscia), jesli znamy dlugoscia i b.

32-11'1
Dla kata 12° stosunek g = 0,213, a poniewaz h = g— - 32, wiec h = 6,816 m.

Aby otrzymac odpowiedZ na postawione na poczatku pytanie, do wielkosci h trzeba
jeszcze dodac¢ 1,6 m.

Odp.: Drzewo ma ok. 8,4 m wysokosci.
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Stosunek dlugo$ci dwoch przyprostokatnych trojkata prostokatnego jest wielkoscig
tak waznag, ze na jego okreslenie wprowadzono specjalng nazwe.

|

W tréjkacie prostokatnym, w ktérym « jest katem ostrym, B
stosunek dlugoséci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko al\\{\
(43

kata a do dlugosci przyprostokatnej przyleglej do kata o

A
nazywamy tangensem kata o i oznaczamy tga. “ b
a
tga = g
Przykiad €)
Skorzystamy z danych na rysunku i obliczymy tg a.
a) b) c)
\3 5
o
4
tga = —
2
5
tgax === 2,5
tga = % =0,6
J

Przyjrzyjmy si¢ rysunkowi. Trojkaty ABCi AB,C, B
sa podobne, wigc prawdziwa jest rownos¢:

BC| _ [B,C)
IAC|  |AC,]

Wartosc tangensa zalezy tylko od miary kata, a nie od dlugosci bokow trojkata
prostokatnego.

Kazdemu katowi ostremu zostala w opisany wyzej sposab przyporzadkowana pewna
liczba, nazywana jego tangensem. Zatem okreslona zostala funkcja, ktorej dziedzing
jest zbior katow ostrych, a zbiorem wartosci - zbior dodatnich liczb rzeczywistych.
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Podobnie definiujemy nastepne funkgcje.

w

W tréjkacie prostokatnym, w ktérym « jest katem ostrym:

* stosunek dlugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko tego kata do diugo-
Sci przeciwprostokatnej nazywamy sinusem kata « i oznaczamy sin «,

* stosunek dlugosci przyprostokatnej przyleglej do kata a do dlugoséci przeciw-
prostokatnej nazywamy cosinusem kata « i oznaczamy cosa.

: a B
sing = —

C i c
b L n
DS(I—E C ; A

Funkgje tg «, sin a, cos « nazywamy funkcjami trygonometrycznymi, a dzial mate-
matyki zajmujacy si¢ badaniem ich wlasnosci - trygonometria.

Stosunek dlugosci przyprostokatnej przylegtej do kata a do dlugosci przyprostokatnej lezacej  ((+)
naprzeciwko lego kata nazywamy cotangensem kata « i oznaczamy clga. Z tej funkcji nie
bedziemy korzysta, poniewaz fatwo mozna jg zastgpi¢ tangensem. Bezposrednio z definicji obu
funkeji wynika bowiem réwnosé:

l
clgo = 1.g_ﬂr.

Na koncu podrecznika znajdujg sie tablice wartosci funkcji trygonometrycznych (za-
okraglonych do czwartego miejsca po przecinku) dla wszystkich katow ostrych od 1°
do 89° rozniacych sig kolejno o 1°. Mozna z nich korzystac¢ w dwie strony:

 dla danego kata odczytac wartosci jego trzech funkgji trygonometrycznych,

* majac dang warto$¢ funkgji trygonometrycznej pewnego kata, odczytaé jego miare.

* Poczatki trygonometrii siggaja czasow starozytnych i s §cisle zwigzane z rozwojem astro- ()
nomii, np. z szukaniem metod orientacji na otwartym morzu wedtug widocznych cial
niebieskich oraz tworzeniem map.

Definicje, ktore zostaly tutaj przytoczone, wprowadzono w XVI w.

* Wartosci (w systemie dziesietnym) funkcji trygonometrycznych dla katow ostrych zostaly
obliczone z duza dokladnoscia i spisane w tablicach w XV w. przez Johannesa Miillera
z Krolewca. Korzystano z nich przy rozwigzywaniu problemow zwiazanych z réznego typu
pomiarami - przede wszystkim geodezyjnymi. Uscislona w XVII w. metoda pomiarow
terenowych na podstawie tzw. triangulacji (podzialu danego obszaru na trojkaty) polegata
na zastapieniu pomiarow odleglosciowych - katowymi, a nastgpnie wyznaczaniu odleglosci
z uzyciem rachunku trygonometrycznego.
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Przykiad €
Odczytamy z tablic przyblizone miary katow rozwazanych w przykladzie 3.

Rozwiazanie
a) Jezeli tga = 0,6, to a = 31°.

b) Jezeli tga = ? = 0,43, to a = 23°.

c) Jezeli tgax = 2,5, to a = 68°.

Przyktad @) < zad. 16
Odczytamy z tablic przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych katow 87°

i 14°,

Rozwiazanie
sin 87° = 0,9986 sin 14° = 0,2419
cos 87° = 0,0523 cos 14° = 0,9703
tg 87° = 19,0811 tg 14° = 0,2493

Przyktad )

Wyznaczymy wartosci funkcji trygonometrycznych katow 30°, 45° i 60°.
Rozwiazanie
Jezeli narysujemy polowe kwadratu i polowe tréjkata rownobocznego o odpowiednio

dobranych bokach, to wartosci funkcji trygonometrycznych wymienionych katow
odczytamy bezposrednio z rysunku. Zestawiamy je w tabeli.

« 30° 45° 60°
sina L ﬂ E
60° B 2 | 2 | 2
V3 V2
2 1 1 A2 COs @ T ? E
— 5 . . |
2 ) n " 45 lga 5 1 V3
\3 I

Przyktad € < zad. 1.11
Znajdziemy kat ostry «, dla ktérego zachodzi réwnosé¢ 2(1 + cosa) = V2 + 2.

Rozwiazanie
Rozwigzujemy réwnanie, w ktérym niewiadoma jest cos a.

2(1 + cosax) = V2 +2 +«— dzielimy obie strony réwnania przez 2

l +cosax = 3 +1 «— od obu stron réwnania odejmujemy 1
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V2
cosa = —

Skoro cosa = %, to szukany kat ostry ma miare 45° - zob. przyklad 6.

Odp.: @ = 45°

J
Zadanie polegajace na obliczeniu wszystkich niezna- Uwaga: Wartosci funkeji ()
nych dlugoéci bokéw oraz miar katéw w dowolnym trygonometrycznych moz-

na odczytywac rowniez
z kalkulatoréw naukowych.

trojkacie nazywa sie rozwiazywaniem trojkatow.

W tym podreczniku ograniczymy si¢ do trojkatow
prostokatnych albo takich, ktore bedzie mozna roz-
wigzac za pomoca trojkatéw prostokatnych.

Przyktad €) < zad. 1.15

W tréjkacie prostokatnym MRS dane sa niekto-
re z wielko$ci oznaczonych na rysunku literami.
Wyznaczymy pozostale boki i katy tego trojkata.
Wyniki zaokraglimy: katy — do 1 stopnia, dlugosci
bokéw - do dwoch miejsc po przecinku,

Rozwiazanie
a) =237, r=1>5

; m
sin 37° = — —sinae="1
5 r
m = 5sin 37°, wigc m = 3,01 «—— z tablic matematycznych: sin37° = 0,6018
s
cos 3?0 = - — O8O = s
-
s=5co0537°= 399 «— z tablic matematycznych: cos37° = 0,7986

JIMSR = 90° — a = 53°
Odp.: < MSR = 53° m = 3,01, s = 3,99

b) «=70° m=12
12

sin70° = — — sina = —
r r
12 12
r=— = z 12,77 «— 5in 70° = 0,9397
sin70° 00,9397
12 12 it
§i= = =437 — lpa=— i lg70° = 2,7475
tg70°  2,7475 RS e

IMSR = 90° — o = 20°
Odp.:AMSR = 20° r = 12,77, s = 4,37
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Przyktad €) < zad. 1.19

Dana jest wartosc jednej z funkcji trygonometrycznych kata ostrego «. Skonstruuje-
my ten kat.

Rozwiazanie

a)tar:—E
T

Szukany kat mozemy traktowac jak jeden z katow
ostrych w tréjkacie prostokatnym. Konstruujemy wiec 4
taki trojkat, w ktorym przyprostokatna lezaca naprze-
ciwko kata « ma 4 jednostki, a przyprostokatna przyle-
gla do tego kata - 5 jednostek. 5

B e
7

a jest katem ostrym w trojkgcie prostokgtnym, w kto-
rym przyprostokatna lezaca naprzeciwko kata a ma
3 jednostki, a przeciwprostokatna 7 jednostek. Kon-
struujemy zatem dwie proste prostopadle. Na jednej
odmierzamy przyprostokatng o dlugosci 3 jednostek
i z konicowego jej punktu prowadzimy okrag o pro-

mieniu réwnym 7 jednostek do przeciecia z druga.

c) tga=2
« jest katem ostrym w trdjkacie prostokagtnym, w ktérym przypro-
stokatna lezaca naprzeciwko kata a ma 2 jednostki, a przyprosto-
katna przylegla do tego kata - 1 jednostke. Konstruujemy wiec taki 4
trojkat, w ktorym stosunek odpowiednich przyprostokatnych wy-

> ¥ ¥ [ Fom '2 4 -
nosi 2 (mozemy przy tym skorzysta¢ np. z rownosci 2 = e E) —

Przyktad ) « zad. 1.22

Prosta przechodzaca przez punkty P = (1, 2) i M = (3, 8)

tworzy z osig x kat ostry a. Wyznaczymy ten kat.

Rozwigzanie

Rysujemy pomocniczy tréjkat prostokatny PQM, w ktérym

IMPQ = a. Punkt Q = (3, 2), zatem w trdjkacie PQM

dlugoséci przyprostokatnych wynosza |PQ| =2 i |QM]| = 6.

|QM|

g = W =

Z tablic odczytujemy miare szukanego kata.

Odp.: a = 72°

3

my



1. Funkcje trygonometryczne kata ostrego

W kazdym z zadan 1.1-1.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie,
4sin 30° + 2 tg 45°

V3 - tg 60°
A, 1. B. 1%, C. V3. D.2.

1.1. Wartos$¢ wyrazenia

jest réwna

1.2. Kat ajest ostryi V3 - tga = 1. Jaka miare ma kat a?

A. 60° B. 45° C. 30° D. 15°

1.3. W tréjkacie prostokatnym jedna z przyprostokatnych ma dlugosc¢ 8 cm, a tan-
gens kata przyleglego do niej jest rowny % Jaka dlugos¢ ma przeciwprostokatna

w tym trojkacie?

A. 13cm B. 12cm C. 10 cm D. 10V2 cm
g . e 3 |AC|
1.4. Na podstawie rysunku mozemy zapisa¢, ze np. sin4B = 1AB|’
Stosujemy uproszczony zapis katow wewnetrznych trojkata o podanych wierzchotkach. (@)

Na przyklad w trojkgcie ABC zamiast 4BAC piszemy krotko €A, w trojkacie M PR zamiast
4MRP piszemy <R itd.

(T‘_J B F - E Y
I
L
A z fly
R
)
N
M.f
O ] 4
P M K
Zapisz podobnie
a) tgdA,  cos<dB. c) cos<4K, tg<H. e) tg4P, cos<W.

b) sindG, sin<dF. d) sind4N, cos<dM. f) tgaZ, sindY.

317
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1.5. Na podstawie poprzedniego zadania zapisz kazdy z podanych utamkéw jako
funkcje trygonometryczng wybranego kata ostrego.

|BC| |FE| |IH| [JK| |OM]| |RS] |[WT| I|XY]

|ABI" |FDI" IGHI” IJLI" IONI" IPSI” WUl [YZ|

1.6. Odczytaj z tablic warto$ci podanych funkgji trygonometrycznych.
a) sin 15° sin 32° cos18° ¢) sin 72° sin 81°, cos79°
b) cos37° cos41°, sin52° d) tg17°, tg81°, tg63°, tg22°

1.7. Dana jest wartos$c sin a. Odczytaj z tablic miare kata « z doktadnoscia do 1°.
a) 0,4555 b) 0,7349 c) 0,8415 d) 0,9291

1.8. Dana jest wartos¢ cos . Odczytaj z tablic miarg kata a z dokladnoscia do 1°.
a) 0,2079 b) 0,3584 c) 0,5299 d) 0,9205

1.9. Dana jest wartos¢ tg a. Odczytaj z tablic miare kata « z doktadnoscia do 1°.
a) 0,141 b) 0,249 c) 4,705 d) 57,290

1.10. Oblicz dokladna wartos¢ wyrazenia. Zapis sin” & oznacza (sin ).

tg 60° in 45° \2
a) 2sin60°- cos 30° — 21g45° &y [ =& o sin 450
cos 60 cos45
sin” 45° + c0s 60° d) sin 30° - tg 60° + cos 30°
sin 30° - cos 30° tg 30°

1.11. Wyznacz kat ostry «, dla ktorego prawdziwa jest podana rownosc.

2+3
2

a) 3tga =13 b) 1+ cosa = c) %(3+tg(x)= 1%

1.12. Na podstawie informacji podanych na rysunku wyznacz wartosci funkcji try-
gonometrycznych kata a.

a) ) C 36 B
39
A
d) C
b) & A
2.4
|
1,2




1. Funkcje trygonometryczne kata ostrego

1.13. W tréjkacie prostokatnym ABC, w ktérym kat C jest prosty, dane sa diugosci
dwoch bokéw. Odezytaj z tablic przyblizong (z dokladnoscig do 1°) miare kata A.

a) |AC| = 2, |AB| = 3 d) |AC| = 6, |AB| = 10
b) |BC| = 5, |AB| =7 e) |BC| = 2,5, |AB| = 4,7
¢) |AC| =9, |BC| = 4 f) |AC|=0,3, |BC| =86

1.14. W tréjkacie prostokatnym ABC, w ktérym kat C jest prosty, dane sa diugosci
dwoch bokéw. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata A.

a) |AC| =4, |AB|=5 d) |BC| = 10, |AB| = 55
b) |AC| = |BC| = 7 e) |BC| =15, |AC| =8
c) |AC| =22, |AB| =3 f) |BC| =6, |AB|=7

1.15. Wyznacz boki (wyniki zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku) i katy
trojkata prostokatnego ABC, w ktorym kat C jest prosty oraz

a) 4A = 48° |AC| ="1E. d} 4B = 19°, |AB| = 6,8.
b) 4B = 52°, |AC| = 18. &) A = %qB, |AB| = 44.
¢) 4A = 27°, |BC| = 12. f) 4B—<A = 40°, |BC| = 7.

1.16. W trojkacie ABC, w ktorym [AC| = 10, |AB| = |[BC| = 13, poprowadzono
wysokosé BD. Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych kata CBD.

1.17. Wszystkie wierzcholki prostokgta ABCD leza na
okregu o $rodku S (zob. rysunek). Bok KS trojkata KLS jest D C
rownolegly do AB, a bok LS tego trojkata jest rownolegly do

sina + cosa 5

AD. Skorzystaj z danych na rysunku i oblicz

sina — cosa

X

1.18. W prostokacie ABCD, w ktorym stosunek bokéw 4 L g
|AB| : |BC| = 2: 3, poprowadzono przekatnag AC. Wyznacz N ; o

wartosci funkcji trygonometrycznych katow CAB i CAD.

1.19. Dana jest wartosc jednej z funkcji trygonometrycznych kata ostrego «. Skon-
struuj ten kat.

a) tgcxzé b) sina = % C) ‘COSQ = % d) tga = V3

1.20. Oblicz tangens kata ostrego e, ktory prosta przechodzaca przez poczatek ukla-
du wspotrzednych i punkt M tworzy z osia x.

a) M=(2,1) b) M = (5, 3) o) M=(v2,1) d) M=(2v33)

1.21. Oblicz sinus i cosinus kata «, ktérego jedno ramie pokrywa si¢ z dodatnia pél-
0sig osi x, a drugie przechodzi przez punkt A.

a) A=(1,3) b) A = (12, 5) o) A=(V52) d) A=(2v21)

319 N
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1.22. Oblicz sinus i cosinus kata ostrego «, ktory prosta KL tworzy z osig x.

a). K =(0, 0); L={1;2) c) K=(3,0), L=(1,-3)

b) K =(0, -1), L= (3, 2) d) K =(5,0), L=(0, -2V6)

1.23. Wyznacz miare¢ kata ostrego (z dokladnoscia do 1°), ktéry prosta PQ tworzy
Z 0513 X.

a) P=1{6, 2), Q=/3 -1) c) P=(3,-2), Q= (6, 5)

b) P=(-1,1), Q=(2, 2) d) P=(-2,-3), Q=(2, -1)

1.24. Dany jest trojkat prostokatny ABC o przeciwprostokatnej AB, w ktérym
|AC| = 24, |BC| = 10. Niech 4BAC = a, 4 ABC = 3. Oblicz wartos¢ wyrazenia

sina+cos B 1

sin & - cos
V1 —sin?a + d
5 6 sin 8- cosa

(3) © 1.25. Wykorzystaj podany rysunek i wykaz, ze
tg22,5° = V2 - 1.

1. Dany jest trojkat prostokatny jak na rysunku obok.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. a
. 4 7 4
A.sina = — B. cosa = - C.tga= -
V65 4 7 v

@ 2. W trojkacie prostokatnym jedna z przyprostokat-
nych stanowi 60% drugiej. Wykaz, ze suma tangensow

katéw ostrych tego trojkata wynosi i’—: 4

3. Na podstawie informacji podanych na rysunku
tgo + cos 8

tg o

oblicz wartos¢ wyrazenia

4. Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych kata A w tréjkacie ABC, ktérego
wierzchotkami sg punkty A = (2, 3), B=(5, 3), C= (5, 7).

5. Kat ostry a spelnia warunek tga = —. Skonstruuj ten kat.

Sil=



2. Zwiazki miedzy funkcjami
trygonometrycznymi kata
ostrego

Umiejetnosci:

* stosowanie zaleznosci migdzy funkcjami trygonometrycznymi

* wyznaczanie wartosci pozostatych funkciji trygonometrycznych, jesli znana jest
wartosc jednej z funkgji

Skorzystamy ze znanych zwiazkéw miedzy katami i bokami w tréjkacie prostokat-
nym. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Wowczas:

e JC =90°
* f=90°-«
e a=90°~-f

s a+bt=¢ (twierdzenie Pitagorasa)

¢ a b
® sinx=—, cosax=—, tgox =
c €

[ ]

Do TIn

sin § = {f’ cos f§ = g, tg B =

SR . B | ; : :
Poniewaz a” +b” = ¢, prawdziwe s3 nieréwnosci:

O<a<coraz 0<b<c «— przyprostokatna jest krotsza od przeciwprostokatnej
a b

D<=<1oraz 0<=<1 «—— po podzieleniu poprzednich nierdéwnosci stronami
5 e prictc

: . .. 0 . b
D<sina<1 oraz 0 < cosax < 1 «— zdefinicji: - =sing, = =cosa

Dla kazdego kata ostrego & prawdziwe s3 nastepujace nierownosci:
0<sina <1
0<cosa<1

Tangens kata ostrego jest ilorazem dlugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatne-
go, zatem funkcja tangens przyjmuje wartosci dodatnie. Ponadto kazda liczba dodat-
nia jest tangensem pewnego kata ostrego: jesli a > 0, to a jest tangensem odpowied-
niego kata ostrego np. w trojkacie prostokatnym o przyprostokatnych dlugosci 1 i a.
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Z kolei jesli a jest liczba spetniajaca warunek 0 < a < 1, to istnieje tréjkat prosto-
katny o jednej przyprostokatnej dtugosci a i przeciwprostokatnej dtugosci 1. Sinus
odpowiedniego kata ostrego w tym trojkacie jest rowny a. Podobnie jest dla cosinusa.
Podsumujmy:

* zbiorem wartosci funkcji tangens jest przedziat (0; oo),

* zbiorem wartosci funkcji sinus oraz cosinus jest przedzial (0; 1).

Przykiad €) < zad. 2.5

Sprawdzimy, czy istnieje taki kat ostry «, dla ktorego
a) 3cosa—5=cosa— V3. b) 3sina = V2 - 2sina.

Rozwiazanie
a) 3cosa—5=cosa— 3
3cosx—cosx=5-— \5

2cosa=5-13
5-14/3
cosa =
Odp.: hsh 08 1, wiec nie istnieje kat « spelniajacy podany warunek.
b) 3sina = V2 - 2sina
5sina = V2
y 2
sina = —
5
Odp.: — < 1, zatem istnieje kat a spelniajacy podany warunek. Mozemy taki kat
2

skonstruowac jako jeden z katow ostrych w tréjkacie prostokatnym o przyprostokat-
nej dtugoéci V2 i przeciwprostokatnej dtugoéci 5.
J/

Zauwaimy, ze;

o sina=2= cos f3 = cos(90° — a)

c
2
c

* cosa = - = sin f§ = sin(90° - «)

Jezeli « jest katem ostrym, to prawdziwe sa nastepujace rownosci:
sina = cos(90° — «)
cosa = sin(90° — &)




2. Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi...

Przykiad &)

a) sin40° = 0,6428, zatem cos 50° = cos(90° — 40°) = (,6428
b) cos 12° = 0,9781, zatem sin 78° = sin(90° — 12°) = 0,9781

7
; a . b
Skoro sina = - i cosa = —, to:
C c
sintx_a.b_a_t »
cosa cc b _®
Whiosek \
Jezeli a jest katem ostrym, to prawdziwa jest nastepujaca rownosc:
to o = Sin o
| g COs X
Przykiad ) « zad. 2.6
Uproscim razenie 2&* 290G Jtga
P Yy WY o g &.
Rozwiazanie
cosa +3sina Stge = cosa 3sina Stga=1+3tga—3tga =1
COs X COs COs (X _}

Wazny zwigzek miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata wyraza
twierdzenie nazywane jedynka trygonometryczna.

Dla dowolnego kata ostrego « prawdziwa jest rownos¢:
i

sin a+cﬂ$2r:r=1

Dowod

Rozwazamy trojkat prostokatny ABC o jednym
z katoéw ostrych a. Przyjmujemy takie same ozna-
czenia jak na poczatku tego tematu. Wowczas:

. a b
gina ==, cosax = -
c ¢
Zatem:
.3 2 a\? b\2 P +8 &
sinfa+cosa=[=) +(=) = = =
c ¢ c? g

Koniec dowodu
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Przyktad €) - zad. 2.7

Obliczymy wartos¢ podanego wyrazenia.
a) sin® 35° + sin® 55° = sin” 35° + sin® (90° — 35°) = sin® 35° + cos” 35° = 1

: 2 . 2
b) (sina + cosa)” + (sina — cosa)” =
g : 2 ;2 ; 2
=sin"a+ 2sinxcosa + cos” a +sin" @ — 2sinacosa + cos” o = 2

Przykiad @) < zad. 2.11

Dany jest kat ostry « taki, ze sina = % Wyznaczymy wartosci pozostatych funkcji

trygonometrycznych tego kata.

Rozwiazanie

I sposob
v
sin” & + cos

9
—5+c052cx:1

a=1 «— korzystamy z jedynki trygonometrycznej

: Jezeli p > 0, to rownanie 2= p ma (&)
C{}Sla = [ - i’ czyli C{}Szlx — E dwa rozwigzania: x = \/p lub x = —/p.
4 :
cos = 5 «— funkeje trygonometryczne kata ostrego
przyjmuja tylko wartosci dodatnie
— 3 i 4 e 3 sing
tgi:.‘Jr:—S.s—4 +—lgltx—mm
[T sposdb
Stosujemy oznaczenia jak na rysunku. B

. a . . 3
sSina=-—1 8§lng = —
C 5

Mozemy przyjaé, ze przyprostokatna przeciwlegla
do kgta o ma dlugos¢ a = 3, a przeciwprostokatna
ma dlugos¢ ¢ = 5.

b=Ve2-a?=v25-9=116=4 — twierdzenie Pitagorasa

=
C b A

b_4 S
cosax = — = - «— definicja cosinusa
c 5
a 3
tga = b = 2 «— delinicja tangensa
4 3
Odp.:cosax = -, tgax = -
P 5 5 4

Zauwazmy, ze podanie wartosci jednej funkgji trygonometrycznej kata ostrego wyznacza trojkat ()
prostokatny z dokladnoscig do podobienstwa. Inaczej mowiac, wszystkie trojkaty prostokatne,
w ktorych np. sina = p, sa podobne.



2. Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi...

Przyktad @) < zad. 2.12

Dany jest kat ostry « taki, ze tga = 3. Wyznaczymy wartosci pozostatych funkgji
trygonometrycznych tego kata.

Rozwiazanie
Przyjmujemy, ze przyprostokatna przeciwlegla do kata a ma dlugos¢ a = 3, a przy-
prostokatna przylegla do kata & ma dlugos¢ b = 1.

c=Vat+b*=v9+1=+vI0 —— twierdzenie Pitagorasa

sina = = ) L definicja si
=== = «— definicja sinusa
¢ V10 10 ]
b 1 V10 - .
oSk =—=— = —— «— definicja cosinusa
c V10 10
: 3vV10 10
Odp.: sina = , COs@x = —
10 10

W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

sinl17°  cos 3?"?
- ¢
cos73° sin53°
A. 1l B. 0 C. o0k 1.27 D.2

2.1. Jaka wartos¢ ma wyrazenie

2.2. Ile jest rowna liczba sin 20° cos 70° + sin 70° cos 20°7
A. 90 B. 0,5 €1 D.0

2.3. Wiadomo, ze sina = cos27° i« jest katem ostrym. Jaka miare ma kat «?
A. 27° B. 33° C. 1537 D. 63°

2.4. Katy ostre tréjkata prostokatnego majg miary ac i 8. Sprawdz, czy podana zalez-
nosc jest prawdziwa.
a) sina = cosa - tga c) cosax—sinf3=0

2

b) sinax + cosa =1 d) cos cx+c051,6= 1

2.5. Sprawdz, czy istnieje kat ostry a spelniajacy podany warunek.
a) cosa=7-11cosa c) V7 -2sina+ 3 =9sina
b) 5+ 2sinax =4 d}4+\-"§€05£¥=(?+ \@)cusa

2.6. Kat « jest ostry. Upros¢ wyrazenie.
) sin(90° — &)

a) tga - cosa - cos(90° - «) b) tga cos(90° — &)
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2.7. Oblicz wartosé¢ wyrazenia bez korzystania z tablic i kalkulatora.
sin’ 73° + cos” 73° — 3
sin? 26° + cos® 26° — 2

b) sin® 20° + sin® 70° e) —sin44° cos 46° — sin 46° cos 44°

¢) cos® 1° + cos® 89° f) tg44°-tg45° tg46°

d) 2sin 10° cos 80° + 2 sin 80° cos 10°

(sin2 60° + cos’ 31]")2 —sin” 15° - cos” 15°
sin 45° - cos 45° ’
Nie korzystaj z tablic trygonometrycznych.

2.8. Oblicz

2.9. Kat « jest ostry. Upros¢ wyrazenie.
a) sin®a —2 + cos” c) (1+tgzgx)-cosza‘—5

b) tga - cosa —sina d) (1 —~c05cx](l+cuscx}—sin1a

2.10. Kat « jest ostry. Upros¢ wyrazenie.

: 2 sina + 3 cos 3
a) (sina + cos )’ — (sina& — cos &) ) —— =
SN & tgrx
1

1 +tg*a

4 . 4 ;o2
d) cos o —sin a+ 2sin”" «

2.11. Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata ostrego .

, 1 2 , V2 3
a) sin« = b) cosa = : c) sing = = d) cosa = %—

2.12. Oblicz wartosci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata ostrego a.

a) tgax =3 b) tg.::ir:=j—1 c) tga =50 d) tga = V2
; g i V7 : o s sin «
2.13. Kat « jest ostryi sina = = Oblicz wartos¢ wyrazenia tga + y—

Nie korzystaj z tablic trygonometrycznych.

2.14. Kat «ajest ostryi sina = 3 Oblicz wartos¢ wyrazenia sin« - cos«.

Nie korzystaj z tablic trygonometrycznych.

2.15. Katax jest ostryi cosa = e Oblicz wartos¢ wyrazenia sin” a — cos” a.

Nie korzystaj z tablic trygonome_tr}'czn}fch.

cosa — 2sina

1
2.16. Kat xjest ostryi teax = —. Oblicz wartosé wyrazenia :
4 J RA 7 Wy 2coso + sina

Nie korzystaj z tablic trygonometrycznych.
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2. Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi...

2 2
2.17. Kat « jest ostry i (i) +( > ) = 36. Oblicz wartos¢ wyrazenia

sin a COS ¢

|
ESIHW'C{}S(X.

2.18. Kat «a jest ostryi 7 — 5tga = 3. Oblicz warto$¢ wyrazenia sina - cosa.

2.19. W trojkacie prostokatnym stosunek cosinusa kata ostrego a do tangensa kata
ostrego f3 jest rbwny % Wyznacz miary katéw « i 8 z dokladnoscia do 1°.

e - : V3
2.20. Katy ostre « i 3 trojkata prostokatnego spelniaja warunek sina - tgf = i

Przeciwprostokatna tego tréjkata ma dtugoéé 12+/3. Wyznacz dtugosci przyprosto-
katnych i miary katow a i f3 tego trojkata.

2.21. Wykaz, ze nie istnieje kat ostry « taki, ze S:;—: + cosa = 3.

* 2.22. Wykaz, ze odwrotnos$¢ sumy tangensow katéw ostrych w tréjkacie prostokat-

nym jest rowna iloczynowi sinusow tych katow.

1. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.
W tréjkacie prostokatnym katy ¢ i § sg ostre oraz ¢ > 8. Wynika stad, ze
A. sing < sind. B. sing < cosd. C. cos¢ < cosd.

2. Katajestostryi tga = % Wyznacz cosa.

3. W pewnym trojkacie prostokatnym iloczyn sinusow katow ostrych jest rowny
V3-1
2
réwny V3 + 1.

. Wykaz, ze iloczyn odwrotnosci cosinusow katow ostrych tego trojkata jest

V2 cos® & — sin?

tga

x

= . '3 ® [ 4 L L]
4. Kat« jest ostryi cosa = c Oblicz wartos¢ wyrazenia

2
COs o

5. Kata jestostryi tga = 3. Oblicz wartos¢ wyrazenia e
L, yilg ] 5sina - cosa — sin” @
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3. Warto powtérzyc¢ - pola

| obwody figur

Zamiana jednostek pola.

icm?‘ = 10mm- 10 mm = 100 mm
1 dm” = 100 cm® = 10000 mm” = 10* mm

2
2

1 m® =100dm’ = 10000 cm® = 10" cm?

1 km® = 1000000 m® = 100000000 dm” = 10® dm?

1 ar zapisujemy 1 a, jest to pole kwadratu o boku 10 m.

la=100m’

1 hektar zapisujemy 1 ha, jest to pole kwadratu o boku 100 m.

1 ha = 10000 m?

W tym podreczniku pole figury oznaczamy litera P, a obwdd figury skrotem obw.

Figura Oznaczenia Pole Obwaéd
prostokat
a a, b - boki prostokata P=ab obw = 2a + 2b
b
kwadrat
2
a - bok kwadratu P=a o i
al 3% d - przekatna kwadratu P= %dz -
rownoleglobok a, b - boki nierownolegle
rownolegloboku
P =ah
h a h, H - wysokosci 5 obw = 2a +2b
b P=5bH
n réwnolegloboku wychodzace
i z jednego wierzchotka
romb
~ bok rombu 1
A\ S P=-dd bw = 4
p 4 d,, d, - przekatne rombu Sl (e
2

a




3. Warto powtorzyc — pola i obwody figur

Oznaczenia Pole Obwad

a, b, ¢ — boki tréjkata 1
h — wysoko$¢ trojkata P= Eah obw=a+b+c
opuszczona na bok a

trojkat prostokatny | a,b- przyprostokatne

trojkata
a < ¢ — przeciwprostokatna p= 1(: h
. trojkata % obw=a+b+c
b P=-ab
2

h — wysokos¢ trojkata
opuszczona z wierzchotka
kata prostego

trojkat réwnoboczny

2
/\ a - bok trojkata p=1 f obw = 3a
a

trapez

b a, b - réwnolegte boki ;
(podstawy) trapezu P=—-(a+bh
h 2
h — wysokos¢ trapezu
7
il
koto

o

Kazdy wielokat mozemy podzieli¢ na tréjkaty, ktore sa
albo rozlaczne, albo maja co najwyzej wspolny odcinek. ﬂ
Sposobow podzialu jest wiele. Pole wielokata jest suma pol 4

utworzonych tréjkatow. P =P + P+ Py+ Py+ Ps

r — promien kola P=nr obw = 2nr
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Z tej metody korzystamy podczas obliczania pola szesciokata
foremnego o boku a. Taki szesciokat jest suma szesciu trojkatow

rownobocznych o boku a, wiec jego pole P wyraza si¢ wzorem:
2 2
b @333 \A/
1 2

i

Zauwazmy, ze kazdy n-kat wypukly mozna podzieli¢ na n - 2 tréjkatow, ktérych wierzcholki (I[{ }])
pokrywaja sie z wierzchotkami n-kata. Zatem suma katéw n-kata wypuklego jest roéwna
(n—2)-180°.

Przykiad €D

Krétsza przekatna rombu ma dlugos¢ 83 cm i dzieli romb na dwa tréjkaty réwno-
boczne. Obliczymy pole tego rombu.

Rozwiazanie

Pole rombu jest suma pdl dwadch trojkatow row- 60°
nobocznych o bokach réwnych 83 cm. Zatem: 343
83)’
pog: A 5 oels [em?]
4 60° 60°

Odp.: Pole rombu jest réwne 963 cm”.

Przyktad &)

Pole trojkata rownoramiennego jest rowne 3v/3 cm”. Podstawa tworzy z ramieniem
kat 30°. Obliczymy dlugos¢ podstawy tego trojkata. -

Rozwigzanie =
Jezeli odetniemy polowe tréjkata wzdluz
wysokosci CD i dokleimy odcieta czes¢ do %o . y

polowy AD podstawy tak jak na rysunku, A “n»g.uy ‘D
to otrzymamy rownoboczny trojkat AEC T |
o polu takim samym jak pole danego troj- “*@jg
kata, czyli 33 cm’. Bok a trojkata AEC E
obliczymy z réwnania:
2
& f =343, czyli a=2V3cm
W tréjkacie AEC odcinek AD jest wysokoscig, zatem Wysokos¢ trojkata (@)
av3 rownobocznego o boku a
|AD| = — = 3 cm. Odcinek AD jest rowniez potowa - ., _a\V3
2 jest rowna h = —.

szukanej podstawy, wiec |AB| = 6 cm.

Odp.: Podstawa trojkata rownoramiennego ma dlugosc 6 cm.



3. Warto powtorzyc — pola | obwody figur

Przykiad €)

Obwaod rownolegloboku jest rowny 12 cm, réznica dtugosci sasiednich bokow wynosi
4 cm, a kat ostry rownolegloboku ma 45°. Obliczymy pole tego czworokata.

Rozwiazanie

Jezeli dlugos¢ diuzszego boku rownoleglo- ____ x

boku oznaczymy litera x, to krétszy ma diu- ! A h 4"‘
go$¢ rowna (x —4) cm, przy czym x > 4.

Polowa obwodu to 6 cm, zatem:

X+x-4=6, stad x=5
Rownoleglobok ma boki rowne 5 cmi 1 cm.

Wysokos$¢ h poprowadzona z wierzcholka kata rozwartego na dluzszy bok jest bo-
kiem kwadratu o przekatnej 1 cm (zob. rysunek), wigc:

hv2 =1, czyli h= %Ecm

—

5v2
P:x-h:—%r-a.:m2

Odp.: Pole rownolegloboku jest rowne 5%5 cm’,

3.1. W trdjkacie jeden z bokéw zmniejszono cztery razy. Jak nalezy zmieni¢ wyso-
kos¢ trojkata poprowadzona do tego boku, aby pole nie uleglo zmianie?

3.2. Przekatnakwadratu jesto 2 cm dluzsza od jego boku. Oblicz pole tego kwadratu.

3.3. Prosta poprowadzona przez wierzchotek kwadratu podzielita go na tréjkat o po-
lu réwnym 9 i trapez o polu réwnym 27. Oblicz obwdéd trapezu.

3.4. Przekatna prostokata ma dlugo$¢ 6 cm i tworzy z jego bokiem kat 60°. Oblicz
obwad tego prostokata.

3.5. Przekatne rombu maja dlugosci 24 cm i 18 cm. Oblicz wysokoé¢ rombu.

3.6. Réwnoleglobok ma boki o dlugosciach 12 cm i 15 ecm. Wysokos¢ opuszczona
na krotszy bok jest rowna 10 cm. Oblicz wysokos¢ opuszczona na dluzszy bok.
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3.7. Przekatne trapezu réwnoramiennego przecinajg si¢ pod katem 120° i sa dwu-
siecznymi katow przy podstawie, a ramiona trapezu maja dlugos¢ 6 cm. Oblicz pole
tego czworokata.

3.8. W trapezie prostokatnym kroétsza podstawa ma dlugos¢ 4 cm, a kat rozwarty
trapezu ma 120°. Dluzsza przekatna trapezu tworzy z dluzszym ramieniem kat 30°.
Oblicz dlugosci pozostalych bokéw, pole i obwod trapezu.

3.9. Podstawy trapezu prostokatnego maja dlugosci 48 i 15, a dluzsza przekatna ma
dlugosc¢ 52. Oblicz pole trapezu i dlugosc d jego krotszej przekatne;.

3.10. Do srodka dtuzszej sciany szopy o podlo- ko
dze w ksztalcie prostokata 10 m x 4 m przywia- &

zana jest koza. Sznurek, na ktérym jest uwigzana, /

ma dlugoécé 6 m (zob. rysunek). Oblicz, na jakiej E-
powierzchni koza moze si¢ pasc. 10 m

3.11. Kazda z trzech figur - kolo, kwadrat i tréjkat réwnoboczny — ma taki sam
obwdd, réwny 10 dm. Ktdra z tych figur ma najwieksze pole, a ktéra najmniejsze?

3.12. Oblicz pole zamalowanej figury.

a) Ay c) | Ay
BUE %

b) Ay | d) Ay
bif
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3.13. Punkty BiC dziela odcinek AD na trzy rowne cze-
§ci, kazda o dlugosci 6 cm (zob. rysunek). Odcinek AD jest
srednica wiekszego z narysowanych okregéw, a odcinek
BC - érednica mniejszego z nich. Oblicz pole zamalowa-

nej figury.

3.14. Pole tréjkata o katach 30° i 60° jest rowne g%j Oblicz dlugosci bokéw tego
trojkata.

3.15. Dlugos¢ jednego boku prostokata zwiekszono o 10%, a dlugos¢ drugiego
zmniejszono o 10%. O ile procent zmienilo sie pole prostokata?

3.16. W kole poprowadzono cigciwe dlugosci 9 cm. Odleglosc prostej zawierajacej
te cigciwe od srodka kota jest rowna 5 cm. Oblicz promien, pole i obwod kota.

* 3.17. Oblicz pole trapezu o podstawach dlugosci 6 i 13 oraz ramionach dlugo-
Sci5i 4V2.

3.18. Wedlug rzymskiej legendy, krélewna fenicka Dydona uciekla ze swoimi pod-
danymi do Afryki. Tam kupila od kréla Jorbasa tylko tyle ziemi, ile udalo sie nakry¢
wolowa skora. Dydona pociela skore na waskie paski, zwiazala je i objela nimi okragle
miejsce, na ktérym zalozono potem Kartagine. Przyjmij, ze dlugosc sznura ze zwigza-
nych paskow byla rowna 200 m i oblicz powierzchnig tego obszaru. Zaokraglij wynik
do 1 m%. Przyjmij nt = 3,14.

+ 3.19. Zamalowana figura jest ograniczona tukami okregéw o srodkach w wierzchol-
kach danego wielokata foremnego. Oblicz jej pole.

a) b) ¢)




Fala sinusoidalna

Dzieki odpowiedniej aplikacji (np. phyphox) smartfon moze petnic funkcje
oscyloskopu. Na ekranie telefonu wida¢ wtedy rézne krzywe, ktére sa obrazami
rejestrowanych fal dzwiekowych. W przypadku tzw. tondw czystych na ekranie
zobaczymy krzywa zwanag sinusoida.

Kazda taka sinusoidalng krzywa mozna opisac¢ jako funkcje czasu wzorem:
x(t) = Asin(2nft), gdzie A (amplituda) i f (czestotliwosc) to wielkosci
charakteryzujace dana fale dzwiekowa.

A jak amplituda

Amplituda A to maksymalna odlegtosc Jezeli podwoimy amplitude, sinusoida
od poziomej osi do grzbietu fali. bedzie dwukrotnie wyzsza. Otrzymamy
gtosniejszy dzwiek.

h\ NN 7“/[\ A
VARV RV v I

x(t) = Asin(2nft) x(t) = 2Asin(2nft)

N

.‘_‘“

MNiemal wszystkie dzwieki, jakie styszymy,
w tym dzwieki instrumentow muzycznych,
skfadaja sie z wielu tonéw czystych.




Mie tak tatwo zobaczyc na ekranie ksztalt
sinusoidy. Tony czyste mozemy ustysze¢
w muzyce wytwarzanej elektronicznie.
Dzwiek bardzo do nich zblizony mozna
wydobyé z kamertonu.

Jezeli amplitude dwukrotnie zmniejszymy,
sinusoida bedzie o potowe nizsza, a dzwigk
cichszy.

x(t) = 3Asin(2nft)

S .
o
-
- . pr—
— -

f, czyli czestotliwosé

Czestotliwosc f opisuje, jak blisko siebie
na ekranie oscyloskopu sa kolejne grzbiety
fali, czyli ile cyklow fali dociera do naszego
ucha w 1 sekundzie. Odbieramy to jako
wysokosc dzwieku.

AW L &
g\

x(t) = Asin(2n-f-t)

Zwiekszenie czestotliwosci oznacza
wyzszy dzwiek.

czestotliwosc

dwa razy wieksza

ANNANNAN

VVVVV VYV

x(t) = Asin(2n-2f-1)

Zmniejszenie czestotliwosci sprawia,
ze dzwiek jest nizszy.

czestotliwosé
dwa razy mniejsza

P

x(t) = Asin(2n-3f-1)

&l




4. Zastosowania funkcji
trygonometrycznych

Umiejetnosci:

» Kkorzystanie z wlasnosci funkcji trygonometrycznych w obliczeniach
geometrycznych

* korzystanie ze wzoru na pole trojkata ostrokatnego o danych dwaoch bokach i kacie

migdzy nimi

Przyktad o zad. 4.4

Boki prostokata maja dlugosci 10 i 4. Wyznaczymy z dokladnoscig do 1° miare kata
ostrego a, pod jakim przecinajg si¢ przekatne tego prostokata.

Rozwiazanie D C
Wprowadzamy oznaczenia jak na rysunku. 3 M e
MK jest odcinkiem prostopadlym do boku BC. >
.o
Kat KM B ma miarg > & 10 2
IBK|=2 i |[MK|=5 «— przekatne prostokata przecinaja si¢ w polowie dlugosci
2
tg % = 5 =04 «— definicja tangensa w trdjkacie prostokatnym BKM
o
% =22 «—— z tablic trygonometrycznych

J4BMC = « = 44°
Odp.: Przekatne tego prostokata przecinaja si¢ pod katem okolo 44°,

Przyktad @) < zad. 4.5

W tréjkacie ABC dane sa: |AB| = 8, |AC| = 6 oraz 4CAB = 50°. Obliczymy pole P
tego trdjkata, wynik zaokraglimy do drugiego miejsca po przecinku.

Rozwiazanie C
Prowadzimy wysoko$¢ CD z wierzchotka C.
Woweczas:
p= |AB| - |CD
2
Wyznaczamy wysokos¢ w trojkacie prostokatnym ADC. » L,
G .- A : B
—— = sindA S - L
|AC] 8

|CD| = |AC| - sin< A
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Zatem:
p= |AB| - |AC| - sin< A
2
P= w ~ 24-0,7660 = 18,384 ~ 18,38
Odp.: Pole tréjkata jest réwne okoto 18,38 cm”.
e
Na podstawie rozwigzania przykladu 2 mozemy sformulowac twierdzenie.
Jezeli kat ostry o w trojkacie jest zawarty miedzy b
bokami o dlugosciach b i c, to pole P tego trojkata
jest rowne:
1 (4
P = -bcsina c
. 2
Przyktad €) < zad. 4.15
Kat ostry trapezu rownoramiennego ma mia- D 8 cm C
re 78°, krotsza podstawa ma dlugo$c¢ 8 cm, a ra-
mi¢ 6 cm. Obliczymy pole i obwdd trapezu,
wyniki zaokraglimy do pierwszego miejsca po ¢ ™
przecinku.
Rozwiazanie P L- g
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
DE jest wysokoscia trapezu.
IDE| _ . g0 S e
m =sin78 «~—— definicja sinusa w tréjkacie prostokatnym AED
|AE| _ 0 T
m = cos78 «—— definicja cosinusa w trojkacie prostokatnym AED
|DE| = 6 -0,9781 = 5,8686
|AE| = 6-0,2079 = 1,2474
|AB| = |DC| + 2 - |AE]| «— trapez rGwnoramienny
obw=2-8+2-1,2474+ 2-6 = 30,5 [cm]
P~ 2:8+2-1,2474 . 5.8686 ~ 54.3 [Emzl

Odp.: Obwéd trapezu jest réwny okoto 30,5 cm, a jego pole okolo 54,3 cm”.
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Przykiad €) « zad. 4.18

W kolo o promieniu 17 cm wpisano kat o mierze 27°. Kat
ten jest oparty na tuku AB. Obliczymy diugos¢ cieciwy
AB z dokladnoscia do 1 mm.

Rozwiazanie

Whpisany kat jest ostry, wiec tuk AB jest mniejszy od pol-
okregu. Rysujemy okrag i wpisujemy w niego kat BCA

o mierze 27°.
Prowadzimy $rednice AC'.

4BC'A =<4BCA = 27° «—— katy wpisane oparte na tym samym luku
4ABC' = 90° «—— kat wpisany oparty na srednicy
]ACII =34 cm «—— z danych w tresci zadania
Y
AB :
!ﬁTJ] = 5in 27° «—— definicja sinusa w tréjkacie prostokatnym ABC'

|AB| = 34 - sin 27°
|AB| = 34 - 0,4540 = 15,436 = 15,4 [cm]

Odp.: Cigciwa AB ma okoto 15,4 cm dlugosci.
Przyktad @) < zad. 4.24

Trygonometria moze si¢ rowniez przydac, jezeli chcemy oszacowac wysokos¢, np.
budynku. Wykonujemy trzy pomiary - zaznaczonych na rysunku katéw i odleglosci
miedzy ich wierzchotkami. Literami x i y oznaczamy odpowiednio szukang wysoko$é
i odleglo$¢ budynku od wierzchotka wiekszego z mierzonych katéw.
Otrzymujemy uklad réwnan.

X o

~ tg 35

X
y + 100

x = y-tg35° 20° 357
{x=(y+100)-tg20" 30m y
{ x = ytg35°
ytg35° = ytg 20° + 100 tg 20°
Do drugiego rownania podstawiamy wartoéci tangensow i obliczamy niewiadoma y.
y = 108,27
Po podstawieniu do pierwszego rownania otrzymujemy:
x = 108,27 - tg 35° = 108,27 - 0,7002 = 75,8

= tg 20° ol

Odp.: Budynek ma okolo 76 m wysokosci.
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W kazdym z zadan 4.1-4.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

4.1. Dwa boki trojkgta maja dlugosci 5 cm i 8 cm, a kat miedzy nimi zawarty ma
miarg 60°. Ile jest rowne pole trojkata?
A. 20 cm’ B. 20V3 cm’ C. 10V/3 cm’ D. 10 cm®

4.2. Ile wynosi pole réwnolegloboku o kacie ostrym 30° oraz bokach o dlugosciach
7cmi 10 cm?

A. 17,5 cm’ B. 353 cm’ C. 70v/3 cm? D. 35 cm’

4.3. Wskaz tangens kata « zaznaczonego na rysunku,

1 1
B. 3V3 C. "'; D. V6

K

A.

|

i 1 1
3 3003

4.4. Wyznacz z dokladnoscia do 1° katy miedzy przekatnymi prostokata, ktorego
obwdd jest rowny 112, a réznica migedzy dlugo$ciami bokow wynosi 8.

4.5. Oblicz pole trojkata z dokladnoscia do 0,1.

a) b) v
12
; 9
76°
7

4.6. Oblicz obwad i pole tréjkata z dokladnoscia do 0,1.
a)

65°

b) : 20° d) 12
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4.7. Wyznacz z dokladnos$cig do 1° katy réwnolegloboku, w ktorym dlugoéc jednego
z bokéw jest réwna 34 cm, a wysoko$¢ opuszczona na drugi bok ma 30 cm.

4.8. Bok rombu stanowi ? jego przekatnej. Wyznacz katy tego rombu.

4.9. W rownoramiennym trojkacie ABC, w ktorym |AC| = [BC|, kat przy wierz-
chotku C ma 68°, a wysoko$§¢ |CD| = 15 cm. Wyznacz dlugosci bokéw tego trojkata.
Wyniki zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

4.10. W prostokacie, ktorego krotszy bok jest rowny 7 cm, przekatna tworzy z dluz-
szym bokiem kat « = 26°. Oblicz obwod prostokata i dlugosc jego przekatnej. Wynik
podaj z doktadnoscig do 0,01 cm.

4.11. Oblicz pole rombu o boku 6 cm i kacie ostrym 80°. Wynik zaokraglij do pierw-
szego miejsca po przecinku.

4.12. W rombie o boku 12 cm stosunek dlugosci przekatnych jest réwny %ﬁ Wy-

znacz katy tego rombu i oblicz jego pole.

4.13. W réwnolegloboku o bokach 121 15 stosunek miar sasiednich katow jest taki
sam jak stosunek dlugosci sasiednich bokéw. Oblicz pole rownolegloboku. Wynik
zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

4.14. W trapezie rownoramiennym kat ostry ma miare¢ 53° a przekatna diugosci
20 cm jest prostopadta do ramienia. Oblicz pole trapezu. Wynik zaokraglij do pierw-
szego miejsca po przecinku.

4.15. Kat ostry trapezu rownoramiennego ma miare 52°, dluzsza podstawa ma dlu-
gos$¢ 20 cm, a ramie 12 cm. Oblicz pole tego trapezu. Wynik zaokraglij do pierwszego
miejsca po przecinku.

4.16. W réwnoramiennym trojkacie ABC (|AC| = |BC|) katy przy podstawie maja
po 70°, a promien okregu wpisanego w ten trojkat jest rowny 2 cm. Wyznacz dlugosci
bokow tego trojkata. Wyniki zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

4.17. W tréjkacie ABC kat BAC jest rowny 37°, |AB| = 56. Wysokos¢ CD dzieli
bok AB tak, ze % = g Oblicz pole, obwdd oraz wysokoéci trojkata ABC. Wyniki

zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku,

4.18. Kat wpisany w kolo o promieniu 10 cm jest oparty na tuku AB i ma miare 35°.
Oblicz dlugosc¢ cigciwy AB. Wynik zaokraglij do drugiego miejsca po przecinku.
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opisano okrag o $rodku O. Podstawa AB
tego trojkata tworzy kat a z promieniem
OA okregu, |OA| = 30 i cosa = 0,6.
Oblicz pole i obwod trojkata. Rozwaz dwa
przypadki.

4.20. Na jeziorze, dokladnie na polnoc od
przystani, Piotrek zobaczyl niewielka wy-
spe. Po przejsciu 100 metrow na zachod, wi-
dzial ja w kierunku odchylonym od pélnocy
0 12° Jak daleko od przystani lezy wyspa?

4.21. Narowni pochylej o kacie nachylenia do poziomu rownym a znajduje sig cialo

o ciezarze F. Dziala na nie sila o wartosci F-sina powodujaca zsuwanie sie ciala po

rowni oraz sita F - cosa wywolujaca nacisk ciala na réwnie.

a) Oblicz sile, z jaka naciska na rownie cialo o ciezarze 1200 N lezace na réwni na-
chylonej do poziomu pod katem 20°.

b) Cialo o cigzarze 300 N zsuwa sie z rowni pod wplywem sity o wartoéci 120 N. Jaki
jest kat nachylenia tej rowni do poziomu?

4.22. W chwili gdy helikopter przelatywal nad glowa Jurka, oddalony od Jurka
0 200 m Wojtek widzial ten helikopter pod katem 35° do poziomu. Na jakiej wy-
sokosci lecial helikopter?

4.23. Ladujgcy samolot minal poczatek pasa startowego na wysokosci 90 m. Pilot
widzial wtedy koniec pasa pod katem 2° do poziomu. Jaka dlugo$¢ ma pas startowy?

4.24. Drabina ma 6 m dlugosci. Aby stabilnie stala, jej kat nachylenia do podloza
nie powinien przekracza¢ 65°. Czy korzystajac z tej drabiny, mozna wej$¢ na balkon
drugiego pietra budynku, w ktérym jedna kondygnacja ma ok. 2,8 m wysokosci?

4.25. Panstwo Mamutowie jechali na wakacje szosa, ktéra przez dluzszy odcinek
biegnie prosto bez zadnych zakretéw. W pewnej chwili spostrzegli po prawej stronie
szosy pod katem 20° do kierunku jazdy ruiny zamku, ktére zamierzali zwiedzic¢. Po
przejechaniu 2 km ruiny staly sie widoczne pod katem 50° do kierunku jazdy. Pro-
stopadle do szosy prowadzi droga dojazdowa do zabytku. Ile jeszcze metréw mieli do
skrzyzowania z ta droga? Jaka jest dlugosc drogi dojazdowe;j?
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+ 4.26. Cieciwa AB okregu o promieniu r = 25 jest bokiem prostokata ABCD. Bok

DC jest styczny do tego okregu, a kat srodkowy oparty na cieciwie AB ma miare 148°.
Oblicz obwdd prostokata. Wynik zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

4.27. Dluzsza podstawa trapezu prostokatnego ma dlugos¢ a, krotsza podstawa —
2 2

dlugos$c b, a kat ostry ma miare a. Wykaz, ze pole tego trapezu jest rowne = tg .

+ 4.28. Krotsza przekatna trapezu prostokatnego ma dlugosc d i jest prostopadta do

dluzszego ramienia. Kat ostry trapezu ma miare o. Wykaz, ze obwod trapezu jest

¢ : 1 1
réowny d| sina + cosa + — + — |.
sinad tga

+ 4.29. Katy ostre przy dluzszej podstawie trapezu maja miary « i f3, za$ podstawy

a - b tga-tgf
2 tga+tgp

maja dtugoscia i b (@ > b). Wykaz, ze pole trapezu jest rowne

99 N, -
A j
LAY

I ! 1
l‘::'-..;..'_;/‘ ._".'
W A

=IrOsitC oac Maiuryv |
ST VoLl A0 IHialdr y

1. Podstawy trapezu rGwnoramiennego ABCD majg dlugosci |AB| = 12, |CD| = 8,
a ramiona majg dlugosc¢ 6. Oceri prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. sin4ABC = 2%5 B. cos<ABC = % C. tgdABC = %E
2. Wyznacz x i y z dokladnoscia do drugiego miejsca po prze- '
cinku. Skorzystaj z informacji podanych na rysunku obok. /
X
4

3. Wierzcholek 70-metrowego komina elektrocieplowni stojacej na plaskim terenie
widac z pewnego miejsca w okolicy pod katem 8° do poziomu. Jaka jest odleglosc
z tego miejsca do podstawy komina? Wynik podaj z doktadnoscia do 10 m.

4. Pole rombu jest réwne 40, a jego kat ostry ma miare 50°. Oblicz dtugosci przekat-
nych rombu z dokladnoécia do jednego miejsca po przecinku.

5. W trapezie rownoramiennym przekatna o dtugosci d tworzy z dluzsza podstawa
kat o. Wykaz, ze pole trapezu jest rowne d” sin & cos «.



5. Funkcje trygonometryczne
kgta rozwartego

Umiejetnosci:

* wykorzystywanie definicji i wyznaczanie wartosci funkcji sinus, cosinus i tangens
katow o miarach od 0° do 180°

* stosowanie zaleznosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi

* Kkorzystanie z przyblizonych wartosci funkcji trygonometrycznych

Funkcji trygonometrycznych uzywamy czesto podczas obliczania pol trojkatow
(a wigc i pol wielokatow). Z wygodnego wzoru P = %bc sina korzystalismy do-
tad tylko wtedy, gdy kat zawarty miedzy danymi bokami tréjkata byl ostry. A prze-
ciez trojkat ma jednoznacznie okreslone pole rowniez wtedy, gdy kat miedzy takimi
bokami jest prosty lub rozwarty. Rozsze-
rzymy zatem definicje funkcji trygonome-
trycznych tak, aby dotyczyly katow o mia-
rach od 0° do 180°.

W bardziej zaawansowanej matematyce (1))
definiuje si¢ funkcje trygonomelryczne
dla dowolnego kata.

W tym celu umiescimy katy w ukladzie wspolrzed- 7h
nych. Przyjmiemy przy tym kilka regul.

* Wierzcholek kata a (0 < & < 180°) jest poczat- ' <~ |
kiem uktadu wspolrzednych. \\
[ 2
11
L

Jedno z ramion (tzw. rami¢ poczatkowe) kata o

pokrywa si¢ z dodatnia polosia x. Drugie, kon- 0 i x
cowe ramig, ktore bedziemy rowniez nazywac ra-
mieniem wodzacym kata a, jest odlozone w kie-

runku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara. Moina sobie wyobrazi¢,  ((+))

seli wvbi . d K #e ramig poczatkowe jest
L .
Jezeli wybierzemy na ramieniu wodzacym kata « sieruchome.aKohcowe:za:

punkt P rézny od poczatku uktadu O, to odcinek tacza polokrag, wyznaczajac

OP nazywaé bedziemy promieniem wodzacym po drodze wszystkie katy
od 0° do 180°. Stad w nazwie

kol
stowo ,wodzacy”.

punktu P. Tak samo bedziemy nazywaé dlugoéc
odcinka OP. Zatem liczba r = |OP| jest rowniez
promieniem wodzgcym punktu P.

Uwaga: Stowa ,promien”, podobnie jak w definicji okregu, uzywamy tu w dwoch
znaczeniach: odcinek albo jego dlugos¢. Nie prowadzi to do nieporozumien, ponie-
waz z kontekstu wynika, o ktore znaczenie chodzi.
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Rozszerzenie pojecia funkcji trygonometrycznych vh
nie powinno zmienia¢ ich wczesniejszych definicji. P=(a,b)
. o i ; 7 S, et et e £ :
Kiedy umiescimy trojkat prostokatny tak jak na ry-
sunku, otrzymamys: i B |
P=(a,b)
re |OPL=e P _ <1 Wl P
0
Wspolrzedne punktu P sa rownoczesnie dlugoscia- *

mi przyprostokatnych, zatem zgodnie z przyjetymi
definicjami:

; b a b
sma=-, cosa=-, tga=-—
¢ c a

Ponizsze definicje sa naturalnym rozszerzeniem tych zwigzkow.

Sinusem kata « nazywamy stosunek rzednej dowolnego (roznego od wierzchot-
ka) punktu wybranego na ramieniu wodzacym kata do promienia wodzacego
tego punktu.

Cosinusem kata a nazywamy stosunek odcietej dowolnego (réznego od wierz-
chotka) punktu wybranego na ramieniu wodzacym kata do promienia wodza-
cego tego punktu.

Tangensem kata a nazywamy stosunek rzednej dowolnego (réznego od wierz-
cholka) punktu wybranego na ramieniu wodzacym kata do odcietej tego punk-
tu, przy zalozeniu, Ze ta odcieta jest r6zna od zera.

Jezeli punkt P = (xp, yp) lezy na ramieniu wodzg- vA
cym kata ¢, ar jest promieniem wodzacym tego PN 1)
=% X,
punktu, to: : 22 Yo
| L |
sina = 22 |
r P (x
_ Xp : T
COsSx = — L : -
r Xp 0] 1 X
tgox = =
Xp

Ponadto, skoro P = (xp, yp), to:

= 2 2 ierd ie Pi
r=yxpt+yp «—— twierdzenie Pitagorasa
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Przykitad €) < zad. 56
Obliczymy wartosci funkcji trygonometrycznych zaznaczonego kata.

Rozwiazanie

a) P=(2,5) RN SWA
Obliczamy promien wodzacy punktu P: l
r= VI35 = VI
Zatem: ! 4/ a
sina = ——, cosa= —, tga=> ’ |
V2’ v 8473 EELE 2
b) P=(-3, 4) LT [ 7% ]
= VITI6= NI =5 P
Zatem: \
B S oI L || NG
3111,8—5, cosf3 = = tg B = | N
0] 1 x
J

Zdefiniowalismy funkcje trygonometryczne za pomoca stosunkow liczb zwiazanych
z punktem wybranym na ramieniu wodzacym. Podobnie jak w przypadku tréjkata
prostokatnego wykazuje sie, ze wartosci tych stosunkdw nie zalezg od wyboru punktu
(dowdd tego faktu pominiemy). Czasem wygodnie jest wybra¢ punkt P tak, aby:

|OP|=r=1

Wowczas: Jezeli promien wodzacy ((+)

sina = yp i cosa = xp punktu P jest rowny 1, to
P = (cos «, sin ).

Przyktad &)

Niech P = (xp, yp) oznacza punkt lezagcy na ramieniu wodzgcym kata « oraz
r = |OP| = 1. Obliczymy wartoéci funkgji sina, cosa i tga, gdy
a) a=0° b) & = 90°, c) a=180°

Rozwiazanie

a) =0° y
Ramie wodzace kgta pokrywa sie z dodatnig T
polosia x, wiec yp =0, xp = 1. 5
Zatem: ‘
sin0°=0, cos0°=1, tg0°=0

.....hu
adl
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b) a =90°

Ramig wodzace kata pokrywa sie z dodatnia
polosia y, zatem yp = 1, xp = 0. Nie istnieje
tangens kata 90° (nie jest wykonalne dzielenie
przez 0), natomiast:

sin90° =1, cos90° =10

o = 180°

Ramie wodzgce kata pokrywa sig z ujemna
polosia x, wiec yp =0, xp = —1.

Zatem:

all |

sin180° =0, cos180°=-1, tgl180°=0 p
-1
Podsumujmy:
p 0° | 90° 180°
sin@ 0 | 0
cos & 1 0 -1
tg o 0 nie istnieje 0

Bezposrednio z definicji wynika, ze dla katow rozwartych wartosci tangensa i cosi-
nusa sg ujemne (bo xp < 0).

o | 0°<a<90° | 90°<a<180°
sin o | + _ +
CO5 & + -

tg o + | -

] e

[
X

|

Wartosci funkgji trygonometrycznych dowolnego kata rozwartego mozna obliczy¢

za pomoca wartosci odpowiednich funkgcji trygonometrycznych kata ostrego. Stuza

do tego tzw. wzory redukcyjne. Wyprowadzimy niektore z nich.

Kazdy kat rozwarty mozemy zapisa¢ w postaci 180° — a, gdzie « jest katem ostrym.
Na przyklad:

140° = 180° - 40°, « = 40°
100° = 180° — 80°, « = 80°

e 175°

180° - 5° a =5°
* 97°=180°-83° a=83°
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Jezeli narysujemy katy 180° — a oraz « vh
w ukladzie wspolrzednych, to ich ramiona | | |

. P P,
wodzace beda symetryczne wzgledem osi y. 8 S oo N R R
Wynika to od razu z przystawania odpo- 5 180°- !
wiednich trojkatow prostokatnych. i T _~a i
Wystarczy wybrac punkty P, i P, tak, aby A o 1 2

OP,| = [OP,|.

Wowczas AOA, P, = AOA,P, na mocy cechy kbk (44,0P, = a).

Jezeli przyjmiemy, ze P, = (a, b), to P, = (-a, b). |OP,| = |OP,| = r, wiec:

sin (180° - @) = % = sina

cos (180° — &) = 4 =% - _cosa
r r

tg (180° — ) = % =—§ =—tga

Udowodnilismy zatem nastepujace twierdzenie.

Jezeli a jest katem ostrym, to:
sin (180° - &) = sin«
cos (180° — ) = —cos«
tg (180° — ) = —tgax

Przyktad @) « zad. 5.7

Obliczymy wartosci funkcji trygonometrycznych katow 120° i 150°,

Rozwiazanie
* 120° = 180° - 60°

sin 120° = sin (180° — 60°) = sin 60° =
cos 120° = cos (180° — 60°) = — cos 60°
tg 120° = tg (180° — 60°) = —tg 60° = -3

I m|§ﬂ

s 150° = 180° - 30°
sin 150° = sin (180° — 30°) = sin 30° =

il

cos 150° = cos (180° — 30°) = —cos 30° = ——

oz |

tg 150° = tg (180° - 30°) = —tg30° = -

Py

347 N
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Przyktad €) < zad.5.10
Wiemy, ze tga = —5,0067. Wyznaczymy miare kata « z dokladnoscia do 1°.

Rozwiazanie

tg B = 5,0067 — [8 - pomocniczy kat ostry
B=79° «— wartos¢ kata 8 odezytana z tablic
(I=18[]n-',6 —lga=—1gf

a=101°

J

W przykladzie 2 przyjmowali$my, ze punkt wybierany na ramieniu wodzacym kata
jest oddalony o 1 od jego wierzchotka (r = 1). Czasami warto postapic¢ inaczej.

Przyktad @) < zad. 5.12,5.13

Znamy wartos¢ jednej z funkeji trygonometrycznych kata wypuklego a. Skonstru-
ujemy ten kat.
Rozwiazanie
. 3
a) sina = s
Z definicji sina = % Przyjmujemy yp = 3, r = 5 i wykonujemy konstrukcje:

* rysujemy nad osig x polokrag o srodku
w punkcie (0, 0) i promieniu r = 5,

* rysujemy prosta [ rownolegla do osi x, prze-
chodzaca przez punkt (0, 3),

= z punktu (0, 0) prowadzimy pélprosta przez
punkt przeciecia prostej [ z polokregiem -
jest ona drugim ramieniem kata (pierwszym
jest dodatnia polos x).

Prosta [ przecina potokrag w dwdch punktach, wiec otrzymujemy dwa rozwiazania
zadania: kat «, oraz kat a,.

2
b) cosa = 3

X , - ,
cosa = ==, wiec przyjmujemy xp = -2 i r = 3, zatem:
r

* rysujemy nad osia x potokrag o $rodku K vA

w punkcie (0, 0) i promieniu r = 3, '
* rysujemy prostg k réwnolegla do osi y, . 1-}

przechodzaca przez punkt (-2, 0),

aidh

» zpunktu (0, 0) prowadzimy pélprosta przez
punkt przeciecia prostej k z polokregiem.

Jedynym rozwiazaniem zadania jest kat «.
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3
c) tgcx—g

Jezeli skorzystamy z definicji tangensa (tg a=22 ), to <.
Xp

zauwazymy, ze zadana rownosc spetniajg albo dwie licz-
by dodatnie, albo dwie ujemne. Dla kata 0° € a < 180° 14
tylko pierwszy warunek moze by¢ spelniony, zatem ol 1
otrzymamy jeden kgt « z ramieniem wodzacym popro-
wadzonym przez punkt o wspoétrzednych (5, 3).

=Y

3
d) tga = ~

Teraz jedna ze wspdlrzednych musi by¢ dodatnia,
a druga ujemna. Jedynym rozwiazaniem jest kgt «
z ramieniem wodzacym poprowadzonym przez punkt
o wspotrzednych (-4, 3).

e
X

P

Na podstawie rozwazan dotyczacych wartosci funkcji trygonometrycznych ka-
tow ostrych (s.321-322) oraz przykladu 5 sformulujemy wniosek, ktérego dowéd
pomijamy.

e
Wnineak

21 Tal=T=1"28 1
LA RRI P=1=1 3%
[ S "L'.“.-JEE b

Niech a € (0% 180°). Wtedy:

* dla kazdego a € R— {0} istnieje jeden kat « taki, ze tga = a;

* tga =0 dla a =0° lub « = 180°

* dla kazdego a € (—1; 1) istnieje jeden kat « taki, ze cosa = a;

* dla kazdego a € (0; 1) istnieja dwa katy «,, «, takie, Ze sinq, = sina, = a;
* sina =1 dla a = 90°

Wrocmy do problemu wskazanego na poczatku tematu. Chcemy obliczy¢ pole troj-
kata o znanych dlugosciach dwoch bokow i mierze kata miedzy tymi bokami.
Oznaczmy dane boki literami a i b oraz kat miedzy nimi litera y.

Prowadzimy wysokos¢ h z wierzcholka roznego od wierzchotka kata y.

i
Jezeli y jest katem ostrym, to h = b -siny.
Jezeli y jest katem rozwartym, to h = b -sin (180° - y) = b - sin y.

349 IS



B 350 Dziat 4. Trygonometria

Po podstawieniu obliczonej wysokosci do wzoru na pole tréjkata otrzymujemy:
P=ui b= la-b-siny
2 2

czyli prawdziwy jest wzor P = %a -b-siny.
Powiemy, Ze pole tréjkata jest rowne polowie iloczynu jego bokéw przez sinus kata
zawartego miedzy tymi bokami.

Przykiad @) < zad.5.14

Obliczymy pole trojkata ABC, w ktorym |AB| = 3, |BC| =5 i 4ABC = 133°. Wynik
zaokraglimy do drugiego miejsca po przecinku.

Rozwiazanie

133° = 180° — 47°
sin 133° = sin(180° — 47°) = sin47° = (0,7314

Ei
P= %IABI +|BC|-sin€< ABC = %-3-5 -sin 133° = 1?'-sin 47° = 1?5'0,?314 = 5,49

Odp.: Trojkat ABC ma pole rowne okolo 5,49.

W kazdym z zadan 5.1-5.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

5.1. Ile jest réwny cos 150°?

B =i C.
2

ol

3
3

A. D.

b | —

5.2. Kat « jest wypukly, jego ramie¢ wodzace przechodzi przez punkt Pi tga = "1_?1"

Ktore z podanych wspélrzednych moze mieé punkt P?
A. (-11, 7) B. (-11, -7) C. (-7, 11) D. (7, —11)

5.3. Wskaz liczbe rowna cos 147°,
A. sin 33° B. cos 33° C. —sin 33° D. —cos 33°

5.4. Narysuj w ukladzie wspolrzednych za pomoca katomierza katy: 70°, 120°, 150°,
175° przy zachowaniu regul ze s. 343,

5.5. Narysuj w ukladzie wspolrzednych kat, ktorego rami¢ wodzace przechodzi
przez podany punkt. Odczytaj przy uzyciu katomierza miare tego kata.
a) A=(2,3) b) B = (-3, 3) c) C=(-1,5) d) D= (4, 3)
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5.6. Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych kata «, ktorego ramie wodzace
przechodzi przez podany punkt.

a) (3, 4) c) (-4,2) e) (-1, 4) g) (-4, 1)

b) (-1, 3) d) (12, 5) f) (-2,5) h) (-5, V7)

5.7. Oblicz dokladne wartosci funkgji trygonometrycznych kata 135°. Nie korzystaj
z tablic ani kalkulatora.

5.8. Wyznacz podana liczbe. Skorzystaj z tablic trygonometrycznych.
a) sin 110° c) cos172° e) sin 129° g) cos 160°
b) tg98° d) tg116° f) tg153° h) tg172°

5.9. Dany jest cosinus kata wypuklego a. Wyznacz miare tego kata z dokladnoscia
do 1°. Skorzystaj z tablic trygonometrycznych lub kalkulatora.

a) cosa = —0,2079 c) cosa = —0,89

b) cosa = -0,9272 d) cosa = —0,05

5.10. Dany jest tangens kata wypuklego a. Wyznacz miare tego kata z dokladnoscia
do 1°. Skorzystaj z tablic trygonometrycznych lub kalkulatora.
a) tga =-0,9325 b) tga =-0,1405 «¢) tga =—-1,43 d) tga = 4,6

5.11. Dany jest sinus kata wypuklego «. Wyznacz miarg tego kata z dokladnoscia
do 1°. Skorzystaj z tablic trygonometrycznych lub kalkulatora.
a) sina =0,6428 b) sina =0,9877 ¢) sina = 0,85 d) sina = 0,8

5.12. Skonstruuj kat rozwarty & o podanej wartosci sinusa lub cosinusa.

’ 3 ' 5 4 1
a) sina = = b) sina = = c) cosax = —— d) cosa = —=
4 7 5 2

5.13. Skonstruuj kat wypukly e 0 podanej wartosci tangensa.

a) tga:—% b) tgax = -3 c) tgcr:——;- d) tga=-5

5.14. Oblicz (z dokladnoscig do drugiego miejsca po przecinku) pole trojkata ABC,
w ktorym

a) |AB| = 16, |AC| =22, JCAB = 140°,

b) |BC| =9, |AC| =12, <4BCA =127°.

c) |AB| =9, |BC| = 12, J4ABC = 100°.

d) |BC| = |AC]| = 16, IBCA = 144°.

5.15. Oblicz pole réownolegloboku o przekatnych diugosci 10 i 6 oraz kacie migedzy
nimi rownym 140°. Wynik zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.
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5.16. Dlugosci bokéw trojkata ABC sa réwne |AB| = 18 i |AC| = 14, a jego pole
wynosi 63. Kat CAB jest rozwarty. Oblicz miare tego kata.

5.17. Ramie tréjkata rownoramiennego ABC ma dlugosc 24, a jego pole jest rowne
1444/3. Oblicz miare kata migdzy ramionami tréjkata.

9 5.18. Wykaz, ze przekatne rownolegloboku dzielg ten rownoleglobok na cztery czg-
$ci o rownych polach.

5.19. W trapezie prostokatnym o podstawach diugosci
5cmi 12 cm tangens kata rozwartego jest réwny —2. Ob-
licz pole i obwdd tego trapezu.

A A g
5.20. Promien okregu o srodku S jest rowny 12 cm
(zob. rysunek). Oblicz pole zamalowanego obszaru.
0 + 5.21. Wykorzystaj podany rysunek i wykaz, ze @ 5
siii 1050 = Y81 X2 ;
4 B
1

1. Ramie wodzace kgta « przechodzi przez punkt (-24, 10).
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A.sina = — B. cusa:—E C. tgc:c:—i

13 13 12

2. Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych kata a, ktorego ramie wodzace
przechodzi przez punkt (-2, 3).

3. Kat«jest wypuklyi cos®« = % Wyznacz za pomocg tablic trygonometrycznych
lub kalkulatora miare tego kata z dokladnoscia do 1°.

4. Oblicz pole trojkata ABC, w ktorym [AB| = 8, |BC| = 12 i 9ABC = 152°. Wynik
zaokraglij do drugiego miejsca po przecinku.

sin 120° - tg 135° — cos 180°  3-24/3

o 5. Wykaz, ze ,
cos 150° - sin 90° 3



6. Wiasnosci funkcji
trygonometrycznych

Umiejetnosci:
* wykorzystywanie zaleznosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi
* korzystanie z przyblizonych wartosci funkcji trygonometrycznych

Omowimy teraz podstawowe wlasnosci funkgji [ vk
trygonometrycznych katow wypuklych. | |
Niech P = (xp, yp) oznacza punkt lezacy na ra- N
mieniu wodzacym kata a oraz r = |OP| = 1.
Wowczas P = (cosa, sina). Zauwazmy, ze dla
wszystkich katow 0° < a < 180° spelnione sg
zaleznosci =1 < xp <1 oraz 0 < yp < 1.

|

Dla kazdego kata « takiego, ze 0° < « < 180° prawdziwe sa nierownosci:

Przyktad €) - zad. 6.4

Sprawdzimy, czy istnieje kat « spelniajacy warunek 0° < a < 180° taki, ze
27(cos cx)3 +8=0.

Rozwiazanie

27(cos )’ + 8 = 0, wiec (cosa)’ = —%, stad cosa = _g

Odp.: Poniewaz -1 < —% < 1, istnieje kat « spelniajacy podany warunek (s. 349).

Nastepne wiasnosci funkcji trygonometrycznych kata wypuklego sa takie same jak
poznane wczesniej wlasnosci funkcji trygonometrycznych kata ostrego.

Twierdzenie \

Jedynka trygonometryczna

Dla kazdego kata  (0° < & < 180°) prawdziwa jest réwnosc:

+2 2
sin“a@+cos a=1
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Dowod

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku oraz zal6zmy, ze v

promient wodzacy r punktu P = (xp, yp) jest réwny 1. I

Wowczas yp =sina i xp = cosa.

* Jezeli rami¢ wodzace kata pokrywa sie z jedna z pol-
osi ukladu, to prawdziwos¢ wzoru wynika bezpo-
srednio z definicji (zob. przyklad 2 ze s. 345).

O

* Jezeli a jest katem ostrym lub rozwartym:

|OA[1 + |AP |2 e 1OP]2 «—— twierdzenie Pitagorasa
Ixp* + |ypl* = 1, wiec xp+ y5 =1 — |ml* = m’
anztx+CDSZﬁ= 1 —— Xp=COs& i yp=sina

Koniec dowodu

Uzyjmy ponownie oznaczen przyjetych w definicjach funkcji trygonometrycznych.

Jp
o o sinae
Jezeli cosa # 0, to === 2~ 1ga.
cosee =ZE Xxp
r
sin o
tga = dla « # 90°
COsSx

Przyktad @) < zad. 6.8-6.10
Wyznaczymy sinus i cosinus kata « spetniajgcego warunki 0° < a < 180° i tgax = 2.

Rozwiazanie
Skoro 0°< a < 180° i tga <0, to 90° < & < 180°.  «—1ga istnieje, wiec a # 90°

o4 2 -2 «— z definicji tangensa: lga = Z2
'xP Ap
Poniewaz 90° < a < 180°, mozemy przyjac, ze xp = =1 i yp = 2. Zatem ramig

wodzace kata przechodzi przez punkt P = (-1, 2).
Obliczamy promien wodzacy punktu P,

r'2={-])2+22=5, r=1/5

. 2 2v5 x
Zatem sm:x:&:—:i i cosaa==L=—

|
r \5 5 r 3

V5
=

Odp.:sing = %‘ COS(X = ——
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Przyktad €) < zad. 6.12,6.13

n

Kat wypukly « spelnia warunek sina + cosa = % Obliczymy sin « - cos a.

Rozwiazanie
Zauwazmy, ze:
. 2 .} ) 2 ;
(sina + cosax)” =sin"a+ 2sinacosa+ cos” & = 1 + 2sina cos o

Zatem:
2sina@cosa = (sina + cosax)” — 1
. 2
; (sina + cosa)” — 1 ) JE
SIN&XCOsSK = > 4—51ntx+cusa=T

()
3

sinxcosa = , czyli sinx cosx = 2__

. 2
SN COsSX = —E

: 2
Odp.: sinacosa = =

2

Wymienione wczeéniej zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi sa spelnione
dla wszystkich katéw wypuktych a, dla ktérych te funkcje sg okreslone. Mowimy,
ze te zwiazki sa tozsamosciami trygonometrycznymi. Korzystajac z nich, mozna
udowadniac inne tozsamosci.

Przykiad @) < zad. 6.15, 6.16

Udowodnimy podang tozsamosc.
1 1 2
a) — =
l-sinad 1+sina cos’o

Dowod
Zastanowmy sie najpierw, jakie warunki musi spetniac kat «, zeby wszystkie wyraze-
nia podane w tresci zadania byly poprawnie okreslone. Wypiszmy zalozenia.
l-sinax#0
I +sinx #0 «—— mianowniki wyrazen rézne od zera
cos’a # 0
sina # 1
czyli 4 sina # -1
cosa # 0
W tym wypadku mozemy dokladnie okresli¢ kat wypukly, ktory powyzszych warun-
koéw nie spelnia - jest nim a = 90°.
Zatem dowodzimy tozsamosci dla wszystkich katow wypuklych z wyjatkiem kata 90°.

355 I
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Przeksztalcamy lewa strong rownosci.

1 1
L= - 4 " =
1—sino 1 +sina
l+sina+1-sina

T = — sprowadzamy ulamki do wspdélnego mianownika
(1-sina)(l + sina) P y i polnego

2
=—= «— wykonujemy dzialania i stosujemy jedynke
I=sin“a trygonometryczng
2
- 5= = P «—— otrzymujemy prawa strone réwnosci
COS™ &

Koniec dowodu

2
b) 4 \fl+cosm_\/l—ccsrx 3
tg” o 1 - cosa ] +cosa

Dowod

Funkcja tangens musi by¢ okreslona i nie moze przyjmowac wartosci 0, zatem
0° < < 180° i & # 90°. Przy takich zalozeniach rowniez oba wyrazenia pod-
pierwiastkowe sa dodatnie. Tym razem przeksztalcamy prawa strong rownosci.

A
P /l+c05¢x_ 'l—cosa T
1 —cosa 1 +cosax

1 +cosax \[l+cns:x l—mscx_l_l—cnsa_

1 —cosox l-cosax 1+cosa l+cns:x_
_ l+cosa it 1 -cosa (1 +cosa)” —2(1 —cosa)(l + cosa) + (1 —cosa}z a
1 - cosa 1 +cosa (1 —cosa)(] + cosax)

2 2 2
1 +2cosa + cos -.x—z(l — CO% a)+l—2cosa+cn5 o

1 - cos® &
2+2c0520c—2(1—c051ﬂ) 4 cos” 4 4 L
- sin’ a © osinfa sinfa tg’ -

-
COs5™ (x
Koniec dowodu

W kazdym z zadan 6.1-6.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

; ; 1 Al a
6.1. Kat a jest rozwarty i cosa = ~3 Jaka wartos¢ ma sin «?

A, _2V2 Bl G2 p. 22
3 3 3 3
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6.2. Wskaz liczbe, ktéra nie moze by¢ cosinusem kata wypuklego.
1

1
A. 2! B. (-2)”! C. 22 D. G)z
6.3. Kat a jest wypuklyi sina = % Ile wynosi cosa?
A. % B. % C. —g D. Nie mozna tego jednoznacznie okreslic.
6.4. Sprawdz, czy istnieje kat wypukly a spelniajacy podany warunek.
a) 3cosa+2V2=0 ¢) sina + cosa = 2 e) sina-cose =0
b) 5sina = V3 -2 d) sina- cosa = V3 f) tgacoscx=—%
6.5. Sprawdz, czy istnieja katy przylegle « i 8 spelniajace podany warunek.
a) sina =sinf8 b) cosa = cos f3 c) tga =tgp
6.6. Oblicz wartos¢ wyrazenia bez korzystania z tablic i kalkulatora.
a) sin” 160° + sin” 70° d) sin 115°-sin 65° — cos 115° - cos 65°
b) cos® 15° + cos® 105° e) cos101°-tg79° + sin 101°
c) tg80°-tg170° f) tg35°-tg65°-tg125°-tg155°

6.7. Uprosc podane wyrazenie.

a) sin(180° — ) + cos(180° —a) - tg«x

b) sin(180° — &) - cos(90° — &) — cos(180° — &) - sin(90° — &)
) sin’(180° — &) + cos*(180° — &) - sin &

d) tg(180° — &) - tg(90° — «x)

6.8. Kat a jest wypuklyi cosa = __\;1:?' Oblicz sina i tga.

6.9. Kat a jest wypuklyi tga = —%. Oblicz sina i cosa.

6.10. Kat « spelnia podane warunki. Oblicz cosa i tga.

. — 12 X - 7
a) «jestrozwartyi sina = > b) « jest wypuklyi sina = %

6.11. Kat rozwarty « spelnia warunek 5(1 + cosa)(1 — cosa) + 2sinacosa = 0.

a) Oblicz tga.

b) Zaznacz w ukladzie wspolrzednych kat a i podaj wspoélrzedne dowolnego punktu,
ktory jest rozny od poczatku ukladu wspoélrzednych i ktéry lezy na koncowym
ramieniu tego kata.

6.12. Kat wypukly « spelnia podany warunek. Oblicz sine - cos a.

I . 4
a) tgax+—=3 b) sina + cosa = =
tg o 3

357 N
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6.13. Kat wypukly « spelnia warunek sina + cosa = —%. Oblicz sin® & + cos’ a.

6.14. O kgcie wypuklym a wiadomo, ze sina + cosa = m. Wykaz, ze

2

; m -1
SINX - COSXX = L
2

6.15. Udowodnij tozsamos¢. Tam, gdzie to konieczne, podaj zalozenia.

. 2 ! 2
a) (sina+cosa) =1+ 2sinacosa c) —-l=tga

COs™ (X

;4 4 i 2 2 o 2 i 2

b) sin & —cos &« = sin” & — cos” &« d) 2sin"a@—3cos "+ 3 =5sin"«

6.16. Udowodnij tozsamos¢. Tam, gdzie to konieczne, podaj zalozenia.

1 1 2
a) + = —
1 — cos i 1 + cosa sin- o
b) 1 + cos o 1 —cosa N 4
l-cosae 1+cosa sina-tge
sin o COS (¢ |
+ _—

cosa  sina  costa-tga
1 i 1 _ 2sin@ - cosa
tga—1 tga+1 (sina+ cosa)(sina — cosa)

* 8.17. Wykaz, ze jesli a jest katem rozwartym, to

sina- V1 —costa—cosa- V1 —sinfa = 1.

+ 6.18. Kat wypukly a spelnia warunek sina« + cosa = g Oblicz |sina — cos a.

©
©

1. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.
[stnieje kat rozwarty « taki, ze

A. sina = —%‘. B. cosa = —%. C.tga = —E.

V2

2. Oblicz bez korzystania z tablic matematycznych wartos¢ wyrazenia

sin 24° - sin 156° — cos 24° - S 1 i
tg 156°

3. Kat « jest wypukly i sina - cosa = —. Oblicz (sina — cos @),

4. Kata jest wypuklyi tga = ——g. Wykaz, ze cosa = —g.

=

5. Udowodnij podang tozsamosc.
cos 0° + 25in°(90° — &) - tg(180° — &) = (cos(180° — &) + cos(90° — &))*



7. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-20 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
w zeszycie.

1. W trdjkacie prostokatnym ABC przeciwprostokatna AC ma dlugos¢ 39,

a ICBI = 15. Sinus kata BCA jest rowny
2 B, = C. =, D. .
13° 5 13° 12

2. Przeciwprostokatna PQ trojkata PQS ma dlugos¢ 25, a przyprostokatna SQ
o dlugosci 24 lezy naprzeciw kata a. Miara kata « spelnia warunek
AT <27, B.iP<asie, Gilo<as/8, D.65"<as68,

3. Dany jest trojkat prostokatny ABC, w ktérym kat o wierzcholtku A jest prosty,

J4ABC = « oraz |BC| = V45 i |AB| = v20. Warto$¢ wyrazenia tg:% Wynosi
A5 B. Vo c. V5 D. 2V5
2 2 4 4

4. Dany jest trojkat prostokatny MLN, w ktorym <MLN = 90°, 4LNM = 60°
i [ML| = k. Obwad tego trojkata jest rowny

A. (\5+ w@)k. B. (1 + \fi)k. . (3+ \-@)k. D. (1 B \f:’:)k.

5. W okregu o érodku Sipromieniu 4 poprowadzono cieciwe MN. Miara kata SN M
jest rowna 43°. Odleglosc¢ cieciwy MN od srodka okregu jest liczbg z przedziatu

1315 11 13 10 11 9 10
A. < B. <—; — ). C. <—; — ). D. (-; —
4’ 4 4 4 4 4

: : ; 12
6. Sinus kata rozwartego « jest réwny & Wtedy

1 5 1 5
A. cosa = —. B. cosa = —. C. cosa=——. D.cosa=——.
13 13 13 13

; : 5 : i
7. Kata jest ostryi cosa = T Zatem tga jest rowny

3119 V5 C 2415 3»’_
5 197 14 5
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8. Kat « jest ostry. Wskaz wartos¢ wyrazenia (cos & —sin «)(cos & +sina) + 2 sin” a.

A. sina B. 1 C. 0 D.2
. i COsS X . ¥ : 5 r
9. Kata jestostryi tga + —— = 4. Wowczas wyrazenie sina - cosa ma wartoéé
S1I
1 |
Ai 2+ B'l l-r Ct T Dt bl
4 2

10. Dwa boki tréjkata maja dtugosci 10 cm i 8v2 cm. Kat miedzy tymi bokami ma
miare 45°. Ile wynosi pole tego trojkata?

A. 406 cm?® B. 80 cm’ e 'H}T\E cm” D. 40 cm’

11. Ile wynosi pole réwnolegloboku o kacie ostrym 60° oraz bokach dlugosci6i 117
A. 66 B. 33 C. 33V3 D. 66V/3

12. Jaka dlugo$¢ ma bok rombu o wysokosci ? i kacie ostrym 30°¢

V3 1
A, — B. /3 C. 3V3 D. —
2 V3 \3 V3

13. W trapezie ABCD katy przy podstawie AB maja miary odpowiednio 90° i 30°.
Dhuzsze ramie trapezu ma dhugoéé 43, ajego krétsza podstawa 0,5. Ile wynosi pole
trapezu?

A. 143 B. 7V3 C.7V3+1 D. 14V3 -1

14. W trapezie rownoramiennym o wysokosci 3 i ramieniu 2 v/3 kat ostry ma miare
A 155 B. 30°. C. 45°, D. 60°.

15. Ktéra z podanych réwnosci nie jest tozsamoscia?

-

. : tg o
A.sin"a+cos’a =1 C.sin‘a=1- g2
COSs™ (X
1 1 ; ;
B. tga + = — D. (sina + «:a:::sar,]l2 = 2sinacosa + 1
tgcx SIN X CO5 (X

16. Ramie wodzace kata a przechodzi przez punkt (-3, 4). Ile wynosi cos a?

A2 B -2 G2 D.>
5 5 4 4

17. Jaka warto$¢ ma iloczyn tg32°- tg 58°?
A. =1 B. 0 C.

a3
Lk
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18. Ile wynosi promien wodzacy punktu P = (-3, 1)?

A. 10 B. V10 C. -V10 D. 2V2
19. Jaka jest miara kata wypuklego, ktéry tworza wskazowki zegara o godzinie 10'"?
A 23 - 180° B. 360° C. 110° D. 27 - 180°

36 3 36

sinl7® cos37°
+ ?
cos73° sin53°

A.l B. 0 C. ok. 1,27 D. 2

20. Jaka warto$¢ ma wyrazenie

W zadaniach 21-27 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

21. Pole trojkata o bokach 5 i 6 moze by¢ rowne
A. V2. B. 15. C. 10V3.

22, Kat « jest rozwarty. Wynika stad, ze
A.sina > 0. B. cosa > 0. C. tga > 0.

23. Ramie wodzace kata a przechodzi przez punkt (-12, 9). Zatem

: 3 4 3
A.sina = = B. cosa = = C.tga = 7

24. Kat « jest rozwarty i sina = m. Zatem

A. sin (180° — &) = m. B. cosa = V1 -m?. Ciiga=——rie_.
= V1 - m?

25. Liczba cos150° jest rowna liczbie

A. cos 30°. B. sin 120°. C. %tg 120°,

26. W trojkacie PQR kat Q jest prosty, a katy ostre ¢ i § spelniaja nierdbwnos¢ ¢ > 6.
Zatem
A. tgg < sing. B. tgd < cos . C. sing < cosd.

27. Kat a spelnia warunki: sina = % i 90° € a < 180°. Zatem
A. |cosa| < |sina].

B. sina + cosa jest liczbg niewymierna.

Ct tgl:x < _].

361 .
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Zadania otwarte krotkiej odpowiedzi

28. W trojkacie prostokatnym ABC, w ktérym kat C jest prosty, dane sg dlugosci
dwoch bokéw. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata BAC = a oraz
odczytaj z tablic miare kata « z dokladnoscig do 1°.

a) |[AC| =2, |AB|=8 c) |AC|=9, |[BC|=3

b) |BC| = 3, |AB| = 4 d) |AC| =5, |AB| = 4

29. Oblicz wartos¢ wyrazenia.
sin” 45° — tg” 30° sin 120° — cos 135°

o o b] - °
cos 60° + tg 45 I‘:nh 0 = tg 120°
sin 135°

30. Kat « jest wypukly i spelnia podany warunek. Wyznacz za pomoca tablic trygo-
nometrycznych lub kalkulatora miare tego kata z dokladnoscig do 1°.

a) sina = 0,515 b) tga = 6,3 c) cosa = —% d) tga = -3

31. Podstawa trojkata rownoramiennego ma dlugos$c 24 cm, a ramig¢ ma dlugosc¢
32 cm. Wyznacz z dokladnoscig do 1° miare kata migdzy ramionami tego trojkata.

32. Wyznacz wartosci funkgji trygonometrycznych kata B w trojkacie ABC, jezeli
A=(-2,1), B=1(3, 1), C=(-2,5).

: : 2 e ;
33. Kat« jest ostryi cosa = = Wyznacz wartosci sinusa i tangensa kata a.
. . V2l o : : _
34. Kat a jest wypuklyi tga = = Wyznacz wartosci sinusa i cosinusa kata a.
35. Kat « jest wypukly i sina = i Wyznacz wartosci cosinusa i tangensa kata a.
J

86. Napodstawie rysunku wyznacz sin” a—cos” a.

. _— 3 , , - 1 1 N2
37. Katajestostryi sina-cosa = £ Oblicz warto$¢ wyrazenia ( — + ) ;
3 sin@ cosa

0 38. Wykaz, ze warto$¢ wyrazenia TS +sin’a jest stala dla kazdego kata
0

ostrego .
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39. Wyznacz kat, ktérego wierzchotkiem jest poczatek ukladu wspétrzednych, jed-
no rami¢ pokrywa si¢ z dodatnia polosia x, a drugie ramie przechodzi przez punkt

(-3+6, 3v2).

40. Oblicz wartos¢ podanego wyrazenia bez korzystania z tablic matematycznych.
a) sin’ 13° + sin” 77°

b) 1-1tg36° tg45°- tg54°

c) sin25° — cos 155° - tg 155°

41. Ramie wodzace kata ary; przechodzi przez punkt M. Zaznacz w ukladzie wspol-
rzednych zbior wszystkich punktow M, dla ktérych
a) 75° < oy < 120°, b) 30° < &y, < 135°

42, Podaj zalozenia, jakie musi speinia¢ kat wypukly « i przeksztal¢ wyrazenie

COSZ o

do prostszej postaci.
l —sina P JP

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

43. Oblicz pole i obwdd trojkata rownoramiennego, ktorego podstawa ma 24 cm,
a katy ostre przy podstawie maja po 32°. Wyniki podaj z dokladnoscia do pierwszego
miejsca po przecinku.

44, Suma dlugosci dwoch bokow trojkata wynosi 30 cm. Jeden z tych bokow jest
0 50% dluzszy od drugiego, a kat zawarty miedzy nimi ma 77°. Oblicz pole tego troj-
kata z dokladnoscia do pierwszego miejsca po przecinku.

45. Katy przy dluzszej podstawie trapezu maja miary 50° i 80°. Kroétsza podstawa
ma dlugosc¢ 11 cm, a wysokosc trapezu jest rowna 8 cm. Oblicz pole tego czworokata.
Wynik zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

46. Dluzsza podstawa trapezu prostokatnego ma 15 cm dlugosci, dluzsze ramie ma
9 cm, a miara kata rozwartego wynosi 148°. Oblicz pole trapezu. Wynik zaokraglij do
pierwszego miejsca po przecinku.

47. W trapezie prostokatnym ABCD kat przy wierzcholku D jest rozwarty, a kat
miedzy przekatng DB i dluzsza podstawg AB ma miare 60°. Podstawa AB tego trape-
zu i przekatna DB maja dlugosdci odpowiednio réwne 11 i 6. Oblicz dlugoé¢ drugiej
przekatnej trapezu.
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48. Dany jest okrag o srodku O i promieniu r = 6 cm. Z punktu A lezacego na tym
okregu poprowadzono rownej dlugosci cieciwy AS i AW, ktore utworzyly kat 30°.
Oblicz pole czworokata SOWA.

49. Ramiona trapezu o podstawach dlugosci4 cmi 18 cm tworzg z dluzsza podstawa
katy o miarach 60° i 30°. Oblicz pole i obwdd tego trapezu.

+ 850. W trojkacie rownobocznym ABC punkt D dzieli bok AB na takie odcinki, ze

|AD| : |[DB| = 1 : 2. Oblicz sinus kata DCB.

* 81, Tangens kata zawartego miedzy dluzsza przekatna rombu a jego bokiem jest

réwny z Oblicz stosunek pola rombu do pola kola wpisanego w ten romb.

52. Na okregu o promieniu r = 4 opisano trapez prostokatny ABCD, ktérego katy
przy wierzcholkach A i D sa proste. Kat ostry trapezu jest rowny 65°. Oblicz obwadd
i pole tego czworokata. Wyniki zaokraglij do dwoch miejsc po przecinku.

53. W rombie opisanym na okregu o promieniu V13 kat rozwarty jest 5 razy wiek-
szy od kata ostrego. Oblicz pole rombu.

54. Miara jednego z katow ostrych w tréjkacie prostokatnym jest rowna c.

¥ . 5 Sil'lix = t a
a) Okresl znak wyrazenia et
oS &

: i s o3 - 2 V3
b) Oblicz warto$¢ wyrazenia sin” o + sina - cos” « dla cosa = =

55. Udowodnij, ze dla kata wypuklego & podana rownos¢ jest prawdziwa.
sin® & — sin® & = cos’ a — cos”

56. Udowodnij tozsamos¢. Dla jakich katow wypuklych tozsamos¢ jest prawdziwa?

( 1 _ 1 )( 1 B | )_ 4
1 —cosox 1 + cosax l —sina I +sino sin o - COS &

: e 2 ; 23
« 57. Kat a jest wypukly i sina + cosa = 3 Oblicz sin’ & + cos’ a.

« B8. Kat a jest wypuklyi sina: cosa = -%. Oblicz sina + cosa.
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1. Warto powtorzycC - potegi

Przypomnijmy najwazniejsze definicje oraz twierdzenia dotyczace poteg.

m A

°* JezeliaeR, neNin>0,toa =a-a-...-a.
n czynnikow

Jezeli :

-aiﬁ,tna‘]:]. -aaﬂ,nENin::»l,tnaE:{fE.

k
. -n 1 : = 1
®*a+0ineN, toa =E.'a}U,kEZ,nEN1n:>1,toa"=vak.

Jezeli a>0, b>0, peQireQ, to:

e af.q" =agP*" iloczyn poteg o tych samych podstawach
P
. 'Z—r =gP " iloraz poteg o tych samych podstawach
. (a‘” )r =al’ potega potegi
* (a-b)f =af - bP potega iloczynu
(ﬂ )P gt potega iloraz
g N razu
b b”
1.1. Oblicz.
B _ &) 4 -2 5 4 -3
o7 (E))6) (5)-(5)-6)
= 2 4 3 5 3
1.2. Oblicz.
299 h 34!] + 341 ZEH + 231 + 282 261 _ 26‘0 = 26(}
ﬂ} 21[!] + zlf}l ) 340 o 33‘9 E} 7 } 350 - 551]
1.3. Oblicz. o i .
14 12 11 4" . 49 12'°-15 6
a) 27376 b) 86. 720 . 143 c) 10015 . 2715 d) 210, 39 4 29, 310




1. Warto powtérzy¢ — potegi

1.4; FE?FQ " ( ; )n, | (E)-s ) (_1)"'
_?_ K b) 8{]’1_; —1{],3‘}'5:5_?; N R
0,2 (2) [(35) 70~ 1,25 (;)]

1.5. Oblicz.

a)

< 55 . 375 ' 53 g3 0 327%:15° : 0,2°-047°
185 107 162+3% ~ 0422
by S27781 257 02510 i !2- BE2 1?7 -3‘2-49]'2
57 5y 1252 3107 03"

1.6. Przedstaw podana liczbe w postaci potegi liczby 2.
2 Y2 V4 b) \{I{?ﬁ - \[I ' 0 \2v2 d) —8
I8 4 64 I

2

1.7. Przedstaw podane wyrazenie w postaci potegi liczby a. Zakladamy, ze a > 0.
l 1 1

) ((“2'(5)3)2'&'2)_2 c) (é)ﬁ(é):(ﬁ)ﬁ
(@) ot

1.8. Oblicz. 1 a 1 3
a) (3" —3"2)‘] b) (5+5"')(5—5") c) (25+2‘5) d) (33+3‘E)

1.9. Poréwnaj liczby a i b.

20 30 11\6Y\°° 2
a) a=8 b=4 c) @= (E) b=6

b] q = 350[] 53[1{1 d} q = 923 . 614 by 36215

| =

1.10. Ustaw w kolejnosci rosnacej podane liczby.

.32 7
a=92 p=237%% c=(812), d = 243"

et [OOT6
S GGG
64% - G)z l},lﬁ_% -(5v5) - 0,04 5 \IEE \!3ﬁ

__\4/ d) i
(2v2) (27V8)3 -5+ 66

1.11. Oblicz.

|
a) 472. 162 -32% 0)

b)
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2. Funkcja wyktadnicza

Umiejetnosci:
» szkicowanie wykresow funkcji wykiadniczych

W poprzednim roku szkolnym zdefiniowalismy potege o wyktadniku wymiernym
oraz omowiliémy sposdb, w jaki mozna oszacowaé wartoéc potegi o dowolnym wy-
ktadniku rzeczywistym. Skoro dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla dowolnej dodat-
niej liczby rzeczywistej a jednoznacznie okreslona jest liczba a®, to mozna rozwazy¢
funkcje, ktéra wykladnikowi x przyporzadkowuje liczbe a*. W definicji takiej funkcji
pomijamy szczeg6lny przypadek a = 1, gdyz dla kazdej wartosci x mamy 1% = 1
(otrzymujemy zatem funkcje liniowa stala).

Funkcje okreslong wzorem f(x) = a”, gdzie a > 0 i a # 1, nazywamy funkcja

wykladnicza o podstawie a. Dziedzina tej funkgji jest zbior liczb rzeczywistych
(x € R), a jej wykres nazywamy krzywa wykladnicza.

N,

Przyktad €D

Naszkicujemy wykres funkcji f(x) = 2" i podamy
niektore jej wlasnosci.

Rozwiagzanie

Na poczatku sporzadzimy czesciowa tabele funkcji dla
tych argumentow, dla ktérych tatwo obliczy¢ wartosci
funkciji.

X -4 | —3 HZ!nl‘ﬂ 1 2‘3 4‘

-
16 | 8§

1‘1‘124‘8]5‘
4 | 2

Zauwazmy, ze funkcja f(x) = 2* przyjmuje
tylko wartosci dodatnie, czyli jej wykres lezy
powyzej 0si X.

Funkcja f(x) = 2" jest rosnaca.

Jezeli @ > 1, w;, w, saliczbami (1)
rzeczywistymi oraz w; < w,, to
q vears,

Kazda prosta rownolegla do osi x, lezaca powyzej tej osi, ma z wykresem funkgji
f(x) = 2" dokladnie jeden punkt wspélny. Zatem réwnanie 2 = m ma dla kazdej
dodatniej wartosci m jedno rozwiazanie.
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; S o f1y® ‘
Fmanmy, fejerel gls) = (E) +- 1o 'zg0dnle Wykresy funkeji vy = f(x)  (+)
z definicja potegi funkcje g mozna zapisa¢ w po- i y = f(-x) sq symetryczne
staci g(x) = a *. Zatem jesli przyjmiemy, ze wzgledem osi y.

f(x) =a", to g(x) = f(-x).

: x
Wykresy funkcji f(x)=a" i g(x) = (-;—) ,dla a>01ia#1, sasymetryczne
wzgledem osi y.

Przyktad &)

Narysujemy w jednym ukladzie wspotrzednych wykre-
X

sy funkcji f(x) =2"1i g(x) = (%) i podamy niektore

wlasnosci funkgji g.

Rozwiazanie

Wykres funkcji g lezy powyzej osi x (funkcja przyjmuje

tylko wartosci dodatnie). Funkcja jest malejgca. Kazda

prosta rownolegla do osi x, lezaca powyzej tej osi, ma

z wykresem dokladnie jeden punkt wspolny.

Podstawowe wlasnoéci funkcji wyktadniczej f(x) = a”, gdzie a >0 i a # 1, wyni-

kaja ze sposobu, w jaki zostala okres$lona potega o wykladniku rzeczywistym.

» Dziedzina funkcji f jest zbiér R.

» Zbiorem wartosci funkgji f jest zbior liczb rzeczywistych dodatnich (krzywe wy-
kladnicze leza w I oraz Il ¢wiartce ukladu wspolrzednych, 0§ x jest asymptotg wy-
kresu).

» Kazda krzywa wykladnicza przecina o§ y w punkcie (0, 1), poniewaz dla dowolnej
podstawy a > 0 mamy f(0)=a’ = 1.

* Funkcja f nie ma miejsc zerowych.

» Funkcja f nie przyjmuje ani wartosci najwigkszej, ani wartosci najmniejszej.

* Funkcja f(x) =a" jest monotoniczna, przy czym:
dla a > 1 jest rosnaca,
dla 0 <a <1 jest malejaca.

* Rownanie f(x) = m ma jedno rozwiazanie dla kazdego m > 0 inie ma rozwiazan
dla m< 0.
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Jezeli umiescimy w jednym ukladzie wspdlrzednych

kilka wykresow funkcji wykladniczych o podstawach

wiekszych od 1, to zauwazymy, ze:

« dla x > 0 wykres funkgji o wigkszej podstawie,
np. funkcji y = 3%, lezy powyzej wykresu funkcji
o mniejszej podstawie, np. funkcji y = 27,

* dla x < 0 wykres funkcji o wigkszej podstawie,
np. funkcji y = 3%, lezy ponizej wykresu funkcji
o mniejszej podstawie, np. funkcji y = 2%

Ta sama zasada sprawdza sie rowniez dla wykresow
funkcji wykladniczych o podstawach mniejszych od 1:
* dla x > 0 wykres funkcji o wigkszej podstawie, np.

X
funkcji y = (%) , lezy powyzej wykresu funkcji
X
o mniejszej podstawie, np. funkcji y = (%) .

* dla x < 0 wykres funkcji o wigkszej podstawie,

X
np. funkcji y = (%) , lezy ponizej wykresu funkcji
o mniejszej podstawie, np. funkcji y = (%)x

Przykiad €) < zad.2.7,258

Dzieki prostym przeksztalceniom wykreséow funkeji wykladniczych mozna otrzymy-
waé wykresy innych funkcji. Sporzadzimy kilka takich wykresow.

Rozwigzanie

Ly x=3
) 90 =(5) -2 b) g(x) =2
Wykres powstaje po przesunieciu Wykres powstaje po przesunieciu
kresu funkdji = ( ‘)I wykresu funkcji f(x) = 2*
wykresu funkcji f(x) = =
2 o wektor i = [3, 0].

o wektor @ = [0, =3].
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c) h(x)=-9-3"

Wzér funkcji przeksztatcamy do postaci h(x) = -3* "2,

Rysujemy kolejne wykresy.
Krok 1: wykres funkcji f(x) = 3"

Krok 2: wykres g(x) = gFhe

«—— przesunigcie o wektor
i=[-2,0]

3FPE e symetria wzgledem osi x

Krok 3: wykres h(x) = -

Podane przeksztalcenia mozna wykona¢ w odwrotne;j
kolejnosci.

d) h(x)=3"""+4
Rysujemy kolejne wykresy.

Krok1: f(x) = 3"

Krok 2: g(x) =3""!

«— przesunigcie o wektor
i=[1, 0]

Krok3: h(x)=3""'+4

«—— przesunigcie o wektor
=0, 4]

Podane przeksztalcenia mozna wykonac w odwrotnej
kolejnosci.

&) hix) = ‘(%)” -2‘

Rysujemy kolejne wykresy.

2. Funkcja wykfadnicza

T

iy = i(ﬂ = 2|
] x o e -
Kroki: £ = () S
T TN [ [+
1\X+ | — |
Krok 2: g(x) = (-) -2 —— przesunigcie - TN
2 Al _“]I-.,:I 12 |
o wektor k
i =[-1,-2] '

1 x+1
Krok 3: h(x) = |(E) - 2‘

wykresu bez zmian

«—— symetria fragmentu wykresu funkcji g lezacego ponizej
osi x wzgledem tej osi i zachowanie pozostalej czesci
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Przykitad €) < zad.2.15

+2
Naszkicujemy wykres funkcji f(x) = (%)x i odczytamy z niego zbidr rozwiazan

x+2
nierownosci (3) > 3.
Rozwiazanie
Prosta y = 3 przecina wykres funkcji w punkcie o odcietej —3.

Z wykresu odczytujemy, ze funkcja przyjmuje wartoéci wieksze
od3dla x < -3.

Odp.: x € (—o0; =3)

Przyktad @) < zad. 2.16

Rozwigzemy graficznie podane rownanie i nieréwnos¢:
P 1 Nx=—2 P 1\*—2
3 +4=(-) . 3 +45(—)

5 5

Rozwiazanie

Przyjmijmy, ze f(x) =3* ' +4 oraz g(x) = (%)x-z‘
Znajdziemy punkty przeciecia wykreséw tych funkcji i spraw-
dzimy, czy wspolrzedne x tych punktéw spelniajg réwnanie
f(x) = g(x).

Wykres funkcji f(x) = 3~
dzie 3 d.

-2
Narysowanie wykresu funkcji g(x) = (%)x polega na prze-

' + 4 byt rysowany w przykla-

sunieciu wykresu funkeji h(x) = (é)i o wektor & = [2, 0].

Z rysunku odczytujemy, ze wykresy funkcji f i g maja jeden
punkt wspolny, o wspolrzednych (1, 5).
Sprawdzamy, czy J{(1)= g(1): Po odczytaniu wspélrzednych (x, y,) )

-1
f{]) = 3[} +4=25, 5{1) = (l) =5 punktu wspolnego wykresow funkcji
5 f i g sprawdzamy rachunkowo, czy

f(1) = g(1), wigc liczba 1 jest rozwigzaniem f(x3) = g(x) = v
rownania f(x) = g(x).

Punkty wykresu funkcji f leza ponizej punktow wykresu funkeji g dla x < 1. Zatem

e
5 ® ¥ ® ¥ roa '—J. 1 - a s
zbiorem rozwiazan nieréwnosci 3* " +4 < (:) jest przedzial (—oo; 1).
2

] B ] x—=12 e o] 1 x-=2 '
Odp.: 3 +4= z dla x=1; 3 +4 < - dla x € (—o0; 1)



2. Funkcja wykfadnicza

Za pomocg funkcji wykladniczej mozna opisac przebieg wielu procesow fizycznych.

Przyktad @) « zad.2.20

Zaleznos¢ masy m izotopu pierwiastka promieniotworczego (ktérego czastki ule-
gaja rozpadowi) od czasu t mozna opisa¢ za pomoca malejacej funkcji wykladni-
czej. Przyjmijmy, ze w chwili poczatkowej masa substancji wynosita 1 gram. Wykres
przedstawia, ile gramow substancji nie uleglo rozpadowi po okreslonym czasie (jed-
nostka na osi poziomej jest godzina, jednostka na osi pionowej jest gram).

A lgl

4 : $ 4 ) : 4 : i
| 0 1 | 2 | 3 4 | 51 6 | 7| 8 | 9 gl

Mozna zauwazyc, ze po 2 godzinach polowa substancji ulegla rozpadowi, po kolej-
nych 2 godzinach znowu polowa pozostalej czesci ulegla rozpadowi itd. Okres (ozna-
czany T), w ktorym polowa masy ulegla rozpadowi, nazywamy okresem polowicz-
nego rozpadu.

W podanym przykladzie wynosi on 2 godziny (T = 2), a wzdr funkcji opisujacej ten
proces to:

Podobne zaleznosci opisuja wiele innych procesow fizycznych, np. rozladowywanie
kondensatora lub stygnigcie ciala w otoczeniu o stalej temperaturze.
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Przyktad @ [TTATTT
Jezeli zalozymy, ze liczebno$¢ populacji pewnego gatun- 115 S s
ku owadow zwieksza sie dwukrotnie w ciagu kazdej doby 1 | ,*;‘
i ze na poczatku badanego okresu liczebno$¢ populacji =~ | | ;’ ] I [
wynosita N, to liczebno$¢ po uplywie x dni opisuje funk- | 4l = J
cja o wzorze y(x) = N 2%, — A

{20 £

E 7,7 S -

Na wykresie przedstawiamy liczebno$¢ populacji w ciagu | [ |
3dnidla N = 10. | 19 1234 |

W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycle.

2.1. Wskaz wzor funkcji malejacej.
A. f(x) = (5) B. f(x) =-10° C. f(x) = (;) D. f(x) = —(%)

2.2. Wskaz wzor funkgji, ktorej wykres powstanie w wyniku przeksztalcenia wykre-

su funkcji f(x) = (%)x przez symetri¢ wzgledem osi y.

wo=(3) moo-( es-(E) pot--()

2.3. Wskaz wzor funkcji, ktorej wykres powstanie w wyniku przeksztalcenia wykre-
su funkcji f(x) = 4" — 1 przez symetrie wzgledem osi y.
X X
A. g(x) = (i) ~1 B.gx)=-4-1 C. g(x)= (i) +1 D.gx)=-4"+1
2.4. Narysuj wykres funkcji y = f(x) dla argumentow z podanego zbioru i podaj
wspolrzedne punktu przecigcia tego wykresu z osia y.
a) f(x)=2"+1 x € (=3; 3) d) f(x)=3"-3 x € (=2;2)
X
b) () =2"-3  xe€(-22) ) f(x)z(:,:-) _1 xeR
1

O fx)=3"+2  xef01,2} f)f(x)z(g)x+5 %€ (=653 0)

2.5. Narysuj wykres funkcji y = f(x) dlaargumentow z podanego zbioru. Wyznacz
wartos¢ najmniejsza i wartos¢ najwieksza funkeji przyjmowane w tym zbiorze.
a) flx)=2"""  (-1;3) o) f(x)=3""  (46)

1\* 1x+4

b f@=(3)" 30 df@=(3)" 5-3

2 3
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2.6. Narysuj wykres funkcji. Podaj jej miejsce zerowe, jesli istnieje.

2) flx)=2""+2 Q) flx)=3"5-3 o f@=(3)" -2
1
3

b) f(x)=2"*%—1 d) f(x) :3"“‘+§ 0 f(x) =( )x"5+5
2.7. Narysuj wykres funkgji.

1\* g I x+2
) f6)=-(5) O f(x)=-3 9 f=3-(1)
b) flx)=—2+3 d) flx)=—-2""1_1 0 f[x):—Z—(%)x

2.8. Narysuj wykres funkcji y = f(x) dlaargumentow z podanego zbioru. Wyznacz
warto$¢ najmniejsza i warto$¢ najwieksza funkcji przyjmowane w tym zbiorze.

a) f{x}: 2*’—1_1‘ (-1; 3) Q) f{x]: 1_(l)x+~1

. (=5; =3)

b) f(x)=‘(l)x+3—2| (~3; 0) B e =|2-(3)"

5 - (—4; 0)

2.9. Punkt P = (-3, 64) nalezy do wykresu funkcji f(x) =a", a > 0. Wyznacza.
2.10. Punkt P = (-3, 55) nalezy do wykresu funkcji f(x) = (%)xﬂc. Wyznacz k.
2.11. Punkt P = (2, ,;.) nalezy do wykresu funkcji f(x) = 3* ™. Wyznacz m.

2.12. Wykas, 7e punkt (% it

) nalezy do wykresu funkcji f(x)= (%)-_x + 1.

2.13. Podaj przyklad funkcji okreslonej wzorem f(x) = a”* +b, ktorej wykres prze-
chodzi przez punkt P = (-2, 3) iktora jest

a) rosnaca. b) malejaca. 74 |
2.14. Na rysunku obok przedstawiony jest wykres
funkcji f(x) =2 “+b.
a) Wyznacz wartosciaib. l
b) Sporzadz wykres funkcji g(x) = f(—x). L [T
wy ji g(x)=f . _L/
2.15. Narysuj wykres funkcji y = f(x). Odczytaj = =2 o 6 O O
z wykresu zbior rozwigzan nierdwnosci f(x) < a. _
a) f{x)=(%)1, a=4 c) f(x)=5x_2—3, a=-2

b) f(x):—(%)xﬂ, S d) f(x)=-3"+3, a=0
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2.16. W jednym ukltadzie wspolrzednych narysuj wykresy funkcji y = f(x) oraz

y = g(x), a nastepnie odczytaj rozwigzanie:

I. rownania f(x) = g(x), I nieréwnosci f(x) < g(x).
. x+2
a) f(x)=2"" g(x) = -2x+10 c) f(x):(é-) g(x)=-§x+2

b) f)=3  g)=-x+4  d) fx)= G)‘H -3 gly=5

2.17. Rozwiaz graficznie réwnanie.

a) 5 Yim gty g d) 25-55-1=3-x
x—1
b)z-zx‘lz(%) +1 e) 2%+1=x"+2dlax>0
. x
&) 16+25 =98 % 4 f) (%) —2=x*
2.18. Rozwiaz graficznie nierownosc.
1\* 9 9
. — =
a}3(3) 2>1 c) = 2ﬁ.‘3x+6
x+2 . x
b) 2 sl _g d) 25-(1) —33L.o¥*5 o
27 5 16

2.19. Rozwiaz graficznie uklad rownan.

1 x4 _ a-lx+2) i
= = y_3 =] 1_3— =
a) 47 (2) b) ; c]{z y¥e=9
y=x2 y=5x+3 3x+4y-28=0

2.20. Wykresilustruje rozpad 10 g masy pewnego pierwiastka promieniotworczego.

Odczytaj z wykresu

a) ile wynosi okres T' polowicznego rozpadu tego pierwiastka.

b) po jakim czasie masa pierwiastka, ktory nie ulegl jeszcze rozkladowi, osiagnela
ok. 1g.

H]" m. [g]

O W W G o1 O D
4 | i i ' i " I I
T T T T T T T T T

15 20

=)
-
S
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y=-3%

2.21. Rozwiaz graficznie uklad rownan { yuppe 1

2.22. W jednym ukladzie wspotrzednych naszkicuj wykresy funkcji f(x) = 3" = 1
2x—4
X

oraz h(x) = ‘ | Odczytaj z rysunku rozwiazanie rownania f(x) = h(x).

2.23. Narysuj wykres funkcji y = f(x).
1

a) f(x)= (_)'ﬂ b) f(x)= 3Ix-2E o) flx)= A/212x]+1 d) f(x)= 2!x--1|-|x+||

2

2.24. Dla jakich warto$ci parametru m rownanie

2"”3—1|—2| = m ma dwa

rozwigzania?

1. Dana jest funkcja f(x) = 0,7" — 1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A. Funkgcja f jest rosngca.

B. Zbiorem wartosci funkgji f jest (-1; oo).

C. Miejscem zerowym funkgji f jest liczba 1.

2. Sporzadz w jednym ukladzie wspolrzednych wykresy odpowiednich funkcji i od-

)

! : - g . ax—2 1\¥4
czytaj rozwigzanie rownania 4~ ~ -1 = 3 :

=&

3. Wykaz, ze punkt P = (%, j—l) nalezy do wykresu funkcji f(x) = (

4. a) Narysuj wykres funkcji f(x) = |1 —g*! ‘

b) Dla jakich wartosci m rownanie Jl -2" 1‘ = m ma dwa rozwigzania?
. e

5. Funkgcja f(x]:B{L(.\%) + 20 mnlrlcl

opisuje stygniecie ciala w otoczeniu

o stalej temperaturze (rysunek obok).

a) Jaka byla poczatkowa temperatura 6ot
ciala? ]

b) Po ilu minutach cialo ostyglo do
temperatury 60°C?

c) Ile wynosita temperatura otoczenia? 101




3. Warto powtorzy¢ - logarytmy

|

‘ Gdy liczby a i b sg dodatniei a # 1, toistnieje dokladnie jedna taka liczba ¢, ze
| a°=b.

Logarytmem przy podstawiea (a > 0 i a # 1) liczby b (b > 0) nazywamy
wykladnik potegi, do ktorej nalezy podnies¢ liczbe a, aby otrzymac liczbe b.

log,b=c,gdya =bia>0,a+1,b>0

Liczbe b nazywamy liczba logarytmowana.

L -

Zapisane ponizej wlasnosci wynikaja bezposrednio z definicji logarytmu.

“niosok |

Dla kazdego a >0 i a# 1 oraz b > (O:
log 1=0
log a=1
alugnb=b

W zapisie logarytmu dziesietnego pomijamy liczbe 10 i np. logarytm przy podsta-
wie 10 liczby 5 zapisujemy: log 5.

Przyktad €}

a) Jezeli 3* =5, to x =log, 5. b) Jezeli (V17)" =8, to x = log 8.
Przykiad &)

a) log,9 =2, bo 3 =9 e) log 100 = 2, bo 10° = 100

b) lﬂg53—16=—2,b06:2=;—6 f) log1=0, bo 10° =1

¢) logy 9 = % bo 812 =9 ¢) log 0,01 = -2, bo 107 = 0,01

|
d) log.5=1, bo 5' =5 h)lng\«‘l_=%,bo 102 = V10



Przykiad €)

Obliczymy podany logarytm.

a) log.» (?{5)
Rozwiazanie
a) log s (?{5) =%

2 = ®
1 4
—-X = -
2 >

8
X=-

3

Odp.: log .7 (?*:5) = g

b) log Q@(B‘i@) =X
(V)" =343

Przyktad €)

3. Warto powtdrzy¢ — logarytmy 379 S

b) log 35 (3V3)

~—— wprowadzamy zmienng pomocnicza x

«— korzystamy z definicji logarytmu

~—— sprowadzamy potegi do tej samej podstawy

«— pordéwnujemy wykiadniki

+«—— wprowadzamy zmienna pomocnicza x

«— korzystamy z definicji logarytmu

«—— sprowadzamy potegi do tej samej podstawy

«—— porownujemy wykladniki

Wiemy, ze log. x = 3. Wyznaczymy liczbe x.

Rozwiazanie

Zgodnie z definicja logarytmu liczba 3 jest wykladnikiem potegi, do ktorej nalezy
podnies¢ liczbe 5, Zeby otrzymaé x. Zatem x = 5° = 125.

Odp.: x =125
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Przykiad &)
a) 4984 =9

b) (VI3)**82 " = ((VI3)?) ™2™ = 139810 = 10

¢) 9'o8312 _ (32)1033 12 adegy1a (3lug5 11)3 =12 = 144

3.1. Oblicz.

a) log,8 c) log, 2—-; e) log,-2,7 g) log -1
1 3 1
b) l(}gi T d) log 0,001 f) logs V25 h) lﬂgﬁg
3.2. Oblicz.
V6 V3
a) log, 54 c) lﬂg%ﬁ e) log B3
b) log,: 55 d) logﬂmﬂ f) log 3|£
; 10 435 8
3.3. Oblicz x.
a) log,x=3 c) log2x=0 e) log1x=-4
3 3
b) log,,x =1 d) log x = -0,5 f) log.5x=8
3.4. Oblicz x.
2) log, 4=2 ¢) log,3 =05 ) log, 6=~
b) log, 1000 = 3 ) log, 4= ) log, Vi=-2

3.5. Oblicz.
a) 1D|ug? ¢) 22~1ug:5 e) glag34

b) 5|0g52 d) 3I+2E0g32 f) 6|ﬂg369



4. Wtasnosci logarytmow

Umiejetnosci:
* stosowanie wzorow na logarytm iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi
* stosowanie wzoru na zamiane podstawy logarytmu

Omowimy teraz podstawowe wlasnosci logarytméw. Dzigki nim logarytmy niezwy-
kle ulatwily wykonywanie skomplikowanych rachunkow i odegraly olbrzymia role
w zastosowaniach matematyki. Bez przesady mozna stwierdzi¢, ze sposob rachowa-
nia za pomoca logarytmow umozliwil skok cywilizacyjny poréwnywalny z efektem
zastosowania komputerow.

Twierdzenie §

Dla dowolnych liczb x >0, y >0, a >0, a # 1 prawdziwy jest wzor:
log (x:y)=log, x+log_y

Dowaod

W dowodzie wykorzystamy wlasnosci dziatan na potegach.
Przyjmijmy oznaczenia:

log ,x=u
log,y =t
Zgodnie z definicja logarytmu otrzymujemy:
x=a"
y=a
X y= a* - d «—— mnoiymy obie rownosci stronami
X-y= a'*! «—— wzor na iloczyn poteg o tych samych podstawach
u+t=log, (x . y) «—— korzystamy z definicji logarytmu

log,x+log,y=log (x-y) «—— podstawiamy w miejsce u i t odpowiednie logarytmy
Koniec dowodu
Moéwimy: ,Jogarytm iloczynu jest rowny sumie logarytmow”.
Przyktad o zad. 4.4
a) log, 18 +log 12 =log (18-12) =log(6-3-2-6) =log, 6’ =3
b) lﬂg”?+lngl3$ = log , (?%) =log,;1=0

c) l{}g3(3*3@)=log33+10g3\3§= 1+%=1é
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Dla dowolnych liczb x >0, ¥y >0, a >0, a # 1 prawdziwy jest wzor:

lngai =log ,x—log,y

Dowod

W dowodzie ponownie wykorzystamy wlasnosci dziatan na potegach.
Przyjmujemy oznaczenia:

log ,x=u
log,y=t
Zgodnie z definicja logarytmu otrzymujemys:
2=a
t
x=a
i
x _a ans - ix x
=== «—— dzielimy obie rownosci stronami
y a
Z=g"! «—— wzor na iloraz poteg o tych samych podstawach
y
X
u—t =log e «— korzystamy z definicji logarytmu
Y
X
log aX - log o log o «—— podstawiamy w miejsce u i f odpowiednie logarytmy
7 4

Koniec dowodu
Mowimy: ,logarytm ilorazu jest rowny réznicy logarytmow”.
Przyktad @) « zad. 45
a) log-21-log.3=1log, 2?1 =log.7=1
0,05
b) log 0,05 - log 50 = log 5 log 0,001 = -3
c) log, % =log;2-log;3=log,2-1

P 3
d) log521—525 =log. V125-log 25 =log 5" -2 =

~1|w

.

’ J
Zauwazmy, ze wzor na logarytm iloczynu mozna uogolni¢ na wieksza liczbe czynni-
kow. W szczegdlnosci, jezeli zalozymy, ze x > 0, a > 0, a # 1, to zgodnie z tym
wzorem prawdziwe sa rownosci:

lr.JrgaJr:2 =log (x-x)=log x+log, x=2log x

log, x* =log (x*- x) =log, x* +log, x = 2log  x +log , x = 3log  x itd.
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Uogolnieniem tej obserwacji jest twierdzenie o logarytmie potegi, ktorego dowod
pominiemy.

Dla dowolnych liczb x >0, a >0, a # 1, k € R prawdziwy jest wzor:
]ﬂgﬁxk =k-log,x

Przykiad €)
a) log,;137% = -2log ;13 = -2
b) lﬂg;(\ﬁ)ﬂ = 21log, V7 =21- % = 1{]%

7
c) logs(%) = ?]og3%=?-{—1) = -7

1
d) log s V5 = log ;5% = 3 -log5 = >

Przyktad @) < zad. 46, 4.7
Obliczymy wartos$¢ podanego wyrazenia.

Rozwiazanie

1
==
b) 1+2log,2=1+log,2°=1+log,4=1+1=2

a) l-'.:lxgz3—l«:}g23(}'+l«:}g25=lv:::cg2%=1{:avg2 1

c) lﬂg34-410g32+10g3§- =lug34-lng324+log3§ =lug3-;l—6+lug3§=

i (1) o

B
Do tej pory wszedzie tam, gdzie bylo to mozliwe, zapisywalismy wartosci logaryt-
mow w postaci liczby wymiernej. Czasem jednak potrzebne jest wykonanie czynno-
$ci odwrotnej, czyli zapisanie liczby w postaci logarytmu przy ustalonej podstawie.
Korzystamy wowczas z definicji logarytmu, np.:

* 3 =lng55‘5, czyli 3 =log. 125

1
1 3
. E=lng33~ =log, V3

= 1 |
—4 = lﬂgﬁ('\f’?) ; = lﬂg,ﬁw = log‘ﬁﬁ

= log 10"

5

2 =3 1 1 1
== logﬁ(\ff) ‘=logs——=logs 5= logﬁ%

(ﬁ)a bE

Lot | e
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Przykitad &) < zad. 4.8

Zapiszemy wyrazenie w prostszej postaci i obliczymy jego wartos¢ dla podanych war-
tosci zmiennych.

a) 3loga+2logb-log5 a=2 b=25

b) log;x —2log,5—(2-log;y), x=15 y =405

Rozwiazanie
3.2

a) 3loga+2log b—-log 5=loga’ +log bz—lng5=logaT

32 3 2

+

Jezeli a = 2, b =25, to log % = log = log (23 - 53) =log 10° = 3.

b) lngsx-210g35—(2—log3y)= —2=log,9
=long—}ogSZS-logSQ+log3y=log3%
Jezeli x = 15, y =405, to 1033% = log , 125425 =log,3’ = 3.

Przyktad @) « zad. 4.9

Przedstawimy podana liczbe za pomoca jednego logarytmu.
Rozwiazanie

a) 1+log,5=1log,2+log,5=1log, 10

b) 2 -log 2 =log 100 - log 2 = log 50

¢) -1 -log.11=log.5 "' ~log.11 =lng_ﬁ$

1
d) %+ log,8 =1log,3? +log,8 =log,8V3

5.3°.2"
e) log5-log 7+ 2log 3 +4log 2 =log 3 = log —

2
lugZS+Zlug5*lng?+lng2?_(log5+log?) ~
log 35 - log 35 -

= log 35

f) (If;.-gﬂi:-')2 =log b ()
_ Ia:;g2 35
~ log 35

g) log® 80 - log” 8 = (log 80 - log 8) (log 80 + log 8) = log 10 - log 640 = log 640

Przykiad @) < zad. 4.12

Przyjmijmy, ze log,2 = p. Wyrazimy wartos¢ podanego logarytmu za pomoca p.
Rozwiazanie

a) log,8 = log323 =3log,2=3p

b) log,18 =log,(2-9) =log,2+log,9=p+2

c) lug_ﬁ% = 10333—: =log,;32~log,9= lng325 -2=5p~2



4. Wiasnosci logarytmow

Podamy teraz wzoér pozwalajgcy zmienia¢ podstawe logarytmu.

Dla dowolnych liczb a >0, a# 1, b >0, ¢ > 0, ¢ # 1 zachodzi réwnosé:
log . b

log b=
8a log.a
Dowaod

Udowodnimy rownowazng, czgsto uzywana posta¢ wzoru: log b =log b-log a.
Przeksztalcamy prawa strong wzoru.,

log ,b-log.a=log, a " —k-log, x = log, x"
log ,b-log .a=log b —a%=p
Koniec dowodu
Przykiad )
log .5
a) log,5 = B3 ¢) log,2-log,6=log,6
log ;2 ) | )
log,5 _log,7 1
b) Iﬂg?l(}_lggs %) log, 7= log.3 log,3
log b
W szczegolnosci, jezeli we wzorze log b = lz:“ﬂ przyjmiemy ¢ = 10, mozemy

wyrazi¢ logarytm dowolnej liczby przy dowolnej podstawie jako iloraz logarytmow

2

. _log 3 2_]”'3}
dziesi¢tnych. Zatem: log, 3 = log 2 g5 = o8 5
Przyblizone wartosci logarytmoéw dziesietnych mozna odczytac z tablic matematycz-
nych lub kalkulatoréw. Na stronie 455 podajemy tablice wartodci logarytmoéw dzie-

sietnych liczb od 1 do 9,9 przyblizonych do trzeciego miejsca po przecinku.
0,792

itd.

Zauwazmy, ze jezeli na przyklad log 6,2 = 0,792, to 10" = 6,2. Ztablicy tej mozna
wiec takze odczytywaé przyblizone wartoéci funkcji y = 10" dla 0 < x < 1.
Przyktad €) < zad. 4.17, 4.18

Wyznaczymy przyblizona warto$¢ podanej liczby.

a) log.3 b) V10 c) log 58 d) log 0,46

Rozwiazanie

a) Zgodnie ze wzorem na zamiane podstawy logarytmu mamy log.3 = :z%;,
Podstawiamy przyblizone wartosci z tablicy i otrzymujemy
log.3 = ST 0,682.

577 0,699

385 N



B 386 Daziat 5. Funkcje wykladnicze i logarytmiczne

b) Wiemy, ze V10 = 10", Z tablicy mozemy odczytaé, ze 10™*" = 3,1,
a 10" = 3,2. Zatem 3,1 < V10 < 3,2.
c) Tablica zawiera logarytmy liczb mniejszych od 10. Musimy wiec przeksztalci¢

log 58 tak, aby skorzystac z tablicy.
log 58 = log (10 5,8) = log 10+ log 5,8 =1 +log 58 = 1 + 0,763 = 1,763

d) log 0,46 = log (0,1 - 4,6) = log 0,1 + log 4,6 =~ —1 + 0,663 = —0,337
J

Korzystajac z podanych wzoréw, mozna zastapi¢ mnozenie, dzielenie i potegowa-
nie liczb duzo prostszymi dzialaniami. Obecnie nie ma to specjalnego znaczenia, po-
niewaz komputery wykonuja blyskawicznie nawet bardzo skomplikowane rachunki,
a do prostszych dzialan wystarczaja kalkulatory. Okazuje sie jednak, ze wiele pro-
cesow fizycznych, biologicznych, a nawet spoltecznych ma charakter logarytmiczny.
Z niektorymi praktycznymi zastosowaniami logarytmow zapoznacie si¢ w nastep-
nym temacie.

W kazdym z zadan 4.1-4.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

4.1. Ktdra rownoéc jest prawdziwa dla kazdej dodatniej liczby a?

A. log . a + log .(2a) = log .(3a) C. log.a +log.(2a) = log . (2&2)
B. log. a-log ;(2a) = log .(3a) D. log.a-log.(2a) = log . (2:12)
4.2. Wskaz liczbg, ktéra nie jest réwna liczbie log , 64.
A.2log,8 B. 3log .4 C. 4log 4 D. 6log,2
4.3. Wskaz liczbe, ktora jest rowna liczbie log , 6.
A.2log,3 B. log,2-log,3 C.1+log,3 D. 3%
4.4. Oblicz.

2 2 6 1
a) lng22?+log2§+lng2§ d) lng5?+log5ﬁ+log58§
b) log34+log3§+lng33—;~ e) log634+lngﬁl%+lﬂg69

c) log V5 +log V2 + log V10 f) lugD!53+10gn_5§+lngﬂ15§



4.5. Oblicz.
a) log. 150 —log.3-log.2

b) log,3 - log, 2~ log, >
7 1
c) lngﬁE—lﬂgﬁg - log, =

4.6. Oblicz.

a) 2log 2 +log 15-1log 6
b) log 20 - 3log 2 + log 40
c) 2log,5 +log,6—log, 75

4.7. Oblicz.
3log 2
log 56 — log 7

a

log.2+log.3
b) g..' g,‘

log.24 - log- 4
]Dgsﬁ—3(10g32+lug53)
ngEﬁ

c)

4. Wiasnosci logarytmow

3 1 1
d) log, 11_3“_1’33435_1954 o1

e) log 250 + log 120 —log 0,3

3 5 15
f) lﬂg?-ﬁ+lﬂg?ﬁ—lng?£

d) log,15+log,45-2log,5
e) log 18 +3log, 2~-log 4
f) 2log;2+3log;3—log.21,6

log, 15 - 3,5 (log, 3 + log,, 5)

log,45-log, 3
2log,4-3log, 12
3+log,4

5log;18 —4log.2-9log.3

f) lng518—10g53

4.8. Zapisz wyrazenie w prostszej postaci i oblicz jego wartos¢ dla podanych warto-

$ci zmiennych.

a) 2logga+4log,b—-log, 50 a=>5 b=2
b) SIBg3a—Zlﬂg35—(log3a—210g35) a=3 b=5
c) 31031x+Slﬂg?_y—2(210g2x+10g2y)—lng2? x =98 y=7
d) log(x+ y)+3log x +4log y —3log(xy) x =73 y=2
4.9. Przedstaw podana liczbe za pomoca jednego logarytmu.

a) log 0,2+ 1 c) 2+log.2 e) %Hog?

b) 3-log,5 d) -1-log,2 f) —§+lug23

4.10. Niech a > 0. Zapisz wyrazenie za pomocg jednego logarytmu.

a) log,a-log, a® + log ,(3a)

b) log .(2a) + log .(3a) — log . (6a2)

c) log, (2-::12) ~log, V2 -log,a
d) 2log ,(3a) + log ;(9a) — 3log,a
e) 2log,(4a) +log,(8a) —5log,a

f 3 (logz(-ﬂla] —2log, a) -2 (Ingz(Za) - % logza)

387 N
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4.11. Przedstaw wyrazenie w postaci jednego logarytmu. Podaj potrzebne zalozenia.

a) 2log x +5log y —log 8 d}%+lugx—lngﬂ
b) log, x —log, y —log . 25 e) %—logz(x—\ﬁ)ﬂogg\s@
c) 2log,(x+1)~-log,y-log,8 f) log(x+ y)+log(x—y)

4.12. Przyjmujemy, ze log, 3 = a. Wyraz wartos¢ podanego logarytmu za pomo-
caa.

1 3 4
a) log,9 b)log,6 «¢)log,48 d) logza e) 1‘3'815 f) Ingzg
4.13. Przyjmujemy, ze log .2 = m. Wyraz warto$¢ podanej sumy za pomoca m.
a) log.4+log. 16 c) log.10-log. 6+ log . 24

b) log .8 —log. 50 d) 210g53—10g5§+10g5§

4.14. Oblicz wartos$¢ wyrazenia.

a) (10g5[25a} —2log, (%a)) : (ZIt;:ug5 (S\E) + log - (2_15‘;,3)) dla log.a =2
b) (logz{rla) ~log, 2?’)2 - (2 log , (Z-JE) ~3log, é) dla log,a=3

4.15. Liczby a, bi ¢ spelniajg warunek log,(2a) =3 -log,b=1+log,c=1.
Oblicz Va-b-ec.

4.16. Liczby a, b i c spelniajg warunek
a- Vb
=

4.17. Oblicz przyblizona warto$¢ podanego logarytmu. Skorzystaj ze wzoru na za-
miane podstawy logarytmu oraz z tablicy logarytmow dziesigtnych.

log,a+log,4=4log,b-log,9=log,c+log, 16 = 6. Oblicz

a) log,2 b) log.7 c) log, 17 d) log,; 61
4.18. Oszacuj warto$¢ wyrazenia. Skorzystaj z tablicy logarytmow.
‘ 00 40
a) V10 b) V100 &) &) ——
; ] ) T ) V100
100

4.19. Liczby a i b spelniaja warunki log (10a) =2 i log e 3. Oblicz log (ab).

+ 4,20. Rozwiaz rownanie.
a) xz—x-|0g23—2(log13)2=0 ¢) x’—x-log,10 +log,2-log,5=0
b) x* - (2 +log 5) x + log 25 = 0 d) xz—x-legzg—logﬁzﬂ
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6 4.21. Wykai, zeliczby 5°%2% i 3'°82% g3 réwne.

@ + 4,22, Wykaz, ze podana rownosc jest prawdziwa.
a) (logﬁ4+logdﬁ+2)(logSc}—logmtl)-log45—logi4:1
b) (log36+log681 +4)(]0g36—log5436) -log.3—-log,6=2
c) (log34+91c)g43+6)(log34—3log1m4)-log43—log34=3

9 4.23. Wykaz, zedlaliczb a >0, a# 1, b> 0, b # 1 prawdziwy jest wzor

logib=log, é

4.24. Przyjmujemy, ze log,.9 = k. Wyraz log .5 za pomocg k.
4.25. Przyjmujemy, ze log 2 =a i log 3 =b. Wyraz log |, 20 za pomocgaib.

* 4.26. Wiadomo, ze log  x =2, log, x =3, log_x =4 oraz log ;x = 6.
Oblicz log ;.4 x-

1 1

1
0 + 4.27. Wykaz, ze jezeli x = 10’ “l87 oraz y=10"" W8¥ 45 2= Jot~19EY,

@ * 4.28. Wykaz, ze log,2-log,3-log 4-log 5- ... -log,8-log,,9 =log , 2.

0 * 4.29. Wykaz, zejezelia>11i b>1, to log, b+log,a> 2.

1. Wiadomo, ze log ;4 = k. Ocen prawdziwo$c¢ podanych zdan.
A.log 2= Vk B. log, 2 = 5k C. log, 2 = 3k

2. Oblicz log ;6 +log, 18 — 2log , 2.
3. Przyjmujemy, ze log,7 = 1,77. Oblicz log,42 - log, 2.

3log .50 —4log. 10
lﬂg50,0ﬂ8

4. Przyjmujemy, ze log.2 = m. Przedstaw warto$¢ wyrazenia

Za pomoca m.

0 5. Wykaz, zedlaliczb a > 0, a # 1, b > 0 prawdziwy jest wzor log b = %logﬂb.



Logarytmy - rewolucyjny wynalazek

Sa wynalazki, ktore w swiecie naukowym okazuja sie prawdziwa rewolucja.

Mozna do nich zaliczy¢ logarytmy.

Odkrycie logarytmow

Powazna trudnoscia dla XVll-wiecznych uczonych byla
koniecznosc wykonywania recznych rachunkow. Wystarczy
pomnozy¢ pisemnie np. 101 247 - 982 073, by zrozumieg,
jak tatwo o pomytke.

Jedna z osob, ktore poszukiwaly sposobu na uproszczenie
rachunkow, byt szkocki matematyk John Mapier. Opisat on
metode pozwalajaca np. zastapi¢ mnozenie dwoch liczb
dodawaniem dwaoch innych liczb, ktére nazwat logarytmami,
od greckich stow logos - rozumienie i arithmos - liczba.
Przez 20 lat budowat tablice logarytmiczne, ktdre wydal
w1614 r,

i loga

Przez prawie 350 lat, az do skontruowania pierwszego kalkulatora
elektronicznego, logarytmy byly podstawa wszystkich obliczen

w Swiecie nauki. Korzystali z nich astronomowie, budowniczowie,
inzynierowie, mechanicy...

Lngamhmumm
Cananwr .n'rﬁnrurm |

E".Jufqu: ufua, 1n uur.u[url

ﬂso.low:n; &I LI
Bobat b i,

"I.u.llwrc ac Ivn'ren.mm
IDANMENEPELD,

Ogromna przydatnosc tablic Napiera
zostala bardzo szybko zauwazona

rytmy zrewolucjonizowaty swiat

rachunkow, zwtaszcza w astronomii.
Pisano o nich, ze ,podwoily zycie
astronomow”.

7Li4 TLZE 1675 oR. 1770
1 1 L] 1
1erw'sze suwak odkr :ms przifq'nt;msm POWIAZANLE fu nkcyt
tablice Legarytmicziny  loga r:»r tinow wykindnicze;
logarytmiczne w analizie z fu nkeja Iw}mrgtmicznﬂ-

matematyczne]



Suwak logarytmiczny

W 1622 r. powstat pierwszy suwak logarytmiczny -
przyrzad, na ktorym mozna byto szybko wykonac
dowolne obliczenia algebraiczne.

Aby obliczyc iloczyn a - b, wystarczy odpowiednio
przesuwac wzgledem siebie dwie podziatki ze skala
logarytmiczna. Na podziatce logarytmicznej odlegtosc
od 1 do dowolnej liczby x odpowiada wartosci log x.
Stad suma odlegtosci od 1 doaiod 1 do b oznacza
log a + log b.

log b
Jezeliloga+logb=logc,toa-b=c. - >
8| b 10
1 a 10
loga -
W ten sposob odczytujemy, loga+log b
z2e1,7-28=4,75.
log 2,8
- |
1 2 & 4 L 6 7 8 9 10
— O T A A U S PR I oo |
1 23456789 123456789
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
log1,7
-
E:_.__'! 1 :"- : !':_.-:_; _:'.r_':
Od praktyki do teorii

Przez wiele lat logarytmy stuzyty wytacznie jako narzedzie rachunkowe. Dopiero w drugiej
potowie XVIIl w., po ponad 130 latach od pierwszego wydania tablic Napiera, zauwazono
zwiazek logarytmow z funkcja wyktadnicza i sformutowano definicje logarytmu, ktorej
uzywamy do dzisiaj.

Obecnie, gdy urzadzenia elektroniczne zastapily reczne rachunki,
zaréwno logarytmy, jak i funkcja ‘ﬂgﬁl’ﬂﬂﬂemﬂ i joj wiasnosci-

..........



5. Funkcja logarytmiczna.
Zastosowania logarytmow

Umiejetnosci:
* szkicowanie wykresow funkcji logarytmicznych o réznych podstawach
* stosowanie logarytmow, np. do wyjasniania zjawisk przyrodniczych

Logarytm o podstawie dodatniej i r6znej od 1 mozna obliczy¢ dla kazdej liczby do-
datniej. Mozna zatem rozwazy¢ funkcje, ktéra kazdej liczbie dodatniej przyporzad-
kowuje jej logarytm o podstawie a.

Funkcje okreslong wzorem f(x) =log, x, dla @ >0 i a # 1, nazywamy
funkcja logarytmiczng o podstawie a. Dziedzing tej funkcji jest zbior dodatnich
liczb rzeczywistych (x > 0), a jej wykres nazywamy krzywa logarytmiczna.

Przyktad €)
Naszkicujemy wykres funkcji f(x) = log, x ina jego podstawie opiszemy jej

wlasnoéci.

Rozwiazanie

Na poczatku sporzgdzamy czesciowa tabele tej funkcji dla argumentéw, dla ktérych
mozna tatwo obliczy¢ wartosci funkgji.

X - 1 2 4 8

2| 2
4 | 2 |
logo%| -4 | 3| -2 |-1|0 | 1| 2|3

it
o
Q0|

* Dziedzing funkcji jest zbior dodatnich liczb rze-
czywistych.

» Zbiorem wartosci funkgji jest R.

* Miejscem zerowym funkgji jest liczba 1.

* f(x)>0dla x>1, f(x) <0 dla x € (0; 1).

* Funkcja jest rosnaca.

* Funkcja f nie przyjmuje ani wartosci najwiekszej,
ani wartosci najmniejszej.

» Kazda prosta rownolegla do osi x ma z wykresem dokladnie jeden punkt wspolny.
Zatem réwnanie log, x = m ma dla kazdej wartosci m jedno rozwiazanie.



5. Funkcija logarytmiczna. Zastosowania logarytmow

Dla dowolnych liczb x >0, a > 0, a # 1 prawdziwy jest wzor:

log,x=-log:x

Dowadd
Korzystamy ze wzoru na zamiang podstawy logarytmu.
lﬂg 1 X |0g 1 X

log  x = .4 = =—lngﬂ£x

o

Koniec dowodu

Wykresy funkgji
fx)=log,x i g(x)=logix,dlaa>0ia#l,

sa symetryczne wzgledem osi x.
| J

Przykiad &)

Naszkicujemy wykres i opiszemy wlasnosci funkcji g(x) = log 1 x.
2
Rozwiazanie

Jezeli przyjmiemy, ze f(x) = log, x, to g(x) = —f(x), czyli wykresy funkcji
f(x)=log,x i g(x) =log: x s3symetryczne wzgledem osi x.

P

Wilasnosci funkgji g(x) = log 1 x sa podobne do odpowiednich wlasnosci funkgji
f(x) =log, x. :

* Dziedzing funkcji g jest zbior dodatnich liczb E

rzeczywistych.

» Zbiorem wartosci funkgcji g jest R. —T T
* Miejscem zerowym funkcji g jest liczba 1.
* g(x)<0dlax>1, g(x) >0 dla x€(0; 1). | 0
* Funkcja g jest malejaca. B

* Funkcja g nie przyjmuje ani wartosci najwiekszej, | 8T logyx |

ani wartosci najmniejszej.

» Kazda prosta rownolegla do osi x ma z wykresem dokladnie jeden punkt wspolny.

Zatem réwnanie log 1 x = m ma dla kazdej wartosci m jedno rozwiazanie.
2

393 N
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Na wykresie obok przedstawiamy krzywe logaryt-
miczne o roznych podstawach wigkszych od 1.
Mozna zaobserwowac, ze wykres funkcji o wiekszej
podstawie lezy dla 0 < x < 1 powyzZej,adla x > 1
ponizej wykresu funkcji o mniejszej podstawie.

Przyktad &)

Przyjrzyjmy sie¢ wykresom funkcji f(x) = log, x

i g(x)=2"

* Do wykresu funkgcji f(x) = log, x nalezy punkt
A=(8,3), bo 3=1log,8.

» Do wykresu funkcji g(x) = 2° nalezy punkt
B=(3,8), bo 8=2".

Punkty A i B sa symetryczne wzgledem zaznaczonej

na rysunku prostej o rownaniu y = x.

Ogolnie - jezeli punkt (p, g) nalezy do wykresu jednej z tych funkgji, to punkt (g, p)
nalezy do wykresu drugiej. Wykresy funkcji f(x) = log,x i g(x) = 2° sa syme-
tryczne wzgledem prostej o rownaniu y = x. Rozumowanie to mozna w prosty
sposob uogolnic na kazda pare wykresow funkcji logarytmicznej i wykladniczej o tej
samej podstawie.

Wykresy funkgji
flx)=log,x i g(x)=a",dlaa>0ia#]l,
sa symetryczne wzgledem prostej o rGwnaniu y = x.

Przyktad @) < zad. 5.4
Sporzadzimy wykres podanej funkgji.

Rozwiazanie
a) g(x)=log,(x+2)-3
Zauwazmy, ze dziedzine D funkcji tworza liczby

spelniajace zalozenie:

x+2>0, czyli D = (=2; 00) T 8lx)|=logy (x| +2) 1 3

Jezeli przyjmiemy, ze f(x) = log, x,
to g(x) = f(x+2)-3.
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Wrykres funkeji g(x) = log ,(x+2) -3 otrzymamy jako wynik przesuniecia wykresu
funkcji f(x) = log, x o wektor i = [-2, -3].

b) h(x) = 4

l{}g l{—x}
3

Rysujemy kolejne wykresy. — | flix) =logix |

Krok1: f(x) =log: x
3

e i—togi{<=x}
[l L=l
|

Krok 2: g(x) = log1(-x) «— symetria wykresu f wzgledem osi y
3
Krok 3: h(x) =

«—— symelria fragmentu wykresu funkcji g lezacego ponizej
osi x wzgledem lej osi

log 1(=x)
3
Podane przeksztalcenia mozna wykona¢ w odwrotnej kolejnosci.

Przyktad e zad. 5.11

Wyznaczymy dziedzing funkcji f(x) = log 1 (—::n:2 + 6x — 8).
2

Rozwiazanie

—x’+6x-8>0 «— logarytm jest okreslony tylko dla liczb dodatnich
—(x—-2)(x—-4) >0, stgd x € (2; 4)

Odp.: Dziedzing funkcji f jest przedzial (2; 4).

Przyktad @) < zad.5.15

Chory przyjal jednorazowa dawke 50 mg leku. Mase tego leku pozostata w organi-

zmie po czasie t godzin okresla zalezno$¢ M(t) = a-b'. Wiadomo, ze po dziesieciu

godzinach organizm usuwa 40% masy przyjetego leku.

a) Oblicz, ile leku pozostanie w organizmie chorego po upltywie doby.

b) Po jakim czasie od przyjecia dawki leku jego masa w organizmie zmniejszy si¢
dziesieciokrotnie?

Rozwiazanie

Wyznaczymy najpierw wartosci wspolczynnikow a i b.

Wiemy, ze M(0) = 50.

Skoro po 10 godzinach usuwane jest 40% masy leku, to z dawki 50 mg zostaje wtedy

w organizmie 60% - 50 mg = 30 mg leku. To oznacza, ze M(10) = 30.

Zatem a-b’ =50 i a-b'" =30. Stad a=50 i b'" =0,6 czyli b=0,6"".
Wzér funkcji mozna wiec zapisaé w postaci M(t) = 50-0,6™".
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a) Aby obliczy¢, ile leku pozostanie w organizmie chorego po uplywie doby, podsta-
wiamy do wzoru t = 24.

M(24) = 50- 0,6~ = 14,7 [mg]

b) Aby obliczy¢, po jakim czasie masa leku w organizmie zmniejszy sie dziesiecio-
krotnie, rozwiazemy rownanie:

M(t)=5
50-0,6™" =5, czyli 0,6™" = 0,1, stad 0,1t = log ;. 0,1
log 0,1 , _
t =10-log 0601 =10- log 0,6 = «—— wzor na zamiang podstawy logarytmu
= 10 sk
log 6 -1

Odp.: a) Po uptywie doby w organizmie pozostanie 14,7 mg leku.
b) Masa leku w organizmie zmniejszy si¢ dziesieciokrotnie po 45 godzinach.

Podany w powyzszym przykladzie wzér f(t) = a-b' mozna stosowaé, kiedy mamy
do czynienia z procesem, w ktérym pewna wielkos¢ przyrasta lub zmniejsza sie przez
caly czas w tym samym tempie.

W kazdym z zadan 5.1-5.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

5.1. Wskaz wzér funkcji malejacej.
A. f(x) =log 5% C. f(x) =log ;(-x)
B. f(x) =-loggqx D. f(x) =log x -1

5.2. Wskaz wzor funkgji, ktorej wykres nie jest symetryczny do wykresu funkcji
f(x) = log , x wzgledem osi x.

A. g(x)=-log,x B. g(x) = log: x
3
C. g(x) = log , % D. g(x) = -log 1 x
5.3. Wskaz wzor funkgji, ktorej wykres przecina os y. |
A. f(x) =log x -2 C. f(x)=logx+1
B. f(x) =log(x-2) D. f(x) =log(x+1)
5.4. Narysuj wykres funkgji.
a) f(x)=logi(x—1) c) f(x)=log,(x+3)-1
3

b) f(x)=—log,x+2 d) f(x) =logi(-x) + 1
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5.5. Wyznacz miejsce zerowe funkcji.
a) f(x)=logs(x—-1)
b) f(x)=-log,x+3

c) flx)=logi(x+2)+1

3
5.6. Narysuj wykres funkgcji.
a) f(x) = [log ,(x - 2)|

b) f(x)=1-

log 1 x
3

5.7. Narysuj wykres funkgji.
a) f(x) =log,(2%)

5.8. Narysuj wykres funkgji.

a) f(x)=log, |x| b) f(x) =

5.9. Na rysunku obok przedstawiony jest wykres

funkcji f(x) =log,x +b.
a) Wyznacz wartoscia i b.

b) SporzadZ wykres funkcji g(x) = - f(x + 1).

d) f(x)=1log(x-3)-:

z

e) f(x):—-]nglxw——;-

i
f) f(x):[ogl[x+1)+%
2

c) flx)= “lﬂgle - l‘

d) f(x)= ‘—logl{—x}
2

1 Ioglx
o sio-(2)"
log1 x + |log x
¥ 2
2

5.10. W jednym ukladzie wspétrzednych narysuj wykresy funkcji y = f(x) oraz
y = g(x), a nastepnie odczytaj rozwigzanie nieréwnosci f(x) < g(x).

a) f(x)=log,(x-1)-1
b) f(x)=-log:x

3
c) f(x)=log(x+1)+1

d) f(x) =logi(x+3)+4
2

5.11. Okresl dziedzine funkcji.
X3

a) f(x)=log;—

x—2

glx) = %x - %
gx)=1- j-lfx+ 1)?
o= (2)

g(x) = log ; x +2

b) f(x) =log 5 (2.7:2 ~-7x + 5)
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5.12. Skala pH sluzy do badania kwasowosci i zasadowosci wodnych roztwordw
zwigzkéw chemicznych, Wspolczynnik pH definiuje sie jako: pH = —log H', przy
czym H' oznacza stezenie jondéw wodorowych w molach na litr roztworu. Wyznacz
wspotczynnik pH octu, dla ktorego stezenie jonow wodorowych wynosi

0,001 mola/litr.

5.13. Poziom natezenia dZzwieku mierzymy w dB

(decybelach). Liczbg decybeli N oblicza si¢ wedlug

Zwroé uwage, ze poziom nate- (1)
zenia déwieku oraz natezenie

wzoru N = 10log —, gdzie I to natezenie danego déwighn to pojecia opisujyce
Iy 5 dwie rozne wiclkosci (mierzone
dzwieku mierzone w W/m” (wat na metr kwadra- w réznych jednostkach).

towy), a I to stala rowna natezeniu dZzwieku na
progu slyszalnosci dla ucha ludzkiego, wynoszacemu 10> W/m®. Wyznacz licz-
be decybeli zalecanego przez WHO maksymalnego poziomu halasu (w srodowisku)

w porze dziennej. Natezenie dzwieku wynosi w tym wypadku 107" W/m?,

5.14. Skala Richtera stuzy do okreslenia sity trzesien ziemi. Liczbe stopni w tej skali
opisuje wzor R = log Ai’ gdzie A oznacza amplitude trze¢sienia wyrazona w centy-
{0

metrach, natomiast A, = 10™* cm jest staly nazywana amplitudg wzorcowa.

a) Ile stopni w skali Richtera ma trzesienie ziemi o amplitudzie 0,1 cm?

b) W lipcu 2019 r. w Grecji mialo miejsce trzesienie ziemi o sile 5,3 stopnia w skali
Richtera. Oblicz amplitude tego trzesienia ziemi.

c) Ile razy wieksza jest amplituda trzesienia ziemi o sile 6,7 stopnia w skali Richtera
od amplitudy trzesienia ziemi o sile 4,7 stopnia?

5.15. Pacjentka przyjela dawke radioaktywnego jodu, ktérego okres polowicznego

rozpadu jest rowny 8 dni. Mase radioaktywnego jodu pozostalego w organizmie po

czasie t okreéla zalezno$¢ M(t) =a-b'.

a) Ile procent substancji radioaktywnej pozostanie w organizmie pacjentki po uply-
wie 30 dni?

b) Po jakim czasie pozostanie w organizmie 1% dawki?

Przyjmij, ze log, 10 = 3,322,

5.16. Liczba bakterii w badanej probce w ciagu dwoch godzin od poczatku obser-
wacji zwiekszyla si¢ trzykrotnie. Zakladamy, ze tempo przyrostu liczby bakterii jest
stale.

a) O ile procent zwigkszyla sig liczba bakterii po godzinie?

b) Po jakim czasie od poczatku obserwacji liczba bakterii zwiekszyla sie dwukrotnie?
Przyjmij, ze log 2 = 0,63.
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5.17. Dzialka lesna zawierata 2400 m® masy drzewnej. Po uplywie 8 lat nastapit
przyrost masy 0 900 m”. Zaktadamy, ze masa drzewna przyrasta przez caly czas w tym

samym tempie. Oblicz, ile masy drzewnej bedzie zawierac dzialka po uplywie kolej-
nych 5 lat.

* 5.18. Dla jakiej wartosci parametru m dziedzing funkgcji f, okreslonej wzorem

f(x) =log ((9 - 4:?12) X+ 4m+ ﬁ), jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych?

* 5.19. Dla jakich wartosci parametru m dziedzing funkcji f, okreslonej wzorem
f(x) = log ({Em -3)x" — (6 — m)x + %{m = 9}), jest zbior wszystkich liczb rzeczy-
wistych?

8
1

5.20. Wyznacz dziedzing i narysuj wykres funkcji f(x) = log,
X

* 5.21. Wyznacz dziedzing i narysuj wykres funkgji
f(x) =log, (xz - 9) = log ,(x=~3).

5.22. Wyznacz dziedzing i narysuj wykres funkcji f(x) = log (xz —4x + 4).
2

=
— = oy
Y oy Al S -ﬁl | F
Drasto do maturvy M1
e e e e L)
s - L%

N 7 _;,

Dana jest funkcja f(x) =logi(x + 3) = 1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

. Réwnanie f(x) = -100 ma jedno rozwiazanie.

Miejscem zerowym funkcji h(x) = f(x) + 3 jest 1.
Réwnanie h(x) = | f(x)| ma dwa rozwigzania

ujemne. yh |

oRp o

-
X

2. Narysuj wykres funkcji f(x) = -2 - log,(x - 1).

3. Na r‘,fqunku obok przedstawiony jest wykres funkcji
f(x) = log (x —b). Wyznacz wartoscia i b.

9 4. Wykaz, ze dziedzing funkcji f(x) = log, (sz - 6x + 5) jest zbior liczb rzeczy-
wistych.
log,(-x)—1 dla x<-2
5. Narysuj wykres funkcji f(x) =

§¥+2_ 4 da x>-2



6. Rownania i nierownosci

wyktadnicze

Umiejetnosci:

* rozwigzywanie prostych réwnan i nierownosci wyktadniczych

Prosta rownolegla do osi x przecina krzywa wykladnicza w jednym punkcie albo nie

przecina jej wcale. Inaczej mowiac, rownanie

a*=m, gdzie a>0ia#1

albo ma dokladnie jedno rozwiazanie, albo nie ma rozwigzania.

Na przyklad:

* réwnanie 4% = 64 ma jedno rozwigzanie x = 3, bo 64 = 4°,

: x 1 : : ; -1
* réwnanie 2* = 5 ma jedno rozwigzanie x = -1, bo o 2

* réwnanie 3° = -3 nie ma rozwigzan.

Funkcja f(x) =a" dla a > 1 jestrosnaca,adla 0 <a < 1 jest malejaca. Z mono-
tonicznosci funkcji wykladniczej dla a € (0; 1) U (1; oo) wynika twierdzenie:

Jezeli a € (0; 1)U (1; ) i p, g € R, to af = a? wtedy i tylko wtedy, gdy p = q.

Przyktad o zad. 6.5

Rozwigzemy podane réwnanie.

Rozwiazanie
a) 1352 =132

XxX—2=6-x —— pordéwnujemy
S =R wyktadniki
Odp.:x=4
b) 4" %=1

Prawa strong rownania zapisujemy
w postaci potegi o podstawie 4.

452 _ 40
x-2=0 «—— pordwnujemy

C) ?x+1 =?3+x
x+1=34+%x
| =5

Odp.: Rownanie nie ma rozwiazan.
4\* (27\*"! 2

(2 (33

) 9 § 3
2\2x 2\ Hx-1) 2
() () =

~—— pordwnujemy
wykladniki

2\2x-3(x-1) 2
(—) = —  «—— wykonujemy
3 3 dziatania
2x-3(x-1)=1 na potggach
-x+3=



6. Rownania i nisréwnosci wykladnicze

Przykiad @) < zad. 6.8
Rozwigzemy rownanie 4* — 2" = 2,
Rozwiazanie

Na ogol warto sprowadzac potegi do tej samej podstawy, gdyz mozna wowczas za-
stosowac¢ metode podstawiania.

()" -2" =2
=550 «—— wprowadzamy pomocnicza niewiadoma i okreslamy jej dziedzing
£ —t=2 «—— rozwigzujemy rownanie kwadratowe
-t-2=0
A=9, t; =-1, t; =2 «— tylko drugie z podanych rozwiazan jest dodatnie
2 =12 «~— wracamy do réwnania zmiennej x
2% =9 «—— poréwnujemy wykladniki
Odp.:x =1

J

Wykorzystamy teraz monotoniczno$¢ funkcji wykladniczej do rozwigzywania nie-
rownosci wykladniczych.

Z monotonicznosci funkcji wykladniczejdla a € (0; 1)U(1; oo) wynika twierdzenie:
* Jezeli a€(0;1) i p,g€R, to a” <a’ wtedyi tylko wtedy, gdy p > q.
* Jezeli a€(1; 00) i p,g€R, to a’ <a? wtedy i tylko wtedy, gdy p < q.

Przyktad @) < zad. 6.9

Rozwigzemy podana nieréwnosc.

Rozwiazanie

a) 2*>8 Q) 5% 5%t a5% <105
9% » 99 «—— podstawa potegi g% _ g% & o (52)x+ l < 105
>3 jest wieksza od 1

5% _ 52 . 54 5% .25 < 105

Odp.: x € (3; o0) Wytlaczamy wsp6lny czynnik
b) (%)" > (E)x‘ : przed nawias.
3 8 5% (1 — 5 + 25) < 105
(g)x g [(g)_‘?':lx_ : R en «—— podstawa potegi
z ) 23.3_,;4,.3 2x <1 jest wieksza od 1
(5) <) o ogpxe (oo 1)

x> =3x+3, czyli x}%

Odp.:x € (%, r.x:)
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Przyktad @) - zad. 6.11

)

Rozwiazemy nieréwnoé¢ 0,7 < 0,7° "1

Rozwiazanie

2% > x +1 «— podstawa polegi jest mniejsza od 1
2% —x—1>0

2(x~1)(x+%):>{]

Odp.: x € (—Dﬂ; —%) U (1; o)

W zadaniach 6.1-6.4 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

r . -1 1 ap . . F
6.1. Réwnanie 2° ' =4""" ma ten sam zbi6r rozwiazan co réwnanie

A. 23:—1 = 22x+l_ B. zx—i s 2x+2. C. zx—l = 2-1x+8_
3\*
>(5)
A. (E; 00) B. (—E; oo) C; (—oo; —E)
3 2 2

6.3. Podana nierdwnos¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej x.

A. 3% < 9" B. 3°* > 9% G 350"

T | ez

w . - . # . ¢ £ 2
6.2. Podany zbior jest zbiorem rozwigzan nieréwnosci (5)

6.4. Podane rownanie nie ma rozwiazan.
A2 +3:2%+2=0 B.2¥-2""'41=0 C2¥-2+1=0

6.5. Rozwiaz réwnanie.

’H'?'..l x-1_ 1 G-x (E):-:—I_(ﬁ)x—l
}2=3 W% _(5) 8 & ~\5

I-x ) x—=3 2x
b) (l) — 49 &) 3-8 -2=7 h) (ﬂ) :(i)

7 8 11
E) 3x—:‘1 o= 35—.1' f) 2534-:+2 :U,25x+2.5 i) D,]2x+3 = lﬂnx—l
6.6. Rozwigz rownanie.
. l-x
ﬂ} 4x—1.]621+3=32 Ci) STx+2:8x—l = 1 g] (ﬁ) =32x433
x-12 3-x x+2 1 —dx

oo (T W ()

1 A1 2 i Ix—-1 ~x+2
= = —_— [},2 9 =1
5 e V2 )



6. Rownania | nieréwnosci wykladnicze

6.7. Rozwiaz réwnanie.

2 X
a) 25.5% X =51 ¢) (l) =i]
5 =
4I
3 2 x+3 1
b) 3::. —.1.=92.x -2 d} (ﬁ) (‘:_?)x:i
3 2 81
6.8. Rozwiaz rownanie.
) 4 -12-2+32=0 275 -3 4 ¥ 20
b) 25 +2-5%+3=0 e) 2:-49-13.7=7
&) 365 -2 8% = 12 ) 9°+8:-3*=9
6.9. Rozwiaz nierownosc.
3x 2x+4 x
) (3)>(3) ) (5) >7
5 5 7
) 3% 35 fj 3% 3751
C) Sx—'l Eé g) 4.!:—I }83—x
3 L= 2% -3
d) (3) <5 (l) ; h) (31) "7 50,312
2 Z 3
6.10. Rozwiaz nieroGwnosc.
3x x4+1 x42 4x+3 x4 1
a) 3% 4275 Lc 84 ¢) (4)—2 +16°*! > 36
1 \* ] x+1 I x=1 - 3
b) (-) +(—) > 56 d) (-) _Fe3 ¢
7 7 2 2%
6.11. Rozwigz nieréwnosc.
2 2 xz x+6
a) 52X+ 5 53 c) 75 <49’ e) (%) < (g)
. 2 2 x—1 - 2x
B) 117 3 11% +2 d) 4‘“%(%) ) (é—) > 8

6.12. Rozwiaz réownanie 2° —5=24-2"",

1 I 1
Stk - . _— X+= o X+= 3

6.13. Rozwigz nieréwnos¢ 5 2+5 2>9 23
o . VX2 +6x49 ¢+3

6.14. Rozwiaz réwnanie 2'° *0+9 4 43l = o

6.15. Wykaz, ze rownanie 4" — k- 2" - 3 = 0 ma dla kazdej warto$ci parametru k
dokladnie jedno rozwiazanie.
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/. Rownania i nierownosci
logarytmiczne

Umiejetnosci:
* rozwigzywanie rownan i nierownosci logarytmicznych

Zalozmy, ze x > 0, a > 0 i a # 1. Funkcja f(x) = log_x dla a > 1 jest

rosnaca, adla 0 < a < 1 jest malejaca. Z monotonicznosci funkcji logarytmicznej

dla a € (0; 1) U(1; co) wynika twierdzenie:

* Jezeli a € (0; 1) U(1; 00), p>0, g>0, to log, p=log_gq wtedy i tylko wtedy,
gdy p=gq.

* Jezelia € (0; 1), p>0, g >0, to log, p >log . q wtedyi tylko wtedy, gdy p < q.

* Jezelia € (1; o0), p> 0,9 >0, to log . p > log  q wtedyi tylko wtedy, gdy p > g.

Przykiad €) < zad. 7.5, 7.6

Rozwigzemy podane roéwnanie.
Rozwiazanie

a) log(2-x)=log(3x+5)
Wyznaczamy dziedzine D réwnania.

{Z—x‘}l] D—(—E'Z)
3x+5>0 3
2-x=3x+5 «— poréwnujemy liczby logarytmowane
X = —% €eD «—— sprawdzamy, czy otrzymana liczba nalezy do dziedziny D
3
Odp.: x = —
p.: X 1

b) log.(x+1) +log,(2x-3) =1
Wyznaczamy dziedzing D rownania.

{x+1>[} D=(§;m)
2x-3>0 2

log . [{x +1)(2x - 3)] = 1 «— korzystamy z wlasnosici logarytmow
log , (le ~ % - 3) = 1

2xt—-x-3=3 «— korzystamy z definicji logarytmu
2’ -x-6=0

xlzﬁgep, x,=2€D

Cdp:x =2



/. Hownania i nierownosci logarytmiczne

c) 2log,(x-1)+2=log,(11x +9)
Wyznaczamy dziedzine D réwnania.

-1
{x 10 Di={1; )
11x+9>0
log ,(x — l}2 +log, 4 = log,(11x +9) «—— korzystamy z wlasnosci logarytmow

log, [4- (x — 1)?] = log,(11x +9)

4 (xl o l) =1lx+9 «—— pordéwnujemy liczby logarytmowane
4x* - 19x-5=0

xlz—ieD, x=5€D

Odp.:x=5

Przykiad @) « zad.7.7,7.8
Rozwigzemy podana nieréwnosc.

Rozwiazanie
a) log,-(x+3)>-2
Wyznaczamy dziedzine D nieréwnosci.

x+3>0 D = (-3; o0)
log 0 S(X +3) > log G,S(G,S)'E +«—— zapisujemy prawa strong nierownosci w postaci
lﬂg n,5[x +3) > lﬂg 0.5 4 logarytmu

x+3<4 «~— podstawa logarytmu jest mniejsza od 1

x <1

Wyznaczamy czes¢ wspolna otrzymanego zbioru i dziedziny.

x <1
x € (—3; oc0)
Odp.: x € (-3; 1)
b) log. (x2 - x) > log (8 + x)
Wyznaczamy dziedzine D nieréwnosci.
{xz -x >0
8+x>0
[ x(x-1)>0
| x > -8
[ x € (—o0; 0) U (1; o0)
[ x € (-8; )

-

D=(-8;0)U(1; c0)
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X’ -x>8+x «—— podstawa logarytmu jest wigksza od 1

x*-2x-8>0

(x+2)(x—-4)>0

x € (—00; —=2) U (4; o0)
Wyznaczamy czes¢ wspolna otrzymanego zbioru i dziedziny D.

{I € (—o0; —2) U (4; 00)
x € (-8; 0) U (1; o)

Odp.: x € (—=8; =2) U (4; o0)

X=3
c) lug“ — >log s x
W}fznaczamy dziedzine D nieréwnosci.

[ x -5
> >0

1 x+2
| x>0

4'{x—5}(x+2}>[]
x>0

{xe{ co; —=2) U (5; oo)

D = (5; co0)

x—5
x+2

-x<0

—x*—% =5
X 42
x+2>0
x> —2
Wyznaczamy czes$¢ wspolng otrzymanego zbioru i dziedziny.
1x € (-2; o0)
x € (5; o)

Odp.: x € (5; o0)

Przyktad €) < zad. 7.10
log , x

+log,x =6.
log , x E

Rozwigzemy rownanie

— E > (0 wtedy i tylko wtedy, gdy a-b >0

{ X «— podstawa logarytmu jest mniejsza od 1

<0 «— wyrazenie w liczniku jest zawsze ujemne



/. Hownania i nierownosci logarytmiczne

Rozwiazanie
Przy wyznaczaniu dziedziny réwnania musimy uwzgledni¢ nastgpujace warunki:
{ x>0 «— aby logarvtm byt okreslony

log 3 X F2 «— aby wyrazenie w mianowniku nie bylo réwne 0
D = (0; o0) - {9}
Zastosujemu metode podstawiania:
log,x=t, t#2
Réwnanie przyjmuje postac }i_z +1=6.
Po przeksztalceniach otrzymujemy rownanie % — 7t + 12 = 0, ktérego rozwiaza-
niami sa:
t, =3 t,=4 «— oba rozwiazania naleza do dziedziny
log,x =3 lub log,x =4
x =27 lub x = 81

Odp.: x =27 lub x = 81

W zadaniach 7.1-7.4 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

7.1. Dane jest rownanie log , x + log,(x + 2) = 3.
A. Jednym z rozwiazan réwnania jest liczba —4.
B. Jednym z rozwiazan rownania jest liczba 2.

C. Roéwnanie ma co najmniej jedno rozwiazanie.

7.2, Nierownos¢ log-(x - 2) > log,-(2x) jest rownowazna nier6wnosci
A. x—-2 < 2x.

B. x > -2.

C. log,(x - 2) < log,(2x).

7.3. Zbidr (1; oo) jest dziedzing nierownosci
A.log(x+2)-log(x—-1) < 3.
B. log x —log(x* - 1) < 3.

C. log :J_ri <3

7.4. Réwnanie log, (xz + 2) =m+1
A. dla m = -1 nie ma rozwigzan.

B. dla m = 0 ma jedno rozwiazanie.
C. dla m =1 ma dwa rozwiazania.
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7.5. Rozwiaz rownanie.

a) log,(x+4)=3

b) log.(2x + 1) = log.(3x + 5)

c) log (x—5)—log,(4x+3)=0
d) log,,(4x-7) = log,,(3 - 2x)

7.6. Rozwiaz rownanie.
a) log,(2x-3)+log,x=1

b) log,(3x —2) =log,(2x - 3) + 1
7.7. Rozwiaz nierownosc.
a) log,(5x - 3) > log,(2x - 6)
b) logi(x +2) > log (6 - x)
4 4

7.8. Rozwiaz nierownosc.
a) lugl(xz -2)>2

e) log, (xz -3x+ 2) = log,(2x — 4)
f) log (sz - 4x) = log (.:wc2 +x+ 6)
g) log, (x2 - 12) =log (x—2) +1

h) log 3 |x* — 27| ~log ;5 Ix— 3| = 1

c) log.(x+1)+log.(x+2)=log.6
d) log,x +log,(3 —x) =2log,(x—-1)

c) log,(x—-12)>2
d) log [,,5(4 -x)=-3

d) log(x-1)+log(2x-1) > 1

b) log,(x — 1) ~log,(5-x) >3 e) log,,(3x-2)+120

x=-2
¢) logy — > -1
) gé o

7.9. Rozwiaz nierownosc.
a) |log, x| >2

b) <2

log1(2x-3) -1
2

7.10. Rozwiaz réwnanie.

a) 2(log3x)1—log3x—l =0

b) — b ——— =
log, (0,25x)  log,(8x)
7.11. Rozwigz nieréwnosc log 2=,
2x+1

7.12. Wyznacz dziedzing funkgcji f(x)

* 7.13. Rozwiagz rownanie.
a) log,x+log,x-loggx=5

f) log3(3x2*2x~—1)+logl(2xzkx+5)<:U

3

c) logi|x—3][>-2
3

d) log, (x| -2) <1

2 1
C — =
logx 1-logx

3
d) (loglx) -7logix+6=0

2

< ().

\log (9 - x2)

2% —1

b) log,x+4log, 3 =2log =7



7. Powtorzenie

Zadania zamkniete
W kazdym z zadan 1-21 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zZeszycie.

1. Jedna z liczb rozni si¢ od trzech pozostalych. Ktora to liczba?
2

3= =
A. B B. 3%8: ¥ C. Zlog,3 D. 33
2. Wskaz liczbe rowna \3’ V64,
I 1

A. 6432 B. 4 C. 2 D. V8
3. Ktora nieréwnosc jest falszywa?

2 2 + 2 1
A. 33 >(%) 3 B.2V2>2° C. log.3 > log. 1 D.(%)ﬂ <G) ;

o

Na ktérym rysunku naszkicowany jest wykres funkcji f(x) = 2* ' - 32
T C T [T

>

<y |

]

xy |

5. Ktora z liczb jest rowna 27
A. ?lﬂg;l B- ?lug? 44 C. ?i“gz? D- 2]”5? 449
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6. Dane sg trzy rownosci.

1. 8823 = 27 IL (log, 1)’ =0 I1L. \flog , 81 = 2

Ktore z nich zachodza?

A. zadna B. tylko Ii Il C. tylko IT i III D. wszystkie
7. Ktora z rownosci nie zachodzi?
A. log 3 +log 2 + log 7 = log 42 C. IDgIS_iGgB:logS
log 10

log 15 B
B. log 3 =log 5 D.log 14 -log 7 +log 5 =1
8. Funkcja f(x) = 2" -2 przyjmuje tylko wartoéci dodatnie dla wszystkich
A x> =1, B: xi< 2 C.x>1. D. x> 0.
9. Ktore zdanie jest falszywe?
A. log 10 > log 0,1 C. log 100 + log 10 =3
B. log 0,1 < log 1 D.log 2:-log 5=1

A v ; : Biiks 0 ; :
10. Dla jakich wartosci rm réwnanie (E) -3 = m ma dokladnie jedno rozwiazanie?

A.dla m=-3 C.dla m< -3
B. dla m > -3 D. Nie ma takich wartosci m.

11. Dane s liczby a = —%, b =log 164, c = log 25. lloczyn abc jest rowny
1 5

A. 9. B. —64. e D
3 3
12. Wiadomo, ze ¢ = log. 3. Wynika stad, ze
A.e=5" B. =3 €.¥=5 D. 5 =3
13. Dane sg cztery zaleznosci.
[. log,x+log,y=1log,(xy) II. log ,x —log , y = log , %
I
IL. log ,x-log , ¥y =log (x+ y) IV. % = log ,(x — y)
Ktore z tych zaleznosci sa prawdziwe dla wszystkich a >0, a# 1, x >0, y > 0?
A. tylko Li Il B. tylko IiIII C. tylko ITi IV D. tylko II1 i IV

14. Liczby a, b, ¢ sa wieksze od 1 i liczba a podniesiona do potegi b jest réwna c.
Zatem
A.a=log,c. B.b=log,c. C.c=logb. D. b = log _a.



7. Powtdrzenie

Fhervarns
15. Ile wynosi 2 167

A. —4 B. - C. V2 D. 16
16. Liczba log, 12 nie jest rowna liczbie
A. 1+log, 6. B. 2 +log, 3. C.3+log2§. D.-‘-l—lngl%.

17. Ktora z wymienionych liczb jest najmniejsza?
!

A. (2v3) B. (V2) 3 c. [(\E)z]% D. V225

18. Liczbe \2V2 mozna zapisaé jako
3 3 1 1
A. 2%, B, 22, C. 22, D2

19. Do wykresu funkcji f(x) = a* nalezy punkt o wspolrzednych (x, y). Zatem do
wykresu funkcji g(x) = (-‘I;)A

. nalezy punkt o wspolrzednych (x, —y).

nalezy punkt o wspotrzednych (-x, ).

nalezy punkt o wspétrzednych (—x, —y).
. nie nalezy zaden z punktow wymienionych w A, B lub C.

20. Dane sa funkcje f(x) = (E) i g(x) = (E) .

4
A. Funkcja f jest rosnaca i funkcja g jest rosnaca.
B. Funkcja f jest rosnaca, a funkcja g jest malejaca.
C. Funkcja f jest malejaca, a funkcja g jest rosnaca.
D. Funkgcja f jest malejaca i funkcja g jest malejaca.

21. Funkgja f(x) =3"

A. przyjmuje wartos¢ 100 w przedziale (3; 4).

B. przyjmuje wartos¢ 100 w przedziale (4; 5).

C. przyjmuje wartos¢ 100 w przedziale (5; 6).

D. nie przyjmuje wartosci 100 dla zadnego argumentu.

el

W zadaniach 22-39 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

3
22, Liczba 9 1 jest rowna liczbie p, gdy

I =\ =3
A. p=(~3)3. B.p:ﬁ. C.p:((v@)ﬁ) :
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23. Wykresy funkcji y = f(x) i y = g(x) sa symetryczne wzgledem jednej z osi

ukladu wspotrzednych. Funkcje te moga by¢ opisane wzorami

A f(x)=3"-2i g[x}=(%)x-2.

B. f(x)=log,x-2i g(x) =log1x—2.

2

C. f(x)=log,x+1i g(x)=logix—1.

24. Wykres funkgji f(x) =3" -1
nie przecina wykresu funkcji

A. glx)=3""-1.

B. h(x)=3""".

C.ilx)=3"-1.

25. Wykres funkcji m(t) przedsta-
wia ilos¢ (w kg) pewnego izotopu
pierwiastka promieniotwdrczego, kto-
ra nie ulegla rozpadowi po okreslo-
nym czasie. Okres rozpadu polowicz-
nego tego izotopu wynosi T.

A. T =300 lat.

B. Z masy poczatkowej 200 kg tego
pierwiastka po 200 latach pozosta-
nie 50 kg.

C. T = 100 lat.

26. Funkcja

A. f(x) =-3"" jest malejaca.
B. f(x) =log,(-x) jest malejaca.
C. f(x) =

0,9"‘ jest malejaca,

200
190
180
170
160
150
140
130
120
110
100

90

80

-
[

&l
a0
40
30
20
10

" RZ2EEREEE3ERE

- - s £ -1 - . - ¢ -
27. Zbibr rozwigzan nieréwnosci 9 < 3 jest zawarty w zbiorze rozwiazan nie-

roOWnosci
X
A. (i) > i.
4 16
28. Liczba
A. p=3"%92 jest wymierna.
B. p= 9'°832 jest wymierna.

l—lt:u' 2

C. p=32 jest wymierna.
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29. Liczba log é jest réwna liczbie
A

A. 1 +log B. —log . 6. C. logl%—l.
3

1
- 3

=

30. Niech log,;3 = a. Wtedy

il a
A.logi?:*l_a B. 10335‘““* C.log.15=1-a.

31. Rownosc log(x —1) +log(x + 1) = log (xz - 1) zachodzi
A. dla kazdej liczby rzeczywistej x.

B. dla kazdego x € (—oo0; —1) U (1; o0).

C. dla kazdego x € (1; o).

x42
32. Dana jest funkcja f(x) = (%) - L

A. Zbiorem wartosci tej funkcji jest (1; oo).
B. Miejscem zerowym funkcji jest —2.
C. f(2020) > f(2021)

33. Dana jest funkcja f(x) = log 2(-x).
3

A. Funkgcja f nie ma miejsc zerowych.
B. Dziedzing funkgji f jest (—co; 0).
C. Funkgja f jest rosnaca.

34. Funkcja
A. f(x) =logs(x+7) jest malejaca.
3

B. flx)= lng;ﬁ{-x) jest malejaca.
C. f(x) = —log x jest malejaca.

35. Wykresy funkcji y = f(x) i y = g(x) sa symetryczne wzgledem osi x. Funkcje
te moga by¢ opisane wzorami
A. f(x)=log,x i g(x)=log. x.

3

B. f(x)=log.x i g(x) =-log.x.
C. f(x) =log x i g(x) = log.(-x).

36. Funkcja

A. f(x) =log (xz) nie ma miejsc zerowych.

B. f(x) =log (xz - 3) nie ma miejsc zerowych.
C. f(x) = log (xz + 3) nie ma miejsc zerowych.
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37. Dana jest funkcja f(x) = log (.ac:2 +2x + 2).
2

A. Dziedzing funkcji f jest przedzial (0; oo).
B. Funkcja f nie ma miejsc zerowych.
C. Funkgcja f nie przyjmuje wartosci dodatnich.

38. Zbior rozwiazan nieréwnosci 2* < 3! jest zawarty w zbiorze rozwigzan
nierownosci

-1 - | |
A3 < s, B. 3> -1, G, (15) < V27,

39. Zbior rozwigzan nieréwnosci log 1(3 —x) < log 1 (x —1) jest zawarty w zbiorze
2

. B, £.3 4
FrOZWi1gdZarn nierownaoscl

A. log,x <0. B. log,, x<0. C. log,x < 1.

Zadania otwarte krotkiej odpowiedzi

Bt | =

1 1\ -} 1
0 40. Wykaz, ze (33+23) =32 22,

41. Oblicz.

a) log 10 + log 100 — log 1000 c) 51032%—21%2 V2 +3log, 4
b) 3log-2 +log-56 -2log-8 d) 2log,,2 +log ,3

42. Oblicz.

a) lng%%+3log%2—10g%8 c) log 10+%log 100+%10g 1000
b) 5[0g42—210g44+log4% d) ilogsﬁi- %log32—0,25]0g324

43. Wiadomo, ze log, x = % Oblicz log . V3.

44. Przyjmij, ze log,7 = 1,77 ioblicz log,42 —log , 2.

45. Oblicz.

a) log,log. 25 c) log.;log,64

b) log 1 log , 81 d) log 1 log.5 V4

46. Oblicz.

a) 3|05518 ¢) 8!—1:1534 e) 811—]:}53 NZ7

5 —log, 36

b) zslﬂgﬁ? d) 22-]0549 ﬂ 216 q



7. Powtdrzenie

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

47. Przedstaw podane wyrazenie w postaci potegi.

2 ~ 0
(2 10,257 - %E) [(]?) 0,81
48. Wykonaj dzialania.
(?5—93)(v’?+3) - B : = 4
a) T 1\ c) |9 4+(—r) [3"“‘5—(3\@) 3J
(122—32) I

JEAEe) ( - :

3

b | s
w2

LF R RS

B | s

2-32
V2-1/3
49. Oblicz.
! 2
(SIUg ;+2iog 49) log.log, 32 + log, log . 25
a} - ng 70 - -
log 7 log - \/log , 32

log log-log, 128 log, 18

b) %lc-g‘1 log, 16 + (lug2 4 -log, IZ},‘.-'»)2

log , log . log 18 L
B 1087108 log, =
50. Skorzystaj z definicji logarytmu i rozwiaz réwnanie.
a) log ,(3x+1) =2 c) log log2[10g5(11x+4}—l]:0
b) log,log ,(65 - x) = % d) log,;log . [Ing‘,. (.'.';:2 —4x + 6) + 22] ==1
51. Niech a = log. 4. Przedstaw wartos¢ podanego wyrazenia za pomoca a.
| log. 281 b lﬂg;?ﬂog%? | log;49+|0g%49 log, 7 log; 16
a - C
87 82 logs7-log.7 log47—log:7 log 1, V7
7 7 7 7

52. Ktory ze znakow: <, > czy = nalezy wstawic¢ zamiast 2|, aby otrzymac zaleznos¢

prawdziwa?
3 1
= Jog,5+log, 7 log s = +log¢9 5 2log, 3+ log- 16
a) 29823 [7] 478278} c) 6 csz” os [g] (\5) g e

==} |
5— 3 lugz 12

b) /0,007 2] (% dy 10714185 7 2

)lﬂgj-'l—lng;rﬂ

415 IS
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53. Narysuj wykres funkcji f(x) = 3" + 1. Podaj zbiér wartosci tej funkgji.

54. Narysuj wykres funkcji f(x) = (
ZEerowe.

x=—1
) — 4 iodczytaj z wykresu jej miejsca
55. Wykres funkcji f(x) = a* * -2 przechodzi przez punkt A = (2, 2). Oblicza
i naszkicuj wykres tej funkgji.

56. Rozwiaz graficznie rownanie.
a) 2 3=2x-6 c) 2t =

2=
b) (3) =32-1 dy =1
2 X
57. Rozwiaz graficznie nierownosc.
2) 2° < —=x 1102535 Le s 2516
2 8
58. Rozwiaz rownanie.
x—T7 2\x-=7 ] 2%
a) 9-3 = 81 c) 0,4-(—) =(2—)
5 2
1 \x+3 ] 1 3 x=2 A3
b (3) = s B (3-6)  =29m
59. Dana jest funkcja f(x) = 3™, x € R. Rozwiaz nieréwnoéé.
=
1) f(x—l);f(éx—z,) 9 2f(x+5)>(%f{x+3})
b) 3f{x+5)s§éf[3—x) d) %f(x)c:f(\ﬁlx;]?)

60. Liczby a, b, ¢ spelniaja warunek
a) log.a=2log,b=2+log,c=4. Oblicz s(y‘ﬁub)«c.
b) log ,x =log, x -2 =log,x—4=2. Oblicz log ;. x.

©

61. Wykaz, ze jezeli log,4a =15 i lugzg =12, to @b =16.

@

62. Wykaz, ze jezeli a = log 5, to 3 — 2a = log 40.

63. Narysuj wykres funkcji.
a) f(x) =log,(x+2)-1 b) f(x)=2-log;(x-1)
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64. Fundusz inwestycyjny ,Ryzyko” obiecuje podwojenie zainwestowanego kapita-
tu w ciagu trzech lat. Zal6zmy, ze taka obietnica bylaby spelniona i ze kapitat przyra-
stalby przez caly czas w tym samym tempie,

a) O ile procent zwigkszy sie kapital po roku?
b) Po ilu miesigcach kapital zwigkszy si¢ o 10%?
Przyjmij, ze log, 11 = 3,46 i log, 10 = 3,222.

65. Narysuj wykres funkcji.

a) f(x) = [log(~x) b) f(x) = 42"

66. Wyznacz dziedzing funkcji.

a) f(x)=—logi(5x—15) ¢) f(x)=log (2*-1)
3

b) f(x) = log, (~+" - 7x - 10) d) f(x) =log (4 -x)

67. Dane sa liczby:

_ _ 1 _ A0 _A3-1 _(E)% _( v’i-l)ﬁ”
a=log_ 3, b—logrlra, c=2", d—ﬁﬂ, e=\|z 5 f={2 :

a) Ktora z podanych liczb jest rozwigzaniem rownania (Iu:::g3 .ﬁc)2 +1,9log ,x = 0,22

b) Ktore z podanych liczb sa rowne 1, ktore mniejsze od 1, a ktore wigksze od 17
68. Rozwiaz rownanie.

a) log,(3x+5)-log,(1-x)=1 b) log (x‘?‘ - 16) -2=2log 3 -log (x}‘ + 16)

69. Dane s3 funkge f(x) = 2™ "1 | g(x) = 4° *'. Dla jakich x wartosci
funkcji f sa nie wieksze od wartosci funkcji g?

70. Rozwiaz rownanie 0,125’“-(@)3'2’; = fox=1
71. Rozwiaz nieréwnosc.

1 3=\* 55 2 125%
a}(z? \/E) <273 b) 5 g

* 72. Rozwiaz nieréwnoé¢ 8% +5.2%>2+ 4",
* 73. Rozwigz rownanie log 2 + log (4"_2 + 9) =1+ log (2x_2 + l).

2
fs — : m —3m+4
+ 74. Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie x° - 2x — log s———==0

m— 1
ma dwa rozne dodatnie pierwiastki rzeczywiste?



Odpowiedzi

1. Zastosowania funkcji kwadratowej

14, f(-1) = %, f(0) =0, f(%) = —g 1.2. D= (-6; 7), ZW = (-2; 4); warto&¢ najwigksza: 4 dla

x = 7, brak wartosci najmniejszej; miejsca zerowe: 4,2, 6; f(x) > 0 dla x € (-4; 2) U (6; 7),

filx) <0 dla x € (-6; =4) U (2; 6); funkcja rosngca w kazdym z przedzialow (-6; =2) i (4; 7),
malejaca w przedziale (-2; 4); f(x) = m ma: 0 rozwigzan dla m € (—o0; =2) U (4; o<}, 1 rozwiagzanie
dla me (-2; —1) U (2; 4), 2 rozwigzania dla m € {-1, 2}, 3 rozwigzaniadla m € (-1; 2)

1.3. D=(2;12), ZW = {-4;4) 1.4, wartos¢ najwigksza: 7 dla x = -2, warto$¢ najmniejsza: —8
dla x =-11 1.5. Wskazdéwka: Punkty wykresu nalezy: a) przeksztalci¢ symetrycznie wzgledem
osix, b) przesunac o wektor [0, —1], ¢} przesunac o wektor [-4, 0], a nast¢pnie przeksztalcic
symetrycznie wzgledem osi x te punkty wykresu, ktore leza ponizej osi x, d) przesunac o wektor
(3, 2], e) przeksztalci¢ symetrycznie wzgledem osi y, a nastepnie przesunaé o wektor [0, 3],

f) przesunac o wektor [0, =2], a nastgpnie przeksztalci¢ symetrycznie wzgledem osi x te punkty
wykresu, ktore lezg ponizejosix.  1.6.a) (b-4)(b-2) b)(p-s5s-2)(p+s-2)
cJ(w—-2z+3)w+2z-3) 1L7.a)D={(2;00) b)D=(-00;1) c)D={-2;3)

1.8. a) ZW = (—o0; —11}, rosngca w przedziale (—oe; —1), malejaca w przedziale (—1; co)

h) ZW = <%. oo), malejaca w przedziale (-oo; %), rosnaca w przedziale <-é-, m)

c) ZW = (—o0; 0), rosnaca w przedziale (—m: —\.@), malejaca w przedziale (—\r"ﬁ; Do)

_1 2,,_12 3 13 .11 o
10, f(= 1 +3+1= 22425+ 2 0. g w= (-3 1) Hw=(-13)

c)W:(-],]EJ 1.11-f{x}=-%x1+2x+l 113. a)m=-11 b)m=32 c]ng

114. b=2, c=-5
1.15. me (-1; 1) 1.16. ZW = (-o0; 4), rosngca w kazdym z przedzialéw (—occ; 0}
i{4; 8), malejgca w kazdym z przedzialow (0; 4) i (8; =0)

21. FFEP 22.FP,P 23.P,P,P 24.FP,F 25.2lm 2.6. a) warto§é
najmniejsza: =7 dla x = 4, warto$¢ najwicksza: 1 dla x =2 b) warto$¢ najmniejsza: -3 dla x = -1,
warlo$¢ najwicksza: 9dla x = 1 ¢) warto$¢ najmniejsza: 1 dla x = —6, wartos¢ najwicgksza: 7 dla

x =-8 d) warto$¢ najmniejsza: =14 dla x = =1, warto$¢ najwigksza: =5dla x =2  ¢) wartoéc
najmniejsza: —1 dla x = 3, warto$¢ najwigksza: 3dla x =1 lub x =5 f) brak wartosci najmniejszej,
wartos¢ najwicksza: 3dla x = -1 2.7, a) brak wartosci najwigkszej i wartosci najmniejszej

b) wartos¢ najwigksza: 14 dla x = -3, brak wartosci najmniejszej ¢) warto$é najmniejsza: =19 dla

x = =2, brak wartoéci najwigkszej  d) brak wartosci najwigkszej i wartosci najmniejszej

2.8. a) warto$¢ najmniejsza: 0 dla x = -3, wartos$¢ najwigksza: 10 dla x = -13 lub x =5
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b) brak wartosci najmniejszej, warto$é najwicksza: 10 dla x =5 ¢) warto$¢ najmniejsza: 1 dla
x = =2, warlos¢ najwigksza: 10dla x =5 d) wartos¢ najmniejsza: 1 dla x = 8, wartos¢ najwigksza: 6
dla x=7 29.a=2,b=-16,¢c=25 210.b=4,¢c=7 2M1.a=-2, b=-8,c=-9

212, 100 =50+50 213.30=15+15 2.14.a) 121 b) 625 «¢) :-:~m‘1‘ 2.15. -25

2.15.ﬁ=;—8+§+l—: 217.24=7+6+5+6 2.1B.a=%a+§a 2.20. x = 3

2.21. 271lub 28 0s6b  2.22. Zysk bedzie najwickszy, gdy wszyscy zamdwia zdjecia; wyniesie 155 zi
10 gr.  2.23. 35autokarow  2.24. 122k 72 0s6b 2,25, boisko o wymiarach 10 mx 15 m

podzielone w polowie dluzszego boku  2.26. %

2.27. ;
o % dla he(0;V2) e test mauwickege dl
1) = ; pole jest najwigksze dla
SR +2v3h dla he(VE2v3)' P e
= V2. Wskazéwka: Zauwaz, ze wierzcholki K i L tr6jkata moga
lezec na bokach AB i AD albo BC i CD kwadratu.

3VB-4 | ok trbkata: 2 ": v3

2.28. bok kwadratu:

1. P,F, P 2. wartod najmniejsza: =22 dla x = 6, wartos¢ najwicksza: 2dla x=0 3. =36
4. a=13 8. 8lub 9 domobw, w przypadku 9 domow po 160 zl od abonenta

3.1. P,E,P 3.2.FFP 33.PFP 34.FPP 3.5.a)18lub-18 b)9 c)-— d) é

36
lub0 3.6.a)x=4 b].}f::2 1::]':4::-1"2—HE d]lx:[lluhx:% 3.?.3}x=—ﬂlubx=%

x=-v2lub x = % 3.8. a) jedno  b) zero

5

by x=-3vV2 lub x=0 ¢)x=-3lub x=

¢) dwa d) zerolub jedno lub dwa  3.9. a}zju.ien b) zero «¢) dwaﬂd}jeden 3.10. a) x =-7
lubx==-1 b)x=31lubx=7 c]x=-% d}x=f§- lub x =1 e]x:_];ﬁluh
=_|;\E fDx=2-v51lub x=2++5 3.11. a) brak rozwigzai b) brak rozwiazan
c}x-—lubx—% d) x = -2 lub x-% t!:lx=3_;ﬁ ]ul'-.vr:=3+22v{E f} brak rozwiazan
3.12. a'jx—.— ub x =1 h]lx:llubx:lg c}x:l%lubx:E d) x =-1 luhx:E%
3.13. a) f(x) = - ( 1+v’_)(x—3_;&‘1) b}f{x}:l{x+l}(x+%)

2
O f(x) = ~6(x- i‘) (x+ ) d) f(x) = Iz(x— %) 3.14. a) f(x) = x* +7x — 18

" 2(3-242 _ 243 ,
b) f(x) = -2x2+6 ) f(x) = (3-2VZ)x* + (3=23) .3 2’;“’2 d) f(x)=x*-2x—6
3.15. a) miejsca zerowe: 0, 8; W = (4, —-4), P = (0, .ﬂ} b) brak n‘iiejsc zerowych; W = (2, 3),
P =(0,5) c)migjscazerowe: =3, LW =(-1,8), P=(0,6) d) miejsca zerowe: —%. 2,

W= (-% 4), P=(n,3%) 3.16.b=7,c=5 2

1
2

419 N
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347. ) x=-V7 lubx=-1lubx=1lubx=v7 b)x=-v2lubx=-11lub x=1 lub
x=v2 ¢Jx=-1llubx=2lubx=3lubx=6 d x=-1 1ubx=% e)x=—-4 lub x=-2

lubx=0 Hx=-3lubx=2 318.alx=-1lubx=1 blx=-2lubx=1 ¢ x=1
d)x=-7lubx=2lubx=3 e)x=-2lubx=3 HDx=-4lubx=2 319.a) xe{-3 3}

b) x € {4, -V10, -2, 2, V10, 4} ) xe |?'2ﬂ, 1, 6, “;ﬁ}

dnxe{—2(1+ﬁ),—4,~2,u,—z(1—v§)} 3.20.a) D=R-{-3,1} b)D=R
8.21.a) D=R-{5-V31,-5+V3l} b)D=R-{-5, 6}
"ﬁ

1.PEF 2 x=2 lubx=3 s.f(x:u:z(xa;)lz—;,f{x}=z{x+1}{xn4}

8 D=R-{-55 B b=-1e=-2

le
41. F,FF 42 FFF 43.P,FP 44.P,P,P 45.a)x=1lubx=6 b)x=2Iub

x=10 ¢)x=-301ub x=-10 d)x=-3lubx=7 4.6. a) np. X —5x-24=0

b) np,lt!—xz—l?x+ 0=0 ¢ np.x1+2ﬁx—9=ﬂ d) np. 2% —2V7x+3=0

4.7. a) pierwiastki o roznych znakach b) dwa pierwiastki dodatnie ¢) pierwiastki o réznych
znakach d) dwa pierwiastki ujemne 4.8.a)a>0,b<0 b)la>0,b>0 c)a<0, b>0
d)a<0,b<0 4.9.a)np.b=-3, c=-4 b) Niema takichliczb. c)np.b=3 c=1

410. x;, =1, x,=7,b=-32lub x, =-1, x,=-7, 6 =32 4.11. a) nie b) np,xz +8x-33=0

412, f(x)=2x"+5x-3 413, f(x)=-x"+3x-2 414, f(x) = %x"‘ +3x + 4

2
4.15. f(x)=2x" —4x 416, f(x) =3 +3x-6 47, f(x)=x'-x-20 4.18.2) > ;f“‘,
g 5 % - 2
90 Ty, gy TR gy 2V3ab +68" 449 ayt=22 b) =4l
ac i a- 49
c)t= 54% d) Nie istniejg pierwiastki.  4.20. —g

1 3—45 3+45

1. F,P,P 2.b=5,c=5; 3. e R
b}lxl—(bz—Zc)x+c1=ﬂ

51.EP,P 52 P,F,P B3.EFF 54.P,P,P 55, a) f(x)>0dla
x € (—o0; =4) U (0; 0e), f(x) <0 dla x € (=4; 0) b) nierdéwnos¢ f(x) > 0 nie ma rozwigzan,
flx) <0 dla xeR-1{5} ¢) fix)>0 dla x€(-2;6), f(x) <0 dla x € (—o0; =2) U(6; o0)

d) f(x) >0 dia x € (~00; =) U (3 ), f(x) <O dla x € (~153) 56, a) x € (~o0s =5)U (3 o)

b)xe (-7 V2) ) x€(23) d)xe(-00;-5)U <2i5; m) e) x € (—oo; 0) U (4; o0)

4, 55" +25x-70 5.a) x> +5bx+25c=0

3
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f)xe(2;4) b.7.a)xe(0;2) b)xe(-2;2) c)brakrozwigzan d}xe<%:2> ¢)xeR
lx=1 g}xe<—3;%> h}xe{—m;—l}u(%;m) 58.a) xe(-oo; -2)U(3;00) b)x=7

. e i 213 17.9
c) x €(1;2) d) brak rozwigzan e¢) x € (~1; 4) ﬂxs( 3 1?) g) x € < = 4>
h) x € (—m: ﬁ)u (g o-c-) 59. x€{0,1,2,3} 5.10. ) L x € (—o0; —1) U (2; 00)
IL.xe(-1;2) Ill.xe{-1,2} b)Il brakrozwiazan II.xeR-{0}] IL.x=0
) Lxe(-00:3)U(7;00) ILxe(%7) IHMLxe{37 dLxe(=21)
II.x€(-00;-2)U(l;00) INLxe{-2,1} 56141.x€(0;3) 5.12. AUB = (-00; =5) U {0; 00),

ANB= (1; z%) e B —5}u(2%; m), B-A=(0;1) 5.43. me (=5 1)

514.2) x€(0;2) b)xe (%. 2) U(S%; 6) c) XE (—9; —g) d) xe <-%; %> U <i, 1>
5.15. a) D = (-m; -%) U (% :x:-) b) D = (=003 1) U <--_§-; m) D =i=8:1)

d) D=(-0o0; -1)U{2; 0) 8.16. a) D=(-00; -3)U(3;7) b)D=(-6;-3)U(3; o)
5.17. a) x € (—oo; —4)U(-1; 1)U (4; co) D) brak rozwigzan ¢) x € (—o0; 1) U(3; oc)
d) x € (mo0; —2)U(=2;-1) e)xe(-00;2)U(3 00) f)xe€(l;2)

5 —x dlaxe {—oo: U}u<%; m)

5.18. Wskazowka: f(x) = |
¥+x dlaxe (ﬂ; E)

5.19. m € (0; 1). Wskazéwka: Naszkicuj wykres funkcji f.

=920 {xl—gan
©-420 X -4<0

5.20. m = 13. Wskazdwka: Rozpatrz cztery przypadki: 1. |

x3—4?:{]’ xg—df.:['.l

5.23. me (—o0; 1)U (2 00) 5.24. me (-:”.~ 3)

2’ 3
| 8.42

1. RLEP 2. x€eR 3.xE(—m;—ﬁ)U(l%;m) 4.xe(

-

2 2
3,{x -9<0 4,{-* -9<0 521, ZW=(-3 ) 522.m=41lubm=5

z—\fﬁ_zﬂfﬂi)
3 3

3

1 rozwiagzanie dla m € (—oc:-: —%) U (0; o),
o,
: {}).

S T T 1A

----- 2 rozwigzania dla m € 1—

Bud | = b |

- 3 rozwigzania dla m e (—
v+ fix)

+

/M
| 5.46
61.D 62.C B63.B 64.D 6.5.a)x=1lubx=3 blx=-1lubx=1 cx=1
lub x=2 d)x=01lub x=-6 6.6. a) brak rozwiazan b)x=-1, y=-3 ¢)x=0, y=-6
lub x=6, y=0 djx=Ly=2lbx=3 y=2 6J.a)x==-2, y=2libx=1 y=-4
blx==1, y==FTlub x=5, y=—F dx=2 v=1hb x=§ y=9 dzx=1,y=0lub
x=3, y=0 ex=1,p=-2 ffx=2,y=0hbx=4 y==3
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68.a)x=-3, y=2 lub b) x=-2, y=5 lub ¢)x=-6, y=5lub x=-1,
x=-2, y=4 x=0, y=1 lub y=0lubx=1, y=0 lub
R i}, ] x=2>y=5 JC=6,_}'=5

d) x=-3, y=5lub |

x==1, y=3lub | [ | ||
x=2,y=0
2
6.9 y=Xx b y=—x —4x-5
5 N
d) np I 1 6.11. a) np Y 3x+%x+2
y=-2x-2 y=-2x+5

2 1
y=x"+10x+ 22 {y=x-_13 i ¢
b) np+{y=2x+ﬁ ub ¥ =% 6.12.0) (-2.5). (0,0), 4.2) b)3

6.13. p=3,gq=-11lub p=-1,9g=3 6.14. 2,4,6 lub -6, —4, 2. Wskazdwka: Oznacz szukane
liczby: 2(a-1), 2a, 2(a+1). 6.15.17,18,19 6.16. 12i4 6.17. 8cm,5cm,5cm

6.18. 52cmi3dcm 6.19. 40cmid42cm 6.20. 84cm  6.21. 619 lub -101-7
6.22. ok.56 m 6.23.15 6.24. 12116 6.25. -22,-18,-14 lub 14, 18, 22
6.26. ojciec: 47, syn: 19

1. EEP 2 x=2 y=0lub x=10, y==8 3. np.
4, 52 5. 23,25,27 lub -27,-25,-23 2

?74.EP,F 72.P,P,F 718.P,P,F 74.P,BE,P 7.5.a)dlam= g: %= %

_ = o I s
dla m> g: x= o33 Ellm L lub x = s ook ;lZm 15, dla m < i: brak rozwigzan
b)dlameR: x=—-m-3lubx=-m+3 dlam=1: x=-3, dlam= E: x=-5,



Odpowiedzi

T~y yn N —r . ’
4 m-1 m—1 4
djdlam=-8:x=3, dlam=0: x=0,dlam<0im#-8 Jc=—I::Jrﬂ_liéz;_h?'l lub
m
— :ig » dla m > 0: brak rozwigzan e) dla m # 0: x = _sz’ dla m = 0: brak rozwigzan
3 3-=8m -3 VB =3
ﬂ&]am:—'—:x=—4,dlam<—é;x=$lubx=3’r 8m 31
g 8 m 2m

dla m > -3;—: brak rozwiazan  7.6. 0 rozwiazan dla m € (0; 1}, 1 rozwigzanie dla m € {-1, 0},

2 rozwigzaniadla m € (—o00; —1)U(-1; D) U(1; 00) 7.7. me€ (—o0; -2) U (-—2; %)U{l; o0 )

78. a)dlam=-3 x=-3, dlam=2: x=2 b)dlam=-1: x=0, da m:i—\fﬁ:::r:=3g_2v'§

3+~J'_

»

dla m=2+15: x

7.9. ) me <—1%; 1> bime (—m; §> U (2; o0)
7.10. ¢) Wskazdéwka: Skorzystaj ze wzoru skroconego mnozenia.  7.11. m € (%, m)

7.42. m=1 T.13.m€(l;li)U{2:m} 7.14. ) Nie ma takiego m. b) m € (1; 2)

TA5. me(-o00;-3) 7.16. me (6;00) T.A7. me (—oo; 1) LJ( 2 - 2%,-'”) (2 2Vr-; oo), nie

7148. me(-3;2) 7.19.m=35 7.m.mé(vm;wv’ﬁ)u(w’3;5%) ?.21.::%

722.m=-1 7.28.me(-3:4) 724.mel-223} 7.26.me(-Va-1)
7.26. me (-2- V13 -5)u(1; -2+ V13)  7.27. Nie ma takiegom. ~ 7.28. m € (1; 2)

1. F,EF 2.m€(—m:3i) 3.5:5{—],—%,]} 4me(5% m) 5. m=7

81. FLEFF B82.FEFP 83.P,FP B84.FPF 8bL. dlam<o:
x € (—oo; 2m)U(-2m; o0), dla m=0; x e R—{0}, dla m > 0: x € (—oo0; —=2m) U (2m; oo)
86.dlak>0:xe{-1;1),dlak=0: xeR, dla k<0: x€(-00; -1)U(l; o)

8.7. a}mE(—m;—%) b}mE(—m;—%) ¢) m € (1 oo) d}mg(_g; l)

e) m € (—oo; =7) U(~1; oo) I‘}me(—m;—}fz) 8.8. m e (—oo; —1}U<E o-u)

8.9. mE(-—B-—ZV"E; -ﬂ+2'\-"'1_5) 8.10. m e <i DG) 8.11. mE(—m;-—-})U{l; oo )

812. me {0;0) B813. ke (-o0;-1) 8.14. me {-52) B8.15. ke (-oo; —S}U(-E; n-c-)
8.17. Wskazdéwka: Rozwiaz nierdwnoéé zmiennej a z parametrem b,

8.19. dla m ¢ (—oo; -%): %€R, dla m= —%: x € R-{-2},
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d]amﬁ(_:l;;u):xE(_m;m+l+v3m+l)u(m+l-v3m+l:m)‘ dlam:ﬂ:xe(—-ri; ),

L) i

dla m € (0; W}'xe(m*l"”3m*1,m+i+m)

m by

1.PEP 2. me(-2V32V3) B.ke(-6-2) 4. me(-o00;-3)U(2 )

9.1. a) D=R, ZW = {-2; o0); miejsca zerowe: 0,2; f(x) >0 dla x € (-00; 0) U(2; 00), f(x) <0

dla x € (0; 2); funkcja malejgca w przedziale (~oo; 1), rosngca w przedziale (1; oo); wartosé

najmniejsza: =2 dla x = 1, brak wartosci najwigkszej; f(x) = m ma: 0 rozwigzan dla m < =2,

1 rozwiazanie dla m = =2, 2 rozwigzaniadla m > -2 b) D=R, ZW = (-oc0; —=1}; brak miejsc

zerowych; f(x) <0 dla x € R; funkcja rosngca w przedziale (—oc; 2), malejaca w przedziale (2; oo);

warlo$¢ najwigksza: =1 dla x = 2, brak wartodci najmniejszej; f(x) = m ma: 0 rozwigzan dla m > -1,

1 rozwigzanie dla m = =1, 2 rozwigzaniadla m < -1 ¢) D =R, ZW = (-8; oo); miejsca

zerowe: —=6,2; f(x) >0 dla x € (—o0; =6) U (2; o0), f(x) <0 dla x € (=6; 2); funkcja malejaca

w przedziale (—oo; =2}, rosnaca w przedziale (-2; oo); warto$c najmniejsza: —8 dla x = -2, brak

wartosci najwiekszej; f(x) = m ma: 0 rozwigzan dla m < -8, 1 rozwigzanie dla m = -8§,

2 rozwigzaniadla m > -8 d) D =R, ZW = (—o0; 0); miejsce zerowe: =3; f(x) < 0 dla

x € R- {-3}; funkcja rosngca w przedziale (—o0; —3), malejaca w przedziale (-3; o0); wartoéé

najwigksza: 0 dla x = -3, brak wartoéci najmniejszej; f(x) = m ma: 0 rozwigzan dla m > 0,

1 rozwiazanie dla m = 0, 2 rozwigzaniadla m < 0

9.2.a) [\ | [ 1] D=R, ZW =R; miejscazerowe: =2, 2; f(x) > 0 dla x € (-o0; -2),
] f(x) <0 dla x € (-2; 2) U(2; o0); funkcja malejaca w kazdym

z przedziatow (—oe; 0) 1 (2; o0), rosngca w przedziale (0; 2); brak

wartosci najmniejszej i wartosci najwigkszej; f(x) = m ma:

1 rozwiazanie dla m € (—o0; —4) U (0); o0), 2 rozwigzania dla

m € {—4, 0}, 3 rozwigzania dla m € (-4; 0)

D =R, ZW = R; miejsca zerowe: =1 — V3, -1+ V3, 2 flx) >0 dla

x €(=1-v3-1+V3)U(2 ), f(x)<0 dla

X € (—m; -1 - \ﬁ) U (—I +13 2); funkcja rosnagca w kazdym

z przedzialow (—oo; —1) i {1; oo), malejaca w przedziale (—1; 1); brak
wartosci najmniejszej i wartosci najwigkszej; f(x) = m ma: 1 rozwiazanie
dla m € (—o0; =1) U (3; oe), 2 rozwiazania dla m € {-1, 3}, 3 rozwigzania
dla m € (~1; 3)

D =R, ZW = R; miegjsca zerowe: =3 — V2, =3+ 2, 3+ 6
f(x)>0 dla x € (~00; =3-V2)u(-3+ V2 3+ V6), f(x)<0
dla x (—3 -2 -3+ ‘ﬁ] U (3 + V6; Dc-); funkcja malejaca

w kazdym z przedzialow (—oo; =3} i (3; 00), rosngca w przedziale
{—3; 3); brak wartosci najmniejszej i wartosci najwickszej;

f(x) =m ma: 1 rozwigzanie dla m € (—o0; =2) U (65 o0),

2 rozwigzania dla m € {-2, 6}, 3 rozwigzaniadla m € (-2; 6)




Odpowiedzi

D =R, ZW = (—c0; 2); miejsca zerowe: =2, 1 - V2, 1+ V2, 4;
flx)>0 dla x e (—2; 1- \I@)U(l + V2 4), f(x) <0 dla
x € (—oo;=-2)U (l V214 V‘E) U (4; o0); funkcja rosngca w kazdym
z przedzialow (—oo; —1) i (1; 3), malejaca w kazdym z przedzialow
(=13 1) i (3; o¢); brak wartoéci najmniejszej, wartos¢ najwicksza: 2 dla
x=-11ix=3; f(x)=m ma:0rozwigzan dla m € (2; o),
2 rozwigzania dla m € (-oc; =2) U {2}, 3 rozwigzaniadla m = -2,
4 rozwigzania dla m e (-2; 2)

b) x € (1; 3) U(3; o0) c)x € (-2;1)uU(3; 6)
AT 7 |

m WEErA N 1 "’*l

d) X € (-2; 0)

i
Liczba rozwigzan réwnania
ZET0 jedno dwa trzy cztery
a) - m € (—oo; =2) U (4; o0) m € {-2, 4} me(-2;00U(2;4) | me {0;2)
b) - m € (—o0; 3) U (6; o) m € {3, 6} m € (3; 6) =
c) | me(—oo;4) - m € (6; oo} U {4} m==6 m e (4; 6)
d) = me(—o0; 0)U (4 00) | mef0, 4] m € (05 4) =
9.5.
MR T T T b) AR LTI Qrouvieat dle oy (-os;0),
\ Y= _{‘5515/! | \ = | J(a | 1 rozwigzanie dla m = 0,
. \U ! J JI | — AN —! 2 rozwigzania dla m € (0; 4) U (5; o0),
TN 1 —1 3 rozwigzania dla m € {4, 5},
(To T T T 1% I\[] | 4rozwigzaniadla m € (4; 5)
0 rozwigzan dla m € (—o0; 0), S : —1
2 rozwigzania dla m € (2 c0) U0}, TTO[ 1 L] =

4 rozwigzania dla m € (0; 1) U {2},

5rozwigzandla m =1,

6 rozwigzan dla m e (1; 2)
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9.6. 0 rozwigzan dla m € (—oo; —4), 2 rozwiagzania dla m € (0; oc) U {-4}, 3 rozwigzaniadla m =0,
4 rozwigzaniadlam e (-4;0) 9.7.b=-8,c=2 98.a=-1,b=-6 99.b=6, c=-3
2

9.1D.y=%x2—l *.=1.11.a=—%,e::=*—;’,c=E 042. a=1,b=-4,c=6 913.a=1,

b=-4,c=1 914.2) f(x)=—(x+2)"+4 b) f(x)= %::::-4}1—3 ¢) flx)=—(x—-2)°+5
d) flx)=2(x+3) -3 e}f{x}:%{x—s}z—al ﬂf{x}:—%xz—éx+2§ 9.15.2)a=1,
b=3,¢=1 Bla=1,b=-2,¢=-3 c]a=ﬂ,b=2,c=]‘ 9.1‘E.a]|b=2.c=-3 b) b= -6,

c=5 9A7.a=2,b=%c=-4 8.18. Wskazéwka: f(x)= 1x' = 1x+2  9.19.me(-1;3)
9.20. m € (U; -;75) 9.21. k € (=15 1) U (1; o0). Wskazdwka: Zauwaz, ze musi zaj$¢ uklad
warunkéw: A> 00 f(1)>0 i x, <1. 9.22. m € (—o0; 4}u(4; 4&)
9.24.3.}'__5}1_ ]
5 . F\*f‘ +
___:__.I..__-:_ d) |
T Jo[ 171 Px f ‘
i I
] c) = Jr’], |
b Bl HREEN%
LGN
e
s - | .E"... 1 :\ !
i =1

}’Bxl+4x+2 1 8
dj }’{;Iﬂ';

y<-txt-2x 41 ,
2 ye>x—-2x-2

9.28. f(m) =—(m—2) +2 dla me (3 z) 9.29. f(m) =

0 dla m € (—o0; =3) U(1; oc)
1 dlam=1

[ dflm) [ 11| 2 dlame(-31)
WP el - fim)h _
34— I { g—:—i_o !
— gt 8 8 1 | } ol e !
o] 21 | 3 |m Liop 1 1ol ¢ | | ’;:‘
13 :




Odpowiedzi

| 0 pierwiastkow dla m € (3; o0),
113 pierwiastek dla m = 3,
2 pierwiastki dla m € (—e0; 0) U(1; 3),
3 pierwiastki dla m € {0, 1},
4 pierwiastki dla m € (0; 1)

| 1rozwigzanie dla m € (—o0; 0) U (5; 00),
12 rozwigzania dla m € {0, 5},
-+ 3rozwigzania dla m € (0; 5)

4. flx)= 2" -2x+1 5.ZW= <_1é; m)

1.8 2B 3.B 4D 6, A 6D 7.B 8A 9D 10.C 11.D 12.B
13.B 14.C 16.D 16.B 17.C 18.A 19.FP,F 20.PP,P 21.FPF
22. P,P;F 23.P,P,P 24.F,P,P 25.P.P,F '26.F,P,P 2I.F,P,P 28.FP,F
29. p,P,P 30.P,P.F 31.F PP 32.FFP 33.PFF

. - 1 1 1
34- Wartos$¢ najwigksza | Wartos¢ najmniejsza | 35. a) f(x) = 25(.%' - E) (I + §)
a) ldla x=3 -3dla x=5 b) flx) = x(9x + 1)
' ‘- brak postaci iloczynowej
b) 6dla x=0 ~10dla x = —4 ¢)
— , 1 @ f)=(x-2-V5)(x-2+V5)

c) L dla == 2 dlg x = - s -
| 1 6 12 6 | e) brak postaci iloczynowej
d) | 4-+v2dlax=-1 | 5-4v2dla x=-2 ﬂf{x}l::f(x—%){x—l}

36. a) f(x)=2(x+ 3}2 -8, flx)=2(x+5)(x+1) b) f(x)= —%xl + 6x — 19, brak postaci

i _ R B 13E -3 B _Ane 1
iloczynowej «¢) f(x) = =3x" + 3x +6, f{xj_—?n(x-—i) +61 d) f{x}_s(x E) H“E'

== _Zm lub x = —2+;"ﬁ ¢)x= 2;@

f(x) = 5x(x - 3) 3?.a}x:§Iuhx:1 b) x =
djx:lm lub x = 2" e) brak rozwigzann ) x =1 lub x=3" 38, al x € (-9:9)
b) x € (~o0; 1) U (0; o) chE<-4;%> Dx=vI ¢ x€(3:8) nxe(-m;-§>u{z;m;

gl x€R h)xe(-00; -5V2)U(3V2; ) 39. f(x)= %{x-?,}(x—ﬂ} 40. a) f(x) = x" - 3x
b) brak rozwigzann 41. a) x € (—o0; 0) U (2; oc) b) warto$¢ najwicksza: 4 dla x = 1, wartosé
najmnigjsza: 0dla x =3 ¢) f(x)==(x+1)(x-3) 42 a) f(x)=-(x- 2}2 +2

¢) x € (=003 =2) U (6; 00) d) flx)=-(x-2-V2)(x-2+2)

43. f(x) = —-;xl + -i-x + % 44, a) miejsca zerowe: =5, =1; W = (=3, 4), P = (0, -5)
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b) miejsca zerowe: 1,5; W = (3, -2), P = (EL 2) 45. 11 = 3+§+§ 46. p = I—'Zp+ %p%— ;p

47. 115zt 48, x= Lzbl cm 49, bok: 5 cm, wysokoéé: 5ecm 51, 9uczniow 52, 22, 24, 33

53. a=280 lub a=20 54.a}x=—§lul‘.-x=3 h}x:—éluhx:lluhx:lﬂmluh
x=l+:ﬁ c}x=5|ubx=3_;rﬁ d)x=-1lubx=2lubx=31lubx=6

85. a) xe (-3; -1)U(0; 2) b) x € (—o0; 1)U (4; o0) c}xe(—m; —2\5)[.1{2; oc) d)xe(-2;1)
55.m=8% 57. p=2,q=-2 58.a)np.x*-2x-1=0 b)np.x*-6x+2=0

59.b=-16lubb=16, c=12 60.a)-1, 1,3 b)brak 61.a) L x € (=5 -2)
IL x € (—o0; =5) U(=2; 00) L x € {-5, -2} b)Lxe (-4 -2) ILx € (—00; —4)U(=2; )
IIL x € {~4, -2}

62. | vyl 7| 1rozwigzaniedla m € (—o0; 2)U(3; 00), 63.a)x=-3,y=-3lub
{0 [0 /zruzwiqzaniadlamz?.]uhm:i x=1, y=5

LN ¥ 3 rozwigzaniadla m € (2; 3) b)x=3, y=1
™ s

65.a)b=-1,¢c=4 b) 4,2

! ! 2 ey
67.2)m=15 lubm=2 b)m=3 lubm=2 Eﬂ.a}mefum;—l,'lu(-l, E)UI:E,::G}

b) m € (—oc; -]}U(—l; -%) U(l; e0)  69. Wskazéwka: Wykaz, ze A >0 dla k e R.

70.ke{3.55) Thom=-2lbm=2 L L 5 T
.]..-. | ! :.-. |
: e
0
(O] 1 | 41’ m

73.a) me (2; %)U{?:; =) b)me (—o-a; —3%) c)me(200) d)yme(-17+8V5 1)U (4 )
2 s

74.me (-3 -2V2)U(2V53) 75.2) Dy =D, =(25:4) 7 T

b) Zob. rysunek obok. ¢) Nie ma takiego m.

6. a)m=7 bym=1 0

77. m € (-6; 3). Wskazdwka: Zauwaz, ze x, =m+3 i x,=m+7.
78. k€ (—o0; =7)U(1; 00) T79. k€ (2;6)




Odpowiedzi

80. me (—o0; -3)U (;, m) 81l. me(3; ) 82.me (—m, %) 83. k= —; 84. Miejsca

2
zerowe: —4, 0, 6; dla m € {-4, 0}. Wskazdwka: f(x) = xz t4x dla x<0 85. m=-2
x"—6x dlaxz0

BE'

2. Wielomiany | wyrazenia wymierne

11.B 1.2.A 13. A 14.A,B,DFGH 1.5.a)7x +x" +2x° —5x" +2x - 1, stopieni

. 3 g 3 | e
wielomianu: 5 h) e = St —wsp 1L stopien wielomianu: 3 ¢) —Exs +x0+x+1, stopien

wielomianu: 5 d) 2% - V2x® - V2x, stopien wielomianu: 3 1.6. a) a; = -5, a; =3, a, = 2,

a, = -1, a, = 1, stopient wielomianu:4 b)ay,=-4, a; =0, a, =6, a, = -7, a; = 2, stopien
wiclomianu: 4 ¢) a, = V2, a, = -1, stopien wiclomianu: 1 d) a,, = %‘ g =ag =8y =a5=10,
as = %, a; =a; =a,=a, =0, a; =2, stopien wielomianu: 10 ) a; = %, a,=0,a =-3, a;,=>5,
stopien wielomianu: 3 ) a, = 5V2, stopieni wielomianu: 0 1.7. a) stopieri wielomianu: 5,

3

as=-7,a,=a;=0,a,=4, a, = -74/3, Gy = 243 b) stopien wielomianu: 6, a; = -:T, as = (),
ay;=2, a;=-1,a,=a,=0, a;=3 c) stopien wielomianu: 7, a, =7, a; =0, a; = -1,
Ay =a3=6; =08, =-6, 2= -85 d) stopien wielomianu: 5, a; = -5, a; =4, a; =10,

a, =2v2, a, = -3, a;=0 e) stopien wielomianu: 4, a, = i%, a;=0,a,=-7,a,=10, a; =2

1.8. a) np. 5x° —3x 4+ x b) np. 37 ¢ np. i P d) np. 40ty % 3

1.9. a) np. ' +2x+2 b) np. 22 + XX +5x € np. Vox? + V3x -2

d) np. 20 +4x  +8x +6x" +4x+2 e np. 1267 + 2%+ 357 +8x* + 16x° +2x" +4x+6 ) np.5x—>5
110.2)-22 b)V2 0 d-1 V2 N0 111 a)a, =15 a =-6, ag=-5

b)ay=-21,a,=11 c)a,=15 d}a1=3(\ﬁ-l) e]a2:3,a1:3v’§ Gaﬁzg,ajzﬂ,

a,=3,4,=2v2 112 a)Lp=-1 ILp=1 b)Lp=2 Mp=-2 cJLp=-3 ILp=3
113. a)m=3 b)m=5 c)nie d)m=3 e)nie Nm=0
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1.14. a) a=-7, b=-3 h]l.:::—%.bl:E cJa=1, b=2 da=0,b=-2 ea=1 b=1

o
luba=4,b=-5 Pa=2,b=1 145 a)np. W(x)=x"-x+1, Q(x)=-x"+x+1

b) np. W(x) = x>+ x, Q(x) =3x’ -x  1.16. Wskazéwka: Wielomianem, ktéry moze spelni¢
warunki zadania i ma najnizszy z mozliwych stopni, jest funkcja kwadratowa Wix) = ax® + bx +c.

9a+3b+c=3
25a+5b+c=
odpowiednia warto$¢ niewymierna tego trzeciego, Zadanie ma nieskonczenie wiele rozwiazan,

147. O W(2) =z -2 + 222 —82+3 b) W(z) = %zﬂ—zszE—l

1. B,E,P 2 2x" -5¢ - %x" + V2x* + V2x + V2, stopien wiclomianu: 7

3.a,=-14,a,=12,a;,=8 4 a=5b=1 B6.a=1,b=1, stopien wielomianu: 1

21.B 22.C 23.C 24.P,P,P 25 EPP 26.a) Wx)+Q(x)=—x" —3x"+6x+4,
Wx)-Qx)=7x-7x" +8x-6 b)W(x)+Q(x) =x" -3x" +6x +x+2,

W) - Qx) =—x" -3x* =2 = 3x+4 ) W(x) +Q(x) = 8x" + 14, W(x) - Q(x) = -12x" + 8

d) Wix) + Q(x) = 7x" + 3x" — 3x, W(x) - Q(x) = 17x* - 3x* —3x +2

e) Wix)+Qlx) = %xE - %xj —xt—2x-1. Wix)-Qlx) = %xE + %xE +4x —3x+1

A

Z ukladu rownan { ¢ Wymacz dwa wspolezynniki w zaleznosci od trzeciego i dobierz

) Wix) + Q(x) = —24x" + x* —0,8x + 52, W(x) - Q(x) =3x" - 24x" + x + 1

g) W(x) + Q(x) = 3x* + 0,6x” + x* = 2.8x - 6, W(x) - Q(x) = 3x" - x” = 3x* + 5x - 8
e:7.a) 6 +7x +3x—-1 b)5x -5 —2x  +4x-2 o) 21x* +20x° - 557 + 4
d) 6x° - 2V2x +3VE - 227 - 3x+ V2 e) -VEx' 4 (2‘\@- i)x“!' -4x" +\V3x+3

28. a)6x  + 0 +12¢% —x+6 b 2xtP 45 + 75 -2x-12 @) x‘*—u%xﬂséf—?ﬁa

d) ﬁx“—9x3+2(3\f§+2)x2—2(ﬁ+3)x+H e}—?x*+(ﬁ+l)x3—8x2+3(ﬁ+2)x—ﬁﬁ
29. a) 6" —4x° +3x -9’ —6x* +x -3 b) —2xﬁ;5x5+5x4—4x‘1—2x2+x-1
c}x&+4x5-%x4+2x3+4x2—%x+2

d) —4x°+2x" = 2(VZ+ 1)x" + V2x' = (V2-1)x" + (V2-1)x + 1

e) V3x%+ v2x® - 3V3x* - 3v2x' + VEx' + 9x - 33 [}Exﬁ+2x5+(v§—l)x3—l}§xn]

2.10. a) -2’ + 105" - 10x+11 b) =2x" +5x+10 ¢) -x' = 15x-2 d) -2x’ -8x" +19x + 10
e)x —6x +28x+3 ) —14x’+7x-7 2.11.a)5x° - 18" +15x— 6

b) 4x* —10x° +5x% +15x-21 ) =" +5x - 14x+6 d) 3 -8x* +12x° -6x* ~x-6

e) —12x" + 58x° —93x% + 61x -3 f) 6x° — 25x%° + 48x" — 40x’ - 205" + 45x -9

212. Q(x)=-x*+3x" +3x*-11 213.a=1,b=2 214.a)tak:a=3, b=-4 b) nie
c)nie 215.a=4, b=-2 216. W(x) = (xz - X+ ]) (2;::3 - X+ 4) 217, np. W(x) = 3x5',
Olx)=-3x"+2x" -1 2.18. np. W(x) = 5x%° —7x* + 6, P(x) = 5% =Tx* =3

2.20. a) Dla a=1 i b=1 stopien jest rowny 0, dla a=-b+2 i b# 1 stopien jest rowny 2,

dla a#-b+2 i beR stopien jestrowny 3. b) Dla a =—-4 i b= 4 stopien jest rowny 1,

dla a=-b i b # 4 stopien jest rowny 2, dla a # b i b € R stopien jest rowny 3.
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2.21. Wix) = (xz +3x+ 1) (:x.'2 +2x+ 5) 2.22, Wskazdwka: Zauwaz, ze suma wspolczynnikow

wielomianu jest rowna wartosci tego wielomianudla x=1. a)3 b)-2 ¢)-2 d)0

1. P F 2. -4x°-12x"-25x+29 4.a=-1,b=2 5.a=-4,b=5

31.D 32.D 33.C 84 .a " 8y", —x, 16x* b) x*-8x+16,
x'=2(VZ-1)x+3-2V2 x3+2(3— V3)x+6(2-V3) c) 18x" —24x+8, 35 + 12x + 12, 637
3.5. a) 8x + 12x7 + 6x + 1, 8x” — 36x” + 54x— 27, 8x° — 12x" + 6x— 1

b) 64x’ - 144x% + 108x - 27, 27x° — 108x” + 144x - 64, 64x° —48x" +12x -1 ¢) x°-3x* +3x -1,
2 +6x+12x° +8 X +3x  +3x5 41 d) 8x° —60x” + 150x° — 125, 27x" —27x% +9x° - 1,

8x" - 60x° +150%° - 125  3.6. a) -6x° + 18x - 15 b)0 ¢ 3x° - 10x° + 28x - 22

d) 50x° —29x - 14x - 17 €) 3x* —2x7 +3x% ) 8x +60x" +150x+ 125 g) -12x" - 16x° h) 0
3.7. a) (2x-3) (43:2 +Ex+9) b)(5+x) (25— 5x+x2) c) x3{4x~— 1]1(1.‘5-:1::3 +dx + 1)

d) -2(3x% +1) e 9x(x* - 3x+9) 0 2x-4) (495" + 16x +19)

3.8.a) 5x" - 22x  +56x" —7x+2 b) -2xt'-4x’ +22x% —4x+5 o) 13x* - 10x
d) -x° - Z%xz + X+ ::, ) 5x* —26x" - 34x" - 8x ) 8x —20x" +8x+6

3.9. a) W(x) =3x" -4, W(V3) =5 D) W) =-x+1, W(1-V7)=V7 o W(x)=12x-4,

d_2x? — 10x + 18

W( ]_ﬁ)=2(2—m+2\@—4ﬁ) 3.10. a) W(x) = x* = 102 + 15x% - 11x + 5,
V10 + 4

W(%):E-I—-L b} W{x}Z—x4+4x3_x2_‘ﬁx_35! W('-\/E'}:'"4] C] W{x}=3x1+6x3—~3,
W(V3)=37 811.a=-2,b=-18 812 b=-3,c=2 83.13.2)10+6V3

b) 11V5-17V2 ) 43V7+66V3 d) 25-27V2 +9V4
3.14. 2021” - 2018” = (2021 — 2018) (20217 + 2021 - 2018 + 20187) = 3(2021° + 2021 - 2018 + 2018°)

3.18. Wskazowka: Przedstaw wyrazenie pod pierwiastkiem jako sumg czterech skladnikéw
i skorzyslaj ze wzoru na szescian sumy.

1.EEP,P 2 -2 +9x2-10x+3, 48+15V8 B.a=-3,b=6,¢c=9 4. 18

41.B 42.C 43.C 44.a)-527 b)02;04 ¢)-1

|

o i~
d) -xrs,-u":z."“?z e) -&,u,

| =
L

2% fy-6,-1,0 4.5.a)-1,1,3 b)-53 ¢)-4,0,2,3 d)-3.2 e)-3,3 —I%,—].Z‘
g)-3,2,3 h)-10,-1,3 4.6.a)np. (x+2)(x-5)x~-1) b)np. (x+3)(x+2)°(x-2x)
c) np. Ex(x—%) (x+ %)(x—dl] (x+ Wﬁ) d) np. 5(x-3)(x+1) (x— %) 4.7. np.:

7(x = V7) (x =) (x +2)(x +5), (x=V7) (x=)(x+2)(x +5), (x = V7) (x - 4)*(x + 2)(x +5)°

431 W
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4.8. a) np. 8(x+7)(x+2)(x—1) b)np. x’(x—4) ) np. (x+3)x-3)* d) np. 3(x-3)°
4.9. a) np. (x-3)(x-5)(x-7) Db)np. (x-11)(x-17)

c) np. (xz - 1) (xz - B) d) np. x(x+2)(x+1)(x-1)(x-2) 4.10. np. %xa 3%+ gx +6
411.a,=-2, ;=6 412. np. W(x) =2(x-1)(x-2)(x-3) 4.13.a) W(x) = le[x -2)

b) W(x) = 3x(x 1) ) W(x)=-7x(x-2) d) W(x)=x(x+2)(x-2) e) W(x)=-3x"(x-9)
D W(x)=-x*(x-4) 4.4, a) P(x) = 2x(x - 2)(x +3) b) P(x) = x(7x* + 2x +1)

¢) P(x) = 0,5x(x = 2)(x = 3) d) P(x) = 5mx’(x + 1)(x = 3) e) P(x) = 0,2%°(x - 2)(x +5)

) P(x) =—x(x-1)(x-2) 4.15.2) W(x)=(x-2) b)W(x)=(2x-3) ¢ W(x)=(5+x)°
d) W(x) =2(x+2)° ¢ W(x)=-3(x+3)° 0 W(x) = —E(x - %)3

4.16. a) Q(x) =(x-1) (x?' + 1) b) Qlx) = (x-5)x-2)(x+2) ¢)Q(x)=(2x-5)(2x-3)(2x+3)
d) Q) = (5x-3)(135-2) (135 +2) ) Q) = 3075+ 1) (25~ V) (2x + 6)

0 Q) =2(x - V3) (x+V3) (3x+ VZ) ) Qx) = (V3x—1)(x*+4)

h) Q(x) =x(x- %)(%xn \E)(%x + \.@) 4.17. a) Q(x) = (x + 1)*(x - l}(.!.c:2 + X+ l)

b) Qx) = (x—2)"(2x + 1) (4x" - 2x+1) &) Q(x) = Bx+ 2 (x - 1) (x* +x +1)

d) Q(x) = (x - 2)*(x* - 2+ 2) (" + 2x + 2)

4.18.  czynnik czynnik czynnik iloczyn
czynnik x | x x+1 | e
_cz;nnik. x| x+3 [ 242 x* + 5% + 6x _
.czynnik. x=2 x+3 | x-3 x3~2x3~9x+13;
"il;;czynI.xj—zx!Ix"'+6x2+9x:x3—?x—6l |

419.a) x=0lubx=-5 b)x=0lubx=-3 ¢)x=0Ilubx=3 d)x=01Ilub x=4

ejx=0lubx=-3 HHx=0lub x=-7 g)x:—?:luhx=ﬂiubx=% h) x=-v2 lub x=0
=

lub x=3v2 4.20.a)x=-3 b}x:—E% lub x = -1 1uhx=2% c)x=2 1-.1}:::::‘“?"5

e}::c:2 Dx=-vV21lub x=-21lub x=01lubx=2 421.a)x=3 blx=-4lub x=-3

3
lub x=v3 c)x=-3lubx=4 d)x=-2lub x=—§ lub ng

4.22. a) W(x) = (x+3)(x-1)(x-2) b)W(x)=(x+ ”("" 1 h:ﬁ) (x - +;ﬁ)

2
4.23. a)x=-4lubx=1lubx=3 blx=-11lubx=11lubx=10 )x=-1 dx=11lub
-1-+17 -1+17
m— lub x = 5
b) Wix) = (x+3) (x+ V2) (x = V2) (x=3) ) W(x) = (x - )(x+1)(x* +13)

W) =-2(x2+2) (2 +4) W) =4(x + \,’[c.‘)(“ %)(x_ %)(,{_ V8)

) Wix)=(x+4)(x+1)(x-5 d) W(x) ={X—l](x— =1 —;@)(x_ -1 +3\f’§)

4.24, a) W(x) = (x+2)(x+ 1){x - 1)(x - 2)
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f)W(x}-—3ﬁ(x+ )(x——)( %) 4.25. 2) W(x) = (x + 2)%(x + 1)(x + 3)
b) W(x) = (x-1)(x - 5) - )(x 3+v’ﬁ}) c) Wix)=(x+1)(x- Zj(x —x+m)

d) W(x}=2(x— = 3{)( )(x— 5';2_1)(::—5*2@) 4.26.3) x = -3 Iub

=v3 b)x=-4lubx=-1lubx=2 )x=-3lubx=-1lubx=01lubx=2 d)x=-
lub x=-1 4.27.7i11 4.28.3,4i5 429.m=3 n=-12, x=-2 4.30. tak, a=6,
b=3 c=-2 431.-3,3,5 4.33. Wskazowka: W(x) = (x + 5)(x + 3)(x - 3), wigc dla kazdej
liczby nieparzystej wartosé wielomianu jest iloczynem trzech liczb parzystych.

4.34. a}W{x}—(xz-fx+3)( iy 6x+3) h}W{xJ:(4x1-2v'§x+1){4x"‘+2ﬁx+1)
c) Wix) = (x —x+1)(x +x+1) d) W{x}:(x:—\r'rix+3)(x3+ ﬁx+3)

1. E.EP 2.W{x}=2x{x+l}(x—%) 3.x:-\f§|ubx=—:—;]uhx=\f§ 4.1
5a=-3,b=3
s. 129

51.C 52.B 53.C 54.P,FE,P 55.a)x +3x-4 b)x'—x"-5x-3
c}5x1+x1—4x+1 d}3x‘i+2x3—5x1+x—2 56.a) x+5 b}x2—3 c}x3+3x+2
d]xz—x+2 5.?.x+l,xl+x+1,x"'+xz b 3

+x+1, x +x +x2+x+1

58. a) W(x) =(x+ I}(Bx1 +2x) +7 b)Wix)= (;:r:2 +x+3)|{x—3} +x+8
c}W{xJ=(x2-3x~—l)(2x+5}+2 d) W{x}:(x:+x+3)(2x3—x+1)-l{bc

5.9. wielomianem stopnia drugiego, pierwszego, zerowego lub wielomianem zerowym

5.10. 2x’ +5x" —4x+2 641 3x" —16x" +12x* -5x—-6 5.2 np. 5x" +4x” - 8x" - 3x -1
513.np. X’ +x°-2x-8 5.44.np. ¥ +2x° —19x-20 5.15.a) =15 b) -17 ¢) 49
)2 BA7.a)m=1 b)m=-3 Im=4 d)m=1 5148.a)m=-1 b)m=-2
cm=5 dm=7 em=3 519%.a=-2luba=2 520.a=5 b=-
522.a)a=15b=2 bla=3b=-1 ca=1b=2 da=2b=-3 e)a=5 b=
fla=1,b=1 8623.3)a=2,b=5 bla=1,b=-1 cJa=4,b=5 d)a=-1,b=
5.24. 12x-9 5.25. 20x+38 5.26. 4x+7

1. B, B, P 2. 3¢ - x*—12x+4 3.'-fi»’l[:«:]=—:Jr:“:'+:Jr:3—4.:cI 5. m=2

61.C 62.B 63.B 64.P,P,P 6.5 P,P,P 66.2)x -2x+3 b)2x -9x+6
¢)-3x"+7x-16 d) x" +5x+2 cjx3—3x2+ﬁx—3 ' —2x" +4x* -8x+16 6.7.a) -3, 1
b}—z,% c}—%,l d}% 6.8.-3.3 6.9, m=-5 k=30 —% 6.10.3'2\@,3'*2@
611.a)x=-2lubx=1 b)x=1 )x=-3lubx==1lubx=1lubx=3 d)x=-21lub

x=-3lubx=3 @x=Zlbx=1lbx=2 Hx=lubx=2lubx=3 612 2)np.

(x+3)(x+2)2x—-1)x-1)=0 b)np.(x+1)3x-1)(6x-3)=0 c)np.x(x+1)}(3x-2)(x-2)=0
d) np. (4x-2)(10x-4)(x-7)=0 6A3.a)x=1lubx=2 b)x=-3lubx=2 c)x=4
d)x=3 614.a)x=1lub x=3lubx=4 b)x==-21lubx==1lubx=5 ¢)x=-2lub

x_l—«.e'”“ 1+Vr—
2 2

dx=—4ub x=2lubx=5 6.15.3a)x=-7 lub x=-3 lub

433 N



B 434 QOdpowiedzi

x==1lubx=0 b)x=—4lubx=1lubx=4 ¢)x=—4lubx=-3lubx=-21ub x=2

d)x==1lub x=7 e)x=-1 llubr.':c:slul‘a:«c=:"_\f§lul::u'r::‘i“rz‘“'r§ flx=-11lub x=2

. oy =2 _1 _1 = _2 ik =1

6.16. a) x = 3lubx—2 b)x= alubx—?lubx—a c) x Sluhx 5lul.'::xc =
V6 V6

d)x=-2lub x=4 lub Em s lub s 6.17.a)m=1,x=-3lubx=2 lub x=3

b)m=-1, x=1lubx=2lubx=4 cIm=2, x=2lubx=-1lubx=2 d)m=-2,
x=-1lub x=4 6.18. a) dwukrotny b) trzykrotny ¢) trzykrotny  d) jednokrotny
6.19.a)m=3 bm=7 ¢c)m=2 dm=-3 6.20.a=8b=-4 621.m=2

6.22. a)a=1,b=-1 bla=-2,b=1 624.a=3,b=0,c=-4 6.25. me{-8§ -6, -2, 4}
6.26.a=-4luba=2 6.28.2,48 629.m=2 630.m=-8 lub m=-2

1. EEP,P 2. x=-1lubx=-2lubx=3 3.a=1 4 -V2,vV2Z 5.k=-3

71.EFP T2.EFEF 7.3.P,P,F 7.4.P,F,P T7.5.2a) xe€(l;2) U (3 )

b) xe (-3; -2) U (4 00) ¢)x€(—o0;-6)U(l;4) d)xe(—o0;-4)U(-3;5)

e} xe(-o0; -5 U(-11) Dxe(-8-4)u(06) plxe(-%0U(L7)

h) x € (—o0; =4} U{-3; 1) U(2; 0) T7.B. a) x € (-6; o) — {3} b) x € (—o0; =5)
c)xef(2;o0)Ul-1}] d)xe(-oe;4) e)xeR ffxe{-1,2} g xe(-3; 5 U(5 o)

h) xe(0;8 7.7.a)xe(300) b)xe(-oo;-3)Ull;3) c)xe(-1;1)

d) x € (—oo; =1)U(l;00) e x€{0,1} ) xe€(0;00)U{-3} g) brakrozwigzan h)xeR
78. a) xe(-3;-1)U(l;0¢) b)xe(-o0;-1)U(1;5) c)x€(-7;00) d)xe(-o0;3)
e) x € (21 0)U{-2} fxe(ljoo) g) xe(-o0;-3)U{3} h)xe (4 o)

79. a) x€(-o00; -1)U(2;5) b)xe(-o0;-1)U(2;7) c)x€(—o0;-2)U{(l;8)

d) x e (—o0; =2)U(=1;3) e)xe(-oo;-4)U(=-2;6) [)xe(-7;-4)U(3; o)
g)xe(=1;1)U(9 00) h)xe(-oo;-4)uU(-2;3) 7.10. a)x € (0; 1)U (4; o0)

b) x € (—00; =5) U(0;2) ¢) x € (—00; =3) U {0} d) x € (~o0; =1) U(0; 3) e) x € (~o0; 3)

f) x € (=oo; =1)U(=1:1) g)xe(-o0;1) h)xe (% c-o) 7.11. a) x € (—4; 1) U (5; o0)
b) x € (mo0; =7)U(2;3) ¢)x€(=00;-2)U{0;4) d) xe(2;00) e)xe (-4 o)

) xe(-00;2) 7.12.a)x€ (‘5 ‘2‘“@; n) u ( = ?’ﬁ; m) b) x € (=o0; =1) U {0}

c)x€e(-3;00U(300) d)xe(0;0) € xc¢ (—\5.; V2)U(3; ) f) x € (~o0; —ﬁ) U (—1: \ﬁ}
7.13. a) D=(-00; =2) U {2; 00) b)D=(0;00) ¢) D={=3;1)U({4; o0)
d) D=(=o00; =3} U(3} 00) e)D=(-400U(4;00) I D=(-2;00)-{1} TA4.a)b=-4, c=3

2 2
b)b=—4,c=4 cc>= (pb=—4ic=5lubc="ib>6(np.b=6ic=9) d)Niema

takichbic. 7.15.a) x € (-2 —V3)U(0: DU (1; V3) b)x e (V3 -VZ)u (-1; 1)U (V2 V3)
) x€(-22) d)xe(-oo;-1)U(l;00) e) xe(-1;4) f) xe€(-o0;-4)U(-1; 1)U {4 o0)
7.16. a) brak rozwigzan b) x € (4;5) ¢)x€(-o00; NU(1;3) d) x€ <% 1) U (4; 5)
e)xe(-30) flxe(—oo;4U(23) TI7.a)np.(x-2)(x-3)(x—-4)>0

b) np. x(x + 3)(x +2)(x = 1) >0 <) np. (x+ 3)(x+ 1P (x-2°20

d) np. (x+3)(x+2) (x-1)*(x-2)<0 7.18.a) x € (-2;2) b) x € (~o0; =5) U (3; 00)

¢) x € (=2; 0). Wskazéwka: Podstaw t = x* +2x+2. 7.19. k=-15
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7.23. me (—m; —%) U(3; 00)  7.24. Wskazéwka: Jedli W(x) = x™ + x — 27, to dla kazdego
n=1,2, ... zachodzi W(0) < 0.

1. F,P,P 2.xE<—2%;xﬁ>U{2;m} H.KE(wz;é)u{];m}

4, np. (x+2)(1- xF(x-3)<0 5. Wskazéwka: Podstaw t = x°.

81.C 82.D 83.C 84.FP,P B85.FFF 86.a)3 b9 cJ4 d)7 8.7.a)4
b)9 ¢)10 d)5 8.8. a}xy3 —x2y+5.a:y—4x+l bY0 c¢)2abc+3 d) xzyzz e) xly—xy
f) 3xy - 2x2yizz 89.a)43 b)-33 ¢)3 d)29 8.10.a)xy b) 3}'3 +4xy
2x’y-26"y —xpy #6xy+3y+x+3 d) 'y +37y +3xy-3xy" -y +1 ) x* - 2xy
ND3x’+4xy’ g xl-xy h 3+ Dal-3xy N4y’ KWx+3y-xy-2 D2x-x"-4
8.11. a) 4xy, 16 b) —2x" +4xy, =15 ¢) -x'y’, 9 842 a) 2(x+y)’

b) 2x - 12 -3x-3y) o (X' +y°)By-x) d) (4-x-3y)4+x+3y)

e) (5x - y-2xy)(5x-y+2xy) 0 (x=5y)x-3y) g (y+2x)(y+8x) h)(x+y)(3x+y)

814. X% 815 9 gqe m-2-¥ g47 oKt 818 -F 810
k 24 x+y H

a a

nk—r

z}

3 o a 2 2x-3y 3 1 1
820.a)-1,a#l; ~,a+0, a#+2b E,b#ﬂ,bqﬁga, = ,x#:ﬂ,xqﬁ—iy h}—i,xabi,

a

1 1 X
,x#—Z,x#E c}}-,xaﬁl 5

x+3

.
=1 -4 2
= ud ,xaﬁq.xiﬁz——z,xER

§ 0, b -1;
xEzQ -xgl; xF o

d) w,x#—l.x#!hx#l,xifv: j:—;;,x#—E 8.21. aJSxE,x#{].xaﬁl

3Ix+6  2x+2
6(x-2) 6(x-2)

2

b}5x2+5x,x%—l,x#1 A +x +x, x4 1 d}Exz-Zx,xaﬁl 8.22. a)

x-1  10x-30 2x* - 5% +3 5x—15 1

3 > 3 ¥ 3 --. —

x#2 b) 2{x =307 2(x-3)° & 2 S(x+ 1)(2x-3)" 5(x+ 1)(2x - 3) = x*'z
* 2%+ 2x 3x -3 4x + 8 15x — 30

DE@E- 2@-1 e@-n L rrlxtl O e GrrE-D

CHEY wwe .x(x'l-rl} !Ix(x2+x+1)(x2—x+1}’ 3x(x3—1)

(x* = 1)(x*+1) (x*=1)(x*+1) (-1 (x*+1)
823. a=-3, b=4luba=4,b=-3 824.a=1,b=2,c=3luba=1,b=3,¢c=2lub
a=2,b=1,c=3lba=2b=3%c¢c=1lba=3b=1,t=21luba=3% b=2, c=1
8.25. §par 8.26. (4,33),(5,14) 827.x=1, y=3lub x=2, y=21lubx=3, y=1
8.28. Wskazowka: 4x* +4xy+ y' —4x-2y+1=02x+y-1 8.29.x=2, y=2lub x=5,
y = 1. Wskazowka: Zastosuj wzor na szeécian sumy.

1. KEP 2

LT x#E-1 x#1

Ix-2
2x -3

5+

cxt-ln a1 8T Lkg da=1b=-1dax#1

m+

435 N
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Odpowiedzi

91.D 92.B 93.B 94.P,P,F 95.a)l, x# —% b)

x'+*-r Bx -1

x#0 ¢
}6{x+n’

x4+ 10x - 25 x+4 —4x + 39

x+ -1 d}{x—_],x#ﬂ.x¢5 Q.E.ﬂ]m.x¢—2~x¢—l b]m:

x4 547 O ae-,xae-l HEL wan em @S %43 h}r’“‘

6x2 " x - 1
1 5 1 Tx+1 .x’+]1x &

Ex—?’x*ji d) 3{3.:;—1'}’1-*5 €) 4(x - 1)’ 28 ﬂﬁxl’x—z]l{,t+2}l!

2
xeR-{-2,0,2} Qﬁ.xﬁﬂ—i—lﬂ-} h) L.xek—i—w

4)(x + 4)
7+ 4 i+l 11 14x" - x -5
9.8. a) iy FER-FLA b) Ze-1 ER"{ } Sx3(x +1)
b

| 3 —X
d] H,XER—{—LI} E} :_}x_s,xER—{——,—} ﬂm: xER—{_zfﬂ:SI
-8
dx(x — 8)(x + 2)
9.9. a)

xa‘-i c)

, x € R—-{~1, 0}

4x—5
(x+ D(x-1)(x*-x I}
18x - 21 11 !
42x- Dx+ D(x-2x-1) “Rh{ b 2} b Z g ®ER= { ’5‘3}

910.a)a=3, b=-4 bla=2,b=1 cla=-2,b=2 d}a:S.B:I 9.11.a}x—_l.

Gx
1-2x
3

,xeR-1{-2,0,8 h) CEEREEL 1

g)

, xe R-{0, 1}

xeR-{-2,0} b)Z, xERw{—E, 3} 0

2x=7 2 +1 1 x—3
d) 2[x+3}'xER_{h3‘ﬂ‘l;} €) _z'xER { 13- 112] nm, xeR-{-3,0,1, 2}
* 3 3 X +2x+4
9h121 a} :s JC#':I. I#E b] ?‘xiui‘x#u.x:ﬁz c} m. x:f:-z.xiz

d) ¥’ -9, x+-5 x+2, x#3 9.13.2) LT xeR-{-2,-1,1} b)3x, xeR-{0,1, 2, 3}

5 3 2 1
c}ﬁ.xen-{~5.5} &) =, xeR-{-5,-1,0,1] 9.14.a}2,xen—{uz,—L—i,]}

b) —‘“{ﬁ“‘”,xen—{—z.—l,n.l} 92l xeR-{-1,1} d) =X, xeR- {—5 s
I(2x—1) 2 2 3 +1" 5 5 5§
9.15. a) > i _‘*.xae-s 42 Bl %47 x£-1, %47 c}%,xae-z -1, %40

d]E—x.x#I.x#E 9.16.2)= b+ c# di= &= = 8.4V
x#-a, X+ 3a

§ x+2
1- F.}'vP 2- m:v

x#1 B.a=1b=-4,¢=5

10.1.8B 102.D 103. A 104.FP,P 105. FF,P 106.a)x=7 b)x=0

9x=1 d)brakrozwigzan ) x=1 m::% 1D.?.a}x=--§- b) x =53 lub x =5

c}x_“z‘ﬁ lub x d)x:‘g @x=1lubx=1 Dx=01lubx=3 g x=-2lub

1 h) brak rozwigzan 10.8.a) x =0 b) x=-1 ¢)brak rozwigzan d) x=-4 ) x=-3
=-5 109.a3)x=3 b)x=2 c¢)brakrozwigzan d)x=3 e x=-1lubx=1 Dx=0

M, x # -2a,

x#-1,x+#1 3. %,xab—f!,x#—lx*‘l 4.6, x#-1, x 0,
X

1+1ﬁ

x=
f} x



Odpowiedzi

Fr’ mg

_F* _mg _ RT _a _R]RJ_ _ qr
1040. JyM=722 bI=7 Ap= 75-5 IR=pH QR= 5
nm: 2E 1“.11.&]17:“ b]xz_?lubxz—] c]x:ﬂlubx=4 d}x=2|uhx=ﬁ
2gh +*

10.12. 421 10.13. I15szklanek  10.14. 57 km/h 10.15. 96 km  10.16. 78 km/h
10.17. 295km  10.18. alfa: 6 dni, beta: 10 dni, gamma: 15dni  10.19. stara: 24 godziny, nowa:

8 godzin  10.20. 24 godziny  10.21. gondolowy: 300, krzeselkowy: 200, orczykowy: 100

1. PP 2. x=-43 3. x=2 4. 12pracownikéw 5. 8 dni

111.C 112.B 113.B 114.5DP 11.5.a]x6{—m;mu(%;m)

b) x € (—o0; =V3) U (0; o0) chxe(—m;-g)um;oo} d) xe(-v50) 11.6.2) (3:7)
17 3 3.1 3

B) 6 (o Y U (55 08) c}xE(—J—D;—E) d}xE(—E;E) 11.7. a)xE(E;S)

b) & € (—s0s —4) U1 19: 45) c]xE(—g; m) d}xe(—gz—i) 11.8. 2) x € (=15 1) U(2; 3)

b) x e (-;—. 3> cxe(-1;1) d)xe (-—5; -2%) U(-2;4) 119.a)xe (-8 -6)u(-37)
b) x € (moo; =1)U(3;4)U(B; 00) ) xe(2:3U(5 T)uU(ll; o)
d) x € (~00s =5) U (=2 ~1)U(1; 00) 11.10. a) x€ (11 3) b) x e (—z; —i)utz: 4)

c)xe(~o0; 0)U(0;2) d)xe(-o0;=-5)U(1;3) e)xe(l;00) f)xe(-4-1)U(2;00)
111 xe (3500} 1112, a) x € (-2; 2} = {0} b) x € (2,5 0,5) - {~1}

Sk (—oo; ;)u G oo) dxe(-21) 1143 xe(=2-1) 11.15. x € (I; 5).
Wskazdwka: Zauwaz, ze dla kazdego x € R spelniona jest nierdwnosé |x =3[+ 1 > 0, zatem

nierdéwnos¢ mozna zapisaé w postaci réwnowaznej 3 > (|x — 3| — 1) (|x — 3| + 1), a nastepnie podstaw

1 1 | 8
f=1x-3. 11.16. -1 11.1?.mE(—-2—,5) 11.1B.me(-§,[l)u(a,1)

119, m € (<003 U (05 3 ) UGs00)  11.20. m € (=003 =) U (1515 ) U (153 0 ). Wekazowka:
Pamietaj o wyznaczeniu dziedziny rOwnania i sprawdzeniu, jaka wartos¢ m olrzymasz po
podstawieniu do licznika liczby nienalezacej do dziedziny. 11.21. m € {—6 ~ 42, -6 + 42, g}
11.22. k € {-6, 0, 3}

1. LEP 2. x€(-o0o:-1)U(3;00) S.xe{-8-1)Uu(-1:00 4 me(—occ; -3)U(0; o)
5. me(-1;0)

122. a)a=-2 bla=-3 ¢Ja=-1 d)a=-1

437 W



BN 438 Odpowiedzi

R AN _Q‘
i ' il i

-2, -2), (-4, =1) b) (1, -6), (2, =3), (3, =2), (6, -1),
(-1, 6), (=2, 3), (=3,2), (-6, 1) <) (1,=10), (2, =5}, (5, =2), (10, =1), (=1, 10), (=2, 5), (=5, 2),
(=10, 1) d) (1, 5), (5, 1), (=1, =5), (=5,=1) 125.a) x€(0;3) b) xe(—co;=1)uU(0;1)
cxe(-oo:NU(2:4) d)xe(-2:0)

13.1.C 132.B 133.D 134.P,P,P 135 D=R-{0,2} (zob. rysunek ponizej)
136.a) D=R-{0,2} B)D=R o D=R-{-1,1,2} d)D=R-{-1} [ [ 7h [ |

Ix—7 S B ) S P

e)D=R-{3} HD=R-{0,1,4 13.7.a) np. f(x) = m ___ 4%l
dx-1 X 42 B s

St e o QLS L oy oy *_7f Eans
SO i AT

{x+5)x+2}x - 2)x-5)

13.8. a) brak miejsc zerowych b) 0 ¢) 4 d) brak miejsc zerowych  13.9. a) x = —3%

b)x=3 x=1 ¢lx= —% d) Nie ma takich argumentéw. 13.10. a) f(x) = *?5 +3, x#0

b}ﬂx}=£+3,xq&5 c]f{x}:x-—_l1+1,xqf=1 d}f{x}=%+4,x#‘=—3

13.11.

b) [T




Odpowiedzi 439 NS

OITTTIF T AT 18122 x=-2 y=11 b)x=-6 y=-8
0 13.13. a) D = R {1}, ZW = R— {3}; micjsce zerowe:
T { I N - - ) 3 )
il i 15 j l;'" f(x) >0 dla x € (—o0; ”U(E; m), flx) <0 dla xE(l;E);

“““““ rT——4===  funkcja rosngca w kazdym z przedzialow (-o0; 1) i (1; e0);

AR o WD i1 ! i
yefx Ll | asymptoty: x=1, y =3
i I f 1T T b)D=R-{3}, ZW = R - {2}; migjsce zerowe: 0;

flx) >0 dla x € (=o0; 0) U(3; 00), f(x) <0 dla x € (0; 3);
funkcja malejaca w kazdym z przedzialow (—oo; 3) 1 (3; oo);

asymptoty: x =3, y=12

13.14.

—_——_—————

13.15. a) D =R - {2}, miejsce b) D =R - {2}, miejsca
zerowe: 2 zerowe: —1, 3

AT 1]

¢) D=R- {1}, brak d) D=R-{-3, 3}, brak miejsc 13.16. D=R, ZW = (0; 1);
miejsc zerowych zerowych brak miejsc zerowych;
LT AT £l%) 50 dle x€R;
: : funkcja rosngca w przedziale (—oo; 0),
malejaca w przedziale (0; oo).

el | | Wskazéwka: Zauwaz, ze f(x) = f(-x).

V= flx)

‘i e
mE T el EEE s o B S Es BEE SR B B

18317. a) x=-3, y=-1lub x=1, y=3 b x=-2, y=0lubx=-1, y=21lub x=2, y=8
13.18. a) x=4, y=2 lub x=-2, y=-4 b)x=-7, y=-3lubx=3, y=7
1930, a) =2, y=4 b)xe=1,p=5§



BN 440 Odpowiedzi

13.20. a) x € (=00; =3)U(=3; 1) b) x € (=003 0) U G z) U (25 00)

2! leblb &
1

el § 1 INx] . T 1]

| | N [ 1]

13.21. a) ZW=R-{3}] b)) ZW=(-1L 00 (0; 15U (15; cc) 13.22.a)x=-3lub x=5
b)x=-5lubx=-1 ¢)x=0lubx=1 dx=1

13.23.
a)x=-8 lub x=-2 b)x=2Ilub x=7 ¢)x=1 lub
T AT T I TRZ T AT TA T
EEpuRL Sununrs o= Bra
' isEl =
0 50 5,0, R i
Ll S | 42
FrEE AN A
T T Tl 1 I= 1]
o] ]
13.24. a) x € (-o0; =2) U(2; 4) c) x € (—o0; 5) U (6; o0)
LT T T AT AT YA A : .
(] ' i .
L A AN EREE e
B N
! | o | | =]
=k EEE .
1 {1

d)xe(-3-2)u(-20)  13.25. me (0; 4)
[ \ i ¥ 13.26. Wskazdwka: Zbadaj liczbe rozwigzan réwnania f(x) =m
Ll w zaleznodci od m.
S
£l
A __.1____.:
| 0] 1 x|

1. ,P,P 2L x=-2,y=-21lubx=1, y=4 8. D=R-{-1, 6}, brak miejsc zerowych

. x+1
a8 = {x+5}(x+2ﬁ}{x—?}

1A 2.C 3.C 4D 6B 6.B 7.C 8D 9B 10.C 11.C 12. A




Odpowiedzi

13.B 14.B 15.B 16.B 17.D 18.B 19.A 20.C 21.D 22. D 23.C
24.C 25.C 26.D 27.C 28.C 29.A 30.A 31.D 32. A 33.8B

34. F,P,F 35 FPF 36.PFP 37.FP,F 38 PFP 39 P,P,P 40.PP7P

41, P,P,P 42.FE,P,F 43.FP,P 44.P,P,P 45 P,P,F 46.3x +11x-7

47. m=7 48. a) Q(x) = 3::c2(mc2 + 2) b) Q(x) = Tf'xj'(i".x2 E 3)

c) Q(x) = 12x4(v'r."-':x - \frl":) (‘ﬁx + \fi) d) Q(x) = ?xﬁ(x - Vﬁ) (x + \5)

&) Qx) =2x(x-2) (¥ +2x+4) DQW =(x-D(x" +x+1)(x+1)(x" -x+1)

49. a) W(x) = (x +3)(x - 3)(x +2) b) W(x) = 2x(x + V2) (x - V2) (x - 5)

Q) W(x) = (x-3(x+3) d)W(x)=~(x-1x+1)(x*+2) e W(x)=(x-1)(x+3)(x-5)
f) Wix)=(x+2) (x"‘ - 5x +?) 50. a, = -4, a; =-11, a3 =30 51. np.
(x+2)5x=-2)(7x-1)=0 582, a)x=—4lubx=1lubx=4 b)x=-1 Eubx:iluhx:l
c}x:—iluhx=%|uhx=2 d) x =-1 iubx=—£ lub x=1 e}x=-vr§1ubx:—1% lub
x=v5 f)x=-1 luhx:nlubxﬂluhx:z% g x=-31lubx=31lubx=5 h)x=-2
Iuhx:ﬂlubx=21ubx=2% B3.a) x=-vV7 lubx=2 bh)x=-3lubx=-11lub x=3
Q) x=-5lub x=1 d}x:—}:% lub x = -1 Iuhx:lluhx:% ¢) x=-1lub x=2- 3 lub

x=2+V2lubx=5 Dx=-v7lubx=-2lubx=-11lubx=11lubx=21lub x=+7
54. a) x € (—00; ~V2)U(VZi 0) b)xe(-3; 1)U (13 00) ) x € (-o0;3)

1 | | 1 1
perone(Loyulla) aee ok uimer oie(s-aEulake)
55.a)a=%,b=—% Bla=1, b=2 57.a=-24 b==12 58 x*+3x+1 lub=a*—3x-1

59.a=-8, b=12 60.x=-2 lubx:%lub x=1 61.a=0, b=7 tak -2

63. Wi(x) = -5 +4x’ +3x+9 64.3)xe (—2; —\f’ﬁ} U (D; \@) b) x € (—oe; D) U (2; o0)

c)x€(=oco;=2U(-1; DU(2; 0) d)xe(2;0) 65 xe(-o0;=-1)U(l;2) 66.D=(2;3)
67. -V5 68. x € (~00; ~20U(1:3) 69. x € (~3; —1) U {2; o0) 72.a}x=—:_:- mm:é

b) brak rozwigzarn ¢) x=2lub x=5 d) x=4 73. 2 godziny i 3 godziny

74. autobus; 1,5km 75, 100km/h 76, a) x € (=o0; =1) U (2; 3)

b) x€{=2;-1) ¢c)xe(2;4)U(4; 00) d}xe(—o00;-3)U(5 o)

Sxel%h0) Drelg-1yult:0 Thme (—%; %) 78. m € (0; 3)
X +3

|l

79. Zob. rysunek obok.  80. a) [x| b) 81. x=-2lub x=1

3. Planimetria

1.1. a) tak b) nie  1.2. Punkty A, BiC sa wspolliniowe i punkt A lezy migdzy punktami Bi C,
1.3. 12 (4 rownoboczne, 8 rownoramiennych) 1.4, a) tak b) tak ¢) Nie mozna zbudowaé

tréjkata. d) tak ¢) nie ) tak 1.6.30 1.7.210 1.8. a;"_;@ b)6  1.9. 100

441
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Odpowiedzi

1.10. m € (20; o) 141, m € (0; 40)  1.12. np. trojkat rownoramienny, pigciokat foremny
113.a)3 b))l ¢4 d)2 e2 H1 g6 h5 1.14.c¢),d)e)g 1.15.4 1.16. nie
1.17. Musza spelniad nierownosé trojkata. 1.19. a) dwa  b) jedno  1.20. Wskazdwka: W danym
czworokgcie dorysuj przekatng,  1.26. Wskazowka: Skorzystaj z wlasnosci przekatnych rombu.

s. 227

21.B 22.C 23.C 24, a) zewngtrznie styczne  b) rozlaczne zewngtrznie

c) wewnetrznie styczne  d) przecinajace si¢  ¢) wspolsrodkowe ) rozlagczne wewngtrznie

2.5. a) |AB|=14 b)|AB|=6 «¢) 10 <|AB| <30 2.6. W pierwszym wierszu |AB| = 10,

w kazdym z pozostalych wierszy jest nieskonczenie wiele mozliwosci.  2.7. 2,4, 8

2.8. Wskazdwka: Oblicz dlugosci bokow trojkata ABC.  2.9.a)0 b)1 0 d)2 e 1 02
2.10. 6v3cm 2.11. 4v5  2.12. |PA| = |PB|, |CB| = |CE|, |DE| = |DA| 2.13. 30

2145. 5cmil3am 2,16, od 0 do 8 punktow wspdlnych (zob, rysunek ponizej)

| ]
‘ A~

# /
2.17. 525 55° 73°  2.18.2880cm”  2.19. 32° lub 122° 2.20.a 2.22. 6(3-2V2)cm.

Wskazdéwka: Narysuj odcinek faczacy wierzcholek kata ze srodkiem wigkszego okregu i oblicz dlugoéc
tego odcinka,  2.28. Wskazéwka: Oblicz dlugosci bokow trojkata ABC.  2.24. 4(2v3 - 3) em.

Wskazéwka: Srodki danych okregdw sg wierzcholkami trojkgta rownobocznego. Oblicz wysokos¢ tego
tréjkgta.  2.25. (2vV3+3)em  2.26. 13cmi49cm

1. P,P,P 2. 0(A, 3) i o(C, 3) zewngtrznie styczne, o(A, 3) i o(B, 3) rozlaczne zewngtrznie,
o(B, 3) i o(C, 3) rozlaczne zewngtrznie 3. 48 cm. Wskazdwka: Wykorzystaj twierdzenie
o odcinkach stycznych. 4. 15

31.C 32.C 33.C 3.4.20°%140°200° 8.5. 5% na diagramie odpowiada kat
o mierze 18°, 10% — 36°, 20% - 72°, 25% — 90°, 30% — 108° 3.6. a) 241 b) %n A 1ln d) %n

3.7. 72° 3.8, pizzyduzej 3.9. 16n  3.10. l—nl 3.11. 81n. Wskazéwka: Zauwaz, ze pole tego

pierScienia mozna wyrazi¢ bez wyznaczania promieni ograniczajacych go okregow.  3.12. 80°
3.13. 50°, 100° 3.14. AASB: 4A =48 =20° 45 = 140°% AACBE: 4A = 20° 4B = 90°,
IC =70 3.15. a)d4A =4D =120°, 4B =4C = 140°, 4E =4F = 100° b) po 120°



Odpowiedzi

3.16. 115° 3.17. a)9A =40°, 4B=80°, 4C=60"° b)<4A =15 94B=75" 4C=90°
c)d4A=60°% 4B =50°% 4C =70 d) 4A =40° 4B =120° <4C =20° e) 4A =40° 4B = 50°,
J4C =90° f)4A =20°% <4B=90°4C=70° 3.18. a) 120° b) 80° ¢)125° d) 70°

3.20. 4P =4B =40° 45 = 100" 3.21. 94A = 120°, 4B =70°, 4C = 60°, 4D = 110°

3.22. 4A =50°% 4B =105° 4C = 130°, 4D = 75°% kal ostry migdzy przekatnymi: 85°. Wskazéwka:
Niech P oznacza punkt przecigcia przekainych. Wyznacz katy wpisane BAC i ABD, a nastgpnie
zastosuj twierdzenie o sumie katow w tréjkacie ABP.  3.23. Wskazdwka: Punkty D i F leza na
okregu o érednicy AB.  3.25. Wskazdowka: Jezeli oznaczymy dane punkty literami A i B, to
wierzcholek kata prostego szukanego trojkata lezy na okrggu o $rednicy AB. W zaleznoéci od liczby
punktow przecigcia tego okregu z brzegiem danego kola, zadanie ma 2 rozwigzania, 1 rozwiazanie lub
0 rozwigzann. 3.27. 80° 3.2B. o =28°, f=98" 3.20. 4A =45° 4B = 105° 4C = 30°

3.30. Wskazowka: Zob. rysunek obok.  3.31, 4PSK = i—ﬂ’

'
AN LB

1. EP.P 2. 4A =625° 4B =90° 4C =27,5° 3. 80° lub 100°

4, 4A =60° 4B =30°% 4C =90° 5. Wskazéwka: Polgcz punkty stycznosci ze
srodkami odpowiednich okregdw i wykorzystaj fakt, ze otrzymane trojkaty
rownoramienne maja identyczne katy przy podstawach, oraz twierdzenie o katach

naprzemianleglych przy prostych przecigtych sieczng.

41.C 42.C 43.C 44.1mk 45 A D 46.a)9A=49B=125° 9C=49D=55"
b)4A =75°% 4B =80° <4C = 105°% 4D =100° c)<9A =85° 4B=70° 4C =95° 4D =110°

4.7. a)4A = 100°% 4B = 60°% 4C = 80°, 4D = 120" b) <A =108% 4B = 144", 4C =72° AD = 36°
4.8.a) a=f=130° y=40° b)a=70° B=60° 4.9.a)4A=10° 4B =125°, 4C = 170°,

4D =55" b)4A =80°% 4B=20°% 4C=100° 4D = 160" ¢) 4A =55° 4B =58° 4C = 125°

4D =122° d)9A=60° 9B =130° 4C =120° 4D =150° 4.10. a) nie b),c), d) tak

4.11. a) nie b),c),d) tak 412 . a) a=70° f=20° b)a=p=40° c)a=50° f=80°
4.13. 6 4.14. Wskazdwka: Wykaz, ze czworokat AMBK jest trapezem réwnoramiennym.

4.15. a) Wskazéwka: Wykaz, ze 4FMD = 120°. b) Wskazéwka: AM jest dwusieczng kata A
czworokata ADMF wpisanego w okrag, wigc 4MFD =4MAD = 30° oraz 4MDF = 4MAF = 30°
(katy wpisane oparte na tych samych lukach).  4.16. Wskazdwka: Dluisza przekatna deltoidu jest
srednica okrggu opisanego na tym deltoidzie.  4.17. Wskazdwka: Skonstruuj trojkat ABC i opisz na
nim okrag. Punkt I jest punktem przecigcia tego okregu i drugiego ramienia kata C. Zadanie

ma 1 rozwigzanie lub 0 rozwigzan.

4.18. Wskazowka: Skonstruuj najpierw zbior punktow, z ktérych
odcinek AC widac pod katem B. Zadanie ma 0 rozwigzan,

1 rozwigzanie lub 2 rozwigzania. Rysunek jest ilustracja

konstrukeji, gdy istniejg dwa rozwiazania.
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1. BEF 2.23)a=70°% B=130° b)a=50°% $=80" 3,44 =115 4B =95° 4C = 65°,
4D =85" 4. a)nie b)tak 5. Wskazéwka: Zauwaz, ze dwa przeciwlegle katy tego czworokata
sa proste.

514.B 52. 0 b3.D 54.tak 5.5.a)tak b)nie c)tak d)tak 5.6. 12cm
5.7.a)30cm b)28cm ¢)50cm d)54em 5.8. a) 5cm b)) Wskazdwka: Zauwai, Ze trapez

jest prostokatny.  5.9. 2v6 cm a1a;as|=zn¢1|Bc|=pum==ﬁ?ﬁ,uxn:15¢3

5.11. 48cm 5.12. 75% 5.13. Wskazdwka: Wykaz, ze AABC = AADC oraz AABD = ACBD.
5.14. Zauwaz, ze: 1. Naczworokacie AKPN mozna opisac okrag (przeciwlegle katy K i N sa proste),
zatem 4KAP = 4KNP = a (katy wpisane oparte na tym samym fuku). 2. Podobnie na czworokacie
DNPM moina opisac okrag, zatem <PNM =<4PDM = . 3.4BAC = <4BDC jako katy wpisane
oparte na tym samym tuku. 4.4BAC = « i 4BDC = f, wigc « = §. Oznacza lo, ze w czworokacie
KLMN punkt P nalezy do dwusiecznej kata N. 5. Analogicznie wykazujemy, Ze punkt P naleiy do
dwusiecznych pozostatych katdw czworokata KLMN, Zatem wszystkie dwusieczne przecinaja sie

w punkcie P, ktory jest srodkiem okregu wpisanego w czworokat KLMN.  5.15. 21i7lub 161 12.
Wskazéwka: Rozpatrz dwa przypadki (zob. rysunek obok). 7 12

516.2 517.36cm’

13/ 12 15 13 15
| s.262 | N a B

21 16
1. EPR,P 2.a)nie b)tak 3.24cm 4. 4%:’2

5. Wskazdwka: Wykaz, ze |AB| = |DC|, korzystajac z rownosci sum dlugosci przeciwleghych bokow
czworokatow ABEF i FECD.

61.A 62.D 63.B 64 a) 1% b)125 ¢)7 d)2 6.5.a)12 b)01 ¢ 15 d)7
e) 12 ) 10 6.6. a) nie b) za malo danych, Zzeby to stwierdzi¢ ¢) tak d) nie 6.7. |AB| = 42,
IBC| =28, |AC|=35 6.8.a) 4% b) 5  6.9. Wskazdwka: Przeanalizuj przyklad 5 ze s. 267.

6.10. a) Wskazéwka: Zauwaz, ze podany warunek jest réwnowazny warunkowi E-z-fj = %
b) Wskazdwka: g IE- = Bt b::_ ; 2ab ={a+b) - :{:bb 6.11. Wskazowka: Przeanalizuj
il

przyklad 6 ze s. 268.  a) Wskazdwka: Odléz na polprostej odcinki o dlugosciach 21 5.
b) Wskazéwka: Zauwaz, ze odcinek o dlugosci V2 jest przekatng kwadratu o boku 1. 6.13. 8 m

6.14. trojkat rownoboczny o boku 18cm 6,15, 54cm 6.16. 10cm, 8cm  6.17. 2% 15%

ab
a+b’
Wskazdwka: Poprowadz z wierzcholka B prosta rownolegla do CD i wyznacz jej punkt przecigcia
z polprosta AC.  6.24. Wskazéwka: Poprowadz prosta DM do przecigcia z przedluzeniem boku AB
w punkcie K i udowodnij, ze trojkat BKM jest przystajacy do trojkata CDM,

6.18. 0 VZem 6.19. 3.6cm  6.20. 96cm”  6.21. m = 3% 6.22. 12 6.23.
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1. EEP 2. 18cm 3. a)tak b)tak c¢)nie 4. 9cm 5. 36. Wskazéwka: Poprowadz
promienie AD i BE.

s, 278

74.C 72.A 73.A 74.P,P,F 7.5.2)4x10 h}§x§ c}%x% 7.7. a) k=3

b}k:% Ak=5 Dh=F TB AIDGIE 10, a) tak k=5 b}lak,k:%

T =
A tak, k=3 d)nie e) nie mak,k:'l; 7.1u.a}k:§ h:lk:% k=2 d}k=%
7.11. obwABCD = 81,6 cm, obwA'B'C'D' =68 cm  7.12. a}k=i h)k=f34—‘1 c}k:-l-la

743.1:2 744.4cm 7.5, ok.5km  7.16. 1:375000  7.17. podobienistwo o skali

k::a% 7.18.28dm> 7.19. k=14 7.20. 20cm 7.21.11:5 7.22, dluisza: ﬁz_l*

3-45 _ V-1 AM| _ 5
5 7.28. k= = 7.24.12 7.25. el - V2 -1

krotsza:

1.EEF 2. k=04 4.1778cm’ 5.2a

81.C 82.ID 83.A 84.FP.F 85.a)nie b)tak 8.6.a)tak b)nic c)tak
Ak 87.a)a=8 b =2 b)b=5, a=3; 88 a) AALB, AHLC, AHMB

b) AHKB, ACKA, AHLA <) AAHM, ACBM, AABK 8.9.1032m  8.10. 24 cm, 30 cm
8.11.55cm  8.12. 8,10 lub 4%, :f% lub 354‘*E 8.13.2) x=125 b)x=7

8.14. 18V13cm, 12vV13cm,78cm  8.15.

8.16. Wskazowka: Wykaz, ze ABMN ~ ANPC. 8.17. (24\5 - 36) cm. Wskazowka: Wysokosc¢

tréjkata jest rowna 63 cm. Niech x oznacza bok kwadratu. Z podobienstwa odpowiednich trojkatow
. . x _ 6-05x 2

wynika np. proporcja SEET 8.18. k= 5 8.19. 48cm

8.20. Wskazéwka: Skorzystaj z podobienistwa trzech trojkatéow prostokatnych.  8.21. 2v/2 cm

8.22. 4cmil2cm 8.23. x = 4,8. Wskazdwka: Skorzystaj z rownoéci odpowiednich katow

wpisanych.  8.24. Wskazdwka: Skorzystaj z twierdzenia o kacie migdzy styczna a cigciwa.

8.25. x = 3,8. Wskazdwka: Polacz konce cigciwy o dlugosci x z koncami cigciwy o dlugosci 7 tak, aby

powstaly dwa trojkaty. Wykaz ich podobienstwo i wykorzystaj rownoéé x 1+1 2 = ﬁ.

2

8.26. Wskazéwka: 4AEB = 4AFB = 90°, 4ABE = 4AFE jako katy wpisane oparte na lym samym

tuku, 4EFC = 180° - 90° -4 ABE = 90° -4 ABE =4EAB, 8.28. 60 8.29. Wskazdwka:

Skorzystaj z podobienstwa trojkatéow ABK i MDK oraz BPK i DAK.  8.30. Wskazdwka: Skorzystaj

z twierdzenia o odcinku faczacym srodki bokéw w trojkacie.  8.31. 4A = 60°, 4B = 90°, 4C = 30%
3
|AB| =6 cm, [BC| = 6V3 cm, JAC| = 12cm; P=18V3em’  8.32. 15, V9, 2V&5  8.33. 84
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1. P,P,F 3. promien: 3 cm, odcinek stycznej: 3cm 4, 108

.C 2D 3.C 4B 6B 6.D 7.C 8D 9D 10.D 11.D 12.D
.C 14.C 15.C 16.B 17.B 18.B 19.B 20.C 21.B 22.B

- BEF 2LFEFEP 25.P,FF 26.P,EP 21.P,FEF 28.FP,F 20.PFFEP

30. F,p,P 31.P,FF 32 P,P,F 33. 40°140° 34. a) rozlaczne zewnetrznie

b) wewnetrznie styczne ¢) rozlgczne wewnetrznie d) przecinajgce sie 39, a = f§ = 75° y = 150°

36. o(A, 6} 37. 0(A,4) 3B.0(A,7) 39.152° 40. AiC, AiE, CiE Bil, GiJ], HiK

4. k= -. obw=22cm lub k= % obw=264cm 42. 20cmil5cm 43. a) tak b) nie

Bz‘a"

44, E Pr E 46.21:18:14 49.15(2V2+3)em  50. 20° 60°, 100°

51. 4A=4B=55% 4C =70° lub 4A =4B =35° 4C =110° 52. |AB| = 30, |BC| = |AC| = 25;
pozostale wysokosci: 24 53, 4A =60° 4B =110° 4C =70° 4D =120° 54. 163 + %n
55. 26 cmlub52cmlub39cm 56, 144mem”  57. 432cm’  58.a) 12ncm b) 6 r::r;

59. 13-;* 60. 20cmi30cm 63, Wskazéwka: Przedluz promien CS do $rednicy CM i rozwaz

Katy trojkata MBC,  65. 50  66. 60,30,15,30 67.40cm 68, 1: 13.’E 69. 60
70. Wskazdwka: Niech punkt M nalezy do boku AD, a punkt N do BC. Z podobienstwa trojkatow

CDP i ABP wynika rownosc: % :ii;: $ AMP i ADC oraz
trojkagtow BN P i BCD, aby zbadac proporcje ]”%';ll oraz :g:—r:- 71. Wskazdwka: Poprowadsi

prosta rownolegla do podstaw trapezu i przechodzgca przez punkt przecigcia przekatnych. Skorzystaj
zzadania 70.  73. Wskazéwka: Poprowadz odcinek MF (punkt F lezy na boku AC) rownolegle do
boku BC i rozwaz trojkat AMF, T4.4A =<4B=70° 4C =40° lub 4A = 4B = 20°, 4C = 140°

75. 20,5 76. (3 + 3&"’3) em  77.5V3  78. 8. Wskazdwka: Zauwaz, ze kat migdzy dwoma
promieniami okregu opisanego poprowadzonymi do koncow jednego z ramion tréjkata jest rowny

30°.  79. 45cm En.ér

4. Funkcje trygonometryczne

1..B 12.C 13.C 1.4.a) 1g9A= :f[ cos<4B = % b) sin4G = %%li

sin<gF = % ¢) cos4K = Ilfi_f{ll tg4H = % d) singN = E—iﬂ, cosdaM = %

e) tg4aP = IIRI;|| cosgW = ;%LIF—: f)tgeZ = %, singY = % 1.5. :i;ll = sindA = cos4B,
Iljjﬁ'll = sin4D = cos4F, il{:{";rl-’li = sin4dG = cos4H, Ilijffl g4l l[g‘:l =tg4N,

% =sin4d P = cos48s, !I‘::;II sin<gl = cos<gW, fli;l singZ = cos4Y  1.6. a) 0,2588, 0,5299,

0,9511 b) 0,7986, 0,7547, 00,7880 ¢) 0,9511, 0,9877,0,1908 d) 0,3057, 6,3138, 1,9626, 0,4040



Odpowiedzi

1.7.2)27° b)47° ¢)57° d)68° 1.8.a)78° b)69° ¢)58° d)23° 1.9.a)8 b)14°
) 78° d)89°  1.10. a}-% h}%ﬁ 13-4V3 d)3 1.41. ) a=30° b)a=30°

) a=45° 1.12. a) sina = % cos o = %. lga = % b) sina = Z%E cosa = % tga =22

c) sina = %, cosa = %, g = g d) sina = 2%’51 cos( = %, tga=2 1.13. a) 48° b) 46°
c) 24 d) 53° e)32° f)88° 1.14. a)sind4A = g cosdA = %, tgdA = }

b) sindA = cos4A = %, tgdA=1 c)sindA= %, cosdA = %ﬁ-, tgdA = g d) sin< A 2%@,

¥

cos4A = \,:?g Q4A=2 ¢ SindA =1, COsdA =, 1gdA= 2 D) sinaA =2, CosdA = ?

3
lg4A = r’f 1.15. a) 4B = 42°, |AB| = 164, |BC| = 12,2 b) 4A = 38°, |AB| = 22,8, |BC| = 14,1

c)<4B = 63°, |AB| =264, |AC| =236 d)4A=71° [BC| =64, [AC| =22 e)4A=36°4B= 54"
|AC| = 35,6, |BC| = 25,9 f)4A =25 4B =65 |AC| =150, |AB| =166 1.16. sinaCBD = 1

3’
cos4CBD = E, tg4CBD = iz 1.17.7  1.18. sin4CAB = cos4CAD = 3:’—: tg4CAB = 5
cos4CAB = sin9dCAD = g tquAD == 1.19. Wskazéwka: Przeanalizuj przyklad 9 ze s. 316.
1.20. a) ) b) 2 c) £ d] - 1.21. a) sina = E—m Cos@ = @ b) sina = i, coso = L
2 2 2 2 10 11 13 13
c) sina = %, Cosa = YITE d) sina = %, cosa = '2%3' 1.22, a) sina = 2_\:'5 cosa = %
. V2 V2 : 313 2413 : 2+/6 5
b) sina = = cosa = — ¢)sina = TR cosa = - d) sina = —; COSct = —
1.23. a) 45° b) 18° ¢)67° d)27° 1.24. 1—52
1.25. Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku obok. B
4CAD =<4BAD = 22,5°, |AB| = V2, |AC| = |AE| = 1, E

|BE| = |ED| = [DC| = V2 - 1. Zatem tg4CAD = 1g22,5° = # = \2-1. -
C 1 A
1. BLEP 3. li—i 4. singA = % Cos4A = % lg4A = % 5. Wskazdwka: Przeanalizuj

przyklad 9 ze s. 316. Odcinek o dlugosci V5 jest przeciwprostokatng tréjkata o przyprostokatnych 1 2.

21.D 22.C 23.D 24. a) Tak. Wskazowka: Przedstaw lga za pomocg sina, cosa.

b) Nie. Wskazowka: Podnie$ réwnosé obustronnie do kwadratu.  ¢), d) Tak. Wskazdwka: Zauwaz, ze
B=90"-a 2.5, Wskazdwka: Oblicz wartoé¢ danej funkcji trygonometrycznej i oszacuj, czy jest
dodatniaimniejszaod 1. a)tak b)nie ¢jtak d)tak 26.a)0 b)1 27.a)2 b)1 ¢)1

di2 e -1 H1 2.8. 2% 29.a)-1 b0 -4 40 2.10. a)4sinacosa b) cos’a

=
¢yl )l ZE1l.a) cosa=2+ﬁ, tg:x=L2 b) sina=g, lgtx=g c) cosa=g.

VIA .. 1. \B L 3VD NTO . NTT
lga = === d) sina = = lga = = 2.12. a) sina = TTiailaitrs b) sina = s
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4317 . 502501 V2501 ; Ve V3 47
cosgt = —— C)sina = . COSQ = d) sina= —, cosa=— 2.13. —
7 2501 2501 3 L 3

214. 25 2152 2461 247.1 2182 219 =35 g=55
a 25 3 8 41

2.20. przyprostokatne: 63, 18; « = 30°, B = 60°

VI3 4 3V2 o

1. EEP 2. 3
13 20 6

s. 331

8.1. Zwickszyé catery razy.  8.2. 4(3+2V2Z) em®  8.8.3(5+V5) 3.4 6(1+V3)em

3.5. 144cm  3.6.8cm  3.7. 27V3cm’®  3.8. boki: 213 cm, 6 cm, 4 cm, P =103 cm”,
obw = 2(? + \E) cm 3.9. P=g30, d=25 3.10. 18,5~ m 3.11. najwigksze: kolo,

najmniejsze: trojkat 3,12, a) 39 b) 29 «¢) 4%11 +17 d) 34% 3.13. 72nem’

3.14. 3, 3v/3, 6 3.15. Zmnigjszylo si¢ o 1%.  3.16. promien: % cm, P= ]—i]-n e’

obw = V18l em  3.17. 38. Wskazdwhka: Poprowadz wysokosci z koncow krotszej podstawy
i rozwaz dlugosci odcinkow, kitore powstaly na dluiszej podstawie.  3.18. 3185 m’

3.19. a) (I - E)az b) (g - l)ﬂ2 c) (?-%)az

4p1i {: 4#21: D 4-3- B 4-41: ?401 li}ﬁu 4-54 a} 2{}14 h’} 2914 4164 a} ﬂ‘b“‘r = 2-11.61. P = 2{.}:?
b) obw =205, P=11,5 c)obw=186, P=11,3 d)obw=387, P=60,0 4.7.62° 118° 62°,
1180 4.8. 60°, 120° 60° 120° 4.9, |AB| = 20,2 cm, |AC| = |BC| = 18,1 ¢m

4.10. obw = 42,71 cm, dlugos¢ przekgtnej: 1597 cm 411, 355ecm”  4.12. 60°, 120°, 60°, 120°,
P=72v3cm’ 4.13.1773 4.14.1922cm’ 4.15.1193¢m’  4.16. |AB| =57 cm,

|AC| = |BC| =84 cm  4.17. P = 4220, obw = 120,1, wysokosci: 21,6, 33,7, 15,1

4.18. 1147cm  4.19. P =972, obw = 36(V10+ 1) lub P = 108, obw = 12(V10+ 3)

4.20. 470m 4.21.a) 11276 N b) 24° 4,22, ok. 140 m  4.28. prawie 2580 m  4.24. nie
4.25. 880 m, 1050 m 4.26. 1599 lub 1324

1. LEF 2.x=211, y=453 3.500m 4.61i131 5. Wskazéwka: Poprowadz jedna
z wysokosci trapezu i rozwaz zwiazki trygonometryczne w odpowiednim tréjkacie.

54.D 52. A 53.D 5.6.a)sina= %, cosa ==, tgor = % b) sina = 3

i |

Cusaz-ﬂ, lga = -3 ¢) sing = E, En.ﬁ-:x:—--zx—g, 1ga:—--]- d) .sina:i, CI}Sﬂt:E,
10 5 2 13 13
lga = e e) sina = 4—'1?, CosQ@ = -—'I?, lgaw=-4 f)sina= w, cosq = -2—'29, lga = 2
12 17 17 29 29 2
. V17 417 1 _ V14 542 \7
g) sing = =T cosq = Ere g = ~3 h) sina = & cosQ = =g tga = T
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5.7. sin135° = % cos 135° = —¥, tg135°=-1 5.8. a) 0,9397 b)-7,1154 c¢) -0,9903

d) -2,0503 e)0,7771 ) -0,5095 g) -0,9397 h) -0,1405 5.9. a) 102° b) 158° ¢) 153°

d) 93° 5.10. a) 137° b) 172° ¢) 125° d) 102° 5.11. a) 40°lub 140° b) 81°lub99° ¢) 58°
lub 122° d) 53°lub 127°  5.12. Wskazéwka: Przeanalizuj przyklad 5 ze s. 348.

5.13. Wskazowka: Przeanalizuj przyklad 5zes. 348.  5.14. a) 113,13 b) 43,12 ¢) 53,18 d) 75,24

515. 193 5.16,150° 5.17. 60° lub 120° 5.19. P =119 cm’, obw = (31 + 7v/5) cm
5.20. 12(5n1-3)cm”  5.21. Wskazéwka: Oblicz pole tréjkata na dwa sposoby.

1. P,P,P 2.sina=

61.D 62.C 63.D 6.4.a)tak b)nie c)nie d)nie e)tak ) nie 6.5. a) tak
b)tak ¢)nie 6.6.2a)1 b))l -1 d)1 e0 H1 67.3a)0 b1 c)sina d) -1

2413
13

3 3
‘:T, cosQ = — , tga= -5 3. 35° lub 145° 4. 2254

. 417 ; 7 24 35 12
6.8. sina = - lsa= -4 8.9, sina = Sov 0SS == 6.10. a) cosa = o Ba=—
b) cosa = -"-;—E. lga = ? lub cosa = --"-?. lga = -? 6.11. a) -% b) np. (-5, 2)

6.12. a};l: h}% 6.13. —%-:3; 6.18.

1. EEP 241 &

1.C 2B 3.C 4D 6C 6D 7.A 8B 9.C 10.D 11.C 12.D
1.8 14.D 15.C 16.B 17.D 18.B 19.A 20.D 21. PP F 22.P FF
23. REPr 24.P.FE P 25.EFP 26.FEP 21.FFF

V23
§]

| b

A7 _ 37

E.
28. a) sina = %, COs @ = é tga = V15, @ =76° b) sina = %, cosa = Vi lga = 5 a = 49°

3
c) sina = #T cos = Tv? tga = %, a = 18° d) Nie istnieje taki trojkat prostokatny.
29. a) % b) % 30.2) 31°1ub 149° b) 81° ¢) 132° d) 108° 31.44° 32 sin4B= %
5v41 4 p 35 335 : o 2
cos<4B = T tg<4B = = 33. sina = 3 tga = = 34. sina = — > cosa =<
60 11 60

35. cosa = é—:, tga = = lub cosa = ~ tga = — 36. gzl 37.3+243 39, 150°
40.a)1 b0 0

41. a) 42. 1 +sino, a # 90°

43. P = 90,0 cm®, obw = 52,3 cm
44, 1052cm’ 45, 120,5 cm’

46. 533 cm® 47,237 48. 18cm’

| AT
49, P = ??f cm®, obw = (?\E + 29) cm 50, -}-;E- Wskazdwka: Poprowadz odcinek DE L CB.
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sin:r.-r.gr.: <0 b) V6

51. 22 52, obw=13365 P=6731 53.104 54.a)
(538 08 3

o, o o, o E .1. ._._].
56. « € (0% 90°) U (90% 180°)  57. 37 58. > lub 5

Dziat 5. Funkcje wyktadnicze i logarytmiczne

}ﬂl b) 3 c)‘—;- 1.2.a}é b6 o2 d)o 1.3.a)24 h}% Q) 12 d}g

17 i 3

1
14.a)7 b2 -3 1.5.a)9 h}%{ A1 d4 16.a)2% h)2°¢ ¢)2¢ d)2°?

1.7.204° B s da™ 18 a}% h}m% ¢) 4,5 dm% 1.9, Da=b Blasb
dasb da<b 110.b<d<c<a 111.2)1 b4 o 81 d}%ﬁ e}é N %3

21.B 22.C 23. A
2.4.2)(0,2) b)(0,-2) ¢)(0,3) d)(0,-2) e)(0,0) 6(0,6)

2.5. a) najmniejsza: i, b) najmniejsza: %, ) najmniejsza: %, d) najmniejsza: %,
najwigksza: 4 najwicksza: 1 najwit(ksza' 3 najwif;ksza~ 3
Y | y
| 1 o, 1 | {
1 b t -

of 1 [x ﬂll... ﬂll-‘f

2.6. a) brak miejsc zerowych b) x=-3 ¢) x =-4 d) brak miejsc zerowych e¢) x =-3
f) brak miejsc zerowych
2.8. a) najmniejsza: 0, b) najmniejsza: 1, ¢) najmniejsza: 0, d) najmniejsza; Eé,
najwicksza: 3 najwigksza: 2 najwigksza: 11
b7

najwicksza: 1 E

2.9, a=£— 210. k=-70 2.41.m=4

2.13. a) np. f{szzﬂ% b) np. ﬂx}=(%)x—l N
248 Na= ==z 218 Dixe e Wxelwr=ry L1 %
Q) xe(-00;2) d)xe(l;0) 296.2)Lx=3 ILx ¢ (~co;3) 0l1
b)Lx=1 ILxe(-o0;1) ¢)Lx=-2 ILxe(-2;00) d)lL.x=-2 Il.xe€(-2;c0)
217.a)x=-4lubx=-3 blx=1 cx=0lubx=1 djx=-1 ex=0 fHx=-1
218. a) x € (—00;0) b)xe(-o0;1) c)x€(-00;2) d)xe(-00;1)
219.a)x=2, y=4 b)x=-2, y=0 c)Jx=4, y=4 220.a)3lata b) po 10 latach
22V x =0, yo=1 22 x=]




Odpowiedzi

224, me (0; 1} U {2}

1.FEFEF 2x=3 4.bme(0;1) 6.a)100°C b)po2minutach c) 20°C
2 4 3 3 1 3
3.1.a)3 b)2 -3 d)-3 1 D 3 g)0 h)-2 3.2.a) 5 b) > c) 5 d) P e) =%

f}—% 33.a)x=8 b)x=33 x=1 d}x:% e)x=81 flx=16 34.a)x=2

B)x=10 )x=9 d)x=64 e}x=% f)x:% 35.2)7 b)2 c}% )12 e 16 03

41.C 42.C 43.C 44.a)2 b)5 )1 d)2 e2 N2 45.a)2 b0 ¢)2 d};
e)5 -1 46.a)1 b)2 1 d)3 e2 N1 47.a)1 bl ¢)-2 d)-25 e) -1

2rd 4.2

a‘l a b y'l' 2
fi1 4.8.a) Iuggﬁ, 1 b)log, = 4 o) log, s -1 d)log (xy+y ), 1 4.9.a)log2
i | 3
b) log, : c) log .50 d)log, z ¢) log (?vm) f) log, 7 4.10. a) log,3 b)log.1

.5
c'.ilugﬁ(a*ﬁ) d) log , 81 c)logziqg ﬂlﬂgzg 4.11. a) x>0, y > 0; lf;vngJH b) x >0,

a2
2
(xz;;} d) x = log xV10 e) x> V2; log, %ﬁ

[}x+y>ﬂ,x—y}ﬂ;1{}g(x1—-y2) 4.12.a)2a bla+1 cla+4 d)-2a ea-1 N2-a
413.a)6em b)2m-2 ¢)3m+1 d)5nm-1 414.a)12 b)-4 4.15.3 4.16.3
4.17.2) 0,631 b) 1,209 ¢) 4,086 d) 1,311 4.18.2) 1,7< VIO < 1,8 b) 4,6 < V100 < 4.7

)63< 1 <64 d)86< <87 4.19.0 4.20.2)x=-log,3 lub x=2log,3

V1o V100
b)x=21lub x=log5 c)Jx=log,21ub x=log,5 d)x=-1Iub x=log,3

y > lngzi c)x>-1, y>0; log,

4.21. Wskazéwka: Wprowad? oznaczenia x = 510823 y = 3"82° 4 nastepnie obie strony kazdej
rownosci zlogarytmuj przy podstawie 2. 4.22. Wskazdwka: Zapisz wyrazenie po lewej stronie

znaku réwnodci za pomoca logarytmu przy podstawie: a) 4, b) 6, ¢) 3. 4.24. ‘_2; L 4.25. «: :_II,
i

4.26. % 4.29. Wskazowka: Zauwaz, ze przy podanych zalozeniach wartos¢ log b > 0 i zastosuj

wzOr na zamiang podstawy logarytmu.
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B 452 Qdpowiedzi

1L.ERE 2.3 3277 4.

5!1‘ C 5!2¥ D 5!3{ D
55.2)2 b8 a1 d3+Vi0 €2 DV2-1

m-—2

5.6.
a) c) d)
y 4 S I I
1 1
ol 1 ol 1 % ol 1%
5.7. Wskazéwka: Funkcje f(x) mozna przedstawic¢ w postaci: a) f(x)=x, b) flx)=x1i x> 0.
58.9) T T T AT b) y 59.2)a=1, b=-2
‘-w._,\‘-lr /,_L---—' b) Wikazéwka: glx) =-logi{x+1)+2
- k

cxe(-1;00 d) xe(l; )

511.a) D=(-00; 2)U(3; o) b) D= (-o0; IJU(E%; m) 512.3 5.13.50dB 5.14.a)3
b) 20cm «¢) 100 razy  5.15. a) 74% b) po53dniach 5.16. a) 073% b) po1h 16 min
5.17. 4027 m’ 5.18. m = % 5.19. me(12;: o) 5.20. D= (-1; o). Wskazowka:

flx)=3-log,(x+1) 5.21. D = (3; oc). Wskazéwka: f(x) = log,(x+3) 5.22. D=R-{2}.
Wskazowka: f(x) = 2log 1 |x - 2|
3

1. B,P,F 3.a=4,b=3

6.1.F,EP 62 EEP 63.P.FP 64.PEP 65.ax=-4 bx=3 ¢ x=5
" | l
I h)x=1l l]x—-z E.B.a}x——i

d) brak rozwigzan ¢)x=1 fx=-1 g x

Bx=0 9x=-5 dx=-3 &x=13 Dx=1; Px=1I; Wx=-3 Dx=—;
67.a)x=1lubx=4 b)x=-1lubx=1lubx=4 ¢)x=-1 luhx=% d) x=-1 lub
x=2 68.a)x=21ubx=3 b)brakrozwigzan c)Jx=1 d)x=0 e¢)x= =

1 1)
69.a)x<4 blx<3 c¢)x<0 d}xﬁi e) x -1 ﬂx:»% g}x'}z% h) x =

6.10. a) x € (—m; ];) b) x € (m00; =2) ¢) xE€ (%, m) d) x € {~1; o0)



Odpowiedzi

6.11. a}xe{—m;—?n}u(%;oa) b)xe(l;2) Oxe(-22 dxe(@1) e xe(-23)

Dx=1 642 x=3 3.13.“% 6.14. x = -3

s. 407

71. F,Pp,P 7.2.F,F,P 73.P,P,F 74.P,P,P 7.5.2a)x=4 b)brakrozwiazan
c) brak rozwigzan d) brak rozwigzan e)x=3 f)x=-1lubx=6 g x=6 h)x=-4 lub

x=1 T76.3a)x=2 blx=4 c)x=1 d}x=5+4m T.7.a) x€(3;:00) b)xe(=2;2)

c)x€(21;00) d) xe{-44) T.B.a}xe(-%:-‘ﬁ)u(ﬁ;%) b}xe(4§;5)

¢) x € (=003 1) U (2 00) d) x € (3; o0) e}xa(§;2%> I}xE(—E;—%)UEI;S}

9

7.9. a}xe(ﬂ; i)um; &) h}xe(lE;Z%) ¢) x €(=6:3)U(3;12) d) x € (=63 =2) U (2; 6)

7.1u.a}x=”T"’|uhx=3 h}xz%luhx:IZH ¢) % = VI0 lub x =100 d]xz%luhx:l

2
lub x=8 7.11. x € (-o0; =2)U(0; DU (I3 00) 7.92. D ={-2v2 0) U (0; 2v2)
7.13.2)x=16v4 b)x=9

1.C 2.C 3.A 4.C 5.A 6.D 7.B 8C 9D 10.B 11.C 12.D
13.B 14.B 15 B 16.C 17.C 18. A 19.B 20.C 21.B 22 .} P,P

23. P,F,P 24.P,F,F 25.FP,P 26.FPP 27.P,P,P 28 FEPF 20.PPP

30. P,F,F 31.L,F,P 32 FP,P 33.FPP 34.FPF 35 P,P,F 36.FFP
37.E, 5P 38. EPF 39.EPF 41.2)0 b1 o0 d1 4223 b0 o3 do
m.% 44.277 45.a)1 b)-2 )2 d)0 46.2)18 b)49 )2 d) 1% )3 06

1

47. 95 43.&}% b) 1 c}z—? A2 49.2)-1 b)10 )4 d) -1 50.a)x=5

8-b6a d4) ]

52.2)> b)> = d)> 53.ZW=(l;00) 54 x=-1 55.a=§ 56. a) x = 4 lub
x=5 b)x=-1 cJx=-1lubx=0 d)x=1 57.a)xe(-o00;-1) b)xe(-o0;4)
58.a)x=9 b)x=0 ¢)x=2 d}x:—% 89. a) x € (-4; ©) b) x € (—o0; -2)

B x=1 x=11 dx==3labx=7 51.a]a—§ h}%a—z Q)

d+2

cxe(—4;00) d)xe <—4*‘II; H) 60. a) 2V2 b) 1(—!1 64. a) 0 26% b) po 5 miesigcach

65. a) b) 'y 66. a) D=(3; c0) b) D=(-5;-2)
) D=(0; ) d)D=(0; 1)u(l; 4)
67. a) ¢ b) Wigkszeod 1saci f,

pozostale liczby sa mniejsze od 1.

Ho-
0] 1x of 1
aa.a}x:-§ b) x=-v34 lub x= V34 69.xe(-54) 70.x=1 T71.a)xe¢(-3;oco)
b)xe(1;2) 72 x€{l;00)u{0} T73.x=2lubx=4 T7T4. me(2;3)
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Skorowidz

Brzeg kola 218

Cechy podobienstwa trojkatow 284, 285

cieciwa okregu (kota) 217, 218
cosinus kata 313, 344
cotangens kata 313

Dwusieczna kata 211
dziedzina wyrazenia wymiernego 156

Figury podobne 273

— przystajace 273

funkcja homograficzna 190

— kwadratowa 8

— logarytmiczna 392

— wielomianowa 89

— wykladnicza 368

— wymierna 188

funkcje trygonometryczne 313
— rowne 92

Jednomian stopnia n 90
jednomiany podobne 90
jedynka trygonometryczna 323, 353

Kat srodkowy 231

— wpisany 234

kolo 218

konstrukcje geometryczne 212
krzywa logarytmiczna 392

— wykladnicza 368

Liczba logarytmowana 378
logarytm 378

— dziesigtny 378

— iloczynu 381

— ilorazu 382

— potegi 383

Luk okregu 217
Nierownos¢ kwadratowa 37
— 1rojkata 208

— wiclomianowa 145

— wymierna 180

Odleglosé punktu od prostej 219
okrag 217

— opisany na trojkacie 226

— wpisany w trojkat 224

okres polowicznego rozpadu 373
okregi przecinajace sig 218

— rozlaczne wewngtrznie 218
— — zewngtrznie 218

— slyczne wewngetrznie 218

— — zewnelrznie 218

— wspolirodkowe 219
ortocentrum 226

Pierscien kolowy 234
pierwiastek rownania kwadratowego 22
— n-krotny wielomianu 140
— wielomianu 110
podobienstwo o skali k 273
podstawa logarytmu 378
podzielnos¢ wielomiandw 123

postac iloczynowa funkcji kwadratowej 25

— kanoniczna funkcji kwadratowej 8
— ogolna funkcji kwadratowej 9
poltokrag 217

promien okregu 217

— wodzacy punktu 343

punkt stycznosci 221

Rami¢ wodzace kata 343
redukcja wyrazow podobnych 90
rozwigzywanie trojkata 315
rownanie kwadratowe 22

— wielomianowe 110

— wymierne 171

roznica wielomiandw 97

Siatka znakow 145

schemat Hornera 133

sieczna okregu (kota) 217, 218

sinus kata 313, 344

skracanie wyrazenia wymiernego 157
styczna do okrggu 221



suma algebraiczna 88
— wielomianow 97
symetralna odcinka 210

Srednia geometryczna 290
$rednica okregu (kota) 217, 218
srodek cigzkosci trojkata 292

Tangens kata 312, 344

tozsamosc trygonometryczna 355

twierdzenie Bézouta 127

— o catkowitych pierwiastkach wielomianu 137
— o wymiernych pierwiastkach wiclomianu 138

Skorowidz

— Pitagorasa 209
— Talesa 263

Wielokat opisany na okregu 255
— wpisany w okrag 248
wielomian 88

— zerowy 89

wierzcholek paraboli 8, 9
wnetrze kola 218

wycinek kotowy 233

wyraz wolny wielomianu 91
wyrazenie wymierne 156

— odwrotne do twierdzenia Pitagorasa 209

— — — Talesa 265

— o odcinkach stycznych 223
— o srodkowych w trdjkacie 292

wyroznik funkcji kwadratowej 9

wzory redukcyjne 346

— Viéte'a 30
wzOr na zamiang podstawy logarytmu 385

Tablica wartosci logarytmoéw dziesietnych liczb od 1 do 9,9

x 1 L1 | 1.2 | L3 | 14 | 15 | e | L7 | 1.8 | 19
log x | 0,000 0,041 | 0,079 | 0,114 | 0,146 | 0,176 | 0,204 | 0,230 | 0,255 | 0,279
i 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29
log x | 0,301 | 0,322 | 0,342 | 0,362 | 0,380 | 0,398 | 0,415 0431 | 0,447 | 0,462
x | 3 | 31 | 32 | 33 | 34 [ 35| 36 [ 37 | 3,8 | 390
log x | 0,477 | 0,491 | 0,505 | 0,519 | 0,531 | 0,544 | 0,556 | 0,568 | 0,580 0,591
x 4 41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 48 | 49
log x | 0,602 0613 | 0,623 0,633 | 0,643 0,653 0,663 0,672 | 0,681 | 0,690
x 5 510 | 82 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59
log x | 0,699 | 0,708 | 0,716 | 0,724 | 0,732 | 0,740 | 0,748 | 0,756 | 0,763 | 0,771
x 6 61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69
log x | 0,778 | 0,785 | 0,792 | 0,799 | 0,806 | 0,813 | 0,820 | 0,826 | 0,833 | 0,839
x 7 71 | 72 | 73 | 74 | 75 | 726 | 77 | 78 | %9
log x | 0,845 | 0,851 | 0,857 0,863 | 0,869 0875 0881 0,886 | 0,892 | 0,898
x 8 81 | 82 | 83 | 84 | 85 | 86 | 87 | 88 | 89
log x 0,903 | 0,908 | 0,914 | 0,919 | 0,924 | 0,929 | 0,934 | 0940 | 0,944 0,949
x 9 91 | 92 | 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99
log x 0,954 | 0,959 | 0,964 | 0,968 | 0,973 | 0,978 | 0,982 | 0,987 | 0,991 0,996
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B 456

Tablica wartosci funkcji trygonometrycznych

Miara kata o

Dﬂ'
1 a
2@‘
3'}
413
Sﬂ
ﬁn
?n
8‘}
gn
10°
)
| Fas
13°
14°
15"
16°
| 75
18°
19°
20°
23 4
22°
23°
24°

25°
26°
27
28°
29°
30°
3=
307
33°
CL 5

35°
36°
37°
38°
39/

40°
41°
42°
43°
441:!
45°

| sina |
0,0000

0,0175
0,0349
0,0523
0,0698

0,0872
0,1045
0,1219
0,1392
0,1564

0,1736
0,1908
0,2079
0,2250
0,2419

0,2588
0,2756
0,2924
0,3090
0,3256

0,3420
0,3584
0,3746
0,3907
0,4067

0,4226
0,4384
0,4540
0,4695
0,4848

0,5000
0,5150
0,5299
0,5446
0,5592

0,5736
0,5878
0,6018
0,6157
0,6293

0,6428
0,6561
0,6691
0,6820
0,6947

972 |

COs o

1,0000
0,9998
0,9994
0,9986
0,9976

0,9962
00,9945
0,9925
0,9903
0,9877

0,9848
0,9816
0,9781
0,9744
0,9703

0,9659
0,9613
0,9563
0,9511
00,9455

0,9397
0,9336
0,9272
0,9205
0,9135

0,9063
0,8988
0,8910
(0,8829
0,8746

0,8660
0,8572
0,8480
0,8387
0,8290

0,8192
0,8090
0,7986
0,7880
0,7771

0,7660
0,7547
0,7431
0,7314
0,7193

07071

tga

0,0000
0,0175
0,0349
0,0524
0,0699

0,0875
0,1051
0,1228
0,1405
0,1584

0,1763
0,1944
0,2126
0,2309
(,2493

0,2679
0,2867
0,3057
0,3249
0,3443

0,3640
0,3839
0,4040
0,4245
0,4452

0,4663
0,4877
0,5095
0,5317
0,5543

0,5774
0,6009
0,6249
0,6494
0,6745

0,7002
0,7265
0,7536
0,7813
0,8098

0,8391
0,8693
0,9004
0,9325
0,9657

R

45°
460
47°
48°
49°
50°
51°
52°
53¢
54°

55°
56°
57°
58°
59°
ﬁ.ﬂ'ﬂ
61°
62°
63°
ﬁ4ﬁ
65°
ﬁﬁﬂ
67°
68°
69°
70°
712
72°
73°
74°

o
76°
77°
78°
79°

80°
81°
82°
83°
84°

85°
86°
87°
88°
89°
9{}°

| Miarakgtaa | sina

0,7071
0,7193
0,7314
0,7431
0,7547

0,7660
0,7771
0,7880
0,7986
0,8090

0,8192
0,8290
0,8387
00,8480
00,8572

0,8660
0,8746
0,8829
0,8910
0,8988

0,9063
0,9135
0,9205
0,9272
0,9336

0,9397
0,9455
0,9511
0,9563
0,9613

0,9659
0,9703
0,9744
0,9781
0,9816

0,9848
0,9877
0,9903
0,9925
0,9945

0,9962
0,9976
0,9986
0,9994
0,9998

1000 |

COS X

0,7071
0,6947
0,6820
0,6691
0,6561

0,6428
0,6293
0,6157
0,6018
0,5878

0,5736
0,5592
0,5446
0,5299
0,5150

0,5000
0,4848
0,4695
0,4540
0,4384

0,4226
0,4067
0,3907
0,3746
0,3584

0,3420
0,3256
0,3090
0,2924
0,2756

0,2588
(0,2419
0,2250
0,2079
(,1908

0,1736
0,1564
0,1392
0,1219
0,1045

0,0872
0,0698
0,0523
0,0349
0,0175

00000

B

1,0000
1,0355
1,0724
1,1106
1,1504

1,1918
1,2349
1,2799
1,3270
1,3764

1,4281
1,4826
1,5395
1,6003
1,6643

|.732]
1,8040
1,8807
1,9626
2,0503

2,1445
2,2460
2,3559
2,4751
2,6051

2,7475
2,9042
3,0777
3,2709
3,4874

3,7321
4,0108
4,3315
4,7046
5,1446

5,6713
6,3138
7,1154
8,1443
9,5144

11,4301
14,3007
19,0811
28,6363
57,2900






ngyﬂlg Twoje mocne strony Prosto do matury

Podrecznik Prosto do matury 2 do zakresu podstawowego i rozszerzonego zostal opracowany
z mysla o uczniach przygotowujacych sie do matury z matematyki na poziomie rozszerzonym.

Precyzyjny i zrozumialy jezyk utatwia przyswojenie omawianych zagadnien. Ponad 1500 zadan
Z odpowiedziami pozwala wycwiczyc | utrwalic umiejetnosci sprawdzane na maturze.

o= Pomoc w zrozumieniu
— ¢ Wyrdznienie twierdzen i definicji utatwia
— M e e e 2 - ich zrozumienie | zapamietanie.
- _ * Przykiadowe rozwigzania zadan typu
maturalnego pokazuja rozne mozliwosci
e radzenia sobie z takimi zadaniami.

Porzadkowanie i syntetyzowanie

* Umigjetnosci podane na poczatku tematu
wskazuja cele lekgiji.

» Przykladowe zadania rozwigzane krok po
kroku pomagaja w przyswojeniu ziozonych
zagadnien.

* Warto powtorzyc przypominaja wiadomosci
Z wczesniejszego etapu nauki.

Obszerne powtorzenia

* Sekcja Prosto do matury zawiera 5 zadan typu
maturalnego, dzieki ktorym uczniowie moga
utrwali¢ zdobyte wiadomosci.

* Powtorzenie po kazdym dziale zawiera zadania
roznego typu: zamkniete, prawda/fatsz,
otwarte krotkie] odpowiedzi i otwarte
rozszerzone odpowiedzi.

N E . Z2.0.0.
CRAES P = ISBN 978-83-267-3894-4

@ www.nowaera.pl Q nowaera@nowaera.pl u I“l H ‘

\:‘:“ Centrum Kontaktu: 801 88 10 10, 58 721 48 00

2 ?3332&!] 38944




