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Podrecznik do matematyki
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* Wasze e-booki nie dzialajg na telefonach komorkowych!!!
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Podrecznik Prosto do matury dla klasy trzeciej jest dostosowany do podstawy pro-
gramowej obowigzujacej w liceum od wrzesnia 2019 r. i obejmuje tresci z zakresu
podstawowego oraz rozszerzonego.

Ksigzka zawiera ponad poéltora tysigca zadan do samodzielnego rozwiazania. To wy-
starczy do gruntownego prze¢wiczenia umiejetnosci nabytych podczas lekcji. Zada-
nia trudniejsze oznaczone s * lub *, zadania typu ,Wykaz...” poprzedzono zna-
kiem 0, natomiast te zadania, do ktorych rozwiazania przydatny jest kalkulator -

znakiem ().

Podrecznik dostosowany jest do samodzielnej nauki, co moze by¢ cenne na przy-
klad w razie nieobecnosci w szkole. Wprowadzane pojecia ilustrujemy przyklada-
mi rozwiazanych zadan. W zrozumieniu materialu bardzo pomoga kolorowe rysun-
ki merytoryczne. Wybrane rozwiazane zadania typu maturalnego zostaly oznaczone
znakiem [0,

Roézowym paskiem na marginesie oznaczono material realizowany w zakresie roz-
SZerzonym.

Po kazdym rozdziale proponujemy zestaw pieciu zadan zatytulowanych Prosto do
matury. Po oméwieniu kazdego rozdzialu uczniowie powinni rozwigzywac je samo-
dzielnie. Bedzie to dla nich sprawdzianem umiejetnosci potrzebnych na maturze.

Odpowiedzi do pytan, polecen, rozwiazan zadan nie nalezy zapisywa¢ w podrecz-

niku.

Autorzy



Wykaz uzywanych
oznaczen matematycznych
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1. Twierdzenie sinusow

Umiejetnosci:
* znajdowanie zwigzkow miarowych w figurach ptaskich z zastosowaniem
twierdzenia sinusow

Zadanie polegajace na wyznaczeniu wszystkich nieznanych dlugosci bokéow oraz
miar katow w trdjkacie nazywamy krotko rozwigzywaniem tréjkata. W kolejnych
tematach zajmiemy sie tym zagadnieniem. W tym celu bedziemy stosowa¢ zwiazki
miedzy funkcjami trygonometrycznymi zachodzace w tréjkatach.

Pokazemy, ze w kazdym trojkacie wysokos$¢ mozna wyrazi¢ w postaci iloczynu diu-
gosci boku, na ktéry ta wysokos$¢ nie jest opuszczona, i sinusa odpowiedniego kata
tego trojkata. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunkach.

C
b b a
[ 4 X
A A B

Zauwazmy, ze:
* jezeli a jest katem ostrym, to sina = > czyli h=b-sina,
* jezeli & jest katem prostym, to h =b, czyli h =b-sina, poniewaz sin90° = 1,
* jezeli a jest katem rozwartym, to sin (180° — «) = o czyli h = b -sin(180° — «),
wiec h=b-sina.
Niezaleznie od miary kata mamy wigc rownos¢: ,
Przypominamy: w tych podrecz- (((+)
h=b-sina nikach czgsto zamiast pisac ,kat
ABC o mierze a” uzywamy krot-
szej formy ,kat ABC réwny a”
zumowanie dla boku a i kata . Otrzymamy albo ,4ABC = «”. Podobnie -
wowcezas rownoséé: ~Wysoko$¢ réwna 57, a nie ,dlu-
h : gos$¢ wysokosci rowna 57, , trojkat
=a-sinp ma rowne przyprostokatne” za-

Latem: miast , trojkat ma przyprostokatne
rownej dlugosci” itd.

W identyczny sposdéb mozemy poprowadzic ro-

b-sina=a-sinf

Rownosc¢ te¢ mozemy zapisaC w postaci:

(1) b a

sin 8 " sina

—sina#0isinf+£0



1. Twierdzenie sinusow

Oznaczmy trzeci bok tréjkata litera c oraz kat lezacy naprzeciwko niego litera y.
Gdy poprowadzimy wysoko$¢ z wierzchotka A i bedziemy rozumowa¢ podobnie jak
wyzej, otrzymamy b-siny = c-sin 8 lub inaczej:
b ¢
(2) sinp = ¥ —siny #0
Z réwnosci (1) i (2) wynika, ze:
a b ¢
sinae sinff  siny

Otrzymang rownos$¢ nazywamy wzorem sinusow.

Udowodnilismy w ten sposob nastepujace twierdzenie.

Wzoér sinuséw
W dowolnym tréjkacie stosunek dlugosci boku do
sinusa kata lezacego naprzeciwko niego jest staly.

@ _ & €
sinae  sinf3  siny

Twierdzenie to stosujemy na przyklad do obliczania dltugosci bokow tréjkata, jezeli
dana jest jedna z nich oraz dane sg katy trojkata.

Przykiad €) < zad. 1.5

W trojkacie ABC dane sa: |AB| = 12, 9ABC = 45°, <4BCA = 30°. Obliczymy
diugos¢ boku AC.

Rozwigzanie

Na mocy twierdzenia sinusow mamy: C

|AB| __ _|AC|
singBCA  sin4ABC

12 |AC|
sin30°  sin45°
12 _ |AC]
ET e
2 2 45°

. A B

|AC| = 12V2

Odp.: Bok AC ma dlugosé 12+/2.

9 N
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Dziat 1. Trygonometria

Przykiad @) < zad. 1.6

Trojkat KLM jest rozwartokatny o kacie rozwartym przy wierzchotku M. Dane sa:
IKL| = 16, |[KM| = 92, sinaLMK = g Obliczymy miare kata KLM.

Rozwiazanie

Na mocy twierdzenia sinuséw mamy: M
KLl |KM]| 9v2
sindLMK  singdKLM K L
6
16 N2 . V2 :
— = ————— stad sin<dKILM = —
8 ~ sinaKIM' % P
9
JAKLM = 45° lub 4 KLM = 135° — sina = sin (180° — &)

Wiemy, ze tréjkat KLM jest rozwartokatny o kacie rozwartym przy wierzchotku M,
zatem tylko kat 45° spelnia warunki zadania.

Odp.: Kat KLM ma miare 45°.

Przyktad ) « zad. 1.8

W gorzystym terenie stoja dwie wieze triangulacyjne C
A i B. Odleglo$¢ migdzy nimi jest réwna 12,5 km. Naj-

wyzszym w okolicy wierzcholkiem jest Gora Czarow-

nic (oznaczona na rysunku litera C). Geodeta zmierzyl 76° 112°

dwa katy: z wiezy A kat BAC o mierze 26° i z wiezy B~ 4 12,5 km B

kat ABC o mierze 112°. Obliczymy przyblizone odle-

glosci miedzy Gorg Czarownic a wiezami (mierzone

w linii prostej i z dokladnoscig do jednego miejsca po

przecinku).

Rozwiazanie
Zastosujemy dwa razy wzor sinusow. Miar¢ kata lezacego naprzeciwko boku AB znaj-
dujemy jako dopelnienie do 180°;

y = 180° — 26° — 112° = 42°, zatem —ABL _ ACL
sin 42 sin 112

12,5-sin112°  12,5-sin (180° - 68°) _ 12,5 - sin 68°

sind42° sin 42° © sin42°
Odczytujemy z tablic matematycznych przyblizone wartosci funkcji trygonome-
trycznych z doktadnoscia do drugiego miejsca po przecinku:

sin 68° = 0,93, sin42° = 0,67

12,5-0,93

Zatem 1ﬂC| = ﬂT = 17,4,

|AC| =



1. Twierdzenie sinusow 11 T

Do obliczenia odleglosci |BC| wybieramy inng proporcje ze wzoru sinusow:
|AB| _ |BC]|
sin42®  sin 26°
: 12,5-5in26° 12,5 0,44
czyli |BC| = . — = =
sin 42° 0,67

— &in 26° = (),44

8,2

Odp.: Gora Czarownic jest oddalona od wiezy A o ok. 17,4 km, a od wiezy B
o ok. 8,2 km.

Przyktad €) « zad. 1.18

Katy tréjkata ABC majg miary 45°, 60°, 75° a bok BC ma dlugosc 2. Skorzystamy
o , L e V6+A2
ze wzoru sinusow i wykazemy, ze sin75° = 1

Dowod

Zauwazmy najpierw, ze istnieje dokladnie jeden
trojkat spelniajacy warunki zadania - mozemy go
skonstruowac, gdy okreslimy odcinek jednostkowy.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Zgodnie
z nimi CD jest wysokoscig poprowadzona z wierz-
cholka kata o mierze 75°.

|IDB| =11 |DC| = \3 «—— ADBC jest polowa trojkata réwnobocznego o boku 2
|AD| = V3 i |AC| = V6 «— AADC jest polowa kwadratu o boku |[DC| = V3
|AB| = V3 +1

|AB| _ |BC]|

: = — «— twierdzenie sinusow dla trojkata ABC
sin75°  sin45°

V3

V341 2 ! . 3 (ﬁ ¥ l) V6 + 2
: = —, stad sin75° = =
sin75° V2 2 4
2
Koniec dowodu
Zauwazmy, ze jes§li w trojkacie ABC Spotyka sie réwniez nastepujace zaleznoéci:  (((+))
poprowadzimy wysokos$¢ BE z wierz- -3 kol
chotka kata o mierze 60° to mozemy sinl5® = ———, sin75°= ——
w podobny sposob wykazac, ze: Za pomocy odpowiednich przeksztalcen
NN mozna wykazac, ze:
sinl15® = ——— —
4 V2-V3 V-2 V2+V3  V6+V2

2 4 2 4
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Dziat 1. Trygonometria

Wzor sinuséw stosujemy rowniez do wyznaczania promienia okregu opisanego na
trojkacie.

~ Twierdzenie

Twierdzenie sinusow

W dowolnym tréjkacie stosunek dlugosci boku do sinusa kata lezacego naprze-
ciwko niego jest rowny dlugosci $rednicy okregu opisanego na tym tréjkacie.

Zalozenie C
Trojkat ABC jest dowolny. D
Teza

Stosunek dlugoéci boku tréjkata ABC do sinusa kata

lezacego naprzeciwko niego jest rowny dlugosci 2R,

czyli srednicy okregu opisanego na tym trojkacie. v
Dowod

Zgodnie ze wzorem sinusow dowod wystarczy przeprowadzic dla jednego kata. Kto-
ry$ z katow trojkata jest katem ostrym; oznaczmy jego wierzcholek litera A. Z innego
wierzchotka (np. B) prowadzimy $rednice BD.

4BDC =<4BAC «—— katy wpisane oparte na tym samym fuku
: B
singBDC = ||B_g|| «— trojkat BDC jest prostokatny
; |BC| . < o : it
sindBDC = o «~— R jest promieniem okregu opisanego na trojkacie ABC
Po przeksztalceniu tego wzoru otrzymujemy:
_ __|BCl
sing4BDC
|BC ; ;
= — ~—— sindBDC = sin4 BAC
sin4BAC " i
C
Koniec dowodu
Korzystajac z oznaczen przedstawionych na rysunku,
mozemy tre$¢ twierdzenia, lacznie ze wzorem sinusow,
zapisac krotko: = B

a b ¢
sina sinf8  siny

=2R



1. Twierdzenie sinusow

Przyktad &) - zad. 1.19

Na tréjkacie, ktérego dwa boki maja dhugosci 9 i 36, opisano okrag o promie-
niu 3/3. Obliczymy miary katéw i dtugo$é trzeciego boku tréjkata.

Rozwigzanie

Oznaczmy:

«, 3, y - katy lezace odpowiednio naprzeciwko bokow a, b, ¢ trojkata,
R - promien okregu opisanego na tym tréjkacie.

Przyjmijmy, ze a = 9, b = 3V/6.

. ,9 =ﬁ\"§ ~—— zgodnie ze wzorem _” =2R
S5IN & SN
sing = b ﬁ

6v3 2
a=60° lub a =120° — sina = sin (180° - a)
[ ] -ﬂ = 6\|‘|{§
sin f3
3ve 2
sinff=—x=—
6vV3 2
p =45° lub B =135° «— sin = sin (180° - B)

Suma katéw tréjkata wynosi 180° zatem a + 8 < 180° i y = 180° — (a + 8). Nie
istnieje trojkat o katach a = 60° i B = 135° ani trojkat o katach a = 120° 1 § = 135°

Mozliwe sa wiec dwa rozwiazania:
I trojkat o katach a = 60°, B =45° y=75°
II. trojkat o katach « = 120°, 8 = 45°, y = 15°

C

Dlugosc¢ trzeciego boku trojkata obliczamy ze wzoru e = 2R, czyli:
¢ =2Rsiny
¢ =6v3sin75° =63 - N@:ﬁ=9ﬁ;3\@ — dla I trojkata
c=6v3sin15° =63 - ﬁ;ﬁ=9\ﬁ;3\fg «—— dla IT trojkata
Odp.:a = 60°, B =45°, y=75° c = w’i___%g_v_ﬁ
9v2 -3V6

lub a = 120’0: ,{;=45°> Y= IS“, «C=T

13
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Dziat 1. Trygonometria

W ponizszych zadaniach odczytuj wartosci funkcji trygonometrycznych z dokladno-
scia do czwartego miejsca po przecinku, a miary katow z dokladnoscia do 1°. Mozesz
wykorzystywac podane w przykladzie 4 dokladne wartosci sin 75° i sin 15°.

W kazdym z zadan 1.1-1.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

1.1. W tréjkacie ABC dane sg: |AB| = 6V/3, 4BCA = 120°. Wskaz promien okregu
opisanego na tym trojkacie.
A. 33 B. 6 C. 6V3 D. 12

1.2. W trdjkacie ABC dane sa: |AB| = 24, |BC| = 16, 4BCA = 60°. Wskaz warto$¢
sind4CAB.

A= B.

V3
: C. > D. V3

| b

1.3. W tréjkacie ABC dane sa: |BC| = 18, «CAB = 45°, sin4BCA = % Wikaz

diugosc boku AB.
A. 46 B. 12 C. 12V2 D. 27

1.4. W tréjkacie ABC dane s3: |BC| = 8, 4CAB = 45° <BCA = 120°. Oblicz
dlugosc boku AC.

1.5. Katy trojkata ABC oznaczono «, f3, y, a literami a, b, ¢ - boki odpowiednio
przeciwlegle do tych katéw. Oblicz

a) sinf dla a =20, b =24, a = 45" c) sina dla a=11, c =17, y =71
b) bdla c= 36, & =75° B =45° d) cdla a =16, 3 = 26° y = 48°.

1.6. Trojkat ABC jest rozwartokatny o kacie rozwartym przy wierzchotku A. Dane
sa: |AB| =6, |BC| =8, sindCAB = % Oblicz miare kata ACB.

1.7. Oblicz brakujace miary katéw (z dokladnoécia do 1°) i dlugosci bokéw (z do-
kladnoscia do drugiego miejsca po przecinku) trojkata ABC, w ktorym «, 3, y sa
katami wewnetrznymi oraz a, b, ¢ - bokami odpowiednio przeciwleglymi.

a) a=7cm, a=37, B=100°

b) b=12,7 cm, a = 78°, 8 =45°

¢) c=113cm, y=27° B =120°



1. Twierdzenie sinusow

1.8. Gospodarstwa A, B, C sa polozone nad
stawem, jak na rysunku obok. Zmierzono, ze
|BC| = 300 m, <C = 35°, 4B = 80°.
Wyznacz odleglos¢ miedzy gospodarstwami
A i B z dokladnoscia do 1 metra.

1.9. Przekatna réwnolegloboku ma dlugosc 24 cm i dzieli kat rozwarty réwnoleglo-
boku na katy o miarach 45° i 75°. Oblicz dlugosci bokow tego réwnolegloboku.

1.10. W trapezie rownoramiennym ABCD, w ktérym AB || DC, przekatna AC ma
dlugosc 8 cm, 4CAB = 22° i 4ACB = 113°. Oblicz miary katow i dlugosci bokow
trapezu z dokladnoscia do dwdch miejsc po przecinku.

1.11. Nabrzegu jeziora znajduja si¢ dwie przystanie, oznaczone jako A i B, oddalone
w linii prostej o 1,6 km. Z kazdej z nich widoczna jest ta sama mata wyspa - oznaczmy
ja W. Za pomoca kompasu zmierzono katy: <WAB = 54° i 4ABW = 48°, Oblicz
odleglos¢ wyspy od kazdej z tych przystani (z dokladnoscia do 0,01 km).

1.12. Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie ABC, w ktérym
a) <A = 14° |BC| = 10 cm. b) ¢<B = 124°, |AC| = 9 cm.

1.13. Tréjkat ABC jest wpisany w okrag o srodku S, |AB| = 8, 4ASC = 140°
i 9CSB = 100°. Oblicz dlugosci bokéw BC oraz AC (z dokladnoscig do 0,01).

1.14. W tréjkacie kat o mierze 74° przylega do boku dtugosci 10 cm. Promien okregu
opisanego na tym trojkacie jest rowny 6 cm. Rozwiaz ten tréjkat.

1.15. Oblicz promien okregu opisanego na trojkacie, w ktorym jeden z bokow ma
dlugos¢ 7+/3, a katy przylegle do tego boku maja miary 80° i 40°,

1.16. Okrag o promieniu 18 cm jest opisany na trojkacie, ktérego katy pozostaja
w stosunku 3 :4:5. Oblicz dlugosci bokéw tego tréjkata.

1.17. W trapezie réwnoramiennym przekatna o dtugosci 3 V2 tworzy z krétsza pod-
stawa kat 45°, a z ramieniem kat 75°. Oblicz obwod trapezu oraz dlugos¢ okregu na
nim opisanego.

1.18. Wykaz, ze sin 15° = V(g; 'ﬁ.

1.19. Na tréojkacie, ktorego dwa boki maja 4,2 cm i 6,3 cm, opisano okrag o pro-
mieniu 5 cm. Oblicz miary katow tego trojkata z dokladnoscia do 1° i dlugosc jego
trzeciego boku z doktadnoscia do 1 mm.

15
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+1.21. Wykaz, ze jezeli w trojkacie ABC zachodzi zwiazek

Dziat 1. Trygonometria

1.20. Punkt M jest punktem przeciecia prostych zawierajacych wysokosci tréjkata
ABC, réznym od jego wierzchotkdéw. Udowodnij, ze okregi opisane na tréjkatach
ABM, BMC, ACM i ABC maja rowne promienie.

|AB|  _ _ |BC|
cos4BCA  cos4CAB’

to trojkat ABC jest rGwnoramienny.

+ 1.22. Po tej samej orbicie okoloziemskiej o promieniu 11 tys. km kraza trzy satelity:

A, BiC. Kat BAC ma miare 57°.

a) Wyznacz odleglos¢ miedzy satelitami Bi C.

b) Sprawdz, czy satelita C jest widoczny z kamery umieszczonej w satelicie B. Przyj-
mij, Ze promien Ziemi jest rowny 6300 km.

+ 1.23. W trojkacie ABC dane s3: |AB| = 4, |AC| = 42, 4BCA = 30°. Oblicz

diugos¢ boku BC.

*1.24. W pewnym czworokacie jedna z przekatnych ma dlugos¢ réwna promienio-

wi okregu opisanego na tym czworokacie. lloczyn sinuséw wszystkich katow tego

: : 1 : > ¢
czworokata jest rowny 5 Oblicz miary katéw czworokata.

to do matury 1Y)
1. Niech a, f3, y beda katami trojkata ABC, a, b, ¢ - bokami odpowiednio przeciw-
legtymi oraz a = 30°. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
gl B, A=
c siny c 2
C. Dlugo$¢ jednego z bokdw trdjkata jest rGwna promieniowi okregu opisanego na
tym trojkacie.

2. W tréjkacie ABC dane sa: |AB| = 4, <CAB = 50°, 4ABC = 75°. Wyznacz
dlugosc boku BC z dokladnoscia do jednego miejsca po przecinku.

3. W trojkacie ABC dane sa: |AB| = 32, |BC| = 26, <BCA = 42°. Wyznacz miare
kata CAB z dokladnoscia do 1°.

4. Przekatna rownolegtoboku ma dlugosc d i dzieli jego kat na dwa katy o miarach «
oraz 3. Wyznacz dlugosci bokéw tego réwnolegtoboku.

5. Wykaz, ze pole tréjkata o katach «, 3, y wpisanego w okrag o promieniu R wyraza
si¢ wzorem P = 2R* sin« - sin p-siny.



2. Twierdzenie cosinusow

Umiejetnosci:
* znajdowanie zwiazkéw miarowych w figurach ptaskich z zastosowaniem
twierdzenia cosinusow

Trojkat jest jednoznacznie okreslony, gdy dane sa dlugosci jego dwoch bokow i kat
miedzy nimi zawarty. Aby wyznaczy¢ dlugos¢ trzeciego boku i miary pozostalych
katéw, mozemy skorzystac z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie cosinusow

Dla dowolnego tréjkata o bokach a, b, ¢ i katach «, f, y lezacych odpowiednio
naprzeciw tych bokow zachodza rownosci:

a* = b* + ¢ - 2bccosa
b® = a® +¢* - 2ac cos B

¢t = b* +a* - 2bacosy

Zalozenie

Trojkat ABC jest dowolny. Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku w twierdzeniu.

Teza
r.zz = bz + -';'2 — 2bc cos Twierdzenie cosinuséw nazywane jest ﬁl' }))
e N s B uogolnionym twierdzeniem Pitagorasa.
¢* = b* +a* - 2bacosy

Dowod

Wyznaczymy a w zaleznosci od b, ¢ oraz kata a.

Zauwazmy, ze gdy « jest katem prostym, to teza twierdzenia
wynika wprost z twierdzenia Pitagorasa: i

2 -
a =b"+c¢c icosa=cos90°=0

wiec:

5 o3 . 3
a =b"+c -2bccosa
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Rozwazmy pozostale dwie sytuacje - gdy « jest katem ostrym oraz gdy « jest katem
rozwartym.

Prowadzimy wysokosc CD.
(1) a’ = |CD|2 + |.DB|2 «—— w ADBC na mocy twierdzenia Pitagorasa

A

Jezeli ¢ < 90°, to: Jezeli a > 90°, to:

ICT:UI=sin(x ]CiTDE=sin(180“—a}=sina
%zcosxx ]A—fzms(w{]“—a}z-cosa
wiec: wiec:

|CD| = bsin« |ICD| = bsin«

|DB| =¢—|AD| =¢c—-bcosa |IDB| =c¢c+ |AD|=¢c—-bcosa

Niezaleznie od rozwartosci kata o mamy wiec:

|ICD|* + |DB|* = (bsina)® + (c — beosa)” =
= b’ sin® & + ¢* - 2bc cos & + b* cos® & =
= b’ (sim2 & + cos” -:x) +¢* = 2bccosa =
=b* +¢® - 2bccosa
Zatem, po podstawieniu do réwnoéci (1), mamy:
a’ =b® + ¢ - 2bccos
Wyprowadzenie pozostalych dwéch réwnosci przebiega analogicznie.

Koniec dowodu

Jezeli oznaczymy dlugosci bokow trojkata a, b, ¢ oraz katy lezace naprzeciwko
nich odpowiednio «, 3, y, to prawdziwe sa wzory:

2 2 2 Z 2z 2
. _ b +¢' —a . _a +¢=b
COs5 (X —EEJC cOs ——

b’ +al—+:f2

e

2ac




2. Twierdzenie cosinusow

Przykitad €) < zad. 25

Dane s3 dlugosci dwoch bokow trojkata ABC: |AB| = 6, |BC| = 4 oraz < ABC = 76°.
Obliczymy |AC| z dokladnoscia do drugiego miejsca po przecinku.

Rozwiazanie
|AC|* = 36 + 16 — 48 cos 76° =~ 40,39 —b* =a® +¢* - 2ac cos B
|AC| =~ /40,39 =~ 6,36

Odp.: |AC| = 6,36

Przyktad @) « zad. 2.8
Wyznaczymy (z dokladnoscia do 1°) katy tréjkata o bokach dlugoéci 7, 8 i 3.

Rozwiazanie
Oznaczmy: a=7, b=8, ¢ =3.
2

Wect-a® 64+9-49 1
— = = = t d =6 ?

COS & e 28 3 stad « 0

2.2 12
cosf=TtEE _ #4964 o0

2ac 42

0,1429 = cos 82°
—0,1429 = — cos 82° = cos (180° — 82°) —cos(180°—a) = —cosa
,Bﬁ 180° — 82° = 98°
y = 22° —a+f+y=180°

Odp.: 60°, 98°, 22°

Przyktad ) < zad. 2.9
Sprawdzimy, czy tréjkat o bokach dlugosci V2, V2+2, V2+3 jest rozwartokatny.
Rozwiazanie
Najwiekszy kat tréjkata lezy naprzeciwko najdtuzszego boku. Najdluzszy bok bada-
nego tréjkatato a = v2+3. Niech a oznacza najwiekszy kat tréjkata. Zbadamy znak
cosinusa tego kata.

S B

cnsa::bT, gdzie b=+2ic=+2+2

Poniewaz 2bc > 0, wystarczy zbadac znak wyrazenia w liczniku ulamka.
b+ —a = (V2)' + (V2+2) - (V2+3) =-3-2V2<0
Zatem cosa < 0, czyli « jest katem rozwartym.

Odp.: Badany trojkat jest rozwartokatny.
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Dziat 1. Trygonometria

Przyktad €) - zad. 2.11
W trojkacie ABC mamy 4 BAC = 60°. Ponadto zachodza warunki |AB| = 2|AC| -4
i [BC| = |AC|+ 4. Wyznaczymy dlugosci bokow tego trojkata,
Rozwiazanie
Przyjmijmy, ze |AC| = x. Wowczas [AB| = 2x — 4 i |BC| = x + 4. Zauwazmy, ze
aby spelniony byl warunek |AB| > 0, musimy zalozy¢, ze x > 2.
Na mocy twierdzenia cosinusow: C
|BC|* = |AC)* + |AB|* -2 |AC| - |AB| - cos<BAC

{x+4}3:xz+{2x—4)2—2«x-(2x—4)-%-

x*+8x+16= x> +4x* — 16x + 16 — 2x° + 4x AN

2x* - 20x = 0, stad 2x(x — 10) = 0 A B
Po uwzglednieniu warunkow zadania otrzymujemy x = 10.
Odp.: Boki tréjkata maja dlugosci: |[AC| = 10, |BC| =14 i |AB| = 16.

Przyktad @) « zad. 2.21

W tréjkacie ABC dane sa dlugosci bokéow a, bi c.
Wyznaczymy dlugosc srodkowej
poprowadzonej z wierzchotka A.

Rozwiazanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Punkt D jest srodkiem boku BC. Szukamy x = [AD].

a2
[,

b 22
Y

2 _ g : e I
X =c + i ac - cos 3 «— twierdzenie cosinusow w trajkacie ABD

- SO D
a+c -b

> «— twierdzenie cosinusow w trojkacie ABC
ac

cos 3 =

2 2 a _ a + ¢t - b
2ac
4x* = 4 + a> - 2a° - 20 + 20’
4x? =22 - a* +

Xt = i (2.-:2 ~a*+ 2b2), wiec x = %V‘Zbl + 2% —a?

Zauwazmy, ze w podobny sposéb mozemy wyznaczy¢ dlugosci pozostatych srodko-

wych. Wynoszg one odpowiednio - dla srodkowej z wierzcholka B: % V2al+ 2¢% -b2,

a z wierzchotka C: %V!Zﬂz + 2b* - 2,

Odp.: Srodkowa poprowadzona z wierzcholka A ma dlugos$¢ % V2b? + 2¢2 - al,



2. Twierdzenie cosinusow

W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

2.1. Dwa boki trojkata maja dlugosci 5 i 4, a kat migdzy nimi ma miare 120°. Wskaz
dlugos¢ trzeciego boku tego trojkata.

A. V21 B. V61 C. \/41 ~2043 D. V41 + 203

2.2. Trojkat o bokach V10, V15, V30

A. jest ostrokatny. C. jest rozwartokatny.
B. jest prostokatny. D. nie istnieje.

2.3. Wskaz wartos¢ cosinusa kata miedzy ramionami trojkata réwnoramiennego
o podstawie 4 cm i ramionach 5 cm.

T B. & c p. 2¥21
5 3 25 5

2.4. Oblicz cosinusy katow trojkata o danych dlugosciach bokow.
a) 5,14,15 b) 9,10,7 c) 7,13,16 d) 1++v2,2v2,2

2.5. W trojkacie ABC dane sa: 9C = 54°, |BC| = 10, |AC| = 8. Oblicz dlugos¢
boku AB z dokladnoécia do dwdch miejsc po przecinku.

2.6. W trdjkacie ABC dane sa: <A = 120° |AC| = 6, |AB| = 12. Oblicz dlugos¢
boku BC oraz miary katéw tréjkata ABC z doktadnoscia do 1°.

2.7. Dwaboki trojkata maja dlugosci 7i 32, a kat migdzy nimi ma miarg 45°. Oblicz
dlugos¢ trzeciego boku i miary pozostatych katéw trojkata z doktadnoscia do 1°.

2.8. Dane sa dlugosci bokow trojkata. Oblicz miary jego katow z doktadnoscig do 1°.
a) 8,7, 10 b) 3,5,6 c) 24,11,18 d) /5, V7,3

2.9. Jakim trojkatem ze wzgledu na katy jest tréjkat o bokach podanej dlugosci?
a) 5,9,13 b) 8,15,17 ¢) 3v2,4,1+2 d) 7,8,9

2.10. Oblicz miare najwiekszego kata w trojkacie, ktérego boki majg dlugosci
a=(3— \a@)cm, b=2v3cm, ¢c=3v2cm.

2.11. W trojkacie ABC dane s3: cos4BAC = %, |BC| = |AB| -3, |AC| = |AB| - 2.
Wyznacz dlugosci bokow tego trojkata.
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2.12. Kat tréjkata zawarty miedzy dwoma bokami o dtugoéciach 14 cmi7+v/3 cm ma
miare 30°. Oblicz obwdd tréjkata i promient R okregu opisanego na tym tréjkacie.

2.13. W trojkacie ABC dane sa: |BC| = 57, 4A = 60° oraz |AC|: |AB| = 3:2.
Oblicz dtugosci bokow AC i AB.

2.14. W trojkacie ABC boki a, b, c sa przeciwlegle odpowiednio do katow «a, f3, y.
Przerysuj tabele i zastap znaki ?| odpowiednimi warto$ciami.

L& | e | « | B

a l ¥ |
a) vé | [ 2] 60° | 45 | [
| B | 32 7 7| e0c | 105
RN el
g v | 4 |22 B | B | @
o 2v2 | B |[vz+ve| B | B | 7
pl2vi-2| B |[v6-vZ| B | 1w | [

2.15. W rownolegloboku krétsza przekatna i bok o dtugoéciach odpowiednio 12 cm
i 8 cm tworza kat 60°. Oblicz dtugo$¢ drugiego boku i dluzszej przekatnej oraz miary
katéw réwnolegloboku.

2.16. Dwa boki trojkata ostrokatnego wpisanego w okrag o promieniu r maja dlu-
gosci r V3 i rv/2. Oblicz miary katow trojkata.

2.17. Romb, ktoérego kat rozwarty ma miarg 150°, opisany jest na okregu o promie-
niu 20 cm. Oblicz dlugosci przekatnych rombu.

2.18. W czworokgcie wypuklym kolejne boki maja dlugosci: 2 cm, 5 ¢cm, 7 cm

i 2¢/13 cm. Jedna z przekatnych ma dlugo$¢ 8 cm. Oblicz dlugo$é¢ drugiej przekat-
nej tego czworokata z doktadnoscia do 0,1 cm.

2.19. W trojkacie rownobocznym ABC na boku BC wybrano taki punkt M, ze
|IBM| = %|MCI Wyznacz sinus kata CAM.

2.20. Trojkat ABC jest rownoramienny, |AC| = |BC| = 14 i kat migdzy ramionami
ma miare 120°. Oblicz dlugosc srodkowej AD tego trojkata.

2.21. Wyznacz dlugosci srodkowych poprowadzonych w trojkacie o bokach dltugo-
Sci 10, 12 oraz 9.
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2. Twierdzenie cosinusow

2.22. Srodkowe AE i BF tréjkata ABC maja dlugosci odpowiednio 15 oraz 18 i prze-
cinaja si¢ pod katem 120°, Oblicz dlugosc trzeciej srodkowej tego trojkata.

2.23. W trojkacie rownobocznym ABC o boku dlugosci C
6 ¢cm, bok AB podzielono punktami M i N na trzy réwne
czesci, jak na rysunku. Wykaz, ze 3> a = y.

* 2.24. Udowodnij, ze suma kwadratow dlugosci przekat-

nych rownolegloboku jest rowna sumie kwadratéw dlugo- A
Sci wszystkich jego bokow.

M N B

* 2.25. Sinusy katéw pewnego tréjkata maja sie do siebie jak 2 : 3 : 4. Udowodnij, ze

ten trojkat jest rozwartokatny.

2.26. Dwa boki trojkata wpisanego w okrag o promieniu R maja dlugosci R i %R.
Wyznacz dltugos$¢ trzeciego boku tego trojkata.

* 2.27. W tréjkacie o katach «, B, y spelniona jest nierownos¢

sin” & + sin” - sin” y < 0. Wykaz, 7e cosy < 0.

< 2.28. W tréjkat prostokatny ABC, w ktéorym bok AB jest przeciwprostokatna

i <CAB = 60°, wpisano okrag styczny do przeciwprostokatnej w punkcie D. Odci-
nek AD ma dlugosc 3. Oblicz |CD|.

wh o

N\ /7

W
Ry

1. W trdjkacie o bokach a, b, ¢ kat « lezacy naprzeciwko boku a jest rozwarty.
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

2 2 7
B N B. bt >a Cl et bg 2

2. W tréjkacie ABC danesa: |AB| = 5, |BC| = 2, |AC| = 4. Wyznacz z dokladno$cia
do 1° miary katow tego trojkata.
3. Stosunek bokow trojkata wynosi 3 : 5 : 6. Wyznacz cosinus najwigkszego kata

w tym trojkacie.

4. Punkty K i L dziela przekatna AC kwadratu ABCD o boku a na trzy rowne czgsci.
Oblicz dlugosc boku rombu BLDK.

5. Wykaz, ze w rownoramiennym trojkacie prostokatnym tangens kata ostrego mie-
dzy srodkowymi poprowadzonymi z wierzcholkéw katow ostrych jest rowny 0,75.
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3. Zwigzki miarowe
w wielokatach

Umiejetnosci:
* znajdowanie zwiazkow miarowych w wielokatach z uzyciem trygonometrii

Udowodnimy nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie o dwusiecznej
Dwusieczna kata wewnetrznego w trojkacie dzieli przeciwlegly bok trojkata na
odcinki proporcjonalne do bokéw przyleglych do tego kata.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. C
Zatozenie Ab
CD jest dwusieczng kata ACB.
Teza

|AD| _ |AC|

\DB|  |CB]

A D B

Dowdd

Paapc  |AD|

= — trojkaty ADC i DBC maja wspolng wysokosé
Pappc  |DB

Ppaspc _ |AC|-|DC| -sina _ AC]
Papsc ICB|-|DC|-sina  |CB
|AD| _ |AC]|

IDB|  |CB|’

Koniec dowodu

«—— pole trojkata jest rowne P = %bc sin a

Zatem

Zachodzi tez twierdzenie o dwusiecznej

kata zewnetrznego, czyli przyleglego do

kata wewnetrznego trojkata. Przyjmijmy

oznaczenia jak na rysunku. Wtedy twier-

dzenie to przyjmuje nastepujaca postac: A B E

Jezeli prosta zawierajaca dwusieczng kata zewnetrznego przy wierzchotku C trojkata

ABC przecina prosta AB w punkcie E, to % = %

Dowdd tego twierdzenia pominiemy.



3. Zwiazkl miarowe w wielokatach

Przykitad €) < zad. 35

Boki trojkata maja dlugosci |AB| = 6, |BC| = 5,
|AC| = 4. Obliczymy dlugosci odcinkdéw, na ktére
dwusieczna AD dzieli bok BC.

Rozwiazanie
Oznaczmy |BD| = x, |DC| = y.

A

x |AB| . . . .
- = — «— na mocy twierdzenia o dwusiecznej
y |AC|

x+y=5 «—— z warunkdw zadania

Rozwigzujemy uklad réwnan:

y 2 -
x+y=5 x+y=5 yE

Odp.: |BD| = 3, |DC| = 2

Przyktad @) < zad. 37

Obwad trojkata ABC jest rowny 40, a dwusieczna kata wewnetrznego przy wierz-
chotku C dzieli bok AB na odcinki o dlugosciach |AD| =6 i |DB| = 10. Obliczymy
dlugosci bokow tréojkata ABC.

Rozwigzanie C
|AB| = |AD| + |DB| = 16
IADI _ 1AC] ~— na mocy twierdzenia o dwusiecznej
IDB| ~ [CB| ‘ ‘
Zatem:
Al _ 6 3
ICB| 10’ $tg lac)= 5*03] AT 6§ D 10 B
16 + |CB| + §|CB| = 40 «—— obwdd tréjkata ABC jest réwny 40
%\CB| = 24
5
5 3
|CB| =-§-24= 15, |ACI=§-15=9
Odp.: |AB| = 16, |AC| =9, |CB| =15
J

Wyprowadzimy teraz wzory faczace dlugosci bokow trojkata i jego pole z promienia-
mi okregéw: wpisanego w ten trojkat i opisanego na nim.
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Pole P trojkata jest rowne iloczynowi polowy obwodu tréjkata i promienia r
okregu wpisanego w ten trojkat:

P=pr
gdzie 2 p oznacza obwdd trojkata.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Zatozenia

a, b, ¢ sa dlugosciami bokow trojkata,

2 p oznacza obwad trojkata,

r jest promieniem okregu wpisanego w ten trojkat.

Teza
Pole P trojkata jest rowne P = pr.

Dowaod
Wyznaczymy pole tego trojkata.

P=Paaps+ Papcs + Pacas
1 1 1
P = Ecr + Em‘ + Ebr —— r jest wysokoscig kazdego z trojkatow: ABS, BCS, CAS

1
P= Er(c +a+b)
P=pr
Koniec dowodu

Pole P tréjkata o bokach dlugosci a, b, ¢ jest réwne:
_ abe
4R
gdzie R oznacza promien okregu opisanego na tym trojkacie.

Zatozenia

a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw trojkata,
R jest promieniem okregu opisanego na tym tréjkacie.

Teza

Pole P trojkata jest rowne P = Z—E:.



3. Zwiazkl miarowe w wielokatach

Dowod

Niech « oznacza kat trojkata lezacy naprzeciw boku o dlugosci a. Mamy:

I g

P = Ebc sin

; a
sSINQ = — «—— 7 lwierdzenia sinusow —— = 2R
2R sin o

abe

P=—
4R

Koniec dowodu

Podamy jeszcze wzor (jego wyprowadzenie pominiemy), za pomoca ktérego mozna
obliczy¢ pole tréjkata, gdy dane sa tylko dlugosci jego bokow.

Twierdzenie
Wzor Herona
Pole P trojkata o bokach dtugodci a, b, ¢ jest réwne;

P=\p(p-a)p-b)(p-c).
gdzie 2p oznacza obwdd tréjkata.

Zauwazmy, ze w podanym wzorze niezaleznie od rodzaju trojkata wyrazenie pod
pierwiastkiem jest dodatnie. Liczby a, b, ¢ sa dlugosciami bokow trojkata, wiec spel-
niaja nierownos¢ trojkata:

a+b>ec, a+c>b, b+c>a,
a stad po prostych przeksztalceniach otrzymujemy:

p—c>0, p-b>0, p—a>0.

Przyktad ) < zad. 3.10,3.11

Dany jest trojkat o bokach dlugosci 6, 51 7. Obliczymy promien R okregu opisanego
na tym trojkacie i promien r okregu wpisanego w ten tréjkat.

Rozwiazanie

Niech p oznacza polowe obwodu, a P - pole tego tréjkata. Wowczas:

p=9,P=9-3-4.2=6V6

R b _6-57_35V6 L_P_6V6_2vV6
T 4P 4.6V 24 Tp 9 3
Odp.:R = 33\!&, yi= 2;#{3

24 3
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() Przykiad @) < zad.3.15 .

W tréjkacie prostokatnym o przyprostokatnych a i b D
poprowadzono dwusieczng kata prostego. Wykazemy,
ze zawarty w trdjkacie odcinek tej dwusiecznej ma diu-

ab
¢ 2- C B
gos¢ a+bVl'_ a

Dowaod

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

ax\?2 bx\2

Pﬁm?=%ﬂ'x'5iﬂ45n= ; PAD(3=%b'x-Sin45°=
Pole trojkata ABC jest suma pdl trojkatow BDC i ADC. Zatem:

f_@_&xﬁ_ﬂnbxﬁ
2 4

2ab
2= ——, stad x =
N S g T

4

, czyli 2ab = xV2(a +b)
2\

a+b

Koniec dowodu

Przyktad ) < zad. 323

Czworokat ABCD jest opisany na okregu oraz |AB| = 5,

|AD| = 8, 4BAD = 60° i <BCD = 120°. Obliczymy

dlugosci bokéw BC i CD tego czworokata.

Rozwiazanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Czworokat ABCD jest opisany na okregu, wigc:
|ICD|+5=x+38, czyli |[CD|]=x+3

Stosujemy twierdzenie cosinusow dla trojkatéw ABD i CBD.

d*=5*+8"-2.5.8-cos60° — wAABD

dzzxz+(x+3)2—2~x-(x+3}-c05120° —— w ACBD
Zatem:

25+64—8D-%=x2+x2+6x+9—2x{x+3}-(—%)

3x° +9x—-40=0

A =561, x, :'Q'T “5'51, xzz.'g"'T V561
Tylko druga z otrzymanych liczb jest dodatnia, czyli:
IBC| = \f‘5661—9, ICD| = v55é—9+3= v55é+9

V561 -9 V561 +9
6

Odp.: |BC| = , IcD) = ==
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Przyktad @) < zad. 327

Dany jest dwunastokat foremny o boku a. Obliczymy
a) promien okregu opisanego na tym dwunastokacie.
b) dlugosc przekatnej BD.
c) dlugosc¢ przekatnej AD.

Rozwiazanie

75°

a) Zauwazmy, ze srodek S okregu opisanego na dwunastokacie lezy na symetralnej
boku BC tego wielokata. Niech R bedzie promieniem tego okregu (rys. 1).

Dwunastokat ma wszystkie boki tej samej dlugosci, zatem kat BSC ma miare
360°

= 30°. Trojkat BCS jest rownoramienny o kacie przy podstawie 75°, wiec:

12
a
32.:@5?59
: e — 3
R Ey a ‘_CGS?SU:Sin 15° = \..fﬁ_ 2
2 cos 75°
R 20 2a (V6 + V2) 2(V6+V3) B+
— = = _ H
V6-V2  (Ve-v2)(V6+v2) 4 -

b) Trojkaty BCS i CDS sa przystajace, wigc trojkat BSD jest rownoboczny (rys. 2)

i |BD| =R, czyli:
IBD| = "E; V2,
Odp.: |BD| = Ve+ V2,

2
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¢) Tréjkat ASD jest prostokatnym trojkgtem réwnoramiennym, czyli jest polowy
kwadratu (rys. 3). Zatem:

|AD| = RV2
|AD| = JE; ﬁa\@= wa\ﬁ=a(] + Vﬁ)

Odp.: |AD| = a (] - \E)

W kazdym z zadan 3.1-3.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

3.1. Wskaz promien okrggu wpisanego w trojkat prostokatny o przyprostokatnych
6cmi8cm.
A.3cm B. 2cm C.4cm D.1cm

3.2. Ile wynosi pole trojkata o bokach 4, 5, 7¢
A. 46 B. 66 C. 4 D. 36

3.3. W trojkacie ABC o boku |AC| = 18 dwusieczna CD dzieli bok AB w stosunku
|BD| : |DA| = 1:6. Wskaz dlugos¢ boku CB.

Al B.% ¢.3 D.5

3.4. W trojkacie prostokatnym przyprostokatne maja dlugosci 6 i 8. Oblicz dlugosci
odcinkéw, na ktore dwusieczna kata prostego podzielila przeciwprostokatna.

3.5. Boki trojkata maja dlugosci |AB| = 8, |BC| = 7, |AC| = 12. Oblicz dlugosci
odcinkoéw, na ktore kazda z dwusiecznych dzieli przeciwlegly bok.

3.6. W trojkacie rownoramiennym ABC podstawa AB ma dlugosc 6 cm, a ramiona
po 12 cm. Dwusieczne katow przy podstawie przecinajg ramiona w punktach M i N.
Oblicz dlugos¢ odcinka MN.

3.7. W trojkacie ABC dana jest suma dlugosci bokéw: |AB|+|AC| = 33. Dwusiecz-
na kata wewnetrznego przy wierzchotku A dzieli bok BC na odcinki o dtugo$ciach
|IBD| =12 i |DC| = 10. Oblicz dlugoséci bokéw ABi AC.

3.8. W trojkacie ABC dane sa: |AC| = 2a, |BC| = a i 4ACB = 120°. Dwusieczna
kata ACB przecina bok AB w punkcie D. Wyznacz dlugos¢ odcinka AD.
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3.9. Oblicz pole trojkata o bokach podanej dlugosci.
a) 4,6,8 b) 8,11, 13 c) 6,10,11 d) 4,6,7

3.10. Odcinki o dlugosciach 5 cm, 12 cm, 13 cm sg bokami tréojkata. Oblicz stosunek
promienia okregu opisanego na tym tréjkacie do promienia okregu wpisanego w ten
trojkat.

3.11. Boki trojkata maja dlugosci 4 cm, 5 cm, 6 cm. Oblicz promien R okregu opi-
sanego na tym trojkacie i promien r okregu wpisanego w ten trojkat.

3.12. Kat miedzy ramionami tréjkata rownoramiennego ma miare 32° Oblicz
(z doktadnoscia do drugiego miejsca po przecinku) stosunek promienia okregu opi-
sanego na tym trojkacie do promienia okregu wpisanego w ten tréjkat.

3.13. Naboku BC rownobocznego tréjkata ABC wybrano taki punkt D, ze stosunek
pola trojkata ADB do pola trojkata ADC wynosi 1 : 2. Wyznacz tangens kata DAB.

8.14. Miara kata miedzy ramionami tréjkata réwnoramiennego o polu V/3 jest row-
na 120°. Oblicz pole kola wpisanego w ten trojkat.

3.15. Dwa boki tréjkata maja dlugosci 81 15, a kat miedzy nimi ma miare 60°. Oblicz
promien r okregu wpisanego w ten trojkat.

38.16. Dwa boki tréjkata maja dtugosci 4 cmi 5 cm. Jego pole jest réwne 8 cm”. Oblicz
dlugosc x trzeciego boku trojkata oraz promien r okregu wpisanego w ten tréjkat.

3.17. W trdjkacie prostokatnym dwusieczna kata ostrego dzieli bok przeciwlegly
w stosunku 2 : 3. Oblicz stosunek pola kola opisanego na tréjkacie do pola kola wpi-
sanego w ten tréjkat.

3.18. Dany jest trojkat ABC, w ktorym: |AB| =8, |BC| =4 i 4ABC = 56°. Oblicz
dlugosé¢ dwusiecznej BD w tym trojkacie. Wynik podaj z doktadnoscia do drugiego
miejsca po przecinku.

8.19. W tréjkacie ABC dane sg dlugosci bokéw: |AB| = 4 cm, |BC| = V3 cm,
|AC| = 3 cm. Oblicz pole trojkata ABC oraz stosunek promienia okregu opisanego
na tym trojkacie do promienia okregu wpisanego w ten trojkat.

3.20. W trojkacie prostokatnym jeden z katow ostrych jest dwa razy mniejszy od
drugiego. Dlugos¢ okregu wpisanego w ten trojkat wynosi 2 cm. Oblicz pole kotla
opisanego na trojkacie.
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3.21. Boki trojkata ABC maja dlugoéci: |AB| = 4 cm, |AC| = |BC| = 8 cm.

a) Oblicz promien r okregu wpisanego w trojkat ABC i promien R okregu opisanego
na tym trojkacie.

b) Oblicz stosunek pdl figur, na ktére symetralna boku AC rozcina trojkat ABC.

+ 3.22. Wrombie ABCD dana jest miara « kata ostrego i promien r okregu wpisanego

w trojkat ABC. Oblicz pole rombu.

3.23. Czworokat ABCD jest opisany na okregu oraz |AB| = 6, |AD| = 4,
cos4BAD = % i cosgBCD = __::_ Oblicz dlugosci bokéw BC i CD tego czworokata.

3.24. Dlugosci bokéw czworokata ABCD wpisanego w okrag sa rowne: |AB| = 3,
|BC| = |CD| = 2, |[DA| = 4. Oblicz dlugos¢ przekatnej BD tego czworokata.

3.25. W trapez rownoramienny ABCD, w ktérym |AB| > |DC|, wpisano okrag
o promieniu r. Punkt stycznosci P dzieli rami¢ AD na odcinki AP i PD w stosunku
5: 1. Oblicz cosinus kata CBD.

© 3.26. Tangens kata zawartego miedzy dluzszg przekatng rombu a jego bokiem jest

réwny % Oblicz stosunek pola rombu do pola kola wpisanego w ten romb.

H G
3.27. Bok osmiokata foremnego ABCDEFGH ma dlugos¢ a
(zob. rysunek). Wyznacz dlugoéé A F
a) przekatnej AG.
b) przekatnej AF.
c) przekatnej AE. C—a D

3.28. W pieciokacie foremnym ABCDE punkt P jest punktem
przeciecia przekatnych AC i BD, jak na rysunku. Udowodnij, ze A D
czworokat APDE jest rombem.

3.29. W kwadracie o boku dlugoéci 1 zawarty jest trojkat. Wy-
kaz, ze pole tego trojkata nie jest wieksze niz sinus dowolnego
jego kata.

3.30. W trojkacie ABC kat ACB ma miare dwa razy wieksza niz kat CAB. Dane s3
dlugosci dwoch bokow tego trojkata: [BC| =9 i |AC| = 7. Oblicz dlugos¢ boku AB.
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(3 I 3.31. W tréjkacie ABC poprowadzono dwusieczng AD. Wykaz, ze |BD| < |AB|.

$3.32. W trojkacie prostokatnym ABC wysokos¢ CD dzieli przeciwprostokatng AB
na odcinki o dlugosciach 4 cm i 16 cm. Oblicz promienie okregow wpisanych w troj-
katy ADC i CDB oraz odleglo$¢ migdzy srodkami tych okregow. E

e - 3.33. W pieciokacie foremnym ABCDE o boku 1 przekatne EB 4 KL AMN
i EC przecinaja przekatng AD odpowiednio w punktach K i M,

jak na rysunku. Wykaz, ze |KM| = 3 —2\@_

B C

© 3.34. Dwa boki tréjkata o polu P maja dhugosci a i b. Wyznacz promien R okregu
opisanego na tym tréjkacie.

1. W trojkacie prostokatnym jedna z przyprostokatnych jest dwa razy krotsza od

przeciwprostokatnej. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Jeden z katéw ostrych tego trojkata jest dwa razy mniejszy od drugiego kata
ostrego.

B. Dwusieczna kata prostego dzieli przeciwprostokatna na dwa odcinki, z ktérych
jeden jest dwa razy krétszy od drugiego.

C. Stosunek promienia okregu opisanego na tym trojkacie do promienia okregu wpi-
sanego w ten trojkat wynosi 1 + /3.

2. W czworokacie ABCD przedstawionym na rysunku D
obok dane sa: |AB| =5, |BC| =6, |CD| =7, |DA| = 4,
|AC| = 7. Oblicz pole tego czworokata.

3. Dany jest trojkat rownoramienny ABC, w ktorym A
|AC| = |BC|, |AB| =1+ V3 i 4ACB = 120°. Oblicz dtu-
gosci odcinkow, na ktére dwusieczna kata przy podstawie
dzieli ramie tego trojkata. v

4. Boki prostokata ABCD maja dlugosci |AB| = 20, |BC| = 25. Oblicz odleglosc¢
miedzy srodkami okregéw wpisanych w tréjkaty ABC i CDA.

5. W trojkacie prostokatnym rownoramiennym przez wierzcholek kata prostego
poprowadzono dwie proste, ktore podzielily ten kat na trzy rowne katy. Wyznacz
dlugosci odcinkéw, na ktore te proste dziela przeciwprostokatna o dlugosci c.



4. Funkcje trygonometryczne
dowolnego kata

Umiejetnosci:

* wykorzystywanie definicji i wyznaczanie wartosci funkcji sinus, cosinus i tangens
dowolnego kata o mierze wyrazonej w stopniach

* stosowanie wzorow redukcyjnych

Rozszerzymy definicje funkgcji trygonometrycznych tak, aby dotyczyly nie tylko ka-
tow wypuklych.

Do tej pory definiowalismy kat jako czes¢ plaszczyzny wyznaczong przez dwie pol-
proste o wspolnym poczatku. Zgodnie z taka definicja miara dowolnego kata « spel-
nia nieréwno$¢ 0° < a < 360°. W niektorych zastosowaniach matematyki potrzebne
sa jednak katy o miarach wiekszych od 360° oraz katy o ujemnych miarach. Jest tak
na przyklad w sytuacji, w ktorej kat rozumiemy jako miare obrotu. Jezeli na przy-
ktad wykonamy dwa peine obroty klucza w zamku, to powiemy, Ze obrécilismy go
0 720°. W tej sytuacji trzeba jeszcze ustali¢, w ktora stron¢ wykonujemy obrét, bo
przekrecenie klucza o 720° w jedng strone przyniesie zupelnie inny efekt niz prze-
krecenie go w drugg strone. Umieszczenie kata w ukladzie wspolrzednych pozwala
to jednoznacznie okreslic:

* katy odkladane przeciwnie do ruchu wskazowek zegara maja miar¢ dodatnia,

* katy odkladane zgodnie z ruchem wskazowek zegara maja miare ujemna.

Przykiad €D

Narysujemy w ukladzie wspotrzednych dane katy.
a) .ot = 495°
495° = 360° + 135°

Mowiac obrazowo, koncowe ramie kata zatoczy- et
lo pelny obrot, a nastgpnie pokrylo sig¢ z konco-
wym ramieniem kata 135°.

b) p=-30° vh
Kat ujemny odkladamy w kierunku zgodnym |
z ruchem wskazowek zegara. B S & .
Koncowe ramie kata —30° pokrywa sie z konco- 5 -

wym ramieniem kata 330°. Jednak te katy nie sa
rowne. Obrot o 30° w jedna strong oznacza co in-
nego niz obrot o 330° w drugg strong.
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Moéwimy, ze kat « nalezy do I (11, III, IV) ¢wiartki ukladu wspétrzednych, jezeli
jego ramie wodzace zawiera sie w I (odpowiednio II, I11, IV) ¢éwiartce ukladu.
Ramiona katow o miarach bedacych wielokrotnosciami 90° (czyli np. 0°, 90°, 180°,
270° 360°) pokrywaja sie z polosiami ukladu, zatem katy te nie naleza do zadnej
z ¢wiartek ukladu.

Zauwazmy, ze po wykonaniu kazdego pelnego obrotu o 360° lub 0 —=360° ramie kor-
cowe kata o wréci do polozenia, w ktérym bylo poprzednio.

. -
L N W sl
Whiosek |
WINOSCK . |

L i i/

Dla kazdego k € Z ramiona konicowe katow « i 8 = a+k-360° pokrywaja sie.

Przykiad @)

Napiszemy, jaki warunek spelniajg katy a € (0°% 360°) nalezace do kolejnych ¢wiar-
tek uktadu wspétrzednych i zaznaczymy po dwa przykladowe katy.

[ éwiartka uktadu [T éwiartka ukladu

a3 |

0° < a <90° 90° < @ < 180°

[IT éwiartka ukladu IV éwiartka ukladu
v

310° T

@n

330°

180° < & < 270° 270° < a < 360°
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Przyktad €) - zad. 4.4
Obliczymy, do ktorej éwiartki uktadu wspolrzednych naleza podane katy.

Rozwiazanie
a) 500°
500° = 360° + 140°
Kat 360° stanowi pelen obrot, a kat 140° nalezy do drugiej ¢wiartki.
Odp.: Kat 500° nalezy do drugiej ¢wiartki ukladu wspoétrzednych.
b) 2015°
2015° = 5. 360° + 215°
Kat 5 - 360° stanowi 5 pelnych obrotéw, a kat 215° nalezy do trzeciej ¢wiartki.
Odp.: Kat 2015° nalezy do trzeciej ¢wiartki uktadu wspotrzednych.

c) —1410°

[ sposob
—-1410° = =3 - 360° = 330° = =3 - 360° - 270° — 60°

Kat —3:360° stanowi 3 pelne obroty, a kat —270° - 60° (odktadamy go w ujemnym

kierunku) nalezy do pierwszej cwiartki.

11 sposdb
-1410° = -4 - 360° + 30°

Kat —4 - 360° stanowi 4 pelne obroty, a kat 30° (odkladamy go w dodatnim kie-

runku) nalezy do pierwszej ¢wiartki.

Odp.: Kat —1410° nalezy do pierwszej ¢wiartki ukladu wspotrzednych.

Definicje funkcji trygonometrycznych dowolnego kata sg takie same jak wprowadzo-
ne wczesniej definicje dla katow wypuklych.

 posnici |

Sinusem kata o nazywamy stosunek rzednej dowolnego (réznego od wierzchol-
ka) punktu wybranego na ramieniu wodzacym kata do promienia wodzacego
tego punktu.

Cosinusem kata « nazywamy stosunek odcietej dowolnego (réznego od wierz-
chotka) punktu wybranego na ramieniu wodzacym kata do promienia wodza-
cego tego punktu.

Tangensem kata & nazywamy stosunek rzednej dowolnego (réznego od wierz-
chotka) punktu wybranego na ramieniu wodzacym kata do odcietej tego punk-
tu; zakladamy, ze ta odcieta jest rozna od zera.
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Jezeli punkt P = (xp, yp) lezy na ramieniu wo- yh
dzacym kata «, a r jest promieniem wodzacym tego

punktu, to: / N
. x 3\
sina=2E,  cosa =2Z, tgcx=y—P X9 :
|
l +

r r Xp 1 ;"'

Ponadto, skoro P = (xp, yp), to:

i
1.,( L ]
¥ x%’ ¥ f} «— twierdzenie Pitagorasa 7

Pz

Zdefiniowalismy funkcje trygonometryczne za pomoca stosunkow liczb zwigzanych
z punktem wybranym na ramieniu wodzacym. Wykazemy, ze wartosci tych stosun-
kow nie zaleza od wyboru punktu.

Jezeli P = (xp, yp) jest punktem na ramieniu wodzacym kata a, a r jest pro-

T ; ; X
mieniem wodzacym punktu P, to wartosci stosunkéw —-, &, 42

nie zaleza
ror xp

od wyboru punktu P.

Zatozenia v

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Niech Py = (x}, y;), P, = (xzr y2)» B = (xy, {]), o

A =(x;,0), |OP,| =7, |OP,| =r,. B
= ‘ o
§

4
i'-.
Teza ,"/ ! &
I
ho®k h_ N Ah_K I
nonorn X X ' ! Py
= il
Dowaod Vo
Jezeli miara kata « jest wielokrotnoscia 90°, to: _
» albo ramie wodzace zawiera sie wosi y i wtedy x, = x, =0, |y,| =1, |33 =15
* albo ramie¢ wodzace zawiera si¢ w osi x i wtedy y, = y, =0, |x,| =71, |x,] =1,.

W pierwszym przypadku prawdziwe sg pierwsze dwie z powyzszych proporcji, a trze-
cia jest nieokreslona. W drugim — wszystkie s3 prawdziwe,

Zalozmy, ze miara kata e nie jest wielokrotnoscia 90°. Wtedy BP, || AP,, wiec na
mocy twierdzenia Talesa mamy:

OB _ |0Al  |BP| _|AP)| |BP,| _ |AP)

[OP,|  [OP,|" |OP,| |OP,|" |OBl  |OA|
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Wyrazmy dlugosci odcinkdéw za pomoca wspéirzednych punktow:
IOB| = |x,|, [OA| = |x,|, [BP,| = [y,], [AP,| = [y,

N 2 T
r ra 1 r ) ) |x,| |x2|'

Zatem:

Niezaleznie od tego, w ktorej ¢wiartce znajduje sie ramie wodzace kata, odpowiednie
wspotrzedne punktéw P, i P, majg ten sam znak (tzn. ten sam znak maja liczby x,
i x, oraz ten sam znak maja liczby y, i y,). W powyiszych proporcjach mozemy wiec
pomina¢ znaki warto$ci bezwzglednych:

N_% N n N_»

rnoron X X

Koniec dowodu

W zaleznosci od znakow wspolrzednych punktéw na ramieniu koicowym kata war-
tosci funkcji trygonometrycznych tego kata sa dodatnie lub ujemne.

o 0° < & < 90° 90% < @ < 180° | 180° < & < 270° | 2707 < & < 360°
sin o + + - -
cosa - - - +

tga | + - _ + ~

Przyktad o zad. 4.8

Dana jest warto$¢ jednej z funkgji trygonometrycznych kata a € (0°% 360°). Skon-
struujmy ten kat.

Rozwiazanie
. 2

a) sina = —=
3

sina = %, wiec przyjmujemy, ze y = -2 i r = 3.

Konstrukcja przebiega nastepujaco:

* rysujemy okrag o $rodku w punkcie (0, 0)
i promieniu r = 3,

* rysujemy prosta k: y = =2,

* z punktu (0,0) prowadzimy polprosta
przez punkt przeciecia prostej k z okre-
giem - jest ona drugim ramieniem kata
(pierwszym jest dodatnia polos x).

Prosta k przecina okrag w dwoch punktach, wigc otrzymujemy dwa rozwigzania za-

dania: kat «, oraz kat «,.

=y
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b) tgax=-1,2
tga = ?, mozemy zatem przyjacé, ze P, 5‘.‘. Y

P
P, = (-6, 5) oraz P, = (6, -5).

Zadanie ma dwa rozwigzania: kat «, i kat «,,

a ich ramionami koncowymi sa odpowied- [ ' l‘m T
nio polproste OP, i OP,. % 0[N\ 6
Zauwazmy, ze te polproste uzupelniaja sie €2

do prostej, a punkty P, i P, sa symetryczne

wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych. ' ' ' P,

Przyktad @) - zad. 4.10

Obliczymy wartosci funkgji trygonometrycznych kata, ktorego drugie ramie prze-
chodzi przez punkt P.
a) P=(-2,-2) b) P=(8, -6)

Rozwiazanie

a) P= (_2: _2) }"1

Obliczamy promien wodzacy punktu P:

r= VETd=2y3 A\
Zatem: 2 :

i— -
X
: 2 1 V2 p
sinf=—-—=-—=-—
242 V2 2
-:c-s.tS:—i:—‘J—E
242 2
3
tgd = — =1
8 i3
b) P = (8, —6)
r=V64+ 36 =100 = 10
sin PP LE
T
cosp= & = 4
=175
s 6 3
gy = 3 2
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Przykiad )

Niech P = (xp, ¥p) oznacza punkt lezacy na ramie-
niu wodzacym kata « oraz r = |OP| = 1. Obliczymy
wartodci funkgeji trygonometrycznych kata o = 270°.

Jezeli promien wodzacy ((+)
punktu P jest réwny 1, to
P = (cosa, sina).

Rozwiazanie
Ramie wodzace kata pokrywa sie z ujemna polosia y, vh
zatem xp = 0, yp = —1. Nie istnieje tangens kata 270°
(nie jest wykonalne dzielenie przez 0), natomiast:
sin270° = -1, ¢0s270° =0
Podobnie obliczamy wartosci funkcji trygonometrycz-
nych innych katow bedacych wielokrotnosciami 90°.
Zauwazmy, ze ramie koricowe kata 360°, podobnie jak
kata 0°, pokrywa si¢ z ramieniem poczatkowym. Zatem
sin 360° = sin 0°, cos 360° = cos0°, tg360° = tg0°.
Wartosci funkgcji trygonometrycznych katéw bedacych wielokrotnosciami 90°
przedstawiono w tabeli.

a 0° 90° 1807 270° _ 360°
sina 0 1 0 _ ~] 0
cos & 1 | 0 ~1 0 1

tg 0 nie istnieje 0 nie istnieje 0

Z wniosku zapisanego na s. 35 wynika prawdziwos¢ nastepujgcego twierdzenia.

Dla dowolnego kata a i dowolnego k € Z prawdziwe sa wzory:
* sina = sin (a + k - 360°)

* cosa = cos (a + k - 360°)

o tga=tg(a+k-360°) dla oo #90° +1-180°, ne Z

Wzory redukcyjne

Warto$ci funkgji trygonometrycznych dowolnego kata mozna obliczy¢ za pomo-
ca wartosci odpowiednich funkgji trygonometrycznych kata ostrego. Stuza do tego
tzw. wzory redukcyjne. W klasie drugiej poznaliscie takie wzory dla katow z drugiej
¢wiartki. Teraz wyprowadzimy analogiczne wzory dla kolejnych ¢wiartek.
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I1I ¢wiartka
Kazdy kat 8 € (180° 270°) mozemy zapi-

sa¢ w postaci 180° + a, gdzie « jest katem B

ostrym, |

Na przyklad: A, i

* 220° = 180° + 40° « = 40° | 1 A =]
|

* 260° = 180° + 80° a = 80° :

* 185° = 180° +5° a=5 P

Ramiona wodzace katow f = 180° + a oraz a tworza w ukladzie wspolrzednych
prosta (4A,OP, = a, 4P,0OP, jest katem polpelnym). Punkty P, i P, wybrane
tak, aby |OP,| = |OP,|, sa symetryczne wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych.
Jezeli przyjmiemy, ze P, = (a, b), to P, = (-a, -b). |OP,| = |OP,| = r, zatem:

sin (180° + &) = _—:] = —g = —sina

cos(180° + &) = 8- % - _Cosa
r r

o b
tg (180° + &) = =, g
IV éwiartka
Kazdy kat 8 € (270°% 360°) mozemy zapisac w po-
staci 360° —a, gdzie « jest katem ostrym (czyli na-
lezacym do pierwszej ¢wiartki).

Na przyklad:

* 320° = 360° — 40° a = 40°
= 280° = 360° - 80° o = 80°
* 355°=360°-5° n=>5

Ramiona wodzace katow p = 360° — « oraz a s3 w ukladzie wspolrzednych sy-
metryczne wzgledem osi x. Wynika to z przystawania odpowiednich tréjkatow pro-
stokatnych. Wystarczy wybraé punkty P, i P, tak, aby |OP,| = |OP,|, jak na ry-
sunku. Wtedy AOA,P, = AOA,P, na mocy cechy kbk (4A,0P, = «), a stad
|OA,| = |OA,|. Jezeli przyjmiemy, ze P, = (a, b), to P, = (a, —b).

|OP,| = |OP,| = r, zatem:

b

sin (360° — «) = = o = —sin«x
r

ln'-:|

cos (360° —a) = — = cosa

=l 1

g(360° - 0) = = = - = ~1ga

S |
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Zauwazmy, ze ramie wodzace kata 360° -« jest jednoczesnie ramieniem wodzgcym
kata —a. Zatem wzory wyprowadzone powyzej mozna zapisa¢ w postaci:

* sin(—«) = —sina * cos(—a) = cos« * tg(-a)=—-tg«

Wyprowadzone wzory redukcyjne zapiszemy w tabeli.

Il éwiartka | Il éwiartka = IV ¢wiartka |

p 180° — « | 180° + o 360° — o
sin § sina —-sina —sina
| cos f3 —cosa —cosa cosa
tg B -tga | tga [ = tga

W przykladzie 3 (s. 36) pokazalismy, ze kazdy kat & mozna zapisa¢ w postaci

a = k-360°+ 3, gdzie 0 < B < 360° i k € Z. Konncowe ramiona katéw a i 8 pokrywa-
ja sie. Zatem podane wzory redukcyjne umozliwiaja obliczenie wartosci funkgji try-
gonometrycznych dowolnego kata za pomoca wartosci funkgeji trygonometrycznych
katow ostrych. Tablice z przyblizonymi wartosciami tych funkcji dla katow ostrych,
ktorych miara stopniowa jest liczbg catkowita, znajduja sie na konicu podrecznika.

Przyktad @) < zad. 4.11, 4.12
Obliczymy wartosci funkgji trygonometrycznych podanych katow.
a) 260° b) 330° c) 945° d) -301°
Rozwiazanie
a) sin 260° = sin (180° + 80°) = —sin 80° = —0,9848 —— 260° = 180° + 80°
cos 260° = cos (180° + 80°) = —cos 80° = —0,1736
tg 260° = tg (180° + 80°) = tg 80° = 5,6713

b) sin 330° = sin (360° — 30°) = —sin 30° = -0,5 — 330° = 360° — 30°

c0s 330° = cos (360° — 30°) = cos 30° = v?g
tg 330° = tg (360° — 30°) = —tg 30° = —?

¢) sin945° = sin (2 - 360° + 225°) = sin 225° = sin (180° + 45°) = —sin 45° = —%
c0s 945° = cos (2 - 360° + 225°) = cos 225° = cos (180° + 45°) = —cos 45° = —%

tg 945° = tg (2 - 360° + 225°) = tg225° = tg (180° + 45°) = tg 45° =

d) sin(-301)° = —sin 301° = —sin (360° - 59°) = —(-sin 59°) = 0,8572
cos(—301)° = cos 301° = cos (360° — 59°) = cos 59° = 0,515
tg(—-301)° = —tg 301° = —tg (360° — 59°) = —(—-1tg59°) = 1,6643
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Przyktad @) < zad. 4.14

Wyznaczymy z dokladnoscia do 1° kat  (0° < f§ < 360°) spelniajacy podany
warunek.

a) tg 5 =-0,3839 b) sin f = —-0,9816
Rozwiazanie
a) tga =0,3839 «— a - pomocniczy kat ostry
x = 21° «—— wartosc kata a odczytana z tablic
B=180°-« lub = 360° -« —1gf=-1ga

Odp.: B =159° lub B =339°

b) sina = 0,9816 ~—— « - pomocniczy kat ostry
o= 79° —— warto$¢ kata a odczytana z tablic
B=180°+a«a lub 8 =360°-a ——sinff = —sina

Odp.: B = 259° lub 8 = 281°
A

Wyprowadzimy jeszcze wzory redukcyjne wiazace sinus z cosinusem. Bedziemy
z nich pozniej korzysta¢ podczas rysowania wykresow.

Przyjmijmy, ze « jest katem ostrym

umieszczonym w ukladzie wspolrzed- P
nych. Ramie wodzace kata 90° + «
jest wtedy zawarte w II ¢wiartce ukla-
du. Wprowadzamy oznaczenia jak na
rysunku i wybieramy punkty P, i P,
takie, ze |OP,| = |OP,| = 1.

4A,0OP, = 90° + «, wigc 9B,0P, = .

(T L N Py TR

2z | i

+ -
o4, }1 =

Prostokatny trojkat OA | P, jest przystajacy do prostokatnego trojkata OB, P, (na mo-
cy cechy przystawania kbk), wiec jest rowniez przystajacy do tréjkata P,A,0. W ta-
kim razie, jezeli przyjmiemy, ze P, = (a, b), to P, = (-b, a).

|OP,| = |OP,| = 1, zatem:

cCosx =d
sin(90° +a) =a
czyli:

sin (90° + &) = cos &

W taki sam sposob wykazujemy, ze cos (90° + &) = —sina.

43 N
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Do wyprowadzenia kazdego z powyzszych wzoréw redukcyjnych zostaty wykorzy-
stane wlasnosci figur geometrycznych. Istotne znaczenie mialo tu zalozenie, ze « jest
katem ostrym. Tymczasem mozna udowodnic (ten dowod pominiemy), ze podane
wzory redukcyjne sa prawdziwe dla dowolnego kata « (jedyne zastrzezenia dotycza
dziedziny tangensa).

Wzory redukcyjne

Dla dowolnego kata « prawdziwe s3 nastepujace rownosci:

* 5in(90° + &) = cosa * sin(—a) = —sin«x

* cos(90° + @) = —sina ¢ cos(—@) = cosa
*tg(-a)=-tga

¢ sin(180° — &) = sin« * s5in(180° + @) = —sina«

* cos(180°—a) = —cosa * cos(180° + ) = —cos

* 1g(180° —«x) = —tg« * tg(180° + ) = tg«x

Mozna réwniez wyprowadzi¢ wzory redukcyjne dla funkcji trygonometrycznych ka-
téw postaci 270°+« (zob. zadanie 4.18 oraz tablice na koncu podrecznika). Poniewaz
jednak kazdy kat III lub IV ¢wiartki mozna zapisa¢ w jednej w wymienionych wyzej
postaci, z tych wzoréw nie bedziemy korzystac.

W kazdym z zadan 4.1-4.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

4.1. Do ktorej ¢wiartki ukladu wspolrzednych nalezy kat 625°7

A. do pierwszej B. do drugiej C. do trzeciej D. do czwartej

4.2. Ramie wodzace kata a przechodzi przez punkt Pi cosa = _%' Jakie wspol-
rzedne moze mie¢ punkt P?

A. (-12,-5) B. (-12,-13) C. (-13,-12) D. (-5,-12)

4.3. Jaka jest warto$c cos a, jezeli sina = %?

2 4 4 : : ; . it
A. i B. i C. E D. Nie mozna tego jednoznacznie okreslic.

4.4. Zapisz miar¢ kata w postaci k - 360° + a, gdzie « € (0°% 360°), k € Z, oraz
okresl, do ktorej ¢wiartki nalezy ten kat.
a) 966° b) 1383° c) 1791° d) 1918° e) —480°  f) -753°
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4.5. Wskaz pary katow, ktérych ramiona wodzace przechodza przez te same punkty.

A. 123° D. 770° G. -108° J. =310°
B, 525° E. 1000° H. -140° K. =597°
C. 8127 F. 1300° I. —-195° L. -800°

4.6. W tabeli przedstawiono przyblizone czasy obrotu
wybranych planet wokol wlasnej osi. Oblicz, o ile stopni
obroci si¢ kazda z tych planet w ciagu 24 godzin.

Planeta @ Okres obrotu
Merkury | 180dni |

Jowisz 10 godzin

Neptun 18 godzin

4.7. Do ktorej cwiartki nalezy koncowe ramie kata «
spelniajacego podane warunki?

a) cosa >0 i sina<0

b) cosa <0 i tgax >0

¢) sina>0itga<0

4.8. Skonstruuj w ukladzie wspolrzednych kat « spelniajacy podane warunki.

2) sin.;x=§ i 0° < o0 < 90° d) sina =—-0,2 i 270° < & < 360°
b) cosa = —& i 180° € ¢ < 270° e) cosax = —% i 90° < o < 180°
c) tgcx:-—% i 270° < & < 360° f) tga=-4i90°<a<180°

4.9. Skonstruuj wukladzie wspétrzednychkata (0° € a0 < 360°) o podanej wartosci
jednej z jego funkcji trygonometrycznych.

. 3 2
a) srn-.x:g c) tgazg e) cosex = —1

: i = .
b) coso = —= d) sina = 3 f) tga .

4.10. Wyznacz sinus, cosinus i tangens kata, ktorego ramie¢ wodzace przechodzi
przez podany punkt.
a) (6:8)  b) (-2,6) ) (-4,-2) d) (12,-5) e) (-11,0) D (8,-15)

4.11. Oblicz. Nie korzystaj z tablic trygonometrycznych.
a) cos210° b) sin135° c¢) tg225° d) sin(-300°) e) tg(-150°) f) cos(-315°)

4.12. Oblicz. Skorzystaj z tablic trygonometrycznych,
a) sin100° b) cos325° c) tg200° d) sin(-296°) e) cos(-95°) f) tg(-179°)

4.13. Wyznacz z dokladnoécig do 1° miare kata « o podanych wlasnosciach. Sko-
rzystaj z tablic trygonometrycznych lub kalkulatora.

a) tga = —0,9325 i 90° < & < 180° d) tga = 0,51 i 180° < & < 270°

b) sina = —-0,342 i 180° < & < 270° e) sina = —-0,809 i 270° < & < 360°

c) cosex = 0,1 i 270° < a < 360° f) cosa=-0,97 i 180° < & < 270°

45
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4.14. Wyznacz z dokladno$cia do 1° miare kata a (0° € & < 360°) spelniajacego
podany warunek.

a) cosa = (0,848 c) tga = 0,404 e) sina = 0,6

b) sina = -0,9135 d) cosa = -0,97 f) tga=-14

4.15. Oblicz wartoé¢ wyrazenia. Nie korzystaj z tablic trygonometrycznych.

a) sin 150°tg 135° + cos 210°tg 330° c) 2sin 120°sin 135° + V2 cos 150° tg 225°
b) sin 90°tg 180° — cos 0° tg 180° d) 2tg240° + 9tg 150°tg 210°

4.16. Oblicz wartos¢ wyrazenia. Nie korzystaj z tablic trygonometrycznych.
2sin 120° cos 135° + 3 sin 150° tg 135°
cos 135%tg 150° — tg 210° cos 210°

tg 120° cos 120" sin 120° + tg 120° sin 150° cos 210° =
31g300° (tg210° - tg 150°)
(cos 210° sin 330° — sin 210° cos 315°)°
0,25 (5 sin? 150° + 2 cos 150° sin 225°)

sin 120° cos 135° cos 150° + cos 300° sin 315° sin 330°
tg 210° tg 120° cos 315° sin 330°

b)

c)

d)

4.17. Udowodnij, ze liczba sin(—403°) + cos(—503°) — sin 223° + cos 323° jest
catkowita.

4.18. Udowodnij, ze dla dowolnego kata ostrego o prawdziwy jest wzor redukceyjny
cos (270° — a) = —sin a.

1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Liczba sin 250° réwna jest liczbie
A. sin 70°. B. —sin 70°. C. —cos 70°.

2. Wyznacz wartosci funkcji sinus, cosinus i tangens kata «, ktérego ramie wodzace
przechodzi przez punkt (-8, —15).

3. Wyznacz z dokladnoécig do 1° miare kata « spelniajacego podane warunki. Sko-
rzystaj z tablic matematycznych.
a) cosax = —0,848 i 90° < @ < 180° b) tga =-19 i 270° < & < 360°

4. Oblicz cos (—150°) - tg 330° - sin 585°,

5. Udowodnij, ze dla dowolnego kata ostrego « prawdziwy jest wzor redukcyjny
sin (270° + &) = — cos a.



5. Wiasnosci funkcji
trygonometrycznych
dowolnego kata

Umiejetnosci:
« opisywanie wtasnosci funkciji trygonometrycznych
* wykorzystywanie zaleznosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi

Funkcje okresowe

Jedna z wazniejszych whasnosci funkeji trygonometrycznych jest ich okresowos¢,
czyli powtarzalnos¢. Wykres takiej funkcji mozemy podzieli¢ na przystajace frag-
menty, a do opisania jej wlasnosci wystarczy zbada¢ je w pewnym podzbiorze dzie-
dziny. PrzesledZzmy to na przykladzie.

Przykiad €) < zad. 5.4

W zbiorzeliczb calkowitych mozemy w nastgpujacy sposob okreslic dzielenie z reszta.

Jezeli liczbe calkowita p podzielimy z reszta przez dodatnig liczbe naturalng n, to
liczbe p mozemy zapisa¢ w postaci p = k-n+r, gdzie k jest liczbg caltkowita, reszta r
— liczbg naturalngi 0 < r < n.

Na przyklad:

10 = 33 + 1, zatem reszta z dzielenia liczby 10 przez liczbe 3 jest réwna 1.

-7 =(-3) - 3 + 2, zatem reszta z dzielenia liczby -7 przez liczbe 3 jest rowna 2.

—-27 = (-9) - 3+ 0, zatem reszta z dzielenia liczby —27 przez liczbe 3 jest rowna 0.,

Narysujemy wykres funkcji f, ktora kazdej liczbie catkowitej x przyporzadkowuje
reszte z dzielenia liczby x przez 3 i opiszemy wlasnosci tej funkcji.

Rozwiazanie
Sporzadzmy czesciowa tabele funkcji f.

ol -s|4|a|2|1]o[1]2]3]a[s5]s
BfG| 1 | 2 o |1 2|01 |2|0|1]|2]0
y '

L L] L L L ] L
® . 14 o . @

— & 2 & & -
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Wtasnodci funkgji f.

* Funkcja jest okreslona dla kazdej liczby catkowitej - jej dziedzina jest zbidr Z.

» Zbiorem wartosci funkgji jest zbior {0, 1, 2}.

* Wartos¢ najmniejsza rowna 0 funkcja przyjmuje dla wszystkich liczb podzielnych
przez 3, czylidla x = 3k, k € Z. S3 to jednoczesnie miejsca zerowe tej funkcji.

* Wartos$¢ najwigksza rowna 2 funkcja przyjmuje dla x =3k + 2, k € Z.

Dla argumentow rozniacych sie o 3 funkcja przyjmuje takie same wartosci, zatem dla
kazdej liczby catkowitej x prawdziwa jest rownosc:

J(x+3) = f(x)
Liczbe 3 nazywamy okresem funkgji f. Kazda z wielokrotnosci liczby 3 tez jest okre-

sem tej funkgcji, ale 3 jest najmniejsza liczba dodatnia o tej wlasnosci. Nazywamy jg
okresem zasadniczym lub podstawowym.

Odpowiadajgcy okresowi fragment wykresu powtarza sie wzdluz osi liczbowej x nie-
skonczenie wiele razy.

Przykiad @) < zad.5.5,5.6

Funkcja f, ktorej wykres znajduje si¢ ponizej, ma okres zasadniczy rowny 5.

AT A
T N

Opiszemy wlasnosci tej funkcji.

Rozwiazanie

* D=R, ZW = (-2; 2)

* Wartos¢ najwieksza: 2, dla argumentéw postaci x = 5k, k € Z.

* Warto$¢ najmniejsza: -2, dla wszystkich
argumentow z preedzialéw rodzing przedzialow. Jezeli k = 0, mamy

(5k+2; 5k +3), ke Z przedziat (2; 3), dla k = 1 przedzial

* Miejsca zerowe: argumenty postaci (7; 8),dla k= -1 przedzial (-3; -2} itd.
x=5k+1lub x=5k+4, kel

* f(x)>0dla xe(5k-1; 5k+1), ke Z

* f(x)<0 dla xe(5k+1; 5k+4), ke Z

* Funkcja jest rosnaca w kazdym z przedziatow (5k - 2; 5k), k € Z.

* Funkcja jest malejaca w kazdym z przedzialow (5k; 5k + 2), k € Z.

* Funkcja jest stata w kazdym z przedzialow (5k + 2; 5k + 3), k € Z.

Zapis {5k + 2; 5k + 3), k € Z oznacza (1))
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Funkcje f okreslong na dziedzinie D nazywamy okresows, jezeli istnieje taka
liczba T # 0, ze dla kazdej liczby x € D spelnione sa dwa warunki:

* x+TeDix-TEeD,
* f(x+T)=f(x).

Kazda z liczb T nazywamy okresem funkcji f, a jezeli wérod nich istnieje naj-
mniejsza dodatnia liczba T';, to nazywamy jg okresem zasadniczym funkgcji f.

Przykladem funkcji okresowej, ktéra nie ma okresu zasadniczego, jest funkcja stata.
Jej okresem jest kazda liczba rzeczywista rézna od 0.

J
Zalozmy, ze promien wodzacy r punktu lyh | |
P = (xp, yp) jest réwny 1, czyli: | ozl |
P = (cosa, sina) ﬁ\
¥ -
1 X
P =(cos @, sin @) |

Wiasnosci funkcji f(a) =sina

* Funkcja sinus jest okreslona dla kazdego kata a.
Zatem jej dziedzing jest zbior wszystkich katow.

» Zmiana kata o 360° nie zmienia wartosci y, i Zaden mniejszy dodatni kat nie ma
tej wlasnosci, zatem funkcja sinus jest okresowa o okresie zasadniczym 360°.

* -1 < yp €1, wiec -1 € sina £ 1. Ponadto, kazda liczba z przedzialu (-1; 1)
jest wartoscig yp pewnego punktu P na okregu o $rodku O i promieniu 1, zatem
przedzial (—1; 1) jest zbiorem wartosci funkcji sinus.

» Wartos¢ najwieksza rowna 1 funkcja sinus przyjmuje dla katow « = 90°, « = 450°,
« = 810°% ... oraz a = =270°% a = —630°, .. ., czyli dla katow, ktore mozna zapisac
w postaci « = 90° + k- 360°, gdzie k € Z.

* Warto$¢ najmniejsza: —1, dla katéw o = 270° + k- 360°, k € Z.

* sina =0, gdy yp =0, czyli gdy rami¢ wodzace kata zawiera si¢ w osi x. Miejscami
zerowymi funkcji sinus sg zatem katy a = k- 180°, k € Z.

* Dla kazdego k € Z mamy:
sinee > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy k- 360° < & < 180° + k - 360°,
sina < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 180° + k - 360° < & < 360° + k - 360°.
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Wiasnosci funkcji g(a) = cosa

Funkcja cosinus jest okreslona dla kazdego kata «. Zatem jej dziedzina jest zbior
wszystkich katow a.

Zmiana kata o 360° nie zmienia warto$ci xp i Zaden mniejszy dodatni kat nie ma
tej wlasnosci - funkcja cosinus jest funkcja okresowa o okresie zasadniczym 360°.
-1 € xp < 1, wiec -1 < cosa < 1. Ponadto, kazda liczba z przedzialu (-1; 1)
jest wartoscia xp pewnego punktu P na okregu o srodku O i promieniu 1, zatem
przedzial (—1; 1) jest zbiorem wartosci funkcji cosinus.

Wartos¢ najwieksza rowna 1 funkcja cosinus przyjmuje dla katow
a=0°+k-360°% k € Z.

Warto$¢ najmniejsza: —1, dla katéw a = 180° + k- 360°, k € Z.

cosa = 0, gdy xp = 0, czyli gdy ramie wodzace kata zawiera si¢ w osi y. Miejscami
zerowymi funkcji cosinus sa wiec katy « = 90° + k- 180°, k € Z.

Dla kazdego k € Z mamy:

cosa > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy —90° + k - 360° < & < 90° + k - 360°,

cosa < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 90° + k - 360° < & < 270° + k - 360°,

Wiasnosci funkcji h(a) =tga 5 4
* fga= -‘?}-f-, zatem funkcja tangens jest okreslona, ‘\
Xp T o
gdy xp # 0, czyli dla katow « #90° + k- 180°, k € Z. N1 -
* Jezeli na ramieniu wodzacym kata o« umiescimy punkt
P = (xp, yp), to punkt P’ = (=xp, —yp) lezy na ramie- P
niu wodzacym kata 180° + a. Zgodnie z definicja mamy
tga = Yo . e _ tg (180° + &) dla o # 90° + k- 180°, k € Z. Katy rdzniace sig
Xp —Xp

o 180° maja takie same tangensy i zaden mniejszy dodatni kat nie ma tej wlasnosci
— tangens jest funkcjg okresowa o okresie zasadniczym 180°.

Jezeli przyjmiemy xp = 1, to tga = yp. Dowolna liczba rzeczywista jest wspol-
rzgdna yp pewnego punktu P = (1, yp), zatem zbiorem wartoéci funkgji tangens
jest zbior liczb rzeczywistych.

tga =0, gdy yp = 0. Miejscami zerowymi funkcji tangens sa wiec katy
a=k-180°% ke Z.

Funkcja tangens przyjmuje wartosci dodatnie, gdy xp oraz yp maja ten sam znak,
a wartosci ujemne, gdy xp oraz yp maja znaki przeciwne. Dla kazdego k € Z mamy:
tga > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 0° + k- 180° < a < 90° + k - 180°,

tga < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 90° + k- 180° < a < 180° + k - 180°.
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Zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi dowolnego kata sa takie same jak
w przypadku katéw wypuktych.

Twiontzonie |

Jedynka trygonometryczna

Dla kazdego kata a prawdziwa jest rownos¢:
2 2

sin“a+cos o« =1

Dowod

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku i zalozmy, ze
promien wodzacy punktu P = (xp, yp) jest réwny 1.

Wtedy yp =sina i xp = cosa.

L ]

Jezeli ramie wodzace kata pokrywa sig z jedna z pol-
osi ukladu wspolrzednych, to [sina| =1 i cosa =0

lub |cosa| =1 i sina = 0.
W obu przypadkach sin® & + cos” & = 1.

.VP:

Jezeli ramie wodzace kata nie pokrywa si¢ z zadna z polosi ukladu wspoélrzednych,

to mamy:
|OAI® + |APJ* = |OPf
lxp® + ypl* = 1

x5+ yp =1 :

4—|m|2 =m

. 2 2
sin“a+cos x=1

Koniec dowodu

+«~— twierdzenie Pitagorasa

— Xp=cosa i yp=sina

Wykorzystajmy ponownie oznaczenia przyjete w definicjach funkcji trygonome-

trycznych. Jezeli cosa # 0, to:

Yr
sin o » Vp
= - === tgq:
cosae £ xp

r

sin o
lga =

dla a # 90° + k- 180°, gdzie k € Z
cos &
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Przyktad €) < zad. 5.10

Kat & spelnia warunki: 180° < «« € 270° i sina = —%. Obliczymy cos a.

Rozwiazanie

I sposob
2
(—%) +c:)szac =]

3
cos’a=1-—, stad coszctza

O | W

, . N V5
To réwnanie ma dwa rozwigzania: cosa = "3 lub cosa = S

gl 2
—sin"a+cos a=1

V5

Kat « nalezy do III ¢wiartki uktadu wspolrzednych, wigc wartosc¢ cosinusa tego kata
jest ujemna. Zatem tylko drugie rozwigzanie spelnia wszystkie warunki zadania.

I1 sposob

Niech P = (x, y) oznacza punkt na ramieniu konicowym kata «, a r - promien

wodzacy tego punktu. Poniewaz sina = —% i o nalezy do III ¢wiartki uktadu wspot-

rzednych, mozemy przyjaé, ze y = -2 oraz r = 3. Wtedy:

xX*+4=9

x* =5, stad x =15 lub x = -5

P'=(-4/5,-2)

\5
COsS(X = —T

Odp.: cosax = -—35-

Przyktad @) < zad. 5.11

2 2 . . . f
«—— x" + ¥ =r" (twierdzenie Pitagorasa)

«—— x < 0, poniewaz P jest punktem III ¢wiartki

X
— 05 = —
r

: : \ : e ¥ 1
Obliczymy warto$¢ cosinusa kata « takiego, ze sina = =

Rozwiazanie

-] +cosTa=1
5

1

¥
cosa=]1-—
25
7 24
COs & = —
25

To réwnanie ma dwa rozwigzania:

24 24
cosa = 1/— lub cosa = —1|=—
25 25

26

Odp.: cosa = E%H'E lub cosa = ———

5

. 2
—sin o+ cos a=1
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Przykiad )

Obliczymy wartosci sinusa oraz cosinusa kata « takiego, ze tga =

o |

Rozwiazanie
Niech P = (x, y) oznacza punkt na ramieniu koncowym kata «, a r — promien
wodzacy tego punktu.
tga > 0, wiec « jest katem nalezacym do I lub III ¢wiartki uktadu wspolrzednych.
* Dla 0° < @ < 90° przyjmujemy, ze x =3 i y = 4. Wtedy:
r* =125 —x+y=r
r=>5 —r >0
) 4 . 3
SN =— 105 = —
5 5

* Dla 180° < « < 270° przyjmujemy, ze x = -3 i y = —4. Wtedy:

. 4 . 3
s =-——1Ccosx =——

; 4 . 4
sina = — sina = —-
Odp.: Zadanie ma dwa rozwiazania: ‘_; lub e
Cos = — COS@ = —=
5 2

Przyktad @)  zad.5.14

Wykazemy, ze dla kazdego kata 270° < & < 360° prawdziwa jest tozsamos¢:

sin a COSQX _ |

\frl—sinzcx \r'rl—cusza SIN@ - COSa

Dowaod

Sprawdzamy najpierw, czy warunek ograniczajacy miare kata a wystarczy, aby
wszystkie wyrazenia podane w zadaniu byly okreslone. Wypisujemy zalozenia:

2 2

l-sinfa>0 i 1—-cosaa>0 i sina#0 1 cosa#0

Wszystkie powyzsze warunki sg spelnione dla 270° < « < 360°.
Przeksztalcamy lewa strone podanej réwnosci.
sin a COS ¢

L= = =
i )
Vi-sin?a  V1-cos’a
sin « COS (X X . .

= - = «— korzystamy z jedynki trygonometrycznej

Veos?a  Vsin?a

sino COS ¥ -
= S — Va2 = |«

|cose| |sina]

sina COS «

cosa  —sina
, 2 2
sin”  + cos™ o 1 p

sing - cosa sin o - cos &

«—— uwzgledniamy znaki funkcji trygonometrycznych w IV ¢wiartce

Koniec dowodu
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Dziat 1. Trygonometria

W kazdym z zadan 5.1-5.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

5.1. Liczba 6 jest okresem funkcji f. Wskaz liczbe, ktora rowniez jest okresem tej

funkcji.
A.3 B. 9 C. 15 D. 18

5.2. Wiadomo, ze 270° < a < 360° i cosa = % [le jest rowny tga?

A. b L] B. ¥5 C. 23 D. N5
2 3 2 3
: P o S . 203 .. g
5.3. Wskaz wartos¢, ktorej nie moze przyjac wyrazenie g
A. % B. -% C. 1 D. 3

5.4. Funkcja f kazdej liczbie calkowitej x przyporzadkowuje reszte z dzielenia licz-
by x przez 5.
a) Narysuj wykres funkcji f dla x € (-8; 8) N Z.
b) Opisz nastepujace whasnosci funkcji f:
* dziedzing,
* zbior wartosci,
* warto$¢ najmniejsza i warto$¢ najwieksza oraz argumenty, dla ktérych funkcja
je przyjmuje.

5.5. Na wykresie przedstawiona jest funkcja okresowa f o dziedzinie R i okresie
zasadniczym réwnym 9.

Na podstawie wykresu opisz nastgpujace wlasnosci funkgji f: zbior wartosci, wartosc
najmniejsza i wartosc najwieksza oraz argumenty, dla ktorych funkcja je przyjmuje,
miejsca zerowe oraz przedzialy, w ktorych funkcja ma staty znak.



9. Wiasnosci funkcji trygonometrycznych dowolnego kata

5.6. Na wykresie przedstawiona jest funkcja okresowa f o dziedzinie R i okresie
zasadniczym réwnym 6.

Na podstawie wykresu opisz nastepujace wlasnoéci funkcji f: miejsca zerowe, prze-
dzialy, w ktorych funkcja ma staly znak, oraz przedzialy monotonicznosci.

5.7. Naszkicuj wykres dowolnej funkcji okresowej, ktorej dziedzing jest zbior liczb
rzeczywistych, zbiorem wartosci jest przedzial (—1; 2), a miejscami zerowymi sa
wszystkie liczby postaci x =5k + 3, k € Z.

5.8. Naszkicuj wykres dowolnej funkcji okresowej f o nastepujacych wlasnosciach:
* dziedzing f jest zbior {x € R: x # 4k + 1, k € Z},

*» zbiorem wartosci jest przedzial (-1; 1),

* f jest rosngca w kazdym z przedzialow (4k; 4k + 1), k € Z.

5.9. Na podstawie rysunku poréwnaj sinus danego kata z jego cosinusem.

a) oA c) A e) iz

b) v d) yh f) _ vk
. L N
X o 1 x 0f 1 s
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Dziat 1. Trygonometria

5.10. Oblicz wartosci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata a, ktéry spelnia
podane warunki.

a) sina=%i9{)“<a<]80” c) cosazgi%“{a{ls{]“

b) sitm:—? i 270° < & < 360° d) tga = V2 i 180° < & < 270°

5.11. Dana jest wartos¢ jednej z funkgji trygonometrycznych kata . Oblicz wartosci
pozostalych funkgji trygonometrycznych tego kata.

a) sina = 0,6 c) sina = —?
b) cosa:g d) t;:u::usc.‘rﬁ:=—i
3 7

5.12. Dana jest wartosc¢ tangensa kata . Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygo-
nometrycznych tego kata.

5 3 i
a) tgae= = ) tga =4
8 V7

b).tga=—r d) tgor = -
5.13. Sprawdz, czy istnieje kat « spelniajacy podane warunki.

: 2 : 2
a) sina == i cosax <0 d) SIHH{OICUSHZ—E

: Y5 . V11
b) sina-cosax =2 e) cosa = —= i sina=-——
c) sina + cosa = 2 f) tga=-100 i cosa >0

5.14. Udowodnij, ze dla kazdego kata 180° < a < 270° podana réwnosc jest toz-
samoscia.

1-vV1l-sinfae 1-cosa 4

1 —cosax l +cosix ST o tgzrx

5.15. Udowodnij tozsamos¢. Podaj konieczne zalozenia.

a) sina—2cos’ @ =3sin”a -2
b) c?scx _ Sina _ (L B 1) (tgtx+ 1)
511 (X COS X tga

c]( ! —cﬁsrx)(_] —sinﬂc)(L+tgrx)=l
COos & SN« tga

1 1 | COSs & — sin o
<1 i lga + = 2
sinx cos o tg o Sin~ o cos- o
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5.16. Udowodnij tozsamos$¢. Podaj zalozenia.

(1—511111}{1+5ma) (1 -cosa)(l +cosax) ( 1 )‘1
| = — =]
sin? o cos’ o sin? & cos” a

l—casa 1 + cos o
\1+cosa Jlucnsa l—cnsz

: ; . G 1
# 5.17. Oblicz sin" & + cos’ o, wiedzac, Ze sina + cosa = 7

1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
[stnieje kat a spelniajacy warunki

; 2o 1
A.sinqd=-= 1 cosax = o
B. tga=-3 i cosa =sina.

; L i 5
C.tga=-51i cosa = o 1 sinee=—c.

2. Oblicz wartos¢ tangensa kata «, wiedzac, ze cosa = 5

3. Kat « nalezy do III ¢wiartki uktadu wspolrzednych i tga = % Oblicz wartosci
sinusa i cosinusa kata a.

4. Wykaz, ze podana rownosc jest tozsamoscia.
COS & 3 I+sinae 2

1 +sina cosa  cosq
Podaj zalozenia, ktore musi spetniac kat a.

5. Wykaz, ze dla kazdego kata o # k- 90° k € Z, podane wyrazenie przyjmuje
wartosc¢ catkowita.

(1 + tgza)_l + (1 + tg_zcx)_l



6. Miara fukowa kata

Umiejetnosci:

* stosowanie miary fukowej

* zamiana miary tukowej kata na stopniowa i odwrotnie

= operowanie funkcjami trygonometrycznymi zmiennej rzeczywistej

Wprowadzimy terazinnysposéb mierzeniakatow. Z wielu powodéw miara stopniowa
jest niewygodna. Podzial 1° na 60" odbiega od powszechnie stosowanego systemu
dziesigtnego. Jezeli chcemy zaznaczaC miary katow na osi liczbowej, to potrzebny jest
przelicznik, pozwalajacy wyrazi¢ np. 137° 20’ 15" jedna liczba rzeczywista.

Przyjrzyjmy si¢ rysunkowi kata «. Jesli poprowadzi-
my okrag o srodku w wierzcholku kata, otrzyma-
my figure oznaczona litera F - jest to wycinek kola
o promieniu r i dlugosci tuku /.

Jezeli zaznaczymy luki o roznych promieniach
i wspolnym $rodku w wierzchotku kata, to odpo-
wiednie wycinki kolowe s3 figurami podobnymi, za-
tem rowne sa stosunki:

L P
r r, T3 +

Kazdemu katowi mozna zatem jednoznacznie przy-
porzadkowac liczbe, ktéra jest stosunkiem dlugo-
$ci odpowiedniego tuku do promienia tego tuku. Te
liczbe przyjeto jako miare kata.

Miarg tukowg kata jest stosunek dlugosci zawartego w kacie luku okregu o srod-
ku w wierzchotku kata do promienia tego okregu.

Kat, w ktérym tuk ma dlugos¢ réwna promieniowi a=1
(I = r), ma w przyblizeniu 57° 17’ 45" i jest katem
jednostkowym w mierze fukowej.
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Jednostka miary tukowej jest radian. Kat srodkowy w okregu oparty na tuku
o dlugosci promienia tego okregu ma miare 1 radiana.

Miarg tukowg danego kata jest liczba Miara tukowa laczy pomiar rozwartosci (1))
zawartych w nim radianéw. kgta z mierzeniem dlugosci.

Podawanie miary stopniowej kata wymaga uzywania zapisu mianowanego, tzn. sym-
boli %, ', " (np. a = 27°13"20"). Nie ma takiej potrzeby przy zapisie miary tukowej,
ktora jest ilorazem dlugosci, na przyklad ,« = 2 radiany” zapiszemy krétko a = 2.

Przykiad €)
Na osi liczbowej zaznaczone sg liczby: a = 2, f§ = %, d = %
B o o
: ¢ : $ s : : -
0 3 1 3 2

Narysujemy katy o tych miarach, odkladajac kat jednostkowy.

=2

p=3

Przykiad @)
Wyznaczymy miary lukowe katow, ktére czesto wystepuja w zadaniach.

Jezeli r = 1, to dlugosc okregu jest rowna 2m. Zatem kat pelny ma miare 2m.

300 = = 458 =2 ESe X 90° = = 120° = 27t
3] 4 3 2 3
(4] 3 o 5 Lal (s} 3 Lul
135° = <n 150° = > 180° = Tt 270° = > 360° = 21t

Zaznaczymy teraz niektére z tych miar na osi liczbowej.

Zauwazmy, ze 7 = 3,14 = 3. (((+))
i B Dlatego na osi x bedziemy
X zaznaczaé 180° = = 3.

E -
.mMI - 'S
el }
RTEeR
riz

e

g
3
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Dziat 1. Trygonometria

Jezeli « oznacza miare stopniowa kata, a x - jego miare lukowa, to na podstawie

o

proporcji = — w prosty sposdb mozemy zamieni¢ miare stopniowa na tukowa
o x

i na odwrot.

Jezeli a oznacza miare stopniowa kata, a x jest jego miarg tukowa, to:
_a-m y g X180°
180° T

® X

Funkcje trygonometryczne zmiennej rzeczywistej

Kazdemu katowi « (0° £ « < 360°) odpowiada dokladnie jedna liczba rzeczywista
bedaca jego miarg tukowa i na odwrét — dowolnej liczbie rzeczywistej t € (0; 2m)
mozemy przyporzadkowac kat, ktérego miara tukowa jest t. Poniewaz przyporzad-
kowanie to jest jednoznaczne, mozemy zdefiniowaé funkcje trygonometryczne tak,
aby ich argumentami byly liczby.

Jezeli liczba rzeczywista t € (0; 2m) jest miarg tukowa kata « (0° < a < 360°),
to przyjmujemy, ze:

¢ sint =sina

* cost =cosa

* tgl=1gax dlataﬁg i r:#%n

Dowolng liczbe rzeczywista x mozemy zapisaé w postaci x =t + n - 2m,
gdzie t € (0; 2n) i n € Z, wiec:

® sinx = sint

* COsx = cost

* tgx =tgt dla x # §+kn, keZ

Poznane wczesniej wzory i zalezno$ci mozemy teraz zapisac dla funkcji trygonome-
trycznych zmiennej rzeczywistej. Na przyklad:

* sin(x+2kn)=sinx dla xeRikeZ

cos(x+2kn)=cosx dla xeRikeZ

tg(x+kn) =tgx dlax%§+knikez

sin x

» tax= dlax¢§+knikez

COs X
jedynka trygonometryczna: sin’ x + cos’ x = 1 dla x € R
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Przykitad €) < zad. 6.5
Wyznaczymy miarg fukowa albo stopniowa podanego kata.

Rozwiazanie

g) ge= 37 b) a = 240° c) x=145
_37°%m oo 20T _ 14,5 180°
~ T180° 180 S —
37 4 2610°
= — X =-7 = ~ 831°
X 130“ 3 o - 831

Przyktad @) « zad. 6.7

Miare x kata podang w radianach zapiszemy w postaci « + k - 360°, gdzie k € Z
i 0°<a < 360°

Rozwiazanie

31
a) x=—m
6
~3~1n=5+5n=2+n+4n
6 6 6
x = 30°+ 180° + 2 - 360° = 210° + 2 - 360°
B x= i
4
—En:—én—mﬁ
4 4

x =-135°-10-360° = 225° - 11 - 360°

Wyrazimy poznane wczesniej wzory redukcyjne w mierze tukowej.

Twierdzenie
Wzory redukcyjne
Dla dowolnego kata o mierze lukowej x zachodza réwnosci:
* sin(m—x) =sinx * sin(m+ x) =—sinx * sin(-x) = -sinx
* cos(m—x)=—cosx * cos(m+x)=—cosx * cos(—x) = cosx
* tg(n-x)=-tgx * tg(n+x)=tgx ° tg(-x)=-tgx
n(3-x) in(3+x)
* sin|{—-—x)=cosx * sin| —+x)=cosx
2 2

T ; m .
. CGS(E‘—JC)ZSIHJC ” CGS(‘E+X)I—EII1.'JC

61
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Przyktad &) - zad. 6.10

Skorzystamy ze wzorow redukcyjnych i obliczymy wartos¢ podanego wyrazenia.

, ( 37[) 117t 131
smni| —— 'CGS_'tg_
4 &) 3

.22m . 5 5W
s$in° — + sin® —
158

Rozwiazanie

4 2
( ) n 3
cos— =cos|2n—— | =cos— = —
6 2
1
tg—=tg(4n+£):tgz—\f§
3 3
.22 . 3 .22 . 4 .22 2
51112—n+51n2—“=51n2—n+51n2(r—[~——n)=51ﬂ2—n+c052—ﬁ=1
18 2 18 9 9
o [ 3T lin 130 V2 V3
in(-B) o T gl A48
sin2 22 4 sin2 27 I 4
18

) Przykiad @) < zad.6.18
Udowodnimy podana tozsamosc,

cos (3 + x) - sin (-g - x) — cos 5T = tg2 (mt+ x) - cos’ (T — x)
Rozwiazanie
Zaczynamy od wypisania zalozen.
Wyrazenie tg(m+ x) jest okreslone, jesli m+ x # g +kn, k€ Z, czyli x # —g + km,
k € Z. Pozostale wyrazenia sa okreélone dla wszystkich liczb rzeczywistych.

Dowod

Przeksztalcamy najpierw lewa strone podanej réwnosci.
L= cos(3n+x]-sin(g —x) — cos5m =cos(m+ x) - sin(T—; -x) —COSTt =

2 s il
=—COSX*COSX—COSTT=—cos x+1=sin"x

Teraz przeksztalcamy prawa strong podanej réwnosci.

. 2
sin” x :

P=tg2(:rt+:c]-cnsz(n‘—x)=tg‘1x-{—msx]2= - . cos® x = sin” x
cos? x

L = P, czyli podana réwnosc jest tozsamoscia dla wszystkich x # —g +kn, k € Z.

Koniec dowodu



6. Miara tukowa kata

Przyktad €) - zad. 6.19

Obliczymy wartosci pozostalych funkcji trygonometrycznych zmiennej x, wiedzac,
2

7€ COSX = —3 oraz tgx > 0.

Rozwigzanie

3

N<X< =0 —cosx<0Ditgx>0
5 4 5
sm‘1'x=1—§ —sin° x +cos° x = 1
: V5 .
sinx = "? —sinx < ()

"l.l"rg sinx
lgx = — — =
g 2 &* COS X

b

Odp.: sinx = —%ﬁ, igx =

W kazdym z zadan 6.1-6.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

6.1. Wskaz miare tukowa kata 15°.

A. = B. — C. — D. —

9 12 15 24

: 3 171

6.2. Wskaz wartosc tg =
A. 1 B- g C- _\IIIT'g Dc ‘\lﬁ
6.3. Do ktorej ¢wiartki uktadu wspoélrzednych nalezy kat o mierze 3,57
A. do pierwszej B. do drugiej C. do trzeciej D. do czwartej
6.4. Oblicz.
a) 23°20' + 46° 40’ c) 137°27' - 15°19' + 27°52'
b) 75°14' —21°39’ d) 89°17'+2-35°14' - 109°15'

6.5. Zamien miar¢ stopniowa na miarg lukowa.
a).20°%15%42%1° b) 630°, 100°, 300°
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6.6. Zamien miare lukowa na miare stopniowa.

a) E, EH, E:ﬂ: b) E, z—ﬁ, i c) 23 1,5: 0.7 d) 102;1,25;7,5
6 4 18 275" 3

6.7. Zapisz podana miarg kata w postaci « +k-360°% ke Z i 0° < a < 360°.
33 51m 19nm 35m 32m 5m

W e e Ry

6.8. Zapisz podang miare kata w postaci x + 2kn, k€ Z i 0 < x < 2m.
a) 405° 1020°, 520° b) —405° -30°, -780°

; . . om 7 in
6.9. Oblicz: sin —, tg —, cos —.
3> ©g 1

6.10. Oblicz.

251 ?_ﬂt Z_Ti_'t ?_TI
a) sin?—“cosﬂ+tgﬁc055—ﬂ c) st Al B
4 4 4 3 «:n:nsﬂf:crs.s—ﬂsin4—TE
3 3 3
.4 7 17 5 4m )’ 7n, 4 2n\?
4sin — cos” = + 2 cos — (tg—1IT +tg—“) —(tg—ntg—“+tg—“)
b) 3 4 6 d) 3 3 1 3 3
5m 4n . /n 5w 170 . 4n
tlg——-tg— 2sin — cos — — 4cos — sin —
3 3 4 4 6 3

6.11. Narysuj w ukladzie wspolrzednych katy o miarach: n, SEH %ﬂ, %ﬂ

6.12. Porownaj katy i f8.

i 5 _m _ iqb

a}a-—lz,ﬁ—lﬂ c]a——m,ﬁ 18

b =—H, = 14° d =-ﬂ1 =207
) « o B ) o 5 B

6.13. Porownaj katy i f3.

a) a=1;—, B = 40° ¢) a=0,6mn, f#=108°
b)a=5—;,ﬁ=200“ d}a:?—’:,,6=50°

6.14. Ktore z podanych katow sg ostre: a =1, f=1,5, y = 0,6m, § = %ﬂ?

6.15. Okredl, do ktérej éwiartki uktadu wspétrzednych nalezy kat o podanej mierze.

4n 1lm 3m l1ln 1 5m 9m
d B Sl e S b 2_: [}1?: o
) 7 7 8 6 ) 2 7 8



6. Miara tukowa kata

6.16. Oblicz miare lukowa kata wypuklego, ktory tworzg wskazéwki zegara o poda-
nej godzinie.
a) 600 b) 1300 c) 1610 d) 912

6.17. Uporzadkuj rosnaco podane katy.
«= % B=024, y=10°32, &= E-Tiz v=1°12, @=0,13

tg (m— x) - cos (1 + x)
cos(2-x)

6.19. Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych zmiennej x spelnia-
jacej podane warunki.

6.18. Udowodnij tozsamos¢ = 1. Podaj konieczne zalozenia.

a) sinx:§imsx{0 c) tgx=21sinx<0
b) cosx=—% i tgx <0 d) tgx=-11isinx>0

6.20. W kole o promieniu 3,5 cm kat §rodkowy oparty jest na tuku dlugosci 2,8 cm.
Oblicz miare stopniowa tego kata z dokladnoscia do 1°.

6.21. Oblicz dlugosc luku okregu o promieniu 15 cm odpowiadajacego katowi $rod-
kowemu o podanej mierze.
a) 3,1 b) 2,4 c) 160° d) 300°

1. Danesa katy a = 1,75 oraz f8 = 100°. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A.a<f B.a>p C.azp

2. Podaj miary tukowe katow: 36°, 200°, 280°.
3. Zapisz kat o mierze —1044° w postaci x + 2km, ke Z i 0 < x < 2m,

4. Oblicz, korzystajac ze wzordéw redukcyjnych: sin IETH, cos ?, tg %H

5. Udowodnij tozsamos$¢. Podaj odpowiednie zalozenia.

cos(m—x)cos(m+ x)—sin(2n—x)sin(2n+ x) = tgx-tg(g —x)
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7. Wykresy funkcji
trygonometrycznych

Umiejetnosci:

* rysowanie wykresow funkgcji sinus, cosinus | tangens

* przeksztalcanie wykresow funkgji trygonometrycznych

* rozwigzywanie elementarnych rownan i nierownosci trygonometrycznych

Wykres funkcji f(x) = sin(x)

Przyjrzyjmy sie rysunkowi. W ukladzie wspolrzednych x'0 yF zaznaczamy katy,
a w ukladzie xOy punkty wykresu funkcji f(x) = sin x.

. 15z . m n_ 1 m_ 3,
PrzyjeliSmy zaokraglenie n = 3, zatem — =1, — = -, — = = itd.
3 6 2 2 2
_}r’l YA :
fix) =sinx
1
<7 P, = (cos3, sing) —==-=—= S T R
o ..u_.._.._..__...-.__.u.‘-‘u.__.uu._..u._T.. ~~~~~~~~~~~~~ 1. 2 Ir
et s e e o e s e o e e e e -+ | i
| [/ \Pi=(cosg,sing) 1] A |
W7V G — N N O
3\ \s T 011 t
- bt e
1 x 0]l = = = = ® X
26 4 3 2
-1 =k

Punkt A, = (E, sin g), poniewaz jego druga wspolrzedna jest réwna drugiej
wspolrzednej punktu P, wybranego na ramieniu konicowym kata g (uktad x'Oy',
|OP,| = 1).

Podobnie - punkt A, = (%, sin %), bo jego druga wspolrzedna jest rowna drugiej

wspolrzednej punktu P, wybranego na ramieniu konicowym kata E

Im wiecej katéw odlozymy w uktadzie x'Oy’, tym wiecej punktéw nalezacych do
wykresu funkcji f(x) = sin x mozna zaznaczy¢ w ukladzie xOyy.



7. Wykresy funkcji trygonometrycznych

Ponizej prezentujemy wykres funkcji f(x) = sinx dla katéw z przedziatu (0; 2m).

y'l ¥y 1

=1 -1

Funkcja f(x) = sinx (x € R) jest funkcja okresowa o okresie zasadniczym 2m, zatem
narysowany fragment wykresu bedzie sie powtarzal nieskonczenie wiele razy.

fi) = sinx

I
i
ST A

Krzywa bedaca wykresem funkcji f(x) = sinx

nazywamy sinusoida.

Opiszemy wlasnoéci funkeji f(x) = sin x.

L ]

Zamiast zwrotu: krzywa, ktora
jest wykresem funkeji y = f(x)
czesto uzywamy krotszego:
krzywa o rownaniu y = f(x).
D=R, ZW= (-1 1)

Funkcja ma wartos¢ najwigksza rowna 1 dla kazdego x = g +2km, k € Z.

Funkcja ma warto$¢ najmniejszg rowna —1 dla kazdego x = —g + 2knm, k € Z.
Miejscami zerowymi sg argumenty postaci x = km, k € Z.

Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla argu-
mentéw nalezacych do kazdego z przedzialow Przypomnijmy:

i : Zapis (2km; m+ 2kn), ke Z
postaci (2km; m + 2kn) oraz ujemne dla argu- : :

) ) i i oznacza rodzine przedzialow.
mentow nalezacych do kazdego z przedzialow
postaci (m+ 2km; 2m + 2kn), k € Z.

Funkcja nie jest monotoniczna w calej dziedzinie, natomiast jest:
rosnaca w kazdym z przedzialéw postaci <—g + 2k g + 2kn>, keZ,
malejaca w kazdym z przedzialow postaci (% + 2km; 3?“ + 2kn>, ke Z

Rownanie sin x = m ma nieskonczenie wiele rozwigzan dla m € (-1; 1),
adla m € (—oo; —=1) U (1; o0) nie ma rozwigzan.

(@)

()
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Wykres funkcji f(x) = cos (x)

Do narysowania wykresu funkcji f(x) = cos x skorzystamy ze wzoru redukcyjnego:
COsS X = sin (x + TEF)

Wykres funkcji f(x) = cos x, tzw. cosinusoide, otrzymamy zatem po przesunigciu

; ; ; ml . T S
sinusoidy y = sinx o wektor [_E’ {)J, czyli o T lewo wzdluz osi x.

Na podstawie wykresu funkcji f(x) = cos x opiszemy jej wlasnosci.
* D=R, ZW=(-1; 1)

* Funkcja ma wartos$¢ najwieksza rowna 1 dla kazdego x = 2km, k € Z.
Funkcja ma wartos$¢ najmniejsza rowng —1 dla kazdego x = n+ 2kn, k € Z.

i . P i mn
* Miejscami zerowymi sa argumenty postaci x = = kn, k € Z.

* Funkcja przyjmuje wartoéci dodatnie dla argumentow nalezacych do kazdego

z przedzialéw postaci (—g + 2km; g + an) oraz ujemne dla argumentéw nale-
zacych do kazdego z przedzialow postaci (g + 2km; 3?“ + an), k eZ

* Funkcja nie jest monotoniczna w catej dziedzinie, natomiast jest:
rosngca w kazdym z przedzialow postaci (n + 2km; 2n + 2kn), k € Z,
malejaca w kazdym z przedzialéw postaci (2km; nt + 2km), k € Z.

* Rdéwnanie cosx = m ma nieskonczenie wiele rozwigzan dla m e (-1; 1), adla
m € (—oo0; —1) U (15 o0) nie ma rozwigzan.

Wykres funkcji f(x) = tg(x)

Ponownie umieszczamy obok siebie dwa uklady wspolrzednych. W ukladzie wspot-
rzednych x'Oy’ zaznaczamy katy, a w ukladzie xOy punkty wykresu funkgji
f(x) =tgx. Tym razem skorzystamy z tego, ze jezeli wybierzemy punkt P na ra-
mieniu koncowym kata « tak, aby jego pierwsza wspolrzedna byla réwna 1, to jego
druga wspolrzedna jest rowna tangensowi kata a.
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y'h v
¥ b e TN el g e S e O WOl T B Ay Tt a ik ST el e L e e T
i
flx) =tgx E
|
- P, = (1,tg3) B,!
\f}ﬂ‘-——————— —_— ———— e e e e -T IE
|
v
8 Ry o e | i t 1
e
Bl AL L, Pi=(tgg) | [N I
3 I
I T
I ~ e e g ] E i
3\ Yol | oo
= - } b O =8
0 ' 0 T
T3 P13 § ¢

Punkt B, = (g, tg -E), poniewaz jego druga wspolrzedna jest rowna drugiej wspot-

rzednej punktu P, na ramieniu konncowym kata g Podobnie B, = (g, tg g)

Na rysunku zaznaczyliSmy kilka punktéw dla katéw z I ¢wiartki. Wartosci tangen-
sa dla coraz wigkszych katéw ostrych s coraz wieksze. Im bardziej do dodatniej
polosi y' zblizaja sie ramiona wodzace katow, tym blizej prostej o réwnaniu x = g
znajduja sie odpowiadajace tym katom punkty wykresu. Te prosta bedziemy nazywac
asymptotg pionowa wykresu.

Do narysowania nastepnego fragmentu wykresu mozna wykorzysta¢ katy z IV

¢wiartki i fakt, ze katy te sa przyporzadkowane liczbom z przedzialu (—g; 0).

Okresem zasadniczym funkcji f(x) = tg x jestn, zatem otrzymany dla x € (—g—; g—)

wykres powtarzamy w pozostatych przedziatach.
i
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Krzywa bedaca wykresem funkcji f(x) = tg x nazywamy tangensoidg.
Opiszemy wlasnoéci funkeji f(x) = tgx.

Dziedzing jest zbior R - {% + k‘rr}, keZ

Zbiorem wartosci jest zbior R.

Proste o réwnaniach x = % + kn, k € Z, sa asymptotami pionowymi wykresu.
Funkcja nie ma wartosci najwigkszej i nie ma wartosci najmniejszej.

Miejscami zerowymi sg argumenty postaci x = km, k € Z.

Funkcja przyjmuje wartoéci dodatnie dla argumentéw nalezacych do kazdego
z przedzialow postaci (k:r:; g + kn), a ujemne dla argumentow nalezacych do kaz-
dego z przedzialow postaci (g + km; o+ kﬂ'), k € Z

Funkcja nie jest monotoniczna w calej dziedzinie, natomiast jest rosngca w kazdym
z przedzialow postaci (“;_E + km; g + kn), k € Z.

Réwnanie tgx = m ma dla dowolnego m € R nieskonczenie wiele rozwiazan.

Przyktad €) « zad.7.4,7.5
Narysujemy wykres funkcji g(x) = sin (x - g) + 2.

Rozwiazanie
Wykres funkcji g otrzymamy w wyniku przesunigcia sinusoidy o réwnaniu

y =sinx o wektor [g, 2], czylio g w prawo wzdluz osi x i 0 2 w gore wzdluz osi y.

|78 |

8{x) = gin(x +3) +2

Km\ [
3

|
! i L L]
i

|

=

|

(S 15—
I
L

[T ]

Przyktad @) « zad. 7.12

Narysujemy wykres funkcji g(x) = —tg (x + g) i wyznaczymy jej miejsca zerowe

oraz rownania asymptot pionowych wykresu.
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Rozwiazanie
Rozwigzujemy zadanie w dwoch krokach.

Krok 1: Rysujemy wykres funkcji h(x) = —tgx (obraz wykresu funkcji y = tgx
w symetrii wzgledem osi x).

Krok 2: Przesuwamy otrzymany w poprzednim kroku wykres o wektor [—g, 0 ] ,czyli
0 g w lewo wzdluz osi x.

|
|
!'.
!
1 :
i

Z wykresu odczytujemy, ze dla funkcji g(x) = —tg (x + E)
* miejscami zerowymi sa liczby postaci —g +kn, kelZ,

* asymptoty pionowe wykresu maja réwnania postaci x = g +kn, k € Z

Przyktad e zad. 7.13

Narysujemy wykres funkcji g(x) = [sinx - %‘

Rozwiazanie

Rysujemy wykres funkcji f(x) = sinx - -21~ Aby otrzymac wykres funkgji

g(x) = | f(x)|, przeksztalcamy przez symetri¢ wzgledem osi x te fragmenty krzywej

o réwnaniu f(x) = sinx — > ktore leza ponizej osi x.
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Elementarne rownania i nierownosci trygonometryczne

Rownanie, w ktérym niewiadoma wystepuje tylko jako argument funkcji trygonome-
trycznej, nazywamy réwnaniem trygonometrycznym. Analogicznie — nierownosc,
w ktorej niewiadoma wystepuje tylko jako argument funkcji trygonometrycznej, na-

zywamy niero6wnoscig trygonometryczna.

Przykiad €)

Odczytamy z wykresu funkcji y = tgx rozwiazania rébwnania tgx = 1.

Rozwiazanie

(]

1
———— e A

prowadzimy prosta k
o rownaniu y = |
odczylujemy pierwsze
wspolrzedne punktow
przecigcia prostej k

z wykresem

Réwnanie ma nieskonczenie wiele rozwiazan. Z rysunku mozemy odczytac trzy

; 3 T 5
znich: x =—-=7n, x = — oraz x = —-n.
4 4 4

Funkcja y = tgx jest rosnaca w kazdym z przedzia-

low postaci (—g + km; g + kn), gdzie k € Z. Wystar-

czy wiec odczytac jedno rozwiazanie w ktéryms z tych
. 1 . m n

przedzialow, np. w przedziale (_E; E)’ bo pozostate

rozwigzania beda si¢ réznily o wielokrotnosc okresu za-
sadniczego tangensa.

Wykres funkgji rosnacej (((+)
(malejacej) moie miec

z prosty rownolegla do

0si x co najwyzej jeden
punkt wspolny.

Odp.: Rozwigzaniami rownania sa liczby postaci x = E +km, k € Z

J

Kazda funkcja trygonometryczna jest okresowa, zatem jezeli ograniczymy sie do roz-
wiazania réwnania trygonometrycznego w przedziale o dlugosci okresu zasadnicze-
go, to wyznaczymy rowniez pozostale pierwiastki rownania - beda si¢ one réznily

o wielokrotnosc okresu zasadniczego.
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Rozwigzaniami rownania tgx = a sg liczby postaci x = x; + km, gdzie x;, jest
jednym z rozwigzan tego rownaniai k € Z.

Przyktad €
Odczytamy z wykresu funkcji y = sin x rozwiazania rownania sinx = =
yA
= (4% | [N
y= Lol | L1l fW=sinsl | | [ | |
T /"— «— prowadzimy prosty
| 1
T ,:‘ e ! o o rownaniu y = Xa
..... __i_ al 1‘1‘ J==1 A S s, ol I )
- ] } 3 1

W przedziale <—§; 32—H> rozwiazaniami rownania sinx = % sa liczby E oraz %n.

Zatem wszystkie rozwigzania tego rownania sa postaci x = §+2k1'[ lub x = §n+ 2km,
gdzie k € Z.

Odp.: x = -E +2kn lub x = %Ti + 2kn, gdzie k€ Z

J/
Podsumujmy:
* Rdwnanie sin x = a ma rozwigzania pod warunkiem, ze -1 < a < 1.
* Rozwiazania rownan: sinx = -1, sinx = 1, sinx = 0 zostaly juz odczytane

weczesniej (odpowiednio: argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci naj-
mniejsze, warto$ci najwieksze oraz miejsca zerowe funkcji).

* Dla a € (-1; 1) = {0} rownanie sinx = a ma w przedziale o dlugosci okresu
zasadniczego dwa rozwiazania.

Przyjrzyjmy sie wykresowi sinusa w przedziale <-—§; 3?“

AT T LT 11
ol Y=y | |
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Dla x € <—g; §> rownanie sinx = a (gdzie a € (~1; 1)) ma jedno rozwiazanie

(sinus jest w tym przedziale funkcja rosnaca), dla x € <g, 32—“> rowniez jedno (sinus

jest w tym przedziale funkcja malejaca). Jezeli pierwsze z tych rozwiagzan oznaczymy
Xy, to drugie jest rowne m— x,,.

Rozwigzaniami rownania sinx = a przy zalozeniu, ze =1 < a < 1, sa liczby
postaci x = x;, + 2km oraz x = m— x;, + 2km, gdzie x;, jest jednym z rozwigzan
tego réwnaniai k € Z.

Cosinusoide otrzymujemy po przesunieciu sinusoidy w lewo wzdtuz osi x o 7> Zatem

rozwigzania rownania cosx = a odczytamy z przedzialu (-m; ).

Rozwiazaniami rownania cosx = a przy zalozeniu, ze -1 < a < 1, sa liczby
postaci x = x, + 2km oraz x = —x, + 2kn, gdzie x; jest jednym z rozwigzan
tego réwnaniai k € Z.

Przyktad @) < zad. 7.21

- : . V3
Rozwiazemy rownanie cosx = =

Rozwiazanie

W przedziale (—m; m) rozwigzaniami réwnania sa liczby gﬂ i —gn. Zatem wszystkie
rozwigzania tego rownania sa postaci x = gn + 2km lub x = —gn + 2km, k € Z.

Odp.: x = §n+2kn lub x = -§n+2kn, kel
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Przykiad €) < zad. 7.22
Rozwigzemy rownanie sin x = 0,4384.

Rozwiazanie

0,4384 = sin26° i 26° = s

90

13 77
dp.:x = — = — i
Odp.: x i 2km lub x gDn-t-an, gdzie k € Z

Przyktad @) « zad. 7.23

Narysujemy wykres funkcji y = sinx w przedziale (0; 2m) i odczytamy z niego,
ktdre argumenty z tego przedzialu spefniaja nieréwnosc sinx < 0,5.

Rozwiazanie

A [T T TTTTT]
(J [ sne | | [ [T ][]
0, ‘ |
_A/\’.\ !J’ «—— prowadzimy prosta o rownaniu y = 0,5
b i e E d —=  —— wyznaczamy rozwigzania rownania

/o | | X sinx =05

Ln

Poprowadzona prosta przecina ten fragment sinusoidy w dwoch punktach -dlax = E

oraz x = ‘6 Z wykresu odczytujemy, ze sinx < 0,5 dla x € (0 ) ( ; 21 >
Odp.: x € <0; E) U (S—H; 211:>
6 6

Przykiad o zad. 7.24

Narysujemy w jednym ukladzie wspolrzednych wykresy funkeji y=sinx i y=cosx.
Odczytamy, ktore argumenty z przedziatu (0; 2rt) spelniaja nieréwnos¢ cosx > sinx.

Rozwiazanie
Fragmenty cosinusoidy lezace w rozpatry-  yh |
wanym przedziale powyzej sinusoidy za- | |
znaczone s3 na rysunku kolorem czerwo-
nym. Na osi x odczytujemy argumenty
spelniajace zadang nierownosc.

Odp.: x € <[}; E) U (5’3; 2n>
4 4
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Przykiad €0) « zad.7.25
- 0 - ¥ #F - 3
ROZWEQZEIH}‘ NIErOownosc s x < —2-—~

Rozwigzanie

y=sinx ||| ly=
L | L yeing | | | e

«—— opisujemy najpierw rozwigzania
nieréwnosci np. w przedziale (0; 2n)
lub jakimkolwiek innym przedziale
o dlugosci rownej okresowi
zasadniczemu funkcji

W przedziale (0; 2m) rozwiazaniami nieréwnosci sa wszystkie liczby nalezace do su-

my przedzialow (D; g) U (%n; 21'(). Zatem wszystkie rozwigzania tej nieréwnosci

mozna zapisaé w postaci <2kn; g + 2kn) U (%n + 2km; 2n + an), k € Z.

Rozwigzania tej nierownosci mozna za- | vh
pisa¢ na wiele sposobdw. Gdyby$my na Ysinx| | | p=2 | N
3 . ; } S — 1 4 ad . | - 1 - —
przyklad rozwiazali na poczatku nie- [~ N ]
L4 L . 3 T[ .=_ _\PJI.
rowno$é w przedziale { — ST6 3 potrzy- TTa

3
maliby$my rozwiazania zapisane w pos- .

taci x € (—%n+2kn;§+2kn), kelZ.

Odp.: x € (-%n + 2km -E + an), keZ

W kazdym z zadan 7.1-7.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

7.1. Wskaz funkcje, ktdra jest rosngca w przedziale (m; 2m).
A. y=sinx C. y = sin (x = n)

B.y=sin(x+%) D. y = sin (x + 2m)

7.2. Wskaz okres zasadniczy funkcji y = |cos x|.
A.> B. m C. 2n D. 47

7.3. Wskaz liczbe rozwiazan roéwnania sin (x - g) = % w przedziale (-m; 2m).

Al B, 2 C.3 D. 4
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7.4. Narysuj wykres funkcji dla x € (—m; 2m).

a)y=sin(x—§) c) y=tgx+1
b)y=c05x—é d}y=tg(x—g)

7.5. Narysuj wykres funkcji.

a)y=—cosx+% c) y=3-cosx
b)y=—sin(x+g) d}y=—tg(x—%)—l
7.6. Wyznacz zbior wartosci funkcji.

a) f(x)=sinx+1 c) f(x)=5in(x+g)
b) f(x) =-sinx d) f(x)=sin(x+m) -1

7.7. Funkcja trygonometryczna przed-
stawiona na wykresie ma okres zasad-
niczy 2n. Podaj przykladowy wzor tej
funkcji.

b=
=t
=

7.8. Na podstawie wykresu funkcji y = f(x) okresl przedzialy monotonicznosci
funkgji f.

a) f{x}zcﬂs(x+ %ﬂ) b) f{x)zsin(x—g)—l

7.9. Wyznacz wartos¢ najmniejsza i wartoS¢ najwigksza funkcji f w podanym prze-
dziale. Dla ktérych argumentéw sa przyjmowane te wartosci?

a) f(x)=sinx X € <U; §n>
b) f(x) =sinx X € <~E; En)
c) f(x)=cosx xE<E; En)

7.10. Wyznacz warto$¢ najwieksza i wartos¢ najmniejsza funkcji w podanym prze-
dziale. Dla ktérych argumentow sa przyjmowane te wartosci?

a) f(x)=-sinx+ % X € <—§; 2n>
b) f{x):sin(x—-g)ﬁnl X € <—E; TI.'>
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* 7.14. Naszkicuj wykres funkeji f(x) =

Dziat 1. Trygonometria

7.11. Narysuj wykres funkcji i odczytaj jej miejsca zerowe.

2 n

a)y:cos(xw—gn) c) y=tg(x+z)
b)y:¢05x+l d}y:sin(x+ﬂ)—3

2 6
7.12. Narysuj wykres funkgji i podaj réwnania asymptot pionowych wykresu.
a}yztg(x—g) b]yz—tg(x+g)+3
7.13. Narysuj wykres funkcji.
a) y=—|sinx| c) y=|tgx—1|
b]y=-:ﬂs(x—§)+%‘ d) y=1-|cos x|

cos” x — |cos x|
COSs X

w przedziale (—m; 3m) i podaj

‘ . . ; 1
argumenty, dla ktérych wartosci tej funkcji sa rowne 5

7.15. Na podstawie odpowiednich wykreséw ustal znak réznicy.
a) sin2,5-sin3 c) sin(—4) —sin(-1) e) cos7 — cos(-0,5)
b) cos4 — cos3 d) cos(=5) — cos(=2) f) sin8,5-sinl,5

7.16. Na podstawie odpowiednich wykresow ustal znak liczby.
a) sin2 —cos4 c) cos8 —sin4,5 e) cos(—5)+ cos(-2,5)
b) cos(—3) — sin(—4) d) sin 2,5 + cos (-2,5) f) cosl—sin7

7.17. Skorzystaj z odpowiedniego wykresu funkgcji i ustaw podane liczby od naj-
mniejszej do najwiekszej.

a) sin 3, sin(—4), sin 5, sin—; b) cos2, cos6, cos3, cos(—1)

¢« 7.18. Narysuj wykres funkgji.

sin x
|sin x|

2) f(x) = b) f(x) = %(sin x — |sin x|)

7.19. Czyfunkcja f(x) = sin x+cos x+2 ma miejsca zerowe? Odpowiedz uzasadnij.

7.20. Rozwiaz rownanie dla x € (0; 2m).
a) sinx:—;- c) tgx =1

5
b) cosx = —%ﬁ d) sinx = —%2
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7.21. Rozwigz réwnanie.

a) sinx:v?ﬁ c) tgx=\«"§ e) 2cosx+1=0
b) cosx = -1 d) 2sinx-v2=0 f) 3tgx+V3=0
7.22. Rozwiaz rownanie.

a) sinx = (0,829 c) tgx = 1,327 e) cosx =-0,515
b) cos x = 0,342 d) sin x = -0,6428 f) tgx=-11,43

7.23. Rozwiaz nierownosc dla x € (-2m; 2m).
a) sinx;% b) 2cosx < V3 c) “ﬁlgx‘}l d) 6cosx+3v2<0

7.24. Narysuj w jednym ukladzie wspolrzednych wykresy funkeji f(x) = sin x oraz
g(x) = —cos x iodczytaj, dla jakich argumentow z przedzialu (0; 2n) prawdziwa jest
nierownos¢ sin x + cos x < 0.

7.25. Rozwigz nierownosc.

a) sinx+1>0 b) V2cosx <1 c) tgx > -1 d) 2cosx+1>0

;i i % ; . 1 ;
# 7.26. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie cosx = —— ma w przedziale

(0; m) dokladnie jedno rozwiazanie?

1. Na rysunku przedstawiony jest wy- ' v
kres funkgji trygonometrycznej f o ok- i [ i |
resie zasadniczym 2m.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

Funkcja f moze by¢ opisana za pomoca
wzoru

A. f(x) =sin (x - g) B. f(x) =sin (x+g) | C f(:a;) : Ci.:).s.(x.+ Z—H)

2. Wyznacz warto$¢ najwigksza i warto$¢ najmniejsza funkcji f(x) = —sinx + %
w przedziale <1—H, 211). Podaj argumenty, dla ktorych sa przyjmowane te wartosci.
3. Rozwigz rownanie tgx = —0,7265 dla x € (- 2n).

0 - " r L ]
4. Rozwiaz nierownos¢ cosx < —— dla x € (=2m; 2m).

5. Rozwiaz réownanie 2sinx + V3 = 0.
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8. Funkcje trygonometryczne
sumy i roznicy katow

Umiejetnosci:
* stosowanie wzorow na sinus, cosinus i tangens sumy i roznicy kgtow
* stosowanie wzordw na sinus, cosinus i tangens kata podwojonego

Sinus i cosinus sumy i roznicy katow
Wzory podane w twierdzeniu wyrazaja zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycz-
nymi kata « + 8 lub kata « — f§ a funkcjami trygonometrycznymi katow «c i f3.

Dla dowolnych katow a i § prawdziwe sa wzory:
* sin(e + f§) = sinacos B + cosasin
» sin(a — ) = sinacos 3 — cosasin f
* cos(a + f) = cosa cos B — sinasin
* cos(x — f3) = cosa cos B + sinasin 8

Dowaod

Wzory redukcyjne umozliwiaja wyrazenie funkgcji trygonometrycznych dowolnego
kata za pomoca funkgji trygonometrycznych odpowiednich katow ostrych. Wypro-
wadzenie wzorow podanych w twierdzeniu ograniczymy wiec do sytuacji, w ktorej
katy a i 3 sa ostre. Ponadto bedziemy korzystac¢ z wlasnosci tréjkata na plaszczyznie,
zatem katy « i B przedstawimy w mierze stopniowej.

Skoro a i f sg katami ostrymi, to « + 3 < 180°. c

[stnieje nieskonczenie wiele trojkatow, Ab

w ktorych jeden z katéw ma miare a + 3.

Rozwazmy trojkat ABC przedstawiony

na rysunku. Obliczymy jego pole

dwoma sposobami. A : B

D
(1) Pasc = 5|ACI - |BC] -sin(a + B)
(B Puns = Bore ¥ P %mpi |DC| + %IDB1 D
Zauwazmy, ze:
|AD| = |AC| sin & |DB| = |BC| sin 3
|DC| = |BC| cos 8 |DC| = |AC| cos
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atem, ze wzoru (2), e sinao - cosp+— sin 5. cosa. Stad:
z (). Pagc = 3|AC|sina- |BC| cos f+3|BCl sin B+ |AC] cosa. Stad

(3) Pop = %mq - |BC|(sin a cos B + cos asin )
Poréwnujemy rownosci (1) i (3), i otrzymujemy:

%IAC| + |BC| sin(ax + f3) = %[AC| + |BC|(sin & cos B + cos a sin f3)
czyli

sin(a + f8) = sina cos f + cos a sin 3
Wyprowadzilismy w ten sposéb wzér na sinus sumy dwdch katéw. Skorzystamy
z niego przy dowodzeniu nastepnych wzorow.

sin(a — B) = sin (a0 + (=) = sina cos(—f) + cosasin(—f) =

= sina cos 8 — cos a sin 8 «— sin(=p) = —sin B, cos(—p) = cos B
Zatem:

sin(ee — ) = sina cos § — cosasin f3
Otrzymalismy wzor na sinus réznicy dwoch katow.

Podobnie wyprowadzamy wzér na cosinus sumy dwéch katéw.

cos(a + fB) =sin (90° - (@ + B)) = — sin(90° — y) = cos y
=sin ((90° - &) - B) = «—— sin(8 — B) = sind cos B - cos § sin fB
= 5in(90° — &) cos f — cos(90° — «) sin B = — cos(90° - y) = siny

= cosa cos 3 —sinasin 8
Zatem:
cos(a + fB) = cos «x cos 3 — sin asin 3
Wyprowadzenie wzoru na cosinus réznicy dwéch katéow pozostawiamy jako zadanie.

Koniec dowodu

Przyktad €
Obliczymy wartosci funkcji sinus oraz cosinus katow 75° i 15°,
Rozwiazanie
sin 75° = sin(45° + 30°) = sin 45° cos 30° + cos 45°sin 30° =
_ N2 3 g V2 1 Ve+V2

2 2 2 2 4
sin 15° = sin(45° — 30°) = sin 45° cos 30° — cos 45°sin 30° =
VI V3 VIl VB-\3

2 2 2 2 4
; 2 ; - V2
Odp.: cos 15° = sin 75° = ﬁ: {, cos75° =sin 15° = \'@4 V2
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Przyktad @) < zad. 85,86

Obliczymy sin (a+f3) i cos (a+f) dlaci ftakich, ze 0° < a < 90°, 180° < f§ < 2707,
| 3

cosa =~ i sin 8 = =5

Rozwiazanie

Obliczamy wartosci sina oraz cos 8 wystepujace w potrzebnych nam wzorach.

- 1 i
; smzcc+E:] —sin‘a+cos’a =1
. 15 . 15
sin® a = e stad mncx:—F —0F <00 < S0P, wiec sine > 0
9 2
* — 4+ COs =1
25 "3
4
COSs ﬁ- : ‘it%d CDS,{;— -E “'—131\1'0{,8{2?[]“, WiF;r:msﬁ{ﬂ
Zatem:
sin(a + ) = sina cos f + cosasin 8 = £( )+l (_E)_ﬂ
4 5/ 4 \ 5 20
cos(a + f3) = cosa cos f — sinasin § = ! ( 4) V15 ( 3)_—4+3{i§
) TS TN B 4 5)° 7 20
: -3 -4+/15 443
Odp.:sm(cxhﬁ)zT"’!_, cos(a + B) = +ﬂva—

Tangens sumy i tangens roznicy katow

Korzystajgc ze wzordw na sinus i cosinus sumy i réznicy katéw, mozna wyprowadzi¢
wzory na tangens sumy i tangens réznicy katow.

~ Twierdzenie :

Dla dowolnych katow « i  prawdziwe sa wzory:

. tg(a+ﬁ)_% &# = +kn,,8:pf=—+kn a+,@¢§+kn,kez

_ gy B0 R L 0 % _galt
© g (a ﬁ)—IHga_tgﬁ,a:#:erkn,,8452+kn,n: B# 5 +kn keZ
Udowodnimy pierwszy z tych wzorow.

Dowaod -
Lewa strona wzoru jest okreslona, gdy a + 8 # S kn, k € Z.

Prawa strona jest okreslona, gdy o« # g+ km, B # g+ km,keZil—-tga-tgp+0.

Zastanowmy sig, dla jakich katow spelniony jest ostatni z wymienionych warunkow.
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Zauwazmy, ze gdy tga =0 lub tgf =0, to 1 —tga-tgf # 0.
Przyjmijmy, ze tg8 # 0, czyli p + kn, k € Z.
Warunek 1-tga-tgf # 0 mozna teraz zapisa¢ w postaci tga # é Stad:

sina | cosf3
cosa  sinf

Zatem a+ﬁ=ﬁ§r+kn,kEZ.

, czyli cosacos 5 —sinasinff # 0, wiec cos(ax+ ) #0

Ten warunek zostal juz uwzgledniony jako zalozenie dotyczace lewej strony wzoru.
Ostatecznie wszystkie zalozenia konieczne w tym wzorze tworza nastepujacy uklad:

Fa+ﬁq&§+kn, keZ
; [xq!:%+mm me L

ﬁqﬁ§+fn, leZ

Przeksztalcamy lewa strone wzoru.

sin (o + f)  sinacos f§ + cosasin 8 ) )
= - : = «— stosujemy wzory na sinus

cos(ax +ff) cosacosf—sinasinf i cosinus sumy Kgtow

sinqcos f cosasinf

cosacos i cosacosf » o : .
= e — = «—— cosacos 3 # 0, wigc dzielimy kazdy skladnik
cosacos i sinasinf§

- przez cosacos 3

cosacosff cosacosf

L=tgla+f) =

sina  sinf
+

_ cosa cosf tga +tg 8
= _sinarsinﬁ B 1 —tga-tgf
Ccos  €os s

Koniec dowodu
Wyprowadzenie wzoru na tangens réznicy dwoch katoéow pozostawiamy jako zada-

nie do samodzielnego wykonania.

Przyktad ) < zad. 87
Dane s3 katy a i 8 takie, ze tga = V5 i tg8 = —V2. Obliczymy wartos¢ funkgji
tangens kata a — .

i
lw{m VE-(-8) _S5+vB (VB+VB)(144I0)
5 S 1+V5:(=V2)  1-v10 (1-V10)(1+V10)
_V5+45v2+ V2 +2V5 _ 3v5+46V2 _ _V5+2V2
1-10 9 ?

Odp.: tg (@ — f) = _‘_@
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Funkcje trygonometryczne podwojonego kata

Za pomoca wzoréw na funkcje trygonometryczne sumy katow mozemy wyprowa-
dzi¢ wzory na funkcje trygonometryczne kata podwojonego.

sin 2a = sin (& + @) = sinax cosa + cosa sin & = 2 sin @ cos «

. . 2 gz
cos 2a¢ = cos ( + &) = cosacosa — sinasin & = cos” o« — sin” &
tga +tgax  21ga

tg 2o =

T i
l-tga-tga 1 -tga’ Zﬂ%£+kﬂ’ H¢E+kﬂ’ keZ

~ Twierdzenie -,

Dla dowolnego kata a prawdziwe sg wzory:

¢ sin2a = 2sinacosa

* cos2a = cos’ & — sin” &

Dla katow « # -E- + kg ia# g + kn (k € Z) prawdziwy jest wzor:

2t
1-tg°a

Mozna skorzysta¢ z jedynki trygonometrycznej i wyrazi¢ cos2« za pomoca jednej
funkcji trygonometrycznej zmiennej a:

2 . . 19 . ; i
Cos 2 = cos cx—smza-—-l-sm a—sn"a=1-2sin" «

lub

2 .3 2 2
cos2a=cos a@—sin"a=cos a—1+cos

2
a=2cos a—1

Przyktad @) < zad. 87
Kat « jest ostry i sina = ‘2?"5' Obliczymy sin 2« i cos 2a.

Rozwiazanie
Obliczamy wartos¢ cos «.

4
—+C052fx=] —sinfa+cosa=1
625
3 576 24
cos”a = —, stad cosa = — —cosa > 0
625 25
Zatem:
7 24 _ 336

sin2a =2sinacosa=2+—-+— =
25 25 625

2 vt 576 49 527
cos2x =cos  a—sin o = - =
625 625 625

336 527
Odp.: sin 2a = —, 200 = —
p.: sin 2« % cos 2« 625




8. Funkcje trygonometryczne sumy i roznicy katow

Przykitad ) « zad. 8.18
Obliczymy dokladng wartos¢ tangensa kata 22,5°,

Rozwiazanie
2tg22,5°

Skorzystamy ze wzoru na tangens kata podwojonego: tg(2-22,5°) = Toig@22s

Niech tg22,5° = x. Otrzymujemy réwnanie:
tg 45° = vii—ii, stad 1 - x* = 2x —1g45° = |

¥ +2x-1=0 A=8 x=-1-V2lub x=-1+2

Tangens kata 22,57 jest liczba dodatnia, wigc rozwigzaniem rownania jest druga
z otrzymanych liczb.

Odp.: tg22,5° = V2 - 1

Przyktad @) < zad. 8.19

Udowodnimy tozsamos¢ 1 +tgx - tg% i

Cos X

Dowaod

Zbadamy najpierw, dla jakich argumentéw wyrazenia po obu stronach znaku row-
nosci maja sens.

Aby okreslone byly funkcje tgx i tg ;—C, muszg by¢ spelnione nastepujace warunki:
x:.ég+kn, k € Z oraz %aéghkn, czyli x # m+2km, ke Z

Aby okre$lona byla prawa strona réwnania, nalezy zalozy¢, ze:
cosx # 0, czyli x # g+kn, keZ

Ostatecznie x # g +knix+n+2kn kel

Przeksztalcamy lewg strone réwnania.

P
- sin —
X sin x i
L=1+tgx-tg==1+ —2 = —igg BOX
2 COSX cos= Cos X

% o o -
COS X+ COS — + sin x - sin 5
£ < = ~—— COS X COS ¥ + sinx sin y = cos (x - y)
€Os X * COS 5

CDS(I x) Sx
Sk cos —
1
= 2 = 2 = = P

X X
COSX -COos — COS X - COs E Cos X

Otrzymali$my prawa strone rownania. Zatem dla wszystkich katow spelniajacych za-
lozenia x # g +kn i x # n+ 2kn, k € Z, podana rownos¢ jest prawdziwa.

Koniec dowodu

g5 I
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Przyktad €) - zad. 8.20
sinz x- «:u::-s2 X
1 —cosdx

Uproscimy wyrazenie

Rozwiazanie

Zapiszemy najpierw konieczne zalozenia.

sinzx . ms2 X

Wryrazenie jest okreslone, gdy 1 — cos4dx # 0.
Y 1—cosdy L
R 2 i 2
sin” x-.cos x sin" x-cos x L s
= — = «—cosdx=1-2sin" 2x
1 —cosdx 1-1+2sin“2x
4o 2 i 2
sin” x - cos” x sin” x-cos” x 1 ) )
= > = g = «——sindx = 2s5inxcosx
2s8in“2x 2-4sin“ x-cos°x 8

Odp.: Dla kazdego kata x spelniajacego zalozenie 1—cos4x # 0, wartos¢ podanego

P : 1
wyrazenia _]ESt rowna g

W kazdym z zadan 8.1-8.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

8.1. Wiadomo, ze « jest katem rozwartym i sina = T Wskaz warto$¢ sin 2.
10 10 120 120
D

A. — B. —— pi— . ——
13 13 & 169 169

8.2. Wskaz warto$¢ tg75°.

A.V3-1 B. 3 +2 C. ﬁ;l D. ”@;3

. L, o1 V3
8.3. Wskaz wyrazenie réwne wyrazeniu > COS (X — > sin a.

A. sin(E+rx) B. CDS(E+{I) C. sin(E—a) D. EDS(E—{I)
i) 6 i) 6
8.4, Kat a jest rozwartyi cosa = —%. Oblicz sin (120° + «).

8.5. Katy ai 8 spelniaja warunki: 0° < a < 90°, 90° < 8 < 180°, sina = g,

3 ; e . ;
cos ff = 2 Oblicz wartosci sinusa, cosinusa i tangensa kata « + f5.



8. Funkcje trygonometryczne sumy i roznicy katow

8.6. Katy « i f spelniajg warunki: 90° < & < 180°, 270° < f8 < 360°, sina = %,

sin f§ = =3 Oblicz wartosci sinusa, cosinusa i tangensa kata a — f3.
AR 3 2 i i :
8.7. Danesa:tga = — tgp = 5 Oblicz wartosci tangensa katow a+ 8 oraz a— .
; 5 i 2 . ;
8.8. Kat a jest ostryi sina = 3 Oblicz sin 2e.

8.9. Kat a spelnia warunki: cosa = —-;: oraz 180° < a < 270°. Oblicz cos 3a.

8.10. Dany jest tga = —2. Oblicz tg4a.

8.11. Oblicz warto$¢ wyrazenia bez uzycia tablic trygonometrycznych.
a) sin 20° - cos 40° + cos 20° - sin 40°
b) sin 80° - cos 50° — cos 80° - sin 50°
¢) cos 15° - cos 30° — sin 15° - sin 30°
d) cos70° - cos40° + sin 70° - sin 40°

8.12. Oblicz wartos¢ wyrazenia bez uzycia tablic trygonometrycznych.

2s5in 75° - cos 75° é sin 44° - cos 44°

cos? 75° — sin? 75° cos (90° — 88°)

cos? 67° 30" — sin” 67° 30’ d sin? 12° — cos” 12°
sin 112° 30’ - cos 112° 30’ sin 12° - sin 787 - tg 66°

8.13. Udowodnij wzor cos(a — ) = cosa cos 8 + sinasin 8. Skorzystaj ze wzoru
na cosinus sumy katow.,

o _ tga—tgp . : .
8.14. Udowodnij, ze tg(a - ) = T Zapisz konieczne zalozenia.
Skorzystaj ze wzoru na tangens sumy katow.

8.15. Oblicz wartos¢ wyrazenia. Zapisz konieczne zaloZzenia.

R i
1 —-2cosx +cos2x + 4cosx-sin 5

8.16. Oblicz log (cos 2x + sin 2x tg x). Podaj konieczne zalozenia.

g7 I
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8.17. Zapisz podane wyrazenie w postaci funkcji trygonometrycznej sumy lub réz-

nicy katow.
a) %Sillﬂ+%€05fx b) szsa—%isimx
2-V2
(® 8.18. Wykas, ze sin22,5° = !

9 8.19. Wykaz, ze podane rownanie jest tozsamoscig. Zapisz konieczne zalozenia.

sin 2o COs o 2 g
. = tg — d) cos (o« + cos (o — =Ccos p—sin o
l+cos2a 1 +cosa 2 } ( '6) { ﬁ) ﬁ

sin 2a - cos 2 2sina— sin2a

=sina e) tg” —

1 + cos 2o ) 5 2 2sina+ sin 2«
l+2tga—£gzcx_ 1 2sin2a:x—-sin4:x_tzcx
cos 2o + sin 2o cos? o 2sin 2i¢ + sin 4o 8

4s5inx-cosx-cos2x
(cos 2x — sin 2x)(cos 2x + sin 2x)

* 8.20. Upro$c¢ wyrazenie

80° 360° 1
- COS =

5 4

@ i 8.21. Udowodnij rownos¢ cos :

g ! : : ’ . 2 1
1. Wiadomo, ze a i  s3 katami ostrymi oraz sina = 3 1 sin p= =
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
V5 + 212

A.sin(a+p) =1 B. cos(a+fp) = ———— C. cos(a—f) =

210 + 2
3 9

2. Dane sa katy a i f3 takie, ze 180° < & < 270° 90° < 3 < 180°, sina = —0,4,
cos 8 = —0,2. Oblicz cos (x — f3).

3. Dany jest cosa = % Oblicz cns%.

4. Wykaz, ze réwnanie sin3«a = 3sina — 4 sin® jest tozsamoscia.

5. Udowodnij tozsamo$¢. Zapisz konieczne zalozenia.

© O

tg’ a — 3t



9. Rownania i nierownosci
trygonometryczne

Umiejetnosci:
* rozwigzywanie rownan i nierownosci trygonometrycznych

Przyktad €) « zad. 9.4
Narysujemy wykres funkcji f(x) = cos (x - E) w przedziale (0; 2m) i odczytamy
s ) V3

z niego, dla jakich x € (0; 2m) spelnione jest rownanie cos (x =5

5

Rozwigzanie

i T
1... | ! ! 1 il | ! 1 !
i 1 1 %ﬂ' ' g"‘"' | ! ! _ «—— prowadzimy prosta k o rownaniu y = —%
-t I _ 1 —— — l «—— odczytujemy pierwsze wspolrzedne punktow
|| lp=3 | . i wspolnych wykresu funkcji f i prostej k
. : T[ 3 7 3
Z wykresu odczytujemy, ze cos (x - 5) = _%{_ dla x = ri lub x = 3T

Odp.: x = zn lub x = En
§] 2

Z wlasnoéci funkcji trygonometrycznych wynika, ze:

* sinx = sint wtedy i tylko wtedy, gdy x =1 + 2kn lub x =n -t + 2kn, k € Z,

* cosx = cost wtedyitylko wtedy, gdy x =t + 2kn lub x = —f + 2kn, k € Z,

* tgx =tgt wtedyitylko wtedy, gdy x =t + kn, k € Z; zakladamy, ze x i t naleza
do dziedziny funkcji tangens.

Przyktad @) « zad. 95

Skorzystamy z powyzszych faktow i rozwiazemy dane rownanie.
Rozwiazanie
a) sindx=snix

3x = 2x + 2kn lub 3x = n— 2x + 2kn, gdzie ke Z

x=2kn lub 5x =n+2kn, ke Z

Odp.: x = 2kn lub x = §(2k+ 1), ke Z
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b) tg(x —2) =tgbx
) tgl ) . § - . Dziedzing rownania (nierownosci) {({ }))
To réwnanie wymaga zapisania zalozen nazywamy zbioér wszystkich liczb, dla
zwiazanych 7z dziedzinq funkcji tangens: ktorych rownanie (nierdwnosc) ma sens.

x-2+2 4 kn x¢§+2+kn
- , k € Z, zatem ¥ iba , kel

m
6x¢£+kﬂ X?‘:E+?

Teraz rozwiazujemy rownanie.

x-2=6x+kn, kel
-5x=2+kn, keZ

x=—%—k—n,kez
> 5

Sprawdzenie, czy wszystkie znalezione rozwiazania naleza do dziedziny réwnania, jest na ogél ({ )
skomplikowane, gdyz dotyczy zbiordw liczb. Dlatego pokazemy takie rozumowanie tylko dla
jednego przykladu. Zastosujemy dowdd nie wprost,

Zalozmy, ze istniejg pewne liczby calkowite k oraz m, dla ktérych prawdziwa jest rownoéé:

s bz + 2+ mm, stad ——]72- =2 s+ E czyli =24 = n(5 + 10m + 2k)
5 5 2 5 5
Otrzymalismy sprzecznos¢, poniewaz dla dowolnych liczb catkowitych k oraz m prawa strona

réwnosci jest liczbg niewymierna, a lewa liczba wymierng. Zatem kazde rozwiagzanie x; rownania

spelnia pierwsze zalozenie: x # g +2+kn ke Z.

Podobnie mozna wykaza¢, ze otrzymane rozwigzania spelniajg drugie zalozenie.

2 kn
Odp.x=-=--—, ke Z
PRE= =g~k
| . 1
C) cos—x =sin—-x

2 3

Korzystamy z odpowiedniego wzoru redukcyjnego i doprowadzamy najpierw
rownanie do takiej postaci, w ktorej poréwnywane beda te same funkcje

trygonometryczne.
1 (Tf | ) ) m
COS—X—C08| ===k <—smf=cm;(——t)
2 2 3 2

Otrzymujemy dwie serie zaleznosci:

lJrr:=£—l,w:+2.fcﬂt lub l;«:=—E+l::c+2krr, kelZ
2 2 3 Z 2 3

2x =T 4 2knlub 2x=-F42km keZ
6 2 6 2

Odp.: x = §n+ l—:kn lub x = -3n+ 12kn, k€ Z
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Przykiad €) < zad. 9.6

. ‘ L 1
Rozwiazemy rownanie sin (Zx - g) ==3-

Rozwigzanie

Wprowadzamy pomocniczg niewiadoma t = 2x — g Wtedy réwnanie ma postac:
. 1
sint = ——
2
Z wykresu funkcji y = sint odczytujemy, ze sint = —%, gdy:

t=—-g+2kn lub t=-—§n+2kn,kEZ

[
=
I L
|
Il

T T 5
232 — — = —Zn+ 2knm,
6+2kn lub 2x 2 6n+ kn, ke Z
2x = -2 4+ L 4 2kn lub 2x=—§n+ﬂ+2kn,kez
6 3 §] 3

2x=§+2kn lub 2x=-§+2kn, keZ

Odp.:x:I—T;+kn lub x:—g+kﬁ, keZ

Przyktad @) « zad. 9.7

Rozwigzemy réwnanie cos (%x + %) = %ﬁ w przedziale (—m; 2m).

Rozwiazanie
Rozwiazemy najpierw to rownanie w zbiorze liczb rzeczywistych.

Whprowadzamy pomocnicza niewiadoma t = %x + g Wtedy rownanie ma postac:

3
cost = —
2

I=E+2kﬂlubt=—§+2kmkez

Latem:
2x+ =24 2kn lub g.7«:+E=—E+2ktr£, kelZ
2 % (5} 2 3 6
2= o Botninly 2pe -8 Book kel
2 6 3 2 A 3
E;vc:=-E+2.1"::r[ lub Ex:—£+2km keZ
2 6 2 2

peaRadie fub g=-BetknieZ
g9 3 3 3

91



. 02

Dziat 1. Trygonometria

Teraz uwzgledniamy fakt, ze rozwigzania maja nalezec¢ do przedziatu (—m; 2m).
Podstawiamy w miejsce k kolejne liczby catkowite.

* Dla k=0 mamy x = —g € (—m 2n) lub x = —1;- € (—m; 2m).

* Dla k=1 mamy x = -g—+§n = -lg—ln € {(-m 2n) lub x = —§+§n =7t € {-7; 2n).

Mozna sprawdzi¢, ze po podstawieniu w miejsce k innych liczb catkowitych otrzy-
mamy wartosci x spoza przedziatu (-m; 2n).

Przyktad @) < zad. 9.8

© ——

)<~

38 gt o T
Rozwigzemy nieréwnos$¢ sin (-S—x + 5

Rozwiazanie

: e 1w oy ; :
Wprowadzamy pomocniczg niewiadoma ¢ = PRS- Wtedy nieréwno$¢ ma postac:

: V3
sint €< —
2

Z wykresu funkcji y = sint odczytujemy, ze rozwigzaniami tej nieréwnosci sa

wszystkie liczby t spelniajace warunek 4—: +2kn <t < 53—” + 2kn, k € Z.

Zapisujemy te podwdjna nieréwnos¢ w postaci ukladu.
t > ? + 2km
t < 5?“ + 2km

Wracamy do naszego podstawienia. Mamy do rozwiazania nastepujacy ukiad nie-

rOwnosci.

2 n 4n
x4 =3 — 4 2t
3 3 3

1 5

o oI g
L 3 3 3

[ 1
-x >+ 2km

-l-x<4—n+2kr{
LB 3
{x>3n+ﬁkn

X < 4m + 6km

Odp.: x € (3m+ 6km; 4 + 6kn), k € Z
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Przyktad @) < zad. 9.9

Rozwiazemy rownanie sin 2x — cos x = (.

Rozwiazanie
Zapisujemy lewg strone réwnania w postaci iloczynu.

2sinxcosx—cosx =0 —sin2x = 2sin xcos X
. . 1
cosx(2sinx—=1)=0, stad cosx =0 lub sinx = 5

Z odpowiednich wykresow odczytujemy rozwigzania rownarn.

de.:x=§+kn lub x=§+2kn, lub x=%ﬂ+2kn, gdzie k€ Z

Przyktad € < zad. 9.10

- : : 2 :
Rozwigzemy rownanie cos2x + 4sin” x = 3 sin x.

Rozwiazanie
Przeksztalcamy réwnanie tak, aby wystepowata w nim tylko jedna funkcja trygono-
metryczna.

1 - 2sin’ x + 4sin” x = 3sin x —cos2x =1-2sin"x

2sinx —3sinx +1=0
Wprowadzamy pomocniczg niewiadoma f = sin x. Zatem { € (-1; 1).
Wtedy rownanie ma postac:

W _3t+1=0, AT, B=x ty=1
2

Oba rozwiazania spelniaja warunek ¢ € (~1; 1), zatem sinx =% lub sinx = 1.

de.:x=-§+2kn lub x=§n+2kn, lub x=§+2kn, kelZ

Przyktad @) « zad. 9.12

i ; ; ; |
Rozwigzemy rownanie cos 10x + 2sin7xsin 3x = 5

Rozwiazanie

Zauwazmy, ze jezeli przedstawimy 10x jako 7x+ 3x iskorzystamy ze wzoru na co-
sinus sumy katow, to otrzymamy wylacznie funkcje trygonometryczne argumentow
7x albo 3x.

) . 1

cos(7x + 3x) + 2sin 7xsin 3x = 5
z : ; 4 1
cos7xcos3x —sin7xsin3x + 2sin7xsin 3x = -i

; : 1
cos7xcos3x +sin7xsin3x = E
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cos(7x — 3x) = = «—— korzystamy ze wzoru na cosinus roznicy katow
1
cosdx = -
2
n ¢
4x = §+2kn lub 4x=—§+2kn, kel
kn
Odp.:x=—+ — lub T kel

Przyktad €) < zad. 9.26

P o T £ . i ; 2
Sprawdzimy, dla jakich wartosci parametru m réwnanie sin x cosx = 2m™ — 4m + 2
ma rozwigzanie.

Rozwiazanie
Przeksztalcamy réwnanie tak, aby skorzystac ze wzoru na sinus kata podwojonego.
2sinxcosx = 4m” — 8m + 4
sin2x = 4m’° — 8m + 4 «— sin 2x = 2sin x cos x
Wyrazenie po lewej stronie tego rownania przyjmuje wszystkie wartosci z przedzia-
tu (-1; 1). Zatem dane réwnanie bedzie mialo rozwigzanie, jezeli spelniona bedzie
nierownosc podwdjna:
~1<4m’ -8m+4<1

ktora zapiszemy w postaci ukladu nieréwnosci:

dm* -8m+4<1

Rozwigzujemy kolejno obie powyzsze nieréwnosci.

{4n12—8m+4;‘=~—1
d4m® —8m+ 4> —1
dm —-8m+5=20

Wyrazenie 4m” —8m + 5 jest zawsze dodatnie, wiec pierwsza nierdwnosc jest praw-
dziwa dla kazdej rzeczywistej wartosci m.

=
Il
=)
E
I
I
3
[ 3]
I
b | ted

- F) P E o A 1 3 H I. 3 3
Druga nieréwnosc¢ jest prawdziwa dla m € <E; E)' Zatem przedzial <E; E> jest

zbiorem rozwigzan ukladu nieréwnosci.

¢ - . ;
Odp.: Rownanie ma rozwigzania dla m € <E; E>'



W kazdym z zadan 9.1-9.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja

1 Zapisz w zeszycie.

9. Réwnania i nierdwnosci trygonometryczne

1 ® 5 # M 2 a 5 # &
9.1. Wszystkie rozwigzania rownania tg” x = 1 mozna zapisac w postaci

A.x=§+kmkez.
B.x:—g+kn,kEZ.

C.i=Tultw peg
4 2
D.x:§+2kn, kel

9.2. Wszystkie rozwigzania rownania cos %= —1 mozna zapisa¢ w postaci

A.x:g+kﬂ,kEZ.

B. x=%n+k1‘t,kEZ.

C.x=2n+4kn, k € Z.

D.x=3n+4kn, ke Z.

9.3. Wskaz liczbe rozwiazan rownania sin 2x = % w przedziale (0; 2m).

A. 1l B. 2

9.4. Rozwiaz réwnanie dla x € (0; 2m).
a) sin(x-E) = E

6 2
b) cos(x + 3;-) = -1
9.5. Rozwigz réwnanie.
a) tg(x-1)=tg2x
b) cos (x - E) = cos2x
9.6. Rozwiaz rownanie.
a) sinbx =0

b) cos(:lx— E) =-1
4

C.'3 D. 4
c) tg(x— g) = -3
d) cos(x+g) = 1?

. |
¢) sin4x = sin Ex

d) sin 3x = cos x

Iu5+5)=3

Xx—-m 3=0

d) 2sin

9.7. Rozwiaz rownanie w podanym przedziale.

a) cos3x =0, x € (0; 2m)

b) sin2x = *%g, x € (-m; m)

c) tg(%x+ g) = -1, x € {(—m 5m)

d) sin (Ex + E) = ﬂ, x € (0; 2m)
2 4 2
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9.8. Rozwiaz nierownosc.

a) singa‘é{] (x——) >0

b) cnstﬁ—% d) 2cos X % >1/3

9.9. Rozwigz réwnanie.

a) 4sin“x—-1=0 d) 3cos’x —6cosx =0

b) 2cos’x—-1=0 e) Stgzx—Z@tgx+l={]

¢) (sinx+2)°=1 f) cos’x —sin® x = (sin x — cos x)°

9.10. Rozwigz réwnanie.

a) 4cos’x —4cosx =3 d) 2cos’ x +5cosx = -2
b) 2sin*x —3sinx+1=0 e) sin®x —6sin°x —sinx+6 =0
c) 2cos’x+5cosx =3 f) (sinx—cosx)2+(sinx+cosx)1:Zsinzx

9.11. Rozwiaz nierownos¢ w podanym przedziale.
a) {1 Hsinx}z +cos’x>1ixe€ <0; 2%n>
b) (sinx — m:rspc:)2 —2sinx(1 —cosx) < V2+1 i x € (-2m; 2n)

c) 2sin®x+cos’x<1ixe {(—m; 2m)

d) 2(sinx-msx}2 +sinx(4cosx—1)>3sinx+2 i x € (—m 3m)

9.12. Rozwigz réwnanie.
a) sin5x —cos3xsin2x =0 c) 4cosxcosdx = 2cos5x + 1

b) sin5x + 2cos6xsin x = d) cos9x + 4sin7xsinxcosx = 1

9.13. Rozwiaz rownanie sinx -sin2x —cosx = 0, x € (0; ).
9.14. Rozwiaz rownanie 2 cos’x+ V3sinx=2, x € (0; 3m).
9.15. Rozwiaz rownanie sin4x + cos2x = 2sin2x + 1, x € (0; m).

9.16. Rozwiaz rownanie 4cos°x—4cos’x-sinx+3sinx=3, x € (0; 2m).

9.17. Rozwigz réwnanie +tg x + sin (%ﬂ + x) = 0.

COS X

9.18. Rozwigz réwnanie sinx - [cos (x - g) + Cos (x + g)] = V3 cos x.
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. & * ¥ P s 2 .
9.19. Rozwiaz nierownos¢ 2sin"x+sinx—-1<0 dla 0 < x <.

9.20. Rozwiaz nieréwnoéé cos” x — 3 sinx + % >0 dla 0 < x < 2m

1-2sinx

9.21. Rozwiaz nierownosc >0dla O0<x<m.

cos2x

9.22. Wykaz, ze jezeli sin(x - y) = sin® x — sin’ ¥, toalbo x -y =kn, k € Z, albo
T
x+y= E+2kn, keZ.

* 9.,23. Rozwiaz rownanie v"isin% + 1 = cos x.
+ 9.24. Rozwiaz rownanie sin g +cosx = 1.

) A | p 1 . 1
+ 9.25. Rozwiaz rownanie cos2x = — sinx + — cos x.

V2 V2

9.26. Dla jakich wartosci parametru m rownanie ma rozwigzanie?
a) 2cosx =4m” -2 c) sinx =m’ - 2m
b) tgx:sz—?m+ll d) sin® x — cos’ x = m” — 6m + 10

1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

Do zbioru rozwigzani réwnania 3 tg” (x — g—) = 1 nalezg liczby postaci

A.x:§+kn,kEZ. B.x:—g+kn,kez. C.x=kn, kelZ

2. Rozwiaz rownanie sin (Zx = ) = 1 w przedziale (—m; 2m).

A

- - - [ LA 1
3. Rozwigz nierownos¢ cos3x < 5

2
vy . 2tg x
4. Rozwiaz rownanie tg2x = Lﬁ

1l —tg“x

o

; s i v - 2 . .
Dla jakich wartosci parametru m réwnanie cos x = m” +4m+4 ma rozwigzanie?
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10. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-12 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W zeszycie.

1. Promien okregu opisanego na tréjkacie jest rowny 17. Jeden z katow tréjkata ma
miarg 78°. Do ktorego przedzialu nalezy dlugosc boku lezacego naprzeciw tego kata?
A. (30; 31) B. (31; 32) C. (32; 33) D. (33; 34)

2. W trojkacie ABC dane sa: |AB| = 24, 94ABC = 45°, 4CAB = 75°. Zatem
A. |AC| = 8/3. B. |AC| = 8+/6. C. |AC| = 12+/6. D. |AC| = 24/3.

3. Boki trojkata maja dlugosci 7, 12 i 13. Ile wynosi pole tego tréjkata?
A. 12V3 B. 24V3 C. 4273 D. 8273

4. Przyprostokatne tréjkata prostokatnego maja dlugosci 121 16. Ile wynosi promien
okregu wpisanego w ten trojkat?
A.3 B. 4 C.5 D. 6

5. W trojkacie ABC dane sa dlugosci bokow: |AB| = 15, |AC| = 12, |BC| = 18.
Dwusieczna kata CAB przecina bok BC w punkcie D. Wskaz dlugos¢ odcinka CD.
A. 6 B. 8 C. 10 D. 12

6. Kiory z podanych katow nie jest katem wypuklym?

A. :3?” B. B=25 C. y=35 D.Sz%
7. Niech a oznacza miare stopniowa kata *;'TE. Wskaz prawdziwa zaleznosc.
A. a < 65° B.65°<a<67° C.67°<a<68" D.a>068°
8. lle jest réwna liczba sin 240°?
Nos B L p, -2

2 2 2 2

sin 2x - cos 4x
1 —tg2x

V3 C.3+ﬂ
3 8

S . n
. Ile jest rowna warto$¢ f(—)?

9. Dana jest funkcja f(x) = 12

A. 0 B. JEX % nie nalezy do dziedziny tej funkgji.
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1
cosx+52‘-:ﬂ

O x€2n

B UG B0 e B

11. Dla ktorej z podanych funkcji 0§ y nie jest osig symetrii jej wykresu?

10. Wskaz zbior rozwiazan ukladu nierownosci {

A. y=cosx B.y:sin(x+—g) C. y=sin(x +m) D.y:sin(g-x)

12. Wskaz najwieksza warto$¢ przyjmowana przez funkcje f(x) = 1 —-tgx w prze-

dziale <—E; E).
6 3

A.1-3 B. C. V3+1 D

V3 a3
3 3

W zadaniach 13-27 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

13. Boki trojkata maja sie do siebie jak 3 :5:6. Wynika stad, ze
A. trojkat ten jest rozwartokatny.,
B. cosinus najwiekszego kata tego trojkata jest rowny —vl—lé-.

: A i . : 13
C. cosinus najmniejszego kata tego trojkata jest rowny T

14. W tréjkacie ABC dane sa: |AB| = ¢, |BC| = a, |AC| = b, 4ABC = 30°. Zatem
A. pole tego tréjkata jest rowne %ac.
B. promien okrr.-;-gu opisanego na tym trojkacie jest rowny b.

C. sindCAB = E

15. W tréjkacie ABC dane sa: |AB| = V5, |BC| = V6, |AC| = /7. Zatem

30 3 13
A. cosdABC = —, B. cos<dCAB = —. C. sindABC = —.
15 35 V15

16. Miara lukowa kata « jest réwna 6.

: ; : ; 1080 : z
A. Miara stopniowa kata « jest r6wna —. B. sina <0 C. Kat « jest ostry.
m

; g el ; 1 g 15 :
17. Do zbioru rozwigzan rownania cosx = — naleza liczby postaci

A.x=—§+2km keZ B.x:-%“+2kn,kez. C.x:%—“+2kn, kelZ

90 I
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18. Dla dowolnych katéw a i f prawdziwy jest wzor

A.sin(a+ ) =sina+sinf. B.sin2a =2sina.  C. cos(a - f) = cos(f} — ).

x . . . | -
19. Wiadomo, ze kat « jest rozwarty i sin« = 5 Zatem

42

. 2 . 7
A. sin2a = -. B. sin2a = —. C. cos2a = -.
3 9 9
- ; 1
20. Liczba a € ({}; g) spelnia warunek cos 2a = s Zatem
: 3
A.sin*a ==, B.a<?’ . Cla==
8 4 6
21. Rdownanie sin x = ax moze miec dla pewnej liczby rzeczywistej a
A. dokladnie jedno rozwiazanie.

B. dokladnie dwa rozwiazania.
C. dokladnie trzy rozwigzania.

22. Dla dowolnego kata a prawdziwy jest wzor
A. sin 12« = 2 sin 6« cos (—6a).

B. sin 12« = sin 4« cos 8« — cos 4 sin (—8«).

C. sin 12« = sin 3« cos 9a + cos 5a sin 7«.

23. Dany jest taki kat ostry a, ze sina = 41 Wtedy

: 1 7§ g 1
A, sin2a = -, B. cos2a = -. C.sinZcosE ==
2 8 2 2 8

24. Do zbioru rozwigzan rownania 2sinx + 1 = 0 naleza liczby postaci

A.x=g+2kn, keZ B.x=~g-+2kn, kel c.xz-lg-mzkn, keZ

25. 7Zbior rozwiazan rownania cosx = 0 jest rowny zbiorowi rozwiazan rownania

] 1
A. cos2x = 0. B.2tos— =0, G, —= =10,
2 tg x

. . 4 r : 2 5 . ¥ .
26. Wszystkie rozwigzania rownania 2cos” x = 1 mozna zapisac w postaci

A. x = = + 2kn lub x=%ﬂ+2kn, kelZ

H =

e TR x=§n+kn,kez.

o

C.x=—+%kn,ke2.

+= | A
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27. Zbior rozwiagzan nieréwnosci cos3x < % mozna zapisa¢ w postaci
A. (mt+ 6km; 57 + 6kn), k € Z.

B. (E—n + Ekﬂ; En + ?—k:rr), kelZ.
9 3 9 3

. (—111'+ Eﬁcrr; 111: + %kn), keZ
9 3 9 3

Zadania otwarte krotkiej odpowiedzi

28. W trdjkacie ABC dane sa: |AB| = 6, <ABC = 35° <4BCA = 74°. Wyznacz
obwdd tego trojkata z doktadnoscig do jednego miejsca po przecinku.

29. Promien okregu opisanego na tréjkacie ABC jest rowny 20, <CAB = 40°
i FABC = 22°. Wyznacz obwod tego trojkata z doktadnoscia do 0,1.

30. Bok BC tréjkata ABC ma dlugos¢ 164/3, a promieri okregu opisanego na tym
trojkacie wynosi 16. Wyznacz miare JCAB.

31. Wyznacz sinus, cosinus i tangens kata, ktorego ramie wodzace przechodzi przez

punkt (5, —4).
32. Skonstruuj w ukladzie wspolrzednych kat « taki, ze cosa = —% oraz tga > 0.

33. Oblicz wartos¢ sinusa oraz cosinusa kata «, wiedzac, ze tga = —2,6.

34. Przyporzadkuj podane katy do odpowiednich ¢wiartek ukiadu wspoélrzednych.

1299°, E, =1, 2, =541%, —g—“, 4, -IET-, 3,14n
7. 5 3

35. Oblicz dokladng warto$¢ wyrazenia.

a) tg210°tg405° + sin (—300°) cos 1080° b) sin 1_? cos éf +1g Eé—[ cos %H

36. Wykaz, ze warto$¢ wyrazenia cos 100°tg260°sin 80° + cos 440° cos 620° jest
liczba catkowita.

37. Kat « jest rozwarty i cosa = —g. Oblicz cos 2a.

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

38. W trojkacie ABC dane sa: |AB| = 7, |[BC| =9, |CA| = 10. Wyznacz dlugos¢
srodkowej BD.

101 .
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39. W réwnolegloboku ABCD dane sa: |AB| = 11, |BC| = 8, 4ABC = 60°. Wy-
znacz diugosci przekatnych tego réwnolegloboku.

~1| b2
=3l

»

=3 | =

40. Wykaz, ze nie istnieje trojkat, w ktérym sinusy katow sa rowne

41. Na boku BC tréjkata rownobocznego ABC obrano taki punkt D, ze
|CD|:|DB| = 2:1. Oblicz

a) miary katow CAD i DAB z dokladnoscia do 1°.

b) stosunek promieni okregow opisanych na trojkatach ACD i ABD.

42. W trojkacie rozwartokatnym ABC o kacie rozwartym przy wierzchotku B dane
s3 |AB| = 4V2 i |AC| = 4 (] + Vﬁ) Poprowadzono wysokos¢ BD i otrzymano
trojkat rownoramienny ABD. Wyznacz katy trojkata ABC oraz pole P kota opisanego
na tym trojkacie.

43. W czworokgcie ABCD dane sa: |AB| = 6, |BC| = 7, |CD| = 4, |DA| = 9,
|AC| = 8. Wykaz, ze na tym czworokacie nie mozna opisac okregu.

44. W trojkacie rownoramiennym ABC miara kata BAC K
jest rdwna 30°, a podstawa AB ma dlugo$¢ 8. Oblicz diu-
gosc¢ srodkowej AD tego trojkata.

45. Na trojkacie rownobocznym ABC opisano okrag. Na
tuku BC obrano punkt K, jak na rysunku obok. Wykaz, ze A\/ B
ICK|* - [CK| - |AK| = |KBI* - |[KB| - [KA].

46. Na okregu o promieniu r opisano trapez rownoramienny ABCD o dluzszej pod-

stawie AB i krotszej CD. Punkt stycznosci S dzieli ramie BC tak, ze -Egll = % Wy-

znacz diugosc ramienia tego trapezu. Oblicz cos<CDB.

47. Boki trojkata maja dltugosci 2a, 3a, 4a. Wykaz, ze promien okregu opisanego na
V15

-

tym tréjkacie jest rowny a.

48. Odcinki o dlugosciach: 23, 3 — /3, 32 s3 bokami tréjkata.
a) Wyznacz miare najwiekszego kata tego trojkata.

b) Oblicz wysokosc¢ poprowadzona z wierzchotka tego kata.

c) Oblicz promien okregu opisanego na tym trojkacie.
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49. W tréjkacie ABC danesa: |AB| = 6, |BC| =9, <ABC = 60°. Wyznacz dlugosci
odcinkéw, na ktore dwusieczna kata ABC dzieli bok CA.

50. W trojkacie prostokatnym dwusieczna kata prostego podzielila przeciwprosto-
katna na odcinki o dlugo$ciach 2 + V3 i 3 + 2V/3. Wyznacz miary katéw tréjkata.

2 am, - * # - #
51. Wykaz, ze rownosc (tga+tg":x) = (sina- cosa) " jest tozsamoscig. Podaj

zalozenia, ktére musi spelniac kat a.

52. Udowodnij tozsamo$¢ 4 sin (x + g) - sin (x - g) = 2sin” x — 2cos’ x + 1.

53. Wykaz, ze funkcja f(x) = cos” x + cos’ (x + g) — COS X - COS (x A g) jest
funkcja stala.

Cos X

54. Wyznacz dziedzine i narysuj wykres funkcji f(x) = tg x

sin x
55, Narysuj wykres funkcji f(x) = sin(x— E) _ 1. Odczytaj z wykresu miejsca
zerowe funkgji f.

56. Wyznacz dziedzing i narysuj wykres funkcji f(x) = }tg (x + ;)‘ —2

57. Ustal znak liczby cos4,5 — cos5 na podstawie odpowiedniego wykresu funkcji.

gl X [t 2 2 i
58. Rozwiaz rownanie cos 3% = sin Sx.

- - - F ¥ F I - ]3
59. Rozwiaz nierownosc cos 3% < sin 3T

60. Rozwigz réwnanie (2sinx + 1)2 +4cos’ x = 3.

61. Rozwiaz nierownosc V2cosx+120 w przedziale (—m; 3m).

62. Rozwiaz réwnanie.
a) 4cos2x =2cosx — 1

2 . 2
b) 2cos” x +sin” x = 2cos x
2

2 ;
c) (cc-s x —sin” x) = Ccos 2x
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63. Rozwiaz rownanie 4 sinx+4cosx=1, x € (—m; ).
64. Rozwiaz rownanie 2sin’ x = V3sinx, x € (—m; 2m).

65. Rozwiaz rownanie sin2x —4cos’x+1=0, x € (0; 2m).
66. Rozwigz rownanie cos2x +5cosx = 2.

67. Rozwiaz réwnanie \V3sinx = cosx + V3, x € (0; 2n).

1
gX+—

443
=

68. Rozwiaz rownanie

69. Rozwiaz nierownosé¢ dla 0 < x < m.

CO52x 1+2cosx
a) <1 b) ———
COS X sinx

<0

70. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie sin x + cosx = 2m — 1 ma rozwig-
zanie?

71. Dane jest rownanie postaci (cosx — 1) - (cosx + p+ 1) =0 z parametrem p.

a) Dla p = -1 wypisz wszystkie rozwiazania tego rownania nalezace do przedziatu
(0; 5).

b) Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktérych dane réwnanie ma w prze-
dziale (—m m) trzy rézne rozwiazania,

72. Dana jest funkcja f(x) =1+ e S

sin x
) 2) Wykaz, 7e jezeli sinx # 0, to f(x) =2 (6 cos” X + 2C0S X — 1).
b) Znajdz zbior wartosci funkgji f.

T 5 ; : 2 : i
73. Dla jakich warto$ci parametru m rownanie m” (1 —sinx) —4m + 1 +sinx = 0
ma rozwiazanie?

74. Dla jakich warto$ci parametru a suma szesciandw pierwiastkow réwnania

2- - 2 * &
x" —=2x-sinax —cos” & = 0 jest rowna 07

75. Dla jakich wartosci parametru a najmniejsza warto$¢ funkgji
f(x) = x* = 2x + cos 2a + sin & + 3 wynosi 2?
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1. Warto powtoérzyc -
rownanie prostej, wektory

Rownanie prostej na plaszczyznie

Rownanie ax + by + ¢ =0 o zmiennych x i y opisuje:
* calg plaszczyzne, gdy a=b=c =0,
* zbioér pusty,gdy a=b=01ic#0,

* prosta, gdy a i b nie sa jednocze$nie réwne 0.

Kazda prostg na plaszczyznie mozemy * Warunek a” + b* # 0 oznacza, 7eaib (@)
opisac za pomoca rownania: nie moga by¢ jednoczesnie réwne 0.
* Warunek ab # 0 oznacza, ze Zadna

z liczb a, b nie moze by¢ rowna 0.

ax +by+c=0,gdziea® +b* #0

* Jezeli b # 0, to réwnanie y = "%x - E jest wzorem funkgcji liniowej zmiennej x
i opisuje na plaszczyZnie prosta, ktora jest wykresem tej funkcji.
o Jezeli b =0 i a # 0, to réwnanie x = —— opisuje na plaszczyznie prosta

a
prostopadla do osi x, ktéra nie jest wykresem Zadnej funkcji.

Rownanie ax + by + ¢ = 0, w ktérym a i b nie s3 jednoczesnie rowne zero, czyli
roéwnanie liniowe z dwiema niewiadomymi, nazywamy rownaniem prostej w po-
staci ogolnej, natomiast rOwnanie y = mx + n roéwnaniem kierunkowym prostej
o wspolczynniku kierunkowym m i wyrazie wolnym n.

Przykiad €) < zad. 1.6
Przeksztalcimy dane réwnanie prostej z postaci ogdlnej do postaci kierunkowej.

Rozwiazanie

a) 3x—-y-5=0 b) x+4y-7=0 Jezeli prosta ma réwnanie w postaci (1))
—y=-3x+5 4y =-x+7 kierunkowej, to jest ono tylko jedno.
y=3x—-5 = —lx + 7

Y 4 4

Przyktad @ - zad. 1.8
Przeksztalcimy dane réwnanie kierunkowe prostej do postaci ogdlne;.

Rozwiazanie

a) y=V1lx-6 —— wystarczy przenie$¢ wszystkie wyrazy na jedna strong
—Tlx+ y+6=0 i uporzadkowac je
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6 3
b) y=—x+ 3 Réwnanie danej prostej w postaci ogélnej mozna zapisa¢  (((.})
4 na nieskonczenie wiele sposobow (jedne rownania powstajg
z innych przez pomnozenie przez liczbe rézng od zera).

3
=Xk == «—— jezeli zalezy nam na wspdlczynnikach catkowitych, to obydwie
7 2 strony rownania mnozymy przez 14

12x+14y-21=0

Przyktad &) - zad. 1.10

Napiszemy rownanie prostej przechodzacej przez dane punkty.
a) (-1, 1)i(~1, 12) b) (-1, —4)i (7, 12)
Rozwiazanie

a) Pierwsze wspolrzedne obu punktow sy takie same, zatem prosta przechodzaca
przez te punkty jest prostopadla do osi x i ma rownanie x = —1.

b) Pierwsze wspoélrzedne obu punktéw sa rézne, zatem do rozwigzania zadania ko-
rzystamy z rownania kierunkowego prostej y = mx + n.
~4=-m+n 4=m-n 4=m-n m=2
{12:?m+n {12=?m+n {16=8m {n:—Z
Odp.:a) x=-1 b) y=2x-2

Przyktad @) < zad. 1.11
Wyznaczymy punkty przecigcia prostej o rownaniu 2x-5y+10 = 0 z osiami ukladu
wspolrzednych.
Rozwiazanie
Aby wyznaczy¢ punkt przecigcia prostej z osig x, rozwiazujemy uklad réwnan:

{ 2x—-5y+10=0

«—— kazdy punkt osi x ma wspoélrzedna y =0

y=0
2x+10=0 x==5
y=0 y=0

Punkt przeciecia prostej z osia x ma wspotrzedne (-5, 0).
Aby wyznaczy¢ punkt przeciecia prostej z osia y, rozwigzujemy uklad réwnan:

{ 2x-5y+10=0 «—— kazdy punkt osi y ma wspolrzedng x =0

x.=)
{—%H40=D {y:Z
x=0 x=0

Punkt przecigcia prostej z osia y ma wspolrzedne (0, 2).

Odp.: Punkty przecigcia prostej z osiami to (=5, 0) i (0, 2).
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Punkt A = (x,, y4) jest punktem wspolnym prostej k:a,x + b,y + ¢, = 0 i pros-
tej I: a,x + b,y + ¢, = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy jego wspolrzedne spelniaja row-
nania obu prostych, czyli gdy para liczb (x,, y,) nalezy do zbioru rozwigzan ukladu
rownan:
ax+by+c¢ =0
{.:32:{:+E$-2y+c2 =0

Rownania prostych rownolegtych i prostopadtych

Przypomnijmy zalezno$ci miedzy réwnaniami prostych réwnoleglych i prostych

prostopadtych.
Prostik Prosta [ taka, ze Prosta p taka, ze
L] k pLlk
| 1
y=mx+n, m#0 Y =mx+n, yE =ity
x=4a X=d = dy
»=0 . y=t = b,

Przyktad @) - zad. 1.20, 1.21

Dana jest prosta I: y = —=3x + 2. Przez punkt A = (4, 3) poprowadzono prosta k
rownolegla do prostej [ oraz prosta h prostopadla do [. Napiszemy réwnania prostej k
i prostej h.

Rozwiazanie

* k:y=-3x+n «—— kazda prosta réwnolegla do I ma réwnanie tej postaci
S3==3-4+n «—A=(4,3) ek
n=15
k:y=-3x+15
1
* hy=-x+c «— kazda prosta prostopadta do [ ma réwnanie tej postaci
4
3=~§+C +—A=(4,3)eh
5
Cc= g
1 5
h: Y= g.x =4 E

X+

lad | =
W |

Odp.:k:y=-3x+15, h: y =
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Wektory w ukiadzie wspolirzednych

Wspolrzednymi wektora AB o poczatku A = (x4, y4) ikoncu B = (xp yp)
nazywamy uporzadkowana pare liczb [x5— x4, ¥5— val-

Dwa wektory na plaszczyznie kartezjanskiej sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy maja
réwne wspolrzedne.

Dane sa wektory ii = [a, b] i U= [c, d]. Wtedy:
s d+tv=[a+c b+d] v fi—-tv=[a-c b-d] * k-ti=lk-a, k-b]

Srodkiem odcinka o koricach A = (x,, y4) i B= (xp, y5) jest punkt:

M=(-"A+xﬁ }’A+J"ﬁ)
2 2

Przyktad @) « zad. 1.27

Punkty A = (-3, 12) i B = (5, 0) sa wierzcholkami réwnolegloboku ABCD, a punkt
S = (4,7) jest punktem przeciecia jego przekatnych. Wyznaczymy wspolrzedne
wierzcholtkéw C i D tego réwnolegloboku.

Rozwiazanie
Niech C = (x¢, ¥¢). Punkt S jest srodkiem odcinka AC, wigc:

(-3+xcj ]2+y,:) _ (4,7)

2 2 D o
—EZxC -4 S
12"’?(;__? xc =11, yo=2

2 A B
Niech D = (xp, yp). Wéwczas DC = [11 - xp, 2 - yp].
AB = DC «—— ABCD jest rownoleglobokiem
[8, —12] = [11 — xp, 2 - yp] — AB = [8, -12]
§=11 = Xp
{_12=2_},D xI}=3! }'II}=14

Odp.: C = (11, 2), D =(3, 14)
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Dwa niezerowe wektory ii i @ sg réwnolegle wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba
k # 0 taka, ze il = k- w.

Przyktad € « zad. 1.28
Zbadamy, czy punkty A = (-3, 6), B=(-2,2) i C= (0, —6) sa wspolliniowe.

Rozwiazanie
Zauwazmy, ze aby odpowiedzie¢ na postawio- Aby zbadaé wspolliniowosé punktow (1)
ne pytanie, wystarczy sprawdzié rownoleglos¢ A, B, C, mozemy sprawdzac réwno-

weldortw 1 7€, e e
AB = [1, 4], AC = [3, -12]

Zatem:
AC =3-AB

Odp.: Punkty A, B, C sa wspolliniowe.

W kazdym z zadan 1.1-1.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

1.1. Wskaz roéwnanie, za pomoca ktérego mozna opisa¢ wykres funkcji

f(x) = —%x + %

A.—9x+15y;1D:U C. -9%-15y+10=0

B. 9x-15y-10=0 D.9x+ 15y +10=0

1.2, Wskaz zbidr, ktorego ilustracjy jest figura przedstawiona | [y} |

na rysunku. _ |
A.D={(x,y):-3<x<11i y<2} i
B.D={(x,y): x, yeR i -3<x<2} EENDENE
C.D={(x,y): 3<x<1iy<2}

D.D={(x,y): -3sx<1iy<2} -

1.3. Wskaz punkt przecigcia prostej 18x —4y —3 =0 z osia x.

A (0. 2) B. (-3.0) c. (1.0) p. (0. 2)



1. Warto powtdérzyc — rownanie prostej, wektory

1.4. Oceni prawdziwo$c¢ podanych zdan.

A. Réwnanie x + 3y —2 = 0 jest rownaniem prostej przechodzacej przez I, I[1i IV
¢wiartke uktadu wspétrzednych.

B. Prosta o rownaniu 5x — 7 = 0 jest rownolegla do osi y.

C. Prosta o rownaniu 3y — 3n = 0 nie jest wykresem funkgji.

1.5. Zaznacz na plaszczyznie kartezjanskiej podany zbior.
a) A={(x, y): -3<x<1}
b) B = {[x y): x € (=2; 4) 1y--—%x}
c) C={(x,y): x<0il<y<3l
d}Dz{x y):x€Ziy=2}

={(xy):xe(-1;2) i y=1-2x}

={(x, ¥): x € (0; 3) i y € (-3; 0)}

—{(x,y). x| <51 y=|x|+1}

h} Hi= {(x,y}: x| <4iy= v’i—xl}

1.6. Przeksztal¢ rownanie prostej z postaci ogolnej do postaci kierunkowej, jesli to
mozliwe.

a) 2x—-y=0 c) 2y-8=0 e) 6x-2y+1=0
b) %x+3y—]=[l d) 3x-5=0 ) x-3y-4=0
1.7. Wyznacz wspoélczynnik kierunkowy prostej o podanym réwnaniu.
a) 5x+y+1=0 c) 3x—-4y+2=0
b) x—y+9=0 d) nx-2y+3=0
1.8. Przeksztal¢ rownanie prostej z postaci kierunkowej do postaci ogolne;j.
a) v=3x+1 c) -—Ex+% e) "Ex—S
£ =TGN 2=

1 1 1
b)y—gx—?r d) y=-5x ﬂy_—§x+5
1.9. Sprawdz, czy oba rownania przedstawiaja te sama prosta.
a)x-y+g=0,ﬂx+yv—2%=0 d) 4x-2y+1=0, -2x+y-1=0

b) =2x#y=0,2x=y=0 e} 7x=5=0, 7y~=5=0
) =3x+5y—-1=0, 3x+5y—-1=0 f) I%x+3y—4=(}, 3x+6y-8=0

1.10. Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez dwa dane punkty.
a) A=(4,-5)iB=(23) Q) A=(2.6iB=(7.37)

b) A=(=9,~1)iB=(3 3) d) A:(—l,%)iB:(ug, 1)
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1.11. Wyznacz punkty przeciecia prostej z osiami ukladu wspoétrzednych i narysuj

te prosta.
a) x+2y-4=0 c) —2x+4y-1=0
b) 3x-y+6=0 d) V2x-V2y+1=0

1.12. Napisz piec par liczb spelniajacych podane réwnanie.
a) x+3y-6=0 b) 7x+ 14y +2=0

1.13. Wyznacz punkt wspdlny prostych ki [,

a) k: 2x-3y+6=0 Lx+2y-4=0
b)k:-%x-y+1=ﬂ L x-—y-4=0

c) k:dx-y-8=0 f:x+%y+1:[}

d) k: 3x+y-2=0 I: 1,5x-05y+2=0

e) k: 3x+06y+12=0 I 2x-3y—-6=0

f) k:5x+3y-6=20 I 2x+12y-24=0
1.14. Narysujw ukladzie wspotrzednych zbiér punktéw opisany danym réwnaniem.
a) (x=7)y=0 e) (x+5)°+(y-2)°=0
b) (x+3)(x—y) =0 H (x+3)°=0

¢) ¥’ —12x+36=0 g) lx+7|+|y—-1]=0
d) ¥ -4x+3=0 h) y* + 10y +25=0

1.15. Narysuj w jednym ukladzie wspolrzednych proste o rownaniach: y = —x + 5,
y=2x-8, y=-x—4 oraz y = 2x+ 2. lle osi symetrii ma figura bedaca suma tych
prostych? Czy ma $rodek symetrii?

1.16. Dla jakich wartosci m wykres funkcji f(x) = —|x| + m ma co najmniej jeden
punkt wspolny z rownoleglobokiem o wierzchotkach (0, -4), (4, 0), (2, 4), (-2, 0)?

1.17. Dlajakich wartosci m wykres funkcji f(x) = mx+m+4 ma co najmniej jeden
punkt wspolny z prostokatem o wierzchotkach (3, 3), (-3, 3), (=3, 1), (3, —-1)?

1.18. Dobierz m tak, aby prosta o rownaniu (m+ 2)x + y = m — 1 nie miala punk-
tow wspdlnych z podang ¢wiartka ukladu wspétrzednych.
a) I b) II c) III d) IV

1.19. Dlajakich wartosci m prosta o podanym réwnaniu przechodzi przez pierwsza,
trzecia i czwarta ¢wiartke ukladu wspotrzednych?
a) (m+3)x—y+m+1=0 b) l-m)x-y+m+5=0



1. Warto powtdérzyc — rownanie prostej, wektory

1.20. Napisz rownanie prostej przechodzacej przez punkt A i rownoleglej do pro-
stej /.

a) A=(2,3) L y=5x-2 d) A=(3,-2) I ==3
b) A=(-3,-1) ky=2x-2 e) A=(-4,5) Ly=-3x+3

::]A:(%,S) I:y=—4x+1§ f) AZ(VE,JI) L y=2V2x+3

1.21. Napisz rownanie prostej przechodzacej przez punkt A i prostopadlej do pro-
stej I.

a) A= (6, 5) b op=—3gel  dA=CL-T  by=-02x+56
3 5 |
b) A=(0, -4) L y=7x+1 e]A—(—E,E) Ex=is

) A=(V12,4) I:y=%§x+2 f) A=(-3,1+V2) Ly=—""x+13

1.22. Oblicz wspolrzedne srodka odcinka AB.

a) A=(2,3), B=(8,5) c) A=(0, -1), B= (-5, 3)
b) A=(-1,4), B=(-3,-2) d) A= (1, =7), B=(-8
1.23. Punkt M jest srodkiem odcinka AB o danym korncu A. Wyznacz wspolrzedne
punktu B.

a) A=(3,4), M=(1,7) c) A=(4,-16), M = (-3, -8)

b) A=(-1,5), M=(0,1) d) A=(-7.-2), M=(-1,3)

1.24. Punkty M = (2,0) i N = (5, -2) dziela odcinek AB na trzy rowne czesci.
Znajdz wspolrzedne koncow tego odcinka.

1.25. Wyznacz wspolrzedne srodkow bokéw trojkata o wierzchotkach: A = (3, 1),
B =(-5,5), €=(2 -3)

1.26. Dane sa wspolrzedne trzech wierzchotkow roéwnolegloboku ABCD. Wyznacz
wspolrzedne czwartego wierzchotka tego réwnolegloboku.
a) A=(-4,-2), B=(2,3),C=(3,8 b)B=(-3,0),C=(4,-3), D=(2,3)

1.27. Punkty A = (-8, -5) i B=(4, —1) sa wierzcholkami réwnolegloboku

ABCD, a punkt P = (0, 3) jest srodkiem boku CD. Wyznacz wspolrzedne wierz-
chotkow C i D oraz oblicz dtugoséci bokow tego réwnolegloboku.

1.28. Zbadaj wspolliniowos¢ punktow A = (2, 5), B=(-3,9) i C=(22, —-11).
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2. Odlegtos¢ na ptaszczyznie

kartezjanskiej

Umiejetnosci:

» obliczanie odlegtosci miedzy dwoma punktami

* wyznaczanie wspotrzednych srodka odcinka

Planimetria jest cze$cig geometrii zajmu-
jaca sie badaniem wiasnosci figur na plasz-
czyznie, a jej poczatki siegaja czasow przed
nasza era. Okolo 300 lat p.n.e. w dziele
Elementy Euklides zawarl znane wowczas
twierdzenia planimetrii w formie teorii ak-
sjomatyczne;j.

W pierwszej i drugiej klasie prezentowa-
lismy fragmenty geometrii euklidesowej.
Tutaj przedstawimy inny sposéb opisywa-
nia wlasnosci figur na plaszczyznie, nazy-
wany geometrig analityczng. Jej tworcy,
zyjacemu w XVII w, Kartezjuszowi, ma-
tematyka zawdzigecza m.in. wprowadzenie
pojecia ukladu wspolrzednych. W geome-
trii analitycznej badanie figur sprowadza
sie do badania opisujacych jeliczb i funkgcji.

Odlegtosé¢ miedzy punktami

Przypomnijmy:

René Descartes, Kartezjusz (1596-1650)
- matematyk, fizyk i filozof francuski.
Autor licznych dziel naukowych, m.in.
Rozprawy o metodzie. W tym traktacie
filozoficzno-matematycznym znalazl si¢
pierwszy opis ukladu wspolrzednych
na plaszczyznie; stamtad pochodzi tez
slynna maksyma , Mysle, wigc jestem”
(Cogito ergo sum). Kartezjusz wprowa-
dzil m.in. pojgcia zmiennej i funkcji,
sformulowal prawa odbicia i zalamania
$wiatla oraz zaleznos¢ migdzy masa

a predkoscia ciala, zblizong do obecnej
zasady zachowania pedu.

(@)

* Plaszczyzng kartezjanska nazywamy plaszczyzne z wprowadzonym na niej prosto-

katnym ukladem wspolrzednych.

* Odleglos¢ miedzy punktami A i B, czyli dlugos¢ odcinka AB, oznaczamy |AB|.
* Odleglos¢ miedzy punktami A = (a) i B = (b) na osi liczbowej jest rowna

|AB| = |a - b].
A B

s 4 % -

-2 0 W2

Zatem gdy A = (-V2) i B=(2V2), to |AB| = |-v2-2V2| = |-3v2| = 3¥2.



2. Odleglosc na ptaszczyZnie kartezjanskigj

Pokazemy teraz, jak mierzy sie odlegltosé¢ miedzy
punktami na plaszczyZnie kartezjaniskiej. Przeana-

Do obliczania odleglosci na (&)
plaszczyznie kartezjanskiej

lizujmy najpierw sytuacje, gdy pierwsze lub drugie musimy mie¢ identyczne

wspolrzedne punktow sa takie same.

Przykiad €5

jednostki na obydwu osiach.

a) Dlugosc odcinka AB jest taka sama b) Dlugosc odcinka AB jest taka sama

jak odleglos¢ miedzy punktami od-
powiadajacymi liczbom -1 i -3 na
osi y, czyli:

|AB| =|-1-(-3)| = |2] =2

x|

+ -
0l 1 lA=(2+1) |

-
— I

B=(3)

Przykiad &)

Obliczymy odleglos¢ miedzy punktami A = (1,

Rozwigzanie
Odcinek AB jest przekatng prostokata, ktérego
boki maja dlugosci:

|AC| = |2-(-1)| =3, |BC|=|5-1|=4

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa.

jak odleglos¢ miedzy punktami od-

g s ;i d
powiadajacymi liczbom 5 1 -2 na
osi x, czyli:

5 1
| E2
| I é ! }
=3 — -
I s I O O
_._._* | 5 3
B= (_.2,._%) — (.‘2‘:: _i)
2) i B=(5, 1),
v
1 45(]2)

-
1] 1 X

o

c=(1.51) [BE(5+1)

|AB* = |ACI* + [BCP’, |ABJ® = 3% + 4%, czyli |AB|* =25

Odp.: |AB| =5

Powtorzmy rozumowanie z przykladu 2
dla dwoch dowolnych punktow. Przyjmij-
my, ze na plaszczyznie kartezjanskiej dane
sa dwa punkty o wspolrzednych:

A= (-’CAJ"A) i B= (xB* }’B)

Wprowadzony pomocniczo punkt C ma
wspotrzedne C = (x4, yp).
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B 116 Dziat 2. Geometria analityczna

Odcinek AB jest przekatna prostokata, ktérego boki maja dtugosci:

|BC| = |x, — xpl «—— drugie wspolrzedne punktéw B i C sg rowne
|AC| = [y, — vl «— pierwsze wspolrzedne punktow A i C sg réwne

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa.
|ABJ? = |BC]? + |ACJ? Dla dowolnej liczby a e R: [af =a?. ()

|ABI = |x — xp|* + |yx - yal°
|ABI® = (x4 - xp)* + (ya— yp)’> stad |AB| = \I(XA -xp)* + (ya—ys)

Udowodnilismy w ten sposdb nastgpujace twierdzenie:

Jezeli na plaszczyznie kartezjanskiej dane sa punkty o wspolrzednych
A= (x4 y4) i B=(xp yg), toodleglos¢ miedzy nimi jest réwna:

|AB| = \’(-"CA —xp)’ +(ya- }’B)z

Poniewaz |a—b| = |b—a| oraz (a - b}z =(b- r.z}z, otrzymany wzdr mozna zapisac
w postaci:

|AB| = \(x5 - x4)* + (¥ - ¥4)°

Przyktad @) « zad.2.4,25
Obliczymy odleglos¢ migdzy punktami A i B o podanych wspolrzednych.

Rozwiazanie

B.) A:(3: ])? B = (5, 3}
|AB| = VB =5+ (1-3)> = (-2)? + (-2’ = VA + 4 = V8 =22

b) A=(-7,-3), B=(17, -13)

|AB| = \/[1?— (=7)]* + [-13 = (=3)]* = V24% + (~10)? = /576 + 100 =
676 = 26

c) A=(-v3,7), B=(V2,3-5)
1AB]=\{( V3 - \r [? 3 '\r] \]3+2\r+2+(4+\r’_)
=\/5+2V€+16+8V§+5=\126+2v’3+8x@




2. Odleglos¢ na plaszczyZnie kartezjariskiej

Przyktad €) - zad. 2.7

Obliczymy obwad i pole trojkata o wierzchotkach:
A=(1,2), B= (-5 -2), C=(-3,-5)

Rozwiazanie
|AB] = V(1 +5)2 + (2 + 2)2 = V/52 = 24/13
IBC| = V(-5 +3)2 + (-2 +5)? = V13
|AC| = V(1 +3)2 + (2 + 5)2 = V65

Obwad trojkata jest rowny:
|AB| + |CB| + |CA| = 2v13 + V13 + V65 =
=313 + V65

Na podstawie rysunku mozna przypuszczac, ze trojkat
ABC jest prostokatny. Sprawdzmy rachunkowo, czy rzeczywiscie tak jest:

|ABI® + [CBI* = (V52)* + (VI3)’ = 52+ 13 = 65 = (V65" = |CA’

Na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa, trojkat ABC jest
prostokatny, z katem prostym przy wierzchotku B. Zatem:

P=%-|AB}-{BCI=%-2\#’E-\!’I_3=13

Odp.: Obwéd tréjkata jest réwny 313 + V65, a jego pole wynosi 13.

Przyktad € < zad. 2.10
Zgodnie z przyjeta w naszych podrecznikach  ((+)

Dane sa rownania bokow trojkata: zasada ,rownanie boku trojkata” oznacza skrot
AB:3x-y+7=0, AC:x-y-1=0 okreslenia , rownanie prostej, w ktorej zawiera
i BC:x+y—-3=0. si¢ bok trojkata”, Podobnie nalezy rozumie¢
Obliczymy jego obwéd ~rownanie wysokodci tréjkata”, ,réwnanie

dwusiecznej kata wewngtrznego trojkata” itp.
Rozwiazanie

Do obliczenia dlugosci bokow tréjkata potrzebne sg wspolrzedne jego wierzcholtkow.
Aby je znalez¢, nalezy rozwigzac odpowiednie uklady rownan (rachunki zostawiamy
do samodzielnego wykonania).

x—-y+7=0 c
° «— punkl przecigcia prostych ABi AC

x-y-1= g jest wierzcholkiem A tréjkata
A = (_4: _5]
oy ey k h ABi BC B
o — , vy S i _\
x+y-3=0 punkt przecigcia prostyc i

jest wierzchotkiem B trojkata

B=(-1,4) A
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x-y-1=0
- E S RS «— punkt przecigcia prostych AC i BC
a4 - jest wierzcholkiem C tréjkata
C=(2,1)

Obliczamy dlugosci bokow trojkata.
|AB| = V(=1 +4)? + (4 + 5)? = V9 + 81 = V90 = 310
|AC| = V(2 + 4> + (1+5)2 = V36 +36=2-36=6V2
BCl=vV2+1)2+(1-42=v9+9=+v2-9=32
Odp.: Tréjkat ABC ma obwéd réwny 310 + 9v2.

Przyktad )

Obliczymy obwad i pole czworokata ABCD, w ktorym A = (4, 1), B = (2, 5),
C=(-2,3), D=(0, -1).

Rozwiazanie

|AB| = V(2-42+(G-12=V4+16=v20=2Vv5 [ | [»§ [ [B] |
IBC| = V(-2-2)? +(3-5)2 = V16 + 4= 25 E®  EE
ICD| = V22 + (-1 -3) = V4 + 16 = 24/5 L NSRS | |
IDA| = VE+(1-12 = VI6+4 =25 T REEDP A
Czworokat ABCD jest rombem, a ponadto: ;’ : i S L.

IDB| = V22 + (-1 - 5)? = V4 + 36 = V40

|DBI* = 40, |AB|* = 20, |DA|* = 20

IDB|* = |AB|* + |DAJ?
Czworokat ABCD jest rombem o katach prostych, czyli kwadratem.
Obwaéd tego kwadratu jest réwny 8/5, a pole 20.

Odp.: Obwéd czworokata ABCD wynosi 8+/5, a jego pole 20,

Srodek ciezkosci trojkata

Przykiad €

W trojkacie o wierzchotkach A = (-2, 4), Srodkowy boku tréjkgta nazywa- (( )
B=(0.-2)iC=(6. 4 d — my odcinek laczacy srodek boku

= (0, =2) i C = (6, 4) poprowadzono srodko- z przeciwleglym wierzcholkiem.
wa boku AC. Napiszemy rownanie tej sSrodkowe;j.



2. Odleglosc na plaszczyznie kartezjanskiej

Rozwiazanie

Szukana $rodkowa przechodzi przez $rodek boku AC oraz wierzcholek B. Srodek
boku AC ma wspélrzedne (2, 4), punkt B = (0, —2), zatem srodkowa boku AC jest
prosta o rownaniu kierunkowym y = ax + b.

Wyznaczamy wspolczynnikia i b. Srodkiem odcinka o koficach  ((+))
4=2a+b A= (x4 y4)iB =‘[xﬂ= yp) jest
sy PmlktM:(xﬁ;‘H:’J’A;}’B)_

Stad a=31ib=-2.
Odp.: Srodkowa boku AC ma réwnanie y = 3x — 2.

Przypomnijmy poznane w drugiej klasie twierdzenie o srodkowych w trojkacie.

Trzy srodkowe tréjkata przecinaja si¢ w jednym punkcie. Punkt ten, nazywany
srodkiem ciezkosci trojkata, dzieli kazdg ze srodkowych w stosunku 2 : 1
(liczac od wierzchotka).

Udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Srodkiem cigzko$ci trojkata o wierzchotkach A = (x4, y,4), B = (x5, ¥p)
i C=(x¢, ¥e) jest punkt:

S= (xrl+xﬁ+xc Ya "'J"H"'.VC)
3 ’ 3

Dowaod

Niech punkt M oznacza srodek boku AC. Zatem:
= (-’CA +X¢ }’A+J’c)

]

2 2
Niech S = (x5, yg) bedzie punktem, ktory dzieli $rod-
kowa BM tak, ze |BS|:|SM| = 2:1. Zatem BS = %m

2
{-’Cs = Xp Vs — J"B] = 3 [-"-’M —XpVm— }’B]
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i _ % Xat X _ Ex
e DLIATNG 2
| Vs~ VB=3 > 3B
Przeksztalcamy uklad réwnan i otrzymujemy:
[ Xptxe 2
i Yatye _2
Ys—¥p="73% ~ 3B
o XatXpt+ X
3x¢—3xp = X4 + Xc — 2xp Ay = 3
3ys=3y8=YatYc—2ys Yo 2R BT IE
' 3
+
Punkt S jest érodkiem ciezkodci trojkata ABCi S = (xA - J;H T%¢, 24 };ﬂ T ¢ )

Koniec dowodu

Wspolrzedne srodka ciezkosci trojkata sa srednimi arytmetycznymi odpowied-
nich wspotrzednych wierzcholkow tego trojkata.

Przyktad @) « zad. 2.14

Wyznaczymy Srodek cigzkosci trojkata o wierzchotkach A = (-5, 8), B = (-1, -2)
i €=(4,5).
Rozwigzanie
Niech S oznacza srodek cigzkosci tego trojkata. Zatem:
S = (xz‘l.'i'xﬁ'l'xﬂ yA'i'yH""J"{'_') = (‘-5- 1+4 3-21—5) = (_'2 11)

3 3 3 3 :

2 1l
Odp.: §= (-E, ?)

3 3

Przyktad €) < zad. 2.19
W trojkacie ABC dane sa: punkt A = (-5, 2), AB = [11, -10] i érodek ciezkosci
S =(1, 0). Wyznaczymy wspoélrzedne wierzcholkow B i C tego trojkata.
Rozwiazanie
Niech B = (xg, yg).
(11, =10] = [xp + 5, yp —2]

11 =2x3+5

~10 = yz -2
Stad x3 =6 i yg=-8, czyli B = (6, -8).



2. Odleglos¢ na plaszczyZnie kartezjariskiej

Do obliczenia wspotrzednych wierzcholka C zastosujemy wzor na wspotrzedne $rod-
ka ciezkosci trojkata.
(1, 0) = (x,&+xﬂ t Xc .}’A+}’B+J’c)

¥

3 3
-5 L .
(1’{]}:( +6+x5’2 8+yt)
3 3
3=1+x¢
U=—6+}'C

Zatem C = (2, 6).
Odp.: B= (6, -8), C =(2, 6)

W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

2.1. Odlegltos¢ punktu A = (Vﬁ , V3 ) od poczatku ukladu wspoétrzednych wynosi
A. 23, B. 3. C. V6. D. 6.

2.2. Dlugosc odcinka o koncach G = (2 V7, {]) oraz R = (\"'?, —V’i) jest rowna

A. 3. B. 2+/7. C. 2V14. D. 4V14.

2.3. Obwdd trojkata o wierzchotkach A = (-1, -2), B = (2,2), C = (-2, -1)
wynosi

A. 12. B. 12 + V2. C. 10+ V2. D. \102.

2.4. Oblicz odleglosc punktu P od poczatku ukladu wspotrzednych.

a) P=(-4, 3) c) P=(-3,-9)

b) P = (2, -5) d) P =(3v2, 312)

2.5. Oblicz odleglos¢ migdzy podanymi punktami.

a) A=(3,7) i B=(11,7) ) K=(V2,V2) i L=(-2v2, V2)
b) P=(=25)i Q=55 d) M:(-‘;;-,%) i N:(—%, --]3;)

2.6. Oblicz dlugosc odcinka AB.
a) A=(1,-2), B=(4,2) c) A= (-6, -1), B=(6, 8)
b) A= (5, -3), B=(-1, 5) d) A=(-35,-4), B=(5,5)
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2.7. Oblicz obwad tréjkata o danych wierzchotkach.
a) A=(3,1), B=(4,3), C=(-2,6)

b) A=(-2,-2), B=(-1,-7), C=(2, -5)

c) A=(-1,-1), B=(-2,3),C=(3,1)

d) A=(3,3), B=(0,4), C=(0,0)

2.8. Oblicz obwod wielokata, ktérego kolejnymi wierzchotkami sa podane punkty.
a) A=(-3,-2), B=(1,1), C=(5-2)

b) A=(5,8), B=(-4, -4), C=(4, 11)

c) A=(0,0), B=(2,2), C=(-1,5), D=(-3, 3)

d) A=(-2,-2), B=(2,1), C=(2,5), D=(-1, 1)

0 2.9. Wykaz, ze trojkat PQR jest prostokatny i oblicz jego pole.
a) P'=(5 0, @ =136} R={0; 5)
b) P=(-6,-4), Q=(2,-2), R=(-3,1)
c) P=(4,-3), Q=(2,5), R=(-2,4)
d) P= (-4, -6), Q= (6, -1), R= (-6, -2)

2.10. Oblicz obwad tréjkata, ktérego boki zawieraja si¢ w prostych o podanych row-

naniach.

a) 7x+y+16=0 3x+4y-36=0 4x-3y+2=0
b) x+2y-6=0 x—-y—-3=0 x+4=0

c) 4x+3y-2=0 3x+4y+2=0 x=y+3=0
d) 3x-4y-15=0 2x-5y-10=0 4x-3y-6=0
2.11. Narysuj tréjkat ograniczony podanymi prostymi i oblicz jego pole.
a}y:§x+3 y=-x+3 y=0

b) y=x+5 y==-3x-3 x=0

c) y=-1 y=2x+1 y=-x+4

2.12. Oblicz obwod trojkata, ktorego wierzchotkami sg $rodki bokéw trojkata
o wierzchotkach: A = (-3, -3), B=(3, 1), C = (-9, 5).

2.13. Dane s3 wspoélrzedne wierzchotkéw A = (-3, 1) i B = (3, 3) oraz punktu
przeciecia przekatnych S = (1, 5) rownolegloboku ABCD. Oblicz dlugosci bokow
i przekatnych tego rownolegtoboku.

2.14. Wyznacz $rodek ciezkosci trojkata ABC.
a) A=(-1,2), B=(3,5), C=(4, -10)
b) A= (-5, -6), B=(-2,4), C=(16, -1)
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2.15. W tréjkacie ABC dane sa: B = (6, 3), C = (=7, 10) oraz $rodek ciezkosci
S = (-2, 4). Wyznacz wspolrzedne wierzcholka A.

2.16. Oblicz dlugosci srodkowych w trojkacie ABC.
a) A=(2,6), B=(6,-2), C=(-4, -4)

b) A=(1, -3), B=(-2, -1), C= (-5, -3)

c) A=(2,4), B=(-2,2), C=(-1,4)

d) A=(-2,-4), B=(2, -1), C=(0, -2)

2.17. Wykaz, ze srodki kolejnych bokow czworokata ABCD o wierzchotkach:
A= (4, -4), B=(6,2), C=(-2,4), D= (-4, 2) sa wierzchotkami rombu.

2.18. Wykaz, ze srodki kolejnych bokow czworokata ABCD o wierzchotkach:
A=(5-1), B=(1,5), C=(-3,1), D=(-1, -3) sg wierzchotkami kwadratu.

2.19. W tréjkacie ABC dane sa: punkt B = (6, 0), BC = [-5, 10] i §rodek ciezkosci
S =(1, 1). Wyznacz wspolrzedne wierzchotkow A i C tego tréjkata.

1. Dane sg punkty: A=(-4,1), B=(1,3), C=(-3,1), D=(2, -1).
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
A. |AB| < |CD| B. |AB| = |[CD| C. |CB| < |AD|

2. Oblicz obwaod trojkata, ktérego boki zawieraja sie w prostych o rownaniach
x+y=02x+y-2=0,2x-y+6=0.

3. Punkty A=(5,2), B=(0,7) i D= (5, -5) sa wierzcholkami rownolegloboku
ABCD. Oblicz obwod i dlugosci przekatnych tego rownolegloboku.

4. Wykaz, ze trojkat o wierzchotkach G = (4, -3), H = (-1, 2), L = (7, 0) jest
prostokatny, i oblicz jego pole.

5. W trojkacie ABC dane sa: wierzcholek C = (2, 7), srodek M = (0, 5) boku AC
i Srodek K = (4, 3) boku BC. Wyznacz rownania srodkowych tréjkata ABC.
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3. Potozenie prostych na
ptaszczyznie kartezjanskiej

Umiejetnosci:

* stosowanie geometrycznej interpretacji wspotczynnika kierunkowego prostej

* opisywanie prostych réwnolegtych i prostopadtych za pomoca réwnarn w postaci
ogolnej

* obliczanie odlegiosci punktu od proste]

Geometryczna interpretacja wspoéiczynnika kierunkowego prostej

Przypomnijmy:

Wspolczynnik a, wystepujacy we wzorze funkcji f(x) = ax (D = R),
nazywamy wspolczynnikiem kierunkowym.

Wykresem funkcji f(x) = ax jest prosta. Zauwazmy,
ze f(0)=01 f(1) = a, zatem wykres funkcji f prze-
chodzi przez punkty (0, 0) oraz (1, a).

Jezeli: T T T NA 11

* a =0, to wykres funkcji pokrywa sie z osia x, AR ]

* a > 0, to wykres zawiera sie w I i I1I ¢wiartce - oL
uktadu wspoétrzednych, '

* a <0, to wykres zawiera si¢ w I1 i IV ¢wiartce
uktadu wspoélrzednych.

Prosta o réwnaniu y = ax wyznacza z osig x cztery katy wypukle. Jeden z nich, na
ponizszych rysunkach oznaczony «, nazywamy katem nachylenia prostej do osi x.
Mowimy tez, ze jest to kat, jaki prosta tworzy z osig x.

90° < a < 1807
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Kat nachylenia prostej y = ax do osi x spelnia zatem nastepujace warunki:

* jego wierzchotkiem jest poczatek uktadu wspotrzednych,

* dodatnia polos x jest jego ramieniem poczatkowym, a ramig¢ koncowe zawiera si¢
w proste] y = ax,

° 0°<a <180 i a # 90°

Zauwazmy, ze jesli punkt P # (0, 0) nalezy do wy- | yh
kresu funkcji f(x) = ax, tojego wspolrzedne (x, y)
spelniajg warunek: NIy,

Y
r ¥
+ -

— a
koncowym ramieniu kata «, ktory prosta y = ax | 1% 0] & | X

5
Z drugiej strony - jezeli punkt P = (x,y) lezy na
tworzy z 0sia x, to:

Y

lga = =
5 x

Zatem wspolczynnik kierunkowy a jest rowny tangensowi kata nachylenia o wy-
kresu funkcji f(x) = ax do osi x:

PG i e W o

a=tgu
Kat nachylenia wykresu funkcji f(x) = ax do osi x jest katem:
* zerowym,gdy a=0, * ostrym,gdy a >0, * rozwartym, gdy a < 0.

Przykiad €) < zad. 3.4

Napiszemy réwnanie prostej postaci y = ax, nachylonej do osi x pod katem
a) 120° b) 45°.

Rozwiazanie

a) a=1tg120° =1tg(180° - 60°) = b) a=1tg45° =1
= —tg60° = -3 y=x
y=-V3x

Odp.: a) y:—\ﬁx b) y=x

Przyktad @) < zad. 35
Wyznaczymy w przyblizeniu do 1° kat nachylenia podanej prostej do osi x.
a) y=04x b) y=-4x

Rozwiazanie

a) y = 0,4x, zatem « jest takim katem, ze tga = 0,4.
7 tablic matematycznych odczytujemy wartos$c kata, ktérego tangens jest w przy-
blizeniu réowny 0,4: tg 22° = 0,4
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b) y = —4x, zatem « jest takim katem, ze tga = —4.
Z tablic matematycznych odczytujemy warto$¢ kata f3, ktdérego tangens jest
w przyblizeniu rowny 4: tg76° = 4.
Korzystamy ze wzoru redukcyjnego tg (180° - ) = —tg f8.
Zatem: —4 = —tg76° = tg(180° — 76°) = tga, czyli a = 180° — 76° = 104°.

Odp.:a) 22° b) 104°

Rownania prostych rownoleglych na plaszczyznie

Przypomnijmy: jezeli wykres funkcji y = ax przesuniemy rownolegle o b jednostek
wzdluz osi y, to otrzymamy wykres funkcji f(x) = ax + b.
—TET s — s _

/A
Inaczej mowiac, prosta y =ax +b, b € R,

jest nachylona do osi x pod takim samym
katem jak prosta y = ax.

Proste k i | na plaszczyznie nazywamy (1))
rownoleglymi, jezeli nie maja punktu
wspdlnego albo gdy majg wszystkie

punkty wspdlne.

Przyktad o zad. 3.6

Napiszemy rownanie prostej nachylonej do osi x pod katem 150° i przechodzacej
przez punkt M = (-3, 5).

Rozwiazanie

y=ax+b «—— szukamy wspolczynnikow a i b
a=tg150° = tg (180° - 30°) = —tg30° = —%@, wiec y = _.;jx +b
5= —? -3+b «—— podstawiamy wspolrzedne punktu M

b =5+ 3, wiec y=—¥x+5+v’§

Odp.: Szukana prosta ma roOwnanie y = —gx +5+ /3.
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Udowodnimy twierdzenie, ktére sformutowaliémy w klasie pierwszej.

Proste o rownaniach kierunkowych y =a;x+b, i y = a,x + b, sa rowno-
legle wtedy i tylko wtedy, gdy ich wspolczynniki kierunkowe sa rowne, tzn. gdy
ﬂl = ﬂz.

Dowad
Dwie proste w ukladzie wspélrzednych sg réwnolegle
wtedy i tylko wtedy, gdy ich katy nachylenia do osi x sa
rowne:

a=p3 «— katy odpowiadajace

Oznaczmy a, =tga i a, = tgf.

H"-

Mamy wiec udowodni¢ dwa twierdzenia:
1. Jezeli @ = B, to a, = a,.
2. Jezeli a; = a,, to a=p.

i

Pierwsze twierdzenie jest oczywiste: jezeli a = f3, to tga = tgf, czyli a, = a,.

W druga strong: jezeli a;, = a,, to tga = tgf.
Katy a i 8 sa katami nachylenia prostych do osi x, czyli a, f € (0% 180°) — {90°}.
Dla takich katow réwno$¢ tga = tg 8 oznacza, ze a = f.

Koniec dowodu

Zbadamy teraz zalezno$¢ miedzy réwnaniami ogélnymi prostych rownoleglych.
Niech k:ax+by+c=0, a° +b* #0.
Zastanowmy sie, jaka posta¢ maja rownania prostych réwnoleglych do prostej k.
Rozpatrzymy trzy przypadki.
[.  Prosta k jest rownolegla do osi y (jest prosta pionowa, a # 0, b = 0):
kiax+c=0, czyli k: x + E = 0, inaczej: x +¢; =0
Prosta | rownolegla do prostej k jest rowniez prosta rownolegla do osi y, zatem
jej rownanie ma posta¢ x +d = 0.
II. Prosta k jest rownolegla do osi x (jest prosta pozioma,a =0, b # 0):
k:by+c=0, czyli k: y + % =0, inaczej: y+¢, =0
Prosta | rownolegla do prostej k jest rowniez prosta rownolegla do osi x, zatem
jej rownanie ma postac y +d = 0.
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I1L. Prosta k nie jest rownolegla do zadnej z osi ukladu wspétrzednych (ab # 0):
kiax+by+c=0
Na mocy udowodnionego wczesniej twierdzenia wiemy, Ze prosta [ jest rowno-
legla do k wtedy i tylko wtedy, gdy wspolczynniki kierunkowe obydwu prostych
sa rowne.

Wyznaczamy rownanie kierunkowe prostej k:

by =-ax-c, stad y = —%x—g

Zatem prosta [ ma réwnanie kierunkowe [: y = -Ex + ¢, apo przeksztalceniu
do postaci ogélnej I: ax + by — bc, = 0, inaczej: ax +by +d = 0.
Zauwazmy, ze w kazdym z trzech przypadkéw rownania prostych k il roznia sie tylko
wyrazem wolnym. Nasze rozwazania zapiszemy w postaci twierdzenia.,

Prosta [ jest rownolegla do prostej k:ax + by +¢c =0 (az +b* ¢ [}) wtedy
i tylko wtedy, gdy rdwnanie prostej | mozna zapisa¢ w postaci ax +by +d = 0.
Ponadto jezeli c =d, to k=1, ajezeli c #d, to k# L

Przyktad @) < zad. 37

Dana jest prosta k: 2x — 5y + 1 = 0. Wyznaczymy réwnanie rownoleglej do niej
prostej

a) [ przechodzacej przez punkt A = (-3, 4).

b) p przechodzacej przez punkt B = (U, \@)

Rozwiazanie

Kazda prosta rownolegla do prostej k mozna opisa¢ za pomoca rownania postaci
2x -5y +c¢=0. Zatem:

a) 2:-(-3)-5-4+c=0, stad ¢ =26, czyli :2x -5y +26=0

b) =5-V3+c=0, stad ¢ =5V3, czyli p:2x—5y+5V3=0
Odp.:a) :2x=5y+26=0 b) p:2x-5y+5V3=0

Przykiad e zad. 3.8 Réwnanie ogolne prostej mo- {({ }))

Sprawdzimy, czy proste [: ﬁx - §}, + 11 = 0, Zzemy zapisac na nieskonczenie
7 7 wiele sposobdw (mozemy mno-
m:Zx—§y+i =0 p:—3\a@x—4v’§y+2\«f—: 0 zy¢ obydwie jego strony przez
3+ 3 dowolng liczbg rozng od zera).

s3 rownolegle do prostej k: =3x + 4y -2 =0,
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Rozwiazanie

* Prosta [ jest rownolegla do prostej k: =3x + 4y — 2 = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
réwnanie prostej [ mozna zapisa¢ w postaci =3x + 4y + ¢ = 0, gdzie ¢ € R.
Przeksztalcamy dane rdwnanie prostej [ tak, zeby wspolczynnik przy x wynosit -3.

gx = g y+ V1l =0 «— obie strony réwnania mnozymy przez —g
71l
~3x +4y - ”T{_ =0

Zatem ¢ = —LT, czyli prosta [ jest rownolegla do prostej k (i rozna od k).
* Postepujemy podobnie jak poprzednio. Przeksztalcamy dane rownanie prostej m
tak, zeby wspoélczynnik przy x wynosil -3.
2x — %}f’ + % =0 +~— obie strony rownania mnozymy przez —%
-3x+4y-2=0
Zatem ¢ = -2, czyli prosta [ jest rownolegla do prostej k, bo jest z nia identyczna.

* Przeksztalcamy dane rownanie prostej p tak, zeby wspolczynnik przy x wynosif 3.

~3+/5x - 4‘\@}# +2v5=0 «— obie strony réwnania dzielimy przez V5
-3x—-4y+2=0
Rownania =3x — 4y + 2 = 0 nie doprowadzimy do zadanej postaci.
_ _ , , [=3x—-4y+2=0 ) )
Rozwigzanie ukladu rownan { Sx4dy~2=0 prowadzi do wyznaczenia do-

ktadnie jednego punktu wspolnego prostych pik: (x,y) = ([}, %) Zatem pro-
ste p ik nie s3 rownolegle.

Odp.: Proste | oraz m sa réwnolegle do k, prosta p nie jest rownolegla do k.

Rownania prostych prostopadiych na plaszczyznie

Prosta [ jest prostopadla do prostej k:ax + by +c =0 (uz +b* # 0) wtedy
i tylko wtedy, gdy rownanie prostej / mozna zapisa¢ w postaci bx—ay+¢, = 0.

Dowaod

Zauwazmy, ze kazde rownanie ogolne prostej mozna przeksztalcic¢ do postaci, w kto-
rej przynajmniej jeden ze wspolczynnikow przy zmiennych x, y ma wartosc 1.

Rozwazymy wigc trzy mozliwe sytuacje.
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. a=0ib=1
Prosta k ma wtedy réwnanie y + ¢ = 0, czyli jest réwnolegla do osi x. Kazda
prostal prostopadla do k jest wiec prostopadta do osi x, czyli ma réwnanie postaci
x + p = 0. Zatem teza twierdzenia jest prawdziwa.

II. a=1ib=0
Prosta k ma réwnanie x + ¢ = 0, czyli jest rownolegla do osi y. Kazda prosta [
prostopadla do k ma wiec réwnanie postaci y + g = 0 lub inaczej —y —g = 0,
czyli teza twierdzenia jest prawdziwa.

ITI. ab # 0
Przeksztalcamy rownanie prostej k do postaci kierunkowej: y = —gx - E
Korzystamy z twierdzenia udowodnionego w klasie pierwszej: prosta [ prostopa-
dla do prostej k: y = mx + p (m # 0) ma rownanie postaci y = —ix +g.
Zatem:
I:y:gx+q I:bx-ay+aqg=0 LLbx—ay+c, =0 — ¢, =ay

Koniec dowodu

Przykiad @) « zad. 3.10

Napiszemy rownanie prostej / prostopadlej do prostej k: 2x+7y = 0 i przechodzacej
przez punkt A = (2\5, —\5),

Rozwiazanie

L7x-2y+c=0 —1 Lk
14V7 +2V7 +¢c=0 —A=(2V7, -V7) el
c=-16V\7

Odp.:L: 7x -2y —16V7 =0

Odlegtosc punktu od prostej

Przyktad €
Obliczymy odleglos¢ punktu P = (-2, 3) od prostej [: 3x -4y +1 = 0.

Rozwiazanie

Krok 1: Wyznaczymy réwnanie prostej k L [ i przechodzgcej przez punkt P.

Krok 2: Wyznaczymy wspolrzedne punktu Q przecigcia prostych [i k.

Krok 3: Obliczymy dlugos¢ odcinka PQ, ktora jest szukana odlegloscia punktu P

od prostej [,
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Mamy wiec (rachunki pozostawiamy do samodzielnego wykonania):
1.k:d4x+3y+c=0

-8+9+¢=0, stad ¢ = -1

k:dx+3y-1=0

3x-4y+1=0 i ™
2'{4:;”3;.«-1:[1’ St‘?dQ‘( )

2 2
3.]PQ|z\j(-;E+2) +(§;“3) = =2=

Odp.: Punkt P jest odlegly od prostej [ o %

Jesli przeprowadzimy powyzsze rozumowanie dla dowolnego punktu P = (x;, y,)
i dowolnej prostej ax + by + ¢ = 0, to po rachunkach, ktorych nie bedziemy tu
podawag, otrzymamy wzor na odleglos¢ punktu od prostej.

Twierdzenie

Odleglos¢ punktu P = (x,, y,) od prostej o réwnaniu ax + by + ¢ =0
(az +b* # ’D) jest rowna:
Iax{, + by, + cl

Va2 + b

Przyktad @) < zad. 3.11
Odleglos¢ punktu P = (1, -=5) od prostej x + 2y — 3 =0 jest rowna

1-10-3] _ 12 _12+5
VI+4 V5 5

Przyktad @) < zad. 3.15-3.17
Obliczymy pole trojkata ABC o wierzchotkach A = (-8, 0), B= (5, 1), C = (-2, 2).
Rozwiazanie

[ sposéb

Wykorzystamy wzor na pole trojkata: P = %a - h. Jako podstawe przyjmiemy bok
AB (wigc a = |AB|). Wowczas wysokos¢ h poprowadzona z wierzcholka C jest od-
legloscia punktu C od prostej AB. Mamy zatem:

a=|AB| = V(5 +8)2 +12 =170
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Réwnanie prostej AB zapisujemy w postaci y = mx + n i po podstawieniu wspol-
rzednych punktéw A i B mamy:

{{J=—3m+n
l=5m+n
1 8
m=—, n=—
13 13

Prosta AB ma rownanie: y = 1—13-.1: + %, a w postaci ogolnej: x — 13y +8 = 0.

Obliczamy odleglosc¢ punktu C od prostej AB, czyli wysokosc trojkata.
CN(=2)-13-2+8/ 20

h
V12 + 132 V170
| 20
P==-v170- — =10
2 V170
11 sposéb

Opisany powyzej sposob rozwigzania jest jedna z ogol-
nych metod stosowanych w takich zadaniach. Nato- Putlie Keatovey 15 pusis, $19

ktorego wspotrzedne sa
miast w tym konkretnym przypadku na pytanie mozna liczbami catkowitymi.
odpowiedzie¢ szybciej, poniewaz wierzcholki tréjkata
sa punktami kratowymi.
Zaznaczamy odpowiednie figury w ukladzie wspotrzednych.
vh
i | |
00 LS et S I S 1 | =3 (IS
hal o e N I T
| ) I U
A |
-8

Aby obliczy¢ pole trojkata ABC, nalezy od pola P prostokata odjac sume pol trzech
trojkatéw (na rysunku oznaczonych P, P, oraz P;).

PAB-‘LT:p-(Pl'i'Pl"'PS):]3'2-(%'2'5+%']-?+%-1-13)=]U

Odp.: Pole trojkata ABC jest réwne 10.

Przykiad @ zad, 3.18 Mierzenie odleglosci migdzy {f‘i }])

prostymi ma sens tylko wtedy,

Obliczymy odleglos¢ miedzy prostymi réwno- iy e roke sp ivinolegle.

legtymi kix+y-1=0ilx+y-3=0.
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Rozwiazanie
Wyznaczamy jakikolwiek punkt lezacy na jednej z prostych, np. punkt przecigcia pro-
stej k z osig y: (0, 1). Nastepnie obliczamy odleglos¢ tego punktu od drugiej proste;:

0+1-3 2

V124 12 _E:ﬁ

Odp.: Odleglos¢ migdzy prostymi jest rowna V2.

Przyktad ) « zad.3.25

Napiszemy rownania dwusiecznych katow utworzonych przez przecinajace si¢ pro-
ste kix—y+3=0im7x+y-5=0.

Rozwiazanie

Punkt P = (x, y) nalezy do dwusiecznej jednego z tych katow wtedy i tylko wtedy,

gdy jest rowno oddalony od obu prostych. Jego wspolrzedne spelniaja zatem row-
lx-y+3l |7x+y-5|

nanie

V2 VI 1
Mamy zatem:
lx-y+3| [7x+y-5|
V2 52
5x-y+3|=|7x+ y- 5| — la| = |b], wtedy i tylko wtedy, gdy a=b lub a = -b

5(x-y+3)=7x+y-5 lub 5(x-y+3)=-7x-y+5
2x+6y—-20=0 Ilub 12x-4y+10=0
x+3y-10=0 Jub 6x-2y+5=0

Dwusieczne katéw przyleglych sg prostopadle. Zauwazmy, ze wyznaczone proste
spelniaja warunek prostopadlosci.

Odp.: Szukanymi dwusiecznymi sa proste: x +3y-10=0, 6x—-2y+5=0.

W kazdym z zadan 3.1-3.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycle.

3.1. Wiskaz kat, ktory przybliza z dokladnoscia do 1° kat nachylenia prostej
y =-1,6x do osi x.
A. 58° B. 167° C. 122 D, ~122°

3.2. Wskaz prosty, ktéra tworzy z osia x kat o mierze 150°.
A V3x+y+3=0 C. V3x+2y-5=0
B. V3x+3y—-11=0 D. V3x-3y+3=0
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3.3. Wskaz prosta réwnolegla do prostej x — V3y + V2 = 0.

A x—y+V2=0 C. V3x-3y-11=0
B.x+w"§y+\5=ﬂ D.x-y-1=0

3.4. Napisz rownanie prostej postaci y = ax, ktora tworzy z osig x podany kat.
a) 150° c) 60°

b} 1357 d) 30°

3.5. Wyznacz kat nachylenia prostej do osi x. Wynik podaj z dokladnoscia do 1°.

a) y=0,6x c) y=9x e) y=0,06x

b) y=-2,6x d) y=-14x fy y=-01lx

3.6. Napisz réwnanie prostej [ nachylonej do osi x pod katem « i przechodzacej
przez punkt P.

a) @ =45° P=(4,18) d) «=120° P=(+3,2)

b) a=60° P=(51) e) a=0° P=(-3,-2)

¢) a=30"° P=(-50) f) «=135° P=(0,-7)

3.7. Napisz rownanie prostej [ rownoleglej do prostej k i przechodzacej przez

punkt P,

a) k:9x—2y+1=0, P=(0,-3) d) k:6x—5y+19=0, P= (-2, -3)

b) k:2x+3y—10=0, P=(1, 1) e) k:x+11y-21=0, P=(-V2, 12)
c) k:7x+y-18=0, P=(5,0) ) k:5x+V3y-18=0, P=(2, -V3)
3.8. Sprawdz, czy proste /i p sa rownolegle do prostej k.

a) kix-2y+9=0 I:2x-4y+7=0 p:3x+2y-1=0
b) k:=3x+y+7=0 9x+3y-vV2=0 p6x—2y+11=0
Q) ki V7x+2V7y+3V7=0 -6x-12y+7=0 p:3x+6y+V2=0
d) k:x+y=0 E3x-3y+5=0 p:—l%x+-§y+?=(}

3.9. W réwnolegloboku ABCD dane s3 wierzcholek C = (10, 4) oraz rownania
bokéw AB:y =11 AD:3x -2y -4 = 0. Oblicz dlugoéci bokdw i przekatnych tego
réwnolegloboku.

3.10. Napisz rownanie ogolne prostej | prostopadlej do prostej k i przechodzacej

przez punkt P.
a) k:8x+3y-1=0, P=(-2,-2) d) k: V3x+ V2y+1=0, P=(0, 0)
b) k:5x+ 11y =0, P= (-1, -5) e) k:ex—-2y+17=0, P=(3,-2)

c) k:\fﬁx~3y+2\5=0,P=([}, \5) ) k:4x+?y+m=[],P=(\ﬁ,l)



3. Polozenie prostych na plaszczyzZnie kartezjanskiej

3.11. Wyznacz odlegloéci punktow A = (4, 1), B = (0, 2), C = (2, 2) od prostej
orownaniu 3x —4y+2 = 0.

3.12. Wyznacz odlegloéci punktow A = (2,0), B = (3,-2), C = (-3, -7) od
prostej o rownaniu y = 2x — 1.

3.13. Wyznacz odleglos¢ punktu przecigcia prostych o réwnaniach y = --Zix +2

i y=x-5 odprostej o rownaniu y = —-x + 3.

3 14. W}fznacz Udleglﬂé& punktu P = (3, 0) od prostej przechodzacej przez punkty
=(1, -3) i (-4, 9).

3.15. Oblicz pole trojkata ABC o podanych wierzchotkach.
a) A=(5,5) B=(-2,4) C=(-1, -3)
b) A=(-4,-2) B=(l,5) C=(-3,6)

3.16. Boki trojkata zawieraja si¢ w prostych: 4x +3y -21 =0, x+ 2y -4 = 0,
3x+ y—7 = 0. Wyznacz wspélrzedne wierzchotkow tego trojkata i oblicz jego pole.

3.17. Narysuj w ukladzie wspotrzednych czworokat ABCD i oblicz jego obwdd oraz

pole.

a) A= (4, -2) Bi=(2 1) C=(-32) D=(1, -4)
b) A=(7, 2) B=(54) C=(-1,-2) D=(1, -4)
c) A=(-1,0) B=(1, 3) C = (-2, 5) D=(-4,2)
d) A=(-4,0) B=(1,-5) C=(2,2) D= (-2, 4)

3.18. W tréjkacie prostokatnym ABC kat przy wierzchotku C jest prosty
oraz A = (11, 6) i B = (0, 9). Przyprostokatna CB zawiera si¢ w prostej o rownaniu
y ==3x+ 9. Oblicz wspodlrzedne punktu C oraz dlugosci bokow tego trojkata.

3.19. Wyznacz odleglo$¢ migdzy prostymi k i [.

a) k:3x+4y =0 :3x+4y+10=0
b) ix-2y+1=0 ILx-2y-4=0
c) kry=x Ly=x-3

1 1
d}k.y-—§x+2 f.y——gx—]

3.20. Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka AB.
H) A=(_31 -1}1 B=(3:~ 5) C} A=(1:_1}1 B=(_21 5)
b) A=(0, 2), B=(8,0) d) A=(-5,6), B=(3,1)
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3.21. W trojkacie ABC dane sg wierzchotki A = (2, 7), B = (-1, 4), C = (5, 2).
Wyznacz rownanie wysokosci AD tego trojkata.

3.22. W trojkacie rownoramiennym ABC (|AC| = [BC|) dane sg wspélrzedne
wierzcholkow A = (5, 2) i B = (-1, 4). Punkt C lezy na prostej k: 2x-3y+19 = 0.
Wyznacz wspolrzedne wierzchotka C.

* 3.23. W trapezie prostokatnym ABCD o podstawach AB i CD dane sa wspolrzedne
wierzchotkow A = (-2, -2), B= (8, 3), C = (3, 8). Oblicz pole tego trapezu.

+ 3.24. W trojkacie ABC o katach <CAB = 60° i 4ABC = 45° dane s wspolrzedne
wierzchotkéw A = (0, 0) i B = (8, 0). Wyznacz wspolrzedne wierzchotka C.

3.25. Boki trojkata sa zawarte w prostych: 4x +3y-21=0, x+ 2y -4 =0,

x+y-7=0.

a) Wyznacz wierzcholki tego trojkata.

b) Napisz rownania prostych, w ktérych zawieraja sie dwusieczne katéw wewnetrz-
nych tego trojkata.

1

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Prosta o rownaniu x —2y -1 =0 jest
. rownolegla do prostej 2x — y -1 = 0.
prostopadia do prostej 2x+ y +2 = 0.

SIS

oddalona o % od prostej x —2y -3 = 0.

2. Napisz rownanie symetralnej odcinka o koricach A = (-1, 2) i B = (5, —4).

3. Obliczpole tréjkata ABC o wierzchotkach A = (1, 2),B=(4,8)iC = (-—-%, %3)
4. W trojkacie ABC dane s3 wspolrzedne wierzchotka A = (-4, -2) oraz réwnania
wysokoéci BD:2x + y—2 = 0 i CE: x — 4y + 8 = 0. Wyznacz wspélrzedne
wierzchotkow B i C.

5. Napisz rownania dwusiecznych katéw zawartych miedzy prostymi x+ y -4 =0
i 7x—y+4=0.



4. Rownanie okregu.
Nierownosc¢ opisujgca koto

Umiejetnosci:

* opisywanie okregu za pomocg rownania (x — a}2 +(y - .b}2 —31

lub x2+y2-—2.ax—2by+c=0

2

* opisywanie kota za pomocag nierownosci (x — a) + (y - b}g Sr

lub x2+y2—2ax—2by+c£0

Rownanie okregu

Okregiem o srodku Sipromieniu r nazywamy zbior wszystkich punktow plaszczyzny
oddalonych o r od punktu S. Punkt P = (x, y) nalezy zatem do okregu o srodku
S =(a, b) i promieniur (r > 0) wtedy i tylko wtedy, gdy:

ISP| = r

Po podstawieniu wspoélrzednych punk-
tow S i P do wzoru na odleglos¢ otrzy-
mujemy réwnanie:

\f{x—a)3+(y—b]2 =¥
Obie strony tego rownania sa liczbami

dodatnimi, zatem mozemy je podniesc
do kwadratu i otrzymamy:

(x-a]z+(y—b}‘?‘ =y

Réwnanie (x—a)’+(y—b)* =1*

Réwnania f(x) = g(x) i f x) = gEEx} ([{" @
nie musza by¢ rownowazne, tzn. najczesciej
maja rozne zbiory rozwigzan. Na przyklad
rozwigzaniem réwnania x = 2 jest tylko
liczba 2, natomiast rozwigzaniami réwnania
x" =4 sg dwie liczby: 2 oraz -2,

Jezeli chcemy podnies¢ rownanie f(x) = g(x)
stronami do kwadratu i otrzymac réwnanie
rownowazne, lo rownoczesnie musimy
zalozyé, ze f(x) i g(x) maja ten sam znak -
s3 albo niedodatnie, albo nieujemne.

, r > 0, opisuje na plaszczyZnie kartezjaniskiej
okrag o srodku S = (a, b) ipromieniu r.

Réwnanie (x —a)’ + (y -b)* =r°

kanoniczne;j.

Przykiad €) < zad. 4.4

, ¥ > 0 nazywamy rownaniem okregu w postaci

Zapiszemy rownanie okregu o danym srodku S i promieniu r.
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Rozwiazanie
a) S=15)% F=3
Do wzoru (x —a)* + (y - b)* = ¥* podstawiamy a = 1, b =5, r = 3 i otrzymu-
jemy rownanie (x — 1)* + (y— 5)* = 9.
b) $=(-2,3), r=1+2
Réwnanie tego okregu ma postaé: (x +2)* + (y - 3)* = 2.
c) §=(3,0), r=1
Réwnanie okregu ma postac: (x — N4 y‘j‘ = 1.

Przyktad @) « zad. 4.5

Sprawdzimy, czy dane rownanie opisuje okrag. Jesli tak, odczytamy wspotrzedne jego

srodka i promien.

a) x2+{y-4)2 = 1

b) (x+ \5)2+(3—y}2 =5

Q) (x-3V+(2y-3°=1

d) (x-5)°+(y+8)°=-4

e) (x-5 +(y+3)7=0

Rozwiazanie

a) Rownanie opisuje okrag o srodku S = (0, 4) i promieniu r = 1.

b) Réwnanie mozna zapisaé w postaci (x + \."-?')2 +(y-3) = (\@)2, wiec opisuje
ono okrag o srodku S = (-v"i 3) i promieniu 7 = V/5.

c) Rownanie nie opisuje okregu, poniewaz nie mozna go zapisa¢ w postaci
(x-a)* +(y-b)} =+

d) Réownanie nie opisuje okregu. Zadna para liczb (x, y) go nie spelnia. Réwnanie
opisuje zbior pusty.

e) Réwnanie opisuje zbior jednoelementowy. Tylko wspdlrzedne punktu (5, -3)
spelniajg to réwnanie.

Przyktad €) < zad. 4.8
Napiszemy rownanie okregu o srodku S = (1, -9) przechodzacego przez punkt
A = (0, 2).
Rozwiazanie
Szukane rdwnanie ma postac (x — 1}2 +(y+ ‘Ez'l)2 =7’
Promien r tego okregu jest rowny odleglosci jego srodka S od punktu A. Wystarczy
obliczy¢ kwadrat tej odleglosci:
P =(1-07+(-9-2)" =1 +11° = 122
Odp.: (x - 1)* + (y +9)* = 122



4. Réwnanie okregu. Nierdwnosc opisujaca kolo

Réwnanie okregu jest czesto zapisywane w innej postaci. Prowadzace do niej prze-
ksztalcenia zapiszemy rownolegle - dla konkretnego okregu oraz dla ogdlnych
danych.

Réwnanie okregu: Réwnanie okrggu:
(x—2]2+{y+1}2=25 {x—a}2+{y—b)2=r3
Srodek: S = (2, -1) Srodek: S = (a,b)

Promien: r =5 Promien: r

Wykonujemy dziatania po lewej stronie réwnania.

X -4x+4+y +2y+1=125 x> -2ax+a*+y -2by+b =1

Porzadkujemy wyrazenie.
X +y—4x+2y-20=0 x>+ 9y -2ax-2by+a’ +b -r* =0

Jezeli wprowadzimy oznaczenie ¢ = a’ +b* —r*, to w prawej kolumnie tabeli otrzy-
mamy réwnanie postaci:

x3+y2—2ax—25y+c=ﬂ
Takie rownanie opisuje okrag, o ile promien r niewystepujacy bezposrednio w row-
naniu jest dodatni. Sprawdzmy, jakie zatem zalozenia musza spelni¢ wspoélczynniki
a, bic. Mamy:

c=a’+b’ -1 stad P =a +b* - ¢

zatem r > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a* +b* — ¢ > 0. Wowczas r = Va® + b2 —c.

Réwnanie x° + yz — 2ax - 2by + ¢ = 0, wktorym a, b, ¢ € R, opisuje na
plaszczyznie kartezjanskiej okrag o srodku S = (a, b) i promieniu
r = Va? + b2 — ¢, oile spelnione jest zalozenie a° + b° > c.

Réwnanie x° + y* —2ax —2by +¢ = 0, gdy a’ +b* > ¢, nazywamy réwnaniem
okregu w postaci ogolnej.

Przyktad @) < zad. 4.9

Zbadamy, jaki zbior jest opisany za pomoca podanego réwnania.
a) x2—2x+y1+6y+6={]

b) x>+ -8y+17=0

Q) ¥+ -2V2x+2=0
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Rozwiazanie

a) x2-2x+y1+6y+6=0 —a=1,b=-3¢c=6
Sprawdzamy, czy a* +b* > ¢:
14956

r=vVat+b*-c=2
Odp.: Jest to roGwnanie okregu o $rodku S = (1, —3) i promieniu 2.

b) x>+ -8y +17=0 —a=0,b=4,c=17
Sprawdzamy warunek a’ + b* > ¢
0+16 <17

Odp.: Podane réwnanie opisuje zbior pusty.

c) x2+y2—2vﬁx+2=ﬂ —a=vV2,b=0,c=2

Sprawdzamy warunek a” + b* > ¢:
2+0=2
Réwnanie nie opisuje okregu. Mozna je zapisa¢ w postaci (.x - \5)1 + yz = 0.

Odp.: Za pomoca podanego réwnania opisany jest punkt o wspétrzednych ( V2, ﬂ).

Przyktad @) < zad. 4.20

Napiszemy rownanie okregu opisanego na trojkacie o bokach zawartych w prostych
2x=-y+3=0,x-y=0o0raz x-1=0,

Rozwiazanie

I sposob

Na rysunku mamy pomocniczy szkic sytuacji X

podanej w zadaniu. k\ ’ /
NS o 4

Opiszemy etapy konstruowania okregu opi- R, %

sanego na trojkacie. o A

Nalezy wyznaczy¢ kolejno:

Krok 1: Wierzchotki tréjkata — oznaczmy je
A,BiC.

Krok 2: Rownania symetralnych k i [ dwoch
wybranych bokéw tréjkata ABC.

Krok 3: Punkt S przeciecia tych symetralnych bedacy srodkiem szukanego okregu.

Krok 4: Odleglos¢ punktu S od jednego z wierzcholkow trojkata, bedaca promie-
niem r szukanego okregu.



4. Réwnanie okregu. Nierdwnosc opisujaca kolo

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku:
prosta AC:2x -y +3 =0, prosta AB:x- y =0, prosta BC:x—-1=0.

Wykonujemy kolejne kroki.

1. Rozwigzujemy trzy uklady réwnan (przeksztalcenia rachunkowe zostawiamy do
samodzielnego wykonania):
2x-y+3=0 x-y=0 2x—y+3=0
{x-y=ﬂ {x—lzﬂ {x—lzt}
i otrzymujemy: A = (-3, -3), B=(1,1) i C=(1, 5).

2. Wyznaczamy réwnania symetralnych k, [ bokéw AB i BC.

e (-1,-1) «—— wspodlrzedne srodka boku AB
kx+y+c=0 «——k L AB
c=2 —(-1,-1) ek
kx+y+2=0
* (1,3) —— wspolrzedne $rodka boku BC
Ly+c=0 «—11BC
c=-3 —(1,3) el
Ly-3=0
3. Rozwiazaniem ukladu réwnan:
x+y+2=0
{y-3=0

sa wspolrzedne srodka szukanego okregu: S = (-5, 3).

4.1% = |SCI* =36 + 4 = 40
Odp.: (x + 5)° + (y- 3)* = 40

I sposob
Wyznaczamy (jak w I sposobie) wspolrzedne wierzchotkow A, B, C trojkata.

Niech S = (a,b) bedzie srodkiem szukanego okregu, a r - jego promieniem. Okrag
przechodzi przez punkty A = (-3, -3), B=(1,1) i C = (1, 5), wiec wspdlrzedne
kazdego z tych punktéw spelniaja réwnanie okregu (x —a)® + (y - b)* = r°.
Otrzymujemy uklad réwnan:

(-3-a)’ +(-3-b)’ =7°

(1-a)+(1-b)’=r"

(1-a)’+G-b)"=r
Zauwazmy, ze prawe strony wszystkich rownan sa identyczne.
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Skoro r* = (=3 —a)® + (-3 — b)*, mozemy zapisa¢ podany uktad réwnan w postaci:
{{1 —a)’ +(1-b)’ =(-3-a)* + (-3 -b)’
(1-a)’+(5-b)* = (-3-a)’ + (-3 -b)°
Po przeksztalceniach otrzymujemy kolejno:

{1—~2a+a2+1—-Zb+52=9+6a+az+9+ﬁb+bz
1-2a+a*+25-10b+b* =9+6a+a*+9+6b+b*
{—Sa—8b=16 {a+b=—2 {a=—5
—8a - 16b = -8 a+2b=1 b=3

Obliczamy e
2 2 2 . g
r"=(-3+5)+(-3-3)", czyli r =40
Zatem S = (=5, 3) i r* = 40.
Odp.: (x +5)° + (y - 3)* =40

Nierownosc¢ opisujaca koto

Przypomnijmy:
Punkt P = (x, y) nalezy do kola o §rodku S = (a, b) i promieniur (r > 0) wtedy
i tylko wtedy, gdy |SP| < r.

Nieré6wnos¢ (x —a)” + (y —b)* < r%, r > 0, opisuje na plaszczyZnie kartezjani-
skiej kolo o srodku S = (a, b) i promieniu r.

Nier6wnosé¢ (x—a)®+(y—b)* > r* opisuje na plaszczynie kartezjariskiej zbior
punktéw lezacych na zewnatrz tego kola.

Po przeksztalceniach analogicznych do wykonanych z rownaniem okregu otrzyma-
my kolejno:

(x-a)+(y-b’ <+’

2, .2 3, g2 2

xX"+y —2ax-2by+a +b"-r <0
czyli:

x*+y* —2ax-2by+c<0, gdzie c=a’ +b° —r’
Ta nieréwnos¢ opisuje kolo o srodku S = (a, b) i promieniu r > 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy a’ +b° — ¢ > 0. Dla takich a, b, ¢ mamy r = Va2 + b? —c.



4. Réwnanie okregu. Nierdwnosc opisujaca kolo

Nierownoé¢ x° + y* —2ax —2by + ¢ < 0 opisuje na plaszczyznie kartezjariskiej
kolo o érodku S = (a, b) i promieniu r wtedy i tylko wtedy, gdy a*+b>—c > 0.
Wtedy r = Va2 + b — ¢, a nierbwnoé¢ x° + y° — 2ax — 2by + ¢ > 0 opisuje

zbiér punktéw lezacych na zewnatrz tego kola.

Przykiad )

Sprawdzimy, ktore z punktow: A = (-2, 2), B = (2, 2= 2\5), C=(3)5),
D = (-1, 0) naleza do kola o srodku S = (1, 2) i promieniu 3.

Rozwiazanie

Nieréwnoé¢ opisujaca to koto ma postaé (x —1)* + (y - 2)* < 9.
Aby sprawdzi¢ polozenie punktu wzgledem kola, podstawiamy wspotrzedne punktu

do lewej strony tej nieréwnosci.

o (=2-1*+(2-2%=(-3%+0=9<9

— A=(-22)

Punkt A nalezy do okregu o $rodku S = (1, 2) i promieniu 3. Okrag ten jest brzegiem

danego kota, wigc punkt A nalezy do tego kola.

« 2-1+(2-2v2-2)"=1+8=9%9

«— B=(2,2-2V3)

Punkt B nalezy do okregu, ktory jest brzegiem danego kola, wiec nalezy do tego kola.

e B3-1+(5-2=4+9=13>9

Punkt C nie nalezy do kota. Wspélrzedne punktu C
spelniaja nierownos¢ (x — 1)2 +(y - 2]|2 > 3%, zatem
C lezy na zewnatrz kola o srodku S i promieniu 3.

o (-1-1*+(0-22=4+4=8<9 —D=(-1,0)
Punkt D nalezy do kola o §rodku S i promieniu 3.

Obok zamieszczamy ilustracje zadania.

Odp.: Punkty A, B oraz D naleza do podanego kola.

Przykiad @) « zad. 4.22

—C=(35

Wykazemy, ze odcinek AB o koncach A = (-1, 6), B = (1, 4) ma dokladnie jeden
punkt wspélny z okregiem o réwnaniu x° + y* + 10x — 8y + 16 = 0.
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Dowdd
Sprawdzamy polozenie koricow odcinka wzgledem okregu. W tym celu podstawiamy
ich wspolrzedne do rownania okregu. Dla punktu A mamy:

1+36-10-48+16<0

czyli punkt A lezy wewnatrz kola ograniczonego tym okregiem.
Dla punktu B mamy:

1+164+410-32+16>0

czyli punkt B lezy na zewnatrz tego kola.
Zatem odcinek AB ma dokladnie jeden punkt wspolny z danym okregiem.

Koniec dowodu

W kazdym z zadan 4.1-4.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

4.1. Wskaz punkt lezacy na okrggu o rownaniu (x — 3)* + (y + 4)* = 16.
A. (3,0) B. (3, —4) C. (-3, -4) D. (-3, 0)

4.2. Odleglos¢ miedzy $rodkami okregéw o réwnaniach (x +2)° + (y - 1)° = 16
oraz (x —3)° + y* = 8 jest réwna

A. V26. B. 2V26. C. 8. D. 4+ V8.

4.3. Odcinek o koncach P = (0, 0), Q = (8, 6) jest srednica okregu o rownaniu
A. (x+4)° +(y+3) =25. C.(x-4)+(y+3) =5.

B. (x-4)* + (y-3)* =25 D. (x+4)* +(y-3)* =5

4.4. Napisz rownanie okregu o $rodku S i promieniu r.

a) S=(0,0) r=11 c) §$=(0,5) r=3V2

b) § = (-2, -5) r=1 d) S = (6, —4) r=5

4.5. Jaki zbior punktéw plaszczyzny kartezjanskiej jest opisany za pomoca podanego
réwnania?

a) (x+2)2+{y-5)2=0 b) x2+y2=2

4.6. Odczytaj z rdwnania $rodek i promien okregu.

a) (x+3)+(y+11)* =5 b) x>+ y* =196

4.7. Sprawdz, czy punkty A, B nalezg do okregu o podanym réwnaniu.
a) (x—4)+(y-3)"=4 A=(6,3), B=(2,5)

b) (x+2)°+(y-11%=9 A=(2,0), B=(1,1)



4. Réwnanie okregu. Nierdwnosc opisujaca kolo

4.8. Do okreguosrodku S = (4, 3) nalezy punkt A = (8, 0). Napisz réwnanie tego
okregu.

4.9. Jaki zbior punktow plaszczyzny kartezjaniskiej jest opisany za pomoca podanego
rownania?

a) X +y +4x+5=0 b) X’ + y* +4x+1=0

4.10. Odczytaj z rownania $rodek i promien okregu.

a) X’ +y —2x+4y—4=0 ¢) X+ +2x—4y—-20=0
b) x*+ y* —6x+10y+30=0 d) x>+ y° +8x+ 16y +79 =0

4.11. Dane sa wspolrzedne srodka Si promien r okregu. Zapisz réGwnanie tego okre-
gu w postaci x° + yz - 2ax-2by+c=0.
a) $=(7,-1), r=3 b) S$=(-5,-9), r=+5

4.12. Napisz rownanie okregu o srodku w punkcie S = (-2, 5) stycznego
a) do osi x. b) do osi y.

4.13. Napisz réwnanie okregu o promieniu 4, ktory jest styczny do obu osi ukladu
wspolrzednych.
4.14. Napisz rownanie okregu, ktorego promien wynosi 3, srodek lezy na osi y i kto-

ry jest styczny do osi x.

4.15. Napisz rownanie okregu stycznego do osi x w punkcie A = (2, 0) i przecho-
dzacego przez punkt
a) B=(5, 3). b) B=(7,5).

4.16. Napisz rownanie okregu przechodzacego przez punkt A = (9, 8) i stycznego
do obu osi ukladu wspoélrzednych.

4.17. Napisz rownanie okregu przechodzacego przez punkt A = (-1, 2) i wspol-
srodkowego z okregiem o réownaniu (x - 2)l +(y— 2}2 =1,

4.18. Napisz rownanie okregu przechodzacego przez punkty A = (5, 1)
i B=(2, -2), ktorego srodek lezy na prostej y — 1 = 0.

4.19. Napisz rownanie okregu opisanego na trojkacie ABC.
a) A=(5 1), B=(4,6),C=(-1,5) by A=(10), B=(52),C=(2, 3)

4.20. Napisz rownanie okregu opisanego na trojkacie, ktorego boki zawieraja si¢
w prostych o rownaniach: y=3x-9, 2x+y-1=01i y=-x+3.

4.21. Punkty P = (1, -1) i Q = (5, 3) sa przeciwleglymi wierzchotkami kwadratu.
Napisz rownanie okregu opisanego na tym kwadracie,

145 N
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©

4.22, Wykaz, ze odcinek AB ma dokladnie jeden punkt wspdlny z okregiem o po-
danym réwnaniu.

a) A=(3,1), B=(-2,3) (x+1)2+(y-6)* =25
b) A=(6,1), B=(5,2) (x-3+(y-37=9
c) A=(-4,1), B=(-3,-2) oy +ax+2y+1=0
d) A=(0,4), B=(-2,2) X+ Y +2x+4y-13=0

* 4.23. Napisz rownanie okregu wpisanego w trojkat, ktorego boki zawieraja sie

w prostych o rownaniach: x =5=0, 3x -4y +21 =0 i 4x+3y+28 =0.

4.24. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie x*+2x+ yz —4y+m = 0 opisuje
okrag o promieniu 17

4.25. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie x° + y* —6x+4y+m = 0 opisuje
okrag? Jakie sa wspoélrzedne srodka i promien takiego okregu?

+ 4.26. Zaznacz zbior wszystkich punktow plaszczyzny kartezjanskiej, ktorych wspot-

rzedne spelniaja rownanie (x + |x])* + (y + [y])* = 36.
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1. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.

A. Okrag o érodku S = (=9, 0) i promieniu r = V2 mozna opisa¢ za pomoca
rownania (x + 9)2 - yz =

B. Punkt M = (‘\5— 9, D) nalezy do okregu o §rodku S = (-9, 0) i promieniu
r=v2

C. Punkt N = (\ﬁ— - —]) lezy na zewnatrz kola o srodku S = (-9, 0) i promieniu
=

2. Dane sa punkty M = (=5, 8) i N = (3, 2). Napisz rownanie okregu, ktérego
srednica jest odcinek MN.

3. Napisz rownanie okreggu stycznego do osi y, ktorego srodek jest punktem prze-
cigcia prostych 2x —y+4=01i x-2y+2=0.

4. Napisz rownanie okregu opisanego na tréjkacie o wierzchotkach A = (0, 2),
B=(9, -1), C=(8, 6).

S. Dane sg punkty: A = (0,1), B =(3,0), C = (4, 3), D = (1, 4). Wykaz, ze
czworokat ABCD jest kwadratem i napisz rownanie opisanego na nim okregu.



5. Okrag i prosta. Dwa okregi

Umiejetnosci:

« okreslanie wzajemnego potozenia prostej | okregu (kota) oraz dwoch okregow
* wyznaczanie punktow wspolnych prostej i okregu oraz dwoch okregow

* wyznaczanie rownania stycznej do okregu

Okrag i prosta

Prosta i okrag mozemy opisa¢ za pomoca rownan, zatem wyznaczenie punktow
wspolnych tych dwoch figur sprowadza si¢ do rozwiazania uktadu rownan:

{x—u]2+(y—b}2 =¢’
px+qy+m=0

wktérym r > 0 oraz p* +4° #0.

Przyktad €) < zad. 55

Z wykresu przedstawiajacego okrag o srodku

S =(2, =3) ipromieniu r = 5 oraz prostg o row-
naniu 4x + 3y + 1 = 0 mozemy odczytac ich
punkty wspolne: A = (-1,1) i B = (5, =7).
Sprawdzimy rachunkowo, czy wspolrzedne tych
punktow zostaly poprawnie odczytane.

Rozwiazanie

Aby sprawdzi¢, czy wspolrzedne punktéw zostaty
odczytane poprawnie, podstawiamy je do ukladu
réwnan opisujacych okrag i prosta.

{{x—2}2+{y+3)1=25

4x+3y+1=0
{9+16=25 AR {9"'16:25 —B=(5-7)
-4+3+1=0 20-21+1=0

Dla kazdego z punktéw obydwie rownosci sg prawdziwe. Zatem wspolrzedne punk-
tow przeciecia okregu z prosta zostaly poprawnie odczytane z rysunku.

Przykiad @) < zad. 5.6
Wyznaczymy punkty wspolne prostej 2x+y—7 = 0 iokregu x*+4x+ yZ—Z y=15=0,
a nastepnie wykonamy ilustracje graficzng rozwiazania.
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Rozwiazanie

y==20+7

{x2+4x+y1—2y—15:0

y==-2x+7
{x2+4x+{—2x+?}2 -2(-2x+7)-15=0 «— podstawiamy y = -2x+7
y==-2x+7 y=-2x+7
{f—4x+4=u }u—2f=0

Jedynym pierwiastkiem drugiego rownania jest liczba 2. Zatem rozwigzaniem ukladu
jest jedna para liczb: x =2, y = 3.
Prostaiokrag maja wiec jeden punkt wspdlny, czy-
li prosta jest styczna do okregu w punkcie (2, 3).
Zeby zilustrowaé t¢ sytuacje na plaszczyznie kar-
tezjanskiej, wyznaczymy srodek okregu.
X +4x+y*-2y-15=0
x2+4x+4+y2—2y+ 1-15=5
(x+2+(y-1)>=20

Rownanie opisuje okrag o srodku S = (-2, 1)

1 promieniu r = V20. Rysunek mozemy tatwo
wykonac bez znajdowania odcinka o dlugosci r,
bo wiemy juz, ze punkt (2, 3) lezy na okregu.

Odp.: Prosta jest styczna do okregu w punkcie (2, 3).

Przykiad €)
Zbadamy wzajemne polozenie prostej y = x + 3 iokregu x* + (y +2)* = 9.
Rozwiazanie
y=x+3 y=x+3

{x2+(y+2)2=9 {x1+5x+8:[}
Wyréznik réwnania kwadratowego jest rowny
A =25 - 32 = -7, czyli rownanie nie ma rozwia-
zan. Zatem uklad rownan takze ich nie ma. Okrag
i prosta nie maja punktéw wspolnych. Mozna to
réwniez odczytac z rysunku.

Innym sposobem rozwiazania jest obliczenie od-
leglodci érodka okregu od prostej i poréwnanie jej

Z promieniem.

Odp.: Prosta nie ma punktéw wspdlnych z okregiem.
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Zbadamy teraz, jaka figurg jest zbiér punktéow plaszczyzny kartezjanskiej opisany za
pomoca uktadu warunkow:

(x-a)+(y-b<r
px+gy+m=0
wktérym r > 0 oraz p* +4° #0.

Pierwszy warunek opisuje kolo o érodku S = (a, b) i promieniu r, drugi jest row-
naniem prostej, nazwijmy ja k. Punkt (x, y) spelnia podany uklad warunkéw, gdy
nalezy do kazdej z tych figur. Sa trzy mozliwosci.

[.  Odleglo$¢ punktu S = (a, b) od prostej k jest mniejsza od r:
wtedy prosta k przecina kolo, czyli punkty wspolne obu figur tworza odcinek -
opisywany zbior jest odcinkiem (rys. 1).

II. Odleglos¢ punktu S = (a, b) od prostej k jest rowna r:
wtedy prosta k jest styczna do kofa, czyli jedynym punktem wspoélnym tych figur
jest punkt stycznosci - opisywany zbior jest jednoelementowy (rys. 2).

I1I. Odleglos¢ punktu S = (a, b) od prostej k jest wigksza od r:
wtedy prosta k jest rozlaczna z kolem, czyli figury nie maja punktow wspolnych
- opisywany zbidr jest zbiorem pustym (rys. 3).

odcinek punkt zbior pusty
o8 [ [ [ ]]] EIRP==w W=7

Rys. 1 Rys. 2 Rys. 3

Przyktad @) « zad. 5.13

Jaki zbiér punktéw plaszezyzny kartezjanskiej jest opisany za pomoca ukladu warun-

e {(x—4]'+{y—2}'s§ll?
y=3-25x

Rozwiazanie
Nierownosé (x — 4}2 +(y - 2)2 < 11 opisuje kolo o $rodku S = (4, 2) i promieniu
r = v11. Natomiast y =3 -2,5x jest rownaniem kierunkowym prostej.
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Zapiszemy rownanie prostej, nazwijmy ja k, w postaci ogolnej:
k:25x+y-3=0
czyli k:5x+2y-6=0.
Sprawdzamy, jaka jest zalezno$¢ miedzy odlegloscig punktu S od prostej k a promie-
niem r kola.
20+4-6] _ 18 _ 18V29
V54 VB 2

= 3,34 «—— odleglos¢ §rodka S od prostej k

Zauwazmy, ze V11 < 3,32, natomiast 18v29 > 3,32, Otrzymalismy uklad nieréw-
NoSci:
18;;2_9 3,32 =11

Zatem prosta o rownaniu y = 3 — 2,5x nie ma punktéw wspolnych z kolem opisa-
nym za pomoca nieréwnosci (x — 4)2 +(y - 2}2 < 11.

Odp.: Opisany zbidr jest zbiorem pustym.

Przykiad @) « zad.5.15
Okrag o érodku S = (1, 2) przechodzi przez punkt M = (-2, 1). Napiszemy row-

nanie stycznej do tego okregu w punkcie M.

Rozwiazanie
Szukana styczna (oznaczmy ja k) jest prostopadta do prostej MS, jej rownanie mozna
zapisa¢ w postaci kierunkowej:

k:y=ax+b
Do wyznaczenia wspolczynnika a potrzebny jest wspotczynnik kierunkowy m prostej
MS: y =mx + p.
2=mrp dstawi rzed ktéw S i M
1 = —2m + p — podslawiamy wspolrzedne punklow 51

]- " . . - " - . rr
Stad m = 3 Zauwazmy, ze do rozwiazania zadania nie jest potrzebna wartos¢ p.

I
a=—-—=-3
m

k:y=-3x+b
1=6+b «— szukana styczna przechodzi przez punkt M
k:y=-3x-5

Odp.: Styczna ma rownanie y = —=3x — 5.
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Przyktad @) < zad.5.18

Napiszemy réwnania stycznych do okregu x* + y* —2x+6y +5 = 0 prostopadlych
do prostej I: x — 2y = 0.

Rozwiazanie
Zadanie rozwigzemy trzema sposobami. W pierwszym odwolamy si¢ do konstruk-
cyjnego wyznaczania stycznych, a w pozostalych pokazemy metode rachunkowa.

[ sposdb
Konstrukcja stycznych opisanych w zadaniu prze-

biega nastepujaco:
Krok 1: Przez $rodek okregu prowadzimy prosta k
rownolegla do /.

Krok 2: Wyznaczamy punkty M i N przeciecia
okregu prosta k. Sa to punkty stycznosci
szukanych stycznych (na rysunku oznaczo-
nych s, 5,).

Krok 3: Przez punkty M i N prowadzimy proste s,
i s, prostopadle do [.

Wykonujemy kolejne kroki.

1. Z réwnania okregu x°+ y° =2x+6y+5 = 0 odczytujemy jego érodek S = (1, -3).
Nastepnie znajdujemy rownanie prostej k, rownoleglej do prostej [ i przechodzacej
przez S.

k:x—2y+c=0
l1+6+c=0 —Sek
k:x-2y-7=0

2. Rozwigzujemy uklad rownan:

x2+y3—2x+6y+5:0
x-2y-7=0

o _ =3 lub x =]
i otrzymujemy y= =2 u y = -4

Zatem M = (3, -2), N = (-1, —-4).

3. Znajdujemy réwnania stycznych s, i s,.
$;:2x+y+c=016-2+c¢c=0 —s LliMes,
s;:2x+y—-4=0
$,:2x+y+c=01-2-4+¢c=0 —s, LliNes,
$3:2x+ y+6=0

151
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I1 sposéb
Prosta jest styczna do okregu o $rodku S i promieniu r wtedy i tylko wtedy, gdy od-

leglos¢ punktu S od tej prostej jest rowna r.

Okrag dany w zadaniu ma érodek S = (1, =3) i promien /5.

Kazda prosta prostopadla do prostej I mozna opisaé za pomocg réwnania postaci
2x + y + ¢ = 0. Jezeli skorzystamy ze wzoru na odleglo$¢ punktu od prostej, to
otrzymamy réwnanie z niewiadoma c.

I2‘1—3+ﬂ| vr—
————— =15 —S=(1,-3), r=45
V22 412
|c - 1] V3
=5
V5
le-1]=5 Ix| = a (a > 0) wtedyitylko (1)

fel =B R0B Fm] =25 wtedy, gdy x =a lub x = -a.

c=6 lub c=-4
Rownania stycznychto 2x+ y+6=01i 2x+ y—4=0.

I11 sposob
Kazda prosta prostopadla do prostej I mozna opisac¢ za pomocg rownania postaci

2x + y + ¢ = 0. Szukamy wartosci parametru ¢, dla ktérych taka prosta prostopadta
ma jeden punkt wspolny z okregiem, czyli uklad rownan:

x2+y2—2x+6y+5={]
2x+y+c=0

ma dokfadnie jedno rozwigzanie.
x2+y2—2x+6y+5={]
y=-2x-c¢
x2+(—2x~c}2-2x+6(-2x"—c}+5=[}
y=-2x-c
5x% + (4c— 14)x + ¢ —6c+5=0
y=-2x—c

Otrzymany uklad réownan ma dokladnie jedno rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy
wyroznik réwnania kwadratowego jest rowny 0. Rozwiazujemy réwnanie A = 0:

{4c—14]2-—20(c2-—6c+5)={] F2p—24=0

i otrzymujemy ¢ = —4 lub ¢ = 6. Zatem sa dwie proste spelniajace warunki zadania:
y=-2x+4 oraz y =-2x—6.

Odp.: Szukane styczne maja rownania y = =2x +4, y = =2x - 6.
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Dwa okregi

Przypomnijmy warunki, od ktérych zalezy liczba punktéw wspolnych okregow
0, (A, r)) i 0,(B, ry) takich, ze r; = r,.

* |[AB|>r, 41, * |[AB|<r;-r, e |AB|=0
1ry#r; 1 ry#7rs
0 punktow
wspolnych e %
* |AB|=r —r,
LB A
wspolny Oy,
2 punkty
wspolne
* |[AB|=0ir,=r,
wszystkie
punkty ‘
wspolne

Przyktad @ « zad. 5.25
Dane sa rownania dwoch okregow. Zbadamy, ile punktow wspolnych maja te okregi.
a) ol:{;ﬂs:-Z}2 +{y+3)2 =1, o0y(x-— 1}|3+[,~|.»—5}2 =4
b) o:x° + ) —4x+6y-5=0, 0px +y +6x-4y-5=0
Rozwiazanie
a) Okrago, - srodek: S, = (2, -3), promien: r, =1
Okrag o, - §rodek: S, = (1, 5), promien: r, =2
18:S,] = V(1 =22+ (5+3)2 = V65> r,+1, =3

Odp.: Brak punktéw wspolnych.
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b) Okrag o;: (x —2)* + (y +3)* = 18, érodek: S, = (2, -3), promiefi: r, = 312
Okrag 0, : (x +3)° + (y —2)* = 18, érodek: S, = (-3, 2), promieri: r, = 32
ISISEI = V5% +5% = 5\‘5{ ry+nr; ='5V§ i |SISE| >ry—=r,=0

Odp.: Okregi maja dwa punkty wspdlne.,

Przyktad 9 zad. 5.26

Zbadamy wzajemne polozenie okregéw opisanych za pomoca réwnan

X+ +8x—4y+11=0ix°+y +2x+4y+1=0.

Rozwigzanie

Zapisujemy rownania okregow w postaci kanonicznej:
x+4)’+(y-2"=3"  (x+1)’+(y+2)° =2’
Si=(=4,2), ri=3 S,=(-1,-2), r,=2

Odp.: Okregi sa styczne zewnetrznie,

Przyktad @) « zad. 5.27

2

Dane sa dwa okregi: X+ (y+ I]2 =201 (x - 9)1 +(y—-2)" =50
Zbadamy wzajemne polozenie tych okregow, a jesli si¢ przecinaja, wyznaczymy
wspolrzedne ich punktow przecigcia.

Rozwigzanie
Wyznaczymy srodki i promienie okregow, a nastgpnie porownamy odleglos¢ migedzy
$rodkami okregéw z sumg i réznica promieni.

Okrag x* + (y + 1) = 20 - érodek: S, = (0, 1), promien: r, = V20
Okrag (x - 9]2 +(y- 2)2 = 50 - $rodek: S, = (9, 2), promien: r, = V50
19,8,] = V92 + 32 = V90 = 9,5
ry+r,=vV204+V50=45+7,1=116
ry—1, =V50-+v20=7,1-4,5=26
Zatem 1, —r, <|S,S,| < r, + r,, czyli okregi maja dwa punkty wspdlne.
Wyznaczymy wspolrzedne tych punktow. W tym celu rozwigzujemy uklad rownan:

LH(y+1)=20 X+ +2y+1=20
(x=9)°+(y-2)° =50 x*—18x+ 81+ y -4y +4=50
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{x2+y2+2y—19=0 (%)

x° +y2~13x~4}*+35 =0

Aby rozwigza¢ uklad (), odejmujemy réwnania stronami. Otrzymujemy jedno réw-
nanie liniowe z dwiema niewiadomymi (wyrazenia x° oraz y° redukuja sie):

18x + 6y — 54 =0 (1)
Wybieramy jedno rownanie z ukladu (*), najlepiej to o prostszych wspoélczynnikach:

Xy +2y-19=0 (2)
Réwnania (1) i (2) tworza uklad rownowazny ukladowi (#), ktory dalej rozwiazujemy
metoda podstawiania.

{18x+6}'—54={) {3x+y-9=0

X+ +2y-19=0 X+ +2y-19=0

[ y=-3x+9 «— wyznaczamy z pierwszego rownania y
|+ (~3x+9) + 2(=3x +9) =19 = 0

[ y=-3x+9

|x?+9x% —54x+81-6x+18-19=0

[ y=-3x+9 y=-3x+9

| 105 - 60x + 80 = 0 {x2—6x+8={]

Stad x, =2, y, =3 oraz x, =4, y, = -3.

Odp.: Okregi przecinaja si¢ w punktach o wspolrzednych (2, 3) oraz (4, -3).

Przyktad ) « zad.5.30a b, ¢

Narysujemy na plaszczyznie kartezjanskiej zbior punktow, ktérych wspélrzedne
spelniaja podany uklad nierownosci.

(x—2)2 +(y - Ji',l}1 <9
X+ yz <16

Rozwiazanie

Pierwsza nieréwnos¢ opisuje koto o $rodku

S = (2, 1) i promieniu 3, a druga kolo o $rodku

(0, 0) i promieniu 4. Za pomocg ukladu nierowno-

Sci opisana jest cze$¢ wspdlna tych kol, na rysunku
zaznaczona kolorem czerwonym.

155 I
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* Przyktad @) « zad.5.30¢, f

Narysujemy zbior punktéw opisany za pomoca

2., .2
, .. | X +y <20
ukladu nieréwnosci J’; :
yz2x

Rozwiagzanie

Z rysunku mozna odczytad, a nastepnie sprawdzié
rachunkowo wspolrzedne punktow przecigcia para-
boli i okregu. Sa nimi (2, 4) oraz (-2, 4). Szukany
zbior zaznaczony jest kolorem czerwonym.

W kazdym z zadan 5.1-5.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

5.1. Wskaz styczna do okrggu o rownaniu (x — 2)" + (y - 3)* = 25,
A .x=2 B. x=7 C.y=2 D.y=3

5.2. Jaki zbiér punktow plaszczyzny kartezjanskiej jest opisany za pomoca ukladu
2 2
warunkow {(x— 2 e lprliiedy
y=2-x
A. dwa punkty B. punkt C. odcinek D. zbior pusty

5.3. Ktéra prosta przecina okrag (x — 1)* + y* = 4 w dwéch punktach?
A y=2 B.x+y-V3=0 C.x-y+2=0 D.x=3

5.4. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Zbior punktow plaszczyzny kartezjanskiej
(x—3]2+(y+ 1)* <4

y=2-x

A. jest odcinkiem. B. ma dokladnie dwie osie symetrii. C. jest zbiorem pustym.

opisany za pomocg ukladu warunkow {

5.5. Zbadaj graficznie i rachunkowo wzajemne polozenie prostej i okregu o danych

rownaniach.

a) y=x—-1, (x=3Y+(y+2°=16 b) y=2x+1, (x=3)+(y+2)*=9
5.6. Wyznacz wspolrzedne punktéw przeciecia okregu i prostej o danych réwna-
niach.

a) (x+2)°+(y-3)°=16 x—y+1=0

b) (x-1) " +(y-47=9 x+y-8=0



5. Okrag i prosta. Dwa okregi

5.7. Wyznacz wspolrzedne punktéw przeciecia okregu i prostej o danych réwna-
niach.

a) X +y —4x-21=0 x=5=0

b) x*+ )y’ —4x-2y+1=0 2x-y+4=0

5.8. Oblicz dlugos¢ cieciwy, ktorg okrag x* + 2x + y* + 8y +7 = 0 wycina z prostej
y=2x-7.

5.9. Przezérodek okregu x”—6x+y°—4y+8 = 0 i punkt P = (1, 6) poprowadzono
prosta przecinajaca ten okrag w dwdch punktach. Wyznacz te punkty.

5.10. Okrag x” + y* +4x -8y —12 = 0 o érodku S przecina 0§ x w punktach A i B,
Oblicz pole i obwad trojkata ABS.

5.11. Punkty A = (0, -1) i B= (-2, 1) naleza do okregu x*+y*—2x-4y—5=0.
Znajdz wspoélrzedne takiego punktu C nalezacego do tego okregu, aby |AC| = |BC|.

5.12. W okrag x’ + y* —8x—4y+7 = 0 wpisano prostokat ABCD w taki sposéb, ze
wierzchotki A i B leza na prostej y = 5x — 5. Wyznacz wierzcholki tego prostokata
i oblicz jego pole.

* 5.13. Przekatna kwadratu opisanego na okregu o réwnaniu x° + y* = 2x -4 = 0
jest zawarta w prostej 2x — y — 2 = 0. Wyznacz wspolrzedne wierzcholkow tego
kwadratu,

5.14. Jaki zbior punktéw plaszezyzny kartezjanskiej jest opisany za pomoca poda-
nego ukladu warunkow?

} {[x+2)2+(}*—5)2££4 b]<](x~—10]2+(yml}?‘$lﬂ[}
2x+3y—-4=0 x =19

5.15. Okrag o érodku § = (-1, —-2) przechodzi przez punkt M = (0, 3). Napisz
réwnanie stycznej do tego okregu w punkcie M.

5.16. Napisz rownanie okregu o srodku S = (-3, 1) stycznego do prostej
2x-y+1=0.

5.17. Napisz rownania stycznych do okregu x” + y* = 18 réwnoleglych do prostej
y=-x+2

5.18. Napisz réwnania stycznych do okregu (x +1)° +(y +2)° = 18 prostopadtych
do prostej y = x.
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5.19. Napisz rownania stycznych do okregu x* + y* + 2x — 6y = 0 prostopadlych
do prostej x — y = 7.

5.20. Okrag o srodku S = (6, 3) jest styczny do prostej I w punkcie A = (2, 1).
Napisz rownania okregu i prostej L.

5.21. Wykaz, ze styczne do okregu x* + y° — 2x — 6y + 5 = 0 poprowadzone
z poczatku uktadu wspoélrzednych sa prostopadle.

5.22. Wykaz, ze dla dowolnej wartosci parametru m prosta mx—y = m+2 zawiera
érednice okregu x° + y* = 2x +4y - 11 = 0.

5.23. Z punktu A = (4, —4) poprowadzono styczne do okregu
x* +y* —6x+2y+5 = 0. Oblicz dlugoé¢ odcinka laczacego punkty stycznosci.

5.24. Okrag styczny do osi y w punkcie P = (0, 5) wyznacza na osi x cigciwe
o dtugosci 4/6. Napisz réwnanie tego okregu i znajdz jego punkty przecigcia z osig x.

5.25. Podaj liczbe punktow wspdlnych okregéw o danych réwnaniach.

a) (x-2+(y+3) =1 (x-1)12+(y-5)7 =4

b) x* +y* —12x -8y +42=0 X +y +6x-2y-30=0
¢) x*+ 1y —18x+2y+32=0 X+ +6x-6y-32=0
d) x*+y* +6x+10y-70=0 X +y -4x+8y-6=0

5.26. Zbadaj wzajemne polozenie okregéw o danych réwnaniach.

a) X+ y* —8x+4y-105=0 X +y —4x-4y-37=0
b) x*+ 3’ —6x—10y-2=0 ¥+ —14x+8y+56 =0
¢) x*+y*-2x-8y-3=0 X+ 9y —14x+16y+33=0
d) X’ +y° - 16x+4y+31=0 x+y —4x-8y-5=0

5.27. Wyznacz, jeéli istnieja, punkty wspolne danych okregow.

a) x2+y2—2x—6y—16=0 x2+y2+]0x+12y—4=0
b) x*+y +6x-12y—-40=0 X +y +4x-4y-26=0
¢) x*+ ' —10x-6y+21=0 X+ +8x+6y-27=0
d) x*+y* +6x+14y-24=0 X+ +4x+12y-24=0
e) x2+y2+6x—16y+41:ii] x2+y3—6x+8y+5:0

f) x*+)°—4x-18y=0 X +y —10x+6y=0
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5.28. Dla jakich wartoéci parametru m okrag o réwnaniu x° + y* —2x—-4y-31 =0
ma jeden punkt wspélny z okregiem x* + y* — 2mx — 4y + m* — 21 = 0? Dla
wyznaczonych wartosci m napisz rOwnania okregdéw w postaci kanonicznej. Rozwaz
wszystkie przypadki.

+ B5.29. Rozwiaz rachunkowo i graficznie uklad réwnan.

) x| + y =2 b X+ +2x-2y+1=0
x-=1|-y=0

5.30. Zaznacz na plaszczyznie kartezjanskiej zbior punktow, ktorych wspotrzedne
(x, y) spelniaja podany uklad warunkow.

a) | +y -6y<0 {(x 2)" +(y—-4)° <
Lx2+y2-.<£9 x-y=1
-(x+3)2+{y—1)2£ , x-l—y <9

b) 2 2 HE) 1 2
| (x+1)"+(y+1)" <4 | y>23-x

8 ‘ -1+ (y-3)Y<16 " 1) 4‘x2+y2554
(x-3)+(y-3)" >4 y<4x-x°

N T
vt iy
ALY T\

: 1 e > |

e,

1. Dany jest okrago srodku S = (13, 2) i promieniu r = 4 orazprosta k: x—y = 11.
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Prosta k jest styczna do okregu o(S, 7).

B. Prosta k przecina okrag o(S, r).

C. Figura zlozona z prostej k i okregu o(S, r) ma dokladnie jedna o$ symetrii.

2. Oblicz dlugoé¢ cieciwy, ktéra okrag (x +3)* + (y —2)* = 16 wyznacza na prostej
V=—x4 3

3. Napisz réwnania stycznych do okregu (x —8)* + (y + 2)* = 1 prostopadlych do
prostej y—2 = 0.

4. Napisz rownanie okregu przechodzacego przez punkt A = (2, 2) oraz przez
punkty przeciecia okregu x° + y° —4x —4y—1=0 zprosta y+x = 1.

5. Wyznacz punkty wspolne okregéw (x — 3)* + (y —4)* = 50

i x2+y2—l2x+10y+4] = 0.
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Okrag Apoloniusza

Na kartce zaznaczamy dwa rozne punkty. Sa to

dwa statki. Oba moga sie poruszac tylko po prostej,
w dowolnym kierunku, kazdy z inng stata predkoscia.
Szybszy statek goni wolniejszy. Naszym zadaniem
jest zaznaczenie na kartce wszystkich punktow,
w ktorych statki moga sie spotkac.
Jaka figure otrzymamy? _—

o

Ta zagadka przedstawia problem matematyczny rozwazany
przez Apoloniusza z Pergi:

Dane sa punkty A i B na plaszczyznie oraz dodatnia stata k = 1.

Jaka figure na ptaszczyznie tworza punkty P, ktorych stosunek

odlegtosci od A i B jest staly i rowny k {E—E—‘ =k)?

Postawiony problem rozwiazemy dwoma sposcbami.

Sposob | (odlegtosé w ukiadzie wspoélrzednych)

Wprowadzmy uktad wspotrzednych jak na rysunku.
Oznaczmy B = (b, 0). Szukamy punktéw P = (x, y)
takich, ze |AP| =k - |BP| dladanego k>0, k # 1.
Mamy:

|AP| = J(x = 0) + (y = 0)%, |BP| = (x - b)* + (y - 0)?

Warunek |AP| = k - | BP| zapisujemy w postaci:

.,Jlxﬁ +],»f2 =K- \f{x—h}z +y2

Po podniesieniu obu stron do kwadratu | wykonaniu
odpowiednich przeksztalcen otrzymujemy:
bk? \2 ; b2
(.x "3 -k?-) AT

Jest to rownanie okregu o srodku w punkcie
(— ———~bk2 L‘J] i promieniu ‘ D¢

= 1= k"
punkty P speiniajace warunek podany w zadaniu.

. Okrag ten tworza

Rozwigzanie dla k = % b = 6 pokazano na rysunku
obok

; | N




Sposdb Il (twierdzenie o dwusiecznej)
Zauwazmy, ze dwa sposrad szukanych punktow

leza na prostej AB; na rysunku oznaczono je M i N. — S o —
Mamy: N A M B |
|AM| _|AN] _
|BM| |BN]|
Teraz rozwazmy dowolny punkt P lezacy poza pro-
sta AB i spelniajacy warunek % = k. Prowadzimy

dwusieczne PX i PY odpowiednio kata APB i kata
zewnetrznego przy wierzchotku P. Z twierdzenia
o dwusiecznej mamy:

1.M=mﬂ=k.zmemx=m P
|BX| |BP|
IAY| |AP|

AN WALk Zatem Y= N.
1BY| _ |BP] atem

Oznacza to, ze kat MPN jest prosty. To z kolei ozna-
cza, ze wszystkie punkty P wraz z punktami M i N
tworza okrag o srednicy MN.

N

Okrag Apoloniusza

Okrag bedacy rozwiazaniem postawionego problemu

jest nazywany okregiem Apoloniusza.
Dla danych punktéw A i B i roznych wartosci k otrzymamy
rézne okregi. Zad

{1 TE
|

Wrocmy do zagadki ze statkami. Zauwazmy, ze jezeli kazdy

z nich ptynie ze stala predkoscia po linii prostej, to stosunek ich
predkosci jest rowny stosunkowi diugosci przebytych przez nie
drég, czyli odpowiednich odcinkéw. Diatego jako rozwiazanie
otrzymamy okrag Apoloniusza.



6. Symetria Srodkowa

Umiejetnosci:

* wyznaczanie srodka symetrii w figurach srodkowosymetrycznych

¢ wyznaczanie obrazu figur w symetrii sSrodkowej na ptaszczyZnie

* wyznaczanie obrazu figur w symetrii sSrodkowej o srodku w poczatku uktadu
wspofrzednych

* stosowanie poznanych twierdzen w zadaniach wieloetapowych

Symetria srodkowa byla juz omawiana w szkole podstawowej. Powtorzymy wlasno-
$ci tego przeksztalcenia, a nastepnie rozwazymy jego dzialanie na plaszczyznie kar-
tezjanskiej.

Symetria sSrodkowa na ptaszczyznie

Punkty Ai A’ sa symetryczne wzgledem Jezeli punkt A' jest symetryczny do (1)
punktu S, gdy S jest érodkiem odcinka AA’. PURKIL A yigiecru pankin 5, 1o
K dki B rowniez punkt A jest symetryczny do
Punkt § nazywamy srodkiem symetrii ounkbivi” wrgledem punktu S
punktow A i A b Punkt S jest symetryczny do punktu §
. ‘ wzgledem punktu S,
A & A

Popatrzmy na kwadrat ABCD i punkt S przecigcia jego przekatnych.

D ¢ D o D C
P P
S S S
P P
A B A B A B

Punkty A i C sg symetryczne wzgledem punktu S. Podobnie punkty B i D s3 syme-
tryczne wzgledem punktu S.

Wybierzmy dowolny punkt P tego kwadratu. Punkt P’ symetryczny do punktu P
wzgledem punktu S réwniez nalezy do kwadratu ABCD.

Podobnie - gdy punkt P nalezy do brzegu kwadratu, symetryczny do niego punkt P’
takze nalezy do brzegu kwadratu.

W takiej sytuacji mowimy, ze punkt S jest srodkiem symetrii kwadratu ABCD.

O kwadracie powiemy, ze jest figura srodkowosymetryczna.



6. Symetria srodkowa

Punkt S nazywamy srodkiem symetrii figury F, jezeli dla kazdego punktu A
nalezacego do F punkt A" symetryczny do A wzgledem S tez nalezy do F.
Figure F nazywamy §rodkowosymetryczna.

Przykiad €) < zad. 6.4-66

a) Odcinek jest figura srodkowosymetryczna.
Srodkiem symetrii odcinka jest jego $rodek.

b) Okrag jest figura srodkowosymetryczna.
Srodkiem symetrii okregu jest jego srodek.

k
¢) Figura ztozona z dwdch prostych rownoleglych e I
k, I ma nieskoriczenie wiele srodkéw symetrii. NS, S S
Tworza one prosta réwnolegla do k i do |, 5
jednakowo od nich oddalong. . " T 3

Wsréd znanych figur geometrycznych wyroznimy te, ktore maja srodek symetrii, i te,
ktore go nie maja. Na przyklad:

Figury majace srodek symetrii Figury niemajace srodka symetrii

odcinek 1 /

E polprosta

prostokat kwadrat
rownoleglobok romb

O Q trapez niebedacy deltoid niebedacy

okrag kolo rownoleglobokiem rombem
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©

Przykiad &)
Wykazemy, ze punkt S przeciecia wysokosci tréjkata
réwnobocznego nie jest jego srodkiem symetrii.

Rozwiazanie

Gdybytak byto, punkt A" symetryczny dowierzchotka A
wzgledem § nalezalby do tréjkata. Tak nie jest, zatem
punkt S nie jest srodkiem symetrii trojkata ABC.
Podobnej proby nie przejdzie zaden inny kandydat na
srodek symetrii trojkata rownobocznego, a tym bardziej
zadnego innego.

Trojkat nie ma rodka (1))
symetrii.

-

Figura srodkowosymetryczna ma t¢ wlasnosc, ze gdy obrocimy ja o 180° wokol jej
srodka symetrii, to figura przed obrotem i figura po obrocie naloza si¢ na siebie.

Mozna to sprawdzic¢ dla wymienionych w tabeli figur sSrodkowosymetrycznych. Nie
istnieje natomiast punkt o takiej wlasnosci dla pétprostej, kata czy trapezu.

Przeksztalcenie plaszczyzny, ktére kazdemu jej punktowi P przyporzadkowuje

punkt P’ symetryczny do P wzgledem ustalonego punktu S, nazywamy symetrig
srodkowa o $rodku S.

Przykiad @) « zad. 638

Narysujemy figure, ktéra jest obrazem danego czworokgta ABCD w symetrii $rod-

kowej o srodku A.

Rozwiazanie

Zauwazmy, ze obrazem:

» wierzcholka czworokata ABCD jest wierzcholek czwo-
rokata A'B'C'D’,

* punktu lezacego na brzegu czworokata ABCD jest punkt
nalezacy do brzegu czworokata A'B'C'D’,

* punktu wewnetrznego czworokata ABCD jest punkt we-
wnetrzny czworokata A'B'C' D,

* punktu A jest ten sam punkt.




6. Symetria srodkowa

Jezeli w jakims$ przeksztatceniu obrazem punktu P jest ten sam punkt P, to nazywamy
go punktem stalym tego przeksztalcenia.

Symetria srodkowa wzgledem punktu § ma jeden punkt staly - jest nim srodek tej
symetril.

Figury: F i jej obraz F' w symetrii §rodkowe] s3 przystajace. Oznacza to, ze obrazem
odcinka jest odcinek o tej samej dlugosci, obrazem prostej - prosta, kata - kat o tej sa-
mej mierze, okregu o promieniu » — okrag o promieniu r, trojkata ABC - przystajacy
do niego trojkat A'B'C itd.

Symetria Srodkowa wzgledem poczatku ukifadu wspdéirzednych

Plaszczyzne kartezjanska mozna przeksztalci¢ przez symetrie wzgledem dowolnego
punktu. Ograniczymy sie jednak do omoéwienia sytuacji, gdy srodkiem symetrii jest

poczatek uktadu wspolrzednych.

Przyjrzyjmy si¢ rysunkowi. R EREANT b
Jesli P;=(xr,yr) jestobrazem punktu P=(x,y) 5 - 2 * 1-!1 [EE ST
w symetrii wzgledem punktu (0, 0), to: | L] L] | A=Ka2)
' |1 | | Ht'l L | ._.-""':’
X +x 0 oy = 0
= = -
,2 — wspolrzedne érodka odcinka N I O i 8 i
y + }' l__,-.'"' \1 \\
() i ]
2 A= | l JI 1'\. \" .
' S I O € )
czyli {x! S I O |Cl=(1-4)
X ==y bty = EE
Przykiad @) < zad. 6.11

Trojkat o wierzchotkach A = (-5, -1), B = (1, 3), C = (-3, 5) przeksztalcono
przez symetri¢ Srodkowa wzgledem poczatku ukladu wspoélrzednych. Wyznaczymy
wspolrzedne wierzchotkow obrazu trojkata ABC w tej symetrii i narysujemy obydwa
trojkaty w ukladzie wspétrzednych.

Rozwigzanie

Niech A’, B', C' oznaczaja odpowiednio wierz-
chotki obrazu trojkata ABC w tym przeksztal-
ceniu. Zatem zgodnie z podanymi wzorami
mamy:

A'=(51), B =(-1, -3), C' =(3, -5)

Na rysunku przedstawiamy ilustracje graficzna
rozwigzania.
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Przyktad €) « zad. 6.14

Wyznaczymy obraz prostej k: y = 2x —3 w symetrii srodkowej wzgledem poczatku
ukladu wspétrzednych.

Rozwiazanie
Obrazem prostej jest prosta, zatem nalezy:

Krok 1: Wybra¢ dwa dowolne punkty A i B nalezace do prostej k.

Krok 2: Przeksztalci¢ punkty A i B przez symetri¢ srodkowa wzgledem punktu (0, 0),
aby otrzymaé punkty A’ i B'.

Krok 3: Wyznaczy¢ réwnanie prostej k' przechodzacej przez punkty A’ i B'.
Wykonujemy kolejne kroki. [T T 1 VT [&]
1.A=(0,-3)ekiB=(1,-1) ek
2.A"=(0,3), B =(-1,1)

3. k': y = ax + b, zatem:

JB’:E’ — A" =(0.3) ek
1=-a+b i B =(-1,1) ek’ —
{b:i’n

a=2
kK':y=2x+3

Odp.: Obrazem prostej k: y = 2x — 3 jest prosta k': y = 2x + 3.

Zauwazmy, ze obrazem prostej w symetrii sSrodkowej wzgledem poczatku ukladu
wspolrzednych jest prosta do niej rownolegla.

Zapiszemy to spostrzezenie w postaci twierdzenia, ktérego dowdd pominiemy.

" Twierdzenie

W symetrii Srodkowej wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych obrazem pro-
stej k: y = ax + b jest réwnolegla do niej prosta k': y = ax — b.

* Przyktad @) < zad.6.22

a) Przeksztalcimy punkt P = (x, y) przez symetri¢ Srodkowa wzgledem punktu
T =(p, q).

b) Skorzystamy z wyprowadzonych wzordw i znajdziemy obraz punktu
P'= (*-\.5, 6) w symetrii rodkowej wzgledem punktu T = (2, \;‘E)
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Rozwiazanie
a) Jesli P = (x’, y*) oznacza obraz punktu P = (x, y), apunkt T = (p, q) jest
$rodkiem odcinka PP, to:

' Zauwazmy, Ze szukanie obrazu punktu (&)
o i w symetrii srodkowej wzgledem punktu jest
2 — wspblrzede tym samym, co znajdowanie konca odcinka,
q= y+y ér;:l dki sdeinka gdy dany jest jego $rodek i drugi koniec,
2
Po przeksztalceniu tych rownan otrzymujemy:
{ x' =2 p—-x
!
y =29~y

b) P = (ﬂfi 6), T = (2, V'E), P = (xr, y’) jest obrazem punktu P w symetrii
wzgledem punktu T

x'=2p-x X =447
: , czyli /
y =2g-y y =2V2-6

’— —
Odp.: a) {xf_z;; ¥ b) P' = (4+7,2v2-6)
y =24-y

W kazdym z zadan 6.1-6.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

6.1. Trojkat A'B'C’ jest obrazem trojkata o wierzchotkach A = (=3, —1),
B = (2,6), C = (-2, 4) w symetrii srodkowej wzgledem poczatku ukladu wspol-
rzednych. Wskaz srodek cigzkosci trojkata A'B'C'.

11
A. (1, —?) B. (1, -3) C. (3, -9) D. (0, —3)

6.2. Okrag o réwnaniu (x — 1)* + (y - 4)* = 9 przeksztalcono przez symetrie
srodkowa wzgledem punktu (0, 0). Wskaz rownanie otrzymanego okregu.

A (x+ 1)+ (y+4°=9 C.(x+1)V+(y-4°=9

B. (x-1)*+(y+4)Y* =9 D.(x-4 +(y-1*=9

6.3. Okrag o réwnaniu (x + 3)> + (y — 2)* = 5 jest obrazem okregu F w symetrii
srodkowej wzgledem poczatku uktadu wspélrzednych. Wskaz réwnanie okregu F.

A (x+2°+(y-3)7%=5 C.(x-3 +(y-2°=5
B. (x—3}2+{y+2)3=5 D.(x+3)2+{y+2)2=5
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6.4. Narysuj dowolny trojkat. Przeksztal¢ go przez symetrie wzgledem $rodka jed-
nego z bokow. Jaka figure tworza oba tréjkaty?

6.5. Czy prosta jest figura srodkowosymetryczng? Jezeli tak, to ile ma $rodkow sy-
metrii?

6.6. Czy dana figura ma srodek symetrii?

a) kat

b) trapez prostokatny

¢) suma trzech prostych roéwnoleglych

d) suma dwoch odcinkow réownoleglych, rozlacznych i jednakowej dlugosci

6.7. Przerysujfigure F, a nastepnie uzupelnij ja jednym punktem tak, aby otrzymana
figura miala srodek symetrii. [le odpowiedzi ma to zadanie?

a) . b) . .

F F

6.8. Trojkat ABC przeksztalcono symetrycznie wzgledem srodka boku BC i otrzy-
mano figure, ktéra wraz z trojkatem ABC utworzyla kwadrat. Jakim tréjkatem jest
trojkat ABC?

6.9. Dany jest okrag O, i prosta siecznal nieprzechodzgca przez jego srodek. Narysuj
taki okrag O,, aby figura bedaca suma okregdéw O,, O, oraz prostej | miala §rodek
symetrii.

6.10. Ile co najmniej kratek trzeba zamalowac, zeby otrzymac figure srodkowosy-
metryczna?

a) b)

6.11. Wyznacz wspolrzedne srodka symetrii odcinka PQ.
2) P=(3,-2), Q=(-5,6) 9 P=(23.-3). Q

(49
(7

I

1 1
b) P=(-3,7), Q=(3, 1) ) P=(-121) Q
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6.12. Podaj wspdlrzedne obrazéw punktow:
A=(-5,4), B=(7,-2), C=(-V3,-5), D=(-6, v5)
w symetrii srodkowej wzgledem poczatku ukladu wspolrzednych.

6.13. Trojkat o wierzchotkach A = (-6, -2), B = (-1, —-4), C = (-4, 2) przeksztal-
cono przez symetrie srodkowa wzgledem poczatku ukladu wspoétrzednych. Wyznacz
wspolrzedne wierzchotkow obrazu tego tréjkata i narysuj obydwa tréjkaty w ukladzie
wspolrzednych.

6.14. Napisz rownanie obrazu danej prostej po przeksztalceniu jej przez symetrig
srodkowa wzgledem poczatku ukladu wspotrzednych.

a) y=3x—4 ¢) y=-03x~-17 e) 8x-3y+5=0
b) y=vV2x+11 d) x-15=0 f) 9x+VIly-3v2=0

6.15. Trojkat, ktérego boki zawarte sa w prostych o réwnaniach 2x -5y -6 = 0,
3x-y+4=0 oraz 5x + 7y — 54 = 0, przeksztalcono przez symetrie srodkowa
wzgledem poczatku uktadu wspoélrzednych. Wyznacz wspotrzedne wierzchotkow
obrazu tego trojkata.

6.16. Na plaszczyZnie kartezjanskiej narysuj okrag (x —4)* + (y + 6)* = 9, nastep-
nie przeksztal¢ go przez symetri¢ srodkowa wzgledem poczatku uktadu wspoélrzed-
nych i napisz rownanie otrzymanego okregu.

6.17. Okrago srodku w punkcie Sipromieniu r przeksztalcono przez symetrie srod-
kowa wzgledem punktu (0, 0). Napisz rownanie otrzymanego okregu.

a) $=(-2,3), r=5 c) S=(~4,-2), r=v2

b) $=(0,-v5), r=1 d) S=(7,-8), r=345

6.18. Napisz rownanie okregu otrzymanego w wyniku przeksztalcenia okregu o po-
danym réwnaniu przez symetrig¢ srodkowa wzgledem punktu (0, 0).

a) (x—\ﬁ)z+(y+2)2=xﬁ ¢) (x+11)°+(y+0,1)’ =9
b) x>+ y* —10x— 10y +43 =0 d) ¥+ - 16x+8y+78=0

6.19. Okrag K, jest obrazem okregu K w symetrii srodkowej wzgledem poczatku
uktadu wspoétrzednych. Napisz rownanie okregu K.

a) K;: (x— \5)1 +(y—.7f'}2 =3 c) Kl:(::a:—?:}2 +{y+(},2]2 =13

b) Kpix®+y° +2x-22y+120=0  d) K;:x*+ y* + 16x + 34y + 348 = 0
6.20. Punkty A = (-1, -4), B = (5,0) i C = (2, 1) przeksztalcono przez sy-

metri¢ wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych i otrzymano odpowiednio punkty
A', B', C'. Wyznacz wspétrzedne srodka cigzkosci trojkata A'B'C”.
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o

6.21. Udowodnij, ze trojkat o wierzchotkach A = (-3, 2), B = (3, 2V3 + 2),

C= (3, 2- 2\5) jest rownoboczny. Napisz rownanie okregu symetrycznego wzgle-
dem poczatku ukladu wspoétrzednych do okregu opisanego na tym tréjkacie.

6.22. Wyznacz wspolrzedne obrazu punktu P w symetrii wzgledem punktu T.

a) P=(-2,1), T = (-3, 4) b) P=(-1,5. T= (-—g—, é—)

6.23. Wyznacz rownanie obrazu prostej k w symetrii wzgledem punktu P.

a) ki x+y=4=0, P=(2; =1) b) k:2x—y+3=G,P=(§,D)

6.24. Wykaz, ze obrazem prostej k: y = ax + b w symetrii srodkowej wzgledem
poczatku uktadu wspolrzednych jest rownolegta do niej prosta k': y = ax — b.

* 6.25. Wykaz, ze obrazem prostej k: y = ax + b w symetrii srodkowej wzgledem

punktu P = (p, g) jest rownolegla do niej prosta k' ¥y =ax+c.

e e et e
| Prosto do matury W\

| Wt Ly
W g

W

-—

1. Figure F tworza: odcinek AB oraz punkty C i D nienalezace do tego odcinka.

Ocen prawdziwosc podanych zdan. Figura F

A. ma zawsze dokladnie jeden Srodek symetrii.

B. ma srodek symetrii wtedy i tylko wtedy, gdy punkty A, B, C, D sa wierzchotkami
réownolegloboku.

C. moze mie¢ nieskoriczenie wiele srodkow symetrii.

2. Napisz rownanie obrazu prostej 2x—4y+5 = 0 w symetrii srodkowej wzgledem
poczatku ukladu wspoélrzednych.

3. Punkty A = (1,-5), B=(3,1) i C = (-4, 7) przeksztalcono przez syme-
trie¢ wzgledem poczatku ukladu wspotrzednych i otrzymano odpowiednio punkty
A', B, C'. Wyznacz wspétrzedne érodka ciezkosci tréjkata A'B'C’

4. Prosta k jest obrazem prostej I: x — y =5 = 0 w symetrii sSrodkowej wzgledem
punktu S = (1, —1). Napisz rownanie prostej k.

5. Punkt A = (-5, 2) przeksztalcono przez symetrie Srodkowa wzgledem poczatku
ukladu wspoétrzednych i otrzymano punkt A;. Punkt B, = (2, 3) jest obrazem punk-
tu B w tym samym przeksztalceniu. Podaj wspélrzedne punktéw A, i B oraz oblicz
pole czworokata ABA,B,.



7. Symetria osiowa

Umiejetnosci:

* wyznaczanie osi symetrii w figurach osiowosymetrycznych

* wyznaczanie obrazu figur w symetrii osiowej na plaszczyznie

* wyznaczanie obrazu figur w symetrii osiowe] wzgledem osi ukladu wspotrzednych
* stosowanie poznanych twierdzen w zadaniach wieloetapowych

Symetria osiowa, podobnie jak symetria sSrodkowa, byta omawiana w szkole podsta-
wowej. Powtorzymy wlasnosci tego przeksztalcenia, a nastepnie omowimy jego dzia-
tanie na plaszczyinie kartezjanskie;j.

Symetria osiowa na ptaszczyznie A,
Punkty Ai A" s3 symetryczne wzgledem "

prostej k, gdy odcinek AA' jest prostopadly -
do k i jego srodek nalezy do k.

Prostg k nazywamy osig symetrii punktéw A i A’ A®

Jezeli punkt A’ jest symetryczny do punktu A wzgledem prostej k, to réwniez punkt A jest (@)
symetryczny do punktu A" wzgledem prostej k. Jezeli punkt A lezy na prostej k, to A’ = A,

Zauwazmy, ze 0§ symetrii punktéw A i A’ jest symetralng klp

1
odcinka AA’. Jest zatem zbiorem punktéw réwno oddalo- 4 /\ i
nych od jego koncow. Te wlasnosc symetralnej wykorzystu-

jemy do konstrukcji punktu A’ symetrycznego do punktu A
wzgledem prostej k:

Krok 1: Z dowolnego punktu P, prostej k zataczamy okrag P
o promieniu |P, Al. P, A| = ]P Afl
Krok 2: Z dowolnego punktu P, (P, # P,) prostej k zata- ] : ;
czamy okrag o promieniu |P,A|. |P,A| = IPIA |

Krok 3: Jezeli punkt A nie lezy na prostej k, to poprowadzone okregi przecinajg sie
w dwoch punktach, Jednym z nich jest punkt A, a drugim szukany punkt A’

(rys. 1). Jezeli punkt A lezy na prostej k, to A" = A (rys. 2).
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Przykiad €D

a) Przeciwlegle wierzcholki kwadratu sg symetryczne wzgledem prostej zawierajacej

te przekatna kwadratu, do ktorej nie nalezg.

b) Korce podstawy trojkata réwnoramiennego sa symetryczne wzgledem prostej za-

wierajacej wysokosc opuszczong z trzeciego wierzcholka tego trojkata.

¢) Wierzcholki prostokata, ktory nie jest kwadratem, nie s3 symetryczne wzgledem

prostej zawierajacej przekatna.

J

W przypadku symetrii sSrodkowej wyroznilismy figury majace srodek symetrii. Teraz
zajmiemy si¢ figurami majgcymi o$ symetrii.

e

Prosta k nazywamy osig symetrii figury F, jezeli dla kazdego punktu A naleza-
cego do F punkt A" symetryczny do A wzgledem k tez nalezy do F.
Figure F nazywamy osiowosymetryczna.

Przyktad @) « zad. 7.4,7.5

a) Kwadrat jest figura osiowosymetryczna. Ma cztery osie symetrii.

b) Trapez rownoramienny rozny od rownolegloboku ma jedna os symetrii.

c) Okrag ma nieskonczenie wiele osi symetrii - jest nig kazda prosta przechodzgca

przez jego Srodek.

d) Odcinek ma dwie osie symetrii. Jedna z nich jest prosta, w ktorej ten odcinek sie¢
zawiera, a drugg - jego symetralna.

p

N

k
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Przeksztalcenie plaszczyzny, ktore kazdemu jej punktowi P przyporzadkowuje

punkt P' symetryczny do P wzgledem ustalonej prostej k, nazywamy symetria osio-
wa 0 osi k.

Przykiad €) < zad. 7.9

Dana jest figura F i prosta k. Wyznaczymy figure F', kt6ra jest obrazem figury F
w symetrii o osi k.

1

1 i F !
a) Figura F sklada si¢ ze skoriczonej liczby punktow, Lo ! .
Aby otrzymac figure F', przeksztalcamy przez symetrie : E :
’ ’ ’ I I 1
wzgledem prostej k kazdy z tych punktow. ! i |
P
E

b) Figura F jest czworokatem ABCD.
Zauwazmy, ze obrazem:

* wierzchotka czworokata ABCD jest wierzcholek czwo-
rokata A'B'C'D/,

* punktu lezacego na brzegu czworokata ABCD jest
punkt nalezacy do brzegu czworokata A'B'C'D’,

* punktu wewnetrznego czworokata ABCD jest punkt

wewnetrzny czworokata A 'BC'D,

¢) Figura F jest odcinkiem AB przecinajgcym prosta k.
Obrazem odcinka AB jest odcinek A'B’. Odcinki AB

i A'B przecinaja si¢ w punkcie P lezacym na osi K
symetrii k. Jest to punkt, ktory w wyniku symetrii zostal
przeksztalcony sam na siebie - czyli punkt staly tego
przeksztalcenia.
=

Symetria osiowa wzgledem prostej k ma nieskoriczenie wiele punktow statych - kaz-
dy punkt prostej k jest punktem stalym tego przeksztalcenia.

Figury: F i jej obraz F'w symetrii osiowej sg przystajace. Oznacza to, ze obrazem od-
cinka jest odcinek o tej samej dlugosci, obrazem prostej - prosta, kata - kat o tej samej
mierze, okregu o promieniu r - okrag o promieniu r, trojkata ABC - przystajacy do
niego tréjkat A'B'C' itd.
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Symetria osiowa wzgledem osi x

Plaszczyzne kartezjanskg mozna przeksztalci¢ przez symetrie osiowg wzgledem do-
wolnej prostej. Ograniczymy sie jednak do oméwienia dwéch sytuacji, w ktorych osia
symetrii jest jedna z osi ukladu wspotrzednych. Zaczniemy od osi x.

Przyjrzyjmy sie rysunkowi. | BEZN

A=1(2,3) |
Punkty polozone symetrycznie wzgledem osi x =14 7)

majg identyczne pierwsze wspdlrzedne, nato- B E (1)1
miast ich drugie wspolrzedne sa liczbami prze- L1 1]
ciwnymi. Wynika to wprost z wlasnosci pro- e b
stokgtnego ukladu wspotrzednych. Zatem jesli —F

———
e
b

P’z(x’,y’) oznacza obraz punktu P = (x, y) R .3. 3 |

w symetrii wzgledem osi x, to:

!
x =x
{ y ==y
Przyktad @) < zad.7.13
Wyznaczymy réwnanie obrazu okregu (x + 1% + (y - 2 =16 w symetrii osiowej

wzgledem osi x.

Rozwiazanie

Dany okrag ma érodek S = (-1, 2) i promien r = 4. Wiemy, ze obrazem okregu
w tym przeksztalceniu jest figura do niego przystajaca, czyli okrag o takim samym
promieniu.

Przyjmijmy, ze S ' oznacza $rodek, a ' — promien okregu po przeksztalceniu.
gl = (-1, =2), r=r=4
Odp.: (x+ 1)+ (y+2)> = 16

Przyktad )
Okrag o réwnaniu (x + \ﬁ)z + (y —4) = 7 powstal w wyniku przeksztatcenia
pewnego okregu przez symetrie wzgledem osi x. Jaki okrag zostal przeksztalcony?

Rozwiazanie
Szukany okrag ma srodek S = (x, y) i promien r.

Jesli S’ oznacza érodek, a r’ — promien okregu po przeksztalceniu, to:
ol (—\@, 4), zatem S = (—V’?, —4)
ol

Odp.: (x+V3)" +(y+4) =7
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Symetria osiowa wzgledem osi y
Przyjrzyjmy si¢ rysunkowi. HERNEZN
Punkty potozone symetrycznie wzgledem osi y L 810,308
maja identyczne drugie wspolrzedne, nato-
miast ich pierwsze wspolrzedne sg liczbami

przeciwnymi. Wynika to wprost z wlasnosci 0 I 1
prostokatnego ukladu wspélrzednych. Zatem

jesli P' = (x’, y") oznacza obraz punktu
P = (x, y) wsymetrii wzgledem osi y, to:

!
X =—-X
{y =Y
Przyktad )

Wyznaczymy réwnanie obrazu okregu (x — 3)” + (y — 1)° = 4 w symetrii osiowe;
wzgledem osi y.

zad. 7.14

Rozwigzanie

Dany okrag ma $rodek S = (3, 1) i promien r = 2.

Przyjmijmy, ze S’ oznacza $rodek, a ' - promien okregu po przeksztalceniu.
S'=(=3, 1), r=r=2

Odp.: (x+3)* +(y-1)* =4

« Przyktad €)

Wyznaczymy obraz punktu P = (-1, 2) w symetrii osiowej wzgledem prostej
Lx-2y-5=0.

Rozwiazanie

zad. 7.20, 7.21

p' = (xf, y’) jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem prostej /.

Aby konstrukcyjnie wyznaczy¢ punkt P', najpierw prowadzimy prosta k prostopadta
do I i przechodzaca przez P. Punkt M przeciecia prostych k i [ jest Srodkiem odcinka
PP, stad mozemy wyznaczy¢ punkt P

k:2x+y+c=0 —k 11
c=1) —Pek
k:2x+y=0 ;
1__—l+x ;
X=2p=5=0 R . Jx=3
{2x+y=ﬂ , wiec M = (1, -2), stad _2_2+y;,czyh{y,__6
=

Odp.: P' = (3, -6)
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W kazdym z zadan 7.1-7.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

7.1. Trojkat A'B'C’ jest obrazem tréjkata o wierzchotkach A = (3, 2), B = (-3, 6),
C = (-6, 1) w symetrii osiowej wzgledem osi y. Wskaz $rodek ciezkosci tréjkata
AIBICI

A. (-2, 3) B. (-2, -3) C. (2, -3) D. (2, 3)

7.2. Okrag o réwnaniu (x—1)>+(y—4)* = 9 przeksztalcono przez symetrie osiowa
wzgledem osi x. Wskaz rownanie otrzymanego okregu.

A.(x+1}2+{y+4)1:9 i (x+1)3+{y—4)3:9

B. (x-l)2+{y+4)1=9 D.(x-4)2+{y—1]2=9

7.3. Okragoréwnaniu (x+3)°+(y—2)" = 5 przeksztalcono przez symetri¢ osiowa
wzgledem osi y. Wskaz rownanie otrzymanego okregu.

A (x+2°+(y-3)°=5 C. (x-3P+(y-2"=5

B. (x-3) +(y+2)°=5 D.(x+3) +(y+2)°*=5

7.4. lIle osi symetrii ma figura bedaca suma
a) prostej i okregu? b) dwéch okregow? c) dwoch prostych?

Rozwaz rozne mozliwosci.

7.5. Wskaz osie symetrii figury, ktéra jest sumg

a) dwoch tréjkatéw rownobocznych o wspdlnym boku.

b) prostej i punktu nielezacego na niej.

c) dwdch okregdéw o roznych promieniach, stycznych zewnetrznie.

7.6. Narysuj dwa punkty: A i B. Wyznacz taki punkt C, aby figura skladajaca sie
z punktow A, B, C
a) miala jedng o$ symetrii. b) miala dwie osie symetrii. ¢) nie miala osi symetrii.

7.7. Narysuj trzy niewspotliniowe punkty: A, B, C. Wyznacz taki punkt D, aby figura
sktadajaca si¢ z punktow A, B, C, D miala 0§ symetrii. Przy jakim polozeniu punktow
A, B, C, D figura {A, B, C, D} ma dwie osie symetrii?

7.8. Narysuj dwie proste: a i b spelniajace podany warunek, a nastepnie dorysuj takg
prosta ¢, aby figura bedgca suma tych trzech prostych miala o$ symetrii. Ile jest takich
prostych?

a) a, bsg rownolegle b) a, b przecinajg sie



7. Symetria osiowa

7.9. Dana jest figura F i prosta k. Wyznacz obraz figury F w symetrii o osi k.

a) F - kwadrat, k - prosta zawierajgca jeden z bokéw tego kwadratu

b) F - rownoleglobok, k — prosta zawierajaca dluzsza przekatng tego rownoleglo-
boku

c) F - okrag, k — prosta zawierajaca cieciwe tego okregu

d) F - suma dwoch prostych réwnoleglych, k — prosta przecinajaca te dwie proste

e) F - trapez rownoramienny, k — prosta prostopadia do ramienia tego trapezu
i przechodzaca przez wierzcholek jego kata rozwartego

f) F - trojkat rbwnoramienny, k — prosta przechodzaca przez srodek podstawy tego
trojkata i prostopadta do jednego z jego ramion

7.10. Ponizej przedstawiony jest plan pola namiotowego na Mazurach. Michal
i Bartek chcg rozbic na tym polu namiot. Michatl upiera sig, by namiot stal w tej samej
odleglosci od kranu z woda i od ogniska. Bartkowi zalezy na tym, by mie¢ jednakowo
blisko do lasu i do jeziora. Gdzie powinni rozbi¢ namiot?

Jezioro

Miejsce
na ognisko

7.11. lle co najwyzej kratek nie bedzie zamalowanych, jezeli uzupelnimy rysunek
tak, aby obydwie przekatne byly osiami symetrii otrzymanej figury?

a) b)
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* 7.12. Pawel chce kopnac¢ pitke tak, by odbila
si¢ od muru i trafita do Marcina. W jakim
kierunku powinien ja kopnac?

<

7.13. Okrag o podanym réwnaniu przeksztalcono przez symetri¢ osiowa wzgledem
osi x. Napisz rownanie otrzymanego okregu.

a) [x-—9)1+{y+11)2=1 c) x2+(y—2—\f’§)2=7
b) (x—l+\ﬁ)2+y2:8 d}x2+(y+1—3v’t_5)2:9

7.14. Okrag o podanym réwnaniu przeksztalcono przez symetri¢ osiowa wzgledem
osi y. Napisz rownanie otrzymanego okregu.

a) (x+3% +(p~13)P =12 ¢) (x+5-V3)' +y* =18
b) x*+(y-7+ VII) =6 d) (x+04) +(y-1-2V7) =16

7.15. Obrazem okregu K w symetrii f jest okrag K. Napisz rownanie okregu K.

a) K;: (x—=3)"+(y+17)" =10, f - symetria $rodkowa wzgledem poczatku uktadu
wspolrzednych

b) K,: (x+13)*+ (y - 10)* = 15, f - symetria osiowa wzgledem osi x

¢) K;:(x—14)* + (y+ 16)* = 17, f - symetria osiowa wzgledem osi y

7.16. Punkty A = (2, 4), B' = (-6, 6), C' = (0, -8) sg obrazami wierzchotkéw
trojkata ABC w symetrii osiowej wzgledem osi x.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Punkty P = (-3, 1), Q=(1, 2), R = (-2, =5) sa srodkami bokéw trojkata ABC.
B. Srodkiem cigzkosci trojkata ABC jest punkt S = (—%, %)

C. Srodkowa trojkata ABC poprowadzona z wierzcholtka A ma dlugos¢ V17.

7.17. Punkty A = (-3,6), B = (3, —1) przeksztalcono przez symetri¢ osiowa
wzgledem osi x i otrzymano odpowiednio punkty A, i B,. Oblicz pole czworoka-
ta AA,BB,.

7.18. Okrag o réwnaniu (x — 4)° + (y + 7)° = 18 przeksztalcono przez symetrie
osiowa wzgledem osi x.

@ a) Wykaz, ze punkt A = (1, 4) lezy na otrzymanym okregu.
b) Napisz rownanie stycznej do otrzymanego okregu poprowadzonej w punkcie A.
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7.19. Okregi o rownaniach (x + 1}2 +(y+ 2)2 =34 i (x- 11}2 +(y - 1)2 = 85

przecinaja si¢ w punktach A i B.

a) Wyznacz wspolrzedne punktow A i B.

b) Znajdz wspolrzedne obrazow A, i B, punktow (odpowiednio) A i B w symetrii
osiowej wzgledem osi y.

c) Oblicz pole czworokata A| ABB,.

7.20. Wyznacz réwnanie obrazu okregu x* + y* + 2x — 4y — 45 = 0 w symetrii
wzgledem prostej y = 2x — 1.

7.21. Punkt M jest obrazem poczatku ukladu wspotrzednych w symetrii wzgledem
prostej x —4y + 17 = 0. Wyznacz wspolrzedne punktu M.

1. Po przeksztalceniu okregu F przez symetri¢ srodkowa wzgledem poczatku uktadu
wspolrzednych otrzymano okrag F'. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

Figura bedaca suma okregéw Fi F'

A. ma zawsze dokladnie dwie osie symetrii.

B. moze miec tylko jedna os symetrii.

C. moze mie¢ nieskonczenie wiele osi symetrii.

2. Punkt A = (-4, 3) przeksztalcono przez symetrie osiowa wzgledem osi x i otrzy-
mano punkt A,, a punkt B = (-1, —-2) przeksztalcono przez symetrie srodkowa
wzgledem poczatku uktadu wspélrzednych i otrzymano punkt B,. Podaj wspolrzed-
ne punktow A, i B, oraz oblicz pole czworokata AA, BB,.

3. Tréjkat ABC ograniczony prostymi 2x - y+6 =0, x—-y =0, x -2 =0 od-
bito symetrycznie wzgledem osi y. Wyznacz wspolrzedne wierzchotkow wielokata
bedacego czescig wspolng trojkata ABC i jego obrazu. Oblicz pole tego wielokata.

4. Okrag o srodku S = (2, =3) i promieniu r = 4 przeksztalcono symetrycznie
wzgledem osi x i otrzymano okrag o srodku §,. Okregi o srodkach Si S, przecinajg
sie¢ w punktach A i B. Oblicz pole czworokata SAS, B.

9. W trojkacie o wierzchotkach A = (0,6), B = (7,-1) i C = (8, 10) popro-
wadzono wysokosc¢ z wierzcholka C. Nastepnie przeksztalcono trojkat ABC przez
symetri¢ osiowa wzgledem prostej zawierajacej te¢ wysokos¢. Wyznacz wspolrzedne
wierzcholkéw obrazu tréjkata ABC.
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Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-21 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W ZeszZycie.

1. Odleglos¢ miedzy punktami P = (l%, —2%) i Q= (—2%, l%) jest rowna

A. 2V2. B. 3. C. 4V2. D. 4.

2. Punkt A lezy na osi x, B = (=5, 6), a srodek odcinka AB lezy na osi y. Wskaz
dlugos¢ odcinka AB.

A. 217 B. 8 C. 16 D. 2V/34

3. W kwadracie ABCD punkty P = (2, 3) i Q = (7, 4) sa odpowiednio $rodkami
bokéw AB i BC. Przekatna kwadratu ma dlugosc

A. V76 B. 2/726. C. 3V76. D. %v’%

4. Dany jest trojkat o wierzchotkach A = (-2, 3), B = (6, -1), C = (0, 7). Wskaz
dlugosc srodkowej tego trojkata poprowadzonej z wierzchotka C.

A. 2V10 B. 43 C. 2415 D. 8

5. Wskaz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt A = (-3, 5) i rownoleglej
do prostej y = %x — 4,

A.2x+3y-9=0 C.2x-3y+21=0
B.3x-2y+19=0 D.3x+2y-1=0

6. W trapezie ABCD, ktérego podstawa AB jest zawarta w prostej x — 2y + 10 = 0,
dany jest wierzcholek D = (6, 6). Ktora prosta zawiera podstawe CD?

A.y=-%x+3 B.y:%x+3 C. y==2x+3 D.y=2x+3
7. Wskaz odleglo$¢ miedzy prostymi y=3x-21i y=3x+ L
1 3
A.3 B. V10 C. — D. —
V10 V10

8. Dany jest okrag o réwnaniu (x + 3)° + (y — 2)” = 3. Wskaz wspdlrzedne érodka
i promien r tego okregu.

A.(3,-2,r=3 B.(-3,2),r=3 C.(-3,-2,r=V3 D.(-3,2),r=V3
9. Liczba punktéw wspélnych okregu o réwnaniu (x — 3)* + (y +4)° = 16 z osiami

ukladu wspolrzednych jest rowna
A. 4. B. 3. C. 2 D. 1.



8. Powtdrzenie

10. Na okregu o promieniu 7 lezy punkt A = (0, —4). Réwnanie tego okregu moze
miec postac

A (x-7V+y =7 C. (x-7) "+ (y+4)" =49
B.x2+{y+4)2=49. D.(x—4)2+y1=?.

11. Jaki zbiér punktow plaszczyzny kartezjanskiej jest opisany za pomoca nierow-
nosci (x - 3)1 +(y+ l)2 < 87

A. kolo o $rodku (3, ~1) i promieniu r = 2V/2

B. kolo o srodku (3, 1) i promieniu r = 8

C. okrag o §rodku (3, 1) i promieniu r = 2v2

D. pélplaszczyzna

12. Jaki zbiér punktow plaszczyzny kartezjanskiej jest opisany za pomocg ukladu
(x+2)*+(y-3)°<09,

y—=x-2=0 '

A. dwa punkty B. punkt C. odcinek D. zbior pusty

warunkow {

13. Jaki zbior punktow plaszczyzny kartezjanskiej jest opisany za pomocg réwnania
x2+y3+4x—2y+20:0?
A. zbi6r pusty B. okrag C. dwie proste D. plaszczyzna

14. Jaki zbiér punktéw plaszczyzny kartezjanskiej jest opisany za pomoca nieréw-
nosci x° + y* +6x+ 2y + 10 < 0?

A. kolo B. zbior pusty C. plaszczyzna D. punkt

15. Prosta o rownaniu y = —2x — 9 jest styczna do okregu o srodku w punkcie
S = (4, 3). Wskaz promien tego okregu.

A. 25 B. 315 C. 415 D. 55

16. Wskaz réwnanie prostej, ktéra nie jest styczna do okregu (x+3)*+(y—1)* = 25.
A.3x+4y-20=0 C.3x-4y+12=0
B.4x+3y-16=0 D.4x-3y-10=0

17. Punkty A = (-3 - V3, -1-v3), B=(1+ V3, 5-2V3),
C= (5 +34/3, 7 + 3‘\@_) sa kolejnymi wierzcholtkami réwnolegloboku ABCD.
Srodkiem symetrii tego réwnolegloboku jest punkt

A. (-1, 2-1,5V3). C. (-3+2V3,2+5V3).
B. (1+V3,3+13). D. (3+2V3, 6+0,5V3).
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18. Wskaz réwnanie okregu, ktory jest styczny do osi ukltadu wspotrzednych
w punktach P =(-3,0) i Q = (0, 3).

A (x-3)7+(y-37=9 C. (43 % (y=3)
B. (x-3)+(y+3)7=9 D. (x+3)° +(y+3)°

9
2

19. Obrazem okregu o $rodku S = (-3, 5) i promieniu 2020 w symetrii wzgledem
osi y jest okrag o $rodku §,. Odleglos¢ migdzy srodkami tych okregéw jest rowna
A. 6. B. 10. C. 2010. D. 2020.

20. Okrag o réwnaniu (x — 7)° + (y + 2)> = 11 przeksztalcono przez symetrie
srodkowa wzgledem punktu (0, 0). Wskaz rownanie otrzymanego okregu.

A (x+7)+(y+2)7 =11 C.(x-7V+(y-27"=11

B. (x+7)+(y-27=11 D.(x-2°+(y+7)* =11

21. Wskaz srodek cigzkosci trojkata o wierzchotkach A = (-3, 1), B = (2, 6),
C = (-2, 4).

A, (-1, ‘?‘) B. (-1, 3) C. (-3, 9) D. (0, 3)

W zadaniach 22-38 ocen prawdziwosc podanych zdan.

22,

A. Rownanie 2x + 4y + 3 = 0 opisuje prosta przechodzaca przez I, I1 i IV ¢wiartke
ukladu wspotrzednych.

B. Prosta o réwnaniu —3xm = 0 jest rownolegta do osi x.

C. Prosta o réwnaniu V7x + 7y = 2 jest wykresem funkgji.

23. Okrag o érodku S = (3, —2) i promieniu r = v/3 mozna opisaé za pomoca
rownarnia

A (x-3V +(y+2)° =3

B. (x+3) +(y-2)° =3

C.x*+y —6x+4y+10=0.

24. Dane jest koto opisane za pomocg nieréwnosci (x + 4)° + (y+ 2 <9.
A. Punkt A = (-1, —1) nalezy do tego kola.

B. Punkt B = (-7, —3) lezy na zewnatrz tego kola.

C. Punkt C = (—6, V5 - 2) lezy na zewnatrz tego kola.

25. Okrag o réwnaniu (x + )4 (y - 3 =9 jest styczny do
A. osi x. B. prostej y = 6. C. prostej x = 1.
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26. Nierdwno$é x° + y° — 14x — 2y + 49 < 0 opisuje

A. zbior pusty.

B. kolo o §rodku S = (7, —1) i promieniu r = 1.

C. zbior punktow lezacych na zewnatrz kola o $rodku S = (7, —1) i promieniu r = 1.

27. Dany jest okrag o réwnaniu (x —3)* + (y+3)* = 9.

A. Punkt M = (3, —6) nalezy do tego okregu.

B. Punkt P = (3, 3) nalezy do tego okregu.

C. Okrag ten jest styczny do obydwu osi ukladu wspétrzednych.

2 2
= ] » ¥ I4 - - “{:‘h 5
28. Figura opisana za pomocg ukladu nierownosci i s i B
4x+3y—-10<0
A. ma nieskonczenie wiele osi symetrii.
B. ma dokladnie jedng os symetrii.

C. jest srodkowosymetryczna.

29. Dany jest okrag o réwnaniu (x + 4)* + (y+ 4)* = 16.

A. Prosta y = -8 jest styczna do tego okregu.

B. Prosta y = x nie ma punktow wspoélnych z tym okregiem.
C. Prosta x = —4 jest osia symetrii tego okregu.

30. Dany jest zbior F opisany za pomoca ukladu nierownosci 4 x < 0

Do zbioru F nalezy

A. punkt o wspolrzednych (-1, 1).

B. co najmniej pie¢ punktow o obu wspotrzednych catkowitych.
C. dokladnie szes¢ punktéw o obu wspoélrzednych catkowitych.

(x-1)°+(y+3)7° =4

2

3 ma
X +y —2x+6y+1<0

31. Zbioér opisany za pomoca ukladu nieréwnosci <‘

A. dokladnie jedna o$§ symetrii.
B. co najmniej dwie osie symetrii.
C. nieskonczenie wiele osi symetrii.

32. Punkt przecigcia prostych o réwnaniach 3x+2y-6 =0 i 2x— y—4 = 0 nalezy
do zbioru punktéw plaszczyzny opisanego za pomoca nieréwnosci
A.x2+y2£3. B.x2+y2£4. C.x2+y2£5.

33. Odlegloé¢ punktu (2, 5) od érodka okregu (x —4)* + y* =1 jest
A. réwna 3. B. réwna V21. C. liczbg wymierna.
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34. Okregi o réwnaniach x°+ y° +6x—-4y-12=0i x°+y° —6x+12y-180 =0
A. sa styczne zewnetrznie.

B. przecinaja sie.

C. nie maja punktéw wspdlnych.

35. Dany jest okrag o rownaniu (x — 3)2 +(y+ ?}2 =1,
A. Prosta 7x + 3y = 0 zawiera érednice tego okregu.

B. Prosta y = x — 10 jest osig symetrii tego okregu.

C. Prosta y = 2x — 9 jest styczna do tego okregu.

36. Danyjestokrag x* + y* —4x+8y+11 =0 iprosta k: x — y—2=0.
A. Prosta k ma dwa punkty wspdlne z tym okregiem.

B. Prosta k ma dokladnie jeden punkt wspolny z tym okregiem.

C. Odleglos¢ $rodka tego okregu od prostej k jest réwna 2V/2.

37. Figura bedaca suma zbioréw opisanych za pomocg warunkéw
X +y —6x-4y-12<0i x +y —4x+2y+1=0

A. ma dokladnie jedna o$ symetrii.

B. ma nieskonczenie wiele osi symetrii.

C. jest kolem.

(x-1+(y-a’=1
y=lx=1|

A. dla pewnej wartosci parametru @ ma jedno rozwigzanie.

B. dla nieskonczenie wielu wartosci parametru @ ma cztery rozwiazania.
C. dla pewnej wartosci parametru @ ma trzy rozwigzania.

38. Dany jest uklad réwnan { z parametrem a. Uklad ten

Zadania otwarte krotkiej odpowiedzi

39. Oblicz dlugosc odcinka AB.

8y A= 1y B3 ~3) A (—% 5%) B={-0il:=3)

b) A= (-1%, 3\@), B=(05 v3) d) A=(-v2,7), B=(2vV2 -2)

40. Oblicz odleglos¢ punktu A od prostej L.

a) A=(2,-3), Lx=y+5=0 &) A= %,%),f:2x+3y+lﬂ=ﬂ

b) A=(-1,4),  -3x+4y+1=0 d) Az(ﬁ,?), E-x+3y+5=0
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41. Napisz réwnanie okregu o srodku S przechodzacego przez punkt P.

1 1 1
)8 =(=2) 1) P'=(3;2) Q) §=(3-3). P=(25-3)
b) S=(4,0), P=(-2,5) d) S=(-3,3), P=(3, 3)
42. 7badaj wzajemne polozenie prostej i okregu.
a) (x+4}2+{y-2)‘1=20 2x+y—-4=0
b) (x+2)°+(y-3)°=9 3x-2y-3=0
c) {x—5}2+{y+2)1:45 x—4y+2=0
d) (x+7) +y* =34 x-y-2=0
43. 7badaj wzajemne polozenie okregow o podanych rownaniach.
a) (x+3)+(y-2"=52 (x-3)+(y+27*=13
b) (x-3)+(y-4)Y>=25 (x+6)° +(y+8)° =100
) (x—-4) +(y-5°=16 (x+2)+(y+6)° =18
d) (x-6)+(y-1)*=10 (x—4)+(y-7*=90
44. 7badaj wzajemne polozenie okregéw o podanych rownaniach.
a) X+ y +2x+4y-11=0 x*+y'-6x-2y+6=0
b) x*+ 3  +4x+2=0 X+ —2x+6y-22=0
c) x2+y2+4x-—30={] x2+yz+4x—5=0
d) x*+y°-6x+4y+6=0 X+ +10x+2y+25=0

45. Dla jakich wartoéci m prosta o réwnaniu 3x + V5y = m przechodzi przez II,
1L i IV éwiartke ukladu wspolrzednych?

46. Narysuj na plaszczyznie kartezjanskiej zbior:
A={(x, y): x €{(-2;4) i y € (-4 3)}
Jaka figura geometryczna jest zbior A? Ile wynosi jego pole?

47. Dla jakich wartosci m prosta o rownaniu 2x + y = m ma co najmniej jeden
punkt wspolny z prostokatem o wierzcholkach (1, 3), (=3, 3), (-3, -2), (1, =2)?

48. Dany jest punkt P = (6, —4). Punkt Q jest obrazem punktu P w symetrii osiowej

wzgledem osi x, a punkt R - obrazem punktu P w symetrii osiowej wzgledem osi y.
Oblicz dlugos¢ odcinka QR.

49. Wyznacz réwnanie tej sposrod osi symetrii okregu o réwnaniu (x+3)°+y” = 36,
ktora przechodzi przez punkt A = (6, 3).
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50. Dana jest prosta k o rownaniu y = 3x—7. Wyznacz réwnanie prostej k, kt6ra jest
obrazem prostej k w symetrii Srodkowej wzgledem poczatku ukladu wspétrzednych.

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

51. Punkt B = (12, 6) jest wierzcholkiem rownolegloboku ABCD. Dwa boki row-
nolegloboku zawieraja si¢ w prostych x +2y -6 =0 i x— y+ 3 = 0. Wyznacz
wspolrzedne pozostalych wierzchotkow rownolegloboku i oblicz jego obwaod.

52. W trojkacie rownoramiennym ABC, w ktorym [AC| = |BC|, ramig BC zawiera
si¢ w prostej y = -%x +6 1 A= (-6, —1). Pole tego trojkata jest rowne 40. Oblicz
wspolrzedne punktu C.

53. Danyjest trojkat o wierzchotkach A = (-2, 8), B= (4, -1), C = (5, 4). Z wierz-
chotka C poprowadzono wysoko§¢ CD. Wyznacz wspolrzedne punktu D.

54. Trojkat ABC jest ograniczony prostymi AB: x-3y+9 =0, BC:x+2y—16 = 0,

AC:2x—y+8=0.

a) Oblicz wspolrzedne wierzcholkow tego tréjkata.

b) Oblicz wysokosc trojkata ABC poprowadzona z wierzchotka C.

c) Wyznacz rownanie prostej zawierajacej sSrodkowa poprowadzong z wierzchotka B
tego trojkata.

95. Punkty A = (-8, -13), C = (0, 3) sa wierzcholkami trojkata ABC, ktérego
wysokosci przecinaja sie w punkcie K = (2, —3). Oblicz wspolrzedne wierzchotka B.

56. W trojkacie prostokatnym kat ABC jest prosty. Wierzcholek C lezy na prostej
x—=2y+6=0 oraz A =(-3,-4) i B=(6, —1). Oblicz wspolrzedne punktu C oraz
pole tego trojkata.

57. Srodek okregu przechodzacego przez punkty A = (3, 1) i B = (=1, 3) nalezy
do prostej x — ¥y + 3 = 0. Napisz réwnanie tego okregu.

58. Napisz rownanie okregu opisanego na trdjkacie o wierzchotkach A = (4, 4),
B =(2,0), C= (-8, 10).

59. Prosta y = —x + 2 jest styczna do okregu o §rodku A = (5, 3). Oblicz wspol-
rzedne punktu stycznosci B oraz napisz réwnanie tego okregu.

60. Wyznacz réwnania prostych stycznych do okregu x” + y* —6x —4y +4 =0
i prostopadtych do prostej x =3y +6 = 0.
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61. Okrag o $rodku w punkcie S = (3, 3) jest styczny do obu osi wspoélrzednych.
Prosta k jest styczna do tego okregu w punkcie P = (2, m), m > 1. Wyznacz
rownanie prostej k.

62. Do okregu (x - 7)* + (y + 1)* = 25 poprowadzono styczne z poczatku ukla-
du wspolrzednych. Oblicz pole tréjkata, ktorego wierzchotkami sa punkty stycznosci
oraz punkt przeciecia stycznych.

63. Dany jest okrag o $rodku S = (-2, 5). Cieciwa AB tego okregu ma dtugosé 92
i jest zawarta w prostej y = x + 4. Napisz réwnanie okregu.

64. Danesapunkty A = (-4, -2), B=(7,9) i C = (6, 2). Napisz rownanie okregu
o srodku w punkcie C stycznego do prostej AB.

65. Prosta x— y—2 =0 przecina okrag (x—5)°+(y—3)* = 18 wpunktach AiB.
Napisz rownania stycznych do tego okregu w tych punktach.

66. Punkty A = (-1, -1), B = (5, 1) leza na okregu (x - 1% & (¥ — 3]2 = 20.
Wyznacz na okregu taki punkt C, aby trojkat ABC byl trojkatem rownoramiennym
o podstawie AB.

67. Napisz rownanie prostej rownoleglej do prostej 3x — y + 7 = 0 i przecho-
dzacej przez srodek okregu opisanego na trojkacie o wierzchotkach A = (1, 1),
B = (-2, -4), C = (0, 0).

68. Wykaz, ze czworokat ABCD o wierzcholkach A = (-2, -2), B = (6, 2),
C =(2, 5), D= (-4, 2) jest trapezem prostokatnym. Oblicz

a) obwdd czworokata.

b) pole czworokata.

c) dlugosci przekatnych czworokata.

69. Punkty wspolne okregu (x —2)° + (y — 3)* = 17 i prostej o réwnaniu
5x+3y—36 =0 przeksztalcono przez symetrie osiowa wzgledem osi y. Oblicz pole
czworokata, ktorego wierzchotkami sg te punkty i ich obrazy.

70. Wykaz, ze czworokat ABCD o wierzchotkach A = (-6, 2), B = (2, -7),
C = (6, —=4), D = (6, 1) ma os symetrii przechodzaca przez wierzcholek A.

71, Punkty A = (1, —4) i B = (10, —1) s3 wierzchotkami kwadratu ABCD, a punkt
S = (4, 2) jestjego srodkiem symetrii. Wyznacz réwnania osi symetrii tego kwadratu.

187 S
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72. Napisz rownanie okregu o srodku (5, 4) stycznego zewnetrznie do okregu
x2+y2-4x—5=[}.

73. Prosta o réwnaniu x — 2y + 2 = 0 przecina okrag x* + y°* —6x - 16 =0
w punktach A i B.

a) Napisz rownanie symetralnej odcinka AB.

b) Oblicz pole kwadratu wpisanego w ten okrag.

74. Dany jest trojkat ABC o wierzchotkach A =(1,7), B = (-5, 1), C = (7, =5).
Oblicz odleglosc srodka okregu opisanego na trojkacie ABC od srodka cigzkosci tego
trojkata.

75. Prostokat ABCD jest wpisany w okrag x” + y~ + 4x + 6y — 12 = 0. Bok AB jest

zawarty w prostej 2x + y —3 = 0. Wyznacz wspolrzedne wierzchotkow i oblicz pole
prostokata ABCD.

76. Przez punkty przeciecia paraboli y = x* —5x+6 zprosta x—y+1 =0
poprowadzono okrag, ktérego srodek lezy na prostej 7x+3y—9 = 0. Napisz réwna-
nie tego okregu.

77. Napisz rownania stycznych poprowadzonych z punktu P = (0, -5) do okregu
opisanego na trojkacie o wierzchotkach A = (4, 2), B= (7, 1), C = (6, -2).

78. Okrag, ktorego $rodek lezy na prostej 2x — y = 0, jest styczny do prostych
y=x+61 y=—x+ 2. Znajdz rownanie tego okregu.

79. Danesgokregi x*+ y° =4 i x* + y* —4x + 2y + 1 = 0. Napisz réwnania osi
symetrii figury bedacej suma tych dwoch okregow.

80. Dany jest trojkat réwnoramienny ABC o wierzchotkach A = (8, 9)
i B = (-4, 3) oraz wierzchotku C lezacym na osi x. Kat BCA ma miar¢ 90°. Wyznacz
wspolrzedne punktu C oraz napisz rownanie obrazu okregu opisanego na trojkacie
ABC w symetrii srodkowej wzgledem poczatku ukladu wspolrzednych.

81. Punkt C = (-7, 3) jest wierzcholkiem tréjkata réwnobocznego ABC, a punkt
S = (1,-1) jest srodkiem okregu wpisanego w ten tréjkat. Wyznacz wspolrzedne
wierzcholkow A i B.
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1. Okreslenie i wiasnosci ciggu
liczbowego

Umiejetnosci:

* wyznaczanie wyrazow ciggu okreslonego wzorem ogolnym lub w wzorem
rekurencyjnym

* badanie wiasnosci ciagu liczbowego

W zyciu codziennym czesto porzadkujemy jakies
zbiory wedlug przyjetych kryteriow - ustawiamy
si¢ w kolejki, ukladamy kolejno ksigzki na polce,
siadamy na okreslonym na bilecie miejscu w te-
atrze, rezerwujemy numerek do lekarza itp. Takie
porzadkowanie elementow (ludzi, ksiazek, krzesel
itd.) najczesciej polega na przypisaniu kazdemu
z nich odpowiedniego miejsca, mowiac prosciej -
ponumerowaniu wszystkich elementow okreslo-
nego zbioru. Ujmujac rzecz matematycznie - okre-
slamy funkcje przyporzadkowujace kolejnym licz-
bom naturalnym elementy takiego zbioru.

Ciagiem nazywamy funkcje, ktérej dziedzing jest zbior dodatnich liczb natural-
nych. Ciag nazywamy liczbowym, gdy jego wartosci sa liczbami rzeczywistymi.

Jezeli dziedzine ciagu ograniczymy do pewnego skonczonego podzbioru zbioru liczb
naturalnych dodatnich, to otrzymamy ciag skoficzony. Na przyklad ciag numerow
domoéw przy ulicy Grodzkiej w Krakowie jest ciggiem skonczonym, a ciag kolejnych
naturalnych poteg liczby 3 - ciggiem nieskonczonym.

Dalej zajmiemy si¢ wylacznie ciagami liczbowymi, dlatego najczesciej bedziemy po-
mija¢ okreslenie , liczbowy”.

Przyktad €D

Oto kilka przykladow ciagow:

* 2,3,5,7,11,... - kolejne liczby pierwsze,

* 3; 3,153,145 3,141; 3,1415; ... - coraz dokladniejsze przyblizenia rozwinigcia dzie-

sietnego liczby m,
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* 100,99, 98, 97, 96, ... - liczba dni, ktére pozostaly do matury poczawszy od stud-
niowki,

* 68,24; 82,60; 56,86; 70,85; 64,32; ... — wysokosc (w zl) rachunkéw telefonicznych
w kolejnych miesigcach.

Przyktad &)

Narysujemy wykresy trzech funkcji, ktére s przedstawione ponizej w postaci tabeli.
Dane zostaly zaokraglone do dwoch lub trzech cyfr znaczacych.

. T
sodeol || | ook | | 4
Lotnictwo na liniach pasazerskich | sgoadl_ o111 | b,
w wybranych panstwach
Przebyta droga w tys. km
Panstwo . , i
_1929r.|1934 r. 1935 r.i‘lﬂﬂﬁ r. 1937r.
Polska | 1400 | 1700| 1700 | 1700 | 2200| | sgoot | | - |
1 | | b i i | ¥ olska
Belgia | 600 | 1100 1300 | 1500 | 1900 f;'gg" I al
! - Ll
'Francja | 9400 10000 | 9700 @ 9600 | 10500 : Palginy | -
Zrédlo: Maly rocznik statystyczny 1938, GUS, Warszawa i

Rozwiazanie
W tym przykladzie argumentami sg liczby naturalne tworzace zbiér

{1929, 1934, 1935, 1936, 1937}.
Wykres kazdej z tych funkcji sklada si¢ z pieciu punktow. Przerywane linie (tzw. li-
nie trendu) laczace te punkty stuza zwiekszeniu czytelnodci wykresu. Latwiej wtedy
zauwazyd, ze np. funkcja Belgia jest rosngca, funkcja Polska niemalejaca, a Francja -

niemonotoniczna.

>

Kazdy ciag jest funkcja, zatem mozna stosowac do jego opisywania te sama symbo-
like, co przy opisywaniu innych funkgji. Jednak to, ze ciggi maja tak uporzadkowana
budowe, zdecydowalo, ze przyjeto inng terminologie i inny sposob zapisu.
» Ciagi nazywane sa zwykle poczatkowymi lub koncowymi literami alfabetu.
* Zamiast ,warto$¢ funkcji dla argumentu n” méwimy ,n-ty wyraz ciggu”.
* Jezeli warto$¢ ciggu a dla argumentu 1 jest réwna 5, to zamiast zapisu:

a(l) = 5 stosujemy zapis a, =5

i czytamy: ,,pierwszy wyraz ciagu a jest rowny 5",

191
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Podczas wypisywania kolejnych wyrazéw ciagu korzystamy z podstawowej wlasnosci
zbioru liczb naturalnych - po kazdej liczbie n nastepuje bezposrednio liczba » + 1.
Kolejne wyrazy nieskonczonego ciagu

: L _ Czasami do dziedziny ciagu dotaczo- (1))
mozemy zatem symbolicznie zapisaé:

na jest liczba 0 i wowczas pojawia si¢

al, aZ: HE, e a""g’ lﬁ!i—]“ ﬂ-", aﬂ-}.l! ﬂfH-I" . e w}rmzan_

Taki ciag bedziemy oznacza¢ (a,,). Zapis a,, oznacza n-ty wyraz ciagu.

O funkgji, ktéra wszystkim argumentom przyporzadkowuje t¢ sama warto$¢, mo-
wimy - funkcja stala. Réwniez ciagg liczbowy, ktorego wszystkie wyrazy sa rowne,
nazywamy ciagiem stalym.

Uwaga: W kazdym zadaniu polegajacym na odgadnieciu reguly tworzenia kolejnych wyrazow (1))
ciaggu tylko na podstawie kilku wyrazéw danych mozliwa jest wigcej niz jedna odpowiedz. Regul
moie by¢ wiele, a do kazdej odpowiedzi mozna wymyslic jakas$ regule. Zadania takie mozemy

wiec traktowac tylko jako zabawe, a ,poprawna” odpowied# to odgadnigcie, co autor zagadki

mial na mysli.

Wzaor ogoliny ciagu liczbowego

Przykiad €

Rozwazamy ciag liczb o danych wlasnosciach. Podamy kilka poczatkowych wyrazow
oraz tzw. wzor ogoélny tego ciagu (inaczej mowiac — wzor funkcji).

a) liczby naturalne parzyste

b) liczby naturalne nieparzyste

c) naturalne potegi liczby -1

d) liczby naturalne, ktore przy dzieleniu przez 8 dajg reszte 3

Rozwiazanie
a) Wszystkie liczby naturalne parzyste tworza ciagg: 0, 2, 4, 6 ... Ponadto:

0=2-0, 2=2-1, 4=2-2, 6=2-3 itd.
zatem najprostszym wzorem funkgji jest a,, = 2n. Zauwazmy, Ze w tym ciagu
wystepuje wyraz a,,.
b) Ciag: 1,3,5,7, ... Ponadto:
l=2-1—=1; 3=2:2-1; 5=2-3-1, 7=2-4-1 itd,
zatem wzor ogolny tego cigguto b, = 2n — 1.
c) Cigg:-1,1,-1,1,-1, 1,... Ponadto:
c=-1=(1)" ¢=1=(17% c=-1=(-1)", ¢=1=(-1)"itd
zatem wzdr ogolny tego ciggu to ¢, = (-1)".



d) Ciag: 3,11, 19, 27, 35, ... Ponadto:
dy=3=8:0+3, d,=11=8-1+3,

1. Okreslenie | wiasnosci ciagu liczbowego
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d,=19=8-2+3 itd.

zatem mozna opisac ten cigg za pomoca wzoru d, = 8n + 3.

Przyktad €
(c,) jest ciagiem odwrotnosci kolejnych liczb nieparzystych:
pe Lo 1o B
Cl— ,{:1—3,(:3—5,{.'4—?,...

Wyznaczymy setny wyraz tego ciagu.

Rozwiazanie

Jesli chcemy odpowiedzie¢ na pytanie, jaka
wartos¢ ma setny wyraz tego ciagu, to musimy
albo wypisac sto kolejnych wyrazéw (zaczyna-
jac od ¢,), albo skorzystac ze wzoru ogoélnego
tego ciagu.

n-ta liczbe nieparzysta mozna zapisa¢ jako 2n — 1, wiec ¢, =

Jest to wzor ogdlny ciggu ¢, wiec setny wyraz tego ciggu to ¢y =

Przyktad @) « zad. 15

Ciag (d,,) okreslony jest wzorem ogolnym d,, =

d,

_ X A B ;
d_,__g(lo 1) = 5999 =111 itd.

1

9

%(101_1):59:1, dzzé(102—1)=$~99=11,
1.

()

Nie zawsze moina podac wzor na
n-ty wyraz ciagu. Na przyklad nie
ma wzoru pozwalajacego obliczy¢
dowolny wyraz ciggu kolejnych liczb
pierwszych.

2n—-1
] 1
2-100-1 199

(10" - 1). Zatem:

Czyli n-ty wyraz tego ciagu to liczba calkowita zapisana za pomoca dokladnie n je-

dynek.
Przyktad @) < zad. 1.6, 1.7
: . . =3
Dla ciagu o wyrazie ogélnym a,, = :
n-+
obliczymy a,;, a4, a3 Oraza,, ,
Rozwiazanie
4o 2:10-3 17 I
T 041 1 e
L _2:16-3 29
7 16+1 17 ni+2

()

Czesto zamiast ,cigg okreslony
wzorem ogolnym™ mowimy ,ciag
o wyrazie ogolnym”.

2-139-3 _ 275 _ 55
139+1 140 28
2m+2)-3  2m+1
(m+2)+1  m+3
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Przykiad €

Jezeli chcemy, aby funkcja f(n) = : = byla ciagiem o dziedzinie N — {0}, to

n-—
mozemy zapisac jej wzor w inny sposob.

Kolejne wartosci tej funkcji dla n € N - {0, 2} to: -1, 1,

o0
ki | =
e | =
|

Wrystarczy przyjac, ze:

b]=_1,b2=l,bf§= ,b4=%,b5=l,...

4

i otrzymujemy ciag (b, ) o identycznym zbiorze wartosci co funkgja f, ktérego dzie-
dzina jest zbior N — {0}.

Ogolny wzor tego ciggu zapiszemy na przyklad w taki sposob:

o |

-1 dla n=1
b,=1{! dla n=2
dla n>2

-1

W dalszych rozwazaniach w podobnych sytuacjach nie bedziemy zmienia¢ numeracji
wyrazow ciagu - bedziemy uzywac sformulowania typu ,,dany jest ciag o wyrazie

ogdlnym a,, = : 5 i dziedzinie N — {0, 2}".

ﬂ_

J

Podsumujmy:
» Jezeli ciag jest skonczony i ma k wyrazow, to mozemy je ponumerowac liczbami
1,2,3,..., k (czyli przyja¢ jako jego dziedzine zbi6r {1, 2, 3, ..., k}).

* Jezeli ciag jest nieskonczony, to mozemy kolejne jego wyrazy numerowac kolejny-
mi liczbami naturalnymi tak, aby jego dziedzina byl zbior N — {0}.

Wzor rekurencyjny ciagu liczbowego

Do okreslenia ciagu moze tez stuzy¢ wzoér rekurencyjny (inaczej — indukcyjny), ktory

ma nastepujacy postac:

* podany jest pierwszy wyraz lub kilka poczatkowych wyrazéw,

* podana jest informacja, w jaki sposob nalezy wyznaczyc kolejny wyraz ciagu w za-
leznosci od wyrazow go poprzedzajacych.

Aby obliczy¢ jaki$ wyraz ciagu, musimy wiec wyznaczy¢ najpierw wszystkie wyrazy

poprzednie.

Na przyklad definiujemy:

a; =-2
A, =—2a,+1 dla neN-{0}
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Zatem:

a,=-2a;+1=-2.(-2)+1=5

Ay =-2a,+1=-2-5+1=-9

a;=-2a;+1=-2:(-9)+1=19 itd.
Czasem w prosty sposob da si¢ odgadnac wzor rekurencyjny, ktorym mozna zasta-
pi¢ podany wzor ogélny. Na przyklad dla ciagu (d,,) okreSlonego w przykladzie 5 za

pomoca wzoru ogdlnego d,, = ;;—[1[}" - 1)

Zastapienie wzoru rekurencyjnego {[{ }j]
many: wzorem ogdlnym (i na odwrét)
{ d =1 wynga d-::-wmiju. lfrzeprnwadza sig go
_ _ metoda tzw. indukeji matematycznej,
dpyy =10d, +1 dla n € N-{0} ktdra nie wchodzi w zakres aktualnego

programu szkoly sredniej.

Przyktad @) - zad. 1.12-1.14

S 1) m‘?kdwfzﬁh,cw‘gow '?plsan}’ch Leonardo Fibonacci (ok. 1175-1250) ()
rekurencyjnie jest cigg Fibonacciego, zde- - wloski matematyk pochodzacy z Pizy,
finiowany w nastepujacy sposab: jeden z najwybitniejszych uczonych
sredniowiecza; wprowadzit do Europy

P:”' =\ cyfry arabskie. W 1202 r. wydal
F =1 stynng Liber abaci ( Ksigga rachunkdw),
F,=F,_,+F,, dlanz2 poswiecona arytmetyce i algebrze,
a w 1220 r. dzielo Practica geometriae
Kolejne wyrazy tego ciagu (poza F, i F) sa o zastosowaniu algebry do geometrii.

suma dwoch wyrazow poprzednich:
0,1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, ...

Mozna tez spotkac definicje ciagu, w ktorej pominiety jest wyraz F, — wowczas za-
leznoé¢ rekurencyjna jest definiowana dla n = 3:

F,=1

F2 = ]

.F" = P‘”_,] + ‘FFI"E dl:—l ) ..}-' 3
Liczby naturalne tworzace taki ciag, nazywane liczbami Fibonacciego, pojawiajg si¢

niezwykle czesto w przyrodzie - zainteresowanych odsylamy nas. 204 oraz do bogatej
literatury dostepnej np. w internecie.

Wiasnosci ciagow

Ciagi liczbowe mozemy badac tak jak kazda funkcje liczbowa - sprawdza¢ monoto-
nicznosc, miejsca zerowe itp. Mozemy rowniez rysowac na plaszczyznie kartezjan-

skiej ich wykresy.
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Przyktad €) < zad. 1.18, 1.19

Narysujemy wykres ciagu o podanym Wykres dowolnego ciggu: (@)
WZOrze. 1. jest zbiorem izolowanych punktow,
a) a, = %” ~9 b) b, = n+ 1 2. zawiera si¢ w polplaszczyznie x = (.

n

Rozwigzanie
a) Obliczymy kilka poczatkowych wyrazow ciagu.
3 I

1
ﬂlzzmzz"‘i, ﬂzz_l: ajz_'z-i a‘qzﬂi aﬁz

Kolejne wyrazy ciaggu pokrywaja siezwar- a4
tosciami funkcji s
f(x)=%x—z dla xeNix>0.

Na podstawie wlasnosci tej funkcji moze-

my wnioskowac, ze: - e
¢ ciag ten jest rosnacy,

Eo
BT I
Y

e

* jego jedynym miejscem zerowym jest 4,

tylko poczatkowe trzy wyrazy sg ujemne,
s i T 3

* najmniejszg wartoscig jest =,

* wartosci najwigkszej ciag nie przyjmuje.

! I - - - ¥’ " l
b) Wzor ogolny tego ciggu mozna zapisac w postaci b, = 1+ —.

n
Zatem b, =2, b, = ]%, b; = ]%, .[”'i‘ |

1 1 1 P21
b4=lz, 55=1§, bél:lg, | L1 | & |
Mozemy wykazac, ze:
* ciagg ten jest malejacy,

.
el [V
o+
=

* ciag nie ma miejsc zerowych,
* wszystkie wyrazy ciagu sa dodatnie,
* najwieksza wartoscia ciagu jest 2,

* wartosci najmniejszej ciag nie przyjmuje.

J

Przypomnijmy, ze funkcja jest rosngca wtedy, gdy dla dowolnych dwéch argumen-
tow wiekszemu z nich przyporzadkowuje wigksza wartos¢. Zatem twierdzenie opisu-
jace warunki, jakie musi spelniac¢ nieskonczony ciag liczbowy, aby byl monotoniczny,
mozemy sformulowac nastepujaco.
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Jezeli dla dowolnego n € N — {0} mamy:
* a,. > a, - tociag jest rosnacy, * a,,, =z a, — to ciag jest niemalejacy,
* a,, <a,-tociag jest malejacy, * 4, < a, - tociag jest nierosnacy.

W praktyce, aby zbada¢ monotoniczno$c¢ ciagu (a,,), najczesciej badamy znak wyra-
zenia a,,; —a,, a mianowicie, jezeli dla dowolnego n € N — {0} mamy:
¢ a,.,—a, >0 -tociag jest rosnacy, * a,,, —a, 2z 0-tociag jest niemalejacy,
* a,,, —a, <0-tociagjest malejacy, = a,,, -a, <

. < 0 = to ciag jest nierosnacy.

Ciag liczbowy, ktory spelnia co najmniej jeden z powyzszych warunkow, jest ciggiem
monotonicznym, pozostale ciagi liczbowe sa niemonotoniczne.

Przyktad ) < zad. 1.20, 1.21
Zbadamy monotonicznos$¢ podanego ciggu.

Rozwiazanie

n+2
4 %= T
(n+1)+2 n+3 ;
”+‘:(n+1}+1:n+2’wwc
= _a=n+3_r1+2={n+3}{n+l)—(n+2}{n+2)= -1
Bl " n+2 n+1 (n+2)(n+1) (n+2)(n+1)

Wryrazenie a,,,,—a, zawsze ma wartos¢ ujemna (dla dowolnej liczby naturalnej n
mianownik tego ulamka jest dodatni, a w liczniku jest liczba ujemna).
Zatem a, ., —a, <0, co jest rownowazne nierownosci a,., < a,,.

Odp.: (a,) jest ciagiem malejacym.

b) b, = n® — 13n + 40
by = by = |1+ 1) = 13(n+ 1) + 40| - (#* = 131+ 40) = 2n - 12 = 2(n - 6)
Dla n < 6 réznica ma znak ujemny, a dla n > 6 dodatni.
Odp.: Ciag (b,,) jest niemonotoniczny.
2 .
)i n~ dla nnieparzystego
" 4n dla n parzystego

W tym ciggu trudniej jest opisac roznicg sgsiednich wyrazow. Przyjrzyjmy sie Kil-
ku poczatkowym wyrazom.

197 N
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c;=1,¢6=8¢=9, ¢4, =16, Odpowiedz mozna tez uzasadnié, korzystajac ()
s =25, cg = 24, ... z wlasnosci wykresu ciggu (c,,). Otoz jego
wyrazom o nieparzystych numerach odpowia-
Zatem ¢5 > ¢4 i € < Cs. daja punkty na paraboli y = x°, natomiast

wyrazom o parzystych numerach - punkty na
prostej y = 4x. Wykres ciggu , przeskakuje”
wigc z paraboli na prosta i z prostej na parabole.

Odp.: Ciag (c,,) jest niemonotoniczny.

Przyktad @) « zad. 1.22, 1.23

Znajdziemy miejsca zerowe ciggu o wzorze ogélnym d, = 3n° — 191 + 6.

Rozwiazanie

1
'j'.
Tylko pierwsza z tych liczb spetnia warunki zadania (druga nie jest liczba naturalna).

Z rozwiazania rownania 3" —19n+6 =0 dla n € N - {0} mamy n=6 lub n=

Odp.: Miejscem zerowym tego ciagu jest liczba 6.

Przyktad €2 « zad. 1.24, 1.25
Sprawdzimy, czy ktorys z wyrazow ciggu o wyrazie ogélnym a, = n” — 8n + 11 jest
réowny —1.
Rozwigzanie
n—8n+11=-11ineN-{0}, czyli " —-8n+12=0
n=2n=6 +~— obydwa pierwiastki s3 dodatnimi liczbami naturalnymi

W tym ciagu sa wiec dwa wyrazy réwne —1: drugi i szosty.

Odp.:a, = -1 oraz a5 = -1
J

Jezeli dwa ciagi liczbowe maja t¢ sama dziedzing, to mozemy je, tak jak inne funkcje
liczbowe, dodawac, odejmowac, mnozy¢, mnozy¢ przez liczbe oraz dzielic przy zalo-
zeniu, ze wyrazy dzielnika sa rézne od zera. W ten sposob otrzymujemy nowe ciagi.
Przedledzmy to na przykladzie.

Przyktad &) « zad. 1.31

Dane sa dwa ciagi o wyrazach ogélnych a, =n+2 i b, = L Wowczas:

n
1 a
. c,,:a”+b"=n+2+; . f,,:b-—"={n+2}~n=nl+2n
1 b 1
e d =a,-b,=n+2-- ¢ g, =—=—
i A " Gn a, Mm+2)-n

]

. eu=a,,-b,,=(n+2)-£=]+% * h,=-3a,=-3(n+2)=-3n-6



1. Okreslenie | wiasnosci ciagu liczbowego

W kazdym z zadan 1.1-1.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

1.1. Liczba ujemnych wyrazéw ciagu okres$lonego wzorem a,, = (2n —7)(n + 7)
dla n =1 jest rowna

A. 1 B. 2. G2 D. 4,
1.2. Ktéry z podanych ciggéw ma wyraz réwny 57
A.a,=3n-6 C.a”=n2—6n+5
B.a,=4-n D.a,,=2ﬂ_5

n+1

1.3. Ciag (a,) jest okreslony wzorem a,, = 1°+2°+3° +... +n°, gdzie n € N-{0}.
Zatem

A.a, =4 B. a; = 14, C. a; = 25. D. a, = 49.

1.4. Ciag (a,) okredlony jest wzorem a,, = 21> — 4n — 1.

Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Drugi wyraz ciagu (a,,) réwna si¢ —1.

B. Wszystkie wyrazy ciagu (a,,) sa dodatnie.

C. Istnieje wyraz ciagu (a,,) o wartosci rownej 0.

1.5. Wyznacz poczatkowe trzy wyrazy ciagu o podanym wzorze ogdlnym.

a) a,=2n+1 d) d,=n" g) g,=V2n+6
b) b, = 3" &) e, = ':‘:]3 h) h, = V2 + 2n + 1
¢ ¢,=(@n-1)° f) f,=6-#n" D) i, =n+1]-|n—1|

1.6. Wyznacz wyrazy aqg, a,y, Gy, |, G, 4, Cidgu o danym wzorze ogdélnym.

2 1 (=i 4n -3
a) a, =2n b) a, =~ ¢) a, = » d) a, = —

1.7. Podaj poczatkowe pie¢ wyrazow ciagu (a,,).
a) a, = (~1)". 2" c)a:1+§+§+..+~

b) a,=1"+2%+...+n° d) a

1.8. W ktérym z podanych ciagow setny wyraz jest rowny 17
ﬂn - {_I]3ﬂ+1 bn — (_l)z!li'l l‘:” — (_l}ﬂ—l dn — (_l}ﬂ

199 N
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1.9. Wyznacz liczbe wyrazéw ciagu (a,,) znajdujacych sie pomiedzy podanymi wy-
razami.

a} ﬂS i a? d) ﬂnwz iau g] I'::'!r;r‘i-z i a’m 15
b) aps i Ay E} Ay iﬂm-ﬁ h} Ak iﬂn
c) A i 35 f) Ay 7 i Ay i) ay I ik

1.10. Dany jest ciag (a,,) okreslony dla n € N — {0}. Zapisz symbolicznie

a) sume dwoch kolejnych wyrazow ciagu.

b) srednig arytmetyczng dwoch kolejnych wyrazow ciagu.

c) iloczyn trzech kolejnych wyrazow ciagu.

d) srednia arytmetyczna wyrazu bezposrednio poprzedzajacego wyraz a,, i wyrazu
nastepnego po wyrazie a,,.

e) $rednia arytmetyczna pigciu kolejnych wyrazow ciagu, z ktorych srodkowym wy-
razem jest a,,.

f) sume trzech kolejnych wyrazow ciggu nastgpujacych po wyrazie a;_;.

g) iloczyn trzech kolejnych wyrazéw ciggu nastepujacych po wyrazie a,, .

1.11. Zapisz symbolicznie kolejne trzy wyrazy ciagu (a,,) wystgpujace bezposrednio
po podanym wyrazie.

El) Ayrik-1 b] Aoy ':} aEI{uf'?} d} aS{n-E}

1.12. Wyznacz poczatkowe pie¢ wyrazow ciagu o podanym wzorze rekurencyjnym.

) {ﬂl = } l:l =]
! Ay = 28, — 1 - Cpnsl = (CH)E ~3c, +1
by=5 d, =
b) { 1 E d) 1
E:".'rr+1 = (bn) d?i'!-l = 22 "
1.13. Wyznacz poczatkowe szes¢ wyrazéw ciggu o danym wzorze rekurencyjnym.
* ﬂi = 2- * ICI = 2
a) 4a,=3 c) 1€, =5
L Aypp = Gy T 0y ! Cnt2 = Cn " Cuyl
43
b) 1b,=5 d) 4 2 d
n+l
i EJI:'1!+2 i= EJI:-1!+E bn dn+2 = d
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1.14. Podaj przyklad wzoru rekurencyjnego ciagu na podstawie jego poczatkowych
pieciu wyrazow.

a) a,=2,a,=4,a;=8, a, =16, a; =32, ...

b) b;=5,b,=9, by =17, by =33, b; =65, ...

¢) gy =13 65==13, g3 =13 ey =13, ge=13, ...

dd=14d,=2,d;=6, d;=24, d; =120, ...

ﬂl =7
1.15. Dany jest ciag okreslony wzorem rekurencyjnym { a, +1,

Wykaz, ze a-- jest liczba catkowita.

1.16. Dany jest ciag okreslony wzorem rekurencyjnym {

Wyznacz wyraz a, ;.

1.17. Dany jest cigg okreslony wzorem rekurencyjnym {

Oblicz a5y — aye.

1.18. Naszkicuj wykres ciggu o podanym wyrazie ogélnym.

a) ‘a,=3 ¢) a,=n e) a,=(-1)"n
b) a, = (_]}n d} a, = R f} a, = (_l)n+1 _211
]
1.19. Naszkicuj wykres ciaggu o podanym wyrazie ogélnym.
3n-1 dlan=1 2 _4 Al 1853
a) a, =14 2n dla 1<ng3 b)ﬂ,,={”_ dla i
s dlaras 3 —2n+ 11 an>3
1.20. Zbadaj monotonicznos¢ ciggu.
a) a,=n —1 d) a, = -n* + 17n - 60
n-3 !
b) .[:13,\!=ﬁ_+4 e) an=(—l}'[2—5n)
&g e B +5 H = n dla n nieparzystych
" on+2 2 n+3 dla nparzystych

1.21. Wykaz, ze ciag (a,,) jest niemonotoniczny.

)a,=(1)" Ba=(C'n oa,-= (hé) d) a, = |n—10]
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1.22. Wyznacz miejsca zerowe ciagu.
a) a, =3n-1 c) a,=2n"-6n-8
b) a,=n"—11n+30 d) a,=Vn2+3n-10 dla n> 1

1.23. Wyznacz miejsce zerowe ciagu (a,, ) okreslonego podanym wzorem rekuren-
cyjnym.

Ayl :ﬂn+”_5

1.24. Ktéry wyraz ciagu (a,,) jest rowny x?

a) a,=51-3, x=32 d}a”=(n2—3)(n2—9){n+5), x=0
b) a, = (-2)", x=-32 e)a,=N2n=1, x=5
c) a,=nln-4)-20, x=25 f) a,,=n(n2—3n+2), x=6

1.25. Dany jest ciagg, ktorego wyrazem a,, jest liczba przekatnych w n-kacie wypu-
klym. Czy ktorys z wyrazow tego ciagu jest rowny 17?

1.26. Ile wyrazow ciagu (a,,) jest mniejszych od m?

a) a,=2n+1)(n-3), m=0 c) a,=n, m=3

b) a,1=—2n2+3n, m= =5 d) a,,=v3n+3, a7

1.27. Wyznacz (o ile istnieje) najwigkszy wyraz ciagu o podanym wyrazie ogolnym.
n-1 2n-1

a) a,=3-24n  Db)a,=11-n c) U= s d}ﬂ"=4ﬂ2_l

1.28. Wyznacz najwiekszy oraz najmniejszy wyraz skonczonego ciagu (a,, ).
n
a) g = 2;, nelil,?2 ... 10} c) a, =n"—3n, ne {1, 2, ..., 9}

b) a, = i nell, 2, ..., 100} d) a, = -n*+10n-24,nell, 2, ..., 20}

1.29. Naszkicuj wykres ciggu o podanym wyrazie ogélnym.
n+1 dla nnieparzystych
n = {n — 1 dla n parzystych
Podaj najwiekszy lub najmniejszy wyraz ciggu (o ile istnieje). Czy ten ciag jest mo-
notoniczny?

1.30. Naszkicuj wykres ciagu (a,,), w ktérym wyraz a,, jest n-ta cyfra rozwinigcia

dziesietnego liczby p, tzn. a, to pierwsza cyfra po przecinku, a, - druga itd.

10 2 7
) p= b) p=3 Q) p=73
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in-1 1-n

1.31. Zbadaj monotonicznos¢ kazdego z ciagéow: a,, = — h. = — Podaj
wzor na n-ty wyraz ciagu (c,,) i zbadaj monotonicznos¢ tego ciagu.

a) ¢, =a,+b, b) ¢, =a,-b, c) ic; = b—: d) ¢,=a, b,

1.32. Ciag (a,,) jest rosnacy. Okresl monotonicznos¢ ciagu (b,,).

a) b,=a,+1 ¢) b, = a, + 3 iwszystkie wyrazy ciaggu (a,) sa dodatnie

b) b, = 3a, d) b, = —f i wszystkie wyrazy ciagu (a,,) s ujemne

n

1.33. Zbadaj monotonicznoé¢ ciggu (c,,), o ktérym wiadomo, ze
a) c, =a,+b, orazciagi(a,)i(b,) sa rosnace.

b) ¢, = a, — b, oraz (a,) jest rosnacy i (b, ) jest malejacy.

¢) ¢, =a,—b, oraz(a,) jest malejacy i (b, ) jest rosnacy.

1.34. Podaj przyklad takich dwoch nieskoniczonych ciggdw rosnacych (a,,) i (b,),

aby Clé}g (ﬂ'” ) bn) ]_‘}‘fl'
a) rosnacy. b) malejacy. c) niemonotoniczny.

Py :".... S Vi— .__' B | H & W
rosto Ao maturvy Y\
e S duret [t ] Nl 3

1. Dany jest ciag (a,,), w ktérym a; = 2% oraz a,,; =1+ L dlaneN- {0}.
aI‘T

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A.a, = g B. Wszystkie wyrazy ciagu sg dodatnie. Ca;= g

2. Oblicz trzeci wyraz ciagu okreslonego wzorem rekurencyjnym:

.:zl:% i am1=2+ dla n € N - {0}.

3. Oblicz, ile wyrazéw ciagu o wzorze ogélnym a, = 2n° - 1, gdzie n € N - {0},
jest mniejszych od 99.

a, = 2
4. Wyznacz czwarty wyraz ciaggu o wzorze rekurencyjnym <l T 3a,
n+l =
a, +2

5. Dany jest ciagg kolejnych dodatnich liczb nieparzystych (a,,) oraz ciagi (b,) i (c,)
okreslone nastepujaco:
E'-’.F'I = aﬂ *: a?‘H‘l" EH = n+l T EJH'

Wykaz, ze (c,,) jest ciagiem stalym.
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Cigg Fibonacciego

Leonardo z Pizy (ok. 1180 — ok. 1250), zwany Fibonaccim, to wioski

matematyk, jeden z najwybitniejszych uczonych sredniowiecza,

ktéry do europejskiej matematyki wprowadzit cyfry arabskie.

W dziele Liber abaci (Ksiega rachunkow) z 1202 r. wyjasnit,

jak za ich pomoca zapisywac liczby i wykonywac obliczenia. \
F

Jako prosty sposob przetestowania wprowadzo-
nego przez siebie systemu liczbowego zamiescit

w Ksiedze m.in. zadanie dotyczace wzrostu po-
pulacji krolikow:

lle par bedzie liczyla po upfywie roku hodowla wy-
wodzaca sie od jednef pary dorostych krolikow, przy
zafozeniu, Zze kazda para co miesiac wydaje na swiat
nowsa pare, a kroliki maja potomstwo po dwaoch
miesigcach od wfasnych narodzin?

Rozwiazanie prowadzi do tzw. ciagu Fibonacciego,
ktorego pierwsze dwa wyrazy sa rowne 1, a kazdy
nastepny jest suma dwoch poprzednich:

1,1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, ...

Zauwazmy, 2e przy rozwiazywaniu zadania opusz-
cza sie pierwszy wyraz tego ciagu. Zatem po roku
hodowla bedzie liczyla 377 par krolikow.

Sekwencje wyrazow ciagu Fibonacciego niezwykle
czesto pojawiaja sie w przyrodzie.

Spiralne wzory

Nasiona i liscie wielu gatunkow roslin ukfadaja sie
w spiralny wzoér, w ktérym tatwo zauwazyc lewo-

i prawoskretne spirale. U wiekszosci roslin liczba
tych spiral jest réwna dwom Kolejnym wyrazom cia-
gu Fibonacciego, np. tuski sosnowej szyszki tworza
8113 spiral, a nasiona stonecznika—21i34, 34155
lub 55 i 89 spiral.

W ananasie, kiory ma szesciokatne luski,
mozna dostrzec az trzy rodzaje spiral.
Jestich zwykle 5, 8113 lub 8, 131 21.




s 2 el

Ma zdjeciu pokazano merystem
kalafiora wraz z tworzacymi sie
zawiazkami. Srodek merystemu
oznaczono litera B.

Ztoty kat miedzy zawiazkami

A i C pozwala wywnioskowac,
Ze te dwa zawiazki powstawaty
jeden po drugim.

Merystemy a zlota liczba
i ciag Fibonacciego

Rozwdj rosliny jest skutkiem nieustannego
dzielenia sie tzw. merystemow wierzchotko-
wych, czyli grup komérek znajdujacych sie na
szczytach pedow i korzeni. W miare przyby-
wania komorek te najbardziej oddalone od
srodka merystemu tracg zdolnosc podziatu

i zZaczynaja sie roznicowac w tkanki i orga-
ny, a z niektérych, tzw. komérek inicjalnych,
powstaja zawiazki lisci i kwiatow. Okazuje sie,
ze dwa kolejne zawiazki wraz ze srodkiem
merystemu wyznaczaja ztoty kat.

Zwigzek ztotego kata ze ziota liczba rozwia-
zuje zagadke popularnosci ciagu Fibonac-
ciego w przyrodzie. llorazy dwdoch kolejnych
wyrazow tego ciagu sg bowiem coraz blizsze
zlotej liczby:
2,
1

1 3 5 8
1—1. 2, 2-1,5. 3—1,{6}. 5—1.5.

-----

Ztotym katem nazywamy kat a, ktory
dzieli kat petny w takim stosunku, ze:

360° 360° —a

360° —a - o =%

gdzie ¢ jest ztota liczba:

L +2J5_ =1,618033...

Zioty kat jest w przyblizeniu rowny 137,5°.

21

3= 1.615384), ..



2. Cigg arytmetyczny

Umiejetnosci:
* rozpoznawanie, czy dany cigg jest arytmetyczny
* stosowanie wzoru na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego

Przedstawimy teraz ciagi, w ktorych kolejne wyrazy powstaja przez dodanie do wy-
razu poprzedniego pewnej liczby, stalej dla danego ciagu. Na przyklad:

1 1
o 21 52 g% 112 142, ...
2 2 2 2

2
 10,7,4,1, -2, ...
o U:lsgr l:li""
D 3

W kazdym z nich okreélilismy podobng regute wyznaczania nastepnych wyrazow.
W pierwszym roznica miedzy dwoma kolejnymi wyrazami jest réwna 3, czyli na-

stepnymi wyrazami sa 1?%, 20%, 23% itd. W drugim od kazdego wyrazu trzeba odej-
mowac 3 (albo dodawac do niego -3), w trzecim przykladzie - do kazdego wyrazu

dodawac liczbe -;—.

Ciagiem arytmetycznym nazywamy cigg o co najmniej trzech wyrazach, w kto-
rym kazdy wyraz, oprocz pierwszego, powstaje w wyniku dodania do wyrazu
poprzedniego stalej liczby r nazywanej réznica ciagu.

-

Zatem w nieskoriczonym ciggu arytmetycznym (a,,) o danym wyrazie a, i ustalonej
liczbie » € R mamy nastgpujaca zaleznos¢ rekurencyjna:

a,,, = a, +r dlakazdego n € N - {0}
Przykiad €)

Sprawdzimy, czy ciag o wzorze ogolnym a, = —4n + 7 jest arytmetyczny.

Rozwiazanie

a,=-4n+7
.1 = -4 (?I + 1) +7=—4n+3 —— wyzZnaczamy wyraz a,,
Apep — 0y =(—4n+3)—(-4n+7) = -4 «— obliczamy roznice a,,, - a,

.
Odp.: (a,) jest ciagiem arytmetycznym o réznicy r = —4.

Zatem dla kazdego n € N — {0} zachodzi a,,, =a

]
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Przykiad @) < zad. 2.4
Sprawdzimy, czy ciag o wzorze ogdlnym a,, = n° + 1 jest arytmetyczny.

Rozwigzanie

Badamy réznice sasiednich wyrazéw ciggu. Mozna szybciej wykazaé, ze ciag (a,,) ()
B 2 2 B nie jest arytmetyczny:
Al — G = ((” +1)"+ 1) - (” + 1) - znajdujemy jego trzy kolejne wyrazy,

np. a; =2, a; = 3, a; = 10,
izauwazamy, ze 5—2 # 10 - 5.

=0 +2n+2-n"—-1=2n+1
Roéznica miedzy sasiednimi wyrazami nie jest
stala (zalezy od zmiennej n), wiec badany ciag nie jest arytmetyczny.

Wzor ogolny ciagu arytmetycznego

Przyktad 9 zad. 2.8

O ciggu arytmetycznym (a, ) wiemy, ze: a; = 11, r = 6. Zatem:
ay=a,+r=17, a3=a,+r=23, a;=a;+r=29 itd.
Ile wynosi a-,?
Rozwiazanie
Przyjrzyjmy sie, jak powstaja kolejne wyrazy dowolnego ciagu arytmetycznego.
a; = a
@ =a;+7r
ay=d,+r=(a +r)+r=a;+2r
a,=as+r=(a;+2r)+r=a, +3r itd.
Piecdziesiaty wyraz tego ciaggu powstaje wiec przez dodanie do liczby 11 czterdziestu
dziewieciu szostek, czyli asy = 11 +49 -6 = 305.
Odp.: asy = 305
Rozumowanie z przykladu uogélnimy i zapiszemy w postaci twierdzenia, ktérego
dowdd pominiemy.

Wzér ogélny ciggu arytmetycznego (a,) o pierwszym wyrazie a, i réznicy r
ma postac:
a,=a;+(n-1)-r

Na przyklad w ciagu arytmetycznym, w ktérym a, = -4 i r = 3—1, trzydziesty wyraz
jest rowny:
=iy +29r:~4+29~i =3i-
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Przykiad €
Sprawdzimy, czy w ciagu arytmetycznym (c,,), w ktérym ¢, = 1 i r = 7, wystepuje
liczba 232, a jesli tak, to na ktérym miejscu.

Rozwiazanie
Sprawdzamy, czy istnieje taka naturalna liczba n, dla ktérej ¢, = 232.

232=1+(n-1)-7 —c,=c+(n=1)-r
7n = 238
n= 34

Zatem ¢y = 232,

Odp.: Liczba 232 wystepuje w tym ciggu na trzydziestym czwartym miejscu.

0D Przykiad @ < zad. 2.13

Wyznaczymy cigg arytmetyczny (a,,), w ktorym suma wyrazow trzeciego i jedena-
stego jest rowna 128, a suma wyrazow czwartego i 6smego jest rowna 106.
Rozwiazanie

a;+a;; =128 Wyznaczenie ciggu arytmetycz-  (((+)
a, +ag = 106 —a,=a +{n=-1)r nego polega na ogol na podaniu
jego pierwszego wyrazu i roéznicy.

a,+2r+a, +10r = 128
a;+3r+a; +7r =106

{ﬂl :_2
r=11
Odp.:a; =-2 oraz r = 11

Wiasnosci ciagu arytmetycznego

|

Ciag (a,,) o co najmniej trzech wyrazach jest arytmetyczny wtedy i tylko wtedy,
gdy kazdy jego wyraz, poczawszy od drugiego, jest Srednia arytmetyczng wyra-
e I |

zOw z nim sasiadujacych: a, = 5

Zatozenie |
(a,,) jest ciagiem arytmetycznym.

Tezal
Ay + Ay

Dla kazdego n > 1 prawdziwa jest rownos¢: a, = 5



2. Ciag arytmetyczny

Dowod |

Niech r - réznica ciagu arytmetycznego (a,,). Wéwczas trzy kolejne wyrazy ciagu:
Ap-1> Ay Apyy

mozemy zapisaé rowniez w postaci: a, —r, a,, a, +1.

Srednia arytmetyczna wyrazow a,,_, ia,,,, jest rowna:

A, +a,, ‘_ﬂn_r+ﬁn+r_2an =gy
2 2 2 =
Zatozenie
2 : : £ s Ay + 8,4
Dla kazdego n > 1 prawdziwa jest rownosc: a,, = ==

Teza ll

(a,,) jest ciagiem arytmetycznym,

Dowad I

2a, =@, 1+ 8041, «—— z zalozenia
czyli a, —a,_, = a,,, —a,.
To oznacza, ze dla kazdego n > 1 roznica miedzy kolejnymi wyrazami ciggu jest
stata. Oznaczmy ja r. Zatem dla n > 1 mamy a, = a,_, +r, czyli (a,) jest ciagiem
arytmetycznym.

Koniec dowodu

Przyktad @) < zad. 2.22, 2.23
Dla jakiej wartosci x liczby x + 4, 4x, x* + 8 sa kolejnymi wyrazami ciagu arytme-
tycznego?
Rozwiazanie
Wyraz $rodkowy jest $rednia arytmetyczng wyrazow skrajnych. Otrzymujemy row-
nanie:
(x+4)+ (xz +8)
2
Zatem x+4+x +8=8x, stad x; =4, x, = 3.
Zadanie ma dwa rozwigzania, a odpowiadajace im ciagi to: 8, 16, 24 oraz 7, 12, 17.

Odp::x=4 lub x=3

=4

J

Zauwazmy, ze jezeli (a,,) jest ciagiem arytmetycznym o roznicy r, to wyrazy:
seey Gz Gy gy Qyys Gy Guyps Gyus Gyl -
mozemy inaczej zapisac:
s iy Rg=0T, a,,—‘2r, An— T, Ay, An + T, ay+2r, a,,;l-3r,
\ \ v f

\ 2 /
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Gdy obliczymy s$rednie arytmetyczne dwoch wyrazéow tak samo oddalonych od a,,,
otrzymamy wyraz 4,,, np.:
(a,—r)+(a,+r) 2a, (a, —2r) + (a, +2r)
— = ﬂ”’ — ﬂ?‘l'
2 2 2
{ﬂ" il kr) + (arr + k?")
> =d,.

i ogdlnie:

W ciggu arytmetycznym (a,,) zachodzi zalezno$é:

M= ”"‘k

Przyktad €)
Obliczymy wyrazy x, y i z ciagu arytmetycznego: 215, x, y, z, —11.

Rozwiazanie

215-11
= =102
215+ 215+ 102 1 —-11 102 -11 1
x = L = 158- N ial, = 45-=
2 2 2 2 2 2

Odp.: x = 158%, y=102, z= 45%

Przyktad @) < zad. 2.27
Sporzadzimy wykres ciagu arytmetycznego (a,,), w ktérym a, =5, r = é—
Rozwiazanie _
I 1 od |

a1:5,ﬁ2:55,ﬂ3:6,ﬂ4:6£,ﬂ5:?ltd. I
Punkty wykresu ukladaja sie wzdluz prostej - wykre- | I T i
su pewnej funkgji liniowej. Aby znaleZ¢ jej réwnanie, | | | |
popatrzmy na wzor ogolny ciggu:

1
an=5+[n—l)-5

1+

s

L0

Il

ln +41.
2

Po przeksztalceniu otrzymujemy a,, =

Punkty wykresu ciagu (a,,) nalezg zatem do prostej o réwnaniu y = %x + 4%.



2. Ciag arytmetyczny

Powtérzmy rozumowanie z przykladu 8 na ogélnych danych.

a,=a,+(n-1)-r, czyli a,=a,+n-r-r, stad a,=r-n+(a, - r)
Jak wida¢, ciag arytmetyczny jest Scifle zwiazany z funkcja liniowa. Kazdy ciag aryt-
metyczny jest zatem monotoniczny.

Cigg arytmetyczny o wyrazie ogélnym a, = a, + (n— 1)r jest:
* rosnacydla r > 0,

* malejacy dla r <0,

* stalydla r = 0.

W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

2.1. Ktory z podanych ciagow nie jest ciagiem arytmetycznym?

A.15,18,21,2¢ B.,1,2,3 L2 0d D. 0, v2,2v2,3V2
2 2 33 3

2.2. Szosty wyraz pewnego ciagu arytmetycznego jest rowny 17, a dziesiaty jest row-

ny 29. Wskaz drugi wyraz tego ciagu.

A.6 B. -3 C. 5 D.2
2.3. Piaty wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny m, a jedenasty n. Jaka posta¢ ma
osmy wyraz tego ciaggu?

g B=m B. (m+n) C. Lon+ ) D.
2 2 3

m-n
3

2.4. Ktore z ciagow o podanych wzorach ogolnych to ciagi arytmetyczne?

-+l =D oy 2 o P 2 2
By == b"——?_”, ¢, =(1-2n) +4(1 n), d,=(2-3n)"+2(2+n")

2.5. Ktore z podanych ciggoéw sa ciaggami arytmetycznymi?
(a,):6, 10, 14, 18, 22 (c.): 1, =2 1, =3, 1
(b,):1, 2, 4,7 11, 16 (d,):m, m, momm

2.6. Dane sg poczatkowe dwa wyrazy ciggu arytmetycznego. Wyznacz trzy kolejne
wyrazy tego ciagu.
a) 1, 5 b) 2, -3 ) 4, 2 d) 7, 7

211



N 212 Dziat 3. Ciagi

2.7. Jakie liczby nalezy wstawi¢ w miejsca |2, aby otrzymany ciag byl arytmetyczny?
a) 3,5 [@ 9 & B ) 2,1; 2,65 [2; [7]; 4,1; [2

b) l: ?._: ]-'_': ? ) 21: ? » 31 d} _51. ?, ?I, ?, 3, 5
2 2 2 2

2.8. Dane sg: pierwszy wyraz a, i roznica r ciggu arytmetycznego (a,,). Wyznacz a,,.

a) a; =30, r=-3, n=25 d}a]:%,r:I%,H:S
5
b]a1=%,r=§,n=ll e) ay =04 r=0]1,n=1]
c)a;=2,r=v2-1,n=8 f) a,=V5 r=v5n=6
2.9. Podaj liczbe wyrazéw skonczonego ciggu arytmetycznego.
a) -1, 6, ..., 69 &)ty Bay couniBe
< S 2
i3 s d) 1+\5‘ 1+3v’2"‘___, 1+15v2
2 4 2 2 2

2.10. Sprawdz, czy dla podanej funkcji y = f(x) ciag wartosci f(1), f(2), f(3),
f(4), f(5) jestciagiem arytmetycznym.
a) f(x)=2x—-1 b) flx)=x"+1

2.11. Podaj przyklad ciagu arytmetycznego
a) nieskonczonego o wszystkich wyrazach niewymiernych.
b) czterowyrazowego, ktdrego wyrazy sa liczbami pierwszymi.

2.12. Szésty wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny 13, a jego dziesigty wyraz jest
rowny 25. Wyznacz pigtnasty wyraz tego ciagu.

2.13. Wyznacz cigg arytmetyczny, w ktérym suma wyrazow trzeciego i siodmego
jest rowna —10, a suma wyrazow czwartego i dziewiatego jest rowna —22.

2.14. Suma wyrazow szostego i dsmego pewnego ciggu arytmetycznego jest rowna
40, a iloczyn wyrazow drugiego i trzeciego tez jest rowny 40. Wyznacz ten ciag.

2.15. Ostatni wyraz 10-wyrazowego rosnacego ciagu arytmetycznego (a,,) jest row-
ny 37. Roznica wyrazow piatego i czwartego jest rowna 4. Oblicz a, + as.

2.16. Suma poczatkowych trzech wyrazow 8-elementowego ciagu arytmetycznego
jest rowna 18, a ostatnich trzech jest réwna 78. Oblicz sume dwoch srodkowych wy-
razow tego ciagu.
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2.17. W skonczonym ciagu arytmetycznym pierwszy wyraz jest rGwny 3, a ostatni
jest od niego szes¢ razy wiekszy. Roznica ciaggu wynosi 3. lle wyrazow ma ten ciag?

2.18. Suma pierwszego i piatego wyrazu ciagu aryt-
metycznego (a,) jest robwna 2, a iloraz szostego
i pierwszego jest rowny —2. Wyznacz ten ciag.

2.19. Rysiek mial ogromne zaleglosci w czytaniu
lektur z jezyka polskiego. Przyrzekl wiec sobie, ze
w klasie maturalnej kazdego dnia poswieci troche
czasu literaturze. Zaczal od pot godziny 1 wrze-
Snia i postanowil kazdego nastgpnego dnia czytac
o 10 minut dluzej niz poprzedniego. Do ilu mi-
nut czytania dziennie doszedlby w tym systemie po
3 miesigcach?

2.20. Serial Myslenie szkodzi emitowany jest sze$¢ razy w tygodniu. Pan Ferdynand
Koliberek moze oglada¢ go tylko w soboty. Obejrzal odcinek pigcdziesiaty siodmy.
Czy obejrzy odcinek setny?

2.21. Na rysunku przedstawione sa kwadraty o bokach,
ktérych dlugosci tworza cigg arytmetyczny.

a) Czy obwody tych kwadratéw tworza ciag arytmetyczny?
b) Czy pola tych kwadratow tworza ciag arytmetyczny? 2

2.22, Wyznacz taka liczbe x, aby ciag 23, x, 33 byl ciagiem
arytmetycznym.

2.23. Wyznacz takie x, aby liczby: 4x” — 1, 6x+1, x° +7 byly kolejnymi wyrazami
ciggu arytmetycznego.

2.24. Pan Ignacy handluje uzywanym sprzetem elektronicznym. Co miesigc obniza

cene jednego z modeli komputera o a zl. Jezeli sprzet nie znajdzie nabywcy w cia-

gu 10 miesiecy, jest oddawany bezplatnie fundacji charytatywnej. Cene poczatkowa

komputera ustalono na 1800 zI. W ostatnim miesigcu pan Ignacy chcialby sprzedac

go za 450 zl.

a) Jaka powinna by¢ wielkosc¢ a?

b) Zaile mozna ten komputer kupi¢ w trzecim miesiacu oferty?

¢) W ktérym miesigcu cena komputera jest nizsza o 50% od ceny poczatkowej?
2m+3 2m+5 2m+11

2.25. Wykaz, ze dla kazdego m ciag ( 5 i O ) jest ciagiem aryt-

metycznym.
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2.26. Dlugosci bokow trojkata prostokatnego sa kolejnymi wyrazami ciggu arytme-
tycznego i spelniaja podany warunek. Oblicz dtugoéci bokéw tego tréjkata.

a) obwad trojkata jest rowny 48

b) roznica dlugosci przyprostokatnych jest rowna 3

2.27. Podaj réwnanie prostej zawierajacej wykres ciggu arytmetycznego (a,,)
a) owyrazie @, =1 iréznicy r = -3,
b) owyrazach a; =4 i a; = 10.

2.28. Dany jest ciag o wyrazie ogélnym a,, = (2—n)’. Czyciag ¢, = a
ciagiem arytmetycznym?

n+l — Gy JESt

2.29. Wiadomo, ze (a,)i(b,,) sa ciagami arytmetycznymi. Zbadaj, czy ciag o wyrazie
ogdblnym c,, jest ciagiem arytmetycznym.

a) ¢, =a.+b, b) ¢, =a, -0, c) ¢c,=a, b,

2.30. Sprawdz, czy ciag o wyrazie ogoélnym c,, = a,+b,, jest ciagiem arytmetycznym.

a) a, = (n+1)° b,=1-n"

b) a, =n"+3n-1 b, =(1-n)2+n)
¢) a, = (n+2)° b, =n’ -2

d) a, =2+ (n+3)° b,=2-(n+3)

* 2.31. W ciagu arytmetycznym (a, ) mamy: a,, = m" oraz a; = k* dla pewnych
liczbkim (m # k). Oblicz roznice r tego ciagu.

* 2.32. W ciagu arytmetycznym (a, ) mamy: a,, = k oraz a; = m dla pewnych

liczb kim (m # k). Oblicz réznice r tego ciagu oraz wyraza,,.
2.33. W tréjwyrazowym ciggu arytmetycznym $rodkowy wyraz jest rowny 0. [le wy-
nosi suma wszystkich wyrazow tego ciagu?

2.34. Wypisz wszystkie skonczone ciagi arytmetyczne o wyrazach catkowitych, kto-
rych pierwszym wyrazem jest liczba 5, a ostatnim liczba 17.

9 2.35. Czy nieskoriczony ciag arytmetyczny moze miec
a) dokladnie sto wyrazow dodatnich?
b) dokladnie sto wyrazéw réwnych zero?
Odpowiedz uzasadnij.

2.36. Wspotczynniki a, b, c rébwnania ax” +bx +¢ = 0 tworza w podanej kolejnosci
ciag arytmetyczny. Suma tych wspolczynnikow jest rowna 15. Jednym z rozwiazan
rownania jest liczba 4. Wyznacz drugie rozwiazanie.
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2.37. Trzy liczby wymierne tworza ciag arytmetyczny. Suma ich kwadratéw jest

? # # L & g #
réwna 3@ suma ich odwrotnosci jest rowna y Wyznacz te liczby.

o . o #oow ¥ s . . ¥ .
» 2.38. Dla jakich wartosci parametru m cztery rozne pierwiastki rownania

% = (mz + l).ac2 +m’ =0 tworza ciag arytmetyczny?

2.39. Ciag/(a,) jest nieskonczonym ciagiem arytmetycznym rosnacym, ktérego wy-
razy sa liczbami naturalnymi. Wykaz, ze zachodzi nierowno$¢ aq, + a5, = 298.

+ 2.40. Dany jest nieskoriczony cigg arytmetyczny o wyrazie ogélnym a, = 5n — 3.
Wykaz, ze zaden z wyrazow tego ciagu nie jest kwadratem liczby naturalne;j.

1. Dany jest nieskoriczony ciag arytmetyczny (a,,).

Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.

A. Zachodzi réownos¢ 2ay, = a, + ay.

B. Ciag (b,) o wzorze ogélnym b, = ai jest arytmetyczny.

C. Ciag (c,) o wzorze ogélnym ¢, = V2a, — V7 jest arytmetyczny.

2. Trzeci wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny 12, a siodmy wyraz jest rowny 32.
Wyznacz piaty wyraz tego ciagu.

3. Wyznacz taka warto$¢ x, aby liczby 84, x, 138 byly kolejnymi wyrazami ciagu
arytmetycznego.

4. W nieskoriczonym ciggu arytmetycznym (a,,) o wyrazach catkowitych pierwszy
wyraz a, = 4, ajeden z wyrazow ciagu jest rowny 16. Ile jest ciggow o takich wlas-
nosciach?

5. Wszystkie wyrazy nieskonczonego ciggu arytmetycznego sa liczbami niewymier-
nymi. Czy z tego wynika, Ze jego réznica jest liczba niewymierna? Czy iloraz dwoch
dowolnych wyrazéw tego ciagu moze by¢ liczba wymierng? OdpowiedzZ uzasadnij.



3. Suma n poczatkowych
wyrazow ciggu
arytmetycznego

Umiejetnosci:

* stosowanie wzoru na sume n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego

Umiejetnos$¢ sumowania wyrazow ciagu jest potrzebna w réznych zadaniach, takze
praktycznych.
Oznaczmy sume n poczatkowych wyrazow ciagu (a,,):

S, =a;+a,+ ... +a,., +a,

Zatem:
§=a
S: - ﬂl + Hz

Twierdzenie

Suma 1 poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (a,, ) wyraza sie wzorem:

dy+4a
Sn= 1 u_n

Zalozenie
(a,,) jest ciagiem arytmetycznym o réznicy roraz S, =a, +d, + ... +a,_, +a,.

Teza
; . ; ? a, +a,

Dla kazdego n € N — {0} prawdziwa jest rownos$é: S, = ===t

Dowod

W ciagu arytmetycznym ay, a,, @3, ..., @, 1, 4,_;, @, O TOZNicy r mamy:
a a, a; oe: Bk sew Ouf  sew Bpg @eg @
. r ;' L] L] L] |; r »
L. r . I 2r

kr kr

a,+a,,=(a+r)+(a,-r)=a,+a,
as+a, ,=(a, +2r)+(a,-2r)=a, +a,



3. Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego

Ogolnie -~ dla k e N i 1 <k <n mamy:

A+ Ay = (a, +kr)+ (a,—kr)=a, +a,
czyli suma wyrazéw jednakowo oddalonych od wyrazu pierwszego i ostatniego jest
stala i rowna sie sumie wyrazu pierwszego i ostatniego.

Zapiszmy na dwa sposoby sume n wyrazéw:
{SH =a;+08;+ ... +a, +a,
S,=a,+a, + ... +a, +a,

Dodajemy stronami obie rownosci i otrzymujemy:

2:S,=(a;+a,)+(ay+a,,)+ ... +(a,.; +a;) +(a,+a;)
Po prawej stronie mamy n skladnikow, z ktorych kazdy jest rowny a; +a,,.
Stad:
2:S,=(a,+a,)-n
i +ﬂn
SH = 1 2

Koniec dowodu

"R

Wzor na sume n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego mozna zapisa¢ w in-
nej postaci. Korzystamy ze wzoru na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego:
ata, . _ a4 +(a, + (n—1)r) o +(n-1r o
2 2 2
i otrzymujemy:

2a1+[2n—l}r+n

SFI =

Przyktad €) < zad. 35
Obliczymy sume wszystkich liczb naturalnych od 1 do 100.

Rozwiazanie
Liczby naturalne od 1 do 100 tworza ciag arytmetyczny (a,,), w ktérym a, = 1,
roznica r = 1 oraz a,, = 100. Zatem:

Sio=1+2+3+...+99+100= @«1%: 1109, 100 = 5050
Odp.: Szukana suma jest réGwna 5050.
Przykiad @) <« zad. 37,38
Obliczymy sume wyrazow a- + ag + ... + a9 + dy; ciaggu arytmetycznego (a,,),

w ktorym a, = 14 iroznica r = -3.
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Rozwiazanie
Zauwazmy, ze:

Az + Qg+ ... +aAg+a,=Spy—(a,+ay+ ... +ag) =859
Mamy:

Ay =14+19:(-3) =-43, a;=14+5-(-3)=-1
Zatem:

So=2—2 sp=—290, S.=2—L.g=39

Ay +adg+ ... + a9+ adyy =8y — S =—290 -39 = -329

Odp.: Szukana suma jest rowna —329.

Przyktad €)

Wypoiyczalnia roweréw jest czynna od 9"
do 20". Wypozyczenie roweru na godzine
kosztuje 3 zl, a kazda nastepna godzina jest
tarisza o 20 gr od poprzedniej. lle kosztuje wy-
pozyczenie roweru na jeden dzien?
Rozwiazanie
0d 9" do 20" jest 11 godzin. Mamy wiec
obliczy¢ sume jedenastu poczatkowych wy-
razOw ciggu arytmetycznego (a,,), w ktorym
a, =3 irb6znica r = -0,2.
Najpierw wyznaczamy ostatni skladnik sumy.
a;, =a,+10r=3+10-(-0,2) = 1

Oznacza to, ze za jedenasta godzine wypozy-
czenia roweru placimy zlotowke.

S”: 'llzﬂ'
2 2

Odp.: Za caly dzien musimy zaplaci¢ 22 z1L.

11 =22

Przyktad @) < zad.3.16

Lewa strona rownania (2x + 3) + (4x+3) + ... + (30x + 3) = 105, x # 0, jest sumg
wszystkich wyrazéw skonczonego ciagu arytmetycznego. Rozwigzemy to rownanie.

Rozwiazanie
Przyjmujemy, ze a, = 2x + 3, g, = 4x + 3.

r=(4x+3)-(2x+3)=2x «—— rdinica r = a, - a,
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Nalezy teraz obliczy¢, ktdrym wyrazem rozpatrywanego ciagu jest ostatni sktadnik
sumy.

0x+3=2x+3+(n-1)-2x —a,=a; +(n-1)r

0x=2x+n-2x-2x —x#0
n=15
Lewa strona rownania jest suma pig¢tnastu wyrazow ciagu arytmetycznego.
Si5 =105
QN5 15 =105

(2x +3) + (30x + 3)
2

- 15 = 105, stad x=i

. : ; SINE 7 I
Odp.: Rozwiazaniem tego rownania jest liczba I

Przyktad @) < zad. 3.17,3.18

Dany jest cigg arytmetyczny (a,,) o pierwszym wyrazie a, = 2 iréznicy r = 3. Ile
poczatkowych wyrazow tego ciagu trzeba dodac, aby przekroczyc¢ 1007
Rozwiazanie

Szukamy odpowiedzi na pytanie, dla jakiej najmniejszej dodatniej liczby naturalnej n
zachodzi nierownos¢ S, > 100.

225> 100
Poniewaz a,, =a,+(n—=1)r=2+(n-1)-3 = 3n - 1, otrzymujemy:

n+ 1 w100

3n° +1n—200>0

A=1+4-3-200=2401, VA = 49
_-1-49 25 -1+449 _

=g T T
2 25
Zatem 3n" +n—-200>0 dla n e (—m; —?) U (8; co).

8

Poniewaz n € N — {0}, otrzymujemy rozwigzanie: n € {9, 10, 11, ...},

Odp.: Trzeba dodac co najmniej 9 wyrazow.

aI + ﬂn Sr: 'ﬂl ) IEIr:

Zauwazmy, ze przeksztalcenie wzoru S, = -n do postaci = =
n

prowadzi do ponizszego wniosku.
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Srednia arytmetyczna wszystkich wyrazéw skonczonego n-wyrazowego cia-
gu arytmetycznego jest rowna Sredniej arytmetycznej wyrazow: pierwszego
i ostatniego.

W kazdym z zadan 3.1-3.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w Zeszycie.

3.1. Wskaz warto$¢ sumy 21 +22 +23 + ... + 49.
A. 115 B. 980 ¢ 1015 D. 1050

3.2. Suma pierwszych siedmiu wyrazow ciagu arytmetycznego (a,,) jest réwna 35.
Wynika z tego, ze

A.a; =5 B. a, =5. C.ay=35. D. a, =5.

3.3. Wskaz sume »n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,, ).

A Gty B, G1tan c. 2t p. %2t %
2 P 2 2

3.4. Wiadomo, ze dla pewnego ciggu arytmetycznego (a,,) suma Sy, = 252, a suma
S5, = 296. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. a; =44

B. Srednia arytmetyczna poczatkowych trzydziestu wyrazéw tego ciggu wynosi 126.
C. Ciag (a,,) jest ciagiem rosngcym.

3.5. Wyznacz sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (a,, ) o roznicyr.

a) a; =3 r=2 n=3_8

b) a; =-10 r=3 n =20

c) a;, =50 r=—% =17

d) a, =435 r=20 n =100

e) a, =35 r=—2 =7

f) a; = \5 = 2\5 n=>5

3.6. Oblicz sume wszystkich wyrazow skonczonego ciaggu arytmetycznego.
1 1 1 1

a) 6, 9, 12, ..., 138 c) 3 3 -IE, . —185

b) 2, 6, 10, ..., 202 d) V3, 2V3, 33, ..., 2243
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3.7. W ciggu arytmetycznym (a, ) wyraz a, = =5 irdinica r = 4. Oblicz sume
wyrazow tego ciagu od jedenastego do trzydziestego wlacznie,

3.8. Dla ciagu arytmetycznego (a,,) o wyrazie a; = 3 irdznicy r = 1 oblicz
a) sume poczatkowych piecdziesieciu wyrazow.
b) sume wyrazow od a,; do ay.

3.9. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych
a) trzycyfrowych.

b) mniejszych od 100 i podzielnych przez 9.

¢) dwucyfrowych podzielnych przez 4.

3.10. Oblicz srednig arytmetyczna liczb 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99,

3.11. Oblicz srednig arytmetyczna wszystkich nieparzystych liczb dwucyfrowych.
3.12. W ciggu arytmetycznym (a, ) wyraz a, = 3 irdznica r = 8. Oblicz sume tych
dwunastu sposréd poczatkowych wyrazéw tego ciagu, ktérych numery sa liczbami

nieparzystymi.

3.13. Wyznacz liczbg n wyrazow ciagu arytmetycznego (a,,) o roznicy r, w ktorym

a) 5, =-5.5, a; =-3, a, = 2.
b) S, = 585, a; =57, d. =33
) S, = 126 a, =31, r=—4.
d) S, = -228, a, =-18, r=-=3,

3.14. W ciagu arytmetycznym (a,,) piaty wyraz jest rowny 17, a wyraz dwudziesty
czwarty jest od niego 4% razy wigkszy. Oblicz sumg wyrazow stojacych migdzy tymi

wyrazami.

3.15. Ciag arytmetyczny (a,,) ma 10 wyrazoéw. Suma wyrazéw o numerach parzy-
stych jest rowna 25, a suma wyrazow o numerach nieparzystych jest rowna 15. Wy-
Znacz ten ciag.

3.16. Lewa strona rownania jest suma wszystkich wyrazow skonczonego ciagu aryt-
metycznego. Rozwiaz to réwnanie.

a) x+(x+2)+(x+4)+ ... +(x+24) =143

b) 05+(0,5+x)+ ... +(0,5+19x) = —-180

¢) 7+9+11+ ... +x =432

d) x+(x+3)+ ... +(x+54) =570

e) 7+1+9+ ... +(x+1)=119
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3.17. Dany jest cigg arytmetyczny (a,, ), w ktorym a, = =10 irdznica r = 3. Zbadaj,
czy istnieje liczba naturalna » spelniajaca podany warunek. Jesli tak, to ja podaj.
a) S, =279 b) S, =510

3.18. W ciagu arytmetycznym (a,,) wyraz a, = 5 irdznica r = 2. Ile poczatkowych
wyrazow tego ciggu trzeba dodad, aby otrzymac 1927

3.19. Miedzy liczby 38 i 26 wstaw piec liczb tak, aby razem z danymi tworzyly ciag
arytmetyczny. Oblicz sume wszystkich siedmiu liczb.

3.20. Ile liczb trzeba wstawi¢ miedzy 6 i —20, aby otrzymac ciag arytmetyczny, dla
ktorego suma wszystkich wyrazow jest rowna —1407

3.21. Suma trzech liczb tworzacych ciag arytmetyczny jest rowna 3, a suma kwadra-
tow liczb skrajnych jest réwna 20. Wyznacz te liczby.

3.22. Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (a,,) o réznicy r = 4
jest rowna 78, a suma poczatkowych n + 4 wyrazdéw tego ciggu jest rowna 210. Wy-
ZNAcZ plerwszy wyraz ciagu oraz n.

3.23. W malejacym pigciowyrazowym ciagu arytmetycznym iloczyn wyrazow skraj-
nych jest rowny 260, a suma pozostalych wyrazow wynosi 54. Wyznacz wszystkie
wyrazy tego ciagu.

3.24. W oblezonym Zbarazu bylo 1000
beczek prochu. Pierwszego dnia zuzyto
ich 100, ale kazdego nastepnego zuzywa-
no o 5 beczek mniej. Po ilu dniach zapas
prochu sie skonczyl?

3.25. Tomek ma pomalowaé 36 m” écia-
ny. Przez pierwsze 15 minut pomalowal
4 m’, a potem w czasie kazdego kolej-
nego kwadransa malowal 0 0,2 m® mniej

niz przez poprzedni kwadrans. Czy zdazy
skoniczy¢ prace w ciagu 3 godzin?

3.26. Mateusz uczyl sie stowek z jezyka obcego. Zaczal od 40 i kazdego nastepnego
dnia zmniejszal liczbe stowek o 2. Czy w ten sposéb opanowal 330 stowek? Jesli tak,
to po ilu dniach?



3. Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego 223

3.27. Ola uklada z patyczkéw domki tak, jak na rysun- o
ku. Ile patyczkow potrzebuje na ulozenie ciagu dziesieciu | ‘r} \T
domkow? Ile domkow tworzacych taki ciag mozna ulozy¢ {\r i I
z 400 patyczkow? A —

3.28. W poniedzialek kioskarz wzigl do sprzedazy 20 egzemplarzy nowego dzienni-
ka. Kazdego nastgpnego dnia (poza niedzielg) zwigkszal liczbe egzemplarzy o 5. Po
pewnym czasie rozliczyl si¢ z siecig kolportazu za pobrane 1470 egzemplarzy gazety.
Po ilu dniach od rozpoczecia sprzedazy nastapilo rozliczenie?

3.29. Ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym G | rn | 4| S |
o roznicy r. Jakimi liczbami nalezy zastapic 2, Dl 7 |-5|10|F | [
aby otrzyma¢ prawdziwe zaleznosci? | |

b)| @ | 5|7 |27 | H
3.30. Wykaz, ze suma k + 1 poczatkowych _':)1 ki | & | lt’r | 25 | 91 |
wyrazow ciagu arytmetycznego o wyrazie _d]_ -5 | 4 | 2 | 451_ ? |
og6lnym a, = 2n -1 jest réwna (k + 1)°. gl 2 | 2| B | B |-70|

3.31. Dopisz trzy nastepne wyrazy ciagu arytmetycznego i oblicz sume Ss.

a) \#’E+1,2_—~I\E c) ‘l-E\@l,\%
2 11
by 18, V21 4 [2-07), 2V3 + 1

3.32. Oblicz 17 =22 +3° — 4% + ... +999% - 1000°.

~ 3.33. Suma n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego jest rowna 2, a su-

ma 2n poczatkowych wyrazow tego ciggu jest rowna n. Wykaz, ze suma 3n poczat-
kowych wyrazow tego ciagu jest rowna —3n.

3.34. Wypisujemy kolejne dodatnie liczby naturalne w kolejnych wierszach w na-
stepujacy sposdb:

1,

2, 3,

4, 5, 6

7, 8 9 10,

11; 12; 13, 145 ‘15

Oblicz sume liczb zapisanych w n-tym wierszu.
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+ 3.35. Wypisujemy liczby naturalne dodatnie w kolejnych wierszach w nastepujacy

sposab:
1: 2: 3; 4, H
2, 4, 6, 8 ... 2n
3, 6, 9, 12, ... 3n
v, 2n, 3n, 4n, ... Hz

Oblicz sume wszystkich liczb zapisanych w poczatkowych 1 wierszach tej tablicy.

1. Ciag (a,,) jest ciggiem arytmetycznym, w ktérym a, = % isuma §,; = 51.
Ocen prawdziwosc podanych zdan.
A. Roznica tego ciagu jest r = %

B. Srednia arytmetyczna poczatkowych siedemnastu wyrazow tego ciagu jest liczbg

plerwsza.
17
Cl‘ (i} = -
7= 5

2. W ciagu arytmetycznym (a,,) pierwszy wyraz a, = 2 irdznica r = % Oblicz

sume dziewieciu kolejnych wyrazow tego ciagu, z ktérych pierwszym jest wyraz a;.

3. Lewa strona rownania (x —=2)+(x+1)+ ... + (x+58) = 12(x + 52) jest suma
wszystkich wyrazow skoriczonego ciggu arytmetycznego. Rozwiaz to rownanie.

4. Sklep meblowy oferuje zakup mebli na raty za 8400 zl (w te kwote wliczono juz

odsetki). Splaty rat mozna dokonac na dwa sposoby:

* wariant A: pierwsza rata bedzie rowna 1120 zi, a kazda nastepna bedzie o 20 zi
nizsza od poprzedniej,

* wariant B: wszystkie raty beda rowne i wyniosa 8%% ceny 8400 zl.

Ile bedzie rat w przypadku wariantu A i ile wyniesie najmniejsza rata? Ile bedzie row-
na rata i ile rat trzeba bedzie splaci¢ w przypadku wariantu B?

G 5. Wykaz, ze ciag (a,,), ktérego suma n poczatkowych wyrazow wyraza si¢ wzorem
S, = n° + 3n dlakazdego n € N - {0}, jest ciagiem arytmetycznym. Podaj jego
pierwszy wyraz a, i roznice r.



4. Cigg geometryczny

Umiejetnosci:
* rozpoznawanie, czy dany cigg jest geometryczny
* stosowanie wzoru na n-ty wyraz ciggu geometrycznego

Kolejne wyrazy ciagu arytmetycznego powstaja przez dodanie do wyrazu poprzed-
niego pewnej stalej wartosci. Jesli dodawanie zastapimy mnozeniem, to otrzymamy
drugi charakterystyczny rodzaj ciagu - ciag geometryczny. W tym ciagu zamiast sta-
tej roznicy miedzy wyrazami mamy staly iloraz kolejnych wyrazow.

Ciaggiem geometrycznym nazywamy ciag liczbowy o co najmniej trzech wyra-
zach, w ktorym kazdy wyraz, oprocz pierwszego, powstaje w wyniku pomnoze-
nia wyrazu poprzedniego przez stala liczbe g nazywana ilorazem ciagu.

Jezeli (a,,) jest nieskoriczonym ciggiem geometrycznym o danym wyrazie a, i usta-
lonej liczbie g € R, to prawdziwa jest nastepujaca zaleznos¢ rekurencyjna:

A,y = a, - q dlakazdego n € N - {0}
Szczegdlnym przypadkiem ciagu geometrycznego jest ciag postaci (a, 0, 0, 0, ...),
czyli taki, w ktérym iloraz g = 0 (a réwniez moze by¢ rowne 0). W dalszych rozwa-
zaniach bedziemy si¢ zajmowali przede wszystkim takimi ciaggami geometrycznymi,
w ktorych wszystkie wyrazy sa rozne od zera.

Przyktad €) < zad. 46

Wypiszemy sze$¢ kolejnych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,,) o danym pierw-
szym wyrazie i ilorazie g.

Rozwiazanie

a) ay=-7, g=1 N
b) a, =2, g =-3 2,-6, 18, 54, 162, —486
o) dy=1,4=2 1,2,4,8, 16, 32
d) a, =80, g= % 80, 40, 20, 10, 5, %
I L1111
Ha=—h A= L3 Ty m
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Przykiad &)

W pewnym doswiadczeniu bakterie podwajaja swoja liczebnosc co 3 godziny. Jesli na
poczatku bylo ich k, to po kolejnych trzygodzinnych okresach ich liczebnos¢ bedzie

rowna:
2k, 4k, 8k, 16k, 32k, 64k, 128k, 256k, ...
Sa to kolejne wyrazy ciaggu geometrycznego.

Przyktad e
Jezeli ograniczmy dziedzine funkcji wykladniczej f(x) = 2** do zbioru liczb natu-
ralnych dodatnich, to otrzymamy ciag o wzorze ogdlnym:
-3
g, =2"

Obliczmy jego poczatkowe wyrazy.

ﬂ]=—, ﬁIz:E, ﬂﬁ':]., ﬂ4=2, ﬂ5=4

Jest to ciag geometryczny, ktorego iloraz jest rowny 2.

Wzér ogolny ciggu geometrycznego

Wzor ogolny ciggu geometrycznego mozna uzyska¢ podobnie jak w przypadku ciagu
arytmetycznego.
W ciagu arytmetycznym:
A, =0 +r+r+r+ ... +r=a;+n-1r
) {n-1) sk?adnikﬁw ’

W ciagu geometrycznym:
a, =4a,
a,=4a,-q ,
a;=ad'q=a,'q-4q=4a,q
ay=a;-q=a;-q-q-q=a,-q

= = n-1
Ay =0y1"94q=a,"49-9°4-...-4=4a,4
{r:-l}cz}nnik{&w

~ Twierdzenie

Wzor ogélny ciggu geometrycznego (a,,) o pierwszym wyrazie a, i ilorazie g

ma postac:

_ n—1
an = alq
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Na przyklad w ciaggu geometrycznym:
* (a,), wktérym a, = 3 iiloraz q = 4:
ap=a,-q =34 =786432
* (b,), wktérym b, = 10 iiloraz g = -0,3:
b, =bg' =10-(-0,3)"" = -0,0000177147
* (c,), wktérym ¢, = —% iiloraz g = 2:
10 10

Przykiad @) < zad. 4.9
W ciagu geometrycznym (a,,) dane sa wyrazy a, = -3 oraz as; = —%. Wyznaczymy
wzor ogolny tego ciagu.

Rozwigzanie

A, =a;-q=-3
as=a;-q' =2
=64 =73
Z powyzszych rownosci wynika, ze a, - g # 0. Rozwigzujemy uklad réwnan.
a-q=-3
e 3 «— dzielimy stronami pierwsze rownanie przez drugie
1Y 3
~ =8, stgd g =~ = -6
g stad g = 7, zatem a, = 6.
ot n=1'_ e vl = 6
AT
6
Odp.: a, = =
Przyktad ©)

Pewien wirus komputerowy przenosi sie za posrednictwem poczty elektroniczne;.
Jesli przyjmiemy, ze kazdy, kto dostal zainfekowana wiadomo$¢, przesle ja swoim
trzem znajomym posiadajacym niezainfekowane komputery, to liczba nowych zara-
zonych komputerow po kolejnych krokach jest rowna odpowiednio 3, 9, 27, 81, ...
Sa to kolejne wyrazy ciggu geometrycznego, w ktorym a, = 1 iiloraz g = 3. Obli-
czymy dwudziesty wyraz tego ciagu.

Rozwiazanie
Ay =a,g° =1-3"=1,162-10°

Po dwudziestu krokach jeden komputer moglby wigc zarazi¢ ponad miliard innych!
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Liczby otrzymane w wyniku takich obliczenn moga by¢ zaskakujaco duze. W takich
sytuacjach czesto mowi sie, ze jakie$ zjawisko szerzy sie w postepie geometrycznym.
Nazwa ta wzigla si¢ od uzywanego dawniej okreslenia ciggu - ,,postep”.

Przykiad ()

. : ; 43 1
Sporzadzimy wykres ciggu geometrycznego (a,,), w ktorym a, =9 iiloraz q = ~
Rozwiazanie

L)

|
Iﬂ'z:?’, 'ﬂ?’:l, ﬂ-4=3, Gﬁzgltd.

Punkty wykresu ukladaja si¢ wzdluz charakterystycznej (a .k
krzywej — wykresu pewnej funkcji wykladniczej. Aby znalez¢
jej rownanie, popatrzmy na wzor ogolny ciggu:

-1
a,=9-(3)
3

Po przeksztalceniu otrzymujemy:

1 n—3
a, = (;)

Ciag geometryczny jest zwigzany z funkcja wykladnicza, po- | | :
dobnie jak ciag arytmetyczny z funkcja liniowa. 0l 1 2 3

PP

.....

Tl i ol sl &
e 3

Wiasnosci ciagu geometrycznego

Zastanowmy sig, kiedy ciag geometryczny (a,,) o wszystkich wyrazach roznych od
zera jest monotoniczny. Badanie znaku roznicy:

4. —d,= ﬂﬁ” - alqn-] = a.q"“'(q =) Ciqgliczhnwy.lfl{::r}"ma na :r,m'iam; )
_ _ ) wyrazy dodatnie i ujemne, nazy-
prowadzi do nastepujacego wniosku. wamy ciagiem naprzemiennym.

Dany jest ciag geometryczny o wzorze ogélnym a,, = a,q"_l taki, ze a,-q # 0.

* Jezeli g > 1, to ciag (a,,) jest malejacy dla a, < 0, rosnacy dla a, > 0.

Jezeli 0 < g < 1, to ciagg (a,,) jest rosnacy dla a, < 0, malejacy dla a, > 0.

L

Jezeli g =1, to (a,) jest ciagiem stalym, czyli monotonicznym.

L=]

Jezeli g < 0, to sasiednie wyrazy ciagu maja rézne znaki i taki ciag jest
niemonotoniczny.



4. Ciag geometryczny
W ciggu arytmetycznym kazdy wyraz jest $rednig arytmetyczng wyrazow sasied-
nich. Charakterystyczng wlasnos¢ maja rowniez wyrazy ciggu geometrycznego. Je-
zeli wszystkie wyrazy geometrycznego ciagu (a,,) sa rézne od zera, to dla dowolnego
n > 1 (poza numerem ostatniego wyrazu w ciaggu skonczonym) prawdziwe sa row-
nosci:
a a
2l =g oraz —~ =g
An An-1
Zatem:
Ayl — ay
Ay Ay-1
czyli:
2 _
Ap = Gy " Ay
Powyzsza réwno$¢ jest prawdziwa rowniez w sytuacji, gdy (a,,) jest ciagiem geome-
trycznym o wszystkich (lub o wszystkich poza pierwszym) wyrazach réwnych 0.
(ot e
“ ‘Twierdzenie
Dla trzech kolejnych wyrazow ciggu geometrycznego (a,,), n > 1, prawdziwa
jest zalezno$¢:
3
Ay =8y * Ay
esli wyrazy ciagu geometrycznego sa dodatnie, .
J kasd yclagig Y dg 3 2 ; . Srednia geometryczna dwoch (@)
to a% Y WYIAE, PocigWsiy O rTflglt.gU‘, Jest liczb nieujemnych a i b nazywamy
srednig geometryczng wyrazow z nim sgsiadu- licibe Gb:

jQC}’Ch, CZ}?“ 'an = au—l : ’ﬂn-trl'

Powyizszy wniosek mozna uogdlnié, postepujac podobnie jak w wypadku $redniej
arytmetycznej w ciagu arytmetycznym. Jezeli wyrazy geometrycznego ciagu (a,,) sa
dodatnie, to a,, = \/a,_; - a,,; dlawszystkich k<n i k, n e N-{0}.
Bezposrednio z definicji wynika réwniez, ze jezeli w zbiorze trzech réznych od 0 liczb
{a, b, c} kwadrat jednej z nich jest rowny iloczynowi dwoch pozostatych, to liczby te
tworzg ciagg geometryczny, np.:
» jezeli a® = b-c, to geometryczne sa ciagi b, a, c orazc, a, b,
s jezeli b* = a-c, to geometryczne s3 ciagia, b, c orazc, b, a itd.
Jesli w ciggu geometrycznym (a,, ) wszystkie wyrazy sa rézne od 0 oraz jeéli k < [, to:
a4 _ Ik
By
Aby udowodnic te zaleznosc, mozna skorzystac ze wzoru ogdlnego ciagu geome-
trycznego.
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Przykiad € < zad. 4.12, 4.13
Jaka liczbe nalezy wstawi¢ pomiedzy 3 i 9, aby otrzymac trojwyrazowy ciag geome-
tryczny?
Rozwiazanie
Oznaczmy szukana liczbe x. Ciag 3, x, 9 jest geometryczny, gdy:
x*=3.9
Zatem x =33 lub x = -31/3.
Odp.: 33 lub -3+3

Przykitad @) < zad. 4.14
Wyznaczymy wyrazy ciaggu geometrycznego o wyrazach dodatnich: 3, x, y, z, 12.1le

wynosi iloraz tego ciagu?
Rozwiazanie
Najpierw obliczamy wyraz y.
y=V3-12=6 — Gy = g A
Teraz mozemy wyznaczyC wyrazy x oraz z.
x= 3= V376=3V3
z=1[y - 12=6-12=612

[loraz tego ciagu jest rowny % = %ﬁ = V2.

Odp.: wyrazy ciagu: 3, 3V2, 6, 6V2, 12, iloraz ciagu: V2

Przyktad €) < zad. 4.26

Miedzy liczby -5 i 45 wstawimy takie dwie liczby x, y, aby cigg -5, x, y byl ciagiem
arytmetycznym, a ciag x, y, 45 - ciagiem geometrycznym.
Rozwiazanie
=5ty
5
Ciag x, y, 45 jest ciagiem geometrycznym, gdy yz = 45x.

Ciag -5, x, y jest ciagiem arytmetycznym, gdy x =

Rozwiazujemy uklad réwnan.

= —3:+ ¥
.= 5+y W >
2, stad e
y* = 45x =45 22
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s b
17773
| 2y° - 45y +225=0 —A=225
x=-52+y
i 15
| = B/ER

: . . 5 15
Odp.: Zadanie ma dwa rozwigzania: x = %, Gt lub x =5, y=15.

W kazdym z zadan 4.1-4.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie,

4.1. Dany jest dziewieciowyrazowy ciag geometryczny o dodatnich wyrazach, w kt6-
rym pierwszy wyraz jest rGwny 2, a ostatni wyraz jest rowny 162. Szosty wyraz tego
ciagu jest rowny

A. 36. B. 18V3. C. 54. D. 36V/3.

4.2. Ktora liczba nie jest wyrazem ciggu geometrycznego o pierwszym wyrazie
a, =6 iilorazie g = -27

A. -3 B. 24 C. 96 D. -192
4.3. Ktora para liczb wyznacza malejacy cigg geometryczny (a,,)?
A.aj=vV2-1,9g=2 C.a;=V2-1,g=-2
B.alzluv@,qzz D.alzl—-xﬁ,q:—Z

4.4, Dany jest nieskoficzony cigg geometryczny (a,,), w ktorym a, # 0 i iloraz
q < 0. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan,

A. Dla kazdego n € N — {0} prawdziwa jest nieréwnos¢ a,,,, -a,, < 0.

B. Jezeli q < —1, to ciag (a,) jest malejacy.

C. Co najmniej dwa wyrazy tego ciaggu s3 dodatnie.

4.5. Ktore z podanych ciagow sa ciagami geometrycznymi?

(a,): 1, 2, -4, -8, 16 (c,): V3, 2v3, 343, 43, 53
(b,):1, -2, 4, -8, 16, -32 (d,): V2, 2, 2V2, 4, 4V2

4.6. Dane sg poczatkowe dwa wyrazy ciggu geometrycznego. Wyznacz trzy kolejne

wyrazy tego ciagu.
9

a) 2,6 b) 55,5 c) 4,-2 d) _%, -
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4.7. Jakie liczby nalezy wstawi¢ w miejsca |2, aby otrzymany cigg byl geometryczny?

a) 2, 4, [il, 16, 32, [#], 128 c) V5, [2l, 4V5, [, 16V5, 32v5
L . 1 = 1 .
= Y ¢ - i?:: = L] » ?:: '? ¥
b) 5, 12, [{, 13, [, 1212 d) V7, 7, 7, [2], 4997
4.8. W ciaggu geometrycznym (a,,) dane sa: wyraz a,, iloraz g i liczba wyrazéw n.
Oblicz a,,.
a) a; = lfl qg=-Vv2 n=06
b) @, =2V3 q= % _—
¢) a; =-100 q=0,1 n=23
d}a1=§ q=2\f§ n=206

4.9. Dane sg dwa wyrazy ciagu geometrycznego (a,,). Podaj wzér ogélny tego ciagu.

a) a; =3 ag =96 c) az=3 as =27
1 1 1
4.10. Sprawdz, czy ciag (a,) o podanym wzorze ogdlnym jest geometryczny.
1 n n i
a) a,1=5n+1 b) a, =2 c) an=(v’§) d) a, = -

0 4.11. Wykaz, ze liczby 3 +2v2, -1 - V2, 1 tworza ciag geometryczny. Wyznacz
iloraz g tego ciagu.

4.12. Wstaw miedzy liczby a i b taka dodatnia liczbe x, aby ciag a, x, b byl geome-

tryczny.

a) =5, b=75 b) a=-3, b=-12 c) a=v2 b=2V2
4.13. Wstaw miedzy liczby a i b taka liczbe x, aby ciag a, x, b byl geometryczny.
2)a=3, b= b}a=—i,b=—é ) a=3, b=33

4.14. Wstaw miedzy liczby —81 i —16 takie liczby ujemne a, b, c, aby ciag
-81, a, b, ¢, =16 byl ciagiem geometrycznym.

4.15. Wstaw miedzy liczby 16 i 1024 takie liczby x i y, aby ciag 16, x, y, 1024 byl
ciggiem geometrycznym.

4.16. Trzeci wyraz ciagu geometrycznego (a,,) jest rowny 6, a siodmy 96. Wyznacz
wyraz a, i iloraz g tego ciagu.
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4.17. Piaty wyraz ciagu geometrycznego jest rowny 5, natomiast wyrazy szosty
i sibdmy sa réwne. Oblicz dziewiaty wyraz tego ciagu.

4.18. Ile jest liczb trzycyfrowych, ktorych cyfry tworza ciag geometryczny? Ile jest
liczb czterocyfrowych o tej wlasnosci? Jaka jest odpowiedz na takie pytanie dla liczb

n-cyfrowych, gdy n > 47

4.19. Duzy arkusz papieru o grubosci 0,1 mm zostal ztozony na pol, potem jeszcze
raz na pol, ponownie na pol itd. Oblicz hipotetyczng grubos$c zlozonego papieru po
30 zlozeniach.

4.20. W salonie samochodowym nowe auto
kosztuje 72 342 zL. Od chwili, gdy samochadd
po zakupie wyjezdza z salonu, jego wartos¢
systematycznie maleje. Po kazdym roku eks-
ploatacji cena spada przecietnie do 80% ceny
poprzedniej. Po ilu latach cena tego samocho-
du spadnie o ponad 30 000 z}?

4.21. Ciag (a,,) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie g (g # 1). Sprawdz, czy ciag
o wzorze ogdlnym b, = a,,, —a, jest geometryczny, jezeli tak — wyznacz jego iloraz.

4.22. Ciag(b,)jest ciagiem geometrycznym o wszystkich wyrazach réznych od zera.
Sprawdz, czy (a,,) jest ciagiem geometrycznym.

2
a) a, = 0
b) a,=3-b’
c) a,=2b,—1

d) a, = \/E?_h i zakladamy, ze b, > 0 dla n € N - {0}

+ 4.23. Wyznacz wszystkie trojwyrazowe ciagi geometryczne o wyrazach natural-
nych, ktérych suma wyrazéw jest réwna 91.

4.24. Trzy liczby sa kolejnymi wyrazami rosnacego ciggu geometrycznego. Suma
pierwszej i trzeciej z nich jest rowna 20, a kwadrat drugiej jest rowny 36. Wyznacz te
liczby.

* 4.25. Pierwiastkami réwnania x° — 6x + k = 0 sa liczby x, i x,, a pierwiastkami
réwnania x> — 24x + m = 0 s liczby x5 i x,. Liczby x,, x5, X3, X, tworza ciag
geometryczny. Wyznacz k i m.

4.26. Dany jest ciag 2, x, 18, y. Wyznacz x i y tak, aby liczby 2, x, 18 w podanej
kolejnosci tworzyly ciag geometryczny, a liczby x, 18, y - ciag arytmetyczny.
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4.27. Suma trzech liczb tworzacych ciag arytmetyczny jest rowna 24. Jezeli pierwsza
z nich zmniejszymy o 1, trzecia zwiekszymy o 5, a druga pozostawimy bez zmian, to
otrzymamy ciag geometryczny. Wyznacz te liczby.

+ 4.28. Ciagskladasie z pieciu liczb dodatnich, ktérych suma jest réwna 33. Poczatko-
we trzy wyrazy tworzg ciag arytmetyczny, trzy srodkowe tworza cigg geometryczny,
a ostatnie trzy - ciag arytmetyczny. Druga liczba jest 4. Wyznacz wyrazy tego ciagu.

4.29. Trzy liczby tworza ciag geometryczny. Jezeli do drugiej liczby dodamy 8,

to ciag ten zmieni si¢ w arytmetyczny. Jezeli do ostatniej liczby tego ciagu arytme-
tycznego dodamy 64, to tak otrzymany cigg znowu bedzie geometryczny. Wyznacz
te liczby.

4.30. Wyznacz wszystkie ciagi geometryczne, ktore sa rownocze$nie ciggami aryt-
metycznymi.

= : . ; .
1. Ciag (a,), wktérym a, = 1 oraz a; = 5 Jest nieskonczonym ciggiem geome-
trycznym o ilorazie g. Ocen prawdziwo$¢é podanych zdan.

|
A- Iﬂr:J:_
: 81

1
B.t:’r':g

C. Ciag (a,,) moze by¢ ciagiem naprzemiennym.

2. Drugi wyraz ciaggu geometrycznego jest rowny —4, a jego piaty wyraz jest row-

ny *%. Oblicz 6smy wyraz tego ciagu.

3. Czwarty wyraz ciagu geometrycznego (a,) jest cztery razy wiekszy od wyrazu
drugiego, ktory jest o 2 mniejszy od trzeciego. Wyznacz pierwszy wyraz i iloraz g
tego ciagu.

4. Trzy liczby, ktorych suma jest rowna 39, sa kolejnymi wyrazami ciaggu geome-
trycznego. Jezeli pierwsza z nich zwigkszymy trzykrotnie, druga zwigkszymy dwu-
krotnie, a trzecia pozostawimy bez zmian, to otrzymamy ciag arytmetyczny. Wyznacz
te liczby.

@ 5. Wykaz, ze jezeli dodatnie liczby a, b, ¢ s3 kolejnymi wyrazami ciagu geometrycz-
nego, to liczby log a, log b, log ¢ sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego.



5. Suma n poczatkowych
wyrazow ciggu
geometrycznego

Umiejetnosci:
* stosowanie wzoru na n-ty wyraz ciaggu geometrycznego
* stosowanie wzoru na sume n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego

Wyprowadzimy teraz wzor na sume n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego.
Ponownie korzystamy z oznaczenia sumy n poczatkowych wyrazow ciagu (a,,):

S,=a;+a;+ ... +a,  +a,

Twierdzenie § N

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie g wyraza
sie wzorem:

1-4"

'S”=a|-i_q dla g #1 * S,=n-a, dlag=1
Zatozenie
(an) jest ciggiem geometrycznym o ilorazieqoraz S, =a,+a, + ... +a, | +a,.
Teza

M

1-
Dla kazdego n € N — {0} prawdziwa jest rownosc: S, = a, - ﬁ dla g # 1
oraz S,=n-a, dla g=1.

Dowdéd

* Jezeli g = 1, to (a,) jest ciggiem geometrycznym stalym. Wowczas wszystkie
wyrazy ciagu sa rowne a, i oczywiscie S, =n-a,.

* Jezeli g # 1, to sumy kolejnych wyrazow ciagu (a,,) mozemy (korzystajac ze wzoru
na n-ty wyraz) zapisa¢ w postaci:
§=a,
§;=a,+aq
S;=ay+aq+aq

2

S,=a,+ag+ ... +a;q" > +a,q"" (1)
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Obie strony ostatniej rownosci mnozymy przez g:

gS, = a,q + a,qz f e o alq"_'

+a,q (2)
Po odjeciu stronami roéwnosci (2) od réwnosci (1) otrzymamy:
Sy = qsn =y ﬂlqn
S, (1-g)=a, (l -~ q")
Zalozylismy, ze q # 1, wigc:
1-q
I-q
Koniec dowodu

n

Sn=ﬂ|

Na przyklad suma pieciu poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego (a,, ), w ktd-
rym a, = 6 iiloraz g = -3, wynosi:

pe ]

= e
85=a1+—ii-=5-1_{3]:=5-1+}ﬂ
l1-g 1 -(=3) 4

= 366

Zkoleisuma 5+5° +5 + ... +5', czyli suma 10 poczatkowych wyrazow ciagu
geometrycznego (a,,), w ktérym a, =5 iiloraz q = 5, jest réwna:

10 10
q -1 57-1 14" f-1 ()
Sio =y — =5+ ——— =12207030 S”=a1-1—nti}-:al-%_—1 &
Przyktad €) « zad. 57
W ciagu geometrycznym (a,,) o ilorazie g = % wyraz a; = —2, a suma n poczatko-

wych wyrazéw §, = —%. Obliczymy n.

Rozwiazanie

l_
Podstawiamy dane do wzoru §,, = a, - 1 i
— Y
I " l H
- () ()
80 3 40 3
-—=-2- , stad — =
27 o i 2
3 3
02 _(i)"
27 3 3
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Przykiad &)

Dwaj bracia otworzyli butelk¢ wody mineralnej. Starszy nalal do kubka polowe za-
wartosci butelki i ja wypil, potem mlodszy polowe tego, co zostalo, starszy znow po-
towe tego, co zostalo itd. Kiedy mlodszy brat po raz piaty dostal butelke, wypil juz
wszystko. Jaka cze$¢ wody wypil kazdy z nich?

Rozwiazanie

Obliczmy, jaka cze$¢é wody wypil kolejno kazdy z braci:

* starszy —12- wody, ktora byla w butelce,

1

2'!
1 1

® SIATSZY =+ =+ = y
2 2 2

* miodszy 3 N & itd.

* miodszy %

Starszy brat wypil wiec:

Y e G S G i T o .
— (—) + (—) + (-) B (—) zawartosci butelki
2 2 2 2 2
Jest to suma 5 poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego (a,, ), w ktorym a, = %

2 1
iiloraz g = T Zatem:

1_(1)" § et

S:l- 4 =l. [{}24=E_1ﬂ23=341

72 . "2 3 3 1024 512
4 4

Poniewaz % = 66,6%, dla mlodszego pozostalo ok. 33,4% zawartosci butelki.

Odp.: Starszy brat wypil ok. 66,6% zawartosci butelki, a mlodszy reszte,
czyli ok. 33,4% zawartosci.

Przyktad &)

Zgodnie z legendg bramin, ktory wynalazt szachy, za-
zadal od szacha perskiego tyle ziaren pszenicy, ile znaj-
dzie si¢ na szachownicy, jesli zostanie pokryta zgodnie
z zasada: na pierwszym polu jedno ziarno, na drugim
dwa, na trzecim cztery itd., czyli na kazdym nastepnym
dwa razy wiecej niz na poprzednim. Szachownica liczy
64 pola, wiec liczba ziaren jest suma 64 wyrazow ciagu
geometrycznego, w ktorym pierwszy wyraz jest row-
ny 1,ailoraz g = 2.
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Zatem:
2% -1 64 18
Ssg=——=2"-1=18-10
Przyjmijmy, Ze jedno ziarno ma mase ok. 0,03 g. Zgromadzona pszenica wazylaby
wigc:

0,03-18-10" g =5,4-10" t = 540 miliardéw ton

Na swiecie zbiera si¢ obecnie co roku ok. 700 milionow ton pszenicy. Na szachownicy
powinno si¢ w takim razie zmiesci¢ ponad 700 razy wigce;j.

W kazdym z zadan 5.1-5.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zZeszycie.

5.1. Wskaz wartos¢ sumy 244+ 8+ ... + 1024,
A. 2046 B. 2047 C. 2048 D. 2050

5.2. Sume n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego, w ktérym a, = -2
i g =—4, mozna zapisaC w postaci

A 2+24 g 2-2-4" c. —2+2-(—-4). D.—anv{nal).
5 5 5 5
: 2-42 1

5.3. Ciag V2 -1, i
8 V2 V241

A. jest arytmetyczny i nie jest geometryczny.

B. jest geometryczny i nie jest arytmetyczny.
C. jest arytmetyczny i geometryczny.

D. nie jest ani arytmetyczny, ani geometryczny.

5.4. Oblicz sume n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego (a,) o danym
pierwszym wyrazie i ilorazie g.
1

a) a; = =27 =3 n=>5
b)alzé q=-1 n =100
c) a; = -2 g=1-V2 n=3
d}a]=ﬁ_] g=v2-1 n=4
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5.5. Oblicz sume wyrazow skoriczonego ciaggu geometrycznego.

2 6 i .0
a) 3,3%...,3 d) =, —,....8
) )5 =
b) 6,3,...,13—6 e) 35,15, ..., 375
&) N3y By 27 ) w2m...,32n

5.6. Oblicz sume wszystkich dodatnich dzielnikéw liczby 1024.
5.7. Ciag (a,,) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie g. Wyznacz n.

a) a, =33 g=13 S, =3(40+13v3)
4 1 4

W= g 173 =34

c) a, =6 qg=12 a, =24

d}alzé a; =4 a, = 32

5.8. W ciggu geometrycznym (a,,) o ilorazie g dane sa trzy spoéréd wielkosci: a,, g,
k, S;.. Oblicz czwartg z nich.

a) a; =-3, q=%, k=5 c) a,=-1, k=4, S“:_;_:ﬂ?

b) a, =10, g=-2, S, =430 d)g=3, k=5, 35=%

5.9. Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu geometrycznego, ktdrego suma n po-
czatkowych wyrazéw wyraza si¢ wzorem S, = 4(2" - 1),

5.10. Samochadd rozpoczal hamowanie. W ciggu pierwszej sekundy przejechat 20 m,
aw ciagu kazdej nastepnej przejezdzal 0,75 odleglosci przebytej w poprzedniej sekun-
dzie. Jaka droge przebyl po 10 sekundach?

5.11. W ciagu pigciu dni rolnik zaorat = 570

38,75 ha ziemi. Kazdego dnia oral ka-
walek o 50% mniejszy niz powierzchnia
zaorana poprzedniego dnia. Jaka po-
wierzchnie zaoral pierwszego dnia?

5.12. W kazdym z 8 wielkich pudelek
jest 8 duzych pudetek. W kazdym du-
zym pudelku jest 8 srednich pudelek.
W kazdym é$rednim pudelku jest 8 ma-
tych pudelek, a w kazdym matym pu-
delku jest 8 malutkich pudefek. Ile jest
wszystkich pudelek?
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5.13. Szef firmy postanowil przyznac premie pieciu najlepszym pracownikom. Wy-
sokos$¢ nagrod byla zroznicowana w taki sposob, ze kazda z nich, poczynajac od dru-
giej, byla rowna 80% poprzedniej. Jaka byla wysokos¢ kazdej z premii, jezeli okazalo
sie, ze kwota przeznaczona na wszystkie wyniosta 18 909 z1?

5.14. W réwnaniu x+3x+9x+ ... +3" 'x = 120 ko- A ] ] . ¢ |
lejne wspolczynniki przy niewiadomej x tworza ciag geo- L o T |
L ]
metryczny. Pierwiastkiem rownania jest 3. Wyznacz n. *—
F4—
ol ] K

# 5.15. Na rysunku przedstawione sa fragmenty wykre-
sow dwoch ciagow: arytmetycznego i geometrycznego.
Podaj wzory na wyraz ogolny i sume n wyrazow S, kaz- =11
dego z tych ciaggow. Czy ktores wyrazy obydwu ciagow sa
rowne?

5.16. Promienie szesciu rozlgcznych kot tworza cigg geometryczny o ilorazie 2. Pro-
mien najwiekszego z nich jest rowny 32 cm. Ile jest rowna suma pol tych koét?

5.17. W redakcji gazety pracuje rownoczesnie kilka drukarek. Najmniej wydajna
z nich drukuje 13 stron w ciagu 10 minut, a najbardziej wydajna drukuje w tym sa-
mym czasie 351 stron. Wszystkie razem wydrukowaty 520 stron przez 10 minut. Ile
drukarek pracowalo i ile stron kazda z nich wydrukowala, jezeli okazalo sie, ze liczby
stron wydrukowanych przez poszczegolne drukarki utworzyly ciag geometryczny?

# 8.18. Dany jest tréjkat rownoboczny o boku 1. Po-
laczono $rodki jego bokow i otrzymano cztery trojka-
ty réwnoboczne. Srodkowy z nich zostal zamalowany,
a kazdy z trzech pozostalych znéw podzielono na cztery
trojkaty. Z kazdej czworki zamalowano srodkowy i po-
wtorzono podzial pozostalych trojkatow. Cala operacje
powtérzono 6 razy. Narysunku przedstawiona jest figu-
ra otrzymana z trojkatéw zamalowanych w trzech kro-

kach.
a) Wyznacz dlugosc boku trojkata zamalowanego w szostym kroku.

b) Oblicz pole zamalowanej figury otrzymanej po szesciu krokach.
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5.19. Lewa strona réwnania jest suma kolejnych wyrazéw ciagu geometrycznego.
Rozwiaz to rownanie.

) 24142+ .. +x=32 ¢) 3-6+ ... —x =63
b)%+1+...+x=12?,5 d) 2+2V2+ ... +x=62+30V2

5.20. Obliczsume 1+ 11+ 111+ 1111+ ... +111...1.
n jedynek

© 5.21. Suma n poczatkowych wyrazéw pewnego ciagu geometrycznego jest rowna
10, a suma 2n poczatkowych wyrazow tego ciggu jest réwna 100. Wyznacz sume 3n
poczatkowych wyrazéw tego ciggu.

1. Suma n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego wyraza si¢ wzorem
S,=3": ]_TSH Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Pierwszy wyraz tego ciagu jest rowny 3.

B. Iloraz tego ciagu jest rowny 5.

C. Ten ciag jest rosnacy.

2. Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego, w ktérym
a,=64iq= —%.

3. Zamieszczenie calostronicowej reklamy w lokalnym tygodniku kosztuje 125 zl.
Za powtorzenie jej w nastgpnym numerze placi sig¢ 80% stawki obowiazujacej w po-
przednim numerze. Ile facznie kosztuje zamieszczenie takiej reklamy w pigciu kolej-
nych numerach?

4. Iloraz ciagu geometrycznego jest rowny 3, a suma czterech poczatkowych wyra-

ZOW tego ciagu wynosi 6%—. Wyznacz pierwszy wyraz ciagu.

5. Dany jest ciag geometryczny o wyrazach roznych od zera. Wykaz, ze jezeli podzie-
limy sume jego n poczatkowych wyrazéw o numerach parzystych przez sume n po-
czatkowych wyrazéw o numerach nieparzystych, to otrzymamy iloraz tego ciagu.
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6. Oszczedzanie i kredyty
w bankach

Umiejetnosci:

* obliczanie procentu skiadanego

¢ obliczanie podatku

* obliczanie zysku z lokat

* obliczanie wysokosci rat oraz kosztu kredytu

Procent skiadany

Z wprowadzonym w poprzednich tematach ciggiem geometrycznym Scisle wiaze sig
pojecie procentu skladanego, zgodnie z ktorym obliczane jest oprocentowanie lokat
i kredytow w bankach. Przeanalizujemy jego dzialanie na przykladzie.

Przykiad €)

Pewien bank po kazdym roku oszczedzania dopisuje odsetki w wysokosci 8%, ob-
liczane od aktualnego na koniec roku stanu konta (tzw. roczna kapitalizacja). Adela
wplacita 10 000 zI na konto w tym banku. Po pierwszym roku oszczedzania bank do-
pisal jej 8% z tej kwoty, czyli 800 zl. Po nastgpnym - doliczono kolejne 8%, liczone
juz od kwoty 10 800 zl, czyli 8%- 10 800 = 864 [zi]. Po dwdch latach Adela miata wigc
na koncie 11 664 z. Bank co roku mnozy jej oszczednosci przez 1,08.
Zatem dla wplaconych 10 000 zl bedg to w kolejnych Zauwazmy, 7e: (@)
latach kwoty: a+8%a = a+0,08a = 1,08a
* po pierwszym roku: 10000 - 1,08 = 10 800 [zl],
» po drugim roku: 10800 - 1,08 = 10000 - 1,08 - 1,08 = 10000 - 1,08* = 11 664 [z1],
* po trzecim roku: 11664 - 1,08 = 10000 - 1,08” - 1,08 = 10000 - 1,08” =

= 12597,12 [21] itd.

Sposab obliczania kapitalu po kazdym roku powoduje, ze kolejne liczby tworza ciag
geometryczny. Latwo wiec mozemy zapisac zaleznos¢ miedzy liczba lat a stanem kon-
ta Adeli. Otéz po n latach oszczedzania bedzie to kwota w wysokosci 10 000 -1,08" zl.
Ten system naliczania odsetek nazywamy procentem skladanym.

* Wszystkie dane uzyte w przykladach oraz zadaniach dotyczace wysokoséci stop procentowych itp. sa
fikeyjne i stuza wylacznie do dwiczen.
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Banki muszg oblicza¢ odsetki za pomoca procentu skladanego. Gdyby zamiast tego
proponowaly stalg wielko$¢ (np. 10% wptaconej kwoty) dopisywana do oszczednosci
po kazdym roku, tylko najbardziej leniwi lub niedouczeni klienci nie ruszaliby swoich
oszczednosci. Myslacy klient podejmowalby kapital z odsetkami zaraz po ich nalicze-
niu, od razu wplacal powiekszona o odsetki kwote na konto i tym samym wymuszal
na banku procent sktadany! Bankom przybyloby tylko duzo kosztownej pracy.

Przyktad @) - zad. 6.11

Liczebnos¢ populacji pewnego gatunku owadow zmniejsza si¢ co roku o 5%. Obecnie
populacja ta liczy okolo 500000 osobnikow. Obliczymy, ile owadow tego gatunku
bedzie za 100 lat. Zakladamy, ze tendencja spadkowa w tym okresie utrzyma sie na

takim samym poziomie.

Rozwiazanie

Zmniejszenie pewnej wielkosci o 5% oznacza Zauwazmy, Ze: (@)

g o —5%a = a—0.05a = 0.95
pomnozenie jej przez 0,95, Zatem: AT a a

500000 - 0,95'" = 2960
Przy podanym tempie spadku liczebnosci po 100 latach gatunek tych owadow prak-
tycznie zaniknie.
Przykiad )

Gdyby Mieszko I, z mysla o potomkach swoich poddanych, zalozyl fundacje ,,Polska
2000”, przeznaczyl na ten cel 1 grosz i zlozyl go w banku oferujacym 10% rocznie, to
wartos¢ takiej lokaty po 1000 latach bylaby réwna:

1-1,1'%% = 2,47 . 10" [gr]

Kazdy z 36 milionéw Polakéw otrzymaltby okoto 6,86- 10" zt. Taka kwota wyplaco-
na w banknotach stuzlotowych nie zmiescilaby si¢ w szesciennej paczce o krawedzi
100000 km.

Aby obliczy¢ np. 1,1'"%, trzeba zastosowa¢ logarytmy albo uzy¢ kalkulatora naukowego lub (&)

- : 10 ! b . .
komputera. Mniejsze potegi, np. 1,08, mozna oczywiscie wyznaczyC za pomoca najprostszego
kalkulatora, uzywajac kilkakrotnie mnozenia. W wigkszosci modeli da si¢ wykonac taka operacje,
korzystajac wielokrotnie z klawisza ,=".

I|II.'-!S

Na przyklad fatwo moina obliczy¢ tym sposobem, Ze 1 = 10,8 i oszacowac, Ze:

1,1 = (1,1%)% = 108" > 10%
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Oszczedzanie w bankach

Klient banku spotyka si¢ z takimi pojeciami jak: stopa procentowa, oprocentowa-
nie state lub zmienne, oprocentowanie kredytow, lokat — w skali roku lub miesigca.
Wiemy juz, ze oprocentowanie kont i lokat jest w bankach obliczane zgodnie z za-
sadami procentu skltadanego. Na wysokos¢ oprocentowania, inaczej mowiac - stopy
procentowej, maja wplyw rézne czynniki, np.: sytuacja gospodarcza kraju, poziom
inflacji, stopien zadluzenia panstwa. Ponadto od uzyskanych dochodéw (czyli doli-
czonych do kapitalu odsetek) musimy zwykle zaptaci¢ podatek. W roku 2020 wynosit
on 19%.

Przykiad @)

W styczniu 2012 r. Wanda ulokowatla 3000 zI na okres jednego roku w banku, w kt6-
rym oprocentowanie takiej lokaty wynosito 2%. Od dopisanych odsetek trzeba bylo
zaplacic¢ 19% podatku. Obliczymy, ile pieniedzy miala Wanda z tej lokaty po upltywie
roku,
Rozwiazanie
Odsetki dopisano jej w wysokosci:

2% - 3000 = 60 [zi]

Podatek od dochodu (najczesciej od razu odprowadzany do urzedu skarbowego
przez bank) byt rowny:

19% - 60 = 11,40 [zl]
Zatem po uplywie roku Wanda podjela z banku kwote w wysokosci:
3000 + 60 — 11,40 = 3048,60 [zi]

Odp.: 3048,60 zt
J

Obciazenie zyskow z lokat podatkiem 19-procentowym oznacza w praktyce, ze tylko
81% odsetek trafia do kieszeni podatnika. Aby zatem obliczy¢ zyski w 2020 r., trze-
ba bylo wszystkie stopy procentowe mnozyc¢ przez wspolczynnik 0,81, W dalszych
rozwazaniach pominiemy zupelnie ten wspolczynnik — na sposob obliczania kapita-
tu nie ma on zadnego wplywu. Ponadto przyjmiemy zasade zaokraglania konicowego
wyniku z dokladnoscia do drugiego miejsca po przecinku zgodnie z obowigzujgcymi
w matematyce regutami.

Czas, po ktorym doliczane sa odsetki, nosi nazwe okresu rozrachunkowego lub
okresu kapitalizacji. W przykladzie 4 okres ten byl rowny jeden rok. W praktyce
czesto bywa krotszy.
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Przykiad )

Porownajmy trzy rodzaje oszczedzania. Zakltadamy w trzech réznych bankach konto
- w kazdym z kwota poczatkowa 1000 zl. Interesuje nas zysk po roku oszczedzania.
W tabeli podajemy dane dotyczace poszczegdlnych bankow.

| bank Il bank Il bank
Okres kapitalizacji jeden rok pol roku jeden kwartal |
Stopa procentowa 8% | 4% i 2% |
Stan konta po roku (w zf) 1000 -1,08 =1080 | 1000 - 1,04° =1081,60 } 1000 - 1,02* =1082,43
Zysk (w zf) 80,00 81,60 82,43 |

Banki, chcge zacheci¢ klientow, oferujg rdézne okresy kapitalizacji. Czesto oprocen-
towanie podawane jest w stosunku rocznym z dodatkowg informacja o okresie kapi-
talizacji. Jezeli np. stopa procentowa (w stosunku rocznym) jest rowna 10% i okres
kapitalizacji wynosi 1 kwartal, to bank co kwartal doliczy do oszczednosci 2,5% stanu
konta. Trzy warianty z przykladu 5 mozna wiec traktowac jako trzy sposoby nalicza-
nia odsetek przy stopie procentowej 8% w skali roku i trzech réznych okresach kapi-
talizacji (rocznej, pétrocznej i kwartalnej). Jak widaé, przy niskiej stopie procentowej
réznice nie sa duze.

Przyktad @) < zad.6.15

Ewa wplacila do banku 5000 zl. Obliczymy, ile bedzie mie¢ pienigdzy na koncie po
trzech latach, przy rocznej stopie procentowej 2% i kapitalizacji kwartalnej (oczywi-
$cie, przy zalozeniu, ze nie dokona w tym czasie zadnych wyplat ani wptat).

Rozwiazanie
Co kwartat zyski wyniosa:

é - 2% = 0,5% wartosci kapitalu

Trzy lata to dwanascie kwartalow, wiec stan konta po tym okresie bedzie rowny:
5000 - 1,005 = 5308,39 [z1]

Odp.: 5308,39 zt

W powyzszych przykladach zalozylismy, ze bank oferuje oprocentowanie state. W praktyce ()

taka sytuacja zachodzi rzadko. Banki zmieniaja wysokos¢ oprocentowania (oprocentowanie
zmienne) w zaleznoéci od wielu czynnikow - najogélniej mowiac - w zaleznoéci od stanu
gospodarki i kondycji panstwa. Najczesciej podstawg do okreslenia wysokosci oprocentowania
sa stopy procentowe oglaszane przez Rade Polityki Pienigznej.
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Przyktad € « zad. 6.20

Grzegorz wplacil na roczna lokate 4000 zl. Poczatkowo oprocentowanie lokaty wy-
nosito 2% w skali roku, ale po dziewieciu miesigcach wzrosto do 2,5% w skali roku.
Jaka kwote mial Grzegorz na swojej lokacie po uplywie roku?

Rozwiazanie

Po poczatkowych dziewieciu miesiacach, czyli % roku, odsetki wynosily:
= 2% - 4000 = 60 []

Po kolejnych trzech miesigcach odsetki wynosily:
1—32 +2,5% - 4000 = 25 [z1]

Zatem Grzegorz mial tacznie 4000 + 60 + 25 = 4085 [zt].

Odp.: 4085 zt
J

Zazwyczaj klienci bankéw zakladaja konta, na ktére moga na biezaco wplacac pie-
nigdze i w kazdej chwili je wyplacac. Przy takich rachunkach - platnych na kazde
zadanie (tzw. rachunki a vista) - odsetki naliczane sg za kazdy dzien oszczedzania,
liczac od nastgpnego dnia po dokonaniu wplaty do dnia poprzedzajacego wyplate.
Oprocentowanie takich rachunkow jest z reguly bardzo niskie albo zerowe.

Przykiad )

Obliczymy, jaki zysk przyniesie kwota 1000 zt umieszczona przez 20 dni na rachunku
a vista oprocentowanym 0,5% w skali roku.

Rozwigzanie

20 dni to %5%’ czyli ﬁ roku bankowego Rok bankowy ma 360 dni. (1)
Zysk bedzie wiec rowny:
0,5% - 1000 - ﬁ ~ 0,28 [2H], czyli 28 gr

Odp.: 28 gr
2

Lokaty w bankach sa z reguly oprocentowane niezbyt wysoko. Mozna réwniez
oszczedza¢ np. w otwartym funduszu emerytalnym. Fundusze takie inwestuja po-
wierzone pieniadze i dlatego zyski z wplaconych pieniedzy moga (ale nie musza!)
by¢ dos¢ wysokie. Zgromadzony kapital powinien by¢ wyplacany klientowi po osia-
gnieciu wieku emerytalnego w postaci comiesigcznej emerytury. Jej wysokosc zalezy
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od wielu czynnikéw - zgromadzonej kwoty, czasu oszczedzania itp., ale i sytuacji go-
spodarczej kraju. Zatem moze sie rowniez zdarzy¢, ze zamiast spodziewanego zysku
klient poniesie stratg — warto sobie z tego zdawac sprawe.

Oczywiscie trudno jest planowac¢ zyski funduszu na wiele lat do przodu, ale przed za-
warciem umowy klientowi najczesciej prezentuje sie (przy okreslonych zalozeniach
poczatkowych) rachunek symulacyjny.

Przyktad ) « zad. 6.21

Jezeli zalozymy, ze pewien fundusz osiaga zysk w wysokosci 5% rocznie, a klient be-
dzie wplacal 100 zt miesiecznie przez 25 lat, to - przyjmujac roczng kapitalizacje -
zgromadzi on na rachunku kwote (w zl):

po pierwszym roku: 1200 - 1,05

po drugim roku: (1200 - 1,05+ 1200) - 1,05 =
= 1200 - 1,05* + 1200 - 1,05
po trzecim roku: (12[]{]- 1,057 + 1200 - 1,05 + IZDD) - 1,05 =

= 1200 - 1,05 + 1200 - 1,05% + 1200 - 1,05
po czwartym roku: ( 1200 - 1,05" + 1200 - 1,05 + 1200 - 1,05 + lzuu) . 1,05 =

= 1200 - 1,05" + 1200 - 1,05 + 1200 - 1,05° + 1200 - 1,05 itd.
Po 25 latach klient zgromadzi na swoim koncie kwotg (w zt) rowna:

1200 - 1,055 + 1200 1,05 + ... +1200- 1,05 + 1200 - 1,05

co inaczej mozemy zapisac¢ w postaci: .
1200- (1,05™+ 1,05 + ... + 1,05+ 1,05) =1200- 1,05 ——— ~60136,14 [zl

Suma ta wystarczy do wyplacania emerytury np. w wysokosci 1000 z przez 60 mie-
siecy, czyli 5 lat (pomijamy fakt, ze podczas tego okresu do kwoty pozostajacej na
koncie funduszu nadal beda dopisywane odsetki). y

Inwestujac w fundusze towarzystwa funduszy inwestycyjnych, klient kupuje w biurze
maklerskim tzw. jednostki udzialowe. Sa to umowne ,,cegietki”, stuzace do rozliczen
z funduszem. Podobnie jak w banku, klient otrzymuje (na ogét raz w miesiacu) infor-

macje o stanie konta, ale na wyciggu podane jest saldo jednostek uczestnictwa, a nie
kwota pienigzna. Cena jednostki zmienia si¢ w zaleznosci od wielu czynnikow: sy-
tuacji gospodarczej kraju, sytuacji na gieldzie, kondycji finansowej przedsigbiorstw,
w ktore sie zainwestowalo, umiejetnosci osob zarzadzajacych funduszem itd.

Oto przyklad niektorych pozycji na wydruku stanu konta zalozonego w funduszu
inwestycyjnym:
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Data Transakcja . Kwota [zf] Cena [zf] Liczba jednostek
2007-02-11 nabycie 50,00 106,56 0,469
2007-03-11 nabycie 10000 | 10699 | 0,935
2007-07-11 nabycie 5000 | 11947 0,419
2007-08-12 nabycie 50,00 | 12542 0,399

STAN KONTA 2,223

11 lutego 2007 r. cena jednostki byla rowna 106,56 zl, wigc za 50 zi klient kupil 0,469
jednostki, a np. 12 sierpnia cena jednostki byla wyzsza, wiec za takg sama kwote 50 z
klient nabyl juz tylko 0,399 jednostki.

Jezeli klient chce wycofa¢ z funduszu inwestycyjnego pieniadze, wydaje w biurze ma-
klerskim dyspozycje tzw. umorzenia jednostek. Inaczej mowiac, odsprzedaje fundu-
szowi jednostki zgromadzone na koncie (wszystkie albo jakas ich czes¢), ale po cenie
obowiazujacej w dniu umorzenia. Fundusz inwestycyjny ma na zrealizowanie takiej
transakcji kilka (lub kilkanascie) dni, dlatego klient nie zna ceny jednostki w chwili
skladania dyspozycji.

Przykiad €0

Feliks zainwestowal w fundusze TFI ,Zysk do kwadratu” - nabyl 200 jednostek
udzialowych funduszu inwestycyjnego agresywnego w cenie 117,30 zl za jednostke.
Zatem zaplacil za nie 23460 zl. Przez rok nie wykonal zadnych operacji, a po ro-
ku umorzyt swoje jednostki. Obliczymy wysokos¢ jego kapitalu po umorzeniu. Cena
jednostki w dniu umorzenia bylta réwna

a) 129,52 z1. b) 103,05 z1.

Rozwiazanie
a) 200-129,52 = 25904 [zl]

b) W tym wypadku Feliks stracil na kazdej jednostce 14,25 zl, a kapital, jakim dys-
ponowal po roku, wynosil 200 - 103,05 = 20 610 [zl].

Odp.:a) 25904z b) 20610 zt

Oprocentowanie kredytow

Banki stosuja bardzo rézne sposoby oprocentowania kredytow. Omowimy na przy-
kladach najczesciej spotykane metody.

Jezeli kwota kredytu jest nieduza, a okres kredytowania niedlugi, bank moze zasto-
sowac uproszczony sposob splaty kredytu.
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Przykiad €) < zad. 6.22

Bank przyznal klientowi kredyt w wysokosci 10 000 zI na jeden rok. Oprocentowanie
w wysokosci 5% pobierane jest od razu przy udzieleniu kredytu. Bank pobral zatem
od razu:

5% - 10000 = 500 [z1]

Kredyt ma by¢ splacony w 12 miesigcznych rownych ratach. Klient bedzie zatem spla-
cal go w ratach rownych:

é - 10000 = 833,33 [zi]

Jezeli okres kredytowania jest dluzszy niz w przykladzie, to oprocentowanie moze
by¢ wyzsze, ale gorna granice okresla ustawa"”.

J

Zazwyczaj sposéb splaty kredytu jest znacznie bardziej skomplikowany. Banki doli-
czaja odsetki zgodnie z zasada procentu skladanego. Oprocentowaniu takiemu pod-
lega kazda niesplacona czgs¢ kredytu. Zdarza sig, ze klient chce splacac pozyczke
w rownych ratach kapitalowych. Jak zatem obliczy¢ wysoko$¢ takiej raty?

Przesledzmy proces splaty kredytu na prostym przykladzie, w ktorym wszystko moz-
na wyliczy¢ ,,na piechote”. PéZniej postaramy si¢ nasze rozumowanie uogolnié,

Przyktad €& < zad. 6.23

Karolina zaciagnela kredyt w wysokosci 2000 zl, oprocentowany na 6% w skali roku
z miesiecznag kapitalizacja. Wyznaczymy wysokos¢ jednej raty i obliczymy kwote, jaka
Karolina odda bankowi, jezeli splaci kredyt

a) w pieciu miesiecznych réwnych ratach.

b) w dziesieciu miesiecznych rownych ratach.

Rozwigzanie
a) Gdyby kredyt nie byl oprocentowany, to comiesieczna rata rownalaby sie 400 zl.
Bank jednak dolicza odsetki w wysokosci 6% w skali roku z miesigczna kapitalizacja.

Co miesiac niesplacona kwota kredytu zwigksza sig Przypomnijmy, ze warto$é¢ w (1)
0 0,5%, jest wigc mnozona przez 1 + 0,005 = 1,005. zwigkszona o p% jest rowna
Proces naliczania odsetek zaczyna si¢ z chwila w+ % ‘w = w(l - %J
otrzymania kredytu.

W momencie, gdy Karolina dostata do reki 2000 zl, do splacenia miala kwote:
2000 - 1,005 [z1]

** W Polsce obowigzuje tzw. ustawa antylichwiarska, ktdra uzaleznia wysokos$c oprocentowania kredytu
od wysokosci stop procentowych NBP.
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Po uplywie miesigca Karolina splacila pierwsza rate, oznaczmy jg R. Do zwrotu pozo-
stalo jeszcze (2000 - 1,005 — R) [z1]. Do tej kwoty bank znow doliczyl odsetki w wy-
sokosci 0,5%, zatem dlug do zwrotu po splacie pierwszej raty byl rowny:

(2000 - 1,005 - R) - 1,005
Po nastgpnym miesigcu sytuacja si¢ powtorzyla. Karolina placita kolejne raty, a bank
doliczal odsetki do reszty dlugu.
((2000 - 1,005 - R) - 1,005 - R) - 1,005 «— po splacie 2. raty
(((2000 - 1,005 = R) - 1,005 — R) - 1,005 — R) - 1,005 «— po splacie 3. raty
((((2000-1,005-R)-1,005-R)- 1,005 - R) - 1,005 - R) - 1,005 «— po splacie 4. raty
Po zaplaceniu 5. raty dtug Karoliny byl rowny 0.
((((2000 - 1,005 - R) - 1,005 - R) - 1,005-R) - 1,005-R) - 1,005-R =0
Z powyzszego rownania wyznaczymy wysokosc raty R.
Po wykonaniu kolejnych dziatan otrzymujemy:

2000 - 1,005° = R~ 1,005 = R-1,005° = R-1,005° = R-1,005-R = 0 (1)
2000 - 1,005° = R - (1,005“ + 1,005 + 1,005% + 1,005 + 1) (2)
5 "
2000 1,005° = R. 2002 —1 —E g = o B g 1S
1,005 -1 q-1
Zatem:
R= 2000 - 0,005 - 1,005 ~ 406,02 [zl]

1,005 - 1
Karolina odda bankowi 5 - 406,02 = 2030,10 [zl].

Odp.: 2030,10 zi

b) Jesli zwrot kredytu roztozono na 10 réwnych rat, zasada postepowania jest iden-
tyczna, wiec w odpowiedniku réwnania (1) niewiadoma R pojawi sie 10 razy.
Réwnanie (2) bedzie teraz mialo postac:

2000 - 1,005 = R.- (1,005‘*‘ +1,005% + ... +1,005%+ 1,005 + 1)

a wyznaczona z niego rata wynosi:

_ 2000 0,005 - 1,005"
© 1,005 -1
Peina kwota splacona wtedy bankowi to 2055,40 z1.

= 205,54 [z]

Odp.: 2055,40 z
J

Uogolnienie przykladow zapiszemy w postaci wzoru, ktérego pelne wyprowadzenie
pominiemy.
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Jezeli kredyt w wysokosci K zlotych ma by¢ sptacany w n réwnych miesiecznych ra-
tach, z oprocentowaniem (w systemie procentu skltadanego) z miesieczna stopa pro-
centowa p%, to jedna rata jest rowna:

K - i ' (l +i)"
R— _ 100 100

"
(1+L) -1
100

Jezeli okres kredytowania jest bardzo dlugi, to suma, ktorg trzeba splaci¢, moze sta-
nowic nawet wielokrotnosé¢ kwoty pozyczki.

Przyktad €5) < zad. 6.24

Sabina wziela z banku kredyt mieszkaniowy w wysokosci 100 000 zI oprocentowany
na 7,5% w skali roku (w systemie procentu skladanego). Bedzie go splaca¢ w réwnych
ratach przez 25 lat. Obliczymy wysoko§¢ comiesiecznej raty oraz laczna kwote, jaka
Sabina wplaci do banku przez 25 lat.

7

Rozwigzanie
Miesigczna stopa procentowa wynosi:

é -7,5% = 0,625%

a liczba wszystkich rat:
n=25-12 =300
Wysokos¢ comiesiecznej raty jest zatem rowna:

0,625  1,00625""

100 1,00625%00 — 1
Przez 25 lat Sabina wplaci do banku 300 - 739 = 221700 [zl], czyli ponad 2 razy
wiecej niz wynosi kwota otrzymanego kredytu.

Odp.: 739 zl, 221 700 zi

R = 100000 - = 739,00 [z1]

Jeszcze inna metody splacania kredytu sa tzw. raty malejace.

Przyktad €) < zad.6.25

Jezeli kredyt w wysokosci 15 000 zl, zaciagniety na 4 lata przy oprocentowaniu 13,13%
w skali roku, bedziemy sptacali w réwnych ratach miesiecznych, to wysokosc jednej
raty wyniesie ok. 403 zI. Oddamy zatem bankowi 48 - 403 = 19 344 zl.

Inaczej bedzie przy ratach malejacych. Oto jak oblicza sie ich wysokos¢.

1. Dzielac kwote kredytu przez liczbe rat, otrzymujemy ,,baze” kazdej raty:

15000
T = 312,50 [Zi]
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2. Obliczamy miesi¢czna stope procentowa:
13,13%
12
Stata wysokos¢ odsetek od ,,bazy” jest wiec rowna:

1,094% - 312,50 = 3,42 [zl]

3. Ustalamy wysokosci kolejnych rat, mnozac miesigczne odsetki przez liczbe nie-
splaconych rat i dodajac te kwote do bazy:

= 1,094%

3,42 - 48 + 312,50 = 164,16 + 312,50 = 476,66 [zl] «— pierwsza rata
3,42 .47 + 312,50 = 160,74 + 312,50 = 473,24 [z}] «— druga rata

3,42 .46 + 312,50 = 157,32 + 312,50 = 469,82 [z}] —— rzecia rata
3,422+ 312,50 = 6,84 + 312,50 = 319,34 [zl] «—— przedostatnia rata
3,421+ 312,50 = 315,92 [zl] —— ostatnia rata

Obliczmy kwote wplacona do banku w tym systemie.
Srednia miesieczna doplata do bazy jest réwna
342-48+3,42:47+3,42-46+ ... +342-2+3,42-1 342-(48+47+ ... +2+1) _

48 48
b
3,42-'”’24 .48 .
- 48 = 83,79 [21] —S, =t =48, a,=1, a;=48

Srednia miesieczna rata wynosi
312,50 + 83,79 = 396,29 [zi]

i jest nizsza niz rata (403 zl) placona w systemie rat rownych. W systemie rat maleja-
cych oddamy bankowi w sumie ok. 19021 zl.

System rat malejacych jest (w ostatecznym rachunku) korzystniejszy dla klienta, pod
warunkiem, Zze moze on sobie pozwoli¢ na - niekiedy duzo wyzsze niz przy ratach
réwnych - raty poczatkowe.

/

Nie omowilismy wszystkich metod, jakie stosuja banki przy splacaniu kredytéw. Po-

dane przyklady powinny zacheci¢ przyszlych kredytobiorcéw do wnikliwego anali-
zowania warunkow umowy z bankiem przed jej podpisaniem oraz do wybrania naj-
korzystniejszej oferty.

Banki sa ustawowo zobowiazane do podawania oprocentowania realnego (RRSO -
rzeczywista roczna stopa oprocentowania). Na jego wysokos¢ skladajg sie (oprocz
oprocentowania nominalnego) rézne oplaty, np.: oplata za rozpatrzenie wniosku, za
obstuge kredytu, ubezpieczenie czy prowizja. Jezeli bank nie dopelni tego obowigzku
i w umowie nie bedzie wymaganych informacji, to klient jest zwolniony od placenia
wszelkich dodatkowych odsetek i prowizji.
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Uwaga: W odpowiedziach do zadan nie uwzgledniamy podatku od odsetek. Wszyst-
kie kwoty sa zaokraglane zgodnie z regulami matematyki.

W kazdym z zadan 6.1-6.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

6.1. Cene telewizora rowna 1200 zt obnizono dwukrotnie, za kazdym razem o 10%.
[le obecnie kosztuje telewizor?
A. 960 zl B. 972 zt C. 990 zl D. 1180 zi

6.2. Wplacamy do banku 1500 zI. Kapitalizacja odsetek nastepuje co kwartat, przy
oprocentowaniu 4% w skali roku. Przez trzy lata nie dokonujemy zadnych wplat ani
wyplat. Ile ztotych bedziemy mieli po trzech latach?

A. 1500 - 1,04° B. 1500 1,04" C. 1500-1,01" D. 1500-1,01"

6.3. Przez kilka lat produkcja pewnego przedsiebiorstwa systematycznie rosta o 7%
w skali roku. Ile wynidst procentowy wzrost produkcji po trzech latach?
A. 21% B. 20,5% C. 22,5% D. 24%

6.4. Monika wplacila do banku 1500 zl. Kapitalizacja odsetek nastepuje co kwartal
z oprocentowaniem 4% w skali roku. Przez dwa lata Monika nie dokonywata zadnych
wplat ani wyplat. Ocen prawdziwosc podanych zdan.

A. Po roku Monika miala na koncie 1560,91 zl.

B. Po péttora roku Monika miala na koncie 1592,28 zl.

C. Po dwoch latach Monika miala na koncie 1624,29 zl.

6.5. Liczbe 5 zwigkszono o 20%. Otrzymana liczbe ponownie zwigkszono o 20% itd.
Operacje te wykonano czterokrotnie. Jaka liczbe otrzymano?

6.6. Wplacamy x zI na lokate oprocentowang p% miesiecznie, z miesieczna kapita-
lizacja odsetek. Jaka kwota bedzie na tej lokacie po uplywie roku?

a) x =100, p=10 c) x=200, p=5

b) x = 100, p=5 d) x =300, p=2

6.7. Skladamy 1000 zI w banku oferujacym 4% rocznie z roczng kapitalizacja. Po ilu
latach kwota oszczednosci przekroczy 2000 zI?

6.8. W pewnym miescie zyje 25 000 mieszkaricow. Po ilu latach liczba mieszkancow
przekroczy 27 000, jezeli roczny przyrost bedzie przez kilka lat rowny 2,1%7
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6.9. Po zastosowaniu szczepionki na pewien rodzaj wirusa atakujacego dréb liczba
zachorowan wsrod kurczat zmalala o 72% rocznie. O ile procent zmaleje zachoro-
walnos¢ po czterech latach, jesli spadek zachorowalnosci sie nie zmieni?

6.10. Liczba klientéw supermarketu maleje co kwartal o 5%, ale érednia kwota wy-
dawana przez klienta w tym supermarkecie wzrasta co kwartal o 10%. O ile procent
wzrosna wplywy supermarketu po uplywie roku?

6.11. Dzialka lesna zawiera 7000 m” masy drzewnej. Z obserwacji wynika, ze rocz-

ny przyrost masy drzewnej jest rowny przecietnie 2%. Ile m” masy drzewnej bedzie
zawierala ta dzialka po uptywie 10 lat?

6.12. W serialu Alternatywy 4 kierownik elektrocieptowni otrzymuje informacje,
ze podczas ogrzewania odleglego osiedla traci si¢ 50% ciepla przy spalaniu wegla,
kolejne 50% przy przesylaniu go nieszczelnymi rurami i wreszcie 50% z powodu nie-
zamieszkalych lokali. Jak wylicza, straty wynosza 150% ciepla, wiec szybko wylacza
ogrzewanie! Zalozmy, ze oszacowanie strat kazdego rodzaju jest poprawne. Oblicz,
ile procent wynosza rzeczywiste straty ciepla.

6.13. Adam wplacit 2000 zl na roczna lokate oprocentowana w wysokosci 1,2%
w skali roku i z roczng kapitalizacja odsetek. Jaki bedzie stan jego konta po roku?

6.14. Bogumil wplacil 4000 zI na roczna lokate oprocentowana w wysokosci 1,6%
w skali roku i z roczna kapitalizacja odsetek. Oblicz stan jego konta
a) po roku. b) po dwéch latach. c) po pieciu latach.

6.15. Cezary wplacil do banku 3000 zl. Oprocentowanie wynosi 1,2% rocznie, a ka-
pitalizacja odsetek nastepuje co kwartal. Ile pieniedzy bedzie mial Cezary po roku
oszczedzania?

6.16. Jaka kwote otrzymamy po pol roku, jezeli wplacimy 8000 zl na lokate pol-
roczna, ktorej oprocentowanie wynosi 1,4% w skali roku? O ile procent zwigkszy sie
kwota wplacona na poczgtku?

6.17. Danka zalozyla lokate w wysokosci 4000 zl ze zmiennym oprocentowaniem.
Przez pierwsze dwa lata oprocentowanie lokaty bylo réwne 1,8%, w trzecim roku
1,6%, a w czwartym 1,5%, z roczng kapitalizacja odsetek. Ile pieniedzy miala Danka
na tej lokacie po czterech latach?



6. Oszczedzanie i kredyty w bankach

6.18. Pordwnaj wysokosci odsetek, jakie otrzyma Edward od kwoty 8000 zl z opro-
centowaniem 1,8% w skali roku i kapitalizacja:
[. raz na miesiac, II. raz na kwartal, I1I. raz na rok.

6.19. Filip wplaca co miesiac 200 zI na tzw. lokate systematycznego oszczedzania.
Oprocentowanie lokaty jest rowne 1,3% w skali roku, z roczna kapitalizacja odsetek.
Jaka kwota bedzie dysponowat Filip

a) po roku?

b) po dwoch latach?

c) po dwoch latach i czterech miesigcach?

6.20. Grazyna wplacila na roczna lokate 5000 zt. Poczatkowo oprocentowanie loka-
ty wynosilo 1,8% w skali roku, ale po czterech miesigcach zostalo zmienione na 1,7%
w skali roku. Kapitalizacja odsetek wynosita jeden rok. Jaka kwote miata Grazyna na
swojej lokacie po uplywie roku?

6.21. Zaraz po studiach Janusz podpisal umowe z funduszem emerytalnym na wpla-
canie kwoty a zI miesigcznie. Fundusz przewiduje, ze jego coroczny zysk wyniesie p%.
Zakladamy, ze Janusz bedzie systematycznie oszczedzal przez 40 lat do osiagniecia
wieku emerytalnego. Oblicz, jaka kwote zgromadzi (przy kapitalizacji rocznej), gdy
a) a=200, p=3. b) a =100, p=6. c)a=50, p=5.

6.22. W pewnym banku zasady udzielania kredytéw sg nastepujace:

* oprocentowanie w wysokosci 5,4% kwoty kredytu pobierane jest od razu,

» kwote kredytu splaca sie w réwnych ratach miesiecznych.

Oblicz, ile pieniedzy wyplaci bank oraz jakiej wysokosci bedzie kazda rata, jezeli za-
ciggniemy w tym banku kredyt w wysokosci

a) 6000 zl na okres 1 roku.

b) 8200 zl na okres 2 lat.

c) 11760 zi na okres 2 lat i 4 miesiecy.

6.23. Kredyt na mieszkanie w wysokosci 178 000 zI ma by¢ splacany w réwnych
ratach miesiecznych przez 15 lat z oprocentowaniem 4,8% w skali roku w systemie
procentu skltadanego. Oblicz wysokos¢ jednej raty.

6.24. Leon uzyskal kredyt mieszkaniowy w wysokosci 150 000 zI oprocentowany na
6% w skali roku w systemie procentu skladanego. Bedzie go splacal w rownych ratach
kwartalnych przez 30 lat. Oblicz wysokosc kwartalnej raty i cala sume, jaka Leon odda
po trzydziestu latach.
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6.25. Robertbedzie splacac przez 2 lata kredyt w wysokosci 10 000 zt w miesiecznych
ratach malejacych. Jezeli pierwsza rata wyniosta 526 zl, to jakie jest oprocentowanie
kredytu w skali roku?

6.26. Pawel byt klientem banku, w ktorym kredyt mozna wziac¢ z oprocentowaniem
9,5% w skali roku i splaca¢ go w réwnych ratach miesiecznych w systemie procentu
sktadanego. Bank Piotra zaproponowal kredyt z oprocentowaniem 10% w skali ro-
ku ze splata w systemie miesiecznych rat malejgcych. Obaj panowie wzieli kredyty
w wysokosci 100000 zt na 4 lata. Ktory z nich poniost wigksze koszty kredytu? Ile
wynosila roznica? Wynik podaj w zaokragleniu do 1 zl.

6.27. Patrycja wziela kredyt w wysokosci 16 000 zt i sptaca go w miesigecznych ratach
malejacych. Na ile lat zostala rozlozona splata tego kredytu, jezeli wiemy, ze oprocen-
towanie w skali roku jest rowne 10,5%, a ostatnia rata wynosi 538 zI?

1. Zakladamy, ze liczba mieszkancow pewnego miasta co roku wzrasta o 5%.
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Po trzech latach liczba mieszkancow wzrosnie o 15%.

B. Po dziewigciu latach liczba mieszkancow wzroénie o ponad polowe.

C. Po pietnastu latach liczba mieszkanicow wzrosnie o ponad 100%.

2. Liczbe 8 zwigkszono o 12%. Otrzymang liczbe ponownie zwigkszono o 12%. Ope-
racje te wykonano pieciokrotnie. Jaka liczbe otrzymano?

3. Komputer tanial trzykrotnie o 10% i obecnie kosztuje 1749,60 zl.
a) Jaka byla poczatkowa cena komputera?
b) O ile procent lacznie stanial ten komputer?

4. Fundusz emerytalny przewiduje coroczny zysk w wysokosci 4% z kapitalizacja
roczng. Ile oszczednosci zgromadzimy po 38 latach, jesli bedziemy wplacac 120 zl
miesigcznie? Przez ile lat mozna z tych pieniedzy wyplaca¢ miesigcznie kwote 1000 z}?
(Pomijamy fakt, ze podczas tego okresu do kwoty na koncie funduszu nadal beda
dopisywane odsetki.)

5. Agnieszka zaciagnela kredyt w wysokosci 10 000 zt. Bedzie go splacala w rownych
ratach miesiecznych przez 1,5 roku. Oprocentowanie kredytu wynosi 7,2% w skali
roku (w systemie procentu skladanego). Oblicz wysokos¢ jednej raty.
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Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-17 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

156—2n

1. Dany jest ciag (a,,), w ktérym a,, = dla n = 1. Liczba wszystkich nie-

ujemnych wyrazow tego ciagu jest réwna
A. 8. B. 7. C. 6. D55

2. Czwarty wyraz ciagu (a,,), okreslonego za pomoca ukladu warunkéw: a, = 1
1

i a = dla n = 1, jest rown
1+1 +H” .; Y
1 13 4 43
A, -, B. —. C. —. D. —.
4 43 13 13
n+1

3. Dany jest ciag (a,,) okreSlony wzorem a, = dla n =2 1. W tym ciagu

n+3

wyraz a- jest rowny
V5 V2

X' —, B, —
2 5

B2
2

ol

C.

4. Dane sa wyrazy: a; =8 i a, = 13 ciagu arytmetycznego (a, ) okreslonego
dla n>1. W tym ciagu
A. ﬂ14 = 88. B. ﬂ'ls — 88. C. ﬁlﬁ = 88. D. ﬂl? - 88.

5. Liczby 5, -2, -9 s3 pierwszymi trzema wyrazami ciggu arytmetycznego (a,,) okre-
slonego dla n = 1. Wzor ogolny tego ciggu ma postac
Aca,=-/n+12. B.a,=-2n+7. GC.a,=7n-12 D.a, =2n~7.

6. Drugi wyraz ciagu arytmetycznego (a,,) okreslonego dla n > 1 jest réwny —13,
a 6smy 5. Pierwszym wyrazem tego ciagu jest
A. 10. B. -10. C. 16. D. -16.

7. W ciagu arytmetycznym (a,,) okreSlonym dla n > 1 prawdziwa jest rownosé
a, + as + ag = 18V2. Wynika stad, ze

8 12
A.asz B.ﬂr:_

—. ; C. a- = 5V/2. D. a- = 7V2.
W.E 5 ﬁ 5 5



BN 258 Dziat 3. Ciagi

8. Wskaz zalezno$¢ prawdziwa dla kazdego ciagu arytmetycznego.
A.ﬂ4+ﬂ?=ﬂ]| C.ﬂz'i‘ﬂ-?:z-ﬂg
B. a, +ag = as + ag D.ag;+a,y=a, +ay

9. W pieciokacie miary katow tworza ciag arytmetyczny o roznicy 30°. Najwigkszy
kat tego pigciokata ma miarg
A. 168°. B. 160°. C. 138°. D. 170°.

10. Dane s3 dwa wyrazy ciagu arytmetycznego (a,,) okreslonego dla n> 1: a, = 9
i a5 = 0. Suma pierwszych pieciu wyrazow tego ciggu jest rowna
A. 29, B. 30. C. 12, D. 15.

11. Dany jest szesciowyrazowy cigg geometryczny o ujemnym ilorazie. Pierwszy
wyraz tego ciagu jest rowny V3, a ostatni jest rowny —27. Trzecim wyrazem tego
ciggu jest

A. =313, B. 3V3. C. -9. D. 9.

12. Dany jest ciag geometryczny (a,,) okreslony dla n > 1, w ktérym a; = /5,
a, = 5v/5. Wzor na n-ty wyraz tego ciggu ma postaé
(ﬁ)”

A. a, = T B. Ay = fT“E C. a, = (\"?g)”' D. a, = (V@)n

13. Dany jest ciag geometryczny (a,) o wyrazach dodatnich, w ktérym a5 = 5a;.
Iloraz tego ciagu jest rowny

A. /5, B. “’?g C. 5. D.

| —

14. Liczby 2, x-3, % w podanej kolejnosci tworza ciag geometryczny o wyrazach
dodatnich. Wskaz wartosc x.
A. 4 B. -4 C.3 D. -1

15. Ciag (a,,) okreSlony jest wzorem a,, = Eiﬂ; 2 dla nz1. Ciag ten jest

i

A. arytmetyczny i jego réznica wynosi r =

B. arytmetyczny i jego roznica wynosi r =

W B b | W

C. geometryczny i jego iloraz wynosi g =

ad | o T ] =

D. geometryczny i jego iloraz wynosi q =
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16. Monika wplacita do banku 1500 zI. Kapitalizacja odsetek nastepuje co kwartal,
a oprocentowanie wynosi 4% w skali roku. Jaka kwota bedzie na koncie Moniki po
dwoch latach?

A. 1624,29 zi B. 1662,59 z1 C. 1650 zi D. 1524,30 zi

17. Pozyczka w wysokosci 25000 zI ma by¢ splacana w rownych ratach miesiecz-
nych przez 5 lat z oprocentowaniem 24% w skali roku w systemie procentu sklada-
nego. Jaki jest koszt tej pozyczki?

A. 18152 7 B. 13440 zi C. 19166 zt D. 57 025,77 zi

W zadaniach 18-36 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

18. Ciag liczbowy okreslony jest wzorem a,, = 3n — 1. W tym ciagu
A.@, s=3n=2. B.ag, ,=3n+5. C.a,,=3n-4

n=-1
19. Ciag (a,,) okreélony jest wzorem a,, = n° — 101 + 18. Wynika stad, ze
a, ) ma dokladnie pie¢ wyrazow ujemnych.

(a,
ﬂ_—.; = 111? oraz 04 = aﬁ.
(a,

O =

. (a,) przyjmuje warto$¢ najmniejsza.

20. Ciag liczbowy okreslony jest wzorem a,, = n® — 3n + 2. Wynika stad, ze
A.ayy =72

B. (a,) jest ciggiem rosngcym.

C. (a,) jest ciggiem monotonicznym.

¥

1

21. Ciag liczbowy okreslony jest wzorem a, = 17 +2° + 3% + ... +n°. W tym ciagu
A- (:34:28. B- ag:ﬂ3+81. C. ﬂﬁzyﬂ.

22, Ciag (a,,) jest rosnacy. Wynika stad, ze

A. ciag o wyrazie ogolnym b, = —a,, + 15 jest malejacy.
B. ciag o wyrazie ogélnym c,, = a,, — 2 jest rosnacy.

C. cigg o wyrazie ogolnym d,, = |a,| jest rosnacy.

23. Ciag (a,) okreslony jest wzorem a,, = 3'%9" dla n € N — {0}. Zatem
A. ciag (a,,) nie ma miejsc zerowych.

B. ciag (a,,) jest rosnacy.
C. wszystkie wyrazy ciagu (a,,) sa niewymierne,
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24. Liczba r jest roznicg ciagu arytmetycznego (a,,). Zatem
A. ag=ay+4r. B. a;; = a4 + 6r. C.a,.;=as+(n-2)r.

25. Ciag (a,,) jest arytmetyczny. Wynika stad, ze
a, +a, +ay+as
4

|
A' l:"';].[]l_'ﬂ'ﬂ :ﬂ4—ﬁ2. B- :as. C- ﬂs_ﬂz =: E(ﬂﬁ""ﬂz).

26. Suma

A. wszystkich parzystych liczb dwucyfrowych jest rowna 2430.

B. wszystkich trzycyfrowych liczb naturalnych mniejszych od 777 jest réwna
296 526.

C.12+14+ 16+ ... +52 jest rOwna 672.

27. Dane sa trzy kolejne wyrazy pewnego ciagu liczbowego: 5p — 1, p* + 2p — 3,
2p° - p-5.

A. Dla pewnego p € R wyrazy te tworza ciagg arytmetyczny.

B. Dla kazdego p € R wyrazy te tworza ciag arytmetyczny.

C. Wyrazy te tworza ciag arytmetyczny tylkodla p = 2.

28. Dany jest cigg geometryczny (a,,) o wyrazach réznych od 0 i ilorazie g # 1.
A. Dziesigty wyraz tego ciggu jest réwny asq.
B. Trzynasty wyraz tego ciagu jest rowny a_c,q?.

19100

- - - f a
C. Trzeci wyraz tego ciagu jest rowny
Aog

29. W ciggu geometrycznym (a, ) dane sa wyrazy: a, = 8, a, = 32. W tym ciagu

A.a,=8-4"" B. a, = 2", C.a,=2-4"
30. Dany jest cigg geometryczny (a,,) o wyrazach réznych od 0 i ilorazie g # 1.
W tym ciagu
Q7= By 2
A, —=—, B. H;—a5=ﬂ13—a“. G dy = dy - ds.
@ Gy
31. Liczby ﬁ, é, \‘54_ ! sa kolejnymi wyrazami ciggu
A. arytmetycznego. B. geometrycznego. C. monotonicznego.
I
d, = E
32. Ciag liczbowy (a,,) okreslony jest wzorem rekurencyjnym 1 1
ﬁ'” Sty ot
W tym ciagu a2
A= B. a; = 4. G @y >1.

14



7. Powtdrzenie

33. Liczby log a, log b, log ¢, gdzie a, b i ¢ sa r6znymi dodatnimi liczbami rze-
czywistymi, tworza (w podanej kolejnosci) ciag arytmetyczny. Zatem liczby a, bi ¢
tworza (w podanej kolejnosci)

A. ciag arytmetyczny. B. ciag geometryczny. C. ciag monotoniczny.

34. Liczby log, 4, log, 16, log, 256 s3

A. kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego.
B. kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego.
C. wyrazami pewnego ciagu arytmetycznego.

35. Ceng telewizora rowna 1200 zt obnizono najpierw o 20%, a potem o 10%. Zatem
A. cena telewizora po obu obnizkach jest nizsza od poczatkowej o 30%.

B. po obu obnizkach telewizor kosztuje 864 zl.

C. koncowa cena telewizora wynosi ponad 70% ceny poczatkowej.

36. Michal podjal prace wakacyjna na nast¢pujacych warunkach: 300 zl za pierwszy
tydzien i podwyzka 5% po kazdym przepracowanym tygodniu.

A. Wynagrodzenie Michala za trzeci tydzien pracy wynosito 330,75 zl.

B. Wynagrodzenie Michala za czwarty tydzien pracy wynosilo ponad 350 z1.

C. Po 5 tygodniach pracy Michal zarobil w sumie 1657,69 zl.

Zadania otwarte krotkiej odpowiedzi

37. Podaj przyklad wzoru og6lnego skoriczonego ciagu (a,,) o danych kolejnych wy-
razach.

a) 2,3,4,5,6,7 e) 2,4,6,8,10
BT e e b D f) —3,—4, -5, -6,~7
23456789
C] 21 E! ib Er Ei z! §} Eb E:H g] I; 2,4,8, 16
2345678 9 10
i D
AN G S T
: z : 2n—-10
38. Ogolny wyraz ciagu dany jest wzorem a,, = -

a) lle wyrazow ujemnych ma ten ciag?
b) Kiory wyraz ciagu jest rowny Ii?
c) Dla jakich wartosci n wyrazy ciagu sa wieksze od 17

39. Ciag liczbowy (a,,) jest okreslony wzorem a,, = 4 — ! neN- {0}. Oblicz, ile

n
wyrazow tego ciagu jest mniejszych od 3,98.

261 N



BN 262 Dziat 3. Ciagi

40. Zbadaj monotonicznos¢ ciagu o podanym wzorze ogélnym.
a) a, = 3n— 100 ¢) a,=(-2)"-n )i, =27

b) a = e d)a,=2+4n—n" f) a,=2+ .
" n+1

n

41. 7badaj monotonicznos¢ ciggu o podanym wzorze ogélnym.
a) a, = sin(nn) b) a, = cos(nm) c) a, =n+tg(nmn)

42. Sporzadz wykres ciagu (a,,).
a) a,=2n-3 c) a,=n"—6n+7
3—n =1

b) a, = — d) . =
H

1

n+1

43. Dla wszystkich dodatnich liczb naturalnych n prawdziwy jest wzoér:
n 1 1 1 1

= + + + o —
n+1 s 243 34 n-(n+1)

1

Mozna z niego skorzysta¢, aby przedstawi¢ ulamek postaci jako sume ulamkow,

n+1
z ktérych kazdy ma w liczniku 1, a w mianowniku liczbe naturalna, np. % L
a) lIle skladnikow ma suma po prawej stronie wzoru dla: n =5, n =7, n = 100?

b) Sprawdz prawdziwo$¢ wzoru dla n = 5.

c) Przedstaw liczby g oraz -1% w postaci sumy ulamkow, z ktorych kazdy ma w licz-

niku 1, a w mianowniku liczbe naturalna.

44, Dany jest cigg arytmetyczny (a,,) okreslony dla n > 1, wktérym a,; = 19 oraz
a,g = 64. Oblicz pierwszy wyraz a, i réznice r tego ciagu.

45. W pewnym ciagu arytmetycznym wyrazy a,, ds, @s s3 odpowiednio rowne licz-
bom 2x - 19, 3x — 6, 2x + 33. Oblicz pierwszy wyraz i roznice r tego ciagu.

46. W ciagu arytmetycznym (a,,) okreslonym dla n > 1 danesa a, =5 i S, = 60.
Oblicz roznice a,, — ay;.

47. Skorzystaj z definicji i sprawdz, czy cigg okreslony danym wzorem ogélnym jest
ciggiem geometrycznym. Jedli tak — podaj jego wyraz a, i iloraz g.

a) a,=3-4" b) a, =n" c) a 2

= =7 d} HH=W

48. Wykaz, ze liczby a, = 3 -2V2, a, = 10 - 72, a; = 34 — 242 tworz ciag
geometryczny. Oblicz jego iloraz g.
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Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

49. Dany jest ciag (a,,) okreslony wzorem a,, = %nl+%n dla n = 1. Wykaz, ze suma

kazdych dwaéch kolejnych wyrazéw tego ciagu jest kwadratem liczby naturalnej.

50. Suma drugiego i szostego wyrazu ciaggu arytmetycznego (a,,) jest réwna 8, a wy-
raz 6smy jest kwadratem wyrazu czwartego. Wyznacz ten ciag.

51. Czwarty wyraz pewnego ciagu arytmetycznego jest rowny —2, a dziesiaty —26.
Oblicz sume wyrazow tego ciggu od wyrazu czwartego do dziesiatego wlacznie.

52. W ciggu arytmetycznym (a,) dane s3 wyrazy: a, = 4 i a, = 19. Wyznacz
wszystkie wartosci n, dla ktérych wyrazy ciagu (a,,) sa mniejsze od 200,

53. Ciag liczbowy (a,,) jest okre$§lony wzorem a,, = (n —4)(2 + p), gdzie p € R.
a) Sprawdz, czy dla kazdego p ciag (a,,) jest arytmetyczny.
b) Obliczsum¢ a;s+a;; +a;g+ ... +a,; dla p=3.

54. Roznica ciagu arytmetycznego jest liczba r = 3, a srednia arytmetyczna wy-
razow as, dy, ds, Ag, A, g, Ay jest rowna 10. Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu oraz
liczbe k, dla ktorej a; = 28.

55. W ciggu arytmetycznym (a,,) okreSlonym dla n > 1 siédmy wyraz jest rowny
63, a suma jedenastu poczatkowych wyrazéw ciagu jest rowna 308. Oblicz a,.

56. Skiadniki po lewej stronie rownania
2x+1)+2x+4)+(2x+7)+ ... +(2x+28) = 155
sa kolejnymi wyrazami pewnego ciagu arytmetycznego. Rozwiaz to réwnanie.

57. Liczby x, 6, y sa w podanej kolejnosci pierwszymi trzema wyrazami ciagu aryt-
metycznegoi y —x = 18. Oblicz sume Sy tego ciagu.

58. Wyrazami ciaggu arytmetycznego (a,) sa kolejne liczby naturalne, ktére przy
dzieleniu przez 5 daja reszt¢ 2. Ponadto a; = 12. Oblicza,s.

59. Pierwiastki wielomianu W(x) = x° + ax’ + bx + ¢ tworza ciagg arytmetyczny
o réznicy r = 2. Suma wszystkich wspélczynnikéw tego wielomianu jest réwna 0.
Wyznacz wspolczynniki a, b, ¢. Rozwaz wszystkie mozliwe przypadki.
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60. Za przejazd takséwka firmy Supertaxi placi sie 8 zl oplaty poczatkowej oraz
1,80 zt za kazdy przejechany kilometr. W firmie Extrataxi oplata poczatkowa wynosi
6 zl, a koszt jednego kilometra to 2,20 zl.

a) W ktorej firmie zaplacimy mniej za przejazd trasg dlugosci 6 km?

b) Przy jakiej liczbie kilometréw w obu firmach zaplacimy tyle samo?

61. Iloczyn pierwszego i trzeciego wyrazu ciagu arytmetycznego wynosi 16, zas ilo-
czyn drugiego i czwartego wyrazu jest rowny 55. Oblicz sume dwunastu poczatko-

wych wyrazow tego ciagu.

62. Suma n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego (a,,) jest rowna 81, a su-
ma n+4 poczatkowych wyrazéw tego ciggu rowna sie 124. Réznica ciagu jest liczba %

Wyznacz pierwszy wyraz i wartos¢ n.

63. Drugi wyraz ciggu geometrycznego jest rowny —4, a jego piaty wyraz jest row-

ny -—%. Oblicz 6smy wyraz tego ciagu.

64. Suma pierwszego i drugiego wyrazu ciagu geometrycznego wynosi 3, a suma
drugiego i trzeciego wyrazu jest rowna —6. Wyznacz ten ciag. Sprawdz, czy jest on
monotoniczny.

65. Liczba milo$nikéw tworczosci Euzebiusza Pajaczka zwieksza sie $rednio o polo-
we co trzy lata. Ile razy zwigkszy si¢ przez najblizszych 15 lat?

66. Przy kopaniu szybu placi si¢ 100 zi za pierwszy metr glebokosci, a za kazdy na-
stepny o 50 zI wiecej niz za poprzedni. Ponadto, jezeli gleboko$¢ szybu przekracza
5 m, ryczaltowo doplaca sie 1000 zl. Koncowy $redni koszt 1 m glebokosci wykopu
wyniost 625 zt. Oblicz glebokosc szybu.

67. Za trzy ksiazki, ktorych ceny tworza ciag geometryczny, zaplacono 76 zl. Naj-
drozsza z tych ksiazek kosztowala o 4 zI mniej niz dwie pozostale razem. Ile koszto-
wala kazda ksigzka?

68. Na wykonanie modelu prostopadloscianu o objetosci 1728 cm’ zuzyto
1008 cm” blachy. Dlugosci krawedzi prostopadlo$cianu tworza ciag geometryczny.
Oblicz te dlugosci.

69. W rosnacym ciggu geometrycznym (a,, ) spelniony jest warunek a,,,, = a,+a,,,
dla n € N — {0}. Wyznacz iloraz tego ciagu.



7. Powtdrzenie

70. Cztery liczby tworza ciag geometryczny. Suma pierwszej i ostatniej z nich jest

. 3 i s 4, iy oo
rowna ~IE, a suma drugiej i trzeciej wynosi > Znajdz te liczby.

71. Suma dziesieciu wyrazow ciggu arytmetycznego (a,) o wyrazach catkowitych
jest réwna 155. Pierwszy wyraz tego ciagu to iloraz pewnego ciagu geometrycznego
(b,,) o wyrazach calkowitych, ktorego pierwszy wyraz jest réznicg ciagu (a,,). Suma
pierwszych dwoch wyrazow ciagu (b,,) jest rowna 9. Wyznacz oba ciagi.

72. W geometrycznym ciagu (a, ) okreslonym dla n > 1 dane s3: wyraz ogolny
a, = 5" iiloraz q = 25. Wiadomo, ze x, + X, + ... + x;, = 120. Oblicz x,.

73. Dany jest cigg arytmetyczny (a,,) okreslony dla n > 1, wktérym as = 9, ag = 1.

a) Oblicz pierwszy wyraz a, i roznice r ciagu (a,,).

b) Wykaz, ze ciag o wyrazach as, ag, a, jest ciagiem geometrycznym, i oblicz jego
iloraz g.

c) Wyznacz n, dla ktérego suma S, ciagu arytmetycznego (a, ) ma najwigksza war-
tos¢.

74. Suma dwunastu poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,,) okreslone-
godla n > 1 jest réwna 42. Srednia arytmetyczna wyrazéw: czwartego, ésmego
i dziesiatego jest rowna 6. Wyrazy ag, ag, a; ciagu (a,,) tworza w podanej kolejnosci
trojwyrazowy ciag geometryczny. Oblicz k.

75. Liczby a, b, c tworza w podanej kolejnosci cigg geometryczny. Suma tych liczb
jest rowna 93. Te same liczby sa odpowiednio pierwszym, drugim i siodmym wyra-
zem ciggu arytmetycznego. Oblicza, bic.

76. Suma pierwszych pieciu wyrazow ciggu arytmetycznego (a,,) jest rowna 10, Wy-
razy: trzeci, piaty i trzynasty tego ciagu tworza w podanej kolejnosci ciag geometrycz-
ny. Wyznacz wzor na n-ty wyraz ciagu (a,, ).

77. Trojwyrazowy ciag: x+ y, 2x+1, 9 jestarytmetyczny, a cigg: 2, x+ 1, 4y jest
geometryczny. Wyznacz takie x i y, aby suma wyrazow ciagu arytmetycznego byla
wigksza od sumy wyrazow ciagu geometrycznego.

78. Ciag o wyrazach dodatnich a, 4b, 11 jest arytmetyczny, a ciag: b, 8, 6a + b, ¢
jest geometryczny. Oblicza, bic.

79. Liczby a, b, ¢ s3 odpowiednio pierwszym, drugim i trzecim wyrazem rosnacego
ciaggu geometrycznego. Suma tych liczb jest rowna 52. Ciag o wyrazach a+2, b, c—18
jest arytmetyczny. Wyznacz liczby a, b, c.
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80. Ciag: 4, x, x + y, z jest arytmetyczny, natomiast ciag: y, z, 8x jest geome-
tryczny. Oblicz x, y i z.

81. Ciaga, b, c jest arytmetyczny, natomiast ciag L

— 2 jest geome-
3a a+c a+Zb+cJ &

tryczny. Oblicz iloraz g ciagu geometrycznego.

82. Dany jest geometryczny ciag a, b, c. Jezeli od ostatniej liczby odejmiemy 27, to
ciag ten zmieni si¢ w arytmetyczny. A gdy w otrzymanym ciagu arytmetycznym od
drugiej liczby odejmiemy 3 i do trzeciej dodamy 6, to ponownie uzyskamy ciag geo-
metryczny. Wyznacz ciag a, b, c.

83. Skladamy w banku 3000 zt na lokate ze staltym oprocentowaniem 5% w stosunku
rocznym i roczng kapitalizacja odsetek. Ile pienigdzy bedziemy miec po trzech latach?

84. Oprocentowanie lokaty trzymiesiecznej wynosi 1,6% w skali roku. Ile zyska pani
Anna, ktora wplacita na taka lokate 5000 zi?

85. Bank A oferuje lokate oprocentowana na 2,3% w skali roku, z kapitalizacja kwar-
talna, a bank B - lokate oprocentowana na 2,4% w skali roku, z kapitalizacja polrocz-
na. Ktora oferta jest korzystniejsza?

86. Marta wplaca co miesigc 100 zI na lokate systematycznego oszczedzania. Opro-
centowanie lokaty wynosi 8% w skali roku. Kapitalizacja odsetek nastepuje po kaz-
dym roku od momentu otworzenia lokaty. Jaka kwote Marta zgromadzi na koncie
po uplywie

a) roku? b) trzech lat? ¢) dziesieciu lat?

87. Kredyt w wysokosci 60000 zt uzyskany w banku, w ktérym splat dokonuje sie
w rownych ratach kwartalnych z oprocentowaniem 5,2% w skali roku w systemie
procentu sktadanego, ma byc sptacony w ciggu 3 lat. Oblicz wysokosc raty.

88. W pewnym banku oprocentowanie kredytow w skali roku wynosi 7%, a ich spla-
ta odbywa sie w miesiecznych ratach malejgcych. Antoni wzialt w tym banku kredyt
w wysokosci 18000 zl i chce go splaci¢ w ciagu dwdch lat. Oblicz wysoko$¢ pierw-
szych trzech rat splaty. Ile wynosi srednia wszystkich rat wplaconych do banku przez
Antoniego?






1. Granica ciggu

Umiejetnosci:

. . BT o . I S 1 1
* obliczanie granic ciggow z wykorzystaniem granic ciggow typu Pl
* stosowanie twierdzen o dziataniach na granicach ciagow

Bedziemy badac¢ nieskonczone ciagi liczbowe, czyli funkcje, ktorych dziedzina jest
zbior dodatnich liczb naturalnych, a wartosciami sa liczby rzeczywiste.

Ciagi zbiezne do zera

R - I 2 -1)"
Przyjrzyjmy si¢ wykresom trzech ciagéw: a, = —, b, = —— oraz ¢, = 1) ;
n n n
a, b ' ' b4 c, |
1.|. * I | | I | 1+ I | I I I 1+ 1
[ 7 % o 5 ¢ 8 & | . i ® [ 2
o] 1 n o] 1 I & -9 % ¥y 0] 1 . ? n
.. 1
1 2 ' (“1)”
ay = " Dy = " g Cp = 7

Jesli odczytujemy wlasnosci tych ciagow tylko z wykreséw, mozemy przypuszczac,
ze np. (a,,) jest ciggiem malejacym, (b,,) - rosnacym, (¢, ) - niemonotonicznym, (a,,)
ma wszystkie wyrazy dodatnie, (c,,) jest ciaggiem naprzemiennym itp. Wszystkie trzy
ciggi maja tez wspolng wlasnosé: w miare wzrostu wartosci n punkty wykresu kaz-
dego z nich coraz bardziej zblizaja si¢ do osi odcietych - ich wyrazy daza do zera.
Symbolicznie zapisuje si¢ t¢ wlasnosc nastepujaco:

lim a, =0

n—oa
i czyta: ,granicg ciagu (a,,) przy n dazacym do nieskonczonoéci jest zero” lub krocej
»ciag (a,, ) dazy do zera” albo ,ciag (a,,) jest zbiezny do zera”.

Wprowadzimy teraz okreslenia, ktére beda uzyteczne przy definiowaniu pojecia
zbieznodci ciggu do zera.

» Zwrot prawie wszystkie wyrazy ciagu oznacza wszystkie wyrazy nieskonczonego
ciagu liczbowego poza ich skonczong liczba. Zauwazmy, ze jezeli skonczona liczba
wyrazow ciagu (a,,) nie spelnia pewnego warunku, to wéréd nich istnieje wyraz
o najwiekszym numerze. Oznaczmy go k. Zatem wszystkie wyrazy o numerach
wiekszych od k, czyli ay,, @y, .3, ..., juz ten warunek spelniaja.

* Otoczeniem o promieniu & > 0 liczby g na osi nazywamy przedzial (g —¢&; g +¢).
W szczegolnosci otoczeniem o promieniu & > 0 liczby 0 jest przedzial (—¢; &).
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Przykiad €D

2
no+ 6n—41
—— . Na

20

osi a,, wybrane zostalo otoczenie liczby 0 o promieniu & = 0,9. W otoczeniu tym
znajduja sie tylko trzy wyrazy ciagu (a,): a; = -0,7, a, = —0,05 oraz a; = 0,7,
Ciag jest rosnacy i wszystkie wyrazy, poczynajac od szostego, sa wieksze od liczby
0,9. Z kolei wyrazy a, i a, sa mniejsze od liczby —0,9. Punkty wykresu, ktore lezg
w zaznaczonym kolorem obszarze, nazywanym paskiem epsilonowym, sg graficznym
rozwiazaniem ukladu nieréwnosci -0,9 < a,, < 0,9.

W ukladzie wspoirzednych narysowany jest wykres ciggu a, =

o) ;,
L ]
! L]
.
! > e /2
of 1 % "
e AP
: 1 !
. !
A
- n

Przyjrzyjmy sie ponownie wykresowi ciggu ¢, = Z zaznaczonymi na osi c,,

1
dwoma otoczeniami liczby 0 i odpowiednimi paskami w ukladzie wspolrzednych.

Na wykresie:

» wszystkie wyrazy ciagu o numerach wigkszych od 1 (czyli c,, c3, ¢, ...) naleza do
otoczenia liczby 0 o promieniu g, (wszystkie punkty wykresu, poczynajac od dru-
giego, mieszczg si¢ w pasku o szerokosci 2¢,),

» wszystkie wyrazy ciaggu o numerach wigkszych od 4 (czyli c5, ¢4, ¢4, ...) naleza do
otoczenia liczby 0 o promieniu &, (wszystkie punkty wykresu, poczynajac od pia-
tego, mieszcza sie w pasku o szerokosci 2¢,).

269 N



B 270 Dziat 4. Analiza matematyczna

Gdy badamy zbieznos¢ ciagu do 0, interesuje nas odpowiedZ na pytanie, gdzie be-
da prawie wszystkie wyrazy ciagu, gdy promien & bedzie coraz mniejszy. Pogladowo
mowiac, granica ciagu jest 0, jezeli w dowolnie malym otoczeniu liczby 0 znajduja si¢
prawie wszystkie wyrazy tego ciagu.

Granicg ciggu (a,,) jest liczba 0 wtedy i tylko wtedy, gdy do kazdego otoczenia
liczby 0 naleza prawie wszystkie wyrazy tego ciagu.

Wyrazy ciagu (a,,) znajduja si¢ w otoczeniu o promieniu & > 0 liczby 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy naleza do przedzialu (—&; &), czyli spelniaja podwojna nierdéwnosc
—-¢ < a,, < ¢ albo réwnowazng nieréwnos$¢ |a,| < &.

Przyktad @) < zad. 1.4

Dany jest ciag a,, = 2, Sprawdzimy, ktére wyrazy tego ciggu naleza do otoczenia

Vn
liczby 0 o promieniu
ay . £=1 b) £ = 0,1. c) >0
Rozwiazanie
4 4
a) lal<e e |—=l<]l & —=<]l & 4<yn & 16<n
) la <z o | L Vi

W otoczeniu o promieniu 1 liczby 0, czyli w przedziale

. .p. : i _ Y P Zwrot ,wtedy i tylko ({(+)
(—=1; 1), znajdujg si¢ wszystkie wyrazy ciagu (a,,) wisih mephorianses
o numerach wiekszych niz 16, czyli poczynajac od a,-. pomocg symbolu .

b) la,| <e & <0,] © 40< yn & 1600 <n

NG
W otoczeniu o promieniu 0,1 liczby 0, czyli w przedziale (-0,1; 0,1), znajduja
si¢ wszystkie wyrazy ciagu (a,,) o numerach wigkszych niz 1600, czyli poczynajac
od ag,-

c) la,| <e &

4 4 16
—l<e o —=<e e d<en & -<\n e = <n
2

Vn Vn €

W otoczeniu o dowolnym promieniu & > 0 liczby 0, czyli w przedziale (—¢; ),

znajduja sie wszystkie wyrazy ciagu (a,) o numerach wigkszych niz IE? Na ze-

wnatrz tego przedziatu jest ich skonczona liczba. Oznacza to, ze ciag (a,) jest
zbiezny do 0:

. +
| —n
.‘rii—an{}o ﬁ 0
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zad. 1.6
(—l }H

i

Przykiad €)

Wykazemy, ze lim = 0.
H— 0D
Zalozenia

a“={_—l}n, n € N — {0}
n

Teza

o 1

n—00

=0
Dowod

Przyjmijmy € > 0.
("1}”

1 1
= —<Eg e —<n
n £

la,| <& & <E —e>0,n>0

Zatem dla dowolnego & > 0 wyrazy o numerach wigkszych od % nalezg do otoczenia

o promieniu & liczby 0.

Koniec dowodu

Wiasnosci ciggow zbieznych do zera
Podamy (bez dowodu) kilka twierdzen o ciagach zbieznych do zera.

* Jezeli lima,=0ite€R, to lim(t-a,)=0.

H—=00

Na przyklad:
lim M =0, bo lim M = lim (@ (1) ):{]
n—o  27n n—eo  27n nooo\ 27 n
* Jezeli lim a, =01 lim b, =0, to lim (a, .b,) = 0.
Na przyklad:
1 =i] ¢ oo ¥y t p—— .
r!}—*n;o-_;? = 0, ,!L“Jo;?- 0 i ogdlnie r}l_t:[;lo-; = 0, gdzie t jest ustalong liczba
rzeczywista, k jest ustalong liczba naturalna, n, k € N - {0}
1
Jim —= =0, bo lim =0 i Jim —=0

* Jezeli lima, =0 i limb, =0, to lim (a4, +b,) = 0.
A— 00 ! H— O H— 00 1 f
Na przykiad:

lim(l+%~) 0, bo Ilm—1~=[11 llmizﬂI
Fl=—3 00 H "

n—co n—oo 2
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Wyréznimy twierdzenie dotyczace ciagu geometrycznego.

Jezeli |g| < 1, to ciag geometryczny o wyrazie ogblnym a, = a,g"" jest
zbiezny do zera.

Przykiad ©) - zad. 1.8

Ciag b, = 375_1- jest ciggiem geometrycznym, w ktérym b, =5 iiloraz g = —;-

Wypiszmy kilka kolejnych wyrazow tego ciggu: 5,2 2L 2 A B 0

lq| < 1, wiec ciag (b,) jest zbiezny do zera: lim e

H— D0 3?!—1

Ciagi zbiezne

Granicg ciagu (a,,) jest liczba g wtedy i tylko wtedy, gdy granica ciagu (a, — g)
jest liczba 0, czyli:

lima, =g < lim (a,-g)=0

n—00 N—0Q

*, A

Zauwazmy, ze powyzsza definicje mozna pogladowo interpretowac w nastepujacy
sposab:

granicg ciggu jest liczba g, jezeli w dowolnie malym otoczeniu liczby g znajduja si¢
prawie wszystkie wyrazy tego ciagu.

Oznacza to, ze dla danego ciaggu moze istnie¢ tylko jedna liczba g bedaca granica tego
ciggu.

Kazdy ciag, ktory ma granice, nazywamy ciagiem zbieznym. Wszystkie pozostale
ciagi nieskonczone nazywamy ciggami rozbieznymi,

Ciagi réznigce sie skonczona liczba wyrazéw sg jednocze$nie zbiezne do tej samej
granicy lub jednoczesnie rozbiezne.

@ Przykiad €
n+l
Wykaiemy, ze a) lim 2n +1 =2, b) lim 5-3

n—00 1 H—r o0 - 1

= -9,

Rozwiazanie
2Zn+l-2n

. i+ , 0 2n + 1 ; ;
a) lim = 2, poniewaz: lim ~2)=lim ———=lim -=0
=00 H=400 H =00 # n—oo i
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e+l

oS- : .
b) lim o -9, poniewaz:
5 — 3r1+1 5 — 3l-|+I +9. 3:1—1 5 — 3H+l+ 3ri+1 5
lim +9 | = lim = lim = lim =0
H—00 3n-1 H—oo 3n-1 H—oo 311 n—soo 3n-1

Twierdzenie o dzialaniach na granicach ciggéw zbieznych

-]

IEiEli lima,=aite R, to lim (t-a =L@
" n
H—00 H— >0

Jezeli llma =ai limb, =b, to lim (a b,) =a=xb.

H—oo H—s00

Jezeli lim a,=a i lim b,=b, to lim (a,-b,)=a-b.

=0 M= oo
* Jezeli lim a, =a, limb, =b i b+0, to Iﬂb—zg

o

Jezeli lim a, = a oraz wszystkie wyrazy ciggu (a,) spelniajg nieréwnosé

a,20, to lim \a, = a.

Dowéd tego twierdzenia pomijamy. Zauwazmy tylko, Zze w punkcie dotyczacym

lim 2 nie musimy zaklada¢, ze wszystkie wyrazy ciagu (b,,) sa rézne od 0. Jesli bo-

H—roo b
wiem lim b, = b # 0, to jedynie skoniczona liczba wyrazow tego ciggu ma wartos$c 0.

H

Te wyrazy nie majg wigc wplywu na istnienie granicy lim —.

B=ree bn
Przyktad ) < zad. 1.9
; S : 3’ - 2n+ 1
Obliczymy granice ciagu o wyrazie ogélnym a,, v —"—

Rozwiazanie
Przeksztalcimy ulamek do innej, réwnowaznej postaci.

2 S : s :

' nT-2n+1 % noon - . e )
lim a, = lim ————— = lim «—— dzielimy licznik i mianownik
n—oo M n—ee 2pt vn4+ 2 n—o , L 2k 3

. + ) ulamka przez n

HN—00 H— 0o H Hz H—0a 1 2

Odp.: lim a, =

H— o0

I 1 . B =t 3
]im(3——+—2)=3ilim(2+—+—) 2, wiec hmM=E.
=
2
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Zauwazmy na koniec, ze granica ciggu zbieznego moze by¢ réwna ktéremus wyra-
zowi tego ciagu. Szczegdlnym przypadkiem jest ciag staty, ktérego wszystkie wyrazy
3 rowne jego granicy.

(® Przykiad @ < zad. 1.14
Wykazemy, Ze ciag o wyrazie ogélnym a,, = (=1)" jest rozbiezny.
Dowadd
Wykres ciagu (a,) przedstawiono na rysunku. Nie- &4 | [ | | [ |
trudno zauwazy¢, ze w tym ciggu wszystkie wy- |1 | . o o L
razy o numerach nieparzystych maja wartos$¢ -1, St | -
a wszystkie wyrazy o numerach parzystych maja Lo o0
warto$¢ 1, czyli dla kazdego n € N — {0}: [ TI] T T

Ay, = (_1)2!: =1 oraz Ay = [_]}Zn—l — i

Liczba 1 nie jest granica ciagu (a,,). Jesli bowiem weZmiemy np. otoczenie liczby 1
o promieniu & = 0,5, to poza nim znajdujg sie wszystkie wyrazy o numerach niepa-
rzystych, a jest ich nieskonczenie wiele.

Analogicznie dowodzimy, ze liczba 1 nie jest granica ciagu (a,,). Podobnie kazda
liczba rzeczywista r6zna od 1 i r6zna od —1 nie moze by¢ granica tego ciaggu. Zatem
ciag (a,) nie ma granicy, czyli jest rozbiezny.

Koniec dowodu

Prawdziwe jest nastepujace stwierdzenie: granica ciggu o prawie wszystkich wy-
razach dodatnich nie moze by¢ liczba ujemna. Pogladowo mowiac, jezeli prawie
wszystkie punkty wykresu ciagu znajduja sie powyzej osi x, to najmniejsza grani-
cg takiego ciagu moze by¢ liczba 0. Analogicznie, granica ciagu o prawie wszystkich
wyrazach ujemnych nie moze by¢ liczba dodatnia.

Ciagi rozbiezne do nieskonczonosci

W zbiorze ciggdéw rozbieznych wyrdznimy ciagi rozbiezne do nieskonczonosci.

Moéwimy, ze cigg (a,, ) jest rozbiezny do nieskoriczonosdci wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego M prawie wszystkie wyrazy ciagu s3 wieksze od M.

Zapisujemy to jako: )
lim g, = o

=00

Zapis lim a, = oo czytamy réwniez ,.ciag (a,) dazy do nieskoficzonosci”.
H—



1. Granica ciagu

Przyktad @) < zad. 1.15 at %%

; o 2 _ ! G
Wykasemy, e Jiy (1" 1) = . o
Dowaod

Mamy wykazaé, ze dla dowolnego M prawie wszystkie
wyrazy ciagu o wyrazie ogélnym a, = n° — 1 spelniaja
nierownosc a, > M.

a,>M & n-1>M e n*>M+1
Zauwazmy, ze jezeli M < -1, to wszystkie wyrazy ciagu
spelniaja zadang nieréwno$é, bo n” > 0.

Natomiast jesli M > -1, to zadana nierownosc i —*

spetniaja wszystkie wyrazy o numerach wigkszych od | . ]

k=+vM+1. . -
of 1 n

Koniec dowodu

Mowimy, ze ciag (a,,) jest rozbiezny do minus nieskonczonosci wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego M prawie wszystkie wyrazy ciggu sa mniejsze od M.

Zapisujemy to jako:
lim a, = -

H—+00

Zapis r!l_.“;*q a, = —co czytamy rowniez ,,ciag (a,,) dazy do minus nieskoriczonosci”.

Przyklady ciggéw rozbieznych do minus nieskonczonosci:
e lim (-n) = —o0 e lim (—3”) = —00 * lim (—\/ﬁ) = —00

=00 H=—+00 H—+00
O ciagach rozbieznych do nieskonczonoéci lub do minus nieskorniczonosci mowimy

takze, ze maja granice niewlasciwe réwne odpowiednio nieskoriczonos$¢ lub minus
nieskonczonosc.

Przyktad ©)

Rozwazany w przykladzie 7 rozbiezny ciag a, = (-=1)" nie ma réwniez granicy nie-
wlasciwej.

Podobne wlasnoéci ma ciag o wyrazie ogoélnym b, = (-2)". Jego kolejne wyrazy to

-2, 4, -8, 16, —32, 64, —128, .... Ciag (b, ) jest naprzemienny, rozbiezny, nie ma
rowniez granicy niewlasciwej.
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Twierdzenie o wlasnosciach granic niewlasciwych ciggéw rozbieznych

* Jezeli lim a, =00 it>0, to I}Lngq(t-a") = 00,

* Jezeli lim a, =00 i t<0, to lim (t-a,)=—oo.

* Jezeli lim a, = oo i r!i_]};no b, = o0, to lim (a,+b,) = .

H—o0

* Jezeli lim @, =-00 i lim b, = —o0, to JLn;IO (an + b") = -0,

H— 2 Hn—oQ

* Jezeli lim a, = o0 i lim b, = o, to lim (a,-b,) = co.

H—s 00 H—a 00 1—+ D0
e 7eli i = — il = — i . ——
Jezeli lim a, = —oo i lim b, = —co, to lim (a,-b,) = co.
L] 7 i 1 ==—i 1 = 1 i ® ——
Jezeli lim a, = oo, lim b, =b i b>0, to lim (a,-b,) = oo.
* Jezeli lim a, =—-o0, limb,=bi b>0, to lim (a,-b,) = —o0.
H— 02 H—*0Q H— 00

* Jezeli lim a, = oo, '}i_rjjgobﬂ =bib<c to nli_{gﬂ(an-bn) ——

H—02

* Jezeli lim a, =—o0, lim b, =bib<0, to lim (a,-b,) = .

Przykiad €) < zad. 1.16
Wyznaczymy granice.

Rozwiazanie

A 2\ _ 1 - 50 S _ R B
a) JL%(]-ZH)-JL%(H (ﬂ2 2))- 00 ;}Ln;(;z--z)_-z

® n n n = = i l l- iy —:
b) JLT@(B' +5 15)-45{.10(15 (5"+3” 1)) 0o

Podamy (bez dowodu) dwa twierdzenia odwolujace si¢ do intuicyjnego rozumienia
wlasnosci odwrotnosci liczby.

Dany jest ciag (a,,) o wyrazach roznych od zera.

C e 1 . 1
Jezeli lim |a,| = o0, to lim — = 0.
M=

N—r0d a"




1. Granica ciagu

Przykiad ()

a ltm——ﬂ bo lim +/n = co.

) H—D0 -\rl'-v M— 0

b) r}%ﬁ_n bo lim [(~2)"| = lim 2" = co.

¢ Jezeli prawie wszystkie wyrazy ciagu (a,,) spelniaja nieréwnosé¢ a, > 0

1
i lima, =0, to lim — = co.

H— 00 n—oa a
* Jezeli prawie wszystkie wyrazy ciagu (a,,) spelniaja nieréwnoé¢ a,, < 0

1
i llma =0, to lim — = -x.

n—o g

Pokazemy teraz przyklady obliczania granic ciggdw, w ktérych wyrazy ogélne nalezy
przeksztalcié, bo zadne z powyzszych twierdzen nie moga by¢ bezposrednio zastoso-
wane.

Przyktad () « zad. 1.17
Obliczymy podang granice.

A 1 ; 2 .. : 2 =
a) nli_'r&-m b) ’}1_{1;10(\#” -1 —n) c) '}1_1'130(*.!” + v’r_z)
Rozwiazanie

W kazdym z podanych przykladow przeksztalcimy ogolny wyraz ciagu do takiej
postaci, w ktorej nie bedzie wystepowac roznica dwoch wyrazow dazacych do
nieskonczonosci.

Vi +3+n Vi +3+n

|
a) lim —— = lim = Tl
AN +3-n "_'m( n1+3—n)(w11+3+n) ”"mﬂz"‘z’ n’
. Nl +3+n
= lim ———— =
H=—00 3

(\ﬁ—-n)(‘fﬁ+ H)

b) lim (Vnz—l-n)=lim = lim —— =
H— 00 n— 00 Vi =1 +n W= vt —1+n
. -1
= lim —— =0
T NN -1 +n
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c) lim (\I’n2+1—~jﬁ)= lirn( ik —_v’ﬁ)1(+rf:l+vﬁ)=

1 1

2 +——1 +——1
1 - (

= lim —— = lim i = lim

H—FOQ H—00 H—oQ
n2+1+n (f1+_l_+ ’) 1‘1_,_.,&.4,.,’
M= n

Na koniec podamy (bez dowodu) dwa twierdzenia. Pierwsze opisuje sytuacje, w kt6-
rej znajomos$c¢ granic dwoch ciagdw pozwala podac granice trzeciego ciagu.

- Twierdzenie |

Twierdzenie o trzech ciggach

Dane sa trzy ciagi: (a,,), (b,), (c,)-

Jezeli prawie wszystkie wyrazy ciagu (b,) spelniaja nieréwnoé¢ a, < b, <
aponadto lima, =g i lim ¢, =g, to lim b, = g.

=00 H—+00

n?:

Drugie twierdzenie ulatwia liczenie granic ciagow po-

2 )

jawiajacych sie, gdy stosujemy twierdzenie o trzech Dla a > 0 mamy Va =
ciagach.

J%%Zidlaﬂ>ﬂ

Przyktad €& « zad. 1.20
Obliczymy granice ciagu o wyrazie ogélnym d,, = V2" + 4" + 5",
Rozwiazanie
Skorzystamy z twierdzenia o trzech ciagach.
Zauwazmy, ze dla kazdego n € N spelniona jest nieréwnosc:

5"< 2"+ 4" 45" <5454+ 5", czyli 5" < 2"+ 4" 45" <3 5"
Zatem rowniez:

V5" < 2"+ 4" + 5" < 35", czyli 5< V2" + 4+ 5" < 5.3
Niech k, =5 i u, =5- /3. Wtedy:

limk =51i lim u, = lim (5»*’") 5 lim V3=5:1=5

=00 Pl = OO

Na mocy tw1erdzemao trzech ciagach r}l_'rgo d,.= hm k,= llm U, = 5.

Odp.: lim V2" 4 47 45" =5



1. Granica ciagu

W kazdym z zadan 1.1-1.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

W zeszycie. |
—_ o - dla 0<n<100""
1.1. Dany jest ciag o wyrazie ogdlnym a, = { n ;
2 dla n>100"""
A. lima, =2 B. lim a, = o C. lima,=0 D. lim a, nie istnieje.
H—+ 00 M= O H—+0a H— OO
1.2. lima, =-c0 i limb,=-21ib,#0 dlaneN.
A. lim (a, +b,) = o C. lim a,b, = —co
* = a”‘
B. lim (a, - b,) = —o0 D. lim 7 ==

n

1.3. Dany jest ciag o wyrazie ogélnym a,, = sinn.

A. lim a, = o0 B. lim a, =1 C. (a,,) jest rozbiezny. D. lima, =0

H—00 H—od H—0

1.4. Ktore wyrazy ciagu (a,,) naleza do otoczenia o promieniu 0,0001 liczby 07

1 —4 | 3
b) a, = ¢) g, = — d) a. =
] # 50 ] " :‘12 } n ?‘I2+5

a) Ia"=r1+',?’

1.5. Czy prawie wszystkie wyrazy ciagu (a,,) znajduja si¢ w otoczeniu o promieniu &
liczby 07 Jezeli tak, podaj numer M wyrazu, od ktérego ten warunek jest spetniony.

8) i = £ = 0,000001 &) i, = = g
n+3 n- 80
1 i 1 H
b) a,,:(g) e =001 d) a,,=4+(ﬁ) e = 0,01
1.6. Skorzystaj z definicji i wykaz, ze ciag (a,,) jest zbiezny do zera.
3 7 .6 2
2) = ar 10 L =2 ) = s % fu= Vn+4

1.7. Dane sg ciagi geometryczne o nastepujacych wyrazach ogélnych: a, = -3-2"",

0,2 0,27 . : .
b, =(-0,1)™, ¢, =- oraz d,, = ———. Ktére z nich s zbiezne?
.D’ 1” (m)ﬂ:

1.8. Dla jakich wartodci x podany nieskonczony ciag geometryczny jest zbiezny?
2 4 & &

2. i3 '+ x x x X
T 1 T O i d)1’2*4*3’15"“
b) 1, =3x, 9x°, =27x", 81x", ... e) 1, x| =1, (Ix) = 1)%; (Ix] = 1)°, ...

2 3
Q) 1, x+4 (x+4)° (x+4), ... L=, (F-1), (2-1), ...
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1.9. Oblicz granice ciagu (a,,).

2) a = =31 i g 3’ - 1 __2n
" n+5 " ont-5n+75 n +5
b)) =n—_nl ¢) _ 2-1 =n2—ﬁn+i{]ﬂ
ont " on? 4 5n 7n* +5
&) a =?ﬂ3+5l12—9 f) 6= n' " 15 - 8n'
" n® + 5n’ " nr+5-8nt 2nt+n? + 1
)
1.10. Dane sa ciagi (a,,) i (b,) o wyrazach ogélnych a,, = * b, = jL
n+>5 o s Sl
Wyznacz granice ciagdw o wyrazach ogélnych:
c,=a,+b,, d,=a,-b, e, =a,'b, f,= z—"
n

1.11. Podaj przyklad takich ciagéw (a,) i (b,), e lim a, =0, lim b, =0 oraz

a a a,

- no_ . .-..-.:t-. s . oo
wy =t iy =% ) My =
e o o
b)Y lim =& =<2, d) lim = =0. lim —= nie istnieje.
) H— 00 bn ) H—00 E;-” n—ee b )

1.12. Ciag (a,) ma granice lim a, = —1. Oblicz granice ciggu o podanym wyrazie
ogolnym. Zakladamy, ze wszystkie wyrazy ciagu w mianowniku s3 rézne od 0.

2a,
a) bﬂ:aa_1 c) d,=a,—\2a,+7

2
a, +1

-
a, —4a, +1

b) ¢, = d) e, =a,- a2 +1

1.13. Oblicz granice ciagu (a,,).

142+3+ ... +n
2

a) a, = .

1.14. Wykaz, ze ciag o wyrazie ogélnym a,, = sin ? jest rozbiezny.

© 0

1.15. Skorzystaj z definicji i wykaz, ze
a) lim (n2—3)=c>o. b) lim (1—@):-00,

H—00 H—00
1.16. Wyznacz granice ciagu (a,,).

3—4n°

n + n?

a) a,1=n4_ﬂ3_2n2_6 c) a,= e) a“=3-2"+3”—5.6”

4
B w ) e =aeT 45— 535"

b) a,=3n"-2n" —6n" +2 d) a, = —
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1.17. Oblicz granice ciagu (a,,).

a) a,=Vn+7-Vn+9 d) a,= V3 +n+5-V3n:-2n+1
5
b) a,= V32 +n+1—-Vn?+4 e) a,,=m
c) a,=Vn*+5-n f) a,=Vn?+2- \Van? -1
1.18. Podaj przyklad takich ciagow (a,,) i (b,), ze lim a, =0, lim b, = oo oraz
a) lim (a,-b,) = 3. b) lim (a,-b,) = cc. ) lim (a,-b,)=0.

1.19. Podaj przyklad takich ciagéw (a,,) i (b,), ze lim a, = oo, lim b, = oo oraz

H=— 00

a) lim 2 = oo, b) lim 2 = 0. o lim 2 =3,

Tne b?l L bﬂ B b"

1.20. Oblicz granice ciagu (a,, ).
a} a” = H||’3ﬂ + 4?1 + 6” b} an = -{:,I"SI’I + 9” + 13ﬂ c] ﬂ” s V(l)” - (E)n

-] 7
———
T et ot ey 1) Iml
[ .‘...-:"'_--,{..‘_'Hal‘-::";'&':'ﬁ‘."' | .h__'-,llu.l.\l.
[T M P S e .."‘_-I.-.—'-.'é-ﬂkn'-.lr".‘i.':rf' r: _’)I i L -.'rf_:".;‘
e e s i 'x‘:_l.,:"'{-?‘

1. Ocen prawdziwosc podanych zdan.

Wiadomo, ze lim a, =0 i lim b, = 0. Z podanych zalozen wynika, ze

1—+ 00
S P . a, i By
A. lim — nie istnieje. B. lim — =0, C. lim 2 =1.
n—oe b n—s 00 bn n—ce b
2. Oblicz granice ciagu (a,,).
3 2
=13 n—-2n 4n” + 2n -1
a) a, = b) a, = — €) = ———
) On V2-n ) @ n —2 ) Gy 8n’ +9n+7

3. Ciag (a,,) spelnia warunki: lima,=21i a’ +3a, # 0 dlakazdego n € N — {0}.

a, + 1{:13 +5
Oblicz lim —————.

e afx + 3(1”

4. Podaj przyklad takich ciagow (a,,) i (b,), ze Jim a, =0, lim b, = oo oraz

a) lim (a,-b,) = 1. b) lim (a,-b,)=-c0. ¢) lim (a,-b,) nieistnieje.
e 5. Skorzystaj z definicji granicy ciagu i wykaz, ze lim =" 0.

n=59 43



2. Szereg geometryczny zbiezny
| jego suma

Umiejetnosci:
* rozpoznawanie szeregow geometrycznych zbieznych i obliczanie ich sum

Za pomoca danych ciggéw mozemy tworzy¢ inne ciagi poprzez ich sumowanie, mno-
zenie itp, Szczegdlnym sposobem budowania nowego ciagu jest utworzenie ciggu ko-
lejnych sum czgsciowych. Zalozmy, ze dany jest nieskoniczony ciag (a,, ). Przypomnij-
my, ze kolejne wyrazy ciggu (S,,) jego sum czesciowych sa réwne:

§1=a,

S, =a;+a,

S;=a;+a;+a;

Sq=ﬂ1+ﬂ2+ﬂ3+ﬂ4

S,=a,+a,+a;+a,+ ... +a,

S=ap+a,+az+a;+ ... +a,+a,,,

Zajmiemy si¢ zbadaniem granicy ciagu sum czesciowych w sytuacji, gdy (a,,) jest
ciggiem geometrycznym.

~w

Szeregiem geometrycznym nazywamy cigg sum czesciowych (S,) o wyrazie

oglnym S, = a, +a, +ay +a, + ... +a,, gdze (a,) jest nieskoniczonym
ciagiem geometrycznym. Jezeli ciag sum czesciowych ma granice S = ,}1_{[('}10 Siis

to szereg nazywamy zbieznym, a liczbe S - jego suma.

Szereg, ktory nie jest zbiezny, nazywamy szeregiem rozbieznym.

Uwaga: Zamiast terminu ,granica szeregu geometrycznego uzywane jest czasem
okreslenie ,,suma nieskonczonego ciagu geometrycznego”. Wowczas zamiast stwier-
dzenia ,szereg geometryczny jest zbiezny” powiemy ,istnieje suma nieskoriczonego
ciggu geometrycznego” (i odpowiednio ,rozbiezny” - ,nie istnieje suma”).



2. Szereg geometryczny zbiezny i jego suma

Przykitad €) < zad. 2.4

W ciagu geometrycznym pierwszy wyraz a; = 2 iiloraz q = % Zbadamy, czy
istnieje suma tego ciagu.

Rozwiazanie
Kolejne wyrazy tego ciagu to: 2, 1 1.2 2 ol L !
] }JT }?‘ g "}g . L] 1 2: 4: B: 16: 32: LR zn_2!---

Poczatkowe trzy wyrazy szeregu geometrycznego (S,,) sa rowne:

§,=3, §,=2%1=3 53:2+1+%=3%
n-ty wyraz szeregu (S, ):

S, =2+ 1+1+l+l+i+i+ Sl - 1_2 =
2 4 8 16 32 2"
AN
2(1—(‘;) ) 1 n ]—EI“
= - =4 (l — (—) ) «— dla ciagu geometrycznego (a,): S, = a,——
§ = 1 2 |
2
. . l n . l n
lim S, = lim 4(1 —(—) )= lim (4—4- (—) ) =4
n—+oo H—o0 2 n—+0a 2
Odp.: Podany ciag ma sume rowna 4.
_ Twierdzenie
Dany jest nieskonczony cigg geometryczny o wyrazie ogélnym a, = a;q"_l,
w ktorym a, # 0. Jezeli |g] < 1, to szereg geometryczny (S,,) jest zbiezny i ma
a
sume § = —.
¢ 1-g
Zalozenia i
n-1 a4, (1 -9 )
a, =ad g =a1:f:[}-'- Sn:"—lT* |¢5"|‘:1
Teza
$= lim S, = —1
H— 00 l—g
Dowadd (1 ") :
ﬂ -
$= Jim 8, = Jim = = m(f' = ) = i lgl <1,
-9 -4 -4 -9 to "Ii_ﬂ‘fuzﬂ'

Koniec dowodu

Pozostawiamy do samodzielnego wykazania, ze jesli |g|>1, to szereg jest rozbiezny.

Czesto spotykany zapis sumy szeregu geometrycznego zbieznego, czyli spelniajacego
warunek || <1, to S=a, +a,q+a, g +a,q + ... = ]aqu‘
Zauwazmy, ze jezeli w szeregu geometrycznym (S,) wyraz S, =a, =0, to S=0.
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Przykiad @) < zad. 2.8

Zapiszemy ulamek dziesietny okresowy 0,(17) w postaci ulamka zwyklego. Zadanie
rozwigzemy inna metoda niz w pierwszej klasie.

Rozwiazanie
0,(17) = 0,1717171717.... = 0,17 + 0,0017 + 0,000017 + 0,00000017 + ... =
= 0,17 + 0,17 - 0,01 + 0,17 - (0,01)* + 0,17 - (0,01)" + ...
a, =0,17, g = 0,01

Zatem 0,(17) jest suma szeregu geometrycznego zbieznego i jest to liczba:

0,17 17
- 1 -0.01 = 99 Kazdy utamek dziesietny okresowy (1)
' 17 jest suma nieskonczonego ciagu
Odp.: 0,(17) = — geometrycznego o dodatnim i mniej-
99 szym od jednosci ilorazie. Zatem jego

suma jest liczba wymierna,

Przyktad €) « zad. 2.10

= " : P 4 8 6 ; ;
Rozwigzemy réwnanie 1 — =+ — - — + ... = , W ktorym lewa strona jest
x  x2  x3 X+5

sumg szeregu geometrycznego.

Rozwiazanie

¥ . - # 2
Lewa strona rownania jest suma szeregu geometrycznego, w ktorym a, =1, g = ——.
X

Taka suma istnieje, czyli réwnanie (lub w innych przyktadach - nieréwnos$¢) ma sens
wtedy i tylko wtedy, gdy szereg jest zbiezny. Aby wyznaczy¢ dziedzing D roéwnania,
musimy zatem rozwigzac uklad warunkow:

lgl<1 i x#0 i x+5+#0
lgl <1 & |—3‘<1 & |x|>2 & x€(—o0; —2)U(2; o0)
X

D = (—o0; =5) U (-5; =2) U (2; o0)

Jezeli x € D, to korzystamy ze wzoru na sume szeregu i zapisujemy lewa strong row-
Es a 1 X
nania jako S = —— = = .
1—g 34,2 %42
X

oo : ; X 6
Rozwiazujemy rownanie = .
X+2 X+35

x(x+5)=6(x+2), stad X-x-12=0, czyli x=-3€eD lub x=4¢€ D.
Odp.:x=-3 lub x=4

Przykiad @) < zad.2.12

+ 1 + : + 1
1+x (1+xP? (Q+x)P (Q+x¢
lewa strona jest suma zbieznego szeregu geometrycznego.

Rozwigzemy nierownosc + ... < 3x -2, ktorej



2. Szereg geometryczny zbiezny i jego suma

Rozwiazanie

1
g = ;

1+x

Zakladamy, ze x # —1. Oznaczmy a, = —

lgl<1 & ‘ihl e |l+xl>1 e (1+x>1lubl+x<-1) & (x>0lubx<-2)

Zatem dziedzing nieréwnosci jest zbior D = (—oo; =2) U (0; o0).
Jezeli x € D, to lewa strone nieréwnosci, jako sume szeregu, zapisujemy w postaci:

S = al = ! +'T = l
1-g . X
l+x
Rozwiazujemy nieréwnosc.
2
LR T el M —&ﬂx—U(x+l){D
X x 3
.?C'E(—‘l'U)U(I'OG) \ /\ -
3: b ,_,H} i\ x

3

Po uwzglednieniu dziedziny nieréwnoéci otrzymujemy rozwiazanie: x € (1; oo).

Odp.: x € (1; o0)

W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

2.1. Wskaz sume szeregu geometrycznego 7 — g + g = % +

A B; L 0. D. 5~
3 3 3 4

2.2. Wskaz ulamek zwykly réwny ulamkowi okresowemu 0, (15).

A= B = C.~ P
33 33 99 11

2.3. Szereg geometryczny, w ktérym a, = 1 i g = m” -1, jest zbiezny wtedy i tylko
wtedy, gdy m nalezy do zbioru

A.R-{-1,1} B. (-V2; V2) C. (0; V2) D. (-vZ; 0) u(0; V2)
2.4. Oblicz sume nieskorniczonego ciagu geometrycznego (a,,) o pierwszym wyrazie
a, iilorazie g.

a) a; =-3, q=0,01 c) ay=-1, g=-=

b) a, = 0,1, ng d) a, =10, g=-0,1
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2.5. Dla jakich wartosci m istnieje suma S nieskoriczonego ciagu geometrycznego
(a,) o ilorazie g? Wyznacz t¢ sume.
a) a;=1, g=m-=2 c)a,=vm-3, g=0,5

b) a,=m, g=m"+m d) a, = V2 - m?, qzi

2.6. Oblicz sume podanego szeregu geometrycznego (o ile taka suma istnieje).

a}—1—+~1—+—1—+—I—-+... d}21+3+—3—+i+...
3 9 27 81 7 49
1 | |
b) l+—+ o g) V3-34+343-9+ ..,
V2 o
5 & 5
3-0,3+0,03-0,003+ ... -5—-——=-=-—=-=-
c) 0,3 0,0 f) Sl

2.7. Liczba § jest suma szeregu geometrycznego o podanym ilorazie g. Wyznacz wy-
raz a, ciagu geometrycznego.

a)S:E%, g=0,1 ¢) S =343, q:%

b) $=20, g=: d) S=-8 gq=-05

2.8. Dany ulamek okresowy zamien na ulamek zwykly.

a) 0,(36) b) 0,(06) c) 1,0(45) d) 0,03(18) e) 1,2(6) f) 2,(27)
2.9. Rozwiaz rownanie x24T 2 a3y, w ktorym wyktadnik po lewej stronie
rownania jest suma szeregu geometrycznego.

2.10. Rozwigz réwnanie, ktérego lewa strona jest suma szeregu geometrycznego.
2 3 4

X X 3x+1
a) X+—+—+—+ ... =
2 4 8 3
2 3 4
4x 8x l6x 9
b) 2x + + + + 0=
3 9 27 4x
1 1 1
c) + + + e =1=2%

l=% [A=%F {H=x)

2.11. Rozwigz réwnanie, w ktérym po lewej stronie wystepuja sumy szeregéw geo-

metrycznych.
2 3 2 3
X 1 X | X I 1 X 1 X 1
a}—-~+———2+-—-——§+...=0 b) x - —+—-—+——-—+ =]
3 x 6 X 12 X 2x 2 4x 4 8x

2.12. Rozwiaz nierdwnosc, ktorej lewa strona jest suma szeregu geometrycznego.

4 - 4 -
a) 4—x+ = 4 2 o, 20 b) cos2x + cos’ 2x + cos” 2x + ... < 1
x—-5 (x-5)°




2. Szereg geometryczny zbiezny i jego suma

2.13. Suma §; trzech poczatkowych wyrazow nieskoriczonego ciggu geometryczne-

go wynosi 6, a suma S wszystkich wyrazéw tego ciggu roéwna sie l?? Dla jakich liczb

naturalnych »n spelniony jest warunek |S =S, | < Ela?

s i 2 3 4
2.14. Dla jakich wartosci x szereg geometryczny cos” X +Cos X +cos X+ ... ma

g 1
sume mniejsza od E?

2.15. Wyznacz iloraz nieskoriczonego ciagu geometrycznego zbieznego, w ktérym
a, = 2, a suma wyrazow jest 3 razy mniejsza od sumy kwadratéw wyrazdw.

2.16. Kolo o promieniu R jest styczne do ramion kata a. Drugie kolo o mniejszym
promieniu jest styczne do pierwszego kota i do ramion kata. Tworzymy nieskonczony
ciag takich kol. Oblicz sume¢ obwodow oraz sume pol wszystkich kol.

1. Dany jest nieskoniczony ciag geometryczny (a,,) o pierwszym wyrazie a, # 0 iilo-
razie g. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Ciag (a,,) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy |g| < 1.
B. Suma nieskoriczonego ciggu geometrycznego (a,,) istnieje wtedy i tylko wtedy,

gdy Iql < 1.
C. lima,=0 & |q[<1

2. Zapisz ulamek 1,(14) w postaci utamka zwyklego.

3. Rozwiaz nierownosc, ktorej lewa strona jest suma szeregu geometrycznego.
1 i 1 A 1 5 1
1+x (1+x) " (I+x)y (Q+x)t

+ ... >3x+2

4. Dla jakich wartoéci x szereg geometryczny, w ktérym a, = 1 i g = x* — x - 1,
jest zbiezny i ma sume réwna 0,87

5. W trojkat rownoboczny o boku a wpisano koto, w to kolo wpisano znow trojkat
rownoboczny, w ten trojkat wpisano koo itd. nieskonczenie wiele razy. Oblicz sumg
promieni i sume pol tych wszystkich kol.
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3. Granica funkcji w punkcie

Umiejetnosci:

» obliczanie granic funkciji z wykorzystaniem twierdzen o dziataniach na granicach

» obliczanie granic jednostronnych funkcji z wykorzystaniem twierdzen o dziataniach
na granicach

Przyktad o

Rozwazmy funkcje f(x) = %xz - %x “ih,
Jej dziedzina jest zbiér R, a wykresem para-

bola. Wybierzmy argument x, = 4.
[stnieje nieskonczenie wiele ciagow licz-
bowych zbieznych do liczby 4. Sa nimi

np. ciagi o wyrazach ogolnych a, =4 + ﬁ, A Vi
V2 L I VI
E?H--q-—;'__’—, C”-—4+ﬂ3+n. | |
Przyjmijmy, ze (x,,) jest ciggiem zbieznym
do x, = 4. Ciggowi argumentow (x,,)
odpowiada cigg wartosci funkcji, ktory - =

ma postac (f(x”)), czyli (%xﬁ - %x,, - 3).

. A 1 2 1 1 1
Sk I =4, to | (— — —3)———-16——-4—3-—3.
oro lim x, o lim { Zx, - 5x, > 5

Zatem dla dowolnego ciagu argumentow zbieznego do liczby 4 odpowiadajacy mu

cigg wartoéci funkcji f(x,) = %xi

N S T S

- %x“ — 3 dazy do liczby 3. Mdwiac poglado-
wo, gdy argumenty daza na osi x do 4, to odpowiednie wartosci funkcji daza na osi
y do 3. W takiej sytuacji méwimy, ze funkcja f ma w punkcie 4 granice rowna 3
i zapisujemy to lim (%x‘?‘ - %x - 3) =73.

x—sd

 petnici | |

Dana jest funkcja y = f(x), ktorej dziedzing D jest zbior R albo przedzial licz-
bowy, albo suma przedzialow. Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie x;, granice
wlasciwg rowna g wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciggu argumentéw
(x,,) o wyrazach réznych od x; i zbieznego do x; odpowiadajacy mu cigg war-
tosci ( f(x,)) jest zbiezny do liczby g.

Zapisujemy to: Iirg f(x) =g.
X i




3. Granica funkgji w punkcie

Zauwazmy, Ze zgodnie z definicja:
¢ kazdy wyraz ciagu (x,) musi spelnia¢ dwa warunki: x, € D i x, # x;,
* kazdy z rozpatrywanych ciagéw (x,,) musi by¢ zbieiny do x,, czyli lim x, = x.

Punkt x, nie musi naleze¢ do dziedziny funkgji.

Prz .8,

B e [ B | |
Wykazemy, ze funkcja f(x) = {Zx il % q DSIEW punkcie x, =1 granicy.
Dowad
Aby wykaza¢, ze funkcja nie ma granicy w danym punk-
cie, wystarczy wskaza¢ dwa ciagi spelniajace zalozenia defini-
cji i rownoczesnie takie, by odpowiadajace im ciagi wartosci
funkcji byly zbiezne do réznych liczb. Analizujac wzér albo
wykres tej funkcji, mozemy wskazac takie ciagi:

1

a, =1- . +«— ciag o wszystkich wyrazach mniejszych od 1

1
b,=1+-— «— ciag o wszystkich wyrazach wigkszych od 1
"

lim a, = lim (1 - l) =1 oraz r}iﬂ;‘ob“ = lim (I +l) =1

H—+D0 M— 00 H H—0Q H
Obliczymy granice odpowiednich ciagdéw wartosci.

: ; : 12
lim f(a”) = lim a, = lim (1 - —) = ] —— wyrazy ciagu (a,,) sa mniejsze od 1

H— 00 n—oo 1 pooo "

lim f(bn} = lim 2b, = ,1]1_1,1;10 2 (l + l) =2 —— wyrazy ciagu (b, ) sa wieksze od 1

H— 00 H—00 ¥

Zatem lim f(a,) # lim f(b,).

n—00 M— 00

Koniec dowodu

Przyktad o zad. 3.5

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji yh
2
x“—4x dla x#1
X)) =
fx) { 1 dla x = 1.
Wykazemy, ze lirri flx) =3, L4l 4
X=
Dowad _[op 1

Niech (x,,) oznacza ciag argumentdéw zbiezny do 1, ktérego
wszystkie wyrazy s rozne od 1.
Odpowiadajacy mu ciag wartosci funkcji ma wyraz ogolny

flx) = x,z, —4x,.
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B 290 Dziat 4. Analiza matematyczna

lim f(x,) = lim (¥, -4x,)=-3  — Jimx,~1

(x,) jest dowolnym ciagiem spelniajacym warunki definicji, zatem lirnI f(x) =-3.
X—r

Koniec dowodu

Zauwazmy, ze w powyzszym przykladzie lin} flx)# f(1) =L

) Przykiad ©)

Dana jest funkcja f(x) = % Wykazemy, ze ]_i_fg flx) = 4.
Dowad ’
Dziedzina funkcji jest zbior R—{2}. Badamy zatem istnienie granicy funkcji w punk-
cie nienalezacym do dziedziny. Zauwazmy, ze dla x € R - {2}:
2

Jx) = x—2
Niech (x,,) oznacza ciag argumentéw zbiezny do 2, ktérego wszystkie wyrazy sa rézne
od 2. Odpowiadajacy mu ciag wartosci funkcji ma wyraz ogélny f(x,) = x,, + 2.

lim f(x,) = Jim (x,+2) = 4 — Jim %, =2

(x,,) jest dowolnym ciggiem spelniajacym warunki definicji, zatem lin} f(x) = 4.
xXx—

X
=x+2

Koniec dowodu

Definicja granicy funkcji w punkcie korzysta bezposrednio z definicji granicy ciagu.
Dlatego prawdziwe jest ponizsze twierdzenie dotyczace dziatan na granicach.

Dane sg funkcje f:D — R i g:D — R, przy czym D jest zbiorem R albo
przedziatem liczbowym, albo suma przedzialow. Jezeli istnieja granice wlasciwe
lim f(x)=a i J}fl‘l} g(x) = b, to:

—*Xp

(1) ﬂ Jcan}n 6:=1C «— granica funkcji stalej
(2) Jim (f(x) + g(x)) = }ijgcln f(x) + Jim g(x) «— granica sumy funkji
(3) Ji—% (f(x)-g(x)) = ;}LTU f(x) - x!i_,rgug(x] «—— granica roznicy funkcji
(4) [lim (f(x)- g(x)) = lim f(x)- lim g(x) «— granica iloczynu funkcji

f{-x] ~ lim f{x}

X—Xp

(5) lim

= «—— oranica ilorazu funkeji
x=xy g(x) rlLrEﬂg{x} granica ilo n

przy zalozeniu, ze JI_I"E“ g(x) # 0.




3. Granica funkgji w punkcie

Przykitad ) - zad. 36
Zastosujemy podane twierdzenie do obliczenia granicy lin} (xz —2x + 1).
A —F

Rozwiazanie

lim(x2 —2x + 1) =limx* - lim2x)+lim1=3.3-2-3+1=4
x—3 x—+3 x—3 x—3

J

Uwaga: Ze wzorow (1) i (4) powyzszego twierdzenia wynika, ze stala mozemy wyla-
czy¢ przed symbol granicy, czyli przy spelnionych zalozeniach twierdzenia mamy:

lim (¢ () = ¢- lim f(x)

X—Xg

Twierdzenie -1

n—1

Granica wielomianu W(x) =a x"+a, ,x" '+ ... +a,x+a, wpunkcie x, € R
" n-—1 1 0 ]

jest W(x,).
Dowod
Dany jest wielomian W(x) = a,x" +a, ;x"' + ... +a,x +a, ipunkt x, € R.
Na mocy twierdzenia o dzialaniach na granicach funkcji:
xli_% Wi(x) = ji_ﬁ}“ (a,‘x” @ x4 e A+ au) =
1 n . n-1 . . _
= }L@n (a"x I xh—»“:}n (aﬂ_lx ) + o+ xl-l—-n;’[, (a,x) + xl]_,n}n ay =
=a,Xh+a, x5 4 ... Fayxy +ay = W(xg)
Koniec dowodu
Przyktad )
Obliczymy pozdam: granice. R
5 7
: 5 . 2 -x+5 8-2+45 11
a) lim (x + )= 5 b) lim : = =—-—
x—y—f7 x—s2 x:-=7 4-7 3

\.- - W
4 7

Przyktad @) « zad. 37,38

Jezeli x;; jest wspolnym miejscem zerowym wielomianu zlicznika i wielomianu z mia-
nownika funkcji wymiernej f, to przed obliczeniem granicy xll_.n}ﬂ f(x) obydwa wie-
lomiany rozkladamy na czynniki i upraszczamy wyrazenie.

= lim Cami Sl I lim (x - 3) = -6

x—-3 x4+ 3 x—i=3 x+3 x—=3
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.
). i —20x + 50 — i 2(x-5)
x—5 x-=5 x—5 Xx-=5

=lin;2(x—5]={]

Podamy jeszcze (bez dowodu) twierdzenie dotyczace granic pewnych funkgji.

* Jezeli x, 2 0, to lim /x = \/x.

X=Xy
Ogolnie (dla n € N - {0}):
lim ¥/x= ¥/x; dla x, 20 oraz lim *%/x= ¥4/, dla x, € R.

x—rxﬂ x—be

* Jezeli funkcja f przyjmuje wartosci nieujemne i istnieje granica wlasciwa

xh—{il f(x), to 11m \f(x) = ,ﬂj}ij} f(x).

* Jezeli x, € R, to lim sinx = sinx
0 X=X 0

* Jezeli x, € R, to lim cosx = cos x;,.
0 8 0

Przyktad @) « zad. 3.9,3.10

Obliczymy podana granice.
a) lim Vx2+1=410 — lim (x*+1)=10
x—-3 K—tm
b) lim cosx = cos = = =
R 3 2
3
c) lim XL o him =D+ 1) @—(vﬁ_u’ﬁ)(ﬁq.vﬁ);

il =] Al (f- N(vVx+1)

= lim zl'm(«ﬁc+1) 2
x—1 (x— 1} x—1
1
sin 2x . 2sinxcosx . .4
d) 1 = lim ————— = lim 2sinx =2 — sin 2x = 2 sin x cos x
x_% COS X x_,g COS X x_,g

Granice jednostronne

Przyktad €)

W przykladzie 2 zbadalismy zachowanie dwdch konkretnych ciggéw i w ten sposéb

 dlax<i

nie ma granicy w punkcie x, = 1.
2x dla x> 1 5 1P S

wykazali$my, ze funkcja f(x) = {

Spojrzmy teraz na te sytuacje ogolniej.
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Jezeli wezmiemy dowolny ciag (a,,) o wyrazach mniejszych od 1, to f(a,) = a..
Natomiast dla dowolnego ciagu (b,,) o wyrazach wigkszych od 1 mamy f(b,) = 2b,,.

Jesli lim a, = lim b, = 1, to:

=00

lim f(a,) = limay=1 i lim f(b,) = lim 2b, =2

=00 H—r O H— G
Moéwimy, ze funkcja f ma w punkcie 1 granice jednostronne - lewostronng réwna 1
i prawostronna rowna 2, i zapisujemy to nastepujaco:

lim f(x) =1 i lim f(x)=2

x—1" x—1*

Dana jest funkcja y = f(x), ktorej dziedzing D jest zbior R albo przedziat licz-
bowy, albo suma przedzialéw. Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie x;, granice
prawostronng (lewostronng) rowng g wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
ciagu argumentow (x,) o wyrazach wiekszych (mniejszych) od x; i zbieznego
do x, odpowiadajacy mu ciag wartoséci funkgji jest zbiezny do liczby g.
Zapisujemy to:

lim f(x)=g (granica prawostronna)
x—*xu

lim f(x)=g (granica lewostronna)
x—>xu

-

Podczas obliczania granic jednostronnych stosujemy poznane twierdzenia dotyczace
dzialari na granicach funkcji.

Przyktad 1) « zad. 3.12

Odczytamy z wykresow funkcji f, g i h ich granice jednostronne w punkcie x, = 2.

yi yi [l :yu

/ .
.l.. | !

T 1 . gl | | | ; .
/...ﬂl...x / of 1] | [
]i1121+ f(x)=5 Fin; glx)=3 ]11121+ hlx) =3

lit1;._ flx)=2 }irg_ glx) = -1 Ii_n;a_ h(x) =3
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- Twierdzenie

Granica lim f (x) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja granice jednostron-
ne hm f(x] i llm f(x) oraz hm f(x) = ltm f(x).
x—rxﬂ xX— xD
Dowdd tego twierdzenia pominiemy.

Zatem:
lim f(x)=g & hm fix) = hm fx)=g

X=X x_'xﬂ

Przyktad ) « zad.3.13
Sprawdzimy, czy funkcja

x-3x+1 dla x<-1
ﬂx}-{x3+6 dla x > -1

ma granice w punkcie x; = —1.
Rozwiazanie

: 2 e _ 3 _
thP: f(x) = xl_lm_ (x -3x+ 1) =5 j xhn‘: flx) = xhrl': (x +6) =5
l:n*{_f(x) = lin': f(x)=5
X x——1T
Zatem 1in::l f{x) =5.

Odp.: Funkcja f ma granice w punkcie x;, = -1 i granica ta jest rowna 5.

W kazdym z zadan 3.1-3.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz jg i zapisz
W Zeszycle.

3.1. Granica lim (2 - 2x — xz) jest rowna

x—=2
A. 0. B. 4. C. -2. D. 2.
3 2
3.2. Dana jest funkcja f(x) = %_;ﬁx Dla tej Funl(r:ji
A. ]in'& Flxy=2. C. lm?:t flx)=

B. lin}f{x} = 15. D. Im'% f(x) nie istnieje.
e X



sin x
3.3. Dana jest funkcja f(x) =
cos X
A. lin;_ f(x) # lin];l+ f(x).
K== x—rz

B. lim f(x) nie istnieje.

X

3. Granica funkcji w punkcie

M
dla x > -
4 Dla tej funkgji
dla x < -
4
C. lim;:T f(x) = v?ﬁ
7
D. lin:l! flx)=1.
R

3.4. Skorzystaj z odpowiedniej definicjiiwykaz, ze funkcja y = f(x) nie ma granicy

w punkcie x;,.

3x+5 dla x<-2
2) f(x;.'_{x2+l dla x > -2
b] ﬂx)={v2x—1 dlax;‘ﬂl
b'e dla % < 1

xp =1

3.5. Skorzystaj z odpowiedniej definicji i wykaz, ze funkcja y = f(x) ma granice

w punkcie x;,.

a) f(x)= =3 4 24 7, X =1

b) flx)=vVx+7, x5=-1

3.6. Oblicz.
a) lim (x23 —24x5 + 1157 - 17x + 13)

x—l)

b) lin} V2xt +x—-1
xXx—

3.7. Oblicz.

. 3x-4
a) lim
x—==1 X+5

2
x+x-1

x2 -1

b) lim

X2

3.8. Oblicz.
. X 46x+5
a) lim ———
x——1 x=—1

3 2
x —-2x +x-2

b) lim

=2 X*+x-—6

[ 3x+5 dla x # -2

= 4 Y = —2
) f) L0 dla x = -2 *o0
sinx dla x # 2
d) f(x) = 1 o
f 0 dla x = -g Caa
i 7 3
¢) lim (x —2)

x—r=1

d) lim (Ve +2+x+1)°
x—2

] x+4
¢) lim =
x=1l x4+ 2
5x' —d4x” +3x" -4
d) lim
}xa—r---! x0 +5
2
. x"—2x-35
) lim 5——
=7 X7 —4x- - 21x
2
: 2x"—-3x-2
d) lim
}x—‘—l 2x + x> +6x+3

-
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3.9. Oblicz.

! X . x-4 . Vx+3-1
e e R T
3.10. Oblicz.

a) lim sin 2x ¢) lim g
. x—h SIN X
&
b) liIT}t[CGS 2x + sinx) d) lin}(sin x —2cos x)

3

3.11. Podaj przykfad funkcji f:R — R, ktora
w zadnym punkcie x; € R nie ma granicy.

3.12. Odczytaj z wykresu granice jednostronne
funkcji f w punktach x = -4, x = -3 i x =5.
Zbadaj istnienie granicy funkcji w kazdym z tych
punktow.

7

~

BNELE

: 1-vx+4
i —
x—r=3 x+3

i

e

-
=y

\j

3.13. Naszkicuj wykres funkgji f. Oblicz granice jednostronne tej funkcji w poda-
nym punkcie x;, i odpowiedz na pytanie, czy istnieje lim f(x).
&0

X dla x <1
2) fix}:{Z—x dla x > 1 Xp =1
xX+3 dla x <0
b) f(x)=41 dla x=0 %y =0
—x*+3 dlax>0
2
dla x <1
9 s={T WIS we

[1-x  dla x<-1
HFD=10 dax=-1  gy=-I
3-x° dla x> -1

’l—xz dla x <0
e) f(x)=11 dla x=0 x5 =10

L—xz dla x>0

f) f(x)={

x dla x<0
sinx dla x>0
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3.14. Oblicz.

a) linll Vx -1 c) liT (\f4—x+2x+3)
x—]7T x—d

b) lim 3x+ V2x +6 d) lim VZ-x+7x+2
x—=-3"  x2+1 x—2" x—-4vV4-2x

1. Ocen prawdziwo$c podanych zdan.

A. Funkcja h(x) = f(x) + g(x) ma granice w punkcie x, wtedy i tylko wtedy, gdy
funkcje f i g maja granice w punkcie x;,.

B. Funkcja h(x) = % ma granic¢ w punkcie x, wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje

f 1 g maja granice w punkcie x; i lim g(x) # 0.
X—xp

C. Jezeli f(x)>0 dla x € (a; b), x, € (a; b) oraz lin; f(x)=g, to g>0.
X—Xn

2. Oblicz granice.

. X —13x*+47x-35 ) cos 2x . Ax-2-1
a) lim b) lim ———— ¢) lim ————
x—5 x° —5x2+4x—20 msinx—cosx x—3 2x-—6

X

-2 dlax<l
3. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = 4 1 dla x=1.
I=2x dla x>1

Oblicz granice jednostronne tej funkcji w punkcie x; = 1 i odpowiedz na pytanie,
czy istnieje lirn1 f(x).
x—

4. Wykaz, ze funkcja

sinx dla x<mn
J&= {cosx dla x=>n

nie ma granicy w punkcie x; = m.

5. Skorzystaj z definicji i wykaz, ze funkcja f(x) = Vx? +3 ma granice w punkcie
xn = _2.



4. Granice niewtasciwe

Umiejetnosci:
* obliczanie granic funkgii

Umiemy na podstawie wykresu funkcji podac jej podstawowe wlasnosci - wskazac
dziedzine, zbior wartosci, miejsca zerowe, przedzialy monotonicznodci itd.

Aby precyzyjnie opisa¢ funkcje w niektérych charakterystycznych punktach oraz na
koncach przedzialow, w ktorych jest okreslona, wprowadzimy pojecie granicy nie-
wlasciwej.

 posnici |

Dana jest funkcja y = f(x), ktorej dziedzing jest zbiér R albo przedzial licz-
bowy, albo suma przedzialow. Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie x, grani-
ce niewlasciwg nieskoniczonoé¢ (minus nieskonczonosé) wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnego ciggu argumentéw (x,,) o wyrazach réznych od x, i zbiez-
nego do x;, odpowiadajacy mu cigg wartosci funkgji jest rozbiezny do nieskon-
czonosci (minus nieskonczonosci).

Zapisujemy to:

lim f(x) = oo, lim f(x)=-o0
X—*Xn A—rXp

Przyktad €}
Niech f(x) = ~|—1w|

X

Funkcja f jest okreslona dla wszystkich x # 0, a jej
wykres jest przedstawiony obok.

Dla dowolnego ciagu (x,,) o wyrazach réznych od zera
i zbieznego do zera odpowiadajacy mu ciag wartosci

funkgji jest rozbiezny do oo,

. ¢ 1
lim f(x,,] = lim — =00  «— dodatni mianownik

=300 H=+00 |x“| dq__{}r dn {]

" 1
Zatem lim — = oo.
x—( |x|

£2)
Zauwazmy, ze jezeli ciag (x,,) dazy do 0, to ciag (ﬁ) jest rozbiezny do co. Na przyklad: )
X

jesli x, = l. to lim ~ =0 lim — = lim n= oo; jedli x, = ==, to lim L TS —
n H—00 gp =0 E‘\_-"| = ne 11— 00 |x"| n—m 3



4. Granice niewlasciwe

Przykiad &)
Wykres funkeji f(x) =

72l jest przedstawiony obok.

Dziedzina f jest R — {-2}. Badamy granice:
im —
x——2 |x + 2|

—_

W tym wypadku dodatni mianownik dazy do 0, ale
licznik utamka jest ujemny, zatem wartosci funkcji daza
do minus nieskonczonosci.

— e Ly
l=—-21 |

im =
x—-2 ]x + 2|

Dana jest funkcja y = f(x) okreslona na przedziale (a; b). Méwimy, ze funkcja
f ma w punkcie a granice prawostronng niewlasciwa oo (—o0) wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnego ciagu argumentéw (x,,) o wyrazach nalezacych do
przedzialu (a; b) i zbieznego do a odpowiadajacy mu cigg wartosci funkgji jest
rozbiezny do oo (—00).

Zapisujemy to:

lim f(x) = o0 {lim+ f(x) = —00)

x—at X—il

Analogicznie definiujemy granice lewostronng niewlasciwa:

lim f(x)=oc0 i _lin{;x_f(x}:—oo

x—b
Przyktad &)

E .__:_.J,._u JE i
E | EE{X] T tg x:
i 255D o L | |
AT =

=514 3 .
BIALEEE

4—____¢____

=l X x_’“'{' X mE n=
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Przyktad @) < zad. 4.4

Odczytamy z wykresu funkcji h odpowiednie granice niewlasciwe.

|
s

'_}’Ji .
14
0

lirns h(x) = o0, lim h(x) = oo, lim h(x)= —c0
X—r— x—5" X3

Jezeli funkcja y = f(x) ma w punkcie x, granice jednostronng niewlasciwa, to
prosta x = x;, nazywamy asymptota pionowa wykresu funkcji.

Dana jest funkcja y = f(x) okreslona na przedziale (a; o0).

Moéwimy, ze funkcja [ dazy do oo (—o0) przy x dgzacym do oo wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnego ciagu argumentéw (x,,) o wyrazach nalezacych do
przedzialu (a; oo) i rozbieznego do co odpowiadajacy mu ciag wartosci funkcji
jest rozbiezny do oo (—o0).

Zapisujemy to:

lim f(x) = o0 (lim flx)= —m)

X =00 X=—00

| -

Analogicznie formulujemy definicje granic niewlasciwych:

Jcl_i}r_nm f(x) =00 i xl_i}r_nm f(x) = —co.
Przykiad )

Poréwnamy granice: lim (.:v::2 207 3) i lim (.‘:c2 + %+ 3).

X——00

Rozwiazanie

¢ lim (xz +x+ 3) = oo, bo dlakazdego ciggu argumentéw (x,,) rozbieznego do oo

odpowiadajgcy mu cigg wartosci jest rozbiezny do oo: lim (xﬁ P 3) = 00.
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@ i 2 =
xgmm(x +:x:+3) =2
O ile w pierwszym przypadku nie ma watpliwosci (suma dazy do o0), o tyle w drugim
sytuacja jest juz niejednoznaczna: x- — oo, ale drugi sktadnik x, — —oo.

Zbadamy to dokladniej.
Niech ciag argumentéw (x,,) bedzie rozbiezny do —oo, czyli lim x,, = —co.

n—oo

i ; 1 3
llm(xzi-x +3)=llm x l+ —+ =] ]|=00 — lim 1+l+11 =1
H=—+00 H H N0 n x x;_! Ji=—e 3 R X2

"
Zatem lim (x2 +x+3) = lim (xl (1 fi %)) =0,
A== = O X x
W kolejnych przykladach od razu wykorzystamy przeksztalcenia odwolujace sie do

twierdzen o dzialaniach na granicach.
J

Podczas wyznaczania granic niewlasciwych istotne jest poprawne okreslenie, czy wy-
razenie dazy do plus nieskonczonosci, czy do minus nieskonczonosci. Przydatne tu
moze by¢ badanie znakéw wartosci funkgji. Przesledzmy to na przykladzie.

Przykiad @) < zad. 4.6

x(x+1)(x - 5)
(x+2)(x-3)°
zrobimy pomocniczy wykres do odczytania znakéw wartosci funkcji, a nastepnie wy-

Dana jest funkcja f(x) = Okreslimy jej dziedzing, miejsca zerowe,

znaczymy granice funkcji f na koncach przedzialow, w ktorych jest okreslona.

Rozwiazanie
D =R-{-2, 3} = (-o00; =2) U (=2; 3) U (3; o0)

Miejscami zerowymi funkcjisa -1, 0, 5.

[ ]

=} 1 5 X

-

Rysujemy wykres znakéw wartosci funkcji.
* Wyznaczamy granice na konicach przedzialow (—o0; =2), (=25 3), (3; o0).

lim f(x)= 1 x(x+1)(x-5)
Pras il = (x+2)(x-3) Funkcja wymierna ma w nieskonczonosci  ((+))
granicg niewlasciwg wtedy i tylko wtedy, gdy

2 2 stopien wielomianu z licznika jest wyzszy
X (1 + ,1_) (1 - E) od stopnia wielomianu z mianownika. Znak
= Him %3 2L = — oo tej granicy zalezy od tego, czy, mowiac
FENTRR (1 + E) (1 _ i) pogladowo, wartosci funkcji sa w badanej
x X

nieskonczonosci dodatnie czy ujemne.
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=2 =l =7
lim f(x)= lim x(x + )(x~5) = —00 «— mianownik dazy do 0, wartosci funkgji
Wik x—-2 ( +.2)_(x _'___3) dla x — -27 sa ujemne
0 =5
:&E'I;I‘l2+ f(x) =0 «— mianownik dazy do 0, wartosci funkgji dla x — -2" sa dodatnie
_,_ll_,n:;l— f(x) =00 «— mianownik dazy do 0, wartosci funkgji dla x — 37 s3 dodatnie
xll_}l‘gl+ f(x) = —c0 «— mianownik dazy do 0, wartosci funkeji dla x — 3" sa ujemne
}!1_[;1:"’1%l flx) =100 «—— wartosci funkcji dla x — oo sa dodatnie

Dana jest funkcja y = f(x) okreslona w przedziale (a; o0). Méwimy, ze funkcja
f ma granice rowna g przy x dazacym do co wtedy i tylko wtedy, gdy dla do-
wolnego ciagu argumentow (x,,) o wyrazach nalezacych do przedziatu (a; oo)
i rozbieznego do co odpowiadajgcy mu ciag wartosci funkgji jest zbiezny do g.

Zapisujemy to:
S fe=g
Analogicznie formutujemy definicje lim f(x) = k. [T 1 [

Jezeli lim f(x) = g, to prosta y = g nazywamy
asymptotg pozioma wykresu funkcji w nieskon-
CzONOoSCi.

Jezeli lim f(x) =k, toprostg y =k nazywamy
asymptota pozioma wykresu funkcji w minus
nieskonczonosci.

Przykiad @) < zad. 4.12 ]
y= A2

Opiszemy wlasnosci funkeji

na podstawie jej wykresu.

Rozwiazanie | /\
+ D = (~o03 ~3) U (-3; 4) U (4 o0)
o ZW = (—oc0; 1) U (2; o0)

* Miejsca zerowe: —6, —4.

X




4. Granice niewlasciwe

f(x)>0 & x € (-6 —4)U(=3; 4) U (4 )
f(x) <0 & x € (-00; =6) U(-4; -3)

Funkcja nie jest monotoniczna w calej dziedzinie, natomiast jest monotoniczna
w przedzialach. Bedziemy stosowac nastepujacy opis: ~~ jako oznaczenie funkcji
malejacej i — dla funkcji rosnacej.

[przedzial}' _|_{—00; —5}_(—5; -3) (-3; 1) (1; 4) __ (4; o0)

| monotonicznoéé | Vs N L A | N

Granice funkcji na koncach przedziatow okreslonosci:
lim f(x)=-0c0, lim f(x)=-00, lim f(x) = oo,
X——00 X——3~ x——3F

lim f(x) = !iT+ flx) = lim f(x) = oo, lim f(x)=3

Asymptoty pionowe wykresu funkcji: x = -3, x = 4.

Asymptota pozioma wykresu funkcji w nieskonczonosci: y = 3.

[ ]

Rownanie f(x) = m:

nie ma rozwiazan dla m € (1; 2),

ma jedno rozwiazanie dla m € {1, 2},

ma dwa rozwigzania dla m € (—o0; 1) U (2; 3),
ma trzy rozwigzania dla m € (3; o).

W kazdym z zadan 4.1-4.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz

W zZeszycie.
2

4.1. Dana jest funkcja f(x) = zlil Dla tej funkcji

X
A. xli_l:;f]lJr f(x) =o00. B. Jcl_i'r_nm f(x) =-00. C. x]_iﬂlm f(x) =co. D. ;!Lrlgo flx)=2.
4.2. Dana jest funkcja f(x) = = :;;Ef_ D Wskaz zdanie falszywe.
A. lim f(x)=0 B. lim f(x)=0 C. lim f(x)=-0c0 D. lim f(x)=o00

x——00 =1 x—-—7* x—4"

2
4.3. Dana jest funkcja f(x) = {x -3 dax#-1 p tej funkcji
1 dla x = -1

A. lim f(x)=-2. B. li]t}+f[x)=-—4. Co. Iim =1, D: Im_ §(x)=0.

x==]" P x—=-1"
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4.4. Odczytaj z podanego wykresu (rys. 1) granice funkcji y = f(x) w punktach

x=-31x=05.
4.5. Odczytaj z podanego wykresu (rys. 2) granice funkcji y = f(x) na koncach
przedzialow, w ktérych jest ona okreslona.

74
J" yjl.

/ x

o
o
=y
(=]

Rys. 1 Rys. 2

4.6. Wyznacz granice funkcji y = f(x) na koncach przedziatéw, w ktorych jest ona

okreslona.

a) flo =L ) flx)= S AOE4S

b) flx) = 222 &) f(x) = x;fi_};x_j)

4.7. Oblicz.

)l |.:zg b} Jim, |xi 6l 9 ;::i! o ; : ?|

4.8. Wyznacz asymptoty pionowe wykresu funkcji y = f(x), o ile istnieja.

2
a} f(x): xffs c} f(x): xzi};xx—El
x—3 v« X #3x—-28
OV )= Seea SIS

4.9. Wyznacz asymptoty poziome wykresu funkcji y = f(x), o ile istnieja.
2

2xt - 3x +2 5
a) f(x):% ) f(x) == _x5
b) f(x)_x3—5x+8 d) f(x}— ;,;:1; e
T 2x2+5 B 3x dli &%

x+2
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4.10. Oblicz.
a) Jy& (*u.r‘x2 + 4 — x) ¢) lim :

X200 \fy 41— x—-1

)
b) lim (Vx2+1~x) d) lim =X

X——00 X——00 x

4.11. Oblicz.

a) lim - ¢) lim _STE
x—3*t Vx -3 =07 xVxt +7
: 1 ; X+5
b) lim d) lim
x—=2" 2 - x X207 evx? +3x + 11

4.12. Na podstawie wykresu funkcji y = f(x) okresl: jej dziedzing, zbior wartosci,
miejsca zerowe, przedzialy, w ktérych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie (ujemne),
przedzialy monotonicznosci, granice funkcji na koncach przedzialow okreslonosci,
rownania asymptot oraz liczbe rozwiazan rownania f(x) = m w zaleznosci od m.

a) P4 c) i

y = fix)

-

Ly =fx)

-l —
=

i,

L
Uwaga: Dziedzina tej funkcji jest
zbior liczb rzeczywistych.
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1. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

Dla kazdych dwoch funkcji f, g takich, ze lim f(x) = oo i lim g(x) = —oo,
zachodzi rownosc

A. lim (f(x) +g(x) = 0.
B. lim (f(x)- g(x)) = —ce.

C_ ]_lm ﬂf.). - —
x=00 g(x)
2. Oblicz. 2
Lo X+2 S im ——
) Jim £ 0 Jim {5 ) Jlm 2
2
3. Wyznacz asymptoty wykresu funkcji f(x) = iIxx;fzx_s

_6x’—x+6
2x2 —Tx+3

4. Wyznacz granice funkcji f(x) = = na koncach przedzialow, w kto-

rych jest okreslona.

5. Na podstawie wykresu funkcji y = f(x) okresl: jej dziedzing, zbior wartosci,
miejsca zerowe, przedzialy, w ktorych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie (ujem-
ne), przedzialy monotonicznosci, granice funkcji na koncach przedzialoéw okreslo-
nosci, rownania asymptot oraz liczbe rozwiazan rownania f(x) = m w zaleznosci
od warto$ci parametru .




5. Funkcje ciggte

Umiejetnosci:
* obliczanie granic funkciji
* badanie cigglosci funkcii

|

Funkcja f:(a; b) — R jest ciagla w punkcie x; € (a; b) wtedy i tylko wtedy,
gdy spelnione sa dwa warunki:

* istnieje granica lim f(x),
—Q

e lim f(x) = f(x).

X=Xy

Zauwazmy, ze zgodnie z definicja ciaglos¢ funkcji mozemy badac tylko w punktach
nalezacych do dziedziny funkgji.

Przyktad €)
Funkcja f(x) = x* =1 jest w punkcie x, = 2 ciagla,
poniewaz lim (xz - 1) =3 = f(2).

x—s2

Przyktad @) < zad. 55
Zbadamy cigglos¢ funkgji

=y

X1 dla x <1
) = {-[x—2]2+1 dla x = 1
w punkcie x; = 1 i naszkicujemy jej wykres.
Rozwiazanie
Obliczamy granice jednostronne w punkcie x; = 1.

I = Jugl - =0
¢ 1 = _ 2 =
B 1= s (o) =0
Zatem lin% f(x)=0.

f()=~(1-27+1=0=lim f(x)

=y

Odp.: Funkcja f jest ciggla w punkcie x;, = 1.
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Przykiad €)

x+1 dla x<2

3=k dlg sy punkcie x, = 2 i naszki-

Zbadamy ciaglo$¢ funkeji f(x) = {
cujemy jej wykres.

Rozwiazanie yi
Obliczamy granice jednostronne w punkcie x; = 2. '

lim f(x) = lim (x+1) = 3 Il /

lim f(x) = lim (3~ x) = 1 AN

fl |
' & of 17 x
Zatem lin} f(x) nieistnieje, wigc funkcja nie jest ciagta
oy | ||
w punkcie x, = 2. - —

Odp.: Funkcja f nie jest ciaglta w punkcie x, = 2.

Przykiad € « zad. 5.6,5.7

x* dla x#-1
3 dla x=-1
w punkcie x, = —1 inaszkicujemy jej wykres.

Zbadamy ciaglo$¢ funkcji  f(x) = {

Rozwiazanie

. _ 1z 2
23, 6= i =1

fED=3# lim f(x)

=

Odp.: Funkcja f nie jest ciagta w punkcie x; = -1.

Przyktad ) « zad. 5.11

Zbadamy, dla jakich wartosci parametru m funkcja

X+x-6 dl =
Ftx)}= X+3 % B jest ciagta w punkcie x, = -3.
m dla x = -3

Rozwiazanie
Funkcja f jest ciagla w punkcie x; = =3 wtedy i tylko wtedy, gdy:

m= f(=3) = lim f(x)

X +x-6 - i -2

i = |i = 1i -2 = -
)= e e wis ot L

Zatem powinna zachodzi¢ rownos¢ f(-3) = 5.

Odp..m=-5



5. Funkcje ciagle

* Suma, réznica i iloczyn funkgji ciagtych w punkcie x;, sa ciggle w punkcie x,,.

¥

* Jezeli funkcje f i g sa ciagle w punkcie x;, oraz g(x,) # 0, to funkcja i jest

cigglta w punkcie x,.

Twierdzen tych nie dowodzimy — wynikaja one z wlasnosci dzialan na granicach,

Funkcje ciagla w kazdym punkcie jej dziedziny nazywamy funkcja ciagla.

e

Uwaga: Jezeli dziedzina funkcji f jest przedzial domkniety (a; b}, to powiemy, ze
f jest funkcja ciagla wtedy i tylko wtedy, gdy f jest ciagla w przedziale (a; b) oraz
lim f(x) = f(a) i JI_,T- f(x) = f(b).

X=—

i

T
!
_/f% k{x)

= - {
—

|
AT Y
I - H — 1
19 3 [ [ [#] |
Funkcja f jest ciagla w (=3; 4). Funkcja k jest ciagla w (—4; 2).

Jezeli funkcja f nie jest ciggla w punkcie x; nalezacym do jej dziedziny, to mowimy
tez, ze x,, jest punktem nieciaglosci funkcji f lub ze f jest nieciggla w punkcie x;;.

Wiasnosci funkcji ciggtych
Z poprzednich rozwazan wynika, ze wielomiany, funkcje wymierne, funkcje trygo-
nometryczne oraz funkcja f(x) = Vx sa funkcjami ciagtymi.
Jezeli funkcja y = f(x) jest ciagla, to ciggle sa funkcje:
*y=-fx * y=|fx)] * y=f==x)

Podamy teraz dwa wazne twierdzenia (bez dowodow), ktore zilustrujemy odpowied-
nimi wykresami.

309 N



B 310 Dziat 4. Analiza matematyczna

Twierdzenie o przyjmowaniu wartosci posrednich

Jezeli funkcja f jest ciagla w przedziale domknietym (a; b) i f(a) # f(b), to
funkcja przyjmuje kazda wartos¢ posrednia miedzy wartosciami przyjmowany-
mi na koncach przedzialu.

Zauwazmy, ze wartosci posrednie moga by¢ przyjmowane wielokrotnie.

D D O Y 4 o
1 fla)
e

LLTINI & [
¢ | R:«?"’f“‘v::i::‘:::::::\i pe
L yESE) b b |

Prostg konsekwencjg tego twierdzenia jest nastgpujacy wniosek.

Jezeli funkcja f jest ciagta w przedziale domknietym (a; b) i jej wartosci na kon-
cach przedziatu sa liczbami o roznych znakach, to istnieje taki punkt x;, € (a; b),

ze f(x,) =0.

G Przyktad @) « zad.5.12

Wykazemy, ze wielomian W(x) = 2x” — x* + 4x + 1 ma w przedziale (~1; 0) przy-
najmniej jeden pierwiastek.

Dowaod
W(-1)=-2-1-4+1<0
W0)=1>0

Wielomian jest funkcja ciagla i na koncach przedzialu (-1; 0) przyjmuje wartosci
o przeciwnych znakach. Zatem na mocy wczesniej sformulowanego wniosku ma
w przedziale (—1; 0) co najmniej jeden pierwiastek. Mowiac pogladowo, jego wykres
przynajmniej raz musi przeciac os x.

Koniec dowodu
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Twierdzenie Weierstrassa

Jezeli funkcja f jest ciagla w przedziale domknietym (a; b), to w pewnym punk-
cie tego przedzialu funkcja f przyjmuje warto$¢ najwiekszg oraz w pewnym
punkcie tego przedzialu funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejsza.

Jezeli oznaczymy wartos¢ najmniejsza funkcji f litera m i warto$¢ najwieksza lite-
ra M, to:

f: {a; b) = (m; M)

Symbol — oznacza, ze zbiorem wartosci funkgji jest przedziat {(m; M).
Na rysunkach przedstawiono rézne przyklady ilustrujace twierdzenie Weierstrassa.

i 1 |
AT TT T TI BRI TTTTT LA

=)
L
tadl |

Jezeli funkcja f jest ciagla w przedziale domknietym (a; b) i jest rosnaca (ma-
lejaca) w przedziale (a; b), to jest rosnaca (malejaca) w przedziale (a; b).

Zauwazmy, ze zalozenie ciaglodci funkcji w przedziale y
domknietym jest istotne. Funkcja przedstawiona na | [ ] /
rysunku obok jest okreslona w przedziale (a; b), ciagla 1

w(a; b)irosnacaw (a; b). Nie jestjednak ciggta w (a; b) ! ~
i nie jest rosnaca w (a; b).
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W kazdym z zadan 5.1-5.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

2
5.1. Funkga f(x) = { 2x° -1 dla x#-1 jest ciagla w punkcie x, = -1
m dla x = -1

A. tylkodla m = 1. C. tylkodla m = -1.

B.dlam:\g. D.dla m=2 lub m=-1.

x*—6x+8 dla x € R-1{1, 6}
x+2 dla x € {1, 6}

A. ma dwa punkty nieciaglosci. C. ma jeden punkt niecigglosci.
B. spelnia warunek linI1_ f(x) # lim f(x). D. jest ciagla w zbiorze R.
X— x—17

5.2. Funkcja f(x) = {

2
5.3. Funkcja f(x) = {x dax<0 jest ciagla
ax+b dla x>0

A.dlaa#0ib#0. C. tylkodla a#0i b=0.
B.dlaa=01ib+0. D.dlaaeRib=0.

5.4. Dziedzing funkgji cigglej f jest (—1; 1). Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
Zbiorem wartosci funkcji f moze by¢

A. R B. {-3; 5). C. (—o0; 2).
5.5. Zbadaj cigglos¢ funkeji f w podanym punkcie x;,.
[ 2 [ 2
x"+2 dlax<l x*+1 dlax<0
a) f(x)= 1 c) fx)= -
1% 4=x dia x> 1 / | cosx dla x>0
x{} =1 .x‘,[} = 0
[ x+3 dla x<0 (X*+1 dlax<1
b) f(x) =1 d) f(x) = 1
/ | —x*+3 dla x>0 i | Vx+3 dla x>1
xﬂ' =0 x{} =1

5.6. Zbadaj cigglos¢ funkcji f w podanym punkcie x;,.

9x" -1 1

_x-1 dla x s —

) =4 A-zs1 WBEFL W sy ] B4 3
0 dla x =1 3 dla x=_%



5. Funkcje ciagle

5.7. Zbadaj cigglo$¢ funkeji f w podanym punkcie x,,.

4x% + x

ot -3 I; =23
3 Flad)= . dla x #0 b) f(x):{\flx dla x

1 dla x=0 x -9 dla x <3

Xg=3
x{}=[} 0

5.8. Na podstawie wykresu funkcji okreél jej dziedzine oraz punkty nieciggloéci, o ile
istnieja.

a) 2 20 I I b)

5.9. Zbadaj cigglo$¢ podanej funkciji.
0 dla x<0

ﬂx}={l-—’m"l-w.:t:2 dla0<x<1

|x]
5.10. Narysuj wykres funkcji f(x) =4 x dhikR i zbadaj jej ciaglosc.
0 dlax=0

5.11. Dla jakich wartosci parametru m funkcja y = f(x) jest ciagla?

a) f{x)={

m-x dla x<-1
2x+1 dla x> -1

b _ ] cosx dla x<0
) fx) {xE—Zx—m dla x>0

x
————— dla x € (-1; 0) U (0; oo
c) flx)=14 1-vVx+1 { Jul )
| m dla x=0
[ %%+ |x]
d) f)=1 T dla x #0
| m dla x=0

313 I
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©

5.12. Wykaz, ze rownanie ma w podanym przedziale co najmniej jedno
rozwigzanie.

a) x2+%=10, (2; 3) b) x* —2x% +x+1=0, (-1; 0)

5.13. Wykaz, ze wielomian W(x) = x”-5x"—x+1 ma trzy pierwiastki x, < x, < x;
takie, ze x, € (-1; 0), x, € (0; 1) oraz x; € (5; 6).

5.14. Naszkicuj przykladowy wykres funkcji ciaglej f, ktora spetnia podany
warunek,

a) f:(2;5)—>(-1; 1) ) fr(-3;5)—> (2; o)
b) f: (-3; 5 —5R d) f: (-3 -1DU(24)—(-25)

5.15. Naszkicuj przykladowy wykres funkgcji ciaglej okreslonej w przedziale (-3; 4),
ktorej zbiorem wartosci jest podany przedziat liczbowy.

a) (=2; 5) c) (—o0; 3) e) (—oo; 6)
b) (1; o) d) (-7 2) f) (-4 5)

1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Suma dwoch funkdji nieciagtych
A. moze by¢ funkcja nieciagla.

B. jest zawsze funkcja nieciagla.

C. moze by¢ funkcja ciaggla.

x+1 dla x<2

2

w punkcie x, = 2.
x =1 dla x>2

2. 7badaj ciaglosc funkgji f(x) = {

3. Naszkicuj przykladowy wykres funkcji ciaglej f: (=2; 1) U (3; 6) — (=2; o),
ktora ma dwa miejsca zerowe: —1, 4.

4. Dla jakich wartosci parametru m funkcja

S e e :
f(x) = ‘l TR e T T

e dla x = -2

5. Wykaz, ze réwnanie x° — 2x + e 6 ma w przedziale (—4; —1) co najmniej

jedno rozwiazanie.



6. Pochodna funkcji w punkcie

Umiejetnosci:
* stosowanie definicji pochodnej funkcji w punkcie
* korzystanie z geometrycznej i fizycznej interpretacji pochodnej

Zalozmy, ze funkcja f jest okreslona w pewnym przedziale (a; b). Wybierzmy punkt

Xy € (a; b). Oznaczmy litera h taka liczbe dodatnig lub ujemng, ze x, + h € (a; b).

Liczbe h nazywamy przyrostem argumentu funkcji. Przyrostowi argumentu odpo-

wiada przyrost wartosci funkcji rowny réznicy f(x, + h) — f(x).

flxg + h) = flxo)
h

Przyktad €D

Niech f(x) = x%, x, = 1. Obliczymy wartos¢ ilorazu réznicowego dla h = 2,5,
a nastepnie podamy geometryczna interpretacje otrzymanego wyniku.

lloraz , dla h # 0, nazywamy ilorazem réznicowym.

Rozwiazanie
flo+h) - flxo) _ f(A+25) - f(1) _35°-1 _
h 23 2,5
Przyjrzyjmy sie rysunkowi.

4,5

ﬂl}]' a

L | -
ol /1 h 35 x

Na wykresie funkcji zaznaczony jest punkt A, = (x,;,, f(xﬂ)), czyli Ay = (1, 1).
Punkt A;, ma wspolrzedne (xu +h, f(x,+ h)), czyli A, = (3%, 12&).

Iloraz roznicowy jest rowny tangensowi Kata a, jest zatem wspolczynnikiem kierun-
kowym prostej przechodzacej przez punkty A, i A,
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Sieczna wykresu funkcji

Prosta, ktora przecina wykres funkcji w co najmniej dwoch punktach, nazywamy
sieczng wykresu funkcji.
Przyjrzyjmy sie rysunkom.

fxq+h) - f(x)
h

Prosta A, A, jest sieczna wykresu funkcji, a iloraz réznicowy jest

tangensem kata nachylenia tej siecznej do osi x. Inaczej mowiac, iloraz roznicowy
jest wspolczynnikiem kierunkowym siecznej A A,

Przyktad @) < zad. 6.4
Napiszemy rownanie siecznej Ay A;, narysowanej w przykladzie 1.

Rozwiazanie

Prosta AjA;, maréwnanie postaci y = ax + b, w ktérym wspoélczynnik kierunkowy
a = 4,5 (korzystamy z obliczen z przykladu 1). Ponadto sieczna przechodzi przez
punkt A, = (1, 1), zatem:

y=45x+b Do znalezienia rownania siecznej (1))
1=45+b mozna oczywiscie wykorzystac
b=-35 wspolrzedne obydwu punktow,

ktore ja wyznaczaja.
Odp.: Prosta AyA; ma rownanie: y = 4,5x — 3,5.

Predkosc¢ srednia

Przyjmijmy, ze funkcja y = s(t) opisuje droge przebyta w czasie t przez poruszajace

sie cialo. Jesli h oznacza przyrost czasu od chwili £, to s(t, + h) — s(t,) oznacza od-

s(ty +h) = s(tp)
h

powiadajacy mu przyrost drogi, a iloraz réznicowy jest predkoscia

srednig ciala mierzona w odpowiednich jednostkach.
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Przykiad €)

Niech s(t) = 3t + 2, gdzie s oznacza droge w centymetrach, ¢ - czas w sekundach.
Obliczymy predkosc srednia v, od chwili ¢, =2 do chwili ¢, + 5.

Rozwiazanie

_s(ty+h)—s(ty)  s(7)-s(2)  23-8
T h ; 5 5
Odp.: v, = 3 cm/s

=3

J

Jezeli samochdd od godziny 9.00 do godziny 11.00 przebyl 140 km, to jego $rednia
predkosc wynosita 70 km/h. Na tej podstawie nie mozemy jednak nic powiedzie¢ na
temat predkosci samochodu np. o godzinie 9.43.00. Aby ja obliczy¢, musielibysmy
rozwazyc¢ o wiele mniejszy przedzial czasu. Jezeli np. zmierzymy droge przebyta przez
samochod od 9.42.59 do 9.43.01, to uzyskana na tej drodze predkosc srednia bedzie
juz zapewne bliska predkosci chwilowej o godzinie 9.43.00.

Pochodna funkgji, ktora teraz zdefiniujemy, odpowiada wlasnie predkosci chwilowej.

Dane sa funkcja f okreslona na przedziale (a; b) i jej argument x,.
Jezeli istnieje granica wlasciwa

o flxg +h) = fxp)

fi—0 h ’

to nazywamy ja pochodng funkeji f w punkcie x, i oznaczamy f (x,).

Funkcje f nazywamy wtedy rézniczkowalna w punkcie x;,.

Jezeli granica, o ktorej mowa w definicji, nie istnieje lub jest niewlasciwa, to mowi-
my, ze funkcja f nie jest rézniczkowalna w punkcie x; (inaczej - nie ma pochodnej
w punkcie x;).

Granice wlasciwa ;lirf;.]- flxo+ h; - fx,)

fxo +h) = f(x0)
h

nazywamy pochodng lewostronna, a gra-

nice wlasciwa lim - pochodng prawostronng.

h—0*

Zgodnie z twierdzeniem o istnieniu granicy funkgcja jest rozniczkowalna w x;, wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieja i sa rowne pochodne jednostronne w tym punkcie.
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Przyktad @) < zad. 65
Obliczymy pochodna funkcji f(x) = 3x =2 w punkcie x; = 2.

Rozwiazanie
Zgodnie z definicja pochodnej funkcji w punkcie nalezy obliczy¢ granice odpowied-
niego ilorazu réznicowego.

h) - 2+h)- (2 - T - T
lim L0t = ) _ (o f@AR-FQ) . 3Q+m-2-(3-2-2)
fi—0 h h—0 h h—0 h
:iimmzlimﬁzlimfr:.’)

h—0 h h—0 b h—0

Zatem f"(Z} =3
Odp.: Pochodna funkcji f(x) = 3x — 2 w punkcie x; = 2 jest rowna 3.

Przyktad @) < zad. 65
Obliczymy pochodna funkgji f(x) = x° w punkcie x, = -3.
Rozwiazanie

s L 2 _ (_ay2 — B
po S0t h) = f(x)) o (3HmP- (3 9-6h+h -9 _
hi—0) h h—0 h h—0 h

2
= i S o ) =6
h—0 h h—0

Odp.: f’{—S) = -6

Przyktad @) « zad. 6.8

Wykazemy, ze funkcja f(x) = |x| nie jest rézniczkowalna w punkcie x; = 0.

Dowad
Mamy wykazac, ze nie istnieje granica ilorazu roznicowego w punkcie 0.

; 0+h)- f(0 : - :
lim 1 ) — f(0) - lim 10 + k| - 0] =11m@
hi—0 h ft—0 h h—0 h
Rzeczywiscie — obliczamy pochodne jednostronne i mamy:
. |h| . =h =S
lim — = lim — = -1 —h—0, wigc h<0
!'IL[]_ h hLD’ h WG, S
lim E= lim h:l —h—=0", wiec h>0

h—0t* b h—ot h

lim JO+h - j(O) # lim JO+h) - f[ﬂ]‘ czyli nie istnieje lim JO+h) —f(ﬂ}.
h—0~ h h—(* h J1—0) h

Zatem funkcja f(x) = |x| nie jest rézniczkowalna w punkcie x, = 0.

Koniec dowodu
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Przyktad €) « zad. 6.10
Sprawdzimy, czy funkcja f(x) = 2x|x| + 3 jest r6zniczkowalna w punkcie x; = 0.

Rozwiazanie
lim f(0+h)— f(0) _ T 2hlh| +3-3

h—0 h =0

Zatem f" (0) = 0.

=lim2lh| =0
fi—0
Odp.: Funkcja f(x) = 2x|x| + 3 jest rozniczkowalna w punkcie x, = 0.

Uwaga: Mozna udowodnic, ze jezeli funkcja jest rozniczkowalna w punkcie x, to
jest w tym punkcie ciggla. Natomiast twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe — na
przyklad rozwazana wczesniej funkcja f(x) = |x| jest w punkcie x,;, = 0 ciagla, ale
nie ma w tym punkcie pochodne;j.

Geometryczna interpretacja pochodnej
Przyjrzyjmy sie rysunkowi.

) & A,

fix) £

g-! f} B P g P e S S S e A,

Na wykresie funkcji y = f(x) zaznaczony jest punkt A = (x,, f(x,)) oraz kilka
siecznych: AA,, AA, itd. Aby rysunek byl bardziej przejrzysty, punkty A,
(n=1, ..., 4) zaznaczone s3 po prawej stronie punktu A, zatem odpowiadaja one
dodatnim przyrostom argumentow. Wiemy, ze odpowiednie ilorazy réznicowe sg
réwne wspotczynnikom kierunkowym siecznych, czyli tangensom zaznaczonych ka-
tow «, (n=1,...,4). Wyobrazmy sobie, ze kolejne sieczne prowadzimy przez
punkt A i punkty A, (n — o0) ,zbiegajace” po wykresie do punktu A. Ciag siecz-
nych bedzie wowczas dazyl do polozenia, ktore ilustruje prosta zaznaczona kolorem
niebieskim. Odpowiednio katy «,, beda dazyly do kata a. Jezeli funkcja f jest roz-
niczkowalna w punkcie x,, to f'(x,) = tge.

319 S
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Jezeli funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie x,, to styczng do wykresu funk-
cji w punkcie A = (x;, f(x;)) nazywamy prosta przechodzacg przez punkt A
taka, ze jej wspolczynnik kierunkowy jest réwny f'(x,).

y
Zauwazmy, Ze definicja stycznej do wykresu funkgcji istotnie flx,)}
rozni si¢ od definicji stycznej do okregu - czyli prostej maja-
cej jeden punkt wspolny z tym okreggiem. Styczna do wykresu
moze miec z tym wykresem wiele innych punktéw wspol- \(
nych, a rownoczesnie prosta majaca z wykresem jeden punki 7 o
wspolny nie musi by¢ do niego styczna.

Przyktad € « zad. 6.11

Napiszemy réwnanie stycznej do wykresu funkeji f(x) = x* w punkcie o odcietej

.:i:ﬂ - ""3.

Rozwiazanie

Wykorzystamy obliczenia z przykladu 5, czyli informa- | 2

cie,ze f'(~3) = —6. \a

Rownanie stycznej:
y=ax+b
a=f'(-3)=-6
y=-6x+b

=4

6%

Styczna przechodzi przez punkt A = (-3, 9), zatem:
9=18+b

Odp.: Rownanie stycznej: y = —6x — 9.

¥
W przykladzie 6 udowodnili$my, ze funkcja f(x) = [x]| v
nie jest rézniczkowalna w punkcie x;, = 0. Przyjrzyjmy | 1
sie wykresowi tej funkcji. Jesli wezmiemy pod uwage
geometryczng interpretacje pochodnej, wykorzystujaca = 11
sieczne, latwo sobie wyobrazimy, ze wykres w punkcie ol 1 g

z takim ,ostrym zakonczeniem” nie ma stycznej.
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Kat przeciecia wykresow dwoéch funkciji

Jezeli funkcje f i g sa rézniczkowalne w x;;, a ich wykresy przecinaja si¢ w punkcie
A = (x4, ), to kat ostry lub prosty migdzy stycznymi do wykreséw w punkcie A
nazywamy katem przeciecia wykresow funkcji f i g.

Przyktad €) < zad. 6.13

Obliczymy (z dokladnoscia do 1°) kat, pod jakim przecinaja si¢ wykresy funkcji
f)=< i gl =x"

Rozwiazanie

Krok 1: Rozwiazujemy réwnanie f(x) = g(x), aby znalez¢ punkt przeciecia wykre-
sow funkgji f i g.

f(x) =g(x) & ;_lg-:f ix#0 & x=1
Wykresy funkcji f i g przecinaja sie¢ w punkcie A = (1, 1).

Krok 2: Sprawdzamy, czy funkcje f i g sa rozniczkowalne w x; = 1. W tym celu
obliczamy granice odpowiednich ilorazow réznicowych.
1 1-(1+H) -h

. f“""h}”f“}_- 1+h T 1+h _q:  1+h _ - =
lim h = e S s i e T e =
Zatem f’[l]:—l.

gl+h)-g(1) . (a+h'-1 1 +4h+6h° +4h° + k' -1

lim lim = lim =
hi—0 h hi—0 h I —0 h

:;l;if?](“ 6h+4h2+113) =

Zatem gr{l} =4,
Krok 3: Wyznaczamy szukany kat.
I sposob

Znajdujemy miary katéw, pod jakimi nachylone sg do
0si x styczne,

glx) = %'
tga = f’(l] = —1, wigc styczna do wykresu funkgji f
w punkcie A jest nachylona do osi x pod katem a=135°.

tg = g'(1) = 4, wiec styczna do wykresu funkcji g
w punkcie A jest nachylona do osi x pod katem 8 = 76°.

Kat miedzy stycznymi: y = a — § = 135° — 76° = 59°.
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I1 sposdb
Znamy wartosci tga = —1 oraz tgf8 = 4, wigc korzystamy ze wzoru:

N tga —tg f
tgla 'B)_1+tgcx-tgﬁ

-1-4
tgr=|tg(a’-ﬁl|=‘ —

Teraz odczytujemy z tablic miare kata: y = 59°.

‘=§z 1,6667

Odp.: Wykresy funkgji f i g przecinaja si¢ w punkcie A = (1, 1) pod katem y = 59°.

Predkosc¢ chwilowa

Przypomnijmy:
Gdy funkcja y = s(t) opisuje droge przebyta w czasie t przez poruszajace sig cialo, to
s(ty + h) —s(t,)

h
jednostkach, przy czym h # 0 oznacza przyrost czasu od chwili ¢,,.

iloraz réznicowy jest predkoscia srednia mierzona w odpowiednich

Granice lim ot h) ~ )

lim . nazywamy predkoscig chwilowg v(t,) w chwili ¢,.

Z tego okreslenia wynika, ze predkos¢ v(t,,) poruszajacego sie ciala w chwili £, jest
réwna pochodnej funkcji s w punkcie ¢,.

u(ty) = 5;(3:1)

Przyktad €0

Droga przebyta przez poruszajace sie ciato dana jest wzorem s(t) = 1+£+t°. Drogas
mierzona jest w metrach, czas t — w sekundach. Obliczymy predko$¢ chwilowa v(t,)
tego ciala w chwili ¢, = 3.

Rozwiazanie

u(t,) = s'(tﬂ) _ ,!,if}, s(to + h})}— s(ty) _ ;],ift"} s(3 + h; - 5(3) _

2 2
=Iim1+3+h+9+6h+h 13=1im?h+h = lim (7+ h) = 7
fi—0 h fi—0) h fi—0)

Odp.: v(t,) = 7 m/s
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W kazdym z zadan 6.1-6.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

6.1. Wskaz warto$¢ pochodnej funkgji f(x) = —V3x + V5 w punkcie x, = V3.
A. 0 B. V3 C.-3 D.-V3

6.2. W ktérym punkcie x, pochodna funkcji f(x) = x* réwna si¢ —4?
A.x.[}zz C.X{}:_ZIbeUIZ
B. xy=-2 D. Nie ma takiego punktu.

6.3. Wskaz kat, pod ktérym przecinaja sie wykresy funkcji f(x) = 3
V3
oraz g(x) = Ehant

A. f’—; B. 27° &

D, 90°

| A

6.4. Dana jest funkcja f(x) = x*—3. Naszkicuj jej wykres. Dla danego argumentu x;,
oblicz przyrost wartosci funkcji odpowiadajacy podanemu przyrostowi h argumentu
i poprowadz odpowiednia sieczna.

a) f(x) =-5x-1 Xy =7

b) flx)=2x" xy =0

¢c) f(x)=3x Xg =4

d) f(x)=-x’ xg=-3

6.6. Wyznacz dziedzing funkcji f(x) = u%? Oblicz pochodna tej funkcji w punkcie
.5:” = 3.

6.7. Wyznaczdziedzing funkcji f(x) = z ; ; Oblicz pochodna tej funkcji w punk-

cie x5 = —2.

@ 6.8. Wykaz, ze funkcja f(x) = x + |x| nie jest rozniczkowalna w punkcie x; = 0.
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9 6.9. Wykaz, ze funkcja f(x) = |x’| jest rézniczkowalna w punkcie x, = 0.
6.10. Zbadaj rézniczkowalnosc funkeji f(x) = |x + 1| - x w punkcie x,; = —1.

6.11. Napisz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = —x” + 2 w punkcie
o odcietej x, = 0.

6.12. Napisz rownanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = x” + 5x w punkcie
o odcietej x; = —1.

6.13. Oblicz z dokladnoscia do 1° katy, pod jakimi przecinaja sie wykresy funkcji
y = f(x) oraz y = g(x). Przedstaw ilustracj¢ geometryczna rozwigzania w ukladzie

wspotrzednych.
a) f(x)=-x+8 g(x]=x2+2
b) f(x) =~ g(x) = °

6.14. Oblicz kat, pod jakim przecinaja si¢ wykresy funkcji f(x) = x oraz g(x) = ﬁ
X

Przedstaw ilustracje geometryczna rozwiazania w ukladzie wspotrzednych.

1. Funkcja y = f(x) jest rézniczkowalna w punkcie x, € (a; b) oraz f'(x,) = 0.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Styczna do wykresu funkgji w punkcie (x;, f(x,)) jest réwnolegla do osi x.

B. Styczna do wykresu funkcji w punkcie (x,, f(x,)) moze mie¢ z wykresem funkgcji
nieskonczenie wiele punktéw wspolnych.

C. Punkt x;, jest miejscem zerowym funkgji f.

2. Oblicz pochodna funkgji f(x) = x* w punkcie x, = —2.

3. Dana jest funkcja f(x) = 2x* — 3. Napisz réwnanie stycznej do wykresu funkji
f w punkcie o odcietej x, = 1 i narysuj wykres funkcji oraz te styczna.

4. Oblicz z dokladnoscia do 1° katy, pod jakimi przecinaja sie wykresy funkcji
f(x) = 2x -6 oraz g(x) = x* — 2x — 3. Przedstaw ilustracje geometryczng roz-
wiazania w ukladzie wspolrzednych.

G 5. Wykaz, ze funkcja f(x) = x + |x — 1| nie jest rozniczkowalna w punkcie x; = 1.
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Umiejetnosci:

* stosowanie twierdzen o dziataniach na pochodnych

* obliczanie pochodnych funkcji wymiernych

* Kkorzystanie z geometrycznej i fizycznej interpretaciji pochodne;

Zdefiniowana wcze$niej pochodna funkcji w punkcie jest liczba rzeczywista. Zaloz-
my, ze funkcja jest rézniczkowalna w kazdym punkcie dziedziny lub pewnego jej
podzbioru. Mozemy okresli¢ funkcje, ktora kazdemu takiemu argumentowi przypi-
suje odpowiadajaca mu wartos¢ pochodne;j.

Jezeli funkcja f ma pochodna w kazdym punkcie zbioru A, to funkcje f', ktéra

kazdemu elementowi x € A przyporzadkowuje liczbe f'(x), nazywamy funk-
cjg pochodng (krécej — pochodng) funkeji f w zbiorze A.
Funkcje f nazywamy wtedy rézniczkowalng w zbiorze A.

L% A

Okreélenia ,,pochodna” uzywa sie wiec w dwoch znaczeniach. Z kontekstu na ogol
jasno wynika, czy mamy do czynienia z liczba rzeczywista, czy funkcja.

Czesto stosowanym zapisem funkcji pochodnej jest rowniez ( f (x))r,
np.jesli f(x)=3x+5, to ff(x} =(3x+5).

Wprowadzimy oznaczenia:

D - dziedzina funkgji f, D' - dziedzina funkcji pochodnej f'.

Pochodne funkcji elementarnych

Lp. Funkcja Pochodna

1. flx)=¢ flx)=0

2. f(x)=ax+b flx)=a

3. flx)=ax’ +bx +c fl(x)=2ax+b

4| f@=1 D=R-{0} f9=-= D =R-{0)
My = =L D' =(0:.00

5. - f(sz\ﬁr D = (0; o0) f[x)'_zﬁi D' = (0; o0)
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Dowod

1. flx)=¢, D=R, % €R
T f(xo +h) = f(xp) = i ol
h—0 h fr—0
Dla kazdego x, € R jest f'(x,)=0. Zatem (c)' = 0.

=0

2. f(x)=ax+b, D=R, x, €R
f{x(, +h) - I x.[,) = T a(xg + h) + b~ (ax, + b)
fl—‘ﬂ h r—*[! h

. axg+ah+b-ax,-b .. ah :
= lim =lim— =lima=a
h—+0 h h—0 h h—+0

Dla kazdego x, € R jest f'(x,) =a. Zatem (ax +b)' = a.

3. f{x}=ax2+bx+c, D=R, x,€R
flxo+h) - f(x0) _ i a(xq +h)* +b(xy + h) +¢| - [axg + bxg + ¢ ~

h—0 h hi—0 h

2ax,h + ah’ + bh
= }in& 2o +ha - r_lm% (2ax, +ah +b) = 2ax, + b
1= =

Dla kazdego x, € R jest f'(x,) = 2ax, +b. Zatem (ax’ +bx +¢)' = 2ax +b.

4. f(x) =~ D=R- {0} x, € R {0}

_r 1 Xo— (% +h)
limf{x{r““h)—f{xﬁ):lim Xg+h  x, edii (xg + 1) x, _
h—0 h h—0 h h—0 h

~h
— lim (x, + h) x, - lim -1 __ 1
h—0  h h—o (xy +h)x, X2

: ; 1 LN |
Dla kazdego x, € R— {0} jest f'(x,) =3 Zatem (;) -

5. f(x) = vx, D= (0; o), x; € (0;00) — funkcja nie jest rézniczkowalna w punk-
cie 0, bo nie istnieje zadne otoczenie tego punktu zawarte w dziedzinie funkcji.

o L0t =150, R (o = v5s ) (ot 4 v55)
“11’1;1} h h—rﬂ hl—T} h(m*“\.-’rx—u) B

xp+h—x 1 1

= lim = lim =
h—0 h( ,ix[} +h+ T:“) h—0 Xy +h+ /X5 2+/x,
. : ' - P 1
Dla kazdego x; € (0; 00) jest f (x,) = - Zatem (\E) S

Koniec dowodu
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Przyktad €) - zad. 7.4
Obliczymy wartosci pochodnej danej funkcji f w punktach nalezacych do zbioru A.
a) flx)= 3x+x+ 16, A= {—\fi, %, 4}

b) f(x) =+x, A= {2, : 25}

21

Rozwiazanie

a) f(x)= 3x° + x + V6, wiec: b) f(x) = v/x, wiec:
f(x) =6x+1 f’(x)=L
f'(-V2)=-6V2+1 a5

f@=—-=32
f’(l)=2+1:3 22 4
. : 1N V2
@)= e)=%

T SO B §

f(25) = e 10

J

W dalszych rozwazaniach okreslenia ,pochodna” bedziemy zazwyczaj uzywac w od-
niesieniu do funkcji. Jezeli natomiast bedzie nam potrzebna wartos¢ pochodnej
w pewnym punkcie, wyraznie to zaznaczymy.

Zwrocmy uwage na pewna prawidlowos¢ wystepujaca w wyprowadzonych wzorach.

f(x) =x=x' fl(x)=1

glx) = x° g'(x) = 2x

h(x) = j‘c =x"' h'(x) = —% = %
t(x) = Vx = x2 t’fx}=ﬁ=§x'5

Obserwacja zaleznosci migedzy funkcjami i ich pochodnymi prowadzi do sformulo-
wania twierdzenia, ktérego dowod pominiemy.

Dana jest funkcja f(x) = x, gdzie k jest ustalona liczba rzeczywista.
Dla kazdego k £ 0 i k # 1 pochodna funkgji f jest rowna f'(x) = kx* .

327 I
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Przykiad &)
Obliczymy pochodna funkcji f(x) = xv/x dla x > 0.

Rozwiazanie
Zapiszmy wzor funkcji w postaci f(x) = x~.
1 4

fx)=xvx=x'-x3=x3

Stosujemy teraz twierdzenie.

aN! |
f’[x,'l:(xi) B

Dzialania na pochodnych
Niech f i g beda funkcjami rézniczkowalnymi w pewnym zbiorze A. Prawdziwe
53 WZOry:
L (k- f(x)) =k-f'(x) dlakeR
2. (f) +9(x) = f1x) +g'(x)
3. (f(x) - g) = f'(x)-g'(x
4. (f(x)-g(x))' = f'(x)- g(x) + f(x) - g' (x)

(f(x)) f(x)- g(x) = f(x)- g (x)
{x] (g(x])z

, jezeli g(x) #0

Dowod

Udowodnimy trzy z podanych wzoréw. Skorzystamy z twierdzen o dzialaniach na
granicach funkcji podanych w temacie 3 (zobacz: twierdzenie na s. 290).

L (k- f(x) = “mk-f{x+h;—k-f(x) _ lim(k- f(x+h]—f{x]) _

h—0 h
T h_’ﬂf{x+h; f(x) -—k-fr(x]
b flx+h)+glx+h) - f(x)—glx)
2. (f(x)+g(x)) = }:ﬂ]] = =
_ fim (f(X+h) ~ f(x) N g{x+h)—g{x}) B
" h=0 h h B
= lim Jxxh = fix) + lim g+l =gl = ff(x) +gf(x]

h—0 h h—0 h
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I flx+h)  f(x) flx+h)-glx)—glx+h) - flx)
5 f(x) - Hin glx+h)  glx) _ lim glx +h) - glx) _
gl(x) h—0 h h—0 h
flx+h) - glx) - f(x) glx)+ f(x)- glx) - glx+h)- f(x)
=i glx +h) - g(x) _
h—0 h

(flx+h) = f(x) g(x) - £(x) (glx + h) - g(x))
glx+h)- g(x)

=4 p =
(fGe+h) - fx)glx)  flx)(glx +h) - g(x))
o h h _
=i gx +h) - gx)
C (flesm = f(0)gx) . f(x) (g(x +h) - g(x))
lim - lim
= h—0 h =0 h

lim (g{x +h)- g[x))

]
_ %) gx) - f(x)-g'(x)
(90))°

Udowodnienie pozostatych wzoréw pozostawiamy jako ¢wiczenie do samodzielnego
wykonania.

Koniec dowodu

W(x)
Q(x)
jest rézniczkowalna w kazdym punkcie x takim, ze Q(x) # 0, czyli D = D'.

Funkcja wymierna postaci f(x) = (W i Q sa wielomianami zmiennej x)

Przyktad e
Obliczymy pochodng funkgji f(x) = 3x° - 5x + 7.

Rozwiazanie
Korzystamy kilkakrotnie ze wzorow podanych w twierdzeniu.

(3x°— 55t 7)) = (3;:‘:“5')r ~(5x*) +7' =3 (x“)' ~5(x*) +0=
=3.6x>—5-4x° = 18x° — 20x°
Odp.: f'(x) = 18x° - 20x°
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Przykiad €)
Obliczymy pochodne funkgcji: f(x) = %2, glx) = 2 -5, h(x)=x"+ %
Rozwiazanie
flx)=2x, g'(x)=2x, N (x)=2x
Zauwazmy, ze rozne funkcje f, g i h maja te sama funkcje pochodna.

Przykiad @) < zad. 7.5

Wyznaczymy pochodna funkgji zapisanej w postaci iloczynu.
a) f(x) = (22" +1) Gx-7)
b) f(x)=(1+Vx)(x-2) dla x>0

) f{x}=(x3—1)(1+i) dla x #0

Rozwiazanie
Mozemy albo wykonac¢ mnozenie i potem obliczy¢ pochodna, albo wykorzystaé wzor
na pochodna iloczynu. Zastosujemy obydwa sposoby.

a) Isposéb
f(x) = (2x2+ I){3x—?) =6x" —14x" +3x -7
f'(x) = 18x* — 28x + 3

I1 sposob
f’(x) =4x(3x-7) +3(2::c2 + 1) =12x7 —28x+6x" +3 =18x" - 28x+ 3

b) Isposdb 3
f(x)=(1+ﬁ)(x—2)=x_2+xﬁ_2ﬁ=x_2+x5-2@

I
f’[x)=1+%x3—2 ﬁ_l+ \f'_—vi,..— +%v"_—\'§ dla x>0
11 sposéb
f(x)—T{.x 2}+(1+()——ﬁ-v—,_+]+ﬁ-l+ \F-—dlax‘;ﬂ
c) [sposdb
f(x)=(x2—])(1+J—c)=x2+x—1—%

f’(x)=2x+1+% dla x#0

11 sposd6b
f’(x)=2x(1+-l—)-i(x2—l):2x+2—1+i~,,:2x+1+~]—2~ dla x #0
X x- X

x2
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Przyktad @) < zad. 7678
Obliczymy pochodna funkcji

2x% - 5x +3 1
a) f{x}—T dla x#;
b) g(x) =2x+ Y dla x # -3.

Rozwigzanie
a) Skorzystamy ze wzoru na pochodna ilorazu.

: ax®-5x+3) (28 -5x+3) (@x-1)- (22> - 52 +3) (4x - 1)’
f (x) = 4— = 3 =
x—1 (4x—1)
 (Ax-5)(ax—1) - (2x°-5x+3) -4 16x>-24x+5-8x2+20x ~12  8x*—4x -7
(4x — 1) (4x — 1) (4x —1)?
b) Skorzystamy ze wzorow na pochodna sumy i na pochodna ilorazu.
' ' 5 d 0-5(2x+6) 10
= (2 — ) =2 =2-
g (x) = (2x) +(x3+6x+9) " (x+3)4 (x +3)°
L plpen 8 —4x-7 v o 10
Odp.:a) f (x)= S b) g (x)=2 P
Przyktad @) < zad. 7.10
2% =1

Wyznaczymy réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = 3 v punkcie o od-
cietej xy = 2.
Rozwigzanie
D=D"=R-{3}
Réwnanie stycznej ma posta¢ y = ax + b. Punktem stycznosci jest

A= (2, f(2)) = (2, -3), a wspotczynnik kierunkowy a = f'(2).

’ 2x-1)'(x-3)-2x-1)(x-3)" 2(x-3)-(2x-1) -5

= (x-3) ST ®-3? (x-3p
! -5

a=f'@)=—n=-5

y=-5x+b

-3=-10+b — A = (2, -3) nalezy do stycznej

b=7

yi==Dg+ ]

Odp.: Styczna do wykresu funkcji f(x) = ix—_; w punkcie o odcietej x, = 2 ma
rownanie y = =5x + 7,
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) Przyktad @) < zad. 7.15

Wyznaczymy réwnania stycznych do wykresu funkcji f(x) = x” — 6x° + 6x + 4
rownoleglych do prostej y = —=3x - 5.

Rozwiazanie

D=l =R
Styczne majg rownania postaci y = -3x + b.
Wspolczynnik b zalezy od punktu stycznosci. Szuka-
my zatem takich punktow (xn, f (xu)) nalezacych do
wykresu funkgji f, dla ktorych spelniony jest warunek
ff(xn) =-3.

fl(x) =3x°-12x + 6
Rozwigzujemy réwnanie f' (x) = 3.

3x° - 12x +6 = -3

X —4x+3=0

x=1 lub x =3

Rownanie ma dwa rozwiazania, zatem istnieja dwie styczne spelniajace warunki za-
dania. Obliczamy wspolrzedne punktow stycznosci A i B.

f(1)=1-6+6+4=5, czyli A=(1, 5)
f(3)=27-54+18+4 =-5, czyli B = (3, -5)
Do réwnania y = —=3x + b podstawiamy wspolrzedne wyznaczonych punktow.

Dla punktu A mamy:

5=-3-1+b, stad b = 8, zatem styczna w punkcie A ma réwnanie y = -3x+ 8.
Dla punktu B otrzymujemy:

-5 =-3-34Db, stad b = 4, zatem styczna w punkcie B ma réwnanie y = -3x+4.

Odp.: Styczne do wykresu funkcji f(x) = x° - 6x° + 6x + 4 rownolegle do prostej
y=-3x-5 majarownania y=-3x+8 i y=-3x+4.

W kazdym z zadan 7.1-7.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

7.1. Wskaz wartos¢ pochodnej funkeji f(x) = i—j w punkcie x, = -2.

A. 0 B. 1 C. -4 D.5
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7.2. Wskaz liczbe punktow, w ktdérych pochodna funkeji f(x) = Ex: —=x"—-6x+7

jest rowna 0.

A. 0 B. 1 C. 2 D. nieskonczenie wiele
7.3. Wskaz wspolczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji f(x) = xE;II
X
w punkcie o odcigtej x; = 0.
A1 B. -1 C. 0 D. S
7.4. Wyznacz pochodng funkgji f. Oblicz f'(=1), f'(0) i f'(1).
a) f(x)=-v3x ) flx)=+3
b) f(x)=x" -3 d) f(x)=x"-V3x+n
7.5. Wyznacz pochodng funkgji.
a) f(x)=5x"-7x-2 e) f(x)=(2x+3)(x-1)
b) fx) = -3x* -7 D fx)=(x"-1)@4x+5)
ol 8 g i g
c) f(x)-ﬁx 3::: +Xx g) f(x}u(x 5x+'}’)(x 3:.~:+I)
PR U S S . A
d fly=-2+T-% h)f(x)=(9—x)(x +6x)

7.6. Wyznacz pochodng funkcji. Podaj dziedzing D funkcji i dziedzing D' jej
pochodne;.

—

Q) f()= = d) f(x) =2 9 f(¥) = ——=
b) () === &) f(x) = % by £ = Vo
9 f()=—-= 0 flx)=x> V& ) f)=x2 Y5

7.7. Wyznacz pochodna funkgji. Podaj dziedzine D funkcji i dziedzine D' jej
pochodnej.

) S0 = 215 ) S0 =
b) f(0) = o D f(x)= 2

9 9= T3 ) f0)= 3,3
D f6) =5 ) £ =3
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7.8. Wyznacz pochodna funkgji. Podaj dziedzine D funkcji i dziedzine D' jej

pochodne;j.

a) f(x)=;jT;2+3 e) f[x)=;2+l

b S0 = 52 0 S =52

) flx) = ﬁ g) f(x)= 2—(4{—1:2)

@) fo) = 522 h) f(x) = o

7.9. Wyznacz dziedzine i oblicz pochodng funkcji f(x) = ;__i - xzf] . Zapisz

wynik w postaci ilorazu dwoch wielomianow.

7.10. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji y = f(x) w punkcie o poda-
nej odcietej x;,.

a) f(x):xz—x—l X9 =3
2 A 1 1 _

b) f{x)—-j-x —2x+§2*—lg xﬂ—l
x - 4x

c) f(x)= = Xy =0

7.11. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = v/x — 1 w punkcie
orzednej y, = 2.

7.12. Wyznacz réwnania stycznych do wykresu funkeji f(x) = x* + x” -2 w punk-
tach, w ktérych wykres funkcji przecina of x.

7.13. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = —ixl +2x -1 na-

chylonej do osi x pod katem 45°.,

7.14. Prostaorownaniu y = x+5 przecina parabole o rownaniu y = 2x% +3x + 1
w punktach A i B. Wyznacz réwnania stycznych do tej paraboli poprowadzonych
w punktach A i B.

2Xx—=3

7.15. Wyznacz rownania stycznych do wykresu funkcji f(x) = prostopa-

diych do prostej o réwnaniu y = —3x - 5.
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3
x+ax+1

7.16. Punkt P = (-1, 1) nalezy do wykresu funkcji f(x) = A b# 1.

Styczna do wykresu tej funkcji poprowadzona w punkcie P jest prostopadta do pro-
stej o rownaniu y = 2x + 3. Wyznaczaib.

7.17. Danajest funkcja f(x) = 2mx”—(m+1)x—1. Dla jakiej wartoéci parametru m
styczna do wykresu funkcji f poprowadzona w punkcie o odcietej 1 jest rownolegla
do prostej o rownaniu y = 8x7?

7.18. Dla jakich wartosci parametru k o$ x jest styczna do wykresu funkcji
f(x) = x4 kx— 27

# 7.19. Danajest funkcja f(x) = 2x”*+1. Wyznacz wsp6trzedne takich punktéw A i B
nalezacych do wykresu funkcji f, aby styczne do wykresu poprowadzone w tych
punktach przecinaly sie na osi rzednych pod katem prostym.

1. Dana jest funkcja f(x) = T%; Ocen prawdziwosc podanych zdan.

A. Dla kazdego x € R — {-3} zachodzi f’(x) < 0.
B. f'(0) < f'(1)
C. f'(0) > f'(-4)

sz —3x+1
2x2 + 1

2. Wyznacz pochodng funkeji f(x) =

3. Wyznacz rownanie stycznej do wykresu funkcji

flx)= »

w punkcie o odcietej x, = 1.

x’—4x+4

4. Wyznacz réwnanie stycznej do paraboli o réwnaniu y = 2x° — 4x + 3

rownoleglej do prostej o rownaniu y = 2x.

5. Wyznacz réwnania tych stycznych do wykresu funkeji f(x) = x* + 4, ktére
przechodza przez poczatek ukladu wspoétrzednych.
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Najszybszy cztowiek swiata

Jamajczyk Usain Bolt to niekwestionowany krol sprinterow —
nikt na swiecie nie biega tak szybko jak on. Nic wiec dziw-
nego, ze jest bohaterem wielu prac naukowych z roznych
dziedzin, m.in. biomechaniki, kinematyki, antropometrii.
Jak szybko moze on biec?

Dane z najszybszego biegu

Rekordowa predkosc Bolt osiagnat w 2009 r. na mistrzo-
stwach swiata w Berlinie. Ustanowit tam aktualny rekord
swiata w biegu na 100 m wynikiem 9,58 s.

Oto miedzyczasy Bolta po kazdym 10-metrowym odcinku:

Droga s Czast | Do wyznaczenia predkosci
m | B maksymalnej potrzebowaliby-
10 ! 188 smy danych z ciagtego pomiaru

‘ predkosci, a takimi nie dysponuje-
20 2,88 | my. Sprobujemy wiec odtworzyc
30 3.78 | zaleznosc predkosci od czasu na

|

- podstawie tych 10 pomiaréw.
40 4,64

50
60
70
80
90

Klopotliwy nadmiar informacji

Podczas omawianego biegu laserowy pomiar waty m.in. zmiany predkosci w roznych fazach
odlegtosci umozliwit zebranie danych z cze- krokéw stawianych przez biegacza, co utrud-
stotliwoscia 100 klatek na sekunde, czyli ok. niato interpretacje wynikow. Dlatego naukow-
1000 pomiarow. Na ich podstawie, wyko- cy za pomoca metod statystycznych znalezli
rzystujac rachunek pochodnych, stworzono wygtadzong krzywa predkosci, wyczyszczong
wykres zaleznosci predkosci Usaina Bolta od z tych waharn (czerwona krzywa na wykresie).
przebytej drogi (niebieska krzywa na wykre- Dopiero z takiej krzywej odczytali m.in. mak-
sie). Pomiary byly tak precyzyjne, ze rejestro- symalna predkosc Bolta: 12,29 m/s.



-

Wyznaczanie predkosci maksymalnej

o Zaczynamy od znalezienia wzoru funkciji, ktora jak najle-
piej pasuje do danych z tabeli. Skorzystamy z narzedzi,
tore oferuje dziat matematyki zwany modelowaniem

dhiyslyc.znym i i
Poszukiwania zawezimy do funkcji wielomianowych
jak najnizszego stopnia, by obliczenia nie byly zbyt

l uciazliwe. 40+

Za pomoca programu komputerowego znajdujemy
wielomian szostego stopnia, ktory ze wszystkich takich
wielomianow jest najlepszym przyblizeniem nieznanej | | |
- - " = s . L . ] ¥ F
krzywej obrazujace| zaleznosc drogi od czasu. 1 4 7 10 t[s]

104

s(t) = 2,058827322 - 107*t° — 7,567145067 - 107°t° + 1,133345484 - 107"t - 9,142029249 - 107't* +
+ 4,406474759¢ - 3,942043457 - 107"t — 3,943176944 - 107~*

9 Z zaleznosci drogi od czasu wyprowadzamy wzor na Ay [m/s] |
predkosc. Pochodna drogi jako funkcji czasu to wiasnie T |
predkosc: vit) = s'(t).

104
W naszym przypadku:

vty = s'(t) = 0,0012352963932¢° - 0,0378357253350t" +
+ 0,4533381936000t* - 2,7426087747000 +
+ 8,8129495180000¢ — 0,3942043457000

iz wystarczy wyznaczy¢ maksimum lokalne funkcji v.
rogram komputerowy podaje, ze maksimum lokalne,

ne w przyblizeniu 12,32 m/s, funkcja v przyjmuje dla y
,89 5. Zgodnie z naszym modelem statystycznym : | : =
Bolt najwieksza predkosé rowna 12,32 m/s osia- 9 1 A 7 10 t[s]
 siodmej sekundzie biegu.

' t : F i -
0 20 40 60 80 s[m]
Zrodio: www.worldathletics.org

Uwaga. Os pozioma to droga, a nie czas

(jak w naszym modelu).



8. Pochodna funkcji ztozonej

Umiejetnosci:
* wyznaczanie dziedziny funkcji zlozonej
* obliczanie pochodnych funkcji ztozonych

Pojecie funkcji ziozonej

Niech F(x) = Vx* + 2x + 8.

Dla kazdego x € R mamy x° + 2x + 8 > 0, wiec dziedzing funkcji F jest zbior liczb
rzeczywistych, co zapiszemy, tym razem z wyraznym wskazaniem funkcji: Dy = R.

Obliczmy warto$¢ funkcji F na przyklad dla x, = 2:
F(2)=V22+2-2+8=116=4

Zauwazmy, ze czynnos$¢ te wykonujemy w dwoch krokach.

Krok 1: Wyznaczamy warto$¢ wielomianu u = f(x) = x° + 2x + 8.
uy, = f(2) =16

Krok 2: Wyznaczamy warto$¢ pierwiastka zmiennej u, czyli y = g(u) = u.
¥y = g(16) = V16 = 4, inaczej: y, = g(f(2)) = V16 =4

Na funkcje F skltadaja si¢ zatem dwie funkgje: f i g o dziedzinach Dy = R

i D, = (0; o0).
A

Opisang wyzej sytuacje przedstawimy teraz ogolnie. Niech dane bedg trzy zbiory:
A, BiC. Elementy zbioru A nazwiemy x, zbioru B - u, a zbioru C - y.

Na zbiorze A okreslona jest funkcja f, ktorej wartosci naleza do zbioru B, a na zbio-
rze B okreslona jest z kolei funkcja g, ktérej wartosci nalezg do zbioru C. Funkcje
zostaly okreslone w taki sposadb, ze kazdemu x € A odpowiada element u = f(x)
nalezacy do zbioru B, ktéremu z kolei odpowiada element y = g(u) w zbiorze C.,

Zatem kazdemu x € A odpowiada dokladnie jeden element y = g( f(x)) € C. Ina-
czej mowiac, na zbiorze A zostala okreslona (na rysunku oznaczona kolorem czer-
wonym) funkcja F(x) = g(f(x)).
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Funkcje F(x) = g(f(x)) nazywamy funkcjg zlozong z funkcji f i g oraz zapisu-
jemy krotko F = go f. Taki zapis oznacza, Ze, mowiac potocznie, pierwsza dzia-
tajaca funkcja (nazywana funkcjg wewnetrzng) jest funkcja f, a nastepna (funkcja
zewnetrzng) - funkcja g.

Omowilismy przyklad zlozenia dwdch funkcji. W podobny sposéb mozna okresli¢
zlozenie trzech i wigkszej liczby funkcji.

Przyktad €) « zad. 8.4

Okreslimy dziedzine podanej funkcji ztozonej oraz rozlozymy te funkcje na funkgcje:
wewnetrzng f i zewnetrzng g.

a) F(x)=Vx*-x-6 ¢) F(x) =sin’ x e) F(x)=log (] = xz)
b) F(x) = V4x-x2 -6 d) F(x) = sinx’ f) F(x)=/log,x

Rozwiazanie

a) F(x)=Vx’-x-6
X' -x-620 & x € (—o0; —2) U (3; 00), wiec Dy = (—o0; —2) U (3; o0)
F=gof, gdzie u= f(x) =x" —x-6, g(u) = Vu

b) F(x) = Vdx—x*-6
Dla tréjmianu 4x — x* — 6 mamy A < 0, wiec dla kazdego x € R zachodzi
4x — x° — 6 < 0. Zatem dziedzina tak okreslonej funkcji F jest zbiorem pustym -
co oznacza, ze taka funkcja nie istnieje.

c) F(x) = sin” x

Dp =R, u= f(x) =sinx, g(u) = u
d) F(x) = sinx’

Dp =R, u= f(x)=x", glu)=sinu
e) F(x) = log (I —xz)

1-x">0 & xe (-1 1)
Dp=(-1;1), u= f(x) =1-x%, g(u) =log u

f) F(x) = y/log, x

x>01ilog,x20 & x¢€(l; c0)
Dp = (1; c0), u = f(x) =log, x, g(u) = Vu

Podamy jeszcze twierdzenie, ktorego dowod pominiemy.

339 .
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Zlozenie funkcji ciaglych jest funkcja ciagla.

Pochodna funkcji ztozonej

Do obliczania pochodnej funkgji zlozonej wykorzystamy twierdzenie, ktorego dowod
pominiemy.

Twierdzenie §

Jezeli w danej funkcji ztozonej F = go f funkcja f ma w punkcie x, pochodna
f'(xy), afunkcja g ma w punkcie u; = f(x,) pochodna g'(u), to funkcja
ztozona ma w punkcie x, pochodna F'(x,) réwng iloczynowi g' (1) - f'(x,).

Fr(xu) = g’(f(xﬂ)) ' fr(xu)

Twierdzenie to uogélnimy na funkcje pochodne, przy zalozeniu, ze funkcje f i g s3
rozniczkowalne odpowiednio na zbiorach Dy 1 Dy, i zapiszemy w postaci wzoru:

F'(x)=g'(f(x))- f(x)
Zatem pochodna funkcji ztozonej rowna si¢ iloczynowi pochodnej funkcji zewnetrz-
nej i pochodnej funkcji wewnetrznej.

Przyktad @) < zad. 85
Obliczymy pochodng danej funkgji zlozonej F.
a) F(x) = (x3 ) 1)12 b) F(x) = V3x*+5

Rozwiazanie
Najpierw rozkladamy funkcje F na funkcje: wewnetrzna i zewnetrzna. Nastepnie ko-
rzystamy z twierdzenia i wyznaczamy pochodna F'.

a) F(x) = (x*+24'-1)", Dy =R

u= f(x) =x +2x° -1, glu) = u'

f'(x) =3x* +4x, D =R «— funkcja f jest wielomianem i jest rozniczkowalna na R

Z

g’{u} =12u'!, Dg; =R «— funkcja g jest rézniczkowalna na R
Zatem zgodnie z twierdzeniem, F'(x) = _g"(f[x)) - f’(x), czyli:

11
Pr(x) =12 (x3 +2x - 1) : (3\.3'1:.'2 - 4:x:) — wewzorze g (u) = 12u'’ wracamy
do zaleznoéci u=x" +2x° -1
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b) F(x) = V3x*+5, D =R —3x*+5> 0 dlakaidego x € R
u= f(x) =3x" +5, g(u) = \u

f"[x) = 12x°, D =R «— funkcja f jest wielomianem i jest rdzniczkowalna na R
' 1 . o _
g (u) = a Dgr = (0; oo) «—— funkgja g jest rézniczkowalna na (0; o)
Zatem zgodnie z twierdzeniem, F'(x) = g'(f(x))- f (x), czyli:
1 3 5x3 1
Fl(x) = ———— -12x° = — we wzorze g (1) = —= wracam
() 2V3xt +5 V3xt+5 4 2u ¥

o 4
do zaleinosci u=3x" +5

Przykiad ) < zad. 86,87
Wyznaczymy dziedziny D, D' funkgji fi f', a nastepnie obliczymy wartoé¢ pochod-
nej f' w punkcie x, € D'.
a) f(x) = (x? X +x+ 2)3, xg =1 b) f(x)= Vx*-6x+8, x5 =-2
Rozwiazanie
a) f(x)= (x?—x5+x2+2)3, D=R
f’(x) = 3(x? — +2)2 . (?xﬁ— 5x% + zx), D' =R
fl(1)=3-(1-1+1+2)*-(7-5+2)=108

b) f(x) = Vx?—6x+8, D= (—00; 2) U (4; 00)

] 1 x-3

(x) =(2x - 6) - = 3
/ 2Vx2—6x+8 Vx2-6x+8
- 5

A s %

D' = (~o00; 2) U (4; o0)

Przyktad @) < zad. 8.8
Napiszemy réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = Vx* + 3 poprowadzonej

w punkcie o pierwszej wspolrzednej x, = 1.
Rozwiazanie

D=R
Funkcja f jest rézniczkowalnai D' = R, wiec istnieje styczna do wykresu funkgji f
w punkcie o pierwszej wspolrzednej x,, = 1. Styczna ma rownanie postaci y = ax+b,
gdzie a = f'(1). Ponadto styczna przechodzi przez punkt (x,, f(x,)) = (1, 2).

1 X
f’(x):Zx- =
2Vx2+3  Vx2+3

:z:f’(l):%, wiec y=%x+b

341 IS



B 342 Dziat 4. Analiza matematyczna

|
= 5 +b «— punkt (1, 2) nalezy do stycznej

b= 1%, czyli réwnanie stycznej: y = %x + 1% (lub x -2y +3=0).
Odp.:x-2y+3=0

W kazdym z zadan 8.1-8.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie,

8.1. Wskaz dziedzine funkcji ztozonej F(x) = cos(log x).
A. R B. (-1; 1) C. (0; o0) D. (0; o0)

8.2. Wskaz funkcje zewnetrzna funkgji ztozonej F(x) = log” x.
A. g(u) =u B. g(u) = u C. g(u) =log u D. g(u) = 3u

8.3. Wskaz dziedzing funkcji pochodnej Dy dla funkcji f(x) = Va2 + 3x - 10.
A. Dfl = <—5; 2) C. Df: = {—Oﬂ; —5} I (2-; DO)
B. Df’ = (—o0; =5) U (2; oc) D. Df’ = (-5; 2)

8.4. Okresl dziedzing funkcji F, rozloz F na funkcje: wewnetrzna i zewnetrzna.

a) F(x) = (3x-1)° e) F(x)=V-x?+3x-5

b) F(x) = Vdx -3 f) F(x)=Vx®+2x? - 15x

c) F(x) = (sz — 4x + Il);r g) F(x) = V-x2 - 5x + 14

d) F(x) = Véx2 + 18x h) F(x) = V2x3 - 3x2 + 7x

8.5. Rozloz funkcje F na funkcje: wewnetrzna i zewnetrzna, oblicz pochodna F'.
2) Fx) = (x*~8x+17)" Q) F(x) = Vx'—x + 4%

b) F(x) = V¥? + l4x d) F(x) = V12 + 6x — 4x2 — 2

8.6. Wyznacz dziedziny D i D' funkeji fi f', a nastepnie oblicz wartoé¢ pochod-
nej f' w punkcie x, € D',
4
a) f{x)=(x2+2x-2) Xg = —2
b) f[.:r:}=(.:~c5—2:.";'3+;vr:2+4?r.1r:+1)3 xq = —1

c) f(x)= (f —~ 3" 3 %)5 Xg = V2
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8.7. Wyznacz dziedziny Di D' funkgji fi f', a nastepnie oblicz wartoéé pochodnej
f" wpunkcie x, € D'

a) f(x)=vVx*-2x-8, x,=-3 c) f(x)=6Vx’—4x, x,=-1

b) f(x)=V1I-x-2x% x,= —% d) f(x)=Vx?-4x!, x,= é

8.8. Napisz rownanie stycznej do wykresu funkcji y = f(x) poprowadzonej
w punkcie o pierwszej wspolrzednej x,,.

a) f[x)=(3x+l)4, x{}:—% ). Flx)=Nxr—%~2 Xy=3

b) f(x) = (ixz - 2)3, 2y =2 d) fx) = Vot 1328, %=1

8.9. Wyznacz rownanie stycznej do wykresu funkeji f(x) = Vx? + 4x + 9 w punk-
cie o rzednej y, = 3.

8.10. Wyznacz réwnania stycznych do wykresu funkcji f(x) = (x3 - 1)? w punk-

tach, w ktorych wykres funkcji przecina os x.

8.11. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = Vx* + 18 w punkcie
o odcietej x; = 3 ipodaj kat nachylenia tej stycznej do osi x.

1. Dana jest funkcja F(x) = log, sin x. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Dy = (0; o0)

B. Funkgja F jest funkcja zlozong i f(x) = sin x jest funkcja wewnetrzng funkcji F.
C. Dla kazdego x € Dy zachodzi F(x) < 0.

2. Wyznacz pochodng funkcji f(x) = 3xVx? + 1.

3. Wyznacz rownanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = (.ac‘l + 1)5 w punkcie
o odcietej x, = 0.

4. Wyznacz rownanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = v2x + 3 w punkcie o od-
cietej x, = 3.

5. Wyznacz z dokladnoscia do 1° kat, pod jakim przecinaja si¢ wykresy funkcji
Flx) = ~ oraz g(x) = x°. Podaj wspétrzedne punktu przeciecia obydwu wykresow.
X
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9. Monotonicznosc i ekstrema
funkcji rézniczkowalnej

Umiejetnosci:

* korzystanie z wtasnosci pochodne] do znajdowania przedzialéw monotonicznosci
funkcii

* wyznaczanie wartosci ekstremalnych funkciji

Pochodna funkcji bedziemy stosowac do badania monotonicznosci funkcji. Zacznie-
my od wskazania zwigzku miedzy znakiem ilorazu réznicowego a faktem, ze funkcja
jest rosnaca lub jest malejaca.

* Funkcja f:(a; b) — R jest rosnaca w przedziale (a; b) wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdej pary liczb x,, h # 0 takich, ze x;, € (a; b) i x,+ h € (a; b)
o= fls) ,

prawdziwa jest nierownosc

* Funkcja f:(a; b) — R jest malejaca w przedziale (a; b) wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdej pary liczb x,, h # 0 takich, ze x, € (a; b) i x,+ h € (a; b)
f(xo +h}1—f(xu} <0.

prawdziwa jest nier6wnosc¢

Dowod

* Funkcja f jest rosnaca w przedziale (a; b) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej pa-
ry argumentow nalezacych do tego przedzialu wieksza wartosc przyporzadkowuje
wigkszemu z nich. Oznacza to, ze liczby h oraz f(x, + h) — f(x,) maja ten sam

Slxg +h) - f(x)

h

» Funkcja f jest malejaca w przedziale (a; b) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej pary
argumentow nalezacych do (a; b) wigksza wartosc przyporzadkowuje mniejszemu
z nich. Oznacza to, ze liczby horaz f(x, + h)— f(x,) maja przeciwne znaki, czyli

f(xﬂ-i_h}z_f(xﬂ) < 0.

znak, czyli spelniona jest nieréwnos¢ > 0.

spelniona jest nierownosc

Koniec dowodu

Zauwazmy, ze dowod twierdzenia nie zmieni sig, jezeli przedzial (a; b) zastapimy przedziatem (1)
(a; oo) lub przedzialem (—oo; b), lub zbiorem R.
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Pochodna f'(x,) jest granicg ilorazu réznicowego

fxq+h) = f(xp)
- ;

Przyjmijmy, ze pochodna w punkcie x; jest
dodatnia. Wynika z tego, ze dla dostatecz- Przypomnijmy: (@)
nie malych wartosci h iloraz réinicowy tez Jesli granicg ciggu jestliczba dodatnia,

przyjmuje wartosci dodatnie. Jesli nieréwnosé to prawie wszystkie wyrazy tego ciagu
sa dodatnie. Podobnie - jesli granica

r . f +
f (xn) > 0 jest spetniona dla kazdego punk- ciggu jest liczba ujemna, to prawie
tu x, € (a; b), to funkcja f jest w przedziale wszystkie wyrazy lego ciagu sa
(a; b) rosnaca. ujemne.

Analogiczne rozumowanie prowadzimy dla
ujemnej pochodnej w punkcie x; i funkcji
malejacej.

Podsumowaniem tych rozwazan jest twierdzenie, ktérego dowdd pominiemy.

=5 = =
[[ Twiard>zania

] AZenie |
| YASERALER NS,

Dana jest funkcja f okreslona i rézniczkowalna w przedziale (a; b).
* Jezeli f'(x) >0 dla kazdego x € (a; b), to funkcja f jest w tym przedziale
rosnaca.

o Jezeli f'(x) <0 dlakazdego x € (a; b), to funkcja f jest w tym przedziale
malejaca.

Uwaga: Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.

Na przykiad funkcja f(x) = x° jest rosngca w zbiorze liczb

rzeczywistych, a jej pochodna f'(x) = 3x* ma miejsce ze-

rowe rowne 0.

Mozna udowodnié twierdzenia stabsze:

 Jesli funkcja f jest w przedziale (a; b) rosnaca i réznicz-
kowalna, to dla kazdego x € (a; b) prawdziwa jest nie-

rownosé f’(x} = 0.

=y

» Jesli funkcja f jest w przedziale (a; b) malejaca i réznicz-
kowalna, to dla kazdego x € (a; b) prawdziwa jest nie-
rownosc f’(x} < 0.

Przyktad €)

Zbadamy monotoniczno¢ funkcji f(x) = x° — x* + 5x - 11.
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Rozwiazanie
Wyznaczamy pochodna funkgji f: f'(x) =3x*-2x+5, D=D" =R
Badamy znak pochodnej. Rozwiazujemy nieréwnos¢ f "(x) > 0.
3x - 2x+5>0, A=-56
f'(x) >0 dla x € R, zatem funkcja f jest rosngca w calej dziedzinie.

Odp.: Funkcja f(x) = x° — x* + 5x — 11 jest rosnaca w R.
J

W temacie 5 oméwilismy whasnosci funkgji ciaglych. Przypomnijmy niektére z nich.

* Wielomiany, funkcje wymierne, trygonometryczne oraz f(x) = v/x sg funkcjami
ciaglymi.

* Jezeli y = f(x) jestciagla, to ciagle sa funkcje: y = —f(x), y = | f(x)|, ¥ = f(-x).

* Jezeli funkcja f jest ciaglta w przedziale domknietym (a; b) ijest rosngca (malejaca)
w przedziale (a; b), to jest rosnaca (malejaca) w przedziale (a; b).

Przyktad @)  zad. 9.4-9.6
2x

Wyznaczymy przedzialy monotonicznodci funkeji f(x) = — L
2

Rozwiazanie

; 2-(x*+1)-2x-2x _2x%42 ,
! (x) = bl ., D=D'=R
AL (x2+1)° (x2+1)°
2
e fll)>0 0 X 25060 25224250 0 2(x+1)(x-1)>0 &

(x2+1)°

e xe(-1;1)
Zatem w przedziale (—1; 1) funkcja f jest rosnaca.
* f;[x) <0 & x € (—o0o0; =1)U(1; o).

W kazdym z przedziatow (—oo; —1) oraz (1; oo) funkcja f jest malejgca.

Przypomnijmy: z tego, ze funkcja f(x) = jest malejaca w kazdym z przedzia-

x2+1
low (—o0; 1), (1; c0), nie wynika, Ze jest malejaca w zbiorze (—oo; —1) U (1; 00).
Mozna sig¢ o tym przekonac, przy-

gladajac sie wykresowi tej funkgji, 0 (G -
ktory prezentujemy obok. F—— 1 y=AE)
Odp.: Funkgja f(x) = Y jest 3 | -

malejaca w przedziale (—oo; —1),
rosngca w przedziale (-1; 1) i ma-
lejaca w przedziale (1; o).
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Ekstrema funkcji

Kiedy badamy wlasnosci réznych funkgji, czesto szukamy warto$ci maksymalnych
i minimalnych przyjmowanych w okre§lonym przedziale. Zagadnieniem tym do-
kladniej zajmiemy sie¢ w nastgpnym temacie, natomiast teraz zdefiniujemy pojecia,
z ktorych bedziemy korzystac.

Przyjrzyjmy sie rysunkom.

y 1 yJL

e LA e LT T R T/ T TR [T
Zwrocmy uwage na punkt x,, w ktoérym kazda z funkcji f, g i h lokalnie przyjmuje
wartos¢ najwieksza. Funkcja g rowniez w punkcie x; ma lokalnie wartos¢ najwigksza.

m )

Funkcja f ma w punkcie x, € D maksimum o | y=fx)

f(x;), jesli istnieje takie otoczenie punktu x; |

zawarte w D, ze dla wszystkich x # x i E 1

z tego otoczenia zachodzi nieréwnosé: o _
f(x) < f(xo) Ple sats 2

Podobnie okreslamy minimum funkcji w punkcie.

 bosnici | ~

Funkcja f ma w punkcie x;, € D minimum y=x)
f(x;), jesli istnieje takie otoczenie punktu x, l
+ s 1 |
zawarte w D, ze dla wszystkich x # x; | I
T 1
z tego otoczenia zachodzi nierownosc: T .
Flx) > f(x,) 0[x—c % xte X

Mowimy, ze funkcja y = f(x) maw punkcie x,, ekstremum, jezeli ma w tym punkcie
maksimum lub minimum.
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Zauwazmy, ze funkcja moze przyjmowac ekstremum w nieskonczenie wielu punk-
tach nalezacych do dziedziny.

Na przyklad funkcja f(x) = cos x:

» we wszystkich punktach postaci x; = 2kn (k € Z) ma maksimum réwne 1,

» we wszystkich punktach postaci x; = n+ 2kn (k € Z) ma minimum réwne —1.

Funkcja nie musi by¢ rézniczkowalna w punkcie, w ktérym ma ekstremum, np. nie-
posiadajaca w x; = 0 pochodnej funkcja f(x) = |x| ma w tym punkcie minimum.

Natomiast jezeli funkcja jest rézniczkowalna w punkcie, w ktérym ma ekstremum,
to styczna do wykresu w tym punkcie jest rownolegta do osi x. Zachodzi zatem na-
stepujace twierdzenie.

Jezeli funkcja f okreslona i rézniczkowalna w przedziale (a; b) ma ekstremum
w punkcie x, € (a; b), to ' (x,) = 0.

Dowaod

Zgodnie z definicjg funkcja f ma w punkcie x; € (a; b) maksimum wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje takie otoczenie U punktu x,,, ze dla wszystkich punktow x # x,
z tego otoczenia zachodzi f(x) < f(x,), a wiec f(x)— f(x,) < 0. Aby skorzystac
z definicji pochodnej, zapiszemy x w postaci x = x, + h, gdzie x, + heU i h# 0.
Mamy wiec f(x,+h)— f(x,) <0 dla h#0 i x,+heU.

Slxg +h) = fx) flxg+h) = fx)
p p < 0.

Jezeli h <0, to

>0, agdy h>0, to
Wynika stad, ze:

lim flxo + h) - f(x) 8 7 Tim f(xq+h) —f(xn) <0
hi—0 h h—(* h
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7 zalozenia wiemy, ze pochodna f'(x,) istnieje, wiec obydwie pochodne jednostron-
ne musza by¢ jej réwne. Zatem z otrzymanych nieréwnosci f'(x,) =0 f'(x,) <0
mamy f"(xp) = 0.
Dowdd twierdzenia w przypadku, gdy f ma w punkcie x; € (a; b) minimum, prze-
biega analogicznie.

Koniec dowodu

Warunek podany w twierdzeniu jest warunkiem koniecznym, ale nie wystarcza,
by funkcja miata ekstremum. Na przyktad funkcja f(x) = x° nie ma ekstremum

w punkcie 0, chociaz f'(0) = 0. Dlatego do wyznaczania ekstremow funkji stosuje
sie inne twierdzenie — warunek wystarczajacy do tego, by funkcja rézniczkowalna
miala ekstremum w punkcie x;.

Dana jest funkcja f okreslona w pewnym otoczeniu (x, — & x; + €) punktu x;
i rozniczkowalna w punkcie x;,.

Jezeli spelnione sg warunki

* fl(x%) =0,

o flix)>0dlaxe(xp—gx;) i f(x)<0 dlaxe€(x;x5+¢)

to funkcja f ma w punkcie x; maksimum.

Jezeli natomiast spelnione sg warunki

* f'(x) =0,

* flix)<0dla xe(xg—&x,) i f(x)>0 dla x € (x5 x;+8),

to funkcja f ma w punkcie x; minimum.

Warunki podane w twierdzeniu oznaczaja, ze w punkcie, w ktérym funkcja réznicz-
kowalna ma ekstremum, pochodna tej funkcji zmienia znak.

=y

7 %,

/A

W punkcie x; funkcja f ma maksimum: W punkcie x; funkcja f ma minimum:

dla x < x, jest f'(x) >0, dla x < x, jest f'(x) <0,
dla x > x, jest f (x) < 0. dla x > x, jest f'(x) > 0.

340 IS
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Przykitad ) « zad. 9.7

Zbadamy, czy funkcja f(x) = x° + 3x” + 5 ma w jakim$ punkcie ekstremum. Jesli
tak, to okreslimy, czy jest to minimum, czy maksimum oraz obliczymy jego wartosc.

Rozwiazanie
fl(x)=3x*+6x=3x(x+2), D=D'=R
fl(x)=0 & x=-2lubx=0, f(-2)=-8+12+5=9, f(0)=5
fl(x) >0 & x € (—o00; =2) U(0; o0)
f'(x)<0 & xe(-20)

Zebrane informacje zestawiamy w tabeli. W drugim wierszu zapisujemy wiasnosci
pochodnej - jej znak w odpowiednich przedzialach oraz miejsca zerowe. W trzecim
- wlasnosci funkcji: odpowiedni znak monotonicznosci, nazwe ekstremum (o ile wy-
stapito) i jego wartosc.

X (—o0; =2) | -2 | (—=2; 0) : 0 (0; o0)
fl |+ 0 - | o |+
9 5
fx) : . maks | * min | 4

Odp.: W punkcie x = -2 funkcja f ma maksimum réwne 9, a w punkcie x = 0 ma
minimum réwne 5,

Przykiad @) « zad. 98

Wyznaczymy ekstrema funkcji f(x) = Z_1

Rozwiazanie
' _va(xz—l)-xz-zx_ —2x
S (22 - 1) (2 -1)”
flx)=0 & x=0, f(0)=0
fl(x)>0 & -2x>0ixeD & xe(-o00; -1)U(-1;0)
fl(x)<0 & xe(0;1)u(l; o)

D=D'=R-{-1, 1}

X (—o0; —1) -1 (—1; 0) 0 | (0; 1) 1 (1; o0)
f(x) + nie istnieje + 0 | = nie istnieje —
0
F L G g » it g
f(x) nie istnieje maks | N nie istnieje N

Odp.: W punkcie x =0 funkcja f ma maksimum réwne 0.
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L) Przyktad @ < zad.9.12

Dla jakiej wartosci parametru m funkcja f(x) =

II+ mx
x2+2

ma maksimum w punkcie 2?

Rozwiazanie
B R (2x+m}~(x2+2)—(x2+mx)-Zx* —mx” +4x + 2m
fx)= (2 + 2)? =t (x2 + 2)2
Aby funkcja f miata ekstremum w x = 2, musi by¢ spetniony warunek f'(2) = 0.
—m-2"+4-2+2m
(22 +2)°

Jezeli m =4, to f'(x) =

, b=D'=R

=0 -2m+8=0 m=4

—4x® +4x + 8
(22 +2)°
Zbadamy znak pochodnej, zeby sprawdzic, czy w punkcie x = 2 funkcja f rzeczy-
wiscie ma maksimum,
f’[x) _ —4x° +4x+8 _ —4(12—-’5—2) _ 4(x+1)(x-2)
(x2 +2)* (x2 +2)° (x% +2)*
f"(x) >0 & xe(-1; 2), ff{xj <0 & x€(—o0; =1)U(2; o0).

¥ |(os-1| -1 | 12| 2 | @
: o h - | . : . ; —
f(x) % ‘ | 2 maks | N
Qdp.: Dla m = 4.

Przyktad ) < zad.9.16

ix - _ X =2x+3
Zbadamy wlasnosci funkcji f(x) = Tr2x—3
Takie zadanie nazywamy badaniem przebiegu zmiennosci funkji.

Obliczenia zostawiamy do samodzielnego wykonania,

i naszkicujemy jej wykres.

Rozwiazanie
1.D=D"=R-{-3, 1} — P +2x-340 & x#-3ix#]
2. Zauwazmy, ze dla kazdego x € R zachodzi x* —2x+3 > 0, zatem:
* funkcja f nie ma miejsc zerowych,
e f(x)>0 & x€(-00; -3)U(l; ), f(x)<0 & xe(-31).
3. Wyznaczamy granice funkcji na koncach przedzialow okreslonosci.

lim f(x)=1, ]il_T%_ f(x) = oo, lim3+ f(x) = —o0,

X——00

ﬁinll_ f(x) = —o0, linli+ f(x) = oo, Jl_]:ga Fx) =1
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4. Asymptota pozioma w +oco jest prosta y = 1, asymptotami pionowymi s proste:
x=-3, x=1
4x(x - 3)

(x2 +2x-3)"
6. Po uwzglednieniu dziedziny pochodnej mamy:

° f’[x):ﬂ & ox=0Iubx=3,

s fl(x)>0 & x e (—o00; =3) U(=3; 0) U (3; o),

o fl(x)<0 & xe(0;1)U(l; 3).

5. Wyznaczamy pochodna funkgji: f'(x) =

7. Zebrane informacje zestawiamy w tabeli.

% | oo:-3] -3 (o o [©) L | (153)

3| (3 00)
f'(x) + nie istnieje + 0 | - | nie istnieje | - 0 +
1
-1 -
o0 e E——— 00 2 1
i 7
flx) | nie istnieje | _ o, 7| | Moo | Di€istnicje b el

8. Wykonujemy szkic wykresu funkcji.

y=flx)|

9. Odczytujemy liczbe rozwigzan rownania f(x) = m zaleznie od wartosci

: e 1 ; ; ,
parametru m: nie ma rozwiazan dla m € (—1; -), ma jedno rozwiazanie

dla m € {ul, %, l}, ma dwa rozwiazania dla m € (—oo; —=1) U (%, 1) U (1; oo0).

10. Zbiorem wartosci funkcji jest suma przedzialow (—oo; —=1) U <:21-, oo).
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W kazdym z zadan 9.1-9.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

9.1. Wskaz punkt, w ktorym funkcja f(x) = %xj = i—xl —2x+ 1989 ma maksimum.

Ax=< B. x =1 C.x=2 D.x=0
9.2. Wskaz punkt, w ktérym funkeja f(x) = i—x4 ~x° ma minimum.
A.x=0 B. x=1 C.x=2 D.x=3

9.3. Wskaz zbior, w ktérym funkcja f(x) = 4 — x* jest malejaca.
A. (-2; 2) B. (—V2; o0) C. (—o0; 0) D. (0; c0)

9.4. Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkgji.
2

_iE e B _ X
a) f(x)=x" —-6x"+12x-1 c) flx) 2P
2
b) f(x)=x" —3x* +4 d) f(x) = %*-‘
3
9.5. Wyznacz przedzialy, w ktorych funkcja f(x) = }.(;T?-) jest malejaca.

9.6. Wyznacz przedzialy monotonicznodci funkcji f(x) = V-x2 + 4x + 12,

9.7. Wykaz, ze funkcja y = f(x) jest monotoniczna w zbiorze liczb rzeczywistych.
a) f(x):2x3—3xl+5x—4 b) f(x):—x5—3x3—5x+3

9.8. Wyznacz ekstrema funkgji.

T - 2 _ x2—4x+4
a) f(x)=(x*-8)(x - 10) d) flx) = ="
2
X 1 X
b) f(x) = 5= &) SR =a—ry
2z
) flx)=-2x"+8x"—24 ) f(x)z%

9.9. Wyznacz ekstrema funkcji f(x) = (x3 s Sx)l.
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9.10. Na rysunku przedstawiono wykres pochodnej f’ funkcji f. Na podstawie tego
wykresu wyznacz punkty, w ktorych funkcja f ma ekstremum. Okresl rodzaj kazdego
ekstremum.

¥

9.11. Narysunkach I, IIi III przedstawiono wykresy funkcji f, g i h, a na rysunkach
A, B i C - wykresy ich pochodnych f', g' i h'. Dopasuj wykresy pochodnych do
odpowiednich wykresow funkcji.

L. 7 I1. y I11.
L] | [yrgle) VI | |

14

/__ s
y = flx) |

=y

=y

ax+b

VA2 Ponkge flx) =—r 5

wiadomo, ze f(2) = -1. Wyznaczaib.

ma ekstremum w punkcie x = 2. Ponadto

5 _ax’+b
9.13. Funkcja f(x) = G AP

asymptota poziomg wykresu funkcji. Wyznacz a i b.

ma ekstremum w punkcie x = 0. Prosta y = 2 jest
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9.14. Dla jakich wartosci parametru m funkcja

f(x)z m3—2

X (2m — 3)x2 +(5m —6)x jest rosngca w zbiorze R?

4+2x-1 dla x<1

9.15. Dana jest funkcj = '
ana jest funkcja f(x) {3_;{ dla x > 1

Zbadaj jej ciaglosc i rozniczkowalnosc, wyznacz przedzialy monotonicznosci oraz
ekstrema. Naszkicuj wykres tej funkcji.

9.16. Zbadaj przebieg zmiennosci funkcji f i naszkicuj jej wykres.

a) f(x):xjfl <) f{x)=ﬁ+x—3 e) f{x}:ﬁ
2 2
DW= DW= D flx)= 503

1. Funkcja y = f(x) jest rozniczkowalna w przedziale (a; b) oraz w pewnym punk-
cie x, € (a; b) jej pochodna ma warto$¢ f'(x,) = 0. Ocen prawdziwos¢ podanych
zdan,

Z podanych informacji wynika, ze

A. styczna do wykresu funkcji f w punkcie x;, jest rownolegla do osi x.

B. funkcja f moze by¢ malejaca w przedziale (a; b).

C. funkcja f jest niemonotoniczna w przedziale (a; b).

=

2. W dzi tonicznosci funkji =

yznacz przedzialy monotonicznosci funkcji f(x) e

2
3. Wyznacz ekstrema funkcji f(x) = B g
~x* +mx+3
4. Dla jakiej wartosci parametru m funkcja f(x) = > ma ekstremum
xt=2%

w punkcie x = 1? Jakie to ekstremum i jaka ma wartosc?

5. Funkcja f(x) = x° — 3x + 2 ma ekstrema w punktach x, i x,. Do wykresu
funkcji f poprowadzono styczne w punktach o odcietych -2, 2, x,ix,. Wykaz, ze
czworokat ograniczony tymi stycznymi ma Srodek symetrii. Wyznacz wspolrzedne
tego srodka.
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10. Wartosc najwieksza
| wartos¢ najmniejsza funkcji

Umiejetnosci:

* wyznaczanie wartosci najwiekszej i wartosci najmniejszej funkcji w przedziale
domknietym

* stosowanie pochodnych do rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych

W pierwszej klasie okreslalismy wartos¢ najwigksza oraz warto$¢ najmniejsza funk-
¢ji na podstawie jej wykresu. Rozwazalismy wtedy funkcje w calej dziedzinie albo
w pewnym jej podzbiorze. W drugiej klasie wyznaczali$my wartosci najwigksze (naj-
mniejsze) funkcji kwadratowej w przedziale domknietym. To zadanie sprowadzalo
sie do poréwnania wartosci funkcji na koncach tego przedziatlu oraz w wierzchotku
paraboli. Teraz bedziemy szukac wartosci najwiekszej i wartoSci najmniejszej funkcji
wymiernej. Wykorzystamy do tego pochodna.

Zwrdéémy uwage, ze maksimum lokalne nie musi by¢ wartoscia najwieksza funk-
cji w calej jej dziedzinie. Podobnie minimum lokalne nie musi by¢ wartoécia naj-
mniejsza.

Przyjrzyjmy sie funkcji f, ktorej wykres
przedstawiono obok. Jej dziedzing jest prze-
dzial (a; b). W punkcie x, funkcja f ma mi-
nimum. Jest ono jednoczesnie wartoscig naj-
mniejsza tej funkcji. W punkcie x, funkcja f
ma maksimum. Nie jest ono jednak wartoscia
najwieksza tej funkcji. Warto$¢ najwieksza
funkcja f przyjmuje w punkcie a.

Dana jest funkcja f ciagla w przedziale (a; b) i réiniczkowalna w przedzia-
le (a; b). Aby wyznaczy¢ warto$é najwieksza oraz warto$¢ najmniejsza funkcji
w przedziale (a; b), musimy poréwnac wartosci funkcji w punktach, w ktorych
ma ona ekstrema, oraz jej wartosci na koncach przedziatu {(a; b).
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Przyktad €) - zad. 10.1
Wyznaczymy wartos¢ najwigksza oraz wartosc najmniejsza funkcji

f(x)=2x"-26" -x*+3
; 1 4
w przedziale <—§, §>,
Rozwigzanie
f’(x)=8x3—5x2_2x
f:(_x} = 2_3;:(4:,{2 —3x — 1) = gx(x_l_ l) (x_ 1)
4
flx)=0 & x¢ {-i, 0, 1}
f:[x) >0 & xc¢ (-&; {J) U (1; oo)

o ol
fl(x)<0 ﬁxg(ﬁm;*i)u{u; i A {\/1 x

W tabeli uwzgledniamy tylko przedzial <—%; %>, wigc obliczamy wartosci funkgji

tylko dla argumentéw z tego przedziatu.

f(—l):z-i+2-L—l+3zzg

3 81 27 9
f(_l)zz._l,+2.i_i.+3:2&
4 256 64 16 128
f(0)=3
1 1 ] 1 5
1522 g-ge-
][9] o (e
3 3’ 4 4 [ \'4 2/ | 2
f'(x)_ - - 0 + 0 ~ -
b = .
80 5
fea| 25 & | B 2 |2
min maks

Wartos¢ najwigksza rowna 3 funkcja przyjmuje w x = 0. Jest to punkt, w ktérym
funkcja ma maksimum.
Warto$¢ najmniejsza rowna 2% funkcja przyjmuje w x = % Jest to jeden z koncow

. 11
przedziatu <—§, 2>.

Odp.: W przedziale <—%; %> funkcja f przyjmuje warto$¢ najwigksza rowna 3 dla

L & & - * 1
x = 0 oraz wartosc najmniejsza rowna EE dla x = 3
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Przyktad @) < zad. 10.3

Liczbg 10 przedstawimy w postaci sumy dwoch nieujemnych skladnikow tak, aby
suma szescianu jednego z nich i kwadratu drugiego z nich byla najmniejsza.

Rozwiazanie
Oznaczmy litera x jeden ze skladnikéw sumy. Wéwczas:

10=x+(10-x)
Z warunkow zadania wynika, ze x € (0; 10), bo oba skladniki musza by¢ nieujemne.
Okreslamy funkcje zgodnie z zalozeniami zadania:

f(x)=x"+(10-x)" =x" +x° —20x + 100, D = {(0; 10)
Szukamy argumentu, dla ktérego funkcja f przyjmuje najmniejsza wartosc.

f'(x) =3x*+2x-20, D'=(0; 10)

~1+ /61

fl(x)=0 @ 3x*+2x-20=0ixeD & x=
3

u’ﬁ—l; 1[1)

f"(x)}{] = xE(

vﬁ—l)

f’[x)-::{] = xe(ﬂ; 3

X (ﬂ, 3

<
2
]
e
5
|
L)
s
|
‘ |
=
| R

3 3
f(x) - 0 +
flx) N min A
Dla x = Mol -1 funkcja osiaga minimum. W przedziale (U; VeI ]) funkcja
maleje, a w przedziale ( Vel - 1; lﬂ) rosnie, wiec w punkcie x = ol funkcja

przyjmuje warto$¢ najmniejsza. Zatem skladniki, na jakie nalezy roztozyc¢ liczbe 10,

. el-1 . V6l -1 31-+/61
§3 rowne 1 10= T = T

Odp.: Liczbe 10 nalezy zapisa¢ w postaci sumy skladnikéw réwnych

V61 -1 : 31 - /61
3 g

Przyktad o zad. 10.6

Przez punkt P = (2, 3) przechodza proste, ktore wraz z dodatnimi polosiami ukladu
wspolrzednych ograniczaja trojkaty o kacie prostym przy wierzchotku O = (0, 0).
Wyznaczymy rownanie tej prostej, dla ktorej pole takiego trojkata jest najmniejsze.
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Rozwiazanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Wyzna-
czymy najpierw rownanie prostej AB w zaleznosci
od parametru b.

y=ax+b
3=2a+b «— P =(2, 3) nalezy do prostej AB

3-b
g=—

2

;i

y= Tbx +b
Do obliczenia pola trojkata potrzebna jest pierwsza wspolrzedna punktu A.

3-b ) -2b 2b i 2b
Tx+b—D, Wige X = —— = +—, czyli A = (E, D).

Z warunkow zadania wynika, ze b > 3, bo w przeciwnym razie prosta PB nie prze-
cinalaby dodatniej polosi x ukladu wspotrzednych.
Wyznaczamy dlugo$ci odcinkéw OA i OB.

2b 2b
1014["‘&_3 = .5 —b>3
|OB| = |b| = b
Pole trojkata OAB zapisujemy jako funkcje zmiennej b:
1 b’
S(b) = EIOAI - |OB| = F 3

2
Zatem interesuje nas najmniejsza wartos¢ funkcji S(b) = bfi_a’ D=D"=(3; ).

2b(b-3)-b" b -6b _ b(b-6)

f =

o (-3¢  (b-3 (b-3)
/ B Mb=-6) ... ' B
S® =0 e 5—5=0ibeD & b=6

S'b) <0 & be(3:6); Sb)>0 < be(6; )

b | (36) | 6 (65 0)
S'(b) - 0 +
S(b) N | min /

W b = 6 funkcja ma minimum. Jest ono najmniejsza wartoscia funkcji w dziedzinie.

3-6 3 . . ‘ 3
Zatem b=6, a=— = 5 szukana prosta AB ma rownanie y = —5% + 6.

Odp.: Prosta, ktora wyznacza trojkat o najmniejszym polu, ma rownanie y = —§x+6.
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Przykitad @) « zad. 10.8

W potkole o promieniu 1 wpisujemy trapezy, ktorych dluzsza podstawa jest srednicg
polkola. Znajdziemy najwieksze mozliwe pole takiego trapezu.

Rozwiazanie /’\
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. D C

S jest srodkiem érednicy AB.
Niech x = |[KS§| = %ICDI. Z warunkow
. B

zadania wynika, ze x € (0; 1). A W 8

Z trojkata prostokatnego KSD wyznaczamy wysokos¢ trapezu |[KD| = V1 - x?.
Zatem pole dowolnego trapezu spelniajgcego warunki zadania mozemy przedstawic
jako funkcje zmiennej x:

P(x) = %(2+2x}\fl —2=(1+0V1-%2, D=(0;1)

Szukamy najwiekszej wartosci funkcji P(x).
I sposob

Do obliczenia pochodnej funkcji P(x) wykorzystamy wzory na pochodng iloczynu
oraz pochodna funkcji ztozonej.

Pi{x) = [(1+x)\.r‘1— ] (1+x) - Vl—x2+[1+x)-(v1— 2)f:
= A a2 =2 - —x - xz | - x%—x -~ xzz
1=x*+(1+x) T =V1l-x%+ =

—2x2—x+1 !
= —— D =(0; 1)
V1 - x2

Mianownik jest dodatni w kazdym punkcie dziedziny, zatem w dalszych rachunkach
mozna go pominac.
. N

v\

Plx)=0 & —2x2—x+1:0ixe(0; 1) & x=

Mt-—

Plx)>0 & -2x?-x+1>0ixe(0;1) & xe(0;

)
1)

M{n—-

Plix)<0 & -2x*-x+1<0ixe(01) & x¢

= (o3) G

P Y

I\Jlr-'-

1
2
0
33
P(x) 4 4 ¥
_ maks




10. Wartosc najwieksza i wartos¢ najmniejsza funkcii

: 1 , ; ; g -—
W punkcie x = = funkcja P ma maksimum. Jest ono jednocze$nie najwieksza war-

toscig funkcji w przedziale (0; 1).
2
r(3)- (VT3
2 2 2 2 Y4

IT sposob
Zapiszemy wzor funkcji w innej, rownowaznej postaci. Dla x € (0; 1) wyrazenie
1+x >0, zatem:

P(x) = V(1 + 2)2(1 -2 = \[(x? + 2x + 1) (1 - x2) = Vox¥ 227 + 2x + |

Funkcja y = Vt jest rosnaca, zatem funkcja P(x) = \g(x) przyjmie wartos¢
najwieksza w punkcie, w ktérym wartos¢ najwieksza osiagnie funkcja g(x).

Zbadamy monotoniczno$c¢ funkcji g(x) = —x' =2+ 2x+1 w przedziale (0; 1).
g’{x} = —4x’ —6x>+2 = -2(x + 1}(2x2+x— ]) = —4(x+1)° (x-—%)
g;{x}=l‘.} = -~4{::::+]}2 xw%) =P1acE 1) & ¥=

1
2

(
g'{x}>l}ﬁ—4(x+1}2(x s 00 xe (D 1):}::5(
- (3

g'(x) + -
| g(x) 2 maks Mg
B
= 4
P(x) = \/g(x) ! SR '

; 1 . ; : - .
W punkcie x = 5 funkcja g ma maksimum. Jest ono jednoczesnie najwieksza war-

toscia funkcji g w przedziale (0; 1). Taka samg wlasnos¢ ma funkcja P(x) = 1/g(x).
2
o) V- -3 2
2 2 2 2 V4 4

Odp.: Najwigksze pole trapezu spelniajacego warunki zadania jest rowne 3%5
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Przyktad ) < zad. 10.9

Suma diugosci wszystkich krawedzi prostopadloscianu o podstawie kwadratowej wy-
nosi 84. Jaka wysoko$¢ ma prostopadloscian o podanych wlasnosciach i najwiekszej
mozliwej objetosci?
Rozwiazanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku: a jest dlugoscia krawedzi
podstawy, h - dlugoscia krawedzi bocznej, czyli wysokoscia pro-

h

I
!
I
I
1
I
I
I
1
e

stopadloscianu.

V=ah ! «—— objetoé¢ prostopadlodcianu p v
Z warunkow zadania mamy: a

8a +4h = 84

2a+h=21

h=21-2a (2)
Zauwazmy, ze h i a, jako dlugosci odcinkow, przyjmuja tylko wartosci dodatnie.
Zatem w szczegolnosci z warunku h > 0 wynika, ze a € (0; 22—1)
Wyrazona zaleznos$¢ wysokosci od wartosci a podstawiamy do réwnoéci (1) i otrzy-
mujemy objetos¢ zalezna juz tylko od jednej zmiennej:

V(@) =a®-(21-2a), D= (0; %)
Zbadamy, dla jakich wartosci a funkcja V(a) przyjmuje wartos¢ najwieksza.

Via) = a*- (21 - 2a) = —2a° + 214
V'(a) = —6a° + 42a = —6ala—7)
Via)=0 & a=7 «—— a =0 nie nalezy do dziedziny funkgji

V@) >0 & aec(0;7) TN

) o
v’{a]<n4=ae(?; 22—1) 0 \

b |

| ——
V'(a) + 0 —
| 343
Via) % maks \"

W punkcie a = 7 funkcja V ma maksimum. Jest ono jednoczesénie najwiekszg war-

toscia funkcji w przedziale (U; %)



10. Wartosc najwieksza i wartos¢ najmniejsza funkcii

Pytanie w zadaniu dotyczylo wartosci h, zatem a = 7 podstawiamy do zaleznosci (2)
i stad:

h=21-2.-7=7 «— prostopadloscian jest wowczas szeScianem

V(7) = 343

Odp.: Najwieksza objetos¢ ma prostopadloscian o wysokosci 7, czyli szescian,

10.1. Wyznacz wartos¢ najmniejsza i warto$¢ najwieksza funkeji
flx)=x> —5x° +3x—1

w przedziale {(—2; 4) oraz argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje te wartosci.

2
x” —4dx

10.2. Wyznacz warto$¢ najmniejsza i warto$¢ najwieksza funkcji f(x) = — —
v

w przedziale (—4; —1) oraz argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje te wartosci.

10.3. Liczbe 8 przedstaw w postaci sumy dwoch nieujemnych skladnikow tak, aby
suma szescianu jednego z nich i kwadratu drugiego z nich byla najmniejsza.

10.4. Wyznacz wspétrzedne takiego punktu nalezacego do paraboli y = x°, ktére-
go odleglo$¢ od punktu P = (=5, —1) jest najmniejsza.

10.5. Na hiperboli o réwnaniu y = : wybrano punkty A = (-1, —4)
X

i B = (-2, -2). Wyznacz wspolrzedne takiego punktu C o dodatniej odcietej nale-
zacego do tej hiperboli, aby pole tréjkata ABC bylo najmniejsze.

10.6. Wyznaczréwnanie prostej przechodzacej przez punkt P = (1, 4) i odcinajacej
na dodatnich pélosiach ukladu wspélrzednych odcinki o wspolnym koricu (0, 0),
ktérych suma dlugosci jest najmniejsza.

10.7. W figure ograniczona parabola o réwnaniu y = —x’ —6x+27 i osig odcietych
wpisano prostokat o najwigkszym mozliwym polu. Oblicz to pole.

10.8. W poélkole o promieniu 1 wpisano prostokat o najwiekszym mozliwym polu.
Wyznacz diugosci bokow tego prostokata.

10.9. Jaka najwieksza objetos¢ moze miec prostopadloscian o sumie dlugosci
wszystkich krawedzi rownej 60, majgcy w podstawie prostokat o stosunku dlugosci
bokow 2:17
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10.10. Na podstawie ostrostupa prawidtowego tréjkatnego opisano okrag. Suma
wysokodci ostrostupa i promienia tego okregu jest rowna 2. Wyznacz promien okre-
gu, przy ktérym objetosc ostrostupa spelniajacego podane warunki jest najwieksza.

G 10.11. Wykaz, ze ze wszystkich graniastostupow prawidlowych czworokatnych
o sumie dlugosci krawedzi rownej 12 najwieksza objetos¢ ma szescian o krawedzi 1.

@ + 10.12. Wykaz, ze ze wszystkich graniastostupéw prawidtowych tréjkatnych o obje-
tosci V najmniejsze pole powierzchni catkowitej ma ten, ktorego krawedz podstawy
jest réwna V4V.

1. Dana jest funkcja f(x) = x* - 8x” + 7. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan,
A. Wartos¢ najwieksza funkcji f w przedziale (-1; 2) jest réwna 7.

B. Wartosc¢ najwigksza funkcji f w przedziale (~1; 3) jest réwna 7.

C. Warto$¢ najmniejsza funkcji f w przedziale (-3; 3) jest réwna —9.

2. Wyznacz warto$¢ najmniejsza i wartos¢ najwieksza funkcji
fe) = 5—

x? = 10x + 16
w przedziale (—6; 0). Podaj argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje te wartosci.

3. Réinica ciggu arytmetycznego (a,,) jest mniejsza od 1i a5, = 1. Wyznacz naj-
mniejsza wartos¢ wyrazenia a,ﬂ- =
50

4. Dany jest trojkat o wierzcholkach A = (2, 2), B = (-2, 0), C = (0, —=2). Przez
punkt P = (1, 1) poprowadzono prosta k o ujemnym wspodlczynniku kierunko-
wym. Prosta k przecina bok AB w punkcie M i bok AC w punkcie N. Wyznacz taka
warto$¢ wspolczynnika kierunkowego prostej k, dla ktorej pole trojkata AMN jest
najmniejsze.

5. Suma dlugosci wszystkich krawedzi graniastostupa prawidlowego tréjkatnego
jest rowna 9. Jaka najwieksza objetos¢ moze miec taki graniastostup?



11. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-15 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zZeszycie.

1. Wskaz ciag zbiezny do liczby 3.

3 2 3
In—-n n —n H—3n n—3n
A'a":r13+l B'Iﬁjlr”':.r13+l C'a”:ﬂ2+l D'a":m
. - 16 32
2. Wskaz wartosé sumy szeregu geometrycznego 12 -8 + ? - E +
36
A. 4 B. = . 20 D. 36

=1
3. Wskaz granicg ciagu a,, = =

C. — D. oo
36

A.0 B.

L= W 5y

4. Wskaz funkcje, dla ktorej spelniony jest warunek lim f(x) = 0.

x—2
2 2 2 2
X = X —4x+4 x -4 Xi=2x
A.f[x)— T B. f(X)—'T C.f(x}— o D.f(x}- -9
5. Wskaz wartos¢ lim SFHZII.
x___:, sin 2x
A. -2 B. 0 C.2 D.n
2
6. Wskaz lim
x—0 x — |
A. - B. -1 C. 1 D.0
7. Wskaz funkgje, dla ktorej spelniony jest warunek limI f(x) =00
s
X X I:! x3
A. = — B. = . = D. =
fx) x+1 f() X% — C. 1) (x+1)2 f) [x + 1]

X +x—6 dl
8. Wskaz warto$¢ m, dla ktérej funkcja f(x) = =0 a X#2 jest ciggla

w punkcie x, = 2. m dla x =2

Ae=—2 B. 2 C.3 D.5
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9. Wskaz wzor funkgji rézniczkowalnej w punkcie x; = 0.

A fx) =% B. f()="  Cf@=xlx D.flv=

1

=l

10. Wskaz pochodna funkcji f(x) = x+/x.
Af@=VE BfW=22 cfw-2E prw-2E

2 *

2

11. Wskaz wartos¢ pochodnej funkgji f(x) = w punkcie x; = 2.

x+1

A. 2 5 ¢ p. 3
3 3 9

12. Wskaz pochodng funkcji f(x) = Vx* - 3x.
A. f'(x) = V2x-3 C. f=

1
dx — 6

1

2Vx?* - 3x

2x—3

2Vx? - 3x
13. Wskaz wspolczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkgji

B. f'(x) = D. f'(x) =

]
f(x) = (xz - X - 1) w punkcie o odcigtej x, = —1.
A. -9 B. -1 €] D.9

14. Wskaz wzor funkcji monotoniczne;j.
A fx) =12+ C. f(x) = = +2x

B, flx)= %xﬁ ~2x° D. f(x).= X —x

15. Wskaz liczbg ekstremow lokalnych funkeji f(x) = x'+ 2x%,
A. 0 B. 1 .2 D. 3

W zadaniach 16-26 ocen prawdziwosc podanych zdan.

16. Ciag okre$lony wzorem a, = Vn+ 1 — \/n jest
A. rosngcy. B. zbiezny. C. zbiezny do 0.

17. Ciag (a,) o wyrazach réznych od zera jest zbiezny. Zatem ciag b,, = L]
i

H
A. moze by¢ zbiezny.
B. moze by¢ rozbiezny do nieskornczonosci.
C. moze byc¢ rozbiezny.
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18. Dany jest nieskonczony cigg geometryczny (a,,) o ilorazie g. Szereg geometrycz-
ny a, +a, +as + ... jest zbiezny. Zatem ciag (a,)

A. moze by¢ zbiezny do 1.

B. moze nie by¢ monotoniczny.

C. moze byc rozbiezny.

2

X
19. Funkcja okreslona wzorem f(x) = { i~ dla x #0

0 dlax=0
A. jest ciagta w punkcie 0. a

B. jest rézniczkowalna w punkcie 0.
C. ma minimum lokalne w punkcie 0.

20. Pochodna funkeji f(x) = x° — x* + 2x — 7 moze przyja¢ warto§é
A. 0. B. 1. C. 2.

21. Prosta k o podanym wzorze jest styczna do wykresu funkeji f(x) = 1 - x°.
Ak y=2x+2 B. k: y=1 C.k:y=-4x+4

22, Prosta y = ax + b jest styczna do wykresu funkcji rézniczkowalnej y = f(x).
y=ax+b

y = f(x)
A. 0. B. 1. c 2

Liczba rozwigzan ukladu réwnan { moze by¢ réwna

23. Istniejg takie funkcje f(x)i g(x), ze }Lngﬂ flx)=0i jl_}['[l;la g(x) = —co oraz
A. lim [f(x)-g(x)] =1. B. lim [f(x)-g(x)] =0. C. lim [f(x)- g(x)] = oo.

: ~ 15 2.5 .14
24. Funkcja f(x) = 6x X +4x

A. ma ekstremum w punkcie 0.
B. ma ekstremum w punkcie 1.
C. jest rosnaca w przedziale (0; o0).

25. Na rysunku obok przedstawiono wykres po- v | |

chodnej f' funkcji f. Funkcja f ma ekstremum 14

w punkcie - -
0 X

A. 0. B. 4. C. 7.

26. Dla pewnej liczby m funkcja f(x) = x7 + mx
ma maksimum w punkcie
AL B. 0. Gl
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Zadania otwarte krotkiej odpowiedzi

27. Oblicz granice ciagu (a,,).

S ign= {?’I—3){2il'13+ 5)(5n 1) S (3)”+(i)n _(E)"
n° + 1 3 4 4
4

b) a, = 10’ —% d) a,=Vrn*+2n+3-n

28. Oblicz sume podanego szeregu geometrycznego, jezeli ta suma istnieje.
4 8
a) 3+2+5+§+

b) 8—4vV2+4-2V2+ ...
8 4 6 9

2 3
d) —1+“’§“+(\@“) +(‘E“) S
2 2 2

29. Oblicz granicg.

2%t -50 . X +4x+3 B L 1-4/%
Vs YBEaa 9 NFws VB
30. Oblicz granice niewlasciwa.

3 2
a) lim £ b) lim A ¢) lim w d) lim o
x—2 |x —2| x—1*t 2x—2 x—-4" x4+ 4dx x=3 \[x2 _ G+ 9
x =1
31. Sprawdz, czy funkcja f(x) =4 x-1 Lrixrd jest ciaglta w punkcie 1.
3 dla x =1
32. Oblicz pochodng funkcji f(x) w punkcie x,.
2
a) f(x)=2x"—15x+ V2, x,=-3 c) f[x)=2x+_3x, Xg = =2
X
b) f(x)=—1;+u”3c', xﬂzé d) f(x)=Vx?+3x+4, x,=0
)

33. Napisz rownanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = 2x - % w punkcie o od-
cietej 1.

34. Napisz rownanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = V3x?+1 w punkcie
o ujemnej odcietej i rzednej 2.
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Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

2 3
1 1 1 By 5%
35. Rozwiazrownanie —+ —+—+ ... = =+ — + — + ..., w ktérym obie stron

4 X xt X 3 6 12 Y y

sa sumami zbieznych szeregéw geometrycznych.

36. W nieskoriczonym ciagu geometrycznym zbieznym suma pierwszego i trzeciego
wyrazu jest rowna 15, a suma kwadratow tych wyrazow jest réwna 153. Oblicz sumeg
wszystkich wyrazow ciagu.

2
X =X

37. Wyznacz dziedzing funkcji f(x) = = - Podaj granice funkcji na koncach
2=

przedzialow, w ktorych jest okreslona.

38. Sprawdz, czy istnieje taka wartos$¢ parametru m, dla ktdrej funkcja
4

£l dlax#-1ix#1
Tix)= fm_ 1 dla x = 1 jest ciggla w punktach 1i —1.
m dla x =1

39. Wykaz, ze réwnanie x' — 2x° — x* + 1 = 0 ma co najmniej dwa rozwiazania.
40. Wykaz, 7e réwnanie 16x° — 5x + 5 = 0 ma dokladnie jedno rozwigzanie.

41. Wykaz na podstawie definicji, ze pochodna funkcji f(x) = x* —x+2 jest réwna
fl(x) =35 - 1.

X +x-6
(x-5)
tej funkcji w punkcie, w ktorym wykres przecina dodatnia polos osi x.

42. Dana jest funkcja f(x) = . Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu

2

43. Wyznacz réwnania stycznych do wykresu funkcji f(x) = = 1 réwnoleglych
=

do prostej o réwnaniu 3x —4y = 0.

2

: : v 5 3
44. Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji f(x) = 5 Zx v
X5+
.. x*+2x+4
45. Wyznacz ekstrema funkcji f(x) = = 5 oraz argumenty, dla
X A" —

ktérych sa przyjmowane.

4

46. Wyznacz zbiér wartosci funkgji f(x) = x* + x” = 5x% + 1.
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47. Wyznacz warto$¢ najmniejsza oraz warto$¢ najwieksza funkgji
flx) = =1
X+x+1

muje te wartosci.

w przedziale (-2; 2) oraz argumenty, dla kt6rych funkcja przyj-

ax+b

48. Funkcja f(x) = —

wspolczynniki a i b, a nastepnie wyznacz przedzialy monotonicznosci funkgji f.

ma w punkcie x = 0 ekstremum réwne 1. Oblicz

49. Wykres funkcji f(x) = ax’ + bx + ¢ przecina o§ y w punkcie P = (0, -2).
Wspolczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji w punkcie P jest rowny —3.
Dla x = -1 funkcja przyjmuje ekstremum. Oblicz a, b, c.

50. Wyznacz wartos¢ najmniejsza i wartos¢ najwieksza funkcji f(x) = % -x-1

w przedziale (—4; 0). Podaj argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje te wartosci.

51. Na paraboli o réwnaniu y = 4 — x* wyznacz punkt lezacy najblizej punktu
P=(3,4).

0 92. Wykaz, ze wsrod wszystkich trojkatow rownoramiennych o obwodzie p naj-
P

wieksze pole ma tréjkat rownoboczny o boku .

53. Dane jest rownanie (m + 2)2:«:2 +6(m+ 2)x + m =0 zmiennej x z parame-
trem m. Funkcja f(m) przyporzadkowuje kazdej wartosci m, dla ktorej istnieja dwa
pierwiastki tego réwnania, iloczyn tych pierwiastkéw. Podaj wzor funkgji f, wyznacz
jej przedzialy monotonicznosci oraz warto$¢ najmniejsza.

54. Dane jest rownanie x° —mx +3m—8 = 0 zmiennej x z parametrem m. Funkcja
f(m) przyporzadkowuje kazdej wartosci m, dla ktorej istnieja dwa pierwiastki tego
rownania o réznych znakach, sume szescianow tych pierwiastkow. Wyznacz dziedzi-
ne oraz warto$¢ najwieksza funkgji f.

55. Pole powierzchni catkowitej prostopadloscianu wynosi 6, a stosunek diugosci
krawedzi podstawy jest rowny 2:3. Jakie wymiary powinien miec taki prostopadlo-
$cian, aby jego objetos¢ byla mozliwie najwigksza?

G 56. Wykaz, ze wérdd wszystkich graniastostupéw prawidlowych czworokatnych
o objetosci V najmniejsze pole powierzchni catkowitej ma szescian o krawedzi VV.






1. Wstep do rachunku
prawdopodobienstwa

Prawdopodobne jest to, co sig zwykle zdarza.
Arystoteles

Logika klasyczna, nazywana od nazwiska jej tworcy arystotelesowska, zajmuje sie tyl-

ko takimi zdaniami, ktérym mozna przypisa¢ dokladnie jedng z dwéch wartosci -

prawde albo falsz. Teorie matematyczne przez wiele wiekéw opieraly sie na takiej

wlasnie dwuwarto$ciowej logice. Rowniez obecnie ta metoda rozumowania jest bar-

dzo uzyteczna. W pewnym momencie zaistniala jednak potrzeba wymyslenia czegos,

co uwzglednialoby bardziej skomplikowane przypadki. W zyciu codziennym spoty-

kamy sie bowiem z pytaniami, na ktére rzadko mozna udzieli¢ jednoznacznej odpo-

wiedzi. Na przykiad:

» Czy wybiera¢ kierunek studiow zgodnie z zainteresowaniami, czy raczej kierowac
sie potrzebami rynku pracy?

* Czy dostang sie na wymarzona uczelnig?

* Jaka mam szans¢ na pomyslne zdanie egzaminu?

W zyciu mamy na ogol do czynienia ze zdaniami, Okredlenie , prawdopodobny” ()

ktore nie sa ani w pelni prawdziwe, ani w pelni mozemy rozumieé jako

falszywe. Do poruszania si¢ w takim $wiecie bar- ~podobny do prawdy”.

dzo przydatna jest logika probabilistyczna (lac.

probabilis - prawdopodobny). Pozwala ona ocenic,

na ile dane zdanie jest wiarygodne. Prawdopodobienstwo zajscia jakiego$ zdarzenia

logika ta ocenia wartoSciami z nieskonczonego zbioru liczb lezacych pomiedzy 0 a 1

(lub w procentach — miedzy 0% a 100%). Mozna si¢ spotkac np. ze stwierdzeniami

typu:

* Ten pacjent ma ok. 50-procentowa szans¢ na przezycie operacji.

* Jezeli bede dzisiaj pytany z matematyki, to na 99% dostane jedynke.

* Szansg otrzymania czworki z egzaminu oceniam na 30%.

* Prawdopodobienstwo zdobycia gléwnej nagrody w lotto, czyli trafienia ,,sz6stki”,
wynosi okolo 1 : 14000 000.

* Jezeli zalozymy na domu piorunochron, to prawdopodobienstwo pozaru od ude-
rzenia pioruna zmaleje do 0,001.

W dalszych tematach pokazemy, w jaki sposob mozna w pewnych sytuacjach owo
»podobienstwo do prawdy” dobrze oszacowac. Postuzymy sie¢ modelami matema-
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tycznymi zjawisk losowych, chociaz oczywiscie beda sie one odnosily (jak kazdy mo-
del) do sytuacji wyidealizowanych. Nie istnieje idealnie jednorodna kostka do gry, ale
nietrudno sobie wyobrazi¢, ze wlasnie z taka kostka mamy do czynienia. Podobnie
zreszta postepowaliémy np. w geometrii. Cala teoria zostala wyprowadzona na ba-
zie obiektow w rzeczywistosci nieistniejacych. Nie da sie przeciez wykresli¢ prostej,
ktéra nie mialaby grubosci, nie narysujemy czegos takiego jak punkt itd. Mimo to
praktyczne zastosowania twierdzen geometrycznych sg kolosalne i trudno sobie wy-
obrazi¢ dzisiejsza cywilizacje bez rozwijania tej dyscypliny nauki. Z bardzo podobna
sytuacja mamy do czynienia roéwniez w fizyce. Wyjadnienie jej praw na ogol tez wy-
maga jakichs nierealnych zalozen, ale takie doskonale zjawiska sa po prostu dobrymi
przyblizeniami rzeczywistych zjawisk fizycznych.
W dalszym ciggu naszych rozwazan bedziemy wiec zaklada¢, ze mamy do czynienia:
* z idealnymi symetrycznymi monetami, ktére po podrzuceniu i opadnieciu nie
ustawia sie na krawedzi,
¢ zidealnie jednorodnymi kostkami do gry,
= z ponumerowanymi kulkami o identycznej wielkoéci i masie, réznigcymi sie co
najwyzej kolorem itp.
Ponadto przyjmiemy, ze wyniki naszych doswiadczen bedg zalezaly wylacznie od
przypadku i nie wplyna na nie zadne czynniki zewnetrzne czy wewnetrzne. Na przy-
klad podczas losowania karty z talii nie bedziemy podgladac albo nie oznaczymy celo-
wo kart. Jezeli kazde takie losowanie bedzie mozna réwniez wielokrotnie powto6rzy¢,
to nazywac je bedziemy doswiadczeniem losowym.

Przykiad €)

W ksiegarni na polce stoi szesc egzemplarzy powiesci. Jezeli sprzedawca losowo sig-
gnie po jeden, to moze wybrac kazdy ze stojacych tomoéw. O takiej sytuacji powiemy,
ze doswiadczeniem losowym jest wybieranie jednego egzemplarza. Wynik tego do-
$wiadczenia to wybor konkretnej ksigzki. Wszystkich mozliwych wynikdw jest 6.

Przykiad &)

Jas wytrzasa jedna monete ze zgromadzonego w skarbonce bilonu. Doswiadcze-
niem losowym jest wypadnigcie monety, wynikiem - otrzymanie konkretnej monety.
Wszystkich wynikow jest tyle, ile monet w skarbonce.

Przykiad €)

Z kolekgji liczacej 113 egzemplarzy Bozenka wyciaga na chybil trafit jedna plyte. Do-
Swiadczeniem losowym jest losowanie plyty, wynikiem - otrzymanie konkretnego
krazka. Liczba wszystkich wynikow jest rowna 113.
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Przykiad €

Jas i Zosia umowili sig, Ze po obiedzie zmywa naczynia ta osoba, ktora wylosuje star-
szg karte z talii liczacej 52 karty. Jezeli obydwoje wylosuja karty tej samej wartosci (np.
dwie dziesiatki), zmywa tata, ktéry po namyéle wyrazil zgode na takie rozwigzanie.
Doswiadczeniem losowym jest wiec losowanie dwéch kart, wynikiem - otrzymanie
konkretnej pary kart. Wszystkich mozliwych wynikéw jest 2652, czyli tyle, ile moz-
na utworzy¢ par kart z talii. Sposob wyznaczenia liczby takich par zaprezentujemy
w dalszych tematach podrecznika.

Przyktad €)

Zjawiskiem losowym jest wybor drogi, ktéra wedruje tornado. Tu jednak mamy do
czynienia z nieskonczong liczbg mozliwych wynikéw. Ponadto jedne z nich sa bar-
dziej, a inne mniej prawdopodobne.

J

Matematyczna teoria prawdopodobienstwa, nazywana rowniez probabilistyka, na-
rodzila sie we Francji niewiele ponad 350 lat temu. Jej poczatek daly rozwazania
kawalera de Méré na temat gier hazardowych, a $cislej — nieréwnych szans gracza
i bankiera. Problem zostal rozwiniety przez matematykow: Pascala i Fermata. Jed-
na z pierwszych prac naukowych dotyczacych teorii prawdopodobienstwa napisal
holenderski uczony Christiaan Huygens. Zostala ona opublikowana w 1657 r. Do
rozwoju tej dyscypliny naukowej przyczynily sie powstanie i wzrost znaczenia towa-
rzystw ubezpieczeniowych, zajmujacych sie poczatkowo ubezpieczaniem statkow, co
wymagalo m.in. poprawnego ustalenia wysokosci sktadki.




2. Klasyczna definicja
prawdopodobienstwa

Umiejetnosci:
* obliczanie prawdopodobieristwa w prostych sytuacjach z zastosowaniem
klasycznej definicji prawdopodobieristwa

Doswiadczenia losowe | zdarzenia elementarne

Bedziemy sie zajmowac bardzo niewielkim fragmentem rachunku prawdopodobien-
stwa. W rozpatrywanych w podreczniku przykladach ograniczymy sie do takich do-
$wiadczen losowych, ktére spelniajg rownoczesnie dwa warunki:

* majg skonczong liczbe wynikow,

* kazdy wynik ma identyczng szanse (identyczne prawdopodobienstwo) zajscia.
Pojedyncze, wykluczajgce si¢ wyniki doswiadczenia losowego zostaly nazwane zda-
rzeniami elementarnymi.

Jezeli w dos$wiadczeniu losowym mozemy uzyskaé n réznych wynikéw i zdarzenia
elementarne sa jednakowo prawdopodobne, to prawdopodobienstwo (szansa) zaj-

: : . . ]
§cia kazdego z nich wynosi —.
n
Na przyklad w rzucie moneta mozliwe sa tylko dwa zdarzenia elementarne - wypad-
o o ot ; ; g iql g ) 1
niecie orla albo wypadnigcie reszki, a szansa uzyskania kazdego z nich jest rowna 5

Podobnie w rzucie szescienng kostka do gry — kazde z szeSciu mozliwych zdarzen ele-
mentarnych (czyli wypadniecie jedynki, dwojki, tréjki, czworki, piatki albo szostki)

— 1
ma sZanse¢ Zajscia rownag g

W prostych przykiadach bez trudu umiemy ocenic szanse uzyskania jakiego$ wyniku
w doswiadczeniu losowym.

Przyktad €) < zad. 2.4

W doswiadczeniu polegajacym na losowaniu jednej karty z talii mamy 52 zdarzenia
elementarne. Prawdopodobienstwo zajscia kazdego z nich (np. wylosowania waleta

- i d
pik) wynosi =

Przyktad @) < zad. 26
Wisrod 13 pitek tenisowych jedna jest uszkodzona. Jezeli losujemy jedna pitke, mamy

SZans¢ rowna % trafienia na te zla i % wybrania pitki dobrej.
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Przykitad &) « zad. 2.7
Losujemy jedng karte z talii. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wyciggniemy asa?

Rozwiazanie

; Aby wyrazniej pokazaé, skad wzial sie (1)
W talii 52 kart sa 4 asy. Zatem szukane Wi IF 4 atsie ()

wynik, czasem nie bedziemy skracac

i . ; 4 5
prawdopodobienstwo jest rowne 5 otrzymanych ulamkéw.

W tym samym doswiadczeniu prawdopodobienstwo wylosowania trefla jest rowne

13 20
—, a karty starszej od dziewiatki —.
52’ 4 ) 4 52

Przykiad @) < zad. 2.8

[zydor Muszka uzaleznia od catkowitego przypadku podjecie decyzji, jak spedzic po-
poludnie. Jezeli w rzucie kostka wypadnie jedno oczko - idzie na mecz, jezeli parzysta
liczba oczek - spotyka sie z kolezanka Jolka, w pozostalych przypadkach - zabiera sie
do nauki. Ocenimy prawdopodobienstwo, z jakim Izydor zabierze sie¢ do nauki.

Rozwiazanie
W rzucie kostka jest szes¢ mozliwych wynikdw, a tylko jeden sprzyja podjeciu decyzji

o p6jsciu na mecz, wiec takie zdarzenie zajdzie z prawdopodobienistwem -

Inaczej jest w dwdch nastepnych sytuacjach, ktorym sprzyja wieksza liczba zdarzen
elementarnych. Parzysta liczba oczek to wypadniecie dwdjki, czworki lub szdstki,
wiec szanse na spotkanie z Jolka Izydor ma az w trzech na sze$¢ mozliwych przy-

. S : : 3 1
padkéw. Prawdopodobienstwo jest w tym wypadku réwne e

Pozostaly jeszcze dwa zdarzenia elementarne — wypadnigcie trzech albo pigciu oczek.

gy : —_— 2 1
Zatem lzydor wezmie sie do nauki z prawdopodobiernistwem = S

Odp.: Szukane prawdopodobieristwo wynosi %
3

Do powyzszego przykladu wprowadzimy symboliczny opis. Bedziemy z niego korzy-

stac rowniez w dalszych zadaniach. Oto on:

* Zbiér wszystkich zdarzen elementarnych dla danego do$wiadczenia przyjeto sie
oznacza¢ duza grecka literg () (omega).

» Zapis Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6} jest jedna z form krétkiego zapisu faktu, ze zdarzenia-
mi elementarnymi w doswiadczeniu z przykladu 4 sa: 1, czyli wypadnigcie jednego
oczka, 2 — wypadnigcie dwdch oczek itd.

» Zdarzenie polegajace na wypadnigciu jednego oczka zapisujemy krotko: A = {1},
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» Zapis B = {2, 4, 6} oznacza zdarzenie polegajace na wypadnieciu parzystej liczby
oczek. Powiemy, ze zajéciu tego zdarzenia sprzyjajg trzy zdarzenia elementarne.

» Ostatniemu z opisywanych zdarzen sprzyjaja dwa wyniki: C = {3, 5}.

» Zdarzenie A jest elementarne, natomiast zdarzenia B i C nie sa elementarne.

» . [ = F a - . # I » * -
* Zdanie ,prawdopodobienistwo zajscia zdarzenia B jest rowne 5 Zapisujemy w po-
; 1
staci: P(B) = =
» Liczbe zdarzen elementarnych w zbiorze Q oznaczamy symbolicznie: Q).

» Liczbe zdarzen sprzyjajacych zajéciu zdarzenia A oznaczamy podobnie: A.

Definicja prawdopodobienstwa

|

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Zakladamy, ze w danym doswiadczeniu losowym () jest skoniczonym zbiorem
zdarzen elementarnych jednakowo prawdopodobnych.

Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A w tym doswiadczeniu jest rowne
stosunkowi liczby zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajsciu zdarzenia A do
liczby wszystkich zdarzen elementarnych.

=]l

P(A) ==

=/

Kazdy wynik elementarny sprzyja zajsciu zdarzenia A = ) i P({)) = 1, dlatego
zdarzenie Q) nazywamy zdarzeniem pewnym.

Na przyktad w rzucie szescienng kostka wyrzucenie liczby oczek mniejszej od 7 jest
zdarzeniem pewnym.

Wygodnie jest wprowadzi¢ pojecie zdarzenia
niemozliwego, czyli takiego, ktéremu nie sprzy-
ja zaden wynik elementarny (inaczej mowiac
- zdarzenie takie nigdy w danym doswiadcze-
niu losowym nie zajdzie). Na przyklad w rzucie
szescienng kostka wyrzucenie liczby oczek row-
nej 8 jest zdarzeniem niemozliwym. Prawdopo-
dobienstwo zajscia zdarzenia niemozliwego jest
wiec rowne 0. Zdarzenie niemozliwe oznaczamy
symbolem zbioru pustego 0 i P(0) = 0.

377
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We wszystkich rozpatrywanych w podreczniku zadaniach zdarzenia elementarne
opisywanych doswiadczen losowych s3 jednakowo prawdopodobne, dlatego nie be-
dziemy powtarzac tej uwagi za kazdym razem przed zastosowaniem klasycznej defi-
nicji prawdopodobienstwa.

Zauwazmy, ze liczby Q, A sq liczbami naturalnymi. Ponadto, zawsze prawdziwy jest
0 <

A
uklad nieréownosci A < Q. Jezeli obie strony kazdej z nierownosci podzielimy
0

przez Q, to otrzymamy 0 < % < L

Jezeli A jest zdarzeniem w jakim$ do$wiadczeniu losowym, to 0 < P(A) < 1.

Przyktad 6 zad. 2.13

W skrzynce sa cztery kule biate, dwie zielone, pie¢ czerwonych i trzy czarne. lle wy-
nosi prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana kula bedzie zielona?

Rozwiazanie

Doswiadczeniem jest losowanie jednej kuli ze skrzynki zawierajacej 14 kul. Zdarze-
niem elementarnym jest wybor konkretnej kuli. Zatem zbiér zdarzen elementarnych
ma 14 elementow:

Q=14
Interesujace nas zdarzenie A polega na wylosowaniu zielonej kuli. Poniewaz s3 dwie
takie kule, liczba zdarzen sprzyjajacych jego zajsciu jest rowna 2:

A=2
A_2

Zatem P(A) === 3 %

2

Odp.: Zielong kul¢ wylosujemy z prawdopodobienstwem %

Opis rozwiazania tak prostego jak powyisze zadanie wydaje si¢ troche sztuczny. Odpowiedz  ((+)
jestesmy przeciez w stanie podaé od razu - z pamigci. Cheemy jednak pokazad, jak mozna takie
rozwigzanie zapisac, Przyda si¢ to do dalszych, juz nie tak banalnych zadan,

Przyktad )

W pudetku sa cztery klocki: dwa czerwone i dwa zielone. Jas wyjmuje dwa klocki na
chybil trafil. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze wyjmie klocki réznego koloru?
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Rozwiazanie
Dwa klocki czerwone oznaczmy ¢y, ¢, a zielone - z,, z,.

Zdarzeniem elementarnym jest wyciagniecie przez Jasia dwoch klockow.

Na przyklad zdarzenie polegajace na wyciagnieciu klocka ¢, z klockiem ¢, zapiszemy
w postaci {c;, r:z}. Zauwazmy, ze kolejno$¢ zapisu ¢, ic, jest w tej sytuacji nieistotna,
poniewaz Ja§ wyjmuje obydwa klocki réwnocze$nie. Zatem zapisy {c,, ¢,} i {¢,, ¢,}
oznaczaja to samo zdarzenie elementarne w tym do$wiadczeniu.

Wiszystkie mozliwe wyniki losowania Jasia to:

fh= {{cl’ &b {en 21} fen 22} Jezeli w doéwiadczeniu losujemy (1))

[,:2, 31} - {52: zz} ! {zh zz}} wiecej niz jeden element i gdy:
- - * wazna jest kolejnosc¢ losowanych
Q=6 elementow, to do opisu zdarzen

T . . elementarnych stosujemy nawiasy
Jezeli A oznacza zdarzenie polegajace na tym, okeagte (b 1 stosuliny

ze Jas wyjat dwa klocki réznego koloru, to: 7adnych nawiaséw),

* nie uwzgledniamy kolejnosciloso-
A= {{ci’ z|} 2 {C|, zz} ? {CE’ zl} ¥ {Cz’ ZE}} wanych elementdw, to stosujemy

< _ nawiasy klamrowe.

P(A) =

Il | 2
W | b9

Odp.: Prawdopodobienstwo tego, ze klocki beda rdznego koloru, wynosi -i-

W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.

2.1. Rzucamy sze$cienna kostka. Wskaz prawdopodobienstwo wyrzucenia liczby
pierwszej.

o, B. L C. D.3
3 >

1 | b2

2.2. W torebce sa cukierki owocowe i czekoladowe. Cukierkéw owocowych jest dwa

razy wiecej niz czekoladowych. Wyjmujemy losowo cukierek z torebki. Wskaz praw-

dopodobienstwo tego, ze bedzie to cukierek czekoladowy.
1 2

1
A. 3 B. 5 C. 3 D.

| -
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2.3. Ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5} losujemy jedna liczbe. Wskaz prawdopodobieristwo wy-
losowania liczby x, ktéra spelnia nieréwno$é 1 — x < 0.

c.2 D. 1

A. 0 B
6 6

2.4. Podaj mozliwe wyniki opisanego doswiadczenia losowego. Ile jest tych wyni-

kow? Jakie jest prawdopodobienstwo uzyskania kazdego z nich?

a) W szkolnym sklepiku jest 17 identycznych butelek wody mineralnej. Sabina bierze
jedna z nich.

b) W pudelku jest 5 kredek czerwonych, 3 zielone, 2 zélte, pomaranczowa i niebie-
ska. Piotrek wyjmuje na chybit trafil jedng kredke.

c) W urnie jest 13 loséw pustych i 2 pelne. Wyciggamy jeden los.

d) Z Kklasy liczacej 18 dziewczat i 18 chlopcéw losujemy jednego ucznia.

e) W przedszkolu Mateusz sigga po omacku do skrzynki, w ktorej jest 25 pitek i wy-
ciaga jedng z nich.

f) Sprzedawca wyciaga losowo z szuflady jedna z pietnastu 60-watowych zaréwek.

2.5. Doswiadczenie losowe polega na rzucie szescienna kostka.

a) Zapisz zbior zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A — wypadla parzy-
sta liczba oczek lub piec oczek na kostce.

b) Oblicz prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A.

2.6. W loterii fantowej jest 100 loséw, w tym 13 wygrywajacych. Wyciagamy jeden
los. Oblicz prawdopodobienstwo wyciagniecia losu

a) pustego. b) wygrywajacego.
2.7. Z talii 52 kart Robert wyjmuje jedna karte. Oblicz prawdopodobieristwo tego,
ze wyciagnie

a) siodembke.

b) figure, tzn. asa, kréla, dame lub waleta.

c) karte pik.

d) karte koloru czerwonego, tzn. karo lub kier.
e) karte miodsza od dziesiatki.

f) karte r6zna od damy i krola.

2.8. Rzucamy szescienng kostka. Oblicz prawdopodobienstwo kazdego ze zdarzen:

A - wypadnie szostka E - wypadna co najwyzej 2 oczka
B - wypadnie nieparzysta liczba oczek F - nie wypadnie dwojka
C - wypadnie liczba pierwsza G - wypadnie czworka lub szdstka

D - wypadna co najmniej 3 oczka H - nie wypadnie liczba pierwsza
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2.9. Ze zbioru dwucyfrowych liczb naturalnych wylosowano jedng. Oblicz prawdo-
podobienstwo tego, ze wylosowana liczba jest

a) parzysta. e) zlozona.

b) mniejsza od 50. f) pierwsza.

¢) podzielna przez 7. g) kwadratem liczby naturalnej.
d) niepodzielna przez 5. h) szedcianem liczby naturalnej.

2.10. W urnie jest 100 losow ponumerowanych od 1 do 100. Monika wylosowala
jeden los. Wyznacz prawdopodobienstwo tego, ze wyciagnela los z liczba

a) mniejsza od 10. d) podzielng przez 3.
b) parzysta. e) podzielng przez 10.
c) wieksza od 55. f) pierwsza mniejsza od 50.

2.11. W trzypietrowym domu wczasowym na kazdym pietrze jest 15 wolnych dwu-
osobowych pokoi. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze rodzice Bartka, ktorzy zarezer-
wowali sobie miejsca w tym domu, otrzymaja pokoj na drugim pietrze? Zakladamy,
ze wybor pokoju jest losowy, a na parterze wszystkie pokoje sg zajete.

2.12. W hotelu jest 17 wolnych pokoi jednoosobowych o kolejnych numerach od
1 do 17. Oblicz, z jakim prawdopodobienstwem pierwszemu gosciowi przydzielony
zostanie pokdj o numerze

a) parzystym.

b) bedacym liczba pierwsza.

c) roznym od 7 iod 13.

d) nie wigkszym od 11.

e) rownym co najmniej 8.

2.13. Biuro turystyczne ma w ofercie wycieczki do nastepujacych miast: Ankary,
Aten, Limy, Lizbony, Londynu, Paryza, Rio de Janeiro, Sydney i Toronto. Jedng z tych
wycieczek biuro przeznaczylo w ramach promocji na nagrode dla zwyciezcy konkur-
su ,Matematyka bez granic”. Zwyciezca bedzie losowac cel podrozy. Wyznacz praw-
dopodobieristwo, z jakim uda sie do

a) Ameryki Polnocne;j. ¢) kraju Unii Europejskiej.

b) Ameryki Poludniowej. d) stolicy jakiego$ panstwa.

2.14. Pan Alojzy Mrowka ma w portfelu jeden banknot stuzlotowy, dwa piecdziesie-
ciozlotowe, cztery dwudziestozlotowe i siedem dziesiecioztotowych. Wycigga losowo
jeden banknot. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze bedzie to kwota mniejsza od 50 z}?

2.15. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany miesigc ma nazwe
(w jezyku polskim) zlozong przynajmniej z osmiu liter?
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2.16. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana dwucyfrowa liczba natu-
ralna jest podzielna przez 142

2.17. W pudetku sa klocki czerwone i 6 brazowych. Wiadomo, ze prawdopodo-
bienstwo wylosowania klocka czerwonego jest réwne g Ile czerwonych klockow jest

w tym pudetku?

2.18. AniaiMalgosia graja w wojne. Kazda z nich otrzymala 26 kart z talii. Malgosia
odkryla swoja pierwsza karte. Byl to as kier. Teraz swoja karte odkrywa Ania. Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze bedzie to as pik?

2.19. W pojemniku sa zielone i niebieskie kulki. Kulek zielonych jest dwa razy wiecej
niz niebieskich. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze losowo wyciagnieta kulka jest
a) zielona. b) niebieska.

1. Ze zbioru wszystkich liczb naturalnych nieparzystych mniejszych od 30 losujemy
jedng. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.
Prawdopodobienstwo wylosowania liczby podzielnej

: : 1 . ¢ I - ; ]
A. przez 3 jest rowne —. B. przez 5 jest rowne E C. przez 7 jest rowne =

2. W pudelku znajduje sie 40 zapalek, w tym 6 wypalonych. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze wyciagnieta losowo zapatka nie bedzie wypalona?

3. Ze zbioru wszystkich krawedzi ostrostlupa wybieramy jedna. Jakie jest prawdopo-
dobienstwo, ze bedzie to krawedz podstawy?

4. W klasie 3b jest 12 dziewczat. Nauczyciel wywoluje do odpowiedzi jedng wylo-
sowana osobe. [lu uczniow jest w tej klasie, jezeli prawdopodobienstwo wylosowania

chlopca wynosi %?

5. Ze zbioru wszystkich trzycyfrowych liczb naturalnych wylosowano jedna. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze suma cyfr wylosowanej liczby jest rowna 3.



3. Reguta mnozenia

Umiejetnosci:
* Zliczanie obiektow w prostych sytuacjach kombinatorycznych, stosowanie reguty
mnozenia oraz reguly dodawania

Jezeli chcemy odpowiedziec¢ na pytanie, jakie jest prawdopodobienstwo zaistnienia
konkretnego zdarzenia w danym doswiadczeniu losowym, powinni$émy obliczy¢:

¢ liczbe wszystkich mozliwych wynikéw,

* liczbe wynikéw sprzyjajacych.

Zaczniemy od wyznaczania liczby wszystkich mozliwych wynikow uzyskanych
w konkretnym doswiadczeniu losowym.

Przykiad €}

Bagaz do samolotu mozna spakowa¢ w jedna mala walizke podreczng i duze walizki,
ktore trzeba nada¢ oddzielnie. Franek chce wzia¢ jedna duzg i jedna mala walizke.
W domu ma trzy duze i dwie male walizki. Ile réznych zestawoéw moze uzyskac?

Rozwiazanie START
W rozwiazaniu tego zadania pomozemy
sobie rysunkiem.

Oznaczmy walizki:
duze -d,,d,, ds,
male - m,, m,.
Jesli Franek siggnie najpierw po duza walizke, ma trzy mozliwosci wyboru. Na rysun-
ku zaznaczono je w postaci trzech odcinkow (tzw. galezi) wychodzacych z punktu
startu. Do kazdej z wybranych duzych walizek moze dolozy¢ jedna z dwéch matych
— w ten sposob tworzy sie sze$¢ zestawow ,,duza i mata”.
Mozemy je wypisa¢, przesuwajac sie od punktu START wzdltuz galezi:

dymy, dymy, dymy, dymy, dsmy, dym,

Zatem Franek moze uzyskac¢ 3 -2 = 6 réznych par walizek.

Zauwazmy, ze nie ma znaczenia kolejnoéc START
wybieranych elementéw. Jezeli Franek za-
cznie wybieraé najpierw malg walizke i do niej
dobiera¢ duza, rysunek bedzie wygladal ina-
czej, inaczej tez zapiszemy uzyskane wyniki:
myd,, myd,, myds, myd,, myd,, m,d,

ale liczba mozliwosci sie nie zmieni: 2-3 = 6.
Odp.: 6
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Rysunek ilustrujacy wyniki takiego do$wiadczenia losowego nazywamy drzewkiem,
a liczba wszystkich mozliwych wynikow rowna jest liczbie galezi w ostatnim wierszu.

Regula mnozenia
Jesli zbior A ma m elementow, a zbior B ma n elementow, to liczba par (x, y)
takich,ze x € A i y € B, jestrowna m - n.

Regule mnozenia mozna uogolni¢ nan (n € N, n > 1) zbioréw, z ktérych kazdy ma
skonczona liczbe elementéw. Pokazemy to na przykladach.

Przyktad @) < zad. 34,35

Ania odlozyla na pétke trzy powiesci, dwie biografie i cztery kryminaly. Sa to ksigzki,
sposrod ktorych zamierza wybrac zestaw do przeczytania podczas urlopu. Ile réznych
zestawow moze uzyskac, jezeli z kazdej kategorii wybierze po jednym egzemplarzu?

Rozwiazanie

Oznaczmy ksiazki stojace na polce:

powiesci - py, Py, P

biografie - by, b,,

kryminaly - k|, k,, k3, k.

Kiedy Ania sigga na poltke po jedna powies¢, ma trzy mozliwosci do wyboru. Na ry-
sunku zaznaczono je w postaci trzech galezi wychodzacych z punktu startu.

START

ko ok ko koky kol ok, Rk bk ok koky kok; ks,

Do kazdej z powiesci moze dolozyc¢ jedna z dwoch biografii — w ten sposob tworzy
si¢ szesS¢ zestawow ,powiesc i biografia”. Do kazdego z nich mozna dolozy¢ jeden
z czterech kryminaléw. Zatem Ania zabierze na urlop jeden z 3-2-4 = 24 motzliwych
zestawow. Ostatni wiersz drzewka ma 24 galezie, a przykladowo zaznaczona sciezka
wskazuje zestaw psb k.

Odp.: 24
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Przyktad €) < zad. 36

W trzech urnach umieszczone s3 ponumerowane kule. W pierwszej urnie jest siedem
kul, w drugiej - cztery, a w trzeciej - piec. Z kazdej urny losujemy jedna kule. Licz-
ba wszystkich mozliwych zestawdw trzech kul, czyli wynikow tego doswiadczenia,
wynosi 7-4-5 = 140.

Przyktad @) < zad. 37

Z czterech klas trzecich wybrano losowo po jednym uczniu do reprezentowania szko-
ty. W klasie 3a jest 27 uczniéw, w 3b - 30 uczniéw, w 3¢ - 32 ucznidéw, a w 3d - 23
uczniow. Obliczymy, ile jest wszystkich mozliwych reprezentacji i zilustrujemy wy-
niki losowania za pomoca drzewka.

Rozwiazanie

Wszystkich mozliwych reprezentacji jest 27-30-32-23 = 596 160. Drzewko ilustru-
jace wszystkie wyniki tego losowania jest bardzo rozbudowane. Dlatego uproscilismy
rysunek - poszczegolne liczby zamarkowalismy kropkami.

START

Przyktad 9 zad. 3.8
Rzucamy trzy razy kostka. Wynikiem tego doswiadczenia jest trojka liczb, np. 1, 6, 6.

START

—=— wynik w I rzucie

—=— wynik w II rzucie

—=— wynik w ITI rzucie

Liczba wszystkich mozliwych wynikow wynosi 6-6-6 = 216.
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Przyktad ) < zad. 3.9

Na ile sposobow mozna rozmiescic trzy rozne ksigzki w dwoch pudetkach, jezeli
w kazdym pudelku jest miejsce na trzy ksiazki?

Rozwiazanie
Dla kazdej z ksigzek mamy dwa pudelka do wyboru, Mamy zatem 2-2:2 =2’ = 8
mozliwosci umieszczenia trzech ksigzek w dwoch pudetkach.

Odp.: 8

Przykiad €

W pierwszej skrzynce znajduja sie 4 modele starych samochodéw osobowych prze-
znaczone na wystawe. W drugiej skrzynce jest 5 modeli wspolczesnych samochodow
wyscigowych. Dekorator ma ponadto do dyspozycji 3 modele motocykli. Na wysta-
wie salonu mozna ustawi¢ po jednym modelu samochodu i motocykla. Wyznaczymy
liczbe mozliwych zestawow.

Rozwiazanie

Jezeli dekorator zdecyduje si¢ na ustawienie starego samochodu, toma 4-3 = 12
mozliwych zestawow, a jezeli na auto wyscigowe, to 5-3 = 15 réznych mozliwosci.
Dekorator postanowil wybra¢ samochod losowo.

W tym celu wlozyl wszystkie modele samochodow do jednej skrzynki i poprosil pra-
cownika salonu o wylosowanie jednego samochodu. W ten sposéb mogl otrzymac

jedenz (4 +5) -3 = 27 motzliwych zestawow.
=

W ostatnim przykladzie, poza reguta mnozenia, skorzystaliémy z tzw. reguly doda-
wania.

_ Twierdzenie

Regula dodawania

Jezeli zbiory A i B sg rozlaczne, zbior A ma m elementéw i zbiér B ma n elemen-
tow, to liczba wszystkich elementow x takich, ze x € A lub x € B, jest réwna
m+ .

UB=A+B, gdy ANB=0

e S

Warunek, 7e zbiory A i B sa rozlaczne lub inaczej - nie maja wspdlnych elementow - zapisujemy (((+)))
czesto w postaci rownosci AN B = 0.
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Przyktad ) - zad. .11

Pan Teodor Motylek ma zamiar wyjecha¢ na tygodniowe wczasy. Spakowal do wa-

lizki 7 koszul, 10 krawatow i 8 par skarpetek.

a) lle réznych zestawdw moze stworzy¢ z wymienionych czeéci garderoby?

b) Po namysle pan Teodor dolozyl do walizki 2 koszule i 3 pary skarpetek. O ile
zwigkszyla sie liczba zestawow?

Rozwiazanie
a) 7-10-8 = 560
b) 9:10-11-7-10-8 = 430

Odp.:a) 560 b) 0430

Przyktad @) « zad. 3.12

Klasa Izydora Muszki wybiera si¢ na wy-
cieczke. Cala grupa liczy 36 uczniow
i 3 opiekundw. W autokarze jest 25 foteli
dwuosobowych. Wychowawca postano-
wil przydzieli¢ miejsca losowo. Zasta-
néwmy si¢, jak moze przeprowadzic
losowanie i ile jest réznych wynikéw
w takim doswiadczeniu.

Rozwigzanie

W urnie powinno by¢ 50 loséw z numerami miejsc. Uczestnicy wycieczki w kolej-
nosci alfabetycznej losuja po jednym losie, a nastepnie udaja sie na swoje miejsce do
autokaru. Oczywiscie wyjetego numeru nie wrzucajg z powrotem do urny. Zatem
pierwsza losujaca osoba ma 50 losow w urnie, druga 49, trzecia 48 itd.

Obliczmy, ile losow zostanie dla ostatniej osoby. Przed nia bylo 38 losujacych, wiec
w urnie zostanie 50 — 38 = 12 losow,
Réznych wynikéw losowania jest wiec tyle, ile wynosi iloczyn trzydziestu dziewigciu
czynnikow:

50-49-48-47-...-14-13-12
Jest to ogromna liczba, rowna w przyblizeniu 7 - 10°°.

Odp.:50-49-48-47-...-14-13-12
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Przykiad ()

Zastanowmy sig, jak mozna przeprowadzic losowanie z poprzedniego przykladu, aby
spelni¢ ukryte marzenie Izydora Muszki i posadzic¢ obok niego Jolke. Na ile réznych
sposobdw mozemy wowczas rozlokowac uczestnikdéw wycieczki?

Rozwigzanie
Najprosciej liczbe wszystkich mozliwosci

: < yx . Aby lepiej zilustrowaé przebieg losowa- (1))
opiszemy, jeéli tym razem zaczniemy loso-

nia, warto zapisa¢ wynik jako iloczyn 39

wanie od Izydora. Ma on do wyboru jedno czynnikow, z tym ze na drugim miejscu
7z 50 n‘liejsc {w urnie Jest 50 loséw}, ale “’Piﬂﬂé 1, jﬂkﬂ Ii'l:fhi; losow dla Jolki:
50-1-48-47...,-14.13-12,

po odczytaniu wyniku wiadomo juz, kto-
re miejsce powinnismy zarezerwowac dla
kolezanki. Wybieramy los z tym numerem, wreczamy go Jolce (ktora nie bierze
udzialu w losowaniu) i kontynuujemy losowanie. Nastepny uczestnik ma wiec do
wyboru 48 mozliwosci, kolejny - 47 itd.

Liczba wszystkich mozliwosci jest iloczynem 38 czynnikdéw 50-48-47-...-14-13-12.

Odp.:50-48-47-...-14-13-12
7

Za pomocg urny i ponumerowanych kul mozna symulowac wiele doswiadczen loso-
wych. Na przyklad:

* rzut szeScienng kostka do gry mozna za-
stapi¢ losowaniem jednej z sze$ciu kul
ponumerowanych 1, 2, 3, 4, 5, 6,

* rzut moneta mozna zastgpic losowa-
niem jednej z dwoch kul,

* rzut dwiema kostkami mozna zastapic
dwukrotnym losowaniem jednej z sze-
§ciu kul itp.

Mozna wielokrotnie powtarza¢ czynnos¢ wyjmowania kuli z urny. Rozréznimy tu
dwa sposoby losowania - obydwa uwzgledniajace kolejnosc losowanych numerow.

1. Przed kazdym podejsciem stan urny jest taki sam, Inaczej mowiac, po wylosowa-
niu (i zanotowaniu wyniku) wyciggnieta kula wrzucana jest z powrotem do urny.
Taki sposéb losowania nazywamy losowaniem ze zwracaniem.

2. Raz wyjeta kula nie wraca do urny. Taki sposob losowania nazywamy losowaniem
bez zwracania,
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Przyktad €) « zad.3.16
Z cyfr 4, 7, 8 ukltadamy czterocyfrowe kody. Ile takich kodéw mozemy uzyskac?

Rozwiazanie
Przykladem takiego kodu jest ciag 7448. Cyfry musza si¢ oczywiscie powtarzac. Jezeli
chcemy to doswiadczenie przeprowadzic za pomoca losowania kul z urny, to:

* w urnie musza by¢ trzy kule ponumerowane odpowiednio cyframi 4, 7 i 8,

* losujemy ze zwracaniem z tej urny cztery razy po jednej kuli.

Przy kazdym losowaniu mamy zatem trzy mozliwosci do wyboru, wiec wszystkich
wynikéw (kodow) jest 3-3-3-3 = 3" = 81,

Odp.: 81

Przykiad €9

Pigcioro pacjentow ustawia si¢ losowo w kolejke (inaczej mowiac — losuje numerek
do lekarza). Na ile sposobow moga to zrobic?

Rozwiazanie

Teraz w urnie mamy piec kul ponumerowanych od 1 do 5, alosowanie odbywa sie bez
zwracania. Pierwsza osoba ma pig¢ mozliwosci wyboru, druga - cztery itd. Wszyst-
kich wynikow losowania jest zatem 5-4-3-2-1 = 120.

Odp.: 120

Przykiad €& « zad.3.24

Obliczymy, ile mozna utworzy¢ siedmiocyfrowych numerow telefonicznych, jezeli
a) uklad cyfr moze by¢ dowolny.
b) numer nie moze zaczynac si¢ od zera.

Rozwiazanie

a) Na kazdym miejscu takiego numeru mozemy wpisac jedng z dziesieciu cyfr.
Takich dowolnie tworzonych numerow siedmiocyfrowych jest zatem
10" = 10000000, czyli 10 milionéw.

b) Jezeli numer telefonu nie moze zaczynac si¢ od zera, to na pierwszym miejscu
mozemy wpisac jedng z dziewieciu cyfr, a na kazdym z pozostalych szeéciu - jedna
z dziesieciu. Liczba wszystkich mozliwych wynikéw takiego losowania jest wiec
réwna 9-10-10-10-10-10-10=9-10°, czyli 9 miliondw.

Odp.:a) 10" b) 9-10°
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W kazdym z zadan 3.1-3.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

3.1. Ilejest liczb trzycyfrowych, ktorych wszystkie cyfry sa roznymi liczbami parzy-
stymi?
A. 48 B. 60 C. 100 D. 125

3.2. W kawiarni mozna zamowic 8 rodzajow ciastek, 4 rodzaje deserow lodowych
i 7 rodzajéw kawy. Na ile sposobow mozemy zamowié zestaw skladajacy sie z kawy
i czegos slodkiego (ciastka lub deseru lodowego)?

A. 19 B. 36 C. 84 D. 224

3.3. Na ile sposobéw mozemy rozdzieli¢ pomiedzy pieciu uczniéw cztery rézne te-
maty referatéw do napisania tak, aby kazdy dostal co najwyzej jeden temat?

A.5.4 B.5:4:3.2 C. 5 D. 4’

3.4. W karcie dan jest 5 zup, 12 drugich dan i 3 desery. Na ile sposobéw mozna
wybrac zestaw obiadowy skladajacy sie z zupy, drugiego dania i deseru?

3.5. Nauczyciel matematyki uklada sprawdzian powtdrzeniowy zawierajacy po jed-
nym zadaniu z dzialéw: funkcja liniowa, funkcja kwadratowa, ciagi, funkcja wyktad-
nicza. lle zestawéw moze ulozy¢, jezeli dysponuje piecioma zadaniami o funkgji linio-
wej, dziesiecioma — o funkcji kwadratowej, szescioma - o ciggach i trzema - o funkgji
wykladniczej?

3.6. Rysiek pisze kartki swiateczne wedlug wzoru:

iWemech Swiat, | udanego Sylwestra i duzo | zdrowia w Nowym Roku zyczy Rysiek.l
! Radosnych szalonego pomyslnosci

' Pogodnych niezapomnianego szczescia

| Rodzinnych wystrzalowego sukcesow

'Spokojnych

Ile roznych kartek moze napisac?

3.7. W klasie jest 32 uczniow. Nauczyciel matematyki nie stawia za prace klasowa
ocen z plusami lub minusami. Ile jest mozliwych wynikow jednej klasowki, ktorg
pisali wszyscy uczniowie?



3. Reguta mnozenia

3.8. lle mozemy otrzymac wynikéw doswiadczenia polegajacego na rzucie

a) piec razy kostka do gry? d) piecioma monetami?
b) siedem razy moneta? e) kostka i moneta?
c) dwiema kostkami do gry? f) dwa razy kostka i trzy razy moneta?

3.9. W 30-osobowej klasie odbyl si¢ sprawdzian z matematyki. Ile moglo by¢ roz-
nych wynikéw sprawdzianu, jezeli wiadomo, ze nauczyciel wystawial tylko ,,plus”
albo ,,minus”?

3.10. Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ n kredek réznych koloréw w k pudetkach
dla danych n i k? Zakladamy, ze kolejnos¢ kredek w pudetku nie jest istotna oraz ze
w kazdym pudelku zmieszcza sig¢ wszystkie kredki,

ayn=2, k=3 c) n=12, k=1

by n=1, k=6 d) n=10, k=3

3.11. W trzech urnach rozmieszczone sa kolorowe ponumerowane kule. W pierw-

szej urnie jest 12 kul zottych, w drugiej 6 czerwonych, a w trzeciej 5 fioletowych.

a) Losujemy po jednej kuli z kazdej urny. Ile zestawéw kul otrzymamy?

b) Do drugiej urny dolozono 4 czerwone kule. Losujemy po jednej kuli zkazdej urny.
O ile wiecej otrzymamy zestawow kul niz w losowaniu przed dolozeniem kul?

3.12. Do pustej sali kinowej weszly 4 osoby. Na ile sposobéw moga zajac miejsca?
Wszystkich foteli w tym kinie jest 180.

3.13. Z urny zawierajgcej szes¢ kartek z numerami 0, 1, 2,4, 6, 8 losujemy ze zwra-
caniem cztery razy po jednej kartce. Wylosowane numery zapisujemy kolejno i w ten
sposob otrzymujemy liczbe. Oblicz, ile mozemy otrzymac liczb czterocyfrowych

a) parzystych.

b) nieparzystych.

c) podzielnych przez 10.

d) w ktorych zapisie nie wystapi cyfra 0.

3.14. Haslo, za pomoca ktérego mozna sie zalogowaé w sieci, sklada sie z 6 zna-
kow. Kazdy znak jest jedng z 24 liter (system odrdznia litery male i duze) lub 10 cyfr.
[le istnieje takich hasel? Ile czasu zajeloby sprawdzenie wszystkich mozliwosci przy
zalozeniu, ze w ciaggu sekundy mozna sprawdzi¢ jedno haslo?

3.15. Pan Teodor Motylek zabral na tygodniowe wczasy 10 krawatow. Ile ma moz-
liwosci zaprezentowania swej kolekcji, jezeli kazdego dnia bedzie chodzil w innym
krawacie?

3.16. Dwanascie ponumerowanych kul rozmieszczono w pigciu pojemnikach ozna-
czonych literami A, B, C, D, E. Ile jest roznych rozmieszczen tych kul?
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3.17. Lokujemy n pasazeréow w k wagonach tak, aby kazdy z nich byl w innym wa-
gonie. Na ile sposobdéw mozemy to zrobi¢ dla danych n i k?

a) n=3, k=7 c) n=6, k="=6

b)n=7k=5 d)n=3, k=11

3.18. Ze zbioru {a, b, ¢, d, e, f} losujemy kolejno bez zwracania k elementéw. Ile
jest mozliwych wynikow tego doswiadczenia dla danego k?
a) k=1 b) k=2 c) k=3 d) k=4 e) k=5 f) k=6

3.19. Ile sléw pigcioliterowych (majacych sens lub nie) mozna ulozy¢ z pieciu liter
wybranych ze stowa KOMPUTER?

3.20. lle jest czterocyfrowych liczb, w ktorych zadna cyfra sie nie powtarza, zaczy-
najacych sie od 1, 3 lub 7¢

3.21. llejest trzycyfrowych liczb, do ktorych zapisania mozemy uzy¢ podanych cyfr?
Cyfry w liczbach nie moga si¢ powtarzac.
a) 2,6,8,9 b) 1,3,5,7,9 €) 2,35 d) 0,7,8,9

3.22. lle jest podzielnych przez 5 liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach?

3.23. W urnie sg kule ponumerowane kolejnymi liczbami dwucyfrowymi od 10 do
99. Losujemy trzy razy kolejno bez zwracania po jednej kuli. Z wylosowanych nume-
row kul tworzymy szesciocyfrowe liczby (zapisywane zgodnie z kolejnoscig losowa-
nia). Ile mozemy otrzymac liczb

a) podzielnych przez 107 b) podzielnych przez 1007

3.24. Ela chciala zatelefonowac do Ali, ale pamigtala tylko pierwsze cztery cyfry
siedmiocyfrowego numeru. Jaka najwieksza liczbe numeréw musialaby wyprébo-
wac, aby polaczy¢ sie z kolezanka?

3.25. Krzy$ dostal na urodziny kolejke elektryczng sktadajaca sie z elektrowozu
i siedmiu réznych wagonikéw. Na ile sposobéw moze zbudowaé pociag, ktéry ma
elektrowoz na poczatku skladu i cztery wagoniki?

3.26. W klasie 5¢ jest 18 dziewczat i 12 chlopcow. Na ile sposobéw mozna wybrad
w tej klasie samorzad zlozony z przewodniczacego, zastepcy i skarbnika, jezeli funkcje
przewodniczacego ma objac dziewczynka, a zastepca ma by¢ chlopiec?

3.27. Marta ma trzy rézne klucze. Tylko dwa z nich pasujg do zamkéw w skrytce
bankowej, ktérag mozna otworzy¢ jednoczesnym przekreceniem obydwu kluczy. Klu-
cze nie roznia sie, niestety, wielkoscia. Ile prob otwarcia podjeta Marta, jezeli dopiero
przy ostatnim z mozliwych wariantow (a jest madra dziewczyna i nie sprawdzala kil-
ka razy tego samego ukladu) drzwi si¢ otworzyly?



3. Reguta mnozenia

3.28. W konkursie ,,Kangur Matematyczny” jest 30 pytan, a do kazdego z nich 5 wa-
riantéw odpowiedzi (z ktérych dokladnie jedna jest poprawna). Na ile sposobow
uczestnik konkursu moze wypelnic kart¢ odpowiedzi, jezeli

a) odpowie na wszystkie pytania?

#b) na niektore (a nawet na wszystkie) pytania moze nie udzieli¢ odpowiedzi?

+ 3.29. Skoczek (potocznie zwany koniem lub konikiem) jest eqops | by
figura szachowa, ktora porusza si¢ na szachownicy w jednym
ruchu o dwa pola w pionie lub poziomie i o jedno pole w kie-
runku prostopadlym do poprzedniego, czyli ,,po literze L”
(zob. rysunek). Ustawiamy skoczka na pozycji al, a nastep-
nie wykonujemy nim trzy ruchy. Na ile sposobéw mozemy
to zrobic? ab g

-k B3 L e R O = 0B
v M Fy = W W k- &0

+ 3.30. Ile jest wszystkich podzbioréw zbioru
a) trzyelementowego? b) n-elementowego?

* 3.31. lle dzielnikow naturalnych ma liczba 30 0307

1. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.

Liczba wszystkich liczb szesciocyfrowych, ktore sa utworzone z cyfr 1, 2, 3 oraz sa
A. parzyste, jest rowna 243.

B. nieparzyste, jest rowna 64.

C. podzielne przez 4, jest rowna 81.

2. Nauczyciel wychowania fizycznego zamawia stroje dla szkolnej druzyny pitki
noznej. Do wyboru ma 6 koloréw koszulek, 4 kolory spodenek i 3 kolory getrow.
Ile roznych zestawow moze wybrac?

3. Autobusy w Pyrkach maja specjalna rejestracje, na ktora skladaja sie najpierw
dwie litery, a nastepnie dwie cyfry. Ile maksymalnie autobuséw mozna w taki spo-
sob zarejestrowad, jezeli do dyspozycji mamy 24 litery alfabetu?

4. Przesuwamy sie po bokach i przekatnych wypuklego pieciokata ABCDE. Na ile
sposobow mozemy dojs¢ z punktu A do punktu E, przechodzac przez wszystkie po-
zostale wierzcholki pieciokata i przez kazdy z nich tylko raz?

5. Rozpatrujemy wszystkie funkcje, ktorych dziedzina jest zbior
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, awartosci naleza do zbioru {-1, 0, 1}. Ilejest wsrod tych
funkgji takich, ktorych zbior wartosci jest dwuelementowy?

393 N



4. Obliczanie
prawdopodobienstwa

Umiejetnosci:
* obliczanie prawdopodobieristwa w prostych sytuacjach z zastosowaniem
klasycznej definicji prawdopodobienstwa

Przypomnijmy, ze jezeli w danym doswiadczeniu losowym wszystkie zdarzenia ele-
mentarne sa jednakowo prawdopodobne, to prawdopodobienstwo zajscia zdarze-
nia A jest rowne:

|

P(A) = ﬁ

gdzie A oznacza liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajéciu zdarzenia A,
a Q - liczbe wszystkich zdarzen elementarnych w tym do$wiadczeniu.

Przykiad €)

Rzucamy dwa razy moneta. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze wypadna rozne
wyniki?
Rozwigzanie
W pierwszym rzucie moze wypasc orzel

P ym ) Gdybyémy nie uwzglednili kolejnosci  ((+))
(oznaczamy to O) lub reszka (oznaczamy wynik6w rzutéw; to otrzymalibyémy
R), w drugim rzucie podobnie — wynik to 3 zdarzenia elementarne: , rozne wyniki”,
O lub R. Prz}r}mujemy nastepujaca kon- »dwa orly” i ,dwie reszki”, ale wowczas
wencje - zapis OR oznacza taki wynik do- Rilananis fe e byiyby jelcakows
, . ) , ) . prawdopodobne (co zauwazy nawet
Swiadczenia, wktérym w pierwszym rzucie poczatkujacy gracz).
wypadt orzel i w drugim wypadla reszka.
Zatem zbidr wszystkich zdarzen elemen-
tarnych zapiszemy w postaci:

Q = {00, OR, RO, RR}
Niech A oznacza zdarzenie: wypadna rézne wyniki.

A = {OR, RO}
P(A) = 2 = 1
42

Zamiast monety mozemy wykorzysta¢ urne z dwiema ponumerowanymi kulami i lo-
sowac kolejno ze zwracaniem.

1
Odp.: 5
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Przykiad @) < zad. 4.4

Rzucam}r.trrzy i mon.elq..lakm]est Sl Doswiadczenia ,k razy rzut moneta ﬂ[{ }))
dopodobienstwo tego, ze liczba reszek be- KGRt 1, PRt ORI THbRE
dzie Wi‘?kSZﬂ od IiCZb}’ ortéw? tami (kostkami)” mozemy dokladnie tak
samo zinterpretowac i opisac. Identyczne

sa zatem zbiory zdarzen elementarnych
takich doswiadczen.

Rozwiazanie

Doswiadczeniem jest trzykrotny rzut mo-
neta. Wyznaczmy zbior wszystkich zda-
rzen elementarnych:

Q = {000, OOR, ORO, ROO, RRO, ROR, ORR, RRR}

Zatem zbidr zdarzeni elementarnych ma 2° = 8 elementéw.

N=28
Interesujace nas zdarzenie A polega na wylosowaniu wigkszej liczby reszek niz orlow,
czyli:

A = {RRR, RRO, ROR, ORR}

A=14

P(4) = 4 1

8 2

Zauwazmy, ze jezeli wykonujemy nieparzysta liczbe rzutéw moneta, to nie ma moz-
liwosci otrzymania takiej samej liczby reszek i ortéw. W polowie wszystkich moz-
liwych wynikéw wiecej jest reszek, a w polowie - ortéw. Odpowiedzi mozna bylo
udzieli¢ od razu, bez wypisywania elementow zbioru A.

1
Odp.: -
P 7

| =l

Przyktad €)

Zapisujemy czterocyfrowe liczby w nastepujacy sposob: rzucamy 4 razy moneta -
jezeli wypadnie orzel, to zapisujemy 1, a jesli reszka - to 2. Jakie jest prawdopodo-
bienistwo tego, ze otrzymana liczba jest:

A - parzysta, B - podzielna przez 3, C - podzielna przez 4?
Rozwigzanie

Zbi6r zdarzen elementarnych ma 2* = 16 elementéw.

Q=16
W zapisie otrzymanych liczb wystepuja tylko cyfry 1 i 2. Polowa tych liczb konczy si¢
jedynka, a polowa - dwojka, zatem:
A_8
[

|

=8, P(A)=

o
16 2
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Zauwazmy, ze do wybrania zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A nie-
potrzebne byly informacje o cyfrach uzyskanych w pierwszych trzech losowaniach.
Szukane prawdopodobienstwo mozna zatem wyznaczyC¢ prosciej — wystarczy wziac
pod uwage tylko ostatnie losowanie. Skoro na dwie mozliwosci jedna jest dobra, to

P(A) = %

Zdarzenie B zajdzie wtedy, gdy suma cyfr bedzie podzielna przez 3 - w naszym loso-
waniu oznacza to wylacznie liczbe, ktdrej suma cyfr jest rowna 6 (najmniejsza z moz-
liwych sum jest 4, a najwieksza - 8). Zatem dobrymi wynikami sa tylko liczby zapisane
z uzyciem dwoch dwdjek i dwoch jedynek: 1122, 1212, 1221, 2121, 2112, 2211.

Bt Bl =i
D 16 8
Zdarzenie C zajdzie wtedy, gdy na koncu liczby pojawi sie¢ uklad cyfr 12 (zgodnie
z cecha podzielnosci przez 4), czyli dobrymi wynikami sg tylko liczby: 1112, 1212,

21122212, _
C 4 1

C=4, PO)===—=-
O 16 4
Podobnie jak przy zdarzeniu A, do obliczenia szukanego prawdopodobienstwa nie-
potrzebna jest informacja o wynikach pierwszych dwoch losowan. Zadanie mozna
uproscic¢ — wystarczy obliczy¢ prawdopodobienstwo otrzymania liczby dwucyfrowej
podzielnej przez 4, w ktérej wystepuja tylko cyfry 1 i 2. Sprzyjajacy uklad 12 wystapi

raz na cztery mozliwosci (11, 12, 21, 22), wiec P(C) = i

1 3 1
Odp.: P(A) ==, P(B) ==, P(C) = -
p: P(4) =2, P(B) =2, P(C) =7

Przyktad @) < zad. 4.10

Rzucamy dwa razy kostka. Obliczymy prawdopodobienstwo tego, ze:

A - suma oczek jest wigksza od 10,

B - za drugim razem wypadla liczba oczek o 2 wigksza niz za pierwszym razem,
C - obydwa wyniki sg nieparzyste,

D - wyniki w obydwu rzutach sa réine.

Rozwiazanie

£ . . - — (
W tym doswiadczeniu losowym () = 6” = 36. 0 ={11,12,13,14,15,16, (1)

¢ A= {56, 65, 66} 21,22,23,24, 25,26,

31, 32,33, 34, 35, 36,

— A 3

A=3 P(A):ﬁzﬁzﬁ 41,42, 43, 44,45, 46,
» B={13, 24, 35, 46} 51,52, 53, 54,55, 56,

B-4 P(B) - _4_1 61,62, 63, 64,65, 66}
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* C - obydwa wyniki sa nieparzyste: Serad £ e | sl @l s e
C=32=9 P(O:E:i:l 2t N\
Q 36 4 1 X X X
* D - wyniki w obydwu rzutach sa rézne: ) i
D6 POy w2 3 x| [x]| [x
QO 36 6 S SRR SIS
Odp.: P(A) = —, P(B) = =, P(C) = - | —
= 1z -9 4 5 | x x x
5 a H H H
P(D) == 6

Poszczegolne zdarzenia w tym do$wiadczeniu mozna tez zliczaé na rysunku. Kazdemu z 36 (1))

zdarzen elementarnych odpowiada jedna komdérka w tabeli. Na rysunku zaznaczono zdarzenia
sprzyjajace zdarzeniu C.,

Przykiad &)

Rzucamy trzy razy kostka. Obliczymy prawdopodobienstwo tego, ze w pierwszym
rzucie otrzymamy tyle oczek, ile jest rowna suma oczek w drugim i trzecim rzucie.

Rozwiazanie
Niech A oznacza interesujace nas zdarzenie.

A = {615, 624, 633, 642, 651, 514, 523, 532, 541, 413, 422, 431, 312, 321, 211}

G=¢, A=15 PA)==2=2=2
0 §] 72
. 2
Odp.: >
Przykiad )

Krzys opiekuje si¢ szczeniakami — dwiema suczkami i dwoma pieskami. Podaje je
losowo weterynarzowi do szczepienia. Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia A:
suczki i pieski bedg szczepione na zmianeg?

Rozwiazanie START
Na rysunku drzewka s,, s, oznacza
suczke, p,, p, - pieska.

Odczytujemy z niego liczbe zdarzen
elementarnych sprzyjajacych zdarze-
niu A:

A=4.2

397 .
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Cztery szczeniaki sa podawane kolejno, zatem:

0Q=4-3-2-1
p(A]=§_=_L=},
0 4-3-2-1 3
Odp.: =

Przykiad @ < zad. 4.11

Tata Ali codziennie $piewa coreczce jedna z siedmiu kolysanek, ktore zna. Z jakim
prawdopodobienstwem nie powtdrzy w ciagu tygodnia ani jednej, jezeli kolysanki
wybiera w sposob losowy?

Rozwiazanie

Jezeli ponumerujemy kolysanki 1, 2, ..., 7, to kazda mozemy utozsami¢ z kula o od-
powiadajacym jej numerze. Tata Ali losuje jedna dziennie (z calego zbioru, czyli ze
zwracaniem), wiec ma zawsze 7 mozliwosci wyboru. Zatem:

Q=7

Jezeli przyjmiemy, Ze A jest zdarzeniem polegajacym na wyborze réznych piosenek
w ciggu tygodnia, to zdarzenia sprzyjajace otrzymamy, gdy bedziemy losowac 7 razy
bez zwracania, czyli:

A =T 6 G321

7-6:5-4-3-2:1 6:5-4-3-2-1 720 1
P(A]z - = 3 = =
7 i 117649 163
-7 O WL |
de.:ﬁ ?63

Przyktad e zad. 4.13

Klara i Leon wybieraja losowo przedzialy sposrod 7 kolejnych wolnych przedziatow

w wagonie. Obliczymy prawdopodobienstwo tego, ze nie beda jechali

a) wtym samym przedziale.

b) ani w tym samym przedziale, ani w sasiednich przedziatach.

Rozwiazanie _

Klara i Leon maja po 7 mozliwosci wyboru, zatem =77,

a) Niech A oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze nie wylosuja tego samego prze-
dzialu. Pierwsza osoba wybierajaca przedzial ma 7 mozliwosci, natomiast druga
juz tylko 6. Liczba wszystkich sprzyjajacych ukladow jest wiec rowna 7 - 6.

A=7:6
=

o

P(A) =

2l =l
o
N
~io
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b) Niech B oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze Klara i Leon nie wylosuja ani te-
go samego przedzialu, ani sasiednich przedzialéw. Do wyznaczenia liczby wszyst-
kich zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu B postuzymy si¢ rysunkiem. Przyjmijmy, ze
jako pierwsza przedzial wybiera Klara (cyfry na rysunku oznaczaja numery prze-

dzialow). SFARD

34567 4567 1567 1267 1237 1234 12345

Zauwazmy, ze:

* jezeli Klara trafi do pierwszego przedzialu, to Leon moze jechaé¢ w kazdym z prze-
dzialow o numerach 3, 4, 5, 6 oraz 7 - daje to 5 mozliwosci (podobna sytuacja
zaistnieje wowczas, gdy Klara wylosuje ostatni przedziat),

* jezeli Klara trafi do ktorego$ ze srodkowych przedzialow, to Leon ma do wyboru
jeden z czterech przedziatow.

Wszystkich sprzyjajacych zdarzen elementarnych jest tyle, ile galezi w ostatnim wier-
szu drzewka.

B=1:5+5-4+1-5=30
30 30

B =85=77"5

w2l =l

6 30
Odp.: a) = b) S

Przyktad €) < zad. 4.17

Autobus wiozacy pieciu pasazerow jedzie trasa, wzdluz ktérej jest 8 przystankow. Za-
ktadamy, ze wszystkie rozklady wysiadania pasazeréw na przystankach sa jednakowo
prawdopodobne. Obliczymy prawdopodobienstwo zdarzenia, ze kazdy pasazer wy-
siadzie na innym przystanku.

Rozwiazanie

Kazdy z pasazerow ma do wyboru dowolny z o$miu przystankow (o$miu ponume-
rowanych kul). Wyobrazmy sobie, ze losowanie odbywa si¢ przed wejsciem pasazera
do autobusu. Pierwszy pasazer losuje jedng kule z odmiu, wrzuca ja z powrotem do
urny, aby drugi pasazer mial do dyspozycji 8 przystankdw itd.

0=8

3990 .
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Niech A oznacza zdarzenie, ze kazdy pasazer wysiadzie na innym przystanku. Wyniki
sprzyjajace uzyskamy wowczas, gdy zadna cyfra sie nie powtérzy. Zatem:
8:7-6-5-4 _ 105

A=8:7-6:5:4, P(A)=—— =

105

U 512

Przyktad €0) < zad. 4.26

W urnie znajduje sie piec kul podpisanych cyframi 2, 3, 4, 6, 8. Losujemy jedna kule,
zapisujemy wynik i wrzucamy wylosowana kule z powrotem do urny. Nastepnie lo-
sujemy drugi raz i dopisujemy wynik do pierwszej cyfry (po jej prawej stronie). W ten
sposob wylosowane cyfry tworza liczbe dwucyfrowa. Z jakim prawdopodobienstwem
otrzymamy liczbe wigksza od 447?

Rozwiazanie
W urnie mamy piec kul i losowanie powtarzamy dwukrotnie, wigc Q = 25.
Oznaczmy litera A interesujace nas zdarzenie — wylosowanie liczby wigkszej od 44.
Przykladami sprzyjajacych zdarzen elementarnych sa wyniki: 66, 48, 63 itd. Nato-
miast niepozadane liczby to np. 23, 44.
Zastanowmy sie, jak zliczy¢ wylacznie sprzy-

jajace uklady cyfr. Pierwsza wylosowana cyf- iRl
ra bedzie cyfra dziesiatek tworzonej liczby, /T\
wiec nie moze by¢ mniejsza od 4. W pierw- § : g - cyfra dziesigtek

szym losowaniu interesuja nas zatem tylko

kule oznaczone 4, 6 albo 8.

Jezeli pierwsza wylosowang cyfra jest 6 lub 8, to nie jest wazne, jaka bedzie nastepna
- kazdy uklad jest dobry. Inaczej rzecz si¢ ma z wylosowana jako pierwsza cyfra 4.
Liczba 46 jest dobra, a 43 nie. W tym wypadku w drugim losowaniu moga pojawic si¢
tylko dwie kule - z numerem 6 oraz 8. Ostatecznie drzewko wszystkich sprzyjajacych
uktadow wyglada nastepujaco:

START
4 6 8 ——cyfra dziesiatek
——cyfra jednoéci
6 8 23 4 6 8 23 4 6 8
= A 12
A=1:-2+2:-5=12, PlA)===—
0 25

12

Gz
P25
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W kazdym z zadan 4.1-4.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W zeszycie.

4.1. Wskaz prawdopodobienstwo otrzymania dokladnie dwdch ortéw w trzech rzu-
tach moneta.
Koo B. €. = D. 2

3 3 4 8
4.2. Kazik zapomniatl czterocyfrowego kodu do domofonu w swoim bloku. Wybral
wiec losowo liczby na klawiaturze. Wskaz prawdopodobienstwo tego, ze drzwi sie
otworza.

1 1 1 1
A. - B. — C. — D. —
4 40 10 4

4.3. Rzucamy trzema kostkami i czterema monetami. Wskaz prawdopodobienstwo
tego, ze wypadna tylko szostki i reszki.

1 1 1 1
. — B. —— C. D.
3-6+4-2 3-6-4-2 6> - 24 36 - 42

4.4. Rzucamy czterema monetami. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze na trzech
sposrod tych monet wypadnie reszka?

4.5. Rzucamy pie¢ razy moneta. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w zadnych
dwoch kolejnych rzutach nie powtdérzy sie ten sam wynik.

4.6. Rzucamy moneta i szescienng kostka do gry. Wypisz zbior zdarzen elementar-
nych dla tego doswiadczenia losowego, a nastepnie oblicz prawdopodobienstwo kaz-
dego z nastepujacych zdarzen:

A - wypadnie reszka i parzysta liczba oczek,

B - wypadnie orzel i liczba oczek podzielna przez 3,

C - wypadnie nieparzysta liczba oczek,

D - wypadnie orzel,

E - wypadnie reszka i liczba oczek podzielna przez 7,

F - wypadnie szostka.

4.7. Pan Krzysztof ma w lewej kieszeni jeden cienkopis czarny i jeden niebieski,
a w prawej — jeden zielony, jeden czerwony i jeden fioletowy. Wyjmuje losowo po
jednym cienkopisie z kazdej kieszeni. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wyjmie
cienkopisy czarny i czerwony.

4.8. 7 talii 52 kart losujemy kolejno dwie bez zwracania. Oblicz prawdopodobien-
stwo tego, ze pierwsza wylosowana karta bedzie as, a druga dama.
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4.9. Zpudelka, wktérym sa 3 kule biale i 2 czarne, losujemy bez zwracania dwie kule.
Co jest bardziej prawdopodobne: wylosowanie dwach kul biatych czy wylosowanie
najpierw kuli czarnej, a potem bialej?

4.10. Rzucamy dwiema kostkami do gry. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze

a) na obu kostkach wypadna identyczne wyniki.

b) na obu kostkach wypadna parzyste liczby oczek.

c) liczba oczek na pierwszej kostce bedzie wieksza.

d) liczba oczek na pierwszej kostce bedzie wielokrotnoscia liczby oczek z drugiej

kostki.

4.11. Ze zbioru {4, 6, 7, 8} losujemy cztery razy po jednej liczbie ze zwracaniem.
Otrzymane wyniki zapisujemy i tworzymy w ten sposob czterocyfrowe liczby - ostat-
nia wylosowana liczba jest cyfra jednosci. Oblicz z jakim prawdopodobienstwem
otrzymamy liczbe

a) o roznych cyfrach. b) nieparzysta.

4.12. Tworzymy liczbe trzycyfrowa w nastepujacy sposob: sposrod cyfr 1, 2, ..., 9
losujemy najpierw cyfre setek, potem z pozostatych osmiu cyfre dziesiatek, a nastep-
nie z pozostalych siedmiu - cyfre jednosci. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania
liczby parzystej.

4.13. Patryki Martyna jada na wakacje tym samym pociggiem. Komputer przydzie-
lit im losowo miejsca w tym samym szescioosobowym przedziale. Oblicz prawdopo-
dobienstwo tego, ze zajma miejsca

a) naprzeciwko siebie. b) obok siebie.

4.14. W wagonie jest jedenascie przedzialow po osiem miejsc w kazdym. Kupujemy
(losowa) miejscowke. Oblicz prawdopodobienstwo tego, Ze otrzymamy miejsce przy
oknie.

4.15. W teleturnieju prowadzacy zadaje dziesie¢ pytan. Do kazdego z nich podane
sa cztery odpowiedzi, z ktérych tylko jedna jest poprawna. Oblicz prawdopodobieri-
stwo tego, ze osoba nieznajaca odpowiedzi na zadne pytanie odpowie na wszystkie
poprawnie.

4.16. Ambrozy, Baltazar, Cezary i Dionizy losuja kolejnos¢, w jakiej beda skaka¢ do
basenu z trampoliny. Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze

a) Ambrozy bedzie skakal na koncu.

b) panowie skocza w alfabetycznej kolejnosci ich imion.

¢) Cezary i Dionizy skocza jeden za drugim (Cezary za Dionizym lub odwrotnie).
d) Baltazar bedzie skakal wczesniej niz Dionizy.
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4.17. Szesciu pasazerow wsiada na przy-
stanku do tramwaju zlozonego z trzech
wagonow. Zakladamy, ze kazdy pasa-
zer moze z tym samym prawdopodo-
bienstwem wsias¢ do dowolnego wago-
nu. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze
a) wszyscy pasazerowie wsiada do jed-
nego wagonu,
+b) do jednego z wagonow nie wsiadzie
zaden pasazer.

4.18. Oblicz prawdopodobienistwo wylosowania dwach bialych kul z urny zawie-
rajacej 3 kule biale i 2 czarne w doswiadczeniu, ktore polega na losowaniu kolejno

dwoch kul
a) bez zwracania. b) ze zwracaniem.

4.19. W urnie sa cztery kule, na kazdej z nich napisana jest cyfra. Losujemy dwa
razy po jednej kuli bez zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze na drugiej
wylosowanej kuli jest wieksza liczba niz na pierwszej, jezeli kule w urnie maja cyfry
a) 1,2, 3,4 by 1:L:2,:%

4.20. Z cyfr 0, 1, 2, 3, 4 ukladamy wszystkie mozliwe liczby trzycyfrowe o réznych
cyfrach. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze losowo wybrana jedna z tych liczb
ma dwie cyfry parzyste i jedna nieparzysta.

4.21. Ze zbioru wszystkich liczb trzycyfrowych, w ktérych zapisie wystepuja tylko
cyfry 1, 2, 3, 4, 5 i 6, wybieramy losowo jedna. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze

wylosujemy liczbe
a) oroznych cyfrach. c) parzysta.
b) o jednakowych cyfrach. d) wieksza od 500.

4.22, Graczrzuca dwa razy kostka. Jezeli wyniki sa identyczne, to do sumy wyrzuco-
nych oczek dolicza mu si¢ 5 punktéw, jezeli wyniki sa rézne i wérdd nich jest jedyn-
ka, to dolicza sie 3 punkty. W pozostatych przypadkach grajacy traci tyle punktow,
ile wynosi suma wyrzuconych oczek. Oblicz prawdopodobienstwo, z jakim w jednej

grze gracz
a) zdobedzie maksymalna liczbg punktow. c) zdobedzie 9 punktow.
b) zdobedzie 6 punktow. d) straci punkty.

4.23. Pigcioletni Tomek pomaga tacie w robieniu porzadkéw. Oblicz prawdopo-
dobienstwo tego, ze ustawi czterotomowa encyklopedi¢ i zachowa Kolejnos¢ tomow
(Tomek nie umie jeszcze czytac i ksiazki ustawia losowo).
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4.24. Blizniaki Antek i Bartek ustanowili nastepujaca zasade wynoszenia $mieci.
Rzucajg kostka i moneta. Jezeli na kostce wypadnie mniej niz pie¢ oczek i na mo-
necie orzel, to przez tydzien smieci wynosi Antek, a jezeli na kostce wypadna wigcej
niz dwa oczka i na monecie reszka, to Bartek. W pozostalych przypadkach smieci ma
wynosi¢ ich mlodszy brat Czarek. Czy ustalone warunki sg sprawiedliwe?

4.25. Rzucamy trzy razy kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze
suma liczby oczek wyrzuconych w pierwszym i drugim rzucie jest mniejsza od liczby
oczek wyrzuconych w trzecim rzucie.

4.26. W pudelku jest 10 kul oznaczonych cyframio0, 1, ..., 8, 9. Wyjmujemy losowo
jedng kule, zapisujemy jej numer i wrzucamy z powrotem do pudetka. Czynnoéc te
powtarzamy trzy razy. W ten sposob tworzymy ciagi trzyelementowe (a, b, ¢), dla
ktérych budujemy wyrazenia 100a+10b+c. Oblicz prawdopodobienistwo, ze wartosé
tego wyrazenia jest

a) liczba dwucyfrowa.

b) liczba wieksza od 653 i mniejsza od 921.

¢) wielokrotnoscia liczby 10.

+ 4.27. Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia, ze urodziny szesciu losowo wybra-
nych os6b wypadaja w dwdch miesiacach? Prawdopodobienstwo urodzenia w kaz-
dym miesigcu przyjmujemy za jednakowe.

4.28. Pomalowany klocek szescienny pocieto na 1000 jednakowych szescianikow.
Oblicz prawdopodobienstwo wyciagniecia szescianika

a) pomalowanego na jednej scianie.

b) pomalowanego na dwoch scianach.

¢) pomalowanego na trzech $cianach.

d) pomalowanego na jednej lub dwdch $cianach.

e) niepomalowanego.

4.29. Ankieta sklada si¢ z czterech pytan, na ktére mozna odpowiedziec ,tak” lub
»nie”. Jarek i Kasia wypelnili swoje ankiety na chybit trafil. Oblicz prawdopodobien-
stwo tego, ze wypelnili je tak samo.

* 4.30. Zezbioru{l, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} losujemy ze zwracaniem trzy razy po jed-
nym elemencie. Wylosowane liczby ustawiamy w ciag w kolejnosci losowania. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze wylosowane liczby utworza

a) ciag geometryczny o ilorazie % lub 3. b) ciag arytmetyczny.



4. Obliczanie prawdopodobienstwa 405 IS

+ 4.31. Ze zbioru wszystkich liczb catkowitych czterocyfrowych wybieramy losowo
jedng. Oznaczmy jg n. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze 1 jest ostatnia cyfra liczby

a) ", b) n'.

4.32. Rzucamy dwukrotnie kostka trzydziesto$cienna, na ktorej
§ciankach sg wypisane liczby od 1 do 30 i wyrzucenie kazdej ze
scianek jest jednakowo mozliwe. Oblicz prawdopodobienstwo te-
go, ze wartos¢ bezwzgledna roznicy otrzymanych liczb jest mniej-
sza od 10.

1. Zoyfr 1, 2, 3, 4, 5 ukladamy wszystkie mozliwe liczby trzycyfrowe o réznych cyf-
rach. Ocen prawdziwosc podanych zdan.
Prawdopodobienstwo tego, ze jedna z tych liczb wybrana losowo jest

1
A. rd 125, e
rowna wynosi - -
B. mniejsza od 300, wynosi %

2
C. parzysta, wynosi o

2. Rzucamy dwa razy kostka szescienna. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze
iloczyn oczek uzyskanych w obu rzutach bedzie liczbg podzielng przez 3.

3. Z pudelka, w ktérym sa 2 kule biale i 3 czarne, losujemy kolejno bez zwracania
dwie kule. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze obie wylosowane kule beda te-
go samego koloru.

4. Trzech profesorow przyszlo na konferencje z podobnymi parasolami. Po zakon-
czeniu konferencji zabrali parasole losowo. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze kaz-
dy wrocit do domu z wlasnym parasolem.

5. Ze zbioru cyfr {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} losujemy kolejno trzy razy ze zwracaniem po
jednej cyfrze. Nastepnie tworzymy z nich liczbe trzycyfrowa (pierwsza wylosowana
cyfra jest cyfra setek itd.). Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze otrzymamy w ten
sposob liczbe mniejsza od 240.
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Umiejetnosci:
* wykonywanie dziatan na zdarzeniach
* stosowanie wlasnosci prawdopodobienstwa w zadaniach

W rachunku prawdopodobienstwa wygodne jest uzywanie jezyka teorii zbioréw. Do
tej pory korzystalismy z takich okreslen jak np. zbiér wszystkich zdarzen elementar-
nych (zdarzenie pewne), zbior pusty (zdarzenie niemozliwe), ponadto dowolny pod-
zbior zbioru zdarzen elementarnych nazywaliSmy zdarzeniem. Poniewaz zdarzenia
sa zbiorami, mozemy wykonywac na nich poznane wcze$niej dzialania oraz badac
relacje, jakie miedzy nimi zachodza.

Przyjmijmy, ze () jest zbiorem zdarzen elementarnych pewnego doswiadczenia loso-
wego oraz A, B - zdarzeniami, czyli A c Qi B c Q.

» Alternatywa lub suma zdarzen A i B nazywamy takie zdarzenie C, ktére zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi zdarzenie A albo zachodzi zdarzenie B, albo
zachodza obydwa te zdarzenia jednoczesnie. Zdarzeniu C sprzyjaja wigc zdarzenia
elementarne sprzyjajace co najmniej jednemu ze zdarzen A lub B, czyli C = AUB.

* Koniunkcjg lub iloczynem zdarzen A i B nazywamy takie zdarzenie D, ktore za-
chodzi wtedy i tylko wtedy, gdy jednoczesnie zachodzi zdarzenie A i zdarzenie B.
Zdarzeniu D sprzyjaja wiec zdarzenia elementarne sprzyjajace jednoczesnie zda-
rzeniom A i B, czyli D = AN B.

* Roinicy zdarzen A i B nazywamy takie zdarzenie E, ktére zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy zachodzi zdarzenie A i nie zachodzi zdarzenie B. Zdarzeniu E sprzyjaja
wigc tylko te zdarzenia elementarne, ktére sprzyjaja zdarzeniu A i nie sprzyjaja
zdarzeniu B, czyli E = A - B.

Przykiad €}

Doswiadczenie polega na rzucie kostka i moneta. Zatem:
Q =1{1R, 2R, 3R, 4R, 5R, 6R, 10, 20, 30, 40, 50, 60}
Zdarzenie A polega na wyrzuceniu parzystej liczby oczek na kostce oraz reszki, a zda-
rzenie B - na wyrzuceniu liczby oczek wigkszej niz 3. Mamy wiec:
A = {2R, 4R, 6R}, B = {4R, 5R, 6R, 40, 50, 60}
Wowczas:
AUB = [2R, 4R, 5R, 6R, 40, 50, 60} AN B = {4R, 6R}
A - B = {2R} B - A = {5R, 40, 50, 60}
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Przykiad &)

Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie kostka.

a)

b)

Zdarzenie A - iloczyn liczb oczek otrzymanych w obu rzutach jest rowny 6:
A = {16, 23, 32, 61}
Zdarzenie B - przynajmniej raz wypadla szostka:
B = {16, 26, 36, 46, 56, 66, 61, 62, 63, 64, 65}
Zdarzenie C - iloczyn liczb oczek jest rowny 6 lub przynajmniej raz wypadta
szostka, czyli zaszlo zdarzenie A lub zdarzenie B:
C = {16, 23, 26, 32, 36, 46, 56, 66, 61, 62, 63, 64, 65} = AUB

Zdarzenie D - suma liczb oczek otrzymanych w obu rzutach jest mniejsza od 6:
D = {11, 12, 13, 14, 21, 22, 23, 31, 32, 41}
Zdarzenie E - wyniki obydwu rzutéw sa liczbami parzystymi:
E = {22, 24, 26, 42, 44, 46, 62, 64, 66}
Zdarzenie F — suma liczb oczek jest mniejsza od 6 i wyniki obydwu rzutow sg
parzyste, czyli zaszlo zdarzenie D i zdarzenie E:
F={22}=DnE
Zdarzenie G - iloczyn liczb oczek otrzymanych w obu rzutach jest réwny 10:
G = {25, 52}
Zdarzenie H - za drugim razem wypadly o 3 oczka wigcej niz za pierwszym razem:
H = {14, 25, 36}
Zdarzenie K - za drugim razem wypadly o 3 oczka wiecej i iloczyn liczb oczek nie

jest rowny 10, czyli zaszlo zdarzenie H i nie zaszlo zdarzenie G:

K=1{14,36}=H-G
P

Nazwiemy teraz pewne relacje, ktore zachodza miedzy zdarzeniami A € Q i B C ().

Powiemy, ze zdarzenia A i B sg identyczne, jezeli zdarzenie A zachodzi wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy zachodzi zdarzenie B. Oznacza to, ze zdarzeniom A i B sprzyjaja te
same zdarzenia elementarne, czyli zbiory A i B s3 rowne.

A=B

Powiemy, ze zdarzenie A pociaga za sobg zdarzenie B, jezeli kazde zdarzenie ele-
mentarne sprzyjajace zajéciu zdarzenia A sprzyja jednoczeénie zajéciu zdarzenia
B. Oznacza to, ze zbidr A jest zawarty w zbiorze B.

ACB

Powiemy, ze zdarzenia A i B wykluczaja sie (wylaczajg si¢), gdy ich iloczyn jest
zdarzeniem niemozliwym. Inaczej méwiac, zdarzenia A i B nie moga zajs¢ jedno-
czesnie. Zbiory A i B sa rozlaczne.

ANB=0

407 S
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* Jezeli A ¢ O, tozdarzeniem przeciwnym do A nazywamy zdarzenie A’ polegajace
na tym, ze nie zaszlo zdarzenie A. Zdarzenie elementarne sprzyja zdarzeniu A’
wtedy i tylko wtedy, gdy nie sprzyja zdarzeniu A. Oznacza to, ze A'=Q- A

Zauwazmy, ze jezeli A C (), to:

W teorii zbioroéw zbiér A’ (@)

I
ANA =0 nazywamy dopelnieniem zbioru
AUuA' =0 A do przestrzeni (zbioru) €.

Przyktad €) < zad. 54-5.6

Rzucamy dwa razy kostka. Rozpatrujemy cztery zdarzenia w tym do$wiadczeniu:

A - suma liczb oczek jest réwna 2 C - iloczyn liczb oczek jest réwny 10
B - wypadty dwie jedynki D - wartosc¢ bezwzgledna réznicy liczb
oczek wynosi 3

Zdarzenia A i B sa identyczne:
A=1{11}, B={11}
A=B8B

Zdarzenie C pociaga za sobg zdarzenie D:
C = {25, 52}, D = {14, 25, 36, 41, 52, 63}
CcD

Zdarzenia A i C si¢ wykluczaja:
ANC=0

Réwniez zdarzenia A i D si¢ wykluczaja:
AnD=10

Przyktad @) < zad. 5.8

Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie kostka. W tabeli przedstawia-
my kilka par zdarzen przeciwnych w tym doswiadczeniu.

Zdarzenie Zdarzenie przeciwne
A - suma liczb oczek jest rowna 10 A' - suma liczb oczek jest rézna od 10
| B - wypadly parzyste liczby oczek B' - co najmniej raz wypadla nieparzysta
liczba oczek
| C - co najmniej raz wypadla szdstka | C' - széstka nie wypadta ani razu
Przykiad ©)

Obserwujemy pewien zbior graczy w lotto. Zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia
~losowo wybrana osoba wygrala przynajmniej raz jakakolwiek kwote” jest zdarzenie
»losowo wybrana osoba nigdy nie wygrata”,
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Przyktad @) < zad.5.12-5.14

Obserwujemy pewna grupe wlascicieli psow. Niech A bedzie zdarzeniem — wybra-
na losowo osoba podaje swojemu psu suchg karme ,Na psi zab”, a B zdarzeniem -
wybrana losowo osoba stosuje karme ,,Psi gryz”.

Rozszyfrujemy, co oznaczaja zapisy (kazdy dotyczy losowo wybranego wlasciciela
psa): AUB, AnB, A, B, AnB, A'nB', A-B.

Rozwiazanie

* AU B - wlasciciel podaje psu karme ,,Na psi zab” lub ,,Psi gryz”.

* AN B - wlasciciel podaje psu dwie karmy: ,Na psi zab” i ,,Psi gryz”.

» A’ - whasciciel nie podaje psu karmy ,,Na psi zab”.

+ B' - whasciciel nie podaje psu karmy ,,Psi gryz”.

» AN B' - wlaiciciel stosuje karme ,,Na psi zab” i nie podaje karmy ,,Psi gryz”.

» A’ nB' - whasciciel nie podaje psu ani karmy ,,Na psi zab”, ani ,,Psi gryz”.

* A — B - wlaiciciel stosuje karme ,,Na psi zgb” i nie podaje karmy ,,Psi gryz”.

Zauwazmy, ze zdarzenia AN B’ i A - B sgidentyczne.

Przyktad €2

Antybiotyk A" musi by¢ podawany razem z dowolnym lekiem z grupy lekéw tzw.
ostonowych. Obserwujemy pacjentéw pewnego szpitala.

Jezeli B oznacza zdarzenie — losowo wybrany pacjent zazywa antybiotyk A™, a C zda-
rzenie - losowo wybrany pacjent otrzymuje lek ostonowy, to:
. B «—— kazdy pacjent zazywajacy A" przyjmuje rowniez lek ostonowy,
wiec zdarzenie B pociaga za sobg zdarzenie C
* BNC=8 «—— pacjenci zazywajacy jednoczesnie antybiotyk A” i lek ostonowy tworza
cala grupe pacjentow zazywajacych antybiotyk A"
e BUC=C «— pacjenci zazywajacy antybiotyk A” lub lek ostonowy tworzg cala grupe

pacjentow zazywajgcych lek ostonowy

J

Prawdopodobienstwo klasyczne obejmuje takie do$wiadczenia losowe, w ktorych
liczba zdarzen elementarnych jest skonczona i kazde z nich ma jednakowa szanse
zaj$cia. Sa nimi wszystkie gry losowe (rzuty moneta, kostka, losowanie kart z talii,
kul z urny itp.). Praktyczne zastosowanie rachunku prawdopodobienstwa wykroczy-
lo daleko poza obszar gier. Pojawila si¢ koniecznos¢ wprowadzenia nowej definicji

400 NS
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prawdopodobienstwa, ktéra obejmowataby wszystkie sytuacje klasyczne, ale odrzu-
citaby zalozenia o:

» skonczonej liczbie zdarzen elementarnych,

* jednakowym prawdopodobienstwie kazdego zdarzenia elementarnego.

Przyjeta zostala nastepujgca definicja.

Niech () bedzie danym zbiorem zdarzen elementarnych.
Jezeli kazdemu zdarzeniu A € Q) jest przyporzadkowana dokladnie jedna licz-
ba P(A) taka, ze
(1) P(A) =z 0,
(2) dlakazdej pary A, B ¢ Q) wykluczajacych sie zdarzen zachodzi
P(AU B) = P(A) + P(B),
(3) P(Q) =1,
to mowimy, ze na zdarzeniach w zbiorze () okreslone jest prawdopodobien-
stwo P, a liczbe P(A) nazywamy prawdopodobienstwem zdarzenia A,

L '

Zatem prawdopodobienstwo jest funkcja, ktérej argumentami sg zdarzenia A ¢ Q
i ktora spelnia wszystkie trzy podane w definicji warunki.

Z powyzszej definicji nie wynika bezposrednio, w jaki sposob nalezy obliczac praw-
dopodobienstwo zdarzenia. Pomoga nam w tym wlasnoéci prawdopodobienstwa,
ktére wynikaja z tej definicji.

Wiasnosci prawdopodobienstwa

 Twierdzenie

Niech () bedzie danym zbiorem zdarzen elementarnych, a P - prawdopodo-
bienstwem okreslonym na zdarzeniach A, B c (). Wtedy:
(1) P(0) = 0.
(2) jezeli A c B, to P(A) < P(B).
(3) dla kazdego zdarzenia A C Q) prawdziwa jest nieréwno$¢ P(A) < 1.
(4) P(A)+P(A") = 1.
(5) dla dowolnych zdarzenn A, B ¢ Q zachodzi réwnosc:
P(AUB) = P(A) + P(B) - P(An B).

Dowaod
(1) P(A) =P(AUD) =P(A) + P(0) — AUD=Ai ANB=0
P(A) — P(A) = P(0), czyli P(0) = 0.
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(2) Jezeli Ac B, to B=(B-A)UA. «— zbiory (B — A) i A sa rozlaczne
P(B)=P((B-A)UA)=P(B- A) + P(A), «— zdarzenia(B- A)i A si¢ wykluczaja
wiec P(B) = P(A). ~— P(B-A) =20

(3) P(Q2) =11 A c(, wiec na mocy udowodnionej nieréwnosci (2) mamy
P(A) < P(Q)) = 1.

(4) AUA'=Q i AnA' =0, zatem 1 =P(Q)=P(AUA’) = P(A) + P(A").

(5) Jezeli A, B c Q, to:
* AUB=AU(B-A)

P(AUB)=P(A)+ P(B-A) (%) «— zdarzenia (B — A) i A si¢ wykluczaja
*» B=(B-A)U(ANB),

P(B)=P(B- A)+ P(An B), +~—— zdarzenia (B - A)i (AN B)

stad sie wykluczaja

P(B - A) = P(B) — P(A N B) ipo podstawieniu do réwnosci (#) otrzymujemy
teze.

Koniec dowodu

Zauwazmy, ze prawdopodobienstwo klasyczne spetnia warunki 1-3 definicji podanej
na s. 410, wiec jest prawdopodobienstwem w sensie tej definicji.

Przyktad @) < zad. 5.16

Z talii 52 kart losujemy jedna. Obliczymy prawdopodobienstwo tego, ze wylosowana
karta jest treflem lub figura.

Rozwiazanie

Doswiadczenie losowe polega na losowaniu jednej karty z talii, Zatem Q = 52.
Wprowadzamy oznaczenia.

T - zdarzenie polegajace na wylosowaniu trefla:
T = {24, 3a: 48 5a: 6a; 74> 8a: 94, 108, Wa, Dy, Ka, Anl
T=13
F - zdarzenie polegajace na wylosowaniu figury:
F = {W*, Dév KQ, A*, W‘, D*, K’, A‘, W', D', K', ﬁ', W*, D*, KQ, A*}
F=16
Szukamy prawdopodobienistwa zajécia zdarzenia T U F, a poniewaz zdarzenia T'i F
sie nie wykluczaja, skorzystamy ze wzoru:
P(T UF) = P(T)+ P(F) - P(T nF) (%)
Zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne, zatem:
P(T) = Z P(F) = ﬁ P(TnNF)= L
Q Q Q
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Zdarzenie T N F polega na wylosowaniu figury trefl, wiec:
Podstawiamy znalezione wielkosci do rownosci (*) i otrzymujemys:
16 4 25

PUr ) s el 2
52 52 52 52

=

Odp.: Szukane prawdopodobienstwo jest réwne i—;

Przyktad € « zad.5.17

Losujemy jedna liczbe sposrod 1, 2, ... , 99, 100. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
wylosowana liczba jest podzielna przez 2 lub przez 37

Rozwiazanie

Oznaczmy zdarzenia: A — wylosowana liczba jest podzielna przez 2, B - wylosowana
liczba jest podzielna przez 3. Zdarzenie ANB polega na wylosowaniu liczby podziel-
nej przez 2 i przez 3 (czyli przez 6).

Q=100

A =50 «—— w rozpatrywanym zbiorze jest 50 liczb podzielnych przez 2
B=33 «— co trzecia liczba jest podzielna przez 3 (100 = 33-3 + 1)
ﬁ =16 «—— co szosta liczba jest podzielna przez 6 (100 = 16 - 6 + 4)

ANB _ 50+33-16 67

0 100 100°

| =l

P(AUB):P(A}+P(B)—P(AHB):=+%

Odp.: Szukane prawdopodobienstwo jest rowne 0,67.

Przyktad €0) « zad. 5.19

Kontrola jako$ci w firmie ,,Czemodan” stwierdzila, ze wadliwe zamki ma 17% wa-
lizek, szwy pruja sie w 15% walizek, a obie te wady wystepuja jednoczesnie w 7%
walizek. Pozostale walizki moga by¢ dopuszczone do sprzedazy. Z jakim prawdopo-
dobienstwem wyprodukowana w ,,Czemodanie” walizka trafi do sklepu?

Rozwiazanie
Niech A oznacza zdarzenie, ze wyprodukowana walizka ma wadliwy zamek, nato-
miast B - zdarzenie, ze walizka ma prujace sie szwy. Wiemy, ze:

P(A) = 0,17, P(B) = 0,15, P(An B) = 0,07
Do sprzedazy nie beda dopuszczone walizki, ktére maja jedna lub druga wade,
a prawdopodobienstwo takiego zdarzenia jest rowne:

P(AU B) = P(A) + P(B)- P(ANB) =0,17 + 0,15 - 0,07 = 0,25
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Zdarzenie polegajace na tym, ze wyprodukowana w ,,Czemodanie” walizka trafi do
sklepu, jest zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A U B, zatem jego prawdopodo-
bienstwo jest rowne 0,75.

Odp.: Walizka z ,,Czemodanu” trafi do sklepu z prawdopodobienstwem 0,75.

Przykiad ) « zad.5.22

Rzucamy trzy razy kostka do gry. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze przynajmniej
raz wypadnie szostka?

Rozwiazanie

Zwrot ,przynajmniej raz” oznacza, ze interesuje nas zdarzenie A - szostka wypadla
jeden, dwa lub trzy razy. Do obliczenia szukanego prawdopodobienstwa skorzystamy
z prawdopodobienstwa zaj$cia zdarzenia przeciwnego.

Q=6
A =5 L «—— A" - szostka nie wypadta ani razu
P(A") = £ - 5: - L&
0 6 216
P(A]=1—P(A’)=1—%=% — P(A)+ P(A") = 1

Odp.: Szukane prawdopodobienstwo wynosi ;_]6

Przyktad €2 < zad.5.25

Wiadomo, ze A, Bc Q, P(A') = % P(B') = :?1- i P(AUB) = ‘E
Obliczymy P(A N B).
Rozwiazanie
P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B), wiec:
P(ANnB) = P(A)+ P(B) - P(AU B) (%)

P(A)=1-P(A)=1-2=1
P(B)=1-P(B)=1--=_

Wyznaczone wielko$ci podstawiamy do wzoru ().
3

P{AnB}=P{A)+P{B]—P{AuB]=i+ —g

[ B

Odp.: P(AN B) = §
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W kazdym z zadan 5.1-5.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

5.1. Wskaz liczbe dwucyfrowych liczb naturalnych podzielnych przez 10
lub przez 15.
A. 12 B. 13 C. 15 D. 16

5.2. 7 talii 52 kart losujemy jedna. Wskaz prawdopodobienstwo tego, ze jest ona
krolem lub kierem.

14 16 17
A — B. — C. — D, —

52 32 52 52
5.3. Rzucamy piecioma monetami. Wskaz prawdopodobienstwo tego, ze wypadnie
co najmniej jedna reszka.

R B. G D, 2

5 6 10 32
5.4. Rzucamy kostka i monety. A oznacza zdarzenie — wypadla nieparzysta liczba
oczek i reszka, B — wypad! orzel, C - wypadla parzysta liczba oczek, D - wypadla
szostka. Ktore ze zdarzen A, B, C, D sie wykluczaja, a ktére pociagajg za sobg inne?

5.5. Rzucono 6 razy moneta. Niech A oznacza zdarzenie — otrzymana liczba ortow
jest nieparzysta, B — otrzymana liczba reszek jest mniejsza od liczby ortow, C - otrzy-
mana liczba orfow jest 2 razy mniejsza od liczby reszek. Ktore ze zdarzen A, B, C sig

wykluczaja?

5.6. Rzucamy dwiema kostkami do gry. Oznaczmy zdarzenia:

A - iloczyn liczb oczek jest nieparzysty, C — suma liczb oczek jest nieparzysta,
B - iloczyn liczb oczek jest parzysty, D - suma liczb oczek jest parzysta.

a) Wypisz pary zdarzen wykluczajacych sie.
b) Ktére zdarzenia pociagaja za soba inne?

@ 5.7. Doswiadczenie polega na rzucie kostka i moneta. Czy zdarzenia A i B si¢ wy-
kluczaja? Odpowiedz uzasadnij.
a) A - wypadniegcie orla
B - wypadnigcie reszki
b) A - wypadniecie orla i parzystej liczby oczek
B - wypadnigcie reszki
c) A - wypadnigcie orla lub parzystej liczby oczek
B - wypadniecie reszki lub nieparzystej liczby oczek
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5.8. Doswiadczenie polega na rzucie dwiema monetami. Czy zdarzenia A i B si¢
wykluczaja? OdpowiedZ uzasadnij.
a) A - wypadniecie orfa na pierwszej monecie
B - wypadnigcie reszki na drugiej monecie
b) A - wypadnigcie orla na pierwszej monecie
B - wypadnigcie dwoch reszek

5.9. Rzucamy trzema kostkami. Okresl zdarzenie przeciwne do zdarzenia A - na co
najmniej jednej kostce wypadly dwa oczka.

5.10. Jan dojezdza do szkoly pociagiem, ktory czasem sie spoznia. Okreslamy zda-
rzenia: A — we wtorek pociag przyjechal punktualnie, B - w Srodg¢ pociag przyjechal
punktualnie, C - w czwartek pociag przyjechal punktualnie. Zapisz symbolicznie zda-
rzenie: ,we wtorek i w srode pociag przyjechal punktualnie, a w czwartek sig¢ spoznit”.

5.11. Magda rozwaza przed trzema ostatnimi lekcjami nastepujace zdarzenia:

A - bede dzi$ pytana z angielskiego, G - bede dzi$ pytana z geografii, H - bede dzi$
pytana z historii. Jak moglaby symbolicznie zapisa¢ zdarzenie: ,,bede dzi$ pytana do-
kladnie z jednego przedmiotu™?

5.12. Wychowawczyni klasy Izydora Muszki pod koniec roku szkolnego zrobila
podsumowanie frekwencji uczniow. Zatézmy, ze dla losowo wybranego dnia ozna-
czyla zdarzenia: A - co najmniej jeden z chlopcow byl nieobecny, B - Jolka uciekla
z ostatniej lekcji, C — Martyna sp6znila sie do szkoly, D - [zydor byl obecny na wszyst-
kich lekcjach, E — wszystkie dziewczyny byly obecne. Jak symbolicznie mogla zapisac
zdarzenia w losowo wybranym dniu: K - wszyscy chlopcy byli obecni, L - wszyscy
uczniowie byli obecni i Martyna nie spoznita si¢ do szkoly, M - Izydor byl na wszyst-
kich lekcjach, chociaz Jolka uciekla z ostatniej?

5.13. Z pewnej grupy ludzi wylosowano trzy osoby. Niech A oznacza zdarzenie —
w sklad tej tréjki weszly same kobiety, B - w jej sklad weszli dwie kobiety i jeden

mezczyzna. Zapisz, na czym polegaja zdarzenia: A', (AU B)', AnB'.

5.14. Z urny, w ktorej sa kule zielone i biale, losujemy trzy kule. Oznaczmy zdarze-
nia: A — wylosowano trzy kule zielone, B — wylosowano jedna kule biala, C - wylo-
sowano jedynie kule biale, D - wylosowano dwie kule biale. Na czym polegaja zda-
rzenia: BUCUD, AUBUD, A'nB' nC'"?

5.15. Pigciu zawodnikow oddaje po jednym strzale do tej samej tarczy. Oznaczmy
zdarzenia: A - tarcza zostala trafiona dokladnie trzy razy, B - tarcza zostala trafiona
co najmniej cztery razy, C — tarcza nie zostala trafiona. Na czym polegaja zdarzenia:

(AuB), C', A'nC, (AUBUQ)?

415 IS
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5.16. Anka, Beata, Celina i Danka graja w brydza. Niech A, oznacza zdarzenie -
w rozdaniu kart Anka dostata k aséw (k =0, 1, 2, 3, 4), B;, C, i D, analogicznie
- liczbg asow u pozostalych dziewczat. W pewnym rozdaniu zaszlo podane zdarzenie.
Ile aséw dostata w tym rozdaniu kazda z dziewczat?

a) A,nB,NC, b) C,nD, c) A,nB,ND, d) DinB;NnC;N A,

5.17. Ze zbioruliczb {20, 22, 30, 33, 40, 44, 50, 55, 60, 66, 70, 77, 80, 88, 90, 99}
losujemy jedna. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wylosujemy liczbe podzielng
przez 3 lub przez 6.

5.18. Losujemy jedna liczbe sposrod wszystkich nalezacych do zbioru

{1, 2, ..., 1000}. Wyznacz prawdopodobienstwo wylosowania liczby podzielnej
przez 5 i przez 9 oraz prawdopodobienstwo wylosowania liczby podzielnej przez 5
lub przez 9.

5.19. W Kklasie jest 18 dziewczat. Siedem z nich trenuje koszykowke, a trzy tenis.
Wisréd nich jest jedna, ktora uprawia obydwie wymienione dyscypliny sportowe. Ob-
licz prawdopodobieristwo tego, ze losowo wybrana dziewczyna z tej klasy nie trenuje
ani tenisa, ani koszykowki.

5.20. W pewnym biurze maklerskim przecigtnie 66% interesantow kupuje obligacje,
46% — akcje spotek gieldowych, a 33% - decyduje sie na portfel mieszany zlozonyi z
obligacji, i z akcji. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze osoba szukajaca w tym biurze
mozliwosci lokaty kapitalu zakupi jakies papiery wartosciowe (obligacje lub akcje)?

5.21. Dorota ma zdawac¢ dwa egzaminy: z angielskiego i z francuskiego. Szacuje
szanse zdania co najmniej jednego z nich na 85%, szans¢ zdania egzaminu z angiel-
skiego na 70%, szans¢ zdania obydwu na 65%. Jak oszacowala szanse zdania egzami-
nu z francuskiego?

5.22. Rzucamy siedem razy moneta. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze co naj-
mniej raz wypadnie orzel?

5.23. Zcyfrnalezacychdozbioru{l, 2, 3, 4, 5, 6, 7} tworzymy wszystkie mozliwe
liczby trzycyfrowe (cyfry moga si¢ powtarzac), a nastgpnie z tak powstalego zbioru
liczb losujemy jedna. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze w wylosowanej liczbie
przynajmniej jedna cyfra jest parzysta?

5.24. W pudetku znajduje sie 5 kul czarnych, 6 czerwonych i 4 zielone. Losujemy
trzy kule bez zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze przynajmniej dwie wy-
losowane kule bedg tego samego koloru.
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5.25. Wiadomo, ze A, B c () oraz
a) P(A) = P(B)=0,25 i P(An B) =0,2. Oblicz P(AU B).

b) P(A) = i P(B) = % P(AU B) = % Oblicz P(AN B).

¢) P(A) =<, P(B) = 43 P(AN B) = é Oblicz P(A U B).

=

d) P(B) = =, P(AUB) = % Oblicz P(A - B).

3

5.26. Wiadomo, ze A, B ¢ Q, P(AUB) = P(B) = -;- oraz P(An B) = i—
Uporzadkuj w kolejnosci rosnacej liczby: P(A), P(A'), P(B).
5.27. Niech A, B c ). Wykaz, ze jezeli P(A) =0,9 i P(B) =0,7,
to 02< P(ANB') <03,
I = ke r |" '._ '

§ ) T | 1L b )
1. Rzucamy dwiema kostkami do gry. Oznaczmy zdarzenia:
A - iloczyn liczb oczek jest nieparzysty, C - suma liczb oczek jest nieparzysta,
B - iloczyn liczb oczek jest parzysty, D - suma liczb oczek jest parzysta.
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Zdarzenia
A. Ai B si¢ wykluczaja. B. Ai D sie wykluczaja. C. Bi C sie wykluczaja.

2. Ze zbioru wszystkich liczb trzycyfrowych losujemy jedna. Oblicz prawdopodo-
bienistwo tego, ze wylosujemy liczbe, w ktérej zapisie jest co najmniej jedno zero.

3. Synoptycy twierdza, ze w sobote mozemy spodziewac sie deszczu z prawdopodo-
bienstwem 40%, a w niedziele - z prawdopodobienstwem 30%. Ponadto prawdopo-
dobienstwo wystapienia deszczu w oba te dni wynosi 15%. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo tego, ze nie bedzie padac ani w sobotg, ani w niedziele?

4. Adam trenuje koszykéwke. Prawdopodobienstwo tego, ze na pie¢ rzutow do ko-
sza trafi co najmniej trzy razy, wynosi 0,31. Prawdopodobienistwo tego, ze na piec
rzutoéw do kosza co najmniej dwa razy nie trafi, wynosi 0,92. Oblicz prawdopodo-
bienstwo tego, ze na piec rzutow do kosza Adam trafi dokladnie trzy razy.

5. Wiadomo, 2¢ A, B c Q, P(A) = % P(AUB) = 1—5;: P(AN B) = Tli Oblicz
prawdopodobienistwo P(B).
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6. Wartosc¢ oczekiwana
w prostych grach losowych

Umiejetnosci:
* obliczanie wartosci oczekiwanej w prostych grach losowych

Na koniec wrécimy do zagadnien, ktére zapoczatkowaly powstanie i rozwéj rachun-
ku prawdopodobienstwa, czyli do gier losowych. Przeanalizujemy najpierw kilka
przykladow.

Przykiad €)

Rysiek gra z kolega w rzut moneta. Jezeli wypadnie orzel, Rysiek wygrywa 5 zl, jezeli
reszka — przegrywa i musi zaplacic 5 z koledze.

Rysiek wygra z prawdopodobienstwem % i z takim samym prawdopodobienstwem
przegra.

Przyktad &)

Teodor Motylek gra w kasynie w rzut trzema monetami. Jezeli wypadna identyczne
wyniki na monetach, Teodor wygrywa 200 zl, w pozostalych przypadkach przegrywa
i wplaca krupierowi 70 zl.

Zbior zdarzen elementarnych w rzucie trzema monetami to:

Q = {000, OOR, ORO, ROO, RRO, ROR, ORR, RRR}
Panu Motylkowi sprzyjaja wyniki {OOO, RRR}, zatem wygra 200 zt z prawdopodo-

. 2 1 o 3
bienstwem 3 = APprzegra z prawdopodobienstwem G

Przyktad €)

Gra polega na rzucie dwa razy kostka do gry. Zenobia wygrywa 1000 zl, gdy przy-
najmniej raz w tych dwéch rzutach wypadnie széstka. W pozostalych przypadkach
przegrywa i wplaca krupierowi 200 zl.

W doswiadczeniu polegajacym na dwukrotnym rzucie kostka Q = 36. Zenobii sprzy-
jaja wyniki {16, 26, 36, 46, 56, 66, 65, 64, 63,62,61} - jestich 11. Zatem Zenobia wygra

1000 zt z prawdopodobienstwem %, a straci 200 zt z prawdopodobienstwem %

J

Naturalne pytania, jakie moze postawic kazdy uczestnik gry losowej, to:
* Czy oplaca mi si¢ w nia zagrac?
* Czy ta gra jest sprawiedliwa?
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Na obydwa pytania od razu mozna odpowiedzie¢ Ryskowi z przykladu 1. Przy tak
ustalonych zasadach gra w monete jest sprawiedliwa — co nalezy rozumieé w taki
sposob, ze jesli Rysiek zagra bardzo wiele razy, to wyjdzie na zero, czyli ani nie zyska,
ani nie straci.

Zastanowmy sie, jak wyglada sytuacja Teodora z przykladu 2. Obliczymy $rednig
wygrang w jednej grze.

I Wynik 000 | OOR | ORO | ROO ' RRO | ROR | ORR | RRR |

| Wygrana” Teodorafzf] | 200 = —70 | -70 | =70 | =70 | =70 | =70 | 200

Srednia wygrana wynosi:
2:20046:(=70) _ _; 50 [z
8
Zapiszmy srednig wygrana w nieco innej postaci:
2-200+6-(-70)
8
Zestawmy mozliwe warto$ci wygranej z ich prawdopodobienstwami.

= 200 - g +(=70) - g =200-0,25+ (-70) - 0,75

+Wygrana” Teodora [zi] 200 | =70
' Prawdopodobieristwo | 0,25 | 0,75 |

Jak wida¢, srednia wygrang mozemy na podstawie powyzszej tabeli obliczy¢ naste-
pujaco:

200- 0,25 - 70 - 0,75 = —2,5 [z1]
Zatem w grze z przykladu 2 przewaza prawdopodobienstwo przegranej — Teodor
Motylek moze oczywiscie wygraé nawet w pierwszym podejsciu 200 zl, moze row-
niez za drugim razem wygrac, bo gra jest losowa — ale nalezy sie spodziewac, ze przy
wiekszej liczbie powtorzen wygranym okaze sie kasyno.

Jak wyglada sytuacja pani Zenobii z przykladu 37

" Wygrana” Zenobii [z | 1000 | ~200
. R
‘ Prawdopodobienstwo | % ‘ =

W tej grze érednia wygrana dla gracza w jednym rozdaniu wynosi:
11 25 1
1 P S 2 - — = —_ = ]_ 5 ,.]
000 T 00 y: 35(110(]{] 5000) = 166,67 [z1]
Zatem tu przewaza prawdopodobienstwo wygranej — pani Zenobia moze oczywiscie
przegrac nawet duza kwote, ale nalezy sie spodziewac, ze przy wiegkszej liczbie powto-
rzen powinna wygrac.
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Natomiast w przykladzie 1 §rednia wygrana wynosi 1-0,5—- 10,5 =0 [zl].

O grach, w ktorych srednia wygrana jest rézna od 0, czyli takich jak opisane w przy-

ktadach 2 i 3, méwimy, Ze nie sg sprawiedliwe.
f

Omawiamy w tym temacie szczeg6lny przypadek do$wiadczen losowych, dlatego do-
stosowali$émy do niego jezyk. I tak:

* zamiast méwic o zdarzeniu losowym, uzywamy tu okreélenia gra losowa,

* zbior zdarzen sprzyjajacych to wygrana stawka,

» prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia to prawdopodobienstwo wygranej, itp.
Wprowadzimy jeszcze nazwe obliczanej wyzej sredniej.

Jezeli w grze losowej wyniki gracza X przyjmuja wartosci x,, x5, ..., X,, odpo-
wiednio z prawdopodobienstwami p,, ps, ..., p,, gdzie py+ po+... +p, =1,
n €N in>1, towartoscig oczekiwang EX tej gry nazywamy liczbe:

EX = xlpl + xlpl T +xr:pu

Zatem wartos$¢ oczekiwana gry Ryska ER = 0, w grze Teodora ET = -2,5, aw grze
Zenobii EZ = 166,67.

* Wartoé¢ oczekiwana dawniej nazywana byla ,nadzieja matematyczng” i stad pochodzi jej (1))
oznaczenie: E - od francuskiego stowa espérance (nadzieja).

® Wyrazenia ,warto$¢ oczekiwana gry” oraz ,warto$¢ oczekiwana wygranej gracza” znaczg Lo
SaImao,

Wartos¢ oczekiwana jest tylko rodzajem sredniej, ale jej wysokos¢ moze byc¢ cenna
wskazowka. Gre losowa nazywamy gra sprawiedliwa, jedli jej wartos¢ oczekiwana
jest rowna zero.

Przyktad o zad. 6.4

Z talii 52 kart Karol losuje jedng karte. Jezeli wylosowana karta jest treflem lub figura,
wygrywa 20 zl, w przeciwnym razie przegrywa 10 zl. Obliczymy warto$¢ oczekiwana
tej gry.

Rozwiazanie

W przykladzie 7 w poprzednim temacie obliczylismy prawdopodobienstwo zdarze-
nia A polegajacego na tym, ze wylosowana karta jest treflem lub figura.
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Zatem: s S
I
P(A]=§ P(A)=l~—§=~5—2—
[x;{ZD!—lﬂ:
’,__..E. T
Pil 5 | 52

Wartos¢ oczekiwana gry Karola wynosi:
230

BR=20-2-10- 2 = 250-27y= 22 < 440 (1]
52 52 52 52

Odp.: Wartos¢ oczekiwana tej gry EK = 4,42 zl.

Przyktad &) « zad. 6.8

Tarcza kola ruletki jest podzielona na 37 réwnych sektoréw, ponumerowanych od 0
do 36. Gracz stawia na wybrany przez siebie numer 1 zl, a nastgpnie krupier pusz-
cza na obracajaca si¢ tarcze kulke. Jezeli kulka zatrzyma si¢ w sektorze o numerze
obstawionym przez gracza, to gracz otrzymuje 36 zI, w przeciwnym razie traci swoja
stawke. Sprawdzimy, czy ta gra jest sprawiedliwa.

Rozwiazanie
W tej grze losowej gracz X moze uzyska¢ dwa wyniki:

g 1
35 z prawdopodobienstwem 7 gdy wygra (wezeéniej wplacil 1 zl)

o 36
—1 z prawdopodobienistwem = = gdy przegra

= 35 | -1
1 36
b 5‘5
2, L S S (B
37 37 37 37

Odp.: Podana gra nie jest sprawiedliwa.

W kazdym z zadan 6.1-6.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.
6.1. Gra losowa przyjmuje wartoéci 10 oraz -3 z prawdopodobienstwami odpo-

wiednio 0,2 i 0,8. Wskaz wartosc¢ oczekiwana tej gry.
A. -04 B. 6,4 C.-0.2 D. 0,4
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6.2. Wplacamy krupierowi 40 zl i rzucamy kostka. Wygrywamy kwote réwna dzie-
sieciokrotnosci liczby wyrzuconych oczek. Wskaz wartos¢ oczekiwana tej gry.
A. -0,50 zi B. -5z C. 0,50 zl D. 5z

6.3. Wplacamy krupierowi s zl i rzucamy dwiema monetami. W przypadku wyrzu-
cenia dwdch ortéw wygrywamy 20 zl, w przypadku wyrzucenia orla i reszki wygry-
wamy 2 zl, w przypadku wyrzucenia dwoch reszek nie wygrywamy nic. Wskaz taka
wartos¢ s, dla ktorej gra jest sprawiedliwa.

A. 6zl B. 7zl C. 81zl D. zadna z wymienionych

6.4. Losujemy jedna karte z talii liczacej 52 karty. Jezeli wylosujemy asa, wygrywamy
20 zl, jezeli inng figure — wygrywamy 10 zl, w kazdym innym przypadku tracimy 5 zl.
Oblicz wartosc¢ oczekiwana gry.

6.5. Losujemy jedna karte z talii liczacej 52 karty. Jezeli wylosujemy asa pik, wy-
grywamy 100 zl, jezeli figure kier, wygrywamy 50 zl, w kazdym innym przypadku
tracimy 10 zI. Oblicz wartos¢ oczekiwana gry.

6.6. Jolka rzuca moneta i szescienng kostka do gry. Jezeli wypadnie orzel i liczba
oczek podzielna przez 3, wygrywa 20 zt. W przeciwnym wypadku przegrywa 4 zl.
Oblicz wartos¢ oczekiwana tej gry.

6.7. Waldemar rzuca dwiema sze$ciennymi kostkami do gry. Jezeli otrzyma takie
same wyniki na obu kostkach, to wygrywa stawke bedaca iloczynem tych wynikéw.
W przeciwnym wypadku przegrywa 3 zl. Oblicz wartos¢ oczekiwana tej gry.

0 6.8. Rzucamy trzy razy monety. Jezeli dokladnie raz wypadnie reszka, wygrywamy
50 zl, w przeciwnym razie przegrywamy 30 zl. Wykaz, Ze gra jest sprawiedliwa.

6.9. Gracz wplaca krupierowi 10 zl, a nastepnie rzuca 5 razy moneta. Jezeli w zad-
nych dwoch kolejnych rzutach nie powtorzy sie ten sam wynik, wygrywa 100 zi,
w przeciwnym razie traci swoja stawke. Oblicz wartosc oczekiwana wygranej gracza.

6.10. W wesolym miasteczku za 5 zI mozna rzucic¢ do obracaja-
cej sie tarczy skladajacej sie z 16 pol jednakowej wielkosci - jak
na rysunku. Za trafienie w pole czerwone wygrywamy 20 zl, za
trafienie w pole zotte wygrywamy 10 zl, za trafienie w pole niebie-
skie wygrywamy 5 zl. Trafienie w pole czarne nie daje wygrane;j.
Oblicz wartosc¢ oczekiwana tej gry.




6. Wartos¢ oczekiwana w prostych grach losowych

* 6.11. Rzucamy trzema szeSciennymi kostkami do gry. Jesli na wszystkich kostkach
wypadnag parzyste liczby oczek, to wygrywamy stawke bedaca iloczynem tych liczb.
W przeciwnym wypadku przegrywamy 8 zl. Sprawdz, czy ta gra jest sprawiedliwa,

[
=R i

= -t =l v Y Vi AN
| =TroOsiO Qo Inaitury EVAA"
~ FrOosto do matury 'y

1. Gracz przegral w pigciu kolejnych losowaniach gry losowej, w ktdrej wartosc ocze-
kiwana jego wygranej jest dodatnia. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

W szbéstym losowaniu prawdopodobieristwo wygranej tego gracza

A. zwiekszylo sie.

B. jest takie samo jak w pieciu poprzednich losowaniach.

C. zmniejszylo sie.

2. Losujemy jedng karte z talii liczacej 52 karty. Jezeli wylosujemy asa kier, wygrywa-
my 100 z1, jezeli inng figure — wygrywamy 10 zl, w kazdym innym przypadku tracimy
10 zi. Oblicz warto$¢ oczekiwana gry.

3. Placimy krupierowi 50 zl i z talii liczacej 52 karty losujemy kolejno ze zwraca-
niem dwie karty. Jezeli za pierwszym lub za drugim razem wylosujemy asa, to wygry-
wamy 300 zi. W przeciwnym wypadku nie wygrywamy nic. Oblicz warto$¢ oczeki-

wana gry.

4. Dwaj bracia graja ze soba na punkty. Kazdy z nich na zmiang¢ rzuca dwa razy
kostka. Jesli w kazdym z tych dwoch rzutow wypadnie parzysta liczba oczek lub liczba
oczek wieksza od czterech, rzucajacy dopisuje sobie 25 punktow. W przeciwnym razie
20 punktéw dopisuje sobie przeciwnik. Wykaz, ze ta gra jest sprawiedliwa.

5. Losujemy jedna karte z talii 52 kart. Za wylosowanie asa trefl dostajemy 8 punk-
tow, krola trefl - 7 punktow, damy trefl — 6 punktow, a waleta trefl - 5 punktow.
Stawki za wylosowanie figury w pozostalych kolorach sa wyzsze niz w treflach - od-
powiednio: w karach - dwukrotnie wyzsze, w kierach - trzykrotnie wyzsze, a w pikach
— czterokrotnie wyzsze. Wylosowanie karty niebedacej figura oznacza utrate 7 punk-
tow. Oblicz warto$¢ oczekiwana tej gry.
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Co wynikto z gry w kosci

Rachunek prawdopodobieristwa jest stosunkowo mtodym dziatem
matematyki. Jego poczatki sg scisle zwigzane z gra w kosci.

Gra w kosci

Gra w kosci znana byta juz w Swiecie staro- W starozytnym Rzymie gry byly ulubiona
zytnym. Przed wynalezieniem dzisiejszych forma rozrywki, a gra w kosci cieszyla sie
szesciennych kosci uzywano m.in. drobnych szczegolng popularnoscia. Swiadcza o tym
kosci zwierzecych, zwanych astragalusami. chociazby stowa przypisywane Juliuszowi Ce-
Po rzucie upadaty na jeden z czterech zarowi: ,Alea iacta est”, czyli .Kosci zostaly
asymetrycznych bokow. Rzucano czterema rzucone”. Grano najczescie| o pieniadze,
kosémi jednoczesnie, a kazdemu bokowi a hazard stat sie taka plaga, ze starano
odpowiadata ustalona liczba punktow. & *-_'}_ sie go prawnie ograniczac.

Grajacy w kosci, mozaika z czasow cesarstwa rzymskiego, Il w.,
Muzeum Narodowe w Tunisie



Stynna korespondencja

Wydaje sie, ze dopiero w XVI w. zaczeto
matematycznie rozwazac szanse wyrzucenia
roznych ukltadow oczek. Prawdziwy przetom
przyniost jednak rok 1654 za sprawa Fran-
cuza, Antoine'a Gombaulda, kawalera de
Mere. Byt on zagorzatym hazardzista, a przy
tym cztowiekiem o duzych zdolnosciach ma-
tematycznych. Obstawiat takie uktady kosci,
ktore wedtug wiasnych obserwacji uznat

Za pojawiajace sie czesciej
niz inne. Kiedy jednak
zaczal grac w nowa

Blaise Pascal
(1623-1662),
francuski filozof,
matematyk i fizyk

Co sie bardziej optaca?

gre, jego metoda przestata dziatac. Zamiast
uznac to za odwrocenie kota fortuny, zaczat
szuka¢ matematycznego wytlumaczenia tego
niepowodzenia, Zwrocit sie o pomoc do swo-
jego przyjaciela, Blaise'a Pascala, wybitnego
matematyka i filozofa. Ten z kolei listownie
wiaczyt w dyskusje innego wielkiego fran-
cuskiego matematyka, Pierre’a de Fermata.

| tak powstata stynna wymiana listow, ktéra
zapoczatkowata nowy dzial
matematyki — rachunek
prawdopodobienstwa.

Pierre de Fermat

(1601 lub 1607 - 1665),
francuski matematyk

i prawnik

Rozpatrzmy dwa sposrod problemow rozwigzanych w te] korespondencji. Pierwszy z nich
polegatl na ocenieniu szansy wyrzucenia co najmniej jednej szostki przy czterokrotnym rzucie
koscia (zdarzenie A), drugi — na ustaleniu, jaka jest szansa wyrzucenia co najmniej raz dwoch
szostek jednoczesnie przy 24-krotnym rzucie dwiema kosémi (zdarzenie B). Dzis wiemy,

ze w rozwiazaniu problemu warto wykorzystac zdarzenia przeciwne:

4
O ra) = 5—4 — w4 rzutach koscia
ani razu nie wypadnie
szostka

PA)=1-PA’) = 0,52
Oznacza to, ze jezeli powtdrzymy cztero-

krotny rzut koscia 100 razy, srednio 52 razy
wypadnie co najmniej jedna széstka.

3524

9 PB') = — - w 24 rzutach dwiema kosémi

36% ; ; i
ani razu nie wypadna dwie

szostki jednoczesnie

P(B)=1-P(B") = 0,49
Oznacza to, ze jezeli powtdrzymy 100 razy serie

24 rzutdow dwiema koscmi, srednio w 49 seriach
co najmniej raz wypadna dwie szostki jednoczesnie.

Tymczasem kawaler de Mére byt przekonany, ze szansa zajscia kazdego z tych zdarzen jest
wigksza od 0,5. W przypadku zdarzenia A miat racje, mimo ze Zle wyliczyl prawdopodobienstwo,

ale w przypadku zdarzenia B sie pomylit. Stad obstawiane
wyniki nie pojawiaty sie z przewidywana przez niego

czestoscia.

Achilles i Ajas grajacy w kosci,
scena z greckiej amfory,

ok. 540-530 p.n.e.,

Muzea Watykariskie




7. Wstep do statystyki

Myslenie statystyczne stanie si¢ pewnego dnia
rownie niezbednym elementem wychowania
obywatelskiego, jak umiejetnos¢ czytania i pisania.

H. G. Wells
Trudno wyobrazi¢ sobie dzisiejszy §wiat bez sta- Dzialalno$¢ statystyczng pro-  ((+)
tystyki. GUS - Glowny Urzad Statystyczny - wadzono juz w starozytnosci,

zbiera, przetwarza i prezentuje olbrzymia liczbe :Liﬂ:;:;’f;?ﬁ;l;ﬁ”;
1 LY A Az 1

danych. Co roku wydawany jest rocznik staty- Cezara Augusta, 3¢by przepro-
styczny, dokument wagi panstwowej. Na mniej- wadzi¢ spis ludnoéci w calym
szg skale ze statystyka mamy do czynienia na co paristwie”. Mowa tu o okresie tuz
dzien — media publikuja wyniki najrozmaitszych pread narodzentern: Cheystuss,

, o ) . vy czyli samym poczatku naszej ery.
badan opinii publicznej, nauczyciel jest zobo-
wiazany do robienia statystyki ocen i frekwencji uczniow, kibic sledzi wyniki rozgry-
wek pitkarskich itd. Wyniki badan statystycznych pojawiaja sie wszedzie (najczesciej
w postaci réznych tabel, diagraméw, wykresow itp.).

Udziat noclegow spedzonych przez Europejczykow podczas wakacyjnych podrézy,

w podziale na panstwa zamieszkania turystéw, 2018 rok
(% noclegow za granica mieszkancow UE-27)

Reszta UE-27
15%

Niemcy
35%

Polska (')
5%

Hiszpania
5%
Sawecja
6%

Holandia
8%

Uwaga: Ocena UE-27 stwarzona na potrzeby tej publikacji, na podstawie dostepnych rodet,
(') Dane z 2017 roku. eurostat
Zrodto: hitps://ec.europa.eu/eurostat/statistics-explained/index.php?title

=Tourism_statistics/pl#Miejsca_noclegowe_w_UE-27:_dominuj.C4.85_
W.C5.820chy_i_Francja [dostep: 17 grudnia 2020 1.
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Lesistosé [%)]

]I|||||Il

Polska Afryka Europa Ameryka  Ameryka  Ameryka (Oceania Swiat
Potnocna  Srodkowa  Poludniowa

Zrodlo: https://www.bdllasy.gov.pl/portal/lasy-na-swiecie [dostep: 17 grudnia 2020 r.]

Statystyka spelnia przede wszystkim dwa T ———

podstawowe zadania: tacinskiego status — stan rzeczy,
» stuzy jako narzedzie opisu i wéwczas na- patstwe:dunne snacrenigirmaa
zywamy ja statystyka opisowa, nStaE}'SIa. lu.ma;zrslanu, d}’p!mnfﬂa,
osoba zajmujgca si¢ sprawami panstwa,
* stluzy jako narzedzie do wyciagania Poczatkowo (od XVI w.) statystyka
wnioskow z przepruwadzunych badan, zajmowala sie gromadzeniem rozma-

itych danych liczbowych potrzebnych

wowczas mamy do czynienia z wniosko- e R

waniem statystycznym.,

Mieszkancy zgtaszajacy przestepstwa, przemoc lub akty wandalizmu w swojej okolicy
(jako % catej populacji)

2010 2011 2012

—a— NNiemcy UE ——Francja -—a=Polska —e— Wielka Brytania

Zrodto: hitps:/fwww.money.pl/gospodarka/wiadomosci/artykul/w-polsce-zyje-sie-lepiej
-niz-w-niemczech-czy,24,0,2403864.html [dostep: 17 grudnia 2020 r.|
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Statystyka opisowa porzadkuje i prezentuje informacje o pewnym zbiorze elemen-

tow (ludzi, zwierzat, roélin, zdarzen, proceséw itp.). Zbidr ten nazywamy populacja.

Natomiast wnioskowanie statystyczne jest najczesciej proba uogolnienia wynikow

takich badan. Woéwczas badana grupa stanowi podzbior, czyli tzw. prébe wybrana

z populacji.

Termin populacja uzywany jest zatem w dwéch znaczeniach:

* w statystyce opisowej oznacza zbidr opisywanych elementow,

* we wnioskowaniu statystycznym oznacza zbiorowosc, w stosunku do ktorej wy-
ciagane s3 wnioski (po przeanalizowaniu wynikow badan wybranej proby).

PrzedledZzmy na przyktadach réznice w stosowaniu tych pojec.

Przyktad €)

Pani Piérnik podsumowala wyniki klasy trzeciej po pierwszym semestrze. Obliczyla,
ile jest ocen niedostatecznych, dopuszczajacych, dostatecznych itd., obliczyta $rednia
klasowa, liczbe osob bez ocen niedostatecznych, liczbe osob ze srednia powyzej 4,5
oraz ponizej 3 itp. Dane statystyczne przedstawila najpierw na zebraniu rady peda-
gogicznej, a potem przekazala je rodzicom. Opisala w ten sposob pewna konkretna
grupe osob. W tym wypadku mamy do czynienia ze statystyka opisowa, a opisywang
populacjg jest zbior uczniow klasy trzeciej.

Przyktad &)

Na poczatku sezonu wlasciciel firmy Alfa, szkolacej chetnych do zdobycia prawa jaz-

dy, przedstawil dane o wynikach egzaminow ubieglorocznych absolwentow kursow.

» Podanie odsetka osob, ktore zdaly egzamin, jest statystyka opisowa populacji
wszystkich absolwentow.

» Jezeli natomiast na podstawie tej samej informacji ocenimy poziom przygotowy-
wania do egzaminu na prawo jazdy przez Alfe, to przeprowadzimy wnioskowa-
nie statystyczne (niekoniecznie stuszne!), w ktorym zbior wszystkich absolwentow
stanowi probe, a populacja jest zbior wszystkich kursantow Alfy.

Przykiad €)

W szkolnej bibliotece podsumowano liczbe wypozyczonych ksiazek i obliczono sred-

nig przypadajaca na jednego czytelnika.

» Taka informacja jest statystyka opisowa populacji wszystkich czytelnikow wypo-
zyczajacych ksiazki w tej bibliotece.

» Jezeli na podstawie tej statystyki uogdlnimy informacje i wypowiemy sie na temat
czytelnictwa np. mlodziezy licealnej, to jest to wnioskowanie statystyczne, w kto-
rym préba jest zbior uczniow wypozyczajacych ksigzki w konkretnej bibliotece,
a populacje stanowi mlodziez licealna.
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Jedna z najglosniejszych ,wpadek™ w zastosowaniu statystyki by-

fa prognoza wynikow wybordéw na stanowisko prezydenta USA

w 1936 r., sporzadzona przez czasopismo ,Literary Digest”, Ga-

zeta twierdzila, ze potrafi przewidzie¢ wynik z dokladnoscia do

ulamka procenta. Sondaz wyborczy mial by¢ przeprowadzony na
ogromnej, 10-milionowej probie. Odpowiedzi udzielito 2,3 mln
ankietowanych. Wedlug wynikéw ankiety wybory mial wygra¢
gubernator stanu Kansas, republikanin - Alfred M. Landon (mial
zwycigzy¢ w 32 na 48 standw i uzyskac 370 glosow elektorskich),
Natomiast przegranym mial by¢ urzedujacy prezydent, kandydat
demokratow - Franklin Delano Roosevelt (161 glosow elektor-
skich). Tymczasem F. D. Roosevell wygral wybory w 46 stanach,
uzyskal 523 glosy elektorskie i zostal prezydentem na nastgpna
kadencje. Na dodatek przewaga, jaka zwycigzea uzyskal nad rywa-
lem, byla najwigksza we wszystkich wyborach od czasu, gdy Stany

Zjednoczone staly si¢ niezaleznym panstwem. Franklin Delano Roosevelt

Na bledny wynik prognozy wplyw mialy przede wszystkim dwa czynniki:

* niewlasciwy sposob wyboru ankietowanych (nazwiska losowano z rejestréw samochodowych,
ksigzek telefonicznych oraz prenumeratorow gazety; w 1936 r. oznaczalo to zawgzenie do
zamozniejszej czesci spoleczenstwa, bardziej sklonnej do glosowania na republikandw),

* nieuwzglednienie faktu, ze w stosunku do liczby wyslanych ankiet tylko niewielka grupa osob
udzielita odpowiedzi (w statystyce taka sytuacje okresla sig jako obciazenie wynikdw wskutek
niepetnosci odpowiedzi).

Préba losowa, pomimo jej ogromnej liczebnodci, nie byla reprezentatywna dla ogotu wyborcow.,

W wyniku popelnionego bledu czasopismo , Literary Digest” niedlugo po wyborach przestato

si¢ ukazywac,

Juz po przeanalizowaniu kilku przykltadéw wida¢, jak bardzo wazny dla wnioskowa-
nia statystycznego jest wlasciwy dobor proby. Jedno z zadan statystyki to opracowa-
nie metod, ktore sprawia, ze wybierane proby beda reprezentatywne. Bardzo czesto
proponowany sposob polega na réznego rodzaju losowaniach elementéw z populagji
i wowczas taka probe nazywamy proba losowg. Wspolczesna statystyka dysponuje
na tyle precyzyjnymi narzedziami, ze dobér proby, metody jej badania oraz wycia-
ganie logicznych wnioskéw z wynikéw tych badan daja dosy¢ doktadny obraz ana-
lizowanej populacji. W wielu sytuacjach nie ma innej metody niz wnioskowanie na
podstawie badania probek losowych. Dotyczy to np. kontroli jakosci wyrobow, okre-
§lania skutecznosci dzialania nowych lekéw oraz poznawania skutkéw ubocznych ich
stosowania.

Przyktad €)

W firmie Plasterek produkowane sa m.in. jalowe kompresy gazowe. Porownamy ro-
dzaje problemow, jakie moga by¢ interesujace dla tej firmy z punktu widzenia staty-
styki i rachunku prawdopodobienstwa.

429 NS
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W statystyce W rachunku prawdopodobienstwa

Nie mozna sprawdzi¢ jakosci kazdego kompresu | W skrzynce pobranej z magazynu |
(oznaczaloby to zniszczenie calej produkgeji!), wiec | firmy Plasterek znajduje si¢ 1000
kontroli poddawane jest co ktores opakowanie. | opakowan jalowych kompresow ga-
Wryniki takiego badania przesadzajg o tym, czy | zowych. Wiadomo, ze wérdd nich
wyprodukowana partia kompresow spelnia wy- | jest 60 nieszczelnych (inaczej mo-
magania jakosci i moze by¢ sprzedana, czy tez trafi | wiac - nadajacych si¢ tylko na
na przemial. smietnik).

[le opakowan trzeba sprawdzi¢, w jaki sposob je | Jakie jest prawdopodobienstwo, ie
wybierag, jak zinterpretowac wyniki, aby (z dosta- | wsrdd wylosowanych 30 opakowan
tecznie duzym prawdopodobienistwem) dopusci¢ | jest co najmniej jedno nieszczelne?

- do sprzedazy tylko wartosciowg produkcje?

Whnioskowanie statystyczne jest $ciéle zwigzanie z rachunkiem prawdopodobierstwa.

W statystyce mamy do czynienia z odwréconym, w stosunku do rachunku

prawdopodobienstwa, wnioskowaniem:

* w probabilistyce - na podstawie znajomosci calej populacji okreslamy praw-
dopodobienstwo wylosowania prébki o okreslonej wlasnosci,

* w statystyce — na podstawie wlasnosci probki losowej wyciagamy najbardziej
prawdopodobne wnioski o wlasnosciach nieznanej populacji.

W tym podreczniku zajmiemy sie przede wszystkim elementarnymi pojeciami staty-
styki opisowej. Zaawansowane metody statystyczne beda wprowadzane w trakcie stu-
diowania na wyzszych uczelniach (niezaleznie od wybranego kierunku studiow). Le-
karz, biolog, jezykoznawca, inzynier, ekonomista itd. musi obecnie umiejetnie korzy-
sta¢ z wynikow statystyki. Nierzadko sam powinien wiedziec, jak zaplanowac i opisac
eksperyment statystyczny. Umiejetnos¢ taka z pewnoscia powinien posiadac kazdy
przedsiebiorca prowadzacy wlasng firme. Latwo mozna podac przyklad niepowo-
dzen, do ktorych doszlo z powodu braku odpowiednich badan rynkowych. Jezeli np.
wlasciciel firmy odziezowej postanawia rozszerzy¢ dziatalnosc gospodarcza poza ob-
szar wlasnego panstwa, to najpierw powinien sprawdzié, jakie sa typowe rozmiary
obcokrajowcow, ktérym chce sprzedawac ubrania. Moze si¢ bowiem okazad, ze roz-
miary te sa np. zdecydowanie mniejsze od rozmiaréw oferowanych przez jego firme
w kraju. Brak tej wiedzy moze spowodowac niepowodzenie calego przedsiewziecia.
A przeciez trzeba jeszcze zbadac, jaki jest gust przyszlych klientoéw, gdzie wydzierza-
wic sklepy, jaka metoda rozreklamowac oferte itd.
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Dodajmy jeszcze jedna uwage. Otéz wyniki (na-

: ; Pewn: epke zamieszkiwalo (1)
wet rzetelnych) badan statystycznych mozna 3 WYSEPKE ()

malzenstwo, ktéremu w pierw-
zaprezentowac tak, aby osiagnac¢ zaplanowane szym roku urodzily si¢ bliznigta,

wczesniej efekty. Mowiac prosciej - fatwo moz- a w nastgpnym trzecie dziecko.
na manipulowac opinia publiczna, jezeli $wiado- Woralstuoletod punktuwideensa

s 2 b Ii i iska. To ré mozna powiedzie, ze w ciagu
mosc statystyczna obywatell jest niska. 10 row- roku przyrost naturalny spadl

niez pow6d przemawiajacy za tym, Zeby poznac 0 50% albo ze liczba ludnosci tej
przynajmniej podstawy statystyki. wyspy wzrosta o 25%.
Przyktad €

Oto dane z Matego Rocznika Statystycznego 2007 o liczbie tozek w szpitalach ogélnych
(w tysiacach):

Rok | 1995 | 2000 | 2004 | 2005
Liczbatézek | 213,97 | 19095 | 18328 | 179,49

Na podstawie tych danych mozemy wykonac ponizszy wykres (liczbe 16zek zaokra-
glono do tysiecy).
4207 214
210
200
190
180 -

191

170
160

1995 2000 2004 2005
Te same dane mozemy zaprezentowac w nieco inny sposob i podpisac je odpowied-
nim komentarzem (manipulacja polega na obraniu réznych jednostek na osiach).

Dramatycznie spada liczba Od 1995 r. nieznacznie spadla liczba t6zek
tozek szpitalnych! szpitalnych.

220
2174 214 214

%ﬁ- 200+ 191

- — ==
202 -
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193 — 191 150-
1871
184 183
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Umiejetnosci:

* prezentowanie danych z zastosowaniem mediany, dominanty, srednigj
arytmetycznej i sredniej wazone;

* stosowanie skali centylowej

* interpretowanie parametrow opisowych dla danych empirycznych

Dane surowe i uporzadkowane

Wszystkie wyniki badania statystycznego nazywamy danymi surowymi. Najczesciej
sa nimi zbiory liczb (wiek, wzrost, oceny z egzaminéw, liczby pisklat w gniazdach,
liczby wadliwych elementow produkcji, ogladalnos¢ programow telewizyjnych itd.).
Nawet jesli badanie ma charakter opisowy, np. podanie ulubionego gatunku filmo-
wego, to i tak wyniki opisuje si¢ liczbowo (tyle oséb lubi fantastyke, tyle — kryminaly,
tyle — kino obyczajowe itd.).

Danych surowych jest na ogét bardzo duzo, wigc wycigganie wnioskéw na ich pod-
stawie jest albo bardzo trudne, albo wrecz niemozliwe.

Przyktad €)

Studenci trzeciego roku BIWU (czyli Bardzo Interesujagcego Wydzialu Uniwersyte-

tu) zdawali w sesji zimowej egzamin punktowany w skali od 0 do 9. Wyniki byly

nastepujace:
8275523235665145676352043033674664886799911257
25843365847785451452276403671

Sa to punkty spisane z alfabetycznie ulozonej listy uczestnikow egzaminu. Inaczej
mowigc - pominiete zostaly nazwiska zdajacych. Tak przedstawione wyniki sg bar-
dzo trudne do zinterpretowania. Lepszym pomyslem jest na przyklad uszeregowanie
danych w kolejnoéci od najmniejszej do najwiekszej:
0001111122222222333333333444444444555555555555
66666666666777777777888888999

Taki zapis liczb nazywac bedziemy szeregiem uporzadkowanym.

Centyle

Statystyka opisowa zajmuje si¢ prezentacja danych (liczbowych) surowych za pomo-
ca innych liczb, ktérych jest juz tylko kilka.
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Przykiad &)

Jas wracil ze szkoly bardzo zadowolony, poniewaz dostal z klasowki trojke. Mama
Jasia wcale nie wykazala z tego powodu entuzjazmu i zareagowala typowym dla mam
pytaniem: dlaczego tylko trojka? Oburzony Jas thumaczy: nie ,,tylko”, ale ,,az” — w calej
klasie byly z tej klasowki trzy oceny dostateczne i dwie dobre, a wszystkie pozostale
byly nizsze!

Zatem tylko dwie osoby w klasie napisaly prace lepiej od Jasia.

Przyktad €)

Chetni do studiowania na BIWU musza zda¢ egzamin wstepny oceniany w punktach.
Ustalona przed egzaminem liczba dostepnych miejsc jest rowna 230. Przyjeci zostana
ci kandydaci, ktorzy zmiescili sie w grupie 230 os6b z najlepiej zdanym egzaminem.
Dla kazdego zdajacego najwazniejsza zatem bedzie pozycja na liscie uporzadkowa-
nych wynikow, a nie liczba punktow uzyskanych z egzaminu.

Przyklady 2 i 3 dotycza ustalenia miejsca interesujacej nas liczby w szeregu liczb upo-
rzadkowanych wedlug wielkosci. W badaniu statystycznym uzywa sie do tego celu
centyli.

p-tym centylem w zbiorze liczb nazywamy taka wartos¢ k, ze p% liczb z tego
zbioru jest mniejszych lub réwnych k.

Zdanie ,Na egzaminie wstepnym Piotr znalazl si¢ na trzydziestym centylu” oznacza
wiec, ze wyniki stabsze niz jego (lub identyczne) uzyskalo 30% zdajacych. Pozostala
grupa, czyli 70% zdajacych, otrzymata wyniki lepsze od wyniku Piotra.

Przyktad @) < zad. 8.4

Jezeli w klasie Jasia (przykiad 2) klasowke centyli podana w tym podreczniku nie jest
napisalo 32 uczniow i 30 uzyskalo oceny jedyna. W rdznych podrecznikach mozna
nizsze niz on (lub takie same), to wynik unaleZe inne sposoby ich znajdowariia,

wyznaczane wartosci moga si¢ wiec

Jasia znajduje sie na 94. centylu, poniewaz R )

liczba 30 stanowi 94% liczby 32.

Mediana

Do opisywania danych surowych praktycznie wykorzystuje si¢ tylko niektore centyle.
Najwazniejszy wsrod nich jest 50. (nazywany mediang), czyli wartosc, ponizej ktorej
znajduje si¢ polowa wynikow.

Zasada wyznaczania poszczegolnych ()

433 IS
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W uporzadkowanym rosngco szeregu liczb mediang nazywamy wyraz srodko-
wy (w szeregu o nieparzystej liczbie wyrazow) lub srednia arytmetyczna dwoch
wyrazow srodkowych (w szeregu o parzystej liczbie wyrazow).

Mediana dzieli zatem uporzadkowany szereg da- Mediana (warto$¢ srodkowa) jest (1))
nych surowych w taki sposéb, ze przed nia i za liczbg, ktora nie musi nalezec do
nig jest tyle samo danych. opisywanego zbioru danych.

Przyktad ©)

Marek kupit po jednej akcji jedenastu réznych spolek gieldowych. Po roku okazalo
sig, ze stopy zwrotu (w procentach) poszczegdlnych akcji wyniosty: 10,2, 11, 7,6, 7,3,
13,1, -2.4, 3, -3,2, 4,5, 11,2, 8,2. Wyznaczymy mediane tych danych.

Rozwiazanie
Najpierw uporzadkujemy je od najmniejszej do najwiekszej:
=32, =24, 3, 4,5, 7.3, 7,6, 82, 10,2, 11, 11,2, 13,1
Mediana jest srodkowy (szosty) wynik, czyli liczba 7,6. Przed mediana mamy pigc
danych: -3,2, -2,4, 3, 4,5, 7,3, za nig réwniez piec: 8,2, 10,2, 11, 11,2, 13,1.

Odp.: Mediana tego zestawu wynosi 7,6.

Przyktad )

Wynagrodzenia” (w zt) wszystkich pracownikéw
firmy Szwaczka, ktére umieszczono na spisa-
nej alfabetycznie liscie plac, wynosza: 890, 3400,
1278, 2390, 980, 1500, 1500, 2600, 3400, 980,
1500, 4900. Wyznaczymy mediane tych danych.

Rozwiazanie
Porzadkujemy dane rosnaco:

890, 980, 980, 1278, 1500, 1500, 1500, 2390, 2600, 3400, 3400, 4900

W szeregu znajduje si¢ dwanascie wyrazow, wiec medianag jest srednia arytmetyczna

; : ' 2 : 1500 + 1500
srodkowych wyrazow (szostego i sioddmego) rowna —3 = 1500.

* Podane w przykladzie liczby nie majg odzwierciedlenia w rzeczywistosci. Dla poréwnania: najniisza
placa krajowa - czyli najnizsze wynagrodzenie, kiére przystuguje kazdemu zatrudnionemu na pelny
etat pracownikowi — w 2019 r. wynosila 2250 z! brutto (co oznacza 1674 zl netto).
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Przykiad €) - zad. 86

Lekarze pediatrzy kontroluja rozwdj dziecka migdzy innymi w ten sposob, ze spraw-
dzaja jego wage i wzrost ze wzorcem umieszczonym na tzw. siatce centylowej. Ro-
dzice moga oczywiscie zaznacza¢ wyniki pomiaréw samodzielnie. Taka kontrola jest
wazna szczegolnie w pierwszym roku zycia dziecka.

Siatka centylowa masy ciata chtopcow
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Mediana (zaznaczona niebieska liniag) zostala wyznaczona na podstawie badan staty-

stycznych przeprowadzonych w naszym kraju. Zauwazmy, ze na przyklad:

* 90% chlopcow w wieku 18 lat nie przekracza masy 82 kg,

* 25% chlopcow w wieku 10 lat wazy nie wigcej niz 30 kg,

» polowa niemowlat plci meskiej w dniu urodzenia wazy co najwyzej 4,6 kg, a po
ukonczeniu roku nie przekracza masy 10,5 kg,

* duze réznice (rozrzut) w masie ciala maja chlopcy w wieku 14,5 roku, a miano-
wicie: 10% z nich wazy co najwyzej 44 kg, 15% miesci si¢ w przedziale 44-49 kg,
25% w przedziale 49-55 kg, 25% w przedziale 55-65 kg, 15% w przedziale 65-73 kg,
10% przekracza maseg 73 kg.
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Wyznaczenie mediany w zbiorze kilkunastu liczb nie jest czynnoscia skomplikowana.
Badania statystyczne rzadko jednak przeprowadza sie na tak mato licznych prébach
(populacjach). Jezeli wynikdéw obserwacji jest duzo, to oczywiscie ich porzadkowa-
niem i szukaniem mediany zajmuje si¢ odpowiedni program komputerowy.
Wrocmy do danych z przykladu 1. W uporzadkowanym szeregu 75 liczb:
0001111122222222333333333444444444555555555555
66666666666777777777888888999

wyznaczamy 38. wyraz, czyli mediane. Jest ona rowna 5.

Srednia
W statystyce zamiast ,$rednia arytmetyczna” méwimy krétko - érednia. Srednig wy-

nikéw obserwacji jest ich suma podzielona przez liczbe wszystkich wynikéw. Srednia
w probie oznaczamy X.

Jezeli wyrazy szeregu x,, X, ..., X,, $3 wszystkimi wynikami obserwacji, to ich
srednia jest rowna:

X+ X+ ...+ X,

X =
H

Przyktad @) « zad. 838

Obliczymy $rednia (z doktadnoscia do drugiego miejsca po przecinku) w przedsta-
wionym zestawie danych.

Rozwiazanie
a) 2,2,4,4,4,9,11,12,15, 15
2:24+3:4+9+11+12+2-15 78

% = L
10 10

7,8
Odp.:x =78

b) 890, 980, 980, 1278, 1500, 1500, 1500, 2390, 2600, 3400, 3400, 4900
890 + 2-980 + 1278 + 3 - 1500 + 2390 + 2600 + 2 - 3400 + 4900 25318
12

X =

= 2109,83

Odp.: x = 2109,83

c) 23,43,73,102, 165, 229, 332, 345, 372, 556

= 23+43+?3+lﬂ2+lﬁ5+229+332+345+3?2+556_224
10

Odp.: x = 224
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d) 2.2.2.2,5.6,.7. 11,12, 12,12, 12, 13,17, Y7, 19
4-2+5+6+7+11+4:.12+13+2:174+19

X = 9,44
16
Odp.: x =9,44
Dominanta

Do opisu zestawu danych liczbowych stuzy réwniez miara zwana dominanta.

Dominanta (moda, wartoscia modalna) w zestawie danych jest ta wartosc, kto-
ra wystepuje w nim najczesciej, ale wigcej niz raz.

Przyktad €) < zad. 8.10

Wskazemy dominante w przedstawionym Uporzadkowany szereg danych moze (1))
zestawie danych, nie mie¢ dominanty, moze tez miec ich

wiele.
Rozwiazanie

a) 2,2,4,4,4,9,11,12,15, 15
Dominanta jest rowna 4.

b) 890, 980, 980, 1278, 1500, 1500, 1500, 2390, 2600, 3400, 3400, 4900
Dominanta jest rowna 1500.

c) 23,43,73,102, 165, 229, 332, 345, 372, 556
Ten zestaw danych nie ma dominanty - kazdy wynik wystepuje tylko raz.

a) 2. 2.2,2,5.6,7,11,12, 12,12, 12, 13,17, 17,19
Dominantami tego zestawu sa liczby 2 oraz 12.

Przyktad € < zad. 8.11

Spojrzmy na uporzadkowane wyniki egzaminu 75 studentow trzeciego roku BIWU
na s. 436.
Mediana danych jest réwna 5.

Teraz zgrupujemy wyniki tak, jak czyni to najczesciej kazdy egzaminator - zliczymy
poszczegdlne oceny.

- Liczba punktow =~ 0 1 2 3 4 5 6 7 | 8 9
Liczba wynikow | 3 5 8 9 g |12 |1 | 9 6 3

Dominanta tego zestawu jest rowniez 5.
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Srednia ocen:
_0:3+1-542-843-9+4-94+5:1246-11+7-948:6+9-3
- 75

= 4,64

=l

v,

Zilustrujmy teraz dwa z omowionych zestawow danych. Na poziomej osi x zazna-
czymy wartosci otrzymanych wynikow, a powyzej narysujemy tyle kropek, ile bylo
tych wynikow.

Przyktad ()
a) Zestaw 2,2,4,4,4,9, 11, 12, 15, 15 mozemy przedstawic graficznie:

& 1 : 1 1 1 -
L L ] L L ]

2

9 11 12 15 x

Hu | @0 @

Zauwazmy, ze mediana dla tej proby jest réwna 6,5. Srednig réwna 7,8 wyznaczyliémy
w przykladzie 8a, a dominante réwna 4 — w przykladzie 9a.

Zaznaczmy te wielkosci na rysunku.

L =

L] L L
| A 9 112 5| [ |[=
6,5 7,8

b | &

e Y E X

b) Dla zestawu z przykladu 10 mamy srednia rowng 4,64 i dominant¢ oraz mediang
rowne 5.
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Srednia wynikéw ma interpretacje fizyczna. Jezeli przyjmiemy, Ze zamiast rysowa-
nych koéleczek mamy kulki o identycznej masie ulozone na osi w odpowiednich punk-
tach jedna nad drugg, to $rednia wskazuje $rodek ciezkosci catego ukladu. Inaczej
mowigc, wyznacza ona taki punkt na osi, w ktorym masy kulek po obydwu jego stro-
nach zrownowaza si¢. Jezeli podeprzemy w tym punkcie os, to zadna z jej stron nie
przewazy drugiej.
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Przykiad 2

Na rysunku zaprezentowane sa dane surowe pewnej obserwacji. Wyznaczymy na je-
go podstawie srednig, dominante i mediane.

]
e 8 & i Szereg uporzadkowany dla narysowanego ((+))
® : : : : : : : pi Zestawu danych to: 0,1, 1,2,2,2.53,5 3, 3%
= y &y &y :5'\- 3 miy Wy Uy Wy Sy 4y L3,
012 3 45678 «x 4,4,4,4,4,5,5,5,5,6,6,6,7,7,8

Rozwigzanie
Od razu mozemy wskaza¢ dominante - najczesciej pojawia si¢ wynik 4.
Na podstawie tego rysunku fatwo rowniez wyznaczy¢ mediane - tyle samo kropek
jest po lewej i po prawej stronie liczby 4.
Srodek cigzkodci calego ukladu jest réwniez w punkcie 4. Aby to sprawdzi¢, oblicza-
my $rednia:

— 1-042-1+3:2+4:3+5-4+4-5+3:6+2:-7+1-8 100

X = = =4
25 25

Odp.: érednia = dominanta = mediana = 4

Srednia wazona

Srednig arytmetyczna czasem wygodnie jest zastapi¢ innym parametrem charaktery-
zujacym dane surowe. Zanim go wprowadzimy, przeanalizujmy przyklad.

Przykiad €5
Marzeniem wszystkich uczniéw i nauczycieli jest opracowanie sprawiedliwego i jed-
noznacznego systemu oceniania, zwlaszcza w wypadku wystawiania ocen seme-
stralnych. Najczedciej (cho¢ nie zawsze) $rednia arytmetyczna nie jest dobrym po-
mysiem - ocena z klasowki to nie to samo, co ocena na przyklad za prace do-
mow3. Pani Piornik przyjela nastepujaca zasade: oceny z pracy klasowej mnozylta
przez 5, z odpowiedzi ustnej przez 3, z kartkowki przez 2, pozostale oceny przez
Inaczej méwiac, ocena z pracy klasowej byla liczona pie- : 1
ciokrotnie, z odpowiedzi - trzykrotnie itd. Zatem do
»Sredniej” musiata uwzglednic¢ odpowiednio wiecej ocen.

[zydor Muszka otrzymal w semestrze z prac klasowych

oceny: 4, 3, 5, 3; z odpowiedzi ustnych: 4, 5; z kartkowek:

1, 5. Zgodnie z przyjeta zasada ,,srednia” ocen Izydora jest
wigc rowna:

5:(4+3+5+3)+3-(4+5)+2-(1+5) 114

4:5+2:3+2:2 30

Pani Piornik postawila Izydorowi na semestr czworke.

=38
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|

Jezeli wynikom x|, x,, ..., x,, nadane sa nieujemne wagi a,, a,, ..., a,, takie, ze
a,+a,+ ... +a, >0, tosredniag wazong tych wynikow jest liczba:

i X, + 15X GO R N X,
xw =

ﬂ1+ﬂ2+“.+ﬂn

Przyktad @ zad. 8.16

Obliczymy $rednia wazong nastepujacych wyni- Wartos¢ oczekiwana gry losowej (1))

kow pomiaru: 10, 11, 5,4, 12 z podanymi wagami. jest srednig wazong z przyjmo-
wanych wartosci x,, x,, ..., x,,

Rozwiazanie z wagami P, Pas vvos P

a) Z wagamiodpowiednio 2, 1, 3, 1, I:
= _2:-10+11+3-5+4+12 62

i =—=775
24+41+3+1+1 8

b) Z wagami odpowiednio 0,1, 0,2, 0,3, 0,2, 0,2:
- . 1:104+02+11 +0,3-5+0.2-4+0,2-12 7.9

X =—=79
0,14+02+03+0,2+0,2 1
Odp.:a) x,, = 7,75 b) ;=79
Zauwazmy, ze: (6D

* jezeli wszystkie wagi s rowne, to Srednia wazona jest rowna Sredniej arytmetycznej,

* jezeli wszystkie wyniki sa rowne, lo, niezaleznie od przyjetych wag, ich $rednia wazona jest
taka sama (réwna kazdemu wynikowi),

® ¢rednia wazona wyznacza $rodek cigzkosdci ukladu ,kul” o réznych masach.

Przykiad € < zad.8.17

Dwaizotopy miedzi maja masy atomowe 63 i 65. Wyznaczymy mas¢ atomowa miedzi
otrzymanej w sposob naturalny, jezeli wiadomo, ze sklada si¢ ona z obu izotopow
w stosunku odpowiednio 7 : 3.

Rozwiazanie

Szukana wielko$¢ jest srednia wazona liczb 63 i 65 z wagami 7 oraz 3.

= 7263+ 365

3 e
73

Odp.: 63,6

= 63,6
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D) Przykiad B « zad. 8.21

Wyznaczymy takie wagim i p, aby Srednia wazonaliczby 7 zwaga miliczby 4 z waga p
a) byla réwna 5. b) byla réwna 5, a suma wag m i n wynosila 1.

Rozwiazanie
m+4p

m+ p
Roéwnanie mozemy przeksztalci¢ do postaci p = 2m.
Rozwigzaniem zadania jest kazda para liczb m, p spelniajaca uklad warunkow:

<Y

a) Zgodnie z definicja: m 20, p=20, m+p>0 i

p>0 1 m>0 1 p=2Im
m=1 {m=3 {m=0,4

P:Z’ p:ﬁ’ p=m=0.8'
Odp.: Kazda para liczb m, p speiniajaca uklad warunkow: p>0im>0i p=2m.

Takich par liczb jest nieskonczenie wiele, np.: {

b) Szukamy rozwigzania ukladu warunkow:
p>0 i m>0 i p=2m i p+m=1]

Rozwiagzaniem tego ukladu warunkow jest jedna para liczb: m = %, p= %
1 2
Odp..m—g, p—g

W kazdym z zadan 8.1-8.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
w zeszycie.
8.1. Sredni wzrost dziesieciorga zawodnikow druzyny jest rowny 184 cm. Jedenasty

zawodnik ma 195 cm wzrostu. Wskaz Sredni wzrost jedenastu sportowcow.
A. 190 cm B. 188 cm C. 187 cm D. 185 cm

8.2. Srednia wazona liczby 7 z waga 3 i liczby 19 z wagg x jest réwna 17. Wskaz x.
A.x=13 B. x=15 C.x=7 D.x=12

8.3. Do zestawu danych surowych: 2, 3, 3,4, 6,6, 8,9, 11, 11, 11, 25 dopisano jedna
dang, taka ze mediana calego zestawu nie ulegla zmianie. Wskaz te dana.

A.5 B.7 C. 10 D. 12

8.4. W tabeli przedstawiono wyniki sprawdzianu w klasie liczacej 30 uczniéw.
Ocena 1 | 2|3 | 4|5 6|
Liczba uczniéw, ktérzy uzyskali te ocene 4 a | B 6 | 4 2 |

Na ktorym centylu znajduje si¢ wynik ucznia, ktory dostal
a) dwojke? b) trojke? c) czworke? d) piatke? e) szostke?
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8.5. Marta dostata na pétrocze czworke z matematyki. Znajduje sie z tym wynikiem
na 84. centylu w klasie liczacej 25 os6b. Jej kolezanka Zuzia otrzymala trojke i znalazta
sie na 64. centylu. Ile czworek bylto w tej klasie?

8.6. W 2019 r. egzamin maturalny z matematyki na poziomie podstawowym zda-

walo 250489 osob. Ponizej przedstawiona jest tabela zawierajaca rozklad wynikow

tego egzaminu w poszczegdlnych centylach.

Na jej podstawie ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Wynik nie wyzszy od 10% uzyskalo 2% zdajacych.

B. Wynik nizszy od 30% uzyskalo mniej niz 30 000 zdajacych.

C. Liczba osaob, ktore uzyskaty wynik wyzszy od 50%, przekracza 150 000.

D. Liczba osdb, ktére uzyskaly wynik nizszy niz 20%, jest mniejsza od liczby osdb,
ktore uzyskaly wynik wyzszy od 90%.

Matematyka - poziom podstawowy

wartosc | wynik ' wartosé
centyla procentowy centyla

wynik  wartos¢ = wynik
procentowy centyla procentowy

0 1 34 21 68 64
2 1 || s | 2 0 | 66
1 1| 8 | 26 || 72 | e
6 1| 0 | 8 | 7 j 71
8 1 | 2 | s || 7 : 74
o | 2 u | 1 || . | 7
2 | 3 | %6 | 35 || s | 78
4 | 4 | s | 8 || s j 80
16 : 5 | so | 40 | 84 : 82
8 | 7 52 | 43 86 | 85
0 | 8 | s4 | 45 || s | 87
2 | 10 | s | 48 | 9 j 89
24 : 2 s | s1 || 9 j 91
% | 13 | o0 | 53 | oa | o3
8 | 15 &2 | 6 || 9% | 9

30 17 64 28 98 | 98
32 _ 19 66 61 100 100
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8.7. Podaj takie trzy zestawy dziesieciu liczb calkowitych, aby we wszystkich me-
diana byla réwna 6, ale kazdy z nich mial inng warto$¢ najmniejsza i inna warto$¢
najwieksza.

8.8. Wyznacz érednia arytmetyczna danych surowych. Wynik zaokraglij do drugie-
go miejsca po przecinku.

a) 1,8,7,3,4,2,9,7,1,3,2,6,3

b) 21, 32, 33, 45, 33,17, 0, 21, 22, 17, 45, 48, 20, 51

8.9. Oblicz srednia liczbe biletow sprzedanych w kolejnych dniach na seans filmowy
w kinie: 43, 102, 372, 229, 332, 556, 345, 23, 73, 165.

8.10. Miesieczna $rednia temperatura powie-
trza od stycznia do grudnia w Rzymie (zaokra-
glona do 1°) wynosi w kolejnych miesiacach:
7°C, 8°CG; 11°C, 14°C, 18°C, 22°C,
25°C, 25°C, 22°C; 17°G; 12°C, 9°C

Wskaz dominante i wyznacz mediang tych da-
nych.

8.11. Krzys chcial zwazy¢ jednoczesnie cztery
szczeniaki na domowej wadze. Udalo mu si¢
zwazy¢ trzy, bo suczka Sinuska uciekla. Sred-
nia masa trzech zwazonych szczeniat wyniosla
2,1 kg. Sinuske postawiono na wage oddzielnie.
Wazyla 1,9 kg. Ile $Srednio wazy jeden szczeniak?

8.12. Zapisz dane surowe w szeregu uporzadkowanym, wyznacz ich mediane, do-

minante i srednia. Wyniki zaokraglij do caloéci.

a) Liczby punktow uzyskanych ze sprawdzianu w klasie 3 przez poszczegolnych
uczniow: 14, 17,12, 11, 8, 5, 16, 11, 13, 14,17, 12, 7, 8, 14, 11, 12, 10, 15, 11, 13, 9,
14,11, 7, 18, 15,

b) Liczby batonow sprzedanych dziennie w sklepiku szkolnym w ciggu miesigca:
18, 14, 20, 11, 5, 66, 18, 11, 4, 3, 19, 21, 20, 15, 2, 1,0, 12, 12, 20, 5, 9, 7, 50, 8.

c) Miesieczne opady w mm od stycznia do grudnia w Lowiczu: 30, 24, 30, 44, 52, 62,
85, 72, 45, 35, 33, 35.

d) Masa w gramach losowo wybranych z koszyka jajek kurzych: 41, 39, 42, 47, 36,
29,52, 44, 42, 43, 40, 42, 41.

e) Liczby ksiazek wypozyczonych w ciagu roku szkolnego przez poszczegolnych
uczniow: 25, 4, 107, 21, 23, 46, 17, 4, 0, 29, 34.

443
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8.13. Pani Gertruda prowadzi bar Uszko, w ktérym daniem gléwnym sa pierogi.
Przez trzy tygodnie pani Gertruda skrupulatnie notowala liczbe oraz rodzaj wyda-
wanych porcji pierogow. W tabeli zanotowane s3 zebrane przez nig dane (R oznacza
pierogi ruskie, M — pierogi z migsem, G — pierogi z kapusta i grzybami).

_ 1|2 3. | 4. lﬁ. | 6. | 7. 8. lg. im. il__11.i_12.i_13.?_14.1_15.j_1ﬁ.5_1?.i_w.i_19. 20.!121.}

HBS]GEIES!S?&IDElﬁfl58?11514?|4

M?1D5325|9?3_2?532?5?6_—3

G42?51U2|4—351D9125—39?1‘6

Wyznacz srednig, mediang i dominante w zestawie liczb
a) sprzedanych dziennie porcji pierogow ruskich.

b) sprzedanych dziennie porcji pierogdw z miesem.

c) wszystkich sprzedanych dziennie porcji pierogow.
Wryniki zaokraglij do calosci.

8.14. Skorzystaj z danych dotyczacych sprzedazy pierogow w barze Uszko z po-

przedniego zadania.

a) Pani Gertruda swoje obserwacje zapisywala w kolejne dni, zaczynajac od ponie-
dziatku. W jaki dzien tygodnia ma najwiecej chetnych na swoje danie gtéwne?

b) Cena hurtowa porcji pierogéw, ktore kupuje pani Gertruda, wynosi: R - 3 zi,
M -5 zl, G - 4 zl, natomiast w Uszku klient placi odpowiednio: 5,50 zl, 7 zi
i 6 zL. Na ktorym rodzaju pierogow pani Gertruda zarobila najwigcej? Czy zysk
pani Gertrudy bylby wiekszy czy mniejszy, gdyby kazdy rodzaj pierogéw koszto-
wal w Uszku 6,50 zt za porcje (zakladamy sprzedaz na takim samym poziomie)?

8.15. Dwie klasy trzecie planuja wspélna dyskoteke. Wszyscy chetni maja przyjsc
o godzinie 18. Trzeba ustali¢, do ktorej godziny ma trwac dyskoteka i jak dtugo powi-
nien by¢ czynny bufet. Uczniowie przeprowadzili pomigdzy soba ankiete z pytaniem
»lle godzin zamierzasz zosta¢ na dyskotece?”. Odpowiedzi zebrano w nastepujacej
tabeli:

._Czas[wgodz.} | 1 1,5!_2 |2,5. 3 .3,5i 4 .4,5i 5 | 6.
__Liczbauczniéw_z_l|_5|4_1254:8_1|2 1

Postanowiono, ze dyskoteka zakonczy sig, gdy w szkole pozostanie nie wigcej niz 50%
liczby uczestnikow. Natomiast bufet bedzie otwarty, dopoki bedzie co najmniej 75%
uczniow. Do ktorej godziny ma trwac dyskoteka i jak dlugo bedzie czynny bufet?
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8.16. Dane sa wyniki x|, x,, ..., x,, i ich wagi a,, a,, ..., a,.. Oblicz srednia wazong

wynikow.

A 21 ]3] VB s | 4 5|6
__af_ A 4 | e 03 [ 02 [ 0.4 ‘ 0,1

D) 2 [ -1 o [ 1 2 | OFN (46|
afissl?_ﬂ gl 1| 1] 1|

8.17. Lukasz musi wybrac liceum. Aby ulatwi¢ sobie podjecie decyzji, wybral cztery
kryteria i przypisal im wagi. Nastepnie zdobyl informacje o liceach i ocenil te kryteria
w skali od 0 do 10 (im wiecej punktow, tym lepsza ocena). Wyniki zebral w ponizszej
tabeli. Ktére liceum powinien wybra¢ Lukasz?

Wyniki . katwosé “ Oferta nauki Opinia uczniow
matury = dojazdu jezykow obcych  klas starszych
waga 0,4 | waga 0,3 | waga 0,2 waga 0,1
E 6 | 3 | 4 | 8
Lo 3 | 5 | 2 7
| I LO 5 | 73 | 3 9

8.18. Srednia wazona liczby 4 z waga 2 i liczby 8 z waga x jest réwna 7. Wyznacz x.

8.19. Srednia wazona podanego zestawu danych i ich wag wynosi X,, = 14,3. Oblicz

brakujacg wage m.
X 5 | 10 ‘ 15
waga | 2 | 3 |m | 4

8.20. Oblicz srednig wazong swoich ocen z pierwszego semestru. Przyjmij jako wage
liczbe godzin danego przedmiotu w tygodniu.

8.21. Srednia wazona liczby 15 z waga m i liczby 33 z waga n jest réwna 21.
a) Podaj przyklad takich wag m i n.
b) Jaka zaleznosc spelniaja wielkosci m i n?
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1. Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

W uporzadkowanym rosnaco szeregu liczb catkowitych mediana
A. moze byc¢ liczba niecalkowita.

B. jest liczba wymierna.

C. moze by¢ liczbg niewymierna.

2. Mediang zestawu liczb: 3, 12, 7, 5, x, 10 jest 8. Wyznacz wartos¢ x.

3. Kolejni klienci kiosku robili zakupy za nastepujace kwoty (w zl):
2,40; 0,60, 7,20; 5; 4,20; 1,50; 2; 6,40; 1,50; 12,50; 1,50; 2,50

Wyznacz $rednia i dominante tych kwot. Srednig podaj z dokladnoécia do drugiego
miejsca po przecinku.

4. We wszystkich klasach trzecich pewnej szkoly przeprowadzono wspolny spraw-
dzian z matematyki. Liczbe poszczegélnych ocen ze sprawdzianu przedstawiono
w tabeli.

iOc:Ena ili2:3:4i5:5
Il.iczbancanl:l:%llﬁ_:is_z:?:ll_}

Wyznacz mediane i $rednia tych ocen. Srednig podaj z dokladnoécia do drugiego
miejsca po przecinku.

5. Wyznacz zestaw czterech danych, w ktéorym mediana wynosi 6, dominanta jest
réwna 3, a $rednia 7.



9. Miary rozproszenia

Umiejetnosci:

* obliczanie odchylenia standardowego zestawu danych (takze w wypadku danych
odpowiednio pogrupowanych)

* interpretowanie parametrow opisowych dla danych empirycznych

Zastanowmy sie teraz, jakie wady i zalety maja omowione wczesniej parametry opi-
sujace dane surowe — mediana i srednia.

Mediana dzieli uporzadkowany szereg danych na pol. Jej wartos¢ zalezy od liczby
wszystkich wynikow oraz od warto$ci wyrazu srodkowego (dla nieparzystej liczby
wszystkich danych) lub wyrazow srodkowych (dla parzystej liczby wszystkich da-
nych). Natomiast wartosci skrajne nie maja na nia wplywu.

Przyktad o zad. 9.4

W zestawieniu zarobkéw pracownikéw firmy Szwaczka (zob. przyklad 6 na s. 434)
mediana jest réwna 1500. Z informacji tej wynika tylko tyle, ze np. zarobki ksiegowe;j
tej firmy wynoszace 3400 zl sytuuja sie w gornej polowie listy.

Przypomnijmy calg liste plac.

« 890, 980, 980, 1278, 1500, 1500, 1500, 2390, 2600, 3400, 3400, 4900
mediana: 1500

Jezeli ksiggowa dostanie podwyzke o 1000 zl, to wartos¢ mediany si¢ nie zmieni.

= 890, 980, 980, 1278, 1500, 1500, 1500, 2390, 2600, 3400, 4400, 4900
mediana: 1500

Jezeli prezes firmy, zarabiajacy 4900 zl, dostanie pensje¢ o 2000 z! wieksza, to mediana
rowniez si¢ nie zmieni.

* 890, 980, 980, 1278, 1500, 1500, 1500, 2390, 2600, 3400, 4400, 6900
mediana: 1500

Natomiast zmiana na liscie w sasiedztwie mediany moze zmienic jej wartosc.
Na przyklad w szeregu:

* 890, 980, 980, 1278, 1500, 1500, 1700, 2390, 2600, 3400, 4400, 6900
mediana jest rowna 1600.
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Poréwnajmy teraz $rednie dla powyzszych danych. W szeregu:
* 890, 980, 980, 1278, 1500, 1500, 1500, 2390, 2600, 3400, 3400, 4900
srednia jest rowna 2109,83,

* 890, 980, 980, 1278, 1500, 1500, 1500, 2390, 2600, 3400, 4400, 4900
$rednia jest rowna 2193,17,

* 890, 980, 980, 1278, 1500, 1500, 1500, 2390, 2600, 3400, 4400, 6900
srednia jest rowna 2359,83.

Zatem zmiana w szeregu danych nawet jednej wartosci powoduje zmiang Sredniej.

Srednia - §rodek ciezkodci rozktadu danych - ma wiec istotng zalete. Reaguje na
zmiany kazdej warto$ci rozkladu. Poza tym wygodnie jest ja stosowaé w réznych ob-
liczeniach matematycznych. Moze sie jednak zdarzy¢, ze to, co uwazamy za zalete
sredniej, w konkretnym przypadku jest wada. Dzieje sie tak na przyklad wtedy, gdy
w szeregu danych wystapi wynik nietypowy.

Przyktad €

W drugim semestrze, do konca maja, Agata otrzymala z matematyki nastepujace
oceny:

4,4,4,5,5,5,6,6,6
Zauwazmy, ze mediana i $rednia tych wynikéw sg identyczne i wynosza 5. Agata
spodziewala sie na $wiadectwie pigtki z matematyki. Niestety, na poczatku czerwca
nie zrobila pracy domowej i ,zlapala” jedng ocene niedostateczng. Zatem jej wyniki
utworzyly szereg:

1,4,4,4,5,5,5,6,6,6
Mediana danych nadal jest rowna 5. Natomiast érednia ocen spadia do 4,6.
W tym wypadku wydaje sig, ze do wystawienia koncowej oceny lepiej postuzy¢ sie
mediang, traktujac jedna oceng niedostateczng jako wynik dla Agaty nietypowy.
A

Czestym bledem jest wyznaczanie éredniej dla populacji jako $redniej dla érednich
jej podzbiorow.

Przyktad )

Dwie rodziny wybraly sie wspdlnie na grzybobranie. Kazde z szdstki dzieci pierwszej
rodziny zebralo odpowiednio 10, 8, 7, 9, 8 i 6 grzybow. Czworo dzieci z drugiej ro-
dziny przyniosto odpowiednio 3, 7, 6, 4 grzybow. Obliczymy srednig liczbe grzybow
zebranych przez dziecko w kazdej z rodzin i srednia liczbe grzybow zebranych przez
kazde z dzieci.
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Rozwiazanie
Srednia liczba grzybéw znaleziona przez jedno dziecko w pierwszej rodzinie wynosi:
10+8+7+9+8+6 48

=—=8
6 6
a w drugiej jest rowna:
3+7+6+4 20 _ 5
4 4
Srednialiczba grzybow zebranych przezjedno

8 + 20 Czesto zdarza sig, e $rednia z wy-  ((+)
= 6,8. liczonych wczesniej $rednich klaso-

wych jest blednie nazywana $rednia

ocen w szkole.

dziecko podczas tej wyprawy to t

Zauwazmy, Ze ta $rednia nie jest rowna $red-
niej dwoéch wyznaczonych érednich (ktora

5
wynosi e 6,5).
- J

Rézne parametry charakteryzujgce probe wprowadzane sa po to, aby na ich podsta-

wie mozna bylo wyciagnac poprawne wnioski o calej populacji. Zastanéwmy sig, jak
podanie mediany, dominanty i sredniej spelnia to zadanie.

Przyktad @) < zad. 96

Klasy 3a i 3b licza po 20 oséb. Biblioteka
szkolna zebrala dane o liczbie ksiazek przeczy-
tanych przez uczniow obydwu klas we wrze-
$niu i pazdzierniku. Po podsumowaniu danych
i wykonaniu obliczen statystycznych okazalo sie,
ze parametry opisujace wyniki byly identyczne
dla obu klas. Liczba 4 byla zaréwno érednia, me-
diang, jak i dominanta zestawu danych dotyczg-
cych kazdej z klas.

Jakie zatem wnioski (wspolne dla obydwu klas)
mozna wyciggna¢ na podstawie takich infor-
macji?

» Srednia jest rowna 4, czyli kazdy z uczniow
przeczytal przecietnie 4 ksiazki.

* Mediana jest rowna 4, zatem polowa uczniow
przeczytala co najwyzej 4 ksiazki oraz polowa
uczniow przeczytala co najmniej 4 ksiazki.

* Dominanta jest rowna 4, czyli najwieksza licz-

ba uczniéw przeczytala w badanym okresie
4 ksigzki.
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Czy z powyzszych danych mozna wniosko-

e i S _ Pod zklady ni Zerpuj: (4]
wag, ze uczniowie obydwu klas prezentuja e Ml it SR

_ _ _ wszystkich mozliwosci dopasowania
podobne grupy czytelnikéw? Niezupelnie - danych surowych do informacji
mozna si¢ o tym przekonac, porownujac podanych na poczatku przykladu.
dane surowe, ktore byly nastepujace:

klasa 3a klasa 3b
.
» LB S
L] e & & # @»
EEEREREEE =N I liczba
0 123456 7 8 ksigrek 23456 ksigzek

W klasie 3a cztery osoby przeczytaly co najmniej 7 ksiazek, ale jednoczesnie dosc
liczna jest grupa uczniow nielubiagcych czytac, wyniki sa rGwnomiernie rozproszone.
Natomiast w klasie 3b kazdy uczen przeczytal co najmniej 2 ksiazki, wszystkie wyniki
sa zgrupowane blisko $redniej, nie ma tu ,maniakéw” czytania.

Podanie sredniej, dominanty i mediany nie wystarcza zatem do opisania badanej po-
pulacji.
A

Wprowadzimy teraz parametry mierzace rozproszenie wynikow.

Jest wiele takich miar. Najprostsza jest rozstep w uporzadkowanym szeregu, czyli
odleglo$¢ miedzy danymi skrajnymi.

W wynikach klasy 3a rozstep jest rowny 8 — 0 = 8, a w wynikach klasy 3b:

6 —2 =4. Wada tej miary jest jej wrazliwo$¢ na pozycje skrajne. Jezeli pojawi sie
wynik nietypowy, to rozstep bedzie bardzo duzy i niewiele powie o skupieniu danych
wokadl sredniej.

Dla rzeczywistych potrzeb wnioskowania statystycznego taka miara rozproszenia jest
za malo dokltadna i dlatego niezbyt przydatna. Wazniejsza jest informacja o przecigt-
nej odlegltosci wynikow od wartosci $redniej.

Przecietnym odchyleniem od $redniej x liczb x,, x,, ..., x,, jest wartos¢:

I, =% + |x, =% + ... +|x, - X

n
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Przykiad )

Obliczymy przecigtne odchylenie liczb 1, 4, 7, 8, 10 od ich sredniej x = 6.
Rozwiazanie

Kolejne odleglosci sa rowne:

[1-6]=5,14-6]=2,|7-6|=1, [8-6|/=2, [10-6] =4

= ; 5+42+1+2+4
Zatem odchylenie to = =23,

Odp.: Przecigtne odchylenie liczb tego zestawu od ich sredniej wynosi 2,8.

J

Zauwazmy, ze suma nieujemnych liczb jest tym mniejsza, im mniejsze sg jej skladniki
i na odwrot - jezeli suma nieujemnych liczb jest mata, to jej skladniki musza by¢ row-
niez male (zadne wyrazy nie moga sie przeciez zredukowac). Zatem jezeli przecietne
odchylenie od sredniej jest male, to dane sg zgrupowane blisko niej.

Wyrazanie wielkosci za pomoca warto$ci bezwzglednej nie jest wygodne. Takie wzo-
ry nie daja si¢ na przyklad tatwo przeksztalcac. Dlatego (chociaz nie jest to jedyny

powod) narzedziem mierzacym rozproszenie wynikow, uzywanym w statystyce, jest
wielko$¢ wyrazona przez kwadraty odleglosci, tzw. wariancja.

Wariancja w zestawie wynikow x|, x,, ..., x,, nazywamy przecietne odchylenie
kwadratowe od wartosci $redniej X, czyli:

(e, =% + (0 = %P +.... + (%, = %)

Przykiad )
Obliczymy wariancje danych 2, 2, 4,4, 4,5,5,5, 5,6, 6, 6, 7, 8, 8.

Rozwiazanie

Kolejno obliczamy:

» $rednia (z dokladnoscia do jednego miejsca po przecinku): X = 5,1

2:3,1%43:1,1°+4-0,17+3:09°+1,9°+2:2,9° 4575
15 15

* wariancje: = 3,05

Odp.: Wariancja jest rowna 3,05. 3

Wariancja ma te sama wlasnosc co przecietne odchylenie, tzn. jest suma nieujemnych
sktadnikow, wiec jest mala tylko wtedy, gdy sktadniki sa male. Jej wada jest niewy-
godna, mierzona w kwadratach, jednostka. Wprowadzona zostala wiec jeszcze jedna
miara rozproszenia, tzw. odchylenie standardowe.
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Odchyleniem standardowym w zestawie wynikéw obserwacji nazywamy pier-
wiastek kwadratowy z wariancji. Odchylenie standardowe oznaczamy o.

Zatem:

(=D + (gD + oot (15 « (sgma) e raly ey,
a= = alfabetu greckiego.

n

Zaletg odchylenia standardowego jest to, Ze wyraza si¢ je, podobnie jak przecigtne
odchylenie, w jednostkach liniowych, a nie kwadratowych. Nadal zachowana zostaje
podstawowa wlasno$¢ potrzebna do oszacowania rozproszenia — odchylenie stan-
dardowe jest male wtedy i tylko wtedy, gdy wyniki sa skupione blisko sredniej.

Ze wzgledu na zalezno$¢ miedzy wariancja a odchyleniem standardowym przyjmuje
sig o’ jako oznaczenie wariancji.
Dla zestawu danych z przykladu 6 odchylenie standardowe jest réwne:

o= v3,05= 175

Przykiad €

Powrécmy jeszcze raz do wynikow czytelnictwa w klasach 3a i 3b (zob. przyklad 4
na s. 449).

Obliczymy odchylenie przecietne i odchylenie standardowe dla obydwu rozkladow
wynikéw. Przypomnijmy, ze $rednie wynikéw sa réwne 4 w kazdej z klas.

W klasie 32 (0,0,1,1,2,2,3,3,4,4,4,4,5,5,6,6,7, 7, 8 8) mamy:
* odchylenie przecietne: % =2

* odchylenie standardowe:

= \]2{{} —4)2 4200 -9 4202 -2+ 203 - 42+ 2(5- 42+ 2(6 - 4)%+ 2(7 - 4)2 + 2(8 - 4)°
20

o= V6 =245
Natomiast w klasie 3b (2,2, 2,3,3,3,3,4,4,4,4,4,4,5,5,5, 5, 6,6, 6) mamy:
* odchylenie przecigtne: % = ]
* odchylenie standardowe:

2 2 2 2
_ \/3(2—4} +4(3-4)" +4(5-4)" +3(6-4) :\Ez 1,26
20 5
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Wyniki potwierdzaja wczesniejsze obserwacje dotyczace rodzaju czytelnictwa w oby-
dwu klasach. Ale zauwazmy, ze obserwacje te zostaly poczynione po zaprezentowa-
niu danych surowych eksperymentu. Teraz moglibysmy wyciagnac podobne wnioski
bez znajomosci doktadnych wynikow, a tylko majac do dyspozycji nastepujace liczby:

* w zestawie wynikow klasy 3a:
dominanta = mediana = srednia = 4, odchylenie standardowe = 2,45,

* w zestawie wynikow klasy 3b:
dominanta = mediana = §rednia = 4, odchylenie standardowe = 1,26.

Przyktad ©)

Obliczymy odchylenie standardowe wynikéw o rozkladzie zblizonym do rozkladu
wynikéw klasy 3b, ale skupionych blizej $redniej.
Hozwiazanie

W zestawie danych:

353535375375 375375444444 [ 12
4,25 4,25 4,25 4,25 4,5 4,5 4,5 TR
7

LB B =
LB

| B0 BSOS

wr : SE. G 425 45 wynik
srednia wynosi 4, sze$¢ wynikdw jest oddalonych i

od niej 0 0,5, osiem - 0 0,25.
Odchylenie standardowe tego zestawu rowna sie:

2 2
\{ﬁ 0,5 ;}3 025 _ o= 0.32

i jest duzo mniejsze niz w wypadku zestawu wynikow klasy 3b.

Grupowanie danych

Pokazalismy wczesniej przyklady grupowania danych w tabelach. Przypomnijmy ta-
bele wynikéw egzaminu 75 studentéw BIWU:

Liczba punktow 0 1 2 3 - 1| -8
Liczbawynikéw = 3 | 5 | 8 | 9 | 9 |12 11 | 9 6 ‘

Na podstawie tak zaprezentowanych danych wyznaczaliémy dominante i §rednig wy-
nikow (median¢ wskazujemy w uporzadkowanym szeregu). W tabeli mamy podana
informacje, jak czesto wystepuje kazdy z wynikéw i dlatego tak opracowane dane
nosza nazwe tabeli rozkladu czestosci.

453 S
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Czestym sposobem prezentowania danych zgrupowanych sa diagramy stupkowe,

wykonane na podstawie tabeli czestoéci. Sa one dokladnym odwzorowaniem ,,punk-
towych” rysunkéw, co mozna zaobserwowac na ponizszych rysunkach.

..... *——t— 1 :g [—

------ s i 1 211 —

...... PP i 2 !
| o~}

b e e e e 8 o9 1+

. B e R e L =

T B S B B NN T o

T —

—* & o 0 0o 0 0 5 —

T B N N N N B N

& 8O0 0 9 6 O B 3 —

[ . g g o 2 S S S8 B

. . S S S B B B B |

0123456789 D123456789

Liczba punktow

Przyktad ©) < zad. 9.8

Na diagramie przedstawiono liczbe zniszczonych
w ostatnim sezonie krzesel we wszystkich kinach
sieci Sowa. Odczytamy z tego diagramu rézne in-
formacje.

Rozwigzanie

a)

b)

c)

Czestosc
—_ b e L SN

" - " 4 ?
Ile kin liczy sie¢ Sowa? 012345 6

Stupki diagramu podzielone zostaly poziomymi Liczba zniszczonych krzeset
kreskami - kazda kostka dotyczy jednego kina.

Zatem dane w diagramie s3 nastepujace:

0 zniszczonych krzesel — w jednym kinie, 1 zniszczone krzesto - w trzech kinach,
2 zniszczone krzesta - w dwdch kinach, 3 — w czterech kinach itd. Cala sie¢ sklada
sie z dwudziestu kin,

W ilu kinach ulegly zniszczeniu jakies krzesta?

W dziewigtnastu.

Jaki jest rozstep liczby zniszczonych krzesel?

Najmniejsza liczba jest rowna 0, najwigksza 6, zatem rozstep jest rowny 6.,

d) Jaka liczba dominuje?

e)

4 (az w sze$ciu kinach zniszczone zostaly 4 krzesta)

W ilu kinach zniszczono co najmniej 5 krzesel?

W czterech.
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f) Ile jest r6wna mediana?

3,5 (w dwudziestu uporzadkowanych danych surowych mediana jest srednig aryt-
metyczng 10. i 11. wyniku)

g) lle jest rowna srednia liczba zniszczonych krzesel?
Qr1+1:34+d 2534 +404+5:3+H1 39
20 B

X =

h) Ile jest rowne odchylenie standardowe w tym zestawie danych?

” e \j{n —3,2)°43(1 - 3,2+ 2(2- 3,27+ 4(3 - 3,2+ 6(4 - 3,2)°+ 3(5- 3,2)°+ (6 - 3,2)°
- 20

' ) P
J

Za pomocg wprowadzonych parametréw opisujemy dane surowe zebrane w wyniku
obserwacji proby jakiej$ populacji. Jezeli chcemy uogdlni¢ wyciagniete wnioski na
cala populacje, to bardzo waznym warunkiem jest wlasciwy dobor proby - istotna
jest np. jej liczebnosc i sposob losowania.

Wiyniki badan statystycznych prezentowane np. w gazetach powinny by¢é zaopatrzone w infor- ((+)

macje na temat rodzaju proby.

Czy Pan/Pani lub kto$ z najblizszej
rodziny pracowat za granicq?
{w proc.)
100 5,7 17.0 —
80 | 1Sy trwala 2
Egﬂzr.nmmﬂmjmbﬂ B mesic 8 rok
60 - i - 5 2 miosince I wigcej i rok
ol AP
40 ' ' 15 2 45 miosigcy  odmowa
% _ I 22 6-12 migsigey  Odpowieds
0 1.0 1.0
0 tak I nie wiemy
B nig odmowa
g
Badania preeprowadils Pracownia Bedad Spatecych w Sopocie 24 § 25 stycmia 2004 1 ma 1033-esobuwes prihia reprezentatywns)
il doroestej udnméci Patski,

Proba powinna by¢ reprezentatywna dla badanej populacji.

Jezeli ten warunek jest spelniony, to najczesciej cechy rozkladu wynikéw proby sa
rowniez cechami rozkladu calej populacji. Inaczej mowiac, parametry opisujace pro-
be sg dobrym przyblizeniem parametrow opisujacych caly populacje.

Pokazemy na koniec przyklad sposobu wyboru proby losowej innego niz typowe lo-
sowanie ze zbioru wszystkich elementow.
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Przykiad ()

W liceum, do ktorego chodzi Matylda, migedzy kilkoma grupami uczniow doszto do
konfliktu o muzyke nadawang w trakcie przerw. Aby problem rozstrzygnac i wy-
bra¢ jeden z kilku mozliwych wariantéw (najprostszy, zaproponowany przez dyrek-
cje, polegal na wylaczeniu radiowezla), postanowiono przeprowadzi¢ badanie opinii
na ten temat wérod szkolnej spotecznosci. Matylda otrzymata za zadanie przygoto-
wanie sposobu wybrania reprezentatywnej proby losowej. Przyjeto, ze jej liczebnosc
nie powinna przekroczy¢ 50 osob - taka liczba ankiet wydawala si¢ mozliwa do opra-
cowania. Ponadto, poniewaz wystapily wyrazne roznice w gustach miedzy roznymi
poziomami klas, a nie poszczegdlnymi klasami, nalezalo wybra¢ jedna grupe repre-
zentujaca klasy pierwsze, druga - klasy drugie, trzecig — klasy trzecie, czwarta — klasy
czwarte. O uwzglednienie swoich glosow upomniat sie tez personel szkoly.

PrzesledZzmy, co kolejno przygotowata Matylda.

Krok 1: Zebrala dane o liczebnosci poszczegdlnych grup.

Grupa ‘ klasy 1 klasy 2 klasy 3 ‘ klasy 4 | personel
Liczebnos¢ | 180 171 65 | 150 | 74

Krok 2: Obliczyla, jaki procent calej szkolnej populacji tworzy kazda z grup.

Grupa | klasy 1 | kiag}rZ kiasyB | klasy 4 | personel
Procent | 243% | 23,1% | 223% \ 203% | 10%

Krok 3: Obliczyla, ile os6b w takim razie powinna liczy¢ reprezentacja kazdej z grup
w ustalonej 50-osobowej prébie losowej.

Grupa ‘ Liczebnos¢ = Procent ‘ Reprezentacja ‘
24,3% -50 = 12,15

- 0 243 12 0s6b
et | D0 | BN |
klasy 3 165 22.3% 22,3%1-1 :1[:;;}1 1,15
Klasy 4 150 — | 2{1,3%1;]1{:; ;bm,ls
personel 24 10% 10% - 50 = 5

5 osob
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W sklad ankietowej proby powinno zatem wejs¢ 12 ucznidw klas pierwszych,

12 - klas drugich, 11 - klas trzecich, 10 - klas czwartych i 5 0séb reprezentujacych
personel szkoly.

Wylosowanie tych grup mialo si¢ odby¢ tradycyjnie — poprzez wskazanie (losowo!)
odpowiedniej liczby numerow z alfabetycznie zapisanych list. Tak wybrana proba
nazywana jest warstwowa proba losowa.

W kazdym z zadan 9.1-9.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W Zeszycie.

Dane do zadan 9.1-9.3. Wyniki zaokraglono do jednego miejsca po przecinku.
Wedtug Matego Rocznika Statystycznego 1938 produkcja swiatowa wiokna baweliny
wynosita (w milionach kwintali):

Rok | 1929 | 1930 1931 | 1932 | 1933 | 1934 | 1935 | 1936
Ming | 57,4 | 563 | 597 | 51,8 | 57,7 | 51,3 | 57,4 | 68,6

9.1. Wskaz srednig podanego zestawu danych.
A. 57,5 B. 57,6 C. 57,8 D. 56,8

9.2. Wskaz wariancje¢ podanego zestawu danych.
A. 25,6 B. 25,0 G 25,1 D. 25,2

9.3. Wskaz odchylenie standardowe podanego zestawu danych.
A.53 B. 5,0 C. 5.1 D. 5,2

9.4. Kasia bawi si¢ kostka do gry, rzucajac ja wiele razy, Wyniki zapisuje w kolejnosci
rzutow:
2By oy by 15 3y 225 208866, 5: 1,35 455 25 1530 56,40, 5 1360 2 2% 13, 2,
3:5,6,6,5,4,4.2.4,3,4, 2,1
Narysuj diagram czesto$ci oraz wyznacz mediane tych wynikéw i ich dominante.

9.5. Oblicz srednia, wariancje i odchylenie standardowe nastepujacych danych su-
rowych. Wyniki zaokraglij do jednego miejsca po przecinku.
a) Masa (w gramach) losowo wybranych z koszyka jajek kurzych:
41, 39, 42, 47, 36, 29, 52, 44, 42, 43, 40, 42, 41
b) Rozmiary damskich ubran zakupionych w pewnym sklepie:
38, 40, 38,42, 42, 42, 44, 50, 36, 38, 38, 46, 42, 42, 40, 44, 46, 42, 36, 40, 40
c) Liczby sprzedanych przez kwiaciarke tulipanow w losowo wybranych dziesigciu
dniach: 112, 108, 102, 115, 92, 111, 84, 98, 105, 93
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9.6. Pielegniarka szkolna przeprowadzila wérdd uczniow klas pierwszych pomiar

masy ciala. Wyniki (w kg) zapisala zgodnie z kolejnoscig alfabetyczng nazwisk:
48, 49, 47, 48, 51, 54, 52, 47, 49, 53, 50, 48, 49, 51, 48, 50, 49, 51, 47, 47, 52, 51, 51,
50, 49, 48, 47, 54, 47, 50, 48, 49, 49, 50, 51, 48, 50, 48, 48, 56, 50, 52, 51, 53, 49, 54,
55, 48, 49, 50, 51, 52, 48, 49, 51, 52, 49, 53, 53, 55, 54, 49

Dla tego zestawu danych

a) wyznacz rozstep wartosci.

b) wyznacz mediane i dominante.

c) oblicz srednia mase ucznia (wynik zaokraglij do caloéci) oraz odchylenie standar-
dowe od $redniej (wynik zaokraglij do dwéch miejsc po przecinku).

d) narysuj diagram rozkladu czestosci.

9.7. W tabeli podana jest moc silnika (w KM) wybranych 20 modeli samochodéw.
Uporzadkuj dane niemalejaco, wyznacz ich mediang i dominantg. Oblicz $rednia,
wariancje i odchylenie standardowe. Wyniki podaj z dokladnoscia do jednego miej-
sca po przecinku.

. Marka samochodu  moc [KM] | Marka samochodu moc [KM]
Citroen Berlingo II 115 Subaru Forester IV 150
Citroen Xsara Picasso 110 Toyota Auris II 132
Fiat Bravo Il 90 Toyota Avensis I 128
Fiat Punto IV 77 Toyota Corolla IX 97
Fiat Grande Punto 90 Opel Astra H 100
Alfa Romeo 146 103 Opel Corsa D 75
Ford Focus 95 95 Opel Omega A 125
Ford Fiesta VI 60 Land Rover Discovery [V 190
Ford KA 11 75 Suzuki Swift V 136
IV Mazda CX-5 160 Suzuki Alto VII 68
9.8. Diagram przedstawia liczby punktow 2 6
zdobyte w turnieju przez poszczegolnych % i 1Bl
zawodnikow. Na jego podstawie odpowiedz + 3
na ponizsze pytania. 2
a) Ile osob uczestniczylo w zawodach? 1 ]
b) Jaka najmniejsza i jaka najwigksza liczbe 4567 8 910111213
punktow zdobyli zawodnicy? Liczba punktéw

c) Ile wynosi dominanta liczby punktow?
d) Ilu zawodnikéw zdobylo co najmniej 9 punktow?
e) Ile srednio punktéw zdobyl w tym turnieju jeden zawodnik?
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9.9. Dlugosci cial noworodkéw (w cm) wprowadzane do szpitalnego rejestru w ta-
kiej kolejnosci, w jakiej dzieci sie rodzily, wynosily:
54, 57, 59, 58, 59, 56, 54, 58, 57, 52, 50, 53, 53, 55, 54, 57, 55, 57, 49, 53, 54, 62, 56,
58, 55, 60, 50, 53, 53, 56, 56, 53, 58, 54, 54, 53, 57, 53, 55, 54, 53, 54, 58, 58, 52, 53,
53, 56, 57, 58

a) Jaka jest $rednia dlugos¢ ciala noworodka z badanej proby? Wynik zaokraglij do
calosci.

b) Wyznacz mediane, dominante, rozstep i odchylenie standardowe (zaokraglone do
dwoch miejsc po przecinku) w tym zestawie danych.

9.10. Podaj przyklad zestawu czterech danych, ktérych srednia jest rowna 10, za$
odchylenie standardowe zaokraglone do calosci wynosi 3.

1. Przyjmujemy, ze X oznacza $rednia zestawu danych, 0* - wariancje tego zestawu
oraz o - odchylenie standardowe. Oceni prawdziwo$¢ podanych zdan.
[stnieje taki zestaw danych, w ktérym

o B. o <. C.x<0<ao.

2. Liczby pacjentow przychodni lekarskiej w wybranych dniach wynosity: 37, 59, 24,
113, 49, 83, 57, 57, 69, 17. Oblicz érednig, wariancje i odchylenie standardowe tego
zestawu danych. Wyniki zaokraglij do jednego miejsca po przecinku.

3. Kolejne miesigczne rachunki za telefon zaokraglone do petnych zlotych wynosity:
50, 61,43, 60,49, 52,47, 36,42, 45, 33, 46. Wyznacz srednia i odchylenie standardowe
tych danych (z dokladnoscia do drugiego miejsca po przecinku).

4. Przeliczono zawartosc 100 losowo wybranych pudetek zapatek. Wyniki kontroli
przedstawiono w ponizszej tabeli.

l Liczba zapalek w pudetku = 38 ' 39 | 40 | 41 42 43 | 44
‘ Liczba pudetek 3 |11|37|18 |16 (13| 2

Wyznacz srednia i odchylenie standardowe liczby zapalek w pudeltku (z dokladnoscia
do jednego miejsca po przecinku).

5. Wyznacz zestaw czterech danych, tworzacych ciag arytmetyczny, ktorych srednia
jest rowna 5, zas odchylenie standardowe zaokraglone do calosci wynosi 2.
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Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-25 jest tylko jedna poprawna odpowiedz. Wybierz ja i zapisz
W ZeszZycie.

1. Jaka liczbg trzeba dopisac do zestawu -3, 0, 7 i 10, aby srednia arytmetyczna
wszystkich pieciu liczb byta rowna 37
A.l B. 2 C.3 D. 4

2. Ile wynosi prawdopodobienstwo znalezienia w 30-osobowej grupie co najmniej
dwoch osob urodzonych w tym samym miesigcu?
30
2

1 . ¢ '
Al B. = C. 209 D. Jest za malo danych, zeby to obliczyc¢.

3. Rzucamy raz kostka do gry. Ktére z ponizszych zdarzen jest przeciwne do zdarze-
nia ,wypadty co najwyzej trzy oczka”?

A. Wypadly mniej niz trzy oczka. C. Wypadly wiecej niz cztery oczka.

B. Wypadly co najmniej cztery oczka.  D. Wypadly trzy oczka lub wiecej.

4. Czterech panéw wybiera losowo (w tym samym czasie, ale w réznych miesz-
kaniach) jeden z pieciu kanaléw telewizyjnych. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
wszyscy wybiora ten sam kanal?
1
" 125

4 4
P ey Dt T
125 54

1
Bt_
5

5. Srednia arytmetyczna liczb A i B jest rowna ki A = 6k. Ile jest rowne B?
A. 4k B. 2k C. -3k D. -4k

6. Jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze w rzucie dwiema monetami wypadnie

(w dowolnej kolejnosci) orzel i reszka?
A= B. . C.- D.
3 4 2

Wb

7. Z klasy, w ktorej stosunek liczby dziewczat do liczby chlopcow jest réwny 4 : 5,
wylosowano jedna osobe. Jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze jest to dziewczyna?
A B G2 D,

9 5 4 9
8. W urnie znajduje si¢ 7 kul biatych i 3 kule czarne. Losujemy dwie kule. Jakie jest
prawdopodobienstwo tego, ze wylosowane kule sa réznego koloru?
F 7 1 10

B C. 5

A — . = . =
30 15 21
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9. W uporzadkowanym szeregu: 3, 3, 5, 7, k, k, 15, 16, 16, 19, 20, 21 mediana wy-
nosi 12. Ile jest réwne k?
A. 11 B. 8 C. 12 D.9

10. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze w rzucie dwiema kostkami wypadna

rozne liczby oczek?
11

o B.
12

G D.

h | Ln

- |
b |

11. Ula chce zamalowac trzy rézne kwiatki na obrazku, kazdy na inny kolor. W pu-
detku ma 10 réznych kredek. Na ile sposobéw moze zamalowac kwiatki?

A, 27 B. 10 C. 10° D. 720

12. Rzucamy trzy razy kostka. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze w trzecim
rzucie wypadnie szostka?

1 1 1 6
A. - B. - C. — .
6 3 216 125

13. Srednia dwéch liczb, z ktérych jedng jest /5, wynosi V3. Wskaz drugg liczbe.
A.2V3-45 B. 22/5-3 C. 2V15 D. 2V3 + /5

14. Ze zbioru kolejnych liczb {1, 2, 3, ..., 555} wybieramy losowo jedna. Jakie jest
prawdopodobienstwo tego, ze wybrana liczba jest podzielna przez 37

A2 L bt b=

3 2 335 3
15. Odchylenie standardowe zestawu danych: 7,7,7,7,7,7,7,7,7,7,7,7,7, 7,7
A. réwna sie 1. B. réwna sie 7. C. réwna sie 0. D. nie istnieje.

16. Ile jest rowne prawdopodobienstwo tego, ze przy losowym ustawianiu w kolejke
szesciu 0s6b Ania i Mania beda staly obok siebie?

A= B. 1 e
G 3 2

2
D.
G- o432+ 1

17. Kitore zdanie dotyczace uporzadkowanego szeregu danych:
1,1,3,3,3,4,7,7,8,8,8,8,9, 10 jest prawdziwe?

A. Dominantg w tym zestawie jest liczba 3.

B. Ten zestaw danych ma dwie dominanty.

C. Dominanta w tym zestawie jest liczba 8.

D. Ten zestaw danych ma cztery dominanty.

18. Ktory zestaw danych ma trzy dominanty?
A.3233113565155779978987 C.242727299212222
B.1233134457737 D.9999999888886666

461
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19. Uparty pan Kajetan co tydzien bierze udziat w grze w lotto. Przez 100 kolejnych
gier nie wygral ani razu. Wypelnia wiec kupon po raz 101.
[. Szansa na wygranag przez pana Kajetana sie zwigkszyla.
II. Szansa na kolejng przegrana nie ulegla zmianie.
Ktore sposrod zdan I, II sa prawdziwe?
A. tylko I B. tylko Il C. zadne D. obydwa

20. Ile wynosi mediana w nastgpujacym zestawie danych surowych:
6225282285688?
A. 55 B. 5 C. 6 D. 8

21. Srednia punktéw z egzaminu czterdziestu studentéw jest réwna s. Dwudziestu
innych studentéw otrzymato w sumie 1800 punktéw. Ile wynosi $rednia wszystkich

studentow?
A. 25 + 30 B. 25+ 30 C. 40s + 90 D. s+ 1800
3 3 60 60

22. W urnie znajduje sie n kul biatych i 2n kul czarnych. Losujemy kolejno dwie kule
bez zwracania. Prawdopodobienstwo tego, ze wylosowane kule sa réznego koloru,

. 16 : .
wynosi —. Ile jest rGwne n?
A. 2 B. 3 C. 4 D. 5

23. lle jest pigciocyfrowych liczb o réznych, nieparzystych cyfrach?
A. 60 B. 5’ C.4-5" D. 120

24, Dany jest uporzadkowany nierosnaco zestaw liczb naturalnych: 16, 15, a, 13,
12, 11. Mediana tego zestawu jest rowna 14. Zatem
A.a=12 B. a = 13. C.a=14. B.a= 15

25. Rzucamy trzema monetami dwuzlotowymi. Wygrywamy te monety, na ktérych
wypadt orzel. Wskaz warto$¢ oczekiwana wygrane;.
A. 27t B. 3zt C. 4z D. 5zl

W zadaniach 26-34 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

26. Liczba wszystkich liczb czterocyfrowych utworzonych z cyfr 0, 1, 5
A. jest rowna 81. B. jest rowna 54. C. podzielnych przez 4 jest rowna 6.

27. Prawdopodobienstwo tego, ze w czterech rzutach moneta co najmniej raz wy-
padnie

; 3 HE i
A. orzel, wynosi et B. orzel, wynosi T C. reszka, wynosi e
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28. Zdarzenie polegajace na tym, ze w tysigcu rzutach monetg ani razu nie wypadnie
orzel, jest zdarzeniem

A. niemozliwym.

B. tak samo prawdopodobnym jak to, ze orzel pojawi si¢ 1000 razy.

C. o prawdopodobienstwie zajécia rownym 21—:“}{-!.

29. Zcyfr 1,2, 3, 4, 5, 6 mozna utworzyc

A. 6’ liczb pieciocyfrowych.

B. 6" liczb pieciocyfrowych podzielnych przez 5.

C. 6:5-4-3 liczb czterocyfrowych o niepowtarzajacych sie cyfrach.

30. Rzucamy dwa razy kostka do gry. Niech p oznacza prawdopodobienstwo wy-
rzucenia sumy oczek mniejszej od 5, a r — sumy oczek wiekszej od 9. Zatem
A.p<r. B.pzr. C.p=r.

31. Rzucamy kostka i moneta. Jezeli wypadnie reszka i parzysta liczba oczek, wygry-
wamy 120 z1. W przeciwnym razie przegrywamy 40 zl.

A. Wartosc oczekiwana gry jest rowna 5.

B. Wartosc oczekiwana gry jest rowna —2.

C. Gra jest sprawiedliwa.

32. Srednia arytmetyczna zestawu liczb naturalnych: 23, x +8, 6, 14, x + 15, 2
jest rowna 12.

A. Ten zestaw nie ma dominanty.

B.x=2

C. Mediana tego zestawu jest rowna 12,

33. Srednia arytmetyczna zestawu liczb naturalnych: 5, 21, 2x, 19, 11, 7x, 31,
8x + 5 jest rOwna 5x.

A. Ten zestaw nie ma dominanty.,

B. Srednia tego zestawu jest réwna 20,

C. Mediana tego zestawu jest mniejsza od sredniej.

34. Sposrod 16 ucznidow piszacych kartkéwke z jezyka hiszpanskiego dwie osoby do-
staly oceng niedostateczna, dwie — dopuszczajaca, trzy — dostateczna, pie¢ — dobra,
trzy — bardzo dobra i jedna - oceng celujaca.

A. Wynik ucznia, ktoéry dostal piagtke, znajduje si¢ na 94. centylu.

B. W Kklasie jest uczen, ktorego wynik znajduje si¢ na 50. centylu.

C. Najliczniejsza jest grupa uczniow, ktorych wynik znajduje si¢ na 44. centylu.

463 N
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Zadania otwarte krotkiej odpowiedzi

35. Na ile sposobéw mozna wybraé dziewczynke i chlopca z klasy, w ktérej jest
17 dziewczynek i 15 chlopcow?

36. Ile liczb pieciocyfrowych o roznych cyfrach jest mniejszych od 50 0002

37. Grupa 5 znajomych wybiera sie na wakacje dwoma samochodami. Kazdy z nich
moze wybrac, ktorym samochodem chce jechad, ale w kazdym samochodzie musi
jecha¢ co najmniej 1 osoba. Na ile sposobow moga sie podzielic?

38. Naile sposobow mozemy posadzi¢ piecioro dzieci na sze$ciu réznokolorowych
krzesetkach?

39. Rzucamy kostka o§mioscienna, na ktorej $ciankach znajduja sie liczby od 1 do 8.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze liczba wyrzuconych oczek jest liczba pierwsza.

40. Rzucamy dwiema kostkami czworosciennymi, na ktérych $ciankach znajduja sie
liczby 1, 3, 5, 7. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze suma wyrzuconych oczek jest
podzielna przez 3.

41. 7 talii 52 kart losujemy 2 karty. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania
dwoch asow.

42. Rzucamy czterema monetami. Oblicz prawdopodobieristwo otrzymania co naj-
mniej trzech ortow.

43. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze dwie losowo wybrane osoby urodzily si¢
tego samego dnia tygodnia.

44. Do zestawu danych 5, 6, 6, 8, 12 dopisz taka liczbg x, aby
a) mediana zestawu byla réwna 7. b) $rednia zestawu byla réwna 6.

45. Dane sg wyniki x|, x5, ..., x, 5 i " | = . - | — il .
iich wagia,, a,, ..., a,. Oblicz $rednig — i ~ - i - -
wazong wynikow. I_i; ; | o ‘ d 2]

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

46. Dwie rodziny - czworo dorostych i piecioro dzieci - zajmuja 9 kolejnych miejsc

w jednym rzedzie w kinie. Na ile sposobéw moga to zrobi¢ tak, aby

a) rodzice siedzieli obok siebie oraz dzieci siedzialy obok siebie (w dowolnym po-
rzadku)?

b) dzieci siedzialy obok siebie (w dowolnym porzadku)?

c) zadnych dwoje dzieci nie siedzialo obok siebie?
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47. llejest roznych kodow sktadajacych sie z dwéch liter i dwoch cyfr? Litery i cyfry
moga wystepowaé w dowolnej kolejnosci. Zakladamy, ze alfabet sklada sie z 24 liter.

48. Rzucamy dwiema szeSciennymi kostkami do gry. Wypisz zbiér zdarzen elemen-
tarnych tego doswiadczenia losowego, a nastepnie oblicz prawdopodobienstwa na-
stepujgcych zdarzen:

A - wypadna dwie szostki,

B - na dokladnie jednej kostce wypadnie piatka,

C - suma oczek na obu kostkach jest mniejsza od 2,

D - iloczyn oczek na obu kostkach wynosi 12,

E - na zadnej kostce nie wypadnie jedynka,

F - na kazdej kostce wypadnie parzysta liczba oczek.

49. Zpudelka, w ktérym jest 6 kul bialych i 2 kule czarne, losujemy kolejno bez zwra-
cania trzy kule. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania kul o tym samym kolorze.

50. Z pudelka, w ktorym sa 2 kule biale i 3 kule czarne, losujemy cztery razy po
jednej kuli ze zwracaniem. Oblicz prawdopodobienistwo wylosowania najpierw kuli
czarnej, a potem trzech kul bialych.

51. Zpudelka, w ktorym sa 2 kule biale, 3 czarne i 5 kul zielonych, losujemy trzy razy
po jednej kuli ze zwracaniem. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania dwéch kul
w tym samym kolorze i trzeciej w innym kolorze.

52. Na biurku Weroniki stoja cztery maskotki — ston, kot, pies i laleczka Pyza. We-
ronika losuje dwie spoérdd nich. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze

a) obydwie maskotki beda zwierzakami.

b) jedna z maskotek bedzie Pyza.

53. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze losowo wybrana liczba dwucyfrowa jest
podzielna przez 2 lub przez 5.

54. Trzy osoby kolejno rzucaja kostka szescienng. Oblicz prawdopodobienstwo te-
go, ze co najmniej dwie z nich otrzymaja taki sam wynik.

55. Z pudelka, w ktorym jest 7 losow wygrywajacych i 3 losy puste, wyciagamy trzy
losy. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze otrzymamy co najmniej jeden los wygry-

wajacy.

56. W drodze do pracy pan Marek przejezdza przez 10 skrzyzowan z sygnalizacja
swietlng. Prawdopodobienstwo tego, ze na kazdym skrzyzowaniu trafi na $wiatlo zie-
lone, wynosi 0,04, a prawdopodobienstwo tego, ze czerwone swiatlo zatrzyma go co
najmniej na dwoch skrzyzowaniach, jest rowne 0,77. Jakie jest prawdopodobienstwo
tego, ze pan Marek trafi na czerwone swiatlo na dokladnie jednym skrzyzowaniu?
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57. Do gry planszowej dzieci uzywaja szesciennej kostki, na ktérej sciankach napi-
sane sg cyfry: 0, 2, 2, 3, 3 i 5. Jezeli wypadnie liczba oczek rézna od zera, pionek po-
rusza sie na planszy do przodu o wskazana przez kostke liczbe krokéw, czyli 2, 3 lub
5. Jezeli na kostce wypadnie 0, pionek musi sie cofnac o 10 krokéw. Oblicz warto$¢
oczekiwang liczby krokéw w jednym rzucie kostka.

0 58. Rzucamy dwiema kostkami szesciennymi. Jezeli wypadna dwie szostki, wygry-
wamy 50 zL. Jezeli wypadnie jedna szo6stka lub na obu kostkach wypadng takie same
(ale rozne od 6) liczby oczek, to wygrywamy 10 z1. W pozostalych przypadkach prze-
grywamy 10 zt. Wykaz, ze gra jest sprawiedliwa.

59. Najednym z wydzialow pewnej uczelni obowiazuje nastepujacy system oblicza-
nia punktéw rekrutacyjnych:

* wynik matury z matematyki na poziomie rozszerzonym (w %) z waga 0,4,

* wynik matury z geografii na poziomie rozszerzonym (w %) z waga 0,3,

* wynik matury z jezyka angielskiego na poziomie rozszerzonym (w %) z waga 0,2,
* wynik matury z jezyka polskiego na poziomie podstawowym (w %) z waga 0,1.

a) Ile punktow rekrutacyjnych uzyskal Szymon, ktory otrzymal na maturze 92%
z matematyki, 73% z geogralii, 91% z jezyka angielskiego i 70% z jezyka polskiego?

b) Adam uzyskal 69,6 punktéw rekrutacyjnych. Na maturze otrzymal 62% z geogra-
fii, 83% z jezyka angielskiego i 56% z jezyka polskiego. Jaki wynik mial na maturze
z matematyki?

60. Podajtaki uklad wagw, i w,, aby $rednialiczby 32 z waga w, iliczby 27 z waga w,
byla rowna 30 i aby suma wag wynosita 10.

61. W tabeli przedstawiono sredni wynik matury z matematyki na poziomie pod-
stawowym w kraju w latach 2010-2013.

Rok 2010 | 2011 | 2012 | 2013

Wynik (W %) 58 | 48 | 56 = 54
Oblicz srednig i odchylenie standardowe tych danych.

62. Zbadano mase 20 losowo wybranych paczek herbaty. Wyniki przedstawiono
w tabeli.

Liczba pudelek 2 | 4 |10] 3 ‘ 1
Masa (w gramach) 98 | 99 | 100 101 | 105

Oblicz srednia i odchylenie standardowe tych danych.
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1. Trygonometria

| 5. 14
342

114.B 12.C 18.B 14.4(V3-1) 15.2— b 12V6 0612 d) 1237
1.6. 30° 1.7.a)y=43% b=1145cm, ¢=793cm b)y=57° a=1757cm, ¢ = 1506 cm
ca=33 a=135cm, b=2156cm 1.8.190m 1.9, 4(3'~.5+ \/E)cm i 8v6cm

1.10. 4A =<4B =45°, 4C =4D = 135° |AD| = |BC| = 4,24 cm, |AB| = 10,41 cm, |CD| = 4,42 cm

111, |[AW]|=1,22km, |[BW|=1,32km 1.12. a)ok.20,7cm b)ok.54cm 1.13. |BC| = 7,08,
|AC| = 8,68 lub |BC| =1792, |AC|=21,98 1.14. 11,54 cm, 9,13 cm, 50°, 56° 1.15. 7

1.16. 182 cm, 18V3 cm, ‘:J'(v"ﬁ+ \J'E) cm 117, obw =2 (3 + 2\@). dlugoé¢ okregu: 2nV6
1.19. 25°,39% 116°% 9,0 cm lub 25% 141°,14° 2,4cm  1.20. Wskazdwka: Zapisz katy trojkata ABM
w zaleznosci od katow trojkata ABC i skorzystaj z twierdzenia sinuséw dla obu trojkatéow, Analogicznie
postepuj z tréjkatami BMC i ACM.  1.21. Wskazowka: Skorzystaj z twierdzenia sinuséw i znajdz
zalezno$¢ migdzy warto$ciami funkcji tangens dla wymienionych katow.  1.22. a) ok.18,5 tys. km

b)nie  1.23. 2(V6+ V2) lub 2(V6-v2) 1.24. 30° 45° 135% 150°

1.P,EP 2.37 8. 3% 4, 4:sna  d-sinp

sin (n: + ;3}‘ sin {a + _S}

| . . I .
P= Ebc sina oraz z twierdzenia sinusow.

5. Wskazowka: Skorzystaj ze wzoru

s. 21

4B 226 280 Zhd T o Bl o o e e

35" 25" 135 357 217 15 52" 287 91
9v2-4 5-3v2 10-342

d) — e S 2.5. 836 2.6. |BC| = 67, 4B =19° 4C = 41°

2.7.5,37°,98° 2.8. a) 53° 44°, 83° b) 30°,56°%94° c) 109° 26°,45° d) 46°, 59°, 75°
2.9. a) rozwartokatny  b) prostokatny c) ostrokatny  d) ostrokgtny  2.10. 120°

2.11. |AB| =8, |BC| =5, |AC| =6 2.12. obw=7(3+V3)em, R=7cm  2.13. |AB| = 10,
AC| =15 214.2)b=2,c=V3+1,y=75 bla=3-vV3,c=3+V3, a=15 ca=+2,
b=3+v3 B=120° d)a=30° =45 p=105° e)b=23 a=45, f=60° Db=2

o =45°% y=30° 2.15. bok: 4V7 cm, przekatna: 4313 cm, katy: ok. 79%i ok. 101° 2,16, 45°,

60°,75° 2.47.80\2- Viem, 80Y2+Viem 2.18.62cm  2.19. g 2.20. 77
2.21. %@, %\;‘T : %\fﬁ 2.22. 331 2.23. Wskazowka: Oblicz wartoéci cosinusow
badanych katow, a nastepnie sprawdz w tablicach przyblizone wartosci miar katow.

2.24. Wskazowka: Zastosuj twierdzenie cosinusow i przeksztalé sume kwadratéow dlugosci
przekatnych rownolegloboku.  2.25. Wskazdwka: Skorzyslaj najpierw z twierdzenia sinusow,
3VE- VT g 33 VT

2.27. Wskazéwka: Zastosuj twierdzenie sinuséw oraz cosinusow,  2.28. 112 + 33

a potem z twierdzenia cosinusow.  2.26,
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1. B,F,P 2.4A=23° 4B=49° 4C=108° 3. _iLS 4. =

5. Wskazowka: Wyznacz dlugosc srodkowej w zaleznosci od dlugosci przyprostokatnej trojkata
i skorzystaj z twierdzenia o srodkowych.

31.B 32.A 33.C 3a4. sg, 4% 3.5. Aﬂzzgi%, BC:28142, AC:64i56
3.6.4cm  3.7. |AB| =18, |AC| =15 3.8. %ﬁa 3.9.2)3VI5 b)8V30 o V7

d]%v’_zﬁﬁ 3"”‘3:"1 3.11.R=§ ?cm.r:%ﬁcm 3.12. 2,50 3.13."75

- 17

5. 23
Vrﬁﬂ

cm lub x = V65 cm,

3.14.37(7-4V3) 34523 3.16.x=I7cm, r="

3 5 3
r=(9-V65)em 3.7 9(;—‘” 3.18.471 3.19.P= \’;ﬁ em’, ﬁ(?“;:”)
3.20. 2n (2 + ‘-.-"E) cm’  3.21. ayr= z—f cm, R= 161‘:"1'_5 cm b) -2-

———r % 7
24+ V2 =-2cosa 24 V2 + 2cosax
:( - )rjlubP=( - )r2
sina sina

3.24. 3%— 3.25, cos<CBD = 114\;ﬁ 3.26. ,é,i 3.27. a) a\(2 + V2 b) a(l + \E)
m

3.22. P

3.23. [BC|=V7+1, |[CD| = V7 -1

¢)a\4+2v2  3.28. Wskazéwka: Wyznacz miary katow trojkata APB.  3.29. Wskazdwka:
Skorzystaj ze wzoru P = %ab siny izauwaz, ze dlugosci bokow trojkata sa mniejsze lub réwne V2.
3.30. |AB| = 12. Wskazdéwka: Poprowadz dwusieczng CD kata BCA. Skorzystaj z podobienstwa
tréjkatéw BAC i BCD. ~ 3.32. promienie: 4(3 - V5) em, 2(3 - V3) cm, odleglo$¢ migdzy
§rodkami: 210 (3 - \"'5) cm  3.33. Wskazdwka: Rozwaz trojkat AEM i przekatng EB jako
dwusiecznag kata w tym trojkacie.

uf:\ja3+b1~2*~.l'ﬂ2b1—4P3 lub R nb\] 2 4+ b + 2Va*h - 4P?
u

3-34- R: 4P . 4.P
7 _ -
1.P,EP 2.6(v5+V6) 3.1, ‘“; 4. 5\123-18V4l 5. "'32 L, (2-V3)e "‘1 e

41.C 42. A 43.D 4.4, a3)2-360°+246" b) 3 360°+303° c)4-360°+351°
d)5-360°+118° e) -2:360°+240° ) -3-360°+327° 45. AiK,BiLLCiG,DIiLEiL,FiH
4.6. Merkury o0 2°, Jowisz 0 864°, Neptun 0 480°  4.7.a) IV b)III ¢ I 4.0, a) sinx = %,

3 1 . 3410 10 , V5 245
cosa=—, tga=1- b)sina=——, cosa=——, tga=-3 ¢)sina=-——, cosa=-——,
a 3 10 10 5 3
T PR e it Dligeat
tgfx-a d}snllw-—m,msa— lj.tga— = e)sina =0, cosa=-1,tga=0 f)sina= T
3 2 3 3
cosa =, iga=-12  411.3) -"-; b) ‘“’T- 91 d) *"—; ¢) -‘*;: 0 % 4.12. a) 0,9848
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b) 0,8192 ¢) 0,3640 d) 0,8988 e) -0,0872 f)}0,0175 4.13.a) a=137" b)a=200°
c)a=276° d)a=207" e)a=306" a=194" 4.14. a)a=32° lub a=328" b) a =246°
lub =294 ¢)a=22"lub a=202" d)a=166° lub a=194° e) a=37° lub a = 143°
Dea=94°lub a=274° 415.2)0 B0 0 d)2v3-3 416.a)-3 b)-4 o1 d)2

15 8 15 V2

1. E,P,F 2. suux-——l-_} cosa=——, tga = — 3. a)a=148" b)a=273" 4. =

17’
| s.54
54.D 682.C 683.A 54.b)D=2Z, ZW={0, 1, 2, 3, 4}; wartoé¢ najmniejsza: 0
dla x =5k, k € Z, warto$¢ najwigksza: 4dla x =5k+4, ke Z 8.5, ZW = (-2; 4); wartoéé
najmniejsza: —2 dla x = 9k, k € Z, wartos¢ najwicksza: 4 dla x = 9k + 6, k € Z; miejsca zerowe:
x=9%—1lub x=9%-7, keZ; f(x}>0dlaxe(9%k-7:9%-1), keZ f(x)<0
dla x € (9k—1;9k+2), ke Z 5.6. miejscazerowe:x =6k+5, ke Z; f(x)>0
dla x € (6k—56k-1), ke Z, f(x) <0 dla x € (6k-1; 6k+ 1), k € Z; funkcja malejgca w kazdym
z przedzialow (6k — 2; 6k + 1), k € Z, stala w kazdym z przedzialow (6k — 5; 6k -2), ke Z
5.9. a) sina > cosa b)sind <cosd ¢)sinf>cosf d)sing <cosg e)siny <cosy

fl sinv > cosv  5.10. a) cosa = —2%5. tga = —% b) cosa = i, g = -15
: V2+443 2+443 ; VG V3 4 3
c) sina = = lga = “;E_j d) sina = ~5 cosa = ~ S 5.11. a) cosa = > lga = =
4 3 V5 V5 5 V5
lub cosa=-2, tga=-= b) sina = = lga = R lub sina = == lga = e
3
c) cosa = —g, tga =2 lub cosa = ""T'T', lga=-v2 d)sina= E, lga = —? lub
- po £
sing = —E, lga = E 5.12. a) sinx = —5—, COS X = 12 lub sina = ——?—, COs i = 212
7 -+ 13 3 13 13
. 8 15 . 8 15 ) 4317 V17
b) sina=-—, cosaa= — lub sinag = —, cosa=-— ¢)sina= ——, cosa = — lub
17 17 17 17 17 e
sing = —ﬂ, coso = —E d) sine = —-—“'E, Cos o = 3 lub sina = —"'E, cosa = —=
17 17 4 4
5.13. a),d),e), ) tak b),c) nie 5.15. a) a dowolne b), ¢}, d)a#k-90° keZ BAT. —2
s. 57
= 1 f=a =
1. KEEF 2. 1ga= 817 lub tga:—gm 3. sincx:—hﬁ. cuscx:—? 33
17 17 53 53
4. « £90°+k-180° ke Z
61.B 6.2.C 63.C 64 a)70° b)53°35 ¢)150° d)50°30" 86.5.a)20°= g,
n____ L . o n: Jm o_ EE o _ EE f _apo T _ o
15 42° = %n 1 nm b) 630 , 100 g,3nn . 6.6. a] = 30°, .q = 135°,

el
Dn 2300 W E=n00, Doy M _whe 2= (@) Li1,8 (m) 07 = (125)
lﬂ 9 5 3 n It m

3 5004 3
d) mz:(ﬂ) 125 = (225) :-'.5:(&) 6.7. a]%=45°+4-36ﬂ°.
T

T n
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5;—“ = 300" + 2 - 360°, 1—2-?-[ =210°+ 360" b) —% = 20°% - 2 - 360°, —% = 240" - 6+ 360°,
—Ef- =135 -360° 6.8. a) 405° = E + 21, 1020° = i; +2:2m, 520° = ﬂ—;— + 21
b) —405° = . 2:-2m, =30°= 2% -2n, -780° = 2t -3-2n 6.9 sinE—TT = ~£, tg?—" = ﬂ,

i 6 3 3 2 6 3
cns'?:—% 6.10. a)0 b)1 )-8 d)6 612 a)a<f bla<p cJa=p da>p
6.13. a)a<f ba<pf cda=f da<pf 6144, a B 6 6.15. a) kolejno: 1L, 1V, I, IV
b) kolejno: ILLILIT  646.a) % b) 2 o =2 d) -2 647.v<g<d<y<f<a
6.19. a) cosx = —%, tgx = -3 b)sinx = %ﬁ, lgx = -2V2 ) sinx = —%@, CoOs X = —ﬁ
d) sinx = %E Cosx = —% 6.20. 46" 6.21. a) 46,5cm b) 36cm «¢) ]3%11 cm  d) 25mem
L.EPP 236" 2000100 pgpe 1T g T _5 50 g gnlon__V3

¥ ¥ 51 9 » g 5 _‘ 2 ¥

53 3 10
WL S

2 3

71.B 72.B 73.C 7.6.23){0:2) b (-1;1) ¢ (-1;1) d)(-2;0) T.7. np.

flx) = sin (x - ;ﬂ) +1  7.8. a) maleje w kazdym z przedzialow <_;_n + 2k g + 2kn>, rosnie

w kazdym z przedzialow <g + 2km; Eél + 2kn>. k € Z b) maleje w kazdym z przedzialow

<%ﬂ + 2km; 1;” + Eﬁm>, rosnie w kazdym z przedzialow <—g + 2km; %ﬂ + Z'..It:rr), keZ

3
L \3 4n I n fx
7.9. a) wartos¢ najmniejsza: - dla x = —» Wartosc najwigksza: 1 dla x = = b) wartoéc

najmniejsza: —1 dla x = ?“, wartosc najwicksza: 1 dla x = g ) wartoé¢ najmniejsza: —1 dla x = m,

Gl 3 G E i 1 ;
wartos¢ najwieksza: 0 dla x € 1%, ?“} 7.10. a) wartos¢ najmniejsza: —— dla x = %, wartosé

najwigksza: 1% dla x = j'?n b) warto$¢ najmniejsza: 0 dla x = —E, wartos¢ najwigksza: 2 dla x = i
741.0) Zakn k€Z b) o+ 2kmlub = +2km k€Z ) 2T +km k€2

d) brak miejsc zerowych ~ 7.12, a) x = -E vk, keZ b)x= g +km, keZ

—%n. 3% 3™ Eﬂ] 7.15. a), b), ¢}, d) dodatni, e), f) ujemny

7.16. a), ¢) dodatni, b), d), ), ) ujemny  7.17. a) sin5 < sin 3 < sin % < sin (—4)
b) cos3 < cos2 <cos(-1)<cos6 T.19. nie 7.20.a) x ¢ {E, 5—“} b) x € {EE, E}
6 6 6 6

c}xe{g,%ﬁl d}xe{%ﬂ,%ﬂ} 7.21. 2) x = X + 2k lub x=%“+2h1,kez

b)x=m+2kn k€Z o x=1+kn keZ d]x=g+2kn lub x:%n+2kmkez

e}x:—zTn+Ekn lub x=27“+zﬁm, keZ Dx=-C+knkeZ 7.22 a}x:—.;nwzkrr lub
e - 3



Odpowiedzi

x‘—:ﬂn+2kmkez b}x‘—:—?-n—r»z.’m lub x‘—:—lﬂ+2kmkez c}x=£ﬂ+kmkez
45 18 18 180

d}x=-§n+2knlubx -§H+2.‘m keZ e)x= —ﬂ+2.¢mibx —%ﬁ+2kﬂ keZ

oxromen 12 oxe (U5 E) wxe(EGu(3 )

lln in im bt T T n 3n am 3n Im S5m
gxe(-Z5-F)u(-F-5)u(B5)(EF) o= (-T-D)(TT

724.xe<‘“ i 7.25.a}xen-{3?“+zkn,kez} h:xe< +2kn—+25.11> kez

c}xe(—z+km5+.fm),kez d}xe(-zs—“+2kn;2?“+2kn) keZ 7.26.me <2" 4“)

3' 3
In

ﬂ g G 1 G 3
1. P,E, P 2. warlos¢ najmniejsza: 3 dla x = 2m, wartosc na}wu-gksza: —dla x = = 3. x= —E lub

:%ﬂlubxz%ﬂ 4.xE<—ﬂ:—2—H>U<2“ 4ﬂ> 5x-——+2knlubx-—+2kn.ke£
=] .

81.D 82. B 83.C 3.4.@ 8.5. sin(a+ﬁ)=%ﬁ’

dosi A= y ) = M 8.6. sin (o~ f) = mg_ V5

cos (& - ﬁ]— = i EF g(a-ﬁ)=ﬁ;ﬁ 8.7. !‘.g((x+_b’}— 12(‘1 .8}_'2 8.8. — \r
24 NE 1 V3 V3 !

8.9. E 8.10. == 8.11. a) = b) 5 }"— d) - 8.12. a ]—T b2 «¢) > d) -2
8.13. Wskazowka: cos (& - B) = cos [a + (-) | 8.15.0, xe R 8.16. 0, x # —+kﬁ, keZ
8.17. a) sm( - - a) b) sin(g - cx) 8.18. Wiskazdwka: Zauwaz, 7e cos’ 22.5° - sin” 22,5° = %

icos” 22,5 +sin”22,5°= 1. 8.20. tgdx dlax # g + kE, keZ 8.21. Wskazdwka: Lewg strong

tozsamosci pomnéz i podziel przez sin 36°.

1. E,EP 2.

01.C 92.C 03D 0&ax="=lbi=2r Baz=tn de=T b g=in
z f 3 f 6

d) x=0 lub x=%rr lub x=2n 95.a)x=-1+km, ke Z

V21 - 46 w‘: \-'F

= 3. -—— lub — 4. Wskazdwka: Zauwaz, ze sin 3a = sin (a + 2a).

b iy m 2 jt _i. =E i
h)x—z+2¢’m lub x——E+§kTT. keZ c}x—?.ﬂ.n lub x ng.‘+9kTT.‘FCEZ
d]x=g+%kn lub x=§+kn,kez 9.6. a}x:ékn,kez h]x=§n+kn,kez

c}x:-§+3kn,kez d)x=8knlub x=6n+8kn keZ

7 3 11 b n 2 5 5 17 29
=f, -7, =7, —1r blxed{-——, ——, -7, 5“ c)xed{=m —m, —7

5
9.7. a}xe{f n :
& 2 6 & 2 & 3 & 3 G & &
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B

=

T
—_—

0,3, 5m, ;n} 0.8. a) x ¢ (3n+6km; 6m+6km), ke Z b)xe G ki §n+kn), keZ

c}xe(%+%;3‘—zn kﬁn) kelZ d}xE<-%n+$kn;-§n+ﬂkn>.kez
9.9. a) x = % + 2k lub x = 2+ 2km lub x = ~% + 2kn lub x = Z+ 2k, k € Z
b}x=—§+2kn lubx:§+2krr]uhx=*‘1:-n+2kn lub x:§n+2kn,kEZ c}x=§-ﬁ+2kn,
keZ d)x=§+kn,kez e]x=g+kn,kez ﬁx=fcnluhx=§+kn,kez
9.10.a}x=—§n+2kn lub x:-i-n+2krr,kez h}x=g+2kn1uhx=§n+2knluh
x:g+2kn.kez c}x:~§+2kﬂ lub x:§-+2kmkez d}x=—§1‘t+2kﬂ luhx:%n+2kn,

keZ ¢ x=1+2knlub x=%n+2kn keZ x=1+2kn lub x:%n+2krr,kez

9.11.a) x € <ﬂ; E) ¥} <:ﬂ:, §n> b) x e < 2m; -—ﬁ> <—- —n> U <£H; 211)

n

xef-m,0,m2n} d)xe(-mO)uim2n) 942 a]x=T lub x:E+j—!kn, keZ

12 3 3 Fo g T
hjx_ﬁn+—kn lub x—ﬁn+—kn keZ c}x_§n+—.fcr: lub x-—-aﬂ+iﬁ.ﬁ,kEZ

non 3

d]x-—kn ke?Z 9.13. xe{— - —nl» 9.14..::5{3, En,n,h ?n, ﬁn}
4’ 27 4 3 3 3 3

1l {n - E?'r, En, Hn} 917. x=kn, ke Z
12 & 6 &

9.15. xe{ i .|
12 2
9.18. x="+kn, keZ 9.19. xE( )U(Emn) Q.ED.xe(ﬂ;E)U(En:Zn)
2 & & 6 ]

1T, n} 916. x €
9.21. x ¢ ( ) (— —11) U (gn; 11) 9.22. Wskazowka: Udowodnij tozsamosé

sin” x — sin” y = sin(x + y) - sin(x — y) iskorzystaj z niej.  9.28, x = 2km lub x = —% + 4km lub
X= gn + 4kn, k € Z. Wskazdwka: Przedstaw cos x jako funkcje argumentu % 9.24, x = 2kmn lub
X ; + 4dkmn lub x = ;“ + 4k, k € Z. Wskazowka: Przedstaw cos x jako funkcje argumentu g

9.25. x = -E +2km lub x = l—I; + %kﬁ, k € Z. Wskazowka: Skorzystaj ze wzoru na cosinus sumy.

9.26.a) me (-1;1) bymeR )me(1-v51+V2) d)ym=3

1. 5, EF 2.x=—%nluhx=%nluhx=;—ln 3.xE<§ —Rn, r:+ k“rt> kelZ
4. x=km ke b.me (-3 -1)

1.D 2.B 3.B 4B 5B 6.C 7.C 8D 90.C 10.A 11.C 12D
13.P,P,P 14.FP,P 15.P,P,P 16.P,P.F 17.EEF 18 FEEP 19.FF P
20. P,P,F 21.P,E,P 22.P,P,F 23.FDP,P 24 EP,P 25 FEFF 26 EP,I
27.F,P.F 28.155 29.760 30.60° lub 120° 31. sina = -%‘ cos &= T‘“

4 . 134194 54194 isw.fiem 54194
tga=-- 33. sina=— , COSQ = lub sin , COS@x = —

5 194 194 194 194

3

34. kolejno: 11 IV, IV, IL, IL L TIL IL 1T~ 35. a) 5;( by 2V242V3 4 1—; 38. 2V10

12



Odpowiedzi

39. |AC| = V97, |BD| = 273  40. Wskazdwka: Skorzystaj ze wzoru P = %ubsin ¥; wyznacz
dlugosci bokow trojkata i zauwaz, ze nie spelniajg nieréwnosci trojkata. 41, a) ICAD = 41°,
4DAB=19" b)1 42.4A =45 4B=105°% 4C=30°, P=32n 43. Wskazéwka: Wyznacz

cos<4B i cos<D. 44, "iz_l 45. Wskazowka:9AKB=<4CKA =60° 46. |BC| = T: r,
cos<4CDB = ?;: 47. Wskazowka: Skorzystaj ze wzoru Herona. 48, a) 120° b) 3{1 V6

fnf_ 947

=

c) V6  49. 50. 30°, 60°, 90° 51.a¢’-‘2—“,kez 54.D=R~{f‘-25,kez}

55.x=:;n+2krt,kez 55.n=R-[g+m,kez} 57. ujemna 58, x = 2+ Zkn lub

x:lﬁ+—kn keZ 59.xE(§+6k11; I—_}n+ﬁkn),kez ﬁﬂ.x:—--g-vi-ﬂm lub

13
x= %T[+ 2km, keZ 61.x¢ (-—%n; 31‘:) I <§?T; %ﬂ) 62. a) x = -41°+ k - 360° lub

x=41"+ k- -360° lub x =-120°+ k- 360" lub x=120°+k-360°, ke Z b)x=2kn kel
c}x:%+%ﬂiubx:kn,kez ES.x:—%nluhx:%n 64. x e —ﬂ,ﬂ,g,%ﬂ,ﬂ,lﬂ}

Eﬁxe{ 2 En,?n] EE.x=—3+2kn]ubx=E+2kn,kEZ 67. x=2= lub x =
44 "4 4 3 3 2

B&x:—g+kﬂ1ub x=—§+kn lub x:g+kn lub x=%+.‘m,kEZ

5
=T

Eﬂ.a)xe(ﬂ;g)u(gmn) h}xe(i-rr;n) TD.IF2ﬁ$m£1+Eﬁ 71.a) x=0 lub

x=2lbx=F b)pe(-20 72.h}ZW:<-2%;I4> 73.mE<U;%>U{2;m}
74. a=km, ke Z ?5.m=—g+2k7{1ubcx=g+2knluh:x:%n+2kn,kez

2. Geometria analityczna

11.C 12D 13.C 14.P,P,F 16.a) y=2x h}y=—%x+% ) y=4 d)brak
| _

rownania w postaci kierunkowej e) y = -3x+ % f) y= 35 % 1.7.a)a=-5 bla=1
- 2 :

c}a:% d]a:—z- 18. a)3x—y+1=0 b)x-5y-15=0 c)2x+9y-6=0 d)S5x+y=0

e)3x-4y-20=0 N2x+14y-7=0 1.9.a)b),Ntak c),d)e)nie 1.10.a) y=-4x+ 11
b) y=x+2 -::Iy=-:;—x+'? dy=x+1z 1.11.2)(0,2,(4,0) b)(0,6),(-20)

] 1 V2 V2
c}(ﬂ,z),(—-i,{}) d) (:},T).(—?ﬂ) 1.43.2)(0,2) b) (3, -1) o (1, -4) d) brak

punktéw wspolnych  e) (0, =2) ) proste pokrywaja sie  1.14. Szukany zbiér punktow to:

a) suma dwoch prostych: x =7 i y =0, b) suma dwdch prostych: x=-3 1 y=x, ¢ prosta

x =6, d)sumadwodch prostych: x=11 x=3, e¢) punkt(=5,2), f) prosta x=-3, g) punkt
(=7, 1), h) prosta y = -5.  1.15. nie ma osi symetrii, ma §rodek symetrii  1.16. m € {-4; 6)
1.17. m e (—oo; —&> U G m) .48, ) ni e (o2 1) By mel=ser <2y &) ine {15.60)

d) Nie ma takiegom. 1.19.a)me (-3;-1) b)me (-o0;=5) 1.20.a) y=5x-7
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b}y:%x+l c)y=-4x+5 d)x=3 e}y:—%x+3 f}y:E\ﬁx 1.21.a}y=%x+3
b}y:—%x—-& c}y:—ﬁx+lﬂ d) y=5x-2 E:I}J'=2-21* f}y:—%xﬁl 1.22. a) (5, 4)
b) (<2, 1) ¢ (-2%,[) d) (~3%.-3%) 1.23. a) B= (-1, 10) b) B=(1, =3) <) B=(~10, 0)

d)B=(58 1.28. A=(-1,2), B=(8 -4 1.25. (-1, 3), (z% —1), (—1%, 1)

1.26. a) D=(-3,3) b)A=(-56 1.27.C=(6,5), D=(-6, 1), 4V10, 2410
1.28. Sa wspolliniowe.

21.C 22.A 23.C 24.2)5 bV )3VI0 d)6 25.a)8 b)7 ) 3V2 d}%
26.a)5 b)10 )15 d) 4l 27.a)5V2+4V5 b)5+VI3+vV26 <) 2v5+ V17 + V29
d)4+3VZ+VI0 28.a)18 b)32+V10 ) 10vVZ d)14+V10 29.a)P=10 b)P=17
OP=17 dP=25 210.2)10(2+v2) b)4(V5+2V2+3) 10+V2 d)15+V29

2.11. a}P=1u:_1!- b)P=8 ¢ P=12 212.5+2V10+V13 2.18. boki: 2V10, 210, 2V10,

210, przekatne: 4v2,8v2 2.14.a)5=(2,-1) b)S=(3,-1) 2.156. A=(-5,-1)

2.16. a) srodkowa z A: V82, $rodkowa z B: V58, $rodkowa z C: 10 b) srodkowa z A: ?,

srodkowa z B: 2, srodkowa z C: ? ¢) srodkowa z A: %533. srodkowa z B: ?, érodkowa z C: V2

d) srodkowa z A: g srodkowa z B: V13, érodkowa z C; % 219. A=(-4,-7), C=(1, 10)

1.E PP 2.4(V2+V5) 8. 0bw=10vV2+14, [BD|=13, |AC|=V29 4.P=15
5. srodkowaz A: y = 3, Srodkowaz B: y = —x+ 5, érodkowazC: x =2

31.C 32.B 33 C 34.a)y= -"‘;x b)y=-x ¢ y=v3x d)y= fo

3.5. a) 31° b) 1117 ¢} 84" d)94° e)3° f)174° 3.6.a) y=x+14 h]y=v’§x+1—5v§

c}y=%§x+5%ﬁ d) y=-V3x+5 e y=-2 Hy=-x-7 37.a)9%-2y-6=0

b)2x+3y-5=0 ¢)7x+y-35=0 d)6x-5y-3=0 e}x+11y—1{h’—=ﬁ
05x+V3y-7=0 38.a)lllk pik b ik pllk lllk pllk dI#k phk
3.9. |AB| = |CD| = 6, |AD| = |BC| = V13, |AC| = V73, |BD| =5 3.10.a)l: 3x-8y-10=0
b)I:11x-5y-14=0 ) k3x+V2y-2=0 AL V2x-V3y=0 e)lx+3y+3=0
)L 7x-4y+4-7vV3=0 3.11.punklA:Z,punle:I%,punklf,‘:ﬂ 3.12.punktA:3%r§,

punkt B: %ﬁ,punkl C:0 3.13.2v2 814.3 3.15.a)P=25 b)P=165 3.16. (6, 1),
(0,7),(2,1), P=10 3.17. ) obw=V13(4+V2), P=19,5 b)obw=16V2, P=24
c)obw=4V13, P=13 d)obw=10V2+4\5 P=30 3.18. C=(2, 3), |AB| = V130,

=
IBC| = 2V10, |AC| =310 3.49.2)2 b) V5 o 3;2 d) “";T’ 3.20, ) y = —x +2




Odpowiedzi

b) y=4x-15 c]y:-zl-x+-z- d}y=§x+?—$ 3.21. y=3x+1 3.22.C=(4,9)

3.23. P=675 3.24.C-= (4\;‘"5 -4,12- 4\@). Wskazdwka: Wyznacz najpierw réwnania bokéw
ACiBC. 3.25.2)(2,1), (6,-1), (0,7) b) (3-V2)x+(1-2V2)y-7+4V2=0,

(4+V5)x+(3+2V5) y-21-4v5=0, (15+4VI0)x + (5+3V10) y—35-21V10 =0

1.EPP 2.x-y-3=0 3.P=m% 4. B=(-10,22), C=(8,4) 5.x-3y+12=0,
Ix+y-4=0

s. 144

41.A 42 A 43.B 44.2)x+)y =121 b)(x+2 +(y+57=1 o) x"+(y-57=18
d) (x - 6}2 +(y+ 4}3 =25 4.5, a) punkt (-2, 5) b) okragosrodku S = (0, 0) i promieniu r = V2
4.6. a) S=(-3, -11), r= V5 b) S = (0, 0), r=14 4.7.a) A-tak, B-nie b) A - nie, B-tak
4.8. (x- 4}: +(y- 3)2 =25 4.9, a) zbior pusty b) okrag o $srodku S = (-2, 0) i promieniu
r=+3 4.10.a)8=(1,-2),r=3 b)8=(3,-5), r=2 ¢)8=(-1,2), r=5 d)S=(-4, -8),
r=1 411 a)x +y - 14x+2y+41=0 b) x2+y2+lﬂx+13y+1l]1 = ()

4.12. a) (x +2) +(y-57=25 b) (x+2+(y-57=4 4.18. np. (x-4>+(y+4)° =16 (sa
czlery takie okregi)  4.14. X+ (y- 3}2 =9 lub »* + (y+ 3}3 =9 4158, a) (x -2}"’ +(y- 3]1 =9
b) (x=2Y +(¥-57=25 4.16. (x-5) +(y—-5)" =25 lub (x-29)" + (y - 29) = 841

4.17. (x-2 +(y-2"=9 418 (x-2)°+(y-1)"=9 4.19.2) (x-2)"+(y-3)" =13

b) (x-3 +(y-1Y =5 4.20.(x+2°+y" =25 4.21. (x-3)"+(y-1)"=8

4.23. x* +(y+17 =25 424.m=4 425.m<13,S=(3,-2),r=VI3-m

s. 146
1.P,PP 2 (x+1) +(y-572=25 3. (x+2P7+y' =4 & (x-57+(y-2*=25
5. (x-2 +(y-2)*=5

54.B 52.C b53.B 564. PP F 5.5. a) Prosta przecina okrag w punktach (-1, -2)
i(3,2). b) Prosta nie ma punktow wspolnych z okrggiem, 8.6, a) (-2, -1), (2,3) b) (1, 7),

(4,4) 5.7.a) (5, -4), (5 4) b) brak punktéw wspolnych  5.8. 245 5.9, (2, 4), (4, 0)
5.10. P=16, obw=8(1+V2) 5.141.C=(1-v52-v5) lub C=(1+5,2+V3)

5.12. (1,0), (2,5), (7, 4), (6,-1), P=26 5.13. (1- V2, -2V2), (1+2V2, -V2),

(1 +42, 2\5], (1 - 242, iﬁ) 5.14. a),b) odcinek 5.15. x +5y-15=0

5.46. (x+3° +(y-12=72 BAT. y=-x+6, y=—x—-6 B518. y=—-x+3, y=-x-9
519, y=-x+2-25 y=-x+2+2V5 5.20. (x-6°+(y-3"=20, L y=-2x+5

5.23. V10 5.24. (x-7)" + (y—5)" =49, punkty: (7 -2, 0), (7+2V6, 0)

lub (x+7)° + (y—5)° =49, punkty: (-=7-2v6,0), (-7+2V6,0) 526.2)0 b1 )2 d)1

5.26. a) styczne wewnetrznie  b) rozlaczne zewnetrznie  ¢) styczne zewngtrznie d) przecinaja sig
5.27. a) (-4, 2),(2,-2) b) (-5, -3),(3.-1) ¢)(2,1) d)(-2,2),(6,-6) e)brak punktow

wspolnych ) (0, 0), (8,2) 5.28. dla m =12:(x - 12)2 +(y- 2]|1 =25 dlam=2:
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(x=2 +(y-2"=25 dlam=0:x"+(y—-2)" =25, dla m=—-10: (x + 10)* + (y = 2)" = 25
5.29. a) {"‘f‘z lub {“2 h){“" lub {“”
y=0

y=0 y=2 y=1
| 5. 159

1.EPF 24V 8.x=7 x=9 4.(x—%)2+(}r—l)2=4% 5. (2, -3), (8, -1)

2

6.1.B 6.2. A 6.3.B 6.4. rownoleglobok 6.5, Tak, kazdy punkt prostej jest jej sSrodkiem
symetrii.  6.6. a) nie b) nie ¢) Tak, tylko wtedy, gdy srodkowa prosta jest jednakowo oddalona
od dwdch pozostalych prostych.  d) tak  6.7. a),b) trzy  6.8. tréjkatem réwnoramiennym
prostokatnym, w ktorym 4A = 90°  6.10. a) dwie b) trzy  6.11. a) (=1, 2) b) (0, 3)

¢)(4,3) d)(1,4) 642 A" =(5-4), B'=(-7,2), C' =(+3,5), D' = (6, -V5)

6.13. A'=(6,2), B'=(1,4), C' =(4,-2) 6.14.a) y=3x+4 b) y=vV2x-11

) y==03x+V7 d)x+15=0 e)8x-3y-5=0 D9x+Vily+3v2=0 6.15. (2, 2),
(-1, =7), (-8, -2) 6.16. (x+4) +(y-6>=9 647.2) (x-2+(y+3° =25

b) X+ (y-V5)=1 o (x-4 +(y-2"=2 d)(x+7)’+(y-87=45

6.18.2) (x+V3) +(y-27=v2 b2’ +)7 +10x+10y+43=0 ) (x— 11} +(y-01) =9
d) £+’ +16x-8y+78=0 E.19.a]K:(x+v’§_’)l+fy+?f=3

b)K: 2+ 37 —2x+22p+120=0 o) K: (x+3) +(y-02) =13

dK:x'+y —16x-34y+348=0 6.20. (-2,1) 6.21. (x+1)>+(y+2)° =16
6.22. a) (-4,7) b)(-2,-4) 6.23.a)x+y+2=0 b)2x-y-9=0

1. EEF 2.2x-4y-5=0 3.(0,-1) 4. kx-y+1=0 5.A, =(5-2), B=(-2,-3),
P =38

s. 176

71.D 72.B 73.C 7.4, a)jednalubdwie b) jedng, dwie lub nieskonczenie wiele

¢) dwie lub nieskonczenie wiele 7.5, a) prosta zawierajaca wspolny bok, prosta przechodzaca przez
wierzcholki trojkatow nienalezace do wspolnego boku  b) prosta prostopadta do danej prostej,
przechodzaca przez dany punkt  ¢) prosta przechodzaca przez srodki obu okregow 7.7, Figura
{A, B, C, D} ma dwie osie symetrii, gdy punkty A, B, Ci D sg wierzcholtkami rombu lub prostokata,
7.8. a) nieskonczenie wiele b) dwie  7.10. na przecigciu symetralnej odcinka laczacego kran

z ogniskiem oraz dwusiecznej kata migdzy lasem a jeziorem  7.11. a) szesnascie  b) jedenascie
7.12. Wskazowka: Kat padania jest rowny katowi odbicia.  7.13. a) (x - 9 +(y-11) =1

b) (x—1+ 'u"-i)!+y2=8 c}x1+(y+2+ v’§}2=? d) x2+(y—1+3v’3)2=9

7.4, 2) (x=3 +(y=13 =12 b)x*+(y-7+VI1)" =6 o) (x-5+V3)' +y =18

d) (x-04) +(y-1-2v7)’ =16  7.15. a) K: (x+3)* +(y~17)’ = 10

b) K: (x+ 13+ (y+10° =15 o) K: (x+14)° +(y+16)*=17 7.16.P,F,F 7.47.P=42
?-184 h} y=—x + 5 ?-19- 'd.} A = (4: _5)! B= {2, 3‘} b} A]_ = {_49 -5]! Bi = {_2: 3} E} -P = 43
7.20. (x-3)+y' =50 7.21. M =(-2, 8)



Odpowiedzi

1. EF,P 2. A =(-4,-3), B, =(1,2), P=20 3. (0,0), (2,2), (0,6), (-2,2), P=12
4. P=6v7 56.A' =(4,2), B =(-3,9), C' =(8, 10)

s. 180

.¢ 2.D 3B 4A 5C 8B 7.
13.A 14.D 15.C 16.C 17.B 18. i
23. P,F,P 24.F,P,F 25.P,P,P 26.EFF 27.PF
30. P,P,P 31.FP,P 32.FP,P 33.FFEF 34.LF, 3

37. P,F,F 38.P,P,P 39.a)2v26 b)4 ¢)85 d)3vll 40.a)5V2 b)4 ¢} V13

g 310 4.a) (x+2)° +(y-1)" =26 b)(x-4*+) =61 c}(x—%) +(y+3)’ =11%

D 8D 9B 10.C 1. A 12.C
cC 1 . B 21B 22. F,E, P
28. D, F 29. P, E, P
5.PPI 36. P.F, P
a)

ﬁ

2
d) (x+ 3}2 +(y- 3}2 =24 42, a) Prosta jest styczna do okrggu.  b) Prosta nie ma punktow
wspolnych z okregiem. ¢) Prosta przecina okrag w dwoch punktach.  d) Prosta nie ma punktow
wspolnych z okregiem.  43. a) przecinajgce sie  b) styczne zewnelrznie ¢) rozlaczne zewnetrznie
d) styczne wewnetrznie 44, a) przecinajace sig  b) styczne wewngtrznie ¢} wspolsrodkowe
d) rozlaczne zewngtrznie 45, m <0 46, prostokatem o polu42 47, m € (-8; 5)

48. |QR|=4V13 49. y= %x+l 50. k': y=3x+7 51. (6,9), (6, 0),(0, 3),

obw=6(2V2++V5) 52 C=(-2,7) 53.D=(2,2) 54.2) A=(-3,2), B=(6,5),

C = (0, 8) b}£ ¢)y=5 55.B=(10,-7) 56.C=(4,5), P=30

57. (x-3P +(y-6=25 B58. (x+3)°+(y-57=50 59.B=(2,0), (x-57+(y-3"=18

60. y = -3x+11-3V10, y=-3x+11+3310 61. k: y=¥x+3(l+$) 62. P =125

63. (x+2)°+(y-57=45 64 (x-6)"+(y-2"=18 65.y=-x+2, y=-x+14

66. C=(1-v2,3+3V2) lub C=(1+v2,3-3V2) 67.y=3x+1 68.a)obw=5+9V5
b) P =35 -:JIAC]=\4%§.|BD|=H} 69. P =45 ?1.y=2x—ﬁ,y=—%x+4.y=—3x+l4~
y=%x+% 72. (x=52 +(y—47 =4 73.2) y=-2x+6 b)P=50 T4 V2

75. A=(3,-3), B=(1,1), C=(-7,-3), D=(-5,-7), P=40 76.x +y’ +6x-20y+29=0
??.y:zx—5,y=lx-s 78. (x-2)2 + (y—4)' =8 lub (x +2)* +(y +4)> = 32

79. y:—lx y = Ex—g 80. C = (5, 0), Ex+2}2+{y+6}2:45

81. (5- 2(,—3-4@],(54.2»’37,“%4\@)

3. Ciggi
5. 199

11.C 12.C 18.B 14.P,EF 15.2)a,=3 a,=5 a;=7 b)b =3, b, =9,
by=27 Jey=1,6=27c=125 ddi=1,dy=4,d;=27 Sey=1, =25, e5=3

f) f1 =5 fa=2 fa==3 g gi=2V2,g:=+10, g;=2v3 Whj=2 h=3 hy=4 )i, =2
=2 i3=2 1.6.a) ag =162, a;; = 242, a;,; = 2(k+ 1), ay,, = 18n7°, a,,,; = 2(m + k)’
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b) a L VNP, DU NP . <) ag ==, a --L.a b
9= 50 A = Iy et = o B = 30 Gk T g = g’ =T R T T
PR o ) il Dag=B g o8 kel o 12m-3

T Ty MR T Tk T g e TR T et T Tis

dm+ 4k —3 1
Apsk = mbk+5 1-T-a]ﬂ-.=-E.ﬂ2=l,ﬂ3:—2,ﬂ4=4,a5=_8 h}ﬂt=11ﬂ-3=5,ﬂj:14,
3 11 25 137
a; =30, a; =55 c)a1=1.a2=i,a3=€,a4=l—;,a5=a dla;=1,a,=-3 a;=6,

a,==10, a; =15 18. ¢pp=1,dypp=1 1.9. a) trzy b) trzynascie c¢) czlernadcie d) jeden
e) pie¢ I pie¢ g dwanascie h)k-1 k-1 1.10.a)a,+a,,, b) =2l

2
ﬂ_1+ﬂ 1 ﬂ_z'i‘ﬂ _'|_+ﬂﬂ+ﬂr 1+ﬂ 3
I'.l} it : e E} i " : i+ H F:' @y + By +

E} Byowl " Ppks2 ' F-iesd 1.11. a] Byprkr Fprkerls Pyl b} Bapelr Fapezr 24 CJ I:13f\rl+'.?‘j+l?

c) Gy " lysl " B2

ﬂst"*?;+2" ajf!l+?j+j d‘} a;‘){n—z}-p]! as{;p_j}+2: ﬂs{"—:}-l-:‘l- 1-12- ﬂ} ﬂ1 = 2, ﬂ.: = 3’ ﬂ,s — 5’ ﬂ'ﬂ‘ 1 9'
ﬁ:;:l? h}blz5.b2:é,b:ﬁr:S,b‘;:]:;bS:S 'C}(:[=1,(:2=-1,C3:5,f4=}.1,CS=H‘9
2

ddy=2,dy =2, dy=2, dy=2,ds =2 1180 ai=da=3 a3=5 aj=8 a;= 13 az=2]
b)by=L b, =5 b=4b,=-1l.bs==5b;=-4 ¢})e; =2, ¢;=5, ¢35 =10, ¢4 = 50; ¢5 = 500,

¢=25000 d)dy=3dy=5dy=2dy=3ds=5.dg=2 116.3 117.0

1.20. a), b) rosnacy ¢) malejacy dj. ¢), ) niemonotoniczny C1.21. d) Wskazdwka: Rozwaz

Np. WYrazy dq, @ i@y;.  1.22. a) brak miejsc zerowych b)n=5lubn=6 cJn=4 djn=2
1.23. n =5 lub n = 6. Wskazéwka: Zbadaj najpierw monotonicznos¢ ciggu.  1.24. a) a;, b) a

c)ag dlay e a;; Da;  1.25. Nie. Wskazdwka: Liczba przekatnych n-kata wypuklego (n = 3)

jest rowna i~ 3}. 1.26. a) dwa b) nieskoniczenie wiele ¢) osiem d) trzysta trzydziedci
dziewig¢ 1.27.a)a, =1 b)a, =10 c) brak najwickszego wyrazu d) a, = —i—

1.28. a) najwigkszy: a,, = 102,4, najmniejszy: a, =a, =2 b) najwigkszy: a, = 1,

najmniejszy: a;gn = ﬁ ¢) najwigkszy: aq = 54, najmniejszy: a; = a, = -2 d) najwigkszy: a; = 1,
najmniejszy: a;; = —224  1.29. najmniejszy wyraz: 1, brak najwickszego wyrazu; nie jest
monotoniczny  1.31. (a,,) - rosnacy, (b,) - malejacy a)c, =2, staly b)¢,=4- %, roSnacy

CYe, = ;ﬂ—_fl-, malejacy d) ¢, =3+ ﬂ;;—-l-. malejacy  1.32. a), b), ¢), d) rosnacy

1.33. a), b) rosngcy  ¢) malejacy

27

1. B:EP 2.a3=§ 3. siedem 4.ag;,==— Ob.¢,=4

23

21.B 22.C 23.B 24.(a)(c,) 25.(a,) (d,) 26.2)9,1317 b)-8-13,-18
c) 1,—%,—2 d)7,7,7 27.a)7,1,13 b)1,2,3 ¢ 31,3646 d) -3,-1,1

28.0) a=-42 bla; =173 Jay=7V2-5 d)as=65 eay=14 Nag=6v5

2.9. a) jedenascie b) dzimvit;tilaécic ¢) czternascie d) osiem  2.10. a) tak  b) nie

241. a)np. V2+1,V2+2,v2+3,... b)np.511,17,23 212, 40  2.13. pierwszy wyraz: 11,
roznica: —4  2.14. pierwszy wyraz: 2, roZnica: 3 lub pierwszy wyraz: —16, roznica: 6 2.15. 30
2.16. 32 217, szes¢  218. 4, =-5r=3 2.19. 930 minut (15,5 godziny)  2.20. nie



Odpowiedzi

221, a)tak b)nie 222, x=28 2.23.x=04Ilub x=2 224, a) 150 b) 1500 zi

c) wsiddmym  2.26. a) 12,16,20 b)9, 12,15 2.27.a) y=-3x+4 b) y=3x-5

2.28. tak  2.29. a) tak b) tak c¢) moze byc (np. gdy jeden z ciggow jest staly), ale nie musi

2.30. a) tak b) tak c¢) nie d) tak 2.31. r = k+m. Wskazdwka: Skorzystaj ze wzordw na wyrazy
ai ia,, ciggu arytmetycznego. 2.32.r=-1, a,=m+k-p 2.33.0 2.34. Jest pigc takich

ciggow o roznicach odpowiednio: 1, 2, 3, 4, 6. Wskazdwka: RoZnica szukanego ciggu jest dzielnikiem

liczby17-5. 2.35.2)tak b)nie 236 -3 287.-3,%, % 238 m=-3lub m=—3

lub m=3 lub m= % 2.39. Wskazowka: Zastosuj wzdr na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego.

1. LEP 2,22 3. x=111 4. szeic (zob. wskazdwke do zadania 2.34) 5. Roéinica nie musi
byé liczbg niewymierng, iloraz moze by¢ liczba wymierna, Przyklad: ciag staly a, = V2 (réznica

r=0, iloraz 2L = 1),
ﬂ-'l

31.C 32.C 33.D 34.PFP 3.5.a)85 =80 b)S,;=370 c)S§;=782

d) Sip0 =435 €8, =203 )S:=25V2 3.6.2)3240 b)5202 ¢)-180 d) 2533

3.7. 1460 3.8. a) 1375 b) 672 3.9. a) 494550 b) 594 ¢) 1188 3.10.55 3.11.55
3.12. 1092 343.a)n=11 b)n=13 ¢n=6 d)n=8 314,819 3.15.a, =-5r=2
3.16.a)x=-1 blx=-1 cJx=41 d)x=3 elx=40 3.17.a)tak,n=18 b) nie
J.18. dwanascie  3.19. 36, 34, 32, 30, 28; suma: 224  3.20. osiemnascie 3.21. -2, 1, 4 lub
4, 1, =2 322.a, =3, n=6 3.23.26,22,18,14,10 3.24. po 16 dniach  3.25. nie

3.26. tak, po 11 dniach ~ 8.27. 140 patyczkéw, 18 domkéw  3.28. po 21 dniach roboczych

i 3 niedzielach, czyli po 24 dniach  3.29. a) a, = -38, §,=-155 b)a, =-3, §, =84

ca =-11,r=3 d)n=115§,=25645 e)jn=10,a,=-16 3.31.a)3, 4- V3, 5-2v3
S5=15 b)4+V2,6 8-V2 8=5(4+V2) ¢ 1,2-v53-2V58=5 d) V3 1,2-V3
S: =5v3  3.32. -500500. Wskazdwka: Zastosuj wzor na roznice kwadratow.  3.38. Wskazdwka:
Zapisz wzory na S, i S,,,. Z otrzymanego ukladu rownan wyznacz r i a; w zaleznodci od n, a otrzymane

nin +1 -
wartodci wstaw do wzoru na §;,.  3.34. ( = ) 3.35. (n{" ; ”)

1.P,P,P 2.45 3.x=4 4. A:8ra,980zl, B:12rat,7002zt 5. a, = 4,r = 2. Wskazéwka:
Wrykorzystaj zaleznoéci S, = ay, §,-5,., =a, dla nz 2.

41.B 42. A 43.B 44.P,FP 45.(b,)(d,) 4.6.a)18,54,162 b) V51, %

1 1 3 1 1 1 1 i i,
c) =57 d) L 4.7. a) 8,64 b) 43, 405 c) 25, 8v5  d) 7v7, 49
48.a)a,=-4 b)a,= ? c)az=-1 d)a,=2000 4.9.a)a,=3- ot b) a, = 22" 1ub

a,=(-2"" a,=3"luba,=(-1)"3" da,=-2"1lub a,=(-2)"" 4.10. a) nie
bj,c),d) tak 411.g=1-v2 412, a)x=5V15 b)x=6 ¢)x=2

479 N
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413.a) x=-9 lub x=9 b)x:—% Iubx:?—j dx=-3lubx=3 414. a=-54,

b=-36,c=-24 4.15.x=64, y=256 4.16.a, = % g=2 lub a, = % g=-2 447.5

4.18. 26 liczb trzycyfrowych, 20 liczb czterocyfrowych, 18 liczb n-cyfrowych dla n > 4

4.19. ok. 107km  4.20. po trzech latach ~ 4.21. (b,) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie 4.
4.22. a),b), d) tak <) nie, jesli (b,,) nie jest staly; tak, jedli (b,,) jest staly ~ 4.23. (7, 21, 63),
(63, 21, 7), (13, 26, 52), (52, 26, 13), (25, 30, 36), (36, 30, 25), (1, 9, 81), (81, 9, 1), (91, 0, 0)
4.24. 2,6,18 4.25. k=8, m =128 lub k =-72, m = -1152. Wskazdwka: Zastosuj wzory

Viete'a, 4.26. x=6, y=30 lub x=-6, y=42 4.27.17,8,-1 lub 5,8,11 4.28. 2,4,6,9,12

4.29. 4,12, 36 lub i;-, -%1, -I;ﬂ 4.30. Dowolny ciag staly. Wskazdwka: a,, = alq"']; zastosuj wzor

na $rednia arytmetyczng dla wyrazéw a,, ., @, a

T+
1

L.PEP 2 - 3.a,=l,q=lluhal=%,q=—2 4. 13,13, 13 lub 3,9, 27

51.A 52.C 53.C 54.2)8=-40; b)Sp=0 ¢ 8 =2(3v2-5)

95=2(3-243) 552102 H1E 913(3++3) O 40354 45)

2

5 iwykaz, ze g = 1.

fiedn 5.6.2047 bB.7.a)n=7 bln=7 cIn=5 dn=5 E.B.a}SE,:—SE b k=7

9q=3 da=3 59481632 510.0k755m 511.20ha 512 37448

5.13. 5625 zI, 4500 zI, 3600 zI, 2880 z1, 2304 zf  5.14. n=4  5.15. Cigg arytmetyczny (a,, ):
13 n(n+7) 1= -2)

a,=n+3, §, = =, cigggeometryczny (b,): b, = (-1)"" 2" 8, =

rownych wyrazow. Wskazdwka: Wszystkie wyrazy ciagu (a,,) sa dodatnie i leza na wykresie funkcji

; ciggi nie maja

flx) = %x + %, a dodatnie wyrazy ciagu (b, ) maja nieparzyste numery i leza na wykresie funkgji

gl(x) = 2%, Naszkicuj wykresy funkgji f i g dla dodatnich wartosci x i zauwaz, Ze maja tylko jeden
punkt wspolny, dla argumentu, ktory nie jest liczbg naturalng.  5.16. 13651 cm”  5.17. cztery

336743
16384

drukarki; pierwsza: 13 stron, druga: 39, trzecia: 117, czwarta: 351  5.18. a) é b)

Wskazéwka: Po szesciu krokach bedzie 3° = 729 niezacieniowanych tréjkatéw o boku Eli

K4l
5.19. a) x = %2 b)x=64 c)x=9 djx=32 5.20. w Wskazéwka: Dla
kazdego n 21 mamy 111...1=1+10+10"+ ...+ 10" = % 5.21. 910. Wskazdwka:
n jedynek -

Skorzystaj z tego, ze ifln = (q" )3 i ‘fj” = (‘3‘")3'

1. F,P.F 2. 423 3. 420,20 21 4.%
il



Odpowiedzi

61. 8 62.D0D 63.C 64.P PP 6.5 10368 6.6.a)31384zt b) 179,59z

¢) 359,17 21 d) 380,47 z1  6.7. po osiemnastu latach ~ 6.8. po czterech latach

6.9. 00k.99,39% 6.10. o ok. 19,25% 6.11. ok.8533m’  6.12. 87.5% 6.13. 2024 z!
6.14. a) 4064 2zt b) 4129022t ¢) 433041z  6.15. 3036,16z1 6.16. 8056 z1, 0 0,7%

6.17. 42748021 6.18. 1. 145,19z}, 1114497z, III. 144z} Il <Il<1 6.19. a) 2431,20 zt
b) 4894,01 zt ¢) 5694,01 zt  6.20. 5086,67 z1 6.21. a) 186392zt b) 196857zt c¢) 76 104 zl
6.22. a) 5676 z1, 500zt b) 7757,20 21, 341,172z ) 1112496 z1, 42028 6.23. 1389,14 z}

6.24. rata: 2702,78 zi, zwrocona kwota: 32433360z 6.25. 13,1%  6.26. Pawel, 212 zt

6.27. 2,5 roku (30 rat miesigcznych)

1. F,P,P 2.0k 14,1 3.a) 2400zt b)027,1% 4. 128749 zk; przez 10 lat i 8 miesigcy
5. 587,76 z1

1.8 2.B 3.D 4D 6.A 6.D 7.B 8D 9.A 10.B 11.B 12.B
13. A 14.A 15.B 16.A 17.A 18.FP,P 19. PP, P 20.P,F P 21.FPF
22. »,P,F 23.P,P,F 24.P,P.,P 25.P,P,F 26.P,P,P 27.P,P,F 28.P,FP

20. P,P,P 30.P,F,P 31.FE PP 32.P,EP 33.F PP 34.P,F,P 35.FPP

36' P’ F’ P 3?- ﬂ} l'lp. g, =n + 1 b} “P* &y, = ﬁ C} n?’ a, = 11 d) l'lF’- ﬂ” - "-m

38. a) cztery b) a5

e)np.a,=2n finp.a,=-n-2 gnp.a,=2"" h)np.a,= =
i

c)n>11 39, czterdziesci dziewig¢ 40, a) rosngcy b) rosnacy <) niemonotoniczny
d) niemonotoniczny e) malejacy ) malejacy  41. a) staly b) niemonotoniczny ¢) rosnacy

43, a) 5, 7, 100 c}E=l+l+i+i+i+i,E=l+l+i+i+i+l+i+i+L
7 2 6 12 20 30 42 10 2 & 12 20 30 42 56 72 90
44, a, =-17, r=3 45.a,=7,r=13 46.20 47.a)tak, a; =12, g=4 b)nie c) lak,
3
By ==1q =1 d}tak.m:hi,q:—% 48. g=2-+v2 580.a,=-5r=3 51.-98

52. n<66 53.b)825 54.a,=-5 k=12 55 a, =-147 %.x:é 57. S, = 228

58. ais=72 B8B.a=3b=-lc=-3lba=-3,b=-l,c=3wba=-9b=23,c==-15

60. a) wSupertaxi b) 5km  61. 222 lub -222 62. a, = —3%, n=27lub g, =4, n=12

63. -% 64. pierwszy wyraz: =3, iloraz: —2; nie jest monotoniczny 65, ok, 7,6 razy  66. 20 m
5

LR mo Lok g eadubienp kL

4 2 2 4

67. 1628 2421 362t 68. 6cm, 12cm,24cm 69,

T () ay=2 Fmdy (B)iby=3 g=2 T2a=3 T8, a)ay =17 p=-d h}q:%

cn=9 T4 k=16 715.a=3b=15c=75luba=31,b=31,¢c=31 76.a,=2lub
a,=n-7 Tlx=3 y=2 T8.a=50b=2,¢c=128 79.a=4,b=12, ¢=136
80. x = 8, y =4, z = 16. Wskazdwka: Wyznacz x, y i z w zaleznosci od réznicy r ciagu
arytmetycznego. 81. g= -;- 82. 3, 12, 48 lub %' g. ?%E: 83. 3472,88z1 84. 20zl

o b e
85. ofertabankuB  86. a) 1296z1 b) 4207,33zt ¢) 1877458 z1  87. 5432,50 zl
88. 855 zi, 850,63 21, 846,25 z1, érednia rata 804,69 zI
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4, Analiza matematyczna

1.1. A 1.2. B 1.3. C 1.4. a) wyrazy o numerach n > 9993 b) wyrazy o numerach n > 39991
¢) wyrazy o numerach n > 100 d) wyrazy o numerach n 2174  1.5. a) M =999998 bh) M =5
OM=16 dM=3 17.(b) (d,) 182 xe(-1;1) b)xe <—%; %) ¢) x € (=5; =3)
dxe(-VZV2) exe(-20uU;2) Dxe(-V20)u(0;v2) 19.2)6 b)-1 o %

| 1 1 3 ‘ A ; . 5
d)0 e 3 f) —- g) 0 h) E i) -4 1.10. J]_@l_(_n =i ,!L‘ﬁ. d, =3, JL[E e, = 10, ;!]_.nl f“ = 5

8
1 ] 1 1 1
1.11. a) np.a, = -~ b, = ¢) np.a, = o b=

b) np..a, = - b, =

"on+l -2n+1 nt o+l
Sk 1 _1 o, 1 e, 1
d) np.a”—"!.b,,—'Hl e) np.a, = = b”_n1+l f) np.a, = - ,b,,-—n 1.12. '.JL]2
b]% -4 d)-v2 1.18. a}% h) %+Wskazdwka:lz+22+,,.+uz=w
%
1.18.8) 0 b =00 o) o0 d)eo € -0 D=0 1.17.2)0 bBle )0 d)"?} c}$

2

f) =0 1.18. a) np. a, = %, b,=3n b)lnp g,= %, b.=n ¢inp.a,= #, b,=n

1.19. a) np. a, =n’, b,=n b)np. a,=n b,=n" ) np.a,=2nb,=n 1.20.2)6 b)13
5

c}'?

LEEF 2a)-1 b0 o3 35 4anpa,-=

B L
'C} np. a, = n ¥ bn =t

100 p: 100 I

21.D 22.B 23.D 24.3) STy b) = c) —% d) — 25.a)me(l;3), S= —

b}me(q]_ﬁ; q“w@)}S R cime{3; o), S=2Vvm-3

2 2 T 1l-mt-m

1 y.
s b,=n Db)np. a, = =) b,=n"

S
n

d]mE(—'-.I"f; —l)u(];ﬁ},S:m 2-n’ 2.6. 11]l b) 2+ 2 11:}E :.i]lE e) szereg
m-—1 2 11 2

s _ “ 4 2 23 7

rozbiezny f) =10 2.7.a)3 b)16 ¢ V3 d)-12 2.8.a) T b) 5 c) % d) T

19 . 25 . S . e et
E}E ﬂﬁ 29. x=-1,x=0,x=3 210.a)x=-1, x 5 b) x n ¢} x >

2141.a)x=15 b)x= -é, x=1 2142.2)x € (-o0; 4)

b}xﬁ(§+km §n+kn)-{g+kn}, keZ 213.n1>9, neN

2.14. x ¢ (% + 2k T+ zkn) U (m- 2km; 2+ zkn), keZ 2.15. -%

2
2 A
nR-(l+mnE)
= , suma pol:

sin — 4$inE
2 2

nR+(1+sinE)

2.16. suma obwodow:
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113

1. E,B,P 2. = 3. x € (—o0; -E}U({l; ,{) 4. Szereg zbiezny dla x € (-1; 0) U (1; 2),
2
$=08dla x= —% lub x = % 5. suma promieni: %ﬁ, suma pol: m%

15

31.D 32.B 33.C 36.2)13 b)VZ o-27 d)25 3.7 a}—% h}% J =
10 1

I 6 | V3
d) =5 38.a)-2 b)1 ¢ T d) SET 39.a)-2 b)4 ¢ 4 d) —- 3.10. a) =

2
b) lf P 2;.5 & \.@2—2 3.12. xl_iﬂ_f[x} =le_i‘r]‘f1+ fixl=3, }Lnj‘;ﬂx} = 3; xl_i'tj‘;‘f[:x} =1,
xl_‘ﬂ fix)=2 jr}er_:tj_,1"I[x} nie istnieje; xl_l.l_?+ flx) =3, JEEI flx) ==3, chl_rﬁ f(x) nie istnieje
3.13. a) xli_ry._ f(x) = IIE?+ flai=1= Llir} f(x) b) Jil_‘:”}l_ flx)= 1!1% i) =3= iilnuﬂx}
c) Jl_l:ill Flx)=1, .t!l_l:fi'l‘ Filx) =10, }clinn f(x) nieistnieje d) x]_i]_ﬂ} LR xﬁﬂr flx)y=2= I]‘Ht_]lf{x}

e) }1_.1151 fix)=1, }Ln& flx)=0, iiﬂf{x} nie istnieje  f) ,JE‘J flx) = Ji_.l'gt fix)=0= L:_r% flx)

3.14. a) 0 b}—% A1 d)8

1. F, F, F. Wskazéwka: A. Dla f(x) = i i glx) = -i mamy f(x)+ glx) = 0, zatem nie istnieje
]il%f{x} i nie istnieje ]ill‘[l]g{x}, natomiast liﬂé (flx)+ g(x)) = linéi} = (). Wynikanie w druga strong
X X+ X—s X

jest prawdziwe. 2. a) -% b) -v2 ¢ i 3. JLIEI_ flx) = lint|1‘ flx)=-1 :Lin} flx)

41.C 42.C 43. A 44. ]irr%_ filx) = lin‘;rﬂx} = 1in_13fl:x} = 0o, linq'j_ f(x) = —o0,

Iin;' flx)=00 4.5. Jc]_iﬂ*lm flx)=2 x&ﬂ f(x) = oo, Ilirr}_ f(x) = —o0,

Jr11_[1:1 flx) = liI‘l; flx)= }:l_l"[l f(x) =00, ,xh—]:[l flx)=3 4.6, a) xﬁ@m Fla)=1, xi_i-rlt‘:_ flx) = o0,

lim f(x) = oo, xli_{‘}cﬂ"":' =1 b) xu1pmf{xj = (), xﬁr_:}_ flx) = oo, _]im_+f{x] = =00,

Jclin;:_ Fx) =e0, ]il{_‘l. flx) = —o0, JLH}U flx)=0 ¢ xI_iﬁlpwax} =1, Jclirz‘g_ flx) = —o0,
lim f(x) = oo, Ji}:_}_ f(x) = oo, lim f(x) = oo, lim f(x)=1 d) lim_ f(x)=—oo,

iix_t}_ F(x) =—og, lin}f{x] = 0o, ]irg f(x) = —o0, lir':;Jli fl(x) = oo, J!y_tr}n flx)=-00 4.7.2a)
b)-00 c)eo d)-o0 48.a)x=-v5 x=v5 blx=1,x=2 cJx=7 d) brak asymptot
pionowych 4.9, a) woo i-oo: y =0 b) brak asymptot poziomych ¢) wooi-oo: y=-1
d)w-oory=-2, woo:y=3 4.10.a)0 b)oeo ¢)oec d)-1 411.a)cc b)oo ¢) -
d)-oco 4.12.a)D=R, ZW=(-2;5); fix)=0e=x=-3, f(x) >0 x € (-3; oo},

f(x) <0 & x € (—o0; =3); funkcja nie jest monotoniczna - jest rosnaca w przedziale (—oo; 2),
malejgca w przedziale (2; co); lim f(x) = -2, lim f(x) = 2; brak asymptot pionowych, asymptoty
poziome: w —oo prosta y = -2, woo prosta ¥y = 2; f(x) = m nie ma rozwigzan

dla m € (—o0; —=2) U (5; o¢), ma jedno rozwigzanie dla m € (-2; 2} U {5}, dwa rozwigzania dla
me(2;5) b)D=(-o00; -4)U(-H0)U(0; =), ZW=R; f(x) =0 x=-2 lub x=1,

flx)>0 e xe(-00; =4)U(=2; D U(0; 1), flx) <0 e xe€ (-4 -2)U(l; o0);

483 N
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funkcja nie jest monotoniczna ~ jest rosnaca w kazdym z przedziatow (—oo; —4), (—4; 0) i (2; o0)
malejaca w przedziale (0; 2); xl_i.g}r_ flx)=2, xl_lﬂ f(x) = oo, xl_i.ﬂ< f(x) = —o0,

JE]&_ filx) = xlf.}]]+ flx) = J1{1__r’rra)"{:wcj =00, lim f(x) = 0; asymptoty pionowe: x = -4, x =0,
asymptoly poziome: w —oo prosta y = 2, w oo prosta ¥y =0; f(x) = m ma jedno rozwigzanie

dla m € (—oo; -1}, dwa rozwigzaniadla m € (0; 2) U {-1}, trzy rozwigzaniadla m € (-1; 0) U (2; o0)
¢} D=(-00; -1)U {0; 5)U(5; c0), ZW=R; f(x) =0 x=21ub x=7,
flx)>0exe(0;2)U(25)U(5 7), flx)<0 e xe(-oco0; =1)U(7; o0); funkcja nie jest
monoloniczna - jest stala w przedziale (-oo; ~1), malejaca w kazdym z przedzialow (0; 2) i (5; o0),
rosngca w przedziale {2; 5); xl_i}}'lm f(x) =-2, x]_iE} fix) =-2, Jlngi f(x) =12, ;!Lnf— f(x) = oo,
Ji";: flx) =3, lim f(x)=-co; asymptota pionowa: x = 5, asymplota pozioma: w —cc prosta
y=-2; f(x)=m majedno rozwigzanie dla m € (—oo; =2) U (=2; 0) U (3; o0}, dwa rozwigzania
dla m € (2; 3) U {0}, trzy rozwiazania dla m € (0; 2), nieskonczenie wiele rozwiazan dla m = -2
d)D=R, ZW=Z; f(x)=0exe{kl), f(x) >0 xe(l; ), f(x) <0 x e (-o0; 0)
funkcja niemalejaca - jest stala w kaizdym z przedzialow postaci (k; k+ 1) dla k € Z;

xl_iﬂo flx) = —oo, ,EEEG flx) =oo,dla ke Z: ;JLT f(x)=k-1, xli—l:lﬂ}* flx) = k; brak asymplot;

f(x) = m ma nieskonczenie wiele rozwigzan dla m € Z, nie ma rozwigzan dla m ¢ Z

1. EPF 2.a)-c0c b)oo c¢)oo 3. asymploty pionowe: x = =3, x = 0, asymptola pozioma
wooi-oo: y=-2 4, xI—I-T‘c- f(x) =—o0, xhﬁ‘g f(x) = o0, "LI_I_IE‘IFI5 f(x) = -0, J(ll_.T? flx) = o0,
Iil];.l f(x) = —co, xlim flx) =00 B. D=(—oo; —4)U(—4; 0)U(; oo}, ZW = (—oo; =1} U {(); ca);
PO [ — (30 =
fx)=0e2x=2, f(x)>0& x € (-o0; —4) U(0; 2)U(2; 00), flx) <0 & x € (-4;0); funkcja nie
jest monotoniczna — jesl rosnaca w kazdym z przedziatow (—oo; —4), (=45 =2) i (2; o0), malejaca
w kazdym z przedzialow (-2; 0) 1 (0; 2); xlim_ flx) =0, linl f(x) = oo, lirr:r f(x) = —co,

=+ ——d e i
lir}}_ flx) = —o0, Iirr]1 Sx) = o0, lim f(x)=3; asymptoly pionowe: x = -4, x = (; asymptoty
= o t e
poziome: w —oo prosta y =0, w co prosta ¥ = 3; f(x) = m nie ma rozwigzan dla m € (=1; 0), ma
jedno rozwiazanie dla m € {-1, 0}, dwa rozwigzaniadla m € (-o0; —1) U {3; oo), lrzy rozwigzania
dla m € (0; 3)

s. 312

51.A 52.D 53.D 54.P,P,P 5.5 a)b)c)d) ciggla 5.6. a) nieciggla b) ciggla
5.7. a),b) ciagla  5.8. a) D = R, punkty nieciagloéci: x=-4, x=-3, x=5 b) D=R-{-3, 0},
punkty niecigglodci: x =1, x =2 5.9, ciggla  5.10. nieciagla 5.41.a)m=-2 b)m=-1
cm==-2 dm=1

1. BL,EP 2 ciggh 4.m= :11*

61.D 62.B 63.C 64 . O 0 [

Slxoth) - f(x) | 3 4 | 8 | -3

65.2) f'(7)=-5 b) f(0)=0 o f@)==

' _ oy ! __;
) f'-3)=6 66.D=(0;), f'(3)=-—%
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6.7. D=R- {——Z}, f"E—E]I =17 6.10. Nie jest rozniczkowalna.  6.11. y =2
6.12. y=3x-1 6.13. a) 36° lub 59° b) 72° 6.14. %0°

1. B, P, F 2. f’E-Z] =12 3. y=4x-5 4. wpunkcie (1, —4) kat « = 63°, w punkcie (3, 0)
kat f=13°

74.D 72.C 73. A 74.3) f(x)=-V3f'(-1)==3, fl(0)=-v3, f'(1)=-3
b) () =2x: f'(-D=-2, (=0 f(D=2 o f@=0f(-1=0, f(0)=0, f'(1)=
d) fl)=2x- V3 fl(-1)==2-V3, f(0)=-V3, f(1)=2-V3 7.5.a) f(x)=10x-7
b) fli)=-12x" o) flx)=x'-x+1 d) flix)=2x" -2 +2x° -2x° ) fl(x) =dx+1

Dflx)=12x"+10x-4 g f'(x)=4x" -24x" +46x-26 h) f'(x) = —6x" = 30x* + 18x + 54

76.2) f'(x)=-=, D=D'=R- |u} b) £/(x) = iﬁ D=D'=R-{0} o f(®)=-%+

-p'=R- T ") = —— D=0 oo
D=D =R-{0} d) f'(x) x ,D=D'"=R-{0} e f'(x = D (03 o0),
D' =(0; 00) ) f’{x}: 5"“”", D= (0; %), D' = (0; 00) g) f'(x) = H; D=D"=R-{0]

) ') = = — J__ D=D'=(0;%) i) f(x)=2xVF D=D"=(0; )
7 g a}f{x}—- ”r, D=D'=R-{-3} b) f'(x;h(;:f, D=D =R-{-1,1]
c}f’{x1=-ﬁ. D=D =R d) f’{ﬁ:ﬁ%lz, D=D =R
A ') =~ D=D' =R -1, 3} 0 )= o D=D' =R~ (3]

' 3 '
E}f{x]=-m,.=ﬂ=ﬂ {] h]f{ﬂ

—3:r2 +4x + 13

@y D=P =R-{-3}

10x

! = — - = = —_— = Vi

T.B.a}f{x}—{xz g D=D'=R b fx)= 5, D=D' =R

2x - 1 ) 2 :
& S0 = = '_“")ﬂn D'=R-{-22 0 f(®=52s D=D'=R-02)

=1
9 f'(x) = _x{(LT_},,D = R=i-23 W= rﬁ:9=ﬂ’=ﬂ-{15}
7.9. D=D' =R-{0, 1},;’{:‘:]:% 7.10.2) y=5x-10 b) y=-x-1 ¢)y=-2x

_x"

TA% y=zx+5 TA2 y=—6x-6, y=6x-6 743 y=x 704 y=7x-1, y=-5x-7

745, y=2x, y=:x+4 TA6.a=4,b=-1 TA7.m=3 7.18.k=-3

719. A= (i, g), B= (—i %) Wskazdwka: O3 rzednych jest osia symetrii wykresu.
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'%

)
LEEF 2 fl)=2—3.
(2x2

+1]1
81.D 82.B 83.B 84.2)D;=R u=f(x)=3x-1, gi) =1’ b) DF=<3; oo),

4

u=f(x)=4x-3, glu)=+vu ) Dp=R, u= f(x)= 25 —4x + 11, glu) = u
d) Dg = (—o0; —3) U{D; o0), u= f(x)= 6x” + 18x, glu) = yu ¢) Dziedzing funkcji F jest zbior
pusty. ) Dp= (=5 0)u(3; 00), u= f(x) = %" +2x" = 15x, glu) = Vu g) Dy =(-7;2),
u=f(x)=-x"-5x+14, gu) = vu h) Dp=(0; s0), u= f(x) = 2% — 3x% 4 7x, glu) = Vu

2 ] 7
8.5. a) F'(x) = 30(x* -8x+17)"* - (x~4), Dp=Dp =R b) F'(x) = ﬁ
Dy = (~00; —14) U (0; o), Dy = (=005 ~14) U (05 00) ©) F'(%) = 3 *8 p _ g,

2yxt —xF 4+ 4

Dpr =R~ {0} d) F'(x) = ==, Dy = (~o0i ~2) U {~V3; V3),

Dp = (=00; -2)U(-V3; V3) 86.2)D=D"=R, f'(-2)=64 b)D=D'=R, f'(-1)=3

3. y=-3x+4 4.y=2x—-1;- S. y=—4x, y=4x

D=D'=R, f(V2)= E’d—‘ﬁ 8.7. a) D = (~00; -2) U (4; 0), D' = (—00; —2) U (4; o0),

' 47 | v f 1 bl 1Y 1 A _
fEn=-22 p=(-13) 0 =(-1:3). f(-3)=3 9D=(20u@w)
oy : by i o kit fio o1 G Y el LN
D' =(-2;00u(2 ), f(-1)=-V3 d}D—< 53 D _( z,n)u({},z),f (4)_
88.3) y=-12x-7 b)y=3x-7 c)Sx-4y-7=0 d)13x-4y-5=0
89.D;=R, 2x-3y+9=01lub 2x+3y-1=0 810. D; =R, y=0

8.11. D, =R, V3x-3y+6V3=0, 30°

1.FEPP 2 fl(x)=

914.B 92.D 93.D 94, a)rosnagcawR b) rosngca w (—oe; 0}, malejaca w (0 2), rosnaca
w (2; o0) ¢) rosngca w (—oo; —2), malejgca w (—=2; 0), rosngca w {0; co)  d) malejaca w (—oc; —1),
rosngca w (=1; 2), rosngca w (2; 5), malejaca w (5; o0)  9.5. (—oo; -?.'\.-"3} i (21."'5; oo)

9.6. rosnaca w {(-2; 2), malejacaw (2; 6)  9.7. Wskazdwka: a) f jestrosngca. b) f jest malejaca.

V3
3

9xt +3 ]
3. v=1 4 y=-x+2 58.72°% (1,1
Vat+l Y ) 3 (1,1)

9.8. a) maksimum: 80 dla x =0, minimum: -1dla x=-3 i x=3 b) maksimum: —é dla x=0
¢) maksimum: 30 dla x =3 d) maksimum: -8 dla x = -2, minimum: 0 dla x =2

¢) maksimum: —1 dla x = 2, minimum: —% dla x=-2 ) maksimum: -11dla x =4, minimum: 1
dla x=-2 9.9, minimum: 0dla x=-v3, x=0 i x = V3, maksimum:4dla x=-1ix=1
9.10. W punkcie x = -8 funkcja ma maksimum, w x = -4 ma minimum, w x = 6 ma maksimum,
9.11. I-B,II-C,IlI-A 912.a=1,b=0 9138.a=2, b=0 9.14. m < (3; )

9.15. ciggla w R, rdzniczkowalna w R — {1}; malejaca w kazdym z przedzialoéw (—oo; —1) i (1; o0),
rosngca w przedziale (~1; 1); minimum: =2 dla x = =1, maksimum: 2dla x =1
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9.16. a)
x (o1 -1 | (-1 0) @y | 1| e
ol - 0 + + + 0 -
f(xJ . N -2 (min) A ] A 2 {maks) N
b)
T (-c0; -2 | -2 |z-n] o | En0 0 (0; o) |
02 f,x}j ~ 0 + s | 0 = |
f@ | O @i 2 |0 | 2 |1k | Ny |
c)
x| (-5 -242) | 2v2 | (-2v2-2)| -2 |[z-D)| -1 | (-50)
f' I}:} + + + nie istnieje - - -
f{g} ? 0 ¥ nie istnieje . 0 ~
x (0:2v2) | 2v2 | (2v2; o)
) + + +
S -2(min) | 2 0 2%
d)
% (o2 -2 | t=z0| 0 | ©2 2 (2; o0)
(i - 0 + + + | nieistnieje | -
ffx; N % {min) vy 1 A% nie istnieje o2 N
e)
x (—o0; =1} -1 (<100 | 0 (0; 1) 1 (1; 2) 2 (2; 3)
flx) - 0 + + + + + nie istnieje +
. 1 . 1 o0 i e
J(x) , —= {min) e T A 1] e nie istnieje - A
X 3 (3 5) 5 (5; oco)
S o - | nicistnigje | -
f,{xi ~1 (maks) | N__ | nieistnicje " 0
f)
1 1 1 3 3
o (3] 3 1GY| + [(=3)]3
nie istnieje + + + 0 = =
nie istnigje s 7 0 " 1 {maks) hy 0
2 (2; o0)
nie istnieje =
nie istnigje | N\,
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N 488 Odpowiedzi

1. P, P, F 2. malejaca w kaidym z przedzialow (—oo; 0) i {2; o), rosnaca w przedziale (0; 2)
3. maksimum: 0 dla x = —3$ minimum: 12dla x =3 4. Dla m =2 funkcjamaw x =1
maksimum rowne =4, 8. (0, 2). Wskazéwka: Styczne o rownaniach y =4, y =0, y =9x+ 18,
¥y = 9x - 14 ograniczajg rownoleglobok.

10.1. Wdrl{)hﬁ najwigksza: —— dla x= %, warto$¢ najmniejsza: =35 dla x = -2 10.2. wartosc

najmniejsza: - 2 dla x= -1, warto%c najwigksza: 2dla x=-2 10.3.8=2+6 10.4.(-1,1)

-
10.5. (3=(v’§,2~f) 106. y=-2x+6 10.7.P=93 108 V2 22 109. *

10.10. i: 10.12. Wskazdwka: Niech a oznacza dlugosé krawedzi podstawy gramastoslupa,
‘ aV3 43V

i

P - jego pole powierzchni calkowitej. Wiedy P(a) =

1. P,E, P 2. warto$¢ najmniejsza: Hl—iﬂ dla x = -4, wartos¢ najwigksza: 0dla x =0 3. -8
ft 55

D 2B 3.A 4B 5 A 6.C 7.C &D 9.C 10.B 11.D 12.D
13.A 14.C 15.B 16.EP,P 17.P,P,P 18.FPF 19.PFP 20.FFP

21.P,P,F 22.FP,P 23 PPP 24 PFEP 25FFEP 26.PEF 27.2)10
b-co -0 &)1 28.2)9 b)8(2-V2) o sweregrosbiezny d)1-V3 29.a) =

h;-§ c}g d}—% 30.3)c0 b)-c0 oo d)-o0 B1.tak 32.2)39 b)-127 ¢)-19
d;% 33 y=3x-2 34.};:_%“% 35.x=§ 36. 8 lub 24 37.D=R-|{1, 1};

lim f(x)=1, iin}_ f(x) = o0, iin} flx) = —o0, Ilm flx) = Ilm flx)=1 38. nie
= | - ya=]?

39. Wskazéwka: Skorzystaj z ciaglosci funkcji f(x) = x* —2x" - x" +1. 40, Wskazéwka: Zbadaj
monoloniczno$¢ i wyznacz ekstrema funkcji f(x) = 16x° - 5x+5. 42, y= Ex - -qu

43. 3x-4y+9 =0, 3x-4y+1 =0 44, malejaca w przedziale (-oo; 0), mancawprndziale (0; o)

45. maksimum: —Bﬁdfa x = =243, minimum: 3v3 dla x = 2+/3 45 ZW = (-11; =)

3-8
3

47. wartos¢ najmniejsza: =1 - V3, wartos¢ na_]wzfgksza ldlax=2 48.a- 0,

b = 1; malejaca w kazdym z prxedzmiuw (—oo; —1)i(-1; 0}, rosngca w kazdym z przedzialow (0; 1)
i(l;00) 49.a=1,b=-3 ¢c=-2 50. warlo§¢ najmniejsza: 2v/2 - 2dla x = 1 - V2, wartoéé
najwicksza: 34 dla x =-4 51, (1, 3) 52, Wskazdwka: Niech x oznacza dlugosc ramienia

trojkata. Wtedy pole trojkata: P(x) = *"p \/lﬁﬂ 20px? + 8p*x — pi, gdzie x € (i g)

83. f(m) = D =D =(-3 -2)u(-2; 3); malejaca w przedziale (-2; 0), rosnaca w kazdym

23’-'



Odpowiedzi

z przedziatow (=3; =2) i {0; 3); wartos¢ najmniejsza: O dla m=0 54. D = (—m; %), wartosé

V& V6 246

jwigksza: 20  85. ;
najwigksza T

5. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka

1 1 1 1 1 i
2.8 228 29D 4 2.4, a) = b) 3 c) = d) 5 le} = 4f} s E | .
25.a) A=1{2,4,56} b) z 26.2) 087 b)0,13 27, a) & b) 3 c) 3 d) 3 e) =

I 1 2 1 5 1 1
E: E‘P{D}_E.IP{E}_E‘P{F}_EFP{G]_;’P{H}_E
l i 13 4 23 7 | 1

033 01 H015 2111 212908 BHL g2 gl 98 243491
3 17 17 17 17 17 )

2 1 2 11 7 7 1 2 1
b]l ; C} -3' f.” E 2.14. ‘1-4* 2.15. Ti 2.15. — 2.1?. 36 2.13. E? 2.19. a} 3 b} g

90
17

1. RRF 2. —= 3

1 4.3 s

20 2 150
5. 390
81.A 82.C 83.B 384.180 3590 36.8 837.6° 88.a)6 b)I128
)36 d)32 e 12 N288 389.2° 3.140.2)3 b6 o1 )3 B311.a)360
b)o240 312, 180-179-178-177 3.13. a) 900 b) 180 ¢) 180 d) 625
3.14. 58° = 38 mld hasel; ponad 1200 lat ~ 3.15. 10-9-8-7-6:5-4=604800 3.16. 5"
3.17.a)7:6-5 b) to niemozliwe c¢)6-5-4:3-2-1 d)11-10:-9 3.18.a)6 hbh) 30 c)120
d)360 e)720 720 3.19.8:-7:6:5-4=6720 3.20.3-9-8.-7=1512 3.21.a)4:-3:2
b)5:4:3 ¢)3:2 d)3-:3-2 3.22. 136. Wskazdwka: Ostatnig cyfra musi by¢ 0 lub 5.
3.23.a)9-89-88=70488 b)0 3.24. 1000 3.25. 840 3.26.18-12:28 3.27.+6
3.28.2) 5" b6’ 8.20.64 3.30.a)8 b)2". Wskazéwka: Ponumeruj elementy zbioru od 1
do n. Dla kazdego elementu trzeba zdecydowac, czy nalezy on do danego podzbioru czy nie. Narysuj
drzewko, ktore zaczyna si¢ od dwach galezi. Wybdr jednej oznacza, ze pierwszy element nalezy do
podzbioru, wybér drugiej — Ze nie nalezy. Kolejne poziomy drzewka oznaczaja kolejne elementy
zbioru.  3.31. 64. Wskazowka: Skorzystaj ze wzoru wyprowadzonego w zadaniu 3.30 b.

1.PEF 272 3.57600 4.6 5.3.(2"-2)=1530

1 1 l

~ : : - =L proy=d =1
41.D 42.C 43.C 44.; 45 — 46.P(4)=,, P(B) =7, PC)=3, P(D)=>,

11 | s
f) = 2.8. P(A)= -, P(B) = 5 P(C) =

2

P(E) =0, P(F) = % 4.7. é 4.8, ﬁ% 4.9. Zdarzenia sg jednakowo prawdopodobne.
1 1 5] 7 4.3.2:1 3 4] 1 4 1
4.1“. d} E b} Z C) 1—'2' dj E 4.11. a',i 4 = '.E b]‘ T = E 4.12. E 4.13. d} g
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B 490 Odpowiedzi

b= 414 ; 415 S=—— 416.3); b3 O3 A3 4170
l? ) 41" 1048576 R 24 2 2 243
2'-2) @ 3 9 1 5 7 1
b 36 m 4 13 } ﬁ b} E 4.19. a} E h} E 4.2”. E 4.21. a) E_J b] E
1 1

1 1 5 | R e oy
c) 5 d) 3 4.22. a) = b) E c) T d) 5 4.23. = (jesli uznamy za poprawne ustawienia
1,2,3,40raz4,3,2,1) lub 2—14- (jesli poprawne jest tylko ustawienie 1,2,3,4)  4.24, tak  4.25. %

12-11-(2°-2) 34
2.12° _F
Q) 0,008 d)048 ¢ 0512 4.29. 1—'5 4.30. 2) —— b) 4~ 4.31. a}é b‘:% 4.32. %

243 ?29

1.EPF 2.2 3% a
9 5

51.A 5.2.C 53.D 5.4, paryzdarzen wykluczajacychsi¢: AiB, AiC, AiD;
zdarzenie D pocigga za sobg zdarzenie C 8.5, pary zdarzen wykluczajgcych sie: AiC, BiC

4.26. a) 0,09 b) 0,267 ¢ 0,1 4.27. 4.28. a) 0,384 b) 0,096

1 100
6 49

5.6.a) AiB, AiC, CiD b) Zdarzenie A pociaga za sobg zdarzenie D, zdarzenie C pociaga za soba
zdarzenie B, 5.7.a)tak b)tak ¢)nie 5.8.a) nie b)tak 5.9. A' - na zadnej kostce nie
wypadly dwaoczka  5.40. AnBnC' 6.11. (AnG' nH')u(A'nGnH')u(A'nG' nH)
512. K=A', L=A'nC'nE, M=DnB 5.13. A’ - wwylosowanej trojce jest co najmniej jeden
mezczyzna, (AU B)' - w wylosowanej trojce jest co najwyZej jedna kobieta, A N B’ - w wylosowanej
trojce sa trzy kobiety.  9.14. BUCU D - wylosowano co najmniej jedng kulg biala, AUBU D -
wylosowano co najmniej jedna kulg zielong, A' nB'n Gl wylosowano dokladnie dwie kule biale.
5.15. (AU B)' - tarcza zostala trafiona co najwyzej dwa razy, C' - tarcza zostala trafiona co najmnie;j

raz, A' N C - tarcza nie zostala trafiona, (AU BUC)' - tarcza zostala trafiona raz lub dwa razy.
5.16. a) Kazda z nich ma jednego asa. b) Celina i Danka maja po dwa asy, Anka i Beata nie maja
zadnego asa. ¢) Anka i Beata maja po jednym asie, Danka nie ma zadnego asa, a Celina ma dwa asy.

3
d) Beata ma trzy asy, Danka ma jednego asa, a Anka i Celina nie maja asow.  5.17. E

5.18. przez 5i przez 9: 0,022; przez 5 lub przez 9: 0,289 5,19, % 5.20. 79%  5.21. na 80%

522, 27 523 2 524 9 R e s L T
128 343 91 10 12 12 3

5.26. P(A) < P(B) < P(A")

1.PEF 2,019 3.45% 4.023 5.%

61.A 6.2.B 6.3.A 6.4.%20,33 (1] 6.5. ~§z~3,2?|zl] 6.6. 0 (1]

6.7. %ﬁ ~0,03[z] 69.-375[z] 6.10. -0,625[z1] 6.11. nie



Odpowiedzi

950

55 2
1. F,P,F 2. = =212 [z 8. = -5,62 [z1] 5. -

81.D 82.B 83.B 84.a)30 b)60 c)80 d)93 e) 100 8.5. piec

86. P,F,P,P 8.7. np.: {0,1,2,2,4,8,9,9,9, 11} {1, 1, 3,3,5,7,7, 7, 8, 12},
{3,3,4,4,6,6,9,9,10,15} 8.8.a)431 b)2893 8.9. 224 8.10. dominanty: 22°C i 25°C,
mediana: 15,5°C  8.11. 2,05kg  8.12. a) mediana: 12, dominanta: 11, $rednia: 12 b) mediana:
12, dominanta: 20, srednia: 15 ¢) mediana: 40, dominanty: 30 i 35, §rednia: 46  d) mediana: 42,
dominanta: 42, srednia: 41  ¢) mediana: 23, dominanta: 4, $rednia: 28  8.13. a) srednia: 8,
mediana: 7, dominanta: 5 b) érednia: 5, mediana: 5, dominanty: 5i7 ¢} srednia: 17, mediana: 17,
dominanta: 12 8.14. a) wpiatki b) Najwigcej zarobila na pierogach ruskich. Zysk bylby wigkszy.

8.15. Dyskoteka ma trwaé do godz. 21“”, bufet bedzie czynny 2,5h.  8.16. a) % b} g c) 4,3
d)4 B8AT.IILO 818B.x=6 819.m=1 821.a)np.n=2, m=4 b)m=2n

1. P,P,F 2. x=9 3. Xx=39, dominanta: 1,5 4. mediana:3, x=297 5. 3,3,9, 13

s. 457

91. A 92.C 93.B 94. mediana: 3, dominanta: 2 9.5. a) x = 414, o wdb s =53
b)%=412, 0 =116, 0 =34 ¢ %=1020, 0°=91,6, 6 =96 9.6.a)9 b)mediana: 50,
dominanta: 49 ¢) $rednia: 50, odchylenie standardowe: 2,35  9.7. mediana: 101,5, dominanty: 75
i 90, $rednia: 108,8, wariancja: 1067,6, odchylenie standardowe: 32,7 9.8, a) 25 b) najmniejsza:
4, najwigksza: 13 ¢)8 d) 13 e) 884 9.9.a)55cm b) mediana: 55, dominanta: 53, rozstep:
13, o =2,66 9.10. np. 6, 8, 12, 14

1. P,F,P 2.%=565 0 =711,1,0=267 8.%=47,0=799 4. %=408 0=14
S5.np.2,4,6,8

1.A 2.A 3.B 4A 5D 6.C 7.A 8B 9.D 10.D 11.D 12 A
13.A 14.D 15.C 16.8 17.C 18.A 19.B 20.B 21.A 22.C 23.D
24.D 25.B 26.FP,P 27.F,F,P 28.F,P,FP 20.P,P,P 30.FP,P 31.FFP

32.p,P,P 33.P.P,F 34 P.LF 35 255 36,1209 37.30 38.720 39. %
40. 1—1 41. 2—; 42, % 43.% 44.2) x>8 b)x=-1 45.58 46.a)5760 b) 14400
) 2880 47. 345600 48. P(A) = 315 P(B) = T:a‘ P(C) =0, P(D) = ;} P(E) = i% P(F) = =

49. = 50. 2 51.2 52,01 bl s53.2 542 55 2 56019 57.
14 625 5{) 2 2 5 9

: 120 6
59.2)839 b)72% 60.w,=6iw,=4 61.%X=54 0=+14=374 62 T=100,
o=1V2=141

|t o=
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Skorowidz

Alternatywa (suma) zdarzen 406
asymplota pionowa wykresu funkcji 69, 300
— pozioma wykresu funkcji 302

Centyl 433

ciag 190

— arytmetyczny 206, 208, 210, 211, 220
— geometryczny 225, 228, 229
— liczbowy 190

— malejacy 197

— monotoniczny 197
— naprzemienny 228
— niemalejacy 197

— nierosngcy 197

— nieskonczony 190

— rosngcy 197

— rozbieany 272, 275
— skonczony 190

— staly 192

— zbieiny 272

cosinus kata 36

— podwojonego kata 84
— roznicy katow 80, 81
— sumy katow 80, 81
cosinusoida 68

Dane surowe 432

dominanta (moda, wartoéé modalna) 437
dopelnienie zbioru 408

doswiadczenie losowe 373

dziedzina rownania 90

Ekstremum funkcji 347

Figura osiowosymelryczna 172
— srodkowosymetryczna 163
funkcja ciagla 309

— — w punkcie 307

— malejaca 344, 345

— nieciagla 309

— okresowa 49

— pochodna 325, 327, 328

— rosngca 344, 345

— rozniczkowalna 325

— — w punkcie 317

— wewngtrzna/zewngtrzna 339
— zlozona 339

Geomelria analityczna 114

gra losowa 420

granica ciggu 270, 272, 273, 276, 277

— niewlasciwa ciggu 275

— — funkgcji w nieskonczonosci 300

— — — wpunkcie 298

— — prawostronna/lewostronna funkcji
w punkcie 299

— wilasciwa funkcji w nieskonczonosci 302

— — — wpunkcie 288, 290, 291, 292, 294

— — prawostronna/lewostronna funkcji
w punkcie 293

lloraz ciggu geometrycznego 225

— roznicowy 315, 316

Jedynka trygonometryczna 51

Kat nachylenia prostej do osi x 124

— przecigcia wykresow funkcji 321
klasyczna definicja prawdopodobienstwa 377
koniunkcja (iloczyn) zdarzen 406

Logika probabilistyczna 372

Maksimum funkcji 347, 349
mediana 434, 447

miara lukowa kata 58

minimum funkcji 347, 349
Nierownosc opisujaca kolo 142, 143

Odchylenie standardowe 451, 452

odleglo§¢ migdzy punktami na plaszczyinie 116

— punktu od prostej 131

okres funkcji 48, 49

— kapitalizacji (rozrachunkowy) 244

— zasadniczy (podstawowy) funkcji 48, 49
oprocentowanie stale 245

— zmienne 245

os symetrii 171, 172



otoczenie liczby na osi 268

Pochodna funkcji w punkcie 317

— funkcji zlozonej 340

populacja 428

prawdopodobienstwo zajscia
zdarzenia 377, 394, 410

procent skladany 242

proba losowa 429

przecigtne odchylenie od Sredniej 450

punkt nieciaglosci funkcji 309

— staly przeksztalcenia 165

Radian 59

reguta dodawania 386

— mnozenia 384

rozstep 450

rownania prostych prostopadlych 108, 129
— prostych rownoleghych 108, 127, 128
rownanie kierunkowe prostej 106

— okregu w postaci kanonicznej 137
— — — — ogolnej 139

— prostej w postaci ogolnej 106
roznica ciggu arytmetycznego 206

— zdarzen 406

Sieczna wykresu funkcji 316
sinus kata 36

— podwojonego kata 84

— roznicy katdw 80, 81

— sumy katow 80, 81
sinusoida 67

statystyka 427

— opisowa 427

styczna do wykresu funkcji 320

suma poczgtkowych wyrazdw ciagu arytmetycz-

nego 216

— — — — geometrycznego 235
symetria osiowa 173

— $rodkowa 164

szereg geomelryczny 282, 283

— — rozbiezny 282

— — zbiezny 282

— uporzadkowany 432

Srednia 436

Skorowidz

— wazona 440

srodek cigzkodci trojkata 119
— odcinka 109

— symetrii 162, 163
srodkowa boku tréjkata 118

Tabela rozkladu czestosci 453
tangens kata 36

— roznicy katow 82

— sumy katow 82
tangensoida 70

twierdzenie cosinusow 17

— o dwusiecznej 24

— 0 przyjmowaniu wartoéci posrednich 310
— o trzech ciagach 278

— sinusow 12

— Weierstrassa 311

Uogolnione twierdzenie Pitagorasa 17

Wariancja 451

warstwowa préba losowa 457

warlo$¢ oczekiwana gry losowej 420
warunek konieczny istnienia ekstremum 349
— wyslarczajacy istnienia ekstremum 349
wektory rowne 109

— rownolegle 110

wnioskowanie statystyczne 427
wspolczynnik kierunkowy prostej 124, 125
wspolrzedne wektora 109

wzory redukcyjne 40, 42, 44, 61

wzOr cosinusow 17

— Herona 27

— na pole trojkata 26

— ogolny ciagu arytmetycznego 207

— — — geomelrycznego 226

— — — liczbowego 192, 193

— rekurencyjny (indukcyjny) ciggu 194
— sinusow 9

7darzenia identyczne 407
— niemozliwe 377

— pewne 377

— przeciwne 408

— wykluczajace sig 407
zdarzenie elementarne 375
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B 494

Definicje funkcji trygonometrycznych

Wybrane wzory trygonometryczne

kata ostrego dowolnego kata
sina = Ye | ¥ A
r
B X
c cosa = L
a r _
I\N y .
C A tga =", dla xp #0 x
Xp |
i = E i — E ™ E
sina = = sina = — | clga > dla yp #0
_b _b el >
cosa = - cosa=~— |r |OP| 524 5
Wartosci funkcji trygonometrycznych wybranych katow
__ 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°
[
b n Tt i 3n
0 E 4— 3 2 n p) 2n
sine | 0 s 2 ¥ 1 0 - 0
2 2 2
V3 V2 1
COs @ 1 ? ? E 0 | 0 1
V3 nie nie
iga 0 Kl 1 V3 istnieje 0 istnieje 0
 nie Vi | 1 nie nie
cAgx | istnieje V3 1 3 0 istnieje 0 istnieje
(0% 90°) (90° 180°) | (180°% 270°) | (270% 360°)
T ™ 3n 3n
(o 5) (z ‘"_) (“ ?_) (F:2r)
sin o + + - -
COS & + - — 4
tgo + - + -
ctga + - + -




Wzory redukcyjne

8 - 90°-a | 90°+a | 180°—a | 180°+a | 270°—a 270°+a | 360° - «
—a g—tx g+n: m—a m+a ?-a 3?“+tx In—a

sinf=| —sina | cosa COS @ sina | —sina | —cosa | —cosa | —sina
cosfp=| cosa sine¢ | —sina | —cosa  —cosa | —sina | sina COs &
tgf=| -tga ciga | —ciga | —tga tga ctga | —ctga | —tga
ctgf=| —ctga tga -tga | —ciga | clga tga -tga | —clga

Podstawowe zaleznosci trygonometryczne

* Jedynka trygonometryczna: sin’ a + cos” a = 1

° tga=

COs

cos
- Ctgﬂ=~—f}a, a+ kn, keZ
S111 &

sina

,m#g-+kﬂ,kEZ

* tga-ctga=1, a#%ﬂ, keZ

* sin(a+ ) = sinacos B+ cosasin

* sin(a—f) =sinacos f — cosasin f3

* cos(a+ ) = cosacos 8 —sinasin 8

* cos(a— ) = cosacosff+sinasinf

tga + 1
° tg(a+ﬁ]=—]ftgaﬁ5ﬁ,
. _py Ba-tep
tg{a ’B}'l+tgcr-1gﬁ’

® sin2a = 2sinacosa

2

2 i 2 2 .
® cos2a=cosa—-sinTa=2cos a—-1=1-2s5n"a

* tgla=

tga

1-tgla’

Zaleznosci tfrygonometryczne w trojkacie

* Pole trojkata

P= %bcsina

P=

* Twierdzenie sinusow

a

b

C

sina sinf8  siny

= 2R

1 S
5 acsin p

* Twierdzenie cosinusow

P=

FIf n . Fid
cx#:z+k£ la$£+kﬂ.kez

1 .
—ab sin
3 Y

a’ = b’ + ¢ - 2bccosa

bl

2

2
=a +c¢ —2accosf
2_ 2,42

c"=a +b" —2abcosy

¢x¢§+kﬂ:,ﬁ¢i+kn,cx+,‘3#§+kﬁ,kez

xx#§+km ,‘3:}:§+kn, -:x—ﬁ:#§+kn,kEZ
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Tablica wartosci funkcji trygonometrycznych

Miara kata o

Dﬂ'
1 a
2@‘
3'}
413
Sﬂ
ﬁn
?n
8‘}
gn
10°
)
| Fas
13°
14°
15"
16°
| 75
18°
19°
20°
23 4
22°
23°
24°

25°
26°
27
28°
29°
30°
3=
307
33°
CL 5

35°
36°
37°
38°
39/

40°
41°
42°
43°
441:!
45°

| sina |
0,0000

0,0175
0,0349
0,0523
0,0698

0,0872
0,1045
0,1219
0,1392
0,1564

0,1736
0,1908
0,2079
0,2250
0,2419

0,2588
0,2756
0,2924
0,3090
0,3256

0,3420
0,3584
0,3746
0,3907
0,4067

0,4226
0,4384
0,4540
0,4695
0,4848

0,5000
0,5150
0,5299
0,5446
0,5592

0,5736
0,5878
0,6018
0,6157
0,6293

0,6428
0,6561
0,6691
0,6820
0,6947
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1,0000
0,9998
0,9994
0,9986
0,9976

0,9962
00,9945
0,9925
0,9903
0,9877

0,9848
0,9816
0,9781
0,9744
0,9703

0,9659
0,9613
0,9563
0,9511
00,9455

0,9397
0,9336
0,9272
0,9205
0,9135

0,9063
0,8988
0,8910
(0,8829
0,8746

0,8660
0,8572
0,8480
0,8387
0,8290

0,8192
0,8090
0,7986
0,7880
0,7771

0,7660
0,7547
0,7431
0,7314
0,7193

07071

tga

0,0000
0,0175
0,0349
0,0524
0,0699

0,0875
0,1051
0,1228
0,1405
0,1584

0,1763
0,1944
0,2126
0,2309
(,2493

0,2679
0,2867
0,3057
0,3249
0,3443

0,3640
0,3839
0,4040
0,4245
0,4452

0,4663
0,4877
0,5095
0,5317
0,5543

0,5774
0,6009
0,6249
0,6494
0,6745

0,7002
0,7265
0,7536
0,7813
0,8098

0,8391
0,8693
0,9004
0,9325
0,9657

R

45°
460
47°
48°
49°
50°
51°
52°
53¢
54°

55°
56°
57°
58°
59°
ﬁ.ﬂ'ﬂ
61°
62°
63°
ﬁ4ﬁ
65°
ﬁﬁﬂ
67°
68°
69°
70°
712
72°
73°
74°

o
76°
77°
78°
79°

80°
81°
82°
83°
84°

85°
86°
87°
88°
89°
9{}°
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0,7071
0,7193
0,7314
0,7431
0,7547

0,7660
0,7771
0,7880
0,7986
0,8090

0,8192
0,8290
0,8387
00,8480
00,8572

0,8660
0,8746
0,8829
0,8910
0,8988

0,9063
0,9135
0,9205
0,9272
0,9336

0,9397
0,9455
0,9511
0,9563
0,9613

0,9659
0,9703
0,9744
0,9781
0,9816

0,9848
0,9877
0,9903
0,9925
0,9945

0,9962
0,9976
0,9986
0,9994
0,9998
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COS X

0,7071
0,6947
0,6820
0,6691
0,6561

0,6428
0,6293
0,6157
0,6018
0,5878

0,5736
0,5592
0,5446
0,5299
0,5150

0,5000
0,4848
0,4695
0,4540
0,4384

0,4226
0,4067
0,3907
0,3746
0,3584

0,3420
0,3256
0,3090
0,2924
0,2756

0,2588
(0,2419
0,2250
0,2079
(,1908

0,1736
0,1564
0,1392
0,1219
0,1045

0,0872
0,0698
0,0523
0,0349
0,0175

00000

B

1,0000
1,0355
1,0724
1,1106
1,1504

1,1918
1,2349
1,2799
1,3270
1,3764

1,4281
1,4826
1,5395
1,6003
1,6643

|.732]
1,8040
1,8807
1,9626
2,0503

2,1445
2,2460
2,3559
2,4751
2,6051

2,7475
2,9042
3,0777
3,2709
3,4874

3,7321
4,0108
4,3315
4,7046
5,1446

5,6713
6,3138
7,1154
8,1443
9,5144

11,4301
14,3007
19,0811
28,6363
57,2900
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Prosto do matury

Podrecznik Prosto do matury 3 do zakresu podstawowego i rozszerzonego zostal opracowany
z mysla o uczniach przygotowujacych sie do matury z matematyki w zakresie rozszerzonym.
Precyzyjny i zrozumialy jezyk utatwia przyswojenie omawianych zagadnien. Prawie 1500 zadan
Z odpowiedziami pozwala wycwiczyc | utrwalic umiejetnosci sprawdzane na maturze.

Porzadkowanie i syntetyzowanie

* Umigjetnosci podane na poczatku tematu
wskazuja cele lekgiji.

» Przykladowe zadania rozwigzane krok po
kroku pomagaja w przyswojeniu ziozonych
zagadnien.

* Warto powtorzyc przypominaja wiadomosci
Z wczesniejszego etapu nauki.

Obszerne powtorzenia

* Sekcja Prosto do matury zawiera 5 zadan typu
maturalnego, dzieki ktorym uczniowie moga
utrwali¢ zdobyte wiadomosci.

Powtorzenie po kazdym dziale zawiera zadania
roznego typu: zamknigte, prawda/falsz,
otwarte krotkie] odpowiedzi | otwarte
rozszerzonej odpowiedzi.

Nowa Era Sp. z 0.0.

@ www.nowaera.pl Q nowaera@nowaera.pl

Y Centrum Kontaktu: 801 88 10 10, 58 721 48 00

Pomoc w zrozumieniu

¢ Wyrdznienie twierdzen i definicji utatwia
ich zrozumienie | zapamietanie.

¢ Przykiadowe rozwigzania zadan typu

maturalnego pokazuja rozne mozliwosci
radzenia sobie z takimi zadaniami.
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