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Wstep

Podrecznik Prosto do matury dla klasy czwartej jest dostosowany do podstawy pro-
gramowej obowigzujacej w liceum od wrzesnia 2019 r. i obejmuje tresci z zakresu
podstawowego oraz rozszerzonego. Jest ostatnim podrecznikiem w serii, dlatego tez
zamieSciliSmy w nim dzial Powtérzenie, w ktérym przypominamy najwazniejsze de-
finicje, twierdzenia oraz wnioski, ktére pojawily sie w czasie calego cyklu nauczania.

Po kazdym temacie w dzialach Stereometria oraz Kombinatoryka i teoria prawdopo-
dobienstwa proponujemy zestaw pieciu zadan zatytutowanych Prosto do matury. Po
omoéwieniu kazdego tematu uczniowie powinni rozwiazywac je samodzielnie. Bedzie
to dla nich sprawdzianem umiejetnosci potrzebnych na maturze.

Dzial Dowody w matematyce ma na celu utrwalenie umiej¢tnosci logicznego wnios-
kowania i wykorzystywania zdobytej wczesniej wiedzy, co jest niezbedne do przepro-
wadzania dowodow matematycznych.

Ksigzka zawiera prawie 1400 zadan do samodzielnego rozwigzania. To wystarczy do
gruntownego przeéwiczenia umiejetnosci nabytych podczas lekcji. Zadania trudniej-
sze oznaczono # lub *, zadania typu ,Wykaz...” poprzedzono znakiem @, nato-
miast te zadania, do ktorych rozwiazania jest przydatny kalkulator - znakiem .

Podrecznik umozliwia samodzielna nauke, co moze by¢ cenne na przyklad w ra-
zie nieobecno$ci w szkole. Wprowadzane pojecia ilustrujemy przykladami roz-
wigzanych zadan. W zrozumieniu materialu bardzo pomoga kolorowe rysunki
merytoryczne. Wybrane rozwiazane zadania typu maturalnego zostaly oznaczone
znakiem ,

Uwaga: W zadaniach testowych, w ktérych nalezy wybrac jedna odpowiedz sposréd
czterech podanych, wybrana odpowiedz nie musi by¢ jedynym istniejgcym rozwia-
zaniem postawionego problemu.

Rézowym paskiem na marginesie oznaczono material realizowany w zakresie roz-
SZerzonym.

Odpowiedzi i rozwiazan zadan nie nalezy zapisywaé w podreczniku.

Autorzy



Wykaz uzywanych
oznaczen matematycznych

xeA x¢ A
{a, b, c}; 0
NZ,QR
ACB
AnB,AURB
A-B

P,

a
log b (log b)
(a; b); (a; b)
{a; b); (a; b)
|al

x nalezy do zbioru A; x nie nalezy do zbioru A

zbior, ktorego elementami sg a, b, ¢; zbior pusty

zbior liczb naturalnych, catkowitych, wymiernych, rzeczywistych
zbior A jest podzbiorem zbioru B

czes¢ wspolna (iloczyn) zbiorow A i B; suma zbioréw Ai B
roznica zbiorow Ai B

pierwiastek stopnia n z liczby a

logarytm przy podstawie a (10) liczby &

przedzial otwarty; przedzial domkniety (zamkniety)

przedzial lewostronnie domknigty; przedzial prawostronnie domknigty
wartos¢ bezwzgledna liczby a

fl(x) wartos¢ funkcji f dla argumentu x

D; ZW dziedzina funkcji; zbior wartoéci funkcji

oS, r): k(S, r)  okrag o srodku S i promieniu r; koo o $rodku S i promieniu r

A=(a b) punkt A o wspolrzednych a (tzw. odcicta) i b (tzw. rzedna)

AB; |AB| odcinek o koncach A i B; dlugosc¢ odcinka AB

AB; |E| wektor o poczatku A i koficu B; dlugos¢ wektora AB

i=la,b] wektor @i o wspolrzednych a, b

allb;alb prosta a jest rownolegla do prostej b; prosta a jest prostopadla do prostej b

4ABC kat o wierzcholku B i ramionach: polprostej BA i polprostej BC

MNABC trojkat ABC

P; obw pole figury; obwod figury

sina; cos a; lg @ sinus kata a; cosinus kata a; tangens kata a

(a,); a, ciag; n-ly wyraz ciagu (a,,)

S8 suma n poczatkowych wyrazdw ciggu; suma szeregu geometrycznego

lim a, granica ciagu (a,,)

-"]i—l“r-’-ltr flx) granica funkcji f w punkcie x;

x]iT flx), lim f(x) granica lewostronna, prawostronna funkgji f w punkcie x;
—X, x—x]

Jim f(x), jL‘?\, fix) granica funkgji f w —oo, w oo

f(x) wartos¢ pochodnej funkcji f dla argumentu x

(1 0 zbior zdarzen elementarnych; liczba zdarzen elementarnych w zbiorze (2

A liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A

P(A) prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A

A' zdarzenie przeciwne do zdarzenia A

P(A|B) prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A pod warunkiem zajscia zdarzenia B

n! silnia liczby n

( : ) symbol Newtona (n po k)

P, (k) prawdopodobienstwo uzyskania k sukcesow w schemacie n prob Bernoulliego

EX wartosc¢ oczekiwana

X srednia wynikow; srednia wazona wynikow

oo wariancja; odchylenie standardowe
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1. Proste i ptaszczyzny
w przestrzeni

Umiejetnosci:
* rozpoznawanie wzajemnego potozenia prostych i ptaszczyzn w przestrzeni

Tematy z geometrii przestrzeni (stereometrii) zaczniemy od przypomnienia i upo-
rzagdkowania niektorych pojec oraz zaleznosci dotyczacych prostych i plaszczyzn.

Wiemy, ze:
* przez dwa rozne punkty przechodzi ¢ prosta przechodzaca przez dwa rozne
doktadnie jedna prosta, punkty plaszczyzny jest zawarta w tej
B plaszczyznie,
/ / / /
* kazda prosta jest zawarta w nieskoni- ¢ jezeli dwie rézne plaszczyzny maja
czenie wielu plaszczyznach, punkt wspdlny, to maja wspdlnag pro-

sta, zwang krawedzia przecigcia.

Plaszczyzna jest zbiorem punktéw. W przestrzeni ma wszystkie wlasciwosdci wyste-
pujace w planimetrii. Jednoznaczne wyznaczenie plaszczyzny polega na precyzyjnym
okresleniu, ktore punkty przestrzeni do niej naleza, a ktore nie naleza. Plaszczyzna
jest jednoznacznie wyznaczona przez kazdy z podanych zbiorow punktow:

* trzy niewspolliniowe punkty, » dwie przecinajace si¢ proste,
A o W
N
* dwie rozlaczne proste rownolegle, * prosta i punkt nienalezacy do niej.

Lt st T




1. Proste i plaszczyzny w przestrzeni 9 I

Wzajemne potozenie dwoéch pitaszczyzn

Dwie rozne plaszczyzny
albo nie majg punktu wspolnego albo majg punkt wspolny
4 \/
Plaszczyzny sa réwnolegle: « || . Plaszczyzny a i § przecinaja sie

wzdluz krawedzi k.

Przyjmujemy ponadto, ze kazda plaszczyzna jest rbwnolegta do samej siebie.

Mowimy, ze dwie plaszczyzny:

* sa rownolegle, jezeli nie maja punktéw wspdlnych albo maja wszystkie punk-
ty wspolne,
* przecinajg sie, jezeli maja wspolna prosta, nazywana krawedzia przeciecia.

s

Plaszczyzny czesto oznacza sie malymi literami al-
fabetu greckiego. Jezeli podane sa punkty A, B, C
wyznaczajace plaszczyzneg, to bedziemy ja oznaczac
za pomoca skrotu ,,pl. ABC”.

Skrétu ,pl. ABCD” (,pt. ABCDE” itd.) uzywamy
wtedy, gdy chcemy wskaza¢ wiecej punktow leza-
cych na plaszczyZnie, np. do opisu $cian wieloscia-

now. Skrét ,,pr. BE” oznacza natomiast prosta prze-
chodzaca przez punkty Bi E.

Przykiad €B D

W narysowanym wieloscianie plaszczyzny rowno-

legle sa wyznaczone przez nastgpujace pary $cian: ‘D C

ABCD i A'BC'D' oraz ABBA'i DCC'D', czyli: e %
pl. ABCD || pt. A'BC'D’ oraz \

pt. ABBA' || pt. DCC'D’ A” B



B 10 Dziat 1. Stereometria
Wzajemne potozenie ptaszczyzny i prostej
k
/ HV
T - m
7

Prosta I ma wszystkie Prosta k nie ma zadnego Prosta m ma doktadnie

punkty wspolne punktu wspolnego jeden punkt wspdlny

z plaszczyzna 1. z plaszczyzng 7. z plaszczyzna 7.

Mowimy, ze prosta [ jest Moéwimy, ze prosta m

zawarta w plaszczyznie 7. przecina plaszczyzne n
w punkcie M.

O prostych [ i k méwimy, ze sa rownolegte do plaszczyzny m:

[lmiklln

Mowimy, ze prosta:

* jest rownolegla do plaszczyzny, jezeli nie ma z nia punktow wspolnych albo
jezeli jest w niej zawarta,

* przecina plaszczyzne, jezeli ma z nia jeden punkt wspolny.

Przyktad €

Opiszemy polozenie prostej BM wzgledem plaszczyzn wyznaczonych przez $ciany
sze$ciennego pudetka przedstawionego na rysunku.

Rozwiazanie

Prosta BM jest réwnolegla do plaszczyzny:

* BCML, poniewaz jest zawarta w tej plaszczyznie,

* ADNK, bo nie ma z t3 plaszczyzna zadnego punktu
wspolnego. K L

Prosta BM przecina plaszczyzne:
ABCD w punkcie B,
ABLK w punkcie B, o} S— S Vo
KLMN w punkcie M,
DCMN w punkcie M. A" B

[ ]




1. Proste | ptaszczyzny w przestrzeni

Wzajemne potozenie dwoch prostych w przestrzeni

Jezeli dwie rozne proste zawarte sa w jednej plaszczyznie, to takie proste nazy-
wamy wspolplaszczyznowymi.

Przyktad )

Proste a i b sa wspolplaszczyznowe.

S 2

Dwie proste, przez ktére nie mozna poprowadzi¢ jednej plaszczyzny, nazywamy
sko$nymi.

Przyktad @) < zad. 1.7-19
Wypiszemy wszystkie pary prostych skosnych
pokazanych na rysunku.

Rozwiazanie W,
Skosne sg proste:

¢ pr. ABipr.CW, 7%
¢ pr. ACipr. BW, / V
A\

* pr. BCipr. AW, r 3 1

Przykiad €

Narysunku obok pokazujemy sposob umiesz-
czenia w przestrzeni dowolnej liczby prostych,
z ktorych kazde dwie sa skosne (na rysunku
mamy model utworzony z czterech prostych:
a. b; ¢,.d).

11 .
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Dziat 1. Stereometria

Roéwnolegtosc i prostopadiosc w przestrzeni

Jezeli dwie rozne proste na plaszczyznie nie ma-
ja zadnego punktu wspolnego, to sa réwnolegle, //// allb
Przyjmujemy rowniez, ze kazda prosta jest rowno- m al|a

legta do samej siebie, czylia || a.

Réwnoleglosc w przestrzeni definiujemy tak, aby odréznié proste skosne od prostych

réwnoleglych. Proste skosne nie maja punktéw wspélnych, ale nie nazywamy ich
rownoleglymi.

Dwie proste nazywamy réwnoleglymi w przestrzeni, jezeli s3 wspolplaszczy-
znowe i rownolegle na plaszczyznie, na ktorej leza.

Przyktad )
Proste a, b, ¢ sa rownolegle w przestrzeni, poniewaz:
a || b w plaszczyznie f3,

a || ¢ wplaszczyznie y,

b || ¢ w plaszczyznie a.

Zdefiniowalismy rownoleglosc prostej a do plaszczyzny « oraz rownoleglos¢ dwoch
plaszczyzn.

Zauwazmy jeszcze, ze przez kazdy punkt przestrzeni przechodzi:

* dokladnie jedna prosta rownolegla do danej prostej a,

* nieskonczenie wiele prostych rownoleglych do danej plaszczyzny a — suma tych
prostych tworzy plaszczyzne réwnolegla do plaszczyzny «,

A

* dokladnie jedna plaszczyzna réwnolegla do danej plaszczyzny a.

Pokazemy jeszcze prosty przyklad twierdzenia udowodnionego metoda nie wprost.



Przykiad €

Dane sa dwie rownolegle plaszczyzny « i f3
oraz nierownolegla do nich plaszczyzna .
Niech a N'm = a oraz B N m = b. Wy-
kazemy, ze a || b.

Dowod (nie wprost)

1. Proste i ptaszczyzny w przestrzeni

Podobnie jak w planimetrii przyj- ()
mujemy zasade: kiedy piszemy ,,dwie
proste” (,dwa punkty”, ,dwie plasz-
czyzny”), zakladamy, Ze te proste
(punkty, plaszczyzny) sa rozne.

Zaloimy, ze proste a i b nie sa rownolegle. Poniewaz leza w jednej plaszczyznie m,
muszg sie przecina¢. Oznacza to jednak, ze punkt przeciecia tych prostych jest punk-
tem wspolnym plaszczyzn a i B. A to jest sprzeczne z zalozeniem, ze « || B. Zatem

a |l b.

Koniec dowodu

Dwie proste przecinajace si¢ na plaszczyznie pod
katem prostym nazywamy prostymi prostopadly-
mi. Prostopadlos¢ prostych w przestrzeni definiu-
jemy w bardziej og6lny sposob, tak aby rozszerzy¢
pojecie prostopadiosci prostych na proste skosne.

P v

Prosta a jest prostopadla do prostej b
w przestrzeni (a L b), gdy istnieje prosta a’
réownolegla do prostej a i przecinajaca pro-
sta b pod katem prostym.

Na rysunku obok przedstawiona jest sytuacja,
w ktorej proste k i m przecinaja si¢ pod katem
prostym, czyli kL m. Prosteli p sa rownoleg-
te do prostej m (i skosne do prostej k). Zgodnie
z definicja k L1 i kL p. Prosta k jest prostopad-
la w przestrzeni do kazdej prostej rownoleglej
do m.

13
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Dziat 1. Stereometria

Przyktad @) < zad. 1.12

Wypiszemy wszystkie krawedzie rownolegle i wszystkie D! dc
krawedzie prostopadle do prostej m w prostopadloscia- o
nie ABCDA'BC'D'. A E B
Rozwiazanie ‘
* Krawedzie rownolegle:

m

CC' || m (bo krawedz CC' jest zawarta w prostej m), Do

AA'||m, BB'||m, DD'|| m. A
» Krawedzie prostopadte: S 4

BC' L m, AD' L m, D'C' L m, A'B' L m,

BCL1Lm, AD1m, DC 1 m, AB1 m.

Przyktad €)

Wypiszemy krawedzie prostopadle do prostej k
w graniastostupie prostym SUMPAN, ktorego 4
podstawg jest trojkat prostokatny.

Rozwiazanie
AP 1 k, USL1k, PSL1Lk, MN LKk, AU Lk

U

Jezeli ustawimy ekierki na stole w sposob przed-
stawiony na rysunku, to prosta k, zawierajaca jed-
na z przyprostokatnych, bedzie prostopadia do kaz-
dej prostej przechodzacej przez punkt A i zawartej
w plaszczyznie stolu. Jest zatem prostopadta do do-

wolnej prostej zawartej w plaszczyznie stolu.

Definicja

Mowimy, ze prosta k jest prostopadla do plaszczyzny o (k L «), jezeli jest
prostopadta do kazdej prostej zawartej w plaszczyznie a.

LY

Udowodnimy twierdzenie.

Twierdzenie

Prosta prostopadta do dwoch przecinajacych sie prostych jest prostopadia do
plaszczyzny wyznaczonej przez te proste,




1. Proste i plaszczyzny w przestrzeni

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

H H

Zatozenia

1. Proste a i b wyznaczajg plaszczyzne m i przecinaja sie w punkcie P.
2.nLainlb

Teza
nilma

Dowod

Zauwazmy, ze skoro prosta n jest prostopadta do kazdej z przecinajacych sie prostych
a ib, to nie moze by¢ zawarta w plaszczyznie 7.

Aby dowies¢ prawdziwosci tezy, musimy wykazac, ze prosta n jest prostopadia do
kazdej prostej k zawartej w plaszczyznie .

Na plaszczyZnie  istnieje dokladnie jedna prosta — oznaczmy ja [ - réwnolegla do
wybranej prostej k i przechodzaca przez punkt P. Jezeli P € k, to oczywiscie | = k.
Ponadto istnieje dokladnie jedna prosta — oznaczmy ja m - réwnolegla do n i prze-
chodzaca przez punkt P. Jezeli P € n, to oczywiscie m = n,

Pokazemy, ze m L I, i tym samym dowiedziemy, ze n L k.

Prowadzimy na plaszczyinie m prosta przecinajaca proste a, b i | odpowiednio
w punktach A, B i C, jak na rysunku powyzej.

Na prostej m wybieramy takie punkty M i N, aby |PM| = |PN]|, i rozpatrujemy
wlasnosci dwoch trojkatow: MNA i MNB.

* W tréjkacie MN A mamy:

|PM| = |PN]|
4MPA =90° =4APN «~— 2 zalozenia
Bok PA jest wspolny dla tréjkatow MPA i APN, zatem:
AMPA = ANPA «— cecha bkb przystawania trojkatow

Stad [AM] = |AN].

15
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Dziat 1. Stereometria

* Podobnie w tréjkacie MNB:

|PM| = |PN|

IMPB = 90° = 4BPN

AMPB = ANPB «— cecha bkb przystawania trojkatow
Stad |[BM| = |BN|.
Zatem AABM = AABN. «— cecha bbb przystawania trojkatow

Zbadamy teraz wlasnodci trojkata MNC.
Z przystawania trojkatow ABM i ABN mamy:

J4ABM =<4 ABN
Odcinek BC jest wspolnym bokiem trojkatow BCM i BCN, zatem:

ABCM = ABCN «~— cecha bkb przystawania trojkatow
i w szczegdlnodci |[CM| = |CN|. «—— trojkat MNC jest réwnoramienny
Odcinek PC jest wspolnym bokiem tréjkatow PCM i PCN, zatem:

APCM = APCN «—— cecha bbb przystawania trojkatow
Z przystawania tych tréjkatow mamy:

IMPC =<4NPC

a poniewaz sa to katy przylegle, kazdy z nich jest katem prostym.
Wykazalismy, ze m L [, askoro m || n i l|| k, totym samym n L k, czyli n L .

Koniec dowodu

Przyktad (1)

Prosta k z przykladu 9 jest prostopadla do dwdch prostych: AP i PS, przecinajacych
sie w punkcie P. Jest wiec prostopadla do plaszczyzny zawierajacej $ciane boczna
PAUS. Rysunek po prawej stronie przedstawia ten sam graniastoslup, ale stojacy na
$cianie PAUS. K M

Definicja

Mowimy, ze plaszczyzna « jest prostopadla do plaszczyzny f3, jezeli a zawiera
prosta prostopadta do plaszczyzny p.




1. Proste i plaszczyzny w przestrzeni

Jezeli plaszczyzna « zawiera prosta prostopadla do plaszczyzny B, to plaszczyzna 8
zawiera prostg prostopadla do plaszczyzny a (mozna to pokazac¢ na modelu z ekier-
ka), zatem prawdziwe jest nastepujace twierdzenie, ktére podajemy bez dowodu.

Jezeli plaszczyzna « jest prostopadta do plaszczyzny f3, to plaszczyzna f3 jest pro-
stopadta do plaszczyzny a.

W przykladzie 10 plaszczyznami prostopadlymi sa np.: pl. PAUS i pl. PSMN.

Zauwazmy na koniec, ze w przestrzeni dwie dowolne proste majg wspolng, przecina-
jaca je, prostg prostopadia. Dla prostych skosnych mozna ja wyznaczy¢ w nastepujacy
sposob:

Przez proste skosne a i b prowadzimy plaszczyzny [mA

réwnolegle a i . Nastepnie przez jedna z prostych (na / 7 | /
rysunku prosta a) prowadzimy plaszczyzng prosto- L g

padta do 8 przecinajaca prosta b w punkcie P. Szuka-
na prosta m jest zawarta w tej plaszczyznie, przechodzi /

przez punkt P i jest prostopadla do f3, zatem przecina
kazda z prostych a, bijest do nich prostopadtia. 71

W kazdym z zadan 1.1-1.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

1.1. Punkty P, Q, R, S nie leza na jednej plaszczyznie. Wskaz liczbe plaszczyzn wy-
znaczonych przez kazde trzy sposrod tych punktow.

A.3 B. 4 C.:5 D.6

1.2. Proste ABiCD sa skosne. Jak sg polozone proste AC i BD?

A. S3 rownolegle. C. Sa skosne.

B. Przecinaja sig. D. Jest za malo danych, zeby odpowiedzie¢ na to pytanie.

1.3. Dane sg prosta k i punkt P nielezacy na tej prostej. Ile istnieje prostych, a ile
plaszczyzn przechodzacych przez punkt P i rownoleglych do prostej k?

A. Jedna prosta i jedna plaszczyzna.

B. Jedna prosta i nieskonczenie wiele plaszczyzn.

C. Nieskonczenie wiele prostych i jedna plaszczyzna.

D. Nieskonczenie wiele prostych i nieskonczenie wiele plaszczyzn.

17 .
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1.4. Dane sg prosta k i plaszczyzna «.

Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Istnieje dokladnie jedna plaszczyzna zawierajaca prosta k i prostopadla do plasz-
CZyzZny &,

B. Istnieje co najmniej jedna plaszczyzna zawierajaca prosta k i prostopadla do plasz-
czyzny «.

C. Istnieje nieskonczenie wiele plaszczyzn zawierajacych prosta k i prostopadtych do
plaszczyzny .

1.5. Jakim zbiorem moze by¢ zbior punktéw wspolnych trzech réznych plaszezyzn?
Rozwaz rézne mozliwosci polozenia ptaszczyzn.

1.6. Punkty K, O, Z, Anieleza najednej plaszczyznie. Wymien wszystkie plaszczy-
zny wyznaczone przez kazde trzy sposrod tych punktow. Podaj krawedzie przeciecia
kazdej pary plaszczyzn.

1.7. Na rysunku 1 przedstawiony jest wieloscian ABCDW. Wypisz wszystkie jego
krawedzie, ktore sa zawarte w prostych skosnych do prostej AC.

1.8. Na rysunku 2 przedstawiono graniastostup prosty BUTMOC o podstawie troj-
katnej. Wypisz wszystkie jego krawedzie, ktore sa zawarte w prostych skosnych do
prostej UC.

1.9. Na rysunku przedstawiono otwarte prostopadloscienne pudetko. Wszystkie je-
go narozniki oznaczono literami. Wypisz krawedzie zawarte w prostych skosnych do
prostej KL.

G

H
K*’fl -
D

E

C

A B



1. Proste | plaszczyzny w przestrzeni

1.10. Dane sa dwie proste skosne k i . Wykonaj rysunek (lub zbuduj model) plasz-

czyzny m rownoleglej do obydwu tych prostych i nieposiadajacej z nimi punktow

wspolnych.

a) Ile jest takich plaszczyzn?

b) Czy przez kazdy punkt przestrzeni nienalezacy do zadnej z tych prostych mozna
poprowadzic taka plaszczyzne? Jezeli tak, to ile jest takich plaszczyzn przechodza-
cych przez dany punkt?

1.11. Dane sa proste skosne k i [. Wykonaj rysunek (lub zbuduj model) prostej m
przecinajacej proste k oraz | i rownoleglej do danej prostej p. Czy dla kazdej prostej
p istnieje taka prosta m?

1.12. Na rysunku pokazano prostopadloscian z wyrdzniona N, M
krawedziag AB, wyznaczajaca prosta m. Wypisz wszystkie :

a) krawedzie réwnolegle do m.
b) krawedzie prostopadie do m. :
c) krawedzie skosne do m. qi ...... e g
d) Sciany réwnolegle do m. ol

e) Sciany prostopadle do m. A B

1.13. Na rysunku przedstawiony jest prostopadlodcian Dy &
z wyr6zniona kolorem $ciang a. Wypisz wszystkie '
a) krawedzie prostopadle do a.
b) krawedzie rownolegle do «.
c) Sciany rownolegle do a. qi _____________ C
d) Sciany prostopadle do . g

Af E BF

AC B
1.14. Czy dwie proste prostopadle do tej samej plaszczyzny moga by¢ skosne?
1.15. Czy dwie plaszczyzny prostopadle do tej samej prostej moga si¢ przecinac?

1.16. Dana jest plaszczyzna 7 i punkt A nielezacy na niej. Ile jest plaszczyzn prosto-
padlych do  przechodzacych przez punkt A? Wykonaj rysunek (lub zbuduj model)
plaszczyzny a prostopadlej do mr, przechodzacej przez punkt A i rownoleglej do danej
prostej k.

1.17. Dane sa dwie proste sko$ne a i b. Wykonaj rysunek (lub zbuduj model) plasz-
czyzny rownoleglej do prostej a i zawierajacej prosta b.

19 N
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1.18. Wykonaj rysunek (lub zbuduj model) plaszczyzny zawierajacej dana prosta a
i prostopadlej do danej plaszczyzny 7. Rozwaz przypadki, gdy a L m oraz gdy a nie
jest prostopadta do 7.

+1.19. Wykonaj rysunek (lub zbuduj model) plaszczyzny przechodzacej przez dany

punkt P, prostopadlej do danej plaszczyzny m i rownoleglej do danej prostej k.

1.20. Wykaz, ze dla pary prostych sko$nych a i b istnieje dokladnie jedna para plasz-
czyzn i f3 takich, ze a zawiera si¢ w or, b zawierasiew i a || S.

1. Roéine proste a i b sg prostopadte do prostej k.
Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Proste a i b moga by¢ réwnolegle.

B. Proste a i b moga by¢ prostopadle.

C. Proste a i b moga by¢ skosne.

2. Podstawa graniastoslupa prostego przedstawionego na rysunku jest trojkat pro-
stokatny. Prosta k zawiera przyprostokatng tego trojkata. Wypisz wszystkie wyzna-

czone przez wierzcholki tego graniastostupa F E
a) krawedzie rownolegle do prostej k. 7
b) krawedzie prostopadte do prostej k. D :
; . ; C k
¢) krawedzie skosne do prostej k. o B
d) plaszczyzny rownolegle do prostej k. ;
e) plaszczyzny prostopadle do prostej k. A7

3. Dane sg prosta k i rézne punkty P, Q nielezace na niej. Ile istnieje plaszczyzn
zawierajacych punkty P i Q i réwnoleglych do prostej k? Rozwaz rézne polozenia
punktoéw wzgledem proste;.

4. Dane sa dwie proste skosne a i b oraz punkt P nienalezacy do zadnej z nich. Zbu-
duj model lub wykonaj rysunek plaszczyzny rownoleglej do prostej a i do prostej b
oraz przechodzacej przez punkt P.

5. Trzy proste nie leza w jednej plaszczyznie, ale kazde dwie sposrdd nich sig prze-
cinaja. Wykaz, ze proste te maja jeden punkt wspolny.



2. Kat nachylenia prostej
do ptaszczyzny

Umiejetnosci:

* rozpoznawanie w graniastostupach i ostrostupach katéw miedzy odcinkami
(np. krawedziami, krawedziami | przekatnymi), obliczanie miar tych katow

* rozpoznawanie w graniastostupach i ostrostupach katow miedzy odcinkami
| plaszczyznami (miedzy krawedziami i Scianami, przekatnymi i scianami),
obliczanie miar tych katow

* stosowanie trygonometrii do obliczania diugosci odcinkéw oraz miar katow

Rzut rownolegtly

Wiemy, ze przez kazdy punkt przestrzeni przechodzi dokladnie jedna prosta row-
nolegta do danej prostej. Obserwacj¢ te wykorzystamy do zdefiniowania przeksztal-
cenia, ktore dowolnemu punktowi przestrzeni przyporzadkowuje punkt nazywany
jego rzutem rownoleglym na ustalong plaszczyzne.

~»

Niech bedzie dana plaszczyzna m i prosta k przecinajaca te plaszczyzne. Przez
punkt P przestrzeni prowadzimy prosta b réwnolegla do prostej k. Prosta b prze-

cina plaszczyzne  w punkcie P, ktéry nazywamy rzutem réwnoleglym punktu
P na plaszczyzne m w kierunku k.

b "

Na rysunku zaznaczone sg rzuty réwnolegle kilku punktéw na plaszczyzne m w kie-

runku prostej k.
k\ f
P Cc
; A '
e

L TR “B

Zauwazmy, ze:
*» przeksztalcenie to réznym punktom przestrzeni moze przyporzadkowac ten sam

punkt plaszczyzny 7, np. rzutem kazdego z punktéw A, B, C jest punkt A',

* rzutem punktu nalezacego do plaszczyzny 7 jest on sam (punkty plaszczyzny 7 sa
punktami stalymi w tym przeksztalceniu).



. 22

Dziat 1. Stereometria

W rzucie rownoleglym:

* obrazem odcinka jest albo odcinek (A'P' jest obrazem odcinka AP), albo - gdy
rzutowany odcinek jest réwnolegly do kierunku rzutu — punkt (A’ jest obrazem
np. odcinka AB),

* obrazem prostej jest prosta albo — gdy rzutowana prosta jest réwnolegla do kie-
runku rzutu - punkt,

* obrazem przestrzeni jest plaszczyzna .

Szczegdlnym przypadkiem rzutu rownoleglego jest rzut w kierunku prostej prosto-
padlej do plaszczyzny m. Nazywamy go wowczas rzutem prostokatnym (prostopad-
tym) na plaszczyzne 7.

Rzut prostokatny prostej na plaszczyzne jest wygodnym narzedziem do sprawdzenia,
ktore proste sko$ne sa prostopadte.

Twierdzenie o trzech prostopadlych

Dane sa plaszczyzna a i prosta [, ktéra nie jest do niej prostopadta. Prosta m jest
rzutem prostokatnym prostej [ na plaszczyzne a, a k jest dowolna prosta lezaca
na plaszczyinie a.

Prosta [ jest prostopadta do k wtedy i tylko wtedy, gdy prosta m jest prostopadta
do k.

Dowaéd

» Jezelil jest rownolegla do plaszczyzny a, to teza twierdzenia jest oczywista (ponie-
waz wtedy [ || m).

* Zalozmy, ze | przecina plaszczyzneg « i przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:
P to punkt przecigcia prostej [ z plaszczyzna «, A jest pewnym réznym od P punk-
tem prostej [, B - rzutem prostokgtnym punktu A na plaszczyzne «.

A/




2. Kat nachylenia prostej do plaszczyzny

Wtedy pr. AB L a, zatem, zgodnie z definicja, prosta AB jest prostopadta do kazdej
prostej lezacej na plaszczyznie . W szczegdlnosci:

pr. AB L k

Aby wykazad, ze | L k wtedy i tylko wtedy, gdy k L m, musimy udowodni¢ dwa
twierdzenia:

I.jezeli | Lk, to m Lk oraz Il jezeli m L k, to [ L k.

[. Zaloézmy, ze | L k. Oznacza to, ze k jest prostopadla do dwoch przecinajacych sie
prostych: [ oraz pr. AB. Jest wiec prostopadla do plaszczyzny wyznaczonej przez te
proste (zob. twierdzenie na s. 14), w szczegolnosci do pr. PB = m, czyli k L m.

I1. Zalézmy, ze m L k. Zatem k jest prostopadla do dwoch przecinajacych si¢ pro-
stych: m oraz pr. AB. Jest wigc prostopadla do plaszczyzny wyznaczonej przez te
proste, w szczegblnosci k L [.

Koniec dowodu

Kat nachylenia prostej do ptaszczyzny

Jezeli prosta k przecina w punkcie P plaszczyzne m, ale \L

nie jest do niej prostopadla, to tworzy rozne katy z pro- P

stymi zawartymi w 7t i przechodzacymi przez P. Jeden / \% /
z tych katéw ma szczegdlne znaczenie. X

Katem nachylenia prostej do plaszczyzny, przy zalozeniu, ze prosta nie jest do
niej ani prostopadla, ani rownolegla, nazywamy kat ostry utworzony przez te
prosta i jej rzut prostokatny na plaszczyzne.

Kat nachylenia prostej k do plaszczyzny m wyznaczamy w kolejnych krokach.

Krok 1: Na prostej k wybieramy punkt A rozny od O -
punktu przecigcia plaszczyzny.

Krok 2: Przez punkt A prowadzimy prosta m pro- A
stopadla do plaszczyzny m i przecinajaca ja

w punkcie B (jest to rzut prostokatny punk- M
tu A na plaszczyzne ). i

Krok 3: Prowadzimy prosta OB. Kat AOB oznaczony
na rysunku literg « jest szukanym katem na-
chylenia prostej k do ptaszczyzny .

23 I
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Miara kata « nie zalezy od tego, ktory z punktéw prostej k wybierzemy jako punkt A.

Ponadto przyjmujemy, ze prosta rownolegla do plaszczyzny tworzy z nia kat zerowy,
czyli kat o mierze 0°, a prosta prostopadla do plaszczyzny tworzy z nia kat prosty,
czyli kat o mierze 90°.

Zauwazmy, ze jezeli punkt B jest rzutem prostokatnym punktu A na plaszczyzne m,
apunkt C € mi C # B, to |AB| < |AC|. Inaczej mowiac, punktem plaszczyzny m,
ktory lezy najblizej punktu A, jest rzut prostokatny punktu A na te plaszczyzne.

Przykiad €) - zad. 2.8
W prostopadloscianie ABCDA'BC'D' prosta DD’

jest prostopadta do plaszczyzny ABCD. Kat D'DB a
jest prosty, wiec kat D'BD jest katem nachylenia
prostej BD' do plaszczyzny ABCD. A
Na rysunku zaznaczone sg katy nachylenia przekat- De <
nej AC' prostopadloécianu:
A : 1B’
* do plaszczyzny ABBA' - jest nim kat f3, Die:-- e C
* do plaszczyzny AA'D'D — jest nim kat a. o) TR
A B

Przyktad @) < zad. 2.9

Zaznaczymy kat nachylenia prostej A'B do plasz-
czyzny ACCA'w przedstawionym na rysunku gra-
niastostupie prostym, ktorego podstawg jest trojkat
ostrokatny.




2. Kat nachylenia prostej do plaszczyzny 25 S

Rozwiazanie

Dla ufatwienia ustawmy graniastostup tak, jak na rysunku po lewej stronie. Sciana
ABC jest prostopadta do plaszczyzny ACCA', zatem wysoko$¢ BD tréjkata ACB jest
prostopadla do plaszczyzny ACCA’. Rzutem prostokatnym punktu B na plaszczyzne
ACC'A' jest punkt D. Szukany kat to 4DA'B, oznaczony na rysunku literg a.

CI

Na rysunku po prawej stronie przedstawiony jest graniastostup w poprzednim polo-
zeniu z zaznaczonym katem a.

Przykiad &) < zad. 2.10

Zaznaczymy katy nachylenia krawedzi bocz-
nych danego ostrostupa o podstawie trojkat-
nej do plaszczyzny podstawy.

Rozwiazanie

Najpierw nalezy znalez¢ rzuty prostokatne
krawedzi bocznych bryly. W tym celu najwy-
godniej jest zrzutowac prostopadle wierzcho-
tek ostrostupa, czyli poprowadzi¢ wysokosc.

a) W ostrostupie ABCS rzut prostokatny
wierzcholka nalezy do podstawy.

a, B3, y to odpowiednio katy nachylenia kra-
wedzi AS, BS i CS do plaszczyzny ABC.

b) W ostrostupie KLMW rzut prostokatny
wierzchotka nie nalezy do podstawy.

a, f3, y to odpowiednio katy nachylenia kra-
wedzi KW, LW i MW do plaszczyzny KLM.
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Odleglos¢ punkiu od piaszczyzny

Niech A, oznacza rzut prostokatny punktu A na plaszczyzne m. Odleglosc¢
punktu A od plaszczyzny mjest réwna: 0, gdy A, = A, oraz|A; A, gdy A, # A.

Za pomoca odleglosci punktu od plaszczyzny mozna zdefiniowac:

* odleglos¢ miedzy prosta [ i plaszczyzna m do niej réwnolegla jako odlegloé¢ do-
wolnego punktu prostej [ od plaszczyzny m,

* odleglos$¢ migdzy dwiema plaszczyznami rownoleglymi jako odleglos¢ dowolnego
punktu jednej z tych plaszczyzn od drugiej plaszczyzny.

Przyktad @) « zad. 2.12

Odlegtosc punktu A od plaszczyzny m jest réGwna 6 cm, odleglo$¢ punktu B od plasz-
czyzny m jest rowna 10 cm. Prosta AB jest nachylona do plaszczyzny  pod katem 50°,
a punkty Ai Bleza po tej samej stronie plaszczyzny n. Obliczymy dlugosc¢ odcinka AB
(z dokladnoscia do drugiego miejsca po przecinku).

Rozwiazanie
Oznaczmy: Punkty A i B leza po tej samej (1))
A, - rzut prostokatny punktu A na plaszczyzne m, stronie plaszczyzny m, jezeli
B, - rzut prostokatny punktu B na plaszczyzne 7, “‘%“Tk ";B m: e P_“'Tkmw
P - punkt przeciecia prostej AB z plaszczyzna . s el e’ e i
Punkty A, B, P, A,, B, leza na jednej plaszczyznie prostopadlej do plaszczyzny 7.
Zgodnie z trescig zadania:

4BPB, = 50° |AA,|=6cm, |BB;|=10cm

Jezeli przez punkt A poprowadzimy prosta réownolegla do prostej PA,, to przetnie
ona prosta BB, w pewnym punkcie. Oznaczmy go literg C.

B/
Zatem w trojkacie ACB mamy:
4ACB = 90°, 94BAC = 50° C
|BC| = |BB,| - |CB,| =10 - 6 = 4 [cm]
Dlugos¢ boku AB obliczymy, korzystajac > A B,
z funkcji trygonometrycznych. . %
159 = sin 50°, stad |AB| = Lo . = 5,22 [em].

| AB] sin50°  0,7660

Odp.: |AB| = 5,22 cm



2. Kat nachylenia prostej do plaszczyzny

W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz jg i zapisz w zeszycie.

2.1. Punkty P i Q leza po tej samej stronie plaszczyzny 7. Punkty P'i Q' sa odpo-
wiednio ich rzutami prostokatnymi na plaszczyzne 7. Punkty P, Q, P', Q'spelniaja
warunki |PQ| = 6, QQ" = 243 i |PP" = 5v/3, Wskaz miare kata nachylenia
prostej PQ do plaszczyzny .

A. 30° B. 45° C. 60° D. 120°

2.2. Punkty P i Q leza po tej samej stronie plaszczyzny m w odlegloéciach od niej
odpowiednio réwnych 8 cm i 3 cm. Odcinek PQ o dlugosci 13 cm zrzutowano pro-
stopadle na plaszczyzne m. Wskaz dlugosc rzutu tego odcinka.

A. 8V3cm B. 213 cm C. 1l cm D. 12 cm

2.3. Rzut prostokatny odcinka AB o diugoéci 24 cm na plaszczyzne m ma dlugosc
10 cm. Wskaz obliczony z dokladnoscia do 1° kat nachylenia prostej AB do plaszczy-
Zny 1.

A. 30° B. 65° C. 67° D. 63°

2.4. Ustaw na stole olowek tak, by byl on nachylony do plaszczyzny stotu pod katem
a) 30° b) 45°. c) 60°. d) 90°.

2.5. Jaka figura moze by¢ obrazem tréojkata w rzucie prostokatnym na dana plasz-
czyzng? Rozwaz rézne mozliwosci. Kiedy obrazem tego tréojkata jest trojkat do niego
przystajacy?

2.6. Dwierdzne proste rownolegle k i/ rzutujemy prostopadle na plaszczyzne m. Czy
obrazy tych prostych moga mie¢ punkty wspolne?

2.7. Dane sa dwie przecinajace si¢ proste k i | oraz plasz-
czyzna 7, ktora ich nie zawiera. W jakim kierunku nalezy
zrzutowac te proste na plaszczyzne mr, aby ich obrazem byla

jedna prosta? Kiedy nie mozna uzyska¢ takiego wyniku? N; i
K E L

2.8. Przerysuj rzut prostopadloscianu ABCDKLMN. -

Zaznacz na rysunku katy nachylenia przekatnej DL do

plaszczyzny DY C

a) podstawy ABCD. c) $ciany bocznej DCMN.

b) $ciany bocznej ADNK. d) podstawy KLMN. AS B
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2.9. Przerysuj rzut graniastostupa prostego
ABCA'B'C', ktérego podstaws jest ostrokgtny
trojkat ABC. Zaznacz na rysunku kat nachylenia

prostej A'C do plaszczyzny CBB'C'.

A

2.10. Przerysuj rzuty ostrostupow. Na kazdym rysunku zaznacz kat nachylenia pro-
stej [ do plaszczyzny podstawy .

2.11. Odcinek AB ma dlugos¢ 1. Oblicz dlugos¢ rzutu prostokatnego tego odcinka
na plaszczyzne, do ktorej prosta AB jest nachylona pod danym katem.
a) 0° b) 30° c) 45° d) 60° e) 90°

2.12. Punkty A i B lezg po tej samej stronie plaszczyzny m. Punkty A, B, sa odpo-
wiednio ich rzutami prostokatnymi na plaszczyzne m. Punkty A, B, A,, B, spelniaja
podane warunki. Oblicz dtugos¢ odcinka AB.

a) |A;B,| =8, |[AA,| =15, |[BB,| =7

b) |A;B,| =10, |AA,| =3, [BB,|=7

2.13. Punkty A i B leza po przeciwnych stronach plaszczyzny m. Punkty A, i B,
s3 odpowiednio ich rzutami prostokatnymi na plaszczyzne m. Ponadto wiadomo, ze
|A,B,| = 8, |AA,| = 5, |BB,| = 3. Oblicz dlugo$¢ odcinka AB.

2.14. Punkty A i B leza po tej samej stronie plaszczyzny . Punkty A, i B, sa od-
powiednio ich rzutami prostokatnymi na plaszczyzne 7. Wiadomo, ze |AA,| = 5,
|BB,| = 7, aprosta AB jest nachylona do plaszczyzny m pod danym katem. Oblicz
diugosc odcinka AB (z dokladnoscig do dwoch miejsc po przecinku).
a) 30° b) 60° c) 85° d) 10°



2. Kat nachylenia prostej do plaszczyzny

2.15. Punkty P i Q lezg po tej samej stronie plaszczyzny 7. Punkty P'i Q' sa odpo-
wiednio ich rzutami prostokatnymi na plaszczyzne m. Punkty P, Q, P Qrspelniajq.
podane warunki. Wyznacz kat nachylenia prostej PQ do plaszczyzny 7.

a) |[PP'| =9, |QQ'| =5, [PQ| =43

b) [PQ'|=3V2, |QQ'| =2V2, |PP'| =512

o |PQ|=3, IPQI=6
d) |PQ| =6, |PP'| =3,
e) |PQl=5V2,

QQ'|=13
PQ'|=10

2.16. Punkty A i Blezg po tej samej stronie plaszczyzny 7. Punkty A'i B' sa odpo-
wiednio ich rzutami prostokatnymi na ptaszczyzne . Wiadomo, ze

a) |A'B'| =6, |AA| = 12, |AB| = 10. Oblicz [BB/|.

b) |[AA'| =18, |BB'| = 10, |AB| = 4V13. Oblicz |A'B'|

c) |AA"| =2, |BB'| =10, |A'B'| = 6. Oblicz |AB.

d) |AB| =20, |BB'| =17, |A'B'| = 16. Oblicz [AA|.

2.17. Punkty M i N leza po tej samej stronie plaszczyzny 7. Punkty M'i N'sa od-
powiednio ich rzutami prostokatnymi na plaszczyzne m. Prosta M N jest nachylona
do plaszczyzny m pod katem «. Wiadomo, ze

a) MIM\ = 12, |NFN| = 5, a = 40° Oblicz [MN]| z dokladnoscia do jednego

miejsca po przecinku.

b) [M'N'| =5, [M'M| =10, [N'N| = 4. Oblicz a z dokladnoscig do 1°.

c) [M'N'| =4, [MN| = 25. Oblicz & z dokladnoscia do 1°.

d) IM'N'| = 54, a = 72°. Oblicz IMN| z dokladnoscia do jednego miejsca po
przecinku.

2.18. Przez punkt M, odlegly od plaszczyzny m o0 13 cm, poprowadzono dwie proste
przecinajace plaszczyzne m w punktach K i L oraz nachylone do niej pod katem 45°.
Kat KM L ma miare¢ a. Wyznacz dlugo$¢ odcinka KL.

a) a = 90° b) & = 60°

2.19. Z punktu A poprowadzono odcinki AK i AL o dlugosciach odpowiednio row-
nych 25 cm i 17 cm. Przez punkty K i L przechodzi taka plaszczyzna r, ze prostokatne
rzuty odcinkow AK i AL na nig pozostaja w stosunku 5:2. Wyznacz odleglo§¢ punktu
A od plaszczyzny 7.
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2.20. Zosia znalazla na strychu stary namiot i po-
stanowila sprawdzic, jak si¢ go rozbija. Wedlug in-
strukcji kazdy z masztéw o dlugosci 1 m nalezy przy-
mocowac do podloza za pomoca dwéch linek. Pro-
ducent zaleca, aby kat miedzy linkami byt réwny 60°,
zas kat miedzy linkami a podlozem wynosil 30°. Ja-
kiej dlugosci powinny by¢ linki i w jakiej odleglosci
od siebie powinny by¢ ich dolne konce?

2.21. Trojkat ABC, w ktorym kat C jest prosty, wyznacza plaszczyzne m. Przez
punkt C poprowadzono prosta prostopadla do plaszczyzny 7 i wyznaczono na niej
punkt W oddalony od 7 0 10 cm. Ponadto wiadomo, ze |[AW] = 15 cm

i |[BW| =20 cm. Oblicz pole tréjkata ABC.

+ 2.22. Dane sa dwie rownolegle plaszczyzny m, i, oraz nieréwnolegta do nich pro-

sta m. Wykaz, ze katy nachylenia prostej m do plaszczyzn m, i m, sa réwne.

— 1 -—'--'.'-". i
= = : = Y
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Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. W rzucie rownoleglym na plaszczyzne
. obrazem kota moze by¢ odcinek.

obrazem odcinka nie musi by¢ odcinek.

obrazem okregu moze by¢ punkt.

N Owp

W graniastostupie prostym o podstawie bedacej trojkatem réwnobocznym po-
prowadzono prosta [ przechodzaca przez wierzcholek podstawy dolnej i Srodek prze-
ciwleglej krawedzi podstawy gornej. Wykonaj rysunek ilustrujacy te sytuacje. Za-
znacz na nim katy nachylenia prostej [ do plaszczyzny podstawy oraz do plaszczyzny
kazdej ze $cian bocznych.

3. Belka startowa skoczni narciarskiej znajduje sie na wysokos$ci 865 m n.p.m., a prog
tej skoczni na wysokosci 831 m n.p.m. Dlugos¢ najazdu jest rowna 92 m. Oblicz kat
nachylenia skoczni (z dokladnoscia do 1°). Przyjmij, Zze najazd jest odcinkiem.

4. Odlegloé¢ miedzy punktami P i Q wynosi 17 cm, a rzut prostokatny odcinka PQ
na plaszczyzne m ma dlugos¢ 15 cm. Punkt P jest oddalony od ptaszczyzny 7 0 30 cm.
Oblicz odleglos¢ punktu Q od plaszczyzny m.

5. Odleglos¢ punktu P od plaszczyzny m wynosi a. Punkty A oraz B naleza do m,
a proste PA i PB tworza z ta plaszczyzna katy o mierze 60°. Rzuty prostokatne pro-
stych PA i PB na plaszczyzne  tworza kat 120°, Oblicz dlugos¢ odcinka AB.



3. Kat dwuscienny

Umiejetnosci:
* rozpoznawanie w graniastostupach i ostrostupach katow miedzy Scianami

Przypomnijmy, ze kazda z dwdch cze-

$ci plaszczyzny wyznaczonych przez dwie
polproste o wspélnym poczatku, wraz 35ﬂ°
z tymi polprostymi, nazywamy katem pla- s

skim. Podobnie definiuje sie kat prze-
strzenny.

|

]

Dwie rozne polplaszczyzny P,, P,
o wspolnej krawedzi m dzielg prze-
strzen na dwie czesci. Kazda z nich wraz
z tymi polplaszczyznami nazywamy ka-
tem dwusciennym o krawedzi m i §cia-
nach P, i P,.

wsp6lna krawedz

i

Miarg kata dwusciennego nazywamy miare kata plaskiego bedacego czescia wspdlng
kata dwusciennego i plaszczyzny prostopadlej do jego krawedzi. W takim znaczeniu
uzywac bedziemy zwrotu ,.kat dwuscienny a = 30°”.

Miare kata dwusciennego o krawedzi m
i §cianach P,, P, wyznaczamy w kolej-
nych krokach.

Krok 1: Prowadzimy plaszczyzne m pro-
stopadla do prostej m.

Krok 2: Mierzymy kat plaski, wypukly lub
wklesty, bedacy czescia wspol-
na kata dwusciennego i plaszczy-
zny 7. Jeden z katéw dwuscien-
nych ma miare «, a drugi 360° —a.
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Miara kata dwusciennego nie zalezy od tego, przez ktory punkt prostej m poprowa-
dzimy plaszczyzne prostopadla do krawedzi tego kata.

Przyktad €B

Kat dwuscienny wypukly miedzy dwiema potplaszczyznami prostopadtymi jest ka-
tem prostym, czyli ma miarg 90°, Katy takie sa utworzone przez dowolne dwie prze-
cinajace si¢ §ciany prostopadtoscianu.

Przykiad &)

W graniastostupie prostym kat migedzy sasiednimi §cianami bocznymi jest rowny ka-
towi wyznaczonemu przez odpowiednie krawedzie podstawy.

——
TV

Katem nachylenia $ciany bocznej ostrostupa do plaszczyzny podstawy jest kat wy-
pukly wyznaczony przez polplaszczyzne zawierajaca $ciane boczng oraz polplaszezy-
zng zawierajaca podstawe ostrostupa. Kat dwuscienny miedzy scianami wieloscianu
to kat wypukly wyznaczony przez dwie polplaszczyzny zawierajace sciany wieloscia-
nu o wspolnej krawedzi.



3. Kat dwuscienny

Przykiad €) < zad. 35
Zaznaczymy kat dwuscienny w danym ostroslupie.

Rozwiazanie
a) a - kat dwuscienny miedzy Scianami
bocznymi ostrostupa

b) B - kat nachylenia sciany bocznej do plaszczyzny
podstawy w ostrostupie prawidlowym trojkatnym

c) y - kat miedzy sasiednimi $cianami bocznymi
ostrostupa prawidlowego czworokatnego

d) & - kat miedzy przeciwleglymi scianami bocznymi
ostrostupa prawidlowego czworokatnego

W przykladzie d) zauwazmy, ze przeciwlegle sciany boczne ostrostupa, bedace przy-
stajacymi trojkatami rownoramiennymi, maja wspolny tylko wierzchotek. Krawedz
kata dwusciennego 6 jest rownolegta do dwéch krawedzi podstawy ostrostupa zawar-
tych w $cianach kata 6. Wysokosci §cian bocznych poprowadzone z tego wierzchotka
wyznaczaja plaszczyzne prostopadla do ptaszczyzn $cian bocznych. Zatem na plasz-
czyznie tej mozemy zaznaczy¢ nie tylko szukany kat &, lecz takze katy nachylenia
Scian bocznych do plaszczyzny podstawy.
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W kazdym z zadan 3.1-3.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz jg i zapisz w zeszycie.

3.1. Wskaz miarg kata dwusciennego miedzy sasiednimi scianami bocznymi w gra-
niastostupie prawidlowym trojkatnym.
A. 30° B. 45° C. 60° D. 90°

3.2. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym podstawa jest kwadrat o boku dlu-
gosci 10 cm, a krawedzie boczne sa rowne 25 cm. Wskaz wyznaczona z doktadnoscia
do 1° miar¢ kata dwusciennego miedzy sciana boczng i plaszczyzna podstawy tego
ostrostupa.

A. 65° B. 82° C. 73 D. 78°

3.3. Krawedz podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosc 12,
a wysokos¢ tego ostrostupa wynosi 2v/3. Wskaz miare kata miedzy przeciwleglymi
$cianami bocznymi.

A. 120° B. 140° . 1357 D. 150°

3.4. Ustaw ksiazke tak, aby jej okladki wyznaczyly kat dwuscienny o podanej mierze.
a) 30° b) 45° c) 60° d) 90°

3.5. Przerysuj do zeszytu rzut wieloscianu i zaznacz podany kat dwuscienny.

a) kat miedzy $cianami bocznymi ABBA' i BCC'B’ graniastostupa prawidlowego
trojkatnego (rys. 1)

b) kat nachylenia Sciany ABS ostroslupa prawidlowego czworokatnego do plaszczy-
zny podstawy (rys. 2)

c) kat miedzy scianami bocznymi ABS i ACS ostrostupa prawidlowego trojkatnego
(rys. 3)

A c’ s

B' /
el P AL C
A \ & L —7
~J
B B
Rys. 1. Rys. 3.



3. Kat dwuscienny

3.6. Przerysuj do zeszytu rzut ostrostupa prawidlowego
szesciokatnego i zaznacz podany kat dwuscienny.

a) kat miedzy $ciang boczng CDS a plaszczyzna podstawy
b) kat miedzy $cianami bocznymi AFS i EFS

c) kat miedzy §cianami bocznymi ABS i DES

3.7. Polplaszczyzny m, i m, o wspolnej krawedzi k tworza kat dwuscienny o mie-
rze «. Przez punkt A nalezacy do tego kata poprowadzono prosta [ prostopadla do
prostej k i przecinajaca ja w punkcie A’ Punkt B, jest rzutem prostokatnym punktu
A na plaszczyzne m, a punkt B, jest rzutem prostokatnym punktu A na plaszczyzne
7,. Prosta [ jest nachylona do plaszczyzny m, pod katem f,, a do plaszczyzny m, pod
katem f3,. Przerysuj tabele do zeszytu. Zastap |2/ odpowiednimi wielko$ciami.

o« | B | B | |AA| | |8B)| | |4B)| | |BiA'| | |B,A'| |4By4B, |
B | 300 [ 600 | 10 [ B | B | B | B | B |
e |30 [ B [ B | B [ ® | ¢« | @ | B
B |8 | | @8[]« | 8|8 8 [ w0

* 3.8. Z punktu P nalezgcego do kata dwusciennego utworzonego przez poélplaszczy-
zny 11, i 1, poprowadzono prosta k przecinajaca krawedz tego kata pod katem pro-
stym. Prosta k jest nachylona do plaszczyzny mr, pod kagtem 13°, a do plaszczyzny m,
pod katem 38°. Jaka jest miara kata dwusciennego?

3.9. Co jest wigksze: miara kata miedzy sasiednimi $cianami bocznymi ostrostupa
prawidlowego czworokatnego, ktorego Sciany boczne sa trojkatami réwnobocznymi,
czy miara kata miedzy $ciana boczng a podstawa tego ostrostupa?

3.10. Dwa trojkaty rownoramienne maja wspolna podstawe o dlugosci 2. Polplasz-
czyzny, w ktorych zawierajg si¢ te tréjkaty, tworza kat dwuscienny o mierze . Od-
leglo$¢ miedzy wierzchotkami tréjkatow jest rowna 5, ramiona pierwszego trojkata
maja dlugosé¢ V10, a drugiego V17. Wyznacz kat «.

3.11. Podstawa ostrostupa ABCDS jest prostokat. Krawedz
DS jest prostopadlia do plaszczyzny podstawy. Przerysuj do
zeszytu rzut tego ostrostupa i zaznacz na nim katy nachylenia
scian BCS i ABS do plaszczyzny podstawy.
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*3.12. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym ABCDS

Dziat 1. Stereometria

krawedz boczna jest dwa razy dluzsza od krawedzi podsta-
wy. Kat BPD jest katem dwusciennym miedzy $cianami BCS
i CDS. Wyznacz cosinus kata SOP.

1. Ocen prawdziwoéc podanych zdan.

A. W dowolnym ostrostupie katy nachylenia $cian bocznych do plaszczyzny podsta-
wy maja miar¢ mniejsza od 90°.

B. W kazdym graniastostupie prostym katy miedzy sasiednimi $cianami bocznymi
sa proste.

C. W kazdym prostopadloscianie katy miedzy sasiednimi $cianami sg proste.

2. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym zaznacz
a) kat dwuscienny, ktéry wyznacza §ciana boczna z plaszczyzng podstawy.
b) kat dwuscienny miedzy sasiednimi §cianami bocznymi.

3. Podstawa ostrostupa prawidlowego jest trojkat rownoboczny o boku 5 cm. Wyso-
kos¢ ostrostupa jest rowna 15 cm. Oblicz tangens kata dwusciennego migdzy $ciana
boczna i podstawa ostrostupa.

4. Przeciwprostokatna AB o dlugosci a jest wspolna podstawa trojkatow réwno-
ramiennych prostokatnych ABC i ABC,. Polplaszczyzny, w ktorych zawieraja sig te
trojkaty, tworza kat dwuscienny o mierze 60°. Oblicz odleglo$¢ miedzy wierzchotka-
mi CiC,;.

5. Punkty M i N leza na jednej $cianie kata dwusciennego i sa oddalone od jego
krawedzi odpowiednio o 24 cm i 40 cm. Odleglos¢ punktu N od plaszczyzny dru-
giej Sciany tego kata dwusciennego jest réwna 15 cm. Oblicz odleglos$¢ punktu M od
plaszczyzny tej Sciany.



4. Graniastostupy

Umiejetnosci:

* rozpoznawanie w graniastostupach katow miedzy: odcinkami, odcinkami
| ptaszczyznami, scianami

* korzystanie z siatek graniastostupow

* okreslanie, jaka figura jest dany przekroj graniastoslupa plaszczyzng

Przypomnimy i uporzadkujemy najwazniejsze wiadomosci o graniastostupach
omawiane podczas nauki w szkole podstawowe;j.

Zaczniemy jednak od wprowadzenia ogolniejszych pojec.

Figure (zbior punktow przestrzeni) nazywamy wypukla, gdy caly odcinek ta-
czacy dwa dowolne punkty tej figury jest w niej zawarty.

 bosnci | a

Wieloscianem wypuklym nazywamy taka figure wypukla, ktorej powierzchnie
stanowi skonczona liczba wielokatow.

Przekatng wieloscianu jest odcinek laczacy dwa wierzcholki i niezawarty w zad-
nej ze scian.

L o

W wieloscianie na rysunku ponizej:
* wierzchotkami sg punkty: A, B,C, D, E, F,
» krawedziami sg odcinki: AB, BC, CD, AD, BF, CF, DE, AE i EF,

» $cianami sg wielokaty: ABCD, ABFE, DCFE, BCF, ADE.

F
E

Zauwazmy, ze¢ w podreczniku (1))
C wszystkie bryly sa narysowane
A w rzucie rownoleglym.

B

Ten wieloscian nie ma zadnej przekatne;j.
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Graniastostupy

«

Graniastoslupem wypuklym nazywamy wieloscian wypukly, kitorego dwie
Sciany (zwane podstawami) s przystajacymi wielokatami zawartymi w rowno-
legtych plaszczyznach, a pozostale $ciany (zwane bocznymi) sa rownoleglobo-
kami o wierzchotkach nalezacych do podstaw.

Przyklady graniastostupow:

Vo A0 =,

graniastostupy graniastostup graniastostup
czworokatne trojkatny szesciokgtny

Przyktad €)
W narysowanym graniastostupie pieciokgtnym
(czyli takim, ktéry ma w podstawie pieciokat):
» wierzchotkami sa punkty: A, B, C, D, E, A, B, C', D', E,
* podstawami sa pieciokaty: ABCDE, A'BC'D'E/,
* Scianami bocznymi sa rownolegloboki:
ABBA', BCC'B, DCC'D', EDD'E', EAA'E,
» krawedziami podstaw sg odcinki: AB, BC,
CD, DE, EA, A'B, B'C',C'D', D'E', EA/,
* krawedziami bocznymi s odcinki: AA', BB/,
CC', DD, EE,,

* wysokoscia h graniastostupa jest odcinek 1a-

czacy dowolny punkt M’ plaszczyzny jednej
z podstaw z jego rzutem prostokatnym M na
plaszczyzne drugiej podstawy.

Zauwazmy, ze wszystkie krawedzie boczne sa rownolegle i maja te sama dlugosc:
|AA'| = |BB'| = [cC’| = |DD'| = |EE/|



4. Graniastostupy

Definicja

Graniastostup nazywamy prostym, jezeli jego krawedzie boczne sa prostopadle
do plaszczyzn podstaw.

"
e
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Pozostale graniastostupy nazywamy pochylymi.

5 /
5 ;
: ;
SRR PETEERY
réwnoleglo$cian rownoleglodcian
prosty pochyly
Jezeli podstawa rysowanego graniastostupa jest rownoleglobok rézny od prostokata, to te (@)

informacjg trzeba poda¢ stownie, poniewaz na plaskim rysunku nie wida¢ réznicy migdzy tymi
czworokatami.
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Zauwazmy, ze réwnoleglo$cian ma trzy pary $cian réwnoleglych (i przystajacych).
Kazda z nich moze stanowic pare podstaw tego réwnolegloscianu. Ten sam réwno-
legloscian, w zaleznosci od wyboru podstaw, moze wigc by¢ jednoczesnie graniasto-

stupem pochylym i prostym.

BI

A’ f 1

A*' B

Definicja

Prostopadloscian to graniastostup prosty, ktérego podstawa jest prostokat.
Prostopadloécian o wszystkich krawedziach rownych nazywamy szescianem.

Wszystkie sciany prostopadloscianu s prostokatami, a wszystkie sciany szescianu sg
kwadratami.

[ YRR S
L VYRR S —

Graniastostup nazywamy prawidlowym, jezeli jest prosty i ma w podstawie
wielokat foremny.

Y I
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Siatki wieloscianow

4. Graniastostupy

Jezeli chcemy przedstawic wieloscian, czyli figure tréjwymiarowa, na plaskiej kartce,
to mozemy albo narysowac jego rzut rownolegly - tak postepowalismy dotychczas -

albo narysowac jego siatke.

Siatka wieloscianu nazywamy plaska figure bedaca
suma wielokatow stykajacych sie bokami, a powstala
przez rozciecie pewnej liczby krawedzi wielo$cianu
tak, aby jego sciany daly si¢ rozlozyc¢ na plaszczyznie.

Przyktad @)

Narysujemy siatke szescianu.

Kolorem czerwonym zaznaczone s3 te
krawedzie szescianu, wzdluz ktorych zo-
stal on rozciety.

Aby wykona¢ czynno$¢ odwrotna, tzn.
z siatki otrzymac wieloscian, trzeba po-
zagina¢ ja wzdluz kazdej krawedzi, od-
powiednio zlozyc i skleic.

zad. 4.13

Czasami zamiasl nazwy ()
.siatka wielo$cianu™ uzywa

sig zwrolu ,rozwiniecie
powierzchni wicloscianu na
plaszczyinie”.

4

Wielo$ciany moga miec wiele réznych siatek. Ponizej prezentujemy trzy rézne siatki

tego samego prostopadloscianu.

.
RS k.

Przyktad )

Narysujemy siatki kilku graniastostupow.

Rozwiazanie
* graniastostup prawidlowy trojkatny

zad. 4.14-4.16

L
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* graniastostup pochyly z kwadratem w podstawie

W |

* graniastostup pieciokatny prosty

Uwaga: Wymiary siatek graniastostupow zostaly zmniejszone, aby rzuty graniasto-
stupow i ich siatki zmiescily sie na stronie.

Przekroje wieloscianow

Jezeli wieloscian przetniemy plaszczyzna w taki sposob, ze zadna ze $cian wielocianu
nie zawiera si¢ w tej plaszczyznie oraz do czesci wspolnej wieloscianu i tej plaszczy-
zny naleza co najmniej trzy niewspolliniowe punkty, to te czes¢ wspolna nazywamy
przekrojem plaskim wieloscianu. Przekroje wieloscianow sa wielokatami o bokach
wyznaczonych przez §ciany wielodcianu i plaszczyzne sieczng. Zastanowmy sig, jaki-
mi wielokatami sa przekroje plaskie prostopadioscianow.

Kazdy prostopadloscian ma szes$¢ $cian, zatem maksymalna liczba bokéw przekroju

jest 6. Przekrojem o najmniejszej liczbie bokéw jest trojkat. Na rysunku prezentujemy
rézne rodzaje wielokatow bedacych przekrojami plaskimi prostopadlosciandw.

czworokat (trapez) pieciokat szesciokat




4. Graniastostupy

Przyktad @) < zad. 4.20

Dany jest graniastostup czworokatny ABCDA'B'C'D/, ktérego podstawa nie jest tra-
pezem. Narysujemy przekroj tego graniastostupa plaszczyzng o

a) wyznaczong przez krawedz BC b) wyznaczona przez punkty P, Q, R
i punkt M nalezacy do krawedzi AA nalezagce do krawedzi AA', BB'i CC/,
jak na rysunku. jak na rysunku.

Rozwigzanie
a) Przyjmijmy oznaczenia jak na podanym rysunku.
a — plaszczyzna podstawy ABCD,
B - plaszczyzna $ciany ADD'A’,
k - krawedz przeciecia plaszczyzny
przekroju m z plaszczyzng «,
m — krawedz przeciecia plaszczyzny 3
z plaszczyzna a.
Dwoma bokami szukanego przekroju sa odcinki
BC i BM, a plaszczyzne i tego przekroju
wyznaczaja zawierajace je proste.
Szukajac kolejnych bokéw przekroju, wyjdziemy poza obszar graniastostupa.
Na nastepnych rysunkach zostawiamy tylko niezbedne oznaczenia.
Zgodnie z zalozeniem zadania proste k i m nie sa rownolegle.
Oznaczmy punkt ich przeciecia litera L i zauwazmy, Ze:

Len —kcm
Men
Zatem pr. LM cC m.

Rownoczesnie:
Le ﬁ —mcfi
Mep

Zatem pr. LM C f.
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Prosta LM jest wiec krawedzia przeciecia plaszczyzny m z plaszczyzng f3, a ponie-

waz przecieta krawedz DD’ graniastostupa w punkcie oznaczonym N, tym samym
otrzymali$my czwarty wierzchotek przekroju.

Odp.: Szukanym przekrojem plaskim graniastostupa jest czworokat BCN M.

b) Kolejno kreslimy (oznaczenia jak na rysunku):

* proste: 1i2 — otrzymujemy punkt X,

* proste: 314 — otrzymujemy punkt Y,

* prosta XY,

* prosta 5 — otrzymujemy punkt Z w przecieciu
z prosta XY,

* prosta ZP, ktora przecina krawedz A'D' graniasto-

stupa w punkcie S oraz przedtuzenie krawedzi DD’
w punkcie W,
* prosta WR — otrzymujemy punkt T

Odp.: Szukanym przekrojem plaskim graniastostupa jest pigciokat PQRTS.

Przyktad @) < zad. 4.22

Prostopadloécian ABCDA'B'C'D' o podstawie kwadratowej przecieto plaszczyzna

przechodzaca przez wierzchotki B, Di C'.

a) Zaznaczymy kat a miedzy otrzymanym przekrojem a plaszczyzng podstawy
ABCD prostopadloscianu.

b) Przyjmujemy, ze krawedz podstawy prostopadloscianu ma dlugosc a, a jego wy-
sokos¢ jest rowna h. Wyznaczymy tg a.

Hozwiazanie

a) Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

D: [y
Al 3 g Przypomnijmy: Uzywamy w podreczniku zwrotéw  ((+)
: / typu ,bok a wielokgta” zamiast ,bok wielokata
; / o dlugodci a”, podobnie ,,wysokosé réwna 37, a nie
/ / »dhugos¢ wysokosci rowna 37, ,przekatne sg rowne”
] / zamiast ,przekatne majg jednakowg dlugosé” itp.
Dg....- s C
LM
ONJ
A B

Zauwazmy, ze:
» $ciany boczne sa przystajacymi prostokatami,
DC'| = |BC

[ ]

, wiec przekrojem jest rownoramienny tréjkat DBC'.
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Plaszczyzna przekroju przecina podstawe ABCD wzdluz prostej DB. Aby wyznaczy¢
szukany kat, nalezy poprowadzi¢ plaszczyzne prostopadla do tej proste;.

* W réwnoramiennym tréjkacie DBC' prowadzimy wysokoé¢ C'O. Punkt O jest
srodkiem odcinka DB (przekatnej kwadratu ABCD).

* W kwadracie przekatne sa rowne i przecinaja si¢ pod katem prostym w punkcie,
ktory jest srodkiem kazdej z nich. Zatem odcinek OC - jako polowa przekatnej AC
— réwniez jest prostopadly do prostej DB.

Prosta DB jest prostopadta do dwéch przecinajacych sie prostych — OC i OC'. Jest
wiec prostopadia do plaszczyzny wyznaczonej przez te proste. Szukanym katem «

jest zatem kat C'OC.
b) a =<4C'OC, zatem tga wyznaczymy z tréjkata prostokatnego C'OC.

1
|OC| = Ea\ﬁ «— polowa przekatnej kwadratu

ccl o hv2
OC]  av2 a

tgo =

Odp.:a) a=4COC b) tga = }%ﬁ

Przyktad )

Graniastostup prawidlowy trojkatny o krawedzi podstawy réwnej 12 cm i wysokosci
6 cm przecigto plaszczyzng zawierajaca krawedz podstawy i jeden z wierzchotkow
drugiej podstawy. Obliczymy pole otrzymanego przekroju.

Rozwiazanie D
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. A
Podstawg graniastostupa jest rownoboczny tréjkat ABC,
zatem $ciany boczne graniastostupa sa przystajgcymi pro-
stokatami. Stad |AD| = |BD)|.

Otrzymany przekroj jest wigc trojkatem rownoramiennym.
Srodek E krawedzi AB jest spodkiem wysokosci w tréjkacie
ABD i spodkiem wysokosci w trojkacie ABC.

C

Najpierw obliczamy wysokos¢ podstawy graniastostupa: [EC| =12 - %ﬁ = 6V3.

Nastgpnie, na mocy twierdzenia Pitagorasa w trojkacie prostokatnym EDC, oblicza-
my [ED: |ED* = (6V3)" +6° = 144. Zatem |ED| = 12 cm.

Pole szukanego przekroju wynosi % - |AB| - |ED| = % +12-12 =72 [{‘.ml].

Odp.: 72 cm’
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W kazdym z zadan 4.1-4.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

4.1. Pewien graniastostup ma 2040 krawedzi. Wskaz liczbe wierzchotkow tego gra-

niastostupa.
A. 680 B. 682 C. 1020 D. 1360

4.2. Wskaz dlugosc¢ przekatnej prostopadtoscianu o wymiarach 3 x 6 x 8.
A. 12 B. 4V/6 C. V109 D. 10,1

4.3. Szescian ABCDA'B'C'D’ przecieto plaszczyzna przechodzaca przez przekatna
BD i wierzchotek C'. Wskaz podang z dokladnoscia do 1° miare kata nachylenia

otrzymanego przekroju do plaszczyzny ABCD.
A. 35° B. 45° .:55° D. 60°

4.4. Podaj liczbe scian, krawedzi i wierzchotkow
a) szescianu.

b) graniastostupa tréjkatnego.

¢) graniastostupa pieciokatnego.

d) graniastostupa szesciokgtnego.

e) graniastostupa siedmiokatnego.

4.5. Pewien graniastostup ma 11 scian. Ile ma krawedzi?

4.6. Okreél liczbe wierzchotkéw i krawedzi graniastostupa, ktéry ma
a) 10 écian. b) 32 sciany. c) 106 scian.

4.7. Suma liczb §cian, krawedzi i wierzchotkdw pewnego graniastostupa wynosi 44.
Co to za graniastostup?

4.8. Narysuj prostopadioscian i wszystkie jego przekatne. lle ich jest?

4.9. lle przekatnych ma graniastostup o podstawie
a) pieciokatnej? b) szesciokatnej?

4.10. Narysuj szescian, a w nim jedna z jego przekatnych.
a) Zaznacz kat nachylenia tej przekatnej do plaszczyzny podstawy.
b) Oblicz dlugos¢ przekatnej szescianu o krawedzi a cm.



4. Graniastostupy

4.11. Wyznacz kat, jaki tworzy przekatna szeScianu z wychodzaca z tego samego
wierzchotka przekatna $ciany bocznej.

4.12. Oblicz dlugosci wszystkich przekatnych rownolegloscianu prostego, w kto-
rym kazda krawedz ma dlugosc 10 cm i jeden z katow podstawy ma miare 60°.

4.13. Narysuj trzy rozne siatki szeScianu o krawedzi 1 cm.

4.14. Narysuj siatke graniastostupa prawidlowego trojkatnego, ktorego wysokosc
jest rowna
a) podwojonej krawedzi podstawy. b) potrojonej wysokosci podstawy.

4.15. Narysuj siatke graniastostupa szesciokatnego prawidlowego o wszystkich kra-
wedziach dlugosci 2 cm.

4.16. Narysuj siatke graniastostupa prostego, ktérego krawedz boczna ma dlugoéc
5 cm, a podstawg jest romb o kacie ostrym 60° i boku 3 cm.

4.17. Przerysuj figure i uzupelnij ja tak, aby otrzymac siatke graniastostupa.
a) b) c)

4.18. Czy narysowana figura jest siatka
graniastostupa? OdpowiedZ uzasadnij.

4.19. Wysokos¢ graniastostupa szesciokatnego prawidlowego jest rowna 8. Pro-
mien okregu opisanego na podstawie wynosi 6. Oblicz dlugosci przekatnych tego
graniastostupa.

4.20. Dany jest prostopadloscian ABCDA'B'C'D' o podstawie kwadratowej ABCD,
niebedgcy szescianem. Narysuj przekréj tego prostopadloscianu plaszczyzng popro-
wadzona przez

a) wierzchotki A, C oraz $rodek krawedzi DD,
b) srodki trzech krawedzi bocznych.

c) wierzchotki D, B oraz $rodek krawedzi B'C'.

47 BN



N 48

Dziat 1. Stereometria

4.21. W graniastostupie prawidlowym tréjkatnym kazda krawedz ma dlugosc¢ row-
na 1. Przez przekatna $ciany bocznej i $rodek przeciwleglej krawedzi bocznej popro-
wadzono plaszczyzne. Oblicz pole otrzymanego przekroju.

4.22, Podstawe prostopadloscianu stanowi kwadrat o boku 6 cm, a wysokos¢ pro-
stopadlo$cianu jest rowna 9 cm. Prostopadloscian ten przecieto plaszczyzng zawie-
rajacg przekatna podstawy i przechodzaca przez jeden z wierzcholkéw drugiej pod-
stawy. Oblicz pole otrzymanego przekroju. Rozwaz wszystkie mozliwosci.

4.23. Szescian o krawedzi 1 przecieto plaszczyzna przechodzaca przez przekatna
podstawy. Kat nachylenia otrzymanego przekroju do plaszczyzny podstawy wyno-
si . Oblicz pole P przekroju. Rozwaz wszystkie mozliwosci.

1. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan. : — P
Punkty E i F sa §rodkami krawedzi BC i CD sze$cianu przed- p Ef C
stawionego na rysunku. Najkrotsza droge po powierzchni :

szescianu z wierzchotka A do wierzchotka P przedstawia linia E tE
bedaca suma odcinkow | 2

A. ACiCP. AS B

B. AEi EP.

C. AFi FP,

2. Pewien graniastostup ma 1560 wierzchotkéw. Ile ma krawedzi?

3. Wysokos¢ graniastostupa szeéciokatnego prawidlowego jest rowna 8. Promien
okregu wpisanego w jego podstawe wynosi 6. Wyznacz cosinusy katoéw nachylenia
przekatnych tego graniastostupa do plaszczyzny podstawy.

4. Prostopadioécian ABCDA'BC'D' o podstawie kwadratowej przecieto plaszczy-
zng przechodzaca przez wierzchotki B, D i C'. Krawedz podstawy prostopadlo$cianu
ma dtugo$¢ 122, jego wysoko$¢ jest réwna 16, a & jest katem miedzy otrzymanym
przekrojem a plaszczyzng podstawy ABCD. Wyznacz cos a.

5. Prostopadloscian o podstawie kwadratowej przecieto plaszczyzng przechodza-
cy przez jeden z wierzcholkéw podstawy. W przekroju otrzymano romb o kacie
ostrym a. Wyznacz cosinus kata f8 nachylenia plaszczyzny przekroju do plaszczyzny
podstawy prostopadlo$cianu.



5. Ostrostupy

Umiejetnosci:

* rozpoznawanie w ostrostupach katow miedzy: odcinkami, odcinkami
| ptaszczyznami, scianami; obliczanie miar tych katow

« stosowanie trygonometrii do obliczania: diugosci odcinkow, miar katow oraz pdl
powierzchni

Przypomnimy i uporzadkujemy najwazniejsze wiadomosci o ostrostupach omawia-
ne podczas nauki w szkole podstawowej.

w

Ostroslupem nazywamy wielosdcian, ktorego jedna sciang (zwang podstawa)
jest dowolny wielokat wypukly, a pozostate $ciany (zwane bocznymi) sa tréj-

katami o wspolnym wierzcholku.

W narysowanym obok ostrostupie:

* pieciokat ABCDE jest podstawa,

* AB, BC, CD, DE, EA sa krawgdziami podstawy,
* ABS, BCS, CDS, DES, EAS sa scianami bocznymi,
* AS, BS, CS, DS, ES sa krawedziami bocznymi,

* A, B, C, D, E, §sawierzcholtkami,

katy ASB, BSC, CSD, DSE, ESA sa katami plaskimi przy wierzcholku ostrostupa.

Punkt W jest rzutem prostokatnym wierzchotka S na plaszczyzne podstawy. Odcinek
SW nazywamy wysokoscia ostrostupa, a punkt W - spodkiem wysokosci.

Ostrostup prawidlowy to ostrostup, ktérego podstawa jest wielokat foremny
i ktorego spodek wysokosci jest srodkiem okregu opisanego na podstawie.

Przyklady ostrostupow prawidlowych o podstawach: trojkatnej, czworokatnej i sze-
sciokatnej.

Ostrostup o podstawie ()
trojkatnej ma cztery Sciany

- dlatego nazywamy go
czworoscianem.
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Rysowanie ostrostupow

Podczas omawiania problemow dotyczacych wieloscianow istotna jest umiejetnoscé
zrobienia czytelnego rysunku wielodcianu i poprawnego zaznaczenia jego wlasnosci.

Przyktad €)

Przyjrzyjmy sie sposobom rysowania najczesciej spotykanych ostrostupow.

® CzZworoscian

-
-
-
-

* ostrostup prawidlowy o podstawie czworokatne;




5. Ostrostupy

* ostrostup o podstawie trojkatnej, ktérego jedna krawedz boczna jest prostopadta
do plaszczyzny podstawy

.
- - - -
ol

Przyktad @) - zad. 5.12-5.14
Podobnie jak w wypadku graniastostupéw, mozemy sporzadzic siatki ostrostupow.

Rozwigzanie
s czworoscian

¢ czworoscian prawidlowy

* ostrostup prawidlowy czworokatny
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Wiasnosci ostrostupow

Przyjmijmy, ze ABCS jest czworoscianem prawidlowym.

[. Zgodnie z definicjg punkt W - spodek wysokosci - jest srodkiem okregu opisane-

go na trojkacie rownobocznym ABC. Trojkaty AWS, BWS i CWS sa przystajacymi

trojkatami prostokatnymi (cecha bkb).

Z tego faktu wynika, ze:

* |AS| = |BS| = |CS],

* 4WAS = gWBS = 4WCS, czyli katy nachyle-
nia krawedzi bocznych do plaszczyzny podsta-

WY §3 rowne,

* Sciany boczne ostrostupa sa przystajacymi tréj-
katami rownoramiennymi (cecha bbb).

I1. Jezeli punkt E jest srodkiem boku BC, to SE L BC (SE jest wysokoscia w réwno-
ramiennym tréjkacie BCS) oraz AE L BC (AE jest wysokoscia w rGwnobocznym
trojkacie ABC). Zatem kat AES jest katem nachylenia sciany bocznej BCS do plasz-
czyzny podstawy.

Jesli F jest srodkiem boku AC, to kat BFS jest ka-
tem nachylenia sciany bocznej ACS do plaszczy-
zny podstawy. Trojkaty AES i BFS sa przystaja-
ce (bbb), zatem 4 AES = 4 BFS. Inaczej mowiac,
katy nachylenia $cian bocznych do plaszczyzny
podstawy sg réwne.

I1I. Aby wyznaczy¢ kat dwuscienny miedzy sasiednimi §cianami bocznymi, np. ABS
i BCS, trzeba poprowadzic plaszczyzng prostopadla do krawedzi BS. Moga ja wyzna-
czy¢ wysokosci poprowadzone z wierzchotkow A (w trojkacie ABS) i C (w trojkacie
BCS). Trojkaty ABS i BCS sa przystajace, wigc obydwie wysokosci ,trafia” w ten sam
punkt (na rysunku po lewej stronie oznaczony D). Mozna udowodni¢, ze w ostrostu-
pie prawidlowym katy dwuscienne miedzy s3siednimi §cianami sg réwne.

Zauwazmy, ze (1))
punkt D nie

musi naleze¢ do
odcinka BS - jak

na rysunku po

prawej stronie.
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Powyzsze rozumowanie przeprowadzili$my dla czworo$cianu prawidlowego. Mozna
je uogolnic dla dowolnego ostrostupa prawidlowego.

" Twierdzenie

W ostrostupie prawidlowym:

* wszystkie krawedzie boczne sa rowne i nachylone do plaszczyzny podstawy
pod takim samym katem,

* Sciany boczne sa przystajacymi tréjkatami rownoramiennymi,

* katy nachylenia $cian bocznych do plaszczyzny podstawy sa réwne,

* katy dwuscienne miedzy sasiednimi $cianami bocznymi sg réwne.

Prawdziwe sg rowniez ponizsze twierdzenia.

Twierdzenie

Jezeli podstawa ostrostupa jest wielokat foremny i wszystkie krawedzie boczne
sa rowne, to ostrostup ten jest prawidlowy.

Twierdzenie -1

Jezeli podstawg ostrostupa jest wielokat foremny i wszystkie krawedzie boczne
sa nachylone do plaszczyzny podstawy pod tym samym katem, to ostrostup ten
jest prawidlowy.

Charakterystyczna grupe ostrostupéw tworza te z nich, ktére co prawda nie majg

w podstawie wielokata foremnego, ale taki, na ktérym mozna opisa¢ okrag, a po-

nadto $rodek tego okregu jest spodkiem wysokosci ostrostupa. Mozna wykazac, ze

rownowazne s3 nastepujace trzy warunki (tzn. jezeli spelniony jest jeden z nich, to
spelnione sa rowniez dwa pozostale):

» wszystkie krawedzie boczne ostrostupa sg
rowne,

» wszystkie krawedzie boczne sg nachylone
do plaszczyzny podstawy pod tym samym
katem,

* na podstawie ostrostupa mozna opisac
okrag, ktorego srodkiem jest spodek wyso-
kosci ostrostupa.
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Przyktad ) - zad. 5.21

Wyznaczymy z dokladnoscia do 1° miare kata nachylenia krawedzi bocznej do plasz-
czyzny podstawy w ostrostupie prawidlowym czworokatnym, w ktéorym krawedz
podstawy ma dlugo$c 6, a wysokos¢ ostrostupa jest réwna 10.

Rozwigzanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Podstawa ostrostupa jest kwadrat o boku 6. Szukany kat «
jest katem ostrym w trojkacie prostokatnym WCS w kto-

rym polowa przekatnej kwadratu |WC| = = 342,

a bok WS jest wysokoscig ostrostupa. Kat « W}rznaczym}f
za pomoca funkcji trygonometrycznej.

WS 10
tea = — = 2357
5= 1wal T 343

Z tablic odczytujemy, ze «a = 67°.

Odp.: 67°

Przyktad @) < zad. 5.23

Kat nachylenia §ciany bocznej do plaszczyzny podstawy trojkatnego ostrostupa pra-
widlowego jest réwny 70°. Wysoko$¢ ostrostupa jest réwna 12. Obliczymy pole P
podstawy tego ostroslupa z dokladnoscia do jednego miejsca po przecinku.

Rozwiazanie
Podstawg ostroslupa jest tréjkat rownoboczny, wiec do obliczenia pola wystarczy
znalez¢ bok tego trojkata.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Spodek wysokosci ostrostupa jest punktem
przeciecia Srodkowych podstawy.

Zatem:

1 aV3 _a\3
WE =5 A= 5 5= = 27
gdzie a oznacza dlugoé¢ boku podstawy.
Dlugos¢ odcinka WE obliczymy za pomoca

funkcji trygonometryczne;j.

. s
tg 70° = WE]
we = WSl 12 _ 43676

tg70° ~ 2,7475
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. av3
Mam‘f WigC 6 = 4,3676. W trojkacie rownobocznym wysokosci sg {lfi }:B

rownoczesnie srodkowymi bokow. Jezeli bok

a = 4,3676 -6 trojkata oznaczymy a, wysokosc h, pole P, to
V3 Vi a3
fis i 3’ P i 3.
a’V3  (4,3676-6)" -3 2 4
P = 2 = 3.4 = 99,1 W dowolnym tréjkacie srodkowe przecinaja
si¢ w jednym punkcie ($rodku cigzkosci),
Odp.: P =99,1 ktory dzieli je w stosunku 2 : 1, liczge od
wierzcholka.
Przyktad &)

Jolka ma wykonac z drutu szkielet ostrostupa o nastepujacych wlasnosciach:

* podstawa jest prostokatny trojkat rownoramienny o przeciwprostokatnej 16 cm,

» krawedz boczna, ktérej koniec stanowi wierzcholek kata prostego podstawy, jest
prostopadla do plaszczyzny podstawy,

* pozostale dwie krawedzie sa nachylone do plaszczyzny podstawy pod katem 60°.

Obliczymy, jaka dlugos¢ powinien mie¢ drut potrzebny do wykonania zadania.

Rozwiazanie S
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Kat CAB jest prosty.
Mamy obliczy¢ sume dlugosdci wszystkich krawedzi ostrostupa.

Zauwazmy, ze:

1. prostokatny trojkat rownoramienny ABC (podstawa ostro-

stupa) jest potowa kwadratu o przekatnej |BC| = 16, zatem:
16 = |AC|- V2

czyli |AC| = |AB| = 82 [cm],

2. sciana boczna ACS jest polowa trojkata rownobocznego,
poniewaz <4SAC = 90° i 4ACS = 60° (to samo mozna

Przypomnijmy: (1))

powiedzie¢ o $cianie ABS), stad: /3
|CS| = 2- |AC| = 16V2 [cm] ¢
|AS| = |AC| - V3 = 8V2 - V3 = 8/6 [cm] 2

Suma dlugosci wszystkich krawedzi jest wiec réwna:
16+2-8V2+2-16V2 + 8V6 = 103,5 [cm]

Zauwazmy, ze do wykonania takiego szkieletu trzeba przynaj-
mniej jedna krawedzodcigc - pozostate boki mozna pozaginac g
z jednego kawatka drutu.

Odp.: Potrzebny kawalek drutu powinien mie¢ prawie 104 cm diugosci.
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Przyktad @) < zad.5.25

Podstawg ostrostupa jest prostokat, w ktorym krotszy bok ma dlugosc a, a przekatne
przecinaja si¢ pod katem ostrym c. Wysoko$¢ ostrostupa jest rowna h, a spodek wyso-
kosci jest punktem przeciecia przekatnych podstawy. Wyznaczymy katy nachylenia
krawedzi bocznych do plaszczyzny podstawy.

Rozwiazanie

Jezeli podstawa jest prostokatem, to mozna na niej opisac okrag (na kazdym prosto-
kacie mozna opisac okrag). Ponadto jesli spodek wysokosci jest punktem przecigcia
przekatnych prostokata (czyli srodkiem okregu opisanego na tym prostokacie), to
krawedzie boczne ostroslupa sa rownej dlugosci i tworza rowne katy z plaszczyzng

podstawy.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunkach.

D C
a ¥ F
W
A B

Dane sa trzy wielkosci: &, a, h. Za ich pomoca mamy wyznaczyc¢ kat .

W prostokatnym tréjkacie SWC dlugosc boku WS jest dana, wigc wystarczy, ze wy-
znaczymy dlugosc jeszcze jednego boku.

Trojkat BCW jest rownoramienny (|BW| = |[CW|). Jezeli poprowadzimy w nim wy-
sokosé WF, to:

|FC| = E] AFWC = E‘ sind FWCQC = ﬂ Wyznaczenie kata ostrego naj- (1))
2 2 IWCl czesciej polega na wyznaczeniu
Zatem: wartodci jednej z funkgji trygono-
WC| = a metrycznych tego kata.

= s
2sin —

Mozemy teraz wyznaczy¢ tangens kata 8 w trojkacie SWC:
. &
_ws| 2hsin =

'8P = wel = " a
Odp.: Krawedzie boczne s3 nachylone do plaszczyzny podstawy pod takim katem f,
2hsin &
ze tgff =

i
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Przyktad €) « zad.5.26

W czworokatnym ostrostupie prawidlowym katy plaskie przy wierzcholku sg row-
ne «. Przez krawedz podstawy i $rodek wysokosci ostrostupa poprowadzono plasz-
czyzne. Wyznaczymy kat nachylenia plaszczyzny przekroju do plaszczyzny podstawy
ostroslupa.

Rozwiazanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Punkty E i F sa $rodkami krawedzi odpowiednio AD
i BC, punkt S jest spodkiem wysokosci ostrostupa.

Zauwazmy, ze przekrdj ostrostupa jest trapezem row-

noramiennym. Zauwazmy tez, ze KF 1L BC

i FE 1 BC, wigc szukany kat ¢ to kat SFK.

Oznaczmy |EF| = 2|SF| = 2a oraz |SW| = 2|SK| = 2h.
Wyznaczymy kat ¢ nachylenia plaszczyzny przekroju do plaszczyzny podstawy
ostroslupa w zaleznosci od danego kata . Wykorzystamy trzy zaleznosci w roznych
trojkatach:

h
l.tgp = - «—— w AKSF
a
2. 40* + a* = |WE|* — W AWSF
5 tg% = |'-"::F| — w AWBF
Z réwnosci 3 wyznaczamy |WF| i podstawiamy do réwnosci 2.
a 1 & 3. -3 i
|WEF| = —;, czyli [WF|" = —a wiec 4h" +a” = —
— 1 — g —
'8 2 5 2 5 2
1
41’ =a2( o 1)
to= —
8 2
5 2 E 2 E —_ o 2 E
w1 083 L CosTI-sInTS s .
—s =l ——p =]l = — = e —— co8 2x = cos” x —sin” x
a 4\ sin’= 4 sin” — 4 sin” —
2 2
h osQ ; ; Veos a
Zatem — = —— + izgodnie z réwnoscia 1 mamy tgg = o
a  2sing 2sin —
YVCOSs X

Odp.: Szukanym katem jest kat ¢ taki, ze tg¢p =
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Przykiad )

Dany jest ostrostup prawidlowy trojkatny, w ktorym krawedz podstawy ma diu-

gos¢ a, zas krawedz boczna jest od niej dwa razy diuzsza.

a) Obliczymy cosinus kata ¢ miedzy krawedzia boczng i krawedzia podstawy ostro-
stupa.

b) Narysujemy przekrodj ostrostupa plaszczyzng przechodzaca przez krawedz pod-
stawy i srodek przeciwleglej krawedzi bocznej oraz wyznaczymy pole P tego prze-
kroju.

Rozwiazanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunkach. Punkt O jest spodkiem

wysokosci ostrostupa.

Zgodnie z danymi w zadaniu mamy:
|AB| = |BC| = |AC| = a
|AS| = |BS| = |CS| = 2a

a) Ostrostup jest prawidlowy, zatem D jest srodkiem krawedzi
BC, aodcinek SD jest wysokoscia rownoramiennego trojkata
BCS. !

IpC| _ 2% _ 1

ISCl ~ 2a 4

b) Jezeli poprowadzimy przekrdj ostrostupa plaszczyzna prze-
chodzaca przez krawedz A B podstawy, to szukanym przekro-

Cosgx =

jem jest robwnoramienny trojkat ABF, gdzie F jest srodkiem
krawedzi CS. Do obliczenia pola tego trojkata zastosujemy

Wi P -;-a .|EE|.

Dlugos¢ |EF| wyznaczymy, korzystajac z twierdzenia Pita-
gorasa dla tréjkata EBF. Najpierw na podstawie twierdzenia

cosinus6w w trojkacie BCF wyznaczamy |BF|.
IBF|* = |BCI* + |CF|* -2 |BC| - |CF| - cos & =

1 3 — twierdzenie cosinusdéw w ABCF
—a’+a*-2-a-a--=>d*
4 2
3 1 5
]EFF = |BF{1 - ]EB[I = Eﬂz - EHZ = Eﬂz «— twierdzenie Pitagorasa w AEBF
V5
BHl="g
2
1 = A5
P=-a-|EF| =2 V5
2 4

2
Odp.: a) cosa=i b) P= af
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Wielosciany foremne

Bardzo ciekawa grupe wieloscianow stanowig wielosciany foremne. Istnieje ich tylko
piec.

w

Wielo$cianem foremnym nazywamy wielo$cian wypukly, w ktérym wszystkie
$ciany sa wielokgtami foremnymi o tej samej liczbie bokéw i w ktérego wierz-
cholkach zbiega sig taka sama liczba krawedzi.

L

Wielosciany foremne
nazwa rysunek sciany
czworoécian foremny trojkaty rownoboczne
szescian kwadraty

osmioscian foremny trojkaty rownoboczne
dwunastoscian pigciokaty foremne
foremny
dwudziestoscian tréjkaty réwnoboczne

foremny
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W wieloécianie foremnym wszystkie wypukle katy dwusdcienne utworzone przez sg-
siednie §ciany maja réwne miary.

Wicloéciany foremne nazywane sa brylami platoniskimi. Wedlug Platona (428-347 p.ne.) caly ()
materialny $wiat zbudowany jest z czterech skladnikow — zywiolow, z ktdrych kazdy ma swoj
(foremny) odpowiednik matematyczny: ogien - czworoscian, powietrze — o$mioscian, ziemia -
szescian, woda - dwudziestodcian. Pigty wieloscian foremny - dwunastoscian — odkryty przez
ucznia Platona, Teajtetosa, zostal przypisany duchowi (wedlug innych Zrodet - wszechswiatowi).

Na koniec podajemy wzér, ktory sformulowal i udowodnil Leonhard Euler
(1707-1783) — szwajcarski matematyk, fizyk i astronom.

W wieloscianie wypuklym liczba wierzcholkow w, liczba Scian s i liczba krawe-
dzi k spelniaja rownos¢ (wzor Eulera):

w+s=k+2

Przyktad €) < zad. 5.28
Obliczymy, ile krawedzi i wierzcholkéw ma dwudziestoscian foremny.

Rozwiazanie
Kazda z dwudziestu Scian ma trzy krawedzie, ale kazda krawedz jest czescia wspolna

dwach scian. Zatem liczba krawedzi jest rowna:

20-3

=z
Podobng metoda mozemy wyznaczy¢ liczbe wierzcholkow. Mozemy réwniez sko-
rzysta¢ ze wzoru Eulera.

w=k+2-s

w=30+2-20

w=12

Odp.: k=30, w=12

W kazdym z zadan 5.1-5.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz jg i zapisz w zeszycie.

5.1. W pewnym ostrostupie liczba $cian jest o 6 mniejsza od liczby krawedzi. Wskaz
liczbe wierzcholkow tego ostrostupa.
A.6 B. 7 C.8 D.9



5. Ostrostupy

5.2. Wysokos¢ czworoscianu foremnego jest réwna 4v/6. Wskaz dhugosé¢ krawedzi
tego czworoscianu.

A. 10 B. 12 C. 613 D. 412

5.3. lle scian ma ostrostup o podstawie n-katnej?
A. 2n B.n-1 C.n+1l D.n+2

5.4. Podaj liczbe $cian s, krawedzi k i wierzchotkow w
a) czworoScianu.

b) ostrostupa, ktérego podstawg jest trapez.

c) ostrostupa siedmiokatnego.

5.5. Jaki wielokat jest podstawg ostrostupa, ktory ma
a) 31 wierzcholkow? b) 14 §cian? c) 24 krawedzie?

5.6. Jaki ostrostup ma
a) 101 scian? b) 42 krawedzie? c) 18 wierzchotkow?

5.7. lle scian ma ostrostup o 10 krawedziach?

5.8. lloczyn liczby écian i liczby krawedzi pewnego ostrostupa jest rowny 84. Ile
wierzchotkéw ma ten ostrostup?

5.9. Narysuj ostrostup prawidlowy czworokatny, ktérego wszystkie krawedzie maja
jednakowy dlugo$c a.

a) Zaznacz kat « nachylenia krawedzi bocznej do plaszczyzny podstawy.

b) Oblicz wysokosc h tego ostrostupa dla a = 4 cm.

¢) Jaka miare ma kat a?

5.10. Narysuj ostrostup prawidlowy trojkatny i zaznacz kat nachylenia wysokosci
ostrostupa do $ciany boczne;j.

5.11. Narysuj czworoécian foremny i zaznacz kat miedzy jego $cianami.
5.12. Narysuj siatke czworoécianu foremnego o krawedzi 3 cm.

5.13. Wyjasnij, dlaczego podana figura nie jest siatka ostrostupa czworokatnego.
a) b)
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5.14. Przerysuyj figure przedstawiong na rysunku obok i uzupelnij ja
tak, aby otrzymac siatke ostrostupa.

5.15. Dany jest ostrostup czworokatny, ktorego podstawa jest kwadrat o boku dlu-
gosci 4 cm. Jedna ze $cian bocznych, bedaca tréjkatem réwnoramiennym o ramieniu
réwnym 3 cm, jest prostopadla do ptaszczyzny podstawy. Narysuj siatke tego ostro-
stupa.

5.16. Dany jest ostrostup czworokatny ABCDW o kwadratowej podstawie ABCD
i krawedzi AW prostopadlej do plaszczyzny podstawy. Wyznacz przekroj tego ostro-
stupa plaszczyzna przechodzacg przez bok BC i srodek krawedzi AW, Jakim wielo-
katem jest ten przekraj?

5.17. Wysokos¢ ostrostupa prawidtowego n-katnego jest réwna 24 cm, a promien
okregu wpisanego w podstawe jest rowny 7 cm. Oblicz wysokos¢ sciany bocznej
opuszczong z wierzcholtka tego ostrostupa.

5.18. Wysokos¢ ostrostupa prawidlowego n-katnego jest rowna 8 cm, a promien
okregu opisanego na podstawie jest rowny 6 cm. Oblicz dlugo$¢ krawedzi bocznej
tego ostrostupa.

5.19. Oblicz wysokos¢ czworoscianu foremnego o krawedzi 6 cm.

5.20. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym o wysokosci 12 cm $ciana boczna
jest nachylona do podstawy pod katem 45°. Oblicz dlugosci krawedzi tego ostrostupa.

5.21. W ostrostupie prawidlowym szesciokatnym promien okregu opisanego na
podstawie wynosi 10 cm, a wysokos¢ 30 cm. Wyznacz (z dokladnoscia do 1°)

a) kat a nachylenia krawedzi bocznej do plaszczyzny podstawy.

b) kat B nachylenia §ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy.

5.22, Wysokosc ostrostupa prawidlowego 100-katnego jest rowna 24 cm, a promien
okregu wpisanego w podstawe jest rowny 7 cm. Wyznacz kat nachylenia Sciany bocz-
nej tego ostrostupa do plaszczyzny podstawy z dokladnoscia do 1°.

5.23. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym krawedzie boczne sa nachylone
do plaszczyzny podstawy pod katem 60° a wysokos¢ jest rowna 20. Oblicz pole pod-
stawy tego ostrostupa oraz wyznacz tangens kata « nachylenia jego sciany bocznej do

plaszczyzny podstawy.
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5.24. Pan Karol postanowil zbudowa¢ dom
w ksztalcie piramidy o podstawie kwadrato-
wej. Styszal, ze najlepiej mieszka sie w pira-
midach, w ktorych kat nachylenia $cian bocz-
nych do plaszczyzny podlogi jest rowny 60°.
Przez pomytke zbudowal jednak dom, w kto-
rym to nie Sciany, lecz krawedzie $cian by-
ty nachylone do podlogi pod katem 60°. Ob-
licz (z doktadnoscia do 1°), jaki kat nachylenia
scian do plaszczyzny podstawy uzyskal w wy-
niku tej pomyiki.

5.25. Podstawa ostrostupa jest trapez rownoramienny, ktérego dluzsza podstawa
ma dlugosc 2a, a krétsza podstawa i ramiona maja dlugos¢ a. Wszystkie krawedzie
boczne maja dlugos¢ b. Wyznacz cosinusy katoéw nachylenia krawedzi bocznych do
plaszczyzny podstawy.

5.26. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym katy plaskie przy wierzchotku sa
rowne a. Przez srodki dwoch sasiednich krawedzi podstawy i wierzcholek ostrostupa
poprowadzono plaszczyzng. Wyznacz tangens kata ¢ nachylenia tej plaszczyzny do
plaszczyzny podstawy ostrostupa.

5.27. Krawedz boczna ostrostupa prawidlowego tréjkatnego jest nachylona do
plaszczyzny podstawy pod katem f, a krawedz podstawy ostrostupa ma dlugos¢ a.
Ostrostup przecieto plaszczyzng przechodzaca przez krawedz podstawy, nachylona
do niej pod katem «. Wyznacz pole otrzymanego przekroju.

5.28. Oblicz liczbe krawedzi k i wierzchotkéw w dwunastosdcianu foremnego.

5.29. Na dziedzincu paryskiego Luwru, jed- [ o
nego z najslynniejszych muzeéw $wiata, stoi
piramida w ksztalcie prawidlowego ostrostu-
pa czworokatnego. Jej budowe zakonczono
w 1989 roku. Sciany piramidy zbudowane sa
z 603 szklanych tafli w ksztalcie rombu i 70
tafli trojkatnych. Piramida ma 21,65 m wy-
sokosci, a dlugos¢ boku jej podstawy wynosi ' 5
35,42 m. Wyznacz (T LTy 7 S g
a) dlugosc krawedzi bocznej (wynik zaokraglij do drugiego miejsca po przecinku).

b) kat nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy (z dokladnoscia do 1°).
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1. Ocen prawdziwos$c podanych zdan.

W ostrostupie ABCDW o podstawie ABCD
A. prosta DB jest sko$na do prostej AW.

B. prosta DB jest skosna do prostej AC.

C. prosta DB jest skos$na do prostej CW.

2. Krawedz boczna ostrostupa prawidlowego 100-katnego ma dlugos¢ 10 cm, a pro-
mien okregu opisanego na podstawie jest rowny 6 cm. Wyznacz kat nachylenia kra-
wedzi bocznej do plaszczyzny podstawy tego ostrostupa (z dokladnoscia do 1°).

3. Krawedz boczna ostrostupa prawidlowego trojkatnego jest dwa razy dluzsza od
krawedzi podstawy, ktorej dlugos¢ wynosi a. Oblicz pole przekroju tego ostrostupa
plaszczyzng, ktora przechodzi przez krawedz podstawy i jest prostopadta do krawedzi
boczne;j.

4. Dany jest ostrostup czworokatny prawidlowy o krawedzi podstawy a. Jedna z kra-
wedzi bocznych ma dlugosc b i jest prostopadla do plaszczyzny podstawy. Wyznacz
tangensy katow nachylenia pozostalych krawedzi bocznych ostrostupa do plaszczy-
zny podstawy.

5. Przez punkty D i E lezace na krawedziach odpowiednio AW i BW czworoscia-
nu ABCW poprowadzono plaszczyzne réwnolegla do krawedzi CW. Wiadomo, ze
|AD| = 2|DW| i |BE| = 2|EW|. Wykaz, ze otrzymany przekroj czworoscianu jest
réwnoleglobokiem.



6. Bryty obrotowe

Umiejetnosci:

* rozpoznawanie w walcach i w stozkach kata miedzy odcinkami oraz kata miedzy
odcinkami i ptaszczyznami (np. kata rozwarcia stozka, kata miedzy tworzaca
a podstawa), obliczanie miar tych katow

* stosowanie trygonometrii do obliczania diugosci odcinkow oraz miar katow

W tym temacie uporzadkujemy wiadomosci o brytach obrotowych.

Jezeli figure plaska f obracamy w przestrzeni o kat pelny wokél prostej k zawartej
w plaszczyznie figury f, to otrzymana w ten sposob figure przestrzenna nazywamy
bryla obrotowa, a prosta k — osia obrotu.

=8 et

k

Jezeli bryle przetniemy jakas plaszczyzna, to czes¢ wspolna tych figur nazywamy

przekrojem plaskim. W tym podreczniku bedziemy sie zajmowac nastepujacymi ro-

dzajami przekrojow bryl obrotowych:

» przekrojem osiowym, czyli czescig wspolna tej bryly z plaszczyzng zawierajaca o$
obrotu,

» przekrojem poprzecznym, czyli czescia wspoélna tej bryly z plaszczyzna prostopa-
dla do osi obrotu.

Omowimy teraz najwazniejsze wlasnosci bryl obrotowych - walca, stozka i kuli.

Walec

Walcem nazywamy bryle obrotowa powstala przez obrot prostokata dookota
prostej zawierajacej jeden z jego bokow.
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Dwa kola powstale przez obrot prostopadlych do osi obrotu <

bokow prostokata nazywamy podstawami walca. ey )

Bok prostokata réwnolegly do osi obrotu i niemajacy z nia
punktow wspolnych nazywamy tworzgca walca, a drugi bok
~ promieniem r podstawy walca. Wysokoscig h walca jest
kazdy odcinek taczacy punkt plaszczyzny jednej podstawy h f
z jego rzutem prostokatnym na plaszczyzne drugiej pod-
stawy (kazda tworzaca to rowniez wysoko$¢ walca). Suma AR s

wszystkich tworzacych walca stanowi jego powierzchnie \ 4//
boczna.

Pojecia ,promien” (podobnie jak pojecia ,wysoko$¢”) uzywaé bedziemy w dwéch znaczeniach - (1)
rowniez zamiast ,,dtugodc promienia”. Nie powinno by¢ z tym klopotu, bo z kontekstu na ogol
jasno wynika, czy ,promien” oznacza odcinek czy liczbe.

Przekrojem poprzecznym walca jest kolo o promieniu r (rys. 1).
Przekrojem osiowym walca jest prostokat o bokach i i 2r (rys. 2).

Na rysunku 3 przedstawiona jest siatka walca,

(

Amr
11 Ziy h
by <5 et h
Rys. 1 Rys. 2 2 Rys. 3.

Graniastostupem wpisanym w walec nazywamy graniastostup, ktérego podstawy sg
wielokatami wpisanymi w podstawy walca.

Graniastoslupem opisanym na walcu nazywamy graniastostup, ktorego podstawy
sa wielokatami opisanymi na podstawach walca.



6. Bryly obrotowe

Stozek

Stozkiem nazywamy bryle obrotowa powstala przez obrot trojkata prostokat-
nego dookola prostej zawierajacej jedna z jego przyprostokatnych.

Koto powstale w wyniku obrotu drugiej przyprostokatnej nazywamy podstawa stoz-
ka, a ten wierzchotlek trojkata, ktory nie nalezy do podstawy — wierzcholkiem stozka.
Powierzchnia otrzymana w wyniku obrotu przeciwprostokatnej stanowi powierzch-
ni¢ boczng stozka. Kazdy odcinek laczacy wierzcholek stozka z podstawa i zawarty
w powierzchni bocznej nazywamy tworzaca stozka.

<l

Rzutem prostokatnym wierzchotka stozka na plaszczyzne podstawy
jest srodek podstawy. Wysokoscia stozka nazywamy odcinek facza-
cy wierzcholek ze srodkiem podstawy. Tak samo nazywamy rowniez
dlugos¢ tego odcinka.

Przekrdj osiowy stozka to tréjkat réwnoramienny. Kat « miedzy ra-
mionami tego tréjkata nazywamy katem rozwarcia stozka. Przekro-
je osiowe stozka sa trojkatami przystajacymi.

Przekrojem poprzecznym stozka jest kolo. Czesc stozka zawar-
ta miedzy jego podstawa a przekrojem poprzecznym nazywamy
stozkiem $cietym. Przekrojem osiowym stozka $cietego jest trapez
réwnoramienny. Wysoko$cia stozka $cietego nazywamy wysokosé

tego trapezu. s T

Ostrostupem wpisanym w stozek nazywamy ostrostup, ktérego podstawa jest wielo-
katem wpisanym w podstawe stozka, a wysokos¢ pokrywa si¢ z wysokoscia stozka.

Ostrostupem opisanym na stozku nazywamy ostrostup, ktorego podstawa jest wielo-
katem opisanym na podstawie stozka, a wysokos¢ pokrywa sie z wysokoscia stozka.
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Kula

Kulg nazywamy bryle obrotowa powstalg przez obrét pétkola dookota prostej
zawierajacej jego Srednice.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:
O - srodek kuli,

r — promien kuli,

k — o$ obrotu.

Zatem O jest srodkiem srednicy obracanego potkola.
Srednica ta ma dlugos$é¢ 2r.

Bezposrednio z definicji wynika nastepujace twierdzenie.

| Twierdzenie

Kula o srodku O i promieniu r jest zbiorem punktéw przestrzeni oddalonych
od punktu O co najwyzej o .

Powierzchnig kuli, ktora tworza punkty oddalone od $rodka o r, nazywamy sfera.
Sfera powstaje przez obrot polokregu dookola prostej zawierajacej srednice tego pol-
okregu.

Prawdziwe jest ponizsze twierdzenie, ktore podajemy bez dowodu.

Tuiecizone |

Sfery nie da si¢ tak rozcia¢, aby mozna ja bylo rozlozy¢ na plaszczyzinie. Dlatego
nie istnieje siatka kuli.

Kazdy odcinek lgczacy dwa punkty sfery nazywamy cieciwg kuli, a cieciwe przecho-
dzaca przez srodek kuli - jej srednica. Kazda $rednica kuli ma dlugos¢ réwna 2r,
a odleglos¢ miedzy dwoma dowolnymi punktami kuli nie jest wieksza od dlugosci jej
srednicy.



6. Bryly obrotowe

Jezeli plaszczyzna i kula maja punkty wspol-
ne, to czesciag wspdlng tej plaszczyzny i kuli
jest albo koto, albo punkt.

Kazdy przekrdj kuli przechodzacy przez jej / XA ] e

srodek nazywamy kolem wielkim. U

Kazda z dwoch czesci kuli, na ktore dzieli ja kolo bedace jej przekrojem, nazywamy
odcinkiem kuli. Plaszczyzna przekroju dzieli sfere na dwie czesci. Sa to czasze.

Wycinek kuli to cze$¢ kuli ograniczona sferg i powierzchnia boczna stozka o wierz-
chotku w srodku tej kuli i tworzacej o dlugosci r.

Warstwa kuli nazywamy czes$¢ kuli zawarta miedzy dwiema réwnoleglymi, przeci-
najacymi kule plaszczyznami.

s

odcinek kuli wycinek kuli warstwa kuli

Bryly wpisane w kule

* Wieloécian jest wpisany w kule wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jego wierz-
cholki naleza do sfery tej kuli.

* Walec jest wpisany w kule wtedy i tylko wtedy, gdy okregi jego podstaw sa
zawarte w sferze tej kuli.

* Stozek jest wpisany w kule wtedy i tylko wtedy, gdy okrag jego podstawy jest
zawarty w sferze i wierzcholek nalezy do sfery tej kuli.

Bryly opisane na kuli

* Wieloscian jest opisany na kuli wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jego sciany
sg styczne do kuli.

* Walec jest opisany na kuli wtedy i tylko wtedy, gdy jego podstawy i tworzace
sg styczne do kuli.

» Stozek jest opisany na kuli wtedy i tylko wtedy, gdy jego podstawa i tworzace
sa styczne do kuli.
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Przyjmiemy bez dowodu nastepujace twierdzenie.

* Na kazdym ostrostupie prawidlowym mozna opisac kule.

* W kazdy ostrostup prawidlowy mozna wpisac kule.

* Srodki kul: opisanej na ostrostupie prawidtowym i wpisanej w ostrostup
prawidlowy naleza do prostej zawierajacej wysokos¢ ostrostupa.

Przyktad €)
Narysujemy bryle, ktéra powstaje w wyniku obrotu danej figury wokoél danej prostej.

Rozwigzanie
a) Trojkat rownoramienny obraca sie dookota prostej zawierajacej podstawe.

c

h
' H n-
1

Otrzymana bryla to dwa przystajace, sklejone podstawami stozki, w ktorych h (wyso-
kos¢ tréjkata) jest promieniem podstawy, a (polowa podstawy trojkata) to wysokosc
stozka, a ¢ (ramie tréjkata) jest jego tworzaca.

b) Trapez, ktory przy dluzszej podstawie ma katy ostre, obraca si¢ dookota prostej
zawierajacej dluzsza podstawe.

D
V%

Otrzymujemy bryle zlozona z dwéch stozkow i walca.

c) Trapez prostokatny obraca sie¢ dookota prostej zawierajacej krotsza podstawe.

T
1
W
3
1
il
L]
¥
i
i ‘l.
1
i N
i 1
.
) L)
]
i
.
3

Otrzymujemy walec z wydragzonym stozkiem,




Przyktad @) < zad. 6.5

Przekatna przekroju osiowego walca jest nachylona do plaszczy-
zny podstawy pod katem « = 75°. Promien podstawy walca jest
rowny 3. Obliczymy wysokosc walca (z dokladnoscia do jednego
miejsca po przecinku).

Rozwiazanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Mamy:
h o
; =1g75
h=2r-tg75°=6-3,7321 = 224

Odp.:h =224

Przyktad &)

Kat rozwarcia stozka o promieniu podstawy 4 jest réwny 70°.
Obliczymy dlugosc tworzacej i wysokosc¢ tego stozka (z doklad-
noscig do jednego miejsca po przecinku).

zad. 6.6

Rozwiazanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku,

Przekrojem osiowym stozka jest tréjkat réwnoramienny,
w ktorym kat przy wierzchotku jest rowny 70°. Zatem w pro-
stokatnym trojkacie ASW mamy:

JAWS =351 |AS| =4

Szukane wielkodci wyznaczamy, korzystajac z funkcji
trygonometrycznych.

6. Bryly obrotowe

% = sin 35°

l= ,4 ~ 2 697350 = 7.0
sin35°  0,5736

4

- = tg 35°

h g

B s 5 e 5 BT
tg35°  0,7002

Odp.:1 =70, h=5,7
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Przykitad €) - zad. 6.7

Tworzaca stozka ma 24 cm i jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem 30°.
Obliczymy promien podstawy r i wysokos¢ I tego stozka.

Rozwiazanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Zatem | = |AC| = |BC| = 24 cm. Kat
nachylenia tworzacej stozka do plaszczyzny
podstawy jest katem DAC przy podstawie
przekroju osiowego stozka.

Trojkat ADC jest potowa trojkata rowno-
bocznego AC'C o boku I = 24 cm (rys. obok).
Promien podstawy stozka jest w tym trojkacie
wysokoscig, czyli:

yi= %ﬁ = —24;’5 =123 [cm]
Wysokosc stozka to polowa boku trojkata

AC'C. Zatem h = é =12 [cm)].

Odp.:r=12v3cm, h=12cm

Przyktad @) < zad. 6.19

Obliczymy promient R kuli opisanej na
ostrostupie prawidlowym czworokatnym,

w ktorym krawedz podstawy i krawedz boczna
maja dlugosc 6.

Rozwiazanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Srodek S kuli nalezy do prostej EW, gdzie E jest
spodkiem wysokosci ostrostupa. Zauwazmy, ze:

ABCD = ABWD «—— cecha bbb
Zatem <BWD = 90° i §rodek okregu opisanego na trojkacie BW D, czyli tym samym
$rodek kuli, jest $rodkiem przeciwprostokatnej BD - czyli punktem E (jak widag,
rozpatrywany rysunek nie odpowiada zalozeniom zadania). Promien kuli jest wiec
rowny polowie przekatnej kwadratu ABCD,

Odp.: R = 312



6. Bryty obrotowe

W kazdym z zadan 6.1-6.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

6.1. Tworzaca stozka o promieniu podstawy 1 ma dlugosé¢ 2. Wskaz miare kata roz-
warcia stozka.
A. 90° B. 60° C. 45° D. 30°

6.2. Jaka bryle otrzymamy w wyniku obrotu trapezu prostokatnego (niebedacego
prostokatem) wokol krotszego ramienia?

A. sumeg dwoch stozkow C. kulg z wydrazonym stozkiem

B. sume walca i stozka D. stozek sciety

6.3. Powierzchnia boczna stozka po rozwinieciu jest pétkolem. Wskaz miare kata
rozwarcia stozka.
A. 30° B. 45° C. 60° D. 90°

6.4. Przekrojem osiowym walca jest prostokat o wymiarach 10 x 6. Oblicz kat «
nachylenia przekgtnej tego przekroju do plaszczyzny podstawy walca (z dokladnoscia
do 1°).

6.5. Tworzaca walca tworzy z przekatna jego przekroju osiowego dany kat . Dhu-
gosc przekatnej przekroju osiowego wynosi 10. Oblicz promien r i wysokos¢ h walca.
a) «=30° b) a = 45° c) a = 27° (wyniki podaj z dokladnoscia do 0,01)

6.6. Kat rozwarcia stozka ma miarg «, a wysokosc stozka jest rowna h. Oblicz pro-
mien r i tworzaca [ stozka.

a) a=60°% h=12V3

b) a=120° h=7

¢} ce=90% h=10

d) a =80°% h =12 (wyniki podaj z dokladnoscia do jednego miejsca po przecinku)
e) a=30° h =18 (wyniki podaj z dokladnoécia do jednego miejsca po przecinku)

6.7. Oblicz promien podstawy r i wysokos¢ h stozka, ktérego tworzaca o dlugosci
24 cm jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod danym katem.
a) 60° b) 45°

6.8. Podstawa stozka jest kolem o obwodzie 16m. Wysokos¢ tego stozka jest row-
na 20. Oblicz kat rozwarcia stozka oraz kat nachylenia tworzacej do plaszczyzny pod-
stawy (z dokladnoscig do 1°).
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6.9. Trojkat rownoboczny obrécono wokél jednego z jego bokow. Jaka bryte otrzy-
mano? Jaka figura jest przekrojem osiowym tej bryly?

6.10. Trojkat rownoramienny o podstawie dlugosci 6 cm i ramionach dlugosci 5 cm
obrécono dookota

a) podstawy. b) ramienia.

Oblicz promien wspélnej podstawy otrzymanych w ten sposob stozkow.

6.11. Przekr6j osiowy stozka jest tréjkatem réwnobocznym o polu 147 dm?. Oblicz
pole podstawy i wysokos¢ stozka.

6.12. Poélkole o promieniu 18 cm zwinieto w stozek. Oblicz wysoko$¢ i kat rozwar-
cia stozka,

6.13. Narysuj bryle powstala w wyniku obrotu rombu (niebedacego kwadratem)
dookola prostej zawierajacej bok tego rombu.

6.14. Narysuj i opisz bryle, ktéra otrzymamy w wyniku obrotu trapezu prostokat-
nego (niebedacego prostokatem) dookola prostej zawierajacej
a) dluzsza podstawe. b) diluzsze ramie.

6.15. W wyniku obrotu polkola dookola prostej zawierajacej jego Srednice otrzy-
mano kulg. Oblicz promien tej kuli, wiedzac, ze obwod potkola wynosi
a) 10(m + 2). b) 12 + 6m.

6.16. Kule o promieniu 3 cm przecieto dwiema rownoleglymi plaszczyznami w taki
sposab, ze podzielity one $rednice kuli prostopadla do tych plaszczyzn na trzy réwne
odcinki. Oblicz pole kazdego z otrzymanych przekrojow.

* 6.17. Promien podstawy stozka jest rowny r, a tworzaca jest nachylona do plaszczy-

zny podstawy pod katem «. Przez wierzcholek stozka poprowadzono plaszczyzne,
ktora tworzy z osig symetrii stozka kat 8. Oblicz pole P otrzymanego przekroju.

6.18. Pan Jacenty stoi u podndza gory w ksztal-
cie niemal idealnego stozka i pragnie jak najszybciej
znalezc si¢ dokladnie po jej przeciwnej stronie. Gora
wznosi si¢ na wysoko$¢ 300 m, a promien jej podsta-
wy ma 2 km. Pan Jacenty po plaskim terenie porusza
si¢ z predkoscia 4 km/h, wchodzi pod gore z predko-
$cig 2 km/h, a schodzi z predkoscia 5 km/h. Sprawdz,
czy powinien wejs¢ na szczyt prosta droga i zejs¢, czy
obejsc¢ gore dookola.




6. Bryty obrotowe

6.19. Oblicz promien kuli opisanej na ostrostupie prawidlowym czworokatnym,
w ktérym krawedz podstawy ma dlugosc 8, a krawedz boczna ma dlugosé 9.

# 6.20. Oblicz promien kuli opisanej na ostrostupie prawidlowym tréjkatnym, w kto-

rym krawedz podstawy ma dtugoé¢ 12, a krawedz boczna ma dlugosé 6V/2.

6.21. Oblicz promien kuli wpisanej w ostrostup prawidlowy czworokatny, w ktérym
wszystkie krawedzie maja dlugos¢ rowna 8 cm.

+ 6.22. KrawedzZ boczna czworoscianu foremnego jest dluzsza o ¢ od promienia kuli

opisanej na tym czworoscianie. Wyznacz promien tej kuli.

6.23. Wyznacz promien kuli opisanej na graniastostupie prawidlowym szesciokat-
nym, ktorego wszystkie krawedzie s3 rowne a.

1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

W wyniku obrotu tréjkata wokol jednego z jego bokéw mozemy otrzymac
A. sume dwoch stozkow.

B. stozek z wydrgzonym stozkiem.

C. sume¢ walca i stozka.

2. Oblicz wysokosc stozka, ktorego tworzaca ma dlugosc 17 cm, a podstawa jest kolo
o polu 200,96 cm®. W obliczeniach przyjmij m = 3,14.

3. Wysokos¢ stozka wynosi 12 cm, a jego kat rozwarcia jest rowny 78°. Oblicz pro-
mien podstawy i tworzacg stozka (z doktadnos$cig do 1 mm).

4. Kulg o promieniu 12 cm przecigto plaszczyzng odlegla od srodka kuli o 3 cm.
Oblicz pole otrzymanego przekroju.

5. Siatke stozka stanowi ¢wiartka kota o promieniu R i kolo o promieniu r.

Wyznacz %
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Jak zrobic kule

Siatka kuli nie istnieje, co sprawia, ze przy produkcji kulistych przedmiotow,
takich jak pitki, pojawia sie problem — w jaki sposob pocia¢ material, by stworzy¢
warstwe okrywajacg kule? Bardzo pomocne okazujg sie wielosciany.

Od dwudziestoscianu do pitki noznej

Dwudziestoscian foremny to bryia, ktorej
powierzchnie tworzy 20 przystajacych trojkatow
rownobocznych. Ma 12 wierzchotkow i 30 kra-
wedzi. Obcinamy wszystkie naroza tej bryly.

Linie ciecia powadzimy tak, by
przecinaly krawedzie w %— ich diu-
gosci od najblizszego wierzchotka.

W ten sposob otrzymujemy dwudziestoscian sciety:
bryte, ktorej Sciany to 20 szesciokatow foremnych
i 12 pieciokatow foremnych.

Pieciokaty powstaja po
obcieciu narozy.

Szesciokaty to pozostale czesci
scian dwudziestoscianu foremnego.

Siatke dwudziestoscianu scietego wykorzystuje sie
jako szablon do uszycia tradycyjne| pitki do gry

w pitke nozna. Zewnetrzna warstwa takiej pitki
skiada sie z biatych i czarnych paneli (tatek):
pierwsze to szesciokaty, drugie — pieciokaty.

Po nadmuchaniu pitki panele sie wybrzuszaja,
dzieki czemu pitka jest kulista, co ja odroznia

od modelu dwudziestoscianu scietego.

® &
siatka . ‘

dwudziestoscianu

Scietego . . .
®



Inne szablony

Wierzchnie warstwy pitek wycina sig z roznych szablonow.
Miektore ich ksztalty pokazano na ilustracji.

e ——
Pitka tenisowa jest pokryta Pitke baseballowa obszywa Szablon pitki do siatkéwki to
dwoma kawatkami filcu. sig dwoma kawatkami skory. szesc paneli zlozonych z trzech

kawatkow skory.

Koputa geodezyjna

Koputa geodezyjna to wieloscian przypominajacy ksztaitem kule. Scianami takiego
wieloscianu sa trojkaty rownoramienne, ukiadajace sie w pieciokaty i szesciokaty. Im
wigksza ich liczba, tym bardziej taki wieloscian przypomina powierzchnie kuli. Koputy
geodezyjne wykorzystuje sie w architekturze — konstrukcje tego typu sa niezwykle
wytrzymate i stabilne, a dodatkowo nie wymagaja wewnetrznych podpér.

Stacja badawcza wybudowana
w 1974 r. na biegunie
potudniowym.




7. Pola powierzchni i objetosci

bryt

Umiejetnosci:

stosowanie wtasnosci podobienstwa do obliczania diugosci odcinkow, miar katow,
pol powierzchni i objetosci

stosowanie trygonometrii do obliczania diugosci odcinkow, miar katow, pal
powierzchni i objetosce

Podobienistwo w przestrzeni

Podobienstwo w przestrzeni definiuje si¢ jak podobienstwo na plaszczyznie.

m I

N

* Podobienstwo w skali k (k > 0) jest przeksztalceniem przestrzeni o tej wia-
snosci, ze dla dowolnych punktéw A, B i ich obrazéw A', B' zachodzi réw-
noé¢ |A'B'| = k- |AB|.

* Figura (bryla) F jest podobna do figury (bryly) F', co zapisujemy symbo-
licznie F ~ F', gdy istnieje takie podobienstwo P przestrzeni, w ktérym
P(F) =F.

-

Mowiac pogladowo, podobienstwo proporcjonalnie zwigksza lub zmniejsza figury
w przestrzeni.
Bryly podobne w skali k =1 s3 przystajace.

Oto najwazniejsze wlasnosci podobienstwa w przestrzeni. Podajemy je bez dowodow.

Podobienstwo zachowuje wspolliniowos¢ punktéw, czyli przeksztalca prosta na
prosta.

Podobienistwo nie zmienia katéw, zatem odpowiednie katy (plaskie oraz dwu-
$cienne) w brylach podobnych sa rowne.

W podobienstwie obrazem prostych rownoleglych sa proste rownolegle, tzn. je-
zeli proste a i b s3 rownolegle, a ich obrazami sa proste a, i by, to a; || b, (ale
niekoniecznie a, || a).

Jezeli figura (bryla) F jest podobna do figury (bryly) F'w skali k, to figura (bryta) F'
jest podobna do figury (bryly) F w skali i



7. Pola powierzchni i objetosci bryt

* Jezeli F~F' i F'~F", to F~F",

* Dwa wielosciany sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy w obu wieloscianach odpo-
wiednie krawedzie sa proporcjonalne oraz odpowiednie katy ptaskie i katy dwu-
scienne sg rowne.

120°

120%
o > i
' i 1,50
o i E i
5 Lok Nmememai it
-j ------ **'::\ - ’ ‘T't.
a 1,5a
Przyktad €D
Podamy przyklady figur podobnych oraz skale ich podobienstwa.
[ Figury Skala podobieristwa
" dwa odcinki w przestrzeni stosunek diugosci tych odcinkéw
dwa szedciany stosunek dlugosci krawedzi tych
szescianow
dwa wielosciany foremne o tej samej stosunek dlugosci krawedzi tych
liczbie Scian wielodcianow
' dwie kule stosunek promieni tych kul

dwa stozki o takim samym kacie rozwarcia | stosunek promieni podstaw tych stozkow

» Zauwazmy, ze skala podobienstwa stozkéw o takim samym kacie rozwarcia jest
rowniez stosunek ich wysokosci lub stosunek diugosci ich tworzacych.

» Jezeli przeksztalcimy przez podobienistwo o skali 2 prostopadloscian o wymiarach
3 x 4 x 10, to otrzymamy prostopadloscian o wymiarach 6 x 8 x 20.

Przyktad @)

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Plaszczyzny a i a; przecinaja ostrostup ABCD i sa
réwnolegle. Zatem przekroje, czyli trojkaty KLM oraz
K,L,M,, sa podobne.
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Pola powierzchni i objetosci bryt

W szkole podstawowej wprowadzone zostaly wzory na obliczanie pdl powierzchni
i objetosci podstawowych wieloscianow. Zbierzemy je w tabeli i uzupelnimy o analo-
giczne wzory dotyczace bryl obrotowych. Wyprowadzenie wigkszosci tych wzorow
wymaga bardziej zaawansowanej wiedzy matematycznej, dlatego podajemy je bez do-
wodow.

Przypomnijmy najczesciej spotykane oznaczenia:

P, - pole podstawy, r — promien podstawy (promien kuli),
Py, - pole powierzchni bocznej, h — wysokosc graniastostupa, ostrostupa,
P. - pole powierzchni calkowitej, walca, stozka,

V' - objetosc, I - tworzaca walca, stozka.

W poprzednich tematach rysowalismy siatki réznych figur przestrzennych. Warto
na nie spojrzec, aby przyswoic sobie nastepujace uwagi.

* W kazdym graniastostupie sciany boczne sa rownoleglobokami. Suma pél tych
§cian jest polem P, powierzchni bocznej. Pole wielokata lezacego w podstawie gra-
niastostupa jest polem podstawy P,,. Pole powierzchni catkowitej graniastostupa
jestréowne P.= P, + ZPP.

* W kazdym ostrostupie Sciany boczne sa tréjkatami. Pole P, powierzchni bocznej
jest sumg pol tych trojkatow. Podstawe ostrostupa moze tworzy¢ dowolny wielo-
kat. Jego pole jest polem podstawy P p Pole powierzchni caltkowitej ostrostupa jest
rowne P, = Py + P,

¢ Jezeli rozetniemy powierzchnie boczna walca wzdluz jego tworzacej i rozplaszczy-
my ja, to otrzymamy prostokat. Jeden z bokow tego prostokata ma dlugosc¢ rowna
wysokosci walca, a drugi ma dlugos¢ rowng obwodowi podstawy walca. Pole po-
wierzchni bocznej walca jest rowne P;, = 2nr - h, pole podstawy walca jest rowne

Po= nr’. Pole powierzchni catkowitej walca jest rtéwne P, = 2mrh + 2mr® albo
krocej: P. = 2nr(h +r).

» Powierzchnia boczng stozka jest wycinek kola o promieniu l. Dlugos¢ tuku tego
wycinka jest rowna obwodowi podstawy stozka, czyli 2nr. Pole powierzchni bocz-
nej stozka jest rowne Py, = nirl, pole podstawy stozka jest rowne P, = nr’. Pole

powierzchni catkowitej stozka jest rowne P, = nrl+nr” lubinaczej P, = nir (1 + 7).

Pole powierzchni kuli, czyli pole sfery, jest rowne P = 4nr’, a objetosc kuli jest

; 4 .3
rowna V = Enr'.
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‘ Bryta Pole powierzchni catkowitej Objetosc
| graniastostup
P, =P, +2P, V=P, h
ostrostup
1
P,=P,+P, V=3Pp-h
P, = 2nrh
Py = nr’ V=nr-h
P, =2nr(r+h)
P!J = wrl 1
3 = 2
Py, =mr V= 3 -h
P =mr(r+1)
Pi= 4mr’ V= %Tﬂj

Jezeli bryta F' jest podobna w skali k do bryly F o polu powierzchni P; i objetosci

rownej Vi, to:

« pole powierzchni bryly F' jest rtéwne Py = k- Pp; méwimy — stosunek pél po-
wierzchni bryl podobnych jest rowny kwadratowi skali podobienstwa tych bryl,

* objeto$¢ bryly F'jest réwna Vpr = k* - V3 méwimy — stosunek objetosci bryl
podobnych jest réwny szescianowi skali podobienstwa tych bryl

Na przyklad jesli zbudujemy model pomnika warszawskiej Syrenki w skali 1:10, to
pochlonie on 1000 razy mniej materiatu niz oryginal.
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Przykiad ) < zad. 7.6

Obliczymy pole powierzchni calkowitej i objetosc graniastostupa prawidlowego troj-
katnego o wysokosci h =5 i krawedzi podstawy a = 3.

Rozwiazanie :
Podstawg graniastostupa jest trojkat réwnoboczny o boku a = 3. th

Pole podstawy jest rowne:
N a’\3 _ 9+/3
P 4 4

Powierzchnia boczna sklada si¢ z trzech identycznych prostokatow
o wymiarach 3 x 5, zatem:

P,=3-3-5=45

P

Pole powierzchni calkowitej jest rowne:

PE=2PP+Pb:2«-E£+45=m+4S
+ 2

Wysokos¢ graniastostupa h = 5, wiec jego objetosc jest rowna:

V=pp.;,=9£.5=ﬂ§
4 4
de.:Pc=45+?;—G, V:%E

Przykiad @) < zad. 7.8

Obliczymy objetosc i pole powierzchni graniastostupa prawi- \
dlowego szesciokatnego, w ktérym wysokosé h = 7, a okrag P
opisany na podstawie ma promien r = 4. E

Rozwiazanie '
Podstawg graniastostupa jest szesciokgt foremny. ' :

Bok szeéciokata foremnego wpisanego w okrag jest rowny pro-
mieniowi oll:? Taki : wp 'g qg}’ i "?p’ é-“"ﬁ?
egu. Taki szesciokat jest suma szesciu trojkatow
rownobocznych.
2 2
P,=6-" B g8 4. B
4 e
V=P, -h=24V3-7=168V3

P.=6-rh+2P,=6-4-7+2-24V3 = 24(7 + 2V3)

Odp.: V = 168V3, P, = 24(7 + 2V3)
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Przyktad &) - zad. 7.10

Podstawa prostopadloscianu jest kwadrat. Przekgtna tego prostopadltoscianu ma diu-

go$¢ 812 i jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem 60°. Obliczymy pole
powierzchni calkowitej i objetosc prostopadloscianu.

Rozwiazanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. j

ABCD jest kwadratem.
|AM| = 8v2, 4MAC = 60°
Dla prostopadlo$cianu o podstawie kwadratowej:
P. =2a" + 4ah
V=a’h
Do obliczenia objetosci i pola powierzchni catkowitej
potrzebne sa wigc:

a — dlugosc¢ krawedzi podstawy (bok kwadratu ABCD),
h - wysoko$¢ prostopadlo$cianu.

Zauwazmy, ze:
» AC jest przekatng kwadratu ABCD, czyli |AC| = aV/2,
* tréjkat ACM jest potowa tréjkata rownobocznego o boku |AM| = 8+/2.

W tréjkacie ACM: M
|AC| = %IAMI " % .82 =412

B"u@ 3{]0
_ |AMI\E=8\/§-\@=4\@

2 2 @

Do obliczenia dlugosci a wykorzystamy zwiazek |AC| = aV/2: & ¢

442 = a\2

a=4

h

Podstawiamy wyznaczone wielkosci do wzorow.
P,=a"=16
P,=4ah=4-4-46 = 646
P, =P, +2P, =646+ 32 =32(1+2V6)
V=P, -h=16-4V6=64V6

Odp.: P, = 32(1+2V6), V =64V6

83 I
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Przykiad )

Podstawa graniastostupa prostego jest romb o kacie ostrym 60°. Dluzsza przekatna
graniastoslupa, o dlugosci 4, tworzy z plaszczyzna podstawy kat 30°. Obliczymy ob-
jetosc i pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.
Rozwiazanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

ABCD jest rombem o kacie ostrym 60°.

|AC'| =4, <«CAC=30°
Do obliczenia objetosci i pola powierzchni calkowitej
potrzebne sa: dlugoséc boku rombu, np. |AB|, oraz wy-

sokos¢ prostopadloécianu, np. ICCI[.

Zauwazmy, ze:
» tréjkat ACC'jest potowa trojkata réwnobocznego
(katy 90°, 30°i 60°) o boku |ACI| = 4, czyli:

‘CCfl = -;" \AC’| =3 «—— polowa boku
|AC'| V3
|AC| = > =23 «—— wysokos¢ trojkata réownobocznego
» trojkaty ADB i DBC sa réwnoboczne, czyli:
S| = 2|AC| = V3 i |4S| = ""*‘P;"G
2|AS|
Zatem |AB| = —— = 2.
|AB 7
Pole podstawy graniastostupa jest rowne:
2
szz' |ABLV§ 32'\"{5

W graniastostupie mamy wysokoé¢ CC' réwna 2. Zatem objeto$¢ jest réwna:
V=P,-CC'| =2V3-2=43

Scianami bocznymi graniastostupa sg kwadraty o wymiarach 2 x 2, czyli:
P,=4-2"=16

a pole powierzchni catkowitej jest rowne:

P,=16+2-2V3=16+4V3 =4(4+ V3)

Odp.:V =43, P, = 4(4+ V3)
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Przyktad €) < zad.7.15
Obliczymy objetosc i pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidlowego czworo-
katnego o krawedzi podstawy a = 6 i wysokosci h = 4.
Rozwiazanie

Podstawa tego ostrostupa jest kwadrat o boku a = 6.

- 2—
Pp—a = 36

V=1P, -h==x-36-4=48
3 3

Powierzchnie boczng tworzg cztery identyczne tréjkaty réwnoramienne o podstawie
a = 6 inieznanej wysokosci. Aby wyznaczy¢ t¢ wysokos¢, oznaczona na rysunku li-
tera H, skorzystamy z wlasnosci trojkata prostokatnego ABC, ktorego wierzcholek B
jest srodkiem krawedzi podstawy.

|AB|* + |AC|* = |BC)? «~— na mocy twierdzenia Pitagorasa
2
(g) +h* = H? 3°+4° = H> czyli H=>5.

Pole jednej $ciany bocznej jest rowne ;:—a ~H = —;— +6-5=15.

Pole powierzchni calkowitej ostrostupa: P. = 4-15 + 36 = 96

Odp.: V =48, P, =9

Przyktad @) « zad.7.16

W ostrostupie prawidlowym czworokgtnym przekatna podstawy ma dlugoéc d,
a krawedz boczna ostrostupa jest 5 razy dluzsza od krawedzi podstawy. Obliczymy
pole powierzchni bocznej i objetos¢ tego ostrostupa. W
Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Podstawa ostrostupa jest kwadrat ABCD o boku a, sciana-
mi bocznymi sg cztery przystajace trojkaty rownoramien-
ne. Punkt E jest srodkiem krawedzi podstawy.

Pi,:-‘-l-%'a-IWE[:Za-IWE[

V= id.h
3

Do obliczenia pola powierzchni bocznej i objetosci potrzebne sa wigc trzy wielkosci:
a, hi |WE|. Wyznaczymy je w kolejnych krokach.

Krok 1: Wyznaczamy a.
Odcinek AC o dlugosci d jest przekatna kwadratu, wiec d = aVv2, czyli a = %

g5 I
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Krok 2: Wyznaczamy h.

Krawedz boczna ostrostupa jest 5 razy dluzsza od a. Zatem |[BW| = f%
W trojkacie prostokatnym WSB:
2 2
= |BW|? - |sB? = 24 _ (ﬂ)
2 2
=28
4
h=Z1d
2

Krok 3: Wyznaczamy wysokos$¢ |WE| $ciany boczne;.
W tréjkacie prostokatnym WSE:

IWE|* = hz - ESEIE

2 2

WEP = £ (g) dz dg Qﬁdz

|WE| = \(70,' = (d
- . ¥ o ae e b @ B ¥
'eraz mozemy obliczyc objetosc ostrostupa: V' = 2T Ed = Ed

, , - _.od 3 V11, 3W1

oraz jego pole powierzchni bocznej: Py, = 2 e d".
Odp.: pb_id?' V_Ed*

Przyktad @) < zad. 7.21

Podstawa ostrostupa ABCS jest trojkat rownoramienny o ramionach dlugosci

|AB| = |AC| = b i kacie ostrym migdzy nimi o mierze 2a. Spodek wysokosci ostro-
stupa jest $rodkiem okregu opisanego na podstawie. Sciana boczna o krawedzi BC
jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem f.
Wyznaczymy objetos¢ ostrostupa.

Rozwigzanie

Podstawg ostroslupa jest trojkat rownoramienny, w kto-
rym kat pomiedzy ramionami jest ostry, wigc $srodek okre-
gu opisanego na tym trojkacie lezy wewnatrz tréjkata.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Zauwazmy, ze:
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1. |AS| = |BS| = |CS§] «— spodek W wysokosci ostrostupa jest
srodkiem okregu opisanego na podstawie

2. wysokosc trojkata BCS poprowadzona «—— |BS| = |CS]
z wierzchotka S dzieli bok BC na polowy

3. wysokosc¢ trojkata ABC poprowadzona — |AB| = |AC| (z zalozenia)
z wierzchotka A dzieli bok BC na polowy

4. | punkt D jest spodkiem dwoch wysokosci: — z punktow 2 i 3 powyiej
AD w trojkacie ABC i SD w trojkacie BSC

Zatem proste DS i AD sa prostopadle do krawedzi BC i wyznaczaja kat 8 nachylenia
sciany bocznej BCS do plaszczyzny podstawy.,

- £ . ¥ ].
Objetos¢ ostrostupa jest rowna V' = EP " h. Pole tréjkata jest rowne polowie  ((+))
iloczynu jego bokéw pomnozonego
; przez sinus kata zawartego miedzy
w zadaniu: P b= Ebz sin 2a. tymi bokami.

Pole podstawy mozemy wyznaczy¢ z danych

Aby wyznaczy¢ objetosc, musimy wiec znalez¢ jeszcze wysoko$¢ h ostrostupa, czyli

dlugos¢ odcinka WS. Wykonamy to w kolejnych krokach.

Krok 1: Wyznaczamy |W D).
Popatrzmy na podstawe ostrostupa i opisany na niej okrag.
Zauwazmy, ze w prostokatnym trojkacie ABD:
I—B-Efll =sina, stad |BD| = bsina.
Ponadto kat BWC jest katem srodkowym opartym na tym

samym tuku co kat wpisany BAC. Zatem 4BWC = 4a,
a 4BWD = % -4 = 2a, W prostokatnym trojkacie BDW:

|BD| _ _
WDl = tg 2, stad |WD| =

IBD|  b-sina
tg2a  tgla

Krok 2: Wyznaczamy h. W prostokatnym trojkacie SWD:

h b-sina-tgf

—— =tgf, stad h=|[WD| - tgff = ————.
v = (8P stad h=|WD]-tgp =
Teraz mozemy obliczy¢ objetos¢ ostrostupa:

1 1 1 ; b-sine -t
V:—P,+h=—-—-bzmnztx-.—g‘8
3 f 3 2 sin 2o

cos 2

Odp.: V =é-b3-sina-c052cx-tg,6
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Przyktad €0 « zad.7.26

Obwod podstawy walca jest rowny 127 Przekatna przekroju osiowego walca jest na-
chylona do plaszczyzny podstawy pod katem 40°. Obliczymy pole powierzchni cal-
kowitej i objeto§¢ walca. Wyniki zaokraglimy do pierwszego miejsca po przecinku.

Rozwigzanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Obwad podstawy walca jest rowny 2nr = 12n. Zatem r = 6,
a Srednica AB ma dlugosc 12.

W prostokatnym tréjkacie ABC mamy wiec % = tg 40°,

czyli:
h = |AC| = |AB| - tg40° = 12 0,8391 = 10,0692
P, =2nr (r+h) = 121 (6 + 10,0692) = 605,8
V =nrh = - 36- 10,0692 =~ 1138,8

Odp.: P. = 605,8, V = 1138,8

Przyktad ) < zad. 7.31

Pélkole o promieniu 12 cm zwinieto w stozek. Obliczymy objeto$¢ i kat rozwarcia
tego stozka,

Rozwiazanie

Promien polkola jest tworzaca stozka, a obwod podstawy jest
dlugoscig tuku potkola,

Jezeli oznaczymy litera r promien podstawy stozka (w cm),

a litera [ - jego tworzacg (w cm), to | = 12 oraz 2nr = m- 12,
Zatem:

r=6, h=VP-r2=+v122-62=6V3

V= -i-rrrzii = 2,35.5\@: 7237 [cmj]

I = 2r, wiec przekroj osiowy stozka jest trojkatem
réwnobocznym i kat rozwarcia stozka 2a = 60°.

Odp.: V = 72v/3n em’, kat rozwarcia stozka jest réwny 60°,

Przyktad @2 < zad. 7.36

Tréjkat prostokatny o przyprostokatnych 15 i 20 obraca sie dookota przeciwprosto-
katnej. Obliczymy objetosc i pole powierzchni catkowitej powstalej bryly,
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Rozwiazanie
Otrzymana bryla jest sumg dwoch stozkow sklejonych podstawami. Zauwazmy, ze
w obracanym trojkacie:

* przeciwprostokatna AB jest suma h; + h, wysokosci obydwu stozkow,
* wysoko$¢ CD poprowadzona z wierzchotka kata prostego jest promieniem r
wspolnej podstawy,

* przyprostokatne sg tworzacymi [, [,.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. B

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla troj- 15 h,

kata ABC: c r |p
|AB| = V15% + 20* = 25

Z poréwnania pola trojkata ABC obliczanego 20 hy

na dwa sposoby mamy:

1 1
5" 15-20 = 5-25-|CDI

Zatem |[CD|=12=r,

Objetosc V bryly jest suma objetosci obydwu stozkow:
V= %m*Eh, + énrzhz e %m‘z (h, +h,) = é?‘[* 144 - 25 = 12001

Pole powierzchni calkowitej P. bryly jest suma pol powierzchni bocznych obydwu
stozkow:

P.=mnrly+mrly =nr(l, +1,) = 121+ 35 = 420m
Odp.: V = 1200m, P, = 420n

Przyktad B) « zad. 7.42

Promien podstawy stozka jest réwny r, a kat rozwarcia tego stozka wynosi 2a. Wy-
znaczymy objetos¢ ostrostupa prawidlowego tréjkatnego opisanego na tym stozku.

Rozwiazanie
Objetosc ostrostupa wyraza sie wzorem:

1
V=§Pp'h

gdzie P, oznacza pole podstawy tego ostrostupa, a lt - jego
wysokosc.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

g9 I
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Podstawa ostroslupa jest trojkat rownoboczny ABC o boku a, opisany na kole, kt6-
rego promien jest rowny r i ktére jest podstawa stozka.

1 3
r=—-a—

3 2
a=2r\"§

2
Pp=a 3=3r2\5

Wysoko$¢ ostrostupa jest rowna wysokosci stozka. W przekroju osiowym stozka zna-
my r i &, zatem:
r r
—=tga, czyli h=—
h 8 ™ tg

Po podstawieniu do wzoru na objeto$¢ mamy:

3
v=lp V3
5P tga
3
de.:V:rﬁ
tg o

Przyktad €0) < zad. 7.43
W kul¢ o promieniu R wpisano stozek. Jezeli dany jest odcinek AB i punkt M ({(+)
Ze §rodka tej kuli wida¢ tworzgcg stozka nienaleigey do prostej sawierajpce] ten

ks odcinek, to kat wypukly AM B nazywamy
pod katem a. Wyznaczymy objetosc i pole katem, pod ktorym widac odcinek AB

powierzchni catkowitej stozka. z punktu M.

Rozwiazanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Objetos¢ stozka wyraza sie wzorem V = énrz - h,
a jego pole powierzchni catkowitej: P. = nr (r +1).

Do rozwiazania zadania potrzebne sa trzy wielkoéci:
r=|SB|, h=|SW]| i I = |BW|.

% = sin(180° — «) — w AOSB

r=Rsin«x —— sin(180° - &) = sina
Zauwazmy, ze trojkat WOB jest rownoramienny, zatem:
180° — & — 90° — o
2 2

r 0 @ -
E =1g (QU > ) w AWSH

JOWB =
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P r _ Rsina « b= REns
tg(?ﬂ“— 2) (9{1“— %)
%zsin (90“—%) «— wAWSB
Rsina

e

[0
(900 _ &
sm( 0 2)
Upraszczamy wyznaczona wartos¢ tworzacej | — stosujemy dwa wzory trygono-

metryczne: redukcyjny sin (9(}“‘ = g) = cos% oraz wzor na sinus kata podwojonego
w postaci sina = 2sin % cos % Po przeksztalceniach otrzymujemy:
| = 2Rsin =
2

Po podstawieniu wyznaczonych wielkosci r, h i I do wzoréw na objetosc i pole po-
wierzchni calkowitej stozka otrzymujemy:

T'ER3 sin” &

o &
3tg(9~::: 2)

b= TR sin« (sintx + 2sin %)

V=

W powyzszym rozwigzaniu korzystaliémy z zalezno$ci geo-
metrycznych zwigzanych ze szczegdlnym polozeniem stoz-
ka w kuli - gdy srodek kuli nalezy do wysokosci stozka.
Proponujemy samodzielne wykazanie, ze w innych poloze-
niach stozka (np. jak na rysunku obok) rozwiazanie bedzie
identyczne.

v
7R’ sin’ «

Odp.: V = Po= nR* sinrx(sina+25in%)

o Y’
3tg(9[} 2)

W kazdym z zadan 7.1-7.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.

Wybierz jg i zapisz w zeszycie.

7.1. Objetos¢ walca otrzymanego w wyniku obrotu prostokata o bokach a i 2a wokaél
krotszego boku jest rowna V', a objetosc walca otrzymanego w wyniku obrotu tego

; ; V
samego prostokata wokot dluzszego boku jest rowna V,. Wskaz stosunek 1?’
2

&3 B.% C. 2 D. 4

91
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7.2. Kula o promieniu 5 cm i stozek o promieniu podstawy 10 cm maja takie same
objetosci. Wskaz wysokosc stozka.

A. 5cm B. 10 cm C. 2_; cm D. 2 cm

7.3. Stosunek objetosci dwoch szesciandw jest rowny 3. Wskaz stosunek diugosci
krawedzi tych szescianow.

A % B. 33 C. V3 D. 27

7.4. Dwie krawedzie prostopadioscianu majg dlugosci a = 3 i b = 20. Pole po-
wierzchni catkowitej bryly jest réwne 350. Oblicz objetos¢ tego prostopadloscianu.

7.5. Do zbiornika w ksztalcie graniastostupa prawidlowego czworokatnego o wyso-
kosci 6 dm wlano 100 litréw wody, ktéra wypelnita % pojemnoéci zbiornika. Oblicz
dlugosc¢ krawedzi podstawy tego graniastostupa.

7.6. Krawedz boczna graniastostupa prawidlowego tréjkatnego jest rowna krawedzi

podstawy. Objetos¢ tego graniastostupa wynosi 16v3 cm”’. Oblicz pole powierzchni
catkowitej tego graniastostupa.

7.7. Podstawa graniastostupa jest trojkatem prostokatnym, w ktérym przeciwpro-
stokatna ma dlugos¢ 8 cm, a jeden z katow ostrych ma 30°. Powierzchnia boczna
tego graniastostupa po rozwinieciu na plaszczyzneg jest kwadratem. Oblicz pole po-
wierzchni catkowitej i objeto$¢ graniastostupa.

7.8. Oblicz objetosc i pole powierzchni graniastostupa prawidlowego szesciokatne-
go, w ktorym wysokosc jest rowna 5, a okrag wpisany w podstawe ma promien 3.

7.9. Oblicz pole powierzchni calkowitej szescianu S, wiedzac, ze szeScian o krawedzi
krotszej o 5 cm ma objetos¢ mniejsza o 665 cm’ niz szeécian .

7.10. Podstawa prostopadloscianu jest kwadrat. Przekatna tego prostopadloscianu
ma dlugos$¢ 12 i jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem 30°. Oblicz ob-
jetosc tego prostopadloscianu.

7.11. W graniastostupie prawidlowym tréjkatnym krawedz podstawy ma dlugosc

V2 dm. Przekatna éciany bocznej tworzy z plaszczyzng sgsiedniej $ciany bocznej
kat 30°. Oblicz objetosc tego graniastostupa.
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7.12. Podstawa graniastostupa szesciokatnego prawidlowego jest wpisana w ko-
lo o promieniu 2v/3. Najdluzsza przekatna tego graniastostupa tworzy z plaszczy-
zna podstawy kat o mierze 70°. Oblicz objetos¢ graniastostupa (z dokladnoscia do
calosci).

7.13. Wysokos¢ prostopadloscianu jest rowna 20, a jego podstawa jest kwadrat o bo-

ku dtugosci 5V2. Prostopadloécian przecieto plaszczyzng wyznaczong przez wycho-

dzace z jednego wierzchotka przekatna podstawy i przekatng sciany boczne;j.

a) Wyznacz z dokladnoscia do 1° kat nachylenia otrzymanego przekroju do plasz-
czyzny podstawy.

b) Oblicz pole otrzymanego przekroju.

c) Oblicz objetosci bryl, na ktore plaszczyzna sieczna podzielila prostopadloscian.

7.14. W graniastostupie prawidlowym trojkatnym przekroj zawierajacy krawedz
boczng graniastostupa i wysokoé¢ jego podstawy jest kwadratem o polu 36 cm®. Ob-
licz objetos¢ tego graniastostupa.

7.15. Oblicz objetosc i pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidlowego troj-
katnego o krawedzi podstawy 12 i wysokosci 2.

7.16. W ostrostupie prawidlowym tréjkatnym krawedz podstawy ma dlugosc a,
a krawedz boczna ostrostupa jest 2 razy dluzsza od krawedzi podstawy. Oblicz ob-
jetosc i pole powierzchni calkowitej tego ostrostupa.

7.17. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym przekatna podstawy jest rowna
106, a kat miedzy poprowadzonymi z wierzchotka ostroshupa wysoko$ciami prze-
ciwleglych scian bocznych ma miar¢ 120° Oblicz pole powierzchni catkowitej tego
ostrostupa.

7.18. W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym miara kata nachylenia $ciany bocznej

do plaszczyzny podstawy jest rowna 60°. Wysokoé¢ ostrostupa ma 6+/3 cm. Oblicz
objetosc¢ i pole powierzchni bocznej tego ostrostupa.

7.19. Krawedz boczna ostrostupa prawidlowego tréjkatnego ma dlugosé 24 cm,
a miara kata migdzy krawedzia boczna i wysokoscia ostrostupa jest rowna 30°. Oblicz
objetos¢ i pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

7.20. Krawedz podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego ma dlugoéc 20,
a kat plaski sciany bocznej przy wierzcholku ostrostupa ma miare 64°. Oblicz objetosc¢
tego ostrostupa (z dokladnoscia do calosci).
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7.21. Podstawa ostrostupa jest tréjkat prostokatny o przyprostokatnych dlugosci
16 i 12. Kazda krawedz boczna ostrostupa jest nachylona do ptaszczyzny podstawy
pod katem 60°. Oblicz objetos¢ ostrostupa.

7.22. Podstawa ostrostupa jest romb o boku 16 i kacie ostrym 60°. Jedna z krawedzi
bocznych ostrostupa przechodzacych przez wierzcholek kata rozwartego rombu jest
prostopadla do plaszczyzny podstawy. Krawedzie boczne ostrostupa przechodzace
przez wierzcholki katéw ostrych rombu tworza kat 48°. Oblicz objetos¢ ostrostupa
(z dokladnoécia do catosci).

7.23. Podstawa ostrostupa jest trojkat prostokatny o kacie ostrym «. Kazda krawedz
boczna ostrostupa ma dlugos¢ b i jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod ka-
tem f3. Oblicz objetos¢ ostrostupa (z dokladnoscia do calosci) dla a = 20°, b = 3 dm,
B = 46°.

7.24. Podstawa graniastostupa prostego jest trapez prostokatny, ktorego podstawy
maja dtugos$ci 3 cm i 8 cm. Krdétsza przekatna graniastostupa jest rowna 12 cm i two-
rzy z plaszczyzna podstawy kat 30°. Oblicz objetos¢ tego graniastostupa.

7.25. W ostrostupie prawidlowym trojkatnym krawedz podstawy ma dlugosc a.
Plaszczyzna przechodzaca przez krawedz podstawy i srodek wysokosci tego ostro-
stupa jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem «. Wyznacz objetosc i pole
powierzchni bocznej tego ostrostupa.

7.26. Wysokosc walca jest rowna 7. Przekatna przekroju osiowego walca jest nachy-
lona do plaszczyzny podstawy pod katem 68°. Oblicz pole powierzchni catkowitej
i objetosc walca. Wyniki zaokraglij do pierwszego miejsca po przecinku.

7.27. Powierzchnia boczna walca po rozwinieciu jest prostokatem, w ktérym prze-
katna o dlugosci 12,4 cm tworzy z bokiem réwnym wysokosci walca kat 33°. Oblicz

objetos¢ walca (z dokladnoscia do 1 cm’).

7.28. Prostokat o polu réwnym 800 cm” obraca sie dookola jednego z bokéw. Ob-
jetosc otrzymanej bryly jest rowna 16 000w cm”. Oblicz pole powierzchni catkowitej

bryly.

7.29. Stosunek pola powierzchni bocznej walca do jego pola powierzchni catkowitej
jestrowny 2 : 3. Wyznacz stosunek wysokosci tego walca do promienia jego podstawy.

7.30. Tworzaca stozka ma dlugosc 12 i jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod
katem 25°. Oblicz objetos¢ stozka (z dokladnoscia do calosci).
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7.31. Objetoé¢ stozka jest rwna 2407 cm”, a pole jego przekroju osiowego wynosi
180 cm”. Oblicz pole powierzchni catkowitej stozka (z dokladnoscia do 1 cm?).

+ 7.32. Dwa rowne kola rozcigto w nastepujacy sposob: pierwsze na cztery, a drugie

- na trzy przystajace wycinki. Wszystkie wycinki zwinieto w stozki. Przy ktérym po-
dziale suma objetosci stozkow jest wieksza?

7.33. Kula i stozek majg réwne objetosci. Promient kuli
jest rowny 5 cm, a promien podstawy stozka jest rowny
8 cm. Oblicz wysokosc stozka.

7.34. Chociaz spadlo niewiele sniegu, Maciek postanowit
ulepi¢ balwana. Wedlug niego idealny balwan powinien
sktadac sie z trzech kul o $rednicach w stosunku 5:4:3

oraz mie¢ wysoko$¢ 1,2 m. Oblicz, z ilu m” ogrédka musi
pochodzi¢ $nieg potrzebny na balwana. Przyjmij, ze war-

stwa $niegu mozliwego do wykorzystania ma grubos¢ 1 cm.

7.35. Stopiono 1000 mosieznych kulek o promieniu 1 ¢m kazda i z otrzymanego
stopu wykonano stozek o wysokosci 10 cm. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego
stozka,

7.36. Trapez prostokatny o wysokosci 2 cm, dtuzszej podstawie rownej 5 cm i kacie
ostrym o mierze 45° obraca si¢ dookola prostej zawierajacej krotsza podstawe. Oblicz
objetos¢ otrzymanej w ten sposob bryly.

7.37. Wykaz, ze stosunek objetosci stozka o promieniu SM
i wysokosci M B do objetosci stozka przedstawionego na rysun-

e a
ku jest réwny cos’ 3

7.38. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym poprowa-
dzono plaszczyzne rownolegla do podstawy. Plaszczyzna ta
dzieli wysoko$¢ ostrostupa w stosunku 3 : 1, liczac od wierz-
chotka. Oblicz stosunek objetosci bryl, na ktore ta plaszczyzna
podzielita ostrostup.

+ 7.39. Ostrostup pieciokatny o polu podstawy S podzielono plaszczyzna réwnolegla

do podstawy na dwie czesci o jednakowych objetosciach. Wyznacz pole tej czesci
plaszczyzny, ktora jest zawarta wewnatrz ostrostupa.

 7.40. Stozek o wysokosci H podzielono dwiema plaszczyznami rownolegtymi do

podstawy na trzy czesci o jednakowych objetosciach. Wyznacz wysokosc srodkowej
z tych czesci.
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7.41. W kule wpisano walec. Promien podstawy walca jest mniejszy od promienia
kuli 0 2 dm, a wysoko$¢ walca jest mniejsza od promienia kuli o 1 dm. Oblicz promien

kuli.

7.42. Na ostrostupie prawidlowym czworokatnym, w ktérym krawedz podstawy
jest réwna a i kat plaski przy wierzcholku ostrostupa ma miare «, opisano stozek.
Wyznacz objetosc tego stozka.

7.43. W kule o promieniu R wpisano stozek o tworzgcej dlugosci a. Wyznacz pole
powierzchni bocznej stozka.

7.44. W stozek o wysokosci h wpisano kule o promieniu r. Wyznacz objetosc stozka.

7.45. W kule o promieniu R wpisano ostrostup prawidlowy czworokatny. Kat plaski
przy wierzchotku tego ostrostupa ma miare a. Wyznacz pole powierzchni bocznej
ostrostupa.

7.46. W graniastostup prosty, ktorego podstawa jest trapez rownoramienny o kacie
ostrym «, wpisano kule o promieniu r. Wyznacz pole powierzchni catkowitej grania-
stostupa.

1. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Istnieje kula, ktorej objetosc wyraza sie liczba
A. mniejsza niz jej pole. B. rowna jej polu. C. wigksza niz jej pole.

2. Oblicz z dokladnoscia do calosci pole powierzchni catkowitej i objetos¢ stozka,
w ktérym kat rozwarcia ma 70°, a wysoko$¢ jest rowna 10.

3. Krawedz podstawy graniastostupa prawidlowego tréjkatnego ma dlugosc 4,2 dm.
Wierzcholek gornej podstawy polaczono ze srodkami krawedzi dolnej podstawy od-
cinkami zawartymi w sasiednich $cianach bocznych. Odcinki te tworza kat 50°. Ob-
licz objetosc (z dokladnoscia do 1 dm?)i pole powierzchni catkowitej (z doktadnoscia
do 1 dm®) tego graniastostupa.

4. Pole powierzchni bocznej walca jest rowne P, a jego pole powierzchni calkowitej
wynosi Z. Wyznacz objetosc tego walca.

5. Podstawa graniastostupa jest réwnolegltobok o bokach dtugosci a i b oraz kacie «
miedzy nimi. Krawedz boczna graniastostupa ma dlugos¢ c i jest nachylona do plasz-
czyzny podstawy pod katem 8. Wyznacz objetos¢ V' graniastostupa.



8. Zadania optymalizacyjne

Umiejetnosci:
* stosowanie pochodnych do rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych

Zadania optymalizacyjne rozwiazywalismy juz wczesniej. Poczatkowo sprowadzaly
si¢ one do tego, ze w okreslonym przedziale dziedziny znajdowalismy wartos¢ naj-
wieksza lub najmniejsza funkcji kwadratowej. W trzeciej klasie, dzieki zastosowaniu
wlasnosci pochodnej, mozna juz bylo poszerzyc¢ zakres badan o bardziej skompliko-
wane funkgcje.

Teraz wykorzystamy pochodne do rozwigzywania zadan optymalizacyjnych z geo-
metrii przestrzeni.
PrzesledZzmy to na przykladach.

Przyktad €) < zad. 8.4

Obwad trojkata rownoramiennego wynosi 24 cm. Jakie dtugosci powinny miec boki
tego trojkata, aby objetosc bryly powstalej z jego obrotu dookola prostej zawierajacej
podstawe byla najwigksza?

Rozwiazanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Otrzymana bryla jest suma dwoch przystajacych stozkow
0 wspdlnej podstawie otrzymanej w wyniku obrotu wy-
sokosci DC trojkata ABC. Zatem:

|DC| = b - promien podstawy kazdego z dwoch stozkow,
|DB| = a - wysokos$¢ kazdego z dwoch stozkow.

1 2
V=2.--1b’ a==.1ba
3 3

Skorzystamy z danych w zadaniu, aby wyrazié objetos¢
za pomoca tylko jednej zmiennej:

2|BC| + 2a = 24
|IBC| =12 -a
b +a’ = (12 - ﬂ]z «— twierdzenie Pitagorasa w ADBC

b* = 144 - 24a = 24(6 - a)
Via) = %-na-24(6—a} =16m-(6—a)a
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I sposob

Korzystamy z wlasnosci funkcji kwadratowej. K via)

V(a) = 16n(6 —a)a }*153} .__;___
Wspotezynnik przy a” jest ujemny, czyli ramiona pa-
raboli sa skierowane do dotu. Funkcja V(a) przyjmuje
w» Ktore jest srednig aryt-
metyczng miejsc zerowych, czyli dla a = 3.

wiec wartosc najwieksza dla a

Funkcje V(a) rozpatrujemy w przedziale (0; 6), ponie-
waz tylko dla argumentéw z tego przedzialu jej wartosci |
odpowiadaja objetosci opisanej bryly. Zatem najwiek- 0| {
sza objetos¢ wynosi:

A e o

V(3) = 1447 = 452,16 [Cm3]

Dla a = 3 boki trojkata ABC maja odpowiednio dlugosci: podstawa |AB| = 6 cm
i ramiona |BC| = |AC| = 6 cm.

IT sposob
Korzystamy z wlasnosci pochodnej funkcji rézniczkowalnej.

V(a) = 167 - (6&1 = az) Dana jest funkcja f okreslona i rézniczkowalna (1:{ })}
w przedziale (a; b).

!
Vi(a) = 16m- (6 - 2a) o Jezeli f'(x) > 0 dlakaidego x € (a; b), to

Dy = Dy1 = (0; 6) funkcja f jest w tym przedziale rosngca.
VF{.-:I] ={=a=3 o Jezeli f'(x) < 0 dlakazdego x € (a; b), to
Vi{ﬂ} >0eac(0;3) funkcja f jest w tym przedziale malejgca.

Via) <0 e ace(36)

Zebrane informacje zestawiamy w tabeli.

a (0; 3) __ 3 (3; 6)

W punkcie, w ktérym funkcja (&)

V (a) 4 0 - rdzniczkowalna ma ekstremum,

' ' ochodna tej funkcji zmienia znak.
V(3) = 144 RESIRERS RIS

yial 3 maks.

N

Funkcja V(a) przyjmuje najwieksza wartos¢ dla a = 3 cm. Zatem wszystkie boki
trojkata powinny mie¢ te samg dlugosc, rowna 6 cm.

Odp.: |AB| = |BC| = |AC| = 6 cm
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Przykiad @) < zad. 838

W stozek o promieniu podstawy R i wysokosci H wpisano walec o najwiekszej obje-
tosci. Wyznaczymy wymiary tego walca.

Rozwiazanie
Przekrojem osiowym stozka z wpisanym walcem jest trojkat W
réwnoramienny z wpisanym w niego prostokatem.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:
r jest promieniem podstawy walca, C
h - wysoko$cia tego walca.

Objetos¢ walca wyraza sie wzorem V = nrh - jest zaleina h
od dwoch zmiennych.

, . . WS| _ |CM] -
Zauwazmy, ze ASBW ~ AMBC, zatem = ; A B
s 2 = SB|  |MB| 5 M

czyli:

H_ _h

R R-r

H(R -7r)
b=
R

Objetos¢ V walca mozemy teraz wyrazi¢ za pomoca jednej zmiennej r:

V(r) = nr’ - HR-r) «~—— H oraz R sa wielko$ciami danymi

R
V() = SER =)

Do wyznaczenia pochodnej wygodniej jest zapisa¢ funkcje w postaci uporzadkowa-
nego wielomianu ze stalag wylaczona przed nawias.

V(r) = -? (—r3 + er)

' Hn 3 H—Hn_ 3
V{r}_?-(—sr +2Rr)——R r(3r - 2R)
Vi) =0 r=2R

' 2

Vi) S0 & e O;ER)

B e e R

LR I o

VP <0ere R;R)
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r ({]; ER) ER (ER; R)
3 _ 3 3 :

V'(r) i 0 -
Vi(r) N maks. N

R.

Walec o najwiekszej objetosci ma wiec promien r =

Wyznaczamy teraz wysokos¢ tego walca.

2
h_H(R—gR)_E
R 3

Odp.: Walec o najwiekszej objetosci ma promien r = %R i wysoko$¢ h = %H+

Przykiad @) < zad. 811

Na kuli o promieniu r i srodku S mozna opisac stozek. Jaka powinna by¢ wysoko$¢
tego stozka, aby jego objetosc byla jak najmniejsza?

Rozwiazanie

Narysujmy przekroj osiowy stozka opisanego na kuli i przyj-
mijmy oznaczenia takie jak na rysunku. Otrzymamy trojkat
réwnoramienny ABC opisany na okregu o promieniu r.

Do wyznaczenia objetosci stozka potrzebna jest jego wyso-
ko$¢ |CP| = h oraz promien podstawy | PB|. Obie te wielko-
sci oraz dany promien r kuli s3 wzajemnie powigzane. Znaj-
dziemy te zaleznosci, korzystajac z podobienstwa trojkatow
CPB i CQS oraz z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata CPB.

|PB| _ |CB|
—— e «— ACPB ~ ACQS
QS| |CS|
|PB| _ |CB|
r  h-—r

cBl = EBE=D _ ppy (’-‘ - 1)
r r

Na mocy twierdzenia Pitagorasa w trojkacie CPB otrzymujemy drugie rownanie.
K +|PB|* = |CB*
2
2 2 2 h h . . . . 2
B+ |PBI"=|PBI"| == -2=+1 «— obie strony réwnania mnozymy przez r
r r

W’r* + |PB|*r* = |PBI°’h* - 2|PB’hr + |PB|*r®

W = [PBizhz - 2!PB|2hr‘ «— obie strony rownania dzielimy przez h



8. Zadania optymalizacyjne

hr* = |PB*h - 2|PB|*r

IPB|2{.I'! —2r) = hr? «— obie strony réwnania dzielimy przez h— 2r
2
2 hr
PB|" =
BB h-2r

Mozemy teraz wyznaczy¢ objetosc stozka w zaleznosci od danego promienia » kuli
oraz zmiennej wysokosci h stozka:

:
wh’r? nr’ h*

3h-2r) 3 h-2r
Z warunkow zadania wynika, ze h > 2r, zatem dziedzina wyznaczonej funkcji jest
D = (2r; o).

V(h) = %ntPBIzh =

Szukamy takiego argumentu h funkcji V(h), dla ktérego ta funkcja przyjmuje naj-
mniejsza wartosc.

Zwrocmy uwage, ze r jest w tym wypadku wielkoscia dana, wigc przy obliczaniu po-
chodnej traktujemy ja jako stala.

2 2 2 2 2
togy _ 0" 2h(h=2r)-h" _qr” h"—4rh _nr” hth-4r) o,
Vi) = h—z? -3 G-2E_ 3 -2 P = (213 00)
Vi =0 ™. Bh4) oy D Qg

3 (h-2r)?
V'(h) >0 e h e (4r; o0)
V'(h) <0 o he(2r 4r)

h (2r; 4r) | 4r (4r; o0)
Vit | - 0 +
Vih) | N | min. 2

W punkcie h = 4r funkcja ma minimum. Jest ono jednocze$nie najmniejsza warto-
§cig funkcji w calej dziedzinie.

Odp.: Wysoko$¢ stozka o najmniejszej objetosci jest rowna 4r.

W kazdym z zadan 8.1-8.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.

Wybierz jg i zapisz w zeszycie.

8.1. Objetosci pewnych bryt sa liczone wedlug wzoru V(x) = 3n(9 — x)x dla

x € (0; 9). Najwieksza objetos¢ ma bryta, dla ktorej x jest

A. rowne 4,5. B. réwne 6. C. rowne 3. D. roine od 4,5,6i 3.
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8.2. Objetosci pewnych bryt sa liczone wedtug wzoru V(x) = n(6 - x)x* dla
x € (0; 6). Najwigksza objetos¢ wynosi
A. 36m. B. 16m. C. 12n. D. 32n.

8.3. Funkcja P.(h) opisuje pole powierzchni catkowitej stozka opisanego na kuli
o promieniu 6 w zaleznosci od jego wysokosci. Dziedzing tej funkcji jest zbior
A. (0; 6). B. (0; 12). C. (6; o0). D. (12; o0).

8.4. Romb o boku dlugosci a obraca si¢ wokol jednej z przekatnych. Wyznacz dlu-
gosci przekatnych tego rombu tak, aby objetosc powstalej bryly byla jak najwigksza.

8.5. Wyznacz wysokos$c tego ze stozkow o tworzacej a, ktérego objetosc jest naj-
wieksza.

8.6. W ostrostup prawidlowy czworokatny o krawedzi podstawy a i wysokosci H
wpisano walec w ten sposdb, ze dolna podstawa walca jest zawarta w podstawie ostro-
stupa, a gérna podstawa jest styczna do czterech scian bocznych ostrostupa. Wyznacz
wymiary walca o najwigkszej objetosci oraz oblicz te objetosc.

8.7. Jakie wymiary powinna miec¢ puszka do konserw w ksztalcie walca o objetosci V,
aby na jej wykonanie trzeba bylo zuzy¢ jak najmniej blachy o ustalonej grubosci?

8.8. W stozek o wysokosci 8 i polu powierzchni bocznej 60 wpisano walec o naj-
wiekszej objetosci. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego walca.

8.9. Rozpatrujemy ostrostupy prawidlowe czworokatne, w ktorych odleglosc srodka
podstawy od krawedzi bocznej jest rowna d. Wyznacz wysokosc¢ takiego ostrostupa,
ktorego objetosc jest najmniejsza.

8.10. Wyznacz najwigksza objetos¢ walca wpisanego w kule o promieniu R.

+ 8.11. Na kuli opisano ostrostup prawidlowy czworokatny o najmniejszej objetosci.
Oblicz stosunek objetosci ostrostupa do objetosci kuli.

+ 8.12. W stozek o promieniu podstawy R i wysokosci H wpisano prostopadloscian,
w ktérym stosunek krawedzi podstawy jest rowny 2. Wyznacz wymiary prostopadlo-
Scianu o najwigkszej objetosci.



8. Zadania optymalizacyjne

+ 8.13. W kule o promieniu 3 wpisano ostrostup prawidlowy tréjkatny o najwiekszej
objetosci. Jaka jest wysoko$c¢ tego ostrostupa?

* 8.14. Wyznacz najwieksza objetosc stozka wpisanego w kulg o promieniu 1.

+ 8.15. Jedna z krawedzi ostrostupa trojkatnego ma dlugoéc x, a pozostale krawedzie
maja dtugos¢ 1. Dla jakiej wartosci x objetos¢ ostrostupa jest najwigksza?

1. Obwdd przekroju osiowego walca jest rowny 4. Funkcja V(r) opisuje objetosc tego
walca w zaleznosci od promienia r jego podstawy.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Wysokosc tego walca jest rowna 2 — 2r.

B. Funkcje V(r) mozna opisac wzorem V(r) = —2nr + 2nr’,

C. Dziedzina funkcji V(r) jest zbior (0; 2).

2. Wyznacz najwieksze pole powierzchni bocznej stozka, ktorego przekrdj osiowy
ma obwdd rowny 12.

3. Suma dlugosci wszystkich krawedzi podstawy i wysokosci ostrostupa prawidlo-
wego trojkatnego jest rowna 36. Wyznacz diugosc krawedzi podstawy ostrostupa,
ktorego objetosc jest najwigksza, i oblicz t¢ objetosc.

4. Wykaz, ze objetosc bryly otrzymanej w wyniku obrotu tréjkata prostokatnego wo-
kot przeciwprostokatnej jest najwieksza, jesli ten tréjkat jest rownoramienny.

5. Wyznacz najwigksza objetosc graniastostupa prawidlowego trojkatnego wpisane-
go w kule o promieniu R.
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Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-19 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wrybierz ja i zapisz w zeszycie.

1. Ile jest plaszczyzn przechodzacych przez punkt A i prostopadlych do danej pro-
stej k takiej, ze A ¢ k?
A. zero B. jedna C. dwie D. nieskonczenie wiele

2. Proste PA i PB sg prostopadle i nachylone do plaszczyzny m pod katem 45°.
Punkt P jest oddalony od plaszczyzny m 0 3 cm. Odlegloé¢ miedzy punktami A i B
lezacymi na plaszczyznie m jest réwna

A. 3V2cm. B. 4 cm. C. 6V2 cm. D. 6 cm.

3. Krysia przesypala piasek z wypelnionej foremki szesciennej o krawedzi 5 cm do
foremki w ksztalcie stozka o wysokosci i promieniu podstawy rownych 5 cm. Jaka
cze$c stozkowej foremki wypelnil przesypany piasek?

A. i— B. 1 C. % D. Piasku bylo za duzo, wiec si¢ wysypal.

4. W pewnym gospodarstwie stoi zbiornik na deszczéwke. Zbiornik ma ksztalt pro-
stopadloscianu o wysokosci 0,5 m. Ile czasu musi padac deszcz dajacy 20 mm opadu
na godzine, aby zbiornik calkowicie sie zapenit?

A. 7 godzin B. 5 godzin C. 25 godzin D. 50 godzin

5. Objeto$¢ szescianu jest réwna 343 cm’. Wiskaz pole powierzchni tego szeécianu.
A. 126 cm’ B. 294 cm® C. 343V2 cm’ D. 360 cm®

6. Dzieci maja w ogrodzie plastikowy basen. Podloga basenu jest kolo o srednicy
2 m, a jego Sciany sa prostopadle do podlogi. Wode do tego basenu trzeba nalewac
dziesigciolitrowym wiadrem. Jaka bedzie wysokos$c¢ stupa wody po wlaniu 20 wiader?
Wybierz najlepsze przyblizenie wyniku.

A. 64 cm B. 6,4 cm C. 10 cm D. 12 cm

7. Przyjmijmy, ze pomarancza jest kula o srednicy 7 cm.
Wyciéniety sok stanowi 60% objetosci owocu. Ile pomaran-
czy trzeba zuzy¢, aby otrzymac 0,5 litra soku?

A. 4 C.6

B. 5 D.7
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8. Ktore z podanych zdan jest falszywe?

A. Ostrostup tréjkatny jest czworoscianem.

B. Czworoscian foremny jest ostrostupem prawidtowym trojkatnym.
C. Czworoscian, ktory ma wszystkie krawedzie rowne, jest foremny.
D. Ostrostup prawidlowy trojkatny jest czworoscianem foremnym.

9. V, jest objetoscia kuli o promieniu ry, V, jest objetoscia kuli o promieniu r,
iV, =23V, Zatem
A 2=13 B. r, = 3r; V3. C. r; - r? = 31"?. D.r, =r;\3.
"
10. Suma odleglosci dowolnego punktu szescianu o krawedzi 5 cm od wszystkich

scian szescianu jest rowna
A. 15cm. B. 20 cm. C. 25 cm. D. 30 cm.

11. Wskaz liczbe przekatnych graniastostupa o podstawie pigciokatne;j.
A.5 B. 10 C. 15 D. 20

12. Wskaz liczbe krawedzi graniastostupa o 12 scianach.
A. 24 B. 30 C. 32 D. 36

13. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym krawedz boczna o dlugosci a two-
rzy z podstawa kat 60°. Wskaz objetosc tego ostrostupa.

3 3 3

3 3 1 V2
L] B. & V3 Cocit s
24 12 3 24

A.

14. Cosinus kata nachylenia krawedzi bocznej czworosécianu foremnego do plasz-
czyzny podstawy jest rowny

K, B c 2 p, 2,
2 3 2 3
15. Czworoscian ma pie¢ krawedzi o dlugoéci [ cm, a szdsta o dlugosci 10 cm.
Zatem [ jest
A. réwne 5. C. réwne 2V/3.

B. mniejsze od 5. D. wieksze od 5.

16. Kat rozwarcia stozka, ktorego powierzchnia boczna po rozwinieciu jest potko-
lem, jest rowny
A. 45° B. 30°. C. 60°. D. 90°.

17. V, oznacza objetos¢ szeScianu o krawedzi a, zas V;, — objeto$¢ szescianu o kra-
wedzi 3a. Zatem

A. Vi, = 3V, B. Vi, = 9V, C.V=—=Vi  D.V=27V,
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18. Krawedzie czworos$cianu s przekatnymi $cian pewnego szescianu o krawedzi a.
Zatem wysoko$¢ tego czworo$cianu wynosi

A. ﬁa. B. ziga. C. ﬁa. D. 3/3a.
3 3 2
19. Stosunek pol powierzchni dwoch osmioscianow foremnych jest rowny 1 : 4.
Stosunek objetosci tych osmiosciandw jest rowny
A.1:2. B. 1:8. C. 1:16. D. 1:64.

W zadaniach 20-32 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

20. Plaszczyzna jest wyznaczona jednoznacznie przez
A. dwie rozne proste. B. trzy niewspolliniowe punkty. C. prosta i punkt.

21. Punkty A, B, Ci D nie leza w jednej plaszczyznie. Skosne sa zatem proste
A. ABiCA. B. BCi AD. C. ACi BD.

22. Kazdy wielo$cian wypukly ma mnie;
A. wierzchotkow niz krawedzi.

B. scian niz wierzchotkow.

C. scian niz krawedzi.

23. Cztery wierzcholki szescianu o krawedzi 1 cm laczy-
my nitka kazdy z kazdym, jak na rysunku, i otrzymujemy
szkielet pewnego wieloscianu T.

A. Wieloscian T jest czworoscianem foremnym.

- # 4 # # " . # l
B. Objetosc¢ wieloscianu T jest rowna i cm’,

. i £ ' . 2
C. Pole powierzchni wielo$cianu T jest rowne 2v/3 cm”,

24. Drewniana, pomalowang kostke szescienng rozpilowano na 125 przystajacych
szeScianikow. Wérdd nich

A. 27 jest niepomalowanych.

B. 36 ma pomalowane dokladnie dwie Sciany.

C. 81 ma pomalowang co najwyzej jedna Sciane.

25. Dany jest graniastostup prosty prawidlowy o podstawie dziesieciokatnej. Prze-
krojem plaskim tego graniastostupa

A. moze by¢ wielokat foremny.

B. moze byc¢ prostokat.

C. jest wielokat o co najwyzej dwudziestu bokach.
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26. Na rysunku przedstawiono prostopadlodcian D’ c'
ABCDA'BC'D' :

A. Prosta DC'jest prostopadla do plaszczyzny ABCD. A’ B
B. Prosta DC jest prostopadla do plaszczyzny ADDA'
C. Prosta DC'jest réwnolegta do plaszczyzny ABBA'.

27. W pewnym czworoscianie cztery krawedzie maja dlugosc a i dwie dlugosc b,
gdzie a # b.

A. Kazda ze $cian tego czworoscianu jest trojkatem réwnoramiennym.

B. Co najwyzej jedna ze Scian tego czworoscianu jest trojkatem rownobocznym.

C. Kazda ze scian tego czworoscianu moze byc¢ trojkatem nierownobocznym.

28. Z kostki szesciennej odcieto we wszystkich narozach
takie same ostrostupy jak na rysunku. Otrzymany w ten
sposob wieloscian ma

A. 12 wierzchotkow.

B. 24 krawedzie.

C. 14 $cian.

29. Dany jest graniastostup prawidlowy szesciokatny.

A. Kat dwuscienny miedzy sasiednimi Scianami bocznymi tego graniastostupa ma
miare 120°.

B. Przekrdj, do ktorego nalezg srodki okregéw opisanych na podstawach tego gra-
niastostupa, jest prostokatem.

C. Kat nachylenia przekatnej tego graniastostupa do plaszczyzny podstawy jest nie
wigkszy niz 60°.

30. Istnieje ostrostup prawidlowy szesciokatny o polu powierzchni catkowitej 1514,
ktéry ma

1
A. objeto$¢ mniejsza niz —.
1€ 1524 1514

B. pole powierzchni bocznej rowne 514.
C. pole podstawy rowne 514.

107 S



B 108 Dziat 1. Stereometria

31. Dany jest n-katny ostrostup prawidlowy (1 > 3).

A. Spodek wysokosci tego ostrostupa moze by¢ jednym z wierzcholkow podstawy.

B. Wszystkie krawedzie boczne tego ostrostupa sa nachylone do plaszczyzny pod-
stawy pod takim samym katem,

C. Sciany boczne tego ostrostupa sa trojkatami rownobocznymi.

32. Punkt O jest spodkiem wysokoéci ostrostupa tréjkatnego, w ktérym wszystkie
krawedzie boczne tworza z plaszczyzna podstawy katy o rownych miarach.

A. Punkt O jest punktem przeciecia sSrodkowych trojkata w podstawie,

B. Wszystkie krawedzie boczne tego ostrostupa sa tej samej dlugosci.

C. Punkt O jest srodkiem okregu wpisanego w podstawe.

Zadania otwarte krotkiej odpowiedzi

33. Pole powierzchni szescianu jest rowne 150. Oblicz stosunek diugosci krawedzi
szescianu do dlugosci jego przekatne;.

34. Oblicz cosinus kata miedzy przekatna szescianu a plaszczyzna jego podstawy.

35. Wymiary prostopadloscianu sg w stosunku 1 : 2 : 3. Najkrétsza krawedz ma
dlugos¢ V2. Oblicz dlugoéé przekatnej tego prostopadloécianu.

36. Oblicz pole powierzchni catkowitej graniastostupa prawidlowego trojkatnego,
ktérego kazda krawedz ma dlugoéc 6.

37. Przekatna podstawy prostopadloscianu o podstawie kwadratowej jest dwa razy
dluzsza od wysokosci tego prostopadloscianu. Wyznacz kat, ktory tworzy plaszczy-
zna przechodzaca przez przekatna podstawy i jeden wierzcholek prostopadloécianu
z plaszczyzna podstawy tego prostopadloscianu.

38. Podstawa ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest kwadrat o boku a.
Wszystkie Sciany boczne tego ostrostupa sa tréojkatami réwnobocznymi. W tym
ostrostupie wyznacz

a) jego wysokos¢.

b) kat nachylenia $ciany bocznej do plaszczyzny podstawy (z dokladnoscia do 1°).
¢) kat nachylenia krawedzi bocznej do plaszczyzny podstawy.

39. Promien kuli i promien podstawy stozka sa rowne 2. Objetosci tych bryl sa réw-
ne. Oblicz pole powierzchni bocznej stozka.
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40. Objetos¢ graniastostupa prawidlowego czworokatnego, w ktérym krawedz pod-
stawy jest cztery razy krotsza od wysokosci, jest rowna 256. Oblicz pole powierzchni
bocznej tego graniastostupa.

41. Oblicz pole powierzchni calkowitej stozka o kacie rozwarcia 90° i srednicy pod-
stawy réwnej 18.

42, Srednica podstawy stozka jest trzy razy dtuzsza od jego wysokosci. Objeto$¢ bry-
ty jest réwna 144n. Oblicz pole powierzchni bocznej tego stozka.

43. Stosunek dlugosci tworzacych stozkow polaczonych wspol-
ng podstawa (zob. rysunek) jest rowny 3:5, a pole powierzchni
bocznej mniejszego stozka wynosi 18. Oblicz pole powierzchni

calej bryly.

44. Przekrojem osiowym stozka jest tréjkat rownoboczny o bo- '

ku a. Objetosc i pole powierzchni bocznej tego stozka wyrazaja
si¢ taka sama liczba. Oblicz wartos¢ a.

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

45. W prostopadloscianie przekatne scian bocznych wychodzace z tego samego
wierzchotka tworza kat 50°. Kazda z tych przekatnych ma dlugos¢ 5 dm. Oblicz pole
powierzchni bocznej i objetos¢ prostopadloécianu (z doktadnoscia do catosci).

46. Do prostopadlosciennego naczynia z woda wpadla metalowa kostka szescienna
o krawedzi dlugosci 2 cm. O ile milimetréow podniést si¢ poziom wody, jesli z naczy-
nia nie wylala si¢ ani kropla, a podstawa naczynia ma wymiary 10 cm x 20 cm?

47. W graniastostupie czworokatnym prawidlowym przekatna o dlugosci d jest na-
chylona do plaszczyzny podstawy pod katem « takim, ze sina = 0,4. Wyznacz ob-
jetosc tego graniastostupa.

48. Przekatna s$ciany bocznej graniastostupa prawidlowego tréjkatnego tworzy
z krawedzia podstawy o dlugosci 12 kat o mierze 61°. Oblicz objetos¢ i pole po-
wierzchni bocznej tego graniastostupa (z dokladnoscia do catosci).

49, Szeécian ABCDA'B'C'D' o krawedzi 5V2 przecigto plaszczyzna wyznaczona
przez punkty A, C i §rodek krawedzi A'D’. Oblicz pole przekroju.
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50. Krotsza przekatna graniastostupa prawidlowego szesciokatnego ma dilugosc

44/3 i jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem 30°. Oblicz objeto$¢ tego
graniastostupa.

51. Oblicz pole powierzchni calkowitej i objetos¢ graniastostupa prostego, w ktorym
podstawa jest rombem o przekatnych dlugosci 12 cm i 16 cm, a przekatna $ciany
bocznej ma dlugosc 15 cm.

52. Pionowy przekrdj poprzeczny walu ochronnego ma ksztalt trapezu réwno-
ramiennego, ktorego gorna podstawa jest rowna 5 m, a ramiona o diugosci 6 m s3
nachylone do poziomu pod katem 60°. Oblicz dolng szerokos¢ walu. Ile metrow szes-
ciennych ziemi potrzeba do usypania takiego walu o dlugosci 1 km (z dokladnoscia

do 1 m’)?

53. W ostroslupie prawidlowym czworokatnym wysokos¢ sciany bocznej opuszczo-
na z wierzcholka ostrostupa jest réwna 10, a kat nachylenia sciany bocznej ostrostupa
do plaszczyzny podstawy ma miare 63°. Oblicz objeto$c i pole powierzchni catkowitej
tego ostrostupa (z dokladnoscia do calosci).

54, Krawedz boczna ostrostupa prawidlowego tréjkatnego o objetosci 2+/26 jest
trzy razy dluzsza od krawedzi podstawy. Oblicz krawedZ podstawy.

+ 55. W ostrostupie prawidlowym tréjkatnym krawedz podstawy ma dlugosé a. Scia-

ny boczne sa trojkatami ostrokatnymi. Miara kata migdzy sasiednimi scianami bocz-
nymi jest rowna 2a. Wyznacz objetosc tego ostrostupa. Podaj warunek, ktory musi
spelniac kat a.

56. Dany jest czworoscian foremny o krawedzi dlugosci a.

a) Wyznacz objetos¢ V' i pole P, powierzchni catkowitej czworoscianu.

b) Wyznacz cosinus kata a miedzy sasiednimi Scianami tego czworoscianu. Podaj
miare tego kata z dokladnoscia do 1°.

c) Wyznacz pole S przekroju czworoscianu plaszczyzna poprowadzong przez wy-
brang krawedz i przecinajaca przeciwlegla krawedz pod danym katem f3.

+ 87. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym przez krawedz podstawy o dlugo-

§ci a poprowadzono plaszczyzne, ktora dzieli kat dwuscienny o miedzy $ciang bocz-
na a plaszczyzng podstawy ostrostupa na polowy. Wyznacz pole otrzymanego prze-
kroju.
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58. Podstawg ostrostupa ABCDS jest prostokat. Sciana
ADS jest prostopadla do plaszczyzny podstawy, |AB| = 4,
IBC| = 6, |AS| = |DS| = 2V21. Wyznacz kat nachylenia
krawedzi CS do plaszczyzny podstawy.

59. Podstawa ostrostupa jest trojkat prostokatny rownora-
mienny o przeciwprostokatnej c. Wszystkie krawedzie bocz-
ne maja dlugos¢ b. Wyznacz objetos¢ tego ostrostupa.

60. Podstawa ostrostupa jest trapez prostokatny o podstawach 12 i 6. Wszystkie §cia-
ny boczne sa nachylone do plaszczyzny podstawy pod katem 60°, Oblicz objetosc tego
ostrostupa.

61. Obracajac prostokat dookota jednego boku, otrzymujemy walec o objetosci V|,
a obracajac go dookola drugiego boku, otrzymujemy walec o objetosci V,. Wyznacz
pole tego prostokata. Wykonaj obliczeniadla V|, = 1,44n i V, = 1,2m.

62. Promien podstawy walca jest rowny r, a przekatna przekroju osiowego jest na-
chylona do plaszczyzny podstawy pod katem «. Wyznacz objetosc i pole powierzchni
calkowitej tego walca.

63. Wyznacz objetosc i pole powierzchni bocznej stozka o kacie rozwarcia 2ac i pro-
mieniu podstawy rownym r.

64. W podstawe stozka wpisano kwadrat o boku a. Plaszczyzna przechodzaca przez
wierzcholek stozka i zawierajgca jeden z bokéw tego kwadratu tworzy w przecieciu
z powierzchnig stozka tréjkat, w ktorym kat przy wierzchotku jest rowny a. Wyznacz
objetos¢ stozka. Jaki warunek musi spelniac kat «, aby zadanie mialo rozwiazanie?

65. Trojkat prostokatny o przyprostokatnych 6 i 8 obrécono najpierw wokol krét-
szej, a nastepnie wokot dluzszej przyprostokatnej. Oblicz stosunek pdl powierzchni
i stosunek objetosci powstalych stozkéw.

66. Wyznacz stosunek p6l powierzchni kuli i szeScianu majacych réwne objetosci.
67. Poprowadzono plaszczyzne rownolegla do podstawy stozka, dzielaca wysokos¢

tego stozka w stosunku 2: 3, liczac od wierzchotka. W ten sposob otrzymano dwie
bryty. Wyznacz stosunek objetosci tych bryl.
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68. Promien kuli wpisanej w stozek wynosi r, a kat rozwarcia stozka ma miare 2a.
Wyznacz objetos¢ stozka.

69. Na stozku, ktorego pole powierzchni bocznej jest trzykrotnie wigksze od pola
podstawy, opisano kule o promieniu R. Wyznacz wysokosc¢ stozka.

70. Podstawa ostrostupa prawidlowego jest tréjkat o boku a. Sciana boczna tego
ostrostupa jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem a. Wyznacz objetosc
stozka wpisanego w ten ostrostup.

71. Stozek wpisano w walec o wysokosci h. Podstawa stozka jest podstawa walca,
a wierzcholek stozka lezy w $rodku gornej podstawy walca. Pola powierzchni bocz-
nych stozka i walca sa rowne. Wyznacz objetosc stozka oraz kat «, ktory tworzy wy-
sokos¢ stozka z jego tworzaca.

72. W ostrostupie ABCS wpisanym w stozek podstawa ABC jest trojkatem réwno-
ramiennym, w ktérym |AC| = |AB| = a i 4BAC = a. Sciana boczna BCS ostrostupa
jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem f3. Wyznacz objetosc stozka.

73. W stozek, ktorego przekrojem osiowym jest trojkat rownoboczny, wpisano wa-
lec o najwickszej objetosci. Wyznacz stosunek wysokosci walca do promienia pod-
stawy stozka.

74. Wyznacz dlugosc krawedzi podstawy takiego ostrostupa prawidlowego szescio-
katnego opisanego na kuli o promieniu 3, ktorego objeto$c¢ jest jak najmniejsza.

75. Wyznacz najwieksza objetosc ostroslupa prawidlowego czworokatnego o polu
powierzchni catkowitej S.
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1. Permutacje | wariacje

Umiejetnosci:
* wykorzystanie wzorow na liczbe permutacji, wariacji | wariacji z powtorzeniami do
zZliczania obiektow w sytuacjach kombinatorycznych

Korzystanie z klasycznej definicji prawdopodobienstwa wymaga precyzyjnego wy-
znaczenia liczby wszystkich zdarzen elementarnych w danym doswiadczeniu loso-
wym oraz liczby zdarzen elementarnych sprzyjajacych interesujacemu nas zdarzeniu
losowemu.

Zanim przejdziemy do zagadnien poswieconych Nauka zajmujaca si¢ zliczaniem, (1))
rachunkowi prawdopodobienstwa, zajmiemy sieg na ile ﬁPt‘*Suht_?W moze 2aj5¢
upur.zqdkcfwani.em i+rozszerzenie'm teorii zwia- ff:;;d;::]’;'en:ﬁ:; 3;;‘

zanej ze zliczaniem liczby zdarzen w danym do- w matematyce kombinatoryks.
$wiadczeniu losowym, inaczej méwigc - zagad-

nieniami kombinatorycznymi.

Przypomnijmy reguly, z ktérych korzystaliSmy wczesniej.

Regula mnozenia
Jesli zbiér A ma m elementéw, a zbiér B ma n elementow, to liczba par (x, y)
takich,ze x € A i y € B, jestrowna m - n.

Regule mnozenia mozna uogdlni¢ na n (n € N, n > 1) zbiordw, z ktérych kazdy ma
skoniczona liczbe elementéw.

~ Twierdzenie §
Regula dodawania
Jezeli zbiory A i B s roztaczne,to AU B = A + B.

Przyktad €D

a) O godzinie 12" w karcie dan bylo 5 zup, 7 drugich dan i 3 desery. Na ile sposo-
béw mozna bylo wybrac zestaw obiadowy skladajacy sie z zupy, drugiego dania
i deseru?

b) Po godzinie 139 do menu dodano 4 zupy, 3 drugie dania i 2 desery. Ile obecnie
jest mozliwosci wyboru pelnych zestawow obiadowych?
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Rozwiazanie
a) Korzystamy z reguly mnozenia. Wszystkich zestawoéw obiadowych bylo:

BT -3= 105
b) W tym przypadku mozliwych zestawow jest:
(5+4)-(7+3)-(3+2) =450 «— regula mnozenia i reguta dodawania

Odp.:a) 105 b) 450

Przypomnijmy dwa omowione w trzeciej klasie sposoby losowania.

Zakladamy, ze w urnie mamy pewna liczbe ponumerowanych kul. Czynnos¢ wyjmo-
wania kuli z urny mozna wielokrotnie powtarza¢. Rozrézniamy dwa sposoby loso-
wania - obydwa uwzgledniajace kolejnosc losowanych numerow.

1. Przed kazdym losowaniem stan urny jest taki sam. Inaczej mowigc, po wylosowa-
niu (i zanotowaniu wyniku) wyciaggnieta kula wrzucana jest z powrotem do urny.
W takiej sytuacji méwimy o losowaniu ze zwracaniem.

2. Razwyjeta kula nie wraca do urny. Taki sposob losowania nazywamy losowaniem
bez zwracania.

Permutacje

Szczegolnym przypadkiem losowania kolejno elementdéw bez zwracania jest wybie-
ranie wszystkich kul z urny. Oznacza to, ze jezeli mamy w niej n ponumerowanych
kul, to losujemy n razy bez zwracania i interesuje nas kolejno$¢ wylosowanych kul.

Przykiad &)

Trzy klocki podpisane 2, 7, 9 ustawiamy tak, aby przedstawialy trzycyfrowe liczby.
[le jest mozliwosci takich ustawien?

START

Rozwiazanie
Mozemy sobie wyobrazic, ze klocki sa
w worku. Pierwszy wyciagniety klocek

postawimy na miejscu setek ukladanej setek
liczby, drugi - na miejscu dziesigtek, < elen
trzeci — na miejscu jednosci. dziesigtek
Na rysunku obokd pt‘ZEdEti?.Wl{TnD -y
drzewko wszystkich mozliwosci. jednosci
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Mamy wiec 3-2-1 =6 mozliwych wynikéw. Zbudowane w ten sposéb liczby to:
279,297,729, 792,927, 972
Zapisane s za pomoca tych samych cyfr, tylko ustawionych w réznej kolejnosci.

Odp.: 6

Przyktad &) < zad. 1.5

Ustawiamy pie¢ osob w szeregu. Na ile sposobow mozemy to zrobic?

Rozwiazanie

Osobe, ktora ustawimy w szeregu jako pierwsza, wybieramy sposrod pieciu osob,

druga - sposrod czterech itd. Wszystkich mozliwych ustawien jest zatem:
5-4-5-2-1 =120

Odp.: 120
S

Takie ustawianie wszystkich elementow skonczonego zbioru w ciag nazywamy per-
mutowaniem zbioru, a kazde konkretne ustawienie — permutacjg jego elementow.
Powiemy wigc, ze jest:

* 6 permutacji zbioru {2, 7, 9}, * 120 permutacji zbioru pigciu oséb.

Liczba wszystkich permutacji zbioru n-elementowego jest rowna:
n-mn-1)-(n-2)-...-3:2-1

Przyktad @) < zad. 1.8

Ile jest takich permutacji zbioru {2, 3, 4, 5, 6}, w ktorych 3 i 4 wystepuja obok siebie
w kolejnosci wzrastania?

Rozwiazanie

Dobrymi ustawieniami sg np.: 23456, 34625, 52346.

Jak obliczy¢ wszystkie mozliwosci bez ich wypisywania? Wyobrazmy sobie taki prze-
bieg losowania, w ktorym otrzymamy wylacznie sprzyjajace zdarzenia. Do urny
wrzucamy klocki z cyframi 2, 3, 4, 5, 6, z tym, Ze te dwa oznaczone ,,3” i ,,4” sklejamy
w odpowiedniej kolejnosci. Teraz, tak naprawde, mamy w urnie 4 klocki. Mozemy je
kolejno ustawi¢ na 4-3-2-1 = 24 sposoby.

Odp.: 24
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Silnia

m -\

Dla liczby naturalnej n > 1 symbol n! (n silnia) oznacza iloczyn wszystkich
liczb naturalnych od 1 do n:

nl=1:2:3-...-(n-1):n

Przyjmujemy rowniez, ze 0! =1 i 1! = 1.

Mamy wigc: n no | on n!
Gp=1 I 6 720
=1 .

2 2 7 5040
M=F-21 = |
Al=d .32+ =24 4 24| 9 362880
5l =5.4.3.2.1=120itd 5 120 | 10 3628800

Dla kazdej liczby naturalnejn > 1: nl=n-(n-1)!

Mozemy teraz krotko zapisac, ze liczba permutacgji zbioru:

* 3-elementowego jest réwna 3!, * 10-elementowego jest rowna 10! itd.
Przyktad @) « za0. 1.10
Obliczymys: Zauwazmy, ze: ()

! R R 2R ® 21.31=2-6=12, ale (2-3)! = 6! =720,
a)i=u=3.4.5=ﬁ{] £ 5”{ )

2! 1-2 . 5 = 60, ale (E)! nie jest okreslone.
b) Pedl _1:253%1 2434 1 '

6! 1.2:3-4:5:6 5

! A I CUY GNP o, B
o 8 12345678 o

7' 1:2:3:4:5.6:7
114! 113! 114

%) n3 . 3 L
27! 25!-26-27
e) E—SI—T—ZG'Z?—?OZ

41-41-8!1  4-41-8! 4-4!-7-8

-8 6 =23/6

f)
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Przyktad @) - zad. 1.11

Na uzytek zadania wyrazami bedziemy nazywac dowolne ciagi liter, niekoniecznie

znaczace.
lle roznych wyrazéw mozna ulozyé z liter stowa
a) ANAGRAM? b) NIANIA?

Rozwiazanie
a) Przykladami ulozonych wyrazéw sa:

ANAGRAM, GANARAM, AAGRAMN, ARNAGAM
Do dyspozycji mamy 7 liter, ktére mozemy permutowac na 7! sposobow. Jednak nie-
ktére sposrdd permutacji dadzg identyczne wyrazy, gdyz przestawienie w nich liter
A niczego nie zmieni. Zatem liczba wszystkich mozliwosci jest 3! razy mniejsza, bo
na tyle sposobéw mozemy w jednym wyrazie permutowac litere A.

|
Z liter stowa ANAGRAM mozna ulozy¢ % =4-5-6-7 = 840 wyrazow.

b) Litery stowa NIANIA mozemy permutowac na 6! sposobéw. Wyrazoéw otrzyma-
my 2!-2!-2! razy mniej, gdyz trzy litery: N, [ oraz A, powtarzaja si¢ po dwa razy.

21.21.21

Z liter stowa NIANIA mozna zatem ulozy¢ =3-5-6 =90 wyrazow.

Odp.:a) 840 b) 90

Przykiad €

Sylwia pozyczyla od kolezanki 5 plyt z filmami — dwie komedie oraz trzy horrory. Ko-
medie sa oznaczone literami a, b, natomiast horrory numerami 2, 7 i 9. Sylwia moze
obejrzec filmy (oczywiscie po kolei) na 5! sposobdw. Jezeli jednak bedzie chciata roz-
dzieli¢ gatunki, czyli zacza¢ od horroru, potem zobaczy¢ komedie i dalej na zmiane,
toma 3!-2! = 12 mozliwosci takiego ustawienia repertuaru, poniewaz:

1. horrory moze ustawi¢ na 3! = 6 sposobow: 279, 297, 729, 792, 927, 972,
2. komedie moze ustawi¢ na 2! = 2 sposoby: ab, ba,

3. po polaczeniu ukladu horroréw z ukladem komedii (zgodnie z regula mnozenia)
moze ulozy¢ dwa razy wiecej pelnych zestawow filmow:

2a7b9, 2a9b7, 7a2b9, 7a9b2, 9a2b7, 9a7b2,
2b7a9, 209a7, 702a9, 709a2, 9b2a7, 9b7al.

Wariacje

Spdjrzmy na ponizsze przyklady.

* Losujemy siedem razy ze zwracaniem jedna cyfre ze zbioru wszystkich cyfr. Utwo-
rzony w ten sposob siedmiocyfrowy kod 2237351 rézni sie od kodu 2133752,
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* Losujemy cztery razy bez zwracania jedna cyfre ze zbioru wszystkich cyfr. Utwo-
rzony w ten sposob PIN 8253 rozni sie od PIN-u 8235.

* Losujemy dziesie¢ razy bez zwracania jedna cyfre ze zbioru wszystkich cyfr.
Utworzony w ten sposéb numer banknotu 2014538796 rozni si¢ od numeru
8725413069.

Kazde z powyzszych zdarzen elementarnych zapisywalismy w postaci jakiego$ ciagu.

W opisywanych sytuacjach interesuje nas odpowiedz na pytanie, ile jest wszystkich

ciggow zbudowanych wedlug okreslonych regul.

Aby wyroznic ciagi rozwazane w kombinatoryce i rachunku prawdopodobienstwa,

zamiast slowa ,,ciag” wprowadzono pojecie ,wariacja”.

W powyzszych przykladach powiemy wigc, ze:

* 2237351 jest siedmioelementowa wariacja z powtdrzeniami utworzona z elemen-
tow zbioru dziesigcioelementowego,

* 8253 jest czteroelementowa wariacjag bez powtérzen utworzong z elementow
zbioru dziesiecioelementowego,

* 2014538796 jest dziesiecioelementowa wariacja bez powtorzen utworzona z ele-
mentow zbioru dziesiecioelementowego — w takiej sytuacji czgsciej uzywamy na-
Zwy permutacja.

Wprowadzimy od razu wygodne uproszczenie. Zamiast mowic: ,,zdarzenia elemen-
tarne mozemy zapisa¢ w postaci k-elementowych wariacji bez powtorzen utworzo-
nych z elementow zbioru n-elementowego”, powiemy krocej: ,,zdarzeniami elemen-
tarnymi sg k-elementowe wariacje bez powtorzen ze zbioru n-elementowego”.

Liczbe wszystkich wariacji bez powtdrzen mozemy zapisac za pomoca symbolu silni.

Przyktad )

a) Jezeli ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} losujemy kolejno bez zwracania trzy razy po
jednej cyfrze, to liczba wszystkich wynikow - trzyelementowych wariacji bez po-
wtorzen ze zbioru siedmioelementowego - jest rowna 7 - 6 - 5. Po losowaniu

zostaly 4 niewybrane elementy.

. ; i ; 7!
Liczbe 7-6-5 mozemy zapisac w postaci 7-6-5 = 2l
b) Jezeli ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} losujemy kolejno bez zwracania pigc razy po

jednej cyfrze, to liczba wszystkich wynikow - piecioelementowych wariacji bez
powtorzen ze zbioru siedmioelementowego - jest réwna 7 -6+ 5- 4 - 3 lub inaczej

p :
et Tym razem 2 elementy zostaly niewykorzystane.
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Dla dowolnych liczb naturalnych n i k takich, ze k < n, zachodzi réwnos¢:

n!

nn-1-mn-=-2)-...-(n—-k+1)=

(n—k)!

Dowod wzoru powyzej pozostawiamy do samodzielnego przeprowadzenia.

Podsumujmy w tabeli dotychczasowe rozwazania.

Doswiadczenie Drzewko Nazwa zdarzenia  Liczba wszystkich
losowe elementarnego | zdarzen elementarnych
START
losujemy kolejno A k-elementowa
Ze Zzwracaniem 2 1 " wariacja
k elementow E _ /\ /\ Z powtorzeniami n*
ze zbioru §| Lewn Lown ze zbioru
n-elementowego < /\ /\ n-elementowego
]. aew H ]- Ll H’
START

losujemy kolejno

k-elementowa

bez zwracania . 1 n o , i1
k elementow 2 /\ /\ s G }»...»i[n— HIE
. £ bez powtdrzen s T
ze zbioru E1 2..n l...8-1 _ (n—k)!
g . . - ze zbioru ;
n-elementowego, 8 : : , t
Geb<n k/—\] n—/k\-l- 2 n-elementowego
k wew H 1 W H _ k + 1 :
START
2 1 aw n
ustawiamy
w ciagu wszystkie n-elementowa
q‘g ?r .E 2 s M 1 wew ”“"l 1 HI
elementy zbioru | g . : permutacja
n-elementowego E n—2 3
A
T
n n-1 2 1




1. Permutacije | wariacje

Przykiad €)

Walizki firmy Tobotek maja instalowane w zamkach czterocyfrowe kody szyfrowe.
[le walizek musi wyprodukowac firma, aby co najmniej dwom walizkom trzeba bylo
nadac identyczny kod?

Rozwigzanie

Obliczymy najpierw, ile réznych czterocyfrowych kodéw mozna utworzyc¢ z 10 cyfr.
Modelem sytuacji jest losowanie cztery razy kolejno ze zwracaniem po jednej kuli
z urny zawierajacej 10 ponumerowanych kul.

Zdarzenia elementarne sa czteroelementowymi wariacjami z powtdrzeniami ze zbio-

ru 10-elementowego. Jest ich zatem 10%,
Jezeli firma Tobolek wyprodukuje 10 001 walizek, to przynajmniej dwie beda musiaty
miec identyczne kody.

Odp.: 10001

Przykiad ()

Whasciciel firmy Tobolek otrzymal (w ramach promocji) 30 darmowych biletéw na
seans filmowy do kina. Na ile réznych sposobow moze rozdzielic bilety, jezeli firma
zatrudnia 27 pracownikow i kazdy z nich otrzyma jeden bilet?

Rozwiazanie

Biletow jest o 3 za duzo. Modelem w tej sytuacji bedzie losowanie kolejno bez zwra-
cania 27 razy po jednym elemencie ze zbioru 30-elementowego, a zdarzeniami ele-
mentarnymi sg 27-elementowe wariacje bez powtorzen. Wszystkich mozliwosci jest

wiec _3{]! = 3—[“
¥ Go-271 3
30!
Przyktad )

Kazdy z 27 pracownikow firmy Tobolek musi podpisac regulamin pracy. Na ile spo-
sobow moga ustawic si¢ w kolejke do zlozenia podpisu?

Rozwiazanie

Modelem jest tu losowanie kolejno bez zwracania wszystkich elementow ze zbioru
27-elementowego lub krocej - permutowanie tego zbioru.

Wszystkich permutacji jest 27!.

Odp.: 27!
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Przykiad €2 < zad. 1.14

Grupa przyjaciol - 5 chlopcow i 4 dziewczyny -
wybiera sie na wycieczke gérskim szlakiem, po
ktorym nalezy wedrowac gesiego. Chca i8¢ na
zmiane: chlopak, dziewczyna, chlopak, dziew-
czyna itd. Na ile sposobow moga sie ustawic
w takim szyku?

Rozwiazanie
Jesli oznaczymy chlopcow ¢y, ¢y, €3, €4, €55
a dziewczeta d,, d,, ds, d,, to przykladem
ustawienia spelniajgcego zalozenia zadania jest
ciag:

Cy, dy, €4 dy, €3, d3, €y, dy, €5

Powstal on w ten sposdb, ze do ustawieniac,, ¢,, ¢3, ¢4, ¢s chlopcow dopisane zostaty
kolejno elementy d,, d,, d;, d, ustawienia dziewczat.

Do tego samego ustawienia c|, ¢;, €3, ¢4, €5 chlopcow mozna dopisac kazda z 4! per-
mutacji zbioru dziewczat.

Jest 5! permutacji zbioru chlopcéw. Dla kazdej z nich jest 4! ustawien calego szyku
wycieczki. Zatem wszystkich mozliwosci jest 5!- 4! = 2880.

Zauwazmy na koniec, ze:

» liczba ustawien bedzie identyczna, gdy zalozymy, ze np. dziewczeta prowadza,
a chlopcy ida za nimi (lub na odwrét),

* rozwigzanie zadania mozna bylo sprowadzic¢ do zastosowania reguly mnozenia,
czyli podobnie jak w przykladzie 7 (s. 118), istotne bylo zliczenie permutacji dwoch
roztacznych zbioréw i pomnozenie otrzymanych wynikow.

Odp.: 2880

Przyktad €5 < zad. 1.17

Rozwazamy liczby szesciocyfrowe o réznych cyfrach.
a) Ile jest takich liczb?

b) Ile wérdd nich jest liczb parzystych?

¢) Ile wérod nich jest liczb mniejszych od 475 0007

Rozwiazanie

a) Obliczamy, ile jest mozliwosci wyboru kolejnych cyfr.

Pierwsza cyfra nie moze by¢ zerem — wybieramy ja wigc sposrod 9 cyfr (wszystkie
cyfry oprocz 0).
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Cyfry tej liczby maja by¢ rézne, wiec pozostale 5 cyfr otrzymamy, losujgc ze zbioru
jeszcze niewybranych piec razy bez zwracania po jednej cyfrze (tym razem uwzgled-
ol 9l

niamy 0). Tych mozliwosci jest TR Szukanych liczb szesciocyfrowych jest

: 9!
wiec 9 - TR

b) O parzystosci liczby decyduje jej cyfra jednosci. Wygodnie jest rozwazy¢ dwa
przypadki.
* Jezeli cyfra jednosci jest 0, to na pozostalych pigciu miejscach mozemy rozmiescic

: L Bl oy
dowolnie pozostale cyfry. Wszystkich mozliwosci jest ia

¢ Jezeli cyfra jednosci jest 2, 4, 6 lub 8, to pierwsza cyfra moze by¢ jedna z osmiu
cyfr, a na pozostatych czterech miejscach mozemy rozmiesci¢ dowolnie pozostate

, b il 8!
cyfry. Wszystkich mozliwosci jest 8 - T 4,

Razem (zgodnie z regulg dodawania) otrzymujemy:

9l 8! 9-8'+4-8-8! 41-8!
g = i = liczb.
4! 4! 4! 4!

c) Rozpatrzmy trzy przypadki.

* Jezeli pierwsza cyfra jest 1, 2 lub 3, to pozostale cyfry mogg by¢ dowolne. Wszyst-
kich mozliwosci jest:

pierwszej cyfry R\W}’bﬁr pozostatych pigciu cyfr

* Jezeli pierwsza cyfra jest 4, a druga 0, 1, 2, 3, 5 lub 6, to pozostate cyfry moga by¢
1

dowolne. Wszystkich mozliwosci jest 6 - =l

41"
* Jesli dwiema pierwszymi cyframisa 4 i 7, to trzecia moze byc 0, 1, 2 lub 3, a pozo-
state cyfry moga by¢ dowolne. Wszystkich mozliwosci jest 4 - z—:
Razem (zgodnie z regula dodawania) otrzymujemy:
3'%+6'i_:+4'%= (3-9-2+6;112.+ 1)-4-7! _ 6?3-1?! liczhs:
9! 41 - 8! 67 - 7!

Odp.:a) 9% b) —/= o 5=
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W kazdym z zadan 1.1-1.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz jg i zapisz w zeszycie.

1.1. Liczb trzycyfrowych, w ktérych nie powtarza sie zadna cyfra, jest
A.10:9-8. B. 1000. C.9-8-7. D. 648.

1.2. W urnie jest 5 kul podpisanych cyframi 2, 2, 3, 7 i 8. Losujemy kolejno bez
zwracania 5 razy po jednej kuli i zapisujemy wynik. Ile jest mozliwosci utworzenia
w ten sposob réznych liczb pieciocyfrowych? Wskaz odpowiedz falszywa.

!
A.3-4.5 B. 60 C. 5! n%

1.3. Ile mozna utworzy¢ réznych szesciocyfrowych numeréw telefonicznych, w kté-

rych pierwsza cyfra jest 5, 6 lub 7?

A.3!-10° B.3-5" C.3-10° D.3" .10’

1.4. Okresl, czy w opisanym dos$wiadczeniu zdarzenia elementarne sa wariacjami

z powtdrzeniami, wariacjami bez powtorzen czy permutacjami. Podaj liczbe wszyst-

kich zdarzen elementarnych w tym doswiadczeniu.

a) Marcin typuje wyniki 10 rozgrywek pitkarskich, wypelniajac losowo kupon tota-
lizatora literami: w - wygrana gospodarzy, p - przegrana gospodarzy, r — remis.

b) Kuba rzuca 5 razy kostka do gry.

¢) Pelagia ma do dyspozycji 20 wolnych autokaréw i przydziela je losowo dwunastu
grupom wycieczkowym.

d) Pielegniarka losuje dla kazdego z 27 uczniow klasy 4d dzien tygodnia (powszedni)
na zgloszenie sie do przegladu dentystycznego.

e) Nowa pani przedszkolanka probuje usadzi¢ w rzadku grupe 8 rozbrykanych ma-
luchow.

f) Pewien statystyk rejestruje miesiac urodzenia kazdego ucznia z losowo wybranej
35-osobowej grupy.

g) Kazdy z 17 robotnikéw ekipy budowlanej losuje jeden dzient wolny z zaplanowa-
nych 35 dni pracy, z uwzglednieniem zasady, ze kazdego dnia tylko jeden pracow-
nik moze by¢ nieobecny.

1.5. Malutka Ola uczy sie liczy¢ do pigciu na paluszkach, ale ciagle jeszcze myli ko-
lejnosc. Na ile roznych sposobow moze podac te liczby?
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1.6. Tata Oli kupit dziecku kolejke zlozona z elektrowozu oraz szesciu réznych wa-
gonikow i bardzo lubi sam sie nig bawic. Ile czasu zajmie mu przetestowanie wszyst-
kich uktadéw pociagu (jadacego w pelnym skladzie), jezeli jeden przejazd trwa 2 mi-
nuty? Pomijamy czas potrzebny do ustawienia wagonikdw.

1.7. lle permutacji mozna zbudowac z liter stowa PAJACZEK? Ile spos$rod tych per-
mutacji zaczyna si¢ od litery A? Ile zaczyna si¢ od liter PA?

1.8. Ilejest permutacji zbioru wszystkich cyfr? Ile wérod tych permutacji jest takich,
w ktorych cyfry 1, 2, 3 wystepujg obok siebie

a) w porzadku rosngcym?

b) w porzadku malejacym?

c) wdowolnej kolejnosci?

1.9. Zapisz w prostszej postaci.
a) 4!-5,6!-7-8, 10!-11-12-13
py 10t 8 9o 17-16

10 7-8 7-8-9 15!
c)n-n+l1), (n=1"n-(n+1), (n+2)(n+3)
d) E n! (n+ 1) (n-2)

n (n=-1D" n  (n-3)

1! (mn=2) (n-1)
m+1)!" (n=1" (n+1)

1.10. Oblicz.
6 101 7! 5!

a} T T .
47 81’ 41.31° o!.2!

b) 100 7.3t 9l 12!
6 -4 10! 7 11-8!" 10!-2!

1.11. lle réznych wyrazow mozna ulozyc¢ z liter podanego stowa?
a) LALKA b) EUZEBIUSZ c) ABRAKADABRA

1.12. llejest liczb siedmiocyfrowych, w ktérych wystepuja trzy jedynki, dwie dwojki
i dwie trojki?

1.13. Na ile sposoboéw mozna ulozy¢ w rzedzie 5 klockow zielonych, 4 czerwone
i 3 zotte?
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1.14. Pani ustawila w rzedzie sze$cioro przedszkolakow: Anie, Basie, Czarka, Do-
rotke, Ewe i Filipa. Ile jest takich ustawien, w ktérych

a) najpierw stoja dziewczynki, a potem chlopcy?

b) Basia stoi bezposrednio za Ania?

c) Czarek stoi za Filipem (niekoniecznie bezposrednio)?

d) miedzy Czarkiem a Filipem stoja co najmniej dwie dziewczynki?

1.15. Przy okraglym stole o dziesigciu numerowa-

nych miejscach rozmieszczamy dziesi¢c osob. Na ile

sposobow mozna to zrobi¢ tak, aby

a) Agata i Bozena siedzialy obok siebie, w dowolnej
kolejnosci?

b) Grzegorz i Igor siedzieli naprzeciwko siebie,
a Helena siedziala obok jednego z nich?

¢) Celina, Danuta i Elzbieta siedzialy obok siebie w dowolnej kolejnosci, natomiast
ani Franciszek, ani Jacek nie sgsiadowali z zadna z nich?

1.16. Dane sg zbiory: A= {1, 2, 3,4} i B={5,6, 7, 8, 9}.

a) Ilejest wszystkich funkcji, ktorych dziedzing jest zbidr A, a wartosci sg elementami
zbioru B?

b) Ile jest wszystkich funkcji rosnacych, ktérych dziedzina jest zbior A, a wartosci sa
elementami zbioru B?

¢) lle jest wszystkich funkcji niemalejacych, ktérych dziedzing jest zbior A, a warto-
Sci sa elementami zbioru {5, 6}?

1.17. Ze zbioru {1, 3, 5, 7} losujemy piec razy po jednej cyfrze ze zwracaniem. Wy-
losowane cyfry w kolejnosci losowania tworzg liczbe pieciocyfrowa. Na ile sposobow
mozemy wylosowac w ten sposob liczbe

a) podzielng przez 57 b) wieksza od 300007 ¢) mniejsza od 55 0007

1.18. Rozwazamy liczby siedmiocyfrowe o réznych cyfrach.
a) Ile wsrod nich jest liczb parzystych?

b) Ile wérdd nich jest liczb podzielnych przez 57

c) Ile wérdd nich jest liczb podzielnych przez 257

1.19. Ze zbioru {1, 2, 3, ..., 100} losujemy kolejno bez zwracania dwie liczby.
Oznaczamy je w kolejnosci losowania n i k. Ile jest takich wynikow losowania, w kto-
rych n+k = 1112
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1.20. Zezbioru{l, 2, 3, ..., 50} losujemy kolejno ze zwracaniem dwie liczby. Ozna-
czamy je w kolejnosci losowania n i k. Ile jest takich wynikéw losowania, w ktorych

|n— k| < 22

1.21. Ze zbioru {1, 2, 3, ..., 10} losujemy kolejno bez zwracania trzy liczby. Ozna-
czamy je w kolejnosci losowania a, b, c. Ile jest takich wynikow losowania, w ktorych
a+b+c=217

*1.22. W grze sudoku trzeba wypelnic¢ diagram 9x9 [4 5 1/2 9 6/3 7 8
w taki sposob, aby w kazdym wierszu, w kazdej kolum- |3 2 glg 5 7/4 6 1
nie i w kazdym z 9 wyroznionych kwadratow znalazla ig 6 7!1 4 3/5 9 2
si¢ kazda z cyfr od 1 do 9. Na ile sposobow moina, i7 4 5|3209/818
zgodnie z podanymi zasadami, rozmieScic w pustym |g 9 8/5 1 4/7 2 3
diagramie dziewie¢ jedynek? 213 768l95 4

15 36|47 1(2809
|9 7 4|6 8 2|1 3 5
1 8 2|9 35647

1. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan.

Liczba wszystkich sposobow ustawienia 12 os6b w kolejce
A. jest podzielna przez 120.

B. jest podzielna przez 144.

C. jest podzielna przez 39.

2. lle jest takich permutacji zbioru {1, 2, 3, ..., 13, 14}, w ktorych
a) liczby sa ustawione w kolejnosci rosnacej lub malejacej?

b) najpierw ustawione sa wszystkie liczby parzyste?

c) liczby parzyste nie sasiaduja ze soba?

18!

3. Wykaz, ze liczba = '?' jest liczba naturalna.

4. Ile jest liczb oémiocyfrowych mniejszych od 57 - 10°, ktérych wszystkie cyfry s
nieparzyste?

S. lIle jest podzielnych przez 4 liczb szesciocyfrowych o réznych cyfrach?
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Umiejetnosci:
* wykorzystanie wzorow na liczbe kombinacji do zliczania obiektow w sytuacjach
kombinatorycznych

Dotychczas zajmowalismy sie takimi doswiadczeniami losowymi, ktore uwzgledniaty
kolejnos¢ losowanych elementow. Latwo jednak podac przyklady z zycia codzienne-
go odbiegajace od tego schematu. Na przyklad wiele osob $ledzi przebieg losowania
gry w lotto — nie ma znaczenia, w jakiej kolejnosci maszyna losujaca wybierze szcze-
sliwe numery. Podobnie jest z rozdawaniem kart - w wigkszosci gier wazne sg kolory,
wartosci kart i uklady karciane, a nie kolejnos¢, w jakiej karty trafiaja do reki grajace-
go. Poszukamy teraz odpowiedzi na pytanie o liczbg wszystkich mozliwych wynikow
réwniez w takich doswiadczeniach.

Przyktad o

W koszu jest 13 pitek tenisowych. Tenisista wyciaga z kosza 3 pitki. Na ile sposobow
moze to zrobic?

Rozwiazanie

Jezeli uwzglednialiby$my kolejno$é wyciaganych pitek, to odpowiedz byltaby oczywi-
sta: 13:12-11. Tyle jest bowiem trzyelementowych wariacji bez powtorzen ze zbioru
13-elementowego.

Zalozmy, ze pitki w koszu sa oznaczone liczbami 1, 2, 3, ..., 13. Wtedy trzy kon-
kretne pitki, np. 1,4 i 11, mozemy wyciagnac na 3! sposobow:

(1, 4, 11}

____,_:ﬁ.-"?‘.r -"'-'~‘.--.._;:-._\__\_\_\_\_
. i b o
— - W ., —

= S g X
e - 4 LY e =
- - K X - —

o > \ i -
_-— - 4 4 T, i

{1,4,11}(1,11,4)(11,1,4){11,4,1)(4,1,11){4,11,1)

o
-\_\_\__\_\__-

Jezeli wiec oznaczymy przez x liczbe wszystkich takich zestawow {a, b, ¢} trzech pi-
tek, z ktorych byly tworzone wariacje, to zachodzi rownos¢:
x-31=13-12-11

13+12:+11

Stad x = 5

, czyli x = 286.

Tenisista nie jest zainteresowany kolejnoscia wyciaganych pilek (praktycznie moze
je wyjac z kosza wszystkie na raz) — ma zatem do dyspozycji 286 réznych zestawow
trzech pilek.
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Jesli — jak w tym przykladzie — w doswiadczeniu nie interesuje nas kolejno$¢ losowa-
nych elementéw, zapisujemy zdarzenia elementarne w nawiasach klamrowych, jako
podzbiory zbioru wszystkich elementow:
Q={{1, 2,3}, {1, 2, 4}, {1, 2, 5}, ..., {2, 3, 4}, {2, 3, 5}, ..., {11, 12, 13}}
- 13-12-11
3

Odp.: 286

Przyktad &)

Ile roznych zestawow kart moze otrzymac brydzysta?

Rozwiazanie
Talia liczy 52 karty, a brydzysta dostaje do reki 13 sposrod nich. Pytamy wigc, ile
roznych 13-elementowych podzbiorow mozemy wybrac ze zbioru 52 elementow.

Ponownie rozwiazemy zadanie od konca, tzn. najpierw uwzglednimy kolejnosc lo-
sowanych kart. Tworzymy zatem 13-elementowe wariacje bez powtorzen. Ich liczba
jest rowna:

52!

39!
Brydzysta z jednego zestawu kart trzymanego w reku moze utozy¢ 13! permutacji, za-

|
tem liczba wszystkich zestawow jest 13! razy mniejsza od % Innymi stowy, zachodzi

rownosc:
52!
— =x-+13!
391

gdzie x oznacza liczbg wszystkich 13-elementowych podzbiorow zbioru 52-elemen-
towego. Stad:

|
22 % 635 miliarddéw

L
391-13!
52!

Jezeli ze zbioru n-elementowego losujemy k elementéw (k < n) bez uwzgled-

niania kolejnosci, to liczba wszystkich mozliwych wynikow losowania jest
11l

rowna ————.
(n—k)!-k!

Inaczej mowiac, liczba wszystkich k-elementowych podzbiorow zbioru n-elemento-
n!

wego (k < n) jest rébwna = BLR
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Podobnie jak stowo ,wariacja” zastepuje w kombinatoryce stowo ,,ciag”, tak okres-
leniem ,kombinacja” zastepujemy stowo ,,podzbiér”. W powyzszych przykladach
powiemy zatem:

* liczba wszystkich trzyelementowych kombinacji ze zbioru 13-elementowego jest
13!

10! - 3’
* liczba wszystkich 13-elementowych kombinacji ze zbioru 52-elementowego jest
52!
391131
[ ogdlnie:

rowna

rowna

* liczba wszystkich k-elementowych kombinacji ze zbioru n-elementowego (k < n)
n!

jESt rowna m

Symbol Newtona

Jezeli n, k € N i k < n, to wyrazenie

n!

m nazywamy symbolem

Newtona i oznaczamy (:) (czytamy: ,n po k").

Ze sposobu wprowadzenia symbolu Newtona mozna wywnioskowac, ze jego wartosc
jest zawsze liczbg naturalna.

Przykiad @) « zad. 2.5

3 5! D753
a}( )= = =2-5=10
3 2030 LwBiel <23

| P .
b)(ﬁ)= 60 _4-56 _56__ . ..
2] 4-3 T Al T 1-2

) (2?) 27 241-25-26-27
24 3! 24! 1-2-3-24!

! b 123
d}(l-ii) 14 111-12-13 I4=2-13-l4=364
3 111- 3! 111-1-2-3

=25-13.9=2925

J

Z definicji symbolu Newtona wynika, Ze liczba wszystkich k-elementowych kombi-

e ‘ i H
nacji ze zbioru n-elementowego wynosi (k )
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Zauwazmy, ze tworzenie np. 5-elementowych kombinacji ze zbioru 17-elementowe-
go mozna interpretowaé dwojako. Z jednej strony - z urny z 17 kulami wyciggamy
zbibr 5-elementowy. Z drugiej strony — w urnie zostaje zbior 12-elementowy. Mozna
powiedziec, ze tworzenie kombinacji 5-elementowych jest czynnoscia symetryczng
do tworzenia kombinacji 12-elementowych. Wartosci symboli Newtona musza by¢
w obydwu przypadkach rowne. Istotnie:

(1?) 17! (l?) 17! A (l?) (l?)
= : = ,  cazyli = !
& 12! - 5! 12 5!-121 5 12

Takie samo rozumowanie mozemy przeprowadzi¢ dla ogolnych danych. Zatem:
n n!
(k)={n—HLk1
;T n! _ n! _[n
(n-k)_(num-knbfnum!_kbmr-mi‘(k)

A R i
Ay I,"'-_T memals |
whniosex

] S

| e S T

Dla dowolnych liczb naturalnych nik (k < n):

o (:) jest liczbg naturalna, . (z) = (ﬂ f k)'

Przykiad €

Rozpatrzymy charakterystyczne przypadki losowania k-elementowych podzbiorow
kul z urny zawierajacej n kul, czyli dla
a) k=0. b) k=1. c) k=n.

Rozwiazanie

a) Istnieje tylko jedna kombinacja zeroelementowa — jest Zgodnie z definicj (1)
nig zbior pusty. Potwierdzimy ten wynik, jezeli zastosu- silni:
jemy symbol Newtona: 0l=1

Il=1

(?i’)_ n! -1
0/ nl-0

b) Kombinacje jednoelementowe sa podzbiorami utworzonymi z pojedynczych kul.
Jest ich wigc n. Oczywiscie rowniez:
ny n! _kn—Dln
(J‘mn-m-u_ (-1t "

c) Istnieje tylko jedna kombinacja n-elementowa. Jest nia caly zbior:

()=
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Przyktad &) « zad. 2.7

Na kuponie do gry lotto jest 49 liczb od 1 do 49. Grajacy wybiera 6 liczb. Obliczymy,
ile jest mozliwych wynikow losowania.

Rozwiazanie
Liczby wybrane przez grajacego stanowia 6-elementowa kombinacj¢ ze zbioru
49-elementowego. Liczba wszystkich mozliwosci jest wiec réwna:

49\ 49!  44-45-46-47-48-49

( 6 ) T 431-6!  1:2-3-4:5-6

Jedyng szczesliwa szostke liczb wybiera maszyna, ktéra losuje 6 sposrod 49 ponu-
merowanych kulek. Aby wygra¢ gléwna nagrode, grajacy w lotto musi zatem trafic¢
w jedna kombinacje spoérdd prawie 14 milionéw.

Odp.: 13983816

=11-3-23-47-8-49 =13983816

Przyktad @) < zad. 2.11

W siedmioosobowej grupie przedszkolakow jest czterech chtopcow. Pani ma wybrac
czteroosobowa delegacje zlozong z dwoch chlopcow i dwoch dziewczynek. Ile jest
roznych czworek utworzonych zgodnie z taka regula?

Rozwiazanie
Zbudujmy model doswiadczenia, w wyniku ktorego wychowawczyni otrzyma zamie-
rzony sklad delegacji. Do jednej urny wkladamy cztery losy z imionami chlopcow,

a do drugiej - trzy z imionami dziewczat. Z pierwszej urny wychowawczyni moze

!
wylosowac (:) = l'izf = 6 par chlopcéw, a z drugiej urny (z) = 3 pary dziew-

czynek. Do kazdej pary chlopcéw moze teraz dolaczy¢ dowolna pare dziewczynek.
Liczba wszystkich zdarzen sprzyjajacych jest zatem rowna (j) - (;) =6-3=18.
Odp.: 18

Przyktad €) - zad.2.16

Z talii 52 kart losujemy 13 kart. Ile jest mozliwosci wylosowania

a) 13 kierow?

b) 13 kart czerwonych?

¢) 10 kart czerwonych i 3 kart czarnych?

d) 8 pikow i 5 kierow?

e) 10 kart jednego koloru (kolory w kartach to: trefl, karo, kier, pik)?
f) 8 pikow, 3 kierow i 2 trefli?

Rozwiazanie
a) W talii jest dokladnie 13 kierow, wiec jest tylko 1 zdarzenie sprzyjajace.
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b) W talii jest 26 kart czerwonych. Losujemy sposrdéd nich 13 kart. Liczba mozliwosci

. : ‘ 26
jest wigc rowna 13 )

¢) Rozdzielamy talie na dwa podzbiory: same czerwone i same czarne. Z czerwonych
losujemy 10 kart, z czarnych - 3 karty, po czym laczymy je w jeden zestaw. Mamy

s (26) (26) < IV
wiec - mozliwosci.
10 3

d) Wyciagamy z talii wszystkie piki (13 kart) oraz wszystkie Kiery (rowniez 13). Ze

zbioru pikéw losujemy 8 kart na ( 183) sposobow, a ze zbioru kierow 5 kart na

( 1: ) sposobow. Sprzyjajacych uktadow jest wiec ( 183 ) ' ( ]53 )

e) Po pierwsze, mamy 4 mozliwosci ustalenia koloru. Sprzyjajace uklady to:

* 10 pikow i 3 karty inne niz piki, * 10 kar i 3 karty inne niz kara,

* 10 kierow i 3 karty inne niz kiery, * 10 trefli i 3 karty inne niz trefle.

Kazdy z nich uzyskamy, jezeli rozdzielimy tali¢ na dany kolor (13 kart) i pozostale
kolory (39 kart).

Po drugie, dobre uktady otrzymamy, jeéli wylosujemy 10 kart z danego koloru
i 3 z pozostalych koloréw.

. R . : 13 39
Liczba mozliwoéci jest wiec rowna 4-( )( )

10 3
13 13 13
4 (s)(a)(z)
Przyktad @) « zad.2.22
[le prostokatéw znajduje sie na rysunku obok?

Rozwiazanie

Bezposrednie liczenie wszystkich prostokatow, nawet od-
powiednio pogrupowanych, byloby bardzo klopotliwe.
Zauwazmy jednak, ze kazdy prostokat jest jednoznacznie

wyznaczony przez dwie proste poziome i dwie proste pio-
nowe, ktore go ograniczaja.

Na rysunku obok prezentujemy przykladowy prostokat
i wyznaczajace go proste.

Dwie proste poziome mozemy poprowadzic na

(;) = 21 sposobow. Tyle samo jest tez par prostych pio-

2
nowych. Wszystkich prostokatow jest wiec (Z) = 441.
Odp.: 441
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W kazdym z zadan 2.1-2.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wrybierz jg i zapisz w zeszycie.

! i o 15
2.1. Wskaz warto$¢ wyrazenia ( 1 )

A1 B. 15 C. 1514 D. 1
2.2. Ztalii 52 kart losowano dwie bez zwracania i uwzgledniania kolejnosci. Ile roz-
nych zestawow moglo w ten sposob powstac? Wskaz odpowiedz falszywa.

=91
% (52) B. 2-(5“) & A D. 5126
50 2 21.50!

2.3. Dwie siostry dzielg losowo miedzy siebie 9 cukierkow, kazdy o innym smaku.
Na ile sposobéw moga to zrobic, jedli starsza ma dostac 5, a mlodsza 4?

) ) em ()
v o (3). () () (7 (2)

2.5. Zapisz w postaci iloczynu liczb.

G (e ey e(®)

2.6. Wyznaczn.

2) (:)—(:)=n d) (3;)+3+(‘Z")=21

b) %(::;)+2%=n ) (2)-(2):14

o 5(1)-("7) > () (2)-

2.7. W przechowalni bagazu jest 13 wolnych schowkéw. Euzebiusz Pajaczek musi
zajac trzy z nich. [le ma mozliwosci wyboru schowkow?

2.8. Rysiek wybiera 30 egzemplarzy ze swojej kolekcji 1000 guzikow. Ile ma mozli-
wosci wyboru takiego zbioru?

2.9. Martyna ma w sloju kolekcje jednogroszowek warta dokladnie 30 zl. Ile jest
roznych zestawow monet z tego sloja o wartosci 5 zI?
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2.10. Na plaszczyznie zaznaczonych jest 7 punktéw, z ktorych zadne trzy nie sa
wspolliniowe. Ile jest prostych przechodzacych przez dowolne dwa z tych siedmiu
punktow?

2.11. W sklad ukladanki wchodza elementy w roznych ksztattach: 4 kwadraty,
7 trojkatow i 5 kolek. Elementy o jednakowym ksztalcie réznig sie kolorami. Ala chece
utozy¢ na podlodze figure ztozona z jednego kélka, trzech tréjkatow i dwdch kwa-
dratow. Ile ma mozliwosci wybrania odpowiedniego zestawu?

2.12. Trener ma w zespole 3 bramkarzy, 8 obroncow, 8 pomocnikow i 6 napast-
nikéw. Na ile sposobéw moze wybrac sklad zestawiony z bramkarza, 3 obroncow,
4 pomocnikow i 3 napastnikow?

2.13. W urnie jest 10 kul zielonych i 8 zéltych. Losujemy jednoczesnie 5 kul. Na ile
sposobow mozemy losowo wyjac

a) 3 kule zielone i 2 z6lte?

b) 5 kul zielonych?

¢) 5kul jednego koloru?

d) co najmniej 4 kule z6tte?

2.14. Ze zbioru {1, 2, 3,4,5,6,7, 8,9, 10, 11, 12} losujemy jednocze$nie trzy
liczby. Ile jest mozliwosci wyboru takich liczb, aby

a) ich iloczyn byl nieparzysty?

b) ich suma byla nieparzysta?

¢) ich suma byla podzielna przez 3?

#d) suma ich kwadratow byla podzielna przez 37

2.15. Naile sposobow mozemy rozmiescic 10 osob w trzech pokojach: 5-osobowym,
3-osobowym i 2-osobowym?

2.16. W grze w tysigca (wariant dla 3 os6b) kazdy z graczy otrzymuje zestaw 7 kart
z 24-elementowej talii (zawierajacej cztery kolory od dziewiatki do asa).

a) lIle jest réznych ukladow kart dla jednego gracza?

b) Ile zestawow jest zlozonych wylacznie z kieréw i pikow?

c) Ile zestawow jest ztozonych z 3 asow, 2 kroli i 2 dam?

2.17. Do gry w scrabble wykorzystuje si¢ 100 plytek z literami, w tym: siedem z li-
tera E, cztery z R, trzy z P, po dwie z literami B, ], U i jedna z litera O.

a) Na ile sposobow gracz moze wyciagnac z woreczka 7 plytek?

b) Ile takich ukladéw pozwala na ulozenie stowa PROBUJE?

135
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2.18. W ksiazce Szatan z siodmej klasy Adam Cisowski musi odgadna¢ nazwiska
trzech uczniow 30-osobowej klasy, ktérzy maja by¢ pytani na lekcji historii. Ile jest
wszystkich mozliwosci? Czy do ich zapisania wystarczylby zeszyt 100-kartkowy, gdy-
by Adam na kazdej stronie umiescit 20 zestawow nazwisk?

2.19. lle jest liczb szesciocyfrowych podzielnych przez 3, do ktérych zapisania moz-
na uzy¢ tylko cyfr 1i 22

2.20. Z talii 24 kart (od dziewiatki do asa w kazdym z 4 koloréw) losujemy 5 kart.
Na ile sposobow mozemy tak wylosowac karty, by znalazly si¢ wsréd nich 3 karty tej
samej wartosci i 2 karty innej wartosci (np. 3 asy i 2 dziesiatki)?

A
2.21. Ile jest liczb dziewigciocyfrowych, ktorych suma 9
cyfr jest rowna 37

+ 2.22. Na rysunku pokazano przykladowa droge z punk-
tu A do punktu B, ktora prowadzi zawsze w dot (w pra-
wo lub w lewo) po zaznaczonych kratkach. Ile takich drog
mozna narysowac?

1. W urnie jest 5 kul bialych, 3 czarne i 2 niebieskie. Losujemy jednoczesnie 3 kule.

Ocen prawdziwosc podanych zdan.

A. Liczba sposobow, na ktore mozemy wylosowac 3 kule réznych kolorow, jest row-
na 30.

B. Liczba sposobow, na ktére mozemy wylosowac zestaw zawierajacy co najmniej
2 kule biale, jest réwna 60.

C. Liczba sposobéw, na ktére mozemy wylosowac zestaw zawierajacy dokladnie
2 kule biate, jest rowna 50.

2. Ze zbioru liczb dwucyfrowych losujemy jednoczesnie trzy liczby. Na ile sposobow
mozemy wylosowac takie liczby, ktorych iloczyn jest nieparzysty?

3. Wyznacz liczbe naturalng »n spelniajaca rownanie (;) & (2;) =¥},

4. Na plaszczyznie zaznaczono n punktow, z ktorych zadne trzy nie s3 wspolliniowe.
Liczba wszystkich trojkatow, ktorych wierzchotkami moga byc¢ te punkty, jest row-
na 35. Wyznacz n.

S. Ile jest liczb dwunastocyfrowych, ktérych suma cyfr wynosi 3?



3. Trojkat Pascala
| dwumian Newtona

Umiejetnosci:
* stosowanie podstawowych wilasnosci symbolu Newtona
* stosowanie podstawowych wiasnosci trojkata Pascala

* korzystanie ze wzoréw na (a+b)" i (a-b)"

Wprowadzimy teraz kolejna wlasnosc symbolu Newtona.

Dla dowolnych liczb naturalnych nik (k < n) prawdziwy jest wzor:

(1) (ern)= (1)

Dowad

(n)+( i )_ n! 4 n! B
k k+1) Kkl-(n-k! (k+1)!-(n-(k+1)

= et 1) -l + h=(A=F) = doprowadzamy oba
(k+ Dk!-(n=K)! - (k+ D! (n—k =1t (n-k) skladniki do takich samych
_nl(k+1+n-k) _ nl-(n+1) _(rH-I) mianownikow
(k+1)!-(n-k) (k+1)-(n-k) k+1

Koniec dowodu

Podany wzor mozna zinterpretowac nastepujaco.
Jezeli w pojemniku znajduje sie 1 kula czarna i n bialych, to liczba wszystkich kom-
binacji (k + 1)-elementowych tego (1 + 1)-elementowego zbioru kul jest réwna:

(ﬂ +1 )
k+1
Wsrod nich jest ( X j : ) kombinacji sktadajacych si¢ wylacznie z kul biatych oraz

( : ) kombinacji zawierajacych kule czarng i k kul bialych. Liczba wszystkich kom-
binacji jest suma liczb w obu wymienionych przypadkach, stad:

(kr) = (e5)+ (3)
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Przykiad €) - zad. 3.4

Zapiszemy podane liczby i wyrazenia w postaci jednego symbolu Newtona.
}(15)+(15)+(16)
Y \4 5/ \10
b) ( 2n )+2(2n)+( 2n )
n-—1 n n+l
Rozwiazanie
15 15 16y (16 16y _ n n \_f(n+l
a}(4)+(5)+(m)_(5)+(m)_ ‘_(k)+(:¢+:)‘(k+1)
(16 16\ (17 _ (n\_( n
-(5)+(6)_(6) (6)= (")
9 (o) A ) )
n—1 n n+l
( 2n ) (En)) ((Zn) ( 2n ))
o + + =
n-1 n n n+1
2ﬂ+l)+(2H+l)_(2H+2)
n n+1/) \n+l
Oclisis 8) (1?) b) (3n+2)
6 n+1

Trojkat Pascala

I

I
S ———

Zestawmy teraz w kolejnych wierszach wspoélczynniki symbolu Newtona dla kolej-
nych n i k.

GGG —=
()()GIG)GE) e

Zgodnie z udowodnionym poprzednio wzorem, suma dwoch wspotczynnikéow znaj-
dujacych sie w jednym wierszu obok siebie réwna jest wspolczynnikowi znajdujace-
mu si¢ bezposrednio pod nimi.
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Latwo to sprawdzi¢, obliczajac wartoéci liczbowe podanych wspdtczynnikéw.

1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Otrzymalismy w ten sposdb tréjkat Pascala.

Zauwazmy, ze z samej zasady (1)

Kazda liczba w tym tréjkacie jest suma dwoch budowy trojkata Pascala wynika

znajdujacych sie nad nia. Na miejscach skrajnych JPEO-SymRtie. Jest lo; potivier:
— n\_( n
znajduja sie¢ zawsze jedynki, bo ( E ) = ( : ) =1 dzenie wzoru ( k ) (n —k )

dla kazdej liczby naturalnej n.
Obliczymy sume wszystkich liczb znajdujacych sie w jednym wierszu tego trojkata.

Proste rachunki pokazuja, ze sumy liczb w kolejnych poczatkowych wierszach wy-
nosza odpowiednio 1, 2, 4, 8, 16 itd.

Dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi rownos¢:

(5)+ () () eer(20)+ (7) =2

Dowaod
Rozwazmy n-elementowy zbior A. Wiadomo, ze (Z) (gdzie k < n) jest liczbg

k-elementowych podzbioréw zbioru A. Zatem:

. (:) jest liczba 0-elementowych podzbioréw zbioru A,
. (T) jest liczba 1-elementowych podzbioréw zbioru A,

. G ) jest liczba 2-elementowych podzbiorow zbioru A itd.
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Liczba elementéw dowolnego podzbioru zbioru A moze by¢ réwna:
0,152 s =1, N

Zatem liczba wszystkich podzbioréw zbioru A jest réwna:
f 1 H H H
(n)+(1)+(2)+"'+(n—1)+(n)

Aby udowodnié twierdzenie, wystarczy wiec wykazac, ze liczba wszystkich podzbio-
row zbioru A wynosi 2",

Ustawiamy wszystkie elementy zbioru A w pewnej kolejnosci. Nastepnie rozpatruje-

my wszystkie n-wyrazowe ciagi o wyrazach ze zbioru {0, 1}. Zauwazmy, ze kazdemu

z takich ciagéw mozemy jednoznacznie przyporzadkowac pewien podzbior zbioru A,

na przyklad:

* ciag (0,0, 0, ..., 0) przyporzadkowujemy podzbiorowi bedacemu zbiorem
pustym,

* cigg (1,0, 0, ..., 0) przyporzadkowujemy podzbiorowi, do ktérego nalezy tylko
pierwszy element zbioru A,

* ciag (0,0,0,1,0, ..., 0) przyporzadkowujemy podzbiorowi, do ktérego nalezy
tylko czwarty element zbioru A,

* cigg (1,0,1,0,0, ..., 0) przyporzadkowujemy podzbiorowi, do ktorego nalezg
tylko pierwszy i trzeci element zbioru A,

* ciag (1, 1,1, ..., 1,0) przyporzadkowujemy podzbiorowi, do ktorego naleig
wszystkie elementy zbioru A z wyjatkiem ostatniego,

* ciag(l, 1, 1, ..., 1) przyporzadkowujemy podzbiorowi, do ktérego naleza wszyst-
kie elementy zbioru A.

Wiadomo, Ze liczba n-wyrazowych ciggdéw o wyrazach ze zbioru {0, 1} jest réwna 2",
Zatem liczba wszystkich podzbioréw zbioru A jest rowna 2",
Koniec dowodu

Ty

" Wniacak |
I i |_‘|_:__+: =L

Liczba wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego jest réwna 2",
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Przyktad @) - zad. 37
Obliczymy liczbe wszystkich naturalnych dzielnikow liczby 210.

Rozwiazanie
210=2:3-5-7

Jesli wybierzemy dowolny podzbior zbioru {2, 3, 5, 7}, to po pomnozeniu jego ele-
mentéw otrzymamy pewien dzielnik liczby 210, przy czym wybér zbioru pustego
oznacza otrzymanie dzielnika rownego 1. Zatem dzielnikow liczby 210 jest tyle, ile

wszystkich podzbioréw zbioru {2, 3, 5, 7}, czyli 2* = 16.
Odp.: 16

Dwumian Newtona

Przyjrzyjmy sie teraz wspolczynnikom wystepujacym we wzorach skréconego mno-
zenia stopnia drugiego i trzeciego. Uzupelnimy je o oczywiste przypadki w stopniach
nizszych i zapiszemy w jednolity sposéb.
(a+b)" =1a’’
(a+ b)] = 1a'b? + 1a°!
(a+b)* =1a°b" +2a'b' + 1a°b?
(@+b)’ =1a’b" +3a'b* + 3a°b' + 1"’

Jak wida¢, poszczegdlne wspolczynniki wystepujace w rozwinieciu (a + b)" pokry-
waja sie z liczbami w kolejnych wierszach trojkata Pascala. Ta prawidlowosc¢ jest za-
chowana rowniez dla wyzszych poteg.

Przyktad €)

Przeanalizujemy sposob, w jaki wyznaczane sg wspolczynniki w rozwinigciu potegi
dwumianu dla n = 5.

@+b)]’ =(a+b)a+b)a+b)a+b)a+b)=(a+b’a+b)’ =

= (az + 2ab + bz) (a3 +3a°b + 3ab” + 53) «—— wzory skréconego mnozenia

Teraz nalezy pomnozy¢ kazdy wyraz sumy znajdujacej sie w pierwszym nawiasie
przez kazdy wyraz sumy znajdujacej si¢ w drugim nawiasie, a nastepnie zredukowac
wyrazy podobne. Te przeksztalcenia zostawiamy do samodzielnego wykonania.
Koncowy wynik, po uporzadkowaniu wyrazéw, mozemy zapisa¢ w postaci:

(a+b)’ =a’+5a'b+10a’b” + 10a°b’ + 5ab” + b’ *)

Zastanéwmy sie, w jaki sposob powstal w powyzszym rozwinieciu sktadnik 10a’b’.

141 .
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Wréémy do poczatkowego zapisu potegi w postaci iloczynu pieciu czynnikow.
(a+b)’ = (a+b)(a+b)a+b)a+b)a+b)

Zgodnie z prawami arytmetyki, aby otrzymac koficowy wynik, nalezy kazdy element
z kazdego czynnika pomnozy¢ przez kazdy element z pozostalych czynnikow.

Wyrazy (przed redukcjg) postaci a’b® otrzymamy wtedy, gdy z wybranych trzech
czynnikow, np. pierwszego, trzeciego i czwartego, pomnozymy element a, a nastep-

niea’ pomnozymy przez b wziete z pozostatych dwéch - drugiego i piatego czynnika.

Mamy 5 czynnikéw. Wyboru trzech z nich mozemy dokona¢ na (;) = 10 sposo-

bow. Zatem po zredukowaniu wyrazéw podobnych otrzymamy 10 sktadnikow po-
y 32 5 ¥ . . . )

staci a”b”. W analogiczny sposob uzasadniamy otrzymanie kazdego sposrod pozo-

stalych pigciu skladnikow sumy we wzorze (*).

Zauwazmy, Ze:

» kazdy skladnik sumy we wzorze (*) jest jednomianem stopnia piatego, co zrozu-
miale, skoro mnozymy przez siebie 5 czynnikow stopnia pierwszego.

¢ otrzymaliSmy wszystkie mozliwe uklady poteg a"b*, dla ktérych n + k = 5.

Zatem juz bez wyprowadzania napiszemy wzér dla (a + b)":

(a+b)ﬂ = (E )aﬁbn+( T)aﬁb' +( 2)&45721-( §)a3b3+( 2)a2h4+({: )ﬂlbs"’r(g )uﬂbﬁ

i po podstawieniu odpowiednich wartosci wspélczynnikéw Newtona mamy osta-
tecznie:
(a+b)°" =a+ 6ab + 15a’b® + 20a’b’ + 15a°b* + 6ab’ + b°
2

Jezeli powtorzymy powyzsze rozwazania dla dowolnego n € N, otrzymamy wzér na
rozwiniecie dwumianu (a + b)", nazywany wzorem dwumianowym Newtona lub
krotko dwumianem Newtona.

Dwumian Newtona

n_ (Y _np 0 HY n-1p1 M\ n-kpk h 1y n-1 H\ Opn
(a+b) —(ﬂ)ab +(l)a b +...+(k)a b +...+(ﬂ_l)ab +(”)ab

Dowaod

(a+b)"=(a+b)a+b):...-(a+b)

g

n czynnikow
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Skladnik zawierajacy a" bt otrzymujemy, gdy:

* zwybranych n—k (0 € k < n) czynnikdw mnozymy
element a, — otrzymujemy a" ™
* z pozostalych k czynnikow mnozymy element b, «— otrzymujemy b*

 mnozymy a" ™~ przez b".
Mozliwosci takiego wyboru czynnikow jest ( tn k)’ a poniewaz ( G k) = (;:)j
n-= H-=

dla elegancji zapisu wzoru korzystamy z tej postaci wspolczynnika Newtona. Innym
uzasadnieniem jest fakt, ze wystarczy wybrac czynniki, z ktérych mnozymy liczbe b.

Podsumujmy:
* wrozwinieciu (a +b)" wystepuje (:) skladnikow postaci a" b,

* kazdy skladnik rozwinigcia dwumianu Newtona jest jednomianem stopnia i, co
zrozumiale, skoro mnozymy przez siebie n czynnikow stopnia pierwszego,

* otrzymali$my wszystkie mozliwe uklady poteg a’b?, dla ktérych p +gq = n,
poniewaz k przyjmuje wszystkie wartosci naturalne od 0 do n.

Koniec dowodu

Przykiad @) « zad. 338

Zapiszemy podane wyrazenie w postaci uporzadkowanej sumy.,

a) (x+3)° b) (K- zm)ﬁ

Rozwiazanie

a) (x+3) = (g)xj + (i’)x‘i w3t +(z)x3-32 + (:)xz-f +(:)x1.34+(§)+35 =

=x +5x.3+10x° - 3% +10x% - 3P +5x' .34 430 =

= x° + 15x" +90x> + 270x% + 405x + 243
2 6 _ f,2\® 2N o 6 N a2 (6N (22N, 4 N3
b) (K -2m)’ = (k)" +6 (k) ( 2m}+(2)(k) (=2m) +(3)(k) (=2m)® +
¥ (i) (A:z)2 (—2m)* + 6K3(=2m)° + (~2m)® =
= k" - 12k"m + 60k m?* - 160k°m” + 240K m* - 192k m° + 64m°

Odp.:a) x° + 15x" +90x" + 270x* + 405x + 243
b) k' = 12k""m + 60k>m® - 160k°m’ + 240k*m" — 192k m” + 64m°

143 N
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Przyktad &) - zad. 3.11
18
Wyznaczymy ten wyraz rozwinigcia dwumianu (x‘; = %) , w ktorym wystepuje x'°,

Rozwiazanie

18

3 F 3 = s s 3 #

Kazdy z wyrazow rozwinigcia dwumianu (x - —) ma postac:
X

18 18-k ( 2\K 18\ 543 i (18 s54-4k
(k )(xs) _(_;) _ ( X )x“* *(co)f . x k= (_2)"( A )x::4 4k
Aby wyznaczy¢ wyraz, w ktérym wystepuje x ', wystarczy rozwiazaé réwnanie:
54 -4k = 10
Otrzymujemy k = 11. Zatem szukany wyraz jest rowny -2”( Ig)xm.

1
Odp.: -2”(:? )x'“

() Przykiad @) < zad.3.12

Wykorzystamy wzor dwumianowy Newtona, aby udowodnic, ze:

()@ (1) ()=

Wystarczy podstawi¢ do wzoru rozwiniecia (a + b)" wartosci a = b = 1.
Otrzymujemy wowczas:

(1+1)"=(E)-1"-1+(’:)-1""-1+...+(Hfl)-1-1""+(:)-1-1"
2":(:)*—(T)-ﬁhmd{h(n?l)‘i—(:)

Koniec dowodu

W kazdym z zadan 3.1-3.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz jg i zapisz w zeszycie.
3.1. Na podstawie podanego fragmentu trojkata Pascala podaj wartosc liczby x.

495 x
715 1287 1716

A. 429 B. 792 C. 924 D. 1067
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3.2. Wskaz wynik dzialania (nz_ﬂs) + ( A )

n+2
A.( 2n ) B. (2n+l) C.(2H+l) D.( 4n )
2n+1 =2 n+1 n—1
3.3. Wskaz liczbe podzbioréw zbioru dziesiecioelementowego.

A, (12) B. 45 C. 1024 D. 10!

3.4. Zapisz podane liczby i wyrazenia w postaci jednego symbolu Newtona.

D (51 )
b)(mﬂ) (lﬂﬂ)

9 (el () () (8)
iy T G

3.5. Skorzystaj z fragmentu jednego z wierszy trojkata Pascala i oblicz ( I: )

d)

1 12 66 220 495

3.6. W klasie 4a jest 30 uczniow. Wychowawca poprosil, aby co najmniej jeden
z uczniow zostal po lekgji i posprzatal pracownie. Na ile sposobow uczniowie mo-
ga wypelnic to polecenie?

3.7. Znajdz liczbe wszystkich naturalnych dzielnikéw podanej liczby.
a) 66 b) 209 c) 2310 d) 5005

3.8. Zapisz wyrazenie w postaci uporzadkowanej sumy.

a) (a- 5}4 c) (x3 + 3)5

X
2 A £\’
b) (2(2 +3) d) (_“E)
3.9. Zapisz wyrazenie w postaci uporzadkowanej sumy.

) (1+\.f'§)4 c) (]+V’§)5
) (VB-3)' d) (2-2)°

145 IS
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© O

3.10. Wyznacz ten skladnik sumy bedacej rozwinieciem (\ﬁ + 2 )5, ktory jest

liczba naturalna.

24
3.11. Wyznacz ten wyraz rozwinigcia dwumianu (x2 + fﬁ) , w ktorym

wystepuje x",

* 3.12. Wyka, ze (:)-(’1‘)+ (%)- ...+(—1)”-(z) = 0.

+ 3.13. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej » liczba:

(;)+2(’:)+4(;’)+ ...+2”(::)

jest potega liczby naturalne;.

1. Wielomian W(x) = (2x + 1)° zapisano w postaci uporzadkowanej sumy.
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

A. Wspdélczynnik przy x jest rowny 12.

B. Wspolczynnik przy x jest rowny 30.

C. Suma wszystkich wspotczynnikéw wielomianu W (x) jest réwna 3°.

2. Dany jest zbior A skladajacy sie z 10 punktéw lezacych na jednym okregu. Ile jest
wszystkich wielokatéw o wierzcholkach w punktach nalezacych do zbioru A?

S . 2ys ; :
3. Wyznacz ten wyraz rozwinigcia dwumianu (x?' + —) , w ktérym wystepuje x".
X

4. Zapisz w postaci uporzadkowanej sumy wyrazenie (2 - \5)5.

9 S. Wykaz, ze:

(m)-4’”—(”}).4"‘-34-(m)+4“-33—...—(m)-4.3%(1”)-3“’:1
0 1 2 9 10



4. Warto powtorzyc -
prawdopodobienstwo
| jego wiasnosci

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Zakladamy, zZe () jest skorniczonym zbiorem zdarzen elementarnych jednakowo
prawdopodobnych w danym doswiadczeniu losowym.

Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A w tym doswiadczeniu jest réwne
stosunkowi liczby zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajéciu zdarzenia A do
liczby wszystkich zdarzen elementarnych.

P(A) =

/|

Przyktad €)

Rzucamy 2 razy kostka. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze suma liczb oczek
w obu rzutach jest nieparzysta?

Rozwiazanie
W tym doswiadczeniu losowym: Q= {11,12,13,14,15,16, (/)
€ = 36 21,22,23,24,25,26,

A - suma liczb oczek jest nieparzysta, czyli za pierw-
szym razem wypadl wynik parzysty, a za drugim - nie-

31,32,33, 34, 35, 36,
41,42,43,44, 45, 46,

parzysty lub odwrotnie. 51,52,53, 54,55, 56,
Zatem: 61,62,63,64,65, 66}
A=3:3-2=18
Zdarzenia elementarne sa jednakowo prawdopodobne,
wiec:
P(A) = i = 18 = L
o 36 2
Odp.: =

2
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Zaleznosci miedzy zdarzeniami losowymi

Przyjmijmy, ze () jest zbiorem zdarzen elementarnych pewnego doswiadczenia
losowego oraz A, B sa pewnymi zdarzeniami w tym doswiadczeniu, czyli A c Q)
i Bc(.

* Alternatywg lub sumg zdarzen Ai B nazywamy zdarzenie C, ktore zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy zachodzi zdarzenie A albo zachodzi zdarzenie B, albo zachodza
obydwa te zdarzenia jednoczesnie. Zdarzeniu C sprzyjaja tylko zdarzenia elemen-
tarne sprzyjajace zdarzeniom A lub B, co oznacza, ze C = AU B.

* Koniunkgcja lub iloczynem zdarzen A i B nazywamy zdarzenie D, ktore zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy jednoczeénie zachodza: zdarzenie A i zdarzenie B. Zdarze-
niu D sprzyjaja tylko zdarzenia elementarne sprzyjajace jednoczesnie zdarzeniom

AiB,czyli D= ANB,

* Roznicg zdarzen A i B nazywamy zdarzenie E, ktore zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy zachodzi zdarzenie A i nie zachodzi zdarzenie B. Zdarzeniu E sprzyjaja tylko
te zdarzenia elementarne, ktére sprzyjaja zdarzeniu A i nie sprzyjaja zdarzeniu B,
czyli E= A- B.

» Zdarzenia AiBsaidentyczne, jezeli zdarzenie A zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
zachodzi zdarzenie B. Oznacza to, ze zdarzeniom A i B sprzyjaja te same zdarzenia
elementarne, czyli zbiory A i B s3 rowne: A = B.

» Zdarzenie A pociaga za soba zdarzenie B, jezeli kazde zdarzenie elementarne
sprzyjajace zajsciu zdarzenia A sprzyja jednoczesnie zajsciu zdarzenia B. Oznacza
to, ze zbior A jest zawarty w zbiorze B: A C B.

» Zdarzenia A i B wykluczaja sie (wylaczaja sie), gdy ich iloczyn jest zdarzeniem
niemozliwym. Inaczej méwiac, zdarzenia A i B nie moga zaj$¢ jednoczeénie. Zbio-
ry A i Bsarozlaczne: ANB=0.

* Zdarzeniem przeciwnym do A nazywamy zdarzenie A’ polegajace na tym, ze nie
zaszlo zdarzenie A. Zdarzenie elementarne sprzyja zdarzeniu A’ wtedy i tylko wte-

dy, gdy nie sprzyja zdarzeniu A.
Oznaczato,ze A = Q- A.

W teorii zbiorow zbior A’ (1)
Zauwazmy, ze jezeli A C (), to: nazywamy dopelnieniem
Anal=0 zbioru A do przestrzeni

i (zbioru) €.
AUA =0)
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Wiasnosci prawdopodobienstwa

Aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa

Niech (2 bedzie danym zbiorem zdarzen elementarnych. Jezeli kazdemu zda-
rzeniu A C Q) jest przyporzadkowana dokladnie jedna liczba P(A) taka, ze:

(1) P(A) =0,
(2) dla kazdej pary A, B ¢ Q wykluczajacych sie zdarzen zachodzi
P(A U B) = P(A) + P(B),
(3) P(Q)) =1,
to méwimy, ze na zdarzeniach w zbiorze () okreslone jest prawdopodobien-
stwo P, a liczbe P(A) nazywamy prawdopodobienstwem zdarzenia A.

Niech () bedzie danym zbiorem zdarzen elementarnych, a P - prawdopodo-
bienstwem okreslonym na zdarzeniach w zbiorze Q0 i A, B c (). Wtedy:

(1) P(0) = 0.

(2) jezeli A c B, to P(A) < P(B).

(3) dla kazdego zdarzenia A C () prawdziwa jest nieréwnosé¢ P(A) < 1.
(4) P(A)+P(A") = 1.

(5) P(AU B) = P(A) + P(B) - P(An B).

W kazdym z zadan 4.1-4.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz jg i zapisz w zeszycie.

4.1. Rzucono trzema monetami. Wskaz prawdopodobienstwo, ze kazda z monet
upadla na stél tg sama strong (orlem lub reszka) do gory.

A B. L G2 D.
4 2 8

| —

4.2. Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A jest rowne J—; i x # 0. Zatem prawdo-

podobienstwo tego, ze zdarzenie A nie zajdzie, wynosi

e B 2% C:2=2 ) R
5 x 5 X

149 N
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4.3. Wiadomo, ze A, Bic 0, P(A) = i, P(B) = % P(AUB) = % Wiskaz wartoee

P(A N B).

A Bl — G2 B
28 84 28 84

4.4. Wiadomo, ze A, B, C c Q. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

AL A-(BNC)=(A-B)U(A-C)

B. BnCcBuUuC

C.A'uB =(AuB)

4.5. Rzucamy dwiema kostkami szesciennymi. Jakie jest prawdopodobienstwo tego,
ze suma liczb oczek na obu kostkach bedzie podzielna przez 5¢

4.6. Rzucamy kostka i dwiema monetami. Jakie jest prawdopodobienistwo tego, ze
wypadng dwie reszki i liczba nieparzysta?

4.7. W urnie sa kule biale, czarne i zielone, razem 64 sztuki. Prawdopodobienstwo

wylosowania z tej urny kuli czarnej wynosi %, a kuli zielonej i Podaj liczbe kul

biatych znajdujacych sie w tej urnie,

4.8. W skarbonce s3 nastepujace monety: 6 zlotowek, 4 dwuztotéwki i 2 pieciozlo-
towki. Oblicz prawdopodobienstwo, ze moneta losowo wyjeta ze skarbonki ma war-
tos¢ rowng Sredniej wartosci monet w skarbonce.

4.9. 7 urny, w ktorej jest 12 kul biatych i 13 czarnych, losujemy kolejno bez zwra-
cania dwie kule. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania dwoch kul w jednako-
wym kolorze?

4.10. Z talii 52 kart losujemy ze zwracaniem dwa razy po jednej karcie. Jakie jest
prawdopodobienstwo wylosowania dwa razy asa?

4.11. Na loterii jest 100 loséw, w tym 12 wygrywajacych. Kupujemy kolejno dwa
losy. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze pierwszy kupiony los bedzie przegry-
wajacy, a drugi — wygrywajacy?

4.12. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana liczba naturalna dwu-
cyfrowa jest podzielna przez 5 lub przez 8?

4.13. Rzucamy 8 razy moneta. Jakie jest prawdopodobienistwo tego, Ze co najmniej
raz wypadnie orzel?



5. Obliczanie
prawdopodobienstwa
z zastosowaniem
kombinatoryKi

Umiejetnosci:

* obliczanie prawdopodobienstwa z zastosowaniem klasycznej definicji
prawdopodobienstwa

* Zliczanie obiektow z wykorzystaniem wzorow kombinatorycznych

Przypomnijmy - jezeli w danym doswiadczeniu losowym wszystkie zdarzenia ele-
mentarne s3 jednakowo prawdopodobne, to prawdopodobienstwo zajscia zdarze-
nia A wynosi:

pa)= A
(9

gdzie A oznacza liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajéciu zdarzenia A,
a Q - liczbe wszystkich zdarzen elementarnych w tym doéwiadczeniu.

Powyzszy wzor mozemy stosowac tylko wowczas, gdy A < (). Jezeli wigc uwzgled-
niamy kolejnos¢ (wariacje) w zapisie wynikow w zbiorze €}, to musimy réwniez
uwzglednic jg w zapisie zbioru A. Jezeli natomiast w zapisie zbioru Q wykorzystu-
jemy kombinacje, to do zapisu zbioru A takze musimy uzy¢ kombinaciji.
Zastosujemy teraz poznane wzory kombinatoryczne do obliczania wartoéci Q i A.
W pewnych sytuacjach bedziemy tez wykorzystywac metode drzew.

Przyktad €) < zad. 56

W urnie jest 5 kul zielonych i 4 czarne. Losujemy cztery kule. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze wsrod wylosowanych kul dokladnie dwie bedg zielone?

Rozwiazanie

W doswiadczeniu nie odgrywa roli kolejnos¢ kul. Zatem zdarzenia elementarne mo-
zemy rozpatrywac jako czteroelementowe kombinacje utworzone ze zbioru 9 ele-
mentow.

= 1 W 08 1
ﬁ=(9)= 9l =6?89=?_2'9
4 4! - 5! -2 54
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Oznaczmy jako A zdarzenie polegajace na wylosowaniu dokladnie dwoch kul zielo-
nych (zatem uklad sprzyjajacy to 2 zielone + 2 czarne). Aby uzyska¢ wszystkie zda-
rzenia elementarne sprzyjajace, mozemy nastepujaco wyobrazi¢ sobie doswiadcze-
nie: rozdzielamy kulki na dwa podzbiory (oddzielnie zielone oraz czarne) i losujemy
2 kule ze zbioru czarnych oraz 2 kule ze zbioru zielonych. Mamy wigc:

= 5N i 5 4l . 4:5:3 10
H_(Z).(Z)_2!-3!*2!*2!_4'5‘3’CzyhP(A)_?-Z*Q_Z_I
10

Odp..zl

Przyktad @) « zad. 5.8

W urnie sg 3 kule zielone i 4 czarne. Losujemy bez zwracania trzy razy po jednej kuli.
Obliczymy prawdopodobienstwo, ze ostatnia wylosowana kula jest kula czarna.
Rozwiazanie
Skoro interesuje nas prawdopodobienstwo zdarzenia A - ostatnia (a wiec trzecia)
wylosowana kula jest czarna, musimy uwzgledni¢ kolejno$¢ kul. Zatem zdarzeniami
elementarnymi w tym do$wiadczeniu sa 3-elementowe wariacje bez powtorzen ze
zbioru 7-elementowego, czyli O =7-6-5.
Zdarzenia sprzyjajace zajsciu zdarzenia A to nastepujace uklady kul:

zielona - zielona - czarna, czarna — zielona - czarna,

zielona — czarna - czarna, czarna - czarna - czarna.

Przyjmijmy, Ze kule zielone sg opisane z;, z,, z;, a kule czarne - ¢, ¢,, ¢35, ¢;.

START
z; z : 2 ¢, & G o
° °
Z s z, ¢,
2| v LN %)
L 4 6 G 5 5 4 4
LN} LR}
C, & GG & €ty € &y G £ &

Z powyzszego drzewka odczytujemy:

A=3-2-4+3-4.3+4-3-3+4-3-2=3-4:10

3.4.10 4
PA)=Z—===3

4
Odp.: =
P 7
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Przyktad €) < zad. 5.9
Obliczymy prawdopodobienstwo, z jakim brydzysta otrzyma do reki 8 pikow.

Rozwiazanie
Doswiadczenie polega na losowaniu 13 kart z talii 52 kart, kolejno$¢ wylosowanych
kart nie jest istotna, zatem:

B= (52) — 52!

13 13}~ 391

Zdarzeniem A jest wylosowanie 8 pikow i 5 kart niebedacych pikami. Rozdzielamy
wiec talie na dwa podzbiory - 13 pikéw i reszte (czyli 52 — 13 = 39) kart i losujemy
8 kart z pikow oraz pozostale 5 ze zbioru kart innych niz piki. Liczba wszystkich

zdarzen sprzyjajacych jest wiec rowna:

ﬁz(w)(m)=1m_ 39!
8 5/ 8.5 5134l
(13)‘(39)
_\s/)'\s) _ a3?.@
e (52) '{5!)13!-34152!'"0’001
13

(13- (3917
T (51)% - 81-341. 52!

Przyktad €)

Ktore ze zdarzen jest bardziej prawdopodobne - wylosowanie przez brydzyste zesta-
wu ,,4 asy, 4 krdle, 4 damy, walet pik” czy zestawu ,,.54, 84, Aa, 3y, 10y, Dy, Ky,
5*, 8’, D*, 3*, 3*, K*n?

Rozwiazanie

Oznaczmy wylosowane zestawy:

A - 4 asy, 4 krdle, 4 damy, walet pik”,

B= 55 8és Nav'3e 106:-Die. Koo 5ar 8, Do 3ir 8as Ko™

Kazde z tych zdarzen jest reprezentowane przez jedno zdarzenie elementarne (kon-
kretny uklad kart), zatem:

A=B=1

i prawdopodobienstwa ich zajscia sa identyczne.

W doswiadczeniu losowym wylosowanie np. zestawu 13 konkretnych kart przez brydiystg czy (&)
6 konkretnych liczb w lotto jest zawsze pojedynczym zdarzeniem elementarnym, Nie ma wigc
bardziej lub mniej prawdopodobnych ukladéw. Podobnie — po wyrzuceniu kolejno 26 reszek

prawdopodobienstwo wyrzucenia orfa w 27. rzucie moneltg nie wzrosto i nadal wynosi 3
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Przyktad &) - zad. 5.11

Pani przewodnik na wycieczce ustawia losowo w rzadku dwanascioro dzieci, w tym
Antosia, Basie i Cesie. Jakie jest prawdopodobienstwo, Zze wymienione dzieci zostang
ustawione obok siebie w dowolnej kolejnosci?

Rozwigzanie
Doswiadczeniem losowym jest ustalenie kolejnosci dwanasciorga dzieci.
Zdarzenia elementarne sg permutacjami zbioru dwunastoelementowego, wiec:

0 =12

Zdarzenie A polega na takim ustawieniu dzieci, w ktorym Antos, Basia i Cesia sasia-
duja ze soba. Obliczymy, ile jest takich zdarzen.

Trojke Antos — Basia — Cesia mozemy umiesci¢ wéréd innych dzieci na 10 sposobow,
na miejscach:

* pierwszym, drugim i trzecim,

* drugim, trzecim i czwartym,

by 5o

* dziesigtym, jedenastym i dwunastym,

Dla kazdego z nich jest 3! sposobow ustalenia kolejnosci tych dzieci oraz 9! sposo-
bow ustalenia kolejnosci pozostalych dzieci. Liczba wszystkich zdarzen elementar-
nych sprzyjajacych jest wigc rowna:

A=10-3!.9!
& . 31. 91 101
P(A]:E:m 3! 9.: 6-10! :i
0O 12! 12-11-10! 22
|
Odp.: —
P 22
Przyktad )
Rzucamy 9 razy monety. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze uzyskamy dokladnie
5 ortow?
Doswiadczenia ,rzut monety (kostka) k razy” i ,rzut kK monetami (kostkami)” mozemy ()

zinterpretowac i opisa¢ dokladnie tak samo. Identyczne sa zatem zbiory zdarzen elementarnych
takich doswiadczen.

Rozwiazanie

Zdarzenia elementarne s3 dziewigcioelementowymi wariacjami z powtdrzeniami,
wiec Q =2 =512.

Zdarzenie A polega na wyrzuceniu pigciu ortow i czterech reszek. Przykladem zda-
rzenia elementarnego sprzyjajacego zajsciu zdarzenia A jest OORORORRO.
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Do wyznaczenia wszystkich takich zdarzen sprzyjajacych wystarczy znalez¢ w zbio-
rze () wszystkie ciagi, w ktorych reszka R wystepuje dokladnie 4 razy”. W tym celu
mozemy odpowiednio spreparowa¢ doswiadczenie, na przyklad poprzez pomocni-
cze losowanie, w ktérym zamiast rzutow moneta losujemy numery miejsc, na ktorych
wpiszemy R.

W ciaggu OORORORRO litera R wystepuje na trzecim, piatym, siodmym i 6smym
miejscu. Odpowiada to wylosowaniu liczb 3, 5, 7, 8 ze zbioru {1, 2,..., 8, 9}. Za-
uwazmy, ze nie jest istotna kolejnos¢ wylosowanych numeroéw, natomiast nie moga

; ; ; : 9 : i
sie one powtarzac. Zatem w pomocniczym losowaniu mamy (4) wszystkich moz-

liwosci i tyle jest w zbiorze () zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A.

£y 1 i A -2
E:(a)z o _67-89 . 5.9 czyliP(A}=i=? 2:9 _ 63
4) 4.5 1-2-3-4 Q 512 256
63
Odp.: —
P 256
Przyktad €

W urnie jest 10 kul czarnych i 2 biale. Wszystkie kule dzielimy losowo na dwa pod-
zbiory po 6 kul. Obliczymy prawdopodobienstwo, ze w kazdym z nich znajdzie sie
kula biata.

Rozwiazanie

Aby podzieli¢ kule na dwa podzbiory, losujemy 6 z 12 kul. Wybor szesciu kul ozna-
cza bowiem zostawienie w urnie 6 kul. Kolejnos¢ wylosowanych kul nie jest istotna,
zatem:

== 12
N
: ( 6 )
Oznaczmy zdarzenie A - w kazdym z dwéch podzbiorow znajdzie sie kula biata. Zda-

rzenie elementarne sprzyjajace zdarzeniu A polega na wylosowaniu 5 kul czarnych
i jednej biatej. Mamy wiec:

= 10 2
A= ( ) 2 ( ) «— kule czarne losujemy sposrdd 10 czarnych,
3 ! a kule biala - sposrod 2 biatych
(:)-(0) *
5 1 10!-2.(6!)° 6
P A = = = —_—
(4) (12) (51)%-12! 11
6
6
Odp.: —

11

*W temacie 6smym (s. 182) przedstawiamy inny sposob rozwigzywania zadan tego typu.

155 .
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Przyktad @) - zad. 5.19

Z urny, w ktorej jest 10 kul bialych i pewna liczba kul czarnych, losujemy 2 kule. Ile
kul czarnych jest w urnie, jezeli prawdopodobienstwo wylosowania z tej urny dwoch

kul bialych jest réwne :—_;?

Rozwiazanie

Oznaczmy liczbe kul czarnych litera n (n € N i n > 0). W doswiadczeniu nie odgry-
wa roli kolejnos¢ wylosowanych kul - zdarzenia elementarne sa dwuelementowymi
kombinacjami ze zbioru (1 + 10)-elementowego.

D= (ﬁ'+ ]U) _ _(nr10)t _ (n+9)(n+10)

2 2! - (n+ 8)! 2
Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu dwoch kul biatych.

iz(lﬂ): 10t _9-10 _ 45
2 21-8l 2

90
(n+9)(n+10)
920 3

n+9)(n+10) 7

P(A) =

; : F : 3
~— z warunkow zadania wiemy, ze P(A) = =

Dziedzing tego rownania jest zbior dodatnich liczb naturalnych, wigec nie musimy juz
robi¢ zadnych dodatkowych zalozen dotyczacych mianownika.

(m+9)(n+10)=30-7
n+19m-120=0
n=-24lubn=>5 «— tylko drugie z otrzymanych rozwiazan nalezy do dziedziny

Odp.: W urnie jest 5 kul czarnych.

Przyktad €) < zad. 5.20

Ile razy nalezy rzuci¢ sze$cienna kostka do gry, aby prawdopodobienstwo, ze szostka
ani razu nie wypadnie, bylo mniejsze od %?

Rozwiazanie

Prawdopodobienstwo, ze w jednym rzucie szoéstka nie wypadnie, jest rowne =

2
w dwoch rzutach - (g) itd.

Szukamy takiego n (gdzie n oznacza liczbe rzutow), aby:

(5) <
- o =
6 3
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Obydwie strony nierownosci sa dodatnie, mozemy je wiec zlogarytmowac.

-t 1
log (E) <log§

nlog 3 < log L —log b"=nlog b
6 3 2 i
lmngl s

n> 2 ~—~1ug%~{{}
logg
log 1 —1log 3 —log 3

n> 08 Lo g 08 = 4—lugﬂ2=lﬂgab—luguc
log 5-log6 - (lng 6-log 5) ¢
log 3

=87 603

log 6 —log 5

Zatem nalezy wykonaé co najmniej 7 rzutéw kostka.

Odp.: Co najmniej 7 razy.

W kazdym z zadan 5.1-5.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

S.1. Z cyfr 1, 2, 3, 4 ukladamy losowo czterocyfrowe liczby o roznych cyfrach.
Wskaz prawdopodobienstwo tego, ze otrzymana liczba bedzie zawarta miedzy licz-
bami 2000 i 4000.

A2 B 2 C

" D.
6 12 5

b | =

5.2. Z szesciu odcinkow o diugosciach 1, 3, 5, 6, 7, 9 wybieramy losowo trzy rozne
odcinki. Wskaz prawdopodobienistwo tego, ze z wybranych odcinkow mozna zbu-
dowac trojkat.

TR B.

)

3 7
C. — D. —
20 10

|

5.3. W urnie sa 3 kule zielone i 4 czarne. Losujemy cztery kule. Wskaz prawdopo-
dobienstwo tego, ze wsrod wylosowanych kul dokladnie dwie sa czarne.

3
42 B2 & D, 8
7 35 i5
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5.4. Piecioro klientéw o réznym wzroscie ustawia sie losowo w kolejke przed kasa.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze

a) ustawia si¢ w kolejnosci od najwyzszego do najnizszego.

b) najwyzszy stanie na poczatku kolejki, a najnizszy na jej koncu.

5.5. Rzucamy 10 razy monetg. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w zadnych
dwoch kolejnych rzutach nie powtdrzy sie ten sam wynik.

5.6. Zurny, w ktorej jest 12 kul biatych i 8 czarnych, losujemy 3 kule. Jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze wéréd wylosowanych kul dokladnie jedna bedzie czarna?

5.7. Rzucamy 3 razy sze$cienna kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze
iloczyn liczb oczek we wszystkich rzutach bedzie mniejszy od 200.

5.8. W pudelku jest 6 loséw wygrywajacych i 24 losy puste. Kupujemy kolejno trzy
losy. Oblicz prawdopodobienstwo, ze ostatni z kupionych losow bedzie wygrywajacy.

5.9. Z talii 24 kart (6 kart w kazdym z czterech koloréw) wyciagamy losowo 5 kart.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze otrzymamy dokladnie 3 piki.

5.10. Przy okraglym stole o 10 miejscach usiadlo w przypadkowej kolejnosci
10 oséb, w tym jedno malzenstwo. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze malzon-
kowie nie sasiadujg ze soba.

5.11. Szeéciu finalistow konkursu, w tym Anna i Jan, losuje kolejnos¢, w jakiej be-
da odpowiadac przed komisja. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze Anna nie bedzie
odpowiadac jako pierwsza i jednoczesnie Jan bedzie odpowiadac po niej (niekoniecz-
nie bezposrednio).

5.12. Sposrod kartek z liczbami 1, 2, ..., 9 wybiera-

my losowo jedna, zwracamy jg i losujemy po raz drugi.

Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze

a) warto$¢ bezwzgledna roznicy wylosowanych liczb
jest nie wieksza niz 1.

b) roznica wylosowanych liczb jest liczba parzysta.

5.13. Duziesie¢ osdb wybralo sie na biwak nad jezio-
rem. Po przyjezdzie cztery z nich wziely sie za rozbi-
janie namiotéw, a pozostali postanowili péjs¢ do la-
su po chrust na ognisko. Z jakim prawdopodobien-
stwem Marta - jedna z uczestniczek biwaku - pojdzie
po chrust, jezeli podziatu na grupy dokonano losowo?
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5.14. Uczniowie 36-osobowej klasy Izydora nie mogli doj§¢ do porozumienia, jak
podzieli¢ sie obowiazkami zwigzanymi z przygotowaniem studniowki. Ostatecznie
postanowili losowac z wlasnego grona 15 os6b do wykonania dekoracji, 7 os6b do
zrobienia i wreczenia zaproszen gosciom, a pozostatych zatrudnié do sprzatania po
zabawie. Z jakim prawdopodobienstwem Izydor i Jolka znajda sie w jednej grupie?

5.15. Z jakim prawdopodobienstwem Izydor zataniczy na studniéwce poloneza
z Jolka, jezeli w ich klasie jest 18 uczniow i 18 uczennic, a dobor w pary jest prze-
prowadzany losowo?

5.16. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze trzy losowo wybrane wierzchotki sze-
Scianu s3 wierzchotkami tréjkata réwnobocznego?

5.17. Ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} losujemy trzy razy kolejno bez zwracania
po jednej cyfrze. Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia, ze

a) zapisujgc cyfry w kolejnosci losowania, otrzymamy liczbe 4512

b) wylosujemy trzy cyfry wystepujace w zapisie liczby 4517

¢) zapisujac cyfry w kolejnosci losowania, otrzymamy liczbe mniejsza od 4517

5.18. W pudetku znajduje si¢ 6 kul biatych i 10 czarnych.

a) Losujemy dwie kule kolejno ze zwracaniem. Oblicz prawdopodobienstwo wylo-
sowania dwoch kul w tym samym kolorze.

b) Losujemy dwie kule kolejno bez zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo wyloso-
wania dwoch kul o réznych kolorach.

¢) Do pudelka dolozono b kul biatych, a nastepnie wylosowano dwie kule kolejno
bez zwracania. Oblicz b, dla ktorego prawdopodobienstwo wylosowania dwoch
kul o réznych kolorach jest rowne prawdopodobienstwu wylosowania dwoch kul
w tym samym kolorze.

5.19. W pudelku jest 400 kul, w tym n czerwonych. Wybieramy losowo dwie kule.
Prawdopodobienstwo wylosowania obu kul czerwonych jest réwne %

a) Ile kul czerwonych jest w tym pudetku?
b) Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze zadna z wylosowanych kul nie jest
czerwona,

5.20. Wsrod n losow na loterii sg cztery wygrywajace. Kupujemy 3 losy. Dla jakich n
prawdopodobienstwo tego, ze wszystkie losy beda wygrywajace, jest wigksze od 0,27

5.21. W urnie jest 20 kul bialych i 2 czarne. Losujemy bez zwracania n kul. Dla jakich

wartosci n prawdopodobienstwo wylosowania samych kul bialych jest wigksze od E?
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5.22. Sposrod liczb 1, 2, 3, 4, 5, 8 wybieramy trzy rozne. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze wybrane liczby sa dlugosciami bokéw
a) trojkata? b) trojkata prostokatnego? c) trojkata rozwartokatnego?

+ 5.23. Rzucamy 12 razy kostka do gry. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze kazda licz-
ba oczek wypadnie dokladnie 2 razy?

1. Przy okraglym stole o o$miu miejscach usiadlo w sposdb przypadkowy osiem
0sob. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Prawdopodobienistwo tego, ze osoby X i Y nie siedza obok siebie, jest rowne g
B. Prawdopodobienstwo tego, ze osoby X, Y i Z siedza obok siebie, jest rowne %
C. Prawdopodobienstwo tego, ze osoby X i Y siedza obok siebie, a osoba Z nie sa-

: Gl i e ; 4
siaduje z zadna z nich, jest rowne =y

2. Zcyfr 1, 2, 3, 4, 5 ukladamy wszystkie mozliwe liczby trzycyfrowe o réznych cyf-
rach. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana sposrdd nich liczba jest
mniejsza od 320.

3. Z grupy, w ktorej jest pieciu mezczyzn i cztery kobiety, wybrano losowo 3-osobo-
wa delegacje. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w sktad delegacji weszta doktad-
nie jedna kobieta.

4. W windzie dziesieciopietrowego domu jedzie trzech pasazeréw. Zakladamy, ze
wszystkie mozliwe rozklady wysiadania pasazerow na pietrach sa jednakowo praw-
dopodobne. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze kazdy pasazer wysiadzie na innym
pigtrze.

5. Z pudelka, w ktorym jest n kul, w tym 6 bialych, losujemy dwie kule. Dla jakich

warto$ci n prawdopodobienstwo wylosowania dwéch kul biatych jest wieksze od 5?



6. Prawdopodobienstwo
warunkowe

Umiejetnosci:
» obliczanie prawdopodobienstwa warunkowego

W rachunku prawdopodobienstwa mamy czesto do czynienia z sytuacjami, gdy szan-
se zajScia pewnych zdarzen zaleza od innych zdarzen. Méwimy wowczas o praw-
dopodobienstwie warunkowym. Aby wyjasnic to pojecie, przeanalizujemy ponizszy
przyklad.

Przyktad €) Ti[‘ 2/3/4/5]6

Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie
kostka szescienna. Rozpatrzmy zdarzenia:

A - suma liczb oczek w rzutach 11 11 jest réwna 6,

B - w rzucie | wypadla parzysta liczba oczek.

Lo TIN5 SR S S I
o 8

W tabelach zaznaczyliSmy wszystkie zdarzenia ele-
mentarne sprzyjajgce zajsciu odpowiednio zdarze-
nia A i zdarzenia B,

—
-t

5 18 1

PlA)=c2 PB)=—2 =3
Zalozmy teraz, ze w pierwszym rzucie wypadia parzy-
sta liczba oczek, czyli ze zaszlo zdarzenie B. Ile wtedy

wynosi prawdopodobieristwo zajscia zdarzenia A?

o |t oo | o | e | oo [1e
wm e o

;O B W -

Poniewaz zdarzenie B juz zaszlo, bierzemy pod uwage
tylko zdarzenia mu sprzyjajace i do nich ograniczamy \"\
zbior zdarzen elementarnych (kolor niebieski w tabe- | 1
li). Nastepnie sprawdzamy, ile sposrod nich sprzyja | 2
zajsciu zdarzenia A, co jest rownoznaczne z wyzna- 3 _
czeniem liczby zdarzen elementarnych sprzyjajagcych | 4 | A |

S

6

e
ho
. =
5]
(=]

zajsciu zdarzenia A N B. W tabeli obok widac, ze s3
dwa takie zdarzenia: (2, 4) i (4, 2).

B=18, ANB=2
Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A pod warunkiem, ze zaszlo zdarzenie B, jest

L AN 2 1
W]?C rowne — = — = -,
B 18 9
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Szukane prawdopodobienistwo jest rdzne od prawdopodobienstwa zajscia zdarze-
nia A. Prawdopodobienstwo to oznaczamy P(A|B) i nazywamy prawdopodobien-

stwem warunkowym: P(A|B) = %
Zauwazmy, Ze mozemy w inny sposob zapisa¢ wzoér na P(A|B).
____  An>
N 0 P(An B)
P(A|B) = —— = —&
(4IB) = 2= = - =55

Powyiszy wzor zostal przyjety jako definicja prawdopodobienstwa warunkowego.

Niech A, B c Qi P(B) > 0. Prawdopodobienstwem zajscia zdarzenia A pod
warunkiem, ze zaszlo zdarzenie B, nazywamy liczbe:
P(A N B)

P(B)

P(A|B) =

Prawdopodobienstwo warunkowe spelnia warunki aksjomatycznej definicji prawdo-
podobienstwa, a wiec ma te same wlasnosci co prawdopodobienstwo zdefiniowane
w sposob aksjomatyczny i klasyczny.

Przykiad @) « zad. 66

Ze wszystkich liczb trzycyfrowych, ktorych cyfry naleza do zbioru {1, 2, 3, 4, 5}, lo-
sujemy jedng liczbe. Obliczymy prawdopodobienstwo, ze cyfry wylosowanej liczby
sa rozne, pod warunkiem, ze ta liczba jest parzysta.

Rozwiazanie
Wszystkich liczb trzycyfrowych o cyfrach ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5} jest 5° = 125.
Losujemy jedna taka liczbe, zatem () = 125.

Oznaczmy zdarzenia:
A - wylosowana liczba ma rozne cyfry, B - wylosowana liczba jest parzysta,

Szukamy P(A|B). Musimy wiec obliczy¢ P(B) i P(A N B).

B=2.5"=50 «— o parzyslosci decyduje ostatnia cyfra
50
P(B) = —
(B) 125
Zdarzenie AN B polega na tym, ze wylosowana liczba ma rézne cyfry i jej ostatnia
cyfra jest 2 lub 4.

ANB=2-4-3=24
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24
24
P(A N B) B 125 B E
P(B) ~ 50 " 25
125

P(A|B) =

Odp.: Prawdopodobienstwo, ze cyfry wylosowanej liczby sa rozne, pod warunkiem,

; : : . 1
ze ta liczba jest parzysta, wynosi %

Przyktad e zad. 6.10

W wyscigu zuzlowym startuje czterech zawodnikéw: Tomasz, Jarostaw, Krzysztof
i Adam. Niech T, J, K, A beda zdarzeniami oznaczajacymi kolejno zwycigstwo kaz-
dego z nich. Eksperci szacuja, ze P(T) = 0,5, P(J) = 0,2, P(K) = 0,2, P(A) = 0,1.
W czasie drugiego okrazenia Krzysztof si¢ przewrdcil. Jakie szanse zwycigstwa maja
teraz pozostali zawodnicy?

Rozwiazanie

o i - B . I - . o i
Wiemy, ze zdarzenie K nie zaszlo, czvli zaszlo zdarzenie K . Nalezy wiec obliczy¢
Y. ¥ Yy wig ¥

prawdopodobienstwa warunkowe: P(TIK"), PUJIK") i P(AIK"). Zdarzenia T, J, K
i A wykluczaja sie nawzajem, czyli:

TN =T — ,wygra Tomasz i przegra Krzysztof” oznacza
In fet - ] po prostu, Ze ,wygra Tomasz”
AnK' =A
Zatem:
n _P(CnK')  P(T) 05
P(TIK ) = PK) - PK) 08 - 0,625
PUNK') _ P() _ 02

PUJIK' — =0,2

iK' = 22 - .~ 22 025
P(A|K P(AHK) P(A) _ 01 - 0,125

P(K')  P(K') 08

Odp.: Szanse zwyciestwa Tomasza, Jarostawa i Adama wynosza teraz odpowiednio
0,625, 0,251 0,125.

Prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen

Po przeksztalceniu wzoru na prawdopodobienstwo warunkowe otrzymujemy wzor
na prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen:

P(AnN B) = P(B) - P(A|B)

163 S



N 164 Dziat 2. Kombinatoryka i teoria prawdopodobienstwa

Przykiad €

Z pudetka, w ktorym jest 8 kul bialych i 5 czarnych, losujemy kolejno bez zwracania
2 kule. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze pierwsza kula jest biala, a druga czarna?

Rozwiazanie
Mozemy zastosowac schemat klasyczny. Ale zadanie mozna tez rozwigzac inaczej.

Okreslmy zdarzenia:
A - pierwsza z wylosowanych kul jest biala,
B - druga z wylosowanych kul jest czarna.

Z warunkéw zadania wynika od razu, ze P(A) = % i P(B|A) = 1~—52, bo jedli jako

pierwszg wylosowaliémy kule biala, to w urnie zostalo 7 kul biatych i 5 czarnych.

Stosujemy wzor na prawdopodobienstwo iloczynu:

8 5 10
P(ANB)=P(A): P(B|A) = i we
10
Qdp:.: &

Przyktad @) « zad.6.12

Egzamin na studiach sklada si¢ z czesci pisemnej i ustnej. Aby go zdac, trzeba zaliczy¢
obie czesci. Prawdopodobienistwo, ze losowo wybrany z grupy zdajacych student zali-
czy czgs¢ pisemna, jest rowne 0,6. Prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany student,
ktory przeszedl przez czedc pisemng, zaliczy czesc ustng, wynosi 0,8. Jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze student losowo wybrany z grupy zdajacych nie zda egzaminu?

Rozwigzanie

Wirod studentow zdajacych egzamin okreélamy zdarzenia:
A - losowo wybrany student zda cze$¢ pisemna;

B - losowo wybrany student zda czgs$¢ ustna.

Z warunkow zadania wynika, ze P(A) = 0,6 i P(B|A) = 0,8.

Zauwazmy, ze zdanie egzaminu, czyli zaliczenie obu jego czesci, oznacza zajécie zda-
rzenia AN B.

P(ANB) = P(A) - P(B|A) =0,6-0,8 = 0,48
Szukamy prawdopodobienstwa zajscia zdarzenia przeciwnego do A N B.

P((AnB)')=1-P(ANB)=1-048 =052

Odp.: Prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany z grupy zdajacych student nie zda
egzaminu, jest rowne 0,52.
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() Przykiad @) < zad.6.16

Rozwazamy doswiadczenie losowe, w ktorym () jest zbiorem wszystkich zdarzen ele-

mentarnych. Niech A, B ¢ (). Wykazemy, ze jezeli P(A) = % i P(B) = 1—3;3, to
P(A|B) > %
Dowad

P(AIB) = P(ANB) _ P(ANB)

P(B) 0,3

Musimy wiec oszacowaé P(A N B).

P(AUB) <1 «— wlasno$¢ prawdopodobienstwa

P(A)+ P(B)-P(ANnB) <1 «—— P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AN B)

08+03-P(ANB)<1
P(ANB) = 0,1
Ostatecznie otrzymujemy:

P(ANB) _ 01 _ 1

P(AIB) = == > == = 2

Koniec dowodu

W kazdym z zadan 6.1-6.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wrybierz ja i zapisz w zeszycie.

6.1. () jest zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych pewnego doswiadczenia lo-
sowego. Wiemy, ze A, BC Q, P(ANB) = % oraz P(B') = % Wskaz P(A|B).

A2 B; = G, .2

5 5 30 5
6.2. Q) jest zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych pewnego doswiadczenia
losowego. Wiemy, ze A, B ¢ Q, P(A) = % P(A|B) = é i P(BJA) = i Wskaz P(B).

e B = G s
25 10 5 2

6.3. Z pudelka, w ktorym jest 10 kul bialych i 6 czerwonych, losujemy kolejno bez

zwracania dwie kule. Prawdopodobienstwo, ze pierwsza kula jest czerwona, a druga

biala, wynosi

1
A. 3 B. C. D.

co |t
w2
|
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6.4. Rzucamy 5 razy monetg. Jakie jest prawdopodobienstwo otrzymania co naj-
mniej dwoch orlow, jezeli za pierwszym razem wypad! orzel?

6.5. Rzucamy 3 razy szescienna kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo, ze za
kazdym razem uzyskamy inna liczbe oczek, pod warunkiem, ze suma liczb wyrzuco-
nych oczek jest rowna 15.

6.6. Ze zbioru wszystkich trzycyfrowych liczb naturalnych losujemy jedna liczbe.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze ta liczba jest podzielna przez 5, pod warunkiem, ze
jest to liczba nieparzysta.

6.7. Z talii 52 kart losujemy 3 karty. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania do-
kladnie dwadch pikow, pod warunkiem, ze nie wylosujemy zadnego kiera.

6.8. Przyjmijmy, ze prawdopodobienstwo urodzenia si¢ dziewczynki i chlopca jest
takie samo. W pewnej rodzinie jest dwoje dzieci. Wiadomo, ze co najmniej jedno
z nich jest chlopcem. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze oboje dzieci to chlopcy?

6.9. Prawdopodobienstwo tego, ze reprezentacja klasy 4c dojdzie do finalu szkol-
nych rozgrywek pitki noznej, jest rowne 60%, a prawdopodobienstwo tego, ze wygra
w meczu finalowym, jest rowne 70%. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze reprezenta-
cja klasy 4c zdobedzie mistrzostwo?

6.10. W teleturnieju startujg cztery osoby. Do finalu zakwalifikowuja sie trzy spo-
§réd nich. Prawdopodobienstwo odpadniecia przed finalem wynosi:

* dla pani Agnieszki 0,2,

* dla pani Grazyny 0,1,

* dla pani Malgosi 0,4,

¢ dla pana Bogdana 0,3.

Po pierwszej rundzie pani Grazyna zapewnila juz sobie udzial w finale. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze do finalu zakwalifikuje sie pan Bogdan?

6.11. Karol typuje, ze prawdopodobienstwo zdobycia tytulu mistrzowskiego w pilce
noznej przez druzyne Manchesteru United wynosi 30%, przez druzyne Chelsea Lon-
don - 20%, a przez jedna z pozostatych druzyn - 50%. Uwzgledniajac te dane, oblicz
prawdopodobienstwo zdobycia tytulu mistrzowskiego przez druzyne Manchesteru
United, pod warunkiem, ze druzyna Chelsea London nie zdobedzie tego tytulu.
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6.12. Adam nie przygotowal sie dzi$ do lekcji. Prawdopodobienstwo tego, ze zosta-
nie zapytany, ocenia na 20%, a prawdopodobienstwo tego, ze za odpowiedz otrzyma
oceng niedostateczng — na 90%. Przyjmujac te dane, oblicz prawdopodobienstwo, ze
Adam otrzyma dzi$ ocene niedostateczng z odpowiedzi.

6.13. Oblicz P(A|B), wiedzac, ze A, Bc Q, P(B')=0,2 i P(An B) = 0,75.
6.14. Oblicz P(A|B), wiedzac, ze A, Bc Q, P(A) = P(B)=0,7 i P(AUB) = 0,8.
6.15. Oblicz P(A|B), wiedzac,ze A, BC () i BcC A.

9 6.16. Niech A, B ¢ Q). Wykaz, zejezeli P(B) = 0,4 i P(A|B) = 0,6, to P(A) < 0,84,

+ 6.17. Krzysztof $rednio raz na trzy dni spdznia sie do szkoly. Thumaczy to tym, ze
$rednio co czwarty dzien za pozno wychodzi zdomu i sp6Znia si¢ na autobus, a nawet
jesli wyjdzie punktualnie, autobus czesto zatrzymuje sie w korku. Jakie jest prawdo-
podobienstwo, ze mimo wyjscia z domu o odpowiedniej porze Krzysztof sp6zni si¢

do szkoly?

1. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan. Dane sa zdarzenia A, B C () takie, ze
P(ANnB) = % i P(A|B) = % Wynika z tego, ze

A. P(A) = % B. P(B) = 1. C. P(B|A) =

| —

2. Oblicz P(A|B"), wiedzac, ze A, Bc ), P(B)=0,2 i P(AU B) =0,35.

3. Prawdopodobienstwo, ze kierowca zostanie na pewnym odcinku drogi zatrzyma-
ny i bedzie ukarany mandatem, wynosi 4%. Prawdopodobienstwo, ze na tym odcinku
kierowca w ogole zostanie zatrzymany do kontroli, wynosi 5%. Jakie jest prawdopo-
dobienstwo, ze kierowca, ktory zostal zatrzymany, bedzie ukarany mandatem?

4. Rzucamy trzema kostkami szesciennymi do gry. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze suma liczb oczek na wszystkich kostkach bedzie liczba parzysta, jezeli ich iloczyn
jest liczba parzysta?

() 5. Wykai, iejezeli A, Bc Q i P(B) >0, to P(A'[B) = 1- P(A|B).



7. Twierdzenie
o prawdopodobienstwie
catkowitym

Umiejetnosci:
* wykorzystywanie w zadaniach twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym

Omawiane w poprzednim temacie prawdopodobienstwo warunkowe stosujemy
przede wszystkim w sytuacjach, gdy mamy do czynienia z doswiadczeniem losowym
przeprowadzanym w kilku etapach. Przeanalizujmy najpierw przyklad.

Przyktad €)

W pierwszym pudelku jest 1 los wygrywajacy i 9 pustych, a w drugim sa 3 losy wy-
grywajace i 12 pustych. Rzucamy moneta. Jesli wypadnie orzel, wyciggamy jeden los
z pierwszego pudelka, jesli reszka — jeden los z drugiego pudetka. Obliczymy prawdo-
podobienstwo wyciagnigcia losu wygrywajacego.

Rozwiazanie

Doswiadczenie sklada si¢ z dwoch etapow:

[. Rzut moneta.

Oznaczamy: O - wypadnigcie orla, R - wypadnigcie reszki.

Hm:mm:%

[I. Losowanie jednego losu z pudelka,

Niech W bedzie zdarzeniem polegajacym na wyciagnieciu losu wygrywajacego.
Prawdopodobienstwo zdarzenia W zalezy od wyniku pierwszego etapu doswiadcze-
nia. Jesli zaszlo zdarzenie O, to siggamy do pierwszego pudeltka i wtedy prawdopo-

dobienstwo wylosowania losu wygrywajacego wynosi TS Jesli natomiast zaszto zda-

rzenie R, to siegamy do drugiego pudetka i prawdopodobienstwo wylosowania losu

wygrywajacego wynosi % Zatem:

1
P(W]0O) = 0

3 1
P(W]R) = e

Szukamy odpowiedzi na pytanie, z jakim prawdopodobienstwem zajdzie alternaty-
wa: ,wypadnie orzel i wyciagniemy los wygrywajacy z pierwszego pudelka” lub ,,wy-
padnie reszka i wyciagniemy los wygrywajacy z drugiego pudetka”.



7. Twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym

Symbolicznie zapiszemy to jako: P(W) = P[(W nO) U (W nR)].
Wiemy, ze:

P(W N O) = P(W|O) - P(O)

P(W A R) = P(W|R) - P(R)

Ponadto:
P [{W NOYN(WnN R}] =2} «— zdarzenia (W NO) i (WnR) sie wykluczaja
Zatem:
PW)=P[WNO)U(WNR)]=PWnNO)+PWnNR)=
| () Sl [0 3
Popatrzmy na ilustracje graficzng rozwigzania.
START
—— [etap
—=— Il etap

pwy=1.L1,1.

1
2 10 2 5 20

Odp.: Prawdopodobienstwo wyciagniecia losu wygrywajacego jest rowne 23_{]

Ukiad zupeiny zdarzen. Prawdopodobienstwo catkowite

W powyzszym przykladzie istotne bylo to, ze zdarzenia O i R si¢ wykluczaly, a ich
alternatywa byla zdarzeniem pewnym. Taki uklad zdarzen bedziemy nazywac ukla-
dem zupelnym. To okreslenie rozszerzymy na wigksza liczbe zdarzen.

Zdarzenia By, B,, B;, ..., B, ¢ Q) tworza uklad zupelny zdarzen, jezeli spel-
niaja rownoczesnie nastepujace warunki:

* BBUB,UB;U...UB, =4,

* P(B))>0dla1<is<n,

®* BNB;=0dlai#jl<i<nml<j<n

Oznacza to, ze jesli zdarzenia tworza uklad zupelny, to musi zajs¢ dokladnie jedno
z nich.
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Uogodlnieniem przykladu 1 jest twierdzenie, ktérego dowdd pominiemy.

Twierdzenie o prawdopodobienstwie calkowitym
Jezeli zdarzenia B, B,, Bs, ..., B,, € () tworza uklad zupelnyi A c Q, to:
P(A) = P(A|B,) - P(B,) + P(A|B,) - P(B,) + ... + P(A|B,) - P(B,)

Przyktad @) < zad. 7.8

Z pudetka, w ktorym jest 5 kul biatych i 3 czarne, wyciagamy losowo jedna kule, zwra-
camy ja do pudelka i dokladamy jeszcze dwie kule w takim samym kolorze jak wy-
losowana kula. Nastepnie po raz drugi losujemy jedna kule. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze kula wylosowana za drugim razem bedzie biala?

Rozwiazanie

Oznaczmy zdarzenia:

B, - kula wylosowana za pierwszym razem jest biala,
B, - kula wylosowana za pierwszym razem jest czarna,
A - kula wylosowana za drugim razem jest biala.

5 3
P(B,)==, P(B;) ==
(B) =, P(By) =
B,UB, =Q i B, nB, =0, zatem zdarzenia B, i B, tworza uklad zupelny.
P (A|Bl) = l_?{] «—— dolozono 2 kule biale i w pudelku jest 7 kul biatych i 3 czarne
P(A|B,) = % «— dolozono 2 kule czarne i w pudelku jest 5 kul bialych i 5 czarnych
Zgodnie z twierdzeniem o prawdopodobienstwie catkowitym:
AN - RV .
P(A) = P(A|B,)- P(B,)+ P(A|B;)-P(B,)=— =+ —+==— ==
(4) = P(AIB,)- P(B,) + P(AIB,) - P(B) = -2 4+ 2.2 _ 0 3

START

5 7 3 B 5
PA)=2.-Z 42. 2 =2
8§ 10 8 10 8

Odp.: Prawdopodobienstwo wylosowania za drugim razem kuli bialej jest rowne g
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Przykiad €)

Pan Jacek prowadzi firm¢ montujaca systemy alarmowe w domu klienta i zatrud-
nia trzech pracownikéw: pan Stanistaw wykonuje 50% zlecen w firmie, pan Tomasz
40%, a pan Bogdan 10%. Klienci, u ktérych zlecenie wykonywal pan Stanistaw, zgla-
szaja reklamacje z prawdopodobienstwem 2%, klienci pana Tomasza - z prawdo-
podobienstwem 5%, a pana Bogdana - z prawdopodobienstwem az 20%. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany klient firmy pana Jacka zglosi reklamacje?

Rozwiazanie
Oznaczamy zdarzenia;

B, - zlecenie wykonuje pan Stanistaw,

B, - zlecenie wykonuje pan Tomasz,

B, - zlecenie wykonuje pan Bogdan,

A - losowo wybrany klient zglasza reklamacje.

P(B,)=0,5 P(A|B;)=0,02
P(B,) =04, P(A|B,)=0,05
P(B;)=0,1, P(A|B;)=0,.2
Zdarzenia B, B, i B; tworza uklad zupelny:
B, UB, UB; =,
B,nB,=0, BynB;=0, B,NB;=0
Zatem mozemy zastosowac twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym.
P(A) = P(A|B,) - P(B,) + P(A|B,) - P(B,) + P(A|B;) - P(B;) =
=0,02-0,5+0,05-04+0,2-0,1 =0,05

START

A A

A A
P(A)=0,5-0,02+0,4-0,05+0,1-0,2 =0,05

Odp.: Prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany klient firmy pana Jacka zglosi re-
klamacje, wynosi 5%.
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Wzor Bayesa

Przykiad @)

Zatozmy, ze do firmy pana Jacka z przykladu 3 przyszedt klient z reklamacja. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze zareklamowane zlecenie wykonywal u niego pan Stanistaw,
jakie - ze pan Tomasz, a jakie - ze pan Bogdan?

Rozwiazanie

Przyjmujemy oznaczenia jak w przykladzie 3.

Szukamy P (B,|A), P(B,|A) i P(B;|A).

P(B,nA) _ P(A|B,)- P(B,)

PBIN="3m ~~ @

. . . . 0,02 - 0,5
Wykorzystujac obliczenia z przykladu 3, otrzymujemy: P (B,|A) = s 20%.
Analogicznie:

_ P(A|B,) - P(B;)  0,05-0,4 _

PBAA) =@  ~ o5 %%
P(B;la) = ZAB PB) _ 0201 _ 44,
P(A) 0,05

Odp.: Prawdopodobienstwo, ze zareklamowane zlecenie wykonywal pan Stanistaw,

jest rowne 20%, pan Tomasz - 40%, pan Bogdan - 40%. y

Rozumowanie podane w przykladzie 4 mozna uogolnic. Otrzymujemy wowczas na-
stepujace twierdzenie, ktore podajemy bez dowodu.

 Twierdzenie

Wzor Bayesa

Jezeli zdarzenia B,, B,, B;, ..., B, € Q) tworza uklad zupelny, A c Q
i P(A) >0, todladowolnego 1 <i <n zachodzi réownosc:

P(A|B;) - P(B))

P(BjlA) = —=55

Przyktad e zad. 7.21

Dane sa trzy pudelka z losami. W pierwszym pudelku jest 6 loséw wygrywajacych
i 14 pustych, w drugim sa 4 losy wygrywajace i 16 pustych, a w trzecim sa 2 losy wy-
grywajace i 18 pustych. Z losowo wybranego pudetka wyciagnieto 2 losy. Okazalo sie,
ze oba s3 wygrywajace. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wyciagnigto je z trzeciego
pudetka?



7. Twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym

Rozwiazanie
Oznaczamy zdarzenia:
B, - losowano z pierwszego pudelka,
B, - losowano z drugiego pudetka,

; — losowano z trzeciego pudelka,
A - wyciagnieto dwa losy wygrywajace.
Interesujace nas prawdopodobienistwo P (B;|A) wyznaczymy ze wzoru Bayesa:

P(A|B;) - P(B;)
P(B;]A) = ;m) .

Wyznaczamy kolejno prawdopodobienstwa wystepujace w ulamku powyzej.

Zauwazmy, ze:
P(Bl) = P(B,) = P(B;) = % «— zalozenie w tresci zadania

Zdarzenia By, B, i B, tworza uklad zupelny:

BiUB,UB;=Q

B,NB,=0, BbNB;=0, B,NB; =0
Zatem mozemy zastosowac twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym.
Kolejnos¢ dwach losow wyciagnietych z pudelka nie jest istotna, dlatego wykorzysta-
my wzor na liczbge kombinacji.

(2)
2

P(A|B,) = =—=% = «—— w pudelku B, jest (6 + 14) loséw

(21) 190

—

2
)
P(A|B,) = 22” o «—— w pudelku B, jest (4 + 16) loséw
()
(2
P(A|B;) = 22{}) = «— w pudetku B; jest (2 + 18) losow

2
P(A) = ( |B,) - P(B J+P{A|BEJ P(B,) + P(A|B;) - P(B;) =
15 6 1 1 22 1

Lok + . Fo—— = —— e —

190 3 190 3 19{] 3 19 3

Stosujemy teraz wzor Bayesa.

1
HP(AlB;,)‘P{B})_ﬁ'EH 1
PN =S ~2 1°%
190 3

Odp.: Prawdopodobienstwo tego, ze losy wyciagnieto z trzeciego pudelka, jest

1
rowne —.
22°
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W kazdym z zadan 7.1-7.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

7.1. Ze zbioru {3, 4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11, 12} losujemy jedna liczbe, a nastepnie

z pozostalych — druga. Prawdopodobienstwo tego, ze druga z wylosowanych liczb

jest podzielna przez 3, wynosi
7

3 2
Ao E— B- oW Ct ] Dt
15 10 15

L

7.2. W pierwszym pudelku jest 5 kul bialych i 2 czarne, w drugim - 2 kule biale
i 3 czarne. Z losowo wybranego pudetka wyciaggamy jedng kule. Prawdopodobien-

stwo, Ze bedzie to kula czarna, wynosi
5

A, B. 2L, G b,

12 70 24 35
7.3. W trzech pudelkach znajduja si¢ pitki w kolorze zielonym i czerwonym.
W pierwszym pudelku jest 6 pilek zielonych i 4 czerwone, w drugim 4 zielone i 5 czer-
wonych, a w trzecim 3 zielone i 3 czerwone. Losujemy jedna pilke z pierwszego pu-
detka. Jesli jest to pilka zielona, to losujemy jedng pitke z drugiego pudelka, a jesli
czerwona, to jedna pitke z pudelka trzeciego. Prawdopodobienstwo tego, ze w dru-
gim losowaniu otrzymalismy pilke zielona, wynosi
N B, Z, g2 R

15 2 10 10
7.4. Czy nastepujace zdarzenia tworzg uklad zupelny? OdpowiedZ uzasadnij.
a) doswiadczenie — rzut moneta

A - wypadnigcie orta, B — wypadnigcie reszki
b) doswiadczenie - rzut dwiema monetami

A - wypadnigcie dwoch ortow, B - wypadnigcie dwoch reszek
c) doswiadczenie — wyciggniecie karty z talii

A - wylosowanie kiera, B - wylosowanie kara,

C - wylosowanie karty czarnego koloru

7.5. Doswiadczenie polega na rzucie kostka i moneta. Czy nast¢pujace zdarzenia
tworzg uklad zupelny? OdpowiedZ uzasadnij.
a) A - wypadniecie orta, B - wypadniecie reszki
b) A - wypadnigcie orfa i parzystej liczby oczek, B — wypadnigcie reszki
c) A - wypadnigcie orfa i parzystej liczby oczek,
B - wypadnigcie reszki i nieparzystej liczby oczek



7. Twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym

7.6. W pierwszym pudelku jest 5 kul bialych i 3 czarne, w drugim - 3 kule biale
i 3 czarne. Z losowo wybranego pudetka wyciggamy jedng kule. Jakie jest prawdopo-
dobienstwo, ze bedzie to kula biala?

7.7. Rzucamy trzema monetami, a nastepnie jeszcze raz tymi, na ktérych wypadt
orzel. Oblicz prawdopodobienstwo uzyskania w sumie dwoch orléw.

7.8. W pierwszej urnie sg 4 kule biale i 3 czarne, a w drugiej 5 biatych i 3 czarne.
Z drugiej urny przekladamy 2 kule do pierwszej urny, z ktérej nastepnie losujemy
jedna kule. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarnej.

7.9. W urnie znajduja sie 3 kule czerwone, 4 zielone i 5 kul biatych. Wybieramy lo-
sowo jedng kule, zatrzymujemy ja, a z pozostatych losujemy dwie kule. Oblicz praw-
dopodobienstwo tego, ze

a) obie kule z drugiego losowania sg biale.

b) kule wylosowane za drugim razem sa réznych kolorow.

7.10. Ze zbioru {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11, 13} losujemy jedna liczbg, a nastepnie z po-
zostalych druga. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze druga liczba jest
a) nieparzysta. b) niepodzielna przez 4.

7.11. Srednio pieciu mezczyzn na stu i dwie kobiety na tysiac nie rozrézniaja ko-
loréw. Z grupy, w ktorej stosunek liczby kobiet do liczby mezczyzn wynosi 3 : 7,
wybrano losowo jedna osobe. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wybrana osoba
nie rozroznia kolorow.,

7.12. W pierwszym pudelku sa 2 kule zielone i 6 kul pomaranczowych, a w dru-
gim pudelku sa 4 zielone i 5 pomaranczowych. Losujemy jedna kule z pierwszego
pudeltka, dobieramy do niej jeszcze trzy kule tego samego koloru i wrzucamy wszyst-
kie cztery do drugiego pudelka. Nastepnie losujemy dwie kule z drugiego pudetka.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze obie wylosowane wtedy kule beda pomaranczowe.

7.13. Do kazdej z trzech urn wkiadamy identyczny zestaw kul, w ktorym jest ty-
le samo kul bialych co czarnych. Nastepnie z kazdej urny losujemy jedna kule i nie
ogladajac jej, wrzucamy do czwartej, poczatkowo pustej urny. Na koniec losujemy
z tej urny jedna kulg. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej z czwar-
tej urny.

7.14. Zurny, w ktérej sa 3 kule biale i 2 czarne, wybieramy losowo 3 kule, a nastepnie
rzucamy szescienna kostka do gry tyle razy, ile biatych kul wylosowalismy. Oblicz
prawdopodobienstwo otrzymania co najmniej raz szesciu oczek.
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©

7.15. W pudelku jest n losow, w tym k wygrywajacych. Dwie osoby kolejno losuja
po jednym losie bez zwracania. Wykaz, ze prawdopodobienstwo wyciagniecia losu
wygrywajacego jest jednakowe dla kazdej z tych oséb.

7.16. Wybieramy losowo jeden ze zbioréw: A = {1, 2, ..., 62} lub
B ={1, 2, ..., 124}. Z wybranego zbioru losujemy jedna liczbe i oznaczamy ja x.
Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze liczba x* + 1 jest podzielna przez 10.

7.17. W urnie jest 6 kul biatych i 4 czarne. Rzucamy trzy razy moneta. Jezeli resz-
ka wypadnie trzy razy, losujemy bez zwracania trzy kule, jesli wypadnie dwa razy -
dwie kule, w pozostalych przypadkach - jedna kule. Jakie jest prawdopodobienstwo
wylosowania dokladnie jednej kuli bialej?

7.18. W pierwszej urnie jest 20 kul, w tym 4 biate. W drugiej urnie jest 15 kul, w tym
6 bialych. Rzucamy dwa razy szescienng kostka do gry. Jezeli suma liczb oczek jest
réwna co najwyzej 5, losujemy kule z pierwszej urny. W przeciwnym razie losujemy
kule z drugiej urny. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej.

7.19. Rzucamy raz szescienng kostka do gry, a nastgpnie dwiema monetami tyle
razy, ile oczek wypadlo na kostce. Oblicz prawdopodobienstwo wyrzucenia samych
orlow.

7.20. W dwoch pudelkach sg kule biale i czarne. Wiadomo, ze w pierwszym sa
2 czarne, w drugim - 1 czarna, a suma liczb kul bialych w obu pudelkach jest rowna 3.
Rzucamy szescienng kostka. Jezeli wypadnie mniej niz 5 oczek, losujemy jedna kule
z pierwszego pudetka. W przeciwnym razie losujemy jedna kule z drugiego pudetka.
Prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej w tym doswiadczeniu jest najwieksze.
Jak sg rozmieszczone kule biale?

7.21. W pierwszym pudelku bylo 6 kul biatych i 4 czarne, a w drugim 2 kule biale
i 3 czarne. Z pierwszego pudelka wylosowano dwie kule i bez ogladania przelozono
do drugiego. Nastepnie wylosowano jedna kule z drugiego pudelka. Okazalo sig, ze
wylosowana kula jest biala. Jakie jest prawdopodobienstwo, Ze obie kule przelozone
do drugiego pudetka byly biale?

7.22. Ola $rednio raz na 5 dni dojezdza do szkoly autobusem, a w pozostale dni -
tramwajem. Prawdopodobienstwo, ze spozni si¢ do szkoly w dniu, kiedy jedzie auto-
busem, wynosi 20%, natomiast gdy jedzie tramwajem — 2%. Pewnego dnia Ola spoz-
nifa sie do szkoly. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze jechala autobusem.
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7.23. Pewna rzadka choroba genetyczna wystepuje u 0,05% ludnosci. Test wykry-
wajacy te chorobe daje wynik pozytywny u 99,5% 0s6b chorych oraz 0,3% oséb zdro-
wych. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze osoba, u ktorej test dal wynik pozytywny,
rzeczywiscie jest chora? Wynik podaj z dokladnoscia do 1%.

1. Gramy w nastepujaca gre. Rzucamy kostka szescienna. Wygramy, jezeli wyrzuci-
my 6 oczek. Jezeli wyrzucimy 5 oczek, mamy prawo rzucic jeszcze raz (ostatni), zeby
ponownie sprobowac wyrzucié szostke. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

e : : : ; 1
A. Prawdopodobienstwo wygranej w tej grze jest rowne 3

. # L] * . ¥ ?
B. Prawdopodobienstwo wygranej w tej grze jest rowne e

C. Gdyby wyrzucenie 5 oczek nie dawalo mozliwosci dodatkowego rzutu, prawdo-
podobienstwo wygranej nie zmienitoby sie¢.

2. W pierwszym pudelku sa 4 losy wygrywajace i 6 pustych, a w drugim - 4 wy-
grywajace i 5 pustych. Rzucamy kostka do gry. Jezeli wypadng mniej niz 3 oczka,
wyciagamy jeden los z pierwszego pudelka, w przeciwnym razie - z drugiego. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze wybrany los jest wygrywajacy.

3. W dwoch pojemnikach zgromadzono losy. W pierwszym znajduje si¢ 7 losow
wygrywajacych i 5 pustych, a w drugim - 5 wygrywajacych i 7 pustych. Przeniesiono
jeden los z pojemnika pierwszego do drugiego, z ktérego nastepnie wyciagnieto jeden
los. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze jest to los wygrywajacy.

4. W klasie 1a jest 10 dziewczynek i 20 chlopcow, a w klasie 1b - 18 dziewczynek
i 12 chlopcow. Rzucamy moneta. Jezeli wypadnie orzel, losujemy 3 osoby z klasy 1a,
w przeciwnym razie losujemy 3 osoby z klasy 1b. Jakie jest prawdopodobienstwo wy-
losowania dokladnie dwoch chlopcow?

5. Mamy dwie monety. Jedna z nich jest symetryczna. Prawdopodobienstwo wy-
rzucenia orfa na drugiej jest réwne i Przypadkowo wybrang moneta wykonalismy

5 rzutéw i otrzymalisSmy same reszki. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze rzucalismy
moneta niesymetryczna?
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Przed graczem bioracym udzial w teleturnieju znajduje sie troje
zamknietych drzwi. Zadaniem gracza jest wybranie jednych

z nich: to, co za nimi, nalezy do niego! Moze trafic na nagrode
gléwna — samochdéd, lub na nagrode pocieszenia - koze,

bo za dwojgiem drzwi zamknieto po jednej kozie.

Gracz dokonuje wyboru i wskazuje jedne drzwi. Prowadzacy

(ktory wie, co sie kryje za kazdymi drzwiami) otwiera jedne z tych, ktorych
gracz nie wskazat — takie, za ktorymi stoi koza. Pozostate drzwi pozostawia
zamkniete. | pyta gracza: ,Czy chcesz zmieni¢ swoj wybor?”.

WLASCIWA STRATEGIA

Przesledzmy mozliwy tok rozumowania gracza.

Jezeli wskazafem drzwi z nagroda Jezeli wskazatem drzwi z koza
(prawdopodobieristwo tego zdarzenia to 1/3), (prawdopodobieristwo tego zdarzenia to 2/3),
prowadzacy mogt otworzyc dowolne inne prowadzacy musial otworzyc drugie drzwi,
drzwi — za dwojgiem pozostatych drzwi za ktorymi jest koza. Zatem za trzecimi

jest koza. drzwiami na pewno jest samochod.

Zmiana decyzji spowoduje, ze przegram. Zmiana decyzji spowoduje, Ze wygram.

Z porownania obu prawdopodobienstw wynika, ze zdecydowanie bardziej oplaca mi sie
w nastepnym ruchu zmienic wybdr drzwi.

Graczowi bioracemu udziat w takim teleturnieju oplaca sie zawsze przyjac
propozycie zmiany wczesniejszego wyboru. Wygra bowiem wtedy srednio
dwa teleturnieje na trzy.



 OBLICZENIE ,NA PIECHOTE"

Zatézmy, ze samochdd ukryty jest za pierwszymi drzwiami. Rozpiszmy w kolejnych wierszach
tabeli wszystkie mozliwe sytuacje w momencie, w ktérym gracz ma podija¢ koricowa decyzje.
Widzimy poczatkowy wyboér gracza (ludzik przed drzwiami) | drzwi, ktére otworzyt prowadzacy.

Drzwinr1  Drzwinr2 Drzwinr3 Szansa zajscia

ﬁ ﬁ danej sytuacji
ﬁ /—\)ukrycie nagrody za drzwiami nr 1

_I‘ =n T A 1 wybdr przez gracza drzwi nr 1
B e i
‘ 1 33 2 18 wybor przez prowadzacego
* . ““-—-*"'/? drzwi nr 2 (prowadzgcy ma
— dwoje drzwi do wyboru)

wybor przez gracza drzwinr 2

1 i 1 1
- = e . 1 =
{ ! 3 3 9
= ;*- L= ? p wybar przez prowadzacego

n— — — drzwi nr 3 (prowadzacy ma
. }_ “ ? |’_’ i 1 jedne drzwi do wyboru)
| L J 9

W ten sam sposoéb nalezy rozpisac przypadki, wskazuje drzwi z kozg, oznacza szansg wygra- |
gdy samochod jest ukryty za drzwiaminr 2 i 3, nia gtownej nagrody pod warunkiem, Ze gracz

i obliczy¢ odpowiednie prawdopodobieristwa. po otwarciu drzwi zmieni decyzje:

Zsumowanie prawdopodobienstw wszystkich R e ]

sytuacji, w ktérych gracz za pierwszym razem g*gtgtatota=3

| —
| =
1

ISTOTNA ROZNICA

Zatbzmy, ze po tym, jak prowadzacy otworzyt drzwi, gracza zastepuje
osoba, ktora nie wie, co sie wczesniej wydarzyto. Ma przed soba

dwoje zamknietych drzwi i ma wyhraé jedne z nich. Jaka jest szansa,
ze trafi na samochod? UGZ},HNIEGIE 3 Dlaczego wiec w przypadku
pierwszego gracza prawdopodobienstwo wygranej moze wyni'&éé«azg‘?*
Otéz ten gracz zna poczatkowy etap teleturnieju i zanim wybierze '
drzwi w nastepnym kroku, moze obraé skuteczniejsza strategie
postepowania. Drugi gracz jest tej szansy poztawiangr-wyhmn
dokonuje losowo.

TEORIA GIER

Dziatem matematyla zajmuiacym 51@ badammn s',gtuaq’j

akonomli biclogil Isoqo.iegii s




8. Schemat Bernoulliego

Umiejetnosci:

* wykorzystywanie w zadaniach schematu Bernoulliego

Teorie rachunku prawdopodobienstwa zakori-
czymy omowieniem doswiadczenia losowego,
w ktorym interesuja nas wylacznie dwa mozli-
we wyniki, symbolicznie okreslane jako sukces,
ktorego prawdopodobienstwo oznaczamy p,

0 < p < 1, oraz porazka, ktérej prawdopodo-
bienistwo wynosi g =1 - p.

Doswiadczenie tego typu nosi nazwe proby
Bernoulliego.

Na przyklad, jezeli proba jest rzut kostka i suk-

: : i 1
cesem nazwiemy wypadniegcie szostki, to p = =
natomiast porazka bedzie kazdy wynik rézny od

o 3
szostkii g = z

Jacob Bernoulli (1654-1705)
sewajcarski matematyk

i fizyk, zajmowal sie rachun-
kiem rézniczkowym i catko-
wym, a takze rachunkiem
prawdopodobienstwa.

(@)

Schemat Bernoulliego jest ciagiem powtorzen tej samej proby Bernoulliego, wyko-
nanych przy zalozeniu, ze proby przeprowadzane s3 niezaleznie” i prawdopodobien-

stwo uzyskania sukcesu w kazdej z nich pozostaje niezmienne,
Zadanie, ktorym sig teraz zajmiemy, polega na obliczeniu prawdopodobienstwa wy-
stagpienia okreslonej liczby k sukcesow w schemacie # préb Bernoulliego (0 < k < n).

Zacznijmy od analizy przykladu.

Przyktad €)

W doswiadczeniu korzystamy z kostki, ktora jest
czworo$cianem foremnym o trzech $cianach po-
malowanych na niebiesko i jednej bialej. Kostke
podrzucamy i notujemy kolor $cianki, na ktorg
czworo$cian upadl na podloge.

Préba Bernoulliego jest rzut kostkg. Sukcesem
nazwiemy uzyskanie koloru biatego, porazka -
koloru niebieskiego.

* Dokladna definicja pojecia ,niezaleznosc™ wymaga bardziej zaawansowanej matematyki. Tu mozna je

rozumiec potocznie (cho¢ niezbyt scisle): wynik pojedynczej proby nie wplywa na wyniki innych prob.
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Na kazdg ze $cian kostka moze upas¢ z identycznym prawdopodobienstwem row-

nym i, zatem w pojedynczej probie sukces osiagamy z prawdopodobienstwem
pP= %* a porazke z prawdopodobienstwem g = %

a) Zbadamy, jak wyglada zbiér zdarzen elementarnych w do$wiadczeniu, ktore jest
schematem dwéch opisanych prob Bernoulliego.

b) Rzucamy kostka piec razy. Obliczymy prawdopodobienstwo, ze trzy z tych pigciu
prob Bernoulliego zakoncza sig sukcesem, czyli — w pigciu rzutach doktadnie trzy
razy kostka upadnie na bialg $cianke.

Rozwiazanie

a) Niech n oznacza sytuacje, w ktorej kostka upadnie na scianke koloru niebieskiego,
a b - na $cianke koloru biatego.

Cztery mozliwe wyniki do$wiadczenia, ktore jest schematem dwaoch prob Bernoul-

liego, zapiszemy jako dwuelementowe ciagi liter:

Q = {nn, nb, bn, bb}

Zauwazmy, ze zdarzenia elementarne nie sg tu jednakowo prawdopodobne.
Popatrzmy na ilustracje tego doswiadczenia.

START

% —— Il préba

H b I b

Prawdopodobienstwo kazdego zdarzenia elementarnego w tym doswiadczeniu jest
iloczynem ™" prawdopodobienistw zajscia zdarzen sprzyjajacych w pojedynczych pré-
bach.

Zatem:

32

P(”n] = l é 3 l.l 1
4 4

9 3
e P(nb) = T P(bn) = iy Fs P(bb) = T

Mozna wykazad, ze ten sposéb obliczania prawdopodobienstwa spelnia zalozenia de-
finicji wprowadzonej na s. 149, w szczegd6lnosci:
9 3 3 1

Pf))=—=+—+—+

A |
16 16 16 16

**Uzasadnienie poprawnosci takiego sposobu obliczania tego prawdopodobienstwa wymaga bardziej
£

Zaawansowanego aparalu matemalycznego.

181 N



N 182 Daziat 2. Kombinatoryka i teoria prawdopodobienstwa

b) Interesuje nas prawdopodobienstwo uzyskania k = 3 sukceséww n = 5 prébach.
Oznaczymy je P-(3) (og6lnie: P, (k)).
Zdarzenia elementarne sa pigcioelementowymi ciggami:

Q = {nnnnn, nnnnb, ..., bnbnn, ..., nbnbb, ..., bbbbn, bbbbb}

1\ [3)?
(—) : (—) «— prawdopodobienstwo zajscia sprzyjajacego

4 4 zdarzenia elementarnego (np. nbnbb)
Zdarzen sprzyjajacych jest tyle, ile jest mozliwo-
Sci wpisania trzech liter b na pigeciu ponumero- ZAlFWRTINY, 2 Wi T8 Endcte: (@)

5 nia, czy wybieramy miejsca
wanych miejscach - mozemy je wybrac na ( 3) na wpisanie b czy n, poniewaz
5 5
sposobdéw (na pozostalych dwdch wpiszemy n). (3 ) = ( 5 )
Zatem prawdopodobienistwo, ze w pieciu rzu- Ogélnie: (n) =( n )
: wot)

tach dokladnie trzy razy kostka upadnie na bialg

o ' ’ ( 5) ( ] )3 ( 3 )2
Scianke, jest rowne «{=1 == ).
3 4 4

Odp.: P5(3) = (i) | G)E | G)E

Jedli uogdlnimy powyzszy przyklad, mozemy stwierdzi¢, ze prawdopodobienistwo
otrzymania k sukceséw (k < n) wnopisanych prébach Bernoulliego (czyli — wn rzu-
tach kostka upadnie na bialg $cianke dokladnie k razy) jest rowne:

P,(k) = (:)(i)a(i)k

Powyzsze rozumowanie prowadzi do twierdzenia, ktére podajemy bez dowodu.

Twierdzenie Bernoulliego

Prawdopodobienstwo uzyskania k sukcesow w schemacie n préb Bernoulliego
wyraza si¢ wzorem:

Pﬂ[k:} = (:) .Pk . qn—k
gdzie p jest prawdopodobienstwem uzyskania sukcesu w pojedynczej probie,
0<p<l,g=1-pil0<ks<n.

Przyktad e zad. 8.4

Rzucamy 10 razy kostka do gry. Obliczymy prawdopodobienstwo, ze szostka wypad-
nie dokladnie
a) 5razy. b) 7 razy.



8. Schemat Bemoulliego

Rozwiazanie

Mamy do czynienia ze schematem 10 prob Bernoulliego. Sukcesem jest wypadnigcie

szostki: n =10, p= %1 q= %

a) k=25, zatem P;5(5) = ( l:) . (é)s ; (%)5

b) k=T, zatem Pia(7) = ( l?ﬂ) . (é)? i (%)ai

Zauwazmy, ze na s. 154 bardzo podobny przyklad 6 zostal rozwigzany bez korzysta-
nia ze schematu Bernoulliego.

Przykiad @) < zad. 838

Obliczymy prawdopodobienstwo, ze w 7 rzutach kostka co najwyzej dwa razy wy-
padnie szostka.

Rozwiazanie
Mamy do czynienia ze schematem 7 préb Bernoulliego. Sukcesem jest wypadniecie

ki 1,5
szostki:n=7, p= o 4=z

Sukces ma wystapi¢ co najwyzej dwa razy, zatem interesuje nas zdarzenie A bedace
alternatywg trzech wykluczajacych sie zdarzen: A = A, U A, U A,, gdzie:

A, oznacza zdarzenie — szostka nie wypadla ani razu,
A, oznacza zdarzenie - szostka wypadta dokladnie raz,
A, oznacza zdarzenie - szostka wypadla dokladnie dwa razy.

Zdarzenia A, A, i A, sie wykluczaja, czyli zadne dwa nie moga zajé¢ réwnoczesnie,

zatem:
7 1\? /5YV? 5\
Plaa)=Pii0= () (2) -(2) = (3
7 1\! /5\¢ 7.5°
P =B0=(7)-(5) -(3) =%
7 1\2 (5\5 21.5°
=P — - o =
P(4) =P,2) (2) 5) (5) 67
5  7.5° 21.5" §° 5° . 8]
P(A):ﬁ_?+ & + = :5(25+35+21): = = (0,904
Odp.: Prawdopodobienstwo tego, ze w siedmiu rzutach kostka szdéstka wypadnie co
5° . 81

najwyzej dwa razy, jest rowne =
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S 184 Daziat 2. Kombinatoryka i teoria prawdopodobienstwa

Przykiad €) « zad.8.13

Rzucamy n razy symetryczna kostka w ksztalcie o§mioscianu fo-
remnego, na ktoérego Sciankach zapisane sg liczby od 1 do 8.
Wyznaczymy najmniejsza liczbg rzutow, przy ktorej prawdopo-
dobienstwo, ze co najmniej raz wypadnie dsemka, jest wieksze
od 50%.

Rozwiazanie

Mamy do czynienia ze schematem »n prob Bernoulliego. Sukcesem jest wypadnigcie
osemki.

e |
p=254=73

Sukces ma wystapic co najmniej raz, zatem latwiej rozwazy¢ zdarzenie przeciwne:
Ay - 6semka nie wypadta ani razu

P(A,) = P,(0) = (E) : (é)“ (=2

Z warunkow zadania wynika nier6wnos¢:

1~P(AD)>%

"

v=(2)'> 2

8 2
(5) <3
= {_
8 2

Do rozwigzania tej nieréwnosci mozna wykorzysta¢ kalkulator, mozna ja réwniez
rozwigzac sposobem wskazanym w przykladzie 9 w temacie 5 (s. 156). Ostatecznie:

n=6

Odp.: Prawdopodobienstwo, ze ésemka wypadnie co najmniej raz, jest wieksze
od 50%, jezeli liczba rzutow wynosi co najmniej 6.

Najbardziej prawdopodobna liczba sukcesow w schemacie
Bernoulliego

Rozwazmy teraz cigg P,(0), P, (1), P,(2), ..., P,(n) w schemacie n préb Bernoul-
liego, w ktorym prawdopodobienstwo uzyskania sukcesu w jednej probie wynosi p,
OD<p<l,g=1-p.

Okazuje sig, e wciagu (P, (k). gdzie P,k) = (1) p 4" i ke (0.1, 2, )

mozna wskazac¢ wartosc najwigksza. Przy powyzszych zalozeniach zachodzi bowiem
nastepujace twierdzenie (dowod pomijamy).
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* Jezeli (n+1)p nie jest liczbg calkowita, to najbardziej prawdopodobna liczba
sukcesow w schemacie n préb Bernoulliego jest najwigksza liczba catkowi-

ta k, taka, ze:
B ko<(n+1)p

* Jezeli (n+ 1)p jest liczbg catkowita, to najbardziej prawdopodobne sa liczby

sukcesow:
(n+1)p-1 oraz (n+1)p

i prawdopodobienstwa ich uzyskania sg réwne.

Przyktad €)  zad. 8.14

Rzucamy trzynascie razy kostka. Obliczymy najbardziej prawdopodobng liczbe wy-
rzuconych szostek.

Rozwigzanie

n=13, p=

L= R

1
6

Odp.: Najbardziej prawdopodobna liczba wyrzuconych szostek jest 2.

|=

m+1)p=—= 2%, czyli ko =2

Przykiad )

W grze w brydza gracz losuje 13 z 52 kart w talii. Niech sukcesem bedzie wylosowanie
wsrod nich czterech asow. Obliczymy najbardziej prawdopodobna liczbe sukcesow
w 20 rozdaniach,

Rozwiazanie
n =20
Liczba wszystkich zdarzen elementarnych w pojedynczej prébie (czyli w jednym roz-

o= [5ZY _ 52
daniu): {} = (13) = 131 30!

Niech A oznacza sukces, czyli wylosowanie przez gracza czterech asow.

R ()(5)- 5
4 9 9! . 391

48! 131390 10-11-12-13 11

9139 521 49.50-51-52 49-5-17
2111 33

i+ 1)p = = <1, cevli kn =0

( )P 49:5-17 3517 7y

Odp.: Najbardziej prawdopodobna liczba sukcesow jest 0.

185 N
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Przykiad €) - zad.8.16

Obliczymy najbardziej prawdopodobna liczbe ortéw wyrzuconych w 49 rzutach
moneta.
Rozwiazanie
1

n =49, p = —2'
50
2
Wynik jest liczba calkowita, zatem najbardziej prawdopodobne liczby wyrzuconych
orlow to 241 25.

(n+1)p=>==25

Odp.: 24125

W kazdym z zadan 8.1-8.3 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz jg i zapisz w zeszycie.

8.1. Rzucamy 5 razy moneta. Prawdopodobienstwo wyrzucenia orfa doktadnie 3 ra-

ZY Wynosi
Kl B 2 & (5)-1. D,
8 16 3/ 8 16

8.2. Rzucamy 5 razy kostka do gry. Prawdopodobienstwo wyrzucenia parzystej licz-
by oczek dokladnie 4 razy wynosi
&t B L C. (5)-l. D2

32 16 4/ 16 32

8.3. Rzucamy 7 razy kostka do gry. Prawdopodobienstwo wyrzucenia szostki do-
kladnie 4 razy wynosi

NHROREE e (")
32 o ()2

8.4. Rzucamy 8 razy moneta. Oblicz prawdopodobienstwo wyrzucenia orla doklad-
nie 3 razy.

8.5. Rzucamy 5 razy kostka szeScienna. Oblicz prawdopodobienstwo wyrzucenia
dokladnie 2 razy liczby oczek podzielnej przez 3.
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8.6. W pudelku sg cztery klocki czerwone i trzy niebieskie. Anto$ losuje z pudetka
trzy razy po dwa klocki ze zwracaniem. Oblicz prawdopodobienstwo dwukrotnego
wylosowania samych czerwonych klockow.

8.7. W urnie znajduje si¢ 6 kul zielonych i 4 zolte. Losujemy z urny 7 razy po 2 kule,
zwracajac je za kazdym razem do urny. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania
pary kul réznych koloréw dokladnie cztery razy?

8.8. Z talii 52 kart losujemy 6 razy ze zwracaniem po jednej karcie. Oblicz prawdo-
podobienstwo wylosowania kiera co najwyzej 4 razy.

8.9. W pewnej grze prawdopodobienstwo wygranej w jednej rozgrywce wynosi 0,5.
Co jest bardziej prawdopodobne: wygranie 2 rozgrywek z 4 czy 3 rozgrywek z 62

8.10. Rzucamy dwiema szeSciennymi kostkami do gry. Rozwazamy zdarzenia:

A - parzysty iloczyn liczb oczek pojawi sie dwa razy w 4-krotnym rzucie kostkami,
B - suma liczb oczek na obu kostkach podzielna przez 3 pojawi si¢ trzy razy w 5-krot-
nym rzucie kostkami.

Oblicz prawdopodobienstwa P(A) oraz P(B). Ktdre z nich jest wieksze?

8.11. Jedno podejscie do gry polega na réwnoczesnym rzucie kostka i moneta. Gracz
wygrywa, gdy wypadnie szostka i orzel. Jakie jest prawdopodobienstwo wygrania trzy
razy w pieciu podejéciach?

8.12. Pewien test sklada sie¢ z 12 zadan, w ktorych nalezy oceni¢, czy zdania sa praw-
dziwe czy falszywe. Podanie co najmniej 8 poprawnych odpowiedzi zalicza ten test.
Jakie jest prawdopodobienistwo zaliczenia testu przez osobg, ktéra na wszystkie py-
tania odpowiada losowo?

8.13. Harcerze otrzymali polecenie od druzynowego, aby przeprowadzi¢ wywiad
z ciekawym czlowiekiem. Prawdopodobienstwo tego, ze harcerzowi uda si¢ wykonac
to zadanie, jest r6wne 0,4. [lu harcerzy musi wyruszy¢ w teren, aby prawdopodobier-
stwo, ze co najmniej jeden wywiad zostanie przeprowadzony, bylo wieksze od 99%?

8.14. Rysiek rzuca 20 razy trzema monetami. Jesli wypadna trzy orly - zjada cia-
steczko. Oblicz najbardziej prawdopodobna liczbe zjedzonych przez niego ciasteczek.

8.15. Dziadek Stefan twierdzi, ze za czaséw jego
mliodosci prawdopodobienstwo tego, ze na Swieta
Bozego Narodzenia spadnie $nieg, bylo réwne 90%.
Przyjmujac, ze dziadek ma racje, oblicz najbardziej
prawdopodobna liczbe swiat ze $niegiem w ciagu
18 lat jego mlodosci.
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8.16. Prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany uczen pewnej szkoly spozni sie na
lekcje w poniedzialek rano, jest réwne 0,15. Oblicz najbardziej prawdopodobna licz-
be tych uczniow 19-osobowej klasy, ktorzy przyjda w najblizszy poniedzialek punk-
tualnie.

* 8.17. W kazdej z szesciu urn jest 14 kul. Liczba kul bialych w urnie o numerze k jest
rownakdla k € {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Pozostale kule sg czarne. Rzucamy kostka szescien-
ng, a nastepnie losujemy jedna kule z urny o numerze réwnym liczbie wyrzuconych
oczek. Procedure te powtarzamy cztery razy. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze
dokladnie dwa razy wylosujemy w opisany sposadb kule biala.

1. Ztalii 52 kart losujemy piec razy ze zwracaniem po jednej karcie. Ocen prawdzi-
wos¢ podanych zdan.
Prawdopodobienstwo wylosowania

2

2 2
A. dokladnie dwa razy asa wynosi G) : (l) . (ﬁ) :

26

5 Eie yane

B. dokladnie trzy razy pika wynosi (3) 1) -(Z) .
I

C. co najmniej raz asa kier 05l (5) (—)1 (3)4

' JREEE s 1/ \52 52/ °
2. W urnie jest 5 kul zielonych i 7 czerwonych. Losujemy z urny 8 razy ze zwraca-
niem po jednej kuli. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania kuli zielonej do-
kladnie trzy razy?

3. Prawdopodobienstwo opdznienia autobusu, ktorym pani Edyta dojezdza do pra-
cy, jest rowne 0,2. Oblicz prawdopodobienstwo tego, Ze w ciagu pieciu dni autobus
spoOZni sie nie wiecej niz jeden raz.

0 4. Rzucamy 10 razy dwiema szesciennymi kostkami do gry. Wykaz, ze prawdopodo-

bienstwo zdarzenia A - dokladnie dwa razy iloczyn liczb wyrzuconych oczek bedzie
9

wiekszy od 20, jest rowne o
5. Prawdopodobienstwo trafienia do celu w jednym strzale wynosi 0,6. Ile strzalow
nalezy odda¢, aby z prawdopodobienstwem wigkszym od 99% cel zostal trafiony co
najmniej raz?



9. Powtorzenie

Zadania zamkniete

W kazdym z zadan 1-10 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wrybierz ja 1 zapisz w zeszycie.

1. Wskaz liczbe podzbioréw zbioru siedmioelementowego.

A. 7 B. 2’ . (Z) D. 7!

2. Czternastoosobowa grupe przedszkolakow, do ktérej nalezg blizniaki Ja$ i Stas,
podzielono losowo na dwa siedmioosobowe zespoly. Prawdopodobienstwo tego, ze
Jas i Stas znajda si¢ w réznych zespolach, wynosi

()
J |
Pl B, 8 C D

2 o1 I

3. W urnie sa 2 kule biale i 3 czarne. Losujemy dwie kule bez zwracania. Prawdopo-

dobienstwo, ze wsrod wylosowanych kul co najmniej jedna jest czarna, wynosi

3 3 9 2
A. - . —. . —. D. -.
5 5 20 & 10 3

tn | s

4. Zdarzenia A i B zawarte w zbiorze () sa takimi zdarzeniami losowymi, ze

P(ANB) = 1—12 oraz P(B|A) = i Wynika stad, ze P(A']jest rowne

D. 2.

A B = C.
3 4

3

b | =

5. W pierwszym koszu jest 14 jablek i 18 gruszek, a w drugim 20 jablek i 12 gruszek.
Rzucamy szescienng kostka do gry. Jezeli wypadnie liczba oczek podzielna przez trzy,
to losujemy jeden owoc z pierwszego kosza, w przeciwnym przypadku losujemy jeden
owoc z drugiego kosza. Wskaz prawdopodobienstwo wylosowania gruszki.
A= B. 2 ot D. —

4 3 16 16
6. Rzucamy szes¢ razy kostka do gry. Prawdopodobienstwo otrzymania co najmniej
cztery razy liczby oczek wiekszej od dwoch jest réwne

22990 B E it D
729 727 729 727

7. Wiadomo, ze A, B ¢ (), P(A|B) = 0,75, P(AN B) = 0,6. Zatem P(B) jest rowne
A. 0,15. B. 0,35. C. 0,45. D. 0,8.
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8. Rzucamy 10 razy moneta. Prawdopodobienstwo wyrzucenia reszki dokladnie

7 razy wynosi
g 15 10 1 3
Ao ST Bt I Ct ( ) gl Dt il
10! 128 74 ¥ 8

9. Rzucamy 6 razy kostka do gry. Prawdopodobienistwo wyrzucenia co najwyzej
dwoch oczek dokladnie 2 razy wynosi
4
Aot B L C. ((‘)-5—. et
6 16 2) 6° 243
10. Rzucamy 5 razy czworo$cienng kostka do gry, na ktorej Sciankach sa cyfry od 1
do 4. Prawdopodobienstwo wyrzucenia cyfry 4 dokladnie 3 razy wynosi

2 45 45 135
At —an . = f Ct “ Dt f
20 512 256 256

W zadaniach 11-20 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

11. Liczba ( ]52 ) jest podzielna
A. przez 52, B. przez 3 C. przez 2,

12. Liczba permutacji zbioru 2n-elementowego jest 120 razy wieksza od liczby per-
mutacji zbioru n-elementowego.

A. Jest to mozliwe dla n = 3.

B. Jest to mozliwe dla n = 6.

C. Taka sytuacja jest niemozliwa.

13. Liczba sposobow, na ktore mozna rozmiescic dziesie¢ osob w trzech pokojach:
piecioosobowym, trzyosobowym i dwuosobowym, jest rowna

A()G)GEY BG)GE eG)G6)
5 3 2 3 2 5 3
14. Ze zbioru wszystkich liczb naturalnych czterocyfrowych losujemy jedng. Praw-

dopodobienstwo, ze wylosowana liczba jest podzielna przez

ol " o 1
A. 3 wynosi 3 B. 7 wynosi = C. 225 wynosi o

15. W urnie s3 2 losy wygrywajace i 18 przegrywajacych. Kupujemy 2 losy. Prawdo-
podobienstwo kupienia

A. dwoch loséw wygrywajacych jest rowne é-l—é

B. dwoch losow przegrywajacych jest rowne g

C. dokladnie jednego losu wygrywajacego jest rowne 12—9



9. Powtorzenie

16. Z pudelka, w ktérym sa 3 kule biale i 2 czarne, losujemy trzy razy bez zwracania
po jednej kuli. Prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej

A. za pierwszym razem jest rowne 0,6.

B. za drugim razem jest rowne 0,6.

C. za trzecim razem jest rowne 0,6.

17. Zdarzenia A, B, C tworza uklad zupelny. Zatem
A. P(A) + P(B) + P(C) = 1. B. PLAUBUC) = 1. C. P(ANBNC) =0.

18. Zdarzenia A, B C Q) si¢ wykluczaja. Wynika z tego, ze
A.A'nB =0 B. AUB=Q. C.B-A=B.

19. Dane sg zdarzenia A, B c Q) takie, ze P(A) = 0,6, P(B) = 0,8. Zatem
A. P(AN B) = 0,48. B. P(ANnB) =04 C. P(AN B) < 0,6.

20. Dane sg zdarzenia A, B c () takie, ze P(A|B) = P(B|JA). Wynika z tego, ze
A. P(A) = P(B). B. P(ANB) =0. C. P(A)=0i P(B) =0.

Zadania otwarte krotkiej odpowiedzi

21. Ileliczb pigciocyfrowych o réznych cyfrach i mniejszych od 24 000 mozemy ulo-
zyczcyir 1,2, 3,4, 5, 62

22, Tlle jest wszystkich podzielnych przez 5 liczb czterocyfrowych o réznych cyfrach?
23. Mamy 12 réznych przypraw. Kazda z nich mozemy dodac do sosu. Ile réznych
rodzajow sosu mozemy w ten sposob przygotowac?

24. Dane sg zdarzenia A, B c Q) takie, ze P(A) = -, P(B) = é oraz P(ANB) = %

Oblicz P(A U B).

| =

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

25. Wykaz, ze suma wspolczynnikow (:) rozwiniecia dwumianu Newtona dla
k parzystego jest rowna sumie wspolczynnikow dla k nieparzystego.

26. Naile sposobow mozemy tak poprzestawiac cyfry w liczbie 13 742, aby otrzymac
liczbe podzielna przez 47

27. lle jest liczb osiemnastocyfrowych, w ktorych zadna cyfra nie jest zerem i Zadna
cyfra nie wystepuje wiecej niz dwa razy?

28. Dane sa zdarzenia A, B c Q) takie, ze P(A) = 0,5, P(B') = 0,6 oraz
P(AU B) = 0,7. Oblicz P(A’|B).

191
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0 29. Dane sg zdarzenia A, B c () takie, ze P(A|B) = 0,4 oraz P(B|A) = 0,5. Wykaz,
ze P((ANnB)|(AUB)) =

-

3

30. Zezbioru{l, 2, ..., 7} losujemy trzy razy po jednej liczbie bez zwracania. Oblicz
prawdopodobienstwa zdarzen:

A - suma trzech wylosowanych liczb jest liczba parzysta,

B - iloczyn trzech wylosowanych liczb jest liczba parzysta.

31. Wsrod losow loterii fantowej jest szes¢ wygrywajacych. Jaka musi byc¢ liczba lo-
sow, aby prawdopodobienstwo tego, ze zakupione dwa losy beda wygrywajace, bylo

wigksze od %?

32. W urnie sg 3 kule biale i 5 czarnych. Kiedy wylosowanie dokladnie dwoch kul
biatych jest bardziej prawdopodobne: gdy losujemy trzy razy po jednej kuli ze zwra-
caniem czy bez zwracania?

33. W koszu jest pewna liczba piteczek kolorowych i 6 bialych. Wyciagamy dwie
piteczki bez zwracania. Ile pileczek znajduje sie w koszu, jezeli prawdopodobienstwo
wyciagniecia dwoch piteczek kolorowych wynosi 0,5¢

34. W urnie sa 3 kule biale, 2 czarne i 4 zielone. Losujemy dwie kule z urny bez zwra-
cania. Jesli wylosowane kule sg tego samego koloru, to rzucamy raz kostka do gry.
W przeciwnym razie rzucamy kostka dwa razy. Oblicz prawdopodobienstwo zda-
rzenia, ze dokladnie na jednej kostce otrzymamy 5 oczek.

35. W pewnym miescie przeprowadzono sondaz na temat budowy obwodnicy.
Przeciw tej budowie wypowiedzialo si¢ 60% mieszkancow, w tym 70% handlowcow.
Pozostale osoby poparly projekt, wsrdd nich 20% handlowcow. Oblicz prawdopodo-
bieristwo, ze losowo wybrana w tym miescie osoba

a) jest handlowcem i zwolennikiem obwodnicy.

b) jest handlowcem.

c) popiera budowe obwodnicy, jezeli wiadomo, zZe jest handlowcem.

36. Jacek rzucil osiem razy kostka i otrzymal dwie szostki. Jakie jest prawdopodo-
bieristwo, ze w ostatnim rzucie wypadla széstka?

37. W kazdym z 6 pudelek znajduje si¢ jedna kula niebieska, cztery zolte i cztery
zielone. Z kazdego pudelka losujemy dwie kule. Oblicz prawdopodobienstwo, ze co
najmniej z dwoch pudelek wylosujemy kule o réznych kolorach.

38. Rzucamy n razy dwiema kostkami szesciennymi do gry. Dla jakich n prawdopo-
dobienstwo wyrzucenia co najmniej raz na kazdej z kostek nieparzystej liczby oczek
jest wieksze od 0,757
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1. Dowody w geometrii

Umiejetnosci:
* dowodzenie twierdzen z zakresu geometril ptaszczyzny

Od poczatku nauki w szkole sredniej spotykamy sie¢ z dowodami — zaréwno war-
tych zapamigtania ogolnych faktow matematycznych (np. twierdzenie Pitagorasa lub
wzory skroconego mnozenia), jak i mniej ogélnych, podawanych czesto w postaci za-
dan typu ,Udowodnij (...)". Ten dzial w calosci poswiecimy dowodzeniu — omowi-
my kolejno dowodzenie wlasnosci figur geometrycznych oraz dowody w arytmetyce
i w algebrze. Uzupelnimy rowniez poznane juz twierdzenia o obowiazujace dowody,
ktore zostaly wezesniej pominiete.

Przypomnijmy: « Pojecie pierwotne - pojecie niedefiniowane (1))
Twierdzenie matematyczne to zdanie w danej teorii, uznawane za intuicyjnie
zrozumiale.

orzekajace prawdziwe, ktére mozna

o : e + Aksjomat - w danej teorii stwierdzenie
udowodnié, wykorzystujac pojecia

intuicyjnie oczywiste, klore przyjmuje sig
pierwotne, znane definicje, aksjomaty bez dowodu.
oraz wczesniej udowodnione » Zdanie zbudowane na wzor twierdzenia, ale

: 2 nieudowodnione, nazywane jest hipoteza.
twierdzenia. ywane} poteza

Wigkszosc twierdzen rozpatrywanych podczas nauki w szkole sredniej ma postac:
Jezeli zalozenie, to teza.

Zalozenie opisuje warunki, w ktorych twierdzenie moze byc stosowane.

Teza to prawdziwe wnioski wynikajace z zalozen.

Dowdd twierdzenia to proces polegajacy na logicznym wnioskowaniu (dedukcji),
prowadzacy do wykazania, ze podane zdanie jest prawdziwe.

Niektore twierdzenia maja postac:
A wtedy i tylko wtedy, gdy B.

Udowodnienie tak sformutowanego twierdzenia polega na wykazaniu prawdziwosci
dwoch zdan:
Jezeli A, to B. oraz Jezeli B, to A.

Aby udowodni¢ wlasnoéci figur, warto:
I.  wykonac czytelny rysunek, czyli: «— zobacz przyklady 1, 4
* wprowadzi¢ wygodne oznaczenia,
* oznaczy¢ znane katy, boki itp.,
* wyrdznic rowne odcinki, katy,
* uzyc¢ roznych kolorow lub rodzajow linii,
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II. uzupelni¢ dany rysunek przydatnymi elementami, aby:  «— zobacz przyklady 1, 4
* pokaza¢ podane zaleznodci,
* zastosowac odpowiednie twierdzenia,

I1L. zastosowaé poznane definicje i twierdzenia, «— zobacz podane przyklady
IV. wykona¢ potrzebne przeksztalcenia i obliczenia. «— zobacz przyklady 2, 3

Fakty, z ktorych najczesciej bedziemy korzysta¢ w dowodach geometrycznych, to:

» whasnosci katow (katy: wierzchotkowe, przylegle, utworzone przez prosta przeci-
najaca proste réwnolegle; suma katéw w wielokacie; katy w kole; kat miedzy stycz-
na a cigciwa),

= nieréwnosc trojkata,

» wlasnosci czworokata wpisanego w okrag i czworokata opisanego na okregu,

* cechy przystawania trojkatow, cechy podobienstwa trojkatow,

* twierdzenie Pitagorasa i twierdzenie odwrotne do niego,

* twierdzenie Talesa i twierdzenie odwrotne do niego,

* twierdzenie o dwusiecznej, twierdzenie o srodkowych w tréjkacie,

* twierdzenie sinusow, twierdzenie cosinusow,

» wlasnosci wektorow,

* wzory na pola i obwody figur.

Przyktad €)

Wykazemy, ze jezeli w trojkacie dwa boki sa roznej dlugosci,
to naprzeciw dluzszego boku lezy wiekszy kat.

C

Zatozenia
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

|CB| > |CA|
leza

4A > 4B A b
Dowad
Prowadzimy dwusieczng CM, a na pétprostej CB od- C
kladamy odcinek CD tak, zeby |CD| = |CA].
Punkt D nalezy do boku BC trojkata i jest rozny od
wierzcholka B, poniewaz |CB| > |CA|. D
Tréjkaty AMC i DMC (zob. rysunek) sa przystajace
na mocy cechy bkb, zatem: A M B

IMAC =aMDC «—— odpowiednie katy w trojkatach przystajacych
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Kat MDC jest katem zewnetrznym w tréjkacie MBD.
IMDC =<4DMB +<4B «—— twierdzenie o kgcie zewnetrznym trojkata
J4A =<4DMB + 4B «—d4MDC =44

Zatem 4A >4B.

Koniec dowodu

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Udowodnimy teraz twierdzenie, ktére podalismy W starozytnym Egipcie i Ba- (1)
w drugiej klasie bez dowodu. Jest ono czgsto sto- bilonie ok. 4000 lat temu to
A i twierdzenie bylo wykorzystywa-
sowane w celu sprawdzenia, czy trojkat o danych . : 2
. ne jako sposob wyznaczania kata
bokach jest prostokatny, ostrokatny, czy rozwar- prostego.
tokatny.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Jezeli w tréjkacie suma kwadratéow dlugosci dwoch bokow jest rowna kwadra-
towi dlugosci trzeciego boku, to kat lezacy naprzeciw tego boku jest prosty.

Zatozenia
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. C
d=a’+b’
b i
Teza
J4ACB = 90° A = B
Dowaod

Dowdd twierdzenia odwrotnego przeprowadzimy, wykorzystujac twierdzenie Pita-

gorasa.

Zalozmy, ze dany tréjkat ABC ma boki dlugosci a, b, ¢ spelniajace warunek
2 32 2

a+b =c.

Zbudujmy tréjkat A'B'C’, w ktérym:
|B'C'| =a, |A'C'| =b, 4A'C'B = 90°
Na mocy twierdzenia Pitagorasa trzeci bok tréjkata A'B'C" ma dlugos¢ ¢, zatem:
AA'B'C' = AABC «— cecha bbb przystawania tréjkatow
czyli 4ACB = 90°.

Koniec dowodu
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Zauwazmy, ze twierdzenie Pitagorasa i twierdzenie odwrotne do niego moglibysSmy
sformutowac jako jedno twierdzenie:

Trojkat o bokach a, b, c takich, ze a < b < ¢, jest prostokatny o kacie prostym
lezgcym naprzeciw boku ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy a” + b” = ¢*.

Przyktad &)
Sprawdzimy, czy tréjkat o bokach dlugosci 11, 60 i 61 jest prostokatny.

Rozwiazanie
Liczby 11, 60, 61 spelniaja nieréwnos¢ trojkata, wigc trojkat o bokach podanej diu-
gosci istnieje.
W tréjkacie prostokatnym dwa katy sa ostre, czyli najdluzszym bokiem moze by¢
tylko przeciwprostokatna. Wystarczy wiec sprawdzic, czy zachodzi réwnosc
11° + 60° = 61°.

11° + 60° = 121 + 3600 = 3721 = 61°
Zatem, na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa, badany trojkat
jest prostokatny.

Diugosc¢ tuku i pole wycinka kotowego

Przypomnijmy:

* Obwdd L kola o promieniu r jest rowny L = 2mr.

s Pole P kota o promieniu r jest réwne P = 7r’.

* Wycinkiem kolowym nazywamy kazdg z dwoch czesci, na ktore dzielg kolo dwa
niepokrywajace sie promienie.

Wyprowadzenie wzorow na obwdd i pole kola wymaga bardziej zaawansowanego
aparatu matematycznego, niz przewiduje to podstawa programowa szkoly ponad-
podstawowej. Rowniez bez dowodu podamy dwa twierdzenia, ktore prowadza do
wyznaczenia dlugosci tuku oraz pola wycinka kolowego w kole o promieniu r.

Dtugos¢ tuku okregu jest proporcjonalna do kata srodkowego odpowiadajacego
temu tukowi.

Pole wycinka kolowego jest proporcjonalne do kata srodkowego odpowiadaja-
cego temu wycinkowi.
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* Niech Ly, oznacza dlugos¢ luku AB wyznaczonego w kole
o promieniu r przez kat rodkowy a wyrazony w stopniach
(zob. rysunek).

Zauwazmy, ze jezeli mamy w tym kole kilka wycinkow wyzna-
czonych przez katy §rodkowe «,, a5, a5, ..., o lukach odpo-
wiednio Ly , Ly,, Ly, ..., to namocy twierdzenia 1 zacho-

dzg réwnosci:

Ly, a Lw, o Lv, a 4
=" n F 1 T— = — 1qa.
Ly, a3 Ly, a;

Lu.rl (e

W szczegdlnym przypadku:

§ o
% = 150° «— kat srodkowy o mierze 180° wyznacza pélokrag
i stad dtugos¢ Ly, tuku AB jest réwna: Wzér na dlugoéé tuku czesto (1))
« podawany jest tez w postaci:
Lw = 155 * ™ T B
~ 300

* Niech Py, oznacza pole wycinka kolowego wyznaczonego w kole o promieniu r
przez kat srodkowy o wyrazony w stopniach (zob. rysunek).

Podobnie jak poprzednio skorzystamy z rownosci stosunkow wielkosci proporcjo-

nalnych:
Py o . i
E’E = v «~— kat srodkowy o mierze 360° wyznacza okrag

i stad pole Py, wycinka kolowego wyznaczonego przez kat srodkowy a wynosi:

o 2
P = .
W= 3600

Przykiad €) 3
Wykazemy, ze linia czerwona (polokrag o promieniu 2,5 cm) \r
taczaca punkty A i B jest dluzsza od sumy dwéch niebieskich A
tukow wyznaczonych przez katy 59° i 90° w okregach o pro- b -
mieniach 2,8 cm (zob. rysunek). \ .

Dowod v

Dlugosc¢ (w cm) czerwonego potokregu jest rowna L, = 2,57,
Dlugos¢ (w cm) tuku wyznaczonego przez kat 90°, czyli jedna czwarta obwodu kota
0 promieniu 2,8 cm, wynosi L, = 1,4m.



1. Dowody w geometrii 199 S

Dtugosc (w em) tuku wyznaczonego przez kat 59° wynosi:
Ly = E‘E*Z,S: E-1,3-1-?1
180 90
Dlugos¢ (w cm) niebieskiej linii rowna sie:
59 B9 149
Ly+L;=14n+ 50 1,41 = 1,411(1 + E) = 1,4n-¥

Porownamy wielkosci L, i L, + L;. W tym celu zbadamy ich iloraz:
Ly+L; 14m-149 2086

i 90-2,5m 2250
Zatem L, + L3 < L,.

|

Koniec dowodu
Zwigzki miarowe w wielokatach

Przyktad €

W kwadracie ABCD punkty E i F sa odpowiednio srodkami bokow AB i BC. Wyka-
zemy, ze odcinki DE i DF dzielg przekatna AC na trzy rowne czesci.

Zalozenia D C
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
* ABCD jest kwadratem. N 7
* |AE| = |EB| M
* |BF| = |FC|
Teza A E B
|AM| = |[MN| = [NC]
D C
Dowod
Prowadzimy przekatng DB 1 jej punkt przecigcia z AC ozna- N
czamy litera K, jak na rysunku. K F
|AM| = [NC| i |IMK|=|KN| «— prosta BD jest osia M
symetrii kwadratu ABCD
A I B

W trojkacie ABD punkt K jest srodkiem boku BD. Zatem odcinki AK oraz DE s3
w tym trojkacie srodkowymi i przecinaja si¢ w punkcie M. Oznacza to, ze:

|AM| = 2|MK| — twierdzenie o punkcie przecigcia srodkowych tréjkata
co, wobec rownosci |[MK]| = |[KN|, konczy dowod.

Koniec dowodu
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Przykiad )

Dany jest taki czworokat wypukly ABCD, ze okregi wpisane w trojkaty ABC i ADC
sg styczne. Wykazemy, ze w czworokat ABCD mozna wpisac okrag.

Zatozenia

Czworokat ABCD jest wypukly.

Okregi wpisane w trojkaty ABC i ADC sa styczne.
Teza

W czworokat ABCD mozna wpisac okrag.

Dowod

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

M,, M,, M;, M,, M- to punkty stycznosci

z odpowiednimi bokami tréjkatow ABC i ADC.

Na mocy twierdzenia o odcinkach stycznych otrzymujemy:

IAM|| = |AM1| = |AM3| |BM4i = IBMJ[
|CM4| = CM:' = |CM5| |DM|| = |DM5J
Zatem:

|AB| + |DC| = |AM;| + |BM;| + [DM;| + |CM;| =
= |AM,| + |BM,| + |DM,| + |CM,| = |BC| + |AD|

Wykazalismy, ze sumy dlugosci przeciwlegltych bokow czworokata ABCD sa rowne,
co oznacza, Ze w ten czworokat mozna wpisac okrag.

Koniec dowodu
Y,

Przypomnijmy twierdzenie udowodnione w podreczniku do klasy drugiej (s. 290).

Twierdzenie

W trojkacie prostokatnym kwadrat wysokosci poprowadzonej z wierzcholka
kata prostego jest rowny iloczynowi dlugosci odcinkéw, na ktore ta wysokosé
podzielila przeciwprostokatna.

Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie.

" Twierdzenie

Jesli CD jest wysokoscig trojkata prostokatnego ABC o kacie prostym BCA, to:
|AC* = |AB| - |AD| i |BC|* = |AB| - |DB]
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Dowod

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
AACB ~ AADC ~ ACDB

Wykorzystamy nastepujace proporcje, aby

wyprowadzic kolejne zwiazki miarowe doty-

czace trojkata prostokatnego:

A

b

® -~ = % «— z podobienstwa trojkatow DAC i CAB
c
a

o 21 «—— z podobienstwa trojkatow DCB i CAB
c a

Stad:

e bP=c-p e a*=c-q

Konlec dowodu

1.1. Dany jest czworokat ABCD, w ktorym |AB| = |AD| i |BC| = |[DC|. Wykaz,
ze 4ABC =4 ADC.
1.2. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Wiadomo, ze

¥y .. 8, o =
= 5i ;_4. Wykaz, ze z = 72. e z

1.3. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 1. Proste k i [ sa rownoleglte. Udowodnij,
ze « = 84°,

1.4. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 2. Wykaz, ze a = 35°.

1.5. Dany jest trapez ABCD (AB || DC). Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 3.
Wykaz, ze |BC| = 15V/2.

5 4

39°
\Im ! ]?r 451:
BN b
B A 8 E F B
Rys. 1. i Rys. 3.

1.6. Wykaz, ze w czworokacie o bokach rownej dlugosci przeciwlegle katy sa rowne.

201 .
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1.7. W tréjkacie ABC poprowadzono srodkowa BM, a nastepnie na potprostej BM
wyznaczono taki punkt D (rézny od punktu B), ze |BM| = |MD|. Udowodnij, ze
|BC| = |AD|.

1.8. W trapezie ABCD (AB || DC), w ktérym
4BAD = 70°, poprowadzono odcinek BM tak,
ze |MD| = |DC| (zob. rysunek). Odcinek BM
jest zawarty w dwusiecznej kata ABC,
a 4BMC = 55°. Wykaz, ze a = 105°.

B

1.9. W tréjkatach ABC oraz A'B'C’ poprowadzono dwusieczne BD i B'D’. Wia-
domo, ze |BD| = [B'D'|, 4BDC = 4B'D'C’ i 4B = <B'. Udowodnij, ze tréjkaty
ABC oraz A'B'C' s3 przystajace.

1.10. Wykaz, ze dwa wierzcholki tréjkata s jednakowo oddalone od prostej, ktora
zawiera srodkowg poprowadzona do boku taczacego te wierzchotki.

1.11. Wykaz, ze w trojkacie prostokatnym $rodkowa poprowadzona z wierzchol-
ka kata prostego rowna jest polowie przeciwprostokatnej i dzieli ten trojkat na dwa
trojkaty rownoramienne.

1.12. Wysokosc¢ trojkata zawiera si¢ w dwusiecznej jednego z jego katow wewnetrz-
nych. Wykaz, ze trojkat ten jest rownoramienny.

1.13. Wykaz, ze czworokat jest rownoleglobokiem wtedy i tylko wtedy, gdy jego
przekatne przecinaja si¢ w punkcie, ktory jest srodkiem kazdej z nich.

1.14. W tréojkacie ABC, w ktorym miara kata B jest dwa razy wigksza od miary ka-
ta A, poprowadzono dwusieczng BD. Udowodnij, ze trojkat BDC jest podobny do

trojkata ABC.
1.15. Dany jest trojkat ABC, w ktérym |AB| = 7, |AC| = 3, 4BAC = 60°. Dwu-
sieczna kata CAB przecina bok BC trojkata w punkcie E. Wykaz, ze |AE| = %ﬁ

1.16. W trojkacie rownoramiennym ABC, w ktorym |AC| = |BC|, wysokos¢ CD
35

jest rowna podstawie. Wykaz, ze cos<A = 5

1.17. Punkt M lezy wewnatrz prostokata ABCD D C
jak na rysunku obok. Udowodnij, ze:

|IAM)? + |CM|* = |BM|* + |DMJ?




1. Dowody w geometrii

1.18. Promien pélkola (rys. 1) jest rowny 1. Wykaz, ze pole niebieskiej figury jest
wieksze od pola figury szarej.

1.19. Dane s dwa wycinki kolowe (rys. 2) o promieniach |[OA| = V13 i |OD| = /5.
Kat wypukly AOB ma miare 100°. Wykaz, ze
a) pola obu wycinkéw sa réwne.

b) dlugosc tuku wycinka AOB jest mniejsza od diugosci tuku wycinka COD.

1.20. W wycinek kota o promieniu r wpisano koto o promieniu g (rys. 3). Wykaz,

7e o = 60°.

B A
C D
é il:_u\ }
1 s 1

Rys. 1. Rys. 2.

1.21. Dwa kola, kazde o polu réwnym S, sa zawarte w pro- D C
stokacie ABCD tak jak na rysunku. Wykaz, ze pole / \
a) prostokata ABCD jest rowne £ \M N/

" (36-81-3v3)S

b) zamalowanego obszaru jest rowne = ; A B
1.22. Dane sg dwa polokregi o wspolnym $rod- R

ku O i srednicach odpowiednio AB i CD (punkty

A, B, C, D i O sg wspdlliniowe). Punkt P lezy na /
wewnetrznym polokregu, punkt R lezy na zewnetrz- f P X

nym polokregu, punkty O, P i R s3 wspolliniowe. A c O D B

Udowodnij, ze <APB +<4CRD = 180°.

1.23. Proste zawierajace wysokosci AE i BF trojkata ABC przecinajg sie w punk-
cie H. Wiadomo, ze |AH| = |[BH|. Wykaz, ze tréjkat ABC jest rownoramienny.

* 1.24. W ostrokatnym tréjkacie ABC poprowadzono wysokosci AE i CF. Wykaz, ze
symetralna odcinka EF przecina bok AC w jego srodku.
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1.25. Z dowolnego punktu D nalezacego do boku AB trojkata réwnobocznego ABC
poprowadzono prostopadle do bokéw BC i AC odcinki DM i DN - zob. rysunek 1.
Wykaz, ze suma |DM| + [DN]| jest rowna wysokosci trojkata ABC.

1.26. Wykaz, ze suma odleglosci dowolnego punktu wewnetrznego tréjkata od jego
wierzcholkow jest wigksza od polowy obwodu tego tréjkata.

*1.27. W ostrokatnym tréjkacie ABC poprowadzono wysokosci AA,, BB, i CC,
(zob. rysunek 2). Wykaz, ze
a) trdjkaty AC,B,, C,BA, i B, A,C sa podobne.
b) punkt M jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat C, B, A,.

1.28. Nadwoéch bokach prostokata ABCD zbudowano tréjkaty rownoboczne ADM
i BAK, jak na rysunku 3. Wykaz, ze tréjkat MKC jest réwnoboczny.

D C

——

M

K
Rys. 1. Rys. 2. Rys. 3.

#1.29. Przekatna BD trapezu ABCD jest prostopadla do ramienia AD i zawiera si¢
w dwusiecznej kata ABC. Wykaz, ze pole trojkata ABD jest dwa razy wieksze od pola
trojkata BCD.

1.30. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD. Przekatne tego trapezu prze-
cinaja sie¢ w punkcie M. Wykaz, ze |[MA|-|MD| = |[MB| - |[MC]|.

* 1.31. Przekatne trapezu ABCD przecinaja sie w punkcie D C
M (zob. rysunek). Pole trojkata ABM jest rowne Py, po-
le trojkata DCM jest rowne P,. Wykaz, ze pole trapezu

ABCD jest réwne P = (\/P, +\/P,)".

1.32. W tréjkacie ABC wysokos¢ CD i srodkowa CE
dziela kat ACB na trzy rowne czesci (zob. rysunek). Wykaz, Ab\y
ze 4ACB = 90°.




1. Dowody w geometrii

1.33. Niech w tréjkacie prostokatnym a i b oznaczaja dtugosci jego przyprostokat-
nych, ¢ oznacza dlugo$c przeciwprostokatnej, r — promien okregu wpisanego w ten
trojkat, R - promien okregu opisanego na tym trojkacie. Wykaz, ze

a+b-c

a) F= = b) 2r+2R=a+b.

1.34. Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym DC = i_ﬁ Wykaz, ze punkt
przeciecia przekatnych tego czworokata dzieli kazda z przekatnych w stosunku 1 :4.

1.35. Okrag wpisany w trapez ABCD (AB || DC) jest styczny do ramion AD i BC
odpowiednio w punktach M i N. Wykaz, ze |AM|- |[MD]| = |BN| - |[NC].

1.36. W polkole o srodku A i promieniu R wpisano
okrag o srodku B i promieniu 0,5R styczny do Sredni-
cy, a nastepnie okrag o $rodku C i promieniu r stycz-
ny jednoczeénie do wpisanego okregu oraz do $rednicy,

jak na rysunku. Wykaz, ze r = éR. A R

1.37. Punkt P nalezy do okregu opisanego na kwadracie o boku a. Wykaz, ze suma
kwadratéw odlegloéci punktu P od wierzchotkéow tego kwadratu ma stala warto$é,
niezalezna od wyboru punktu.

1.38. Na przeciwprostokatnej AB trojkata prostokatnego ABC zbudowano kwadrat
AN MB na zewnatrz tego trdjkata. Srodek S kwadratu polaczono odcinkiem z wierz-
chotkiem C trojkata. Wykaz, ze 4ACS = 4SCB.

1.39. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 4. Wykaz, ze L % ot
(¥ C

1.40. Nabokach ABi AC tréjkata ABC wybrano odpowiednio punkty K i M takie,

ze AR] ACH) 2 Odcinki BMiCK przecinaja si¢ w punkcie P, jak na rysunku 5.
IKB| ~ |MA| 2

Wykaz, ze pole tréjkata PKB stanowi % pola trojkata ABC.

a

Rys. 4. Rys. 5.
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Kiedy w 1918 r. Polska odzyskata niepodlegtosc, jedna z dziedzin wymagajacych
odbudowania byta nauka. Z ogromnym sukcesem udato sie to polskiej matematyce,
ktéra przebojem dotaczyta do swiatowej elity. Dzi$ o matematykach i ich ogromnych
osiagnieciach z tamtego okresu mowi sie: polska szkota matematyczna.

Warszawa i Lwow

MNajwiekszy wplyw na sukces polskiej szkoly matematycznej mialy dwa
srodowiska naukowe, dziatajace na uniwersytetach w Warszawie i we Lwowie.
Pierwsze bylo skupione wokot matematykow: Waclawa Sierpinskiego,
Zygmunta Janiszewskiego i Stefana Mazurkiewicza, drugie — wokot Hugona
Steinhausa i Stefana Banacha.

Kierunek ich dziatania nakreslit w 1817 r. Zygmunt
Janiszewski w artykule ,O potrzebach matematyki

w Polsce”. Zgodnie z jego wytycznymi naukowcy zajmo-
wali sie glownie nowo odkrytymi obszarami matematyki.
Jako pierwsi na swiecie zatozyli czasopismo matematycz-
ne o waskiej specjalizacji. ,Fundamenta Mathematicae",
wydawane od 1920 r. w Warszawie, poswiecone byto
gtownie teorii mnogosci. Lwowskie czasopismo ,Studia
Mathematica”, wydawane od 1929 r., uznano za najwaz-
niejsze miejsce prezentowania dokonan z zakresu
nowoczesnej analizy funkcjonalnej.

Srodowisko Iwowskich matematykéw
styneto z jeszcze innej rzeczy -
niepowtarzalnej atmosfery i aury
niezwyklosci. Matematyczne
dyskusje odbywano czesto
nie w salach wykiadowych,
ale we lwowskich kawiar-
niach, przy poczestunku,
kawie i trunkach.



Ksiega szkocka

Do historii przeszta szczegolnie Café Szkocka.
Poczatkowo matematycy zapisywali swoje rozwa-
zania otowkiem na marmurowych blatach stolikow
i serwetkach. Po wyczyszczeniu blatu przez obsiu-
ge kawiarni wszystkie zapiski ginely bezpowrotnie.
Zona Stefana Banacha kupita wiec zeszyt i do
tego zeszytu, nazwanego Ksiega szkocka,
przeniosta sie dyskusja. Wpisywano tam mate-
matyczne problemy, ktore pojawiaty sie w trakcie
kawiarnianych spotkan. Za ich rozwiazanie czesto
przewidywana byla nagroda.
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Przyktadowe nagrody

Problemy i twierdzenia
Przy kazdym wpisie w Ksiedze
szkockiej widnieje nazwisko jego
autora. Na przyktad tytut ponizszego
fragmentu pochodzi od nazwisk dwoch
matematykow: Hermana Auerbacha

i Stanistawa Mazura.

Fezel z vogu bilbrdie o wipit-

WMMW@{%
Mf@méﬁ é&lpafw

Dla wyjasnienia dodajmy, ze dwa od-
cinki nazywamy wspotmiernymi, jezeli
istnieje trzeci odcinek mieszczacy sie
catkowita liczbe razy w kazdym z tych
dwaoch odcinkow.

Problemami zapisanymi w Ksiedze
szkockiej matematycy zajmuja sie nawet
dzis. Zywa ges z rak Stanistawa Mazura
odebrat w 1972 r. Szwed Per Enflo za
rozwiazanie problemu sformutowanego
przez Mazura w 1936 r.



2. Dowody w algebrze
Umiejetnosci:
* dowodzenie twierdzen z zakresu algebry

Aby rozwigzac zadanie na dowodzenie dotyczace podzielnosci liczb, nierdwnosci lub
innych zaleznosci miedzy liczbami czy wyrazeniami algebraicznymi, warto:

I. zapisac precyzyjnie zalozenie i teze, «— zobacz podane przyklady
II. zastosowac poznane definicje i twierdzenia, «— zobacz podane przyklady
I1L. sprawdzi¢ prawdziwos¢ tezy w rozlacznych przypadkach,

wyczerpujacych wszystkie mozliwosci, «— zobacz przyklady 4,7, 8
IV. przeksztalcié teze réwnowaznie, ~— zobacz przyklad 11
V. zastosowac dowod nie wprost. «— zobacz przyklady 9, 12

Fakty, z ktorych najczesciej bedziemy korzysta¢ w dowodach algebraicznych, to:

» cechy podzielnosci liczb,

= whasnosci dzialan w zbiorze liczb rzeczywistych (w tym: potegowania, pierwiast-
kowania, logarytmowania); wzory skréconego mnozenia,

» wlasnoéci liczb (naturalnych, catkowitych, wymiernych, niewymiernych),

* wzory Viéte'a,

* wlasnosci ciggu arytmetycznego, geometrycznego,

* twierdzenie Bézouta, twierdzenie o catkowitych i wymiernych pierwiastkach wie-
lomianu o wspétczynnikach catkowitych,

» whasnoséci funkgji rézniczkowalnych.

Podzielnos¢ w zbiorze liczb catkowitych

Przyktad €D

Wykazemy, ze dla kazdej liczby calkowitej n liczba 73" + 3™ +
przez 19.

32 jest podzielna

Liczba n € Z jest podzielna (1))

Zalozenie
przez liczbg m € Z - {0}
nez wtedy i tylko wtedy, gdy
Tatn istnieje liczba k € Z taka,
ze n=m-k.

Liczba 73" + 3" + 3" jest podzielna przez 19.
Dowad
7:-3"+3M 43" 27,374 3" 343" 3 =3"(?+3+32) =3".19
3" jest liczba calkowita, bo n € Z, zatem podana liczba jest podzielna przez 19.

Koniec dowodu
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Przykiad &)

Udowodnimy, ze dla kazdej liczby catkowitej 1 liczba n° —n jest podzielna przez 6.
Zalozenie
nelr
Teza
Liczba n’ —n jest podzielna przez 6.
Dowaod
n3—-n=n(nz— 1) =nn-1)(n+1)
Liczba n(n—1)(n + 1) jest iloczynem trzech kolejnych liczb catkowitych. Zatem:
* co najmniej jedna z nich jest parzysta,
* dokladnie jedna z nich jest podzielna przez 3.
lloczyn liczb podzielnych przez 2 i przez 3 jest liczba podzielna przez 6.

Koniec dowodu

Przyktad €)

Udowodnimy, ze réznica czwartych poteg dwoch kolejnych liczb catkowitych niepa-
rzystych jest podzielna przez 16.

Zatozenie

kel
Teza Dwie kolejne liczby nieparzyste dla n e Z (1)
o _ ) moZemy zapisa¢ na wiele sposobow: 2n + 1,

[stnieje takie p € Z, ze: 2n+3 lub 2n+3, 2n+5 itd.

( 2% — ])4 _ ( 2k + 1)‘4 =16p Na ogol z powodow rachunkowych najwy-

godniejsza postad to 2n—1 1 2n+ 1,

Dowod

(2k-1)* - (2k+1)* =

[ 2 2
= |(2k - ])2] = [(Ek + 1)2] = «— stosujemy wzor na roznice kwadratow

f(zk— 1 - (2k+1)°] - [(2k = 1) + (2K +1)?] =
= F(4k2 — 4k + 1) = (.—.ﬂc2 +ak+ 1)] ; [(4}8 _ 4k + 1) i (4!(2 + 4k + 1)} =

= —8k(8k2 + 2) = 16k(—4k2 - 1)

k(—4k2 = 1) jest liczba calkowita, bo k € Z. Zatem szukane p istnieje
i p=k(-4k’-1).

Koniec dowodu
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Przykiad €

Udowodnimy, ze roznica kwadratow dwoch liczb calkowitych nieparzystych jest po-
dzielna przez 8.

Zatozenie
a i b sa liczbami calkowitymi nieparzystymi.
Teza

Réznica kwadratéw a” — b” jest podzielna przez 8.

Dowod
Niecha=2k+1,keZib=2m+1, meZ.
Wowczas:
a’-b* = (Zk + 1)2 - (2m+ 1)2 — «— wz0r na roznice kwadratow

]

(2k+1-2m-1)(2k+1+2m+1) =
(2k =2m) (2k+2m+2)=2(k-m)-2(k+m+1)=4(k-m)(k+m+1)

Aby wykaza¢ podzielnosc otrzymanego iloczynu przez 8, wystarczy udowodnic, ze

jeden z czynnikow (k —m), (k+m+ 1) jest liczba parzysta.

Zauwazmy, ze:

* jesli obie liczby k i m sa parzyste lub obie sa nieparzyste, to liczba k — m jest
parzysta,

* jesli jedna sposrod liczb k i m jest parzysta, a druga nieparzysta, to liczba k+m+1
jest parzysta.

Zatem liczba 4 (k—m) (k+m+ 1) jest podzielna przez 8.

Koniec dowodu

Réznica poteg

Znamy wzory skroconego mnozenia na roznice kwadratow i roznice szescianow:
a’-b*=(a-b)(a+b)
a -b = (a—b)(a2+nb+bz)

Analogiczny wzor na réznice czwartych poteg wyglada nastepujaco:
a'-b'=(a-b)(a’ +a’b+ab’ +b’)

Mozna go fatwo sprawdzic, wykonujac odpowiednie mnozenie.
(a —b) (a3 +a’b+ab* + bj) =a'-ab+a’b-a’b’ +ab* -ab’ +ab’ - b =

4 44
=a —-b
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Uogolnieniem tych zaleznosci jest wzdr na réznice n-tych poteg.

~ Twierdzenie

Dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n prawdziwy jest wzor:

a' -b"=(a-b) (a”_l +a"b+a" b+ .. +ab" T + b"_')

Dowaod

Rozwazmy wielomian W(x) = x" - b".

W(b) = b" = b" = 0, zatem na mocy twierdzenia Bézouta wielomian W(x) jest
podzielny przez dwumian x - b.

Wielomian W(x) = x" —b" ma n+1 wspotczynnikdw, przy czym pierwszym z nich
jest 1, ostatnim jest ~b", a kazdy z pozostalych n—1 wspolczynnikéw ma warto$¢ 0.
Skorzystamy ze schematu Hornera i wykonamy dzielenie W(x) : (x — b).

1| ofo]|..|0]o0 b |
‘b R R AR

Zatem:

W(x) = x" = b" = (x - b) (x”_l +bx" b L+ D b”‘l)
Podstawiamy a w miejsce x i otrzymujemy teze.
Koniec dowodu

Jesli zastosujemy wzor na réznice n-tych poteg dla liczb catkowitych a, b, to otrzy-
mamy nastepujacy wniosek.

Dla dowolnych réznych liczb catkowitych a i b liczba a”" — b" jest podzielna
przez a —b.

Przyktad &)
Udowodnimy, ze liczba 49'% — 256° jest podzielna przez 3.
Dowdd
49 - 256° = (72) " - (4%)° = 7% - 4
Liczba 7** —4** jest podzielna przez 7 —4 = 3.

Koniec dowodu
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Przykiad )

Udowodnimy, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n liczba 817" — 32" jest
podzielna przez 5.

Zatozenie
neN-{0}
Teza

Liczba 817" — 32" jest podzielna przez 5.

Dowad

g1 _ 324 _ (34)3n _ (25)4u _ 3l2n _ 520m _ (312 )” _ (22{})”

Liczba (312)” - (220)" jest podzielna przez 3'* - 2%,

Wystarczy wykazaé, ze liczba 3' — 2% jest podzielna przez 5.
32222 = (30-219) (364 2%) = (3 -2°) (3% + 2°) (3°+2") =
=(27-32)(3°+2°)(3°+2"%) = -5 (3°+ 2°) (3°+ 2"

Liczby w nawiasach sa catkowite, wiec liczba 320 jest podzielna przez 5.

Koniec dowodu
Dzielenie z reszta

W szkole podstawowej byto omawiane dzielenie z reszta. Przypomnijmy, ze na przy-
klad rownosé:
17=29+3+3
mozna odczytaé w nastepujacy sposob:
reszta z dzielenia liczby 17 przez 3 jest rowna 2
lub
reszta z dzielenia liczby 17 przez 5 jest rowna 2.

Reszta z dzielenia nie moze by¢ wieksza od dzielnika, zatem réwnoéc:
19=5-3+4
oznacza, ze reszta z dzielenia liczby 19 przez 5 jest rowna 4,

ale
nie oznacza, ze reszta z dzielenia liczby 19 przez 3 jest rowna 4.

Dzielenie z reszta mozemy wykonywac rowniez w zbiorze liczb calkowitych. Przy-
jeto zasade, ze reszta jest w takim przypadku liczba nieujemna mniejsza od wartosci
bezwzglednej dzielnika.
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Jezeli na przyklad chcemy wyznaczyc¢ reszte z dzielenia liczby —17 przez 3, to korzy-
stamy z rownosci:

-17=(-6)-3+1
Zatem reszta z dzielenia liczby —17 przez 3 jest rowna 1.

Uogdlnieniem tych rozwazai jest nastepujace twierdzenie.

Dla dowolnych liczb catkowitych aib, b # 0 (a - dzielna, b - dzielnik), istnieje
dokladnie jedna para liczb catkowitych g i r (g - iloraz, r - reszta) takich, ze

a=q-b+r, gdzie r20 i r < |b|.

Z powyzszego twierdzenia bedziemy korzystaé, zapisujac liczby calkowite w odpo-
wiednich postaciach. Na przyklad kazda liczbe catkowita n, ktéra przy dzieleniu
przez 5 daje reszte 3, mozna zapisa¢ w postaci:

n=5k+3 kelZ

Przyktad €)

Udowodnimy, ze kwadrat liczby catkowitej niepodzielnej przez 3 daje reszte 1 przy
dzieleniu przez 3.

Zatozenie

n jest liczbg calkowita niepodzielna przez 3.
Teza

n’ przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1.
Dowod

Skoro liczba catkowita n nie jest podzielna przez 3, to sa dwie mozliwosci:
* n=3k+1, keZ

Wtedyn’ = (3k+ 1)’ =9k> + 6k + 1 = 3(3!(2 +2k) + 1.

* n=3m+2, mel

Wtedy n = (3m +2)° = 9m’ + 12m + 4 = 3(3m2 +4m + 1) £1.

W obydwu przypadkach liczbe n* mozna przedstawic¢ w postaci 3p+ 1, gdzie p € Z,
CO oznacza, ze reszta z dzielenia liczby n* przez 3 jest rowna 1.

Koniec dowodu
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Przykiad )

Udowodnimy, ze dla kazdej liczby catkowitej n liczba n° —n jest podzielna przez 30.
Zatozenie
nez
Teza
Liczba n” —n jest podzielna przez 30.
Dowdd
n—n= n(n4 - 1) = ”(”2 - 1) (”2 + ]) =nn-1)n+1) (”2 + 1)

Liczba n(n—1)(n+ 1) jest podzielna przez 6 jako iloczyn trzech kolejnych liczb cal-
kowitych (zob. przyklad 1). Aby wykaza¢ prawdziwosc tezy, wystarczy zatem udo-
wodnié, ze liczba n(n—1)(n+1) (”: - 1) jest podzielna przez 5.
Liczba n przy dzieleniu przez 5 moze dawac reszte 0 lub 1, lub 2, lub 3, lub 4. Mozemy
wiec zapisac ja w jednej z pieciu postaci (k € Z):
* n = 5k; wtedy liczba n(n—1)(n + 1) (”2 + 1) = 5k(5k - 1)(5k + 1) (25.’(2 - ])

jest podzielna przez 5,

n = 5k + 1; wtedy liczba n(n —1)(n + 1) (nz + 1) =

L ]

= (5k + 1)5k(5k + 2) (25K + 10k + 2) jest podzielna przez 5,

n = 5k + 2; wtedy liczba n(n—1)(n+ 1) (n2 + l) =

= (5k + 2)(5k — 1)(5k + 3) (25!{2 + 20k + 5) jest podzielna przez 5,
n = 5k + 3; wtedy liczba n(n—1)(n+ 1) (ﬂz + 1) =

= (5k + 3)(5k + 2)(5k + 4) (25:*{2 + 30k + 1[}) jest podzielna przez 5,
n = 5k + 4; wtedy liczba n(n — 1)(n + 1) (n? + 1) =

= (5k + 4)(5k + 3)(5k + 5) (ZSkz + 40k + I?) jest podzielna przez 5.

W kazdym przypadku iloczyn n(n—1)(n + 1) (ﬂ‘:" + 1) jest wiec podzielny przez 5,
a skoro jest rowniez podzielny przez 6, to jest podzielny przez 30.

Koniec dowodu

Liczby wymierne i niewymierne

Przyktad ©)

Wykazemy bez uzycia kalkulatora, ze \/9 — 45— /5 jest liczba wymierna.
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Dowod

Zapiszemy roznicg pod pierwiastkiem w postaci kwadratu i skorzystamy z zaleznosci

Va2 = |al.
\fg—-tw‘Ez \[4—4v’§+5 =
=\(2-V3)’ = |]2- V3| = V5-2 —2-V5<0
Zatem liczba \/9 — 4/5-+/5 = v/5-2-1/5 = -2 jest calkowita, czyli jest wymierna.

Koniec dowodu

Przyktad €0
Udowodnimy, ze liczba log ;7 jest niewymierna.
Dowod (nie wprost)

Przypuscmy, ze teza jest falszywa, czyli Ze liczba log ;7 jest wymierna.
Zauwazmy, ze log,7 > log, 3 = 1, zatem liczba log , 7 jest dodatnia. Istnieja zatem

LT . 4 ; 1
takie liczby naturalne dodatnie nik, ze log,7 = =
E
3k=7 «—— z definicji logarytmu
3" =7k «— z wlasnoéci dzialan na potggach

Otrzymalismy réwnos¢ dwoch liczb naturalnych: 3" oraz 7~

Lewa strona tej rownosci jest podzielna przez 3, zatem prawa rowniez. Ale gdyby

liczba 7° byta podzielna przez 3, to réwniez liczba 7 bytaby podzielna przez 3.

Otrzymalismy sprzecznosc, co dowodzi, ze liczba log , 7 jest niewymierna.

Koniec dowodu

Nierownosci

Przyktad ()

Wykazemy, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nierdwnosc
x2+2y2-2xy+4y+5 > 0.

Zalozenia

x€eR, yeR

Teza

x2+2y2—2xy+4y+5>{]
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Dowdd
Przeksztalcamy réwnowaznie lewg strone nieréwnosci:
L=x2—2xy+y2+y2+4y+4+l =
=(x-y) +(y+2)+1>0
Pierwsze dwa skladniki otrzymanej sumy sa nieujemne, zatem lewa strona nierow-
nosci jest dodatnia.

Koniec dowodu

Przyktad @
Wykazemy, ze dla liczb rzeczywistych x, y takich, ze xy > 9, prawdziwa jest nie-

réwnosé x° + yz = 18.
Zalozenia
x€R, yeR, xy>9
Teza
X+ y‘]‘ = 18
Dowad (I sposéb)
Zauwazmy, ze:
X4y =(x-y) +2xy
7 zalozenia xy > 9, zatem 2xy > 18. Ponadto (x - y)* 0.
Mamy wigc x4 yz = 18.
Koniec dowodu
Dowaod (Il sposob, nie wprost)
Przypusémy, ze dlaliczb x € R, y € R prawdziwy jest uklad nieréwnosci:
xy>9i x2+y2<:18
Wykazemy, ze jest to niemozliwe.
Skoro xy > 9, to —2xy < -18.
x° + yz <18

. Po dodaniu stronami tych nieréwnosci otrzymujemy:
-2xy < -18

Fatem {

.
X -2xy+ yl <0
(x= )" <0
Ostatnia nierdéwnosc¢ jest falszywa — otrzymalismy sprzecznos¢, co dowodzi, ze po-
dane w zadaniu twierdzenie jest prawdziwe.

Koniec dowodu
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Dowad (lll sposab, graficzny)

Rozwazmy dwa zbiory zawarte w plaszczyznie kartezjanskiej:
A={(x, y): x, ye Rixy > 9}
B= {(x, y):x, yeRix*+y° > ]3}

Wystarczy wykazac, ze A C B.

Bjest zbiorem wszystkich punktéw okregu o $rod-
ku (0, 0) i promieniu 3V2 oraz punktéw potozo-
nych na zewnatrz tego okregu.

Wyznaczamy zbior A.
Rozwazamy trzy przypadki.

* Jezeli x = 0, to nieréwno$¢ xy > 9 nie jest
spelniona.
* Jezeli x > 0, to nierdownos¢ xy > 9 jest row-

: - giss 9
nowazna nierownosci y > —.
X
* Jezeli x < 0, to nierownos$¢ xy > 9 jest row-

* - ¥ ¥ 3 9
nowazna nierownoscl y < —.
X

Rownanie y = % przedstawia na plaszczyZnie kartezjanskiej hiperbole. Zbior A
tworza wigc punkty polozone nad hiperbola (dla x > 0) lub pod nia (dla x < 0).
Punktami wspdlnymi okregu o $rodku (0, 0) i promieniu 32 oraz hiperboli o réw-

naniu y = % sa punkty (=3, =3) i (3, 3). Z rysunku odczytujemy, Ze zbior A zawiera
sie w zbiorze B.

Koniec dowodu

2.1. Wykaz, 7e liczba 6" —2-6" +10-6™ jest podzielna przez 17.

2.2. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 3- 2% + 4% 1 4+ 4%"*2 jest

podzielna przez 23.

2.3. Wykaz, ze suma kwadratow trzech kolejnych liczb catkowitych zwigkszona o 1
jest liczba podzielna przez 3.

2.4. Udowodnij, ze dla kazdej liczby calkowitej k liczba k° - 2k* + k* jest podzielna
przez 36.
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2.5. Udowodnij, ze iloczyn czterech kolejnych liczb calkowitych jest podzielny
przez 24.

2.6. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej 1 liczba n” + 51" — 6n jest podzielna
przez 30.

2.7. Udowodnij, ze jezeli przy dzieleniu przez 7 jedna liczba daje reszte 5, a druga
reszte 4, to iloczyn tych liczb przy dzieleniu przez 7 daje reszte 6.

2.8. Udowodnij, ze jesli liczba calkowita przy dzieleniu przez 5 daje reszte 3, to jej
kwadrat przy dzieleniu przez 5 daje reszte 4.

2.9. Liczba calkowita a przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2, liczba catkowita b przy
dzieleniu przez 5 daje reszte 3. Udowodnij, ze réznica czwartych poteg liczb a i b jest
podzielna przez 5.

2.10. Udowodnij, ze suma kwadratow dwoch liczb catkowitych niepodzielnych
przez 3 jest liczba niepodzielna przez 3.

11 10

2.11. Wykaz, ze liczba 1918 " — 1795 jest podzielna przez 123.

2.12. Wykaz, ze liczba 25*' — 64" jest podzielna przez 3.

2.13. Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n liczba 17" — 57" jest po-
dzielna przez 164.

2.14. Liczbe n mozna przedstawié¢ w postaci réznicy kwadratéw dwach liczb catko-
witych. Udowodnij, ze liczbe 3n rowniez mozna przedstawic w postaci roznicy kwa-
dratow dwoch liczb calkowitych.

2.15. Udowodnij, ze jezeli x — y =3 i x°+ y* =13, to xy = 2.

2.16. Udowodnij, ze jezeli a+b=11ia*+b* =7, to a* +b* = 31.

2.17. Udowodnij, ze jezeli a# b, a#c, b#cia+b=2 to a%:ﬂk % = 2.

2.18. Liczby dodatnie a i b spelniaja warunek 4a” + 2a = 9b° + 3b. Udowodnij, ze
2a = 3b.

2.19. Udowodnij bez uzycia kalkulatora, ze \le +6V7 + \/32 ~10V/7 jest liczba
catkowita.
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+ 2.20. Wykaz bez uzycia kalkulatora, ze VS V2 +7- US V2 - 7 jest liczba catkowita.

2.21. Wykaz, e liczba V2 jest niewymierna.

2.22. Wykaz, ze liczba log 17 jest niewymierna.

2.23. Wykaz, ze prawdziwa jest nieréwno$¢ V250 + 1+ V250 — 1 < 2%,
2.24. Wykaz, ze dla kazdego a > 0 prawdziwa jest nieréwnos¢ < :11 2 ﬂ; 1
o

2.25. Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nierownosc
x—x+1 _ 1
-

Xex+1 3
2.26. Udowodnij, ze jezeli a + b = 0, to prawdziwa jest nierownosc

3 53 2 2
a +b zab+ab.

2.27. Udowodnij, ze jesli liczby rzeczywiste a, b spelniaja nieréwnos¢ b > a > 1, to
a b
P2 B2

2.28. Udowodnij, ze jesli liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniaja nierownos¢
a+tb+c _a+b

O<a<bc<e, to >

2.29. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y, z prawdziwa jest nie-
réwnoéé x° + yz o xy—yz—2zx 2z 0.

2.30. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nie-
réwno$é 4x” +2y° —4xy +2y+120.

2.31. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nie-
réwnosé 4x” + 9y2 -12x-12y + 14 > 0.

2.32. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nie-
rownosé 9x” + yz +30x+14y+74 2 0.

2.33. Wykaz, ze dla liczb rzeczywistych x, y takich, ze xy < —12, prawdziwa jest
nieréwnoé¢ x* + y* > 24,

219 N
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2.34. Wykaz, ze dla dodatnich liczb rzeczywistych x, y takich, ze xy > 3, praw-

. - - ’ L q 4
dziwa jest nierownos¢ x + y = 18.

2.35. Wykaz, ze dla liczb rzeczywistych x, y takich, ze x* + y* < 8, prawdziwa jest
nieréwnos$¢ [x|— y < 4.

2.36. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y, z takich,ze x+ y+z =0,
prawdziwa jest nierownos¢ xy + yz + zx < 0.
Mozesz skorzystaé z tozsamosci (x + y +2)° = x* + y* +2° + 2xy + 2xz + 2yz.

2.37. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nie-

: .o lxl+ 1yl
réwnos¢ —— 2> \Ixyl.

2.38. Wykaz, zejezeli A =3"*2 i B=3"V2*? o B=9VA.

2.39. Dane sg takie dodatnie liczby a i b, ze log, (8a) = 10 i log % = 3. Wykaz,
ze log, (ab) = 5.
2.40. Niech log, 12 = k. Wykaz, ze log,9 = Ef_l'

2.41. Niech log, 20 = a i log, 30 = b. Wykaz, ze log, 5 = —2—=

B—as 1

V5

2.42. lloraz ciagu geometrycznego wynosi . Wykaz, ze w tym ciagu kazdy

wyraz a,, n = 2, jest rowny réznicy dwaoch sasiadujacych z nim wyrazow.

, s 2 2 . s ‘ i p .
2.43. Rownanie x” + 2ax - b” + 4 = 0 z niewiadoma x nie ma rozwigzan. Wykaz,
ze lal <2 i |b] < 2.

2.44. Udowodnij, ze rownanie 3x" + 16x” + 6x° — 72x + 50 = 0 nie ma rozwiazan
rzeczywistych.
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1. Liczby, wyrazenia
algebraiczne

* Liczbe naturalng k, ktéra ma tylko dwa rézne dzielniki: sama siebie oraz 1, nazy-
wamy liczbg pierwszg.
Dwie liczby naturalne nazywamy wzglednie pierwszymi, jezeli ich jedynym
wspolnym dzielnikiem jest 1.

4
* Liczbe rzeczywista, ktora nie jest wymierna, nazywamy liczba niewymierna.

e 7Zbidr liczb wymiernych: Q = {x: x=2 i peZigelZ- {{]}}

» Przedzialy liczbowe ograniczone (a < b):
— domkniety (a; b) = {x: a<x<bia, beR}
— otwarty (a3 b) ={x:a<x<bia beR}
— lewostronnie domkniety (a; b) = {x: a<x<bia, beR}
~ prawostronnie domkniety (a; b) = {x: a<x<b i a, be R}

* Przedzialy liczbowe nieograniczone:
- otwarty (—oo; b) ={x: x<b i beR}
— otwarty (a; o0) ={x: x >a i a€ R}
— lewostronnie domkniety {(a; o) = {x: x2a i a € R}
— prawostronnie domkniety (—oo; b) = {x: x<b i b € R}

e d’=1dlaa+0 'a_":ﬁdiaaaﬁﬂineN

o Jezeli n jest dodatnig liczbg parzystaoraz a>0i b>0, to Va=be b" =a.
Jezeli n jest liczba nieparzystg wigkszg od 1,to Va=b o b" =a.
1

'

o Jezelia=0, neN, n>1, to an = a.
k
e Jezelia>0, keZ neN, n>1, to a" = Va*.
» Wartoscig bezwzgledna |a| liczby a nazywamy odleglo$¢ odpowiadajacego jej
punktu na osi liczbowej od punktu o wspélrzednej 0, mierzona w odcinkach jed-

nostkowych.

. |ﬂ|={ﬂ dlaaz0
-a dlaa<0
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* 1 procent pewnej wielkosci to 0,01 tej wielkosci: 1% - w = T!ﬂ - w.

+b

e Srednig arytmetyczng dwdch liczb rzeczywistych a i b nazywamy liczbe HT.

* Srednig geometryczng dwoch nieujemnych liczb rzeczywistych a i b nazywamy
liczbe Va - b.

* Dla dowolnych liczb calkowitycha i b, b # 0 (a - dzielna, b - dzielnik), istnieje
dokladnie jedna para liczb calkowitych g i r (g - iloraz, r — reszta) takich, ze
a=q-b+r, gdzie r 20 i r < |bl.

* Wilasnosci dzialan na potegach

Jezeli a i b sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi dodatnimi, a p i r dowolnymi
liczbami wymiernymi, to:

s =

P

a _
A
@) ="
(a«b)}}:ap-bp

(5) =%
b/ b

* Wiasnoséci dzialan na pierwiastkach
Jezeli n jest liczbg naturalng wieksza od 1 i k jest liczba naturalna, to:

Y- V5= Va5
'r\r‘flE_”E
Jlb_ b’ ngb#ﬂ

( ua)k _ " ﬂk
Dla n bedacego liczba parzysta zakladamy, ze liczby a i b s3 nieujemne.
» Wilasnosci wartosci bezwzglednej (dla a e R i b € R):

|la| = |-al
la-b| = |al - |b]

al _ lal

5l = dla b#£0
la—b| = |b-al

Va? = |al

Van = la] dla dodatnich liczb naturalnych n
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* Odlegloé¢ miedzy punktami odpowiadajacymi na osi liczbom a i b wyraza sie wzo-
rem |a— b|.

* Wzory skréconego mnozenia

(a+ EJ)1 =a’ + 2ab + b kwadrat sum

¥
(a-b) =a" -2ab+ b kwadrat réznic

Y

(a+b)’ =a’ +3a’b+3ab* + b’ szescian sumy
(a-b)’ =a’-3a’b+3ab” - b’ szescian roznicy
a-b = (a—b)a+b) roznica kwadratow
a-b = (a—b) (az +ab + bz) roznica szescianow
a+b = (a+b) (al —ab + bl) suma szescianow
a' -b"=(a-b) (a”_' +a" b+ ... +ab" 4+ b"") réznica n-tych poteg

» Kazda liczba wymierna ma rozwiniecie dziesietne skonczone lub nieskoriczone
okresowe.

» Zasady stosowane podczas przyblizania liczb rzeczywistych:

— jezeli pierwsza z odrzuconych cyfr rozwiniecia dziesietnego jest mniejsza od 5,
to ostatnig zachowana cyfre pozostawiamy bez zmian (przyblizenie z niedo-
miarem),

- jezeli pierwsza z odrzuconych cyfr rozwinigcia dziesietnego jest wigksza od 5
lub réwna 5, to ostatnia zachowang cyfre zwigkszamy o 1 (przyblizenie z nad-
miarem).

» Zaokraglenie liczby naturalnej do n miejsc znaczacych polega na pozostawie-
niu jej pierwszych n cyfr i zastapieniu pozostalych zerami, z tym ze do ostatniej
cyfry stosujemy reguly przyblizania. Podobnie zaokraglamy liczby dziesietne. Na
przyklad zaokragleniem liczby 675,3527:

— do dwoch cyfr znaczacych jest liczba 680,

— do trzech cyfr znaczacych jest liczba 675.

Przy zaokraglaniu do cyfr po przecinku mowimy o przyblizeniach z dokladno-
écig — do jednego miejsca po przecinku: 675,4, do dwdch miejsc po przecinku:
675,35 itd.

Liczby dziesigtne mniejsze od 1 zaokraglamy podobnie, np. zaokragleniem licz-
by 0,0004526 do jednego miejsca znaczacego jest liczba 0,0005, do dwdch miejsc
znaczacych - liczba 0,00045.
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W kazdym z zadan 1.1-1.21 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

1.1. Ile razy liczba 0,514 jest mniejsza od liczby 514°%
A. 100000 razy B. 1000000 razy  C. 1000 razy D. 10000 razy

1.2. Réinica migdzy dwiema liczbami jest rowna 5, a réznica miedzy ich kwadrata-
mi to 95. [le wynosi suma tych liczb?
A. 90 B. 25 C. 19 D. 24

1.3. Wskaz iloczyn réwny wyrazeniu 3x” + 24xy + 48y°.
A. (3x +4y)° C. (@x+4y)2
B. (3x +4V3y)’ D. 3(x + 4y)’

1.4. Wskaz wyrazenie, ktore otrzymamy po wykonaniu dzialan i redukcji wyrazow
podobnych w wyrazeniu 2(x — 3) — [3(2x - 1) — 4].
A. -1 -3x B. 4 - 4x G =3 =% D.1-4x

1.5. Zosia jest o p lat starsza od Jasia. Ile lat ma Jas, jezeli razem majg m lat?

~ m+ p p-—m m-p
A. 2(m - p) B. - . 5 D. >

1.6. W domowej bibliotece Karola 15% stanowia ksiazki przyrodnicze. Ile tomow
liczy ksiegozbidr Karola, jezeli oprocz ksigzek przyrodniczych ma on jeszcze 748
ksiazek?

A. 1270 B. 880 C. ponad 4980 D. 930

1.7. Najlzejsza z trzech drewnianych belek wazy 63 kg, a najciezsza 84 kg. Ktéra
z podanych liczb nie moze by¢ srednia masa (w kg) tych trzech belek?
A. 69 B. 72 C. 75,9 D. 76

1.8. Mase Ziemi réwna 5,975 - 107 g mozna wyrazié¢ w kilogramach jako
A.5975-10°.  B.5975-10*.  €.597,5-10°.  D.5975-10%"

V3 - V12 + V75,
N .

A. 23 B. 4 C. V22 D.%ﬁ

1.9. Ktéra z podanych liczb jest réwna liczbie
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1.10. Ktéra z podanych liczb jest rowna liczbie 532
1

A.5-5 B. 25- 5 C. 5. V5 D.5 .53
1.11. Ktora z podanych liczb nie nalezy do zbioru rozwigzan nieréwnosci
—-3x 2 -10?

1 2 1
A- o Bi 3_ Ct 2_ Dt 2

3 3 3

1.12. O liczbach x, y wiadomo, ze xy < 0 i x > y. Ktory z podanych warunkoéw
jest prawdziwy?
A.x<0 B. x-y<0 C. xy+y>0 D.y<0

1.13. Dwadziescioro dziewczat stanowi 62,5% liczby wszystkich uczniow w klasie.
[lu chlopcow jest w tej klasie?

A.9 B. 12 C. 16 D. 32

1.14. Wskaz zaleznosc falszywa.

A. \[(=237)? = 237 C. -13% = 169

B. 2V-32=-4 D.-3v-27=9

1.15. Wskaz iloczyn réwny wyrazeniu 5x° + 30xy + 45y°.

A. (5:1::+3y}2 B. 5{:.';:+2y}2 C. (\@x+3y)2 D. 5(x + E‘;y}2

1.16. O ile zwigkszy si¢ pole powierzchni prostokatnego boiska, jezeli dwukrotnie
zwiekszymy jego wymiary (dlugos¢ i szerokosc)?
A. 0 100% B. 0 200% C. 0 300% D. 0 400%

1.17. Ktéra z wymienionych liczb jest najmniejsza?
: 21 :
A[(VP]F B.(VB) C. (5V5)3 D. V553

1.18. Jurkilicza o 25% wiecej mieszkancow niz Jaski. O ile procent mniej mieszkan-
coéw maja Jaski niz Jurki?
A. 020% B. 0 25% C. 075% D. 0 80%

1.19. Srednia arytmetyczna dwéch liczb, z ktérych jedna jest V7, wynosi v/5. Wskaz
druga liczbe.
A.2V5-+7 B. 2V/7 -5 C. 2V35 D. 2V5+ V7

1.20. W pewnej fabryce liczba kobiet stanowi 35% liczby wszystkich zatrudnionych.
Mezczyzn jest 0 252 wiecej niz kobiet. Wskaz liczbe pracownikéw tej fabryki.
A. 842 B. 752 C. 840 D. 954



1. Liczby, wyrazenia algebraiczne

1.21. Liczby a, b, ¢ € R spelniajg warunek a(b - c) = 0.

A. Wynika stad, ze a = 0.

B. Wynika stad, ze b = 0.

C. Wynika stad, ze b = c.

D. Z podanego warunku nie mozna wywnioskowa¢ zadnej z rownosci wymienio-
nych w punktach A, B, C.

4
W zadaniach 1.22-1.25 ocen prawdziwosc podanych zdan.
1.22. Dane sa liczby a, b € R, gdzie a < 0.
A.b-a=—-(a-b) B. (—a}zzaz—Zal C.a>-a
1.23. Dane sg liczby a, b, ¢ € R takie, ze 0 < a < b < ¢. Zachodzi nier6wnos¢
A,Ef.é. B. c—a{b—a_ C. ac > ab.
a c b-c b-c
1.24. Liczba
A. \.;'2\1@5 jest wymierna.
1 : I o
B. est réwna liczbie V2 + 1.
V21"
C. oy nalezy do przedziatu (3,7; 3,8).
1.25. Suma kilku kolejnych liczb calkowitych nieparzystych jest rowna 0.
A. Liczba wszystkich skladnikow rozpatrywanej sumy jest parzysta.
B. Srednia arytmetyczna tych liczb jest réwna 0.
C. lloczyn tych liczb jest rowny 0.
e
1.26. Wskaz dwa wyrazenia rowne wyrazeniu 2x° - 24x Y+ 72 yz.
A. 2x - 6y)° C. 2(x - 6y)* E. (V2x-62y)’
B. (2x -6v2y)’ D. 2(x — 4y)° F. V2(x -6y)’

1.27. Rozwinigcie dziesigtne liczby a jest rowne 2,1313131313... Dokoncz zdanie.
Wybierz odpowiedz A albo B oraz jej uzasadnienie 1 albo 2.
Liczba a jest

A. | wymierna, ‘ ‘ 1. | jej rozwiniecie dziesietne jest nieskonczone.
' ' ‘ poniewaz ‘ '
2.

B. | niewymierna, jej rozwiniecie dziesietne jest okresowe.
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1.28. Znajdz wszystkie liczby calkowite a # 1, dla ktérych warto$¢ wyrazenia uak:

a—1

jest liczba catkowita.

1.29. Podaj przyklad liczby nalezacej do przedziatu ( V2; V3 ), ktora ma rozwiniecie
dziesietne

a) skonczone.

b) nieskonczone okresowe.

¢) nieskonczone nieokresowe.

1.30. Wérod pieciu kolejnych liczb calkowitych srodkowa liczba jest 2010. Ile jest
rowna suma tych liczb?

1.31. Dane s3 liczby:

m= 3l +21- [6,4—3&-0,{3)} =15
2 2 5

e 15,2+3,2-(1,25-?-§-1,25) 162 = 1%

Sprawdz, ile razy jedna z liczb m i n jest wieksza od drugiej.

1.32. Zapisz wyrazenie w postaci kwadratu sumy lub kwadratu réznicy.

a) a° +24a + 144 ¢) 1-4x+4x”

b) k* — 2+6km + 6m” d) i}fz+4‘}&:+hSz2
1.33. Zapisz wyrazenie w postaci iloczynu.

a) a~ — 225 ¢) m*—2mp+ p° -k’
b) 0,25b" — 25d" d) x* +4xy + 3y’
1.34. Usun niewymiernos¢ z mianownika wyrazenia ; — iﬁ

1.35. Uporzadkuj podane liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwigkszej.

343, 3%, 245, 23

1.36. Tetno zdrowego czlowieka wynosi 12 uderzen serca w ciggu 10 sekund. W ja-
kim czasie naliczymy 150 uderzen serca?
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1.37. Na podstawie diagramu okresl

a) jaki procent sumy wszystkich podanych kwot odliczen stanowily odliczenia na
odplatne studia.

b) oile procent podatnikow wigcej skorzystato z ulgi na zakup przyrzadow i pomocy
naukowych niz z ulgi na doksztalcanie i doskonalenie zawodowe.

c) ktére dane przedstawione na wykresie sa sprzeczne.

Jak w 2002 r. korzystali$my z ulg przeznaczonych do likwidacji

dojazd dzieci do szkot zakup przyrzadow i pomocy naukowych
doksztalcanie i doskonalenie zawodowe I odplatne studia
1000 400 500
dane w tys. dane w min zi dane w zl
o o |
800 3: 300 400
[--]
600 i a 300
5 i 200
400 i 200 -
S 2 ) N @
200~ 5 TR Yol 100 2
8 g = 5
llu podatnikow skorzystato taczna kwota odliczen Srednia kwota odliczenia
Z danej ulgi

1.38. Na podstawie diagramu odpowiedz na podane pytanie.

14,0 Spozycie lodéw
na glowe

mieszkanca

go (wlitrach, 2002r)

4,0
g : 3,2
a) O ile procent wigcej lodéw spozyt rocznie Niemiec od Wegra?
b) O ile procent mniej lodéw zjadl Wegier od mieszkarica Niemiec?

¢) Jaki procent rocznego spozycia lodow przez Szweda stanowilto spozycie lodow
przez Polaka?



B 230 Dziat 4. Powtorzenie

1.39. O ile punktow procentowych licz-  Czy kupowalas jakies towary od akwizytora?
s . ; ; : (odpowiedzi w proc.)
niejsza jest grupa osob, ktére nigdy nie

robily zakupéw u akwizytoréw, od grupy —rudno powiedziet tak, czgsto
0sob, ktore takiego zakupu dokonaly co | | tak, kilka razy
najmniej dwa razy? 2
56
ﬂi-B, I'ligd\" 19

1.40. Druzyna przegrala 4 z 20 rozegra-
nych meczéw. Remiséw nie bylo. Jaki pro-

: 7 tak, zdarzyto
cent liczby rozegranych meczéw wygrala ta mi sie

druzyna?

1.41. Pewien towar po podwyzce o 20%, a nastepnie obnizce o 36 z1, kosztuje 900 zl.
Jaka byta cena tego towaru przed zmianami?

1.42. W poczcie elektronicznej Magdy spam stanowi 10% wsérod 1600 wiadomosci.
[le spamu powinna usunac, aby pozostaly stanowit 4% wszystkich wiadomosci?

1.43. Pan Stanislaw, wlasciciel 75% akcji firmy, sprzedal % swojej wlasnosci za

60000 zl. Jaka jest warto$¢ wszystkich akcji firmy?

1.44. Czas obrotu Marsa wokoél wlasnej osi jest 0 2,6% dluzszy od czasu obrotu Zie-
mi wokoét jej osi. Jak dlugo trwa obrot Marsa?

1.45. Honorata ma o 60% wiecej pocztowek niz jej brat Pawel. O ile procent mniej
pocztowek ma Pawel?

1.46. Dlugosc kazdego z bokow prostokata zwigkszono o 70%. O ile procent wzrosto
pole prostokgta?

1.47. Dlugosc¢ boku trojkata zmniejszono o 30%, a wysokos¢ opuszczona na ten bok
zwiekszono o 30%. Czy pole trojkata sie zmienilo? Jesli tak, to o ile procent?

1.48. Praca domowa z matematyki skladala sie z dwdch zadan obowiazkowych
i trzeciego dodatkowego. Nauczycielka, chcac zacheci¢ uczniow 32-osobowej kla-
sy do rozwigzywania trudniejszych zadan, poinformowala, ze rozwiazanie zadania
dodatkowego zwalnia z obowigzku wykonania zadan pierwszego i drugiego. Ilu
uczniow rozwiazalo trzecie zadanie, jezeli tylko pierwsze zadanie zrobilo 3 uczniow,
tylko drugie - 5, a pierwsze i drugie - 15 uczniow?
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k= [11,2:*}l +(-21): }
1 3 3

2 2
14120 H804 1S

e | L

1.49. Wyznacz liczbe, ktorej 0,25% wynosi

1.50. Oblicz.

!
2) (21:;34 Jrz")3 b) (12
1.51. Oblicz.
Q)
IO
1
2

1
b) (11 =3 1{15) +
3 1

273
1.52. Oblicz wartos¢ wyrazenia a 2b-(ab™) 2 [(a—')'il dlaa= ""TE ib= %

Bk | =

|

L=
o=
S—
r

1.53. Zakladamy, ze a > 0 i b > 0. Sprowadz do najprostszej postaci wyrazenie

[‘:"a‘z*b* Va-b

jl oraz oblicz jego wartosc dla a = — ib=12.

*u"qa-bz V2
1.54. Oblicz.
! o | e 2\«”—11.1
a)€+<]1+[4-(1+3 ) } } d - =
~3 2 1y
3 ‘814‘(5) \’J—+5
b) — { 1 (v7-5)°
V9. N9z . 427 e
=y ‘%_ 12 e A== H 1
C)S-IES-(S) ﬂv’s-zt v’lﬁ\[:
5-3. 2573 "1—4%—«?5—?

1.55. Ktéra z liczb jest mniejsza: m = 3V2 -1 czy n=2V2 + 17

1

1.56. Zbadaj, czy liczby V3 - V2 i (5 + 2\’3) 2 s3 réwne czy rdine.
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2. Funkcje. Funkcja liniowa

Funkcje f(x) = ax + b, x € R, nazywamy funkcja liniowg zmiennej x. Liczbe a
nazywamy wspolczynnikiem kierunkowym tej funkcji.

Uktad dwoch rownan liniowych z dwiema niewiadomymi nazywamy:

— oznaczonym, jezeli ma dokladnie jedno rozwiazanie; jego wykresem sg dwie
proste przecinajace sig,

— nieoznaczonym, jezeli ma nieskonczenie wiele rozwigzan; jego wykresem jest
jedna prosta,

— sprzecznym, jezeli nie ma rozwiazania; jego wykresem sa proste rownolegle nie-
pokrywajace sie.

~ Whioski, uwagi, komentarze. ..

Wspolczynnik a wystepujacy we wzorze funkcji f(x) = ax + b jest réwny tan-
gensowi kata nachylenia prostej bedacej wykresem tej funkcji do osi x.

Funkcja f(x) = ax +b jest:

— rosngca wtedy i tylko wtedy, gdy a > 0,
— malejaca wtedy i tylko wtedy, gdy a < 0,
— staladla a = 0.

Kazda funkcja postaci f(x) = ax + b, gdzie a jest ustalona liczba rzeczywista, jest
monotoniczna.

Funkgcja linfowa f(x) = ax + b, gdzie x € R:

~ ma jedno miejsce zerowe, gdy a # 0,

— ma nieskonczenie wiele miejsc zerowych, gdy a=01i b= 0,
— nie ma miejsc zerowych, gdy a=0 1 b # 0.

Wykresem rownania postaci ax + by = ¢ z niewiadomymi x, y takiego, ze wspol-
czynniki a i b nie sa jednoczesnie rowne 0, jest prosta, przy czym:

- jezeli b # 0, to jest to wykres funkgji liniowej o wzorze f(x) = —gx + E,

- jezeli b = 0, to jest to prosta prostopadla do osi x i przecinajaca ja w punkcie

)



2. Funkeje. Funkcja liniowa

W kazdym z zadan 2.1-2.14 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.

Wrybierz ja i zapisz w zeszycie.

I o _{x -1 Nx—32)
2.1. Wskaz liczbe miejsc zerowych funkgji f(x) = T T
Al B. 2 C.3 D. 4
2.2. Dana jest funkcja y = f(x), ktorej wykres yh | | |
przedstawiono na rysunku obok. Dziedzing tej funkcji /\]
jest przedzial (0; 8). Wskaz przedzial, w ktérym I- -

funkcja f jest malejaca. o3
B. (2; 6) D. (6; 8) TN L]

2.3. Wskaz wzor funkgcji, ktérej wykres przechodzi przez punkt (-3, 5).

e
X

3 5 5 3
A. f{I) = E.‘.;.' + E C. f(X) = ;Ex_li
1
B'f{x)__5x+5 D.f[x)—ix-i
2.4. Wskaz wzor funkcji rosnacej, ktorej miejsce zerowe jest liczba dodatnia.
A. f(x)=(V5-2)x+V5-2 C. f(x)=(V5-2)x+V5-3
B. f(x)=(V5-3)x+V5-2 D. f(x)=(V5-3)x+V5-3

2.5. Wskaz wartosc k, dla ktorej miejscem zerowym funkcji f(x) = 2x+ k-1 jest
liczba 3.

A. k=-5 B. k=-1 C.k=1 D.k=5
2.6. Wskaz zbiér rozwiazan nieréwnosci — ; 22 _;x < 2%,
A. (—OG; —l) B. (—l;w) C. (—OG; —L) D. (——l-;m)
> 3 13 13
2.7. Liczby x, y spelniaja warunki: Lilo2 oraz - 121 wskaz wartog ¥.
x y 6 x y 6

a2 B. 2 G5 b 2

3 6
2.8. Oliczbach x, y wiadomo, ze x > 01 y > 0 oraz % = ;2 Ktéra z podanych

zaleznosci jest prawdziwa?

A. y<x B. y>x C.y=x D.yzx
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; ; 3
. lle jest réwne =?

2.9. Liczba x =

m+ 3 X
. B, 22 C. 3(m+3) D.3m+1
m+3 3
D40; Walkils pirs Hosb (%, ) spelitaljisy AlBd iR L
-10. Wskaz parg liczb (x, y) spelniajacg uktad rownan 1, Gy=7"
A. (1, 4) B. (-3, 2) C (-1, 3) D. (-7, 0)
2.11. Wskaz uklad réwnan, ktory nie ma rozwiazan.
x=y=7 3x-3y=7 x=—y=1 x+y=0
A'{Zx—Zy:lé B'{x—y=14 = x+y=3 it x-y=0
249, Rozwinznien ubladirbimahy = 2.0 wniewiadaryimiz, yies
-12. Rozwigzaniem uktaduréwnan §, 58 z niewiadomymi x, y jest para
liczb (1, —1). Wskaz wartos¢ wspolczynnika m.
A m=-2 B.m=-1 C.m=2 D.m=1
2.13. Wskaz zbidr rozwigzan nieréwnosci |2 — x| < 3.
A. (—o0; —1) B. (—o0; 1) C. (-5 1) D. (-1; 5)
2.14. Wskaz zbidr rozwiazan nieréwnosci 2|x + 2| > 5 + x.
A. (—3; o0) B. (1; o0) C. (=o0; =3) U (1; o0) D.(-3; 1)
v

W zadaniach 2.15-2.17 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

2.15. Dane jest rownanie (m — 1)x +m =0 z niewiadoma x.
A. Dla m =1 rownanie jest tozsamosciowe.

B. Dla m =1 rownanie jest sprzeczne.

C. Dla m = V2 réwnanie ma jedno rozwiazanie.

2.16. Dane jest rownanie kx —m = 2 + x z niewiadomg x oraz parametrami k i m.
A.Dla k=01 m =1 rozwigzaniem rownania jest liczba 1.

B. Dla k=1 i m = -2 réwnanie jest tozsamosciowe.

C. Dla k=1 i m =1 rownanie jest sprzeczne.

2.17. Dany jest uklad rownan liniowych z niewiadomymi x i y oraz parametrem m:
Ix+2y=4
{ mx+4y=2m-4
A. Dla m = -1 rozwiazaniem tego ukladu jest para liczb o przeciwnych znakach.
B. Dla m = 6 ten uklad jest nieoznaczony.
C. Dla m =1 rozwigzaniem tego ukladu jest para liczb (2, -1).



2. Funkeje. Funkcja liniowa

2.18. Dana jest funkcja y = f(x), ktorej wykres przedsta- vh

wiono na rysunku obok. Dziedzina tej funkgji jest przedziat

(=2; 3). Funkcje g oraz h sa okreslone nastgpujaco: \ ;
glx) = f(x-2) i h(x) = f(-x)+2 T e 5

Na rysunkach A-F przedstawiono wykresy réznych funk- o] 1 X

cji, w tym wykresy funkcji g oraz h. Dla kazdej z funkgji g
oraz h wskaz rysunek, na ktorym jest jej wykres.

A. B. C.
v v v
o S - N 1
7 N N .
| i 2
+ - ; -
0] 1 A 0] 1 x
D E. F
vA Bl vh
1 \_F_, LN 3
s ol + -
gl 1 X 0 1 =

2.19. Dokoncz zdanie. Wybierz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie
1, 2 albo 3.

Dziedzina funkcji f(x) = J:_I jest zbior

x*-x

A. | R-{1}, L | fix)= %.

' | poniewaz =~ | , :
B. R-{0}, | 2. x*—xz[)dlaxsﬂIubx:l,_
C._R—{ﬂ,]},l 1 3. |x-1=0dla x=1.

J

2.20. Czy podany diagram przedstawia funkcje? Jesli tak, okresl jej dziedzine i zbior
wartosci oraz podaj przyklad wzoru opisujacego podang zaleznosc.

a) b) c) d)
= el

3 9

le k] k‘
2@ -8 —f ~J
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2.21. Sporzadz wykres funkcji, ktora kazdej liczbie naturalnej mniejszej od 6 przy-
porzadkowuje wartos¢ dwukrotnie wigksza od tej liczby i pomniejszona o 1. Napisz
wzor tej funkcji, okresl jej dziedzing i zbior wartosci.

2.22. Wyznacz dziedzine funkgji f.
2

a) f(¥) = 5——; e) f(x)=V3x—1+F———

b) f(x)=V2+4x f) flx)= T

Q) )= = ) ()= Vae3- 2=

d) f(x)=+Vx+3-2V4-x h) ﬂx)=u’x3f:l}i+25_\;t5

2.23. Dany jest zbiér A = {-3, -2, 0, V2, 2, 3} i funkcja f(x) = E Oblicz

wartosc¢ funkgji f dla tych liczb ze zbioru A, ktére naleza do jej dziedziny.

2.24. Dany jest wzor funkgji f i jej zbior wartosci ZW. Wyznacz zbior wszystkich
liczb rzeczywistych, ktére moga tworzy¢ dziedzing tej funkcji.

a) f(x)= %x-Z, ZW ={-2,0, 1}

2 2
b) fx) = -, ZW = {-1, -2, 2}
) f(x)=2"-1, ZW = {0, 1, 7}
d) f(x)=x% ZW = {0, 1, 2}

2.25. Sprzedawca oferowal rekawiczki, ktérych ceny w zaleznosci od gatunku ma-
terialu byly réwne: 40 z1, 52 z1, 68 zl, 84 z1 i 120 zI. Pewnego dnia zmienil ceny, ob-
nizajac kazda o 15%, a nastepnie dodajac 5 zL. Napisz wzor funkcji opisujacej zmiang
cen rekawiczek. Podaj dziedzing i zbior wartosci tej funkcji.

2.26. Kazdej dodatniej liczbie naturalnej mozna przyporzadkowac liczbe jej natu-
ralnych dzielnikow. Narysuj wykres tej funkcji, przyjmujac, ze jej dziedzing jest zbior
wszystkich dodatnich liczb naturalnych nie wiekszych od 15. Jaka warto$¢ ma funk-
cja dla argumentéw bedacych liczbami pierwszymi? Podaj najwiekszg wartosc i naj-
mniejsza warto$¢ tej funkcji w rozpatrywanym zbiorze.

2.27. Dany jest graniastostup prawidlowy n-katny. Wysoko$¢ tego graniastostupa
wynosi 1, a suma diugosci wszystkich jego krawedzi jest rowna 60. Podaj wzor i okresl
dziedzing funkgcji, ktora liczbie n przyporzadkowuje dlugos¢ krawedzi podstawy tego
graniastostupa.
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2.28. Wyznacz miejsca zerowe funkcji f.

) fl) = 2222 &) f(x) = (x-D(x+2)Vx
2
b) flx)= 3";_“3‘3 d) f(x) = %f ~3,xeN

2.29. Odczytaj z podanego wykresu:

» dziedzine funkji,

* zbiér wartosci funkcji,

* najmniejsza warto$¢ i najwieksza wartos¢ funkcji,

* miejsca zerowe funkcji,

* zbidér argumentow, dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie (ujemne),
» przedzialy monotonicznosci funkgji,

» wartosci funkgji dla argumentow -6, 01 2,

* liczbe rozwigzan réwnania y = m w zaleznosci od wartosci m.

C] v

b)

2.30. Skorzystaj z wykresow funkcji z poprzedniego zadania i podaj

a) dziedzine i zbior wartoéci funkeji y = f(x —2) + 3.

b) liczbe rozwiazan réwnania —h(x) — 2 = m w zaleznosci od wartosci m.
c) przedzialy monotonicznosci funkcji y = g(x + 1) - 2.

d) warto$¢ najmniejsza i wartos¢ najwieksza funkcji y = k(-x) + 1.
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2.31. Dziedzing funkcji y = f(x) jest przedziat (—10; 8), a jej zbiorem wartosci
— przedzial (0; 5). Podaj dziedzine i zbidr wartoéci funkcji y = f(x —2) + 3.

2.32. Funkcja y = g(x) jest rosngca w przedziale (=2; 1) i malejaca w przedziale
(1; 5). Okresl przedzialy monotonicznosci funkcji
a) y=-g(x). b) ¥ = g(—x).

2.33. Sprawdz, czy funkcje przedstawione za pomoca diagramdéw sa monotoniczne.

f g h
b || |
| | |

2.34. Na podstawie wykresu przedstawiajacego cele przyjazdu obcokrajowcow do
Polski (zrodlo: badania i prognozy Instytutu Turystyki, marzec 2004) odpowiedz na

pytania.
min Cele przyjazdu obcokrajowcow
6,0
5,0 interesy sluzbowe
typowa turystyka
\\/\//
4,0
30 ——\_‘,"'\/’__ odwiedziny
u krewnych
lub znajomych
2,0 \
1,0 1SN ==
~——— zakupy
0,0

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007

a) Ile oséb odwiedzilo Polske w 2003 r. w interesach stuzbowych?

b) Ktora z danych funkcji jest monotoniczna i jaki jest rodzaj tej monotonicznosci?

¢) Podaj prognozowana na poszczegolne lata od 2004 r. do 2007 r. liczbe obcokra-
jowcow, ktérzy mieli odwiedzi¢ Polske w celu typowo turystycznym.

d) W ktérym roku liczba obcokrajowcéw przejezdzajacych przez Polske tranzytem
zrownala sie z liczbg obcokrajowcow robiacych w Polsce zakupy? Oszacuj te liczbe
z doktadnoscia do 0,1 mln.

e) Ktory z celéw podrozy do Polski jest najbardziej stabilny pod wzgledem liczby
przybyszow?
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2.35. Na wykresie zaprezentowane jest uczestnictwo Polakéw w wyjazdach krajo-
wych (krétko- i dlugoterminowych) w zaleznoéci od miejsca zamieszkania (w pro-
centach liczby mieszkancow). Scharakteryzuj na podstawie wykresu réznice migdzy
podanymi czterema kategoriami oraz ich wspolne cechy.

E'!; Wyjazdy krajowe Polakéw

70

60

50

40

= guze miasta (ponad 100 tys. mieszkaficow)
30 = miasta (20-100 tys. mieszkaficow)
- male miasta (do 20 tys. mieszkanciw)

1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002

2.36. Na wykresie zilustrowano liczbe widzéw animowanego filmu Upiorny Jacus,
zanotowana w ciagu kolejnych osmiu tygodni od dnia premiery.

agdfem
8 | o 69 9
63 b4

|
==

o
=

45

liczba widzow [tys.]

40
0
0 |
20 18w tym dzieci
12
10

tygodnie

a) Ilu widzow obejrzato Upiornego Jacusia w badanym okresie?

b) Sporzadz wykres liczby dorostych widzéw tego filmu w kolejnych tygodniach.

c) W ktérym tygodniu przewaga liczby widzéw dorostych nad liczba dzieci byla
najwieksza?

d) Po ilu tygodniach od dnia premiery faczna liczba widzéw dorostych, ktérzy obej-
rzeli ten film, byla rowna acznej liczbie dzieci, ktore go obejrzaly?
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2.37. Sporzadz wykres przykladowej funkcji y = f(x) spelniajacej podane

warunki.

a) Dziedzing funkgji jest przedzial (-3; 5), zbiorem wartosci jest przedzial (-1; 3),
miejscami zerowymi funkgji sa liczby -1 i 3.

b) Dziedzina funkgji jest przedzial (—4; 4), dlaargumentu -2 funkcja przyjmuje war-
to$¢ najmniejsza rowna 0, dla argumentu 4 funkcja przyjmuje wartos¢ najwieksza
rowna 5.

c) Dziedzinag funkcji jest przedzial (0; 5), funkcja jest rosngca w przedziale (0; 3),
funkcja jest malejaca w przedziale (3; 5), miejscem zerowym funkgji jest liczba 4.

d) Dziedzing funkcji jest przedzial (-2; 4), zbiorem wartosci jest przedziat (1; 5).

e) Dziedzina funkgji jest przedzial (—1; 5), zbiorem wartosci jest przedziat (=2; 2).

2.38. Odplatnos¢ za kurs wynosi 150 zlotych od kazdego z 87 uczestnikow. Jaka
bylaby odplatnos¢, gdyby uczestnikéw bylo o 3 wiecej, a suma wszystkich wplat nie
uleglaby zmianie?

2.39. Naszkicuj wykres funkcji f i odczytaj z niego jej miejsce zerowe. Jaka miare
ma kat nachylenia prostej, ktora jest wykresem tej funkeji, do osi x? Wynik podaj
dokladnoscia do 1°.

a) f(x)=2x—-3 b) f(x) = ng 1

2.40. Naszkicuj wykres funkgji.

a) f{x}:—éer%ixEN c) f(xX)==x+11i xe{=2;3)

b) f(x)=2x-5xeNix<5 d) f(x)=-—%x+ l, x€Zixe€(-55)

2.41. Napisz wzor funkgji liniowej f, ktora spelnia podane warunki.

a) f(0) =3 iwykres jest nachylony do osi x pod katem 135°.

b) f(-2) = 0 iwykres jest nachylony do osi x pod katem, ktérego tangens jest
rowny 2.

2.42. Sporzadz wykres i napisz wzor funkgji liniowej f, o ktérej wiadomo, ze
a) jej wykres przechodzi przez poczatek ukladu wspélrzednych i punkt (2, 4).
b) jej wykres przecina osie ukltadu wspolrzednych w punktach (-4, 0) i (0, 2).
c) jej dziedzing jest przedzial (=5; 4), a zbiorem wartosci {3}.

2.43. Napisz wzor funkgji liniowej f, o ktorej wiadomo, ze jej wykres przecina o$
rzednych w punkcie o drugiej wspoélrzednej 2 i funkcja przyjmuje wartosci ujemne

tylko dla x > 6.
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2.44. Napisz wzor funkcji liniowej f, o ktérej wiadomo, ze

a) jej miejscem zerowym jest 31 f(2) = -3.

b) f(x) <0 dla x € (1; o0) i f{D]:-;
c) f(x) <0 dla x €(-o00;2) i f(1)=-1.

d) f(x)>0 dla x € (—?‘,}-; r:x:a) i f(1) = 4.

2.45. Dla jakich wartosci m funkcja f jest rosnaca, a dla jakich malejaca?
a) f(x)=32-m)x+7 b) f(x):—4(m+ \ﬁ)x+m—3

2.46. Napisz wzor funkgji liniowej g, ktorej wykres jest rownolegly do wykresu
funkgji f i przechodzi przez punkt P.

2) f(x) = —%x+5, P=(0,-1) b) f(x) = %x—?, P=(52)

2.47. Do wykresu funkgji liniowej f(x) = ax — 8 nalezy punkt P = (-7,13).
Wyznacz miejsce zerowe tej funkcji.

2.48. Zaznacz czesc plaszezyzny, w ktorej zawieraja sie wykresy funkgji
f(x)=ax+b dla

a}a=%ib<—l. b) a=-3ibe(=3;0). a2 B=2.

W L far ¢ ; 2 :
2.49. Dla jakiej wartosci parametru m rownanie 2mx +m x = 3x + 6 jest
tozsamosciowe?

2.50. Dla jakiej wartosci parametru k nierownosc (kz - 3) (x+5) <k jest
sprzeczna?

2.51. Dla jakiej wartosci parametru p rozwigzaniem rownania px+2x-5p+4=0
jest liczba 37

2.52. Rozwiaz rownanie lub nierownosc¢.

X+d dx-—-5 B & _
a) = = ] e) 14+3{1 2[3(:: 2)+1” 2
b) 3x+2_2=2{x+5) 0 _x;5+1£2x—1

2 7 15 20
c) (x—vg)(2+'\r"§)=3 g) (x+3)-2(x-1)<(x-5)(x+5)+20
@ IR s h) (x-1)(VZ-3)+ V22 xVZ+9

2.53. Wykaz, ze liczba 3™ jest rozwiazaniem réwnania 243" - 81'* + 7x = 9%/,
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2.54. Rozwiaz réwnanie 4-'x —32"x = 16" - (44)4. Zapisz rozwiazanie tego row-

nania w postaci 2%, gdzie k jest liczba catkowita.

2.55. Rozwiaz uklad rownan.

[ Bx—y X+y
L5-(x-y)=0,5(y —x) +2 =
Y 2y -4 =4x 91 e ARk AP
2 5
-2x+3y=28 ?x_3y:—5{x+}’}_5}'—25x
) 1 26x - 30y = 104 d) 2 3

2.56. Rozwiaz algebraicznie i graficznie uklad rownan.

2Ax+1)-y=3
2) 12x+3(y-2)=y-2
'3(x-2)+2(y-1)=y—?

b) 1 x+1 y-1 1
3 2 —3{y+1)

-[x+l)2—{y—2)3:x2—y3+9
| (x-2)°-4(y-2)=x"+8

d) {{x——l}2+2x=(x—l}(x+l}—y
(x-py)-2x+y)=10+x

c) A

2.57. W 1999 r. w Polsce na 1000 mieszkancow przypadalo 365 telefonow stacjo-
narnych i komérkowych. Oblicz, ile przypadalo telefonéw kazdego rodzaju, jezeli
telefonéw stacjonarnych bylo o 161 wiecej niz komérkowych.

2.58. Panstwo Mamutowie zarabiaja razem 9200 zt miesiecznie, przy czym ich za-
robki sa w stosunku 12:11. O ile zlotych réznia sie ich pensje?

2.59. Drziatka pana Jacka ma ksztalt prostokata o polu 800 m®. Prostokatna dzialka

pana Artura ma pole powierzchni 1120 m’, jest o 8 m dluzsza i 0 3 m szersza od
dzialki pana Jacka. Oblicz wymiary obu dzialek.

2.60. W ogrodku Michata znajduje sie oczko wodne o pojemnosci 1,5 m’, w kto-
rym jest 180 litréw wody. Michal postanowil napelnic je po brzegi, dolewajac wode
w tempie 12 litréw na minute. Napisz wzor funkcji V opisujacej zaleznoé¢ ilosci wody
w tym oczku od czasu f napelniania go (w minutach). Okresl dziedzine tej funkcji.
Po jakim czasie Michal zakonczy prace?
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2.61. W pewnym panstwie kazdy obywatel placi 20% podatku od rocznego docho-
du powyzej 1000 euro. Kwota dochodu do 1000 euro wlacznie jest nieopodatkowana.
Podaj wzor i naszkicuj wykres funkcji p(x), ktéra rocznemu dochodowi przyporzad-
kowuje nalezny podatek.

2.62. Rozwigz rownanie.

a) |x-3|=5 c) |[x+11|=0 e) |x—1|=-3
b) |x+ 5| =11 d) |6+ x| =2 f) |7-x|=3
2.63. Rozwiaz nierownosc.

a) |x-2|<3 c) |x-2|=-1 e) |[x+ 11| <-12
b) |[x+5|>5 d) 4-x|<1 £ 121 +x| <15
2.64. Rozwigz réwnanie.

a) |[x-2|-1|=3 b) [lx|-3| =2 c) [Ix+4]-3]=1

2.65. Oblicz sume wszystkich rozwigzan réwnania ||7x - 2| - 1| = 3.

2.66. Rozwigz rébwnanie.
a) |x+5|+|x-7|=20
b) |x| +2|x-3]| =12

c) [x+2|-2|x-3|=3

2.67. Rozwiaz nierownosc.
a) 2|13-x|-12x-1|>3

b) 2x+4|+|x-1] <6

c) |2x-5|-|x+4|<2-2x

2.68. Dana jest funkcja f(x) =|x-1|-|x+2], x € R.

a) Wyznacz zbior wartosci funkcji f dla x € (—o0; -2).

b) Naszkicuj wykres funkcji f.

c) Podaj jej miejsca zerowe.

d) Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych rownanie f(x) = m nie
ma rozwiazan.

2.69. Dla jakich wartosci parametru k rozwigzaniem ukladu réwnan

2y = - —
{ ii i Si = ];’:_ 33 jest para liczb ujemnych?

2.70. Dla jakich wartosci parametru m rozwiazaniem ukladu rownan
{ 2x+y=Tm->5

4x-3y=-m-15 jest para liczb (x, y) spelniajacych warunek |x + y| = 37
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3. Funkcja kwadratowa,
wielomiany | funkcje wymierne

* Sume algebraiczna ax’ +bx +¢, a+0, nazywamy tréjmianem kwadratowym.

Wyrazenie b° — 4ac nazywamy wyréznikiem tréjmianu kwadratowego i ozna-
czamy litera A.

e Funkcje f(x) =ax’ +bx+c, a+ 0 i x € R, nazywamy funkcja kwadratowa
zmiennej x w postaci ogolnej.

e Funkcje f(x) =a(x—p)’+q, a#0 i x € R, nazywamy funkcja kwadratowa
zmiennej x w postaci kanonicznej.

* Funkcja wielomianowa (wielomianem) stopnia # zmiennej x (x € R) nazywa-
my funkcje postaci:

1 2
+ oot ax” +ax+ag

Wi(x) = a,x" +a, x"
gdzie n jest ustalong dodatnig liczbg naturalng, wspolczynniki a,, a,_,, a,_,, ...,
a,, a,, ay 53 ustalonymi liczbami rzeczywistymi i a,, # 0.

Funkcje W(x) = a,, gdzie a; # 0, nazywamy wielomianem stopnia 0.
Ponadto przyjmujemy, ze funkcja W(x) = 0 dla kazdego argumentu x jest wie-
lomianem zerowym i nie ma stopnia.

* Pierwiastkiem wielomianu W (x) nazywamy taka liczbe a, dla ktorej W(a) = 0.

* Wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x), jezeli istnieje taki wielo-
mian Q(x), ze W(x) = P(x) - Q(x). Wielomian P(x) nazywamy dzielnikiem
wielomianu W(x), a wielomian Q(x) - ilorazem wielomianu W(x) przez P(x).

* Funkcja wymierng zmiennej x nazywamy funkcje postaci f(x) = %, gdzie
X
W i P sa wielomianami zmiennej x. Dziedzina funkgji f jest zbior tych liczb rze-

czywistych, dla ktorych P(x) # 0.

* Postacig kanoniczna funkgji f(x) = ax® + bx +¢, a £ 0, jest
~

f{x}:a(x—;—j)ia.
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Wykresem funkcji f(x) = ax’ + bx + ¢, a # 0, jest parabola, ktérej wierzchotek
: _-b _=A

ma wspotrzedne x,, = 5o Y = e

Funkcje f(x) = ax’ +bx +c¢, a # 0, mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej, gdy

Az 0:

- jezeli A =0, to f(x) =a(x-x,)" i x,= =,

- jezeliA> 0, to f(x)=a(x—x)(x-x,) i x, = _b;ﬁ, Xy = "b; VE+
(F
Wielomiany W i QQ sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy sa tego samego stopnia

i maja jednakowe wspolczynniki przy odpowiednich potegach zmiennej.

Jezeli W(x) i P(x) sa niezerowymi wielomianami oraz stopien P(x) nie jest wigk-
szy od stopnia W(x), to istnieja takie dwa wielomiany Q(x) i R(x), Ze:

W(x) = P(x) - Q(x) + R(x)
gdzie stopien Q = stopienn W — stopien P oraz stopien R jest mniejszy od stop-
nia P albo R jest wielomianem zerowym.

Jezeli R jest wielomianem zerowym, to wielomian W jest podzielny przez wielo-
mian P.

Twierdzenie Bézouta
Wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x —a wtedy i tylko wtedy, gdy
liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (x).

Jezeli liczba calkowita p jest pierwiastkiem wielomianu W, ktérego wszystkie
wspolczynniki sa liczbami catkowitymi, to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego tego
wielomianu.

Jezeli utamek nieskracalny P gdzie g € N,
q

q+ 0, p € Z, jest pierwiastkiem wielomianu

stopnia n postaci:

1

W(x)=a,x"+a, x" + ... +ax+a,

H-
ktorego wszystkie wspolczynniki sa
liczbami catkowitymi, to p jest dzielnikiem
wspolczynnika a,, a g jest dzielnikiem
wspolczynnika a,,.

Wykresem funkcji f(x) = %, a#0, x#0,
jest hiperbola.
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~ Whioski, uwagi, komentarze. ..

e Jezeli funkcja kwadratowa f(x) = ax” + bx + ¢ ma dwa miejsca zerowe x,, x,, to

pierwsza wspolrzedna x,, wierzcholka paraboli y = ax’ +bx + ¢ jest ich srednia

X + A
arytmetyczna: x,, = =

* Wzory Viete’a

Jezeli réwnanie kwadratowe ax” + bx + ¢ = 0 ma dwa pierwiastki x,, x,, to:

_=b _c
x1+x2-—-; 1 x!'xz‘-;

e Jezeli Wi(x)=(x—-a)Q(x)+ R, to W(a) =R.

W kazdym z zadan 3.1-3.10 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz jg i zapisz w zeszycie.

3.1. Wskaz argument, dla ktérego funkcja f(x) = x* — 4x przyjmuje w przedziale
(—4; 1) wartos$¢ najmniejsza.
A.x=-2 B. x=0 G 2= D.x=-4

3.2. Wskaz wartoé¢ wspolczynnika m paraboli y = m — x*, ktéra przecina of x
w punktach x = V3 oraz x = —/3.

A.m=9 B. m=-3 C.m=3 D. Nie istnieje takie m.
8.3. Punkt P = (-1, 3 + m) nalezy do wykresu funkcji f(x) = -3x’ dla
A.m=6. B. m=-1. C.m=0. D. m = -6.

3.4. Wskaz rownanie paraboli symetrycznej wzgledem osi y do paraboli

y= 5x° — x + 4.

A.y=5x2+x+4 C.y=—5x2—x+4
B.y=—5x2+x—4 D.y=5x2+x—4

3.5. Miejscami zerowymi funkcji f(x) = ax” + bx + % sa liczby —1 oraz —3. Wskaz

wartosci wspolczynnikow a i b tej funkcji.

1

A.a=1,b=4 B.a:%,b:dl C.a=5,5=2 D.a= :

:b=z

b | =

8.6. Dana jest parabola y = x” + kx. Jakie wartoéci moze przyjmowaé wspétczyn-
nik k, aby parabola nie miala punktow wspolnych z osia x?
A.k>0 B. k=0 C.k<-1 D. Nie istnieje takie k.
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3.7. Wykresy funkgji f(x) = x° - 6x + k przedstawiaja pewna rodzine parabol.
Ktora prosta jest osia symetrii kazdej z tych parabol?
A.y=-6 B. x=6 Cox=-3 D.x=3

3.8. Wskaz dziedzine funkcji f(x) = V4 - x* + V1 - x.
A, (-2; 2) B. (-2; 1) C. (—o0; 1) D. (-o0; 1)

3.9. Wskaz zbior rozwiagzan nieréwnosci (x — 1)2 < 4,
A. (—o0; 5) B. (—o0; 3) C. (-1; 3) D. (0; 3)

3.10. Jeden pracownik wykonuje pewna prace w ciggu 6 dni, a drugi te sama prace
wykonuje w ciggu 12 dni. W jakim czasie wykonaja te prace wspolnie?
A. 3 dni B. 4 dni C. 9 dni D. 18 dni

W zadaniach 3.11, 3.12 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

3.11. Zbiorem rozwigzan nierdwnosci 2x” — 2v6x +3 < 0 jest
A. przedzial domkniety. B. zbior jednoelementowy. C. zbidr pusty.

3.12. Dany jest wielomian W(x) = x” — x* + x - 1.
A. Wielomian W{x) ma trzy pierwiastki.

B. Wielomian W (x) jest podzielny przez x — 1.

C. Wielomian W(x) jest podzielny przez x + 1.

3.13. Dokoricz zdanie. Wybierz odpowiedz A albo B oraz jej uzasadnienie
1 albo 2.
Funkcja f(x) = g =)

przyjmuje w przedziale dla funkgji f zachodzi warunek

A.

(1; 2) wartos¢ najwigksza, A <0
) o doial poniewaz pierwsza wspolrzedna wierzchotka
p, | CEEpTEEwpRaca 2. | paraboli bedacej wykresem funkcji f

(1; 2) wartosci najwickszej,

nie nalezy do przedzialu (1; 2).

S

3.14. Okresl, w jakiej postaci dana jest funkcja kwadratowa f. O ile to mozliwe,
zapisz funkcje w dwoch pozostalych postaciach.

2) flx)=—(x—4)+1 d) f(x)=—2(x—%){x+]}

b) f{x)=0,5x2+x—-4 e) f(x)=x2~2x+3
¢ flx)=3x"-6x+6 f) f(x)=-2x"-8x-6
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3.15. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej wlasnosci.

2) fx)=(x+1)* -4 &) flx) = ~é~x2+2x~2
b) fx)= -2 +x d) f(x)=3x>+6x+]1

3.16. Na podstawie podanego wykresu funkcji f(x) = ax” + bx + ¢ podaj jej wzor
ogolny, dziedzine oraz zbidr wartosci.

ﬂ.} | ¥y . . | | b) JHI.
y=fix)

3.17. Oblicz najmniejsza wartosc funkcji i najwigksza wartosc funkcji f w podanym
przedziale.

2) f(x) =3x% —6x -4, (0; 3) b) f(x) =2+ gx, (0; 1)

3.18. Liczbe 22 rozlozono na dwa sktadniki. Oblicz najwigkszy iloczyn takich sklad-
nikow.

3.19. Jaka najmniejsza warto$¢ moze przyjac iloczyn dwoch liczb rzeczywistych roz-
nigcych sie o 67

3.20. Z drutu o dlugosci 60 cm zrobiono prostokatna ramke. Jakie wymiary powi-
nien miec ten prostokat, aby jego pole bylo mozliwie najwigksze?

3.21. W tréjkat réwnoramienny o podstawie dtugosci 6 i ramionach dlugosci 5 wpi-
sano prostokat w ten sposob, ze jeden bok prostokata zawiera si¢ w podstawie troj-
kata. Jakie moze by¢ najwieksze pole takiego prostokata?

3.22. Rozwiaz rownanie lub nieréwnosc.

a) 2 —4x+1=0 e) —%x2+x—1=€0
b) 3x> +7 = 5x f) 3x* > 8
¢) 3(x-1>+13=10x g) (x-2+(x-1) <

d) 2Bx+5) +(x+2)(x-3)=0 h) (x=3)2 (x=3)2x + 1)
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3.23. Wyznacz cztery kolejne liczby catkowite takie, ze najwieksza z nich jest réwna
sumie kwadratow trzech pozostatych liczb.

3.24. Plac ma ksztalt prostokata, w ktorym przekatnajest o 1 m dluzsza od diuzszego
boku. Gdyby powigkszy¢ o 3 m dlugos¢ kazdego boku tego prostokata, to dlugosc
przekatnej zwiekszylaby sie 0 4 m. Oblicz wymiary placu.

3.25. Dwa wielokaty maja razem 18 katow i 58 przekatnych. Co to za wielokaty?

3.26. Trzy sciezki w ogrodzie tworza tréjkat prostokatny o obwodzie 120 m. Dwie
osoby wychodza rownoczesénie z punktu, ktory jest wierzcholkiem kata prostego.
Kazda z nich idzie po §ciezce bedacej inna przyprostokatna i spotykaja sie w $rod-

;;;;;;

w tym samym czasie co druga 11 m?

3.27. Suma pol dwoch kwadratéw jest réwna 104, a roznica dlugosci ich przekat-
nych jest rowna 4. Wyznacz dlugosci bokow tych kwadratow.

3.28. Dane sa funkcje f(x) = x* +4x — 12 i g(x) = 2x — 9. Wyznacz metoda
algebraiczna i graficzng punkty wspélne wykresow tych funkeji.

3.29. Oblicz wartosci wspétezynnikéw bi ¢, dla ktérych funkcja f(x) = x° +bx +¢
ma dwa miejsca zerowe réwne —1 i 3.

3.30. Wierzchotek paraboli bedacej wykresem funkcji f(x) = ax’ + bx + 1 ma
wspolrzedne W = (2, —1). Wyznacz wartosci wspolczynnikow a i b.

3.31. Do wykresu funkcji kwadratowej f(x) = ax® + bx + 16 naleza punkty
A = (-5,6) oraz B = (-4, 0). Wyznacz wspolczynniki a i b. Oblicz najmniejsza
wartos¢ i najwigksza wartos¢ funkcji f w przedziale (—4; -1).

3.32. Dane sa funkgje f(x) =2x> +6x+c i g(x) = —x" +bx — 25 okreslone dla
x € R. Funkcja f ma jedno miejsce zerowe. Dla x = 5 funkcja g przyjmuje naj-
wigksza wartos$¢. Wyznacz wspolczynniki b i c. Dla obliczonych wartosci b i ¢ rozwiaz
nierownos¢ 2 f(x) + g(x) < 0.

3.33. Do wykresu funkcji kwadratowej f naleza punkty: K = (-3, 1), L = (0, 8),
P = (-5, 3). Napisz wzor tej funkcji i naszkicuj jej wykres. W jakim zbiorze wartosci
funkcji f sa wieksze od 37

3.34. Dane jest rownanie x~ —6x + 1 = —2x —m.

a) Rozwiaz to rdwnanie graficznie dla m = —6.

b) Zbadaj, dla jakich wartosci m rownanie ma dwa rozwiazania, dla jakich - jedno
rozwiazanie, a dla jakich - nie ma rozwigzan.

249 NS
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3.35. Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = (mz = ])x2 -2mx +4m+5

dla x € R. Oblicz najmniejsza wartosc¢ i najwigksza wartosc tej funkcji w przedziale
1

{(-2; 1) dla m= >

9 3.36. Wykaz zedla m = 3 nieréwno$¢ x° + (2m—3)x +2m+5 > 0 jest spetniona
przez wszystkie liczby rzeczywiste x.

3.37. Dla kazdej liczby rzeczywistej b rownanie y = %xz — bx + 2 opisuje pewna
parabole. Wyznacz wszystkie wartosci b, dla ktérych wierzcholek takiej paraboli lezy

nad osig x.

3.38. Zbiorem wartosci funkcji kwadratowej g jest przedzial (—oo; 5), a zbiorem
rozwigzan nierownosci g(x) > 0 jest przedzial (2; 8). Wyznacz wzdr funkgji g.

3.39. Oblicz sume czwartych poteg pierwiastkow réwnania x*—4x+1=0.

3.40. Wierzcholki tréjkata réwnobocznego ABC sa punktami paraboli

y = —x”+6x. Punkt C jest wierzchotkiem paraboli, a bok AB tréjkata jest rownolegly
do osi x. Zilustruj opisana sytuacje rysunkiem w ukladzie wspotrzednych i wyznacz
wspolrzedne wierzcholkow tego trojkata.

3.41. We wzorze funkcji kwadratowej wspotezynnik przy x” jest rowny 1. Wykres
tej funkeji przechodzi przez punkty (1, 2) i (5, m).

a) Wyznacz wzoér rodziny funkcji kwadratowych spelniajacych te warunki.

b) Dla jakich wartosci parametru m funkcja ma dwa rozne miejsca zerowe?

3.42. Dla jakich wartosci parametru k wszystkie wartosci funkcji
f(x) = (k- Hx* - 2-K)x+ %k+ 1 sg wieksze od li?

3.43. Dla jakich wartosci parametru m najmniejsza wartosc¢ funkcji kwadratowej
f(x)=(3m - 5)x” — (2m — 1)x + i(?:m —5) jest liczba dodatnia?

3.44. Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej k rownanie
x* +2kx — 6 = k> + 2x — 3k z niewiadoma x ma dwa réine rozwiazania.

3.45. Wykaz, e suma odwrotnosci rozwigzan rownania x” +4x +2 = 0 jest liczba
catkowita.

3.46. Dla jakich wartosci parametru k rownanie 2x + k (1 = xz) = 2+ 2x° 2 nie-

wiadoma x ma tylko jedno rozwigzanie? Podaj to rozwiazanie.
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F 3 2 2 2 s 1 s & 4
3.47. Rownanie x™ —a x — b x + ab = 0 z niewiadomg x ma dwa pierwiastki:

=25 V17 = 5+;ﬁ. Obliczaib.

¥

x x
! 2 2

3.48. Oblicz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych rownanie

x* = (m+2)x +m+4 =0 ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste x,, x, takie, Ze

.m:‘,1 + xfj = 4m’ + 6m* —32m + 12.

3.49. Wyznacz wszystkie wartodci parametru m, dla ktérych réwnanie

x*+2(1-m)x+m° —m = 0 ma dwa réine pierwiastki rzeczywiste x,, x, spelniajace

2, .2
warunek x; - x, < 6m < xj + x5.

3.50. Dla jakich wartosci parametru m wartosci funkcji
f(x) = (2m+ sz + (m — 1)x + 3m sa mniejsze od odpowiednich wartosci funkcji
g(x) = (1 —m)x + 3 dla kazdego x?

8.51. Dla jakich warto$ci parametru k nieréwnosé¢ kx* + (k—1)x > 1 -k
jest spelniona przez wszystkie x € R?

g . . 2 5
3.52. Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie mx” — (m + 4)x + m + == 0 ma

dwa rozne pierwiastki dodatnie?

3.53. Wykaz, ze jezeli funkcja kwadratowa f(x) = -—%xg + (m+ 2)x + k ma dwa

rézne miejsca zerowe i dla argumentu k przyjmuje najwieksza warto$¢, to
k € (—o0; —=2) U (0; o0).

3.54. Dane jest rownanie x* + mx +m -1 = 0 z niewiadomg x. Udowodnij,
ze dla kazdej liczby catkowitej m wszystkie rozwigzania tego rownania sa liczbami
catkowitymi.

3.55. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie
2 3 2 h R : :
X" —4mx—m +6m” +m—2 =0 madwa rozne pierwiastki rzeczywiste x,, x, takie,

ze (%, —x,)° < 8(m+1).

3.56. Dla jakich wartosci parametru m odwrotno$¢ sumy kwadratow pierwiastkow
réwnania x* —3mx+m—4=0 jest najwieksza?

3.57. Dane sa wielomiany: W(x) = x°+2, Plx)=3x-2, Rlx)= o+ x5+ 3x+ 2.
Wyznacz wielomian Q(x) = [W{x}]3 — 2P(x)R(x). Okresl stopien wielomianu Q
i podaj jego wartos¢ dla x = V2.

251 e
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3.58. Rozléz wielomian W na czynniki nierozkladalne.

a) W(x)=x —3x" —x+3 ) Wix)=x"-7x+6

b) W(x) =x*-3x +3x* - x d) Wix)=x*+2x> +2x* -2x-3
3.59. Rozwiaz réwnanie,

a) -6’ +9x7 =0 c) ' —4x* —T7x+10=0

b) - 3x —4x+12=0 d) x*-2x*-8=0

38.60. Wyznacz najwieksze rozwigzanie rownania 2x” — 4x” —3x + 5 = 0.

3.61. Rozwiaz nierownosc.

a) (x—2)x+5)(x-3)<0 c) 2% +x°—6x>0

b) (x+ 1(x-4)°20 d) xX*-x*-4<0

3.62. W wyniku dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x — 1 otrzymujemy
iloraz Q(x) = 8x° + 4x — 14 oraz reszte R(x) = —5. Oblicz pierwiastki wielomia-
nu Wix).

3.63. Reszta z dzielenia wielomianu 4x” —5x° —23x+m przez dwumian x+1 jest
réwna 20. Oblicz warto$¢ wspdlczynnika m oraz pierwiastki tego wielomianu.

3.64. Dany jest wielomian W(x) = x +ax® +bx+ 1 taki, ze W(2) = 7 ireszta
z dzielenia W(x) przez x — 3 jest réwna 10. Oblicz wartosci wspolczynnikow a i b
tego wielomianu.

3.65. Liczby 112 sa pierwiastkami wielomianu W(x) = x° + ax” — bx — 6. Rozwiaz
nierownos¢ Wix) > 0.

3.66. Przedstaw wielomian W(x) = x" —2x” —3x” +4x—1 w postaci iloczynu dwéch
wielomianow stopnia drugiego, ktorych wspoétczynniki s catkowite oraz wspolczyn-
niki przy drugich potegach zmiennej sa rowne 1.

3.67. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych réwnanie
(x—2) (H‘IIE —Xx—m- 1) = 0 ma dwa rozne rozwigzania.
3.68. Sporzadz wykres funkcji f(x) = % — 1. Odczytaj z wykresu zbior rozwigzan

i , . 4
nierownosci — —1 > 0.
X

3.69. SporzadZ wykres funkcji g(x) = —ﬁ + 3. Odczytaj z wykresu zbiér war-

tosci i przedzialy monotonicznosci funkgji g.
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3.70. Rozwiaz réwnanie.

2x—1 x+5 x +1 x—-5 1
a) = C) - =1
x+2 Ix—1 x—1 x:=1 x+1
3 Sx -2 2x -1 1
b) e ! T
xX+5 x -2 Xx“+3x-4 2
3.71. Rozwiagz nieréwnosc.
2x—3 2x—3 +6
a) = 20 c) = g =
x+4 %41 2x—2
2 4x+3 _ 4
B ] % ) it N NP |
x=1 x+2 x—1

3.72. Dane sa funkcje h(x) = LI’ g(x) = h(-x) i f(x) = h(x)- g(x). Dlajakich
x s
argumentow wartosci funkcji f sa nie wieksze od 37

3.73. Pociag wyruszyl na trase o dlugosci 280 km z 40-minutowym opdznieniem.
Cala trase przebyl ze §rednig predkoscia o 10 km/h wigksza od planowej i w rezultacie
zmniejszyt opdznienie do 10 minut. Z jaka $rednia predkoscia jechal?

3.74. Pociag mial przeby¢ 840 km w okreslonym czasie. W polowie drogi zostal za-
trzymany na pél godziny. Aby przyby¢ punktualnie na miejsce przeznaczenia, ma-
szynista zwiekszyl predkosc o 2 km/h. Jak dlugo pociag byl w drodze?

3.75. Na kolonie nad morzem zglosilo si¢ 130 dzieci, dla ktérych zaangazowano
odpowiednia liczbe wychowawcéw. Poniewaz przyjeto jeszcze dodatkowo 14 dzieci,
a jeden z wychowawcow nie zglosit sie do pracy, kazdemu z zatrudnionych wycho-
wawcow przydzielono po dwoje dzieci wiecej, niz planowano na poczatku. Ilu wy-
chowawcow bylo na tej kolonii i iloma dzie¢mi kazdy z nich si¢ opiekowal?

8.76. Pelny zbiornik z woda o pojemnoéci 90 m’ mozna opréznié przy uzyciu
dwoch zaworéw. W ciagu jednej godziny przez pierwszy zawor wyplywa ze zbior-
nika o 1,5 m” wody wiecej niz przez drugi. Czas oprozniania zbiornika tylko przez
pierwszy zawor jest o 3 godziny krotszy od czasu oprdzniania tego zbiornika tylko
przez drugi zawor. Oblicz, w ciagu ilu godzin pelen zbiornik zostanie oprozniony,
jesli woda bedzie wyplywac przez oba zawory jednoczesnie.

3.77. Basen jest oprozniany przez otwor w dnie — osuszenie pelnego zbiornika trwa
4 godziny. Do napelniania basenu stuza dwa krany. Jesli woda leci tylko z pierwszego
z nich, to napelnienie basenu zajmuje dwie godziny, jesli tylko z drugiego — jedna
godzing. W ciggu ilu godzin napelni si¢ basen, jesli otwarte s3 obydwa krany i otwor
w dnie?
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3.78. Podczas budowy bloku mieszkalnego nalezalo wywiez¢ w okres§lonym termi-
nie 8000 m” ziemi. Praca zostala wykonana na 8 dni przed terminem, gdyz robotnicy

stale przekraczali dzienny plan o 50 m”. Oblicz, na ile dni bylo zaplanowane wywo-
zenie ziemi i o ile procent przekraczano dzienny plan.

3.79. Firma zaplanowala wytworzenie produktow A i B, facznie 20 sztuk. Calkowity
koszt wytworzenia produktow A ustalono na 12000 zl, a produktéw B — na 6400 zl.
Koszt jednostkowy dla A byl o 200 zt wyzszy niz dla B. Ile sztuk kazdego produktu
zaplanowano i jakie byly ich koszty jednostkowe?

3.80. Liczby x, i x, s3 réznymi pierwiastkami rownania
(m + 2).:¢:2 - (m+ 2)2x +3m+ 2 =0 zniewiadoma x dla m € R - {-2}. Wyznacz
dziedzine i naszkicuj wykres funkcji f danej wzorem f(m) = x, - x,.

9 3.81. Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nierownosc
X-x+l 1

A TET L T
x2+x+1 " 3

¥ —kx+1
———

3.82. Dla jakich wartosci parametru k nierownos¢ podwéjna -3 < o en: 3
jest spelniona przez wszystkie liczby rzeczywiste x?
3.83. Dana jest funkcja f(x) = b;x_] taka, ze f(2) :% i f(=3)= —%. Wyznacz

wspolczynniki a i b tej funkgji. Dla jakich x wartosci funkcji f sa mniejsze od 27

¥ 3 " ¥ E ¥ - # £ # 2 " "
3.84. Przedzial (_E; 0) jest zbiorem rozwiazan nierownosci — < m z niewiado-
X

ma x. Oblicz m.

xl-y=1
3.85. Rozwig uklad réwnadi 4 0 Y =1
xX“+(y+1)" =8
=3
3.86. Rozwigz algebraicznie i graficznie uklad réwnan { f' ; !_y|_2 :
3.87. Rozwiaz uklad rownan.
x—|ly+1|=1 34 48 =
) , ly+1 b) X +y =19
x +y=10 x+y=1

3.88. Dla jakich wartosci parametru m rozwiazaniem ukladu rownan
{ 2x +my =3

1 1 * . = ?
mx — 8y = 2m jest para liczb (x, y) spelniajacych warunek 2x + 7y = 37



4. Funkcje trygonometryczne

* W trojkacie prostokatnym ABC, w ktérym « jest katem
ostrym (oznaczenia jak na rysunku), mamy:

sin = E, cosa = E, tga = <
c ¢ b o
b A
* Niech « bedzie katem o wierzchotku w poczatku ukladu NT | 71
wspolrzednych i poczatkowym ramieniu pokrywajacym PA= (Xps ¥p) o

sie z dodatnig polosig x. Na ramieniu wodzacym kata o j
wybieramy dowolny punkt P = (xp, yp) rozny od wierz- 1
chotka, o promieniu wodzacym r. Wtedy: o

Xp Yp ' }

simx=&, cosax = —, tga=— dla xp #0 N\
r r Xp R

_ % | o] 1
gdzie r = \|x} + y3. :

* Miarg lukowa kata jest stosunek dlugosci zawartego w kacie tuku okregu o srod-
ku w wierzcholku kata do promienia tego okregu. Jednostka miary lukowej jest
radian.

Kat srodkowy w okregu oparty na tuku o dlugosci réwnej promieniowi tego okre-
gu ma miare 1 radiana.

=y

» Jezeli miarg tukowa kata « jest liczba t i t € (0; 2m), to kazdej liczbie rzeczywistej
postaci t +n-2m, gdzie n € Z, przyporzadkowujemy kat «.

* Funkcje f o dziedzinie D nazywamy okresowa, jezeli istnieje taka liczba T # 0,
ze dla kazdej liczby x € D spelnione sa dwa warunki:
=k L &) & w=Tel)
- flx+T) = f(x).
Kazda zliczb T nazywamy okresem funkgji f, a jezeli wirdd nich istnieje najmniej-
sza dodatnia liczba T ;, to nazywamy ja okresem zasadniczym funkgji f.

* Jedynka trygonometryczna
Dla dowolnego kata & zachodzi réwnos¢ sin’ & + cos” & = 1.
ina

o Jezeli a# 90°+ k-180° ke Z, to tga = ol

cosa
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* Wzory redukcyjne

Dla dowolnego kata a zachodza rownosci:

sin(90° + &) = cos « cos(90° + &) = —sin«
sin(180° — &) = sin & cos(180° — @) = —cos«
sin(180° + &) = —sin« cos(180° + @) = — cos «
sin(—«) = —sina cos(—a) = cos «

Jezeli a # 90° + k- 180°, k € Z, to:
tg(180° —a) = —tg«x tg(180° + ) = tg & tg(—a) = —tga

* Funkcje trygonometryczne sumy i roznicy katow
Dla dowolnych katow « i 8 zachodza réwnosci:

sin(a + f8) = sina cos 8 + cos a sin 8 sin(a — 3) = sina cos § — cosa sin
cos(a + fB) = cos & cos 3 — sin asin 3 cos(x — ) = cosx cos 3 + sina sin 3
Jezeli &, p#90°+ k-180°% a+ B #90°+ k- 180° k € Z, to:
tga +tg
tgla+ f) = ————
gla+f) | —tgatgf

Jezeli o, B#90°+k-180°% a— P #90°+ k- 180°% k € Z, to:

tga —tgf
gla—p) = 1 +tgatgp
* Funkcje trygonometryczne podwojonego kata
Dla dowolnego kata a zachodza rownosci:
sin 2 = 2sin @ cos &
cos 2a = cos” @ —sin“ &= 1 —2sin’a = 2cos” @ — 1
Jezeli & # 45°+ k-90°, a #90°+ k- 180° k € Z, to:
2tg i

tg 2a =
& 1-tg’a

* Wzor sinusow
W dowolnym tréjkacie stosunek diugosci boku do
sinusa kata lezacego naprzeciwko niego jest staly.

* Twierdzenie sinusow
W dowolnym trojkacie stosunek dlugosci boku do
sinusa kata lezgcego naprzeciwko niego jest réwny
dlugosci $rednicy okregu opisanego na tym tréjkacie. a b c

sina  sinff  siny

* Twierdzenie cosinuséw
W dowolnym tréjkacie kwadrat diugosci boku réow- ;
na sie sumie kwadratow dlugosci pozostalych bo- a”
kow, zmniejszonej o podwojony iloczyn dlugosci b* = a* + ¢ - 2accos B

tych bokéw i cosinusa kata zawartego miedzy nimi.  ¢* =a° + b° - 2abcosy

- I
b™ +c” —2bccosax

Il
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Whioski, uwagi, komentarze...

* Wartosci funkgji trygonometrycznych wybranych katow.

a 0° 30° | 45° 60° 90% | 180° | 270° | 360°
el 1 V2 | V3 |
sinaw, 0 2 | 2 = 1 0 -1 0
V3 | V2 1
cosa, 1 2 | 2 3 0 1 0 1
. V3 nie nie
tga 0 T 1 V3 istnicje, ¥ istnieje 0
» Jesli « oznacza miare stopniowa kata, a x jest jego miarg lukowa, to x = TBII}E’
__%+1807
=

* Wykresy funkcji trygonometrycznych

1 0 I
||| @)

-

= cos X

|/
s

* Rozwigzaniami réwnania sinx = a dla a € (-1; 1) saliczby postaci x = x,+2kn
oraz x = T - x, + 2km, gdzie x,, jest jednym z rozwiazan tego rownaniai k € Z.

* Rozwigzaniamirownania cosx = a dla a € (-1; 1) saliczby postaci x = x;+2kn
oraz x = —x; + 2km, gdzie x; jest jednym z rozwiazan tego réwnaniai k € Z.

* Rozwiazaniami rownania tgx = a s3 liczby postaci x = x, + kn, gdzie x;, jest
jednym z rozwiazan tego rownaniai k € Z.
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W kazdym z zadan 4.1-4.14 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

4.1. Ile jest rowny iloczyn tg36° - tg 54°7

Al B. 0 C. ﬁ D.2
J
4.2. Katajest ostryi tga = 2. Wskaz wartos¢ wyrazenia 1-oeme
3 1+5sina
a2 B; =2 G D. 1
5 5 2
4.3. Wiadomo, ze cosx = —% i 90° < a < 180°. Zatem
: 4 : ; ;
A. sina = -. B. sina = —E. C. sina = 1 D.sina = ﬁ
3 3 3 5
4.4. Wskaz wartoéc a, dla ktorej rownanie cosa = v -y nie ma rozwiazania.
A g= = B g G, e D.geis
4 3 2 2
4.5. lle jest rowna liczba sin 20° cos 70° + sin 70° cos 20°7
A. 0 B. 1 C.3 D. 90
3
4.6. Kat « jest rozwarty i sina = % Zatem
A. cosa = -%. B. tga = -%. C. tga = % D. cosa = -%.
CI
4.7. Wiadomo, ze cosa = -E i 90° < < 180°. Zatem
. 12 12 ) 13 12
A.sina = -——. B. tgax = —, C.sina=—. D.tgax = ——.
13 3 3 5

4.8. Dwa boki tréjkata majag dtugosci 51 11, a kat miedzy nimi ma miare 120°.
Wskaz dtugos¢ trzeciego boku tego tréjkata.

A. V201 B. V91 C. V146 -55v3  D. \146 + 553

4.9, W tréjkacie ABC dane sa |AB| = 2+/5 i 4BCA = 30°. Promieni okregu opisa-
nego na tym tréjkacie jest rowny

A. 542, B. 41/5, C. /5. D. 24/5.
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4.10. Boki tréjkata maja dtugosci V5, V7 i 4. Wskaz warto$¢ cosinusa najwigkszego
kata w tym tréjkacie.
7 2 2 9

A, — B. -—— C. — D. —
4+/5 V35 V35 47

4.11. Wskaz liczbe réwna cos 133°.

A. sin 47° B. cos47° C. —sin47° D. —cos47°

4.12. Dla ktorej z podanych funkcji 0§ y nie jest osia symetrii wykresu funkcji?
= | tg x| B. y = sin |x]| C.y=cos(x+g) D.y=sin(x~§-)

4.13. Wskaz miare tukowa kata « = 255°.
AT g, 17 c. 1 p, 2I
15 12 15 13

4.14. Ktory z podanych katow nie jest katem wypuklym?

A.a:i-; B.ﬁ:?&,ﬂl C.y=37 D.d =

e | e

W zadaniach 4.15-4.18 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

4.15. thy wewnetrzne trojkata majq miary «, i y. Zatem
B+ ]r B+«
2 2

A. sin < = cos B. cmz = cos C. sin 8 = cos (a + y).

4.16. W trojkacie prostokatnym katy ac i 8 s ostre oraz 8 > a. Zatem
A. sina < cosa. B. cos 8 < cosa. C. sina < sin f3.

4.17. W trapezie rownoramiennym ABCD podstawy majg dlugosci |AB| =
|CD| = 13, akazde ramie¢ ma dlugos¢ 3. Zatem

A. sin4ADC = 3‘;—5 B. cos4ADC = . C. tgaADC = 2V2.

4.18. Dany jest wykres funkcji y = f(x).

/—\ I /\ y =ifix)
3 v 5 /.3 3 ] | iy
Funkcje f mozna opisa¢ za pomoca wzoru

A. f(x) =sin (x - g) B. f(x) = sin (x + g) C f(x)= cns(x - %ﬂ)

=N
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4.19. W tréjkacie KLM dane sa: |KL| = 35, |LM| = 5V2 i |[MK]| = 2v3.
Dokoncz zdanie. Wybierz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1, 2 albo 3.
Kat przy wierzcholku K
| A. | jestostry, | 1| ILMP > IKLP + MK

B. | jest prosty, | poniewaz = 2. !LMlZ = |KL|3+ !MKlz.

C.  jest rozwarty, ‘ 3. | ILM|* < |[KL|* + MK/,
J

4.20. Oblicz wartosci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata « spelniajacego
podane warunki.

a) tga=3 i cosa <0 b]coscxz—%itgn:{l:}
4.21. Katy ai 8 sg ostre oraz sina = % i cosf3= é Oblicz
dokladng warto$¢ wyrazenia tgatg f8 + cosasin f5.

4.22. Na podstawie rysunku obok wyznacz wartoé¢
wyrazenia sina - sin f3.

4.23. Kat « jest ostryi tga = 2. Oblicz warto$¢

. . 4dcoso—3sina
wyrazenia

Jcosa + 5sina

4.24. Oblicz wartosci funkgji trygonometrycznych katow ostrych w trojkacie ABC,
w ktorym 4C = 90°, a przyprostokatne maja dlugosci
a) |AC| =18 cm i |BC| = 24 cm. b) [AC] =21 cm i |BC| =72 cm.

4.25. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata BAC w trojkacie prostokat-
nym ABC, w ktorym

a) 9C = 90°, |AC| =3, |BC| = 2. b) 4B = 90°, |BC| = V15, |AC| = 4.

4.26. W trojkacie prostokatnym dlugosci przyprostokatnych réznia sie o 28 cm,
a przeciwprostokatna ma 52 cm. Wyznacz z dokladnoscia do 1° miary katow ostrych
tego trojkata.

4.27. Wyznacz z dokladnoécia do 1° miare kata przy podstawie w trojkacie réwno-
ramiennym ABC, w ktorym |AC| = |[BC| = 10 cm, a wysokos¢ poprowadzona
z wierzchotka C jest rowna

a) 5cm. b) 8 cm. c) 12 cm.
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4.28. Oblicz.
a) cos 60° cos 45° — sin 60° tg 45° b) sin’ 45° tg 60° — cos” 30° tg 30°

4.29. 7 jednego brzegu jeziora widac szczyt go-
ry pod katem 18° wzgledem poziomu, a z drugie-
go brzegu, oddalonego od pierwszego o 1180 m
w kierunku podnédza gory, widac jej szczyt pod
katem 22° wzgledem poziomu. Oblicz wyso-
kos¢ h gory (mierzona wzgledem tafli wody). Po-
daj wynik z dokladnoscia do 10 m.

4.30. Do miseczki w ksztalcie potkuli o $rednicy 18 cm nalano mleko, ktérego po-
ziom jest 0 2 cm nizszy od poziomu maksymalnie napelnionego naczynia. Jaki jest
najwiekszy kat, o ktory mozna przechylic miseczke tak, aby mleko si¢ nie wylalo?
Podaj warto$¢ dowolnie wybranej funkcji trygonometrycznej tego kata. Nastepnie
podaj miare kata z dokladnoscig do 1°.

4.31. Prosta droga wznosi si¢ pod katem 12° do poziomu. Na jaka wysokos$¢ ponad
poziom wzniesiemy si¢ po przebyciu 900 m tej drogi? Jakiej dlugosci droge musimy
pokonac, aby wzniesc si¢ na wysokos¢ 250 m? Wyniki podaj z dokladnoscia do 10 m.

4.32. Podstawa masztu jest punkt O, a jego wierzcholkiem - punkt P. Kat, pod jakim
wida¢ maszt z punktu A (AO L OP), ma miare 32°, a kat, pod jakim wida¢ maszt
z punktu B, lezacego na odcinku AO w odleglosci 15 m od A, ma miare 68°. Oblicz
wysoko$¢ masztu. Podaj wynik z dokladnoscia do 0,1 m.

4.33. Przekatna rombu jest 1% razy dtuzsza od jego boku. Podaj wartosci dowolnie

wybranych funkcji trygonometrycznych katow tego rombu oraz miary katéw z do-
ktadnoscia do 1°.

4.34. Kat «jest ostryi sina = % Oblicz dokladna warto$¢ tangensa kata «.

4.35. Katajestostryi tga = 2,4, Oblicz dokladne wartosci sinusa i cosinusa kata a.
4.36. Kat ajest ostry i cosa = 0,3. Oblicz tg” a.

4.37. Sprawdz, czy dla kazdego kata ostrego ¢ wyrazenie ma stala wartosc. Jezeli tak,
to ja podaj.
cosa 1

b) e +iga
tg I +sinae coso

-
45in” o

a) (sina + cnsa}z + 3 (sina — cos a:}2 +

261
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©

4.38. Udowodnij tozsamos¢.

a) (sina + cosa)’ + (sina — cosa)” = 2

2
1 _,., 2 1 B
b) (tgtx tg_a') =tg a+tg2a 2

4 . 4 o2
c) cos a—sin a=1-2sin"«

d) sin « _Cosa _ (tgfx— I)(L " 1)

cosa  sina tg o

4.39. Udowodnij tozsamos¢.

5 2sin"a— 1 sin a sin o 2
a) tge o -1 = ——— c) + = —
cos o 1 +cosa 1 —coscx 51N @
| sir:L3 o —sing ; 1
b) = — d) sina=( — + — | (1 —cosa)
tg o COS" (X — COS @ SN @ tg o

4.40. Dany jest trojkat prostokatny ABC o przeciwprostokatnej AB taki, ze
sindBAC = 0,3 i |AC| = 7. Oblicz pole kola opisanego na tym trojkacie.

4.41. Kat « jest ostryi sina = i Oblicz 3 + 2tg* a.

4.42. W pewnym trojkacie prostokatnym suma cosinuséw katow ostrych jest réwna

24/3

- Oblicz iloczyn sinusow tych katow.

4.43. Rami¢ wodzace kata a przechodzi przez podany punkt P. Wyznacz sina,
cosa 1 tga.

) P=(-8,6 b P=(77) o P=(-24) dP=(-3V))

4.44. Oblicz tg135° + cos 120° - sin 150°.

4.45. Kat trojkata zawarty miedzy bokami o dlugosciach 5 i 4 ma miare 60°. Oblicz
promien okregu opisanego na tym tréjkacie.

4.46. W trojkgcie ABC dane sa: [AB| =8, |BC| =12 i |AC| = 15. Wyznacz miary
katéw tego tréjkata (z dokladnoscia do 1°).

4.47. Wiadomo, ze cos2x = —% i X € (n; %n) Oblicz cos x.

4.48. Wiadomo, ze sinx = -% iae (%n; 21':). Oblicz cos (cx + E)
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4.49. Napodstawie wykresu funkcji f(x) = cos (x + g) podaj najmniejsza wartosc

tej funkcji w przedziale (0; 7).

4.50. Wyznacz przedzialy, w ktérych funkcja f(x) = 1 + cos 2x okreélona dla
x € {(—m m) jest rosngca.

4.51. Wyznacz zbior wartosci funkcji g(x) = sinx + cos x + 2.
4.52. Dlajakich x € (0; 2) okreslona jest funkcja f(x) = V1 -2cosx?

4.53. Dana jest funkcja f(x)=1- dcos’ x, x € (=2m; 2m). Podaj zbior, w ktérym
okreslona jest funkcja h(x) = 4/ f(x).

log (2 sin x — IJ?

-,'I ~2cos? =
2

4.55. Odczytaj z wykresu funkcji f(x) = sin (x - g) rozwigzanie nierdwnosci

4.54. Dlajakich x € (0; 2nt) okreslone jest wyrazenie

sin (x~ E) < ! dla x € {0; 2n).
3 2

) ~
sin” x — | sin x|

4.56. Dana jest funkcja f(x) =

okreslonadla x € (0; m) U (m; 2m).

sin x
a) Naszkicuj wykres funkgcji f. b) Wyznacz miejsca zerowe funkgji f.
4.57. Dana jest funkcja f(x) = %(cnsx — /3 sin x), x€R.
a) Naszkicuj wykres funkgji f. b) Rozwiaz rownanie 2 f(x) = 1.

4.58. Rozwigz réwnanie cos2x + cosx + 1 = 0 w przedziale (0; 2m).

4.59. Dlajakich x e R—{km, ke€Z} zachodzi réwnosc - L + cos(g + x) =07

sinx tgx
4.60. Rozwiaz réwnanie 2sin” x — 2sin” x cosx = 1 — cosx w przedziale (0; 2m).

4.61. Wyznacz wszystkie rozwiazania rwnania 2 cos® x — 5sin x — 4 = 0 nalezgce
do przedziatu (0; 2n).
4.62. Rozwiaz rownanie cos2x + 2 = 3 cos x.

1

sin x

4.63. Rozwigz rownanie sinx + cosx =

- * ¥ . . 2 L3 2 2’
4.64. Rozwigz rownanie 3sin” x — 4sin” 2x = -3 cos” x.

263 I
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4.65. Dlajakich x € (—m; n) — {0} spelniona jest nier6wnos¢ L3 ?

- = . L Fr * 3 2
4.66. Rozwigz nierownosc sin” x = cos™ x.

o5 _— .. X+1 2x+1 R
4.67. Dla jakich wartosci a réwnanie =T - = cosa z niewiadoma x ma
X - X -

dokladnie jeden pierwiastek rzeczywisty?

4.68. Znajdz te warto$ci parametru «, dla ktorych pierwiastki x,, x, rownania
2 v 2 f ' sy ’ Iy 3 3
x~ —2xsina —cos” a = 0 zniewiadoma x spelniaja rownosc¢ x; + x; = 0.

4.69. Dla jakich warto$ci parametru « € (0; 2n) réwnanie

2 ‘s p P .
2x* - 2(2cosa — 1)x + 2 cos’ @ — 5cosa + 2 = 0 ma dwa rézne pierwiastki
rzeczywiste?

4.70. Dla jakich wartosci parametru m jeden pierwiastek réwnania

x>+ mx+2m-2=0 jest sinusem, a drugi cosinusem tego samego kata?

. : . . 2 . . . . T
4.71. Dane jest rownanie (2sina—1)x"—2x+sina = 0 z niewiadoma x. Dla jakich
nom G g i ;
warto$ci parametru « € <—~£; E> suma odwrotnosci pierwiastkéw tego rownania

jest rowna 4 cosa?

4.72. Oblicz ﬁ.

4.73. Podaj najmniejsze dodatnie rozwigzanie rownania sin(12nx) = —Lf.
4.74. Rozwiaz nieroOwnosc sin (x - g) cos (E - x) > % w przedziale {0; 2m).

4.75. Dane sa katy o i f takie, ze 90° < a < 180° 0° < < 90°, sinax = %,

cosf§ = % Oblicz dokladna warto$¢ cos(a + B).

. R 4 — 7
4.76. Dany jest kat ostry « taki, ze sina + cosa = = Wykaz, ze sina - cosa = o

* 4.77. Niech a, i y oznaczaja katy wewnetrzne trojkata ABC. Wiadomo, ze katy

te spetniajag rownos$¢ 2cosa-cosf=1-cosy. Wykaz, ze tréjkat ABC jest rowno-
ramienny.



5. Funkcja wyktadnicza
| logarytmiczna

* Funkcjg wykladniczg o podstawie a nazywamy funkcje okreslona wzorem
f(x) =a", gdzie a > 0 i a # 1. Dziedzing tej funkcji jest zbior liczb rzeczywistych
(x € R), a jej wykres nazywamy krzywa wykladnicza.

* Logarytmem przy podstawie a (a > 0 i a # 1) liczby b (b > 0) nazywamy
wykladnik potegi, do ktorej nalezy podnies¢ a, aby otrzymac b.

log,b=c,gdya" =bia>0,a#1, b>0.
Liczbe b nazywamy liczbg logarytmowana.

* Funkcjg logarytmiczng o podstawie a nazywamy funkcje okreslong wzorem
f(x) = log  x, gdzie @ > 0 i a # 1. Dziedzina tej funkgji jest zbiér dodat-
nich liczb rzeczywistych (x > 0), a jej wykres nazywamy krzywa logarytmiczna.

» Jezeliliczby aib sa dodatniei a # 1, to istnieje doktadnie jedna taka liczba x,
ze a" =b.
* Dladowolnychliczbx >0, ¥y >0, a> 0, a # 1, k € R prawdziwe sa wzory:
log ,(x-y) =log, x+log, y

logai =log_x-log_ vy

loga(xk) =k-log_x

* Dla dowolnych liczb a>0,a# 1, b>0, ¢ >0,
log b

¢ # 1 zachodzi rownosé: log b = .
log .a

Whioski, uwagi, komentarze...

e Wykresy funkeji f(x) =a" i g(x) = (l)l
i

.
=

dla a >0, a # 1 sg symetryczne wzgledem osi y. ISRk
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* Dlakazdego a>01i a# I
~ a* = a” wtedy i tylko wtedy, gdy x = y,
— jezeli a € (1; o0), to a@* > a’ wtedy i tylko wtedy, gdy x > y,
— jezeli a € (0; 1), to a* > a’ wtedy i tylko wtedy, gdy x < y.
* Dlakazdego a>0ia+#1 oraz b>0:
log,1=0, log,a=1, a®%’=p

* Wykresy funkgji f(x) =log,x i g(x) =logix dlaa>0ia#]1 s3symetryczne
wzgledem osi x (rys. 1).

* Wykresy funkcji f(x) =log, x i g(x)=a", dla @ >0 i a# 1, sa symetryczne
wzgledem prostej o rownaniu y = x (rys. 2).

W kazdym z zadan 5.1-5.18 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

5.1. Wiadomo, ze 7°*' = 49. Wskaz warto$¢ wyrazenia 4",
A. 16 B.1 C. 28 D. 64
5.2. Jezeli 3=a", to > jest rowne

a

A. 335 B. a**!, C.a" D. 1.

- £l ] * L
5.3. Wiadomo, ze log 9 = 3 Wskaz wartosc x.

A. B. 3 C. V3 D. 81

||



1

: = . clogs
5.4. Wskaz warto$¢ wyrazenia 5 125,

A. -3 B. V3 Cerz

5.5. Wskaz warto$¢ wyrazenia 585,

A.3 B. 9 C. log,
; S ; o logg—

5.6. Ktorazliczb jest rowna liczbie 3 ~ #17

A3 B. 81 o

5.7. Wskaz zaleznosc falszywa.
A. (ltarg2 1 +lﬂ~g22)2 =1
B.logl1+log2+log3+log4—log24=0

log 100 + log 10 3

log 2 +log 5
D. o log 3
log 9

5. Funkcja wykladnicza i logarytmiczna 267 S

2 D. 81

5.8. Jeden z podanych zbioréw jest zbiorem rozwigzan réwnania

log * 10x = log * 100. Wskaz ten zbiér.

A. {-10, 10} B. {1, 10} C. {10}

—l——,ID
1000

D.{ }

5.9. Wskaz argument, dla kt6rego funkcja f(x) = 7° przyjmuje warto$¢ 14.

A. x=log- 14
B. x=2

5.10. Wskaz argument, dla ktérego funkcja f(x)

C.x=log,,7
D. x =log 2

= 2" przyjmuje wartos¢ 24,

A.x=3+log,3 C.x=log,,2
B. x=12 D. x =log, 12
5.11. Wskaz wzdr funkcji malejacej.

7 X
A. f(x) = (;) C. f(x)=-4"

2

5

g

B. f(x)=(

D-f(x)=—(

:

-
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5.12. Wskaz wzor funkeji g, ktorej wykres powstanie w wyniku przeksztalcenia wy-
X
kresu funkcji f(x) = (%) przez symetrie wzgledem osi x.

o =2 c o= (3)

b g0 o= (%)

5.13. Wskaz wzor funkcji g, ktorej wykres powstanie w wyniku przeksztalcenia wy-
kresu funkcji f(x) = 3* — 1 przez symetrie wzgledem osi y.

A. g(x) = (%)x-—l C. g(x) = (%)xn
B. g(x)=-3"-1 D. g(x) =-3"+1

5.14. Wskaz dziedzing funkcji f(x) = |log x|.
A. (0; o0) B. R C. (0; 00) — {1} D. R - {0}

5.15. Wskaz zbiér wartosdci funkeji f(x) =37 - 2.
A. R B. (0; co) C. (-2; o0) D. (-o0; =2)

5.16. Wskaz dziedzing funkcji f(x) = log |x - 5.
A.R B. (5; o0) C. (—o0; 5) D. R - {5}

5.17. Narysuj odpowiedni wykres i odczytaj z niego zbior rozwigzan nieréwnosci

log1(x +4) > -2.
A. (35; 00) B. (—o0; 5) C. (—-4; 5) D. (0; o0)

5.18. Wskaz wzdr funkcji malejacej.
A. f(x)=-log,,x C. f(x) = ‘lcrg 05X = 2|

B. f(x) =log,,x D. f(x) =log, (-x)

W zadaniach 5.19-5.22 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

5.19. Dana jest funkcja f(x) =04 " - 1.

A. Funkgja f jest malejaca.

B. Zbiorem wartosci funkgcji f jest przedzial (=1; o0).
C. Miejscem zerowym funkgji f jest liczba 0.
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5.20. Dana jest liczba a =log |, 3.

A. Liczba a jest rowna liczbie 1+ log, 3.

log , 3

B. Liczba a jest rowna liczbie — At
1+2log,3

1

C. Liczba a jest réwna liczbie ————.
1+2log,2

5.21. Dana jest funkcja f(x) =

‘3x‘2—-2|—-3y
A. Funkgcja f ma jedno miejsce zerowe.
32 -2|-3

B. Réwnanie = m ma trzy rozwiazania wtedy i tylko wtedy,

gdy m € (1; 3).
C. Zbiorem wartosci funkgji f jest przedzial (0; oo).

5.22. Dana jest funkcja f(x) = log,,, 10.

A. Dziedzing funkcji f jest zbior D =R - {-1, 0, 1}.

B. Dla kazdego x € D zachodzi réwnosé¢ f(-x) = f(x).

C. f(x) =1 wtedyi tylko wtedy, gdy x = 10.

J

5.23. Dane sg liczby a = log25 i b = log:7. Dokoncz zdanie. Wybierz odpo-
3 3

wiedZ A albo B oraz jej uzasadnienie 1 albo 2.
Prawdziwa jest nierownosc

| A. | a<b, | | 1. | funkcja f(x) = log: x jest rosngca.
poniewaz T : -'
B. a>h 2. | funkcja f(x) =log: x jest malejaca.
_ 3
J
5.24. Oblicz.
a) log,9—log, 16 + log 100 c) lngz‘%ﬁﬁrlﬂg V10 - log 5 V125
1 5 1
b) log, 0,25 + log , — — log 0,001 d) lo 0,5 - log = +log - 1
) log, 8357 108 ) log, V § g +l0g,

5.25. Oblicz.

log , 25 + log , 49
a) log,6+log,12~log.8 c) G 5

log,5+log,7
2log,6—log,2

10
b) 2log, 10 -log, 25— 0,1log, 2 d) log,2+2

269 N
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5.26. Oblicz.
El) IDlng 17 b] 5I—I‘:'rg53 C} zFlng32 d} 2[+|ﬂg‘|5

5.27. Przyjmij, ze log 7 = -2,8, i oblicz log 70 - log 5.
3 2 2

5.28. Niech log,5 = p. Wyznacz log , 0,36.
5.29. Niech log 8 =t. Wyznacz log 25.

5.30. Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniajg warunek: log,c =log,b =log,a = 2.
Oblicz Vabe.

5.31. Poréwnaj liczby a = log, 36 + log, 30 +log, 25 i b =4 +log, 28 +log, 49.
() 5.32. Niech log.,5=a i log.,7 = b. Wykaz, ze log,,4 = 2 - 2a - 2b.

5.33. Narysuj wykres funkgji.

a) fl)=2"—1 0 f(x) = -(%)1 & Fla)=-3%=13
b fe=(3)" d) f(x) =47 +2 0 f=(5) -4

5.34. Narysuj wykres funkcji f(x) =2 -5"" i podaj najwieksza oraz najmniejsza
warto$¢ tej funkcji przyjmowane w przedziale (3; 5).

5.35. Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji wykladniczej f(x) = a”
dla x € R. Kropkami zaznaczone sg punkty kratowe wykresu.

a) Na podstawie wykresu wyznacz a.

b) Narysuj wykres funkcji g(x) = |f(x) - 2|.

c) Podaj wszystkie wartosci parametru m € R, dla ktorych rownanie g(x) =m ma
dokladnie jedno rozwiazanie.
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5.36. Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji

f(x) = a*+b. Kropkami zaznaczone sg punkty kratowe

wykresu.

a) Na podstawie wykresu wyznacza i b.

b) Podajwzor funkgji g, ktorej wykres jest symetryczny
do wykresu funkcji f wzgledem prostej y = 2.

5.37. Pewien gatunek owadow co rok zwigksza trzy-

krotnie swoja liczebnos$c. Przyjmijmy, Zze na poczatku

populacja liczyta N osobnikdéw.

a) Zapisz wzér funkcji f opisujacej liczebnoéc popula-
cji owadow po uplywie x lat.

b) O ile procent zwigkszy sie liczebnos¢ populacji owa-
déw po uplywie poltora roku?

5.38. Na wykresie przedstawiono rozpad 1 grama pewnej substancji promienio-
tworczej w zaleznosci od czasu x mierzonego w latach.

a) Wzér funkcji opisujacej mase tej substancji, ktéra nie rozpadla sie po uplywie
x lat, ma posta¢ f(x) = a*. Na podstawie wykresu wyznacz wspolczynnik a.
b) Wyznacz przyblizony okres polowicznego rozpadu tej substancji.

5.39. Rozwigz graficznie réwnanie |3x - 3‘ +1=—-x"+2x.

2
5.40. Narysuj wykres funkeji f(x) = {x_: 3x did.x<D odczytaj z wykresu
27-1 dlax=z0

najmniejsza wartos¢ funkgcji.
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5.41. Zaznacz w ukladzie wspélrzednych zbior punktéw, ktorych wspoétrzedne spel-
|x|
niajg uklad nier6wnoéci { )= |2 |26 [le punktow kratowych, ktérych druga wspél-
y+ x| <

rzedna jest liczbg pierwsza, nalezy do otrzymanego zbioru?

5.42. Wiadomo, ze 1,5849 jest przyblizeniem liczby 10”* z dokladnoscia do czte-
4

rech miejsc po przecinku. Wyznacz przyblizenie liczby 10 5 z dokladnoscia do trzech
11

miejsc po przecinku oraz przyblizenie liczby 105 z dokladnoscia do jednego miejsca
po przecinku.

5.43. Wykres funkcji f(x) = log,(x+m)+k odziedzinie D = (-2; oo) przechodzi
przez punkt (2, —1). Oblicz m i k, a nastepnie naszkicuj wykres funkcji. Wyznacz
zbidr tych argumentdw, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci ujemne.

5.44. Narysunku przedstawiony jest fragment wykre-
su funkcji okreslonej wzorem f(x) = log,(x - p). | | |
a) Na podstawie wykresu wyznacz wartos¢ p. A=) Zh)gz(//xjj""

| 2

I

b) Narysuj wykres funkcji okreélonej wzorem i
y =1l Y

I

c) Podaj wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych 0 1 IHEE:
rownanie |f(x)| = m ma dwa rozwigzania o prze-

ciwnych znakach.

* 5.45. Narysuj wykres funkcji f(x) = Il;}g x“I.
og X
. . 2 6—-2x v -
5.46. Danajest funkcja f(x) = 2log. (x = 4)+ — Wyznacz warto$¢ funkcji

dla najwiekszej liczby calkowitej nalezacej do dziedziny f.

5.47. Wyznacz dziedzing funkcji f(x) = log, .. (9 - xz) i zapisz ja w postaci

sumy przedzialow liczbowych.

5.48. Wyznacz dziedzing funkcji f(x) = log . (xj +4x% —x - 4) i zapisz ja

w postaci sumy przedzialéw liczbowych.

log (Iﬁ = x;) "
Vsin x '

5.49. Dla jakich wartosci x € R okreslone jest wyrazenie



6. Ciagi liczbowe

Ciggiem nazywamy funkcje, ktorej dziedzing jest zbiér dodatnich liczb natural-
nych. Ciag nazywamy liczbowym, gdy jego wartosci sa liczbami rzeczywistymi.

Jezeli dziedzing ciagu ograniczymy do pewnego skonczonego zbioru poczatko-
wych liczb naturalnych dodatnich, to otrzymamy ciag skonczony.

Ciagiem arytmetycznym nazywamy ciag liczbowy o co najmniej trzech wyrazach,
w ktorym kazdy wyraz oprocz pierwszego powstaje w wyniku dodania do wyrazu
poprzedniego stalej liczby r, nazywanej réznica tego ciagu.

Ciagiem geometrycznym nazywamy ciag liczbowy o co najmniej trzech wyrazach,
w ktorym kazdy wyraz oprocz pierwszego powstaje w wyniku pomnozenia wyrazu
poprzedniego przez stala liczbe g, nazywana ilorazem ciagu.

Jezeli dla kazdego n € N — {0} mamy:

a,,, > a,, tociag (a,) jest rosngcy,

Ay < Ay to Cii}g (ﬂ”) jESt maiejqcy,

a,,, = a,, tocigg (a,) jest niemalejacy,

a,,, <a,, tociag (a,) jest nierosnacy.
Ciag liczbowy, ktory spelnia co najmniej jeden z powyzszych warunkow, jest cia-
giem monotonicznym, pozostale ciagi liczbowe sa niemonotoniczne.

Wzér ogdlny ciggu arytmetycznego (a,,) o pierwszym wyrazie a, i roznicy r ma
postac: a, =a; +(n—=1)-r.

Dla trzech kolejnych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,), n > 1, prawdziwa jest

Ay + Ay

zaleznosc: a, = , czyli sSrodkowy wyraz jest srednia arytmetyczna wy-
razéw z nim sasiadujacych.
Suma n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego (a,,) jest rowna:
u_n _ 2a, +{n—]]r_
2 2
Wzér ogélny ciggu geometrycznego (a, ) o pierwszym wyrazie a, i ilorazie g ma

S, =

;. _ n-1
postau. a,=a,q .
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* Dla trzech kolejnych wyrazow ciagu geometrycznego (a,,), n > 1, prawdziwa jest
zaleznodé: a’ =a, - a,,,.

* Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie g wyraza sie

WZOTEem:
¥

S,,=a,-% dla g#1

S,=n-a, dlag=1

~ Whnioski, uwagi, komentarze...

* W ciagu arytmetycznym (a,,) zachodzi zalezno$¢ a,, = w dla wszystkich
k<nik neN-{0}

» Cigg arytmetyczny o wyrazie ogélnym a, = a, + (n— 1)r jest:
- rosnacy dla r > 0,

- malejacy dla r <0,
— statydla r=0.

 Srednia arytmetyczna wszystkich wyrazow skoriczonego ciggu arytmetycznego
jest rowna Sredniej arytmetycznej wyrazow pierwszego i ostatniego.

n-1

» Dany jest ciag geometryczny o wyrazie ogélnym a,, = a,q , wktérym a,-q # 0.
Jezeli q > 1, to ciag (a,,) jest malejacy dla a, < 0 irosnacydla a, > 0.
Jezeli 0 < g < 1, tociag (a,,) jest rosnacy dla a, < 0 i malejacy dla a, > 0.
Jezeli g = 1, to (a,) jest ciagiem stalym.
Jezeli g < 0, to sasiednie wyrazy ciagu majg rézne znaki, zatem cigg jest niemo-
notoniczny.

W kazdym z zadan 6.1-6.13 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

6.1. Liczba ujemnych wyrazow ciagu okreslonego wzorem a, = (3n - 17)(2n + 3)
dla n>1 jest réwna
A. 5. B. 6. C.'7 D. 8.

6.2. Ktory z podanych ciggow ma wyraz rowny 437
A.a, =4n-121 C.c,=4n-123
B. b, = 4n—122 D.d, =4n-124
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6.3. Ciag(a,) jest okreslony wzorem a, = 1° +2° +3% + ... + n’, gdzie n € N-{0}.
Zatem
A- I'JE - 125. B. GS = 177. C. I'JS = 20?. D. HE e 225.

6.4. Dany jest ciag (a,,), w ktorym a,, = (=1)"- (21 = 2n) dla n > 1. W tym ciagu
A. (:1“2—1. B. ﬂ“}ﬂ'. C. H]IZU. D.HH‘:—I.

6.5. Piaty wyraz pewnego ciagu arytmetycznego jest rowny 11, a trzynasty wyraz jest
rowny 35. Wskaz trzeci wyraz tego ciggu.
A.3 B. 4 C.5 D.6

6.6. Ciag (a,) jest okreslony za pomoca ukladu warunkéow: a, =2 i a,,, = %

dla n = 1. Wskaz czwarty wyraz tego ciagu.
A. -2 B. 0 c.: D. 6

6.7. Wskaz réznice ciagu arytmetycznego (a,) o wyrazie ogolnym a, = 5n — 11
okreslonego dla n > 1.
A.5 B. -5 C. -6 D. -11

6.8. Ile wynosi suma k—1 poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego o wyrazie
ogolnym a, = 2n + 1?
A K +1 B. k* -1 C. kK -2k +1 D. (k+1)°

6.9. Szosty wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny m1, a dwunasty jest rowny n. Jaka
posta¢ ma dziewiaty wyraz tego ciagu?
n—m

A —— B. l{?ﬂ+ﬂ] C. l(m+n] 13
2 2 3

m-n

3

6.10. Dany jest ciag geometryczny (a,,), w ktorym a, # 0 iiloraz g # 1. Ktéra
z ponizszych zaleznosci jest prawdziwa?

| |
A.i:i C.2ﬂ2=ﬂl'ﬂ3
az; a3
2
B. G;;"ﬂ;,:ﬂm“ﬁ” D.ﬁ5=ﬁ4'ﬁﬁ

6.11. Wskaz wzor na n-ty wyraz ciaggu geometrycznego o wyrazach a; = 8, a, = 32,
A"‘ ﬂu = 2”‘1 B- Hn = S - 4” C. ﬂ” = 22”—| D, {.I" = 22ﬂ+|

6.12. Dla jakiej wartosci x € N liczby: x + 1, 4x+ 1, 10x + 7 tworza w podanej
kolejnosci ciag geometryczny?
A . x=1 B. x=2 C.x=3 D.x=4
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6.13. Danyjest ciag geometryczny (a,,) o wyrazach dodatnich, wktorym a,, = 4a;.
[loraz tego ciggu jest rowny

Az, B = 6.3 D. 4.
4 2
7
W zadaniach 6.14-6.17 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.
6.14. Ciag o wzorze ogdlnym a,, = 5n° — 7, gdzie n € N — {0},
A. ma pie¢ wyrazéw mniejszych od 100.
B. jest monotoniczny.
C. ma wszystkie wyrazy dodatnie.
6.15. W ciagu geometrycznym (a,,) dane sa wyrazy a, = 6V3 i a, = 54.
A. (a,) jest ciagiem rosnacym.,
L
B. (a,) mozna okresli¢ wzorem a, = 232,
C. a,, jest liczba wymierna.
1

a, = E
6.16. Ciag liczbowy (a,,) okreslony jest wzorem rekurencyjnym a, +1

Ayl = a, +2
A. Ciag (a,,) jest ciggiem statym.
B. a 3,

T3
C.ay<1
6.17. Liczby log, 4, log, 16, log, 256 sa
A. kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego.
B. kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego.
C. wyrazami pewnego ciagu arytmetycznego.
J

6.18. Ciag liczbowy okreslony jest wzorem a, = 4n” — 16. Wskaz dwa zdania
prawdziwe dotyczace tego ciggu.

A. Wszystkie wyrazy ciagu (a,,) sa dodatnie.

B. Ciag (a,,) nie ma miejsc zerowych.

C. Tylko jeden wyraz ciagu (a,,) jest ujemny.

D. W ciagu (a,,) wystepuje wyraz réwny 180,

E. Ciag (a,) jest arytmetyczny.

E. Ciag (a,,) jest geometryczny.
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H1=_3

a

nel — 7
i

6.19. Ciag liczbowy (a,,) okreslony jest wzorem rekurencyjnym {

Dokonicz zdanie. Wybierz odpowiedz A albo B oraz jej uzasadnienie 1, 2, 3 albo 4.
W opisanym ciagu zachodzi nieréwnos¢

- 1. | wszystkie wyrazy ciagu (a, ) sa dodatnie.

e (2. | vt wyrazy Giagn (a,,) sa ujemne
| ]}Dl‘liewai | " | }' Y },I' qg [ 5 q .] " |
. 3 3. | wyrazy ciagu (a,) o numerach parzystych sa dodatnie,
. | iga <0, - |
o 4. | wyrazy ciagu (a,) o numerach parzystych sa ujemne.

J

6.20. Ile wyrazow ujemnych ma ciag (a,,) okreslony podanym wzorem?
a) a, =n" —2n—24
n° —3n—28

n+3

b)a.=

1

6.21. Zbadaj monotonicznoé¢ ciggu o wyrazie ogélnym a, = o E
H

|

6.22. Wykaz, ze cigg o wyrazie ogélnym a,, = (n+

-1 jest rosnacy.

6.23. Wyznacz parametr k tak, aby ciag o wyrazie ogélnym a,, = (-1)" + k(n + 1)
byt rosnacy.

6.24. Sprawdz, korzystajac z definicji, czy cigg o wyrazie ogélnym a,, jest arytme-
tyczny. Jesli jest, wyznacz jego pierwszy wyraz i roznice r.

3_
a) a,=3n-3 c) a, =5n e) a, = 25”
, on’ — 4
b) a, =n(n-1) d) a,=7" f) a,= S5

6.25. Liczby x, y, 19 w podanej kolejnosci tworza cigg arytmetyczny, ponadto
x+y=8. Obliczxiy.

6.26. W 9-wyrazowym ciagu arytmetycznym suma pierwszych trzech wyrazow jest
réwna 3, a suma ostatnich trzech jest réwna 111. Oblicz sume wszystkich wyrazow

tego ciagu.
6.27. Wykaz, ze dla kazdego m ciag m; ], m{: 3, m1+2-9 jest arytmetyczny.
6.28. Liczby 2, x - 3, 8 sa w podanej kolejnosci pierwszym, drugim i czwartym

wyrazem ciggu arytmetycznego. Oblicz x.
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6.29. Wyrazami ciagu arytmetycznego (a,,) sa kolejne liczby naturalne, ktére przy
dzieleniu przez 5 daja reszte 2. Ponadto a; = 12. Oblicz a,.

6.30. Dany jest ciaggarytmetyczny, w ktérym a, =5 i r = —=2. Oblicz sume¢ wyrazow
tego ciagu od dwudziestego do trzydziestego wlacznie.

6.31. Suma pierwszych n wyrazow ciggu arytmetycznego o roznicy 4 jest o 400
mniejsza od sumy nastepnych » jego wyrazow. Oblicz n.

6.32. Pierwszy wyraz skonczonego ciagu arytmetycznego wynosi 30, réznica jest
‘ . X ) | . i
rowna —3, a ostatni wyraz tego ciagu stanowi g sumy wszystkich poprzednich wy-

razow. Wyznacz liczbe wyrazow i sume wszystkich wyrazéw tego ciagu.

6.33. Pewien sprinter, biegajacy na dystansie 100 m, w pierwszej sekundzie po star-
cie przebiegl 7 m, a w kazdej nastepnej o 0,1 m wigcej niz w poprzedniej. W ktorej
sekundzie po starcie przekroczy! on lini¢ mety?

6.34. Dlugosci bokow trojkata, ktorego jeden kat ma miarg 120°, tworza ciag aryt-
metyczny. W jakim stosunku sa boki tego tréojkata?

6.35. W ciggu arytmetycznym (a,,) danesa: a, = x, a, =3x+y, a, = 5x -2y -1,
ag = 17. Dla jakich n zachodzi rownosc¢ §,, = 2607

6.36. W ciagu arytmetycznym stosunek wyrazu szostego do trzeciego jest rowny 7,
a suma kwadratéw wyrazéw drugiego i czwartego jest rowna 40. Ile poczatkowych
wyrazow tego ciggu nalezy dodac, aby otrzymac —64?

6.37. Znajdz warto$¢ x, dla ktérej liczby log, v/x, 1+ log, x, % + log , x* s3 od-
powiednio pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciggu arytmetycznego. Ile poczat-
kowych wyrazow tego ciaggu daje w sumie 1057

6.38. Trzeci wyraz ciggu arytmetycznego jest rowny 8-log , V3, a szosty wyraz tego

; ; ; 5+13
ciggu jest rowny

S 7V/3. Ile poczatkowych wyrazéw ciggu nalezy dodac, aby

otrzymac 14 6507

() 6.39. Dany jest ciag (a,) o wyrazie ogélnym a, = 5+ (n - 1) (k - kz), gdzie k
jest parametrem. Wykaz, ze (a,,) jest ciagiem arytmetycznym. Dla jakich wartosci
parametru k ciag jest malejacy?

@ 6.40. Suma n poczatkowych wyrazéw pewnego ciagu (a,) wynosi S, = —3n" + 6n.
Udowodnij, ze jest to ciag arytmetyczny.
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6.41. Suma n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego (a, ) dla n = 1 wy-
nosi S, = 2n” + n. Oblicz sume 50 poczatkowych wyrazéw tego ciagu o numerach
parzystych.

6.42. Oblicz sume 7 + (9 — \5) + (1] - 2\5) + ...+ (55 - 24@).

6.43. Wspdlczynniki a, b, ¢ rownania kwadratowego ax” +bx+c = 0 tworza w po-
danej kolejnosci ciag arytmetyczny o sumie 24. Jednym z pierwiastkow tego réwnania

jest liczba == Oblicz a, b, ¢ oraz drugi pierwiastek rownania.

6.44. Dany jest stuwyrazowy ciag arytmetyczny o wyrazie ogélnym a,, = i(n +19).
Dla jakiej wartosci m stosunek wyrazu stojacego na miejscu m, liczac od poczatku

ciagu, do wyrazu stojacego na miejscu m, liczac od konca tego ciagu, jest rowny %?
6.45. Sprawdz, korzystajac z definicji, czy ciag o wyrazie ogélnym a,, jest geome-
tryczny. Jesli jest, wyznacz jego pierwszy wyraz i iloraz q.

&)= 5" b) a .

M M
n= 3 c)a,=1+3 d) a,=n

6.46. Liczby 64, x, 4 sa odpowiednio pierwszym, drugim i trzecim wyrazem male-
jacego ciagu geometrycznego. Oblicz piaty wyraz tego ciagu.

6.47. Dla jakich wartosci m liczby postaci: m+1, 1-3m, 5m+ 1 tworza w podanej
kolejnosci ciag geometryczny?

6.48. Na trzech polkach ustawiono 76 plyt kompaktowych. Okazalo sig, ze liczby
plyt na pétkach gornej, Srodkowej i dolnej tworzg rosnacy ciag geometryczny. Na
srodkowej polce stojg 24 plyty. Oblicz, ile plyt stoi na goérnej polce, a ile - na dolne;.

6.49. W trojkacie prostokatnym poprowadzono z wierzcholka kata prostego wyso-
kos¢ h i srodkowa s. Przeciwprostokatna ma dlugos¢ c. Liczby A, s i ¢ tworza w po-
danej kolejnosci cigg geometryczny, ktorego iloczyn wyrazow jest rowny 8. Oblicz
promien okregu wpisanego w ten trojkat.

6.50. Pigty wyraz monotonicznego ciggu geometrycznego (a,,) jest odwrotnoscia
wyrazu pierwszego, a wyraz czwarty jest suma wyrazow drugiego i trzeciego. Oblicz
drugi wyraz tego ciagu.

6.51. Ciag 9, x, 19 jest arytmetyczny, a ciag x, 42, y, z jest geometryczny. Oblicz
X, yiz.

6.52. Ciag 1, x, y -1 jestarytmetyczny, a ciag x, y, 12 jest geometryczny. Oblicz
xiy.

279 I



B 280 Dziat 4. Powtorzenie

©

6.53. Wykaz, ze jezeli liczby b, ¢, 2b—a s kolejnymi wyrazami ciaggu geometrycz-
nego, to liczby ab, b*, ¢” sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego.

6.54. Dla jakich wartosci x € (0; 1) U (1; oo) liczby: 1+ log, 3, log 36, 4Elcng 5 0

tworza w podanej kolejnosci ciagg geometryczny?

6.55. Dlugosci trzech odcinkéw sa wyrazami rosnacego ciagu geometrycznego. Jaki
warunek musi spelnia¢ iloraz g tego ciagu, aby z tych trzech odcinkéw mozna bylo
zbudowac trojkat?

6.56. Dany jest ciag arytmetyczny (a,,), w ktorym a, = 1, a,, = 9.

a) Oblicz pierwszy wyraz i roznice ciggu (a,,).

b) Sprawdz, czy ciag o wyrazach a-, ag, a;, jest geometryczny.

c) Wyznacz n, dla ktérego suma n poczatkowych wyrazow ciagu (a,,) ma najmniej-
sza wartosc.

6.57. Ciag(a, b, c) jestarytmetycznyi a+c =10, aciag (a+ 1, b+ 4, ¢+ 19) jest
geometryczny. Wyznacz liczby a, bic.

6.58. Pani Krystyna wplacita do banku 15000 zI na okres trzech lat. Oprocento-
wanie roczne w tym banku wynosito 2,8% z kapitalizacja co p6t roku. Po roku bank
zmienil oprocentowanie na 2,7%, nie zmieniajac okresu kapitalizacji. O ile mniej pie-
niedzy otrzyma pani Krystyna w wyniku tej zmiany?

6.59. Pan Michal wplacil 5000 z1 do banku, w ktérym oprocentowanie wkladow wy-
nosito 2,6% w skali roku, a kapitalizacja odsetek bylta roczna. Pieniadze te przezna-
czyl dla swego chrzesniaka, wiec postanowil nie rusza¢ ich przez wiele lat. Oblicz, jaki
kapital zostanie zgromadzony na koncie pana Michala po 18 latach, jesli wysokos¢
oprocentowania si¢ nie zmieni.

6.60. W banku ogloszono nastepujace oprocentowanie lokat w stosunku rocznym:
lokata 12-miesieczna - 2,4%, lokata 6-miesieczna - 2,3%, lokata 3-miesieczna - 2,2%.
Oblicz, ile wyniosa odsetki po uplywie terminu lokaty, jezeli wplacimy

a) kwote 6000 zt na lokate roczna.

b) kwote 12 000 na lokate péiroczna.

c) kwote 24 000 zI na lokate trzymiesieczna.

6.61. Oprocentowanie lokaty pélrocznej wynosi 2,4% w skali roku. Jaka kwote na-
lezy wplaci¢ na taka lokatg, aby po uplywie jej terminu odsetki wyniosty 360 zt?
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* Symetralna odcinka to prosta prostopadla do niego i przechodzaca przez jego
srodek.

* Dwusieczna kata to polprosta o poczatku w wierzchotku kata dzielaca ten kat na
dwa przystajace katy.

Wysokoscig trojkata nazywamy odcinek prostopadly do prostej zawierajacej jeden
z bokow trojkata, ktérego jeden koniec nalezy do tej prostej, a drugi jest przeciw-
legtym wierzchotkiem tréjkata.

Srodkowa boku tréjkata nazywamy odcinek faczacy $rodek boku z przeciwlegtym
wierzchotkiem.

Wielokat, ktérego wszystkie boki sg roéwne i wszystkie katy sa rdwne, nazywamy
wielokatem foremnym.

Kat, ktorego wierzcholek jest srodkiem okregu, nazywamy katem srodkowym
w tym okregu.

Katem wpisanym w okrag nazywamy kat wypukly, ktérego wierzcholek lezy na
okregu, a kazde ramie kata ma z tym okregiem jeszcze jeden punkt wspolny.

Okrag, ktory przechodzi przez wszystkie wierzcholki wielokata, nazywamy okre-
giem opisanym na tym wielokacie.

Okrag, ktory jest styczny do kazdego boku wielokata, nazywamy okregiem wpi-
sanym w ten wielokat.

Podobienstwem o skali k > 0 nazywamy kazde przeksztalcenie plaszczyzny,

w ktérym dla dowolnych punktéw A, B plaszczyzny oraz ich obrazéw A', B’

zachodzi rownos¢ ‘AFB’[ = k- |AB].

* Twierdzenie Pitagorasa
W tréjkacie prostokatnym suma kwadratow dlugosci przyprostokatnych jest row-
na kwadratowi dlugosci przeciwprostokatne;.

* Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa
Jezeli w trojkacie kwadrat dlugosci najdiuzszego boku jest rowny sumie kwadratow
dlugosci dwoch pozostalych bokow, to ten trojkat jest prostokatny.
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Cechy przystawania trojkatow

— Jezeli dwa tréjkaty maja odpowiednie boki réwne, to sa przystajace. (bbb)

— Jezeli w dwoch tréjkatach dwa boki i kat miedzy nimi zawarty sg odpowiednio
rowne, to te trojkaty sa przystajace. (bkb)

- Jezeli w dwoch trojkatach bok i dwa katy do niego przylegajace sa odpowiednio
réwne, to te trojkaty sa przystajace. (kbk)

Symetralna odcinka jest zbiorem wszystkich punktow rowno oddalonych od kon-
cow tego odcinka.

Symetralne trzech bokow trojkata przecinaja si¢ w jednym punkcie. Punkt ten jest
rowno oddalony od wszystkich wierzcholkéw tréjkata. Jest to srodek okregu opi-
sanego na tym trdjkacie.

Dwusieczna kata wypuklego jest zbiorem wszystkich jego punktow wewnetrznych
réwno oddalonych od ramion tego kata.

Dwusieczne trzech katow wewnetrznych tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie.
Punkt ten jest jednakowo oddalony od wszystkich bokow trojkata. Jest to $rodek
okregu wpisanego w ten trojkat.

Srodkowe trojkata przecinajg si¢ w jednym punkcie. Punkt ten, tzw. $rodek cigz-
kosci trojkata, dzieli kazda ze sSrodkowych w stosunku 2:1, liczac od wierzcholka.

Trzy proste zawierajace wysokosci trojkata przecinaja sie w jednym punkcie, tzw.
ortocentrum.

Dwa okregi sa styczne zewnetrznie wtedy i tylko wtedy, gdy odleglos¢ miedzy ich
§rodkami jest réwna sumie ich promieni.

Dwa okregi s styczne wewnetrznie wtedy i tylko wtedy, gdy odleglos¢ miedzy ich
srodkami jest rowna wartosci bezwzglednej roznicy ich promieni.

Twierdzenie o odcinkach stycznych
Jezeli z punktu P lezacego poza okregiem poprowadzimy dwie styczne do tego

okregu w punktach A i B, to |PA| = |PB|.
Kat wpisany réwny jest polowie kata srodkowego opartego na tym samym tuku.
Twierdzenie o kacie miedzy styczng a cieciwa

Kat a migdzy styczna a cieciwa okregu poprowadzona z punktu stycznosci jest
rowny katowi wpisanemu opartemu na fuku zawartym migdzy ramionami kata a.

Dane sa: prosta przecinajaca okrag w punktach A i B oraz prosta styczna do tego
okregu w punkcie C. Jezeli proste te przecinaja sie w punkcie P, to

|PA| - |PB| = |PC|*.



7. Figury na plaszczyznie

Na czworokacie mozna opisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy przeciwleglych
katéw tego czworokata sg rowne.

Czworokat wypukly mozna opisa¢ na okregu wtedy i tylko wtedy, gdy sumy dlu-
gosci przeciwleglych bokow tego czworokata sa rowne.

Twierdzenie Talesa

Jezeli ramiona kata sa przeciete dwiema prostymi rownoleglymi, to odcinki wy-
znaczone przez te proste na jednym ramieniu kata sa proporcjonalne do odpo-
wiednich odcinkow wyznaczonych przez te proste na drugim ramieniu kata.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa

Jezeli ramiona kata COA sa przeciete dwiema D
prostymi AC i BD w taki sposob, ze odcinki ¢

OA i AB lezace na jednym ramieniu kata sa pro-

porcjonalne do odcinkéw OC i CD wyznaczo- 0O AN BN

nych przez te proste na drugim ramieniu kata:
04] _ |oc]
|AB|  |cD|’

to proste AC i BD sa rownolegle.

Dwa wielokaty sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiednie boki tych wielo-
katow sa proporcjonalne i odpowiednie katy sa rowne.

Cechy podobienstwa trojkatow

- Jezeli trzy boki jednego trojkata sa proporcjonalne do odpowiednich bokow
drugiego trojkata, to te trojkaty sa podobne.

— Jezeli dwa boki jednego tréjkata sa proporcjonalne do odpowiednich dwoch bo-
kéw drugiego trojkata oraz katy miedzy tymi bokami sg réwne, to tréojkaty te sa
podobne.

— Jezeli dwa katy jednego tréjkata sa rowne dwém katom drugiego tréjkata, to
trojkaty te sa podobne.

Stosunek pdl figur podobnych jest réwny kwadratowi skali ich podobienstwa.

Twierdzenie o dwusiecznej
Dwusieczna kata wewnetrznego w trojkacie dzieli przeciwlegly bok tréjkata na od-
cinki proporcjonalne do bokow przyleglych do tego kata.

W trojkacie prostokatnym kwadrat wysokosci poprowadzonej z wierzchotka kata
prostego jest rowny iloczynowi dlugosci odcinkow, na ktore ta wysokos¢ podzielita
przeciwprostokatna.
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| ‘Whnioski, uwagi, komentarze. ..

» Wszystkie katy wpisane oparte na tym samym luku sa réwne, poniewaz sa rowne
polowie tego samego kata srodkowego.

» Kat wpisany oparty na polokregu jest prosty.

* Jezeli proste AD i BC sa rownolegle, to: D "
|PA| _|[PD|  |PA| _|PD| |AD| _ |AP|
IPB| |PCI” |BA| [CD” |BC|  |BP|

* Wzory na pole trojkata
W dowolnym tréjkacie ABC przyjmujemy oznaczenia:
a, b, ¢ - dlugosci bokow,
a, 3, y — miary katéw wewnetrznych,
h,, hy, h. — wysokosci opuszczone odpowiednio na boki:
a, b, c,
p - potowa obwodu tréjkata,
r — promien okregu wpisanego,
R - promien okregu opisanego.

Pole P tréjkata ABC mozna obliczy¢ za pomoca kazdego ze wzorow:

| 1 |
P = -ah, = =bh, = —ch P=p-r
2 il 2 b 2 c p
1 . 1 . 1 . abc
P-Eab-sm}:-iac-smﬁ—Ebc-smﬂc P_E

P=\p(p—a)(p-b)(p-c)

W kazdym z zadan 7.1-7.18 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz jg i zapisz w zeszycie.

7.1. Trojkat o bokach V3, V5, V13

A. jest ostrokatny. C. jest rozwartokatny.
B. jest prostokatny. D. nie istnieje.

7.2. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
Wskaz miare kata y.

A.y=43° C.y=54°

B, y= 57 D. y=117
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7.3. Obwdd czworokata wypuklego ABCD jest réwny 50 cm. Obwdéd trojkata ABD
jest rowny 46 cm, a obwaod trojkata BCD jest réwny 36 cm. Wskaz dlugosé¢ przekat-

nej BD.
A.12cm C. 14 cm
B. 16 cm D. Jest za malo danych, aby to obliczy¢.

7.4. W trojkacie prostokatnym symetralna przeciwprostokatnej i srodkowa wycho-
dzaca z wierzcholka kata prostego tworza kat 22°. Zatem katy ostre tego trojkata maja
miary

A. 56° 34°. B. 68° 22°, C. 62°, 28" D. 54°, 36°.

7.5. Srednica kola w rowerze jest réwna 50 cm. Ile pelnych obrotéw wykona to koto
na dystansie 700 m?
A. 446 B. 892 C. 891 D. 445

7.6. W trojkacie ABC przedstawionym na rysunku: C
|AB| =10 i |AD|:|DB|=1:4.

Jakiej dtugosci sa przyprostokatne tego trojkata?
A.6i8 C. 2585 : .
B. 2V10i2V15 D.2V5i 445 =

7.7. Na rysunku przedstawiono okrag i niektore jego cigci-

wy. Na podstawie podanych informacji wskaz miare kata «.

A. 40° B. 50° C.60°  D.90° \» ‘
oNEY

7.8. W trojkacie ABC mamy |AC| = |[BC| oraz <C = 40°.
Wskaz miare kata rozwartego miedzy dwusiecznymi katow
AiB.

A. 130° B. 120° C. 110° D. 100°

7.9. W trojkacie rownoramiennym ABC, w ktérym |AC| = |[BC| = 10i |AB| = 16,
srodkowe przecinaja sie w punkcie S. Wskaz dlugosé¢ odcinka AS.

A. 43 B. 4V17 C. 2V17 D.4

7.10. Pole kwadratu wpisanego w tréjkat réwnoboczny
ABC (zob. rysunek) jest rowne 12. Wskaz dlugosé¢ boku
trojkata.

A. 43 C.4+2V3
B. 2+23 D. 16 i B
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7.11. Prostaljest styczna do okregu o promieniu 5 cm. Ile jest okregdw o promieniu
3 cm stycznych zewnetrznie do tego okregu i rownoczesnie stycznych do prostej I?

A.l B. 2 C. 3 D. 4

7.12. W trojkacie rownoramiennym katy przy podstawie maja miare 30°, a wyso-
kos¢ opuszczona na te podstawe jest rowna 1. Wskaz promien okregu opisanego na
tym trojkacie.

A. V3 B. 23 C. 4 D. 2

7.13. W tréjkacie rownoramiennym ABC, w ktorym |AC| = |BC|, wysokosc¢ po-
prowadzona z wierzchotka C jest rowna 361 |AB| = 32. Wskaz dlugos¢ $rodkowe;j
poprowadzonej z wierzcholka B.

A. 31 B. 183 C. 30 D. 1613

7.14. W tréjkacie ABC dane s3: |AB| = 12, |BC| = 10, |CA| = 11. Dwusieczna
kata ABC przecina bok AC w punkcie D. Wskaz dlugos¢ odcinka AD.

A.5 B. 5,5 C. 6 D. V30

7.15. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysun- B D

ku. Wiadomo, ze AB || CD, |AB| =5, S

|BC| = 24 oraz |DC| = 7. Wskaz dlugosc A

odcinka BS. C
A. 14 B. 12 C. 10 D. 6

7.16. Pole kota o $rodku S przedstawionego na rysun-
ku jest rowne 169n. Dlugos¢ odcinka MP wynosi 12.
Wskaz dlugos¢ odcinka N M.

A. 8 B. 7 C. 6 D.5

7.17. Dane sa cztery kola o rownych promieniach,
srodkach §,, S,, S5, §,, parami styczne zewnetrznie. Su-
ma pol tych kol wynosi 16m. Ile jest rowny promien
okregu o srodku S stycznego zewngtrznie do kazdego
z wymienionych kol, polozonego jak na rysunku?

A.4(v’5—1) C.z(v’i—i)
B. 0,5 D. 1
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7.18. Drzewo rzuca cien o dlugosci 12 m. Pionowo ustawiony drazek o wysokosci
90 cm rzuca cienh o dlugosci 72 cm. Wskaz wysokos¢ drzewa.

A. 8v2m B. 16 m C. 8v3m D.15m y

W zadaniach 7.19-7.22 ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

7.19. W trojkacie ABC kat przylegly do kata ABC jest dwa razy wigkszy od kata
BAC. Trojkat ABC jest

A. ostrokatny. B. rownoramienny. C. rozwartokatny.

7.20. Cieciwy AB i CD okregu o $rodku w punkcie S przeci- B
naja sie¢ w punkcie P, przy czym |AB| # |CD| (zob. rysunek). C '
A.4APD = 2-4ABD [ >

B. Tréjkaty APC i DPB sa podobne. 4 o

C. Tréjkaty ACB i DBC sa podobne.

7.21. Proste BC, CD i DB sa styczne do okregu
odpowiednio w punktach A, E i F (zob. rysunek).
A. |AB| = |BF|
B. |ED| = |DF]
C. |EC| = |AC]|

7.22. W szesciokacie foremnym ABCDEF
przekatna BF ma dlugosc 4.

A. Pole tego szesciokata jest réwne 8/3,

B. Obwdd tego szesciokata wynosi 8V/3.

W : i S 7a : 43
C. Promien okregu opisanego na tym szesciokacie jest rowny g

/

7.23. W trojkacie ABC dane sa |AB| = 8 i |BC| = |[AC| = 5. Dokoncz zdanie.
Wybierz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1, 2 albo 3.
Promien okregu opisanego na trdjkacie ABC jest réwny

. 1. | trojkat ABC jest prostokatny.
B. 4, poniewaz | 2. = wynika to z twierdzenia sinusow.
cC. 4&, 3. stanowion % wysokosci trojkata opuszczonej na podstawe.,

y,

7.24. Liczby 4, 10, ¢ sa dlugosciami bokéw trojkata rownoramiennego. Oblicz c.

7.25. Liczby 6, 10, ¢ sa dlugosciami bokéw trojkata rownoramiennego. Oblicz c.
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7.26. Punkt D lezy na boku BC tréjkata réwnoramiennego ABC, w ktorym
|AC| = |BC|. Odcinek AD dzieli tréjkat ABC na dwa tréjkaty rownoramienne w taki
sposéb, ze |AB| = |AD| = |CD|. Oblicz miary katow tréjkata ABC.

7.27. Na rysunku podano miary niektérych katéw w czwo- = 59 ¢
rokacie ABCD, w ktorym |AB| = |DB|. Oblicz miarg kata
ADC.

50°
7.28. Pod wplywem silnego wiatru wysoka sosna pochylita 4 40"\ 5

si¢ do poziomu pod katem 72°. Pod jakim katem padaja pro-
mienie sfoneczne, jezeli dlugoSc¢ sosny rowna jest dlugosci jej
cienia?

7.29. W tréjkacie ABC dane sa: |AB| = 3,2, |AC| = 2,3 i <BAC = 72°. Oblicz pole
tego trojkata. Podaj wynik z doktadnos$cia do drugiego miejsca po przecinku.

7.30. Kolo o érednicy 72 cm toczy sie po prostej drodze dlugosci 5 m. Ile pelnych
obrotéw wykona koto?

7.31. Pigc¢ jednakowych kol o promieniu 18 cm jest
stycznych zewnetrznie do kola o promieniu r. Ponadto
kazde z nich jest styczne zewnetrzne do dwoch sasied-
nich kol. Oblicz r z dokladnoscia do 0,1 cm.

7.32. Na rysunku zaznaczono cieciwy w okregu i nie-
ktére katy wyznaczone przez te cieciwy. Oblicz katy:

B, 1, .

7.33. Na rysunku zaznaczono cigciwy w okregu i niektore katy wyznaczone przez te
cigciwy. Oblicz miare kata « (punkt § jest srodkiem okregu).
a)

42" X

7.34. W trojkacie ABC wysokos¢ CD dzieli bok AB na odcinki o dlugosciach
|AD| = 3cm i |BD| = 5 cm. Bok BC ma dlugos¢ 7 cm. Na jakie czesci zostanie
podzielony bok BC symetralng boku AB?
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7.35. W trojkacie ABC, w ktérym |AB| = 16, poprowadzono prosta rownolegla do
AB przecinajaca bok AC w punkcie K i bok BC w punkcie L. Odcinek K L ma dlugos¢
12, a wysokosc CE trojkata KLC jest rowna 15. Oblicz pole trapezu ABLK.

7.36. W trojkacie ABC poprowadzono odcinek RQ réwnolegly do boku AB (R lezy
na boku AC, Q lezy na boku BC) i odcinek PQ réwnolegly do boku AC (P lezy na
boku AB). Dane sa dlugosci: [PB| = 8, |QB| =9, |PQ| =7, |RQ| = 4. Oblicz obwdd
trojkata ABC.

7.37. Podstawa AB trojkata rGwnoramiennego ABC ma dlugoéc 8, a <BAC = 30°,
Oblicz diugosc srodkowej AD tego trojkata.

7.38. W trojkacie prostokatnym ABC dane sa dlugosci przyprostokatnych:

|AC| = 24 i |AB| = 3,2. Z punktu K bedacego srodkiem boku AC poprowadzono
odcinek KL (L € BC) prostopadly do boku BC. Z punktu M bedacego §rodkiem boku
AB poprowadzono odcinek MN (N € BC) prostopadly do boku BC. Oblicz dlugosci
odcinkow KL i MN.

7.39. Stosunek diugosci przekatnych rombu jest rowny 4 : 3. Oblicz stosunek ob-
wodu rombu do sumy dlugosci jego przekatnych.

7.40. Punkt S jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie ostrokatnym ABC. Kat
ACS jest trzy razy wiekszy od kata BAS, a kat CBS jest dwa razy wiekszy od kgta BAS.
Oblicz katy trojkata ABC.

7.41. Boki tréjkata opisanego na okregu maja dlugosci réwne 10, 14 i 20. Oblicz
odleglosci wierzchotkow tego trojkata od punktow stycznosci bokow z okregiem.

7.42, W okrag o promieniu 3 cm wpisano kat o mierze 30°. W punktach przecigcia
okregu z ramionami kata poprowadzono styczne do tego okregu. Oblicz odleglosc
punktu przeciecia stycznych od $rodka okregu.

7.43. Czworokat ABCD jest wpisany w kolo o §rodku S. Przekgtna AC jest §rednicg
kota, a kat BSD ma miare 102°. Wykaz, ze kat ostry tego czworokata jest réwny 51°.

7.44. Na okregu o promieniu 4 cm opisano trapez prostokatny, ktorego najkrotszy
bok jest 1,5 raza wigkszy od promienia okrggu. Oblicz pole tego trapezu.

7.45. Trapez rownoramienny ABCD jest opisany na okregu o promieniu 2 cm.

Przekatna AC ma dlugosc¢ 5 cm. Oblicz obwdod tego trapezu.
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7.46. Srodek podstawy tréjkata rownoramiennego o ramionach dhugosci 25 cm
i podstawie rownej 14 cm jest rownoczesnie srodkiem okregu stycznego do ramion
trojkata. Oblicz promien tego okregu.

7.47. W trapezie opisanym na okregu o promieniu 5,23 cm jeden z katow jest prosty,
a kat ostry ma miare 46°. Oblicz pole trapezu z doktadnoscia do 1 cm”.

7.48. Na zewnatrz trojkata prostokatnego ABC, D

w ktérym 94ACB = 90°, |AC| =5 i |BC| = 12, k
zbudowano kwadrat ACDE, jak na rysunku.
Punkt H lezy na prostej ABi <EHA = 90°. Ob-
licz pole trojkata HAE.

7.49. Punkt D lezy na boku BC przedstawionego na rysunku trojkata C
réownoramiennego ABC, w ktéorym |AC| = |BC|. Odcinek AD dzieli

trojkat ABC na dwa trojkaty rGwnoramienne w taki sposob, ze

|AD| = |CD] oraz |AB| = |BD|. Udowodnij, ze $ADC = 5-<4ACD.

)

7.50. W trapezie rownoramiennym dane sg: miara kata ostrego row-

na 50° i dlugo$¢ ramienia réwna 6 cm. Srodek okregu opisanego na A B
tym trapezie nalezy do jego podstawy. Oblicz pole trapezu. Wynik po-

daj z dokladnoscig do dwdch miejsc po przecinku.

7.51. W trapezie ABCD dane s3: AC =5, <DAC =<ABC = 30°. Proste AD i BC,
w ktorych zawieraja si¢ ramiona trapezu, sa prostopadle. Oblicz pole trapezu.

7.52. W trojkacie rownobocznym ABC poprowadzono odcinek AD taki, ze punkt D
lezy na boku BC. Stosunek pola tréjkata ADC do pola trojkata ADB jest rowny 1: 3.
Wyznacz tangens kata DAB.

7.53. Oblicz stosunek promienia kola opisanego na osmiokgcie foremnym do pro-
mienia kota wpisanego w ten osmiokat.

7.54. Prosta rownolegla do boku AB tréjkata ABC przecina bok AC w punkcie M
i dzieli trojkat na czesci o rownych polach. Wyznacz stosunek |[AM]: [MC].

7.55. Dany jest trojkat ABC, w ktérym wysokosé CD réwna 5 cm dzieli bok AB na
dwie czesci: |AD| = 4cm i |[DB| = 8 cm. Znajdz dlugosc odcinka rownolegte-
go do CD, ktorego konce leza na bokach trojkata i ktory dzieli ten trojkat na czesci
o rownych polach.



7. Figury na plaszczyznie

7.56. Okrag przechodzacy przez wierzcholek kata ostrego i wierzcholki katow
rozwartych rombu dzieli przekatna rombu na odcinki o dlugosciach 25 cm i 7 cm.
Oblicz pole rombu.

7.57. Dane s3 tréjkat ABC i prosta k styczna
w punkcie A do okregu opisanego na tym troj-
kacie, jak na rysunku. Prosta BC przecina pro-
stg k w punkcie P. Dlugosci odcinkéw AC, BC
i PB podano na rysunku. Oblicz dtugoé¢ odcin-
ka AB. A

P""H

# 7.58. Narysunku 1 przedstawiono kat & o wierzcholku A. Na jednym ramieniu tego

kata wybrano punkty E i D takie, ze |AE| = 3|AD|, a na drugim - punkty M i B
takie, ze |[MB| = 4|AM|. Odcinek ME przecina odcinek BD w punkcie P. Wykaz,
ze |BP| = 6|PD|.

7.59. Dany jest trojkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzcholtku C i ob-
wodzie réwnym 2p. Na prostej AB obrano punkty D i E lezace poza odcinkiem AB
takie, ze |AD| = |AC| i |BE| = |BC|, jak na rysunku 2. Wykaz, ze promien okregu
opisanego na tréjkacie ECD jest réwny pv/2.

Rys. 1. Rys. 2.

7.60. W réwnolegltoboku ABCD dane sa: |AB| = |BD| = a oraz |AC| = 2a.
Oblicz dlugo$¢ boku AD oraz cosinus kata ostrego a utworzonego przez przekatne
tego rownolegloboku.

7.61. Na okregu o promieniu 1 opisano trapez réwnoramienny ABCD o dluzszej

podstawie AB i krotszej CD. Punkt stycznoéci S dzieli ramie BC tak, ze % = %
Wyznacz dlugos$¢ ramienia tego trapezu.
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7.62. Dany jest trojkat ABC, w ktorym |AC| = 171 [BC| = 10. Na boku AB lezy
punkt D taki, ze |AD|:|DB| =3:4 i |DC| = 10. Oblicz pole tréjkata ABC.

7.63. Okregi o srodkach w punktach O i S sg styczne
zewnetrznie w punkcie K i styczne do prostej k w punk-
tach A i B, jak na rysunku. Trojkat BSK jest réwnobocz-
ny. Wiedzac, ze |SB| = r, oblicz dlugosé¢ odcinka OA.

@ 7.64. Dany jest czworokat wypukly ABCD niebedacy réwnoleglobokiem. Punkty
M, N sa odpowiednio srodkami bokow AB i CD. Punkty P, Q sa odpowiednio $rod-
kami przekatnych AC i BD. Udowodnij, ze MQ || PN.

9 7.65. Dany jest prostokat ABCD (rys. 1). Okregi o srednicach AB i AD przecinaja
sie w punktach A i P, jak na rysunku. Wykaz, ze punkty B, Pi D leza na jednej prostej.

e 7.66. W kwadrat o boku 1 wpisano dwa przystajace okregi o promieniu r styczne

zewnetrznie i styczne do bokéw kwadratu, jak na rysunku 2. Wykaz, ze r =1 - v?’i
9 7.67. Czworokaty ABCD i APQR na rysunku 3 sa kwadratami. Udowodnij, ze
|BP| = |DR|.
D C
P / D C
Q
A B = P
\/ / A B
Rys. 1. Rys. 2. Rys. 3.

7.68. Oblicz dlugos¢ dtuzszej przekatnej rownolegloboku, ktérego boki maja dlu-
gosci 91 4, a kat ostry ma miare 45°.
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» Uporzadkowang pare punktow (A, B) nazywamy wektorem o poczatku A i kon-

cu B i oznaczamy symbolem AB.

* Wspolrzednymi wektora AB o poczatku A = (x4, y,) ikoncu B = (xg yp)
nazywamy uporzadkowang pare liczb [xg — x4, ¥5 — V4l

e Rownanie y = ax+b ozmiennych x, y nazywamy rownaniem prostej w postaci
kierunkowej. Liczbe a nazywamy wspoélczynnikiem kierunkowym tej prostej.

* Réwnanie Ax+ By+C =0 ozmiennych x, y, wktérym A i B nie sg jednoczesnie
rowne 0, nazywamy réwnaniem prostej w postaci ogolnej.

 Twierdzenia

= [¢, d]. Zachodza réwnosci:
= la—c, b-d], k-ii = [k-a, k-b] dla k € R.

Dane sa wektory i = [a, b] i
ii+0 = [a+c, b+d], ii—

Jezeli A = (x4, y4) i B=(xp yg) towektor AB ma dtugosé:
IA—BI = \/{xﬂ = x}t)z +(yp— J’A)2

Srodkiem odcinka o koficach A = (x4, y,) i B= (x, yg) jest punkt

Af= (xA+xB]}’A+}’H).
2 2

Srodkiem ciezkoéci tréjkata o wierzchotkach A = (x4, y4), B = (xp vg)

X4 +Xp+Xc J’A+J"E+}’c)

C = (x¢, y¢) jest punkt S = ( ;

3 3

Prosta y = ax + b jest nachylona do osi x pod takim katem «, ze tga = a.

Odleglos¢ miedzy punktami A = (x4, y4) i B = (xp, yp) jest réwna
|AB| = \{(xﬂ - x4)* + (v = ya).

Proste o rownaniach y=a,x+b, i y =a,x+b, (a,a, #+ 0) sa:
- rownolegte wtedy i tylko wtedy, gdy a, = a,,

— prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy a, = —ai.

2
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Prosta [ jest rownolegla do prostej k: Ax + By + C = 0 (Az + B # U) wtedy
i tylko wtedy, gdy rownanie prostej I mozna zapisa¢ w postaci Ax + By + C, = 0.
Ponadto jezeli C=C,, to k=1, ajezeli C+C,, to k#1.

Prosta I jest prostopadla do prostej k: Ax + By + C = 0 (AE + B # D) wtedy
i tylko wtedy, gdy rownanie prostej [ mozna zapisaé w postaci Bx — Ay + C, = 0.
Odlegtoé¢ punktu P = (x,,, v¥,) od prostej o rGwnaniu Ax + By +C =0

IAxu + By + C|

Réwnanie (x —a)’ + (y —b)* = +* (r > 0) opisuje na plaszczyZnie kartezjanskiej
okrag o srodku S = (a, b) i promieniu r.

(Az +B ¢ 0) jest rowna

Obrazem punktu A = (x, y) w symetrii:

~ osiowej wzgledem osi x jest punkt A’ = (x, —y),

— osiowej wzgledem osi y jest punkt A’ = (=x, y).

— s$rodkowej wzgledem poczatku ukladu wspolrzednych jest punkt
A= (-x, - ¥).

Réwnanie Ax + By + C = 0 opisuje:

— calg plaszczyzng, gdy A=B=C=0,

— zbior pusty,gdy A=B=01i C#£0,

- prosty, gdy A i B nie sa jednoczesnie roéwne 0.

Jezeli mamy wyznaczy¢ réwnanie prostej przechodzacej przez dwa dane punkty,
to najpierw sprawdzamy, czy pierwsze wspolrzedne tych punktéw sa rowne - jesli
tak, prosta ma réwnanie postaci x = c. Jesli pierwsze wspolrzedne tych punktow
sa rozne, korzystamy z postaci kierunkowej réwnania prostej: y = ax + b.

Prosta o rownaniu Ax+By+C = 0 jest wspolnym brzegiem dwoch pélplaszczyzn
domknietych. Jedna z tych pélplaszczyzn opisuje nieréwnos¢ Ax + By +C 2 0,
a druga — nieréwnos$¢ Ax + By + C < 0. Nierownosci Ax+ By +C > 0

i Ax+ By + C < 0 opisuja polplaszczyzny otwarte.

Réwnanie x° + y* —2ax—2by+c = 0 opisuje na plaszczyznie kartezjaniskiej okrag
o §rodku S = (a, b) i promieniu r = Va*+b*—c¢, oile a’+b >

Roéwnanie okregu:

(x—a)’ +(y-b)> =r" (r>0) nazywamy réwnaniem w postaci kanonicznej,

x1+},2 -2ax-2by+c=0 (az +b° > c) nazywamy rownaniem w postaci ogolnej.



8. Geometria analityczna

e Nierownosc I[x—a)2 + (x—b)z <r (r > 0) opisuje na plaszczyznie kartezjanskiej
kolo o srodku S = (a, b) i promieniu r. Nierownos¢ (x — a}2 +(x - b}z >
opisuje zbidr punktéw lezacych na zewnatrz tego kofa.

W kazdym z zadan 8.1-8.24 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz jg i zapisz w zeszycie.

8.1. Punkt (-1, 7) jest srodkiem odcinka AB, wktorym A = (3 - 247, V@) Wskaz
wspolrzedne punktu B.

A. (-5-2V7,7-3) C. (-5-2V7, 14-v3)

B. (5+2V7, 14-3) D. (-5 + 27, 14~ v3)

8.2. Odlegloé¢ punktu przeciecia prostych y = -3 oraz 2x + y = 7 od poczatku
uktadu wspélrzednych jest réwna

A. 8. B. 2/17. C. V34, D. 2/2.

8.3. Wierzcholkami tréjkata sa punkty A = (-3,4), B = (1,-2), C = (5, 8).
Wskaz dlugos¢ srodkowej poprowadzonej z wierzchotka B.
A. 4 B. 212 C. 8 D. 217

8.4. Wskaz rownanie prostej, ktora tworzy z osia x kat o mierze 120°,

A y=13x-3 B.y=—§x C.y+V3x=vV3 D.2y+x+4=0

8.5. Wskaz srodek cigzkosci trojkata o wierzchotkach A = (-5, -1), B = (7, 3),
(o= (1,7)%

A. (2, 3) B. (1, 4) C. G 3) D. (1, 3)

8.6. Ile wynosi pole czworokata ABCD, w ktérym A = (-1, -1), B = (6, —1),
C=(6,3), D=(-1,3)?
A. 18 B. 28 C. 30 D. 48

8.7. Boki trojkata zawieraja si¢ w prostych o rownaniach x -1 =0, y+4 = 0,
2x — y = 0. Pole tego trojkata jest rowne
A. 3+/5. B. 3+/10. C.'9: D. 4,5.

8.8. W réwnolegloboku ABCD, w ktérym A = (1, 0), B = (x5, 0) i C = (x, 3),
kat BAD ma miare 30°1 |AB| = |AD|. Wskaz obwdd tego rownolegloboku.
A. 243 B. 24 C. 12 D. 1213
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8.9. Ktora z prostych nie przechodzi przez zaden v
z punktéw kratowych zaznaczonych na rysunku? _
A x-y-1=0 C.2x-y-1=0 e e
B.4x-y-7=0 D.x-2y+1=0
R

8.10. Wskaz odleglos¢ miedzy prostymi 3x+y =1 0] i x
i 3x+y=6.
T g, M1 C. V5 p. 22 I

2 10 5
8.11. Pole czworokata ABCD przedstawionego na [ T 111 HE
rysunku jest rowne
A. 25. G. 12,5.
B. 50. D. 12v3.

8.12. Liczba punktow wspdlnych okregu o rowna-
niu (x + 5]2 +(y - 2}2 = 25 z osiami ukladu wspol-
rzednych jest rowna

A. 4. B. 3. C. 2. D. L.

8.13. Wskaz punkt nienalezgcy do okregu o réwnaniu (x - 3)* + y* =9 = 0.
A. (1,5) B. (6, 0) C. (1,-V5) D. (1,V2)

8.14. Odlegloé¢ miedzy érodkami okregéw o réwnaniach (x —2)° + (y - 1)° = 4
oraz (x — 5]2 +(y + l}2 = 6 jest rowna
A. 5. B. V13. C.2+ V6. D. 10.

8.15. Jaki zbidr punktow plaszczyzny kartezjanskiej jest opisany za pomoca nierow-
noci (x +5)° + (y - 1)* <0?

A. zbior pusty C. zbior jednoelementowy

B. kolo D. okrag

8.16. Jaki zbior punktéw plaszczyzny kartezjanskiej jest opisany za pomocg ukladu
(x—4)* + (y+2)° <4,

y+x=2

A. odcinek B. kolo C. polplaszczyzna D. zbior pusty

warunkow {

8.17. Prosta o rownaniu 3x— y+20 = 0 jest styczna do okregu o $rodku w punkcie
S = (3, —1). Wskaz promien tego okregu.
A.9 B. V10 C. V30 D. 3v10
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8.18. Okrag o réwnaniu (x + 9)* + (y — 4)* = 11 przeksztalcono przez symetrie
srodkowa wzgledem punktu (0, 0). Wskaz rownanie otrzymanego okregu.

A (x-9+(y-4'=1 C.(x-97+(y+4)* =11
B. (x+9 +(y+4)7 =11 D. (x—-4+(y+9)* =11

8.19. Wskaz réwnanie okregu, ktory jest styczny do osi ukladu wspoélrzednych
w punktach P =(5,0) i Q= (0, -5).

A.{x—5}2+{y+5)3=5 C.(x+5}2+{y—5)1=25

B. (x+5}2+{y+5)3:25 D.(x—5)2+{y+5f:25

8.20. Tréjkat A'B'C'jest obrazem tréjkata o wierzchotkach A = (-3, —1),

B = (7,-2), C = (2, 6) wsymetrii rodkowej wzgledem poczatku uktadu wspét-
rzednych. Wskaz wspotrzedne érodka ciezkosci tréjkata A'BC'.

A. (-2, -1) B. (2, 1) C. (-2, 1) D. (2, -1)

8.21. Wskaz wspodlrzedne obrazu punktu P = (1, 5) w symetrii srodkowej wzgle-
dem punktu T = (-2, -1).
A. (-1, -5) B. (1, -5) C. (-5, -7) D. (-4, —6)

8.22. Dane sg wektory @i = [2, 1], U = [-1, —8] oraz punkty A = (-1, 2)
i B=(4, -=3). Wskaz zaleznos¢ prawdziwa.

A.AB=2ii+ 7 B. AB=-3ii+0 C. AB = 4ii +

——

it D.AB=3ii+10

8.23. Punkt P jest srodkiem symetrii rownolegloboku ABCD. Wskaz zaleznosc¢
prawdziwa.

A. AP = 2 (DC - BC) C. AP = - (CD - BC)
B. AP = - (DC - CB) D. AP = - (AD + KC)
2 2

8.24. Wskaz rownanie prostej, ktora nie jest osia symetrii kwadratu o wierzchotkach
(_5! _1)3 (1:. _5): [_5:. l}: (—], 5}

A. 2y =3x B.x-5y=0 C.2x+5y=0 D.2x+3y=0

J

W zadaniach 8.25-8.29 ocen prawdziwosc podanych zdan.

8.25. Dany jest punkt S = (0, -8).

A. Okrag o (S, v@) mozZna opisac za pomoca rownania X+ (y+ 8)* = 3.
B. Punkt N = (1, —-8) nalezy do kola k(S. x@)

C. Punkt M = (D, V3 - 8) nalezy do okregu o(S, \:‘E)
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8.26. Dany jest okrag o srodku S = (-3, 7) i promieniu r = 5 oraz prosta

k: 4y - 3x = 12.

A. Prosta k jest styczna do okregu o(S, r).

B. Prosta k przecina okrag o(S, r).

C. Figura utworzona przez prosta k i okrag o(S, r) ma dokladnie jedna o symetrii.

8.27. Zbioér punktéw plaszezyzny kartezjaniskiej opisany za pomoca ukladu

{x+3)3+(y—1}254

warunkow
y=3+2x

A. jest odcinkiem. B. ma dokladnie dwie osie symetrii. C. jest zbiorem pustym.

8.28. Figure F tworza: kolo oraz dwa punkty nienalezace do tego kola. Figura F
A. ma zawsze dokladnie jeden $rodek symetrii.

B. ma zawsze os symetrii.

C. moze miec o$ symetrii.

8.29. Po przeksztalceniu okregu F przez symetrie osiowa wzgledem osi x otrzymano
okrag F X Figura bedgca sumg okregéw F i F :

A. ma zawsze dokladnie dwie osie symetrii.

B. moze miec tylko jedna os symetrii.

C. moze miec nieskonczenie wiele osi symetrii.

J

8.30. Figura F jest suma prostej k: 2x+ y+4 = 0 iokregu o: (x+3)*+(y—2)* = 6.
Dokoncz zdanie. Wybierz odpowiedZ A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1, 2 albo 3.

Figura F
A. | nie ma osi symetrii, 1. | prosta k przechodzi przez srodek okregu o.
B. | ma jedna o$ symetrii, poniewas prosta k jest styczna do okregu o.
C. | ma dwie osie symietrii 3 prosta k nie ma punktéw wspolnych

z okregiem o.

8.31. Wyznacz kat nachylenia do osi x prostej o podanym réwnaniu.

a) y=x-3 b) y = V3x c) y==x+2 d}y=—§x+5

8.32. Sprawdz, czy punkty A, B, C sa wspdlliniowe.
a) A=(1,2), B=(0,-1), C=(-1, -4)

b) A=(-1,5), B=(2,2), C=(3,1)

¢c) A=(0,0), B=(1, -3), C=(2, -5)
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8.33. Napisz réwnania bokéw tréjkata o danych wierzcholkach A, B, C.
a) A=(-3,-3), B=(3,-1), C=(1,5)
b) A=(-2,2), B=(0,5), C=(-2, 11)

8.34. Sprawdz, czy dane proste k i | pokrywaja sie, sa rownolegle i rézne, czy sie
przecinaja. Jesli si¢ przecinaja, to wyznacz ich punkt wspolny.

a) k:y=-%x+4 I 2x+3y+4=0
b) ki x—=3y+5=0 I y=3x-5

1 3
c) ki 2x+4y-7=0 I.y—-l-x+lz

8.35. Dane jest rownanie prostej I: 3x + 2y — 4 = 0. Napisz rownanie prostej k
a) rownoleglej do i przechodzacej przez punkt K = (-2, -5).
b) prostopadlej do [ i przechodzacej przez punkt M = (-3, 0).

8.36. Okresl wzajemne polozenie prostych I, k, p, g.
L2x-y+7=0, k: %x+y—2 =0, px+2y-8=0, g x+2y-4=0

8.37. Wyznacz warto$c m, dla ktorej proste (3m —8)x -3y -18 =0
1 x—3y—12=0 s3
a) rownolegle. b) prostopadie.

8.38. Wyznacz rownanie symetralnej odcinka o koncach A = (-3, 1), Q = (5, 3).

8.39. Punkt A = (5, -3) jest wierzchotkiem trojkata ABC. Punkty A i B s3 syme-
tryczne wzgledem osi x, a punkty A i C sa symetryczne wzgledem osi y.

a) Wyznacz wspolrzedne wierzchotkow Bi C.

b) Oblicz pole tego tréjkata.

8.40. Wyznacz rownanie prostej, ktora jest symetryczna do prostej o rownaniu
2x — y+ 5 = 0 wzgledem poczatku uktadu wspélrzednych.

8.41. Oblicz obwdd tréjkata o wierzchotkach P = (0, -2), Q = (6, -8), R = (2, 2).

8.42. Oblicz dlugosc srodkowej CD w tréjkacie o wierzcholkach A = (-2, -5),
B=(4,-7), C=(3, -1).

8.43. W trojkacie ABC dane sg wierzcholki A = (3, 5) i B = (-7, —1) oraz punkt
S = (-5, 4) bedacy s$rodkiem boku BC. Wyznacz rownanie prostej zawierajacej bok
AC tego trojkata.
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8.44. Dane sg punkty: A = (1,3), B=(4,7) i C = (-2, -3). Oblicz odleglosc
punktu A od $rodka odcinka BC.

8.45. Punkty A = (-1, -6) i B = (4, 2) sa wierzcholkami rownolegloboku ABCD,
apunkt § = (1, —1) jestjego srodkiem symetrii. Oblicz obwad tego rownolegloboku.

8.46. Dany jest trojkat o wierzchotkach A = (-3, 4), B= (5, 2), C = (6, 6).
e a) Wykaz, ze trojkat ABC jest prostokatny.

b) Oblicz pole tego trojkata.

c) Wyznacz rownanie okregu opisanego na tym trojkacie.

8.47. Oblicz pole i obwdd tréjkata o wierzchotkach A = (-5, 1), B= (-1, 7),
C=(3,0).

8.48. Sprawdz, czy czworokat o wierzchotkach A = (-6, 0), B = (5, -7),
C = (4, 6), D=(-7,13) jest rombem. Oblicz pole tego czworokata.

8.49. W trojkgcie ABC dane sg: wierzcholek A = (3, —4), wysokos¢ CD:
7x =2y —1 =0 oraz wysokos¢ BE: 2x — 7y — 6 = 0. Wyznacz rownania prostych
zawierajacych boki tego trojkata.

8.50. Dany jest trojkat o wierzchotkach A = (0, 5), B= (6, —-1), C = (7, 8).
Wyznacz

a) réwnanie wysokoéci tego trojkata opuszczonej z wierzchotka C.

b) rownanie srodkowej wychodzacej z wierzchotka C.

c) pole trojkata ABC.

8.51. Dane sa trzy wierzcholki rownolegtoboku ABCD: A = (-3, 2), B = (6, —1),
C = (10, 1). Wyznacz wspoirzedne wierzchotka D oraz oblicz pole réwnolegloboku.

9 8.52. Wykaz, ze prosta o rownaniu y+2x = 4 jest osig symetrii pigciokata o wierz-
chotkach: A =(2, -3), B=(4, -2), C=(4,6), D=(-1, 6), E = (-4, 2).

8.53. Punkty C = (2,2) i D = (1,5) dzielg odcinek AB na trzy réwne czesci.
Punkty sa polozone w kolejnosci: A, C, D, B. Wyznacz wspotrzedne poczatku i korica
wektora AB.

8.54. W ukladzie wspolrzgdnych dany jest trojkat rownoramienny ABC, w Ktérym
|AC| = |BC|, C = (2, 3), a D jest spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchol-
ka C. Wektory AB i CD maja wspolrzedne: AB = [6, 4] i CD = [-2, 3]. Wyznacz
réwnania bokow trojkata ABC.
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8.55. W czworokacie ABCD danesa A = (7,3), C = (-3,1) i AB = [-8, -8].
Punkt § = (3%, 3%) jest srodkiem boku AD. Wykaz, ze czworokat ABCD jest

trapezem.

8.56. Danesapunkty A = (3, -5), B= (-1, 3), C = (1, 7). Oblicz dlugos¢ wektora
2AB - 3AC.

8.57. W ukladzie wspotrzednych zaznaczono punkty A =(2,0) i B = (4, 0).
Wyznacz wszystkie mozliwe polozenia punktu C, dla ktérych ABC jest trojkatem
rownoramiennym o podstawie AB i polu réwnym 3.

8.58. Rozwiaz uklad rownan.

) y==3x"+6x+4 3 y=x —2x-3
y=3x-2 y=-3x-5

g | pe-gp g R i
X=-y+3=0 y=-2x-1

8.59. Napisz rownanie okregu o srednicy AB.
a) A=(-7,3), B=(1, 3)

b) A=(2,17), B=(-8, -7)

c) A=(-4,0), B=(6, -8)

8.60. Wyznacz $rodek i promien okregu o podanym réwnaniu.,
a) x2+y2:l44 b) {x+?}2+{y~3)2=8 ) x1+(y—3)2:5

8.61. Punkty A = (0, —1) i B= (-2, 1) naleza do okregu x° +y2—2x—4y—5 = (.
Znajdz wspolrzedne punktu C, lezacego na tym okregu i takiego, aby trojkat ABC byl
roGwnoramienny o podstawie AB.

8.62. Okrag o srodku w punkcie S = (3, 7) jest styczny do prostej o rownaniu
y = 2x — 3. Oblicz wspolrzedne punktu stycznosci.

8.63. Wyznacz rownanie okregu o $rodku § = (3, -5)
a) stycznego do osi y.
b) przechodzacego przez poczatek ukladu wspétrzednych.

8.64. Punkt A = (1, 9) nalezy do okregu stycznego do osi x w punkcie B = (-2, 0).
Wyznacz rownanie tego okregu.
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8.65. Dane sg okregi o réwnaniach x°+ y*—4x+2y+1=0i x° + y* = 4. Wyznacz
réwnania osi symetrii figury bedacej suma tych okregow.

8.66. Prostokat ABCD jest wpisany w okrag o rownaniu x°+ y* +4x+6y—12 = 0.
Bok AB zawiera si¢ w prostej o rownaniu 2x + y — 3 = 0. Wyznacz wspolrzedne
wierzcholkéw tego prostokata.

8.67. Dany jest okrag o rownaniu x” + y* - 2x — 4y + 1 = 0. Przez érodek okre-
gu i poczatek ukladu wspotrzednych poprowadzono prosta k. Prosta m, prostopadla
do k i przechodzaca przez punkt A = (1, 1), wyznacza cigciwe PQ danego okregu.
Oblicz diugosc tej cieciwy.

8.68. Napisz rownanie okrggu opisanego na trojkacie o wierzchotkach A = (-1, 3),
B=(0,2), C=(-1, 1)

8.69. Punkty A=(7,7), B=(0, 8), C = (-2, 4) sa wierzcholkami tréjkata ABC.

a) Napisz rownanie okregu opisanego na trdjkacie ABC oraz rownanie stycznej do
tego okregu w punkcie M = (3, 9).

b) Oblicz pole tego tréjkata.

8.70. Napisz réwnanie okregu przechodzacego przez punkt P = (-5, 6), ktérego
§rodek lezy na prostej y = 2x + 4, a promien jest rowny 4V/2.

e 8.71. Okrago srodku S = (4, 3) przechodzi przez punkt P = (5, 6). Prosta
y = —x+3 przecina ten okrag w punktach A i B. Wykaz, ze trojkat ABP jest prosto-
katny, i oblicz jego pole.

8.72. Punkt A = (-2, 5) jest jednym z wierzchotkdw tréjkata réwnoramiennego
ABC, w ktorym |AC| = [BC|. Bok BC jest zawarty w prostej o rownaniu y = x + 1.
Pole tego trojkata jest rowne 15. Oblicz wspolrzedne wierzcholtka C.

8.73. Punkt A = (6, 3) jest wierzcholkiem kwadratu wpisanego w okrag o row-

naniu x° + y° — 6x + 2y — 15 = 0. Oblicz wspétrzedne pozostalych wierzchotkéw
kwadratu.

8.74. Dane sa: okrag x” + y° = 16, rownanie prostej I: x — y — 4 = 0 i punkt
A = (8, 0). Wyznacz

a) rownanie okregu symetrycznego do danego wzgledem prostej [.

b) réwnanie prostej stycznej do danego okregu przechodzacej przez punkt A.
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8.75. W ukladzie wspolrzednych rozwazamy wszystkie punkty P postaci

F = (%m + %, m), gdzie m € (-1; 7). Oblicz najmniejsza i najwieksza warto$c¢
PQP dla Q = (52—5 n).

8.76. Oblicz miare kata miedzy stycznymi do okregu x° + y° +2x =2y -3 =0
poprowadzonymi z punktu A = (2, 0).

8.77. Okrag o srodku S = (5, 4) jest styczny wewnetrznie do okregu o rownaniu
(x—4)* +( y - 2)* = 36. Wyznacz réwnanie wspolnej stycznej obu okregow.
2., .2 B
8.78. Pary liczb (x, y) spelniajace uktad réwnan -4';; FYEE L=
-X"+y+4=0
sa wspolrzednymi wierzcholkow czworokata wypuklego.
a) Wyznacz wspolrzedne wierzcholkow tego czworokata.
b) Wykaz, ze ten czworokat jest trapezem rownoramiennym.
c) Wyznacz rownanie okregu opisanego na tym czworokacie.

8.79. Dany jest trojkat rownoramienny ABC, w ktorym |AB| = |AC| i B = (7, 2).
Pole trojkata jest rowne 20. Wysoko$¢ poprowadzona z wierzchotka A zawiera sie
w prostej ¥ = 3x + 1. Oblicz wspolrzedne punktow A i C.

8.80. Wyznacz réwnanie okregu o promieniu 3 przechodzacego przez punkt
P = (2, -1) i stycznego do osi odcietych, wiedzac, ze ten okrag nie przecina osi
rzednych.

8.81. W trapez ABCD o podstawach AB i CD mozna wpisac okrag. Dane sa wspol-
rzedne wierzchotkéw A = (1, -3), B=(4, 1) i C = (1, 1). Wyznacz wspolrzedne
wierzchotka D.

8.82. Wierzcholki A i C rombu ABCD sa punktami przecigcia okregu o réwnaniu

x>+ yz —4x —4y+ 6 = 0 z prosta o robwnaniu y = x. Pole rombu jest réwne 8.

Oblicz wspoélrzedne wierzchotkéw B i D.

8.83. Wyznacz punkty wspélne okregéw o réwnaniach x° + y* — 10x + 8y = 0
i X +y +4x-6y-14=0,

8.84. Wyznacz réwnanie prostej, ktéra przechodzi przez punkty wspolne okregdw
o réwnaniach x* + y* +4x -2y -20=0i x°+ y* -6y -4 =0.
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9. Rachunek
prawdopodobienstwa
| statystyka

* Dlaliczby naturalnej n > 1 symbol n! (n silnia) oznacza iloczyn liczb naturalnych
od 1 do n:
nl=1-2-3.-...-(n=-2)-(n=1)+n
Przyjmujemy réwniez, ze 0! =11 1! = 1.
1!

* Jezeli n, k € N i k <n, to wyrazenie (n - s;)z k!

nazywamy symbolem Newtona

1 oznaczamy ( ;: )

» Niech 2 bedzie danym zbiorem zdarzen elementarnych. Jezeli kazdemu zdarzeniu
A C Q) jest przyporzadkowana dokladnie jedna liczba P(A) taka, ze:
(1) P(A) =20,
(2) dla kazdej pary wykluczajacych sie zdarzen A, B ¢ () zachodzi
P(A U B) = P(A) + P(B),
(3) P(Q) =1,
to mowimy, ze na zdarzeniach w zbiorze () okreslone jest prawdopodobien-
stwo P, a liczbe P(A) nazywamy prawdopodobienstwem zdarzenia A.

* Jezeli w danym doswiadczeniu losowym wszystkie zdarzenia elementarne tworza
zbior (i sa jednakowo prawdopodobne, to prawdopodobienstwo zajscia zdarze-
nia A jest rowne stosunkowi liczby zdarzen sprzyjajacych zajsciu zdarzenia A do
liczby wszystkich zdarzen ze zbioru Q:

P(A) =

@[ 2]

» Zdarzeniem przeciwnym do A nazywamy zdarzenie polegajace na tym, ze zda-
. s . . . i !
rzenie A nie zajdzie. Zdarzenie przeciwne do A oznaczamy A.

* Niech A, Bc Q) i P(B) > 0. Prawdopodobienstwem zajscia zdarzenia A pod
warunkiem, ze zaszlo zdarzenie B, nazywamy liczbe:

P(ANB
P(A|B) = {P{EJ}
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Zdarzenia B}, B, B;, ..., B, ¢ Q) tworza uklad zupelny zdarzen, jezeli spelniaja
trzy warunki:

B,UB,UB;U...UB, =,

P(B)#0 dla 1<i<n,

BinB;#0 dlai#j 1<i<n 1<j<n

Jezeli w grze losowej wyniki gracza X przyjmujg wartosci x,, x5, ..., x,, odpo-
wiednio z prawdopodobienstwami py, p,, ..., p,» gdzie p; + p,+ ...+ p, =1,
n €N i n>1, towartoscia oczekiwang EX tej gry nazywamy liczbe:

EX=xp) +x305 + ... + X, P,

W uporzadkowanym niemalejaco szeregu liczb mediang nazywamy wyraz srod-
kowy (w szeregu o nieparzystej liczbie wyrazéw) lub $rednia arytmetyczng dwéch
wyrazow srodkowych (w szeregu o parzystej liczbie wyrazow).

Dominantg w zestawie danych jest ta warto$c, ktéra wystepuje w nim najczesciej
1 wigcej niz raz.
Jezeliliczby x,, x,, ..., x,, sa wszystkimi wynikami obserwacji, to ich $rednia jest

rowna:
x| +x2+ +x”

% =
H

Jezeli wynikom x,, x,, ..., x,, nadane s3 odpowiednio dodatnie wagi
a,, Ay, ..., A, tosrednig wazong tych wynikow jest liczba:
= X tagt ... HaX,

w

a,+a,+ ... +a,
- . 2 . o] “

Wariancjg 0~ w zestawie wynikow x,, x,, ..., x,, nazywamy przeci¢tne odchy-

lenie kwadratowe od wartosci Sredniej x:

P T mF (- 4 (- F)

n

Odchyleniem standardowym o w zestawie wynikow x,, x,, ..., X,, nazywamy
pierwiastek kwadratowy z wariancji:

J=%;=Juﬁifﬂﬁ_ﬂh”“+mrff

Mn

p-tym centylem w zbiorze liczb nazywamy taka wartosc k, ze p% liczb z tego zbio-
ru jest mniejszych lub rownych k.
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* Regula mnozenia
Jesli pewien wybor zalezy od k (k € N i k > 0) decyzji oraz: podejmujac pierwsza
decyzje, mamy m, mozliwosci, druga - mamy m, mozliwosci, ..., ostatnia (k-ta)
- mamy m; mozliwoéci, to wyboru tego mozna dokonaé na m, - m, - ... - my
sposobow.,

» Liczba wszystkich k-elementowych wariacji z powtérzeniami ze zbioru n-elemen-

towego jest réwna n",

» Liczba wszystkich k-elementowych wariacji bez powtorzen ze zbioru n-elemento-
wego, k < n, jestrowna n-(n—1)- ... - (n—k+1).

* Liczba wszystkich permutacji zbioru n-elementowego jest rowna:
mM=n-(n-1)-(n-2)-...:3:-2-1

* Liczba wszystkich k-elementowych kombinacji ze zbioru n-elementowego, k < n,
n!

. : ny _
jest rowna (k) T R

» Dla dowolnych liczb naturalnychnik, k < n:
(r:)+( n )_ (n+l)
k k+1/) \k+1
» Dla dowolnej liczby naturalnej n:

O+ e(,7) () -2

¢ Dwumian Newtona
Dla dowolnej liczby naturalnej n:

(a+b}"=(n)a"bﬂ+(”)a"_'bl+...+(”)a"_kbk+...+( " )a'b”_1+(”)a”b"
0 1 k n-1 1

e Niech () bedzie danym zbiorem zdarzen elementarnych, a P - prawdopodobien-
stwem okreslonym na zdarzeniach A, B ¢ (). Wtedy:
(1) P(@) =0,
(2) jezeli A ¢ B, to P(A) < P(B),
(3) dla kazdego zdarzenia A c () prawdziwa jest nierdéwnos¢ P(A) < 1,
(4) P(A)+P(A") =1,
(5) dla dowolnych zdarzen A, B ¢ Q) zachodzi réwnosé:
P(AUB) = P(A) + P(B) - P(An B)

* Twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym
Jezeli zdarzenia B,, B, B;, ..., B, € Q tworza uklad zupelnyi A c (, to:
P(A) = P(A[B,) - P(B,) + P(A|B;) - P(B,) + ... + P(A|B,) - P(B,)
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* Wzoér Bayesa
Jezeli zdarzenia B,, B,, Bs, ..., B, € Q) tworza uklad zupelny, A c Q
i P(A) >0, todla dowolnego 1 <i < n zachodzi rownosc:
_ P(A|B;) - P(B;)
P(B;]A) = PA)

* Twierdzenie Bernoulliego

Prawdopodobienstwo uzyskania k sukceséw w schemacie n préb Bernoulliego wy-
raza si¢ wzorem:

P, (k) = (z) Pt
gdzie p jest prawdopodobienstwem uzyskania sukcesu w pojedynczej probie,
0<p<l,g=1-pil0<gsksn

* Dla wszystkich liczb naturalnych n = 1 zachodzi réwnosé n! =n - (n—1)!,
» Jezeli z urny zawierajacej n ponumerowanych kul losujemy ze zwracaniem k razy
po jednej kuli, to liczba wszystkich mozliwych wynikow losowania jest réwna n",

 Jezeli z urny zawierajacej n ponumerowanych kul losujemy bez zwracania k razy
(k < n) po jednej kuli, to liczba wszystkich mozliwych wynikéw losowania jest
rowna n-(n—1)-...-(n—k+1).

» Jezeli ustawiamy w ciagu wszystkie elementy zbioru n-elementowego, to liczba
wszystkich mozliwych ustawien jest rowna n!.

* Liczba wszystkich podzbiordéw zbioru n-elementowego jest réwna 2",

4 . i s . . . P f
e Zadne zdarzenie elementarne sprzyjajace zdarzeniu A nie sprzyja zdarzeniu A
i na odwrot. Inaczej moéwiac, kazde zdarzenie elementarne w € Q albo sprzyja

. . . I
zdarzeniu A, albo sprzyja zdarzeniu A

* W statystyce mamy do czynienia z odwrdconym, w stosunku do rachunku praw-
dopodobienstwa, wnioskowaniem:
— w rachunku prawdopodobienstwa — na podstawie znajomosci calej populacji
okreslamy prawdopodobienstwo wylosowania probki o okreslonej wlasnosci,
— w statystyce - na podstawie wlasnosci probki losowej wyciagamy najbardziej
prawdopodobne wnioski o nieznanych wlasnosciach populacji.

* Mediana dzieli uporzadkowany szereg danych surowych w taki sposéb, ze przed
nig i za nia jest tyle samo danych.

* Rozstep, czyli odleglos¢ migdzy danymi skrajnymi, jest jedna z miar rozproszenia
danych.
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W kazdym z zadan 9.1-9.12 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz ja i zapisz w zeszycie.

9.1. Ile jest liczb trzycyfrowych, ktérych wszystkie cyfry sa réznymi liczbami niepa-
rzystymi?
A. 125 B. 100 C. 40 D. 60

9.2. Mamy do dyspozycji 8 skrytek bagazowych. Na ile sposobéw mozemy rozmie-
§ci¢ w nich 3 rozne walizki tak, aby w kazdym schowku znajdowala sie co najwyzej
jedna walizka?

A. 8 B. 3° C.8:3 D.8:7-6

9.3. Przesuwamy sie wzdluz krawedzi sze$cianu ABCDA'B'C'D’. Na ile sposob6w

mozemy dojé¢ z punktu A do punktu C', przechodzac po drodze przez doktadnie
dwa z pozostalych wierzchotkow?
A.3 B. 6 C.8 D. 27

9.4. Rzucamy szescienng kostka do gry. Wskaz prawdopodobienstwo wyrzucenia
liczby oczek bedacej liczba zlozona.

A, = B. . C.
3 2

Dt

W 2
o un

9.5. Ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5} losujemy kolejno bez zwracania dwie liczby. Wskaz
prawdopodobienstwo wylosowania liczb, ktérych iloczyn jest parzysty.
A. 0,6 B. 0,64 C. 0,7 D. 0,8

9.6. W urnie znajduje si¢ 12 kul bialych i 4 czarne. Losujemy dwie kule. Jakie jest
prawdopodobienstwo wylosowania kul roznego koloru?

4 1 2 3
- 1_5 B. 3’ Ct g .D. 1_6'

9.7. Ze zbioru wszystkich krawedzi graniastoslupa wybieramy jedna. Jakie jest

prawdopodobienistwo, ze bedzie to krawedz jednej z podstaw tego graniastostupa?

A. Jest za malo danych, zeby to obliczyc. B. % C. % D. %

9.8. Rzucamy dwiema sze$ciennymi kostkami do gry. Jakie jest prawdopodobien-
stwo tego, ze suma liczb wyrzuconych oczek bedzie wigksza od 77

17 5 1 3
B. — C. - D. -
36 12 3 4
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9.9. Rzucamy dwiema sze$ciennymi kostkami do gry i trzema monetami. Wskaz

prawdopodobienstwo tego, ze otrzymamy tylko piatki i orly.
Ao — Bj < G D=

32 44 98 288
9.10. Z trzech czesci egzaminu, ktorym nadano wagi 1, 2 oraz 3, Anna otrzyma-
ta odpowiednio 42, 30 i 60 punktow. Koncowy wynik byl srednig wazona wynikow
trzech czesci. Ile punktow otrzymala Anna za caly egzamin?
A. 94 B. 46,5 C. 141 D. 47

9.11. W uporzadkowanym szeregu: 1, 2, 2, 2, 6, x, x, 12, 12, 21, 23, 27 mediana
wynosi 9. Wskaz liczbe x.
A.6 B. 9 C. 12 D. Wyznaczenie x jest niemozliwe.

9.12. Wskaz odchylenie standardowe nastepujacego zestawu danych:
=Rl By :dds Bl Bedyd; 13

Al B G. = AL

I
* 9 16 2

W zadaniach 9.13-9.19 ocen prawdziwo$¢ podanych zdan.

9.13. Liczba wszystkich liczb pieciocyfrowych utworzonych z cyfr 1, 2, 3 oraz
A. parzystych jest rowna 81.

B. nieparzystych jest rowna 162.

C. podzielnych przez 4 jest rowna 16.

9.14. Ze zbioru wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych losujemy jedna. Praw-
dopodobienstwo wylosowania liczby

A. podzielnej przez 3 jest réwne %
B. podzielnej przez 41 jest rbwne ;—9

C. podzielnej przez 12 jest rowne L

9.15. Rzucamy trzema kostkami szeSciennymi. Oznaczmy zdarzenia: A - iloczyn
liczb oczek jest nieparzysty, B - iloczyn liczb oczek jest parzysty, C — suma liczb oczek
jest nieparzysta, D - suma liczb oczek jest parzysta.

A. Zdarzenia A i B sie wykluczaja.

B. Zdarzenia A i D si¢ wykluczaja.

C. Zdarzenia B i C si¢ wykluczaja.
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9.16. Zcyfr 1,2, 3,4, 5 ukladamy wszystkie mozliwe liczby czterocyfrowe o réznych
cyfrach. Prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana jedna z tych liczb jest

1
A. rowna 3541, wynosi —.
Y 625
.
B. parzysta, wynosi 5

C. wigksza od 5430, wynosi é

.47, Licsba (2”)
10

A. jest podzielna przez 111.
B. jest podzielna przez 1998.
C. jest podzielna przez 2000.

9.18. Dla wszystkich n € N, n > 0, liczba (2” ) + ( n )

# m+

A. jest rowna liczbie (
B. jest réwna liczbie (
C. jest rowna liczbie (

9.19. Wielomian W(x) = (2x — 1)° zapisano w postaci uporzadkowanej sumy.
W tej sumie

A. wspolczynnik przy x jest rowny 10.

B. wspolczynnik przy x” jest réwny 80.

C. suma wszystkich wspolczynnikow jest réwna 1.

§ J

9.20. Mamy 6 roznych ksiazek i 5 roznych pudetek. W kazdym z nich moga si¢ zmie-
Sci¢ wszystkie ksiazki. Dokoncz zdanie. Wybierz odpowiedz A, B albo C oraz jej
uzasadnienie 1, 2 albo 3.

Liczba sposobow rozmieszczenia tych ksiazek w pudelkach jest rowna

zgodnie z regula mnozenia nalezy pomnozyc liczbe ksigzek

A. 0, 1.
? przez liczbe pudelek.

kazdemu pudetku mozemy jednoznacznie przyporzadkowac

B. Eﬁ, poniewaz | 2. e ] j
ksiazke, ktora do niego trafi.

kazdej ksiazce mozemy jednoznacznie przyporzadkowac
" | pudelko, do ktérego trafi.
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9.21. Ile jest mozliwych wynikow danego do$wiadczenia losowego?

a) Rzucamy 5 razy moneta i zapisujemy kolejne wyniki.

b) Rzucamy 3 razy kostka do gry i zapisujemy kolejne wyniki.

c) W urnie jest 15 ponumerowanych losow. Wyciagamy 2 razy po jednym losie bez
zwracania i zapisujemy kolejne wyniki.

d) W urnie s3 4 r6znokolorowe kule. Losujemy kolejno 3 razy po jednej kuli ze zwra-
caniem i zapisujemy kolejne wyniki.

e) W pudelku sg kartki z cyframi 2, 4, 6 i 8. Losujemy kolejno wszystkie kartki i za-
pisujemy otrzymana liczbe czterocyfrowa.

f) Rzucamy 13 razy kostka do gry i zapisujemy kolejne wyniki.

9.22. Haslo sklada sie z osSmiu znakéw: trzech liter na poczatku i pieciu cyfr. Ile
takich hasel mozna ulozy¢, majac do dyspozycji 24 litery i wszystkie cyfry?

9.23. lle jest mozliwosci wypisania na Swiadectwie ocen z dziewieciu przedmiotow
uczniowi, ktory otrzymal promocje do nastgpnej klasy?

9.24. W alfabecie Morse’a litery sa kodowane za pomoca ciggu znakow: kropek
i kresek. Ile liter mozna zakodowad, jezeli zalozymy, ze do zakodowania kazdej z nich
mozemy uzyc¢ co najwyzej czterech znakow?

9.25. W sali do nauki jezykow obcych jest 15 miejsc. Na ile sposobdw moze usiasc
w tej sali pigciu uczniow? Wynik podaj z dokladnoscia do dwoch miejsc znaczacych.

9.26. Na ile sposobéw mozna rozlozy¢ 5 roznych kart pocztowych w 8 przegréd-
kach, jezeli

a) w pojedynczej przegrodce moze by¢ kilka kart?

b) w kazdej przegrodce moze byc¢ najwyzej jedna karta?

9.27. 7 urny zawierajacej siedem kul oznaczonych cyframi 1, 3, 4, 6, 7, 8, 9 losujemy
ze zwracaniem trzy razy po jednej kuli i tworzymy trzycyfrowe liczby. Ile otrzymamy
w ten sposob liczb

a) wiekszych od 4007

b) wiekszych od 6507

¢) mniejszych od 7772

9.28. lle jest liczb naturalnych trzycyfrowych, ktore maja rézne cyfry i sa
a) wieksze od 3007

b) mniejsze od 5207

¢) mniejsze od 4587
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9.29. Test sprawdzajacy wiedze z historii sklada sie z 45 pytan. Do kazdego pytania

sa cztery odpowiedzi, a wérdd nich tylko jedna poprawna. Na ile sposobow uczen

rozwiazujacy test moze wypelnié tabele odpowiedzi, jezeli

a) odpowie na wszystkie pytania poprawnie?

b) odpowie (dobrze lub Zle) na wszystkie pytania?

¢) poda odpowiedzi tylko do pierwszych 40 pytan?

d) odpowie poprawnie tylko na pierwszych 10 pytan, a do wszystkich pozostalych
poda bledne odpowiedzi?

9.30. Ilejest liczb naturalnych trzycyfrowych podzielnych przez 15 lub przez 207

9.31. Na jednej prostej zaznaczono 3 punkty, a na
drugiej 4 punkty, jak na rysunku. Ile jest wszystkich

trojkatéw, ktorych wierzcholkami sa trzy sposrod /
zaznaczonych punktow?

9.32. lle jest liczb naturalnych czterocyfrowych, w ktorych zapisie wystepuje jedna
cyfra bedaca liczbg nieparzysta i trzy parzyste?

9.33. Oblicz, na ile sposoboéw mozna wybrac trzy rozne liczby ze zbioru
{1, 2, 3, ..., 99} tak, by ich iloczyn byl liczba nieparzysta.

9.34. lle jest nieparzystych liczb trzycyfrowych, w ktorych zapisie co najmniej jedna
cyfra jest jedynka?

9.35. Oblicz sume wszystkich liczb trzycyfrowych zapisanych wylacznie za pomoca
cyfr 1, 2 i 3, wiedzac, ze cyfry w liczbie moga si¢ powtarzac.

9.36. Oblicz, ile jest liczb naturalnych o$miocyfrowych, ktérych iloczyn cyfr jest
rowny 12.

9.37. Oblicz, ile jest liczb dwunastocyfrowych, ktérych suma cyfr jest réowna 6
i w ktorych zapisie wystepuja tylko cyfry 0, 11 2.

9.38. Oblicz, ile jest liczb oémiocyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuje zero,
natomiast wystepuja dwie piatki i trzy dziewiatki.

9.39. Zapisz w postaci uporzadkowanej sumy liczbe (3 - \I‘E)q

9.40. Kuba ma w szufladzie 5 koszulek: biala, niebieska, zielona, pomaranczowa
i czarna, oraz 3 pary spodni: niebieskie, brazowe i czarne. Po ciemku wyjmuje jedna
koszulke i jedna pare spodni. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze bgda one w tym
samym kolorze.
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9.41. Ze zbioru wszystkich liczb trzycyfrowych, ktére maja rézne cyfry i sa utworzo-
nezcyfr0, 1,5, 8,9, losujemy jedng liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania
liczby parzystej.

9.42. 7 pudelka, w ktorym jest 9 kul ponumerowanych od 1 do 9, losujemy kolejno
bez zwracania dwie kule. Oblicz prawdopodobienstwo tego, Ze za pierwszym razem
wylosujemy kule z numerem parzystym, a za drugim razem kule z numerem niepa-
rzystym. Wynik przedstaw w postaci ulamka nieskracalnego.

9.43. Dwaj bracia codziennie losuja, ktéry z nich ma sprzgtnac wspolny pokoj. Kaz-

dy z nich rzuca kostka. Sprzata ten, kto wyrzuci mniejsza liczbe oczek. Jezeli obaj

wyrzuca tyle samo, pokdj pozostaje niesprzatniety do nastepnego dnia.

a) Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze jutro bedzie sprzata¢ mlodszy brat.

b) Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze przez 5 kolejnych dni pokoj nie bedzie
sprzatany?

9.44. Nakostkach domina sa po dwa pola, kazde oznaczone liczba od 0 do 6. Zestaw
do gry sklada sie z kostek, ktore wykorzystuja wszystkie mozliwe uklady liczb na obu
polach i kazda kostka ma inny uklad pdl. Z zestawu wszystkich kostek wyciggamy
jedng. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze na wyjetej kostce sa

a) pola z takimi samymi liczbami.

b) pola z co najmniej jedna dwdjka lub co najmniej jedna trojka.

9.45. Pan Euzebiusz pamigta, ze kod PIN jego karty do bankomatu jest czterocyf-
rowy i sklada sie z cyfr 2, 3, 71 9, ale zupelnie nie pamigta ich kolejnosci. Jakie jest
prawdopodobienstwo tego, ze uda mu si¢ podjac gotowke, jezeli bankomat nie oddaje
karty po trzeciej nieudanej probie wprowadzenia kodu?

9.46. Rysiek, przechodzac codziennie kolo cukierni, rzuca moneta dwuzlotowa. Je-
zeli wypadnie reszka — przeznacza monete na zakup paczka, jezeli orzel — chowa ja
do kieszeni i idzie dalej. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze przez tydzien kupi
co najmniej jednego paczka?

9.47. Rzucamy trzy razy szescienng kostka do gry. Opisz zbior wszystkich zdarzen
elementarnych, a nastepnie oblicz prawdopodobienistwo, ze w kazdym rzucie liczba
oczek bedzie wieksza od numeru rzutu.

9.48. Dane sa dwa pojemniki. W pierwszym z nich jest 9 kul: 4 biale, 3 czarnei 2 zie-
lone. W drugim pojemniku jest 6 kul: 2 biate, 3 czarne i 1 zielona. Z kazdego pojem-
nika losujemy po jednej kuli. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania dwoch kul
tego samego koloru.
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9.49. Rzucamy dwa razy szeécienng kostka do gry. Jedna $ciana tej kostki ma jedno
oczko, dwie $ciany maja po dwa oczka i trzy $ciany maja po trzy oczka. Oblicz praw-
dopodobienstwo zdarzenia: liczby oczek otrzymane w obu rzutach réznia si¢ o 1.

9.50. Z pojemnika, w ktoérym sg dwa losy wygrywajace i trzy losy puste, losujemy
dwa razy po jednym losie bez zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo, ze otrzyma-
my co najmniej jeden los wygrywajacy. Wynik przedstaw w postaci ulamka nieskra-
calnego.

9.51. Mateusz losuje kolejno ze zwracaniem dwie kule z pudetka zawierajacego dwie
kule biate, trzy zolte i pie¢ niebieskich. Jezeli wylosuje dwie kule w takim samym ko-
lorze, wygrywa 10 zE. W przeciwnym wypadku przegrywa 6 zi. Oblicz wartos¢ ocze-
kiwana tej gry.

9.52. Podczas gry w jedna z wielu wersji Multi Multi skreslamy 2 liczby sposrod 80.
Maszyna losuje 20 liczb sposrod 80. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze obie skre-
slone liczby znajda si¢ w wybranej dwudziestce? A jakie byloby, gdybysmy skreslali
3 liczby?

9.53. Ze zbioru {1, 2, 3,4,5,6,7, 8,9} losujemy trzy razy ze zwracaniem po
jednym elemencie. Wylosowane liczby ustawiamy w ciag w kolejnosci losowania.
Oznaczmy zdarzenia: A - wylosowane liczby tworza ciag geometryczny o ilorazie
0,5 lub 3, B - wylosowane liczby tworza ciag arytmetyczny rosnacy, ktérego rozni-
ca jest liczba parzysta, C - za pierwszym razem wylosowano liczbe parzysta. Oblicz
P(A) i P(B|C).

9.54. Tasujemy tali¢ 52 kart i wykladamy kolejno wszystkie karty. Jakie jest praw-
dopodobienstwo, ze najpierw zostana wylozone cztery kiery?

9.55. Rzucamy trzy razy szescienna kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo te-
go, ze suma kwadratow liczb wyrzuconych oczek bedzie podzielna przez 3.

9.56. Rzucamy cztery razy szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia: iloczyn liczb otrzymanych oczek jest réwny 60.

9.57. Ze zbioru liczb dwucyfrowych losujemy kolejno bez zwracania dwie liczby.
Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia: suma wylosowanych liczb jest podzielna
przez 3 pod warunkiem, ze ich iloczyn jest podzielny przez 37

9.58. Doswiadczenie losowe polega na tym, ze losujemy jednoczesnie dwie liczby ze
zbioru {1, 2, 3, ..., 12, 13}. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia: jedna z wylo-
sowanych liczb bedzie 8 pod warunkiem, ze suma wylosowanych liczb bedzie niepa-
rzysta.
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9.59. Z grupy osdéb, w ktérej jest dwa razy wiecej mezczyzn niz kobiet, wybrano
losowo dwuosobowa delegacje. Prawdopodobienstwo tego, ze w delegacji znajda sie
tylko kobiety, jest rowne 0,1. Oblicz, ile kobiet i ilu mezczyzn jest w tej grupie.

9.60. W urnie znajduja sie kule biale i czarne, biatych jest trzy razy wiecej niz czar-
nych. Oblicz, ile kul jest w urnie, jesli przy jednoczesnym losowaniu dwoch kul praw-
dopodobienstwo otrzymania kul o roznych kolorach jest wigksze od %

9.61. W pudelku znajduje si¢ pie¢ szesciennych kostek do gry. Trzy z nich s zielone,
a dwie czerwone. Z pudetka wyjmujemy losowo trzy kostki, a nastgpnie wykonujemy
rzut tymi wyjetymi kostkami, ktore sa zielone. Oblicz prawdopodobienstwo, ze suma
oczek wyrzuconych na wszystkich kostkach bedzie rowna 4.

9.62. Losujemy jedna liczbe ze zbioru {1, 2, 3}, a nastepnie rzucamy monetg ty-
le razy, ile wskazala wylosowana liczba. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania co
najmniej jednego orla.

9.63. Do pustej urny wlozono 8 kul biatych i 4 czarne, a nastepnie wylosowano bez
zwracania 5 kul. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze po losowaniu stosunek licz-
by kul czarnych do liczby kul bialych w urnie bedzie wigekszy niz przed losowaniem?

9.64. W urnie sg dwie kule czarne, trzy biale i jedna zielona. Losujemy jedna kule

i zatrzymujemy ja. Jesli wylosowana kula byta zielona, to losujemy jeszcze dwie kule

sposrod pozostatych w urnie. W przeciwnym razie koficzymy losowanie.

a) Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wylosujemy dwie kule czarne.

b) Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wylosujemy dokladnie jedng kule
czarna.

9.65. W pierwszej urnie sa 2 kule biale i 3 czarne, w drugiej - 3 kule biale i 2 czarne.
Z obu urn losujemy po jednej kuli i, nie ogladajac ich, wkladamy do trzeciej urny,
poczatkowo pustej. Nastepnie losujemy jedna kule z trzeciej urny. Oblicz prawdopo-
dobienstwo, ze z trzeciej urny wylosujemy kule biala.

9.66. W urnie jest 6 kul biatych i 4 czarne. Losujemy z urny piec razy po jednej kuli,
zwracajac kule za kazdym razem do urny. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowa-
nia kuli czarnej dokladnie dwa razy?

9.67. Rzucamy 10 razy para szesciennych kostek do gry. Jakie jest prawdopodobien-
stwo wyrzucenia dokladnie cztery razy sumy liczb oczek réwnej 97

9.68. Wilhelm trafia z tuku do tarczy z prawdopodobienistwem 0,6. Ile co najmniej
razy powinien strzeli¢, aby prawdopodobienstwo, ze trafi co najmniej raz, byto wigk-
sze od 90%?
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9.69. Zdarzenia losowe A, B s3 zawarte w (). Wykaz, ze jezeli P(A) =0,9
i P(B)=0,7, to P(ANB')<03.

9.70. O zdarzeniach losowych A, B ¢ () wiadomo, ze P(A N Br) = 0,7. Wykaz,
ze P(A'nB)<0,3.

9.71. Wiadomo, ze A, B c . Wykaz, ze jezeli P(A) = 0,85 i P(B) = 0,75, to
P(A[B) = 0.8.

9.72. Wiadomo, ze A, B c Q) oraz P(AN B) = P(A)- P(B). Wykaz, ze
P(ANnB') = P(A)- P(B").

9.73. Dzieci kolejno wchodzace na lodowisko mialy: 6,7, 8, 8,11, 12,9, 8,7, 13, 14,
15, 15, 10, 15, 14, 8, 7, 11, 12, 8, 7, 12 lat. ZnajdZ mediane¢, dominante oraz $rednia
wieku tych dzieci. Wyniki podaj w pelnych latach.

9.74. 7 samochodu dostawczego wypakowano trzydziesci workow z cukrem
i sprawdzono ich wage. Otrzymano wyniki w kilogramach: 50, 49, 48, 51, 50, 48, 50,
48, 53, 49, 48, 50, 51, 48, 50, 51, 49, 50, 47, 48, 49, 48, 50, 50, 47, 51, 51, 48, 53, 50.
Oblicz

a) rozstep wartosci tych danych. c) dominantg tego zestawu danych.

b) mediang tego zestawu danych. d) $rednig wage worka cukru.

9.75. Srednia arytmetyczna liczb: 3, 1, 1, 0, x, 0 jest réwna 2. Oblicz x.

9.76. Siostry Gabrysia i Marysia zapisywa-

i Liczba rozmow
ly czas trwania swoich rozmow telefonicz- Ve AT AR -

: i rozmowy (W min) | gaprysi | Marysi
nych w pewnym okreslonym przez rodzicow | 1 i |
okresie. Wyniki przedstawily w tabeli. 2 17 | 8
Zilustruj te dane na diagramie stupkowym. 3 21 | 2
Oblicz dla kazdej z dziewczat 4 % | 1
a) Sredni czas jednej rozmowy. |
b) odchylenie standardowe czasu rozmowy. 5 13 1 3
Wyniki podaj w pelnych minutach. 6 8 | 28

7 12 | 16
8 3 | 12
9 0 | 4

P
=

0
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9.77. W rozgrywkach pewnej dyscypliny sportowej startowalo wiele druzyn. Dia-

gram przedstawia liczby punktow zdobytych przez poszczegolne druzyny. Na jego
podstawie odpowiedz na pytanie.

Czestosc
]

Ln
i
|

L
|

. []
01 234567 8 9101112
Liczba punktow

a) Ile druzyn uczestniczylo w zawodach?

b) Jaka najmniejsza i jaka najwieksza liczbe punktéw zdobyly druzyny?
c) Ile wynosi dominanta liczby punktow?

d) Ile druzyn zdobylo co najmniej 10 punktow, a ile - co najwyzej 57

e) Ile wynosi srednia liczba punktéw zdobytych w tych rozgrywkach przez jedna
druzyne?

9.78. Bartek przez 50 dni notowal czas przejécia zdomu do szkoly oraz czas przejscia
ze szkoly do domu. Wyniki przedstawil w tabeli.

Czas(wmin) 14 15|16 |17 18 | 19 20| 21| 22 |

Czestosé 12| 18|25 |16 |13 |10 | 3 | 2 | 1
Narysuj diagram czestosci ilustrujacy te dane. Oblicz sred- gﬁ i
ni czas (w pelnych minutach), w jakim Bartek pokonywal 2
trase szkola — dom. Znajdz wariancje i odchylenie standar- %
dowe danych. © 30 St
9.79. Oblicz $rednia arytmetyczna danych przedstawionych i ]
na zamieszczonym obok diagramie czestosci. 10 —’_‘

0 01 23

Wartosc
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* Dwie plaszczyzny: s réwnolegle, jezeli nie majg punktéw wspolnych albo maja
wszystkie punkty wspolne; przecinajg sig, jezeli maja wspolna prosta (nazywana
krawedzia przeciecia).

Mowimy, ze prosta: jest rownolegla do plaszczyzny, jezeli nie ma z nig punktow
wspolnych albo jest w niej zawarta; przecina plaszczyzne, jezeli ma z nig jeden
punkt wspolny.

Jezeli przez dwie rézne proste przechodzi jedna plaszczyzna, to takie proste nazy-
wamy wspolplaszczyznowymi.

* Dwie proste, przez ktére nie mozna poprowadzi¢ jednej plaszczyzny, nazywamy
sko$nymi.

* Dwie rozne proste, ktore sa wspolplaszczyznowe i rownolegle na tej plaszczyznie,
nazywamy prostymi réwnoleglymi. Ponadto przyjmujemy, ze proste pokrywaja-
ce sie sa roGwniez rownolegte.

Prosta a jest prostopadta do prostej b (a L b) w przestrzeni, gdy istnieje prostaa’
réwnolegla do prostej a i przecinajaca prostg b pod katem prostym.

Prosta k jest prostopadla do plaszczyzny a (k L «), jezeli k jest prostopadta do
kazdej prostej zawartej w plaszczyznie «.

Plaszczyzna o jest prostopadla do plaszczyzny f3, jezeli zawiera prosta prosto-
padla do plaszczyzny f.

Dane sa: plaszczyzna i prosta a nierownolegla do tej plaszczyzny. Przez punkt P
przestrzeni prowadzimy prosta b réwnolegla do prostej a. Prosta b przecina plasz-
czyzne i w punkcie P', ktory nazywamy rzutem réwnoleglym punktu P na plasz-
czyzne 1 w kierunku a.

Jezeli prosta a jest prostopadta do 7z, to P’ nazywamy rzutem prostokatnym punk-
tu P na plaszczyzne m.

Jezeli prosta nie jest prostopadla ani rownolegla do plaszczyzny, to katem nachy-
lenia prostej do plaszczyzny nazywamy kat ostry utworzony przez te prosta i jej
rzut prostokatny na plaszczyzne.
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Dwie rézne pélplaszczyzny P,, P, o wspdlnej krawedzi m dzielg przestrzen na dwie
czesci. Kazdg z nich wraz z tymi polplaszczyznami nazywamy katem dwuscien-
nym o krawedzi m i §cianach P, i P,.

Miarg kata dwusciennego nazywamy miare kata plaskiego bedacego czescia
wspdlna kata dwusciennego i plaszczyzny prostopadlej do jego krawedzi.

Siatkg wieloscianu (rozwini¢ciem powierzchni wieloscianu na plaszczyZnie) na-
zywamy plaska figure bedaca suma wielokatow stykajacych sie bokami, a powstala
przez rozcigcie pewnej liczby krawedzi wieloscianu tak, aby jego Sciany daly sie
rozlozy¢ na plaszczyznie.

Graniastostupem nazywamy wielodcian, ktérego dwie sciany (zwane podstawa-
mi) s przystajacymi wielokgtami lezacymi w rownoleglych plaszczyznach, a pozo-
stale Sciany (zwane bocznymi) sa rownoleglobokami o wierzchotkach nalezacych
do podstaw.

Graniastostup nazywamy prostym, jezeli jego krawedzie boczne sa prostopadte do
plaszczyzn podstaw.

Rownolegloscian to graniastostup, ktérego podstawa jest rownoleglobok.

Prostopadloscianem nazywamy graniastostup prosty, ktérego podstawa jest pro-
stokat. Prostopadloscian, ktorego wszystkie krawedzie s3 rowne, nazywamy sze-
scianem.

Graniastostup nazywamy prawidlowym, jezeli jest prosty i ma w podstawie wie-
lokat foremny.

Ostroslupem nazywamy wieloscian, ktorego jedng $ciana (zwana podstawa) jest
dowolny wielokat wypukly, a pozostale sciany (zwane bocznymi) sa trojkatami
o wspolnym wierzchotku, nazywanym wierzcholkiem ostrostupa.

Ostrostup prawidlowy to ostrostup, ktérego podstawa jest wielokat foremny i kté-
rego spodek wysokosci jest srodkiem okregu opisanego na podstawie.

Wieloécianem foremnym nazywamy wielo$cian wypukly, ktérego wszystkie $cia-
ny sa wielokgtami foremnymi o tej samej liczbie bokéw i w kazdym wierzchotku
zbiega si¢ taka sama liczba krawedzi.

Jezeli figure plaska f obracamy w przestrzeni o kat pelny wokol prostej k zawartej
w plaszczyznie figury f, to otrzymana w ten sposob figure przestrzenna nazywamy
bryla obrotowa, a prosta k - jej osig obrotu.

Walcem nazywamy bryle obrotowa powstala przez obrot prostokata dookota pro-
stej zawierajacej jeden z bokéw prostokata.
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Stozkiem nazywamy bryle obrotowa powstala przez obrét trojkata prostokatnego
dookotla prostej zawierajacej jedna z przyprostokatnych.

Kulg nazywamy bryle obrotowa powstala przez obrot potkola dookota prostej za-
wierajacej srednice.

Przekroj plaski kuli przechodzacy przez jej srodek nazywamy kolem wielkim.
Kazda z dwoch czesci kuli, na ktore dzieli ja kolo bedace jej przekrojem, nazywa-
my odcinkiem kuli. Plaszczyzna przekroju dzieli jednoczeénie sfere na dwie czedci
nazywane czaszami.

Wycinkiem kuli nazywamy czes¢ kuli ograniczona sfera i powierzchnia boczna
stozka o wierzchotku w $rodku tej kuli.

Warstwa kuli nazywamy czeé¢ kuli zawarta miedzy dwiema réwnoleglymi plasz-
czyznami przecinajacymi kule.

Podobienstwo o skali k (k > 0) jest przeksztalceniem przestrzeni o tej wlasnosci,

7e dla dowolnych punktéw A, B i ich obrazéw A', B' zachodzi réwnoéé:

|A'B'| = k- |AB
Figura (bryla) F jest podobna do figury (bryly) F', co zapisujemy symbolicznie
F ~ F', gdy istnieje takie podobienstwo P przestrzeni, w ktérym P(F) = F',

Ostrostup jest opisany na stozku (wpisany w stozek) & podstawa ostrostupa jest
wielokatem opisanym na podstawie stozka (wpisanym w podstawe stozka), a wy-
sokos¢ pokrywa sie z wysokoscia stozka.

Wieloscian jest wpisany w kule & wszystkie jego wierzcholki naleza do sfery tej
kuli.

Walec jest wpisany w kule & okregi jego podstaw sg zawarte w sferze tej kuli.

Stozek jest wpisany w kule & okrag jego podstawy jest zawarty w sferze i wierz-
cholek nalezy do sfery tej kuli.

Wieloscian jest opisany na kuli & wszystkie jego Sciany s3 styczne do kuli.
Walec jest opisany na kuli < jego podstawy i tworzace sa styczne do kuli.

Stozek jest opisany na kuli & jego podstawa i tworzace sa styczne do kuli.

d

S : !
Twierdzenis
N e R N T B, 3 e

I

* Prosta prostopadla do dwoéch przecinajacych si¢ prostych jest prostopadia do

plaszczyzny wyznaczonej przez te proste.
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e Twierdzenie o trzech prostopadlych
Dana jest plaszczyzna «r i prosta [, ktéra nie jest do niej prostopadta. Prosta m jest
rzutem prostokatnym prostej [ na plaszczyzne «, a k jest dowolng prosta lezaca na
plaszczyznie «. Prosta [ jest prostopadta do k wtedy i tylko wtedy, gdy prosta m jest
prostopadta do k.

* W ostrostupie prawidlowym:
— wszystkie krawedzie boczne sa roéwne i nachylone do plaszczyzny podstawy pod
takim samym katem,
— Sciany boczne s3 przystajacymi trojkatami rownoramiennymi,
— katy nachylenia scian bocznych do plaszczyzny podstawy sa rowne,
— katy dwuscienne miedzy sasiednimi $cianami sg rowne.

» Jezeli podstawa ostrostupa jest wielokat foremny i wszystkie krawedzie boczne sa
réwne, to ten ostrostup jest prawidlowy.

» Jezeli podstawa ostrostupa jest wielokat foremny i wszystkie krawedzie boczne sa
nachylone do plaszczyzny podstawy pod tym samym katem, to ten ostrostup jest
prawidlowy.

e Jezeli bryla F' jest podobna w skali k do bryly F o polu powierzchni Py, i objeto-
sci Vi, to:
~ pole powierzchni bryly F'jest réwne Py = k* - Pp,
~ objetoéé bryty F'jest rowna Vpr = k- V.

* Twierdzenie Eulera

W wieloscianie wypuklym liczba wierzchotkow w, liczba $cian s i liczba krawedzi k
spelniaja rownos$¢ w+s =k + 2.

_ Whioski, uwagi, komentarze...

* Punkty A i B leza po tej samej stronie plaszczyzny m, jezeli odcinek AB nie ma
punktoéw wspolnych z plaszczyzna .

* Wyznaczenie kata ostrego najczesciej polega na wyznaczeniu wartosci jednej
z funkgji trygonometrycznych tego kata.

* Istnieje tylko pig¢ wieloScianéw foremnych: czworoscian foremny, szescian,
o$mioscian foremny, dwunastoscian foremny, dwudziestoscian foremny.
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W kazdym z zadan 10.1-10.10 jest tylko jedna poprawna odpowiedz.
Wrybierz ja 1 zapisz w zeszycie.

10.1. Punkty A, B, Ci D nie leza w jednej plaszczyznie.
[le plaszczyzn mozna jednoznacznie wyznaczy¢ za pomoca

tych punktow?

A.2 C. 4

B. 3 D. nieskonczenie wiele

10.2. Na rysunku obok przedstawiono prostopadioscian D c

ABCDA'B'C'D’. Do ktérej z wymienionych plaszczyzn & i :

réwnolegta jest prosta CD'? ! &

A. ABCD C. ADDA’ i

B. ABBA' D. BCC'B' I
A B

10.3. W prostopadtoécianie ABCDA'B'C'D' dane sa dlugoéci krawedzi: |AB| = 3,
|BC| = 4, }AAW = 12. Ile jest réwny cosinus kata nachylenia przekatnej BD' do
plaszczyzny ABCD?

3
Koot B, 2 o p, V3
3 3 \ 151 3

10.4. Dlugosci trzech krawedzi wychodzacych z jednego wierzcholka prostopadlo-
$cianu pozostaja w stosunku 4 : 3 : 1. Objetosc tego prostopadloscianu wynosi 324.
Wskaz jego pole powierzchni catkowitej.

A. 38 B. 60 C. 342 D. Jest za malo danych, zeby to obliczyc.

10.5. Graniastoslup prosty ma wysokos¢ 10 cm. Jego podstawa jest trojkat prosto-
katny o przyprostokatnych 6 cm i 8 cm. Wskaz objetosc tego graniastostupa.

A. 240 cm’ B. 250w cm’ C. 100 cm® D. 480 cm’

10.6. Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny ABCDS o podstawie ABCD,
w ktorym [AC| : |AS| = 6 : 5. Ile wynosi cosinus kata nachylenia krawedzi bocz-

nej ostrostupa do plaszczyzny podstawy?
3 2
A- g B- g C!

D.

85 3 7
Ld | b
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10.7. Krawed? boczna ostrostupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosc a i jest
nachylona do plaszczyzny podstawy tego ostrostupa pod katem 60°. Wskaz objetosc

ostroslupa.
g5 g X8 L B
24 12 3 24

10.8. Dlugosc¢ kazdej krawedzi ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest rowna
6 cm. Wskaz pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

A. 35(1 +‘*’;) B. 36 + 123 C. 14443 D. 36(1 & v’i)

10.9. Tworzaca stozka o promieniu podstawy 3 ma dlugos¢ 6. Wskaz miare kata
rozwarcia stozka.

A. 30° B. 45° C. 60° D. 90°

10.10. Powierzchnie boczng stozka tworzy wycinek kolowy o promieniu 12 i kacie
srodkowym 90°. Wskaz pole powierzchni calkowitej stozka.

A. 360 B. 450 C. 9n D. 12v3n
J

10.11. W szedcianie o krawedzi 1 polaczono wszystkie wierzcholki dolnej podsta-
wy z jednym wierzcholkiem podstawy gornej. Otrzymano w ten sposob krawedzie
ostroslupa. Ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

A. Objetosc tak utworzonego ostrostupa jest rowna %
B. Trzy krawedzie tego ostrostupa maja dtugoé¢ réwna V2.

: A . ; 1
C. Pole jednej ze $cian tego ostroslupa jest rowne 3

10.12. Na rysunku przedstawiono prostopadioscian D ¢
ABCDA'BC'D'. Dokoricz zdanie. Wybierz odpowied? A B
A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1, 2 albo 3. i
|
|
ph-t).

Proste DCi AA' A B
A. | sgskosne, 1. | nie majg punktu wspdlnego.
B. | niesgskosne, | poniewaz | 2. | s3niewspolplaszczyznowe.

C. | sgréwnolegle, ‘ 3. | zawierajg sie w plaszczyznach réwnoleglych.
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10.13. Podaj liczbe $cian, krawedzi, wierzcholtkéw i przekatnych
a) prostopadloscianu. c) czworoscianu.
b) graniastostupa szesciokgtnego. d) ostrostupa pieciokatnego.

10.14. Narysuj siatke

a) graniastostupa prawidlowego czworokatnego.

b) ostroslupa o podstawie prostokatnej, ktorego spodkiem wysokosci jest punkt
przeciecia przekatnych prostokata.

c¢) ostrostupa, ktérego podstawg jest trojkat rownoboczny, a jedna z krawedzi bocz-
nych jest prostopadla do plaszczyzny podstawy.

10.15. Krawedz podstawy i wysoko$¢ graniastostupa prawidlowego szesciokatnego
sa rowne 5v/5. Oblicz dlugosci przekatnych graniastostupa.

10.16. Z punktu P oddalonego od plaszczyzny o 10 cm poprowadzono prosta na-
chylona do tej plaszczyzny pod katem 25° i przecinajaca ja w punkcie Q. Oblicz diu-
gosc¢ odcinka PQ z dokladnoscia do 1 cm.

10.17. Wyznacz miare kata
a) nachylenia przekatnej szescianu do plaszczyzny jego podstawy.
b) miedzy przekatnymi szescianu.

10.18. Przekatna prostopadloscianu ma dlugos¢ d = 11 cm i tworzy z plaszczyzna
podstawy prostopadlodcianu kat « = 43°, a z plaszczyzna jednej ze $cian bocznych
kat 8 = 21°. Oblicz objetosé prostopadtoécianu z doktadnoscia do 1 cm’.

10.19. Pole powierzchni bocznej graniastostupa prawidlowego szesciokatnego jest
cztery razy wigksze od sumy pol obu podstaw. Wyznacz kat nachylenia dluzszej prze-
katnej graniastostupa do plaszczyzny podstawy.

10.20. W prostopadioscianie ABCDA'B'C'D' dane sa dtugosci krawedzi: |AB| = 3,
|BC| = 2, |AA" = 4. Oblicz cosinus kata nachylenia przekatnej BD' do plaszczyzny
$ciany BCC'B’.

10.21. Przekatna prostopadloscianu ma dlugosc¢ d i jest nachylona do plaszczyzn
scian bocznych pod katam «c i . Oblicz objetos¢ prostopadioscianu.

10.22. W graniastostupie prostym tréjkatnym dwie przekatne scian bocznych wy-
chodzace z jednego wierzchotka sg prostopadte i kazda z nich ma dlugoéé V3. Wy-
sokos¢ graniastostupa jest rowna 1. Wyznacz diugosci krawedzi i katy podstawy tego
graniastostupa.
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10.23. DanyjestszeScian ABCDEFGH o krawedzi dlugosci 1. Punkt S jest rodkiem
krawedzi DH. Odcinek DW jest wysokoscia ostrostupa ACSD opuszczong z wierz-
cholka D na $ciane ACS. Oblicz dlugosci odcinkéw AW, CW i SW.

H Q 5
10.24. Dany jest szeScian ABCDEFGH, ktérego krawedz E/i A R
ma diugosc 15. Punkty Qi R dziela krawedzie HG i FG w sto- P:
sunku 2:1, jak na rysunku. Plaszczyzna AQR przecina kra- i s
wedzie DH i BF odpowiednio w punktach P i 8. Oblicz dlu- EJ‘" """"" ——-7C
gosci odcinkéw DP i BS. /

10.25. Podstawa graniastostupa jest réwnoleglobok o bokach a = 2,5 cm
i b=1,1cm oraz kacie miedzy nimi a = 25°. Krawedz boczna graniastostupa ma

dlugoé¢ ¢ = 4,4 cm i jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem f3 = 27°.

Oblicz objetos¢ graniastostupa z doktadnoscig do 0,1 cm’.

10.26. W prostopadloscianie punkt przeciecia przekatnych dolnej podstawy pota-
czono odcinkiem ze Srodkiem jednej z krawedzi bocznych. Odcinek ten ma dlugos¢
d =5 cm, jest nachylony do plaszczyzny podstawy pod katem « = 19°, a do jednej
ze Scian bocznych pod katem 2a. Oblicz objetos¢ prostopadioscianu z dokladnoscia

do1cm’.

10.27. W graniastostupie prawidlowym czworokatnym o krawedzi podstawy 8 po-
prowadzono plaszczyzne przez dwa przeciwlegte wierzchotki dolnej podstawy i jeden
z wierzchotkow gornej podstawy. Plaszczyzna ta jest nachylona do plaszczyzny pod-
stawy pod katem 60°. Wyznacz
a) wysokos¢ graniastostupa.

G
b) pole otrzymanego przekroju. £
10.28. Punkty K, L i M sa srodkami krawedzi BC, GH M
i AE szescianu ABCDEFGH o krawedzi dlugosci 1, jak C
na rysunku. Oblicz pole trojkata KLM. A 7K

10.29. Podstawa graniastoslupa prostego jest romb o boku dlugosci 6 i kacie
ostrym 60°. Dluzsza przekatna graniastostupa jest nachylona do ptaszczyzny pod-
stawy pod katem 30°. Oblicz objetosc tego graniastostupa.

325 N
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10.30. KrawedZ podstawy graniastoslupa prawidlowego

czworokatnego przedstawionego na rysunku ma dlugosc a. R

Graniastoslup ten przecieto plaszczyzna zawierajaca srodki

dwoch sgsiednich krawedzi podstawy i nachylona do plasz-

czyzny podstawy pod katem a. Plaszczyzna przekroju prze-

cina trzy krawedzie boczne graniastostupa. Wykaz, ze pole C
2

otrzymanego przekroju jest rowne po——

10.31. Trojkat ABC jest podstawg ostrostupa ABCS. Punkt M jest srodkiem krawe-
dzi ABi [AM| = |MC]|. Odcinek AS jest wysokoscia tego ostrostupa. Wykaz, ze kat
SCB jest prosty.

10.32. Pole powierzchni calkowitej ostrostupa prawidlowego tréjkatnego jest row-

ne 12V/3, a kat nachylenia éciany bocznej tego ostrostupa do plaszczyzny podstawy
jest rowny 60°. Oblicz dlugoé¢ krawedzi podstawy tego ostrostupa.

10.33. Wysokos¢ prawidlowego ostrostupa czworokatnego jest rowna 3,2 cm, a kat
dwuscienny przy podstawie ma miare 37°. Oblicz pole powierzchni calkowitej ostro-

stupa z doktadnoécia do 1 cm’.

10.34. Podstawa ostrostupa ABCDS jest kwadrat ABCD o boku dlugosci 4. Odcinek
DS jest wysokosciag ostrostupa i ma dlugos¢ 6. Punkt M jest srodkiem odcinka DS.
Oblicz pole przekroju ostrostupa plaszczyznag BCM.

10.35. Przezjedna krawedz czworoscianu foremnego o krawedzi dlugosci a popro-
wadzono plaszczyzne przecinajaca przeciwlegla krawedz pod katem a. Wyznacz pole
otrzymanego przekroju.

10.36. Podstawa ostrostupa ABCDS jest prostokat ABCD, w ktorym |AB| = 1,
IBC| = V2. Wszystkie krawedzie boczne tego ostrostupa maja dtugosé¢ 1. Wyznacz
cosinus kata miedzy sgsiednimi $cianami bocznymi tego ostrostupa.

10.37. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym dane sa: H - wysokosc¢ ostro-
stupa oraz a - miara kata utworzonego przez krawedz boczna i krawedz podstawy
4H’

(45° < & < 90°). Wykaz, ze objetosc V tego ostrostupa jest rowna m
tg” o —

10.38. W ostrostupie prawidlowym tréjkatnym krawedz podstawy ma dlugosc a.
Plaszczyzna przechodzjca przez krawedz podstawy i srodek wysokosci tego ostro-
stupa jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem a. Wyznacz objetosc i pole
powierzchni bocznej tego ostrostupa.
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+10.41. Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny. Na
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10.39. W ostrostupie prawidlowym tréjkatnym krawedz podstawy ma dlugoséc a.
Sciany boczne sa tréjkatami ostrokatnymi. Miara kata miedzy sgsiednimi $cianami
bocznymi jest rowna 2a. Wyznacz objetosc tego ostrostupa,

10.40. Pole podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest réwne 100 cm’,
a jego pole powierzchni bocznej jest rowne 260 cm?. Oblicz objetos¢é tego ostrostupa.

rysunku zaznaczono katy: & — miedzy dwiema sasiednimi
§cianami bocznymi oraz f — przy podstawie $ciany bocz-
nej (tzn. miedzy krawedzia podstawy i krawedzia boczna
ostrostupa). Wykaz, ze cosa - tg” = —1.

10.42. Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny ABCDS o podstawie ABCD,
w ktorym |AC| : |AS| = 6: 5. Oblicz sinus kata nachylenia $ciany bocznej tego
ostrostupa do plaszczyzny jego podstawy.

10.43. Kwadrat ABCD o boku dlugoséci 1 jest podstawa
ostrostupa ABCDS. Odcinek HS jest wysokoscig ostrostupa.
Punkt H dzieli przekatna AC podstawy w stosunku 2 : 1,
jak na rysunku. Krawedzie boczne BS i DS maja dlugosc 1.
Oblicz objetos¢ V tego ostrostupa oraz dlugosci krawedzi
ASiCS.

10.44. Dany jest czworoscian ABCS. Tréjkaty ABC i ACS s3 rownoboczne. Sciana
ACS jest prostopadla do $ciany ABC. Oblicz tangens kata dwusciennego « miedzy
$cianami ABS i ABC.,

10.45. W ostrostupie ABCS podstawa ABC jest trojkatem réwnobocznym o boku
dlugosci a. Krawedz AS jest prostopadla do plaszczyzny podstawy. Odleglos¢ wierz-
cholka A od plaszczyzny Sciany BCS jest rowna d. Wyznacz objetos¢ tego ostrostupa.

10.46. Podstawa ostrostupa jest romb o kacie ostrym « = 54°. Kolo wpisane w ten
romb ma promient r = 2,4 dm. Sciany boczne ostrostupa sg nachylone do plaszczy-
zny podstawy pod katem 8 = 48°. Oblicz objetos¢ (z doktadnoscig do 1 dm”?) i pole
powierzchni catkowitej (z dokladnoécia do 1 dm®) tego ostrostupa.

327 .
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10.47. Podstawa ostrostupa prawidlowego czworokatnego ABCDS jest kwadrat
ABCD. Pole tréjkata réwnoramiennego ACS jest rowne 1201 |AC| : |AS| = 10: 13.
Oblicz pole powierzchni bocznej tego ostrostupa.

10.48. Podstawa ostrostupa ABCDE jest kwadrat ABCD. Punkt F jest srodkiem
krawedzi AD, odcinek EF jest wysoko$cia ostrostupa, ponadto |AE| = 151 |BE| = 17,
Oblicz objetosc ostrostupa.

10.49. Podstawa ostrostupa ABCD jest trojkat ABC. Krawedz AD jest wysokoscia
ostrostupa, |AD| =12, |BC| =6, |BD| = |CD| = 13. Oblicz objetos¢ ostrostupa.

10.50. Podstawa ostrostupa ABCS jest trojkat réwnoramienny ABC, w ktérym
|AC| = |BC|. Krawedz AS jest wysokoscia ostrostupa oraz |AS| = 8210, |BS| = 118,
|CS| = 131. Oblicz objetosc¢ tego ostrostupa.

10.51. Trojkat prostokatny o przeciwprostokatnej c i kacie ostrym « obraca si¢ wo-
kot przeciwprostokatnej. Oblicz pole powierzchni powstalej bryly.

10.52. Powierzchnia boczna stozka po rozwinigciu jest wycinkiem kota o kacie 120°
i promieniu 27 cm. Oblicz pole podstawy tego stozka.

10.53. Objetosc stozka o promieniu podstawy 3 jest rowna 6m. Wyznacz sinus kata
nachylenia tworzacej stozka do plaszczyzny podstawy.

10.54. Kapsula ladownika ma ksztalt stozka zakonczone-
go w podstawie polkula o tym samym promieniu co pro- 2
mien podstawy stozka. Wysokosc stozka jest o 1 m wigksza

niz promien polkuli. Objetos¢ stozka stanowi 3 objetosci

calej kapsuly. Oblicz objetos¢ kapsuly ladownika. 8

10.55. Na rysunku przedstawiono siatke bryly o polu Q
powierzchni catkowitej 72m. Oblicz objetosc tej bryly.

10.56. Kulaistozek, postawione obok siebie na plaszczyznie, stykaja si¢ powierzch-
niami. Odcinek taczacy srodek podstawy stozka ze srodkiem kuli przechodzi przez
punkt stycznosci tych powierzchni. Kat miedzy tworzaca stozka a jego wysokoscia
jest rowny 30°. Oblicz stosunek promienia kuli do promienia podstawy stozka.

10.57. W stozek wpisano kule. Odleglos¢ wierzchotka stozka od srodka kuli wyno-
si d, a kat nachylenia tworzacej stozka do plaszczyzny jego podstawy jest rowny «.
Wyznacz objetosc stozka.
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10.58. Z kola o promieniu 8 usunieto wycinek o kacie 45°. Z reszty kola wykonano
powierzchnie boczng stozka. Oblicz objetosc tego stozka.

10.59. Stosunek wysokoéci stozka do promienia opisanej na nim kuli wynosi k. Wy-
raz w zaleznosci od k stosunek objetosci V¢ stozka do objetosci Vi kuli.

10.60. Producent jogurtow sprzedawal 200-gramowe jogurty w pojemnikach

w ksztalcie walca o érednicy podstawy 6 cm.

a) Jaka wysoko$¢ mialy te pojemniki? Wynik podaj z dokladnoscia do 0,1 cm. Przyj-
mij, ze 1 g jogurtu ma objetos¢ 1 ml.

b) Po pewnym czasie producent wprowadzil na rynek jogurt w nowych, 180-gramo-
wych opakowaniach. Nie zmienil $rednicy pojemnikow, lecz w denku pojawilo
sie wglebienie w ksztalcie potkuli o $rednicy 4 cm. Dzigki temu nowe pojemni-
ki mialy zblizona do poprzednich wysoko$c. Jaka? Wynik podaj z dokladnoscia
do 0,1 cm.

10.61. Z drewnianego pnia w ksztalcie walca o obwodzie okolo 94,2 cm i wysokosci
40 cm wycieto prostopadloscienny klocek o wymiarach 20 cm x 10 cm x 40 cm. Jaki
procent drewna wykorzystano na klocek? Jakie wymiary powinien mie¢ prostopa-
dloécienny klocek, aby jak najmniej drewna poszlo na odpady? Obliczenia wykonaj
z dokladnoscia do drugiego miejsca po przecinku.

10.62. Prostokat ABCD, obracany wokol boku AB, zakreslit walec w,. Ten sam pro-
stokat, obracany wokdl boku AD, zakreslil walec w,. Otrzymane walce maja rowne
pola powierzchni catkowitych. Wykaz, ze prostokat ABCD jest kwadratem.

10.63. W stozek, ktérego promien podstawy i wysokos¢ sa rowne a, wpisano ostro-
stup. Podstawg ostrostupa jest prostokat, a jeden z katow plaskich przy wierzcholku
ostroslupa jest rowny a. Wyznacz objetosc ostrostupa.

10.64. W ostrostup prawidlowy czworokatny o kgcie nachylenia $ciany bocznej do
plaszczyzny podstawy « wpisano kulg o promieniu r. Wyznacz pole powierzchni cal-
kowitej tego ostrostupa.
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* Otoczeniem o promieniu & > 0 liczby g na osi nazywamy przedzial (g — & g +¢).

Granicg ciagu (a,,) jest liczba 0 wtedy i tylko wtedy, gdy do kazdego otoczenia
liczby 0 naleza prawie wszystkie wyrazy tego ciagu. Zapisujemy to: lim a, = 0.

H—0Q

r!l_l,ﬂ} a,=49g < ,}1_1,& (ﬂ” - 5) =0

e lim a, = oo wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego M prawie wszystkie wyrazy

H— 00

ciagu sa wicksze od M.

e lim a, = —oco wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego M prawie wszystkie wyrazy

L b )

ciagu sa mniejsze od M.

Szeregiem geometrycznym nazywamy cigg sum czesciowych (S,,) o wyrazie ogél-
nym S, = a,+a,+...+a,, gdzie (a,) jest nieskoniczonym ciagiem geometrycznym.
Jezeli ciag (S,,) ma granicg S = lim S, to szereg nazywamy zbieznym, a liczbe S

- jego suma.

Dana jest funkcja y = f(x), ktorej dziedzing jest zbior R albo przedziat liczbowy,

albo suma przedzialow. Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie x;:

— granice rowng g wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciaggu argumentow
(x,,) o wyrazach réznych od x, i zbieznego do x, odpowiadajacy mu ciag war-
tosci funkcji jest zbiezny do liczby g; zapisujemy to: xli_r;:}n f(x) = g,

~ granice prawostronng (lewostronna) rowna g wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego ciggu argumentow (x,,) o wyrazach wigkszych (mniejszych) od x;
i zbieznego do x,, odpowiadajacy mu ciag wartosci funkcji jest zbiezny do licz-

by g; zapisujemy to: lim f(x) =g ( lim f(x) = g),
X=Xy .1'—'.1'”
— granice niewlasciwg oo (—oo) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciagu

argumentéw (x,,) o wyrazach réznych od x; i zbieznego do x, odpowiadajacy
mu ciag wartosci funkgji jest rozbiezny do co (—o0); zapisujemy to:

lim f(x) = oo ( Jim f(x) = -—oo).

X=X
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Dana jest funkcja y = f(x) okreslona na przedziale (a; o0).

Méwimy, ze funkcja f:

- ma dla x dazacego do nieskonczonosci granicg rowng g wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnego ciggu argumentdéw (x,,) o wyrazach nalezacych do przedzia-
lu (a; o) i rozbieznego do nieskoriczonosci odpowiadajacy mu ciag wartosci
funkcji jest zbiezny do g; zapisujemy to: lim f(x) = g; analogicznie definiu-
jemy lim f(x) =g,

— dla x dazacego do nieskornczonosci dazy do nieskorniczonosci wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnego ciagu argumentéw (x,,) o wyrazach nalezacych do
przedzialu (a; oo) i rozbieznego do nieskonczonosci odpowiadajacy mu ciag
wartosci funkgji jest rozbiezny do nieskoriczonoéci; zapisujemy to:

J.h_ﬂ. f(x) = oo; analogicznie definiujemy J.h_,":}u flx) = —oo, xl_iixpm f(x) = o0
i xl_i}*_nm f(x) = —o0.

Jezeli lim f(x)= oo lub lim f(x)= —co, toprosta x = x; nazywamy
X=Xy X—xy

asymptota pionowa wykresu funkcji.
Jezeli lim f(x) = oo lub lim f(x)= —o0, to prosta x = x; nazywamy
J.'—"'x[] x—rxn
asymptotg pionowg lewostronng wykresu funkcji. Podobnie, jezeli
lim f(x) = co lub lim f(x) = —oo, toprosta x = x;, nazywamy asymptoty

-+ i
X A.U X=X 0

pionow3 prawostronng wykresu funkcji.

Jezeli lim f(x) = g, to prosta y = g nazywamy asymptoty poziomg wykresu

funkcji w nieskonczonosci.

Jezeli lim f(x) =k, toprosta y = k nazywamy asymptotg poziomg wykresu

funkcji w minus nieskonczonosci.

Funkcja f: (a; b) — R jest ciggla w punkcie x; € (a; b) wtedy i tylko wtedy, gdy

istnieje granica lim f(x) oraz lim f(x) = I (x5)
—Xp 0

Funkcje ciagla w kazdym punkcie jej dziedziny nazywamy funkcjag ciagla.

Dane sa funkcje f: A—=Bi g: B— C.
Funkcje F: A — C taka, ze F(x) = g (f(x)),
nazywamy funkcja zlozona z funkcji f i g
(zlozeniem funkcji f i g) oraz zapisujemy
krotko F = go f.

Funkcje f nazywamy wtedy funkcja
wewnetrzng, a funkcje g - funkcja
zewnetrzng.
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Dana jest funkcja f okreslona w pewnym otoczeniu punktu x,,. Jezeli istnieje gra-

nica wlasciwa }im J % * };: —Jxo)
1—{)

cie x,, i oznaczamy f (x,), a funkcje f nazywamy rézniczkowalna w punkcie x;,.

Funkcje rézniczkowalng w kazdym punkcie zbioru A nazywamy rézniczkowalng

w tym zbiorze.

, to nazywamy ja pochodng funkcji f w punk-

Jezeli funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie x;, to styczng do wykresu funkcji
w punkcie A = (x, f(x,)) nazywamy prosta przechodzacg przez punkt A taka,

7e jej wspolczynnik kierunkowy jest réwny [ (x,).

Jezeli funkcja f ma pochodng w kazdym punkcie zbioru A, to funkcje f', ktéra
kazdemu x € A przyporzadkowuje liczbe f'(x), nazywamy funkcja pochodna
(krocej: pochodna) funkeji f w zbiorze A.

Funkcja f ma maksimum (minimum) w punkcie x,, jedli istnieje takie otoczenie

punktu x;, ze dla wszystkich punktéw x # x; z tego otoczenia zachodzi nieréw-

nos$¢ f(x) < f(xy) (f(x) > f(xy)).

=
Tuaric

|28 SHASHSAGE=R

i T ..!.'
ardrania
craccilia
=5

e Jezeli |g| < 1, to ciag geometryczny o wyrazie ogélnym a, = a,q" " jest zbiezny

do zera.

» Dzialania na granicach ciaggéw zbieznych

Jezeli lim a, =a i lim b, = b, to:
n—+50

=00
lim (t-a,)=t-a dlateR, lim (a,-b,)=a-b,
, . a, a .
lim (a, £b,) =atb, lim =5 ° ile b #0,

lim /@, = v/a, o ile wszystkie wyrazy ciagu spelniajg nieréwnos¢ a,, = 0.

n—00

* Wlasnosci granic niewlasciwych ciagow rozbieznych

Jezeli lim a, = co oraz:
H—+ 0

t >0, to lim (t-a,) = oo,

=0

t <0, to lim (f-a,) = —oo,

H—*00

lim b, = oo, to lim (a, +b,) = oo,

H—00 H—+Q

lim b, = oo, to lim (a,'b,) = o,

H—O0 H—+00
lim b, =bib>0, to lim (a,-b,) = oo,

limb,=bib<0, to lim (a,'b,)=—oco.

H-— 00 H—00
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Jezeli lim a, = —co oraz:
M=+ 00
t>0, to lim (t-a,) = o,

t <0, to lim (f-a,) = oo,

lim b, = -0, to lim (a, +b,) = -0,
Jim b, = —oo, to lim (a,-b,) = oo,
limb,=bib>0,to lim (a,-b,)=-o,
lim b, =b i b<0, to lim (a,-b,) = c.

Jezeli ciag (a,, ) ma wszystkie wyrazy rézne od zera i lim |a,| = oo, to lim — =0.

n—oo g
Jezeli prawie wszystkie wyrazy ciagu (a,,):

i gE i ¢ & ik
— spelniajg nierownoé¢ a, >0 i1 lim a, =0, to lim — = oo,

H—s 00 n—o0 g
— spelniajg nierownos¢ a, <0 i lim a, =0, to lim — = —o0,
H—20 H— D ﬂ”

Twierdzenie o trzech ciggach

Dane s3 trzy ciagi: (a,,), (b,) i (c,).

Jezeli prawie wszystkie wyrazy ciagu (b, ) spelniaja nieréwnos¢ a, < b, < ¢

H n?

aponadto lima, =g i lim ¢, =g, to lim b, = g.

H—+00 =+ =00

lim va=14dlaa>0

H=— 00
Jezeli w nieskoriczonym ciggu geometrycznym (a,,) o pierwszym wyrazie réznym

od 0 iloraz q spelnia warunek |g| < 1, to szereg geometryczny (S,,) jest zbiezny
g

imasume S = g
—49

Dane sg funkcje f: D — R i g: D — R, gdzie D = R albo D jest przedzialem
liczbowym, albo suma przedzialow. Jezeli istnieja granice wlasciwe lim f(x) = a
Bl

i xh_@ g(x) = b, to:

(1) Jin}uc = ¢ dlakazdego c € R,

(2) lim (f(x) +g(x)) = lim f(x)+ lim g(x),
(3) lim (f(x) - g(x)) = lim f(x) - lim g(x),
(4) }i_‘iﬂc‘” (f(x)g(x)) = Jim f(x)- xli_.rg[j g(x),
f(x) . Jix)

A—rXn

(5) lim

=% g(x)  lim g(x)
X—tkp

przy zalozeniu, ze g(x) # 0 i lim g(x) # 0.

333 .
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Jezeli W(x) = a,x" +a, x"" + ... +a,x* +a,x +ay, to Jim W(x) = W (x,).
0

Jezeli x, > 0, to lim vx = /x.

Ay

Jezeli funkcja f przyjmuje wartosci nieujemne i istnieje llin} f(x), to:
=g

s, T = [ 79

Jezeli x, € R, to lim sinx =sinx,, lim cosx = cos x,,.
X—+Xp X=+Xp

lim f(x)=g e llm filx) = hm Fx) =

=X x—xd

Suma, rdznica i 110c2yn funkgji ciagltych w punkcie x, sa ciagle w punkcie x,.

Jezeli funkcje f i g sa ciagle w punkcie x;, oraz g (x,) # 0, to funkcja f jest ciagla
g

w punkcie x;,.
Zlozenie funkcji cigglych jest funkcja ciagla.

Twierdzenie o przyjmowaniu wartosci posrednich
Jezeli funkcja f jest ciggla w przedziale domknietym (a; b) i f(a) # f(b), to
funkcja f przyjmuje w tym przedziale kazda warto$¢ posrednia miedzy f(a)i f(b).

Twierdzenie Weierstrassa

Jezeli funkcja f jest ciagla w przedziale domknietym (a; b}, to w pewnym punkcie
tego przedzialu funkcja f przyjmuje wartos¢ najwiekszg i w pewnym punkcie tego
przedzialu funkcja f przyjmuje wartos¢ najmniejsza.

Dzialania na pochodnych
Niech f i g beda funkcjami rézniczkowalnymi w zbiorze A. Prawdziwe sa wzory:

(1) (k- f(x) =k f'(x) dla k €R,
2) (f(x)+9x) = f'(x) +g’ (x),
3) (fx) -g(x) = f'(x) - g'(x),
4) (f(x)-g9(x) = f(x)- gx) + f(x)- g'(x),
(5) (J‘(x)) f1x) - g(x) - f(x)- g’ (x)

9(x) (9t0)’

Dla kazdej liczby rzeczywistej k # 0 i k # 1 pochodna funkcji f(x) = x* jest

dla g(x) # 0.

réwna f'(x) = kx*".

Niech F = go f. Jezeli istnieja f'(x,) oraz g (1), gdzie u, = f(x,), to istnieje
F'(x0)i F'(x9) = g' (f (%)) f' (x0)-
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* Dana jest funkcja f rézniczkowalna w przedziale (a; b).
Jezeli f'(x) > 0 dlakazdego x € (a; b), to funkcja f jest w tym przedziale
rosngca.
Jezeli f'(x) <0 dlakazdego x € (a; b), to funkcja f jest w tym przedziale
malejaca.
* Jezeli funkcja f okreslona i rézniczkowalna w przedziale (a; b) ma ekstremum
w punkcie x, € (a; b), to f'(x;) = 0.
* Dana jest funkcja f okreSlona w pewnym otoczeniu (x, — &; x; + &) punktu x,
i rozniczkowalna w punkcie x,. Jezeli spelnione sa warunki:
(1) flxg)=01i fi(x)>0dla xe(x,—68 %) i f(x)<0 dla
x € (x45 xy + &), to funkcja f ma w punkcie x, maksimum,
2) flx)=01i fi(x)<0dla x€(x,-6 %) i f(x)>0 dla
x € (x5 x5 + &), to funkcja f ma w punkcie x, minimum.

~ Whioski, uwagi, komentarze...

_ Wix)
Q(x)
jest rézniczkowalna w kazdym punkcie x takim, ze Q(x) # 0, czyli D = D',

* Funkcja wymierna postaci f(x) (W i Q sa wielomianami zmiennej x)

* Dana jest funkcja f ciagla i rézniczkowalna w przedziale (a; b). Aby wyznaczy¢
warto$¢ najwieksza oraz wartosc najmniejsza funkcji w tym przedziale, porownu-
jemy ekstrema lokalne i wartosci funkcji na koncach przedziatu {a; b).

» Jezeli funkcja f jest ciaglta w przedziale (a; b) i jej wartosci na koncach przedziatu
s3 liczbami o réznych znakach, to istnieje taki punkt x, € (a; b), ze f(x;) =0.

W kazdym z zadan 11.1-11.17 jest dokladnie jedna poprawna odpowiedz.
Wybierz jg i zapisz w zeszycie.

11.1. (a,,) jest nieskoniczonym ciagiem geometrycznym o ilorazie g = % i sumie

S = 25. Wskaz wyraz a, tego ciagu.

A.5 B. 4 6. D, &2
25 5

2n

11.2. Wskaz granice ciagu a, = =
A. 0 B 2 &, = D. oo

6 6

335 I
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10" dla n < 100!
11.3. Dany jest ciag o wyrazie ogélnym a, = { 10 dla 1> 1000"

H
A. lima,=0 C. lim a, = 10
H—0o H—00
B. lima, = oo D. lim a, nie istnieje.
Mn M
H— OO H— 00

11.4. Dane sg ciagi (a,,) i (b,) takie, ze lim a, = -3, lim b, =00 i b, # 0

N—+00
dla n € N.
A. ,}LIED (aﬂ + bn) e C. r}]_,r{}c ab, = oo
- = ﬂ”
B. lim (a, —b,) = —o0 D. lim -+ = o0

]

11.5. Dany jest ciag o wyrazie ogolnym a,, = cos(nn).

A. lim a, = -1 C. lima, =0
B. lim a, = 1 D. (a,,) jest ciggiem rozbieznym.

11.6. Granica lim1 (Ex = x'q) jest rowna
Py

A. —oo0. B. 1. C. -1. D. oo.

3 2
X —x +2x

11.7. Dana jest funkcja f(x) = —

. Dla tej funkgji

x+2
A. xlllfz f(x) = -6. K 1[1_1"1_11 f(x) =0.
B. lim f(x) = 6. D. lim f(x) nie istnieje.

Kepa] x—-2

11.8. Wskaz funkcje, dla ktorej spelniony jest warunek ijrri fx) = —o0,

X —x x x—2
ra f(x}'_xl—l B. f[x)._xz_l .. fi)= T D. f(x) = =
11.9. Wskaz funkcje y = f(x), dla ktorej spelniony jest warunek
lim f(x) = lim f(x) = co.

¥ 5 x+7 1
A'f(x}_:x_“—? B'f(x)_{xﬁ_?)i C'f{x}_xm? D'f(x)_{x+?}2

3 2
11.10. Wskaz wartos¢ m, dla ktorej funkcja f(x) = }x —2"—x+1 dlax#2

m dla x =2
jest ciagla w punkcie x, = 2.

A.m= -1 B.m=10 Com=1 D.m=2
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11.11. Wskaz warto$¢ pochodnej funkgji f(x) = —x* + 3x* w punkcie x, = V2.

A. -2V2 B. -2 C. V2 D. 22
11.12. W ktérym punkcie x, pochodna funkgji f(x) = x° - 8 jest réwna 8?
A x,=4 C. x5 =—4 oraz x, =4

B. x5=38 D. Nie ma takiego punktu.

11.13. Dana jest funkcja f(x) = E Wskaz zaleznos¢ prawdziwa.
A fl(-2)=0 B. f'(1)=0 C. f'(0)=0 D. f'(-1)=0

11.14. Dana jest funkcja f(x) = J;:—Jr; Wskaz zaleznos¢ prawdziwa.

A. f'(0)<0 B. f'(-1) < f'(0) C f'()< fl(-1) D. f'(2) < f'(0)

2
X =X

x2-2

11.15. Wskaz wspolczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji f(x) =

w punkcie x, = 0.

A. -2 B == Gz D. 2
2 2

11.16. Wskaz dziedzine D’ funkcji pochodnej funkeji f(x) = V-x2 + x + 2.
A.D' = (-1;2) C. D' = (~00; —1) U (2; 0)

B. D' = (~00; 1) U (2; o0) D.D' =(-1; 2)

11.17. Wskaz wartos¢ pochodnej funkgji f(x) = (?,xz - X+ 1)3 w punkcie x; = 1.

A. 6 B. 12 C. 24 D. 36
J

W zadaniach 11.18-11.23 ocen prawdziwos¢ podanych zdan.

11.18. Iloczyn dwoch funkcji nieciagtych
A. moze by¢ funkcja nieciagla.

B. jest zawsze funkcja nieciagla.

C. moze by¢ funkcjg ciaggla.

1 dla x <0

x+1 dlax=0
A. jest okreslona w punkcie x; = 0.

11.19. Funkgja f(x) = {

B. jest ciagla w punkcie x; = 0.
C. jest rozniczkowalna w punkcie x; = 0.
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11.20. Dziedzing funkcji ciaglej f jest przedzial (1; oo).
A. Zbiorem wartoéci funkcji f moze byc R.

B. Zbiorem wartosci funkgji f moze by¢ przedzial (-1; 1).
C. Zbiorem wartosci funkgji f moze byc przedzial (1; o).

_ x-3

T (x+2)*

A. Wykres funkcji f ma jedna asymptote pozioma.
B. Wykres funkcji f ma jedng asymptote pionowa.
C. Wykres funkcji f ma dwie asymptoty poziome.

11.21. Dana jest funkcja f(x)

£X —5
3x-1
A. Dla kazdego x € R - {%} zachodzi nieréwnoé¢ f'(x) > 0.

B. f(-4) < f(4)
C. f'(-4) < f'(4)

11.22. Dana jest funkcja f(x) =

11.23. Na rysunku przedstawiono wykres pochodnej f'
funkcji f.

A. Funkcja f ma ekstremum w punkcie —3.

B. Funkcja f ma ekstremum w punkcie —1.

C. Funkgcja f ma ekstremum w punkcie 3.

Sn+6
10+ 1)

11.24. Dany jest ciag o wyrazie ogélnym a,, =

a) Zbadaj monotonicznos¢ ciggu (a,,).

b) Oblicz lim a,,.

c) Wskaz najwieksza liczbe a i najmniejsza liczbe b takie, ze dla kazdego n spelniony
jest warunek a < a, < b.

11.25. Oblicz.
mE—3n+5)
2) lilﬂ(l—i)(ﬁit+5+3)(l+ n ) b) lim (n_ n+ )
=00 n/\2n-7 3n—1 n—oo (3n - 5)3(5n + 17)

(K —k-1)n"-5

n+2n+2

11.26. Dla jakich wartosci parametru k granica ciagu a,, = jest

rowna 27

(n+ 1) —n!

11.27. Oblicz granice ciggu a,, = (n+ 1) +n!

i zbadaj jego monotonicznosc.
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11.28. Oblicz.

1] nlf 2 i 3 i
a) lim v4" + 6" + 8" ¢) lim (-—) + (—-)
n—+00 H—+00 3 5
nlf 13" 15" IR nlon n
b) lim (—) +(—) +(—) d) lim V22 + 32
n—+00 2 3 4 H— 00
11.29. Oblicz sume podanego szeregu geometrycznego, jezeli taka suma istnieje.
1 2 4 8 5 5V5 25
2) =+ =t =kt ) —V5-=-"—-="1
) 3 % 27 2] ) V5 2 4 8
18 54 162
b) 6—-—+=—=—-—+... d) -12-6V2-6-3Vv2- ...
) 5 25 125 ) V2 V2

11.30. Suma wszystkich wyrazéw nieskorniczonego ciagu geometrycznego (a,,) jest
rowna 24, a suma jego trzech poczatkowych wyrazow wynosi 21. Wyrazy trzeci i pia-
ty ciagu (a,) sa rowne odpowiednio trzeciemu i piatemu wyrazowi pewnego ciagu
arytmetycznego (b,,). Oblicz sume 25 poczatkowych wyrazéw ciagu (b,,).

x \¢ x N
+( ) +( ) + ... <2 jest suma

x—1 x=1 x—1
szeregu geometrycznego. Rozwiaz t¢ nierownosc.

11.31. Lewa strona nierownosci

. - . N3 +5n+2
11.32. Lewa strona réwnania tgx +tg x +tg° x + ... = lim ———

H— 00 2n+1

jest

suma szeregu geometrycznego. Rozwiaz to rownanie.

11.33. W kwadrat o boku 1 wpisano kolo, w to kolo wpisano
kwadrat, w ten kwadrat - nastepne kolo itd., jak na rysunku.
Oblicz sume pol wszystkich zamalowanych obszaréow zawar- N
tych w tym kwadracie. N/

11.34. Pierwszy wyraz nieskonczonego ciagu geometrycznego
jest rowny 2, a suma wszystkich wyrazow tego ciagu jest réw-
na 5. Oblicz sume sze$ciandw wszystkich wyrazow tego ciagu.

11.35. Oblicz.
3 2 3 .
. T—-Xx"=-5x-3 . — . sin2 . + 1
a) lim i :: a b) lim e c) lim lfl i d) lim 2
x—=3  x*+x-3 x—2xt—x-2 x—0 sinx x—-1yYx+2+x

11.36. Oblicz.

¢) lim

x3—4x3+8 4y Tim xl+?x+6

x—3~  x*-3x x——6- X° + 12x% + 36x

339 .
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11.37. Dana jest funkcja f(x) = Vx? + x + 1 — x. Oblicz xl_iﬁ]}’lm f(x) i J}i_lj';,f(x)-

11.38. Skorzystaj z definicji i wykaz, ze funkcja f(x) =2+ x—x o dziedzinie D
ma granice w kazdym punkcie x; € D.

log,(5-x) dla x<1

log,(x+1) dla x>1 M¢MaBANY

11.39. Wykaz, ze funkcja f(x) = {
w punkcie x, = 1.

11.40. Zbadaj ciaglos¢ podanej funkcji.
3 2
<l S P THERS O
f(x) = x%+3x +2
-9 dla x = -2
0 dla x = -1

11.41. Wyznacz takie wartosci m i k, aby funkcja f byla ciagla w punkcie 3.

2 —
f{x)z{# dla x+£3

x_
m dla x=3

x+3

11.42. Wykaz, ze rwnanie x” —5x + = 0 ma w przedziale (0; 6) co najmniej

X+
dwa rozwigzania.

11.43. Wykaz, ze réwnanie 16x° — 5x + 5 = 0 ma doktadnie jedno rozwigzanie.

11.44. Wykaz, e funkcja f(x) =5+ 3x—x° ma dokladnie jedno miejsce zerowe.

11.45. Zbadaj ciaglosc¢ i rozniczkowalnos¢ funkeji f.

3x% +12x - 12 dla x <2
X =
fx) {x3—6x2+12x—8 dla x> 2

11.46. Wykaz, ze funkcja f(x) = 2x — |x + 2| nie jest rozniczkowalna w punkcie
Xy = —2.

11.47. Oblicz pochodng funkcji f(x) = 2= 2"; w punkcie x = -3.

x2 -

11.48. Wyznacz pochodng podanej funkgji.
3
a) f{x}=(3x2-5x+2) c) f(x)= V2x2 + 4x + 3

b) f(x) = —— d) fx)=(1+ V%)’

(x2+x+1)°
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11.49. Styczna do wykresu funkcji f(x) = —x’ + 3x” + 9x + 5 w punkcie (2, 27)
ma z tym wykresem jeszcze jeden punkt wspoélny. Oblicz wspolrzedne tego punktu.

11.50. W tabeli podane sg wartosci funkcji [T 1 [»%
f:(=3; 4) — R dla trzech argumentow. _
y=fx)
X -2 0 3 1+
f(x) 33 = -1

Na rysunku przedstawiony jest wykres pochodnej

y = f'(x) funkgji f.

a) Wyznacz rownanie stycznej do wykresu funkeji f
w punkcie o odcietej x = 0.

b) Wyznacz ekstremum funkgji f. Podaj argument,
dla ktorego funkcja f przyjmuje to ekstremum.

¢) Podaj najmniejsza warto$¢ funkgji f.

11.51. Dana jest funkcja f(x) = x0=9x% + 15x + 1.

a) Wyznacz przedzialy monotonicznosci tej funkgji.

b) Wyznacz wartos¢ najwigksza oraz warto$¢ najmniejsza
tej funkcji w przedziale (-2; 6).

11.52. Funkcja f opisana jest wzorem f(x) = x° — 6x* + ¢ i f(0) = 8. Wyznacz
warto$¢ najwieksza oraz warto$¢ najmniejsza funkcji f w przedziale (-1; 3).

11.53. Do wykresu funkgji f(x) = %.:vc'?'tac2 + px +q nalezy punkt M = (—1, *%)

Styczna do wykresu funkcji f w punkcie M jest nachylona do osi x pod katem 135°,
Wyznacz ekstrema tej funkcji.

2
X

11.54. Dana jest funkcja f(x) = sy Prosta [ jest nachylona do osi x pod ka-

tem, ktorego sinus jest rowny 0,6. Zbadaj, ile jest stycznych do wykresu funkcji f
réwnoleglych do prostej [.

11.55. Dla jakich wartosci parametru m funkcja f ma ekstremum?

f{x) - m-—2

- X+ (@2m-3)x" + (5m—-6)x

ax +b ) ’
= ma w punkcie x = 0 ekstremum rowne —2. Wyznacz
x —

11.56. Funkcja f(x) =
aib.
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2 i s , .3
11.57. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie x~ — 3x —m = 0 ma trzy roz-
wigzania?

11.58. Rozpatrujemy wszystkie prostopadlosciany o podstawie kwadratowej, dla
ktorych suma diugosci wszystkich krawedzi jest rowna 24. Jaka wysokos$¢ ma pro-
stopadloscian o najwiekszej objetosci?

11.59. Suma dlugosci wszystkich krawedzi prostopadtoscianu wynosi 12 c¢m, a sto-
sunek dlugosci krawedzi podstawy jest réwny 2:3. Oblicz wymiary, jakie powinien
mie¢ taki prostopadlo$cian, by jego objetos$¢ byta mozliwie najwieksza.

11.60. Wyznacz punkt na wykresie funkcji f(x) = x* lezgcy najblizej punktu
A =(3,0).

11.61. Rozpatrujemy odcinki AB réwnolegle do osi y, kto- \

rych jeden koniec lezy na wykresie funkgji f(x) = x* dla flx)=x'\A

x < 0, adrugi koniec lezy na wykresie funkcji g(x) = ! dla
X

_—
+

x < 0, jak na rysunku. Oblicz dlugosc¢ najkrotszego z tych

=
| Kad

odcinkow. =

=]

11.62. Rozpatrujemy odcinki rownolegle do osi y, ktorych

jeden koniec lezy na wykresie funkgji f(x) = x* +2, a drugi g =3
koniec - na wykresie funkcji g(x) = +/x dla x > 0. Oblicz

dlugosc najkrotszego z tych odcinkow.

11.63. Wyznacz warto$¢ parametru k, dla ktérej suma odwrotnosci pierwiastkow
réwnania x> + (k- 3)x + k> —k+1 =0 jest najwieksza.

2 . ; 1 W s
11.64. Dane jest réwnanie x” + (m —5)x + m° + m + rin 0. Dla jakich wartosci

parametru m stosunek sumy pierwiastkow tego rownania do ich iloczynu przyjmuje
warto$¢ najmniejsza? Oblicz te wartos¢.

11.65. Dane sg okregi x” + y* =4—-m i x* + y° = m — 2. Dla jakiej wartosci m
suma odwrotnosci kwadratow promieni tych okregow jest najmniejsza?

11.66. Trojkat rownoramienny o obwodzie a obraca si¢ wokol podstawy. Jakie po-
winny by¢ dlugosci bokéw tego trojkata, aby objetosé powstalej bryly byla jak naj-
wigksza?



Odpowiedzi

1. Stereometria

11.B 12.C 13.B 14. F P, F 1.5, zbior pusty, punkt, prosta  1.6. plaszczyzny: KOZ,
KOA, OAZ, KAZ; krawedzie: KO, KZ, KA, 0Z,0A,ZA 1.7. BW,DW 1.8. BT, MO, MB
1.9. BC, AD, FG, EH, AE, BF,CG, DH  1.10. a) nieskonczenie wiele b) tak, jedna

1.11. Prosta m istnieje wiedy i tylko wtedy, gdy prosta p nie jest rownolegla do plaszczyzn réwno-
leglych zawierajacych kil. 1.12. a) AB, DC, KL, NM b) AK, BL,CM, DN, AD, BC, LM, KN

¢) KN,ND, ML, MC d) ABCD, DCMN, KLMN, ABLK ¢) BCML, ADNK 1.13. a) AB, DC,
A'B,D'C" b) BC,CC',C'B, B'B, AD, DD', DA, AA ¢) BCC'B, ADDA" d) ABCD, ABBA',
ABC'D, DCC'D' 1.14. Nie, sa réwnolegle.  1.15. Nie, sa rownolegle.  1.16. nieskorniczenie
wiele  1.20. Wskazdowka: Wyznacz plaszczyzny « i f - prowadz je przez pary przecinajacych sig

i odpowiednio dobranych prostych.

1. B,P,P 2. a) CB,FE b)CF,BE,AD, AC,DF <¢) DF,AD,DE d) pl. ABC, pl. DEF,

pl. CBEF e¢) pl. ACFD 3. nieskonczenie wiele, gdy k || pr. PQ; jedna, gdy k H# pr. PQ

4. Wskazéwka: Przez punkt P poprowads prosta a’ réwnolegla do prostej a i prosta b’ rownolegla do
prostej b. Szukana plaszczyzna zawieraa' ib'. 5. Wskazéwka: Poprowad? plaszczyzne przez dwie

wybrane proste i zbadaj polozenie trzeciej prostej wzgledem tej plaszczyzny.

21.C 22. D 23.B 2.5, Trojkat lub odcinek. Trojkat i jego obraz sa przystajace, gdy leza
w plaszczyznach rownoleglych.  2.6. tak  2.7. W kierunku rownoleglym do plaszczyzny
zawierajgcej proste przecinajace sig, ale nie rownoleglym do n. Takiego wyniku nie mozna uzyskac,

gdy proste leza na plaszczyznie rownoleglej do m. 2.8, Wskazdwka: Szukanym katem jest: a) 9 LDB,

-
b) 4LDK, ¢) 4LDM, d)4<DLN. 2.11.a) 1 b}? c}‘; d}% &0 212.a)8V3

b)2v29 213.8V2 214.a)4 b) %ﬁ =231 ¢)201 d)I11,52 2.15.a)30° b)45°

¢) 60° d) Taka sytuacja jest niemozliwa. e) Taka sytuacja jest niemozliwa.  2.16. a) 20 Jub 4
b)12 10 d)5lub29 2.47.a) 109 b)50° ¢)81° d)175 2.18.a)26cm b) 13v2em
2,19. 15cm  2.20. Kaida z szukanych wielkodci jest rowna 2 m.  2.21. 2515 em’

2.22. Wskazéwka: 7Z dowolnego punktu M € m, réznego od punktéw przecigcia prostej

z plaszczyznami, poprowad? prosta k prostopadla do m, i m,, a nastepnie rozwaz sytuacj¢ na

plaszczyZnie wyznaczonej przez proste mik.
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1. B,P,F 3.22° 4, 2cmlub38cm 5.4
| 5.34
81:¢ 32D 9% A &%

o B B |Mr[ |AB, | | |AB,| |Bl4"“'!| |B,A"| | 4B, AB,
90° 30° 60° 10 5 | 5V3 53 5 90°
120° 30° 90° 413 243 43 6 0 60°
80° 35° | 45° 13,95 8 9,86 11,43 9,86 100°

3.8. 51°1ub 155°. Wskazéwka: Przyjrzyj si¢ rysunkom ponizej.

3.9. Kat mi¢dzy $cianami bocznymi jest rozwarty, wiec jest wickszy.  3.10. a = 90°

3.11. Wskazdéwka: Sa to katy DCS i DAS.  3.12. -}"? Wskazdwka: Zauwaz, ze kat SPD jest prosty.

1. EEP 3.6V3 4. %u 5. 9cm

41.D 42.C 43.C
6 wierzcholkow ¢} 7 $cian, 15 krawedzi, 10 wierzchotkéw  d) 8 scian, 18 krawedzi, 12 wierzcholtkow
e) 9 §cian, 21 krawedzi, 14 wierzchotkéw 4.5, 27 4.6. a) 16 wierzchotkdw, 24 krawedzie

b) 60 wierzchotkow, 90 krawedzi ¢ 208 wierzcholkow, 312 krawedzi 4.7, graniastostup

48.4 49.a2)10 b)18 4.10.b)aviem 4.11. 0k 35° 4.12. dwie

o dlugoéci 10V2 em, dwie o dlugoéci 20 cm  4.18. Nie. Odcinki, ktére po zlozeniu siatki staja sie

jedng krawedzig, musza by¢ rownej dlugoéci.  4.19. 413,243 4.21. P= v%ﬁ

4.22. Przekroj jest albo prostokatem o polu 54v2 cm?, albo tréjkatem o polu 9v22 cm’,
VZsina - cosa
sin® '

4.4, a) 6 Scian, 12 krawedzi, 8 wierzcholkéw  b) 5 dcian, 9 krawedzi,

siedmiokatny

Jezeli tga > V2 lub @ =90° to P =

4.23. Jezeli 0 < lgax < V2, to P= : :
C

05 X

1. E,P,P EELE

3 — —
2 13

i
2. 2340 4. cosa = E 5. cosfp = lg!;—L
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81.C b2 B 683.C bBHd.a)s=4,k=6,w=4 bls=5 k=8 w=5 c)s=8, k=14
w==8 5.5. a) trzydziestokat b) trzynastokat c¢) dwunastokat  5.6. a) stukatny b) 21-katny
¢) siedemnastokgtny 5.7.6 5.8.7 59.b)h=2V2em ¢) a=45 5.13. Wskazowka:
Zastanow sig, jakie wartosci moze przyjmowac suma katoéw $cian bocznych przy wierzchotku
ostroslupa.  5.16. trapezem prostokgtnym  5.17. 25cm  5.18. 10cm  5.19. 26 cm

5.20. krawedZ podstawy: 24 cm, krawed# boczna: 123 cm  5.21. a) a =72° b) = 74°

5.22.74° B5.23.P,= $, tga= V6 5.24. 68° 5.25. Wszystkie krawgdzie sg nachylone pod
By p— 2
takim samym katem «, cosa = =,  5.26. tgg = Em:“ 5.07. p = L V3sinf
b sin 2 4 sin {a 4 ;’3)

5.28. k=30, w=20 5.29. a) 33,11 m b) 41°

1. PL,E,P 253 Q. P=

61.B 62.D 6.3.C 6.4 31°lub59° 6.5.42)r= g- h=5vV3 b)r= %E h=5v2
)r=227, h=891 6.6.a)r=121=24 b)r=7V31=14 o r=10,1=10V2
Ar=101,1=157 e)r=48,1=186 6.7.a)r=12cm, h=12v3cm b)r=12v2cm,

h=12v2cem 6.8, kat rozwarcia: 44°, kgt nachylenia tworzacej: 68°  6.9. Otrzymano sume

a’ 11 b bV2 b
8

dwdch stozkow o wspdlnej podstawie; przekrdj jest rombem o katach 60°1120°%  6.10. a) 4 cm
b)4.8cm 6.11. 49431 dm?, 7V27dm  6.12. 9v3cm, 60° 6.13. Wskazéwka: Jest to suma
stozka i walca z wydrazonym stozkiem; stozki te sa przystajace.  6.14. Wskazdwka: a) Jest to suma
walca i stozka. b) Jest to suma stozka o tworzgcej rownej dluzszej podstawie trapezu i stozka scigtego
o tworzacej rownej krotszemu ramieniu, z wydrazonym stozkiem o tworzacej rownej krotsze]
podstawie trapezu.  6.15. a) 10 b) 6  6.16. Pole kazdego z przekrojéw jest réwne 8 cm”,
BT B riigayl —1gla-1g? B
cos f3
a obejécie gory ok. 1 h 35 min.  6.19. -?Ei 6.20. 36

dla B <90°-a 6.18. Droga przez szczyl zajmie ok. 1 h 25 min,

6.21. (l‘v’rﬁ - 2\@) cm. Wskazdwka: Przyjmij oznaczenia jak na
rysunku, Zauwaz, e plaszczyzna przechodzaca przez wysokos¢ WF

i srodki krawedzi AD oraz BC jest prostopadla do scian ADW i BCW,
a punktem stycznosci kuli ze $ciang BCW jest punkt nalezacy do
wysokosci tej sciany - oznaczony na rysunku literg L. Wykorzystaj
podobienstwo trojkatow FKW oraz LSW.

'
aya

6.22. - (2V6+3) 6.28.

345 N
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s. 75

1. P,P,F 2. 15cm 3. promien: 9,7 cm, tworzaca: 154cm 4. P = 1350 cm® 5.4

71.C 72.A 73.C 74.300 75 .5dm 7.6.8(6+ V3)cm’
7.7. P.= (192 +112V3) em’, V =96(1+ V3)em® 7.8, V=903, P, =96V3 7.9. 486 cm’

710324 71, V3dw'  7.92.216-1g70° = 593 7.98.2) 76" b)25VI7 <) 1663, 833

7.44. 72V3cm’ 745,V =24V3, P, =36(2+V3) 7.16.V = £2 B "ﬁ:’rvﬁaz

7.17. 100 (3 + zv‘?) 7.18. V =648 cm’, P =216V3cem®  7.19. V = 1296 cm’,
= 108V3 (1 + V13) cm®  7.20. 1666 7.21. 3203  7.22, 2223 7.23. 2dm’.

a'lga
12

Wskazéwka: Wyznacz spodek wysokoéci ostrostupa. ~ 7.24. 9911 em®  7.25. V =

P, = a-f 1 +4tg?a  7.26. P. =748, V=440 7.27.38cm’ 7.28. 2400m cm’

7.20.2 7.30.628 7.31.618cm’  7.32. na cztery czeici: V, = HRJE, na lrzy czesci:

V, = 2R’ £ V,<V, 733 % cm  7.34. ok.11m’  7.35. 200n (2 + v’_) cm’

7.36. 17 ;n ::m3 7.38. 27:37. Wskazdéwka: Skorzystaj z zalezno$ci migdzy obj¢tosciami bryl

podobnych.  7.39. v’“ Wiskazdwka: Skorzystaj z zaleznosci migdzy objetosciami bryl podobnych.

7.40. ( {E - {E ) H. Wskazowka: Skorzystaj z zaleznosci migdzy objetoSciami bryl podobnych.

i k| 2.2
781, 17808 7.42, TEYOBE  4s M P gcuc2R Tk BT oerel

[Ls

llsmE 2R 3(h - 2r) 2

24r°
sin g

7.45. 4R’ sin2a, 0 <@ < g 7.46.

rowna 2r.

1.P,P,P 2. P =422, V=513 & V=10dm’, P, =32dm’ 4.?-

. Wskazowka: Zauwaz, ze wysokos¢ graniastostupa jest

5. V = abcsinasin

[ 5. 101
2v6 . 243 a3

81.A 82. D 83.D 84 S 8.5. 8.6. promien podstawy: -u,

wysokosc: -;H, =R g9 promien podstawy: \l._ wysokosc: 1,{ v gs. 53-11

27
4RV5 S8R5 H

3.3
8.9.dv3 8.10, IR\ = —. Wskazdwka: Wykorzystaj

g11. 2 812
m

15
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przekroj plaski stozka zawierajacy przekatna podstawy prostopadloscianu.  8.13. 4 8.14, gn

8.15. x = iz_ﬁ

1.P,P,F 2 91 3. dlugos¢ krawedzi: 8, V = 64V3 5. R’

1B 2.D 3.C 4C 6B 6.B 7.B 8D 9. A 10.A 11.B 12 B
13.B 14.D 15D 16.C 17.D 18.B 19.B 20.F P, F 21.FP,P 22. P,F,P

23. P,E;P 24.P,P,P 26.P,R,F 26.FB,P 21.P,B,F 28.P,P,P 20.P,PF

30. p,E, P S31.EPF 32 FPF 38 ? Wskazéwka: Zauwaz, ze pole powierzchni nie ma

-
wplywu na wynik rozwiazania,  34. %ﬁ 35.2v7 36. 36(”—5 - 3) 37. 45° 38. a) %

b) 55° ¢)45° 89.4VI7n 40.256 41.81n(1+V2) 42 12nV13-V9 43,48

44. a=4V3 45. P,=48dm°, V =36dm’ 46. 004 mm 47.0,1684° 48.V = 1350,
P=779 49.5625 50.108 51.P =8(24+25V5)cm’, V=480v5cm’ 52 szerokosé

=
walu: 11 m;41569m° 53.V =245 P=264 54.2V3 55, V=—29% ;e (30%45)
12v4sin*a - 1
1

i 2 cos — .
5E.a}V=u—ﬁ, Pr=u3 3 b}cusa=l.-:xz?]" C}S=ﬂ,ﬁ 57. 24° - 2 A

12 3 4sin B l+2cosa g, 3¢

¥

2

2 3 i
58. 60°  59. % 60. 96V3  61. {IV—'EE, 12 62 V=2n'1ga,
m

3 2 3 —
P.=2m’(1+21ga) 68.V = W Py= i 64. V8 e < < 90° 65, stosunek

3tga’ sina 12 sin 2

3 3 3
pol: =, stosunek objetosci: 2 e6. \IJE 67. 8:117 68. L ,0<a< s

2 3 8 nraq*(ﬂ—ﬁ) 4

FEEIE T2

16 mv3a’ tga b 3 7t na’ cosa - tg V3
69. =R 70. ———,0<a<- TLV=mh,a==- T2 —> T3 —

9 216 2 3 24c08° 3

'3

74.2V6 75. -

2. Kombinatoryka i teoria prawdopodobienstwa
| s.124

11. D 12.C 13.C 1.4, wariacje z powtdrzeniami: a) 3% b) 6%, d) 5%, p 12%; wariacje
bez powtorzen: ¢) EE?; =20-19-18- ... -10-9, g) -;% =35-34-33- ... -20+19; permutacje: e) 8!
1.5. 120 1.6, 24 godziny 1.7.8.,7.,6' 1.8.10! a)8 b)8 ¢)3!-8 1.9 a)5!, 8, 13!

347 | —
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BYoL 8L el 1716 S{neDle+DL k43 dm=DLan+la=2 & —— 2 1
n+l n—1 nn+1)
1 5! at
1.10.2) 30,90,35,60 )210,—-,9,66 111 a) == =30 b) z—— = 45360
11t 7! 12!

1.15.2) 10-2-8! b)10-4-7! ¢)10-3!-5-4-51 1.16.2a)5' b)5 o5 1.17.a)4* b)2.4°
92-4'+2.4 118, a)# b) ""3"3] o) ”3’17” 1.49.90 1.20. 244 1.21. 42

1.22. 6°. Wskazéwka: Przy wypelnianiu pierwszego wiersza mamy 3 - 3 mozliwoséci (wybor kwadratu

i wybor miejsca w kwadracie). W kolejnych wierszach mozliwodci jest 2-3, 1-3, 3.2, 22 itd.

e |
1.BPE 222 B! O8.-7-7 4 13.5¢ s, 1607

al

s. 134

21.B 22.B 23. A 24. 28,45 66,197,37 2.5. a) np.21-22-23 b) np. 50-33-98
c)np.9-11-13 d)np.4-14-17-19-23-25 26.a)n=7 b)n=3lubn=6 c}n=3lub

ge1d D=l On=T Dues 2738 zs.(‘fﬁ“) zg.(Eiﬂf’) 2.10. 21

2.11‘(1:)(;)(:):11]5{} 2.12. (i)(g)(g)(§)=2352{m 2.13. a) 3360 b) 252 ¢) 308
dj(i)(];’)+(g)=?5ﬁ 214.2)20 b)110 <) 76 d](:)+(2)=6{}
215.(';')- §)=252n 2.16. a}(?):yﬁm h)(lﬁ):?gz c}(:)-(:)~(:)=144

2.17. a) ( “.:,“) b) 672 2.18. (i") = 4060. Nie, potrzeba 203 strony.  2.19. 22 2.20. 720
2.21. (2) +2:8+1 2.22. 12870. Wskazdwka: Kazda droga sklada si¢ z 8 [ragmentow

prowadzacych w lewo i 8 fragmentéw prowadzacych w prawo. Wizystkich drog jest ( l; )
Leep 2(Y) 8a=7 4n=7 578

31.B 32.B 33.C 34. a}(”) h)(”“) c}("‘”) d}("”:f) 3.5. 1001
¥l b

18 33 15
36.27-1 87.28 b4 )32 d)16 3.8.a)a’-4a’b+6a°V - 4ab’ + b
b) 16¢® + 96 + 216¢* + 2167 + 81 ¢) x' + 10x" + 4057 + 80x° + 20 &+ E
X -
(] ] 2 8 13 13
5 : 5
d) %——fﬂl— I’T —2{}!j+i—";--ﬂ—4-+'i—g 3.9.2) 17 +12V2
3 o f m- m M

b) 9-12v3 +3V3 + 18V0 - 129243 ¢) 41 +29v2 d) 792-560v2  3.10. 60
3.11. 10626x""  8.12. Wskazéwka: Podstaw odpowiednie liczby do wzoru na rozwinigcie (a + b)".

]
®

3.13. Wskazéwka: Podstaw odpowiednie liczby do wzoru na rozwinigcie (a + b)
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1. LE P  2.968 3.1792x" 4. 362 - 2093

41.A 42.C 43.D 44.P,P,F 4.5, % 4.5.% 4.7. 12 4.3.% 49, 2

25

410. — 411. %2 412 1 443 2
169 75 10 256

51.D 52.A 53.D 5.4.a) 1;_9 b) % 5.5. q—iz 5.6. E 5.7. % 5.8. %
5.9. iﬂ 540.2 511.1 512.22 pHE 5432
3542 9 3 8l a1 5
34 21 34 19 34 19
5.14. (13)(?)+('5)(5)+(15)(?)=3—1. 515. - 516. . 517.a) — b)—
(:2)(2?]) 90 18 7 504 84

3 17 | Lh
)z B18.a) 7 b5 ob=9 519.a)15 b) = 520.ne{4,5)

L

521.n€e{l,2,3,4,5 6} 522.a)02 b)005 ¢ 015 523 1:;12;12
]

1.p.p,p 2.2 3 10 4 1098 18

30 7 . T = 75 5- ne {ﬁ, ?, E, 9}

15 3 1 156 1
6!11 B E.E. D 5431 ﬁ 5041 l_ﬁ' 6451 E E.E. E El?i ﬁ 5.3. E Etgq 42%

5.10.5 6.11. 0,375  6.12. 0,18 6.1&% s.14.§ 6.15. 1 s.w.é

s. 167

1.P,P,F 2. 2 3.8% 4 2
6 7

s. 174

71.D 72.B 73.A 7.4 a)Takbo AuB:ﬂ,AnB:ﬂ,P(A}:P{B}:%. b) Nie, bo

AUB+#Q. ¢ Tak.bo AUBUC=Q, ANB=0, ANC=0, CNB=0, P{A}=P{BJ=£.

p(c;a:%. 7.5. a) Tak,bo AUB=Q, AnB=0, P{A}:P(B}=%. b) Nie,bo AU B # Q.
I;

ONiEbOAUB2O., T8 >~ 77> 78=> 79.a-= B 7110002 Bl
16 32 12 33 66 3 9
59 43 31

7.41. 00356 7.42. 22 7143. 1 71422 746. 2 747.8 748 %
2 248 ] a0
455 5

156 432
7.19. —  7.20. w pierwszym pudelku: dwie, w drugim: jedna  7.21. 3 7.22. ;
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. . 58 &7 386 243
LEPRF D g3t 4 =2 g £28
135 156 1015 275

1 3
81.B 82D 83.C 84 ~ 85~ 86 g7 (7)(i] (%)
32 243 343 4 15 15
8.8. -jin}g-; 8.9. Wygranie 2 rozgrywek z 4. Wskazdwka:
3

(:)G)G)z =25 (‘;)(%)3(%)3 =2 810. P(A)= 2, P(B) = —-, P(4) > P(B)

3.11.(5)-(l)3-(%)3 3.12.% 843.10 814.2 8.15.17 8.16.16i17

1. E,P, F 2(2)(%)3(1) 3. 2 5

+B 2.A 3 C 4B &HC 6C 7.D 8B 9D 10.B 1LEEF 14&P,

FLF 13. F,P,P 14.P,F,P 15.F,P,F 16.P,P,P 17.P,P,P 18.F.E P 19, FEP,
P 20.FFF 21.168 22,952 23. (|2)+(112)+(12)+ +(:‘?)+(i):2”

] 2
3 18! 1 _ 3
24.2 26.24 27.35 28.05 30.P(A)=+, P(B)=1 B81.678lb9 32 ber
swracania 33.21 34. g 35.2) 008 b) 05 ¢ 0,16 36. i 37. % 38. 135

3. Dowody w matematyce

s. 201

1.23. Wskazdwka: Zauwaz, Ze na czworokacie ABEF mozna opisac okrag.  1.24. Wskazowka:
Zauwaz, ze na czworokacie AFEC mozna opisac okrag.  1.26. Wskazowka: Skorzystaj

z nieréwnosci trojkata,  1.27. b) Wskazdwka: Zauwaz, Zze na czworokatach AC,MB,, C,BA|M

i B MA,C mozna opisac okregi, i wykorzystaj twierdzenie o katach wpisanych w okrag.

1.29. Wskazowka: Przedluz ramiona trapezu do punktu przecigcia M, wykaz, ze pola trojkatow BDC
i CDM sa rowne, i wykorzystaj zaleznos¢ miedzy polami trojkatéw ABM oraz DCM.

1.31. Wskazéwka: Wykaz, ze Piyp = Paye = VP, - P5.  1.82. Wskazéwka: Wykaz, ze

|EB| = 2| DE|, a nast¢pnie zastosuj twierdzenie o dwusiecznej dla trojkata prostokatnego CDB.
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1.40. Wskaziwka: Przez punkt M poprowadz prosta ME C
rownolegla do boku AB. Wykaz, ze trojkaty PMD i PBK s3 podobne N
w skali 9: 10, a nastepnie, ze |PK| = ]4—9|Kc:|. M DP E

2/
A 3

xKExB

2.10. Wskazdéwka: Liczba niepodzielna przez 3 daje przy dzieleniu przez 3 resztg 1 lub 2.

2.23. Wskazdowka: Przekszialé teze rOwnowaznie przez podniesienie obu stron do kwadratu.

2.29. Wskazowka: Pomnoz dang nierdwnosc stronami przez 2. 2.37. Wskazowka: Przeksztal¢ teze
rOwnowaznie przez podniesienie obu stron do kwadratu.  2.44. Wskazdwka: Wyznacz najmniejsza

wartoé funkgji f(x) = 3x" + 16x7 + 6x7 — 72x + 50.

4. Powtorzenie

11.B 12.C 13.D 14.D 15D 16.B 17.A 18.D 19.B 1.10.B
111.8 112.D 1143.B 114.C 146D 116.C 117.A 118 A 1.19. A

120. ¢ 121.D0 1.22.P,FEF 1.23.F PP 1.24. FP.P 1.25.P.P.F 1.26.CE

1.27. A2 1.28.-2,0,2,4 1.29.a)np.1,52 b) np.]-i— c) np,? 1.30. 10050

1.31. Liczba n jest cztery razy wickszaod m.  1.32. a) (a + 12)° b) (k - \r"ﬁm)2 ) (1-2x)°
2
d) (éy+4z) 1.33. a) (a—15)(@+15) b) (%b— 5:13)(%b+ 5;13) Q) (m=-p-k(m=-p+k)

d) (x+Px+3y) 134 2 L“’z 1.35. 3% <2V3<3vV3<2vV5 1.36. 2min5s

1.37. a) 57,4% b) 026,48% c¢) Srednia kwota odliczen na dojazdy dzieci do szk6l nie jest ilorazem
wielkodci z dwdch pierwszych diagramow.  1.38. a) 0 100% b) 050% «¢) 22,9%  1.39. 0 32
1.40. 80% 1.41. 780zt 1.42. 100 wiadomosci  1.43. 400000zt  1.44. 24 h 37 min

1.45. 037,5% 1.46. 0 189%  1.47. Pole trojkata zmniejszylo sie 0 9%.  1.48. 9 uczniow

3 3 1 V2 T
1.49. 800  1.50. a}E b}E 1.51. a}ﬁ b)40 152 == 1.58. a¢ - b}, \2

21y5-=1
1.54.2)1 b)9 c};—_ d}g

Wskazéwka: Zauwaz, ze wyrazenie 5+ 26 jest kwadratem sumy dwéch pierwiastkéw kwadratowych.

21.A 22.B 23.B 24.C 25 A 26.B 27.C 28.A 29.C 210.C
211.B 292.A 243.D 214.C 215.F PP 216.EP P 217.P.RP

2.18. B. g(x), D. h(x) 2.19. C2 2.20. a) tak, D= {-2,0, 1, 3}, ZW = {-6, 0, 3, 9},

np. y=3x b)tak, D=1{-5,0,1,5}, ZW={0, 1, 25}, np. y = X ¢) nie  d) nie

&)1 DV2 1.55.m<n 1.56. Dane liczby sa rowne.

351 I
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221. y=2x-1, D=1{0,1,2,3,4,5}, ZW=1{-11,3,579 222 a)R-{-2} b) <—%; oo)

o) (~00; 5) d) (-3:4) ¢ <§;3)u{3;m1 0 (2 00) g (-3;6) h)(=55)U(5; o)

2.23. f(-3)=-6, f(0) = % f(V2) = “‘j"‘ﬁ'. f2) = i f3)=0 2.24. a) {0, 4, 6}

b) {~1,0,-4} ¢ {0,1,3} d){0,-1,1,-v2, V2} 2.25. f(x) =085x +5,
D = {40, 52, 68, 84, 120}, ZW = {39, 49,2, 62.8, 76,4, 107}

226. y§ [ LT wartos¢ funkeji dla kazdej liczby pierwszej: 2;
i T o s e e e e | warto$¢ najwigksza: 6 dla x = 12, wartosc¢
* N ] 57 " B ) najmniejsza: 1 dla x =1
ST T 227 fim =222, 0= 3, 4 ... 59)
| ; "
0l 1 1] [ x| 2.28.;1}% b)-3 ¢)0,1 d)3

2.29. a) D = (-6; 5), ZW = (=2; 6); brak wartoéci najmniejszej, brak wartoéci najwickszej; miejsca
zerowe: —4, —1; f(x) >0 dla x € {-6; -4) U(-1; 5); f(x) <0 dlax € (-4; —1); funkcja malejaca
w przedziale {—6; —1), rosngca w przedziale {-1; 5); f(-6) =5, f(0) =2, f(2) = 4; rownanie

f(x) = m ma: 0 rozwigzan dla m € (~o0; =2) U (6; o0), 1 rozwigzanie

dla m € (-2; 0) U (3; 4) U (5; 6), 2 rozwiagzaniadla m € {0; 3) U (4; 5)

b) D =(-6; =2) U (0; co) U {~1}, ZW = (-2; oo); brak wartosci najmniejszej, brak wartoéci
najwickszej; miejsca zerowe: -2, -1, 2; h{x) > 0 dla x € (—6; -2) U (2; o0); h(x) < 0 dla x € (0; 2);
funkcja malejaca w przedziale (—6; —2), rosnaca w przedziale (0; o0); x =—-6¢ D, x=0¢ D,

h(2) = 0; réwnanie h(x) = m ma; 0 rozwigzan dla m € (—o0; -2}, 1 rozwigzanie

dla m e (-2; 0) U (0; 2) U {5; o0), 2 rozwiazaniadla m € (2; 5), 3 rozwigzaniadla m=10

¢) D= (-8 6), ZW = (=3; 2) U {3} brak wartosci najmniejszej, wartos¢ najwigksza: 3 dla x € (2; 6);
miejsca zerowe: =5, 1; g(x) > 0 dla x € (-5; -4) U (15 6); g(x) <0 dla x € (-8 =5) U (-4; 1);
funkcja rosngca w kazdym z przedzialow (—8; —4) i (-2; 2), malejaca w przedziale (—4; -2), stala

w przedziale (2; 6); g(—6) = g(0) = -1, g(2) = 2; réwnanie g(x) =m ma: 0 rozwigzan

dla m € (—o0; —=3) U(2; 3) U(3; o0), 1 rozwiazanie dla m € (-3; -2) U (1; 2), 2 rozwiazania

dla m e {-1; 1) U {-2}, 3 rozwiazaniadla m € (-2; —1), nieskonczenie wiele rozwigzan dla m = 3
d) D = (-o0; 6}, ZW = (=3; 6); wartos¢ najmniejsza: -3 dla x = 6, wartos¢ najwigksza: 6 dla x = 2;
miejsca zerowe: =5, 5; k(x) > 0 dla x € (—o0; =5) U (=5; 5); k(x) <0 dla x € (5; 6); funkcja stala
w kazdym z przedzialow (-co; =7} i (=2; 1), malejgca w kazdym z przedzialow (-7; -5) i (2; 6),
rosngca w kazdym z przedzialow (=5; =2) i (1; 2); k(=6) = 1, k(0) =5, k(2) = 6; réwnanie k(x) =m
ma: 0 rozwiazan dla m € (-oo; =3} U (6; oe), 1 rozwigzaniedla m € {-3; 0) U {6}, 2 rozwigzania

dla m € (2; 3) U (3; 5) U(5; 6) U {0}, 3 rozwiazaniadla m € (0; 2) U {3}, nieskonczenie wiele
rozwigzan dla m € {2, 5} 2.30.a) D=(-4; 7),ZW=(1; 9) b) rownanie —h(x) -2 = m ma:
0 rozwigzan dla m € {0; o0), 1 rozwiazanie dla m € (—oo; =7) U (—4; —=2) U (=2; 0), 2 rozwigzania
dla m € (=7; —4); 3 rozwigzaniadla m = -2 ¢) rosngca w przedziale (-9; —5), malejgca w przedziale
(=5; —3), niemalejaca w przedziale (-3; 5)  d) warto$¢ najmniejsza: -2 dla x = -6, wartos¢
najwigksza: 7dla x =-2  2.31. D= (-8; 10}, ZW = (3; 8) 2.32. a) malejaca w przedziale
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{=2; 1), rosnaca w przedziale {1; 5) b) rosnaca w przedziale (-5; —1), malejaca w przedziale (-1; 2)
2.33. f - rosngca, g - niemonotoniczna, h - malejgca  2.34. a) 4 mln  b) Wszystkie funkcje sa
niemonotoniczne. ¢) 2004 r. - ok. 3,5 min, 2005 r. - ok. 3,8 mln, 2006 r. - ok. 4 mln, 2007 r. -
ok.45mln d) w200l r, 1 4mln e) odwiedziny u krewnych lub znajomych

2.36. a) 482tys. b) | Miczbawidzéw = | ¢) wé6. tygodniu  d) po 5 tygodniach

ol 5o | 238 1454 2.30. ) 12,63 b) 2, 124°

10

0
2#4“’1
a) |y b) ¥4 [ 1] e | y
];;. ﬁ . [T 11 ...f-ﬁ-,”.ﬁ
o ;[ 1 e} % | T OelgNCts o 1 1 1% ex
..'.‘ 1 - P
ol 1., X
241.a) f(x)=—-x+3 b) fi(x)=2x+4
242. a) f(x)=2x b) f(x) = %x +2 c) flx)=3dlaxe (-5 4)
T T T ,v/ EEEEE NN
= | - = — &
. / SRR
i [x L1 TTo[1TT]x 5
o1 | |x

243. f(x)=-;x+2 244.2) f(x)=3x-9 b) f(x)=-dx+4 o flx)=x-2
d) f(x) =3x+1 2.45. a) rosngcadla m < 2, malejacadla m >2 b) rosnagcadla m < -2,
malejaca dla m > -2 2.46. a) glx) = —-~21—x -1 b) glx)= g-x 2.47. -—2;—

248. ) PE [ 1111 B[R [ o y A 2.49. m=-2 2.50.k=-3
¥
1 T [0 LI 4 251. p=5
0l 4=7"1 % Wh 1 x
“ + { .‘t
2.52.;1})::& b)x=2 c}x:E(EV’F—B) d)xeR e)x=1 ﬂxE<21%;m)

g) x € (—o0; —4) h) x € (—o0; -2) 2.54, x =2
=] x=5 2 xeR
2.55. a) { 0 b) uklad sprzeczny «¢) { y=3 d) uklad nieoznaczony: <] y=—i

x
¥
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2.57. 263 telefony stacjonarne i 102 telefony komorkowe  2.58. 040028 2.59. Jacka:
32mx25miArtura: 40 m = 28 m lub Jacka: 66% mx 12 miArtura; ?4—2— m=15m
2.60. V(1) = 12t + 180; D = (0; 110); po 1 h 50 min '

0 dla 0 < x < 1000

2.61. p(x) = { 262. a) x=-21lubx=8 b)x=-16

lub x=6 c¢)Jx=-11 d)x=-8lub x=-4 e)rownaniesprzeczne ) x=4 lub x=10

-51—{.:-: ~1000) dla x > 1000

263.a) xe(=1;5) b)xe(=o0;=10)U(0; c0) ¢) nierdwnosé tozsamosciowa d) x € (3; 5)
) nierOwnosé sprzeczna ) x € (-=36; -6) 2.64.a)x=-21lubx=6 b)x=-5Iub x=-1,
lub x=1,lubx=5 c)Jx=-81lubx=-6,1lub x=-2,lubx=0 2.65.-; 2.66. a) x=-9

lub x=11 b)x=-21lub x=6 c}x:%luhx:S 267.a) xe(-o0;1) b)xe(-3;1)

¢) x €(-o0; =7)U <—1; l—; 2.68. a) ZW = {3} b) Wskazéwka: Wzor funkcji mozna zapisaé
3 dla x € (—o0; =2) ;
w postaci f(x) =4 -2x-1 dla xe {-2; 1) c)—— d)me (—o0; =3)U(3; o0)
2
-3 dla x € (1; o)

2.60. k ¢ (% 4) 2.70. m=-0.2 lub m = I

31.C 32.C 33.D 34.A 35.C 36.D 37.D 38.B 39.C 3.10.B
311. FEEP 842 FPF  3.43. B2 3.14. a) postac ogdlna: f(x) = —x° + 8x — 15, postaé

illoczynowa: f(x) = =(x-3)(x-5) b) posta¢ kanoniczna: f(x) = %{x 1= 4%, postac

iloczynowa: f(x) = %{x +4)(x - 2) ¢ posta¢ kanoniczna: f(x) = 3(x - 1)* + 3, postaé iloczynowa
2

nie istnieje  d) postaé ogélna: f(x) = —2x” + x + 3, postaé kanoniczna; f(x) = -2 (x - i) + 3%

e) postaé kanoniczna: f(x) = (x - 1) +2, posta¢ iloczynowa nie istnieje ) postad kanoniczna:

flx)=-2(x+ 2}2 + 2, postaé iloczynowa: f(x)=-2(x+1)(x+3) 3.156.a) D=R,

ZW = {-4; o0); miejsca zerowe: =3, 1; f(x) >0 dla x € (—o0; =3) U (1; =), f(x) <0

dla x € (-3; 1); funkcja malejaca w przedziale (—oo; -1}, rosngca w przedziale {—1; oo); warto$§é

najmniejsza: =4 dla x =1 b) D=R, ZW = (-o0; 1); miejsca zerowe: 0,4 f(x) >0

dla x € (0; 4), f(x) <0 dla x € (—=o0; 0) U (45 oo); rosngca w przedziale (—oo; 2), malejaca
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w przedziale (2; co); warto$c najwigksza: 1dla x =2 ¢) D=R, ZW = (-c0; 0); miejsce zerowe: 2;
fix) <0 dla x € (—o0; 2) U(2; 00); funkcja rosnaca w przedziale (—oo; 2), malejgca w przedziale

-3-16
3

(2; c0); warto$¢ najwigksza: 0dla x =2 d) D =R, ZW = (-2; o); miejsca zerowe:
_3‘;"-;'@ —3;'\"'3)")(—3‘;‘4@1%), f'[x}{U

-3-v6 -3+6
d]axE( %‘f: LY

]

i flx)>0dla xe (—:::-::l;

): funkcja malejaca w przedziale (—oo; —1), rosnaca w przedziale (—1; oc);

warto$¢ najmniejsza: —2 dla x = -1 3.16. a) f(x) = —éxa +x+3, D=R, ZW = (—o0; 4)

b) f(x) = x -6x+7, D= (2;6), ZW=(-2;7) 3.17. a) wartos¢ najwigksza: 5dla x = 3,
warto$¢ najmniejsza: =7 dla x =1 b) wartos¢ najwigksza: 1 dla x = 1, warto$¢ najmniejsza: 0

dla x=0 3.18.121 3.19.-9 3.20.15cmx15cm 3.21. P=6 3.22.a)x=2-13
lub x=2+4+3 b) brak rozwigzan ¢) x = 1% lub x=4 djx=-1lubx=-4 e)lxeR

f) x € (—m; _Ef‘> U <iﬁ m) g)xe(l;5 h)xe{-43) 323 -1,0,1,2

3.24, 12mx5m  3.25. siedmiokat i jedenastokat 3,26, 30 m, 40 m, 50 m  3.27. 6 V2,442
3.28. (1,-7),(-3,-15) 3.29.b=-2,c=-3 830.a= i— b=-2 83ta=2b=1%

warto$¢ najmniejsza: —2 dla x = -3, wartos¢ najwigksza: 6 dla x=-1 3.32. b=10, c = 4%,

X% <Fa; }i) 3.33. f(x)=x*+6x+8, y>3 dla x € (~o0; ~5) U (1; 0o)

3.34. a) x =-1 lub x =5 b) 2 rozwigzania dla m < 3, 1 rozwigzanie dla m = 3, brak rozwigzan
dla m >3 3.35. wartos¢ najmniejsza: 5% dla x = 1, wartosc
najwigksza: ?% dla x = —% 3.37.be (-2 2)

3.38. g(x) = —2(x-2)(x-8) 3.39.194 3.40. A=(3-36),
B= (3 +/3, 6), C = (3, 9). Wskazéwka: Wyznacz rownanie prostej AC.
341, a) f(x) = &+ T2 T

b) m e (~o00; 18- 8vV2) U (18+8VZ; 00)  8.42. k € (5; )

8.43. me (4 00) B3.46. ke {-2,-V3, V3}; x=2 dla k=-2,
x=2+V3idlak=-V3, x=2-V3dak=vV3 B347.a=2b=1
luba=1,b=2,lub a=-2, b=-1, lub a=-1, b=-2 Wskazdwka:

Zastosuj wzory Viéte'a.
3.48.me{-VIL, V] 349.me(0:3-V7) 350.me(-o0i-2) 851 ke(lioo)

3.52. me(0;2) 855.me(0;1)u(2;3) 3.56. m= 3.57. Q(x) = x* = 2x° - 2x" + 16,

stopien Q =6, Q(V2)=20-4V2 3.58. a) W(x) = (x - 1)(x + 1)(x - 3) b) W(x) = x(x - 1)’
OWilx)=(x-Dx=-2)x+3) dWkx)=(x-1(x+ I}(J‘c2 +2x + 3) 3.59.a)x=01lub x=3

blx=-2lubx=2,lubx=3 dx=-2lubx=1,lub x=5 d)x=-2 b x=2

3.60. x = l+2m 3.61.a) x e (-00;-5)U{2;3) blxe(-1;) c)xe(-2;0)U (%, oo)

I o=
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d) xe(—o012) B.62 x¢ {—1-;, % 1

2} 88 m=6xe{-213} 364a=-50b=9
3.65. xe(1;2)U(3; =) 3.66. W(x) = {xz +x - 1) (x2 -3x+ ]). Wskazéwka: Najpierw zapisz
wielomian w postaci W(x) = x* — 2x” + x* — 4x” + 4x — 1, a nastepnie jako réznice kwadratow.

3.67. m ¢ {—% 0, 1}

3.68. 2 150 dia xe(0;4) 3.69. ZW =R - {3} funkcja | | /|
£ e rosngca w kazdym /

z przedzialow

(—oc0; —4) i (~4; 00)

| =r== = =] BT I e B 559 =

3.70. a}x:—% lub x =3 b]x:—i-; lub x =-2 ¢) brak rozwigzan d) x =-1 lub x =2

Y e T <3

5 oo) b) x € (-1; 1) C}IE{“IHHU(I; 11_?)

d)xe(-oo;-2)U{(-1; NDU(3;00) 3.T2 x€ (-m; %ﬁ u(-1: Nu <%€‘ m)

3.73. 80 km/h  8.74. 21 godzin  3.75. Bylo 12 wychowawcow, kazdy mial pod opieka 12 dzieci.

3.76. ﬁ% h  3.77. 48 min  3.78. 40 dni, 0 25%  3.79. 12 sztuk produktu A po 1000 21 i 8 sztuk

3m+ 2
m+2

3.82. ke(-51) 3.83.a=b=1 f(x)<2 dla x e (-o0; —l]u(l_:ﬁ; I)U(“‘Iﬁ; m)

produktu B po 800z  3.80. D = (—o0; —6) U (=2; 0) U (0; =o). Wskazowka: f(m) =

3.84. m=-2 aas.{xfzmb{xf‘z 3.35.{" £ rb] =1 ,1ubi"f"2.
3 y=1 F=l y= p= =2 y=1
x_l+\fm 4 4 .
mm{y:2 3.87. a) __?,,mb{ » b}{y=_2 1ub<1y=3 3.88. m -
N
lub m=7

41. A 42.B 43.C 44.A 45. B 46.D 47.D 48.A 49.D 410.B

411.D 412 C 413. B 414.C 4415 . P, F F 4.416.P,P,P 44147. P EF

4.18. P,EP 419, A3  4.20. a) sinx = —%, coso = —% b) sina = g, lga = —E

2
“ﬁ 4,22, M 4,23 —i 4.24. a) sin<A = cos<dB = ,s‘mqﬁ—msﬁﬁ-%

a1 13 = :
3
lgdA = ;, lg4B = 2 b) sin4A = cos<4B = z—f, sindB = cos4A = i lgdA = —4 tg4B = 21
o 3

3 3 f_
4.25. a) sinqﬂm::%:— qBA(-_‘:—T tg4BAC = ‘: b) sin4BAC = 2, cos4BAC =

tgdBAC = V15 4.26. 67°123° 4.27.a) 30° b) 53" ¢) Taki trojkat nie istnieje.

4.21.



Odpowiedzi

V2-243 b) V3 4.09, j  1180-1g18°-1g22°

4.28. a
) 73 4 1g22° — 1g 18°

.rx*]S"

= 1960 [m] 4.30. sina =

"L_-IM

15 g 32° tg 68°
tg 68° — tg 32°
4.33. cosinus kgta ostrego: 0,53125, kat ostry: 58°, sinus kata rozwartego: 0,8472, kat rozwarty: 122°

4.31. wysokosé: 190 m, dlugosé drogi: 1200 m 4.32. h = = 12,5 [m]

V2 ; 12 5 9]
4.34. 1ga = e 4.35. sina = T3 cosa == 4.36. o 4.37. a) tak, 4 b) tak, 0
|'.:":-11 47 1 y 3 4 3

4.40. P = 4.41. E 442, E 4.43. a) sina = E. Cos = —E. lgax = —E

. _xfi S a oo o 8 5 8 & V7
b) sina = - cosa=——=, tga=-1 ¢)sina= T cosa=——, lga = T d) sina = =

5~ .
cosa=-3, lga = 444 -2 4.45. 47 446,325, 95 447 N6
i

4.48. L2 449 1 450, (-3:0) (Sim)  451.2w=(2-VZ2+V2)

4.52.xe<3;2> 453.<——n, ~Sr)u <--n,--> (% -n> <—n. )

454, x ¢ (E -{—n) 455, x ¢ <ﬂ: g) ¥ (;m 2n> 4.56. h} I ub —2— 4.57. a) Wskaziowka:
f{x}:cns(x+—) b) x = 2kmn lub x-—n+2kn keZ 458, x¢e {E 2—“,3—“, 4—“}
3 3 23 2 3
0 -, —, —, —, ln} 4.61. x=" lub x = 1ix
4 4 4 4 5 &

4.62.x:§+zkn lub x=—§+2kn, lub x = 2kn, ke Z 4.63.x:§+kn lub x=§+km

4.59. Nie ma takiego x. 4.60. x ¢

keZ 4.E4.x=%+kn Iuhx:%“+km lubx=g+kn, 1ubx:2—n+kn,kez

4.65. x € (-n;-g)u(ug; -§>U(D; g) 4.66. x € <1 + km; %ﬂ+kn> keZ

467.a="+kn keZ 4.68.a=kn keZ 4.69.ae<a;ﬂ)u(§mzn) &70, s,

V6

‘a=1. 4T.a=% 472 -2 e;.'.r':?..x=:T

4.74. xE(“n 1 )u(“‘ ﬂn) 475,  Y5t4V2
24 24 24 24 Q9

51.D B62.C 63.D 64 C 65D 66.C 67.D 58D 68.A 5610 A

541.C 612.B 513. A 514. A 515.C 616.D 5147.C 5.148.D 5.19.FFP

5.20. F,F,P 5.21.P,P,F 522 P,P,F 5.23.B2 5.24.2)0 b)-3 c}—% a <

5

; . . 2
Wskazowka: Skorzystaj ze wzoru sin” a + cos

L0 = e

n._}

525.a)2 b)1 ¢)2 d)1 56526, a)17 l'.-}

6-21

)8 d)2+5 B527.-38 6.28.2-2p

5.29. 5.30. 24 5.31.a>b 5.34. wartoéé najwieksza: 23 dla x = 3, warlo$é

najmniejsza: —623dla x=5 5.35.a)a= V3 ¢c)me{0ju(2; ) B.36.a)a=-,b=3

E-JI—

b) glx) = —(%)I+1 5.37. a) f(x) = N-3" b)ook.420% 5.38.2)a== b)3lata 5.39. x=1

357 .
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Odpowiedzi

YA | 541, pigé: (-1, 3), (0, 2), (0, 3), (0, 5)i (1, 3)
11

4
[N 1 [ (Y 5.42. 10 5 =0,158,10° = 1585 543.m=2, k=-3;
M flxy<odlaxe(-2:6) 544.a)p=-4 Im>2

, e Y, T e — i n mm n
] 546.2 547.0=(-3-D)u(-53)u(% )

5.48. D = (-4 -2) U (-2 =V3) U (V3; 2) U (2 o)
5.49. x € (—4; —m) U (0; )

61.A 62.A 63.D 64.B 65.C 66.D 67.A 68.B 69.B 6.10.D
611.D 612 B 6.13.C 6.14.F P, F 6.45.P,FF 6.16. F,P,P 6.17. P, FP
6.18. C,D 6.19. A3 6.20. a) pie¢ b) sze§¢  6.21. cigg malejacy 6.23. k € (2; o)

6.24. a) tak, @, =0, r=3 b)nie ¢)tak, a;, =5 r=5 d)nie e)tak, a,=-1,r= —% f) tak,
a=1r=3 625. x=-1, y=9 6.26.171 6.28.x=7 6.29.4,;=72 6.30.-473
6.31. n=10 6.32.n=61i5,=135lub n=33 1 §;;=-594 6.33. wczlernastej

6.34. 3:5:7 6.35. n=13 6.36. osiem lub nie istnieje n takie, ze §, = -64 6.37. x=4;

dwanascie  6.38.sto  6.39. k € (~00; 0)U(1; 00)  6.41. 10150  6.42. 25(31-12V2)

643.a=15b=8,c=1,x,=-> 644 m=11 645.2) 1k a, =5 g=5 h}lak,a,=-§,

g=2" ¢)nie d)nie 6.46. % 6.47. m=0 lub m=3 6.48. na gornej: 16 plyt,

1- 45

na dolnej: 36 plyt  6.49. V6-2  6.50. a, = =, ;ﬁ lub a, = 6.51. x =14, y =126,

2=378 652.x=3,y=6 654 x=8lubx=2 6.5 1<q<—=

6.56. a)g; =-11, r=2 b)tak )n=6 657.4=2, b=5c=8luba=26b=5 ¢c=-16
6.58. 0 32zt mniej 6.59. 7936,33z1 6.60. a) 14421 b) 13821 ¢) 13221 6.61. 30000 2t

71.C 72.C 73.B 74.A 75.D 76.D 77.A 78.C 79.C 7.10.C
741.C 7.12.D 718.C 714.C 7145.C 7.146. A 747.C T7.18.D T7.19. E DB, F
7.20. F,Pp,F 7.21.P,P,P 7.22.P,P,P 7.23.C2 7.24.c=10 7.25.¢c=61lubc=10

7.26. 36°,72°,72° T7.27.125° 7.28.54° 7.29.P=350 7.30.dwa 731.r=126cm
732, aa =40° f=80° y=60°% §=40° 7.33.a)a=46" b)a=80°" 7.34. 14cm, 56cm

7.35. P=70 7.36. obw=136 T.37. -w—-;ﬁ 7.38. |[KL| = |MN|=0% 7.39.10:7
T.40. 9A =60° aB=45°, aC=75" 7T.41.2, 83112 T7.42. 2\-"? cm T.44. P=72 sz
7.45, obw=16cm 7.46.672cm 7.47.P=131cm’ 7.48. P= % 7.49. Wskaziwka:

Jezeli 4ACD = a, to 4ADC = 180° - 2a, 4ADB = 180° - (180° - 2a) = 2, 4DAB = 2a,
4ABD = 3a, 4ADB = 180° = 5a, 9ADC = 180" — (180" — 5a) = 5ax. 7.50. P = 25,18 cm’

543 3 - L F
751.p=2 752 33 7853 Vi-2v2 7.54.Vi-1 7.55. "‘fcm

pr

¥



Odpowiedzi

7.56. P=384cm’ 7.57. li;_f 7.58. Wskazdwka: Z punktu D poprowadz polprosta
rownolegla do odcinka AB do przecigcia z odcinkiem PE i wykorzystaj podobienstwo odpowiednich
trojkatow.  7.59. Wiskazowka: Wyznacz miare kata ECD.  7.60. |[AD| = %E, cosa = i

7.61. % 7.62. P=84 7.63.cr 7.68. 0k 1216

81.D 82.C 83.C 84.C 85.D 86.B 87.C 88.B 89.D 8.10.A
811.A 812 B 813.D 8.14.B 8.15.C 8.16.A 817.D 8.18.C 8.19.D
8.20.A 821.C 822.D 823.B 824.C 825 P PP 8.26.PFP 827.PDPF
8.28. F,F,P 8.29.FFP 830.Cl1 831.a)45° b)60° c¢)135° d)150° 8.32. a) tak
b)tak ¢) nie 833.a)pr.AB:x-3y-6=0, pr.BC:3x+y-8=0, pr. AC:2x -y +3=0

b) pr. AB:3x -2y +10=0, pr.BC:3x+ y-5=0, pr. AC:x+2=0 8.34. a) Proste sa rownolegle

irozne. b) Proste przecinajg si¢ w punkcie (;, ;) c) Proste si¢ pokrywaja.

8.35. a) k:3x+2y+16=0 b)k:2x-3y+6=0 836.pl|lk pllgg k=g lLp IL1Lk ILlg

837.aym=3 h}m:—é 838. y=-4x+6 839.a)B=(53),C=(-5-3) b)P=30

840.2x-y-5=0 841 0bw=6V2+2V5+2V2 8.42.|CD|= VI 843, y=-2x+7

2 -
8.44.1 8.45. obw=2V5+2V80 8.46.b)P=17 c}(x—%) +{y—5}3=? 8.47. P = 30,

obw=4V5+2v65 8.48. tak; P=136 8.49. pr. AB:2x+7y+22=0, pr. AC: Tx + 2y - 13 =0,
pr.BC:x-y+2=0 850.a)x-y+1=0 b)3x-2y-5=0 c)P=30 851.D=(1,4),
P=30 853. A=(3,-1), B=(0,8) 8.54. AB:2x-3y+18=0, BC:5x-y-7=0, AC:

x+5y-17=0 8.56.2v101 8.57.C=(3,3) lubC=(3-3) 8.58.a) lf::;

x=32 x=-1 x=-7 K=l
lub {}'=4 b) {y= 5 lub {y: -4 c) brak rozwigzan d) {y= 3
8.59.a) (x+3) 7 +(y=37=16 b)(x+3P7+(y=5"=169 ¢) (x-1)*+(y+4)* =4I
8.60. a) srodek: (0, 0), promien: 12 b) $rodek: (-7, 3), promien: 232 ¢) érodek: (0, 3),

promie: V3 8.61. C=(1-5,2-v5) lub C=(1+ 5,2+ 5) a.az.(%,%l)

8.63. ) (x-3)°+(y+5°=9 b) (x-3)7+(y+5°=34 864 (x+2)+(y-5"=25
8.65. x +2y =0, 4x-2y-5=0 8.66. (I, 1), (3, =3), (5, -7), (-7, -3) 8.67. *‘%’E
8.68. (x+1)*+(y-2=1 869.8)(x-3) +(y-4)>=35 y=9 b)P=15
8.70. (x + 1) + (y = 2) = 32 Iub (x~§-)g+(}’~5:}_;)1:32 871.P=8 8.72.C=(-3,-2)

lub C=(56) 873.(0,-5),(-1,2),(7,-4) 874 a)(x-4) +(y+4)° =16

e
h)}»’=?x—s%§ lub y=—%§x+w

8.75. warto$¢ najmniejsza: 511 ]E’
wartos¢ najwigksza: 651% 8.76. 90°. Wskazdwka: Nie wyznaczaj rownan tych stycznych,
8.77. x+2y-8—-6V5=0 8.78. a) (=1, =3), (1, =3), (3, 5). (=3, 5) <) x*+ (y - ;) . Sfi

8.79. A=(0,1) lub A=(2,7), C=(-56) 880, (x-2-v5)+(y+3)7=9

350 .
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4 1
8.81. D = (ﬁ Ti) 8.82. B=(4,0), D=(0,4) 8.83. (

884. x+y-4=0

91.D 92.D 93.B 94.A 95.C 96.C 97.D 98.B 99.D 910.D
9.11.B 9.12.D 9.13.P,P,F 9.14.P,F,F 9.5 P,P,F 9.16.FP,P 9.47.FFLF
9.18. F,P,P 9.19. P,P,P 9.20.B3 9.21.a)32 b)216 ¢)210 d)64 e)24 6"
9.22. 24°-10° 9.23.5 9.24.30 9.25. 360000 9.26.2a)8° b)8-7-6-5-4
9.27.2)245 b) 175 ¢)228 9.28.2)504 b) 304 ¢)254 9.29.2)1 b)4¥ )4
d)3”® 9.30.90 9.31.30 9.32.2125 9.33. 117600 9.34. 162 9.35. 5994

0.36. 280 9.37. 3157 9.38. 192080 9.39. 1968 — 8805  9.40. l—i 9.41.%

2-343 _NE) (1+3xﬁ 3»@)

2 2 2. P 2

0.42. > 9.43.a) - b) (l) gag vt wl gus Lyt Ll .}
18 12 6 4 28 24 24 24 8
7 e 5 : : :
9.46.1-(1) s guniilcs eagEEiiFIl L ggg i
3 128 6 18 9-6 54 9
5.0 7 i air o 30T . 20419418
9.50. 1 - TR 9.51. 0,08zt 9.52. dla dwoch liczb: T dla trzech liczb: TR
1 v 13-12:11-10-48-47-,..-2-1 11 |
9.53. P(4) = 243’ P(BIC) = 162 9-54. 52-51-50-...-2- 1 ~ 4165 9.55. 3
9.56. — 0.57. . 9.58. 1 0.50. 7kobieti 14 megiczyzn  9.60. 4lub8  9.61. 22
108 149 6 720
17 14 1 13 1 216 10 144 /838
9.62. 7 9.63. - 9642 b 965 0966 -0 967. ( ) )(a) (E)

9.68. 3razy 9.73. mediana: 10 lat, dominanta: 8 lat, $rednia: 10lat ~ 9.74. a) 6 kg b) 50kg
c)50kg d)495kg 9.75. x=7 9.76. a) Gabrysia: 4 min, Marysia: 5 min  b) Gabrysia: 2 min,
Marysia: 2 min ~ 9.77. a) 30 b) najmniejsza: 2, najwigksza: 12 ¢) 6 d) co najmniej 10
punktéw: 4, co najwyzej 5 punktow: 11 ¢) 6,37 9.78. =17, 0° =324, 0= 1,85 9.79. 0,9

101.C 102.B 103.B 104.C 105.A 106.A 10.7.B 108.D 109.C
10.10. B 10.11. P,E, P 10.12. A2 10.13. a) 6 scian, 12 krawedzi, 8 wierzchotkow,

4 przekatne b) 8 §cian, 18 krawedzi, 12 wierzcholkdow, 18 przekatnych ¢ 4 éciany, 6 krawedzi,

4 wierzcholki, 0 przekatnych  d) 6 scian, 10 krawedzi, 6 wierzchotkow, 0 przekatnych

10.15. 10v5,25 10.16. 24cm  10.17. a) ok.35° b) 0k.70° 10.18. V = 207 cm’

10.19. 60°  10.20. Z0= 1021, V = d’ sinasin fycos? @ —sin’ B

10.22. V2, V2, V6, 30° 30° 120°  10.23. |[AW| = |CW| = % ISW| = ‘*’?ﬁ
3

10.24. |DP| = |BS| =9 10.25.V =23cm’ 10.26. V = 144cm’ 10.27.a) 46 b) P =64

10.28. P = % 10.29. V = 108V3 10.32. 4 10.33. P.=162cm’ 10.34. P =15
I a2 V3 g a’ tg o B a3 2
10.35. P = T 10.36. 3 10.38. V = o 1 P, = 1 Vatg® o+ 1
. :
1039 V= — 2% 4040, V= 400cm’ 10.42, 1V82

12V4sinfa—1 41



Cdpowiedzi

1043. v == IA§| i |CS| = ? 10.44. tga = 2. Wskazowka: a = 45K D, gdzie D jest
srodkiem ﬂdCllﬂ{d AL, uammmsl K dzieli odcinek AB tak, ze |AK|:|KB|=1:3.
d-a’
10.45. V= ——"—— 10.46. V =25dm’, P. =71 dm* 10.47. P, = 20+/313
41\3a? — ad ‘ :
644209

10.48. V = 10.49. V =48 10.50. V = 1760+/210

2413

10.51. P. = nc’ sinacosa(sina + cosa) 10.52, P = 8Imcm® 10.53. 2 e
1u|55| V = 84'“ 1Dh560 ?

10.54. V = in m’
27
49»"—

0BT 7w it 000 ‘:jt:“""“ 10.58. V =

10.59. V..V, = ikzi?. -k),0<k<2 10.60.a)7,1cm b)7,0cm 10.51. ok, 28,329,
wymiary (wcm) 21,21 x 21,21 x 40. Wskazdwka: Skorzystaj z tego, ze ze wszystkich prostokatow

o danej przekatnej najwigksze pole ma kwadrat,.  10.63. V = %al sin % -V2cosa
8r* cos® &
10.64. P, =

cosa - tg? =
2

111483 NM12.D 113. A 148 M5 D 116.C 11.7.A 11.8.D 119.B
11.10. A M11.A 1112 A 1143.B 1114.B 1115.C 11.16. D 1147.D
11.18. P T.A8. PP F 11.20. PR P T1.21. PR F 1122 B.F P 11.23. P,F, F

11.24. a) cigg malejgcy  b) lim a, = % cja=-, b= I 41.25.

1
2’ 20 135

1-+13 + 413

11.26. k = s L

11.27. lim a, = 1; ciggrosngcy 11.28.a) 8 b) %

c) % d V3 11.29.a)1 b) ; ¢) szereg rozbieiny d) -24-12v3  11.30. _5%

11.31.“(—2;%) 11.32.x:g+kﬂ,kEZ 11.33.2(1-:15) 113‘11::1E

11.35.2)0 b)4 o) 2 d}% 11.36. a) —o0c bl oo d)—-ece 11.37. I1m f{x

Jim f(x) = % 11.40. Funkcja jest ciagla w zbiorze R - [-2, -1}, 1141l k=1, m=7

i
11.45. Funkeja jest ciagla i rozniczkowalna w zbiorze R 11.47. %

—4x -2 ' 2x+2

Ii.r +x+1) o= Vaxt +4x +3

11.48. a) f'(x) =3(3x* - 5x +2)* (6x = 5) b) f'(x

13—y 3
41+ 4
d) f'(x) = {*,—f} 11.49. (-1,0) 11.50. a) y=§ b) y=-1dlax=3 ¢ -l
3yx®
11.51. a) rosnaca w przedziale (—oo; 1), malejaca w przedziale (1; 5), rosngca w przedziale (5; o)
b) wartos¢ najwieksza: 8 dla x = 1, warto$é najmniejsza: —73 dla x = -2 11.82. wartos¢
najwigksza: 8 dla x = 0, warto$¢ najmniejsza: —19dla x =3  11.53. maksimum: 0 dla x = -2,

minimum: —é dla x=0 11.54. catery 11.56.me(1;3) 11.56.a=0, b=2
11.57. me(-2;2) 11.58.2 11.59. 08cmx12cmx1cm 11,60, (1,1) 11.61.

3'
Vi

11.62. 2 - ﬁ 11.63. k=3-V7 1164, = dlam=—6 11.65.m=3 11.66. dlugos¢

a : g 0
podstawy: T dlugoé¢ ramienia: =

361 I



Skorowidz

Alternatywa (suma) zdarzen 148 — wielomianowa (wielomian) 244
aksjomat 194 — wykladnicza 265

asymptola pionowa 331 — wymierna 244

— — lewostronna 331 — zewngtrzna 331

— — prawostronna 331 — zlozona (zlozenie funkcji) 331

— pozioma 331 Graniastostup 319

Bryla obrotowa 65, 319 — opisany na walcu 66
bryly podobne 78, 320 — pochyty 39
Cechy podobienstwa trojkatow 283 B P:;:ld;:;w;j}) A
— przystawania trojkatow 282 E.r d . I
— wpisany w walec 66
centyl 305 . ukly 38
ciag 273 i
granica ciggu 330
— arytmetyczny 273 — funkgeji w punkcie 330
— gromelryczay 273 — lewostronna funkcji w punkcie 330
= |1C1hl‘:lW}’ 273 — prawostronna funkeji w punkcie 330
— malejycy 273 — niewladciwa funkcji 330
— monotoniczny 273
— niemalejacy 273 Hiperbola 245
— niemonotoniczny 273 hipoteza 194
— nierosnacy 273 Hoczyn (koniunkcja) zdarzen 136
— rosngcy 273
— skoficzony 273 Jedynka trygonometryczna 255
cigglos¢ funkgji w punkcie 331 Kt dwuscienny 31, 319
cigciwa kuli 68 — nachylenia prostej do plaszczyzny 23, 318
cosinus kata 255 — rozwarcia stozka 67
czasza kuli 69, 320 — $rodkowy 281
czworoscian 49 — wpisany 281
— foremny 59 koto wielkie kuli 69, 320

kombinacja 130

kombinatoryka 114

koniunkgja (iloczyn) zdarzen 148
krawgdz przecigcia plaszczyzn 8
— wieloscianu 37

krzywa logarytmiczna 265

Dominanta 305
dwudziestodcian foremny 59
dwumian Newtona 142, 306
dwunastoscian foremny 59
dwusieczna kata 281
dzielenie z reszta 212, 213

— wykladnicza 265
Figura wypukla 37 kula 68, 320
funkcja ciggta 331 .
— Tiniowa 232 Liczba logarytmowana 265

— pierwsza 222
liczby wzglednie pierwsze 222
logarytm 265

— logarytmiczna 265
— okresowa 255

— pochodna 332

— rdzniczkowalna 332 Maksimum 332
— wewnetrzna 331 mediana 305



miara tukowa kata 255
— kata dwusciennego 31, 319
minimum 332

Nierownosc opisujaca kolo 295

Odchylenie standardowe 305
odcinek kuli 69, 320

odlegloé¢ migdzy punktami na plaszczyinie 293
odleglos¢ punktu od plaszczyzny 26
— — — prostej 294

okrag opisany na wielokacie 281

— wpisany w wiclokat 281

okres funkeji 255

— zasadniczy funkcji 255
ostrostup 49, 319

— opisany na stozku 67, 320

— prawidlowy 49, 319

— wpisany w stozek 67, 320
o$mioscian foremny 59

os obrotu 65, 319

Permutacja 116

pierwiastek wiclomianu 244

plaszczyzny prostopadle 16, 318

— rownolegle 9, 318

pochodna funkeji w punkcie 332
podobienstwo na plaszczyinie 281

— w przestrzeni 78, 320

podstawa graniastostupa 38, 319

— ostrostlupa 49, 319

— stozka 67

— walca 66

podzielnos¢ liczb 208

pojecie pierwotne 194

posta¢ iloczynowa funkcji kwadratowej 245
— kanoniczna funkcji kwadratowej 244
— ogolna funkcji kwadratowej 244
powierzchnia boczna stozka 67

— — walca 66

prawdopodobienstwo catkowite 170

— warunkowe 162, 304

procent 223

promien podstawy walca 66

— wodzacy 255

prosta prostopadla do plaszczyzny 14, 318
— rownolegla do plaszczyzny 10, 318
proste prostopadle na plaszczyznie 293, 294
— — w przestrzeni 13, 318

Skorowidz

— rownolegle na plaszczyinie 293, 294
— — w przestrzeni 12, 318

— skosne 11, 318

— wspolplaszczyznowe 11
prostopadloscian 40, 319

préba Bernoulliego 180

przedzialy liczbowe 222

przekatna wieloscianu 37

przekrdj osiowy bryly obrotowej 65
— plaski wieloscianu 42

— poprzeczny bryly obrotowej 65
przyblizenie z nadmiarem 224

— — niedomiarem 224

Radian 255

regula dodawania 114

— mnozenia 114, 306

reszta z dzielenia 212, 213

rozstep 307

rownanie okregu 294

— — w postaci kanonicznej 294

— — — — og0inej 294

— prostej w postaci kierunkowej 293
— — — — ogolnej 293
rownolegloscian 39, 319

roznica zdarzen 148

rzut prostokatny (prostopadly) 22, 318
— rownolegly 21, 318

Schemat Bernoulliego 180

sfera 68

silnia 117, 304

sinus kata 255

spodek wysokoéci ostrostupa 49

stozek 67, 320

— opisany na kuli 69, 320

— Sciety 67

— wpisany w kulg 69, 320

styczna do wykresu funkcji 332

suma poczatkowych wyrazow ciagu
arytmetycznego 273

— — — — geomelrycznego 274

— szeregu geomelrycznego 330

— (alternatywa) zdarzen 136

symbol Newtona 130, 304

symetralna odcinka 281

szescian 40, 59, 319

szereg geometryczny 330

— — zbiezny 330

363 .
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Sciana boczna graniastostupa 38, 319
— — ostroslupa 49, 319

— wieloscianu 37

srednia 305

— arytmetyczna 223

— geometryczna 223

— wazona 305

$rednica kuli 68

$rodek kuli 68

srodkowa boku trdjkata 281

Tangens kata 255

leza 194

trojkat Pascala 139

trojmian kwadratowy 244
twierdzenie Bernoulliego 182, 307
— Bézouta 245

— cosinusow 256

— odwrotne do twierdzenia Pitagorasa 196, 281

— — — — Talesa 283

— o dwusiecznej 283

— o0 kacie migdzy styczna a cigciwg 282
— 0 odcinkach stycznych 282

— o prawdopodobienstwie catkowitym 170, 306

— o przyjmowaniu wartosci posrednich 334
— o trzech ciagach 333

— — — prostopadtych 22, 321

— Pilagorasa 281

— sinusow 256

— Talesa 283

— [wzor) Eulera 60, 321

— Weierstrassa 334

tworzaca stozka 67

— walca 66

Uklad rownan nieoznaczony 232
— — oznaczony 232

— — sprzeczny 232

— zupelny zdarzen 169, 305

Walec 65, 319

— opisany na kuli 69, 320

— whpisany w kule 69, 320
wariacja 119

— bez powlorzen 119

— z powtdrzeniami 119
wariancja 305

warstwa kuli 69, 320

wartos¢ bezwzgledna liczby 222

— oczekiwana gry losowej 305

wektor 293

wielokat foremny 281

wielomian (funkcja wielomianowa) 244
— slopnia ) 244

— zerowy 244

wielomiany rowne 245

wieloscian foremny 59, 319

— opisany na kuli 69, 320

— wpisany w kulg 69, 320

— wypukly 37

wierzcholek ostrostupa 49, 319

— stozka 67

— wieloscianu 37

wspolczynnik kierunkowy funkcji liniowej 232
— — prostej 293

wspolrzedne wektora 293

wycinek kuli 69, 320

wykresy funkcji trygonometrycznych 257
wyroznik trojmianu kwadratowego (delta) 244
wysoko$é graniastostupa 38

— ostroslupa 49

— stozka 67

— trojkata 281

— walca 66

wzory redukcyjne 256

— skroconego mnozenia 224

— Viéte'a 246

wzor Bayesa 172, 307

— dwumianowy Newtona 142

— (twierdzenie) Eulera 60, 321

— ogolny ciggu arytmetycznego 273
— — — geomelrycznego 273

— sinusow 256

Zaloienie 194

zbior liczb wymiernych 222

zdarzenia identyczne 148

— wykluczajace (wylaczajace) sig 148
— przeciwne 148, 304

zlozenie funkcji (funkeja zlozona) 331



Tablica wartosci logarytmow dziesietnych liczb od 1 do 9,9

1

1,1

1,2

1,3

1,4

1,5

1.6

1,7

1;'8

1,2

0,000

0,041

0,079

0,114

0,146

0,176

0,204

0,230

0,255

0,279

2

2,1

2,2

2,3

24

2,5

2,6

2,7

2,8

2.;9.

0,301

3,322

0,342 |

0,362

0,380

0,398

0,415

0,431

0,447

0,462

3

31

3,2

3.3

3‘1_-"!:'

3,5

3.6

3,7

3.8

3:9

0,477

0,491

0,505

0,519

0,531

0,544

0,556 |

0,568

0,580

0,591

4

4,1

4,2

4,3

4,4

4,5

4,6

4,7

4.8

4,9

0,602 |

0,613

0,623

0,633

0,643

| 0,653

0,663 |

0,672

0,681

0,690

5

5,1

b2

4

54

5,5

5,6

B

5.8

5,9

0,699 |

0,708

0,716 |

0,724

0,732 |

0,740

0,748 |

0,756

0,763

0,771

6

6,1

6,2

6,3

6,4

6,5

6,6

6,7

6.8

6,9

0,778

0,785

0,792

0,799

0,806

0,813

0,820

0,826

0,833

0,839

7

7

7,2

7,3

7,4

7,5

76

7,7

7,8

T

0,845

0,851

0,857

0,863

0,869

0,875

0,881

0,886

0,892

0,898

8

8,1

8.2

83

8,4

8,5

8,6

8,7

8,8

gi.gc

1 0,903 |

0,908

0,914

0,919

0,924

0,929

0,934

0,940

0,944

0,949

9

9,1

9,2

9, 3

9.4

9;5

9,6

9,7

9.8

9,9

0.954 |

0,959

0,964

0,968

0973 |

0,978

0,982

0,987

0,991

0,996

365 I
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Wybrane wzory trygonometryczne

Definicje funkcji trygonometrycznych

kata ostrego dowolnego kata
sine = 22 4
r
=Tl | | =
= < e F . | 1|
o y 4 [ B :
C % A tga=x—P,dlaxp=Fﬂ & T S 1 x
. il 15 = il
|
x a a X [ | /
sina = = ga =7 ctga=y—’;, dla yp # 0 i /b
b b \/
cosa = - ctgo =~ r=|0P| = \x} + y} P,
Wartosci funkcji trygonometrycznych wybranych katow
__ 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°
o
b n Tt i 3n
0 E 4— 3 2 n p) 2n
sina | 0 = 23 v 1 0 -1 0
2 2 2
V3 V2 1
COS & 1 ? T E 0 -1 0 1
V3 nie nie
iga 0 Kl 1 V3 istnieje 0 istnieje 0
nie V3 [ nie nie
cAgx | istnieje V3 1 3 0 istnieje 0 istnieje
(0° 90°) (90°% 180°) | (180% 270°) | (270% 360°)
a
T k1 In 3n
(©3)  Gn) | (=3) | G
sina + + - -
COS & + — — 4
tg o + - + -
ctga + - + -




Wzory redukcyjne

8 - 90°-a | 90°+a | 180°—a | 180°+a | 270°—a 270°+a | 360° - «
—a g—tx g+n: m—a m+a ?-a 3?“+tx In—a

sinf=| —sina | cosa COS @ sina | —sina | —cosa | —cosa | —sina
cosfp=| cosa sine¢ | —sina | —cosa  —cosa | —sina | sina COs &
tgf=| -tga ciga | —ciga | —tga tga ctga | —ctga | —tga
ctgf=| —ctga tga -tga | —ciga | clga tga -tga | —clga

Podstawowe zaleznosci trygonometryczne
¢ Jedynka trygonometryczna: sin” a + cos” & = 1

SIN
* g =

,tx#11-+kn,kfz
cos @ 2

COs5 X
sin o

* ctga= , a+ kn, kelZ

@ tgu-ctga:l,a#%’f,kez

* sin(a+ f) = sinacos f§ + cosa sin f5
* sin(a - ) = sina cos f — cosa sin fB
* cos(a+ ) = cosacos ff - sinasin

* cos{a— ff) = cosacos 3 +sinasinf

8 ) l-tgn:-tgﬁ’ 2 ' 2 ’ 2 R
.t 3 tga—1gf AT oy g Biuli:i 7
8 ) ]+tgrx-tgﬁ’ 2 ' 2 ’ 2 A

® sin2a = 2sinacosa

2 i 2 v 8
® cos2a=cosa—-sinTa=2cosa—-1=1-2s5n"a
2l m i

- T L L

* tgla= ——r
& | —tg’a 4 2

iaqﬁg+kﬂ,kez

Zaleznosci trygonometryczne w trojkacie
* Pole trojkata

P=%bcsina P=-;—acsinﬁ P=%—absin}!

* Twierdzenie sinusow * Twierdzenie cosinusow
a b ¢

_ _ a’ =b’ +c* - 2bccosa
sinfi = siny

bV =a+c — 2ac cos 8
¢’ =a’ +b* - 2abcosy

= 2R

sina
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Tablica wartosci funkcji trygonometrycznych

Miarakataee | sina | cosa tga | Miarakataa | sina | cosa tg o
0° 0,0000 | 1,0000 | 0,0000 45° 0,7071 | 0,7071 1,0000
13 0,0175 | 0,9998 @ 0,0175 46° 0,7193 | 0,6947 | 1,0355
25 0,0349 @ 0,9994 | 0,0349 47° 0,7314 | 0,6820 @ 1,0724
32 0,0523 | 0,9986 | 0,0524 48° 0,7431 | 0,6691 | 1,1106
4° 0,0698 @ 0,9976 | 0,0699 49° 0,7547 | 0,6561 1,1504
5° 0,0872 ' 0,9962 | 0,0875 50° 0,7660 | 0,6428 | 1,1918
6° 0,1045 | 0,9945 | 0,1051 31° 0,7771 | 0,6293 | 1,2349
Vs 0,1219 | 0,9925 | 0,1228 5% 0,7880 | 0,6157 | 1,2799
8° 0,1392 | 0,9903 | 0,1405 53° 0,7986 | 0,6018 | 1,3270
9° 0,1564 @ 0,9877 | 0,1584 54° 0,8090 | 0,5878 | 1,3764
10° 0,1736 | 0,9848 | 0,1763 55° 08192 | 0,5736 | 14281
11° 0,1908 | 0,9816 | 0,1944 56° 0,8290 | 0,5592 | 14826
12° 0,2079 | 0,9781 | 0,2126 57° 0,8387 | 0,5446 | 1,5399
13° 0,2250 | 0,9744 | 0,2309 58° 0,8480 | 0,5299 | 1,6003
14° 0,2419 @ 0,9703 | 0,2493 59° 0,8572 | 0,5150 | 1,6643
15° 0,2588 | 0,9659 | 0,2679 60° 0,8660 | 0,5000 | 1,7321
16° 0,2756 | 0,9613 @ 0,2867 61° 0,8746 | 0,4848 | 1,8040
17° 0,2924 | 0,9563 | 0,3057 62° 0,8829 | 0,4695 | 1,8807
18° 0,3090 @ 0,9511 | 0,3249 63° 0,8910 | 0,4540 | 1,9626
19° 0,3256 | 0,9455 | 0,3443 64° 0,8988 | 0,4384 | 2,0503
20° 0,3420 | 0,9397 | 0,3640 65° 0,9063 | 0,4226 | 2,1445

21¢ 0,3584 0,9336 @ 0,3839 66° 0,9135 | 0,4067 | 2,2460
22° 0,3746 | 0,9272 | 0,4040 67° 0,9205 | 0,3907 | 2,3559
23° 0,3907 | 0,9205 | 0,4245 68° 0,9272 | 0,3746 | 2,4751
24° 0,4067 @ 0,9135 | 0,4452 69° 0,9336 | 0,3584 | 2,6051
25° 04226 | 09063 | 0,4663 70° 09397 | 0,3420 | 2,7475
26° 0,4384 0,8988 | 0,4877 71° 0,9455 | 0,3256 | 2,9042
27 0,4540 = 0,8910 @ 0,5095 72° 0,9511 | 0,3090 | 3,0777
28° 0,4695 | 0,8829 | 0,5317 73° 0,9563 | 0,2924 | 3,2709
29° 0,4848  0,8746 @ 0,5543 74° 0,9613 | 0,2756 | 3,4874
30° 0,5000 | 0,8660 | 0,5774 75° 09659 | 0,2588 | 3,732l
31° 0,5150 | 0,8572 | 0,6009 76° 0,9703 | 0,2419 | 4,0108
327 0,5299 @ 0,8480 @ 0,6249 77° 0,9744 | 0,2250 | 4,3315
33° 0,5446 | 0,8387 | 0,6494 78% 0,9781 | 0,2079 | 4,7046
34° 0,5592 | 0,8290 | 0,6745 79° 0,9816 | 0,1908 | 5,1446
35° 0,5736 | 0,8192 | 0,7002 80° 09848 | 0,1736 | 56713
36° 0,5878 | 0,8090 | 0,7265 81° 0,9877 | 0,1564 | 6,3138
37 0,6018 @ 0,7986 @ 0,7536 82° 0,9903 | 0,1392 | 7,1154
387 0,6157 @ 0,7880 | 0,7813 83° 0,9925 | 0,1219 | 8,1443
39° 0,6293 @ 0,7771 | 0,8098 84° 0,9945 | 0,1045 | 9,5144
40° 06428 | 0,7660 | 0,8391 85° 0,9962 | 0,0872 | 11,4301
41° 0,6561 | 0,7547 | 0,8693 86° 0,9976 | 0,0698 | 14,3007
42° 0,6691 | 0,7431 | 0,9004 87° 0,9986 | 0,0523 | 19,0811
43° 0,6820 | 07314 | 0,9325 88° 0,9994 | 0,0349 | 28,6363
44° 0,6947 | 0,7193 | 0,9657 89° 0,9998 | 0,0175 | 57,2900
45° 0,7071 | 0,7071 | 1,0000 90° 1,0000 | 0,0000 —
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Prosto do matury

Podrecznik Prosto do matury 4 do zakresu podstawowedo i rozszerzonego zostal opracowany
z mysla o uczniach przygotowujacych sig do matury z matematyki w zakresie rozszerzonym.
Precyzyjny i zrozumiaty jezyk utatwia przyswojenie omawianych zagadnien. Prawie 1400 zadan
z odpowiedziami pozwala wycwiczyc | utrwalic umiejetnosci sprawdzane na maturze.

Bl el 55 s e i e i A i
B L L .

Porzadkowanie i syntetyzowanie

¢ Umiejetnosci podane na poczatku tematu
wskazuja cele lekgji.

* Przykltadowe zadania rozwiazane krok po
kroku pomagaja w przyswojeniu ztozonych
zagadnien.

« Warto powtdrzy¢ przypominaja wiadomaosci
Z wczesniejszego etapu nauki.

Obszerne powtorzenia

* Sekcja Prosto do matury zawiera 5 zadan typu
maturalnego, dzieki ktérym uczniowie moga
utrwali¢ zdobyte wiadomosci.

Ostatni dziat - Powtorzenie — zawiera
najwazniejsze tresci teoretyczne obejmujace
caly cykl nauczania oraz zadania sprawdzajace
zdobyta wiedze.

Mowa Era Sp. z 0.0.

Q nowaera@nowaera.pl

@ www.nowaera.pl

Y Centrum Kontaktu: 58 721 48 00

Pomoc w zrozumieniu

¢ Wyrdznienie twierdzen i definicji utatwia
ich zrozumienie | zapamietanie.

* Przykladowe rozwigzania zadan typu
maturalnego pokazuja rozne mozliwosci
radzenia sobie z takimi zadaniami.

ISBN 973-83 -26?-##03 ?
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