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Dlaczego nadal To sie liczy!?

Bo warto umie¢ liczy¢! Matematyka przydaje sie nie tylko podczas robienia zakupdw
czy placenia codziennych rachunkéw. Spotykacie sie z nig takze w sytuacjach zawodo-
wych, np. kiedy liczycie proporcje mieszanych skladnikéw albo pola réznych powierzchni.
Liczby sg obecne w zyciu kazdego z nas!

W podreczniku do klasy drugiej znajdziecie. ..

1. Znane Wam juz z klasy pierwszej:

» Cwiczenia NA POCZATEK
» PRZYKLADY

» ZADANIA

» ZADANIA BRANZOWE

2. Lekcje branzowe, pokazujace praktyczne
zastosowanie matematyki.

» Podatki sie liczy

» To jest zysk!

» Réwnania na co dzien

» Wazne plany

» Trygonometria na drodze

Sprawdzicie, ze matematyka

przydaje sie na co dzien.

3. Zupelnie nowy element TO JEST DOWOD,
ktory wprowadzi Was w $wiat logiki
matematycznej i pokaze Wam,
jak powstaty np. rézne wzory
matematyczne.

PODPOWIEDZ

Poznacie tajniki

uzywac zawsze na koncu dowodow.
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Wyrazenia algebraiczne
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LEKCIA

Wyrazenia
] algebraiczne

Cena za bilet: !
NAPOCZAIEK 30 zt od osoby ‘ N

Do pewnego miasta przyjechat cyrk.
W jaki sposob obliczysz koszt zakupu
biletow dla 2, 3, 4, 5, ... n 0sb?

Wyrazenia algebraiczne to liczby oraz litery, ktére mogg by¢ polaczone zna-
kami dzialan, a niekiedy roéwniez nawiasami. Wyrazeniami algebraicznymi sa:
« kazda liczba i kazda litera;

o kazde dzialanie zapisane za pomocg liczb i liter.

Litery wystepujace w wyrazeniach algebraicznych nazywamy zmiennymi.
Mozemy je zastgpic liczbami, obliczajgc w ten sposob wartoéé liczbowa
wyrazenia algebraicznego.

Marek kupit m biletéw normalnych w cenie 25 zl od osoby oraz » biletéw ulgowych
w cenie 15 zt od osoby. Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego taczny koszt zakupu
biletéw.

Zapisujemy w postaci wyrazenia algebraicznego koszt zakupu m biletéw
normalnych: 25m [z1].

Zapisujemy koszt zakupu n biletéw ulgowych: 15#n [z1].

Podajemy taczny koszt zakupu biletow: 25m + 15n [z1].

Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego taczny koszt
zakupu x zeszytow i y dtugopisow.




Oblicz warto$¢ wyrazenia 5x — 7y dla x =81 y = 4. — PODPOWIEDZ ———

Zastepujemy zmienna x liczba 8, a zmienna y — liczbg 4, | Dziataniawykonujemy
w nastepujace)
kolejnosci:
1. dziatania zapisane
W nawiasie,
2. potegowanie
i pierwiastkowanie,

pamietajac, Ze wyrazenie 5x oznacza iloczyn liczb 51 x:
Sx—Ty=5-8—7+4

Obliczamy warto$¢ wyrazenia, pamietajac o kolejnosci

wykonywania dziatan: 3. mnozenie i dzielenie,
) o ) 4. dodawanie
S5x—Ty=5-8—T7T-4=40—28=12 i odejmowanie.

Oblicz warto$¢ wyrazenia 6m — 3n dla podanych wartosci zmiennych m i n.
S

am=3,n=8  bm=9n=-5 gm=%n=2

Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego kwadrat sumy i sume¢ kwadratéw liczb
a ib. Oblicz warto$¢ wyrazen dla a = 11 b = 2. Poréwnaj otrzymane wyniki.

Zapisujemy wyrazenie ,kwadrat sumy” jako wynik dodawania zmiennych
podniesiony do potegi drugiej:

(a+b)

Zapisujemy wyrazenie ,,suma kwadratéow” jako dodawanie zmiennych
podniesionych do potegi drugie;j:

a’+b?

Obliczamy warto$¢ obu wyrazendlaa =1, b= 2:
(a+b)Y =(1+2)=32=9

242 =12492=(+4=75

Zauwazamy, Ze otrzymalismy roézne wyniki: 9 # 5.

Kwadrat sumy dwdch dowolnych liczb nie jest réwny sumie kwadratéw tych liczb, pod
warunkiem, ze liczby te sg rozne od zera.

Zapisz podane wyrazenie algebraiczne. Oblicz jego wartos¢ dla x =21 y = 4.

a) réznica kwadratéw liczb x1 y

b) kwadrat réznicy liczb x i y



Whyrazenia algebraiczne

Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego: — PODPOWIEDZ ——————
a) sume iloczynu Sa i liczby b, Wyrazenie algebraiczne
o . . . przyjmuje nazwe od ostatniege
b) iloczyn liczby 5 oraz sumy liczb ai b, dziatania wykonanego zgodnie
il ; x — ; . z zasada kolejnosci dziatan.
¢) iloczyn sumy liczb a i b oraz réznicy liczb ci d, ol G
Suma to dodawanie,

d) 40% ]iczby X, roznica to odejmowanie,
) ) iloczyn to mnozenie,

¢) liczbe 0 20% wicksza od y. ailoraz to dzielenie.

ROZWIAZANIE

a) Sa+b b) S(a+b) ) (a+b)c—d) d) 0,4x e) 1,2y

Zapisz jako wyrazenie algebraiczne:
a) iloczyn liczby 3 oraz sumy liczb ni 8,

b) iloczyn liczby o 3 mniejszej od niliczby 12, — PODPOWIEDZ

¢) sume liczby trzy razy wiekszej od n i liczby 11, Yeraie s bien
procenty zamieniamy na utamki:
d) 29% liczby v, 1% = 7= = 0,01.

e) liczbe o 30% mniejszg od a.

i1

—To sie liczy!

Umiejetno$¢ obliczania wartodci wyrazen algebraicznych czesto stosujemy w zy-
ciu codziennym. Na przyktad kiedy kupujemy dziatke i chcemy obliczy¢ pole
jej powierzchni, mozemy uzy¢ odpowiednich wzoréw. Natomiast gdy budujemy
akwarium czy basen w ogrodzie, obliczamy pojemnos¢ zbiornika, stosujac wzory
na objetosc. Ponizsze zadanie pomoze Wam utrwali¢ umiejgtnos¢ korzystania ze
wzorow matematycznych.

ZADANIE BRANZOWE

Klient zlecit Ci wykafelkowanie tarasu w ksztalcie
prostokata o wymiarach 4.5 m x 12 m. Oblicz.

a) Ile metrow kwadratowych ptytek musisz kupic?

b) Ile sztuk ptytek o wymiarach 60 cm x 30 cm
musisz kupi¢, zeby wykafelkowacd taras?




¥ Zbior zadan, s. 199

- ZADANIA

1. Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego.

a) Ile zaplacimy lacznie za x kilograméw jablek Hamburger 7,50 zt
w cenie 5 zl za kilogram i y kilograméw gruszek
w cenie 6 zt za kilogram?

b) Aleksander ma y lat, Ewa jest dwukrotnie starsza Frytki 5,60 zt
od Aleksandra. Ile lat majg razem?

Hot dog &,00 zt

¢) lle zaptacimy za m hamburgeréw, » hot dogow
i p porcji frytek?

2. Karolina kupita 2 kg jabtek po a zlotych A o
za kilogram i 3 kg sliwek. Cena §liwek byla ’
o b zlotych wigksza od ceny jabtek. Zapisz

w postaci wyrazenia algebraicznego, W w}.’

ile pieniedzy wydala Karolina. n—

i ‘_‘!..‘,\
T2 . N

3. Oblicz wartos§¢ wyrazenia dla danych x i y.

a)Sx+6ydlax=-2,y=4 c)%eryzdlax:—&y:—Q.

b) 6x—xydlax =5, y = =2 d)2xy—2y>dlax=4, y=—+

2

4. W pewnym sadzie roénie p jabtoni i r §liw oraz grusze i wisnie. Liczba jabloni jest
o 2 wieksza od liczby grusz, a liczba §liw jest dwukrotnie wieksza niz liczba wisni.
Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego, ile drzew owocowych jest w tym sadzie.

5. Jarek w wakacje przez 2 tygodnie pracowal w centrum handlowym przy wyklada-
niu towaru. Stawka godzinowa za jego prace wynosita 18 zt brutto. W pierwszym
tygodniu pracowal 7 godzin dziennie
przez 5 dni, a w drugim pracowal x godzin
dziennie przez 6 dni. Zapisz za pomocg
wyrazenia algebraicznego, ile Jarek zarobit
tacznie brutto w ciggu 2 tygodni.

6. Odleglos¢ z Krakowa do Gdanska jest nkm
réwna n kilometrow. Kierowca przejechal
juz 45% tej trasy. Zapisz wyrazenie alge-
braiczne opisujace, ile kilometrow zostato

mu do pokonania.
Krakow

10



LEKCIA

Redukcja wyrazow
2 podobnych

NA POCZATEK

Pewne bistro sprzedaje jedzenie na wage.
Ile zaplacisz, jesli kupisz x g pieczonych
ziemniakow, 200 g ryby i 2x g warzyw?

— WWIATZNA WIADOMOST —

Jednomianem nazywamy wyrazenie, ktére jest liczbg, zmienng lub
iloczynem liczb i zmiennych. Liczbe wystepujaca w jednomianie nazywamy j
wspolczynnikiem liczbowym. l
J Jednomiany zwykle zapisujemy w sposéb uporzadkowany. Przy porzadkowa- if.
' niu jednomiandw stosujemy nastepujace zasady:
|« napoczatku zapisujemy liczbe,
» iloczyn tych samych zmiennych zastepujemy ich potega,

« zmienne zapisujemy w kolejnosci alfabetyczne;.

Uporzadkuj jednomian. — PODPOWIEDZ———

a) Sxxy b) ()’23" chab Przy porzadkowaniu
jednomiandw stosujemy
prawa dziatan na potegach:

XM gt = ym+n

a) 5xxy = 5x%y b) 0,2a’cbab = 0,2a*bc (X7} =

Zapisz w najprostszej postaci.

a) 2xyxyx b) iabccbc O —9yx y* d) —0,4ab3c2a*b

11
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=KCJA 2

-
e

Pomnéz jednomiany. Wynik podaj w postaci uporzagdkowane;.
a) (4xy2) ' (sz y) (:’nyz) (—3x%)
) KROK 1 Opuszczamy nawiasy:
(4xy°)-(5x%y) = 4xy? - 5x%p
krok 2 Korzystamy z przemiennosci mnozenia i porzadkujemy jednomian:
dxy?) ' 5x7 y) = 4xy 2. 55ty =4 5xx* yz y= 20x° y3
— PODPOWIEDZ ————

2N A BN 4,2
(7xy ) ' ( 3x ) =—aley Kiedy pomnozymy kilka
jednomiandw, po upo-

rzadkowaniu otrzyma-
m my jeden jednomian.

Wykonaj mnozenie i uporzadkuj jednomiany.

a) (9x2y)- (~4x%) b) (—=6g7%)-(=3pr) 9 (~3a)- (4ax)-(¢x)

| Suma algebraiczna to dodawanie jednomiandw. Jednomiany te nazywamy
wyrazami sumy algebraicznej.

Wypisz wyrazy sumy algebraiczne;j.
a) —3x2 +8x+7 b) x* —7x*— 9
) KROK 1 Zauwazamy, ze pomiedzy jednomianami mamy znak dodawania:
~3x +8x+ 7
Wypisujemy wyrazy sumy: —3x2, 8x, 7.

Zamieniamy odejmowanie jednomianow na dodawanie jednomianow
o przeciwnych wspdtezynnikach:

¥ - —e=% 4 1 )

Wypisujemy wyrazy sumy: x%, —=7x2, —9.

g cwczanie s

Wypisz wyrazy sumy algebraicznej.

2) 0,5%> ++x+ 0,9 b) 6x°y — 3x — 2y° d—4da+2b—8c—5

12



Redukcja wyrazéw podobnych

e WATA TN A W ADYOYNOE e
- WAZNA WIADOMOSC : ——

Wyrazy sumy algebraicznej, ktore réznia sig co najwyzej wspolczynnikiem i
liczbowym, to wyrazy podobne. Mozemy je dodawac lub odejmowac.
| Jest to tzw. redukcja wyrazéw podobnych, czyli sprowadzanie sumy
| algebraicznej do najprostszej postaci.

Zredukuj wyrazy podobne.
a) Ta% + 6x— 3x% — 2x b) 4x> — 10+ 7y — 5x° — 9y
a) krow 1 Podkreslamy wyrazy podobne, zeby latwiej je byto odnalez¢:

4

Tx® + 6x —3x° — 2x

krok 2 Wykonujemy dziatania na wspolczynnikach liczbowych wyrazéw podobnych:
Tx* +6x —3x” — 2x = 4” + 4x

b) ROZWIAZANIE

4x3 =10+ Ty — 52> — 9y = —x*— 29— 10

R CWICZENIE S J

Zapisz w najprostszej postaci.

a) —2x% — 5x+3x— S5x°2 b) 3xt -2+ 5+ —2x* - Tx% + X5

" ZADANIA ¥ Zbior zadan, s. 199

1. Uporzadkuj jednomian.

a) —llxxyyy b) —x%yx’y? O xy?xty d) —%ac%bbcaz
2. Zredukuj wyrazy podobne.

a) a®+a? b) —5x° + 6x° o) —3xy2 = Sxy2 d) —5a%b3 + 3403
3. Zapisz w najprostszej postaci.

a) —x - 4x? + 3x° b) Saaabb —3ab* + 2a - 4a’b?

NIA BRANZOWE

" ZADA

4. Ogrodnik ma posiac trawe na trawniku w ksztalcie prostokata o wymiarach
(5a) m x (2b) m. Opakowanie nasion trawy wystarcza na obsianie 5 m?> powierzchni
ogradka. Ile opakowan trawy musi kupic?

13



LEKCIA

Dodawanie i odejmowanie
sum algebraicznych

NA POCZATEK

Do pewnej hurtowni przywieziono (x + 5) kg
jabtek, (2x — 3) kg gruszek, (x + 12) kg bananéw.
Nastepnego dnia wydano z magazynu (2x + 7) kg
owocow. Czy potrafisz ustalic, ile kilogramow
owocow zostalo w hurtowni?

c -‘.T‘r: JA , | ’; ':c"l';" I .::_v._._. « - ) 4_2 ‘K:.""..‘- C T O R e—_

Kiedy dodajemy lub odejmujemy sumy algebraiczne, musimy najpierw opusci¢
| nawiasy. Je$li przed nawiasem znajduje si¢ minus, to po opuszczeniu nawiasu
| zmieniamy znak na przeciwny kazdego wyrazu sumy algebraicznej w nawiasie.

Wykonaj dziatanie. Zapisz wynik w najprostszej postaci.
a) (x+4)+{2x—3) b) (3x—4)—(—Tx+3)
a) kKrok 1 Opuszczamy nawiasy bez zmiany znakdw wyrazéw w nawiasach:
(et d)+(2x—3)=x+4 + 2x—3
rok 2 Redukujemy wyrazy podobne:
(c+a)+(2x—3)=x+4+2x—3=3x+1
b) krow 1 Opuszczamy nawiasy, zmieniajgce znaki wyrazow z drugiego nawiasu:
(3x—4)—(-Tx+3)=3x—4+7x—3
krok 2 Redukujemy wyrazy podobne:

(3x~4)—(~Tx+3)= Je—d +Ix—3=10x— 7

g Cuczanie

Zapisz w najprostszej postaci.

a) (3x+9)+(—4x—9) b (6a+9b)—(8a—b) o —(2x—3y+5)—(4x+3y—7)

14



Dodawanie i odejmowanie sum algebraicznych

Olek, Marek i Adam zbierajg monety. Marek ma dwa razy wigcej monet pieciozloto-
wych, a Adam trzy razy wigcej tych monet od Olka. Marek ma pi¢ razy mniej monet
dwuztotowych od Olka i dwa razy mniej od Adama. Zapisz w postaci najprostszego
wyrazenia laczna liczbe monet Olka i Marka.

Zapisujemy liczbe monet krowK 2 Zapisujemy liczbe monet Olka:
kazdego chlopca za pomocyg x+ 5y
jednomiandw. o ’
¢ 3 Zapisujemy liczbe monet Marka:
Chlopcey Mglﬁty Mgr;e;y 281y
Olek % 5y Podajemy 1aczng liczbe monet
Marek Ix y Olkd i Markrl'
Adam £ 2y (x+5p)+(2x+y)=3x+6y

Na podstawie tabeli z przyktadu 2. zapisz w najprostszej postaci taczna liczbe monet:

a) Olka i Adama, b) wszystkich chtopcow.

—— PODPOWIEDZ

Zapisz wyrazenie —[3x —{2x— y)] W najprostszej postaci.

Najpierw wykonujemy dzia-
tania w nawiasach okra-
gtych ( ), potem - w na-
wiasach kwadratowych [ ],
a na koncu - w nawiasach
klamrowych [ }

Opuszczamy okragly nawias, zmieniajac znaki
wyrazéw zapisanych w tym nawiasie:

—['3x == y)] =—[3x—2x+y]

(ROK 2 Zauwazamy, Ze zostala tylko jedna para nawiaséw,
wiec zmieniamy nawias kwadratowy na okragly:

—[3x—(2x—y)] =—(3x—2x+y)

crok 3 Opuszczamy nawiasy ze zmiana znakow wszystkich wyrazéw w $rodku:

—|3x —(2x— sJ —(3x—2x+y)=—3x+2x—y

Redukujemy wyrazy podobne:

= } g Ve — gy =

) L X L2 i l = L O3X LX T V)= TAX T LK
Upro$¢ wyrazenie —{Qa — [3b —~{Ju+ ?b)]}

15



EKCJA 3

]
LENnLJR O

" ZADANIA ¥ Zbior zadan, s. 200

1. Przedstaw sume P+ Q oraz réznice P— Q w najprostszej postaci.
a) P=—4a’b+ab-b°
Q=4a*b—2ab+b*
b) P=2x%—6x°y+ dxy— 3y
Q=5+ 3x2y— 2xy — 2y
2. Opus¢ nawiasy i zredukuj wyrazy podobne.
a) m+[n—(m+n)]
b) n —[m —{(-n+ m)]
0 [s+(t— s)]+[t—(s— t)]
d) [t— (—5+ t)] —[s o t)]

3. Dla dowolnej liczby naturalnej n liczba 2# jest liczbg parzysta. Podaj dwie kolejne
liczby parzyste nastepujace po liczbie 2n. Wyznacz sume trzech kolejnych liczb
parzystych, zaczynajac od 2n.

AL

i

e

4. Deweloper chce ogrodzi¢ dzialke budowlang, ktéra ma ksztatt podanej figury.
Zapisz w najprostszej postaci, ile siatki potrzebuje do ogrodzenia dzialki.

b) x+1 x+1 c) 2a-2
k y x2x k
3&——; Iy -2 b+ 1
a &\ a
da+1

5. Do biura zaméwiono trzy rodzaje papieru do drukarki o gramaturze 100 g, 120 g,
170 g w ryzach po 500 arkuszy. Papieru o gramaturze 120 g zamoéwiono o cztery
opakowania wigcej niz tego o gramaturze 100 g i o siedem opakowan mniej niz
tego o gramaturze 170 g. Zapisz w postaci wyraZenia algebraicznego laczng liczbe
zamoéwionych ryz papieru.

16



LEKCJA

Mnozenie sum
4 algebraicznych

R eSS RS Eee

NA POCZATEK

Ogrodnik podzielil prostokatny ogréodek warzywny i.
tak, jak przedstawiono na rysunku. W jaki sposéb gm? =67, )
ustalisz wymiary oraz pole powierzchni ogrédka?

Mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania: a(b+c)=ab+ ac.

Wykonaj mnozenie, korzystajac z rozdzielnoéci mnozenia wzgledem dodawania.
a)5-37 1 6(2x+ 5) o) —4{x— Ty)
Liczbe 37 zamieniamy na sume dziesigtek i jednosci:
5:37=5-(30+7)
Kazdy skladnik sumy z nawiasu mnozymy przez 5:
S-{30+7)=3-B03 -7
Wykonujemy dziatania:
5-37=5(30+7)=5-30+5-7=150+35= 185
Opuszczamy nawiasy i mnozymy kazdy wyraz w nawiasie przez 6:
6(2x+5)=6-2x+6"5
2 Upraszczamy otrzymane wyrazenie:
6(2x+5)=6 2x+6-5=12x+30

—4(x—Ty)=—4-x—4-(~Ty)= —4x+ 28y

[ wiczeniET

Wykonaj mnozenie.
a) 7(4x — 9y) b) y(9x— 8y) ) 8x{x—3)

17



LEKCJA 4

[}‘ Aby wykona¢ mnozenie dwoch sum algebraicznych: (a + b} i (x + y), mnozy-
. my kazdy sktadnik sumy a + b przez kazdy skladnik sumyx + y. Mozemy to
| zapisac w taki sposdb: l
[ |

(a+b)-(x+y)=ax+ay+bx+by \

|

To samo mozemy zilustrowac nastepujaco:

@M @M -0-0-0- H-H-o-H-H |

Wykonaj mnozenie 45 - 23.
Zapisujemy liczby 45 1 23 w postaci sumy dziesigtek i jednosci:
45-23 = (40 + 5)(20 + 3)

KrROK 2 Mnozymy kazdy wyraz pierwszej sumy przez kazdy wyraz drugiej sumy:
45-23=(40+5)(20+3)=40-20+40-3+5-20+5-3

iKrRoK 2 Obliczamy iloczyny i dodajemy wyniki:

' N Y
45-23 ={40+5)20+3)=40-20+40-3+5-20+5-3 =

=800+ 120+ 100+ 15=1035

g Cucaanea

Oblicz. Sprébuj liczy¢ w pamieci.
a) 28-35 b) 54-23 ¢ 102-46

Wykonaj mnozenie i przedstaw wynik w najprostszej postaci.
a) (x+2)(x+6) b) (4% + y)(2x — 5y) Q) (x+29)x+y+1)
(ROK 1 Mnozymy kazdy wyraz pierwszej sumy przez kazdy wyraz drugiej sumy:
(x+2)(x+6)=xx+x6+2-x+2:6
Porzadkujemy jednomiany i redukujemy wyrazy podobne:

(x+2)(x+6)=x-x+x-6+2-x+2-6= x2+6x+2x+12=x2+8x+12

18



Mnozenie sum algebraicznych

b) (4x+ y)(2x—5y) = 4x 2x+4x-(—5y)+ y- 2x+y-(-5y) =

= 8x% —20xy +2xy — 5y* = 8x* — 18xy — 5¢°

(x+2y)(x+y+1)=x2+xy+x+2xy+2y2+2y=x2+3xy+2y2+x+2y

g CwiczENiES J

Wykonaj mnozenie i przedstaw wynik w najprostszej postaci.

a) (x+1)(x+2) 9 (x—4)(x—5)
b) (4x —3y)(x + 2y) d) (3a — 5b)(2b + 6a)

¢) (3x+y)x—y)
f) (2a — 6b)(4b — 5a)

MnozZenie sum algebraicznych mozemy przedsta-
vy ax ay
| wic za pomocg prostokata o bokach (a+b)
| oraz (x+ y). Jego pole oblicza si¢ na dwa sposoby: ” ”
e« P=(a+b)(x+y)
% ¥
| eP=axtay+bx+tby
Zapisz pole prostokata o bokach (x +3)i {y +2) & 6
za pomoca wyrazenia algebraicznego.
Xy 3y
P=(x+3)(y+2) * .
P=xy+2x+3y+06
Zapisz za pomoca wyrazenia algebraicznego pole prostokata ABCD.
a) D c b) b
1
2y
A 4x 3 B A 3x 4

19



LEKCJA 4

ZADANIA ¥ Zbior zadan, s. 200

1. Wykonaj mnozenie.
a)(a+2)(b+4) @ (Zx—y)(3x—5) & (x+y)x+y—1)
b) (2a —4b)(b+1) d) (—2x+ y)(6x—7) f) {x—y)x—y+1)

2. Wykonaj dziatania.

a) —5x2+3x(x— 1)+ (2x— 1)(x +3)
b) 3y* — 2x(x + 2) — (x = y}(2x +)
dla—1)a+b—2)— 94>
d)(a+2c)a—c+2)—ac

3. Rolnik ma dziatke w ksztalcie pewnej figury. Zapisz w postaci najprostszego wyraze-
nia algebraicznego pole powierzchni tej dziatki.

a) <)

K a+1

b) d)

—

i+

b =

B

a+1 j\

a+1

4, Krawcowa ma trzy kupony materialu w kolorach: zielonym, niebieskim i szarym,
kazdy w ksztalcie prostokata o wymiarach 1 m x 2 m. Z kazdego wycina po jednym
kawatku - jak na rysunkach. Zapisz w postaci sumy algebraicznej, ile metréw
kwadratowych materialu zostanie lacznie ze wszystkich trzech kuponow.

2m 2m 2m

a+1 b+1
1m 1m 1m
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= Wylaczanie wspélnego
5 czynnika przed nawias

NA POCZATEK

Wihasciciel salonu kosmetycznego wlozyl do pakietow
reklamowych 75 prébek kremu, 30 prébek balsamu

i 45 kuponéw rabatowych tak, ze zawartos¢ kazdego pakietu
byta taka sama. Jak sadzisz, ile pakietéw przygotowal?

Czy wiesz, ile sztuk kazdego produktu bylo w jednym pakiecie?

Wrytaczanie wspolnego czynnika przed nawias jest czynnoscia odwrotng
do mnozenia jednomianu przez sume algebraiczna: gbh + g¢c = a(b -+ C)-
Mozemy to zilustrowac w nastepujacy sposob:

HO-H A-H @A)
s

W sumach algebraicznych wspélnym czynnikiem moze by¢ kazda postad
jednomianu: liczba, zmienna lub iloczyn liczby i zmiennej.

Oblicz sume 5-43 + 5-57.
Zauwazamy, ze w obu iloczynach wystepuje ta samaliczba: 5-43 +5-57.
Zapisujemy wspolng liczbe przed nawiasem, a pozostate czynniki zapisujemy
W postaci sumy w nawiasie:
57 =5-(43 + 57)
Wykonujemy dzialania w odpowiedniej kolejnosci:

5100 = 500

[ CWICZENIET J

Oblicz, stosujac wylaczanie wspdlnego czynnika przed nawias.

278 + By b)6-37+6-163 ¢ 9-231+9-269
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LEKCJA S

Wrylacz wspdlny czynnik przed nawias.

a) 3x2 + 3y b) 8x + 6y <) 64x — 16y
a) KrOK 1 Zauwazamy, ze przed zmiennymi powtarza sie liczba 3:
3x% + 3y
Wrytgczamy liczbe 3 przed nawias, a pozostale czynniki zapisujemy w nawiasie:
32+ 3y = 3(_x2 4 y)
<rok 1 Szukamy wspolnego dzielnika dla liczb 6 i 8: PRDFEIET:
BUDARE) =2 ek padanyeh Iz,
x+o6y=2-4x+2-3y
KroK 2 Wrylaczamy liczbe 2 przed nawias, a pozostale czynniki zapisujemy w nawiasie:
8x+6y=2-4x+2-3y=2(4x+ 3y)
RO NI

Dla liczb 16 i 64 jest kilka wspélnych dzielnikéw: 2, 4, 8, 16, ale NWD(16, 64) = 16.
64x— 16y = 16(4x — y)

Witgcz wspdlny czynnik przed nawias.
a) 4x + 4y b) 5x— 15y° o —12x% + 18y°

Wrylacz wspolng zmienng przed nawias.
a) a’+ab b) x° P+ xy2
2) KROK 1 Zamieniamy potegi na iloczyny zmiennych: a® — ab = aa — ab
KrROK 2 Wylgczamy powtarzajaca sie zmienng a przed nawias:
a’—ab=aa—ab=a(a—b)

)) ROZWIAZANIE

x*y+ xy® = xxy + xyy = xy(x + )

Whytacz wspdlny czynnik przed nawias.

a) xy—yz b) x3_x2y da’+3ab—a

22




Wrylaczanie wspélnego czynnika przed nawias

WIANDOMOSE B e e —— —_— e — - —_—

AUDUIVIUSL

— WAZNA

| Przed nawias wytaczamy zwykle:
- najwigkszy mozliwy czynnik liczbowy (NWD wspolczynnikéw liczbowych),
. » wszystkie mozliwe zmienne w najwyzszych potegach. {

o — = s T e — == e

Wytacz wspélny czynnik przed nawias w wyrazeniu 12y* — 8x°y.

kKrow 1 Znajdujemy wspolny czynnik zaréwno dla liczb, jak i dla zmiennych:
12}/2 - 8x2y =4y -3y—4dy- 2x°

KroK 2 Wylaczamy wspoélny czynnik przed nawias:

) —4y- 2x° = 4y(3y— 2x2)

DIp= — By=y = dv- 3
12y Xy S

Wrylacz wspdlny czynnik przed nawias.
a) 8x° — 32x? ©) 20ax — 15ay €) 24x%y + 16xy”
b) —14y* — 7y* d) 9ab + 12bc f) 48a° b + 184 b

'ZADANIA ¥ Zbiér zadan, s. 201

1. Zapisz wyrazenie w postaci iloczynu, wyltgczajac przed nawias podany jednomian.

a) xz'yz 5 xyzz, xyz b) 2x3y - 8x2'y2' + 6x2yz, 2x2y
2. Przedstaw sume 8x” + 6x” + 4x w postaci iloczynu, wylaczajac przed nawias podany
czynnik.
a) 2 b) x ¢ 2x
3. Oblicz wartos¢ liczbowg wyrazenia. — PODPOWIEDZ
a) az —2abdlaa= 18,5i b= 4,25 Obliczenia beda tatwiejsze,
4 . jesli wytaczymy wspdlny
b) x“+2xydla x=17,5iy = 6,25 czynnik przed nawias, np.
" ! 1 a® - 2ab = ala - 2b).
€ 2x"—3xydlax=145iy= 65

P”ZADANIA BRANZOWE

4. Za wynajem autokaru na wycieczke trzeba zaptaci¢ 6000 zl. Nocleg z wyzywieniem
dla jednej osoby kosztuje 100 zt za dobe. Sprawdz, czy wyrazenie 200(x + 30)
opisuje catkowity koszt wycieczki w zlotych z dwoma noclegami dla x oséb.
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¢ Wzory skréconego

mnozenia

. £ . . - r . == - :_$7A?E . e -
Wyobraz sobie, ze masz wyltozy¢ ptytkami | e s o
podtoge hali w ksztalcie kwadratu o boku | e
dtugosci 29 m. W jaki sposob mozesz , i 29; W o

policzy¢ powierzchnig podtogi w tej hali?

Kwadrat sumy dwdéch wyrazen jest réwny kwadratowi pierwszego wyrazenia
plus podwojony iloczyn tych wyrazen plus kwadrat drugiego wyrazenia:

(a+b)’ =a?+2ab+b?
| Wzér na kwadrat sumy mozemy zilustrowaé nastepujgco:

@+M)’-0’+2-0-H-W

Wykonaj dzialanie, korzystajac ze wzoru na kwadrat sumy.

2) (x+6) b) (3x+5)°
Podstawiamy poszczegdlne sktadniki sumy do wzoru:
(x+6 =x>+2-x-6+6
Upraszczamy otrzymane wyrazenie:

%6 +6% = x*+12x4 36

| Sy 2 g Tt SR
'._.."‘. Ay = ."\

(3x+5) =(3x) +2-3x 5+52=9x2+30x+ 25

EEEED

Wykonaj dziatanie.
A (x+1Y  Bx+3F 9+ HBx+1) @ (2x+4) ) (4x+2)

24



Kwadrat réznicy dwoch wyrazen jest réwny kwadratowi pierwszego wyraze-
nia minus podwojony iloczyn tych wyrazen plus kwadrat drugiego wyrazenia:

(a—b)* = a®>—2ab + b?

Wzdr na kwadrat réznicy mozemy zilustrowac nastepujgco:

@-W)°-0°-2-0- N+

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb a i b kwadrat ich réznicy wynosi a* — 2ab + b2,
Zapisujemy wyrazenie algebraiczne — kwadrat réznicy:
(a—b)’
Zamieniamy potegowanie na mnozenie:
(a= by =(a—b)a—1b)

Mnozymy kazdy element z pierwszego nawiasu przez kazdy element
z drugiego nawiasu:

b)=a’—ab— ab+ b*

Upraszczamy otrzymane wyrazenie algebraiczne: &v@“w%
: oow\i.%c

1 TY MOZESZ TO UDOWODNIC!

Wykaz, ze dla dowolnych liczb a i b kwadrat ich sumy wynosi a® + 2ab + b°.

Wzor na kwadrat sumy mozemy przedstawiac ab b b
za pomoca kwadratu o boku dlugosci(a + b).
Jego pole oblicza si¢ na dwa sposoby:

-PZ(a+b)2

« P=4g%+2ab+b?




LEKCJA 6

Wykonaj dzialanie, korzystajgc ze wzoru na kwadrat réznicy.
2) (x—2) b) (2x—5)

ROZWIAZANIE

) (x—2Y=x?—2x2+22=x"—dx+4

b) (2x—5)" =(2x)"—2-2x-5+ 5% = 4x* — 20x + 25

Wrykonaj dziatanie.
a) (x— 1) d (2x—2) e) (x—3y)
b) (x—3)° @) (4x =7 f) (3x—y)*

r_ WAZNA WIADOMOSEC ————— —

Roznica kwadratow dwdch wyrazen jest rowna iloczynowi roznicy tych
wyrazen przez sume tych wyrazen:

a’—b*=(a—b)a+b)

| Wzor na réznice kwadratéw mozemy zilustrowac nastepujaco:

o-m-o-| O+|m

e

Wrykonaj dzialanie, korzystajac ze wzoru na roznicg kwadratow.
a) (x—4)(x+4) b) (2x—5y)(2x+ 5y)
ROZWIAZANIE

a) (x—4)(x+4)=x*—-42=x>—16

b) (25— 59)(2x + 5y) = (2x)* — (5y)° = 4x* — 25y7

Wykonaj dzialanie.
a) (x—2)(x+2) & [2x—1{2x+1) e) (3x — 8y)(3x + 8y)
b) (x—9)(x+9) d) (6 + 4x)(4x— 6) f) (%x+y)(y—%x)
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Wzory skréconego mnoZenia

—To sie liczy!

Czesto na co dzien wykonujemy obliczenia, korzy-
stajac z tradycyjnych kalkulatorow lub tych w te-
lefonach komérkowych czy innych urzadzeniach
mobilnych. Zdarza si¢ jednak, Ze telefon si¢ rozla-
duje, a kalkulator gdzies zawieruszy, a my pilnie
musimy co$ policzy¢, np. kwote do zaptaty dla
kontrahenta albo ilo$¢ potrzebnych materiatow.
Ponizsze zadanie pokaze Wam, jak wykorzystaé

wzory skrdconego mnozenia do takich obliczen.

ZADANIE BRANZOWE

Oblicz, korzystajac ze wzordw skréconego mnozenia.

a) 362 b) 582 A17-23 d) 102 -98

ZADANIA ¥ Zbiér zadan, s. 202

1. Podaj jednomian, ktéry powinien by¢ w miejscu | ¢|, by zachodzila podana réwnosc.

a) (x+8) =x?+[2]+64 d)(x—7)2=x2—|1|+49
b) (3x+ 1) =9x> +[7]+1 o (5x—2) =25x—[7]+4
o) (6x+3) = 36x% +[2]+9 f) (2x—9)* = 4x* —[2]+ 81

2. Wykonaj mnozenie, stosujac wzory skrdconego mnozenia.

a) (x—5)(x+5) d) (%a o b)(%a - b)
b) (10 + x)(10 — x)

S, !
9 (“ 4")(““5) £) (0,55 +0,6£)(0,6¢ — 0,5s)

e) (0,33 = 2t)(2r +0,35)

P"ZADANIA BRANZOWE

3. Pracownicy firmy budowlanej ukltadaja
kostke brukowg na prostokatnym placu
o powierzchni 45 m?. Oblicz obwéd
tego placu, jesli jego wymiary wynosza
(x—2)mX(x+2)m.




LEKCJA BRANZOWA

Podatki sie liczy

Gdy podejmujemy prace, otrzymujemy wynagrodzenie, od ktérego trzeba odprowadzié
podatek. Najczesciej ptacimy podatek dochodowy od 0séb fizycznych. Wigkszo$¢ z nas
ma do czynienia z formularzem PIT-11, ktéry wystawia pracodawca, oraz PIT-37 stuzg-
cym do rozliczenia podatku dochodowego za dany rok kalendarzowy.

PIT to dokument urzedowy przygotowany na ustalonym prawnie wzorze. Jest podstawg
zaplaty podatku w okreslonej wysokosci w zwigzku z uzyskanymi dochodami.

Szczegbtowe wskazowki, jak wypetnic zeznanie podatkowe, znajdziecie w broszurach informacyj-
nych do kazdego rodzaju formularza, dostepnych na stronie internetowej Ministerstwa Finansow
lub w broszurach urzedu skarbowego. Wypetnianie zeznania PIT-37 jest naprawde tatwe! Mozecie
to zrobi¢ samodzielnie, wystarczy umiejetnosc czytania ze zrozumieniem i podstawowa znajomosé
dziatan matematycznych. Wszystkie potrzebne umiejetnosci zdobyliscie juz na lekcjach matematyki.
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Podatki sie liczy

PRZYKLADOWE ZEZNANIE PODATKOWE PIT-37 ZA 2017 R.

C.1. DOCHODY | STRATY PODATNIKA

i Koszty uzyskania Dochod Strata Zaliczka pobrana

Zrédia przychodéw Przychéd hodbw (b-c) (c—b) przez platnika
2 # g A gr 2l
] C d a f

[ a
7. NaleZnoscl Z& SLOSUNKY: pracy, 37. 38, e 39, 40. al.

o ar ar

slutbowego, spiidzieiczego | 2 pracy
nakiadcze], a takze zasilki pienigzne

z ubezpieczenia spolecznego
wyptacone przez zaklad pracy 56 40%, ++ 4335, Q0
i ?‘u:;!z‘ nalety :;k‘:dat p:kzydmd_y. @ FEn
it W pOZ. Binik siosuje
50% koszty uzyskania przychoddw na SL{ 133, 33 L43‘FJ“
podstawie art. 22 ust, 2 pkt 3 ustavy. )
2, Emerytury — renty oraz inne krajowe a4, 45, 46,
Swiadczenia, o ktorych mowa w art, 34
. ust. 7 ustawy
3. Dzialalnos< wykonywana osobiscie, a7, 48, [N L 51.
o ktorej mowa w art. 13 ustawy
(w tym umowy o dzielo | zlecenia) _
4. Prawa autorskie i inne prawa, o ktdrych | 52.
mowa w art. 18 ustawy

4. 56.

z|
gl

W poz. 57 nalety wykazaé przyehody, 57. 58,
do kidrych w poz. 58 podatnik slosuje
50% kos2ty uzyskania preychodéw na
podstawie art. 22 ust. 9 pkt 1-3 ustawy.
5. Inne Zrodia, nlewymienione B5. 60. [13 83.

61,
w wierszach od 1 dod e
6. RAZEM 65. 66. 7.

Bd. .
Suirna biash z wiaiezy 08 1 48 & 56 108, 33| 1335, 00| 54 333, 3% 4347

o W rubrykach 37, 38, 39, 41 przepisujemy kwoty z PIT-11 otrzymanego od pracodawcy, w pozo-
statych wpisujemy inne dochody, np. wynagrodzenie za umowe zlecenie.

9 Koszty uzyskania przychoddw s z gbry ustalone i zalezg od rodzaju wykonywanej dziatalnoéci,
miejsca wykonywania pracy (w miejscu zamieszkania lub poza nim) i od liczby uméw o prace.

Kwota 1335 zt dotyczy jedne] umowy o prace wykonywanej w miejscu zamieszkania,

e Dochdd brutto obliczamy, odejmujac od kwoty przychodu (poz. 64) kwote uzyskania przychodow
(poz. 65):

56108,77 - 1335,00 = 54773,77 [21]

D. ODLICZENIA OD DOCHODU i
Skiadki na ubezpleczenia spoleczne : 1
Odliczenie podatnika nie mole przekroczyt kwoty z poz. 66
Odliczenie mattonka nie mode prrekroczyt kwoly  poz. 87 } {-1' L{ & ] 0 6

w tym zagraniczne, o ktdrych mowa w art. 26 ust. 1 pkt 2a ustawy 101.
Dochéd po odliczeniu skiadek na ubezpieczenia spoleczne 103, l
Dochiid podatnika - od kwoly 2 poz. 66 naledy odjad kwolg 2 poz. 99.
Dochid matkonka — od kwoly 2 poz. 97 nale2y odjat kwote 2 paz. 100. é (-{ } 3 ‘2 5: ?4

0 Ubezpieczenie spoteczne obejmuje ubezpieczenie emerytalne, rentowe, chorobowe i wypad-
kowe, fundusz pracy i fundusz gwarantowanych swiadczen pracowniczych. Obliczane jest jako
procent od przychodu. Ptaci je czedciowo pracodawca, czesciowo pracownik. Kwote przepisuje-
my z PIT-11.

Sktadki na ubezpiecznie spoteczne pracownika wyniosty 7448,06 zt.
6 Od dochodu (poz. 66) odejmujemy sktadki na ubezpieczenie spoteczne {poz. 99):

54773,77 - 7448,06 = 47 325,71 [zt]

Kiedy wypetniamy formularz PIT, stosujemy zasade zaokraglania liczb. Jesli pierwszg cyfrg
po przecinku jest 0, 1, 2, 3, 4, to ostatnia cyfre przed przecinkiem zostawiamy bez zmian.
Natomiast jesli pierwsza cyfrag po przecinku jest 5, 6, 7, 8, 9, ostatnia cyfre przed przecinkiem
zwiekszamy o 1.
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Lekcja branzowa

E. OBLICZENIE PODATKU 2,
Podstawa obliczenia podatku (po zackragleniu do petnych zlotych) "2

Jorelwpoz. 6 zaznaczono kwadrat nr 1, nakely wpisad kwolg z poz. 111; wpozostalych praypadkach o 43 3_16
naleiy wpisac polowe kwoty z por. 111.
Obliczony podatek - zgodnie z art. 27 ust. 1 ustawy 113,

Podatek od podstawy z pez. 112; jaseli w poz. 8 2aznaczene kwadrat nr 2, 3 albo 4, lak obliczony o 162, 66
podatek nalng.y poim nogﬁ przez dwa.‘w_:eli Wik jest Iigba UpEmng nalaig wpisat 0.
Doliczenia do podatku 114,

Podatek 115,
I Do kwoty 2 poz. 113 nale2y dodat kwolg 2 poz. 114 . ?'CIG.J, 66

@ Podstawe obliczenia podatku zaokraglamy do petnych ztotych:
47325,71 = 47 326 [z1]

o Ustawa o podatku dochodowym od osob fizycznych okresla, jaka skale podatkows
stosujemy. Podatek obliczamy wedtug wzoru podanego w tabeli.

PODSTAWA OBLICZENIA PODATKU

ZA 2017 R. SKALA PODATKOWA DO 30.09.2019 R.
Progi podatkowe | Kwota

| do 85 528 zt 18%

QOd obliczonego podatku

odejmujemy kwote zmniegj-
15 395,04 + 32%

1l ponad 85 528 zt L szajacy podatek podana
2nadwy2kl penad 55 528 21 w broszurze informacyjnej.

Jezeli podstawa obliczenia podatku wynosi 47 326 z1, to kwota zmniejszajgca podatek rowna
jest 556,02 zt. Wowczas podatek obliczamy w nastepujacy sposdb:

%‘é- 47326 - 556,02 = 8518,68 - 556,02 = 7962,66 [z1]

Rozliczajac podatek za dany rok kalendarzowy, zawsze sprawdzamy, czy nie nastapity zmiany
w przepisach dotyczacych skali podatkowe],

F. ODLICZENIA OD PODATKU podatnik matzonek

z gr L
Sktadki na ubezpieczenie zdrowotne

1
Suma kwot 2 poz. 1181 117 nie mo2e przekroczy? kwoly 2 poz. 115, e 36(46] 40
w tym zagraniczne, o kiérych mowa w art. 27b ust, 1 pkt 2 ustawy 118, 119.

Odliczenia od podatku - wykazane w czescl C zalacznika PITIO

12 121
Suma odliczanych kwol nie maie preekioczyt podatku z poz. 115 pomnieSzoneqo o sume kwol
2224, o8
122,

zpoz 1161117
Podatek po edliczeniach

| 0d kwoty 2 poz. 115 nalezy odja¢ sumg kwot z poz 116, 117, 1201 121. | @ 2092, 48

@ Sktadki na ubezpieczenie zdrowotne pozwalaja na korzystanie z bezptatnej opieki zdrowotnej
w publicznych placéwkach medycznych. Wysokosé optaconych sktadek znajdziemy
w formularzu PIT-11 od pracodawcy.

W 2017 r. sktadki na ubezpieczenie zdrowotne pracownika wyniosty 3646,10 zt.

e Z formularzem PIT-37 mozemy ztozyé zataczniki z informacjami o odliczeniach od podstawy
ohliczania podatku lub od podatku. Najczesciej podatnicy korzystaja z ulgi mieszkaniowej
(PIT-D} i ulgi na dzieci (PIT-O). Ulga na dzieci wynosi 1112,04 zt na pierwsze i drugie dziecko.
Za trzecie dziecko mozemy odliczy¢ od podatku 2000,04 zt, a na czwarte i kolejne 2700 zt.

Kwota 2224,08 zt oznacza, ze podatnik skorzystat z ulgi na dwoje dzlec:
1112,04 - 2 = 222408 [z]
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Podatki sie liczy

Taka kwote mozemy odliczyc, jesli sprawujemy opieke nad dzie¢mi przez caty rok kalendarzo-
wy. Jesli dziecko urodzito nam sie w trakcie roku kalendarzowego, za ktory sktadamy zeznanie
podatkowe, to obliczamy odpowiedni utamek tej kwoty.

Na przyk’fad jesli drugie dziecko urodzito sie w kwietniu, to mozemy odliczy¢ od podatku nastepujaca kwote:

111204+ +1112,04 = 1112,04 + 834,03 = 1946,07 [z1]

| G. OBLICZENIE ZOBOWIAZANIA PODATKOWEGO 2

Y {po zackragleniu do peinych zlotych) 126,

Od kwoty z poz. 122 nalsiy odjat kwole z poz, 124, @ -2 o] q.l

Suma zaliczek p ych przez platnika 127.

Suma kwot z poz. 67 | 98. qad:}

Roinica pomigdzy podatkiem naleznym a suma zaliczek pobranych przez platnikow 128,

DO ZAPLATY

Od kwoty z poz. 126 nalezy odjaé kwolg z poz. 127. Jezeli roznica jest liczba ujemng nalely wpisac 0. o

Roznica pomiedzy sumg zaliczek p ych przez p a podatkiem naleznym 129,

NADPLATA @ 2335

Od kwoty 2 poz. 127 naledy odiat kwole 2 poz, 128, Jedeli rddnica jest liczbg ujemng naleky wpisac 0.

@ Wykonujemy kolejne obliczenia zgodnie z instrukcjami w formularzu PIT-37 dotyczacymi danej
pozycji:
796266 - 3646,10 - 222408 = 209248 = 2092 [z1]

@ Otrzymalismy kwote naleznego podatku, ktéra jest nizsza od zaliczek pobranych przez
ptatnika, czyli przez pracodawce:

2092 < 4317
Obliczamy kwote nadptaty, ktora zostanie zwrdcona przez urzad skarbowy:

4317 - 2092 = 2225 [zi]
Podatnik otrzyma zwrot nadptaconego podatku za 2017 r. w wysokoéci 2225 zt.

P”ZADANIA BRANZOWE

Kierowca otrzymat od pracodawcy PIT-11 za 2018 r. Oto fragmenty z formularza:

(czesé te wypelniaja skiadajacy bedacy platnikami)
Przychod ' Koszly uryskania Dochéd Dochéd awolniony | Zaliczka pobrana |
Zrédla przychodow praychodow b-c) od podatku'?) przez phatnika !
a, o d g . gr A g
7] ) g £ T

1. Naletnosei ze stanunlu.l acy, sluzbowego, | 29. 30. n, 32, 33
spoldzielczego i 2 nfmgydc ze]

one przez zakla
mw art. 31 ustawy, amz ﬂmm
o méryth mowa w nrt ul.:e ust. 1 ustawy,

zwbmmi by e 47 557' 56 1335, 00
34.

mba e asamen | 000 0,00] 46222.56| 0,00 3483

[ swaadki na ubezpieczenia spoleczne, o ktérych mowa w przepisach ustawy,' w tym zagraniczne, 70.

o ktorych mowa w art. 26 ust. 1 pkt 2a ustawy, ktdrych podstawe stanowi przychad wymieniony

W wierszach 2 | 6 czescl E 6379 11.60 ar

‘Skladki na ubezpieczenia spoleczne, o kiorych mowa w przepisach ustawy, ktorych podstawe wymian T

stanowi przychdd zwolniony na podstawie art. 21 ust. 1 pkt 148 ustawy, wykazany w poz. 88 O » OO
ar

Skiadki na ubezpieczenie zdrowatne, o Ktorych mowa w przepisach ustawy, podiegajace odliczeniu od T2
podatku'®, w tym zagraniczne, o ktorych mowa w art. 27b ust. 1 pkt 2 ustawy, z wyjatkiem wykazanych
w poz. 73 3]32 =, 9] ar |
Skiadki na ubezpieczenie zdrowotne, o ktorych mowa w przepisach ustawy,'” w tym zagraniczne, 73

o ktorych mowa w art. 27b ust. 1 pkt 2 ustawy, ktdrych podstawe stanowi prrychdd wymieniony
| W wierszach 21 8 czescl E O OOQr

Na jego podstawie wykonaj polecenia.

a) Oblicz podatek za 2018 r., jezeli kierowca nie mial dochodéw z innych zrodel,
nie korzystal z ulgi mieszkaniowej, natomiast miat jedno dziecko.

b) Oblicz wysokos¢ podatku za 2019 r., jesli wynagrodzenie kierowcy nie ulegto
zmianie, natomiast w lipcu 2019 r. urodzito mu si¢ drugie dziecko.
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Powiorzenie rozdziatu
WYRAZENIA ALGEBRAICZNE

ZADANIA PODSUMOWUJACE

Fryzjerka kupita do salonu x butelek szamponu w cenie 45 zt za sztuke i o 5 mniej
odzywek w cenie 50 zt za sztuke. Zapisz wyrazenie algebraiczne opisujgce koszt
zakupdw, a nastepnie je uprosc.

Catkowity koszt pobytu w pewnym osrodku wypoczynkowym grupy m osdb
przez n dni opisuje wyrazenie algebraiczne (1400 + 70mn) z1. Wskaz zdania
prawdziwe.

A. Za dwudniowy pobyt dla 10 0sdb zaptacono 2100 zt.

B. Jednodniowy pobyt dla grupy trzydziestoosobowej kosztowal 3500 zt.

C. Wyrazenie algebraiczne (1400 + 210mn) zt opisuje koszt trzydniowego
pobytu w tym osrodku dla 1 oséb.

Zapisz wyrazenie bez nawiasow i zredukuj wyrazy podobne.

a) x+(—5x+4) d(a?-4)+(6—a?) e(a+b+c)—(a—b—c)
b) 9 —(4y + 5) d (2x—yp)—(x—2y) f) (22 + 2x) — (x* + 6x)
Wrykonaj dziatanie.

a) 3a(a—2) o (a+7)(2a—4) e (a+5)°-10a

b) —2a(6a + 4) &) —(a—1)(3a-2) f) (a—4)>—16

Wybierz wlasciwe dokonczenie zdania.
Wyrazenie (x — 2)(x + 3) + (x + 2)(x — 3) mozna zapisa¢ w postaci
A.0. B 2o, Qo122  D—ix

Ktdre z wyrazen opisuje pole prostokata o wymiarach (x+2) X (x+ 1)?
Wrybierz wlasciwa odpowiedz.

AaxP+3x+1 Box®+3x+2 C.2x+3 D. 4x+6

Darne sa dwa kwadraty: jeden o boku dtugosci 8 cm i drugi
o boku diugosci (8 + x) cm.

Wskaz zdania prawdziwe.

A. Obwdd wickszego kwadratu jest réwny (4x + 32) cm. 8

B. Pole wiekszego kwadratu jest réwne (x? + 16x + 64) cm?.

C. Réznica pél obu kwadratow jest réwna x2, 8
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SPRAWDZ, CZY POTRAFISZ

W sali konferencyjnej jest x rzedéw po 8 krzeset w kazdym. Ktére z wyrazen
algebraicznych opisuje, ile krzeset jest w tej sali? Wybierz wlasciwa odpowiedz.

A.x—8 B.x+8 C.8x D.3
W lipcu i sierpniu Maciek zarobit po x zlotych, a we wrzedniu zarobit (%x + 1500) zt.

Zapisz za pomocg najprostszego wyrazenia algebraicznego, ile zarobit tacznie przez
3 miesiace.

Wybierz wlasciwe dokoniczenie zdania.

Wartoéé wyrazenia 3x” — 5x dla x = —2 jest réwna

A.—2. B.2. C.le. D22,

Wskaz zdania prawdziwe.

A. Suma dlugo$ci ramion trapezu przedstawionego i
na rysunku jest réwna 4x. -/
B. Obwdd trapezu z rysunku jest réwny 6x + 23, 2~ - I
C. Pole tego trapezu jest rowne 2x% + 20x — 30. B =
Wybierz wlasciwe dokonczenie zdania.
Wyrazenie (x — 5)2 jest rowne
Adg”—23, B~ 10x—25 GCx-108+25 Dix“+10s+25

Oblicz w pamieci.
a)7-235 b 13-17 d 452
Projektant ogrodow zaprojektowat rabaty kwiatowe w ksztalcie figur geometrycz-

nych. Zapisz w postaci najprostszego wyrazenia algebraicznego pola rabat
w ksztalcie wielokatdw przedstawionych na rysunkach.

2x -5
B a

2x+5

3x-2

Ix-2
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Wykres funkcji
kwadratowej

TEMATY LEKCIJI

Wykres funkgji f{x) = ax?

Przesuwanie wykresu funkcji f{x) = ax?
wzdtuz osi OXi OY

Postac kanoniczna funkcji kwadratowej

Postac ogoélna funkcji kwadratowej

Wartosc¢ najwieksza i najmniejsza
funkcji kwadratowej

6 To jest zysk!

Powtorzenie rozdziatu

s.35-39

5. 40-44

s.45-48

5.49-53

s. 54-57

s. 538-59

5. 60-61



LEKCIA

'I Wykres funkcji f(x)=ax?

NA POCZATEK

Przyjrzyj sie przedmiotom na zdjeciu.
Czy wiesz, co maj3 ze sobg wspdlnego?
Zwrd¢ uwage na ich ksztalt.

Funkgja f okreslona wzorem f(x)= ax* dla a # 0 to funkcja kwadratowa.

Jej wykresem jest parabola o wierzchotku w punkcie (0,0). Wzér funkgji

mozemy tez zapisywac jako y = ax’,

Naszkicuj wykres funkcji danej wzorem y = x? okreslonej na zbiorze liczb rzeczy wi-
stych. Odczytaj z wykresu wlasnosci funkeji.

Sporzadzamy tabele wartosci funkeji dla wybranych argumentéw (wybiera-

my liczby przeciwne):
, : Ll . |
X B|2(=1|—35|0]5|1]|2]|3
I [ 2
y=x|9|4a|1|z|0|3|1|4a]9
Zaznaczamy punkty z tabeli (ROK 3 Laczymy punkty i otrzymujemy
w ukladzie wspotrzednych. wykres funkcji y = x
Ay 4y
® L ]
i1
x(
o ®
ramionaf = wierzchotek
*t—o paraball 1+ paraboli
L |
ol 1 X ol 1 X
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¢4 Odczytujemy z wykresu wlasnosci funkeji:

» ramiona paraboli sg skierowane do gory,

- punkt {0,0) jest wierzchotkiem paraboli,

» dziedzing jest zbidr R,

- zbiorem wartosci funkeji y = x? jest przedziat {0; o), czyli funkcja przyj-
muje wartosci nieujemne,

- funkcja y = x? przyjmuje dla x = 0 warto$¢ najmniejsza réwna 0,

» funkcja y = x? jest malejaca w przedziale (—oc; 0) i rosngca w przedziale
(0; ),

« 08 OY jest osig symetrii paraboli.

[ CWICZENIE |

Naszkicuj wykres funkcji. Odczytaj z niego wlasnosci funkeji.

a) y = 3x% b)y=ix2

Naszkicuj wykres funkcji y = —x2. P

Odczytaj z wykresu wlasnosci tej funkcji. Wykres funkgji y = -x2 mozemy tez otrzy-
mac, przeksztatcajac wykres funkcji y = x°
NNAZANIE w symetrii wzgledem osi OX.

Wiasnosci funkgji:

» ramiona paraboli sg skierowane w dét,

- punkt (0,0) jest wierzchotkiem paraboli, 1![ r

» dziedzing jest zbiér R,

» zhiorem wartoéci funkcji y = —x? jest przedziat (—oo; 0,
czyli funkcja przyjmuje wartosci niedodatnie,

« funkcja y = —x? przyjmuje dla x = 0 warto$¢ najwiekszg 1
rowna (), i

. funkcja y = —x? jest rosnaca w przedziale (—o0; 0
i malejaca w przedziale {0; o),

» 0§ OY jest osig symetrii paraboli.

[ CWICZENIE 2

Naszkicuj wykres funkcji. Odczytaj z niego wlasnodci funkcji.

— 2 -1 2
a) y=-3x b) y=-—7x
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Wykres funkcji f{x)=ax?

— WAZNAWIADOMOS¢ —m8m8m——----- —

 Wartos¢ wspdlezynnika a we wzorze funkeji f(x)= ax?, gdzie a # 0, wptywa na: |F
| e skierowanie ramion paraboli ‘l
*l Jezeli a > 0, to ramiona paraboli zwrdcone sg do gory. '
! Jezeli a < 0, to ramiona skierowane sg w dét. ":
| « rozchylenie ramion paraboli J

Ramiona paraboli zwezajg si¢ wraz ze wzrostem wartosci bezwzglednej wspot- |
czynnika a.

o = e — B

Naszkicuj wykresy funkcji w jednym ukladzie wspotrzednych.

2 2 2

2 el = s Y d PR (. . SR
@ y=zx5y=xy=2x b) y=—3x% y=—x" y=—2x

1%
D)

=¥

.
Dane sg wzory funkcji: y = —8x~, | _ 17

- 1 1
y= —4x2, s —j,;xQ, y= —~§x2 v
Przyporzadkuj wzory funkeji

do odpowiednich paraboli.
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Udowodnij, ze pole dowolnego kwadratu jest réwne
polowie kwadratu dlugosci jego przekatnej. d a

Zapisujemy wzor na pole kwadratu:

2 A B
P=a %
Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa -

ystanlyz tw & — PODPOWIEDZ ——————
dla trojkata ABC:
7 5 ,) W trojkacie prostokatnym
a+ta-=d° suma kwadratdw dtugosci
2 ) przyprostokatnych jest rowna
2o~ =d~|x2 kwadratowi diugosci przeciw-

) prostokatnej.

az = Ed

. 2
Podstawiamy a~ do wzoru na pole:

ey e b2
P=ag°= Ed
Pole kwadratu jest rowne potowie y".‘_’ﬂw‘%
kwadratu dtugosci jego przekatne;j. CND%C-

I TY MOZESZ TO UDOWODNIC!

Udowodnij, ze pole dowolnego kola réwne jest P = %Ed -

o)
gdzie d to $rednica kota. U

Sprawd?, czy podany punkt P nalezy do paraboli y = 5x2.
a) P(—2,20) b P(5,75)
Podstawiamy pierwsza wspotrzedna x = —2 do wzoru funkgji:
y=5-(-2)"
Obliczamy warto$¢ liczbowg wyrazenia:
y=5-(~2f =5.4d=20
Poréwnujemy wynik z druga wspotrzedng punktu P.

Punkt P nalezy do tej paraboli, poniewaz 20 = 20).

y== 5. 5F=5 .25= 125

Punkt P nie nalezy do tej paraboli, poniewaz 125 # 75.
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Wykres funkcji f{x)=ax?

{ CwiczeniEs

Sprawd#, czy punkt P nalezy do paraboli y = 2x°.
a) P(3,3) b) P(4,16) 9 P(—11) d) P(-3,18)

e

]

—To sie liczy!

W zyciu codziennym czesto spotykamy przed- gzi”abn"kéiég e
mioty w ksztalcie kota, np. talerze, lustra, blaty :
stotdw. Do obliczania ich powierzchni stosuje sie
wzOr w postaci P = zr?, gdzie r to dlugoéé pro-
mienia. Wymiary okrgglych przedmiotéw, np. ru-

srednica
zewnetrzna o

rek, podaje si¢ za pomocg srednicy. Zaznaczamy Czy wiesz, ze najwazniejsze
ja symbolem o [czyt.: fi|. Ponizsze zadanie pokaze wymiary rurki to Srednica

¢ o i . . zewnetrzna (w mm lub
Wam, jak zastosowac §rednice w obliczeniach. wealsebhoras s bostic

scianki {w mm)?

ZADANIE BRANZOWE

Oblicz pole przekroju rurki stalowej o wymiarach:

a) ¢ = 28 mm i gruboéci écianki | mm, b)e = 54 mm i grubosci $cianki 2 mm.

ZADANIA ¥ Zhiér zadan, s. 203

1. Oblicz wsp6trzedna y punktu P(x, y) nalezacego do wykresu funkeji y = 4x?, jesli
dana jest jego wspolrzedna x.

a) x=-2 b)x=3 c)xZ%

2. Podaj warto$é wspolczynnika a, dla ktorego punkt P nalezy do wykresu funkgji
y =ag’,
a) P(1,2) b) P(1,—4) o P(-2,8)

P”ZADANIA BRANZOWE

3. Hurtownia wysyla towar zapakowany w jednakowe, — PODPOWIEDZ ——
kartonowe pudta w ksztalcie sze§cianu - kazdy o krawedzi Pole o eezehn
dlugosci 0,4 m. Oblicz, ile metrow kwadratowych kartonu catkowite] szescianu

o krawedzi g
wynosi P, = 6a°,

potrzebnych jest do wykonania 200 takich pudet, jezeli na
wieko i dno pudta zuzywa sie dwa razy wigcej kartonu niz
na jeden bok pudta.
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LEKCIA

Przesuwanie wykresu funkcji
f(x)=ax? wzdtuz osi OXi OY

dy
NA POCZATEK

Projektant mody, aby sporzadzi¢ wykrdj
rekawa, moze wykorzysta¢ wykres przedsta-
wiony na rysunku. Widac na nim parabole
P %xz + 1. Czy wiesz, w jaki sposéb ja
narysowac?

Wykres funkeji y = ax’ + q otrzymujemy przez przesunigcie wykresu funkcji
Api= ax’ o:

» gjednostek w gére, gdy g > 0

» gjednostek w dol, gdy g < 0

Naszkicuj wykres funkgji.

2) y=x%—4 y=x2+2

Szkicujemy wykres funkgji y = x2. by

>y

Odczytujemy ze wzoru funkgji, o ile jednostek przesuniemy parabole
y = x* i wktéra strone.
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Przesuwanie wykresu funkcji f{x)=ax? wzdtuz osi OXi OY

KrOK 3 Przesuwamy wybrane punkty paraboli
0 4 jednostki w dot i je taczymy.

o 2 jednostki w prawo, poniewaz p = 2(p > 0).

4]

-
b) ROZWIAZANIE
Szkicujemy wykres funkgji y = x*
i przesuwamy go o dwie jednostki w gore.
=
Naszkicuj wykres funkgji.
a) y=2x>—5 b) y=—x*+3
e _ - _
r" Wrykres funkcji y = a{x — 1!:!)2 otrzymujemy przez przesunigcie wykresu E;
| funkcji y = ax? o: |[
|« pjednostek w prawo, gdy p > 0 "'I
|« pjednostek w lewo, gdy p < 0 J
!
1 1
Naszkicuj wykres funkgji. LA
a) y=(x— 2-)2 b) y=—2(x+ 3)2
a) Szkicujemy wykres funkcji y = x? i przesuwamy go e



LEKCJA 2

b) Przesuwamy wykres funkcji y = —2x% o 3 jednostki
w lewo, poniewaz:

y ==2(p+3)"=-2{x~(-3))’
p=-3(p<0)

Naszkicuj wykres funkcji.
a) y=—(x— 1)2
b) y=3(x+2)

— WAZNA WIADOMOSE —— —

Przesuniecie wykresu funkcji y = ax”:

o wzdtuz osi OX zmienia:

=8

— wspdlrzedna x wierzchotka
paraboli,

metrii x = 0

4

0f syl

— przedzialy monotonicznosci
funkcji, czyli przedzialy,

& { {
08 symetrii x = p

0§ symetrii x

w ktérych funkcja jest rosngca PEON

lub malejaca, W(p, 0)

-

W0, 0)

- 0§ symetrii paraboli.

« wzdluz osi OY zmienia:

r|! - wspolrzedna y wierzchotka
‘ paraboli,

— zbidr wartosci funkgcji.
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. Lo liroc S [P T e, e b SRRl | Resl bt g Y ¥ g
Przesuwanie wykresu funkcji fixj=ax” wzdtuz osi OXi OY

Podaj wspélrzedne wierzchotka paraboli danej wzorem.
a) y= 2x2—]_ k) y:(x_4)2

Zauwazamy, ze wykres funkeji y = 2x%—1 powstal w wyniku przesunigcia
wykresu y = 2x? o 1 jednostke w dot.

k2 Stwierdzamy, ze skoro wierzchotkiem paraboli y = 2x7 jest punkt (0,0),
to wierzchotkiem paraboli y = 2x” — 1jest punkt (0,—1).

Wykres funkcji y = (x — 4)* powstat w wyniku przesuniecia wykresu funkji
y = x2 0 4 jednostki w prawo, wiec wierzchotek paraboli ma wspétrzedne (4,0).

[ CWICZENIES J

Podaj wspétrzedne wierzchotka paraboli danej wzorem.

a) y=(x+1y b) y=—x"+3 Jdy=20x—1yY d) y=—-2x*-3

Podaj zbidr wartosci i rownanie prostej bedacej osig symetrii paraboli o podanym
WZOrZe.

a) y= 245 b) y= —S(x = 3)2

Zauwazamy, ze wykres funkeji y = x*+5 powstal w wyniku przesunigcia
wykresu y = x? 0 5 jednostek w gore.

<2 Stwierdzamy, ze skoro zbiorem wartosci funkcji y = x? jest przedzial
{0; <), to zbiorem wartoséci funkcji ¥ = x* + 5 jest przedziat (5; ).

(3 Zauwazamy, ze przesuwanie wykresu wzdluz osi OY nie zmienia osi syme-
trii, zatem osig symetrii funkcji y = x* + 5 jest prosta x = 0.

Zbi6r wartosci: {5: &), of symetrii: x = 0.

Zbi6r wartosci: (—oo; 03, 0§ symetrii: x = 3.

Podaj zbidr wartosci i réwnanie prostej bedacej osia symetrii paraboli o podanym
WZOTZE.

a) y=(x+2) b)y=—x2-2 Jy=—(x—27
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LEKCJA 2

ZADANIA ¥ Zbior zadan, s. 203

1. Podaj wzér funkeji, ktérej wykresem jest niebieska parabola otrzymana przez prze-
suniecie paraboli:

a) y=—x0 pewna liczbe jednostek w gore lub w dét,

b) y = —2x° 0 pewna liczbe jednostek w prawo lub w lewo.
B by
Ei E

2. Naszkicuj w zeszycie w jednym ukladzie wspdtrzednych wykresy funkgeji. Podaj
wspolrzedne wierzcholka, réwnanie prostej bedacej osig symetrii oraz zbidr wartosci
kazdej z narysowanych parabol.
a)y=x% y=x*+1, y=x*-2 & y=x% y=(x— 1y, y=(x+3)2

b)y=—%x2,y=—%x2+2,y=—%x2—2 c:])y=—x2,y=—(x—32,y=—(x+l)2

P ZADANIA BRANZOWE

3. Pracownicy elektrowni rozciggali druty miedzy stlupami elektrycznymi. Druty
utworzyly fragment paraboli o réwnaniu y = ﬁxz + g. Oblicz g, czyli odleglos¢

drutow od ziemi. A
¥

e



LEKCJA

Postac kanoniczna
) funkcji kwadratowej
NA POCZATEK

Ksztalt Gateway Arch [czyt.: gejtlej arcz] -
budowli znajdujacej si¢ w Saint Louis

[czyt.: sejnt luis] w Stanach Zjednoczonych -

przypomina parabole. W jaki sposob ustalisz
wysokosc budowli?

Naszkicuj wykres funkcji f(x)=(x— 2)2 + 1, przesuwajac parabole y = x°
o 2 jednostki w prawo i 1 jednostke w gore.

KrOK 1 Szkicujemy wykres funkeji
=,

KrROK 2 Przesuwamy parabole y = x

2
o 2 jednostki w prawo
i1 jednostke w gore.
dv | i Y |
|| || \‘
1
L1 ™
|l
] i 1 I } ! \‘\ I |
£ - |
At
! £ { { 1 LI
4\
Ay
T — s 1
! - —~
il |4 &

>y

Naszkicuj wykres funkeji:

a) flx)=(x— 1)2 — 3, przesuwajac parabole ¥ = x> o 1 jednostke w prawo i 3 jednostki
w dol,

b) f(x)=(x+ 1)2 + 2, przesuwajac parabole y = x% o 1 jednostke w lewo i 2 jednostki
w gore.
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Funkcja okreslona wzorem y = a(x — p)? + g, gdzie a # 0, to posta¢ kanoniczna
funkcji kwadratowej. Jej wykres otrzymujemy przez przesuniecie wykresu funk-
Gi y=ax* o p jednostek wzdtuz osi OX i jednoczesnie o g jednostek wzdtuz
osi OY. Wierzcholek otrzymanej paraboli ma wspétrzedne (p, q).

Naszkicuj wykres funkcji y = (x + 1)2 — 4 i odczytaj jej wlasnosci.

46

Szkicujemy parabole y = x?. by

O
=¥

Odczytujemy ze wzoru funkgji wspotrzedne wierzchotka paraboli:

p:—l,q:—4

Przesuwamy parabole y = x*

o 1 jednostke w lewo i 4 jednostki w dol.

« 4 Odczytujemy z wykresu wlasnosci funkcji y = (x + 1)2 —4:
« wykresem funkcji jest parabola o ramionach skierowanych do gory
i wierzchotku w punkcie (—1,—4),
dziedzing funkgji jest zbior R,
zbiorem wartoéci funkcji jest przedziat {(—4; =),
« dla x = —1funkcja osigga najmniejsza warto§¢ réwng —4,
funkcja jest malejgca w przedziale (—oe; —1) i rosngca w przedziale {—1; <),

osig symetrii paraboli jest prosta o réwnaniu x = —1



Posta¢ kanoniczna funkcji kwadratowej

Naszkicuj wykres funkcji i odczytaj jej wlasnosci.

a) flx)=(x—2)"—1 b) flx)=(x+2)+1 J flx)=(x—1+3

Podaj wzor funkcji, ktérej wykresem jest parabola otrzymana po przesunieciu
paraboli y = x°.

b)

c) Ay

a) krok 1 Odczytujemy wspotrzedne wierzchotka paraboli: (2,-1).

krok 2 Podstawiamy p = 2 oraz g = —1 do wzoru funkcji kwadratowej w postaci
kanonicznej:

2
y={g—2y—1
ROZWIAZANIE

b) y=(x+2)+1 Jdy=(x-17*-3

Podaj wzor funkgji, ktérej wykresem jest parabola otrzymana po przesunieciu
paraboli y = —x2.

a) hy ' b) Ay L) Ay

>y
Q
=y
@)
=y
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KCJA3

ZADANIA ¥ Zbior zadan, s. 204

1.

Naszkicuj w zeszycie wykres funkeji, dokonujgc odpowiedniego przesuniecia para-
boli y = x? lub paraboli y = —x°. Podaj whasnosci funkji.

a) flx)=(x+2)"~3 b flx)=—(x—1+2 9 flx)=—(x—3)"~1

. Podaj wspotrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkgji. Ustal, jak

skierowane sg ramiona tej paraboli.
a) flx)=(x+20+5 9 flx)=3(x—8)"+3 e) f(x)=—%(x—5)2+4
b) f(x)=—(x—6)°-3 & flx)=-3(x+4)+6 ) flx)=3(x+11-9

. Naszkicuj w zeszycie parabole otrzymang przez przesuniecie paraboli y = x2, ktérej

osig symetrii jest prosta x = —3, a zbiorem wartosci przedzial {(—6; o< ). Podaj wzér
funkcji, ktorej wykresem jest ta parabola.

. Podaj wzor funkcji przedstawionej na rysunku, ktorej wykres otrzymano przez
przesunigcie paraboli y = %xz.

b) Ry

F"ZADANIA BRANZOWE

5.

48

Gloéwny element mostu The Tyne Brid-
ge [czyt.: de tajn bridz] w Anglii ma
ksztalt paraboli. Rozpigtosc tuku wy-
nosi 162 m, a jego wysokosc to 55 m.
Oblicz, jaka dlugos¢ ma najdtuzsza
lina stalowa podtrzymujgca ten most,
jezeli powierzchnia ulicy znajduje si¢
26 m nad woda.




LEKCIA

Posta¢ ogolna funkg;ji
4 kwadratowej

o
'

NA POCZATEK

Na rysunku pokazano tor
ruchu pitki siatkowej po
zagrywce. Darek uwaza, ze lot 3
Sy : . Wysokosc
pitki mozna opisa¢ wzorem -
= _ 2 | | :
y=-5(x—4,5)+5, 0 s = e
a Ania, Ze wzorem Odlegtos¢ od zagrywajacego [m]
y=—5x>+45x — 96,25. Ktére z nich ma racje? Dlaczego?

Wysokos¢ [m]
(¥
|
1
1
i
I
b

w
(¥
-

Funkcja okreélona wzorem y = ax? + bx + ¢, gdzie a # 0, to postaé ogélna
tunkcji kwadratowej. Liczby a, b, c nazywamy wspélczynnikami funkcji
kwadratowe;j.

Podaj wspoélczynniki funkeji kwadratowe;.

y=3x2—5x—6 y=—x2—5

Szukamy wspotczynnikéw liczbowych we wzorze funkeji:
y= 3x>—5x—6

Wypisujemy wspolczynniki funkeji kwadratowe;:

a=3 b=—5%c="9

PODPOWIEDZ

s Wspétezynnikibic
a=-—1, b= 0, g=—h funkc]i kwadratowej moga
{  wynosi¢ 0.

Y CWICZENIE 1

Podaj wspotczynniki funkcji kwadratowe;.
a)y=6x2+x+6 c)y=—2x2+8 e)yz—%x2+'12x
b)y=—x2+4x—8 d)y=9x2—14 f)y=—(),9x2+1,25x
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Liczbe A [czyt.: delta] nazywamy wyroznikiem funkcji kwadratowe;j.
Delte obliczamy w nastepujacy sposob:

A = b%—4ac

gdzie a, b, ¢ to wspdlczynniki funkeji kwadratowej.

Oblicz wyréznik funkeji kwadratowej y = —x? + 6x— 5.
Odczytujemy wspolczynniki funkeji kwadratowe;:
a=—-1,b=6,c=-5

« 2 Obliczamy wyrédznik, podstawiajac wspoélczynniki do wzoru:

A=b2—dac=62—4-(-1)-(—-5)=36—20=16

[ CwicZENIE2 4

Oblicz wyrdznik funkcji kwadratowej.

a)y=x2+'2x—4 c)y=2x2—4x+'l_ e)y=—3x2+6
b) y=—x%+5x—6 d) y=—2x’+4x—4 f) y=—5x2—5x

Wykresem funkcji okreslonej wzorem y = ax® + bx + ¢, gdzie a # 0, jest para-
bola o wierzchotku w punkcie (p, g) o wsp6lhrzednych:

__b A
P=™724:97 "4q

Wyznacz wspolrzedne wierzchotka paraboli, ktéra jest wykresem funkcji y = 2x% — 8x + 1.

Wypisujemy ze wzoru wspotczynniki funkeji kwadratowej:
a=2,b=-8,c=1
« 2 Obliczamy wyréznik:

A=b*—4ac=(—8)—4.2-1=64—8 =56
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Posta¢ ogdlna funkcji kwadratowej

kKrowk 3 Podstawiamy wspdlczynniki funkeji i wyroznik do wzordéw:

__2b -8 _ 8 _ A s6 56

T 2‘2_4_2 9= "4 "22 "8 7
SPOSOB I

KrOK 1 Wypisujemy ze wzoru dwa wspdlczynniki funkcji kwadratowej:

4=2,6=-—8
KroK 2 Obliczamy pierwsza wspolrzedng wierzchotka paraboli:
el B B
T 2a 0 227 47

KrOK 3 Obliczamy warto$¢ funkcji y = 2x% —8x + 1 dla x = 2:
g=f(p)=F(2)=2-27-8-241=8—16+1=—7

Wierzchotkiem paraboli jest punkt (2, 7).

Wyznacz wspolrzedne wierzcholtka paraboli.

a) y=4x’+4x+2 b) y=—x>+4x+3 c)y=%x2—x+'l

L

—To sie liczy!

Na co dzien cz¢sto nawet nie zdajemy sobie
sprawy z tego, Ze istniejg zjawiska, ktdre mo-
zemy przedstawi¢ za pomoca funkeji kwadra-
towej, np. skurczowe cisnienie krwi. Srednie
skurczowe cisnienie krwi (mierzone w mm Hg)
zdrowej kobiety miedzy 21 a 65 rokiem zycia
mozemy przyblizy¢ funkcja kwadratowg o réw-
naniu P(x) = 0.01x2 4 0.05x + 107, gdzie x
to wiek kobiety. Podobnie $rednie skurczowe
ci$nienie krwi zdrowego mezczyzny w prze-

dziale wiekowym 21-65 lat mozemy przyblizy¢ funkejg kwadratowa o réwnaniu
P(x) = 0,006x* — 0,02x + 120, gdzie x to wiek mezczyzny.
ZADANIE BRANZOWE

Oblicz, ile wynosi srednie skurczowe cisnienie krwi zdrowej 25-latki i 40-latki
oraz zdrowego 30-latka i 50-latka.
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Przedstaw wzor funkcji y = —x? +6x— 5w postaci kanonicznej.
Naszkicuj wykres tej funkcji.
KrOK 1 Wypisujemy ze wzoru wspolczynniki:
a=—1,b=6,c=-5
Krok 2 Obliczamy wyrdznik:
A=b*—dac=6"—4-(-1)-(-5)=16
K3 Wyznaczamy wspotrzedne wierzchotka paraboli:

b _ —6 A _—16

B="975~ 9= "3~ =14

ok 4 Podstawiamy a = —1, p = 3, ¢ = 4 do wzoru na posta¢ kanoniczna:
y=—(x— 3)2 +4
Szkicujemy parabolg y = —x% 0 ramionach _ 4

skierowanych w dét (a = —1, czyli a < 0).

>k 6 Przesuwamy parabole y = x? o 3 jednostki RRY
w prawo (p > 0)i 4 w gore (g > 0).

g Cwcainic

Zamien wzor funkeji z postaci ogolnej na postac kanoniczna. Naszkicuj w zeszycie
wykres tej funkeji. Podaj réwnanie osi symetrii.

a) y=x>+4x+3 b) y = —x? +6x—2 J y=gxt+a—3
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Posta¢ ogdlna funkcji kwadratowej

Przeksztalé wzor funkeji kwadratowej y = 2{x — 3)2 — 5 do postaci ogélnej.

“rROK 1 Wykonujemy potegowanie, korzystajac ze wzoru — PODPOWIEDZ ——
skréconego mnozenia: i el
y=2x—3"—5= 20" 6x+9)—5 (a-bP=d’ - 2ab+b

«rox 2 Upraszczamy otrzymane wyrazenie:

y=2(x—3)"—5=2(x"—6x+9)—5=2x2—12x+18 —5=2x2—12x+13

Funkcja w postaci ogélnej ma wzér y = 2x* — 12x + 13,

Podaj wzér funkcji kwadratowej w postaci ogdlnej.

a)y:(x+4:)2—2 b)y=—3(x—1)2'+4 c)yz—%(x—B)z—I

I ZADANIA Yy Zbiér zadan, s. 205

1. Podaj wzér funkeji kwadratowej o ponizszych wspétczynnikach.
aaga=—-2b=3c¢c=—4 b)a:%,bZ(),CZZ c)a:—%,bZ—S,c:()
2. Oblicz wyrdznik funkeji kwadratowej. Podaj wspotrzedne wierzchotka paraboli.
a) y=2x*+4x—5 b) y=—3x>+6x—2 c)y=3x2—2x+%

3. Przedstaw wzory funkcji y = 2x* — 12x + 17 oraz
e 2 o ; 3 5 ;
y = —2x°— 8x — 5 wpostaci kanonicznej. Nastep-
nie wskaz, ktére wykresy z rysunku
odpowiadaja poszczegdlnym funkcjom.

4. Hydraulik otrzymal zlecenie naprawienia odplywu wanny. Po dotarciu do klien-
ta okazalo sig, ze odplyw sie zatkal i wanna jest pelna wody. Hydraulik ustalif,
ze liczbe litrow wody pozostajacych w wannie po wyjeciu korka opisuje funkcja
f(t)= —5¢? — 8¢+ 120, gdzie t oznacza czas w minutach. Odpowiedz na pytania.

a) Ile litréw wody napuszczono do wanny?

b) Ile litrow wody zostanie w wannie po 2 minutach od wyjecia korka, a ile po
4 minutach?
¢) W ktorej minucie hydraulik bedzie mogt rozpoczac naprawes?
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LEKCIA

Wartos¢ najwieksza i najmniejsza
funkcji kwadratowej

A p
NA POCZATEK ok .
Na rysunku przedstawiono
tor lotu kuli pchnietej przez
zawodniczke podczas zawodow. S
, 0 1Tm]

Jest on fragmentem paraboli

h= —2%!2 bt % Czy potrafisz

podac¢ maksymalna wysoko$¢, na ktorg wzniosla sie kula nad powierzchnie ziemi?

h - wysokosé, [ - odlegtose

Oblicz warto$é funkeji y = —2x? —4x + 5dla x = —3 orazdla x = 2.
Poréwnaj otrzymane wartosci.

Podstawiamy x = —3 do wzoru funkcji kwadratowej:
y==2(=3)—4-(-3)4+5=-2-9+12+5=—18+17=—1
Obliczamy warto$¢ funkeji dla x = 2:
y=—2-22-4.245=-8-8+5=-11

Poréwnujemy otrzymane wartosci: —1 > —11.

Funkcja przyjmuje wigksza warto$§¢ dla x = —3.

" CWICZENIE 1

Poréwnaj wartodci funkcjidla x = —1i x = —4.
a) y=x>—4x-3 b)y=—2x2+%x—é 9 y=3x2+5x—2
Odczytaj z wykresu najmniejsza i najwicksza war- by

tos¢ funkgji y = —x% + 2x + 4w przedziale 0:3).

Najwicksza wartosc funkcji w podanym przedziale
wynosi 5, a wartos¢ najmniejsza wynosi 1.

=y
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vwartosc najwigKsza | naijmniejsZza funkKkcjl Kwadratowe

Cviczenie s

Odczytaj z wykresu warto$¢ najmniejszg i wartos$é najwiekszg podanej funkcji
w przedziale {1;4).

a)y=~x2+6x~6 b)y=x2—4x+2 c)yz‘%xz—u

ry Wy / iy :
i

Najmniejszej i najwiekszej wartosci funkcji kwadratowej, okreslonej na prze-
dziale domknietym, szukamy:

» na koricach przedziatu,

o w wierzcholku (p.g) - z wyjatkiem sytuaciji, gdy wspotrzedna p wierzchotka
nie nalezy do rozpatrywanego przedzialu.

Oblicz najmniejszg i najwickszg wartoé¢ funkeji f(x) = x? — 6x + 2 okreélonej
na przedziale <1; 4).

Wyznaczamy pierwszg wspolrzedna wierzchotka paraboli:
_—b_ —(=6)

P=3,~ 21

3 peld
Obliczamy druga wspotrzedna wierzchotka ze wzoru funkcji:
g=f(p)=f(3)=3%-6-3+2=9-18+2=—7
Obliczamy wartosci funkgcji na koncach przedziatu:
f(1)=12-6-1+2=1-6+2=—3
f4)=42-6-4+2=16—-24+2=—6

¢4 Wybieramy odpowiednie wartosci funkgji sposrdd liczb —7, —6, —3.

Najmniejsza wartos$¢ funkcji w przedziale <1;4) wynosi —7, a warto$¢ najwicksza jest
rowna —3.
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Oblicz najmniejsza i najwiekszg wartos$¢ funkeji w podanym przedziale.
a) y=x°—4x+5dla xe{-2;3)
b) y=—2x2+4x—1dla x€<{-1;2)

Wyznacz najmniejszg i najwieksza warto$é funkcji y = —x? + 3x— 5 okreslonej
na przedziale <2; 5.

p=;—z=2:1)=% P EC 5

Pk gn B = AT 53
£(5)=—5243-5-5=—25+15-5=—15

Najmniejsza warto$¢ funkeji w przedziale €2; 5) wynosi —153, a najwicksza wartosé
wynosi —3.

Oblicz najmniejszg i najwiekszg wartos$¢ funkcji w podanym przedziale.

a) y=2x%—3x— ldla x €¢2; 4
b) y =—x*+4x+ 5dla x £¢-2; 0

Jezeli parabola ma ramiona skierowane w gére (a > 0), funkcja bedzie osiggata
minimum (warto$¢ najmniejsza) w wierzchotku paraboli. Kiedy ramiona para-
boli sg skierowane w dét (a < 0), funkcja osigga maksimum (warto$¢ najwiek-
sza) w wierzchotku.

Wyznacz najwiekszg warto$¢ iloczynu dwoch dodatnich liczb, ktérych suma réwna sie 10.
Oznaczamy szukane liczby przez x i 10 — x, a ich iloczyn przez y.

«RrROK 2 Zapisujemy iloczyn tych liczb w postaci funkeji kwadratowej:
y=x(10 —x)
Y= —x% + 10x
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Wartosc¢ najwieksza i najmniejsza funkcji kwadratowej

Ustalamy przedzial, w ktorym funkcja jest okreslona:

obie liczby sa dodatnie i mniejsze od 10, wiec x € (0; 10).

Ustalamy, gdzie funkcja przyjmie najwieksza warto$¢:

a = —1, czyli a < 0, wigc parabola ma ramiona skierowane w dét. Funkcja

jest okreslona na przedziale otwartym (0; 10), zatem przyjmuje najwicksza
warto$¢ w wierzchotku paraboli.

ok 5 Wyznaczamy pierwszg wspolrzedng wierzchotka paraboli:
p= z_i - 2_(1_01) -
Ustalamy wartosci liczb:
x=p =3 10—x=10—-5=5
«roK 7 Obliczamy najwiekszg warto$¢ iloczynu liczb:
=3 5 = 25

Oblicz najwigkszg wartos¢ iloczynu dwoch liczb, ktérych suma jest réwna:

a) 24, b) 30, ) 100,

I ZADANIA Y Zbiér zadan, s. 206

1. Oblicz warto$¢ funkejidla x = —2i x = 3.

1.9

a) y=—3x2+5x—4 b) y=2x2—3x—6 Q y=75% —%x-l-%

2. Wyznacz najmniejszg wartos¢ iloczynu dwoéch liczb, ktorych réznica wynosi S.

28 - 2x

3. Rolnik ma 28 m biezacych siatki, ktorg chee ogrodzié
prostokatny ogrédek przylegajacy jednym z bokéw do
$ciany domu. Zalezy mu na tym, zeby powierzchnia e ogrodek #
ogrodka byla jak najwigksza. Oblicz wymiary ogrodka.

$ciana domu

4. Organizator szkolen dla pséw chce ogrodzi¢ z trzech stron prostokatny plac do ¢wi-

czen dla zwierzat. Czwarta strona placu przylega do $ciany jego domu. W tym celu

kupit 20 m biezacych siatki ogrodzeniowej. Ustal, jakie wymiary powinien miec ten
plac, aby jego powierzchnia byla mozliwie najwieksza.
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LEKCJA BRANZOWA

3y To jest zyskl

Kiedy prowadzimy dzialalnod¢ gospodarcza, musimy kalkulowac¢ koszty i przychody
tak, zeby byta ona rentowna, tzn. przynosila zysk. Mozemy do tego zastosowac rozne
narzedzia matematyczne, np. funkcje kwadratowa.

Zadania optymalizacyjne to zadania, w ktorych opisujemy dang sytuacje za
pomocyg odpowiedniej funkcji. Wyznaczamy jej dziedzing oraz szukamy wartosci
najwigkszej lub najmniejszej.

PRZYKLADOWA ANALIZA ZYSKU

W hurtowni codziennie sprzedawanych jest 40 par
butéw. Zysk ze sprzedazy jednej pary wynosi 100 zt,
Pewien ekspert stwierdzit, ze obnizenie ceny o x zt za
pare spowoduje wzrost dziennej sprzedazy o x par.
Whasciciel hurtowni postanowit wykorzystac te infor-
macje, zeby zwiekszy¢ zysk ze sprzedazy. lle bedzie
wynosit dzienny zysk ze sprzedazy po obnizce cen?

o Porzadkujemy wszystkie dane w tabeli, zeby utatwié analize danych.

Sprzedaz Sprzedaz dzienna Zysk ze sprzedazy jednej pary butéw
Przed obnizka cen 40 par 100 zt
Po obnizce cen (40 + x) par (100 - x) zt

9 Obliczamy zysk za pomoca nastepujacego wzoru;

zZysk catkowity = sprzedaz dzienna - zysk ze sprzedazy jednej pary butéw
Zysk catkowity przed obnizka wynosit wiec 40 - 100 = 4000 [zi].
Zysk catkowity po obnizce wyniesie (100 - x)(40 + x) [zt

e Oznaczamy przez y zysk catkowity po obnizce i uktadamy odpowiednia funkcje:

y = (100 - x){(40 + x) = 4000 + 100x - 40x - x°
Otrzymujemy funkcje kwadratowa: : g

y = -x% + 60x + 4000 " p—
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To jest zysk!
Q Zapisalismy zysk hurtowni za pomocg funkcji. Teraz okreslamy jej dziedzine, czyli
dla jakich x funkcja jest okreslona. Do tego muszg byc spetnione dwa warunki:

x > 0, poniewaz x oznacza kwote obnizki i liczbe par butow

x < 100, poniewaz obnizka nie moze spowodowac strat
Stad x €(0; 100)

6 Sporzadzamy wykres funkcji. Mozemy w tym celu skorzystac z programu komputerowego.
4y

y = -x2+ 60x + 4000
dla x €(0; 100)

G Funkcja, ktérej wykresem jest parabola o ramionach skierowanych w dot, przyjmuje najwiek-

szg wartosc w wierzchotku. Jesli niemozliwe jest doktadne odczytanie jego wspodtrzednych
z wykresu, stosujemy odpowiednie wzory.

Obliczamy pierwsza wspotrzedna wierzchotka:

atl o WO
P=5 =7 -0

QOznacza to, ze najwiekszy zysk catkowity uzyskamy przez obnizenie ceny o 30 zt.
€) Sprawdzamy, ile bedzie wynosit zysk po obnizce:

(100 - 30) - (40 + 30) = 70 - 70 = 4900 [z1]
4900 - 4000 = 200 [z{]

Zysk po obnizce cen butdow wyniesie 4900 zt i bedzie wyzszy o 200 zt od obecnego.

DANIA BRANZOWE

Hurtownia rowerdéw codziennie sprzedaje 30 rowerdw. Zysk ze sprzedazy jednego rowe-
ru wynosi 240 z1. Wtasciciel hurtowni stwierdzit, ze podniesienie ceny o (20x) zl spo-
woduje spadek dziennej sprzedazy o x sztuk. Oblicz, o ile nalezy podnie$¢ cene jednego
roweru, by dzienny zysk z ich sprzedazy byt najwigkszy. Wykorzystaj podang tabelg.

Sprzedaz Sprzedaz dzienna Zysk ze sprzedazy jednego roweru
Przed podwyzka cen 30 sztuk 240 zt
Po podwyice cen (30 - x) sztuk (240 + 20x) zt

4
4
3

-—
-
o=

)

|

4

2 a9
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Powiorzenie rozdziatu
WYKRES FUNKCJI KWADRATOWE)

ZADANIA PODSUMOWUJACE

Dana jest funkcja y = 4x%. Wskaz zdania prawdziwe.

A. Funkgja jest malejaca w przedziale (—oo; 0.

B. Do wykresu funkgji nalezy punkt (—i, ]1)

C. Osig symetrii wykresu funkcji jest prosta x = 4.

Jarek twierdzi, Ze przedstawiona na rysunku para-

bole mozna otrzymac, przesuwajac wykres funkcji

y =—x% 0 2 jednostki w lewo i 4 jednostki w gére.

Beata uwaza, ze Jarek si¢ myli. Ktore z nich ma
racje? Uzasadnij odpowiedz.

Naszkicuj wykres funkeji i opisz wlasnosci otrzy-
manej paraboli.

a) y=(x—2)2—3

b)y=—(x+1)"+4

Dana jest parabola y = ixz + 1. Sprawdz, czy:

a) punkt (—4, 5) nalezy do tej paraboli,
b) wierzchotkiem tej paraboli jest punkt (0,1),

¢) prosta x = 6 przecina te¢ parabole w punkcie (6,10).

—
O
=y

Podaj wspolrzedne wierzcholka paraboli bedacej wykresem danej funkeji.

Zapisz wzor tej funkeji w postaci kanoniczne;j.

a) y=—2x% + 4x b) y = 3x*— 18x + 23

Po przesunieciu wykresu funkeji y = %xz otrzymano
parabole, ktérej fragment przedstawiono na rysunku.
Zapisz rownanie funkgji, ktérej wykresem jest ta parabola,

w postaci kanonicznej i postaci ogolnej.

Wybierz wlagciwe dokoriczenie zdania.

Najmniejsza warto$¢ funkgji y = 2x> — 4x — 1 jest réwna

A.6. B. 3. C.-3.
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SPRAWDZ, CZY POTRAFISZ

Wybierz wlasciwe dokoniczenie zdania.
Warto$é funkcji y = 2x° + 3x + 3 dla argumentu x = —1 jest réwna

A= B.2. C. 4. D. 8.

Wybierz wlasciwe dokonczenie zdania.

Wierzchotkiem paraboli danej réwnaniem y = 3(x— 3)2' — 2 jest punkt
A.(=3,-2). B. (3, -2). C.(-3,2). D.(3,2).
Wykresem funkeji y = a(x — p)2 + g jest parabola o wierzchotku w punkcie P.
Zapisz wzor tej funkcji, majac dany wspétezynnik a i wspolrzedne punktu P.

a) P(3,2),a=5 b P(-1,-3),a=-2 oP(-4,2),a=-3 d) Pl6.—4),a=1
Parabole y = 3x* przesunieto wzdhuz osi uktadu W?’

wspolrzednych, otrzymujgc narysowane parabole
f. & h. Przyporzadkuj wzor funkgeji do jej wykresu. ! £ h

Q) y=3(x—2P—1
b) y=3(x+3)* -2 i

_ o[ 1 X
9 y=3kx+1>+2 \/ 1\/
Wykres funkcji y = —x? przesunieto i otrzymano parabole Ay
przedstawiona na rysunku. Wybierz wlasciwe dokoriczenie zdania. ol
Parabola ta jest wykresem funkcji opisanej wzorem ol 12
A.y=—x2+2x+l. 7

B.y=—x2+2x— L

C.yz—x2—2x+'l.

D.y=—x2—2x—1.

Naszkicuj parabole, ktéra powstata z przesuniecia wykresu funkcji y = x°
0 2 jednostki w prawo i 4 jednostki w dot. Napisz wzér funkeji, ktérej wykresem
jest otrzymana parabola, w postaci kanonicznej i ogélnej.

Wybierz wlasciwe dokonczenie zdania.

Najwiekszg wartoéé funkcja y = —2x* + x + % przyjmuje dla

A.x=—2 B.x=—1 C.x=%. D, x=

b | —
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Rownania 1 nierownosci
kwadratowe

TEMATY LEKCIJI

Proste rownania kwadratowe

Rozwigzywanie réwnan kwadratowych
za pomoca wyroznika

Postac iloczynowa funkcji kwadratowej

Punkty charakterystyczne paraboli
y=ax*+bx+c

5 Réwnania na co dzien
Nierownosci kwadratowe

Powtorzenie rozdziatu

s.63-66

s. 67-69

s.70-73

s. 74-77

5. 78-79

s.80-83

s.84-85



‘s Proste rownania
kwadratowe
NA POCZATEK

Dziatka budowlana jest prostokatem o jednym
boku 10 razy dtuzszym niz drugi. W jaki sposdb ustalisz
wymiary tej dziatki?

Réwnanie postaci ax*+bx+c=0 (gdzie a # 0) to rownanie kwadratowe.
Jego rozwigzaniem sg miejsca zerowe funkeji y = ax® + bx+c. Rozwiazania
réwnania nazywamy réwniez jego pierwiastkami.

Na podstawie wykresu funkcji ustal, ile rozwiazai ma réwnanie ax’ + bx + ¢ = 0.

. b) i ‘
Y Y i Y f
f | x

a) ROwnanie ma 1 rozwiazanie. b) Nie ma rozwiazan. <) Réwnanie ma 2 rozwigzania.

Ustal, ile rozwigzan ma réwnanie ax” + bx + ¢ = 0, korzystajac z wykresu funkji.

a) by b) by v by

¥ ol/ 0

/f _/_f

>y
>y

Q
=y
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LEKCIA 1

Na podstawie wykresu funkeji rozwiaz réwnanie
x*—dx=0.

Odczytujemy z wykresu miejsca zerowe funkcji:

¥=40,x=4

Krok 2 Podajemy rozwigzanie roéwnania:
x=0lubx=4

Podaj pierwiastki roéwnania, korzystajac z wykresu funkcji
przedstawionej na rysunku.
a) —x>+4x—3=0

b) x2+2x+1=0

Uzasadnij, ze réwnanie x° + 2 = 0 jest sprzeczne.

Szkicujemy wykres funkeji y = x* + 2, przesuwajac
o 2 jednostki w gére parabole y = x2.

KROK 2 Zauwazamy, Ze parabola nie przecina osi OX, wiec
funkcja nie ma miejsc zerowych.

SOB Il

Przenosimy liczbe 2 na prawg strone réwnania:
X+2=0

x> =-2

KROK 2 Zauwazamy, ze dla dowolnej liczby x

jej kwadrat jest liczba nieujemna:

daxeR x>0

Réwnanie jest sprzeczne.

Uzasadnij, ze réwnanie —x?=3=0 jest sprzeczne.
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Proste réwnania kwadratowe

ADOMOSC

Dla dowolnych liczb ai b a-b = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a =0 Iub & = 0.

Rozwiaz réwnanie 4x° — 1 = (),

OB 1]

Korzystamy ze wzoru skréconego Przenosimy liczbe —1 na prawg strong

mnozenia: réwnania:
4’ —1=0 4x*—1=0
(2x)*—12=0 4x2=1]:4
; % 2.1

2x—1)(2x+1)=0 x“=7
2x=1 |lub2x=~1

oy | N |
=g iy %=~
Rozwigzaniem réwnania jest x = % lub x = —%. Istniejg bowiem dwie liczby, ktorych

kwadrat jest réwny %

[ CWICZENIE4 J

Rozwigz rownanie.

a) x2—36=0 b) 9x*—25=10 dx>—-2=0

—To sie liczy!

Umiejetnos¢ rozwigzywania rownan kwadratowych mozemy wykorzystaé w 2y-
ciu codziennym, m.in. w budownictwie czy stolarstwie. Ponizsze zadanie pomo-
ze Wam jg opanowac.

ZADANIE BRANZOWE

Stolarz chce zbudowac narozne biurko - takie, jak przed- :
stawiono na rysunku. Aby dobrze przycigc blat, powinien x /
obliczy¢ dlugosé¢ boku x. Uléz odpowiednie rownanie ¢
i oblicz dtugo$¢ boku x w zaokragleniu do 1 mm. Naj-
dtuzsza krawedz biurka ¢ ma dlugosé:

a) 1200 mm, b) 1500 mm, ¢} 2000 mm.
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LEKCIA 1

Rozwigz rownanie.

a) 352 — G —0 b) sl b5 =1 — PODPOWIEDZ

B ET—— . . Wspolny czynnik w sumie
a) krowk 1 Wylaczamy wspélny czynnik przed
I Y3 REED ¥ L2y E algebraicznej mozemy wytaczyd

nawias po lewej stronie réwnania: przed nawias: ab +ac = alb +c).
3x(x—2)=20

KROK 2 Zauwazamy, ze iloczyn jest réwny 0, jezeli jeden z czynnikéw jest rowny (:
dr=94 lubx=2=40

r

KROI

¢ 3 Przeksztalcamy otrzymane réwnania:
3x=0|:3lub x—2=0|+2
x=0 lub x=2

Rozwigzaniem réwnania jest x = 0 lub x = 2.

b) ROZWIAZANIE

x(x+5 =0
x=0lubx+5=90
x=0lubx=-5

Rozwigzaniem réwnania jest x = 0 lub x = —5.

Rozwiaz rownanie.
a) x(x—7)=0 o x(4x—8)=10 ¢ 8x—4x*=0
b) 2x(1 —x)=0 d) 5%+ 15x=0 f) 4x% = 10x

ZADANIA ¥ Zbidr zadan, s. 207

1. Rozwiaz réwnanie.
a) x2—100=0 d 2x*—10x=0 & (x—2)(x+3)=0
b) 3x% =48 d) x>—6=12—x* ) (3x—6)(2—x)=0

P”"ZADANIA BRANZOWE

2. Krawcowa miata bele materialu o szerokosci x i powierzchni 13,5 m?. Uszyla z niego
sze$¢ jednakowych obrusdéw w ksztalcie kwadratu o boku dlugosci x. Ustal za pomo-

cg rébwnania wymiary obrusa.
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LEKCJA . . , ,
Rozwigzywanie rownan

kwadratowych za pomocg wyréznika

NA POCZATEK - T e

v
Plywaczka wykonuje skok z wysokosci 10 m nad Jf
powierzchnia wody. Wysokos¢ nad poziomem A \\
wody, na jakiej sie znajduje podczas skoku, moze Q- 1

by¢ opisana funkcjay = —5x% + 5x + 10, gdzie x =

oznacza czas od momentu skoku. Jak sprawdzisz,
po ilu sekundach zawodniczka osiggnie poziom wody (y = 0)?

Réwnanie kwadratowe ax® + bx + ¢ = 0, gdzie a # 0, mozemy rozwiazywaé

—b—VA _ _ —b+JA

e Jesli A > 0, to réwnanie ma dwa rozwigzania: X1 = — 5, X3 52

za pomocg wyroznika funkcji kwadratowej A.

—b
e Jesli A = 0, to réwnanie ma jedno rozwigzanie: Xo = 7

o Jesli A < (), to réwnanie nie ma rozwigzan.

Oblicz wyrdznik i ustal, ile rozwiazann ma réwnanie.

) 22 +4x—5=0 ) 7x2=3x+9=0 ) 2+ 2x+3=0
Wypisujemy z réwnania wspdlczynniki: a =1, b=4, ¢ = —5.

» Obliczamy wyr6znik:
A=b*—4ac=4°-4-1.(-5)=16+20=136

- Ustalamy liczbe rozwiazan:
A > 0, wigc rownanie ma dwa rozwiazania.

JA=b2—dac=(-3)"—-4 L g9= VA=b2—4ac=22—4-1-3=

=8—9=0 =4~ 2=-8<0

Réwnanie ma jedno rozwiazanie. Rownanie nie ma rozwiazan.

| —
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LEKCJA 2

Oblicz wyréznik. Nastepnie okresl, ile rozwigzan ma réwnanie.
a) x2+8x+5=0 b x2—-3x+7=0 9 5x2—6x+3=10

Rozwiaz réwnanie 9x2 — 12x+4 = 0.

Wypisujemy z roéwnania wspolczynniki: a =9, b= —12, c = 4.

Krok 2 Obliczamy wyrdznik:
A=b2—dac=(-12)"—4.9.4=144— 144 = (

KROK 2 Zauwazamy, ze A = (), wiec rownanie ma jedno rozwigzanie.

KroK 4 Rozwigzujemy réwnanie, korzystajgc z odpowiedniego wzoru:

_ =5 k1 1w

—2
0" 22 29 T 18 3

; ; : & % 2
Rozwiazaniem rownania jest x = 3

3
Rozwiaz réwnanie.
a) 4x* —20x + 25 =0 b)9x?+6x+1=0 9x’+x+1=0

Rozwigz rownanie 3x% +5x2 — 2= 0.

KroK 1 Wypisujemy z rownania wspotczynniki: a =3, b =5, c = —2.

krok 2 Obliczamy wyrdznik:
A=b*—dac=5"-4-3-(-2)=25+24 =49

KrROK 3 Wyznaczamy pierwiastek z wyrdznika, poniewaz A > (:

VA=4/49=7

KrOK 4 Wyznaczamy dwa rozwigzania, korzystajac z odpowiednich wzoréw:
_cbVA_ 57 -2, _ZbHVA_osv7 21
YT T2 T 23 T 6 < *T 724 T 23 6 3
; 4 c # _ 1
Rozwigzaniem rownania jest x| = —2, x, = 3.
Rozwiaz réwnanie.
a) x>2—x—6=0 b)3x>+4x+1=0 Qdx*—Tx—2=0
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Rozwiazywanie rownan kwadratowych za pomoca wyrodznika

¥
Znajdz miejsca zerowe funkcji y = x* + 2x — 2, ktérej \ ' H‘(
wykres przedstawiono na rysunku. ol 1 X
KROK 1 Zauwazamy, ze z wykresu mozemy odczyta¢ tylko +

przyblizone wartosci miejsc zerowych funkeiji.

KrOK 2 Rozwigzujemy rownanie x*+2x—2=0,
zeby wyznaczy¢ doktadne warto$ci miejsc zerowych funkgji.

KrOK 3 Wypisujemy z réwnania wspdlczynniki: a=1, b= 2, ¢ = -2

krok 4 Obliczamy wyréznik i jego pierwiastek:
A=b*—dac=2"-4-1(-2)=4+8=12
JA=4/12=243

KrRoK 5 Wyznaczamy dwa rozwigzania (A >0):

“pegfk =333 —b+dA 24243
_—b=vA _ ZJ_Z—l—ﬁ,xz: +/A +\—l+ﬁ

1 2a 2a 2

Miejscami zerowymi funkcji sg x; = —1 — /3, x, = —1+4/3.

Wyznacz miejsca zerowe funkcji.

a) y=2x>—2x—1 b) y=4x*—2x—1 Qy=x>—4x—4

- ZADANIA ¥ Zbior zadan, s. 207

1. Rozwigz réwnanie za pomocg wyrdznika.
a) Sx2—dx—1=0 dx2—3x+4=0 ¢ 1xP—2x+4=0

b) x2—5x+6=0 d) x>—3x=0 Hx>—6=0

2. W charytatywnym turnieju pitki siatkowej rozegrano 21 meczy kazdy z kazdym.

Liczbe spotkan mozemy policzy¢, korzystajac ze wzoru xéz_ =, gdzie x jest liczba

grajacych druzyn. Oblicz, ile druzyn wziglo udziat w turnieju.

3. Rolnik ustawil na polu zraszacz obrotowy. Strumient wody, ktory z niego wylatuje,
ma ksztatt paraboli o réwnaniu y = —x? + 10x, gdzie x to odleglo$é od zraszacza
w metrach, a y to wysokosc strumienia wody. Oblicz, jaki zasieg ma zraszacz.
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LEKCJA

Postac iloczynowa
3 funkcji kwadratowej

NA POCZATEK

Koszt wynajecia a roweréw na b godzin
mozemy zapisa¢ jako iloczyn 15ab.

Cena wynajmu:

Jak zapiszesz w postaci iloczynu koszt
wynajecia rowerow, jezeli ich liczbe
zwiekszymy o 4 sztuki, a czas wynajecia
skrécimy o 3 godziny?

Wzér funkeji y = a(x — x,)(x — x,), gdzie a # 0, to postaé iloczynowa funkcji
kwadratowej, gdzie x , x, sa miejscami zerowymi tej funkeji.

Podaj miejsca zerowe funkcji y = (x — 4)(x + 1).

Rozwigzujemy rownanie: — PODPOWIEDZ -
— 4 =
(x 4)(.% U 0 Miejsca zerowe mozemy
odczytac bezposrednio
o B : z postaci iloczynowej funkgji,
jezeli jeden z czynnikow jest rowny O: podajac liczby, dla ktérych

A T de T2 wyrazenia zapisane w nawia-
x4 0 lub x+1 0 sach przyjmuja wartos¢ zero.

Zauwazamy, ze iloczyn jest réwny 0,

: Przeksztalcamy réwnania: |
x=4, x=-1

Miejsca zerowe funkcjito x; =41 x, = —1.

I ¢WICZENIE 1

Wyznacz miejsca zerowe funkeji.

a) y=(x+4)(x+3) Qy=2(x—1)(x—-7) e)yz—%(er%)(x—%)
b) y =(x—5){x+2) d) y=4(x+8)(x—3) f) y=(x+3,5)(x+1,2)
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Postac iloczynowa funkcji kwadratowej

Zapisz wzor funkcji y = 2(x — 5)(x + 4) w postaci ogdlnej.
Wykonujemy mnozenie:
y=2(x—5)x+4)=2(x>+ 4x — 5x— 20)

KROK 2 Zapisujemy wyrazenie w najprostszej postaci:
y=2(x—5)x+4)=2(x*>+4x—5x—20) = 2{x? —x— 20) = 2x2 — 2x — 40

Postaé ogélna funkeji to y = 2x* — 2x — 40.

Przeksztalé wzor funkeji z postaci iloczynowej do postaci ogélnej.

a) y=(x—6)(x+4) 9 y=5(x—2)(x—1) ¢ y=3(x+2)(x—4)
b) y={(x+10)(x—2) d) y=—-2(x+1)(x+3) f) y =%(x— 3)2

Przedstaw funkcje y = 3x” + 5x — 2 w postaci iloczynowe;j.

(rOK 1 Wypisujemy ze wzoru funkeji wspotezynniki:
a=3b=51c=-2

krow 2 Obliczamy wyrdznik i pierwiastek z wyrdznika:
A=b*—4dac=5"—4-3-(-2)=25+24=149, /A =7

‘ROK 2 Znajdujemy miejsca zerowe funkeji kwadratowej:

_—b—ﬁ_—5—7__2 _-b+/A 547 1
Y1772 T 23 T 2 %27 T T 23 T3
KrOK 4 Zapisujemy funkcje w postaci iloczynowe;:
: 1
y=3(e-2)x-)
/ : 1
y= 3z + 2_)(x — g)
Podaj wzor funkcji w postaci iloczynowe;j.
a) y=x*+x—2 Q y=3x>+8x—3 e y=—5x"+4x+12
b) y=x%*—3x—10 d) y=2x+5x+2 f) y=—3x*+4x—1
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Funkcje kwadratowa y = ax” + bx + ¢ mozemy przedstawié w postaci iloczy-
nowej, gdy ma ona pierwiastki.

o Jedli A > 0, to funkcje te mozemy przedstawic¢ w postaci iloczynowej
y = a(x—x,)(x— x,), gdzie x,, x, s3 pierwiastkami tej funkcji.

o Jesli A = 0, to funkcje te mozemy przedstawic¢ w postaci iloczynowej
y=alx— xn)z, gdzie x jest pierwiastkiem tej funkcji (tzw. pierwiastkiem
podwdjnym).

e Jesli A < 0, to funkeji nie mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynowej.

Przedstaw funkcje w postaci iloczynowej — jesli to mozliwe - korzystajac z wykresu

funkciji.
) y=—2x>+4x+6 b) y=x*—6x+9
i §v
g}
+
\E{
{
iEE 11 1+
l @) X o] )}; ol 1 .;7
Odczytujemy miejsca zerowe z wykresu funkcji: x; = —1, x5 = 3.

- Znajdujemy wspolczynnik a we wzorze funkeji: a = —2.
Zapisujemy wzor funkeji w postaci iloczynowe;:

y==2(x—(=1))(x-3)

y= —2.(:x + 1)(x—3)

) Miejsce zerowe: xq = 3, wspdlczynnik a = 1.

Postaé iloczynowa funkji: y = (x — 3)°.

¢) Funkeji nie mozna przedstawic¢ w postaci iloczynowej, poniewaz nie ma miejsc
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Postac iloczynowa funkcji kwadratowej

Przedstaw narysowang funkcje w postaci iloczynowej, jeéli to mozliwe.

a) b)

O
<

ZADANIA ¥ Zbiér zadan, s. 208

B

8y =

b

<

 da:

i |

1. Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe.

a) y=x>+3x+2

b) y=—x>—2x+3

& 9 = dg>=—Bp+2

d) y=—x*+x+6

e)y=ix2—2x+4

f) y=—4x*+10x—7

2. Odczytaj z wykresu miejsca zerowe funkeji i podaj jej wzér w postaci iloczynowej,

jezeli jej wykres otrzymano przez przesuniecie paraboli y = x2.

a) Chy b) \

P”ZADANIA BRANZOWE

3. Do konstrukgji stalowej bramy wykorzysta-
no prety, z ktérych trzy maja ksztatt paraboli.
Wszystkie parabole maja wspoélczynnik
a= —% . Zapisz rownanie kazdej z tych
parabol w postaci iloczynowej i ogélne;j.

d)

1 Wysokosc [dm]

E
IS
s
v
ke
o
ko
1
o
F 4 N/ 8 |1op Ni2
| A\ Voo
il \/ v
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LEKCIA

Punkty charakterystyczne
paraboliy = ax? + bx + ¢

NA POCZATEK

Przyjrzyj sie zdjeciu. W jaki sposdb ustalisz maksy-
malng wysokos¢, ktorg osiggnal strumien wody, oraz
w jakiej odleglosci od kranu woda byta na poziomie

Wysokosé [em]

zrédetka (wysokos¢ réwna 0)?

Punkty charakterystyczne paraboli y = ax” + bx + ¢ to:

« Punkty przeciecia paraboli z osig OX: (x,, 0), (x,, 0). Mozemy je wyznaczy¢,
rozwigzujac rownanie ax* +bx+c=0.

« Punkt przecigcia paraboli z osia OY: (0, ¢). Gdy podstawimy x = 0 do wzoru
funkcji, otrzymamy y=a-0>+b-0+c=c.

+ Wspdtrzedne wierzchotka paraboli: W(p, q). Obliczamy je ze wzoréw:

. S
p_Za’ g~ ay -

Kiedy znamy punkty charakterystyczne paraboli, mozemy jg naszkicowac.
Nalezy pamigtac, ze jest to krzywa ,,gladka”, majacy o$ symetrii.

Wyznacz punkty charakterystyczne paraboli y = x* — 2x — 8.
Zaznacz te punkty w ukladzie wspolrzednych i naszkicuj parabolg.
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Obliczamy miejsca zerowe funkeji {y = 0):

¥ — =8 =10

a=1Lb=-2,c=-8
A=b?—dac=(-2\-1-1-(-8)=4+32=36

_ —b—yA _ —{(-2)-6 5 _ —b+/A _ —(-2)+6
X\)T "3, T 3 L X%T 5, T 4

Punkty przeciecia z osig OX to A(—2,0)i B(4, 0).

Ustalamy wspotrzedne punktu przeciecia z osig OY:
skoro ¢ = —8, to punkt C(0, —8) jest punktem przeciecia z osig OY.

+ o
Odlegtosé [eml]



Punkty charakterystyczne paraboliy=ax®> +bx+ ¢

KroK 3 Wyznaczamy wspotrzedne wierzchotka paraboli:
_—b_ (-2

_ A _ 736
P= 7%= 24

=% =21-"9 Wl.-9)

(o)
x

4 Zaznaczamy w ukladzie wspotrzednych
punkty A, B, Ci W. Laczymy je
i otrzymujemy wykres funkcji.

=y

[ CWICZENIEL J

Wyznacz wspotrzgdne wierzchotka oraz punktow przecigcia z osig OX i osig OY
danej paraboli. Zaznacz te punkty w uktadzie wspdlrzednych, a nastepnie naszkicuj
parabole.

_ 2 _ S __1,2
A y=x"+3x—4 b p=x"—2x—3 Qy=—3x"+2x+6

—To sie liczy!

Analiza ksztaltu paraboli i jej punktow charakterystycznych pomaga sportowcom
osiagnac lepsze wyniki. Szczegdlnie przydaje sie w dyscyplinach lekkoatletycz-
nych, takich jak rzut mlotem, dyskiem, oszczepem, pchnigcie kulg, skok wzwyz,
w dal. Ponizsze zadanie pokaze Wam, jak wykorzysta¢ umiejetno$¢ obliczania
punktéw charakterystycznych paraboli.

ZADANIE BRANZOWE

Tor ruchu zawodniczki podczas skoku w dal
opisuje réwnanie y = —%xz T gx. Zmienna x to
podana w metrach odlegloéc, na jaka wybija sie
skoczek, natomiast y to wysoko$¢ w metrach, na

jaka sie wznosi. Odpowiedz na pytania.
a) Na jakg maksymalng wysoko§¢ wzniesie sie
zawodniczka?

b) Jaka odleglo$¢ uzyska zawodniczka, jesli
odbita si¢ 4 cm przed belky?
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LEKCJA 4

Jesli znamy miejsca zerowe funkcji kwadratowej x,, x,,
mozemy wyznaczy¢ wspolrzedng p wierzchotka paraboli
bedacej wykresem tej funkcji ze wzoru:

_Xitx
2

i e e
by

Osig symetrii paraboli jest pionowa prosta x = p, do ktérej
nalezy wierzchotek paraboli oraz §rodek odcinka faczacego }
punkty (x,, 0)i (x,, 0).

O
x
3
>y

Znajdz miejsca zerowe funkeji f(x) = (x + 5)(x — 1). Wyznacz wspotrzedne
wierzchotka paraboli bedacej wykresem tej funkcji. Podaj wzor prostej bedacej
0sig symetrii paraboli.

Odczytujemy miejsca zerowe z postaci iloczynowej funkgji:

JC]:_S, szl

> Wyznaczamy pierwszg wspélrzedng wierzchotka paraboli:

_x1+x2_—5+l_—_4__
=7 "z ~ 172

3 Obliczamy drugg wspolrzedna wierzcholtka, podstawiajac x = —2
do wzoru funkgji:

g=f(p)=(-2+5)(-2-1)=3-(-3)=—9
4 Zauwazamy, ze 0sig symetrii jest prosta:
= p = —2

Wierzchotek paraboli ma wspotrzedne (—2, —9). Osia symetrii jest prosta x = —2.

[ CWICZENIE 2 J

Wyznacz miejsca zerowe funkcji kwadratowej oraz wspotrzedne wierzchotka paraboli
bedacej jej wykresem. Podaj wzor prostej bedacej osig symetrii paraboli.

g y="{x— N x—2) d) y=—{x—5)(x+2)
B y=(e+ 4)x-3) 0 y=Mx+6)x+1)
9 y=3(x+2)(x+3) 0 y=—4x—2)w—2)
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- ZADANIA Yy Zbiér zadan, s. 209

1. Na rysunku przedstawiono parabole y = —2x* + 4x + 6.

Wykonaj polecenia.

Punkty charakterystyczne paraboliy=ax®> +bx+ ¢

a) Podaj wspotrzedne punktu przeciecia tej paraboli

z osig OY.

b) Odczytaj miejsca zerowe funkcji, ktorej wykresem

jest podana parabola.

¢) Podaj wspoélrzedne wierzchotka paraboli.

d) Sprawdz, czy punkt (4, —8) nalezy do paraboli.

IO

2. W tabeli podano punkty charakterystycznie paraboli. Zaznacz je w ukladzie wspot-
rzednych i naszkicuj te parabole.

Réwnanie Wierzcholek Punkt przeciecia | Punkty przeciecia
paraboli paraboli z osig OY z osig OX
y=x>+2x—3 wi(-1,—4) c(0,—3) A(=3,0), B(1,0)
y=x*—4x-5 w(2,—9) c(0,—5) A(-1,0), B(5,0)
y=—1x’—x+3 w(—2, 4) (0, 3) A(=6,0), B(2,0)

3. Wyznacz punkty charakterystyczne paraboli i j3 naszkicuj.

a) y=—2x"—x+3

PPZADANIA BRANZOWE

b)yt%x2+3x+5

c)yZ%xz—x—4

4. Konstruktor zaprojektowal przesto mostu w ksztalcie paraboli. Réwnanie tej pa-
raboli podal w zaleznosci od sposobu jej umieszczenia w uktadzie wspdtrzednych

(patrz rysunek 11 II).
Ay Ay
W W
A
N
'\\[ |
LFe
s AN
11 2
A 0 X Al g B X

Odpowiedz na pytania.

a) Jaka szeroko$c¢ rzeki (dlugoéc odcinka A B) uwzglednit konstruktor?

b) Jaka moze by¢ maksymalna wysoko$¢ statkéw przeptywajgcych pod mostem?
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LEKCJA BRANZOWA

"Rownania

na co dzien

Réwnania mozemy wykorzystywac w wielu sytuacjach codziennych. Majg zastosowanie
np. w analizie wynikow sprzedazy w handlu, w opisywaniu proceséw produkcyjnych
w przemysle, w obliczeniach konstrukcyjnych w branzy budowlane;.

—_—

Réwnania mozemy podzieli¢ na:

» Rownania liniowe: ax + b = 0, gdzie a # 0 (zwane tez rOwnaniami pierwszego
stopnia). Stosujemy je np. gdy obliczamy dlugos¢ boku figury o podanym obwodzie.

« Réwnania kwadratowe: ax® + bx + ¢ = 0, gdzie a # 0 (réwnania drugiego stopnia).
Zastosujemy je, kiedy chcemy wyznaczaé wymiary danego obiektu, np. na podstawie
jego powierzchni.

« Réwnania trzeciego stopnia: ax’ + bx” + cx + d = 0, gdzie a # 0. Uzywamy ich w obli-
czeniach zwigzanych z figurami przestrzennymi, np. kiedy wyznaczamy krawedz
sze$cianu o podanej objetosci.

Istniejg rowniez rownania wyzszych stopni.

PRZYKLADOWE ZASTOSOWANIE
ROWNAN

Wihasciciel hotelu chce wymieni¢ kafle, ktére
tworza jednakowej szerokosci pas dookota
basenu. Do tego celu ma zamiar wykorzystac
ptytki, ktore zostaty mu z poprzedniego remontu.
Jaka powinna by¢ szerokod$é tego pasa, jesli ma
do wykorzystania 64 m? ptytek?

o Wykonujemy rysunek pomocniczy, ktory D ry x &
utatwi wyobrazenie sobie opisanej sytuacji. ¥
X X
x - szerokosc pasa ptytek «—1 4 m -
e By ; 8 m
el & | X
~ A B
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Roéwnania na co dziefi

Q Na rysunku widzimy, ze basen wraz z pasem ptytek tworzg prostokat o wymiarach
(2x + 4) i (2x + 8). Obliczamy pole prostokata ABCD:

P, =(2x+4)(2x + 8) = 4x* + 16x + 8x + 32 = 4x” + 24x + 32 [m?]

e Obliczamy powierzchnie basenu, czyli pole prostokata o wymiarach8 mi4 m:
P2=8-4=32 [m?]

@ Pas ptytek tworzy ramke, ktdrej powierzchnie wyznaczymy, odejmujac powierzchnie basenu
od pola prostokata ABCD:
P, — P, =4x*+24x + 32 - 32 = 4x* + 24x

6 Powierzchnia wytozona ptytkami powinna wynosié 64 m?, poniewaz taka powierzchnie mozemy
wytozy¢ ptytkami, ktorymi dysponuje wtasciciel hotelu. Zapisujemy nastepujace rownanie:
4x%+ 24x = 64

G Przeksztatcamy otrzymane réwnanie do jak najprostszej postaci:
4x% + 24x - 64=0]:4
x*+6x-16=0

o Wykorzystujemy wiadomosci z zakresu rozwigzywania rownan kwadratowych:
Wspoétczynniki:a=1,b=6,c=-16
A=b2-4ac=62-4-1-(-16)=36+64 =100

Skoro A = O, obliczamy jeszcze pierwiastek z wyrdznika: YA = 10.
Otrzymujemy dwa rozwiazania:

bR -1 ST
Wi e
1 Za 2 4

5 _ b+ -6+10 _ 4 _
==8 jub ¥ =g Sa—unoad

e Sprawdzamy, czy oba rozwigzania sg wtasciwe:

Niewiadoma x oznaczylismy szerokosé, ktora przyjmuje wartosci dodatnie. Rozwiazanie X, = -8 jest wigc
sprzeczne, dlatego je odrzucamy. Szerokosc pasa wytozonego ptytkami wynosi 2 m.

ANIA BRANZOWE

Plac zabaw ma ksztalt prostokata o szerokos$ci 8 m i diugosci 10 m. Pewna firma
przygotowala projekt jego modernizacji. Szerokoé¢ placu zwiekszono o x m,
a jego dlugos¢ — o 2x m.

Wykonaj polecenia.
a) Wyznacz nowe wymiary placu zabaw, jesli powierzchnia placu wzrosta o 60 m?,

b) Oblicz, ile metrow siatki powinna przygotowac firma na ogrodzenie nowego placu,
jesli wejscie na plac zabaw ma 2 m szerokosci.
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“y Nierownosci
kwadratowe
NA POCZATEK Wysokos¢ [m]

Przyjrzyj sie rysunkowi. Czy potrafisz _
powiedzied, jak dlugo pitka kopnigta f
przez pitkarza bedzie sie utrzymywac .
na wysokosci powyzej 1 m?

h=-5t+20t+1

b
I

Czas[s]

Korzystajac z wykresu funkcji y = —x>+ 2x + 3, rozwiaz podang
nierownosc.

) —x°+2x+3>0 b) —x*+2x+3<0

=¥

Odczytujemy z wykresu miejsca zerowe funkcji:

xlz—l,x2=3

Sprawdzamy na wykresie, dla jakich argumentow funkcja przyjmuje war-
toéci wieksze od zera:

Flays Ddla~1 <L x< 3

Zbiorem rozwigzan tej nieréwnosci jest przedzial (—1; 3).
Mozemy réwniez powiedzieé, ze funkcja y = —x? + 2x + 3 przyjmuje wartoéci dodat-
nie dla x € (—1; 3).

Nieréwno$¢ jest spetniona, gdy x < —1lub x = 3.

Zbiorem rozwigzan tej nieréwnosci jest x € (—o0; —1) lub x €(3; ).
Mozemy réwniez powiedzieé, ze funkcja y = —x? + 2x + 3 przyjmuje wartodci
niedodatnie dla x € (—o0; —1> lub dla x ¢3; =).

 EWICZENIE 1

Rozwiaz podang nierownosc¢. Skorzystaj z wykresu funkcji by
p= —x2+x+2.

%
a) —x*+x+2<0 b)—x+x+2>0 /f\g
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Nieréwnosci kwadratowe

Skorzystaj z wykresu funkcji y = x* + 11 rozwigz podang
nieréwnosc.

2 x2+1>0 b) x?+1<0

O
x‘p

2) Nierdwnoéé x>+ 1 > 0 jest spetniona dla wszystkich liczb rzeczywistych: x € R.

b) Nieréwno$é x> + 1 < () jest sprzeczna: x € @.

Podaj rozwiazanie nierdéwnosci na podstawie wykresu by
as 'I.-
funkeji y = —(x—2)*

a)—(x—27 >0 b —(x—2)*<0

Rozwiaz nieréwno$¢ (x — 4)(x +3) < 0.

Zauwazamy, ze po lewej stronie nierdwnosci mamy posta¢ iloczynowsa funk-
cji kwadratowej y = (x — 4 )(x + 3), z ktérej mozemy odczytac miejsca zerowe:

x|=4,x2=—3

w2 Sprawdzamy warto$¢ wspofczynnika a funkcji, zeby ustali¢ kierunek ramion
paraboli:

a =1, czyli a > (, wiec parabola ma ramiona skierowane w gore.

Zaznaczamy na osi miejsca zerowe — PODPOWIEDZ
funkciji i szkicujemy parabole.

) ) yP & Do rozwigzania nierownosci kwa-
dratowe] wystarczy uproszczony

\ / wykres, na ktérym zaznaczamy

E \_/‘ X tylko miejsca zerowe 1 kierunek

ramion paraboli.

w4 Odezytujemy ze szkicu wykresu zbidr rozwigzan nieréwnosci: x €4<-3; 47 .

t‘ﬁﬂﬁﬁﬂﬂ!"

Rozwiaz nieréwnosc.

a) (x+3)(x+4)<0 b) —(x—5)x+1)>0 Q) 2x(x+6) =0
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Rozwiaz nieréwnosc x* 29,
Przenosimy wyrazy tak, by po prawej stronie nieréwnosci zostata liczba 0:
x*=920

Korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia i zapisujemy lewg strone
nieréwnosci w postaci iloczynu:

(x—3)(x+3)=0

Odczytujemy miejsca zerowe funkeji y = (x — 3)(x + 3):

x;:3,x2:—3

Szkicujemy parabole o ramionach skierowanych w gore \ / _

>3

(a=1,czylia > 0). -N\__5

Odczytujemy ze szkicu wykresu zbior rozwigzan nieréwnosci:
x € (—20; —3) lub x €¢3; =)

[ CWICZENIEA

Rozwigz nieréwnosc.

a) x% > 36 b) x* < 64 d9x> < 4

Rozwiaz nierdwnosc —2x2—9x+5 < (.
Obliczamy wyréznik odpowiedniej funkeji kwadratowe;:
g=R,/h =9, g=4
A=b2—4ac=(-9)"—4-(-2)-5=81+40=121
yA=11
Wyznaczamy miejsca zerowe funkeji:
_—b-YA _9-11_ -2 _1

&y 2a 4 -4 2

_hYA _9411 20 _
¥2= "B T =& -4

—3

Szkicujemy parabole o miejscach zerowych x| = % ixs=-5 Pl Y

A

oraz ramionach skierowanych w dét (a = =2, czyli a < 0). /[5

Odczytujemy ze szkicu wykresu zbior rozwigzan nieréwnosci:

xe(—os;—5)lub x € (%, 30)
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Nieréwnosci kwadratowe

Rozwiaz nieréwnosc.

a) x2—4x—3<0 Q2x*—Tx—4<0 e)%x2+4x+6<(}
b) x2+9x+14 < 0 d) —x>+5x+6> 0 f) =22 +at 430
ZADANIA Yy Zbiér zadan, s. 209
1. Sprawdz, czy podana liczba spelnia nieréwnosc. —— PODPOWIEDZ -
a) 2X2 —0x+35 >0 x=2 Obliczamy wartosc wyrazenia
) po lewej stronie nieréwnosci
b—~x"+dx~1<F x=3 dla podanej liczby i poréwnu-
1 jemy otrzymany wynik z prawa
<) X T 3x+3=20 x=—4 strona nieréwnosci.
d)-3x2+6x—1<0 x=-2

2. Podaj rozwiazanie nierdéwnosci, korzystajac z wykresu funkgji.

]l o
5 1 0 iy L]
1 s 3 N
B =t e b1 B0 g

4 //\; L
Q-3 +3x+1<0 = -
d) —ixz +%x+ 1<0

3. Rozwiaz nierdwnosc.

o
/x)<
>y

a) x2—x—6< 0 A 2x*+3x—2<0 e —x>+3x—2>0

b) x> +6x+8=0 d) 3x°+5x+2> 0 f) —2x>+10x—6 < 0

P”ZADANIA BRANZOWE

4. Wewnatrz duzej hali nalezy wyznaczy¢ miejsce na warsztat $lusarski. Podloga
tego warsztatu ma by¢ prostokatem o wymiarach (x — 1) m x (x + 2) m. Znajdz naj-
mniejsza warto$¢ x, dla ktorej pole powierzchni podtogi jest nie mniejsze niz 18 m?.

5. Ogrodnik ma 200 m siatki, zeby ogrodzi¢ dziatke w ksztalcie prostokata. Chcialby,
zeby jej powierzchnia wynosila co najmniej 2400 m?. Ustal, jakie wymiary moze
mied ta dziatka.
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Powiorzenie rozdziatu
ROWNANIA | NIEROWNOSCI KWADRATOWE

ZADANIA PODSUMOWUJACE

Rozwiagz réwnanie.
a)9—x2=0 O x2—5x=0 & x2—Tx+6=0

b) 5x% = 125 d) 4x—3x*> =0 Hx—2x2=x>—4
Wskaz zdania prawdziwe.

A. Jedynym rozwiazaniem réwnania x* — 49 = 0 jest liczba 7.
B. Réwnanie x> = 0 ma jedno rozwigzanie.

C. Réwnanie x° + 7 = 0 jest sprzeczne.

Przedstaw funkcje kwadratowy y = 2x* — 5x — 3 w postaci kanonicznej i w postaci
iloczynowej — jesli to mozliwe.

Rozwigz nieréwnosc.

2) 9x2— 16 < 0 b) 3x% + 5x < 0 9 —(x—3)x—13)<0

Wskaz zdania prawdziwe.

A. Nieréwnos¢ x? > () jest spetniona przez wszystkie liczby rzeczywiste.

2

x: L4 LA } -
B. Nierownos¢ x“ — 7 < 0 jest sprzeczna.

C. Nieréwnosci x? + x < 0 nie spelnia zadna liczba catkowita.

Dana jest funkcja y = —(x + 2)(x + 6). Wskaz zdania prawdziwe.

A. Miejscami zerowymi tej funkeji sg dwie liczby ujemne.

B. Funkcja przyjmuje wartosdci nieujemne dla pigciu liczb catkowitych.

C. Dla wszystkich argumentéw ujemnych funkcja ta przyjmuje wartosci ujemne.

Przyjrzyj si¢ fragmentowi wykresu funkcji kwadratowe;j. by
Podaj wspoélrzedne punktow przecigcia funkeji z osiami }/\
ukladu wspdirzednych. 7 o 4

a jedna z liczb jest o 5 wieksza od drugie;j.

Znajdz dwie liczby, ktérych iloczyn jest rowny 84, /

Oblicz diugosci bokdéw prostokata przedstawionego na rysunku.

P=72m?
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SPRAWDZ, CZY POTRAFISZ

Wybierz wlasciwe dokoniczenie zdania.

Liczby 2 1 3 sg pierwiastkami réwnania

A x> +5x+6=0. B.x’+5x—6=0. C.x*—5x+6=0. D.x*—5x—6=0.
Wybierz wlasciwe dokonczenie zdania.

Suma liczb spetniajacych rownanie 4x> + 8x =0 jest rowna

A, —2 B. 4. o D. 12,

Przedstaw funkcje kwadratows y = 2x2 — 5x+ 3 w postaci kanonicznej i w postaci
iloczynowej - jesli to mozliwe.

Wybierz wlasciwe dokoniczenie zdania.

Parabola y = —2(x— 2)2' + 6 przecina o$ OY w punkcie
A. (0, -6). B.(0,—2). C. (0, 2). D. (0, 6).

Na rysunku przedstawiono parabole bedaca wykresem pewnej funkcji kwadratowej.

Wskaz zdania prawdziwe.
P(0,3 r
A. Funkgcja ta przyjmuje wartosci ujemne dla trzech liczb
5
N/

catkowitych.

=y

)
1
B. O$ symetrii paraboli przechodzi przez punkt (2, 7). )

C. Punkt (4, 3) nalezy do tej paraboli.

Na rysunku przedstawiono wykres pewnej funkeji dy
kwadratowej. Wybierz wlasciwe dokonczenie zdania.
Dla x = 2 funkcja ta przyjmuje wartos¢

A —2. C.—1
B. —1

B =
b3

Rozwiaz nieréwnosc.

a) x>~ 49 <0 b) x> — 4x> 0 9 (x—3Hx+2)<0

Wybierz wiasciwe dokonczenie zdania.

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci 2x*—x—1<0 jest przedzial

Af-51) B.(3:1). c D.(~1;3)
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LEKCIA

'I Katy w tréjkacie

NA POCZATEK

Jaka miare ma kat, ktory tworzy na rysunku wskazéwka ‘10 Il ! I 9
godzinowa ze wskazdéwka minutowa? Jakie rodzaje katow o
mogg powsta¢ miedzy tymi wskazéwkami o réznych 3

porach dnia? 87 6 5,4-

Suma miar kgtéw wewnetrznych w trojkacie jest
réwna 180

a+p+y=180°

gdzie a (alfa), B (beta), y (gamma) to litery alfabetu o B
greckiego oznaczajace miary katow w tréjkacie.

W pewnym tréjkacie jeden kat ma miare 44°, a drugi 76°. Oblicz miarg trzeciego kata.
Podstawiamy o = 44° oraz 8 = 76° do wzoru na sume miar katéw
w tréjkacie:
a+p+y=180°
44° +76° +y = 180°

 Rozwiazujemy rownanie:

120° +5 = 18(°
vy = 180° — 120°
vy = 60°

Trzeci kat ma miare 60°.

[ CWICZENIE T J

Dany jest trdjkat o katach o, B i y. Oblicz miare trzeciego kata tréjkata, jesli:
a) o = 76°, B =53, b) a = 62° y =103, 9 B=17°, vy = 26"
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Tréjkaty, ze wzgledu na ich katy, dzielimy na:

ostrokatne prostokatne rozwartokatne
o] ’Of'
§ [ \Jo,
2 5t
2 &
o s
a B < a
o
rzyprostokatna
& < 90°, B < 90° y < 90° e 90° < a < 180°
Ze wzgledu na dlugosci bokéw trojkaty dzielimy na:
réwnoboczne réwnoramienne roznoboczne
b b
c b
£} a

Tréjkat rownoboczny jest trojkatem réwnoramiennym.

Ustal, czy tréjkat, ktdrego dwa katy majg miary 65° i 40°, jest ostrokatny, prostokatny
czy rozwartokatny.

Obliczamy miarg brakujacego kata:

y = 180° — 40° — 65°

y = 75°

Zauwazamy, ze wszystkie katy trojkata sg ostre:
g S BT, B 9 e B

Trojkat, ktérego katy majg miary 65° 1 40° jest ostrokatny.

Na podstawie podanych miar katéw trojkata ustal, jaki to rodzaj trojkata.
a) o=52°, p=39° b) o =64° g=19° o a=28°, B=062°
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W atwr snr Frmils ok
maly w trojKacie

Dany jest tréjkat rownoramienny ABC, w ktérym kat migdzy ramionami wynosi 30°,
Oblicz miary katéw przy podstawie trojkata.

L
Wykonujemy rysunek pomocniczy:
& - kat przy podstawie

Zapisujemy rownanie, korzystajac ze wzoru
na sume miar katdéw w trojkacie:

at+a+ 30°=180° A B
Rozwiazujemy rownanie:
200 =150°|:2
=75
Kazdy kat przy podstawie tego tréjkata ma miare 75°.
LI
Dany jest jeden z katéw trdjkata ABC, w ktérym Katy mozemy oznaczad za

| AC| =|BC|. Oblicz miary pozostatych katow trdjkata, jesli: | pomoca liter. <ACB to kat

_ o wierzchotku w punkcie C.
a) LACB ma miare 110°, b) <BAC ma miarg 42°.

PODPOWIED?Z -

Dwie proste tworza katy:

« wierzcholkowe, ktére majg rowne miary

o przylegle, ktore tworzg razem kat pétpelny:
a+p=180°

Miedzy trzema prostymi tworza si¢ katy:

» odpowiadajgce,

np. pary katow: 115,216,317,418.

Katy te maja réwne miary.

« naprzemianlegte,

np. pary katéw: 117,2i8,315,416.

Ich miary sg réwne.
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Udowodnij, ze tréjkat moze mied nie wiecej niz jeden kat prosty.
Korzystamy ze wzoru na sume miar katéw w tréjkacie:
a+p+y=180°
Przyjmujemy, ze np. a = 90
90°+ B +y=180°
B+y=90°
Zauwazamy, ze skoro miary pozostalych katéw majg razem 90°, to kazdy
z nich jest mniejszy od 90°:

a=90°% B < 90°% y < 90° s
5 : ..o
Tréjkat moze miec tylko jeden kat prosty. CND

I TY MOZESZ TO UDOWODNIC!

Udowodnij, ze trojkat moze miec nie wigcej niz jeden kat rozwarty.

Oblicz miary katow «, iy w trojkacie ABC.

Zauwazamy, ze katy oznaczone kolorem
niebieskim to katy wierzchotkowe:

o= 52°
« 2 Stwierdzamy, ze katy oznaczone kolo- T 5
rem zielonym to katy przylegte:

p=180° - 125° = 55°

¢ 3 Obliczamy kat v, korzystajac ze wzoru na sume miar katow w trojkacie:
y=180°—{52° + 55%) = 180° = 167="7%

Miary katéw w narysowanym tréjkacie wynoszg: o = 52° B = 55° y = 73"

" ¢WICZENIE 4

Oblicz miary katéw a i .

a) C
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Katy w tréjkacie

- ZADANIA Y Zbiér zadan, s. 210

1. Oblicz miare kata o przedstawionego na rysunku.

C

o>

g B>

2. Oblicz miary katéw o i B.
a)

3. Dany jest trojkat o katach ¢, 81 y. Oblicz miary tych katdw, jesli wiesz, ze ich stosu-
nek jest jak:

a)1;2:3, b) 1:3:5, g 2.3 1.

4. Geodeta zajmuje si¢ m.in. pomiarami w terenie. Czasami przy ich wykonywaniu
tworzy sie¢ trojkatéw zwang siatka triangulacyjng. Na podstawie rysunku oblicz
miary brakujacych katow.
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LEKCIA

Punkty specjalne
w trojkgcie

NA POCZATEK

W konstrukgji latawca nic nie jest przypadkowe.
Przyjrzyj sie zdjeciu. Czy wiesz, w ktérym
miejscu powinna by¢ przymocowana linka
sterujgca latawcem?

Wysoko$c¢ tréjkata to najkroétszy odcinek taczgcy wierzchotek trojkata z prosty
zawierajacg przeciwlegly bok tréjkata. Proste zawierajgce wysokosci trojkata
przecinajg si¢ w jednym punkcie. Punkt ten nazywamy ortocentrum trojkata.

Narysuj trojkat rozwartokgtny i skonstruuj wysoko$é opuszczong na prosta zawierajg-
cg najkrotszy bok.

Rysujemy tréjkat rozwartokatny i prosta C
zawierajaca najkrotszy bok.

A B
Z punktu C kreélimy tuk w taki sposéb, &
zeby przeciat prosta AB w dwoch
punktach PiR.
"_"\__: __________ = _.;.f:::._
A B p "R
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Punkty specjalne w tréjkacie

Z punktow P i R kreslimy tuki o tym samym C
promieniu w taki sposoéb, zeby przeciely sig
w punkcie S.

(4 Laczymy punkty Ci S, tworzac odcinek przecinajacy C
prosta AB w punkcie D.

s e R

Odcinek CD jest szukang wysoko$cia tréjkata.

[ CWICZENIE '

Narysuj dowolny tréjkat i wyznacz wszystkie jego wysokosci. Zaznacz ortocentrum.

Kazdy tréjkat ma trzy wysokosci. Ich potozenie zalezy od rodzaju tréjkata.

jo Z
h, h, .
O h
A /B B I, B
hg .’.- §
W trojkacie ostrokagtnym W tréjkacie rozwartokat- W trdjkacie prostokat-

wszystkie wysokosci lezg  nym dwie wysokosci lezg nym dwie wysokosci
wewnatrz trojkata. poza trojkatem. pokrywaja sie z przypro-

stokatnymi tréjkata.
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Srodkowa tréjkata to odcinek taczacy
wierzchotek trojkata ze srodkiem przeciw-
leglego boku. Srodkowe tréjkata przecinaja
si¢ zawsze w jednym punkcie wewnatrz
tréjkata. Punkt ten nazywamy srodkiem
ciezkosci tréjkata. Dzieli on kazda

ze Srodkowych w stosunku 2:1.

..

odcinki AE, BF i CD - srodkowe tréjkata
|AR| =2 |ER| |BR| =2 |FR| |CR| =2 |DR| R - punkt przeciecia srodkowych trojkata

i

1

1

I
o
i §

Skonstruuj srodkowa boku trojkata poprowadzong
do boku BC w narysowanym trojkacie.

Kreslimy dwa tuki z koncéw odcinka BC
tak, by przecigty si¢ w punktach PiR. A

© Prowadzimy prostg przez punkty PiR,
w ktorych przecigly sie tuki.

D - punkt przeciecia prostej PR z bokiem BC

Zauwazamy, Ze punkt D jest srodkiem
odcinka BC.

Laczymy wierzcholek A oraz punkt D.

Otrzymujemy odcinek AD, ktory jest srodkowa tréjkata
poprowadzong do boku BC.

[ CWICZENIE 2 J

Skonstruuj wszystkie srodkowe trojkata rozwartokatnego.

Ty

Srodkowe tréjkata ABC przecinaja sic w punkcie R odlegtym
od wierzchotka B o 3,5 cm. Oblicz dlugosc¢ srodkowej
poprowadzonej do boku AC.

Sporzadzamy rysunek pomocniczy.
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Punkty specjalne w tréjkacie

Korzystamy z wlasnosci srodka ciezkos$ci trojkata, zeby wyznaczy¢ dtugosc

odcinka FR:
BRI _
[FR] 1

|FRI=3-|BRl=3-3.5 = 1,75 [cm]

3 Wyznaczamy dtugos¢ srodkowej BF:
|BF| = 3,5+ 1,75 =5,25 [em]

Srodkowe tréjkata ABC przecinaja sie w punkcie R odlegltym od wierzchotka A o 5 cm,
od wierzcholka B o 4 cm i od wierzcholka C o 6 cm. Oblicz sume dtugosci srodkowych
tego trojkata.

|

—To sie liczy!

Wyznaczanie $rodka ciezkoséci danego
elementu ma zastosowanie wszedzie tam,
gdzie trzeba znalez¢ punkt podparcia, kto-
ry pozwala utrzymac¢ réwnowage. Umie-
jetnosc ta jest przydatna nie tylko w takich
branzach, jak budownictwo, architektura
czy lotnictwo, lecz takze np. podczas tarnca
albo ¢wiczen na silowni. Ponizsze zadanie
pomoze Wam nauczy¢ sie, jak wyznaczad

srodek ciezkosci.

ZADANIE BRANZOWE

Pewien stolarz otrzymal nietypowe zlecenie. Klient zamowil u niego stot
w ksztalcie trojkata o bokach dlugosci 160 cm, 160 cm i 140 cm. Ustal, w jakiej
odleglosdci od $rodka krétszego boku stolarz powinien zamocowa¢ noge stotu,
zeby mebel byt stabilny.

" ZADANIA ¥ Zbiér zadan, s. 211

1. Srodkowa CD tréjkata ABC dzieli kat przy wierzchotku C na katy 20°, 40° i tworzy
z bokiem AB kat 60°. Wyznacz miary katow trojkata ABC.

2. Odcinek AD jest srodkows trojkata ABC. Oblicz pole trojkata ABC, jezeli pole tréj-
kata ABD jest rowne 12 cm?,
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LEKCIA

3 Tréojkaty przystajgce

NA POCZATEK

Przedmioty produkowane masowo poddawane sg $cistej
kontroli. Czgsto wymaga sig, by byly tego samego|
ksztaltu i rozmiaru. Sprawdz, ktore ekierki maja

ten sam ksztalt i rozmiar.

b e i PP o O L T

Figury tego samego ksztaltu i rozmiaru nazywamy przystajgcymi.

Dwa wielokaty s3 przystajace, jesli ich odpowiednie boki i odpowiednie katy
sa sobie rowne. Do zapisywania wielokatéw przystajacych stosujemy symbol
—, a boki i katy w wielokacie przystajacym oznaczamy znakiem apostrofu: .

W narysowanym trojkacie réwnoramiennym ABC C
poprowadzono wysoko$§¢ BP. Sprawdz, czy tréjkaty
ABPi BCP sa przystajace.

Zauwazamy, ze wysokosé¢ BP dzieli odcinek AC
na dwa odcinki tej samej dlugosci:

4Pl =|cP] ’ ’
Stwierdzamy, ze mamy trzy pary réwnych bokow:

|AP[=|CP|

|AB|=|BC]|

« odcinek BP wspolny dla obu trojkatow
- Zauwazamy, ze trojkaty ABP i BCP maja rdwne miary katow:
| <APB| =|<(BPC|= 9(°
| <{BAP|=|<BCP|, poniewaz tréjkat ABC jest rbwnoramienny
| LABP|=|<CBP|, gdyz wysoko$¢ podzielita kat ABC na dwie réwne czesci

Trojkaty ABP i BCP sa przystajace.
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[ CwiczeniE

Narysuj réwnoleglobok o bokach dtugosci 3 cm i 5 cm. Zaznacz jego przekatna.
Uzasadnij, ze otrzymane trojkaty sg przystajace.

Jesli trzy boki jednego trdjkata sg odpowiednio réwne trzem bokom drugiego
tréjkata, to tréjkaty te sa przystajace. Jest to cecha przystawania tréjkatow
bok-bok-bok — w skrécie cecha BBB.
Jeslia=a,b=b1ic=c,to AABC = AABC.

5 c'

A c B A & B’

Jesli dwa boki i kat zawarty miedzy nimi w jednym trdjkacie sa odpowiednio
réwne dwoém bokom i kgtowi zawartemu miedzy nimi w drugim tréjkacie, to
trojkaty te sq przystajace. Jest to cecha przystawania trojkgtéw bok-kat-bok —
w skrécie cecha BKB.
Jesia=a,b=b1y=1v,to AABC = AABC’.

7 5

A B Al B

Jesli bok i dwa katy lezace przy tym boku w jednym tréjkacie sa odpowiednio
réwne bokowi i dwom katom lezacym przy nim w drugim trdjkacie, to trojkaty
te 83 przystajace. Jest to cecha przystawania trojkatow kgt-bok-kat — w skrécie
cecha KBK.

JeSlib="b,a=0o"iy=1v,to0 AABC=AABC.
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Uzasadnij, ze tréjkaty ABD i BCD sg przystajace.

Trojkaty ABD i BCD sg przystajgce, poniewaz:
- |AD|=|BC|=2cm

» odcinek BD jest wspdlny dla obu tréjkatow

- |<LADB|=|CBD|= 8(°

Spelniona jest cecha przystawania tréjkatéw BKB.

- (Y

Jeden okrag o §rodku w punkcie O i promieniu réwnym
2 cm przecina ramiona kata o w punktach K1i L, a drugi
okrag o tym samym $rodku i promieniu réwnym 3 cm
przecina ramiona tego kata w punktach M i N. Sprawdz,
czy trojkaty KNO i LMO sg przystajace.

Ustal, czy narysowane trojkaty ACD i ABC sa przystajace.

Obliczamy miare brakujacego kata
w trojkacie ACD:
| XLACD|= 180° — 100° — 50° = 30°

(2 Zauwazamy, ze:
» bok AC jest wspolny dla obu tréjkatéw
dwa lezace przy nim katy majg takie same miary
|<CCAD|=|<BAC|= 507, |[<ACD|=|<ACB| = 3(°
Trojkaty ABCi ACD sa przystajace (cecha KBK).

[ CWICZENIES J

Sprawdz, czy tréjkaty ABC i DEF sa przystajace.

9 F. 6 cm E
m
D

6 cm B

A
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Trojkaty przystajace

Z odcinkéw o dlugosciach a, b, ¢ mozemy zbudowac tréjkat tylko wtedy, gdy:
a+b > ¢, gdzie c jest dlugoscia najdiuzszego odcinka.

Jest to tzw. warunek istnienia tréjkata.

Uzasadnij, ze trojkat moze miec¢ boki dtugosdci 5 cm, 2 cm i 3,5 cm.

(oK 1 Dodajemy do siebie dlugosci krétszych bokéw:

%2 EY=33

Poréwnujemy otrzymany wynik z dtugoscia najdiuzszego boku:
55>5

Tréjkat moze miec boki dlugosci 5 ¢cm, 2 cm i 3,5 cm.

[ CWICZENIES J

Sprawdz, czy boki tréjkgta mogg mie¢ podane dtugosci.

a)3cm,8cm, 1l cm b) 7 dm, 8 dm, 16 dm ¢) 57 em, 0,75 m, 13 dm

FIVINTI) > Zbior zadan, s. 211 A

1. W narysowanym trojkacie AEF punkty B, Ci D
dziela odcinek AE na cztery rowne czesci. Wskaz
cztery pary trojkatow przystajacych oraz odpo- *

i ) . o : A B c D E
wiednig cechg, ktora uzasadnia ich przystawanie.

2. Danych jest pie¢ odcinkéw o dlugosdciach: 2 cm, 3 cm, 5 cm, 7 cm i 8 cm. Ile réz-
nych tréjkatow mozna zbudowac z tych odcinkéw? Uzasadnij odpowiedz.

3. Szklarz wykonat szybe do drzwi w ksztalcie odmiokata forem-
nego, taczac osiem przystajacych do siebie tréjkatow. Wykonaj
polecenia.

a) Podaj miary katow w trojkatach, ktérych uzyt szklarz.

b) Narysuj projekt szyby ztozonej z 12 przystajacych do siebie
trojkatéw. Podaj miary ich katéw.
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LEKCIA

4 Tréikaty prostokgtne

NA POCZATEK

Przyjrzyj si¢ zdjeciu i trasie, ktorg pokonata
zaglowka. Jak ustalisz jej odleglos¢ od miejsca
startu?

N
= L 9

W trojkacie prostokatnym suma kwadratow dlugosci _
przyprostokatnych jest rowna kwadratowi dtugosci
przeciwprostokatnej: - b

a’+b*=¢?

:; Jest to twierdzenie Pitagorasa.

Oblicz dtugos¢ przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego o przyprostokatnych
réwnych 7 cm i 24 cm.

Z tresci zadania wynika, ze trojkat jest prostokatny, wigc korzystamy
z twierdzenia Pitagorasa:

72 +24%=¢?
KroOK 2 Obliczamy dlugo$é przeciwprostokatnej:
¢* =49 +576 = 625

¢ =4 625 =25[cm]

 cwczenie

Wyznacz dtugos¢ przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego o podanych przyprosto-
katnych.

aa=5cm,b=12cm b)a=4dm,b=6dm da=3mb=9m
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[rojkaty prostokatne

|

—To sie liczy! -

Twierdzenie Pitagorasa pozwala obliczy¢ np. przekat-
ng ekranu telewizora. Jesli dtugos¢ przekatnej podamy
w calach, otrzymamy rozmiar ekranu. Przykladowo, te-
lewizor o szerokosci 70 cm i wysokosci 40 cm ma ekran
32-calowy (327). Ponizsze zadanie nauczy Was, jak obli-
czy¢ rozmiar ekranu za pomocy twierdzenia Pitagorasa.

ZADANIE BRANZOWE

Oblicz, ilu calowy jest telewizor o wymiarach 56 cm x 32 cm. Wynik zaokraglij
do 1 cala. W obliczeniach przyjmij, ze 1 cal = 2,54 cm.

Oblicz obwad trojkata prostokatnego, jezeli jego przeciwprostokgtna ma 12 cm,
a jedna z przyprostokatnych ma 6 cm.

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa, przyjmujac, ze np. b = 6:

334 B8 2

a’+6° =127

Wyznaczamy dtugos¢ drugiej przyprostokatne;:

a’ =144 —36= 108

a=4/108 = 643 [cm]

Obliczamy obwod trojkata:

L=12+6+6y3=18+643 [cm]

[ CWICZENIE 2 J

Oblicz obwdd trojkata prostokatnego, w ktorym jedna z przyprostokatnych ma
diugo$é a, a dlugos¢ przeciwprostokgtnej jest rowna c.

a)ga=6cm,c=10cm b)a=11dm, c= 16 dm da=6m,c=9m

Jezeli suma kwadratéw dlugosci dwdch bokéw trojkata jest réwna kwadratowi
dlugosci trzeciego boku, to ten tréjkat jest prostokatny. Jest to twierdzenie
odwrotne do twierdzenia Pitagorasa.
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Uzasadnij, ze tréjkat o bokach 4 cm, 12 cm i 44/10 cm jest tréjkatem prostokatnym.,
Oblicz jego pole.

Obliczamy kwadrat dtugosci najdtuzszego boku:

¢* =(4410)" = 1610 = 160 | ROIPRESSIEDD |

Pole trojkata prostokatnego

KrOK 2 Obliczamy sume kwadratéow diugosci G przgtrostokatrvcki T

pozostalych bokow: jest réwne potowie pola
prostokata o wymiarach
at+br=42+122=16+144 =160 axb.
P ; ab

«rOK 3 Pordwnujemy otrzymane wyniki:

42+ 12% = (4%)2, wiec tréjkat
jest prostokatny.

Krok 4 Obliczamy pole trojkata:
P=zab=7 412 =24 [cm?]

Sprawdz, czy trojkat o podanych bokach jest prostokatny. Oblicz jego pole.
aa=9cm, b=12cm, c= 15¢cm bDa=3m b=6m,c=3y5m

ZADANIA ¥ Zbiér zadan, s. 212

1. Dany jest prostokat o boku a i przekatnej d. Oblicz obwdd i pole tego prostokata.

aa=15cm, d=25cm b)a=6dm, d=6,5dm da=6cm, d=4/3 cm

2. Uzasadnij, ze tréjkat o podanych bokach nie jest prostokatny.

a)a=6cm, b=8cm, c=9%cm bba=7cm b=1lcm, c=13cm

'Z_TA

3. Na rysunku przedstawiono droge w parku, ktéra D va bl

prowadzi z punktu A do punktu C, wzdtuz bokow e
; : g O

trawnika w ksztalcie prostokata. Projektant wytyczyt . 2&’%;‘;’/ -
nowa $ciezke wzdtuz przekatnej tego prostokata. Q\,ﬁf}/
Odpowiedz na pytania. //’
a) Jaka jest dlugosc planowanej sciezki? A 80 m -

b) O ile metréw skroéci sie droga z punktu A do C?
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LEKCJA

Odlegtosé punktéw
w uktadzie wspoétrzednych

NA POCZATEK

B A
W uktad wspdtrzednych wpisano trase ‘
przelotu samolotu. Miejsce startu i ladowania
sa w punkcie ((), ()‘_). W jaki sposdb ustalisz, 10 kin
czy trasa lotu ma ponad 270 km? ] .
X

Zaznacz w uktadzie wspotrzednych punkty A(1, 2)i B(4, 6). Oblicz odlegloé¢ miedzy
tymi punktami.

Zaznaczamy punkty A i B w ukladzie wspélrzednych. ,

Prowadzimy przez punkt A prostg réwnolegla do osi
OX, a przez punkt B — prostg réwnolegla do osi OY.

Odczytujemy z ukladu wspolrzednych ¢ E:‘zll(cti wtid [
dtugosci odcinkéw ACi BC: prostych i
|AC|= 3, |BC|=4 0

Zauwazamy, ze skoro trojkat ABC jest

7 P ———
prostokatny, to mozemy zastosowac | PODPOWIEDZ

twierdzenie Pitagorasa: Odlegtosé migdzy punktami
5 A g A i B to dtugosc odcinka
|AB| =|AC|* +|BC]| taczacego te punkty.

Obliczamy dtugos¢ odcinka AB:
|ABF =32+4%2=9+16=25
|AB|=5

Odlegtos¢ miedzy punktami A i B jest réwna 5.

Narysuj w ukladzie wspdirzednych odcinek AB, a nast¢pnie oblicz jego diugosé.

a) A(3,-1), B(9,7) b) A(—4,0), B(8, —5) d A(—1,3), B(6.2)
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Odlegtos¢ miedzy dowolnymi dwoma punkta-
mi A(x,, y4)1 B(x,, ¥,) mozemy obliczy¢ przy
pomocy twierdzenia Pitagorasa:

|ABP? = (3= x,)" + (35— v,)°

|AB| = \/(xB —x4) +(yp—ya)

Ay
By, v

Vs {2z, ¥5)
Ye—Xa

}IA-__ ﬂ_

Alxy, )
Xp—*a

O] x4 Xg )?

1A0| = /(4 —0)* +(-8—0)* = /16 + 64 = /80 = 45
Punkt A jest odlegly o 44/5 od poczatku ukladu wspétrzednych.

[ CWICZENIE 2

Wyznacz odlegto$¢ podanego punktu od poczatku ukladu wspotrzednych.

a) A(=3,4) b) B(—5,-10) 9 C(2,7)

Sprawdz, czy tréjkat ABC jest tréjkatem prostokgtnym, jesli A(1, —2), B(3,2), C(-5, 6).
Oblicz obwod tego trojkata.

104

Obliczamy dlugosci odcinkow AB, BC, AC:

4Bl=y/(3— 1) +(2—(-2)) =/22+ 42 = fa+ 16 =20 =2/5

|BC

= J(~5—3P +{6— 0¥ =+/(-8) +42 = f6a + 16 = /B0 =445

|AC| = /(—5 — 1) +(6—(=2))" =/(=6)*+82 = /36 + 64 = y100 = 10

> Obliczamy kwadrat dlugosci najdiuzszego boku tréjkata:

lACI? = 102 =100

« 3 Obliczamy sume kwadratéw diugosci pozostatych bokéw:

|ABI> +|BCP = (2/5) +{44/5) = 20+ 80 = 100

1 Zauwazamy, Ze skoro zachodzi réwnoéé |ABI* +|BCI =|ACP, to tréjkat ABC

jest prostokatny.



Odleglos¢ punktow w ukdadzie wspétrzednych

5 Obliczamy obwod trojkata ABC:
L=2/5+4/5+10=10+645

Uzasadnij, ze tréjkat ABC jest trojkatem prostokatnym, jesli A(—1,3), B(4,1), C(2, —4).
Oblicz pole trdjkata.

|

—To sie liczy!

Uktad wspotrzednych ma wiele zastosowan w geo-
grafii, kartografii i nawigacji. Na przyktad, polo-
zenie jakiej§ miejscowodci okreslamy za pomocay
wspolrzednych geograficznych. Podajemy zazwy-
czaj stopnie, minuty i sekundy, czyli wspétrzedne
w systemie szescdziesigtkowym. Natomiast urzg-
dzenia GPS stosujg przewaznie wspolrzedne w sys-
temie dziesiatkowym. Ponizsze zadanie pokaze
Wam, jak zamienia¢ wspolrzedne geograficzne

z jednego formatu na drugi.

ZADANIE BRANZOWE
Wspdlrzedne geograficzne podane za pomocg stopni, minut i sekund zamienia
sie na utamki dziesietne wedtug wzoru:
minuty . sekundy

60) 3600
Zamien wspotrzedne podanych miast na system dziesigtkowy. Wynik zaokra-
glij do czwartego miejsca po przecinku.

stopnie +

a) Gdansk 18°38'E  54°22'N b) Szczecin  14°34'E  53°26'N

ZADANIA ¥ Zbiér zadan, s. 212

1. Sprawdz, ktéry z odcinkow jest diuzszy: AB czy CD.
a) A(1,2), B(5,5), C(3,2), D(8,0) b) A(=3,-1), B(2. 4), C(1,1), D(4, —5)

2. Ustal, czy czworokat ABCD o wierzchotkach A(-5, —4), B(5.-3), C(3,2), D(-7.1)
jest rownolegtobokiem.

3. Oblicz odleglo$¢ wierzcholka D kwadratu ABCD od poczatku uktadu wspotrzed-
nych, jesli A(=8, 0), B(=2,0), C(=2, —6).
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LEKCIA

6 Pole tréjkgta

NA POCZATEK

Z kawalka tortu Pischingera [czyt.: piszingera]

w ksztalcie prostokata o wymiarach 32 cm x 16 cm

cukiernik wycina kawatki w ksztalcie trojkatow e 8cm
prostokatnych réwnoramiennych. W jaki sposob
ustalisz, ile trojkatow powstanie z duzego
kawalka tortu?

Pole tréjkata mozemy obliczy¢ ze wzoru:
=1
P =7ah

gdzie a jest dlugosciag boku trojkata, natomiast £
to diugos¢ wysokosci opuszczonej na ten bok. a

Oblicz pole tréjkata rownoramiennego, ktdrego podstawa
jest rowna 6 cm, a ramiona maj3a po 5 cm.

)

Sporzadzamy rysunek pomocniczy.

5cm

B

A 3cm D 3cm

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla trdjkata BCD, zeby obliczyé

wysokos¢ tréjkata ABC:
B 4§ =57

2=25-9=16
h=4[cm]
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Pole trojkata

Obliczamy pole trojkata:
P=2ah=76-4=12[cm’

Oblicz pole trojkata réwnoramiennego o podstawie a i ramieniu x.

a)a=8cm, x=5cm b)a=10cm, x=13cm ¢ga=8cm, x=6cm

Jesli boki tréjkata maja dlugosci a, b, ¢, zas wysokoSci
opuszczone na te boki sa odpowiednio rowne h, h,, hs,
to wzdr na pole tréjkata mozemy zapisac na trzy sposoby:

p=1lan, P=lbh, P=ich,

Oblicz diugosc boku AC w tréjkacie ABC.
Obliczamy pole trojkata ABC:
P=3ah, =5|AC|-|BE|=51AC| 6 = 3-|AC]|

12 cm

Zauwazamy, ze pole nie zmieni sie,
gdy do wzoru podstawimy inny bok
i inng wysokos¢:

P=-bh,=1|AB|-|CD|=5 1012 = 60 [cm?]

A 10 em B D

Rozwigzujemy otrzymane w ten sposob rownanie:
3-|AC|=60]:3
|AC|= 20 [cm]

Bok AC ma dlugo$¢ 20 cm.

[ wiczenie 2

Oblicz dtugosc boku AB w tréjkacie ABC.




EKCIA 6

W tréjkacie rownobocznym o boku a do obliczania wysokosci 4 i pola P
uzywamy nastepujacych wzorow:

Udowodnij, ze w dowolnym trdjkgcie rownobocznym o boku a

r r r r (1‘!!?
wysokos¢ ma dlugos¢ —-.

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla trdjkata prosto- a
katnego, bedgcego polowa tréjkata réwnobocznego:

(& +1=a?

a a
Przeksztalcamy rownanie tak, zeby wyznaczy¢ h: 2 2
2_ 2 _ (a8
h ()
2 E_
k" =g~—5
h2 s :
4 &é’oﬂﬂazv% :
h _ 3(32 - 1y 3 C“D
Y 4 2 A/
Sows
I TY MOZESZ TO UDOWODNIC!
a%y3

Wykaz, ze pole dowolnego tréjkgta réwnobocznego o boku a wyraza sie wzorem —,—.

Oblicz wysokos¢ i pole trojkata réwnobocznego o boku a = 12 cm.

Wysoko§¢ trojkata wynosi: h = NT” = Igf = 64/3 [cm]

at/3  122/3 14443 _
« = — 3 = 3643 [cm’]

Pole tréjkata wynosi: P =

g CWiczENIES

Dany jest tréjkat réwnoboczny o boku a = 14 cm. Oblicz jego wysokos¢ i pole.
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RLULUIVY v Zbiér zadan, s. 213
1. Oblicz pole tréjkata oraz brakujaca dtugos¢ boku.

a) e <)

Pole trojkat

=
L ct

b)
C
20/ 16| \,
5 16
%6 14
. A
A 20 B A 75 B

2. Oblicz obwod trojkata rownobocznego, ktorego pole jest réwne:

a) 94/3 cm?, b) 25v3 dm?, d V3 m?

3. Oblicz pole tréjkata réwnobocznego o wysokosci:

a) 64/3 cm, b) 2/3 dm, ¢ 2m.

NZOWE

4. Ogrodnik stosuje pewien nawdz do podloza w iloéci 5 kg na 100 m”. Oblicz, ile
kilograméw nawozu potrzebuje, zeby nawiez¢ trawnik, ktorego ksztalt
przedstawiono na rysunku. Do obliczen przyjmij, ze v3 = 1,7.

a) b)

5. Stolarz zbudowat stét, ktdrego blat byt w ksztalcie
sze$ciokata foremnego o boku réwnym 1 m. Wykonaj

polecenia.
a) Oblicz pole powierzchni blatu. Do obliczen przyjmij,
ze /3 = 1,7,

b) Sprawdz, czy prostokgtnym obrusem o wymiarach
2m x 1,8 m da si¢ calkowicie zakry¢ blat tego stotu.

— PODPOWIED?Z -

Pole szesciokata forem-
nego o boku a jest row-
ne szesciokrotnosci pola
trojkata rownobocznego

o boku a.
_ a3
P=6 i
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=y Tréjkaty o kqtach 45°, 45°
y 90° oraz 30° 60° 90°

NA POCZATEK

Przyjrzyj si¢ zdjeciu. Czy potrafisz podac pozostale
wymiary przedniego zagla? Jak to zrobisz?

Dlugosé¢ przekatnej kwadratu o boku a jest réwna ay/2.

Oblicz dlugos¢ przekatnej kwadratu o obwodzie réwnym 12 cm.
Obliczamy diugos¢ boku kwadratu:
a=12:4=3[cm]
Podstawiamy a = 3 cm do wzoru na dlugo$¢ przekatnej kwadratu:
d=ai2 =32 [cm]

Przekatna kwadratu ma dtugos¢ 3v2 cm.

[ CWICZENIE 1

Dany jest kwadrat o obwodzie réwnym 36 cm. Oblicz diugosc jego przekatnej.

Trojkat o katach 45° 45°1 90° jest potowa kwadratu.
Jego boki majg dlugosé:

|AB|=|BCl=a |AC|=d=ay2
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Oblicz obwdd i pole kwadratu, ktérego przekatna ma dlugosé 10 cm.
Obliczamy dlugos¢ boku a ze wzoru na dlugos¢ przekatnej kwadratu:
d=ay2 =10

a2 = 10142

10

= \_5 '
[—— PODPOWIEDZ ———
Usuwamy niewymierno$¢ z mianownika:
Jesli w mianowniku utamka

q= LE - 1042 = 5\/3 [cm] znajduje sie liczba niewy-
J2 ﬁ 2 = mierna, np. ¥2, s/§, nalezy

) 5 ja usunaé, mnozac licznik
Obliczamy obwdd kwadratu: i mianownik utamka przez

L=4q=4- 5\/7 — 2()\/5 [cm] | te liczbe.
' 4 Obliczamy pole kwadratu:
P=gt=(547) = 252 =50 [em’]

Obwéd kwadratu wynosi 2042 ¢m, a pole 50 cm?.

[ CWICZENIE2

Oblicz obwdéd i pole kwadratu o przekatnej d.
a)d=17/2cm b)d=4dm gd=12m

Udowodnij, ze dlugos¢ przekatnej kwadratu o boku a
WYNosi ay'2.

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata A
prostokatnego, bedacego polowa kwadratu:

at+a®=4d° 2
Wyznaczamy d:
. JT
d° = 2a &’o"“mq"go .
d =il 2n® =43 CND
dow\:é‘k'

I TY MOZESZ TO UDOWODNIC!
Udowodnij, ze pole trojkata prostokgtnego rownoramiennego o przyprostokatnej a

L oki®
wyraza si¢ wzorem P =-a”,
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Zauwazamy, ze tréjkat ABC jest trojkatem prostokatnym réwnoramiennym:
| ACB| = 180° — (45° + 9¢0°) = 45°

Stwierdzamy, ze przyprostokatne sa réwnej dtugosci:
|ABl=|ACl=a=Yy2

i3 Obliczamy dtugo$c przeciwprostokatnej za pomocg wzoru na najdtuzszy bok
trojkata o katach 45°, 45°, 90

|BCl=ay2 =42 {2 =2
¢4 Obliczamy obwdd tréjkata: L= 2+ 24/2.

[ CWICZENIES J

Oblicz obwdd tréjkata ABC.

a C b C o C
23 3 12
. 450 - 450
A\ B A\ ” B A\ B

Trojkat o katach 30°, 60° 1 90° jest potowg tréjkata
réwnobocznego. Jego boki maja dlugos¢:

3
|ACl=a |AB|=75 IBclzh:%
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Oblicz obwdd i pole trojkata ABC.

Zauwazamy, ze trojkat ABC jest trojkatem o katach 6 cm
30°, 60°1 90
|CACBI|= 180° — (30° + 90°) = 6(° g <2 Ay

Obliczamy brakujagce dlugosci bokéw, korzystajac z odpowiednich wzordw:

IBClZ%Zg—Q[cm]

14B|=“2 =28 _ 33 [em]

Obliczamy obwdd tego trojkata:
=|AC|+|BC|+|AB|=6+3+3y3 =94+ 3/3 [cm]

“ 4 Obliczamy pole trojkata:

Pziahzieﬁ-szgﬁ[cmi]

5
Obwod tréjkata wynosi (9+3y/3)cm, a pole —— 22 em?.

[ CWICZENIE4 J

Oblicz obwod i pole trojkata prostokatnego o katach ostrych réownych 30° i 60°, ktérego
przeciwprostokatna ma podang dtugosc.

a)4 cm b) I m d 643 cm

Oblicz obwod tréjkata ABC. C
Zauwazamy, ze trojkat ABC jest trojkatem o katach @
30°, 60°1 90
| XBAC| = 180° — 90° — 60° = 3(° z

<2 Stwierdzamy, ze boki tréjkgta ABC
maja nastepujace dlugosci:

ACl=a |AB|=" [BC|=2
<3 Rozwigzujemy réwnanie, Zeby wyznaczy¢ dlugosé¢ a:
24432
ay3=8Y31:/3
a=38
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LEKCIA 7

KrROK 4 Obliczamy diugosc boku BC:
1BC|=3|AC

_ 1l g_

=58=4

krok 5 Obliczamy obwdd tréjkata:
|AC|+|BC|+|AB|=8+4+4/3=12+4y3

[ CWICZENIES

Oblicz obwod i pole trojkata o katach 30°, 60°, 90°, ktorego dtuzsza przyprostokgtna
ma dhugos¢ rowna:

a) 10/3 cm, b) 15 ¢m, ¢ 12 ¢cm.

- ZADANIA ¥ Zbiér zadan, s. 213

1. Oblicz obwdd i pole trojkata prostokatnego réwnoramiennego:

a) o przyprostokagtnej rownej 12 cm. b) o przeciwprostokatnej réwnej 8 cm.

2. Oblicz obwdd i pole tréjkata ABC.

a) b) G
6 cm @b
4 cm
30° . 45 .
A B A D B

P ZADANIA BRANZOWE

3. Wtasciciel dziatki moze ja podzieli¢ na dwie przystajace dziatki na dwa sposoby -
przedstawione na ponizszych rysunkach.

D F o D F c
20 m 20 m
45° 60°
A . E ._ B A E B
50 m 50 m

Ustal, ile metrow siatki bedzie potrzebowal do ogrodzenia czworokatnej dziatki
AEFD w pierwszym przypadku, a ile w drugim. Do obliczen przyjmij, ze v 2 = 1,4

iJ3=1,7.
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LEKCIA

8 Czworokaqty —

pola i obwody

NA POCZATEK

Czy na podstawie informacji w ogloszeniu da sie¢

ustali¢, jakie wymiary moze mie¢ dziatka?

a

P=a?
L=4a
P=ab
L=2a+2b
P=ah
L=2a+2b

—r

Sprzedam dziatke
za miastem
0 pow. 16 a.

Tanio!!!

W kazdym kwadracie przekatne
sg rownej dlugosci, przecinajg si¢
w potowie i pod katem prostym.

W kazdym prostokacie przekatne
sg rownej dlugosci i przecinajg sie
w polowie.

W kazdym réwnolegloboku
przekatne przecinajg sie w polowie,
a suma katéow a + g = 180°

W kazdym rombie przekatne
przecinajg si¢ w polowie, a suma
katéw a + g = 180~

W kazdym trapezie suma katéw
o+ = 180" araz y+0 =180
W trapezie rownoramiennym
przekatne sa rownej dlugosci,
akaty o =8oraz g=v.
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EKCIA 8

Oblicz pole prostokata o obwodzie 36 cm, jezeli stosunek diugosci bokéw w tym
prostokacie jest réwny 4:5. D c

Sporzadzamy rysunek pomocniczy.

a - dtugosc prostokata b
b - szerokosc prostokata

A a B
¢2 Korzystamy z informacji o stosunku dlugosci bokow
prostokata, zeby wyznaczyé dlugosé jednego boku:
5

a=zb

[

5
b4
Uktadamy réwnanie opisujace obwod prostokata:
L=2a+2b=22b+2b=36

Rozwigzujemy réwnanie, zeby ustali¢ szeroko$¢ prostokata:

2,56+ 2b=136

4.5b=136 4.5

b =8 [cm]

Wyznaczamy dlugos¢ prostokata:
a =%b=%8 = 10 [cm]

Obliczamy pole prostokata:
P=ab=10-8 = 80 [cm?]

[ CwICZENIET J

Oblicz pole prostokata o obwodzie L, jesli stosunek dtugoéci jego bokéw jest réwny k.

aL=20cm, k=14 b) L=55cm, k=38 ¢ L=3%cm, k=3:10

Oblicz pole réwnolegloboku o kacie ostrym 45° i bokach réwnych 5 cm i 8 cm.

Wrykonujemy rysunek pomocniczy. D 8 cm C

h - wysokosé rownolegtoboku h
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Czworokaty - polaiobwody

Obliczamy wysoko$¢é rownolegloboku, korzystajgc z dtugosci bokdw

w tréjkacie prostokatnym réwnoramiennym ADE:

]ADl: hf: 5 [Cm]
i :%-%: 2,5¢2 [cm]

Obliczamy pole réwnolegloboku:

P=gh=82,5/2=20y2 [cm?

g cwiczenie s

Oblicz pole figury.

a) D 8 b) D ' < D
A
6 cm 3074 cm
A B
e PANY, A

romb romb

C

6 cm B

réwnoleglobok

1

—To sie liczy!

Umiejetno$é wyznaczania pél
i obwodéw figur przydaje sie
w zyciu prywatnym i zawodo-
wym. Wzoréw na pola i obwody
uzyjemy, zeby policzy¢ np. ilos¢
materiatow potrzebnych do re-
montu. Ponizsze zadanie pokaze
Wam, ze warto zna¢ wzory na
obwody i pola réznych figur.

ZADANIE BRANZOWE

Oblicz koszt potozenia wykladziny podlogo-
wej w pokoju w ksztalcie kwadratu, ktérego
bok ma dtugosé 3 m. Wyktadzina w cenie
28 zt/m? jest sprzedawana w rolkach o tej sa-

Na zdjeciu pokazano plani-

metr, czyli, przyrzad do wy-
znaczania pola powierzchni
figur ptaskich.

mej szerokosci co pokdj. Dookola trzeba przykrecic listwe podlogows, ktéra
kupuje sie na sztuki. Listwa o dlugosci 2,5 m jest dostepna w cenie 8,50 z/szt.
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Oblicz pole i obwdd rombu o przekatnych rédwnych 24 cm i 10 em.
D G

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

a - dtugosc boku rombu
Obliczamy pole rombu:

P=3d,d, =5 24-10 = 120 [cm’]

A a B
Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata ABO, zeby wyznaczy¢
dlugosé boku rombu:

@’ =12°+5"=144+25=169
a=+/169 = 13 [cm]

4 Obliczamy obwdd rombu:

L=4a=4-13 =52 [cm]

Pole rombu wynosi 120 cm?, a obwéd 52 cm.,

[ CWICZENIES

Oblicz pole i obwdd rombu o przekatnych d, i d..
ad =10cmid,=4cm b)d,=4cmid,=6cm d, =3cmid,=4cm

Oblicz pole trapezu rownoramiennego o bokach 10 cm, 4 ¢cm, 6 cm i 4 cm.

Wykonujemy rysunek pomocniczy. D 6 cm C
h - wysokosc trapezu

4 cm h 4 cm
Obliczamy diugos¢ odcinka AE: 5 v
|AE|=|BF|=x=(10—6):2 =2 [cm] A E O F__ B
Wyznaczamy wysoko$¢ trapezu, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla
trojkata AED:
x4 b= 4

h’=16—4=12

h=y12 =23 [cm]

<4 Obliczamy pole trapezu:

_la+bh {10+6)-243

P=— - = 164/3 [cm?]

ra

118



Czworokaty - polaiobwody

Oblicz pole trapezu.
a) D 4 cm C b H
ﬂ
4 cm
a 12 cm B

ZADANIA ¥y Zbiér zadan, s. 214

1. Ustal, ktory z przedstawionych rownoleglobokdw ma najwiekszy obwdd, a ktéry -
najwicksze pole.

D C
H G
N M
8 cm
8cm
8 cm
60°\ /e 450 : 30° £
A / B B / F K L
2. Oblicz pole i obwdd rombu, w ktérym kat ostry ma 60° oraz:
a) krotsza przekatna ma 6 cm, b) dtuzsza przekatna ma 12 cm.

P”"ZADANIA BRANZOWE

3. Stolarz pociat listwe o szerokosci 55 mm na trapezy réwnoramienne
o kacie ostrym 45° Kolorem zielonym zaznaczono na rysunku odpady
w ksztalcie trojkatéw. Z otrzymanych trapezow skleit rame¢ o wymiarach
przedstawionych na rysunku. Odpowiedz na pytania.

W Jakajest dlugosc listwyuzyte) | >
do wykonania ramy?

b) Jaki procent listwy stanowia odpady?
Wynik podaj z doktadnoscia do 0,01%.

W G/g

515 mm
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Powiorzenie rozdziatu
WIELOKATY

ZADANIA PODSUMOWUIJACE

Odcinki AB i CD sa réwnolegte. Wyznacz miary katow a i S.

a) C D

20° B
A B

Narysuj szesciokat foremny o boku 4 cm i podziel go w dowolny sposob na 12 trojkatow
przystajacych. Podaj miary katéw i diugosci bokéw tych trojkatow.

Wybierz wlasciwe dokonczenie zdania.
Boki tréjkata moga miec¢ dtugosci réwne

A.29cm, 13 cm, 14 cm. C.6dm, 13 dm, 400 dm.
B. % m, im, %m. D.2 m, 30 dm, 170 cm.

Sprawdz, czy tréjkat ABC o wierzchotkach A(—1, 6), B(6, 5), C(0, —2) jest
rownoramienny.

Oblicz pole trdjkata prostokatnego réwnoramiennego, ktérego najdtuzszy bok ma 16 cm.

W trojkacie prostokatnym o przeciwprostokgtnej /40 cm jedna z przyprostokatnych jest
trzykrotnie dluzsza od drugiej. Wskaz zdania prawdziwe.

A. Dlugoéci przyprostokatnych wynosza 3 cm i 9 cm.

B. Jedna z przyprostokatnych jest dtuzsza od drugiej o 4 cm.

C. Pole tego trojkata jest réwne 6 cm”,

Oblicz pole prostokata, jezeli jeden bok prostokata jest o 20% diuzszy od drugiego, a jego
obwdd jest rowny 88 cm.

Oblicz dlugosé x, jesli wiesz, ze pole figury wynosi 60 cm®.

a) b) <)
4 cm
* S5cm
10 cm
a £
x
ﬂ- 12 cm
X
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SPRAWDZ, CZY POTRAFISZ

Wskaz zdania prawdziwe.
A. Kat o na rysunku ma miare 65°
B. Suma miar katow o i B wynosi 95°.

C. Trojkat BCD jest rGwnoramienny.

C
Wybierz wlasciwe dokonczenie zdania.

Dlugosci dwoch bokéw trojkata wynosza 5 cm i 6 cm. Diugosé trzeciego boku moze
by¢ réwna

A. 10 cm. B. 11 cm. C. 12 cm. D13 em.

Ile wynosi pole tréjkata réwnobocznego o wysokoéci réwnej 4y/3? Wybierz whasciwg
odpowiedz.

A.8 B.8/3 C. 16 D. 1643

Podaj cechg przystawania, na podstawie ktorej mozna stwierdzic, ze tréjkaty zielony

i niebieski sg przystajgce. 5
a) ¢ D b) g -

A B A B A B
AB| CD |AB|=|CD| |BC|=|CDI AD|BC |AB|=|CD|
Ktory z trojkatow o podanych bokach jest trojkatem prostokatnym? Wybierz wlasciwa
odpowiedz.

Al 1% |.§ B.1, 1%, 2 C. 18, 24, 35 D. 24, 30, 40

Oblicz obwad trojkata ABC o wierzchotkach A(=2.-1), B(5,6), C(1, 3).

Wybierz wlasciwe dokoriczenie zdania.
Obwdd kwadratu o przekatnej 5 cm jest réwny

A 125cm: B.10y2 cm. C. 20 cm. D. 2();5 CIT.

Oblicz pole trapezu ABCD.

6 cin

o

10 cm
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Podobienstwo

TEMATY LEKCIJI

Figury podobne

Trojkaty podobne

Pola figur podobnych
4 Wazne plany

Powtorzenie rozdziatu

s.123-127

5.128-132

s.133-135

s. 136-137

s.138-139



LEKCIA

'I Figury podobne

NA POCZATEK

W jakich sytuacjach na co dzieh uzywasz “ |
stowa ,,podobny”? : ‘

\jﬁ '

Figury podobne to figury takiego samego ksztattu, ale niekoniecznie tej same;
wielkoéci. Do figur podobnych nalezg figury przystajace.
Jesli figury Fy, F, s3 podobne, to zapisujemy to w nastepujacy sposéb:

F ~F

Zamiennie stosuje si¢ rOwniez oznaczenia Fi F.

Odpowiedz, ktére sposrdd figur sa podobne, a ktore — przystajace.

A >

Podobne sg figury F|, F, oraz G, i Gs. Figury G, 1 G4 sg réwniez przystajace.

[ EWICZENIET J

Na rysunkach przedstawiono figury geometryczne. Wskaz trzy pary figur podobnych.

3cm
F, F, 4 cm F, F, -
jen 5cm 4 cm 4 cm T om
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Dwa wielokaty sa podobne, jesli ich odpowiednie katy maja rowne miary,
a stosunek diugosci bokéw jednego wielokata do dtugosci odpowiednich
bokéw drugiego wielokata jest staty. MoZemy to zapisac nastepujgco:

0= 0y B1= P V1 =Y 6= 0,

Ustal, czy réwnolegloboki sa podobne.

Zauwazamy, ze dtugosci bokéw drugiego s s
rownolegloboku sa dwa razy diuzsze od diugosci m /o]

bokéw pierwszego réwnolegloboku: 6cm
ap _ 12 _ B 10 -
a6 2 by~ 5 k=2
Obliczamy miary brakujacych katow 5 —_—
w réwnolegtobokach: >
g = 180° —60" = 120° B =180° —120° = 60° ]
120° B
Zauwazamy, ze spelnione sg warunki e
podobienstwa wielokatéw:
miary odpowiednich katow w obu rownoleglobokach sa réwne
» stosunki dlugo$ci bokdw sg sobie réwne
Réwnolegloboki F; i F, sa podobne: F, ~ F,.
Sprawdz, czy réwnolegloboki F, i F, sg podobne.
a) b)
; 60°
“m fe0° 60°
5cm 7,5 cm 10 cm 8 cm
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Jezeli figura F, jest podobna do figury F, w skali k (zawsze dodatniej),
to dtugosci bokéw sg proporcjonalne.

» Jezeli k > 1, to boki figury F, sg k razy dluzsze od bokéw figury F.
e Jezeli k €(0; 1), to boki figury F, sa krétsze od bokéw figury F,.
 Jezeli k = 1, to figura F, jest przystajaca do F,.

Czworokaty F, i F, sg podobne.
Oblicz dtugosci bokéw x, y i z. 12

Ustalamy skalg podobienstwa figury F, do figury F:
_ najdluZszy bok czworokgtal's 5

" najdfuzszy bok czworokgta Fy ~ 3

- Obliczamy brakujace dtugosci bokdw:

x=f12-38-2
y=324=3&=4
§z=3|:§

s=F == =13

Dlugosci bokéw wynosza: x =2, y=4iz=1,8.

Na podstawie rysunku oblicz brakujacy dtugosc boku prostokata, jezeli wiadomo,

ze prostokaty F; i F; sg podobne.
a) b)

5 14 cm

B F, 9 cm
F, 8 cm

4.8 cm 6cm 6cm
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LEKCJA1

—To sie liczy!

Z rzeczami o tym samym ksztalcie, ale
niekoniecznie tym samym rozmiarze,
mozemy si¢ spotkac np. przy planowaniul
zabudowy miast, tworzeniu makiet archi-
tektonicznych budynkéw czy w modelar{
stwie. Dlatego warto umiec obliczy¢ skale
podobienstwa danego przedmiotu i jego

modelu. Ponizsze zadanie pomoze Wam
utrwalic te umiejetnosé.

ZADANIE BRANZOWE

Zdjecie przedstawia wieze Eiffla [czyt.: ajfla] oraz jej miniature. Podaj, wjakiej
skali jg wykonano.

Jezeli F, ~ F, wskali k, oraz F, ~ F, w skali k,, to skale podobienstwa k, i k,
s3 liczbami odwrotnymi:
ki

Prostokaty F| i F, sa podobne. Oblicz skale

podobienstwa:

F, 2 cm
a) prostokata F, do prostokata Fj,

b) prostokata F do prostokata F,.

3,2 cm

a) Skala podobienstwa prostokata F, do prostokata
F| jest réwna:

2.3 4 5 2 2,5 cm
k===

3 &2 &

b) Skala podobienstwa prostokata F) do prostokata
F, jest odwrotnoscia skali k,: 4cm

1 _1_4
k2_kl_§_5
4
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Figury podobne

Figury F; i F, sa podobne. Oblicz skale podobienistwa figury F, do F; oraz skale
podobienistwa figury F; do F,.

2,8 cm

a) b) :
/ y 0.9 cm \
F, 1,2cm E, |09 em ;
ﬁ ﬁ 2 2 cm
1.8 cm 0,6 cm Laem
/]
1,2 cm

ZADANIA ¥ Zbidr zadan, s. 215

1. Naszkicuj:
a) dwa rownolegtoboki o kacie ostrym 60°, ktére nie sa do siebie podobne;
b) dwa romby o boku dtugosci 3 cm, ktoére nie sa do siebie podobne.
2. Sprawdz, czy prostokat P, o bokach diugosci x i y jest podobny do prostokata P,

o bokach diugosci 9 cm i 6 cm. Jedli tak, to podaj skale podobienistwa prostokata P,
do P,.

a)x=15cm, y=10cm b)x=12cm, y=9cm ¢ x=4cm, y=6cm
3. Prostokat P, ma boki dtugosci 10 ¢cm i 6 cm. Oblicz obwdd prostokata P,, jesli:

a) skala podobienistwa prostokata P, do P, jest rowna 3,

b) skala podobienstwa prostokata P, do P, jest rowna 2.

4. Podczas kserowania mozemy powiegkszy¢ lub zmniejszy¢ obraz.
Skala podobieristwa podawana jest w procentach. Oblicz wymiary obrazu powsta-
lego przy kserowaniu kartki o wymiarach 20 c¢m x 25 ¢m, jeéli przy kopiowaniu
wybrano skale:

PODPOWIEDZ
a) 80%, b} 120%.

W obliczeniach procenty
zamieniamy na utamki.

5. Projektant wykonal makiete centrum handlowego
w ksztalcie prostopadtodcianu o wymiarach
90 cm x 28 cm x 3 cm. Oblicz rzeczywiste wymiary
budynku, jesli makieta zostala wykonana w skali [:500.
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LEKCIA

2 Trojkaty podobne

NA POCZATEK

Ania chciala sprawdzic, jak

wysokie jest drzewo. W tym celu
umiescifa lusterko na ziemi w takim
miejscu, ze widziata w nim jego
czubek. Przyjrzyj si¢ rysunkowi

i odpowiedz, czy Ania ma wszystkie
potrzebne informacje do obliczenia
wysokosci drzewa.

Sprawdz, czy narysowane tréjkaty prostokatne réwnoramienne sg podobne. F
Sprawdzamy réwnosc katow:
& 2412 2
|XBAC|=|<{EDF|= 45° 7
| % ACB| = | < DFE| = 45° 1
AT B D 3 E

| LABC|=|<DEF|= 90°

Obliczamy stosunki dtugosci odpowiednich bokdw:

lagl _ 1 Bcl_ 1 acdl_s2 1 1

|DE| 2 |EF) 2 IDF|l 242 2 T2
Trojkaty sg podobne: AABC ~ ADEF.

£
Ustal, czy narysowane trojkaty
réwnoboczne s3 podobne.
4 4
A P B
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Jesli trzy boki jednego trojkata
sg odpowiednio proporcjonalne
do trzech bokéw drugiego

trojkata, to trdjkaty te sa
podobne. A

C Bq

Jest to cecha podobienstwa tréjkatéw bok-bok-bok, 4
w skrocie okreslana jako cecha BBB. :

g B
Jesli %: b-f:ﬁ—f= k,toAA1B;C; ~AA;,;B;C,.

Sprawdz, czy tréjkat o bokach 4 cm, 6 cm i 8 cm oraz trdjkat o bokach 20 cm, 30 cm
i 40 cm sg podobne.

Obliczamy stosunki dlugosci odpowiednich bokdéw tréjkatdw:
20 30 _ 40 _

Pl 6 8

Zauwazamy, ze wszystkie stosunki s3 jednakowe:

k=35

Spetniona jest cecha BBB, wiec trdjkaty sg podobne.

" CWICZENIE 2

Ustal, czy tréjkaty o podanych dtugosciach bokéw sa podobne. Jesli tak, to podaj
skale podobienstwa wiekszego z trdjkatéw do mniejszego.

a) 8,9, 12 oraz 24, 27, 36 ¢ 6,12, 18 oraz 9, 18, 26

b) 10, 15, 16 oraz 20, 30, 34 d) 13, 23, 33 oraz 9, 15, 21

¢

Jesli dwa boki jednego tréjkata sa
proporcjonalne do dwdch bokdw
drugiego tréjkata i katy zawarte
miedzy tymi bokami sg réwne,

to trojkaty te sa podobne. 5

1
Jest to cecha podobienstwa tréjkatéw bok-kat-bok,
w skrécie okreslana jako cecha BKB. :

Jedli 22 = g—f ¥1=1vyt0AAB{C; ~AA,yB,Cy.
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EKCIA 2

Sprawdz, czy trojkat prostokatny o przyprostokatnych 20 cm i 24 ¢cm jest podobny
do trojkata prostokatnego, ktérego przyprostokatne majg diugosci 5 cm i 6 cm.

Sprawdzamy proporcjonalno$¢ bokow trojkata:

20 _

24 .
3 4 ?—4 k=4

Sprawdzamy réwnos¢ katow miedzy tymi bokami - w obu tréjkatach mamy
katy proste miedzy przyprostokatnymi.

Spelniona jest cecha BKB, wigc tréjkaty sg podobne.
Uzasadnij, ze trojkaty ABC i CDE sa podobne.,

a) b)

C 2cm Alem D

Jesli trzy katy jednego tréjkata
sa rowne trzem katom drugiego
trojkata, to trojkaty te sa
podobne.

Jest to cecha podobienstwa
tréjkatow kat-kat-kat, w skrocie
okreslana jako cecha KKK.

JeSli oy = oy, B1=PB2 ¥1=Y2nt0AAB{C| ~AA,B,C,.
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|

Trojkaty podobne

Proste k i I na rysunku sg réwnolegte. Uzasadnij, ze trojkaty ABC i CDE sa podobne.
[

krok 1 Odszukujemy na rysunku pary katéw naprzemianleglych:
|<CBAC|=|<CDE| | XLABC| =< CED|

Krok 2 Wskazujemy pare katéw wierzchotkowych:
|LACB|=[<DCE

Trojkaty ABC i CDE sg podobne, poniewaz spetniona jest cecha KKK,

C F E
\'&7
60° 559 D
B

Uzasadnij, ze trdjkaty ABC i DEF sg podobne.

—To sie liczy!

Podobienistwo tréjkatéw mozemy wyko-
rzysta¢ do ustalenia wysokosci danego
obiektu na podstawie dtugosci jego cie-
nia. Ponizsze zadanie pokaze Wam, jak
zastosowac tg umiejetnos¢ w praktyce.

ZADANIE BRANZOWE

Na placu Zamkowym w Warszawie
stoi Kolumna Zygmunta. Tomek zmie-

1.6 2

dlugosé cienia= 0,5 i

wysokoscl wysokodé
czlowiecka ezlowicka

wysokoiel wysakodel
crlowleka ezlowieka

Czy wiesz, ze mozesz wykorzystad wtasny

rzyl, ze cien rzucany przez pomnik ma
diugos¢ 10 m. W tym samym czasie
jego wlasny cienn mial dtugos¢ 80 cm.
Oblicz wysokos¢ Kolumny Zygmunta,
jezeli Tomek ma 176 cm wzrostu.

ciell do okreslenia zagrozenia promienio-
waniem UV? Jedli Twdj cien jest krotszy
niz wysokosc Twojego ciata, to promienie
stoneczne padajg pod katem wickszym niz
45° Wodwezas ochrona przed promienio-
waniem UV jest niezbedna.
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LEKCJA 2

" ZADANIA ¥ Zbior zadan, s. 215

1. Odszukaj na rysunku tréjkaty podobne i podaj odpowiednia ceche podobienstwa.
Oblicz dlugos¢ odcinka x.

a) D
BE| CD

20 27

D

2. W trojkacie A B C; dlugosci bokow wynosza 9 cm, 12 cm i 18 cm. Najdtuzszy bok
tréjkata A, B, C,, podobnego do tréjkata A;B;Cy, ma 24 cm. Znajdz skale podo-
bienstwa tréjkata A1 B C, do trdjkata A, B, C; i oblicz obwdd tréjkata A, B, C,.

3. Oblicz dtugoé¢ odcinka x.

a 5 C
\ W
p B
5 10
CD | BE AB| CE

i

\DANIA BRANZOWE

e

4, Rysunek przedstawia fragment projektu wigzby dachowej. Polacie dachu sg nachy-
lone pod tym samym kgtem a. Wykonaj polecenia.

E

2m

4m

7

8m B

A c

a) Uzasadnij, ze tréjkaty ABE i BCD sg podobne.

b) Oblicz dtugo$¢ krokwi potrzebnych do konstrukeji dachu, czyli dlugos¢
odcinka AE i dtugosc odcinka CD.
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LEKCIA

3 Pola figur podobnych

NA POCZATEK

Do obsiania trawnika ukazanego na zdjeciu zuzyto
(,5 kg nasion. Jak mysélisz, ile kilogramdw nasion
nalezatoby kupi¢, aby otrzymad réwnie gesty
trawnik, ale o wymiarach dwa razy wiekszych?

Pewien obraz ma wymiary 1.4 m x | m. Jego reprodukcja jest prostokatem o dwukrot-
nie mniejszych wymiarach. Oblicz, ile razy pole powierzchni obrazu jest wigksze od
pola powierzchni reprodukcji.
Ustalamy wymiary reprodukgcji obrazu:
1,4:2=0,7 [m]
1:2=0,5[m]
0.,7mx0,5m
¢2 Obliczamy pole powierzchni obrazu i pole powierzchni jego reprodukeji:
Pi=14 1= 1407
P,=0,7-0,5= 035 [m?]
<3 Obliczamy stosunek pél (obrazu do reprodukcji):

Pp_ 14,
Py~ 0,35

Pole powierzchni obrazu jest cztery razy wieksze od pola powierzchni jego reprodukciji.
Oblicz, ile razy pole kwadratu o boku 60 cm jest wigksze od pola kwadratu o boku 6 cm.

Jesli skala podobienstwa figur podobnych jest réwna k, to stosunek ich pdl jest
réwny k2.
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LEKCJA 3

Oblicz skale podobienstwa wickszego kwadratu do mniejszego, jesli pole jednego
z nich jest:
2) 0 36% mniejsze od pola drugiego, b) o 125% wigksze od pola drugiego.
a) krow 1 Ustalamy skalg podobienstwa za pomocg stosunku pol kwadratow:
2L = 1009% — 36% = 64% = 0,64
k*=064 k=08

«rok 2 Obliczamy odwrotnosc¢ skali podobienstwa k, poniewaz otrzymalismy
skale podobienistwa mniejszego kwadratu do wigkszego (k < 1):
1

1_1_1_10_5
k- 08 8 8 4
10

Skala podobieristwa wynosi ; (mozemy tez zapisac 5:4). .
— PODPOWIEDZ

\ BASATWIATARMIE
L)L Wi 2k i

P S i Skale podobiefstwa mo-
“= 100%+125% = 225% = 2,25 zemy podawac za pomoca
k=15= 3 utamka (%} ilorazu (3:2)
’ 2 lub procentu {150%).

Skala podobienstwa wynosi 1,5 (3:2).

Oblicz stosunek pol figur podobnych, jezeli skala podobienstwa tych figur jest rowna:
a) k=5, b k=3, k=07

+—To sie liczy!

Z podobienstwem spotykamy sie, kiedy np. wykonujemy kserokopie lub gdy wy-
wolujemy zdjecia. Ponizsze zadanie pomoze Wam utrwali¢ umiejetnosé obliczania
wymiaréw figur podobnych.

ZADANIE BRANZOWE

Karolina wykonata dwie odbitki zdje¢
- dwa prostokaty podobne, przy czym
pole powierzchni wigkszego z nich jest
o 44% wigksze od pola mniejszego.
Oblicz wymiary mniejszego zdjecia,
jesli wigksze jest prostokatem o wymiarach 12 cm X 18 cm.
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Dala fiomn nadabhinwe b
Pola figur podobnych

Z'A_DANIA N Zbiér zadan, s. 216

1. Jeden z bokow prostokata ma dtugos¢ 18 cm. Wyznacz dlugosc drugiego boku tego
prostokata tak, by byl on podobny do prostokata o bokach diugosci 24 cm i 36 cm.
Rozpatrz dwie mozliwosci.

2. Prostokat o bokach 12 cm i 15 ¢m jest podobny do prostokata o obwodzie réwnym
90 ¢m. Oblicz pole wigkszego prostokata.

3. Dane sg dwa prostokaty podobne. Wigkszy z nich ma wymiary 24 cm x 36 cm.
Oblicz dtugosci bokow i obwod mniejszego prostokata, jesli stosunek pol tych
prostokatéw jest rowny 1:16.

4, Rysunek przedstawia plan sgsiadujacych ze sobg dziatek i
budowlanych.
Wykonaj polecenia. . =
a) Oblicz skale, w ktorej wykonano plan, jesli dziatka
A jest prostokatem o wymiarach 32 m x 24 m. / B
b) Wyznacz pole powierzchni dziatki B, jesli na planie
jest ona trapezem o polu réwnym 9 om?, .
PODPOWIEDZ -

¢) Oblicz, jakie pole mialby wielokat, ktéry przed-
stawialby na planie dziatke budowlang C o polu
powierzchni 6,4 a.

1a =100 m?
1 m? =10 000 cm?

5. Fotograf nakleit zdjecie (prostokat ABCD) o wymiarach H 5 P G
18 ¢cm x 21 ¢m na kawalek tektury w ksztalcie prostokata
EFGH. Wykonaj polecenia.
a) Oblicz wymiary kawalka tektury, jesli prostokat EFGH
jest podobny do prostokata ABCD w skali 4:3. A B
E F

b) Ustal, o ile wigksze bytoby pole prostokata EFGH od
pola prostokata ABCD, gdyby ich skala podobienstwa
byta réwna 5:3.
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LEKCJA BRANZOWA

“Wazne plany

Z podobienstwem mozecie si¢ spotkad nie tylko na lekcjach matematyki. Wykorzysty-
wane jest rOwniez m.in. przy tworzeniu wszelkiego rodzaju plandéw, np. lokali mieszkal-
nych lub ustugowych.

Plan to przedstawiony na ptaszczyznie model rzeczywistego obiektu, np. mieszkania,
przy uzyciu skali. Najczesciej na planach uzywana jest skala pomniejszajaca, np. 1:500,
co oznacza, ze rzeczywiste rozmiary danego elementu sg zmniejszone 500 razy.
Skala 1:500 oznacza, ze 1 cm na planie odpowiada 500 cm, czyli 5 m, w rzeczywistosci.

PRZYKLADOWY PLAN MIESZKANIA

Rysunek przedstawia plan jednopokojowego mieszkania.
Aby poprawnie odczytac z planu np. gdzie znajdujg sie
sciany nosne albo scianki dziatkowe, musicie wiedzied, jakie
oznaczenia sg stosowane do ich przedstawienia na planie.

o Sciany nogne zaznaczone sa na planie gruba linia.
Nie mozna ich wyburzy¢ ani przesunaé, poniewaz
na nich opiera sie konstrukcja catego budynku.

e Scianki dziatowe oznaczone sg cieriszymi liniami.
Ten rodzaj scian mozemy modyfikowac, np.
wyburzy¢, zeby potgczy¢ dwa pomieszczenia.

0 Symbolem drzwi na planie jest odcinek potaczony
z tukiem okregu. Dzieki takiemu oznaczeniu widzimy,
w ktéra strone otwierajg sie drzwi.

@) Na planie zaznacza sie réwniez okna jako przerwy
w $cianach.

e Obok planu znajduje sie oznaczenie stron Swiata.
Zawsze wskazuje sie kierunek potnocny, dzieki czemu
mozemy ocenid, do ktoérych pomieszczen bedzie
docierato mniej $wiatta dziennego (strona potnocna),
a do ktdrych wiecej (strona potudniowa).

Q Plan zawiera rowniez skale podana za pomoca liczb
lub podziatki.

Z podziatki zamieszczone] pod planem odczytujemy,
ze 1 cm zastepuje 1 m na planie. Oznacza to, ze 1 cm

na planie odpowiada 100 cm w rzeczywistosci.
Plan zostat sporzadzony w skali 1:100
{skala podobieristwa k = 100).
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Skale planu mozemy tez ustalié, wykonujac nastepujace dzielenie:
1m:1ecm=100cm:1cm =100

o Znajomosc skali pozwala obliczy¢ wymiary poszczegdlnych pomieszczen, o ile nie zostaty one
podane na planie.
Pokdj na planie ma wymiary 4,5 cm % 5,3 cm. W rzeczywistosci sg one 100 razy wieksze:
4,5 .100 =450 [em] = 4,5 [m]
5,3-100 =530 [ecm] = 5,3 [m]
Pokdj ma w rzeczywistosci wymiary 4,5 m x 5,3 m.

e tazienka jest na planie prostokatem o polu rownym ok. 4 cm?. W rzeczywistosci jej
powierzchnia wynosi;
4.100% =4 .10 000 = 40 000 [em?] = 4 [m?]

'/

Zapoznaj sie z planem mieszkania i wykonaj polecenia. = _

a) Zmierz dlugos¢ odcinkéw, ktérymi sg zaznaczone na planie
Sciany otaczajace pokoj. o

b) Podaj rzeczywiste wymiary écian pokoju, jezeli mieszkanie
ma wysoko$¢ 2,5 m.

¢) Ustal, ile musisz kupic rolek jednolitej tapety do wytapetowa-
nia pokoju, jezeli 1 rolka zawiera ok. 5 m” tapety. Nie odliczaj =
pola powierzchni okien. =

d) Oblicz koszt wytapetowania pokoju, jezeli jedna rolka tapety
kosztuje 48 zl, a do jej polozenia trzeba uzy¢ kleju w cenie
25 zl za opakowanie, kt6re wystarcza na 20 m” powierzchni.
Fachowcowi za potozenie tapety na 1 m” powierzchni §ciany
zaplacisz 22 zt.

e) Ustal, ile metréw kwadratowych paneli
potrzebujesz na wylozenie podtogi pokoju.
W obliczeniach przyjmij zapas w postaci 10%
materiatu.

Skala 1:200
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Powiorzenie rozdziatu
PODOBIENSTWO

ZADANIA PODSUMOWUJACE

Wskaz zdania prawdziwe,

A. Kazde dwa kwadraty sa podobne.

B. Kazde dwa romby sg podobne.

C. Kazde dwa tréjkaty réwnoboczne sg podobne.

Sprawdz, czy figury F; i F, sg podobne. Jesli tak, to podaj skale podobienstwa
figury do mniejszej.

wiekszej

a) prostokaty b) réwnolegtoboki
=) F A
3cm F, 7,5 ¢cm 4l &
6 cm
5cm A()& F, Am
45 cm 8cm
¢) trapezy réwnoramienne 4.8 cm

4 cm

12 cm

Tréjkat rownoramienny F; o bokach 5 cm, 5 cm i 4 cm jest podobny do tréjkata F,

o obwodzie 35 cm. Oblicz dtugosci bokdw trojkata F;.

Dtugos¢ cienia Marka, ktéry ma 1,8 m wzrostu, wynosi 4,5 m. Odpowiedz na

pytania.

a) Jakiego wzrostu jest brat Marka, jesli jego cienn w tym samym czasie ma dtugosc 4 m?

b) Jaka jest dlugos¢ cienia jego siostry, jesli ma ona 1,2 m wzrostu?

Na rysunku przedstawiono projekt latawca. Oblicz, ile centymetrow
kwadratowych materialu bedzie potrzebne do wykonania latawca
o wymiarach pieciokrotnie wigkszych od wymiarow tego z ilustracji.

Na planie sporzagdzonym w skali 1:2000 parking ma ksztatt
prostokata o polu réwnym 12,5 cm”. Oblicz pole powierzchni 4cm

9cm

_\ 4 cm

tego parkingu w podanej skali.
a) 1:2500 b) 1:1250
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SPRAWDZ, CZY POTRAFISZ

Przedstawione na rysunku tréjkaty sa podobne. Oblicz
dlugos$ci bokow x i y oraz podaj skale podobienstwa. 3

Czworokaty F; i F, sa podobne. Znajdz skalg podobieni-
stwa wickszego czworokata do mniejszego i oblicz
brakujace dlugosci bokéw tych czworokatéw.

D
15 cm H
C 12 cm
25¢cm
F, G
10 cm
A B E 16.cm F

Pewna firma produkuje kafelki X, ¥, Z
o wymiarach przedstawionych na X 25cm 18 cm

rysunku. Wybierz wlasciwg odpowiedz.

) em L 30 cm

A. Kafelki Xi Y sa podobne.
B. Kafelki X i Z sg podobne. y (S ha
C. Kafelki Yi Z sg podobne.

25 ¢cm

Firma wyprodukowala kafelki o wymiarach 30 ¢m x 48 cm. Korzystajac z rysunkéw
z zadania 3., wybierz wlasciwe dokoriczenie zdania.

Kafelek o tych wymiarach jest podobny do

A. kafelka X. B. kafelka Y. C. kafelka Z. D. wszystkich kafelkow.
Prostokaty o polach P; i P, sa podobne. Oblicz skale podobienstwa wigkszego z nich
do mniejszego, jesli:

a) Py =25 cm?, P, =400 cm?, b) P, = 40 em?, P, = 250 cm?.

Skala podobienistwa trdjkata ABC do trojkata DEF jest rowna 2:3. Wskaz zdania
prawdziwe.

A. Stosunek obwodu tréjkata DEF do obwodu tréjkata ABC jest réwny 3:2.

B. Stosunek pdl tréjkatéw DEF i ABC jest réwny 2:3.

C. Stosunek pdl tréjkatéw DEF i ABC jest rowny 2%.

Ustal, ile razy powierzchnia parku krajobrazowego na mapie w skali 1:200 000 jest
mniejsza od jego rzeczywistej powierzchni. Wybierz wlasciwa odpowiedz.

A.2-10° B.2-101° C.4-103 D. 4-1010
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Trygonometria

TEMATY LEKCIJI

Funkcje trygonometryczne kata ostrego

Wartosci funkcji trygonometrycznych

Rozwigzywanie trojkatow prostokatnych
4 Trygonometria na drodze

Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi

Obliczanie podl wielokatéw
z wykorzystaniem trygonometrii

Powtorzenie rozdziatu

s.141-143

5.144-146

s. 147-149

s.150-151

5.152-155
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LEKCIA

Funkcje trygonometryczne
1 kgta ostrego

NA POCZATEK

Czy potrafisz obliczy¢ dlugos¢ cieni wiezowcow

ukazanych na zdjeciu? Czy stosunek wysokosci

budowli do diugoéci ich cieni jest taki sam dla ‘ 120m
obu budynkéw? A i

W trdjkacie prostokgtnym stosunki dlugosci odpowiednich bokéw nazywamy
funkcjami trygonometrycznymi kgtéw ostrych.

Podstawowe funkcje trygonometryczne to:

« sinus kata - stosunek dtugosci przyprostokatnej lezgcej naprzeciw kata
ostrego do dtugosci przeciwprostokatne;:

.. _a
sin o« =

« cosinus kata - stosunek dlugosdci przyprostokatnej lezgcej przy kacie ostrym
do dlugosci przeciwprostokatnej:

b
cos o =,
» tangens kata — stosunek dlugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciw kata
ostrego do dtugosci drugiej przyprostokatnej:

2
tga=7
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Oblicz wartoéci funkeji trygonometrycznych kata o
w narysowanym trojkacie.
Odczytujemy z rysunku dlugosci
odpowiednich bokéw trdjkata:

» przyprostokatna naprzeciwko kata o ma diugos¢ 6
. przyprostokatna przy kacie o ma diugosé 8
« przeciwprostokatna tréjkata ma dtugosc¢ 10

« 2 Podstawiamy dlugosci odpowiednich bokéw do wzordw na funkcje trygono-
metryczne:

8 a_6_

sina=%=%={),6 cosa=%=m=0,8 tga=,=5=0,75

[ CWICZENIE 1

Oblicz wartosci funkgji trygonometrycznych mniejszego kata ostrego o w trojkacie
prostokatnym o podanych bokach. Do kazdego przyktadu wykonaj w zeszycie rysunek.

a)3,4,5 b) 8, 15, 17 95,12, 13

Oblicz wartos¢ funkgeji sinus dla kata 45°,

Stwierdzamy, ze kat 45° wystepuje w tréjkacie prostokgtnym
rownoramiennym, ktéry jest potowa kwadratu.

2 Wykonujemy rysunek pomocniczy kwadratu o boku

dtugosci np. 1. Dzielimy go przekatng, uzyskujac dwa A5
tréjkaty o katach 45° 45°, 90°. ! ¢ 1
©3 Wyznaczamy diugosc przeciwprostokatnej za pomoca
twierdzenia Pitagorasa: i d
a=1
¢2=12+12

)
<4 Obliczamy wartos§¢ funkeji sinus, korzystajgc z odpowiedniego wzoru:

2 _42

i i
sin 45° =< =

[ CWICZENIE 2

Oblicz wartos¢ funkcji cosinus i tangens dla kata 45°.

—

1
VANV
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Funkcje trygonometryczne kata ostrego

Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych dla kata 30°.

Stwierdzamy, ze jesli kgt ostry w trojkacie prostokatnym ma 30°,
to ten trojkat jest polowa trdjkata rownobocznego.

krow 2 Rysujemy polowe tréjkata réwnobocznego o boku /
dtugosci np. 2. 2/
g p ff’ rl‘\/?:
krow 3 Korzystamy ze wzordw na diugosci bokdw w tréj- i
kacie o katach 30°, 60°1 90°, zeby obliczy¢ dlugosci R -

bokdw tréjkata prostokatnego:

rok 4 Obliczamy wartosci funkcji trygonometrycznych:

e oppver s | o_¥3 e 1 1 43 _ 43
sin 30° =3 cos 30°=—  tg30 — % S B
Oblicz warto$ci funkeji trygonometrycznych dla kata 60°,
- ZADANIA ¥ Zbiér zadan, s. 217 C
1. Znajdz dlugos¢ przyprostokatnej AC w tréjkacie ABC, .
a nastepnie oblicz:
a) sin «a, cos o, tg o; b) sin 3, cos B, tg B. A z = F B

2. Oblicz wartosci funkgji trygonometrycznych katéw ostrych tréjkata prostokatnego
o podanych bokach.

a)9, 12, 15 b) /11,5,6 Q724,25
3. Dany jest rownoleglobok o bokach 10 ¢m i 8 cm. Krotsza przekatna dzieli go na dwa

tréjkaty prostokatne. Oblicz wartosci funkgji trygonometrycznych kata ostrego tego
réwnolegtoboku.

P"ZADANIA BRANZOWE

4, Pewna krawcowa uszyta flage Wysp Marshal-
la polozonych na Oceanie Spokojnym.
Na podstawie rysunku oblicz wartosci 0.6m
funkgji trygonometrycznych katéw ostrych:

a) tréjkata ACD,
b) trojkata ABE.

0,36 m
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LEKCIA

2

Wartosci funkgji
trygonometrycznych

NA POCZATEK

Znaki ostrzegawcze ksztaltem przypominaja trojkaty
rownoboczne. Przyjrzyj si¢ rysunkowi i poréwnaj
wartodci sin 30° i cos 60°. Co zauwazasz?

Podaj wartoéci funkcji trygonometrycznych dla kata 31°, korzystajac z tablic na koricu
podrecznika.

sin 31° = (),5150 cos 31° = (,8572 tg 31° = 00,6009

" EWICZENIE 1
1.1. Oblicz za pomocg kalkulatora wartosci funkeji trygonometrycznych dla kata 72°.
Poréwnaj otrzymane wyniki z tablicami na konicu podrecznika.

1.2, Ustal, korzystajac z tablic lub kalkulatora, dla jakiego kata:
a) tg o = 0,7002; b) cos 8= 0.81]; ¢ sin y = 0,2.

Wyznacz miary katow ostrych trdjkata prostokatnego, jesli jego przyprostokatne maja
dtugoéci 4 cmi 10 cm.

Sporzadzamy rysunek pomocniczy.

4 cm
. f3 - katy ostre tréjkata

» Korzystamy z funkcji tangens, zeby 10 cm
wyznaczy¢ miare kata f:

4
tgf=1=04
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Warinéri fuinlkeeit Fruonnnmatruerrnueh
vvartosci funkcji trygonometrycznych

Odczytujemy z tablic przyblizong miar¢ kata: — PODPOWIEDZ

Fo k=g W tréjkacie prostokatnym suma
katéw ostrych wynosi 90°.
Wyznaczamy miarg kata o a+ B =90°

o =90° — B = 90° — 22° = 68°

Katy ostre trojkata maja 22° 1 68°.

g CwiczeniE2

Wyznacz miary katow ostrych tréjkata prostokatnego, jesli:

a) dwa jego dtuzsze boki majg dlugosci 9 cm i 10 cm,

b) dwa jego kroétsze boki sg rowne 5 cm i 13 cm.

Wzory redukcyjne to wzory, ktore pozwalajg przedstawic jedne funkcje
trygonometryczne za pomoca innych. Dla dowolnego kata ostrego o
prawdziwe sg wzory:

sin(90° — ) = cos &

cos(90° — a) = sin o

Udowodnij, ze sin(90° — &) = cos a dla dowolnego kata ostrego.

Zapisujemy funkcje sinus dla kata 3:

sin 8= %
Korzystamy ze wzoru na sume miar katéw w trdjkacie, zeby wyznaczy¢ kat S:
o+ B+90° = 180°

=90 —a

Podstawiamy kat B do funkcji trygonometryczne;j:

sin B =sin(90° —a) = % =Ccos o _aép“%
CND
D'ow\ét .

I TY MOZESZ TO UDOWODNIC!

Uzasadnij, ze cos(90° —a) = sin « dla dowolnego kata ostrego.
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LEKCJA 2

Znajdz wartos¢ sin 70°, korzystajgc z fragmentu tablic wartosci funkeji
trygonometrycznych.

KROK 1 Zauwazamy, ze w tabeli nie ma wartosci

funkeji trygonometrycznych dla kata 70°, & sing || fone
ale jest dla kata 20° 17° | 0,2924 | 0,9563
90° — 20° = 70° 18° | 0,3090 | 0.9511
Krok 2 Korzystamy ze wzoru redukcyjnego, zeby 19° (0,3256 | 0,9455

zamieni¢ funkeje kata 70° na funkcje kata 20°:

20° | 0,3420 | 0,9397
sin 70° = sin(90° — 20°) = cos 20°

217 | 0,3584 | 0.9336

krok 3 Odczytujemy wartos¢ funkgji cosinus z frag-
22° | 0,3746 | 0,9272

mentu tablicy:
cos 20° =~ 0,9397 sin 70° = cos 20° =~ 0,9397 23° | 0,3907 | 0,9205

Oblicz wartos¢ funkeji trygonometrycznej, korzystajac ze wzordéw redukcyjnych.
a) sin 73° b) cos 70° ¢) cos 68°

- ZADANIA ¥ Zbidr zadan, s. 217

1. Znajdz miary kata o w trojkacie ACD i kata B
w trojkacie BCD. Skorzystaj z rysunku.

D

25

e

A 25 B 20 c

2. W réwnolegtoboku o bokach dlugosci 10 cm i 30 cm krétsza przekatna tworzy
z jednym bokiem kat 90°. Oblicz miary katow tego réwnolegloboku.

3. Wyznacz katy rombu, ktérego przekatne majg 12 cmi 20 cm.

4. Oblicz kat, jaki z powierzchnig ziemi tworzg promienie stoneczne, jesli budynek
o wysokosci 30 m rzuca cient rowny:
a) 20 m, b) 30 m, ¢) 60 m.

ZADANIA BRANZOWE

5. Dekarz opart drabine o $§ciane budynku, aby zamontowad
rynne dachows. Kat nachylenia drabiny przystawnej do
podtoza powinien wynosi¢ od 65° do 75° Ocen, czy dekarz
prawidlowo ustawit drabing przedstawiong na rysunku.
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LEKCJA

Rozwigzywanie tréjkgtéw
3 prostokgtnych

NA POCZATEK

Na podstawie rysunku odpowiedz, jak - za pomoca kata,
pod ktérym widac¢ wierzcholek latarni z motoréwki -
ustali¢ odleglo$¢ motoréwki od brzegu.

W momencie, gdy promienie sloneczne tworzg z powierzchnig ziemi kat 35° cien
komina ma dtugos¢ réwna 40 m. Oblicz wysokos¢ tego komina.

Sporzadzamy rysunek pomocniczy. :

x x - wysokosc komina

35° 7l

40 m

Korzystamy z funkeji tangens, zeby wyznaczyé wysoko$é komina:

o
TS

x = 40 -tg 35°

tg 35°

Odczytujemy z tablic warto$¢ funkcji trygonometrycznej:
tg 35° = 0,7002

- Obliczamy wysoko$¢ komina:
x 2 40-0,7002 =~ 28 [m]

WICZENIE 1

Oblicz wysoko$¢ budynku, ktérego cien ma dlugosc rowng x, gdy promienie stoneczne
padaja pod katem o. Wynik podaj z dokladnoscig do 0.1 m.

a)a=230°% x=40m b)a=48% x=50m
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Przekatna dzialki w ksztalcie prostokata ma dlugosc¢ 40 m. Tworzy ona z krétszym
bokiem dziatki kgt 53° Oblicz, ile metréw siatki potrzebujesz na ogrodzenie dziatki.

Sporzadzamy rysunek pomocniczy.
x - krotszy bok dziatki 40 m 2 x
y - dtuzszy bok dziatki
Korzystamy z funkcji cosinus, zeby 7]
obliczy¢ dtugosc krotszego boku x: Y
cos 53° =5 cos 53° 2 0,6018
x =40 cos 53° x 2= 40-0,6018 =~ 24 [m]

Aby obliczy¢ y, stosujemy funkcje sinus:

sin 53° = - sin 53° = 0,7986

y =40 sin 53° y =~ 40-0,7986 = 32 [m]
Obliczamy obwdd prostokata, w ksztalcie ktorego jest dziatka:
L=2x+2y~2-24+232=112 [m]

Do ogrodzenia dziatki potrzeba ok. 112 m siatki.

[ CWICZENIE2 J

Dziatka budowlana ma ksztalt prostokata, ktorego przekatna o dtugosci d tworzy z jed-
nym z bokow kat o mierze a. Oblicz obwod tego prostokata. Wynik zaokraglij do 1 m.

a)d=50m, a=43° b) d=60m, o =70°

Wyznacz dtugosci bokdw a 1 ¢ w narysowanym trojkacie
z doktadnoscig do czesci setnych centymetra.

Korzystamy z funkeji sinus, zeby obliczy¢ dtugosé

przeciwprostokatnej:

% — sin 50° rr
=S r 10,44

€= Gns0° = ee0 ~ 10,44 [em]

Obliczamy dlugosé brakujacej przyprostokatnej za pomoca funkgeji tangens:
5~ tg 500

a= : E 6,71 [cm]

tg50° 11918

Dtugo$¢ boku a wynosi 6,71 cm, a boku & wynosi 10,44 cm.
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D msiatasiiarania Yeeilrstaar nenctknlbatncrek
Rozwiazywanie tréjkatow prostokatnych

[ CWICZENIE 3 4

Wyznacz dlugosci pozostatych bokéw w tréjkacie prostokatnym z doktadnoscia do jed-
nej cyfry po przecinku, jesli:
a) przeciwprostokatna ma dtugos$¢ 15 cm, a jeden z katéw ma 37°,

b) dlugosé przyprostokatnej lezgcej naprzeciw kata 54° jest réwna 8 cm.

—To sie liczy!

Geodeci stosuja tzw. niwelacje trygonometryczng do obliczania wysokoéci obiektéw
oraz wyznaczania réznic poziomoéw. Do pomiaru kata i odleglosci uzywajg tachime-
tru. Nastepnie za pomoca funkeji trygonometrycznych okreslajg szukana wielkosé.
'To zadanie pokaze Wam, jak zastosowac t¢ umiejetnosc.

ZADANIE BRANZOWE

Geodeta ma zmierzy¢ wysokosé budynku.
W tym celu umiescit tachimetr na statywie
o wysokoéci 1,5 m. W wyniku pomiaru uzy- -_
skat miare kagta @ = 22° oraz odleglo$¢ 20 m od ‘%
budynku. Oblicz wysokos¢ budynku. \

§ ZADANIA ¥ Zbior zadan, s. 218

1. Robert wypuscil latawiec przywigzany do sznurka o dlugosci 36 m. Naciggniety
sznurek tworzy z ziemig kat 65°. Oblicz, jak wysoko nad ziemig znajduje sie¢ lata-
wiec, jezeli Robert wyciagnat reke na wysokos¢ 2,1 m.

2. Wierzcholek komina wida¢ z punktu A pod katem 36° a z punktu B pod katem 50°.
Podstawa komina oraz punkty A i B leza na prostej prostopadtej do komina. Komin
ma 20 m wysokos$ci. Wyznacz odlegtos¢ miedzy punktami A i 5. Pomin szeroko$¢
komina.

RANZOWE

3. Drabine strazackg mozna rozsuna¢ na dtugosc¢ 21 m
i podnies¢ pod katem 72° - tak jak przedstawiono to
na rysunku. Na jaka wysokos¢ sigegnie drabina, jesli jest
zamocowana 2.4 m nad ziemia? Maksymalnie na ktore EDH“M 2
pietro mogg wejs¢ po drabinie strazacy, jesli srednio = e‘lﬁ

kazda kondygnacja ma 3 m wysokosci?
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LEKCJA BRANZOWA

Trygonometria

na drodze

Kiedy jedziemy samochodem, mozemy zauwazy¢ znaki drogowe ostrzegajace
o niebezpiecznym nachyleniu drogi. Do wyznaczenia stopnia tego nachylenia sg wy-
korzystywane funkcje trygonometryczne.

Nachylenie drogi zalezy od kata zawartego miedzy powierzchnig terenu, na kto-
rym wznosi si¢ droga, a pozioma plaszczyzng. Obliczamy je jako stosunek roznicy
wysokosci do odlegtosci w poziomie. Nachylenie drogi oznaczamy jako n i zwykle
podajemy je w procentach. Nachylenie mozemy obliczy¢ ze wzoru:

n="2.100% =tg a- 100%
gdzie h - roznica wysokosci drogi

d - odleglos¢ pozioma - /i
« - kat nachylenia drogi 7

Nachylenie podane w procentach mozemy od razu interpretowaé, np. nachylenie 1%
oznacza, ze droga na odcinku dltugosdci 100 m wznosi sie lub opada o 1 m.
Dla kata 45° nachylenie wynosi 100%, poniewaz tg 45° = 1.

PRZYKLADOWE ZASTOSOWANIE TRYGONOMETRII

o Znak ostrzegawczy A-22 niebezpieczny zjazd" umieszcza sie
przed spadkami drogi, ktére wynosza co najmniej 10% w tere-
nie gdrzystym oraz co najmniej 7% na pozostatych drogach.

e Tabliczka T-2 pod znakiem informuje o rzeczywistym
nachyleniu drogi z doktadnoscia do 1%.

Wartosc¢ 8% oznacza, ze droga na odcinku dtugosci 100 m opada 0 8 m.

Aby obliczy¢, jaki to kat, korzystamy ze wzoru na nachylenie: o
8% = tg a - 100% 8 /o 24

Zamieniamy procenty na utamki i otrzymujemy rownanie:

100
100 - 8% g0

tgx=0,08

Odczytujemy z tablic trygonometrycznych, dla jakiego kata tangens
przyjmuje wartos¢ 0,08:

a=5°

Jezeli nachylenie drogi wynosi 8%, to kat nachylenia drogi ma miare 5°.
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Trygonometria na drodze

e Oprécz znaku A-22 istnieje réwniez znak analogiczny: A-23 ,stromy
podjazd”, ktory stosowany jest przed podjazdami o wzniesieniu
co najmniej 8% w terenie gérzystym oraz co najmniej 6% na
pozostatych drogach. Ostrzega on o znacznym wzniesieniu drogi. e

@ Przy obliczaniu nachylenia wzniesienia drogi stosuje sie ten sam
wzor, co w przypadku spadku.,

Geodeta za pomoca tachimetru ustalit, ze kat nachylenia drogi ma
miare 8°. Korzystamy ze wzoru na nachylenie, zeby obliczy¢, co
nalezatoby wpisac na tabliczce T-9:

n=tga-100% =tg 8" - 100% = 0,1405 - 100% = 14,05% n o
Zaokraglamy wynik do 1%:
n=14%

Jezeli kgt nachylenia wynosi 8° to na tabliczce pod znakiem nalezy
umiescic informacje, ze nachylenie drogi wynosi 14%.

P ——_—

NIA BRANZOWE

Drogi, ktérymi sie poruszamy, nie sg ideal- /ff: \/_]
nie poziome. Szczegdlowe przepisy okresla- . et - Y

ja tzw. nachylenie poprzeczne drogi, ktdre | . I o |
liczy si¢ w stosunku do jej szerokosci (liczo- }\ y

nej w poziomie). Na prostym odcinku drogi | I ___T/ |
powinno ono wynosi¢ co najmniej 2%. |

s

Wykonaj polecenia.

a) Podaj wzor na nachylenie poprzeczne drogi, wprowadzajgc oznaczenie s — szeroko§¢
drogi w poziomie.

b) Oblicz, o ile centymetréw nalezy pochyli¢ pas jezdni o szerokosci 3,5 m w poziomie,
jezeli nachylenie poprzeczne wynosi 2%.

¢) Wyznacz miarg kata nachylenia pasa jezdni dla stopnia nachylenia 2%.

d) Zastanéw sie, w jakim celu stosuje sie nachylenie poprzeczne drogi.
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LEKCJA

Zwigzki miedzy funkcjami
trygonometrycznymi

NA POCZATEK

Podczas ¢wiczen na sitowni cialo trenera uktada sie w stosunku
- r . . () L2 B3

do podioza pod katem, ktorego sinus wynosi 1. Jak myslisz,

czy cosinus tego kata bedzie wigekszy czy mniejszy od sinusa?

Jak duzy moze by¢ sinus lub cosinus kata ostrego?

Oblicz wartos¢ wyrazenia.

. . sin 30°
a) sin?30° + cos?30°

cos 30°

; " T — PODPOWIEDZ
Podstawiamy wartoéci funkcji sinus i cosinus

dla kqta 30% Zamiast pisac (sin a)?,
5 5 w2 (B 2 mozemy pisac sin? o

= 1+ L ¢ J— =
sin”30° + cos” 3" = (E) +( B ) Jesli sin o = %,to sin? a= 2.

Wykonujemy obliczenia:

" CWICZENIE 1

Sprawdz, czy réwnosc¢ jest prawdziwa.
sin 60°
cos 607

a) sin260° + cos260°=1  b)sin?45° +cos?45°=1 = tg 60°

Tozsamo$ci trygonometryczne to réwnania, ktére sg spetnione dla dowolnego
kata a. Prawdziwe s3 rownosci:

sin?a + cos® o = 1 (tzw. jedynka trygonometryczna)

tg & = So¢ o dla dowolnego kata ostrego a
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Sprawdz, czy dla kata o w trdjkacie ABC spelnione sa tozsamosci

trygonometryczne. :
2
Obliczamy wartosci funkcji trygonometrycznych
dla kata o @
A
: 2 3 '
smoczgzﬁ cosazgzﬁ tgaZEZ% N

Sprawdzamy prawdziwos¢ jedynki trygonometrycznej: — PODPOWIEDZ =

sina + cos®a = (fi) —l—( ,3 ) = % % = % = W wyijatkowych
V13 W13, T : sytuacjach mozemy

Obliczamy stosunek sinusa do cosinusa: ZOSTAWIE NEwy e
NosC w mlanownlku

2 T
2 o) utamka, jesli wiemy,
sina:Jl_3: 2 : 3_: i'm:g:tga ze za chwile w ob-
OB 2 413 7 /13 ]M’f 3 3 liczeniach zostanie
V13 ona usunieta.
Oblicz sina, cosaitga. @) b)
Sprawdz, czy dla kata « 5
spelnione sa tozsamosci .
trygonometryczne. -
2

Udowodnij, ze dla dowolnego kata « prawdziwa jest jedynka trygonometryczna.

Zastepujemy funkcje trygonometryczne odpowiednimi
stosunkami dlugosdci bokdw trdjkata prostokatnego:

; a4 _ b

sing = ¢ cosa = ¢
y 2 b‘ 2

. i
sin®o + cos?a = (;) +(;) =
Przeksztalcamy otrzymang rownos¢:

B oA i - i/ R (b [ _ CIQ b.z _ a2 + bz
SIN~ & T~ COS8™ o \=F TThisl = e =

7 L L‘2 C ol

Zamieniamy sume kwadratéw dlugosci przyprostokatnych (a®+ b?) na kwa-
drat dlugosci przeciwprostokatnej (¢*)na mocy twierdzenia Pitagorasa:

3 y £ah £y N 2 e ;".-': P e 52 -
1o +cosTo = | " J'-. = | e S ‘ == 1 y(,o“‘“ﬁ&qeo
I TY MOZESZ TO UDOWODNIC! Do

e s s ., Sino
Uzasadnij, ze dla dowolnego kata o zachodzi réwnosé i, =tga.
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Oblicz wartosci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata a, jedli sina = %

Podstawiamy sin o = % do jedynki trygonometrycznej:

2 2

sin“a+cos“a=1

2
5 _
(ﬁ) +cosla=1

Rozwigzujemy réwnanie, zeby wyznaczyé warto$§é cosinusa:

2 .
2 i) _q_25 _ 169 25 _ 144 — PODPOWIEDZ -
cos“a =1 (13 =170 =169 169 — 169

12 Wartosci funkeji trygo-
EosG = 13 nometrycznych katéw
ostrych zawsze sa liczhami
Obliczamy wartos$¢ tangensa: deslatrial.

f;|:..n

B =%~ 12" 1313 & 12 12

Cosinus pewnego kata ostrego « jest rowny %. Oblicz wartodci pozostalych funkeji
trygonometrycznych tego kata.

Oblicz tg 54°, korzystajac tylko z podanego fragmentu tablic wartosci funkgji
trygonometrycznych.

Korzystamy z tozsamosci trygonometrycznej,

} .y ) o sin o COS o

zeby wyrazi¢ funkcje tangens za pomocg

sinusa i cosinusa: 337 (.5446 | 0.8387

tg o = ¢ 34° | 0,5592 | 0,8290
o_ Sin 547 35° 0.5736 | 0,8192

tg 54°= cos 54°

36° | 0,5878 | 0,8090
KROK 2 Znajdujemy wartosci sinus i cosinus dla kata

54° za pomoca wzordw redukeyjnych: 37° | 0,6018 | 0,7986
sin 54° =sin(90° — 36°) = cos 36° = (,8090 38° | 0,6157 | 0,7880
cos 54° = cos(90° — 36°) =sin 36° =~ (),5878 39° | 0,6293 | 0,7771
Podstawiamy otrzymane wartosci do funkeji 40% 10,6428 | 0,7660
tangens: 41° | 0,6561 | 0,7547
tg54° = (55~ v ~ L3763

154



Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi

Oblicz tg 49°, korzystajac z fragmentu tablic trygonometrycznych z przyktadu 4.

’ . . b . I = r 7
Wyznacz wartoéci sinusa i cosinusa kata, ktérego tangens jest réwny 5.

kKrowk 1 Zakladamy, ze skoro tg o = % , to przyprostokatne w trojkgcie prostokatnym

moga miec dlugosci 71 24.

Krok 2 Wykonujemy rysunek pomocniczy trdj- 2 ¢
kata prostokatnego o przyprostokatnych ~
a=7ib=24. 24

krok 2 Obliczamy dlugos¢ przeciwprostokatnej za pomoca twierdzenia Pitagorasa:
c=y7%+24% = /625 = 25
KrOK 4 Wyznaczamy wartodci pozostatych funkeji trygonometrycznych:

oo T _
Sin o — 25 cCosox — 25

o> m

Oblicz sin or i cos «, jesli:

a)tgaZ%, b)tga =3, c)tgrxzs/ﬁ.

ZADANIA Yy Zbior zadan, s. 218

1. Oblicz wartosci brakujgcych funkcji trygonometrycznych, jesli:
a) sina = 0,8; b)cosaZ%; ) tgch%.

2. Oblicz warto$¢ wyrazenia.
a) cos?25° + cos?65°

b) sin 20° - cos 70° + cos 20°-sin 70°

P”ZADANIA BRANZOWE

3. Kierowca firmy transportowej uzyt rampy
najazdowej do roztadowania cigzaréwki.

Wykonaj polecenia.

a) Oblicz dlugos¢ rampy, jesli sin 8 = %.

b) Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych kata c.
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LEKCIA

Obliczanie pdl wielokgtow |
z wykorzystaniem trygonometrii

NA POCZATEK

Nowy Rynek w Lowiczu to jedyny w Polsce rynek

w ksztalcie trojkgta. Na planie zaznaczono dtugosci
ulic rynku. W jaki sposdb ustalisz miare kata o, jaki
tworzg ulice?

Pole tréjkata jest rdéwne polowie iloczynu dtugosci dwédch
jego bokdw i sinusa kata zawartego migdzy nimi: b

1 -
P= Eabsm o

Oblicz pole tréojkata ABC.

4 ¢cm

30°

A 6cm B

Podstawiamy do wzoru na pole tréjkata wielkosci zaznaczone na rysunku:
P=zabsina=7 6 4-sin30°

.2 Wykonujemy obliczenia:

ab sina = 64 -sin30°=56-4 % =6 [cm”]
Pole tréjkata wynosi 6 cm”.
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Obliczanie pol wielokatéow z wykorzystaniem trygonometrii

0 Cocacn
Oblicz pole tréjkata o bokach a, b i kacie o zawartym migdzy tymi bokami.
aa=8cm,b=14cm, a = 3(°
ba=2/3m,b=6m, a=60°
¢ga=7dm, b= 10dm, a = 45°

Oblicz pole tréjkata ABC. Odpowiedz podaj z doktadnoscig do 1 cm?,
C

28"
A 10 cm B

P=zabsina =3 108 sin 28° ~ 40 -0,4695 = 18,78 ~ 19 [cm?]

Oblicz z doktadnoscig do 1 cm? pole tréjkgta o bokach a, b i kycie o zawartym miedzy

tymi bokami.

aga=4cm, b=12¢cm, a =27°
bla=7cm, b=9cm, o= 58

Udowodnij, Ze pole dowolnego tréjkata obliczymy ze wzoru P = %ab sina.

Wyznaczamy wysokos¢ tréjkata za pomoca funkcji trygonometrycznej
kata c:

sina = % |- b
h=bsina
ok 2 Podstawiamy wyznaczong wysokos¢ do wzoru na pole trojkata:

pP= %ah = %ab sin o _ &@f‘“‘?@a \
CND

50\'&‘5“’:’ ;

I TY MOZESZ TO UDOWODNIC!

Uzasadnij, ze pole dowolnego rownolegloboku obliczamy ze wzoru P = absin c.
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Pole réwnolegloboku o bokach a i b oraz
kacie ostrym o wyraza si¢ wzorem:

P=absina

Oblicz pole réwnolegloboku o bokach dtugosci 6 cm i 10 cm oraz kgcie ostrym 60°.

P=absinag =610 sin60° = 60- '—'mf [cm?]

[ CWICZENIES J

Oblicz pole rownolegloboku o bokach a i b i kacie ostrym o.

Aa=9m,b=12m, a = 30°
b) a = 5dm, b=6y2dm, a =45

Oblicz pole pieciokata foremnego, ktérego wierzchotki znajduja sie na okregu
o promieniu dlugosci 1 dm. Wynik zaokraglij do jednej cyfry po przecinku.

TN

é

Zauwazamy, ze pigciokat sktada sie z pieciu trojkatow réwnoramiennych
o ramieniu dtugosci | dm:

FP= 5. Pa
> Wyznaczamy kat @ miedzy ramionami trojkata:

'%60

= J&
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Obliczanie p6l wielokatow z wykorzystaniem trygonometrii
krowk 3 Obliczamy pole tréjkata:
Pa=zabsina =111 sin72°~ 0,951 = 0,47555 [dm’]

(rOK 4 Wyznaczamy pole pigciokata:
P=5 Pxn=~5-0,47555= 237773 ~ 2,4 [dm’]

g CVICZENIES

Oblicz pole dwunastokata foremnego, ktdrego wierzchotki znajduja si¢ na okregu
o promieniu dtugosci 2 m.

ZADANIA Yy Zbiér zadan, s. 219

1. Oblicz pole trojkata rownoramiennego o kacie migdzy ramionami réwnym o i ramie-
niu a. Odpowiedz podaj z dokladnoscig do 1 cm®.

a)a=37%a=10cm b)a=70%a=6cm

2. Oblicz pole réwnolegtoboku o bokach a, b i kacie ostrym «. Wynik zaokraglij do 1 cm?.

aa=5cm,b=16cm, o = 38° b)a=8cm,b=12cm, a = 56°
3. Oblicz pole czworokata ABCD. C
b
a) D 4 cm C ) A
45°4 cm
5 300~ B

8cm

12 cm

4, Stolarz zaprojektowat blat stotu w ksztalcie osémiokata
foremnego. Wycial go z okraglego kawalka plyty
o promieniu dtugosci 1 m. Na powierzchnie blatu Wy
trzeba natozy¢ trzy warstwy lakieru
z gory i dwie warstwy od dotu.
Oblicz, ile litrow lakieru stolarz
zuzyje na polakierowanie tego blatu,
jesli lakier ma wydajnoéé 0,8 1/m?.
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Powiorzenie rozdziatu
TRYGONOMETRIA

ZADANIA PODSUMOWUJACE

Oblicz wartosci funkgji trygonometrycznych kata o VB
w narysowanym trojkacie.

(04

Przekgtna prostokata o bokach diugoéci 1 dm i 2 dm dzieli go na dwa tréjkaty prosto-
katne. Oblicz warto$ci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych tych tréojkatow.

Oblicz dtugosci odcinkéw x i y w narysowanym tréjkacie.

45° 60°\ /4]
P

Ling podtrzymujgcg maszt zamocowano w poltowie jego wysokosci. Lina ta ma 40 m
dlugosci i tworzy z podiozem kat 50°. Oblicz wysokoé¢ masztu.

Na rysunku przedstawiono przekrdj ) 25m
U [ S S ——

basenu i jego wymiary. Przez x oznaczono 3m o 9
maksymalng glebokos¢ basenu. \t\
Wybierz wladciwe dokoniczenie zdania.

Jedli o = 5° to x - z doktadnoscig do 1 cm - jest réwne

A.2m95 cm. B.3m. C.3m5cm. D.3m 10 cm.

Dany jest kat ostry e, ktérego sinus jest réwny % Wybierz wlasciwg odpowiedz.

. . 1 .
A.sm2a+sma=l§ C.sino +cosa = 1
_ 38 _2

B.cosa=g D.tga =73

Oblicz wartosci brakujgcych funkgeji trygonometrycznych kata ostrego a, jeéli:
. — o y .3

a) sina =, b) cosa =3, Otga=7.

Oblicz wartos¢ wyrazenia.

a) sin”15° + sin?75° b) (sin 62° — cos 28°) - tg 5()°

Oblicz pole rownolegloboku o bokach dtugosci 3 cm i § ¢cm oraz kacie ostrym 30°.
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10

SPRAWDZ, CZY POTRAFISZ

Wybierz wlasciwe dokoriczenie zdania. G

5cm
Tangens kata a w narysowanym tréjkacie jest rowny
5 6 5/11 6411 .
A %. B.<. Co— D=,

Tréjkat prostokatny ma boki o dtugosciach 3, 4, 5. Wskaz zdania prawdziwe.
A. Sinus jednego z katéw ostrych tego trojkata jest réwny 0,6.

B. Cosinus jednego z katoéw ostrych tego trojkata jest rowny 0.6.

C. Tangens jednego z kgtdw ostrych tego trojkata jest rowny 0,8.

Podaj przyblizona miare kata o, korzystajac z tabeli wartosci funkgji
trygonometrycznych na koncu podrecznika.

a) sina = (,9976 b) cosa = (,7547 ) tga = 0,1051

Oblicz wartos$¢ wyraZenia.

a) sin?30° + tgZ30°  b) cos60° + cos?45° + cos?30° o) sin30° + cos 60°

: riis : . y s ; : . 2
Wybierz whasciwe dokonczenie zdania. Jedli cosinus kata ostrego o jest réwny -,
to sinus kata o jest réwny

3 3 Y21 5
A.g. B.g. C'T‘ D‘E‘

Michat widzi komin o wysokodci 40 m pod katem 10°. Ustal, jak daleko od podstawy
komina stoi.

Wybierz wlasciwe dokonczenie zdania. Obwod prostokatnej dziatki budowlanej, ktorej
przekatna o dtugosci 100 m tworzy z jednym z bokéw kat 30°, jest rowny
A. 200 m. B. 20043 m. C. 300 m. D. (100 + 1004/3) m.

Dany jest trojkat prostokatny o przeciwprostokatnej réwnej 8 cm. Oblicz obwdd tego
tréjkata, jesli wiesz, ze sinus jednego z jego katéw ostrych wynosi 3)

W tréjkacie ABC przeciwprostokatna ma diugoscé 6 cm.

Oblicz pole tego trojkata, jesli cosinus kata o jest rowny % .

Wybierz wlasciwe dokonczenie zdania.

Pole tréjkata o bokach diugosdci 3 cm, 4 cm i kacie miedzy P o 5
nimi o = 45° jest réwne

A.3 cm’. B. 342 cm®. C.6 cm?. D. 64/2 cm®
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Okregi i wielokagty

TEMATY LEKCIJI

Dtugosc okregu i pole kota

Katy srodkowe

Katy wpisane

Wzajemne potozenie prostej i okregu
Okrag wpisany w tréjkat
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Wielokaty foremne
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s.163-166

s. 167-170
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LEKCIA

Dtugos¢ okregu
I pole kota

NA POCZATEK

Przyjrzyj si¢ wisiorkowi z posrebrzanego drutu.
W jaki sposéb ustalisz, ile drutu potrzeba do
wykonania trzech okraglych elementéw bizuterii?

Okregiem o srodku O i promieniu » nazywamy zbiér
wszystkich punktow plaszczyzny, ktérych odleglosc

od punktu O wynosi r. i r O
Cieciwg okregu nazywamy odcinek tgczgcy dwa ¢ D
dowolne punkty okregu. Najdiuzszg cigciwg okregu 0
jest jego srednica o diugodci 2r.
Dlugos¢ okregu o promieniu r wyraza sie wzorem: AQ, BO - promienie
AB - srednica
I=2nr AB. CD - cieciwy

Oblicz dtugos¢ promienia i srednicy okregu o dlugosci 16z cm. Ustal, czy cigciwa tego
okregu moze mie¢ dlugos¢ 15 cm.

Wyznaczamy dlugos¢ promienia okregu ze wzoru na dlugosc okregu:

[=2nr
167 = 2zr|: (27)
r = 8 [cm]

Obliczamy dtugos¢ $rednicy okregu:

d=2r=16[cm]

Stwierdzamy, ze podana cigciwa jest krétsza od srednicy:
I5cm <16 cm

Cieciwa tego okregu moze miec 15 cm dtugosci.
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Dany jest okrag o dtugosci /. Podaj dtugosci promienia i $rednicy tego okregu. Sprawdz,
czy okrag moze mie¢ cieciwe o dlugosci a.

a)l=40m cm, a =39 cm b)lZB%ﬁcm,a=3,6cm ¢l=6zxcm, a=2rcm

ATRA WIANMORMOGCE - na— >
LLMNA WIADOMOSL =

~ Kotem o §rodku O i promieniu r nazywamy zbiér
| wszystkich punktéw plaszczyzny, ktérych odleglosc
od punktu O jest mniejsza lub réwna r.

Pole kola o promieniu r wyraza si¢ wzorem:

P=m‘2

Oblicz pole kota:

a) o $rednicy dtugodci 12 cm. b) o obwodzie 167 dm.

Obliczamy dlugos¢ promienia kofa:
2r=12[:2
r =6 [cm]
. Podstawiamy diugo$¢ promienia do wzoru na pole kofa:
P=ar’=x-6%=x-36 =367 [cm?]
Pole kola wynosi 36z cm?,

L womiw 1
)] KKUK |

Wyznaczamy dlugos¢ promienia kota ze wzoru na obwod kota:
[=2nr= 167 PODPOWIEDZ -

2ar= 167 | : (272’) Wzor na dtugosc okregu jest jed-
noczesnie wzorem na obwod kota.
r= & [dm]

krow 2 Obliczamy pole kota:

P=gr’ =7 8% =64z [dm]

Oblicz pole kota o $rednicy dtugosci d.
a)d=8cm bjd=0,5m d=12dm
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Diugosc okregu i pole kota

—To sie liczy!

Dla wielu specjalistow, np. producentéw réznych produktéw czy malarzy, wazna
jest umiejetnos¢ obliczania ilosci farby potrzebnej do pomalowania okreslonej
powierzchni. Wy sami réwniez mozecie z niej skorzystac, np. kiedy zdecydujecie
sie samodzielnie pomalowaé mieszkanie lub lokal ustugowy. Ponizsze zadanie
pomoze Wam nauczyc sie, jak obliczy¢ ilos¢ farby niezbednej do pokrycia okre-
slonej ptaszczyzny.

ZADANIE BRANZOWE

Pewna firma otrzymala zlecenie na wykonanie 50 znakdw
drogowych ,,droga dla roweréw”. Niebieska farba, ktéra na-
lezy pomalowad tlo tych znakéw, jest sprzedawana w po-
jemnikach, z ktérych kazdy wystarcza do pokrycia 30 m?
powierzchni. Ile pojemnikdw farby trzeba kupi¢, aby poma-
lowac¢ wszystkie zamodwione znaki?

Oblicz obwod kota:
2) o polu 4z cm?, b) o érednicy 1 m.
ok 1 Korzystamy ze wzoru na pole kola, zeby wyznaczy¢ dtugosé promienia:
P=ar?
ar’=Azx | i 7
r2=4
r= 2 [cm]
krowk 2 Obliczamy obwoéd kota:
|=2ar=2x -2 =4z [cm]
r=11:2
r= 0,5 [m]
[=27xr=2n-0,5=7[m]

Oblicz obwdd kota o danym polu.

a) P= 16z cm® b) P= 257z dm? ¢ P=100x cm?
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LEKCIA 1

ZADANIA ¥ Zbior zadan, s. 220

1. Do kartonu zapakowano 12 jednakowych puszek. Na zdjeciu
przedstawiono ich widok z gory. Oblicz diugos¢ srednicy denka
puszki, jezeli dno kartonu jest prostokgtem o obwodzie 140 cm.

2. Przekatna prostokata o bokach a i b jest $rednicg pewnego okregu. Wyznacz dtu-
g0$¢ tego okregu i oblicz pole kota ograniczonego przez ten okrag.

a)a=6cm,b=8cm bja=5cm,b=12cm ga=4cm,b=4cm

3. Gdy jeden z koszykarzy wykonuje rzut
wolny, pozostali musza staé poza obszarem,
ktorego wymiary przedstawiono na rysunku.
Oblicz pole tego obszaru. OdpowiedZ podaj
z doktadnoécig do 1 m?.

W

18m 58m

4, Jubiler wykonal projekt broszki. Oblicz, ile centymetréw drutu zuzyje na jej wyko-
nanie. W obliczeniach przyjmij, ze 7z =~ 3,14.

a) b) 9

1,5¢cm

1,5 cm

5. Stolarz przygotowal drewniany blat z wycietym otworem na umywalke. Odpowiedz

na pytania.

2215 mm

895 mm

a) Czy otwdr moze mie¢ pole powierzchni wieksze od 0,65 m*?
b) Ile wynosi pole powierzchni otworu, jeéli odleglo$¢ miedzy dtuzszymi krawedziami
blatu a brzegiem otworu jest réwna 15 cm? Wynik podaj z doktadnoscia do 1 cm?,
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LEKCIA

2 Katy $rodkowe

NA POCZATEK

Cezary byl bardzo glodny. W pizzerii zapropono-
wano mu, ze moze zamowic jeden kawatek z duzej
pizzy lub jeden ze §redniej. Przyjrzyj si¢ zdjeciom
i powiedz, ktdra propozycja jest korzystniejsza.

Kat srodkowy to kat, ktérego wierzchotkiem jest srodek
okregu. Ramiona tego kata przecinaja okrgg w dwoch
punktach A i B, ktére wyznaczajg na okregu tuk AB.

Dhugos¢ tuku okregu o promieniu r, wyznaczonego
przez kat Srodkowy o mierze o, wyraza sie wzorem:

L

— o
T 360°

27y

Podaj miare kata srodkowego, ktorego ramiona oparte sg na tuku o dlugosci % okregu.

Zauwazamy, ze skoro tuk ma dlugos¢ % okregu, to kat $rodkowy stanowi }1
kata petnego:

+— PODPOWIEDZ -
_1 10
o= 4’ 360 Ramiona kata srodkowego dzielg
okrag na dwa tuki. Jesli nie sg one
potokregami, to mowiac o tuku
AB, mamy na mysli krétszy z nich.

Obliczamy miare kata Srodkowego:

sl g S

g CwiczENIE

Podaj miare kata srodkowego, ktérego ramiona oparte sg na tuku o podanej dhugosci.

a) %Oqugu b) %Oqugu Y éokrggu d) %okrggu
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=KCJA 2

-
e

Oblicz dlugosé tuku AB wyznaczonego na okregu o promieniu dlugosci 9 cm przez
ramiona kata srodkowego o mierze 120°.

Oblicz diugo$é tuku wyznaczonego na okregu o promieniu dlugosci r przez kgt $rod-
kowy o mierze a.

a) r=8cm, a=9(°
b) r=24dm, o = 45°
¢) r=12m, g=21F

Wrycinek kola to czesc kola o srodku O, ograniczona B
tukiem AB i promieniami AO i BO.
Jesli kat srodkowy AOB ma miare o, to pole wycinka Q
kola wyraza si¢ wzorem:
A
P=—r mr’

360°

Oblicz pole wycinka kota o promieniu dtugosci 9 cm wyznaczonego przez kat
srodkowy o mierze 120°.

120° 2 1
4 = 360° g 9E= smel =1lx [cm?]

Oblicz pole wycinka kota o promieniu r wyznaczonego przez kat srodkowy .

P

= 3607 7

a)r=12cm, o =30°
b)r=3cm, a=4(°

¢ r=6cm, a=240°
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Odcinek kolowy to cze$¢ kota ograniczona cigciwg kota
i tukiem na niej opartym.

Pierscien kotowy to plaszczyzna ograniczona okrega-
mi o tym samym $rodku wraz z tymi okregami.
r - promien wewnetrzny
R - promien zewnetrzny

Oblicz pole odcinka kolowego. Do obliczen przyjmij, ze 7 = 3,14.

Obliczamy pole wycinka kota: g
Pl=3;)0'711"2:%'7:'42:%»167:=47r[cm2] o
Obliczamy pole tréjkata AOB:

1 A

Obliczamy pole odcinka kotowego:

P=P —Py=47—8=4-3,14—8 = 4,56 [cm’]

" CWICZENIE 4

Oblicz pole zacieniowanego obszaru, jesli wiesz, ze promien kota ma dlugo$¢ 6 cm.
Do obliczen przyjmij, ze 7 = 3,14, natomiast y3 = 1,73. Odpowiedz podaj z doktad-
noécia do 1 ¢cm?,

a) b) Y

o o
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LEKCJA 2

—To sie liczy!

]edna( 7 popularnych form prezento— Turysci zagraniczni odwiedzajacy Polske
wania danych jest diagram w postaci
kota podzielonego na wycinki. Ich

; . pozostate Niemcy
katy srodkowe s proporcjonalne do e 34,2%
o0 I

wielkosci, ktore przedstawiono na
diagramie. Ponizsze zadanie pomoze

Wam opanowac umiejetnos¢ tworze- b
nia diagramu kolowego. Litwa 3,3%

Biatorus 4,0%
Rosja 4, 7%

Ukraina 10,4%

Wielka Brytania 4.7%

ZADANIE BRANZOWE

W tabeli przedstawiono semestralne oceny z matematyki wystawione w pewnej
szkole liczgcej 200 uczniéw. Zaprezentyj te dane na diagramie kotowym.

Ocena 1 2 3 4 5 d}
Liczba uczniow | 20 | 35 | 60 | 45 | 30 | 10

ZADANIA Yy Zbiér zadan, s. 221

1. Oblicz dltugos¢ promienia kola, jesli narysowany w nim kat srodkowy:
a) o mierze 60° opiera si¢ na tuku o dlugosci 7z cm,

b) o mierze 72° wyznacza wycinek kota o polu 57 cm?.

2. Ustal miarg kata srodkowego, ktory:
a) w okregu o promieniu dlugosci 5 cm wyznacza tuk o dlugosci 37z cm,

b) w kole o promieniu dtugosci 12 cm wyznacza wycinek kota o polu 20z cm?.

3. Kucharz kroi tarte o $rednicy dtugosci 30 cm na n przystajacych kawatkow,
bedacych wycinkami kota o kacie srodkowym o. Podaj, ile wynosi » i oblicz pole
powierzchni jednego kawatka tarty z doktadnoécig do 1 cm? dla:

a) o = 45° b) & = 60°, Qa=72°

4. Pracownik firmy brukarskiej uktada chodnik wokoét raba-
ty w ksztalcie % pierscienia kolowego, jak przedstawiono
na rysunku. Oblicz, ile metréw kwadratowych kostki
musi kupi¢ firma (pomin przestrzenie miedzy kostkami).
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LEKCIA

3 Katy wpisane

NA POCZATEK

Grupa turystéw zwiedzala Panteon. Fotograf prébo-
wal znalez¢ najlepsze ujecie 0sdb stojacych migdzy
punktami A i B. Jak myslisz, czy zmienil kat widze-
nia w obiektywie, ustawiajac sie w miejscach ozna-
czonych literami P, R, §?

Kat wpisany w okrag to kat, ktérego wierzchotek lezy
na okregu, a ramiona sg polprostymi przecinajacymi

ten okrag.

Kat srodkowy w okregu ma miare dwukrotnie wiekszg
od miary kata wpisanego opartego na tym samym luku.

Oblicz miare kata a.

Zauwazamy, ze kat APB jest katem wpisanym opartym na fuku AB, a kat
AOB - katem $rodkowym opartym na tym samym fuku.
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> Korzystamy z zalezno$ci miedzy katem wpisanym i sSrodkowym opartym
na tym samym luku, Zeby obliczy¢ miare kata a:

o= 120° = 60°

[ CwiczeniE

Oblicz miare kata c.

Kazdy kgt wpisany w okrag oparty na potokregu
(Srednicy) jest katem prostym.

Mozemy to zapisa¢ w nastepujacy sposob:

| LAPB|=90° |XAQB|=90° |LARB|=90°

Wierzchotki trapezu réwnoramiennego ABCD leza na okregu. Diuzsza podstawa
trapezu jest §rednicg okregu. Uzasadnij, Ze trojkat ABD jest prostokatny.

Wykonujemy rysunek
POMOCNICZY.

Stwierdzamy, ze kat ADB jest kgtem wpisanym opartym na §rednicy:

|<CADB| = 90°

Trojkat ABD jest trojkatem prostokgtnym.
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[ CwiCZENIE 2 4

Na okregu zaznaczono sze$¢ punktéw: A, B, C, D, E i F, bedacych kolejnymi wierz-
chotkami sze$ciokgta foremnego. Wykonaj w zeszycie odpowiedni rysunek i uzasad-
nij, ze czworokat ACDE ma dwa katy proste.

Katy wpisane w okrag, oparte na tym samym fuku,
maja rdwne miary.

Mozemy to zapisa¢ w nastepujacy sposob:

|<APB|=|<AQB|=|<ARB|=«

Oblicz miary katéw a i B.

Zauwazamy, ze kat o jest kgtem wpisanym opartym na tym samym tuku co
kat §rodkowy o mierze 100°, wiec jego miara jest dwa razy mniejsza od miary
kata $rodkowego:

o =21.100° = 50°

Y

k2 Stwierdzamy, ze katy o i 8 to katy wpisane oparte sa na tym samym tuku,
wiec maja réwne miary:
a=p= 50

P viczzues
Oblicz miary katéw i .
b) N 9 "y
& vl
<V Y
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" ZADANIA ¥ Zbior zadan, s. 221

1. Rysunki przedstawiaja pigciokat, szeSciokat oraz o§miokat foremny. Wierzchotki
wielokatow znajduja sie na okregu o $rodku O. Podaj miary katéw a i S.

2. Wierzchotki A, B, C, D, E i F szesciokgta foremnego leza na okregu o srodku O. Kat
APC jest katem ostrym, gdzie P jest punktem lezgcym na okregu. Wykonaj w zeszy-

cie odpowiedni rysunek i odpowiedz na pytania.

a) Ile wynosi miara kata APC?

b) Ile wynosi miara kata APQ, gdzie Q jest srodkiem krétszego z tukéw wyznaczo-

nych na okregu przez punkty A i B?
3. Wyznacz katy o, Bi 7.

4, Grafikowi zlecono wykonanie logo firmy w ksztalcie
deltoidu, ktorego wierzcholki nalezg do okregu - jak na
rysunku. Jakiej dtugosci bedg boki czworokata, jesli okrag
ma promien dtugosci 40 cm, a kat @ migdzy krotszymi
bokami ma 120°?

N

174

— PODPOWIEDZ ———

Deltoid to czworokat,
ktéry ma dwie pary
sasiednich bokow
réwnej dtugosci,

a jego przekatne sa
prostopadte.




LEKCIA

Wzajemne potozenie
4 prostej i okregu

NA POCZATEK A &

Jak myslisz, jaki kat tworzy szprycha roweru z ziemig
w miejscu, w ktérym opona dotyka podioza?

Styczna do okregu to prosta, ktora ma z okregiem
doktadnie jeden punkt wspélny. Méwimy

tez, ze okrag jest styczny do prostej. Jedyny

punkt wspolny prostej i okregu nazywamy
punktem stycznosci.

Styczna do okregu jest prostopadta do promienia

poprowadzonego do punktu stycznosci:
P - punkt stycznosci prostej 1 okregu

l _L OP | - prosta styczna do okregu

Na podstawie rysunku odpowiedz, ile punktow wspdlnych moga miec prosta i okrag.

Oe ®

1) Prosta i okrag nie maja punktow wspolnych.
») Prosta i okrag maja jeden punkt wspdlny.

) Prosta i okrag majg dwa punkty wspdlne.
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Narysuj okrag o dowolnym promieniu oraz prostg, ktéra ma z tym okregiem:

a) jeden punkt wspdlny, b) dwa punkty wspélne, ¢) zero punktéw wspdlnych.

Skonstruuj styczna do okregu przechodzaca przez punkt nalezacy do tego okregu.

Rysujemy okrag o srodku O i zaznaczamy
na nim punkt P, przez ktéry prowadzimy
polprostyg OP.

«rOK 2 Rysujemy pomocniczy okrag o $rodku
w punkcie P i promieniu OP.

O’ - punkt przeciecia potprostej OP
z okregiem pomocniczym

Z punktow O i O kreslimy tuki o takim
promieniu, zeby przeciety si¢ w dwdch
punktach.

(ROK 4 Przez punkty przecigcia kreslimy prosta 1.

Prosta [ jest prostopadta do promienia

OP i przechodzi przez punkt P, jest zatem
styczng do okregu.

 Cwiczeniz2

Skonstruuj dwie réwnolegte styczne do okregu.
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Okrag o $rodku w punkcie O jest styczny do prostej [
w punkcie P. Oblicz dlugos$¢ promienia tego
okregu, jesli wiesz, ze [AO| = 15cm i |[AP|= 12 cm.

P A
Zauwazamy, ze kat APO jest katem prostym, poniewaz okrag jest styczny
do prostej w punkcie P:
| LAPO|=90°

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata prostokatnego AOP, zeby
wyznaczy¢ dlugosc promienia okregu:

|OP|? +|AP|? =|AOJ

rr+12% = 152
r?=15%2—12%=7225—-144 = 81
r =9 [cm]

Promien okregu ma diugo$é 9 cm.

[ CWICZENIES

Okrag o $rodku w punkcie O i promieniu dlugosci 4 cm jest styczny do prostej [ w punk-
cie P. Punkt A lezy na prostej I. Oblicz odleglo$c punktu A od $rodka okregu, jesli:

a) |AP|=3cm, b) |AP|= 4 cm, ¢ |AP| =8 cm.

Jedli z punktu P lezgcego poza okregiem

poprowadzimy dwie styczne do tego okregu
w punktach A i B, to dlugos¢ odcinka AP
jest réwna dtugosci odcinka BP:

|AP|=|BP|

Jest to twierdzenie o odcinkach stycznych.
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Punkt O jest srodkiem okregu o promieniu dtugosci S cm. Z punktu P oddalonego od
srodka okregu o 13 cm poprowadzono dwie styczne do tego okregu. Punkty styczno-
sci oznaczono literami A i B. Oblicz dtugosci odcinkéw AP i BP.

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

Stwierdzamy, ze skoro tréjkat AOP jest prostokatny, to mozemy obliczy<¢
dlugosc odcinka AP za pomocg twierdzenia Pitagorasa:

AP =132—-52=169—25 =144
|AP|= 12 [cm]

- Wyznaczamy dlugos¢ odcinka BP za pomoca twierdzenia o odcinkach
stycznych:

|BP|=|AP|= 12 [cm]

Odcinki AP i BP maja dlugos¢ 12 cm.

"’ EWICZENIE 4

Punkty A i B nalezg do okregu o srodku w punkcie O i promieniu diugosci 6 cm.
Styczne do tego okregu poprowadzone w punktach A i B przecinaja si¢ w punkcie P.
Oblicz odleglos¢ punktu P od srodka okregu, jesli:

a)|AP|=8cm, b) |AP|= 10 cm, ¢ |BP|=12cm.

Sieczna okregu to prosta przecinajgca okrag

w dwodch punktach. Jej odleglosc od é§rodka
okregu jest mniejsza od promienia tego okregu.
Prosta rozlaczna z okreggiem to prosta, ktéra
nie ma z okregiem punktéw wspolnych.

Jej odleglosc od srodka okregu jest wicksza

od promienia tego okregu.

k - sieczna okregu
| - prosta roztaczna z okregiem
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Wzajemne potozenie prostej i okregu

Dany jest okrag o $rednicy dlugosci 30 cm oraz prosta m. Ustal, jak potozona jest pro-
sta wzgledem okregu, jesli jej odleglos$¢ od srodka okregu jest réwna 16 cm.

r=30:2=15cm r<16 cm

Prosta m jest rozlgczna z okregiem.

Dany jest okrag o srednicy dlugosci 18 cm. Ustal, ile punktéw wspdlnych ma z tym
okregiem prosta m, jesli jej odlegltos¢ od srodka okregu wynosi:

a) 10 cm, b) 9 cm, 0 542 cm.
'~ ZADANIA ¥y Zbior zadan, s. 222 = k
1. Na rysunku przedstawiono prosta k oraz okregi 0,
0, 1 O, o promieniach réwnych odpowiednio
1 jednostce i 2 jednostkom. Odpowiedz na
pytania.

a) Czy prawda jest, Ze po przesunieciu okregu O o 1| jednostke w prawo otrzymamy
okrag styczny do prostej k?

b) Jak bedzie potozony okrag O wzgledem prostej k po przesunigciu o 3 jednostki
w prawo?

¢) O ile jednostek nalezy przesunaé w prawo okrag O,, by byl on styczny do prostej k?
Podaj dwie mozliwoéci.

2. Ogrodnik postanowil wyznaczy¢ klomb na czedci trawnika w ksztalcie tréjkata
rownoramiennego. Klomb ma ksztalt polkola stycznego do prostych zawierajacych
ramiona trojkata. lle metréw kwadratowych ma obszar, ktory ogrodnik zostawil
do obsiania trawa? Do obliczen przyjmij, ze 7 = 3,14, natomiast /3~ 1,73,
OdpowiedZ podaj z doktadnoscig do 1 m”.

12m
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LEKCJA

5 Okragg wpisany w tréjkat

NA POCZATEK ¥k
rFy u;

Wiasciciele stoisk z lodami i z sokami chcieliby otworzy¢ w parku ry B!
kawiarnie. Poprosili Cig¢ o rade, gdzie powinni ja wybudowacd, é:a el
zeby znajdowala sie w takiej samej odleglosci od wszystkich ulic f‘s?" H
otaczajacych park. Jakie rozwigzanie im zaproponujesz? ;:"‘ N1
i el |

u..'}.a‘-', -] *,‘.‘.;Z‘;;J_ w‘

Dwusieczna kata to potprosta, ktéra dzieli ten kat na dwa
katy o réwnych miarach:

|<CAP|=|<BAP|= 3 |<BAC|

Skonstruuj dwusieczng dowolnego kata ostrego.
Kreslimy tuk o dowolnym promieniu z wierzchotka
kata ostrego BAC w taki sposob, by przecigt ramiona
kata w punktach D i E.

Kreslimy fuki o réwnych promieniach z punktéow D i E.

P - punkt przeciecia tukow
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Okrag wpisany w trojkat

3 Prowadzimy przez punkt przecigcia si¢ tukow P
polprosta AP.

Pétprosta AP jest dwusieczng kata BAC.

[ CWICZENIED

Skonstruuj w zeszycie dwusieczng dowolnego kata rozwartego.

Okrag jest wpisany w wielokat, jesli wszystkie boki wielokata sg styczne do
tego okregu. Srodek okregu wpisanego w wielokat jest réwnoodlegly od jego
bokéw. Nie w kazdy wielokgt mozna wpisac¢ okrag.

W kazdy trojkat mozemy wpisad

okrag. Jego srodkiem jest punkt
przeciecia dwusiecznych katow trojkata,

a promieniem r — odleglos¢ srodka okregu
od dowolnego boku trojkata.

Ustal, ktory okrag jest wpisany w czworokat.

yeyZa

Okrag O3 jest wpisany w czworokat.

{ cwiczenie 2 4

Narysuj w zeszycie kwadrat o boku dlugosci 4 cm, a nastepnie okrag wpisany w ten kwa-
drat o srodku w miejscu przecigcia przekatnych. Ustal, ile wynosi promien tego okregu.
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Okrag o §rodku O jest wpisany w trojkat prostokatny réwnoramienny, C
w ktérym |AB|=|BCl. Podaj miary katéw o i j.
Stwierdzamy, ze skoro okrag jest wpisany w tréjkat,
to polprosta BO jest dwusieczng kata ABC,
a polprosta CO jest dwusieczng kata ACB.

Obliczamy miary zaznaczonych katéw:

1 _ 1 B NG
2| XABC|=5-90° = 45

o

A5 = 225

13 | =

B=1|<XACB|=

" CWICZENIE 3

Podaj miary katéw o, 81 7.

Skonstruuj okrag wpisany w dowolny tréjkat.

Rysyujemy trojkat ABC i konstruujemy w nim
dwusieczne dowolnych dwdch katéw, np.
katow ABC i BAC.

O - punkt przeciecia
dwusiecznych

Konstruujemy prosta prostopadia do
dowolnego boku tréjkata, np. do boku AB,
i przechodzacg przez punkt O.

P - punkt przeciecia proste]
z hokiem AB
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i % AL i N i =
rno wnieany w Fratlead
Krag wpisany w trojKat

Z punktu O kredlimy okrag o promieniu OP.

Jest to okrag wpisany w tréjkat ABC.

’
m b
) Y

Skonstruuj w zeszycie okrag wpisany w tréjkat prostokgtny:

a) réwnoramienny,

b) w ktérym jedna z przyprostokatnych jest dwukrotnie diuzsza od drugiej.

Oblicz diugos¢ promienia okregu wpisanego w trdjkat prostokatny o bokach rownych
S5cm, 12 ecmi 13 cm.

Sporzadzamy rysunek C
pomocniczy.
¥ 13 cm
S5cmf O
r - promien ckregu wpisanego ¥
A 12 cm B

Zauwazamy, ze pole trojkata ABC jest suma pdl tréjkatéw ABO, BCO 1 ACO:
Pppe = Pagot Ppcot Paco

Obliczamy pole tréjkata ABC:

Pysc =3ah=7-125=30 [cm’]

-4 Obliczamy pola tréjkatéw ABO, BCO i ACO, ktérych wysokoscig jest promien

Podstawiamy otrzymane wyniki do réwnania na pole tréjkata ABC:
30 =6r+ 2,5r+6,5r
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LEKCIA S

KrROK 6 Rozwigzujemy rownanie:

"| 6r+2.5r+ 6,57 = 30
15¢=30:15
_?, r= 2 [cm]

Promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny ma 2 c¢m diugosci.

Oblicz dlugos¢ promienia okregu wpisanego w trojkat prostokatny o przyprostokat-
nych réwnych:

—

a)3cmidcm, b)8 cmi 15 cm, ¢ 7cmi24cm,

ZADANIA ¥ Zhiér zadan, s. 223

1. Oblicz miary katéw «, Bi v.

2. W trdjkat ABC wpisano okrag o srodku O. Oblicz miary katéw tréjkatéw ABO,
BCO i ACO, jesli:

a) |[<LABC|=90°, |BAC| = 405 b) [LABC| = 45° | LACB|= 75°.

"ZADANIA BRANZOWE

3. Pewnej firmie zlecono wykonanie projektu fontanny, ktora bedzie

postawiona w miejscu zaznaczonym na rysunku. Trawnik ma
ksztalt trojkata prostokatnego rownoramiennego o przypro-
stokatnej dlugo$ci 12 m. Czy woda tryskajgca z fontanny

na odleglos¢ 3,6 m bedzie dosiggac osoby spacerujace po
Sciezkach wyznaczonych na trawniku? Do obliczend
przyjmij, ze 2 = 1,41,
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¢ Okragg opisany
6 na tréjkqcie

NA POCZATEK S

kGflt.-'me 9

Razem z dwdjka przyjaciot cheecie wynajaé domek A o | ~
letniskowy. Zalezy Wam na tym, zeby znajdowal T 7 '. <Sakshrzyme
sie on w takiej samej odleglosci od miast, w ktérych \

@ Szczecin

mieszkacie. Przyjrzyj sie mapie. W poblizu jakiej
miejscowosci powinnidcie wynajg¢ domek? Czy dla g
wiekszej liczby os6b zawsze jest to mozliwe? "

~ o Pila

! @ Bydgoszcz

Okrag jest opisany na wielokacie, jesli przechodzi
przez wszystkie wierzchotki wielokgta. Mozemy tez
powiedzied, ze wielokat jest wpisany w okrag.

Odpowiedz, ktory z okregdw jest opisany na wielokacie.

v (. (D
N

Okregiem opisanym na wielokgcie jest okrag O3, poniewaz przechodzi przez cztery
wierzchotki trapezu. Pozostate okregi nie przechodzg przez wszystkie wierzchotki

réwnolegtobokéw.

7 EWICZENIE 1 _

Narysuj prostokat o bokach diugoéci 3 cm i 4 cm, a nastepnie okrag opisany na tym
prostokacie o srodku w miejscu przecigcia przekgtnych. Oblicz, ile wynosi promien

tego okregu.
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Symetralna odcinka to prosta prostopadta do odcinka
i przechodzaca przez jego §rodek.

Symetralna dzieli odcinek na dwie réwne czgsci,
co mozemy zapisac nastepujaco:

|AS|=|BS|

» C
Skonstruuj symetralng dowolnego odcinka. gk

Kreslimy z koncow odcinka AB tuki
o jednakowych promieniach wigkszych Ae
od potowy odcinka.

C, D - punkty przeciecia tukéw :,l’:D
Prowadzimy prosta przez punkty Ci D, . i
w ktorych przeciety sig tuki. h 48

z’-‘l.

Prosta CD jest symetralng odcinka AB.

[ CWICZENIE 2 4

Skonstruuj w zeszycie symetralne bokéw dowolnego kwadratu i rombu.

Na kazdym tréjkacie mozna opisaé okrag. Srodkiem
tego okregu jest punkt przeciecia symetralnych bokoéw
trojkata, a promieniem R - odleglodc srodka okregu
od dowolnego wierzchotka tréjkata.
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Okrag opisany na tréjkacie

Dany jest trojkat ostrokatny A BC. Skonstruuj okrag opisany na tym tréojkacie.

Konstruujemy symetralne dwéch dowolnych @
bokdw tréjkata, np. bokéw ABi AC.

O - punkt przeciecia symetralnych

Kredlimy okrag o srodku w punkcie O
i promieniu AO.

Otrzymalismy okrgg opisany na tréjkacie ABC.

m Y V4
N b

Skonstruuj w zeszycie okrag opisany na trdjkacie:

a) prostokatnym, b) rozwartokatnym.

Polozenie §rodka okregu opisanego na dowolnym tréjkacie zalezy od rodzaju
trdjkata.

W tréjkgcie ostro- W tréjkacie prosto- W tréjkgcie rozwar-

katnym $rodek lezy katnym $rodek lezy tokatnym §rodek

wewnatrz trojkata. w polowie jego lezy na zewnatrz
przeciwprostokatne;j. trojkata.
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Dwa katy trojkata majg miary 34°1 55° Ustal potozenie okregu opisanego na tréjkacie.
Obliczamy miarg trzeciego kata w trojkacie:
180° — 34° — 55°=91°
(rok 2 Stwierdzamy, ze trojkat jest rozwartokatny.

Srodek okregu opisanego na tréjkacie lezy na zewnatrz tréjkata.

Y Cuncainis

Dane sa dwa katy trojkata. Sprawdz, czy §rodek okregu opisanego na tym tréjkacie
lezy wewnatrz trojkata.

a) 36°, 48° b) 42°, 66° ¢) 62°, 28°

EIUINTIN)  zbior zadan, s. 223

1. Punkt O jest §rodkiem okregu opisanego na tréjkacie. Podaj miary katéw a i 8.

<)
& g 20°
a
2. Punkty A, B sg dwoma sposrdd trzech wierzchotkéw tréj- G, G, G,
kata. Okresl polozenie srodka okregu opisanego na trojka-
cie, ktorego trzecim wierzchotkiem jest podany punkt.
a) C1 b) C2 ¢ C3 '
A B

3. Oblicz dlugosc¢ okregu opisanego na tréjkacie
prostokatnym o podanych przyprostokatnych.

a)6cmi8cm b)9cmil2cm ¢5cmil2cm

4. Trawnik ma ksztalt tréjkata ostrokgtnego réwnoramiennego o podstawie rownej 8 m
i obwodzie 25 m. Ogrodnik ma ustawi¢ zraszacz obrotowy o zasiegu 5 m. Czy podlany
zostanie caly trawnik, jesli ustawi go na symetralnej podstawy w odlegloéci 3 m od niej?
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=y Trojkagt rownoboczny
I kwadrat

NA POCZATEK
Waclaw Sierpinski, znany polski

matematyk, odkryl zasade, zgodnie
z ktéra mozna podzieli¢ dowolny tréjkat réwnoboczny tak, aby powstal ciekawy wzér
— jak na rysunku. Jaka to zasada? lle razy mozna dokona¢ takiego podziatu?

Dlugosci promienia r okregu wpisanego w trojkat
réwnoboczny i promienia R okregu opisanego
na tréjkgcie rownobocznym o boku dlugosci

a obliczamy ze wzoréow:
ay

A R=
=% =73

Miedzy promieniami tych okregdw zachodzg zaleznosci:

R =2r, r+ R = h, gdzie h to dtugos¢ wysokosci trojkata réwnobocznego.

=1 _2
Stad ¥ = 3h, R=7Zh.

Oblicz dlugos¢ promienia okregu opisanego na tréjkacie réwnobocznym o obwodzie
rownym 45 cm.

Wyznaczamy dlugos¢ boku tréjkata:
a=45:3=15 [cm]
Obliczamy dlugos¢ promienia okregu opisanego na tréjkacie:

31543
R=22=2F = 5/3 [cm)

P EwiczENIE 1

Oblicz dtugos¢ promienia okregu opisanego na trojkacie réwnobocznym o polu
réwnym 943 cm?.
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LEKCIA 7

—To sie liczy!

Na podlogach czesto mozemy zauwazy¢ ciekawe wzory ulozone np. z kafli w ksztal-
cie réznych figur. Metoda pokrywania danej plaszczyzny Scisle przylegajacymi do
siebie wielokatami to tzw. parkietaz. Wyrézniamy m.in. parkietaze foremne, kto-
re powstaja, jesli uzyjemy jednakowych plytek w ksztalcie wielokatéw foremnych.
Umiejetnosc projektowania wzorow przydaje sie w réznych zawodach. Ponizsze
zadanie pomoze Wam jg opanowac.

ZADANIE BRANZOWE

Na zdjeciu przedstawiono parkie-
taz 6-6-6. Cyfra 6 oznacza, ze do
ulozenia wzoru uzyto szesciokatow
foremnych, a potréjne powtorzenie
cyfry 6 - ze w jednym wierzchotku
stykaja sie trzy szesciokaty. Narysuj
w zeszycie parkietaz foremny:

a) 4-4-4-4,
B)3-3-3-3-3-3.

Oblicz dtugos¢ okregu wpisanego w trojkat réwnoboczny o obwodzie rownym 36 cm.

KroK 1 Wyznaczamy dlugosc boku tréjkata réwnobocznego:
a=236:3=12[cm]
Krok 2 Podstawiamy dlugos¢ boku do wzoru na promien okrggu wpisanego

w tréjkat rownoboczny:

= ﬂf =%= 24/3 [em]

KroK 2 Obliczamy dlugosc okregu:

I=27r="27-2y3 = 4zy3[cm]

Oblicz dhugoé¢ okregu wpisanego w tréjkat réwnoboczny o polu réwnym 36y/3 cm?,
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Dlugosci promienia r okregu wpisanego w kwadrat
i promienia R okregu opisanego na kwadracie o boku /
R
T [e

dtugosci a mozemy obliczy¢ ze wzordw:

aﬁ i | g
=\

r:

o &

. ay2

Udowodnij, ze dtugos¢ promienia okregu opisanego na kwadracie wynosi ——.

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

a - dtugosc boku kwadratu 0
R - promien okregu opisanego na kwadracie il
R
Zauwazamy, ze dlugos¢ promienia okregu opisanego a

na kwadracie jest réwna potowie dtugosci przekatnej
Sl
kwadratu: R = 7d.

Korzystamy ze wzoru na dtugo$¢ przekatnej kwadratu, zeby wyznaczy¢
dlugos¢ promienia okregu R:

= 2
d a\/j e G‘};’ONALE;!(O
N _ Oy
R—-Ed-—aaﬁ”T CND

I TY MOZESZ TO UDOWODNIC!

Udowodnij, ze pole kola opisanego na dowolnym kwadracie jest dwa razy wieksze od
pola kota wpisanego w ten kwadrat.

Oblicz dtugos¢ boku kwadratu, jesli réznica migdzy polem kota opisanego na tym
kwadracie i polem kota wpisanego w ten kwadrat wynosi 36z cm”.

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

a - diugosé boku kwadratu 0O
R - promien kota opisanego na kwadracie a
r - promien kota wpisanego w kwadrat R
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<2 Zapisujemy pola kot, korzystajac ze wzordw na promien okregu opisanego
na kwadracie oraz promien okregu wpisanego w ten kwadrat:

st}
a¢2)‘: a2 _1, 2
2 A~y — gk

P = nR>= 7:(

\2
P=arr=nm o4 174
ROk 3 Wyznaczamy roznice pol kol
7 1 8. 1 .1

Z?Za — R4

— 1
P\ =P, =37a 4

4 Rozwigzujemy réwnanie:
1.3 .. oL oo
17a® =36z |: (1)

a? =144

a=12 [cm]

Kwadrat ma bok dtugosci 12 cm.
Oblicz réznice miedzy polem kota opisanego na kwadracie o boku dlugosci 4 cm
i polem kota wpisanego w ten kwadrat.

g ZADANIA ¥ Zbiér zadan, s. 224

1. Oblicz obwdd i pole trdjkata réwnobocznego opisanego na:

a) okregu o promieniu réwnym 343 cm, b) kole o polu réwnym 3z cm?.

2. Wyznacz dlugosc okregu wpisanego w trojkat rownoboczny, jezeli okrag opisany
na tym trojkacie ma dtugos¢ 20z cm.

3. Oblicz pole kola opisanego na tréjkacie rownobocznym, jesli koto wpisane w ten
tréjkat ma pole réwne 97 cm?,

ANIA BRANZOWE

4. 7 kawalka materiatu w ksztalcie tréjkata rownobocznego krawcowa wycieta
najwigkszg mozliwa serwete w ksztalcie kota. Oblicz, jaki procent powierzchni ma-
teriatu stanowily $cinki. Do obliczen przyjmij, ze 7 =~ 3.14, natomiast /3 =~ 1,73.

5. Wiadciciel sadu chce umiescic w nim pasieke tak, by pszczoly mialy nie dalej niz
500 m do kazdego jego zakatka. Sprawdz, czy jest to mozliwe, jesli sad ma ksztalt:
a) prostokata o bokach diugosci 600 m i 800 m,
b) kwadratu o boku dlugosci 750 m,

¢) tréjkata rownobocznego o boku dlugosci 840 m.
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LEKCIA

8 Wielokqgty foremne

NA POCZATEK

Czy wiesz, co majg ze sobg wspoél-
nego znaki drogowe na rysun-
kach? Zwré¢ uwage na ich ksztalt.

Wielokat foremny to wielokat, ktory ma wszystkie boki jednakowej dtugosci
i wszystkie katy tej samej miary.

Przyklady wielokgtéw foremnych

OO0

trojkat kwadrat  pieciokat  szesciokat o$miokat dziewieciokat
rownoboczny foremny foremny  foremny foremny

Kazdy wielokat foremny ma osie symetrii. Wielokaty o parzystej liczbie
wierzchotkdw majg rowniez srodek symetrii.

Na dowolnym wielokacie foremnym mozemy opisac okrag i w dowolny
wielokat foremny mozemy wpisa¢ okrag. W wielokacie foremnym $rodki
tych okregéw pokrywaja sig.

Ustal, czy dwunastokat foremny ma $rodek symetrii oraz ile ma osi symetrii.

Wykonujemy rysunek dwunastokata foremnego. — PODPOWIEDZ ————

O3 symetrii to prosta dzielaca
figure na dwie przystajace
czesci. Srodek symetrii to
punkt, wzgledem ktérego
figura jest sama do siebie
srodkowo symetryczna.
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LEKCIA B

Zaznaczamy srodek symetrii i osie symetrii.

Dwunastokat foremny ma $rodek symetrii oraz 12 osi symetrii.

[ CWICZENIE 1 J

1.1 Ile osi symetrii majg wielokaty foremne: trojkat, czworokat, pieciokat, szesciokat,
osmiokat i dziewieciokat?

1.2 Ktéry z tych wielokatéw foremnych ma §rodek symetrii?

Oblicz miare kata wewnetrznego pieciokata foremnego. D

Wykonujemy rysunek pomocniczy okregu
o srodku O opisanego na pigciokacie foremnym E @
ABCDE.

A B

Zauwazamy, Ze promienie poprowadzone ze srodka okregu do wierzchotkow
pieciokata dzielg go na pigc przystajacych trdjkatow réwnoramiennych.
- Obliczamy miarg kata AOB:
|<AOB| =22 = 72°
Wyznaczamy miare kata BAO:
| €4BAO| =1 (180° — 72°) =1 108° = 54°
5 Obliczamy miare¢ kgta BAE:
| XBAE|= 2-54°=108°

Kat wewnetrzny pieciokata foremnego ma miare 108°,

Oblicz miare kata wewnetrznego:

a) szeSciokata foremnego,  b) o§miokata foremnego, ¢) dziesieciokata foremnego.
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Wielokaty foremne

Oblicz dlugosci promienia okregu wpisanego i opisanego na szesciokacie foremnym
o boku dlugoéci 8 cm.

Sporzadzamy rysunek pomocniczy.

r — promien okregu wpisanego w szescickat
R - promien okregu opisanego na szesciokacie

«rROK 2 Zauwazamy, ze trojkat ABO jest réwnoboczny, wiec promien okregu
opisanego jest rowny dlugosci boku szesciokata:
R=a=8[cm]
Stwierdzamy, ze promien okregu wpisanego w sze$ciokat jest rowny
wysokosci trdjkata réwnobocznego ABO:

aﬁzgﬁ

r=h=7 T=4ﬁ[cm]

Promien okregu wpisanego ma dtugo$¢ 44/3 cm, a promieri okregu opisanego ma 8 cm
dugosci.

Oblicz pole kota wpisanego w szesciokat foremny, jesli wiesz, ze pole kota opisanego
na tym szesciokgcie wynosi 16z cm?,

- ZADANIA 7y Zbior zadan, s. 224

1. Oblicz pole szesciokata foremnego, jesli wiesz, ze:
a) promien okregu wpisanego w ten szesciokat jest réwny 6 cin,

b) promien okregu opisanego na tym szeéciokacie jest réwny 34/3 cm,

P”ZADANIA BRANZOWE

2, Fabryka produkujaca znaki drogowe ma przygotowac 100 znakow ,,stop” w ksztal-
cie oémiokata foremnego o boku dhugosci 30 cm. Kazdy znak bedzie wycigty
z blachy w ksztalcie kwadratu. Wykonaj polecenia. Do obliczen
przyjmij, ze v 2 = 1,4.

a) Oblicz bok tego kwadratu z doktadnoécia do 1 cm.

b) Podaj w metrach, jakg dtugos¢ musi miec pas blachy
o szerokosci znaku, zeby mozna bylo zrealizowac zamoéwienie.
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Powiorzenie rozdziatu
OKREGI | WIELOKATY

ZADANIA PODSUMOWUJACE

Ogrodnik zatozyt rabate kwiatowa w ksztalcie kola. Do jej ogrodzenia uzyl rollbordera
o takiej samej dtugosci co do ogrodzenia klombu o ksztalcie kwadratu i polu powierzchni
réwnym 36 m?. Ile wynosi pole powierzchni rabaty? Wybierz wlasciwa odpowied?.

A. Mniej niz 36 m* C. Wiecej niz 36 m?.

B. Réwno 36 m”. D. Nie mozna tego obliczyc¢.

Oblicz z doktadnoscia do 1 cm obwdd
narysowanej figury oraz jej pole z dokladnoscia
do 1 cm®. Wszystkie wymiary podane sa

w centymetrach.

Wyznacz miare kata wpisanego opartego
na ¢ okregu.

Oblicz dtugos¢ tuku i pole wycinka kotowego wyznaczonego na okregu o promieniu r
przez kat srodkowy o mierze o.

a)r=15cm, a=60° b)r=18dm, a=15° dr=16m, a=315 £

Punkty P, Q, R sg punktami stycznoéci okregu o srodku O z bokami
narysowanego trojkata ABC, w ktory ten okrag jest wpisany.
Oblicz miary katdw tego trdjkata.

Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie
prostokatnym, jesli: A

a) przyprostokatne tego trojkata majg dtugosci S cmi 12 ¢cm,

b) jeden z katow tego trojkata ma miarg 30° a dtuzsza przyprostokgtna ma dlugosc 9 cm.
Wrybierz wlasciwa odpowiedz.

Ktéry wielokat ma najwigcej osi symetrii?

A. oémiokat foremny C. dziesigciokat foremny

B. dziewieciokat foremny D. dwunastokat foremny

Kat wewnetrzny wielokata foremnego ma miare . Ustal, ile bokéw ma ten wielokat,
jezeli:

a) a = 108%, b) a = 160°, o o = 165°
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SPRAWDZ, CZY POTRAFISZ

Oblicz obwdd i pole kota o promieniu r.

a)r=>5cam b r=104/2 cm

Wybierz wlasciwe dokoniczenie zdania.

Srednica kota o polu réwnym 647z cm? wynosi

A. 16 cm. B. 24 cm. C.32 em. D. 64 cm.
Wybierz wlasciwe dokonczenie zdania.

Kat srodkowy o mierze 15° wyznacza na okregu o promieniu 12 cm tuk o dlugosci
A. 7 cm., B. 27 cm. C. 3mem. D. 47 cm.

Oblicz pole fragmentu pierscienia wyznaczonego przez kat
srodkowy o mierze 20°. e

Na rysunkach przedstawiono styczne do okregéw ("""“ oo 3 b
w punktach Pi Q. Oblicz miare kata . i

Na tréjkacie rownoramiennym ABC o kacie miedzy ramionami 120° opisano okrag
o srodku O. Oblicz miary katéw CBO, BCO, BOC.
Wskaz zdania prawdziwe.

A. Srodek okregu opisanego na tréjkacie réwnobocznym jest punktem przeciecia
wysokodci tego tréjkata.

B. Srodek okregu opisanego na trdjkacie prostokatnym jest srodkiem przeciwprosto-
katnej tego trdjkata.

C. Srodek okregu opisanego na tréjkacie rozwartokgtnym lezy wewnatrz tego tréjkata.

Wybierz whasciwe dokonczenie zdania. Srodek symetrii ma

A. dziewigciokat foremny. C. pietnastokat foremny.

B. czternastokat foremny. D. siedemnastokat foremny.

Wskaz n, dla ktorego n-kat foremny nie ma $rodka symetrii.

A n=28 B.n=9 C.n=10 D.n=12
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. Wyrazenia algebraiczne

1. Wyrazenia algebraiczne ¥ Lekcja1,s.7-10

1. Zapisz w postaci wyrazen algebraicznych odpowiedzi na podane pytania.

a) Ile razem lat majg Ania i Czarek, jesli Czarek ma x lat, a Ania jest od niego
o 4 lata starsza?

b) Ile ztotych zaplacy za bilety do kina rodzice z czwoérka dzieci, jezeli bilet ulgowy
kosztuje p zlotych, a bilet normalny - g zlotych?

c) Ile jest razem flamingow w ZOO, jesli jest n samcow i trzykrotnie wiecej samic?

2, Oblicz warto$¢ wyrazenia dla x = =31 y= 5.

a) —2x + 3y b) xy + 8y Q) 9x— 4xy d) 3x? +y2

3. Dla m > 0 zapisz liczbe:

a) 0 25% wieksza od liczby m, *¢) o p% mniejsza od liczby m,
b) 0 13% mniejsza od liczby m, *d) o k% wigksza od liczby m.

4. Kurtka, spodnie i buty kosztowaty odpowiednio x, y i z ztotych. Sprzedawca pod-
niost cene kurtki o 20 zi, cene spodni pozostawil bez zmiany, a cene butéw obnizyt
0 25%. Wskaz zdania prawdziwe.

A. Za kurtke, spodnie i buty zaplacimy (x+ y + z + 45) zt.
B. Za dwie pary spodni i trzy pary butéw zaptacimy (2y + 2,25z) zt.
C. Za dwie kurtki i dwie pary butéw zaptacimy (2x + 1,5z + 40) zt.

2. Redukcja wyrazéw podobnych € Lekeja 2, 5. 11-13

1. Pomnéz podany jednomian przez jednomian —242b.

a) —ab b) —5a2b o atb? d) $b%¢

2, Zredukuj wyrazy podobne.
@) 20— Ty—3x+ptx 9 2n*—3n° — 51>+ Tn+3n°— 10n

b)—6a+b+4b—2a+9 d) —0,4x% — 5x+ 0,9x% — x +0,5x2
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3. Wszystkie odcinki poziome i pionowe lamanych L,
i L, maja dtugos$¢ x, a odcinki ukosne maja dlugosé y.

Wskaz zdania prawdziwe.
A. Dlugodc tamanej L jest réwna 11x + 6y.

B.Dlugoéc¢ famanej L, jest réwna 10x + 6y.

C. Suma dlugosdci tamanych L i L, réwna sie 21x + 14y.

3. Dodawanie i odejmowanie sum algebraicznych ¥ Lekcja 3, 5. 14-16

1. Opus¢ nawiasy i zredukuj wyrazy podobne.

a) da + [b —{6a— 25_)] — [a —(b— Ba)]

b) —5a2 —[b2 +(—4a? + 3b2)| - (262 — 22)

2. W kwadracie magicznym sumy liczb w kazdym wierszu,
w kazdej kolumnie i w obu przekatnych sg rowne. Sprawdz, |2x+2|2x+1 2x

czy podany kwadrat jest kwadratem magicznym.

2x-1| x+3 [2x+3

3x |3x-1|%x+2

3. Zapisz w najprostszej postaci wyrazenie algebraiczne przedstawiajace obwdd nary-
sowanej dziatki budowlanej.

a-) a+1

- %

dea+ 2

4. Mnozenie sum algebraicznych ¥\ Lekcja 4,s.17-20

1. Wskaz pary, ktore po sprowadzeniu do najprostszej postaci sg takie same.

dx + 2

1. 5x% + 597 IL. 5x% — 597 I11. 52 — 5x*
A. 59(x+y)—5x(x+y) B. 5x(x—y)+ 5y(x + y) C. 5le—9)x+ v)
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2. Wykonaj dziatania. Wynik zapisz w najprostszej postaci.
a) x(3x+5)— 3x 9 x(3x—5)—x(2x—5) & x(2x+3y) +y(3x +y)
b) —y{4x + 2y) + xy d) 4(2x—3)+x(6x—4) 1) 2a(6a—3b)—b(3a—b)

3. Wykonaj mnozenie. Zredukuj wyrazy podobne.

a) (x —8)(x +4) o (2x+3)(3x+2) e (x+2y)(3x—y)
b) (x~6)(x—7) d) (6x —2)(4x—1) f) (x +)(2x — 59)
4, Ktore z wyrazen nie opisuje pola powierzchni narysowanej dzialki?
X
Wybierz wla$ciwg odpowiedz.
. 3
A.3x(x+2) C.5x(2x+4) »
B. (6x* + 12x) D. 5x(3x +6)
) [
x+4
5. Wylgczanie wspélnego czynnika przed nawias P e 5,5 2
1. Wylacz wspolny czynnik przed nawias.
a) 3a+6b Q) y2—5Sxy+ 2y e Tx° + 21x%y
b) —36p + 484 d) p*q+p’ f 21p°q° - 27p*q’

2. Wybierz wtasciwe dokoniczenie zdania. W wyrazeniu —6a*b — 15ab* + 9ab
wylaczono przed nawias wspélny czynnik. W ten sposéb otrzymano wyrazenie

A.—3ab(2a + 5b—13), C.3ab(-2+9—15).
B. 3ab(—2ab — 5ab® + 3ab). D. —3ab(2a— 5b+3).

3. Wylacz wspélny czynnik przed nawias, a nastepnie oblicz wartosci wyrazen dla
podanych wartosci zmiennych.

wr 1 2
a) 6x° —27x*dla x =45 c)12xy2—6x2ydlax=§,y=§
b) 8a+16a?bdlaa=5b=—-3 d) 25a°b—50a%cdlaa=—4,b=3,c=—6
4. Geodeta przygotowat plan pewnej dziatki. Wykonaj polecenia.

a) Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego pole 2x *
powierzchni tej dzialki. " x y

b) Wytacz wspdlny czynnik przed nawias w wyrazeniu 3x
opisujgcym pole dziatki.

¢) Oblicz powierzchnig dziatki dla x =4 m, y = 8 m. 3y
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6. Wzory skréconego mnozenia ¥\ Lekcja 6, 5. 24-27

1. Wykonaj dzialania, korzystajac ze wzordw skroconego mnozenia.

a) (x— 10)° 9 (x-1) ¢ (3x+8)° g (4x—0,2)°

b) (9 + x)? d) (x+ %)2 f) (0,5% + 2) ) (6x— %)2

2. Podczas sprawdzianu uczniowie mieli przedstawié podana réznice kwadratow
w postaci iloczynu czynnikow. W tabeli podano odpowiedzi Piotra i Tomka.

Réznica kwadratow Odpowiedzi Piotra Odpowiedzi Tomka
4x* —9y? (2x+ 3y)(2x + 3y) (2x— 3y)(2x + 3y)

%xz — 16})2 (%x - 4y)(%x . 4y) (4y + %x)(%x . 4y)
25x2—2—’0%y2 (Sx—%y)(Sx +%y) (Sx—%y)(Sx—%y)

Wskaz zdania prawdziwe.

A. Piotr podat dwie poprawne odpowiedzi.
B. Tomek podat dwie poprawne odpowiedzi.

C. Liczba poprawnych odpowiedzi Tomka jest o 100% wieksza niz liczba popraw-
nych odpowiedzi Piotra.

3. Wybierz wlasciwe dokoriczenie zdania.
Wyrazenie 49x% — 2x + 29 mozna zapisac¢ w postaci

At B (- (Dl D -7)(7etd)

4. Skorzystaj ze wzoréw skrdconego mnozenia i doprowadz wyrazenie do najprostszej

postaci.
a) (x+2)* +(x—5) J (x+1)—(x—1) &) (25— y)* — (x +2y)°
b) (4x+ 1)* + (x — 4)? d) (3x+2)* —(2x - 3)° f) (x—y)* +(x—1)°

*5. Stolarz polecit praktykantom wyciaé ze sklejki figure przed- I
stawiong na rysunku. Znajdz wymiary a i b figury w decy- i
metrach, jezeli a, b to liczby naturalne, a pole wycietej figury E b
ma wynosi¢ dokladnie 13 dm”. i
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1l. Wykres funkcji kwadratowej

1. Wykres funkcji f(x) = ax? ¥ Lekcja 1, 5. 35-39

1. Na rysunku przedsta-
wiono wykresy funkgcji
y = ax? dla pieciu roz-
nych wartosci wspot-
czynnika a. Odczytaj
wspotrzedne punktdw
By Poy Py

Wskaz zdania prawdziwe.

A. Do wykresu funkgji I nalezy punkt (v2,2).

B. Funkcja h okreslona jest wzorem y = %xz.

C. Wzér funkeji k ma postaé y = %xz.

2. Oblicz wartoéci funkgji y = —4x? dla podanych argumentéw x.
a) x=-3 b)x=—% cx=0,5

3. Funkcja y = ax” opisuje pole powierzchni blatu tawy, ktérej dtuzszy bok
ma dtugosc x, a stosunek dtugosci bokdw jest réwny 1:4.

Wykonaj polecenia. 1

a) Podaj warto$¢ wspodlczynnika a.
b) Naszkicuj wykres tej funkcji dla x > 0.

¢) Oblicz pole powierzchni tawy, ktérej krétszy bok jest réwny (0,8 m.

2. Przesuwanie wykresu funkcji f(x) = ax?

- . o T““‘, 53 E_ v, g, £ @_E-‘:‘.}-
wzdiuz osi OX i OY ¥ Lekeja 2, 5. 40-4

1. Naszkicuj wykres funkcji. Podaj jej zbidr wartosci.

a)y=x2+4 b)yz—x2+4 c)y='2x2—2 d)y=—2x2+2
2. Naszkicuj wykres funkcji. Podaj wspoétrzedne wierzchotka otrzymanej paraboli.

a) y=(x—4) b) y=—(x+4)* J y=2(x—13) d) y=—2(x+3)
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3. Podaj, ile wynosi g, jesli ponizszy punkt jest wierzchotkiem paraboli y = x* + 4.

a) (0,3) b) (0, 5) 9 (0,-2) d) (0, -7)
4. Odpowiedz, ile wynosi p, jesli podany punkt jest wierzchotkiem paraboli y = (x — ).

a) (1,0) b) (3.0) d(-1,0) d) (—4.0)
, -
5. Wybierz rysunek, na ktérym poprawnie naszkicowano wykres funkcji f(x) = (x -+ %) .

=¥

>y

6. Naszkicuj w jednym ukladzie wspotrzednych wykresy ponizszych funkcji. Podaj zbior
wartosci kazdej funkgeji i okresl wspdltrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem
tej funkcji. Zadanie wykonaj w zeszycie.

a)y=—x% y=—x*+2, y=—x*—1 Q y=—2x% y=—-2x*+2, y=—2x*-2
b) y=x% y=(x—2)°, y=(x+3)° dj y = gx%, 3 =242 +3, y=247—3

3. Postaé kanoniczna funkeji kwadratowej ¥ Lekcja 3, 5. 45-48

1. Wybierz wlasciwe dokonczenie zdania. Aby otrzymac wykres funkcji

y =—(x—2)* — 2 nalezy parabole y = —x° przesuna¢ o
A. 2 jednostki w lewo i 2 w gore. C. 2 jednostki w prawo i 2 w gore.
B. 2 jednostki wlewo i 2 w dét. D. 2 jednostki w prawo i 2 w dét.
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2. Naszkicuj wykres funkcji, odpowiednio przesuwajac parabole y = 2x* lub

parabole y = —2x7.

a) f(x)=2(x—1)*+3 b) flx)=2(x+1)"—2 9 flx)=—2(x—3)"-2

3. Naszkicuj wykres funkcji. W tym celu odpowiednio przesun parabole y = %xz lub

parabole y = —%xz.

a) flx)=3(x+1)*—1 b) f(x)=3(x—3)*—2 Q) flx)=—3(x+2)+1

4. Na rysunku przedstawiono parabole bedace wykresami funkcji
flx)=—(x+2)"+ 2 oraz funkeji g(x)=—(x—1)"+3.

Y

Wskaz zdania prawdziwe.

A. Réinica miedzy najwicksza wartoscig funkcji fi najwiekszg wartoscig funkeji g
jest rowna 3.

B. Zbi6r wartodci funkcji f zawiera sie w zbiorze wartodci funkeji ¢

C. Jedli wykres funkgcji f przesuniemy o 3 jednostki w prawo i 1 jednostke w gore,
to otrzymamy wykres funkeji g

4. Postaé ogélna funkcji kwadratowej ¥ Lekcja 4, s. 49-53

1. Oblicz wyrdinik funkcji kwadratowe;.
a) y=x2+3x+2 ) y=x>—6x+6 e)yz—%x +%
b) y=2x*+5x+1 d) y=—-2x"+4x—3 f) y=x’—x

2. Wyznacz wspdlrzedne wierzchotka paraboli bedgcej wykresem podanej funkcji.
Przeksztal¢ wzor z postaci ogélnej na postac kanoniczna.

a) y=x’+4x+3 Q) y=2x*+8x—5 e)yZ%xz—x
b) y=—x*—4x+1 d) y=—3x"—6x+2 f) y=—x%+6x

3. Sprowadz wzdr funkeji do postaci ogélnej. Oblicz sume wspélczynnikow funkeji
2 & bt
@ y=(x—37~15 Oy=—(x+1+2  gy=tx—4P-s
b) y=2(x+4)" -8 d) y=-2x—1"+5 f) y=—3(x+6)"+13

205



4. Wskaz zdania prawdziwe.
A. Wyrdinik funkgji y = 2x% — 2x + 3 jest mniejszy od wyréznika funkgji
y= 2%+ 2x+ 3.
B. Wspotrzedne wierzchotka paraboli bedgcej wykresem funkeji y = 2x%—2x+3
sa rowne (% 2 ]5)
C. Osig symetrii paraboli bedacej wykresem funkgji y = 2x% + 2x + 3 jest prosta
1

x=—5.

5. Podaj, ktéry z punktéw zaznaczonych na ry- R iv
sunku, jest wierzchotkiem podanej paraboli. | ' | Q

a) y=3x°—6x+20 | T

b) y=—3x*—12x—9 e
0 y=—2x*—20x—51

5. Wartos< najwieksza i najmniejsza

€\ Lekcja 5, s

EA_R7
> 5. J4-2/

funkcji kwadratowej

. =_l
1Xx 7

d | —

1. Oblicz warto$é funkeji dla x =

o g? T e 1
a) y=4x"—2x+1 b) y=—8x"+6x—1 gy =-2x"—88+5

2. Dana jest funkcja y = x% — 4x + 7. Wskaz zdania prawdziwe.
A. Posta¢ kanoniczna tej funkeji to y = (x — 2)2 +3;
B. Osig symetrii wykresu tej funkeji jest prosta x = —2.
C. Najmniejsza warto$¢ tej funkeji jest réwna 3.

3. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji

y = —% x?+ 2x + 1. Wskaz zdania prawdziwe.

A. Najwieksza wartos¢ tej funkeji w przedziale {—1; 3>
jest rowna 5. 1

=¥

B. Najwieksza warto$¢ tej funkcji w przedziale <3; 6) 1K
jest rowna 5.
C. Najmniejsza wartos¢ tej funkeji w przedziale {—1; 67 jest réwna —g.

4. Wybierz wlasciwe dokonczenie zdania.

Najmniejsza wartoé¢ funkeji y = —2x* + 4x + 8 w przedziale €0; 10) jest réwna

A. 10. B. 0. C. -48. D. -152.

206



I1l. Rownania i nierownosci
kwadratowe

1. Proste réwnania kwadratowe ¥\ Lekcja 1, 5. 63-66

1. Rozwigz réwnanie.
a) x*—16=10 9 x(x+7)=0 ¢) 552+ 40x = 0
b) 36 —9x% =0 d) 5x(2—5x)=0 f) —x? =3x

2. Na rysunku przedstawiono wykresy trzech funkji:

y=x2+2x,y=x2—40razy=x2—4x.

&y
Wskaz zdania prawdziwe. ji”
&
A. Miejscami zerowymi funkeji y = x> — 4 sa dwie I
liczby, ktérych suma jest réwna (. Ly
X

B. Miejscami zerowymi funkcji y = x> — 4x sg dwie
liczby, ktorych iloczyn jest réwny 0.

C. Oba miejsca zerowe funkcji y = x% + 2x sg liczbami
ujemnymi.

3. Wybierz wlaéciwe dokonczenie zdania. Rozwigzaniem réwnania x% — 7x = 0 jest

A. tylko 0. B.0 lub -7. C. tylko -7. D. 0lub 7.

4. Ustal, czy rownanie ma rozwigzanie czy jest sprzeczne.

a) 2x%+2=10 b)x?=14 0 5x°+4=0

5. Oblicz wymiary ogrédka w ksztalcie prostokata o polu powierzchni 162 m?, jedli
jeden bok ogrodka jest dwa razy dtuzszy od drugiego.

2. Rozwigzywanie réwnan kwadratowych

o ¥ Lekcja 2, 5. 67-69
za pomocqg wyréznika Lekcja 2, 5. 67-€

1. Ustal, ile rozwigzan ma réwnanie.

a) 16x° +8x+1=10 b) 3x2—2x+2 =0 0 2x7+3x—5=0

2. Rozwiaz rownanie.
a) x> —6x+8=0 Q22+ T7x+3=0 &8> +2x—1=0

b) x>+3x+4=0 d) 32— Tx+2=0 f)—6x>+x+1=0
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*3. Rysunek przedstawia parabole, ktéra jest wykresem funkcji y = —x” — 2x + 3.

Wskaz zdania prawdziwe.
A.Réwnanie —x? — 2x+ 3 = () ma dwa rozwiazania.

B.Réwnanie —x* —2x+3=4ma jedno rozwigzanie.

C.Réwnanie —x* — 2x+ 3 = 5 nie ma rozwigzan.
4, Wybierz wlasciwe dokoriczenie zdania.
Tloczyn liczb spelniajacych réwnanie 2x% — 13x + 6 = 0 jest réwny

A2, B. 3. C.4. D. 6.

5. Trawnik w ksztalcie prostokgta ma powierzchnie 216 m?. Oblicz wymiary tego
trawnika, jesli jego diugosé i szerokos¢ réznia si¢ o 6 m.

*6. Szerokod¢ pokoju jest o 2 m mniejsza od jego dtugosci. Jakie wymiary ma ten pokdj,
jesli przekatna podlogi ma diugosé¢ 10 m?

ns

3. Posta¢ iloczynowa funkcji kwadratowej ¥\ Lekeja 3, 5. 70-7C

1. Podaj miejsca zerowe funkgji i zapisz jej wzor w postaci ogolne;.

a) y={(x—4)(x+8) Q y=—4(x+ 2)(x+;) & y=3(x+1)*

b y=2(6=3)(x—1)  dy=jlx—4a)x+4)  Hy=—2—3)
2. Oblicz pierwiastki funkeji kwadratowej i zapisz ja w postaci iloczynowe;j.

a)y=x*—5x—6 Qy=—x*+x+6 & y=—2x*+3x+2

b) y=2x>—8x+6 d) y=—x*+4x—4 f) y=—6x?—7x+3

*3. Wybierz wlasciwe dokonczenie zdania.
Funkgji y = 2x% + bx + 6 nie mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowej dla

A.b=-10. B.b=-7. C.b=4. D.b=1.
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4, Punkty charakterystyczne par li
y charakterystyczne parabo N Lekejad, s. 74-77

y=ax’+ bx + ¢

1. Wyznacz wspdlrzedne wierzchotka paraboli oraz jej punkty przeciecia z osia OX
iosig OY. Zaznacz te punkty w ukladzie wspdlrzednych i naszkicuj te parabole.

a) y=—x*—2x+8 b) y=2x*+4x—6 c)yz—%xz—x-i-él
2. Uczen, szkicujgc parabole y = (x — %)(x + 3%), zapomnial umie$cic jednostki na
osiach ukladu wspotrzednych.

Wskaz zdania prawdziwe.

A. Parabola przecina 0§ OY w punkcie ({_), —9.
B. Parabola przecina 0§ OX w punktach odleglych od siebie o 4 jednostki.

C. Wierzcholkiem paraboli jest punkt (—% —4).

3. Wyznacz miejsca zerowe funkcji kwadratowej oraz wspolrzedne wierzchotka
paraboli bedacej jej wykresem.
a) y=(x—5)(x—1) b)y=%(x—6)(x+2) Q y=—2(x+3)x+1)
4. Wybierz wladciwe dokonczenie zdania. W 1I ¢wiartce ukladu wspolrzednych lezy

wierzcholek paraboli okre$lonej wzorem

A.y=—x2+4x. B.y=—x2—4x. C.y=x2+4x. D.y=x2—4x-

6. Nieréwnosci kwadratowe ¥\ Lekcja 6, 5. 80-83

1. Ktére z liczb: k, I czy m spelniajg podana nieréwnos$c?

a) x> —4x>0 k=-2 =0 m =3
b) 2x° +4x < 0 k=-3 [=-2 m=—1
c)*4x2+6x>() k=-2 l=—-~;— m=-;~

2. Podaj rozwigzanie nieréwnosci, korzystajac z wykresu funkeji.

1. 3

a)xz—zxé(_] b) x2+x—220 <) 5x2*x—-§>0
I “Y. ﬂY "y
&

f\f?
. "‘f‘:‘:_\;

4+ 1 L

1 = [l A\
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3. Podaj wartosci zmiennej x, dla ktérych lewa strona nieréwnosci przyjmuje wartos¢ 0.
Rozwigz t¢ nierownos¢.

a) (x—6)(x+4)<0 Q 2(x+4)x+8)>0 e —3(x—5)x—1)<0

b) (x+3)(x—1) <0 d) —(x—3)x+1)>0 0 —1(x+9)(x—6)<0
4. Rozwiagz nierownosc.

a) x*—4<0 o (x—3)(x—5)<0 e x> +3x+2<0

b) x>—81>0 d) —x(x+4)>0 f) x> —4x+3>0

5. Na rysunkach przedstawiono wykresy funkgji y = x%, y = (x + 1 )2 oraz y=(x—1 ¥

Ay by Ay

o
=~
Lnaw. |
f

(x 4 1)?

}'::xz
K=

11 e 1

o[ 1

=y
B
>y
@]
b3 |

Wskaz zdania prawdziwe.

A. Nieréwno$é x* > 0 jest spelniona dla kazdej liczby rzeczywistej.
B. Nieréwno$¢ (x + ])2 > () jest spelniona dla x # —1.

C. Nier6wnos$¢ (x — 1)2 < 0 jest spelniona jedynie dla x = 1.

6. Wybierz wlasciwe dokoriczenie zdania.
Liczb catkowitych spetniajacych nieréwnosé x* — 100 < 0 jest

A.9, B. 10. G 19 D. 20.

1V. Wielokaty

1. Oblicz miare kata o. Proste k i [ s3 rownolegte.
a) b) c)
N A{ z 7 f
L % -
727 w - k N &

NS0 / ™

210



2. Oblicz brakujace wielkosci w narysowanych tréjkatach.

a)xia b) xi« Qaip
/2> )
i 4 10

3. Odcinki AC i BD na rysunku sa rownolegle. £

Wskaz zdania prawdziwe. A»

A. Kat o ma miar¢ rowng 74°.

B. Kat g ma miare rowng 66°. 1167/, B

C. Kat y ma miare rowna 40°. A B

2. Punkty specjalne w tréjkgcie ¥\ Lekcja 2, 5. 92-95

1. Narysuj tréjkat rownoboczny i wyznacz wszystkie jego srodkowe. Podaj miary
katow w trdjkatach, ktére powstaty z podziatu tréjkata réwnobocznego.

2. Ortocentrum pewnego tréjkata jest jednym z wierzchotkéw tego trojkata. Wybierz
wlasciwe dokonczenie zdania.
Troéjkat ten jest
A. ostrokatny. B. prostokatny. C.rozwartokatny.  D.réwnoboczny.

3. W trdjkacie rownobocznym odleglos¢ wierzchotka od ortocentrum jest réwna 5 cm.
Oblicz wysokos¢ tego trojkata.

3. Tréojkaty przystajace e ¥ Lekcja 3, 5. 96-99

1. Wskaz zdania prawdziwe.

A. Jesli dowolny prostokat podzielimy za pomocy jego przekatnej na dwa trojkaty,
to otrzymamy trojkaty przystajace.

B. Jesli dowolny trapez podzielimy za pomoca jego przekatnej na dwa tréjkaty,
to otrzymamy trojkaty przystajace.

C. Jesli dowolny romb podzielimy za pomoca jego przekatnej na dwa trojkaty,
to otrzymamy trojkaty przystajace.
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2. W tréjkacie réwnobocznym ABC punkt P jest srodkiem C
wysokosci CD tego trojkata. Wybierz wlasciwe dokonczenie zdania.

Przystajace sg trojkaty
A. BEPi ADP. Lo BEILCED.
B. BEP i BDP. D. BEPi AFP.

2 D
3. Sprawd?, czy boki trojkata mogg mie¢ podane dlugosci.
a)9%cm, 12 ¢cm, 4 cm b) 7dm, 8 dm, +225 dm c) m, 5 ,5 m, i

4., Trojkqty prostokgtne ¥\ Lekcja 4, s. 100-102

1. Dany jest tréjkat prostokatny o przyprostokatnych a, b i przeciwprostokatnej c.
Oblicz dtugos¢ brakujgcego odcinka i pole tego trojkata, dla:

Aa=T7¢=9% b)a=09, b= 40 Qb=17c=2/14.

2. Dwa boki tréjkata maja dlugosci 6 cm i 10 cm. Wskaz zdania prawdziwe.
A. Jeéli trzeci bok tego tréjkata ma dlugosé 12 ¢cm, to jest to trdjkat prostokatny.
B. Jesli trzeci bok tego tréjkata ma dtugosé 24/34 cm, to jest to tréjkat prostokatny.

C. Jedli trzeci bok tego tréjkata ma dlugoéé 8 cm, to jego pole réwna sie 24 cm®.

3. Sprawdz, czy tréjkat o podanych bokach jest prostokatny.

a) 12 cm, 16 cm, 20 ¢cm d) 5cm, 1 dm, /50 cm
b) /20 ¢m, 5 cm, 45 ¢cm e} 0.8dm; 1,5dm; 1,7 dm
¢ 8cm,9cm, 4145 cm f)Y2m, /7 m,3m

4. W sklepie ze sprzetem komputerowym ogloszono promocje na monitory o rozmia-
rze nieprzekraczajacym 21 cali. Sprawdz, czy monitor o wymiarach 45 em x 30 cm
jest objety promocjg. Przyjmij, ze 1 cal = 2,54 cm.

5. Odlegtos¢ punktow w ukladzie wspoétrzednych ¥\ Lekcja 5, s. 103-105

1. Wyznacz dlugos¢ odcinka AB.
a) A(20,40), B(50, 70) b) A(=5,-5), B(4,-2) o) A(=6,0), B(-9,-3)

2. Wybierz wlasciwe dokoniczenie zdania.
Odlegtos¢ od poczatku uktadu wspétrzednych jest najwieksza dla punktu
A5, 5). B. B(7,0). C. cle, —3). D. C(4, —5).
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3. Sprawds, czy tréjkat ABC o wierzchotkach A(—1,—2), B(4,10), C(9, —2) jest
tréjkatem réwnoramiennym.

*4, Odlegloé¢ punktu A(1, 2) od poczatku uktadu wspétrzednych wynosi /5.
Zaznacz w ukladzie wspolrzednych punkt A oraz pozostate punkty o wspotrzed-
nych catkowitych, ktérych odlegloé¢ od poczatku uktadu wspoétrzednych jest
réwna /5.

6. Pole tréjkagta ¥\ Lekeja 6, 5. 106-109

1. Oblicz wysokos¢ opuszczong na bok a w tréjkacie o polu réownym P, jesli:

a)a=12cm, P=42 cm?; b)a=18 cm, P =72 cm?.

2. Rysunek przedstawia trojkat ABC. Wskaz zdania prawdziwe. ¥

A. Jedna z wysokoéci tego trdjkata jest rowna 20 cm.

B. Jeden z bokéw tego trojkata ma diugosé 52 cm.

C. Pole tego trojkata jest réwne 330 cm?.

& 33em B 15cm P
3. Oblicz pole trojkata rownobocznego o podanym obwodzie.
a) 6 cm b) 12 dm 9 9/3m

4. Wybierz wlasciwe dokonczenie zdania.

Wysoko§¢ tréjkata réwnobocznego o polu réwnym 3643 cm? wynosi

A.6 cm. B.12 cm. C. 643 cm. D.12¢/3 cm.

5. Oblicz, ile centymetréw kwadratowych blachy zuzyto do
wykonania znaku ,ustap pierwszenstwa przejazdu”, jesli znak
ma ksztalt tréjkata réwnobocznego o boku réwnym 60 cm
(pomin zaokraglenia w wierzchotkach).

7. Tréjkaty o katach 45°, 45°, 20° oraz 30°, 60°, 90° ¥\ Lekcja7,s. 110-114

1. Oblicz obwdd i pole trojkata.

a) G b) M

9 s
i 4
: 30° : : 30°
E F K L P - R
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2. Dany jest czworokat ABCD. Wskaz zdania prawdziwe. D
A. Miara kata ADC jest rowna 75°.
B. Odcinek BC ma dlugosé 84/2.

C. Pole czworokata jest réwne 32 + 84/3. v
60°
PN 45°
B C
3. Wybierz wlasciwe dokoniczenie zdania.

Obwdod réwnolegloboku ABCD jest réwny

D 5
A.12 cm.
B.(6+6y2) cm.

3cm
C. 121/5 cm.
- 45° .

D. 18 cm. 4 a .

8. Czworokaqty - pola i obwody

1. Oblicz dtugos¢ przekatnej prostokata, jezeli jeden bok jest trzy razy dtuzszy od
drugiego, a obwdd prostokata wynosi 32 cm.
2. Wybierz wladciwg odpowiedz.

Pole rombu, ktérego dhuzsza przekatna ma dtugoéé 16 m, wynosi 96 m?, Ile wynosi
obwdd tego rombu?

A.40 m B.60 m C.64m D. 80 m
3. Dany jest trapez prostokatny, ktérego podstawy majg dlugosci 4 cm i 8 cm, a pole
jest rowne 24 cm?. Wskaz zdania prawdziwe.
A. Krétsza przekatna tego trapezu ma diugos¢ mniejsza niz 6 cm.
B. Dtuzsza przekatna tego trapezu ma dtugos$¢ wiekszg niz 9 cm.
C. Obwdd tego trapezu jest wiekszy niz 21 cm.
4. Producent mieszanki nasion trawy zaleca uzyc 1,5 kg produktu przy zaktadaniu

. ’ " 2 " 4 . h . i e
trawnika o powierzchni 20 m~. Oblicz, ile kilograméw nasion nalezatoby zuzyc¢
do zalozenia trawnika w ksztalcie:

a) trapezu roéwnoramiennego o bokach dlugo$ci 18 m, 10 m, 6 m, 10 m,

b) rombu o obwodzie 60 m i krotszej przekatnej rownej 18 m.
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V. Podobienstwo

1. Figury podobne ¥\ Lekeja 1, 5. 123-127

1. Sprawdz, czy figury F; i F, sg podobne.
a) b)

3
a /o

3 3 5

2. Figury F| i F, sg podobne. Oblicz skale podobienstwa figury F, do figury F, oraz
dtugosci bokéw x, y.

6cm

7,2 cm

10 ¢cm

3. Oblicz dtugosci bokow prostokata Py, ktérego obwdd wynosi 90 ¢cm, jezeli prostokat
P, jest podobny do prostokata P; o bokach dlugoéci 8 cm i 10 cm.

4. Przekgtne rombu R, majag dlugodci 10 cm i 24 ¢m, a obwdd podobnego do niego
rombu R, wynosi 78 cm. Oblicz skale podobieristwa wiekszego rombu do
mniejszego.

2. Tréojkqty podobne

(D
3
.
n
o
X
I,

1. Sprawdz, czy trojkaty o podanych bokach sa podobne. Jedli tak, podaj skale
podobienstwa mniejszego z trojkatow do wigkszego. Wszystkie wymiary podano
w centymetrach.

a) 6, 12, 14 oraz 3,6, 8 02,7,80raz3, 105,12

b) 5, 8, 10) oraz 12%, 20, 25 d) 8,12, 18 oraz 1,6; 2,4; 3,6
2. W trojkacie prostokgtnym ABC poprowadzono wysoko$¢ CD.

Wykonaj polecenia. £

a) Uzasadnij, ze AABC ~ AACD ~ ABCD.

b) Oblicz dlugosc odcinka CD, jesli |[AD|= 4 cm
i |BD|=9 cm. :
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3. Wybierz wlasciwe dokonczenie zdania.

Tréjkatami podobnymi na rysunku sa )
A. AADO i ABCO. C. AABOi ACDO.

; ; A
B. AADO i ACDO. D. ABCOi AABO. ABlCD

*4, Oblicz pole tréjkata prostokatnego, wiedzac, ze wysoko$é poprowadzona
z wierzchotka kata prostego dzieli przeciwprostokgtng na odcinki o dlugosciach
3cmil2 cm.

)

5. Stolarz wykonal projekt szalasu do zabawy dla dzieci,
w ktorym tréjkat ADG jest trojkatem réwnoramiennym.
Wskaz zdania prawdziwe.

A. AABF ~ ACDL.
1,2m
B. AABF ~ AEFG. B 2]

A D
C. Jesli punkt S jest $rodkiem odcinka AD, £ e Bl
to AABF ~ AAGS.

3. Pola figur podobnych

1. Dane sa dwa romby podobne. Wiekszy z nich ma pole réwne 80 cm? i obwéd
réwny 40 cm. Oblicz obwéd mniejszego rombu, jesli jego pole wynosi 5 cm?,

2. Dwoch geodetéw wykonato plan tej
samej czworokatnej dziatki. Jeden
przygotowal plan w skali 1:2000
i otrzymal czworokat ABCD, drugi
otrzymal czworokat EFGH. Wykonaj
polecenia.

a) Oblicz dtugosci x, yi z - wszystkie
wymiary podane sg w centymetrach.

b) Odpowiedz, jakg skale zastosowal drugi geodeta.

3. Rysunek przedstawia fragment logo pewnej firmy. Prostokaty
ABCD i AEFG sa podobne w skali 2:3, a prostokaty AEFG G F
i AHIJ sg podobne w skali 3:4. Odpowiedz na pytania.

a) Jaka jest skala podobieristwa prostokgtéw ABCD i AHIJ? D C

b) Ile wynosi pole zacieniowanego obszaru, jezeli prostokat
ABCD ma wymiary 4 cm x 8 cm?
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VI. Trygonometria

1. Funkcje trygonometryczne kqta ostrego ¥\ Lekeja 1, 5. 141-143

1. Podaj wartosci funkgeji trygonometrycznych kgtédw ostrych trojkata prostokatnego
o przyprostokatnych a i b.

aAa=1,b=3 ba=2b=43 da=2b=45

2, Przekatne rombu ABCD o obwodzie réwnym 60 przecinajg sie¢ w punkcie O.
Jedna z przekatnych tego rombu ma dlugos¢ 24. Wskaz zdania prawdziwe.
A. Sinus jednego z katoéw ostrych trojkata ABO jest rowny (),8.
B. Cosinus jednego z katéw ostrych tréjkata ABO jest réwny 0,5.
C. Tangens jednego z katow ostrych trojkata ABO jest rowny 1.(3).

3. W trapezie réwnoramiennym podstawy maja dtugosci 6 cm i 10 cm, a wysokoéc¢
wynosi 5 cm. Wybierz wlasciwe dokonczenie zdania.
Tangens kata migdzy dluzsza podstawa i ramieniem trapezu wynosi

1 1
Al B.13. 2 D. 25.
*4. Oblicz wartosci funkgji trygonometrycznych katow ostrych tréjkata prostokatnego,

w ktorym:
a) jedna przyprostokatna jest dwa razy dluzsza od drugiej,

b) przeciwprostokatna jest trzy razy diuzsza od jednej z przyprostokatnych.

2. Wartosci funkcji trygonometrycznych ¥\ Lekeja 2, 5. 144-146

1. Wybierz wlasciwe dokonczenie zdania. Najmniejszy kat trdjkata o bokach dtugosci
5,12, 13 ma - z dokladnoscia do jednego stopnia - miare réwng

A 17° B 230, G 1 D. 30°.

2. Na rysunku przedstawiono trojkat prostokatny ABC o przyprostokatnych &
dtugoéci 6 i 8. Wskaz zdania prawdziwe.

A. Tangens kata BAC jest dwukrotnie wigkszy od tangensa kata BAD.
B. Kat BAC jest dwukrotnie wigkszy od kata BAD.
C. Sinus kata BAC i cosinus kata ACB sg réwne.




3. Wybierz wlaéciwa odpowiedz. Ile wynosi cos(90° — a), jedli sin o = !

A.0,3 B. 0,37 G 0375 D. (,3758

4. Wiemy, ze cosa =%, sin§ = %, siny = i. Korzystajac z tej informacji, oblicz:

a) 5sin{90° — &) + 3cos(90° — B), b) 6cos(:9('}° = y) + 25in(90° — a).

3. Rozwiqgzywanie tréjkqtéw prostokagtnych ¥ Lekcja 3, s. 147-149

1. Drzewo na rysunku ma wysoko$¢ 20 m. Wybierz poprawnie zapisane zalezno$ci.

A . x=20-1g25° [m]
20

B.x= w25 [m]
_ 20 _
C. y= gls ¥ [m] 7 -

2. Oblicz dlugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatnego, jedli o jest jednym
z katéw ostrych tego trojkata oraz:

a)tgo = %, a dtugos¢ przeciwprostokatnej wynosi 15 cm,

b) tga = ]?2, a dtugos¢ przeciwprostokatnej wynosi 39 cm.

3. Najwyzszym drzewem, ktére zmierzono, byt rosngcy w Ameryce Pétnocnej mamu-
towiec olbrzymi o wysokosci 135 m. Oblicz, w jakiej odleglosci od jego pnia nalezy
stanac, zeby zobaczy¢ czubek drzewa pod katem 75°. Wynik zaokraglij do metrow.

4. Oblicz, ile metrow kwadratowych plytek musisz kupic, zeby wylozy¢ prostokatna
podioge w hali produkcyjnej, ktorej przekatna o diugosci d tworzy z jednym z bo-
kéw kat o mierze o. Wymiary hali zaokraglij z doktadnoscia do 0,1 m.

a)d=50m, a=34° b) d =80m, o = 65°

5. Zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi ¥\ Lekgja 5, s. 152-155

1. Oblicz wartosci brakujacych funkceji trygonometrycznych kata ostrego «, jedli:
a)sina=%, b) cosa=%, c)tga=§.
2. Cosinus pewnego kata ostrego jest rowny % Wskaz zdania prawdziwe.
A. Sinus tego kata jest rowny %.
B. Sinus tego kata wynosi %.
C. Tangens tego kata jest rowny 3%
3. Oblicz wartos¢ wyrazenia.

a) sin? 5° + sin® 85° b) (1 — sin 60°)(1 + sin 60°)
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6. Obliczanie pél wielokqgtéow

¥\ Lekcja 6, s. 156-159

z wykorzystaniem trygonometrii

1. Oblicz pole prostokata ABCD.

D &
60"
4 m
A B

2, Obwdd rownolegtoboku o kacie ostrym 30° wynosi 54 cm. Jeden z bokdw tego réw-
nolegloboku jest dwukrotnie dtuzszy od drugiego boku. Oblicz pole tego
réwnolegloboku.

3. Dany jest romb o obwodzie réwnym 32 cm i kgcie ostrym o. Wskaz zdania
prawdziwe.

A.Jedli o = 30° to pole tego rombu wynosi 32 cm”.
B. Jesli a = 45°, to pole tego rombu jest wieksze niz 45 cm®.

C. Jesli a = 60°, to pole tego rombu jest wieksze niz 55 cm”.

4. Rysunek przedstawia projekt tarasu wylozonego
kostka w dwdch odcieniach szarosci. Wszystkie
przedstawione na nim tréjkaty sa réwnoramienne,

o tym samym kacie miedzy ramionami. Jaki obszar -
zgodnie z projektem - zostanie wylozony jasniejsza,
a jaki ciemniejszg kostka? Odpowiedz podaj k 12m
z dokladnoscia do 1 m?.

5. Firma budowlana przygotowuje parking na szes$¢ identycznych miejsc parkingo-
wych - takich, jak przedstawiono na zdjgciu. Oblicz, ile metrow kwadratowych
kostki trzeba kupi¢ na wylozenie parkingu, jesli kat o rowna sie:

a) 60°. b) 45°.

Odpowiedz podaj z doktadnoscia do 0,1 m?,
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VII. Okregi i wielokaqgty

1. Dtugos¢ okregu i pole kota

1. Oblicz obwdd narysowanej figury z doktadnoscig do 1 cm i jej pole z dokladnoscia
do 1 cm®.

a) b) Q)

/—\ —— ( 4cm
-

_}_
4cm
4 cm

4 ¢cm 4cm "4cm ' 4em | 4cm 8cm

2. W okrag o dlugosci /1, srodku O i promieniu réwnym
8 cm wpisano dwa mniejsze okregi o diugosciach [21i /3 -
tak jak na rysunku. Wskaz zdania prawdziwe.

A. Dhugosc okregu /1 rowna sie sumie dlugosci okregow
l211a.

B. Pole kota ograniczonego okrggiem [1 jest dwukrotnie
wigksze od pola zacieniowanego obszaru.

C. Pole zacieniowanego obszaru jest wieksze od 100 cm?,

3. Na rysunku przedstawiono fragment tarczy strzelnicze;.
Kolejne okregi majg promienie réwne 10 cm, 20 cm, 30 cm
i 40 cm. Wskaz zdania prawdziwe.

A. Pole szarego obszaru jest réwne 600z cm?.
B. Pole szarego obszaru jest rowne polowie pola obszaru bialego.

C. Pole biatego obszaru jest o ponad 50% wicksze od pola
szarego obszaru.

4. W tartaku wycigto z pnia belke, ktorej przekroj jest kwadratem.
Przekrdj pnia jest kotem o srednicy dtugosci 80 ¢cm,
jak przedstawia to rysunek. Wskaz zdania prawdziwe. &

A. Pole przekroju pnia jest wieksze niz 0,5 m?,

B. Pole przekroju belki nie jest wigksze niz (4,32 m”.

C. Odpady przy wycinaniu stanowily ponad 30% objetosci pnia.
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2. Kgty srodkowe ¥\ Lekeja 2, s. 167-170

1. Kat srodkowy o mierze o wyznacza na okregu o promieniu réwnym 12 cm tuk
o dlugosci 3z cm. Wybierz wtasciwe dokonczenie zdania.

Kat o tej samej mierze wyznaczy na okregu o promieniu 64 cm tuk o dlugosci
A. 167 cm. B. 187 cm. C. 207 cm. D. 247 cm.

2. Dany jest okrag o $rodku O i promieniu dtugosci 6 cm, na -

ktérym zaznaczono punkty A, B, C - tak, jak przedstawiono

to na rysunku. Wykonaj polecenia. -

a) Oblicz dlugosci tukéw AB i BC. A - S

b) Wyznacz dtugosci cigciw AB i BC.

) Oblicz pole odcinka kotowego wyznaczonego przez cigciwe
AB oraz przez cigciwe BC.

3. Sporzadz diagram kotowy prezentujacy dane z tabeli.

Jezyk polski

Ocena 1 2 3 4 5 6

Liczba uczniow | 20 | 40 | 60 | 30 | 20 10

4. Cukiernik pokroit okragly tort o $rednicy dlugosci 24 cm na réwne kawatki.
Ile ich bylo, jesli jeden kawatek tortu widziany z géry ma ksztatt wycinka kota
o polu réwnym 18 cm*? Przyjmij, ze 7 = 3.

Wybierz wlasciwg odpowiedz.

A.6 B.12 C.18 D. 24

3. Kqty wpisane ¥\ Lekcja 3,s. 171-174

1. Promien okregu jest rowny . Wyznacz miary katow «, Si y.

b) o]
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2. Okrag o $rodku O opisany jest na tréjkacie réwnobocznym ABC. Punkt P jest §rod-
kiem kroétszego z tukéw wyznaczonych przez punkty A i B, a punkt Q jest $rodkiem
krétszego z tukéw wyznaczonych przez punkty Bi C. Wyznacz katy trojkatow
APQiOPQ.

3. Punkty A, B, Ci D nalezg do narysowanego okregu o srodku O,
za$ kat AOB jest katem prostym. Wskaz zdania prawdziwe.
A.Kat ADB ma miare 45°.

B.Katy CAD i CBD s3 rowne.
C. Czworokat ABCD ma dwa katy proste.

*4. Uzasadnij, ze:

a) suma katéw a i B wpisanych w okrag przedstawiony
na rysunku jest réowna 180°,

b) jesli jeden z kgtéw czworokata wpisanego w okrag jest
prosty, to przynajmniej jeszcze jeden kgt tego czworokata
jest prosty.

4. Wzajemne potozenie prostej i okregu

1. Do okregu o $rodku O przechodzacego przez punkt P poprowadzono styczna AP.
Oblicz dlugosc tego okregu, jesli wiesz, ze:

2) |[AOl=17 cm, |AP|= 15 cm; b) |40] = 15 cm, |OP| = 2| AP|

B

2. Proste AP i BP sa styczne do okregu o srodku w punkcie O
i promieniu réwnym 6 cm. Oblicz odleglos¢ miedzy
punktami P i O, jesli wiesz, ze obwod czworokata
AOBP wynosi 28 cm.

3. Okrag jest styczny do ramion pewnego kata ostrego.
Odlegto$¢ wierzchotka kata od $rodka tego okregu wynosi 2,6 cm,
a od jednego z punktéw stycznosci 2,4 cm. Wybierz wlasciwe dokonczenie zdania.

Srednica tego okregu ma dtugosé

A.1cm, B.2 cm. C. 5o D. 4 cm.

4. Na okregu zaznaczono #n roznych punktow. Przez kazde
dwa z nich poprowadzono sieczna. Rysunek przedstawia
sytuacje dla czterech punktéw (n = 4). Ustal, ile réznych
siecznych mozna poprowadzi¢, jesli:

a)n=23, b) n =25, o n==6.
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5. Okrqg wpisany w tréjkqt ¥ Lekcja 5, s. 180-184

1. Oblicz miary katoéw a, 8, 7, 6.

2. W tréjkat o katach o, iy wpisano okrag o §rodku O. Z punktu O poprowadzono
promienie do punktow stycznosci okregu z bokami trojkata. Oblicz miary katow
migdzy tymi promieniami, jesli:

a) a = 50° B = 70% b) = 36° B = 104°.

3. Dwusieczne kgtow trojkata prostokatnego réwnoramiennego G
ABC dzielg go na sze$¢ mniejszych trojkatéw. Oblicz miary
katow tych tréjkatow.

Q e

- 6. Okrag opisany na trojkqcie ¥ Lekcja 6, s. 185-188

1. Tréjkat rownoramienny ABC jest wpisany w okrag o §rodku O. Kat AOB ma miare
100°. Wyznacz miary katéw wewnetrznych trdjkata ABC. Rozpatrz dwa przypadki.

i

2, Oblicz pole kota opisanego na tréjkacie prostokatnym, ktérego przyprostokatne
majg dtugosé:

a)12cmil6cm, b) 7cmi 24 cm.
3. Trojkat ABC wpisano w okrag o srodku O. Wybierz wlasciwe

dokoriczenie zdania.

Miara najmniejszego z katow tréjkata ABC jest réwna

A, 80 B.76°. C.38°% D. 42°.

223



7. Trojkgt rownoboczny i kwadrat ¥ Lekcja 7, s. 189-192

1. Wybierz wlasciwe dokonczenie zdania.

Dlugosé okregu opisanego na tréjkacie rownobocznym o obwodzie réwnym
2743 cm wynosi

A. 97 cm. B. 9J§7{ cm. C. 187z cm. D. léﬁﬂ cm.

2. Odpowiedz, czy z kawalka kartonu w ksztalcie tréjkgta réwnobocznego o boku
dtugosci 24 cm mozna wyciaé koto o polu 144 cm?,

3. Dany jest trojkat rownoboczny ABC o boku diugosci 6 cm. Oblicz pole zacieniowa-
nego obszaru.

a) ¥ *b) C

A B A B
*4, Uzasadnij, ze jesli R jest promieniem okregu opisanego na tréjkacie réwnobocz-
nym, za$ r jest promieniem okregu wpisanego w ten trojkat, to zachodzi réwnos¢

R =727

5. Pierscien ograniczony dwoma okregami: opisanym na tréjkacie rownobocznym
i wpisanym w ten tréjkat ma pole réwne 9z cm?. Oblicz dtugoéé boku tego tréjkata.

8. Wielokqgty foremne ¥ Lekcja 8, 5. 193-195

1. Ustal, na ile trojkatéw przystajacych wszystkie osie symetrii dzielg:

a) trojkat réwnoboczny, b) kwadrat, ¢) sze$ciokat foremny.

2. Przekatne siedmiokgta foremnego ABCDEFG E
poprowadzone z punktu A dziela go na pig¢ trojkatow. E
Znajdz miary katow tych tréjkgtow. G

A
C
B
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3. Na rysunku przedstawiono podziat dziesigciokata
foremnego na tréjkaty przystajace. Podaj miary katow
trojkatow:

a) ABO,
b) ADO,
¢ AEQ,
d) ACE.

4. Grafik przygotowal projekt logo w ksztalcie wielokata foremnego wpisanego
w okrag o promieniu dtugosci 5 cm. Oblicz pole zacieniowanego obszaru.

a) b) 9

.
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Wartosci funkcji trygonometrycznych dla kgtéw ostrych

a sina cosa tga o sin a cos a tga
1° 0,0175 0,9998 0,0175 46° 0,7193 0,6947 1,0355
2° 0,0349 0,9994 0,0349 47° 0,7314 0,6820 1,0724
32 0,0523 0,9986 0,0524 48° 0,7431 0,6691 1,1106
4° 0,0698 0,9976 0,0699 49° 0,7547 0,6561 1,1504
5° 0,0872 0,9962 0,0875 50° 0,7660 0,6428 1,1918
6° 0,1045 0,9945 0,1051 51° 07771 0,6293 1,2349
7° 0,1219 0,9925 0,1228 52° 0,7880 0,6157 1,2799
8° 0,1392 0,9903 0,1405 538 0.7986 0,6018 1,3270
g° 0,1564 0,9877 0,1584 54¢° 0,8090 0,5878 1,3764
10° 0,1736 0,9848 0,1763 557 0,8192 0,5736 1,4281
112 0,1908 0.9816 0.1944 56° 0,8290 0,5592 1,4826
12° 0,2079 0,781 0,2126 57° 0,8387 0,5446 1,5399
13° 0,2250 0,5744 0,2309 58° 0,8480 0,5299 1,6003
14° 0,2419 0,9703 0,2493 592 0.8572 0,5150 1,6643
152 0,2588 0,9659 0,2679 60° 0,8660 0,5000 1 7321
16° 0,2756 0,9613 0,2867 61° 0,8746 0,4848 1,8040
17° 0,2924 0,9563 0,3057 62° 0,8829 0,4695 1,8807
18° 0,3090 0,9511 00,3249 63° 0,8910 0,4540 1,9626
19° (,3256 0,9455 0,3443 64° 0,8988 0,4384 2,0503
20° 0,3420 0.9397 0,3640 65° 0,9063 0,4226 2,1445
21° 0,3584 0,9336 0,3839 66° 09135 00,4067 2,2460
22¢ 0,3746 0,9272 0,4040 67° 0,205 0,3907 2,3559
23° 0.3907 0,9205 0.,4245 68° 0,9272 0,3746 24751
24° 00,4067 0.9135 0,4452 69° 0,9336 0,3584 2,6051
25° 0,4226 0,9063 04663 70° 0,9397 0,3420 2,7475
26° 0,4384 0,8988 0,4877 71?7 00,9455 00,3256 2,9042
27° 0,4540 0,8910 0,5095 72° 0,9511 0,30%90 3.0777
28° 0,4695 0.,8829 0,5317 73° 0,9563 0,2924 3,2709
29° 0,4848 0,8746 0,5543 74° 09613 0,2756 3,4874
30° 0,5000 0,8660 0,5774 75° 0,9659 0,2588 3,7321
31° 0,5150 0,8572 0,6009 76° 0,9703 0,2419 4,0108
32° 0,5299 0,8480 0,6249 77° 0,9744 0,2250 4,3315
33s 0,5446 0.8387 0,6494 78° 0,9781 0,2079 4,7046
34° 0,5592 0,8290 0,6745 79° 0,9816 0,1908 5,1446
35° 0,57356 0,8192 0,7002 80° 0,9848 0,1736 5,6713
36° 0,5878 0,8090 0,7265 81° 0,9877 0,1564 6,3138
377 0.6018 0,7986 0,7536 82° 0,9903 0,1392 71154
38° 0.6157 0.,7880 0.7813 83° 0,925 0,121¢9 8.,1443
392 0,6293 0,7771 0,8098 84° 0,9945 0,1045 29,5144
40° 0,6428 0,7660 0,8391 85° 0,9962 0,0872 11,430
41° 0,6561 0,7547 0,8693 86° 0,9976 0,0698 14,300
42° 0,6691 0,7431 00,9004 87° 0,9986 0,0523 19,081
43° 0,6820 0.7314 0,9325 88° 0,9994 0,0349 28,636
44° 0,6947 0,7193 0,9657 89° 0,9998 0,0175 57,290
45° 0,7071 0,7071 1,0000
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Odpowiedzi

Rozdziat |I. Wyrazenia algebraiczne

b) -7y? (2y* + 1)
c) 5aldx - 3y) d} 3b(3a + 4c)
e) 8xy(3x + 2y)

f) 6a°b(8a + 3)

opisuje catkowity koszt
wycieczki.

Lekcja Cwiczenia Zadania Zbidr zadan
.1,85x + 0,86y .a) 5x+ 6y b) 3y .a) 2x + p+2q c)4n
1.1,85x+ 0,86 1.a)5x+ 6y b) 3 1.3)2x+4 b)dp + 2q c) 4
2.2)-6 b} 69 <) c) 7.5m +én + 5,6p 2.2)21 b) 25 ¢) 33 d) 52
3.2)-12 b)4 2. 50 +3b . 3.2)1,25m b)0,87m ¢} m - 105
oo |4a)30+8) b)12n -9 38 N0 B ar=as d)ym + m.
i c)3n+11 d) 0,29y e)0.7a 4.2p+35r-2 4.B.C
5. 108x + 630
6.0,55n
1.2)2¢%? b1 Lab?d g ox2 |1-3 ftlxzy3 b} -x*y* ¢) x%y? 1. a) 2a*b? b) 10a*H? ¢} -a®b*
d) O4al5b‘c2 d} 3b3 ’ d) ——a2b3
2.2) 36x'_y b) 2pgr® c) -2a’x*> | 2.a) 20 bY x* ¢} -8xy? 2.a)-6y b)-Ba+5b+9
= 3.a)0,5%% 5;( 09 d) -2a°p° c) -3n% - 3n d) x% - 6x
5. 11-13 b) 6x%, -3x, -2y 3.23) -x* h) 10a%h? 3.A,C
¢} -4a,2b, -8¢, -5 4. Ogrodnik musi kupi¢ 2ab
4, a) -7x% - 2x opakowan trawy.
b)x* - x% - 6x*+5
1.2)-xb)-20+10b c)-6x+2 |1.a)P+Q=-ab 1.a) -6a + 4b
2.a) 4x + 7y b) 6x +8y Pe=g = —%azb +23Gb - 2b° b) -6b?
1. _40 b) P+Q=7x % 3x V; 2xy - 5¥ | 2, Podany kwadrat nie jest
3 P-Q=-3x"-9Xy+6xy-¥| Lkwadratem magicznym.
5. 14-16 2.2)00)0 )3t -sd)s-t 13 3)10a+6 b) Pp+1 c)16x
3.6n+b
4.3)13a+ 3> b) 16x c) 5a+2b
5.3x+15
1.2a) 28x - 63y b)9xy—8y2 1.a)ab+4a+2b+8 1.1-B, II-C, Ill-A
c) 8x% - 24x b) —42!32 + 2ab + 2a - 4b 2.3) 3x% + 2x b) -2y - 3xy
2.2) 980 b) 1242 ¢) 4692 €) 6x" - 12xy - 10x + 20y Q)X d) 6x2 +4x - 12
3.2)x2+3x+2 d) - 128 * Sxyh Adk -0y e) 2x% + &xy +y?
: el XX+ Y+ 2xy -x -y 2 _ 2
b) 4x% + 5xy - 6y T s Mol f) 12a* - 9ab + b
. Q) x2 - 9x + 20 oyl I 3.2) X2 - 4x - 32
d) 1842 - 24ab - 10b2 2.2)2x -3 b) - Ax*+4y" - 3xy | B2 93¢+ 42
s. 17-20 2 Y-8a2+ab-3a-b+2 "
e) 3x% - 2xy - ¥* sy e a Q) 6x?+13x+ 6
f) ~10a? + 38ab - 24b° d) - 2¢7+2a+ ‘1“? d) 24x% - 14x + 2
4.2)P=(4x+3)2y +1) = 3.a)Eaz+—a b}a+§c}az+a e~)'3uc22+5)(y—2;/22
=8xy +4x+ 6y + 3 d) a* +%a+% f)2x* - 3xy - 5y
b) P=(3x +4)(y + 2) = 4. Zostato (-d? - -%ab ~2a+6)m? | 4D
=3xy+6x+4y+8 materiatu.
1.3) 200 b) 1200 ¢} 4500 1. a) xyz(x +vy) 1. a) 3{a + 2b)
2. 2) 4(x +) b) 2x%y(x - 4y + 3z) b) -12(3p - 4q)
b) 5(x - 3y?) 2. ) 2(4x° + 3x2 + 2x) cyly-5x+2)
¢) ~6(2x> - 3y?) b) x(8x% + 6x + 4) d} pipg -+ 1
3 a) (X - Z) C) 2)((4)(2 + 3x+ 2) e) 7x (X i 3)/}
g ) 3p%0°(7p - 99)
b) x“ (x - v) 3.a) 185 b) 525 ¢) 145 5
i c)ala+3b-1) 4. Wyraenie 200(x + 30) S
5. 21-23 4. 2) 852 (x - 4) 3.2)3x° (2x-9),0

b) 842 (a + 2b), =200
c) éxy(2y - x), 1%
d) 250%{ab - 2¢),0

.a) 3x2 + éxy b) 3x(x + 2y)

¢) 240 m?
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1.a)x%+2x+1 1.3) 16x b) 6x c) 36x d) 14x 1. a) x%2 - 20x + 100
bYx%+6x+9 e) 20x f) 36x b) x% + 18x + 81
c) x% + 14x + 49 3 A x2_ 95 x> - Lx+ L
dy9x?+6x+1 e 2 g
b) 100 - x 4 4
e} 4x® + 16x + 16 o T d) x% Haats
£)16x2 + 16x + 4 cla” - 7gb
dy 242 e) 9x* + 48x + 64
2.a)x°-2x+1 Y s g 10,25 + 2x + 4
b)x? - 6x + 9 €) 0,09s" - 4t g) 16x% - 1,6x + 0,04
6 ) dx? - 8x+ 4 f) 0,36t - 0,255 h 36 - 6 + &
5.24-27 d) 16x* - 56x + 49 3. Obwéd placu wynosi 28 m. 4
e) x% - bxy + 9y? 2.B,C
) 9x2 - bxy + y? 3.B
3.a)x*-4 b)x*-81 4.2)2x - 6x+29 b)17x% + 17
c) 4xi -1 d)216x22- 3162 c)4x d)5x2+24x - 5
e) 9x* - 64y f)y? - 2x e) 3x% - 8xy - 3y?
fl2x2+y2 -2xy - 2x+1
S.a=7dm,b=6dm
ZADANIA PODSUMOWUJACE
1. 85x - 250
2.B,C
3.a)-dx+4 b)-dy+4 )2 dix+y el 2b+ 2¢ ) -4x
. 4. 3)3a% - 6a b) -12a% - 8a c) 2¢* + 10g - 28 d) —%az + ga -2 e)a®+25 flg° - 8a
£ 5.C
[}
4 6.B
am
3 |7.A8B
- — N ra
§ 54 SPRAWDZ, CZY POTRAFISZ
Lt}
S 1.C
8 2. 3x + 1500
a
3.D
4. A.B
5C
6.3) 1645 b) 221 c) 2025
7.a)4x? - 25 b) 2 x2+x+2 A9 -12x+4

Rozdziat Il. Wykres funkeji kwadratowej

w punkcie (0, 0), X =R, ZW =
Najwieksza wartosc¢ funkeji rowna
sie O dla x = 0. Funkcja jest rosnaca
dla xc (~eo; 02, malejaca dla

x = {0; =). O symetrii to 0§ OY.

Ky = —%xz, hry= —%xz, gy = -4x%,

fry=-8x2

.a)nalezy b)nie nalezy

c) nie nalezy d)nalezy

{—e0; OO

Lekcja Cwiczenia Zadania Zbior zadan

1. a), b) Ramiona paraboli s3 1l.ajy=16 1. A B
skierowane do gory, a wierzchotek b)y=36 .4, P (4,4), P8, 8)
jest w punkcie (0, 0}, X =R, cdy=1 2. a) f( )=
ZW = {0; «). Najmniejsza wartosc 2.a)a=2 ~
funkeji réwna sie O dlax = 0. bja=-4 b) ﬂ__ 8
Funkcja jest rosnaca dla x = £0; o), ca=2 c) f(0,5) -1
malejaca dla x < {-e; O>. O$ symetril | 3. Do wykonania kartondw | 3, aa= 1
to 0% OY. trzeba 256 m? tektury. b
008 potrzeba m? tektury Q) 2,56 m?

2. a), b) Ramiona paraboli skierowane

1 i : :
sg w dot, a wierzchotek jest
s. 35-39
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3.3)(-1,0)
b) (0, 3)
c)(1,0)
d} (0, -3)
4, 3) ZW = {0; =),
os symetriix = -2
b} ZW = (-c0; =27,
oé symetriix =0
c) ZW = (-o0; 07,

0s symetriix = 2

Lay=x*+3,y=-x*-2

bly=-2(x-2)?
y = -2(x + 3)
2.a){0,0),x=0,
ZW =<0; =); (0, 1), x = 0,
ZW=<1; ) (0,-2),x=0,
ZW = {-2; o)
b (0, 0),x=0,

ZW = (-o0; 0; (0, 2}, x = 0,
ZIW = (-o0; 2, (0, -2}, x = Q,

.a) <{4; w0} b) (~; 4>

¢) {-2; e} d) {-oe; 2>

.2)(4,0) b} (-4,0) ) (3,0)

d) (-3,0)
.a)g=3 blg=5cjqg=-2
dig=-7
Ap=1bjp=3cp=-1
dip=-4

-G

2 ZW = (-o0; -2 6.a) (0, 0), ZW = (-; 0, (0, 2),
s. 40-44 C) (0, 0], x =0, ZW = (—oa; 2>, (O, _1},
W= <O; °°:|; (1, 0), x=1, ZW = (—oc; -1
ZW=<0; o) (-3,0L,x= -3, | p)(0,0), ZW = <0; =), (2, 0),
ZW = <0; =) ZW = <0; »), (-3,0),
d){0,0).x=0, ZW = {0; )
ZW = (0 02 (3, 0), x = 3, ¢} (0, 0), ZW = (~; O3, (0, 2),
W= [:—oo; 0); (—1, O:l, 2= —1, ZW = (—oo; 2>, [:0, _2),
ZW = (e O ZW = (e0; -2
3. Druty sa odlegte od ziemi d) (0, 0), ZW = {0; =), (0, 3},
o2lm. ZW = (3; ), (0, -3),
ZW = {-3; =)
2. a) Ramiona paraboli 1. a) Ramiona paraboli 1.D
skierowane sa do gory, skierowane sa do gory, 4.B,C
a wierzchotek jest a wierzchotek jest
w punkcie (2, -1), X = R, w punkcie (-2, -3}, X = R,
ZW = {-1; =), Najmniejsza ZW = {-3; =), Wartosc
wartosc funkcji rowna sie najmniejsza funkcji rowna
-1 dla x = 2. Funkcja jest sie =3 dla x = -2. Funkcja
rosnaca dla x < <2; s}, jestrosnacadla x = {-2; e},
malejaca dla x < {-e0; 25, malejaca dla x = (-es; =23,
0s symetrii x = 2, 0s symetrii x = -2,
b) Ramiona paraboli b) Ramiona paraboli
skierowane sa do gory, skierowane sa w dot,
a wierzchotek jest a wierzchotek jest
w punkcie (-2, 1), X =R, w punkcie (1, 2), X =R,
ZW = <1; ). Najmniejsza ZW = (-o0; 2. Wartosc
wartosc funkcji rowna sie najwieksza funkcji rowna
1 dla x = -2. Funkcja jest sie 2 dla x = 1. Funkcja jest
rosnaca dla x = {-2; «), rosnaca dla x < (-e; 1,
malejgca dla x & (—ee; -2, malejaca dla x & {1; o),
os symetriix = -2, o$ symetrii x = 1.
3 c) Ramiona paraboli c) Ramiona paraboli skierowa-
5. 45-48 skierowane s3 do gory, ne sa w dot, a wierzchotek

a wierzchotek jest
w punkcie (1, 3}, X =R,
ZW = {3; =), Najmnigjsza
wartos¢ funkc]i rowna sig
3dlax = 1. Funkcja jest
rosnaca dla x = <1; ),
malejaca dla x & (~o; 1D,
05 symetrii x = 1.
3.a)y=-(x-2°+1
by=-(x+1)?+3
y=-(x+1y-1

jest w punkcie (3, 1),
X=R,ZW = (-e; -1>. War-
tosc najwieksza funkgji
rowna sie -1 dlax = 3.
Funkcja jest rosnagca dla

x = (-o0; 3>, malejaca dla

x = {3; =), 0$ symetrii x = 3.

2. a) (-2, 5), ramiona skierowane

do goéry b) (6, -3}, ramiona
skierowane w dot c) (8, 3),
ramiona skierowane do gory
d) (-4, 6}, ramiona skierowane
w dot e) (5, 4), ramiona
skierowane w dot f) (-1, -9),
ramiona skierowane do gory

.y=(x+372-6
4.a)y=%(x—2)7+1

bly=3(x+12-3

5. Najdtuzsza lina mostu ma 29 m.
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6,b=1,c=6
-1,b=4,c=-8
ca=-2,b=0,c=8
da=9b=0c=-14

O o D
]

fla=-09.b=125c¢c=0

.a)A=20b)A=1¢c)A=8

dA=-16 e)A=72
fla=25

Laly= 2x*+3x- 4

b)y=%x2+2c)y=—§x2—5x
.a)A=56,(-1,-7)
b)A=12,(1,1)

11
C]A= “2,(5, s

Lalkey=20x-3P2%-1

b)fiy=-2(x+27+3

. a} Do wanny napuszczono

120 | wody.

1L.a)A=1b)A=17 c)A=12
dJA=-8elA=1fA=1

2.8 y=(x+2V-1,(-2 -1)
b)y=-(x+ 2)2+5,(-2, 5)
o)y =2(x+27-13,(-2,-13)
d)y=-3(x+1¥+5,(-1,5)

B iR~ g )
fly=-(x-32+9(3,9
3.aly=x2-6x-6,

3.a) (- %, 1) bj(2,7) e} (1, %) b) Po 2 minutach w wannie a+b+c=-11
4 4.3)y=(x+22-1, zostaty 84 | wody, a po b) y = 2x* + 16x + 24,
5. 49-53 o4 symetrii x = -2 4 minutach 8 1. a+b+c=42
bly=-{x-3)2+7, ¢) Hydraulik rozpocznie y=-x"-2x+1,
0é symetriix = 3 naprawe w 5 minucie. a+bh+c=-2
1 5 d)y = -2x*+4x + 3,
C)V,E(XJr.l.)_i‘ a+b+c=5
0$ symetrii x = -1 12 4
5.a)y=x%+8x+ 14 Blg= o __X’ i
b)y = -3x? + 6x + 1 asbaee-2s
— _tyd
c)y:—%x2+2x_4 f)y_ 3X 4X+1,
1
a+thtc= —35
4,.B,C
5.a)Q b)R g P
1.a) f(-1) =2, f(-4) = 29 .a) f(-2) = -26, f{3) = -16 1 Ly
b} f(-1) = -3, f(-4) = 34,5 b} f(-2) = 8, (3) = 3 Latigy = bl =3
c) fl-1) = -4, f(-4) = 26 c)f-2)=3,5,f(3)=3,5 b} f(3) = 0. fi-3) = -6
2. a) Najmniejsza wartosc funk- | 2. Najmniejsza wartosc iloczynu O fid =21 f-Y=2o1
cji to -1, a najwieksza to 3, to -6,25. 2 R 2
b) Nfajmniejsza \.jva_rtos',é funk- | 3. Ogrédek ma wymiary 2.A,C
cji to -2, a najwieksza to 2. 7 mx14m. 1B C
¢) Najmniejsza wartod¢ funk- o o ,
Gji to -2, a najwieksza to 1. | ¥ Plac |.:lla psa powinien mieé 4.D
. wymiary 5 m x 10 m.
3. a) Najmnig]jsza wartoé¢ funk-
cjito 1, a najwieksza to 17.
5 . -
s 54-57 b} Najmniejsza wartosc funk-
: cji to -7, a najwiekszato 1.
4. a) Najmniejsza wartos¢ funk-
cjito 1, a najwigksza to 19.
b} Najmniejsza wartos¢ funk-
cji to -7, a najwicksza to 5.
5. a) Najwicksza wartosd lloczy-
nu to 144.
b) Najwieksza wartosc
iloczynu to 225.
c) Najwieksza wartoéé
iloczynu to 2500.
ZADANIA PODSUMOWUJACE
1. A B
= 2. Jarek miat racje.
-E 3. a) Ramiona paraboll skierowane sg do géry, a wierzchotek jest w punkcie {2, -3}, X =R,
T ZW = {-3; «). Najmniejsza wartos¢ funkcji réwna sie -3 dla x = 2. Funkgja jest rosnaca dla
o . ! .
& 0 X £ (2; ), malejaca dla x = (-e=; 22, 08 symetrii x = 2.
€3 b) Ramiona paraboli skierowane sg w dot, a wierzchotek jest w punkcie (-1, 4), X = R,
ﬁ & ZW = (-oa; 4>, Najwieksza wartosc funkcji rowna sie 4 dla x = -1. Funkcja jest rosngca dla
2 x < {~ea: 1>, malejaca dla x < {-1; »), 0§ symetrii x = -1.
§ 4. 3) tak b)tak o tak
S5.a)y=-2(x-12+2,{1,2) b)y=3(x - 31*-4,(3,-4) c)y=-(x+4)*+1,(-4, 1)
=k - i =Le2 4, 5
6.y= 3{)( 2)-3,y X - X
7.C
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Powtdrzenie rozdziatu
s. 60-61

SPRAWDZ, CZY POTRAFISZ

1.B
2.B

3.a)y=5(x-32+2 bly=-2x+1P-3 c)y=-3x+47+2 diy=(x-6°>-4

4.2)h b)f c)g

5.B
6.y=(x-2-4,y=x"-4x
7.C

Rozdziat lll. Réwnania | nierownosci kwadratowe

Lekcja Cwiczenia Zadania Zbi6r zadan
1. a) Rdwnanie ma 1.3)x=-1Clubx =10 1.a)x=-4lubx=4
2 rozwigzania. bjx=-4lubx=4 bijx=-2lubx=2
b) Réwnanie ma cix=0lubx=5 clx=-7lubx=0
1 rozwigzanie. djx=-3lubx=3 dix=0lubx=2
c) Rownanie nie ma e)x=-3lubx=2 ) —8Iubx=50
rozwiazan. flx=2 %= -FlubR=0
2.3)x=1lubx=3 2. Obrus ma bok dtugosci 2.AB
b)x=-1 150 cm. g
1 4.a)x=-6lubx=6 —
s. 63-66 B . 4. a) Rownanie jest sprzeczne.
3 3 b) Réwnanie ma rozwiazanie.
c)x=-y2lubx= JZ €} Réwnanie jest sprzeczne.
5.a)x=0lubx=7 5. Ogrodek ma wymiary
b)x=0Ilubx=1 9mx18 m.
cx=0lubx=2
djx=0lubx=-3
e)x=0Clubx=2
» _5
fix=0Ilubx= >
1. a) A = 44, rdwnanie ma 1.a)x, = - x,=1 1. a) Rownanie ma
2 rozwiazania bl = 25x -3 1 rozwiazanie.
b) A = =19, rdwnanie nie ma Ri’ Tz b) Rownanie nie
rozwigzan c) RIS e ma rozwiazan.
c} A =0, réwnanie ma r‘oz_\nnazan_. c) Réwnanie ma
1 rozwiazanie Sl};i _ 2’ X, =3 2 rozwiazania.
=B o~ = =
2.a}x0—5 f)x1=' 6,x2=Jg 2.2})x—21|u|bt;(—44
x=-1lubx=
b) B ™ —% 2. W tur'nieju wzieto udziat ¢)x=-3lubx= ot
1 7 druzyn, N 2
c}xG——E . dix==lubx=2
2 - _ 3. Zraszacz ma zasieg 3
d.a)x =-2,x,=3 ieniu diugotci 10 e)x=-Slubx=1
5. 67-69 i o o promieniu dtugoéci 10 m. 5 4
L2 s fx=-1lubx=1
ox, = ~ky= 3 2
o 3.A,B,C
4. a) miejsca zerowe:
x_l ﬁx_uﬁ 4.B
% 2 172 2 5. Trawnik ma wymiary
b) miejsca zerowe: 12mx18m.
1-45 1445 .
X, =73 X, T4 6. Podtoga ma wymiary

¢) miejsca zerowe:
x,=2-2/2,%,=2+2J2

6mx8m.
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.a)x=-4,x=-3

blx=5ux=-2
cAx=1x=7
dix=-8,x=3

=-1,_1
elx= TSl

filx=-3,5,x=-12

Laly=x2-2x-24

b)y=x*+8x-20
cly=5x?-15x+ 10
dy=-2x>-8x-6

ey=22-x-4

l.ajy=(x+2){x+1)
b)y =-{x - 1ix+3)
¢) Funkcja nie ma postaci
iloczynowej.
dyy=-{x-3)x+2)
e)y=1(x-47
f) Funkcja nie ma postaci
iloczynowe;j.
2.a)y =xlx+2)
by = {x - 1}{x - 3)
dy=Kx+1)x-1)

1.a)x=-8lubx=4
y=x2+4x-32
bljx=1lubx=23
y=2x>-8x+6
c)x=-2 |ubx=—%
y=-4x>-10x- 4
dijx=-4lubx=4
— L 7
y=35x°-8
elx=-1,y=3x°+6x+3
filx=3,y=-2x>+12x- 18

2.a)x=-1lubx =6,

3 2 dyy=xtx-2) y=(x- 6)x + 1)
s. 70-73 fJV:EX?"4X+‘5 3.f:y=-%x2+3x—% bix=1Ilubx=23,
.a)y=(x+2)x-1) —— y=2{x-3)x-1)
b)y = (x+ 2)(x - 5) gy=-3x +6x-10 cJx=-2lubx=3,
_ 1 hiy=-1x249x-2 y=-{x-3){x+2)
C) V 3(X + 3)()( 3} 2 2 d) X = 2’ y = —(X » 2)2
d)y =20+ 2)(x + 3) e)x=—%|ubx=2,
e}y =-5(x - 2)(x + ) y=-20x- 2)(x+ )
fy=-3(x - 1)(x- 3 f}x=—%lub§=%,1
. a) Funkcja nie ma postaci y =-6(x+J)x - 3)
iloczynowe]. g0
bjy=2(x - 2)%
o)y =2(x+3)0x+1)
3 _25 1.a) (0, &) 1.a) WI(-1,9),(-4,0),(2,0),(0, 8)
) Wy =g lepunkry blx, =-1,%,=3 b) W(-1. -8). (-3, 0), (1, O},
przeciecia z osiami: (-4, 0), {0, -6)
(1, 0).(0, -4) EI}) |(F%L,ng}d nie nalez w, 144 (4. 0). (2.0
b) W(1, -4), punkty snatal TR Tl
przeciecia z osiami; {-1, 0}, Dl T f
(3,0),(0,-3) 3. a) Wi-, 7). punkty 2.A,B
¢} W(2, 8), punkty przeciecia przecigcia z osiami: (1,0), [3.2)x=1lubx =5, W(3, -4)
z osiami: (6, 0), (-2, 0), (0, 6) (_% 0, (0, 3) bix=-2lubx =6, W(2, -8)
.a) W{%, —%}, miejsca zerowe: b) W(-6, -4), punkty c)x=-3lubx=-1,W(-22)
x, =1,x,=2, przeciecia z osiami: 4.B
0$ symetriix = (-10,0),{-2,0),(0, 5)
b) W(- % _%), miejsca c) W(1, —%}, punkty przeciecia
e sl g z osiami: (-2, 0), (4, 0),
4 ry . 1 , 12 , (0! _4:]
5. 74-79 OR BYMENI=y 4. a) Konstruktor uwzglednit

c) W{—%,—%), miejsca zerowe:
- Wke B e ;
0% symetrii x = gy

d) W(%, %}, miejsca zerowe:
X, = 5,x2 = -2, ,
o$ symetriix = 3
705 e .
e) W[~§, E)’ miejsca zerowe:
X0 ==l ;
0s symetrii x = =5
) W(3, %), miejsca zerowe:
X, = 2, Ao 4,
os symetriix = 3

12 m szerokosci rzeki.
b} Maksymalna wysokos¢
statkow to 4 m.

232




5. 80-83

b)x = (-1: 5)
) x = (—ca; 6> lub x = <0; «)

4, a)x = [-o; -6) lub x = (6; =)

b)x £ {-8; 8> ¢ x :—‘(—%; %)

LaAIXe2 -T2+ 47>
b)x ={-7; -2)
c)x = <—%; 4
d) x =(-1; 6)
e)x =(-6;-2)
flx = {-2; 4

1. a) Liczba spetnia nierownosc.
b} Liczba nie spetnia
nierownosci.
¢) Liczba nie spetnia
nieréwnoscl.
d) Liczba spetnia nieréwnosé.
2.a)x o (-1:4) byx =<-1; 4
€)X <= (~c0; =1) lub x = (4; o)
d) x ={-e0; -1> lub x & {4; )
3.a)x c(-2:3) by x (o0 -4
lub x = €-2; ) ¢} x £ £-2; %)
d) x & (~oo; 1) lub x & (-3; )
elxe<l;2
5-,13
2

fyx & (oo )
o *1:3_m
Iubx\—(—;— )

4. Najmniejsza wartosc,
dla ktorej Jest spetniona
nieréwnosc, to 4 m.

5. Dtugosc jednego boku
dziatki x wynosi od 40 m do
60 m, a drugi bok dziatki ma
dtugosc (100 - x) m.

1.a)k, I b)i,m c)m
2.a)x K0, 2>
) xi= (~o0; =20 lub x = {1; )
c) x =(-o0: =1} lub x = (3; )
J.alx=-4lubx=6,x {46
b)x=-3lubx =]
x =<-3; %>
c)x=-8lubx=-4
X <= ({-o0; —=8) lub x = (-4; )
dix=-1lubx=3,x<{-1;3
elx=1lubx=5,x < (-0; 1)
lub x = (57 o)
flx=-9Iubx=6
X £ (—e0; -9 lub x = {6; =)

o

4.a)x =<-2; 2>

b) x = (=003 =9> lub x = €9; =)

c)x=(3;5)d)x = {-4; 0

ejx = {-2;:-1>

fl x & {-00; 1) lub x = (3; o)
5.B.C

6.C

Powtdrzenie rozdziatu
5. 84-85

ZADANIA PODSUMOWUJACE

.a)x=-3lubx=3 b)jx=-5lubx=5 c)x=0lubx=5 d)x=0|ubx=% elx=1lubx=6

flx=-1lubx="2

3
2.B,C
3. postaé kanoniczna: y = 2(x - %)2
4.3)x = (—%; %} b)x & <‘%; 0> ) x e (- %} lub x = {3; =)
Bl €
6.A,B
7. punkty przeciecia z osiami: (-4, 0}, (0, 0)

8
9

. Szukane liczby to -121 -7 lub 7 i 12,
. Prostokat ma boki dtugoscié6m i 12 m.

- 489, postac iloczynowa: y = 2{x + %)(x -3)

SPRAWDZ, CZY POTRAFISZ

®NO A WN R

C
A

B
s By
B

A

a)x €(-7:7) b x & (~e0:; 0) lub x = <{4; ») ¢) x = {-2; %>

. Postac kanoniczna: y = 2(x - %)2 - %, postac iloczynowa: y = 2{x - 1){x - %}

Rozdziat IV. Wielokgty

Lekcja Cwiczenia Zadania Zbiér zadan
1.a)51° b) 15° ¢) 137° 1.a=135° 1. a) 103° b) 60° ¢) 36°
2. a) trojkat ostrokatny 2.3)a=50°p3=44° 2.a)x=13,a¢=82°
b) trojkat rozwartokatny bya =24° 8 =130° b} x =5, a = 60°
i c) trojkat prostokatny 3.a) a=230° B = 60°, y = 90° c)a=94° B =43°
s 87-91 3. a) |<BAC| = |ABC| = 35° b)a=20°8=60°y=100° |3.B,C
' b) |<ABC| = 42°, | SACB| = 96° cla=230°f3 =45°y=105°
4. a)a=p=25° 4. |<AFB| = 66° |<XBCF| = 46°
bya=f=45° |<DFE| = 92° | LAEF| = 73°

|<XCFD) = 54° | CDF| = 64°
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3.22,5cm . 40°, 60°, 80° 1. 30°, 60°, 90°
2 g 2
< 99-05 .P=24cm 2.B
3.75¢cm
2. tak, cecha BKB . AABF = ADEF 1.A,.C
3. tak, cecha KBK ABCF = ACDF 2.0
4. a) nie AACF = ACFE
4 b) nie AADF = ABEF 3:2 ok
b) nie
<. 96-99 c) tak cecha BKB ik
. Mozna zbudowac 3 trojkaty.
.a) 45°; 67,5°% 67,5°
h) 30°, 75°, 75°
1.a)13cm .a)L=70cm, P=300cm? 1.3)b=4/2,P=14y2
b)24/13 dm b)L =17 dm, P 15 dm? b)c =41, P=180
c)3/10 m AdL=(12+4/3)cm, da =47, P=85/7
4 |2.2)24cm P=12/3 cm® 2.B,C
s 100-102| b)(27 +3y15)dm . a) Sciezka ma diugos¢ 100m. | " | ‘
) {15+ 3¢5)m b) Droga skroci sie 0 40 m. 3.a)tak b nie
~ 5 ) tak d) nie
3.a)tak, P=54 cm e) tak f) tak
b) tak, P =9 m? )
4. nie
1.a) 10 .a)CD 1.3) 3042
] b AB 3/10
. <) . tak Q342
2.3)5 .10
5.103-105|  b)5,5 2.A
o 453 3. tak
oy 4‘ (_23 _1}3 (_Qr 1): (_15 _2)5
3.P=145
{_1y 2)’ (11' _2}! (21_1}! (21 1}
1.a)12cm? a)P=96,b=12 1.a) 7 cm
b) 60 cm? b)P=140,a =20 b) 8 cm
c) 845 cm? c}P=117,a=195c=234 |3 A B.C
2.|AB|=10cm - .a)18cmb)30dmc)é6m 3.2) /3 cm?
. 3.h=74/3cm, P=494/3 cm? .a) 3643 cm? b) 443 dm?
2743
5. 106-109 ) ——m’
. a) Ogrodnik potrzebuje 4.C
15kg nawoall.. 5.9004/3 cm? = 1559 cm?
h) Ogrodnik potrzebuje
5,125 kg nawozu.
5.2)}2,55m? b) tak
1.9y2 cm 1.a)L=(24+12y/2)cm 1.2)L=3+,/3.P= «f3
2.a)L=28cm, P =49 cm? P=72cm?
b)L = 842 dm, P = 8 dm? b)L = (8 + 8¢2) cm, 0L 6+2/3.P=2/3
AL =24y2 m,P=72m? P =16 cm? JL=3+3/3,P= 3’3
3.204+442 b)6+3y2 .a)L=(9+3y2+3/3)em 2.A,C
)12 + 1242 o 3B
4. a); (5;52‘/_) cm, by L= (12 +4y2 + 4¢3) cm,
A = (8 +84/3) cm?
7 b)L = (2+—} p_ Wi ”
s peta| L. 22T 20 . W pierwszym przypadku

l=(9+9/3)cm,
P-mcm2

5.a)L= 30+ 104/3) cm
p= 50J§ cm?
b}l =(15+ 15/3) cm
p = 7543 o2
%

dlL=012+12y/3)cm,
P = 244/3 cm?

bedzie potrzebowat 28 m
siatki, a w drugim 92,7 m.

234




1.2) 16 cm? b) 150 cm? 1. najwickszy obwod: KLMN, | 1.44/10 cm
¢) 67,5 cm? najwigksze pole: EFGH 2.A
2.2) 1842 cm? b) 843 cm? 2.2)L=24cm,P=18y/3em’ |3 4 C
8 ) 1243 em? b) L =164/3 cm, P = 244/3 cm? 4.2)72ke
5.115-119 | 3,a)L = 4/29 cm, P=20cm? | 3.a) 161,5¢cm 1) 16.2 kg
b)L =4413 cm, P =12 cm? b) 3,41% listwy
cL=10cm, P =6 cm?
4. 3) 24 cm? b) 18 cm?
ZADANIA PODSUMOWUJACE
1.a)a=20%p8=55 b)a=25°p=45°
2. Katy: 30°, 60°, 90°, dtugosci bokdéw: 2 cm, 2/3 cm, 4 em
3.D
4, nie
2
E 5.64 cm
& 6.B,C
[ |
B = 7. 480 cm?
E o
.Eg 8.a)12cm b)5¢em ¢} 20cm
g SPRAWDZ, CZY POTRAFISZ
2Y |1.AB
z
o 2.A
3.D
4. a) KBK b) BKB ¢) BKB
5. A
6.10+ 742
7.B
8.32/3 cm?
Rozdziat V. Podobienstwo
Lekcja Cwiczenia Zadania Zbidr zadan
1.F ~F,F,~F,F,~F, 2.3} tak, k= 2 b)nie 1.3??(
a
&.al Ik o) tak, k = 2 3
b) nie 3 2.a)k=§,x=10cm,y=9cm
3.2) %6 cm b) 16 cm
12; - 3-331(1‘3”"' P ;16 }20 b)k=§,x=12r:m,y=12cm
S - . d cm X cm
b) 95
" :kscg'k . b) 24 cm x 30 cm 3.20c3m><25cm
. a =2,k = e T2
1 272 5.450 m x 140 m x 15 m 4k=3
_3 _ 4
b) k1 e kz A
1.tak 1. a) AABE ~ AACD, cecha KKK, | 1. a) nie b) tak, k = %
2, a) tak, k = 3 x=18 c)tak, k=2 d)tak, k=1
B pile b) AABC ~ ABDE, cecha BKB, ) 3 d 5
5 C} il x=25 2. b) 6 cm
5.128-132| djtak k=6 2.k=%1=52¢cm 3
3. ), b) cecha BKB 3.2)25 b) 1,6 4.45 cm?
4. cecha KKK 4.b) |AE|=10m, |CD| =62m | 3AC
1. 100 razy wieksze 1.18cmx 27 cm 1.10cm
2.a)25 lub 12 cm x 18 cm 2.a)x=12cmy=16cm;
1 2. 500 cm? z=24cm
3 b) 4 1.6 x 9 [ =30 b} 1:1500
5.133-135| <) 049 S s | 19
4.3) 1:800 b) 576 m? ) 10 cm? Z)) i
5.a) 24 ecm x 28 cm #m

b) 0 672 em?
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Powtdrzenie rozdziatu
5, 138-139

ZADANIA PODSUMOWUJACE

1.A,C
2.a)tak, k= 1,5 b)nie c)tak, k=12
3.125cm,12,5¢cm, 10 cm
4. 2) Brat Marka ma 1,6 m wzrostu. b) Cien siostry ma 3 m diugosci.
5. Do wykonania latawca bedzie potrzebne 1200 cm? materiatu.
6.3) 8 cm? b) 32 cm?
SPRAWDZ, CZY POTRAFISZ
1.x=7y=10
2.|AB| =20 cm, |BC|=12,5cm, |[EH| =20 cm
3.C
4. A
S5.ak=4 blk=3
6.A,.C
7.D

Rozdziat VI. Trygonometria

Lekcja Cwiczenia Zadania Zbior zadan
1.a)sina=0,6;cosa=0,8; 1. |AC| = lLa<f o
tga=0,75 asina=2 cosa=1 tga= £ a)sina =12 cosa= 222
A i 7 17 15 10 10
bising =, cosa= 3= 5 B _3/10
g b)san=E,cosB——tg,6 tga = 3s5|ﬂ.3 i o
tga=—-+
B 15 2.a<p cosﬁ-w,t gf=3
c:' sin o = S,CDSQ: E, a) 5in0.‘=0,6, C05a=0,8; et oS
513 15 tga=075sinf=08; b)sing = %, cosqa=— ?,
tga=q3 cosB=0,6:th=% /3 247
E Jons s tga=2,5|n,ﬁ— 7
2.c0545%= —,1g45°=1 b)sina=",,cosa=7 2‘5
*’§ 1 (i] COSB_ 7 stgﬁ_
3. 5in 60° = -, cos 60° = 3, tga-“ ,sin B = 2 3
dsina=%cosa="2
tg 60° = 3 511 3 3
& ‘/_ cosB——t B——‘f 2,5 /5
c)sina =0,28; cos a = 0,96: tga=—sinf=73.
1 I3
5. 141-143 tae gy =056, cosp=5tgf=
cosf = O,28;tg8=3? 2.5.C
3.sina=0,6; cos a =0,8; 3.D
tgea=075 4. 0<p _
4,0 < ; 5 2,5
a<B /5 245 a)sing = ?, cosa =",
a]sma—?cosa=T, e
tga= smﬁ‘zés, tga- ,Sinf =5
cosfB= 5,tgﬁ 2 cosfi = S,tg,B 2
. a109 _ 10/109 S . _ 22
b) sin ¢ = 2. C0sa= —ao— b sifig= 5 dasw=" 4",
J -
tga=03; tga-—z, sinﬁ-%,
.o 104109 _ 3,109
sinf=—jgg ~cosf=" - cos.‘3=3,tg.‘3=2ﬁ
-
th —35
1.2 a) ¢ = 35° b} B = 36° 1.0=29°8=51° 1.B
)y =12° 2. 71°,109° 2.A.C
2 2. ) 26° 64° b) 21°, 69° 3. 62° 118° 5.
s.144-146 | 3. E)) g"gig% 4.3) 56° b)45° c) 27° 4.2)4
o) 0:3746 5. Dekarz nie ustawit drabiny b 2,7

prawidtowo.
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1.3)231mb)555m 1.347m 1.B,C
2.3 141 mb) 154 m 2.|AB| = 44,31 m 2.a)%cm, 12 cm
3 3, 2)9.0 cm; 12,0 cm lub |[AB| = 10,75 m b) 15 cm, 36 cm
5.147-142 |  p)58cm: 9.9 cm 3. Drabina siegnie na wysokos¢ | 3. ok. 36 m
22,_37 m. Strazacy wejdgna | 4 a) 1162 m?
¥ flgine. b) 2450,5 m?
1 —~ Ly
;'ait?k pakatk  |tadcses06imasly facosa-2Eigas
.a)sina=0,6;cosa=0,8; 5
tga =075 bjsina = 5 tga =3 b)sina=i,tga=1%
J _¥2 _ 72 4,41 5¢41
b)sina-fss,cosa- 9 c)sma—ﬁcosa 10 c}mna-T,cosa:T
tga=1 2'3’& 2.B¢
5 3 giim 15 puipm 12 - 3.a)1
o 150-155 | 3-siha= o tga=1g 3. a) Rampa ma d’fugosc2325 cm. | b) 0,25
4,1,1503 b)sina= 275, cos o = 2‘;,
S| _4
S.a)sina=Z cosa=z tga-%
L 3/10 410
b) sin 5 =
- 15 21
csina= o cosgm
i 2
Lol Wing 2% gy | 1-4) 806 1.164/3 em
2 b) 17 cm 281 cm?
2.2) 11 ecm? 2. 249 cm? .81cm
b) 27 cm? a)ay am 3.A,B,C
6 : b} 80 dm? e 4
5.156-159 | 3.a) 54 m 9 4. jasniejsza - 21 m”,
b) 30 dm? % ?,; ?82-5:1\/5) i ciemniejsza - 32 m?
4,12 m? .. . 5. a) 65,0 m? kostki
4. Stolarz zuzyje 11,2 | lakieru. b} 53.0.m? kosti
ZADANIA PODSUMOWUJACE
1.5|na—§cosa_ %tga-zgs -
2.a<B,sina= 55,cosa— 2/5 Jga= 1,sinj3 = Zf,cosﬁ = v55,tgf3=2
3.x=3/3-3,y=6
4,61,28m
5. A
6. A = - -
:}.—; 7.a)cosa= i tga= jf—z,b)smau ﬁ,tga 24c)sina= %,cosa= 2:’;3
e}
g [SEM
g :i 9.7,5cm?
w 5
'E % SPRAWDZ, CZY POTRAFISZ
i
54 LA
]
% 2.A.B
S 3.a)a=86° b)a=41° c)a=6°
4

.a) 5 bj15 o1
5C

6. Michat stoi ok. 227 m od podstawy komina.

7.D

8.L= (8%+
9.4/5 cm?
10.B

32\.-*3}
5 cm
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Rozdziat VII, Okregi i wielokqgty

Lekcja Cwiczenia Zadania Zbiér zadan
ajr=20cm,d =40 cm, tak 1. 10 ecm 1.2) 23 cm, 19 cm?
bjr=175cm,d=3,5 Fm,nie 2.3) 107 cm, 257 cm? b) 49 cm, 82 cmj
cr=3cm,d=6cm,nie b) 137 cm, 42,257 cm? c)39cm, 33 cm

.a) 167 cm? c)4zy2 cm, 87 cm? 2.A.B,C
1 b) 625z cm? 2
5.163-166|  ¢) 365 dm? 3.34m 3.AC
4. a) 14,13 cm 4. A,B,.C
5 a] 8xcm b) 9'42 cm
b} 10z dm ) 18,84 cm
c) 201 em = 2
5.a)nie b) 2779 cm
.a)180° 1.3)21cm 1. A
b) 60: b} Sem 2.3) AB =3z cm, BC =2z cm
c 80% 2. a) 108° b} |ABI=642 cm, [BC|= 6 cm
d) 240 b) 50° A 97 - 18} e, (67 - 94/3) e
5 .EI}4?ICI‘I‘I b}éﬂdm C)]_S?Im 3.a}n=8,P=885m2 4.D
s. 167-170 | 3-a) 12z cm? bin=6,P= 118 cm?
' b) 7 cm? ¢)n=35P=141 cm?
2
¢} 24z cm 4, Firma musi kupi¢ ok. 26 m?
.a) 21 em? kostk.
b} 3 cm?
c) 66 cm?
.a)a=50° 1.a)a=72°B8=36° 1. a)a=8=60°y=230°
b) & = 110° b)a = 60° B =30° b)a=60° B=y=30°
cla =30° c)a=45° =225 c)a=120° B =240° y=60°
ala=8=70° 2. a) |TAPC| = 60° 2. AAPQ: 90°, 60°, 30°
g b)a = 54°, p = 27° b} |TAPQ) = 15° AOQP: 120°, 30°, 30°
5.171-174 ) - B = 24°
¢ 3.3)a=100° B =y =50° 3.A,B,C
b)a = 80° 8 = 100°, y = 40°
cja=B=75°%y=15°
4.40 cm, 404/3 cm
.a)5em 1. 3) tak 1.3) 162 cm b) 18z cm
b) 442 cm b) Okrag O, bedzie styczny |2 10cm
c} 445 cm do prostej k.
4 ¢} 0 4 jednostki lub 3.B
175-179 .al10cm !
s. = b) 2,/34 cm o 8 jednostek w prawo 4.23)3
) 645 cm 2.a)3m? E)) ig
L0 b1 g2 b) 7 m?
.r=2cm 1.a)a=45°83=30°y=15° 1.a)a=55%B=30°y=425"°
.a)a=25o,ﬁ=1150,1}; 50° b)a: 500,,8: 150,}/:250 6:47,‘3_0 " .
b} a = 108° = 100° y = 18° | 2. a) AABO: 20°, 45°, 115° b} e 227, =207y =08,
.a)1em ABCO: 25°, 45°, 110° B
5 b) 3 em AACO: 20°, 25, 135° 2.2a) 130°, 110°, 120°
5.180-184| 3¢ b) AABO: 22,5% 30°% 127,5° | b) 144°, 76° 140°
ABCO: 22,5% 3/,5° 120° |3, AROR, ABOR: 22,5% 67,5%
AACO: 30 3 37,5 . 112,5 900; ACOP, ACOQ: 450; 67,50;
3. tak 67,5% ABOP, AADQ: 22,5%
459, 112,5°
.R=25cm 1.3)a=55°%p=15° 1. 50°, 65°, 65°
. a) nie b) ¢ = 50° 8 = 130° lub 25°, 25°, 130°
b) tak cla=70°% B = 140° 2. 3) 1007 cm?
4 ¢} nie 2. a) na zewnatrz trojkata b} 156,257 cm?
b) na przeciwprostokatne]
s. 185-188 i1ia p g amel - 1s.p

c) wewnatrz trojkata

3.3} 107 cm b)Y 157 cm
c) 13z cm

4. tak
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1.2/3cm 1.a)L=54cm, P=81/3cm? |1.C
2. 474/3 cm hjL=18cm,P=9y3cm? 2. tak
3 A e’ 2.107z cm 3.a)4,57
7 3.36x cm? b) 4x
5. 189-192 4. Scinki stanowity 40% B
powierzchni materiatu.
5. a) tak
b) nie
c) tak
1.1 trojkat - 3 osie symetri, 1.a) 724/3 cm? 1.a)6
kwadrat - 4, pieciokat - 5, 81/3 b) 8
szesciokat - 6, oémiokat - 8, b) ——cm c)12
C!Ziewieciokat -9 2.a)72 cm 2. AABC, AAFG: 25;0; 25%0;
1.2 Srodek symetrii majz kwa- b) 72 m 12820
drat, szesciokat foremny ? 5wy
i osmiokat foremny. AACE‘ AAFE: 255° 515
2. 3) 120° 1025° .
8 b) 135° AADE: 252°, 773% 775°
.193-195 2
> . . 3.3) 36°, 72°, 72°
3.127rcm b) 36°, 36° 108°
c) 18°, 18°, 144°
d) 36°, 36° 108°
4.a) (257 - 50) cm?
b) (257 - ?5‘;@) cm?
c) (257 - @) cm?
ZADANI|A PODSUMOWUJACE
1.C
2.L.=31cm, P=59 cm?
3. 36°
_ - 757 2 _ ers . 27T e o - Q
4, all=5zcm,P= 5 £m bjL= 7dm,P— Tdm c)L=28am,P=2247m
5.|<BAC| = 50°, |<ABC]| = 70°, | ZACB| = 60°
32 6.a) 6,5cm b)3¢/3 cm
[
ﬁ N 7.D
oo 8. a) 5 bokow b) 18 bokdw c) 24 boki
20 SPRAWDZ, CZY POTRAFISZ
U~
S |La)l=10zcm, P=25zcm? b)l=20ay2 cm, P = 2007 cm?
]
E 2.A
3.A
77 2
4. - cm

5.a) 65° b) 24°

6. |<CBO| = |<IBCO| = |<BOC]| = 60°

7.A.B
8.B
9.B
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nowa _ T
Twoje mocne strony To sie IICZY!
\era

Podrecznik 7o sig liczy! dla klasy drugliej szkoty branzowej jest podzielony na dwie czesci.
Pierwsza z nich sklada sie z siedmiu rozdziatdow, w ktdrych ujeto wszystkie tresci obowiazkowe,
w tym lekcje | zadania branzowe poswigcone wykorzystaniu matematyki w praktyce.

Druga czesc to zbior dodatkowych zadan. Na koricu publikacji zamieszczono odpowiedzi

do wybranych ¢wiczen i zadan z podrecznika.

Zagadnienia matematyczne krok po kroku

W To sig liczy! umiejetnosci matematyczne
przedstawiane sg przez przykiady rozwigzane
krok po kroku. Dzieki temu uczniowie moga
samodzielnie przechodzi¢ od tresci zadania
do jego rozwigzania.

e ey P
o= e Bl By
W T T B o g

Zadania branzowe R
W poszczegolnych lekcjach znajduja sig o

zadania branzowe, ktore pomagaja S v
éwiczyé umiejetnosci matematyczne ol st

i i - Ty | ey g —
na przyktadach powigzanych z wybranymi —— . B s

zawodami. it R oGt

Matematyka w praktyce

W podreczniku zamieszczono lekcje
branzowe dotyczgce takich zagadnien,
jak obliczanie podatku czy zyski w firmie,
z ktorymi absolwenci szkoty branzowej
mog3 sie spotkac w zyciu zawodowym.
Pojecia omawiane w tych lekcjach sg
wyjasnione prostym jezykiem i dodatkowo
obudowane przyktadami, tak zeby
pokaza¢ zastosowanie matematyki

w praktyce.

Trygonometria
: 4 na drodze

Nowa Era Sp. z 0.0.
978-83-267-3950-7

788326"739507

@ www.nowaera.pl Q nowaera@nowaera.pl

> Centrum Kontaktu: 801 88 10 10, 58 721 48 00
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