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Wstep

Nasz podrecznik adresowany jest do ucznidow, ktorzy ukonczyli o$Smiolet-
nig szkote podstawowg i teraz rozpoczynajg nauke matematyki w klasie pierwszej
liceum lub technikum w zakresie podstawowym. Sktada sie on z oSmiu rozdziatéw.

Nowe zagadnienia sg precyzyjnie wyjasniane, a tematy zawierajg duzg liczbe
przyktadéw o wzrastajgcym stopniu trudnosci. W podreczniku prezentujemy m.in.
ciekawe przyktady zastosowan matematyki w réznych dziedzinach zycia.

Wazne definicje i twierdzenia zostaty oznaczone kolorowymi ramkami z jasno-
szarym ttem. Inne istotne informacje, ktére utatwiajg rozwigzywanie zadan i na kté-
re warto zwrdécié¢ uwage, zostaty oznaczone jasnobrgzowym ttem. Praca z naszym
podrecznikiem umozliwi rowniez powtdrzenie najwazniejszych zagadnien z zakresu
szkoty podstawowej.

Kazdy temat konczy sie zestawem zadan do samodzielnego rozwigzania,
zatytutowanym SprawdZ, czy rozumiesz. Na koncu kazdego rozdziatu znajdujg sie
zadania powtdrzeniowe zatytutowane Sprawdz, czy umiesz. Wszystkie zadania na
dowodzenie zostaty oznaczone symbolem D. Utatwi to szybkie odnalezienie tego
typu zadan, ktére odgrywajg bardzo wazng role w procesie ucznia sie matematyki.
W przypadku trudnosci z rozwigzaniem jakiegos$ zadania, warto powtdrnie przeczy-
tac i przeanalizowad temat, ktérego dotyczy to zadanie.

Pamietaj, ze ani rozwigzan, ani odpowiedzi do zadan nie nalezy umieszczaé
w podreczniku.

Na koncu podrecznika znajdujg sie odpowiedzi do wiekszos$ci zadan. Tam row-
niez umiesciliSmy skorowidz wazniejszych termindw.

Zyczymy sukceséw w uczeniu sie matematyki!

Autorzy



1 Zbiory liczbowe.
oLiczby rzeczywiste

Zbiér. Dziatania na zbiorach

Pojecie zbioru

Zbiér, w jezyku potocznym, ma wiele odpowiednikow, np.: kolekcja, zestaw, grupa,
komplet. Intuicyjnie rozumiemy zbidr wtasnie jako kolekcje przedmiotéw (elemen-
téw) w pewien sposdb wyrdznionych: zbiér samochodéw na osiedlowym parkingu,
zbidr znaczkéw pewnego kolekcjonera itp.

Zbiér, w matematyce, nalezy do tak zwanych pojec pierwotnych, czyli takich, kto-
rych sie nie definiuje.

A
Zbiory oznaczaé bedziemy duzymi literami: A, B, C, D, ..., natomiast
elementy zbioréw — matymi literami: a, b, ¢, d, ...

My zajmowac sie bedziemy gtdwnie zbiorami liczbowymi, to znaczy takimi, ktérych
elementami sg liczby.
Zbiér mozemy opisac przez podanie warunku, ktory spetniajg jego elementy:
A — zbidr ocen, ktdre uczen liceum moze otrzymac z matematyki.
Jesli zbidr ma niewiele elementéw, to mozemy wypisaé wszystkie jego elementy:
A=1{1,2,3,4,5,6}

Elementy zbioru liczbowego wypisujemy miedzy nawiasami klamrowymi { },
oddzielajgc je przecinkami. Kazda liczbe wypisujemy tylko jeden raz.

Rozwazmy B — zbidér wszystkich numerdéw (z dziennika) uczniéw 24-osobowej kla-
sy la.

B=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24}
Zauwaz, ze w zbiorze B istnieje reguta wypisywania kolejnych elementow: liczby
zaczynaja sie od 1, kazda kolejna liczba jest o jeden wieksza od poprzedniej, ostatnig
liczbg jest 24. W takim wypadku mozna zastosowac zapis skrécony:

B=1{1,2,3,..,23,24}

Polega on na tym, ze wypisujemy co najmniej trzy poczatkowe elementy, wskazuja-

ce regute, po czym nastepujg trzy kropki, oznaczajgce ,,i tak dalej”. Na koricu wypi-
sujemy ostatnig liczbe lub kilka ostatnich liczb.



1. Zbiory liczbowe. Liczby rzeczywiste

Kolejnym sposobem opisania zbioru jest zastosowanie zapisu:
A= {x: x jest oceng, ktdrg uczen liceum moze otrzymac z matematyki}.

Zapis ten czytamy: ,,zbiér A jest zbiorem takich elementdw x, ze x jest oceng, ktérg
uczen liceum moze otrzymaé z matematyki”.
Jesli liczby 1 i 2 sg elementami zbioru A, to méwimy, ze liczby 1 i 2 nalezg do zbio-
ru A, co zapisujemy:

leA oraz 2 €A

Liczba 7 nie jest elementem zbioru A, czyli liczba 7 A
nie nalezy do zbioru A, co zapisujemy: .7
7 ¢ A.

Zbidr, ktdrego liczba elementdw wyraza sie liczbg naturalng, nazywamy zbiorem
skonczonym; w przeciwnym wypadku o zbiorze powiemy, ze jest zbiorem nie-
skonczonym. Szczegdlnym przypadkiem zbioru skoriczonego jest zbidr pusty, czyli
taki, do ktérego nie nalezy zaden element. Zbiér pusty oznaczamy symbolem &.

Miedzy zbiorami moga zachodzié rézne zaleznosci. Omdéwimy dwa przyktady takich
zaleznosci: kiedy dwa zbiory sg réwne i kiedy jeden zbidr jest podzbiorem drugiego.

Definicja 1.

Zbiory A i B s3 rowne wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element nalezgcy do zbioru
A nalezy do zbioru B i kazdy element nalezgcy do zbioru B nalezy do zbioru A.
Réwnos¢ zbiorow A i B zapisujemy A = B.

Zapis A # B oznacza, ze zbiory A i B nie sg rdwne.

Przyktad 1.

Mamy dane zbiory A i B:
A — zbidr cyfr potrzebnych do zapisania liczby 1137
B — zbiér cyfr potrzebnych do zapisania liczby 33371
Poniewaz A = {1, 3, 7} iB= {3, 7, 1}, wiec A=B.

Definicja 2.
Zbiodr A jest podzbiorem zbioru B, wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element zbio-
ru A jest elementem zbioru B. Zapisujemy to tak: A c B.

Jesli zbidr A jest podzbiorem zbioru B, to méwimy tez, ze zbidr A zawiera sie
w zbiorze B.




Zbiér. Dziatania na zbiorach

Przyktad 2.
Oznaczmy: Q Q

A — zbior kwadratéw B
B — zbiér rombdéw O

Zbidr A jest podzbiorem zbioru B, poniewaz kazdy kwadrat jest rombem, (zobacz
rysunek powyzej).

Nalezenie do zbioru jest zaleznoscig miedzy elementem a zbiorem.
Natomiast zawieranie sie zbioréw jest zaleznoscig miedzy zbiorem a zbiorem.
JesliP={2,3,4,5,6}, to piszemy:

2€P {2} cp

3epP {2,3}cP

Podzbiorem kazdego zbioru A jest ten sam zbior A i podzbiorem kazdego zbioru A
jest zbior pusty, czyiAc Ai D c A.

Zbiory, ktére rozpatrujemy, sg podzbiorami pewnego zbioru, nazywanego przestrze-
nig, np. zbiory liczbowe rozpatrujemy jako podzbiory zbioru liczb rzeczywistych.

Przestrzen oznaczamy literg U.
» U

Na zbiorach mozna wykonywac dziatania. Omdéwimy niektdre z nich: wyznaczanie
sumy, réznicy, iloczynu zbioréw oraz znajdowanie dopetnienia zbioru.

Dziatania na zbiorach

Definicja 3.
Sumag zbioréw A oraz B nazywamy zbidr tych elementéw, ktére nalezg do co naj-
mniej jednego z tych zbioréw. Sume zbioréw A i B zapisujemy A U B.

Jesli element nalezy do co najmniej jednego ze zbioréw A oraz B, to méwimy, ze
nalezy do zbioru A lub do zbioru B.

x € AU B wtedy i tylko wtedy, gdy x € A lub x € B

] (OO

AUB AUB
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Przyktad 3.
a) JedliA={1,2,3,6},B
b) JesliA=1{2,4,6},B=

={1,2,4},towtedyAUB=1{1,2,3,4,6}.
{3,5}, towtedy AUB={2,3,4,5,6}.

Definicja 4.
Réznica zbioréw A oraz B nazywamy zbior tych elementéw, ktére naleza do zbio-
ru A i nie nalezg do zbioru B. Réznice zbioréw A i B zapisujemy A—B lub A \ B.

x € A—B wtedy itylko wtedy, gdyx e Aix ¢ B

@ [©J

A-B A-B=A

Przyktad 4.
a) JedliA={1,2,3,6},B
b) JesliA=1{2,4,6},B=

={1,2,4},towtedy A— B= {3, 6}.
{3,5}, to wtedy A— B=A.

Definicja 5.
Czescig wspodlng (iloczynem) zbioréw A oraz B, nazywamy zbiér tych elementow,
ktére nalezg jednoczesnie do zbioru A i do zbioru B. lloczyn zbioréw A i B zapisu-

jemy AN B.

Jesli element x nalezy jednoczesnie do zbioru A i do zbioru B, to zapisujemy: x € A

i x €B.
x € AN Bwtedyitylkowtedy,gdyxe Ai xeB
g|U

o) ©OJ

ANB ANB=J

Zbiory A i B nazywamy zbiorami roztacznymi wtedy i tylko wtedy, gdy A N B= .

Przyktad s.
a) JesliA=1{1,2,3,6}8
B=

, {1,2,4},towtedy AN B= {1, 2}
b) JesliA=1{2, 4,6},

{3, 5}, to wtedy A N B = . Te zbiory sg roztaczne.




Zbiér. Dziatania na zbiorach

Definicja 6.

Niech A bedzie dowolnym zbiorem w przestrzeni U, A c U.

Dopetnieniem zbioru A do przestrzeni U nazywamy zbiér tych elementéw prze-
strzeni U, ktdre nie nalezg do zbioru A. Dopetnienie zbioru A zapisujemy symbo-
lem A’, czytaj: A prim.

x € A" wtedy i tylko wtedy, gdyx e U i x ¢ A

A!

Element nalezy do dopetnienia zbioru A tylko wtedy, gdy nalezy do réznicy U — A.
ZatemANA' =D orazAUA =U.

Przyktad 6.

a) Niech U oznacza zbidr ucznidw klasy la, A — zbidér dziewczat w tej klasie. Zatem
A’ jest to zbidr chtopcdw w klasie la.

b) Niech U oznacza zbidr foteli w sali teatralnej, A — zbiodr foteli zajetych przez wi-
dzéw. Zatem A’ jest to zbidr foteli wolnych w tej sali teatralne;.

c) NiechU={1,2,3,4,56},A=1{2,3,4,5 6}, zatem A’ = {1}.

Przyktad 7.

W klasie, ktdra liczy 32 ucznidw, 9 ucznidw nalezy do kota teatralnego i 15 uczniow
nalezy do kota historycznego. Do zadnego z tych kot nie nalezy 13 ucznidw tej klasy.
a) lu ucznidw z tej klasy nalezy jednoczesnie do kota teatralnego i historycznego?
b) Ilu uczniéw nalezy tylko do kota historycznego?

Ad a) Zauwazmy, ze jesli 13 ucznidw nie

nalezy do zadnego kota zainteresowan, to %
do co najmniej jednego z tych kot nalezy
19 ucznidw (32 — 13 = 19). Z drugiej stro-
ny 9 + 15 = 24; w tej sumie uczniowie na- (13)

lezacy jednoczesnie do kota teatralnego
i historycznego liczeni byli dwukrotnie. A to znaczy, ze do obu két nalezy 5 uczniéw
(24—-19=5).

Ad b) Tylko do kota historycznego nalezy 10 uczniéw (15 -5 = 10).

Rozwigzanie zadania mozna zilustrowac¢ diagramem, w ktérym K oznacza zbiér ucz-
niow danej klasy, H — zbiér uczniéw nalezgcych do kota historycznego, T — zbidr
uczniéw nalezgcych do kota teatralnego. Liczby uczniéw w poszczegdlnych zbiorach
zapisane s3 w nawiasach.

11
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1. Zbiory liczbowe. Liczby rzeczywiste

SprawdZ, czy rozumiesz

1.

Dany jest zbiér opisany stownie. Zapisz ten zbidr poprzez wypisanie jego ele-
mentow:

a) A — zbidr naturalnych dzielnikéw liczby 20

b) B — zbidr liczb przeciwnych do liczb podanych w zbiorze {4, 5,0,-1, 3, —7}

c) C— zbidr liczb majacych postac k\/g, jeslik {72, -1,0,17, 100}
d) D — zbidr wszystkich kwadratow liczb catkowitych jednocyfrowych

4
e) E — zbidr liczb majgcych posta¢ —, gdzie n jest liczbg nalezgcg do zbioru
n

{1,2,3,4,..,100}
f) F — zbidr liczb majacych posta¢ —3", gdzie n jest liczbg nalezgcy do zbioru
{0,2,4,86,..}.

Opisz stowami nastepujgce zbiory:
a)A=1{10, 20, 30, 40, .., 90} b)B=1{1,2,3,4,5,6,10, 12, 15, 20, 30, 60}
c)C=1{1,2,4,7,14,28} d) D= {12, 16, 20, 24, ..., 96}

e) E={1,8,27,64, .., 1000} f)F={1,\/§,\/§,2,\/§,...,3}.

Dany jest zbiér A, gdzie A= {1, 2, 3, 4}.

a) Wypisz wszystkie podzbiory jednoelementowe, dwuelementowe i trzy-
elementowe zbioru A.

b) Podaj podzbidr czteroelementowy zbioru A.

c) lle jest wszystkich podzbioréw zbioru A?

Wyznacz zbiory AUB,ANB,A—B, B—A, jesli:
a)A={-2,-1,0,1,5},B=1{1,3,8 b)A={579,11},8=1{7,9}
c)A=1{1,2,3,4},B=1{2,3,4,5,6} d)A={3,4,5},B=1{3,4,5,6,7}
e)A=1{-1,-2,-3},B={1,2,3} f)A=1{5,4,3,2,1},8=1{1,2,3,4,5}.

Na rysunku przedstawione s3 figury geometryczne i relacje zachodzgce mie-
dzy nimi, gdzie A — kwadrat, B — tréjkat, C — koto, D — okragg. Na osobnych
rysunkach w zeszycie przedstaw zbiory zapisane nad rysunkiem.

a)AUB, A-B,B-A b)BNC,B-C,C-B <c)(AnB)uUD, (DUA)-B

/3\ (7 o
B \C/ A
Podaj przyktad dwdch niepustych zbioréw A i B, dla ktdrych:
a)Bc (ANB) b) AU B=8.




Zbiér. Dziatania na zbiorach

7.

10.

11.

12.

13.

14.

Podaj przyktad dwéch takich zbioréw X i Y, ze zbiér X ma 5 elementéw, zbidr
Y ma 7 elementdw, a zbidér X N Y ma 2 elementy. Narysuj diagram ilustrujacy
takie zbiory. lle elementéw nalezy do zbioru X U Y?

Podaj przyktad dwdch takich zbiorow X i Y, ze zbidr X ma 4 elementy, zbiér Y
ma 5 elementdw, a zbiér X U Y ma 6 elementow. Narysuj diagram ilustrujacy
takie zbiory. lle elementéw nalezy do zbioru X N Y?

W ramach SKS na siatkdwke chodzi dwa razy wiecej uczniéw niz na koszykow-
ke, facznie 35 oséb. Wiedzac, ze tylko 7 oséb uczeszcza na zajecia obydwu
dyscyplin sportowych, oblicz, ilu uczniéw chodzi na zajecia koszykéwki.

Parking ma 20 miejsc, na ktorych stojg tylko samochody biate lub czeskie sa-
mochody i wszystkie miejsca sg zajete. Wiedzac, ze stoi tam 8 czeskich samo-
choddw biatych i 7 czeskich samochoddw w innym kolorze oblicz, ile biatych
samochodoéw stoi na parkingu.

Do pewnego czteroletniego liceum uczeszcza 480 uczniéw. Kazdy z nich uczy

sie co najmniej jednego z jezykdw: hiszpanskiego i niemieckiego, przy czym

360 ucznidw danej szkoty uczy sie jezyka niemieckiego oraz 240 uczniéw uczy

sie jezyka hiszpanskiego. Wiedzac, ze tylko wszyscy uczniowie klas jezyko-

wych uczg sie obu tych jezykéw, oblicz:

a) ilu ucznidw tej szkoty uczeszcza do klas jezykowych;

b) ile klas tego liceum przypada na jeden rocznik, jezeli nabdr do tej szkoty
jest co roku taki sam, na kazdy rocznik przypada tylko jedna klasa jezyko-
wa i wszystkie klasy majg jednakowa liczbe uczniow.

Dane sg zbiory A i B zawarte w przestrzeni U. Wyznacz zbiory A’, B, A" U B,
B'NA A" —B, jesli:

a)u={0,1,2,3,4,5,6,7,10, 15, 20},A={1, 2,3,4,5, 6}, B={0, 5, 10, 15, 20}
b)U={1,2,3,4,5,9, 16,25}, A={1, 4,9, 16, 25}, B={1, 9, 25}.

Dana jest przestrzen U = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, w ktdrej zawierajg sie

zbiory A i B. Wyznacz zbiory A’, B', A" U B', (AN B)', A’ " B', (AU B)'. Ktére

z wyznaczonych zbioréw sg réwne?

a) A={0,3,6,9},B={1,3,5,7,9}

b) A —zbidr naturalnych dzielnikéw liczby 8, B — zbidr liczb jednocyfrowych
podzielnych przez 4.

Na rysunku ponizej dane sg niepuste zbiory
A'i B, zawarte w przestrzeni U. u
Wykonaj odpowiednie rysunki i uzasadnij, ze «.

prawdziwe sg rownosci:

a) (AUB)=ANB
b) (AnB)=A"UB'.

13
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Zbiory liczbowe. Of liczbowa

Podzbiory zbioru liczb rzeczywistych

W zbiorze liczb rzeczywistych R mozemy wyrdzni¢ pewne podzbiory.

Zbiér wszystkich liczb naturalnych oznaczamy literg N.
N={0,1,2,3,4,56,7,8,..}

Zbiér N jest nieskoniczony, nie ma w nim liczby najwiekszej, jest natomiast liczba

najmniejsza zero.

Suma dwéch dowolnych liczb naturalnych jest liczbg naturalng oraz iloczyn dwdch
dowolnych liczb naturalnych jest liczbg naturalng. Powiemy, ze w zbiorze N wy-
konalne jest dodawanie i mnozenie. Jesli odejmiemy dwie liczby naturalne lub
podzielimy liczbe naturalng przez inng liczbe naturalng rézng od zera, to wynik
nie zawsze bedzie liczbg naturalng. Odejmowanie i dzielenie nie jest wykonalne
w zbiorze N.

W zbiorze N wyrdzniamy podzbiér liczb naturalnych dodatnich, ktéry oznaczamy N, .
N.=1{1,2,3,4,5,6,.}

Oczywiscie prawdziwa jest rownos¢
N=N, v {0}

Zbidr liczb catkowitych oznaczamy literg Z.
z={.,-5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,...}

Zbidr Z jest zbiorem nieskoriczonym, nie ma w nim liczby najmniejszej ani najwiek-

szej. Dlatego miedzy klamrami na poczatku i na koncu sg trzy kropki.

Suma, iloczyn i réznica dowolnych liczb catkowitych jest liczbg catkowita. lloraz
dwach liczb catkowitych moze nie by¢ liczba catkowitg. W zbiorze Z wykonalne jest
dodawanie, odejmowanie i mnozenie. Dzielenie nie jest wykonalne.

W zbiorze Z wyrdzniamy podzbidr liczb catkowitych ujemnych Z_ i podzbidr liczb
catkowitych dodatnich Z,.

z={.-6-5-4-3-2-1  Z={1,23,4,56,78,9,..}
Oczywiscie prawdziwa jest rownos¢

z=z v{o}uz,
Zbidr liczb wymiernych oznaczamy literg Q. Zbiér Q to zbidr takich liczb, ktére moz-
na przedstawi¢ w postaci utamka B, gdzie p oraz g sg liczbami catkowitymi i g jest

rézne od zera, co zapisujemy:

QZ{X:XZB i p,gelZi q;to}
q

W zbiorze Q wykonalne jest dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie przez
liczby rézne od zera.



Zbiory liczbowe. OS liczbowa

Jesli dany jest utamek B, to p nazywamy licznikiem utamka, a g — mianownikiem
q

utamka. Oto przyktady liczb wymiernych:

5 1 1 70
5, poniewaz 5=— 23—, poniewaz 23— =—
1 3 3 3
0 —75294
0, poniewaz 0 :7 —752,94, poniewaz —752,94 =
. . . . . , 13 527 -1 ., .
Rozwazmy liczby wymierne zapisane w postaci utamkow: 2910 7 Jesli licz-

nik utamka podzielimy przez jego mianownik, to otrzymamy rozwiniecie dziesietne
utamka:
13

=-3,25

5
5 =0,5555555555555555555555555555555555... = O,(S)

27 =0,675
40

_71 =-0,14285714285714285714285714285714... = —O,(142857)

W przypadku pierwszym i trzecim otrzymalismy rozwiniecie dziesietne skoriczone,
a w drugim i czwartym — rozwiniecie dziesietne nieskoriczone, okresowe.

Okres rozwiniecia dziesietnego jest to najmniejsza, powtarzajaca sie po przecinku
grupa cyfr.

5 -1
Dla utamka 5 okres sktada sie tylko z cyfry 5, natomiast okres utamka El ma szesc
cyfr: 142857.

Rozwiniecie dziesietne kazdej liczby wymiernej jest skoriczone lub nieskoriczone
okresowe.

Stwierdzenie, czy rozwiniecie dziesietne utamka jest skoriczone czy nieskoriczone
okresowe, metodg dzielenia licznika przez mianownik tego utamka, czasem wyma-
ga troche cierpliwosci, np.:

5 371
> = O,(172413793 1034482758620689655) e5536 =0,0056610107421875

Okres rozwiniecia dziesietnego nieskoriczonego pierwszego utamka ma az 28 cyfr,
a rozwiniecie dziesietne drugiego utamka jest skoriczone, ale po przecinku ma 16
cyfr.

Zastanow sie, jak bez wykonywania dzielenia stwierdzi¢, czy utamek ma rozwiniecie
dziesietne skonczone, czy nieskoriczone okresowe.

15
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Przyktad 1.
Wyznaczymy utamek zwykty o rozwinieciu dziesietnym 0,125125125...

0,125125125...=x /-1000 Po pomnozeniu danej liczby przez 1000, otrzy-
125,125125125... = 1000x mujemy liczbe, majaca takie same cyfry po
125 +0,125125125... = 1000x przecinku, w tej samej kolejnosci co dana liczba.
E
X

125 +x=1000x /-x 125

125=999x /:999 czyli X=—

999

125
Szukany utamek zwykty to —.
Y yKty 999

Kolejny zbidr, ktory teraz omdéwimy, to zbidr liczb niewymiernych. Ten zbiér ozna-
czamy R—Q.
Zbidr R— Q jest zbiorem tych wszystkich liczb rzeczywistych, ktére nie sg wymierne.

Liczby niewymiernej nie mozna przedstawi¢ w postaci utamka, ktérego licznik i mia-
nownik jest liczbg catkowitg. Zbiér liczb niewymiernych jest nieskonczony. Cho¢
trudno to sobie wyobrazi¢, jest on nawet liczniejszy niz zbior liczb wymiernych.

Znasz juz przyktady liczb niewymiernych:
7 (czytaj: pi) — stata matematyczna, wyrazajgca stosunek dtugosci okregu do dtu-
gosci jego srednicy;
V2 - liczba wyrazajgca np. stosunek dtugosci przekatnej kwadratu do dtugosci
jego boku;

3 e .
— — liczba wyrazajaca np. stosunek wysokosci tréjkata réwnobocznego do dtu-
gosci jego boku.
Rozwiniecia dziesietne liczb niewymiernych sg nieskoriczone i nieokresowe.

n=3,141592653589793238462643383279...
V2= 1,414213562373095048801688724209...

3

-~ =0,866025403784438646763723170752...
Wykonujgc dziatania arytmetyczne na liczbach niewymiernych, mozemy otrzymad
wynik, ktory jest liczbg niewymierng, ale takze wynik, ktéry jest liczbg wymierna.

Przyktad 2.
Wiemy, ze a=\/5—1, b=ﬁ+1, c=—\/5. Wyznaczymy a+c,a-b,a-c,a—b.

0+C=\/£—1+(—\/E)=\/E—1—\/_=—1 liczba wymierna




Zbiory liczbowe. OS liczbowa

) (\/_+1) 2+\/£—\/§—1=1 liczba wymierna
2(\/5 1) ( )=—2+\/E liczba niewymierna
a—b=(x/§—l)—(ﬁ+l):\/§—l—\/§—1=—2 liczba wymierna

Podaj przyktad dwdch liczb niewymiernych, ktérych iloraz jest liczbg wymierng, oraz
innych dwadch liczb niewymiernych, ktérych iloraz jest liczbg niewymierna.

Suma zbioru liczb wymiernych i zbioru liczb niewymiernych jest zbiér liczb rzeczy-
wistych R. Mozemy wiec powiedzie¢, ze dopetnieniem zbioru liczb wymiernych
w przestrzeni R jest zbior liczb niewymiernych.

Zaleznosci miedzy oméwionymi zbiorami przedstawia ponizszy diagram:

o

R-Q Q

(R-Q)cR NcZcQcR

Wartos$¢ bezwzgledna

17

Definicja 1.
Wartoscig bezwzgledna liczby rzeczywistej a nazywamy:
e liczbe g, jesli a jest liczba nieujemng,

e liczbe przeciwng do a, jesli a jest liczbg ujemna.

Wartos¢ bezwzgledng liczby a zapisujemy |a|, wéwczas
| |_{ a, jesli a=0

—a, jesli a<0

Przyktad 3.
s|=5 lo|=0 [3[=3 [2-1=v2-1 (V2-1>0) [2-\b|=-2+6

(2—\/g<0,' liczbg przeciwng do liczby 2—\/6 jest liczba —(2—\/6):—2+\/g)

Wartos¢ bezwzgledna danej liczby i liczby do niej przeciwnej sg réwne:
|f6\ = ]6| =6>0, ‘\/E‘ =‘—\/§‘=\/§ > 0itd., czyli ogdlnie:

|a| = |-a| dla dowolnej liczby rzeczywistej a;
|a| > 0 dla dowolnej liczby rzeczywistej a.
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Os liczbowa

Geometryczng interpretacjq zbioru liczb rzeczywistych jest o$ liczbowa.
Os liczbowa jest to prosta, na ktérej zaznaczono strzatka zwrot dodatni, punkt zero-
wy i jednostke. Zwrot dodatni wskazuje kierunek, w ktérym wzrastajg liczby.

pétos ujemna pétos dodatnia

»

0 1 zwrot dodatni'

Kazdej liczbie rzeczywistej odpowiada na osi liczbowej tylko jeden punkt i kazde-
mu punktowi na osi odpowiada tylko jedna liczba rzeczywista.

Strukture zbioru liczb rzeczywistych dobrze oddaje struktura prostej (osi liczbowej), np.:

— miedzy dwiema réznymi liczbami rzeczywistymi istnieje nieskonczenie wiele liczb
rzeczywistych — miedzy dwoma réznymi punktami prostej znajduje sie nieskon-
czenie wiele punktow;

— nie ma najmniejszej liczby rzeczywistej ani najwiekszej liczby rzeczywistej — pro-
sta nie ma poczatku ani konca;

— dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych a, b albo a < b, albo b < a — dowolne
dwa rézne punkty A, B, lezgce na prostej, sg uporzgdkowane na jeden z dwdch
sposobow: A B albo B A.

Ostatnia wymieniona cecha liczb rzeczywistych méwi nam, ze dowolne liczby rze-

czywiste a, b mozna poréwnywac, to znaczy okresla¢, ktéra z nich jest wieksza, ktdra

mniejsza, albo stwierdza¢, ze liczby sg réwne:
a<b albo a=b, albo a>b

SprawdZ, czy rozumiesz

1. Odpowiedz na pytania:
a) Czyistnieje liczba rzeczywista, ktora jest jednoczesnie wymierna i niewy-
mierna?
b) Czy istnieje liczba naturalna, ktora nie jest dodatnia?
c) Czy istnieje wtasciwy podzbidr zbioru liczb naturalnych N (czyli podzbidr
rézny od zbioru N), w ktéorym wykonalne sg dwa dziatania: dodawanie
i mnozenie? Jesli tak, to podaj przyktad takiego zbioru.

2. Podaj przyktad dwéch liczb niewymiernych, ktérych:
a) suma, iloczyn iiloraz jest liczbg wymierng, a réznica jest liczbg niewymierng;
b) iloczyn i iloraz jest liczbg wymierng, a suma i rdznica jest liczbg niewy-
mierna.
3. Rozpatrujemy trzy dziatania: dodawanie, odejmowanie i mnozenie. Ktére
z tych dziatan sg wykonalne w zbiorze:
a) {2,4,6,8,10,12,14,16, ...}
b) {..,-10,-8,-6,-4,-2,0,2,4,6,8,10, ...}
c) {3,9,27,81,243,..}
d) liczb rzeczywistych dodatnich
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10.

11.
12.

13.

e) {xx= b2, gdzie b € Z)
f) liczb niewymiernych ujemnych.

Wykonaj dziatania na zbiorach:

ajNuU Z b)ZnQ c)NNnZ dz-Q
e)NUQ f) Z—R glRNQ h)R—R_
Zaznacz na osobnych osiach liczbowych podane zbiory. Nastepnie opisz te
zbiory symbolicznie.

A — zbidr liczb rzeczywistych nieujemnych

B — zbidr liczb rzeczywistych mniejszych od 2

1
C — zbidr liczb rzeczywistych nie mniejszych od 32

D — zbiér liczb rzeczywistych nie wiekszych od 5,5

Opisz stowami nastepujace zbiory:

a)A=1{0,1,2,3,4,..99} b)B={..,-8,-6,-4,-2}
c)C=1{1,2,4,8,16,.. 1024} d)D=1{.,-12,-8,-4,0,4,8,12,16, ..}.

Wypisz elementy zbioru:
a)A={x:x=2kike {0,1,2,3,4}} b)B={x:x=-nineN}

1
c)Cz{x:x:—ineM} d)D={x:x=-2k+1ikeZ}.
n
Podaj rozwiniecia dziesietne liczb wymiernych:
2 1563 -5 128 18 4
a) 1- b) —— c) — d) — e) — f) 3—
3 —60 12 125 11 7

Przedstaw ponizsze liczby wymierne w postaci utamkéw zwyktych:
a)0,(225) b)0,(18) «¢)2,(4) d)54(3) e)1,2(13) f)-0,1(234).

Sprawdz, czy ponizsze rownosci sg prawdziwe:
a)0,(8)-0,8=0,0(8) b) 0,(5)-0,3=0,(2)
c)0,(5)-0,(3)=0,(2) d)0,(7)-0,77=0.

Ktdra z liczb jest wieksza: 0,3 czy 0,2(9)?

Poréwnaj liczby niewymierne a i b, nie uzywajac kalkulatora:

a)a=+2-1, b=1+2 b)a=—/3, b=-1,53
)a=-24/5, b=—J2./5 d)az\/i(\/i—z) b=3(\/§—2)
e)a=2(1-n), b=n-1 fla=4+5, b=220.

Jaka liczba: wymierng czy niewymierng, jest liczba:

a)[1-n|-= b) V3-2+v3 o) V2-[VB-2| d) V5-|V5-3?

149
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Prawa dziatai w zbiorze liczb rzeczywistych

W zbiorze liczb rzeczywistych R wykonalne s3 cztery dziatania arytmetyczne: doda-
wanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie przez liczbe rézng od zera. Ponizej przy-
pomnimy prawa dodawania i mnozenia w zbiorze liczb rzeczywistych.

Przemiennos¢ dodawania Przemiennos¢ mnozenia
a+b=b+a a-b=b-a
dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b | dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b
taczno$¢ dodawania tacznos$é mnozenia
(a+b)+c=a+(b+c) (@-b)-c=a-(b-c)
dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c | dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢
Element neutralny dodawania Element neutralny mnozenia
a+0=a a-1=a
dla dowolnej liczby rzeczywistej a dla dowolnej liczby rzeczywistej a
Element przeciwny Element odwrotny

Dla kazdej liczby rzeczywistej a istnieje|Dla kazdej liczby rzeczywistej a, a # 0,
do niej liczba przeciwna —a, oraz istnieie od ¢ tei liczb 1
a4+ (—a) —0 istnieje odwrotnos¢ tej licz y;, oraz

1
a-—=1
a

Rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania
a-(b+c)=a-b+a-c
dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c

Stosowanie praw dziatan utatwia obliczenia.

Przyktad 1.

Wykonamy obliczenia, stosujgc prawa dziatani:

2
a) 235,78 +146,5 + 14,22 b) 0,75-;-8
Ad a)
235,78 + 146,5 + 14,22 = stosujemy prawo przemiennosci dodawania
=146,5 + (235,78 + 14,22) = stosujemy prawo tacznosci dodawania
=146,5+ 250=396,5
Ad b)
2

0,75-; -8 = stosujemy prawo przemiennosci mnozenia

2
= ; . (0,75 '8) = stosujemy prawo tgcznosci mnozenia

2 12

7 7
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Przyktad 2.

Podamy liczbe przeciwng do danej liczby i odwrotnos¢ danej liczby.

e Fela liczba przeciwna odwrotnoéé¢
do danej liczby danej liczby
1
4 -4 2
2 2
3 3 -1,5
3 3
1
0,75 -0,75 1t

V2

3
V2
2

Przyktad 3.

Wykonamy obliczenia, stosujgc prawo rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawa-

nia:
a) 15-402

Ad a)

15402 =15 - (400 + 2) = 15 - 400 + 15 - 2 = 6000 + 30 = 6030

Ad b)

b) 0,4-123,5+0,6-123,5

0,4-123,5+0,6-123,5=123,5-(0,4+0,6)=123,5-1=123,5

Zauwaz, ze odejmowanie i dzielenie nie jest ani przemienne, ani tgczne.

Prawdziwe jest natomiast prawo rozdzielnosci mnozenia wzgledem odejmowania:

a-(b-c)=a-b-a-c
dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c.

Przypomnijmy umowe dotyczaca kolejnosci wykonywania dziatan.

— Najpierw wykonujemy dziatania w nawiasach, ktére nie zawierajg innych nawia-

SOw.

— Jesli nawiasy nie wystepujg i mamy do wykonania kilka dziatan, to najpierw wy-
konujemy potegowanie i pierwiastkowanie, potem mnozenie i dzielenie w takiej
kolejnosci, w jakiej sg zapisane, a na koricu — dodawanie i odejmowanie w kolej-

nosci ich wystepowania, czyli od lewej strony do prawej.
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Przyktad 4.
2
a) 4:5°+16:8-(3+25) =4-25+2—(3+5) =100+2-8" =102 64 =38

b) —6%+3y/(~7)" =—36+3149 =-36+3.7=-36+21=-15

o 4%)=4222_4%_65536

Wiesz, ze liczby rzeczywiste mozna poréwnywadé. Aby poréwnac dwie liczby, wystar-
czy zbadag, jaka jest ich réznica. Mamy bowiem:

a=b wtedyitylkowtedy, gdy a—b=0
a<b wtedyitylko wtedy, gdy a—b<0
a>b wtedyitylko wtedy, gdy a—b>0

Nieréwnosci a < b i ¢ < d majg ten sam zwrot. Ten sam zwrot majg rowniez
nieréwnosci a > b i ¢ > d. Natomiast nierdwnosci a < b i ¢ > d majg zwroty prze-
ciwne, podobnie jak nieréwnosci a > b i ¢ < d. Nieréwnosci a < b i ¢ > d nazywamy
nierowno$ciami ostrymi.

Jesli a jest mniejsze od b lub a jest réwne b, to powiemy, ze a jest nie wieksze od b
i zapiszemy a < b. Jesli ¢ jest wieksze od d lub c jest rowne d, to powiemy, ze c jest
nie mniejsze od d i zapiszemy ¢ > d. Nieréwnosci a < b i ¢ > d nazywamy nierow-
nosciami nieostrymi; nieréwnosci te majg przeciwne zwroty.

Czasami bedziemy tez méwili o nieréwnosci podwdjnej:
a<b<c

Zapis taki oznacza, ze spetnione sg jednoczesnie dwie nierdwnosci:
a<bib<c

Analogicznie mozna okresli¢ inne nierdwnosci podwdjne:

a<b<c a<b<c a<b<c oraz a>b>c,a>b>c,a>b>c,a=>b>c

Przyktad s.
Podamy przyktad dwach liczb catkowitych a, b, dla ktérych spetniona jest nierow-
nos$¢ podwajna

3 a 4

17 b 17

.3 .4 T - .
Rozszerzamy utamki E IE' na przyktad mnozac liczniki i mianowniki przez liczbe 2.
. . 6 a 8
Otrzymujemy wowczas —<—<—.
34 b 34

Z ostatniej nieréwnosci wynika, ze mozemy przyjgé: a =7, b =34.




Prawa dziatai w zbiorze liczb rzeczywistych

23

Podaj przyktad innej pary liczb a, b, ktére réwniez spetniajg nieréwnosé z przyktadu 5.

Prawdziwe sg nastepujgce twierdzenia.

Twierdzenie 1.
Niech a, b, c oznaczajg dowolne liczby rzeczywiste.
a) a=>b wtedyitylko wtedy, gdya+c=b+c
b) a=b wtedy itylko wtedy, gdya—c=b-c
b
c) jeslia=bic#0,toa-c=b-ci a.’
c c

Twierdzenie 2.
Niech a, b, c oznaczajg dowolne liczby rzeczywiste.
a) a<b wtedyitylko wtedy, gdya+c<b+c
b) a< b wtedyitylko wtedy, gdya—c<b—c

b
c) jeslia<bic>0,to a-c<b-ci 2<—
c ¢

b
d) jeslia<bic<0,to a-c>b-ci 2>—
c ¢

Zwrdéé szczegdlng uwage na dwa ostatnie podpunkty twierdzenia 2. Mdwia one
o tym, ze nierdownos$¢ mozna pomnozy¢ lub podzieli¢ stronami przez liczbe rézng od
zera, przy czym: jesli pomnozymy lub podzielimy przez liczbe dodatnig, to nie zmie-
niamy zwrotu nierdwnosci na przeciwny, jesli natomiast pomnozymy lub podzielimy
przez liczbe ujemng, to zmieniamy zwrot nieréwnosci na przeciwny.

Na przyktad mamy: 1 <2 oraz1-3<2-3 ale 1-(-3)>2-(-3)

Twierdzenie 2. dotyczy nierdwnosci a < b. Analogiczne twierdzenia dotyczgce nie-
rownosci a > b, a < b, a > b oczywiscie sg rdwniez prawdziwe.

Przyktad 6.

! jest wieksza od liczby 3
2-+/5 2-+/5
Niecha=1,b=3,c= 2—\/5. Wodwczas a < b oraz ¢ < 0. Na mocy twierdzenia 2d)

1 3

2-45 2-45"

Pokazemy, ze liczba

. a b .
otrzymujemy —>—, czyli
c ¢
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Sprawdz, czy rozumiesz

1. Podaj liczbe przeciwng oraz odwrotnosé danej liczby:

a)-2,375 b) 0,008 )3 d) —0,24/5
2. Oblicz, stosujac prawo tacznosci dodawania:
a)2£+6i7LE b)3,2+1+l c) 211+2,49+1,21
17 19 19 6 3 4
3. Oblicz, stosujac prawo tacznosci mnozenia:
a) 0'123.@ b)33-1'6 c) 4,4.§.E.9
5 3 53 7 9
4. Oblicz, stosujgc przemienno$é dodawania:
a) %+2,5+g b) 0,25 + 1% +0,75 c) 32,8 +2,79 +(-0,8)
5. Oblicz, stosujgc przemiennos¢ mnozenia:
2 10,1
a)4_.i.i b)i.g_.o' : c)_1§.23.1.4
3 10 14 13 3 2 7 4 10
6. Oblicz, stosujac prawo rozdzielno$ci mnozenia wzgledem dodawania:
3 2 8 2 7
a) 100-| 0,27 +— b)21-|1—+— c) 43-1—+43-—
20 3 7 9 9
15 1 1
d) —-15,1-2=-1,1 e)32,4-110 f) 87—-100
7 7 25
7. Wytacz wspdlny czynnik poza nawias:
1 2
a)6+3.2 b) —0,5v5+= c)—+E d)ﬁ—i
2 6 2 6 12
8. Skré¢ utamki:
) 10-24/3 ) —3T+6 0 J6 -2 g) &5+L57
2 -3 NG -0,5
9. Podaj przyktad liczb catkowitych a'i b, dla ktdrych spetniona jest nieréwnos¢:
4 —2 —1
SILIPLPE] b) <22 ¢)1,05< 2 <1,06
11 b 11 13 b 13 b
10. Podaj przyktad dwadch liczb: wymiernej x oraz niewymiernej y, ktére spetniajg
nierownosc:
a)—\/§<x<y<72 b)0<x<y<1 c)8<x<y<\/%

11. Sprawdz (nie uzywajac kalkulatora), czy prawdziwe sg dane ponizej nieréw-
nosci. Odpowiedz uzasadnij, powotujgc sie na odpowiednie twierdzenia.

4 3 2 . 1 g2 3
1-2 1-2 3-5 3-5 J3-2  3-2

a)
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Przedziaty

Przedziaty ograniczone

Definicja 1.
Przedziatem otwartym o koricach a, b (a < b) nazywamy zbidr wszystkich liczb
rzeczywistych, ktdre sg wieksze od a i jednoczesnie mniejsze od b.

Przedziat otwarty o koncach a, b zapisujemy (a, b). Mamy:
x € (a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy a <x<b
Na osi liczbowej przedziat otwarty zaznaczamy nastepujgco:

a b X

Konice a, b przedziatu sg oznaczone kétkami niezamalowanymi dla zaznaczenia, ze
nie nalezg one do przedziatu (a, b). Przedziat (a, b) mozna tez zaznaczaé na osi tak:

° © L 1

T T <,

a b X a b X

W przedziale otwartym nie ma liczby najwiekszej ani najmniejszej.

Definicja 2.

Przedziatem domknietym o koricach a, b (a < b) nazywamy zbidr wszystkich liczb
rzeczywistych, ktdre sg nie mniejsze od a (czyli wieksze od a lub réwne a) i jedno-
czes$nie nie wieksze od b (czyli mniejsze od b lub réwne b).

Przedziat domkniety o konicach a, b zapisujemy (a, b>. Mamy:
x € (a, b) wtedy i tylko wtedy, gdya < x < b

Na osi liczbowej przedziat domkniety zaznaczamy tak:

L o
a b X

>

W tym wypadku korice a, b oznaczone sg kétkami zamalowanymi, by zaznaczyé, ze
nalezg one do przedziatu. W przedziale (g, b) najmniejsza liczba jest a, natomiast
najwiekszg liczba jest b. Wyrdzniamy jeszcze:

{a, b) — przedziat lewostronnie domkniety (nazywany tez prawostronnie otwartym)

® >
a b X

W przedziale tym najmniejszg liczbg jest a, nie ma za to liczby najwieksze;j.
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(a, b)— przedziat lewostronnie otwarty (nazywany tez prawostronnie domknietym).

° S
a b X

Z kolei w tym przedziale nie ma najmniejszej liczby, natomiast najwiekszg liczbg jest b.
Omowione cztery rodzaje przedziatéw nalezg do grupy przedziatéw ograniczonych.

Przyktad 1.

Wyznaczymy wszystkie liczby catkowite nalezgce do przedziatu A = (—2, 2n>.

Do przedziatu (—2, 275) nalezg wszystkie liczby rzeczywiste, ktére sg wieksze od —2
i jednoczesnie nie wieksze od 27wt. Poniewaz 2w = 6,28, wiec wsrdd liczb rzeczywi-
stych nalezacych do przedziatu A znajdujg sie nastepujace liczby catkowite: -1, 0, 1,
2,3,4,5,6.

Liczby wyznaczone w przyktadzie 1. jednoczes$nie spetniajg dwa warunki: nalezg do

przedziatu (—2, 2n> i s catkowite, wiec mozemy zapisaé
(-2,2n)n2=1{-1,0,1,2,3,4,5,6},

co ilustruje rysunek ponizej:

A
®
Z |
[ ] [ ] o o o o [ ] [ ] o o o o o [ ]
ANZ
. . . . i o o o o o o o o . .
-6 -5 -4 -3 -2 - 0 1 2 3 4 5 6 7 8 X

Przyktad 2.
Dane sg przedziaty: A = (-3, 2) i B= (1, 4) . Wyznaczymy zbiory: AU B, AN B, A—B
i B—A.

Zaznaczamy na jednej osi zbiory A i B.

A
o 0
3 i B
AUB | | ; 5
T T T Q T T T T T T ® T T T
—6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 X
AuB=(-3,4)
A
o 0
? i B
ANB ? | i
T T T i T T T *—=0C T i T T T

AN B=(1,2) Zauwaz, ze 2 ¢ A B, poniewaz 2 & A.
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A
o 0
3 | B
————o
A-B s §
T T T @ T T T @ T T T T >
-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7X

A-B=(-3,1) Zauwaz, ze 1 ¢ A— B, poniewaz 1 € B.

A
o O
3 i B
T T T i T T T i 9 T 4 T T T
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 X

B—A:(Z, 4> Zauwaz, ze 2 € B— A, poniewaz2 € Bi2 ¢ A.

Przedziaty nieograniczone

Definicja 3.
Przedziatem lewostronnie otwartym nieograniczonym nazywamy zbidér wszyst-
kich liczb rzeczywistych wiekszych od a.

Przedziat lewostronnie otwarty nieograniczony oznaczamy (a, +o). Zapisujemy:
x € (@, +o0) wtedy i tylko wtedy, gdy x > a
Przedziat ten zaznaczamy na osi liczbowej tak:

a X

Podobnie definiuje sie nastepujace przedziaty nieograniczone:
{a, +©) — przedziat lewostronnie domkniety nieograniczony

L g
a X

(—o0, a) — przedziat prawostronnie otwarty nieograniczony

O
9

a X

(—o0, @) — przedziat prawostronnie domkniety nieograniczony

@
a X

UWAGA: Symbol +oo (plus nieskoriczonosc) nie oznacza zadnej liczby rzeczywiste;j.
Wskazuje, ze np. w przedziale (a, +oo) znajduja sie tylko liczby rzeczywiste wieksze
od a. Odpowiednio symbol —0o (minus nieskoriczono$é) nie oznacza zadnej liczby
rzeczywistej. Wskazuje, ze np. w przedziale (—oo, a) znajduja sie tylko liczby rzeczywi-
ste mniejsze od a. Przedziat nieograniczony (—oo, +oo) bedziemy rozumieli jako zbiér
wszystkich liczb rzeczywistych R.
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Przyktad 3.

Dane sg przedziaty: A= (-1, 3)i B = (- 4, +o0) zawarte w przestrzeni R. Wyznaczymy
zbiory: AN B,B—AiA'.

A
. o
B ?
. ;
ANB s
T T T T T T T T Q T T T >
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 X

o O
B ?
° ;
i 1 B-A
T T Q@ T T Q T T T ¢ T T T T
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 X

O-

SprawdZ, czy rozumiesz

1. Zaznacz na osobnych osiach liczbowych i zapisz za pomocg przedziatéw zbio-
ry A, B, C, D, E, F, jesli:
A={x:xeRi-1<x<4} B={x:xeRi0<x<3} C={xxeRix>2}
D={x:xeRi-5<x<1} E={xxxeRi7<x<20} F={x:xeRix<6}.

2. Podaj przyktad:
a) trzech liczb niewymiernych, nalezacych do przedziatu (2, 4);

b) czterech liczb wymiernych, nalezgcych do przedziatu <\/§, \/§>

3. Podaj przyktad liczby nalezgcej do danego przedziatu i jednoczesnie takiej,
aby liczba przeciwna do niej tez nalezata do tego przedziatu:

2 (_3,1> b) [_1,11}
2 6 3
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10.

11.

12.

Podaj przykfad liczby nalezacej do danego przedziatu i jednoczesnie takiej,
aby jej odwrotnos$é tez nalezata do tego przedziatu:

a) (—34} b) (—3,—1)
2 2’2

Zaznacz na osi liczbowej przedziaty A i B; nastepnie wyznacz zbiér A U B, jesli:
a)A=(-4,3), B=(0,5) b) A= (-0, 1), B=(5,+x)
c)A=(-0,4), B=(~0,6) d)A=(-1,8), B=(8 +x)

e)A=(-3,3), B=(—n,4%} ) A=(—2§,2j, B:<J§,7>.

Zaznacz na osi liczbowej przedziaty A i B; nastepnie wyznacz zbior A N B, jesli:

a)A=(-3,5), B=(-2,9) b) A = (o0, 21), B=(-1, +w)
c)A=(-0,2), B=(-x,6) d)A=(-3,7), B=(7,+w)
e)A=(-6,4), B=(1,4) f) A=(0,4), B=(5,8).

Zaznacz na osi liczbowej przedziaty A i B; nastepnie wyznacz zbiory A — B oraz
B—A, jesli:

a)A=(0,5), B=(3,7) b) A= (-3, +©), B=(-2,4)
c)A=(-x,2), B=(-2,2) d)A=(-1,9), B=(7, +o)
e)A=(-5,8), B=(0,3) f) A=(-6,4), B=(-x,4).

Dany jest przedziat P, P = (—2, 5). Podaj przyktad dwdch przedziatéw A i B:
a) ograniczonych, dla ktérych A N B = P;

b) nieograniczonych, dla ktérych A N B=P;

c) nieograniczonego A i ograniczonego B, dla ktérych B—A = P;

d) nieograniczonych, dla ktérych A—B =P.

Podaj elementy zbioru:
a)(-3,5) "N b)(-2,3) "2 c) (4, +0) "N
d) (-0, 2) N Z e)N,N(-1,6) f) Z (-1, +o).

Zapisz réznice zbioréw jako sume przedziatéw:
a)(-3,0)— {-1} b) (2, +) —{ﬁ, \/E} )R- {2}
d)R- {0, 1} e)R,—(4,5) f) (—o0, 2)—N.

Dany jest zbiér A w przestrzeni R. Zapisz zbiér A', jesli:

a) A=(-3, +x) b) A = (-0, 7) c)A=R..

Dany jest zbior A w przestrzeni R. Zapisz za pomocg sumy przedziatéw dopet-
nienie zbioru A, jesli:

a)A=(-4,5) b)A=(-2,3) c)A=<\/§, Tc>u(5,+oo).
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Zbior liczb naturalnych i zbiér liczb
catkowitych

Zbidr liczb naturalnych
Przypomnijmy: zbidr liczb naturalnych to zbiér N = {0, 1,2, 3,4, } Najmniejszg
liczbg naturalng jest 0, a kolejne liczby naturalne rdznig sie o jeden.

Jezeli w wyniku podzielenia liczby naturalnej n przez liczbe naturalng m rézng od zera
otrzymamy liczbe naturalng, wéwczas mowimy, ze liczba n jest podzielna przez m.

Definicja 1.

Liczba naturalna n jest podzielna przez liczbe naturalng m rézng od zera wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba naturalna k, dla ktérej n = m - k. Liczbe m
nazywamy dzielnikiem liczby n, zas o liczbie n méwimy wéwczas, ze jest wielo-
krotnoscia liczby m.

Przyktad 1.
Liczby n, n + 1, n + 2 s3 to kolejne liczby naturalne, z ktérych najmniejszg jest licz-
ba n. Wyznaczmy sume tych liczb:
n+(n+1)+(n+2)=3n+3=3(n+1)
Widzimy, ze sume trzech kolejnych liczb naturalnych mozna przedstawi¢ w postaci

iloczynu liczby 3 i liczby naturalnej n + 1, a to znaczy, ze taka suma jest podzielna
przez 3, dla dowolnej liczby naturalnej n.

Przyktad 2.
Zbidr liczb naturalnych podzielnych przez 5
{0, 5, 10, 15, 20, 25, ...}
jest nazywany zbiorem naturalnych wielokrotnosci liczby 5. Mozna go opisaé naste-
pujaco:
{n:n=5kik e N}

Definicja 2.

Liczba pierwsza nazywamy kazdg liczbe naturalng n wiekszg od 1, ktérej jedyny-
mi dzielnikami sg 1 oraz n.

Liczba ztozong nazywamy kazdg liczbe naturalng n wiekszg od 1, ktéra nie jest
liczbg pierwsza.

Liczby 0 oraz 1 nie sg ani liczbami pierwszymi, ani liczbami ztozonymi.
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Najmniejszg liczbg pierwszg jest liczba 2. Liczbami pierwszymi sg tez:
3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, ...

Liczby ztozone to:
4,6,8,9,10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 25, ...

Ponizszy rysunek ilustruje te sytuacje:

liczby pierwsze

liczby ztozone

Liczbe ztozong mozna roztozy¢ na czynniki pierwsze, tzn. przedstawic jg w postaci
iloczynu liczb pierwszych. Przedstawienie to nazywamy rozktadem liczby na czyn-
niki pierwsze, na przyktad, 210=2 -3 - 5 - 7. Okazuje sie, ze jest tylko jeden rozktad
danej liczby na czynniki pierwsze. Czynniki pierwsze tego rozktadu mogg by¢ zapisa-
ne w dowolnej kolejnosci.

Przyktad 3.
Dzielnikami naturalnymi liczby 24 s3: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24.

Bardzo przydatna w rachunkach jest znajomosc¢ cech podzielnosci liczb naturalnych.
Przedstawiamy je w tabeli ponizej.

liczba k cecha podzielnosci przez liczbe k
2 cyfrag jednosci liczby naturalnej jest 0, 2, 4, 6, 8
3 suma cyfr liczby naturalnej jest podzielna przez 3
4 dwie ostatnie cyfry liczby naturalnej sg zerami lub tworzg liczbe

podzielng przez 4

5 cyfra jednosci liczby naturalnej jest 0 lub 5
6 liczba naturalna jest podzielna jednoczesnie przez 2 i przez 3
8 trzy ostatnie cyfry liczby naturalnej sg zerami lub tworzg liczbe

podzielng przez 8

9 suma cyfr liczby naturalnej jest podzielna przez 9

10 cyfrag jednosci liczby naturalnej jest 0
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Przyktad 4.

a) Liczba 2 375 148:
— jest podzielna przez 3, bo suma jej cyfr wynosi 30, a 30 jest liczbg podzielng
przez 3,
— jest podzielna przez 2, bo jej cyfrg jednosci jest 8,
— jest podzielna przez 4, bo jej dwie ostatnie cyfry tworzg liczbe 48, ktdra jest
podzielna przez 4,
— jest podzielna przez 12, bo jest podzielna przez 4 i przez 3.

b) Liczba 12 460:
— jest podzielna przez 2, bo jej cyfrg jednosci jest O,
jest podzielna przez 5, bo jej cyfrg jednosci jest O,
jest podzielna przez 10, bo jest podzielna przez 2 i przez 5,
jest podzielna przez 4, bo jej dwie ostatnie cyfry tworzg liczbe 60, ktdra jest
podzielna przez 4,
jest podzielna przez 20, bo jest podzielna przez 4 i przez 5.

Wazng umiejetnoscig jest znajdowanie najwiekszego wspdlnego dzielnika oraz naj-
mniejszej wspodlnej wielokrotnosci liczb naturalnych.

Definicja 3.

1) Dane sg liczby naturalne a, b, z ktérych co najmniej jedna jest rézna od zera.
Najwiekszym wspdlnym dzielnikiem liczb a, b nazywamy najwiekszg liczbe natu-
ralng, ktdra jest dzielnikiem kazdej z liczb a, b; oznaczamy jg NWD(a, b).

2) Dane sg liczby naturalne a, b, obie rézne od zera.

Najmniejsza wspdlng wielokrotnoscig liczb a, b nazywamy najmniejsza liczbe
naturalng rézng od zera, ktéra jest podzielna przez a i przez b; oznaczamy j3
NWW(a, b).

Przyktad s.
Znajdziemy NWD(28, 96) i NWW/(28, 96).
Wyznaczamy rozktad liczb 28 i 96 na czynniki pierwsze i znajdujemy czynniki wspadl-
ne dla obu rozktaddéw:
28=2-2-7 96=2-2-2-2-2-3
lloczyn wspdlnych czynnikdw pierwszych obu liczb jest ich najwiekszym wspdlnym
dzielnikiem.
NWD(28,96)=2-2=4
Aby wyznaczy¢ najmniejszg wspdlng wielokrotnos¢, mnozymy wszystkie czynniki
pierwsze z rozktadu jednej z liczb (np. 28) i te czynniki pierwsze z rozktadu drugiej licz-
by (96), ktére nie wystepujg w rozktadzie pierwszej lub wystepujg mniejszg liczbe razy.
NWW(28,96)=2-2-7-2-2-2-3=672




Zbiér liczb naturalnych i zbiér liczb catkowitych 33

Zauwaz, ze NWD(28, 96) - NWW/(28, 96) = 28 - 96. Prawdziwe jest nastepujgce
twierdzenie.

Twierdzenie 1.
Dla dowolnych liczb naturalnych dodatnich a, b, prawdziwa jest rownos¢

NWD(a, b) - NWW(a, b)=a - b

UWAGA: Jesli liczba naturalna n jest podzielna przez liczby naturalne a oraz b, to
jest tez podzielna przez NWW(a, b), na przyktad: jesli liczba n jest podzielna przez 8
i przez 12, to jest tez podzielna przez NWW/(8, 12), czyli przez 24.

Przyktad 6.
Zegar pokazuje godzine 10%, Ktdrg godzine bedzie pokazywat za 246 godzin?
Zauwaz, ze w 246 godzinach miesci sie 10 petnych déb, bo 24 - 10 = 240. Zatem po

uptywie 240 godzin zegar znowu wskaze godzine 10%. Po uptywie kolejnych 6 go-
dzin na zegarze pojawi sie godzina 162,

W przyktadzie tym wykonalismy dzielenie z reszta.
246=24-10+6
W wyniku podzielenia liczby 246 przez 24 otrzymalismy iloraz 10 i reszte 6.

Twierdzenie 2.
Dla liczb naturalnych ni m, m # 0 istnieje tylko jedna para liczb naturalnych g ir,
dla ktérej n=m-q+r, gdzier<m.

Liczbe g z twierdzenia 2. nazywa sie ilorazem, a liczbe r — reszta.

Przyktad 7.
Jakie reszty mozemy otrzymac w wyniku podzielenia liczb naturalnych przez 5?
Reszta jest liczbg naturalng mniejszg od dzielnika. Zatem w wyniku podzielenia licz-

by naturalnej przez 5 mozemy otrzymac nastepujace reszty:
0,1,2,3,4.

Przyktad 8.

Podamy w postaci ogdlnej liczbe, ktéra w wyniku podzielenia przez 7 daje reszte 3.
Niech p bedzie szukang liczbg. Wéwczas w wyniku podzielenia liczby p przez 7 otrzy-
mujemy iloraz n (n € N) oraz reszte 3, czyli

p:7=nr3, skad
p=7-n+3,gdziene N

Podaj w postaci ogdlnej liczbe, ktéra w wyniku podzielenia przez 6 daje reszte 4.
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Przyktad 4q.

Obliczymy, jaka reszte z dzielenia przez 4 daje suma trzech kolejnych liczb natural-
nych niepodzielnych przez 4.

Trzy liczby, ktérych dotyczy przyktad, dajg przy dzieleniu przez 4 reszty 1, 2 oraz 3.
Mozna wiec zapisaé je nastepujgco: 4n+1,4n + 2 i4n + 3, gdzie n € N. Obliczamy:
(4n+1)+(4n+2)+(4n+3)=12n+6=4(3n+ 1)+ 2 =4k + 2,
gdzien e Norazk=3n+1

Liczba k jest pewng liczbg naturalng. Zatem reszta z dzielenia przez 4 sumy tych
trzech liczb jest réwna 2.

Zbior liczb catkowitych
Przypomnijmy: zbidr liczb catkowitych to zbiér Z, gdzie
z={.,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5, ..}.

Zauwaz, ze zbidr liczb catkowitych to suma zbioru liczb naturalnych i zbioru liczb
przeciwnych do liczb naturalnych

Definicja 4.

Liczba catkowita a jest podzielna przez liczbe catkowitg b rézng od zera tylko
wtedy, gdy istnieje liczba catkowita k, dla ktérej a =k - b. Méwimy wtedy, ze liczba
b jest dzielnikiem liczby a.

Przyktad 10.

a) Liczba 12 jest podzielna przez liczbe (—4), bo istnieje liczba catkowita (-3), dla
ktérej 12=(-3)-(-4)

b) Liczba (-540) jest podzielna przez liczbe 12, bo istnieje liczba catkowita (—45),
dla ktérej —540=(-45) - 12

Wsrdd liczb catkowitych rozrézniamy liczby parzyste i nieparzyste.

Definicja 5.
Liczbe catkowita nazywamy liczba parzystg wtedy i tylko wtedy, gdy jest podziel-
na przez 2; w przeciwnym wypadku méwimy, ze jest liczbg nieparzysta.

8,
7,

Liczby parzyste

’ _4I _2l 0' 2/ 4, 6, 8, 10,
Liczby nieparzyste 3,1

., —8,—6
w,—7,-5,-3,-1,1,3,5,7,9, 11, ...

Liczba catkowita parzysta p jest podzielna przez 2, zatem istnieje taka liczba catko-
wita k, dla ktérej p = 2k. Liczbe catkowitg parzystg zapisujemy symbolicznie jako 2k,
gdzie k € Z.

Podobnie liczbe catkowita:

— podzielng przez 5 zapisujemy jako 5k, gdzie k € Z,

— podzielng przez 2 i przez 3, czyli podzielng przez 6, jako 6k, gdzie k € Z,

— podzielna przez 4 i przez 6, czyli podzielng przez 12, jako 12k, gdzie k € Z.
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Przyktad 11.

a) Wsrod kolejnych trzech liczb catkowitych: jedna jest podzielna przez 3 i co naj-
mniej jedna jest parzysta.

Whiosek: lloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych jest podzielny przez 3 - 2,
czyli przez 6.

b) Wsrdd czterech kolejnych liczb catkowitych: co najmniej jedna jest podzielna
przez 3, dwie liczby sg parzyste, wérdéd nich jedna jest podzielna przez 4.
Whiosek: lloczyn czterech kolejnych liczb catkowitych jest podzielny przez
3-2-4,czyli przez 24.

Wykaz, ze iloczyn pieciu kolejnych liczb catkowitych jest podzielny przez 120.

Kolejne liczby catkowite réznig sie o 1. Przed liczbg parzystg 2k oraz po tej liczbie
wystepuje liczba nieparzysta. Zatem liczbe nieparzystag mozemy zapisaé symbolicz-
nie w postaci 2k — 1 lub 2k + 1, gdzie k € Z. Zauwaz, ze liczby 2k — 1 oraz 2k + 1 s3
kolejnymi liczbami nieparzystymi.

Przyktad 12.

Sprawdzimy, czy suma dwéch kolejnych liczb catkowitych nieparzystych moze by¢
réowna 254.

Oznaczmy kolejne liczby catkowite nieparzyste przez 2k — 1 oraz 2k + 1, gdzie k € Z.
Wodwczas

(2k+1)+(2k—1)=2k+2k+1—-1=4k
Rozpatrywana suma przyjmuje postac 4k, gdzie k € Z, a zatem jest podzielna przez 4.

Natomiast liczba 254 nie jest podzielna przez 4 (254 =4 - 63 + 2), wiec nie jest sumg
dwdch kolejnych liczb catkowitych nieparzystych.

W zbiorze liczb catkowitych mozna wykonywac¢ dzielenie z reszta.

Twierdzenie 3. O dzieleniu z resztg
Dla liczb catkowitych ai b, b # O istnieje tylko jedna para liczb catkowitych gi r, dla
ktéreja=b-q+r, gdzie0<r< |b|

Liczbe g z twierdzenia 3. nazywa sie ilorazem, a liczbe r — resztg; symbol \b| oznacza
wartos¢ bezwzgledng liczby b.

Reszta z dzielenia liczb catkowitych jest réwna 0 lub jest liczba catkowitg dodatnia.

Przyktad 13.
-13:5=-3r.2 bo(-3)-5+2=-13 i 0<2<5
13:(-5)=-2r3 bo(-2)-(-5)+3=13 i 0<3<5
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Przyktad 14.

W tabeli ponizej przedstawiono reszty z dzielenia liczb catkowitych od (-5) do 5
przez2,3i4.

liczba k S5|4(-3|-=2|-1(0|1|2)|3|4]|5
reszta z dzielenia k przez 2 0|1 1/0/1/0/1]|0]1
reszta z dzielenia k przez 3 2 1/2(0|1|2|0/|1]2
reszta z dzielenia k przez 4 0|1 3/]0(1|2 3|01

Przyktad 15.

Obliczymy reszte z dzielenia przez 4 liczby majacej posta¢ 4n— 1, gdzien € Z.

Oczywiscie ta reszta nie jest réwna (—1), poniewaz zgodnie z twierdzeniem 3. reszta

z dzielenia wyraza sie liczbg naturalng. Przeksztatémy wyrazenie 4n — 1.
4n—1=4{(n-1)+1]-1=4(n-1) +4-1=4(n—1)+3

Wyrazenie (n — 1) oznacza liczbe catkowitg (bo n € Z), zatem 4(n — 1) oznacza liczbe

catkowity podzielng przez 4, wiec 4(n — 1) + 3 oznacza liczbe catkowity, ktdra przy

dzieleniu przez 4 daje reszte 3.
Reszta z dzielenia przez 4 liczby majgcej posta¢ 4n — 1, gdzie n € Z, jest réwna 3.

SprawdZz, czy rozumiesz

1. Liczby a i b roztéz na czynniki pierwsze. Nastepnie wyznacz NWD(a, b) oraz

NWW(a, b).
a) a=294,b=210 b) a=312, b=260
c) a=158,b=316 d) a=648,b=1620

2. Na podstawie odpowiednich cech podzielnosci liczb naturalnych podaj, ktére
z podanych liczb 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9 sg dzielnikami liczby:
a) 40008 b) 556 812 c) 209 370 d) 45 000.

3. Litera X oznacza w liczbie 8015X cyfre jednosci. Podaj, ktére cyfry mozna wpi-
sa¢ w miejsce X, aby liczba ta byta podzielna:
a) przez9 b) przez5 c) przez4
d) przez 3 inie byta podzielna przez 6 e) przez 8.

4. Liczba 425 jest podzielna przez 17, zas n € N. Ocen, czy podane ponizej liczby
sg rowniez podzielne przez 17:
a) 42500+17 b) 425 +50 c) 172+3-425
d) 4250-34-25 e) 425-17n f) 170n — 850.

5. Liczby x i y sg liczbami pierwszymi wiekszymi od 2. Jaka liczba: pierwszg czy
ztozong, jest liczba x - y oraz liczba x + y?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Wypisz wszystkie liczby catkowite nie mniejsze niz (—7) i jednoczesnie nie
wieksze niz 10. lle jest wsrdd nich liczb:

a) naturalnych b) pierwszych c) ztozonych

d) parzystych e) nieparzystych f) podzielnych przez 3?

Wypisz elementy zbioru:

a) A={x:x=7kikez} b) B={x:x=4nin e N}

c) C={x:x=2n+1ineNin<5} d) D={xx=3k+2ikeZi-4<k<1}
e) E={x:x=4k+3ikeZn(-50)} f) F={x:x=5k+2ikeZ}.

Zapisz:

a) trzy kolejne liczby naturalne, z ktérych najwiekszg jest liczba n;

b) trzy kolejne liczby parzyste, z ktérych najmniejszg jest 2k;

c) trzy kolejne liczby nieparzyste, z ktérych najwiekszg jest 2k + 1;

d) w postaci ogdlnej liczbe naturalng, ktdra w wyniku dzielenia przez 6 daje
reszte 5;

e) w postaci ogdlnej liczbe catkowitg, ktéra w wyniku dzielenia przez 5 daje
reszte 3;

f) w postaci ogdlnej dwie kolejne liczby naturalne, ktére w wyniku dzielenia
przez 3 daja reszte 1.

Liczba k jest catkowita. Podaj reszte z dzielenia liczby a przez liczbe b, jesli:
a)a=5k+7, b=5 b)a=4k-2, b=4 c)a=8k-2, b=8
d)a=6k+4, b=3 e)a=10k+9, b=5 fla=12k-7, b=3.

Ile jest réwna reszta z podzielenia przez 6 sumy trzech kolejnych liczb catko-
witych:
a) nieparzystych b) parzystych ¢) niepodzielnych przez 4?

Czy suma czterech kolejnych liczb naturalnych jest podzielna przez 4? Odpo-
wiedz uzasadnij.

Czy suma czterech kolejnych liczb nieparzystych jest podzielna przez 8?
Odpowiedz uzasadnij.

Liczba naturalna a w wyniku podzielenia przez 5 daje reszte 3, zas liczba na-
turalna b w wyniku podzielenia przez 5 daje reszte 4. Jaka reszte otrzymamy
w wyniku podzielenia przez 5 liczby:

a) 2a b) 3b cJa+b da-b e)3b-2a f) 2a - 3b?

Dane s3 dwie kolejne liczby catkowite a i b, gdzie a < b. Liczba a w wyniku
podzielenia przez 4 daje reszte 2. Wyznacz reszte z podzielenia liczby 5(a + b):
a) przez 40 b) przez 20 c) przez 8 d) przez 4.

Wyznacz wszystkie naturalne liczby n, dla ktérych:

8
a) liczba 1 jest naturalna b) liczba jest catkowita.
n+

2n+1

37
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Przypomnienie i uzupetnienie wiadomosci
0 réwnaniach

Dwa wyrazenia, z ktorych co najmniej jedno zawiera litere x, potgczone znakiem =,
tworzg rownanie z jedng niewiadoma x.

Dziedzing réwnania z jedng niewiadomg nazywamy zbidr tych wszystkich liczb rze-
czywistych, dla ktérych wyrazenia tworzgce réwnanie majg sens liczbowy.

Przyktad 1.

Wyznaczymy dziedziny przyktadowych réwnan z jedng niewiadoma:

a) Dziedzing réwnania 2x —3 =8, z niewiadomag x, jest zbior liczb rzeczywistych.
Odejmowanie i mnozenie sg dziataniami wykonalnymi w catym zbiorze R.

b) Dziedzing réwnania Lz: 5, z niewiadoma g, jest zbiér R — {—2}.
a+

Utamek LZ ma sens liczbowy dla wszystkich liczb rzeczywistych, z wyjatkiem
a+

liczby —2, dla ktérej mianownik utamka przyjmuje wartosé 0.

c) Dziedzing rownania Jz =27+3, z niewiadoma z, jest zbiér (0, +oo).
Pierwiastek kwadratowy mozna obliczy¢ tylko z liczb nieujemnych, czyli wyraze-

nie \/; ma sens tylko dla takich liczb.

4 1
d) Dziedzing réwnania 1 =— z niewiadoma m jest zbiér R — {O, 1}.
m-1 m

1 nie ma sensu liczbowego, jesli m = 1. Natomiast utamek — nie
m-— m

Utamek

ma sensu liczbowego, jesli m = 0. Tak wiec dziedzine réwnania tworzg wszystkie
liczby rzeczywiste rézne od 0 i rézne od 1.

Liczba spetnia rownanie z jedng niewiadomg, jesli po podstawieniu tej liczby do
réwnania w miejsce niewiadomej otrzymamy rownosc¢ arytmetyczng prawdziwa.

Przyktad 2.
Sprawdzimy, czy liczby —1 oraz —2 spetniajg réwnanie 2 — x3 = —3x.
Po podstawieniu liczby —1 w miejsce x do lewej strony réwnania, a nastepnie do
jego prawej strony, otrzymujemy odpowiednio:
L=2—(-1P2=2-(-1)=3 oraz P=-3-(-1)=3, wiec L=P.
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Jesli x=—1, to obie strony rGwnania majg takg samg wartosc. To znaczy, ze liczba —1
spetnia dane rownanie. Jesli w miejsce x wstawimy do obu stron réwnania liczbe -2,
to otrzymamy:

L=10 P=6 (sprawdzi!).
Wodwczas L # P, czyli liczba —2 nie spetnia rownania 2 — x> = —3x.

Definicja 1.
Rozwigzaniem rownania z jedng niewiadomg nazywamy kazdg liczbe rzeczy-
wistg, nalezgcg do dziedziny rdwnania, ktdra spetnia to rownanie.

Definicja 2.

Rozwigzac réownanie z jedng niewiadomg, to wyznaczy¢ zbidr wszystkich liczb
spetniajgcych dane réwnanie lub wykaza¢, ze nie istniejg liczby spetniajgce to
réwnanie.

Przyktad 3.

. .8
Rozwigzemy réwnanie —— =4,
x-3
Najpierw wyznaczmy dziedzine réwnania. Mianownik utamka wystepujgcy po lewej
stronie réwnania nie moze by¢ réwny 0, czyli x — 3 # 0. Dziedzing rdwnania jest zbior
R- {3}, co bedziemy zapisywaé w nastepujgcy sposob:
D=R- {3} albo x e R—{3}.
Aby wyznaczy¢ rozwigzania danego rdwnania, przeprowadzimy nastepujgce rozu-
mowanie.
Wiemy, ze istnieje tylko jedna liczba rzeczywista, przez ktérg mozna podzieli¢ liczbe
8, zeby otrzymac iloraz 4. Tg liczbg jest 2. Zatem wyrazenie x — 3 moze przyjgc tylko
jedng wartosé rdwng 2. Zapisujemy x — 3 = 2. Jedyng liczbg spetniajaca ostatnie
réwnanie jest liczba 5. Liczba 5 nalezy do dziedziny wyjsciowego réwnania. Spraw-

8
dzamy, czy 5 spetnia rownanie —3=4. Mamy:
X_
=2 _8_4 p_a L-p
5-3 2

Jedynym rozwigzaniem rownania jest liczba 5.

Moze sie zdarzy¢, ze rGwnanie ma wiecej niz jedno rozwigzanie.

Przyktad 4.

Rozwigzemy réwnania: a) x(x +2) =0 b) x>=09.
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Ad a) Dziedzing réwnania jest zbidr liczb rzeczywistych, zapisujemy D = R, poniewaz
dodawanie i mnozenie jest wykonalne w zbiorze R.
lloczyn dwdch liczb jest rowny 0 tylko wtedy, gdy co najmniej jedna z tych liczb
jest rdwna 0. Zatem
x(x+ 2)=O, czyli x=0 lub x+2=0, skad
x=0 lub x=-2
Sprawdyz, ze liczby 0 oraz —2 spetniajg rdwnanie x(x + 2) =0.
Réwnanie x(x +2) =0 ma dwa rozwigzania: 0 oraz —2.

WSszystkie rozwigzania tego réwnania tworzg zbidr rozwigzan {72, 0}. Informa-
cje o wszystkich rozwigzaniach mozemy zapisac tez tak: x {72, 0}.

Ad b) D = R. Istniejg dwie liczby, ktérych kwadrat jest rowny 9. Te liczby to 3 i —3.
Zatem zbidr rozwigzan réwnania x? = 9 jest dwuelementowy: {73, 3}.

Definicja 3.
Réwnaniem tozsamos$ciowym nazywamy réwnanie, ktdre jest spetnione przez
kazdga liczbe nalezacg do dziedziny tego réwnania.

Przyktad s.

Pokazemy, ze réwnanie x*> = x(x— 1) + X jest rownaniem tozsamosciowym.

Dziedzing tego réwnania jest zbidr R, czyli D = R. Niech a oznacza dowolng liczbe
rzeczywisty. Sprawdzamy, czy liczba a spetnia dane réwnanie.

L=a> P=a(a-1)+a=a>-a+a=a> zatem L=P.
Réwnanie jest spetnione przez kazda liczbe rzeczywistg. To znaczy, ze jest rdwna-
niem tozsamosciowym. Zapisujemy krétko: x € R.

Aby pokazaé, ze rownanie nie jest tozsamosciowe, wystarczy znalez¢ co najmniej
jedna liczbe nalezacg do dziedziny réwnania, ktéra nie spetnia tego réwnania.

Przyktad 6.
Réwnanie Vx> = x nie jest rdwnaniem tozsamosciowym.

Dziedzing réwnania jest zbidr liczb rzeczywistych R, bo x?> > 0 dla kazdej liczby x € R.

Jedlinp.x=-1,toL= \/(—1)2 =1,za$P=—1, wiec L= P.
Liczba —1 nie spetnia danego réwnania.

Definicja 4.
Réwnaniem sprzecznym nazywamy réwnanie, ktérego nie spetnia zadna liczba
nalezgca do dziedziny réwnania.
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Przyktad 7.

3
RAwnaniami sprzecznymi sg, na przyktad, réwnania: x* = -1, Jx =-2,—=0 (sprébuj
to uzasadnic). X

SprawdZz, czy rozumiesz

1.

Podaj dziedzine danego réwnania. Nastepnie sprawdz, czy liczby podane
obok rownania spetniajg to réwnanie.

a)4=36 -3;3 b) (}*~3)(x—5)=0 —/3;4/3;5

c)i=X—3 51 d)i+ 1 4 _—1;0;3
x-3 x+1 x+2 20 4 3

e)Vax=x-3 1;9 f) Jx=x 0;1;4

Dane jest rownanie z niewiadoma x. Wyznacz wartos¢ liczby a, dla ktérej po-
dana obok réwnania liczba jest jego rozwigzaniem.

a)ax>=20; -2 b)ﬁz&y; 35
c)a+x=3x-10; 1 d)—x*—ax=x3 -3
e)3x+a=(x+1)5x -2 f) 2x—a?)(x-3)=2; 5
Rozwigz rdwnania. Pamietaj o okresleniu dziedziny réwnania.
a)x*=1 b)x*=-4 c)x*=5

d)x*=0 e)Vx =0 f) /x =—1

Rozwigz réwnania. Pamietaj o okresleniu dziedziny réwnania.

a)2-2 b) =1 0—>—=-25
X X+2 x—-3

Rozwigz réwnania:

a)x(x-3)=0 b) (2x+8)(x-7)=0

c)5(x+1)>=0 d) 2(x—10)>=0

e)-3x*=0 f) x(4x-1)=0.

Podaj przyktad réwnania, ktérego dziedzing jest zbiér R, a zbiorem rozwigzan
jest zbiodr A, jesli:

a)A={3} b)A={-1, 2} c)A={4,5,6}
d)A=0 e)A=R f)A={0,7,-7}.
Czy dane rdwnanie jest tozsamosciowe? Odpowiedz uzasadnij.
a) —x(4—2x)=2(x2 —2x) b) x(x+3)—5x=—2(x—0,5x2)
PELLE SN I

5 2 x—1

Uzasadnij, ze ponizsze rdwnania sg sprzeczne:
a)x2+1=x2-1 b) 2x(x —3) — 2x =5 — 6x.
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Rozwigzywanie rownai metodq réwnan
rownowaznych

Czesto stosowang metodg rozwigzywania rownan jest metoda polegajgca na réw-
nowaznym przeksztatcaniu rownan. Polega ona na tym, ze zastepujemy dane row-
nanie prostszym rownaniem, ale w taki sposdb, aby dziedzina i zbiér rozwigzan row-
nania przed przeksztatceniem i po przeksztatceniu byty takie same.

Definicja 1.
Dwa réwnania okreslone w tej samej dziedzinie s3 réwnowaine wtedy i tylko
wtedy, gdy maja takie same zbiory rozwigzan w tej dziedzinie.

Metodg polegajacg na rwnowaznym przeksztatcaniu réwnan rozwigzemy nastepu-
jace réwnanie:

5(x—2)-8x=2+x.
Nalezy pamietac, ze zawsze rozwigzanie rdwnania nalezy do dziedziny réwnania.
W naszym przypadku dziedzing réwnania jest zbior liczb rzeczywistych, D =R.

Twierdzenie 1.

Jesli po jednej stronie lub po obu stronach réwnania wykonamy dziatania albo
przeprowadzimy redukcje wyrazéw podobnych, to otrzymamy réwnanie réwno-
wazne danemu.

Po pomnozeniu wyrazenia (x— 2) przez 5 otrzymamy wyrazenie 5x — 10:
5x—10-8x=2+x.

Redukujemy wyrazy podobne po lewej stronie réwnania:
—3x—-10=2 +x.

Twierdzenie 2.

Jezeli do obu stron réwnania dodamy lub od obu stron odejmiemy te samg licz-
be lub to samo wyrazenie, ktdre nie zmienia dziedziny réwnania, to otrzymamy
réwnanie rownowazne danemu.

Zgodnie z twierdzeniem 2. mozemy do obu stron réwnania dodac¢ liczbe 10 oraz od
obu stron réwnania odjg¢ wyrazenie x:

—3x—10=2+x /+10-x

—3x—10+10—-x=2+x+10—x.
Po zredukowaniu wyrazéw podobnych otrzymujemy:

—4x=12.
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W ten sposdb otrzymalismy rdwnanie réwnowazne danemu, ale znacznie prostsze.
Wyrazenie z niewiadoma x znajduje sie tylko po jednej stronie tego réwnania, a po
drugiej stronie mamy tylko liczbe rzeczywistg.

Twierdzenie 3.

Jesli obie strony réwnania pomnozymy lub podzielimy przez te samg liczbe rézng
od zera lub przez to samo wyrazenie, ktére nie zmienia dziedziny réwnania i kto-
rego wartosc nie jest réwna zero, to otrzymamy réwnanie réwnowazne danemu.

Dzielimy obie strony réwnania przez —4:

—4x=12 /:(-4)

x=-3
Jedyng liczbg spetniajgcy ostatnie rownanie jest liczba —3. Zatem -3 jest réwniez
jedynym rozwigzaniem wszystkich poprzednich réwnan.

Sprawdzmy, czy liczba (—3) rzeczywiscie spetnia rownanie
5(x—2) - 8x=2+x.
L=5-(3-2)-8-(-3)=-25+24=-1 P=2+(-3)=-1, wiec
L=P.

Jedynym rozwigzaniem réwnania 5(x —2) — 8x =2 + x jest liczba —3.

UWAGA: Sprawdzenie wykonalismy po to, aby przekonac sie, ze rozwigzanie rdwna-
nia x =3 jest réwniez rozwigzaniem réwnania 5(x —2) — 8x =2 + x.

Sprawdzenie robimy tez czasem po to, zeby upewnic sie, ze rozwigzujgc réwnanie,
nie popetnilismy btedu rachunkowego. Ale tak naprawde metoda réwnan réwno-
waznych nie wymaga od nas sprawdzania, czy otrzymane liczby sg rozwigzaniami
danego réwnania.

UWAGA: Pamietaj, ze wartos¢ wyrazenia, przez ktére mnozymy lub dzielimy oby-
dwie strony réwnania, nigdy nie moze by¢ réwna 0 (twierdzenie 3). Na przyktad,
nie mozna stron réwnania x? = x podzieli¢ przez x. Otrzymaliby$my wdéwczas nowe
rownanie x = 1, ktdrego jedynym rozwigzaniem jest liczba 1. Tymczasem rdéwnanie
x? = x spetniajg dwie liczby: 0 oraz 1. Zatem réwnania x? = x oraz x = 1 nie s3 réw-
nowazne w zbiorze R.

Réwnania, ktére po przeksztatceniach rownowaznych mozna sprowadzi¢ do postaci
ax + b =0, gdzie a i b sg ustalonymi liczbami rzeczywistymi, zas x jest niewiado-
m3a, nazywamy réwnaniami liniowymi. Dziedzing rdwnania liniowego jest zbidr R.
Zastanowimy sie teraz, ile rozwigzan moze mieé rownanie liniowe.
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Przyktad 1.
. , . X 2
Rozwigzemy rownanie 2(5—1j= 10—§x.

Mamy

2
2(% - 1} =10 _EX /:2 stosujemy twierdzenie 3.

X 1

——1=5-=-x /+=x+1 stosujemy twierdzenie 2. i twierdzenie 1.
3 3 3

2 3 ) . )

—x=6 /[ = stosujemy twierdzenie 3.

3 2

x=9

Dane réwnanie liniowe ma tylko jedno rozwigzanie; tym rozwigzaniem jest liczba 9.

Przyktad 2.
Rozwigzemy réwnanie \/gx +3= Z(X\/E + 1) +1.

Mamy
V4 2x+3= 2(X\/E + 1) +1 stosujemy twierdzenie 1.

2J2x+3=2V2x+3

Zx/EX— Zx/EX =3-3 stosujemy twierdzenie 2.
0=0.
Rozwigzaniem ostatniego réwnania jest kazda liczba rzeczywista; bo dla dowolnej
liczby rzeczywistej a otrzymujemy:
L=0 P=0 skad L=P
Dane réwnanie jest tozsamos$ciowe i ma nieskonczenie wiele rozwigzan. Zbiorem
rozwigzan tego réwnania jest zbior liczb rzeczywistych R.

Przyktad 3.

+2 -1
Rozwigzemy réwnanie XT _XT =1-0,3x.

Mamy

x+2 x-1
T_T =1-0,3x /-10 stosujemy twierdzenie 3.
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10.X_+2_10.X__1=10_3X
5 2

2-(x+2)-5-(x-1)=10-3x
2x+4—-5x+5=10-3x
—3x+9=10-3x

0=1

/+3x-9

stosujemy twierdzenie 1.

stosujemy twierdzenie 2.

Po przeksztatceniach rownowaznych otrzymaliSmy sprzecznosé.

+2 x-1

Zbiér rozwigzan réwnania T—T—l 0,3x jest zbiorem pustym.

Powyisze trzy przyktady pokazujg, ze réwnanie liniowe moze mie¢ jedno rozwigza-
nie albo moze by¢ rownaniem tozsamosciowym i mie¢ nieskoriczenie wiele rozwia-
zan, albo moze nie mie¢ rozwigzan. W dalszej czesci nauki matematyki przekonasz

sie, ze innych mozliwosci nie ma.

SprawdZ, czy rozumiesz

1. Rozwiaz rdwnania:
a) 3x-4(x+1)=8

c¢) 0,02x=0,5x+0,16

2x 1
e) —+1==(6+4x
5 T1=5(6+4x)
2. Rozwigz réwnania:
5x 2x+1
a) —=
3 6
4x+3

c) —2(x+4)==

5
X+3 _5x+4

e) =
0,1 0,4

3. Rozwigz réwnania:

a) ﬁ(x+\/§)=—
2(\/§x—4)=x\/%+2
e) \/E(x+5)+2x=2(x—\/ﬁ)

b) 3x=2x
X2
d) O,2x-(x+11)=?—33

2 1 1 5
f) =(2+6x)-2==1=x-=

9 2 3 6
b) x—1=1—x

4 2
d) 5_4—x_3+2,5x
4 2

f) 5x—11_(x_1):11x—1

b) x 8+\/§=\/E—\/£x
d) %(x\/ﬁ—lgjzz(ﬁx—l)
f) (\/_x 1)——4(05 \/_x)
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10.
11.

12.

13.

14.

Sprawdz, czy podane réwnania sg rownowazne:

a)x>=4 oraz x—-2=0 b) 2x—14=x oraz x+6=20
c)3x*=3x oraz 2x=2 d)x*=1 oraz x+1=0
e)x(x—Z):O oraz 2x—x*>=0 f) \/;zx oraz \/;zl

(Zzadanie Bhaskary* o pszczotach) Pigta cze$é pszczelej gromadki usiadta na
kwiatach magnolii, trzecia czesc¢ tej gromadki — na kwiatach lotosu, potrojona
réznica drugiej z tych liczb i pierwszej odleciata ku drzewom jasminu. Jedna
tylko pszczétka — zwabiona stodko pachngcym kwieciem koniczyny — krazyta
nad nim. lle pszczét byto w tej gromadce?

* Bhaskara (1114 — 1185) matematyk hinduski, autor dzieta poswieconego
arytmetyce, Lilavati (,,czarujgca”).

1
Dziadek rozdzielit orzechy miedzy dwéch wnukéw. Mtodszemu dat = wszyst-

1
kich orzechdéw i dotozyt do nich jeszcze 3 orzechy. Starszemu wnukowi dat =

pozostatych orzechdw i dotozyt ostatnie 6 orzechdw. lle orzechéw miat dzia-
dek i jak je rozdzielit?

Wyznacz trzy kolejne liczby nieparzyste, ktérych suma jest rowna 231.

Czy istniejg cztery kolejne liczby naturalne, podzielne przez 3, ktérych suma
jest réwna 780? Odpowiedz uzasadnij.

Suma czterech kolejnych liczb catkowitych niepodzielnych przez 5 jest rowna
150. Wyznacz te liczby.

Oblicz dtugos¢ boku kwadratu, ktérego przekatna jest o 2 cm dtuzsza od boku.

Oblicz dtugos¢ boku tréjkata rownobocznego, ktérego wysokosc¢ jest o 3 cm
krétsza od boku.

Jesli dwa rownolegte boki kwadratu pozostawimy bez zmiany, a pozosta-
te dwa zmniejszymy o 1 cm, to otrzymamy prostokat, ktérego pole bedzie
0 3 cm? mniejsze od pola danego kwadratu. Oblicz dtugo$é boku danego kwa-
dratu.

Dany jest tréjkat prostokatny rownoramienny, ktérego przyprostokatne maja
dtugosc a. Jezeli jedng przyprostokatng pozostawimy bez zmiany, a drugg
zwiekszymy o 10, to pole tréjkata zwiekszy sie o 20. Oblicz a.

Janek zazwyczaj wychodzi z domu rano o statej porze i przychodzi do szko-
ty o godzinie 72%. Dzisiaj wyszedt 5 minut wczesniej, ale szedt dwa razy wol-
niej i dotart do szkoty o godzinie 722. O ktdrej godzinie Janek wyszedt dzisiaj
zdomu?
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Nieréwnosé z jedng niewiadomaq.
Rozwigzywanie nieréwnosci metodaq
nierdéwnosci réwnowaznych

Dwa wyrazenia, z ktérych co najmniej jedno zawiera litere x, potgczone jednym ze
znakow <, >, <, =, tworzg nieréwnos¢ z jedng niewiadoma x.

Ponizej znajduja sie cztery przyktadowe nieréwnosci z niewiadoma x:

2-x>8 —7<x2 I +5<x—1 (x-1)(x+2)>6
X_

Dziedzing nieréwnosci z jedng niewiadoma nazywamy zbidr tych wszystkich liczb
rzeczywistych, dla ktérych wyrazenia tworzgce nieréwnos$¢ majg sens liczbowy.

Przyktad 1.

a) Dziedzing nieréwnosci 3x + 6 > 2(x7 3) jest zbidr liczb rzeczywistych R.

4
b) Dziedzing nieréwnosci —zg 1 jest zbiér R — {—2}.
X+

1
c) Dziedzing nieréwnosci \/;2 —1 jest zbidr (0, 1) U (1, +oo), poniewaz wyraze-
X_

1
nie v/x ma sens liczbowy tylko dla liczb dodatnich lub zera, a wyrazenie 1
X_

ma sens liczbowy dla liczb réznych od 1.

Liczba spetnia nierdwnosc z jedng niewiadoma, jesli po podstawieniu tej liczby do
nieréwnosci w miejsce niewiadomej otrzymamy nieréwnosc¢ arytmetyczng praw-
dziwa.

Przyktad 2.
a) Liczba 1 spetnia nieréwno$é x?>— 2x < 3, bo po podstawieniu jej w miejsce x otrzy-
mamy nieréwnosc¢ arytmetyczng
12-2-1<3, czyli -1<3,
ktdra jest prawdziwa.
b) Liczba 4 nie spetnia nieréwnosci x2 — 2x < 3, bo po podstawieniu jej w miejsce x
otrzymamy nieréwnos¢ arytmetyczng
42-2.4<3, czyli 8<3,
ktora jest fatszywa.

Definicja 1.
Rozwigzaniem nieréwnosci z jedng niewiadomga nazywamy kazda liczbe rzeczy-
wistg, nalezacg do dziedziny nieréwnosci, ktéra spetnia te nieréwnosc.




48 1. Zbiory liczbowe. Liczby rzeczywiste

Definicja 2.

Rozwigzac¢ nierownos¢ z jedng niewiadomg, to wyznaczy¢ zbidr wszystkich liczb
spetniajgcych dang nieréwnosé lub wykazaé, ze nie istniejg liczby spetniajace te
nieréwnosc.

Przyktad 3.

4
Wyznaczymy zbiér rozwigzan nieréwnosci: a) —<0 b) x? > 0.
X

4
Ad a) Dziedzing nierownosci — <0 jest zbidr R — {0} Licznik utamka wystepujgcego
X

po lewej stronie nieréwnosci jest liczbg dodatnig. Zatem utamek — jest liczba
X

4
ujemna tylko wtedy, gdy mianownik jest ujemny, czyli x < 0. Nieréwnos¢ —<0
X

jest wiec spetniona przez wszystkie liczby ujemne (i zadne inne). Zbiorem roz-
wigzan nieréwnosci jest przedziat (—oo, 0), ktéry zaznaczamy na osi liczbowej:

6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7X
4 .

— <0 wtedy i tylko wtedy, gdy x € (foo, 0)

X

Ad b) Dziedzing nieréwnosci x?> > 0 jest zbior R. Z wtasnosci dziatai na liczbach
rzeczywistych wiemy, ze kwadrat dowolnej liczby dodatniej jest liczbg dodatnia.
Podobnie kwadrat dowolnej liczby ujemnej jest dodatni. Tylko kwadrat liczby 0
nie jest liczba dodatnig (0? = 0). Zatem zbiorem rozwigzah nieréwnosci x* > 0
jest zbiér R— {0}. Mozemy takze zapisaé: x € (oo, 0) U (0, +w).

T T T T T T v T T T T T T T
-6 -5 -4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 X

x> > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x € (—o0, 0) U (0, +w)

Podobnie jak réwnania, nieréwnosci czesto rozwigzujemy metoda polegajaca na
rownowaznym przeksztatcaniu tych nieréwnosci.

Definicja 3.
Dwie nieréwnosci okreslone w tej samej dziedzinie sg rownowazne wtedy i tylko
wtedy, gdy majg takie same zbiory rozwigzan w tej dziedzinie.
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Nieréwnoscia liniowg nazywamy nierdwnos¢, ktérg mozna zastgpi¢ nieréwnoscia
rownowazng majgcg postac:

ax+b<0 albo ax+b>0 nieréwnosci ostre

ax+b <0 albo ax+b>0 nieréwnosci nieostre
gdzie a i b sg ustalonymi liczbami rzeczywistymi, za$ x jest niewiadoma.

Podamy twierdzenia o rGwnowaznym przeksztatcaniu nieréwnosci, ktére nastepnie
zastosujemy do rozwigzywania nieréwnosci liniowych.

Ponizsze twierdzenie jest zwigzane z wtasnoscig nieréwnosci arytmetycznej omo-
wiong w twierdzeniu 2c) i 2d), str. 23.

Twierdzenie 1.

a) Jezeli obie strony nieréwnosci pomnozymy lub podzielimy przez te samg
liczbe dodatnia lub przez to samo wyrazenie, ktére nie zmienia dziedziny nie-
réwnosci i ktére przyjmuje tylko wartosci dodatnie dla liczb z dziedziny, to
otrzymamy nierdwnos¢ rownowazng danej.

b) Jezeli obie strony nieréwnosci pomnozymy lub podzielimy przez te samg
liczbe ujemna lub przez to samo wyrazenie, ktére nie zmienia dziedziny nie-
réwnosci i ktére przyjmuje tylko wartosci ujemne dla liczb z dziedziny, oraz
zmienimy zwrot nierdwnosci na przeciwny, to otrzymamy nierownos¢ row-
nowazng danej.

Przyktad 4.
Rozwigzemy nieréwnosci liniowe: a) 2x <10 b)-2x<6 ) (3 - TC)X >3-7

Dziedzing nierownosci jest zbidr R.
Ad a) Zgodnie z twierdzeniem 1a) dzielimy obie strony nieréwnosci 2x < 10 przez 2:
2x <10 /:2
xX<5
Otrzymalismy nieréwnos¢ réwnowazng danej, ktdrej zbiorem rozwigzan jest
przedziat (—oo, 5). Jest to rowniez zbidr rozwigzan nieréwnosci 2x < 10.

% 5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 & 71X
2x < 10 wtedy i tylko wtedy, gdy x € (—0, 5)

Ad b) Na podstawie twierdzenia 1b) dzielimy obie strony nieréwnosci —2x < 6 przez
liczbe —2, zmieniamy zwrot nieréwnosci na przeciwny i otrzymujemy x > —3. To
znaczy, 7e zbiorem rozwigzan nieréwnosci —2x < 6 jest przedziat (-3, +oo).

2x<6 /:(-2)
xX>-3

—2x < 6 wtedy i tylko wtedy, gdy x € (-3, +x)
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Ad c) Chcemy podzieli¢ strony nieréwnosci przez liczbe (3 - Tc). Ale zauwaz, ze (3 - n)
jest liczbg ujemng! Na podstawie twierdzenia 1b) zmieniamy zwrot nieréwnosci
na przeciwny:

3-n)x>3-n /:(3-n)
x<1

=-C

(3 7m)x>3 -7 wtedy i tylko wtedy, gdy x € (—0, 1)

Kolejne twierdzenie nawigzuje do twierdzenia 2a) i 2b), str. 23.

Twierdzenie 2.

Jesli do obu stron nieréwnosci dodamy lub od obu stron nieréwnosci odejmiemy
te samg liczbe lub to samo wyrazenie, ktére nie zmienia dziedziny nieréwnosci,
to otrzymamy nieréwnosé rownowazng danej.

Przyktad s.

Rozwigzemy nieréwnosc liniowa 3 —x < 7, ktdrej dziedzing jest zbidr R.

Na podstawie twierdzenia 2. od obu stron nieréwnosci odejmujemy liczbe 3:

3—-x<7 /-3
3—-x-3<7-3
—x<4 /: (—1) zmieniamy zwrot nierdwnosci na przeciwny
x>—4
T T hd I I I I I I I I I I I

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci 3 — x < 7 jest przedziat (—4, +oo).

Twierdzenie 3.

Jesli po jednej stronie lub po obu stronach nieréwnosci wykonamy dziatania albo
przeprowadzimy redukcje wyrazéw podobnych, to otrzymamy nierdwnos$é réw-
nowazng danej.

Przyktad 6.

Rozwigzemy nierownosé 6(x + 4)x +13> 2(3x2 - 1) —6x, ktorej dziedzing jest zbidr R.

Zgodnie z twierdzeniem 3. porzadkujemy strony nieréwnosci:

6(x +4)x +13>2(3x>— 1) — 6x
6x% + 24x + 13 > 6x* — 2 — bx
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Na podstawie twierdzenia 2. od stron réwnania odejmujemy 6x2, odejmujemy licz-
be 13 i dodajemy do stron réwnania 6x:

6x2—6x>+24x+6x+13—-13>6x>—6x>—6x+6Xx—2—13

Nastepnie na podstawie twierdzenia 3. redukujemy wyrazy podobne i otrzymujemy
nierownos¢ rownowazng danej.
30x>-15 /:30 stosujemy twierdzenie 1a

X>——

1
Zbiorem rozwigzan nieréwnosci 6(x+ 4)x+ 13> 2(3x2— 1)—6xjest przedziat (—5, oo).

Teraz oméwimy przyktady nierdwnosci tozsamosciowych oraz nieréwnosci sprzecz-
nych.

Definicja 4.
Nierownoscig tozsamosciowg nazywamy nieréwnos¢, ktora jest spetniona przez
kazdg liczbe nalezacg do dziedziny tej nieréwnosci.

Przyktad 7.
dx+3

Pokazemy, ze nieréwnosci: a)x2 > —3 oraz b) <2(x+1) sg tozsamosciowe.

Dziedzing obydwu nierdwnosci jest zbior R.

Ad a) Po podstawieniu do nieréwnosci x> > —3 w miejsce x dowolnej liczby rzeczy-
wistej otrzymamy po lewej stronie liczbe dodatnig lub réwng 0, ktdra jest wiek-
sza od liczby —3. Prawdziwa jest nieréwnosc L > P, wiec jest réwniez prawdziwa
nieréwno$é L > P. Zbiorem rozwigzan nieréwnosci x? > — 3 jest zbior R.

Ad b) Rozwigzujemy nieréwnos¢ liniowa:
4x+3

<2(x+1) /-2

4x+3<4(x+1)

Ax+3<4x+4 [—4x-3

0-x<1, czyli 0<1
Otrzymalismy nieréwno$¢ arytmetyczng prawdziwg, niezaleznie od tego, jaka licz-
be rzeczywistg podstawilibySmy w miejsce x. Zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest
zbiér R.
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Definicja S.
Nieréwnoscig sprzeczng nazywamy nierdwnos¢, ktérej nie spetnia zadna liczba
nalezgca do dziedziny tej nieréwnosci.

Przyktad 8.

x—12

Pokazemy, ze nieréwnosci: a) x> +1<0 oraz b) 2x+3— > 1,8(x+ 3).

sg sprzeczne.

Dziedzing obydwu nieréwnosci jest zbidr R.

Ad a) Zauwazamy, ze wyrazenie po lewej stronie nieréwnosci dla kazdej liczby rze-
czywistej przyjmuje wartos¢ co najmniej réwng 1 (kwadrat dowolnej liczby rze-
czywistej jest wiekszy od 0 lub réwny 0). Suma kwadratu i liczby 1 jest wieksza
od 1 lub réwna 1).

Nie istnieje liczba, ktdra spetniataby nieréwnosé x> + 1 < 0.

Ad b) Rozwigzujemy nieréwnos¢:
x—-12

2x+3— > 1,8(X + 3) /-5 stosujemy twierdzenie 1a
10x + 15— (X — 12) > 9(X + 3) stosujemy twierdzenie 3.
10x+15—x+12>9x + 27

9% +27>9%+27 /-9x stosujemy twierdzenie 2.
27 > 27

Zastepujac dang nieréwnos¢ nieréwnosciami rdwnowaznymi, otrzymaliSmy nie-
rownosc arytmetyczng fatszywa. To znaczy, ze zadna liczba rzeczywista nie spetnia
danej nieréwnosci.

Zbidr rozwigzan nierdwnosci jest zbiorem pustym.

Przyktad 4.

Rozwigzemy nieréwnosc¢ podwdjng: —x + 1 < 2(x + 3) < —4x+ 15.

Przypomnijmy: jezeli a, b, ¢ s3 dowolnymi liczbami rzeczywistymi, to
a<b < c wtedyitylko wtedy, gdy a<bijednoczesnie b < c.
Dziedzing nieréwnosci podwadjnej jest zbidr R.
Aby wyznaczy¢ zbidr rozwigzan nieréwnosci podwdjnej —x+1 < 2(x+ 3) < —4x+ 15,
wystarczy rozwigza¢ dwie nieréwnosci liniowe:
—x+1<2(x+3) oraz 2(x+3)< -4x+15,
a nastepnie znalez¢ cze$¢ wspdlng zbiordw rozwigzan tych nieréwnosci.
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Rozwigzujemy pierwszg nieréwnos¢: Rozwigzujemy drugg nieréwnos¢:
Xx+1<2(x+3) 2(x+3) <—4x+15
X+1<2x+6 /—2x—-1 2x+6<-4x+15 [+4x-6
—3x<5 /: (-3 6x <9 /:6
X > —].Z X g 11
3 2
3 2 -12 4 0 1 2 X 3 2 4 0 141 2 x
2
2
X€e —1§,+oo X e —oo,1—>

Zbiorem rozwigzan nierdwnosci podwodjnej jest czes¢ wspdlna przedziatow:
2 1
—1—,+00 | i |—00,1—).
3 2
T

T I
-3 242 1 0 1
3

%

[N

N[—
N
>

Zbiorem rozwigzan nierownosci podwadjnej jest przedziat (—1

wIN

,11>.

2

Przyktad 10.

Liczby 5, 5, 6x — 14 sg dtugosciami bokéw tréjkata rdwnoramiennego. Do jakiego

przedziatu nalezy liczba x?

Dtugosci bokéw wyrazajg sie liczbami
dodatnimi. Zatem

5 5 6x—14>0
6x>14 /6
1
(1) x>2=
ex—14 3

Ponadto w tréjkacie suma dtugosci dowolnych dwdéch bokdéw jest wieksza od dtu-
gosci boku trzeciego.
Rozpatrywany przez nas tréjkat jest trojkgtem rdownoramiennym, w ktérym ramiona
majg dtugosc¢ 5. W przypadku tréjkata réwnoramiennego wystarczy zapisaé jedng
nierownos¢: suma dtugosci ramion jest wieksza od dtugosci podstawy (dlaczego?)
5+5>6x-14 skad
24>6x /:6

53
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(2) 4>x
Teraz wyznaczamy cze$¢ wspdlng zbiorédw rozwigzan nieréwnosci (1) i (2).
o
o
T T T T | | I ‘1 | Y I | I | T
4 -3 -2 -1 0 1 2233 4 5 6 7 8 9X

Liczba x nalezy do przedziatu (2%, 4].

Przyktad 11.

Suma czterech kolejnych liczb niepodzielnych przez 5 jest mniejsza od 80. Wyzna-
czymy czwérke najwiekszych takich liczb.

Cztery kolejne liczby niepodzielne przez 5 mozemy zapisac tak:
5n+1, 5n+2, 5n+3, 5n+4, gdzien € N.
Rozwigzujemy nieréwnosc:
(5n+1)+(5n+2)+(5n+3)+(5n+4) < 80
20n+10< 80 skad 20n<70 /:20
(*) n<3,5
Najwiekszg liczbg naturalng spetniajacg nieréwnosé (*) jest liczba 3. Wyznaczamy
najwieksze cztery liczby niepodzielne przez 5, ktérych suma jest mniejsza od 80:
5-3+1=16 5.-3+2=17 5-3+3=18 5-3+4=19
Szukane liczby to: 16, 17, 18, 19.

SprawdZ, czy rozumiesz
1. Sprawdz, czy liczby podane obok nieréwnosci spetniajg te nieréwnosc:

a)x—4>2(x-1) -2;0 b)3(x-1)>6x 5; -2
1
) (x-132<5 3;E d) (x—3)(x—1) <2 %; 20
2. Podaj przyktady trzech liczb, ktére spetniajg dang nieréwnos¢:
a) 2x < x b)x>< 1 c)122 d)igo
X 2=
3. Rozwigz nieréwnos¢ i przedstaw zbidr rozwigzan na osi liczbowej:
a)2x>1 b) —3x > 12 c) 4x<—x d)5-x<0
e) X <1 ) 21+x)22 g3 h) 22X < _ax
—3 =5 7
4. Rozwigz nierdwnosc i przedstaw zbidr rozwigzan na osi liczbowej:
a)3(x—7)<7x+3 b) 2 —(4x—1)>3+x
o)x—(1-x)<2x+5 d) 4x —x* > x(9 —x) +2

e)x—2(x+4)>3-x f) 3—4x(1-x) <4 +5
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5. Rozwigz nieréwnos¢:

— — -2 —
a)2 4x>_1 b)3x 12_3 o 3x+6<£ d) x+9<_x
2 -1 -3 3 0,5 0,1
6. Rozwigz nieréwnos¢:
2(x+1 3(x-1
a) x— ( )2x—1 b)x—%>3x+3
- 3(x+2
c)5 4X+x>—2x+% d)x—g>1
e) §X_4X+1<_X_§ f) 2+_X_3__X<1
4 8 3 6
7. Rozwigz nieréwnos¢ podwdjna:
a)5x <x+8<10+3x b) 5x < 4(x —5) +2 < 7x
€)1-3x<-4x<5+x d) 2(1-x) <-2(x—3)<5(x-2) +2
1
e)—3(1-2x)<6x—-2<2(3x+4) f) §<3—5x<2-(x+5)

8. Rozwigz nierdwnosé:
a)x—ﬁx<ﬁ—1 b) 2x++/5>/5x+2

) 4-24/3>2x-x3 d) 4x + 1> mx

9. Liczby 1, 3, a sg dtugosciami bokdw tréjkata. Wyznacz liczbe a wiedzac, ze jest
to liczba naturalna.

10. Liczby 2x—2, x+ 1, 2x + 2 sg dtugosciami bokdéw tréjkata. Do jakiego przedzia-
tu nalezy liczba x?

11. lloczyn pewnej liczby pierwszej przez liczbe o 1 wiekszg jest mniejszy od kwa-
dratu tej liczby pierwszej powiekszonego o 3. Jaka to liczba?

12. lloraz pewnej liczby naturalnej x przez liczbe 3 pomniejszony o 2 jest nie wiek-
szy od szdstej czesci réznicy liczb x i 10. Jaka to liczba? Podaj wszystkie mozli-
we rozwigzania.

13. lloczyn dwéch kolejnych liczb catkowitych nieparzystych jest nie mniejszy od
kwadratu liczby wiekszej i nie wiekszy od sumy liczby 6 i kwadratu liczby wiek-
szej. Wyznacz te liczby nieparzyste. Podaj wszystkie mozliwe rozwigzania.

14. Wyznacz cztery kolejne liczby naturalne niepodzielne przez 5, jezeli suma
tych liczb jest wieksza od 50 i jednocze$nie mniejsza od 80.

15. Jezeli jeden bok kwadratu dtugosci x pozostawimy bez zmiany, a drugi wydtu-
zymy o 5, to pole powstatego prostokata bedzie wieksze od pola kwadratu co
najwyzej o 15 i co najmniej o 6. Wyznacz wszystkie mozliwe wartosSci x bedace
liczbami naturalnymi.
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Procenty

Sprawne postugiwanie sie procentami jest wazng umiejetnoscig w zyciu cztowieka.

1
1 procent (1%) pewnej wielkosci to 100 tej wielkosci.

: p
p% liczby a to —-a
’ 100

1% liczby 128 to 0,01-128=1,28
260% liczby 250 to 2,6 - 250 =650

1 1
335% liczby 321 to 5-321 =107.

Przyktad 1.

W Polsce wystepuje ponad 600 gatunkdéw kregowcdow, w tym: 360 gatunkow ptakow,
116 gatunkéw ryb, 98 gatunkow ssakéw, 18 gatunkdw ptazéw, 9 gatunkédw gaddw
(dane wg llustrowanego atlasu Polski).

a) Jaki procent wszystkich gatunkéw kregowcédw stanowig ssaki?

b) Oile procent wiecej jest w Polsce gatunkdéw ptazéw niz gadéw?

c) O le procent mniej jest w Polsce gatunkéw gaddw niz ptazéow?

d) Jakim procentem liczby gatunkéw ptakéw jest liczba gatunkéw gadow?

Ad a) Obliczmy najpierw, ile jest w Polsce wszystkich gatunkéw kregowcéw:

360+ 116 + 98 + 18 + 9 = 601 (gatunkow)
Nastepnie dzielimy liczbe gatunkdéw ssakéw przez liczbe wszystkich gatunkéw kre-
gowcow. Otrzymany utamek wyrazamy w procentach (mnozymy utamek przez 100
i dopisujemy symbol %):

98 0,163, czyli 16,3%

601

Liczba gatunkdéw ssakéw stanowi ok. 16,3% liczby gatunkdw kregowcow.

Ad b) Obliczamy, o ile gatunkow wiecej jest w Polsce ptazéw niz gadéw. Otrzymany
wynik dzielimy przez liczbe gatunkéw gadéw; wynik wyrazamy w procentach:
18—
—89 9 =1, czyli 100%
W Polsce jest 0 100% wiecej gatunkdéw ptazéw niz gaddw. (Inaczej méwigc: w Polsce
jest dwa razy wiecej gatunkdéw ptazéw niz gadow.)
Ad c) Obliczamy, o ile gatunkdw mniej jest w Polsce gadow niz ptazow. Otrzymany
wynik dzielimy przez liczbe gatunkéw ptazéw; wynik wyrazamy w procentach:
18-9
18

W Polsce jest o0 50% mniej gatunkéw gaddw niz ptazéw. (Inaczej méwigc: w Polsce
liczba gatunkdéw gadéw jest o potowe mniejsza niz liczba gatunkow ptazéw.)

=0,5, czyli 50%
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Ad d) Dzielimy liczbe gatunkdw gaddw przez liczbe gatunkdéw ptakow; wynik wyra-
zamy w procentach:

9 0,025, czyli 2,5%

360

W Polsce liczba gatunkéw gaddéw stanowi 2,5% liczby gatunkow ptakow.

Przyktad 2.

Cene pewnego towaru podwyzszono o 20%, a nastepnie nowg cene obnizono
0 20%. Jakim procentem ceny poczatkowej byta cena koricowa?

Niech x oznacza pierwotng cene towaru.
Po podwyzce cena towaru wynosita:
x+0,2x=1,2x
(100% poczatkowej ceny + 20% poczgtkowe]j ceny = 120% poczatkowej ceny)
Po obnizce cena towaru wynosita:
1,2x-0,2-(1,2x) =0,8 - (1,2x)
(100% ceny po podwyzce —20% ceny po podwyzce = 80% ceny po podwyzce)
0,8 - (1,2x) = 0,96x
Cena koncowa towaru stanowita 96% ceny poczgtkowe;j.

Przyktad 3.

Mtody kierowca chciat ubezpieczy¢ swdj pierwszy samochdd. Agent ubezpiecze-
niowy naliczyt dwie zwyzki i jedng znizke od podstawowej stawki ubezpieczenia
OC: 25% zwyzki za mtody wiek kierowcy, 15% zwyzki za wiek samochodu powyzej
10 lati 10% znizki za jednorazowg optate sktadki. O ile procent wzrosta stawka ubez-
pieczenia OC w stosunki do stawki podstawowej?

Niech x oznacza stawke podstawowg ubezpieczenia OC. Stawka rzeczywista (po
dwadch zwyzkach i jednej znizce) wyniosta:

0,9-1,15-1,25x = 1,29375x
Stawka rzeczywista ubezpieczenia OC byta wyzsza od stawki podstawowej
o ok. 29,4%.

Zauwaz, ze na kofcowy wynik nie ma wptywu kolejnosé, w jakiej naliczane sg zwyzki
i znizki podstawowej stawki ubezpieczeniowe;.

Przyktad 4.

Cena towaru z 23-procentowym VAT-em wynosi 713,40 zt. Jaka bytaby cena tego
towaru, gdyby VAT wynidst 7%, zamiast 23%?

Niech x oznacza cene towaru bez VAT-u. Wéwczas cena towaru wraz z 23-procento-
wym VAT-em wynosi 1,23x. Cena ta jest réwna 713,40 zt. Otrzymujemy wiec réwnanie:
1,23x=713,4 /:1,23
x =580 (zt)
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Cena towaru bez VAT-u wynosi 580 zt. Wraz z 7-procentowym VAT-em cena tego
towaru bytaby réwna:

1,07 - 580 =620,6 (z1)
Cena towaru z 7-procentowym VAT-em wyniostaby 620,60 zt.

Przyktad s.

Diagramy ponizej przedstawiajg wybrane informacje dotyczgce kredytéw posiada-
nych przez dorostych Polakéw (dane wg BIK z grudnia 2017 r.)

lle procent dorostych Polakéw ma kredyt? Kwota kredytu do sptaty

48,1%
wsrod kredytobiorcow:

5,73% ma kredyt mieszkaniowy
we frankach

w tym
24,29%
to warto$¢
wszystkich kredytow
posiadanych przez
kredytobiorcow
frankowych

583,03 mld zt

kwota do sptaty
wszystkich
kredytobiorcow

wtym
80,5%

to wartos¢

kredytow

mieszkaniowych

we frankach

51,9%

a) Oblicz, jaki procent dorostych Polakdéw ma kredyt mieszkaniowy we frankach
szwajcarskich i ilu jest takich Polakdw, jesli przyjmiemy, ze dorostych Polakéw
jest 31,5 min.

b) Jaka jest wartos¢ (w zt) kredytéw mieszkaniowych zaciggnietych we frankach
szwajcarskich?

c) Wsrod wszystkich kredytobiorcow wartosé kredytéw konsumpcyjnych stanowi
26,09% catej kwoty do sptaty. Natomiast wsrdd kredytobiorcow frankowych
wartos¢ kredytédw konsumpcyjnych stanowi tylko 5,22% ich catkowitego zadtu-
zenia. Oblicz, jaki procent zadtuzenia stanowig kredyty konsumpcyjne w grupie
kredytobiorcédw nie majacych kredytéw frankowych.

Ad a) Z pierwszego diagramu mozemy odczytaé, ze sposrod 48,1% Polakéw maja-
cych kredyt 5,73% ma kredyt mieszkaniowy we frankach. Zatem
5,73% - 0,481, czyli ok. 2,756%
dorostych Polakéw ma kredyt we frankach. Polakéw majgcych taki kredyt jest wiec
2,756% - 31,5 min, czyli ok. 0,868 min.

Ad b) Z drugiego diagramu mozemy odczyta¢, ze 24,29% z catego zadtuzenia Pola-
kéw (czyli z 583,03 mld zt), to zadtuzenie kredytobiorcéw frankowych. Catkowite
zadtuzenie tych kredytobiorcow jest wiec rowne

24,29% - 583,03 mid zt, czyli ok. 141,6 mid zt.
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Z tej kwoty 80,5% to wartos¢ kredytow mieszkaniowych we frankach. Stad wartosé
kredytéw mieszkaniowych we frankach jest réwna

80,5% - 141,6 mld zt, czyli ok.114 mld zt.

Ad c) Wartos¢ kredytow konsumpcyjnych wszystkich kredytobiorcow jest rowna
26,09% - 583,03 mid zt, czyli ok.152,1 mid zt.

Natomiast wartos¢ kredytow konsumpcyjnych kredytobiorcéw frankowych wynosi
5,22% - 0,2429 - 583,03 mld zt, czyli  ok. 7,39 mld zt.

Z tego wynika, ze wartosé kredytéw konsumpcyjnych w grupie kredydobiorcow nie
majacych kredytéw frankowych jest rdwna

152,1 mld zt - 7,39 mld zt, czyli 144,71 mld zi,
a catkowite zadtuzenie w tej grupie kredytobiorcéw wynosi
583,03 mld zt — 141,6 mld zt, czyli 441,43 mid zt.

Teraz mozemy obliczy¢ jaki procent zadtuzenia stanowig kredyty konsumpcyjne
w grupie kredytobiorcéw nie majacych kredytéw frankowych:

144,71
441,43

-100% ~32,78%

Przyktad 6.

Pan Kowalski postanowit wptaci¢ do banku swoje oszczednosci na rok. Bank A ofe-
ruje przy rocznej lokacie oprocentowanie 9% w stosunku rocznym z kapitalizacja co
miesigc. Bank B po roku dopisuje do stanu konta 9% odsetek. Ktéry bank powinien
wybrac¢ pan Kowalski, by korzystniej ulokowa¢ swoj kapitat?

Rozwazmy propozycje banku A:
Oprocentowanie roczne wynosi 9% z kapitalizacjg miesieczng, zatem po kazdym

miesigcu dolicza sie do stanu konta o - 9%, czyli 0,75% odsetek. Zatdézmy, ze pan

Kowalski chce wptacié¢ do banku kwote x zt.

Po 1. miesigcu stan jego konta wyniesie 1,0075x

Po 2. miesigcu stan jego konta wyniesie 1,0075 - (1,0075x) = 1,0075%
Po 3. miesigcu stan jego konta wyniesie 1,0075 - (1,0075%x) = 1,00753x
()

Po 12. miesigcu stan jego konta wyniesie  1,0075'%x ~ 1,0938x

Rozwazmy propozycje banku B:
Bank B dopisuje do stanu konta 9% odsetek, zatem po roku oszczedzania na koncie
pana Kowalskiego znalaztaby sie kwota 1,09x.

Okazuje sie, ze bank A proponuje korzystniejsze warunki oszczedzania. Przy wpta-
cie kwoty 10 000 zt na rok w banku A odsetki wyniosg 938 zt, natomiast w banku
B —900 zt.
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Przyktad 7.

Wiasciciel zaktadu produkcyjnego zadecydowat o przejsciu z oSmiogodzinnego dnia

pracy na siedmiogodzinny.

a) O ile procent zmniejszy sie wartos¢ dziennej produkcji, jesli pracownicy nie
zwiekszg wydajnosci pracy?

b) O ile nalezatoby zwiekszy¢ wydajnos¢ pracy, aby wartos¢ dziennej produkcji nie
ulegta zmianie?

Niech a oznacza wartos¢ dziennej produkcji w zaktadzie w ciggu osmiogodzinnego
dnia pracy.

Ad a) Wéwczas:

g — wartos¢ dziennej produkcji w ciggu 1 godziny (tzw. wydajnosc¢ pracy)

?a — wartosc¢ dziennej produkcji po przejsciu na siedmiogodzinny dzien pracy,
bez zmiany wydajnosci
70 a L . (4 g . " o
a—?:g — o tyle zmniejszy sie warto$¢ dziennej produkcji po przejsciu na

siedmiogodzinny dzien pracy, bez zmiany wydajnosci

a

8 1
—-100%=§-100%=12,5%
a

O 12,5% procent zmniejszy sie wartos¢ dziennej produkcji, jesli pracownicy nie
zwiekszg wydajnosci pracy.

Ad b) Oznaczmy dodatkowo przez x nowg, zwiekszong wydajnosé, majaca gwaranto-
wac, ze produkcja zaktadu w ciggu siedmiogodzinnego dnia pracy nie zmniejszy sie.
Wodwczas:

a=7x wartos¢ produkgji = liczba godzin - wydajnos¢
a

X=—
7

. . Y . . . ., a a .
Otrzymalismy, ze wydajnos$é pracy powinna sie zwiekszyc¢ z E do 7, czylio

B
00

a a 0(1_1j
u-100%:%-100%:7' ~100%=%-1oo%=14%%

OO\I—“

Wydajnosc¢ pracy nalezy podnies¢ o 14 —%.

NN
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Sprawdz, czy rozumiesz

1.

Oblicz:

a) 12% liczby 35 b) 4,5% liczby 400 c) 0,85% liczby 2500.
Wyznacz liczbe, ktorej:

a) 325% jest rowne 6,5 b) 0,2% jest réwne 10 c) 47,5% jest réwne 152.
Jakim procentem:

a) liczby 218 jest liczba 141,7 b) liczby 25 jest liczba 170 c) liczby a jest liczba b?

Zasady ptacenia podatku dochodowego od 0séb fizycznych w Polsce od stycz-
nia 2018 roku podaje ponizsza tabela, w ktérej x oznacza roczny dochéd po-
datnika, za$ p — podatek dochodowy.

x —dochod (w zt) p — podatek dochodowy (w zt)
1-8000 p=0
8001 -13 000 p=18% x—K,*
K, = 1440 — 883,98 - (x — 8000) : 5000
13 001 -85 528 p = 18% dochodu — 556,02
85529 - 127 000 p =15 395,04 +32% (x — 85 528) — K, *
K, =556,02 — 556,02 - (x — 85 528) : 41 472
od 127 001 p =15 395,04 + 32% (x — 85 528)
* K, K, — kwoty obnizajgce podatek
Oblicz wysokos¢ podatku (w zaokragleniu do 1 zt), jaki zaptacityby osoby (nie-
korzystajace z zadnych ulg) o rocznych dochodach:
a) 11500zt b) 250002zt c)97 800zt d) 193 200zt e) 110000 zt f) 8800 zt.
Ile procent catego dochodu stanowi podatek w kazdym przypadku?

Liczba a jest 0 32% wieksza od liczby b. Wyznacz:

a) liczbe a, jesli b =25 b) liczbe b, jesli a=310,2.

Kasia i Monika zbierajg ptyty CD z ulubionymi nagraniami. Monika ma 34 pty-
ty, a Kasia — 51 ptyt. O ile procent wiecej ptyt ma Kasia niz Monika? O ile pro-
cent mniej ptyt ma Monika niz Kasia?

Liczba a stanowi 20% liczby b.

a) Ole procent liczba a jest mniejsza od liczby b?

b) Oile procent liczba b jest wieksza od liczby a?

Léd ma o 10% wieksza objetos¢ od wody, z ktérej powstat. O ile procent obje-
tos¢ wody jest mniejsza od objetosci lodu, z ktérego powstata?

W pewnej szkole sportowej 40% uczniéw stanowig dziewczeta, 60% — chtop-

cy. 15% dziewczat tej szkoty uczestniczy w zajeciach koszykéwki, zas 25%

chtopcéw trenuje ptywanie.

a) Jaki procent wszystkich uczniéw stanowia dziewczeta trenujgce koszy-
kéwke, a jaki procent — chtopcy trenujacy ptywanie?

b) O ile procent mniej jest dziewczat trenujgcych koszykdwke niz chtopcow,
trenujacych ptywanie?

ol
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10.

Mercedes

11.

12.

13.

14.

15.

16.

W 2017 roku sprzedano w Polsce rekordowa (do tej pory) liczbe nowych sa-
mochodow, rowng 483 tysigce. Ponizszy diagram ilustruje wyniki sprzedazy
dziesieciu najlepiej sprzedajgcych sie marek oraz pozostatych aut.

Sprzedaz nowych samochodéw w Polsce w 2017 r.

Skoda
Toyota
Skoda 61707 Toyota 50714
VW 48615 Opel 35715
VW
Ford 29291 Renault 27885
KIA 22842 Dacia 21602
Hyundai Opel - -

Dacia - Hyundai 19977 -Mercedes 16794

KIA Ford

Renault

a) Jaki procent sprzedazy nowych aut stanowig samochody marki skoda?

b) Jaki procent sprzedazy aut stanowig auta spoza pierwszej dziesigtki?

c) Ole procent wiecej sprzedano nowych toyot niz nowych fordéw?

d) OQile procent mniej sprzedano nowych aut z grupy od 6. do 10. miejsca niz
aut z grupy od 1. do 5. miejsca?

Wyniki podaj z doktadnoscig do 1 promila.

Kilogram kawy ziarnistej wraz z 23% podatkiem VAT kosztuje 73,80 zt. lle kosz-
towataby ta kawa, gdyby podatek VAT wynosit 8%?

Sprzedaz owocdéw cytrusowych i bananéw w 2018 roku byta objeta 8-procen-
towym podatkiem VAT. O ile procent wiecej kosztowatyby te owoce, gdyby
podatek VAT wynosit 23%?

W ciggu jednego sezonu cena swetra zostata obnizona dwukrotnie: najpierw
0 10%, a nastepnie o0 20%. Oblicz, ile kosztuje sweter po obu obnizkach, jezeli
przed obnizkami kosztowat:
a) 136 zt b) a zt.

W ciggu roku pani Beata dwa razy otrzymata podwyzke wynagrodzenia: naj-
pierw o 20%, a po po6t roku jeszcze o 5%. Oblicz, jakie byto miesieczne wyna-
grodzenie pani Beaty przed podwyzkami, jezeli po obu podwyzkach zarabia
miesieczne

a) 4032 zt b) z zt.

Cene pewnego towaru obnizono najpierw o 20%, a po pewnym czasie pod-
niesiono 0 20%. Czy cena koricowa jest réwna cenie poczatkowej? Odpowiedz
uzasadnij, wykonujac odpowiednie obliczenia.

Po dwukrotnej obnizce ceny, za kazdym razem o ten sam procent, jego cena
koricowa stanowi 49% ceny poczatkowej. O ile procent dokonywano kazdora-
zowo obnizki ceny towaru?
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Na poczatku przeanalizujmy dwa zagadnienia:

1. Portfel kosztowat 50 zt. Cene portfela podwyzszono do 60 zt. W jaki sposéb moz-
na wyrazi¢ zmiane ceny portfela?

2. Oprocentowanie kredytu mieszkaniowego byto rdwne 5%. Bank podwyzszyt
oprocentowanie do 6%. W jaki sposdb mozna wyrazi¢ zmiane oprocentowania
kredytu?

Ad 1
Zmiane ceny mozna wyrazi¢ na dwa sposoby:
a) nominalnie, czyli jako réznice cen po podwyice i przed podwyzka:
60— 50 =10 (z1)
Cena portfela wzrosta o 10 zt.

b) procentowo, czyli wyrazajgc kwote podwyzki jako procent ceny pierwotne;j:

60-50 ;00% = 20%

Cena portfela wzrosta o 20%.

Ad 2
Zmiane oprocentowania mozna wyrazi¢ w podobny sposéb réwniez na dwa sposoby:
a) nominalnie, czyli jako réznice oprocentowania po podwyzce i przed podwyzka:
6% — 5% = 1 punkt procentowy (1 p.p.)
Oprocentowanie kredytu wzrosto o 1 punkt procentowy.

b) procentowo, czyli wyrazajgc wzrost oprocentowania jako procent oprocentowa-
nia pierwotnego:

6—;5 -100% = 20%

Oprocentowanie kredytu wzrosto o 20%.

Punktami procentowymi postugujemy sie, chcac przedstawi¢ zmiane wielkosci
wyrazonej w procentach, np. zmiane oprocentowania lokat i kredytéw, wzrost
(spadek) stopy bezrobocia lub stopy inflacji, zmiane poparcia dla partii politycz-
nych i politykéw.

Przyktad 1.

Poparcie dla partii P w sierpniowym sondazu wyniosto 20% (tzn. 20% ankietowa-
nych wyrazito che¢ gtosowania na te partie, gdyby wybory parlamentarne odby-
ty sie w najblizszym czasie). Jakie bytoby poparcie dla tej partii, gdyby w sondazu
wrzesniowym popularnosc¢ jej wzrosta o:

a) 15% b) 15 p.p.?
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Ad a) Wzrost poparcia o 15% oznaczatby wzrost o0 0,15. Zatem
1,15 20% =23%
Poparcie dla partii P bytoby réwne 23%.
Ad b) Wzrost poparcia o 15 p.p. oznaczatby nominalny wzrost poparcia z 20% do
35%, bo
20+15=35
Poparcie dla partii P bytoby réwne 35%.

Niewielkie zmiany bankowych stop procentowych wyraza sie tez w punktach bazo-
wych.

1 punkt bazowy = % punktu procentowego.

Przyktad 2.

Bank obnizyt oprocentowanie lokaty z 4% do 3,25%. Powiemy wéwczas, ze oprocen-

3
towanie lokaty obnizono o 75 punktéw bazowych czyli o 2 punktu procentowego.

SprawdZ, czy rozumiesz

1. Stopa bezrobocia w grudniu 2017 roku wynosita 6,60%, zas w styczniu 2018
roku wzrosta o 30 punktéw bazowych.
a) lle wynosita stopa bezrobocia w styczniu 2018 roku?
b) O ile procent wzrosta stopa bezrobocia?

2. Preferencje wyborcze, dotyczace dwdch partii, przedstawia ponizszy wykres.

Poparcie dla partii A i partii B

40% 359, 38%
3% 2 32%
30% 28%
25%
20%
15%
10% |:| badanie z potowy sierpnia
504 | [ ]badanie z potowy pazdziernika
0% T 1
Partia A Partia B

Wyraz w procentach i w punktach procentowych zmiane poparcia dla partii A
oraz zmiane poparcia dla partii B.
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3. Bankowa stopa lombardowa (ustalana przez Rade Polityki Pienieznej) zostata

podwyzszona z poziomu 6% do poziomu 6,25%.

a) Przedstaw zmiane stopy lombardowej w punktach bazowych i w punk-
tach procentowych.

b) Przedstaw zmiane stopy lombardowej w procentach.

Rada Polityki Pienieznej (RPP) obnizyta 9 paZzdziernika 2014 roku referencyjna

stope procentowg NBP o 50 punktéw bazowych do 2 procent, zas stope lom-

bardowg o 100 punktéw bazowych do 3 procent. Natomiast 5 marca 2015

roku RPP obnizyta obydwie stopy procentowe o kolejne 50 punktéw bazo-

wych.

a) lle byty réwne stopy procentowe przed tymi dwiema zmianami, a ile po
tych zmianach?

b) O ile procent zmalaty te stopy procentowe od 8 pazdziernika 2014 roku
do 6 marca 2015 roku?

Wykres ponizej przedstawia strukture wieku w Polsce w latach 2006 i 2016
z udziatem procentowym poszczegdlnych grup wiekowych (w latach) w catej
spotecznosci.

Struktura wieku Polakéw w 2006 r. i w 2016 r.
35%

30% 31%
25% 28% | BH79%l 7%
20% Y
15% 116% 11595 [16% I B 1 =
0
10% H 11% T
5% TR - Y
0%
<0, 14> <15, 24> <25, 44> <45, 64> <65, ...)

[ J2006r. [ 2016w

Na podstawie danych GUS

a) Ktére grupy wiekowe stanowity mniejszy procent catego spoteczenstwa
w roku 2016 w poréwnaniu z 2006 rokiem i o ile punktow procentowych?

b) Wyraz w punktach procentowych i w procentach zmiane wielkosci od
roku 2006 do roku 2016 dwdch grup: oséb w wieku od 25 do 44 lat oraz
0s6b w wieku 65 lat i wiecej.

c) Oile punktéw procentowych i o ile procent wiecej w 2016 roku stanowity
wszystkie osoby majgce co najmniej 25 lat niz osoby majgce mniej niz
25 lat?

65
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Przyblizenia, btad bezwzgledny
i btad wzgledny, szacowanie
Przyblizanie to znajdowanie liczby, ktéra jest ,bliska” innej liczbie. Jest ono zwykle

obarczone pewnym btedem.
Poznamy teraz pojecie btedu bezwzglednego oraz btedu wzglednego.

Przyktad 1.

Podczas teleturnieju zapytano uczestnikéw o szacunkowg dtugos¢ rzeki Warty.
Odpowiedzi uczestnikdow A, B, C oraz rzeczywistg dtugos¢ Warty podaje ponizsza
tabela.

A B C rzeczywista dtugosc rzeki Warty
810 km 805 km 812 km 808,2 km

Uczestnicy A i C oszacowali dtugos¢ Warty z nadmiarem, zas uczestnik B podat jej
przyblizong dtugosc z niedomiarem. Wszyscy popetnili btgd przyblizenia.

Definicja 1.

Btedem bezwzglednym przyblizenia nazywamy wartos¢ bezwzgledng réznicy
miedzy wartoscig rzeczywistg r (doktadng) a wartoscig przyblizong p (szacunko-
wa), czyli liczbe \r—p|.

Obliczymy, jaki btad bezwzgledny przyblizenia popetnili nasi uczestnicy:

Uczestnik A popetnit btad przyblizenia rowny
|808,2 - 810| = 1,8 (km)

Uczestnik B popetnit btad przyblizenia réwny
|808,2 — 805| = 3,2 (km)

Uczestnik C popetnit btad przyblizenia réwny
|808,2 - 812| = 3,8 (km)

Zatem najmniejszy btad bezwzgledny popetnit uczestnik A.

Przyktad 2.

Rodzice Woijtka zmierzyli dtugos¢ bokdw prostokatnej dziatki: ojciec zmierzyt dtu-
gos$¢ dziatki, zas mama — jej szerokos¢. Ponizsza tabela przedstawia wyniki pomia-
row dziatki wykonanych przez rodzicow Wojtka oraz jej rzeczywiste wymiary.

wymiary wedtug pomiaréw wymiary rzeczywiste
dtugosc dziatki 53,7 m 54,8 m
szerokos¢ dziatki 30,1 m 29,0 m

Ktére z rodzicéw dokonato doktadniejszego pomiaru?



Przyblizenia, btad bezwzgledny i btgd wzgledny, szacowanie 67

Obliczymy btgd bezwzgledny przyblizenia pomiaru, wykonanego przez kazde z ro-
dzicow:
btad pomiaru taty:
54,8 -53,7| = 1,1 (m)
btgd pomiaru mamy:
|29 -30,1|=1,1 (m)
Okazuje sie, ze w obu przypadkach bfad bezwzgledny jest taki sam.

Czy pomiary z przyktadu 2. sg tak samo doktadne? Otéz nie! Aby dowiedziec sie,
ktére z rodzicow wykonato swojg prace dokfadniej, nalezy obliczy¢ jeszcze jedng
wielkos¢, tzw. btad wzgledny przyblizenia.

Definicja 2.

I
btedem bezwzglednym przyblizenia, zas |r| jest wartoscig bezwzgledng wielkosci
rzeczywistej.

Btedem wzglednym przyblizenia nazywamy liczbe réwng , gdzie |rfp| jest

r—p
Bfad procentowy to btad wzgledny, wyrazony w procentach, czyli % - 100%.

Btad procentowy informuje nas, jakim procentem wartosci rzeczywistej jest btad
bezwzgledny.
Obliczymy btedy procentowe pomiaréw wykonanych przez rodzicéw Wojtka.

Dla taty:
btad bezwzgledny 1,1 (m)

7

54,8

btad procentowy 0,02 - 100% = 2%

btad wzgledny =0,0200729... 0,02

Dla mamy:
btad bezwzgledny 1,1 (m)

’

[29

btad procentowy 0,04 - 100% = 4%

btad wzgledny

=0,037931...~ 0,04

Okazuje sie, ze mniejszy btagd w pomiarach popetnit ojciec.

Przyblizenie dziesietne jest to przyblizenie danej liczby przez utamek dziesietny,
majacy ustalong (skoriczong) liczbe cyfr po przecinku.
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9
Na przyktad utamek e =0,692307692307... mozemy przyblizaé nastepujgco:

przyblizenie przyblizenie bezwzgle'd.ny' przyblizenie bezwzglq'd'ny'
L . . btad przyblizenia . btad przyblizenia
z doktadnoscig do: | z niedomiarem . . z nadmiarem .

z niedomiarem z nadmiarem
jednosci 0 0,6923... 1 0,3076...
jednej dziesiatej 0,6 0,0923... 0,7 0,0076...
jednej setnej 0,69 0,0023... 0,70 0,0076...
jednej tysiecznej 0,692 0,0003... 0,693 0,00086...

W tabeli zostaty podkreslone przyblizenia — z ustalong liczbg cyfr po przecinku —dla
ktérych bezwzgledny btad przyblizenia jest mniejszy.

Aby btad powstaty w trakcie przyblizania byt mozliwie najmniejszy, stosuje sie na-
stepujace reguty zaokraglania:

e Jezeli pierwszg z odrzuconych cyfr jest 0, 1, 2, 3 lub 4, to ostatnig z zachowanych
cyfr pozostawiamy bez zmiany (przyblizenie z niedomiarem).

e Jezeli pierwszg z odrzuconych cyfr jest 5, 6, 7, 8 lub 9, to ostatnig z zachowanych
cyfr zwiekszamy o 1; gdyby tg ostatnig cyfrg byta 9, to zastepujemy jg zerem
i zwiekszamy o 1 druga cyfre od konca (przyblizenie z nadmiarem).

Przyktad 3.

Oszacujmy, a potem obliczmy doktadng wartos¢ wyrazenia 0,5 - 126,94 — 542 : 40.
Obliczmy tez btad procentowy naszego przyblizenia.

0,5 - 126,94 jest to w przyblizeniu potowa liczby 127, czyli okoto 63,5.

542 : 40 to mniej niz 14; przyjmijmy wiec, ze otrzymamy okoto 13,5.

Mozemy zatem spodziewac sie, ze wartos¢ wyrazenia
0,5-126,94—-542:40

bedzie wynosita w przyblizeniu 50.

Przeprowadzmy teraz doktadne obliczenia:
0,5-126,94 -542 : 40=63,47 — 13,55 =49,92

Okazuje sie, ze warto$¢ wyrazenia jest ,bliska” liczby 50.

Obliczmy btgd procentowy, jaki popetniliSmy, szacujgc wartos¢ wyrazenia.
49,92 50|
—— - 100% =~ 0,2%

|49,92|

Dokonujac szacowania wyniku, popetniliémy niewielki btad.

Umiejetnos¢ szacowania przydaje sie tez w dziataniach na liczbach niewymiernych.
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Przyktad 4.

Poréwnajmy bez uzycia kalkulatora dwie liczby i 0,13.

Oszacujmy liczbe . Zauwazmy, ze spetniona jest podwdjna nieréwnos¢:

Ja<\7<\9

Mamy:
2<7<3 /-2 nastepnie
0<7-2<1 /:8

J7-2 V72
8

2 <0,125, skad otrzymujemy, ze

0< <0,13.

SprawdZ, czy rozumiesz

1. Korzystajac z rozwinie¢ dziesietnych danych liczb B
niewymiernych, podaj przyblizenie dziesietne po- \/5_1’414213"'
nizszych liczb z doktadnoscig do dwdch miejsc po \/5:1,732050...
przecinku: \/522 236067

a) 5v2+1 b) 2—/3 c) 3J5+7
d) 10413 -0,1V17 e) \/E;\/E f) V1743

10

V13 =3,605551...
J17 =4,123105. .

2. Oblicz btad bezwzgledny oraz btad wzgledny podanego przyblizenia:

a) Powierzchnia boiska o wymiarach 50,4 m x 38,2 m wynosi w przyblizeniu

2000 m2.

b) Zawodnik przebiegt pewien dystans w czasie 1 min 54 sek. i oszacowat, ze

bieg trwat 2 minuty.

3. Dwdoch przedsiebiorcéw A i B prognozowato obroty swojej firmy na rok 2018.

Ponizsza tabela podaje prognozy oraz rzeczywiste obroty firm.

prognoza na 2018 r. stan faktyczny
przedsiebiorca A 275 tys. zt 277,9 tys. zt
przedsiebiorca B 438 tys. zt 442,1 tys. zt

a) Oblicz btad bezwzgledny przyblizenia (prognozy) dla obu przedsiebiorcow.
b) Oblicz btagd procentowy i ocen, ktdry z przedsiebiorcow popetnit mniejszy

btad, prognozujgc obroty swojej firmy.

4. Sprawdz, nie uzywajac kalkulatora, czy liczba

)

5
nalezy do przedziatu

o9
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Sprawdz, czy umiesz — powtérzenie do rozdziatu 1.

Test
1.

WSréd 11 ucznidw znajduje sie 7 0sob, ktdre trenujg siatkdwke i 8 osob trenuja-
cych koszykdwke. llu co najmniej ucznidw z tej grupy uprawia obydwie dyscypli-
ny sportu?

A4 B.3 C.5 D.7

Niech zbior U= {0, 1,2,3, .. 12} bedzie przestrzenig, w ktérej zawarte sg dwa
podzbiory: A — zbidr liczb catkowitych nieujemnych jednocyfrowych, B — zbiér
naturalnych dzielnikdw liczby 12. Wéwczas:

A.9cA-B B.OeA'"UB C.5¢A'NnB D.7e(B—A)’

3’3

1
A — B.
2

Do przedziatu (l,i) nie nalezy liczba:

1 1 1
ﬁ C.ﬁ D'ﬁ

Niech A=(-4,5), B=(-1, +®). Wéwczas zbiér A U B jest przedziatem:
A.(-1,5) B. (-4, +0) C. (5, +) D.(-4,-1)

Jesli A=(-3,7) oraz B=(-5,2), to zbiér A—B jest zaznaczony na osi:

AT T T T 1>
=1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

B T T | T T 1>
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 X

c. T T T T
*+ -8 -7 6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1X

T T T T
D
-8 -7 -6 -5 4 -3 -2 -1 0 1X

A

2" 4
A 4 B.3 C.2 D.1

3 Jﬁ}?

Ile liczb wymiernych nalezy do zbioru X ={§, -7, \/I, 0,——,—
i

Ile liczb pierwszych wystepuje w rozktadzie na czynniki pierwsze liczby 2107
A3 B.4 C.5 D.6

lloczyn dwdch liczb naturalnych jest réwny 2028, a ich najmniejsza wspdlna wie-
lokrotnos¢ wynosi 156. Zatem najwiekszy wspdlny dzielnik tych liczb jest rowny:
A.78 B. 52 C.26 D. 13
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Liczba f%+2n jest réwna:

A.-05-(19-n) B.-0,5-(19+4n) C.-0,5-(19-4n) D.2(n—19-0,5)
Dziatanie 0,111 -24+ 16 - 0,222 mozna zastgpi¢ mnozeniem:
A.56-0,222 B.40-0,333 C. 14-0,444 D.10-0,888

Liczba 1030507X, gdzie X jest cyfrg jednosci, jest podzielna przez 4 i nie jest
podzielna przez 9, jezeli:
A X=8 B.X=6 C.X=4 D.X=2

Nieprawdg jest, ze suma trzech kolejnych liczb catkowitych parzystych jest za-
wsze podzielna przez:

A.6 B.4 C.3 D.2
Reszta z dzielenia liczby (—1436) przez liczbe 20 jest réwna:
A.-16 B.0,8 C.4 D. 16
_ . .6 X=2 .
Dziedzing réwnania —— = —— jest zbior:
X+5 3
A.R-{2} B.R— {52} C R-{5} D. R

. . . . . . 2x+a ox .. .
Liczba 10 jest rozwigzaniem réwnania 5 :E' jezeli:

A.a=-16 B.a=-8 C.a=-6,25 D.a=-3
Dane sg rownania:

L 3x—1=x+3 1. (x=2)(x+2)=0 . =4 IV. 4x+8=0
Réwnania rownowazne to:

A lliIlV B.lill C.litn D.lilV

Jesli liczby rzeczywiste a, b, ¢ spetniajg zalezno$é¢ a<b <0<, to:
A.a-b-c<0 B.a—_b>0 C.(a+b)-c>0 D.—c-a>-c-b

c
Zbiorem rozwigzan nieréwnosci ax + 6 > 0 z niewiadoma x jest przedziat (—o, 2).
Zatem:
A.a>3 B.a=3 C.a<-3 D.a=-3

Poparcie dla partii A wzrosto o 6 punktéw procentowych i wéwczas wynosito
36%. O ile procent wzrosto poparcie dla tej partii?

A.030% B.024% C.020% D.o 16%%

Cene pewnego towaru podwyzszono o 20%, a nastepnie nowgq cene jeszcze raz
podwyzszono o 20%. O ile procent wzrosta cena towaru w wyniku tych dwdch
podwyzek?

A.036% B. 0 40% C.044% D. o 144%
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Zadania otwarte

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Dane sg zbiory A = (—oo, -3), B=(-4, 7). Zaznacz na osi liczbowej zbiory:
a)A'iB b)AuUB c)A'NB d)B' —-A

Wypisz elementy zbioru:

a)A={xxeNix<7} b)B={x:xeZi-3 <x<4}
c)C={x:x=2k-1ike Nn(-2,5)} d)D={x:x=3k+1likeZ}

Dana jest liczba zapisana w postaci ogélnej 12k — 1, gdzie k € Z. Wyznacz reszte

z dzielenia tej liczby przez:
a)2 b) 12 c)l d)3

Jaka reszte daje suma pieciu kolejnych liczb catkowitych niepodzielnych przez 6
po podzieleniu przez:

a) 30 b) 15 c) 10 d) 6?
Rozwigz réwnania:

a) 3x+7=2/3x+1 b) x(x + 4)(x—2) =0
c)XT”—3_2X:1+x d) 3X—9x(x—1):6x—3x(3x—2)

Rozwigz nieréwnos¢ x—4>\/§x—\/32. Nastepnie podaj najmniejszg liczbe
pierwszg, ktéra:
a) spetnia dang nieréwnos¢ b) nie spetnia danej nieréwnosci.

3x-5 3x-2
>X— .
6
a) Podaj przyktad liczby rzeczywistej dodatniej nalezgcej do zbioru rozwigzan
tej nierébwnosci i takiej, ze jej odwrotnos¢ tez nalezy do zbioru rozwigzan
nierdwnosci;

Wyznacz zbiér rozwigzan nieréwnosci 2 —

b) Ktére sposrdd liczb niewymiernych /10, —rt, T — 1 spetniajg te nieréwnos¢?

Czy dana liczba jest catkowita? Odpowiedz uzasadnij.
a)[3—n|—|n-2| b) 2a|1 —a| - 2|a|- a +2(a + 1), jeslia € (1, +x)

Bank zmienit oprocentowanie lokat rocznych z 2,5% do 1,8% w stosunku rocz-
nym. O ile punktéw bazowych i o ile procent zmniejszyto sie oprocentowanie
tych lokat?

Na Gietdzie Papierow WartosSciowych w Warszawie, cena jednej akcji pewnej
spotki dwa dni z rzedu wzrosta o ten sam procent. Wowczas okazato sie, ze cena
jednej akcji jest 0 6,09% wieksza od ceny sprzed dwéch dni. O ile procent nastgpit
dzienny wzrost wartosci akcji danej spotki w ciggu tych dwdch dni?
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Potega o wyktadniku naturalnym

Bakteria — pateczka okreznicy — rozmnaza sie przez podziat co 20 minut (w sprzyja-
jacych warunkach). Zatézmy, ze w Srodowisku sprzyjajgcym rozwojowi tej bakterii
znalazta sie jedna bakteria. lle — co najwyzej — bakterii bedzie w tym srodowisku po
140 minutach?

Policzmy:

— po 20 minutach 2

— po 40 minutach 2-2=4

— po 60 minutach 2:2-2=8

— po 80 minutach 2:2-2-2=16

— po 100 minutach 2:2-2-2:2=32

— po 120 minutach 2:2:2-2-2-2=64

— po 140 minutach 2:2:2-2-2-2-2=128

Wygodne zapisywanie iloczynéw ztozonych z takich samych czynnikéw umozliwiaja
potegi o wyktadniku naturalnym.

Definicja 1.
1) Potega o wyktadniku naturalnym n, n >0 i podstawie a, gdzie a jest dowolng
liczba rzeczywistg, nazywamy liczbe
at=a
a"=a-a-....a,jeslin>1
L

n czynnikéw

2) Potege o wyktadniku 0 (zero) okreslamy nastepujgco:
a’=1
gdzie a jest liczbg rzeczywistg rézng od zera.

UWAGA: Wyrazenie 0° nie ma okreslonej wartosci liczbowej.

Korzystajac bezposrednio z definicji, mozemy obliczy¢:

1V 111 1
—3)2=(-3)-(-3)=9 — === =— 43'=43
(3r=03)-(3) (4) 4 4 4 64
0°=0-0-0-0-0=0 50=1 (—47)°=1

Druga potege liczby a nazywamy kwadratem liczby a, natomiast trzecig potege
liczby a nazywamy szescianem liczby a.
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Ostatnig definicje mozemy tez stosowac do wykonywania dziatar na potegach. Wy-
konajmy na przyktad dzielenie poteg o tych samych podstawach:

5® 5551;;{15151
5°:5% === =5 =

s EEEE

Pomndzmy teraz dwie potegi o takich samych wyktadnikach. Dodatkowo skorzysta-
my z prawa przemiennosci mnozenia i prawa tgcznosci mnozenia:

53.23=5.5.5.2.2.2=(5-2)-(5-2)-(5-2)=(5-2)>=10°=1000

Ze szkoty podstawowe] znasz twierdzenie utatwiajgce dziatania na potegach.

Twierdzenie 1. Wtasnosci poteg o wyktadnikach naturalnych
Jeslim i n sg liczbami naturalnymi, a i b sg liczbami rzeczywistymi, to:

1) am.g'=gm+n

2) a":a"=a™ ", jeSlim>nia#0

3) (an)m —qgnm

4) a"-b"=(a-b)

a (a)
5y ——| = ..

Przyktad 1.

Wykorzystamy wtasnosci potegowania w ponizszych obliczeniach:
1) 35=32%3=32.33=9.27=243
2) (7 (7P=(7) 2= (-7)=49

3) [(ﬁ)jz -(v2)” =((ﬁ)2)3 —2*=8

4) (-8)-(0,25)°=(-8-0,25)°=(~2)°=-32
5) (-0,3)°:(0,3)*=(-0,3:0,3)"=(-1)®=-1

Przyktad 2.
Zatézmy, ze mamy arkusz bardzo cienkiej bibutki grubosci % mm. Bibutke sktadamy

na poét, nastepnie znowu na poét itd. Jakg grubosé bedzie miec ten arkusz po 60-krot-
nym ztozeniu?

Sktadanie arkusza na po6t powoduje, ze po kazdym takim ztozeniu grubos¢ arkusza
podwaja sie:

— po pierwszym ztozeniu liczba arkuszy jest réwna 2

— po drugim ztoZeniu liczba arkuszy jest réwna 4, bo 22=4

— po trzecim ztozeniu liczba arkuszy jest réwna 8, bo 23 =8

(...)

— po ostatnim ztozeniu liczba arkuszy jest réwna 2%°,



Potega o wyktadniku naturalnym

Obliczamy grubo$¢ tak ztozonego arkusza:

1 260 260

_'260 :_:_4:256 (mm)

16 16 2
Czy to duzo? Niewyobrazalnie duzo! Grubosc¢ tak ztozonego arkusza bytaby ponad
481 razy wieksza niz srednia odlegtos¢ Ziemi od Stonca! Sktadanie arkusza mogli-
bysmy wiec wykonac tylko... teoretycznie.

Ostatnie twierdzenie pokazuje, ze wiasnosci poteg dotycza mnozenia, dzielenia
i potegowania poteg. Jak zatem postepowad, jesli mamy sumy lub rdéznice wyra-
zen zawierajgcych potegi? W takich przypadkach mozemy prébowac nastepujgcych
sposobdw:
a) Jesli mamy sume, w ktdrej wystepujg potegi o takich samych podstawach — wy-
taczamy wspdlny czynnik poza nawias, np:
B+ +8+8 =4 (1+1+1+1)=4°-4=45
1 1
~.6’"-9-6>+6° =6*”-(—-62 —9+6J=65-6=66
4 4
b) Jesdli mamy sume, w ktdérej wystepujg potegi o réznych podstawach, prébuje-
my sprowadzi¢ potegi do takiej samej podstawy, a nastepnie wytgczy¢ wspdlny
czynnik poza nawias, np.:
11-9%+7-274+97=11-(32)°+7-(3*)*+(3?)'=11-312+7.312 431 =
=312.(18+3%)=31227=312.33 =31

Przyktad 3.

11-3%-6-3"

Obliczymy wartos¢ wyrazenia
81°- 243

W liczniku utamka wytgczamy poza nawias potege 3!, a w mianowniku utamka
przedstawiamy liczby 81 i 243 jako potegi liczby 3.

11-3?-6-3" 11.3".3'-6.3"" 3'.(33-6) 3".27 3".3° 3"
812 .243 (34 )2 ) 35 38 . 35 313 313 313

Wskaz prawa dziatan na potegach, ktore zostaty wykorzystane w powyzszych obli-
czeniach.

Przyktad 4.

Wykazemy, ze liczba zapisana w postaci 8° + 48 + 6 - 16* jest podzielna przez 5.

Aby udowodnié, ze dana liczba jest podzielna przez 5, wystarczy zapisaé ja w po-
staci iloczynu liczb naturalnych, ktérego jednym z czynnikéw bedzie 5. W tym celu
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sprowadzamy potegi do takiej samej podstawy; bedzie to liczba 2, poniewaz 8 = 23,
4 =22, 16 = 2% Nastepnie wytgczamy wspdlny czynnik przed nawias.
8 +4%+6-16°=(2°)°+(22)8+6-(2)*=21+2%+6-216=21(1+2+6-2) =
=215.15=2%.3.5

Dana liczba jest podzielna przez 5.

Przyktad s.
Doprowadzimy wyrazenia do najprostszej postaci:
4
(Xs) y7
—————,gdziex#0 i y=0
2( 2 4
(o) (<)
Po zastosowaniu odpowiednich wtasnosci potegowania (jakich?) otrzymujemy:

Ad a)
3(—x)X(xy?)? + 5x3y2y x — 2(x2)2y0 = 3x2x%Y6 + 5x*y° — 2x*y6 =
= 3x%5 + 5x%y0 — 2x%y0 = bx*yP

Dane wyrazenie mozna zapisa¢ w postaci 6x*y®.

Ad b)

a) 3(—x)2(xy?)? + 53y x — 2(x?)?y° b)

3\t 7 12,7 12,7
)y Xty XYy
T 2.2 4.4 66

(Xy)z(xz)zy4 Xy xy  xy

=x°, gdziex#0 i y#0

Dane wyrazenie mozna zapisa¢ w postaci x®y, oilex=0 i y#0.

SprawdZz, czy rozumiesz

1. Pordéwnaj liczby:
aisdiNEs)e b2 5N N (=24 ¢JESANN(ES)

2 (2Y 1 (1Y 2 . 2
) e ) = i| = f -
)3 (3) )43 (5) )_810 gll

2. Oblicz, stosujgc wtasnosci poteg:

a)(0,2)*-(0,1) b) (132(13 c) (-3)3-3?

d) 198 : (-19)° e) (-0,6)7: (0,6)° f) (2,5)8: [;)4

e) (-4)" h) (2°)2 : 210 i) 0,001 - (~10%)?



Potega o wyktadniku naturalnym

10.

11.

Oblicz, stosujgc prawa dziata na potegach:

4
a) (0,4) - 58 b) -6 Gj c)4%:(0,8)?

_1 =
d)2°: (?j e) (0,1)- 10° f) (-8)°: (-4)*
Oblicz, stosujgc prawa dziatan na potegach:
a)5t-29:10° b) (311)?: 621 - 220 c) [(10%) - 0,111]?
d) 14°:7°-(-0,5)’ e) (-23)2: (432 f) (-4): (0,8)7:58
Zapisz liczbe za pomocg jednej potegi:
a)318.32.30.3 b) 22 (25 2°)2 c)0,73:0,7°- 0,49

d) (-6)": 36:(-6)* e)[(-5)*]: (-5)7-125  f) 23-(-2%)?*-(0,5)°
Przedstaw ponizsze wyrazenia w postaci potegi o podstawie a (a #* 0):
2\ . 4 3\4( 2)° 7.2\
a’) :a a a a’‘a
(«) ,(@)'(@) (@)

a) 006 (as )3 : 04 (asaa )2

Upro$¢ wyrazenie [(a3)° : (a? - a®)? - a”]° : a®. Nastepnie oblicz jego wartos¢

2
jeslia=1—.
3

Uproé¢ wyrazenie 2(x3y2)? — 3x*yx?y? + 4y*x°. Nastepnie oblicz jego warto$¢
jeslix=-2iy=0,5.

Przedstaw liczbe w postaci jednej potegi:
a) 320 4 320 4 320 b) 210 + (-2) )57 +57+57 +57 4+ 57
d)21-6%+90-6’ e)73.3-4.71 f) 25-92+5-93+99-9

Uzasadnij, ze liczba:

a) 21>+ 213 -9. 2% jest podzielna przez 31;
b) 78 —2-77 + 8- 493 jest podzielna przez 43;
c) 325554+ 51 jest podzielna przez 195.

Oblicz:
4

72 o et X 4%°:(4%. 4) 55, 342.5%

a) 710 ) 9 220 7 220 C) 1 4 3
2747 (5 . 25 ) .25
2 2

93) .27° gl _ gls 10° - (2*. 5°
) _aete 0 (5

37 _2.3* 3.1 4 15,38 1500 : 0,001
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Pierwiastek arytmetyczny. Pierwiastek
stopnia nieparzystego z liczby ujemne;j

Postugujgc sie potegg o wyktadniku naturalnym, mozemy okresli¢ pierwiastek aryt-
metyczny.

Definicja 1.
Pierwiastkiem arytmetycznym n-tego stopnia, n € N— {0, 1}, z nieujemnej licz-
by a nazywamy takg nieujemnag liczbe b, dla ktérej b"= a.

Zapis symboliczny:
Jeslia > 0ib>0,to (Ya=beb"=a)
Pierwiastek stopnia drugiego nazywamy pierwiastkiem kwadratowym i oznacza-

my symbolem f, a pierwiastek stopnia trzeciego nazywamy pierwiastkiem szes-
ciennym.

1,21=1,1, bo 1,12=121i1,1>0

327 =3, bo 33=27i3>0
Jo=o0, bo 0°=0i0>0

UWAGA: Jesli stopien pierwiastka (n) jest liczbg nieparzystg, to ostatnig definicje
mozna rozszerzy¢ na przypadek liczb ujemnych (a < O):

Ya=beb"=a.
Na przyktad:

/243 =-3,bo (-3)°=-243 3/-0,125=-0,5, bo (-0,5)* = 0,125

Pierwiastek taki nazywamy pierwiastkiem stopnia nieparzystego z liczby ujemne;j
(nie uzywamy okreslenia ,,arytmetyczny”).

Twierdzenie 1. Wtasnosei pierwiastkéw arytmetycznych
Jesli a, b sg liczbami nieujemnymi, n, m — liczbami naturalnymi wiekszymi od 1,
p jest liczbg naturalng dodatnig, to:

1) Yo b =4a-4b o % e

p
f i

a
b
3) Y4fa ="Ya 4) (Ya

UWAGA: Jesli w powyzszym twierdzeniu zatozy¢ dodatkowo, ze stopnie pierwiast-
kéw (n oraz m) sg liczbami nieparzystymi, to twierdzenie pozostanie prawdziwe,
jeslijedna z liczb a lub b bedzie ujemna albo obie te liczby bedg ujemne.
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Zauwaz, ze wtasnosci pierwiastkowania nie dotyczg dodawania ani odejmowania.

a) Jesli mamy sumy lub rdznice pierwiastkdw tego samego stopnia z réznych liczb,
to mozemy sprobowad wytgczy¢ czynnik przed znak kazdego z pierwiastkéw, np.:

74/50 —4+/72 +5/8 =74/25-2 ~4+/36-2 + 5:/4-2 =

= 7425 N2 ~44/36 2 +5V4 -2 =352 ~ 242 + 10v2 =212

Y24 +381=3/8-3+327-3=38-33+327-3 =233 +3¥3 =53
Wytaczenie czynnika przed znak pierwiastka polega na takim zapisaniu liczby pod

pierwiastkiem w postaci iloczynu, by mozna byto wykorzysta¢ punkt 1) lub 2) ostat-
niego twierdzenia.

b) Jesli mamy sumy lub réznice liczb pod znakiem pierwiastka, to mozemy spré-
bowac przedstawi¢ wyrazenie pod pierwiastkiem w postaci iloczynu, np.:

V272 +36° =/(9-3) +(9-4)" =V/9* -3 49747 = [97(3* +47 ) =
—\J9% .25 =/9% .\/25=9.5-45

Oczywiscie wartosc tego wyrazenia mozna byto tez policzyé tak:

V272 +36° =+/729+1296 =+/2025 =45

Ale taki sposéb liczenia — bez uzycia kalkulatora — jest dos¢ zmudny.

Rozpatrzmy jeszcze nastepujgce przyktady:

J(=3) =9 =3=|-3] 3(-3)' =¥-27=-3
JL1Y =1,21=1,1= (1,1) =31,331=1,1
J(-6)" =36 =6=|-6| 3(-6)° =¥-216 =6

Ogdlnie mozemy zapisac:

\/x72:|x| Ix® =x

1,1

SprawdZz, czy rozumiesz
1. Oblicz:

a) V196 324

b) /64 3o

c) 416 4/0,0081
d) ¥-27 -1 -102 Y128

2. Oblicz, korzystajgc z funkcji pierwiastka kwadratowego na kalkulatorze:

a) /6561 b) 3/0,0256 c) 38,3521 d) §/390625

" 2w
&ﬁ‘ﬁ
=
mm

I

w

o

o

o

fy
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3. Wykonaj dziatania:

a) 4+/16 —24/625 +3327 b) 5313364 +2121
9 33/343 +2%/-128 ) 4/0,0016 + §/1
48/729 + 564 4/0,0625 —3/0,027
4. Oblicz, stosujgc odpowiednig wtasnos¢ pierwiastkdw:
a) v81-225 b) V1,21-16 c) +/360-10 d) v18-32
e) 3/27-1000 f) Y-8-729 g) ¥(-16)-(-81) h){/3125-(—1024)
5. Oblicz, stosujgc odpowiednig wtasnos¢ pierwiastkéw:
a) \/324:256 b) 4/0,01:25 c) 4/10000:529 d) \/144:0,25
e) 3 8000 f 3 216 g) 5 -32 h) s —729
125 —343 3125 —64
6. Oblicz:
a) 2. b) 1 0.1t d) s
9 16 9 16
7. Oblicz:

3
a) 4248 b) 3250:32 c)S-( 352J

d)%-(s(ﬁ)zf

8. Oblicz:

a) ¥/8-300+8-43 b) J(2:5) + (2-12)"

c) \/(49-10)2 — (49-8)’ d) 3/2-12° - 8-3°
9. Oblicz:

a) (Vr) b) (3-2) o) (¥11) d) y/(-5)’

e) J(-7)° HVVz248 e ¥t hVa-Se
10. Wykonaj dziatania:

a) V18 +/8 b) V75 -/12 c) 3./50 518

d) —/48 +227 e) 354 2316 f) ¥-40+3/320

g) 5v12 +4+75-348 h) 63/16 +73/54 —53/128
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Dziatania na wyrazeniach algebraicznych

Jednomiany

Wyrazenia, ktére sg liczbami, literami lub iloczynami liczb i liter, nazywamy jedno-
mianami. Przyktadami jednomiandw sa:

-3 2y t 7x%y3 2 -x-(-5)-x3
Ostatni z jednomiandw mozna przedstawi¢ w prostszej postaci:

22 - x-(-5)-x*=2-(-5)-x?- x-x*=-10x°

Zapisanie jednomianu w najprostszej postaci (ze wspétczynnikiem liczbowym na po-
czatku) nazywamy uporzgdkowaniem jednomianu. Wspdtczynnikiem liczbowym jed-
nomianu uporzadkowanego —10x° jest liczba (710), wspotczynnikiem liczbowym jed-
nomianu x?jest liczba 1, a wspétczynnikiem liczbowym jednomianu—x° jest liczba (f 1).

Jednomiany sg podobne wtedy, gdy réznig sie co najwyzej wspdtczynnikami liczbo-
wymi, np.: jednomiany —3x*y i 8x*y sg podobne, natomiast jednomiany 3xy? i 5x?y?
nie sg podobne (dlaczego?). Jednomiany podobne nazywa sie tez wyrazami podob-
nymi. Jednomiany podobne mozna redukowac, zastepujac ich sume jednym jedno-
mianem podobnym do nich, np.:
—3x%y + 8x*y = (-3 + 8)x*y = 5x% 6x2+(—6x2)=0-x2=0

W ostatnim przyktadzie otrzymaliémy jednomian zerowy. Przyjmujemy, ze jedno-
mian zerowy jest podobny do kazdego jednomianu.

Wyrazenia algebraiczne
Pojedyncze litery i liczby, a takze liczby i litery potgczone znakami dziatan (wraz z na-
wiasami wyznaczajgcymi kolejnos¢ dziatan) tworzg wyrazenia algebraiczne. Wspo-
mnianymi dziataniami mogga byé: dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie,
potegowanie i pierwiastkowanie. Wyrazeniami algebraicznymi sg na przykfad:
X —~/3x

x+1
Niektdrym wyrazeniom algebraicznym mozemy nadawaé nazwy: suma, réznica, ilo-
czyn, iloraz, potega, pierwiastek. Nazwe wyrazenia okresla dziatanie, ktére nalezy
wykonac jako ostatnie, zgodnie z regutg kolejnosci wykonywania dziatan, np.:

25 y -12,3x (3x—y)6x a+3x3

2x% + 3y to suma podwojonego kwadratu liczby x i potrojonej liczby y
(a—\/f)(b+20) to iloczyn réznicy liczb a oraz V2 i sumy liczb b oraz 2a

Va? +b? to pierwiastek kwadratowy z sumy kwadratdéw liczb a oraz b
3 (a+b)2 to pierwiastek szescienny z kwadratu sumy liczb a oraz b

Jesli mamy pomnozyé sume algebraiczng przez jednomian, to stosujgc prawo
rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania (str. 20), mozemy przeksztatci¢ je
w sume, np.

2x(a—2b+5)=2x-a—2x-2b+2x-5=2xa—4xb + 10x
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Mozemy réwniez pomnozy¢ jedng sume algebraiczng przez inng sume algebraiczna.
Przypomnijmy, jak nalezy wykonac dziatanie (a + b)(c + d). W tym celu obliczymy
pole prostokata o bokach dtugosci (a + b) i (c + d) na dwa sposoby:

a_ b a b
(o C
| la+b)-(c+d) | | a-(c+d)l | b-(c+d) |
d d
P=(a+b):-(c+d) P=a-(c+d)+b-(c+d)

(a+b)-(c+d)=a-(c+d)+b-(c+d)

Nastepnie stosujemy prawo rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania:
(a+b)-(c+d)=a-c+a-d+b-c+b-d

Aby pomnozy¢ dwie sumy algebraiczne, nalezy pomnozy¢ kazdy sktadnik pierw-
szej sumy przez kazdy sktadnik drugiej sumy i dodaé otrzymane iloczyny.

Przyktad 1.
Wykonajmy mnozenie:
a) (x—2)(3x+1) b) (4x +y? + 5)(x — 3y)

Ada) (x—2)3x+1)=x-3x+x-1+(-2)-3x+(-2) - 1=3x+x—6x—2=3x*—5x—2

Adb) (4x+y*+5)(x—3y)=4ax-(x-3y)+y*-(x—3y)+5-(x-3y) =
=4x-x—A4x-3y+y?-x—y*-3y+5-x—-5-3y=4x>—12xy + y’x—3y> + 5x — 15y

Przyktad 2.
Sprowadzimy wyrazenie (2a + b)(2a — 3) — 2a(b — 1) do najprostszej postaci i obli-

. i s 1. 1
czymy jego wartosé, jesli G:Z i b:_g'

Wykonujemy mnozenie i przeprowadzamy redukcje wyrazow podobnych:
(2a+b)(2a-3)—2a(b—1) =4a®—6a +2ab—3b—2ab + 2a = 4a*>—4a —3b
Obliczamy wartos¢ wyrazenia:

2
4 4 3) 4 4

Niektdre sumy algebraiczne mozna zamieni¢ na iloczyn wyrazen poprzez wytaczenie
wspodlnego czynnika poza nawias. Wykorzystujemy woéwczas prawo rozdzielnosci
mnozenia wzgledem dodawania:

a-b+a-c=a-(b+c)
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Zgodnie z powyzszym wzorem otrzymujemy na przyktad:
6x+2y=2-3x+2-y=2-(3x+y)=2(3x+y)
Sy +10y>—15y3=5y-1+5y -2y —5y - 3y>=5y - (1 + 2y —3y?) = 5y(1 + 2y — 3)?)

Czasami przydatnym przeksztatceniem jest wytgczenie liczby (—1) przed nawias, np.:
x—1=(-1)-x+(-1)-1=(-1)(x+1)
X —5x+6=(-1) - x*+(-1) - 5x— (-1) - 6 = (-1)(x* + 5x — 6)

Zwykle po wytaczeniu liczby (—1) przed nawias stosujemy zapis uproszczony, np.:
zamiast (—1)(x + 1) zapisujemy —(x + 1)
zamiast (—1)(x? + 5x — 6) zapisujemy —(x* + 5x — 6)

Umiejetnos¢ wytgczania wspolnego czynnika poza nawias jest przydatna do rozkta-
dania wyrazen algebraicznych na czynniki.

Roztozy¢ wyrazenie algebraiczne na czynniki oznacza przeksztatci¢ sume algebra-
iczng w iloczyn co najmniej dwdch takich wyrazen, ze kazde z nich zawiera co
najmniej jedng litere.

Przyktad 3.

Roztézmy na czynniki wyrazenie algebraiczne:
a) 4x3 — 2x* b) x(b +3) + y(b + 3) c)b(2x+y)—2x—y

Ad a) Jednomian 4x3 zapisujemy w postaci iloczynu 2x? - 2x i wytgczamy 2x? przed

nawias:
4x3 — 22 =22 2x — 2% = 2x*(2x — 1)

Ad b) Wytaczymy poza nawias wspdlny czynnik (b + 3):
x(b+3)+y(b+3)=(b+3)(x+y)

Ad c) Wytgczymy poza nawias liczbe (71) Z wyrazenia —2x — y:
b(2x+y)—2x—y=b(2x +y)—1(2x +y)

Otrzymalismy réznice dwdch wyrazen, w ktérych wystepuje taki sam czynnik

(2x +y). Zatem b(2x +y) - 2x—y = (2x + y)(b - 1).

SprawdZ, czy rozumiesz

1. Zapisz w postaci wyrazen algebraicznych:
a) iloczyn liczby a przez sume liczb b i c;
b) iloraz podwojonej liczby a przez pierwiastek kwadratowy z liczby b;
c) sume kwadratéw dwdch kolejnych liczb parzystych;
d) dodatnig réznice kwadratow dwadch kolejnych liczb naturalnych niepa-
rzystych;
e) kwadrat sumy potrojonej liczby x i trzeciej czesci liczby y;
f) szescian réznicy liczby x i kwadratu liczby a.
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10.

11.

12.

Wykonaj mnozenie:

a)(3—a)(5+b) b) (2a + 3b)(a + 4b)

c) 3(5a0 —4)(2—7a) d) (-3b+2)(~-b - 4)

Wykonaj mnozenie i zapisz w postaci jednomianu:

o) 230 o) 2. (o)l (x| ()|

Wykonaj dziatania, a nastepnie przeprowadz redukcje jednomianéw podob-
nych:

a) (2x—5)(x +x?) — 2x* b) 6x + (1 — 3x)(7x — 9) — 2x

c) 11x* — (2x — 7)(3x% — 4x) d) 28x° — (4x2 — 9)(6 + 7)) + 20x2

Doprowad?z wyrazenia do najprostszej postaci. Nastepnie oblicz ich wartos¢
dla podanych obok liczb.

a)[2—(-a)]3a-a?) - (a—1)(-a?); a=0,5

b) 4b? — (-3b%+2b)(b—4) + 8b(b - 1); b=-2
c)(2a-1)2a+1+0a?)-a*(2a+1); a=2,5

d) (1—x) (@ +x+2)—x(x-2)(2—x); x=3

Rozwigz réwnania:

a) (x+7)(2x—6)=2(x*+ 4) b) (3 — 5x)(1 — x) =5x(x + 7)
A)(4—x)(1-x-2)-2x%(x—3,5)=0  d) 2x*—2x(x—1)(x + 1) =4(x +5)

Rozwigz nieréwnosci:

a)(1-2x)(x—1) < 2x(2 - x) b) x> —(2x—1)(2x+3) > x-7

c) 3+x)(3+x)—x*>2(3x+1) d) 1—(-2x+1)(-x—3) < (1 - 2x)x
Wytacz liczbe (—1) przed nawias:

a)—4 -2y b) —2x + 3y c) 43x—2y d) x\/E+2y—1
Wytgcz wspdlny czynnik przed nawias:

a) 2x3 — 4x? b) 6xy + 3y? c) xy — (2xy)? d) 24x3y + 12x3
Wytgcz dang obok wyrazenia liczbe przed nawias:

a)3x—6y% 6 b)%x3+y2; % c)—2x+§; _?1 d) xv2 =2y +24/8; 2

Wytgcz wspdlny czynnik przed nawias:

a)(a+3)x+(a+3)y b) (2b—c)x — (2b — c)y?
c)3(5-y)+xA(y—5) d) x(y +1)—x(y + 1)
Rozwigz réwnania:

a)(2x+6)(x-5)=0 b) x(x + 1) + x(x +9) =0
c) 2x(x +1) —x(x +6) =0 d) 3x(x—7) - (x—-7)=0

e)(2x+3)(x+1)-(x+1)(x-1)=0 f) (x=5)(x+2)+(x+2)(x+2)=0
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Zapiszemy wyrazenie (a + b)2 w postaci sumy. Mamy:
(a+b)>=(a+b)-(a+b)=0a*+ab+ba+b>=a?+2ab + b
Otrzymalismy wzér na kwadrat sumy:
(a+b)?=0a?+2ab + b?

Dla liczb dodatnich a i b wzér ten otrzymamy réwniez wtedy, gdy obliczymy pole
kwadratu o boku majgcym dtugosc (a + b) na dwa sposoby.

a ‘ b a b
a a a? a-b
(a+ b)?
b | bl a-b b2
P=(a+b) P=a?+2ab + b?

(a + b)*=a*+ 2ab + b?

Podobnie mozna otrzymac¢ wzor na kwadrat réznicy:
(a—b)*=(a—b)-(a—b)=a*—ab—ba+b>=a>-2ab+b?

Podamy interpretacje geometryczng tego wzoru: obliczymy pole kwadratu o boku

majgcym dtugosé a (a >Q0oraza>b> O) na dwa sposoby.

a_ a-b b
a-b| (a-b)?
a a? a-b
b| a-b-b? |
P=a? P=(a-b)*+ab+ (ab- b?)

a®=(a—b)?+2ab—b?
a’>-2ab + b*= (a - b)?

Mnozac réznice liczb a i b przez sume liczb a i b, otrzymamy wzdr na réznice kwa-
dratow:
(a—b)a+b)=a’>+ab—ab—b*>=a*>—b?
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Oto interpretacja geometryczna tego wzoru: pole prostokata o bokach dtugosci
(a - b) i (a + b), gdzie a > b > 0, jest réwne polu kwadratu o boku dtugosci a po-
mniejszonemu o pole kwadratu o boku dtugosci b.

atb a b
a-b (a—b)-€a+b) o? b2
3 | a
P=(a- b)(a+b) P=a*- b?

(a—b)(a+b)=a*-b?

Twierdzenie 1. Wzory skréconego mnozenia stopnia 2.

Dla dowolnych wyrazen a, b prawdziwe sg wzory:

(a+b)>=a*+2ab+b*> kwadrat sumy wyrazeh a i b jest réwny sumie kwadra-
téw tych wyrazen, zwiekszonej o podwojony iloczyn tych
wyrazen;

(a—b)?=0a>—2ab + b*> kwadrat réznicy wyrazen a i b jest réwny sumie kwadra-
téw tych wyrazen, zmniejszonej o podwojony iloczyn
tych wyrazen;

a®>—b?>=(a—b)(a+b) roznica kwadratéw wyrazeri a i b jest réwna iloczynowi
réznicy tych wyrazen przez sume tych wyrazen.

Przyktad 1.

a) 3012=(300+1)=3002+2-300-1+12=90 000 + 600 + 1 = 90 601
492=(50—1)2=502—2-50-1+12=2500—1oo+1=2401
352252 = (35— 25)(35 + 25) = 10 - 60 = 600

b) ( ) —( ) 2431417 =3+23+1=4+23
( ) =(v5 ) ~2.45. f+(f) -5-2J10+2=7-2/10
(V7-242)-(V7 +242)= (ﬁ) —(z\/i)2=7—4-2=7—8=—1

Przyktad 2.

Wykonamy mnozenie:
a) (2x+y)=(2x2+2-(2%) -y +y*=4x>+ 4xy + y?
) (=522 =(x2)>—2- () - (52) + (52)% = x* - 10x°z + 252°
) (35 +4x)(3x* — 4x) = (3% — 4x)(3x* + 4x) = (3x%)> — (4x)? = 9x* — 16x°

Wzory skréconego mnozenia sg bardzo przydatne w rozktadaniu wyrazen algebra-
icznych na czynniki.



Wzory skréconego mnozenia stopnia 2. 87

Przyktad 3.

Roztozymy dane wyrazenia na czynniki:
a)x’+2x+1 b) 25— 10y + y? c) 100x% — 49

Ad a) Wyrazenie jest sumg kwadratéw x?, 12 oraz podwojonego iloczynu liczb x i 1,
mozemy wiec skorzystac ze wzoru skréconego mnozenia na kwadrat sumy:
XA+2X+1=x3+2-x-1+12=(x+1)?
Ad b) Wykorzystamy wzér skroconego mnozenia na kwadrat réznicy:
2510y +y*=52-2-5-y+y?>=(5—y)>

Ad c) Wyrazenie jest réznicg kwadratow; korzystamy ze wzoru skréconego mnoze-
nia na réznice kwadratéw:
100x% — 49 = (10x)? — 72 = (10x — 7)(10x + 7)

Przyktad 4.
Roztozymy dane wyrazenia na czynniki:
a) 16x* - 81 b) (7 +x)? - 25 c) 16 — (x> —6x+9)

Ad a) 16x* — 81 =(4x?)* — 92 = (4x* — 9)(4x* + 9) = [(2x)* —3?] - (4x* + 9) =
=(2x—3)(2x +3)(4x* +9)

Wykorzystaliémy dwukrotnie wzér skréconego mnozenia na réznice kwadratow.

Sumy kwadratéw (4x2 + 9) nie mozna roztozyé na czynniki.

Adb) (7+x)2-25=(7 +x2-52=(7 +x-5)(7 +x+5)= (2 +x)(12 + x)
Zastosowalismy wzdr na réznice kwadratow.

Gdybysmy wykorzystali wzér skroconego mnozenia na kwadrat sumy (7 + x)z, to
otrzymaliby$my sume algebraiczng 24 + 14x + x%. Nie bytoby tatwo zastgpic tej
sumy iloczynem.

Adc) 16 - (2 —6x+9) =42~ (x -3 =[4—(x=3)][4+ (x=3)] = (7 —x)(1 +x)
PostuzyliSmy sie wzorem na kwadrat rdznicy i wzorem na réznice kwadratéw.

Wzory skréconego mnozenia stosuje sie tez do usuwania niewymiernosci z mianow-
nika utamka.

Przyktad s.
Usuniemy niewymiernos¢ z mianownika utamka , @ nastepnie oszacujemy
jego wartosé. \/5_1

Zauwaz, ze jesli pomnozymy mianownik x/§—1 przez sume x/§+1, to otrzymamy
w mianowniku liczbe wymierna:

(V2-1)(v2+1)=2-1=1
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Dlatego mnozymy licznik i mianownik utamka przez \/54—1, czyli rozszerzamy ufa-
mek.

G [
tatwiej jest oszacowaé wartos$¢ liczby zapisanej w postaci 3(1+\/E) niz w postaci
3
J2-1

3 1+\/£)z7,23

3 3(\/£+1) —3\/£+3=3(1+\/E)

. Jesli przyjmiemy \/E ~1,41, wéwczas \/E +1~2,41, zatem

Przyktad 6.
2

2
35 3445
Usuwamy niewymierno$¢ z mianownikdw utamkoéw:
5 5 2(3++5) 2(3-+5)
305 305 (3-+5)(345) (3445)(3-45)
:6+2\/§+6—2\/§=E=3

4 4 4
Dana liczba jest rowna 3; jest to liczba naturalna.

Wykazemy, ze liczba jest naturalna.

W niektérych przypadkach mozna usungc niewymierno$¢ z mianownika, nie postu-
gujgc sie wzorami skréconego mnozenia.

Przyktad 7.

. . . fr . 12
Usuniemy niewymiernos$é z mianownika utamka —.

\/15
Rozszerzamy dany utamek, mnozac licznik i mianownik przez +/15. Otrzymujemy:

12 12415 12J15 4415
Jis V15415 15 5

Przyktad 8.
Chcemy podnies¢ do kwadratu liczbe 95. Postepujemy tak:

Zastaniamy liczbe 5, ktora jest w rzedzie jednosci Widzimy: 9

Liczbe, ktérg widzimy, mnozymy przez liczbe o 1 wieksza Otrzymujemy: 9-10=90

Do otrzymanego wyniku dopisujemy z prawej strony 25 Otrzymujemy: 9025




Wzory skréconego mnozenia stopnia 2. 89

Podobnie otrzymamy:
152 =225 (1-2=2)
75% = 5625 (7-8=56)
2052=42025  (20-21=420)
Zastandwmy sie, z czego wynika taki sposdb podnoszenia do kwadratu. Otéz kazda
liczbe naturalng, ktéra w rzedzie jednosci ma 5, mozna zapisaé¢ w postaci
10r+5 np. 205=10- 20+ 5, w tym przypadku r = 20.
Zatem
(10r +5)2=(10r)> +2 - 10r - 5 + 52 = 100r + 100r + 25 =
=100r(r+1) + 25
tatwo jest zauwazyc, ze zaprezentowana procedura podnoszenia do kwadratu prze-
biega zgodnie ze wzorem: r(r + 1) - 100 + 25.

Przyktad 4a.
Wiedzac, ze x + y =5 i x? + y?> = 15, obliczymy:
a) xy b) (x—y)?

Ad a) lloczyn xy wystepuje we wzorze na kwadrat sumy wyrazen x i y:
(x+yP=x>+y>+2xy, zatem

52=15+2xy
25=15+ 2xy, skad
Xy =5

Ad b) Wartos¢ wyrazenia mozemy obliczy¢ na dwa sposoby. Zauwazamy, ze
(x—y)2=x2+y*— 2xy, skad
(x—y)=15-2-5=15-10=5
Mozemy tez wykorzystaé zaleznosc
(x—yP=(x+y)P-axy
W tym przypadku mamy
(x—y)=52-4.5=25-20=5

Otrzymalismy, ze xy =5 oraz (x— y)2 =5,

SprawdZz, czy rozumiesz

1. Oblicz, korzystajgc z odpowiednich wzoréw skréconego mnozenia:
a) 1032 b) 512 c) 482 d) 992

2. Oblicz, korzystajgc z odpowiedniego wzoru skréconego mnozenia:
a)21-19 b) 102 - 98 c)37-43 d) 301 - 299

3. Wykonaj dziatanie:

a) (2+\/§)2 b) (5+J§)2 <) (2J§+1)2 d) (3J§+3)2
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10.

11.
12.
13.

14.

Wykonaj dziatanie: ,
a) (9+b)? b) (a +13)? c) (x + 14)? d) (V3 +x)

e) (1+22) f) (3y+8)? g) (4x+\/§)2 h) (2ﬁa+7/o)2
Wykonaj dziatanie:

a) (\/5—2)2 b) (4\/5—7)2 0) (11—5\5)2 d) (2\5—2\/6)2

Wykonaj dziatanie: ,
a) (a—3)? b) (7 — b)? ¢) (x—12)2 d) (212 -x)

e) (2z—3y)? f) (5y—\/§)2 g) (4x —m)? h) (\/gx—\/gy)z

Wykonaj dziatanie:

a) (1-42)(1++2) b) (2++3)(2-+3)

o) (V5-3)(v/5+3) d) (26 -343)(216+343)

e) (4+2v8)(2v8-4) f (V5+5v10)(5v10-5)

Usun niewymiernos¢ z mianownika utamka:

a) 2 b) 2 c i
J3-1 V2+1 3-5

) J3-1 " J5+3 9 4-27
J3+1 J5-3 J7+5

Przedstaw odwrotnos¢ danej liczby w postaci a + b\/z, gdzie a, b, ¢ sg liczbami
wymiernymi.

a)\/5-2 b) 242 -3 c)4+24/3

Doprowadz wyrazenia do najprostszej postaci:

a) (x—1)(x+1)*+1) b) 5y* — (2y? + 8)(2y* - 8)
c)(b+3)*—(b-3) d) (20 +7)? - (2a - 7)(2a + 7)

e) (6 —m)?+(2m +3)2 - 5m? f) 2(3n+5)2—5(2n—4)?+30
Wiadomo, ze xy = 20 oraz x* + y*> = 41. Oblicz (x+y)* oraz (x —y)
Wiadomo, ze (x +y)> =285 oraz (x —y)?=41. Oblicz x>+ y? oraz xy.
Roztéz wyrazenie na czynniki, korzystajgc z odpowiedniego wzoru skréconego
mnozenia.

a)x>—121 b) 4x* — 49 c)x>*—6x+9 d) 16 + 8x + x?
e)4x2—4x+1 f) (2x+1)>—x* g)4x*>—(x+5?2 h)x*-16
Rozwigz réwnania, korzystajgc ze wzordéw skréconego mnozenia:
a)x*—2x+1=0 b) x*+10x+25=0

c)x*—3=0 d) 0,36 —0,09x2=0
e)Ix’+12x=-4 f) 81x*> +1=18x
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Potega o wyktadniku catkowitym ujemnym

Definicja 1.
Potega o wyktadniku catkowitym ujemnym (-n), n € N, i podstawie a réznej od

L . . 1
zera nazywamy odwrotnos¢ potegi a”, czyli liczbg —.
a

Zapis symboliczny:

a_"=in, gdzie ae R—{0},neN,
a

Zgodnie z definicjg obliczamy:

-2
1 1 2 1 1 9 _1
(-2)3= =_= (_j = ——_Z_9)=
4 4
9

(-2 8

1 (1Y
Zauwazmy, ze — =(—j ,gdziea=0 i n € N,. Dlatego tez definicje potegi o wyktad-
a a
niku catkowitym ujemnym mozemy zapisac réwniez tak:
o (1Y . :
a"=|—|, gdzie a#0 i neN,
a

Na podstawie tak sformutowanej definicji potege o wyktadniku catkowitym ujem-
nym oblicza sie fatwiej:

e (e

Twierdzenie 1. Wtasnosci poteg o wyktadnikach catkowitych
Jesli ki I sg dowolnymi liczbami catkowitymi, a i b s3 dowolnymi liczbami rzeczy-
wistymi réznymi od zera, to:

1) o -a=al*k 2) o' :ak=al* 3) (0" =a*"’
k k
4) gk -bk=(a-b) 5) L - gj
) (a-b) ) (b

Wtasnosci dziatan na potegach o wyktadnikach catkowitych wynikajg bezposrednio
z whasnosci dziatan na potegach o wyktadnikach naturalnych oraz z definicji potegi
o wyktadniku catkowitym ujemnym.
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Na przyktad, wykazemy, ze dla dowolnej liczby catkowitej k prawdziwa jest rownos¢
a*- b*=(a - b)*. Jesli k € N, to rownos¢ jest oczywista na podstawie twierdzenia 1
punkt 4, str. 74. Pozostaje pokaza¢, ze dana réwnosc¢ jest prawdziwa, jesli k € Z..
Niech k =—n, gdzie n € N,; wdéwczas mamy:

== = (ab) " =(a-b)'

¢ a b a”-b i (ab) i
def.

1 ztw. 1str. 74 zdef 1

ak-bk=a-p"

Podobnie mozna udowodnic¢ wtasnosc¢ 5).

Wykazanie pozostatych trzech witasnosci wymaga za kazdym razem rozpatrzenia
kilku przypadkéw. Na przyktad prawdziwos$¢ wzoru (a¥) = a¥, gdzie k, | € Z, uza-
sadniamy w czterech krokach: a) liczby k, / sg naturalne, b)k e Z,/ e N, c) k € N,
| € Z, d) obie liczby k, | s catkowite ujemne. Przypadek a) wynika bezposrednio
z twierdzenia 1 punkt 3), str. 74. Rozpatrujemy przypadki b), c) i d). Niech n, m € N.
oraz

a n\" anm -
(@) e,
zdef. 1 ztw. 1str. 74 zdef 1
/ -m 1 1 _(n- _ .
c) k=nil=-m,to (ak) =(a” =— _g(mm) _ gntem) _ gkl

d) k=-nil=-m,to (ak)l =(a’” )_m T(i]_m =(a” )m =g"" =g =gt

zdef. 1 zdef.1 ztw.1lstr74

Przyktad 1.

. s 3 (Yt
Obliczymy wartos¢ wyrazenia: || 27— — | +| —

-3 0T 3#] ]

iy S . 1
Wartosc wyrazenia jest rowna —.
144
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Przyktad 2.

Wykonamy mnozenie: (x 2 + 3x1)(x 1+ x — 2).

Najpierw pomnozymy kazdy wyraz pierwszej sumy algebraicznej przez kazdy wyraz
drugiej sumy algebraicznej. Nastepnie wykonamy dziatania na potegach i przepro-

41
wadzimy redukcje wyrazéw podobnych. Wyrazenie ma sens, jesli x # 0, bo x ™ ==

X

1
i x 2 =— . Otrzymujemy:
X

(243 ) (x4 x—2) =0 x T x 2 x+x 2 (<2) +3x x4 3xt x4 30t (-2) =
=X x =207+ 32430 —6x =x3+x2-5x1+3

Wyrazenie mozna zapisa¢ w postaci x> +x2—5x1 + 3, jeslix = 0.

Notacja wyktadnicza

Umiejetnos¢ postugiwania sie potegami o wyktadnikach catkowitych umozliwia
zapisywanie liczb w tzw. notacji wyktadniczej (notacji naukowej). Kazdg liczbe
x>0 (x < 0) mozna zapisa¢ w postaci x=a - 10" (x=—a - 10"), gdzie a € (1, 10),n € Z.
Taki rodzaj notacji stosuje sie czesto w kalkulatorach i w komputerach. Na przyktad
zapis na wyswietlaczu

ULz =2 oznacza liczbe 7,1258 - 10?7

natomiast zapis

—2.31596 E+15

oznacza liczbe —2,31596 - 10%,
Majac dwie liczby zapisane w postaci wyktadniczej, mozemy tatwo stwierdzi¢, ile
razy jedna liczba jest wieksza od drugiej.

Przyktad 3.

Poréwnamy, ile razy masa najwiekszego ssaka jest wieksza od masy najmniejszego.
Ptetwal btekitny jest ssakiem o najwiekszej masie, ktéra moze dochodzi¢ nawet do
190 ton. Wsrdd ssakdw najmniejszg mase (tylko 2 gramy) ma ryjéwka etruska.

190 ton =190 000 kg = 1,9 - 10° kg 2g=0,002kg=2-103kg

1,9-10°
; o5 =095 1052)=0,95-108=9,5 - 10’

Ptetwal btekitny moze by¢ nawet 95 miliondw razy ciezszy od ryjéwki etruskiej.

SprawdZ, czy rozumiesz
1. Oblicz:

B 1 =3 _5_2 l =il
a)3 b) [7] c) 2 d) (39)
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-6
e) 0,257 f) (-0,1)* g) (—1 1) h) V2

Oblicz:
a)(0,25)3+2-(-0,5?% b)3-(1,125)2+92 c)-5-(-1,5)3%+14-33

oG o

Oblicz, stosujac prawa dziatan na potegach:

a)27 .25 0,39.0,3° (\/5)‘7 : (\/2_3 )5

b) 5720 : 5—18 (%/5)—11 : (%/5)—5 (12)27 : (_112_2 )13
5 s 5 (o2)° 2)° (.,3)°

c)(0,25)°- 2 (0,7)"- (25) (_EJ : (3§j

d)(-3)7:67 (0,8)°: (~0,4) 3 2 72)_4 (3o )_4

Oblicz:

a)[8°:(1,6)°]:5° b)[(2,7)2:(0,9)3]>:37

c) (0,125)*-8*—(0,25) 6. 212 d) (21 +31+67)?

e) (0,52+0,22)2 £)[(0,25- 7)1 + (5% + 2711

Zamien jednostki i zastosuj notacje wykfadniczg, wedtug nastepujacego
wzoru: 15m=1,5-10'm=1,5-10-103 km=1,5- 102 km
a)10cm=1-... km 5mm=5-...m 13 mm=1,3-.... km
b)7g8=7" ... kg 0,025kg=2,5-...t  15dag=15-.... t
c)3,4cm?=3,4-..km* 25mm?=25-..m> 670m?=6,7-..... ha
d1mm3=1...dm3 45cm3= 4,5-.. m? 850 mm3=8,5- ....dm3

Dorosty ston afrykanski wazy 6 ton, zas chomik syryjski wazy 120 g. Wyraz
wage stonia i chomika w kilogramach (w notacji wyktadniczej), a nastepnie
podaj, ile razy ston afrykanski jest ciezszy od chomika syryjskiego.

Najmniejsza jaszczurka to gekon z Wysp Dziewiczych, ktéry osigga dtugosc
35 mm. Wyraz dfugosé tego gekona w metrach (w notacji wyktadniczej). lle
razy anakonda zielona (najdtuzszy waz swiata, ktérego dtugos¢ dochodzi do
10,5 m) jest dtuzsza od tego gekona?

Wykonaj dziatania. Podaj konieczne zatozenie.

a)x?-(2x1+x%) b) (x 2 —x1)(2x + x?)

o3 +y2+y Ny —v?) d) (x 1+ x)(x = x)(x 2+ x?)
e) (Y2 +y?) f) By —y)(By* +y)?
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Potega o wyktadniku wymiernym

Na poczatku tego tematu zajmiemy sie szczegdlnym przypadkiem potegi o wyktad-
1

niku wymiernym, czyli potegg o wyktadniku —, gdzie n jest liczbg naturalng wieksza
n

od 1.

Definicja 1.
1

Potega o wyktadniku =, gdzie n € N — {0, 1} i nieujemnej podstawie a (a > 0),
n

nazywamy pierwiastek arytmetyczny stopnia n z liczby a.

Zapis symboliczny:
1
Jeslia >0, to a”=¥/5.
Mamy:
1 2
1 1 1 1 1 1
P ]2=2, bo Zzo0ilz]==
9 9 3 3 3 9
1
1442 =144 =12, bo 12>0i 12?=144
1
- 3
1) 1 1 1 1 1
— | =3}—==, bo =20i|=| =—
27 27 3 3 3 27
1253 =3/125=5, bo 5>0i 5*=125

2564 =%256 =4, bo 4>0i 4*=256
1
5

05 =%0=0, bo 0>0i05=0

Przyktad 1.

Obliczymy wartos¢ wyrazen:

a) [164—3-22][164+ 3-22J b) {2—32]2—[2+3 ]

Ad a) Wykonujac obliczenia, zamienimy potegi na pierwiastki i wykorzystamy wzér
skréconego mnozenia (a — b)(a + b) = a® - b*:

(16i—3-2;][16‘1‘+3-22}=(‘\'/E—3x/§)(%+3\/§)=
=(2—3\/§)(2+3\/5):22—(3\/5)2=4—18=—14

Wartos¢ wyrazenia wynosi —14.

N =
N |-
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Ad b) Zamieniamy potegi na pierwiastki. Nastepnie korzystamy ze wzoru skréco-
nego mnozenia (a — b)> = a> — 2ab + b?, a potem ze wzoru (a — b)(a + b) = a® — b2
Mamy:

e

=(m)2— 2\2-3 2443 +(\/2+\/§)2 =

—2-3-22-3 2+ 3+2+/3=4-2. \/ 2+f)
=4-2J4-3=4-2J1=4-2=2

Wartos¢ wyrazenia wynosi 2.

2

(mif e B | -

N |-

Omowilismy juz szczegdtowe przypadki poteg o wyktadniku wymiernym — potege
o wyktadniku catkowitym oraz potege, ktérej wyktadnik jest odwrotnoscig liczby
naturalnej dodatniej. Teraz podamy okreslenie potegi o dowolnym wyktadniku

wymiernym.
Definicja 2.
Potege o wyktadniku wymiernym okreslamy nastepujgco:
a) 07:({’/5)'”, gdziea>0,ne N—{0,1},meN,
_ 1 _
b) a "=—, gd2|ea>0,neN—{O,1},meN+
an

Powstaje naturalne pytanie, czy powyzsza definicja potegi o wyktadniku wymier-

nym jest poprawna. Wiadomo przeciez, ze kazdg liczbe wymierng mozna zapisac za
4 8 12 32 .

pomocg nieskonczenie wielu utamkéw, np.: ... Czy zatem potegi

i s b 5 10 15 40

2°,210,215 240 maja te samg wartos$¢? Okazuje sie, ze tak. Mozna udowodnic, ze

wartos¢ potegi o dodatniej podstawie i wyktadniku wymiernym nie zalezy od tego,

jakim utamkiem przedstawimy te liczbe wymierna.

UWAGA: Jesli wyktadnik potegi jest liczbg catkowitg, to zapisujemy jg w postaci cat-

I . . . 1
kowitej, a nie w postaci utamka, czyli np.: 5 zamiast >
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Przyktad 2.
Obliczymy potegi o wyktadniku wymiernym:

16?‘:(%)3:23:8

2\/§§ 2\/_ : 2\/_
(ﬁ} 3[ \] 3f \/: 3

Potegi o wyktadnikach wymiernych majg wtasnosci analogiczne do poteg o wykfad-
nikach catkowitych.

Twierdzenie 1. Wtasnosci poteg o wyktadnikach wymiernych
Dla dowolnych liczb wymiernych x, y oraz dla dowolnych liczb rzeczywistych do-
datnich a, b prawdziwe sg réwnosci:

1) o a’=a*"
) a:a’=a"""
3) ()Y =0

) o -b*=(a-b)

» 543
b* \b

Przyktad 3.

Zgodnie z twierdzeniem 1. obliczamy:

301 3.1

52.52 =52 2 —52_)5

101 1.1 3.1 1
82:86=82 6 =8 6 —83=3g=2

a7
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3y 2@
16¢ | =162 =162=, | L =1
16 4

325 |3
Przyktad 4
4
33Y3.93.277%°
Zapiszemy wyrazenie — 3 2 _ W postaci potegi o podstawie 3 i wyktadniku
4 5
wymiernym. 81 *- 243
4 1 4 15 18 1
3 - .33.(32)3.(33) 3 23 -4, 51
3339727 33 () (3°) 33333 32
_3 2 _3 2 33.3? 37!
81 42435 (3°) - (3°)
1
Wartos$¢ wyrazenia jest rowna 32.
SprawdZz, czy rozumiesz
1. Oblicz:
1 i 1 1 V7 1
a) 492 83 0,0016% — 0,00001°
128
4 3
b) 643 814 24302 3208 0,25%°
-l =2 3
c) 42 0,125 3 0,36 2 6257075 0,165
1
3

1 1
2. Oblicz wartos¢ potegi wedtug wzoru: 64° :[642] =83 =2. Mozesz skorzy-

stac z funkcji pierwiastka kwadratowego na kalkulatorze.
1 1 1 -1

a) 814 b) 1256 c) 102410 d) 0,0256 &
1 1 1 1
e) 0,24014 f) 65618 g) 40966 h) (6,5536~104)8

1 3 711 _3
i) 0,0016 4 i) (ﬁ) : K) (111) 2 ) (112—5j °
625 9 64



Potega o wyktadniku wymiernym

Oblicz, korzystajac z wiasnosci poteg o wyktadnikach wymiernych:

2 2 1 1 2 B
a) 53-0,23 b) 45 -85 c) 34.27¢ d) 1,215 0,315
1 =5 =S 2 2
e) 722:82 f) 3925: 48025 g) 62 :242 h) 2003: 0,23
305 11 1)? 1)
i) 2,54 2,54 j) 813 .816 k) [276J 1) (495J
Oblicz:
i 1
3

1 3
a) [32 L3705, 34]

1 1\72
d)0,51.497.0,2503 e) (43 -0,5 3}

2 2 L 8 2
b) [7—0,7: 75. 7—0,9J C) §3.25 2. 0'23

Zapisz liczbe w postaci jednej potegi:

a)343 b) V242 c) 4¥a-3a
d) \/6-336 e) 5325:/5 f) 47.7:47

Zapisz liczbe w postaci jednej potegi:

1 1 E _1
a) 7-102 +102 -3 b) 43 +12-4 3 C) 245_ 19 .05
S 2 11
d) 32-18+3% e) 63 +252 -363 f) 45.5°% 40,5 .45°

Wiedzac, ze przyblizenie liczby niewymiernej 102> jest réwne 0,562386, wy-
znacz z doktadnoscig do trzech miejsc po przecinku przyblizenia liczb:

5 1
a) 10%7° b) 10 4 c) 10%% d) 104

Oblicz wartos¢ wyrazenia:

1 1 PO
a) (72 +2J[72 —ZJ b) [52 +3J

=i =i 1 1Y 11y
d) [94 —31}(94 +31j e) {254 — 44] f) [82 +122]

aq
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Potega o wyktadniku rzeczywistym

Znasz juz potegi o dodatniej podstawie i wyktadniku wymiernym.

Pojecie potegi o wyktadniku niewymiernym omdéwimy na przyktadzie potegi 5™.
Liczba = jest liczbg niewymierng, wiec jej rozwiniecie dziesietne jest nieskoriczone
i nieokresowe:

7 =3,141592653589793238462643383...
Rozpatrzmy kolejne przyblizenia z niedomiarem liczby 7, z doktadnoscia do jednosci,
jednej dziesiatej, jednej setnej itd. Mamy wiec:

3 3,1 3,14 3,141 3,1415 3,14159 itd.

Obliczymy, korzystajac z kalkulatora, potegi o podstawie 5 i wyktadnikach wymier-
nych, bedacych kolejnymi przyblizeniami liczby .

botega rozwiniecie
dziesietne potegi

53 125

531 146,827367...
53,14 156,590645...
53,141 156,842871...
53,1415 156,969136...
53,14159 156,991874...
53,141592 156,992380...
53,1415926 156,992531...

Analizujac liczby w drugiej kolumnie, tatwo zauwazyé, ze kolejne liczby coraz mniej
sie od siebie rdznia. Te liczby ,,zblizajg sie” do pewnej liczby rzeczywistej. Te wtasnie
liczbe oznaczamy jako 5™.

57 =156, 992545...

Okazuje sie, ze jesli rozpatrzylibysmy dowolny, inny cigg przyblizen liczby w, np.
z nadmiarem:

4 3,2 3,15 3,142 3,1416 itd.,
to wartosci poteg 5%, 532, 5315, 53142 531416 ' te7 zblizatyby sie do tej samej liczby,
okreslonej jako 5™.

Podobnie jak w powyzszym przyktadzie, okresli¢ mozna potege o dowolnej podsta-
wie dodatniej i dowolnym wykfadniku niewymiernym dodatnim.
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Jedli g jest liczbg niewymierng dodatnig, natomiast a liczbg dodatnig, to potege a™
okreslamy nastepujaco:
a’= 1
aq
Potegi o dodatnich podstawach i niewymiernych wyktadnikach majg te same wtas-
nosci, ktére majg potegi o wyktadnikach wymiernych, w tym naturalnych i catkowi-
tych. Prawdziwe jest wiec nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 1. Wtasnosci poteg o wyktadnikach rzeczywistych
Jeslia, b sg liczbami rzeczywistymi dodatnimi i p, r sg liczbami rzeczywistymi, to:
1)a - aP=a"*P
2)a":aP=a"""
3) (o) =a""
4)a"-b'=(a-b)

25-()
b" \b

Przyktad 1.
43V5.g1-2V5 _56V5 53-6V5_ 565 +3-6V5_53 _g

5243 53+£25(2+\/§)_(3+\/§)252“573—\@:5—1:1
5

(%ﬁjﬁ () () =
(2-+3)"(2+43) [(2—\5)(2+\B)T:[4—3]"=1"=1

SprawdZz, czy rozumiesz
1. Oblicz:

J18
J6 _h V2
a) (\/Eﬁj b) (35) ’ c){ 1 ]
2
3
AV 7\/7 \/§
d) (Eﬁ) o) (02°) f (ﬁﬁj
2. Oblicz:
P & a2
a) 2747 . g105-3V7 b) 1657 ; 423750 o) [(3—@) (3+J§) }

3. Korzystajac z podanego przyblizenia wartosci pierwiastka, oblicz (bez uzycia
kalkulatora) przyblizong wartos¢ potegi:

a)16"3, 3~1,75 b) 2432, 2 ~1,4 ¢)0,000175, \/5~2,25
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Okreslenie logarytmu

Wiesz, ze liczbe 4 nalezy podnies¢ do potegi 2, aby otrzymac 16. Natomiast liczbe
1
4 nalezy podnies¢ do potegi > aby otrzymac 2. A do jakiej potegi nalezy podnies¢

liczbe 4, by otrzymac 12? Wida¢, ze to nie bedzie taka ,fadna” liczba, jak w poprzed-
nich dwdch przypadkach. W takiej sytuacji wygodnie jest postuzyc sie logarytmem.

Definicja 1.
Logarytmem liczby dodatniej b przy podstawie a, dodatniej i réznej od jednosci,
nazywamy liczbe c, do ktérej nalezy podnies¢ podstawe a, aby otrzymac liczbe b.

Zapis symboliczny:
log,b=c < a°=b, gdzie >0, a=1i b>0
liczba logarytmowana b > 0
/

IOgab — C‘\ logarytm liczby b przy podstawie a

podstawa logarytmua>0ia=1

Weracajac do pytania z poczatku tematu: aby otrzymacd 12, liczbe 4 nalezy podnies¢
do potegi log,12 (= 1,7924812503... ).

Przyktad 1.

log,8 =3, bo 23=8
log,2=1, bo 21=2
1 1
log, \/E:E, bo 22 :\/E
log,1=0, bo 20=1
2
1 2 - 1
log, ——=——, bo 23=—_
8> 2 3 N
1 1
log, —=-2, bo 27 ==
gz4 4

Wazng role w matematyce i naukach matematyczno-przyrodniczych odgrywa m.in.
logarytm przy podstawie 10, nazywany logarytmem dziesietnym. Logarytm dzie-
sietny liczby b oznaczamy logb.
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Przyktad 2.
log 0,001=-3, bo 102=0,001
log0,1=-1,  bo 107=0,1

log1=0, bo 10°=1

log 2 =0,301029995663... (warto$c¢ obliczona na kalkulatorze)
log10=1, bo 10'=10

log 11 =1,041392685158... (wartosc obliczona na kalkulatorze)
log 100 =2, bo 10%?=100

log 100 000=5, bo 10°=100 000

Bezposrednio z definicji wynikajg nastepujgce wtasnosci logarytmu:

Twierdzenie 1. Podstawowe wtasnosci logarytméw
JedliaeR,—{1},be R, ireR, to:

a)log,a=1

b)log,1=0

c)log,a’=r

d) a"°%® =p.

Dowadd wiasnosci d):
Oznaczmy log,b= c; wéwczas na podstawie definicji logarytmu mozemy zapisac:

at= b, Stad Otrzymujemy alogab -b

Przyktad 3.

87 =7 1,952 =25

A oto kolejne, wazne wtasnosci logarytmow:

Twierdzenie 2. wtasnosci logarytméw
Jeslia,be R, — {1}, ¢, x,y<eR, ireR, to:
a) Ioga(x . y) =logx + log,y

b) log, X_ log, x—log,y
y

c) logx"=r - log,x

log, c
d)log,c= Ba®

log, b

Dowdd:

Pierwsze trzy wzory wynikajg bezposrednio z witasnosci dziatan na potegach:

d
a9 -ge=q9+e a_e:ad*'? (ae)rzar~e
a

Jesli bowiem oznaczymy log x=d i log,y = e, to zgodnie z definicjg logarytmu otrzy-
mujemy x=a orazy = a®.
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Zatem:
a) log,(x-y)=log,(a? a®)=log,a?*¢=d+e=log,x+ log,y
X ad d-e
b) log,—=log,— =log,a" " =d—e=log,x—log,y
y a

c) log,x"=log,(a) =log,a" 4=r-d=r-log,x

Wtasnosc¢ z punktu d) nazywa sie czasem wzorem na zamiane podstaw logarytmu.
Pozwala on zamieni¢ logarytm o dowolnej podstawie np. na iloraz logarytméw
dziesietnych, ktérych wartosci tatwo jest oblicza¢, korzystajac z kalkulatora. Dowdd
wtasnosci d) pomijamy.

Przyktad 4.

Obliczymy wartosci ponizszych wyrazen, korzystajgc z poznanych twierdzen.
a) logy4,5+log,6 = Iog3(4,5 . 6) =log;27 =3  twierdzenie 2a

b) logs100 —log.4 = Iog5(100 : 4) =logs25=2 twierdzenie 2b

c) log,2401=log,7*=4-log,7=4-1=4 twierdzenie 2ci 1a

d) log, 216

=log, 216 =log, 6°=3 logg6=3  twierdzenie 2d, 2ci 1a
log, 6

Przyktad s.
Wiedzac, zelog3=a i log 5= b, wyznaczymy log 45, w zaleznosciod a i b.
Iog45=|og(9 . 5) = log 9+ log 5=log 3%+ log 5 = 2log3+log5=2a+b
tw.2a tw. 2c

Liczba log 45 jest rowna 2a + b.

Przyktad 6.

i ., . i 2+1Iogle
Obliczymy warto$é wyrazenia V10 2 .

1

2+1|og16 2+1Iog16 2 1+1Iog16 1Iog16
V10 2 =10 2 = 10 * = 10-10% =

—10-10"%" = 10.10'°¢2

Wartos¢ wyrazenia jest rowna 20.

Przyktad 7.

Obliczymy wartos$¢ wyrazenia log,4 - log,5 - log:7 - log,9.
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Zastosujemy wzor na zamiane podstaw logarytmu i przedstawimy dane wyrazenie
w zaleznosci od logarytmu przy podstawie 3.

log;5 log;7 log;9

log,4 - log,5 - logs7 - log,9 = log, 4- log,9=2
log,4 log,5 log,7
Wartos$¢ wyrazenia jest rdwna 2.
SprawdZ, czy rozumiesz
1. Oblicz:
a) log,32 b) log 0,01 c) log,1 d) log, 1
216
e) Iog\/g9 f) Iog181 g) |080,zs\/§ h) Iog0,23/§
3
2. Oblicz:
a) log,3% b) logs5%* c) log,5+/0,3 d) Iog\/gxl?:10
e) 4Iog45 f) 37Iog32 g) 25Iogs3 h) 7Iog494
3. Oblicz:
2 1
a) log, §+Iog3 G b) log,10 + log,1,6 c)log 25 +log 4
d) log; x/E—Iog5 2 e)log9—-1log0,9 f) logg7 —logg14
4. Niechlog2=a oraz log3=b.Wyraz za pomoca liczb a i b ponizsze wyrazenia:
a) log 192 b) log\/48 c) log 0,15 d) log 7,5
5. Wyznacz liczbe naturalng n, dla ktérej liczba b nalezy do przedziatu (n, n+ 1),
jesli:
—1 1
a) Iog100b=7 b) logycb =3 c) Iog4b=§
d) log,b =1,5 e) Iogﬁb:—o,ﬂl f) log.b=2

6. Wykaz, ze jesli liczba a jest dodatnia oraz liczba b jest odwrotnoscig liczby a,
to log b jest liczbg przeciwng do liczby log a.

v VY

Wykaz, ze je$li a=3%° oraz b= \3/3\/5, to logsa—log;b=4.
Wykaz, ze jesli a=+/5-1 oraz b=+/5 +1, to Iogﬁa +Iogﬁb =4,

Wykaz, ze dane liczby sg wymierne:
a) log?5 + log?2 + log 4 - log 5 b) log2 3 + loge9 - logs12 + log? 12

c)logZ4 +1og2100 — 8 - logs2 - logs10  d) log,5 - logs6 - loge7 - log,8
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Zastosowanie logarytmoéw

Logarytmy dziesietne znalazty zastosowanie w chemii. Majg one zwigzek z okres-
laniem odczynu roztworu. Odczyn roztworu to cecha roztworu zwigzana ze steze-
niem jonéw wodorowych [H*] i stezeniem jonéw wodorotlenkowych [OH]. Jesli
stezenia jondw sg réwne, [H*] = [OH-], méwimy, ze odczyn roztworu jest obojetny;
jesli [H*] > [OH] méwimy, ze odczyn roztworu jest kwasny (lub ze jest to roztwor
kwasu); jesli [H*] < [OH ], to odczyn roztworu nazywamy zasadowym (lub méwi-
my, ze jest to roztwér zasady). W kazdym roztworze wodnym iloczyn stezen jondw
wodorowych i wodorotlenkowych jest staty i wynosi 1074 mol/dm3. W chemicznie
czystej wodzie (odczyn obojetny) stezenia [H*] i [OH] sa réwne, zatem

[H] =107 mol/dm?® [OH ] =107 mol/dm3
W roztworze kwasu mamy stezenie jondw wodorowych wieksze niz 107 mol/dm?3,
a w roztworze zasady mamy stezenie [H*] mniejsze niz 10~ mol/dm3. Okre$lanie od-
czynu roztworu przez podanie stezenia [H*] (lub [OH"]) nie jest wygodne ze wzgledu
na duzg rozpieto$s¢ omawianych stezen. Chemicy postugujg sie ,,stopniami kwaso-
wosci”, zwanymi pH, okreslonymi wzorem

pH =—log[H’]
Dla chemicznie czystej wody mamy

pH=—-logl07 =7
Zauwaz, ze roztwory o odczynie kwasnym majg pH mniejsze od 7, a roztwory o od-
czynie zasadowym majg pH wieksze od 7. Wartos¢ pH roztworéw wodnych waha sie
w przedziale od 0 do 14.

Przyktad 1.
Stezenie jondw wodorowych w occie wynosi 1,26 - 103 mol/dm3. Obliczymy pH
octu.

pH =—log(1,26 - 10 3) ~ 2,9

Dla octu pH wynosi ok. 2,9.

Podamy jeszcze przyktad zastosowania logarytmow w fizyce (doktadniej — w aku-
styce).

Natezenie dzwieku jest miarg sity dzwieku. Okresla $rednig ilo$¢ energii akustycz-
nej, przeptywajgcej w jednostce czasu przez jednostke powierzchni prostopadta
do kierunku rozchodzenia sie fali dzwiekowej. Jednostky natezenia dzwieku jest
wat na metr kwadratowy (W/m?2). W zakresie styszalno$ci cztowieka dla dZzwieku
o czestotliwo$ci 1000 Hz natezenie dzwieku przyjmuje warto$¢ od 102 W/m? do
10?2 W/m?2. Pierwsza warto$¢ odpowiada progowi styszalnosci, druga — granicy bdlu.
Postugiwanie sie natezeniem dzwieku nie jest wygodne, bowiem stosunek najwiek-
szej wartosci natezenia do najmniejszej wyraza sie bardzo duzg liczba (1014). Dlate-
go w akustyce wprowadzono pojecie poziomu natezenia dzwieku L, ktdry okresla
wzgledng wartos¢ natezenia nastepujgcym wzorem:
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/
L=10log—
IO

gdzie I, = 1071 W/m?, natomiast / to badane natezenie dzwieku.

Przyktad 2.

Jednostka poziomu natezenia dzwieku jest decybel (dB). Jest to jedna dziesigta jed-
nostki zwanej belem (B).

Progowi styszalnosci odpowiada:

1072 W/m?
10log————=10log1=0 (dB)
1072 W/m?
a granicy bdlu:
10°W/m?
10|og—/m2 —10log10* =140 (dB)

107 2W/m

Dla poréwnania podamy jeszcze kilka wielkoSci:

¢ szelest lisci— ok. 10 dB

e rozmowa — ok. 60 dB

e przejezdzajacy samochdd — ok. 70 dB

¢ gtosna muzyka —ok. 110 dB

e startujacy samolot odrzutowy (w poblizu) — ok. 130 dB.

Przebywanie w hatasie wiekszym niz 90 dB moze doprowadzi¢ do uszkodzenia
stuchu.

Wprowadzenie skali decybelowej pozwolito wyrazi¢ wielkg rozpietos¢ natezen
dzwiekow w zakresie 0 do 140 jednostek.

Przyktad 3.

Gdy kierowca jechat samochodem osobowym z predkoscig 60 km/h, to poziom na-
tezenia hatasu (we wnetrzu samochodu) wynosit 65 dB. Po wjezdzie na autostrade
kierowca zwiekszyt predkos¢ do 130 km/h i wéwczas poziom natezenia hatasu pod-
niést sie do 72 dB. Obliczymy, ile razy gto$niej zrobito sie w samochodzie.
Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

I, — natezenie hatasu w samochodzie jadgcym z predkoscig 60 km/h

I, — natezenie hatasu w samochodzie jadgcym z predkoscig 130 km/h

I, — natezenie dzwieku odpowiadajgce progowi styszalnosci.

- .o
Szukamy wartosci wyrazenia: =.
Il
Z wczesniejszych rozwazan wynika, ze prawdziwe sg nastepujgce dwie rownosci:

I [}
65=10-log* i 72=10-log%
IO IO
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Réwnosci te odejmujemy stronami i otrzymujemy:

I /
72—65:10-[|ogi—|ogi}
0 0
L1,
7=10-log=—=> /:10
01

Po zwiekszeniu predkosci w samochodzie zrobito sie pieé razy gtosniej.

SprawdZz, czy rozumiesz

1.
2.

Dla mleka pH jest réwne 6,6. Oblicz stezenie jonéw wodorowych w mleku.

Stezenie jonéw wodorotlenkowych w soku z cytryny jest rowne
10~ 1% mol/dm3. Oblicz pH tego soku.

Oblicz pH roztworu, w ktérym stezenie jondw wodorowych jest 1000 razy
wieksze od stezenia jonéw wodorotlenkowych.

W roztworze zwiekszono 50 razy stezenie jonéw wodorowych. O ile zmalato
pH tego roztworu?

Oblicz, o ile decybeli wzrosnie poziom natezenia dzwieku, jesli site dZzwieku
(natezenie dzwieku) zwiekszymy dwukrotnie.

Poziom natezenia dzwieku podczas rozmowy to 60 dB, a odpowiadajgce mu
natezenie dZzwieku jest 1 000 000 razy mniejsze niz natezenie dzwieku pod-
czas startu helikoptera. Oblicz poziom natezenia diwieku (w decybelach)
podczas startu helikoptera.

Z punktowego Zrddta dzwieku oddalonego od obserwatora o 20 m dochodzi
dzwiek o poziomie natezenia 100 dB. Oblicz poziom natezenia dzwieku (w de-
cybelach), ktéry bedzie styszat obserwator, jesli stanie w odlegtosci 200 m od
tego Zrddta dzwieku. W obliczeniach przyjmij, ze natezenie dzwieku styszane-
go przez obserwatora jest odwrotnie proporcjonalne do kwadratu odlegtosci
obserwatora od zrédta dzwieku, tzn. jesli obserwator stanie za drugim razem
w odlegtosci 2 razy wiekszej niz za pierwszym razem, to natezenie dzwieku w
tym miejscu bedzie 4 razy mniejsze. Jesli natomiast za drugim razem obser-
wator stanie 3 razy blizej niz za pierwszym razem, to natezenie dzwieku w tym
miejscu bedzie 9 razy wieksze.
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Zdanie. Zaprzeczenie zdania

Juz wiesz, ze umiejetnos¢ argumentowania i wnioskowania jest wazna w trakcie
uczenia sie matematyki, a takze w innych dziedzinach zycia. Metodami wnioskowa-
nia zajmuje sie logika matematyczna. My omdéwimy tylko podstawowe pojecia i pra-
wa logiczne, ktdére utatwia Ci uczenie sie matematyki, jej rozumienie, rozwigzywanie
zadan i poprawne zapisywanie tych rozwigzan.

Definicja 1.
Zdaniem w logice nazywamy wypowiedZ oznajmujacg, o ktérej mozemy powie-
dzie¢, ze jest albo prawdziwa, albo fatszywa.

Prawde i fatsz nazywamy wartosciami logicznymi. Prawde oznaczamy 1, a fatsz 0.
Zdania oznaczamy zwykle matymi literami: p, g, r, s, t, ... Przyjmujemy zasade, ze
piszac o zdaniu, bedziemy mieli na mysli wytgcznie zdanie w sensie logicznym.

Przyktad 1.

Ocenimy wartos¢ logiczng ponizszych zdan:

p: 2+3=5 — prawda (1)

g: 7<0 — fatsz (0)

r: N12°+5° =17 — fatsz (0), bov12? +5% =144 +25 =+/169 =13
s: \/EER—Q — prawda (1)

Przyktad 2.
Ponizsze wypowiedzi nie sg zdaniami logicznymi:
a) Czytoprawda, ze 27 jest wigksze niz 7°?
Ta wypowied? nie jest wypowiedzig oznajmujaca.
b) Oblicz wartos¢ wyrazenia (27-4) : 8.
Ta wypowied? nie jest wypowiedzig oznajmujaca.
c) 2+x=5
Ta wypowiedz? jest wypowiedzig oznajmujacg, ale nie mozna okresli¢, czy jest
ona prawdziwa czy fatszywa, bo nie wiadomo, jaka liczbe oznacza litera x.
d x>9
e) xeN

Zwréémy jeszcze uwage na wypowiedzi c), d)ie) z przyktadu 2.: 2+x=5, x > 9,
x € N. S3 to przyktady tak zwanych form zdaniowych zmiennej x, czyli wyrazen za-
wierajgcych zmienng x, ktore stajg sie zdaniem prawdziwym lub fatszywym dopiero
wtedy, gdy zmienng x zastgpimy konkretng liczbg (w ogdlnym przypadku — nazwa
pewnego elementu). Formy zdaniowe oznaczamy: p(x), g(x), r(x), itp.
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Mozemy np. zapisac:
— formy zdaniowe p(x): 24+ x=5 glx): x>=9 rix): xe N
— przyktadowe zdania p: 2+8=5 g 10>9 r. 7€eN

W precyzyjnym wypowiadaniu sie wazng role odgrywajg dwa rodzaje sformutowan:
»dla kazdego” oraz ,istnieje”.

Zaimek ,kazdy” oznacza, ze wszystkie elementy ze wskazanego zbioru majg dang
wthasnos¢. Wyrazenie ,dla kazdego” nazywamy kwantyfikatorem ogdélnym lub
kwantyfikatorem duzym.

Przyjmujemy, ze sformutowanie ,,dla kazdego” znaczy to samo, co sformutowanie
»dla dowolnego”. Jesli bowiem dowolny element pewnego zbioru ma pewna wias-
nos¢, to znaczy, ze kazdy element tego zbioru ma te wtasnosé.

Czasownik ,istnieje” oznacza, ze we wskazanym zbiorze jest co najmniej jeden
element majgcy dang wtasnos¢. Zwrot ,istnieje” nazywamy kwantyfikatorem
szczegotowym lub kwantyfikatorem matym.

Przyjmujemy, ze sformutowanie ,,istnieje” oznacza to samo, co sformutowanie ,dla
pewnego”. Jesli bowiem pewien element ma dang witasnos¢, to znaczy, ze istnieje
element, ktéry ma te wtasnosé.

Forma zdaniowa jednej zmiennej, poprzedzona kwantyfikatorem, staje sie zdaniem.

Przyktad 3.

a) Roéwnanie 2+ x=15 jest forma zdaniowa.
Wypowiedz: Istnieje liczba catkowita x, dla ktorej 2 + x =5 jest zdaniem praw-
dziwym, bo liczba 3 jest liczbg catkowitg i 2 + 3 =5.

b) Nieréwnosé x? > 0 jest forma zdaniowa.
Wypowiedz: Dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nierownosé¢ x> > 0
jest zdaniem fatszywym.

Wiekszosc liczb rzeczywistych ma te wtasnosé, ze ich kwadrat jest wiekszy od 0,
np.22>0, (—10)2 >0,72>0, (—2,157)2 > 0. Ale jesli w miejsce x wstawimy O (zero
tez jest liczbg rzeczywistg), to otrzymamy nieréwnosc¢ fatszywa: 0 > 0. Zatem nie
jest prawda, Ze dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nieréwnosé x2 > 0.

c) W kazdym tréjkqcie suma miar kqtow wewnetrznych jest rowna 180°. To jest
zdanie prawdziwe.

d) Istnieje liczba naturalna n, ktéra jest ujemna. To jest zdanie fatszywe.

e) Istnieje liczba pierwsza m, ktora jest liczbg parzystq. To zdanie jest prawdziwe
bo jedyng liczbg pierwszg i jednoczesnie parzystg jest liczba 2.
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Zdania i formy zdaniowe mozemy zaprzeczac.

Definicja 2.

Zaprzeczeniem zdania p nazywamy zdanie nieprawda, ze p, ktére oznaczamy
—p. Zaprzeczeniem zdania prawdziwego jest zdanie fatszywe; zaprzeczeniem
zdania fatszywego jest zdanie prawdziwe.

Podobnie zaprzeczenie formy zdaniowej p(x) oznaczamy —p(x).

Przyktad 4.

Napiszemy zaprzeczenia wybranych zdan i form zdaniowych.
a) Niech p oznacza zdanie: 2 + 3 =5. Wéwczas zdanie —p oznacza zdanie:
Nieprawda, ze (2 +3= 5), ktore mozemy zapisac krocej
—(2+3=5), coznaczy:
2+3#5

b) Zaprzeczenie formy zdaniowej: xe N zapiszemy tak —(x € N) lub krocej: x ¢ N
c) Zaprzeczeniem formy zdaniowej: x > 9 jest forma zdaniowa x < 9.

d) Niech g oznacza zdanie: Istnieje liczba catkowita x, dla ktorej 2 +x=5. Wtedy —q
jest zdaniem:
Nieprawda, ze (Istnieje liczba catkowita x, dla ktorej 2 + x =5), co znaczy:
Dla kazdej liczby catkowitej x, nieprawdq jest, ze (2 +x=15), czyli
Dla kazdej liczby catkowitej x, 2 +x# 5

e) Jesli r oznacza zdanie: Dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nieréw-
nosé x? > 0, to —r jest zdaniem:
Nieprawda, ze (Dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nieréwnosé x? > 0),
Co znaczy:
Istnieje liczba rzeczywista x, dla ktdrej nie jest prawdziwa nieréwnosé x? > 0,
czyli
Istnieje liczba rzeczywista x, dla ktérej x* < O.

Ogdlnie mozna powiedzie¢, ze zaprzeczeniem zdania typu:

»lstnieje liczba x ... dla ktdrej jest spetniony warunek ...” jest zdanie:
»,Dla kazdej liczby x ... nie jest spetniony warunek ...”

Podobnie zaprzeczeniem zdania typu:

»Dla kazdej liczby x ... jest spetniony warunek ...” jest zdanie:
»Istnieje liczba x ... dla ktdrej nie jest spetniony warunek ...”

Z ostatniej reguty wynika, ze jesli chcemy uzasadnié, ze dane zdanie z kwantyfikato-
rem ogdlnym (dla kazdego) jest fatszywe, to wystarczy wskazac jeden element, dla
ktorego dane zdanie nie jest prawdziwe. Méwimy wtedy, ze podaliémy kontrprzy-
ktad, ktéry dowodzi, ze dane zdanie jest fatszywe. Takim kontrprzyktadem w przy-
padku fatszywego zdania z przyktadu 3 b) jest liczba 0.
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Zdania ztozone. Zaprzeczenia zdan ztozonych

Zdania mozemy tgczy¢ spdjnikami i oraz lub i w ten sposéb otrzymywac zdania
ztozone. Zdania wchodzgce w sktad zdania ztozonego nazywamy zdaniami prostymi.
Podobnie mozna tgczy¢ tymi spdjnikami formy zdaniowe.

Przyktadem zdania ztozonego jest koniunkcja zdan.

Definicja 1.

Koniunkcjg zdan p oraz g nazywamy zdanie p i g, ktére oznaczamy p A q.
Koniunkcja dwdch zdan jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy oba tworzace jg
zdania sg prawdziwe.

Modwiac inaczej, koniunkcja dwdch zdan jest fatszywa tylko wtedy, gdy co najmniej
jedno zdanie jg tworzgce jest fatszywe.

Przyktad 1.
Zdanie 5>3 A 5=3 jest koniunkcjg zdan prostych:
5>3i5=3

Zdanie 5> 3 jest prawdziwe, a zdanie 5 = 3 jest fatszywe, zatem koniunkcja tych zdan
jest fatszywa.

Definicja 2.

Alternatywg zdan p oraz g nazywamy zdanie p lub g, ktére oznaczamy p v q.
Alternatywa dwdch zdan jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej
jedno ze zdan jg tworzacych jest prawdziwe.

Inaczej méwigc: alternatywa dwdch zdan jest fatszywa tylko wtedy, gdy oba tworza-
ce jg zdania sg fatszywe.

Przyktad 2.
Zdanie 5 > 3 mozna zapisaé w postaci alternatywy zdan prostych tak:
5>3 v 5=3 albotak 5>3 lub 5=3

Zdanie 5 > 3 jest prawdziwe, a zdanie 5 = 3 jest fatszywe, zatem alternatywa tych
zdan 5 = 3 jest prawdziwa.

UWAGA: W jezyku potocznym wyrazu alternatywa uzywa sie niekiedy w innym
znaczeniu niz w logice matematycznej. Otdz, jesli ktos powie , Kupie tort lub kupie
lody”, to odbiorcy tej informacji mogg oczekiwaé, ze osoba wybierajgca sie do cu-
kierni albo kupi tort i nie kupi lodéw, albo kupi lody i nie kupi tortu. Jesli ta osoba
przyniostaby z cukierni i tort, i lody, to mogtoby to wywotac¢ duze zdziwienie — prze-
ciez nie méwita, ze kupi tort i kupi lody.
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Natomiast w logice matematycznej, jesli koniunkcja dwdch zdan jest prawdziwa, to
réwniez alternatywa tych zdan jest prawdziwa.

Bardzo wazng role w matematyce odgrywajg zdania majgce postaé implikacji.

Definicja 3.

Implikacjg o poprzedniku p i nastepniku g nazywamy zdanie jesli p, to g, kto-
re oznaczamy p = q; implikacje uznajemy za prawdziwg wtedy, gdy poprzednik
i nastepnik sg prawdziwe, oraz wtedy, gdy poprzednik jest fatszywy; wéwczas na-
stepnik moze by¢ prawdziwy lub fatszywy.

Inaczej moéwigc: implikacja jest fatszywa tylko wtedy, gdy poprzednik jest prawdzi-
wy, a nastepnik fatszywy.

Przyktad 3.
a) Jedli 2+3=5, to -2(2+3)=-2"5.
poprzednik implikacji nastepnik implikacji
b) Jedli (-1)>=1?, to -1=1
c) Jesli 2>4, to 2-3>4-3
Postugujac sie ostatnig definicjg, mozemy stwierdzi¢, ze zdania (a) i (c) sg prawdzi-
we, a zdanie (b) jest fatszywe.

Pewne zaskoczenie moze powodowad ten fragment ostatniej definicji, ktéry mowi,
ze jesli poprzednik implikacji jest fatszywy, to implikacja jest prawdziwa. Sprébujmy
odniesc to do sytuacji z zycia. Przeanalizujmy nastepujace zdanie:
Jesli posprzqtasz swaéj pokdj, to pdjdziesz z przyjaciétmi do kina.

Zatézmy, ze to zdanie powiedziata do Ciebie Twoja mama. Kiedy mama spetni obiet-
nice? Na pewno wtedy, gdy posprzatasz swdj pokdj i mama pozwoli Ci pdjs¢ do kina.
Mama na pewno nie spetni obietnicy, jesli posprzatasz pokdj, a pomimo to nie po-
zwoli Ci pdjs¢ do kina. A co sie stanie, jesli nie posprzatasz swojego pokoju? Zauwaz,
ze o takiej sytuacji mama sie nie wypowiedziata! Zatem kazde jej postepowanie
powinnismy uznac za logicznie uzasadnione: zaréwno wtedy, gdy pozwoli Ci pdjs¢
do kina, jak i wtedy, gdy nie pozwoli Ci p6js¢ do kina.

Definicja 4.

RAwnowaznoscig zdan p oraz g nazywamy zdanie p wtedy i tylko wtedy, gdy g,
ktére oznaczamy p < g; réwnowaznos¢ dwdch zdan uznajemy za prawdziwg
wtedy i tylko wtedy, gdy tworzace jg zdania majg te samg wartos$¢ logiczng, tzn.
oba sg prawdziwe albo oba sg fatszywe.

Inaczej méwigc: rownowaznosc jest fatszywa tylko wtedy, gdy tworzace jg zdania
majg rézne wartosci logiczne, tzn. jedno jest fatszywe, a drugie prawdziwe.
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Przyktad 4.

Zdanie: Liczba 348 jest podzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba 3 + 4 + 8 jest
podzielna przez 3 jest rdwnowaznoscig zdan

p: Liczba 348 jest podzielna przez 3 oraz
q: Liczba 3 + 4 + 8 jest podzielna przez 3.

Oba zdania p oraz q sg prawdziwe, zatem réwnowaznos$¢ p < q jest prawdziwa

UWAGA: Réwnowaznos¢ p << g mozna zawsze zastgpi¢ koniunkcjg dwéch impli-
kacji: (p = q) A (q = p)

Omowimy teraz zaprzeczenie koniunkcji i alternatywy.

Zatdzmy, ze wypowiadamy zdanie:

Poucze sie matematyki i pogram w pitke.
Zastandwmy sie, co znaczy zaprzeczenie powyzszego zdania:

Nieprawda, ze poucze sie matematyki i pogram w pitke.
Dotrzymasz danego stowa, jesli pouczysz sie matematyki i pograsz w pitke, czyli spet-
nisz oba warunki. Nie dotrzymasz stowa tylko wtedy, gdy nie spetnisz co najmniej
jednego warunku (tzn. nie pouczysz sie matematyki i pograsz w pitke, albo pouczysz
sie matematyki i nie pograsz w pitke, albo nie pouczysz sie matematyki i nie pograsz
w pitke). Tak wiec zdanie:

Nieprawda, ze poucze sie matematyki i pogram w pitke
jest rownowazne zdaniu:

Nieprawda, ze poucze sie matematyki lub nieprawda, Zze pogram w pitke
€O mozna wyrazic prosciej:

Nie poucze sie matematyki lub nie pogram w pitke.

Prawdziwe jest tzw. prawo zaprzeczania koniunkcji:

—(pAq) & (=pV—q)
Prawo to wypowiadamy nastepujgco: zaprzeczeniem koniunkcji dwéch zdan jest
alternatywa zaprzeczen tych zdan.

Przyktad s.

Zaprzeczeniem zdania prawdziwego: Liczba 42 jest podzielna przez 7 i liczba 42 nie
jest podzielna przez 8 jest zdanie fatszywe: Liczba 42 nie jest podzielna przez 7 lub
liczba 42 jest podzielna przez 8.

Analogicznie zaprzecza sie alternatywe form zdaniowych.
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Przyktad 6.
Napiszemy zaprzeczenie formy zdaniowej: x>2 A x < 5.
Mamy:
~(x>2 Ax<5) & [-(x>2) v = (x<5)] © [x<2 v x>5]

Omowimy zaprzeczanie alternatywy. Zatézmy, ze wypowiadamy zdanie:
Popracuje przy komputerze lub pdjde do kina.

Interesuje nas, co doktadnie znaczy zaprzeczenie powyzszej alternatywy.
Nieprawda, ze popracuje przy komputerze lub pdéjde do kina.

Zastanowmy sie, kiedy nie dotrzymalibySmy danego stowa. Wiesz, ze dotrzymasz
stowa, jesli popracujesz przy komputerze i nie pdjdziesz do kina, albo nie popra-
cujesz przy komputerze i pdjdziesz do kina, albo popracujesz przy komputerze i
pojdziesz do kina, poniewaz alternatywa jest prawdziwa, jesli zachodzi co najmniej
jeden z warunkéw. Nie dotrzymasz stowa tylko wtedy, gdy zaden z warunkéw nie
zostanie spetniony. Tak wiec zdanie:

Nieprawda, ze popracuje przy komputerze lub pdjde do kina
jest rownowazne zdaniu:

Nieprawda, ze popracuje przy komputerze i nieprawda, ze pdjde do kina
co mozemy wyrazic prosciej:

Nie popracuje przy komputerze i nie péjde do kina.

Prawdziwe jest tzw. prawo zaprzeczania alternatywy

—(pva) & (-pA-q)
Prawo to wypowiadamy nastepujaco: zaprzeczeniem alternatywy dwdch zdan jest
koniunkcja zaprzeczen tych zdan.

Przyktad 7.

Zaprzeczeniem zdania prawdziwego:
7>2 lub 7=2

jest zdanie fatszywe:
7<2i7#2 czyli 7<2

Analogicznie zaprzecza sie alternatywe form zdaniowych.

Przyktad 8.
Napiszemy zaprzeczenie formy zdaniowej: x=2 v x=17.
Mamy:
—(x=2vx=7) o [-(x=2)A=(x=7)] © [x22 A x=7]
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Definicja. Twierdzenie. Dowéd twierdzenia

Definicje
Definicje s3g to zdania okreslajgce znaczenia nowo wprowadzanych pojeé¢ za po-
moca pojec¢ wczesniej znanych.

Z nauki matematyki znasz wiele réznych definicji, np. definicje pierwiastka kwadra-
towego i definicje podnoszenia do kwadratu (podnoszenia do drugiej potegi). Przy-
pomnijmy te definicje i przeanalizujmy ich budowe.

Podnies¢ liczbe a do kwadratu (symbol: a?) to znaczy pomnozy¢ liczbe a przez nig
samgq.

W powyiszej definicji pojeciem znanym wczesniej, uzytym do okreslenia kwadratu
liczby, jest mnozenie.

Jesli wiemy, czym jest podnoszenie liczby do kwadratu, to mozemy zdefiniowad
pierwiastek kwadratowy.

Pierwiastkiem kwadratowym z nieujemnej liczby a (symbol: JE ) nazywamy takq
nieujemnq liczbe b, ktdra podniesiona do kwadratu bedzie rdwna liczbie a.

Z kolei w tej definicji pojeciami znanymi wczesniej, uzytymi do okreslenia pierwiast-
ka kwadratowego, sg podnoszenie do kwadratu i liczba nieujemna.

Podsumowujgc, mozna stwierdzi¢, ze w definicji wyrézniamy:

¢ pojecie definiowane

e tacznik (nazywamy, jest to, to znaczy, tylko wtedy, gdy, itp.)

¢ wyrazenia okreslajace pojecie definiowane, w ktérym wystepujg pojecia wczes-
niej znane.

Twierdzenia

Twierdzenia s3 to zdania wyrazajgce wtasnosci pojeé, np.: figur geometrycznych,
dziatann matematycznych, liczb.

Zdania te mogg by¢ prawdziwe lub fatszywe. Prawdziwos¢ twierdzenia stwierdza sie,
przeprowadzajac, zgodnie z regutami logiki, pewne rozumowanie, nazywane dowo-
dem. Twierdzenia opisujg zwykle pewne wtasnosci ogdlne, a wiec dotyczg: dowol-
nej liczby naturalnej, kazdego tréjkata prostokgtnego, dowolnego réwnolegtoboku
itp., czyli s3 zdaniami z kwantyfikatorem ogdlnym. Fatszywos$c¢ takiego zdania — jak
juz wiesz — stwierdza sie poprzez wskazanie kontrprzyktadu. Na przyktad rozwazmy
zdanie: Jesli dowolna liczba naturalna jest podzielna przez 2 i przez 6, to liczba ta
jest podzielna przez 12. Kontrprzyktadem pokazujgcym fatszywos¢ tego stwierdze-
nia moze by¢ liczba 18: jest ona liczbg naturalng podzielng przez 2 i przez 6, a nie
jest podzielna przez 12.
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UWAGA: Formutujgc twierdzenia z kwantyfikatorem ogdlnym, czasami pomija sie
wyrazenie: ,dla kazdego”, ,dla dowolnego”, itp. (zobacz przyktady twierdzen w dal-
szej czesci tego tematu). Nie zmienia to jednak sensu danego twierdzenia.

Podstawowa forma twierdzenia ma postac implikacji. Wyrdzniamy w nim zatozenie
(poprzednik implikacji) i teze (nastepnik implikacji).

Rozpatrzmy nastepujace twierdzenie:

(1) Jesli czworokagt ABCD jest rownolegtobokiem,
zatozenie
to punkt, w ktérym przecinajg sie przekatne czworokgta ABCD, dzieli je na potowy.
teza

Twierdzeniem odwrotnym do danego twierdzenia jest implikacja, w ktérej zamie-
niono miejscami zatozenie z teza.

Twierdzenie odwrotne do prezentowanego powyzej jest wiec nastepujgce:
(2) Jesli punkt, w ktorym przecinajg sie przekatne czworokgta ABCD, dzieli je
na potowy, to czworokgt ABCD jest réwnolegtobokiem.

W tym wypadku twierdzenie (1) i twierdzenie odwrotne do niego (2) s zdaniami
prawdziwymi. Mozna zapisa¢ je w jednym zdaniu, ktére ma posta¢ réwnowaznosci:

»Czworokat ABCD jest rownolegtobokiem wtedy i tylko wtedy, gdy punkt, w ktérym
przecinaja sie przekatne czworokata ABCD, dzieli je na potowy”.

Warto pamietac, ze twierdzenie odwrotne do danego twierdzenia nie zawsze jest
zdaniem prawdziwym.

Przyktad 1.

Twierdzenie:

Jesli liczba naturalna jest podzielna przez 14, to liczba ta jest podzielna przez 7.
Twierdzenie odwrotne do danego:

Jesli liczba naturalna jest podzielna przez 7, to jest podzielna przez 14.
W tym przykfadzie twierdzenie jest oczywiscie zdaniem prawdziwym, natomiast
twierdzenie odwrotne jest zdaniem fatszywym; podaj odpowiedni kontrprzyktad.

UWAGA: Czasami formutuje sie twierdzenia w taki sposdb, ze nie majg one (wyraz-
nej) postaci implikacji, np. twierdzenie (1) mozna sformutowac tak:

SW rownolegtoboku ABCD punkt przeciecia przekatnych dzieli te przekatne
na potowy”.
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Taki sposdb sformutowania twierdzenia sprawia, ze jego tresc jest krétsza i bardziej
czytelna, natomiast nieco trudniejsze moze okazac sie wyodrebnienie jego zatozenia
i tezy.

Dowadd twierdzenia

Dowodzenie twierdzen jest wazng umiejetnoscia, ktorg ksztattuje sie w trakcie cate-
g0 procesu uczenia sie matematyki.

W dowodzie korzystamy z zatozernt dowodzonego twierdzenia, z definicji oraz
z wczesniej udowodnionych twierdzen.

Dowdd, w ktérym rozpoczyna sie od zatozen lub wczeéniej udowodnionych twier-
dzen, a nastepnie przeprowadza sie wnioskowanie i dochodzi sie do tezy twierdze-
nia, nazywa sie dowodem wprost.

Przyktad 2.
Wykazemy, ze jeslix+y=6,x € R,y € R, to x>+ y*> > 18.

Zatozenie: x+y=6,x€R,yeR

Teza: xX2+y?>>18

Dowadd (wprost):

Z zatozenia x + y = 6 wynika, ze y = 6 — x, zatem

X2+ y2 =x%*+ (6 — X)2 = stosujemy wzoér skrdconego mnozenia
na kwadrat réznicy

=x24+36—-12x+x2=2x*—12x+36= wytaczamy liczbe 2 przed nawias

= Z(X2 —bx+ 18) = 2(X2 —6x+9+ 9) = stosujemy wzdr skréconego mnozenia

na kwadrat réznicy
=2[(x—3)?+9]=2(x-3)+18
Otrzymalismy zaleznos¢
X +y?=2(x—-3)2+18
Przeprowadzamy wnioskowanie:
Dla dowolnej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nieréwnos¢
2(x— 3)2 >0, wiec
2(x—3)2+18>18, czyli
xX2+y?>18 co koticzy dowdd.

Przyktad 3.

1
Wykazemy, ze jeslia<0,toa+—<-2.
a

Zatozenie: a<0
1

Teza: a+—<-2
a
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Dowdd (wprost) — | sposdb
Aby poréwnac dwie liczby, wygodnie jest zbada¢ ich rdznice (zobacz str. 22). Mamy
a+1—(—2)=a+1+2= a’+2a+1 _ (a+1)° .
a a a a
Przeprowadzamy wnioskowanie:
Dla dowolnej liczby a prawdziwa jest nieréwnosé (a + 1)2 > 0. Ponadto z zatozenia
wynika, ze a < 0. lloraz liczby nieujemnej przez ujemnag jest niedodatni, zatem

(a+1)?

a

<0 czyli

a+l+2<0 skad
a

1
a+—<-2 co koriczy dowdd.
a

Dowdd (wprost) — Il sposdb
Dla dowolnej liczby rzeczywistej a prawdziwa jest nieréwnosé
(a+1)>>0 zatem

a*+2a+1>0 /-2a zobacz twierdzenie 2, str. 50
a*+1>-2a /:a zobacz twierdzenie 1b, str. 49
z zatozenia a < 0, wiec zmieniamy zwrot nieréwnosci na przeciwny
1 . .
a+—<-2 co koriczy dowdd.
a

Przyktad 4.

Wykazemy, ze rdznica kwadratéw dowolnych dwdch kolejnych naturalnych liczb
nieparzystych jest podzielna przez 8.

Zatozenie: 2n +1, 2n + 3 — kolejne liczby naturalne nieparzyste, n € N

Teza: liczba (2n + 3)2 — (2n + 1)? jest podzielna przez 8

Dowdd (wprost):

Stosujemy wzor skréconego mnozenia na réznice kwadratéw.
(2n+3)2—(2n+12=[(2n+3)-(2n+1)|[(2n+3) + (2n+1)] =
=2(4n+4)=8(n+1)

Z zatozenia n € N wynika, ze (n + 1) jest liczba naturalna. Liczba (2n + 3)2 — (2n + 1)?

jest réwna iloczynowi liczby 8 i liczby naturalnej (n + 1), a to znaczy, ze liczba

(2n +3)?—(2n + 1)? jest podzielna przez 8,

co konczy dowadd.

Innym rodzajem dowodu jest dowdd nie wprost. Polega on na zaprzeczeniu tezy
dowodzonego twierdzenia i wykazaniu, ze przyjecie takiego zaprzeczenia prowadzi
do sprzecznosci (np. z wczesniej udowodnionym twierdzeniem lub z zatozeniem do-
wodzonego twierdzenia). Zatem dane twierdzenie nalezy uzna¢ za prawdziwe.
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Przyktad s.
Wykazemy, ze jeSlix+y=6,x € R,y € R, to x*> + y*> > 18.

Zatozenie: x+y=6,xeR,yeR
Teza: X2 +y?2>18
Dowdd (nie wprost):
Zatézmy, ze x* + y? < 18. Poniewaz x + y = 6, zatem y = 6 — x, wiec
xX*+(6-x)2<18
X +36—-12x+x*<18 [/—18
2x>—12x+18<0 /:2
x2—-6x+9<0 stosujemy wzor skréconego mnozenia na kwadrat réznicy
(x—3)<o0
Otrzymalismy sprzecznosc¢ z twierdzeniem , kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej
jest liczbg nieujemna”. Zatem twierdzenie ,jeslix+y=6,x € R,y € R, tox>+y> > 18"
jest zdaniem prawdziwym.

Przyktad 6.
Wykazemy, ze liczba \/5 jest liczbg niewymierna.
Zatozenie: \/5 —dana liczba rzeczywista

Teza: \/5 jest liczbg niewymierng
Dowadd (nie wprost):

Zatézmy, ze liczba \/5 jest liczbg wymierng. To znaczy (na mocy definicji liczby wy-
miernej dodatniej), ze istniejg liczby naturalne p, g, gdzie g # 0, dla ktérych

\/_ = B obie strony réwnosci sg dodatnie, wiec podnosimy je do kwadratu

3=p—2 czyli 3-g-g=p-p

Otrzymana rownos¢ jest fatszywa, bowiem liczba naturalna 3 - g - g, w rozktadzie
na czynniki pierwsze, ma nieparzystg liczbe tréjek, natomiast réwna jej liczba p - p
w rozktadzie na czynniki pierwsze ma parzystg liczbe tréjek. Otrzymalismy sprzecz-
nos$¢ z twierdzeniem ,kazde dwa rozktady liczby naturalnej roztozonej na czynniki
pierwsze rdéznig sie co najwyzej kolejnoscig czynnikéw”. Prawdziwe jest wiec twier-

dzenie , liczba J3 jest liczbg niewymierng”.

Przyktad 7.

Wykazemy, ze jesli \/g jest liczbg niewymierng, to liczba a + b\/g, gdzieae Q,beQ
i b#0, tez jest liczbg niewymierna.
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Zatozenie: \/E jest liczbg niewymierng,a € Q,b € Qib#0

Teza:

liczba a + b\/g jest liczbg niewymierng

Dowdd (nie wprost):
Zatdimy, ze liczba a + b\/g jest liczbg wymierng. To znaczy, ze istniejg takie liczby
catkowite p, g, gdzie g # 0, dla ktérych

a+bf:£,zatembI:B—a,czylibf:p_aq,skad\/E:p_—:q
q q q

a

Wyrazenie gb oznacza liczbe wymierng rézng od zera (jako iloczyn liczb wymiernych
réznych od zera) oraz wyrazenie p — ag oznacza liczbe wymierng (jako réznica liczb
wymiernych). lloraz liczb wymiernych jest réwniez liczbg wymierng. Otrzymalismy

sprzecznos¢ z zatozeniem (\/E jest liczbg niewymierng). Prawdziwe jest wiec twier-

dzenie ,jesli \/E jest liczbg niewymierng, to liczba a + b\/g, gdzieae Q,beQ
i b=0, tez jest liczbg niewymierng”.

Przyktad 8.

Wykazemy, ze liczb pierwszych jest nieskoriczenie wiele
Zatozenie: P — zbiér wszystkich liczb pierwszych

Teza:

zbidr P jest nieskoriczony

Dowdd (nie wprost):
Zatdzmy, ze zbidr P jest skoniczony, czyli istnieje k liczb pierwszych, gdzie k jest pew-
na liczba naturalng. Oznaczmy te liczby: py, p,, ps, ..., Pi- Rozwazmy liczbe n,

N=p;-py-P3- e Pptl

Liczba n jest liczbg naturalng wiekszg od 1 i nie jest podzielna przez zadna z liczb p,,
Py, Ps, - Py (8dyby bowiem liczba n byfa podzielna np. przez p,, to réwniez przez
p, podzielna bytaby liczba 1, a jedynym naturalnym dzielnikiem liczby 1 jest 1).
Otrzymalismy sprzecznos¢ z twierdzeniem ,kazda liczba naturalna wieksza od 1
ma dzielnik bedacy liczbg pierwszg”. Prawdziwe jest wiec twierdzenie ,zbiér liczb
pierwszych P jest nieskoriczony”.

SprawdZ, czy rozumiesz

1.

1 —1
Wykaz, ze jesli x>§ i y>7, to 3x+ 2y > 0.

Wykaz, ze jeSlia>1ib>—-2,to4a+5b>—6.
Wykaz, ze jeSlia>—2ib<3,toab <6 +3a—2b.

1 -1
Wykaz, ze jesli xgz iy};, to 12xy + 4x—3y < 1.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

Wykaz, 7e jeslia>3bib >0, to %ﬂ.
Wykaz, ze suma czterech kolejnych liczb catkowitych nieparzystych jest po-
dzielna przez 8.

Wykaz, ze suma trzech kolejnych liczb catkowitych niepodzielnych przez 4 jest
podzielna przez 6.

Wykaz, ze suma szesciu kolejnych liczb catkowitych niepodzielnych przez 7
jest podzielna przez 7.

Wykaz, ze jesli liczba catkowita n nie jest podzielna przez 3, to liczba n?> — 1 jest
podzielna przez 3.

Liczba naturalna n przy dzieleniu przez 3 daje reszte 2, a liczba naturalna m
przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1. Wykaz, ze dla dowolnych liczb n, m spet-
hiajgcych podane warunki, liczba n> — m? jest podzielna przez 3.

Wykaz, ze suma kwadratéw dwdch kolejnych liczb catkowitych, ktére przy
dzieleniu przez 5 dajg reszte odpowiednio 1i 3, jest podzielna przez 10.

Wykaz, ze jedli x + y = 4, to x*> + y*> > 8. Przeprowadz dwa dowody: dowdd
wprost oraz dowdd nie wprost.

Wykaz, ze jeslia >0, to a+—>4. Przeprowadz dwa dowody: dowdd wprost
a

oraz dowdd nie wprost.

. 9
Wykaz, ze jeslix <0, to x+— <6,
X

Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nierdwnosé:
a)ox*—6xy+2y>*>0 b) 2x%2 + 4y? + 1 > 2x + 4xy
Wykaz, ze \/E jest liczbg niewymierna.

Wykaz, ze liczba log,3 jest liczbg niewymierna.

g . . . . 7a+12 .. . .
Wykaz, ze jesli a jest liczbg niewymierng, to liczba a tez jest liczba nie-

wymierna.
Wykaz, ze jesli n jest liczbg naturalng, to liczba 37+ 3"*1+37+2 jest podzielna
przez 13.

Wykaz, ze liczba 2"*+> + 274 - 2n+3 4 2n+2 4 21+1 d|g dowolnej liczby natural-
nej n, jest podzielna przez 23.

Wykaz, ze liczba 6"+2—2-6"*1+77+2_7" dla dowolnej liczby naturalnej n, jest
podzielna przez 24.
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Przeksztatcanie wzorow

Umiejetnos¢ przeksztatcania wzordow jest niezbedna do nauki matematyki, fizyki,
chemii i wielu innych przedmiotdw.
Wzory mozemy podzieli¢ na trzy grupy:
e | grupa — wzory, ktére nie zawierajg utamkéw, np.:
p=mv F=ma C.=C,+R w(t):w0+et
¢ |l grupa — wzory, ktére zawierajg utamki, ale nie wystepujg w nich dziatania doda-
wania (odejmowania), np.:

m mv* pYi _ PV F=G. mlgnz
| 2 T T, r
e |l grupa — wzory, ktére zawierajg utamki i wystepuja w nich dziatania dodawania
lub odejmowania, np.:

111 Rh e

?_x y T R +R

z w

Analizujgc ponizsze przyktady, podaj zatozenia, przy ktérych omawiane przeksztat-
cenia wzoréw majg sens.

Najpierw zajmiemy sie | grupg wzordéw.

Przyktad 1.

a) Dany jest wzér U =R - |, ktéry opisuje wielkosé U za pomocy iloczynu dwdch
innych wielkosci: R oraz I. Z tego wzoru mozna wyznaczy¢ R w zaleznosci od U
i1, atakze | w zaleznosci od U i R. Zgodnie z prawami dziatan mozemy podzielié
réwnos¢ stronami przez R albo przez /.

U=R-I /:R Dzielimy rownos¢ stronami przez R.
U 'R Skracamy przez R utamek po prawej stronie powstatej
E: R réwnosci.
1
V) . V) . . .
E:I' czyli I:E Wyznaczylismy / jako iloraz U przez R.
U=R-1 [:I Dzielimy réwnos¢ stronami przez /.
U R\, Skracamy przez | utamek po prawej stronie powstatej
7: X réwnosci.
1
U . v . . .
TZR' czyli R :7 Wyznaczylismy R jako iloraz U przez I.

b) Wyznaczymy wielko$¢ a ze wzoru V =V, + a - t. Powyzszy wzdr opisuje V jako
sume dwdch wyrazen V, oraz a - t. Mozemy najpierw przeksztatci¢ dany wzor
w taki sposdb, aby po jego prawej stronie pozostat iloczyn a - t, nastepnie sko-
rzystac z rozumowania przedstawionego w punkcie a).
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V=Vy+a-t /-V, Odejmujemy V,, od obu stron réwnosci.
V-V,=a-t /:t Dzielimy powstatg réwnos¢ stronami przez t.
V-V, V-V,

—2=a, czyli a= 0

Wyznaczylismy a jako iloraz V-V, przez t.

Teraz oméwimy przeksztatcanie wzoréw z Il grupy.

Przyktad 2.

Wyznaczymy wskazane wielkosci z podanych nizej wzoréw:

mv? A
c) n, ze wzoru -+ =
r v, n

n

1
a) Tze wzoru f ZF b) V ze wzoru F =

Przeksztatcamy wzory tak, aby otrzymac zaleznosci takie, jak w grupie I. Nastepnie
stosujemy metode opisang w poprzednim przyktadzie, w punkcie a).

Ad a) Wielkos¢ T znajduje sie w mianowniku utamka.

1
=F /T Mnozymy réwnosé stronami przez T.
f-T=1 /:f Dzielimy powstatg réwnosé stronami przez f.
T =% Otrzymujemy T w zaleznosci od f.

F= [-r Mnozymy rownos¢ stronami przez r.
r
F-r=mV? /:m Dzielimy powstatg réGwnosc¢ stronami przez m.
Fr
o2
m . . . . . Yoy .
Przy zatozeniu, ze wszystkie wielkosci we wzorze majg war-
V= Fr tos¢ dodatnig, znajdujemy pierwiastki kwadratowe obu
m stron réwnosci.

Ad c) Podany wzor jest proporcja, w ktdrej jednym z wyrazéw jest wielkos¢ n;.

v, n
1 . . . . : . iy
v Mnozymy réwnos$¢ stronami przez iloczyn mianownikéw

2 (v, - ).
vi.n,=vy,-n, [y Dzielimy powstatg réwnos¢ stronami przez v,.
v, n
nl — 2 2
vl

We wzorach z lll grupy wystepujg utamki oraz dziatania dodawania i odejmowania.
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Przyktad 3.

Wyznaczymy wskazane wielkosci z podanych obok wzordéw:

a) R, zewzoru/= i
R,+R,
T,-T,
b) T, zewzorun=-1—-2%
1
1 1 1
c) R,zewzoru —=—+—
Rl RZ

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, wygodnie jest ,pozby¢ sie” najpierw mia-
nownikéw utamkow.

Ad a)
| = & /- (RZ+ RW) Mnozymy rownos¢ stronami przez mianownik utamka
R, +R, (R,+R,).
I'(Rz+ Rw)=3 Stosujemy prawo rozdzielno$ci mnozenia wzgledem doda-
wania po lewej stronie réwnosci.
I-R,+I1-R,=¢ [—I-R, Odejmujemy iloczyn I - R, od obu stron réwnosci.
I-R,=e—1-R, [:1I Dzielimy powstatg rdwnosc¢ stronami przez /.
P —I-R,
" I
Ad b)
T, —T . . L. .
n=-=1-—2 /T Mnozymy réwnosc¢ stronami przez T,.
n
n-T,=T,—T, /-T, Odejmujemy od obu stron réwnosci T,, zeby wyznaczana
wielkos¢ byta tylko po jednej stronie.
n-T,— T,=-T, Wytgczamy poza nawias T;, zgodnie z prawem rozdzielnosci

mnozenia wzgledem odejmowania.
T,-(p-1)=-T, /:(np—1) Dzielimy réwnos$¢ stronami przez (y — 1), 7 # 1.

T, = -1 czyli Licznik i mianownik utamka mozemy pomnozy¢
n-1 przez (-1).

neT

Ad c) W tym wzorze prawa strona jest sumg dwdch utamkdéw. Wielkos¢ R, mozemy

wyznaczy¢ na dwa sposoby:

— pomnozy¢ rdwnosc¢ stronami przez iloczyn wszystkich wystepujgcych (we wzorze)
mianownikow i dalej postepowac jak w punkcie b) lub

— pozostawic po jednej stronie rownosci tylko utamek z interesujgcg nas wielkoscia
R, i po drugiej stronie doprowadzi¢ dwa utamki do wspdlnego mianownika i dalej
postepowac jak w przyktadzie 2 c).
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| sposéb
1 1 1 . , » .
—=—+= /-R-R;-R, Mnozymy réwnos$¢ stronami przez R - R, - R,.
R R, R,
R,-R,=R-R,+R-R, /—R-R, Odejmujemy od obu stron réwnosci R - R;.
R,*R,—R-R,=R-R, Wytgczamy poza nawias R;.
R, (R,—R)=R-R, /:(R,—R) Dzielimy réwnos¢ stronami przez (R, — R).
R-R
R =—=%
R, —R
Il sposéb
1 1 1 1 1
—=—+— /- = Odejmujemy od obu stron wzoru —.
R R, R, R, R,
l_i:i Utamki po lewej stronie rownosci sprowadzamy
R R, R, do wspdlnego mianownika.
R,—R 1 , L. .
2 =— Mnozymy rownos¢ stronami przez R - R, - R;.
R-R, R,
(R,—R)-R,=R-R, /:(R,—R) Dzielimy réwno$¢ stronami przez (R, — R).
R-R
R =—-2
R, —R

Sprawdz, czy rozumiesz

1. Z podanych wzoréw wyznacz wskazane wielkosci:

a)p=mv, v b) C,=C,+R, R c) w(t)=w0+et, t
2. Zpodanych wzoréw wyznacz wskazane wielkosci:

a)Mzg, ! b)E=mV2, v c)F=G-mlT2, m,, r

/ 2 r

3. Zpodanych wzoréw wyznacz wskazane wielkosci:

a)v= o T b)l:1+l, v.f c)l=i+i, R, R,

t,—t, f x vy R R R

4. Zpodanych wzoréw wyznacz wskazane wielkosci:

a)rsz_c, b, c b)Pzaz'lb,'?C, a, R c)Pzg-h, h, b

d) h=\/c,c,, ¢ e)Vzgnra, r f) P.=2nr(r+h), h
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Srednie

Jesli chcemy scharakteryzowac¢ w prosty sposob grupe liczb, czesto postugujemy
sie érednig tych liczb. Srednia jest zawsze zawarta miedzy najmniejsza a najwieksza
z danych liczb.

Wprowadzimy cztery typy $rednich.

1) Srednia arytmetyczna liczb a,, a,, ..., g, jest réwna
1
S, =—(a,+a,+..+ a,,)
n

2) Srednia geometryczna liczb dodatnich a,, a,, ..., @, jest réwna

Sy =X/a,-0,-...-a,

Miedzy srednig geometryczng a Srednig arytmetyczng zachodzi nastepujgca
zaleznosc¢: jedli a,, a,, ..., 0,53 liczbami dodatnimi, to Sy < S, przy czym row-
nos¢ wystepuje tylko wtedy, gdy a, =a,=...=a,
3) Sredniawazona liczb a,, 4y, ..., ,z wagami dodatnimi wy, w,, ..., w, jest réwna
s _ a,w, +a,w, +...+a,w,

w

W, +W, +..+W,
4) Srednia harmoniczna liczb dodatnich a,, a,, ..., 4, jest rowna

n

1 1 1
Sttt —
a a a

S, =

n

Miedzy srednig geometryczng a Srednig harmoniczna n liczb dodatnich a;,, a,,
..., 4, zachodzi nastepujaca zalezno$¢ S, > S, przy czym rownosc wystepuje
tylko wtedy, gdy a, =a,=...=a,,.

Przyktad 1.

Tomek mierzyt temperature powietrza o godz. 15%° — od poniedziatku do pigtku.
Otrzymat nastepujace wyniki: 17°C, 20°C, 22°C, 13°C, 18°C. Jaka byta $rednia tem-
peratura powietrza w tych dniach o godz. 15%7?

Obliczamy $rednig arytmetyczng danych temperatur
1
E(17o +20°+22° +13° + 18°) = 18°

Srednia temperatura powietrza byta réwna 18°C.

Przyktad 2.

Srednia ptaca w zakfadzie zatrudniajgcym 19 oséb byta réwna 2650 zt. Po wyptace-
niu pensji nowo przyjetemu pracownikowi Srednia ptaca dla wszystkich zatrudnio-
nych wzrosta o 2%. Jaka ptace otrzymat nowy pracownik?
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Niech x oznacza pensje nowego pracownika (w zt). Po wyptaceniu pensji nowemu
pracownikowi srednia ptaca dla wszystkich zatrudnionych wzrosta o 2% i wynosita
1,02 - 2650 (zt), czyli 2703 (zf). Stad mamy

19-2650 + x

=2703, skad x=3710 (zt)

Nowy pracownik otrzymat 3710 zt pensji.

Przyktad 3.

W sklepie odziezowym cena pewne]j bluzki wzrosta najpierw o 50%, nastepnie
0 20%. Na koniec sezonu cena bluzki zostata obnizona o 30%. Jaka byfa srednia,
procentowa zmiana ceny bluzki?

Niech a oznacza poczgtkowg cene bluzki w ztotych. Po pierwszej podwyzce cena
bluzki byta réwna

1,5a.
Liczbe 1,5 (w iloczynie 1,5a) nazywamy czynnikiem zmiany ceny.
Po drugiej podwyzce cena bluzki wynosita 1,2 - 1,5a, zas po obnizce 0,7 - 1,2 - 1,5a.
Niech p oznacza Sredni czynnik zmiany ceny bluzki. Poniewaz nastgpity trzy zmiany
ceny bluzki, wiec otrzymujemy réwnanie

p®a=0,7-1,2-1,5a, skad otrzymujemy

p=3/0,7-1,2-1,5, «czyli p=1,080082...
Mozemy powiedzieé, ze przy kazdej zmianie ceny bluzka drozata srednio o ok. 8%.

Przyktad 4.

Nauczyciel powiedziat uczniom, ze w ocenie srédrocznej uwzgledni srednig wazong
ocen czastkowych. Przy czym najwazniejsze sg prace klasowe (waga 4), troche mniej
wazne sg odpowiedzi ustne (waga 2), a najnizej punktowane sg kartkowki (waga 1).
Stopnie Marka i Jacka przedstawione sg w tabeli ponizej. Jakg srednig ocen ma kaz-
dy z chtopcéw?

klaséwka odpowiedz kartkowka kartkowka
Marek 5 4 1 5
Jacek 1 4 5 5
Obliczamy
54+4.2+1-1+5-1 34
M= =="=4,25
4+2+1+1 8
1-4+4-2+5-1+5-1 22
s = ="-=2,75

" 4+2+1+1
Marek ma $rednig 4,25, a Jacek 2,75.

8
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Przyktad s.

Samochdd przejechat trase z miasta A do miasta B. Z jakg $rednig predkoscia v,

poruszat sie samochdd, jesli:

a) potowe czasu przejechat z predkoscig v,;, a drugg potowe czasu przejechat
z predkoscia v,.

b) potowe drogi przejechat z predkoscia v,, a druga potowe drogi przejechat z pred-
koscig v,.

Przypomnijmy: srednig predko$¢ v (w ruchu jednostajnym) obliczamy, korzystajac
ze wzoru
v=-,
t
gdzie s oznacza przebytg droge, t — czas, w ktdrym przebyto droge s.

Ad a) Niech s; oznacza drogg, jaka przejechat samochdd z predkoscig v, , s, — droge,
jaka przejechat samochdd z predkoscia v,. Mamy:

slzvl-£ oraz szzvz-E
2 2
s=s,+5, zatem
t t
. _fzsl+52:Vl'5+v2'52v1+v2'£:v1+v2
Tttt t t 2 2

W tym przypadku Srednia predkos¢ samochodu jest srednig arytmetyczng predkosci
Vyiv,.

Ad b) Niech t; oznacza czas, w jakim samochdd przejechat pierwsza potowe dro-
gi (z predkoscia v,), t, — czas, w jakim samochdd przejechat drugg potowe drogi
(z predkoscia v,). Mamy:

s s
S

t,=2= oraz  t,=2=
v, 2-v v, 2-v,

t=t, +t,

y s s S B 1 2

LA s s 1 1 1 1
t t+t N N 1.1

2:v, 2:v, 20V 20, vV,

W tym przypadku srednia predkos$¢ samochodu jest srednig harmoniczng predkosci
Vyiv,.
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SprawdZz, czy rozumiesz

1. W tabeli ponizej przedstawiono liczbe godzin, w ktérych swiecito storice
w danym miesigcu w Suwatkach i w Szczecinie.

| Il 1] I\ \ Vi Vil | Vil IX X Xl Xl

Suwatki 29 73 | 121 | 196 | 234 | 242 | 291 | 237 | 195 | 131 | 49 12

Szczecin | 43 61 | 121 | 233 | 205 | 255 | 230 | 197 | 177 | 152 | 66 24

W ktérym miescie, srednio, liczba ,,stonecznych” godzin w miesigcu jest wiek-
sza,ioile?

2. Diagram ponizej przedstawia wyniki sprawdzianu z matematyki w klasach
pierwszych pewnego liceum.

Srednie ocen ze sprawdzianu z matematyki w klasach pierwszych

5

4
4,1

3~ 351 '

! 3,12
5| 295 |
1— 1,95 -
0

la Ib lc Id le

Wiedzac, ze w klasie la sprawdzian pisato 30 uczniéw, w Ib — 25 ucznidw,
w Ic — 20 ucznidw, w Id — 27 uczniéw oraz w le — 31 ucznidw, oblicz Sredni wy-
nik ze sprawdzianu z matematyki wsréd uczniéw klas pierwszych tego liceum.
Wynik zaokraglij do czesci setnych.

3. Diagram ponizej przedstawia sktad Mieszanki studenckiej, w tabeli obok po-
dane sg ceny wszystkich sktadnikow.

migdaty
10%

orzechy laskowe sktadnik cena
10% orzesz:;;iemne orzeszki ziemne 14 zt/kg
rodzynki 12 zt/kg
orzeszki nerkowca orzeszki nerkowca 56 z’r/kg
b orzechy laskowe 42 z7t/kg
migdaty 38 zt/kg

rodzynki

30%

Chcemy przygotowaé 8 kg Mieszanki studenckiej. Jaka bedzie cena 1 kg takiej
Mieszanki (jesli uwzgledniamy tylko koszt zakupu sktadnikow)?

4. W czterech kolejnych latach, w Polsce, inflacja byta réwna 10,1%, 5,5%, 1,9%,
0,8%. Oblicz, jaka byta Srednia inflacja w Polsce w ciggu tych czterech lat.
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Sprawdz, czy umiesz — powtérzenie do rozdziatu 2.

Test

-5
1. Liczba (1020) jest réwna:

A. 10 B. 10" C.10% D. 10100

-17
2. Liczba 0,214:(—§] jest rowna:

A -1 B. 0,008 C. _—8 D. i
10 125

3. Liczba 4(32) jest réwna:

A. 4° B. 42 C.4 D. 4’
4. Dane sgliczby a=+/2,89, b= /1— /0 29 . Wéwczas:

A.c<b<a B.a<b<c C.b<a<c D.b<c<a
5. Liczba 354 —3/16 jest réwna:

A 32 B. 3/38 c. §38 D. 1,532

6. Po wytaczeniu utamka g poza nawias z wyrazenia 2x3 — 3xy otrzymamy:
A. %(x2 ~15y) B %(4)(2 —6y) C %(4)(2 ~3xy) D %(x2 ~1,5xy)

7. Wyrazenie \/g(x—y)+\/§(y—x) mozna zapisac jako:
A. \/B(x—y) B. \/g(x—y) C. \/E(x—y) D. \/E(x—y)

8. Odwrotnoscig liczby J2+1 jest liczba:
A V2 +1 B.V2-1 C. —V2+1 D. —\/2-1

9. Liczbe 0,000015 mozna zapisac jako a - 10%, gdzie a € (1, 10) ik € Z. Woéwczas:
A.a=15 k=10® B.a=15 k=10°® C.a=15 k=-5 D.a=15 k=107

10. Liczba log 100? jest rowna:
A.2 B. 4 C. 100 D. 10 000

11. Liczba log,,10 + log,,12,5 jest réwna:
A. -3 B. log,,2,5 C.3 D. log,,22,5
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12. Liczba 3"&2 jest réwna:
A.log 8 B. log,8 C. log,256 D. log,83

13. Liczba —2logg2 —log,9 jest réwna:

2 4
A -2 B. 4 C. -2log, 5 D. —log, 5

14. Liczba log;243 - log,1 jest réwna:
A.5 B. 6 C.0 D. 324

Zadania otwarte

15. Zamien jednostki i zastosuj w zapisie wyniku notacje wyktadnicza.

a) 2km=.... dm 13mm=.... m 23cm=...... km
b) 37kg=...... dag 56 g=.... kg 8lg=.... t
c) 2m?=.... dm? 7,1m?=.... cm?  4,5mmi=.... m?

16. Zapisz liczbe w postaci jednej potegi:

2) 41°: 24 (-0,5) b) [(—2)T2 2 0) (3%): 9% (-3)°
9

d) 3 7ﬁ e) 25 5/5\/5 f) 47547254 210
17. Oblicz:

a) V122 +52 — 33512 b) ¥/-2-316 +4243:43

c) 32 ++/72 =200 d) 38-7+8-11+8-9
18. Oblicz:

a) (\/5—2)2 b) (2+2v5)(2v/5-2)

c) (—2\/§+3\/5)2 d) (4/5—1)({‘/5+1)(x/§+1)
19. Zapisz liczbe w postaci a+b\/z, gdzie liczby a, b, c sg catkowite:

RE b) —>2 0 V3(V6+43)

V3-2 (V5-1)

20. Upros¢ wyrazenie. Nastepie oblicz jego warto$¢ dla podanej obok wyrazenia
wartosci zmienne;.
a) (x+2)(4-3x)-3(x+1)% x=0,01%
b) (2a0+1)(e?—a—-1)-2(a*+1)(a—1); a=+2-1
c) (2x—3)—(2x+3)*+4x; x=16%3:16%%
d) (x—1)(x+1)2—(2+1)% x=-2%9
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21.

22.

23.

24,

D 25.
D 26.

D 27.

D 28.

D 29.

D 30.

D 31
32.

33.

Rozwigz réwnania:
a)(7-x)2=x2+7 b) (5x + 2)? = 25x2
c) (x+4)=(6—x)? d) (x—15)* = (x - 11)?

2
Rozwiaz nieréwnosé (x—a)’ +§— (x—25) >1+0,5(x+2)(x - 2), jezeli liczba a

. - . . .. . ., a=3 a+3
jest najwiekszg liczbg pierwszg, spetniajgcg nierdwnosé: T_T+ 5>a.

Rozwigz nieréwnosci:

a)(3+x)3-x)=>x(5-x) b)(6-2x2>(3+2x)> c)(x+4)(x—4) < (x+1)>
Oblicz:

a) (log 0,08 + 3log 0,5)3 b) 7%+ 1082

1
c) log;0,375 — Iog3§ d) log23 —log,9 - log,6 + log;6

Wykaz, ze jeSlia>—-2ib >3,toab+2b >3a+6.

Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b prawdziwa jest nieréwnos¢
3a%+ 7b% > 6ab.

Wykaz, ze suma dwdch kolejnych parzystych liczb catkowitych niepodzielnych
przez 6 jest podzielna przez 6.

Wykaz, ze jesli n jest liczbg catkowitg nieparzystg, to liczba n? — 1 jest podzielna
przez 4.

Wykaz, ze suma pieciu kolejnych liczb naturalnych nieparzystych jest liczbg na-
turalng, majacg cyfre jednosci réwng 5.

Wykaz, ze liczba 32"+3+ 4. 971 + 81957 +1 dlg dowolnej liczby naturalnej n:
a) jest podzielna przez 12
b) jest kwadratem pewnej liczby naturalnej.

Wykaz, ze jesli (a + b)(c+d)=(a+c)(b+d),toa=dlubb=c.

Samochdd przejechat jedng trzecig trasy z predkoscig v, = 40 km/h, jedna trzecia
trasy z predkoscig v, = 50 km/h i pozostatg cze$¢ trasy z predkoscia vy =90 km/h.
Oblicz $rednia predkos¢ v,,, z jaka samochdd przejechat cata trase.

Samochdd przejechat catg trase w nastepujacy sposodb: jedng trzecig czasu
jechat z predkoscia v, = 40 km/h, jedng trzecig czasu z predkoscia v, = 50 km/h,
a przez pozostaty czas jechat z predkoscig v; = 90 km/h. Oblicz $rednig pred-
kos¢ v,,, z jaka samochdd przejechat catg trase.
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3 o« Funkcje i ich wtasnosci

Pojecie funkcji. Funkcja liczbowa.
Sposoby opisywania funkcji

W matematyce i w zyciu codziennym mamy do czynienia z réznymi przyporzadko-
waniami, np. kazdej osobie mieszkajgcej na state w Polsce przyporzadkowuje sie
numer PESEL, jak rdwniez kazdej osobie przyporzadkowuje sie jej imie. Niektore
z takich przyporzadkowan sg funkcjami, inne nie sg. Aby dobrze zrozumie¢ pojecie
funkcji, rozwazymy rézne przyktady przyporzgdkowan.

Przyktad 1.

Nauczyciel wychowania fizycznego przeprowadzit wsréd ucznidéw klasy | pewnego
liceum sprawdzian z biegu na 100 m. Wyniki sprawdzianu zapisat w postaci zbioru
par liczb, gdzie pierwszy element pary oznaczat numer ucznia z dziennika, zas drugi
element pary oznaczat czas w sekundach, uzyskany przez ucznia. Ponizej przedsta-
wiono notatki nauczyciela:

(3;15) (5;17) (11;13) (18; 12,5);
(19; ) (21;14) (25,16,3) (29;16,5)

Uczniowi z numerem 19 nie zostat przypisany czas biegu; by¢ moze uczen byt nie-
obecny lub nie ukoriczyt biegu.

Przyktad 2.

Ewie, Wtodkowi, Jankowi i Marysi przyporzgdkowano przedmioty dodatkowe, jakie
zadeklarowali na mature.

Ewa — fizyka

Wtodek — geografia

Janek — chemia i fizyka

Marysia — biologia

Kazdemu elementowi ze zbioru X, gdzie X = {Ewa, Wtodek, Janek, Marysia}, przy-
porzadkowalismy elementy zbioru Y, gdzie Y = {fizyka, geografia, biologia, chemia}.
Janek wybrat dwa przedmioty dodatkowe, pozostali maturzysci — po jednym.
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Przyktad 3.

Ponizsza tabela przedstawia przyporzadkowanie wybranym lekturom szkolnym
nazwiska ich autordow.

tytut lektury szkolnej nazwisko autora
,,Pan Tadeusz” Mickiewicz
LW pustyni i w puszczy” Sienkiewicz
,Lalka” Prus
,Antygona” Sofokles
,lliada” Homer

Kazdemu elementowi ze zbioru X, X = {,,Pan Tadeusz”, ,W pustyni i w puszczy”, , Lal-
ka”, ,,Antygona”, ,lliada”}, przyporzadkowalismy nazwisko autora — tylko jednego!
—ze zbioru Y, Y = {Mickiewicz, Sienkiewicz, Prus, Sofokles, Homer}.

W tym przykfadzie kazdy element ze zbioru Y zostat przyporzadkowany jednemu
elementowi ze zbioru X.

Przyktad 4.

Ponizszy graf przedstawia przyporzadkowanie, w ktdrym planetom z Uktadu
Stonecznego przyporzadkowujemy liczbe ksiezycdw krazgcych wokét nich.

Kazdej planecie przypisano tylko jedng liczbe ksiezycéw. Zauwaz tez, ze element 0 ze
zbioru Y zostat przyporzgdkowany dwom elementom (Merkury i Wenus) ze zbioru X.

Przyktad s.

Ponizszy graf ilustruje odwzorowanie, w ktérym liczbom naturalnym ze zbioru
{1, 2,3,4,5, 6} przyporzgdkowujemy liczbe ich naturalnych dzielnikdw.

Kazdej liczbie ze zbioru X przyporzgdkowano tylko jedng liczbe ze zbioru Y.
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Zauwaz, ze zadna z liczb naturalnych ze zbioru X nie ma pieciu ani szesciu dzielni-
kéw (czyli elementom 5 i 6 ze zbioru Y nie zostat przyporzagdkowany zaden element
zbioru X).

Te przyktady prowadzg nas do nastepujgcej definicji:

Definicja 1.

Funkcja f ze zbioru X w zbidr Y (zbiory X i Y sg niepuste) nazywamy takie odwzo-
rowanie, w ktérym kazdemu elementowi ze zbioru X zostat przyporzadkowany
tylko jeden element ze zbioru Y. Funkcje te oznaczamy f: X — Y.

Odwzorowanie w przyktadzie 1. nie jest funkcjg, poniewaz elementowi 19 nie zostat
przyporzgdkowany zaden element.

Odwzorowanie w przyktadzie 2. nie jest funkcjg, poniewaz jednemu z elementéw ze
zbioru X przyporzadkowano dwa elementy ze zbioru Y.

Przyktady 3., 4.1 5. opisuja funkcje.

Zauwaz, ze element ze zbioru Y moze by¢ przyporzadkowany kilku elementom ze
zbioru X (zobacz przyktad 5). Ponadto do zbioru Y moga naleze¢ elementy, ktére nie
zostaty przyporzadkowane zadnym elementom ze zbioru X.

Funkcje oznaczamy zwykle literami f, g, h, F, G, H itp.

Zbior X, o ktéorym mowa w definicji funkcji, nazywamy dziedzing funkcji f. Dziedzi-
ne funkcji f oznaczamy réwniez symbolem D;. Elementy dziedziny funkcji f nazy-
wamy argumentami funkgji f.

Zbior Y nazywamy przeciwdziedzing funkc;ji f.

Zbior tych elementéw ze zbioru Y, ktdre zostaty przypisane elementom ze zbioru
X, nazywamy zbiorem wartosci funkcji f. Zbiér wartosci funkcji f oznaczamy sym-
bolem ZW,.

Dla funkcji z przyktadu 5. (oznaczmy j3 f) dziedzina, przeciwdziedzina i zbior warto-
$ci zaznaczone sg na rysunku ponizej.

£ X — > v

zbiér wartosci funkcji

dziedzina
funkcji

— przeciwdziedzina funkcji

Zapis f(3) = 2 (czytamy: ,f od 3 réwna sie 2”) znaczy: dla argumentu 3 funkcja f
przyjmuje warto$¢ 2 (argumentowi 3 funkcja f przyporzadkowuje liczbe 2).
Ogodlnie: zapis f(x) oznacza wartosc¢ funkcji f dla argumentu x.
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Jesli zbiory X oraz Y sg niepustymi podzbiorami zbioru liczb rzeczywistych, to funk-
cje f: X = Y nazywamy funkcja liczbowa zmiennej rzeczywistej.

Sposoby opisywania funkgcji liczbowych
Najczestszymi sposobami, ktdre stosujemy do opisywania funkc;ji liczbowej, s3:
o graf,
e opis stowny,
e tabelka,
e zbidr par uporzadkowanych,
¢ wykres funkcji,
o wz6r funkcji.
Sposoby te oméwimy na przyktadzie jednej i tej samej funkgji f.
e Graf
£ X ; v Z .glrafu odczytujemy, 2(? dz'iedzinq funlfcji jgf,t
zbidr X = {—1, 0,1, 2}, zas zbiorem wartosci zbiér

“ Y= {O, 1, 4}. Strzatki pokazujg sposéb przypo-
A rzgdkowania, np. zapis: 2 — 4 czytamy: dla argu-
— mentu 2 wartosc¢ funkcji f wynosi 4, czyli f(2) = 4.

e Opis stowny
Funkcje f opisujemy catym zdaniem, podajac jej dziedzine i precyzyjny opis odwzo-
rowania, np.:

»Funkcja f kazdej liczbie ze zbioru {—1, 0,1, 2} przyporzadkowuje jej kwadrat.”
Na podstawie tego opisu tatwo jest podac¢ wartosci funkcji przyporzagdkowane po-
szczegdlnym argumentom.

e Tabelka

Tabelka sktada sie z dwdch wierszy. W gérnym wierszu znajdujg sie argumenty funk-
cji f, czyli wszystkie liczby nalezgce do dziedziny funkcji (najczesciej wpisujemy je do
tabeli w porzadku rosngcym); w dolnym wierszu znajdujg sie wartosci, jakie funk-
cja f przyjmuje dla tych argumentow.

x | -1 0 1 2
)| 1 0 1 4

Na przykfad z tabeli odczytujemy, ze dla argumentu 2 funkcja f przyjmuje wartos¢ 4,
natomiast wartos$¢ 1 odpowiada dwém argumentom: —1i 1.

e Zbidr par uporzgdkowanych
Jest to zbidr wszystkich par majacych postac (x, f(x)), czyli pierwszy element pary
oznacza argument, zas drugi — wartos¢ funkgji, ktéra jest przyporzgdkowana dane-
mu argumentowi. Na przyktad para (2, 4) oznacza, ze f(2) = 4. Oto zbidr wszystkich
par opisujgcych dang funkcje f:

{(-1,1),(0,0),(1,12), (2, 4)}.
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e Wykres

Wykres funkcji f jest to zbidr wszystkich punktéw ptaszczyzny o wspdtrzednych
(x, f(x)), w prostokatnym uktadzie wspodtrzednych, gdzie x nalezy do dziedziny tej
funkcji, natomiast f(x) jest wartoscig funkcji f dla argumentu x.

Y Wykres rozwazanej przez nas funkcji f sktada
4 sie z czterech punktéw. Punkty te majg wspodt-

T3 rZan35 (_11 1)1 (01 O)r (11 1)1 (21 4)
2

Z wykresu odczytujemy na przyktad, ze f(-1) =1
oraz ze f(x) =4 tylko wtedy, gdy x = 2.

I
&

|
)y

I
s

o
-
N
wdl
ot
>

UWAGA: Wykres funkcji sktada sie z tylu punktow, ile liczb znajduje sie w dziedzinie
funkcji.

Wykres funkcji jest bardzo pomocny w analizowaniu réznych wtasnosci funkgji, kto-
re zostang omowione w kolejnych tematach.

e Wzor funkcji
Ponizej sg przedstawione trzy sposoby zapisania wzoru funkcji f.

fix—>x% jedli x e {—1, 0,1, 2}

fix)=x2, jedli x e {—1, 0,1, 2}

y=x> jedli xe {—1, 0,1, 2}
Wzér funkcji umozliwia obliczenie wartosci funkcji dla dowolnego argumentu z dzie-
dziny tej funkcji. Wéwczas mamy:

fl-1)=(-1)*=1, £(0)=02=0 itak dalej.
Majgc wzér funkcji mozemy rowniez stwierdzi¢, czy dany punkt nalezy do wykresu
tej funkcji, bez jego szkicowania.

Przyktad 6.
Sprawdzimy, czy punkty A(-2, 4), B(1, 0), C(9, —21) nalezg do wykresu funkcji f opi-

sanej za pomoca wzoru f(x)=2/x —3x, gdzie x & {0, ).

Punkt A nie nalezy do wykresu funkcji f, poniewaz liczba —2 nie nalezy do dziedziny
tej funkcji.

Punkt B nie nalezy do wykresu funkcji f, chociaz liczba 1 jest argumentem tej funkcji.
Mamy bowiem:

f1)=24J1-3-1=-1, wiec f(1)=#0.
Punkt C nalezy do wykresu funkcji f, bo liczba 9 nalezy do dziedziny tej funkcji oraz
f(9) =-21:

f(9)=2/9-3-9=6-27=-21.
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Sprawdz, czy rozumiesz

1. Czy ponizsze przyporzgdkowania sg funkcjami? Odpowiedz uzasadnij.
a) Kazdemu Polakowi przyporzagdkowujemy date jego urodzin.
b) Kazdemu odcinkowi przyporzadkowujemy jego dtugosé.
c) Kazdej liczbie naturalnej przyporzagdkowujemy jej naturalne dzielniki.

2. Ktdre z ponizszych graféw opisujg funkcje odwzorowujgca zbiér X w zbior Y?

Ay y o) y 9 x y

| | H

Odpowiedz uzasadnij.

3. Funkcja fodwzorowuje zbidr X = {0, 5,10, 15} W zbidr Y= {0, 1,2,3, 5} w taki
sposdb, ze f(0)=0, f(5) =1, f{10) =2, f(15) = 3.
a) Narysuj graf funkc;ji f.
b) Czy funkcja f odwzorowuje zbiér X na zbiér Y?

4. Funkcjafjest opisanazapomocawzoruf(x)=(0,5)2, gdziex € {-2,-1,0,1,2}.
a) Wyznacz zbidér wartosci funkcji f.
b) Przedstaw te funkcje za pomocg grafu.

5. Funkcja f: {1, 3,5, 7} —> {0, 2, 4, 6} dla coraz wiekszych argumentéw
przyjmuje coraz mniejsze wartosci.
a) Przedstaw te funkcje za pomocg tabelki.
b) Oblicz warto$¢ wyrazenia: [f(7) —f(3)] - [f(1) + f(5)].

6. Funkcja g jest opisana za pomocg tabelki.

X 0 1 4 9 16 | 25 | 36
gx)| O 1 2 3 4 5 6

a) Jaka wartosc funkcja g przyjmuje dla argumentu 4°?
b) Podaj argument, dla ktérego funkcja g przyjmuje wartosc 4.
c) Podaj opis stowny funkcji g.

7. Funkcja h jest opisana za pomoca tabelki:

x | 3| =20 1|23
hx) | 5| 4| 2| 1| 0 | 1

a) Jaka wartosé funkcja h przyjmuje dla argumentu —2?

b) Wypisz wszystkie argumenty, dla ktérych funkcja h przyjmuje wartosci
wieksze od —3.

c) Podaj opis stowny oraz wzdr funkgji h.
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10.

11.

12.

13.

14.

Funkcje f opisuje tabelka:

X 0,125 1 3a 16
flx) -3 0 0,(6) 4

Wykaz, ze funkcje f mozna opisa¢ za pomocg wzoru f(x) = log,x, gdzie

xe{lG,%/Z,%,l}.

Funkcja f jest opisana za pomocg zbioru par uporzagdkowanych:
{3,-5), (=2,-4), (-1,-3), (0,-2), (2, -1), (2, 0), (3, 1)}.

a) Narysuj wykres funkcji f w prostokatnym uktadzie wspotrzednych.
b) Podaj wzér funkcji f.

c) Oblicz wartos¢ wyrazenia 3 - f(1) — 2 - f(-2).

Funkcja f kazdej liczbie ze zbioru {-4,-3,-2,-1, 0, 1} przyporzadkowuje war-
tos¢ bezwzgledng tej liczby, pomniejszong o 1.

a) Zapisz wzor funkcji f.

b) Przedstaw dang funkcje za pomocg zbioru par uporzgdkowanych.

c) Narysuj wykres funkcji f w prostokatnym uktadzie wspotrzednych.

Dziedzing funkcji f jest zbior A = {0, 1,2, 3,4,5,6, 7, 8}. Funkcja f kazdej
liczbie pierwszej ze zbioru A przyporzadkowuje liczbe 1, kazdej liczbie ztozo-
nej ze zbioru A przyporzadkowuje liczbe 2, zas pozostatym liczbom ze zbioru
A —liczbe 3.

a) Przedstaw te funkcje za pomocg tabelki.

b) Narysuj wykres funkcji f.

Funkcja f kazdej liczbie ze zbioru {72, -1, 0, 2, 3, 4} przyporzagdkowuje jej

podwojony kwadrat, pomniejszony o 8.

a) Napisz wzér funkgji f.

b) Dlajakich argumentow funkcja f przyjmuje te samg wartos¢? lle wynosi ta
wartosé?

Funkcja g kazdej liczbie catkowitej przyporzadkowuje kwadrat tej liczby po-
mniejszonej o 3.

a) Podaj wzér funkcji g.

b) Dla jakiego argumentu funkcja g przyjmuje wartosé 0?

c) Sprawdz, czy punkty A(20, 289) i B(—9, 124) naleza do wykresu funkcji g.

Funkcja h kazdej liczbie naturalnej dwucyfrowej podzielnej przez 5 przypo-
rzgdkowuje reszte z dzielenia tej liczby przez 4.

a) Zapisz dziedzine i zbiér wartosci funkcji h.

b) Ktdre z punktéw A(100, 0), B(50, 2), C(75, 1) nalezg do wykresu funkcji h?
c) Oblicz wartoé¢ wyrazenia [h(30) + h(65)]¢°),
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Wykres funkeji

Jednym ze znanych Ci sposobdow opisywania funkcji jest jej wykres, czyli zbiér
wszystkich punktéw majacych postac (x, y), gdzie x nalezy do dziedziny funkcji, zas
y jest przyporzgdkowang argumentowi x wartoscig funkcji. Powstaje pytanie: , Czy
dowolnie wybrany zbidr punktéw w uktadzie wspétrzednych jest wykresem pewnej
funkcji?” Oczywiscie, ze nie.

Przyktad 1.

Ponizej przedstawione sg zbiory punktéw, ktére nie sg wykresami funkcji zmien-
nej x. Zastanéwmy sie, dlaczego.

a) 34 b) AY C) \Y
T5 +5 5

4 4 +a

1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 |01 2 3 4% 2 1 01 2 3lax 3b 1 01 2 3%
1 11 11
1 1 1o
13 3 -3

Rysunek a) nie przedstawia wykresu funkcji, poniewaz elementowi 2 przyporzad-
kowane s3g dwie liczby: 1 oraz 4, a zgodnie z definicjg funkcji kazdemu elementowi
z dziedziny musi by¢ przyporzadkowana tylko jedna wartosc.

Rysunek b) nie przedstawia wykresu funkcji, poniewaz elementowi 3 zostaty przypo-
rzagdkowane trzy liczby: -3, 1, 4.

Rysunek c) nie przedstawia wykresu funkcji, poniewaz elementowi —2 przypisano
nieskonczenie wiele réznych liczb rzeczywistych.

Zbidér punktéw w prostokatnym uktadzie wspdtrzednych jest wykresem funkcji
tylko wtedy, gdy kazda prosta rownolegta do osi OY ma z danym zbiorem nie wie-
cej niz jeden punkt wspdlny.
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Przyktad 2.

Ponizej kolorem niebieskim naszkicowane sg wykresy réznych funkcji.

a) Y b) 14 c)

13 13
12 e 12
+1 e | 1

1 1 1 1 1 1 1 i 1 1

32 1 (01 2 3% 324 (01 4 3x
14 19
1 3
13 13

Y
-4
-3
L2
-1
01 273

3 X

)
L3

-

Zauwaz, ze w kazdym przypadku dowolna prosta rownolegta do osi OY, ma z danym
wykresem funkcji co najwyzej jeden punkt wspdliny.

Przyktad 3.

Dana jest funkcja f(x) = 0,5(x — 3)(x + 4), gdzie x € {-5, -4, -3, -2, 0, 2, 3}. Nary-
sujemy wykres tej funkcji. Nastepnie odczytamy wspétrzedne punktéw wspdlnych
wykresu funkcji f z osiami uktadu wspodtrzednych.

Po wyznaczeniu wartosci funkcji f (wykonaj obliczenia) mozemy opisac te funkcje,
na przykfad, za pomoca zbioru par uporzagdkowanych:

{(-5,4),(-4,0),(-3,-3), (-2,-5), (0,-6), (2,-3), (3, 0)}.

Wykres funkcji f jest nastepujacy:

° 14

Zauwaz, ze jedynym punktem wspdlnym wy-
kresu funkcji fi osi OY jest punkt o wspétrzed-

nych (0, -6).

Wykres funkcji f ma natomiast dwa punkty

wspdlne z osig OX: (—4, 0) oraz (3, 0).

Zauwazmy, ze:

1) Wszystkie punkty znajdujace sie na osi OY majg pierwszg wspotrzedng rowng
0. Wykres funkcji f ma punkt wspolny z osig OY tylko wtedy, gdy 0 € D;. Wow-
czas wspotrzedne tego punktu sg réwne (0, f(O)).

2)

Wszystkie punkty znajdujgce sie na osi OX majg drugg wspodtrzedng réwng 0.

Wykres funkcji f ma punkt wspdlny z osig OX tylko wtedy, gdy istnieje argu-
ment x,, dla ktérego funkcja f przyjmuje warto$¢ 0. Woéwczas wspdtrzedne
tego punktu wynosza (x,, 0).
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Wykres funkcji moze mie¢ co najwyzej jeden punkt wspdlny z osig OY oraz dowol-
ng liczbe punktéw wspdlnych z osig OX.

Przyktad 4.

W prostokatnym uktadzie wspotrzednych przedstawimy wykres funkcji f danej opi-
sem stownym: ,,Funkcja f kazdej liczbie naturalnej mniejszej od 10 przyporzadkowu-
je reszte z dzielenia tej liczby przez 3”.

Dziedzing funkgcji f jest zbior Dy= {0, 1,2,3,4,5,6,7,8, 9}. Zauwaz, ze wsrod liczb
nalezacych do dziedziny funkcji mamy:

— liczby 0, 3, 6 oraz 9, ktdre po podzieleniu przez 3 dajg reszte 0;

— liczby 1, 4, 7, ktére po podzieleniu przez 3 dajg reszte 1;

— liczby 2, 5, 8, ktére po podzieleniu przez 3 dajg reszte 2.

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
fixy | o 1 2 0 1 2 0 1 2 0

Na podstawie tabelki rysujemy wykres funkcji f.

Pamietaj, ze wykres funkcji sktada sie
z tylu punktéw, ile argumentéw nalezy
do dziedziny danej funkcji. W tym przy-
padku do wykresu funkcji nalezy dzie-
sie¢ punktéw.

W matematyce czesto postugujemy sie funkcjami zmiennej x, ktérych wzér sktada
sie z kilku wyrazen potgczonych klamra. Na przyktad funkcje z przyktadu 4. opisuje
0, jesli xe{0,3,6,9}

wzor: f(x)=11, jesli xe{1,4,7}
2, jedli xe{2,5,8}

Przyktad s.

Funkcja f opisana jest wzorem f(x)=
kres tej funkgcji.

x—1, jesli xe{-2,0,5,6}
. Narysujemy wy-

4x7", jesli xe{2,4}

Z opisu funkcji f wynika, ze jej dziedzing jest zbior {—2, 0, 5, 6} U {2, 4}, czyli
D= {—2, 0,2,4,5, 6}. Obliczamy wartosci funkcji f dla poszczegdlnych argumentow:

fi-2)=-2-1=-3 fl2)=4-21=2
fl0)=0-1=-1 fla)=4-41=1
fl5)=5-1=4

fl6)=6-1=5
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Do wykresu funkcji f nalezy szes¢ punktéw:

y=fix)

1
B

.

w

11

N

[

=

o

-
o
a4 @

Do wykresu funkcji moze naleze¢ nieskoriczenie wiele punktéw (zobacz przyktad 2.)
—na przyktad woéwczas, gdy dziedzing funkcji jest zbidr liczb rzeczywistych R. W ta-
kim przypadku nie mozemy obliczy¢ wartosci funkcji dla wszystkich argumentéw.
Tworzymy jedynie tzw. tabelke cze$ciowa. Im bardziej szczegdtowa jest ta tabelka,
tym dokfadniej naszkicujemy fragment wykresu takiej funkcji.

Przyktad 6.

Naszkicujemy wykresy dwoch funkcji:

a)y=x, gdziex € R b) y =~/x, gdzie x (0, +)
Budujemy tabelki czesciowe tych funkgji.

a)y=x, gdziex e R b)yzx/;,gdziexe<0,+oo)
-5 1 5 1 16| 9 25
x|-4|—|-1/0|=]1[2|=|3 x|o|=|1]=|=|3]4|=|9
2 2 2 4 9|4 4
-5 1 5 1 43 5
4—=|-1l0|=|1]42/2]3 o/=|1/=|213l2|2]3
YIS > | 1V2]3 Y1713 3|2 3 2

Wszystkie punkty ptaszczyzny w ukta- Wykres funkcji jest krzywga, ktorej
dzie wspétrzednych o dwdch takich ksztatt przedstawia rysunek.
samych wspétrzednych tworzg prosta.

Y Y
__5 Cx __5
+4 4 12 y=\/;
__3 __3
__2 __2
__1 1
R (B R R I 1
+-1 —10112345678910X
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SprawdZz, czy rozumiesz

1. Ktory zbiér punktow jest wykresem pewnej funkcji zmiennej x? Odpowied?
uzasadnij.
a) Y

d) Y

3-2-1191 2 3%

2. Naszkicuj wykresy funkcji:
a) f(x) =x, gdzie x (m, 1) b) f(x) = x, gdzie x <74, 71) U {1, 2, 3}
c) fix) = —x, gdziex € Z d) f(x) = —x, gdzie x € (-2, +0) L {-4, -3}.
3. Naszkicuj wykres funkgcji f, opisanej za pomocg wzoru:
a) f(x)=+/x, gdzie x € (0, 1) b) f(x)=+/x, gdzie x € {0} U (1, +o0)
c) f(x)=—/x, gdzie x e{o,%, 1, %, %, 9} d) f(x)=—+/x, gdzie x € (0, +0).

4. Na ponizszym rysunku przedstawiony jest wykres funkcji f. Podaj wspétrzed-
ne punktow wspdlnych wykresu funkcji fi osi: 1) OY 2) OX.
a) 4 b) 4 c) y

y=flx)
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10.

11.

Wyznacz wspdtrzedne punktu wspdlnego wykresu funkcji f i osi OY oraz
wspotrzedne punktéw wspoélnych wykresu tej funkcji i osi OX (o ile istniejg),
jezeli:

a) flx) =—2x% + 8, gdziex € R b) f(x) = 2(x —3)(x + 7), gdzie x € R

c) flx) =2x+ 10, gdziex € N d) fix) =—3x+6,gdziex € Z

e) fix) = (x + 3)%, gdzie x € (-5, 0) f) fix) =x2—7, gdzie x € (—oo, 1).

Narysuj wykres funkcji f, ktorej dziedzing jest zbidor wszystkich liczb catkowi-
tych z przedziatu (—6, 4) i ktéra liczbom parzystym przyporzadkowuije liczbe 2,
zas$ liczbom nieparzystym przyporzadkowuje liczbe —1. Zapisz wzdr funkcji f.

Naszkicuj wykresy nastepujgcych funkcji:
3, jesli x(0,6)

a) f(x)= o b) f(x)=
x, jesli xe(—4,0)

-2, jesli xe(-3,1)

1, jesli xe{1,2,3,4,5,6}
—x, jesli xe(-,0)

Jx, jesli xe(0,1)

Na rysunku ponizej przedstawiony jest fragment wykresu funkcji f, okreslonej
w zbiorze R. Podaj opis stowny tego przyporzgdkowania oraz wzér funkcji f.

. :{\/Q, jesli x{0,1,4}

d =
0, jesli xe(-5,0) 1 {

a) Y b) Y
1 I
T y =fix) 4—0
2 -1 9 1 2 3%x , |y
E | P —

—t———1— t —>
6-5-4-3-2-1191 2 3 4 5%

: N - . x, jesli x>0 .
Korzystajac z definicji wartosci bezwzglednej: |x|= dli ¢ <0 naszkicuj
—x, jesdli x <

wykres funkcji y = |x|, gdzie x € R.

Sprawdz (wykonujac obliczenia), ktéry z podanych punktow: A(fl, 2), B(72, 1),
x+5, jedli x (-0, 1)
(0, 5), D(+/3, 0) nalezy do wykresu funkcji f(x)= S
3—x7, jesli xe(—1,+oo)
x* =5, jesli xe(-4,-2)U(2,4)
3x+7, jesli xe(-2,2)
a) Podaj wspétrzedne punktu wspdlnego wykresu funkcji f i osi OY.
b) Oblicz wartos¢ funkgcji f dla argumentu 2.
c) Wyznacz argumenty, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosc 4.
d) Sprawdz, czy do wykresu funkcji f nalezy punkt A(—2, 1).

Dana jest funkcja f(x) = {
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Dziedzina funkgji liczbowej

Wazng umiejetnoscig jest wyznaczanie dziedziny funkcji zaréwno na podstawie wy-
kresu funkcji, jak tez z jej wzoru.

Wyznaczanie dziedziny funkcji na podstawie jej wykresu

Wiesz, ze wykres funkcji w prostokatnym uktadzie wspdtrzednych to zbidr wszyst-
kich punktow ptaszczyzny o wspétrzednych (x, y), gdzie x oznacza argument funkgji,
zas y — wartos$¢ funkcji dla argumentu x.

Aby z wykresu funkcji odczytaé dziedzine funkcji f, wystarczy ,zebraé¢” wszystkie
pierwsze wspoétrzedne punktow wykresu. Czyli odciete tych punktéw. Wyobraz so-
bie, ze te odciete (x) , odtgczajg” sie od par (x, y) i ,wedrujg” na o$ OX pod katem
prostym (jak pokazujg strzatki). Na osi OX powstaje zbiér wszystkich argumentéw
funkgji, czyli dziedzina funkcji — zbior Dy (kolor czerwony).

(-3,5)

2 > (6,-2)

Odczytujemy: D, = (-3, 6).

Wyznaczanie dziedziny funkcji opisanej wzorem

Mozna zauwazy¢, ze w rozwazanych przez nas przyktadach funkcji w poprzednich
tematach obok wzoru funkcji wystepowata dziedzina. Czesto jednak w zadaniach
podaje sie sam wzor funkcji. W jaki sposdb wowczas okreslamy jej dziedzine?

Przez dziedzine funkcji opisanej wzorem rozumiemy zbidr tych wszystkich liczb
rzeczywistych, dla ktérych sg wykonalne wszystkie dziatania zapisane we wzorze
funkcji, co znaczy, ze dziedzing funkcji jest zbidr wszystkich liczb rzeczywistych, dla
ktérych mozna obliczy¢ wartosci funkcji.

Przyktad 1.
Wyznaczymy dziedziny funkcji:

a) fix) = -5x+7 b) g(x)=/x—1 &) h{x)= —>

X’ —4
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Ad a) Wiemy, ze kazdg liczbe rzeczywistg mozna pomnozy¢ przez —5 oraz do kazdej
liczby rzeczywistej mozna dodac 7. Wnioskujemy, ze dziedzing funkcji f(x) = —-5x+ 7
jest zbior R, zapisujemy D,=R.

Ad b) Pierwiastek kwadratowy istnieje tylko z liczby dodatniej lub réwnej 0. Oznacza
to, ze wartosc funkcji g mozna obliczy¢ tylko wtedy, gdy jest spetniona nieréwnosé
x—12>0,czyli x> 1.

Dziedzing funkcji g(x)=+/x—1 jest przedziat <1, + oo), zapisujemy D, = (1, + oo).
Ad c) Dowolng liczbe rzeczywistg mozna podnies¢ do kwadratu, od kazdej liczby rze-
czywistej mozna odjaé liczbe 4, ale dzielenie liczby 3 przez x? — 4 jest mozliwe tylko

wtedy, gdy x2 — 4 = 0. Dzielenie przez 0 jest niewykonalne. Otrzymujemy:
x2 # 4 tylko wtedy, gdy x # 2 i x = 2.

Dziedzing funkcji h(x)=

23 2 jest zbiér R— {-2, 2}, czyli D, =R — {-2, 2}.

Pamietaj:
1) Pierwiastki stopnia parzystego mozna obliczac tylko z liczb nieujemnych.
2) Mianownik utamka musi by¢ zawsze liczbg rézng od 0.

Przyktad 2.
Wyznaczymy dziedzine funkcji:

a) f(x)=—= b) g(x) =B x +——

Vx+6 X=5

X

VX+6

Z ostatniej uwagi wynika, ze: 1) x+6 >0 oraz 2)x+ 6= 0. Te dwa warunki mozna
zastgpic jedng nieréwnoscia: x + 6 > 0. Zatem
D;= (-6, +o)

Ad a) f(x)=

Ad b) g(x) =v/8—x +L

Liczba x musi spetniaé jednoczesnie dwa warunki:
1)8—-x>0 oraz 2)x-5%#0

1) Zbiorem rozwigzan nieréwnosci 8 —x > 0 jest przedziat (—oo, 8>.

2) Jednoczesnie x # 5, wiec otrzymujemy, ze dziedzing funkcji g jest suma prze-
dziatow:

D,=(-,5)uU(5,8).




Dziedzina funkgji liczbowej

SprawdZz, czy rozumiesz

1. Odczytaj z wykresu funkcji f jej dziedzine.
a) b)
4

7\

—I6 _'5 _'4 _'3 _'2 _'\_

2. Wyznacz dziedzine funkcji:

_ _x2
a) fix) = 5 b) £(x) i1

_ 3+x _ 5x
= M= ) -a)

3. Wyznacz dziedzine funkcji:

a) flx) =/3x+6 b) f(x) =/5-2x

_ 1 3 _x+1
d)f(x)_\/m_l_\/; e)f(X)— X—2
g fN) = —— X ) fx) = X

X +10x+25 9—x

_x . 3
i =+ 2
ffx) = —— + 20

X+9 x°-3

2
W=

4x
f) fix) = =
S i
i fix) = YX=2
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Zbiér wartosci funkeji liczbowej.
Najmniejsza i najwigksza wartosé funkeji

Zbidr wartosci funkcji liczbowej to zbidr liczb, jakie otrzymujemy w wyniku obli-
czenia wartosci funkcji dla wszystkich jej argumentdw.

Przyktad 1.

Wyznaczymy zbiér wartosci funkcji g(x) = |2x +3

,gdziex € {-5,-4,-1,0, 2}.

Obliczamy wartosci funkcji g dla kolejnych argumentdéw:
g(-5)=7 g(-4)=5 g(-1)=1 g(0)=3 g(2)=7

Wyznaczylismy wszystkie wartosci funkcji g, zatem ZW, = {1, 3,5, 7}.

Okreslanie zbioru wartosci funkcji na podstawie jej wzoru jest zazwyczaj bardzo
trudne. Dlatego do wyznaczenia zbioru wartosci funkcji czesto korzystamy z jej wy-
kresu.

Aby z wykresu funkcji f odczytac¢ zbior wartosci funkcji, wystarczy ,,zebrac¢” z punk-
téw wykresu (x, y) drugie wspétrzedne tych punktéw. Czyli rzedne tych punktéw.
Wyobraz sobie, ze te rzedne (y) ,,0dtaczajg” sie od par (x, y) i ,wedrujg” na o$ OY pod
katem prostym (jak pokazujg strzatki). Na osi OY powstaje zbior wszystkich wartosci
funkgji, czyli zbiér ZW; (kolor zielony).

(-3,5)q—> — — ¢5
\/ o
— > 4

=
N

| | | | |
T T T T T
-5 -4 -3 =2 -1

Odczytujemy: ZW;= (—2, 5>.

Najwiekszg liczbg w zbiorze wartosci funkcji f jest liczba 5. Mowimy, ze funkcja f
przyjmuje najwiekszg wartos¢ réwna 5 dla argumentu —3.

W przedziale (—2, 5) nie istnieje warto$¢ najmniejsza. Powiemy, ze funkcja f nie
przyjmuje wartosci najmniejszej.
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Definicja 1.

Najmniejszg wartoscig funkcji liczcbowej nazywamy najmniejszg z liczb naleza-
cych do zbioru wartosci funkcji, o ile w zbiorze wartosci taka liczba istnieje.
Najwiekszg wartoscig funkcji liczbowej nazywamy najwieksza z liczb nalezgcych
do zbioru wartosci funkcji, o ile w zbiorze wartosci taka liczba istnieje.

Zauwaz, ze funkcja g z przyktadu 1. dla argumentu —1 przyjmuje najmniejszg war-
tos¢ rowng 1, a dla argumentdéw —5 i 2 przyjmuje najwiekszg wartosé rowng 7.

Przyktad 2.

Sprawdzimy, czy liczba 3 nalezy do zbioru wartosci funkcji, jezeli dany jest wzor tej
funkgji: f(x) = 2x* — 5, gdzie x € {-4, -3, -2, -1}.

Wystarczy sprawdzié, czy istnieje argument funkcji, dla ktérego funkcja przyjmuje
warto$¢ 3. W takim razie szukamy takiego rozwigzania réwnania f(x) = 3, ktére na-
lezy do dziedziny funkcji f.

2x>—5=3, skad

2x2 =38, czyli xX2=4
Réwnanie to ma dwa rozwigzania: —2 oraz 2.
Zauwazamy, ze liczba —2 nalezy do dziedziny funkcji f, zatem f(-2) = 3.
Liczba 3 nalezy do zbioru wartosci funkcji f i jest ona przyjmowana dla argumen-
tu 2.

UWAGA: Jezeli do dziedziny funkcji nalezy niewielka liczba argumentéw, to moz-
na obliczy¢ wszystkie wartosci funkcji, aby sie przekonac, czy dana liczba nalezy do
zbioru wartosci tej funkcji.

Przyktad 3.

Dany jest wykres funkcji f. Z wykresu odczytamy:
a) wartos¢ tej funkcji dla argumentu 3,
b) argumenty, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosé 3.

Ad a)
Y Wykonujemy nastepujgce czynnosci:
T v =f(x) — znajdujemy na osi OX punkt, ktérego odcie-
\/ 4 ta, czyli pierwsza wpspotrzedna, wynosi 3;
T3 — przez ten punkt prowadzimy prostg row-
T2 nolegtg do osi OY, az do przeciecia sie tej
! A1) prostej z wykresem funkcji; prosta przecina
———1 —t wykres funkcji w punkcie A;
I AL AN — odczytujemy rzedng, czyli drugg wspot-
15 rzedng, punktu A na osi OY: y, = 1.

Dla argumentu 3 wartosé funkcji f jest réwna 1, czyli f(3) = 1.
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Ad b)
14 Wykonujemy nastepujace czynnosci:
T — znajdujemy na osi OY punkt, ktérego druga
4 o 3) wspotrzedna (rzedna) wynosi 3;
B2,3) N — przez ten punkt prowadzimy prostg row-
T2 nolegta do osi OX, az do przeciecia sie tej
T1 prostej z wykresem funkcji; prosta ma dwa
: : — — kt oJ k funkgji: k-
S A A [ N w > punkty wspdine z wykresem funkji: pun
1 tyBiG;
15 — odczytujemy pierwsze wspodtrzedne (od-
ciete) punktéw B i C na osi OX:

Xg=—2 i Xxc.=1.
Funkcja f przyjmuje wartos¢ 3 dla dwdch argumentéw: —2 i 1. Zapisujemy:
fix)=3exe {—2, 1}

Sprawdz, czy rozumiesz

1. Wyznacz zbidr wartosci funkcji f, jesli:

,x€1{-2,-1,0,4} b) f(x):w,xe{ﬁ,l,z,\@}
Xx“+1

a) flx)=

x—3
2X+5

c) f(x)=log, x, xe{%,m,%} d)fix)=1-2%,xe {-3,-2,0,1, 4}.

2

2. Odczytaj z wykresu zbidr wartosci funkcji f. Nastepnie podaj najmniejszg oraz
najwiekszg wartos¢ funkcji f (o ile istniejg) i dla jakich argumentéw sg one

przyjmowane.
Y Ay
a) I b) 1
+3 Oo——0 13
42 y =flx) +2 y=fix)
41 —31—oO
Il Il Il Il & 1 1 Il | Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il
T T T T v o I T T T T T T T T T T 0 T T T T T T T
S5-4-3-2-1 91 2\3 4 56 7X S5-4-3-2-1 17123456 7X
+-2 +-2 o—e
+-3 +-3
~—4 “+-4
Y Ay
c) 1A d) It
13 ° y=fx) |4
+2 o y=flx) T2
c\ +1 +1
P P R T T S s e s e e g+
5 432> ‘@4567)( S5-4-3-2-1 7123456 71X
+-2 +-2
+-3 3
+-4 +-4
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Zbiér wartosci funkeji liczbowej. Najmniejsza | najwieksza wartosé funkeji

3. Na ponizszym rysunku przedstawiony jest wykres funkcji y = f(x).

a)

y =fx)

Odczytaj z wykresu:

1) dziedzine i zbiér wartosci funkcji f;
2) f(=2) oraz f(6);
3) argumenty, dla ktérych wartos¢ funkcji f jest rowna —4;
4) najmniejszg i najwiekszg wartos¢ funkcji f (o ile istniejg) oraz dla jakich
argumentdéw sg one przyjmowane.
4. Dany jest wykres funkcji f.
a)
4
15
W
-3
' /\ N\y=ﬂx)
_5_4 SS Pl a6 x su521 01534 s\6 x
42 2
1-3 1-3
~4—4 -4
1 15
Odczytaj z wykresu:
1) dziedzine i zbidr wartosci funkcji f;
2) wartos¢ funkcji f dla argumentu 4;
3) argumenty, dla ktérych wartos¢ funkcji f jest rowna —2;
4) dlailu argumentow funkcja f przyjmuje wartos¢ 1.
5. Podaj dziedzine funkcji f. Nastepnie oblicz, dla jakich argumentéw funkcja f
przyjmuje wartos¢ w podang obok wzoru funkcji.
1
a) flx) =—3x+8, w=98; b) f(x)=5x2—5, w=3;
6. Sprawdz, czy liczba 5 nalezy do zbioru wartosci funkcji:

a) fix) =

3x—6,xeZ b) g(x) = —4x—7,x € {-5,-3, -1}.
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Miejsce zerowe funkgji

Funkcja f jest opisana za pomocg tabelki ponizej. Dla jakich argumentéw funkcja f
przyjmuje warto$¢ 0?

X -3 -2 0 3 5 8
fx) 4 0 -1 7 0 2

Funkcja f przyjmuje wartos¢ 0 dla dwdch argumentéw: —2 oraz 5. Mozemy zapisac:
f(x)=0<:>(x=—2 Iubx=5)

Argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosc 0, to miejsca zerowe funkcji. Za-

tem funkcja f ma dwa miejsca zerowe: —2 oraz 5.

Definicja 1.
Miejscem zerowym funkcji liczbowej nazywamy argument, dla ktérego wartos¢
funkcji jest rowna zero.

Przyktad 1.
Dana jest funkcja f(x) = x*> — 49, gdzie x {77, -6, -5, 74}. Wyznaczymy miejsca
zerowe tej funkcji.

Aby wyznaczy¢ miejsca zerowe funkcji, rozwigzujemy rownanie f(x) = 0. Nastepnie
sprawdzamy, czy otrzymane rozwigzania nalezg do dziedziny funkc;ji.

xX*—49=0 korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia:
(x-7)(x+7)=0 a?—b? = (a—b)(a +b)
Xx—7=0lub x+7=0 iloczyn liczb jest réwny 0 wtedy, gdy co najmniej jedna
x=7 lub x=-7 z tych liczb jest réwna 0.

Liczba —7 nalezy do dziedziny funkcji f, a liczba 7 nie nalezy do dziedziny tej funkcji.
Jedynym miejscem zerowym funkcji f jest liczba —7.

UWAGA: W przypadku, gdy do dziedziny funkcji nalezy tylko kilka liczb, mozemy
obliczy¢ wszystkie wartosci tej funkcji. Miejscami zerowymi bedg te argumenty, dla
ktérych otrzymamy wartos¢ funkcji réwna 0.

Przyktad 2.
Wyznaczymy, jezeli istniejg, miejsca zerowe nastepujacych funkgcji:
x+3, jedli xe(-x,0)

a) f(x)=+x+5 b) g(x) =x*+3 c) h(x):{

x+2, jesli xe(0,+wx)

Ad a) Wyznaczamy najpierw dziedzine funkcji f. Liczby nalezgce do tej dziedziny
spetniajg nierownos¢ x +5 > 0. Stad D, = (—5, +oo).

Aby wyznaczy¢ miejsca zerowe tej funkcji, szukamy rozwigzan réwnania v x+5 =0.
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Z wtasnosci pierwiastka kwadratowego wynika, ze tylko Jo wynosi 0. Otrzymujemy
x+5=0, skad
x=-5

Stwierdzamy, ze -5 € Dy. Jedynym miejscem zerowym funkcji f jest liczba 5.

Ad b) Dziedzing funkcji g jest zbiér R. Rozpatrujemy réwnanie g(x) = 0, czyli
x*+3=0

ktore sprowadzamy do postaci
x2=-3

Réwnanie jest sprzeczne. Funkcja g nie ma miejsc zerowych.

o ) x+3, jesli xe(-=,0) o
Ad c) Dziedzing funkcji h(x) = jest suma przedziatéw

x+2, jedli xe(0,+»)
(—o0, 0) L (0, +0).

. Jesli x € (—0, 0), to h(x)=x+3 II. Jesli x € (0, +), to h(x) =x +2
x+3=0 x+2=0
x=-3 X=-2
Poniewaz -3 e (foo, 0), wiec h(—3)=0. | Zauwazamy, ze -2 ¢ (O, +oo).
Liczba —3 jest miejscem zerowym Liczba —2 nie jest miejscem zerowym
funkcji h. funkgcji h.

Jedynym miejscem zerowym funkcji h jest liczba —3.

Przyktad 3.

Wyznaczymy, jezeli istniejg, miejsca zerowe funkgji:

— 2_
a) f=""2 b) gl =22

x> +5 X—

Ada
Wyzr)maczamy dziedzine funkcji f. Wyrazenie x> + 5 dla kazdej liczby rzeczywistej
przyjmuje wartosci rozne od zera, wiec D;=R.
Teraz rozwigzujemy réwnanie f(x) =0:
x—4
x*+5

Miejscem zerowym funkcji f jest liczba 4.

=0 tylko wtedy, gdy x—4=0, skad x=4

Ad b)
Mianownik utamka we wzorze funkcji jest rozny od 0 wtedy, gdy x — 3 # 0, wiec
D, =R - {3}. Nastepnie rozwigzujemy rownanie g(x) = 0:
2
Xx° -9

x-3

=0, skad x*—9=0, czyli x¥>=9
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Ostatnie rownanie spetniajg dwie liczby: —3 oraz 3. Jednak tylko jedna z nich nalezy

do dziedziny funkcji g. Jest to liczba —3.

Jedynym miejscem zerowym funkgji g jest liczba —3.

Przyktad 4.

Ponizej przedstawiono wykresy trzech funkcji. Na ich podstawie wyznaczymy
miejsca zerowe, o ile istnieja, tych funkcji.

a) 4
+4 y = fix)
3 Punktem wspolnym wykresu funkcji fi osi
2 OX jest punkt (2, 0), zatem miejscem ze-
1 rowym tej funkcji jest liczba 2.
/R (R X
+-1
+-3
b) Y
+4 y=4g(x)
:;/’ Wykres funkcji g nie ma punktow wspadl-
O/‘ nych z osig OX, wiec ta funkcja nie ma
T1 miejsc zerowych.
/R R S S S ¢
+-1
c) 1
+4 y=hix)
T3 Wykres funkcji h przecina 0§ OX w punk-
+2 tach: (-2, 0), (0, 0), (4, 0), zatem ta funk-
+1 cja ma trzy miejsca zerowe: -2, 0, 4.
4 -3 3 1 01'1i§45'63(
+-2
+-3
1. Miejsca zerowe to pierwsze wspoétrzedne punktéw wspdlnych wykresu funkcji
i osi OX.
2. Punkty wykresu znajdujace sie powyzej osi OX majg drugg wspotrzedng do-
datnig i wéwczas f(x) > 0.
3. Punkty wykresu znajdujace sie ponizej osi OX majg drugg wspotrzedng ujemng

i wtedy f(x) < 0.
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Przyktad s.

Dany jest wykres funkcji f, okreslonej w zbiorze <—2, 5) (zobacz rysunek ponizej).

Z wykresu tej funkcji odczytamy:

a) zbidr argumentow, dla ktdrych funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie,
b) zbidr argumentdw, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci ujemne.

Czes¢ wykresu znajdujgca sie nad osig OX (zaznaczona kolorem pomaranczowym)
»informuje” nas o dodatnich wartosciach funkcji, zas czes¢ wykresu potozona pod
osig OX (zaznaczona kolorem niebieskim) ,,informuje” nas o ujemnych wartosciach

funkcji.
__;’ Miejscami zerowymi sg liczby: -1, 2 i 4.
1 Ponadto:
13 — funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie dla argu-
12 mentow nalezgcych do zbioru
y =fix)

T1 (-2,-1)uU(2,4)

SN A S At — funkcja f przyjmuje wartoéci ujemne dla argu-

\\:_:2 mentow nalezgcych do zbioru

(1,2)u(45)
+-4

Powyisze informacje zapisujemy krétko:

fix) =0 xe {—1, 2, 4}
f)>0exe(-2,-1)U(2,4)
fly<oexe(-1,2)u(4,5)

SprawdZz, czy rozumiesz

1. Dana jest funkcja f oraz liczba a obok wzoru tej funkcji, nalezaca do jej dzie-
dziny. Sprawdz, czy liczba a jest miejscem zerowym funkcji f.

a)f(x)=§x—2; a=>5

Afi)=(3-x)(x+1); a=—/3

2. Odczytaj z wykresu funkcji f jej miejsca zerowe (o ile istniejg).
c)

a) Y b) "

14 +a

13
/\O 12
11

b) fix) =log,x—3; a=8

d)fix)=2"1+5;

y=fx)

R e B T e S v
4 5X-5-4-3-2-1 191 2 3 4 5x-4/3-2-1 |

a=3.
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3. Czy funkcja f ma miejsca zerowe? Jesli tak, to je podaj.
a) flx) =—2x+8, gdziex € {1,2,3, 4} b)fix)=x% gdziexe N
c) flx) =5x+2, gdzie x € R, d) fix) =—x?+5, gdziex e R— Q

4. Wyznacz miejsca zerowe funkcji f, jesli:

4x+15, x e(—0,—4) x* —16, x (—o,-3)
) flx)=

a) flx)= | x2 —10x+25, xe(-3,+»)

EX 1, xe(-4,+»)

5. Oblicz miejsca zerowe funkcji f, jezeli istniejg. Pamietaj o wyznaczeniu dzie-
dziny funkcji.

a) flx) =9x— 120 b) fix) =+x+3 c) fix)= 3x(2x— 1)(x + 9)
d) f(x)=v2-3x e) flx) = - f) fx)=vx+4
6. Wyznacz dziedzine funkcji f oraz jej miejsca zerowe, jezeli istnieja.
x+8 4x-8 x* -1
a) f(x)= > b) f(x)= 2 c) flx)= 1
@) f00=5 &) flx)=2% f) o= L)
+3x

7. Oblicz miejsca zerowe funkcji f. Pamietaj 0 wyznaczeniu dziedziny funkcji.

2
X5 b) flx) = X =>4 O fix) = X

x—8 X’ —4x+4

a) fix )—

8. Wyznacz miejsca zerowe funkcji f, jezeli istnieja.

x> —16 N2+ x Jx=3

= b —_verr =
a) £l =" — ) f)= ) Sl = —
9. Dany jest wykres funkcji y = f(x).
a) 1_33/ b) f_;

y=f(x) y =flx)

1L 3 45 6

5%
|
(6]
|
5
|
w
|
N
|
-

o
]
o
w
»~
(€]
a4
x<VY

Odczytaj z wykresu:

1) dziedzine i zbidr wartosci funkcji f;

2) miejsca zerowe funkcji f;

3) zbidr argumentdw, dla ktdrych funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie;
4) zbiér argumentdw, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci ujemne.



Mownotonicznosé funkeji

Monotonicznosé funkcji

Ponizszy wykres otrzymany z termografu ilustruje zmiany temperatury powietrza
W pewnej miejscowosci w ciggu 10 godzin.

Przeanalizujemy ten wykres i odpowiemy na nastepujace pytania:

1) Jak zmieniata sie temperatura powietrza w ciggu pierwszych czterech godzin od
rozpoczecia pomiaru?

2) Co dziato sie przez nastepne dwie godziny?

3) Czy w siddmej, 6smej i dziewigtej godzinie pomiaru temperatura zmieniata sie?

4) Jak zmienita sie temperatura w czasie ostatniej godziny pomiaru?

Oto wykres przedstawiajgcy zmiany temperatury.
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Ad 1)

W ciggu pierwszych czterech godzin temperatura rosta (wykres ,wznosi sie”).
W chwili rozpoczecia pomiaru temperatura wynosita 1,5°C i wzrastata az do pozio-
mu 5°C.

Ad 2)
Przez nastepne dwie godziny temperatura malata (wykres , opada”). W tym czasie
temperatura obnizyta sie 0 2°C do poziomu 3°C.

Ad 3)

W siddmej, 6smej i dziewigtej godzinie pomiaru temperatura byta stata (wykres jest
poziomy). W tym czasie temperatura miata jedng niezmieniajgcg sie wartosc¢ rowng
3°C.

Ad 4)
W ostatniej godzinie pomiaru temperatura znowu rosta i w chwili zakornczenia po-
miaru osiggneta wartosé 3,5°C.
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Definicja 1.

Funkcja liczbowa f: X — Y jest funkcja rosngca w zbiorze A, A — X, wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnych argumentéw x;, x,, nalezacych do zbioru A, z nieréw-
nosci x; < x, wynika nieréwnosc¢ f(x;) < f(x,).

Funkcje, ktdra jest rosngca w catej dziedzinie, nazywamy funkcjg rosnaca.

Y e

fix,)

fix;)
-1

Il >
/ X, 01 X, X

wykres rosngcej funkcji f

Wraz ze wzrostem argumentéw rosng tez wartosci funkcji f; dla dowolnych liczb
X1, X, nalezacych do D, z faktu, ze x; < x,, wynika, ze f(x;) < flx,).

Definicja 2.

Funkcja liczbowa f: X — Y jest funkcja malejaca w zbiorze A, A — X, wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnych argumentéw x;, x,, nalezacych do zbioru A, z nieréw-
nosci x; < x, wynika nieréwnos¢ f(x;) > f(x,).

Funkcje, ktéra jest malejaca w catej dziedzinie, nazywamy funkcja malejaca.

y =fix)
fix)
Xq 01 X
fix;)

wykres malejgcej funkcji f

Wraz ze wzrostem argumentéw malejg wartosci funkcji f; dla dowolnych liczb x;, x,
nalezacych do Dy z faktu, ze x, <Xx,, wynika, ze f(x;) > f(x,).

Definicja 3.

Funkcja liczbowa f: X — Y jest funkcjg statg w zbiorze A, A — X, wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnych argumentdéw x;, x,, nalezacych do zbioru A, zachodzi
réwnosc f(x,) = f(x,).

Funkcje, ktdra jest stata w catej dziedzinie, nazywamy funkcjq stata.
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y = fix) fixy) = fix,)

X, X, X

wykres statej funkcji f

Dla dowolnych liczb x,, x, nalezacych do Dy mamy f(x,) = f(x,).

Oprécz funkcji rosngcych i malejgcych wyrdznia sie tez funkcje niemalejgce i nie-
rosnace.

Definicja 4.
Funkcja liczbowa f: X — Y jest funkcjg niemalejgca w zbiorze A, A — X, wte-
dy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych argumentdéw x;, x,, nalezgcych do zbioru A,

z nieréwnosci x; < X, wynika nieréwnosé f(x;) < f(x,).

Kazda funkcja rosngca jest jednoczesnie funkcjg niemalejacg. Rysunek ponizej
przedstawia wykres funkcji niemalejgcej, ktdra nie jest rosngca (w pewnym prze-
dziale jest stata).

Y

1 y=fx)

Definicja 5.

Funkcja liczbowa f: X — Y jest funkcjg nierosnaca w zbiorze A, A — X, wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy dla dowolnych argumentdéw x;, x,, nalezacych do zbioru A, z nie-
réwnosci x; < x, wynika nieréwnosé f(x,) > f(x,).

Podobnie, kazda funkcja malejaca jest jednoczesnie funkcjg nierosngcy. Rysunek
ponizej przedstawia wykres funkcji nierosnacej, ktéra nie jest malejaca.

Ay

\ 1L y =flx)
\‘ >
’ 1\)(

Funkcja stata jest jednoczesnie nierosngca i niemalejaca.

lo1
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Funkcje nierosnace i niemalejgce nazywamy funkcjami monotonicznymi.

Najczesciej spotykamy sie z funkcjami, ktére nie s3 monotoniczne, to znaczy z ta-
kimi, ktére w pewnych przedziatach (podzbiorach dziedziny) sg rosnace, w innych
malejace lub state (przyktad zaleznosci temperatury od czasu — przedstawiony na
poczatku rozdziatu). Wéwczas méwimy o przedziatach monotonicznosci funkcji.

Ponizszy przyktad ilustruje funkcje przedziatami monotoniczng. Pokazemy, jak od-
czytac z wykresu przedziaty monotonicznosci funkcji.

Przyktad 1.

Odczytajmy przedziaty monotonicznosci funkcji f, ktérej wykres jest przedstawiony
na ponizszym rysunku.

y=f(x) 1a

4N AN

1
%6 5 -4 3 -2 3\01
\_;
L4

Aby tatwiej byto nam odczytac zbiory, w ktérych funkcja jest malejaca, rosngca lub
stata, prowadzimy pomocnicze proste prostopadte do osi OX, ktére dzielg wykres
funkcji f na odpowiednie czesci (dzielg tez dziedzine funkcji na odpowiednie prze-
dziaty). Przedziaty monotonicznosci funkcji odczytujemy na osi OX.
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Funkcja jest rosnagca w kazdym z przedziatéw: (—o, -3), (1, 4).
Funkcja jest malejaca w kazdym z przedziatéw: (-3, 1), (6, 8).
Funkcja jest stata w przedziale: (4, 6).

Zauwaz, ze funkcja f nie jest rosngca w sumie przedziatow
(—o0, -3) U (1, 4).
WeZmy bowiem dwa argumenty funkc;ji f nalezace do zbioru (foo, -3)u(1, 4),
X, =-5 oraz x,=2
i odczytajmy wartosci funkcji dla tych argumentow:
fix) =f-5)=1 oraz fix,)=f(2)=-1.
Okazuje sie, ze x; < X,, ale f(x;) > f(x,), zatem funkcja f nie jest rosngca w zbiorze
(—o0, -3) U (1, 4).
Przedziaty monotonicznosci funkcji wygodnie jest podawac jako osobne zbiory,
oddzielajgc je przecinkiem. W ten sposéb unikamy ewentualnych bteddéw.
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SprawdZz, czy rozumiesz
1. WSsrdd ponizszych wykreséw znajduje sie wykres funkcji rosngcej, nierosna-
cej, malejacej oraz niemalejacej. Wskaz je.

a) 4 b) Ay
y = fix)
{ ]
®
y = fix)
dLba ° T1
— > \\."
oo 121 X 04 X
®
c) Ay d) \y
y =1 A

+1 o«

: X /o 01 X

2. Wyznacz maksymalne przedziaty, w ktérych funkcja f jest: 1) rosnaca,
2) malejaca, 3) stata.
a) b)
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c) d)
Ay 3%
+4 +4
T3 i y = fix)
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Funkcje réznowartosciowe

Ponizej przedstawione sg wykresy zaleznosci wartosci ciSnienia atmosferycznego od
czasu, sporzadzone w dwdch réznych dniach w pewnej miejscowosci. Kazdego dnia
pomiar rozpoczynano o godzinie 6% i koriczono o godzinie 24%,

Przeanalizujemy te wykresy. Pomogg nam w tym pytania pod wykresami.

a) Wykres wartosci cisnienia we wtorek.

p [hPa] 4
1001

1000

999

998 -

997
996 -

995

| | | | |
600 g0 100 1200 4400  4g00  4g00 5500 5500 5,00 ¢

W jakich godzinach wartosé cisnienia wynosita 1000 hPa? Jakg wartos¢ miato cisnie-
nie atmosferyczne o godz. 14%, a jaka o godz. 18°°?

b) Wykres wartosci ci$nienia w czwartek.

p [hPa]
1001

1000

999~

998
9971~
996~

995[~

| | | | | | | | >
600 800 1000 1200 1400 100 g0 5500 5500 5,00

Czy mozna wskazac takie pory dnia, w ktérych cisnienie miato takg samg wartosc?

We wtorek mozna byto zaobserwowac wahania ci$nienia atmosferycznego. Byty ta-
kie pory dnia, ze cisnienie atmosferyczne miato jednakowg wartos¢ (np. o godzinie
14% j o godzinie 18% byto réwne 997 hPa).
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W czwartek cisnienie atmosferyczne systematycznie rosto. O kazdej porze dnia war-
tos¢ cisnienia atmosferycznego byta rézna od pozostatych wartosci.

Wykres cisnienia atmosferycznego wykonany we wtorek jest przyktadem wykresu
funkcji, ktéra nie jest rdznowartosciowa, zas wykres cisnienia atmosferycznego zro-
biony w czwartek jest przyktadem wykresu funkcji, ktdra jest rdznowartosciowa.

Zauwaz, ze funkcja réznowartosciowa kazdg swojg wartosé przyjmuje tylko jeden raz.

Definicja 1.

Funkcja liczbowa f: X — Y jest funkcjg réznowartosciowg wtedy i tylko wtedy,
gdy réznym argumentom przyporzadkowuje rézne wartosci, to znaczy, ze dla do-
wolnych argumentéw Xx;, x, z warunku x; # x, wynika warunek f(x;) # f(x;,).

Aby ustali¢, korzystajgc z wykresu funkcji, czy funkcja jest réznowartosciowa, czy
tez nie jest réznowartosciowa, wystarczy poprowadzié proste rownolegte do osi OX
i sprawdzi¢, ile punktow wspdlnych majg te proste z wykresem funkcji.

Przyktad 1.

a) Y Na rysunku prosta k przecina wykres funk-
v = fix) T4 cji y = f(x) w trzech punktach.
+3 Dla réznych argumentéw —4, —1, 5, funk-
+2 cja f osigga te samg wartos¢ réwng 1.
\ /./ 1 k_ Funkcja f nie jest réznowarto$ciowa.
-a\3 42 -1 __0_11 2 3 4 5 6 X

b) __g Nie istnieje prosta réwnolegta do osi OX,
NQ(X) 12 ktéra przecietaby wykres funkcji g w wie-
13 cej niz jednym punkcie (patrz rysunek
+2 obok). Kazda prosta ma z wykresem funk-
\-1 cji g co najwyzej jeden punkt wspdlny.
L A o\i\ 4t 3% Funkcja g jest funkcja réznowartosciowa.
T-1
1-2
13
14

Zauwaz, ze jedna z omoéwionych do tej pory funkcji réznowartosciowych jest ros-
naca (zobacz wykres cisnienia atmosferycznego w czwartek), a druga jest malejgca
(zobacz ostatni wykres).

Okazuje sie, ze wszystkie funkcje rosnace i wszystkie funkcje malejgce sg réznowar-
tosciowe (wyjasnij, dlaczego). Zatem, czy kazda funkcja réznowartosciowa jest albo
rosnaca, albo malejgca? Oczywiscie, ze nie.
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Przyktad 2.

Ponizej przedstawione sg wykresy funkcji, ktore sg réznowartosciowe i nie sg mo-

notoniczne.
a) b)
Ay Y
45 5 °
+4 4
13 3 y=g()
- +20 ° 2
y=flx) 11 ° 1
[OR S A s s e —————G5 1+
5 -4-3-2-1 [ 2 345 6X S4-3-20 P12 3 456X
+-2 -»
+-3 -3 ®
+-4 —4 o

Przyktad 3.

Oto przyktad funkcji opisanej tabelka. Uzasadnimy, ze nie jest to funkcja réznowar-
tosciowa.

X 3|20 1 5
y=f(x) 4 | 6 | 5|6 |10

Woystarczy przeanalizowa¢ zbidr wartosci funkcji. Wartosé funkcji rowna 6 wystgpita
dwukrotnie. Zatem funkcja f nie jest réznowartos$ciowa.

Przyktad 4.

Czy istnieje funkcja f, ktéra jest réznowartosciowa i przeksztatca zbidr {3, 6, 8}
w zbiér {1, 2}?

Oczywiscie, nie istnieje! Nie uda sie utworzy¢ takiego przyporzadkowania, ktére
kazdemu elementowi zbioru {3, 6, 8} przyporzgdkowuje inng wartosé. Elementéw
w zbiorze {1, 2} jest za mato.

SprawdZz, czy rozumiesz

1. Funkcje fi g opisane sg za pomocg tabelek. Ktéra z tych funkcji jest réznowar-
tosciowa?
a) b)

x |-8|-6 4|2 x |-5|-3|-1/0]1]3
fx) |43 113|5 gx) | 713 2|4 |56




Funkcje réznowartosciowe

Sprawdz, czy dana funkcja jest réznowartosciowa, jesli:
a) fix) =x? — 4x, gdziex € {-3,-1,1,4} b)g(x)=x2—4x, gdziex € {-2,0,2,4}.

Na ponizszym rysunku przedstawione sg wykresy funkcji. Ktéra z tych funkcji
jest réznowartosciowa?
a) b)

14
13
L2

y =fx)

f)

1 1 1 1 1
4 X -4-3-2 —'11__0

T

Funkcja f kazdej liczbie catkowitej przyporzadkowuje jej wartos¢ bezwzgledna.
Napisz wzor funkcji f. Czy funkcja f jest réznowarto$ciowa? Odpowiedz uza-
sadnij.

Funkcja g kazdej liczbie rzeczywistej przyporzadkowuje dwukrotnosc tej
liczby. Napisz wzor funkcji g. Czy funkcja g jest réznowartosciowa? Odpo-
wiedz uzasadnij.

Funkcja h kazdej liczbie catkowitej ujemnej przyporzgdkowuje reszte z dziele-
nia tej liczby przez 7.

a) Wyznacz zbidr wartosci funkcji h.

b) Wykaz, ze funkcja h nie jest réznowartosciowa.

|2x+1], jesli xe{-4,-3,-2,-1}
—x+5, jesli xe{1,2,3}

Funkcja f okreslona jest wzorem f(x) :{

a) Wyznacz zbidr wartosci funkc;ji f.
b) Czy funkcja f jest réznowartosciowa?

167
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Odczytywanie wtasnosci funkeji na podstawie
Jej wykresu

Znamy juz wiele terminéw dotyczacych funkgji, takich jak: dziedzina, zbiér wartosci,
miejsca zerowe, monotonicznos$¢, réznowartosciowosc funkcji. Teraz powtdrzymy
i uporzadkujemy Twoje wiadomosci.

Bardzo wazng umiejetnoscia jest odczytywanie wiasnosci funkcji na podstawie jej
wykresu. Podstawowe wtasnosci funkcji okreslamy poprzez odpowiedzi na naste-
pujace pytania:

1.

NoukswnN

Jaka jest dziedzina funkcji?

Jaki jest zbiér wartosci funkcji?

Czy funkcja ma miejsca zerowe? Jesli tak, to jakie?

Dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, a dla jakich ujemne?
W jakich przedziatach funkcja jest rosngca, w jakich malejgca, a w jakich stata?

Czy funkcja jest réznowartosciowa?

Czy funkcja osigga wartos¢ najwiekszg, czy osigga wartosé najmniejszg? Jesli tak,
to dla jakiego argumentu?

Przyktad 1.

Wykres funkcji f przedstawiony jest na ponizszym rysunku.

ls y=fx)

Omoéwimy wtasnosci tej funkcji. Odpowiemy na wczeséniej postawione pytania.
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1. Dziedzina funkgji
Dziedzine odczytujemy na osi OX.
Jest ona zaznaczona na rysunku kolo-

2. Zbidér wartosci funkcji
Zbiér wartosci odczytujemy na osi OY.
Jest on zaznaczony na rysunku kolorem

rem czerwonym. zielonym.
A Y A Y
+9 +9
— o I — o
17 17
16 16
1s y =flx) 1 y =£x)
+4 §--4
13 N3
O——l—/ D O——l—/
ot ——— : ——————— :
324 __9112 56 78 3-2-1 __211234 56 A8 9 X
12 12
3 3
44 -
D;=(-3,5)uU(6,9) ZW;=(-3, 8)

Na rysunku ponizej kolorem czerwonym zostat zaznaczony jedyny punkt wspdliny
wykresu funkcji fi osi OX: punkt o wspdtrzednych (7, 0). Czes¢ wykresu nad osig OX
(zaznaczona kolorem pomaranczowym) sktada sie z punktéw o drugiej wspotrzed-
nej dodatniej, zas fragment wykresu ponizej osi OX (w kolorze niebieskim) sktada sie
z punktow o drugiej wspodtrzednej ujemnej.

y =fix)

Zatem:

fxX)=0=x=7

fix)>0ex e (-3,5) U6, 7)

fix)<0e=xe (7, 9)

3. Jedynym miejscem zerowym funkcji f jest liczba 7.
4. Funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy x € (—3, 5) U (6, 7).
Funkcja f przyjmuje wartosci ujemne wtedy i tylko wtedy, gdy x € (7, 9>.
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5. Znajdujemy (na osi OX) maksymalne przedziaty monotonicznosci funkcji f.

AY

"2 j) Funkcja fjest :

__; —rosnaca w przedziale (2, 5)
1l — malejaca w przedziale (6, 9)
15 y=ftx) — stata w przedziale (-3, 2).
+4

+3

B e —-¢
o : \
— :

6. Funkcja nie jest réznowartosciowa (bo na przyktad dla argumentow 2 i 1 przyj-
muje te samg wartos¢, rowng 1).

7. Odczytalismy juz z wykresu zbidr wartosci funkcji f: ZW, = (-3, 8). Najmniejszg
liczbg nalezgca do tego zbioru jest liczba —3. Z wykresu odczytujemy, ze funkcja
f przyjmuje najmniejsza wartoé¢ dla argumentu 9. W przedziale (-3, 8) nie ist-
nieje liczba najwieksza. Zatem funkcja f nie ma wartosci najwieksze;.

Przyktad 2.

Omoéwimy wiasnosci funkgji f, ktdrej wykres przedstawiony jest na rysunku ponizej.

4y 1. D;=R
T° 2. ZW,;= (-, 3)
T 3. flx)=0<xe {-5-2,0,2}
3 y=f 4. fix)>0<=x e (-5, ) (0,2
2 fix) <0 & x € (—o0, -5) U (=2, 0) U (2, +o0)
T 5. Funkcja f jest rosngca w przedziatach:
R A J1 01 Ly (~o0, -4), (-1, 1).
| m-_:j,s Funkcja f jest malejgca w przedziatach:
T2 (-4,-1), (1, +o).
T3 6. Funkcja f nie jest r6znowartos$ciowa.

7. Funkcja f przyjmuje wartos$¢ najwiekszg rowng 3 dla argumentu —4, funkcja f nie
przyjmuje wartosci najmniejszej.
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Sprawdz, czy rozumiesz

1. Ponizej przedstawione sg wykresy pewnych funkcji. Podaj wtasnosci tych
funkcji wedtug kolejnosci z przyktadu 2.
a)

14

1 1 1 1 1 1
T T T T T T
-6 -5 -4 -3 -2 -1 |

L3
Lo
N

1 1 1 1
04
L3
L4

2. Na podstawie wykresu funkcji f (rysunek ponizej) wyznacz:

a) dziedzine funkgcjif; i
b) argumenty, dla ktérych funkcja f przyjmu- 1s
je wartosé 1; 14
c) maksymalne przedziaty monotonicznosci 13
funkeji f: 1o V=R
d) wartos$é wyrazenia f(2) - f(1) — 4 - f(0). Bl T B
—'3—'2—'1\_01 2/3 ax
-1
-2

3. Dany jest wykres funkgcji f, okreslonej
w zbiorze (-2, 4).
a) Podaj zbiér wartosci funkcji f. Y
b) Odczytaj wspodtrzedne punktu przeciecia
wykresu funkcji f z osig OY.

57

c) Przepisz do zeszytu i uzupetnij zapis: }
fX)=0<S e _=3 iy

fX) >0 e, ]

fX) <O e,
d) Czy funkcja f jest réznowartosciowa?
Odpowiedz uzasadnij.

4. Funkcja f jest okreslona w zbiorze R. Na podstawie wykresu funkgji f:
a) Podaj zbiér wartosci funkcji f.
b) Dla jakich argumentéw funkcja f przyj-
muje wartosci niedodatnie?
c) Zapisz maksymalne przedziaty, w kté-
rych funkICJa)fJest malejac§. e . .
d) Czy funkcja f jest monotoniczna? Odpo- ~ 5, § _ﬁ\f_o 1i 7 3 4 5 x

wiedz uzasadnij.
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Zastosowanie wiadomosci o funkcjach

do opisywania, interpretowania i przetwarzania
informacji wyrazonych w postaci wykresu
funkeji

Matematyka jest obecna niemal w kazdej dyscyplinie naukowej, a jedno z jej naj-
wazniejszych pojec¢ — funkcja — pojawia sie praktycznie w kazdej dziedzinie. Umie-
jetnos¢ analizowania wykresu funkcji, interpretowania informacji, jakie ten wykres
przedstawia, oraz przetwarzania tych informacji, jest niezbednym elementem zdo-
bywania nowej wiedzy i pogtebiania wczesniej nabytych umiejetnosci.

Ponizsze przyktady pokazg zastosowanie wiadomosci o funkcjach w biologii, chemii,
fizyce i medycynie.

Biologia

Przyktad 1.

Na ponizszym wykresie przedstawiono zaleznos¢ pomiedzy liczebnoscig trzech ga-
tunkéw porostdw w ekosystemie leSnym a zawartos$cig dwutlenku siarki w powie-
trzu. Przeanalizujemy ten wykres.

liczebnos¢

~.
N\

T T T I T T T T T T

o o o o o [} o o o o o o o o
— &N o0 < w1n © SO 4 N o <
B B B

160 —
170
180

I
o
N
—

stezenie dwutlenku siarki w powietrzu [ug/m®]

brodaczka zfotorost misecznica
kepkowa postrzepiony proszkowata

Z wykresu mozna dowiedzie¢ sie, w jaki sposdb stezenie dwutlenku siarki w po-
wietrzu wptywa na liczebnos¢ takich gatunkdéw porostdw, jak: brodaczka kepkowa,
ztotorost postrzepiony oraz misecznica proszkowata.

Istnienie tych gatunkéw w ekosystemie leSnym zalezy od wysokosci stezenia dwu-
tlenku siarki w powietrzu. Jesli dojdzie do zanieczyszczenia atmosfery dwutlenkiem
siarki o stezeniu 50 ug/m3 powietrza, to wérdd porostow zabraknie brodaczki kep-
kowej, ktdra stanowi najczulszy naturalny wskaznik zanieczyszczenia atmosfery SO,.
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Ztotorost postrzepiony ginie w ekosystemie lesnym, gdy stezenie dwutlenku siarki
osiggnie wartos¢ 150 ug/m?3, za$ misecznica proszkowata znika z ekosystemu przy
stezeniu 170 ug/m?3.

Chemia

Przyktad 2.

Na sprawdzianie mtody chemik otrzymat od nauczyciela zadanie: ,,Oblicz maksymal-
ne stezenie procentowe azotanu potasu w temperaturze 40°C” oraz kartke z mate-
riatami pomocniczym (rysunek ponizej).

rozpuszczalnos¢ [g/100 g wody]

70
>
60 3
Qq°
50 <
o
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0 >

10 20 30 40 50 60

Jak powinien poradzi¢ sobie uczen z rozwigzaniem tego problemu?

W pierwszej kolejnosci powinien zapoznac sie z wykresem, ktéry otrzymat od na-
uczyciela. Z wykresu bowiem moze dowiedziec sie, w jakiej temperaturze rozpusci
sie okreslona ilos¢ soli w 100 g wody. Informacja dotyczy rozpuszczalnosci chlorku
sodu, azotanu potasu oraz siarczanu miedzi, ale przedmiotem naszych zaintereso-
wan jest tylko azotan potasu. tatwo odczyta¢, ze w 100 g wody w temperaturze
40°C rozpusci sie 60 g azotanu potasu (sprawdz!). Teraz wystarczy obliczy¢ szukane
stezenie procentowe roztworu. Poniewaz w 100 g wody rozpusci sie 60 g azotanu
potasu, wiec masa roztworu bedzie réwna 160 g (woda + azotan potasu). Na 160 g
roztworu przypada 60 g azotanu potasu, zatem:

c =M .100%, czyli

p
m,

60

¢, =——-100% =37,5%
160

Maksymalne stezenie azotanu potasu w temperaturze 40°C jest réwne 37,5%.
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Fizyka

Przyktad 3.

Pan Fizyk wyjechat skuterem z miejscowosci A do miejscowosci B, a nastepnie wré-

cit tg samg trasg samochodem. Ponizej przedstawiony jest wykres drogi pana Fizyka,
w zaleznosci od czasu.

s [km] 4

260

240

220

200 /

180

160

140 /

120

100
80
60

40
20

1 2 3 4 5 6 7 t[h]

Przeanalizuj wykres, a nastepnie odpowiedz na pytania:

a) Zjaka predkoscig pan Fizyk jechat skuterem (oznaczmy jg v;)?

b) Z jaka predkoscia jechat samochodem (oznaczmy ja v,)?

c) Jaka byta $rednia predkosc jazdy na trasie A — B — A (te predkos$¢ oznaczmy v)?

Droga tam i z powrotem miata dtugosc 240 km, zatem dtugosc trasy w jedng strone
wynosita 120 km.

Ad a) Droge z A do B majgca dtugosé 120 km pokonat pan Fizyk skuterem w czasie

120
4 godzin, zatem: v, :T:30 (km/h).

Ad b) Droge z B do A majacag dtugosé¢ 120 km pokonat pan Fizyk samochodem

120
w czasie 2 godzin, zatem: v, :TZGO (km/h).

Ad c) Srednia predkoéé jazdy jest réwna stosunkowi dtugosci przebytej drogi s do
czasu jazdy t: s =120+ 120=240 (km)t=2+4 =6 (h), stad
240
V= ? =40 (km/h)
Zauwaz, ze $rednia predkos$é jazdy jest srednig harmoniczng predkosci jazdy samo-
chodem i skuterem (zobacz przyktad 5. str. 129).
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Medycyna
Przyktad 4.

Ustalenie, czy masa ciata jest odpowiednia do wzrostu, stanowi istotny czynnik
w profilaktyce zdrowotnej. Chcac to stwierdzi¢, mozemy postuzyé sie rysunkiem
ponizej.

e
£.210
‘g » \P \,,‘h //
5 200 BAVA S L
2 / |
190 T l/ // )
1 /// g NP
180 11 /
ANl // P
170 // ll// /1
// // I‘V’ v
160 / / 5
/ // A
150 / /
/ // / 7
140
/ ) //
130 / /
/A pd >

30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140
masa ciata [kg]

Na rysunku przedstawione sg wykresy czterech funkcji: f;(x)= /% -100,

X X X
(x)=,/—-100, x)=,/—-100, Xx)=,/—-100. Ustalajg one zaleznos¢ mie-
A ,/25 fx) ,/30 falx) ,/40 ja g

dzy masg ciata a wzrostem przy statym — dla danej funkcji — tzw. wspdtczynniku
masy ciata (BMI), rGwnym odpowiednio: 18 kg/m?, 25 kg/m?, 30 kg/m?, 40 kg/m?.
Wykresy te wyznaczajg pie¢ obszardow. Aby sprawdzi¢, czy zalezno$¢é miedzy masg
ciata a wzrostem jest prawidtowa, wystarczy zaznaczy¢ w uktadzie wspétrzednych
punkt (x, y), gdzie x jest masg ciata w kg, y jest wzrostem w cm i stwierdzi¢, w jakim
obszarze znalazt sie punkt. Jesli punkt znalazt sie w obszarze:

| — oznacza to niedowage

Il — oznacza to wage prawidtowg

[l — oznacza to nadwage

IV — oznacza to otytosc

V —oznacza to otytos¢ ekstremalng

Nadwaga i otyto$¢ majg zwigzek ze wzrostem ryzyka zachorowania m.in. na cukrzy-
ce, miazdzyce, choroby serca. Rdwniez niedowaga jest zjawiskiem niekorzystnym.
Moze by¢ objawem powaznych chordb, w tym choréb nowotworowych lub choréb
psychicznych.
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Sprawdz, czy umiesz — powtérzenie do rozdziatu 3.

Test
1. Na ponizszych rysunkach przedstawione sg zbiory punktdow.
1) 2) 3)

13 13 13
+2 \ __2/ _-2/‘
+1 /o +1 f—l

— o > S P o s e 7 +T5 f >

—3—2{;/___11234)( =21 012 5 ax 840 01 234X
___2 ._TZ. o
1-3 13 1-3

Wykres pewnej funkcji zmiennej x przedstawia rysunek:

A li2 B.1i3 C.2i3 D. tylko 2
2. Na rysunku obok przedstawiony jest wykres fi’a’
funkcji y = f(x). Dziedzing funkcji f jest zbidr: \ 1
A.(-3,3) B. (-4, 6) 1; v=fV
C.(-4,6) D.(-4,3)U(3,6) e 0-11 A
-3
3. Na rysunku obok przedstawiony jest wykres __g
funkcji y = f(x). Zbiorem wartosci tej funkgji 1, y=fw
jest zbior: o—i—o
s ey N SEEERE
12 o—e

o ) (x+2)(x=7)
4. Dziedzing funkcji f(x) =————=—=—= jest zbidr:

J3-x

A. (-0, 3) B.R— {3} C. (3, +x) D.R—{-2,7}

15—
5. Wykres funkcji h(x) =—;, gdzie x #—3, przecina 0$ OY w punkcie:
X+

A.(0,5) B. (0, 15) c.(0,3) D.(0,-3)

6. Funkcja f(x) = x2 — 4x przyjmuje warto$¢ —4 dla argumentu:
A.—2 B.0 C.2 D.4

7. Liczba 2 nie jest miejscem zerowym funkcji:

-2
Afi)=x-2x  B.gl)=v2-x C.hX)=05x—1 D.i(x)=———
X —4x+4
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8. Funkcja y = f(x) jest opisana za pomocg tabelki:

X -2 -1 0 1 2 3
fix) 9 4 1 0 1 4

Wskaz zdanie fatszywe.

A. Funkcja f kazdej liczbie ze zbioru X = {—2, -1,0,1, 2, 3} przyporzgdkowuje
kwadrat tej liczby pomniejszonej o 1.

B. Funkcje f mozna opisaé wzorem f(x) =x>—2x+1,x {—2, -1,0,1, 2, 3}.

C. Funkcja f jest roznowartosciowa.

D. Funkcja f nie jest monotoniczna.

9. Na rysunku obok przedstawiony jest wy- Ay
kres funkcji y = f(x). Funkcja f jest male- 13
iaca y =flx)
jaca: 1
A. w przedziale (1, 4) 1 N
B. tylko w przedziale (4, 5) _=6 A _=4 _=3 _lz —=1 ) i é % i é o
C. w przedziale (-3, 5) / 11 \
D. w przedziatach: (-3, 0) oraz (2, 5) T2

10. Punkt P(1, 2k + 1) nalezy do wykresu funkgji f(x) = —4x? + 7. Zatem:
A k=-2 B.k=-1 C.k=1 D. k=2

Zadania otwarte

11. Funkcja f kazdej liczbie ze zbioru {7, 8, 9, 10, 11, 12, 13} przyporzadkowuje resz-
te z dzielenia tej liczby przez 6.
a) Opisz te funkcje za pomocgy zbioru par uporzgdkowanych.
b) Wyznacz zbiér wartosci tej funkcji.
c) Dla jakich argumentdw funkcja f przyjmuje warto$¢ najwiekszg i ile ta war-
tosc¢ jest rowna?

12. Funkcja f kazdej liczbie ze zbioru {2, 3,4,5, 6, 7} przyporzgdkowuje sume
wszystkich jej naturalnych dzielnikow.
a) Podaj zbidr wszystkich argumentow, dla ktérych wartosc¢ funkcji f jest liczba
ztozona.
b) Uzasadnij, ze f(2) + f(3) = f(4).

13. Na rysunku obok przedstawiony jest wy-
kres funkcji y = f(x). Przepisz do zeszytu
i uzupetnij zapis:
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14.

15.

16.

17.

18.

Wyznacz miejsca zerowe funkgji (jezeli istniejg):

1_ 2
a) f(x) =8 — X b) g(x)=2/x+4 c) h(x)= X1
Dany jest wzér funkcji f.

=2, jesli -4,-2,-1,5 1, jesli —00, =1
a)f(x)={|x| jesli xe{ } b) :{ jesli xe(—o0,-1)

Ix +1, jesli xe{0,1,4)

1) Naszkicuj wykres tej funkcji w prostokatnym uktadzie wspdtrzednych.

2) Podaj zbidér wartosci funkcji f.

3) Dla jakich argumentdéw funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie, a dla jakich —
ujemne?

4) Czy funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejszg i wartos$é najwiekszg? Jesli tak,
to dla jakich argumentéw?

—x, jesli xe(-1,+)

~2x+1, jesli x (3, +0)
Funkcja f jest opisana za pomoca wzoru: f(x)= ,

x*-10, jedli xe(-8,3)
a) Oblicz f(3) +f(-7).
b) Wyznacz miejsca zerowe funkcji f (jezeli istniejg).
¢) Podaj argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosé —1.

6
Dany jest zbior A= {—5, -1, 1, ﬁ

33

2
,4‘/5,815,27}. Funkcja f: A — R jest okreslo-

) i log,x, jesli x>0 i xeA
na w nastepujacy sposob: f(x)= o )
-1, jesli x<0i x€A
a) Woyznacz zbidr wartosci funkcji f.
b) Dla jakich argumentéw wartosci funkcji f sg ujemne?
c) Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje najwiekszg, a dla jakich — naj-
mniejszg warto$é?

Odczytaj z wykresu funkcji wtasnosci tej funkcji, wedtug nastepujgcego porzadku:
1) Dziedzina 2) Zbidér wartosci  3) Miejsca zerowe 4) Punkt przeciecia wy-
kresu z osig OY 5) Argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie
(ujemne) 6) Monotoniczno$¢ 7) Réznowartosciowos¢ 8) Wartosc najwieksza
i wartos¢ najmniejsza funkcji.

a) Y b)
y =fix)




4. Funkcja liniowa

Proporcjonalnosé prosta

Przyktad 1.
Zatézmy, ze cena jednego kilograma cukru jest réwna 2 zt 30 gr. Zaobserwujemy, jak
zmienia sie koszt zakupéw w zaleznosci od ilosci zakupionego cukru. Pokazuje to
ponizsza tabela:

liczba kg cukru X 1 2 3 4 5 6
koszt zakupu w zt y 2,30 4,60 6,90 9,20 11,50 13,80

Zalezno$¢ miedzy kosztem zakupu a liczbg kilogramow cukru wyraza wzér:
y=23-x

gdzie x jest liczbg naturalng dodatnia. Zauwaz, ze koszt zakupu (y) i liczba kilogra-

mow zakupionego cukru (x) zmieniajg sie w tym samym stosunku, np. trzykrotny

wzrost liczby kilogramow pocigga za sobg trzykrotny wzrost kosztu zakupu. Staty

stosunek kosztu zakupu (y) do liczby kilogramdéw zakupionego cukru (x) wyraza cene

1 kg cukru, czyli 2,3 (z1).

Przyktad 2.

Rowerzysta postanowit, ze pewien odcinek trasy przejedzie ze statg predkoscig
12 km/h. Jak bedzie zmieniata sie dtugos$¢ przebytej drogi, jesli rowerzysta na ten
eksperyment przeznaczyt 4 godziny?

Dtugosc przebytej drogi przy statej predkosci jazdy zalezy od czasu, w jakim ta droga
zostanie przebyta, i wyraza sie wzorem:

s=v-t, czylis=12-t
gdzie s — dtugosc drogi w km, t — czas jazdy w godzinach, t € (0, 4).
Zauwaz, ze tym razem dtugosc¢ przebytej drogi (s) i liczba godzin jazdy (t) zmieniaja
sie w tym samym stosunku. Staty stosunek dtugosci przebytej drogi (s) do liczby go-
dzin jazdy (t) wyraza wartos$¢ predkosci jazdy, czyli 12 (km/h).

Jesli dwie wielkosci zmieniajg sie w tym samym stosunku, to méwimy, ze te dwie
wielkosci sg wprost proporcjonalne.

Definicja 1.

Proporcjonalnoscig prosta nazywamy zaleznos¢ miedzy dwiema wielko$ciami
zmiennymi x, y, okreslong wzorem y = a - x, gdzie a jest liczbg rézng od zera,
zwang wspotczynnikiem proporcjonalnosci.
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W przyktadzie 1. koszt zakupu jest wprost proporcjonalny do liczby kilogramoéw za-
kupionego cukru, a wspdtczynnik proporcjonalnosci 2,30 (zt) oznacza statg cene 1 kg
cukru.

W przyktadzie 2. dtugos¢ drogi jest wprost proporcjonalna do czasu, w jakim ta
droga zostanie przebyta, a wspdtczynnikiem proporcjonalnosci jest stata predkosc
rowerzysty 12 (km/h).

Przyktad 3.

a) Rozwazmy tréjkaty rownoboczne. Dtugos¢ boku tréjkata oznaczmy przez x, zas
jego obwdd przez y. Czy obwdd tréjkata i dtugosc jego boku sg wielko$ciami
wprost proporcjonalnymi? Jesli tak, to jaki jest wspotczynnik proporcjonalnosci?

b) Niech x oznacza dtugos¢ boku kwadratu, natomiast y — pole kwadratu o boku x.
Czy pole kwadratu i dtugos¢ jego boku sg wielkosciami wprost proporcjonal-
nymi?

Ad a) Zalezno$¢ miedzy obwodem tréjkata rownobocznego a dtugoscia jego boku
wyraza wzor:

y=3x, gdziex>0
Zauwazmy, ze stosunek obwodu tréjkata do dtugosci jego boku jest staty i wynosi 3.
Liczba 3 — oznaczajaca liczbe bokdéw tréjkata — jest wielkoscig statg. Jest to wspot-
czynnik proporcjonalnosci.

Ad b) Pole kwadratu w zaleznosci od dtugosci boku kwadratu wyraza sie wzorem
y=x% gdziex>0
Zauwazmy, ze pole kwadratu nie jest wprost proporcjonalne do dtugosci boku kwa-

9
dratu. Na przyktad kwadrat o boku 3 ma pole réwne 9, zatem 523; za$ kwadrat

64
o boku 8 ma pole réwne 64, zatem ry = 8. Stosunek pola kwadratu do dtugosci jego

boku nie jest staty.

Proporcjonalno$é prosta opisana wzorem y = ax, gdzie a # 0, jest funkcjg zmiennej x
okreslong w zbiorze R. Jej wykres i wtasnosci poznasz w kolejnym temacie.

SprawdZ, czy rozumiesz

1. Sprawd?, czy podane w tabelkach wielkosci x i y sg wprost proporcjonalne.
Jesli tak, to podaj wspdtczynnik proporcjonalnosci i napisz wzdr opisujacy za-
leznos$¢ zmiennej y od zmiennej x.

a) b)
-18| -3 | 6 | 27 | 60 | 900 x| 4| 3 2 9 100 | 120
y|-12| -2 | 4 | 18 | 40 | 600 y | -5 13,75| 2,5 | 11,25 | 125 | 155
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O wielkosciach x i y wiemy, ze sg wprost proporcjonalne. Uzupetnij tabele.
Podaj wspodtczynnik proporcjonalnosci.

X 1,2 24 36 42,6

2
y 8 20 24> 105,5

Pan Kowalski za 6 dni pracy otrzymat wynagrodzenie w wysokosci 864 zt.

a) Zaktadajac, ze stawka za dzien pracy nie ulega zmianie, napisz wzor pro-
porcjonalnosci prostej, okreslajgcy kwote wynagrodzenia w zaleznosci od
liczby przepracowanych dni.

b) lle zarobi pan Kowalski za: 3, 7, 15, 20 oraz 28 dni pracy? Wyniki przed-
staw w tabeli.

Motocyklista przebyt droge 63 km w czasie 1 godziny i 10 minut.

a) Zaktadajac, ze motocyklista jedzie ze statg predkoscia, zapisz wzér propor-
cjonalnosci prostej, okreslajacy liczbe przejechanych kilometréow w zalez-
nosci od czasu jazdy (w godzinach).

b) lle kilometréw przejedzie ten motocyklista w czasie: 20 minut, 1 godziny
i 40 minut, 2 godzin, 2,5 godziny? Wyniki przedstaw w tabeli.

Za 3 m tasiemki ozdobnej Hania zaptacita 10,50 zt.

a) Napisz wzor proporcjonalnosci prostej okreslajgcy koszt zakupu x metréw
zakupionej tasiemki.

b) lle trzeba zaptaci¢ za 9,5 m tej tasiemki?

Z 19 litréw mleka otrzymuje sie 5,8 kg Smietany.

a) Napisz wzor proporcjonalnosci prostej, okreslajacy ilos¢ (w kg) otrzyma-
nej Smietany w zaleznosci od x litréw wykorzystanego mleka.

b) Zilu litréw mleka otrzymamy 29 kg Smietany?

Napisz wzdr proporcjonalnosci prostej, opisujacej zaleznos¢ obwodu szescio-
kata foremnego od dtugosci jego boku x. Naszkicuj wykres tej funkcji wiedzgac,

. 1 1 1
zexes—, —, 1, 1—>.
4 2 2

Rozwazamy trdjkaty o statej wysokosci h. P4
Ponizej przedstawiony jest wykres funkcji, .1
ktdra opisuje, jak zmienia sie pole tréjkata P ¢ |
w zaleznosci od dtugosci podstawy x tego tréoj- s+
kata, gdzie x € (0, 2). T ‘
a) Odczytaj z wykresu wspodtczynnik propor- 37 |

cjonalnosci i napisz wzér funkcji P. !
b) Oblicz wysoko$s¢ h rozwazanych tréjka- !

I |
tow. 0 o5 1 15 2 X

Czy dane wielkosci sg wprost proporcjonalne? Odpowiedz uzasadnij.
a) obwadd kota i promien tego kota b) pole kotfa i promien tego kota.
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Funkcja liniowa. Wykres i miejsce zerowe
funkeji liniowej

Definicja 1.

Funkcja liniowa nazywamy funkcje, ktédrg mozna opisa¢ wzorem y = ax + b, gdzie
a i b sg ustalonymi liczbami rzeczywistymi. Liczbe a nazywamy wspdtczynnikiem
kierunkowym, b — wyrazem wolnym. Dziedzing funkcji liniowej jest zbidr liczb
rzeczywistych R.

Przyktad 1.

Ponizsze wzory opisujg cztery funkcje liniowe:
1)y=5x—7, (a=5, b=-7) 2)y=3-x, (a=-1, b=3)

3)y=—V3x, (a=-3,b=0), 4)y=10, (a=0, b=10)

Wykresem kazdej funkcji liniowej jest prosta. Zapewne pamietasz, ze prosta row-
nolegta do osi OY nie jest wykresem zadnej funkcji. Zatem prosta bedgca wykresem
funkcji liniowej nie jest réwnolegta do osi OY.

Wiesz, ze przez dwa dowolne rézne punkty ptaszczyzny mozna poprowadzi¢ tylko
jedna prosta.

Aby naszkicowac¢ wykres funkcji liniowej, wystarczy wyznaczy¢ dwa punkty nale-
z3ce do wykresu funkcji i poprowadzi¢ przez nie prosta.

Obliczmy warto$ci funkcji Y
dla argumentéw 0 i 1:

flo)=a-0+b=b \‘O'b’

fix)=ax+b
fll)=a-1+b=a+b (La+h)

Y X

Prawdziwe jest nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 1.
Wykresem funkcji liniowej y = ax + b jest prosta przechodzaca przez punkty (0, b)
oraz (1, a+b).

Korzystajac z powyzszego twierdzenia, naszkicujemy wykresy kilku funkcji liniowych.
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Przyktad 2.

Naszkicujemy wykresy funkcji:

1) y=-3x y=-x y=-0,25x
2) y=3x y=X y=0,25x
1) 2)
y==3x _ig
y=—x T
43
y=|—0|,25)|(

T T T T T T
-6 -5-4-3-2-10

Wykresem funkcji y = ax, a # 0, jest prosta przechodzaca przez punkty (0, O) i (1, a).
Miejscem zerowym funkcji y = ax, a # 0, jest liczba 0. Funkcja y = ax, a # 0, jest przy-
ktadem proporcjonalnosci prostej.

Przyktad 3.

Naszkicujemy wykresy funkcji:

1)y=3 2)y=-2,5 3)y=0
1) 2) 3)
y Ly Y
1a ; 12 12
3 yr 13 13
12 12 12
11 11 11
Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il | . _'_'_'_HH_'_'E'B’
T T T T 0 T T T T T T T T 0 T T T T 0
4-3-2-1 1 23ax -a-32-1123ax -a-3-2-1 0123 ax
12 +-2  y=-25 12
13 b4 13
-4 14 -4

Wykresem funkcji y = b jest prosta przechodzgca przez punkty (O, b) i (1, b), czyli
prosta réwnolegta do osi OX. Jesli b # 0, to funkcja y = b nie ma miejsc zerowych.
Natomiast miejscem zerowym funkcji y = 0 jest kazda liczba rzeczywista.
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Omoéwimy teraz szkicowanie wykresu funkcji liniowej, jezeli obydwa wspétczynniki
wystepujgce we wzorze tej funkcji sg rézne od 0.

Przyktad 4.
Sporzadzimy wykres funkcji liniowej y :%x—3.

Do wykresu funkcji nalezg punkty o wspétrzednych (0, —3) oraz (1; —2,5). Warto jest
wyznaczy¢ dodatkowo trzeci punkt (bardziej odlegty od pozostatych) — zeby wyklu-
czy¢ ewentualne btedy.

1
X 0 1 4 Wykres funkcjiy=5x—3, gdziex e R
y | 3 | -25] -1

Zauwaz, ze wykres funkcji f przecina o$ OX w punkcie o wspotrzednych (6, 0).

Jesli a # 0, to wykres funkcji liniowej f(x) = ax + b nie jest rownolegty do osi OX
(uzasadnij to, wykorzystujgc twierdzenie 1.). Wowczas prosta bedgca wykresem tej
funkcji przecina o$ OX tylko w jednym punkcie, ktérego pierwsza wspotrzedna jest
miejscem zerowym danej funkcji.
Z definicji miejsca zerowego otrzymujemy:

fix) =0, czyli

ax+b=0

ax=-b /[: a (boa=0)
-b
a

X=

Miejscem zerowym funkcji liniowej f(x) = ax + b, gdzie a # 0, jest liczba i
a

Whiosek: Jesli a # 0, to wykres funkcji liniowej f(x) = ax+ b przecina 0o$ OX w punk-

cie (j, Oj.
a
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Przyktad s.

Naszkicujemy wykres funkcji liniowej f(x) = —2x — 5, wykorzystujgc punkty przeciecia

jej wykresu z osiami uktadu wspodtrzednych. y
+4

y=-2x-5
Wykresem funkcji f jest prosta przecinajgca o$ T3

OY w punkcie o wspétrzednych (0, -5),
za$ 0$ OX — w punkcie o wspodtrzednych

—————+—>
5-4-3%2-1 01 2 3 4 5%

5 i(_2 5. T-i
(_—z,oj,czyll( 2,5;0). o

Prawdziwe jest nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 2.
1) Funkcja liniowa y = ax + b ma jedno miejsce zerowe tylko wtedy, gdy a # 0
-b
i jest ono rowne —.
a
2) Funkcja liniowa y = ax + b nie ma miejsc zerowych tylko wtedy, gdya=0i b #0.
3) Kazda liczba rzeczywista jest miejscem zerowym funkcji liniowej y = ax + b

tylko wtedy, gdy a = b =0.

Przyktad 6.
Funkcja liniowa f(x) = 4x + b ma takie samo miejsce zerowe, jak funkcja liniowa
g(x) =0,5x + 1. Obliczymy b.

Jedynym miejscem zerowym funkcji g i f jest liczba —2. Zatem
0=4-(-2)+b, skad b=8.

Przyktad 7.

Dana jest funkcja liniowa opisana wzorem f(x) = (m* — 4)x + 2 — m. Sprawdzimy, ile
miejsc zerowych ma funkcja f, jesli: aym=0 b)m=2 c¢c)m=-2.

Ad a) Jesli m =0, to wzor funkgji f jest nastepujacy: f(x) = —4x + 2. Ta funkcja liniowa
ma jedno miejsce zerowe, réwne 0,5.

Ad b) Jesli m = 2, to otrzymujemy wzoér f(x) = (22 - 4)x + 2 — 2, czyli f{x) = 0. Kazda
liczba rzeczywista jest miejscem zerowym tej funkcji liniowe;.

Adc)Jeslim=-2,to f(x) =0-x+ 4, czyli f(x) = 4. Funkcja f nie ma miejsc zerowych.
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SprawdZz, czy rozumiesz

1.

WSsrdd ponizszych funkcji okreslonych wzorami znajdujg sie funkcje liniowe.
Wskaz je.

5 1 X
a) flx) = —2x b) fX)==+7 ) flx)==x" d) f(x)=5-~

X 2 4
Dla kazdej z ponizszych funkcji liniowych podaj wspdtczynnik kierunkowy
a oraz wyraz wolny b.

5-3
a) y = 0,6x b) y =8 9x c)y=TX d)y=-12

Do wykresu proporcjonalnosci prostej nalezy punkt A. Wyznacz wzér tej funk-
cji i naszkicuj jej wykres w prostokgtnym uktadzie wspdétrzednych.

Na rysunku ponizej przedstawiony jest wykres funkcji liniowej y = ax + b. Wie-
dzac, ze do wykresu funkcji nalezg punkty (O, b) oraz (1, a+ b), napisz wzor tej
funkcji.

a) b) c)
14 Ay Ay
5 +5 15
4 +4 14
3 3 3
2 12 12
+1 11
2-1 01 2 3 4 5% -'5-'-3-2-1__01ié} 2-1[912 345X
-2 12 1-2
-3 13 +-3
-4 14 14

Napisz wzor funkcji liniowej wiedzac, ze do jej wykresu nalezg punkty:
a)A(0,5)iB(1,-4) b) A(1, 7) i B(0, -3)
c) A(16,-2)i B(0, 30) d) A(0, -18) i B(-6, —22).

Dany jest wzdr funkcji liniowej. Oblicz wspdtrzedne punktdw, jezeli istniejg,
w ktdrych wykres funkcji przecina osie uktadu wspoétrzednych. Nastepnie na-
szkicuj wykres tej funkcji i omow jej wiasnosci, jesli:

1

2x—6 2 2x —(x+8)

e)y=—-6+2x fly= =—1-+==  h)y=
)y )y 7 gy e )y
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10.

11.

12.

13.

Wyznacz miejsce zerowe funkcji liniowej f, jesli:
a) filx) = 12x + 288 b) fix) =-0,01x + 2 c) fix) = mx — 272

d)f(X)=_TzX+5\/5 &) i) =VBx-2V6 1) f(x)=(v6 ~5) x+ B+ 5.

Wyznacz brakujacy wspoétczynnik we wzorze funkcji liniowej wiedzac, ze licz-
ba podana obok wzoru funkcji jest miejscem zerowym tej funkcji.

a) f(x) = 10x + b; % b) f(x) =-5x+b; 4

o) fix)=ax—m; -2n d) fix) =ax ++6; 2

Naszkicuj wykres funkcji f. Nastepnie odczytaj z wykresu miejsca zerowe
funkcji f, jesli:

a)f(x)z{_x_l' jesli XE(_OO,—1> b) f(x):{x+4' jesli XE(—oo'_z)

0, jesli xe(-1,+m) ~1,5x, jesli xe(-2,+)

2x+6, jedli xe(—0,0) X4 jedli xe(—o,2)
c) flx)= e d) flx)=1 2
6—x, jesli Xe<0,+oo) 3, jesli xe (2, +w)

Dana jest funkcja liniowa g(x) = —mx + m — 4. Wyznacz wspétrzedne punktu
przeciecia wykresu funkcji g z osig OY, jesli:
ajm=1 b)m=4 cgm=11 d) m=64.

Dana jest funkcja liniowa h(x) = (Zm + 3)x7 5. Wyznacz wspétrzedne punktu
przeciecia wykresu funkcji h z osig OX, jesli:
a)jm=0 bym=1 cgm=-1 d) m=3,5.

Funkcje liniowa f opisuje wzor: f(x) = 2x + 4m — 1. Wyznacz liczbe m, dla ktorej:
a) funkcja f jest proporcjonalnoscia prostg;

b) wykres funkgji f przecina 0§ OY w punkcie (0, 7);

c) do wykresu tej funkcji nalezy punkt (-3, 5);

d) miejscem zerowym funkgcji f jest liczba 1.

Dla wyznaczonej wartosci m podaj wzor funkcji f i sprawdz poprawnosé ob-
liczen.

X 1
Funkcje liniowe f(x)= oraz g(x) =ax + 2a — 35 majg wspolne miejsce

zerowe. Oblicz a. Nastepnie podaj wspoétrzedne punktu przeciecia wykresu
funkcji g z osig OY.
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Znaczenie wspétczynnika kierunkowego
we wzorze funkgji liniowej

Na ponizszych rysunkach przedstawione sg wykresy trzech réznych funkcji linio-
wych: funkcji rosnacej, funkcji malejgcej, funkcji statej), do ktdrych nalezg takie
punkty A(x,, v,) i B(xs, V5), 2€ X5 > X,

1)
AY Funkcja f jest rosnaca.
Przyrost argumentu funkcji f o dodatnig licz-
B(xg, Vg) y =flx) b . ; L.
Ve . € Xz — X, powoduje dodatni przyrost wartosci
AlXa, Va) |Ye=Ya>0 funkcji o yg—y,.
g XB_XA'
+1
ol 1 X Xg X
2)

Funkcja f jest malejgca.

y = flx)
\ Przyrost argumentu funkcji o dodatnig liczbe
Xz — X, powoduje ujemny ,przyrost” wartosci

Va Yl =X funkcji o y;— y,.
VyB_yA <0
yB—-]_ (XBI yg)

0| 1 % Xg x

3)
AY Funkcja f jest stata.
~ B 5 Przyrostowi argumentu funkcji o dodatnig licz-
y =) - O Y2) s V) be x, — x, odpowiada ,,przyrost” wartosci funk-
YAtV X7 XA ys=ya=0 cji réwny 0.
+1
ol 1 X Xg X

Obliczmy y;—y, jako réznice wartosci funkcji f dla argumentdéw x; oraz x,. Mamy:
Ve —Ya=flXg) — flxa) = (axs + b) — (ax, + b) = axz — ax, = alxs — X,).
Zatem prawdziwa jest rownosé
Vs—Ya=0a-(xz—x,), gdzie xz—x, #0.
Po podzieleniu stron réwnosci przez wyrazenie x; — X, otrzymujemy:
yB _yA

a="—"~

Xg = X4
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Zauwaz, ze Yo Va _ _(yA _yB) = Ya"Vs . Zatem nie jest istotne uporzgdkowanie
Xg =Xy  —(Xa—=X3)  Xa—Xg

punktéw A, B na prostej bedgcej wykresem funkcji liniowej y = ax + b.

Z naszych rozwazan wynika nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. O wspétezynniku kierunkowym
Jesli dwa rézne punkty A(xA, yA) i B(XB, yB) nalezg do wykresu funkcji liniowej

y:ax+b,toazu.

Xg = X4

Przyktad 1.

Dane sg dwa punkty A(2, 73), B(4, 5) nalezgce do wykresu funkcji liniowej. Wyzna-
czymy wzor tej funkcji.

Obliczamy wspodtczynnik kierunkowy (korzystamy z twierdzenia 1.):

5-(-3)
4-2
Wzér funkcji przyjmuje postac y = 4x + b.
Po podstawieniu wspotrzednych punktu A (lub B) do wzoru w miejsce x i y mamy:
—-3=4-2+b, skad
b=-11
Wzér funkcji jest nastepujgcy: y = 4x — 11.

Na podstawie wykresow ze str. 188 stwierdzamy, ze iloraz Yo Va jest dodatni wte-
Xpg = X4
dy, gdy funkcja liniowa jest rosngca, ujemny wtedy, gdy funkcja liniowa jest malejg-

ca i réwny 0 wtedy, gdy funkcja liniowa jest stata.

Twierdzenie 2. O monotonicznosei funkeji liniowej
Funkcja liniowa y = ax + b jest:

1) rosngca tylko wtedy, gdy a >0

2) malejaca tylko wtedy, gdy a <0

3) stata tylko wtedy, gdy a =0.

Przyktad 2.
Dane sg funkcje liniowe: f(x) = (1—x/5)x+ 1, g(x) =—8 + mx, h(x) = —/3.

Ztwierdzenia 2. wynika, ze funkcja f jest malejaca (1—\/5 < O), funkcja g jest rosnaca
(m > 0), za$ funkcja h jest stata.
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Przyktad 3.

Prosta bedaca wykresem funkgcji liniowej y = ax + b przechodzi przez |, Il i IV ¢wiart-
ke uktadu wspdtrzednych. Ustalimy znaki wspdtczynnikow a i b.

Wykonujemy szkic wykresu funkcji w uktadzie wspoétrzednych.

Y

y=ax+b

/

m/b v

Z twierdzenia 1. wynika réwniez nastepujgcy wniosek.

Zauwazamy, ze wykres przecina o$ OY ponizej
punktu (0, 0), wiec b < 0. Miejsce zerowe znaj-
duje sie na dodatniej pdtosi OX. Funkcja jest
rosngca, a > 0.

XY

Dla kazdej funkcji liniowe] f(x) = ax + b, wzrost argumentu o 1 powoduje ,przy-
rost” wartosci funkcji rowny wspoétczynnikowi kierunkowemu a.

Jesli bowiem A(x,, v,), za$ B(x, + 1, y;), to
Vo~ Ya=fx,+1) —fix) =alx, +1) + b—(ax, + b) =a

Przyktad 4.

3
Naszkicujemy wykresy funkcji: a)y=-2x+1 b) y=Zx+2
korzystajac z interpretacji wspotczynnikdw we wzorze funkcji liniowej.

Ada)y=-2x+1

Zaczynamy szkicowanie wykresu danej funkcji od zaznaczenia w uktadzie wspot-
rzednych punktu przeciecia wykresu z osig OY, majgcego wspotrzedne (0, 1).
Nastepnie zauwazamy, ze kazdy wzrost argumentu o 1 spowoduje ,,przyrost” warto-
$ci funkcji 0 -2 (bo a =-2).

Y Przechodzimy do zaznaczenia kolejno punk-
T3 téw o wspdtrzednych:
(EARANE: (1,-1), (2,-3), (3,-5), itd.

“—2 Analogicznie mozemy zaznaczy¢ wybrane

_=4 _=3 _=2 —=1 0 15 é i ol punkty wykresu w drugiej ¢wiartce uktadu
+-1 wspotrzednych, np. punkt o wspdtrzednych
+-2 -2 (—1, 3).
1.3 E Przez wyznaczone punkty prowadzimy szuka-
14 - na prosta.
+-5
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Ad b)y:%X+2

Wykres funkcji przecina o$§ OY w punkcie
A(0, 2). Przyrost argumentu o 1 powoduje

przyrost wartosci funkcji o % Jesli rozwazy-
my czterokrotnie wiekszy przyrost argumentu
(4 - 1 =4), to odpowiada¢ mu bedzie cztero-

- 3
krotnie wiekszy przyrost wartosci (42:3).

Wyznaczamy kolejny punkt wykresu:
B(0+4,2+3), czyliB(4,5)
Przez punkty A i B prowadzimy szukang prosta.

Poréwnamy teraz wykresy trzech funkcji: 3/
f(x)=lx+4, g(x)=1xih(x)=1x—2. 1
2 2 2 flx) = §x+4

Proste bedace wykresami tych funkcji s3 5 -5 4 3 5~ 011/23/4 L
réwnolegte. glx) = %X 2

Wspdtczynnik kierunkowy kazdej funkcji jest

réwny 1
>

hix) =%x—2

Twierdzenie 3.
Proste bedace wykresami funkcji liniowych sg réwnolegte wtedy i tylko wtedy;,
gdy wspotczynniki kierunkowe wystepujgce we wzorach tych funkcji sg réwne.

Przyktad s.
Napiszemy wzér funkcji liniowej f, wiedzac, ze jej wykres jest réwnolegty do wykre-
su funkcji y = 3x i przechodzi przez punkt o wspétrzednych (2, 1).

Szukamy wspotczynnikéw a i b we wzorze funkcji y = ax + b.
1) Na podstawie twierdzenia 3. zauwazamy, ze a = 3. Szukany wzér przyjmuje po-
stacy=3x+b.
2) Podstawiamy wspétrzedne (2, 1) w miejsce x i y do wzoru funkcji:
1=3-2+b, skad b=-5
Funkcje liniowg f opisuje wzoér y = 3x — 5.

Wiecej informacji o réwnolegtosci prostych w uktadzie wspdtrzednych poznasz
w klasie drugiej.
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4. Funkcja liniowa

SprawdZ, czy rozumiesz

1.

Dane sg punkty A i B nalezgce do wykresu funkgcji liniowej. Oblicz wspdtczyn-
nik kierunkowy wystepujacy we wzorze tej funkcji liniowej, jesli:
a)A(2,0),8(1,7) b) A(6, -2), B(0, 1)

c)A(4, 3), B(-1, 3) d) A(3, P ) 3(1, —h )
e) A(-15,-3), B(5, 1) ) A(1, 23 ) B(ﬁ, 2).
Do wykresu funkcji liniowej nalezg punkty M i N. Wyznacz wzor tej funkcji,

jesli:
a) M(2,-1), N(-4, 11) b) M(2, 0), N(-6, —2)

0) M(g, —4%} N(8, 17) d) M(+/5,5), N(~+/5,-5).

Do wykresu funkcji liniowej f(x) = 4(2m — 3) — 3mx nalezy punkt A(2, —26).
Oblicz m. Dla otrzymanej wartosci m, wyznacz wspotczynnik kierunkowy i wy-
raz wolny funkc;ji f.

Na ponizszym rysunku przedstawiony jest wykres funkcji liniowej. Podaj wzoér
tej funkcji.

a Ay b MY
) A ) 1
1s y=9(x)
+4 +4
3 3
y =flx) T2
+1 +1
t—————5+—+—+——— F—————g >
5-4-3-2-1 7123 456X 5-4-3-2-1 912345 6X
+-2 +-2

Dana jest funkcja liniowa f(x) =1 + (2 - m)x. Okresl, czy funkcja f jest rosnaca,
malejaca czy stata, jesli:
ajm=7 b)m=2 cgm=-1 dm=nm.

Wyznacz wszystkie wartosci m, m € R, dla ktérych funkcja liniowa:
a) flx) = (m?—3)x + 2m jest stata

b) f(x) = (4 — m)x + 3 jest rosnaca

c) fix) =m —(2m —7)x jest malejaca

d) fix) =m —(m —2)(m + 2)x jest stata.
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7.

10.

11.

Okresl znaki wspotczynnikdow a i b we wzorze funkcji liniowej f(x) = ax + b,
ktorej wykres jest przedstawiony ponizej:

a)\ % b) A/ c) \\Y

y=fx)

0 X 0 X 0 \
y=fx) y =f(x)

Dany jest wzor funkcji liniowej f. Naszkicuj wykres funkcji f na podstawie in-
terpretacji wspotczynnikdow wystepujgcych we wzorze funkcji. Nastepnie ob-
licz miejsce zerowe i oméw wtasnosci funkcji f, jesli:

>

a) fix) = 3x—1 b) fix) = —ax &) fix) = —%x +2

7x+8

d) fix) = —§x+ 1 &) fix) = %x— 3 ) fix) =

Dany jest wzoér funkcji liniowej f oraz punkt P. Wyznacz wzdr funkcji liniowej g,
wiedzac, ze wykres funkcji g jest rownolegty do wykresu funkcji f i przechodzi
przez punkt P, jesli:

a) fix) =+2x—1, P(0, 4) b) flx) =—5x, P(2, 0)
c) fix)=—4, P(1,3) d) fix)=6-x, P(2,7)
e) fix) =0,25x + 4, P(2r, ) f) f(x)=—/3x+2, P(1, -3 )

Wykres funkcji liniowej f jest réwnolegty do wykresu funkcji liniowej g.
Oblicz m, jesli:

a)fix)=4x—m, g(x)=(m+1)x+2

b) f(x) = (Zm - 1)x7 2m, g(x)=4mx—5

Dla wyznaczonej wartosci m naszkicuj wykresy obydwu funkcji w jednym
uktadzie wspodtrzednych.

Do wykresu funkcji liniowej f nalezg punkty A(—3, 1) oraz B(l, 7). Wykres

funkcji liniowej g jest rownolegty do wykresu funkcji f i przechodzi przez

punkt C(-5, -3).

a) Wyznacz wzory funkcji fi g.

b) Podaj argumenty, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci ujemne.

c) Oblicz pole tréjkata ograniczonego wykresem funkcji g i osiami uktadu
wspotrzednych.
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WHtasnosci funkgji liniowej — zadania rézne

Umiesz juz szkicowa¢ wykres funkcji liniowej. Znasz tez wtasnosci funkcji liniowe;j.
W tym temacie zwrdcimy uwage na zastosowanie poznanych wiadomosci w réz-
nych zadaniach.

Przyktad 1.
Funkcja liniowa przyjmuje wartosci ujemne wtedy i tylko wtedy, gdy x € (—o, 3).
Ponadto dla argumentu 0 przyjmuje wartos¢ —1. Wyznaczymy wzor tej funkcji.

Szukamy funkcji okreslonej wzorem f(x) = ax + b.
Poniewaz funkcja liniowa f przyjmuje wartosci ujemne tylko dla argumentéw mniej-
szych od 3, wiec mozemy wnioskowac, ze liczba 3 jest miejscem zerowym funkcji f.
Zatem 0 = 3a + b. Ponadto f(0) = —1, czyli wykres funkcji f przecina 0§ OY w punkcie
(0, 71), stad b =—1. Otrzymujemy:
b=-1 i 0=3a+b, skad
1

a==
3

1
Wzér funkgji f przyjmuje postaé f(x)= gx—l.

Przyktad 2.

Naszkicujemy w jednym ukfadzie wspodtrzednych wykresy funkcji liniowych
fix) =-0,5x + 3 i g(x) = 0,2x + 1. Nastepnie na podstawie wykreséw wyznaczymy
zbidr wszystkich takich argumentéw, dla ktérych obie funkcje jednoczesnie przyj-
muja wartosci dodatnie.

y = flx) Ay

N
T R TR T T M
| S S S R | B S
~11-10 -9 —8=7 —6 5 —4 -3 —2 -1 |

Wyznaczamy miejsca zerowe funkcji fi g:

fix)=0<=x=6 gx)=0<x=-5
Na rysunku powyzej niebieskie plusy wyznaczajg przedziat, w ktérym funkcja f przyj-
muje wartosci dodatnie, za$ plusy zielone — przedziat, w ktérym funkcja g przyjmuje
wartosci dodatnie.
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fix) >0 x e (—xo, 6) g(x) >0 x e (-5, + )
Na osi OX kolorem czerwonym jest zaznaczony zbidr tych wszystkich argumentéw,
dla ktérych obie funkcje jednoczesnie przyjmujg wartosci dodatnie, czyli przedziat
(-5, 6).
Obie funkcje przyjmujg jednoczesnie wartosci dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy
x € (-5, 6).

UWAGA: Zauwaz, 7e (-0, 6) N (-5, + ) = (-5, 6).
Zbiér argumentdw, dla ktorych obie funkcje z przyktadu 2. jednoczesnie przyjmuja
wartosci dodatnie, mozna tez wyznaczy¢ bez szkicowania wykreséw. Wystarczy:
1) rozwigzaé nieréwnosci:
-0,5x+3>0 i 0,2x+1>0
X<6 i x>-5
2) nastepnie wyznaczy¢ cze$¢ wspdlng zbioréw rozwigzan.

Przyktad 3.

Wyznaczymy zbidr tych wszystkich argumentéw, dla ktérych funkcja liniowa

1
f(x) :Ex+1 przyjmuje wartosci nalezgce do przedziatu (3, 7).

| sposdb
Szukamy takich argumentow, dla ktérych f(x) € (3, 7), czyli 3 < f(x) < 7.
Rozwigzujemy nierdwnos¢ podwdjna:

1
3<—x+1<7,
2
1 . 1
—x+1>3 i —x+1<7, skad
2 2
x>4 i x< 12, zatem
x € (4,12)

Funkcja f przyjmuje wartosci nalezace do przedziatu (3, 7) tylko wtedy, gdy x € (4, 12).

[l sposdb

1
Szkicujemy wykres funkcji f(x)=5x+1, (zobacz rysunek ponizej). Zaznaczamy na

osi OY przedziat (3, 7>, nastepnie prowadzimy w ukfadzie wspdtrzednych proste
y=3iy=7.0bliczamy wspdtrzedne punktdéw przeciecia tych prostych z wykresem
funkcji f. Na koniec odczytujemy na osi OX przedziat tych argumentéw, dla ktérych

fix) € (3, 7>.
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Ly
18

I Y S | Iy

1 1 1 1 1 1 1 i 1 1 1
-7 -6 -5 — —2—1__01123456789101112131415X
1 _-_2
f(x):Ex+1 1.3

Funkcja f przyjmuje wartosci nalezgce do przedziatu (3, 7) wtedy i tylko wtedy, gdy
x € (4,12).

Przyktad 4.
0,5x+1, jesli xe(—w,—4)
Funkcja f dana jest wzorem f(x) =< x+3, jesli xe<—4,0)
3-0,5x, jesli xe(0,+x)

a) Obliczymy miejsca zerowe funkgji f.

b) Wyznaczymy zbidr wartosci tej funkcji.

c) Odczytamy z wykresu funkcji f, dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje warto-
$ci mniejsze od 1.

Ad a) Sprawdzamy, czy funkcja f ma miejsca zerowe.

1) x e (-o,—4) 2) xe(-4,0) 3) x e (0, +xo)
05x+1=0 x+3=0 3-0,5x=0
X =-2 X=-3 X=6
-2 ¢ (—o0, —4) -3 e(-4,0). 6 € (0, +x).

Funkcja f ma tylko dwa miejsca zerowe. S3 to liczby —3 oraz 6.
Ad b) Zbiér wartosci funkcji f odczytujemy z jej wykresu.

T

Zbiorem wartosci funkcji f jest przedziat (oo, 3).
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Ad c) Z wykresu odczytujemy zbidr tych argumentdw, dla ktdrych funkcja przyjmuje
wartosci mniejsze od 1:
fiX)<1 < x e (—o,-2) U (4, +x)

Przyktad s.

Dana jest funkcja liniowa y = (m2 — 9)x +9m + 27. Sprawdzimy, czy istnieje liczba m,
dla ktdrej ta funkcja ma nieskoriczenie wiele miejsc zerowych.

Funkcja liniowa y = ax + b ma nieskoriczenie wiele miejsc zerowych tylko wtedy, gdy
jej wzor przyjmuje postac y =0, czyli tylko wtedy, gdy a=0i b =0 (zobacz str. 185).
Zauwazamy, ze a=m?>—9 oraz b=9m + 27. Zatem rozwigzujemy dwa réwnania:

m-9=0 i 9m+27=0
(m-3)m+3)=0 i 9m=-27
(m=3lub m=-3) i m=-3

Dana funkcja liniowa ma nieskoniczenie wiele miejsc zerowych wtedy i tylko wtedy,
gdy m=-3.

Przyktad 6.

Wyznaczymy wszystkie wartosci m, dla ktorych funkcja liniowa
flx) =(2m + 8)x — m + 5 jest rosnaca i jednoczes$nie jej wykres przecina o$ OY powy-
zej punktu P(0, 2).

Funkcja liniowa y = ax + b jest rosngca tylko wtedy, gdy a > 0. Wykres tej funkcji
przecina o$ OY powyzej punktu P(0, 2) tylko wtedy, gdy b > 2. Zauwazamy, ze
a=2m+8 b=-m+5.
Rozwigzujemy nieréwnosci:
2m+8>0 i -m+5>2.
m>-4 i m<3
Wyznaczamy czeé¢ wspélng przedziatéw (4, +o0) i (—o, 3):
(—4, +oo) N (—oo, 3) = (—4, 3)

Funkcja liniowa f jest rosngca i jednoczesnie jej wykres przecina o$ OY powyzej
punktu P wtedy i tylko wtedy, gdy m € (4, 3).

Przyktad 7.
Sprawdzimy, czy punkty A(0, —7), B(60, -5) i C(—120, —11) naleza do jednej proste;.

Przez dwa dowolne rézne punkty ptaszczyzny przechodzi jedna prosta. Aby rozwia-
zac to zadanie, wystarczy wyznaczy¢ wzér funkcji liniowej, ktorej wykres przechodzi
przez dwa punkty, na przyktad A i B, a nastepnie sprawdzi¢ (rachunkowo), czy trzeci
punkt (C) nalezy do wykresu tej funkcji.

Niech f(x) = ax + b. Zatem:

-5+7 1

60-0 30

1) Wyznaczamy wspotczynnik kierunkowy: a =
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2) Punkt A(O, 77) nalezy do wykresu funkcji f. Odczytujemy b: b =-7.

1
3) Funkcje liniowg f opisuje wzor f(x)zﬁx—l Sprawdzamy, czy punkt C nalezy

do prostej bedacej wykresem tej funkcji, to znaczy sprawdzamy, czy jest spetnio-
na rownos¢ f(—120) =-11:

1
f(-120) = o (-120) -7 =-11

Punkt C nalezy do prostej wyznaczonej przez punkty A i B, czyli punkty A, B, C s3
wspotliniowe.

SprawdZ, czy rozumiesz

1.

Wykres funkcji liniowej f(x) = ax + b przecina o$ OY w punkcie (0, 8). Funkcja
ta przyjmuje wartosci dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy x € (—o0, 5). Wyznacz
wzor funkcji f.

Funkcja liniowa okreslona wzorem f(x) = (m - 2)X + 4 przyjmuje wartosci
ujemne wtedy i tylko wtedy, gdy x € (—0, —3). Oblicz m.

Wyznacz zbidér tych wszystkich argumentéw, dla ktérych wartosci funkcji

3
liniowej f(x) :—§x+6 nalezg do przedziatu (-9, 21).

Wyznacz zbidér tych wszystkich argumentéow, dla ktérych funkcje liniowe

1 2
f(x) =§X_§ oraz g(x) =—5x + 9 jednoczesnie przyjmujg wartosci nieujemne.

Na rysunku ponizej we wspélnym uktadzie wspétrzednych przedstawione sa

wykresy dwéch funkcji liniowych y = f(x) oraz y = g(x). Odczytaj z wykresu:

a) zbiér wartosci funkcji f
dla argumentéw naleza-
cych do przedziatu (0, 4);

b) argument, dla ktorego
obie funkcje przyjmuja te
sama wartosé;

c) dlajakich argumentéw
zachodzi nieréwnos¢
g(x) <0;

d) dla jakich argumentow
obie funkcje przyjmuja
jednoczesnie  wartosci
wieksze od 2.

Dane sg funkcje liniowe: f(x) =—0,4x + 8 oraz g(x) =—0,3x + 15. Wyznacz zbior

wszystkich argumentodw, dla ktérych wartosci funkcji f sg wieksze od wartosci

funkcji g.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Wyznacz zbidér tych wszystkich argumentdéw, dla ktérych funkcja liniowa
f(x) = 0,5x — 10 przyjmuje wartosci wieksze od 3 i jednoczesnie funkcja linio-
wa g(x) = 0,1x — 4 przyjmuje wartosci mniejsze od 16.
Dany jest wzor funkcji f. Naszkicuj wykres tej funkcji i na jego podstawie
omow jej wtasnosci.

e xe(—oo,—1> 2x+38, jesli xe(—w,-2)
a) fx)=4 -3, jesli xe(-1,3) b) f(x)= —%x+3, jesli xe(-2, 4)

x—6, jesli xe<3,+oo) 1, jedli xe<4, +OO)
Wyznacz wszystkie wartosci p, p € R, dla ktérych wykres funkcji liniowej
fix) = (p +3)x— 2p + 4 przecina o$ OY:

a) ponizej punktu P(0, —3) b) powyzej punktu K(0, 6).

Wykresy funkgji liniowych f(x) = (a + 1)x + (@ + 3)? oraz g(x) = 3x + o> + 16
przecinajg o$ OY w tym samym punkcie. Wyznacz a.

Wyznacz wszystkie wartosci b tak, aby funkcja liniowa okreslona wzorem:

a) flx)= (b2 +4b + 4)x + 2 miata jedno miejsce zerowe;

b) flx)= b(b - 2)x + b nie miafta miejsca zerowego;

¢ fix)= (4 + b)x — 16 + b? miata nieskoriczenie wiele miejsc zerowych.
Wyznacz wszystkie wartosci k, k € R, dla ktérych funkcja liniowa:

a) g(x)=4+k—(5k+8)x jest stata;

b) g(x) = (k+5)x+6+ 2k jest rosnaca;

c) g(x)=—4k+7—(3-2k)x jest malejaca.

Funkcja liniowa f(x) = (3 — m)x +(m + 1)* jest rosnaca, a jej wykres przechodzi
przez punkt A(Z, 23). Oblicz m. Dla wyznaczonej wartosci m, oblicz miejsce
zerowe funkgji f.

Wyznacz wszystkie wartosci m, m € R, dla ktorych wykres funkcji liniowej
okre$lonej wzorem f(x) = (2 — m)x + m —5 przechodzi przez Il, lll i IV ¢wiartke
uktadu wspoétrzednych.

Wyznacz wszystkie wartosci m, m € R, dla ktorych wykres funkcji liniowej
okreslonej wzorem h(x) = (2m + 5)x +6m + 3 przechodzi przez I, Il i IV éwiart-
ke uktadu wspoétrzednych.

Proste bedace wykresami funkcji liniowych f(x) =3 — a + 8x oraz

g(x) = 3(b - 2)x + 6 sie pokrywajg. Wyznacz a i b.

Wyznacz k tak, aby punkt C(5k, 3k + 2) nalezat do prostej przechodzacej przez

punkty A(5, 9) i B(-10, 3).

Proste bedace wykresami dwéch funkcji liniowych f(x) = (1 — m)x — 2m oraz

g(x) = (m —5)x — 1 sg réwnolegte.

a) Oblicz m.

b) Zaznacz w uktadzie wspoétrzednych trapez, ktérego podstawy zawierajg
sie w tych prostych, a ramiona zawierajg sie w osiach uktadu wspoétrzed-
nych. Wyznacz wspoéfrzedne wierzchotkdw tego trapezu.
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Zastosowanie wtasnosci funkeji liniowej
w zadaniach praktycznych

Przyktad 1.

W wyscigu kolarskim grupa sportowcéw ma jeszcze 144 km do mety i jedzie ze $red-

nig predkoscig 45 km/h. Oznaczmy odlegtosé (w km) tej grupy od mety literg d, za$

czas jazdy (w h) — literg t.

a) Wyznaczymy wzér opisujgcy odlegtosc tej grupy od mety, w zaleznosci od czasu
i obliczymy, ile czasu potrzeba kolarzom, by dotrze¢ do mety.

b) Naszkicujemy wykres funkcji d.

Ad a) Odlegtos¢ grupy kolarzy od mety, w zaleznosci od czasu t, opisuje wzor:
d(t)=144-45 -t
Kolarze dotrg do mety w czasie t, dla ktérego d(t) = 0. Zatem

1
144 — 45 - t =0, skad t = 3,2 (h) zatem d(t) = 144 — 45 - t, gdzie t e<0, 3E>
Kolarze dotrg do mety za 3 godziny i 12 minut.

Ad b
) Ad [km]
160+

140+

Przyktad 2.

W pewnym kraju od podatku dochodowego sg zwolnione dochody nieprzekracza-
jace 5 tys. dolaréw. Za dochody przekraczajgce 5 tys. dolaréw, ale nie wieksze niz
30 tys. dolaréw, podatnik zaptaci podatek w wysokosci 10% od dochodu pomniej-
szonego o 5 tys. dolaréw. Jezeli dochdd przekracza 30 tys. dolaréw, podatnik ptaci
2500 dolaréw plus 25% nadwyzki powyzej 30 tys. dolardw.

Opiszemy system podatkowy w tym kraju za pomocg funkcji f, ktéra pokazuje zalez-
nos¢ podatku od dochodu, i naszkicujemy jej wykres.

Oznaczamy:
x —dochdéd uzyskany przez podatnika (w dolarach)
y — podatek, jaki nalezy zaptaci¢ od uzyskanego dochodu (w dolarach).
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1. Jezeli podatnik uzyska dochdd z przedziatu (0, 5000), to nie ptaci podatku, czyli
podatek ma wartosé rowng zero.
2. Jesli dochdd x podatnika spetnia warunek 5000 < x < 30 000
to dochdd x pomniejszamy o 5000 dolaréw i otrzymujemy kwote
x —5000

dolaréw; nastepnie obliczamy 10% uzyskanej w ten sposdb kwoty, czyli
0,1 - (x—5000).

Zatem podatnik zaptfaci podatek w wysokosci
0,1x —500.

3. Jesli natomiast dochdd x podatnika przekroczy 30 tys. dolaréw, to postepujemy
nastepujgco: od uzyskanego dochodu odejmujemy 30 000 dolaréw i otrzymuje-
my nadwyzke powyzej 30 000 dolardw, réwna

x—30000
Obliczamy 25% z otrzymanej nadwyzki, czyli
0,25 - (x — 30 000)
i otrzymujemy kwote
0,25x — 7500
do ktérej nalezy jeszcze dodac optate statg w wysokosci 2500 dolaréw. Zatem
podatek w tym przypadku wynosi:
0,25x — 7500 + 2500, czyli
0,25x — 5000.

Oto wzér funkcji f opisujgcej system podatkowy w tym kraju:
0, jeslio < x <5000
f(x)=< 0,1x—500, jesli 5000 < x < 30 000
0,25x—5000, jeslix> 30000

Ponizszy rysunek przedstawia wykres funkcji f:

Y [tys. USD
o} [ty ]
y =fix)
7,5+
5__
2,5
I e S e S ! >
0 10 20 30 40 50 60 70  X[tys.USD]

Oblicz, jaki podatek zaptaci obywatel tego kraju, ktéry uzyskat dochdd réwny 28 000
dolardéw, a jaki obywatel, ktérego dochdd wynidst 86 000 dolardw.
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Niektére ciata state pod wptywem temperatury zmieniajg swoje rozmiary liniowe.
Takie zjawisko zwane jest rozszerzalnoscig cieplna. Inzynierowie projektujgcy mosty,
sieci elektryczne czy tory kolejowe muszg uwzglednic to zjawisko fizyczne. Na przy-
ktad szyny kolejowe sg uktadane z zachowaniem pewnych odstepéw zwanych szcze-
linami dylatacyjnymi, aby w przypadku ich wydtuzenia, pod wptywem zmiany tem-
peratury, nie doszto do wykolejenia sie pociggu.

Przyktad 3.

Przyrost dtugosci Al ciata statego jest wprost proporcjonalny do dtugosci poczatko-
wej I, i przyrostu temperatury AT:

Al=a - I, - AT, gdzie a —wspétczynnik rozszerzalnosci.
Dtugosé koncowa / jest rowna
I—lhy=a-l,- AT
I=ly+a-ly- AT
I=1y(1+a - AT)
Szyna kolejowa w temperaturze 5°C ma dtugos¢ 120 m. Wspodtczynnik rozszerzal-

1
nosci stali jest réwny a =11-107° P

a) Obliczymy, jaka dtugosc bedzie miec ta szyna w temperaturze 25°C.
b) Obliczymy w jakiej temperaturze szyna wydtuzy sie o 5cm i 2,8 mm.
Ad a) Mamy:

l,=120 m, AT=25°C-5°C=20°C

/=120-(1+11-10°-20)

/=120 (1+0,00022)

/=120 -1,00022

1=120,0264
W temperaturze 25°C szyna bedzie mie¢ dtugos¢ 120,0264 m.
Ad b) Szyna wydtuzy sie 0 5 cm 2,8 mm, czyli A/=0,0528 m, T,=5°C, [,=120 m.
Szukamy temperatury T. Korzystamy ze wzoru: Al = - I,- AT

Al=a-l,-(T-T,) skad

0,0528=11-10°-120-(T—5)  czyli

0,0528 =0,00132 (T—5) /: 0,00132

40=T-5

T=45
Szyna zwiekszy swojg dtugosc 0 5,28 cm w temperaturze 45°C.
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Przyktad 4.

Troposfera to warstwa atmosfery ziemskiej, najblizsza powierzchni Ziemi, ktéra
rozcigga sie do wysokosci 7 — 10 km nad obszarami podbiegunowymi, 10 — 12 km
nad umiarkowanymi szerokosSciami geograficznymi oraz 16 — 18 km nad réwni-
kiem. Jej grubosc¢ od kilkudziesieciu metréw do 2 km nazywa sie warstwa graniczna.
Powyzej warstwy granicznej, w atmosferze swobodnej, temperatura maleje niemal
jednostajnie z wysokoscig, to znaczy co kazde 100 m obniza sie o 0,6°C (encyklo-
pedia PWN).

Zatdzmy, ze kilkadziesigt metrow nad poziomem morza (w atmosferze swobodnej)

znajduje sie punkt badawczy, w ktérym temperatura jest rowna 23°C.

a) Napiszemy wzor funkcji opisujgcej zmiane temperatury T[°C] w zaleznosci od
wysokosci h [m] od punktu badawczego, gdzie 0 < h < 10 000.

b) Obliczymy warto$¢ temperatury na wysokosci 10 km od punktu badawczego.

c) Obliczymy, na jakiej wysokosci od punktu badawczego temperatura jest réwna
—25°C.

d) Naszkicujemy wykres funkcji temperatury w zaleznosci od wysokosci i odczyta-
my z wykresu na jakiej wysokosci temperatura jest réwna 0°C.

Ad a) Temperatura obniza sie co kazde 100 m o 0,6°C, zatem na wysokosci h bedzie

h
nizsza od temperatury poczatkowej o E 0,6°C. Zatem

h
Thy=23-—— .06
100
T(h) =23 -0,006h, h (0, 10 000)

Ad b) T(10 000) =23 - 0,006 - 10 000 = 23 — 60 =37
Na wysokosci 10 km nad punktem badawczym temperatura jest réwna —37°C.

Ad c) T=23-0,006h, wiec

= 0,006’ zatem
. 23—(-25)
0,006
48
" 0,006
h=8000

Na wysokosci 8 km nad punktem badawczym temperatura jest rowna —25°C.

Ad d) Wykres funkcji przedstawia ponizszy rysunek.
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T[°C] A

30—+

Tthy=23--" .06
100

20
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Z wykresu odczytujemy, ze w odlegtosci ok. 3,8 km nad punktem badawczym tem-
peratura jest réwna 0°C (sprawdz rachunkiem).

Sprawdz, czy rozumiesz

1. Samochdd najpierw jechat w te- s[km] /
renie zabudowanym, a nastepnie 2T
w terenie niezabudowanymifgcz-  ,g |
nie przebyt 57 km. Na rysunku 42 L
obok przedstawiony jest wykres 36
ilustrujgcy droge s samochodu 30
w zaleznos$ci od czasu t. 24
a) Oblicz $rednig predkosé sa- 12 1
mochodu na catej trasie. 6

b) Napisz wzér funkcji opisujacej 1
droge s samochodu w zalez-
nosci od czasu jazdy t.

1 t[h

2. W zbiorniku o wysokosci 1,3 m znajduje sie woda. Lustro wody jest na wyso-
kosci 4 cm od dna zbiornika. Po odkreceniu kranu poziom wody podnosi sie
0 18 cm co godzine.

a) Zapisz wzoér funkcji P opisujgcej zaleznos¢ poziomu wody w zbiorniku od
czasu t. Okresl dziedzine funkcji, przyjmujac, ze proces ten trwa do catko-
witego napetnienia zbiornika.

b) Jaki bytby poziom wody w zbiorniku, gdyby czas napetniania wynosit 5 go-
dzin 36 minut?

3. Napisz wzor funkcji wyrazajacej zaleznos¢ temperatury, podanej w stopniach
Fahrenheita, od temperatury wyrazonej w stopniach Celsjusza, wiedzac, ze ta
zalezno$¢ ma postac F=a - C+ b, oraz wiedzac, ze 100°C to 212°F, zas 35°C to
95°F, a nastepnie:

a) Oblicz temperature powietrza w stopniach Celsjusza, jesli temperatura
tego dnia byfa réwna 59°F.

b) Temperatura zdrowego cztowieka wynosi 36,6°C. Wyraz te temperature
w skali Fahrenheita.
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Sprawdz, czy umiesz — powtérzenie do rozdziatu 4.

Test

1. Wielkosci x i y podane w tabelce ponizej sg wprost proporcjonalne.

X a 2,5 | 3,2
y 8 16 b

Zatem iloczyn a - b jest réwny:
A. 25,6 B. 26,5 C.22 D. 24

2. Kolarz pokonuje droge 40 m w 3 sekundy. lle kilometréw przejedzie w czasie
15 minut, jadac z tg sama predkoscig?
A6 B.8 C.10 D.12

3. Do wykresu proporcjonalnosci prostej nalezy punkt (—2, 8). Zatem te funkcje
opisuje wzor:

a)y=8 B.y=-2x+4 C.y=—4x D.y=-8x-8
1
4. Wartos¢ funkgcji f(x)=(3—2\/5)x+12\/£ dla argumentu jest liczba:
3+2\/§
A. pierwszg B. ztozong C. niewymierng D. ujemna

5. Liczba 11 jest wartoscig funkcji liniowej f(x) = V2x+3dla argumentu:

A. 22 B. /32 C. % D.1142 +3
2

6. Wykres funkcji liniowej f(x) = 4 — 8m + (m — 3)x przecina 0$ OY w punkcie P(0, 6),
jesli:
A.m=9 B.m=4 C.m=-0,25 D.m=-4

2
7. Miejscem zerowym funkcji liniowej f(x)=—§x+14 jest liczba:

A 14 B.0 C.-21 D.21

1
8. Funkcje liniowe f(x) = 3x — 2k + 6 oraz g(x)=5x+m—2 majg wspodlne miejsce

zerowe. Wobec tego zachodzi rownos¢:
A k+m=3 B.k=9-3m C.k=2m D.4k+3m=18

9. Dane sg funkcje liniowe:
l.y=—0,5x+8 Iy =(m—4)x ll.y=3+0,8x IV.y=5
Funkcje rosngcg opisuje wzor:
A. IV B. Il c.1 D. |
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4. Funkcja liniowa

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Funkcja liniowa f(x) = (k + 1)x+ k — 2 jest stafta, jesli:
A k=0 B.k=1 C.k=-1 D.k=2

Do wykresu funkcji liniowej nalezg punkty P(-8, 6) i R(2, —10). Zatem wsp6t-
czynnik kierunkowy ma wartos¢:

5 5
A.1,6 B. 2 C.-1,6 D.—=
8 8
Funkcja liniowa f(x) = —3x + 12 przyjmuje wartosci ujemne wtedy i tylko wtedy,
gdy:
A.x<4 B.x>4 C.x<-4 D.x>-4
Wykres funkcji fix) = 0,5x — 3 nie przechodzi przez jedng z ¢éwiartek uktadu

wspotrzednych. Ktéra to ¢wiartka?
A.ll B. Il C.lv D. |

Wykres funkcji liniowej y = ax + b przechodzi tylko przez Il i IV ¢wiartke uktadu
wspotrzednych, jesli:
A.a=0,b<0 B.a=0,b>0 C.a<0,b=0 D.a>0,b=0

Wykres funkcji liniowej f(x) = 4x — 5 jest réwnolegty do wykresu funkcji
g(x) = (1 + m)x + m wtedy i tylko wtedy, gdy:
A.m=4 B.m=-5 Cm=3 D.m=0

Zadania otwarte

16.

17.

18.

19.

20.

Prosta bedgca wykresem funkcji liniowej przechodzi przez punkt A(9, —12)
i przecina o$ OX w punkcie o odcietej rownej 5. Oblicz wspdtrzedne punktu,
w ktorym ta prosta przecina os OY.

Na rysunku obok przedstawiony jest wy- 4
kres funkcji liniowej f(x) = (k +2) - (x — 3) y =) |
i punkt P nalezacy do tego wykresu. Wy-
znacz wspotrzedne punktu przeciecia sie i

1

La

3

»)
'1\

wykresu z osig OY. — 15+
-109-8-7-6-5-4-3-2-1 [01x

Napisz wzor funkcji liniowej, wiedzac, ze do jej wykresu nalezy punkt A(84, —34)
oraz ze przyjmuje ona wartosci dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy x € (—oo, 16).

Funkcje f(x)=—§x+3§ oraz g(x) = (x — a)? — a? okreslone w zbiorze R maja

wspolne miejsce zerowe. Oblicz a.

Wyznacz zbidr tych wszystkich argumentéw, dla ktérych funkcje: f(x) =—2,5x+7,5

1
oraz g(x) :§x+2 przyjmujg jednoczesnie wartosci nieujemne.
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21.

22.

23.

24.

25.

D 26.

27.

28.

29.

x+2, jesli xe(-1,3)
Funkcja f jest okreslona wzorem f(x)={ 4
—3x+10, jesli xe(3,9)
3
a) Sprawdz, czy liczba 16* nalezy do dziedziny funkcji f.
b) Oblicz wartos¢ wyrazenia f(6) — f(0).
c) Oblicz miejsca zerowe funkgji f.
d) Sporzadz wykres funkgcji f.
e) Podaj maksymalne przedziaty monotonicznosci funkcji f.
f) Podaj najmniejszg oraz najwiekszg wartos$¢ funkcji f.

Wykres funkcji f (rysunek obok) jest suma

__4 =
dwdch pétprostych. Korzystajgc z danych na 13 y=f
rysunku: 1,

a) wyznacz zbiér argumentdw, dla ktdrych +1

wartosci funkcji sg nie wieksze niz 2; : 5 :
o . . ) 123 45X
b) podaj zbiér wartosci funkcji f; =1
¢) wyznacz wzor funkgji f. 3

Wyznacz wszystkie wartosci m, dla ktérych wykres funkcji liniowej okreslonej
wzorem f(x) = (5 - 2m)x + 20 — 4m przechodzi przez I, Il i IV ¢wiartke uktadu
wspotrzednych.

Wyznacz wszystkie wartosci m, dla ktérych funkcja liniowa
f(x) = (1 + m)x + 2m jest malejaca, a jej wykres przecina 0§ OY powyzej punktu
P(0, -8).

Wyznacz wszystkie wartosci m tak, aby funkcja f(x) = (4 - m)x + 12 byta rosnaca

3m+5

i jednoczesnie miejsce zerowe funkcji g(x)=2x— byto liczbg wiekszg od 2.

Wykaz, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej a, wartos¢ funkcji liniowej
fix) = (a - 4)x + 4 dla argumentu a jest liczbg nieujemna.

Napisz wzor funkcji liniowej, ktdrej wykres jest réwnolegty do wykresu funkcji
fix) =1 —2xi przecina o$ odcietych w punkcie o wspotrzednych (\/5, 0).

Wykres funkcji liniowej f(x) = (3k + 2)x — 2k jest réwnolegty do wykresu funkcji
liniowej g(x) = (1 + 2k)x — 3.

a) Oblicz k.

b) Dla wyznaczonej wartosci k naszkicuj wykresy obu funkcji w jednym ukta-

dzie wspotrzednych.

Kolarz znajduje sie w odlegtosci 140 km od mety, do ktérej zbliza sie ze statg
predkoscia. Za 4 godziny przekroczy linie mety. Napisz wzér funkcji opisujacej
odlegtos¢ kolarza od mety [km] w zaleznosci od czasu t [h]. Podaj dziedzine
funkcji. Naszkicuj wykres tej funkcji.
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Uktady réwnan liniowych
«Z dwiema niewiadomymi

Réwnania pierwszego stopnia z dwiema
niewiadomymi

Definicja 1

Réwnaniem pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi x oraz y nazywamy
réwnanie, ktdre mozna zapisa¢ w postaci ax + by =c, przy czym a i b nie sg jedno-
czesnie zerami. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ nazywamy wspoétczynnikami rownania.

Réwnanie 3x + 2y = 4 jest przyktadem réwnania pierwszego stopnia z dwiema nie-
wiadomymi. Mamy wéwczas: a=3,b=2,c=4.
Jesli do tego rownania wstawimy w miejsce x liczbe (—2), a w miejsce y —liczbe 5, to
otrzymamy rownos$¢ arytmetyczng prawdziwa:

3-(-2)+2-5=4.
Powiemy, ze para liczb (—2, 5) spetnia réwnanie 3x + 2y = 4.
Jesli natomiast w miejsce x wstawimy liczbe 5, a w miejsce y — liczbe (—2), to otrzy-
mamy rownos¢ arytmetyczng fatszywa:

3:.5+2-(-2)=4 (czyli11=4).
Mowimy, ze para (5, —2) nie spetnia danego rownania.

Pare liczb, ktéra spetnia rownanie pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi,
nazywamy rozwigzaniem tego rownania.

Czy istnieje tylko jedno rozwigzanie réwnania 3x + 2y = 4? Oczywiscie, ze nie. Aby
znalez¢ inne rozwigzania tego rownania wyznaczamy, na przyktad, niewiadoma
y i otrzymujemy rownanie réwnowazne danemu, czyli majace takie same rozwia-
zania.

3
=——x+2
Y 2

Jesli w miejsce x do ostatniego rownania wstawimy dowolng liczbe rzeczywistg, to
niewiadoma y wyznaczymy w sposob jednoznaczny, np.:

jeslix=0,toy =2,

jeslix=4,toy=-4.

Pary (O, 2) i (4, —4) sg kolejnymi rozwigzaniami rownania 3x + 2y = 4 (sprawdz!).
tatwo zauwazy¢, ze to rGwnanie ma nieskoniczenie wiele rozwigzan. Dlatego do ich
interpretacji wygodnie jest postuzyc sie wykresem réwnania.
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Definicja 2.
Wykresem réwnania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi x, y nazywa-
my zbidr wszystkich punktéw (x, y), ktérych wspétrzedne spetniaja to réwnanie.

Twierdzenie 1.
Wykresem réwnania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi x, y jest prosta.

Jezeli prosta jest wykresem danego rownania, to mowimy, ze dane rownanie opisu-
je te prosta. Prawdziwe jest rowniez nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.
Kazda prosta w uktadzie wspdtrzednych jest wykresem pewnego réwnania maja-
cego postac ax + by = ¢, gdzie a i b nie sg jednoczesnie rowne zero.

Istnieje wiele réwnan réwnowaznych, ktére opisujg jedng prostg, np.:

3 3
3x+2y=4 9 + 6y =12 EXH/:Z y=—5x+2
Wszystkie rozwigzania rédwnania 3x + 2y = 4 v
mozemy opisac¢ jako pary liczb majace postac :Z
[x,—§x+2), gdzie x € R. T3 P(s, 2)

2 2 °

Tych par jest nieskoniczenie wiele.

—=4—=3—=2—=1_°1i S
Zauwaz, ze np. para liczb (5, 2), nie spetnia dane- 12
go réwnania. T3
Wobec tego punkt P(5, 2) nie nalezy do naszkico-
wanej prostej.

3x+2y=4

Na podstawie zamieszczonego opisu rozwigzan podaj jeszcze trzy inne rozwigzania
réwnania 3x + 2y = 4 oraz trzy pary liczb, nie bedace rozwigzaniami tego réwnania.

Moze sie zdarzy¢, ze w rdGwnaniu ax + by = ¢ jedna z liczb: a, b jest réwna 0.
Omodwimy te sytuacje w ponizszym przyktadzie.

Przyktad 1.

Naszkicujemy proste opisane réwnaniami: a) 2x+0y=4, b)0x—y=3.
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2x+0y=4 Ox—y=3
Zauwaz, ze Oy = 0 dla kazdej liczby rze- Poniewaz Ox = 0 dla kazdej liczby rze-
czywistej y, wiec otrzymujemy czywistej x, wiec mamy
2x=4 i yeR -y=3ixeR
x=2 i yeR y=-3ixeR
Rozwigzaniami sg wszystkie pary liczb Rozwigzaniami sg wszystkie pary liczb
majgce postaé (2, y), gdziey € R. majgce postaé (x, 73), gdzie x € R.
Ay Ay
45 45
14 14
13 x=2 13
42 42
+1 +1
Su 5o 01134 sx S a5 0123 45X
1-2 1-2
13 3 y=-3
14 14
+-5 +-5
Wykresem réwnania jest prosta x = 2. Wykresem réwnania jest prosta y = —3.

Podsumujmy:

1. Jedlia #0, toréwnanie ax=c opisuje prostg rownolegtg do osi OY.
2. Jeslib #0, to réwnanie by =c opisuje prostg réwnolegta do osi OX.

SprawdZ, czy rozumiesz

1. Dane jest réwnanie pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi x i y oraz
pary liczb obok tego réwnania. Sprawdz, ktére pary liczb spetniajg dane row-
nanie.

a) O-x+%y=0,4 (200, 2), (5,5), (-7,2)
b) 0,375x 0,875y =1  (-2,-2), (-9,-5), (3,3)

c)6x—0y=5 (-1, ), (2,93, (0,-5)

d)—V2x+3V2y=32  (-4,0),(-V2,+2), (5,3)

2. Woyznacz brakujgca liczbe w parze tak, aby otrzymana para spetniata réwna-
nie 5x — 7y = 3:
a) (9, .....) b) (-5, .....) c) (....., 16) d) (..., ~14).

3. Podaj trzy przyktady par liczb spetniajgcych dane réwnanie. Nastepnie w pro-
stokatnym uktadzie wspdtrzednych naszkicuj wykres tego réwnania i zaznacz
na nim punkty, ktorych wspotrzedne sg réwne tym parom liczb.

a) 4x+ 5y =10 b)Ox+4y=-12 ¢)-5x+0y=10 d)3x—7y=0
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Ktére z ponizszych réwnan opisujg te samg prostg?
3 1 1
a)0,6x—4y=3 b) =x-1-y=1= c)y=0,6x—1,2
y 2 2 y 5 y
d)y=0,15x-0,75 e)3x—5y=6 f) 3x — 20y =15

Na ponizszym rysunku dana jest prosta bedgca wykresem réwnania pierw-
szego stopnia z dwiema niewiadomymi x i y. Zapisz to rownanie w postaci
ax + by =c, gdziea, b, c € Z.

a) __X b) __X
13 -3
2 +2
g 41
—=5—=4—=3—=2—=1__0_li é éié; —=5—4—=3—=2—=1__°_1i é ézltzls;(
12 1 o
13 1 3
44 44
c d
) [4 ) LY
43 +3
dal : 42
+1 § 41
Su5 o012 3 4 s X Jsil_’a_’z_’l_p_liéih’%
12 1o
+-3 13
44 42
Opisz wszystkie pary liczb (x, y) spetniajgce réwnanie:
a)2x+9y=0 b)3y=9 c)2x—8y=5
d) 7x=21 e) 4x + 2y =10 f) 3x =3.

Wypisz wszystkie pary liczb naturalnych spetniajgce réwnanie x + 3y = 12.

Wypisz wszystkie pary liczb (m, n) spetniajgce réwnanie 0,75x — y =15, jesli
m jest liczba catkowitg ujemna, zas n jest liczbg catkowitg dodatnia.

Zapisz kazda z ponizszych wypowiedzi w postaci rownania ax + by = c, gdzie
a,b,cel

a) Liczba x jest 0 12 wieksza od podwojonej liczby y.

b) Rdznica liczby x i potowy liczby y jest réwna 9.

c) Liczba x jest 0 40% wieksza od sumy liczb x i y.

d) 14%% liczby y jest 3 razy wieksze od podwojonej réznicy liczb x i y.
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Uktady réwnan pierwszego stopnia z dwiema
niewiadomymi. Graficzne rozwigzywanie
uktadow réwnan

Naszkicujmy w jednym uktadzie wspétrzednych proste, bedace wykresami dwdch
réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi: 2x—y =5 oraz x+y=4.

A

Te dwie proste przecinajg sie w punkcie
0 wspotrzednych (3, 1). Jest to jedyny punkt
nalezacy zaréwno do jednej, jak i do drugiej
prostej. Tylko para liczb (3, 1) jest rozwigza-
niem réwnania 2x —y =5 i jednoczesnie row-
nania x + y = 4. Powiemy, ze para (3, 1) jest
jedynym rozwigzaniem uktadu réwnan:

2x—y=5
xX+y=4

Rozwazmy réwnania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi: a;x + b,y = c,,
gdzie a,, b, nie sg jednoczednie zerami, oraz a,x + b,y = c,, gdzie a,, b, nie sg jedno-
czesnie zerami.

Jezeli szukamy takich par liczb, ktdre spetniajg jednoczesnie oba te rdwnania, to
mowimy, ze rozwigzujemy uktad rdwnan. Uktad ten zapisujemy symbolicznie:

{alx+b1y =c, gdzie a,ib, nie sg jednoczednie réwne zero

a,x+b,y=c, gdzie a,ib, nie sg jednoczesnie réwne zero

Definicja 1.

Rozwigzaniem uktadu dwdéch réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiado-
mymi nazywamy kazdg pare liczb (x, y), ktdra spetnia jednoczesnie oba réwnania
ukfadu.

Definicja 2.
Rozwigzac uktad réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi, to wy-
znaczy¢ wszystkie jego rozwigzania albo stwierdzi¢, ze zbidr rozwigzan jest pusty.

Zastanowimy sie, ile rozwigzan moze miec uktad réwnan pierwszego stopnia z dwie-
ma niewiadomymi. llustracjg graficzng takiego uktadu sg dwie proste. Rozwigzania-
mi uktadu réwnan sg pary liczb (x, y), ktére spetniajg jednoczesnie oba réwnania
uktadu, czyli wspoétrzedne punktdw wspdlnych obu prostych.
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Dwie proste na ptaszczyznie mogg miec nastepujace potozenie:
1) proste przecinajg sie w jednym punkcie,

2) proste sie pokrywaja,

3) proste sg réwnolegte i nie majg punktéw wspdlnych.

Rozrézniamy zatem trzy rodzaje uktadéw dwdch rdwnan pierwszego stopnia z dwie-
ma niewiadomymi:

1) Uktad oznaczony (uktad rownan niezaleznych)

N

Proste maja tylko jeden punkt wspdlny.
Wspodtrzedne tego punktu tworzg pare liczb,
ktdra spetnia oba rdwnania:

a.x+by=c, oraz a,x+ b,y =c,.

Ta para jest jedynym rozwigzaniem ukfadu.

/ 0 V Uktad oznaczony ma jedno rozwigzanie.

2) Uktad nieoznaczony (uktad réwnan zaleznych)

Proste sie pokrywaja.
Kazdy punkt jednej prostej jest jednoczesnie
punktem nalezagcym do drugiej proste;j.

Kazda para liczb rzeczywistych, spetniajg-
ca jedno réwnanie, spetnia rowniez drugie
X roéwnanie; tych par jest nieskorficzenie wiele.

Uktad nieoznaczony ma nieskonczenie
wiele rozwigzan.

3) Uktad sprzeczny

Y Proste sg réwnolegte i nie majg punktéw
\ wspdlnych.
%,
=P 9%, Nie istnieje taka para liczb, ktéra spetniataby

S \ R jednoczesnie oba réwnania.
¢
0 \ X Uktad sprzeczny nie ma rozwigzan.

Graficzne rozwigzywanie uktadéw réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiado-
mymi zilustrujemy przyktadami.
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Przyktad 1.
x—y=4

Rozwigzemy graficznie uktad réwnan {
X+y=6

Sporzadzamy wykresy rownan uktadu we wspdlnym uktadzie wspétrzednych. W tym
celu mozemy przeksztatci¢ oba réwnania uktadu w sposéb réwnowazny:

y=x—-4
y=—X+6
Ponizszy rysunek przedstawia ilustracje graficzng uktadu.

Z rysunku odczytujemy, ze proste przecinajg sie
w punkcie o wspotrzednych: x=5iy=1.

Uktad jest oznaczony. Para (5, 1) jest jedynym roz-
wigzaniem tego uktadu réwnan.

Nalezy sprawdzi¢ poprawnos$é rozwigzania, pod-
stawiajgc wspotrzedne punktu kolejno do kazdego
x—y=4

rownania uktadu {
xX+y=6

L,=5-1=4,P,=4,wiec L,=P, oraz
L,=5+1=6,P,=6, zatem L,=P,.

Jedynym rozwigzaniem danego uktadu réwnan jest para (5, 1).

Przyktad 2.
X+y=3

Rozwigzemy graficznie uktad rdwnan
2x+2y=6

y=—x+3

Przeksztatcamy réwnania uktadu rownowaznie: { 3
y=—Xx+

llustracje graficzng tego ukfadu przedstawia ry-
sunek obok.

Proste uktadu pokrywajg sie, bo mozna je opisac
takim samym réwnaniem.

Uktad jest nieoznaczony i ma
nieskoiczenie wiele rozwigzan.

Rozwigzaniem uktadu jest kazda para
liczb majaca postac (x, —x + 3), gdzie x € R.
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Przyktad 3.

. . | X=y=5
Rozwigzemy ukfad rownan
x—-y=1
Zapisujemy {y— _1. llustracjg graficzng tego uktadu sg dwie proste réwnolegte,

ktére sie nie pokrywaja.

Naszkicowane proste sg wykresami funkgji linio-
wych o wzorach y=x—5oraz y = x — 1. Wsp6ot-
czynniki kierunkowe w tych wzorach sg takie
same i rowne 1.

Proste sg réwnolegte
i nie majg punktéw wspdlnych.

Uktad jest sprzeczny, czyli nie ma
rozwigzan.

Sprawdz, czy rozumiesz

1. Sprawdz, ktdra z par liczb (3, 0), (1, —3), (7, 6) spetnia podany uktad réwnan:

X—=2y=7 b 3x—2y=9 3x—-2y=9
a c
S5x+y=2 x+y=3 y=1,5x-4,5

2. Na ponizszym rysunku przedstawiona jest ilustracja graficzna pewnego ukta-
du dwdch réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi. Czy ten
uktad jest oznaczony, nieoznaczony czy sprzeczny? W przypadku, gdy istnieje
rozwigzanie ukfadu, podaj je.

a) b) c)
\ 1% Ay Ay
+4 +4 ) +4
2x+3y=9 43 +x 13
y—-2=0 )
42 > N -+2
(]
+1 +1 +1
——t—t—1+— P o s s i ———>
“4-3-2-1171 2 3 4 3-2-1 91 2 3% 3-2-1 Q1 2 3%
+-2 +-2 +-2\%
x=2y=1 | 5 yn320 3 13 \2
44 +-4 +-4 ‘o
+-5 +-5 +-5
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3. Ponizsze uktady rownan sg uktadami oznaczonymi. Rozwigz graficznie kazdy

z nich. Pamietaj o sprawdzeniu poprawnosci rozwigzania.

a) b) c)
x+2y=0 X+y=>5 y=x+1
Rozwigz graficznie uktad rownan:
20 i==2 3x+2y=-8 —4x+y=3
a) b) c)
X—=2y=-4 y=-1,5x-4 X+y=—7
2x+y=0 2x—6=0 +1=0
d) e) 7
y=-2x+3 2(x—3)+y:y 2x—y=5

Napisz uktad dwdéch réwnan z dwiema niewiadomymi, ktérego interpretacje
graficzng przedstawia ponizszy rysunek. Podaj jego rozwigzanie (o ile istnieje).
a) b) c)

\y \y Ay
14 44 +a

1 1
4B -2-1/]

-4 _'\3_\— 2 -1 |
=il

Dane jest réwnanie pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi. Podaj
przyktad drugiego takiego rdwnania, aby powstaty uktad byt: 1) oznaczony,
2) nieoznaczony, 3) sprzeczny.
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Rozwigzywanie uktadow réwnan pierwszego
stopnia z dwiema niewiadomymi metodq
podstawiania

Wiesz juz, ze rownania uktadu mozna zastepowac réwnaniami rdwnowaznymi.
Wodwczas rozwigzania uktadu pozostang takie same.

Definicja 1.
Dwa uktady réwnan nazywamy uktadami réwnowainymi wtedy i tylko wtedy;,
gdy majg ten sam zbidér rozwigzan.

W tym temacie przedstawimy algebraiczng metode rozwigzywania uktadéw row-
nan, zwang metodg podstawiania. W tej metodzie zastepujemy dany uktad rdwnan
uktadem réwnowaznym, wykorzystujgc nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 1.

Jezeli z jednego réwnania uktadu wyznaczymy jedng niewiadomg i podstawimy
otrzymane wyrazenie do drugiego rownania zamiast tej niewiadomej, to uktad
réwnan ztozony z pierwszego rownania i tak przeksztatconego drugiego réwnania
jest rGwnowazny danemu.

Rozwigzywanie uktadédw réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi me-
toda podstawiania zilustrujemy przyktadami.

Przyktad 1.
. - o |ox+2y=8
Rozwigzemy metodq podstawiania uktad réwnan
3x+y=6

Wyznaczamy niewiadoma y z drugiego rdwnania:
5x+2y=8
y=6-3x
Wyrazenie 6 — 3x wstawiamy w miejsce y do pierwszego rownania:
5x+2-(6—3x)=8
y=6-3x
Rozwigzujemy pierwsze rownanie uktadu z niewiadoma x; drugie réwnanie przepi-
sujemy bez zmian:

5x+12—-6x=8 . x=4
czyli
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Do drugiego rownania w miejsce x podstawiamy liczbe 4 i obliczamy y:

x=4 x=4
skad
y=6-3-4 y=-6

Rozwigzaniem uktadu réwnan jest para liczb (4, —6). Jest to uktad oznaczony.

Przyktad 2.
x—y=4
Rozwigzemy metoda podstawiania uktad réwnan < 1
—x—0,5y=2
2
Z pierwszego réwnania uktadu wyznaczamy x:
x=4+y
1
—x—0,5y=2
5 y

Wyrazenie 4 + y wstawiamy w miejsce x do drugiego réwnania:
x=4+y

%-(4+y)—0,5y=2

i porzadkujemy drugie rdwnanie:

x=4+y X=4+y

skad otrzymujem
q ymujemy {0y=0

1
2+§y—0,5y=2

Réwnanie Oy = 0 jest spetnione przez kazdg liczbe rzeczywistg y. Zatem rozwigza-
niem uktadu réwnan jest kazda para liczb majaca postac (4 +y, y), gdzie y € R.
Takich par jest nieskoriczenie wiele. Jest to uktad nieoznaczony.

Przyktad 3.
(x+3)(y+2)=(x+2)(y+4)
Rozwigzemy uktad rownan 5
(x=2) =16+x> -2y

Dany uktad réwnan doprowadzamy najpierw do najprostszej postaci, wykonujgc
dziatania:
{xy+2x+3y+6:xy+4x+2y+8

x> —4x+4=16+x" -2y

—2X+y=2
—Ax+2y=12 /:2
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Wyznaczamy y z pierwszego réwnania:
y=2+2x
—2x+y=6

Wstawiamy wyrazenie 2 + 2x w miejsce y do drugiego réwnania:
{y =2+2x

czyli
—2x+2+2x=6

y=2+2x
2=6

Réwnos¢ 2 = 6 jest fatszywa.
Nie istnieje taka para liczb, ktéra spetniataby oba réwnania uktadu jednoczesnie.
Zatem uktad réwnan nie ma rozwigzan czyli jest uktadem sprzecznym.

Przyktad 4.
Wyznaczymy wartosci a i b, wiedzac, ze jedynym rozwigzaniem ukfadu réwnan
ax+y=b . o .
z niewiadomymi x, y jest para liczb (1, 5).
13x+by=a

Para liczb (71, 5) jest rozwigzaniem ukfadu réwnan, wiec spetnia oba réwnania ukta-
du. Po podstawieniu w miejsce x liczby —1, za$ w miejsce y liczby 5, otrzymujemy
dwie rownosci prawdziwe, ktére tworzg nowy uktad réwnan:

-a+5=>b

-13+5b=a
Po podstawieniu wyrazenia —13 + 5b w miejsce a do pierwszego réwnania otrzymu-
jemy uktad:

13-5b+5=b _ b=3
czyli
-13+5b=a -13+5b=a

Wstawiamy liczbe 3 w miejsce b do drugiego réwnania:

b=3 a=2
skad
—-13+5-3=aqa b=3

Jeslia=2, b =3, to uktad réwnan z niewiadomymi x i y przyjmuje postac
2x+y=3
13x+3y =2

Rozwigz ten ukfad réwnan i sprawdz, ze jego jedynym rozwigzaniem jest para liczb

(-1, 5).

Szukane wartoscito: a=2, b= 3.
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SprawdZ, czy rozumiesz

1. Rozwiaz dany uktad réwnan metodg podstawiania.

X+5y=8 b 8x—y=10 ) —2x+7y=-13
a C
3x—-2y=7 3x+4y =30 8x+y=23
g [y =2 ) [0ax—y=5 9 2x—4y =9
e 1
—6x+2y=1 2x -5y =25 0,5x—y:22
2. Rozwigz dany ukfad réwnan metoda podstawiania.
3x+6y=12 b 5y—-5x=10 ) 0,5x+3y=-1
c
2x—4y =0 14x+7y =21 2x+5y=3
q 0,4x-0,1y=2 —3x+2y=41 f 0,3x+21y =9
e
2x+3y=3 y—x=14 x—7y=8

3. Rozwigz dany ukfad réwnan metody podstawiania, porzadkujgc najpierw
rownania danego uktadu.

2(3x—2y)—(x—4y)=20 b 7(2x+3y)—6(x +4y)=2
—5(x+y)+2(x—y)=23 3(—2x+y)—5(3x—2y)=5

—3(2x—-y)+2(3x—1,5y)=x+4 q 4(—3y—2x)-12(x—y)=y
2(y—x)—2x=4x+5 9(x—y)—8x=21x—8y+7
4. Rozwiaz dany uktad rdwnan metodg podstawiania.
2_ A xy+2(x—y)=x(7+y
a) (x+1)" —x* =15y b (2 ) 2( )
X—y=6 (x+3)" —(x—-3)" =-4,8y
9 (x+2)(x=2)+y=x(x+3) " (x+1)(x=1)=(x+1) +2y
(y+3)2—18x=y2 3x+2y(y—-3)=2y*

5. Rozwigz dany uktad réwnan metoda podstawiania.

X+5y

= = -2

3 5 11,5 3(x+y)—x y:3

a) o3 b)
X y—2:1,6 5(x+y)—y=0
4x—y_x+2y_23 3x—2y_x+y—2_0

c) ’ 4 29 ’ q) 2 ’ 2 49 5
Xty Ax-9% g (x+2y) 4x-— Y_78
2 2 5 10
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10.

11.

12.

: . . jax+y=1 : o .
Dany jest uktad rdwnan , gdzie a € R. Rozwigz ten ukfad, jesli:
x+ay=1

a)a=1 b)a=-1 c)Ja=0 d)a=-2
y—bx=1+b

Rozwigz ukfad réwnan z niewiadomymi x, y, jesli
b’x—y=-2

a)b=4 b)b=1 c)b=0 db=-1

Wyznacz a i b tak, aby rozwigzaniem ukfadu réwnan z niewiadomymi x, y,
byta podana obok tego uktadu para liczb.

4x+3y=>b —4by =4

a){ XTVED (1, 9) b) {ax =" (0,2)
bx+y=a bx+5ay =3
b = by =7

0 X+y=a (1,3) d) ax + by (3, 4)
ax—2by =7 bx—ay=1

Oblicz miary kagtdw wewnetrznych figury na rysunku ponize;j:
a) ABC-tréjkat rownoramienny, b) ABCD - trapez prostokatny,
|Ac| = |BC]| AB || DC
c

60°—4
A 2x y B

Dany jest prostokat na rysunku ponizej.

a) Zapisz i rozwiaz uktad réwnan b X+ c
z niewiadomymi x i y. s 5
s _
b) Oblicz pole tego prostokata. ¥ Yo
A X+y e

Trapez ABCD na rysunku ponizej jest rownoramienny. Podstawa AB jest o 5

dtuzsza od podstawy CD.

.. R0 . / 5x
a) Zapisz i rozwigz uktad réwnan D <

z niewiadomymi x i y.

a 4x-y 3y-24
b) Oblicz obwéd tego trapezu.

3x+ y+7

Oblicz dtugosci bokéw réwnolegtoboku, jesli jego obwdd jest rowny 35 cm,
a jeden z dwdch réoznych bokéw jest o 50% dtuzszy od drugiego.
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Rozwigzywanie uktadow réwnani pierwszego
stopnia z dwiema niewiadomymi metodq
przeciwnych wspotczynnikéw

Przedstawimy jeszcze jedng metode algebraiczng rozwigzywania uktadéw réwnan

pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi — metode przeciwnych wspotczynni-
kéw. Pomocne nam bedzie ponizsze twierdzenie:

Twierdzenie 1.

Jezeli obie strony pierwszego réwnania uktadu pomnozymy przez dowolng liczbe
rézng od zera i obie strony drugiego réwnania pomnozymy przez dowolng liczbe
rézng od zera, a nastepnie réwnania uktadu dodamy stronami i tak otrzymanym
réwnaniem zastgpimy dowolne rownanie z uktadu réwnan, to otrzymamy uktad
réwnan rownowazny danemu.

Sposdb rozwigzywania uktaddw réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomy-
mi tg metoda zilustrujemy przyktadami.

Przyktad 1.
o : . o o 3x=2y=13
Rozwigzemy metodg przeciwnych wspdétczynnikdw uktad rownan
4x+5y=2

1) Pomnozymy pierwsze réwnanie uktadu przez (74), za$ drugie réwnanie ukfadu
przez 3. Wéwczas wspoétczynniki przy niewiadomej x bedg liczbami przeciwny-

mi. Mamy:
3x—-2y=13 /-(-4)
4x+5y=2 /-3

—12x+8y =-52
12x+15y =6

2) Otrzymane réwnania uktadu dodajemy stronami:
—12x+8y =-52
+

12x+15y =6
23y=-46 /:23
y=-2

3) Réwnanie y = —2 dotgczamy do dowolnego réwnania uktadu (np. do pierwsze-
go) i otrzymujemy uktad rownowazny danemu:

3x-2y=13
y=-2
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4) Teraz w miejsce y do pierwszego réwnania podstawiamy liczbe —2:
3x—2-(-2)=13 x=3

skad
y=-2 y=-2

Rozwigzaniem uktadu réwnan jest para liczb (3, -2).

Pomnozenie obu stron rownan uktadu przez liczbe rézng od zera nalezy przepro-
wadzi¢ umiejetnie w taki sposdb, aby otrzymac réwnania, w ktorych wspoétczynniki
przy jednej z niewiadomych byty liczbami przeciwnymi. Stad nazwa metody — meto-
da przeciwnych wspoétczynnikow.

UWAGA: Mnozgc obie strony pierwszego réwnania uktadu przez 5, zas drugiego
réwnania przez 2, dostaniemy przeciwne wspotczynniki przy niewiadomej y. Wow-
czas po dodaniu tak otrzymanych rownan stronami otrzymamy réwnanie z niewia-
doma x, ktére dotgczamy do dowolnie wybranego réwnania poczgtkowego uktadu.
Rozwigz powyzszy uktad w taki wtasnie sposob.

Przyktad 2.
y=8x—-4

Rozwigzemy metodg przeciwnych wspdtczynnikéw uktad réownan
4x—-0,5y=2

Zanim przystgpimy do zastosowania poznanej metody, porzadkujemy uktad row-

nan:
8x—y=4
{4x—0,5y =2
Drugie rownanie uktadu mnozymy przez (—2) i Dodajemy réwnania stronami.
8x—y=4
+{—8x +y=-4
0=0

Otrzymana réwnosc jest prawdziwa dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y. Do tej
réwnosci dopisujemy jedno z réwnan uktadu poczgtkowego:

0=0

y=8x—-4
Uktad réwnan spetnia nieskoriczenie wiele par liczb postaci (x, 8x — 4), gdzie x € R.
Jest to uktad nieoznaczony.

223
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Przyktad 3.

X=y 2x+y
Rozwigzemy uktad réwnany 3 2 metoda przeciwnych wspétczynnikow.
4x+5y =10
Doprowadzamy uktad réwnan do najprostszej postaci.
Xoy_2x+y_ 5 /-6
3 2
4x+5y=10
2(x—y)-3(2x+y)=30
4x+5y=10
—4x—-5y=30
+| 4x+5y=10
0=40

Po zastosowaniu metody przeciwnych wspdétczynnikéw otrzymujemy:
0=40
4x+5y =10

Réwnosé 0 = 40 jest fatszywa. To znaczy, ze uktad rdwnan nie ma rozwigzan. Jest to
uktad sprzeczny.

SprawdZ, czy rozumiesz

1. Rozwigz metoda przeciwnych wspoétczynnikdw uktad rownan:

) 5x+3y=-9 b) x—2y=-14 —-3x+y=3
a c
X—2y=6 dx+y=16 6x—2y=0
3x—8y=-8 7x—5y=2 Ix—-2y=7
d) e) f
x+4y=4 3x+y=4 3,6x—0,8y=2,8
2. Rozwigz metodg przeciwnych wspoétczynnikéw uktad réwnan:
5
4_x_3_y_1 4x—?y=3 4x—-3y=4
a) 15 10 b) Q) _
g 3y ~ 16x+3y:20_3y
3x—y=5 7+y_6 3
4x -3y =10 3x—-2y x+y_8 5x -6y =10
d)19x-8y 2x-3y _ e 3 2

f) 5x-1 4y+3_ 1
5 2 3x=7y=5 3 2 2
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Rozwigz metodg przeciwnych wspoétczynnikéw uktad réwnan:

a) (x—4) —(y—1)" =x*—y* -1
—2y+x=30

b) {(x+y)(y—4)=y2 +(x+2)(y-3)

9x -5y =54
2 2
9 y=(2x-1)"—(2x+3)
2y—1)(2y+1)+96=4y(y+3)+x

(
" (x+3)(x—=2)—(x+4)" =2y -42
(

3x—y)2 —(y+2)2 =3x(3x—2y)—8x

Wykresy dwdch funkgji liniowych f(x) = 2x — 4 oraz g(x)= —%x +3 przecinaja

sie w punkcie A.

a) Oblicz wspotrzedne punktu A.

b) Narysuj wykresy funkcji fi g we wspélnym uktadzie wspotrzednych.

c) Dla jakich argumentdw wartosci funkcji f s3 nie mniejsze niz wartosci
funkcji g?

Do wykresu funkcji liniowej y = ax + b nalezg dane punkty P i Q. Ut6z uktad
réwnan z niewiadomymi a i b, oblicz wspoétczynniki a i b oraz napisz wzoér
funkcji liniowej.

a) P(-24,20), (8, -16) b) P(-4, 13), Q(20, -5)

c) P(-5,-130), Q(2, -74) d) P(-36, 110), Q(12, 14)

Miejscem zerowym funkcji liniowej f jest liczba x,. Wykres funkcji f przecina
sie z wykresem funkcji liniowej g w punkcie o rzednej 7. Wyznacz wzér funk-
cji f, jesli:

a)x,=-4, g(x)=1,5x—8 b) x,=-9, g(x) =—-5x—3.

Wykresy funkcji liniowych g(x) = 1,5x — 5 oraz y = f(x) przecinajg sie w punkcie
C. Wiedzac, ze wykres funkcji f przechodzi rowniez przez punkty
A(2018,-1000) i B(4, 7), oblicz wspétrzedne punktu C.

Wykresy trzech funkcji liniowych f(x) = —0,5x + 23, g(x) = 3x— 5 oraz
h(x) = ax + a + 1 przecinajg sie w jednym punkcie. Wyznacz a.

Wyznacz wartosci m i n tak, aby wykresy funkcji liniowych f(x)= %x—l oraz

g(x)= —§x+ 5 przecinaty sie w punkcie A(n —0,5m, —4m —n).
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Zastosowanie uktadow rownani
do rozwigqzywania zadani

Uktady réwnan liniowych sg bardzo pomocne w rozwigzywaniu wielu zadan teksto-
wych. Tok rozwigzywania takich zadan sktada sie wéwczas z nastepujgcych etapow:

1. Analiza tresci zadania.

2. Utozenie i rozwigzanie uktadu réwnan.

3. Sprawdzenie poprawnosci rozwigzania z trescig zadania.
4. Sformutowanie odpowiedzi.

Poszczegdlne etapy omdwimy na konkretnych przyktadach. Pierwszy z nich dotyczy
postaci historycznej.

Aleksander Wielki urodzit sie w 356 roku przed Chrystusem. Bardzo wczesnie zostat
krélem Macedonii. W wyniku licznych wypraw i podbojéw stat sie twdrcg potezne-
go i rozlegtego imperium. Chociaz zmart mtodo, jego imie na zawsze zapisato sie na
kartach historii.

Przyktad 1.

1
Gdyby Aleksander Wielki umart o 5 lat wczesniej, panowatby przez Z swego zycia;

gdyby zyt 0 9 lat dtuzej, panowatby przez potowe swego zycia. lle lat zyt i panowat
ten stynny Macedonczyk?

1. Analiza:
x — dtugos¢ zycia Aleksandra Wielkiego (w latach)
y — liczba lat panowania Aleksandra Wielkiego
Zgodnie z trescig zadania musimy rozwazy¢ dwie sytuacje hipotetyczne.

Gdyby krél umart o 5 lat wczesniej, Gdyby krél umart o 9 lat pdzniej,
toby zyt i panowat o 5 lat kréce;. toby zyt i panowat o 9 lat dtuze;.
x — 5 —dtugosé zycia kréla; x + 9 — dtugosc zycia kréla;
y —5 —liczba lat panowania krdla; y + 9 — liczba lat panowania krdla;

1 1
Z(X —5) — liczba lat panowania, wyrazona E(X +9) — liczba lat panowania, wyrazona

jako czwarta czes¢ dtugosci zycia krola; jako potowa dtugosci zycia kréla;

1 1
y—5= Z(X —5) — pierwsze réwnanie y+9= E(X +9) — drugie réwnanie

1. Ufozenie i rozwigzanie uktadu réwnan:

1 —x+4y =15 =12
y—5==(x-5) /4 Y y

4 —x+2y=—9 /(1) x—2-12=9

1
y+9:§(x+9) /-2 —x+4y =15 y=12

+
x—=2y=9 x=33

4y-20=x-5 — - 7 -
2y +18=x+9 2y=24 /:2
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3. Sprawdzenie:

Aleksander Wielki zyt 33 lata, a panowat 12 lat. Gdyby zyt o 5 lat krécej, wow-
czas umartby, majgc 28 lat (33 - 5). Okres panowania wynositby wéweczas 7 lat

1
(12 - 5), co stanowitoby 2 zycia kréla. Gdyby Aleksander Wielki zyt o 9 lat dtu-

zej, czyli 42 lata (33 + 9), woéweczas panowatby 21 lat (12 + 9), a zatem przez
potowe swego zycia.

4. Odpowiedz: Aleksander Wielki zyt 33 lata, a panowat przez 12 lat.

Drugi przyktad dotyczy funduszy inwestycyjnych. Fundusz inwestycyjny jest formg
zbiorowego lokowania srodkéw pienieznych, wptaconych przez przedsiebiorstwa,
gminy, rézne firmy, ale takze przez osoby prywatne. Majatek funduszu inwestycyj-
nego tworzy znaczny kapitat, ktéry umozliwia osigganie zyskow wyzszych niz trady-
cyjna lokata bankowa.

Przyktad 2.

Pan Nowak i pan Kowalski ulokowali swoje oszczednosci w réznych funduszach in-
westycyjnych: pierwszy — kwote 15000 zt w funduszu ,Skarbczyk”, natomiast dru-
gi — kwote 12000 zt w funduszu ,Twdj Zysk”. Po roku okazato sie, ze obaj panowie
zarobili na tych inwestycjach tacznie 630 zt, ale roczny zysk procentowy funduszu
,Twoj Zysk” byt o 3 punkty procentowe wyzszy niz roczny zysk procentowy funduszu
»Skarbczyk”. Oblicz, jaki zysk procentowy osiggnat kazdy z funduszy w ciggu roku.

1. Analiza:
x —roczny zysk procentowy funduszu ,,Skarbczyk”
y —roczny zysk procentowy funduszu , Twdj Zysk”
x + 3 —roczny zysk procentowy funduszu ,Twaoj Zysk”
y =X+ 3 — pierwsze réwnanie

X
100 -15000, czyli 150x — kwota, jaka zarobit na inwestycji pan Nowak (w zf)
ﬁ -12000, czyli 120y — kwota, jaka zarobit na inwestycji pan Kowalski (w zt)

150x + 120y — tgczna kwota zysku obu panow, réwna 630 zt
150x + 120y = 630 — drugie réwnanie

2. Utozenie i rozwigzanie uktadu réwnan:

y=x+3 y=x+3
{150x+120y =630 /:30 {5x+4x+12 =21
y=x+3 y=x+3
{5x+4y:21 {9X=9 /:9

y=x+3 x=1
5x+4(x+3)=21 y=4
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3. Sprawdzenie:
Roczny zysk procentowy funduszu ,Twéj Zysk” wynidst 4%, a funduszu ,,Skar-
bczyk” byt réwny 1%, wiec zysk funduszu ,Twdj Zysk” byt o 3 punkty procen-
towe wyzszy od zysku funduszu ,Skarbczyk”. Po roku pan Nowak zyskat 150 zt
(0,01 - 15000 zt), a pan Kowalski zyskat 480 zt (0,04 - 12000 zt), co daje tgczna
kwote zysku 630 zt.

4. Odpowiedz:
Roczny zysk procentowy funduszu ,Twéj Zysk” wynidst 4%, a funduszu ,,Skar-
bczyk” byt réwny 1%.

Kolejny przyktad dotyczy predkosci w ruchu jednostajnym prostoliniowym.
Woda w rzece ptynie w kierunku ujscia rzeki z predkoscia, ktérg — na niezbyt dtugim
odcinku — mozemy obliczy¢, korzystajac ze wzoru:
s [dtugos¢ drogi]

t [czas]
W tym celu mierzymy czas, w jakim patyk ptynie z prgdem rzeki wzdtuz wczesniej
wyznaczonej drogi, miedzy wybranymi punktami na brzegu rzeki.

v [predkosc] =

Przyktad 3.

Odlegtos¢ miedzy przystaniami A i B wynosi 120 km. Z przystani A wyptyneta mo-
toréwka i ptynac z pradem rzeki, doptyneta do przystani B po 2 godzinach. Droge
powrotng ta sama motordwka pokonata w czasie 2,5 godziny. Obliczymy predkos¢
wtasng motordowki i predkos¢ pradu rzeki.

1. Analiza
Podréz z pragdem

» predko$é wtasna motoréwki

—_— predkosé pradu rzeki
Podréz pod prad

< predkos$¢ wtasna motoréwki

—_— predkos¢ pradu rzeki

Zauwaz, ze:

e predkos¢ wtasna motoréwki to predkosé, z jakg ptynie ona po wodzie stoja-
cej, np. po jeziorze;

e motoréwka, ptynac z pradem rzeki, rozwija predkos¢ wiekszg od predkosci
wtasnej o wartos¢ predkosci pradu rzeki (rzeka ,,pomaga”);

e motoréwka, ptyngc pod prad, rozwija predkosé mniejszg od predkosci wtas-
nej o wartos$¢ predkosci pradu rzeki (rzeka , przeszkadza”).

x — predkos¢ wtasna motoréwki (km/h)

y — predkos$¢ pradu rzeki (km/h)

x + y — predkos$¢é motoréwki ptyngcej z pragdem (km/h)

(x + y) - 2 — odlegtos¢ miedzy przystaniami (w km), obliczona ze wzorus=v - t
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120 — dana odlegtos¢ miedzy przystaniami (w km)

(x+y) - 2=120- pierwsze réwnanie

(xf y) — predkos¢ motordwki ptyngcej pod prad (w km/h)
(xf y) - 2,5 — odlegtos¢ miedzy przystaniami (w km)

120 - odlegto$¢ miedzy przystaniami (w km)

(x—y) - 2,5=120 - drugie réwnanie

2. Utozenie i rozwigzanie uktadu réwnan:

(x+y)-2=120 /:2 X+y=60
{(x—y)-z,szlzo /:2,5 {X=54
X+y =60 {54+y:60
+{x—y:48 x=54
x+y=60 y=6
{2x=108

3. Sprawdzenie:
Motoréwka, ptyngc z pradem rzeki, rozwineta predkos¢ 60 km/h
(54 km/h + 6 km/h). Zatem w czasie 2 godzin pokonata droge réwng 120 km
(60 km/h - 2 h), réwng odlegtosci miedzy przystaniami. W drodze powrotnej jej
predkos¢ wynosita 48 km/h (54 km/h — 6 km/h), wiec odlegto$¢ miedzy przysta-
niami pokonata w czasie 2,5 h (120 km : 48 km/h).

4. Odpowiedz:
Predkos¢ wiasna motorowki wynosita 54 km/h, a predkos¢ pradu rzeki byta réw-
na 6 km/h.

Umiejetnos¢ rozwigzywania uktadéw réwnan przydaje sie réwniez do rozwigzywa-
nia problemow praktycznych.

W ekonomii rozpatruje sie zagadnienie popytu i sprzedazy. Popyt to ilos¢ dobra, jaka
nabywecy sg sktonni zakupi¢ przy réznych poziomach ceny (w okreslonym czasie).
Podaz to ilo$¢ dobra, jakg producenci sg gotowi zaoferowac przy réznych poziomach
ceny. Przy pewnym poziomie ceny zapotrzebowanie zrownuje sie z iloScig oferowa-
na. Taka cene nazywamy ceng réwnowagi.

Przyktad 4.

W pewnym europejskim kraju przeprowadzono badania dotyczgce zainteresowania
producentow wytwarzaniem tabliczek czekolady, jak i zainteresowania konsumen-
téw nabywaniem tabliczek czekolady. Okazato sie, ze jesli cena tabliczki czekolady

2249
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bytaby réwna 0,1€, to popyt wynidstby wéwczas 60 min sztuk (na rok). Natomiast

przy cenie za tabliczke 1,3€ popyt zmalatby do 15 min sztuk (na rok). Stwierdzono

réwniez, ze przy cenie 0,1€ za tabliczke producenci w ogdle nie byliby zainteresowa-

ni wytwarzaniem tabliczek czekolady, czyli podaz bytaby réwna zeru. Natomiast przy

cenie 1,3€ za tabliczke czekolady podaz bytaby réwna 45 min sztuk (na rok). Zatézmy

dodatkowo, ze wraz ze wzrostem ceny od 0,1€ do 1,3€ popyt i podaz zmieniaj3 sie

liniowo (tzn. wykresy przedstawiajgce popyt i podaz beda odcinkami prostej).

a) Przedstawimy w uktadzie wspétrzednych wykresy obrazujgce popyt i podaz
(tzw. krzywe popytu i podazy).

b) Wyznaczymy wzory krzywej popytu i krzywej podazy.

c) Wyznaczymy cene rdwnowagi dla tabliczki czekolady i odpowiadajgca tej cenie
liczbe wyprodukowanych sztuk.

Ad a) Popytipodaz sg funkcjg ceny, wiec na osi poziomej przedstawiona jest war-
tos¢ ceny (w euro), a na osi pionowej zaznaczona jest liczba tabliczek czekolady
(w min sztuk).

L,
O,oy{

liczba sztuk [mIn]
1

cena [€]

Zwrdcé uwage, ze popyt jest funkcjg malejgca: wraz ze wzrostem ceny maleje liczba
tabliczek czekolady, ktdrg sg sktonni zakupi¢ konsumenci. Natomiast podaz jest funk-
Cjg rosngca: wzrost ceny powoduje, ze produkcja staje sie atrakcyjna dla coraz wiek-
szej liczby producentéw, ktdrzy chcg wytwarzac coraz wiecej tabliczek czekolady.

Ad b) Z zatozenia wiemy, ze popyt zmienia sie liniowo, wiec wzor funkcji opisuja-
cej popyt ma postac:
y=ax+b,

za$ do wykresu tej funkcji nalezg punkty: (0,1; 60) oraz (1,3; 15). Otrzymujemy
uktad réwnan:

60=0,1a+b
15=1,3a+b
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a=-37,5

Po rozwigzaniu tego uktadu otrzymujemy:
q g ymujemy {b=63,75

Otrzymalismy zatem wzdr funkcji f opisujacej popyt:
flx) =—37,5x + 63,75, gdzie x € (0,1;1,3).

Postepujgc podobnie, otrzymujemy wzor funkcji g opisujgcej podaz:
g(x) =37,5x— 3,75, gdzie x € (0,1; 1,3).

Adc) Cenardéwnowagito cena, dla ktérej popyt jest réwny podazy. Wyznaczymy
ja wiec z réwnania f(x) = g(x), czyli

—37,5x + 63,75 =37,5x—-3,75

Po rozwigzaniu tego réwnania otrzymamy: x = 0,9 (€).

Cena réwnowagi tabliczki czekolady wynosi 0,9 €. Wéwczas popyt i podaz rowno-
wazg sie i sg rowne 30 min tabliczek czekolady (sprawdz!).

SprawdZ, czy rozumiesz

1. Suma dwdch liczb jest réwna 42. Wyznacz te liczby, jesli wiadomo, ze te liczby
réznia sie o 6.

2. Pewng kwote pieniedzy podzielono na dwie czesci w stosunku 3:5. Jedna
z tych czesci jest o 80 zt wieksza od drugiej. Wyznacz te kwote.

3. Zatrzy pary skarpetek i dwie bluzki zaptacono 94 zt. Koszt zakupu jednej takiej
samej bluzki i oSmiu par takich samych skarpetek jest réwny 99 zt. lle kosztuje
bluzka, a ile jedna para skarpetek?

4. Za5 jednakowych ksigzek i 2 zeszyty zaptacono 109 zt. Gdy cene ksigzki zwiek-
szono 0 30%, a cene zeszytu obnizono o 20%, wowczas za 4 ksigzki i 3 zeszyty
zaptacono 114 zt. lle kosztowata ksigzka, a ile zeszyt przed zmiang cen?

5. Wiasciciel sklepu sportowego kupit w hurtowni dwa rowery za 800 zt i sprze-
dat je z 26,25% zyskiem. Jeden rower przynidést mu zysk 20%, a drugi — 30%.
Oblicz cene hurtowg kazdego roweru.

6. Srednia arytmetyczna dwdch liczb jest réwna 36. Srednia arytmetyczna 35%
pierwszej liczby, 75% drugiej liczby i liczby 57 jest rGwna 29. Wyznacz te liczby.

7. Zmieszano dwa roztwory soli kuchennej, jeden o stezeniu 10% i drugi o ste-
zeniu 40%. lle byto kilogramoéw kazdego rodzaju roztworu, skoro otrzymano
12 kg roztworu o stezeniu 25%?

8. Jeslidtugos¢ danego prostokata powiekszymy o 2 cm, a jego szeroko$¢ zmniej-
szymy o 3 cm, to pole prostokata zmniejszy sie 0 66 cm?. Jesli natomiast jego
dtugosc zmniejszymy o 10 cm, a jego szerokos¢ powiekszymy o 5 cm, to pole
prostokata zmniejszy sie 0 50 cm?. Oblicz dtugo$é i szeroko$é prostokata.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

W dwdch koszach znajduja sie jabtka. Jezeli z pierwszego kosza przetozymy
3 jabtka do drugiego kosza, to w obu koszach bedzie taka sama liczba owo-
cow. Natomiast jesli z drugiego kosza przetozymy do pierwszego 8 jabtek,
to w pierwszym koszu bedzie 2 razy wiecej jabtek niz w drugim. lle jabtek
znajduje sie w kazdym koszu?

Dwa lata temu matka byta 10 razy starsza od cérki. Za 10 lat matka bedzie
o 27 lat starsza od corki. lle lat ma obecnie corka, a ile matka?

Ola i Pawet sg rodzenstwem w wielodzietnej rodzinie. Pawet ma 4 razy wiecej
siéstr niz braci, za$ Ola ma o jednego brata mniej niz siéstr. lle dzieci jest w tej
rodzinie?

Jesli licznik utamka zwiekszymy o 1, zas mianownik utamka zwiekszymy o 3,

to otrzymamy utamek réwny % Jesli licznik utamka zwiekszymy dwukrotnie,

a mianownik zwiekszymy o 5, to utamek ten bedzie réwny % Wyznacz ten

utamek.

W parzystej liczbie trzycyfrowej podzielnej przez 5 cyfra setek jest o 3 wieksza
od cyfry dziesigtek. Wyznacz te liczbe, jesli wiadomo, ze po zamianie miejsca-
mi cyfry dziesigtek i jednosci w tej liczbie otrzymamy liczbe o 54 mniejszg od
szukanej.

Suma cyfr liczby dwucyfrowej jest réwna 6. Jesli pomiedzy cyfre dziesigtek
i jednosci wpiszemy cyfre o 2 wiekszg od cyfry jednosci, to otrzymamy liczbe
trzycyfrowa, ktdra jest 11 razy wieksza od liczby dwucyfrowej. Wyznacz liczbe
dwucyfrowa.

Statek ptynacy ze statg predkoscig z pradem rzeki pokonuje odlegtos¢ 60 km
w czasie 5 godzin, ptynac za$ pod prad te samg odlegtosé pokonuje w czasie
7,5 godziny. Oblicz predkos¢ wtasng statku i predkos¢ pradu rzeki.

W tabeli ponizej podana jest wielkos¢ popytu oraz wielkos¢ podazy w zalez-

nosci od ceny 1 kg truskawek. Najmniejsza cena truskawek u producenta to

3 zt za kilogram, a najwieksza to 11 zt za kilogram. Wiedz3c, ze popyt i podaz

zmieniajg sie liniowo, wyznacz:

a) wzor funkcji popytu oraz wzdr funkcji podazy w zaleznosci od ceny za
1 kilogram truskawek

b) cene réwnowagii odpowiadajaca tej cenie liczbe kilogramoéw truskawek.

Wielkos¢ popytu Cena za 1 kilogram Wielkos¢ podazy

750 kg 3zt 250 kg

150 kg 11 zt 650 kg
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Sprawdz, czy umiesz — powtérzenie do rozdziatu s.

Test

1. Jednym z rozwigzan rdwnania x — 2y = 3 jest para liczb:
A.(-21,-9) B. (27, 15) C.(31,14) D.(-7,-2)

2. Réwnanie x + 0,2y = 0,4 spetniajg wszystkie pary liczb majace postaé:
A.(x,2-5x),xeR B.(x;3,2x-2),xe R
C.(x,5x+2),xeR D.(x,2x—5),x € R

3. Roéwnanie opisujgce zdanie ,,Potowa sumy liczb x i y jest o 5 mniejsza od 20%
réznicy potrojonej liczby x i liczby y” jest rownowazne réwnaniu:
A.x—7y=50 B.—x+7y=50 C.3x+7y=50 D.2x—5y=50

4. Wykresem réwnania (m + 4)xf (2m — 10)y = 8 jest prosta réwnolegta do osi OX
tylko wtedy, gdy:
A.m=5 B.m=-4 Cm=-5 D.m=4

5. Para(—4, -2) jest rozwigzaniem uktadu réwnan:
-3x—-y=10 x—4y=4 2x—y=—6 x—8y=12
A { y=10 g { =4 { y 0. { y

X+y=6 2x+y=10 y=x+2 —X—-y=2
o | 2x=3y=12 L :
6. Aby uktad rownan byt sprzeczny, wystarczy dopisaé rownanie:
1 3
A.—2x+3y=-12 B.3y—2x=12 C.yzgx—G D. 2x—5y:3
7. Ktory z ponizszych uktaddw jest nieoznaczony?
D I v u, )Y 30
. . 2 .
X+y=6 y=§x—2 X+y=x+3
A. tylko | B. Il C. tylko Il D. tylko Ill.

8. Rozwigzania ktérego uktadu réwnan sg parami liczb postaci (x, 2x—7 ), x € R?

=2x—-7 =2X =2 x—0,5y=3,5
A. y B. y C. y D. Y

9. Na rysunku obok przedstawiona jest
graficzna interpretacja uktadu réwnan
x+4y=4
ax+(b-2)y=8
Wobec tego:
Aa+b=-1 B.a+b=1

C.a+b=0 D.-2a+b=-2
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10.

Suma dwéch liczb jest rowna 36. Réznica podwojonej pierwszej liczby i 75%
drugiej liczby wynosi 28. Niech x oznacza pierwszg liczbe, y — drugg liczbe. Ktory
uktad réwnan spetnia warunki zadania?

X+y=36 X+y=36 X+y=36 X+y=36
A.{ y B.{ Y c.{ y D.{ y

8x -3y =112 2x—7,5y =28 2x+75y =28 2x—75y =28

Zadania otwarte

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
D 19.

Rozwigz algebraicznie i przedstaw ilustracje graficzng uktadu réwnan, jesli:
X—y x+y-1
) (x+3)(y+5)=(x+1)(y+8) b) 3 —x=1- 2
a
x+2)(y+1)=(y+4)(x—1) X=5 y—6
5 ——=Xx+y
Rozwiaz algebraicznie i graficznie uktad rownan:
) (x—2)2+(y—1)2=x2+y2—3 b) (x=1)(x+1)=x"+x+y
a
(-3-x)" =3x=(x—y)(x+1)+xy+13 (y+2)(y-2)=y+x
Wyznacz a i b tak, aby rozwigzaniem uktadu réwnan byta podana obok tego

uktadu para liczb.

(a+2b)x—by=6 (2a+1)x—(b+1)y=b-1
{5"_(a+b)y=20 2.2 °) {(a—l)x—2y=2b—7 (1,2)

Do wykresu funkcji liniowej f nalezg punkty A(fl, 0) oraz B(9, 720).

a) Wyznacz wzor funkcji f.

b) Oblicz wspdtrzedne punktu przeciecia wykresu funkcji f z prostg opisang
réwnaniemy —x=17.

Dwéch pasterzy ma 444 owce. Jesli pierwszy odda drugiemu 37 owiec, to drugi
pasterz bedzie miat trzy razy wiecej owiec niz pierwszy. lle owiec ma kazdy pa-
sterz?

Suma cyfr liczby dwucyfrowej wynosi 15. Wyznacz te liczbe, jesli wiadomo, ze
liczba o przestawionych cyfrach jest o 9 wieksza od liczby szukane;j.

Dwa kawatki stopu — pierwszy o zawartosci 80% czystego ztota, a drugi o zawar-
tosci 30% czystego ztota stopiono i otrzymano stop o zawartosci 40% czystego
ztota. Oblicz, ile byto kilogramdéw kazdego stopu, jesli wiadomo, ze stopu drugie-
go byto o 6 kg wiecej niz stopu pierwszego.

Wyznacz wszystkie pary liczb naturalnych, spetniajgcych réwnanie 3x+ 7y =77.

WSsréd par liczb naturalnych spetniajgcych réwnanie 2x + 3y = 21 znajduja sie
takie, w ktorych co najmniej jedna liczba jest liczbg pierwsza. Wykaz, ze sg trzy
takie pary liczb.
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Podstawowe wtasnosci
«Wybranych funkeji

Funkcja kwadratowa

Definicja 1.
Funkcja kwadratowg nazywamy funkcje, ktérg mozna opisa¢ wzorem
y = ax®> + bx + ¢, gdzie a # 0. Liczby rzeczywiste a, b oraz ¢ nhazywamy wspot-
czynnikami funkcji kwadratowej. Dziedzing funkcji kwadratowej jest zbiér liczb
rzeczywistych.

Wzér y = ax* + bx + ¢, gdzie a # 0 nazywamy wzorem funkcji kwadratowej w po-
staci ogdlne;j.

Najpierw omdéwimy witasnosci funkcji kwadratowych, ktére mozna opisaé¢ wzorem
y =ax?, gdzie g # 0.

Przyktad 1.

W prostokatnym uktadzie wspétrzednych naszkicujemy wykresy funkcji kwadrato-

wych:
a) y=2x y = x? y =0,25x2
b) y=-2x7 y=-—x y =—0,25x?

Szkicujac wykresy, mozemy wykorzysta¢ komputer, kalkulator graficzny lub mozemy
postuzy¢ sie tabelka czesciowq tych funkcji. Im wiecej punktéw umiescisz w tabelce,
tym dokfadniejszy otrzymasz wykres.

b)

-6 5 4 -3 27

2x2

y==x

Y

Wykresem funkcji kwadratowe] jest krzywa zwana parabolg. Parabola jest figurg
nieograniczong, majgcg o$ symetrii. Czescig wspdlng paraboli i jej osi symetrii jest
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punkt, ktéry nazywamy wierzchotkiem paraboli. Wierzchotek dzieli parabole na
dwie czesci, ktére nazywamy ramionami paraboli.

,
1
1
1
1
i 0$ symetrii
1
1
1

ramiona paraboli

wierzchotek paraboli

Wi(p, q) 1

Wip, q) «
wierzchotek paraboli

ramiona paraboli

V

0$ symetrii

y=ax*+bx+c, a>0

y=ax*+bx+c, a<0

Ramiona paraboli sg skierowane do gory.

Ramiona paraboli skierowane sg do dotu.

Funkcja kwadratowa przyjmuje najmniej-
szg wartos¢; nie przyjmuje wartosci naj-
wiekszej.

Funkcja kwadratowa przyjmuje najwieksza
wartos¢; nie przyjmuje wartosci najmniej-
szej.

Najmniejsza wartos¢ jest drugg wspotrzed-
ng wierzchotka paraboli, réwng g.

Najwieksza wartos$¢ jest drugg wspotrzed-
ng wierzchotka paraboli, réwna g.

0Os$ symetrii paraboli jest wyznaczona przez pierwszg wspotrzedng wierzchotka paraboli
i ma rownanie x = p.

Parabola bedaca wykresem funkcji kwadratowej y = ax? + bx + ¢, gdzie a # 0, prze-
cina 0§ OY w punkcie o wspdtrzednych (0, c).

Przyktad 2.

Naszkicujemy wykres funkcji kwadratowej f(x) = x*> —4x + 4.

Korzystajac ze wzoru o — 2ab + b = (a — b)?, wzér
funkcji f zapisujemy w postaci f(x) = (x - 2)2. Wdwczas
zauwazamy, ze najmniejszg wartos¢ (zero) funkcja f
przyjmuje dla argumentu 2. Wierzchotek paraboli be-
dacej wykresem funkcji f ma wspétrzedne (2, 0), osia
symetrii paraboli jest prosta opisana rGwnaniem x = 2.
Znajdujemy jeszcze kilka punktéw nalezgcych do wy-
kresu funkcjif: (1, 1), (0, 4), (-1, 9). Do wykresu naleza
tez punkty symetryczne do wczesniej wymienionych
wzgledem prostej x = 2: (3, 1), (4, 4), (5, 9).
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Przyktad 3.
Naszkicujemy wykres funkcji kwadratowej g(x) = x*> + 4x, wyznaczymy jej miejsca
zerowe oraz rozwigzemy nieréwnos¢ g(x) > 0.

Najpierw wyznaczymy miejsca zerowe funkcji g:
gx)=0 < x> +4x=0
x(x+4)=0
x=0 lub x=-4
Miejscami zerowymi funkcji g sa liczby: 0 i —4.
Zauwaz, ze jedli liczby x;, x, s3 miejscami zerowymi funk-
cji kwadratowej, to osig symetrii wykresu tej funkcji jest

, . X, +X, . .
prosta o rownaniu: X=T. Zatem osig symetrii wy-

kresu funkcji g jest prosta:
X=-2

Stad p=-2, g=9g(-2) =-4, wiec
W(-2, -4).

Ponadto g(—3) =g(-1) =-3.

Z wykresu funkcji g odczytujemy:
g(x) >0 < x e(—o0,4) U (0, +x)

Zatrzymajmy sie jeszcze przy wzorze funkcji g z ostatniego przyktadu. Jest on ,czes-
cig” wzoru skréconego mnozenia a? + 2ab + b2 = (a + b)* . Mamy:

X +Aax+4=(x+2)
W zwigzku z tym wzér funkcji g mozemy przeksztatci¢ nastepujaco:

X +A4x=x>+A4x+4—-4=(x+2)>—4,czyli

g(x) = (x+2)>—4.

Wzér kazdej funkcji kwadratowej y = ax? + bx + ¢, gdzie a # 0, mozna zapisa¢ w po-
staci y = a(x — p)? + g, a # 0, gdzie punkt W(p, q) jest wierzchotkiem paraboli be-
dacej wykresem tej funkcji. Wzér y = a(x — p)? + g, gdzie a # 0, nazywamy wzorem
funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej.

Ze wzoru funkcji kwadratowej g(x) = (x + 2)?> — 4 w postaci kanonicznej odczytujemy:
— wspodtrzedne wierzchotka paraboli bedacej jej wykresem: W(—Z, —4)

— najmniejszg wartos¢, réwng —4, przyjmowang dla argumentu —2

— roéwnanie prostej bedgca osig symetrii paraboli bedacej wykresem funkcji g: x=-2

Mozemy tez obliczy¢ wartosc tej funkcji dla wybranego argumentu,
np. g(5) = (5 + 2)? — 4 = 45. Potrafimy réwniez wyznaczy¢ argumenty, dla ktérych
funkcja g przyjmuje dang wartos¢, na przyktad 3:
gx)=3 < (x+2)>—4=3
(x+2)2=7
Xx+2=+7 lub x+2=-7

x=\/7—2 lub x=—\/7—2
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UWAGA: Moze sie zdarzy¢, ze wzor funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej wy-
glada tak samo, jak wzér tej funkcji w postaci ogdlnej. Tak sie dzieje wtedy, gdy
wspotczynnik przy x jest rowny zero (b = 0), na przyktad, y = 2x>* — 3, y = —x* + 5,
y=6x%y=-3x%

Przyktad 4.

Dana jest funkcja kwadratowa f(x) =—-2x2 + 12x -10.

a) Zapiszemy wzoér funkcji f w postaci kanonicznej i wyznaczymy wspétrzedne
wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji f.

b) Obliczymy miejsca zerowe funkgji f.

c) Naszkicujemy wykres funkcji f i na podstawie wykresu rozwigzemy nieréwnos¢
fix) 2 0.

Ad a) Aby zapisa¢ wzor funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej, wykonujemy
nastepujgce dziatania:
o wytgczamy przed nawias wspotczynnik przy x? (czyli —2) z dwdch pierwszych
sktadnikdw wyrazenia:
~2xX2+12x-10, czyli —2(x*+6x)— 10
e wyrazenie, w ktorym wystepuje x (czyli 6x) zapisujemy w postaci iloczynu 2, liczby
x oraz trzeciej liczby (w naszym przypadku jest to liczba 3):
-2(®+2-x-3)-10
Wyrazenie w nawiasie jest ,czescig” wzoru skréconego mnozenia:
X*+2-x-3+32=(x+3)
e Wyrazenie w nawiasie ,dopetniamy do kwadratu wyrazenia” przez dodanie liczby
32, Jednocze$nie odejmujemy 32, aby otrzymaé wyrazenie réwne danemu:
2(®+2-x-3+32-32)-10
e Stosujemy wzér skréconego mnozenia:
-2[(x+3)2-9]-10
skad po pomnozeniu zewnetrznego nawiasu przez —2 otrzymujemy
~2(x+3)2+18-10, czyli
—2(x+3)+8.

Wzér funkcji f w postaci kanonicznej to f(x) = —2(x + 3)2 + 8.
Wspotrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji f: W(—3, 8).

Ad b) Aby wyznaczy¢ miejsca zerowe funkcji f, wystarczy rozwigzac réwnanie f(x) = 0.
Mamy zatem
flx)=0 & —2(x+3)2+8=0
(x+3)2=4
x+3=2lub x+3=-2
x=-1 lub x=-5
Funkcja f ma dwa miejsca zerowe: —1 oraz 5.
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Ad c) Dodatkowo zauwazamy, ze osig symetrii x=-3i fg
wykresu funkcji f jest prosta o réwnaniu x =-3. i (-3,8) 1g
Szkicujemy wykres funkcji f. 15
S +6
Odczytujemy rozwigzanie nieréwnosci: &i +5
fix) 20 & xe(-5,-1). = +4
5 +3
" +2
= +1

—

Przyktad s.

Dana jest funkcja kwadratowa g(x) = —x? + 2x — 3.

a) Wykazemy, ze funkcja g nie ma miejsc zerowych.
b) Naszkicujemy wykres funkcji g.

c) Wyznaczymy przedziaty monotonicznosci funkcji g.

Ad a) Zapisujemy wzoér funkcji g w postaci kanonicznej
X+ 2x-3=-1(*-2x)-3=-1(x*-2-x-1)-3=
=-102-2-x-1+12-1%)-3=-1[(x -1 -1]-3=—~(x—1)2-2

Tak wiec
g(x) =—(x—1)*—2, gdziex e R

Dla dowolnej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nieréwnos¢ —(x —1)? < 0, zatem
~(x-1)2-2<-2<0

Funkcja g przyjmuje tylko wartosci ujemne, a wiec nie ma miejsc zerowych.

Adb)g(x)=—(x-1)*-2, xe R

- Wierzchotek: W(1,-2)

— O$ symetrii: x=1

— Punkt przeciecia z osig OY: (0, -3)

— Punkt symetryczny do punktu (0, —3) wzgledem
prostej x=1: (2,-3)

Zaznaczamy wyznaczone punkty w ukfadzie wspot-
rzednych i szkicujemy wykres funkcji g.

Ad c) Z wykresu odczytujemy, ze funkcja g jest:
rosngca w przedziale (o, 1), malejaca w przedziale (1, +o).

Kazdy wzér funkcji kwadratowej w postaci ogélnej y = ax? + bx + ¢, a # 0, mozna
doprowadzi¢ do postaci kanonicznej y = a(x—p)2 + q i odwrotnie: kazdy wzér funk-
cji kwadratowej w postaci kanonicznej mozna doprowadzi¢ do postaci ogdlnej.
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Przyktad 6.

1
Wyznaczymy wzor funkcji kwadratowej h(x) = §X2 +x—5 w postaci kanonicznej.

Postepujemy tak, jak w przyktadzie 4.

1 1 1
—x2+x—5:—(x2+3x)—5=— x2+2-x-E —-5=
3 3 3 2

ERSEORHIE(CH R

2 2 2
1 x+§ 351 x+§ —5§,zatem h(x):1 x+E —52.
3 2 4 3 2 4

Funkcja kwadratowa ma wiele zastosowan. Niektdre z nich zaprezentujemy w kolej-
nym temacie. Kolejne poznasz w klasie drugiej.

SprawdZ, czy rozumiesz

1. Ponizej znajdujg sie wykresy funkcji kwadratowych. Uzupetnij brakujgce
wspotrzedne punktdw A, B, C nalezgcych do tych wykresow.

2. Dany jest wzoér funkcji kwadratowej. Naszkicuj wykres tej funkcji w prostokat-
nym uktadzie wspétrzednych i oméw jej wtasnosci.
a) y=0,5x? b) y = —3x? cy=-x>+1
dy=2x*+3 e)y=-0,25x>-1 fly=x*-2

3. Dany jest wzér funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej. Podaj wspoétrzed-
ne wierzchotka W paraboli bedacej wykresem tej funkcji oraz réwnanie pro-
stej bedacej osig symetrii tej paraboli.
a)y=2(x+4)-5 b)y=(x—6) c)y=-x*+2

d)y=3-(x+1) e)y=14+5x? f) y=2+3(x—\/§)2
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10.

Dany jest wzdr funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej. Oblicz wspoéfrzed-
ne punktu przeciecia wykresu tej funkcji z osig OY. Naszkicuj wykres funkcji f,
nastepnie odczytaj z wykresu przedziaty monotonicznosci oraz zbiér wartosci
tej funkcji.

a)fix)=—(x+3)2+1 b) g(x) = 0,5(x + 4)? c)hix)=2(x—1)2+2

Zapisz wzor funkcji kwadratowej f w postaci kanonicznej. Nastepnie podaj
zbiér wartosci tej funkcji oraz przedziaty monotonicznosci.

a) flx) =—10x>+ 2 b) fix)=x>*-7 c) flx) =25 — 10x + x?
d) flx) =—2x> — 8x e) fx) =—3x2+0,6x f) f(x)=v2x* +~/32x++/32

Wyznacz miejsca zerowe, (jezeli istniejg) funkcji kwadratowej okreslonej
wzorem:

a) flx) =—4x? b) fix) = 2x? + 7x c) fix) =3x? - 4x
d) fix) =x*+9 e) flx)=—x*+5 f) fix) = (x—9)
g) fix) =7 - h) fod=-2(x+3)  ifx)=—x2-16

Wyznacz miejsca zerowe, (jezeli istniejg) funkcji kwadratowej okreslonej
wzorem:

a)fix)=(x+1)*-4 b) filx) =—2x*>+4x -2 c) fix) = 2(x +7)* -
d)fix) =3x*—30x+75 e)fix)=—(x-5)*+3 f)fix)=2(x+7)7+8

Napisz wzér funkcji kwadratowej f w postaci kanonicznej. Oblicz miejsca
zerowe funkcji f. Naszkicuj wykres tej funkcji i podaj zbiér argumentow, dla
ktérych funkcja f przyjmuje wartosci ujemne, oraz zbiér argumentow, dla kté-
rych funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie.

a) flx) —(—x2+8x— 16)+9  b)flx) =x2+2x c) fix) —4x2— 16x + 16
’ 2
d) fix )—Ex -3 e)fix) =—x*—4x+5 f)fix) = 5x —5x4

Napisz wzor funkcji kwadratowej f w postaci kanonicznej. Naszkicuj wykres
tej funkcji w prostokatnym ukfadzie wspdtrzednych i oméw jej wtasnosci.

a)fix)=x*-4 b) fix)=—x>+6x—9 c) fix) = 3x? + 6x
d) flx) =—0,5x> + x + % e)filx)=2x>—8x+6 f) flx) =0,25x2 — 2x + 5

Dany jest zbidr wartosci funkcji kwadratowej f, rownanie osi symetrii paraboli
bedacej wykresem tej funkcji oraz punkt P nalezgcy do tej paraboli. Wyznacz
wzor funkcji f w postaci kanonicznej i w postaci ogdlnej.

a) ZW=(-5,+ ); x=1; P(2,-2) b) ZW = (—o0, 11); x=3; P(5,7)

) ZW = (-0, 4); x=-5; P(-1,-4)  d)ZW=(3, +x); x=-4; P(-6,5)
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Funkcja kwadratowa — zastosowania

Przyktad 1.

Dany jest prostokat o bokach dfugosci 1 6. Krétszy bok danego prostokata wydtuza-

my o x, a dtuzszy bok skracamy o x. Powstaje nowy prostokat o wymiarach 1+ x, 6 —x.

a) Obliczymy pole nowego prostokagta w przypadku, gdy x przyjmuje kolejno war-
tosci: 0,5; 2; 4; 5.

b) Wyznaczymy funkcje pola P nowego prostokata w zaleznosci od zmiennej x
i ustalimy jej dziedzine.

c) Naszkicujemy wykres funkcji P.

d) Wyznaczymy najwieksze pole, jakie moze mie¢ nowy prostokat, i ustalimy, jakie
woéwczas sg diugosci bokdw nowego prostokata.

Ad a) W zaleznosci od réznych wartosci x, wymiary nowego prostokata sg rozne.
Pole prostokata tez przyjmuje rézne wielkosci. Wyniki przedstawione sg w ponizszej

tabeli.
X 1+x 6—x pole nowego prostokata
0,5 1,5 5,5 8,25
2 3 4 12
4 5 2 10
5 6 1 6
Ad b)
6—x Boki nowego prostokata majg dtugosé:
[~ . (1+x) oraz (6—x).
P P Liczba x jest dodatnia (krétszy bok danego prosto-
1+x . . . ..
1 kata wydtuzamy, a nie skracamy), a takze mniejsza
5 - od 6 (bo 6 —x > 0).
6 Pole nowego prostokata jest funkcjg zmiennej x:

P(x) = (x + 1)(6 — x), gdzie x € (O, 6).

Ad c) Wykres funkcji P jest fragmentem wykresu funkcji kwadratowej
fix) = (x + 1)(6 —x), okreslonej w zbiorze R. Znajdujemy wspotrzedne (p, q) wierz-
chotka paraboli, bedgcej wykresem funkcji f. Mozemy skorzystaé ze wzoru

X+ X,

p= , gdzie x,, x, s3 miejscami zerowymi funkgji f.

Miejscami zerowymi funkcji f sg liczby —1 i 6 (sprawdz!), zatem:

2
p=2t0 51 2 )2 62t )o[3L ] 212t
2 2 2) 772 2) 72 4
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Do wykresu funkcji f nalezg punkty
o wspotrzednych:

1 1
-1,0), (0,6), | 2=,12=|, (6,0),
(1,9, 0.6) (23,12} ) (60)
a takze punkty wyznaczone w punkcie a):

(0,5; 8,25), (2, 12), (4,10), (5,6).

Linig przerywang szkicujemy wykres funkcji f.
Kolorem niebieskim zaznaczamy wykres funkcji P.

Ad d) Z wykresu funkcji P odczytujemy, ze pole nowego prostokata jest najwieksze

1
wtedy, gdy x =25. Wodwczas nowy prostokat jest kwadratem o boku majgcym dtu-

1 1
gosc 35, a jego pole jest rowne 122.

Przyktad 2.

Z punktu h, = 125 m nad powierzchnia ziemi upuszczono kamien.
t2
Funkcja h(t) = hy — gT opisuje odlegtos¢ kamienia od ziemi po t sekundach spada-

nia (t > 0); g oznacza przyspieszenie ziemskie, g ~ 10 m/s?.
a) Obliczymy:
— na jakiej wysokosci od ziemi bedzie kamien po 1 sekundzie spadania?
— po ilu sekundach (od momentu upuszczenia) kamien bedzie na wysokosci
80 m od powierzchni ziemi?
— po ilu sekundach kamien spadnie na ziemie?
b) Naszkicujemy wykres funkcji h.

Ad a) Uwzgledniajgc warunki zadania, otrzymujemy:
h(t) =125 -5t zatem
h(1)=125-5-12=120
Kamien bedzie na wysokosci 120 m po 1 sekundzie spadania.
Obliczamy, po ilu sekundach spadania kamien bedzie 80 m nad ziemia.
h(t)=80 < 125-5t2=80
5t?=45 /: 5
t?=9
t=3 lub t=-3, -3<0
Po 3 sekundach kamien bedzie na wysokosci 80 m.
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Gdy kamien spadnie na ziemie, to jego odlegtosé od ziemi bedzie réwna zero.
h(t)=0 < 125-5t2=0
5t2=125 /: 5
t2=25
t=5lub t=-5, -5<0
Kamien spadnie na ziemie po 5 sekundach.

Ad b)

Wykresem funkcji Y
h(t)=125-5t2, t<{0,5)

jest czes¢ paraboli, ktérej wierzchotek -~

znajduje sie w punkcie (0, 125) i do kto- Z

rej nalezg punkty (-5, 0)i (5, 0). /

h(t) = 125 - 5¢2

Aby wygodniej byto naszkicowaé wy-
kres, zastosowalismy rdézne skale na
osiach uktadu wspodtrzednych.

Przyktad 3.

Z wysokosci hy = 15 m wystrzelono pionowo do géry piteczke kauczukowg z pred-
2
koscig poczatkowg v = 10 m/s. Funkcja h(t) = hy + vt — %, (g ~ 10 m/s?) wyznacza
odlegtosc¢ h(t) piteczki od ziemi, po t sekundach lotu (t > 0).
a) Odpowiemy na pytania:
— Po jakim czasie piteczka spadnie na ziemig?
— Na jakg maksymalng wysoko$¢ wzniesie sie piteczka?
— W jakim czasie odlegtosc¢ piteczki od ziemi bedzie rosta, a w jakim bedzie ma-
lata?
— Po jakim czasie piteczka bedzie zndw na wysokosci 15 m?
b) Naszkicujemy wykres funkcji h.

Ad a) Z danych zadania wynika, ze wzdr funkcji h jest nastepujacy:
h(t) = -5t*+ 10t + 15

Zapisujemy wzor funkcji h w postaci kanoniczne;j:
~5t2+ 10t +15=-5(? - 2t) +15=-5(2 -2 - t- 1+ 1>~ 1?) + 15 =
=-5[(t-1)>-1]+15=-5(t-1)*+20

czyli
h(t) = -5(t - 1) + 20
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Okreslimy dziedzine funkcji h. W tym celu wyznaczymy czas, po ktérym piteczka
spadta na ziemie.
h(t)=0 < -5(t—1)2+20=0
(t—12=4
t—1=2 lubt-1=-2
t=3 lub t=-1, -1<0
Piteczka poruszata sie przez 3 sekundy, wiec
D, =10, 3).
Ze wzoru funkcji h w postaci kanonicznej h(t) = ,5(t, 1)2 + 20 wynika natychmiast,
ze maksymalna wysokos¢, na jakg wzniosta sie piteczka, to 20 m. Ta wysokos¢ byta
osiggnieta po 1 sekundzie lotu (h(1) = 20). W czasie t € (0, 1) odlegtos¢ piteczki
od ziemi rosta, a w czasie t € (1, 3) odlegtos¢ piteczki od ziemi malata. Aby wyzna-
czy¢ czas, po ktdrym piteczka byta zndw na wysokosci 15 m, rozwigzemy réwnanie
h(t) = 15. Postuzymy sie wzorem funkcji h w postaci kanonicznej, ale w tym przypad-
ku mozna tez wykorzysta¢ wzdér w postaci ogdlnej — sprawdz to!
h(t)=15 < -5(t—1)2+20=15
(t—1)2=1
t—1=11lubt-1=-1
t=2 lub t=0
Po 2 sekundach piteczka byta ponownie na wysokosci 15 m nad ziemia.

Ad b) Wykresem funkgji Y
h(t)=-5(t—1)>+20, te(0,3)
jest czesc paraboli, ktérej wierzchotkiem jest punkt
(1, 20), osig symetrii prosta o réwnaniut=1,
i do ktérej nalezg punkty
(0,15), (2, 15), (3, 0).

h(t) = =5t? + 10t + 15

Przyktad 4.

Pewien rzemieslnik produkuje ozdobne okucia, ktére sprzedaje producentom drzwi.
Comiesieczny dochéd rzemiesinika (w zt) w zaleznosci od liczby n sprzedanych oku¢
opisuje funkcja f(n) = n?> + 40n — 1200, n € N. lle okué musi sprzeda¢ rzemie$lnik,
aby:

a) pokryc state koszty comiesiecznej dziatalnosci,

b) uzyskac¢ dochéd w wysokosci 6500 z1?

Zapisujemy wzor funkcji f w postaci kanonicznej:
n?+40n—1200=(n*>+2 - n - 20 + 20> — 20%) — 1200 = (n + 20)> - 1600 , wiec
fln)=(n+20)*-1600, ne N
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Ad a) Zauwaz, ze jesli rzemiesinik nie sprzeda zadnego okucia lub sprzeda ich bardzo
mato, jego dochdd bedzie ujemny (mdwigc inaczej, bedzie miat strate), na przyktad,
f(0) =— 1200, f(10) =— 700. Aby ustali¢, ile oku¢ musi sprzedaé rzemieslInik, aby po-
kry¢ state koszty swej dziatalnosci, wystarczy rozwigza¢ réwnanie f(n) = 0.
fln)=0 < (n+20)*-1600=0

(n +20)*= 1600

n+20=40 lub n+20=-40

n=20 lub n=-60, -60<0
Aby pokry¢ state koszty, rzemiesInik musi sprzedaé 20 okué.

Ad b) Rozwigzujemy réwnanie f(n) = 6500:
f(n) =6500 <> (n+ 20)?- 1600 = 6500
(n +20)*=8100
n+20=90 lub n+20=-90
n=70 lub n=-110, -110<0
Aby uzyskaé dochdd w wysokosci 6500 zt, rzemiesinik powinien sprzedac 70 okué.

SprawdZz, czy rozumiesz

1. Dany jest tréojkat prostokatny, ktorego przyprostokatne majg dtugos¢ 8 cm

i 2 cm. Krétszg przyprostokatng wydtuzamy o x cm, a dtuzszg skracamy o x cm.

a) Wyznacz pole trojkata w przypadku, gdy x przyjmuje kolejno wartosci: 1,
2,4,6.

b) Napisz wzér funkcji opisujgcej pole tego tréjkata w zaleznosci od x i podaj
dziedzine tej funkcji.

c) Zapisz otrzymany wzor funkcji w postaci kanonicznej, a nastepnie naszki-
cuj jej wykres.

d) Podaj, jakie najwieksze pole moze mie¢ tréjkat po zmianie dtugosci bo-
kow i jakg wartos¢ ma wowczas x.

2. Z kawatka papieru w ksztatcie prostokgta o wymiarach = X
5 cm na 4 cm odcinamy cztery kwadratowe naroza XJ |_X
o boku dtugosci x, jak na rysunku obok.
a) Oblicz pole figury pozostatej po odcieciu tych narozy X—| ’— .
(kolor niebieski), jesli x przyjmuje kolejno wartosc: = =

0,5cm; 1cm; 2 cm.

b) Napisz wzor funkcji opisujgcej pole tej figury w zaleznosci od x i podaj jej
dziedzine.

c) Naszkicuj wykres otrzymanej funkcji.

d) Czy otrzymana funkcja przyjmuje wartos¢ najmniejszg? Jesli tak, to dla
jakiego argumentu jest ona przyjmowana?
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Podstawa danego trojkata ma dtugosé 10, zas wysokos¢ poprowadzona na te

podstawe jest réwna 4.

a) Podaj wzor funkcji opisujgcej pole trojkata w przypadku, gdy podstawe
danego tréjkata skrocimy o x, zas$ wysokosé wydtuzymy o x. Wyznacz dzie-
dzine tej funkgji.

b) Oblicz wartosc x, dla ktérej pole nowego trojkata jest rowne 12.

¢) Uzasadnij, ze funkcja pola przyjmuje warto$¢ najwiekszg. Podaj najwiek-
sze mozliwe pole, jakie moze mie¢ nowy tréjkat powstaty w wyniku zmia-
ny dtugosci podstawy i wysokosci danego tréjkata.

Z wysokosci H nad ziemig upuszczono kamien, ktéry po 2 sekundach spadania

1
przebyt Z wysokosci. Wiedzac, ze odlegtosé (w metrach) kamienia od ziemi

opisuje wzor funkcji h(t) = H— 5t?, oblicz:

a) wysokosc H;

b) poilu sekundach spadania kamien dotknat ziemi.
Pomijamy opory powietrza.

Pitkarz kopnat pitke, ktéra poszybowata pionowo do gory z predkoscia poczat-

kowg v. Odlegto$é (w metrach) pitki od ziemi opisuje funkcja h(t) = vt — 5t2.

Wiedzac, ze pitka spadta na ziemie po 6 sekundach lotu, oblicz:

a) predkos¢ poczatkowa pitki;

b) najwiekszg odlegtosé pitki od ziemi;

c) po ilu sekundach od chwili kopniecia pitka byta na wysokosci 25 metréw
nad ziemia.

Pomijamy opory powietrza.

Stolarz zajmuje sie produkcjg ozdobnych szkatutek drewnianych na bizute-

rie, ktdre sprzedaje do hurtowni. Miesieczny dochdd stolarza (w zt) opisuje

funkcja d(n) = n? + 20n — 2400, gdzie n oznacza liczbe sprzedanych szkatutek

W ciggu jednego miesigca. Oblicz:

a) ile, co najmniej, szkatutek musi sprzedac stolarz, aby dziatalnos¢ nie przy-
nosita strat;

b) miesieczny dochdd stolarza, wiedzac, ze w ciggu miesigca sprzedat 70
szkatutek;

c) ile szkatutek co miesigc powinien sprzedawac, aby miesieczny dochdd byt
rowny 5600 zt.

,Bawity sie raz matpy — wies¢ indyjska niesie —
Osma ich cze$é w kwadracie juz skacze po lesie,
Pozostatych dwanascie w plgsach i z wrzaskami
Pomiedzy zielonymi hasa pagdrkami.

llez ich wszystkich byto? — pyta sie Bhaskara
Zagadka nie jest trudna, chociaz bardzo stara.”
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Proporcjonalnosé odwrotna

W naczyniu znajduje sie gaz o matej gestosci. Objetos$¢ tego gazu jest réwna 8 dm3,
a ci$nienie 1000 hPa. Gaz ten utrzymywany jest w statej temperaturze. Wéwczas
zmiana objetosci V gazu powoduje zmiane jego cisnienia p (rdwniez zmiana cisnie-
nia p powoduje zmiane jego objetosci V), przy czym iloczyn cisnienia p i objetosci V
jest staty. W tym przypadku mamy

p-V=8000 (8000 =1000 -8)

Jesli, na przyktad, objetos$é gazu zmniejszymy dwukrotnie — do 4 dm3, to jego cisnie-
nie wzrosnie dwukrotnie — do 2000 hPa. Jesli natomiast objetosé gazu zwiekszymy
2,5-krotnie —do 20 dm?3, to jego ci$nienie zmaleje 2,5-krotnie — do 400 hPa.

Powiemy, ze — w statej temperaturze — objetos¢ gazu i jego cisnienie to wielkosci
odwrotnie proporcjonalne.

Definicja 1.

Proporcjonalnoscia odwrotng nazywamy zaleznos¢ miedzy dwiema wielkoscia-
mi zmiennymi x, y, okreslong wzorem x - y = a, gdzie a jest liczbg rézng od zera.
O zmiennych x, y méwimy, ze sg odwrotnie proporcjonalne. Wspoéfczynnik a na-
zywamy wspotczynnikiem proporcjonalnosci odwrotnej.

Przyktad 1.

Pietnastu robotnikéw wykona pewng prace w ciggu 14 dni. llu potrzeba robotni-
kow, aby wykonac te prace w czasie 6 dni? Zaktadamy, ze wszyscy robotnicy pracujg
z takg samg wydajnoscia.

Zauwazmy, ze jesli jeden robotnik wykonuje pewng prace w ustalonym czasie, to
dwéch robotnikdow wykona te prace w czasie dwa razy krotszym, a pieciu robot-
nikdw wykona te prace w czasie piec razy krotszym. Mozna wiec przyjaé, ze liczba
robotnikow i czas ich pracy to wielkoSci odwrotnie proporcjonalne (dla ustalonej do
wykonania pracy).
Oznaczmy przez n — liczbe robotnikdéw potrzebnych do wykonania pracy w czasie
6 dni. Otrzymujemy wtedy rdwnanie

n-6=15-14 stad

n=35
Potrzeba 35 robotnikéw do wykonania pracy w czasie 6 dni.

Przyktad 2.

Maciek i Kamil mieszkajg w miejscowosciach potozonych przy tej samej trasie.
Maciek czesto odwiedza Kamila. Pokonuje wéwczas te trase w czasie 15 minut, ja-
dac na motocyklu ze $rednig predkoscig 48 km/h.
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a) Obliczymy, ile czasu zajetoby mu pokonanie tej drogi pieszo ze srednig predkos-
cig 4 km/h.

b) Wyznaczymy srednig predkosé autokaru, ktéry pokonuje te trase w czasie 12 mi-
nut.

W ruchu jednostajnym prostoliniowym dtugo$¢ drogi s przebytej w czasie t z pred-

koscig v wyraza wzdr s = v - t. Jesli dtugos$¢ drogi jest wielkoscig statg, to we wzorze
s=v-t

wielkosci v i t sg wielko$ciami odwrotnie proporcjonalnymi, zas s jest wspotczynni-

kiem tej proporcjonalnosci odwrotnej.

Ad a) Maciek droge s pokonuje na motocyklu w czasie 15 minut, jadgc ze $rednig
predkoscig 48 km/h. Po przeliczeniu czasu na godziny (15 min = 0,25 h) mamy:

s=48-0,25=12 (km)

Idgc, Maciek pokonatby te droge ze $rednig predkoscig 4 km/h. Zatem
4.-t=12 gdzie t oznacza czas (w godzinach) tej wedréwki, stad
t=3(h)

Maciek szedtby pieszo 3 godziny.

Ad b) Autokar pokonuje te trase w czasie krétszym od pozostatych, zatem predkos¢
v autokaru powinna by¢ wieksza od predkosci motocykla. Przeliczamy czas jazdy
autokaru na godziny (12 min =0,2 h) i obliczamy

v-0,2=12

v =60 (km/h)
Autokar jedzie z predkos$cig 60 km/h.

Przeanalizujmy otrzymane wyniki. Zauwaz, ze:
¢ na pokonanie trasy motocyklem ze $rednig predkoscig 48 km/h Maciek potrze-
buje 15 minut, a idgc z predkoscig 12 razy mniejszg, potrzebuje 12 razy wiecej
czasu, czyli
12 -15min=180 min=3 h
¢ autobus pokonuje trase w czasie 12 minut, czyli w czasie 1,25 razy krétszym niz
Maciek na motocyklu, zatem jego predkosc jest 1,25 razy wieksza niz predkosé
motoru i wynosi
1,25 - 48 km/h = 60 km/h

Przyktad 3.
Wyznaczymy wszystkie pary liczb rzeczywistych (x, y), ktérych iloczyn jest staty
i rowny —3.

Interesujg nas wszystkie pary liczb rzeczywistych, spetniajgce réwnanie
X-y=-3
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Wielkosci x i y sg odwrotnie proporcjonalne; liczba —3 jest wspdtczynnikiem propor-
cjonalnosci.

Zauwazamy, ze zadna z liczb x, y nie moze Ay
by¢ réwna 0. T

. s . +4
Powyisze rdwnanie przeksztatcamy do po- 13 .3
staci: 1y X

3
y=——, gdziex#0.
X

I
Pary (x, y) spetniajgce réwnanie x - y = -3
to wspodtrzedne punktow nalezgcych do wy-

3
kresu funkcji y=——, gdzie x # 0 (zobacz
X

rysunek obok).
-3

Jest nieskonczenie wiele takich par. Mozemy je opisa¢ nastepujgco: (x, —j, gdzie
X

xeR—{O}.

Jesli a # 0, to wykresem funkcji y = g, gdzie x eR — {0}, jest hiperbola. Sktada sie
X

ona z dwéch czesci, z ktérych kazda nazywamy gatezig hiperboli.

Poréwnajmy wykresy funkcji opisanych wzorem y = a w dwodch przypadkach: jesli
X

a=1(a>0)oraza=-1(a<0).

yzl, xeRf{O} y=—, xeRf{O}
X X
Y
5
L4 1
3 YT
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Zauwazmy:
y= a a>0 y= g a<0
X X
Gatezie hiperboli znajdujg sie w I i llI Gatezie hiperboli znajdujg sie w Il'i IV
¢wiartce uktadu wspotrzednych. ¢wiartce uktadu wspotrzednych.
Funkcja jest malejgca Funkcja jest rosnaca
w kazdym z przedziatow: w kazdym z przedziatéw:

(—o0, 0) oraz (0, +) (~o0, 0) oraz (0, +)

Zbiorem wartosci funkcji jest zbior liczb rzeczywistych réznych od zera, ZW =R — {0}
Funkcja nie jest malejaca w zbiorze R— {0}. | Funkcja nie jest rosnaca w zbiorze R — {0}.

Przyktad 4.

Odcinek AB o dtugosci 12 cm chcemy podzieli¢ na x jednakowych odcinkéw, kazdy
majacy y cm dtugosci, tak aby dtugos¢ kazdej czesci byta liczbg naturalng. Wyznaczy-
my wszystkie rozwigzania.

Zwigzek miedzy liczbg odcinkdw, a ich dtugosciag mozemy zapisac tak:
x-y=12,gdziexe N_ iy e N,

Liczba réwnych odcinkdw, na ktdre dzielimy odcinek AB, jest odwrotnie proporcjo-
nalna do ich dtugosci. Liczba 12 jest wspdtczynnikiem proporcjonalnosci odwrotne;j.

Zaleznos¢ x - y = 12, mozemy zapisac

Y A | [Dhugosé odcinka]
12 12+ ¢
w postaci y=— gdziexe N, iy € N,. 11+ l‘.
X 10+ !
Na gatezi hiperboli umieszczonej 9t 1\ T
w | ¢éwiartce uktadu wspétrzednych 8T y=sxefl2,3,4,612
znajdujemy wszystkie punkty o obu 2: ‘\.
wspotrzednych naturalnych. ol \
Istnieje szes¢ par liczb spetniajgcych a2l \‘.\
warunki zadania: 3 e,
(1,12),(2,6),(3,4),(4,3),(6,2),(12,1). 2+ el
e S
—'1__01i 234567 8 910111213X
B [Liczba odcinkow]

Przyktad s.

Pewien kierowca ma zwyczaj kupowania benzyny za statg kwote. Ponizszy wykres
przedstawia zaleznos¢ miedzy ceng 1 litra benzyny, a liczbg litrow zatankowanego
paliwa, przy statej kwocie przeznaczonej na ten cel. Na wykresie (rysunek ponizej)
zaznaczono punkt odpowiadajgcy transakcji z dnia 20.04.2018 r.
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a) Napiszemy wzdr opisujacy za- 7(’)’__ [LicZba litrow benzyny]
leznos¢ miedzy ceng 1 litra ben-
zyny a liczbg kupionych litréw 60
paliwa. Wskazemy wspdtczyn-
nik proporcjonalnosci. 50
b) Obliczymy, ile litréw paliwa
kupit kierowca 30.05.2018 r., 0T
jesli cena benzyny wzrosta 304

0 6,25% w stosunku do ceny
220.04.2018 . 204+
c) W dniu 20.07.2017 r. kierowca

kupit za te sama kwote 0 2,5 litra 10+
benzyny wiecej niz 20.04.2018 r. . Pt irrrlirrlitre
Obliczymy, ile kosztowat wtedy -1 __O_li 234567 8 91011121314X

[Cena benzyny]

litr benzyny.

Ad a) Cena 1 litra benzyny i liczba zakupionych litréw benzyny to wielkos$ci odwrot-
nie proporcjonalne. Wspétczynnikiem proporcjonalnosci jest stata kwota k przezna-
czona na zakup paliwa. Zatem
k=4,8-25=120 (1)
Wzér opisujacy zaleznosé, ktérej wykres jest przedstawiony na rysunku, to
x-y=120, gdzie x > 0.

Ad b) W dniu 30.05.2018 r. cena 1 litra benzyny byta réwna 106,25% ceny z dnia
20.05.2018 r. Za kwote 120 zt kierowca kupit

120
1,0625-4,8
Ad c) W dniu 20.07.2018 r. kierowca za kwote 120 zt kupit 27,5 litra benzyny. Zatem
litr benzyny kosztowat 120 : 27,5 ~ 4,36 (zt).

~ 23,5 litra benzyny.

Sprawdz, czy rozumiesz

1. Mama Kasi usmazyta powidta ze sliwek na zime, ktére przetozyta do 12 sto-
ikéw o pojemnosci 0,5 | kazdy. lle uzytaby stoikdw o pojemnosci 0,3 | kazdy,
aile o pojemnosci 0,75 | kazdy?

2. Pietnastu robotnikéw wykonatoby pewng prace w czasie 12 dni.
a) ile dni zajetoby wykonanie tej samej pracy szesciu robotnikom?
b) ilu robotnikéw potrzeba do wykonania catej pracy w czasie 10 dni?

3. Ksigzki Oli stojg na szesciu podtkach, na kazdej pdtce po tyle samo. Gdyby na
kazdej pdtce zmiesci¢ o 3 ksigzki wiecej, to zmiescityby sie wszystkie ksigzki
Oli na czterech pétkach. lle ksigzek ma Ola?
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4. Motocyklista poruszajacy sie ze statg predkoscig przejechat droge z miasta A
do miasta B w ustalonym czasie. Jesli jechatby z predkoscig 0 10 km/h wiekszg,
to przyjechatby o godzine wczesniej, jesli zas jechatby z predkoscig o 10 km/h
mniejszg, to przyjechatby o 2 godziny pdZniej. W jakim czasie i z jakg predkos-
cig przejechat droge z A do B?

5. Maciek trenuje kolarstwo. W poniedziatek podczas treningu przejechat
pewng droge w czasie 1 godziny i 20 minut. We wtorek, jadac z predkoscia
o 7 km/h wiekszg, pokonat ten sam dystans w czasie o 14 minut krotszym.
Oblicz predkosé, z jaka jechat Maciek drugiego dnia. Jak dtugi dystans zapla-
nowat chtopiec na poniedziatkowy i wtorkowy trening?

6. Kazdaz 16 klas w liceum, wystawita jedng sztuke podczas szkolnego festiwalu
teatralnego. Rada rodzicéw przeznaczyta pewng kwote pieniedzy na nagrody,
po tyle samo dla kazdej z nagrodzonych klas. Gdyby zostato nagrodzonych
piec klas, to kazda z nich otrzymataby o 400 zt mniej, niz gdyby zostaty nagro-
dzone tylko trzy klasy.

a) Oblicz, jaka kwote przeznaczyta rada rodzicéw na nagrody podczas szkol-
nego festiwalu teatralnego.

b) Napisz wzor funkcji opisujacej kwote y otrzymanej nagrody przez kazda
klase, w zaleznosci od liczby x nagrodzonych klas.

7. Rozpatrujemy wszystkie prostokaty o polu 18, ktorych dtugosci bokéw sg
réwne x i y.
a) Napisz wzér i naszkicuj wykres funkcji opisujacej dtugosc boku y w zalez-
nosci od dtugosci boku x.
b) Wypisz wszystkie pary liczb naturalnych (x, y), dla ktérych pole prostokata
jest rowne 18.

8. Tréjkat o podstawie dtugosci x i wysokosci h poprowadzonej na te podstawe
ma pole réwne 20 cm?.
a) Oblicz x, jesli wysokosc jest réwna 8 cm.
b) Oblicz h, jesli podstawa ma dtugosc 15 cm.
c) Naszkicuj wykres funkcji opisujgcej wysokos¢ h w zaleznosci od dtugosci
podstawy x tréjkata.
-6

9. Naszkicuj wykres funkcji y = —, gdziex € R — {0} Nastepnie zaznacz na wy-
X

kresie wszystkie punkty, ktérych obie wspdtrzedne sg catkowite. Ile ich jest?

10. Wyznacz wszystkie pary liczb naturalnych (x, y), spetniajgce réwnanie
x-y=24.lleich jest?

11. Wyznacz wszystkie pary liczb catkowitych (x, y), spetniajace réwnanie
(x+3)-y=10
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Funkcja wyktadnicza

Definicja 1.

Funkcjq wyktadnicza nazywamy funkcje, ktérg mozna opisa¢ wzorem y = a*, gdzie
a jest ustalong liczbg rzeczywista dodatnig i rézng od 1 (a > 0i a # 1). Dziedzing
funkcji wyktadniczej jest zbidr liczb rzeczywistych R.

Rozwazmy dwa przypadki ze wzgledu na podstawe potegi.

| przypadek: a € (0, 1)
Na rysunku ponizej znajdujg sie wykresy przyktadowych funkcji wyktadniczych:

A AT A

Illlllon
-6 -5 4 3 =2 -1 1 2 3 4 X

Il przypadek: a e (1, +o)
Na rysunku ponizej znajdujg sie wykresy przyktadowych funkcji wyktadniczych:

Al

. OK
a4
[
o
>
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Wtasnosci funkcji wyktadniczejy =a*, gdya>0ia # 1.

y=a%, 0<ax<l y=0a, a>1

MY AY

~_ |

|
o] 1 X o 1 X

Wykresem funkgji jest krzywa wyktadnicza, ktéra przecina os OY
w punkcie (0, 1).

Funkcja wykfadnicza nie ma miejsc zerowych.

Funkcja wyktadnicza przyjmuje tylko wartosci dodatnie, ZW = (O, +oo).

Funkcja wykfadnicza jest réznowartosciowa.

Funkcja wyktadnicza jest malejaca. Funkcja wyktadnicza jest rosnaca.

Z monotonicznosci funkcji wyktadniczej wynika, ze:
1) jeslia € (0,1)oraz x, <x,, to a" >a",

2) jeslia e (1,+x)orazx; <x, to a* <a®.

Przyktad 1.
Poréwnamy liczby: a) 0,1\5; 0,01; 10 b) 2% 4ﬁ; 8

Ad a) Zapisujemy kolejne liczby jako potegi o tej samej podstawie:
0,12 0,01=0,12 1015=0,115
Poniewaz
1,5<+/2 <2 oraz 0,1 € (0, 1), wiec
0,12<0,12 <0,125  cayli
0,01<0,1? <1015

Ad b) Kazdg z danych liczb mozemy zapisa¢ w postaci potegi o podstawie 2:
2" 4J§ _ zzﬁ 8 =23
W tym przypadku mamy:
3<m<2/3 0raz2 e (1, +) zatem
8<2T< 4ﬁ
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Funkcje wyktadnicze odgrywaja duzg role w fizyce, chemii, biologii, medycynie, me-
teorologii, ekonomii oraz w innych dziedzinach. Stuzg do modelowania réznych pro-
cesow i zjawisk. Niektdre z zastosowan funkcji wyktadniczej pokazemy w kolejnych
przyktadach. Inne jej zastosowania poznasz w kolejnych latach nauki.

Przyktad 2.

Zauwazono na podstawie eksperymentu, ze liczba bakterii pewnej kolonii —w sprzy-
jajacych warunkach — podwaja sie kazdego dnia. Wyniki badan przedstawiono w ta-
beli.

czas [dni] 0 1 2 3 4

liczba bakterii

e 100 200 400 800 1600
(w przyblizeniu)

Jesli oznaczymy przez t czas (w dniach) obserwacji kolonii bakterii, a przez f(t) —
przyblizong liczbe bakterii po dniu t, to zalezno$¢ te opisuje wzér f(t) = c - d!, gdzie
a>0it>0.

a) Wyznaczymy liczby a i ¢ we wzorze funkgji f.

1
b) Obliczymy przyblizong liczbe bakterii tej kolonii po 12 dnia.

c) Korzystajac z komputera, naszkicujemy wykres funkcji f i na podstawie tego wy-
kresu ustalimy, po jakim czasie liczba bakterii w kolonii przekroczy 7000.

Ad a) Skoro dla t =0 liczba bakterii byta réwna (w przyblizeniu) 100, to
f(0)=c-a®=100, skad c=100
flt)y=100- at
Ponadto
f(1) =200, wiec 200 =100 - a@?, czylia =2.
Wzér funkcji przyjmuje postac:
f(t) =100 - 2¢, gdzie t € (0, +x).

Ad b) Po uptywie 1% dnia (czyli po 1 dniu i 6 godzinach) liczba bakterii byta réwna
1 .
f(lzj. Obliczamy:

5
f(l%jleO-Z“ :100-((‘/5)5 ~238

W obliczeniach skorzystaliSmy z funkcji pierwiastka kwadratowego na kalkulatorze.
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Ad c) Szkicujemy wykres funkcji f.

9000f_Y[LkzbabakteHﬂ

8000
7000
6000
5000
4000
3000
2000+

1000+

100 [Czas!

7 t

1
Z wykresu odczytujemy, ze liczba bakterii w kolonii przekroczy 7000 po ok. 6— dnia,
czyli po 6 dniach i 3 godzinach. 8

Przyktad 3.

Lekarstwa, ktore przyjmuje cztowiek, sg stopniowo eliminowane przez organizm.

llos¢ leku, ktéra pozostaje w organizmie, zalezy od wielkosci dawki leku d (mg)

oraz czasu t (h) liczconego od momentu zazycia lekarstwa i wyraza sie wzorem

P(t)=d - (0,7)!, gdziet > 0.

Zatézmy, ze chory przyjat 20 mg leku.

a) Oszacujemy, ile mg leku znajduje sie w organizmie chorego po uptywie 6 godzin
od momentu zazycia lekarstwa.

b) Wyznaczymy, ile procent leku pozostajgcego w organizmie jest eliminowane
w ciggu kazdej godziny.

c) Korzystajac z wykresu funkcji P, oszacujemy w jakim czasie, od momentu zazycia
leku, jego zawartos$¢ w organizmie byta mniejsza od 14 mg i wieksza od 8 mg.

Ad a) Dla dawki d leku rownej 20 mg wzdr funkcji P ma postac:
P(t) =20 - (0,7)}, gdzie t € (0, + )

Obliczamy, ile mg leku pozostanie w organizmie chorego po uptywie 6 godzin:
P(6)=20-(0,7)®*=20-0,117649 ~ 2,35

Po 6 godzinach w organizmie chorego pozostanie ok. 2,35 mg leku.

Ad b) Obliczamy:
_ 20- '_20. 20- -
P(t)—P(t+1) o, _ 20 (0,7) —20 Eo,7) 100% 220 (0,7) [ to,7]
P(t) 20-(0,7) 20-(0,7)

=0,3-100% = 30%
W ciaggu kazdej godziny 30% leku pozostajgcego w organizmie jest neutralizowane.

t+1

-100% =
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Ad c) Szkicujemy wykres funkcji, korzystajgc z komputera.

Y [Zawartos¢ leku]

20¢
18+
16+
14
124

i I
| I
| |
‘ |
| |
Yy
0 1 2 2,6 4 5 6 7 8 9 10 t

v

Zawartosc leku w organizmie byta mniejsza od 14 mg i wieksza od 8 mg po pierwszej
godzinie od podania leku do uptyniecia 2 godzin i 36 minut od podania leku.

W potowie XX wieku opracowany zostat sposob okreslania wieku skamieliny lub in-
nego antycznego przedmiotu. Metoda ta polega na zbadaniu proporcji miedzy izo-
topem promieniotwdrczym wegla 4C, a trwatymi izotopami *2C i 13C. Zaktada sie, ze
14C jest izotopem, ktérego zawarto$é w atmosferze ziemskiej jest stata. Zyjace orga-
nizmy pochtaniajg izotop *C wraz z pozywieniem lub przez oddychanie. Niezaleznie
od sposobdw absorbowania izotopu '4C, jego zawarto$é w organizmach zywych jest
stata. Wraz ze $miercig osobnika absorbcja izotopu **C ustaje i ilo$¢ nagromadzone-
go “C w organizmie z uptywem lat maleje. Szybko$¢ rozpadu izotopu **C ilustruje
wykres ponizej.

Y [Zawartos¢ izotopu]

>

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
_0’1_|_0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 11000 12000 13000 14000

Na osi poziomej zaznaczone sg lata, na osi pionowe] zaznaczony jest utamek wska-
zujacy, ile izotopu *C pozostanie w badanej skamielinie (lub innym antycznym
przedmiocie) po uptywie danej liczby lat.

Okres potowicznego rozpadu izotopu *C, tzn. liczba lat, po ktdrych ilosé izotopu *4C
zmniejszy sie o potowe, jest rdwny ok. 5730 lat. Okreslanie wieku za pomoca ilosci
izotopu *C mozna stosowac tylko do przedmiotdéw, ktdrych wiek nie przekracza
50 000 lat. (Dla przedmiotow starszych btagd pomiaru staje sie zbyt duzy.)
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Funkcje, ktérej wykres przedstawiliSmy wyzej, mozna opisa¢ wzorem

t
1\
C(t):(z)w , t € (0, 50 000).

Przyktad 4.

Pewien paleontolog znalazt czaszke prehistorycznego zwierzecia i wstepnie ocenit,
ze zwierze to zyto ok. 10 000 lat temu. Badanie zawartosci izotopu *C wykazato,
ze obecnie ilo$é tego izotopu w czaszce jest rowna 0,4 zawartosci poczgtkowej.

a) Czy paleontolog dobrze ocenit czas, w ktorym zyto prehistoryczne zwierze?

b) Jaki jest prawdopodobny wiek znalezionej czaszki?

Ad a) Korzystajgc z przedstawionego wyzej wykresu, mozemy odczyta¢, ze dla
10 000 lat zawarto$¢ izotopu *4C jest réwna ok. 0,3 wartosci poczatkowej — co wska-
zuje, ze czaszka ma mniej lat niz przypuszczat paleontolog.

Do weryfikacji hipotezy paleontologa mozemy tez wykorzysta¢ wzér funkcji. Mamy

10 000

c(10000)= Gj 7 ~0,298

Ad b) Korzystajgc z wykresu funkcji, stwierdzamy, ze wartosci 0,4 odpowiada argu-
ment réowny w przyblizeniu 7600. Mozemy zatem stwierdzi¢, ze znaleziona czaszka
ma prawdopodobnie ok. 7600 lat, czyli 2400 lat mniej niz przypuszczat paleontolog.

SprawdZ, czy rozumiesz

1. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = 3%, gdzie x € R. Odczytaj z wykresu:
a) wartosci funkcji przyjmowane dla argumentéw mniejszych od 0;

b) dla jakich argumentéw wartosci funkcji nalezg do przedziatu (%,9>.

2. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = 37, gdzie x € R. Odczytaj z wykresu:
a) jakie wartosci funkcja f przyjmuje dla argumentéw nie wiekszych niz 1;
b) dla jakich argumentow wartosci funkcji f s3 mniejsze od 3.

3. Pordwnaj liczby a, b, ¢ bez uzycia kalkulatora, jesli:

a)a=4", b=16"°, c=2’ b) a = (ij , b=(0,5)"°, ¢=0,25

V2

4. Paleontolog znalazt kos$¢ prehistorycznego zwierzecia. Badanie kosci wykaza-
to, ze zawarty w niej obecnie izotop *C stanowi 65% ilosci poczatkowej. lle lat
temu zyto zwierze, ktorego kos¢ odnalazt paleontolog?

259
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Funkcja logarytmiczna

W rozdziale drugim omoéwiliSmy pojecie logarytmu i przyktadowe zastosowania
logarytmoéw. Teraz przedstawimy podstawowe wtasnosci funkcji logarytmicznej.

Definicja 1.

Funkcja logarytmiczng o podstawie a, dodatniej i réznej od 1 (a € R, — {1}),
nazywamy funkcje, ktérg mozna opisa¢ wzorem y = log,x. Dziedzing funkcji loga-
rytmicznej jest zbidr liczb rzeczywistych dodatnich.

Omoéwimy wiasnosci funkcji logarytmicznej. W tym celu rozpatrzymy dwa przypadki
w zaleznosci od podstawy logarytmu.

| przypadek: a € (0, 1)

Wykresy przyktadowych funkcji logarytmicznych:

y=log,x, y=log,x, y=Ilog,x

4 2 3

=<

| | | | | | | Iy

Il przypadek: a e (1, +)
Wykresy przyktadowych funkcji logarytmicznych:

y =log,x, y=log,x, y=Ilog,x
2

y =log,x

y = log,x

=N W R U o<

| | | | | | | | | | | | | | | Iy
T T 0 T T T T T T T T T T T T T T
-2 -1 2 3456 7 8 9101112131415X



Funkcja logarytmiczna 201

Wtasnosci funkcji logarytmicznej.

y=log,x, 0<a<1 y=logx a>1
v4 YA
1__
0 1 X 1+
0 X

Wykresem funkcji logarytmicznej jest krzywa logarytmiczna,
potozona w | i IV ¢wiartce uktadu wspotrzednych.

Funkcja przyjmuje wszystkie wartosci rzeczywiste, ZW =R

Funkcja ma jedno miejsce zerowe. Jest to liczba 1.

Funkcja przyjmuje wartosci Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie
dodatnie w przedziale (0, 1), a ujemne w przedziale (1, +0), a ujemne
w przedziale (1, +o0). w przedziale (0, 1).

Funkcja jest réznowartosciowa.

Funkcja logarytmiczna jest malejaca. Funkcja logarytmiczna jest rosnaca.

Zwrdéé uwage, ze:

1) jedlia € (0, 1) oraz 0 < x, < x,, to log,x; > log,x,,
2) jeslia e (1, +x)oraz 0 < x, <X,, to log,x; < log,x,.

Przyktad 1.

Na rysunku obok przedstawiony Y
jest wykres funkcji logarytmicz- 21
nej f(x) = log,x, gdzie a € R, — {1} 1l
i x € R,. Do tego wykresu nalezy
punkt A(9, -2). 0
a) Wyznaczymy liczbe a.
b) Odczytamy, jakie wartosci funk-
cja f przyjmuje dla argumentéw
nalezgcych do przedziatu (0, 3).

y =flx)

Ad a) Wzér funkcji f ma postaé
flx) =log,x, gdziea e R, — {1} ix e R,
Wiemy, ze dla argumentu 9 warto$¢ funkcji wynosi —2, czyli—2 = log,9
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Korzystajac z definicji logarytmu, otrzymujemy réwnanie:

a?=9, skad @’ = é, czyli

1
a=— lub a:—1
3 3

1
Tylko liczba E spetnia warunki zadania, poniewaz podstawa logarytmu jest dodat-

niairézna od 1.
Funkcja f opisana jest wzorem f(x)=log, x.
3

Ad b) Wiemy, ze log,3=—-1. Z wykresu funkgji f odczytujemy, ze dla argumentéw
3

nalezgcych do przedziatu (O, 3) funkcja przyjmuje wartosci nalezace do przedziatu

(71, +oo).

Przyktad 2.
W odlegtosci 10 m od punktowego zrddta dzwieku poziom jego natezenia jest rowny
110 dB. Zatézmy, ze tym zrodtem dzwieku jest gtosnik, z ktdrego emitowana jest
muzyka rockowa.
a) W jakiej minimalnej odlegtosci od gtosnika powinien stang¢ stuchacz — tak aby
nie uszkodzi¢ sobie stuchu — jesli chciatby stuchaé¢ muzyki:
1) nie dtuzej niz 45 minut;
2) ponad 3,5 godziny?
b) Czy w odlegtosci 1000 m od gtosnika mozna prowadzi¢ spokojng rozmowe,
czy tez bedzie ona zagtuszana przez muzyke? Zaktadamy, ze jest to przestrzen
otwarta.

Ad a) Stuchanie zbyt dtugo zbyt gtosnej muzyki moze doprowadzi¢ do nieodwra-
calnego uszkodzenia stuchu. Okazuje sie, ze aby takie uszkodzenie nie nastgpito,
mozna stucha¢ dzwieku o poziomie natezenia:
95 dB — nie dtuzej niz 47 minut

90 dB — nie dtuzej niz 2,5 godziny

85 dB — nie dtuzej niz 8 godzin.
Mozemy zatem przyjaé, ze w pierwszym przypadku stuchacz powinien stang¢ w ta-
kiej odlegtosci od gtosnika, aby poziom natezenia dZzwieku byt nie wiekszy niz 95 dB,
a w drugim przypadku byt réwny ok. 85 dB.
Jak juz wiesz, poziom natezenia dZwieku maleje wraz ze wzrostem odlegtosci stu-
chacza od Zrédta dzwieku (zobacz zadanie 7., str.108). W przypadku naszego zadania
zaleznos¢ te opisuje funkcja h(x) = 130 — 20 - log x, gdzie x € <10, +oo), ktérej frag-
ment wykresu przedstawia rysunek ponizej.
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y [Poziom natezenia dzwieku]
120+

100+
95

85
80

40+

20+

[Odlegtos¢ od zrodta dzwieku]
1 1

1
|
|
I
|
1
|
|
1
|
|
I
|
1
|
|
I
|
1
o : : R

0 57 100 178200 300 400 500 X

Z wykresu odczytujemy, ze poziom natezenia dzwieku réwny 95 dB odpowiada od-
legtosci ok. 57 m od zrédta dzwieku, a poziom natezenia dzwieku réwny 85 dB od-
powiada odlegtosci ok. 178 m.

Tak wiec w pierwszym przypadku stuchacz powinien stang¢ w odlegtosci ok. 60 m,
w drugim przypadku — w odlegtosci ok. 180 m.

Ad b) Spokojna rozmowa to ok. 60 dB. Poziom natezenia muzyki o odlegtosci 1000 m
od gtosnika wyznaczymy, korzystajac ze wzoru funkcji h.

h(1000) =130 —20 - log 1000 =130-20-3 =70 (dB)
Poziom natezenia muzyki bedzie rowny 70 dB, czyli bedzie utrudniat prowadzenie
spokojnej rozmowy.

SprawdZ, czy rozumiesz

1. Do wykresu funkcji logarytmicznej f(x) = log ,x nalezy punkt P(36, 2).
Oblicz a. Nastepnie:
a) wyznacz wartos¢ wyrazenia f(2) + f(3);
b) wykaz, ze f(\/f—l) =-1. f(\/f+1);
c) ocen, ktéra z liczb jest wieksza: f(27) czy f(37Y).
2. Na podstawie wykresu funkcji logarytmicznej f(x) = log, sx:

a) poréwnaj liczby: a= Iogolsx/i, b= Iogorsx/g, c=0,5logys5
b) wyznacz najmniejszg liczbe catkowitg k, dla ktérej spetniony jest warunek
log, sk < log, 56

3. Odczytaj z wykresu funkcji h z przyktadu 2. poziom natezenia dzwieku w od-
legtosci 300 metréw od gtosnika. Nastepnie, korzystajgc ze wzoru funkgcji h,
oblicz przyblizong wartos¢ liczby log 3.
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Sprawdz, czy umiesz — powtérzenie do rozdziatu 6.

Test

1. Wspodtrzedne wierzchotka paraboli bedgcej wykresem funkcji kwadratowej
flx) =3(x—1)? + 2 sa réwne:
A.(3,1) B.(1,2) C.(2,2) D. (-1, 2)

2. Funkcja kwadratowa f(x) = —2(x—1)2+4 jest rosnaca w przedziale:
A. (—0, 1) B. (-2, +o0) C. (4, +) D. (1, +o)

Funkcja f(x) = —(x + 5)2 + 1 przyjmuje:

A. najmniejszg warto$¢ dla argumentu 5;
B. najwiekszg wartos¢ dla argumentu 5;
C. najmniejszg wartos¢ dla argumentu —5;
D. najwiekszg wartos¢ dla argumentu —5.

Samochdd droge s przejechat w czasie 3 godzin i 45 minut z predkoscig 68 km/h.
Jaka bytaby srednia predkos¢ samochodu, gdyby droge s przejechat w czasie
0 pot godziny dtuzszym?

A.56 km/h B. 58 km/h C. 60 km/h D. 64 km/h
Nieprawdg jest, ze funkcja wyktadnicza f(x) =4 jest:
A. monotoniczna B. réoznowartosciowa C. malejgca D. rosnaca

O liczbach dodatnich a, b, c wiadomo, ze a+ b =c oraz b—a <0. Zatem:
A loga<logb<logc B.logb<loga<logc
C.logc<logb<loga D.logc<loga<loghb

Zadania otwarte

7.

Funkcja kwadratowa jest okreslona wzorem f(x) = 2(x — 1)(x + 3).

a) Podaj miejsca zerowe funkcji f oraz wartos¢ funkcji f dla argumentu 0.
b) Wyznacz réwnanie osi symetrii paraboli bedgcej wykresem funkgji f.
c) Zapisz wzor funkcji f w postaci kanoniczne;j.

d) Naszkicuj wykres funkcji f w prostokgtnym uktadzie wspétrzednych.

Doprowadz wzér funkcji kwadratowej f do postaci kanonicznej. Nastepnie podaj
przedziaty monotonicznosci funkcji f oraz wyznacz miejsca zerowe tej funkcji
(o ile istniejg).

a) flx) =0,5x> —5x + 8 b) filx) = 3x*—0,6x c)fiX)=—x>+x+6

Do wykresu funkcji kwadratowej nalezy punkt A(~1, —4). Wiedzac, ze najwieksza
wartos¢, rowng 5, funkcja przyjmuje dla argumentu 2, wyznacz wzér tej funkcji:
a) w postaci kanonicznej b) w postaci ogdlnej.




Sprawdz, czy umiesz — powtérzenie do rozdziatu 6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

W dany kwadrat, ktérego bok ma dtugos¢ 4 wpisujemy . X

nowe kwadraty w taki sposdb, jak na rysunku obok.

a) Wyznacz wzér funkcji P opisujacej pole wpisanego
kwadratu w zaleznosci od x. Podaj dziedzine tej funkcji.

b) Naszkicuj wykres funkcji P.

¢) Podaj najmniejsze mozliwe pole wpisanego kwadratu
i dla jakiego argumentu x jest ono przyjmowane.

Wyznacz wszystkie punkty o obu wspodtrzednych catkowitych, nalezgce do wy-

kresu funkcji f(x) = i, gdzie x = 0.
X

Ekipa robotnikdw moze wykonac¢ pewng prace w ciggu pewnej liczby dni. Gdyby
robotnikéw byto o 4 wiecej, to wykonaliby te prace o 2 dni wczesniej. Gdyby
natomiast ekipa liczyta o 3 robotnikdw mniej, to czas wykonania pracy bytby
o 3 dni dtuzszy. llu robotnikéw jest w tej ekipie? lle dni potrzebuje ta ekipa na
wykonanie pracy?

Dane sg dwie funkcje f(x) = =2 oraz g(x)=—-x+1.
X

a) Naszkicuj wykresy obydwu funkcji w jednym uktadzie wspétrzednych.
b) Odczytaj argumenty, dla ktérych f(x) = g(x). Nastepnie sprawdz rachunkowo
poprawnos¢ odczytu.

Funkcja wyktadnicza f(x) = a* oraz logarytmiczna g(x) = log, sx dla argumentu 1

przyjmujg te sama wartos¢. 4

a) Oblicza.

b) Naszkicuj wykresy obydwu funkcji w jednym ukfadzie wspdtrzednych. Przyj-
mij za jednostke cztery kratki w zeszycie.

c) Dlajakich argumentéw prawdziwa jest nieréwnosc f(x) > g(x)?

Liczbe bakterii w kolonii po uptywie t minut od chwili rozpoczecia pomiaréw

mozna obliczyé (w przyblizeniu) ze wzoru: f(t) = 10* - 1,2¢, gdzie t > 0.

a) lle bakterii byto na poczatku eksperymentu?

b) lle bakterii (z doktadnoscig do 100) byto w tej kolonii po 10 minutach obser-
wagcji?

c) Oile procent zwieksza sie liczebnos¢ kolonii w ciggu kazdej minuty?

llos¢ leku (w mg) pozostatego w organizmie pacjenta po czasie t (w godzinach)

od chwili zazycia pewnej dawki opisuje wzér d(t) = 10 - 0,8¢, gdzie t > 0.

a) Jaka dawke leku zazyt pacjent?

b) Po ilu godzinach od chwili zazycia leku w organizmie pacjenta pozostato
6,4 mg leku?

c) lle mgleku pozostato w organizmie po pieciu godzinach?

d) Jaki procent dawki leku pozostatego w organizmie pacjenta jest eliminowa-
na w ciggu jednej godziny?
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7 Geometria ptaska —
.pojecia wstepne. Tréjkaty

Punkt, prosta, odcinek, pétprosta, kat,
figura wypukta, figura ograniczona

W geometrii — podobnie jak w innych dziedzinach nauki — wyrdzniamy pojecia pier-
wotne, czyli takie, ktdrych sie nie definiuje. Nalezg do nich: punkt, prosta, ptaszczy-
zna. Wtasnosci pojeé pierwotnych okreslajg aksjomaty, czyli zdania logiczne uznane
za prawdziwe bez dowodu. Z aksjomatéw oraz z przyjetych definicji, po zastosowa-
niu okreslonych regut logicznych, wyprowadzane sg kolejne twierdzenia.

Bardzo waznym wydarzeniem w rozwoju geometrii, jak i catej matematyki byto po-
wstanie dzieta ,Elementy” (ok. 300 r. przed Chrystusem). Jego autorem jest grecki
matematyk Euklides. , Elementy” sktadajg sie z 13 ksigg, w ktérych zawarto catg
Owczesng wiedze matematyczng. Sg tam podane m. in.: wiasnosci figur ptaskich,
twierdzenie Pitagorasa, twierdzenie Talesa, twierdzenie mowigce, ze liczb pierw-
szych jest nieskoriczenie wiele. Ostatnie trzy ksiegi dotycza geometrii przestrzennej.
»Elementy” sg pierwszym aksjomatycznym wyktadem matematyki.

Euklides podat pie¢ aksjomatéw dotyczacych geometrii ptaskiej:

. Zdowolnego punktu mozna poprowadzié prostg do dowolnego innego punktu.

Il. Ograniczong prostg mozna dowolnie przedtuzac.

lll. Z kazdego punktu mozna zakresli¢ okrgg o dowolnym promieniu.

IV. Wszystkie katy proste sg rowne.

V. Jezeli dwie proste na ptaszczyinie tworzg z przecinajyca je prosta katy jed-
nostronne wewnetrzne o sumie mniejszej od dwéch katéw prostych, to te
proste, po dostatecznym przedtuzeniu, przetna sie i to z tej wiasnie strony,
z ktérej tworzg te katy.

Pierwsze cztery aksjomaty sg krotkie i intuicyjnie oczywiste. Natomiast V aksjomat
jest dtuzszy i bardziej skomplikowany. Euklides powotat sie na ten aksjomat dopiero
w dowodzie 29. twierdzenia. To nasuneto pomyst komentatorom ,Elementow”, ze
jest on twierdzeniem wynikajgcym z czterech pierwszych aksjomatéw. Ale liczne
préby udowodnienia V aksjomatu zawsze konczyty sie niepowodzeniem. Dopiero
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w XIX w. udowodniono, ze V aksjomatu nie mozna wyprowadzi¢ z pozostatych czte-
rech. Wspodtczesne sformutowanie V aksjomatu Euklidesa podajemy na str. 273.

W tym rozdziale powtdrzymy i usystematyzujemy Twoje wiadomosci dotyczgce
podstaw geometrii pfaskiej i tréjkatéw.

Dowolny zbiér punktéw ptaszczyzny jest figurg geometryczng ptaska. Najprostszg fi-
gurg jest punkt. Punkty oznaczamy duzymi literami: A, B, C itd. Przez dwa dowolne
rézne punkty mozemy poprowadzi¢ tylko jedng prostg. Do prostej nalezy nieskoncze-
nie wiele punktéw. Proste oznaczamy matymi literami: k, /, m itd. Prostg przechodzaca
przez dwa punkty A i B bedziemy nazywac prostg AB i oznaczac pr. AB.

k

5

A

Jesli trzy punkty nalezg do jednej prostej, to zawsze jeden z nich lezy na prostej po-
miedzy dwoma pozostatymi.

O trzech (lub wiecej) punktach lezgcych na jednej prostej powiemy, ze sg wspot-
liniowe (rys. a). Jesli przez trzy punkty nie mozna poprowadzic¢ jednej prostej, to
powiemy, ze te punkty nie sg wspétliniowe (rys. b).

a) b)

\Z\E\,\

B A

L]
e

e

Definicja 1.
Odcinkiem o koricach A, B nazywamy figure utworzong z punktéw A i B oraz ze
wszystkich punktéw prostej AB, lezgcych miedzy A i B.

A B

Dtugo$¢ odcinka AB oznaczamy |AB].

Przyktad 1.

Punkt Cnalezy do odcinka DE. Srodkiem odcinka DC jest punkt A, natomiast $rodkiem
odcinka CE jest punkt B. Obliczymy dtugos¢ odcinka DE, wiedzac, ze |AB| =17 cm.

D C E

Z warunkéw zadania wynika, ze
|DC\ =2|AC\ oraz
|CE| = 2|cB] i |AB| = 17 (cm)
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Poniewaz |DE| = |DC| + |CE|, wiec
|DE| = 2|Ac]| + 2|cB| = 2(|Ac| + |cB]) = 2/AB| = 34 (cm)
s

Odcinek DE ma dtugos¢ 34 cm.

Figure nazywamy figurg wypukta wtedy, gdy dla dowolnych punktéw A, B, na-
lezacych do tej figury, odcinek AB zawiera sie w tej figurze. Figure, ktéra nie jest
wypukta, nazywamy figurg wklesta albo niewypukta.

Przyktad 2.
a) A Cc

s

Figura na rysunku a) jest wklesta, poniewaz istniejg takie dwa punkty (np. Ci D),
nalezgce do tej figury, dla ktérych odcinek o koicach w tych punktach nie zawiera
sie w tej figurze.

Figura na rysunku b) jest wypukfa. Kazdy odcinek wyznaczony przez dwa dowolne
punkty nalezgce do tej figury zawiera sie w tej figurze.

Inne przyktady figur wklestych przedstawia rys. c), a figur wypuktych —rys. d).

C)@Q d)/ Q

Twierdzenie 1.
Czesc¢ wspodlna dwadch figur wypuktych jest figurg wypukta.

Zatozenie: F, G —figury wypukte

A, B—dowolne punkty nalezagce do FN G ﬂ
Teza: F m G —figura wypukta
Dowdd: Z definicji iloczynu zbioréw wynika, ze jesli punkty A, B nalezg do F N G, to
punkty A, B nalezg do figury Fi punkty A, B nalezg do figury G. Z zatozenia, ze figura
F jest wypukta, wynika, ze odcinek AB zawiera sie w F. Stwierdzamy, ze odcinek AB

zawiera sie w G. Zatem odcinek AB zawiera sie w F N G, co —wobec tego, ze A, B byty
dowolnymi punktami — dowodzi, ze F N G jest figurg wypukia.
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Mozna tez udowodnic twierdzenie ogdlniejsze.

Twierdzenie 2.
Czes¢ wspdlna skonczonej liczby figur wypuktych jest figurg wypukta.

Kolejng figura, ktérg przypomnimy, jest poétprosta.

Rozwazmy prostg k, do ktorej nalezy punkt A. Pétprostg nazywamy figure geome-
tryczng sktadajgca sie z punktow prostej k lezgcych po jednej stronie punktu A,
wraz z tym punktem. Punkt A jest nazywany poczgtkiem poétprostej.

Pétprostg o poczatku w punkcie A przechodzacg przez punkt B oznaczamy symbo-
lem AB™.

k
\A\ /%

A

O dwdch poétprostych o wspdlnym poczatku, dajagcych w sumie prostg, mowimy,
ze sie dopetniaja.

Wiedzac, czym jest poétprosta, mozemy zdefiniowad kat.

Definicja 2.
Kat jest to suma dwdch pétprostych o wspdlnym poczatku i jednej z dwéch figur
(zwanej wnetrzem kata), wycietych z ptaszczyzny przez sume tych pétprostych.
Pétproste OA™ i OB~ to ramiona kata, punkt O to wierzchotek kata (zobacz ry-
sunek ponizej).

Kat oznaczamy w ten sposdb: <tAOB. Pierwsza litera oznacza punkt na jednym ra-

mieniu kata, srodkowa litera — wierzchotek kata, a trzecia litera — punkt na drugim

ramieniu kata. Katy oznaczac tez bedziemy za pomoca liter greckich: <ta, <3, <y, ...
Kat, ktdrego ramiona tworzg prostg, nazywamy katem potpetnym.

N

0]
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Jesli ramiona kata sie pokrywajg, to otrzymujemy kat petny lub kat zerowy.

Kat petny to ptaszczyzna z wyrdzniong potprosta (rys. a), a kat zerowy to wyroz-
niona potprosta na ptaszczyznie (rys. b).

a) b)

@ A B o} A B

Aby tatwo poréownywacé katy, wprowadza sie ich miare nazywang tez rozwartoscia.

Powszechnie uzywa sie miary stopniowej. Kat o mierze 1° stanowi 360 kata petnego.

10

0]

Jeden stopien dzieli sie na 60 minut (1° = 60’), a jedna minuta — na 60 sekund
(1'=60").

Kat petny ma miare 360°, a miara kata poétpetnego jest rowna 180°. Kat, ktérego
miara jest réwna 90°, nazywamy katem prostym. Na rysunku kat prosty oznacza-
my symbolem By

Przyktad 3.

Miare 0,73° zapiszemy za pomocg minut i sekund. Aby to zrobi¢, przedstawi-
my utamek 0,73 jako sume dwdch utamkéw zwyktych, ktédrych mianowniki sg

odpowiednio réwne 60 i 3600 ( = 602). Wynika to stad, ze minuta to % stopnia,

a sekunda to stopnia.

73 (70+3)-6 42 18 42 186 42 108
0,73=——=2——~ =—4 =4 _— =4 =
100  100-6 60 600 60 600-6 60 60

_42 60+48 43 48

60 602 60 602
Zatem 0,73° =43'48"",

Oprdécz miary stopniowej sg uzywane réwniez inne miary katow, na przyktad miara,
w ktérej jednostka jest 1 gradus (18) rowny Hlo kata petnego. Tej miary uzywa sie
gtéwnie we Francji. Natomiast w nawigacji morskiej katem jednostkowym jest

1 rumb, réwny % kata petnego.
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Miare kata AOB bedziemy oznaczaé |<IAOB| lub pojedyncza literg grecka: @, 3,7, ...

O katach, ktére majg te same miary, bedziemy mowic krécej: ,,s3 to katy réwne”.
Jesli kat @ ma miare wieksza niz kat 8, to powiemy krdcej: ,kat a jest wiekszy od
kata B”. Zamiast mowic: ,,suma miar katéw jest réwna”, bedziemy moéwic krdcej:
»suma katow jest rowna”.

podziat katow przyktad

Kat wypukte — ich miary s3 | katy ostre (majg mniej niz 90°)

katy rozwarte (majg wiecej niz
90° i nie wiecej niz 180°)

Katy wkleste — miary ich sg wieksze od 180° i mniejsze od 360°.

nie wieksze od 180°. A
katy proste (majg 90°)

Dwa katy sg przylegte, jesli majg jedno ramie wspdlne, a dwa pozostate ramiona

tworza prosta.

Suma katoéw przylegtych tworzy kat potpetny, zatem suma ich miar jest rowna
180°.

Przyktad 4.

Punkty A, B, C sg wspétliniowe. Korzystajgc do-
datkowo z informacji na rysunku obok, obliczy-
my .

Zauwazmy, ze katy ABD i DBC sg katami przylegtymi i |<ZDBC| =q, wiec
|<<TABD| + & = 180° oraz |<TABD| = 29° + 33° + 90°, czyli |<<ABD| = 152°. Zatem
a+152°=180°

Stad juz tatwo obliczy¢, ze a = 28°.




272 7. Geometria ptaska — pojecia wstepne. Tréojkgty

Dwa katy mniejsze od kata pdétpetnego nazywamy katami wierzchotkowymi wte-
dy, gdy ramiona jednego kata sg przedtuzeniem ramion drugiego kata.

e

Katy wierzchotkowe sg rowne.
Na koniec tego tematu powiemy, jakie figury nazwiemy ograniczonymi.

Figura ptaska F jest ograniczona wtedy, gdy istnieje takie koto, ktére zawiera figure F.
Figurami ograniczonymi sg np.: punkt, odcinek, koto, tréjkat, siedmiokat.

Figure, ktdra nie jest ograniczona, nazwiemy figurag nieograniczong. Takimi figurami
sg np.: prosta, potprosta, ptaszczyzna, kat, parabola.

SprawdZ, czy rozumiesz
1. Na ptaszczyznie danych jest: a) 3, b) 4, c) 7, d) n punktéw, z ktérych dowol-
ne trzy nie sy wspotliniowe. lle pétprostych wyznaczajg te punkty?

2. Punkty C, D dzielg kolejno odcinek AB o dtugosci 27 cm na trzy odcinki, kté-
rych stosunek dtugosci jest rowny 5 : 3 : 1. Jaka jest dtugos¢ kazdego z tych
odcinkow?

3. Punkty A, B, Csg wspotliniowe oraz |AB| =6cmi |AC| =8 cm. Narysuj, jak sg po-
tozone wzgledem siebie punkty A, B, C, i oblicz |BC|. Rozwaz rézne przypadki.

4. Czy suma albo réznica dwdch figur wypuktych jest zawsze figurg wypukta?
Jesli nie, narysuj odpowiednie przyktady.

5. Zapisz miare & za pomocg minut i sekund, jesli: a) ¢ =0,52° b)a =0,84°

6. Wyznacz miary katéw przylegtych, jesli:

a) jeden z katéw ma miare o 42° wiekszg od drugiego;
b) stosunek ich miar jest réwny 3 : 2.
7. Oblicz miare kata a na rysunku ponizej:

a) b) c)

8. Podaj przyktad dwdch figur nieograniczonych F i G, ktérych czes¢ wspdlna
jest:
a) figurg ograniczong; b) figurg nieograniczona.
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Wzajemne potozenie prostych na ptaszczyznie,
odlegtosé punktu od prostej, odlegtosé miedzy
prostymi réwnolegtymi, symetralna odcinka,
dwusieczna kqgta

Na ptaszczyznie dwie proste mogg by¢ albo réwnolegte albo nieréwnolegte (przeci-
najace sie).

Proste k i | nazywamy prostymi rownolegltymi, jesli nie majg punktéw wspdlnych
lub sie pokrywaja.

a) k b)

// k=1
/

Réwnolegtosc prostych k oraz | zapisujemy tak: k || I (i czytamy: prosta k jest réwno-
legta do proste;j /).

V Aksjomat Euklidesa
Przez punkt nielezacy na prostej mozna poprowadzic¢ tylko jedng prostg rownole-
gta do danej prostej.

Dwa odcinki sg rownolegte wtedy, gdy proste zawierajgce te odcinki sg rownolegte.

\

c
5 AB || CD

Kierunkiem prostej / nazywamy zbiér wszystkich prostych lezgcych na ptaszczyznie,
réwnolegtych do prostej /.

/

Dwie proste nazwiemy prostymi przecinajacymi sie wtedy, gdy maja tylko jeden
punkt wspadlny.
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Katem miedzy przecinajacymi sie prostymi nazywamy kat nie wiekszy od kata proste-
g0, wyznaczony przez te proste. Na rysunku powyzej takim katem jest kat o mierze c.

Dwie proste przecinajace sie pod katem prostym nazywamy prostymi prostopad-
tymi.

/

Zapis: k 1| czytamy: prosta k jest prostopadta do prostej /.

Odcinek jest prostopadty do prostej wtedy, gdy zawiera sie w prostej prostopadtej
do danej prostej

Dwa odcinki sg prostopadte wtedy, gdy proste wyznaczone tymi odcinkami sg pro-
stopadte.

Odlegtoscia punktu A od prostej k (A ¢ k) nazywamy dtugos¢ odcinka prostopad-
tego do prostej k, ktdrego jednym koricem jest punkt A, drugim punkt B nalezacy
do prostej k. Jesli A € k, to odlegtoscig punktu A od prostej k jest liczba zero.

A
KI k
B
Odlegtos¢ punktu A od prostej k oznaczamy d(A, k)

Odlegtoscig roznych prostych rownolegtych nazywamy dtugosc odcinka prosto-
padfego do tych prostych, o koricach nalezgcych do tych prostych. Odlegtosc ta nie
zalezy od wyboru tego odcinka.

Odlegtosc¢ prostych réwnolegtych k, I oznaczamy d(k, /)
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Przyktad 1.

Odlegtos¢ punktu A od prostej k jest rowna 6 cm, a od prostej /, réwnolegtej do k,
4 cm. Jaka jest odlegtos¢ miedzy prostymi ki [?

Zauwaz, ze istniejg dwa rozwigzania spetniajgce warunki zadania.
Przypadek | Przypadek Il

/
k k

W pierwszym przypadku szukana odlegtosc jest réwna 10 cm (6 cm+4 cm), awdru-
gim przypadku —2 cm (6 cm-—4 cm).

Podamy teraz okreslenie i wtasnosé symetralnej odcinka oraz dwusiecznej kata.

Definicja 1.
Symetralng odcinka nazywamy prostg prostopadta
do odcinka, dzielgcg go na dwie réwne czesci.

Twierdzenie 1.
Symetralna odcinka jest zbiorem punktéw ptaszczyzny, rownoodlegtych od kon-
cow tego odcinka.

P Twierdzenie 1. informuje, ze punkt P nalezy do syme-
A tralnej odcinka AB wtedy i tylko wtedy, gdy
|PA| = | P8

B

Opiszemy konstrukcje symetralnej odcinka. Zatézmy, ze mamy dany odcinek AB
o dtugosci a.

K 1. Kreslimy dwa okregi: jeden o $rodku w punkcie A i pro-

1
mieniu r, gdzie r > Ea, drugi o srodku w punkcie B

i promieniu r, ktére przecinajg sie w punktach Ki L.
2. Kreslimy prostg KL, ktéra jest symetralng odcinka AB.
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Przyktad 2.

Dwie miejscowosci Nowinki i Gacki lezg po réznych stronach rzeki. Rysunek schema-
tyczny ponizej przedstawia te sytuacje; punkt N oznacza Nowinki, punkt G — Gacki.

G,

rzeka

W ktédrym miejscu nalezy wybudowaé most na tej rzece, aby znajdowat on sie
w takiej samej odlegtosci od obu miejscowosci?

Prowadzimy symetralng odcinka NG. Przeciecie symetralnej z linig symbolizujgca
rzeke wyznacza miejsce budowy mostu.

G

IMN| = |MG|
M M — miejsce budowy mostu

rzeka

Otrzymalismy jedno rozwigzanie zadania. Przy jakim potozeniu miejscowosci otrzy-
maliby$my nieskoriczenie wiele rozwigzan, a przy jakim potozeniu nie otrzymaliby-
Smy zadnego rozwigzania?

Definicja 2.
Dwusieczng kata nazywamy potprostg o poczatku
w wierzchotku kata, dzielgca kat na dwa katy rowne.

Twierdzenie 2.

Dwusieczna kata wypuktego jest zbiorem punktow kata réwnoodlegtych od ra-
mion tego kata.

Twierdzenie 2. informuje, ze punkt P nalezgcy
do kata AOB, jest punktem dwusiecznej tego

%
o\\ép\ kata, wtedy i tylko wtedy, gdy odlegtosci punktu

P od ramion kata AOB s3a réwne.
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Opiszemy teraz, jak kresli sie dwusieczng kata za pomoca cyrkla i linijki. Zatézmy,
ze mamy dany kat AOB o mierze o, @ € (0°, 1800).

A 1. Kresdlimy okrag o srodku w punkcie O i dowolnym

promieniu r. Okrgg ten przecina ramiona kata

P w punktach Pi Q.
2. Kreslimy okregi o promieniach ri srodkach odpo-
wiednio w punktach Pi Q. Okregi te przecinajg sie

Q| w punktach Oi S.
3. Kreslimy potprostg OS>, ktéra jest dwusieczng
kata AOB.

SprawdZ, czy rozumiesz

1.

O trzech réznych prostych k, I, m lezacych na ptaszczyznie wiadomo, ze k L |
i | L m.Jak sg potozone wzgledem siebie proste ki m? Wykonaj odpowiedni
rysunek.

Proste k, |, m sg rownolegte. Odlegtos¢ miedzy prostymi ki / jest rowna 3 cm,
a miedzy prostymi /i m wynosi 1 cm. Jaka jest odlegtos¢ miedzy prostymi k
i m? Rozwaz dwa przypadki. Wykonaj odpowiednie rysunki.

Czy punkty D, E, F nalezg do symetralnej odcinka AB? Potrzebne informacje
odczytaj z rysunku a).

a) b)

A

11 /’/ \\::5\\\\

3 625
D« eE e
\\\\\ \/§////:/ T
LB | ST

5

Czy punkty D, E, F nalezg do dwusiecznej kata ABC? Potrzebne informacje
odczytaj z rysunku b).

Za pomocag cyrkla i linijki skonstruuj:

a) srodek danego odcinka;

b) prosta prostopadta do danej prostej k i przechodzaca przez dany punkt P.
Za pomocg cyrkla i linijki skonstruuj kat, ktorego miara jest réwna:

a) 45° b) 22,5° c) 30° d) 15°

Narysuj kat ostry o wierzchotku O. Poprowadz prostg przecinajgcg ramiona
kata w punktach A i B tak, by katy przeciecia tej prostej z ramionami kata mia-
ty rézne miary. Za pomocg cyrkla i linijki skonstruuj we wnetrzu kata punkt,
ktory jest rownoodlegty od ramion kata AOB i jednoczesnie réwnoodlegty od
punktéw A i B. lle jest takich punktow?

Wykaz, ze dwusieczne katéw przylegtych tworzg kat prosty.
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Dwie proste przeciete trzecig prostg.
Suma kqgtéw w trijkgcie

Jesli dwie proste przetniemy trzecig prostg (w taki sposdb, ze trzy proste nie prze-
cinajg sie w jednym punkcie), to otrzymamy grupy katow, ktére w odpowiednich
parach majg nazwy: katy odpowiadajace, katy naprzemianlegte wewnetrzne, katy

naprzemianlegte zewnetrzne.

oy

oa

o, a,

Bi. B,

V1. 72
0,, 0,

katy odpowiadajgce

a,, .

2 7/1} katy naprzemianlegte wewnetrzne
6,, By
Qy, 7

} katy naprzemianlegte zewnetrzne
61, B,

W kolejnych twierdzeniach pokazemy zaleznosci miedzy wymienionymi katami
a réwnolegtoscig prostych, jak réwniez wnioski wynikajgce z tych zaleznosci.

Twierdzenie 1.

ne, to sg rownolegte.

Jezeli dwie proste tworzg z trzecig prosta katy naprzemianlegte wewnetrzne row-

Przyktad 1.

W czworokacie ABCD punkt E nalezy do boku DC oraz |<AEC| = |<AED| + 80°.
Wykazemy, ze jesli |<IBAE| =50°, to czworokat ABCD jest trapezem.

Zatozenie: ABCD — czworokat

|<BAE| = 50°
|<AED| =,

Teza:

<AEC| = + 80°

czworokat ABCD jest trapezem
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Dowdd:
Katy AED i AEC sg przylegte. Obliczamy miare «:

a+ (o +80°) = 180°

2a =100°

a =50°

Z zatozenia |[<{BAE| = 50°, wigc |<TAED| = |<<BAE|. Katy AED i BAE sa naprzemianlegte
wewnetrzne i majg réwne miary. Z twierdzenia 1. wynika, ze proste AB i DC sg row-
nolegte. To znaczy, ze czworokagt ABCD jest trapezem.

Twierdzenie 2.
Jezeli dwie proste réwnolegte sg przeciete trzecig prostg, to katy naprzemianle-
gte wewnetrzne sg réwne.

Zatozenie: proste k, [ sg potozone jak na rysunku
obok oraz
ki1 K A
knm={A}, Inm={B}
<a, <f — katy naprzemianlegte _
wewnetrzne [ /ﬂ

Teza: a=p

Dowdd (nie wprost): Zatézmy przeciwnie, ze katy « i B s rézne. Odktadajgc od pot-
prostej AB~ kat , taki, ze a; =3, otrzymalibysmy prosta n, ktéra — na mocy twier-
dzenia 1. —jest réwnolegta do prostej / (zobacz rysunek powyzej). Zatem przez punkt
A przechodzityby dwie proste (k oraz n) réwnolegte do prostej /, co jest sprzeczne
z V aksjomatem Euklidesa. Tak wiec katy naprzemianlegte wewnetrzne sg réwne.

Przyktad 2.

Proste ki | sg réwnolegte. Prosta m prze-
cina prosta k pod katem «. Prosta / tworzy
z prosta m katy iy, jak na rysunku obok.
Wyznaczymy kat , wiedzac, ze y = 3.
Z tresci zadania wynika, ze

y=3p oraz

¥+ B =180° bokatyy if sa katami przylegtymi
Otrzymujemy 38 + 3 = 180°, skad 3 = 45°.
Poniewaz proste k i | s3 rownolegte, to z twierdzenia o dwdch prostych réwnole-
gtych przecietych trzecig prostg wynika, ze katy naprzemianlegte « i 8 sg réwne.
Zatem o = 45°.
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Zauwaz, ze katy naprzemianlegte wewnetrzne sg réwne tylko wtedy, gdy:

a) réwne s3 katy odpowiadajace,

b) réwne s3g katy naprzemianlegte zewnetrzne.

Jesdli w twierdzeniu 1. i 2. zamiast zwrotu ,katy naprzemianlegte wewnetrzne sg
réowne” wstawimy zwrot a) lub b), to wéwczas otrzymamy twierdzenia prawdziwe.

UWAGA: Twierdzenie 2. nazywamy ,twierdzeniem o dwdch prostych rownolegtych
przecietych trzecig prostg”, a twierdzenie 1. — ,twierdzeniem odwrotnym do twier-
dzenia o dwdch prostych réwnolegtych przecietych trzecig prosta”.

Twierdzenie 3.
Suma katéw wewnetrznych w dowolnym trdéjkacie jest réwna 180°.

Zatozenie:  ABC—dowolny tréjkat Cc
‘<IA| =q, <IB‘ =ﬂ, <IC| =y a1y B
Teza: a+p+y=180°
e P p

Dowdd: Przez wierzchotek C tréjkata ABC prowadzimy prostg réwnolegta do boku
AB. Wéwczas z twierdzenia 2. wynika, ze:

a,=a <a,,<a — katy naprzemianlegte wewnetrzne
ﬂl =ﬂ <f,,<f — katy naprzemianlegte wewnetrzne

Suma katéw o miarach «,, y, 8, tworzy kat potpetny, wiec
a,+y+p,=a+p+y=180° co konczy dowdd.

SprawdZ, czy rozumiesz

1. Wyznacz miare a kata zaznaczonego na rysunku, wiedzac, ze proste ki / sg
réwnolegte.
a)
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2. Czy dany na rysunku czworokat ABCD jest réwnolegtobokiem? Odpowiedz
uzasadnij, powotujac sie na odpowiednie twierdzenie.
a)

3. Wyznacz miary katdw wewnetrznych tréjkata, korzystajac z danych na rysun-

ku ponizej.
a) b)

é a+15°3a a
a+6° 2a A b

4. Korzystajac z twierdzenia o dwéch prostych réwnolegtych przecietych trzecig
prostg, wykaz, ze:
a) suma miar dwéch katow réwnolegtoboku lezgcych przy jednym boku jest
rowna 180°;
b) suma miar dwdch katéw trapezu lezgcych przy jednym ramieniu jest row-
na 180°.

~

5. Udowodnij, ze jesli k | [, zobacz rysunek obok, k

to dwusieczne katéw « i B s prostopadte. Q>?\
B [

6. Dany jest trojkat rownoramienny ABC, w ktérym D
|AB| = |AC]. Przez punkt A poprowadzono prosta £
DE (zobacz rysunek obok). Wykaz, ze jesli
|<tDAB| = |<(CAE|, to BC | DE.

@

7. Dany jest kat wypukty AOB i punkt P lezacy na dwusiecznej tego kata. Wykaz,
ze jesli |PB| = |BO , to prosta PB jest rownolegta do prostej AO.

8. W czworokgacie ABCD dtugosci bokéw AD i DC sg réwne. Wykaz, ze jesli prze-
katna AC zawiera sie w dwusiecznej kata przy wierzchotku A lub przy wierz-
chotku C, to czworokagt ABCD jest trapezem.
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Wielokgt. Wielokat foremny. Suma kgtow
w wielokgcie

W definicji wielokata postuzymy sie pojeciem tamane;j.

Definicja 1.

tamana jest to figura geometryczna, ktérg mozna przedstawic jako sume skon-

czonej liczby odcinkdw tak, aby:

— dowolne dwa odcinki miaty co najwyzej jeden punkt wspdlny,

— odcinki mozna byto tak uporzadkowaé, zeby koniec kazdego odcinka (oprécz
ewentualnie ostatniego) byt poczatkiem nastepnego.

Odcinki tworzgce famang nazywamy bokami tamanej, a korice bokéw — wierz-

chotkami tamane;j.

Modwiac potocznie: tamana to taka figura zbudowana z odcinkéw, ktéra mozna
»przejs¢” od pierwszego odcinka do ostatniego, , przechodzac” przez kazdy odcinek
tylko jeden raz.

Przyktad 1.
Nastepujgce figury sg tamanymi:

Liczby przy odcinkach wskazujg przyktadowe uporzadkowanie, o ktéorym mowi drugi
warunek definicji 1.

Z definicji tamanej wynika, ze nie wszystkie figury zbudowane ze skonczonej liczby
odcinkéw sg famanymi. Podaj przyktad trzech figur zbudowanych z odcinkéw, ktére
nie sg tamanymi.

Definicja 2.

tamana zwyczajna jest to famana, ktérej odcinki spetniajg nastepujgce warunki:
— dwa odcinki majgce wspdlny koniec nie zawierajg sie w jednej prostej,

— dwa odcinki niemajace wspdlnego korica nie majg punktéw wspdlnych,

— kazdy z punktéw tamanej moze by¢ koricem co najwyzej dwdch jej bokow.
tamana zwyczajna jest zamknieta, jesli poczatek pierwszego i koniec ostatniego
odcinka sie pokrywaja.
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tamane zwyczajne sg przedstawione w przykfadzie 1. na rysunkach b) i c). tamana
na rysunku c) jest zamknieta.

Definicja 3.
Wielokatem nazywamy figure ograniczong, wycietg z ptaszczyzny przez tamana

zwyczajng zamknietg, wraz z tg tamana.

Przyktadami wielokatéw sa: trojkaty, czworokaty, pieciokaty, szesciokaty. Rysunek a)
ponizej przedstawia pieciokat wypukty, rysunek b) — pieciokat wklesty.
a) D b) C

E

A B A B

Na obu rysunkach: odcinki AB, BC, CD, DE, EA to boki pieciokata, a punkty A, B, C, D,
E to wierzchotki pieciokata.

Wielokat majacy n bokéw nazywamy n-bokiem lub n-katem.

Definicja 4-.
Przekatng wielokata nazywamy odcinek tgczacy dwa wierzchotki i niebedacy
bokiem.

Twierdzenie 1.

. . . n(n-3)
Liczba przekatnych w n-kacie (n eN,n> 3) wyraza sie wzorem ——=.,

Zatozenie: n—liczba bokdw wielokata A
A A,, ..., A, — wierzchotki wielokata <

Teza:

n(n-3)
2

— liczba przekatnych n-kata

A
A; 3

Dowdd:

Z wierzchotka A; mozemy poprowadzi¢ (n — 3) przekatne (wszystkich wierzchot-
kéw jest n, ale nie mozemy poprowadzié przekatnych do wierzchotkéw A,, A,, A,).
Dalej postepujemy podobnie, tzn. z kazdego nastepnego wierzchotka prowadzimy
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(n - 3) przekatne, zaznaczajac je innym kolorem. Kazda przekatna zostata zaznaczo-
na dwoma kolorami, wiec w iloczynie n(n - 3) byta liczona dwukrotnie. Wszystkich
) n(n-3)

przekatnych jest zatem ——,
2 co konczy dowadd.

Przyktad 2.

Liczba przekatnych pewnego wielokata jest 5 razy wieksza od liczby bokdéw. Jaki to
wielokat?

Niech n oznacza liczbe bokéw wielokata, n > 3; wtedy — na mocy twierdzenia 1.

n(n—3)

— liczba przekatnych w tym wielokgcie jest rowna . Z warunkéw zadania

otrzymujemy réwnanie:

-3
n(n—) =5n skad
n(n—3)=10n czyli
(n-13)n=0

n=13 lub n=0 (zauwazmy, ze 0 < 3, zatem 0 nie spetnia warunku zadania)
Szukany wielokat to trzynastokat.

Kat wewnetrzny wielokata wypuktego jest to kat, ktéry zawiera dany wielokat
i w ktérego ramionach sg zawarte dwa sasiednie boki wielokata, a wierzchotkiem
jest punkt wspadlny tych bokow.

Katy wewnetrzne wielokata bedziemy czasem oznacza¢ pojedynczg literg, np. <A
zamiast <{FAB, ale tylko w takich sytuacjach, gdy nie bedzie to prowadzi¢ do niepo-
rozumien.

Kat zewnetrzny wielokata wypuktego jest to kat przylegty do kata wewnetrznego.

D

Na rysunku kolorem zielonym zostaty zaznaczone katy wewnetrzne, a kolorem czer-
wonym — katy zewnetrzne wielokata. Kazdy kat wewnetrzny wielokata wypuktego
jest katem wypuktym.
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Mozna stwierdzi¢ — korzystajac z twierdzenia 4. z poprzedniego tematu — ze w do-
wolnym tréjkacie kat zewnetrzny jest réwny sumie kagtéw wewnetrznych do niego
nieprzylegtych.

C
a+p+y=180°
a+a' =180°
a'=p+y
ala B
A B

Definicja 5.
Wielokatem foremnym nazywamy taki wielokat, ktorego wszystkie boki majg
takg samg dtugosc i wszystkie katy sg réwne.

Wielokatem foremnym jest np. tréjkat rownoboczny, kwadrat, pieciokat foremny.

Przyktad 3.

Romb i prostokat niebedacy kwadratem sg przyktadami wielokgtow, ktére nie sg
foremne.
a) Na rysunku ponizej romb ma | b) Na rysunku ponizej prostokat ma

wszystkie boki tej samej dtugosci, wszystkie katy rowne 90°, ale sgsied-
ale sasiednie katy rombu nie sg nie boki prostokata sg réznej dtugosci.
réwne.

L

Wiedzac, ze suma katéw trdjkata jest rowna 180°, mozemy wyprowadzi¢ wzor na
sume katdéw wewnetrznych dowolnego wielokata wypuktego.

Twierdzenie 2.
Suma katéw wewnetrznych wielokata wypuktego jest rGwna 180°- (n — 2), gdzie
n oznacza liczbe bokéw wielokata (n € N, n > 2).

Zatozenie: n - liczba bokéw wielokata AA,...A,
|<zA1| =y, <1A2| =y, oy <IA,,| =a,

Teza: A+ ay+ .. +a,=180° - (n-2)




286 7. Geometria ptaska — pojecia wstepne. Trojkqgty

Dowdd: Z dowolnego wierzchotka wielokata (np. A;) mozemy poprowadzi¢ (n - 3)
przekatne, ktére dzielg ten wielokat na (n - 2) tréjkaty (dlaczego?). Suma katéw
w tych tréjkatach jest rowna sumie katéw wielokgta. W kazdym tréjkacie suma ka-
téw jest rdwna 180°, wiec
a,+a,+..+a,=180"-(n-2)
co konczy dowadd.

Wyznaczymy teraz sume katéw zewnetrznych n-kata wypuktego.
Niech <, <a,, ..., <a, oznaczajg katy wewnetrzne danego wielokata.

&
§ %
A (/

2

Do kazdego kata wewnetrznego przylegajg dwa katy zewnetrzne. Suma katéw ze-

wnetrznych przylegajgcych do <ta; wynosi 2a',, czyli
2-(180°-a,)

Sumujemy wszystkie katy zewnetrzne. Otrzymujemy:
2-(180°-a,)+2-(180°—aty) +...+2-(180°—-«,) =
=2-180°-n-2-(a,+a,+..+a,) =
=2-180°-n-2-180°-(n-2) =
=2-180°-n-2-180°-n+4-180°=720°

W obliczeniach wykorzystali§my twierdzenie 2. Otrzymalismy ciekawy wynik: suma
katéw zewnetrznych dowolnego wielokata jest stata, czyli nie zalezy od liczby bo-
kéw. Tym samym udowodnilismy nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 3.
W dowolnym wielokgcie wypuktym suma wszystkich katow zewnetrznych jest
stata i wynosi 720°.

SprawdZ, czy rozumiesz

1. Czyrysunek ponizej przedstawia tamang? Odpowiedz uzasadnij.
a) b) c) d)
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(o]

10.

11.

12.

13.

14.

Oblicz liczbe przekatnych:
a) siedmiokata b) dwunastokata.

Ktory wielokat ma tyle samo bokdw co przekatnych?

Wyznacz wielokat, ktdrego liczba przekatnych jest:

a) 6 razy b) 8 razy wieksza od liczby bokdw.
Wyznacz sume miar katéw wewnetrznych:

a) dziewieciokata b) dwudziestokata.

Oblicz liczbe przekatnych wielokata, ktédrego suma miar kagtéw wewnetrznych
jest réwna:

a) 1440° b) 2700°.

Ile stopni ma kat wewnetrzny:

a) pieciokata foremnego b) dziesieciokata foremnego?
Skonstruuj w zeszycie za pomocg cyrkla i linijki dowolny:

a) tréjkat rownoboczny b) kwadrat

c) szesciokat foremny d) oSmiokat foremny.

Podaj miare kata wewnetrznego narysowanego wielokata foremnego.

. Czy istnieje wielokat, ktérego kazdy kat ma miare:

a) 140° b) 100° c) 150°?
Odpowiedz uzasadnij.

Oto schematyczny plan alejek
w parku. Ktére alejki sg rownolegte? 80
Odpowiedz uzasadnij, powotujgc sie

na odpowiednie twierdzenie. ﬁ ﬂ W

f
g Jio° 100°
I / /
Wykaz, ze liczba wszystkich odcinkdw faczacych n punktédw na ptaszczyznie,

n(n-1
n > 3, z ktérych zadne trzy punkty nie sg wspétliniowe, jest réwna %

e a/ b| ¢/ d/

Na przyjeciu spotkato sie 12 oséb. lle nastgpito powitan, jesli kazda osoba

przywitata sie z kazdg inng osobg?

W turnieju siatkdwki spotkato sie 8 druzyn, przy czym kazda druzyna rozegra-

ta z kazdg inng druzyng 2 mecze. lle meczéw rozegrano w turnieju?

Narysuj:

a) szesciokat wypukty, ktérego wszystkie boki majg takg samg dtugos¢, ale
nie jest to szesciokat foremny (mozesz skorzystac z linijki z podziatka);

b) szesciokat wypukty, ktérego wszystkie katy majg takg samg miare, ale nie
jest to szesciokat foremny (mozesz skorzystac z kgtomierza).
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Twierdzenie Talesa

Twierdzenie, ktére omdéwimy w tym temacie, nosi imie filozofa i matematyka gre-
ckiego, Talesa z Miletu, zyjacego na przetomie VIl i VI wieku przed Chrystusem.

Twierdzenie 1. Twierdzenie Talesa

Jezeli ramiona kata AOA, lub ich przedtuzenia przetniemy dwiema prostymi réw-
nolegtymi AA, i BB, to stosunek dtugosci odcinkéw wycietych przez te proste na
ramieniu OA lub na jego przedtuzeniu jest rdwny stosunkowi dtugosci odpowied-
nich odcinkéw na ramieniu OA, lub na jego przedtuzeniu.

Zatozenie: <AOA,, proste AA, i BB, s potozone jak na rysunku oraz pr. AA, H pr. BB,
04 _loal . loa_loa,]

Teza: = =
8| |AB,| o8] o8|

Z twierdzenia Talesa wynika wniosek dotyczacy odcinkdw wyznaczonych na pro-
stych rownolegtych.

Whiosek z twierdzenia Talesa:
Przy zatozeniach twierdzenia Talesa (patrz rys. powyzej) stosunek dtugosci odcin-
kéw utworzonych na obu prostych rownolegtych bedzie rowny stosunkowi dtu-
gosci tych odcinkdw na kazdym z ramion, ktdrych koricem jest wierzchotek kata,
e oA [

B8, [oB| [0

czy

Przyktad 1.

Obliczymy x i y, wykorzystujgc dane z rysunku ponizej oraz wiedzac, ze proste AC
i BD sg réwnolegte.
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Z twierdzenia Talesa otrzymujemy proporcje:

—||ZQ|| = —||Sg|, czyli % = §, skad
X
x=6z
3

Z wniosku z twierdzenia Talesa otrzymujemy

w:@[ Czyli X:i’ skad
|BD| |oB 8 10
1
=3=
V7%

Przyktad 2.

Dany odcinek KL podzielimy konstrukcyjnie na dwa odcinki KM i ML, dla ktérych
[km| 3
ML 2
Aby wyznaczy¢ punkt M wystarczy podzieli¢ odcinek KL na piec¢ réwnych czesci.
a a a a a

Kt ; ; | ; IL
3a M 2a

W tym celu rozwazmy dowolny kgt AOB. Odtézmy na ramieniu tego kata dany odci-
nek KL, tak aby punkt K pokryt sie z punktem O.

Na drugim ramieniu kata odktadamy odci-

nek OB, nastepnie takiej samej dtugosci

odcinek B,B, i tak dalej, az odtozymy pie¢

odcinkéw jednakowej dtugosci. Koniec
A ostatniego odcinka oznaczmy przez B..
O=K AN AN Ay=M 1 Prowadzimy prosty LBs, a nastepnie pro-
ste do niej réwnolegte, przechodzace przez
punkty B,, B,, B, B,.

Te proste przecinaja odcinek KL w punktach A;, A,, A;, A,. Oznaczmy punkt A,
przez M. Wéwczas odcinki KM i ML spetniajg warunki zadania. Poprawnos$¢ kon-
strukcji wynika z twierdzenia Talesa. Zadanie ma zawsze jedno rozwigzanie.

Przyktad 3.

Dane s3 odcinki majgce dtugosé a, b, c. Zbudujemy odcinek majgcy dtugos¢ x, gdzie
_a-b

=

X
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, . a-b . ., 2c a .
RéwNo$¢ x = S mozemy zapisa¢ w postaci " =—. Rozwazmy dowolny kat AOB.
-C X

a B Na ramieniu OB~ odkfadamy kolejno odcinek
oD, OD| = 2¢, a nastepnie odcinek DE, DE| =b.
Teraz na ramieniu OA™ odktadamy odcinek OF,
|OF| =a. Przez punkty D, F prowadzimy prosta.
Nastepnie przez punkt E prowadzimy prostg
rownolegta do prostej DF. Ta prosta przecina
ramie OA~ w punkcie, ktéry oznaczamy G.
Dtugosc odcinka FG jest rowna x. Poprawnosc
konstrukcji wynika z twierdzenia Talesa. Zada-
nie ma zawsze jedno rozwigzanie.

Mozna tez udowodni¢ nastepujgce twierdzenie zwane ,twierdzeniem odwrotnym
do twierdzenia Talesa”.

Twierdzenie 2.

Jesli ramiona kata AOA, lub ich przedtuzenia przetniemy dwiema prostymi AA;
i BB, oraz stosunek dtugosci odcinkéw wycietych przez te proste na ramieniu OA
lub na jego przedtuzeniu bedzie réwny stosunkowi dtugosci odpowiednich odcin-
kéw wycietych na ramieniu OA, lub na jego przedtuzeniu, to proste AA, i BB, s3
réwnolegte.

B, B,

Zatozenie: <AOA,, proste AA, i BB, s3 potozone jak na rysunku powyzej oraz

oA _ Joa| ( MZ@J
|AB| |A,B,] |os| |os,|

Teza: pr. AA, || pr. BB,

Przyktad 4.

Na prostych k, | dane sg dtugosci odcinkéw:
|AP| =3, |PD| =6, |BP| =2, |PC| = 4.
Zauwazamy, ze prawdziwa jest réwnosc
lAP| IBPI 1
lpDl ~IPcCl 2
Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa wynika, ze proste AB i CD sg row-
nolegte
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SprawdZ, czy rozumiesz

1.

Proste AB, CD, EF na rysunku obok sg réwnole-
gte. Utdz piec réznych proporcji, ktérych wyraza-
mi beda dtugosci odcinkdw wyznaczonych przez
te proste.

Na rysunkach ponizej proste ki / s3 rownolegte. Oblicz x.
a) b)

W tréjkacie ABC na boku AC zaznaczono punkt K, za$ na boku BC — punkt L.
Sprawdyz, czy odcinek KL jest réwnolegty do podstawy AB, jesli:

a) |Ak| =14, [kc| =7, |BL| =6, |LC| =3 b) |BL|=7,|LC| =6, |KL| =12,
c) |AB| = 2|KkL|, |BL| = 2|Lc| d) |AB| = 3|KL|, |AK]| = 2|KC].

Dany jest odcinek o dtugosci a oraz odcinek o dtugosci 1, a > 1. Zbuduj odci-
nek majacy dtugosc:

AB| =14

7 ’?

4a-2

3
Dane sg trzy odcinki majgce rézne dtugosci: a, b, c¢. Zbuduj odcinek majacy
dtugosc:

ab g 2bc ch+c*

a
a) — b) — c) — d)
c c a+b 3a

2a a+1 7a
a) — b) —— c) — d
)3 )5 )6 )
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Podziat trojkatéow. Nieréwnosé trijkata.
Odcinek tgczacy srodki bokéw w tréjkgcie

Przypomnijmy okreslenie tréjkata.

Definicja 1.
Trojkat to wielokat majacy trzy boki.

Przypomnijmy, ze jesli wierzchotki trojkata oznaczymy literami A, B, C, to miary ka-
téw i dtugosci bokéw bedziemy zapisywac tak, jak zostato to pokazane na rysunku.
Przy wierzchotku A — kat «, naprzeciwko wierzchotka A — bok o dtugosci a.

Suma dfugosci bokéw trojkata jest obwodem L tego tréjkata, L=a + b + c.

Jak udowodnilismy na str. 280, suma katéw w trdéjkacie jest stata (nie zalezy od ro-
dzaju trojkata). Przypomnijmy to twierdzenie.

Twierdzenie 1.
Suma katéw w dowolnym trdjkacie jest rowna 180°.

Tréjkaty mozemy podzieli¢ ze wzgledu na rodzaje katéw i dtugosci bokdéw. Przypo-
mnijmy te podziaty.

Ze wzgledu na rodzaje katow tréjkaty dzielimy na:

¢ ostrokatne (wszystkie katy sg ostre)

e prostokatne (jeden kat jest prosty, dwa ostre)

e rozwartokatne (jeden kat jest rozwarty, dwa ostre).

Ze wzgledu na dfugosci bokdéw trojkaty dzielimy na:

e rdznoboczne (wszystkie boki majg rozne dtugosci)

e réwnoramienne (co najmniej dwa boki majg te samg dtugosc¢), wsréd ktérych
wyrdzniamy tréjkaty rownoboczne (trzy boki majg te sama dtugosé).
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Zaleznosci miedzy tymi podziatami pokazuje tabela.

ostrokatne prostokatne rozwartokatne

. a<b<c c a<b<c “c a<b<c
réoznoboczne a, B,y € (0%, 90°) < y=90° y > 90°
) ) a=b c a=b c a=b
réwnoramienne a, B,y € (0°,90%) y = 90° y > 90°
ra a = b = C . . . . . . . .
rownoboczne a=f=y=60° nie istnieje nie istnieje

W tréjkacie jeden bok (dowolny) nazywa sie podstawg, a pozostate dwa — ramiona-
mi. W przypadku tréjkata rownoramiennego ramionami nazywa sie boki majgce te
samg dfugosé.

podstawa

przeciwprostokatna

W trdjkacie prostokagtnym boki zawarte w ramionach kata prostego to przyprosto-
katne, bok przeciwlegty do kata prostego to przeciwprostokatna.

Zaleznosci pomiedzy bokami i kgtami w tréjkacie okreslajg nastepujace dwa twier-
dzenia.

Twierdzenie 2.
Jesli dwa boki tréjkata majg rézne dtugosci, to kat lezacy naprzeciw dtuzszego
boku jest wiekszy.

Zatozenie: ABC - dany tréjkat c
|AC| > |BC]|
Teza: B>a
ALE aY:

Dowdd tego twierdzenia pomijamy.
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Twierdzenie 3.
Jezeli dwa katy trdjkata majg rézne miary, to bok lezgcy naprzeciw wiekszego
kata jest dtuzszy.

Zatozenie: ABC - dany tréjkat C

B>a

Teza: lAc| > |BC|

Dowdd twierdzenia pomijamy. A B

Przyktad 1.

W trojkacie ABC mamy dane: |AC| = 11, |BC| =9 i |<(B| = 45°.

a) Czy trojkat ten jest ostrokatny, prostokatny czy rozwartokatny?
b) Czy obwdd tego tréjkata jest mniejszy od 30?

C Ad a) Bok BC jest krétszy od boku AC, zatem, na
<> mocy twierdzenia 2., <[A\ < 45°, czyli
11 9 |<tA| + |<B| < 90°, zatem
<] >90°
N (bo suma katow w tréjkacie jest rowna 180°).
AN s B

Tréjkat ABC jest rozwartokatny.

Ad b) W punkcie a) otrzymalismy, ze |<IC| > |<IB
lAB| > 11
Obwdd tréjkata ABC jest zatem wiekszy od 11 +9 + 11, czyli od 31.

, tak wiec — na mocy twierdzenia 3. -

W tréjkacie rownoramiennym dwa katy przy podstawie sg rowne. Natomiast
w tréjkacie réownobocznym kazdy kat ma 60°.

Przyktad 2.

W trdéjkacie rownoramiennym jeden z katow ma 50°. Wyznaczymy pozostate katy
tego tréjkata.

Musimy rozwazyé dwa przypadki. W pierwszym kat miedzy ramionami tréjkagta ma
50°; w drugim katy przy podstawie sg rowne 50°.

a) A b) A

o\ /a\ 50° 50°
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a) Oznaczmy literg « katy tréjkata przy podstawie. Wéwczas otrzymujemy réwnanie
50° + 2a = 180°, zatem « = 65°
b) Oznaczmy literg B kat miedzy ramionami tréjkata. Wowczas otrzymujemy réw-
nanie
B +2-50°=180° stad = 80°
Zadanie ma dwa rozwigzania. Katy trojkata rGwnoramiennego sg rowne 65°, 65°,
50° albo 50°, 50°, 80°.

Miedzy dtugosciami bokow trdjkata zachodzi wazna zalezno$¢, zwana nieréwnoscia
tréjkata.

Twierdzenie 4-.
W dowolnym trdjkacie suma dtugosci dwdch bokéw jest wieksza od ditugosci
trzeciego boku.

b+c>a
a+c>b
a+b>c

c
UWAGA: W praktyce nie trzeba sprawdzaé trzech nierdwnosci, by stwierdzié, czy
z trzech odcinkéw o danych dtugosciach mozna zbudowac tréjkat. Jesli potrafimy
wskazac¢ odcinek najdtuzszy, to wystarczy sprawdzi¢, czy suma dtugosci dwdch krot-
szych odcinkdw jest wieksza od dtugosci odcinka najdtuzszego.

Przyktad 3.
Wyznaczymy dtugosci bokéw trojkata, wiedzac, ze sg one liczbami naturalnymi i ob-
wad tego trdjkata jest rowny 9.

Niech liczby a, b, c oznaczajg dtugosci bokow tréjkata. Mozemy przyjac, ze
O<a<b<c
a+b+c
Z nierdownosci tréjkata wiemy, ze a + b > ¢, stad a + b + ¢ > 2c, T>c, wiec
najdtuzszy bok c jest krétszy niz potowa obwodu. Otrzymujemy
¢ < 4 (poniewaz c € N). Z drugiej strony
c=>3
w przeciwnym wypadku obwdd bytby réwny co najwyzej 6. Zatem
c=3 (wtedya+b=6) albo c=4 (wtedya+b=05)

Bok c jest najdtuzszy oraz a i b sg liczbami naturalnymi, wiec:
— jesli c =3, to otrzymujemy trojkat réwnoboczny:
a=3 b=3 =3
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— jesli c =4, to otrzymujemy dwa tréjkaty:
a=1 b=4 «c=4
a=2 b=3 c=4
Trzy wskazane tréjkaty spetniajg warunki zadania.

Jesli w dowolnym trdjkacie potagczymy srodki dwdch bokow, to otrzymany odcinek
bedzie miat pewne charakterystyczne cechy.

Oznaczmy wierzchotki tréjkata literami A, B, C,
C Srodek boku AC — literg D, srodek boku BC — lite-
ra E. tatwo zauwazy¢, ze

@_1 el 1

D £ |AC|_E i @_E' wiec
|CD|_|CE|
A B lAc|  |BC|

Z twierdzenia 2. ze str. 290 wynika, ze odcinek
DE jest réwnolegty do boku AB

DE || AB
Mozemy teraz zastosowac wniosek z twierdzenia Talesa; otrzymujemy
IDE| |cE| 1 _
—=—=—, czyli
|AB| |BC| 2
|DE| :1|AB|
2

Otrzymalismy twierdzenie:

Twierdzenie 5. O odcinku tgczgcym Srodki bokéw tréjkata
Jesli w tréjkacie potgczymy srodki dwdch bokdw, to powstaty odcinek jest rowno-
legty do boku trzeciego i jego dtugosc jest rowna potowie dtugosci boku trzeciego.

Zatozenie: c Teza:

DE || AB

1
D E |DE| =E|AB|

A B

Przyktad 4.

Chcemy zmierzy¢ odlegtos¢ miedzy dwoma budynkami, ktére przedziela mata zatoka.
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Wybieramy takie miejsce (punkt C), z ktére-
go mozemy zmierzy¢ odlegtos¢ do budyn-
ku A i do budynku B. Nastepnie znajdujemy
punkt D, lezgcy posrodku drogi z C do bu-
dynku A. Podobnie wyznaczamy punkt E,
a nastepnie mierzymy dtugosé odcinka DE.
Otrzymang wielko$¢ mnozymy przez dwa.
Jest to szukana odlegtos¢ miedzy budynka-
mi A i B. Gdyby odcinek DE ,wpadt” w zato-
ke, nalezatoby punkt C wybra¢ w wiekszej odlegtosci od brzegu.

Przyktad s.

Na boisku szkolnym postanowiono wybudowac bieznie do biegdw krétkodystanso-
wych. Wytyczono jeden brzeg biezni i ustalono jej szerokos¢, wybierajgc na ptasz-
czyznie boiska punkt A.

A

\

Pojawit sie problem, jak wytyczy¢ inne punkty lezagce na prostej, przechodzacej

przez dany punkt A, rownolegtej do wytyczonego brzegu biezni. Okazato sie bo-

wiem, ze zaden z dwdch robotnikdw majgcych budowaé bieznie nie ma przy sobie

tasmy mierniczej. Jeden z robotnikdw miat tylko dos¢ dtugi sznurek. Kierujacy grupg

zaproponowat nastepujgcy sposdb rozwigzania problemu:

— nalezy najpierw ztozy¢ sznurek na pét i wyznaczyc jego srodek;

— nastepnie dwaj robotnicy, trzymajacy za konce sznurka tak, by sznurek byt na-
ciggniety, powinni stang¢: jeden (R;) na wytyczonym brzegu biezni, a drugi (R,)
tak, by srodek sznurka pokrywat sie z punktem A (rys. a);

a) R, b) R,

— teraz robotnik R, przechodzi do drugiego miejsca na wytyczonym brzegu biezni
tak, by sznurek byt w dalszym ciggu naciagniety; robotnik R, nie zmienia swego
potozenia;

— $rodek sznurka (A,) wyznacza punkt lezacy na prostej przechodzacej przez punkt
A iréwnolegtej do wytyczonego brzegu biezni (rys. b).

Postepujgc podobnie mozna wyznaczy¢ wiecej takich punktéw.

Uzasadnij, ze konstrukcja zaproponowana przez kierownika jest poprawna.
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SprawdZz, czy rozumiesz

1.

10.

11.

Wyznacz miary katéw w trojkacie, wiedzac, ze:

a) pozostajg w stosunku 2 :3:4;

b) trdjkat jest rownoramienny ijeden z kagtow ma miare dwa razy wieksza od
drugiego;

c) najwiekszy kat trojkata jest rowny sumie dwdch pozostatych, a kat srod-
kowy jest rowny sredniej arytmetycznej dwdch pozostatych katow.

Czy tréjkat ABC jest ostrokatny, prostokatny, czy rozwartokatny? Odpowiedz

uzasadnij.
a) |AB|=4, |BC| =5, |<A| = 30° b) |AB| =6, |AC| =7, |<ic| = 45°
c) |AB| = |AC|, |<tB| = 45° d) |ac|=|Bc], || = 30°

Jeden z katéw tréjkata jest réwny réznicy dwdch pozostatych. Wykaz, ze jest
to tréjkat prostokatny.
W trdéjkacie rdwnoramiennym ABC dwusieczne katow przy podstawie AB

przecinajg sie w punkcie O. Wykaz, ze jesli |<ZAOB| = 2|<IACB , to tréjkat jest
réwnoboczny.

Czy mozna zbudowac tréjkat o bokach majacych dtugos¢:

a)\/g—l, \/5, \/§+1 b) 2a, 3a, 4a, gdziea >0 c)3—\/5,5,3+\/5?
Odpowiedz uzasadnij.

Wiadomo, ze boki tréjkgta majg dtugosc¢ a, a+1, a + 2. Wykaz, zea € (1, +oo).

Dwa boki tréjkata réznobocznego majg dtugosc 2 i 5. Wyznacz dtugos¢ trze-
ciego boku, wiedzac, ze bok ten lezy naprzeciw najwiekszego kata i jego dtu-
gosc jest liczbg naturalna.

Dwa boki trojkata réznobocznego majg dtugosé 5 i 4. Trzeci bok lezy naprze-
ciw najmniejszego kata. Wiedzac, ze obwdd trdjkata jest liczbg naturalng,
oblicz dtugos¢ trzeciego boku.

Boki trojkata majg dtugosc a, b, c. Oblicz obwdd tréjkata powstatego w wyni-
ku potaczenia srodkéw tych bokdw, jesli:
a)a=6cm,b=7cm,c=8cm; b)a+b+c=10.

Punkty K, L, M sg srodkami bokéw odpowiednio AB, BC i AC tréjkata ABC.

Wykaz, ze:

a) czworokat AKLM jest rownolegtobokiem;

b) jesli rdwnolegtobok AKLM jest rombem, to trdjkat ABC jest réwnora-
mienny.

W trapezie ABCD, w ktérym AB H DC, poprowadzono przekatng DB. Niech
punkty K, L, M oznaczajg odpowiednio srodki odcinkdéw AD, DB, BC. Wykaz, ze:
a) punkty K, L, M sg wspotliniowe;

b) dtugosc odcinka KM jest srednig arytmetyczng dtugosci podstaw AB i DC.
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Twierdzenie Pitagorasa. Twierdzenie
odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Ze szkoty podstawowe] znasz wazne twierdzenie charakteryzujgce tréjkaty prosto-
katne. Przypomnijmy je.

Twierdzenie 1. Twierdzenie Pitagorasa
Jezeli tréjkat jest prostokatny, to kwadrat dfugosci przeciwprostokatnej jest row-
ny sumie kwadratéw dtugosci przyprostokatnych.

Zatozenie: Teza:

a*+b?=c?

Przyktad 1.

Do niedawna droga z Malinéwki do Wiktoréwki prowadzita przez Bociandw. Dro-
ga Malindwka — Bociandéw jest prostopadta do drogi Bociandw — Wiktorowka i ma
dtugos¢ 8 km. Wtadze samorzgdowe Wiktoréwki i Malindwki sfinansowaty budowe
drogi, taczgcy oba miasta w linii prostej. Wiedzac, ze nowo wybudowana droga jest
dtuzsza od drogi z Bocianowa do Wiktoréwki jedynie o 2 km, obliczymy:

a) dtugosé nowo wybudowanej drogi;

b) oile kilometréw skrdcita sie podrdz z Malinéwki do Wiktorowki.

Ad a) Schemat ponizej reprezentuje uktad drég miedzy miejscowosciami. Ma on
ksztatt trojkata prostokatnego.

MALINOWKA Niech x oznacza dtugos$é drogi miedzy

WIKTOROWKA X Malindwka, a Wiktorowky; wowczas
droga Bocianéw — Wiktorowka ma dtu-
8 km gos¢ x — 2 (X > 2). Korzystamy z twier-
xX=2 dzenia Pitagorasa:
) 82+ (x—2)=x
BOCIANOW 64 +x>—4x+4=x2
—4x =-68
x=17

Nowo wybudowana droga ma dtugosc¢ 17 km.

Ad b) Droga Bociandw — Wiktoréwka ma dtugosc 15 km. Zatem podrdz z Malindwki
do Wiktoréwki skrdcita sie o ((15 +8)— 17) km, czyli 0 6 km.
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Przyktad 2.

Oszacujmy — na podstawie fragmentu mapy wykonanej w skali 1 : 20 000 — dtugos¢
drogi prowadzgacej od podndza gory (punkt A) na szczyt (punkt B).

Odlegtos¢ miedzy punktami A i B na mapie wynosi 2 cm. Nie oznacza to, ze dtugosc
drogi z A bo B jest réwna 2 - 200 m, czyli 400 m. ,,Przekrdj géry” wyglada tak:

B

’B'

Rozpatrzmy trojkat prostokatny AB'B. Przeciwprostokatna tego trdjkata przybliza
dtugosc¢ drogi. Mamy:

|AB'| = 400 (m)

|BB" =592 (m) wzgledna wysokoé¢ géry: 892 m — 300 m = 592 m
Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata AB'B otrzymujemy, ze:

|AB|=/|AB" +|BB'’
|AB|=+/400% +592° ~ 714 (m)

Dtugosé drogi z punktu A na szczyt jest rowna ok. 714 m.

Przyktad 3.

Pan Kowalski chce zamienic¢ swoj stary telewizor 24-calowy (format ekranu jest row-
ny 4 : 3) na panoramiczny telewizor LCD (format ekranu jest rowny 16 : 9). Jed-
noczesnie pan Kowalski chce, zeby wysokos¢ ekranu nowego telewizora byta nie
mniejsza niz wysokos$¢ ekranu starego telewizora. Ma do wyboru dwa modele:
28-calowy i 32-calowy. Ktory telewizor powinien wybraé?
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Przypomnijmy: wielkos¢ telewizora wyraza sie dtugoscig przekatnej ekranu (mierzo-
nej w calach, 1 cal =2,54 cm). Format ekranu 4 : 3 oznacza, ze szerokos¢ ekranu ma
dtugosc 4x, a wysokos¢ 3x, gdzie x jest pewng jednostkg dtugosci.

Obliczymy, jakg wysoko$¢ (w calach) ma ekran starego telewizora i telewizora
28-calowego. Przyjmijmy, ze prostokaty przedstawione na rysunkach reprezentujg
ekrany telewizoréw.

24 2
3x 8 9y

4x ley

Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy:

(4x)2 + (3x)? = 242 (16y)? + (9y)? = 282
25x* =242 256y2 + 81y? =282
24 337y?=28> i y>0, stad
22(?} i x>0 wiec 28 | (cala)
y=—— czyli y~1,53 (cala
V337

24 .
x=? czyli x=4,8 (cala)

Obliczamy wysokos¢ ekranu telewizora (w calach)
3.4,8=14,4 (cala) 9-1,53=13,77 ~ 13,8 (cala)
14,4 > 13,8
Telewizor 28-calowy jest zbyt niski. Sprawdz, ze telewizor 32-calowy spetnia oczeki-
wania pana Kowalskiego.

Prawdziwe jest réwniez twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa.

Twierdzenie 2. Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa
Jesli dtugosci bokdéw a, b, c trdjkata spetniajg zaleznosé a® + b% = ¢?, to trojkat jest
prostokatny, przy czym boki dtugosci a i b sg przyprostokagtnymi tego trdjkata,
a bok dtugosci ¢ — przeciwprostokatng tego tréjkata.

Przyktad 4.

Dane sg dtugosci bokéw trzech tréjkatdw:
a)3cm; 2,4cm; 1,8cm b)5cm; 6cm; 8cm ¢)5cm; 6cm; 7cm
Czy ktoérys z tych trojkatow jest prostokatny?

Liczgc sume kwadratow, bierzemy — oczywiscie — pod uwage boki krotsze.
W punkcie a) otrzymujemy

(2,42 +(1,8)2=5,76 +3,24=9 i 32=9
Trojkat ten jest prostokatny.
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W punkcie b) mamy:

52+62=25+36=61, ale 82=64, 6164
Tréjkat nie jest prostokatny.
W punkcie c) obliczamy:

52+ 62=61, natomiast 72=49, 6149
Tréjkat nie jest prostokatny.

Znajgc dtugosci bokéw tréjkata, potrafisz sprawdzic, czy dany tréjkat jest prostokat-
ny. Pozostaje pytanie, czy rdwnie tatwo mozna ustali¢, ze dany trojkat jest ostrokat-
ny lub rozwartokatny. Okazuje sie, ze tak.

Twierdzenie 3.
Jesli dtugosci bokéw tréjkata oznaczymy literami a, b, c w taki sposéb, zea < b < ¢
oraz a? + b? < ¢?, to trojkat jest rozwartokatny; jesli natomiast a? + b? > ¢?, to troj-

kat jest ostrokatny.

Z Twierdzenia 3. wynika, ze tréjkat z punktu b) ostatniego przyktadu jest rozwarto-
katny, a tréjkat z punktu c) jest ostrokatny.

Sprawdz, czy rozumiesz

1. Oblicz dtugosci nieznanych odcinkdw na rysunkach ponizej:
a)

2. Oile centymetréw odcinek CD jest krétszy od odcinka BC?
a) ¢ b) A

12 cm 16 cm

10 cm C

. ) .
A 5 cm B ;

3. lle cali ma telewizor, ktérego wymiary ekranu wynoszg 42 cm na 31,5 cm?

4. Dwa samochody minety sie na skrzyzowaniu: pierwszy jechat w kierunku
wschodnim z predkos$cig 96 km/h, a drugi w kierunku potudniowym z pred-
koscig 72 km/h. lle kilometrow przejechat kazdy z nich w czasie 5 minut i jaka
byta wtedy odlegtos¢ miedzy tymi samochodami w linii prostej?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Przyprostokatne tréjkata prostokatnego pozostajg w stosunku 5 : 12. Oblicz
dtugosci bokdéw tego trojkata, jesli jego obwdd jest rowny 90 cm.

Jeden bok prostokata ma dtugosc¢ 11 cm, a drugi jest o 1 cm krétszy od prze-
katnej. Oblicz obwdd tego prostokata.

Wyznacz wzér na diugosc przekatnej kwadratu w zaleznosci od dtugosci a
jego boku. Nastepnie oblicz dtugos¢ boku kwadratu, ktérego przekatna jest
0 2 cm dtuzsza od boku.

Wyznacz dtugos¢ odcinka AB, wiedzac, ze punkt P lezy w odlegtosci

3+243 od prostej AB oraz w odlegtosci 6 + V3 od punktu A i od punktu B.

Dane sg odcinki o dtugosciach ai b (a >b> 0). Skonstruuj odcinek dtugosci:
a)a~/s b) Va? +b? c) Va? —b? d) \/3b?

Wyznacz liczbe a, dla ktérej podane liczby sg dtugosciami bokdéw trdjkata
prostokatnego. Rozwaz dwa przypadki.
a)0,5a; 12; 20 b) 8; 9a; 10

Sprawdz, czy tréjkat o podanych dtugosciach bokdéw jest ostrokatny, prosto-
katny, czy rozwartokatny.

a)2,5cm; 6cm; 6,5cm b) 2 cm,2cm, 3 cm
c)9cm; 8cm;5cm d) 32 cm;\/ﬁcm;\/gcm

e)av2;a 3;0\/€,gdziea>0 f) (\/§+1) cm;(\/g—l)cm;zx/icm

Sprawdz, czy dany tréjkat jest prostokatny, ostrokatny, czy rozwartokatny,
jesli dtugosci jego bokdéw pozostajg w stosunku:

a)1:4/3:2 b)4:5:6 c)5:12:13 d)v11:7:8

W prostokacie ABCD bok AD ma dfugo$¢ 10 cm. Na boku AB zaznaczono punkt
E w taki sposdb, ze \AE] =4 cm. Punkt E potgczono z punktami D i C. Wyznacz
dtugosc boku AB wiedzac, ze kat DEC jest prosty.

Boki prostokata ABCD majg dtugos¢: |AB| =4, BC| =6. Niech K oznacza srodek
boku DC, zas L — punkt lezacy na boku BC i dzielgcy ten bok na dwa odcinki
w stosunku 1 : 2. Wykaz, ze tréjkat ALK jest prostokatny. Rozwaz dwa przy-
padki.

W prostokgcie ABCD boki majg dtugos¢: p E
|AB| = 30, [BC| = 9. Bok BC przedtuzono poza = ¢
punkt C do punktu E. Odcinek AE przecina bok
DC w punkcie P. Wykaz, ze jesli |EC| =1, to kat
APB jest prosty. A B

303



304 7. Geometria ptaska — pojecia wstepne. Tréojkgty

Wysokoscei w tréjkgcie. Srodkowe w trdjkgcie

Definicja 1.
Wysokoscig tréjkata nazywamy odcinek (a takze jego dtugosc) taczacy wierzcho-
tek tréjkata z prostg zawierajgce przeciwlegty bok.

Kazdy tréjkat ma trzy wysokosci.

h,

h3
Tréjkat ostrokatny Tréjkat prostokatny Tréjkat rozwartokatny

Twierdzenie 1.
W dowolnym trdéjkacie wysokosci lub ich przedfuzenia przecinajg sie w jednym
punkcie.

Punkt przeciecia wysokosci trojkgta nazywamy ortocentrum.

W trdjkacie ostrokatnym punkt ten lezy wewnatrz tréjkata. W przypadku tréjkata
prostokgtnego punktem przeciecia sie wysokosci jest wierzchotek kata prostego.
W tréjkacie rozwartokatnym przedtuzenia wysokosci przecinajg sie w punkcie le-
Z3cym poza tréjkatem.

Przyktad 1.
Wzdtuz pétprostej AB~ mamy zbudowaé ogrodzenie. Na przedtuzeniu odcinka AB
znajduje sie jezioro (zobacz rysunek ponizej). Jak zbudowaé ogrodzenie po drugiej

stronie jeziora?
s
A/

Aby ogrodzenie byto zbudowane wzdtuz pétprostej AB—, wystarczy znalez¢ po dru-
giej stronie jeziora dwa punkty wspodtliniowe z punktami A, B. Do tego celu mozna
wykorzystaé wtasnos¢ wysokosci trojkata, podang w ostatnim twierdzeniu.
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Wyznaczamy prostopadtg do odcinka AB, przechodzacg przez punkt B.

jB oD

|

C

Na prostopadtej wybieramy dowolny punkt Citgczymy go z punktem A.

5 D

A

E
D\¢
Na odcinku AC wybieramy taki punkt D, aby prostopadta do AC wystawiona w tym
punkcie ,nie wpadta” do jeziora. Punkt przeciecia z odcinkiem BC oznaczamy przez E.

F
B
A
E
b>x\e

Prowadzimy pétprostg AE™, a nastepnie prostopadta do niej pétprostg o poczatku
w punkcie C. Ta potprosta przecina potprostg DE~ w punkcie F. Punkt F jest szuka-
nym punktem wspétliniowym z punktami A i B. Jak to uzasadnié?

Zauwaz, ze punkty A, C, F wyznaczajg tréjkat, ktérego wysokosci zawierajg sie w pot-
prostych BC™, AE™ i DE™.

Opisz, jak wyznaczy¢ drugi punkt, wspétliniowy z punktami A, B.

Punkt wspdlny wysokosci i boku tréjkata (lub jego przedtuzenia), na ktory zostata
opuszczona wysokos$é, nazywa sie spodkiem tej wysokosci.

Cc C

A e BN
D B Ao B D B

Na rysunku powyzej punkt D jest spodkiem wysokosci trojkata ABC.
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wysokosci w wybranych tréjkatach
tréjkat rwnoramienny
W trdjkacie rownoramiennym wysokosc
a — dtugos¢ podstawy poprowadzona na podstawe dzieli jg na po-
h — wysokosc towy.
a
tréjkat réwnoboczny
W tréjkacie réwnobocznym wszystkie wy-
a — dtugos¢ podstawy sokosci s rowne.
a a h — wysokos¢ Wysokos$¢ h tréjkata o boku majgcym dtu-
y o av/3
0 gos$¢ a wyraza sie wzorem h = -
trojkat prostokatny
h —wysokos¢ opuszczona W tréjkacie prostokatnym wysokos¢ h, po-
h na przeciwprostokatng prowadzona z wierzchotka kata prostego,
dzieli przeciwprostokatng na odcinki maja-
c, - c h=ye ¢ ce diugosc¢ ¢y, ¢, dla ktorych h= /¢, -c, .

Przyktad 2.

Wykazemy, ze w trojkacie prostokgtnym wysokos¢ h poprowadzona z wierzchotka
kata prostego dzieli przeciwprostokatng na odcinki c;, c,, dla ktérych h=/c, -c, .
Zatozenie: C

Dany jest trojkat prostokatny ABC,
jak na rysunku obok.

|<ACB| =90°, |AB| = c, |AC| = b, |BC| = a b h N

CD L AB, |cD|=h

|AD| =c,, |DB| =, c=¢+¢ AL ! B
Teza: D

h=c, c,
Dowdd:

Z twierdzenia Pitagorasa dla trzech tréjkatow prostokatnych DBC, ADC, ABC otrzy-
mujemy kolejno:

a’=h*+c?

b*=h?+c?

A=a*+b?

Mamy wiec:
cd=a’+b’=h+c3+h’+c?, czyli
c2=c?+2h*+c?
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Uwzgledniamy teraz rownos¢ c = c; + ¢,.
(c,+c)=ci+2h’+c
c2+2-¢c,-c,+ci=c2+2h*+c3
h*=c¢c,-c,

h=,/c,-c,, bo h>0, co koriczy dowdd.

Omoéwimy teraz wtasnosci srodkowych w tréjkacie.

Definicja 2.
Srodkowa tréjkata nazywamy odcinek faczacy wierzchotek tréjkata ze srodkiem
przeciwlegtego boku.

|AD| = |D8| C

Kazdy tréjkat ma trzy Srodkowe.

Niech ABC bedzie tréjkatem oraz AE i BD jego srodkowymi przecinajgcymi sie
w punkcie O.

Wiemy juz, ze odcinek DE jest réownolegty do AB i |DE|=%|AB| (zobacz str. 296).
Zatem z twierdzenia Talesa otrzymujemy, ze:

|p£| _1 _ |oE| _Joo|

|AB| 2 |0A| o8|
Srodkowe przeciety sie w punkcie O, ktéry podzielit je w stosunku 1 : 2. Mozna po-
kaza¢, ze trzecia srodkowa tez przejdzie przez punkt O, ktéry podzieli jg w stosunku
1:2.
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Podsumujmy:

dzieli kazdg z nich w stosunku 1 : 2.

Twierdzenie 2. O srodkowych w tréjkqcie
W dowolnym tréjkacie trzy srodkowe przecinaja sie w jednym punkcie, ktéry

)

Punkt przeciecia sSrodkowych nazywamy srodkiem ciezkosci tréjkata.

srodkowe w wybranych trojkatach

tréjkat rownoramienny

s, — srodkowa poprowadzona
do podstawy

h, —wysokos¢ poprowadzona
do podstawy
h,=s,

W tréjkacie réwnoramiennym srodkowa
poprowadzona do podstawy jest jedno-
czeSnie wysokoscig.

tréjkat réwnoboczny

s —s$rodkowa
h — wysokos¢

W tréjkacie rownobocznym srodkowe i wy-
sokosci sie pokrywaja. Dlatego wysokosci
w tréjkacie rownobocznym przecinajg sie
w punkcie, ktory dzieli je w stosunku 1 : 2.

tréjkat prostokatny

s — $rodkowa poprowadzona
z wierzchotka kata prostego
¢ — przeciwprostokatna

W tréjkacie prostokatnym srodkowa po-
prowadzona z wierzchotka kata prostego
ma dtugos¢ potowy przeciwprostokatne;j.

Przyktad 3.

W tréjkacie rGwnoramiennym ABC podstawa AB ma dtugosé 6 cm, a srodkowa CE
ma dtugos¢ 12 cm. Obliczymy dtugos¢ srodkowej AD.
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C W tréjkacie ABC $rodkowa CE jest jednoczesnie wysokoscig po-
prowadzong na podstawe AB, a punkt E dzieli te podstawe na po-
towy:

D |AE| = |EB| =3 cm
0 Punkt O przeciecia sSrodkowych CE i AD dzieli je w stosunku 1 : 2.
OF|:|cO|=1:2 stad |OE| =1|CE, czyli
A= 3

|OE|=§-12=4 (cm)

Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa dla trdjkata AEO, wyznaczamy dtugos$é odcinka
AO:

|A0|? = |AE|* + |OEJ? lA0)?=32+42,  zatem

|A0| =5 (cm)
Obliczamy dtugos¢ srodkowej AD:

laD| = |a0] + |op] i [oD| =%|AO

, wiec

|AD| =5 +2,5=17,5 (cm)
Srodkowa AD ma dtugos¢ 7,5 cm.

SprawdZz, czy rozumiesz

1. Oblicz wysokos¢:
a) w trdjkacie prostokatnym rownoramiennym, poprowadzong na przeciw-
prostokatng o dtugosci 2;
b) w trdjkacie rownobocznym, ktérego bok ma dtugosé 14;
c) w trojkacie rownoramiennym, ktérego boki majg dtugosc 5, 5, 6, popro-
wadzong na podstawe.

a3

2. Wykaz, ze w trdjkacie rownobocznym o boku a wysokos¢ jest réwna -~

Nastepnie oblicz dtugos$¢ boku tréjkata réwnobocznego w przypadku, gdy jest
on o 3 cm dtuzszy od wysokosci. Podaj przyblizenie dziesietne wyniku z do-
ktadnoscig do 0,1 cm.

3. Wykaz, ze w trdjkacie prostokatnym réwnoramiennym o przyprostokatnej
- 4 . . , av2
dtugosci a wysokos¢ poprowadzona na przeciwprostokatng jest rowna T

Nastepnie oblicz obwdd tréjkata prostokatnego rownoramiennego w przy-
padku, gdy najkrotsza wysokos¢ jest o 5 cm krétsza od przyprostokatne;.
Podaj przyblizenie wyniku z doktadnoscig do 1 cm.
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10.

11.

12.

13.

Oblicz wysokos¢ CD tréjkata ABC na rysunku ponizej:
a) C b)

B ° 3
: 0
@‘
b B

45° 5 30°
A B : = A

Oblicz dtugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatnego, wiedzac, ze wyso-
kos¢ poprowadzona z wierzchotka kata prostego dzieli przeciwprostokatng na
odcinki o dtugosci:

a)4cm; 9cm b)3cm; 1,2dm c)0,9dm; 1,6 dm.

W tréjkacie rownoramiennym o obwodzie L wysoko$é poprowadzona na
podstawe ma dtugosé h. Wyznacz dtugosci bokdéw tego tréjkata, jesli:
a)L=50,h=5 b)L=8,h=2 c)L=48,h=12.

W tréjkacie réwnobocznym odlegtos¢ srodka ciezkosci od bokdw jest rowna
1 cm. Oblicz:
a) wysokosc tréjkata b) dtugos¢ boku tréjkata.

W tréjkacie prostokatnym przyprostokatne majg dtugosé¢ 15 cm i 20 cm.

Oblicz:

a) wysokosc¢ h trojkata poprowadzong z wierzchotka kata prostego;

b) odlegtos¢ spodka wysokosci h od Srodka przeciwprostokatnej;

c) rdznice dtugosci srodkowej poprowadzonej z wierzchotka kata prostego
i wysokosci h.

Przyprostokatne w trdjkacie prostokatnym réwnoramiennym majg dtugos¢ Js.
Oblicz:

a) dtugosci srodkowych w tym trdéjkacie;

b) odlegtos¢ srodka ciezkosci od wierzchotka kata prostego.

Oblicz dtugosci srodkowych w tréjkacie réwnoramiennym, ktérego boki majg
dtugosc:
a) 18 cm, 15 cm, 15 cm b) 16 cm, 10 cm, 10 cm.

Oblicz dtugosci bokéw trojkata rownoramiennego, jesli Srodkowe w tym troj-
kacie majg dtugosé:
a)6cm,6cm,9cm b) 9 cm, 9 cm, 6 cm.

Wykaz, ze jesli Srodkowa tréjkata réwna sie potowie boku, do ktérego zostata
poprowadzona, to ten tréjkat jest prostokatny.

Przekatne rownolegtoboku ABCD przecinajg sie w punkcie O. Punkt K jest
srodkiem boku AB. Odcinek DK przecina sie z przekatng AC w punkcie P.
Wykaz, ze 6 - |OP| =|AC|.



Przystawanie tréjkatéw 311

Przystawanie trojkatow

Méwiac, ze dwie figury sg przystajgce, intuicyjnie rozumiemy, ze te figury sg takie
same, czyli majg taki sam ksztatt i takg sama wielkos¢. Mozna je natozy¢ na siebie
w taki sposdb, ze bedg sie pokrywaty. W tym temacie zajmiemy sie przystawaniem
tréojkatéw.

Definicja 1.
Dwa tréjkaty nazwiemy tréjkatami przystajacymi wtedy i tylko wtedy, gdy boki
i katy jednego trojkata sg rowne odpowiednim bokom i kgtom drugiego tréjkata.

W zapisie symbolicznym:

Trojkaty ABCi A;B,C, sa przystajgce (oznaczenie AABC = AA,B,C,) wtedy, gdy:
|AB| =|A,8,|, |BC =[B,C\|, |ACI=]A,C,| i
<Al =|<A, [<B[=|«B,| |ad=|<C

7’

pary tréjkatow przystajacych

Aby stwierdzi¢, ze dwa tréjkaty sg przystajace, nie trzeba sprawdzac wszystkich szes-
ciu réwnosci. O tym, ktére rGwnosci wystarczy sprawdzi¢, méwig nastepujgce twier-
dzenia, zwane cechami przystawania tréojkgtow.

Twierdzenie 1. | cecha przystawania tréjkatéw, bbb
Jezeli dtugosci trzech bokédw w jednym tréjkacie s3 odpowiednio rdwne dtugos-
ciom trzech bokéw w drugim tréjkacie, to te trojkaty sg przystajace.

C (o}
B /\
Al Bl
A

AC| =|A,C,|, to AABC=A A,B,C,.
, |« =«

BC| = |BIC1 ’

Jesli |AB| = |A,B,),
. |<B|=|<B,

Wéwczas |<A|=|<A,
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Twierdzenie 2. |l cecha przystawania tréjkgtéw, bkb

Jezeli dwa boki i kat miedzy tymi bokami w jednym tréjkacie sg réwne odpowied-
nio dwém bokom i kgtowi miedzy tymi bokami w drugim trdéjkacie, to tréjkaty te
sg przystajgce.

A —C )

B

Ay

Jesli|Ac| = |A,c,|, |BCl=1B,C,
Wéwczas |AB| = |A,B,

, |<d=|«c)|, to AABC=AA,B,C,.
<Al=|<Ay|, [«B=|<8

7

UWAGA: Zatozenie, ze réwne katy muszg znajdowac sie pomiedzy odpowiednio
réownymi bokami, jest bardzo istotne. W tréjkatach na ponizszym rysunku rowne
katy nie znajdujg sie miedzy odpowiednio réwnymi bokami i tréjkaty ABCi A,B,C,
nie sg przystajace.

C (o

A

A B,

Twierdzenie 3. (Il cecha przystawania tréjkgtéw, kbk

Jezeli bok i dwa przylegte do niego katy w jednym trdjkacie sg odpowiednio row-
ne bokowi i dwém przylegtym do niego katom w drugim tréjkacie, to tréjkaty te
sg przystajace.

C G
A
g AL B,
Jesli |AB| = |A,By|, |<A|=|<A,|, |<B|=|<B,|, to AABC=AAB,C,.
Woéwezas |AC =|A,C,|, |BC=|B.C)), |<C|=]|«C)|

Cechy przystawania tréjkgtow wykorzystuje sie w dowodach twierdzen geometrycz-
nych. My bedziemy je stosowac w prostych wnioskowaniach dotyczgcych wtasnosci
figur. W pierwszym przyktadzie pokazemy, jak uzasadni¢ — znane Ci juz wczesniej —
wybrane wiasnosci tréjkata réwnoramiennego.
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Przyktad 1.

Niech ABC bedzie tréjkatem réwnoramiennym, w ktérym |AC] = ‘BC
srodkowa poprowadzong na podstawe. Wykazemy, ze:

a) katy przy podstawie tréjkata ABC sg réwne;

b) s$rodkowa CD zawiera sie w dwusiecznej kata przy wierzchotku C;
c) Srodkowa CD jest wysokoscig tréjkata ABC.

C

, odcinek CD —

A - B

Rozpatrujemy tréjkaty ADC i BDC:
CD — wspdlny bok tréjkatow ADC i BDC;

AD| = |DB| -z zatozenia, ze CD jest $rodkowa;

AC’ = |CB| — z zatozenia, ze trdjkat jest rownoramienny.

Zatem z | cechy przystawania tréjkatow (bbb) otrzymujemy:

AADC = ABDC, skad wynika, ze:

a) <ICAD| = |<{CBD , wiec katy przy podstawie sg rowne;

b) <IACD| = |<IDCB , czyli CD zawiera sie w dwusiecznej kata przy wierzchotku C;

c) <ICDA\ = |<ICDB oraz <{CDA i <CDB sg katami przylegtymi, wiec s3g to katy pro-
ste. Stad CD L AB, czyli CD jest wysokoscig tréjkata ABC.

Przyktad 2.

Udowodnimy twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa: Jesli dfugosci bo-
kéw a, b, c tréjkgta spetniajq zaleznosé¢ a? + b? = ¢, to tréjkgt jest prostokgtny, przy
czym boki dtugosci a i b sq przyprostokgtnymi tego tréjkqgta, a bok dtugosci c — prze-
ciwprostokqtng tego trojkqta.

Zatozenie: W trdjkacie ABC boki majg odpowiednio dtugos¢ a, b, c oraz
a’+b*=c?
Teza: tréjkat ABCjest prostokatny, przy czym bokidtugosciaib sg przyprostokatnymi
tego tréjkata, a bok dtugosci ¢ — przeciwprostokatng tego trojkata

Dowdd:
Rozwazmy trdjkat ABC oraz tréjkat prostokatny A,B,C,;, w ktédrym przyprostokatne
majg dtugos¢ a oraz b.
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Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do tréjkata A,B,C; wynika, ze przeciwpro-

stokatna w tym tréjkacie ma dtugosé \/a® + b . Z zatozenia a2 + b? = c? dotyczacego
bokéw tréjkata ABC wynika, ze najdtuzszy bok tego tréjkata réwniez ma dtugosc

\Ja® +b’ . Zatem tréjkaty ABC i A,B,C, maja boki o takich samych dtugosciach, odpo-

wiednio réwnych: a, b, \Ja* +b” .
Na mocy | cechy przystawania tréjkatédw — bbb —tréjkaty ABCi A,B,C, sq przystajace.
To znaczy, ze odpowiednie katy w tych tréjkatach tez sg rdwne. W szczegdlnosci
tréojkat ABC jest tréjkatem prostokatnym, w ktérym krotsze boki dtugosci a, b s3
przyprostokatnymi, a bok dtugosci c jest przeciwprostokatng tego tréjkata;

co koniczy dowdd.

Przyktad 3.
Pokazemy, jak przy pomocy dtugiej taSmy mierniczej mozna obliczy¢ odlegtos¢ mie-
dzy dwoma punktami A i B w terenie, miedzy ktérymi rozcigga sie zatoka.

B,

Ay

Na lgdzie znajdujemy takie miejsce — punkt O — z ktdrego widac¢ punkty A i B.
Wyznaczamy odcinek AO, przedfuzamy go, otrzymujemy punkt A,;, dla ktérego
|OA1| = |OA|. Nastepnie wyznaczamy odcinek BO, ktory przedtuzamy, i otrzymujemy
punkt B, tak, ze |OB| = |OBl|. Na koniec mierzymy odlegtos¢ miedzy punktami A, i B;.
Jest ona réwna szukanej odlegtosci miedzy punktami A i B. Uzasadnienie:

|OA| = |0A,| - z wyboru punktu A,

|0B| =|0B,| - z wyboru punktu B,

|<<AOB| = |<tA,08,| - katy wierzchotkowe sa réwne.
Zatem z Il cechy przystawania tréjkatédw (bkb) wynika, ze AAOB = AA,0B;.

Wéwczas |AB| = |A,B,]

Przyktad 4.

Wykazemy, ze w tréjkgcie rGwnoramiennym ABC dwusieczne C

AD i BE katow przy podstawie majg takg sama dtugosé.

Przez dwusieczng kata w tréjkacie rozumiemy odcinek bedacy

czescig wspdlng trojkata i dwusiecznej odpowiedniego kata. E D
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Rozpatrujemy tréjkaty ABE i ABD:
AB — wspdlny bok;
|<IEAB| = |<IABD| — katy przy podstawie tréjkata rownoramiennego sg rowne;
|<IABE| = |<IBAD| — potowy katédw réwnych sg réwne.

Z Ill cechy przystawania tréjkatéw (kbk) otrzymujemy, ze AABE = AABD.
Wéwczas |AD| = |BE|.

SprawdZ, czy rozumiesz
1. Czy dane dwa tréjkaty sg przystajace? Odpowiedz uzasadnij.

le - b’AV
C Q QQ

2. Korzystajagc z odpowiedniej cechy przystawania tréjkatéow, wykaz, ze w do-
wolnym réwnolegtoboku przekatne sie potowia.

3. Wykaz, ze w trdjkacie rdwnoramiennym wysokosci poprowadzone do réw-
nych bokdéw sg réwnej dtugosci.

4. Wykaz, ze jesli dwie wysokosci tréjkata poprowadzone do dwdch réznych bo-
kéw sg réwnej dtugosci, to tréjkat ten jest rownoramienny.

5. W trdjkacie réznobocznym potgczono srodki trzech bokéw. Wykaz, ze po-
wstate cztery tréjkaty sg przystajace.

6. Wykaz, ze w tréjkacie rownoramiennym srodkowe poprowadzone do réw-
nych bokow sg réwnej dtugosci.

7. Wykaz, ze jesli dwie sSrodkowe tréjkata poprowadzone do réznych bokdéw sg
réwnej dtugosci, to tréjkat ten jest rwnoramienny.

8. Na bokach AB i BC réwnolegtoboku ABCD, D C
|AB\ < |BC|, zbudowano trojkaty rownoboczne ABE
i CBF — jak na rysunku obok. Wykaz, ze |EF| = |AC|.
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Podobienstwo tréjkatow

Wyobrazenie o figurach podobnych moga da¢ dwa zdjecia, z ktérych jedno jest
powiekszeniem lub pomniejszeniem drugiego. Réwniez rysunek dowolnej figury
ptaskiej i jego kserokopia wykonana w dowolnej skali to figury podobne. Figury po-
dobne majg taki sam ksztatt i mogg sie rézni¢ jedynie wielkoscia.

W klasie pierwszej nauczysz sie rozpoznawac tréjkaty podobne.

Definicja 1.
A8 _[B.G| _|AC

Tréjkat A,B,C, jest podobny do tréjkata ABC wtedy, gdy a8 ~ [BC|  |AC]

oraz |[<A,|=|<A|, |<B,|=|<B| i |«C,|=|«d.

7

G

A A7 B,

|A131| _ |B1C1| _|A1C1|

Liczbe k, k= = =
T a8 T B JAC

, hazywamy skalg podobienstwa tréjkata A,B,C;

do tréjkata ABC. Skala podobienistwa jest zawsze liczbg dodatnig.

Jesli tréjkat A;B,C, jest podobny do tréjkata ABC w skali k, to trojkat ABC jest po-
|AB| |Bc| |AC| 1

|AB| |BC| |AG| K
Podobienstwo tréjkatéw A,B,C, i ABC zapisujemy symbolicznie: AA;B,C; ~ AABC.

1
dobny do tréjkata A;B,C; w skali P bowiem

Przyktad 1.

Na rysunku ponizej dane sg dwa tréjkaty prostokagtne réwnoramienne: trojkat ABC
o przyprostokatnych dtugosci 3 oraz trdéjkat A,B,C, o przyprostokatnych dtugosci 1.
Sprawdzimy, czy tréjkaty ABCi A,B,C, sg podobne. Jesli tak, to w jakiej skali.

B, — Oba trojkaty maja takie same katy:
c b 45°, 45°,90°.

1 — Obliczamy dtugosci przeciwprostokatnych:
A A y dfugosci przeciwprostokatny

¢, + /1 |AB|=3V2, |AB,|=12.
3 3 Mamy:

Bl _lacl_1 A8 V2 _
; 45\ ﬂts" . IBc| |Ac| 3 |AB| 3W2

1
>
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1
Trojkat A,B,C; jest podobny do trdjkata ABC w skali 5 Dtugosci bokéw tréjkata

A,B,C, stanowig trzecia czes¢ dtugosci odpowiadajgcych im bokdw w tréjkacie ABC.
Z kolei boki tréjkata ABC sa trzy razy dtuzsze od bokéw tréjkata A,B,C,, czyli tréjkat
ABC jest podobny do tréjkata A;B,C; w skali 3.

UWAGA: Dowolne dwa trojkaty przystajgce sg do siebie podobne, majg bowiem
takie same katy oraz stosunek dtugosci bokow w jednym trdéjkacie do dtugosci od-
powiednich bokdw w drugim tréjkacie jest staty i rowny 1. Skala podobienstwa tych
tréjkatéw jest rowna 1.

Zastanowimy sie teraz, jaka jest zalezno$¢ miedzy obwodami tréjkatéw podobnych.
Niech boki tréjkata ABC maja dtugosé a, b, c. Z definicji 1. wynika, ze tréjkat A,B,C;
podobny do tréjkata ABC w skali k, ma boki dtugosci: k- a, k - b, k - c. Obliczamy
obwody Ly i L, g tych trojkatow:

c C

¢ Aq B,

A k-c
Lyge=a+b+c LAlslclzk‘a‘Fk‘b+k'C=k-(a+b+c)
Zatem LAlslclzk' Lyge

Jezeli trojkat A,B,C, jest podobny do trojkata ABC, to stosunek obwodu tréjkata
A,B,C, do obwodu tréjkata ABC jest réwny skali tego podobieristwa.

Przyktad 2.

Wiadomo, ze rdznica obwoddéw dwéch tréjkatéw podobnych jest rdwna 15 cm.
Wyznaczymy obwody tych tréjkatow, wiedzac, ze wiekszy tréjkat jest podobny do

. 3
mniejszego w skali >

Niech x, y oznaczaja odpowiednio obwody wiekszego i mniejszego tréjkata, x>y > 0.
Wodwczas
3
x=y+15 oraz x_2
y

Rozwigzujemy uktad rdwnan:

x=y+15 . 2x=2y+30 y=30
czyli skad

2x =3y 2x =3y x=45

Obwadd wiekszego trojkata jest réwny 45 cm, a obwdd mniejszego wynosi 30 cm.
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Aby stwierdzi¢, ze dwa tréjkaty sg podobne, nie trzeba sprawdzaé wszystkich row-
nosci podanych w definicji tréjkatéw podobnych. O tym, ktdre réwnosci wystarczy
sprawdzi¢, méwig trzy twierdzenia, zwane cechami podobienstwa tréjkatdw.

Twierdzenie 1. Cecha bbb podobieistwa tréjkgtéw
Jezeli dtugosci bokéw tréjkata ABC sg proporcjonalne do odpowiednich dtugosci

A _[B.C| _[AC]
|AB|  |BC|  |AC

bokéw tréjkata A,B,C,, czyli , to te trojkaty sg podobne.

Przyktad 3.

W tréjkacie ABC potaczono srodki bokdw i otrzymano tréjkat KLM (zobacz rysunek
ponizej). Wykazemy, ze tréjkat KLM jest podobny do tréjkata ABC i podamy skale
tego podobienstwa.

Zatozenie: ABC - dany tréjkat Teza:
c AKLM ~ AABC
K Dowdd:
B 7 twierdzenia o odcinku taczacym srodki bo-
L kéw w tréjkacie wynika, ze:
M KLl 1 ImM] 1 IMK| 1
A |aB| 2 lca| 2 lac| 2
K, L, M — srodki odcinkéw Na podstawie cechy bbb podobienstwa troj-
BC, AC, AB katédw wnioskujemy, ze AKLM ~ AABC,

co koriczy dowdd.

1
Jednoczesdnie stwierdzamy, ze tréjkat KLM jest podobny do trdjkata ABC w skali >

Twierdzenie 2. Cecha bkb podobieistwa tréjkatéw
Jezeli dtugosci dwdch bokdéw tréjkata ABC sg proporcjonalne do odpowiednich

A8 _[B.G|
|AB|  |BC

dtugosci dwdch bokéw tréjkata A, B, C,, czyli , oraz katy miedzy tymi

bokami sg rdwne, to tréjkaty te sg podobne.
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Przyktad 4.
=410 +\/§, oraz tréjkat

= |<zD|= 60°. Wykazemy, ze

Dane sg dwa tréjkaty: tréjkat ABC, w ktorym |AC| = \/g,

DEF, w ktorym |DE| = 4 i |DF| = 2 + 2+/5. Ponadto,
tréjkat DEF jest podobny do tréjkata ABC w skali J2.

Zatozenie: ABCi DEF — dane tréjkaty Teza:
c ADEF ~ AABC,
) E skala podobieristwa jest réwna V2

4
VI +12 B N

2+2V5
F
Dowdd: Mamy
|<<CAB|=|<FDE| = 60° 7 zatoienia
Obllczamy| | |FD|
jac| '[ag]

|eo] - \/7 Gor ol 2425 24420 V2. (V2+ */_)_\5
JaC| [ g V10442 J10+v2  V2+v10
Na mocy cechy bkb podobienstwa trojkgtow otrzymujemy, ze tréojkat DEF jest po-
dobny do tréjkata ABC, a skala tego podobienistwa jest rowna \/5,

co koriczy dowdd.

UWAGA: W twierdzeniu 2. bardzo istotne jest zatozenie, ze réwne katy w obu tréj-
katach znajdujg sie pomiedzy bokami, ktérych dtugosci tworzg odpowiednig pro-
porcje. Na rysunku ponizej mamy dwa tréjkaty ABCi A,B,C;:

C Aq
k /\

2

A [3~ B B, - AN,
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Na podstawie danych informacji o dtugosciach bokdéw tych tréjkatéw zauwazamy,
[AC _[BC|
|Ac|  |BC|
z katéw ma 30°. Ale tréjkaty ABCi A,B,C, nie sg podobne. Tréjkat ABC jest , potowq”

tréjkata rownobocznego, a jego katy sg rowne:

|<A| =90°, |<B| =30°, |«(|=60°.
Mozna obliczy¢, ze <(B, jest rowny w przyblizeniu 24° (metode poznasz w klasie
drugiej). Zatem katy trojkata A,B,C; sg rowne:

|<A,| ~ 126°, |<B,|~24°, |<C,|=30°.

ze spetniona jest rownos¢ =2. Jednoczesnie w obu tréjkatach jeden

Twierdzenie 3. Cecha kkk podobieistwa tréjkatéw
Jezeli dwa katy tréjkata ABC sg odpowiednio réwne dwom katom tréjkata A,B,C,,
czyli |[<tA,| = |<tA| oraz |<C,| = |<(], to tréjkaty te sa podobne.

Przyktad s.
a) W tréjkacie ABC punkt D nalezy do boku AC, punkt £ — do boku BC oraz DE || AB.

Woéwczas
AABC ~ ADEC.
C Uzasadnienie:
. ‘<IACB‘ = ‘<ZDCE| wspdlny kat
° ‘QCAB‘ = ‘<ICDE‘ z twierdzenia o dwdch prostych row-
nolegtych przecietych trzecig prosta
/D% £ wynika, ze katy odpowiadajace sa
réwne
A B

Na podstawie cechy kkk podobienstwa tréjkatow mamy AABC ~ ADEC.

b) W tréjkacie ostrokgtnym ABC wysokosci CD i BE przecinajg sie w punkcie P.
Waéwczas
ADBP ~ AECP.

Uzasadnienie:
. ‘<IEPC‘ = ‘<IDPB’ katy wierzchotkowe
. ‘<IPEC’ = ’<IPDB’ =90° (D, BE — wysokosci

Z cechy kkk wynika, ze tréjkaty DBP i ECP sg podobne.
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Sprawdz, czy rozumiesz

1. Korzystajgc z definicji 1. odpowiedz na pytania:
a) Czy dowolne dwa tréjkaty rownoboczne sg podobne?
b) Czy dowolne dwa tréjkaty rwnoramienne sg podobne?
c) Czy dowolne dwa tréjkaty prostokatne réwnoramienne sg podobne?

2. Wykaz, ze podane tréjkaty sg podobne.

a) AABCi AAB,C, b) AABC i AADE
¢ ED||CB
A B
BC|C,B, 1
C A 5 D

c) AAED i AFCD d) AABCi AAED

b C

C .
D

B F #

AL, L A = B

ABCD — réwnolegtobok

3. Wyznacz dtugosci x i y bokéw w danych tréjkatach podobnych:
a)

c) 4
P
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7. Geometria ptaska — pojecia wstepne. Trojkgty

Trojkat ABC jest podobny do tréjkata A,B,C, w skali k. Oblicz brakujace dfu-
gosci bokdw tych tréjkatow, jesli:

a) |AB|=10,5cm, [B,C;|=9cm, |A,C,|=6cm, k=1,5

b) |BC=1,5dm, |AC|=1dm, |A,B,|=1,6 dm, k=0,75

Boki tréjkata ABC maja dtugos¢: |AB| =8 cm, |BC| =10 cm, |AC| = 12 cm. Trojkat
A,;B,C, jest podobny do tréjkata ABC, a jego obwdd jest rowny 6 cm. Oblicz:
a) skale tego podobienstwa b) dtugosci bokéw tréjkata A,B,C;.

Dana jest skala k podobienstwa tréjkata A,B,C, do tréjkata ABC oraz roznica r
obwoddw tych tréjkatéw. Oblicz te obwody, jesli:

a)k=3,r=14 b)kzl,r=9
4
c)k=ir=2,5 d)k=21,r=2,8
6 3

Obwad tréjkata A,B,C, jest 0 20% mniejszy od obwodu tréjkata ABC. Wiedzac,
ze tréjkat ABC jest podobny do tréjkata A,B,C;, oblicz skale k tego podobien-
stwa.

Tréjkat ABC jest podobny do trojkata A,B,C; w skali ; O ile procent obwdd

tréjkata A, B, C, jest wigkszy od obwodu tréjkata ABC?

Sprawdz, czy trojkat DEF jest podobny do tréjkata ABC. Jesli tak, to podaj ska-
le tego podobienstwa.

a) b) C
C 6 B
3 120° 3
E 3(5 A .
AT E D g B b
iz V3 #1
F F
c) e d) C=F
2
6
28|B +a8°
A 4 B=D 8 E A 1 B=D 4 E
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Podobienstwo trijkatéow — zastosowanie
w zadaniach

Cechy podobienstwa tréjkatow wykorzystuje sie, podobnie jak cechy przystawania
tréjkatéw, w dowodach wtasnosci figur geometrycznych. Stosujgc wtasnosci tréjka-
téw podobnych, mozna udowodnié twierdzenie Pitagorasa i wyprowadzi¢ wzér na
wysokosé w tréjkacie prostokgtnym, poprowadzong z wierzchotka kata prostego.

Przyktad 1.

W dowolnym tréjkacie prostokgtnym ABC poprowadzmy wysokos¢ CD na przeciw-
prostokatng AB i przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ponizej.

Wykazemy, ze:

a) a®?+b*=¢c2

b) h=\/c,-c,

a+p=90°
c=c+¢,

Ad a) Niech tréjkat ABC ma katy «, 3, 90°. W trdjkacie ADC dwa katy sg z zatozenia
rowne « i 90°, zatem trzeci kat jest rowny 5. Analogicznie w tréjkacie DBC dwa katy
s3 z zatozenia réwne 3 i 90°, wiec trzeci kat jest réwny a.

Tréjkat ABC jest podobny do kazdego z tréjkatéw CBD i ACD na mocy cechy kkk.

a c
AABC ~ ACBD, skad otrzymujemy réwno$¢ —=-2, wiec a’=c-c,
c a

b c
AABC ~ AACD, skad otrzymujemy rownos¢ — = gl, wiec b’=c-¢,
c
Mamy:
?+b’=c-c,+c-¢;=clc, +¢;) = czyli
a’+b*=c2

Ad b) Rozpatrzmy teraz podobienstwo tréjkatéw ADC i CDB:

h ¢
AADC ~ ACDB, wiec —=-2, skad

¢, h
h?’=c, - c,, czyli

h=,/¢c,-c, boh>0

323
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Przyktad 2.

W trdjkacie rownoramiennym ABC wysokos¢ AD podzielita ramie BC na odcinki ma-
jace dtugosc 18 i 6. Jaka dtugos¢ ma podstawa AB tego tréjkata?

C Oznaczmy dtugos$é podstawy AB przez x, x > 0.
Poprowadzmy wysokos$¢ CE na te podstawe.
Otrzymujemy

X
|AE| = |EB| = =
2

Tréjkaty ABD i CEB sg trojkatami prostokatnymi
o wspoélnym kacie ostrym B. Zatem — na mocy
cechy kkk — s3 to tréjkaty podobne.

A X B
2
X
AABD ~ACBE, wiec H—H czyli i—2—4 skad otrzymujem
7 Q |DB|_|AB’ y 6_X' a. y J y

x2=12-24ix>0, zatem x = 12+/2
Podstawa trdjkata ma dtugosc 124/2.

Przyktad 3.

Dany jest rownolegtobok ABCD, punkt E jest sSrodkiem boku AB, punkt F — $rod-
kiem boku BC. Odcinki DE i DF przeciety przekatng AC réwnolegtoboku odpowiednio
w punktach H i G. Wykazemy, ze |AH| = |HG| = |G(].

D C Rozwazmy tréjkaty AGD i CGF. Mamy:
|<ZGCF| = |<IGAD| katy naprzemianlegte we-
wnetrzne dla prostych réwnolegtych AD i BC prze-

G F cietych prostg AC
H |<ZDGA| = |<ZFGC| katy wierzchotkowe
A A Zatem z cechy kkk podobienstwa trojkgtow
E mamy
AAGD ~ ACGF
Ponadto
jocl _ler 1 .
——=——=— bo punkt F—z zatozenia — jest sSrodkiem boku BC.
|AG| |AD| 2

Z tego wynika, ze

1 _ 1
Md=EMGI czyli Wd=§Md (1)
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Postepujgc podobnie, mozna pokazaé, ze tréjkat AEH jest podobny do tréjkata CDH

1
w skali > Stad otrzymujemy:

1 , 1
|AH| = > IHC|  czyli  |AH|= g|Ac| (2)
Z rownosci (1) i (2) wynika, ze

1
|AH| = |HG| = |G| = g|Ac\

UWAGA: Zadanie mozna rozwigzac nieco krdcej, jesli dorysuje sie przekatng BD
rownolegtoboku. Niech O oznacza punkt przeciecia z przekatng AC.

D C Poniewaz punkt O jest srodkiem przekatnej
BD (i oczywiscie przekatnej AC), wiec odcin-
ki AO i DE sg srodkowymi w tréjkacie ABD,

0 F a odcinki CO i DF sg srodkowymi w tréjkacie
H BCD. Z wtasnosci Srodkowych (twierdzenie 2,
A G B str. 308) wynika, ze
|AH| =2|HO| =3|Ao| _2 1|Ac|=1|Ac| cle =2|Go|=3|co| _2. 1|Ac|:1|Ac|
3 32 3 3 3 2 3

Zatem |AH| =|HG|=|GC| = §|AC|.

Przyktad 4.

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym |AB| = 30, |BC| = 15, |AC| = 20. Na boku AC zaznaczo-
no punkt D tak, ze |CD| = 8, a na boku BC zaznaczono punkt E tak, ze |CE| = 6. Jaka
dtugo$é ma odcinek DE?

Oznaczmy dtugos¢ odcinka DE przez x, x > 0.
Zauwazmy, ze

ngzz,S oraz
Ipc| 6
lacl_20_, ¢
A |Ec| 8
Zatem
|Bc| |AC| "
— =-—— pPonadto
Ipc|  |EC| P

|<<DCE| =|<tACB|  wspéiny kat tréjkatéw ABC i DEC
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Tak wiec
AABC ~ AEDC (cecha bkb podobienstwa tréjkatow), zatem
|AB| |BC| 30 15
— = i —=— skad otrzymujem x=12
|DE| |DC| q ymujemy

Odcinek DE ma dtugosc¢ 12.

Zatézmy, ze mamy dane dwa tréjkaty podobne ABCiA,B,C, oraz boki tréjkata A,;B,C;
sg k razy dtuzsze od odpowiednich bokdéw tréjkata ABC. Czy wysokos¢ w tréjkacie
A,B,C,, opuszczona na bok A;B,, tez jest k razy dtuzsza od wysokosci w tréjkacie
ABC, opuszczonej na bok AB?

k-c By
Aby odpowiedzie¢ na postawione pytanie, przyjrzyjmy sie tréjkatom ADC i A,D,C,.
Sg one podobne (oba sg prostokatne i dodatkowo |<IA\ = |<IA1| cecha kkk). Skala po-
AG|_k-b C.Oi| _hy

|AC| 5 =k, a zatem k:W_F' skad otrzymujemy

h, =k - h. Tak wiec odpowiedz na postawione pytanie jest twierdzaca.

dobienstwa jest rowna

W tréjkatach podobnych proporcjonalne sg nie tylko dtugosci bokéw, ale réwniez
dtugosci innych odpowiadajgcych sobie odcinkéw np. wysokosci.

Przyktad s.

Z kawatka tektury w ksztatcie tréjkata ostrokgtnego, o podstawie majacej dtugosé
20 cm i wysokosci opuszczonej na te podstawe, réwnej 12 cm, chcemy wycigé moz-
liwie najwiekszy kwadrat, ktérego bok zawiera sie w podstawie tréjkata. Jaka bedzie
dtugos¢ boku kwadratu?

C Niech trojkat ABC symbolizuje kawatek tektury,

o ktérym byta mowa w zadaniu, a EFGH — wycie-

E BN H ty z niej kwadrat. tatwo zauwazy¢, ze kwadrat
by x bedzie najwiekszy wtedy, gdy jego wierzchotki E,
x H beda naleze¢ odpowiednio do bokéw AC i CB
B tréjkata.
A F D G B Oznaczmy dtugosé boku kwadratu przez x.

Wowczas AABC~AEHC (uzasadnij to!). Odpowiadajgce sobie wysokosci w tych
[EH| |co,| o x  12-x

trojkatach to CD i CD,. Zapisujemy proporcje: @_K_D' czyli %: T skad
x=7,5(cm).

Bok kwadratu bedzie miat dtugos¢ 7,5 cm.
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SprawdZz, czy rozumiesz

1. W tréjkacie prostokgtnym ABC odcinek CD jest wysokoscig poprowadzong na
przeciwprostokatng AB. Wiedzac, ze |CD| =6cm, DB| =4 cm, oblicz obwdd
tréojkata ABC.

2. W prostokacie ABCD poprowadzono odcinek DE prostopadty do przekatnej
AC, ktéry podzielit te przekatng w stosunku 1 : 4. Wiedzac, ze E € AC oraz
|DE] = 2, oblicz dtugosci bokéw prostokata ABCD.

3. W trdjkacie ABC bok AB ma dfugos¢ 18 cm. Bok AC podzielono punktami K'i L
w stosunku 2 : 3 : 4 — liczagc od wierzchotka A. Przez punkty podziatu popro-
wadzono odcinki KM i LN, rdwnolegte do boku AB. Oblicz dtugosci odcinkow
KM i LN.

4. W trapezie ABCD podstawy majg dtugosc: |AB| =14 cm, DC| =3,5cm, a ra-
mie AD — 6 cm. Ramiona AD i BC przedtuzono do przeciecia w punkcie E.
Oblicz |DE|.

5. W trdjkacie ostrokatnym rownoramiennym ABC, AC\ = |BC, wysokos¢ AD po-
dzielita ramie BC na odcinki dtugosci |BD| =5 cm i |DC| = 7 cm. Oblicz dtugos¢
podstawy AB.

6. W tréjkacie ABC poprowadzono wysokosci AE i BF, jak ¢
na rysunku obok. Wiedzac, ze |CE| = 5 cm, |EB| = 4 cm F
oraz |AF| = 2|FC|, oblicz dtugo$¢ boku AC. E
A B
7. W trdjkacie prostokagtnym ABC dane s3: ]<IA| =90°, BC| =20cm, AC| =12 cm.

Oblicz odlegtos¢ punktu P, bedacego srodkiem boku AB, od boku BC.

8. Przyprostokatne AC i BC trdjkata prostokatnego majg dtugosé: ]AC\ =12 cm,
IBC| =5 cm. Punkt P nalezy do boku AC, a jego odlegto$¢ od punktu C jest taka
sama, jak od boku AB. Wyznacz te odlegtos¢.

9. W trdjkacie ABC odcinek KL (K € AC, L € BC) jest rownolegty do boku AB.
Punkt K dzieli bok AC w stosunku 2 : 3, liczac od punktu A. Wysokos¢ CD prze-
cina odcinek KL w punkcie P. Wiedzac, ze odcinek CP jest kréotszy od wysoko-
$ci CD o 8 cm, wyznacz wysokos$¢ CD.

10. W prostokgcie ABCD punkt E jest Srodkiem boku BC. Odcinek DE przecina
przekatng AC w punkcie F. Wykaz, ze |AF| = 2|FC|.

11. Przyprostokatne trdjkata prostokatnego maja
dtugos¢ ai b. W ten tréjkat wpisano kwadrat, jak
na rysunku obok. Wykaz, ze dtugosé¢ boku kwa-

. , ab
dratu jest rowna —. b
a+b
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Sprawdz, czy umiesz — powtdrzenie do rozdziatu 7.

Test

1.

Na rysunku obok proste ki [ sg rownolegte.
Zatem:

A.a=40° B.a =45°

C.a=50° D.a =55°

Kat wewnetrzny wielokata foremnego jest réwny 140°. Wielokat ten ma:
A. 7 bokéw B. 8 bokéw C. 9 bokdéw D. 10 bokdéw

Wielokat, ktorego liczba przekatnych jest trzy razy wieksza od liczby bokdw, jest:
A. dziewieciokgtem B. dziesieciokgtem C. siedmiokatem D. o$miokatem.

Na rysunku obok proste ki [ sg rownolegte. K

Woéwczas: )

A x=3 B.x=4 xr2

C.x=5 D.x=6 X
3y 2y

W tréjkacie ABC kat przy wierzchotku C ma 110°. Dwusieczne katéw BAC i ABC
przeciety sie w punkcie P. lle stopni ma kat wypukty APB?
A. 125° B. 145° C. 235° D. 225°

Boki trojkata majg dtugosc¢ 2c + 5, 2¢, ¢ + 2, gdzie c jest liczbg pierwszg. Wéwczas
liczba c moze by¢ rowna:
Al B.2 C.3 D.5

W tréjkacie rownoramiennym jeden z katow jest rowny 120°, a najdtuzszy bok
ma dtugos¢ 6. Wowczas wysokosé poprowadzona na ten bok jest réwna:

A3 B.\2 C.2 D.3

W tréjkacie ostrokgtnym réznobocznym ABC wysokosci AD i CE przecinajg sie
w punkcie O. Wskaz tréjkaty podobne.
A. AAOCi AOED B. ACEBi AADC C.AAEOi ACOD D. AAED i AEDC

Zadania otwarte

9.

Podstawy trapezu ABCD majg dtugosc: |AB| =6cmi |DC| =3 cm. Ramiona prze-
dtuzono do przeciecia sie w punkcie P. Wiedzac, ze suma dtugosci ramion trape-
zu jest réwna 7 cm, oblicz obwadd tréjkata DCP.




Sprawdz, czy umiesz — powtérzenie do vozdziatu 7.

10.

11.

D 12.

13.

14.

15.

16.

D 17.

D 18.

D 109.

D 20.

W tréjkacie prostokatnym jedna z przyprostokatnych jest réwna 7 cm, a druga
jest o 1 cm kroétsza od przeciwprostokatnej. Oblicz:

a) dtugosé odcinka taczacego srodki przyprostokgtnych;

b) wysokos¢ poprowadzong na przeciwprostokatna.

Sprawdz, czy tréjkat o danych dtugosciach bokdéw jest ostrokatny, prostokatny
czy rozwartokatny.
a)5cm; 1,2dm; 1,3dm b) 0,6 dm; 4cm; 3 cm

W trdjkacie ABC bok AB ma dtugosc 2/5 cm oraz dane sg dtugosci srodkowych
AE i BD: |AE|=6cm, |BD| =3 cm. Wykaz, ze AE | BD.

W tréjkacie prostokatnym przyprostokatne majg dtugosé 12 cm, 18 cm. Oblicz
odlegtos¢ srodka ciezkosci od wierzchotkéw tego trojkata.

Tréjkaty ABC i DEF sg podobne, a obwdd trojkata ABC jest o 25% wiekszy od ob-
wodu tréjkata DEF. Wyznacz skale podobienstwa tréjkgta DEF do tréjkata ABC.

Dtugosci przyprostokatnych w tréjkacie prostokgtnym pozostajg w stosunku

3: 4. Obwdd tego tréjkata jest rowny 48 cm. Wyznacz:

a) dtugosci bokéw tego tréjkata;

b) dtugosc¢ odcinka bedgcego czescig wspdlng danego tréjkata i symetralnej
najdtuzszego boku tego tréjkata.

W trdjkacie rownoramiennym ABC, AC| = \BC, odcinek AD jest wysokoscig troj-
kata ABC poprowadzong na bok BC. Odcinek DE jest wysokoscig trojkata ABD
poprowadzong na bok AB. Wiedzac, ze |DE\ =2 oraz |EB| =1, oblicz obwdd tréj-
kata ABC.

W trdjkacie réwnoramiennym ABC, AC| = |BC, punkty K, L, M s3 odpowiednio
srodkami bokéw AC, AB, BC. Prosta ML przecina sie w punkcie P z prostg prosto-
padfa do odcinka KM i przechodzgcq przez punkt K. Wykaz, ze AKPM = ALBC.

Czworokaty ABCD i AEFG na rysun- A D
ku obok sg rombami, w ktérych katy
ostre majg miare 50°. G
Wykaz, ze |BE| = |DG. =
B C

W tréjkacie prostokgtnym réwnoramiennym ABC, <IA| = 90° punkt D jest
Srodkiem boku AB. Z punktu D poprowadzono odcinek DE taki, ze E € BC oraz
DE 1 BC. Wykaz, ze tréjkat EDB jest podobny do tréjkata ABC, i oblicz skale tego
podobienstwa.

W tréjkacie rownobocznym ABC poprowadzono srodkowe AE i CD, ktére prze-
ciety sie w punkcie P. Wykaz, ze tréjkat ADE jest podobny do tréjkata EPD, i ob-
licz skale tego podobienstwa.
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8. Trygonometria kgta ostrego

Okreslenie sinusa, cosinusa, tangensa
i cotangensa w trojkacie prostokgtnym
Lina podtrzymujgca maszt jest umocowana w odlegtosci 15 m od podstawy masztu

i jest nachylona do ziemi pod katem 50°. Czy na podstawie powyzszych danych moz-
na okresli¢ przyblizong wysokos$é masztu?

Niech tréjkat A,B,C, przedstawia sytuacje opisang w zadaniu.
Cl

VAV AVAVAVAAVavAvaave
ANYWAAAAARAAES

A

1 15m

1

Zbudujmy tréjkat ABC podobny do trdjkata A;B,C;. Na podstawie cechy (kkk) po-
dobienstwa tréjkatow wiemy, ze wystarczy skonstruowac tréjkat o takich samych
katach, jakie ma tréjkat A,B,C;. Niech |<IA| = 50°, <IB| =90° i dodatkowo przypro-
stokatna AB ma dtugosé 2 cm.

C Po zmierzeniu przyprostokatnej BC stwierdzamy, ze jej dtu-
gosc¢ jest w przyblizeniu réwna 2,4 cm. Zatem
Bc|
Ploq2
48|
7 W tréjkatach podobnych ABCi A,B,C, prawdziwa jest réwnosé
/o) [ B.C,| [BC|
A 2cm B T o =1
|AlBl| |AB
B,C,|~1,2-15=18 (m)
Maszt ma wysokos$¢ w przyblizeniu réwng 18 m.

, stad |B,C,|~1,2-|AB,

, Zatem

W rozwigzaniu tego zadania kluczowym elementem byto wyznaczenie stosunku dfu-
gosci pewnych bokdéw w tréjkacie prostokgtnym. Wszystkie tréjkaty prostokatne,
ktorych jednym z katdéw ostrych jest kat ¢, s3 podobne. Zatem stosunki dfugosci



Okreslenie sinusa, cosinusa, tangensa i cotangensa w tréjkgcie prostokgtnym

odpowiednich bokédw w tych tréjkatach sg rowne. Ta wtasnos$¢ pozwoli nam wpro-
wadzi¢ nastepujaca definicje.

Definicja 1.
W tréjkacie prostokatnym dany jest kat ostry «.

przyprostokatna
przeciwlegta do kata a

przyprostokatna przylegta do kata o

a) Tangensem kata ostrego o w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek
dtugosci przyprostokatnej przeciwlegtej do kata @ do przyprostokatnej przy-
legtej do kata a:

tgozzZ
X

b) Cotangensem kata ostrego o w tréjkacie prostokagtnym nazywamy stosunek
dtugosci przyprostokatnej przylegtej do kata @ do przyprostokatnej przeciw-
legtej katowi a:

X
ctga =—
y

¢) Sinusem kata ostrego  w tréjkacie prostokgtnym nazywamy stosunek dtu-

gosci przyprostokatnej przeciwlegtej do kata a do przeciwprostokatnej:
sina = L
:

d) Cosinusem kata ostrego o w trdjkacie prostokgtnym nazywamy stosunek
dtugosci przyprostokatnej przylegtej do kata & do przeciwprostokatnej:

X
cosa =—
r

Tangens, cotangens, sinus i cosinus zwyczajowo nazywamy funkcjami trygonome-
trycznymi.

Zauwaz, ze tangens i cotangens kata ostrego sg liczbami, ktére nalezg do przedziatu
(0, +oo). Inaczej méwigc, stosunek przyprostokatnych tréjkata prostokgtnego moze
wyrazac sie dowolng liczbg rzeczywistg dodatnia.

Natomiast sinus i cosinus kata ostrego to liczby z przedziatu (0, 1), poniewaz przy-
prostokatna jest zawsze krétsza od przeciwprostokatnej.
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332 8. Trygonometria kgta ostrego

Na rysunku ponizej przedstawione sg trdjkaty prostokatne ABCi A,B,C;.

a) Zatézmy, e |BC| = |B,C,| oraz a; > a.
¢ ¢ Wéwezas |A,C,| <|AC|  oraz
\ A \ A |AB,| < |AB|. Zatem
A £ .B A = '31 sina;>sina i tga,;>tga
Wraz ze wzrostem kata ro$nie wartosc¢ sinusa i tangensa.
b) Zatézmy, ze |AB| =|A,B,| i, > .
Cy Wéwczas |A,C,| > |AC|  oraz
C B.,C,|>[BC|.  zatem
“ cosa,<cosa i ctga,<ctga
A B A B

1 1
Wraz ze wzrostem kata maleje wartos¢ cosinusa i cotangensa.

Przyktad 1.

Pod jakim katem padajg promienie stoneczne, jesli kij majgcy dtugos¢ 162 cm, usta-
wiony prostopadle do powierzchni Ziemi na ptaskim terenie, rzuca cien, ktérego
dtugosé jest rowna 200 cm?

Zatézmy, ze tréjkat prostokatny na rysunku ponizej reprezentuje sytuacje opisang

w zadaniu.
Niech & oznacza kat padania promieni stonecznych,
a — dtugosc¢ kija, b — dtugosc cienia.
a Wodwczas
a=162 (cm)
B [a b =200 (cm)
b Zatem
tga= a
& b

tga = E =0,81
200

Promienie stoneczne padajg pod takim ostrym katem «, ktérego tangens jest réwny
0,81. Aby wyznaczy¢ a mozemy postgpi¢ dwojako: wykorzystac tablice matematycz-
ne i tam odczyta¢ szukang wartos¢ lub postuzy¢ sie kalkulatorem, ktérym mozna
oblicza¢ wartosci funkcji trygonometrycznych. Takie kalkulatory zwykle umozliwia-
ja réwniez obliczanie miary kata, jesli znana jest wartos¢ funkcji trygonometrycz-
nej. W przypadku naszego zadania powinnismy wykorzystaé przycisk oznaczony
TAN L. Uzywajac go, otrzymaliby$Smy wynik w przyblizeniu rowny 39°.

Promienie stoneczne padajg pod katem w przyblizeniu rownym 39°.
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Przyktad 2.
Dany jest trdjkat prostokatny, w ktérym przyprostokatna przylegta do kata ostre-

3
go a ma dtugosc a oraz przeciwprostokatna ma dtugos¢ b. Wiadomo, ze cos a = s

b* +2d*

Wyznaczymy warto$¢ utamka
3ab

a . .. a 3
Zauwazamy, ze — =coso = —, zatem
b 4
3
a=—b
b 4
2 +24? 3
w utamku ————— podstawiamy w miejsce a wyrazenie —b
3ab 4
i obliczamy:
3,Y 9 17
b*+2-| ~b 2,72 22
b2 +20° (4 j_b +8b_8b_£3_17
4 4 4
2 2
Wartos¢ utamka b”+2a” jest rowna 2
3ab 18
Przyktad 3.
Zbudujemy kat ostry «, dla ktérego:
1
ajtga =2 b)sinazg

Ad a) Na podstawie definicji tangensa kata «, wystarczy skonstruowac trojkat pro-
stokatny, w ktérym stosunek dtugosci przyprostokgtnych jest rowny 2 : 1.
Zatézmy, ze dany jest odcinek majgcy dtugosé 1.

Opis konstrukcji:

1. Kreslimy kat prosty o wierzchotku A.

2. Na jednym ramieniu kata odktadamy taki
odcinek AB, ze ]AB| =1, na drugim ramieniu
kata odktadamy taki odcinek AC, ze |AC| = 2.

3. Kat ABC jest szukanym katem.
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Ad b) Z definicji sinusa kata a wynika, ze wystarczy zbudowac tréjkat prostokat-
ny, w ktérym jedna z przyprostokgtnych ma dtugosc 1, a przeciwprostokagtna ma
dtugosc 3.

1 Opis konstrukgcji:

1. Kreslimy kat prosty o wierzchotku A.

2. Na jednym ramieniu kata odktadamy taki
odcinek AB, ze |AB| = 1.

3. Zakreslamy okragg o srodku w punkcie B
i promieniu 3. Okrag ten przecina drugie
ramie kata w punkcie C.

4. Kat ACB jest szukanym katem.

Przyktad 4.

Obserwator dwukrotnie zmierzyt kat wzniesienia wiezy: raz w punkcie A, drugi raz
w takim punkcie B, odlegtym od A 0 26 m, ze punkt podstawy P wiezy nalezy do pro-
stej AB ((zobacz rysunek ponizej). W pierwszym przypadku otrzymat kat 63°, w dru-
gim kat 49°. Wiedzac, ze oczy obserwatora znajdowaty sie 1,8 m od ziemi, obliczymy
wysokosé wiezy.

UWAGA: Jesli patrzymy do gory, to prosta, wzdtuz ktérej patrzymy, tworzy z ptasz-
czyzng pozioma, bedgcy na wysokosci oczu obserwatora, kat. Kat ten nazywamy
katem wzniesienia. Jesli patrzymy do dotu, to odpowiedni kat nazywamy katem de-
presji.

Niech dwa tréjkaty prostokatne CDE i CDF reprezentujg sytuacje opisang w zadaniu.

C a=63°

p=49°

§=26m
x — odlegto$é punktu A
h ooy od wiezy (w metrach)
h + 1,8 — wysokos$é wiezy
(w metrach)

\% [O N c‘/ﬁ

: T 1

X A S B

==
=

Sl

W tréjkacie CDE jeden kat ostry ma miare «, przyprostokatna przylegta do tego kata
ma dtugosc x, natomiast przeciwlegta h. Zatem prawdziwa jest rownosc:

%zctga skad (1) x=h-ctga
Z kolei dla tréjkata prostokatnego CDF zachodzi réwnosc:

XTH:ctgﬁ zatem (2) x+s=h-ctgf
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Jesli wartosé h - ctg a, wyliczong z réwnania (1) wstawimy w miejsce x do rowna-
nia (2), to otrzymamy réwnanie z niewiadoma h:
h-ctga+s=h-ctgp
h-ctgf—h-ctga=s
h- (Ctgﬂ —ctg oc) =S z tresci zadania wynika, ze ctg f # ctg «,
czylictgf—ctga#0

s
B ctgf—ctga
Po wstawieniu wartosci liczbowych otrzymujemy:
26
h=————~72,3(m) 72,3+1,8=74,1(m)

ctg49°—ctg63°

Wieza ma ok. 74 m wysokosci.

SprawdZz, czy rozumiesz
1. Oblicz wartos¢ sinusa, cosinusa, tangensa i cotangensa kata ostrego a w troj-

kacie prostokgtnym na rysunku ponizej:
25 c)
a 3a .
7 a

2. Na podstawie danych na rysunku ponizej, oblicz wartos¢ wyrazenia:

sina —cosa 3cosa +sina o tga+2cos a
tga +ctga 13cosa -sina sina — ctga

Y/

3. Oblicz dtugos¢ odcinka x zaznaczonego na rysunku ponizej. Skorzystaj z tablic
trygonometrycznych. Wynik podaj z doktadnoscig do pierwszego miejsca po
przecinku.

a) b) I 29° c) -
M X 57\ |
d) e) f)
X
16
° « o o\
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10.

11.

12.

Na podstawie podanych nizej informacji oblicz obwdd danego tréjkata. Wynik
podaj z doktadnoscig do 1 cm.
a)h=4cm b)h=6cm c)b=20cm

105°

55\

W trdéjkacie prostokgtnym o przyprostokatnych dtugosci a i b oraz przeciwpro-

stokatnej dtugosci ¢ kat ostry « lezy naprzeciw boku dtugosci a. Wiedzac, ze:
2

a) sinazg, oblicz 2 o] b) cosazl, oblicz 1—0’—2
3 c 4 c
+5b +b
c)tga =4, oblicz a d) ctg a = 3, oblicz a
2b+a b—a

Wyznacz miare kata «, korzystajgc z danych na rysunku:
a) b) 3 c)

: O

Dany jest tréjkat prostokatny o bokach dtugosci a, b,

c i katach ostrych «, 8 — jak na rysunku obok. Wy- g
znacz wielkosci, podane obok danych: B p
a)a=4,b=6; c,a,f b)b=8 a=37°% a,c/p, c
c)c=15,4=76°% a,b,a

Skonstruuj kat ostry a, wiedzac, ze:
ajtga=2 b)sinazg c)cosa:%

d)ctgax=0,5 e)cosa=0,8 f) sina=0,75

Droga wznosi sie pod katem 6°. Janek przeszedt tg drogg 650 metréw. Jaka
pokonat wysokos¢?

Wieza ma wysokos¢ 34 m. W jakiej odlegtosci od podstawy wiezy zmierzono
kat wzniesienia tej wiezy, jesli byt rowny 26°?

Pilot samolotu lecgcego na wysokosci 2000 m z predkoscig 230 km/h spo-
strzegt pewng miejscowos¢ pod katem depresji rownym 5°. Po ilu minutach
samolot znajdzie sie nad tg miejscowoscia?

Do miski majacej ksztatt poétkuli o promieniu 10 cm nalano wode do wysoko-
Sci 6 cm. Jaki jest najwiekszy kat &, o ktéry mozna przechyli¢ miske tak, zeby
woda sie nie wylata?



Wartosel sinusa, cosinusa, tangensa i cotangensa kqtéw 30°, 45° [ 60°

Wartosci sinusa, cosinusa, tangensa
i cotangensa kqtow 30°, 45° | 6O°

Katy 30° i 60° znajdujg sie w trdjkgcie prostokatnym, bedgcym , potowa” tréjkata
réwnobocznego. Mozemy wybraé do obliczert dowolny taki trojkat. Obliczenia beda
stosunkowo proste, jesli przyjmiemy, ze przeciwprostokatna ma dtugosc¢ 2. Wow-
czas dtugosci przyprostokatnych w tym tréjkacie wynoszg odpowiednio 1 i V3. Stad

otrzymujemy:

sin 30° = cos 30° =

tg30°=— ctg 30° =

J3

=3 ctg 60°=i=—

3 3

V3
1

tg 60° =

W trdjkacie prostokgtnym rownoramiennym katy ostre majg po 45°. Jesli przyjmie-
my, ze kazda przyprostokatna ma dtugosc 1, to przeciwprostokatna bedzie mie¢ dtu-

gosc V2. zatem:

1 2
cos45°=—-= £
2
ctg45°=1
Otrzymane wyniki przedstawmy w tabeli.
a 30° 45° 60°
1
sina — ﬁ ﬁ
2 2 2
cosa ﬁ ﬂ 1
2 2 2
tga ? 1 \/5
ctga \/5 1 ?
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Przyktad 1.

W trdéjkacie ABC bok BC ma dtugosé 4 cm, a kat ABC jest réwny 30°. Wyznaczymy
wysoko$¢ trojkata opuszczong na bok AB.

C

a=30°
4cm Bl =4 cm
h h — szukana wysokos¢

A 30° B
Obliczamy:

—=sina

BC

h 1

— =5sin30° skad h=4-sin30°=4 - —

4 2

h=2(cm)

Wysokos¢ tréjkata opuszczona na bok AB jest réwna 2 cm.

Sprawdz, czy rozumiesz

1. Oblicz wartos¢ wyrazenia:
a) 2sin 30° + tg 45° + 3cos 60° b) tg 30° - ctg 60° — ctg 45°
c) sin 60°cos 30° + sin 45°cos 45° d) (tg 30° — ctg 30°) : cos 30°
e) ctg 45° - cos 60° — sin 60° - tg 60° f) 4ctg?30° —tg?30°
g) (sin 60° + cos 60°)(sin 60° — cos 60°)  h) 4 (cos 45° + cos 30°)?
2. W trdéjkacie rwnoramiennym ramie ma dtugos¢ 12 cm, a kat przy podstawie
jest rowny 30°. Oblicz wszystkie wysokosci tego trojkata.

3. Oblicz obwdd tréjkata ABC na rysunkach ponize;j.
a) b) c)

|AC| = |AB|

4. W prostokacie ABCD przekatne AC i BD majg dtugosc¢ 4 cm i przecinajg sie pod
katem a. Oblicz odlegtos¢ wierzchotka D od przekatnej AC, jesli:
a) a = 60° b) a = 45° c)a=30° d) a =90°

5. W tréjkacie ABC katy « i B sg ostre. Wyznacz miary katdw tego tréjkata, jesli:

3

3 2
a)sinazgictgﬁzl b)cosazgitgﬁ:?

3
c)tga:\/gictgﬂ:\/g d)sina:0,5icosﬁ:§



Zaleznosei miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kqta ostrego

Zaleznosci miedzy funkcjami trygonome-
trycznymi tego samego kqta ostrego

Réwnosé, w ktérej zmienne wystepujg wytacznie w argumentach funkcji trygono-
metrycznych i ktdra jest prawdziwa dla wszystkich wartosci tych zmiennych (dla
ktérych funkcje sg okreslone), nazywamy tozsamoscig trygonometryczng.

Ponizsze twierdzenie podaje podstawowe tozsamosci trygonometryczne dla funkcji
trygonometrycznych kata ostrego.

Twierdzenie 1. Postawowe tozsamosci trygonometryczne
Jesli a jest katem ostrym, to:
1) sin?a +cos’a=1

sina
2) tga=
cosa
cosa
3) ctga=—
sina

4) tga-ctga=1.

UWAGA: Zapis sin’z oznacza (sin @)? , podobnie cos?a oznacza (cos ).
ROwnos¢ sin’a; + cos’a = 1 nazywamy jedynka trygonometryczng.

Udowodnimy punkty 1) i 2).

Zatézmy, ze mamy dany trdéjkat prostokatny, w ktérym jeden z katédw ostrych jest
réwny «, przyprostokatne majg dtugosé x, y, a przeciwprostokatna ma dtugosc r (jak
na rysunku ponizej).

Korzystajac z definicji 1., str. 367, otrzymujemy:

Ad 1)

2 2 2 2 2

X X"+ r
sin2a+cosza=(x) +(—) = Zy =— =1 ,
r r r r y
ROwnNos¢ x? + y? = r? wynika z twierdzenia Pitagorasa zastosowa- A A
nego do danego tréjkata prostokatnego. X
Ad 2)
y
sina

x X cosa
r
Postepujgc podobnie, udowodnij punkty 3) i 4).
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Przyktad 1.

3
Wiedzac, ze cos a = < i a jest katem ostrym, obliczymy sin ¢, tg a, ctg a.

| sposéb
Z jedynki trygonometrycznej wyznaczamy sin «.

2
3 9
sinrfa+|=| =1 stad sina=1-—  zatem
5 25

16
sinfa=— i sina>0
25
) 4
sina=—
5
Teraz obliczamy tg o i ctg a.
4
sina . 5 4 1 . 3
tga = , czyli tga===— oraz ctga=—, czyli ctga=—
cosa 3 3 tga 4
5
- , . 4 4 3
Szukane wartosci s rowne: sin a = o tga= 3 ctga= 7

Il sposéb
Poniewaz « jest katem ostrym, to mozemy rozpatrzec tréjkat prostokatny, w ktérym

3
jeden z katow ostrych jest réwny « i dla ktérego cos a = . Takim tréjkatem jest,

na przyktad, trojkat prostokatny o przeciwprostokatnej majgcej dtugosc¢ 5 i jednej
przyprostokatnej, przylegtej do kata &, majacej dtugos¢ 3. Wtedy druga przyprosto-
katna ma dtugosc 4.

Otrzymujemy:
4
5 sina=— tga=— ctga=—
4 5
ZANNa
3
Przyktad 2.

Wiedzac, ze tg @ = 3 i « jest katem ostrym, obliczymy sin «, cos «, ctg .
Najpierw obliczamy ctg a.

1 . 1
ctga=——, wiec ctga=-—
tga 3



Zaleznosel migdzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kqgta ostrego

Z tozsamosci 3) twierdzenia 1. otrzymujemy zaleznosc:
sina .
3= , skad sina=3-cosa
cosa

Do wzoru sin’c + cos’a = 1 w miejsce sin & wstawiamy (3 - cos a).
(3-cosa)?+cos?a=1, stad 10-cos’a=1, zatem

2 1 . .

cos’a=-— i cosa>0, wiec

10
1

cosa=——

V10
Na koniec obliczamy sin .
. 1 3
sina=3+ —

J10 V10

, . , . 1 1
Szukane wartosci sg réwne: sin o = a= T' ctga= 3
10

3
——, cos
V10

Przyktad 3.

Sprawdzimy, czy ponizsza réwnosc¢ jest tozsamoscig trygonometrycznag:
(cos’a — 1)(tg%a + 1) =—tg’x, jesli a jest katem ostrym.

Aby pokazaé, ze podana rownos¢ jest tozsamoscia, wystarczy tak przeksztatcic¢ jedng
strone tej rownosci, aby otrzymac drugg. Oczywiscie tatwiej jest przeksztatcac stro-
ne bardziej rozbudowang (w tym przypadku — lewg).

L= (cos’x — 1)(tg?c + 1) = cos’a - tg’c + cos’a — tg?a — 1 =

sin’a

= cos’a - + cos’a —tg?a — 1 = sin%a + cos’a —tg?a — 1=

cos’a
=1-tg?a—-1=-tg’a =P
Wykorzystujgc poznane wzory, pokazalismy, ze lewa strona réwna sie prawej dla
dowolnego kata ostrego, wiec rozpatrywana przez nas rownos¢ jest tozsamoscia
trygonometryczna.

Prawdziwe jest réwniez nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 2.
Jesli liczby a, b nalezace do przedziatu (0, 1) spetniajg zaleznos$é a? + b* =1, to
istnieje taki kat ostry a, ze sina =a, cos a = b.

Zastanéwmy sie, dlaczego tak jest. Otéz jesli a, b nalezg do przedziatu (O, 1), to
a>a%ib>b? zatema+b>a’+ b?
a?+ b%* =1, wiec otrzymujemy a + b > 1.
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342 8. Trygonometria kgta ostrego

Z nieréwnosci tréjkata wynika, ze istnieje tréjkat o bokach dtugoscia, b i1 (a, b sa
dtugosciami krotszych bokéw w tym trdjkacie). Z rdwnosci a? + b? = 1 i twierdze-
nia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa wynika, ze tréjkat ten jest prostokatny
i przeciwprostokatna ma dtugos¢ 1. Jesli teraz przez a oznaczymy kat ostry w tym
tréjkacie, lezacy naprzeciwko przyprostokatnej dtugosci a, to (na mocy definicji 1. ze
str. 331)sina =aicosa =b.

Przyktad 4.

V3-1 4341
22 22

Sprawdzimy, czy liczby sg odpowiednio sinusem i cosinusem tego
samego kata ostrego.

Zauwazamy, ze dane liczby nalezg do przedziatu (0, 1). Obliczamy sume kwadratéw

tych liczb:
Bo1Y (B+1) 3-203+1 3+203+1 4+4
+ = + = =1
242 22 8 8 8

V31,4341
W2 22

Liczby sg odpowiednio sinusem i cosinusem pewnego kata ostrego.

Rozpatrzmy teraz tréjkat prostokatny o katach ostrych « i 8 oraz o bokach dtugosci
a, b, c (jak na rysunku ponizej).

Z definicji 1., str. 331, wynika, ze liczba a jest war-
c

a toscig sinusa a. Zauwaz, ze jest to jednoczesnie
wartos¢ cosinusa 3. Stad otrzymujemy réwnosé
a : (*) sina=cosf ale
b a+p=90° wiec p=90°—qa
Wstawiajgc wartos¢ f do réwnosci (*) otrzymujemy wzor
sin a = cos(90° — )

Twierdzenie 3.

Jesli a jest katem ostrym, to:
1) sina =cos(90° —a)

) cos a =sin(90° — )

) tga=ctg(90° - )

) ctga=1tg(90° —a).

w N

N

Wykaz, ze prawdziwe sg wzory: 2), 3) i 4).

W?zory z twierdzenia 3. nazywamy wzorami redukcyjnymi dla katéw 90° — ..



Zaleznosel migdzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kqgta ostrego

Przyktad s.

Obliczymy wartos¢ wyrazen (bez korzystania z kalkulatora i tablic trygonometrycz-
nych):
a) sin?20° + sin?70° b) tg 40° - tg 50°

Zauwazamy, ze 20° + 70° = 90° oraz 40° + 50° = 90°

Ad a) Korzystamy ze wzoru 1) z twierdzenia 2., a nastepnie stosujemy ,jedynke try-
gonometryczng”:
$in?20° + sin?70° = sin?20° + cos?(90° — 70°) = sin?20° + c0s?20° = 1

Ad b) Najpierw stosujemy wzor 3) z twierdzenia 2., a nastepnie wzor 4) z twierdze-
nia 1.:
tg 40° - tg 50° = tg 40° - ctg(90° — 50°) = tg 40° - ctg 40° =1

Wiesz juz, ze jesli a jest katem ostrym, to 0 <sina < 1 i podobneO<cosa < 1.
Zatem 0 <sina + cos a < 2.
W kolejnym przyktadzie oszacujemy doktadniej sume sin a + cos a.

Przyktad 6.

Wykazemy, ze jesli a jest kgtem ostrym, to 1 <sina +cosa < V2.

1. Aby udowodni¢, ze sin a + cos a > 1, rozwazmy tréjkat prostokatny, w ktorym
jeden z katow ostrych jest réwny «, a boki majg dtugosc: a, b, c —jak na rysunku

ponizej.
a b a+b
Wtedy sina +cosa=—+—=——
c c ¢ c
Z nieréwnosci trojkata wynika, ze a + b > c.
a . a+b ¢
b Zatem ——>—=1,skad sina+cosa >1

Cc Cc

2. Teraz pokazemy, ze prawdziwa jest nieréwnos¢
. 1
sina - cosa <E.

Wiemy, ze dla dowolnego kata ostrego & mamy:
(sina—cosa)? >0, skad
sina + cos’a — 2sina - cosa > 0,  czyli
1-2sina-cosa >0

1
(*) sina-cosaég
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3. Na koniec szacujemy warto$¢ wyrazenia (sin a + cos a)z, korzystajac z zalez-
nosci (*):
(sin & + cos a)? = sin® @ + cos?a + 2sin & - cos & =
. 1
=1+2sina-cosa<1+2-==1+1=2
Zatem 2
(sin a + cos oz)2 <2, skad otrzymujemy
sina+cosa < 2, bosina+cosa >0 dladowolnego kata ostrego «,
co konczy dowadd.

SprawdZ, czy rozumiesz
1. Wyznacz pozostate wartosci funkcji trygonometrycznych kata ostrego «, jesli:

7 8 1 11
a)sina=— b) cosa =— c)tga=1— d)ctga=—
) 25 ) 17 )te 3 ) cte 60

e)sina=0,9 f)cosazg gltga=4 h) ctg ot = 22

2. Wiedzac, ze « jest kgtem ostrym oraz sin « = 0,6, oblicz:
a)sina - cosa b) (sin a — cos a)?

3. Wiedzac, ze « jest kgtem ostrym oraz cos @ = g, oblicz:
a) 2sin?a — 1 b) sin?a - ctg’a
4. Wiedzac, ze  jest katem ostrym oraz tg o = 5, oblicz:
!
a) (tg a + ctg a)? b) Sm—?
1-sin“a
5. Wiedzac, ze « jest katem ostrym oraz sin & = \/\/5—1, oblicz:
a) sin®a — cos’a b) cos*a — sin*a

6. Wiedzac, ze  jest katem ostrym oraz cos a = \/2—\/5, oblicz:
a) cos*a + sina - cos’a b) sin%c — sin%a - cos?c

7. Sprawdz, czy podana réwnosc jest tozsamosciyg, jesli a jest katem ostrym.
a) (sina + cos a)* + (sina — cos a)?* = 2
b) cos*a + sin‘a + 2sin%acos?a = 1
c) cos*a — sin“a = cos?a — sinc
dtga—ctga=(tga—1)(ctga +1)
8. Wykaz, ze jesli « jest katem ostrym, to podana rownos¢ jest tozsamoscia.

. sina +cos
a) —cosa=sina-tga b)1+ctga:M
cosa sina
5 1 sin’ o
o (tga+ctga)l=—F——— d——— =tga

sin“a - cos’a cosa —cos’ a



Zaleznodel migdzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kqgta ostrego

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Wykaz, ze jesli « jest kgtem ostrym, to:
1 tga

. b) sina = —=——
Ji+tg’a Ji+tga

Oblicz bez uzycia tablic trygonometrycznych i kalkulatora:

a)cosa=

a) sin?61° + sin?29° b) ctg 30° - ctg 40° - ctg 50°

c) tg 15° - tg 60°- tg 75° d) sin220° + sin240° + sin?50° + sin?70°
e) tg?1° - cos?1° + ctg?1° - sin?1° f) sin?57° - ctg?57° + cos?57° - tg?57°
Wykaz, ze:

a) cos380° + sin?80° - cos 80° = sin 10° b) sin346° + cos 44° - cos?46° = cos 44°
Ustaw liczby w porzadku rosngcym, bez korzystania z tablic trygonometrycz-
nych i kalkulatora:

a) tg 45°, sin 50°, sin 20°, cos 45° b) cos 25°, tg 60°, cos 75°, sin 30°

c) ctg 10°, tg 12°, ctg 14°, tg 16° d) ctg 15°, tg 85°, sin 25°, cos 35°

Wiedzac, ze a jest katem ostrym oraz sin « - cos o = %, oblicz:
a) (sin a — cos a)? b)tga +ctga

Wiedzac, ze « jest katem ostrym oraz sina + cos a = 1%, oblicz:
a)sina - cos & b) sin“c + cos*x

1
Wiedzac, ze a jest katem ostrym oraz sin @ — cos @ = T, oblicz:
2

a) sina +cos « b) sin%a — cos’x

Wiedzac, ze a jest katem ostrym oraz tg a + ctg a = 3, oblicz:

a) tg’a + ctg’a b) (tg & — ctg a)?

W trdjkacie ostrokatnym ABC naprzeciw bokéw dtugosci a, b, ¢ lezg odpo-
wiednio katy «, f3, y. Bez wyznaczania miar katéw trdjkata rozstrzygnij, ktory
bok tréjkata jest najkrotszy, a ktéry najdtuzszy, jesli:

a)sinoe—12 sinﬁ—56 sin _4
13’ 65’ "V

297 7 8
b)sina=——,cosfp=—,cosy=—
) 425 ﬂ 25 z

17
2

1
c)jcosa=—,cosfp=—
2 p 2

d) sinazé, sinf3=0,9

345



340

8. Trygonometria kgta ostrego

Sprawdz, czy umiesz — powtérzenie do rozdziatu 8.

Test
1. W danym trdjkacie prostokatnym na rysunku obok 4
sinus kata « jest réwny: 3
1 a
A 1= B.0,75
3
C.0,6 D.0,8
2. Liczba sin 25° jest réwna:
A. sin 65° B. cos 65° C.sin 75° D. cos 75°
3. Wartos$¢ wyrazenia cos 30° - tg 30° jest rowna:
a 5. 3 ¢? p. V3
2 2 2 6
4. Jeslisin @ = cos a dla pewnego kata ostrego «, to:
A.a =30° B.a =45° C.a =60° D.a=75°
5. Tangens pewnego kata ostrego « jest réwny 2 + V3. Wéwezas tangens kata
(90° — ) jest réwny:
2—+/3 2++/3
A2-3 B.2++/3 ¢ 273 p, 243
7 7
6. Jesli cosinus kata ostrego jest rowny 0,96, to sinus tego kata jest rowny:
A.0,04 B. 0,07 C.0,14 D. 0,28
7. Dla dowolnego kata ostrego a wyrazenie 2cos « - (sin a-tga+cos a) przyjmu-
je wartosc:
A.0 B.0,5 C.1 D.2
8. Tangens kata ostrego « jest cztery razy wiekszy od cotangensa tego kata tylko
wtedy, gdy:
1 1
Atga=— B.tga=— C.tga=2 D.tga=4
4 2
9. Jedli dtugosci przyprostokatnych w pewnym tréjkacie prostokatnym pozostaja
w stosunku 5 : 12 oraz a jest najmniejszym katem w tym tréjkacie, to wartos¢
wyrazenia cos @ — sin « jest réwna:
L L > D.—>
13 13 12 12
10. Niech a =tg 50°, b =sin 50°, ¢ = cos 50°. Wéwczas prawdziwa jest nieréwnosc:

A.a<b<c B.c<a<b C.b<c<a D.c<b<a




SprawdZ, czy umiesz — powtérzenie do rozdziatu 8. 347

Zadania otwarte

4
11. Tangens kata ostrego a w tréjkacie prostokatnym jest réwny 5 Wyznacz dtu-

gosc¢ przyprostokatnej lezgcej naprzeciw kata «, wiedzac, ze obwadd tego tréjka-
ta jest réwny 36 cm.

12. Cosinus kata ostrego a w tréjkacie prostokatnym jest rowny 0,8. Wyznacz dtu-
gos$¢ najkrotszego boku tego trojkata, jesli najdtuzszy bok ma dtugos¢ 25 cm.

13. Dwa katy tréjkata sg réwne 61° i 32°, a najkrotszy bok ma dtugos¢ 20 cm. Ko-
rzystajac z tabeli wartosci funkcji trygonometrycznych (str. 392), oblicz dtugosci
pozostatych bokow tego tréjkata. Wyniki podaj z doktadnoscig do 0,1 cm.

14. Na podstawie danych na rysunku obok wyznacz

c
2
wartos¢ wyrazenia 1 — b—z, wiedzac, ze sina=5-137"
c

b
15. Skonstruuj kat ostry «, jesli:

a)sinazg b)cosa=0,4 c)tgazzg d)CtgaZ\/§

16. Oblicz wartos¢ wyrazenia:
a) (tg 60° + tg 30°) - ctg 30° —sin?45°  b) (cos 30° + tg 45°)(sin 60° — ctg 45°)
17. Oblicz wartos¢ wyrazenia:
a) (sin 15° —cos 15")2 + 2sin 75° - cos 75°  b) tg 40° - tg 50° - tg 60°
c) (sin 20° + sin 70°)> — 2cos 20° cos 70°  d) tg 15° - tg 45° - tg 75°
18. Dana jest wartos¢ jednej funkcji trygonometrycznej kata ostrego . Wyznacz
pozostate funkcje trygonometryczne tego kata.

1 60 2 7
a)sina =— b) cosa=— c)tga=2— dctga=1—
) 3 ) o ) tg c ) ctg g
19. Kat « jest ostry. Oblicz wartosé wyrazenia:
a) sina +cosa' jedli tg =3 b) 6sina +2cc?sa, jedli ctgar =2
sina —cosa 3cosa —2sina

D 20. Kat « jest ostry. Wykaz, ze dana rownos¢ jest tozsamoscig trygonometryczna.

sina +2cos(90°—«a
a)sina+sina-tgza:tg—a b ( ):3
cosa ctg(90°—a )cosa

. . . . 1 .
21. Wiedzgc, ze  jest miarg kata ostrego oraz sina +cosa = 15, oblicz:

a) (sin a — cos @)? b) sin®a + cos*a

22. Wiedzac, ze « jest miarg kata ostrego oraz tg a + ctg a = 3, oblicz:
a) tg’a + ctg’a b) tg(90° — ) + ctg(90° — )
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Skorowidz wazniejszych terminéw

aksjomaty Euklidesa 266
alternatywa zdan 112
argument funkcji 136

btad bezwzgledny przyblizenia 66
btad procentowy 67
bfad wzgledny przyblizenia 67

cosinus kata ostrego 331
cotangens kata ostrego 331
cze$¢ wspodlna zbioréw 10

definicja 116

dopetnienie zbioru 11
dowdd nie wprost 119
dowdd wprost 118
dwusieczna kata 276
dziedzina funkcji 136, 147
dziedzina nieréwnosci 47
dziedzina réwnania 38
dzielenie z resztg 33, 35
dzielnik 30, 34

figura nieograniczona 272
figura ograniczona 272
figura wklesta 228

figura wypukta 268
funkcja 136

funkcja kwadratowa 235
funkcja liczbowa 137
funkcja liniowa 182
funkcja logarytmiczna 260
funkcja malejaca 160
funkcja niemalejaca 161
funkcja nierosnaca 161
funkcja rosngca 160
funkcja réznowartosciowa 165
funkcja stata 160

funkcja wyktadnicza 254
funkcje monotoniczne 162

iloczyn zbioréw 10
implikacja zdan 113

jednomian 81

jednomiany podobne 81

kat 269

kat miedzy przecinajgcymi sie prostymi 274
kat petny 270

kat poétpetny 269

kat wewnetrzny wielokgta wypuktego 284
kat zerowy 270

kat zewnetrzny wielokata wypuktego 284
katy przylegte 271

katy wierzchotkowe 272

kierunek prostej 273

koniunkcja zdan 112

kwadrat liczby 73

kwantyfikator ogdlny 110

kwantyfikator szczegétowy 110

liczba nieparzysta 34
liczba parzysta 34
liczba pierwsza 30
liczba ztozona 30

licznik utamka 15
logarytm 102

logarytm dziesietny 102

tamana 282
tamana zwyczajna 282

mianownik utamka 15
miejsce zerowe 154

najmniejsza wspolna wielokrotnos¢ 32
najwiekszy wspdlny dzielnik 32
nieréwnosci nieostre 22

nierownosci rownowazne 48
nieréwnosci ostre 22

nierownosc¢ sprzeczna 52

nieréwnos$¢ tozsamosciowa 51

odcinek 267

odcinek prostopadty do prostej 274
odcinki prostopadte 274

odcinki réwnolegte 273

odlegtos¢ prostych rownolegtych 274
odlegtos¢ punktu od prostej 274
okres rozwiniecia dziesietnego 15
ortocentrum 304

o$ liczbowa 18

pierwiastek arytmetyczny 78
pierwiastek kwadratowy 78
pierwiastek stopnia nieparzystego
z liczby ujemnej 78
pierwiastek szescienny 78



Skorowidz wazniejszych terminéw

podzbidér 8

potega o wyktadniku catkowitym ujemnym 91

potega o wyktadniku naturalnym 73

potega o wyktadniku wymiernym 96

potprosta 269

procent 56

proporcjonalnos¢ odwrotna 248

proporcjonalnos¢ prosta 179

proste prostopadte 274

proste przecinajgce sie 273

proste réwnolegte 273

przeciwdziedzina funkcji 136

przedziat domkniety 25

przedziat lewostronnie domkniety 25

przedziat lewostronnie domkniety
nieograniczony 27

przedziat lewostronnie otwarty 26

przedziat lewostronnie otwarty
nieograniczony 27

przedziat otwarty 25

przedziat prawostronnie domkniety 26

przekatna wielokata 283

przyblizenie dziesietne 67

punkt bazowy 64

punkt procentowy 63

rozktad liczby na czynniki pierwsze 31
rozwigzanie nieréwnosci 47
rozwigzanie rownania 39
rozwigzanie uktadu dwdch réwnan pierwszego
stopnia z dwiema niewiadomymi 212
rozwiniecie dziesietne utamka 15
réwnania rownowazne 42
réwnanie liniowe 43
réwnanie pierwszego stopnia
z dwiema niewiadomymi 208
réwnanie sprzeczne 40
réwnanie tozsamosciowe 40
réwnowaznos¢ zdan 113
réznica zbioréw 10

sinus kata ostrego 331
spodek wysokosci 305
suma zbioréw 9
symetralna odcinka 275
szescian liczby 73

srednia arytmetyczna 127
srednia geometryczna 127
srednia harmoniczna 129
srednia wazona 127

srodek ciezkosci trojkata 308
srodkowa tréjkata 307

tangens kata ostrego 331
tozsamos¢ trygonometryczna 339
tréjkat 292

tréjkaty podobne 316

trojkaty przystajgce 311
twierdzenie 116

twierdzenie odwrotne 117

ukfad nieoznaczony 213
uktad oznaczony 213
uktad sprzeczny 213

wartos¢ bezwzgledna 17
wielokat 283
wielokat foremny 285
wielokrotnosé 30
wykres funkcji 138, 141
wykres rownania pierwszego stopnia
z dwiema niewiadomymi 209
wyrazenie algebraiczne 81
wysokosc¢ trojkata 304
wzér funkcji kwadratowej
w postaci kanonicznej 237
wzér funkcji kwadratowej
w postaci ogdlnej 235

zaprzeczenie zdania 111
zbiory roztagczne 10

zbiory réwne 8

zbidr liczb catkowitych 14
zbidr liczb naturalnych 14
zbidr liczb niewymiernych 16
zbidr liczb wymiernych 14
zbiér liczbowy 7

zbidr nieskoriczony 8

zbiér pusty 8

zbidr skonczony 8

zbiér wartosci funkcji 136, 150
zdanie 109
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Odpowiedzi do zadan

1. Zbiory liczbowe. Liczby rzeczywiste

Zbior. Dziatania na zbiorach

1.

10.
11.
12.

13.

a)A=1{1,2,4,510,20} b)B={-5,-4,-3,0,1,7}
¢)C=1{-25,-/5,0,174/5,100/5} d)D=1{0,1,4,9,16, .., 81}

4 4 2 1
e)E=14,2,—,1,—,=,..,— f)F={-1,-9,-81,-729,..}

3 53 25
b) B — zbiér naturalnych dzielnikéw liczby 60  d) D — zbidr catkowitych liczb dwucyfro-
wych dodatnich podzielnych przez4 f) F—zbidr pierwiastkdw arytmetycznych stopnia
drugiego z liczb naturalnych jednocyfrowych dodatnich

) Zbiér A ma 16 podzbioréw (15 wtasciwych i 1 niewtasciwy)

a)AuB=1{-2,-1,0,1,3,58},AnB={1},A-B=1{-2,-1,0,5},B—A={3,8}
b)AUB=A,ANB=B,A-B=1{511},B-A=0
c)AuUB=1{1,2,3,4,56},AnB=1{2,3,4},A-B={1},B-A={5,6}
d)AUB=B,ANB=AA-B=0,B-A=1{6,7}
e)AuB=1{3,-2,-1,1,2,3},AnB=0,A-B=
B=0,B-A=

A, B-A=8B
flAUB=A=B,ANB=A=B,A—-
B

a)AuB A-—

Uwaga: Odcinek zaznaczony linig przerywang nie nalezy do danej figury; niezamalowane
kétko oznacza, ze punkt nie nalezy do danej figury.

Zbiér X U Y ma 10 elementéw
Zbiér X N Y ma 3 elementy
14 ucznidw

13 samochodoéw biatych

a) 120 uczniéw  b) 4 klasy

a)A’={0,7,10,15,20},B8' =1{1,2,3,4,6,7},A'UB={0,5,7, 10, 15, 20},
B nA=1{1,2,3,4,6},A-B =1{0,10,1520} b)A' ={2,3,5},B =1{2,3,4,5,16},
A"UB=1{1,2,3,5,9,25},B NnA=1{4,16},A'-B' =@

a)A’'={1,2,4,5,7,8},B'=1{0,2,4,6,8},AA UB =(AnB)=1{0,1,2,4,5,6,7,8},
ANB =(AuB)=1{2,4,8 b)A'={0,3,56,7,9},8=1{1,23,5,6,7,9},
AUB =(AnB)=1{0,1,2,3,567,9},,AnB=(AUB)=1{3,56,7,9

~
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Zbiory liczbowe. OS$ liczbowa

1.

10.
11.
12.
13.

a) nieistnieje  b) istnieje; tg liczbg jest 0 c) istnieje, na przyktad zbidr liczb naturalnych
podzielnych przez 3

b)np.\/gii
3

%

a) dodawanie, mnozenie; b) dodawanie, odejmowanie, mnozenie;  c) mnozenie;
d) dodawanie, mnozenie; e) dodawanie i odejmowanie; f) zadne dziatanie nie jest
wykonalne

a)Z b)z N dT e)Q )T g)Q h)(0,+x)
A={x:xeRix>0}

A — zbidr liczb naturalnych mniejszych od 100; C - zbidr poteg o podstawie 2 i wyktadni-
ku naturalnym mniejszym od 11;

A=1{0,2,4,6,8} B={.,—4,-3,-2,-1,0} C::{l, ,%,

f) 3,

~ U

a)1,(6) b)-26,05 ¢)0,41(6) d)1,024 e)1,63

~

571428)

25
111

2
a) b) I (wskazowka.: niech x =0,181818...; wtedy 100x = 18,1818...,

22
skad 99x=18); «¢) Y (wskazéwka: pomnoz x = 2,4444... przez 10 i oblicz 9x);

163

1201 137
30°

)_ -

9 990~ ' 1110

a) prawdziwa b)fatszywa c) prawdziwa d) fatszywa
Obie liczby sg réwne

a)a<b b)a>b ca<b d)a>b

a) —1; liczba wymierna  b) 2; liczba wymierna c) 0; liczba wymierna
d) 2\/5—3; liczba niewymierna

Prawa dziatan w zbiorze liczb rzeczywistych

2.

3.

4.

5.

1
a)9—5 b)3,7 «c)24,95
17

a) 0,24 b)6% c) 44
7
a)3,5 b) 25 c) 34,79

T
a)0,9 b)— ¢)-11
) )60 )
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6. a)42 b)59 )86 d)30

7. a)3(2+ﬁ) b)—O,S(\/g—l)
8. a)5—\/§

9. b)np.a=-3,b=26

c)\/g—l

b)rt—2

10. b) np. x=0,5; y = 0,5v2

e) 3564

f) 8704
o) %(\/E+ 3n) d) %(2«@ - 5)

d)-1-3=n

11. a), b) — nieréwnosci prawdziwe; ¢) — nieréwnos$¢ nieprawdziwa (zobacz przyktad 6.
str. 23)

Przedziaty

1

3. .=
a) np 5

4. a)np.3

5. a)AUB=(-4,5) b)AUB=(-0,1)U(5+0) c)AUB=B d)AuUB=(-1,+x)

6. a)AnB=(-2,5 c)AnB=A d)AnB={7} f)ANB=D

7. a)A-B=(0,3), B-A=(5,7) b)A-B=(-3,-2)U(4,+x), B-A=D
e)A-B=(-50)U(3,8),B-A=D f)A-B={4},B-A=(-0,-6)

9. a){0,1,2,3,4} b){-2-10,1,23} ¢ {5678,.} d{.-2-101,2}
e){1,2,3,4,5} f){-1}

10.b) (2,4/5) U (V5,+0)  ©) (~0,2) U (2,40) F)(-20,0)L(0,1) U (1, 2)

11. a) A'=(-,-3) b)A =(7,+®0) c)A'=R U {0}

12. a) A’ = (0, —4) U (5, +o0)

Zbior liczb naturalnych i zbidr liczb catkowitych

1. a)a=2-3-75b=2-3-5-7; NWD(294, 210) =
b) NWD(312, 260) = 52; NWW(312, 260) = 1560
c) NWD(158, 316) = 158; NWW/(158, 316) = 316
d) NWD(648, 1620) = 324; NWW/(648, 1620) = 3240

42; NWW(294, 210) = 1470

2. a)2,3,4,6,8 b)2,3,4,6,9 2,356 d)2,3,456,809

3. a4 b)0,5 ¢)2,6 d)1,7 e)2

4. Tylko liczba z punktu b) nie jest podzielna przez 17.

5. Obydwie liczby sg ztozone.

6. a)11 b)4 ¢)5 d)9 e)9 f)6

7. a)A={..,-28,-21,-14,-7,0,7,14,21,..} b)B=1{0,4,8,12,16, ..}
c)C=1{1,3,57,9,11} d)D={-10,-7,-4,-1,2,5} e)E={-17,-13,-9,-5,-1}
fyF={.,-13,-8,-3,2,7,12, ...}
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8. a)n—2,n—1,n gdziene N—{0,1} b)2k, 2k+2,2k+4,gdziek e Z
c)2k—3,2k—1,2k+1,gdziek€Z d)np. 6n+5,gdziene N
e)np.5k+3,gdziekeZ f)np.3k+1,3k+4,gdzieke N

9. a)2 b)2 ¢)6 d)1 e)4 f)2,boa=12k—9+2=3(4k-3)+2
10.a)3 b)0 )0
11. Nie, bo reszta z dzielenia tej sumy przez 4 jest réwna 2.

12. Tak; wskazéwka: s = (2k + 1) + (2k +3) + (2k + 5) + (2k + 7) = 8k + 16 = 8(k + 2); ponie-
waz k € Z, wiec k+ 2 € Z; to znaczy, ze liczba 8(k + 2) jest podzielna przez 8.

13.2)1 b)2 o2 d)4 e)1 f)4
wskazoéwka: a=5k+3,b=5n+4,gdzieke N,neN; c)a+b=5k+n+1)+2;
f) 20 —3b =10k — 15n — 6 = (10k — 15n — 10) + 4

14.2)25 b)5 ¢)1 d)1
wskazéwka: a = 4k + 2, b = 4k + 3, gdzie k € Z; wtedy 5(a + b) = 40k + 25;
b)5(a+b)=20-(2k+1)+5

15.a)n € {O, 1,3, 7} wskazdwka: liczba n + 1 jest naturalnym dzielnikiem liczby 8
b)n e {0, 2}
Przypomnienie i uzupetnienie wiadomosci o réwnaniach

1. a)D=R;tak b)D=R; tak c)D=R-{3};tak d)D=R—{-1,-2};nie
e) D=(0, +»); 9 —tak; 1—nie ) D=(0, +x); liczby 0, 1 —tak; 4 —nie

2. a)a=5 b)a=2 ca=-8 d)a=-6 e)a=16 fla=-3luba=3

3. a)D=R;xe {-1,1} b)D=R; réwnanie sprzeczne c)D:R;xe{—x/g,\/E}
d)D=R;x=0 e)D=(0,+0);x=0 f)D=(0, +x); rwnanie sprzeczne
a)D=R-{0}; x=3 b)D=R-{-2},x=5 c¢)D=R-{3}, x=1

a)xe {0,3} b)xe {47 cx=-1 dx=10 e)x=0 f) xe {0;0,25}
b) np. (x +1)(x-2)=0

a) tak; zobacz przyktad 5. str. 40 b)tak c)tak d)nie;D=R- {1}; np. liczba 2 nie
spetnia réwnania (sprawdz!)

N o v &

8. a) wyrazenie po lewej stronie réwnania ma wartos¢ o 2 wiekszg od wyrazenia po prawej
stronie rownania, jedlix € R

Rozwigzywanie rownan metoda réwnan rownowaznych

-1
1. a)x=-12 b)x=0 c)x:? d)x=15 e)xe R f)rownanie sprzeczne

2. a)x:% b)x=1 c¢)x=-11,1 d)x=25 e)x:—lé filx=11
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© N o U

10.

11.

12.
13.
14.

2
a)x:—Z\/§ b)x:g c)x:—\/g d) réwnanie sprzeczne e)x=-11 f)xeR

a) nie sg rownowazne, bo pierwsze réwnanie spetniajg liczby 2 i —2, zas drugie — tylko
liczba 2 b) sg rownowazne c) nie sg rownowazne, bo pierwsze rownanie spetniajg
liczby 0i 1, a drugie —tylko liczba 1  d) nie sg rbwnowazne e)sg rownowazne; wska-
zéwka: wytacz x poza nawias z drugiego réwnania  f) nie s rownowazne; dziedzina
réwnan to zbior D = <0, +oo); pierwsze rownanie spetniajg liczby 0i 1, za$ drugie rowna-
nie —tylko liczba 1.

15
Dziadek miat 18 orzechéw, rozdzielit wnukom po 9 orzechdw.
75,77,79

Nie istniejg. Niech 3x—3, 3x, 3x + 3, 3x + 6 beda szukanymi liczbami naturalnymi, x € N,.
Wodwczas otrzymujemy réwnanie 3x — 3 + 3x + 3x + 3 + 3x + 6 = 780, ktdérego jedynym
rozwigzaniem jest liczba 64,5 ktdra nie jest naturalna.

36, 37, 38, 39

Nieréwnos¢ z jedng niewiadomga. Rozwigzywanie nieréwnosci metoda nieréwno-
$ci rwnowaznych

1.

a) —2 spetnia, 0 nie spetnia  b) 5 nie spetnia, —2 spetnia  c) spetniajg  d) spetniaja

1
b) np. E' 0,-0,9
a) XE(%,-‘:—OO) b)x € (—0,-4) c¢)x € (0,40) d)xe (5 +0) e)xe(-3,+x0)

fix e (—oo, —2> g) xe(—oo, 3%) h)x e (—oo, 0)

2
a)xe(-6,+0) b)xe(-:0,0) c)xeR d)xe [—oo, —E> e) nieréwnoéé sprzeczna

f) xe (_—1, +OOJ
2
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10.
11.
12.
13.

14.
15.

a)x e (-o,1) b) xe[—oo,1§> c) xe(—l%,+ooj d) x € (—o0, -3)

a)Xe(—oo,%> b) x € (~o0, -1) c)xe(—%,+ooj d)xe(—oo,—S%j

a)x e (-1,2) b)nieréwnoé¢ sprzeczna  c)x=-1 d)xe(2,+0) e)xeR

a)Xe(71,+oo) b)Xe(m,l) c)Xe(foo,2> d)xe[ 14,+ooj
—

wskazdwka: zobacz przyktad 4 c)

a=3

x € (3, +o)
2
xe{0,1,2}

-5, -3 lub -3, —1; wskazdéwka: Jesli x jest wiekszg z szukanych liczb, to zachodzi nieréw-
no$¢ podwajna: x* < x(x - 2) < X2 + 6, ktdrej zbiorem rozwigzan jest przedziat <f3, O>.
Stad x=-3 lub x=-1.

16,17, 18, 19

x e {2,3}
wskazowka: liczba naturalna x spetnia jednoczesnie dwie nieréwnosci: x(x+ 5) <x*+15
orazx(x+5) > x*+6

Procenty

1.
2.

a)4,2 b)18 «¢) 21,25
a)2 b)5000 c)320

a)65% b)680% c)— - 100%

Q|

a) K, = 1440 — 883,98 - (11 500 — 8000) : 5000 = 821,21 (zt);
p=0,18 - 11 500 — 821,21 = 1248,79 ~ 1249 (z1); 10,86%

b) p=3944 zt; 15,78% c) K, =391,49 zt; p = 18 931 z}; 19,36%
d) p =49 8501} 25,8% e)K,=227,92 zt; p = 22 998 z}; 20,9%
f) K, = 1440 — 141,44 = 1298,56 (zt); p = 285 zt; 3,24%

a)a=33 b)b=235

1
Kasia ma o 50% wiecej ptyt niz Monika; Monika ma o 335% mniej ptyt niz Kasia.
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10.
11.
12.
13.

14.

15.
16.

b-0,2b 5a—a

-100%=80% b) -100% = 400%

a)

a

1
09—%
11

a) dziewczeta trenujace koszykdwke stanowig 6% ucznidw szkoty, chtopcy trenujacy pty-
wanie stanowig 15% uczniow tej szkoty b) o 60%

a)12,8% b)30,6% ¢)073,1% d)o51,7%

64,80 zt

O ok. 13,9%

a) 97,92zt b)0,9-0,8-a,czyli0,72a

a) 3200zt b) z zt czyli z zt
1,2-1,05 1,26

Cena koricowa stanowi 96% ceny poczatkowej

0 30%

Punkty procentowe

1.

2
3.
4

a)6,9% b)o ok.4,55%
partia A: spadek 0 20%; 7 p.p.  partia B: wzrost o0 18,75%; 6 p.p.
a) wzrost o 25 punktow bazowych, czyli 0 0,25 p.p.  b) wzrost o ok. 4,17%

a) stopa referencyjna przed zmianami 2,5%, po zmianach 1,5%; stopa lombardowa
przed zmianami 4%; po zmianach 2,5% b) stopa referencyjna zmalata o 40%, stopa
lombardowa zmalata 0 37,5%

a) grupa oséb w wieku (0, 14) 0 1 p.p.; grupa oséb w wieku (15, 24) 0 5 p.p.; b) udziat
grupy osob od 25 do 44 lat w spoteczenstwie wzrdst o 3 punkty procentowe i byt wiekszy
w 2016 . niz w 2006 . 0 ok. 10,7%; udziat w spoteczenistwie grupy oséb w wieku 65 lat
i wiecej wzrdst o 3 punkty procentowe i byt wiekszy w 2016 r. niz w 2006 r. o ok. 23%;
c) 0 48 punktéw procentowych; o 184,6%

Przyblizenia, btad bezwzgledny i btagd wzgledny, szacowanie

1.
2.

a)8,07 b)0,27 ¢)13,71 d)3564 e)2,51 f)0,24

a) btad bezwzgledny: 74,72 m?; btad wzgledny: ok. 0,04
b) btad bezwzgledny: 6 s, btagd wzgledny: ok. 0,05

a) A: 2,9tys. zt; B: 4,1 tys. zt  b) A: 1,04%; B:0,93%
tak
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Sprawdz, czy umiesz — powtdrzenie do rozdziatu 1.

Test
Nr zadania 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10
Odpowiedz A| D D B B|A B | D|C C
Nr zadania 11 |12 | 13 | 14 | 15| 16 | 17 | 18 | 19 | 20
Odpowiedz B B/ C| C|A | C| D|D]|C C

Zadania otwarte

)) —<7 +oo)

22.a)A=1{0,1,2,3,4,5,6,7} B={-3,-2,-1,0,1,2,3} C={-1,1,3,5,7,9}
D={..,-8,-5-2,1,4,7,..}

23.a)1 b)11 ¢)3 d)2

24.2)15 b)0 ¢)5 d)3

25. a) 243 b)0,-4, 2 c)réwnanie sprzeczne d)x € R

26.xe(-,4) a)2 b)5

27.xe(—oo,2§] a)np.2; b)-morazm—1

28.a)-1 b)2

29. 0 70 punktéw bazowych; o 28%

30. 03%

2. Wyrazenia algebraiczne

Potega o wyktadniku naturalnym

1. a)5%=(-

3 3
92 8 (2
3 3 \3

2. a)0,000001

3. a)256

f)-8.2%=

b) -81
~128

4. a)25 b)1,5

5. a)32 b)218

8

10

b)2—
) 27

5)° b)-2*=-16, (-2)*=16, wiec —2* <(-2)*

2 2V
=—,wiec—>| —
3 (3J

c)—243 d)361 e)-06 f)625 g)-4 h)1l

c)125 d)-100000 e)(0,1)”-108=(0,1-10)"-10=10

c) 100

c) 0,78

1
d-4 e — f)-02
) )64 )

d)(-6)"* e)5° f)(-0,5)°

a) A’ = (-3, +), B' = (~o0, ~4) U (7, +0) b)AUB=(-0,7) c)A'NB=(-3,7)

i) —1000
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6. a)a® b)a® c)a™
7. a% 75—8
81
8. 3x%% 1,5
9. 2)3:3°=3" b)2" ¢)5° d)6° e)(-7)® f)9*
10. a) wskazéwka: wytgcz liczbe 2%° przed nawias i oblicz warto$é wyrazenia w nawiasie

11.a)343 b)16 ¢)125 d)9 e)-1,5 f)-1000

Pierwiastek arytmetyczny. Pierwiastek stopnia nieparzystego z liczby ujemnej
1. a)14; 18; 0,4, 2,5 b)4; 0;6; 0,1 «¢)2;0,3;1;5;, d)-3;-1, 4, -2

2. a)9 b)04 ¢ 1,7 d)5

17
3. a)15 b)15 )= d)6
) ) )52 )

4. a)135 b)44 c)60 d)24 e)30 f)-18 g6 h)-20

1 1 8 6 2 1
5. a)l= b)— ¢)J4— d)24 e)d f)— — h)1=
) s )50 ) >3 ) ) ) - g) c ) 5
6. 12 b1t o1t g2t
3 4 3 4

7. a)2 b)5 ¢)25 d)2
8. a)14 b)26 ¢)294 d)6
9. a)m b)-2 ¢)121 d)25 e)49 f)2 g3 h)2

10.3)5/2 b)3v3 )0 d)2v3 e) =32 235 g 183 h)1332

Dziatania na wyrazeniach algebraicznych
2a

N

d)np. (2k+3)2—(2k+1), ke N e) (3x+§yj f) (x— a?)?

1. a)a(b+c) b) c) np. (2k)? + (2k + 2)?, gdziek € Z

a)3b—-5a—-ab+15 b)2ad?+11ab+12b> c)-1050%+ 114024 d)3b*+10b—-8
6x’y°> b)16x® c)32x?

3x3-5x2 b)-21x>+38x—-9 c)—6x3+40x>2—28x d)63x3—4x>+45

a)6a; 3 b)3b3—-2b% 32 c)2a*-1; 11,5 d)-4x*+3x+2; 25

Q

a

LA R

)
)
)
)

6. 2625 b)— )08 d)-10
e
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7. a)xe(-1,0) b)xe(=0,2) c)xeR d)xe(%ﬁoo}

8. a)-1(4+2y) d) —1(—xﬁ—2y+1)

9. a)2(x-2) b)3y(2x+y) c)xy(1-4xy) d)12x3(2y+1)

10. a) 6(0,5x—y?) b) %(x3 +2y?) ¢ _?1(6x7y) d) ﬁ(x—ﬁy+2z)
11.a) (a+3)x+y) b)(2b-c)x-y) ) (5-y)3-x) d)x(y+1)(x-1)

12.a)x e {-3,5} b)xe {50} c)xe{0,4} d) xe{§,7} e)x e {-4,-1}

f) xe {—2, 11}
2

Wzory skréconego mnozenia stopnia 2.

1. a) (100 +3)*=100>+2-100 - 3 +32=10 000 + 600 + 9 = 10 609
c) (50-2)>=2500-2-50-2 +4=2304

2. a)(20+1)(20-1)=202-12=399 ) (40 -3)(40+3)=1600 -9 =1591

3. a)7+4443 b)27+10v2 ¢)21+445 d)27+182

4. a)81+18b+b? d)3+2\/§x+x2 e)1+4z+42 g)16x2+8\/§x+5
5. a)6-4v2 b)97-56v3 ¢)171-110v2 d)32-1643

6. a)a’—6a+9 d)8—4V2x+x2 )252-103y+3  h)3x2— 632xy + 6y2

7. a)-1 b)l c¢)-4 d)-3 e)l6 f)245

023 3545 02-3 e)—7—3J§ f)17—7\/7

c)
4 2 9

9. a)2++/5 b)-3-22 c)1—§\@

8. a)\/§+1

10.a)x*—1 b)y*+64 «c)12b d)28a+98 e)45 f)-2n?>+140n
11. (x+y)=81; (x—y)*=1

12. x2 + y?> = 163; xy = 61 wskazéwka: skorzystaj w obydwu réwnosciach ze wzoréw skrdco-
nego mnozenia; wyznacz 2xy z pierwszej zaleznosci i podstaw otrzymane wyrazenie do
drugiej zaleznosci (w miejsce 2xy), nastepnie oblicz x + y2.

13.a) (x—11)(x +11) b)(2x-7)(2x+7) <) (x—3)* d)(4+x)? e)(2x—1)?
f)3x+1)(x+1) g (x-5)3x+5) h)(x—2)(x+2)(x2+4)

14.a)x=1 b)x=-5 c)xe{—\/g,\/g} d) x e {-2,2} e)x=—§ f)x=§

359
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Potega o wyktadniku catkowitym ujemnym

1 9 64
1. a)— b)343 ¢)-0,01 d)— e)-16 f)10000 — h)—
) P ) ) ) o8 ) ) g) 29 )
2. a)645 b)2oT g2 el e729 11
81 4
1 1 1 -1 1
3. a)4; 3=; 16 b)—; —; —E; c)32; 0,343; -1 d)-128, —; —
3 25 9 6 32 16
1 1 1
4. a)- b)3 ¢0 d)1 e)— f)=
) c ) ) ) )841 ) 5

a)10% 103 105 b) 103 105 10% ¢)10% 105 102 d)10°% 105 104
Stori wazy 6 - 10° kg, chomik wazy 1,2 - 10 kg; ston jest 5 - 10* razy ciezszy od chomika

Dtugosc¢ gekona jest rowna 3,5 - 102 m; anakonda jest dtuzsza od gekona 300 razy

© N o un

a)2x°+1,x#20 b)2x'—x-1,x#0 c)y'—y, y£0 d)x*-x,x=0
e)y'+2+y*y=0 f)8ly“—18+y'y=0

Potega o wyktadniku wymiernym

1 17 1 21
1. a)7; 2; 0,2; E; 0,1 b)256; 27; 3; 16; 0,125 <¢)0,5; 4; 45; —; 97—

125" 7 32
J10
2

.61 32
2. a)3 b)V5 2 d) €07 f3 g4 h4a )5 iz k0027 1) o

3. a)1l b)2 c)243 d)0,216 €)3 f)% g)32 h)100 i)6,25 j)9 k)% )7

4, a)% b)% 5 d)8 e)025 f)18

3 3 13 5 3 5

5. a)32 b)2% c)4° d)65 e)52 f)78
3 5 5
6. a)102 b)4® ¢)225 d)335 e)63 f) 535

7. a)5,624 b)0,056 ¢)0,006 d)562,386

8. a)3 b)14+6V5 ) 9-62 d)% e)7-24J10 ) 20+86

Potega o wyktadniku rzeczywistym
1
c)— d)5 e)125 f)49

1
1. a)8 b)=
9 64

2. a)9 b)1 ¢)16
3. a)128 b)2187 c¢) 1000 000 000
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Okreslenie logarytmu

1. a)5 b)-2 ¢)0 d)-3 e)4 f)-4 g)_T1 h)_?1
2. a)20 b)0o,1 c)% d)10 e)5 f)128 g)9 h)2
1 -1
3. a)-3 b)d )2 d)= e1 f)—
) ) ) )2 ) ) 3
1 , 1,5
4. a)6a+b b)20+5b c) b—a—1; wskazéwka: 0,15 = 10
5. an=0 b)n=4 ¢)n=1 d)n=5 e)n=0 f)n=9

1
10

d)b—2a+1

N w

9. a)1; wskazowka: zauwaz, ze log 4 = 2log 2 i zastosuj wzdr skréconego mnozenia na kwa-

drat sumyliczb b)4 c¢)4 d) %;

logarytmow o podstawie 4

Zastosowanie logarytmow

1. 10 %% mol/dm?3

2. pH=24

3. pH=5,5

4. pHzmalato o ok. 1,7 (zmalato doktadnie o log 50)
5

wzrosnie o ok. 3 dB (wzros$nie doktadnie o log 21°)

wskazowka: zapisz dane logarytmy za pomoca

[}
6. 120 dB; wskazéwka: 60:10-Iogl—3l , gdzie I, = 10** W/m?, I, — natezenie dZwieku

0

podczas rozmowy; I, = 10~ ® W/m?; I, — natezenie dzwieku podczas startu helikoptera,

I, =10°- I, =1 W/m?;

[}
7. 80 dB; wskazéwka: 100 =10- Iog/—l, gdzie I,=10"12 W/m?, I, — natezenie dzwieku stysza-

0

nego przez obserwatora w odlegtosci 20 m od zrédta; I, = 1072 W/m?;
r,:r, =200 : 20 = 10; 10? = 100; /, — natezenie dzwieku styszanego przez obserwatora

w odlegtosci 200 m od zrddta, I, =1, : 100 = 10-% W/m?;

Definicja. Twierdzenie. Dowéd twierdzenia

1 -1
1. wskazowka: Jesli x > 3 to3x>1,jesliy > < to 2y > -1, zatem 3x+2y > 1+ (- 1)

=0

3. wskazowka: Jedlia>—2,toa+2>0,jedlib<3,tob—3<0,zatem (a +2)(b-3) <0,

czyliab—3a+2b—-6<0.

5. wskazéwka: Jeéli a > 3b, to a— b > 2b, skad % >1,bob>0
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10.
11.

12.
13.
14.
15.

16.

17.

18.
19.
20.
21.

wskazowka: Mamy 2k + 1, 2k + 3, 2k + 5, 2k + 7, gdzie k € Z,
zatem (2k + 1) + (2k +3) + (2k + 5) + (2k + 7) =8k + 16 = 8(k + 2)

wskazowka: Mamy 4k + 1, 4k + 2, 4k + 3, gdzie k € Z,
zatem (4k + 1) + (4k + 2) + (4k + 3) = 12k + 6 = 6(2k + 1).

wskazowka: Mamy 7k + 1, 7k+ 2,7k +3, 7k + 4, 7k + 5, 7k + 6, gdzie k € Z,
zatem (7k+ 1) + (7k +2) + (7k + 3) + (7k + 4) + (7k + 5) + (7k + 6) = 42k + 21 = 7(6k + 3)

wskazéwka: zapisz liczbe n? — 1 w postaci (n—1)(n + 1) i zauwaz, ze jesli n przy dzieleniu
przez 3 daje reszte 1, to liczba n — 1 jest podzielna przez 3, a jesli n przy dzieleniu przez 3
daje reszte 2, to liczba n + 1 jest podzielna przez 3.

wskazéwka: Mamy n =3k +2, m =3/ + 1, gdzie k, | € N; oblicz (3k +2)>—(3/+ 1)

wskazowka: Mamy 5k + 1, 5k + 3, gdzie k € Z, zatem
(5k+1)*+(5k +3)*=25k? + 10k + 1 + 25k? + 30k + 9 = 50k? + 40k + 10 = 10(5k? + 4k + 1).

wskazdwka: zobacz przyktad 2. i 5.
wskazowka: zobacz przyktad 3.
wskazowka: zobacz przykfad 3.

wskazéwka: a) 9x% — 6xy + 2y = (9x? — 6xy + y2) + y2 = (3x —y) + y%
wskazéwka: b) 2x% + 4y? + 1 —2x—Axy = (x> — 2x + 1) + (x? — dxy + 4y?) = (x — 1)2 + (x — 2y )?

wskazowka: zobacz przyktad 6.
wskazowka: Zatézmy przeciwnie, ze liczba log,3 jest wymierna, czyli Iog23=B, gdzie
q

p, g € N,. Stad i z wtasnosci logarytmu otrzymujemy, ze q - log,3 = p, czyli log,37 =p.
Z definicji logarytmu mamy 2P =39, Ale ostatnia rownos¢ jest sprzeczna, poniewaz liczba
2P jest liczbg parzystg, natomiast liczba 39 jest liczbg nieparzysta.

wskazdwka: zobacz przyktad 7.
wskazéwka: 3" +3"+1+37+2=37(1+3 +9) =13 - 3"
wskazOwka: 27 +5 +27+4 -2 +3 4 g+ 2 4 PN+l =90+ 1(16 48— 4+ 2+ 1) =23 - 2"+1

wskazowka: 6"+2—2 - 6"+*1 4+ 772 7" =6"(36 —12) + 7"(49 ~ 1) =6"- 24+ 7" - 48 =
=24(6"+2-7"), gdzien € N.

Przeksztatcanie wzorow




Odpowiedzi do zadai

$

1. w Suwatkach o 3,83 godziny

2. 3,19

3. 24,90 zt/kg

4. ok. 4,51%; wskazéwka: zobacz przyktad 3.

Sprawdz, czy umiesz — powtdrzenie do rozdziatu 2.

Test
Nr zadania 1 2 3 4 5 6 7
Odpowiedz D B A D | A B C
Nr zadania 8 9 |10 |11 | 12 | 13 | 14
Odpowiedz B C B A C A C

Zadania otwarte

15.a)2km=2-10*dm 13mm=1,3-10?m 23cm=2,3-10%km
b)37kg=3,7-103dag 56g=5,6-10%kg 81g=8,1-10°t
c)2m?=2-10°dm? 7,1m?=7,1-10*cm? 4,5mm?=4,5-10°m?
1

16.2)47 b)23 ¢)3° d)72 e)2%5 f)2°
17.a)15 b)1 ¢)0 d)6

18.2)6-4v2 b)16 ¢)30-12v6 d)2
19.a) 3-243 b) 12445 ¢) -1+2

20. a)-16x+5; 3,4 b)a>-5a0+1; 9-7\2 c)—20x; —40 d)-4x?* -48
1
21.a)x=3 b)XZ_E c)x=1 d) x=13

22.a=3; xe(-» -5)

23.a) x 6(—00, 1£> b) x E(—OO, Ej c) x E<—81, +oo]
5 4 2

24.a)—1 b)245 ¢)1 d)1
8 4

25. wskazéwka: jeslia>-2,toa+2>0, jeslib >3,tob—3 >0, zatem (a+2)(b—3) >0
26. wskazowka: 3a* + 7b> — 6ab = 30> — 6ab + 3b? + 4b? = 3(a® — 2ab + b?) + 4b?

27. wskazowka: Mamy 6k + 2, 6k + 4, gdzie k € Z,
zatem (6k + 2) + (6k +4) = 12k + 6 = 6(2k + 1).

363
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28.

29.

30.

31

32

33

wskazowka: zauwaz, ze liczbe n mozna zapisaé w postaci 4k + 1 lub 4k + 3 i wykorzystaj
wskazéwke do zadania 10. ze str. 122

wskazéwka: (2n +1)+(2n+3)+(2n+5)+(2n +7) + (2n +9) =10n + 25 =
=10(n+2)+5

wskazéwka: 327+3 + 4. 97+ 1 4 81057+1 =320, 27 £ 91. 36 4+ 97+ 2 =
=9"(27+36+81)=144-9"=12(12-9")=(12-3")% n e N.

wskazéwka: Jesli (a + b)(c + d) = (a + c)(b + d), to ac + ad + bc + bd = ab + ad + cb + cd
skad ac + bd = ab + cd, czyli a(c — b) — d(c — b) = 0.
3
. Vg ~53,5km/h; vg=—"7"—
1 1 1
Vl VZ VS
vy ~I—V2 +V3

. Vg =60 km/h; v, =

Odpowiedzi do rozdziatu 3.

Pojecie funkcji. Funkcja liczbowa. Sposoby opisywania funkgcji

1.
2.
3.

Przyporzadkowanie c) nie jest funkcja.
tylko b)

b) Nie, bo istnieje liczba, ktéra nalezy do zbioru Y, ale nie nalezy do zbioru wartosci tej
funkcji. Tg liczbg jest 5.

a)ZW; = {1,2,4,8,16}

A x [1[3]s 7] b-32
6 al2lo0

a)g(4)=2 b)g(x)=4dlax=16 c)Funkcja g kazdej liczbie ze zbioru

{O, 1,4,9, 16, 25, 36} przyporzagdkowuje pierwiastek kwadratowy z tej liczby
a)h(-2)=-4 b)h(x)>-3dla xe {O, 1,2, 3} c) wzor: h(x) =x-—2, gdzie
xe {-3,-2,0,1,2,3}

wskazowka: Oblicz wartosci funkcji f korzystajgc ze wzoru.

a) v b) flx) =x -2, gdziex € {-3,-2,-1, 0,1,2,3} «¢)5
T2 y=fix)
-1 ®

—
3-2-1 __0_1; 2 3 45X

-2
o +-3

® +4

3 -+=5
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10.

11.

12.

13.

a) fix) = [x- 1, gdzie x € {-4,-3,-2,-1,0,1,}

b) {(-4,3),(-3,2), (-2, 1), (-1,0), (0,-1), (1, 0);

c) y
° +3
° 1, =
o 1
-4 -3-2-1 00_11 2 3 4%
+-2
Al x [o 3 7
fx) | 313 |1 2 2 1|2
a)flx)=2x>*—8; b) f-2) =f(2) = 0; wskazéwka: Oblicz wartosci funkcji f dla poszczegdl-

nych argumentéw.

a)g(x)=(x— 3)2, gdziexeZ b)g(x)=0dlax=3 c)tylko punkt A; wskazéwka: zobacz
przyktad 6. str. 138

14. a) D, = {10, 15, 20, 25, ..., 95}, ZW, = {0,1,2,3} b)punkty AiB c) 27
Wykres funkcji
1. wykresy funkgcji: b), d), f)
2. % Ay 1%
a) +5 c)' 3 d) +5
T4 ® y=f T4 ® y=fx T
+3 ° -3 ° +3
+2 ° 2 +2
+1 -1 +1
—'5—'4—'3—'2—'__0_1'1x 5-4-3-2-1 0] >3 4 5x 4-3-2-1 %1 2 3 4x
+-2 -2 o +-2
+-3 -3 ° +-3
-4 -4 ° +-4
y=flx) 4 e s e
3. b) __; y=f(x) d)
_-2/
+1
-'1__0_1iéé21éé$éé1 101234567 82910x
+-2
13 y=flx)
a) punkt na osi OY: (0, 1); punkty na osi OX: (-3, 0), (-1, 0), (2, 0)
5. a) Poniewaz f(0) = 8, wiec punkt przeciecia z osig OY ma wspodtrzedne (O, 8). Aby wyzna-

czy¢ wspotrzedne punktéw wspdlnych wykresu funkcji i osi OX, szukamy argumentéw,
dla ktdrych funkcja przyjmuje wartosé 0, czyli rozwigzujemy rownanie: —2x? + 8 =0, skad
x =-2 lub x = 2. Obie liczby nalezg do dziedziny funkcji, wiec wykres funkcji f ma dwa

punkty wspélne z osig OX: (-2, 0) oraz (2, 0)

b) punkt na osi OY: (0, —42); punkty na

365
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0si OX: (3,0), (-7, 0);  c) punkt na osi OY: (0, 10); punkt na osi OX: brak  d) punkt
na osi OY: (0, 6); punkt na osi OX: (2,0)  e) na osi OY: brak; punkt na osi OX: (-3, 0)

f) punkt na osi OY: (0, 7); punkt na osi OX: (—xﬁ, O)

6 Y
L4 L 4 2 L4 °
1 y=fx 2, jesli xe{-4,-2,0,2,4}
4322012 34 5% -1, jesli xe{-5,-3,-1,1,3}
-2
7. a) v c) y
3 y=
S, y=fw R
1 le
———— —Oo—————gt————+—1—>
23456X 54-3-2-119123 456X
-2
-3
-4
1, jesli xe(0,+w)
8. a) f(x)=< 0, jesli x=0 b) Funkcja f kazdej liczbie rzeczywistej mniejszej od 2

-1, jesli xe(—x,0)
przyporzadkowuje liczbe 4, zas kazdej liczbie wiekszej od 2 —liczbe 1.
9. 34

+6
y=Ix|

—t———— —t———1+—
—6—5—4—3—2—1__0_11 2 3 456X

10. Do wykresu funkcji f nalezg tylko punkty: A, D.
11. a)(0,7) b)fl2)=-1 c)fix)=4<xe {-3,-1,3} d) nie nalezy

Dziedzina funkcji liczbowej

1. a)D;=(-4,4) b)D;=(-56) c)Dj=(-0,6) d)D;=(-4,5)

2. a)D=R b)D=R-{-1} ¢)D=R-{0,7} d)D=R e)D=R-{-2,4}
f)D:Rf{—Q,—\/i,\/E}

3 a)D=(2,+0) b)D=(-0;25) c)D=(-4,+x) d)D=(0,9)
e) D=(0,2) U (2, +x) f)D:(oo,o)u[oéJ g) D= (-5, +x)

h)D=(-0,-3)U(-3,1) i)D=(2,5)
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Zbior wartosci funkcji liczbowej. Najmniejsza i najwieksza wartosc¢ funkcji

1 31 2 1 1
1. a) ZW,={-5-1>,->,—' b) ZW, ={-12,-7%,-5,-4~
3’ 5'13 3" 72" s

3 37
c) ZW, =4-2,——,0,3 d) ZW, =4-15,-1,0,—, —
4 4 8

2. )ZWf— <—4 0> U (1 4) wartos¢ najmniejsza to —4 dla x = 5; f nie ma najwiekszej war-
tosci { 2,1, 3} najmniejsza wartos¢ to—-2 dlax e (2, 3>, najwieksza wartos¢
to 3 dIa x e (-4,-1) ) ZW;=(-2, 1) U {2, 3}; najmniejsza warto$¢ to -2 dla x = 2,
najwieksza wartos¢ funkcji to3dlax=4 d)zW;= <—3, +oo); najmniejsza wartos¢ to —3
dlax e <—2, 5>;fnie ma najwiekszej wartosci
)1) D;=(-5,7), ZW;=(-6,3) 2)f(-2)=3,/(6)=—4 3)fix)=—4gdyxe {3,6}
4) wartosc najwieksza to 3 dla x =—2; wartos¢ najmniejszato—-6dlax=>5
b) 1) ;= (-6, +®), ZW,= (-4, +0) 2)f(-2)=-2,f(6)=4 3)f(x)=—4gdyx=5
4) unkqafnle przyjmuje najwiekszej wartosci; najmniejsza wartos¢ to —4 dla x =5.
)
)
)

w
)

4. a)3)fix)=—2<xe {-4,6} 4)dlaczterech b)3)f(x)=—2<x=6 4)dladwéch
5. a)D=R;x=-30 b)D=R;x=-4lubx=4
6. a)5¢2ZW, b)5ezW,

Miejsce zerowe funkgji
1. a)tak b)tak «c)tak d)nie
2. a)0, 4 b)fnie ma miejsczerowych «¢)-3, 1, 6

3. a)4 b)0 c)fnie ma miejsc zerowych d) —\/g, Js
4. a)3 b)-4, 5

1
5. a)D=R; x=13% b)D:<—3,+oo);x:—3 c)D=R; xe{—Q,O,E}

2 2
d)D= (_oo, —>; X = 5 e) D = R; funkcja nie ma miejsc zerowych

f) D = (0, +o0); funkcja nie ma miejsc zerowych
6. a)D=R—-{0}; -8 b)D=R-{-2,2}; fnie ma miejsc zerowych c)D=R-{-1}; 1
d)D=R-{0}; fnie mamiejsczerowych e)D=R; —/2, 2 f)D=R-{-3,0}; 4
7. ayD=R-{-5}; 0 b)D=R-{8}; -8 D=R-{2}; 0, 1
8. a)D=(—0,3); -4 b)D=(-2,+x); fnie mamiejsc zerowych c¢)D=(3,5); 3

)D
9. a)1) Dy=(-5,+), ZW;=(4,+x0) 2) flx)=0 < x e {-4,-2,2}

3) fx)>0©xe (-4,-2)U(2,+0) 4) fix) <0< x e (-5-4)U(-2,2)

b) 1) D;=R, ZW,=(0,+) 2) fix)=0<x € (-4,-2)
3)flx) >0 < x € (o0, -4) U (-2, +0)  4) fnie przyjmuje wartoéci ujemnych
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Monotonicznos¢ funkcji

1.
2.

a) niemalejaca, b) malejaca (nierosnaca), c) nierosnaca, d) rosnaca (niemalejaca)

a) frosngca w przedziatach: (—oo, —2>, <O, 2>; f malejaca w przedziatach: <—2, 0>, (2, + 0)
b) f rosngca w przedziale (—1, 2); f malejgca w przedziatach: <—2, —1), <2, +0); f stata
w przedziale (—4, —2> c) f malejgca w przedziatach: (—oo, —4>, (3, + ); frosnaca
w przedziatach: (—4, —2), (O, 3>; f stata w przedziale (—2, 0> d) frosngca w przedziatach
(—6, —5>, <—2, 0>, (3, +0); fmalejgca w przedziatach: <—5, —2>, <O, 3)

Funkcje roznowartosciowe

1.
2
3.
4
5.

6.
7.

Tylko funkcja g jest réznowartosciowa
a)tak b) nie
funkcje réznowartosciowe to f, i, h, m

Funkcja nie jest réznowartosciowa; wskazowka: podaj dwa argumenty, dla ktorych funk-
cja przyjmuje te samg wartos¢

Funkcja g jest réznowartosciowa, bo dla x,, x, € R, jesli x; # x,, to 2x, # 2x,
zw,=1{0,1,2,3,4,5,6}
a) ZW;= {1, 2,3,4,5, 7} b) f nie jest réznowartosciowa

Odczytywanie wtasnosci funkcji na podstawie jej wykresu

1.

a) Dy = (-6, +0); ZW;=(-2, +0); m.zerowe: 1i5; f(x) >0 < x € (-6, 1) U (5, +x),
fix) <0< xe(1,5); funkcja fjest rosnaca w przedziatach: (4, —2), (3, +o0), malejaca
w przedziatach: <76, 41), (72, 3); 6) funkcja f nie jest réznowartosciowa; funkcja f
nie przyjmuje wartosci najwiekszej; funkcja f przyjmuje najmniejszg wartos¢ -2 dla argu-
mentu 3

b) D;=(-7,5); ZW,=(-4,4); m.zerowe:-1 f(x)>0<xe(-1,5),

fix) <0< x e (-7,-1); funkcja f jest rosnaca w przedziatach: (-7, -5), (-3, 1), (3, 5),
malejgca w przedziatach: <75, 73>, <1, 3>; funkcja nie jest r6znowartosciowa;  funk-
cja f przyjmuje najwiekszg wartos¢ rowng 4 dla dwéch argumentéw: 1 oraz 5, funkcja
przyjmuje najmniejszg wartos$¢ rowng —4 dla argumentu —3

a) Dy=(—»,3) b)fix)=1ex=-1 c) funkcja f jest malejaca w przedziale (o, 1),
funkcja f jest rosnaca w przedziale (1,3) d) 14

a) ZW; =(—oo, gj d) tak, bo funkcja f jest rosnaca

a)ZW;=(-2,1)U(1,5) b)flx) <0< xe(-2,0) c)funkcja fjest malejaca w prze-
dziatach: (—o, 0), (0,+)  d) nie, bo funkcja f nie jest malejaca w przedziale (—oo, +);
dla argumentéw z przedziatu (0, +oo) funkcja f przyjmuje wieksze wartosci, niz dla argu-
mentow z przedziatu (—o, 0)
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Sprawdz, czy umiesz — powtdrzenie do rozdziatu 3.

Test

Nr zadania 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Odpowiedz D D B Al A C D C D C

Zadania otwarte
11. b) ZW;={0,1,2,3,4,5} c)dla 11 jest wartos¢ najwieksza 5
12.a) {3,5,6,7}
13.a)2 b)xe{-1,5} d)xe(-4,3)u(4,5)
14. a) D;=R; m. zerowe: 232,242 b) D, = (-4, +x); m. zerowe —4
c)D,=R- { 1}; m. zerowe —1
15.a) ZW,=1{-1,0,1,2,3}; filx) >0<x € {-4,0,1,4,5}; f(x) <0 = x=-1;
dla x = —1 warto$¢ najmniejsza —1; dla x € {4, 5} warto$¢ najwieksza 3
b) ZW,= (o0, 1); f(x) >0 < x € (-0, 0), fix) < 0 < x € (0, +); funkcja f nie ma wartosci
najmniejszej; dla x (—oo, —1> wartos¢ najwieksza 1

16.2a)34 b)-10 ¢)-3
— 6 1
17.a) zwW; = —1,—1,1,13,3} b) _5,_1’£’_
6 4 5 3’3

18. a) D;=R; ZW,=R; m. zerowe: —4; P(0, 2); f(x) > 0 < x € (4, +o0); f(x) <0 <> x & (—o0,—4);
funkcja f jest rosngca (w zbiorze R); funkcja f jest réznowartosciowa; funkcja f nie ma
wartosci najwiekszej ani wartosci najmniejszej
b) a) D;= (-4, 5); ZW,=(-4, 4); m. zerowe: -2, 3; P(0,-3);
fx)>0< x e (-4,-2)U(3,5); flx) <0< x € (-2, 3); funkcja f jest rosnaca w przedziale
(1, 4), funkcja f jest malejaca w przedziatach (-3, 1), (4, 5); funkcja f jest stata w przedzia-
le (—4, —3); funkcja f nie jest réznowartosciowa; dla x e(—4, —3) wartos¢ najwieksza 5;
dla x =1 wartos¢ najmniejsza —4

Odpowiedzi do rozdziatu 4.

Proporcjonalnos¢ prosta
. . . , . 2 2 .
1. a) tak; wspdtczynnik proporcjonalnosci: 5; y:§x; b) nie

2. kolejno w gérnym wierszu: 9,6 oraz 29,6 oraz 126,6; w dolnym wierszu: 1, 30 oraz 35,5;

. . . ... 5
wspotczynnik proporcjonalnosci: E

3. a)y= 144, gdziex}O b) X 3 7 15 20 28
y | 432 | 1008 | 2160 | 2880 | 4032
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4. a)y=>54x,gdziex>0 b)

x [h] 2,5

w
(=Y
|
N

y [km] 18 90 108 135

5. a)y=3,5x, gdziex e (0, +0) b) 33,25zt

6. a)y=§x,gdziex>0 b) 951

AY
7. y:6X, xXc 1,1,1'11 9+ ®
4 2 2

| I —

LI |

11 2 X
2

N
N |1

8. a) wspodtczynnik proporcjonalnosci wynosi 4; P(x) = 4x, x € (O, 2) b)h=8
9. a)tak b)nie

Funkcja liniowa. Wykres i miejsce zerowe funkcji liniowej
1. a)id)

3 1
2. a)a=0,6;b=0 b)a=-9;b=8 c)a:_Z'b:1Z d)a=0,b=-12

2
3. a)y=4x b)y=-0,5x c)y:—gx d)y=1,75x
4. a)y=-5x+3 b)y=x+3 c)y=3

2
5. a)y=-9+5 b)y=10x—3 c)y=-2x+30 d)yzgx—18

6. a)(0,3), (—%, OJ c) tylko z osig OY: (0, -3)

a) b)
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d) e) f)
Y MY AY
T4 +4 T4
13 13 y=—6+2x 13

a)-24 b)200 c)2rn d)10 e)242 f)-11-2v30
a)b=-5 b)b=20 c)a=-0,5 d)a=—«/§

a) Ay
y=fx) T

7 265431 __0

1-3
14
+-5

Miejscem zerowym funkcji jest kazda Miejsca zerowe: —4 oraz 0
liczba nalezaca do przedziatu <—1, + oo).
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c) d) Y

T y=fx)

A
73—2—1_

Miejsca zerowe: —3 oraz 6. Miejsce zerowe: —4
10.a)(0,-3) b)(0,0) «¢)(0,7) d)(0,60)
11. a) (12 oj, b)(1,0) ¢)(50) d) G oj
12. a) mz%;f(x)sz b)m=2; fix)=2x+7 c¢c)m=3; flx)=2x+11

d) m=-0,25; flx)=2x—-2
wskazowka: wyrazem wolnym jest liczba 4m — 1.

13.a0=1; (O, —11)
3

. I S 4
wskazowka: miejscem zerowym jest liczba 3 wiec g(x) =0 wtedy, gdya- % +20— 3% =0.
1 1
Stada=1; b=2a —35, wiec b = —15.

Znaczenie wspétczynnika kierunkowego we wzorze funkcji liniowej

1. a)-7 b)-05 ¢)0 d)\2 e)o2 -2

1 1
2. a)y=-2x+3 b)y:ZX_E c)y=3x-7 d)y=\/§x

3. m=-7;0=21,b=-68
4. a)f(x)=0,2x+2 b)g(x)=-0,4x+5,

5. a)malejgca b)stata c)rosngca d) malejaca
6. a) me{—x/g, \/3} b)me (~o0,4) c)me (3,5 +0) d)me {-2,2}

7. a)a<0,b<0 b)a>0,b>0 <c)a<0, b>0
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- 1 . 1
8. d) miejsce zerowe: 25 e) miejsce zerowe: 75

1 1 1 1 1 ‘ 1
3-2-1101 23456 7 8x
L] s
T2 f=-3x+1
13
14

9. a)gx)=v2x+4 b)gx)=-5x+10 c)g(x)=3 d)g(x)=-x+9 e)g(x)=0,25x+§

f) glx) =—/3x
10.a)m=3;f[x)=4x-3;g(x)=4x+2 b)m=-0,5; f[x)=—2x+1; g(x)=-2x-5
11. a) fix) =1,5x+5,5 g(x)=1,5x+4,5 b)xe (—oo, —3%) c)P= 6%

Wiasnosci funkcji liniowej — zadania rézne

1. f(x):—§x+8

2. m=3—

3. x e (-40, 40)

4, xe 11, 1i
5 5

5. a)fl)€(1,3) b)x=-2 c)xe(-0,-6) d)xe(-4,2)
6. x e (~o,-70)
7. x e (26,200)
8. a) b) Ly
+4
T y=fix)

9. a)pe(3,5+0) b)pe (o -1)
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10.a=11

6
11.a)beR-{-2} b)b=2 c)b=-4
12.a)k=-1,6 b)ke (-5 +x) c)ke (—oo, 1%)

2
13. m=-4; miejsce zerowe: —1;

14.m € (2,5)
15. me —21,—l
2" 2
2
16.a=-3, b=4=
3
17. k=5

18.a)m=3 b)(0,-6), (0, 1), [—% o), (-3,0).

Zastosowanie wtasnosci funkcji liniowej w zadaniach praktycznych

1
48t, t e (O, —>
4

1. a)855km/h b) s(t)=
108t —15, te(l,z>
4’3

2. a)P(t)=18t+4,t<(0,7) b)104,8cm
3. F=1,8C+32 a)15°C b)97,88°F

Sprawdz, czy umiesz — powtdrzenie do rozdziatu 4.

Test
Nr zadania 1 2 3 4 5 6 7 8
Odpowiedz A D C A B C D B
Nr zadania 9 |10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15
Odpowiedz B C C B A A C

Zadania otwarte

16. (0, 15)

-3 9 9
17. y=—x+—; |0,—
11 11 11
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1
18. y=——x+8
Y 2

19.a=25
20. x € (-6, 3)

1
21.a)tak b)0 ¢ 75

d) e) funkcja f jest rosngca w przedziale (71, 3),
__g malejaca w przedziale (3, 9> f) najwieksza
15 wartosc funkcji f to 6, a najmniejsza to —2
+4
13 y=flx)

—2x-38, jedli Xe(—oo,—3>
22.a)xe(-5,3) b)ZW;=(-2,+0) ¢)f(x)= ,

2
EX' jesli x e (-3, +»)
1
23.me|2—,51|.
2

24. m e (-4,-1)

25.me (1,4)

26.fla)=(a—4) -a+4=0a>—4a+4=(a-2)% dla dowolnej liczby rzeczywistej a,
wyrazenie (a —2)? jest nieujemne, co koriczy dowdd.

27. y=—2x+23

28.a)k=-1 b)flx)=—x+2; (0,2),(2,0); glx)=—x-3;(0,-3),(-3,0).

29. y = 140 - 35t, gdzie t € (0, 4)
[km] Y

y = 140 — 35¢

A

Odpowiedzi do rozdziatu 5.

Réwnania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi

1. a)(200,2),(-7,2) b)(-2,-2),(-9,-5) ¢ [2,93 d) (-4,0), (5, 3)
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a)6 b)-4 )23 d)-19

Y Y
+3 +3
2 +2
+1
——— >
-4 -3 -2-1 | -4 -3-2-1 _01123456X
+-2
] Ox +4y =-12
c) d)
1 i
L 3x-7y=0
3 +2 +2
+
X +1 +1
Il Il | Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il 1 Il Il Il Il Il
T T T 0 T T T T T T T T T T 0 T T T T T |
4-32-1 012345 6x —4 -3 - Pl23456x
42 +-2
4. roéwnania rownowazne: . a), d), f) II. b),c),e)

5. a)y=2 b)x=-4 c¢)2x—-3y=0 d)x+y=4
2 1 5
6. a) (x, —gx),x €eR b)(x,3),xeR o (X,Zx—gj,x eR d)(3,y),yeR

e)(x,5-2x),xe R f) (\/g,y),yeR

7. (0,4),(3,3),(6,2),(9,1),(12,0)
(-4,12), (-8,9), (-12,6), (-16,3)
a)x—2y=12 b)2x—y=18 «c)2x+7y=0 d)42x—43y=0

Uktady réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi. Graficzne rozwigzy-
wanie uktadéw réwnan

1. a)(1,-3) b)(3,0) ¢)(3,0),(1,-3),(7,6)

2. a)uk’fadoznaczony;(3,1) b) uktad sprzeczny; nie ma rozwigzan c) ukfad nieoznaczony;

3
ma nieskoczenie wiele rozwigzan majacych postaé [x, —Exj, gdziex € R

{x:—z
3. a)

y=1

Y

—+5

—+4

+3

x+2y=0 i)

(-2,1) ¢
F—t——1— t

5 -4-3-2-1

T-1
T2
+-3
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x=0
4. a) { b) uktad nieoznaczony; rozwigzaniami sg pary liczb postaci (x, —1,5x — 4),

y=2
gdziexe R ) { :_5 d) uktad sprzeczny e) uktad nieoznaczony; rozwigzaniami
, . x=2
sg pary liczb majace posta¢ (3, y), gdziey e R f) .
y=-

x=-3
. . y=-1,5x-3
5. a) np. ukfad: 5 ; rozwiazanie (-3,-5) b)np. < ; (0,-3)

=—X y=x-3
Y 3
1
y=2 y=——x+2
c) np. E (-4,2) d) np. i ; uktad sprzeczny
y=——x-
=—=x-2
4 y >
1
y=—x-1
4 y=x+2 o
e) np. ; uktad sprzeczny f) np. ; uktad ma nieskonczenie wiele
1 —X+y=2
y:Zx+1

rozwiazan postaci (x, x + 2), gdzie x € R

Rozwigzywanie ukfadoéw rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi
metod3 podstawiania

1. a) { b) { c) { d) uktad sprzeczny e) uktad nieoznaczony;
y=1 y=6 1

[x, %x—Sj, gdziex € R, f) uktad nieoznaczony; (x, %X—Z%j, gdziex e R

1
x=2 X=3 x=4 x=4,5 x=-13 x=10
. b) c) d) e) f)

Il
w

8 a){ = 1 =-1 =-2 =1 2
y= y—2t y= y= y= y=>3
3
3 ) x=4 b) x=1 ) x=-4 d) uktad
. a c uktad sprzeczn
y=-5 y=2 y=-13,5 przeczny
2
x=7 ' X__§
4. a) 1 b) (x, —2,5x), gdziex € R c) ukfad sprzeczny d)
y:
=73
{ 5

X =
b) uktad sprzeczny «¢) (X,EX—ZJ,X €R d)
8 y=6



378 Odpowiedzi do zadai

x=1 x=-1
6. a)(x,1-x),gdziex e R b)uktad sprzeczny c) { . d) { .
y= y=-

x=-1

y=1

x=0,25
7. a) 6 b) (x, x+2), xe R c) ukfad sprzeczny d)
y =

8. a)a=-4; b=-2 b)a=0,3; b=-0,5 <c)a=5; b=-2 d)a=-1; b=1

9. b) |[<(BAD|=|<ADC| =90°, |<{ABC|=40°, |<(BCD|=140°
y—3x=x+3 x=1

10. a) ; ; b)32
3x+5=x+y |y=7

4x—-y=3y-24 x=8
11. a) ; b) 121
5x+5=3x+y+7 y=14

12. 7cm; 10,5cm

Rozwigzywanie uktadéw rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi
metodg przeciwnych wspétczynnikéw

1 ) x=0 b) x=2 ) ukfad d) x=0 ) x=1
. a c) uktad sprzeczn e
y=-3 =8 P Y y=1 y=1

f) x,41x—31 ,gdziex e R
2 2

x=5 xX=2 x=4
2. a) b) c) uktad sprzeczny  d) e) uktad sprzeczny
0 y=3 y=2

f) (x, EX—E), gdziex e R
6 3

{x:—z {X:G {x:—l {X:Z
3. a) b) c) d)
y=-16 y=0 y=8 y=3
4. a)A(3,2) oflx)>glx) < xe(3,+)

1 3
5. a)y:§X—17 b)y:—zx+10 c)y=8x-90 d)y=-2x+38

6. a)f(x)=0,5x+2 b) fix)=x+9

7. ¢[7sy)
2
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Zastosowanie uktadéw réwnan do rozwigzywania zadan

L 0 N O U B W DN

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

18i24

320 zt

Bluzka kosztuje 35 zt; para skarpetek kosztuje 8 zt
Ksigzka kosztowata 21 zt, a zeszyt 2 zt

300 zt, 500 zt

60i12

po 6 kg kazdego roztworu

30cm, 15cm

W pierwszym koszu 36 jabtek, w drugim 30
wskazdwka: Niech x — liczba jabtek w | koszu, y — liczba jabtek w Il koszu.

X—3=y+3

Wodwczas
{x+8:2-(y—8)

Wiek matki — 32 lata, wiek corki—5 lat

wskazowka: Niech x — wiek matki obecnie, y — wiek cérki obecnie

2 lata temu matka miata (x — 2) lata, a cérka (y — 2) lata; wéwczas x — 2 = 10(y — 2); po-
dobnie za 10 lat: x + 10 = (y + 10) + 27

szescioro dzieci (cztery dziewczynki, dwdch chtopcow)

3

7

960; wskazowka: Jesli x — cyfra setek, y — cyfra dziesigtek liczby trzycyfrowej, gdzie
xe {12, ..,9},ye {0, 1,2, .., 6}, to poczatkowa liczba trzycyfrowa jest réwna
100x + 10y + 0, zas$ liczba po zamianie cyfry dziesigtek i jednosci wynosi 100x+ 10-0+y.

24; wskazowka: Niech x — cyfra dziesigtek, y — cyfra jednosci liczby dwucyfrowej,
y + 2 — wstawiona miedzy dane liczby; stad x € {1, 2,3,4,5,6,7,8,9}, y € {0, 1, 2,
3,4,5,6, 7}. Liczba dwucyfrowa ma wartos¢ 10x + y , zas$ liczba trzycyfrowa jest réwna
100 -x+10-(y+2)+y.

Predko$¢ wtasna statku 10 km/h, predkosé pradu rzeki 2 km/h
wskazowka: zobacz przyktad 3 str. 228.

a) funkcja popytu: y=—75x+ 975, x € (3, 11>; funkcja podazy: y =50x + 100, x € (3, 11>
b) cena réwnowagi: 7 zt; liczba kilogramdw: 450; wskazdéwka: zobacz przyktad 4. str. 229.

Sprawdz, czy umiesz — powtdrzenie do rozdziatu 5.

Test

Nr zadania 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Odpowiedz C A A B C B B D C A

374
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Zadania otwarte

11.

12.

13.
14.
15.
16.
17.
18.

19.

a)(3,1)

= X =
a)(x, 2x+4),x e R b) ukfad po uproszczeniu: {y , skad {
x=-4 y=3

c)a=2,b=1 b)a=6,b=4

a)fx)=—2x-2 b)(-3,4)

pierwszy 148 owiec, drugi 296 owiec

78

2 kg stopu o zawartosci 80% czystego ztota, 8 kg stopu o zawartosci 30% czystego ztota
(0,11), (7,8), (14,5), (21,2)

wskazowka: y = —;x+ 11; wiec x jest liczbg naturalng, podzielng przez 7; nalezy spraw-

dzi¢, ktére liczby naturalne podzielne przez 7 mozna wstawi¢ do rdwnania w miejsce x
tak, zeby liczba y tez byta naturalna

2
wskazowka: y :7—§x; zauwaz, ze x jest liczbg naturalng podzielng przez 3; nastepnie

uwzglednij przypadki, ze x {0, 3,6, 9} i uzasadnij, ze innych mozliwosci nie ma

Odpowiedzi do rozdziatu 6.

Funkcja kwadratowa

1.

a) A(—ﬁ,zlj, B[\E,zl), C[—ll,
4 4 2" 16

c) y
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a) W(-4, -5); réwnanie prostej: x=-4 b) W(6,0); x=6 ¢) W(0,2); x=0
d)W(-1,3); x=-1 ) W(0,4); x=0 f) W(ﬁ,z); x=12

. a) (O, 78); W(f3, 1); ramiona paraboli skierowane do dotu; f rosngca w przedziale

(~o0, =3), f malejaca w przedziale (-3, +); ZW = (-, 1)  b) (0, 8); W(-4, 0); ramiona
paraboli skierowane do goéry; g malejgca w przedziale (foo 4> g rosnaca w przedziale
(4, +oo); W = (O, +oo) c) (O, 4), W(l 2) ramiona skierowane do goéry, h malejgca
w przedziale (—oo, 1), h rosnaca w przedziale (1, +o0); ZW = (2, +0)

a) filx)=-10x*>+2; ZW = (—oo, 2); frosnaca w przedziale (—oo, 0), malejgca w przedziale
<0, +oo)

b) flx) =x*—-7; ZW = <—7, +oo); f malejgca w przedziale (—oo, 0>, rosngca w przedziale
<0, +oo)

¢) fix) = (x = 5)% zZW = (0, +); f malejaca w przedziale (—0, 5), rosnaca w przedziale
<5, +oo)

d) f(x) = —2(x + 2)> + 8; ZW = (0, 8); frosnaca w przedziale (—o0, —2), malejgca w prze-
dziale (-2, +o0)

e) fix) = -3(x — 0,1)2 + 0,03; ZW = (—o0; 0,03); frosnaca w przedziale (—o0; 0,1), male-

jaca w przedziale (0,1; +0)  f) fix) = /2 (x + 2)% ZW = (0, +o0); f malejaca w przedziale
(m, 72>, rosngca w przedziale (72, +oo)

a)0 b)0; 3,5 ¢)0; g d) nie ma miejsc zerowych e) —\/g;\/g

1
; —— h)=3 i) nie ma miejsc zerowych
7

f)9

%I'H

a)l; -3 b))l ¢)-9;,-5 d)5 e 5+\/_‘ 57\/_ f) nie ma miejsc zerowych

a)fix)=—(x—4+9;,fix)=0=xe {1, 7};fix) >0 = x e (1,7);
fix) <0< x e (—0, 1) U (7, +x)

b) flx) = (x + 1)* —
fx)<0=x e (
c)f(x):4(x ) f(x) 0= x=2;flx)>0<=>xecR- {2};
funkcja f nie przyjmuje wartosci ujemnych

1; f(x) 0 xe {-2,0};f(x)>0 < x e (—0,-2) U (0, +0);

d) flx) = %(x— 3-8 f(x) =0 xe {1, 7} fix) > 0 & x € (-0, 1) U (7, +o0);

flx)<0exe(-1,7)

e)fix) =—1(x+2)>+9; fix) =0 = x € {-5,1}; fix) >0 = x € (-5, 1);

flx) <0 x e (~o0,-5) U (1, +x)

f) f(x) =§(x—%) —4%;f(x) =0 xe {-2,3};flx) >0 x e (~o0, 2) U (3, +);
fix) <0 xe(-2,3)

a)fix) =x*—4; D=R, ZW = (-4, +x), fix) =0 = x € {-2, 2},

fix) >0 x e (~o0,-2) U (2, +), f(x) <0 < x € (-2, 2), f malejaca w przedziale (-, 0),
frosngca w przedziale (O +oo) f przyjmuje wartosc najmniejszg rowna —4 dla argumentu 0
b) fix) = ( 3%, D=R,ZW= (foo, 0),fx)=0=x=3,f(x) <O<=>x e R— {3},fprzyjmuje
warto$¢ najwieksza réwna 0 dla argumentu 3;  c) fix) =3(x + 1) -
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d) fix) =—0,5(x— 1) +2,D=R, ZW = (-0, 2); fix) =0 = x € {-1, 3};fix) >0 = x e (-1, 3);
flx) <0< x € (~o0, -1) U (3, +); frosnaca w przedziale (o, 1), f malejaca w przedziale
(1, +oo);fprzyjmuje wartosc najwiekszg, réwna 2 dla argumentu 1

e)fix)=2(x—2)2-2 f)f(x)=0,25(x —4)*+1

10. a) fix) = 3(x — 1)> = 5; f(x) = 3x* —6x—2

b) fix) = —1(x — 3)2 + 11; f(x) =2+ 6x +2
-1 248 flx)= —1,? _5y_gt
c)f(x)—T(x+5) +4; flx)= 5 x° —5x 82

d) f(x) = 0,5(x + 4)2 + 3; f(x) =0,5x* + 4x + 11

Funkcja kwadratowa — zastosowania

1.

3.

4.
5.
6.
7.

a) kolejno pola sa réwne: 10,5 cm?, 12 cm?, 12 cm?, 8 cm?  b) P(x) = 0,5(2 + x)(8 — x),
gdziex € (0,8) ¢)P(x)=-0,5(x—3)2+12,5 d) najwigksze pole jest réwne 12,5 cm?;
wowczas x = 3 (cm).

b) P(x) = 20 — 4x2, gdzie x € (0, 2) d) Funkcja P przyjmuje warto$¢ naj-
mniejszg, réwna 4, dla argumentu 2.
(Po odcieciu czterech kwadratowych
narozy o boku 2 cm pozostanie pro-
stokatny pasek o wymiarach 1 cm na
4 cm).

c)

y=Px)

S 0 Pp1oah o3 x
a) P(x) = 0,5(10 — x)(4 + x), gdzie x € (0, 10) b)x=8 ) P(x) = -0,5x + 3x + 20;
a=-0,5<0, ramiona paraboli sg skierowane do dotu; funkcja kwadratowa
f(x) =—0,5x% + 3x + 20 przyjmuje warto$¢ najwieksza jesli x = % = 3; liczba 3 nalezy
do dziedziny funkcji P, wiec istnieje najwieksze pole nowego trojkata i jest ono réwne
P(3) = 24,5.
a)H=80m b) po 4 sekundach
a)v=30m/s b)45m c)po 1sekundzieipo 5 sekundach lotu
a)40 b) 3900zt )80 sztuk
16 lub 48

Proporcjonalnos¢ odwrotna

1.
2.

3.

20 stoikow o pojemnosci 0,3 I; 8 stoikdw o pojemnosci 0,75 |
a)30dni  b) 18 robotnikéw
36
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4. 30 km/h, 4h; wskazéwka: Niech t — ustalony czas (h), v — ustalona predkos¢ (km/h);
(v+10)(t—1)=v-t

WwOowczas {(V_lo)(t_yz):\/.t.

5. 33km/h; 44km  wskazowka: jesli x (km) — droga, ktorg pokonat Olek podczas trenin-
gu, v (km/h) — predkoé¢ jazdy podczas poniedziatkowego treningu, to para (x, v) spetnia

4
vVi—=x

uktad | 3 "
(v+7)-E:x

6. a) 3000 zt b)y=@, gdziex € {1, 2,3,4, .., 16}
X

7. a)y= 18 gdziex>0 b)(1,18),(2,9),(3,6),(6 3),(9,2),(18,1)
X

8. a)x=5cm b)hzzgcm c)hzﬂ,gdziex>0
X

9. Jest 8 takich punktéw

10. Jest 8 takich par

11. (-2, 10), (-4, -10), (-1, 5), (-5,-5),(2, 2),(-8,-2),(7, 1), (-13,-1)
Funkcja wyktadnicza

1. a)jeslix<0,tof(x) €(0,1) b)fix) e E 9>, jeslix e (-1, 2)

2. a)jeslix<1,tof(x) <§, +ooj b) f(x) <3, jeslix (—1, +oo)

3. a) b<a<c b)c<a<b

4. ok. 3500 lat temu

Funkcja logarytmiczna

1. a=6 a)l ¢ f(2Y)>f(31
2. a)a>b>c b)k=7

3. 05

Sprawdz, czy umiesz — powtdrzenie do rozdziatu 6.

Test

Nr zadania 1 2 3 4 5 6

Odpowiedz B A D C D B
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Zadania otwarte

7. a)miejsca zerowe: 1,-3; fl0)=—6 b)x=-1 ¢)fix)=2(x+1)*-8

8. a) flx) =0,5(x — 5) — 4,5; miejsca zerowe: 2i8 b) f(x) = 3(x - 0,1)> - 0,03; miejsca
zerowe: 0,2i0  c)f(x) =—(x—0,5)? +6,25; miejsca zerowe: —2 i 3

9. a)f(x)=—(x—2)2+5 b)flx)=—x+4x+1

10. a) P(x) = 2x> — 8x + 16, czyli b)
P(x) = 2(x — 2)* + 8, gdzie x € (0, 4)

¢) najmniejsze pole jest rowne 8, przyjmo-
wane dlax=2

11.(1,4),(2,2),(4,1), (-2, -4), (-2, -2), (-4, -1)
12. 10 robotnikow, 7 dni,
13. b) f(x) = g(x), jesli x € {-1, 2}

14.a)a=16 ) fix)>g(x), jeslix € (%, +oo)

15.2) 10000 b)61900 c)o20%
16.a3)10mg b)po 2 godzinach c)ok.3,3mg d)20%

Odpowiedzi do rozdziatu 7.

Punkt, prosta, odcinek, pétprosta, kat, figura wypukta, figura ograniczona
1. a)6 b)12 c)42 d)n-(n-1)

2. 15cm,9cm,3cm

|BC| =2 cm lub |BC| = 14 cm.

nie

a)31'12”  b)50°24”

a) 69°, 111° b) 108°, 72°

a)a=27° b)a=22°30 c)a=30°

N o v W
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Wzajemne potozenie prostych na ptaszczyznie, odlegtos¢ punktu od prostej, odle-
gtos¢ miedzy prostymi réownolegltymi, symetralna odcinka, dwusieczna kata

1. k|m

2. 4cmlub2cm

3. do symetralnej odcinka AB nalezg punkty D i F
4. do dwusiecznej kata ABC nalezg punkty Di F
5

b) wskazowka: Zakresl okrag o srodku w punkcie P, przecinajacy prostg k w punktach
A i B. Punkt P nalezy do symetralnej odcinka AB.

6. wskazowka: a) skonstruuj kat prosty i poprowadz dwusieczng tego kata c) skonstruuj
najpierw kat o mierze 60°, wykorzystujgc wtasnosci tréjkata rownobocznego

7. jeden

Dwie proste przeciete trzecig prostg. Suma katéw w tréjkacie
1. a)a=40° b)a=36° c)Ja=55° d)a=120°

2. a)tak, boa =p=60°; z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia o dwdch prostych réw-
nolegtych przecietych trzecig prostg wynika, ze AD H BCoraz AB H DC b)nie, bof=70°;
AD }t BC, bo jesli bytoby AD H BC, to z twierdzenia o dwdch prostych réwnolegtych prze-
cietych trzecig prosta wynikatoby, ze § = 65°, a tak nie jest

3. a)35°58°87° b)34° 34° 112° ) 33°,48° 99°

Wielokat. Wielokat foremny. Suma katéw w wielokgcie

1. a)nie b)tak <c)tak d)nie

2. a)14 b)54

3. pieciokat

4. a)pietnastokat b) dziewietnastokat

5. a)1260° b)3240°

6. a) dziesieciokat, 35 przekgtnych  b) siedemnastokat, 119 przekatnych
7. a)108° b) 144°

9. a)tak, dziewieciokat foremny b) nie c) tak, dwunastokat foremny
10.al|c,b|d, el g

12. 66

13. 56

Twierdzenie Talesa
oAl _|AC|  |oB]| _|AB]
" o8| |Bp|" |op]| |cp|
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2.

3.

a)x=4,8 b)x=3% c)x=9 d)x=9 e)x=7,2 f)x:Zg

a)tak b)nie c)nie d)tak

Podziat tréjkatow. Nierownosc tréjkata. Odcinek taczacy srodki bokéw w tréjkacie

W 0 N U E

a) 40°, 60°,80° b)45°, 45°, 90° lub 72°,72°36° c¢)30° 60° 90°
a) rozwartokatny  b) ostrokatny  c) prostokatny  d) rozwartokatny
a)nie  b)tak c)tak

6

2lub3

a)10,5cm b)5

Twierdzenie Pitagorasa. Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

1.
2
3
4.
5
6

7.

10.

11.

12.
13.
14.

15.

a)h=2v3,b=4 b)a=5V5 b=19

a)o7cm  b)o5cm

21 cali  wskazowka: zobacz przyktad 3 str. 300

pierwszy — 8 km; drugi — 6 km; odlegtos¢ w linii prostej: 10 km.

15cm, 36 cm, 39 cm

142 cm

aV2; (2+2\/5) cm

62

a)a:32Iuba:8\/§ b)a:g Iubazzia

a) prostokatny  b) rozwartokatny c) ostrokatny d) prostokatny e) rozwartokatny
f) prostokatny

a) prostokatny  b) ostrokatny  c) prostokatny  d) rozwartokatny
29 cm.

wskazowka: oblicz dtugosci bokow tréjkata ALK i zastosuj twierdzenie odwrotne do
twierdzenia Pitagorasa.

wskazowka: zastosuj twierdzenie Talesa do obliczenia |PC|. Nastepnie wyznacz |AP|
oraz | PB| i zastosuj twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa.

Wysokosci w tréjkacie. Srodkowe w tréjkacie

1.

a)l b)7J3 )4
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2. 22,4cm
3. 58cm

4. a2 b)5 )23

5. a) 2413 cm, 3413 cm b) 35 cm, 6+/5 cm c)15cm, 20 cm
6. a)24; 13; 13 b) 3; 2,5; 2,5 ¢)18; 15; 15

7. a)3cm b) 243 cm

8. a)12cm b) 3,5cm «¢)s=12,5cm; s—h=0,5cm
wskazowka do a): Dtugosc przeciwprostokatnej jest
réwna 25 cm. Z twierdzenia Pitagorasa mamy:

h?=15%—x* oraz h>=20?—(25—x)?

20 15

Rozwigzujemy réwnanie:
225 - x2=202 (25— x)% skad x=9cm, h=12 cm. 25-x X

9. 2)410,410,2 b) 1%

2 2
10. a) 12 cm, 3 97 cm, E\/E cm  b)6cm, 3\/5 cm, 3\/5 cm

11. a) 2\/7 cm, 2\/5 cm, 2\/5 cm  b) 8\/5 cm, 2\/5 cm, 2x/ﬁ cm

Przystawanie tréjkatow

1. a)tak b)nie c)tak d)tak e)nie f)tak

7. B wskazowka: Wykaz, ze tréjkaty AON i BMO s3 przystajgce
(bkb); nastepnie uzasadnij réwnos¢ katéw: <{BAO i <{ ABO.

Cc N A

8. wskazowka: Uzasadnij, ze |<{ ABC| = |<{EBF| i wykaz, ze AABC = AEBF (cecha bkb).

Podobienstwo trojkatow

1. a)tak b)nie c)tak

2
3. a)x=3,6; y=24 b)x=6; y=8 «¢)x=8; y=75 d)x:Zg; y=4

4. a)|BC=13,5cm,

ACl=9 cm,

ABi|=7cm b)|AB|=1,2dm,

B,Cy| =2 dm,

A,Cl|= 1% dm

5. a)k =% b)|A,B)|=1,6cm |B,C)|=2cm |A,C|=2,4cm

6. a)lygc=7, Ly, =21 b) Lygc=12, Lypc,=3 C) Lygc =15, Ly, =125
d) Lyge=2,1; Lyp,c, =49

387
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7. k=1,25
8. 040%

9. a)tak, k= g; wskazowka: skorzystaj z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie DEF i powo-

taj sig na ceche bbb b) tak, k= %; wskazéwka: oblicz |AB| i |EF|
c) nie, bo |FD| : |AB| = |DE| :|cB|  d) nie, bo |[<<ABC| = 88°, |<(CDE| = 92°
Podobienstwo trojkatow — zastosowanie w zadaniach

1. (13 + SJE) cm

2. |AB|=|pc| =245, |Bc|=|aC|=+/5
3. |[KM|=14cm,
4. |DE|=2cm

LN|=8cm

5. AB|=24/30 cm
6. |AC =315 cm
7. 4,8cm

1
8. 3—cm
3

9. |cD|=20cm

Sprawdz, czy umiesz — powtdrzenie do rozdziatu 7.

Test

Nr zadania 1 2 3 4 5 6 7 8

Odpowiedz B C A B B D A C

Zadania otwarte

9. 10 cm; wskazéwka: wykaz, ze |AD| = |DP| oraz |BC| = |CP|.
10.a)12,5cm  b)6,72cm

11. a) prostokatny  b) rozwartokatny

13. 4@ cm, 2\/E cm, 10 cm,
14. i
5

15.a)12cm,16cm,20cm b)) 7,5cm

16. 5+ 545
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1
19. —

22
20.3

Odpowiedzi do rozdziatu 8.

Okreslenie sinusa, cosinusa, tangensa i cotangensa w tréjkacie prostokgtnym

. 7 24 7 3 . 15 8 7
1. a)sina=—, cosa=—, tga=—, ctga=3= b) sina=—, cosa=—, tga=1—,
25 25 24 7 17 17 8

8 3 1 1
ctga=— ) cosa=—, sina=——, ctga=3, tga==
15 J10 J10 3
2. a2 2 s
125 20

3. a)60 b)2,2 «¢)154 d)46 )58 f)15,0
4. a)23cm  b)21lcm ¢)57cm

1
5. a)l1= b)— ¢15 d)2
) )16 ) )

6. a) a=27° b)a~42° c)a~66°

7. a)c:Z\/E,a~34°,ﬂz56° b)ax~6,c~10,6=53° c)a~3,6;b~14,6;a =14°
9. ok.68 m

10. ok. 70 m

11. po ok. 6 minutach

12. a ~ 23° wskazowka:

\\ 6 cm
Wartosci sinusa, cosinusa, tangensa i cotangensa katéw 30°, 45° i 60°
1 2 1
1. a)3,5 b)-= c¢)1- d)—lg e)-1 ) 13 g) 5 h)5+26
2. 6cm, 6\/5 cm, 6\/§ cm
3. a) 6(1+\/§+\/§) b) 2(2+J§) c) 2(3+\E+J§)

4, a)\/gcm b)\/icm cJlcm d)2cm
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5. a)a=60°p3=45°y=75° b)a=45°[=30°y=105° c)a=60°p3=30°y=90°
d) a=30°,ﬂ=30°,y=120°

Zalezno$ci miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata ostrego

24 7 3 15 7 8
1. a)cosa=—,tga=—,ctga=3— b)sina=—,tga=1—, ctga=—
) 25 g 24 g 7 ) 17 8 8 g

15
. 4 3 3 . 60 11 5
¢)sina=—,cosa=—,ctga=— d)sihna=—,cosa=—,tga=5—
5 5 4 61 61 11
J19 9419 19 s NG 25
e)Jcosa=——,tga = ,ctga=—— f)sina=—, tga=—,ctga=——
10 19 9 3 2 5
. 417 17 1 . 1 12 2
g)sina=——,cosa=——,ctga=— h)sina==, cosa=——,tga=—
17 17 4 3 3 4

2. a)0,48 b)0,04

17

3. a)
49

0 18
4. a)7,2 b)5

5. a)2d3-3 b)3-243
6. a)2-v2 b)3-2\2

10.a)1 b3 V3 d)2 e1 1

12. a) sin 20° < cos 45° <sin 50° <tg 45°  b) cos 75° < sin 30° < cos 25° < tg 60°
c) tg 12° < tg 16° < ctg 14° < ctg 10° d) sin 25° < cos 35° < ctg 15° < tg 85°

A ¥

13. a)
169 60

14.a)0,22  b)0,9032

a)ﬁ b)ﬁ

2 2

15.

16.a)7 b)5

17.a)c<b<a b)a<c<b <c¢)b<a<c d)c<a<b

Sprawdz, czy umiesz — powtdrzenie do rozdziatu 8.

Test

Nr zadania 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Odpowiedz D B A B A D D C A D
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Zadania otwarte

11.
12.
13.

14.

16.

17.

18.

19.

21.

22.

12cm
15cm

37,7 cm; 33 cm; wskazowka: poprowadz wysokos¢ na bok lezagcy miedzy katami 61°
oraz 32°i oblicz jej dtugosc¢ (17,5 cm)

25
169

1
a)3,5 b)——
) ) 2

a)1 b)v3 o1 d)1

22 2 11 11 5
a) cosa:i,tgazi,ctga:Zﬁ b)sina=—,tga=—,ctga=5—
3 4 61 60 11
. 12 5 5 . 8 15 8
¢)sina=—,cosa=—,ctga=— d)sina=—,cosa="—,tga=—
1 1 12 17 17 15
a)2 b)2,5
sina-cosazl a)g b)E
18 9 162

a)7 b)3



Wartosci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych

a sina tga ctga cosa

i 0,017 0,017 57,290 1,000 89°
2° 0,035 0,035 28,636 0,999 88°
3° 0,052 0,052 19,081 0,999 87°
4 0,070 0,070 14,301 0,998 86°
5° 0,087 0,087 11,430 0,996 85°
6° 0,105 0,105 9,514 0,995 84°
7° 0,122 0,123 8,144 0,993 83°
8° 0,139 0,141 7,115 0,990 82°
9° 0,156 0,158 6,314 0,988 81°
10° 0,174 0,176 5,671 0,985 80°
11° 0,191 0,194 5,145 0,982 79°
12° 0,208 0,213 4,705 0,978 78°
13° 0,225 0,231 4,331 0,974 77°
14° 0,242 0,249 4,011 0,970 76°
15° 0,259 0,268 3,732 0,966 75°
16° 0,276 0,287 3,487 0,961 74°
17° 0,292 0,306 3,271 0,956 73°
18° 0,309 0,325 3,078 0,951 72°
19° 0,326 0,344 2,904 0,946 71°
20° 0,342 0,364 2,747 0,940 70°
21° 0,358 0,384 2,605 0,934 69°
22° 0,375 0,404 2,475 0,927 68°
23° 0,391 0,424 2,356 0,921 67°
24° 0,407 0,445 2,246 0,914 66°
25° 0,423 0,466 2,145 0,906 65°
26° 0,438 0,488 2,050 0,899 64°
27° 0,454 0,510 1,963 0,891 63°
28° 0,469 0,532 1,881 0,883 62°
29° 0,485 0,554 1,804 0,875 61°
30° 0,500 0,577 1,732 0,866 60°
31° 0,515 0,601 1,664 0,857 59°
32° 0,530 0,625 1,600 0,848 58°
33° 0,545 0,649 1,540 0,839 57°
34° 0,559 0,675 1,483 0,829 56°
35° 0,574 0,700 1,428 0,819 55°
36° 0,588 0,727 1,376 0,809 54°
37° 0,602 0,754 1,327 0,799 53°
38° 0,616 0,781 1,280 0,788 52°
39° 0,629 0,810 1,235 0,777 51°
40° 0,643 0,839 1,192 0,766 50°
41° 0,656 0,869 1,150 0,755 49°
42° 0,669 0,900 1,111 0,743 48°
43° 0,682 0,933 1,072 0,731 47°
44° 0,695 0,966 1,036 0,719 46°
45° 0,707 1,000 1,000 0,707 45°

cosa ctga tga sina a






